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Vorwort.

Die Eisenbauindustrie pflegt ihre Statiker und Konstrukteure in
der Regel aus Maschineningenieurkreisen und nur ausnahmsweise
aus Angehorigen des Bauingenieurwesens aufzunehmen, wihrend nach
dem Vorstudium beider Gruppen das Entgegengesetzte erwartet werden
konnte. Das hat zum Teil darin seinen Grund, daB die Eisenbau-
anstalten nicht nur den reinen Eisenhochbau und Eisenbriickenbau
betreiben, sondern sich heute vielfach mit Krangeriisten, Behiltern
und dergl. zu befassen haben uud auch oft mit Maschinenbauanstalten
in unmittelbarer Verbindung stehen. Solche Konstruktionen liegen
dem Maschineningenieur ndher als dem Bauingenieur, dem infolge
anders gearteter Vorbildung meist auch die von der Praxis geforderte
Ubung in werkstattreifer Durchbildung der Entwiirfe fehlt.

Andererseits findet an den maschinentechnischen Abteilungen der
Hochschulen und héheren Fachschulen die angewandte Statik meist
nicht die Pflege, die sie im Hinblick auf den genannten Zustand
verdient. Dagegen nimmt die Baustatik an den Bauingenieurabteilun-
gen einen breiten Raum ein, ist aber vollig auf die Bediirfnisse des
Hoch-, Tief- und Briickenbaues in Eisen und anderen Baustoffen,
namentlich Eisenbeton, eingestellt; solches trifft auch auf die zur Zeit
an Umfang und Tiefe bedeutende Fachliteratur zu, deren Urheber
ebenfalls meist den Bauingenieurkreisen angehéren.

Das vorliegende Buch bezweckt nun, dem Maschineningenieur, der
die eisenbautechnische Richtung einschlégt, die nétigen Kenntnisse
in der Baustatik zu verschaffen, den Bauingenieur hingegen mit den
Aufgaben dieses Gebietes und dem Umfang der hier verlangten Statik
bekannt zu machen. Gleichzeitig werden mehrere Aufgaben des reinen
Maschinenbaues behandelt, wie Schwungrider und Maschinenrahmen,
die sich nach den neueren Verfahren der Baustatik viel leichter und
eleganter losen lassen, als nach den herkdmmlichen Regeln der all-
gemeinen Statik. Ein weiterer Grund fiir die Herausgabe des Buches
lag in der Forderung nach Erweiterung und Zusammenfassung der
neueren Verfahren und Ergebnisse in der Statik, die in Zeitschriften
verstreut liegen und zum Teil einer strengeren Fassung und Be-
richtigung bedurften. Als Besonderheit des Buches darf die Berech-
nungsweise der elastischen Forménderung und der statisch unbestimmten
Tragwerke genannt werden, deren Ansétze nicht auf dem iiblichen
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Umweg iiber die Forménderungsarbeit, sondern unmittelbar aus ein-
fachen geometrischen Anschauungen gewonnen wurden, was an den
betreffenden Stellen eingehend begriindet wird.

Die Einteilung des Stoffes ist straff durchgefiihrt. Der erste Ab-
schnitt enthdlt eine kurze Zusammenstellung der Lehrsitze der theo-
retischen Statik, der zweite befaBt sich mit Kriften, Momenten und
Beanspruchungen statisch bestimmter ebener Tragwerke, der dritte
mit deren Forminderung und der vierte enthilt die Berechnung der
statisch unbestimmten ebenen Tragwerke, worin die rechnerische
Losung mehrgliedriger Elastizititsgleichungen mit Anwendung auf
Nebenspannungen von Fachwerken und Einfluflinien einen breiten
Raum einnimmt.

Bei der Behandlung des Stoffes habe ich mich von nachstehenden
Erwigungen leiten lassen.

An allen Stellen tritt der Gegensatz zwischen dem rechnenden
und dem zeichnenden Verfahren hervor. Das Wesentliche der buch-
stabenmiBigen Berechnung besteht in der Gewinnung einer fertigen
Endformel, die dann nach Einsetzung der Zahlenwerte sofort das
Endergebnis liefert. Dieser Weg sollte stets bevorzugt werden, wenn
die Art der Aufgabe eine nicht zu umfingliche Formel liefert, wenn
auch deren einmalige Aufstellung mehr mathematische Uberlegung
als das zeichnende Verfahren erfordert; denn die Endformel umfafBt
gleichzeitig alle vorkommenden Zahlenfille und liefert das Endergeb-
nis schneller und sicherer und meist auch genauer als das beste
zeichnende Verfahren, das bei jedem Zahlenfall aufs neue durch-
gefithrt werden muBl. Die frither einseitig gepflegte zeichnende Statik
stammt aus einer Zeit, die den Rechenschieber und namentlich die
Rechenmaschine nicht kannte und schliellich darf beim heutigen
Studierenden auch ein groferes MaB an mathematischer Fihigkeit
als frither vorausgesetzt werden. AuBerdem gewihrt der Rechnungs-
weg die Moglichkeit der tafelmiBigen Berechnung groBerer Aufgaben,
wie sie besonders im vierten Abschnitt gepflegt werden. Selbstver-
stindlich behélt das zeichnende Verfahren seine Verwendungsgebiete,
wie bei der Momentenlinie und elastischen Linie des geraden Stabes
und namentlich bei den Krifteplinen der einfachen Fachwerke.

Zusammenhingende Aufgaben erfahren eine einheitliche Behand-
lung. So wird nicht der durchlaufende Triger auf zwei, drei und
vier Stiitzen, sondern der Triger mit beliebiger Stiitzenzahl behandelt;
die allgemeinen Ergebnisse sind dann miihelos auf Einzelfdlle zu
iibertragen. Ahnliches findet sich beim Zweigelenkbogen, beim ein-
gespannten Stab und beim geschlossenen Steifrahmen. Auch hier
steht einer gewissen Schwierigkeit, die eine solche Verallgemeinerung
mit sich bringt, der Vorteil des groferen Verwendungsbereichs der
Ergebnisse gegeniiber, und meines Erachtens sollte der Studierende,
der die Grundlagen der Mechanik hinreichend erfafllt hat, in diesem
Sinne erzogen werden und sich selbst weiterbilden.

Im ibrigen werden an den Leser nur méfige Anforderungen an
Kenntnissen in hoherer Mathematik gestellt. Abgesehen von der
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bekannten Differentialgleichung der elastischen Linie kommen nur
ganz einfache bestimmte Integrale vor, deren Losungen in jeder
mathematischen Formelsammlung zu finden sind. In vielen Féllen
dient die Integralformel nur zur kurzen Ausdrucksweise und wird
in den Anwendungen durch algebraische Summierung ersetzt.

Der Inhalt des Buches bildet eine starke Erweiterung meiner
Vortrige und Ubungen an der Maschineningenieur-Abteilung der
Chemnitzer Staatl. Gewerbeakademie. Es ist beabsichtigt, dem Buche
einen Erginzungsband folgen zu lassen iiber Raumstatik mit An-
wendungen auf den Maschinen- und Eisenbau und iber labile
Gleichgewichtszustinde mit besonderer Beriicksichtigung der wichtigen
Knickfrage.

Zum Schlusse spreche ich der Verlagsbuchhandlung Julius Springer
fir die sorgfiltige Herstellung der Abbildungen und die Ausstattung
des Buches meinen besten Dank aus.

Chemnitz, im Juli 1925.
Dr.-Ing. G. Unold.
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Einleitung.

A. Begriffsbestimmungen.

Die Aufgaben der Statik starrer Kérper. Ein unter dem Ein-
fluB von Kriften stehender frei beweglicher starrer Korper bewegt
sich im allgemeinen ungleichférmig. Die Ermittlung der Beziehungen
zwischen diesen Kraften, der Korpermasse und -form und der Be-
wegungsinderung ist Aufgabe der Dynamik.

Bei gewissen Krifteanordnungen erhidlt der Korper keine Be-
wegungsinderung; er bleibt in Ruhe oder in geradliniger, gleichfor-
miger Bewegung. Die Krifte heben sich dann in ihrer Gesamt-
wirkung auf, sie stehen im Gleichgewicht. Die Ermittlung der
Bedingungen hierzu — der Gleichgewichtsbedingungen — ist Auf-
gabe der Statik.

Bei mehreren im Gleichgewicht stehenden Kriften P, P,,... P,
kann eine Gruppe von Kriften, z. B. P,, P, und P,, ohne Anderung
des Gesamtgleichgewichtes durch eine einzige Kraft von derselben
statischen Wirkung ersetzt werden; ebenso konnen mehrere nicht im
Gleichgewicht stehende, also Bewegungsinderungen verursachende
Krifte durch eine einzige Kraft von derselben dynamischen Wir-
kung — Bewegungsidnderung — ersetzt werden. In beiden Fillen
nennt man die wirkungsgleiche Ersatzkraft die Resultierende, sie
ergibt sich durch Zusammensetzung der Einzelkrifte. Die Resultie-
rende mehrerer im Gleichgewicht stehender Krifte ist demnach Null.
Auch kann eine Kraft durch mehrere Kriifte von derselben statischen
oder dynamischen Wirkung ersetzt werden, d. h. die Kraft wird in
mehrere Krafte zerlegt.

Zusammensetzung und Zerlegung von Kriften ist ebenfalls Auf-
gabe der Statik.

Darstellung einer Kraft. FEine Kraft ist durch Angriffspunkt,
Grofle, Wirkungslinie und Richtungssinn bestimmt.

Zeichnerisch erfolgt die Darstellung einer Kraft durch eine ge-
pfeilte Strecke von bestimmter Lage, deren Ldnge nach einem ge-
gebenen Mafllstab die GroBle der Kraft ausdriickt.

Einteilung und Benennung der Krifte. Die an einem statisch
zu untersuchenden Gebilde (Tragwerk, Dachbinder, Briicke, Maschinen-
teil) wirkenden Krifte konnen von verschiedener Art sein, fithren
aber die gemeinsame Bezeichnung Lasten.

Unold, Statik f. Maschineningenieure. 1
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Bei den stets lotrecht wirkenden Gewichtslasten unterscheidet man
zwischen Eigenlasten, Nutzlasten, Verkehrslasten bei Briicken und
zwar Raddriicken bei Fahrzeugen oder Menschenlasten. Bei Gebduden
oder Diachern treten Windlasten hinzu, bei Krangeriisten Seilziige,
bei Maschinenteilen Zapfen-, Kolben- oder Zahndriicke usw. Bei Trag-
werken, die gegen den Boden oder die Wand abgestiitzt sind, wirkt
der Boden oder die Wand gegen das Tragwerk mit den als Zug oder
Druck auftretenden Auflagerkriften.

Die genannten Krifte konnen sich an einzelnen Punkten des Ge-
bildes absetzen und heilen Einzelkréfte oder Einzellasten. Ver-
teilt sich eine Kraft gleichmafig oder ungleichmaBig iiber einen Raum,
dann spricht man von Raumlasten (z. B. Korpergewicht, Fliehkraft).
Ist eine Kraft iiber eine Fliche verteilt, wie z. B. die Schneelast, dann
heiBt sie Flidchenlast; ist sie iiber eine Linie verteilt, dann ist sie
eine Streckenlast (z. B. Gewicht einer diinnen geraden oder krum-
men Stange). Sind solche Raum-, Flichen- oder Streckenlasten gleich-
miBig iiber den Raum, die Fliche oder die Strecke verteilt, dann
heiBen sie Gleichraum-, Gleichflichen- oder Gleichstreckenlasten.

Streng genommen gibt es keine Einzelkrifte, da jede Kraft iiber eine ge-
wisse, wenn auch noch so kleine Fliche gleichmiBig oder ungleichmiBig verteilt

ist. Die Einzelkraft 1aB8t sich jedoch als Resultierende dieser Flichenkrifte
auffassen.

Begriff des starren Korpers. Jeder feste Korper erleidet durch angrei-
fende Krifte eine elastische oder unelastische Forménderung; demgemil gibt
es in Wirklichkeit keine starren Korper. In der theoretischen Statik wird vor-
ausgesetzt, daB diese Forménderung gegeniiber den Kérperabmessungen so ge-
ring ist, daB sie vernachlissigt werden darf, insbesondere daf die damit ver-
bundenen Verschiebungen der Kraftangrifispunkte bedeutungslos bleiben. Somit
bezieht sich die Statik eigentlich auf elastisch feste Korper; wir werden aber
trotzdem den Ausdruck starrer Korper beibehalten.

Bei einer Reihe von technisch wichtigen Aufgaben, wie Knickfestigkeit u.a.,
diirfen diese Verschiebungen der Kraftangriffspunkte nicht vernachléssigt werden,
da sie das Wesentliche dieser Aufgaben bestimmen.

B. Die Grundlagen der Statik.

Die gesamte Statik starrer Koérper beruht auf drei grundlegenden
Sitzen, die nicht beweisbar sind und nicht auf einfachere zuriick-
gefithrt werden konnen. Sie lauten:

1. Satz von der Verschiebbarkeit der Kriifte lings ihrer Wir-
kungslinie. Eine Kraft ist durch ihre Wirkungslinie, Richtung, An-
grifispunkt und GroBe bestimmt. Bei starren Korpern ist die Angabe
des Angriffspunktes nicht erforderlich, d. h. Krifte von gleicher Wir-
kungslinie, Richtung und GrdBe, aber verschiedenen Angriffspunkten
sind statisch einander gleichwertig.

2. Satz vom Parallelogramm der Krifte. Die Resultierende
zweier an einem Punkte angreifenden Krifte wird durch die Diago-
nale des aus den beiden Kraftstrecken gebildeten Parallelogramms
dargestellt.
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8. Satz von der Wechselwirkung zweier Kriifte. Die Kraft,
die ein Korper 4 auf einen Korper B ausiibt, ist gleich und ent-
gegengesetzt der Kraft, die B auf A4 ausiibt.

Hieraus leiten sich in streng logischer Folge die Lehrsitze der
theoretischen Statik der Ebene und des Raumes ab.

Dieses Buch ist fiir Leser bestimmt, die mit diesen Lehrsitzen
und deren Anwendung auf einfachere technische Aufgaben hinreichend
vertraut sind. Dagegen werden wir diese Lehrsidtze im nachstehen-
den kurz anfithren, da es uns hier im wesentlichen auf deren prak-
tischen Anwendungen im Maschinen- und Eisenhochbau ankommt.

Diese bestehen einerseits in der Ermittlung von Stabspannungen,
Biegemomenten usw., nach denen die erforderlichen Querschnittsab-
messungen der Einzelteile mit Riicksicht auf die durch Erfahrung
festgelegten zuldssigen Beanspruchungen zu bestimmen sind, ander-
seits in der Untersuchung der elastischen Formédnderung des Gebildes,
die mit Riicksicht auf dessen Zweck gewisse GroBtwerte nicht iiber-
schreiten darf.

In der theoretischen Statik wird streng zwischen dem zeichnen-
den und dem rechnenden Verfahren unterschieden. Dagegen werden
in den praktischen Anwendungen beide Verfahren vielfach neben-
einander benutzt. Daher wird hier unterschieden:

a) das zeichnende Verfahren, unter Vermeidung jeder Rech-
nung, vorwiegend fiir ebene Fille,

b) das analytische Verfahren, im Sinne der analytischen Geo-
metrie wird nur mit Kraftkomponenten in den Achsenrichtungen eines
ebenen bzw. raumlichen Koordinatensystems und mit den Koordinaten
der Kraftangriffspunkte gerechnet,

c) das Rechnungsverfahren, bei dem aus einer genauen Zelch-
nung Kraft- oder Stabrichtungen und deren Lagen, Richtungen, Hebel-
arme abzumessen und in die Rechnung einzusetzen sind.

1*



Erster Abschnitt.

Die Lehrsitze der allgemeinen Statik.
A. Statik der Ebene.

Der Korper wird als starre ebene Scheibe betrachtet, alle Krifte
liegen in der Ebene dieser Scheibe.

1. Zwei Krifte am Punkt.

Die Resultierende R zweier Krifte P, und P, wird nach Bild 1

durch die Diagonale des Krifteparallelogramms dargestellt.
Statt dessen kann R auch als SchluBlinie des XKriftedreiecks
Bild 2 oder 3 dargestellt werden; hier-

= 2 - 7 bel ist die Reihenfolge der P gleich-
# rR7) R BT 2T giiltig.
~ e -~ 5
Z 5./ In Vektorendarstellung wird vor-

Abb.1—3. Krifteparallelogramm Stehendes durch R =P, 4> P, ausge-
_ und Kriftedreieck. driickt (geometrische Summe).
Aus der Umkehrung der Konstruk-
tion folgt die Zerlegung der Kraft R in die Komponenten P, und
P, von gegebenen Richtungen.

o \>

2. Mehrere Krifte am Punkt.

Zeichnendes Verfahren. Gesucht die Resultierende der Krifte
P, P, P, P,, Bild 4. Von einem beliebigen Punkt 4 ausgehend,
werden die Krafte in be-

A i liebiger Reihenfolge nach

A h GroBe und Richtung so an-

b/ . ~ AT einandergefiigt, dafB ihre
S~._ R ‘\&_ Pfeilrichtungen  stetigen

'R ~ B Verlaut nehmen, sie bilden

das Krafteck. Die Re-
sultierende wird durch die
SchluBlinie des Kraftecks dargestellt, deren Richtung gegenldufig
zu denen der Krifte ist.
In Vektorenstellung
R=P HP,p--- oder R=3IP,.

Bild. 4. Krafteck.
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Das -Zeichen driickt eine geometrische Summierung aus im Gegensatz zur
algebraischen Summierung mit dem Z-Zeichen.

Durch den Zeiger ¢ in P; soll ausgedriickt werden, da8 Krifte in beliebiger
Anzahl der vorgeschriebenen gemeinsamen Behandlung unterliegen. Diese Dar-
stellungsweise ist in der buchstabenmiBigen Behandlung mathematischer und
technischer Aufgaben allgemein iiblich und bezieht sich nicht nur auf Krifte,
gsondern auf alle GroBen, die in beliebiger Anzahl auftreten; sie bezweckt im
wesentlichen eine Abkiirzung der Schreibweise und ist in diesem Buche iiberall
durchgefiihrt, wo es zweckmifBig erschien.

Krifte von derselben Wirkungslinie addieren sich algebraisch,
R=J3P,.

Gleichgewicht liegt vor, wenn R =0, d. h. wenn sich das Kraft-
eck schlieft, wenn also X P,=0.

Analytisches Verfahren. Man zerlegt jede der Krifte P; nach
Bild 5 in Komponenten in Richtung der Koordi-

natenachsen, also in *y
X,=P;cose; und Y,=P,;cos f; W
und addiert diese zu den Kriften . /.‘/ |
K[
X=3X, und Y—37, Ao j

™
Diese ergeben Jf——}—i——*’r—»
z

— VX LV
R=7X + Y Bild 5. Zerlegung
. . _ einerKraft nach den
deren Neigung gegen die X-Achse folgt aus Achsenrichtungen.
tgp=7Y:X.

Gleichgewicht besteht, wenn die zw ei Gleichgewichtsbedingungen
>X,=0 und JY,;=0
gleichzeitig erfiillt sind.

3. Zwei Kriafte an verschiedenen Punkten der ebenen Scheibe.

Die Krifte P, und P‘z nach Bild 6 bis zum Schnittpunkts ihrer

Wirkungslinien verschoben, liefern R.

Bild 6. Zusammensetzung Bild 7. Zusammensetzung zweier Krifte
zweier Krifte. mit Hilfskriften.

Liegt der Schnittpunkt weitab oder sind die Kréfte einander par-
allel, dann werden nach Bild 7 die beliebigen Hilfskrifte H, — H,
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angefiigt und die Resultierenden R, aus P, und H, bzw. R, aus P,
und H, in der vorigen Weise zu R vereinigt.
Bild 8 zeigt dasselbe bei entgegengesetzt gerichteten P.

Kriftepaar. Zwei gleichgroBle, parallele
und entgegengesetzt gerichtete Krifte P
haben keine Resultie-
rende; sie bilden mit-
einander ein Kréftepaar
vom Moment M ==P-p,
worin p nach Bild 9 der
Abstand der Wirkungs-
linien ist. Ein Krifte- 7.

Bild 8. Dasselbe bei entgegen- P38 hat demnach keine
gesetat gerichteten Kriften. verschiebende, sondern Bild. 9. Kriftepaar.
drehende Wirkung. Man
pflegt M als positiv zu bezeichnen, wenn es rechtsdrehend wirkt.
Ein Kréftepaar ist gleichwertig einem andern Paar in derselben
Ebene, wenn Moment und Drehsinn gleich sind.
Mehrere Paare in derselben Ebene konnen zu einem resultieren-
den Paar vereinigt werden, dessen Moment gleich der algebraischen
Summe der Einzelmomente ist, M, =3P, p,.

Gleichgewicht besteht, wenn M P,p,=0.

4. Krifte an mehreren Punkten der ebenen Scheibe.

Allgemeines zeichnendes Verfahren, Bild 10. P, und P, wird
durch Kriftedreieck zu E,,, diese mit P, zu R,,, und diese mit P, zu
R vereinigt. Statt dessen kann auch vorherige Gruppenzusammenfassung
der P zweckmaBig sein.

‘Bild 10. Zusammensetzung von
Kriften. Bild 11. Entwicklung des Seilecks.

Seileckverfahren, Bild 11. Zu den P, P, P, werden die beiden
gleichen Krifte S, und 8, hinzugefiigt. S, und P, liefert R, , dieses
mit P, vereinigt gibt R ,,, dieses mit P, vereinigt R, ,,,. Somit sind
die Krifte §, 8 P, P, P, durch R, ,,, und S ersetzt, die zu R,
d. i. die Resultierende der P, P, P,, vereinigt werden. Hierauf griindet
sich folgendes Verfahren:
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Zu P, P, P,, Bild 12a zeichnet man das Krafteck Bild 12b, dessen
SchluBlinie die GréBe und Richtung von R angibt. Man wahlt den
beliebigen Pol O, zieht die Strahlen 01, 12, 23, 30 (lies null-eins,
eins-zwei usw.) und parallel hierzu von beliebigem Anfangspunkt aus
die Linien 01, 12 usw. zwischen den Wirkungslinien der gleich-
namigen Krifte. R geht dann durch den Schnittpunkt aus Anfangs-
und Endstrahl.

Der Linienzug 01, 12 ... heiBt Seileck, weil ein durch P, P, P,
belastetes Seil dieselbe Form annimmt, O heit der Pol, die Linien
01, 12... die Seileckseiten.

Bild. 12. Seileck.

Bild. 18. Uberschneidende Seileckseiten.

P

Bild 14. Seileck fiir Fall b). Bild 15. Seileck fiir Fall c).

Das Verfahren ist in allen Fillen anwendbar, auch wenn sich die
P-Richtungen iiberschneiden oder wenn einige der P entgegengesetzt
gerichtet sind, s. Bild 13.

Es sind folgende Fille moglich:

a) Die duBersten Seileckseiten schneiden sich, dann haben die
Krifte eine Resultierende (wie in Bild 12 und 13).

b) Die duBersten Seileckseiten sind einander parallel, dann schliefit
sich nach Bild 14 das Krafteck und die P, P, P, liefern ein Krifte-
paar 8y, —8,, vom Moment M=, - p.

¢) Gleichgewicht zwischen P, P, P,, wenn R=0 und M =0,
d. h. wenn sich nach Bild 15 Krafteck und Seileck gleichzeitig
schliefen.

Rechnendes Verfahren. Durch beliebigen Punkt O, Bild 16, sind
zu jeder der Krifte P, zwei dazu parallele, gleiche und entgegen-
gesetzte Krifte anzubringen. Die P, sind somit ersetzt durch die in
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O angreifenden Krifte P;, die R= Y P, liefern, und durch die Paare
vom Moment P, p,, die das resultierende Paar vom Moment M — =P, p,
liefern. M und R konnen durch eine dazu parallele Einzelkraft R
im Abstande r= M:R von O ersetzt werden.

Ist R=0, dann liefern die P, ein Krifte-
paar von gleichbleibendem Moment, unabhéingig
von der Wahl des Punktes O.

Die P, stehen im Gleichgewicht, wenn fiir

beliebiges O die beiden Bedingungen
SP,=0 und SP,p,=0

gleichzeitig erfiillt sind.

Bild 16. Vereinigung Drei Krafte bilden Gleichgewicht, wenn

mehrerer Krifte zu einer Si€ sich an einem Punkt schneiden und ihr
Einzelkraft und einem Kréftedreieck sich schlief3t.

Kriftepaar. Fiir parallele Krafte ist nach Bild 17
R=P,+ P, -
und r=(Pyp,+Pyp,+---):R.

Analytisches Verfahren. Bezeichnen gz
und y, die Koordinaten der Angriffspunkte der
Krifte P, mit den Komponenten X, und Y,
dann liefern die P, die zwei durch den Koordi-
natenanfangspunkt gehenden Krifte X — 3 X,
und Y =_3'Y, und ein Kriftepaar vom Moment
=23 (X y,— Y,z

Gleichgewicht liegt vor, wenn die drei Bedingungen

22X, =0, Y,=0 und JY(X;y,—7Y,x)=0
gleichzeitig erfiillt sind.

Bild 17. Vereinigung
paralleler Krifte.

Statische Momente von Kriften der Ebene. Das auf einen be-
liebigen Punkt bezogene statische Moment einer Kraft Pist M =P - p,
worin p den Abstand des Punktes von der Wirkungslinie der Kraft
1 bezeichnet (Hebelarm). M ist

o 17 | positiv, wenn rechtsdrehend.

a’ ; | Diealgebraische Summe der

‘ | statischen Momente mehrerer

5 Krifte P, bezogen auf einen

g gemeinsamen Punkt ist gleich

dem statischen Moment der

Ja |4 Resultierenden dieser Krifte,
¥ _J M=23P,p—=Rr.

Analytisch ist fir den Ko-
Bild 18. Seileck fiir parallele Kriifte, statische ordlnatenanfangspunkt

Momente hierzu. =Y ( X. Yi— —7. x)
(2
Benutzung des Seilecks bei parallelen Kréiften. Nach Bild 18 ist

das auf Punkt a bezogene Moment aller Krifte M, —y, H, worin H
der Polabstand.
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Fir z. B. Punkt b liefern die links von b liegenden Krifte P,
und P, das Moment M, =y, H. :

Bild 19. Parallele Krifte, Seileck und statische Momente.

Bild 19 gilt fiir P, nach oben gerichtet, hierbei sind die Momente
der jeweils links von a b c... liegenden Krifte

M,=y,H, M=y, H M=y H usw.

B. Statik des Raumes.
1. Drei Krifte am Punkt.

Die Resultierende dreier Krifte P, P, P,, die nicht in einer
Ebene liegen, wird durch die Diagonale des aus den drei Kriften
gebildeten Parallelepipedons, Bild 20, dargestellt.

In Vektorendarstellung ist
R=P1"1F’P2+’P3' /I

Bild 20. Zusammensetzung dreier Bild 21. Zerlegung einer Kraft nach drei
Raumkrifte Raumrichtungen.

Zerlegung einer Kraft R in drei Komponenten von gegebenen,
nicht in einer Ebene liegenden Richtungen I, II und III erfolgt in
umgekehrter Weise:

Man legt nach Bild 21 durch Endpunkt r von R (alles in Auf-
ril und GrundriB auszufithren) Gerade G, parallel zu I, bestimmt
ihren DurchstoBpunkt s, mit Ebene II—III und zieht durch s, Par-
allele zu II und III, ferner durch r eine Parallele zu 4,; hierdurch
werden auf den gegebenen Richtungen Strecken gleich den gesuch-
ten Komponenten abgeschnitten (Anwendung bei Dreibeingeriisten,
Derrik-Kranen u.dgl.).
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2. Mehrere Krifte am Punkt.

Das auch hier anwendbare Krafteck bildet ein riumliches Viel-
eck und ist nach den Regeln der darstellenden Geometrie in Aufrif
und Grundrif zu zeichnen.

In Vektorendarstellung gilt auch hier

R=P, -P,--- oder R=ZIP,.
Gleichgewicht liegt vor, wenn R=0, wenn sich das Krafteck
schlieBt, wenn also X P,=0.

Analytisches Verfahren. Man zerlegt jede der Krifte P, nach
Bild 22 in drei Komponenten in Richtung dreier rechtwinkligen
Koordinatenachsen, also in

+Z
X,=P,cos e, Y, =P, cos g,
Z Z,= P;cos y,,
A worin e, 5, und p, die Winkel zwischen
/;Z ¢ P, und den positiven Achsenrichtungen
&1 %| x | +x sind, und addiert diese Komponenten alge-
braisch zu den Kriften
¢ :
iy X=X, Y=37,, 7 =212
Bild 22. Zerlegung einer Kraft dann ist
nach den Koordinatenachsen. R— }mﬁ:‘z‘e

und deren Winkel mit den positiven Achsenrichtungen folgen aus
cosee, =X: R, cosf, =Y:R, cosy,=Z2Z:R.
Gleichgewicht besteht, wenn die drei Gleichgewichtsbedingungen

2X,=0, Y, =0, 224,=0
gleichzeitig erfiillt sind.

3. Zwei Krifte an verschiedenen Punkten des Raumkorpers.

Liegen diese nicht in derselben Ebene, dann bilden sie ein sog.
Kraftkreuz und konnen nicht mehr zusammengesetzt, aber in be-
liebige andere Kraftkreuze umgewandelt werden.

Kriiftepaar. Zwei gleich grofe und entgegengesetzt gerichtete Krifte
bilden ein Kriftepaar, das nach Bild 23 dargestellt wird durch seine
Achse 4, d.i. eine zur Paarebene winkelrecht stehende
Strecke, deren Linge die GréBe des Momentes maf-
stiblich angibt und deren Pfeilrichtung den Drehsinn
des Paares in der Weise bestimmt, dall entgegen-
gesetzt zur Pfeilrichtung gesehen, das Paar rechts-
drehend erscheint.

Kriftepaare in parallelen Ebenen liegend sind
Bild 23. Achse ©inander gleichwertig, wenn Moment und Drehsinn
des Kraftepaars, gleich bleiben.
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Mehrere Paare in Parallelebenen kénnen zu einem resultierenden
Paar vereinigt werden, dessen Moment gleich der algebraischen Summe
der Einzelmomente ist.

Das resultierende Paar mehrerer in verschiedenen Ebenen liegen-
den Paare von den Achsen A; ergibt sich dann durch geometrische
Summierung ihrer Achsen; 4=34, (wie bei Raumkréften).

Gleichgewicht besteht, wenn bei Paaren in derselben Ebene
oder in Parallelebenen die algebraische Summe ihrer Momente Null

ist, d. h. 3 P,p,=0, oder wenn bei verschiedenen Ebenen das Achsen-
eck sich schlieBt, d.h. ¥4,=0.

4. Mehrere Kriifte an verschiedenen Punkten des Raumkorpers.

Rein zeichnende Verfahren unzweckmdBig.

Rechnendes Verfahren. Vorgang wie bei Kréften in der Ebene;
man erhdlt ein durch O gehendes Kraftbiindel, das R= X P, liefert,
und die in Raumebenen liegenden Paare von den Achsen 4,= P, p,,
die ein resultierendes Paar von der Achse 4 =34, liefern.

Die Resultierende und das resultierende Paar konnen, da in ver-
schiedenen Ebenen liegend, im allgemeinen nicht mehr zusammen-
gesetzt, aber auf unendlich verschiedene Weise umgeformt und in
zwei sich kreuzende Kréfte — Kraftkreuz — umgewandelt werden.

Ist R =0, dann liefern die
P, ein Paar von bestimmtem
Moment und bestimmter Ebe-
nen- (bzw. Achsen-) richtung,

<

unabhéngig von der Wahl des R W )
Bezugspunktes. SN . | :X,
Gleichgewicht besteht, A -

wenn fiir beliebigen Bezugs-
punkt R =0 und 4=0. Diese
Form der Gleichgewichtsbe-
dingung ist fiir pFaktlsche Ver- Bild 24. Zerlegung und Projektionen der
wendung ungeeignet, daher Raumkrifte.

besser folgende: P, nach Bild 24

in die drei Achsenrichtungen zerlegen, auBerdem P, auf Aufrif3-,
Grundril- und Seitenriebene projizieren, ferner auf jeder dieser

Ebenen je einen beliebigen Bezugspunkt annehmen.

%
)
S
.

D
$p—

/l'"

A

éﬁ D
4

Gleichgewicht besteht, wenn die sechs Bedingungen erfiillt sind-
>X,=0, 2Y. =0, YZ,=0 (d.h. R=3P,=0),
JA,a,=0, YG,9,=0, 8;5,=—0(d h. statische Momente
der Kraftprojektionen in den drei Rissen je =0).

Vielfach liegen die P; in Ebenen parallel zur Seitenrifebene; dann
ist X;=0 und AufriB und Grundri der P, liegt winkelrecht zur
X - Achse.
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Gleichgewichtsbedingungen in analytischer Form (Rechtssystem).
@, y; 2; seien die Koordinaten der Angriffspunkte der P;.

Gleichgewicht, wenn

< >X,=0, Y, =0, >Z,=0,
2
"R D (&7 — 2w ) =0, 2(Yz,— X;y,) =0,
3 3
-<§”L “"’é"* 22y, —Y;2)=0.
HE Resultierende paralleler Kriifte. Nach Bild 25
1 H (Krifte im Grundril dargestellt) zwei Achsen 4
etz .
<z und B annehmen, dann ist
R= >YP. = MP.a.: MP.
Bild 25. 25 6= 2he: 2T
Resultierende paral- und
leler Krafte. b= 3Pb: 3P,

Anmerkung. In der Anwendung dieser allgemeinen Lehrsitze
auf technische Aufgaben des Maschinen- und Eisenbaues werden
Tragwerke, Maschinengeriiste und Maschinenteile zunichst auf Krifte-
wirkung und Beanspruchung untersucht. Die an ihnen angreifenden
Krifte stehen im Gleichgewicht. Der irgendwie belastete Korper
ubt auf den ihn stiitzenden Baugrund oder auf benachbarte Bau-
oder Maschinenteile gewisse Krifte aus, die als Auflagerkrifte be-
reichnet und im néichsten Abschnitt behandelt werden. Nach dem
Gesetz von Wirkung und Gegenwirkung iibt aber der Baugrund
oder die benachbarten Teile ebensolche aber entgegengesetzt gerichtete
Krifte auf den zu untersuchenden Korper aus. In die Gleichgewichts-
bedingungen fiir die am Korper wirkenden Krifte sind also alle
von auBen auf ihn wirkenden Krifte aufzunehmen, das sind die
Lasten und die eben genannten Auflagerkrafte.

Der Korper setzt sich aus Einzelteilen zusammen. Fiir jeden
Teilkdérper gelten ebenfalls die Gleichgewichtsbedingungen; auch hier
wird der Teilkérper vom ganzen Korper getrennt gedacht und die
von auBen auf ihn wirkenden Kriifte ins Gleichgewicht gesetzt.



Zweiter Abschnitt.

Kriftewirkung und Beanspruchung statisch
bestimmter ebener Gebilde.

Die Betrachtungen dieses und der beiden néchsten Abschnitte be-
ziehen sich auf ebene Korper, die als starre ebene Scheiben oder
Stabgebilde angesehen werden konnen, in deren Ebenen sdmtliche
Krifte und Forménderungen wirken,

Nun besitzt zwar jeder Korper eine rédumliche Ausdehnung, wir
setzen dabei jedoch voraus, dafl fir den Korper und die an ihm
wirkenden Krifte eine Symmetrieebene bestehe und daB die gedachte
Scheibe die Projektion des Korpers auf die Symmetrieebene darstelle
und alle Krifte ebenfalls auf diese Ebene projiziert seien.

A. Auflagerkrifte von gestiitzten ebenen Korpern.

Allgemeines. Der als starre ebene Scheibe betrachtete Korper
sel durch geeignete Mittel (Zug- oder Druckstangen, Bolzen, Walzen
u. dgl) mit dem Erdboden oder mit einer festen Wand unver-
schieblich verbunden.

In Bild 26 bis 28 sind einige Fille skizziert. Man erkennt schon
ohne eingehende Betrachtung, dafl in den beiden ersten Féllen die
Auflagerkrifte iiber gewisse Strecken verteilt sein miissen und zwar
ungleich, und daB zur Feststellung dieser Krifte das elastische Ver-
halten des Bodens und des Korpers herangezogen werden mubB.

N

-
; )

=
<5

[ |

7 }4__.,1 I __yz
e

ez // }///,’///'.' A
Bild 26 u. 27. Korper mit unbestimmter Bild 28. Statisch bestimmte
Lagerung. Lagerung.

In Bild 28 hingegen sind die Auflagerkrifte ohne Riicksicht auf
das elastische Verhalten des Bodens und des Korpers bestimmt. Man
nennt deshalb in diesem Falle den Korper statisch bestimmt gelagert.
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Die statisch bestimmte Lagerung liegt dann vor, wenn zur Bestim-
mung der Auflagerkrifte die statischen Gleichgewichtsbedingungen der
am Korper wirkenden Krifte (Lasten und Auflagerkrifte) ausreichen.

Wir werden eine Reihe von Fillen mit statisch bestimmter Lage-
rung behandeln und zeichnende und rechnende Verfahren zur Be-
stimmung dieser Auflagerkrifte kennen lernen.

Fall 1. Abstiitzung durch einen Kippbolzen und eine Pendel-
stiitze, Bild 29. Der Kippbolzen und die beiden Pendelstiitzbolzen
sind reibungsfrei angenommen. Die zwi-
schen Boden und Korper wirkenden Krifte
verlaufen somit in der Weise, dafl die eine
Kraft durch Kippbolzenmitte und die an-
dere durch die beiden Pendelstiitzbolzen
geht. Die Krifte, die der Boden gegen
den Korper ausiibt und die mit 4 und B
bezeichnet seien, bilden mit den Lasten
P, P,... Gleichgewicht.
Von 4 und B sind bekannt ein Punkt
Bild 29. Lagerung durch Kipp- der Wirkungslinie 4 und die Wirkungs-
bolzen und Pendelstiitze. linie B. Unbekannt ist die Wirkungslinie 4
und die GroBe von 4 und B. Aus den
drei Gleichgewichtsbedingungen fiir Krifte am starren ebenen Korper
folgen diese drei Unbekannten.

Durch Rechnung und Zeichnung. Gleichgewicht gegen Drehen
um Punkt a liefert nach Bild 29

P1p1+Pﬁp2+"'_Bb=0;
woraus B folgt.

Nun mufl sich das Krafteck aus P, P,...4 und B schlieﬁén,
woraus Grofle und Richtung von 4 folgt.

Durch Zeichnung.

Erstes Verfahren: Zunichst wird nach bekannten Regeln die
Resultierende R der Krifte P, P,... bestimmt, s. Bild 30. Da nun
die Krifte R, 4 und B durch einen
Punkt gehen miissen und dieser Punkt
der Schnittpunkt s von R und B ist,
bildet die Verbindungslinie as die Wir-
kungslinie von 4. Die Grofe 4 und B
folgt aus dem Kriftedreieck R B 4.

Zweites Verfahren mittels Seileck:
Da Gleichgewicht zwischen ABP, P,...
besteht, muf sich dasKrafteck und das Seil-
eck dieser Krifte schlieBen. Hieraus folgt
A und B durch Zeichnung nach Bild 31.
Wesentlich ist hierbei, dafl dieses Seileck durch Punkt a zu legen ist.

Dieses Verfahren ist auch anwendbar, wenn zuvor auf andere
Weise R bestimmt wurde, das Weitere folgt aus Bild 32. Es ist

Bild 30. Auflagerkrifte durch
Zeichnung.
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besonders dann zweckmiBig, wenn nach dem ersten Verfahren der

Schnittpunkt s auBerhalb der Zeichenfliche fallen wiirde.
Bild 33 zeigt dasselbe beim Kérper mit Ausladung.

ar

Bild 32. Dasselbe unter Benutzung
Bild 31. Auflagerkrifte durch Seileck. von R

Bild 34. Seileckverfahren bei lot-

Bild 33. Dasselbe bei AuBlenlasten. reohten Kriften.

Liegen siamtliche P und die Pendelstiitze lotrecht, dann liegt auch
A lotrecht und im Krafteck fallen sdmtliche Krifte in eine Linie.
In diesem Falle ist es nicht nétig, das Seileck durch Punkt a zu
legen, sondern es kann in beliebiger Hohe liegen. Hierzu Bild 34.

Analytisch. Bezieht man nach Bild 35 die Scheibe auf ein
Koordinatensystem mit dem Nullpunkt im Kippbolzen und bezeichnet

XY, die Komponenten der gegebenen V. z
Lasten P,, ’ :

X,Y,X,Y, die der Auflagerkrifte 4
und B,

wobei alle X nach rechts und alle Y
nach oben positiv gerechnet werden,
ferner
x,y, die Koordinanten der Angriffs-
- punkte der P,,

x, 1y, die Koordinaten des Auflagerungs-

der Auflagerkrifte.

punktes b,
dann lauten die Gleichgewichtsbedingungen der Ebene
(1) 2 X+ X, +X=0,
(2) 3 Y, Y, +¥, =0,

(3) DXy, —Y,x)+ Xy, — Y, 2,=0.
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Hierin ist X, =B cos § und Y,= B sinf.

Aus (3) folgt B.

Aus (1) und (2) folgt X, und ¥, und daraus 4 und deren Richtung.

Wenn die Stange des Auflagers B nicht Druck, sondern Zug er-

hélt, was bei anderer Anordnung ebensogut méglich ist, dann hei3t

sie Zugstange. Bild 36 zeigt die An-
wendung des ersten bzw. zweiten Ver-
fahrens auf einen solchen Fall (Kran-
ausleger).

Ersatz der Pendelstiitze durch die
Walze oder das Rollenkipplager.
Da durch die Pendelstiitze die Wir-
kungslinie der Auflagerkraft bestimmt
Bild 36. Zugstange statt Stiitze. werden soll, kann diese auch durch eine
runde Scheibe (in der Ausfithrung durch
eine Walze) ersetzt werden, wobei nach Bild 37 die
Wirkungslinie der Auflagerkraft normal zur Rollen-
bahn liegt.

Ist eine Walze zu schwach, dann nimmt man
mehrere Walzen, die mit dem Schemel nach Bild 38
zwecks gleichméBiger Druckverteilung das Rollen-
kipplager bilden. Im iibrigen verliuft die sta-
tische Behandlung genau so wie in den vorbehan-
Walse tnd delten Fiéllen mit Pendelstiitze oder Zugstange.

Rollenkipplager. Fall 2. Abstiitzung durch drei Pendelstiitzen,
wovon jede durch eine gleichwertige Walze oder ein
Rollenkipplager oder eine Zugstange ersetzt sein kann.

Durch Zeichnung. In Bild 39 sei R wieder die Resultierende
der Lasten, die mit den Auflagerkriften 4, B und C Gleichgewicht
bilden muB. Daraus folgt, daB z. B. die Resultierende E__ aus R
und 4 gleich und entgegengesetzt zu R, aus B und C sein muB
und beide dieselbe Wirkungslinie haben miissen, die in die Verbin-
dungslinie des Schnittpunktes von 4 und R
mit s fillt. Hieraus folgt aus dem Kraft-
S \z eck das gesuchte 4, B und C.

Durch Rechnung. Nach Bild 39 folgt
aus dem Gleichgewicht gegen Drehen z. B.
um Punkt s

Aa—Rr=0, woraus A=—Rr:a.

Bild 39. Stiitzung durch drei
Stangen. In entsprechender Weise bestimmen sich
die B und C, die statt dessen auch aus

einem Krafteck A R B C zeichnerisch bestimmt werden kénnen.
Eine kleine Abénderung der Rechnung folgt fiir den Fall, daB

zwel der Auflagerkrifte parallel sind.

Schneiden sich die Richtungen 4, B und € nahezu in einem
Punkte, dann folgen aus der Kleinheit von a sehr grofe 4, B und C,
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weshalb dieser Fall' zu vermeiden ist. Bei genau demselben Schnitt-
punkt wiirden sich unendlich groBe Auflagerkriifte ergeben;- aus dem-
selben Grunde sind drei parallele Zugstangen oder Pendelstiitzen
unzulédssig.

Beispiele hierzu.

1. Wagen auf lotrechter Kreisbahn durch Zugseil gehalten.
Aus Bild 40 folgt sofort Z=Gg:2z. Die Raddriicke E, und R,
folgen sodann aus dem Krafteck.

2. Wanddrehkran, Bild 41. Auf das
gegen Boden und Wand durch ein Spur- und
zwel Tragzapfen abgestiitzte Krangeriist vom
Eigengewicht ¥ und Katzengewicht K wirken
die drei unbekannten Zapfendriicke H , H,
und V. Hier wird zweckmifig die Rechnung
analytisch durchgefiihrt. Die drei Gleich- Bild 40. Wagen auf Kreis-
gewichtsbedingungen liefern bahn.

V—E—K=0, H—H=0,
Ee+ Kk—Hh=0,

wobei der Schnittpunkt von H, und V als Be-
zugspunkt gewéhlt wurde. Hieraus folgt

H =H,—(Be+ Kk):h und V=G-+K.

Die Dreigelenkscheibe besteht aus zwei
Scheiben, die durch drei Gelenkbolzen mitein- gi1441. Wanddrehkran.
ander und mit dem Erdboden verbunden sind.

Durch Zeichnung. Nach Bild 42 ist R, die Resultierende der
auf Scheibe I wirkenden Lasten. Scheibe II bleibe zunichst unbe-
lastet. Dann bildet II eine Pendelstiitze fiir I und die von R, her-
rithrenden Auflagerkrifte 4, und C, bestimmen sich nach dem bei
Fall 1 behandelten Verfahren.

Entsprechendes gilt fiir die Belastung der Scheibe II nach Bild 43.

Wirken die R, und R, gleichzeitig, dann wirken am Bolzen a
bzw. ¢ gleichzeitig die 4, und A, bzw. die C, und C,, woraus sich
Bild 44 als Uberlagerung von Bild 42 und 43 ergibt. Zieht man
hierin (C,)== C, und (4,)4= 4,, dann kann sofort 4 und C als geo-
metrische Summe von 4, und (4,) bzw. (C,) und O, erkannt werden.
Es ist leicht einzusehen, daB die geometrische Summe von C, und 4,
die Bolzenkraft B liefern muB, die fiir I nach links und fiir I nach
rechts gerichtet ist.

Wenn die Schnittpunkte s, oder s, oder beide ungiinstig liegen,
zerlegt man nach Bild 45 R, und R, in die R’R,” und R, R)”,
die dann sofort die Bolzendriicke 4 B C liefern, wobei die Linien ab
und (1) bzw. bc und (2) einander parallel sind.

Die an den Scheiben I und II angreifenden Krifte 4 R B bzw.
BRC bilden je Gleichgewicht, gehen somit durch je einen Punkt;

Unold, Statik f. Maschineningenieure. 2
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daher bilden die Krifte 4 BC ein Seileck, was in Bild 44 und 45
als Richtigkeitsprobe dienen kann.

Bild 42—44. Dreigelenkscheiben-Auflagerkrifte durch Zeichnung.

Bild 46 gilt fiir den Fall, daB neben den R, und R, eine Last P,
auf Bolzen b wirkt. Die an b sich absetzenden Krifte R,”, P, und
R,” werden in die Richtungen ab und bc¢ zerlegt; daher ist (I) par-

allel ab und (2) parallel bc, das
Weitere erfolgt wie oben.

Bild 45. Zeichnung bei ungiinstig Bild 46. Dasselbe bei gleichzeitiger
liegenden Kraftrichtungen. Belastung des Mittelbolzens.

Da das Seileck der Kréfte R, und R, durch die Bolzen a, b
und ¢ geht, mufl auch das Seileck aller Einzellasten durch diese drei
Punkte gehen, was in Bild 47 dargestellt ist. Man findet dieses
Seileck nicht unmittelbar, sondern auf dem Umwege iiber die R,
und R,, die durch die strichierten Hilfsseilecke mit beliebigen Hilfs-
polen ermittelt werden. Sodann werden wie bisher die Bolzenkrifte
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A und C ermittelt, die die
Anfangs- und Endstrahlen
des gesuchten Seilecks bil-
det.

Bild 48 zeigt dasselbe,
aber mit Last auf Bolzen b;
das Seileck ist daher im
Punkte b gebrochen.

Analytisch. Bezeich-
net nach Bild 49 und 50
XY, XY, X Y, die
Komponenten der unbe-

kannten Bolzendriicke
A B C, dann folgt aus dem
Gleichgewicht der Scheiben
gegen Drehen um a bzw. ¢

DXy, +Y;x)
+Y, by — X, v, =0
oder
S P,p, Y, h,— X, v,=0,
DXy Y
— Y, hy,— X, v,=0
oder
DP.p— Y, by
—X,v,=0,
woraus X; und Y,.
Das Gleichgewicht der

Scheiben horizontal und
vertikal liefert sodann

X, — X, +X,=0,
Y, +Y, —Y =0,
ZXk—Xb+ Xc:()’
>Y —Y,—Y =0,
woraus X, Y, und XY,
folgt.
Scheibenverbindungen.
Besteht das Gesamtgebilde
aus mehreren, durch Bolzen
oder Stangen miteinander
verbundenen scheibenarti-
gen Teilen und soll diese
Verbindung in statisch be-

stimmter Weise erfolgen,
dann 1iBt sich eine Be-

Bild 47. Seileck bei mehreren Einzellasten.

2*
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ziehuﬁg zwischen der Anzahl der Scheiben und der Bolzen bzw.

Stangen aufstellen.

In Bild 51 sind zwei Scheiben durch drei Bolzen miteinander

Bild 49 u. 50. Dreigelenkscheibe analytisch.

Bild 51—54. Scheiben-
verbindungen.

und mit der Unterlage,
d. i. die Erde, verbun-
den (Dreigelenkscheibe).
Betrachtet man die Erde
ebenfalls als Scheibe
(Erdscheibe E), dann er-
fordern diese drei Schei-
ben drei Bolzen. Es ist
dabei belanglos, ob die
Scheibe 2 als wirkliche
Scheibe oder nur als
Pendelstiitze aufgefal3t
wird. Demnach ist jede Pendelstiitze bzw.
Zugstange bzw. jedes Rollenkipplager als
Scheibe mit zwei Bolzen zu bewerten.
Nach Bild 52 sind an das bisherige Ge-
bilde ‘zwei weitere Scheiben angeschlossen,
wobei Scheibe 4 eine Pendelstiitze sein
mag, und erfordern drei weitere Bolzen.
Nach Bild 53 erfordern wieder zwei
weitere Scheiben drei weitere Bolzen usw.
Demnach gilt die Regel:

8 Scheiben einschl. der Erdscheibe erfordern

3 Bolzen,
5 do. 34+83= 6 »
7 do. 3+23= 9 ”
9 do. 3+3-3=12 ”

nScheiben einschl. der Erdscheibe erfordern

b=3—{—n———2——§3=g(n— 1) Bolzen.

Vorstehendes gilt, wenn, wie in obigen
Fillen, jeder Bolzen nur zwei Scheiben
miteinander verbindet.

Fallen nach Bild 54 zwei Bolzen zu-
sammen, dann verbindet ein Bolzen drei
Scheiben, er ist daher in obiger Rechnung
zweimal zu zdhlen. Allgemein:

Verbindet ein Bolzen 3, 4, 5, ...t Schei-
ben miteinander, dann ist er 2, 3,4, ...
t— 1 mal zu zdhlen.

Jede Stange (Zugstange oder Pendel-

stiitze) und jedes Rollenkipplager zihlt als eine Scheibe, zu ihr ge-
horen, falls ein Bolzen nicht mehrfach zu rechnen ist, je zwei Bolzen.
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Aus obiger Darlegung folgt auBlerdem:
Die Gesamtzahl der Scheiben einschlieflich der Erdscheibe ist
stets eine ungerade Zahl.

Beispiele hierzu. Die in nachstehenden Bildern angeschriebenen
kursiven Zahlen bezeichnen die in Rechnung zu setzende Bolzenanzahl.

N e

MMMMEE TS
Bild 55. Auslegerbalken.

7

Vorhanden: Die Erdscheibe, 4 Scheiben, 4 Pendelstiitzen,
demnach n=1-44-}+4=9, =309 —1)=12

TaaTmTm=s S e Wi /\_

Bild 56. Auslegerbalken.
Die Erdscheibe, 5 Scheiben, 5 Rollenkipplager,
n=1-45-}F5=11, b=3(11—1)=15.

N M e A e,
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Bild 57. Auslegerbalken.
Die Erdscheibe, 3 Scheiben, 3 Pendelstiitzen,
n=1-43+4+38=7, b=3T—1)=09.

Diese drei Fille bilden die Grundlagen zu den spiter weiter-
behandelten Gerberschen Ausleger- und Kragtrigerbriicken.

Bild 58. Dreigelenkscheibe.
Die Erdscheibe, 2 Scheiben, n=1-42=3, b=3(B—1)=3.

7
o e --,,{//// T v-‘,,,////

Bild 59. Dreigelenkbogenbriicke mit Ausleger und Schlepptriager
(Viaur-Viadukt, Frankreich). Die Erdscheibe, 4 Scheiben, 2 Rollenkipplager,
n=14442=7, b=3(1T—1)=9.
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R
Bild 60. Drelgelenkblnder mit angelehnten Bindern.
Die Erdscheibe, 5 Scheiben, 5 Pendelstiitzen,
n=1+45+4+5=11, =3(11—1)=15.

=07
7

7
7
RS

Bild 61. Drelgelenkbmder mit angelehnten Bindern (aus LDer Ba,umg “1923, 8.452).
Die) Erdscheibe, 7 Scheiben, 3 Stibe, n =178 =11, (11 —1)=15.

s ¥ !
AT

”/////

Bild 62. Ausleger. Bild 63. Auslegerbriicke mit Gehﬁinge.
Wand als Erdscheibe, 1 Scheibe, Die Erdscheibe, 8 Scheiben, 6 Stangen,
5 Stangen, 1 Pendelstiitze,
n=1-4+145=7, n=1-434+7=11,
b=3(T—1)=9. b=2(11—1)=15.

\\m%%mmﬁw/mﬂ -' 1,
N

Bild 64. Hingewerk.
Die Erdscheibe, 2 Scheiben, 11 Stangen, 1 Pendelstiitze,
n=1+24+11+4+1=15, b=3(15—1)=21.

Bild 65. Dtelgelenkbogenbmcke
Die Erdscheibe, 9 Scheiben, 6 Stangen, 1 Rollenkipplager,
n=—1494+641=17, b=23(17 —1)=24.

Ist das wirklich abgezihlte b kleiner als das berechnete b==4(n— 1),
dann besteht Beweglichkeit zwischen den Scheiben (kinematische Kette)
ist b groBer als ¥, dann liegt Uberbestimmung vor.
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In Bild 66 ist n—2, ¥'—3(2 —1)—1,5, b—1,
in Bild 67 ist n=4, ¥ —3(4 —1)—4,5, b—4,
in Bild 68 ist n=5, ¥’ =3(5—1)=6, b=5,

demnach liegt Beweglichkeit vor.

In Bild 69 ist n—6, ¥’ =4(6 —1)="1,5

b=28, demnach Uberbestimmung. i P

Die Dreigelenkscheibenkette wird durch

mehrere miteinander verbundene Dreigelenk- Bijjq 69, Uberbestimmte
scheiben gebildet. Bild 70 bis 73 zeigen einige Lagerung.
Falle mit statisch bestimmter Lagerung, wobei
die mit v bezeichneten Felder vollstéindige Dreigelenkscheiben ent-
halten, an die sich die andern Scheiben anlehnen. Die im vorher-
gehenden genannten Scheiben- und Bolzenzahlproben treffen auf diese
Gebilde zu und beweisen ihre statische Bestimmtheit. Dagegen sind
die vier Scheiben nach Bild 74
und die fiinf Scheiben nach
Bild 75 statisch unbestimmt
gelagert, worauf auch diese
Proben hinweisen.
Die statisch bestimmte
Dreigelenkscheibenkette wird
gegenwirtig viel bei mehr-
schiffigen Werkstatt- und
Bahnsteighallen verwendet.
Die Gelenke konnen im
reinen Eisenbau durch
einfache Mittel verwirk-
licht werden. Bei der T T %
Aufstellung des ganzen  Bilg 70—73. Statisch bestimmte Dreigelenk-
Bauwerks erfolgt die Er- scheibenkette.
richtung der v-Felder zu-
erst und dann im Anschluf} daran der Reihe nach die iibrigen Felder.
Die zeichnende Behandlung des Falles, d.h. die Ermittlung der Bolzen-
krafte, ist sehr einfach und soll nach Bild 76 an einer Kette mit einem
v-Feld zunichst fiir den Fall durchgefiihrt werden, dafl nur die Bolzen-

GBI

i

Bild 74 u. 75. Statisch unbestimmte Dreigelenkscheibenkette.
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krifte P, P, ... vorliegen. Wir denken uns die Scheiben zunichst durch
die Geraden 1, 2, 3 ... ersetzt, was wegen des Fehlens von Zwischenlasten
sofort moglich ist, ziehen in Bild 77 das Krafteck P, P,..., an den
ZusammenstoBpunkten der P die Parallelen zu 2, 3, 4... und dann
vom oberen bzw. unteren Endpunkt den Linienzug 1 3¢ 3e 5f 5%
bzw. 8 6k 6h. In diesem Bilde findet man fiir jeden Bolzen sofort
das zugehorige Krafteck; durch Zusammenfassung der an den einzelnen

Bild 76—78. Dreigelenkscheibenkette mit nur Bolzenlasten.

Bolzen zusammenstoBenden Krifte sind sofort die Bolzenkrifte selbst
zu finden, die in demselben Bilde einzuzeichnen sind, hier aber der
Klarheit wegen in dem besonderen Bild 78 angegeben wurden.
Wirken auler den Bolzenlasten noch Zwischenlasten auf die Scheiben
selbst, dann denken wir uns diese durch Seilecke oder sonstige Mittel
so vereinigt, daBl auf jede Scheibe je eine Resultierende kommt. Das
liefert den in Bild 79 gekennzeichneten Fall. Diese Resultierenden
P, P,... werden in die von beliebigen Punkten dieser P aus ge-
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zogenen Richtungen 1’1", 2’2”... zerlegt und so auf die benach-
barten Bolzen iibertragen und mit den Bolzenlasten vereinigt, was
durch den Krifteplan Bild 80 zum Ausdruck kommt. Die weitere
Verfolgung der Aufgabe in diesem Bilde und dessen Erginzung in
Bild 81 verlduft ganz im Sinne der Lésung des vorigen Falles.

Bild 79—81. Dreigelenkscheibenkette mit Bolzen- und Scheibenlasten.

Der Fall mehrerer v-Felder ohne oder mit angehéingten Scheiben
irgendwelcher Art liefert geringe und leicht zu findende Abénderungen
obiger Losungen, desgleichen der Fall, dafl mehrere der Lasten Null sind.
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B. Biegemomente und Querkriifte des geraden Stabes,

Ein Freitriger oder ein durch zwei Auflager gestiitzter Triger
(Maschinenwelle, Bau-, Kran- ‘oder Briickentrager) erhalte Einzel-
oder Streckenlasten. An allen Trigerstellen treten Biegemomente M
und Querkrifte ¢ auf, die durch Rechnung oder Zeichnung zu er-
mitteln sind. Diese Werte, als Ordinaten iiber der Stabachse auf-
getragen, liefern die Momentenlinie (M-Linie) und die Querkraftlinie
(Q-Linie).

1. Der einfache Triger mit unmittelbarer Belastung.

Biegemomente und Querkréfte durch Rechnung. Fiir einen be-
liebigen Stabquerschnitt s ist ,

Biegemoment M = algebraische Summe der statischen Momente
aller links oder aller rechts von s angreifenden Krifte einschlieBlich
der Auflagerkréifte in bezug auf s,

Querkraft @ = algebraische Summe aller links oder aller rechts von
s angreifenden Krifte einschlieflich der Auflagerkrifte.

Als allgemein vereinbarte Vorzeichenregel gilt:

M ist positiv, wenn diese Momentensumme der links bzw. der
rechts von s liegenden Kréfte positiv bzw. negativ wirkt, oder wenn
die oberen Trigerfasern Druck- und die unteren Zugspannung er-

halten oder wenn der Kriimmungsmittel-

_> C posimvesss punkt der elastischen Linie oben liegt.
€ @ ist positiv, wenn die algebraische Summe
o der links bzw. der rechts von s angreifen-
bt #ostesd qen Krifte nach oben bzw. nach unten wirkt.
b Mgatives@ Wird das linke oder das rechte Triger-
linkes rechtes stlick fiir sich gezeichnet, dann werden die
Trbgorstilek. vom abgeschnittenen Stiick auf das gezeich-
Bﬂdlii'i 33‘551’:’:;%1“%%53 M pete ausgeiibten M und @ nach Bild 82

NegarivesmM

dargestellt.
Einzellasten. Fiir den Freitriger nach Bild 83 ist
M=—P p —Pp, und Q=—P —P,.

Fiir den Triger mit Endstiitzen nach Bild 84 ist
M=Aa—P,p,—P,p, oder M—Bb— P,p,—P,p,,
Q=4 —P —P, oder @Q@=—B--P,+P,.

Anmerkung.” Die zeichnerische Darstellung der M-Linien erfolgt stets in
der Weise, dal positive M nach oben, negative nach unten aufgetragen
werden. Demnach liegen positive M auf der Seite der gedriickten Faser
bzw. auf der Seite des Krimmungsmittelpunktes der elastischen Linie.

Manche Schriftsteller wihlen das Entgegengesetzte und erzielen dadurch bei
statisch unbestimmten Portalen und Streifrahmen, wie sie im IV. Abschnitt
vorkommen, ein etwas iibersichtlicheres Bild der M-Linie. Verfasser zieht je-
doch die oben genannte Darstellung vor, um streng bei der Regel zu bleiben,
daB positive Werte nach oben aufzutragen sind. Beim Vergleich der M-
Linie in verschiedenen Quellen ist demnach auf den Unterschied der Darstellungs-
weise zu achten.
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Fiir einen um dx weiter rechts liegenden Querschnitt gilt

M- dM— A (a—} d)— P, (p, -+ d2) — P, (p, + da)—

=—Aa—P,p,—P,p,+(4A— P, — P)dz= M-} Qdz,
aM
somit Q= —-
dz
Bild 83. Freitriger mit Einzellasten. Bild 84. Tridger mit Einzellasten.

Die M-Linie ist ein an den Laststellen gebrochener Geradlinien-
zug und die @-Linie eine an den Laststellen abgestufte Staffellinie.
Es ist @ =tga, worin « den Neigungswinkel der M-Linie bezeich-

net. Positives @ bedeutet Ansteigen, negatives @
Abfallen der M-Linie. Der Durchgang der Q-
Linie durch Null bezeichnet die Stelle des max M
(d. h. je nach Fall die Stelle des absoluten oder
relativen Maximum).

-MaBstibe hierzu. Ist der Triger im MaB-
stabe 1:qa gezeichnet und m kgem (tcm) Biege-
moment durch je 1 em Ordinate der JM-Linie
dargestellt, dann ist, wenn « den Neigungs-
winkel der gezeichneten M-Linie bezeichnet,
tge -m:a die Querkraft in kg (t).

Bild 85— 87 zeigen einige weitere Beispiele
mit auskragenden Tragerenden und Vorzeichen-
wechsel von M und Q.

Erhilt ein Trager durch irgendwelche Ur-
sachen (z. B. durch belastete auskragende Tréiger-
enden wie in obigen Beispielen) nach Bild 88
bis 90 Biegemomente an den Stiitzen (Stiitz-
momente), dazwischen aber keine Lasten, dann
verliuft die M-Linie zwischen den Stiitzen
geradlinig.

Bild 85—87. Verschie-
dene Fille mit Einzel-
lasten.

Beim Freitrager nach Bild 83 konnen die @ und M fiur Triager-
stelle s auch durch die Resultierende R der links von s liegenden
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Krifte P, P, P, und deren Abstand r von s ausgedriickt werden;
es ist Q= —R und M= — Rr.

Beim Triger auf zwei Stiitzen nach Bild 84
ist demgemi Q=4 —R und M = Aa— Rr,
worin R die Resultierende aller links der
Stabstelle s liegenden Lasten und r deren
Abstand von s bezeichnet.

Bild 91 zeigt die ausgezogene M -Linie
mit den Werten M; und M, bzw. ¢, und o,
an den Stellen 7 und k¥. Denkt man sich
die zwischen ¢ und % liegenden Lasten durch
deren Resultierende ersetzt, dann ergibt sich
die strichierte M-Linie, wobei die M und «
fiir ¢+ und % unverindert bleiben.

Streckenlast. Diese habe an der Triger-
stelle x den Wert ¢ und sei im allgemeinen
nicht unveridnderlich, sondern eine Funktion
von . Die Streckenlast als dicht neben-

Bild 88—90. Triger mit ©inanderliegende Einzellasten betrachtet, lie-

Endmomenten chne Lasten.

fert fiir die @- und M-Linie stetige Kurven.

Bild 91. Ersatz der zwischen ¢ und k liegenden Lasten durch ihre Resultierende.

Auch hier gilt

aM
Q:%=tga

und max M tritt an den Stellen auf, wo Q@ =0 ist.
Aus Bild 92 und 93 folgt

(1) dQ=-—gqdz und somit

Wegen

(2)

d
dx

aQ d_?ff_d?M
dz  de  da®
d*M

ar T
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Ist die g-Linie durch eine Funktion ¢={(x) gegeben, dann folgt
aus (1) und (2) Q—— [f(z)dz 0,
und M=—[([fx)dz)de -+ C,z+C,.
Die Integrationsfest-
werte ergeben sich aus
den jeweiligen Auflager-
bedingungen.
Bezeichnet R die Re-
sultierende aller links
von der Trigerstelle
liegenden Strecken-
lasten und r deren Ab-
stand von der Triger-
stelle, dann ist wie bei
Einzellasten @ = —R,
M= — Rr fiir den Frei-
traiger und @ =4 — R,
M=—Aa— Rr fir den Bild 92 u. 93. Triger mit Streckenlast.
Triager auf zwei Stittzen.
Diese Ansitze liefern zuweilen einfachere Rechnungen als obige
allgemeingiiltige Integralformeln.

Beispiel hierzu. Triger mit Dreiecksbelastung nach Bild 94.
Es ist ¢g=cx, worin ¢ ein Festwert.

1 !

cl?

Gesamtlast P= | gdz=| cxdx = -
0 0

Qz_fcxdx+ol=_fgf+ol,

M:—f(fcxdx) da+ Cyo 4G,

cx®

- ? —}— le —'— 02 .
=0 liefert =0, somit C,=0,
=1 liefert M =0, Bild 94. Dreieckslast.

l3 2
somit —_ %— -+ 0,l=0, woraus C,= % .
Somit ist
¢ (I? . € (1
QZE 3¢ und M=—b;(lx——w3 oder

mr(~(5f) wa w=2(s2).
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l
Durch Differentieren folgt fiir o = 5 = 0,6774 1
3

max M:—%:Pl=0,128 Pl.
9138

1
Ferner ist Q._o= 3 P und @ _,= ; P.

z=1"_

Bei Gleichstreckenlast ist max M == P1l:8 = 0,125 P, bei Dreiecks-
last ist max M = 0,128 Pl. Bei Trapezlast liegt, max M zwischen
0,125 Pl und 0,128 P! und nihert sich dem unteren oder dem oberen
Wert, je nachdem das Trapez dem Rechteck oder dem Dreieck
nidher kommdt.

Erweiterung. Die Darlegungen fiir Einzellasten nach S. 28 und
Bild 91 kénnen auf den Fall der Streckenlast iibertragen werden
und liefern folgendes:

Bezeichnet in Bild 95 die Strecke :—k ein aus dem Triger heraus-
gegriffenes Stiick mit Streckenlast, dann schneiden sich die M-Linien-
Tangenten an den Stellen ¢ und k {iber der Resultierenden der
Streckenlast i —k, d. h. die strichierte M- Linie entspricht einer Einzel-
last gleich dieser Resultierenden, die durch den Schwerpunkt der
Belastungsfliche dieser Strecke geht.

Bild 95. Triager mit Streckenlast. Bild 96. Trdger mit Streckenlast.

Hieraus folgt die Berechnung der M fiir die Streckenlast, die nicht
als Funktion von x, sondern als Kurve gegeben ist und daher eine
exakte Aufstellung der M-Funktion nicht erméglicht.

Man zerlegt nach Bild 96 den Trédger in gleiche oder ungleiche
Teile, ersetzt die auf diese Teile entfallenden Lasten durch deren
Resultierende P, P, ..., die durch die Schwerpunkte der Belastungs-
flichen gehen, und berechnet die M fiir diese P wie bisher. Die M-
Linie hierfiir bildet einen Geradlinienzug, der die endgiiltige krumme
M-Linie einhiillt und sie in den unter den Trennungspunkten der
Flachen liegenden Punkten a, b beriihrt.

Zwecks Bestimmung der Lage der einzelnen P ersetzt man die
g-Linie durch einen der Kurve sich anschmiegenden Geradlinienzug,
so dafl die Belastungsfliche durch Trapeze und Dreiecke gebildet
wird. Bild 97 zeigt die zeichnerische Gewinnung der Trapezschwer-
linie, nach Bild 98 auch bei schiefen Trapezen anwendbar.
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Beispiel. Last Pals Dreieckslast, Bild 99. Resultierende der beiden

Dreiecke jo P:2, Pl Pl

max M —_—-—="—,
23 6

Bild 97 u. 98. Trapezschwerlinie. Bild 99. Dreieckslast.

Es ist leicht zu merken:
Mittenlast P liefert max M =Pl:4,
Dreieckslast P liefert max M= PI:6,
Gleichstreckenlast P liefert max M= PI[:8.

Erhilt der Tréager eine Gleich-
streckenlast nach Bild 100, dann
wird die M-Linie durch zwei
Geraden mit anschlieBendem Pa-
rabelbogen gebildet, der in be-
kannter Weise, z. B. durch um-
hiillende Tangenten, konstruiert
werden kann.

Bild 100. Gleichstreckenlast iiber Bild 101. Einzellasten iiber Strecken
einen Tréagerteil. verteilt.

Nun gibt es in Wirklichkeit niemals Einzellasten, sondern nur
Flachenlasten, da ja Einzellasten unendlich hohe Pressungen liefern
wiirden. In Bild 101 werden die iiber gewisse Strecken verteilten
Lasten zunichst als Einzellasten betrachtet und die damit ermittelte
M-Linie an den Laststellen ausgerundet. Auf genaues parabolisches
Ausrunden kommt es hierbei weniger an, da die gleichférmige Ver-
teilung der Lasten iiber die Strecken doch stets unsicher ist.
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Bei Achsen z. B. nach Bild 102 liefert die genauere M-Linie doch
beachtenswert geringere GroBtmomente als die M-Linie der Einzellast.

Bild 103. Die M-Linie als Seileck.

Bild 102. Laufradachse. Bild 104. Freitréiger.

Bild 105. Tréger mit Kragarmen. Bild 106. Triager mit Kragarmen und
: umgezeichneter M - Linie.

Biegemomente durch Zeichnung. Wird unter Benutzung des Seil-
ecks nach S.9 und Bild 19 fir die Lasten P, P,... das Seileck
Bild 103 gezeichnet und die SchiuBlinie s gezogen, dann ist an belie-
biger Stelle das Biegemoment

M=yh,

worin y die unter dieser Stelle gemessene lotrechte Hohe der schraf-
fierten Momentenfliche und % die Polweite des Seilecks bezeichnet.
Bild 104 gilt fiir den Freitriger, Bild 105 fiir den Triger mit aus-
kragenden Enden, wobei positive und negative Momente abwechseln.
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Da im letzteren Falle die y unerwiinscht klein ausfallen, ist es
zweckmiBig, unter Benutzung der Darlegungen nach S. 28 fiir die
Kragarme und das Mittelstiick je einen Pol anzunebmen, was schlieB3-
lich Bild 106 liefert.

Streckenlasten ergeben Seilkurve statt Seileck, Gleichstreckenlast
liefert Parabel. Hierbei werden wie beim Berechnungsverfahren die
Streckenlasten nach Bild 96 durch die Einzellasten P, P, ... gleich
den M-Flichen ersetzt, die durch deren Schwerpunkte gehen.

MaBstdbe hierzu. Ist der Tréger im MaBstabe 1:q gezeichnet,
p kg Last durch je 1 cm Lotrechte der Nebenfigur dargestellt und
ist die Polweite ) em, dann sind die in cm gemessenen Hohen der
Seileckfliiche, multipliziert mit apl, die wirklichen M in kgem.

2. Mittelbare Belastung.

Ruhen die Lasten nicht unmittelbar auf den Trigern, sondern
auf Nebentrigern, die auf den Haupttrigern liegen, wie z. B. bei

/

ezt — ——
47 N 7 T\

7/ 4 N, s
{Q / \ // N\
7/,

Bild 107—109. Mittelbare Belastung.

P ” P
ra, e—b——-al ,(—-a-—)le——lb—ﬁ | | |
. T
. P ]
| A } Bl l |
] I // \| [ | l
s | e ' N 1]
R e U R I VA2 AN N
i I T I T
/o
d 4 -
Pt | b i
| | o !
Pt N
i T ~r | |
| i | | | |
v A
e / ///
/////
#///

Bild 110—114. Sonderfille fiir mittelbare Belastung.

Unold, Statik f. Maschineningenieure, 3
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einer Last nach Bild 107, dann sind die Auflagerdriicke ebenso wie
bei unmittelbarer Belastung. Daher sind die von den Auflagerstellen
ausgehenden M-Linien dieselben und der weitere Verlauf der Linie
erfolgt zwischen den Nebenstiitzen geradlinig.

Man zeichnet demnach eine M’-Linie ohne Beriicksichtigung der
Nebentriger und lotet deren Stiitzpunkte auf diese M’-Linie herab;
die endgiiltige M-Linie verliuft zwischen diesen Punkten geradlinig.

Bild 108 zeigt den Vorgang bei mehreren Lasten und Nebentrigern,
Bild 109 gilt fiir Streckenlasten, Bild 110—114 fiir Nebentriger mit
Ausladung.

3. Der Gerbersche Gelenktriger.

Mehrere Felder konnen nach Bild 115 a durch einzelne Tréger iiber-
briickt werden. Diese sind zwar statisch bestimmt gelagert und
etwaige Pfeilersenkungen bringen keine Anderung in der Trigerbean-

spruchung hervor, erfordern aber gréferen
7 /] ) 1) Materialaufwand gegeniiber den folgenden
/) /) Bauarten und liefern bei ungleicher Be-
AT - lastung benachbarter Triger exzentrische
y - D
/—)

Pfeilerbelastungen.

Ein durchlaufender Triger nach Bild

Y/ - % 115b ergibt zwar zentrische Pfeilerbe-

Bild 115a—e. Die Entwicklung lastung und Materialersparnis gegeniiber

des Gerbertrigers. den einfachen Tragern, ist aber mehrfach

statisch unbestimmt gelagert und erhalt

bei unbeabsichtigter Pfeilersenkung unerwiinschte Zusatzspannungen.
Niheres hieriiber s. vierter Abschnitt.

Die Vorteile der einfachen Triger und des durchlaufenden Trégers
werden unter Vermeidung deren Nachteile vereinigt im Gerberschen?)
Gelenk-, Ausleger- oder Kragtriager nach Bild 115¢, d oder e,
wobei Gelenke eingeschaltet werden; Anordnung ¢ und d bildet die
Regel. :

Die Behandlung des Gerbertrigers kann durch Rechnung oder
Zeichnung erfolgen.

WA AT Y

Rein rechnend. Bei Anordnung nach Bild 116 werden zunichst
die Auflagerdriicke AG, HJ und K F fiir die sogenannten Schwebe-

ilog L dalg |l

1,4 lI 15 rc} ! Tﬂm 1£| TF

r————t————— [t ¥ e P

Bild 116. Der Gerbertriger durch Rechnung.

trager I, III und V durch Rechnung bestimmt. Die Auflagerdriicke
G und H bilden dann fiir den Trager II die Endlasten, die mit den

1) So benannt nach Baurat Heinrich Gerber, s. Z. V. d. I. 1921, S. 853
und Bauing. 1921, 8. 421.
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Lasten auf II selbst die Auflagerdriicke B und C durch Rechnung
liefern; entsprechendes gilt fiir Triger IV. Nun ist die Ermittlung
der M-Linie und nach Bedarf auch der @-Linie fiir alle Trager sofort
moglich.

Rechnung — Zeichnung. Zunichst sei ein einfacher Fall eines
Triagers mit Endstiitzen behandelt. Bild 117 zeigt die M-Linie fiir
Einzellasten, Bild 118 die fiir die beiden Endmomente, wobei im

Gegensatz zu Bild 105 die nega-
tiven M nach oben aufgetragen sind.

Wirken beide Belastungen gleich-
zeitig, dann entsteht die M-Linie
nach Bild 119 mit positiven und
negativen Momenten.

Bild 117—119. Zur Entwicklung Bild 120. Zwei Freitriger mit Schwebe-

der Gerbertrigerbehandlung. triger.
| fgl |
4 o i £
i A
e _
£ —

Bild 121. Die M-Linie durch Rechnung und Zeichnung.

Nun darf an den Stellen a und b des Tragers, wo M =0 ist,
jo ein Gelenk angebracht werden, das den M-Verlauf in keiner Weise
beeinfluft. Ist die Lage dieser Gelenke von vornherein gegeben,
wie z. B. bei Bild 120 mit zwei Frei-
trigern und einem Schwebetrager,
dann ist die Lage der Schlufllinie
durch die Gelenklagen bestimmt.

Vorstehendes kann zur Behandlung
des Gerbertrigers benutzt werden. Man
zeichnet nach Bild 121 zundchst die
M-Linie fiir gedachte einfache Triger Bild 122. Gleichstreckenlasten.
und zieht die Querlinie so, daB an
den Gelenken die M verschwinden. Bild 122 gilt fiir Gleichstrecken-
lasten mit parabolischen J{-Linien.

3*
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Auflagerkrafte. Es ist leicht einzusehen, daB hier die Quer-
krafte durch den algebraischen Unterschied der trigonometrischen
Tangenten der M-Linie und der SchluBlinie ausgedriickt wird. Nun
ist ein Gelenkdruck gleich der Querkraft dicht vor oder dicht hinter
dem Gelenk und ein Auflagerdruck gleich der Summe der Querkrifte
dicht ,vor und hinter dem Auflager. Das liefert die zeichnerische
Gewinnung dieser Krifte nach Bild 121; es ist A—a, B=0b, b,
und F=1{f usw.

Zeichnung. Diese beruht vollstindig auf dem vorigen Verfahren,
was in Bild 123 fiir einen Triger iiber drei Offnungen gezeigt ist.
Zunichst werden die M-Linien nach dem Seileckverfahren fiir ein-
fache Triager gezeichnet, wozu die strichierten SchluBlinien gehéren.
Sodann werden die Gelenke herabgelotet und die strichpunktierten
SchluBlinien gezogen, die die endgiiltigen M-Flichen liefern. Nach

Bild 123. Die M-Linie durch Seileck.

Bedarf kann die M-Linie auf eine wagrechte Grundlinie umgezeichnet
werden, s. Bild 123 unten, hierbei |--Momente nach oben, —-Momente
nach unten. Die Nebenfigur liefert gleichzeitig die Auflager- und
Gelenkdriicke. '

Man findet bei gegebener Stiitzenlage leicht die giinstigsten Ge-
lenklagen, bei denen die Biegemomente so ausgeglichen sind, da8
man mit dem kleinsten Tragerquerschnitt auskommt.

Alle Bilder zeigen deutlich die erhebliche Verkleinerung der maf-
gebenden Biegemomente gegeniiber denjenigen der einfachen Tréger,
weshalb die Gelenktriger als Vollwand- und als Fachwerktriger bei
eisernen Dachpfetten, Kran- und Bautrigern und bei Briicken bis
zu den groBten Abmessungen reichlich benutzt werden.

Anwendung auf Dachpfetten mit Gleichstreckenlast ¢ in allen
Feldern nach Bild 124. Die Schwebetrager konnen im ersten, dritten
usw. oder im zweiten, vierten usw. Feld liegen. Sofern nur die
Biegemomente mafBgebend sind, wird die giinstigste Gelenklage bei
Halbierung der Parabelhéhe ¢i?:8 durch die SchluBlinie erzielt;
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L 2 o
solches tritt ein bei a=l<0,5—]—/4~ ==0,14641, was aus einer ein-
fachen mathematischen Eigenschaft der Parabel folgt. Die erste
Pfette erhilt ein etwas groBeres Moment und ist gegebenenfalls durch
Laschen zu verstérken.

Bild 124. Dachpfetten als Gerbertriger.

C. Biegemomente, Lingskriifte und Querkrifte des
ebenen krummen Stabes.

In diesem Abschnitt wird die Kriftewirkung und Beanspruchung
des statisch bestimmt gelagerten und eben gekriimmten Stabes be-
handelt, der durch Krifte in der Kriimmungsebene belastet wird.
In jedem Stabquerschnitt treten Biegemomente, Léngs- und Quer-
krifte auf.

Aus der Festigkeitslehre ist bekannt, da8 beim stark gekriimmten
Stab die Biegespannungen im Gegensatz zum geraden Stab nicht
linear iiber den Querschnitt verteilt sind und daB die Abweichungen
vom Geradliniengesetz um so stidrker hervortreten, je stirker die
Stabkriimmung ist. Beim schwach gekriimmten Stab, dessen Kriim-
mungsradien also groB im Verhiltnis zur Querschnittshéhe sind, darf
diese Abweichung vernachlissigt und das Gerad-
liniengesetz als zutreffend angenommen werden.
Solche Stibe werden in diesem Abschnitt und dem
spiteren, der sich mit der Forménderung dieser 2
Stibe befaBt, vorausgesetzt. Die Lingsspannungen
berechnen sich fiir diese Stibe also genau wie bei pjq 195. Frei aus-
den geraden Stiben. Uber weitere Voraussetzungen  kragender Stab.
s. S. 106.

Um fiir den frei auskragenden Stab nach Bild 125 die M, N und
Q fiir die Stabstelle s zu finden, denkt man sich den Stab daselbst
eingespannt und erhilt sofort

M=Pp, +Pop,+--,
N=P, cosul—{—chosae_}_...,
Q=P sine,+ P,sino, | ---.
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Bei dem durch Kippbolzen und Pendelstiitze gelagerten Stab
nach Bild 126 ergibt sich nach Bestimmung der Auflagerkrifte, wobei
der Stab als starre ebene Scheibe anzusehen ist, fiir Stabstelle s

M=Aa—P,p,— P, p,,

N=—4cosa,} P, cos e, + P, cos e,

@ —=A4sine, — P, sin ¢, — P, sin «, .

Vorstehendes kann sofort auf ein aus
geraden Stédben bestehendes Gebilde mit
steifen Ecken, wozu die sog. Rahmen ge-
horen, angewendet werden; Streckenlasten
werden hierbei zweckmiBig in Einzellasten aufgelost.

Man kann die fiir mehrere Stabstellen errechneten Werte normal
zur Stabachse auftragen, um eine M-, N-und Q-Linie zu gewinnen.
Fir viele Zwecke mag es aber besser sein, diese Werte iiber der
gerade gestreckten Stabachse als Abszissenachse aufzutragen. Alle
diese Linien verlaufen zwischen den Lastpunkten kurvenférmig.

Uber die Vorzeichen der drei Werte sind Vereinbarungen zu treffen.
N ist stets positiv bei Zug, negativ bei Druck. M ist i. d. Regel
positiv, wenn die Druckfaser oben oder auflen liegt.

Bezeichnet
J das Trégheitsmoment des Querschnittes,

und e, den groBiten Abstand der Zug- und Druckfaser
von der Nullinie,

W,=J:e, und W,=J:e, das Widerstandsmoment dieser
AuBenfasern,

F die Querschnittsfliche,

dann addieren sich die Spannungen durch die M und N algebralsch
und es gilt

A
Bild 126. Stab mit Kipp-
bolzen und Pendelstiitze.

€

.1 M N
fiir die Zugfaser o, = W: + 7
fiir die Nullinie ‘70=%’

fir die Druckfaser ¢,=—— % %

Beispiele und Sonderfille.
1. Winkelstab, Bild 127,
Fir Teil I ist M—— Pz, N=0, @=P,
. fur Teil h ist M=—Pl, N=—P, @Q=0.

2. Viertelkreisstab, Bild 128.
An der Stabstelle ¢ ist
M=Px=Pr(1—cosp), N=—Pcosp, Q=Psing.
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3. Stab mit Konsol, Bild 129.
Fiir Teil aist M =P, x, N=0, Q=P,,
fiir Teilbist M=P,y+ P,c, N=—P,, Q=2P,. I
'

4. Winkelstab, Bild 130. 4A=B=_Ph:l.

Stab ¢ ist Pendelstiitze.

Fiir Teil b ist M=Bx, N==Bsina, @—Bcosa,

fir Teil ¢ ist M=Py, N=4A4, Q=2P. Bild 127.
. . e .. Winkelstab.

Bild 127—130 zeigt die jeweilige M-Linie.

Bild 128. Viertel- Bild 129. Stab mit Konsol. Bild 130. Winkelstab mit
kreisstab. Pendelstiitze.

5. Dreigelenkstab fiir beliebig gerichtete Einzellasten, Bild 131.

Zunichst wird nach S. 19 das durch die drei Bolzen gehende
Seileck gezeichnet. Fiir die beliebige Stabstelle s ist

M=A4a—P, p,.

Bild 131. Dreigelenkstab fiir Einzellasten von beliebigen Richtungen.
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Da aber die Resultierende aus 4 und P, durch die Strecke S,
dargestellt wird, ist auch M—38. h
— P12

Ferner ist fiir dieselbe Stabstelle
N=—-8,co0s¢ und Q=28,sinep,
worin ¢ den Winkel zwischen der Seillinie 12 und der Stabtangente
in s bezeichnet. ‘
Hiernach lassen sich die' M, N und @ fiir weitere Stabstellen
bestimmen und auf dem gestreckten Stabbogen auftragen, was im
unteren Teil des Bildes 131 dargestellt ist.

6. Dreigelenkstab fiir lotrechte Lasten, Bild 132.

Fiir Stabstelle s ist wie im vorigen Falle M—8,,%.

Wegen 8,,—H:cose¢ und h=—ycose ist auch M= Hy. Die
schraffierte Fliche liefert hiernach unmittelbar die M-Fliche; Seil-
linie iber bzw. unter der Stablinie bedeutet positive bzw. negative
Momente. Weiterbehandlung der M, N und @ wie im vorigen Falle.

Bild 132. Dreigelenkstab fiir lotrechte Einzellasten.

Fillt die Seillinie mit der Stablinie zusammen, dann ist fir alle
Stabstellen M==0 und @ =0, der Stab erhilt nur Lingskrifte.
Solches liegt beispielsweise beim Parabelbogen mit Gleichstrecken-
last und Vollbelastung vor, wiahrend die grofSite Biegebeanspruchung
bei Belastung des linken oder rechten Bogens auftritt. Daher sind
Dreigelenkbogenbinder nicht fiir volle, sondern fiir einseitige Schnee-
belastung zu berechnen.
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D. Das ebene Fachwerk.

Begriffshbestimmung. Das ebene Fachwerk ist ein Gebilde aus
geraden Stdben, die in ihren Endpunkten durch reibungsfreie Ge-
lenke miteinander verbunden sind und deren Mittellinien in einer
Ebene liegen. Das Fachwerk dient als Tragwerk, es nimmt Krafte,
z. B. Lasten, Winddriicke u. dgl. auf, die ebenfalls in der Fachwerk-
ebene liegen, und iibertrigt diese an den Auflagerstellen auf den
festen Raum, d. i. der Erdboden oder eine starre Wand.

Bildungsgesetze des Fachwerks. Zur Aufstellung dieser Gesetze
denkt man sich eine Anzahl von Augenstiben auf Lager gelegt.
Diesem entnimmt man die Stdbe in bestimmter Reihenfolge und
fiigt sie zum Fachwerk zusammen. Hierbei soll zunichst noch keine
Riicksicht auf den endgiiltigen Aufstellungsort und die Lagerungs-
weise genommen werden, sondern diese Zusammenstellung der Stédbe
zum Fachwerk erfolge auf dem ebenen Boden oder auf einem Tische.

Drei Gelenke erfordern nach Bild 133 drei Stibe. Ein viertes
Gelenk erfordert zum Anschlul an das bisherige Dreieck nach Bild 134
zwel weitere Stibe; jedes weitere Gelenk erfordert nach Bild 135
ebenfalls je zwei weitere Stdbe. Dabei ist es nicht notig, daf wie
in Bild 185 die Stibe stets nur Dreiecke bilden; in Bild 136 kommen
auch Vier- und Fiinfecke vor und in Bild 137 {iberschneiden sich die
Stdbe, die auch hier Vielecke bilden konnen. Wesentlich ist hierbei,
daB das Fachwerk mindestens ein Stabdreieck enthilt.

Bild 138—137. Fachwerksbhildung.

Bei dieser Bildungsweise 148t sich eine Beziehung zwischen Stab-
zahl und Gelenkzahl aufstellen.

3 Gelenke erfordern 3 Stabe
4 ” ” 3 -|— 2.1= 5 )
) ” ” 3 -|— 2.2= 1 9
6 » » 342.3— )
7 9 » 3 + 2.4 =11 »

...................................

...................................

n Gelenke erfordern 3 -2 (n — 3)=2n-—3 Stibe.

Zur Beurteilung der Richtigkeit eines Fachwerks ist es nicht
notig, an wirkliche Stdbe mit Gelenken zu denken, sondern man
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kann die Aufgabe auch rein geometrisch deuten, indem eine Figur
aus gegebenen Seitenlingen konstruiert werden soll, wobei sich die-
selbe Beziehung zwischen Seiten- und Eckenzahl ergibt.

Hat ein Fachwerk von n Gelenken weniger als 2n — 3 Stibe,
dann ist es nicht mehr in sich starr, sondern beweglich; es bildet
eine kinematische Kette. Sind z. B. 4 Gelenke nach Bild 138 durch

4 Stdbe miteinander verbunden, dann spricht man nicht
von einem Fachwerk, sondern von einem Gelenkviereck.

Soll hingegen das Fachwerk aus mehr als 2n—3
Stiaben bestehen, dann spricht man von iiberzidhligen
Stiaben. Jeder iiberzdhlige Stab mufBl in das schon auf-

Bild 138, gebaute Fachwerk eingezwiingt werden. Wenn er nicht

Gelenkviereck. zufillig in seiner Lénge paft, muB er, um passend zu

werden, gereckt oder gedriickt werden, wodurch beson-
dere Zwangsspannungen in diesem Stab und in einigen oder auch in
allen andern Stiben hervorgerufen werden. Hieraus folgt:

Hat das Fachwerk von n Gelenken 27— 3 Stibe, dann ist es
geometrisch bestimmt. Hat es weniger Stibe, dann ist es unterbe-
stimmt und daher beweglich, hat es mehr Stébe, dann ist es geo-
metrisch iiberbestimmt.

Es gibt Fachwerke, die kein einziges Dreieck enthalten und trotzdem geo-
metrisch bestimmt sind. Zu diesen gehort das Sechseck nach Bild 139, das die
richtige Stabzahl, nimlich 2.6 — 3=9 enthilt. Diese Figur 1aB8t sich aber mit
einfachen Mitteln, ndmlich mit dem Zirkel durch Aneinanderfiigen von Drei-
ecken, nicht konstruieren. Dasselbe gilt von Bild 140 und 141.

S

Bild 139 —141. Besondere Fachwerke.

Bild 142—144. Erweiterung der besonderen Fach- Bild 145—146. Zusammen-
werke. gesetzte Fachwerke.

Eigenartig sind Gebilde nach Bild 142—144. Hierbei ist ein Teil, ndmlich
der schraffierte, konstruierbar, da er aus Dreiecken besteht, der andere aber
nicht, obwohl im ganzen Gebilde die richtige Stabzahl vorliegt.

Derartige Fachwerke haben wohl theoretische, aber in geringerem MaBe
praktische Bedeutung und daher kann ihre statische Untersuchung hier iiber-
gangen werden. Naheres hieriiber s. die Werke von A. Foppl, H. Miiller-Breslau,
Henneberg.
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Von groBerer Bedeutung hingegen sind die zusammengesetzten
Fachwerke nach Bild 145 und 146. Bei deren Aufbau sind zunichst
die Einzelfachwerke zu bilden und diese dann zum Gesamtfachwerk
zu vereinigen. Es 148t sich unschwer feststellen, daf auch fiir das
Gesamtgebilde die oben ermittelte Beziehung zwischen Gelenk- wnd
Stabzahl unveréndert gilt.

Die Stabkraftbestimmung. Die Fachwerke sollen als Tragwerke
— Dachbinder, Krangeriist, Briicke — dienen. Sie werden an zwei
oder drei Gelenkpunkten durch die Auflager mit dem festen Raum
verbunden und nehmen an allen oder einigen Gelenkpunkten Lasten
auf. Sofern die Gelenke wirklich reibungsfrei sind und die Krifte
nur an Gelenken, also nicht z B. in Stabmitte angreifen, erhilt je-
der Stab nur eine Zug- oder Druckkraft.

In der Statik nennt man die Gelenke Knotenpunkte. Im Eisenbau werden
nun diese Knotenpunkte nicht durch reibungsfreie Gelenke, sondern durch
Knotenbleche gebildet, an die die Stdbe festgenietet sind, wobei die theo-
retische Voraussetzung der reibungsfreien Gelenke vollstdndig unerfiillt bleibt.
Die Folge hiervon ist nicht nur eine geringe Anderung der Stabkriafte gegen-
iiber denjenigen eines gedachten Fachwerks mit reibungsfreien Gelenken, son-
dern auch ein Auftreten von Biegemomenten in den Stiben.

Aber wenn auch wirkliche Gelenke ausgefiihrt sind, wie z. B. bei den ameri-
kanischen Bolzenbriicken, bringen diese infolge der hohen Pressung zwischen
Bolzen und Lochwand so starke Reibwirkung hervor, daB sie in dieser Hinsicht
nicht besser zu bewerten sind als die genieteten Knotenpunkte.

Die genaue Fachwerkberechnung mit Beriicksichtigung der steifen Knoten-
punkte ist aber eine sehr schwierige Aufgabe und wird daher sehr selten und
nur bei bedeutenden Bauwerken durchgefithrt und selbst da meist angenihert.
In den weitaus meisten Féllen wird die Stabkraftbestimmung unter Annahme
reibungsfreier Gelenke durchgefiihrt und die durch die Knotenpunktvernietung
verursachte Mehrbeanspruchung durch Ermé8igung der zulissigen Beanspruchung
beriicksichtigt. Im IV. Abschnitt werden wir auf diese Frage nochmal zuriick-
kommen, s. S. 282.

Eine weitere Fehlerquelle kann darin liegen, daB die Stabkrifte Lingen-
dnderungen der Stibe und dadurch eine Forménderung des ganzen Fachwerks
zur Folge haben, wodurch die Knotenpunkte sich gegenseitig etwas verschieben.
Nun wird fiir das Weitere vorausgesetzt, da diese Formanderung gegeniiber
den Fachwerkabmessungen so gering ist, daB die Lageninde-
rung der Knotenpunkte und damit der Krifte keinen merk-
lichen EinfluB auf die Stabkrifte hat. Beispielsweise wird in
Bild 147 durch die Forminderung die Ausladung a vergroBert,
was wieder eine Riickwirkung auf die Stabkrifte hat und zu
beriicksichtigen wire. Wir vernachlissigen also die VergroBe-
rung von ¢ und nehmen das Fachwerk als starr an. Im
itbrigen ist die Stabkraftbestimmung mit Beriicksichtigung
dieser Forméiinderung eine iiberaus schwierige Aufgabe, deren Bild 147. Ver-
Losung auch insofern zwecklos ist, als andere Einfliisse, be- groBerung von o
sonders die steifen Knotenpunkte, weit groBere Fehlerquellen durch die elasti-
bilden. sche Forménde-
rung.

Die Stabkraftbestimmung kann durch Zeichnung
oder Rechnung erfolgen. Beide Verfahren beruhen auf dem Gleich-
gewicht der an jedem Knotenpunkte angreifenden Krifte. Jeder Stab
setzt an dem ihn begrenzenden Knotenpunkt eine Kraft gleich seiner
Stabkraft ab. Die an jedem Knotenpunkt angreifenden Stabkrifte ein-
schlieBlich der Knotenpunktkraft, die eine Knotenlast oder eine Auf-
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lagerkraft sein kann, stehen im Gleichgewicht. Demnach gilt fiir je-
den Knotenpunkt:

Das Krafteck der am Knotenpunkt wirkenden Stabkrifte und der
Knotenpunktkraft schlieBt sich; oder:

‘Die algebraische Summe der Vertikal- und der Horizontalkom-
ponenten dieser Krifte ergeben je Null.

Stabkraftbestimmung durch Zeichnung. Hierbei ist zu unter-
scheiden zwischen Fachwerken, die durch freien Aufbau gewonnen
werden konnen, und solchen, die vor der Aufstellung zusammenge-
setzt werden miissen.

Ein Fachwerk nach Bild 148 oder 149 gehért zur ersten Gruppe,

denn vom Boden oder von der
Wand aus werden mit je zwei Sta-
ben die Knotenpunkte in der Rei-
henfolge gewonnen, in der sie in
den Figuren eingetragen sind.

T A

Bild 148 u. 149. Fachwerke der ersten Bild 150. Fachwerk der zweiten
Gruppe. Gruppe.

Ein Fachwerk der zweiten Gruppe, z. B. nach Bild 150, ist ent-
weder vor der Aufstellung auf dem Erdboden zusammenzusetzen
und sodann als Ganzes am linken Auflager anzubolzen und so zu

drehen, bis das rechte Ende auf der Stiitze
liegt, oder es ist voriibergehend, etwa wie
strichiert angedeutet, abzustiitzen .und wie
bei Gruppe 1 frei vorzubauen; nach Einbau
der rechten Stiitze kann die Behelfstiitze ab-
genommen werden.

Fachwerke der ersten Gruppe. Diese

haben stets mindestens einen Knotenpunkt,

, von dem nur zwei Stdbe ausgehen. Ein sol-

Bild 151. Einzelkraftecke cher ist z. B. nach Bild 151 Punkt 5. Das
fir Fachwerke der ersten Kriftedreieck (5) liefert die Stabkriifte S;

Gruppe. und 8,. Als nichster Punkt ist der zu

Zug nehmen, von dem zwei Stibe mit noch un-

% bekannten Stabkriften ausgehen; das ist
i Punkt 4; aus dem Krafteck (4), in dem &,

Bild 152. Bezeichnung des Schon bekannt ist, folgt S, und §,. Nun
Stabkraftsinnes. folgt Punkt 3, dann 2 und schlieBlich 1,

womit dann alle Stabkrifte gefunden sind.
Der Stabkraftsinn, d. h. Zug () oder Druck (—) wird in den Kraft-
ecken und im System durch Pfeile vermerkt, s. Bild 152.
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Fachwerke der zweiten Gruppe. Zunidchst sind die Auflager-
driicke zu bestimmen. Zu diesem Zwecke betrachtet man das Fach-
werk mit simtlichen Kriften als starre Scheibe, wie im zweiten Ab-
schnitt dargelegt. Die Richtigkeit dieses Vorgehens begriindet sich
in folgender Weise:

In Bild 153 sind die an den einzelnen Knotenpunkten wirken-
den Stabkrifte einschlieBlich der Knotenpunktkrifte eingezeichnet.
Die an jedem Knotenpunkt angreifenden Kréfte sind also im Gleich-
gewicht. Denkt man sich die
Knotenpunkte einer starren
Scheibe angehorend, dann ist
auch die ganze Scheibe im Gleich-
gewicht. Da sich aber diese
Kriifte paarweise aufheben, sind
die an der starren Scheibe wir-
kenden Krifte P, P, A und B
im Gleichgewicht.

Nach Bestimmung der Auf-
lagerkréifte kann man wieder wie ——--—7y<
bei der ersten Gruppe vorgehen, DAN A4

s A
wobei die Auflagerkrifte genau S I A5 &
wie die andern Knotenpunkt- I A WA Ay
krifte anzusehen sind. Fiir den A P 8

Anfang finden sich stets Knoten-
punkte mit nur zwei unbekann-

ten Stabkriften. Sz S
Der Krifteplan nach /z’ s 4
Cremona?). Wenn das Fach- PAvar= RATA
" werk gewissen Bedingungen ge-
niigt, dann lassen sich alle diese Se

Einzelkraftecke zu einer einzigen ﬁ@

Zeichnung, dem Kréfteplan, zu-

sammenfassen, in welchem jede
Stabkraft nur einmal zu zeichnen Bild 153. Einzelkraftecke fiir Fachwerke

ist. Diese Bedingungen lauten: der zweiten Gruppe.

a) Das Fachwerk baut sich in der Weise auf, daB von einem
Grunddreieck aus jeder weitere Knotenpunkt durch je zwei weitere
Stibe an das jeweils gewonnene System angeschlossen wird. Ein
solches Fachwerk enthdlt mindestens einen Knotenpunkt mit zwei
anschlieBenden Stében.

b) Die Stébe iiberschneiden sich nicht.

c) Simtliche Krifte (Lasten und Auflagerkrifte) greifen nur an
Umfangsknotenpunkten an.

1) Luigi Cremona, ital. Mathematiker, geb. 1830 in Pavia. Seit 1873
Prof.'d. Math. an der Univ.in Rom. Hauptwerk: Le figure reciproche nella
statica grafica.
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Regeln zur Aufstellung der Kraftepldne.

1. Fachwerk mit simtlichen Lasten und Auflagerkriften genau
aufzeichnen, Knotenpunkte und Stibe fortlaufend beziffern.

2. Krafteck aller Lasten und Auflagerkrifte so zeichnen, daf
ihre Reihenfolge dem Rechtsumlauf um das Fachwerk entspricht.
Dieses Krafteck mufl sich schliefen. (Bei Fachwerken der ersten
Gruppe ist diese Regel iiberfliissig.)

3. Mit einem Knotenpunkt beginnen, an dem nur zwei Stibe an-
schlieBen. Daselbst denkt man sich einen Uhrzeiger angebracht, dessen
Rechtsdrehung eine gewisse Reihenfolge der an diesem Punkte an-
schlieBenden Stibe angibt. Die Knotenpunktkraft wird, wie sie auch
liegen mag, in dieser Reihenfolge stets zwischen den Auflenstdben
eingeordnet. In dieser Reihenfolge wird das Krafteck der an diesem
Punkte angreifenden Stab- und Knotenpunktkrifte so gezeichnet, dal
die im Krafteck schon gezeichnete Knotenpunktkraft benutzt wird.

4. Dasselbe wird fiir jeden weiteren Knotenpunkt wiederholt; die
von den vorhergehenden Knotenpunkten schon gefundenen Stabkrifte
liegen in den weiteren Kraftecken schon an richtiger Stelle. Die
Reihenfolge der Knotenpunkte ist so zu wahlen, daBB jeweils nur zwei
Stabkrifte unbekannt sind. Demnach kann die Reihenfolge der zu
behandelnden Knotenpunkte auch anders sein als die des Rechts-
umlaufs um das Fachwerk.

5. Die Stabkraftpfeile werden nur im System, nicht im Krifte-
plan, eingezeichnet.

6. Auf Grund des gewihlten Kriftemalistabes ist eine Tafel der
Stabkrafte mit ihren Vorzeichen aufzustellen.

Wird in Regel 2 der Linksumlauf statt Rechtsumlauf gewahlt,
dann ist in Regel 3 und 4 ebenfalls Linksdrehung des Uhrzeigers
anzunehmen. Man gewOhne sich aber an eine, und zwar an die.
Rechtsrichtung.

Bei stetiger Beachtung dieser Regeln ist das Aufzeichnen der
Kriftepline eine vollstindig mechanische Arbeit, die erleichtert wird
durch nachstehende Merkregeln, die aus den Haupt-

el
y regeln hervorgehen.
‘ 5 % I Ein unbelasteter Knotenpunkt mit nur zwei an-
schlieBenden Stidben liefert in diesen keine Stabkrifte.
S & II. In unbelasteten Knotenpunkten nach Bild 154

Bild154u.155. ist stets §,=0 und S,=3§,.
Fir die Merk- IIT. In unbelasteten Knotenpunkten nach Bild 155
regeln. ist stets §, =48, und S§,=28,.

IV. Nach Regel 6 diirfen sich die Stibe nicht {iberschneiden.
Kommt trotzdem eine Uberschneidung vor, dann behandelt man das
Fachwerk so, als ob an der Schnittstelle ein Knotenpunkt wire und
der Krifteplan ist sofort moglich. Die Bedingung zwischen Stab und
Knotenpunktzahl wird hierdurch nicht geéndert und die Stabkrifte
in diesem gedachten Fachwerk sind gleich denen des wirklichen Fach-
werks ohne diesen Knotenpunkt.
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Bei Herstellung der Kriftepline ist nachstehendes zu beachten: ‘

Wie beim Einzelkrafteckverfahren liefert auch hier der vorletzte und letzte
Knotenpunkt Richtigkeitsproben. Auch bei genauestem Zeichnen wird sich ein
Krifteplan zuletzt nicht genau schlieBen, d. h. die letzten Geraden schneiden
sich dann nicht genau in einem Punkte, sondern es bildet sich das sogenannte
Fehlerdreieck. In diesem Falle #ndert man im Krifteplan einige der letzten
Kraftrichtungen so, daB der Krifteplan sich schlieBt, d. h. man gleicht den
Fehler aus. Da es auf genaue Festlegung der Stabrichtungen ankommt, zeichne
man das System groB und genau auf, vermeide aber durch entsprechende Wahl
des KriaftemaBstabes zu groBe Kriftepline. Weitgehende Genaunigkeit der Krifte-
plane ist zwecklos, weil schon die Knotenpunktkrifte infolge der unsicheren
Belastungsannahmen (z. B. Schnee und Wind) recht ungenau sind. Dasselbe
gilt fiir alle andern Verfahren.

Zuweilen mag es

zweckmiBig sein, nach 4 s % %
dem im weiteren behan- £l Z . Y5
delten Berechnungsver-
fahren einen oder einige p g Y
Stibe genau zu berech- AR sl
nen, wodurch ein guter A VIS
Anhaltspunkt fiir Rich- , s
tigkeit und Genauigkeit 3 75 S 1z
des Krifteplans gewon- b 7 \e
nen wird. n

2 e A

a A w4

p 7 /4 ¥ & )

Bild 157. Dachbinder. Bild 158. Briickengeriist.

Beispiele.

1. Fachwerk der 1. Gruppe nach Bild 156 (Kranausleger). Knoten-
punktfolge 54 3 2 1.

2. Fachwerk der 2. Gruppe nach Bild 157 (Dachbinder fiir Wind-
druck links). Die strichierten Stébe sind nach Regel 1I spannungs-
los. Kraftfolge 4 P, P, P, P, B, Knotenpunktfolge 1 2 11 3 10 4 7; es
ist §,=8,, §;=8,=8; und 8, =8=8,.

3. Fachwerk der 2. Gruppe nach Bild 158 (Briickengeriist). Kraft-
folge AH,H,V,V,B. Knotenpunktfolge 1101129 12381347
14 5 6.

Weitere Kriftepline s. S. 56 und 60.
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Bild 159—164. Fachwerk
mit Vollscheiben.

Fachwerke in Verbindung mit Voll-
scheiben, Enthilt das Fachwerk eine Voll-
scheibe etwa nach Bild 159, dann denkt
man sich diese durch das strichierte Fach-
werk ersetzt und zeichnet hierfiir den Krifte-
plan.

Erhilt diese Scheibe selbst Lasten, dann
1aBt sich das gedachte Fachwerk nach Bild
160 diesem Falle sofort anpassen.

Bild 161 und 162 zeigt die gedachten
Stabe beim Laufkrantriger mit Endscheiben.
Weitere Fille zeigen Bild 163 und 164.

Zusammengesetzte Fachwerke. Fiir
solche ist die unmittelbare Aufzeichnung
des Krifteplans im allgemeinen nicht mdog-
lich. In Bild 165a werden die Zwischenfach-
werke durch die strichierten Stabe Bild 165b
ersetzt und der Krifteplan Bild 165¢ ge-
zeichnet, der dann zur Herstellung des end-
giiltigen Krifteplans Bild 160d benutzt wird.

Wirken nach Bild 166 auch AufBlenkrifte
auf das Zwischenfachwerk, dann sind diese
zunichst zu einer Resultierenden zu ver-
einigen; das Weitere erfolgt entsprechend
dem vorigen Beispiel.

Dagegen ist in Bild 167 die Annahme
eines solchen Zwischenfachwerks nicht er-
forderlich, da der endgiiltige Kréfteplan so-
fort gezeichnet werden kann.

Hiernach wire der sog. Doppelpolonceaubinder
Bild 168 zu behandein. Es ist jedoch fiir diesen
Sonderfall bequemer, zun#chst die Stabkraft S,
zu berechnen. Gleichgewicht des rechten Fach-
werkteils gegen Drehen um die Spitze liefert
S,=Bb:z, die an den Punkten ¢ und k& als
Knotenlast wirkt; damit sind Kréftepline fiir

beide Fachwerkteile herstellbar, die so-
s i g fort einen zusammenhédngenden Krifte-
e plan fiir das ganze Fachwerk liefern.

Bild 165a—d. Cremona fiir zusammengesetztes Fachwerk.
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Beim Dreigelenkfachwerk ist nach Bestimmung der Bolzen-
krifte A B C nach S. 18 je ein Kréfteplan fiir die beiden Fachwerk-
teile herstellbar; beide konnen miihelos zu einem XKriifteplan ver-

Bild 166 u. 167. Zusammengesetzte Fachwerke.

einigt werden. In Bild 169 ist ein solcher Fall behandelt und zwar

fir Winddruck von links, wobei der rechte Teil unbelastet bleibt.
Fiir das zusammengesetzte Fachwerk gilt ebenfalls die auf S. 41

aufgestellte Beziehung zwischen

Stab- und Knotenpunktzahl.

Berechnung der Stabkrifte
(Rittersches Schnittverfahren).

Zunichst sind bei Fachwerken
der zweiten Gruppe die Auflager-
krifte wie bisher zu bestimmen.

Ist im Fachwerk nach Bild Bild 168
170a Stabkraft §; zu berech- .
nen, dann denkt man sich nach Bild 170b bzw. ¢ das Fachwerk durch
die schraffierten Scheiben 1 4 10 und 4 7 9 ersetzt, die durch Stab ¢
und Knotenpunkt 4 miteinander verbunden sind.

An diesen beiden Scheiben wirken die Krifte AP, P, P, §8,;8,8,
und P,BPF, S, S 8,;, worin die Stabkrifte ohne Rucksmht auf 1hre
endgultlgen Vorzelchen zundchst als Zug angenommen sind. Diese
Krifte bilden je Gleichgewicht und liefern fiir Punkt 4 als Schnitt-
punkt der nicht gefragten Stdbe die Gleichgewichtsbedingungen

Aa— P,p, — P, p,, —8,i=0 bzw. — Bb+ P, p,+ 8;,i=0,
woraus S, folgt; |- liefert Zug, — Druck.
8, folgt in derselben Weise nach Bild 170d bzw. e aus
Aa—P,p,— P, p,,—P,p,—8,5=0 bzw. Bb — Pyp, | 8,8=0.

8, folgt nach Bild 170f bzw. g wegen Parallelitit von d und 1
aus dem Gleichgewicht der lotrechten Kraftkomponenten:

. Doppelpolonceaubinder.

4 cos ¢, — P, cos a, — P,, cos &, — P, cos &, — 8, cos ¢g=10
bzw. B — P, cos oty 4- 8, cos e, = 0.

Unold, Statik f. Maschineningenieure. 4
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Das Verfahren ist zweckmiflig, wenn nur ein oder einige Stibe
gefragt sind. Weitgehende Anwendung des Verfahrens bei den Ein-
fluBlinien fiir Fachwerke, s. S. 56.

Bild 169. Hallenbinder als Dreigelenkfachwerk.

Analytische Stabkraftberechnung. Es bezeichne

8, die unbekannten Stabkrifte, die zunéchst als Zug anzu-
nehmen sind,

¢, deren gegebenen Neigungswinkel gegen die Horizontale im ana-
lytischen Sinne, also bei verschiedenen Stabrichtungen nach Bild 171,
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P, die gegebenen Knotenpunktkrifte einschlieBlich der Auflager-

krafte,

y, deren gegebenen Neigungswinkel gegen die Horizonfale, im
gleichen Sinne wie oben zu behandeln.

Die fiir jeden Knotenpunkt giiltigen Beziehungen >} X=—0 wund

2 Y=0 liefern die Glei-
chungen

(8, cos g;
+ P, cos y,) =0

und
(8, sin ¢,

+ P, siny,)=0.

Bei n Knotenpunk-
ten erhdlt man dem-
nach 2n Gleichungen.
Da die Stabzahl und
somit die Anzahl der
unbekannten Stabkrafte
2n — 3 betragt, sind
drei iiberschiissige Glei-
chungen vorhanden, wel-
che die drei Auflager-
krafte bzw. -komponen-
ten oder bei deren Vor-

ausbestimmung drei
Richtigkeitsproben lie-
" forn.

Vorstehendes gilt fiir
Fachwerke der zweiten
Gruppe. Bei der ersten
Gruppe kommen auf n
Knotenpunkte (ohne die
Boden- bzw. die Wand-
punkte) 2n unbekannte
Stabkrafte.

Das Verfahren ist
wegen der vielen Glei-
chungen miihsam und
wenig iiblich, fiihrt aber
in allen Fiallen, auch
bei zusammengesetzten

Bild 170a—g. Zur Stabkraftberechnung.

Bild 171. Bezeichnung der Stabkraftrichtungen.

Fachwerken und dem Dreigelenkfachwerk zum Ziele, auch wenn alle
andern Verfahren versagen.

Das Ausnahmefachwerk. Es lassen sich Fachwerke von der
richtigen Stab- und Knotenpunktzahl angeben, in welchem die duBeren
Krifte in einigen Stiben unendlich grofe Stabkrifte hervorbringen.
Solche Gebilde heiBen Ausnahmefachwerke, haben selbstverstindlich

4%
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keine praktische Verwendbarkeit und miissen vermieden werden.
Bild 172 zeigt ein einfaches Beispiel hierfiir; die Stdbe 1 bis 3 er-
halten unendliche Stabkrifte, wenn sie einander parallel sind oder einen
gemeinsamen Schnittpunkt haben.
In der Literatur finden sich weitlaufige Theorien
dieser Ausnahmefachwerke. Wir kdonnen diese hier unter-
3 driicken, da einmal solche Gebilde praktisch kaum auf-
treten und gegebenenfalls die iiber alle Grenzen steigen-
den Stabkrifte bei den Kraftplinen und beim Berech-

Bild 172. nungsverfahren sich bemerkbar machen wiirden.
Ausnahme- .
fachwerk. Das Fachwerk als Biegestab. Lange schlanke Fach-

werke konnen als gerade oder krumme ebene Biegestibe
betrachtet werden, womit eine - einfache angeniherte Stabkraftberech-
nung durchfiithrbar ist.
Bezeichnet nach Bild 173

F, und F, die Querschnitte der Gurtstibe,
e, und e, die Abstinde ihrer Schwerlinien

von der Gesamtschwerlinie,
h = e, 4 ¢, den Gesamtabstand der Schwer-

linien,
und liefern die duBeren Krifte am Schwer-
linienpunkt s die Léngskraft N (Zug), die
Querkraft ¢ und das Biegemoment M, dann
Bild 173. Das Fachwerk als folgen aus der Betrachtung des Fachwerks

Biegestab. als Blechtriger mit verschwindender Steh-
blechdicke die Gurtstabkrifte
e M e, M
=N2x —Na 47
8, Nh+h und 8, Nh__k,

je nachdem M oben oder unten Druck oder Zug hervorbringt.

Die Querkraft @ liefert die Diagonalstabkraft §;= 4 @:sine,
je nachdem die Diagonale an dieser Stelle im Winkel «, bezogen auf
die Gesamtschwerlinie, fillt oder ansteigt.

E. Gemischte Gebilde.

Diese bestehen aus Zug- und Druckstiben und Biegestiben und
konnen je nach ihrem Zweck in den verschiedensten Formen auf-
treten. Nachstehend sind einige kenn-
zeichnenden Fille genannt und kurz
behandelt.

1. Ausleger, Bild 174. Man be-
- A trachtet den Triger mit
A ” z. den Stiben 2 bis 5 als

7 s o %ZS starre Scheibe; aus dem
D; > Gleichgewicht der an dieser
Bild 174 u. 175. Ausleger. angreifenden Krifte gegen
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Drehen um den Wandbolzen folgt Z,z =P, p, + P, p,+ P;p;,
hieraus Z,. Aus dem Krifteplan Bild 175 folgen die andern Stab-
kréfte; damit sind alle am Triger angreifenden Krifte bekannt, die
nach Zerlegung der Zugkraft Z, in eine wagrechte und senkrechte
Komponente die M-Linie und die Druckkraft zwischen a und b
gleich Z, cos & liefern.

2. Krangeriist Bild 176. Zunichst sind die oberen und unteren
Saulenzapfendriicke zu bestimmen, wobei man das Ganze als starre
Scheibe betrachtet. Demnach ist H=Pl:h und V=P. Fir die
Druckstrebe ist § = — Pl:s; fiir die Biegemomente gilt M, — Pa,

M, =Hf, Me=He; die Lings-
krifte sind N,=0, N,—_8 cos «,
N,=—V, Nyq=—V- Ssing,

Bild 177. Triger mit Zugband
Bild 176. Krangeriist. und Mittelgelenk.

3. Triiger mit Zughand und Mittelgelenk, Bild 177. Zunichst sind

die Auflagerkrifte 4 und B wie beim einfachen Triger zu bestim-
men. Man kann nun die schraffierten Teile voriibergehend als starre
Scheiben betrachten und
erhilt aus dem Gleichge-
wicht der an ihnen angrei-
fenden Krifte gegen Dre-
hen um das Gelenk die
Beziehungen Sk - P, p,
+ Pypy+ Py py— Aa=0
und S8h -+ P, p, 4 P, p,
— Bb=0; beide Ansitze
miissen dasselbe S liefern,
das wie bei der ersten Auf-
gabe durch Zerlegung alle
andern Stabkrifte und da-
mit die Beanspruchung der
beiden Trager liefert.

4. Hiéngebriicke mit
Gelenk im Versteifungstra-
ger, Bild 178. Bezeichnet H Bild 178 u. 179. Hiangebriicke.
die gemeinsame Horizon-
talkomponente der Seilziige 8, , §, usw., dann folgen aus dem Krifte-
plan Bild 179 fiir die lotrechten Seilziige die Beziehungen
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S,=H(tge, —tge,), S,=H(tgo,—tge,), S,=H(tge,+tge,),
S,=H(tge, —tge,), S,=H(tge, —tge,).

Nun bildet der Zug 8, die Summe der Auflagerkrifte der beiden
Trager an dieser Stelle; es ist demnach, da auf die Triger nur lot-
rechte Krafte wirken,

8,=[Pypy + Pypy — S,a— 8,B]: L4 [P, py — 8,d— 8, ] 7.

Nach Einsetzen obiger Ausdriicke kann H berechnet werden; da-
mit folgt alles weitere.

F. Tragwerke fiir Wanderlasten.

1. Allgemeines iiber Einflullinien.

Ein als Briicke oder Krangeriist dienender Vollwand- oder Fach-
werktriger wird durch Eigengewicht und durch die wandernde
Last oder Verkehrslast (Raddriicke von Fahrzeugen bei Kran-
trigern und Eisenbahnbriicken oder Menschengedringe bei Strafen-
briicken) belastet. Das Eigengewicht stellt die bleibende oder Fest-
last dar und wird durch M- Linien bzw. Kraftepline behandelt. Bei
der Wanderlast kommt fiir die Beanspruchung des Trégers nicht nur
GroBe und gegenseitige Abstdnde der Raddriicke, sondern auch deren
. ungiinstigste Lage auf dem Triger in Frage.

Es gibt mehrere Verfahren zur Behandlung dieser Aufgabe. Das
wichtigste hiervon ist das Verfahren der EinfluBlinien, das zunichst
ganz allgemein entwickelt werden soll.

Fiir das Tréagergebilde mit wagrechter Fahrbahn sei irgend eine
GroBe, die mit wechselnder Lage der wandernden Lastengruppe ebenfalls
wechselt, zu bestimmen, insbesondere seien deren GréBtwerte gesucht.
Diese Grofle kann ein Biegemoment, eine Fachwerkstabkraft, ein Auf-
lagerdruck oder eine elastische Senkung usw. sein; in Bild 180 ist eine
Stabkraft § angenommen.

Nun liit man ohne Riicksicht auf die wirkliche Lastengruppe
die Last von der GréBe ,Eins“ (i. d. Regel 1t) iiber den Triger
wandern, bestimmt zu mehreren Lagen dieser Last die zugehorige
gefragte GroBe (hier also §) und trigt diese unter der jeweiligen
Laststellung von einer Grundlinie aus als Ordinaten auf und zwar die
positiven Werte nach oben, die negativen nach unten. Die End-
punkte dieser Ordinaten liefern einen Linienzug, die EinfluBlinie
der Wanderlast ,Eins“ fiir die gefragte GroBe (i. d. Folge mit E. L.
bezeichnet). Ob dieser Linienzug eine Gerade oder eine gebrochene
Linie oder eine Kurve darstellt, mag zunidchst gleichgiiltig sein; in
Bild 180 ist eine Kurve angenommen.

Fiir die Lastengruppe P, P, (z. B. Raddriicke einer Laufkatze vom
Radstande a) in der gezeichneten Lage ist

S8=Pn, + Pyny;

—+ max S bzw. —max § tritt auf in den (strichierten) Katzenstellungen
in der Gegend der max#n bzw. ming.
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Bei mehreren Raddriicken P, P, P, ... (z. B. Eisenbahnzug) ist
dementsprechend 8 ==P, 5, 4 P,7, -+ Pyn, -+ -

Gleichstreckenlasten ¢ in t/m oder t/cm usw. Bei Belastung
der Strecke dx nach Bild 181 ist

d8=gqdz,

bei Belastung der Strecke z, —z, ist

Zg 73 Ty
8= [dS=[gqnde—q [ yde=qF,,,
1 z T,

worin F,, die zwischen x, und x, gemessene Fliche der E. L. (schraf-
fiert) bezeichnet.

Demnach erhélt man -} max8 bei Belastung der Strecke ab,
— max § bei Belastung der Strecke bc; b heiit Belastungsscheide.

Bild 180 u. 181. Zur Theorie der EinfluSlinien.

2. EinfluBllinien fiir statisch bestimmte Fachwerktriger.

Um die Verkehrslast nur auf die Knotenpunkte zu iibertragen,
wird eine Trennung zwischen Fahrbahn und Fachwerk vorgenommen,
die z. B. in Bild 182 deutlich erkennbar ist. Hierbei besteht die
Fahrbahn aus einzelnen, an den
Punkten II III IV gelenkig ge-
stoBenen Triagern.

Gesucht sei die E. L. fiir
Stab f. Last ,Eins“ auf I
und V liefert Sf:0. Nun
bringt man die Last ,Eins®
nacheinander auf die Punkte
II, IIT und IV, sie geht durch
die Stiitzen auf die Knoten-
punkte 2, 3 und 4. Hierfiir
bestimmt man nach irgend-
einem Verfahren (Kréfteplan Bild 182. EinfluBlinien fiir Fachwerke.
oder Rechnung) die Stabkraft
8, die die Ordinaten 7,, 7, und 7, liefert.

Infolge der einfachen Fahrbahntriger I—II, II—III usw. ver-
lauft die E. L zwischen diesen Ordinatenpunkten je geradlinig. Denn
eine z. B. auf Triager II—III nach Bild 183 sitzende Last ,Eins* ver-
teilt sich zunichst mit A=1.y:1 bzw. B=1-2:1 auf die Punkte
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II und III; die St?jbkraft _hierzu st §,=n=n A+ nB=n,y:l
~+ g @:l, also verliuft 5 linear zwischen #, und #,.

Bild 182 enthélt auflerdem noch die E. L. der Stibe b und .
Der OrdinatenmaBstab wird auf der linken Seite vermerkt.

Durch die Trennung von Fahrbahn und Fachwerk wird erreicht,
dall die Gurtstibe nicht auf Biegung, sondern nur auf Zug oder
Druck beansprucht werden. Bild 184 und 185 zeigt die Anordnung
bei Fachwerken mit zusammenfallender Gurt- und Fahrbahnlinie.

Eine Ausnahme bildet der Laufkran-

lﬂ‘i fachwerktrager, bei dem der als Fahr-
. [ . bahn dienende Obergurt gleichzeitig
? ; ? Druck und Biegung erhilt, s. S. 59.
|
! | !
\
| { | AVANVEVAN
7 7s 2K Y\ 4 i\é’g
7, \L AL l l 0
vy 7
{ ! | 7 2
Ty —> Z ,
e 7 Z
Bild 183. Einflulinie fiir Zwischen- Bild 184 u. 185. Fachwerke mit Fahrbahn
stellung der Wanderlast. in der Gurtebene.

Die Gewinnung der Ordinaten der E.L. erfolgt

1. durch Kréafteplane. Man
zeichnet z.B. fiir Fachwerk nach
Bild 186 je einen Kréfteplan
fiir 1t auf I, IT und ITI, trigt
die § als Ordinaten auf (4
nach oben, — nach unten) und
verbindet je geradlinig. Bei
Fachwerksymmetrie  eriibrigt
sich der Krafteplan fiir ITI, da
er spiegelbildlich zu dem fiir I
ist. Bei Symmetrie geniigen die
E. L. der Stibe bis zur Mitte
(hier also a b e f h i k I).

2. durch Rechnung, zweck-
méafig, wenn das Fachwerk viele
Knotenpunkte hat oder wenn
die E. L. fiir einzelne Stdbe
gefragt sind. Das Verfahren
bildet eine fortgesetzte Anwen-
dung des Ritterschen Schnitt-
verfahrens nach S. 49 mit Be-
ricksichtigung der Ortsverdn-
Bild 186. EinfluBlinie durch Kriiftepline. derlichkeit der Wanderlast. Wir
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zeigen das Verfahren zunichst an einigen Stiben des Fachwerkes nach
Bild 187.

Stab ¢, Bild 188. Man denkt sich das Fachwerk durch die beiden
schraffierten Scheiben ersetzt, bringt die Last ,Eins“ zunichst in
den Abstand y von B und erhdlt A=1.y:1. Das Gleichgewicht der
an der rechten Scheibe angreifenden Krifte 4, §;, S, und 8, liefert

unter Anwendung des Momentensatzes
. y . p 9 i mk il
fiir Punkt 3 1-7a—ll—8’iz=0, woraus 9
a ] g d e £
a 7
%7folgt. Somit ist die Ordi- . - > 3 ° ° 7
a Bild 187. Zur Berechnung der

nate unter der Last y=—=—1. %7 , die EinfluBlinien.

E. L. bildet eine von B aus negativ ansteigende Gerade und gilt fiir
ba

y=0 bis y=15b; y=>=b liefert 173:_1?'
7

§=—1.

Bild 188. EinfluBlinie fiir Stab 4. Bild 189. EinfluBlinie fiir Stab c.

Fiir die Last im Abstande x von A4 folgt aus dem Gleichgewicht
der rechten Scheibe in gleicher Weise 7— —1§§; die E. L. bil-
det eine von 4 aus negativ ansteigende Gerade und gilt fiir z bis a;
x=a liefert 5, = —1;—3, also dasselbe wie oben.

Stab ¢, Bild 189. Eine entsprechende Behandlung liefert fiir die
Last im Abstande y von B =1 %% und als E. L. eine von B
aus ansteigende und zwischen 4 und 7 verlaufende Gerade. Deren
Verléngerung iiber 4 hinaus ergibt fiir y=25 #,,— I-Il)—tz. Die Last
links ergibt fiir #=a dasselbe #,,. Die endgiiltige E. L. verlduft
zwischen den Punkten 3 und 4 geradlinig.
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Stab r, Bild 190. Fiir die Last bei y folgt aus dem Gleichgewicht
der Krifte 4, 8;, 8, und 8, in lotrechter Richtung 8, cose - 1- % =0

und § =— — 1-—}!—777 , also 1;=——1-—y-—. Das liefert eine von
r lecosa: leose

B aus negativ ansteigende Gerade, giiltig zwischen 4 und 7. Deren
Verlingerung schneidet auf der Lotrechten durch A die Strecke
7, = —1:cose ab. Die Last im Abstande z von A liefert eine
‘von A aus ansteigende Gerade, giiltig zwischen 1 und 3, z=1 lie-
fert 5, ==1:cosa; demnach sind die beiden Aste 13 und 47 einan-
der parallel; zwischen 3 und 4 verlduft die E. L. gerade und schnei-
det die Grundlinie. Die Paral-

lelitit der E. L.-Aste tritt hier

als Folge der parallelen Gurt-

stdbe ¢ und ¢ auf.

Bild 190. EinfluBllinie fiir Stab r. Bild 191. EinfluBlinie fir Stab p.

Stab p, Bild 191. Da hier die Gurtstibe - und b einander nicht
parallel sind, miissen die Gleichgewichtsbedingungen der Krifte an
den Scheiben als Momentengleichungen fiir den Schnittpunkt der
Stibe » und b angesetzt werden; die E. L.-Aste sind hier einander
nicht parallel, sondern deren Verlingerungen schneiden sich unter
diesem Schnittpunkt.

Bei der Anwendung dieses Verfahrens auf solche und &hnliche
Fachwerke wird man nicht jedesmal solche Gleichgewichtsbedingungen
der Einzelscheiben anschreiben, sondern durch Berechnung und Auf-
tragung der Sonderwerte fiir % die E. L. sofort als Geradlinienzug
gewinnen, weshalb dieses Verfahren gegeniiber dem vorigen sehr ein-
fach ist und fast stets verwendet wird.

Auswertung der EinfluBlinien zur Bestimmung der groBten Stab-
krifte fiir die gegebene wandernde Lastengruppe. Das Fachwerk
diene als Krangeriist (Laufkrantriger, Verladebriicke) und die auf
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einen Trédger bezogene Lastengruppe bestehe aus zwei zunichst als
ungleich angenommenen Raddriicken P, und P, im unverénderlichen
Abstand (Radstand) a. Infolge der aus geraden Stiicken bestehen-
den E. L. lassen sich die ungiinstigsten Radstellungen sofort angeben.
Bei der Form der E. L. nach Bild 192 oder 193 liefert Stellung a
oder b den GroBtwert max 8§ = P, ¢, + P,«, bzw. =P, f, + P, 5,, je

nach GréBenverhiltnis zwischen P, und P,.

) s B Cbed)@
i e e

P P b
! i | b .
Ve fy /ojﬂy\}f\l' '
m%l PN
2.

¥ W

Bild 192—194. Auswertung der EinfluBlinien.

P, = P, =P liefert fiir die Stellung im flacher verlaufenden Teil
der E. L., d.i. also in Bild 192 und 193 Stellung b, den GroBtwert
max 8 = P(8, -+ B, Bei Wandstiben mit der E. L. nach Bild 194
Liefert Stellung 1 bzw. 2 den GroStwert - bzw. — max §; stets sind
beide Werte zu ermitteln.

Besteht die Lastengruppe aus mehr als zwei Raddriicken, wie
z. B. bei zwei Katzen oder bei Eisenbahnbriicken, dann sind mehrere
Laststellungen anzunehmen und die zugehdrigen 8 zu ermitteln; maB-
gebend ist deren Grofitwert. Dieser tritt jedoch stets nur fiir solche
Stellungen ein, bei denen eines der Rédder iiber der Spitze der E. L.
liegt. Um das wiederholte Einzeichnen der Radstellungen zu um-
gehen, zeichnet man die Lastgruppe im MafBstab des Fachwerks auf
Pauspapier, verschiebt dieses iiber dem E. L.-Bild und mift unter den
Radlotrechten die E. L.-Ordinaten ab.

Niheres iiber die Auswertung der E. L. bei Eisenbahnbriicken
mufl hier unterbleiben, da hierbei verschiedene Dinge zu beachten
sind, die nicht der allgemeinen Statik, sondern dem Briickenbau ange-
horen, und es sei dieserhalb auf die reichhaltige Fachliteratur hin-
gewiesen.

Besteht die Wanderlast aus Gleichstreckenlast, wie z. B. Menschen-
gedringe bei groBen StraBenbriicken (kleinere werden durch Einzel-
fahrzeuge in Verbindung mit Menschengedringe stérker belastet),
dann ist nach S. 55 die auf einen Haupttriger bezogene Last ¢ in
z. B. t/m mit der Fliche der E.L. zu multiplizieren. Diese Flichen
sind hierbei nicht in gezeichneten cm? sondern in tm auszudriicken,
wobei horizontal im Tragermaflstab, vertikal im KraftemaBstab der
E. L.-Ordinaten zu rechnen ist.

Beispiel. Laufkrantriger. Bild 195 zeigt das Fachwerk mit
dem iiber die Obergurtknotenpunkte gleichmafBig verteilten Eigen-
gewichte, Bild 196 den Krifteplan hierfiir und Bild 197 der E. L. fiir
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simtliche Stibe nebst Belastungsschema. Wegen der Symmetrie sind
nur die Stdbe der linken Seite behandelt.

Zahlentafel 1 zeigt die endgiiltigen und fiir die Querschnitt-
bemessung maBgebenden

- ""’ZW" i, Fgaigaming g 4wt T T Stabkrifte. Den Diago-
8- f Ao boka Laslaslw, la Log L”rolkaw .‘ nalen entsprechen zwei-
§- @M%M%V ungiinstigste Katzenstel-
% ;:;T lungen, den andern Sti-

! sl ben je nur eine.

Bild 195. Laufkrantréger.
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Bild 196. Krifteplan fiir Eigengewicht.

§3 Jﬁ_"”’”‘” Alle bisherigen Dar-

a0 bOyc d e dh _'i legungen iiber E.L. der
‘mwﬁ, Vlﬁ‘ A‘ﬂ"n Fachwerke gelten wie
% 7 immer unter der An-

’ nahmereibungsfreierGe-

lenke. Diese Annahme
trifft nun in vorstehen-
dem Beispiel nur man-
gelhaft zu, da der Ober-
gurt gleichzeitig die
Fahrbahn bildet und
wegen der durch die
Raddriicke hinzukom-
menden Biegung so stark
zu bemessen ist, daf} er

3,

z

\201

70—
45

10 —

. e
i
|
20— h
. ”‘10‘
i

M«-—I—-Zzg

20t | als durchlaufender Tri-
10 2, | ger behandelt werden
as § : mufl. Eine genaue sta-

] AWy tische Berechnung mit
‘:’ E NG\ Beriicksichtigung dieser
© Obergurtausbildung bie-

Bild 197. EinfluBlinien. tet erhebliche Schwie-
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rigkeiten und ist kaum durchfithrbar; iiber angendherte Berechnung
s. S. 313.
Zahlentafel 1. Stabkrifte im Laufkrantrager.

Stabkrifte in t
durch durch die
Eigengewicht| Katzraddriicke zusammen

0,=0,| —36 — 122 —158

Obergurt | O, =0, —5,8 — 20,0 — 25,8

0,=0,| —66 — 9224 — 290

U, Y 1+ 96 1123

Untergurt| U, 449 416,8 4o17

U. 164 19220 4984
D, +14 —24 | +60|—1,0 1 474
Dia. D, —18 |+16|—80f—021 —98
Y D, +13 | —24 | 72| —11 85
gonalen - p —08 | 482 —64|-+24! —72
D, 103 | —40 +52|—871 L55

Vertikale vV — 0,4 —48 —5,4

Erweiterung und Folgerung. In Bild 188—191 zeigte sich stets
ein linearer Verlauf der E. L. innerhalb der schraffierten Scheiben.
Diese Tatsache liefert ein anderes und unter Umsténden bequemeres
Verfahren zur Gewinnung der E. L. Um beispielsweise im Fachwerk
nach Bild 188 die E. L. fiir Stab ¢+ zu finden, geniigt die Bestimmung
von §; fiir Last auf 3. Fiir Stab r stellt man die Last auf 3 und 4,
fiir Stab p auf 2 und 3. Bei Stab ¢ miilte man demnach 8, fiir
die Laststellungen 3 und 4 bestimmen, es geniigt aber, die Last in
10 anzunehmen und die E. L. als eine unter 3 und 4 gebrochene
Linie zu. ziehen.

Dieses Verfahren kann zur Gewinnung in nachstehend behandel-
ten, weniger einfachen Fillen dienen.

Der Gerbersche Gelenktriager. Der Grundgedanke der Gerber-
triger ist auf S. 34 dargelegt. Bei Fachwerkausbildung nach Bild 198
verlaufen die E. L. aller zwischen den Auflagern 3 und 4 liegenden
Stibe langs dieser Strecke wie beim einfachen Triger ohne Kragarme;
sie gehen je geradlinig iiber die Auflagerstellen 3 und 4 weiter bis
zu den Gelenken 2 und 5 und von da an geradlinig in 1 und 6
auf O zuriick.

Das Bild zeigt weiter die E. L. fiir die Stébe ¢ und d.

Fir Stab s gilt 1.2 —8,d=0, woraus §,=1-z:d. Man be-
rechnet fiir x=c¢ den Wert y==c:d und erhilt die E. L.

Die beiden Schwebetriger sind hier nicht mit behandelt, da sie
als einfache Balkentriger nichts besonderes bieten.

Eine andere Bauart mit einem Schwebetriger in der Mitte ist
in Bild 199") wiedergegeben, das die E. L. einiger Stibe zeigt, die in

1) Weserbriicke bei Eisbergen; 8. ,Der Bauingenieur® 1923, S. 425.
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shnlicher Weise wie oben gewonnen werden. Uber die rechtsstehen-
den Proben s. S. 65.

Bild 198. EinfluBlinien fiir den Gerbertriger.

Bild 199. Gerbertriger mit Schwebetriger in der Mitte.
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Verladebriicken. Ganz dhnlich verlaufen die E. L. der Verlade-
briicken nach Bild 200 und 201, wobei nur die Schwebetriger weg-
fallen. Die schrigen Stibe an der festen Stiitze erhalten dabei keine
Stabkrifte und dienen nur zur Aufnahme von Windkriften lings der
Briicke und der horizontalen Brems- und StoB8krifte der Katze.

Bild 200 u. 201. Verladebriicken.

Dreigelenkfachwerkbriicke nach Bild 202. Zur Ermittlung
der Stabkrifte fiir die einzelnen Laststellungen sind zunichst nach S.17
die Bolzenkrifte 4 und C zu bestimmen und dann Gleichgewichts-
bedingungen fiir die einzelnen schraffierten Scheiben aufzustellen.

Das Bild zeigt die Ent-
wicklung der E.L. fiir Stabe.

Last auf 2. Aus dem
(leichgewicht der linken
Scheibe folgt A,a,— 8, e
=0, woraus §,=4,a,:e
(Zug)-

Last auf Mitte. Hier
folgt ebenso
— A, a;, —8,e=0, woraus
8,=—A4;a,:e (Druck)

Bild 203 zeigt die nach
ebensolcher Uberlegung ge-
fundenen E. L. der Stibe
b, ¢, m und n. Die an-
gefiigten Kriftepline die-
nen als Richtigkeitsproben;
Erklidrung hierfiir s. weiter
unten.

Bild 202. Dreigelenkfachwerk. Entwicklung der
EinfluBlinie fiir Stab e.

Fachwerke mit Unterteilung. Bei groBeren Trigern besteht Ver-
anlassung, die groBlen Feldweiten zu verkleinern, teils um die Fahr-
bahntriger zu verkiirzen und bei Laufkranen und Verladebriicken
mit den als Fahrbahn dienenden Gurtstiben diese zu halbieren. Das
erfolgt durch eingebaute Unterteilung des Ober- und Untergurtes.

Bild 204 zeigt einen Triger mit untenliegender Fahrbahn und mit
Halbierung des Untergurtes. Die strichierten Stébe bleiben spannungs-
los und dienen zur Halbierung der Knicklingen des Obergurtes.

Fiir die Stellung der Wanderlast 1 auf 1, 2, 3 usw. bleiben die
Unterteilungsstibe spannungslos, was mit Merkregel II nach S. 46
zusammenhéngt.
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Stab @,. Aus der Schraffur der Flichen 14 108 und 4 7 14 11
folgt sofort, daB8 die E. L. dieses Stabes ebenso verliuft wie beim ein-
fachen nicht unterteilten Fachwerk.

Stab U, zwischen 3 und 4. Zwischen 1 und 3 bzw. 4 und 7 hat
die E. L. den normalen Verlauf nach der strichierten Linie mit
n=ab:lh. Da die schraffierte Flache links bis m reicht, geht die
E. L. bis m gerade durch.

Bild 208. Dreigelenkfachwerk.
EinfluBlinien der Stidbe b, ¢, m und n Bild 204. Fachwerk mit Unter-
und Proben fiir Knotenpunkt 3. teilung.

Stab D, und D,. Aus der Schraffur der Flichen folgen die E.L.
sofort aus der E. L. des einfachen Fachwerkes.

Stab d, und v,. Fiir 1t auf m folgt die E.L. aus dem Gleich-
gewicht des schraffierten Dreiecks gegen Drehen um Punkt 4.
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In gleicher Weise sind Fachwerke nach Bild 205a und b fiir Ver-
ladebriicken zu behandeln, wobei sich die E. L. ohne Zwischenrechnung
aus denjenigen der einfachen Fachwerke ergeben.

| T A

Bild 205a u. b. Unterteilte Fachwerke fiir Verladebriicken.

Richtigkeitsproben. Bei den durch Rechnung gefundenen E. L.,
der Fachwerkstibe ist eine einfache Richtigkeits- und Genauigkeits-
probe durchfithrbar. Die an einem beliebigen Knotenpunkte zusam-
menstoenden Stabkrifte miissen sich bei jeder Belastung aufheben.
Somit muf fiir beliebige Stellung der Wanderlast , Eins“ das aus
den E.L.-Ordinaten dieser Laststellung gebildete Krafteck sich schlieBen.
Diese Probe ist in Bild 199 und 203 fiir einige Laststellungen durch-
gefithrt. Liegt der untersuchte Knotenpunkt auf der Fahrbahn selbst,
dann ist bei der Laststellung auf diesem Punkte die Last 1 mit in
das Krafteck zu nehmen.

3. EinfluBlinien fiir gerade Vollwandtriger.

Hier sind die E. L. der Biegemomente und der Querkrifte zu be-
stimmen.
- Der einfache Triiger, Bild 206. Fiir beliebige Trigerstelle s ist
bei Last ,Eins“ im Abstande ¥ vom linken Auflager

x zb
B=1-— und M=Bb=— . {7t Tl gy
l l x A'! !s H |
Das liefert als E. L. eine von links an- 1 a } } , ?R
| |
steigende Gerade. x=—a liefert nzaTb. Auf | Z8 Y 4
der b-Strecke steigt die E. L. von rechts an i +
und erreicht in s dieselbe Hohe 7. | ! |
Die Querkraft in s ist fiir die Last auf }‘J’\Q?\l
Strecke a Q=—1-~la~: und auf Strecke b %" Ly
Q =1- g . \\\\\\
l Bild 206. EinfluBlinien

Hieraus folgt die E. L. fir die Querkraft der M und @ fiir den
in s. geraden Tréger.

Der Freitriger. Bild 207 zeigt die E. L. der M und @ fiir die
Einspannstelle ¢ und die beliebige Trigerstelle s. Die Entstehung
dieser E.L.ist nach obigem sofort verstdndlich.

Mittelbare Belastung nach Bild 208. Die E. L. verlaufen fiir
die Trigerstellen 2 und 3 wie bisher, dagegen fiir eine Zwischenstelle
Unold, Statik f. Maschineningenieure. 5
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s je geradlinig fiir die Teilstrecken. Das Bild zeigt die E.L. der M
und @ hierfiir, wobei wie oben n=ab:I.

Uber eine andere Behandlung des einfachen Trigers s. S. 69.

Bild 207. EinfluBlinien fiir den Bild 208. EinfluBlinien bei mittel-
Freitriger. barer Belastung.

Der Gerbertriger. Bild 209 zeigt die E. L. der M und @ fiir
einige Trigerstellen. Die Herleitung dieser Linien ist nach dem Vor-
hergebenden ganz einfach und bedarf keiner Erdrterung.

. . . . . Bild 210. GréBtmomente fiir den
Bild 209. Gg{)lgr:fahg r::.n fiir den Gerbertriiger bei Gleichstreckenlast.

Liegt als Verkehrslast Gleichstreckenlast vor, dann kénnen
die GroBtmomente an allen Trigerstellen ohne die E. L. sofort be-
stimmt werden. Fiir die in Bild 210 dargestellten ungiinstigsten Be-
lastungszustinde sind die zugehorigen M-Linien gezeichnet. Da bei
Trigerquerschnitten mit symmetrischer Nullinie nur die Absolutwerte
der M maBgebend sind, konnen beide M-Linien ohne Riicksicht auf
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ihre Vorzeichen iibereinandergelegt werden; die schraffierte Linie ist
dann fiir die Querschnittbemessung maBgebend.

Bei mittelbarer Belastung setzen sich diese M-Linien in bekannter
Weise aus geraden Stiicken zusammen.

4. EinfluBllinien fiir gekriimmte Stabgebilde.

Der Dreigelenkbogen. Zunichst wirke die Wanderlast ,,Eins
unmittelbar am Stabbogen. Gesucht ist die E. L. der M, N und @
fir Stabstelle s, Bild 211—214.

Bild 211—213. Zur Berechnung Bild 214. Die EinfluSlinien der
des Dreigelenkbogens. M, N und @ fiir Stelle s.

Fir die Last zwischen ¢ und s nach Bild 211 folgt aus dem
Gleichgewicht des linken Teils )

0=1-2, MeOn—1-"", N —Coosf—=—1."%F
g g g
=—;Osinﬂ=—1-:%9.

Demnach ist M, N und @ proportional zu z.
5*
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Fiir x=1, also Last 1 auf s bzw. dicht links davon ist

In lcos lsinf
M,=?, N’=_—g y Qg =— 5
Fiir die Last zwischen b und ¢ nach Bild 212 folgt aus dem Gleich-
gewicht des rechten Teils

gy yeosa

A=1-y7, M=—Am—— , N——Adcosa——1- ,

ysin o
T
Demnach ist M, N und @ proportional zu y.
Fiir y=c, also Last 1 auf b, ist

cm ccos o csin o
Ta Nz,:'—_‘*‘> Qb:_“'

Fiir die Last zwischen s und b nach Bild 213 ist

@Q=Asineg=1".

My =—

0=1.§, M=C’n—-1~(x——l)=%n—x—{—l,

N=—Ccosﬂ—1-cosy=——xcosé——cosy,
. . zsin B .
=—Osmﬂ—}—1-smy=———g—+smy.

Demnach ist M, N und @ linear mit x zwischen ! und @ ver-
anderlich.

Fiir z==1, also Last 1 auf s bzw. dicht rechts davon ist

In in
=-— —1]-41=— (wie oben),

p + p ( )

8

N,=— Loosf cosy (nicht wie oben),
Qsz——ls?ﬂ—{—siny ( ” ” ” )
Fiir x=a, also Last 1 auf b, ist

M= %ﬁ —all

a cos andere Ausdriicke als oben,
Ny=—————cosy . .

g aber dieselben Ergebnisse.

@ sin )

Q=—""L 4 siny

Ergebnis: Die E. L. der M, N und @ fiir Stelle s verlaufen
zwischen @, 8, b und ¢ je geradlinig, s. Bild 214.
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Fir die M gilt

1t auf in
auf s =
UR 7
1t auf b nbz_%’”:?_a_{_l,
fiir die N gilt
. . lcos B
1t dicht links von s nsz__g___,
1t dicht rechts von s ns:_l_c_(iﬂ_cos},.
cCos ¢ acos B
1t auf b 17b=— —_— _COS}’,
f g
fir die @ gilt
. . lsin g
1t dicht links von s #,=—— a
. lsinf .
1t dicht rechts von s 7, —— . +-siny,
o b ECLLENEL V.o

Bei der Dreigelenkbogenbriicke wird die wagrechte Fahrbahn durch
Zugstangen oder Stiitzen nach Bild 215 oder 216 mit dem Stabbogen
verbunden. Demnach verlaufen die E. L. zwischen den Punkten O,
I II usw. je geradlinig.

Bild 215 zeigt die E. L. fir die Stabpunkte 1, 2 und 3 (die der
Punkte 4, 5 und 6 verlaufen spiegelbildlich zu jenen und sind daher
hier nicht gezeichnet). Die schwach gezeichneten Teile der E. L.
gelten fiir Lastangriff unmittelbar am Stabbogen und sind nach
obigem zuerst zu ermitteln, die stark gezogenen E. L. sind die end-
giiltigen.

5. Die Behandlung des geraden Vollwandtrigers ohne
EinfluBlinien.

Fiir Triger mit Endstiitzen gibt es ein zeichnendes oder rech-
nendes Verfahren zur Bestimmung der durch die wandernde Lasten-
gruppe hervorgebrachten Griétmomente.

Seileckverfahren. Man zeichnet nach Bild 217 den Tridger in
mehreren Lagen in das Seileck der Raddriicke, fiir jede Triger-
stelle liefert dann die mit H multiplizierte jeweils grofite Seileckhdhe
das maBgebende Moment, das die M-Linie Bild 218 ergibt. Diese
ist stets angendhert eine Parabel.
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Bild 216. Dreigelenkbogen mit
angehingter Fahrbahn.

Rechnung.

Zwei Raddriicke P, und P,
im Radstande a, Bild 219—221.

Es sei P, > P,. Die Resul-
tierende ausbeidenist R—=P,-- P,
und hat von P, bzw. P, die
Abstinde a,=P,a:R bzw.
a,=— P,a: RE. Eine Dbeliebige
Tragerstelle erhélt das groBite M,
wenn eines der beiden Réder
dariiber liegt.

Liegt Rad 1 dariiber, dann ist
nach Bild 219

l—x—a,
A= —

_r(1_%_ %
—r(1—%-%)

und unter Rad 1 ist

Die Beziehung zwischen M und
x driickt eine vom linken Auf-
lager ansteigende Parabel aus.

aM_ (1_2_9_”_“_1) —0

dx l l
] l—a,
liefert ao=—"2=
2
und
2 x
max M—R (w wT — a_ll__)
. - .. (l—a,)?
Bild 215. Die EinfluBlinien der M, N und @ — R e VA

fiir Punkt 1, 2 und 3. 41
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Liegt Rad 2 iiber der Trigerstelle, dann liefert ein ebensolcher

2
Rechnungsgang M ———R(y—?—/l———(i“’lg) , d. i. eine vom rechten
Auflager aus ansteigende Parabel, s. Bild 220. Fir y= l_-;—_q
)2
ist max M=R Q——%‘l)— .
41

Da fiir die einzelnen Trégerstellen das jeweils groBere M aus beiden
Katzenstellungen zu nehmen ist, folgt als maBigebende M-Linie die aus-
gezogene Linie nach Bild 221, die auch die Katzenstellung fiir max M zeigt.

. e
d 444 444 4 o7
Vi i l@
4 Y
A e X g}
T 7ar &2
N ap " A |
A i
N1 2 5 ‘ A
N ] — L |
TSR 5. % |
IRis e 2 v
BIBEES y S El | 1p
\ | ,) 7 \\\\N | ¥ &2
| q& i i
| —-la, -

~ o~ N
T :az(//,' e iﬁ V;\\\_.‘a,«
| ¥ Y. N
. - e
RN g S
i
— e Bild 219-221. Die M-Linie
Bild 218. Die aus dem Seileck bei zwei ungleichen Rad-
verfahren gewonnene M-Linie. driicken.

Fir P=P,=P ist R=2P und a,=a,=a:2. Die maB-

1

P 2
gebende M-Linie verlduft nach Bild 222 mit max M= 57 (l — g)

im Abstande -;——-; von A; das obere Stiick der M-Linie wird der

Einfachheit wegen meist wagrecht durch- —|—f-§—efl-g-
gezogen. Das Bild zeigt gleichzeitig die be- ! AP
kannte Parabelkonstruktion. il T

1

I

|

Mehrere ungleiche Raddriicke P,, P,...
mit den Radsténden a,,, ay.... l

: o a5 ==
Bild 223 zeigt die Lage von Bild 222. M-Linie bei zwei

R— P1 + P2 + e, gleichen Raddriicken.

Liegt iiber dem beliebigen Querschnitt « nach Bild 224 z B. der
Raddruck P,, dann ist
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A=—R I— xl:& und
x?
M3=:Ax—(P1p13+ng93)=Rx——"“— —(P L Pz Py Dag) -
l
Aus %=O folgt fiir w:l—as
-.FJ-_ da: 2
L l—a
!“"z as max M, —R( lg) — (P, p1s + Py Pas) »
’ :*“4_1 s. Bild 224, nach welchem die Trigermitte die
I K ‘I'R le‘ % Strecke a, halbiert. Man erhilt fiir Rad 3 auf
! dem verdnderlichen Querschnitt eine Parabel;
otz ,g-' deren Fuflpunktlagen folgen aus

Bild 223. Resultlerende 2 q
mehrerer Raddriicke. Rix

l—a,

l—a,)? l
m = 2“‘iV< (P, gt Py

demnach ist die halbe Sehne

s—V P b+ Py pg) -

|

|

|

|

1

I

|

|

|

IV 1

L %

[ ]

| |
-

Bild 224. Die M-Linie fiir Raddruck P. . ) . ..
iiber den Querschnitten. 3 Bild 225. Gesamtheit aller M-Linien.

Entsprechendes gilt fiir alle andern Raddriicke; man erhilt nach
Bild 225 mehrere sich iiberdeckende Parabeln; die jeweils obersten
Parabelstiicke bilden die maBgebende max M-lee die n#herungs-
weise durch eine einzige von Auflager zu Auflager s1ch erstreckende
Parabel ersetzt werden kann. Das groBte aller max M ist im all-
gemeinen durch Probieren zu finden; es tritt aber meist unter dem
der Resultierenden am néchsten liegenden Raddruck auf.



Dritter Abschnitt.

Die elastische Forminderung statisch bestimmter
ebener Gebilde.

Aus der Festigkeitslehre ist bekannt, daBl verschiedene Stoffe, na-
mentlich alle schmiedbaren Eisensorten, beim Zug- und Druckversuch
anfinglich Proportionalitit zwischen Spannung und Lingeninderung
zeigen, also dem Hookeschen Gesetz gehorchen, wihrend andere
Stoffe, namentlich GuBeisen und alle Natur- und Kunststeine diese Pro-
portionalitit bei keiner Spannung aufweisen. Der vorliegende Ab-
schnitt befaft sich ausschlieBlich mit Stoffen, die das Hookesche Ge-
setz befolgen, und alle Ableitungen gelten nur unter der Voraussetzung,
daB die Spannungen unterhalb der Proportionalititsgrenze bleiben,
die stets mehr oder weniger unter der Elastizitdtsgrenze liegt.

AuBerdem wird vorausgesetzt, daB die Forminderungen klein
bleiben gegeniiber den Abmessungen des Gebildes selbst. In den
meisten Fillen ist durch die erstgenannte Voraussetzung der Propor-
tionalitdt diese zweite Forderung schon von selbst erfiillt, aber eine
Reihe von Fillen erfordert die Betonung dieser zweiten Forderung
unabhéngig von der ersten.

Bei Nichterfiillung des Hookeschen Gesetzes besteht wenigstens
die Forderung der Spannungsbegrenzung durch die Elastizititsgrenze.
Obwohl in einfacheren Belastungsfillen die Forménderung auch unter
Zugrundelegung des Potenzgesetzes oder auch eines anderen gleich-
wertigen Gesetzes ermittelt werden kann, wenngleich solche Rech-
nungen vielfach sehr umstdndlich sind, werden wir hier davon ab-
sehen und vorkommendenfalls die Behandlung mit einem als unver-
anderlich angenommenen mittleren Elastizititsmodul durchfiihren.

Der Zweck der Feststellung der elastischen Forméinderungen ist
ein doppelter:

Erstens besteht bei vielen Gebilden des Maschinen- und Hoch-
baues Veranlassung, die Forminderung in gegebenen Grenzen zu
halten, z. B. die Durchbiegung von Maschinenwellen oder Bautrigern
einen gewissen Teil der Stiitzweite nicht iiberschreiten zu lassen. Zu
starke Durchbiegungen beeinflussen zwar nicht die errechneten Span-
nungen, konnen aber andere Nachteile haben, wie Erzitterungen oder
Uberanstrengung der AnschluBteile. In anderen Fillen soll die Nach-
giebigkeit von federnden Gebilden, wie Tragfedern von Fahrzeugen
usw. bestimmt werden.

Zweitens bilden die elastischen Forménderungen die Grundlage zur
Berechnung der statisch unbestimmten Gebilde, die im néichsten Ab-
schnitt behandelt werden.
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A. Die elastische Linie des geraden Biegestabes.

Die urspriinglich gerade Stabachse (Schwerlinie) verbiegt sich nach
einer Kurve, d. i. die elastische Linie. Fiir alles weitere sei ein
sehr flacher Verlauf derselben, also sehr geringe Biegepfeile gegen-
iiber der Tragerhohe, vorausgesetzt.

Die Verbiegung riihrt zum gréBten Teil von den Normalspannungen,
zum kleineren Teil von den Schubspannungen her; der EinfluB der
letzteren wird meist vernachlissigt. Wir behandeln den EinfluB beider
Spannungen getrennt; die Ordinaten der beiden elastischen Linien
addieren sich algebraisch und liefern die endgiiltige elastische Linie.

1. Die elastische Linie durch die Normalspannungen.

Die Differentialgleichung der elastischen Linie. Nach Bild 226
und 227 bildet dp den Winkel zwischen den beiden um dz vonein-
ander abstehenden Normalquerschnitte und gleichzeitig den Winkel
zwischen den Tangenten an die elastische Linie in Punkt 1 und 2.
Wegen des vorausgesetzten sehr flachen Verlaufs der elastischen Linie
wird de den Abstand der Punkte 1 und 2 sowohl im ungebogenen,
als auch im gebogenen Zustande be-’
zeichnen, d. h. die Verschiebungen der
Stabachsenpunkte erfolgen genau lot-
recht; deren geringen wagrechten Ver-
schiebungen werden vernachlissigt.

Bild 226. Die elastische Linie des Bild 227. Die elastische Linie des
Stabelementes. Stabes.

Zieht man in Bild 226 durch 2 eine Parallele zur Stabnormalen
in 1, dann ist 4da die Verlingerung der unteren Zugfaser; daselbst

d
ist die Zugspannungo = JL?: und ddr= 37; .

. ddx Medz
Nun ist dp= —~ = ETe oder
Mdzx dp M .
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Mdzx stellt den in Bild 227 doppelt schraffierten Flachenstreifen
der M-Linie dar. Mit Mdxz=dF folgt auch
dr

Bei prismatischen Stiben, also bei J = konst. ist fiir das endliche
Stabstiick z, — =,

F
(4) P12 = "Et_; ’
worin F,, die M-Fliche zwischen den Strecken x, und z, bezeichnet.
d
Ist y = f(x) die Gleichung der elastischen Linie, dann ist tgp = Ega_/:
deren Neigung; wegen des flachen Verlaufs der elastischen Linie darf
@= Z—Z gesetzt werden. Nun folgt aus
o) o
dp_ M=/ d7y
¢ dx dz?
a’y M
dx®  EJ

Da die y nach unten stets positiv gerechnet werden, um positive

Biegepfeile zu erhalten, schreibt man dafiir
dy M

®) FEE 7
d.i. die Differentialgleichung der elastischen Linie.

Zu derselben Gleichung gelangt man auch auf dem Umweg iiber
den Kriimmungsradius. Dieser ist nach Bild 226

9—_—% oder mit (1) 9=%~
Nun darf in der bekannten Formel

+@ T

o= dty
dz®
. dy\® .
wegen der kleinen ¢ der Wert (%) gegen 1 vernachlissigt werden,
somit ist 1 BJ iy M
Fy— 0 % @ El
dz®

Verfasser zieht die erste Ableitung vor, da sie gleichzeitig die
wichtige Beziehung (1) liefert.
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Die Losung der Differentialgleichung kann durch Rechnung oder
durch Zeichnung erfolgen. Die Rechnung ist vorwiegend fiir ein-
fachere Belastungsfille und fiir unverénderliches J bestimmt, wéhrend-
der zeichnerische Weg fiir beliebige Belastungsféille und auch fiir ver-
anderliches J geeignet ist.

Die elastische Linie durch Rechnung. Zunichst mul M als Funk-
tion von « bekannt sein, M = F(x). Die Differentialgleichung lautet
mit J = konst. dty F(2)

i@~ BT
sie ist von der zweiten Ordnung, daher enthilt die allgemeine Losung
zwei Integrationsfestwerte, die sich aus den jeweiligen Grenzbedin-
gungen ergeben. Somit lautet die allgemeine Losung

__—17[——f(fF(x) de)de -+ C x4+ C, 1

Ist J nicht unverédnderlich, sondern ebenfalls von z abhingig,
also J=/f(x), dann ist 2y 1P

dz® E f(z)
mit der allgemeinen Losung

_T;[I(J%dw)dw+ Clx—l—CQ]

Diese Integration in geschlossener Form ist schwierig und meist
unmoglich, solche Félle werden daher besser zeichnerisch behandelt.

Beispiele hierzu fiir J=konst.
1. Freitrager mit AuBenlast nach Bild 228.
M=—P(l—x)

Y=o [~ (—[— P(1—2)dz) dz -t 0,2+ ;)=
:E’lj[ f(—Plx—}P?)dx—i—Clx—{—O‘_,J:
=2 raro]

. , 1 x?

‘ , hieraus y:m[P<Zx—— 5)—}—01]

; =0 liefert y=0 und ¢ =0, somit
/ﬁ/ ML_/_/-/' C,=0 und C,=0, also
_— y— 2 (2 )
EJ\2 6

__Pp? (3<x>2 1 m>3
T 3EJ\2\1 _§<7 )

. i . . P l3
Bild 22%ugh;$;t;;ger i y=1 liefert f= R
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2. Freitriager mit Dreiockslast nach Bild 229.

2
g=cx, k=cl, Gesamtlast P—J‘qu—fcxdx-—c{—

2 3
Zunichst ist M=—q—x-£=_fw r___ T
2 3 2 3 6
1 cx3 ) J 1 [cmﬁ }
2/——1~[696—4+0} x =1 liefert y =0 und 9’ =0, somit
YT RIlee T T y="Fundy =", somt
clt cld  cl* cl®
0 = — 0‘): _— —_— = —
1 YR 120 T 30 =307 A
1 [ca® cl* clj . 1 ¢ls P I3
y=— | T gl | = b e 2
y EJ[120 55 " T g0)- ©=0 lefert = s =%i1s
L Z > )
! : r—-—*x——-j 2 © p >
4 : | AT ‘I——r
Z l l P 4 ™~ - i/o
M= | L P~ 3
7 ! AL 1 ; 5
g | < T
7 I R : | i | !
t’"f ~L i i |
Bild 229. Freitriger mit Dreieckslast. Bild 230. Triger mit Einzellast.

3. Triager mit Einzellast nach Bild 230.

4= Pg, B=P;, Momente M=P%x, N:P%E.

:E’L{ f( P—xdx)dx+0 x—}—Ojl 1 [ Pl 6—]—0 x—,—C}
S (S P EEY
Y T

Die C und K folgen aus den Grenzbedingungen:

y=0 fir =0, =0 fir £=0, y==n fir x=a bzw. £{=0b,
Yy =—n" oder ' 474 =0 fir x=a bzw. £=0.
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Das liefert C,=—0, K, =0,

ba®
— P75+ Ca= P——+Klb,
b a®
— P73 ta— z§+K1=O’
6=t (@+2), K=2%0s20),

Pr  ba? P a?p? a8
'-"=EJ[___ z( +2b)} BJ GZ( 3= “’b)’
_P[_ap DELLIIR. 3
”“E_J[_ _+ez(b+2 =771 2Z+E_iffa‘

. P a®p?
z=a und &=0b liefern f_E]_37'

4. Trager mit Dreieckslast nach S. 29.
l2
x3
EJ[ f(f ( —z)dx)dx—[—C’lx—}—Cz]:

EJ[ ( a 2012)+0 ijCJ

=0 liefert y=0, =1 liefert y=—0, hieraus C,=0 und

3
Hiernach ist M— g (w — gi) i

————
G 180P
o T | =gl =10 () +3(3)]
y_ﬁi[_fé+6012+180 “ritsol 1) +3) [
3
GroBter Biegepfeil f— 001304% fir x=0,561931.
MLsy,. Bei Gleichstreckenlast ist f— 5 PP =
7 384 EJ
/ LdF __0013021;3 fir x=0,51, demnach ist f
T 4z T fiir Gleichstrecken-, Trapez- oder Dreiecks-
Lo * last nahezu gleich,
i\§ # AT 5. Die Neigungswinkel der elasti-

| dy| ,# schen Linie an den Auflagerstellen zu er-
| _4_JL mitteln.

L , fh Nach Bild 231 ist bei beliebiger Belastung
' ¢ dtp—dF EJ dh=xdp=2xdF : EJ und

Bild 231. Neigungswinkel
der elastischen Linie. = dh* 7| *dF. Wegen h=¢, 1 ist
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dF
f 2 Nun ist fx dF das statische Moment der M-Fliche,

Y1 ="FJ
bezogen auf das rechte Trigerende, im weiteren mit R bezeichnet;
R

EJU

es ist also ¢, =

Ebenso ist %ZE—%Z’ worin sich ¢ auf das linke Trégerende
bezieht.

Diese Formeln gelten nur fiir unverénderliches J.

Uber eine andere Losung derselben Aufgabe und iiber shnliche

Aufgaben s. S. 102.

Die elastische Linie durch Zeichnung.

1. Fiir unverinderliches J. Bei Streckenlast gilt fir die
Biegemomente nach S. 28 und Gl. (2).

a*M
ot b
Die Differentialgleichung der elastischen Linie lautet
'y M
da*  EJ’

Die gleichartige Form beider Ansitze liefert folgendes Verfahren
zur Gewinnung der elastischen Linie.

FaBt man nach Bild 232 die M-Fliche als Belastungsfliche auf und
ermittelt hierzu nach dem Seileckverfahren die zugehdrige M- Linie,
dann bilden deren Ordinaten, durch
EJ geteilt, die der endgiiltigen ela-
stischen Linie. Positive Belastungs-
flichen werden im Nebenbild als
nach unten gerichtete, negative als
nach oben gerichtete behandelt.

MaBstibe hierzu. Ist der Tri-
ger im MaBstab 1:a gezeichnet,

m kgem Biegemoment durch je 1 cm

Ordinate der M-Linie und f cm?

der Streifeninhalte auf der Zeich-

nung durch je 1 cm der lot- . . - .
rochten Strocken dor Nobonfigur "sis shastisthe Line bel wmwerinder.
dargestellt, ferner die Polweite zu lichem J.

h cm gewihlt, dann sind die Ordi-

naten des gezeichneten Seilecks, vervielfacht mit u=—do*mfy: EJ
die wirklichen Ordinaten der elastischen Linie. Um runde Zahlen
fiir die u zu erhalten, wihlt man fiir £J:) eine runde Zahl.

2. Fiir verianderliches J. Ist J stufenweise verinderlich
(abgesetzte zylindrische Welle, parallelgurtiger Blechtriger mit
Gurtplatten von verschiedener Linge) und gelten nach Bild 233 fir
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die Abschnitte @, b, ¢ ... die Werte J_, J,, J,..., dann ist nach
Gl (4) 8. 75 7 F,

Pig = E‘;_a Poz = E‘Tb usw.
a

Wir nehmen nun ein beliebiges § an und schreiben.
J— Fa 8 Fa S F a’ Fb’
P2 =77 5 Ergja S’ %3_1’7_8 usw
N

‘worin F'=F 2

Hierdurch ist ausgedriickt, daf die gesuchte elastische Linie gleich
ist derjenigen fiir einen gedachten Triger von unverinderlichem &
und den M-Flichen F,, F,’ usw., die durch Verzerrung der wirk-
lichen M im Verhéltnis von : J, fiir Strecke a, von : J, fiir Strecke b

usw. entstehen; die so verianderte M-
verzerrfe M-Line  Linie heifit die verzerrte M- Linie.

K |urspring!. M-Linie Das Weitere erfolgt wie bei un-

had verdnderlichem J; im Nebenbild wer-

. K ¥ den die Flichen F', F, usw. aufge-

Fu| £ A tragen, die Maflstabsberechnung erfolgt

4 | | ; " ~..  mit dem angenommenen §.
e e b ke Bei stetig verénderlichem J (Bal-
7 z: 3: ¢/ :{Q . ken von nicht prismatischer Form,
!

Welle mit Kegelstiicken, Blechtriger
mit verdnderlicher Stehblechhéhe) ist
das Verzerrungsverhiltnis v=S:J
entsprechend der stetigen J-Anderung

o i
- |

| . ﬂ'l
AN asrische L,

E 34
- /f% ebenfalls stetig.
Bild 233. Die elastische Linie fir L0 2lon Fallen pflegt man den Wers
unveriinderliches .J. Q3 gleich dem groSten aller vorkom-

menden J zu wihlen,
Ist bei Achsen mit wechselnden Durchmessern d ein beliebiger
und b der grofite Durchmesser, dann ist

_ T 4:@‘.

"= 5% —\a) s
in gleicher Weise folgt bei Rechtecksbalken von gleicher Breite und
wechselnden Hohen v = (§: 2)® und bei gleicher Hohe und wechselnden
Breiten v=10:b. Die Durchmesser bzw. Hohen sind moglichst genau

zu bestimmen, da kleine Fehler wegen der Potenzen stark vergroBert
werden.

2. Die elastische Linie durch die Schubspannungen.

Aus der Festigkeitslehre ist bekannt, dafl bei T-Tridgern und Blech-
trigern die Querkraft ¢ fast allein und annihernd gleichmiBig iiber
die Trigerstegfliche V verteilt ist und t=Q:V liefert. Dieses t
bringt fiir benachbarte Normalquerschnitte keine gegenseitige Nei-
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gungsidnderung hervor, sondern gewisse Winkeldinderungen in der
Stegebene, die sich als gegenseitige Verschiebung dieser Querschnitte
auBern. Der urspriingliche Winkel zwischen dem Normalquerschnitt
und der Stabachse #ndert sich nach Bild 234 um y =7:G, worin
G=0,385 F der Schubmodul ist. Alle urspriinglichen Normalquer-
schnitte bleiben also einander parallel; da es aber zunichst noch
fraglich ist, ob diese lotrecht bleiben oder nicht, nehmen wir eine
Neigungséinderung ¢ an, so dal die Stabachse die Neigung
p=y-te oder p=@:VG+«

erhidlt. Wir rechnen die ¢, ¥ und ¢ nach unten entsprechend dem
Bild 234 positiv, ebenso die Ordinaten .

Die endgiiltige Differentialglei-
chung der elastischen Linie fiir die i
Schubspannungen lautet somit

dy @ '
e Gr " 5
aM

und wegen @ = da X ——ste—d x—>]
l

dyz%—[—adx.

af 1
Deren allgemeine Losung ist },{ f
M ) .
Y= W + oxr + C.

~ Die Werte & und C sind durch g;14 934 Die elastische Linie durch die
die Auflagerbedingungen bestimmt. Schubspannungen.

Hieraus geht folgendes hervor:

Die elastische Linie verlduft wie die M-Linie, aber mit den im
Verhiltnis 1:G V verkleinerten und dem Vorzeichen nach umgekehr-
ten Ordinaten und geht durch die beiden Auflagerpunkte; d. h. nach
Zeichnung der elastischen Linie ist die gerade Bezugslinie durch die
Auflagerpunkte zu legen.

Fir den Fall eines wechselnden Stabquerschnittes werden die
wechselnden V &dhnlich wie die J in Beziehung zu einem beliebigen
B gesetzt, die M im Verhdltnis B:V verzerrt und die verzerrte
M-Linie und der Wert 8 wie oben benutzt.

Eine andere Berechnungsweise der Forminderung des geraden
Stabes wird im nichsten Abschnitt beim krummen Stab entwickelt;
die dortigen Formeln konnen dann sofort auf den Sonderfall des ge-
raden Stabes angewendet werden.

Beispiele hierzu.
1. Triger mit Einzellasten, Bild 235,
A=(1-22-}5.1):85=582¢t, B=(7-1,3-+5.2,5):8,56=6,18¢,
M,=582-13="758tm, M;=6,18-1,0—=06,18tm.
T 30 liefert mit J=9800cm* und W=1653cm?
max ¢ = 758000 : 653 = 1160 kg/em?®.

Unold, Statik f. Maschineningenieure. 6
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Bild 235.

Bild 236. Triger mit Kragarm und AuBenlast.

MaBstibe fiir die elastische
Linie:
a=100, m==400000,
f=10,
EJ=9800- 2150000 =
=21100000000, §=2,11 cm.
F,=—1,236 cm?,
Fy=2,065 cm?,
F,= 0,772 cm?.
__ 100%.400000-1-2,11
T 21100000000 -
=0,4.
maxn=1,1cm, daher
maxy==11-0,4=0,44cm.
Fiir den EinfluB der Schub-
spannungen gilt:
Stegflache des Triigers
V=1,08-30 == 32,4 cm?,
G = 800000 kg/ecm?.
Die elastische Linie verlauft
wie die M- Linie, s. Bild 235,
es ist
Triger mit Einzellasten. y=M:VG@=

= M: 25920000 cm,
worin die M in kgem.
¥, = 758000 : 25920000 =
= 0,029 cm,
Yo = 618000 : 25920000

=0,024 cm,

d. i. rund 89, der von den

M herriihrenden Ordinaten.

2. Triger mit Kragarm,
Bild 236.

M,——5-1,0=—5,0tm.

T 26 liefert mit
J == 5744 cm*

und W =442 cm3

max ¢ = 500000 : 442 —=
= 1130 kg/cm?.

MagBstibe:

a=>50, m=400000, {=0,5,
EJ = 5744 .2150000 =

= 12350000000,
h=247cm .
F,— 0,625 cm?,
F, =1,250 cm?.
_50%.400000-0,5- 2,47 -
K=""712350000000
=0,1.

7, =— 2,02, daher
Yy =— 2,02-0,1 = — 0,202 cm.
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EinfluB der Schubspannungen:
V=10,94-26 = 24,4 cm?,
G = 800000 kg/cm?.

Bei der elastischen Linie der Schub-
spannungen geht die Bezugslinie hier
durch die beiden Auflager. Die
soharfe Ecke bei 2 ist in Wirklich-
keit etwas abgerundet, da die Quer-
kraft an dieser Stelle nicht so un-
vermittelt wechselt. Somit ist die
durch die Schubspannungen verur-
sachte AuBensenkung

__ 500000 15
Y5 = 94,4-800000 0,5

Die unterste Linie zeigt die end-
giiltige elastische Linie, wobei die
beiden oberen iibereinander gelegt
sind, alle drei zeigen denselben MaB-
stab. Es darf hier demnach der Ein-
fluB der Schubspannungen nicht ver-
nachlédssigt werden.

= 0,077 cm.

3. Trager mit Kragarm und zwei
Lasten, Bild 237. Eine gleichartige
Behandlung liefert die elastischen
Linien fiir die Normal- und die Schub-
spannungen, sowie die endgiiltige
elastische Linie, alle im gleichen
MagBstabe dargestellt.

4. Gerbertriger, Bild 238. Zu-
nidchst wird die elastische Linie mit
gleichem Pol fiir beide Offnungen

Bild 2388. Gerbertriiger mit Gleichstreckenlasten.

6*

83
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gezeichnet, dann die beiden SchluBlinien s, und s, in die Wagrechte gedreht,
wodurch die endgiiltige elastische Linie iiber die drei Auflagerpunkte geht, am
Gelenk aber einen Knick erhilt.

5. Blechtriger, Bild 239. Zunichst wird durch Zeichnung oder Rechnung
die M-Linie ermittelt; es ergibt sich max M= 27,5 tm = 2750000 kgem. Fiir
Oz = 1200 kg/em? ist W= 2290 cm?.

Ein Blechtriger mit Stehblech 54010, vier [~ 80-80-10 und einem Gurtplat-
tenpaar 180-10 hat) W,, = 2337 cm3 und ohne Gurtplatten W,,= 1622 cm3.
Zieht man durch die M-Linie zwei Wagrechte in den Héhen W,,-6,y und
Wyo 0sm, dann gewinnt man die erforderliche theoretische Gurtplattenlinge.
Die wirkliche Linge ist entsprechend der Zahl der AnschluBniete groBer zu
nehmen. Die Triigerquerschnitte liefern J, = 77700 cm?* und J;= 50200 cm?®
(ohne Nietabzug!).

Bild 239. Blechtrager.

Das Verzerrungsverhéltnis ist mit §==J, fiir die Stiicke ohne Gurtplatten
v=3:J,=177700:50200. Aus a=160, m= 1600000, §=0,77, E=2150000,
§="77700 und h=2,1 folgt p=0,4; maxn=144cm liefert maxy—=1,44-04
== 0,57 cm.

6. Abgesetzte Welle, Bild 240. Hier ist .das Verzerrungsverhiltnis

v=(18:15)t=12,074 bzw. ov=(18:12)*=15,063.

Aus ¢=40, m=100000, §=1,25, QJ=>5153 om?, E=2200000
und §=1,135cm folgt ©=20,02; an der Laststelle ist » =2 cm, somit
y=2-0,02=0,04 cm.

Eine zylindrische Welle von 180 mm Durchmesser ergibe an der Laststelle

6000  60.90° , ’
59000005158 3. 150 — “0343 em, d. i rund 86, von

einen Biegepfeil y =
0,04 cm

1 g, Bohm u. John, Tafeln der Widerstandsmomente von Blechtrigern.
2. Aufl. Betlin: Julius Springer 1913.
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7. Triger von gleicher Breite und stetig verdnderlicher Hohe, Bild 241.
verzerrte M-Linie folgt aus

M,=0,
M,—2500.10= 25000kgem, h= 7,5 om>
M,=2500-20= 50000 » h= 9,0 »

M,=2500-30= 75000 » k=105 »
M,=2500-40=100000 » h=12,0 »
M= 0,

M/= 25000 (12:7,5)* = 102000 kgem,
M= 50000 (12:9)* ==117000 =
M= 75000 (12:10,5)*= 111000
M!=100000 (12:12)* =100000 »
Aus a=40, m=50000, fj=2,
=% 6-122=2864 cm?, E=2150000,
H=1,49 cm folgt x=0,05; #,=2,2 cm
liefert y, =2,2.0,05=0,11 cm.
Ein prismatischer Stab von 12 om
Hohe und 6 cm Breite liefert einen Biege-
. 5000 1208
pleil f= 5755000 864 45 — 097 o™
d. i. rund 889/, von 0,11 em. Bild 240. Abgesetzte Welle.

Bild 241. Triger von gleicher Breite und verdinderlicher Hohe.
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Die

In den Beispielen 4 bis 7 blieb der EinfluB der Schubspannungen auf die

elastische Linie der Geringfiigigkeit wegen unberiicksichtigt.
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B. Die Forminderung des ebenen krummen Stabes.

Allgemeines, Fiir diesen Abschnitt gilt die schon friither auf S. 37
gemachte Voraussetzung groBer Kriimmungsradien gegeniiber der Quer-
schnittshdhe und der damit verbundenen nahezu linearen Spannungs-
verteilung iiber den Querschnitt.

Die Forménderung des krummen Stabes riihrt zum iiberwiegenden
Teil von den Biegemomenten her, withrend die Léngskrifte nur wenig
ausmachen und daher meist vernachldssigt werden. Die Forménderung
durch die Querkréifte konnen ganz unbeachtet bleiben, da sie schon
beim geraden Stab nur fiir kurze gedrungene Stibe von Belang waren
und hier nur schlanke Stibe in Frage kommen, bei denen der Ein-
fluf der Querkrifte ganz verschwindet.

Wir wihlen ein eigenartiges Berechnungsverfahren, das sich sowohl
fiir algebraische als auch fiir Zahlenrechnung eignet, und behandeln
getrennt den Einflu@ der Biegemomente und der Lings- und Querkrifte.

1. Forménderung durch Biegemomente.

Fall 1. Ein nach Bild 242 einseitig eingespannter krummer Stab er-
halte beliebige (hier nicht gezeichnete) Belastung und dadurch die
Stabstelle ds das Biegemoment M.

Zunichst sei nur das Stabelement ds als elastisch, alles andere
als starr angenommen. Die Endquerschnitte und auch die Endtan-
genten des Stabelementes neigen sich nach S. 74
gegenseitig um den Winkel

_Mds
T EJ

und der in sich starr bleibende Auflenteil des
Stabes beschreibt einen Drehwinkel d¢ um die
ds-Mitte. Somit beschreibt ein beliebiger Punkt ¢
des Aufllenteils ein Kreisbogenelement dv=ypdg,
das als Gerade normal zu g betrachtet werden
kann. Die Projektion von dv auf eine durch ¢
gehende beliebig gerichtete Gerade R ist somit

Naf do

df=dvcosyp=— Mds cos
Bild 2492. Biegung oder mit pecosS Y —r
des eingespannten
krummen Stabes. df= J‘—ME? 7.

Denkt man sich nun unabhingig von der wirklichen Belastung
eine Kraft ,Eins“ am Punkte ¢ in Richtung R wirkend, dann liefert
diese an der Stabstelle s das Biegemoment M ==1-r; somit ist

ap MO

—Ejds.
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Da alle Stabelemente gleichzeitig elastisch sind, addieren sich alle
df algebraisch, da sie dieselbe Richtung R haben, und es folgt

MMm

=) &7

worin iiber die ganze Stablinge zu integrieren ist. Ergibt sich fals

positiv, dann hat es denselben Richtungssinn wie die gedachte Last 1,
negative f verlaufen entgegengesetzt dazu.

ds,

Im vorstehenden war lediglich der einfachen Ableitung wegen
ein einseitig eingespannter Stab angenommen. Nachstehend wird ge-
zeigt, daB ein z. B. durch Kippbolzen und Pendelstiitze gelagerter
Stab dasselbe Ergebnis liefert.

Kriimmt sich nach Bild 243 nur das Stiick ds und zwar um den
Winkel dg, dann nimmt der Stab die strichierte Form an. Denkt
man sich die beiden starren Stabteile durch die schraffierten Scheiben
erginzt, dann folgt aus bekannten einfachen Sitzen der Kinematik

dp=da—-dp.

Die Geraden ¢ und b
und die Pendelstiitze sind
als Gelenkstabwerk zu
denken; die Scheibe K
macht eine Elementar-
drehung um den Pol O
und es ist

dv=rdp.

Punkt s macht die Ver-
schiebung

do=cdf=uqadca,

woraus
c
de=dp -
Bild 243. Biegung des durch Kippbolzen und
Somit ist Pendelstiitze gelagerten krummen Stabes.

d<p=da+dﬂ=d,5(a£”—{— 1)
oder wegen dﬂ:dTU

3_‘_1

d
d(p———dvg—r-—— und do— 2%

C
2Tt
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' d
Weiter ist dv=—f—, somit
cos y

d(pcrcosw —dg _ e
aT! ot
Die an ¢ in Richtung R wirkend gedachte Last 1 liefert den Auf-

lagerdruck 9, der sich aus dem Gleichgewicht des ganzen Stabes
gegen Drehen um O ergibt zu

df=dvcos p=

a=1.2,
e
Diese liefert an Stelle s das Biegemoment
M=Ap
. ae e
oder mit p_-c_’_a_c—l—l
a
Mm=1-2-° —1.- 2 und df—dem
e£+1 £+1
a a
Mds
it __Mds
oder mit do 77
MM
df—‘ﬁj—ds,

also dasselbe wie beim eingespannten Stab.

Fall 2. Besteht die wirkliche Belastung aus Last ,Eins“ am
Punkte ¢ in Richtung R, dann sind fiir alle Stabstellen die M gleich
den M und es gilt

f= E’jds

Fall 8. Fiir Last P statt ,Eins“, sonst aber wie oben, gilt

f= Pf—ds

Fall 4. Die Punkte p und ¢ des Stabes nach Bild 244 oder 245
erhalten durch beliebige Belastung die Verschiebungen v, und v, in
irgendwelchen Richtungen. Die Anderung der Strecke a ist die Summe
der Projektionen der v auf die Richtung dieser Strecke, also

MW,
f=hth=)F, %+ EJqd

worin die M von der Belastung, die 9%, von der gedachten Kraft
,Eins¥ am Punkte p in Richtung pg und die M, von der an g in
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Richtung ¢p wirkenden herrithren. Nun ist

f— M(Sﬁgj— qu)ds
oder .
=) g5 %
worin die W=, M, von den gleich- ; T
zeitig an p und ¢ wirkenden Kriften 1 her- Bild 244 u. 245. Biegung
rithren. des krummen Stabes.

Wirken diese gedachten Krifte ,,Eins“ wie
in Bild 244 oder 245 strichiert, dann bedeutet ein positives f eine
Verkiirzung, ein negatives f eine Verlingerung der Strecke a; bei
entgegengesetzt gerichteten Kriften erhélt man das Umgekehrte,

Fall 5. Ist die wirkliche Belastung gleich den beiden gedachten
Kriften, dann erhilt man e

f= E] ds .
Fall 6. Lasten P statt ,Eins“ liefern
SIRZ

Fall 7. Ein beliebig belasteter Stab verformt sich so, daf die
Stabachsentangente im beliebigen Punkte ¢ nach Bild 246 eine Rich-
tungsinderung ¢ erfihrt. Bei Elastizitit des Stabelementes ds ist

Mds
und somit bei Elastizitit des ganzen Stabes
M

Der Einheitlichkeit wegen werden wir diese
Formel in etwas anderer Weise anschreiben. Denkt
man sich am Stabe im Punkte ¢ ein Moment —
,Eins¢ angreifend, dann setzt dieses an der be-
liebigen Stabstelle s das Moment 9t = ,Eins“ ab;
somit erhilt obige Formel die Form

, MM
= —
19 fE’J ds.

In dieser Form gilt die Formel auch fiir andere Bild 246. Neigungs-
Stabanordnungen, insbesondere fiir den durch Kipp- :ngg‘;;’f tig;ﬁlg;;
bolzen und Pendelstiitze gelagerten Stab nach P Stabes.

Bild 247. Wie in Fall 1 und Bild 243 liefert die
Verbiegung des Stiickes ds um dg die Drehwinkel der schraffierten

Scheiben

’ du:dﬂ% wnd df— 2%
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Das an Punkt ¢ gedachte Moment ,Eins“ liefert die Auflager-
krifte A< B, wobei Ae=—1, und an Stabstelle s das Biegemoment

® st M— ' und df—dg M.

‘.U€=Ap=1-§ Wegen p —

c [
1 4
a a 1

IR s e s i o
Bild 247. Neigungsinderung des durch Kippbolzen und Pendelstiitze
gelagerten krummen Stabes.

Nun geht aus dem Bild sofort hervor, daB die Drehung der Stab-

tangente in ¢ gleich ist dem Drehwinkel df, somit ist
MM
d :d _—
04 oM i ds,

woraus sofort obiger Ausdruck folgt.

Fall 8. Besteht die wirkliche Belastung aus dem Moment ,,Eins“
an ¢, dann gilt

ma
19— E’ds.
Fall 9. Moment D statt ,,Eins“ liefert
me
d=D|=ds.
f 5"

Dem Fall 4 entsprechend liefern die Formeln der Fille 7 bis 9
die Anderung des Neigungsunterschiedes zweier Stabtangenten an den
Punkten ¢, und ¢,, wenn I das Biegemoment an beliebiger Stab-
stelle durch die einander gleichen und entgegengesetzt gerichteten
Momente ,Eins“ an den Punkten ¢, und ¢, bezeichnet.

Fall 10. Besteht die Belastung aus den Lasten P‘ an den Punkten ¢
in beliebigen Richtungen und der Last P, am Punkte ¢ in Richtung R,
dann liegt Fall 1 und 3 gleichzeitig vor und die Projektion der
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Verschiebung des Punktes ¢ in Richtung R ist
MM m2
f= "EJ ds + P, EJ 7
worin die M’ von den Lasten P, allein und die 9 von der Kraft ,Eins®
an ¢t in Richtung R herriihren.

Fall 11. Besteht die Belastung aus den Lasten P; wie im vorigen
Falle und dem Moment D an Punkt ¢, dann ist der Drehwinkel
der Stabtangente in Punkt ¢

M’ m2
"EJ d s+ D EJ Vo

worin die M’ von den Lasten P; allein und die ! vom Moment
,,Eing“ an ¢ herriihren.

Die Formel des Falles 10 ist unter Anlehnung an Fall 4 auch
anwendbar, wenn die Lasten P, und an den Punkten ¢, und ¢, die
beiden einander gleichen und entgegengesetzt gerichteten Lasten P,
angreifen; f bezeichnet dann die Verlingerung oder Verkiirznng der
Strecke i, t,.

Desglelchen liefert die Formel des Falles 11 die Anderung der
gegenseitigen Neigung der Stabtangenten an den Punkten ¢, und ¢,,
wenn D die daselbst wirkenden und entgegengesetzt gerichteten

Momente bezeichnen.

Fall 12, Besteht die Belastung aus
den Lasten P, an den Punkten 7 in beliebigen Richtungen,

1

der Last P, am Punkte ¢ in Richtung 4,

a

der Last P, am Punkte b in Richtung B,

der Last P, am Punkte ¢ in Richtung C' usw.,

dann folgt die Projektion der Verschiebung des Punktes a auf Richtung 4
aus Fall 10, worin M’ durch M’ P, M, -+ P, M, und M durch M,
zu ersetzen ist; demnach ist

f— M' “d —(—-Pfém M g +me oMy g +PJ EJCds+

worin die M’ von den Lasten P, und die 9, M, M,... von der

(3

Kraft , Eins“ an o b ¢... in Richtung 4 B C... herriihren.
Desgleichen ist

fy= M'Em ~ds P, ————d P, S'msmbd sop, | B gy .

/4
f— M "d +Pf Ma g5 —{—wa My gg P WE?fds+

Die Formeln des Falles 12 gelten sinngemdfl auch fiir den Fall,
‘daB zwei gleiche und entgegengesetzt gerichtete Lasten P an den
Punkten @, und a, angreifen, wobei dann f, die Anderung des Ab-
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standes a, a, bezeichnet; ferner liefern sie statt der f die Neigungs-
inderung einer Stabtangente, wenn statt des betreffenden P das
Moment D eingefiihrt wird usw.

Diese Formeln haben fiir die unmittelbare Verwendung bei der
Forménderungsberechnung von Biegestabgebilden geringere Bedeutung,
wurden aber aufgestellt zur spiteren Verwendung bei den mehrfach
statisch unbestimmten Gebilden, die im vierten Abschnitt behandelt
werden.

Allgemeine Bemerkungen iiber diese Formeln. Alle Formeln
gelten zunichst ganz allgemein, also fiir krumme Stibe, im Sonder-
fall auch fiir gerade Stiabe und fiir gebrochene Stibe mit steifen
Ecken, auBlerdem fiir beliebig verinderliches Trigheitsmoment. Bei
gleichbleibendem Trigheitsmoment kann, wenn E unverdnderlich ist,
der Wert EJ stets vor das Integral gesetzt werden.

Die Integration ist nur in einfacheren Fillen durchfithrbar und
besonders bei veridnderlichem J kaum moglich. In weniger einfachen
Fillen und bei verdnderlichem J ist die Integration durch die al-
gebraische Summierung zu ersetzen, wobei der Stab in endliche, gleiche
oder ungleiche Teile As zerlegt wird. Die M und I bezieht man
dabei auf die Mitten dieser 4s. Man erhilt, da die M und M zu-
weilen entgegengesetzte Vorzeichen haben, meist Posten mit wech-
selnden Vorzeichen; nur in den Formeln mit 9* haben alle Posten
positive Vorzeichen.

Bei geraden Stében tritt an die Stelle des Bogenelementes ds
bzw. As das Stabelement dx bzw. 4z oder dy bzw. 4y usw.

Einheiten. Man driickt alle Lasten, Krifte und Momente, auch
die gedachten, in kg und cm aus, setzt F in kg/em? ein und erhilt
die f in cm bzw. die ¢ im BogenmaB. Rechnet man in t und cm,
dann ist F in t/cm? einzusetzen, die f ergeben sich wieder in cm.

Anmerkung. Die Ableitung der vorstehenden Formeln beruht
lediglich auf leicht verstéindlichen geometrisch-kinematischen Vorgéngen.
Im Gegensatz hierzu pflegt die Mehrzahl der Statiker diese Formeln
aus den Gesetzen der Formédnderungsarbeit abzuleiten, was wohl
in der geschichtlichen Entwicklung der Statik begriindet ist. Dieses
Verfahren beruht z. B. bei Fall 2 S. 88 auf dem Grundgedanken, daB3
die Kraft ,Eins“ an Punkt ¢ den Stab verbiegt und infolge der Ver-
schiebung seines Angriffspunktes die mechanische Arbeit = */, >< Kraft
>< Projektion der Verschiebung auf die Kraftrichtung an den Stab
abgibt; der Faktor !/, rithrt her von der allméhlichen Kraftsteigerung
bis zum Endwert. Diese Arbeit kommt als potentielle Energie des
gebogenen Stabes wieder zum Vorschein. Hierfiir werden in der
Festigkeitslehre Integralausdriicke aufgestellt, die die Biegemomente
und die Festwerte £ und J des Stabes enthalten. Aus der Gleich-
heit beider Ansdtze folgt die gesuchte Verschiebungsprojektion. Mit
gewissen Abidnderungen dieses Grundgedankens gelangt man zu allen
ibrigen Formeln dieses Abschnitts.
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Nun ist zu bedenken, dall die Gewinnung der Ansitze fiir die
Arbeit der biegenden Kraft und fiir die potentielle Energie ebenfalls
auf den hier benutzten kinematischen Vorgingen beruht. Somit macht
nach Ansicht des Verfassers die Rechnung nach den Arbeitssitzen
einen Umweg, der in den Ableitungen dieses Abschnitts vermieden
wurde. Es ist in diesem Buche, im Gegensatz zu den meisten ande-
ren Werken gleichen Inhalts, an keiner Stelle der Begriff der Form-
dnderungsarbeit des elastischen Gebildes benutzt worden; der Begriff
»Arbeit“ ist der Statik wesensfremd und der Verfasser wollte zeigen,
daB man diesen Begriff hier nicht bendtigt. Samtliche Ansitze des
Buches decken sich selbstverstdndlich vollig mit den sonst auf dem
Arbeitswege gewonnenen. Namentlich der Studierende findet in den
Arbeitssdtzen nicht zu verkennende Schwierigkeiten, die hier durch
geometrische Betrachtungen einfachster Art mithelos umgangen wurden.

Beispiele hierzu.

1. Freitriger mit Aufenlast, Bild 248. Gesucht Senkung des
AuBlenpunktes.

Nach Fall 3 ist -an beliebiger Stabstelle It = — 1.z, somit
! ! \
P . PJ‘ Pl
= = d _ 2 = ——,
f EJOf932 =BT =R
I }<——l——>}
|
s |
o P S . A,
71 7T,
////A d‘g‘}\ Ii<—x—>1' ' / d—f* {4—-.1,‘->‘
Bild 248. Freitriger mit Bild 249. Freitriger mit

AuBenlast. Gleichstreckenlast.

2. Freitriger mit Gleichstreckenlast, Bild 249. Gesucht Senkung
des AuBlenpunktes. Nach Fall 1 ist

C)

M:—q;‘ ~und M=—1-2,

somit
! !
1 _ [q2* _ql* PP
f—ﬁfJMWx—Jde”—Eﬁ*E—J@’
worin Gesamtlast P=g¢!.
3. Freitriger mit AuBenlast, Bild 250. Gesucht Senkung des
Punktes t. Nach Fall 1 gilt

fir Stabteila M, =— Pz und M ,=—1(z—1b),
fir Stabteil b M, =— Pz und M,=0,
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somit kommt nur der Teil @ zur Geltung,

) l
1 1 _ P (13—b3 b(l?—bg))
f—L—,j;fMaWtadx—E—fJPx(x—b)dx_E—J 5 — 5 .

b=0 liefert das Ergebnis nach Beispiel 1.
I

le A le Y2 |
| p i =
., e a & -
. | /
é/ ao LY //—"——"
| az ]‘ P
”d -Qkﬁl | 43Lb
HAEE o o dgl . !
Bild 250. Freitriger mit AuBenlast. Bild 251. Freitriger mit Einzellast.

4. Freitriger mit Einzellast, Bild 251. Gesucht Senkung des
AuBlenpunktes. Umgekehrt ist hier

M,=—P@x—0b), My=—1x, M,=0, M=—1-2,
somit

i 3
1 1 P (B—p b(lﬂ—bﬁ))
f—mlfMamad”—ifbfP(x*b>”d”—m( 53 )

also dasselbe wie im vorigen Beispiel. Auf solche noch &fter vor-
kommende Gleichheiten kommen wir auf S. 120 nochmal zuriick.

7
&

7
dx adr _i P
|<-.z->|[‘,<— >z \{MV JL
! t I I —
Yk A
e T
=< Z > b= I —>
Bild 252. Triger mit Einzellast. Bild 253. Kegelstumpfstab.

5. Triger mit Einzellast, Bild 252. Gesucht Senkung des Last-
punktes. Nach Fall 3 ist fiir Last 1 an¢

A=1-b:1, B=1:a:l, M,=Ur=1-bx:l, M,=Br=1-azx:l,

P . f . b? 2? J'a%:“ pPp (a b)‘*
f= EJ(ISR dot ) W dx) EJ( 9t T3EINI 1)
6. Kegelstumpfstab als Freitriger mit AuBenlast, Bild 253.

Gesucht Senkung des AuBenpunktes.
An der Stelle z ist der Durchmesser z=d -} ¢z, somit

T 1
J= 64z 4(d+cx).
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Nach Fall 3 ist M= —1-2, somit
l
__PJ'EU&2
I=z)7
0
e
7 c
e

die Ausrechnung liefert
e P d3®—d®—3cldd,
3cddd,

T
a—E

worin d,=d--cl. N
P=—1000kg, !=100cm, }—7*

d=5cm und d,=10cm e U= 100cm ——
. 10—5 i . .
liefert ¢— o 0,05 und Bild 254. Kegelstumpfstab

mit E= 2150000 kg/em?® ist f=0,63 cm.
Derselbe Freitriger zylindrisch mit d = 10 cm liefert ' =0,317 cm,
somit liefert die kegelige Verjiingung den doppelten Biegepfeil.

7. Derselbe Kegelstumpfstab nach dem X-Verfahren. Wir teilen
nach Bild 254 in 10 gleiche Teile je 4s=10 cm und rechnen tabellarisch.

Teil | % d J o |Bds
kgem cm cm? J
1 5 5,25 87,3 7
2 15 5,75 63,7 35
3 25 6,25 74,9 83
4 35 6,75 101,9 120
5 45 7,25 | 1356 149
6 55 775 | 1771 | 171
7 65 8,25 | 2274 186
8 75 8,75 | 2873 196
9 85 9,25 | 359,4 201
10 95 9 75 | 4437 203

Zusammen 1351

. M*4s  1000-1351
=z J 2150000
also dasselbe wie oben.

=0,628 cm,

8. Winkelstab nach Bild 255. Gesucht Senkung des Aufen-
punktes. Nach Fall 3 ist fiir Last 1 an ¢

My=—1.2 und M, =—1.1,
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somit !
P f 2 f Pr3 2h
e d 2dy|l =" |—+—).
f E(JO S R y) E<3J+ Jh>
‘_>|d‘zf<‘—.1")|p /// T
Gk 7/ —
T”_ il ;g s o 3
i_ } h d
g ’L//
//
/ TR
z 74
//
Bild 255. Wlnkelstab. Bild 256. Winkelrahmen.

9. Derselbe Winkelstab. Gesucht wagrechte Verschiebung des
AuBlenpunktes. Nach Fall 1 ist
fir Last P M,— —Px und M,=—Pl,

fir Last 1 an ¢ wagrecht M,=—O0 und M,=—1.y,
somit
P Ip?

f— <Jstmdx+JfM9rhdy> B

Die Gesamtverschiebung des AuBenpunktes bildet die Resultie-
rende dieser beiden Verschiebungsprojektionen.

10. Winkelstab durch Kippbolzen und Pendelstiitze gelagert,
Bild 256. Gesucht wagrechte Verschiebung des Lastpunktes.
Mit den eingeschriebenen Auflagerkriften ist nach Fall 3

h
Emlsl-Tx und M, =1.y,

somit
!

h
1, lfg IR
f_ﬁwml A R dy>_ﬁ<7;z‘2§+?f;§)“
R /1 h
Y

11a. Eingespannter Kreisbogen mit lotrechter
Last, Bild 257. Gesucht Senkung des AuBlenpunktes.

Nach Fall 3 ist M= —1-=x. f—_—%fw?dx.

<

Bild 257.
Kreisbogen. Hier wird besser mit Winkelfunktionen gerechnet.
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Mit z=r(sine —sing) und ds=rdg ist

4 4

P . . e Pr?
fzfj (sin ¢ — sin @)* dop = 7 {sm o d(p—2smo¢ sin pdo +

Py3 sin 2 o
2 2 — /= =
—1—fs1n q)d(p} T I:ocsm ¢-}sin2¢— 2sine 1 J

3
1;,3 [ocs1n2a+—sm2oc——2smu—[— ]
2]
11b. Dasselbe. Gesucht wagrechte Verschiebung des AuBen-
punktes. Nach Fall 1 ist fiir Last P M=-— P« und fiir gedachte
Last 1 wagrecht M = —1-y. Mit

x=r(sine —sinp) und y=r (cosp —cosa) ist

1 P, . . :
f=ﬁ ME)Rds:TD:]— (sin e — sin @) (cos ¢ — cos &) d p =
0 0

4 a
,,.3

=Z7 (sm aJ‘cos @ de — sin ¢ cos aqu; —

0
4 12

—fsin @cos pde -} cosea fsin ® d(p) =
0 0

Pr® /sin?
ET] <§1P§———oc sin & cos ot - cos & — cos*u) .
12a. Eingespannter Kreisbogen mit wagrechter Last, Bild 258.
Gesucht Senkung des AuBlenpunktes.
Nach Fall 1 ist M—— Py und M =—1.z.
Mit z und ¥ wie in den vorigen Beispielen ist

f= Prgfa(cos @ —cos«) (sine —sinp)de
EJO

d. i. dasselbe wie nach Beispiel 11b. Bild 258. Kreisbogen.
12b. Dasselbe. Gesucht wagrechte Verschiebung des Auflen-
punktes.

Nach Fall 8 ist M=—1.y, somit

P, Pr'"’fa .

= fjfy ds__E'TI_ (cosp — cose)?dp ==
Pr? 3

EJ< -{—txcos oz—-—g—smotcosoc)

Aus diesen vier Fillen ergibt sich die Gesamtverschiebung des
AuBenpunktes bei beliebig gerichteter Kraft P.

Unold, Statik f. Maschineningenieure. 7
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13. Kreisbogen nach Bild 259. Die Verlingerung der Sehne ist
das Doppelte des Betrages vom vorigen Falle.
14. Durchschnittener Kreisring nach Bild 260. Gesucht die

Spreizung der Enden.
Der Ring an der dem Schnitt gegeniiberliegenden Stelle eingespannt

gedacht liefert nach Beispiel 12b mit ¢« ==
Prd (= Py
15. Beliebiger krummer Stab mit Endmoment D, Bild 261.

Gesucht Verschiebung des Aullenpunktes nach oben.
Nach Fall 1 ist an jeder Stabstelle M=D und M =1-x, somit

1 l
1 D
f:—EjJ‘MSUEdSZE“jO xds.

P/@\kf’v + M)
\_/ \\

Bild 259, Kreishogen. Bild 260. Offener Bild 261. Krummer Stab
Kreisring. mit Endmoment.

16. Dasselbe. Gesucht Verschiebung des AuBenpunktes nach
links. Hier ist nach Fall 1
1

f-—":mo yds.

17. Dasselbe. Gesucht Richtungsinderung der Endtangente. Nach
Fall 7 ist mit I = Stablidnge

1hg 590 590 1kg )

1 SN PR

s, Yy 7’50/‘ EJ 4 EJ

950
e —js 18. Federung eines Ausgleichs-
T rohres fiir Dampfleitungen, Bild 262.
Nach Fall 2 ist
2
Bild 262. Ausgleichsrohr. f=—g72y4ds.

Fiir die 12 gleichen Teile von je 11 cm und den Ordinaten
y=1, 5, 14, 24, 35, 45, 56, 67, 77, 86, 92 und 94 cm ist
2 900000
—_ (12 2 2 ) ... 2
f=g7 (174521424 . . |- 04%) 77— om

Siehe auch die Bemerkungen nach S. 106.
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19. Schematische Rechnung. Besteht das Gebilde aus geraden
Stabstiicken mit linear verlaufendem M und 9t und mit unverinder-
lichem J, dann lassen sich fertige Gebrauchsformeln aufstellen, die
die jedesmalige Integration entbehrlich machen.

Erhdlt nach Bild 263 das Stabstiick ! die Momente M; und M,
bzw. M; und 9, , dann ist an beliebiger Stelle

- _
M=M""24 M7 baw m:sm,.l—lf—kimk%
Somit lautet der im Falle 1 vorkommende Teilansatz

! !
fM?)Rdx:ll,_,f M, —2)+ M, x) (W, (I —x)4- M, 2) dor =
0 0

l 1
— L (A o M) + 1, )

Bei Fall 2 oder 3 erhdlt man mit M;= M, und M,— M, den

Teilansatz .

l
[‘%2 Az = r) (M + e, My A D7) -
M o
M; M /3
P

I % l7

| ! -7 a v
T 7 ~ T

.~ ?m ’03'67( Ma, - v~ I

. | =

k_il__, Iea.—>l<——l—>l<—b——>|
Bild 263. Gerades Stabstiick. Bild 264. Trager mit AuBenlast.

Diese Ausdriicke sind sinngemiB auf die Formeln des Falles 12
anwendbar; es ist somit z. B.

1
l 1
J'M' M, ds= g(Mi’ My + g(Mi’ WMy + M) M)+ MM, )
s 4

4
l

fm%a ED?:a ds= g (mzi —]— mai S'D?:ak + mzk) ’

0

:

l 1 :
fma My ds =3 (gﬁai My ; +§(mai My o+ My p My )+ My smbk)
0

usw.
a) Trager nach Bild 264. Gesucht Senkung des Punktes 2.
M,=0, M,—=—Pa, M;=0, M,=0,
m,=0, M,=0, My=—1-b, M;=0.
1171 Pabl
f=g7352 P =D=55;

7*
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b) Winkelstab nach Bild 265. Gesucht Senkung des Lastpunktes.
a

§UZ1 = O 3 9722 = 5 .
P l ( 2) Pla?
F=g523\0 0T ¢)=5gr
¢) Derselbe Winkelstab nach Bild 266. Gesucht Verschiebung
des rechten Auflagers.
P

M,=0, M,=Sa, M=0, Wy=1-h,
1 l 1 P > Plah
r=g7 50505 =55y

7,

H-PL

Xr \70t- 71

Bild 267 u. 268. Eingespannter Winkelstab.

d) Winkelstab nach Bild 267. Gesucht Senkung des Lastpunktes.
P[l2 bog 2 2} P lgh)
f=3pl7 Py D (3J+ ,

also dasselbe wie nach Beispiel 8.

e) Derselbe Winkelstab nach Bild 268. Gesucht ywa,grechte
Verschiebung des Lastpunktes.

=l o (o o) 2

also dasselbe wie nach Beispiel 9.
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f) Winkelstab nach Bild 269 (Kranausleger u. dgl.). Gesucht
Senkung des Lastpunktes.

D5 0+0ta)t Lt et e+ ] @40 40) =

P /la 3ba® ca2>
é‘E‘(Tf“ —”+3J

f=

g) Krangeriist nach Bild 270. Gesucht
Senkung des Lastpunktes.

R -

h) Stabgebilde nach Bild 271. Gesucht
Senkung des Lastpunktes.

P (b3  3c¢b? e <g )2 d <a >2“
—-_ —_— — e — — —_— _d .
f 3E[Jb+ J +Jl i° +Jl ! J . Bild 269. Winkelstab.

Bild 270. Krangeriist. Bild 271. Héngeausleger.

i) Tréger mit Nebentriger nach Bild 272. Gesucht Senkung des
Lastpunktes.

. Lr <“sm;+bsnz+c(wté+%mb+w)+31:(m;’Hmﬂ:

3E
%{ (sm &) - 5 (b ¢ )—f—mﬁmc)—{—JcﬁR’}
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20. Ein Tréger mit Endstiitzen erhalte beliebige Belastung
und dadurch die in Bild 273 gezeichnete M-Linie. Gesucht ist die
Neigung , der elastischen Linie am linken Auflager.

Nach Fall 7 liefert das am linken Auflager gedachte Moment
»Bins“ die Auflagerkrifte je 1:7 und die in Bild 273 strichierte -
Linie mit M=—==:l. Somit ist

! i
1 1 R
= | MMdr— — A
3, E’J! Mdx EJl!de 770’

worin R das statische Moment der
gegebenen M-Fliche bezogen auf das
rechte Auflager bezeichnet.

S. auch 8. 78, Beisp. 5. Uber
Anwendung der SchluBformel beim
durchlaufenden Triger s. S. 175.

Bild 274. Lotrechter Stab mit
Bild 272. Triger mit Nebentriger. ‘Endmoment.

21. Lotrechter Stab. Auf das obere Ende eines nach Bild 274
festgehaltenen Stabes wirke das Moment M,. Zur Aufrechterhaltung
des Gleichgewichtes dienen die im Bilde eingetragenen Auflagerkrifte
K=M, :1; das Bild zeigt auBlerdem die M-Linie. Gesucht ist die
Neigung ¢ der elastischen Linie am oberen Stabende.

Nach dem Vorigen ist

R M2

?9‘—: EJ—Z und mit m:—z—gl
M,
Y=35m

22. Lotrechter Stab. Am oberen Ende eines nach Bild 275
eingespannten Stabes wirke das Moment M, und die Kraft P, Gesucht
ist f und 9.
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Fiir Querschnitt x ist M=M, —Px und fir xz=1 das Ein-
spannmoment M,= M, — Pl; das Bild zeigt die M-Linie. Nun ist
nach Fall 1

1 : /MZA
—=-—| MWmd ‘ My
f EJf e, ) Wr
0 X ,
worin M=M, —Px und f=1-% _{
daher -
e Al
f=Eljf(Ml—Px)xdx=M1§—%— i :
- ——
0 %// 2
3M, 3EJ
und P =357 N Bild 275. Lotrechter eingespannter

Stab mit Endmoment und Kraft.
Nach Fall 7 ist

l l
1 1 Pl2>
0——17]30 Mds-—mbf(Ml——Px)dx_E—]<Ml 5 oder
M1 3M]1 6 .3
o= Ej_ZEJ+f_ 4EJ+f2l’ ferner
3EJ 3EJ
M, =M, —Pl—1M, M—|—f e — 1—|—f~—z—.
.o 3M M o Ml
Fir P——-Ell ist MQ——'?, f—O und ﬁ_ZEj'

Anwendung s. S. 227 u. 230.

2. Forméanderung durch Lingskrifte.

Fall 1. Ein nach Bild 276 einseitig eingespannter Stab erhalte
eine beliebige (hier nicht gezeichnete) Belastung und dadurch die
Stabstelle s die Langskraft N,
als Zug angenommen. Nimmt
man wieder nur das Stabelement
ds als elastisch, alles andere als
starr an, dann erhilt ds die Ver-

ds
langerung 4 ds = Nds , worin F

EF
den Stabquerschnitt an dieser =
Stelle bezeichnet. Alle Punkte pjq 976, Forminderung des krummen
des in sich starr bleibenden Stabes durch Langskrifte.
AuBenteils verschieben sich par-
allel zu ds um dv=4Ads. Die Projektion der Verschiebung des
Punktes ¢ auf die beliebige Richtung R ist

d
df=dvcosw=Adscoszp:1_VAf

g oY



104 Die elastische Forménderung statisch bestimmter ebener Gebilde.

Denkt man sich eine Kraft ,Eins“ am Punkte ¢ in Richtung R
angreifend, dann liefert diese an der Stabstelle s die Normalkraft
N=1- cosy, somit ist df:NTm;-:?.

Da alle Stabelemente gleichzeitig elastisch sind, addieren sich alle

d f algebraisch zu f=— J‘h—d

Fall 2. Besteht die Belastung aus Last ,Eins“ an ¢ in Richtung
R, dann ist fiir alle Stabstellen N==9 und es folgt
mQ
=|==d
=) mr®:

Fall 8, Last P statt ,Eins“ liefert
9’&2
=P|-—ds.
f 7 Fds

Die Fille 4 bis 12 entsprechen ebenfalls denen der Biegemomente
und in den betroffenden Formeln sind nur die M durch N, die M
durch % und die J durch F zu ersetzen.

Beispiele. 1. Eingespannter
Kreisbogen nach Bild 277. Gesucht
die Senkung des Lastpunktes. Aus der

'G& Kriftezerlegung nach Bild 278 folgt
P gung g
bei Last Eins fiir beliebige Stabstelle

\ g
\7 A R=-—1"sing, somit ist nach Fall 3

\ a
\y P
ds do=—
f= EF) i EFf sin® p dp =
Bild 277 u. 278. Eingespannter
Kreisbogen. — _g% <_ sm442¢x + g) .

2. Dasselbe. Gesucht die Horizontalverschiebung des Lastpunktes.
Nach Fall 1 ist N— — Psin ¢ und fiir die gedachte Kraft Eins
horizontal nach rechts %#—--1- cosp, somit

1 Pr a, Pr sin® e
f~ﬁ'J‘des_“E7JSIB¢OOS¢d¢=—ﬁ’ 5

d. h. der Auflenpunkt verschiebt sich entgegengesetzt zur Richtung
der gedachten Kraft, also nach links.

3. Forméinderung durch Querkriifte.

Obwohl der geringe Einflub der Querkrifte auf die Forminderung
schon erkannt wurde, sollen sie hier der Einheitlichkeit wegen mit
beriicksichtigt werden.
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Fall 1, Bild 279. Ist wieder bei beliebiger Belastung nur das Stiick
ds elastisch, dann verschiebt sich wie beim geraden Stab nach 8. 80

das rechte Ende von ds gegen das linke um dv:%d—;,worinQdie

Querkraft an der Stelle s und ¥ den Stegquerschnitt an dieser Stelle
bezeichnet. Der gesamte AuBenteil macht eine Parallelverschiebung dv.
Die Projektion der Verschiebung des Punktes ¢ auf die beliebige Rich-

Qds

tung R ist demnach df=dvcosy= G-

Die an ¢ in Richtung R
gedachte Kraft , Eins“ liefert
an Stabstelle s die Quer-
kraft Q=1-cosy, dem-
nach ist df= Q—G@?]i und
bei gleichzeitiger Elastizitdt

aller Teile ’
Qo Bild 279. Form#nderung des krummen Stabes
=[G

durch Querkrifte.

Auch hier folgen die Formeln aller weiteren Fille aus denen fiir
die Biegemomente, wenn @ statt M, £ statt I, G statt E und
V statt J gesetzt wird.

Beispiel hierzu. Es soll fiir Beispiel 2 nach 8. 82 die durch
die Querkrifte hervorgerufene Senkung des Lastpunktes berechnet
werden.

Es liegt Fall 3 vor; nach Bild 280 ist fir ) 4 5 P
a a-b '
Last ,Eins* %=1 5 und B = 1-—a——. J
Fiir Teil a ist g=—1-%, fiir Teil b | B
, |
ist Q=-41. Bild 280. Trager mit Krag-

Demnach ist arm.

a b
P b\? N __ P
f=a‘vu<—a> d”“f& s | =5 1)
P=5000 kg, a=>50 cm, b =100 cm, V=24,4 cm® und

5000 100?
G = 800000 kg/cm? liefert f = 80088(()) 51 4( 20 |- 100>=0,077 cm,
’ )

also dasselbe wie friiher.

Die endgiiltige Formdnderung der Biegestabgebilde ergibt sich
aus dem Zusammenwirken der drei vorhergehend behandelten Einzel-
forménderungen, wobei, wie schon anfangs gesagt, die beiden letz-
teren gegeniiber der ersten meist vernachlissigt werden diirfen.



106 Die elastische Forménderung statisch bestimmter ebener Gebilde.

Unstimmigkeiten zwischen Rechnung und Versuch, deren Begriindung
und Folgerungen. Die Giiltigkeit der Ergebnisse aller Berechnungen iiber solche
Stdbe ist an eine weitere Voraussetzung gebunden, die wohl selten beachtet
wird, deren Nichtbeachtung aber unter Umstéinden zu erheblichen Fehlern fiihren
kann,

Bekanntlich folgt die Verteilung der Normalspannungen iiber den Quer-
schnitt beim geraden, schwach oder stark gekriimmten Biegestab unter Zu-
grundelegung des Ebenbleibens aller Normalquerschnitte aus der Lingendnderung
der parallel zur Stabachse liegenden Fasern; alle Formdnderungsrechnungen
beruhen letzten Endes ebenfalls auf dieser Voraussetzung.

Nun wurde anldBlich einer von Prof A. Bantlin vorgenommenen Unter-
suchung eines federnden fluBeisernen Ausgleichsrohrs fiir Dampfleitungen nach
Bild 262 die Federung, d. h. die Zusammendriickung der Rohrenden viel hoher
gefunden, als die Rechnung ergab; hieriiber wurde in den Mitteilungen iiber
Forschungsarbeiten des V. d. I, Heft 96 (i. Auszug in Z. V. d I. 1910, S. 43)
berichtet. Der Grund hierfiir liegt nicht in der gekriimmten Stabform allein,
sondern im Rohrquerschnitt, denn bei einem ebenso gekriimmten aber vollen
Stab wurde eine gute Ubereinstimmung zwischen Rechnung und Versuch fest-
gestellt. :

Der urspriingliche Kreisquerschnitt des krummen Rohrs verdndert sich bei
der Biegung zu einem Oval, dessen kleine Achse in der Kraftebene liegt. Die
damit verbundene geringe Abnahme des Trigheitsmomentes begriindet aber,
wie dahin gehende Rechnungen zeigten, noch lange nicht die starke Federung;
die Erklirung suchte man schlieBlich in der beim Biegen des Rohres auf-
tretenden Wellenform der konkaven Rohrwand.

Die richtige Erklirung der starken Federung fand v. Kdrmdn in fol-
gendem (s. Z. V. d. I. 1911, 8. 1889):

Wird ein urspriinglich krummer Stab gebogen, dann werden die einzelnen
Fasern nur dann der Kriimmungséinderung entsprechend gedehnt bzw. verkiirzt,
wenn sie sich nicht zur Stabachse hin verschieben kénnen; dagegen wird durch
eine solche Verschiebung die wirkliche Dehnung erheblich geringer, als sich bei
der iiblichen Biegungstheorie ergibt. Dieser Fall liegt nun gerade beim diinn-
wandigen krummen Rohre vor. Bild 281 erklirt das Bestreben zur Abplattung,

Bild 282 zeigt die damit verbundene
Anderung der Spannungsverteilung

Bild 281. Biegung des diinnwandigen Bild 282. Verteilung der Biege-
krummen Rohrs. spannungen iiber den Rohrquerschnitt.

iiber den Querschnitt gegeniiber der linearen; eine verhdltnismiBig geringe Ab-
plattung fiihrt schon zu erheblicher Spannungsinderung. Damit folgt nun auch
bei gegebenem Biegemoment eine viel grofiere Formanderung, als der iiblichen
Theorie entspricht.

Die von v. Karméan aufgestellte Theorie und Nachrechnung der Bantlinschen
Versuche bestétigten diese bis auf rd. 209/,; dieser Rest ist vermutlich dem
Einflusse der Unebenheit der Wand und sonstigen Abweichungen von der theo-
retisch vorausgesetzten geometrischen Form der Versuchskérper zuzuschreiben.
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v. Karman fand, daB bei der iiblichen Berechnung der Forminderung (also

nach unseren bisherigen Formeln) das Trigheitsmoment des Rohres mit einem

Abminderungsfaktor » ~ 1 — TSy
O0R

A= " und B der Kriimmungshalbmesser der Stabachse, » der mittlere Halb-

multipliziert werden muB; hierin ist

messer des Rohrquerschnittes, 8 die Wandstérke des Rohres.
Die wirklichen Biegespannungen ¢ im Rohrquerschnitt sind kleiner als die
6, nach gewohnlicher Rechnung. Angenéhert ist nach Bild 282 fiir eine Faser
2
im Abstande y von der Nullinie ¢ =0, [1 —Sn%(g) } . Das Bild zeigt die
2\ r
o-Verteilung fiir 2=1,0, 0,5 und 0,1.

Nun liegt ein solcher Fall nicht nur beim Rohrquerschnitt, sondern auch
beim Kastenquerschnitt vor, der durch Vernietung von Blechen und Eckwinkeln
entsteht, desgleichen beim I-Querschnitt und zwar beim Walzprofil und beim
Blechtriger. Diese Querschnitte erhalten die in Bild 283 und 284 strichiert und
iibertrieben dargestellte Forménderung; beim flachliegenden I-Profil dagegen
kann dieser Zustand nicht eintreten.

Q Q]
N
3 3 .
Y Y] t‘
—— e — \ =Ll aha s L%,
| ‘

T R | ———f—— T
| r B E S
\

"T—‘\ ~e IL_" |__I L--J
) & 5
X & 8
S 5 g
8 g 8
Q ] Q

Bild 283 u. 284. Querschnittsinderung Bild 285. Versteifung
diinnwandiger krummer Stdbe. des Kastenquerschnitts.

Eine Verbesserung solcher Querschnitte kénnte durch Einbau von Querver-
steifungen erzielt werden, die aber, wenn sie wirksam sein sollen, stramm
zwischen die Gurtteile einzupassen wiren. Bessere Dienste werden beim Kasten-
querschnitt die lingst bekannten Versteifungseisen nach Bild 285 tun.

Eine verallgemeinerte Behandlung solcher Querschnitte scheint bisher nicht
vorzuliegen und diirfte in exakter Weise auch kaum moglich sein; zweckmaBiger
wiren Versuchsreihen hieriiber, die in dhnlicher Weise wie bei den Bantlinschen
Versuchen an halbkreisférmigen Stiben von verschiedenen Halbmessern vorzu-
nehmen wiren, um Werte des Abminderungsfaktors z. B. beim I-Profil zu

gewinnen.
Im ibrigen hat schon Pfleidererin Z. V. d. I. 1907, 8. 1510 dieses Problem
gestreift und Betrachtungen iiber den Kastenquerschnitt angestellt.

C. Die Formiinderung des ebenen Fachwerks.

Allgemeines. Wie bei‘der Stabkraftbestimmung wird auch hier
vorausgesetzt, daB die Lasten und Auflagerkrifte nur an Knoten-
punkten angreifen und die Stibe durch reibungsfreie Gelenke mit-
einander verbunden sind, so daB die einzelnen Stidbe nur Léngs-
krifte S (Zug oder Druck) aufnehmen. Jeder Stab erhilt demzu-
folge eine Verlingerung oder Verkiirzung

As— Ss 4= Verlingerung,
~ EF | — = Verkiirzung,
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worin s die Stablinge und F den Stabquerschnitt bezeichnet. Diese
Lingenéinderungen bringen nun eine Verzerrung des Fachwerkes in
der Weise hervor, daf jeder Knotenpunkt eine gewisse Verschiebung
in gewisser Richtung erfihrt. Die Verschiebungen der Auflagerpunkte
sind durch die Art der Auflagerung vollstindig oder zum Teil festgelegt.

Bei den iiblichen Baustoffen und Beanspruchungen sind die Léngen-
dnderungen der Stidbe und die Knotenpunktsverschiebungen stets klein
gegen die Fachwerksabmessungen und dieses bildet die Voraussetzung
fiir alles weitere.

Man kennt mehrere Verfahren zur Bestimmung der Verschiebungen;
im weiteren werden die drei wichtigsten behandelt, nimlich das
zeichnende, das analytische und das rechnende Verfahren.

1. Zeichnendes Verfahren.
Der Verschiebungsplan nach Williot.

Der Grundgedanke des Verfahrens sei zunichst an einem ein-
fachen Stabwerk nach Bild 286a gezeigt. Die Stabkrifte, Stablingen,
Querschnitte und Léngeninderungen sind in Zahlentafel 2 zusammen-
gestellt, wobei ein Baustoff mit
E=5 tjem? (also nicht FluB-
stahl) angenommen sei. Die
Konstruktion des Gebildes nach
erfolgter Forminderung ergibt
sich durch den Schnittpunkt
zweier Kreishogen, deren Ra-
dien gleich den gednderten Stab-
lingen sind; zu diesem Zwecke
werden die Ada¢ und 4b von
Punkt 3 aus nach auflen bzw.
innen aufgetragen, die Kreis-
Bild 286au. b. Verschiebungsplan fiir das bogen schneiden sich in 3.

Stabdreieck. Dasselbe Beispiel mit Fluf-

stahl als Baustoff liefert mit

=2150t/cm? die Werte 4a=0,161 ¢cm und 4b=0,135 cm. Bei
Durchfithrung der gleichen Konstruktion findet man nun, da@ diese 4,
im Bildmafstabe aufgetragen, zu kleine Strecken liefern, daB aber
andererseits die entstehenden sehr kurzen Kreisbogen durch gerade
Strecken normal zur betreffenden Stabrichtung ersetzt werden kénnten.

Zahlentafel 2,

Stab- | Quer- Stab- | . "
Stab | kraft | schnitt lénge Lingeninderung
i t | om? 1 cm cm
a ) 146 ‘ 8 600 ’ Aa:+4;68'%i0:+69
| | 51850
b J — 5,1 ’} 15 850 Ab——-—lf—;g———fﬁ



Die Forminderung des ebenen Fachwerks. 109

Hier setzt nun der Williotsche Grundgedanke ein: Man ersetzt
das Kreisbogendreieck durch ein Geradliniendreieck und zeichnet dieses
als besonderes Bild in beliebig vergroBertem MaBstabe. Bild 286 b zeigt
solches in vierfacher Vergroflerung; in demselben MaBstabe erscheint
sodann die Verschiebung des Punktes 3. Dieses Bild heifit Ver-
schiebungsplan nach Williot.

Ein zweites Beispiel eines Fachwerks der ersten Gruppe zeigt
Bild 287a. Zahlentafel 3 enthilt die aus einem (hier nicht gezeichneten)
Krifteplan ermittelten Stabkrifte und die Léingendnderungen der
Stibe. Die Verschiebung des Punktes 3 folgt wie im ersten Beispiel
aus dem Verschiebungsplan Bild 287b und ist in Bild 287a unmaB-
stablich eingezeichnet.

Bild 287a bis d. Verschiebungsplan fiir Fachwerk der ersten Gruppe.

Um nun die Verschiebung des Punktes 4 zu finden, denkt man
sich den Bolzen bei 4 entfernt. Stab ¢ macht zunichst eine Parallel-
verschiebung, wobei 4 nach 4 gelangt; gleichzeitig verlingert sich
Stab e, Punkt 4 riickt um 4c¢ weiter von 3 weg und kommt nach
4c. Stab d behilt zunichst seine Richtung bei, verkiirzt sich aber
um A4d und 4 kommt nach 4d. Durch Drehen um 3 bzw. 2 kommen
die Punkte 4c¢ und 4d in 4 wieder zusammen.

Zahlentafel 3.

Stab S F s As
t cm? cm ocm
a -+ 15,5 18 510 -} 0,205
b —11,2 25 700 — 0,145
c -+738 11 540 40,178
d —175 30 1040 —0,120

Dieser in Bild 287a unmaBstiblich dargestellte Vorgang ist in
Bild 287c vergroBert wiedergegeben. Schlieflich vereinigt man beide
Verschiebungspline zu dem endgiiltigen Verschiebungsplan Bild 287d.
Die Knotenpunktsverschiebungen sind dann die Abstéinde der Punkte 3
und 4 von dem doppelt umkreisten Anfangspunkt; der VergroBerungs-
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maBstab ist im Verschiebungsplan anzugeben. Eine durch den An-
fangspunkt gezogene wagrechte und senkrechte Achse mit Millimeter-
Einteilung liefert sofort die wagrechten und senkrechten Verschiebungs-
projektionen in Millimetern.

Bild 288 zeigt ein weiteres Fachwerk der ersten Gruppe mit Zahlen-
tafel 4 und Verschiebungsplan. Die Stabkrifte S sind aus einem
(hier nicht gezeichneten) Krifteplan ermittelt. Das verzerrte Fach-
werk ist strichiert, aber unmafBstédblich in das Fachwerksbild einge-
zeichnet. Die Senkung des Punktes 7 ergibt sich zu 11,6 mm. Vgl
auch S. 118 Beisp. 1.

Zahlentafel 4.

stap | S } F s ’ As

t. ! cm? cm cm
a 7,00 12 400 | 0,118
b 2,67 12 400 | 0,042
c 2,67 12 400 | 40042
d | —1360 | 30 400 | — 0,085
e | —1720 18 410 ' — 0,076
;| —s333 14 500 — 0,055
g | 890 12 560 | 0193
b —620 15 400 | —0077
i | 597 8 500 | 10153
k| —300 10 300 | —0,042

Fachwerke der zweiten Gruppe. Die Herstellung des end-
giiltigen Verschiebungsplanes ist hierbei nicht sofort moglich, sondern
man denkt sich zunichst das Rollenkipplager oder die Pendelstiitze
entfernt und einen vom Kipplager ausgehenden Stab in seiner Rich-
tung festgehalten, so dall das andere Stabende nur eine Verschiebung in
Stabrichtung machen kann. Hierfiir wird nach Aufstellung der Zahlen-
tafel 5 ein vorldufiger Verschiebungsplan hergestellt, was in Bild 289
durchgefiihrt ist, wobei die Stabrichtung 13 festgehalten wurde. Die
Punkte 2,3, 4... kommen auf diese Weise nach 2,3,4... und
liefern die strichpunktierte Lage. Da Punkt 7 sich dabei hebt, aber
wegen des Rollenkipplagers nur eine Horizontalverschiebung machen

Zahlentafel 5.

Stab N F s a4s
t cm? cm cm
a — 17,6 30 365 — 0,0430
b — 54 30 410 —0,0342
¢ — 5,0 30 410 — 0,0318
d — 5,7 30 365 — 0,0322
e 43 22 415 -+ 0,0878
f 5,2 22 400 0,0440
g 3,4 22 415 0,0297
h 14 16 280 -+ 0,0114
Z 0 16 360 0
k —0,6 16 | 360 — 0,0063
l -+ 2,2 16 280 - 0,0179
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soll, ist das verzerrte Fachwerk 7 234 56 7 um Punkt I so
herabzudrehen bis 7 auf die Horizoatale nach 7 kommt. Dabei
beschreibt 7 den Kreisbogen K, um Punkt I. Die andern Punkte 2,
3, 4 ... beschreiben bei dieser Drehung ebenfalls Kreisbogen um 1,
deren Léngen proportional zu den Abstéinden der Punkte von I sind
und die wieder wegen ihrer Kleinheit durch Gerade normal zu ihren

Radien ersetzt werden konnen. Es ist also K,= K (12:17) normal
zu 12, K,=— K, (13:17) normal zu 13 usw. Diese Rechnung pflegt
man durch eine leicht verstindliche Konstruktion nach Bild 289 zu
ersetzen.

Bild 288. Verschiebungsplan fiir Bild 289. Verschiebungsplan fiir Fachwerk
Fachwerk der ersten Gruppe. der zweiten Gruppe.

Liegt Symmetrie in Fachwerksform und Belastung vor, ‘dann la8t
sich die Herstellung des Verschiebungsplanes dadurch vereinfachen,
daB man sich den Triger zur Hilfte eingespannt denkt und den
freien Teil als ein Fachwerk der ersten Gruppe behandelt.

Spannungslose Stébe diirfen nicht unberiicksichtigt bleiben, sondern

sie sind wie die ibrigen zu behandeln, wobei aber die betreffenden
A s-Strecken im Verschiebungsplan verschwinden.
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Bild 290 zeigt einen einfachen Fall, wobei nur die drei Stdbe
je 5 t Druck und bei jo s=300cm und F=20cm? die Lingen-
anderungen Aa = Ab= Ad¢=10,035 cm
erhalten, wahrend fir alle andern
Stibe die § und 4s verschwinden.

Der Verschiebungsplan ergibt nicht nur
Senkungen, sondern auch Horizontal-
verschiebungen der Punkte 3, 6 und 7.

Bild 290. Verschiebungsplan fiir lot- Bild 291. Verschiebungsplan fiir
rechtes Fachwerk. Stabdreieck mit Zwischenfachwerk.

Bild 291 zeigt ein Stabdreieck mit Belastung an der Spitze
und mit spannungslosem Zwischenfachwerk. Der beigefiigte Ver-
schiebungsplan und das Verzerrungsbild zeigt Knickpunkte in den
Hauptstiben. Der punktiert ergiinzte Verschiebungsplan und das
punktierte Verzerrungsbild gilt fiir das Stabdreieck ohne Zwischen-
fachwerk und liefert dieselbe Verschiebung des AuBenpunktes wie oben.

Aus demselben Grunde wird die Verzerrung eines Dachbinders
nach Bild 157 8. 47 so erfolgen, daB die Stéibe d ¢ f und k! m nicht
in einer Geraden bleiben.

Nach den bisherigen Darlegungen wird auch der Verschiebungs-
plan fiir ein Fachwerk nach Bild 158 S. 47 keine besonderen Schwierig-
keiten liefern.

Die Behandlung der Fachwerke nach Bild 159 bis 168 S. 48 und
des Dreigelenkfachwerkes nach Bild 169 8. 50, welche ja nicht reine
Dreiecksfachwerke sind und daher besondere Aufmerksamkeit er-
fordern, sei dem Leser iiberlassen. In solchen Fillen sind zunichst
vorlaufige Verschiebungspldne herzustellen und das verzerrte Fach-
werksbild um gewisse Punkte zu drehen oder zu versc<ns1:XMLFault xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat"><ns1:faultstring xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat">java.lang.OutOfMemoryError: Java heap space</ns1:faultstring></ns1:XMLFault>