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Vorwort.

Die erste Auflage der ,Technischen Mechanik starrer Systeme*,
welche den ersten Band meines Lehrbuches der Technischen Physik
bildet, ist im Jahre 1902 erschienen und mit dem 1904 folgenden
zweiten Bande, der ,Technischen Wirmelehre¥, schon seit mehreren
Jahren vergriffen. Ich habe zunichst versucht, auf Grund meiner
20 jihrigen Lehrtitigkeit durch zahlreiche Zusitze und Abénderungen
das Werk der Neuzeit anzupassen, mulite aber nach lingerer Arbeit
feststellen, daf dadurch die Einheitlichkeit der Darstellung verloren
geht, so da ich mich schliellich fiir eine vollig neue Niederschrift
aus einem Gusse entschied. Das hat naturgemiB eine starke Ver-
zogerung des Erscheinens der Neubearbeitung zur Folge gehabt. Dazu
kam, daB ich vor der Drucklegung einige .groBere Abschnitte in ihrer
neuen Fassung in meinen Vorlesungen fiir Anfinger und reifere
Studierende, sowie im Seminar fiir angewandte Mechanik an der
Technischen Hochschule Danzig erproben wollte.

Zur Trennung in die Mechanik ebener und ridumlicher Gebilde
habe ich mich auf Grund meiner Lehrerfahrungen entschlossen. Die
Mechanik in der Ebene ist nicht nur viel einfacher als die im Raume
und darum dem Anfinger leichter zuginglich, sie umfaBt auch die
weitaus meisten praktisch wichtigen Probleme, zu deren selbstindiger
Behandlung das Buch den Leser an Hand von Beispielen fiihren
will. Ist er mit diesem Stoffe vertraut, so bietet die rdumliche
Mechanik, insbesondere unter Zuhilfenahme der Vektorrechnung, die
in der Ebene keine nennenswerte Rolle spielt, als Erweiterung nicht
so viele Schwierigkeiten mehr wie bei ihrer Stellung an die Spitze.
Aber auch innerhalb der beiden Teile, von denen der erste hier vor-
liegt, wihrend der zweite in Jahresfrist folgen soll, habe ich auf
einen {iibersichtlichen Aufbau des Stoffes groBen Wert gelegt und
den Zerfall des Werkes in eine Reihe kaum noch zusammenhingen-
der Abhandlungen vermieden. Die groBeren Abschnitte sind dabei
so abgefallt, dafi sie von einem mit den Grundbegriffen bekannten
Leser ohne fortwdhrende Riickverweisungen fiir sich verstindlich
sind. Im einzelnen bemerke ich noch, daB in der Statik neben den
analytischen auch die graphischen Methoden zu ihrem Rechte kommen,
und dafl ich sowohl hier als auch in der Dynamik des Punktes und
der starren Scheibe auf die Widerstinde, vor allem die Gleitreibung,
angesichts ihrer groBen Wichtigkeit etwas ausfiihrlicher eingegangen
bin, als dies in andern Schriften iiblich ist. DaB ich auch sonst in
der Stoffauswahl, Anordnung und Darstellung eigene Wege gegangen
bin, wird der kundige Leser bemerken, auch wird man mir wohl
die gelegentliche Aufnahme eigener Forschungsergebnisse zubilligen.
Quellenangaben finden sich nur im Verein mit Hinweisen auf weiter-
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gehende Ausfithrungen. Mit Riicksicht auf die Raumersparnis sind
alle Wiederholungen und jede unnétige Breite vermieden. Das Buch
erfordert demnach, selbst auf angestrengter Arbeit beruhend, ein
ernstes Studium und bietet dafiir Studierenden der Mathematik, Physik
und aller Zweige der Technik mannigfache Aufschliisse, sowohl im
Text als auch in den zahlreichen Beispielen.

Der Raumersparnis dient auch die sehr allgemeine Verwendung
der Newtonschen Abkiirzung fiir die zeitlichen Ableitungen durch
Punkte iiber der Verdnderlichen, sowie die Benutzung moglichst
kurzer Worte ohne grundsitzliche Vermeidung hierfiir gebriuchlicher
lingerer mit gleicher Bedeutung. Hiervon sei u. a. angefiihrt:

Geschwindigkeit == Lauf
Beschleunigung == Anlauf
Verzdgerung = Ablauf

Winkelgeschwindigkeit == Drehwert
Winkelbeschleunigung == Andrehwert
Umfangsgeschwindigkeit = Umlauf
Radialgeschwindigkeit == Strahllauf

Halbmesser, Radius = Arm
Radiusvektor == Strahl
Trigheitsmoment == Schwungmoment
Trigheitshalbmesser = Schwungarm
Zentrifugalmoment = Schleudermoment
Komponente == Teil, Anteil
Impuls, Antrieb = Prall
Impulsmoment == Drall
kinetische Energie = Wucht
potentielle Energie == Drang
Gesamtenergie == Macht
Zentrifugalkraft = Fliehkraft
mathem. Pendel = Fadenpendel
physisches oder

materielles Pendel = Scheibenpendel
materieller Punkt == Massenpunkt
Koeffizient == Beiwert
Konstante == Festwert
universelle Konstante == Weltwert

Die Zeichnung der gegeniiber der ersten Auflage stark ver-
mehrten und fast durchweg neuen Abbildungen haben meine Assi-
stenten Dr. Falkenhagen, Dipl-Ing. Beckmann und cand. mach.
Oestert durchgefiihrt, die beiden letzteren mich auch bei der Kor-
rektur wirksam unterstiitzt, wofiir ich ihnen allen an dieser Stelle
ebenso danke wie dem rithrigen Verlage fiir sein Entgegenkommen
in der wiirdigen Ausstattung des Buches.

Danzig-Langfuhr, im April 1924
H. Lorenz.
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Erstes Buch.
Kinematik ebener Gebilde.

I. Geometrische Bewegungslehre.

§ 1. Verschiebung und Drehung ebener Gebilde. Beobachten
wir die uns umgebenden Gegenstinde, so zeigt sich, dall einzelne
von ihnen, z. B. die Gebdude, ihre gegenseitige Lage beibehalten,
andere dagegen, wie Fuhrwerke, Tiere und wir selbst, ihre Lage
gegeniiber den ersteren, sowie untereinander verindern. Die ersteren
Korper befinden sich dann nach unserer Ausdrucksweise im Zu-
stande der Ruhe (gegeneinander), die letzteren im Zustande der
Bewegung (gegeniiber den ersteren sowie untereinander), wobei wir
die in Klammern gesetzten néheren Bezeichnungen gewdhnlich unter-
driicken.

Bei niherem Zusehen erweist sich nun die Ortsverdnderung
eines beliebigen Korpers als ein #duBerst verwickelter Vorgang, wes-
halb wir uns zunédchst auf die Verfolgung eines einzelnen Korper-
punktes beschrinken. Die aufeinanderfolgenden Lagen eines solchen
Punktes bezeichnen wir dann als seine Bahn, die im allgemeinen
eine Raumkurve sein und von den Bahnen anderer Korperpunkte
verschieden sein wird. Im einfachsten Fall kann diese Bahn eine
Gerade sein, vielfach werden wir es auch mit gekriimmten, aber
ebenen Bahnen zu tun haben. ' Verlaufen nun die Bahnen aller
Korperpunkte in parallelen Ebenen, so sprechen wir die ganze Er-
scheinung als eine ebene Bewegung an. Mit dieser wollen wir
uns vorldufig allein beschiftigen und uns weiter auf Korper be-
schrinken, deren einzelne Punkte wihrend der Bewegung ihre gegen-
seitige Lage nicht &ndern. Solche vollkommen starre Koérper gibt
es in Wirklichkeit nicht, indessen kommen ihnen Gegenstinde aus
Metallen, natiirlichen oder kiinstlichen Steinen, sowie aus Holz an-
gefertigte Dinge vermige der nur auBerordentlich kleinen Verschie-
bungen ihrer Teile gegeneinander hinreichend nahe, um diese Verein-
fachung wenigstens fiir den Gesamtvorgang zu rechtfertigen. Ist ein
derartiger Kérper senkrecht zu den parallelen Bewegungsebenen seiner
Einzelpunkte nur wenig ausgedehnt, so sprechen wir wohl auch von

Lorenz, Techn. Physik I, 1. 2. Aufl. 1



2 Geometrische Bewegungslehre.

einer starren Scheibe. Andert diese ohne jeden Zusammenhang
mit andern gleichartigen Scheiben ihre Lage, so vollzieht sie eine
freie Bowegung, ist sie aber dabei mit anderen Kdrpern irgendwie
verbunden, so haben wir eine unfreie oder gezwungene Bewegung
vor uns. Die Gesamtheit der miteinander verbundenen Scheiben,
die sich in ihren Bewegungen gegenseitig bedingen, heillt dann eine
kinematische Kette (griechisch x{vpue— Bewegung). Die ein-
fachsten Beispiele solcher Ketten bilden die Gleitstiicke auf einer
geraden oder krummen Fiihrungsschiene und der Zapfen mit Lager,
wobei alle Punkte der mit dem beweglichen Teile verbundenen Scheibe
konzentrische Kreise beschreiben.

Da nun die Lage eines Punktes in der Ebene durch seine Ab-
stinde von zwei festen Punkten eindeutig gegeben ist, so brauchen
wir auch nur die Bewegung zweier Punkte einer Scheibe zu ver-
folgen, womit diese Bewegung auf die der geraden Verbindungslinie
beider Punkte, die im iibrigen willkiirlich gewdhlt werden konnen,
zuriickgefuhrt ist. Denken wir
uns in Abb. 1 eine Gerade A B
in die neue Lage A4’B’ ver-
schoben, die mit der urspriing-
lichen den Winkel ¢ bildet, so
schneiden sich die Mittellote der
Verbindungslinien 44" und BB’
der Endpunkte beider Lagen in
P so zwar, daB AP—=A'P,

Abb. 1. BP=B'P, also wegen der

Gleichheit der beiden Strecken

AB und A’B’ auch A ABP~ A’'B'P. Dann also ist auch

I PAB=<_PA B, sowie J_PBA=J PB4, und wegen der

Neigung ¢’ von A'B’ gegen AB wird JCAPA'=J_BPB =¢.

Die ebene Bewegung einer mit der betrachteten Strecke

fest verbundenen starren Scheibe kann daher durch die
Drehung um einen Pol P ersetzt werden.

Bringen wir dann die Strecke 4’ B’ in die dritte Lage 4” B” | AB,
so ist auch diese Verlagerung gleichwertig der Riickdrehung um
einen zweiten Pol P’ mit demselben, aber entgegengesetzten Dreh-
winkel — ¢’. Zwei gleiche, aber entgegengesetzte Drehungen
einer Scheibe ergeben daher eine Parallelverschiebung
oder umgekehrt: die Parallelverschiebung einer starren
Scheibe kann auch durch zwei entgegengesetzt gleiche
Drehungen um verschiedene Pole hervorgerufen werden.
Ist die dritte Lage A4”B” der Strecke nicht parallel der ersten,
sondern um den beliebigen Winkel ¢” gegen die zweite Lage A’B’
geneigt, so konnen wir sie auch unmittelbar aus der ersten durch
eine Drehung vom Betrage ¢’ - ¢” erhalten usw., so daBl sich auf-
einanderfolgende Drehungen einfach algebraisch addieren.

Wir haben bisher nur die Endlagen der einzelnen Ortsverdn-
derungen dieser mit der starren Scheibe verbundenen Geraden 4B
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ins Auge gefalit, iiber die Zwischenlagen der beiden Punkte 4 und B,
d. h. iiber ihre wahren Bahnen dagegen nichts ausgesagt. Sind beide
Bahnen bekannt, bzw. durch Fithrungs- oder Leitkurven festgelegt,
so diirfen wir das vorstehende Verfahren der Polbestimmung auf je
zwei benachbarte Lagen der Strecke 4B anwenden. Die zugehorigen
Mittellote fallen dann mit den Normalen der Bahnen in 4 und B
zusammen und schneiden sich im Pole P, der allerdings bei der
Ortsverinderung der Geraden ebenfalls warndert und eine in der
Bewegunsgebene feste Polbahn beschreibt. Betrachten wir nun-
mehr in Abb. 2 drei aufeinanderfolgende unendlich nahe Lagen der
Strecke A B mit den zugehdrigen Polen P, P, P,, so wird bei der
Drehung um P, der erste mit 4B fest verbundene Po] P, nach P/
und bei Welterer Drehung um P, der erste Pol nach P,”, der zwelte
nach P,” gelangt sein, wobei wegen der Drehung um unendlich
kleine Winkel P,P =P, P’—P"Pl”, P,P,==P,P,” ist und die
Strecken P, P, in P P P in
P, Senkreoht auf der festen Pol-
bahn P, P, P, stehen. Daraus folgt,
dafl die mit 4B fest verbunden
gedachten aufeinanderfolgenden
Pole P”P,”P, eine als beweg-
liche Polbahn bezeichnete Kurve
bilden, die ersichtlich auf der
festen Polbahn abrollt, ohne zu
gleiten, wobei immer der Be-
rithrungspunkt beider Pol-
bahnen den augenblicklichen
Pol, den sog. Momentanpol
bildet. Wir diirfen demnach
die beliebige ebene Bewegung einer starren Scheibe durch
das Abrollen einer mit ihr starr verbundenen Kurve, der
beweglichen Polbahn, auf einer in der Ebene festliegenden
Kurve, der festen Polbahn, ersetzen, welche dabei die beweg-
liche Polbahn in allen ihren Lagen umhiillt. Durch diese Rollbewegung
sind dann umgekehrt die Bahnen der beiden Punkte 4 und B und mit
ihnen alle Punkthahnen der bewegten Scheibe als Rollkurven be-
stimmt$, wovon man in der Technik der Fortbewegung durch Rollen
umfassenden Gebrauch macht, indem man die feste wie bewegliche
Polbahn unmittelbar zur Begrenzung der gegeneinander bewegten
Kérper benutzt. Sie konnen offenbar miteinander vertauscht werden,
wodurch neue Rollkurven der vorher festen Scheibe entstehen, die
sich in den Beriithrungspunkten stetig an die vorher betrachteten
anschlieBlen.

1. Beispiel. Rollt z. B. ein Kreis auf einer festen Geraden, Abb. 3,
so beschreiben seine Umfangspunkte gemeine Zykloiden, die innerhalb
und auBerhalb des Umfanges gelegenen Punkte dagegen Trochoiden, deren
Normalen stets durch den als Momentanpol wirkenden Beriihrungspunkt des

Rollkreisumfangs mit der Fiihrungsgeraden hindurchgehen. Rollt ein Kreis
auf einem festen andern Kreise, Abb. 4, dem sog. Grundkreis, so erhalten wir

1%
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als Bahnkurven Epizykloiden bzw. Epitrochoiden, wenn die beiden

Kreise im Berithrungspunkt entgegengesetzt gekriimmt sind.

N

e

Abb. 3.

Abb. 6.

]
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Bei gleicher
Kriimmung dagegen, Abb.5,
spricht man von Hypo-
zykloiden und Hypo-
trochoiden, wenn der
Rollkreishalbmesser kleiner
als der des festen Kreises
ist, und von Perizyklo-
iden und Peritrocho-
idenimumgekehrten Falle.

‘Hat im Falle der Hypo-

zykloide der bewegte Roll-
kreis den halben Durch-
messer des festen, so ent-
spricht jedem Drehwinkel ¢
des ersteren ein Bogen mit

dem Winkel i;i auf dem

letzteren, womit im An-
schluB an Abb. 6 sich der

Durchmesser des festen Kreises als
Rollkurve ergibt. AuBerdem erkennt
man aus dem Bilde, daf die Enden des
Rollkreisdurchmessers A B dauernd

auf den beiden zueinander senkrechten Geraden

0O X und OY bleiben.

Die ganze Vorrichtung

kann demnach zur Umwandlung einer Kreis-

Abb. 7.

bewegung in eine
gradlinige oder
umgekehrt  be-
nutzt werden.
Vertauschen
wir nun aber die
beiden Scheiben,
o lassen also im
ersten Fall die
Gerade auf einem
festen Kreis ab-
rollen, was leicht
durch Abwickeln

eines straff gespannten Fadens von einer Rolle erreicht werden kann, so beschreiben
die Punkte der Geraden bzw. des Fadens Kreisevolventen, Abb. 7, welche

die erzeugende Gerade in allen Lagen senkrecht schneiden.

Die andern Roll-

kurven gehen bei der Vertauschung der Kreise in solche gleicher Art iiber,
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wihrend im letzten Falle des Abrollens eines bewegten Kreises von doppeltem
Durchmesser auf dem festen Kreise bei gleicher Kriimmung an Stelle der
geraden Bahn sich eine Herzlinie ergibt.

2. Beispiel. Die Schubstange A B eines einfachen Kurbeltriebes ist
im Punkte 4 vermittels des Kurbelzapfens auf dem sog. Kurbelkreis um 0,
im Punkte B durch den als Gleitstiick
wirkenden Kreuzkopf auf der festen Leit-
geraden OB gefithrt, Abb. 8. Der Mo-
mentanpol P entsteht daher als Schnitt
des Strables 04 mit dem Lote auf der
Leitgeraden OB in B und beschreibt bei
der Drehung von 4 im oberen Halbkreis
die feste Polbahn H—H. Diese riickt fiir
die senkrechte Stellung der Kurbel O A4 ins
Unendliche, besitzt aber eine in Abb. 8
strichpunktierte Asymptote senkrecht zu
OB und kommt bei weiterer Drehung auf
der andern Seite mit dem Zweige H, aus
dem Unendlichen zuriick. Auf beiden
Zweigen H und H, der festen Polbahn
rollt alsdann die bewegliche Polbahn
CPBC ab, der fir die zweite Hilfte der
Kreisbewegung ein zweiter symmetrischer
Zweig auf der andern Seite der Asymptote
entspricht. Auf diesem Zweige rollen die Abb. 8.
ebenfalls nicht mitgezeichneten Fortsetzun-
gen der Polbahnen H und H, zu beiden Seiten der Geraden OB ab.

§ 2. Die Hiillkurven bewegter Scheiben. Zeichnen wir uns in
Abb. 9 den Umrill der bewegten starren Scheibe in allen ihren Lagen
auf, so werden diese durch zwei Kurven eingehiillt, welche
ihrerseits mit den Scheiben den ganzen Bewegungsvorgang
bestimmen. Der Momentanpol P ergibt sich alsdann als Schnitt der
Normalen in zwei zusammengehdrigen
Beriihrungspunkten der Hiillkurven
und wird im allgemeinen nicht auf einer
derselben liegen. Daraus erkennt man,
daB die Bewegung der Beriihrungsstellen
Iings der Hiillkurven erfolgt, die Scheibe
also, ohne zu rollen, an den beiden
Kurven hingleitet, die als Teile der
Begrenzung einer festen Scheibe ange-
sehen werden konnen. Eine dieser Hull-
kurven kann auch durch die vorgelegte Abb. 9.

Bahn eines bestimmten Punktes der be-

wegten Scheibe ersetzt und mit der andern Hiillkurve zur Ermittlung
der festen Polbahn durch den Schnitt der Normalen beider in zu-
gehorigen Punkten benutzt werden. Die einfachsten hierher gehorigen
Fille bilden das schon oben erwiithnte Gleitstiick mit seiner Fithrungs-
schiene, sowie der Zapfen und das Lager.

Ist die neben der Hiillkurve vorgelegte Punktbahn ein Kreis,
so konnen wir auch, da es nur auf die gegenseitige Bewegung beider
Scheiben ankommt, die urspriinglich bewegte Scheibe in einem Punkte
dieses Kreises festhalten und dafiir der vorher festen Scheibe eine
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Drehung um den Kreismittelpunkt gestatten. Alsdann drehen sich
beide Scheiben K, und K, um zwei feste Punkte O, und O,, wihrend
ihre Randkurven aneinander hingleiten und sich wechselseitig als
Hiillkurven bedingen. Da 0,0, zur urspriinglichen Kreisbahn
senkrecht steht, so bildet der Schnitt dieser Geraden mit der
Beriihrungsnormalen den Momentanpol P der gegenseitigen
Drehung beider Scheiben, der somit auf der Verbindungs-
linie ihrer Drehpunkte liegt.

In Abb. 10 sei A der augenblickliche Beriihrungspunkt mit den
Abstinden 7, und 7, von den Drehpunkten O, und O,, die mit der
Beriibrungsnormalen die Winkel ¢, und «, bilden,
sowie de, und dg, die zusammengehorigen
entgegengesetzten unendlich kleinen Drehungen
beider Scheiben. Dann beschreibt 4 um O, den
Bogen r, dp,, um O, den Bogen 7,d¢p,. Diese
Bogenwerte zerlegen wir in je zwei Teilwerte
durch Projektion auf die gemeinsame Normale
und Tangente. Der Unterschied der Tangen-
tialwerte

r, cos &, de, —1, c08 ¢, dp, =ds

gibt die Gleitung beider Korper wihrend der
zusammengehdrigen Drehungen an, wogegen die
in die Normalenrichtung fallenden Verschie-
bungen, damit die Berithrung aufrecht erhalten
bleibt, in Richtung und GroBle miteinander iiber-
einstimmen miissen, woraus

r, sin ¢, do, =1, sin &, dp,

hervorgeht. Hierin sind aber r, sin ¢, =— o, und
7, sin ¢, =g, die Lote von O, und O, auf die Beriihrungsnormale,
mithin J J 1 0, dop,
=g,dp,, oder —*=-"".
Ql (pl V2 (p_ 92 d¢1
Mit dieser Gleichung ist die Abhiingigkeit der beiden Verdrehungen
voneinander bei gegebenen Scheibenrissen vollstindig bestimmt.

Beispiel. Von praktischer Bedeutung ist nun der Fall eines konstanten
Verhiltnisses der Verdrehungen, des sog. Ubersetzungsverhéiltnisses fiir
die Bewegungsiibertragung durch Zahnrader, deren Zahne nichts anderes als
Randstiicke der gegeneinander verdrehten Scheiben darstellen. - Alsdann ist
auch das Verhiltnis der beiden Lote g, : g, unabhiingig von der Lage der Zihne
gegeneinander und wegen der Ahnlichkeit der Dreiecke O, N,P und O,N,P
auch das Verhiltnis von O, P:0,P=R,: R,, also die Lage des Momentan-
poles P auf der Verbindungslinie der Drehpunkte O,0,. Damit aber ist
die Bewegung der beiden Scheiben K, und K, auf das Abrollen
zweier sich stets im Punkte P beriihrender sog. Teilkreise zuriick-
gefiihrt, deren Halbmesser die Verbindungslinie 0,0, nach dem
Ubersetzungsverhdltnis derart teilen, daB

B, do,=R,dp,.
Dies a8t sich indessen nicht mit zwei beliebigen Zahnbegrenzungen fiir K, und
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K, durchfilhren, von denen vielmehr eine die Form der anderen bedingt.
Denken wir uns in Abb. 11 eine Begrenzung 4, AB, des um O, drehbaren
Zahnes in der Lage gegeben, dafl A4 gerade im Momentanpole mit dem zu-
gehorigen Punkte des Gegenzahnes zusammenféllt. Bei der Drehung bewegt
sich A, in einem Kreise um O,, wobei die Normale der Zahnflanke in A4,
welche den Teilkreis um O, in P, trifft, nach Zuriicklegung des Bogens
AO, P, =g, in die Lage AA, gelangt. Der auf dem Kreise durch Abtragen
der Linge A, P, von A aus gewonnene Punkt A4, stellt demnach den Be-
rithraongspunkt von A4, mit dem entsprechenden Punkt des Gegenzahnes dar.
Wendet man dieses Verfahren auf weitere Punkte der vorgelegten Zahnflanke
an, wobei man fir die innerhalb des Teilkreises gelegenen eine Riickdrehung
vorzunehmen hat, so ergibt sich als geo-
metrischer Ort aller Beriihrungspunkte
die sog. Eingriffslinie 4,4B,. Dem
Punkte P, entspricht nun auf dem andern
Teilkreis um O, der Punkt P, derart,
dafl der Bogen AP = AP, ist, woraus
sich der zugehorige Winkel 40,P,=¢,
ergibt, so zwar, dall R, ¢,= R, @, ist. Den
zu A, gehérigen Punkt 4, des Gegen-
zahnes erhilt man alsdann durch Abtragen
der Normalenlinge 44, von P, aus auf
dem Kreisbogen mit dem Halbmesser
0,4,, so daBl A4,=P, 4,.

Bei der Anwendung dieses von
Reuleaux herrithrenden Verfahrens in
der Technik geht man fast immer von
der Eingriffslinie aus, die man hiufig aus
zwei im Punkte 4 die Teilkreise berih-
renden Kreishogen 4,4 und A B, zu-
sammensetzt oder einfach als schrige Ge-
rade durch diesen Punkt w&hlt. Dem
Ubergange von A, nach A, entspricht
dann ein Abrollen des aus 4, A erginzten
Vollkreises auf dem Teilkreis um O,, dem
Ubergange von 4, nach A; ein Abrollen
auf dem Teilkreis um O,, wihrend das
Abrollen des dem unteren Teile A B, der
Eingrififslinie zugehorigen Kreises auf dem
Teilkreise die Punkte B; und B, der Zahn-
flanke ergibt, die sich alsdann je aus
einem Epizykloiden- und einem Hypo-
zykloidenstiick zusammensetzen. Im Falle
der geraden Eingriffslinie, die wir auf zwei
Beriihrungskreisen um O, und O, abrollen lassen, ergeben sich als Zahnflanken
je zwei Evolventenstiicke. AuBerdem erkennt man, dafl hierbei die Beriihrungs-
normale fiir alle Punkte der Zahnflanken mit der Eingriffslinie zusammenféllt
und daher ihre Richtung im Gegensatz zu den Zykloidenzihnen nicht #ndert.
Jedenfalls erhellt aus diesen Darlegungen, deren weitere Ausfihrung den
Schriften iiber Maschinenelemente iiberlassen werden muf}, die ganze Wichtig-
keit der schon oben behandelten Rollkurven.

§ 3. Theorie der Planimeter. Die beliebige ebene Bewegung
einer Geraden AB konnen wir uns auch nach Abb. 12 durch eine
Parallelverschiebung nach A4” B”, sowie eine Drehung um den einen
Endpunkt 4” um den Winkel v in die schlieBliche Lage 4”B" er-
setzt denken. Die Parallelverschiebung selbst 148t sich weiterhin
noch zerlegen in eine Verschiebung der Geraden in sich selbst bis
A'B’ und eine dazu senkrechte nach 4”B”. Handelt es sich um eine
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unendlich kleine Bewegung, so zerfillt dieselbe in eine Parallelver-
schiebung um die elementare Strecke 4'A”— B’B”— dh, sowie eine
Elementardrehung B” A” B” = dw, woraus sich die von der Strecke
von der Lidnge AB =0 iiberstrichene Fliche zu

dF:b-dh-}—%idw L)

ergibt.
Durchlaufen nun bei der Bewegung
der Strecke ihre beiden Endpunkte

: / geschlossene Kurven in den in Abb. 13
,4/ L 2,/-— 5 cingetragenen Pfeilrichtungen mit den
Abb. 12. Flichen F, und F;, so schlieBen die

beiden sufiersten Lagen A B und 4” B”
der bewegten Strecke mit den inneren Kurvenstiicken 44’4” und
B”B" B die Fliche F, ein. Beim Ubergang von 4B nach 4”B” wird
mithin von der Strecke die Fliche F,=F,-|- F,, beim Ubergang
von A”B"” nach AB dagegen die Fliche F,=F - F iiberstrichen,
so daB insgesamt beim Umlauf der Strecke AB die Fliche

F=F,—F,—F,—F

2)
a

Uberstrichen wird, die auch aus 1) durch Integration gewonnen werden
kann. Dabei sind die beiden Fille zu unterscheiden, daB die
Flichen F, und F,, wie in Abb. 13 dargestellt, auBerhalb voneinander

liegen oder daB eine derselben die andere nach Abb. 14 vollig um-

Abb. 14.

schliet. Im ersteren Falle wichst der Winkel ¢ bis zu einem be-
stimmten Betrage an und nimmt dann wieder bis zu seinem An-
fangswerte v, ab, so daB nach 1)
Yo
2

b
E}—ﬂ=wh+éjﬁw=b%... L. 2a)
Wo
wird. Im zweiten Fall aber durchliuft v alle Werte von w, bis
Yo+ 27, mithin wird

o -+ 27

Fwaa:bh—{—%fdl/):thrﬂb?,. L. .. 2b)

Wo
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wihrend h die gesamte Parallelverschiebung der Strecke b dar-
stellt. Durch diese Parallelverschiebung ist demnach in beiden
Fillen der Flichenunterschied F, und F, bestimmt, oder auch eine
dieser beiden Flichen, wenn die andere von vornherein gegeben ist.
Damit ist die Ermittlung der von einem Endpunkt der be-
wegten Strecke umfahrenen geschlossenen Kurve auf die
gesamte Parallelverschiebung der Strecke beim Umlauf
zuritckgefithrt. Vorrichtungen, welche die Flichenbestimmung auf
diesem Wege ermoglichen, bezeichnet man allgemein als Planimeter;
unter ihnen haben die Polarplanimeter die grofite Verbreitung
gewonnen und sollen darum auch hier besonders besprochen werden.
Wir bezeichnen jetzt den Halbmesser des Polarkreises mit a, seinen
Winkel mit einer in der Bildebene festen Geraden mit ¢, dann ist
die von a bei einer elementaren Verschiebung iiberstrichenen Fliche

dF = —Cg-‘d(/), woraus sich im Verein mit 1) und 2)
a* b? ' o
dF,= ) dp -+ gdw—l—bdh - 3|

ergibt. Die vom Fahrstift P am Ende der Strecke b umfahrene Fliche
ist demnach in den Fillen 2a) und 2b) entsprechend Abb. 13 und 14

F,=0b-h,. e e 3a)

F=b-bh-+(@+0)n, . . . . . . . . . 3b
so daB es nur noch auf die Messung der Parallelverschiebung # an-
kommt. Dieses geschieht beim Schneidenradplanimeter, Abb. 15,
durch ein Rédchen R
mit messerartig zuge-
schirftem Umfang, das
auf einer zum Arm b
senkrechten und mitihm
starr verbundenen Achse
AC hin- und hergleiten
kann. Bei der Drehung
des Armes A C rollt das
Ridchen unbehindert
auf der Bildebene, Ver-
schiebungen in seiner
Achsenrichtung 4C dagegen verhindert die Schiirfe seines Umfanges,
so daB auf einem an der Achse selbst oder einer daneben liegenden
Schiene angebrachten MaBstab unmittelbar die ganze Parallelver-
schiebung % von b als Unterschied der Abstinde AR in der Anfangs-
und Endlage des Riidchens abgelesen werden kann.

An Stelle dieser wenig genauen und darum auch selten ge-
brauchten Vorrichtung benutzt man nach dem Vorgang von Amsler
(1856) zur Messung eine Rolle B vom Halbmesser r (Abb. 15 ge-
strichelt), die auf der Fortsetzung des Armes AP iiber 4 hinaus im
festen Abstande AB==c¢ iiber die Bildebene liuft. Sie vollzieht
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dabei nur Drehungen um ihre Achse, wenn der Arm ¢ sich um A4
dreht, sowie bei Verschiebungen desselben senkrecht zu seiner augen-
blicklichen Lage, nicht aber bei solchen in der Armrichtung selbst.
Erleidet also b eine senkrechte Parallelverschiebung dh und voll-
zieht gleichzeitig eine Drehung um dw, so hat sich der Arm ¢ um
denselben Winkel zuriickgedreht, also die Rolle auf der Bildebene den
Weg dh—cdy durchlaufen. Dieser muB mit dem abgerollten
Bogen rdy ihres Umfanges iibereinstimmen, so daB wir

dh=cdy+4rdy. . . . . . . .. .4
erhalten. Setzen wir dies in 3) ein, so folgb
2 b -+20b
de:%d¢+—t_fdw+b-rdz s ... B)
und nach Integration fiir die beiden in Abb. 16 und 17 dargestellten
Fille Fo=brgy . . . .. ... ba)
F=b-r-y+@+v*42bc)m.. . . . . . . bb)

Abb. 16. Abb. 17,

Der abgerollte Bogen ry kann als Unterschied zwischen der An-
fangs- und Endlage auf einer mit Nonius versehenen Marke am
Arm ¢ unmittelbar bis auf Tausendstel der vollen Umdrehung ab-
gelesen, die Lénge des Armes b durch Verschieben des Drehpunktes 4
beliebig eingestellt werden, um allen praktischen ‘Anforderungen zu
geniigen.

Beim Gebrauch des Amslerschen Planimeters ist nicht zu iibersehen,

daB beim Durchlaufen gewisser Kurven die MeBrolle gar keine
Drehungen vollzieht. Das tritt dann ein, wenn in 4) mit dy =0

dh=cdy . . .. ... . ... 4a)
wird. Nun ist aber nach Abb. 15

dh=adpcos(p—w), . . . . . . . ... 6)
also mit 4a)
cdyp=uacos(p—y)dp.. . . . . . ... .. 4Db)

Die wegen der nicht durchfiihrbaren Trennung der beiden Verdnderlichen ¢
und v unausfithrbare Integration dieser Gleichung kann nun leicht durch eine
Niherungsverzeichnung der zugehOrigen Kurve der Mefrolle und des Fahr-
gtiftes ersetzt werden. Man iibersiecht leicht, daB die erstere sich nicht dreht,
wenn der Arm BAP=0b-c¢ um den Berilhrungspunkt B der Mefirolle ge-
dreht und dann in sich selbst verschoben wird. Das erreicht man in Abb. 18
durch Verbindung des Endpunktes 4’ des um d¢ gedrehten Polarmes mit
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dem urspriinglichen Endpunkte B des anderen Armes und Abtragung der
Lingen A'B'=AB=c¢c, sowie A'P'= AP =10 auf dieser Verbindungslinie,
wonach B’ und P’ Nachbarpunkte auf den gesuchten Kurven sind. Dabei ge-
langt der Punkt 4 durch Drehung um B nach 4”, so da§

AA”"=ABdy=cdy,
AA—04ddp—=adg 7
ist. Da nun
S AAA"=L 0AB=q¢p—y,
so ist auch
AA"=AA cos (p —y),

woraus dann wieder nach Ein-
getzen von AA” und (A4’
Gl. 4b) hervorgeht.  Diese
wird im Sonderfalle erfiillt
durch einen unverdndsrten
Winkelunterschied ¢ — 4, der
sich wegen dyp=dy aus
GL 4b) zu

c
cos (tp—z/)):; . 4o)

ergibt. Dem entspricht aber
in Abb. 19 ein rechtwinkliges
Dreieck OAB, das bei der
Bewegung kemne Anderung er-
Jeidet, so dal sowohl B als Abb. 18.

auch P je einen Kreis um den

Pol O beschreiben. Diesen beiden in Abb. 18 eingezeichneten Grundkreisen
nihern sich die drehungsfreien Kurven asymptotisch. Die Halbmesser dieser
Kreise sind ersichtlich

fiir B: ry=yat —¢c?,

fiir P: 7y = ya? - b* | 2be,

wonach die Konstante in Gl 5b) mit der
Fliche des Grundkreises von P {ibereinstimmt,
auf die in diesem Falle der groBte Betrag der ()

umfahrenen Fliche entfallt. Abb. 19.

II. Zeitliche Bewegungsiinderungen.

§ 4. Einfithrung der Zeit. Unsere bisherigen Untersuchungen
erstreckten sich ausschlieBlich auf Anderungen der Lage des Korpers,
insbesondere von Scheiben in einer Ebene, welche wir stets durch
Langen- und WinkelmaBe ausdriicken und dadurch miteinander ver-
gleichen konnten. Es fehlt uns aber noch ein von den gegenseitigen
Verschiebungen unabhiingiger VergleichsmaBstab, den wir zweckméBig
einer ohne unser Zutun stetig und ununterbrochen verlaufenden Be-
wegung entnehmen. Als solche bietet sich uns die Drehung des
Erdballes gegen den Fixsternhimmel dar, die wir in handlichen Vor-
richtungen. den sogen. Uhren, durch Drehung des Zeigers auf einem
Zifferblatte derart nachahmen, daB jeder Stellung einer bestimmten
Meridianebene der Erde gegen den Fixsternhimmel eine Zeiger-
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stellung der Uhr entspricht. Den ganzen Unterschied zweier auf-
einanderfolgender Meridiandurchgénge eines Fixsternes, d. h. den
Umlauf der Erde selbst gegen den Fixsternhimmel, bezeichnen wir
als einen Sterntag. Infolge des durch die Drehung der Erde gegen
die Sonne bedingten Wechsels von Tag und Nacht hat sich aller-
dings die Benutzung des Unterschieds zweier aufeinanderfolgender
Meridiandurchgénge der Sonne, d. h. des Sonnentages, als prakti-
scher erwiesen, obwohl dessen Verhidltnis zum Sterntag gewissen,
wenn auch nur kleinen Schwankungen unterliegt, deren Grund wir
spiter kennen lernen werden. Sehen wir zuniichst davon ab, so ist
das Verhéltnis durch die Eigenbewegung der Sonne am Fixstern-
himmel, die auf den Umlauf der Erde um die Sonne zuriickzufiihren
ist, gegeben. Dieser Umlauf, dargestellt durch den Unterschied
zweier gleicher aufeinanderfolgender Stellungen der Sonne am Fix-
sternhimmel, vollzieht sich 365,25 Sonnentagen oder 365,251
== 366,25 Sterntagen und wird als ein Jahr bezeichnet. Den Sonnen-
tag teilt man nun in 24 Stunden, 24-60=1440 Minuten und
24.60-60=286400 Sekunden und bedient sich der letzteren als
Einheit des gewthnlich als Zeit benannten MaBes fiir die Bewegungs-
vorgénge.

Die bei der Bewegung eines Punktes zwischen zwei Endlagen
verflossene Zeit ist demnach durch den Winkelunterschied zweier
Zeigerstellungen einer Uhr gegeben, die mit den beiden Endlagen
zusammen beobachtet werden. Das ist streng genommen nur még-
lich, wenn die Uhr an der Bewegung des Punktes selbst teilnimmt,
eine Bedingung, die fiir irdische Vorginge allerdings keine Rolle
spielt und darum auch nicht beachtet zu werden pflegt. Wichtig
ist dagegen, daf die aus einer stets gleichsinnig verlaufen-
den Drehung der Erde oder des Uhrzeigers abgeleitete Zeit
auch nur Anderungen in einem Sinne erleidet, also bei
positiv gerechneten Drehwinkeln nur zunehmen kann. Da
weiterhin jede Drehung um eine Achse erfolgt, so liegt es nahe, auf
dieser in einem willkiirlich vereinbarten MaBistab die zuriickgelegten
Drehwinkel und die daraus abgeleiteten Zeiten in einem und dem-
selben Sinne als Strecken aufzutragen und mit diesem die bei einer
Bewegung zuriickgelegten zugehrigen Wege zu messen. Wir er-
halten auf diese Weise eine Zeitachse, deren Richtung ebenso will-
kiirlich ist wie diejenige der Achse des benutzten Uhrzeigers. Genau
so konnen wir auch die auf einer geraden oder krummen Bahn von
einem Punkte von einer Anfangslage aus zuriickgelegten Wege s auf
einer Geraden auftragen und jedem Punkt derselben die vom An-
fangspunkte bis dahin verflossene Zeit durch eine Parallele zur Zeit-
achse von entsprechender Linge zuordnen. Wihlen wir die Zeit als
Abszisse und den durchlaufenen Weg als Ordinate und stellen der
Einfachheit halber beide senkrecht zueinander, so erhalten wir durch
Verbindung der Ordinatenpunkte die in Abb. 20 dargestellte Weg-
kurve mit der Gleichung
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Da der bewegte Punkt nicht gleichzeitig, d. h. bei einer und der-
selben Uhrzeigerstellung, zwei verschiedene Lagen einnehmen kann,
sondern zum Ubergang von einer Lage in die andere eine endliche
Zeit gebraucht, innerhalb deren er alle Zwischenlagen iiberstreicht,
so kann die Wegkurve auch keine Spriinge aufweisen, son-
dern mufl durchaus stetig verlaufen. Sie kann auch nicht ge-
schlossen oder teilweise riickldufig sein, auch darf sie keine Schleifen
enthalten, da in allen diesen Fillen einem Punkte der Zeitachse
mehrere Lagen des bewegten Punktes entsprechen wiirden. Fiir den
Ruhezustand des Punktes geht die Wegkurve in eine Parallele zur
Zeitachse iiber, in die sie auch beim Aufhdren des Bewegungs-
zustandes einmiindet. Kommt demnach ein Punkt zeitweilig zur
Ruhe, so enthilt seine Wegkurve
parallele Stiicke zur Zeitachse.
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Abb. 20, Abb. 21,

1. Beispiel. Aus Wegkurven dieser Art setzen sich die graphischen
Fahrpline des Eisenbahnbetriebes zusammen. In Abb. 21 ist durch
die gebrochene Linie O A’ A” B' B” C die Wegkurve eines Eisenbahnzuges zwischen
den Endstationen O und C, dargestellt, der auf den Zwischenstationen 4, und
B, Aufenthalt nimmt, deren Dauer der Linge der zur Zeitachse parallelen
Stiicke 4’ A4” und B'B” entspricht, wahrend die ganze Reisedauer durch die
Strecke OC’ gegeben ist. Ein zwischen den Stationen O und C, nicht halten-
der Schnellzug verldfit die Ausgangsstation um die durch die Linge 0O, ge-
messene Zeit spater und iiberholt den vorgenannten Zug auf der ersten Station 4,,
wihrend dessen Aufenthaltes, so daB seine Wegkurve durch die steiler an-
steigende Gerade O,C, mit der Reisedauer O,C,' dargestellt ist. In derselben
Weise kann man auch noch andere Wegkurven von Ziigen mit anderen Fahr-
zeiten und Aufenthalten, sowie solche mit entgegengesetzter Fahrtrichtung
nach dem Kursbuche eintragen, welch letztere naturgemiaf durch abfallende
Linienziige dargestellt werden und insgesamt ein {iibersichtliches Bild der
ganzen Streckenbelastung darbieten.

Haben wir es mit einer krummen Bahn zu tun, so bereitet die
Messung der Weglinge mit Hilfe eines im allgemeinen starren ge-
raden MaBstabes Schwierigkeiten und fithrt leicht zu Ungenauigkeiten.
Man wird es darum vorziehen, in solchem Fall die beiden Risse
(Projektionen) # und y des durchlaufenden Weges s auf den Achsen
eines in der Bewegungsebene festen Achsenkreuzes (Koordinaten-
systems) zu betrachten und deren Anderung mit der Zeit festzu-
legen. Fur jeden dieser Risse erhdlt man alsdann eine Wegkurve
nach den Formeln:

x::f](t)s y::ﬁz<t), s e e 4 e e e . 2)
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aus denen sich durch Ausschaltung der Zeit ¢ die Bahngleichung
Fle,y)=0. . . . . . . ... .3

in der xzy-Ebene selbst ergibt. Legen wir dann die Achsenkreuze
beider Wegkurven nach Abb. 22 derart aneinander, daB die Zeitachsen
zusammenfallen und die beiden
4 Wegachsen zueinander senk-
recht stehen, so erhalten wir
ein rdumliches Achsenkreuz zy¢
und in diesem eine Raumkurve
PQR mit den drei Rissen
Pl Ql Rl’ P2 Q? Ri} 4 PO QORO ke
deren Gleichungen durch 2)
und 3) gegeben sind. Diese
Raumkurve, die auch bei ge-
schlossener Bahn P,Q, R, ins
Ty Unendliche verlduft und im
0 Falle von Haltepunkten zur
Abb. 29. t-Achse parallele Stiicke auf-
weist, wollen wir nach dem
Vorgange von Minkowski als die Weltlinie der ebenen Bewegung
bezeichnen.

2. Beispiel. Legt der bewegte Punkt auf einer geraden Bahn in gleichen
Zeiten gleiche Strecken zuriick, so sprechen wir von einer gleichférmigen
Bewegung. Alsdann werden auch die beiden Achsen z,y im einfachen Ver-
héltnis mit der Zeit wachsen, also die beiden Wegkurven geradlinig verlaufen,
dem dann wiederum eine geradlinige Weltlinie entspricht.

3. Beispiel. Durchliuft der Punkt einen Kreis vom Halbmesser » der-
art, daB in gleichen Zeiten
gleiche Wege zuriickgelegt,
Abb. 23, also vom Fahr-
strahl » gleiche Winkel ¢

4 iiberstrichen werden, so
treten an Stelle von 2) die

e einfachen Formeln

r=Xkonst, ¢=uot,. 4)

worin w ein unverinder-
licher Beiwert ist, der mit
der Umlaufszeit ¢, in der
einfachen Beziehung

2x=wt, . . b)

steht. AuBerdem erkennt

man, daB in diesem Falle

der gleichférmigen

Kreisbewegung die

erste Gl. 4), welche die

Abb. 23. Zeit ¢ nicht enthidlt, ohne

weiteres die Bahngleichung

darstellt, die im Verein mit der zweiten als Weltlinie eine Schraubenlinie er-
gibt. Die beiden Wegkurven ergeben sich alsdann aus

T =17 C08 ¢ =7 COS )
y=rsing=rsinwt
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als Sinuslinien, die ebenso wie die Weltlinie ins Unendliche fortlaufen, wih-
rend die Bahngleichung auch
ol = 4b)

geschrieben werden kann.

§ 5. Geschwindigkeit oder Lauf. Wir haben im vorigen Ab-
schnitt eine gleichférmige Bewegung dadurch gekennzeichnet,
daB entsprechend einer geradlinigen Wegkurve in gleichen Zeiten
gleiche Strecken zuriickgelegt werden, dafl also der Bruch aus dem
Wege und dem zugehdrigen Zeitunterschiede fiir die Endlage

§—8§
B . |
it ¢ )

einen bestdndigen Wert besitzt. Man bezeichnet denselben gewdhn-
lich als die Geschwindigkeit, wofiir wir auch das kiirzere Wort
ysLauf“ benutzen wollen. Bilden wir denselben Bruch fiir eine
Bewegungsart mit gekriimmter Wegkurve, so finden wir fir jede
durchlaufene Strecke einen anderen Wert, den wir alsdann als mittlere
Geschwindigkeit oder mittleren Lauf des Punktes auf der
zwischen zwei Punkten zuriickgelegten Strecke bezeichnen.
Solche Mittelwerte kénnen wir z. B. dem graphischen Fahrplan Abb. 21
sofort entnehmen und aus der Neigung der zugehorigen Weggeraden
ihre Verschiedenheit zwischen den einzelnen Haltestellen erkennen.
Uber den Bewegungsvorgang zwischen den Endpunkten einer der
herausgegriffenen Strecken gibt der Mittelwert indessen keine Aus-
kunft, wenn wir nicht zu einer weiteren Unterteilung schreiten und
immer neue Mittelwerte bilden. Gehen wir damit bis zum ver-
schwindenden Wegelement ds, dem dann auch nur noch ein Zeit-
element di zugeordnet ist, so erhalten wir den Grenzwert in drei
Schreibweisen®)

ds

==

. §—8
lim—1*
1

§=wv,. . . . ... .la)

der nunmehr den Lauf an der betrachteten Stelle darstellt und
durch die trigonometrische Tangente des Tangentenwinkels im zu-
gehorigen Punkte der Wegkurve gegeben ist. Trigt man die so ge-
wonnenen einzelnen Laufwerte in einem geeigneten, sonst aber will-
kiirlichen MafBstabe als Funktion der Zeit auf, so erhilt man zu jeder
Wegkurve eine Laufkurve, die ersichtlich fiir die durch 1) ge-
gebene gleichférmige Bewegung parallel zur Zeitachse verliuft. Da
ferner im Zihler des Ausdruckes fiir den Lauf stets eine Ldnge [, ge-
messen in Meter, im Nenner eine in Sekunden gemessene Zeit ¢ steht,
so wird der ganze Bruch in m/sec nach der Dimensionsformel

v=[l-t7 . ... oL 2)
ausgedriickt.
1) Die in der Folge vielfach angewandte Schreibweise $ fiir die Ableitung

nach der Zeit rithrt schon von Newton her, wihrend Leibnitz dafiir ds: d¢
benutzte.
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Man kann natiirlich auch jeden Lauf » mit der zugehdrigen
Strecke s zu einer Laufwegkurve mit der Gleichung

ve=s=g() . . . ... ... .3
auftragen und aus dieser durch Integration der Formel
dt = d.s s - 1))
§ v

zwischen den Grenzen s, und s die auf dieser Strecke verflossene
Zeit rechnerisch oder graphisch (durch Planimetrieren der »™*-Kurve)
ermitteln.

1. Beispiel. Um von einem Punkte P, mit den Achsenabstinden z,, y,
zu einem Punkte P, mit x,, y, auf der anderen Seite der z-Achse iiber P mit
dem Abstande # von O, Abb. 24,
v derart zu gelangen, daf der Lauf
oberhalb derselben unverdndert
gleich ¢,, unterhalb dagegen ¢, ist,
braucht man die Zeit

p Vi =z ty®
& Cy

o - | T T
v (0, — @)+ 3 . 4)
i Cs 4
die somit nur von der durch z ge-
gebenen Lage des Ubergangspunk-
Y tes P abhingt. Soll die ganze

Abb. 24. Laufdauer einen Kleinstwert an-
nehmen, so folgt

dt — :;xtjl:’ = e — —
dz oy @E—x)2 -ty V@ —a) -+

oder unter Einfiihrung der Bahnwinkel ¢, und ¢, wmit der Senkrechten in P

xzfx

0, . ... 4a)

sin ¥ sin &, sin 9. [
A =272 oder - - ==

¢, c, sind, ¢,

...... . . 4b)

Es ist dies nichts anderes, als der von Fermat herrilhrende Beweis des
Snelliusschen Brechungsgesetzes eines Lichtstrahles an der Grenze
zweier Korper, in denen das Licht verschiedene Laufe besitzt. Daf es sich
nicht um einen Hochstwert von ¢ handeln kann, folgt ohne Bestimmung des
Vorzeichens der zweiten Ableitung von # nach x schon aus dem Umstande,
dafl ¢ mit z augenscheinlich und im Einklange mit 4) unbegrenzt wachsen mus.

Bewege ich mich im Gang eines fahrenden Eisenbahnwagens in
der Fahrtrichtung, so ist der von mir gegeniiber dem Bahnkorper
zuriickgelegte Weg die Summe der Wege des Wagens und des meines
Korpers in demselben, wihrend bei umgekehrter Gangrichtung der
Gesamtweg als Unterschied der einzelnen sich ergibt. Daraus folgt,
daB gleichgerichtete Wege sich algebraisch addieren. Uber-
tragen wir dies auf die Elemente dz’ und dz”, so wird das Gesamt-

wegelement
de=da' - da”
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und nach Division mit dem dabei verflossenen Zeitelement d¢

de di' | da”
at = di T de
oder
’Ux — == {i" + j?” — /U.z” + ’l)"_N, e e e e e e 5)

d. h. in einer und derselben Richtung addieren sich die Laufe
eines bewegten Punktes algebraisch. Daraus folgt weiter, da@3
die Geschwindigkeit oder der Lauf ebenso wie eine Strecke
eine gerichtete GroBe, einen sog. Vektor darstellt, dessen
Richtung mit derjenigen der Bahntangente an jeder Stelle
iibereinstimmt.

Bewegt man sich nun im Abteil eines Eisenbahnwagens senk-
recht zur Fahrtrichtung, so ergibt sich eine von der Vorwirtsbewegung
ginzlich unabhéingige, gleichzeitige Seitenverschiebung dy, die mit der
Vorwiértsbewegung da gemeinsam auf eine schrige Gesamtverschiebung
filhrt. Bezeichnen wir das Element derselben, welches offenbar mit
dem der Bahn iibereinstimmt, mit ds und seinen Neigungswinkel
gegen die x-Achse mit ), so ist offenbar

dx=dscos ), dy=dssin,

oder nach Division mit d¢ in beiden Schreibweisen

L o s ]
T==8cost)=v cos = v, e

Y= -ssind=v-sind=v,, Abb. 25
alxo ‘
v ==& =& cos -y sin § = v, cos ¥ |- v, sin ) 6)
2 .2 .0 R 9 (. - . b
P g o, j

Der Gesamtlauf oder die Resultante als Vektor stellt hier-
nach die Diagonale des aus den beiden Teilliufen, den
Komponenten, gebildeten Rechteckes dar. Abb. 25.

Sind die beiden gleichzeitigen Verschiebungen eines bewegten
Punktes gegeneinander um den

Winkel 9, geneigt, so zerlegen wir A _z
sie zweckm#fBig in je zwei zuein- P
ander senkrechte Teilbetrige in den S //
Achsenrichtungen, so zwar, dafl} 5k S /
dae’ =ds’ cos®¥, dy =ds sins) !
L R B s S

do’ ==ds" cos ¥, dy’' =ds" sin®" ¥ : 3‘
ist und addieren diese nach Teilung ‘9’ 5
mit dt fiir sich. Daraus folgt dann o il A
fir die Teilbetrige des Gesamt- ¢ % x
laufes § nach Abb. 26 Abb. 26.

v, =& = 4§ cos ¥ -+ §" cos 9" =" cos ¥ - v" cos " 7)

v, =1 =2§sin ¥ -} & sin 9" =o'sin &’ - 0" sin ")

Lorenz, Techn. Physik I, 1. 2. Aufl. 2
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also nach Quadrieren und Addieren wegen 6)
§'% 4 §"2 -1~ 25§ (cos ¥ cos ¥’ - sin ¥ sin ¥),

8
oder da
cos &’ cos 9" -} sin ' sin ¥ = cos (¢ — 9"”) = cos &),
VP=5§"=¥2L§2 125§ cosPy=1"?+ "4 29'v"cos },. Ta)

Ebenso erhalten wir auch durch Erweiterung der ersten Formel 7)
mit cos ), der zweiten mit sind und Addition

& cos & 4 g sin 9 =& (cos & cos & 4~ sin &' sin 9)
—+ & (cos 9" cos ¥ - sin 9" sin ),
oder mit Riicksicht auf 6)
v=235=4¢cos (¢ — V) 8" cos ("' — V)
=v'cos (& — &)+ v"cos(¥"—3). . . . ... Tb)

Danach erscheint auch bei beliebig gegeneinander geneigten
Einzelldufen der Gesamtlauf eines bewegten Punktes als
Diagonale des aus den Einzelldufen gebildeten Parallelo-
gramms oder auch als SchluBlinie des aus ihnen durch An-
einanderreihung erhaltenen gebrochenen Linienzuges. Dieses
Ergebnis ist offenbar die Verallgemeinerung der oben durch 6) ge-
gebenen Zusammensetzung zweier senkrecht zueinander gerichteter Teil-
betrige und gilt fiir alle Arten von Vektoren. Es la8t sich, wie man
durch Vereinigung des zuletzt erhaltenen Gesamtbetrages mit einem
dritten Einzelbetrage erkennt. ohne weiteres auf eine beliebige An-
zahl von Vektoren ausdehnen, deren Aneinanderreihung
einen gebrochenen Linienzug ergibt, dessen SchluBlinie
nach GréB8e und Richtung den Gesamtvektor darstellt. Diese
Aneinanderreihung bezeichnet man wohl auch als geometrische
Addition der Vektoren im Gegensatz zur algebraischen und schreibt
sie unter Verwendung von Frakturbuchstaben in der einfachen Form
fiir Strecken

s §g=35-}-8"1...,
o 2z, oder fiir Liufe
Z< @z . . .
/ §=38+35"-4.. 1
Abb. 27, bzw. p—1 __l_bll+ o
Danach wiirde, wenn in Abb. 27 r und t’ zwei benachbarte Fahr-

strahlen von einem willkiirlichen Anfangspunkte O an das Bahnelement
d3 bedeuten, dieses sich als geometrischer Unterschied

dg=1t'—r=dr=tdt. . . . . . . . 8a)

. 8)

zugleich mit dem Lauf 8=t nach Grofe und Richtung ergeben.
SchlieBlich sei noch bemerkt, daBl durch die Einzelvektoren stets
der Gesamtvektor bestimmt ist, umgekehrt aber nur die
zwei Teilbetrdage eines Vektors, wenn deren Richtungen
gegeben sind.
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2, Beispiel. Sind die beiden Wegkurven fiir die »- und y-Richtung ge-
geben durch at
%= acos wf - x==qe } ..... 9)

y = bsin wi T ox=be

so sind die zugehorigen Bahngleichungen
2 2
2‘3 -+ Zzzl bzw. xy=ab, . . . .. . . . . 9a)

also eine Ellipse oder gleichseitige Hyperbel.
Weiter sind die Laufteile

d=—wasinol g,y d=eae 4L 9b)
7 =wb cos wt ge=——abe "t ]
und die Gesamt- oder Bahnldufe:
v=yE g,
also fiir die Ellipse:
v=wyasinwt4-bcoslwt . . . ... ... 9¢)
und fiir die Hyperbel: . B
v=cVared e L L 9d)

§ 6. Winkelgeschwindigkeit oder Drehwert. Es erscheint hiufig
zweckmiflig, die Bewegung und die Bahn eines Punktes nicht auf zwei
rechtwinklige Achsen zu beziehen, sondern durch seinen Abstand von
einem Anfangspunkte O und den Drehwinkel dieses sog. Fahrstrahls
gegen eine feste Anfangslage auszu-
driicken. Davon haben wir schon ein-
mal am Schlusse des § 4 bei der Be-
trachtung einer gleichférmigen Kreis-
bewegung, sowie fiir die Vektordar-
stellung des Laufes am Ende des letz-
ten Abschnittes Gebrauch gemacht.

Bedeuten wieder  und y die recht- [
winkligen Koordinaten eines Bahn- ;
punktes, so ergibt sich sein Abstand r |
vom Anfang O und dessen Drehwinkel ¢ 0 x
gegen die X-Achse nach Abb. 28: Abb. 28.

r=7rCcosy, y=rsne, . . .. .. . 1)

also: ]
dz=drcosp —rsinpdp

dy=drsin ¢ 4-rcospdep)
und fiir das Bahnelement

ds?=da* - dy*=dr* f-r*de*. . . . . . .1b)
Die Teilung der Elemente 1a) mit dt sowie von 1b) mit di* er-
gibt alsdann mit den beiden neuen Ausdriicken:

ar__; d(p——(,bza), )

. 1a)

kI T
von denen wir den ersten als Radialgeschwindigkeit oder Strahl-
lauf, den zweiten als Winkelgeschwindigkeit oder Drehwert

mit der Dimension w = [¢7'], das Produkt r @ =v, mit dem Strahl r
2*
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aber als Drehgeschwindigkeit oder Drehlauf bezeichnen wollen,
unter sonstiger Beibehaltung der bisher geiibten Schreibweise

vd,zw:rcosw—r«psm(p:vrcosqo—rwsmqa}
v,=y=rsinp-rpcosp=u, sing -} rweos

P e=item i b= =, v, L . 3a)
Hiernach kann der Bahnlauf v, den wir im letzten Paragraph in zwei
Teile nach den Achsenrichtungen zerlegt hatten, auch in der Strahl-
richtung und senkrecht dazu nach
Abb. 29 in einen Strahllauf v, und
einen Drehlauf rw derart aufgeteilt
werden, daB mit der Neigung v
der Bahn gegen den Strahl r

3)

v, ==V COS Y, ro=vsiny 4)

wird. Angesichts der willkiirlichen
Lage des rechtwinkligen Achsen-
kreuzes sind diese Formeln allerdings
selbstverstdndlich und mit den Glei-
Abb. 29, chungen 6), § 5, gleichwertig, in die

sie, wie man durch Einsetzen von 4)
in 3) feststellt, mit ¢ -l =14 iibergehen, worin ¢ den Neigungs-
winkel der Bahn gegen die feste Anfangslage bedeutet.

g

1. Beispi}‘l. Haben wir es im Sonderfall mit einer reinen Kreisbewegung
zu_tun, so blelbt‘ der Strahl r vom Kreismittelpunkt aus unverindert, und die
beiden Teilldufe in den Achsenrichtungen vereinfachen sich mit v,==7=0 in

V== —1rwsin g, Vy==T@WCOS ¢, o « « o o « . . 5)
wéhrend der Bahnlauf mit dem Drehlauf
V==TW « « « v 4 o v v e e e e e .. da)

itibereinstimmt.

2. Beispiel. Bewegt sich der Mittelpunkt einer gleichféormigen Drehung
@ = ot _selbst noch gleichférmig mit dem Laufe ¢ etwa in der z-Richtung fort,
o erhalten wir fiir die Gesamtbewegung

x=c-t-+47rcos wt, y=rsinwt, . . . .. ... 6)
oder auch

c- .
x=%+rcos<p, y=rsing.. . . . . . .. 6a)

Mit ¢c=rw wird die Bahn eine gemeine Zykloide, mit ¢=rw eine Trochoide
Abb. 3). Die Teilliufe sind

Vpy==C—rwsing, Vy=T@COSQP . . « . « o o« « 7)
und der Gesamt- oder Bahnlauf v folgt aus

=04 v =ct4rw?—2rcowsing=c*}+r*w?—2cwy,. . Ta)
schwankt also nur mit der Hohenlage des Punktes iiber dem Kreismittelpunkt

zwischen den durch
ctro?>v*>@Cc—rw)? . . .. .. 7b)

gegebenen Grenzen.
3, Beispiel. Dreht sich ein Punkt P gleichzeitig um zwei Pole O, und O,,
wahrend die augenblicklichen Fahrstrahlen r, und r, die Winkel ¢, und ¢, mit
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dem Achsenabstande O, O, =a bilden, so hat man nach Abb. 30 zundchst die
geometrischen Beziehungen

rysin g, =7, sin ¢, , 7,CO08 @y, — 1 COSQP, ==@G. . . . . . 8)

Da sich nun nach den Ausfihrungen des § 1 die Drehungen, d. h. die Ande-
rungen d¢, und dg, der Winkel einfach algebraisch addieren, so gilt dies auch
fiir die Drebwerte ¢, = w, und ¢, = w,, die mithin den Gesamtdrehwert

T I S ¢
ergeben. Die Laufwerte der Gesamtbewegung in der z- und y-Richtung be-
rechnen sich ferner durch Addition der durch 5) bestimmten Betrige der Einzel-
drehungen zu

Vy =57 =T W, sin G 1 W, sin (/*2] 10)
Vy = T @y €08 'y —F 7, 0y COS @, i '
mit dem aus
P=rtol4+nrnr02+2r o wco8(g,—p,) . . . . . 10a)

hervorgehenden Bahnlauf. Betrachten wir auch diesen als Drehlauf um einen
Pol O im Abstand OP =r auf der Senkrechten zu v, die mit a den Winkel ¢

bildet, so mul deren Drehwert ¢ = w und
TONNE Y,

V,==—7rwsin e, Vy =T @ COS @
sein. Das gibt mit 10)

r wsin g =7, @, sin ¢, - r, v, sin @,
4 1 @ P Ty Wy 2 10b)

7 W COS @ == 7, W, COS ¢, ~ 7, w, COS @, }
Mit der ersten dieser Formeln folgt aber aus
8) und 9)

7, 8in @, = rysing, = rsing ,. . 8a)
d. h. der gesuchte Drehpol O liegt auf
der Geraden O, 0,. Weiter wird aus 10b)
nach Erweiterung mit cos ¢, bzw. sin ¢ und \
Addition bzw. Subtraktion G 2z O Z;, a
, ) . r— a 7

7o =7 0008 (p = gy) 7y @, 008 (9 —92)) g0

0—r o sin (p—g,)+r,o,sin (@ —g,)

Abb. 30.

Bezeichnen wir nunmehr die Absténde des Poles O von den Einzelpolen O,
und O, mit @, und a,, so daB also a, }a,—a ist, so erkennen wir aus den
Dreiecken O, OP und 0,0P

@ S{n 7((P1 — ) @ _ sin (p ":P-:‘)

ro sing, ro sing, > 7 11
also mit Riicksicht auf die zweite Gl. 10¢) sowie Sa)

a, _ sin(p, —g)sing, o,

a, sin(p—g@)sing, '

womit die Lage des Punktes O durch «, w, == @, o, festgelegt ist. Wird im Sonder

. 1la)

falle entgegengesetzt gleicher Drehwerte o, + w,=0 oder w, == — e,
so folgt aus 10) mit Riicksicht auf die GI. 8)
v, ==0; e T )]
und aus 11a)
»Z‘ ~—1, sing:--0, also ¢,=-—a, 00,

d. h. zwei entgegengesetzt gleiche Drehungen, ein sog. Drehpaar, er-
geben eine zur Polverbindung senkrechte Verschiebung mit dem
Laufwerte aw,, die auch als Drehung um einen unendlich fernen
Pol aufgefafit werden kann.
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4. Beispiel. Rollt ein Kreis vom Halbmesser », auf einem festen vom
Halbmesser r,, so wird bei einer Drehung des ersteren um ¢, der Beriihrungs-
punkt auf dem festen Kreise den Bogen r, ¢, =1, @, zuriicklegen. Verlduft
die Bewegung gleichformig, so dirrfen wir dafiir auch unter Einfiihrung der
beiden Drehwerte, sowie mit dem unverdnderlichen Abstande 7, der beiden
Kreismitten schreiben

@7 =0, T, =1y, . . ..o 13)
woraus sich
W, 7, Wy T
7'1 = - 270 'y 7'2 = *A—{\O— ..... fe . 14)
Wy + @y ©; + o,

ergibt. Jeder Punkt des Rollkreises beschreibt alsdann nach dem 1. Beispiel
§ 1, eine Epizykloide. Solche Kurven beschreiben angenihert die Monde der
Planeten um die Sonne, deren Bahnebenen, wie diejenige des Erdmondes, nur
wenig gegen die Ebenen der Planetenbahnen geneigt und wie diese selbst
nahezn kreisférmig sind. Im Falle des Erdmondes ist w,:w, ~ 12,37 und
die Neigung seiner Bahnebene gegen die der Erdbahn (Ekliptik) wenig groBer
als 5° so dafl die Rollkreishalbmesser ungefshr 7,=10,0757,, r,=10,9257,
werden, wenn 7, den Erdbahnhalbmesser bedeutet. Da nun der mittlere Halb-
messer der Mondbahn um die Erde nur r==17,:390 ist, so weicht die Mond-
bahn um die Sonne nur um diesen kleinen Betrag nach auBien und innen von
der fast kreisformigen Erdbahn ab, ist also wie diese selbst stets konkav gegen
die Sonne. Fiir den Umlauf der Erde um die Sonne, sowie der des Mondes
um die Erde sind ferner

Uy == 01 7y, Up =W, 7,
also ist

%y, w7 12,37

u, - o7, 390

Mit u, ~ 30 km/sec wird demnach u,~ 1km/sec, so daB der Mond auf séiner
Bahn um die Sonne an dem am weitesten auBerhalb der Erdbahn gelegenen
Punkte den Lauf u, 4 u,~ 31 km/sec, an dem innersten Punkte aber den Lauf
U, — Uy ~ 29 km/sec besitzt, also merklich ungleichférmig um die Sonne lduft,
wozu noch die Ungleichférmigkeiten infolge der Abweichungen von der Kreis-
bahn hinzutreten.

=0,032.

§ 7. Beschleunigung oder Anlauf. Beobachten wir einen Eisen-
bahnzug auf seinem Wege vom Ausgangspunkte bis zur nichsten
Haltestelle, so stellen wir zunéchst einen Ubergang vom Ruhezustand
zu einer nahezu gleichférmigen Bewegung, die auf der sog. offenen
Strecke eingehalten wird, und danach wieder einen allmihlichen
Ubergang zum Ruhezustande fest. Lings des ganzen Weges ist
demnach sowohl der Bahnlauf », als auch seine beiden Teilbetrige
v, und v, in zwei zueinander senkrechten Achsenrichtungen ver-
anderlich, und zwar unabh#ngig davon, ob die Bahn gerade oder
gekriimmt ist. Im Anschluf an dies Bild unseres Eisenbahnzuges
wollen wir den elementaren Zuwachs des Laufes zu Beginn der Be-
wegung gemessen durch das Zeitelement als Beschleunigung oder
Anlauf, den entsprechenden Bruch der Abnahme und der Zeit als
Verzégerung oder Ablauf bezeichnen. Die beiden neuen Begriffe
unterscheiden sich offenbar nur durch das Vorzeichen, so daB wir
den Ablauf auch als den negativen Anlauf ansehen und nur mit
letzterem zu rechnen brauchen. Nach dieser Festsetzung erhalten
wir fiir die Bahn und die beiden Achsenrichtungen die Anliufe
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dv d?s .
f N:; (zt“ - dit'3 = l 1)
¢ :(lng:(if:x Q:t%vy_:dzy::y ("
I T A T J

worin der Doppelpunkt iiber dem Buchstaben, der die Richtung
angibt, eine zweifache Ableitung nach der Zeit in sinngeméBer Aus-
dehnung der bisher fiir den Lauf gebrauchten Schreibweise andeuten
moge. Erweitert man die Formeln der zweiten Reihe mit da=1v_ dt
bzw. dy=wv,dt und addiert, so erhilt man mit Riicksicht auf die
Beziehung v*=v* -} v *

g dx--q dy=vdv v dv =vdv, . . . . la)

worin aber dx und dy nicht beliebige Differentiale, sondern Risse
des Bahnelementes darstellen.

Der Anlauf héingt nun mit dem Wege selbst und dem Laufe aufs
engste zusammen, wie am klarsten aus der Entwicklung des Weges
s==f(t) als Zeitfunktion nach der Taylorschen Reihe hervorgeht.
Diese liefert

t ds> t* <d'38> 3 <d38>
== ) R .
y 8°T1z<dt o), Ta\ae )T

b 1. 3 .. .
8:'90‘{*‘1’*!30’1‘"2‘!30“;?3'!80+-"’ e e 2)

oder

worin der Zeiger 0 den Wert der damit behafteten Grofie zu Beginn
der Zeitrechnung angibt. Wir werden nun bald sehen, dal in vielen
Fillen der Anlauf § selbst nicht in seiner Abhingigkeit von der Zeit,
sondern vielmehr von der Lage des bewegten Punktes, d. h.

- d’s

S:dﬁ:q(s)' ).

von vornherein gegeben ist. Alsdann ergibt sich

~ d*s dq ds dq -

ST T ds dt ds '

w dts  d?q ., dq.. d*q . . dgq]
T F I P R A
usf., so daB also durch 3) in der Tat alle Ableitungen von s fest-
gelegt sind. Daraus folgt aber im Zusammenhange mit 2), dall man
zur vollstindigen Beschreibung des Bewegungszustandes
nur die Anfangslage s,, den Anfangslauf s, und die Ab-
hangigkeit des Anlaufes ¢ von der Lage zu kennen braucht.
Erleidet einer der Werte von & oder § an irgendeiner Stelle eine
Unstetigkeit, so gilt natirlich die Reihe 2) nur bis zu dieser Stelle
und ist jenseits derselben mit den neuen Anfangswerten wieder auf-
zustellen. Im Falle einer krummen Bahn wird fiir jede der beiden
Richtungen x und y eine Reihe 2) angeschrieben, deren weitere Be-
handlung genau wie oben vonstatten geht. Die diesen Richtungen

3a)
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entsprechenden Anlaufteile ¢, und ¢, ergeben alsdann einen Gesamt-
anlauf ——

n =V¢ +4q* . . . .. .. . . 1b)
der die Bewegungsrichtung eines vorher in Ruhe befindlichen Punktes
bestimmt und daher selbst als Vektor mit dieser Richtung aufzu-
fassen ist. Dagegen braucht diese Richtung durchaus nicht mit der-
jenigen des Laufes iibereinzustimmen, so daBl im allgemeinen auch
der Gesamtanlauf ¢ von dem Bahnanlauf ¢, verschieden ausfillt.
Sind beide Anlaufteile ¢ und g, in jedem Punkte der Bewegungs-
ebene, d. h. durch die Achsenabstinde z und y bestimmt, so trifft
dies auch fiir den Gesamtanlauf ¢ nach GréBe und Richtung zu.
Die ganze Ebene stellt alsdann ein Anlauffeld dar, in dem der
Gesamtanlauf als sog. Feldstirke die Bewegung jedes Punktes
nach Gl. 1b) bedingt.

Da ferner der Anlauf aus der Teilung des Laufzuwachses mit
dem Zeitelemente hervorgeht, so ist seine Dimension

q:IS.:[Z-t_Q], L T 4)
er wird mithin in m/sec® gemessen.

1. Beispiel. Besonders einfach gestaltet sich der Bewegungsvorgang auf
einer Geraden mit einem gleichgerichteten unverénderlichen Anlauf ¢ = ¢, =g.
Alsdann ist mit einem Anfangslauf §=c¢ an der Stelle s,, sowie wegen des
Verschwindens aller héheren Ableitungen wie §" u.a.m. nach 2) der zur Zeit ¢
zuriickgelegte Weg sofort gegeben durch

s=sytet-+3gt% . ... . b
v=b=c-tgt . ... ... ... Sa)

Wegen des mit der Zeit gleichformig wachsenden Laufes bezeichnet man den
ganzen Vorgang als eine gleichférmig beschleunigte Bewegung, deren
Wegkurve eme Parabel ist, wihrend die Laufkurve eine schrig ansteigende
Gerade wird. Schalten wir noch die Zeit aus den Formeln 5) und 5a) aus,
so erhalten wir fiir den Zusammenhang zwischen dem Lauf » und dem zuriick-
eg die Beziehun

gelegten Weg 8 P =200 —8). « « « « ¢ o v e .. 5b)
Die vorstehenden Gleichungen finden unmittelbar Anwendung auf den freien
Fall an der Erdoberfliche, an der erfahrungsgeméB ein Anlauffeld mit
senkrecht nach unten gerichtetem, auch mit der Hohe nahezu bestindigem An-
lauf, der sog. Erdbeschleunigung im Betrage von ¢ = 9,81 m/sec? herrscht.
Hierbei bedeutet s — s,="7% die durchfallene Hohe, ¢ den nach unten gerich-
teten Anfangslauf. Die Formeln sind aber auch fiir das Ansteigen im Erdfelde
nach Umkehrung des Vorzeichens von g zu verwenden und ergeben dann fiir
die groBte Steighdhe A, fir die §=v=0 wird,

29h=c*, . .. . . . ... ... 5¢)

2. Beispiel. Im Falle des schiefen Wurfes nach oben mit dem Anfangs-
lauf ¢ unter dem Winkel « gegen die Wagerechte haben wir die beiden Teil-
laufe in den Achsenrichtungen

&y ==Ccos ¢, Jo=csine, . . . ... ... 6)

wahrend nur in der Senkrechten als Anlauf die Erdbeschleunigung ¢, = 4§ = —

nach unten wirkt. Beginnt die Bewegung im Anfangspunkte 0 des Achsen-
kreuzes, so lauten die aus 2) abgeleiteten Gleichungen der Wegkurven in
beiden Richtungen

und der dabei erreichte Lauf

x=ctcCos « )]
y:ctsino:—%ﬁ;’ )}
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von denen die erste wieder eine Gerade, die zweite aber eine Parabel darstellt.
Durch Ausschalten der Zeit erhalten wir daraus
— LR L 7a)
y=atgua Jeteory  ttBE G (IT4tg2c) « . v . Ta)
als Gleichung der Wurfbahn, die hiernach auch eine Parabel ist und mit
der Erdbeschleunigung ¢ als Gesamtanlauf einen stetig verdnderlichen Winkel
bildet. Fiir y =0 wird daraus
oltge— 9%
"L<tg(' Zczcos*a)“o
mit den beiden Wurzeln

5 R o

G
;=0 und a,= ——a—tgacos‘-’u:—gwﬂn‘la, e .08

von denen die erste den Anfangspunkt, die zweite aber die gréfite Wurf-
weite ergibt, die hiernach mit einem Erhebungswinkel von 459 erreicht
werden kann. Aus den Laufteilen in den Achsenrichtungen

V=& =ccosc, vy=gy=csine—gt . . . ... .9
folgt mit v,==0 die groBte Wurfhéhe mit den Achsenabstéinden

)

xg = z sin 2 « o= o sin« Ya)

T =5y <, ‘/O_*Zg P P .. Ya)
von denen der erstere der halben Wurfweite gleicht, so daB der héchste Punkt
den Paratelscheitel bildet.

Fir den Bahnlauf erhalten wir mit v* = v,® 4 v,* aus 9)

v =¢*—2g¢tcsin« + g2 ¢°,
oder mit Riicksicht auf die zweite Formel 7)

v=ct—2g9y, . ... 0. 9b)

d. h. der Bahnlauf ist nur mit der Hohe iiber dem Erdboden ver-
dnderlich und hat fiir gleich hohe Punkte beim Auf- und Abstieg denselben
Wert. Danach hat der geworfene Korper beim Niederfallen denselben Lauf
wie beim Abwurf. Schalten wir ferner die Zeit aus den beiden Formeln 7)
und 9) aus, so folgt Qg — o sin® ° \

gy=c¢*sinfc—w,0, . . . ... ... 9e)
wonach gleiche Hohen auch mit denselben Bahnwinkeln durchlaufen werden,
der geworfene Korper also auch unter dem Ausgangswinkel den Erdboden
wieder erreicht.

Soll ein bestimmtes Ziel P mit den Achsenabstinden z,, y, er-
reicht werden, so erfordert dies einen Erhebungswinkel, der sich nach Einsetzen
in die Bahngleichung 7a) durch Auflésen nach tg « berechnet. Man findet

¢ Vo o T

tg o gi -+ g vet—2cgy, — g, ... ... 10)
also im allgemeinen zwei Werte von «, denen auch zwei Flugbahnen ent-
sprechen. Von ihnen bezeichnet
man die untere OCP in Abb, 31
als Flachbahn, die obere als
Steilbahn. Die beiden Werte T
von « sind indessen nur so lange &
reell, als ¢ —2c%gy, — g2 >0
bleibt. Ziele auBerhalb der durch _-~ ;
die Kurve 4 L 4

ct —2c%gy, — g*2,2=-0 10a) Abb. 31,

umschlossenen Fliche sind folglich mit dem Anfangslauf ¢ iiberhaupt nicht
erreichbar. Die auf der in Abb. 31 punktiert eingetragenen Kurve 10a), die

|
|
1
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ersichtlich wieder eine Parabel, aber mit senkrechter Achse durch den
Anfang darstellt, gelegenen Ziele werden dann nur mit je einem Winkel
tg o= c , also auch nur einer Flugbahn erreicht. Die Kurve mit der durch

g
5¢) gegel'lenen Scheitelhohe hiillt somit alle die Flugbahnen mit gleichem
Anfangslauf ¢ ein und umschlieBt den sog. SchuBibereich.

3. Beispiel. Fragen wir nach der Kurve, auf welcher die Fallzeit
zwischen zwei Punkten den kleinsten Wert gegeniiber allen andern
durch diese hindurchgehenden Kurven annimmt, so brauchen wir nur drei
unendlich benachbarte Punkte der gesuchten Kurve, Abb. 32, mit den Ab-
stinden ds’, ds” und den Neigungswinkeln
9, 9" gegen die Wagerechte und den Lauf-
werten ¢/, v/ ins Auge zu fassen. Verschieben
wir nunmehr den Zwischenpunkt wagerecht um
dz, so #ndern zwar die Wegelemente ds' und
ds” sich um — dz cos? und -~ dz cos #”, nicht
aber die Laufwerte v" und ¢"”. Der Anderung
des Gesamtweges entspricht aber ein Zeitunter-

schied o ¥
(st:("is —-C"L) sz. . . 11)

7}” ’l),

gegeniiber der Zeit zum Durchlaufen der urspriinglichen Strecken ds’ und ds”.
Damit diese Zeit ein Kleinstwert wird (ein Hochstwert kommt natiirlich nicht
in Frage), so muB 6¢=0, also wegen der Willkiir von d2 die Klammer ver-
schwinden. Es muf} daher lings der gesuchten Kurve der Bruch

cos ¥  cos?”’ cosd

= = SE=C 11a)

einen festen Wert besitzen. Rechnen wir nun die Fallhohen y von der Ruhe-
lage aus, so geht mib

e o dy>21 -3 1
v=y29y, cos ¥ = [14—(&5 I 2—9072*0 . . . 11b)
Gl. 11a) iiber in
dy 1/ce—vy
A=W Ty 12)
Setzen wir darin
y:csin‘-’z:«—(i(l——cos@ dy:isintpdtp
2 2 ’ 2 ’
s0 witrde mit x=0 fir ¢ =20 i . 13)
L. @ c ¢ .
dx-——csmg—z—dtp:———g(l—costp)dtp, x-‘:g((p—-slntp).J

Wir erhalten also zwischen z, y und ¢ die Gleichungen einer gemeinen
Zykloide, § 1, deren Rollkreis mit dem Durchmesser ¢=27 den Bogen ¢
vom Anfang zuriickgelegt hat. ’

Mit 13) folgt aus 12) fiir die Tangentenneigung, den Bogen und
den Krimmungsarm

tgﬂ:ctg%, 19:”_2:’1, 2d9—=—do
ds:\/dx?—}—dy“’:erin%dtp, s:4r[1——cos%_| | . 13a)
ds . @
9——%~—4rsm—2‘_4rcosﬁ J

Danach ist der Gesamtbogen der Zykloide fiir eine volle Rollkreisdrehung
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¢ =2z, s, =8r und der Kriimmungsarm ist gleich der doppelten Normale n
bis zum FuBpunkt des Rollkreises, Abb. 33, der nach § 1 den augenblicklichen
Drehpol bildet. AuBerdem geht die Tangente stets durch das diesem Pol ent-
gegengesetzte Ende des Rollkreisdurchmessers. Tragen wir auf der Tangente
in P die Linge des Bogens PO’ bis zum Scheitel O' der Zykloide ab, machen
also PP’ = P, so ist P’ ein Punkt der Evolvente mit den Abstinden
und %’ in bezug auf das Achsenkreuz durch O’. Da hiernach

OP =4r,
OP —s—4r h—cosfjv} )
I,P;:01>'_01’:4rcos»g
ist, so wird
=ra—zx —47005%—-sin —2'1
=7 [r — ¢ — sin (z — ¢)]

y’:y——2r~{—4r00s‘-’—(g—

=r{l 4 cosg],

oder mit 7 — @ =¢’

57
S -

o =r(p’ —sing’), | ;
Y —r(l—cosg), § 13V Abb. 33.

d. h. die Evolvente der Zykloide ist eine von ihrem Scheitel aus-
gehende kongruente Zykloide. Man kann demnach die Bewegung auf
einer Zykloide durch den Endpunkt eines Fadens von der Linge 4r darstellen,
der sich selbst auf einer festen Zykloide mit dem Rollkreisarm r auf- und ab-
wickelt, Dadurch entsteht ein sog. Zykloidenpendel, auf dessen Bewegung
wir noch zuriickkommen werden.

§ 8. Bahnanlauf und Normalanlauf. Angesichts der vollig will-
kiirlichen Lage des Bezugsachsenkreuzes ist die im letzten Abschnitt
benutzte Herleitung des Gesamtanlaufes aus den beiden Teilbetrégen
in den Achsenrichtungen wenig geeignet, iiber seine Wirkung auf
den Bewegungsvorgang einen klaren AufschluB zu gewidhren. Ins-
besondere ist daraus nicht ohne weiteres die Ursache der Nichtiiber-
einstimmung des Gesamtanlaufes mit dem Bahnanlaufe nach GroBe
und Richtung ersichtlich. Die gewiinschte Einsicht gewinnen wir
nun durch Betrachtung des Bogenelementes ds und des Neigungs-
winkels ¢ der Bahntangente gegen die w-Richtung, welche beide
durch die Gleichungen

ds? =dz*-}-dy?, dy =tgdde |
dr=dscos?, dy:dssinﬂf

1

gegeben sind. Durch nochmalige Differentiation der oberen Formeln

erhalten wir
dsd’s=dxd*zx - dy d’y

dxdd
d¥y —tg dd?x = ————,
y g die cos®
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und nach Teilung mit ds-dt* und Einfithrung des Kriimmungshalb-
messers ¢ durch ds=od¥ o . . 1a)

Pz dx | d’y dy d’s
A ds U art ds de
Py de d*z dy 1 (ds\2
@ s T ds g \ai)

Dafiir diirfen wir aber mit unsern bisherigen Bezeichnungen schreiben

d
qysinﬁ—kqxcosﬂ:?l?]l
. v2f""""2)
q,cos ¥ — qm31n19=——~J
und erhalten somit zwei Anlaufteile in der Richtung der Bahntangente
und senkrecht dazu

dv - v

qs:-a-t—___s, qn: Q:

| %

von denen der erste mit dem schon bekannten Bahnanlauf iiber-
einstimmt, widhrend wir den zweiten als Normalanlauf bezeichnen
wollen. Beide Anteile entstehen durch Addition der Risse der beiden
Achsenanliufe auf die Bahntangente und Bahnnormale und ergeben
durch Quadrieren und Addition der beiden Formeln 2)

7'+ =9 +9’=¢ . .. . ... Ba
wieder den Gesamtanlauf g. Von den beiden Anteilen bedingt hier-
nach der Bahnanlauf, wie schon die Bezeichnung ausdriickt, die
Laufénderung lings der Bahn selbst, der Normalanlauf dagegen in-
sofern deren Kriimmung, als er den bewegten Punkt aus der Bahn-
tangente, welche die augenblickliche Bewegungsrichtung angibt, in
die Bahnkurve selbst dauernd ablenkt. Bei freier Bewegung ist
demnach der Normalanlauf immer nach dem Kriimmungs-
mittelpunkte hin gerichtet.
Man kann dieses Ergebnis auch unmittelbar aus dem Schaubilde
’ Abb. 34 ablesen, welches die von einem Pole
4 aus aufgetragenen Liufe nach GroBe und Rich-
d’; @ tung enthdlt. Darin erscheint die Verbindung
7 g-dt der Endpunkte zweier benachbarter Liufe v
i und v -}- dv als Hypotenuse zweier elementarer
/v rechtwinkliger Dreiecke, so zwar, dal}
¥

o, A =dv? - dv ] =dv* | v*dP?,

0 ——* woraus nach Division mit d#* und Beachtung
Abb. 34. von la)

e __ dvm 2~ dv, 2__ dv\2 vt
q_<dt) *<*d7>*<’;ﬁ)+'ég ... .. 3b)

in Ubereinstimmung mit 3a) hervorgeht. Daraus erkennt man auch

*vdi
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sofort, dal} der Normalanlauf mit dem Elemente v-dd senkrecht
auf v und damit auf der Bahntangente steht, wihrend der Gesamt-
anlauf ¢ in die jeweilige Tangente des Ortes aller Laufenden, des sog.
Hodographen (nach Hamilton) fillt, also von der Bahnrichtung
im allgemeinen um einen Winkel y abweicht, der sich aus
by e vd ) 30)
gr==-g - - .- .. ... 3

ergibt. Nach dem Vorgange der Abb. 27 kann man auch aus Abb. 34
die Vektorschreibweise fiir den Gesamtanlauf

A, =q=v=%. ... . ... .4
unmittelbar ablesen, da q-dt nur der geometrische Unterschied zweier
benachbarter Laufvektoren ist. Damit ist zugleich die zweite Ab-
leitung des Strahlvektors r als geometrische Summe des Bahn- und
Normalanlaufes dargestellt.

1. Beispiel. In dem schon im ersten Beispiel des § 6 behandelten Falle
einer Kreisbewegung waren die beiden Laufteile:
v,—=-—rwsing, Vy==7T®COS P,

woraus sich durch weitere Ableitung nach der Zeit die gleichgerichteten An-
laufteile zu

v g 7 dw sin @ -1~ @2 cos | ]
R =Ry Sl w? e |
4 dt dt P ?, 1 i
)
dv, . ", dw cos 2 gin J
T e e T — )2 .
]./ (lt Yy i l[t (P Y lp

ergeben, Aus ihnen folgt nach der Formel 3a)

Crdw\? 1
q'*'::r‘-’KEI%J> 7}404,} e e e . . ha)

der Gesamtanlauf ¢, in dem
dw . o 4

GC=r . und Qu==T0* « . . . ... 5b)
den Bahnanlauf und den Normalanlauf bedeutet. Bei gleichférmiger Drehung
verschwindet der erstere und der Gesamtanlauf stimmt mit dem Normalanlauf
liberein, geht also durch den Kreismittelpunkt. Mit rdp —ds und rdw = dv,
sowie r— o gehen die Gleichungen 5b) wieder in die Form 3) iiber, aus der
sie sofort hergeleitet werden konnen.

2, Beispiel. Bei der Wurfbewegung mit dem Neigungswinkel § der
Bahntangente gegen die Wagerechte zerfillt der mit der Erdbeschleunigung
iibereinstimmende senkrecht nach unten gerichtete Gesamtanlauf —g¢ in die
beiden Teilbetrige

q‘;:d—?*——gsinﬁ, qn:i;:—gcosﬂv, ..... . 6)
von denen der erstere auch durch Ableitung von Gl 9b) § 7
dv dy
a7y

mit dy = v,dt = dssin? gewonnen werden kann. Aus der zweiten Kormel 6)
ergibt sich mit Gl. 9b) und 7a) § 7 der Kriimmungshalbmesser der Wurf-
parabel zu
=20y (@ —grtg gt
e o gc? cos

S T
g cos i ’ a)
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worin die Bahnneigung ¢ aus der Parabelgleichung 7a) § 7 durch

_dy gx
bgﬁ——&;—tga—zﬁsq .......... 6b)
sich berechnet. Bei der Wurfparabel nimmt mit wachsender Bogenlinge ds
der Neigungswinkel ¢ bestéindig ab, daher ist hier ds= — od ¥ anzusetzen.

§ 9. Strahlanlauf und Drehanlanf. Im § 6 haben wir den
Bahnlauf unter Benutzung von Polarkoordinaten r und ¢ in einen
Strahllauf v, und einen Drehlauf v,=rw zerlegt und wollen nun-
mehr auch die dazugehdrigen Anldufe ermitteln. Zu diesem Zwecke
greifen wir auf die Formeln 3) § 6 fiir die Laufteile in den Rich-
tungen eines rechtwinkligen Achsenkreuzes zuriick, ndmlich

vz:vrcgwp—ra)sm(p}, R
v,=v,sinp 4 rwcosgp

woraus sich durch nochmalige Ableitung nach der Zeit
_ do, dv, . ( d(rw) . ]
qx——W~<m4—rw > cos ¢ — —-dt———[— vrw> sin ¢

dv dv, a) d(ro)
qy:iii::(dt —rw>sm(p+<——d—t—+vrw> cosgoJ

ergibt. Schreiben wir fiir die darin enthaltenen Klammerausdriicke

v, a9, —
s T T TG )
3
d(rw) dv, oo e
77__{_1)1‘(0_%&? +vrw_qu
so wird aus 2): .
P amgemeogmey gy
g,=¢, 8in ¢ ¢, cos @ '

oder quadriert und addiert:
*=q¢,+¢ =4¢ +¢ . . . . . .. 2D)

Danach stellen die Ausdriicke 3)
ebenfalls zwei zueinander senk-
rechte Anlaufteile in der Strahl-

Abb. 35. Abb. 36.

und Drehrichtung dar, Abb. 35, die durchaus nicht mit den Ab-
leitungen der zugehorigen Laufteile nach der Zeit iibereinstimmen.
Sie sind vielmehr mit Zusatzgliedern behaftet, die vermdge der aus
Abb. 36 ersichtlichen Beziehungen
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v, ==V COS Y, U, =T =0 S Y 1} 4)
oder V,0 = VW COS 1, v,0=rw’==vwosin y )

als Teile eines Zusatzanlaufes
vo=v.wcosytv,osiny . . . . . . . 4a)

erscheinen, der nach Abb. 36 in die Bahnnormale fillt. Es fragt
sich nunmehr, wie dieser Zusatzanlauf mit dem im letzten Abschnitt
ermittelten Normalanlauf zusammenhéngt. FErinnern wir uns, dalB
das Bogenelement ds—=wv-dt und der Tangentenwinkel ¥ —=¢ |y
ist, so haben wir

v dsd¥ dé de , dy )

o Tdvds dat dt Tar T
also

Vw=--—VYP. . . . . . ... .4b)

Der Zusatzanlauf ist also um den Betrag vy kleiner als der Nor-
malanlauf. Der Unterschied entsteht durch die Drehung der Bahn-
tangente gegen den Fahrstrahlr.
Man kann iibrigens die beiden
Augdriicke 3) fir den Strahl-
und Drehanlauf unmittelbar aus
dem Vektorschaubilde Abb. 37
ablesen, in dem der von einem
beliebigen Pol O aus aufge-
tragene Lauf v in die beiden
Teile v, und v, zerlegt ist, von
denen v, ebenso wie der gleich-
gerichtete Strahl den Winkel ¢
mit einer Anfangslage bildet. Abb. 37.

Zeichnen wir dann noch einen :

benachbarten Lauf v--dv mit den zugehdrigen Teilen v, - dv,,
v, +dv,, deren ersterer gegen v, um d¢ geneigt ist, so lesen wir
aus der Abbildung sofort die Beziehungen

g, dt—=dv, —v, dop
v, +qdt=v,+dv,+vdop,
aus denen nach Wegheben gleicher Betrige auf beiden Seiten und
Kiirzung mit dt die Ausdriicke 3) hervorgehen.

Von diesen wird der Drehanlauf auch nach Erweiterung mit
dem dazu senkrechten Fahrstrahl r znm Drehanlaufmoment

dorw) | dr _r*do+20rdr  d(rw)

e L e TH s
Hierin ist aber nach Abb. 38 mit dem Lote % auf die Bahntangente
,dp aF ds

rTw=—r" dt:ZEt’:Th;j7:h’U « e e 6)
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das Doppelte der unendlich kleinen vom Fahrstrahl r im Zeit-
elemente dt iiberstrichenen Fliche, also der doppelte Flachenlauf,
so dal wir auch nach Einfithrung in 5) schreiben konnen
a*F
qu'r:Q'd‘tg', T X}

d. h. das Drehanlaufmoment bedingt einen Fldchenanlauf
des Fahrstrahles.

Fiir das Flichenelement haben wir aber auch nach Abb. 38 in
den Achsenabstinden

2dF=(x-Lda)(y - dy) —ry —2yde=2xdy —ydz,
also

%l;:m%_y%:xvy—yvx. . . 6a)
Mithin ist p do do
y v oder wegen Gl. 1) § 7:
AN s, 0T =0q,%— ¢,y . 50)

Wir diivfen also das Dreh-
anlaufmoment durch zwei
entsprechendeMomente der
Achsenanlidufe ersetzen.

|
arky |
|

d |Ly SchlieBlich sei noch darauf
!
x

hingewiesen, dafl nach Erweite-

o £ rung der Formeln 3) mit
% dr=v,-dt und r-dep=v,-dt,

Abb. 88, sowie Addition mit Riicksicht

auf die Beziehung v*==v ?-}- v ?

g, dr +q,rdp=v,dv, +v,dv,=vdv . . . . . 3a)

ergibt, ein Ergebnis, das angesichts der willkiirlichen Lage jedes
benutzten Achsenkreuzes der Gl 1a) in § 7 durchaus gleich-
wertig ist.

Beispiel. Ein Punkt bewegt sich auf einer archimedischen Spirale
r=a® . . .. . ... e e e e e 7)
mit bestdndigem Drehwert w. Alsdann sind seine bsiden Laufteile

Rt Tt DU o
N V=00, =@+ ) o?
und die zugehorigen Anlaufteile nach Gl. 3)
%Z——rwz, Qu:2aw2 } . 7b)
C=0¢"1+4¢°'= (72+ 4Pt f27 7 T

von denen der Strahlanlauf nach dem Anfang zu gerichtet ist und
mit dem Fahrstrahl linear zunimmt, wiahrend der Drehanlauf be-
stdndig denselben Wert besitzt. Nach 6) wichst in diesem, wie in
allen Fallen mit bestindigem Drehwert der Flichenlauf mit dem Quadrat des
Fahrstrahls.
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Die Neigung 1 des Bahnlaufes v == wr2-a® gegen den Fahrstrahl er-
gibt sich aus

und diejenige y -y des Gesamtanlaufes g = w?y® -} 4a® gegen den Wahrstrahl

aus
; 2
tg ()= te Ltggf,: e _ __ 2% S e e e e Na)
l—tgrtgy ¢ r
woraus sich dann leicht die Neigung 7 von g gegen die Bahn zu

2a 7
bgL= &h)

berechnet.
Fiihren wir nun die Werte 7a) und 7b) in Gl. 3a) ein, so wird daraus

— &*rdr--2a0*rdy =w?rdr,

woraus im Einklang mit 7) dr=ade folgt. Daraus erkennt man deutlich,
daB Gl. 3a) nur dann zutrifft, wenn dr und r dp die Risse des Bahnelementes,
nicht aber willkiirliche Differentiale darstellen. Jedenfalls ist durch 7b) und 8a)
das ganze Anlauffeld nach GroSe und Richtung véllig bestimmt.

§ 10. Die Zentralbewegung. Geht die Richtung des Gesamt-
anlaufes ¢ wihrend des ganzen Bewegungsvorganges durch einen
festen Punkt, so sprechen wir von einer Zentralbewegung und ver-
legen zweckmiBig den Anfang O des Achsenkreuzes, bzw. den Ausgang
aller Fahrstrahlen in diesen Punkt, in das sog. Anlaufzentrum. Als-
dann haben wir fiir die beiden Anlaufteile in den Achsenrichtungen

=4 e
oder in der Strahl- und Drehrichtung
d
qg=q,= 7;.;',1 J— ;‘0)27 q,= L 1 3;)

Aus der letzten Formel folgt aber in Verbindung mit Gl 5) und
6) des §9
riw=2 %f—’:hv:(], e e e e 2)

d. h. bei der Zentralbewegung iberstreicht der Fahrstrahl
vom Anlaufzentrum in gleichen Zeiten gleiche Fléchen,
und der Bahnlauf selbst steht im umgekehrten Verhédltnis
zum Lote auf die Bahntangente. Dieses Ergebnis ermoglicht
es, den Drehwert w durch den Fahrstrahl selbst auszudriicken und
damit die Bewegungsgleichungen erheblich zu vereinfachen. So er-
halten wir zunédchst fiir den Bahnlauf v

=01l r?n= [(ﬂ)‘_
i ] d(p

T
=
]

oder wegen 2)

Lorenz, Techn. Physik I, 1. 2. Aufl. 3
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wéhrend aus Gl 3a) § 9 kurz
dv
dr

wird?). Dafiir konnen wir aber mit Hilfe von 1a) noch einen
anderen Ausdruck entwickeln, indem wir beachten, daf

g="v

p ot _dr
"—dt_d_(pw_ r

| Q

dr
dp dp

geschrieben werden kann. Alsdann ist

o1
fl_vi_ — flﬂr__ 0, fl~<r > 5a)
at ~ Pde T 1 dg? >
wodurch im Verein mit 2) die erste Gl. 1a) iibergeht in
1
”(3)
C? r 1

Zu derselben Formel wiren wir auch durch Einsetzen von 3) in 4)
gelangt.
1. Beispiel. Bewegt sich ein Punkt derart in einer Ellipse, daB sein

Fahrstrahl vom Ellipsenzentrum in gleichen Zeiten gleiche Flichen iiberstreicht,
so benutzen wir zweckmafig die Zentralgleichung der Ellipse, die mit x=-7-cos ¢,

y==r sin ¢ libergeht in
i _1:r.z<99:s,;w+s1r};,¢;)_1:o, Cee )
a* b?

o

| 8
f_
<

E)

a?

=
©

woraus durch Ableitung

Ldr (,1 L) in o cos 7
Bde  \a® 5/ sin @ o . Ta)

P
folgt. Das liefert in 3)
‘.ZiO‘Z ‘1’7 1 1y® in2 a0g? _J~l
V=00 | {5 —5) s’ pcos® o451,

-\

oder nach Ausschalten von 1:#* in der Klammer mit Hilfe der Gl 7)

W — O g2 <9082 P sin® ‘P) — < 1 cos?@ | 1 sin® (p>

at bt @@ Tpr bt
o ol 11 sin‘~’qo> 1/1 cosﬂp)
v=0r [Zﬂ(ﬁ"‘“?ﬁ‘ +‘F<F—”aé ")
e (1 1) cr
= C <E+F R e 8)
worin mit der Umlaufszeit ¢, wegen 2)
Cty=2mab . . . . . . . . . . ... 9)

1) Hierzu gelangt man auch durch Auswertung von gdr =g, dr mit 1a)
unter gleichzeitiger Beachtung von 2).
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ist. Durch Ableitung von 8) und Einsetzen in 4) ergibt sich der Zcntral-
anlauf cr 4ty

(f =— —— 2. — e e e e e e e s
i a’b® toe

als verhédltnisgleich dem Fahrstrahl und wegen des negativen Vor-
zeichens nach dem Zentrum gerichtet, genau wie ¢, bei der.Kreis-
bewegung im 1. Beispiel § &, die sich hieraus fiir wf, =2z und ¢ =0 =1 als
Sonderfall ergibt.

SchlieBlich erkennt man noch, daB fir den Fall der Hyperbel in den
vorstehenden Formeln nur 52 durch — b2 zu ersetzen wire, womit der Zentral-
anlauf 10) vom Zentrum weggerichtet erscheint.

10)

2, Beispiel. Kepler verdankt man die Feststellung, dal die Planeten
1.in Ellipsen die in einem ihrer Brennpunktebefindliche Sonne um-
kreisen, wobei 2. der Fahrstrahl von der Sonne in gleichen Zeiten
gleiche Flichen iiberstreicht. Daraus diirfen wir nach den vorher-
gehenden Ausfilhrungen auf eine Zentralbewegung schlieBen und die Abhiingig-
keit des Gesamtanlaufs von der Lage des Planeten bestimmen. Schreiben wir
die Polargleichung eines Kegelschnittes mit dem Parameter p (dem Lote im
Brennpunkte auf der Lingsachse) und der numerischen Exzentrizitit s in der
Form

%:l—scomp, ..... e e e e 1n
worin fiir die Ellipse, Parabel oder Hyperbel s‘zfl zu setzen ist, so ergibt

die Ableitung
d ( 1’) . ('d (71 >>~
\r/ _esing rl)_ e

Cde P . de \
und nach Einfiihrung in 3) unter Ausschaltung von cos ¢ durch 11}
ezl 2y
plL p r
Durch Ableitung dieses Ausdruckes nach r folgt dann nach 4)
o
N 13
q pr )

also ein Gesamtanlauf, der im umgekehrten Verhdltnis des Qua-
drates des Abstandes vom Brennpunkte steht und wegen des nega-
tiven Vorzeichens nach diesem zugerichtet ist, wie es Newton zu-
erst aus den Keplerschen Gesetzen abgeleitet hatte.
Da die Beziehung 13) im ganzen Bereich der Bewegung um den als
2

Anfangszentrum wirksamen Brennpunkt gilt, so ist _qu:,o - ein  diesem

eigentiimlicher Festwert, fiir den wir auch unter Einfithrung der auch hierfiir
giiltigen Umlaufszeit 9), sowie nach Ersatz von p durch die beiden Halbachsen
a und b mit Hilfe der Beziehung ap—=12°
s L@ 4atap

q1 4nt2 X . T3]
schreiben diirfen, wenn e, und ¢, die entsprechenden Werte fiir einen andern
Planeten bedeuten. Es verhalten sich also fiir je zwei den Zentral-
korper umkreisende Planeten die Quadrate der Umlaufszeiten,
wie die Kuben der grolen Achsen ihrer Bahnellipsen. Es ist dies
das dritte von Kepler aus Beobachtungen unmittelbar abgeleitete Gesetz,
welches somit nur eine Folgerung der beiden ersten darstellt und, wie gleich
hier bemerkt sein mag, mit diesen und dem Gesetz iiber die Abhdngigkeit des
Gesamtanlaufes fiir alle Himmelskorper, z. B. die Munde der Planeten, wieder-
kehrende Kometen und Doppelsterne gilt.

3*
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Mit 13) folgt ferner aus 4) durch Integration
2
VP — e 7207 <—1— — l) s e e e e e 14)
P 7 o

also erreicht, wenn v,==0 fiir r,=—o0 ist, ein aus der Ruhelage im Unend-
lichen herankommender Himmelskérper im Abstande r vom Anlaufzentrum

den durch 202
w”:'zo .......... ... . 144)
p-r
gegebenen Lauf unabhéngig von seiner Richtung. Setzen wir das in 12) ein,
so wird ce
v‘z—vwﬁz—_z(s?—l), ........ . . 14Db)
P

d. h. ein Himmelskérper beschreibt eine Ellipse, Parabel oder
Hyperbel je nachdem sein Laufv§vw als derFallauf aus der Ruhe-

lage im Unendlichen ist. Damit sind auch die nicht wiederkehrenden
Kometen den vorstehenden Gesetzen iiber die Zentralbewegung mit Aus-
nahme derjenigen iiber die Umlaufszeiten, welche natiirlich hier ihren Sinn
verlieren, unterworfen.

3. Beispiel. Steht ein Korper im Gegensatz zum vorhergehenden Bei-
spiel unter der Wirkung eines positiven Zentralanlaufes, wird er
also vom Zentrum abgestoBen, so zwar, daf3

02
q=-F pr
ist, so folgt die Bewegungsgleichung aus 6) zu

o)

, 1 1 .
g =0 T 1)
deren vollstindiges Integral (§ 11, Beispiel 2) in der Form
1 1 e
e — @) e e ... 16
r p i p cos (‘p (Po) 1 ))

geschrieben werden kann, in dem ¢ und ¢, die durch die Anfangsbedingungen
gegebenen Integrationskonstanten bedeuten. Die Gl. 16) stellt offenbar den-
jenigen Zweig einer Hyperbel dar, der zum Anlaufzentrum als
Brennpunkt konvex liegt.

Eine solche Hyperbelbahn beschreiben die «-Strahlen in der Nihe des
Atoms eines chem. Elementes, eine Beobachtung, die Rutherfords veranlaBte,
seine bekannte Kerntheorie der Atome aufzustellen, derart, daBl der positiv
geladene Kern des Atoms die ebenfalls positiv geladenen o-Teilchen abstoBt
und so in ihre Hyperbelbahn zwingt.

4. Beispiel. Bewegt sich ein Himmelskorper in einem Kegelschnitt um
dessen Brennpunkt, wihrend die Hauptachse selbst sich um diesen
dreht, der Fahrstrahl aber insgesamt in gleichen Zeiten gleiche Flichen iiber-
streicht, so setzt sich der Gesamtdrehwinkel v des Fahrstrahls aus dem
Winkel ¢ gegen die Kegelschnittsachse und aus deren Drehwinkel ¢’ derart

zusammen, dafB ’ ’
y=¢-+¢, g=y—9¢ =uxyp
ist. Nach Einfilhrung in die Kegelschnittsgleichung erhalten wir

—p—:l——scosmp, ......... .. 17

7.
also eine nicht geschlossene Kurve, Abb. 39, welche fiir die Drehwinkel

n
HRY==0T, Y=o . . 17a)
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mit ganzzahligen ungeraden n den Kleinstwert r, — -~

-.3

mit ganzzahligen geraden n den Hochstwert r, —

in fortwihrendem Wechsel ergibt. Mit
unveranderlichem Beiwert % wird alsdann

(2
rr—~:sx sin 51
und nach Einsetzen in 3) sowie Aus-

schalten des Winkels ¢ mit Hilfe der
Bahngleichung 17)

e —1 2 o —1p

2 _ D _ ) ~ ‘[“
P Lop Loy %2 7.2J (‘)
Damit folgt aus 4) fiir den Gesamtanlauf
2,2 T . B
SRl R AT
p i x? il -

Mit % -=1 vereinfachen sich diese Aus- Abb. 39.
driicke in 12) und 13) des 2. Bei-

spiels, wihrend wir fiir x* 2 1 einen zusitzlichen Ab- oder Anlauf nach dem

Brennpunkt erhalten, der sich im verkehrten Verhiltnis des Kubus des Fahr-
strahles #ndert und dadurch nach 17a) eine Riickwirts- oder Vorwirts-
drehung der Achse im Umlaufssinne bedingt. Das letztere trifft, wie hier nur
kurz erwdhnt sein mag, fiir den Planeten Merkur zu, dessen Achse im Umlaufs-
sinne etwa 42" im Jahrhundert voreilt.

5. Beispiel. Schrumpft die Keplersche Bahnellipse mit p =10 zu einer
Geraden von der Linge der groBen Achse zusammen, so bleibt nur eine Be-
wegung in der Strahlrichtung durch das Anlaufzentrum iibrig, deren Lauf im
duBersten Punkte » = 2a, »=0 ist, wihrend nach Gl 14) fiir == 0, * =00,
v=4 oo wird. Der nach dem Zentrum fallende Korper kehrt alsdann dort
um und wandert auf derselben Geraden wieder zuriick, bis er im duBersten
Punkt zur Ruhe gelangt, worauf das Spiel von neuem beginnt. Man kann
diese Bewegung auch aus der Formel 13) ableiten, die mit C?*:p—=—1F% und
g=q,=7 in
20)

P o= —
.

E3

tibergeht und nach Erweiterung mit dr, sowie wegen 7 dr =7 dr =wvdv durch

Integration 1 11
P 2k — - L

v k vr o 2al 208)

liefert, was auch unmittelbar avs 14) mit v, = 0, r, = 24 folgen wiirde. Setzen

wir darin mit der Hilfsverinderlichen v

r=all- cos y,; dr=vdi=— asin ydy,
so wird aus 20a)
sin iy
2 sin o 0 k1l—cosy k 2
! ww*a]{»cosw_a 2y
cos 'Q

oder o
[k 2y
+V F dt= 2 cos 5 dy==(1- cos yp)dy
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und nach Integration, wenn fiir { =0, r=2a, also =0 sein soll,
& .
i\/ﬁt =+ sin p ]

7

=1

u —+ cos y
Wir erhalten also als Wegkurve eine gemeine Zykloide, deren Rollwinkel
unsere Hilfsverdnderliche derart bildet, daf§ wir fiir jeden Wert von v die zu-

| &
einander gehdrigen Werte von r:a und \/ (Tst berechnen konnen, was in der

folgenden kleinen Tabelle geschehen ist:

0 W l sin cos : + \/;:?t =
oo | o L o 1 | o 2
300 | 0p24 | 0p00 | 0866 1,024 1,866
600 1,048 | 0866 | 0500 | 1914 1,500
90 | LsT0 | 1000 | 0000 | 2570 1,000
1200 | 2095 | 0866 —0500 | 2,961 0500
1500 2,618 0500 | —0866 | 3118 013
1800 | M2 0000  —1000 | 3142 0,000

Da die Zykloide nur auf einer Seite der Zeitachse verlduft, so kann der Fahr-
strahl 7 auch niemals sein Vorzeichen wechseln, womit das oben aus der
Ellipsenbewegung abgeleitete Spiel seine Bestitigung gefunden hat.

III. Einfache und zusammengesetzte Schwingungen.

§ 11. Die einfache geradlinige Schwingung. Bei unseren Be-
trachtungen sind wir schon mehrfach auf Bewegungsvorginge ge-
stoBen, die sich innerhalb bestimmter Zeiten fortwihrend wieder-
holen, so daB also der bewegte Punkt immer wieder in dieselbe
Lage mit gleichem und gleichgerichtetem Laufe zuriickkehrt. Der
einfachste dieser Vorginge, die wir allgemein als Schwingungs-
erscheinungen bezeichnen wollen, ist offenbar die gleichformige
Kreisbewegung eines Punktes, die unter einem nach dem Zentrum
gerichteten, dem bestéindigen Fahrstrahl verhiltnisgleichen Anlauf
sich abspielt. Aber auch jeder RiB des bewegten Punktes auf einen
Durchmesser vollzieht auf diesem eine solche und zwar geradlinige
Schwingung, da er nach Verstreichen der gesamten Umlaufszeit
gleichldufig wieder dieselbe Lage iiberschreitet. Rechnet man die
Zeit vom Durchgang durch die Mittellage aus, so empfiehlt es sich,
mit einem Drehwert ¢ auch den Drehwinkel der Kreisbewegung
@ =0t von dort aus zu messen und unter Zugrundelegung unserer
bisherigen Bezeichnungsweise die Bewegung des Risses auf dem
senkrechten Durchmesser zu verfolgen. Auf diesem ist der Abstand
bei einem Kreishalbmesser @ nach Abb. 40

x=a sin @,

oder wenn wir den Zeitbeginn einem andern Winkel § aus der
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Mittellage zuordnen, so dafl ¢ =«t-4 f wird, allgemeiner
g=asin(@t-p) . . . ... .. 1)
Hierin ‘wird gewohnlich der absolute Hochstwert ¢ des Schwin-

gungsausschlages x als die Amplitude. § als die Phase und
die Drehzahl « der zugehorigen Kreis-

bewegung als die Kreisfrequenz be- X
zeichnet. Gl 1) gilt unmittelbar fir o~ B
die Wegkurve, die durch eine Sinus- “\
linie dargestellt wird.
Soll nach Verlauf der Zeit ¢, der auf 2 A
der Schwingungsgeraden X OX bewegte 2 y
Punkt dieselbe Lage mit demselben Lauf 0
g=accos (at-+p). . . 2)

wieder einnehmen, so muf}

sin(at - f)=sin(at +a«ty -4 f)

cos (et -4 ff) =cos (et - «it, -+ f3) Abb. 40.

d :
oder sin(«t 4 f)[1 — cose t,] == cos(at 4 ff)sina i,
cos (et - f)[cos ety — 1] =sin (et 4 f)sinct,,

also

cosely=—1, sinety;=—0
sein. Diese beiden Bedingungen werden erfiillt fiir
aty=2mnm, . . . . . .. 1a)

worin n jede beliebige ganze Zahl bedeuten kann, d. h. dieselbe Lage
und derselbe Bewegungszustand wird bei einer einfachen Schwingung
in gleichen Zeitabstinden, nimlich der Umlaufszeit der zugeordneten
Kreisbewegung 9

to== «

1b)

erreicht, die wir nunmehr als Schwingungsdauer oder Periode
bezeichnen. Aus der Verbindung von 1) und 2) erhalten wir unter
Ausschaltung der Zeit o o/ o R .
= (e —2%,. . . . . . . .. 2a)

wonach der Lauf seinen absoluten Hochstwert +-« a beim Durchgang
durch die Mittellage « == 0 annimmt und in beiden Endlagen z =+ a,
die zugleich Umkehrpunkte sind, verschwindet. Bemerkenswert ist,
daB in der Differentialgleichung erster Ordnung 2a) die
Phase B nicht mehr vorkommt; sie stellt demnach in 1), dem sog.
Integral von 2a), die an sich willkiirliche Integrationskonstante dar.
Durch nochmalige Differentiation von 2) nach ¢ erhalten wir

F= —ad®sin(ct+p), . . . . .. . .3
oder mit Ausschaltung von ¢ vermittels 1) kurz
F4te=0, . . . . . . . .. 3al

dann
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also eine Differentialgleichung zweiter Ordnung, die sog.
Schwingungsgleichung, in der weder ¢ noch § mehr vorkommt.
Danach ist auch die Amplitude & als Integrationskonstante aufzufassen.
Dies Verhalten wird noch deutlicher, wenn 1) in der Form

r=asinfcosat -} acosfsini
oder mit den Abkiirzungen
asinff=4, acosf=B, . .. .. .4
x=Acosat| Bsinat 5)

#==q¢(Bcosat— Asinet)}
geschrieben wird. Auch diese Gleichung liefert nach zweimaliger Ab-
leitung nach ¢ wieder 3a), so daB 4 und B ebenfalls als Integrations-
konstante erscheinen, die durch 4) mit den friiheren zusammenhsngen
und diese aus

tg/}:——g—, G=ALB . ... 4a)

zu berechnen gestatten. GL 5) sagt in der Schreibweise
x=Asin(et—90% 4 Bsinet . . . . . . ba)

weiter aus, dafl eine einfache Schwingung auch in zwei solche
mit verschiedenen Amplituden 4 und B und einem Phasen-
unterschied von f=90° zerfillt oder sich aus diesen zusammen-
setzt, sowie daBl sowohl x, = Acos«t, als auch x,=— Bsin«t parti-
kuldre Integrale der Differentialgleichung 3a) darstellen,
deren Summe erst das mit 1) gleichwertige vollstindige Integral

5) ergibt.
Gl 3a) wird offenbar auch erfiillt durch den Ansatz
x==Ce*t, E=x2Ce*, . . . . .. .86
woraus nach Einsetzen () Cet—0 . .. . . ... 6a)

wird. Da hierin der Schwingungsausschlag x = Ce*! laut Voraus-
setzung nicht verschwindet, so kann das nur noch der Klammer-
ausdruck, der mithin die beiden Wurzeln

x=xaV—1=%ai . ... ... 6b)

liefert. Wir erhalten somit als vollstindige Losung die Summe zweier

Exponentialgroen mit imagindrem Argument, jede wieder behaftet
mit einem willkiirlichen Beiwert, also

o= C, eit - (, g~ it

=i (C, e+t — C,e~2it)

)
J;........7)

Erinnern wir uns, da nach dem Moivreschen Lehrsatze

) . et it —cosettisinet
ist, so wird daraus

=0, -+ Cy)eosat (0, — Cp)sinet . . . . 7a)
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eine Form, die mit
C,+C,=4, i(C,— C,)=B

wieder in 5) iibergeht. Welche von den drei gleichwertigen Lésungen
1), 5) und 7) der Schwingungsgleichung wir benutzen, ist eine von
Fall zu Fall zu entscheidende ZweckmaifBigkeitsfrage.

1. Beispiel. Wird bei einer Schwingung mit vorgelegter Frequenz « ein

Punkt 2, mit der Geschwindigkeit &, = v, zur Zeit { =0 iiberstrichen, so ergibt
gich aus 1) und 2) fiir die Amplitude und Phase

x, ==asinf, v,=accosf, . . .. .. ...28
Iso . .
a ax, I R
tgﬁ = E [
v, P

mithin als vollstindige Losung nach Einfiihrung in 1)

T 5 r
_ve ) Xy —JL~ 7’,‘

sin | «t - arctg e 1
« = |
Benutzen wir dagegen die Form 5), so ist dort fiir $ =10
2 -4, uw=cB . .. ... ... .09

und das vollstindige Integral nimmt die viel iibersichtlichere Gestalt

g . Sa)

v
g==p coset-b tosinet ... L ... 9a)
22

an. Die letzte Form 7) liefert schlieBlich mit

2, =0 +0,, v==ai0,—Cy) . . . .. .. 10)
nach Berechnung der Beiwerte C, und C,
(et ey (e )
= RS P L S U PN
r=g o+ )e {—2 B— ) 104a)

Hieraus erkennt man deutlich, daB im vorliegenden Falle das Integral 9a) die
iibersichtlichste Losung darstellt.

2. Beispiel. Zur Herleitung der Bahngleichung unter der Wirkung des

Newtonschen Zentralanlaufes g == ——0;0 verbinden wir diesen mit Gl. 6) § 10
und erhalten 1
o)
T ,1# - ,O“, 11
d? A T e e )
oder mit der Abkiirzung
LG 12
ST )
d*x i
e = C e e )
d(/},ﬁ,+x 0. . . 11a)

Das ist aber der Form nach eine Schwingungsgleichung, in der nur ¢*==1 und
die Zeit ¢ durch @ ersetzt ist. Das vollstindige Integral ist mithin

x=Adcosg-+Bsing . ... ...... 11b)

oder wegen (12) 1 ¢
= C‘; + Acosy -+ Bsing

13)

e = Boos ¢ — A sing

S S
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Soll nun fiir p =, r einen Kleinstwert 7, annehmen, der einem Scheitel der
Babn bzw. dem Perihel (d. h. Sonnennshe) eines Planeten entspricht, so wird

B =0 und auBlerdem 1 G 4
r C* ’
womit die Bahngleichung lautet
1 G ( 1 C’O>
P P c COSP. v v v v v v e .. 134a)

Fiibren wir noch die Ordinate p im Anlaufszentrum ein, setzen also fiir p == 909,
r=p, 80 wird daraus
ﬂ:l——(-g—l)coswzl—scoszp, ..... . 13b)
r 7

also die Polargleichung eines Kegelschnittes vom Brennpunkte aus, der eine
Ellipse, Parabel oder Hyperbel wird, wenn

< <y
el bzw. pS2rm.. L N 1)

Wir kénnen demnach die Bewegung eines Himmelskdérpers um ein
Anlaufszentrum als einfache periodische Anderung des Fahr-
strahlkehrwertes 1:7 um einen Mittelwert 1:p auffassen. Das trifft
ibrigens auch fiir das Laufquadrat zu, das durch Einsetzen von 18b) in
Gl 8) § 10 in

vzzg’;(s‘z—f—l—Zscoqu) ......... 15)
iibergeht, also mit
vﬂ_%(awrl):x e .. 158

ebenfalls die obige Schwingungsgleichung 11a) erfiillt.

Die Anderung des Laufes v mit der Bewegungsrichtung tritt besonders
deutlich im Hodographen hervor, dessen Gleichung wir leicht aus den beiden
Formeln 3) § 6 bzw. 1) § 9 durch Einsetzen von

v, dr sor sin ¢ Ce sin 13¢)
=W o = = § ) = — e e
‘ dy p p 7
erhalten. Es ist alsdann mit 13b)
vx::v,.costp—rwsinzp:—C(f—cosﬁv +—i> sintp:—qsinqa ]
£ sif:2 @ cosg@ %s C > - 16)
vy=v,8inp f+rwecosp=—C (—p-— — r) = ;o—i— > cos @
also nach Ausschaltung von ¢
0£>‘~’ c?
V2 - <v, = 17
T\t e )
Ce

Das ist aber die Gleichung eines Kreises, dessen Mittelpunkt um

unter dem Anfangspunkte der Hodographenachsen v, und v, liegt. Mit der
Bahnneigung ¢ kénnen wir v, = vcos®, v,=vsin?¥ ausschalten, womit 17) in
die Polargleichung des Hodographen

w20 %ane—=C e ... 178
tibergeht. p P '

Wihrend der lineare Schwingungsausschlag aus der Mittellage
offenbar einen Vektor darstellt, trifft dies fiir die hier behandelten
GroBlen 1:7, sowie »? nicht mehr zu, wie man schon daraus erkennt,
dafl der letztere Ausdruck seinen Wert beim Vorzeichenwechsel von v
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nicht mehr &ndert. Wir haben es also hier mit periodischen Anderungen
einer nicht gerichteten GroBe, eines sog. Skalars, zu tun, der
den Bewegungszustand des Punktes in einer bestimmten Lage
kennzeichnet.

§ 12. Zusammensetzung einfacher Schwingungen auf einer Ge-
raden. Die einfache geradlinige Schwingung kénnen wir am leichtesten
durch die Aufhingung eines Korpers, z. B. einer Bleikugel an einer
Gummischnur oder einer Schraubenfeder verwirklichen, dessen Aus-
lenkungen aus der Ruhelage verhiltnisgleiche nach dieser gerichtete
Anliufe erfahrungsgemif bedingen. Vollzieht nun auch der Auf-
hingepunkt eine Schwingung auf derselben (hier senkrechten) Geraden,
so werden sich seine Ausschlige zu denen des aufgehingten Korpers
algebraisch addieren, was man auch als Uberlagerung beider
Schwingungsausschlige anspricht.

TATATATATS

-

,’\(’,‘

[\ N\ /\l
\-/ \ja.,—zzz * : »

Abb. 41.

Sind unter Benutzung der fritheren Bezeichnungen

w, == a, sin (e, ¢+ ,), gy=aysin(ayt4-4,) . . . 1)
die Ausschlige zweier Einzelschwingungen auf derselben Geraden, so
ist der Gesamtausschlag

r=u1, Fa,=asin(et+p;)Fasin(e, i) . . la)

In Abb. 41 sind oben die beiden Einzelschwingungen 1) mit
sehr verschiedenen Drehwerten und darunter ihre Vereinigung zur
Gesamtbewegung 1a) aufgezeichnet, woraus man erkennt, dal} deren
Ausschlag zwischen den Grenzen =+ (a, - a,) und (@, — a,) schwankt.

Da jeder der beiden Ausschlige 1) zwei willkiirliche Festwerte,
némlich @,, f, und a,, f§, enthilt, so gehen in den Ausdruck fiir
den Gesamtausschlag alle vier ein. Um dieselben, oder was auf das-
selbe hinausliuft, die Einzelausschlige z, und x, selbst auszuschalten
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miissen wir auBler 1a) noch zwei weitere Gleichungen aufstellen,
welche die Grofenz, und , enthalten. Diese gewinnen wir, da die
Winkelfunktionen sich nach zweimaliger Ableitung wiederholen, durch
Bildung der zweiten und vierten Ableitung von 1a), ndmlich

F=—0c 2z, —’x, 1b)
¥ afa, +aie, Coe
Dann folgt aus 1a) und der ersten dieser Formeln durch Ausschaltung
von z, bzw. mit beiden Formeln 1b)
Ftele=("—a" )z, ) 2)
R A B (ARSI AN S
woraus schlieflich nach Erweiterung der ersten dieser Gleichungen
mit «,? und Addition
T (0 e E e lete=0, . ... . 2a)
also eine Differentialgleichung vierter Ordnung fiir die Gesamt-
schwingung hervorgeht. Diese enthélt offenbar nur positive bestiandige
Beiwerte, die mit den Drehwerten « der Einzelschwingungen unmittel-
bar zusammenhéngen, nicht aber die willkiirlichen Festwerte a,, f,,
@y, By der Gesamtschwingung 1a). Mithin stellt 1a) umgekehrt das
vollstindige Integral der Differentialgleichung 2a) dar.
Weiter erkennt man aus 2), daB fir ¢,>=e,” =0¢’

E-fe’e=0 . . .. ... .. .3

wird, also wieder die einfache Schwingungsgleichung erscheint. In
der Tat erhalten wir hierfiir aus 1a)

@—=a, sin(et -+ ;) + aysin(at 4 fy)
durch Zerlegung der Winkelfunktionen
x == (a, cos B, + a, cos f,)sinwt +- (a, sin B, + a,sinB,) cosat, . 3a)

also eine einfache Schwingung. Zwei gleichgerichtete Schwin-
gungen mit demselben Drehwert bzw. derselben Schwin-
gungsdauer setzen sich also zu einer einfachen Schwingung
von gleicher Dauer zusammen.

Die Zusammensetzung zweier Sehwingungen konnen wir nun
auch bildlich im AnschluB an Abb. 40 vor-
nehmen, indem wir an den Endpunks P, des
Halbmessers a, der ersten Schwingung den
Halbmesser @, der zweiten Schwingung mit
dem Winkel «, - f§, gegen die x-Achse an-
tragen, Abb. 42. Beide Halbmesser als Vek-
toren ergeben alsdann einen Gesamtvektor a,
als SchluBlinie des Dreiecks O P, P,,der sich aus

@y* = a,* - a,?
Abb. 42. _|"2a1 a, COSI:(641—~C€2>t+/§‘1'—‘,82} . 4)
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berechnet. Fithren wir nun durch

@, === 3, == -9
2R ey . L da)
T :
einen mittleren Drehwert ¢ und die Abweichungen + 0 beider Einzel-
drehwerte «, und «, von diesem ein, so wird aus 4) unter Wegfall

von « a>=a*+a+2a a,c08[20t 8, —pB,]. . . . 4h)
Hiernach schwankt der Vektor a,, wie aus Abb. 41 ersichtlich, zwischen
den Grenzen

ay ==+ (a, +a,) fir 26t +p, —f,=0,27,47...

a)' = +(a, —a,) fir 28¢" -8, —p,=x,37,57...

mit einem Zeitunterschiede
por—F o T 5)
90 T a—a,
Um iiber die Bedeutung von a, Klarheit zu gewinnen, fiihren wir
die Werte ¢ und 6 in die Grundformel 1a) ein, die damit iibergeht in

x=[a,cos(dt -+ f,) 4 a,cos(dt — B,)]sinct
+la,sin(6t -+ f,) — aysin(dt — )] cosct, . . . . 6)

oder mit Riicksicht auf 4b) kiirzer
& =a,[cosysinut--sinycosut]=q sin(ct-}n). . . 6a)

Damit stellt der Vektor a, die selbst periodisch schwankende
Amplitude dieser Schwingung mit dem mittleren Drehwert « und
der Schwingungsdauer

= AT D)
i ) —
sowie mit einer ebenfalls periodisch veréinderlichen Phase # dar.
Tragen wir die Werte von a, fiir kleine §, also im Gegensatz zu
Abb. 41, nur wenig verschiedenen Drehwerten ¢, und «, in Abb. 43
auf, so ergeben sich wieder zwei gestrichelte Kurven zu beiden Seiten
der Zeitachse, zwischen denen die mittlere Schwingung verlduft.
Einen solchen Vorgang mit abwechselnd zu- und abnehmender Am-
plitude bezeichnet man als eine Schwebung und die zwischen zwei
Scheitelwerten gleicher Art verflossene Zeit

=2("—t)=> ... ... .. 53
%)

als die Schwebungsdauer. Aus dem Vergleich der Abb. 41 und
43 erkennt man, daB derartige Schwebungen nur dann deut-
lich hervortreten, wenn der Unterschied «, — «, sehr klein
ausféllt. Alsdann verschieben sich die hbeiden Einhiillenden der
zusammengesetzten Schwingung Abb. 41 so gegeneinander, daf sie,
wie in Abb. 43, nahezu symmetrisch zur Zeitachse liegen.
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Haben wir es allgemein mit » Schwingungen auf einer
Geraden zu tun, so sind diese nach Gl 1) mit 2n Integrations-
konstanten ¢ und § behaftet, deren Ausschaltung nach dem Vorgang
von 2a) auf eine Differentialgleichung 2 n-ter Ordnung fiihrt. Auch
in diesem Falle kann man aus der Gesamtschwingung in der - und
y-Richtung, némlich

r=Yasin(at+ ), y= Yacos(at-+p). . . . )
durch Quadrieren und Addieren den Gesamtvektor
a=Ya?+2 Yaa.cos[(¢,—e)t+8,—p] . . . Ta)
ermitteln. Setzen wir hierin
e, =0a«-+9d,, c¢_2=(c~{—(3_3...cck:a—}—6k]
1< s . . Th)
Oy -0, ... 8,=0, also a:-k-lz’ai i
so wird aus 7a) unter Wegfallen der «
ay*=3a’+2 Naa.cos[(6,— )t -+, —p]. . . 7o)

Danach kann auch in diesem allgemeinen Falle @, durch zwei zur
Zeitachse symmetrische Kurven dargestellt werden, zwischen denen,

~~~~~~ AT e
/-_~\f \/ \] \/ U VAN

Abb, 43.

wie in Abb. 41, die Schwingungslinien mit dem mittleren Drehwert « ver-
laufen. Indessen treten hier die Verstirkungen und Verschwéchungen
nicht in so regelméfiger Folge und so rein hervor wie in Abb. 43
fiir gewbhnliche Schwebungen.

§ 13. Grundschwingungen und Oberschwmgungen. Verlangen
wir, daB im Falle der Uberlagerungen zweier einfacher Schwingungen
stets nach Ablauf einer bestimmten Zeit ¢, derselbe Ort im gleichen
Bewegungszustand durchlaufen wird, so miissen die beiden Gleichungen

x = a, sin(«, t -+ p,) 4 a, sin (e, t -+ 5,) \ "
x—aacos(oc 1+ B)+Fayacos(egt 45

mit t ¢, an Stelle von ¢ dieselben Werte von # und & ergeben,
d. h. es ist

a, [sin (e, t - a, 8, 4 f,) —sin(e, t 4 B,)]
~t @, [sin (¢, 8 - ey b~ ;) —sin(ay t + f,)] =0,
a, ¢, [cos (¢, t e, t, - ;) — cos (ery t - By)]
+ @y ¢, [cos (gt 1 ey ty = f,) — cos (e, t - f,)] =
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oder
AR
1, €08 | ¢y t—{—~2 +ﬂ1
: { 0 Uity . -“2to
1y ¢y 8in | ¢ t+2 +/§1J]s1n—‘i—~—f ay ty 80 | ¢, t—}— —t- mﬁ_z—u./tOJ

Wegen der Willkiir der von ¢ abhingigen Winkelfunktionen kénnen
diese Gleichungen aber nur bestehen, wenn gleichzeitig

in —Jl - a, cos

ot )+ﬂ,! no—o

o, t .ot
20 —0 wuynd sn-2°=—0
2 2

sind, d. h. wenn mit zwei ganzen Zahlen k, und #k,
tty=2k m, tto=2k,x . . . . . . 2a

oder nach Division ¢rey==kk, . . .. . .. .. 2b
wird. Zweil Schwingungen auf derselben Geraden mit un-
gleichen Drehwerten ergeben nur dann eine periodische
Bewegung, wenn die beiden Drehwerte oder die zugehdrigen
Schwingungsdauern in einem ganzzahligen Verh#ltnis zu-
einander stehen.

Setzt sich die Bewegung aus mehr als zwei Einzelschwingungen
zusammen, so fithrt die Forderung eines periodischen Gesamtvorganges
in 2) auf eine entsprechende Vermehrung der Glieder und der zu-
gehérigen Bedingungen 2a), also auf ganzzahlige Verhédltnisse
aller einzelnen Drehwerte und Schwingungsdauern unter-
einander. Alsdann konnen wir aber immer einen Drehwert ¢ angeben,
dessen ganzzahlige Vielfache die andern Drehwerte sind. Die diesem
kleinsten Drehwert entsprechende Schwingung bezeichnen wir als die
Grundschwingung, die andern als Oberschwingungen des Ge-
samtvorganges, den wir nunmehr ganz allgemein durch die sog.
harmonische oder periodische Reihe

x=wx,+a,sin(et -+ p)+a,sin(2et+,)+..., . . 3)
oder nach Zerlegung der Winkelfunktionen sin(k«t-{-f,) durch
rx=ux,-} A cosut+ A,cos2ct-|...

~+ B sinet 4 B,sin2«¢t+.... . . . . . 3a)

darstellen konnen. Mit «t= ¢ koénnen wir dafiir auch schreiben

v=u,+ A cosp -+ A4,c082 ¢ ... 4, coskp-...

-+ B,sinp 4 B,sin2¢ 4... - B, sinkgp ..., . .3b)
ein Ausdruck, dessen einzelne Glieder fiir ¢ -~ 27z denselben Wert
annehmen, weshalb der zugehérige Polarplan eine geschlossene

Kurve wird, dessen allgemeine Gleichung somit eine harmonische
Reihe ist.
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Beispiel. Das Kurbelgetriebe, welches in der Technik zur Uberfiihrung
einer Drehung in eine geradlinig hin- und hergehenden Bewegung oder umge-
kehrt umfassend verwendet wird, haben wir schon im § 1 als Beispiel einer
ebenen Bewegung kurz besprochen und wol'en es nunmehr unter dem Gesichts-
punkte der Schwingungserscheinungen analytisch verfolgen. Das Getriebe be-
steht, wie aus Abb. 44 hervorgeht, aus der um den Pol O, dem Kurbelmittel,
drehbaren starren Kurbel 04 von der Linge r, dem geradlinig in der Richtung
durch O hin- und hergehenden Gleitstiick oder Kreuzkopf C und einer
durch Zapfen mit 4 und C verbundenen sog. Schubstange AC von der Léngel.
In einer bestimmten Stellung sei ¢ der Winkel der Kurbel gegen ihre Anfangs-
lage OB, dem der Auslenkungswinkel v der Schubstange gegen ihre Mittellage
derart entspricht, da8 . .
rsing=lIsiny . . .. . .. ... ... 4)
ist. Daraus, sowie aus der Abb 44 geht hervor, da8l v im Gegensatz zu ¢ auf
um so engere positive und negative Auslenkungen beschrinkt bleibt, je kleiner

das Verhéltnis r:7 ist, weiter

\ aber, dafl jcder durch ¢ ge-

; A gebenen Xurbelstellung nur

ein Winkel y zugeordnet ist,

wihrend einem Werte von v,

wie man durch Parallelver-

schiebung von AC in der Rich-

tung CO feststellt, zwei Werte

von @ angehdren. Wir kdnnen

Abb. 44. daher die augenblickliche Ge-

stalt des Getriebes eindeutig

nur durch den Winkel ¢ bestimmen und werden zweckméBig auf diesen als

unabhéngige Verdnderliche alle anderen Verdnderlichen bezichen. Um nun

die Bewegung eines im Abstande z vom Gleitstiick C' auf der Pleuelstange be-

findlichen Punktes zu untersuchen, fithren wir dessen Abstinde z und y von
der Achse OC und einer durch O dazu senkrechten durch die Gleichungen

e 11
z=rcos@ -} (I —2)cosy=rcosp | (I —2) Ll—%sin‘lqafl

. r . (
y=zsiny =z sing J

ein. Die somit gegebene Bahnkurve des betrachteten Punktes 1aBt sich leicht
aus den aufeinanderfolgenden Lagen der Schubstange bildlich darstellen. Ent-
wickeln wir den letzten Klammerausdruck der ersten Formel 5) in eine Potenz-
reihe, so wird daraus

5)

"2 1 12 ., L 13
(1= Jroint p)s 1 — § Trsin® p — o Tosintp — 2 Tsintg . 5)
oder wegen sine(p:%_%coswp
) 1
sm4¢:2~3(3—40082¢—|—0034¢)

. 1 \
31n"¢p=2—5(10~15c052¢—|—60084(p—0056 @) usw,

2 72 3 rt 5 78

rl—r—sin2 }%—l—l»——-———m -
o=l e e T
17 1 15 78
+eos20 |3 b g e

]
1 7 3 78
|- artmEt
1 ]
[ . . ! ]~L .5

h12 I8

~+cos4 ¢

-+ cosB g b)
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v

Nach Einfiihrung dieser Krgebnisse in 5) erkennt man, dal der Abstand x
durch eine harmonische Reihe mit dem Kurbelwinkel zusammenhingt, also mit
diesem periodisch veranderlich ist, wihrend y selbst eine einfache Schwingung
vollzieht. Die Beiwerte der Winkelfunktionen der harmonischen Reihe sind
selbst Potenzreihen, die aber fiir alle Werte von 7:7<_1 so rasch konvergieren,
daB man sich mit der Beibehaltung von +2:7* unter Vernachlissigung der héheren
Potenzen in allen praktischen Fallen begniigen kann. Damit aber vereinfacht
sich die erste Formel 7) in
/ 172\ l—z
x=~1—7z) \1 — 3 l;_,—) -~ recosg -+ e rl—_,—-cos? Tyoo e e e 6)

wonach die Bewegung des Punktes in der xz-Richtung in erster Anndherung
als Uberlagerung einer Grundschwingung und einer doppelt so
raschen Oberschwingung erscheint.

Setzen wir der Einfachheit halber in naher Ubereinstimmung mit der
Wirklichkeit eine gleichférmige Kurbeldrehung mit ¢ ==« ¢ voraus, so werden
die Laufteile des Stangenpunktes

Cl—zr \ 7

F==—7rw (sinq‘—{——fz—l—f g sm‘Z([), ¥ ::zjl

von denen der erste wieder aus einer Grund- und der ersten Oberschwingung
besteht. Dasselbe gilt schlieflich von den Anlaufteilen

weosq, . Ba)

i = —7 o (cosv Pl

- \ ¥ [
Fiir z=1 geht die ganze Bewegung in die gleichformige Drehung des Kurbel-
zapfens iiber, wobei @ und y als Risse der Kurbel einfache Schwingungen voll-
ziehen, wihrend fiir den Kreuzkopf mit z=0, y =10, =0 und

A\

\ r
cos‘Z(//), i = ~—zflrm'-’sin<p. . . 6b)

[ T ) A ,
vy=E=—70 Ksm ¢+ Trl sin2 ¢ B Ok (cos q;—{—gcos%]»/‘ . 6o

il
/ N

wird. Besonders anschaulich wirkt die bildliche Darstellung dieser GroBen in
ihrer Abhingigkeit von der Kreuzkopfstellung « selbst, die in Abb. 45 fiir w =1

Abb. 45.

durchgetiihrt ist. Dazu bendtigt man nur aufler dem Kurbelkreis, dessen Halb-
messer fiir ¢ = 90° sofort den zugehorigen Wert von v, angibt, die beiden
Kreise mit den Radien #2:27 und #?:1 einzuzeichnen, jeder Strecke OA4 mit
dem Winkel BOA = ¢ einen Strahl mit BOE = 2 ¢ zuzuordnen und die ent-
sprechenden Risse der Strahlen OE’ und OE” den Rissen von O A algebraisch
hinzuzufiigen. Auf diese Weise ergeben sich die beiden in Abb. 45 gestrichelten
Kurven.

§ 14. Die harmonische Analyse. In der Physik und Technik
ist héufig der Gesamtverlauf eines periodischen Bewegungszustandes
an Hand von Versuchen vorgelegt, der sich dann nach den Aus-
fithrungen des letzten Abschnittes durch eine harmonische Reihe von
der Form:

Lorenz, Techn, Physik T, 1. 2. Aufl. 4
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w=A,+ 4, cosp-t d,co82p ...~ 4, coskp ...

-+ B,sinp 4 B,sin2¢-}... By sinkep-... . . . 1)
analytisch wiedergeben lafit. Daraus erwichst die Aufgabe der Be-
stimmung der Beiwerte 4 und B, mit denen dann die Einzel-
schwingungen, aus welchen sich der Vorgang zusammensetzt, bekannt
werden. Dieses Verfahren der Auflésung desselben in seine periodischen
Bestandteile bezeichnet man als harmonische Analyse. Erweitern
wir zundchst Gl 1) mit d¢ und integrieren iiber die Periode der
Grundschwingung, d. h. von ¢ = 0 bis ¢ = 2 &, so werden alle Integrale
der Form 94 9

Akfcosk(pd(p:O, kasink(pd(p:m
: 0
und es bleibt nur

25 2

1
2nd,—|rdp=0, oder Aozé———fxdgv .. . 1a)
7

0
iibrig, so daB A, unmittelbar als Mittelwert von « iiber der Periode
erscheint und durch Planimetrieren der Gesamtkurve zu ermitteln ist.
Die andern Beiwerte, z. B. 4, und B,, erhalten wir durch Erweiterung
mit cosk ¢ dp und sink ¢ dp und abermalige Integration. Fiir die
h-ten Glieder folgt alsdann

27 2z

y| fcosh(pcosk(pd(pz—- %’if[cos(h — k) g +4-cos(h+k)pldp =0,
0

coshpsinkpde :i;ﬂf[sin(h + k) —sin(h—k) pldp=0
2r

o
5
B, | . .
f1nh(pcosk(pdgvﬁ—f[sm(h—}—lc)tp—{—sm(h—— B)pldp=0,
0

27

B,Jsinhqa sink @ dp = B;h f[cos (h—k)p —cos(h+4-k)pldp =0,

[ 0
und es bleiben nur die mit 4, und B, behafteten iibrig, die aus

dem Vorstehenden durch #==% hervorgehen. Es wird mithin:
27 2z 2x

Afcos kpdp=A4, 1= xcoskquzp, Ak:ifxcosk(pdtp
7
0
27 27 9 . lb)
kasin‘lkgvd(p=Bknzjxsink(pd(p, Bk:%fx sinkedg
0

0
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Die Auswertung dieser Integrale mit Hilfe des Planimeters setzt die
vorherige Verzeichnung der Kurven x cosk ¢ und xsink ¢ voraus, dic
jedenfalls milhsam und bei einer groBeren Zahl von Gliedern sehr
zeitraubend ist. Man hat daher versucht, diese Umzeichnung mit den
damit verbundenen Fehlerquellen durch Vorrichtungen zu ersetzen,
welche die Produktbildung selbsttitig durchfiihren und in Verbindung
mit einem gewdhnlichen Planimeter die einzelnen Beiwerte unmittelbar
liefern. Der einem solchen harmonischen Analysator zugrunde
liegende Gedanke ist die Verschiebung einer Rolle um die Ordinate x
der urspriinglichen Kurve 1) unter gleichzeitiger Drehung um einen
Winkel £ . Alsdann werden zwei auf der Rolle um 90° voneinander
abstehende Punkte P, und P, geschlossene Kurven beschreiben, deren
Inhalte der Integration 1b) verhiltnisgleich sind.

0/
.gl/c l/’
e, 2na

Abb. 46.

In dem wohl einfachsten Analysator von Mader!) ist dieser
Gedanke, Abb. 46, folgendermaBen verwirklicht. Die als Zahnrad
ausgebildete Rolle B mit dem Teilkreishalbmesser r, ist auf einem
Schlitten 8§ befestigt, der nur in der Ordinatenrichtung x auf einer
in der Bildebene festen Schiene auf- und abgehen kann und an
einem hierzu senkrechten Arm A mittels eines Zapfens einen Winkel-
hebel VHW=90° tréigt. Der Fahrstift V des einen Armes VH=—1»5
wird auf der urspriinglichen Kurve hin- und auf deren Abszissenachse
zuriickgefiihrt, wobei der Schlitten auf- und abgleitet, wihrend das
mit einer Druckrolle versehene andere Ende W des Winkelhebels
durch einen dem Arm A4 bzw. der Abszissenachse gleichgerichteten

!) Mader, Ein einfacher harmonischer Analysator mit beliebiger Basis.
Elektrotechn. Zeitschrift 1909, S. 847.

4%
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Arm B eine damit starr verbundene Zahnstange Z Z auf dem Schlitten 88
in dessen Bewegungsrichtung verschiebt und die Rolle B in Drehung
versetzt. Bei der Anwendung des Analysators wird zunédchst der
Punkt H auf das Lot durch die Mitte der Grundlinge 2sa der zu
analysierenden Schwingungskurve gebracht, die im Punkte O die
Abszissenachse schneidet. Befindet sich der Fahrstift iiber diesem
Punkte, so sei @, die Abszisse des Rollenmittels B, iiber dem der
oben genannte Punkt P, (der Kosinuskurve) gerade liegen moge, wihrend
der Punkt P (der Sinuskurve) den Abszissenabstand » vom Rollen-
mittel besitzt. Befindet sich dann der Fahrstift V iiber einem be-
liebigen Punkte der Schwingungskurve mit den Abstidnden ¢ ¢ und z,
so sei y der Winkel des Armes b gegen die Abszissenachse und der
Halbmesser r von P, habe sich um } gegen seine Anfangslage mit
der Rolle gedreht. Alsdann ist

beosy =a(n— @), bsinydy—=adep . . . . 2)

und die Verschiebung der Arme 4 wund B gegeneinander durch
Drehung des Hebelarmes ¢ wird ccosy. Diese aber bedingt durch
die Zahnstange die Drehung der Rolle R um & so zwar, dafl

7, d0 = —csinydy, ro¥=-c(cosyy — cosyy), . . 3)
oder wegen 2)
d9=—""4
br, v

Da ferner in der Anfangsstellung O des Fahrstiftes ¢ = 0 auch ¢=0
sein goll, so wird daraus

19_—:-——171”—0@,..........4)

d. h. die Rollendrehung ist verhaltnisgleich der Abszisse
der Schwingungskurve. Nunmehr sind die Achsenabstinde der
Punkte P, und P, in bezug auf O fiir eine beliebige Stellung des
Fahrstiftes V/, wenn z, den Abstand des Rollenmittels von Arm 4
bedeutet:
Y, == — @, 7 sind, x,= x - bsiny +x, 47 cosd) 5)
Y, = — a, — rcosd, x, =z -} bsiny -z, -+ rsind J
und die Elemente der von den Punkten P, und P, iiberstrichenen
Flichen mit Riicksicht auf 3)

x,dy,=x,rcos? d = (x 4 x, - rcos?)rcosd dd

rbe . ¢
— ——sin®ycos [w (cosy — cos ‘1/10)} dy,
To To

x dy =z rsind dd=(x -+ x,+ rsind)rsind dd
_rbe sin® o sin [E (cosyr — cos 1/)0)} dy.
TO TO

Beim Umfahren der ganzen Fliche OVV'0’'0O lings der vorgelegten
Kurve OVV’'0’ und rickwirts 0’0 auf der Zeitachse gehen die
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Winkel ¥ und y auf ihre Anfangswerte zuriick, so daB bei der
Integration alle Glieder verschwinden bis auf

27
»

F =|x dy =1 zeosyd) —— ¢ xcos<~c'a'(}°>d¢
¢ [ ¢ [ 1)7')

0T, (

<

6)

2

rea ca
F =z dy = inddi=-r-—— ( 8 <——— ‘\d'
| [xs Y, rfx sin ) d i br, qun i, v)dy
0 g

[

Die Integrale stimmen aber mit denen in 1b) iiberein, wenn wir

ca

br,
setzen, also unter sonst gleichen Verbéltnissen fir k=1, 2, 3 ...
Rollen vom Halbmesser 7y, }7,, 7, usw. anwenden, fiir welche auf
den Schlittenr passende Zapfenlocher angebracht sind. AuBerdem ist
die Armlinge b zur Anpassung an verschiedene Grundlingen 27«
der Schwingungskurve verstellbar.

Steht kein solcher Analysator zur Verfiigung, so kann man die oben an-
gedeutete Planimetrierung der fiir jedes Einzelglied umgezeichneten Schwingungs-
kurve auch durch Niherungsverfahren ersetzen, von denen wohl das ein-
fachste von Fischer-Hinnen?) vorgeschlagen wurde. Zu dessen Erlduterung
denken wir uns die Kurve nach Abzug des nach la) leicht zu ermittelnden
Gliedes A4, auf die Form

vx=asin(g 45+ aysin2 (¢ +p)+...fasink(g+g)+... . .7

zuriickgefiihrt, worin jedes Einzelglied einen Wellenzug darstellt, der um die
zugehorige Phase gegen den Nullpunkt der Abbildung verschoben ist. Um den
Punkt der k-ten Welle zu bestimmen, welcher dem beliebigen Winkel ¢ zu-
geordnet ist, teile man von der entsprechenden Ordinate A, B, = x, der Gesamt-
kurve ausgehend die genannte Periode 00 =2= in £ Teile (in Abb. 47 sind

2];7, 272;5 usw. abstehenden Ordi-
naten 4, B,=ux,, 4;B; =, ... erhilt. Diese sind gegeben durch die Reihen

2:[1]

3 Teile gewahlt), wodurch man die um

Xy =2 a,sinh (g -+ F), z,=2a,sinh [(p —+ B+

9 2 2 , o . Ta)
@, = X a,sinh <¢ + Br 2 k) s usw.

deren Addition offenbar eine Doppelreihe ergibt, aus der wir das n-te Glied
; rL . 27\ .
S, =a, |sinn (@ - fa) +sinn ((p + B+ p> ...
Lo 27
~-sinn (r] 4B+ k—1) k>

herausgreifen. Die Zerlegung der Einzelterme fithrt mit der Abkiirzung

oo

an

GG e 9)

1) Elektrotechn. Zeitschrift 1901, S, 896.
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B sinm (- B) [1 - cos 2 - cosd . .. - cos (k— 1) 2]
) + a,cosn (g fa) [ sin2e-t+sindoe...4sin(k—1)2¢«] . 8a)
oder?
. in2k—1) o
—{—%‘cosn(tp—{—ﬂn) [ctga——cf)ﬂzsikhg I—)ﬂ . . 8b)

I

|

\ [

27 2T |
F 7 !
|

|

|

|

\/ !
|

|

|

|

|

|

|

A

2
Abb. 47.
Nun ist wegen 9) (
sin(2k— 1) « .
14 T eina =1—cos2ka-}sin2kactge
:1—0082nn—]—sin2nnctggkﬁ,
2% —
ctga—cos( .k 1)wzc’ogoc(l——co:s?lcoc)—sianoc
sin e

an
k
woraus man erkennt, daB fiir gebrochene Werte von n: %k beide Ausdriicke
und damit auch S, verschwinden. -Ist dagegen n:% eine ganze Zahl, also «
ein ganzzahliges Vielfaches von =, so vereinfacht sich 8a) unmittelbar in

8y =k sinm (@4 e 10)
o Sp=kapsink(p-+p:) . ... ... ... 10a)

1) Die Summierung der Klammerreihen in 8a) erfolgt nach Erweiterung
mit 2sin ¢ und Zerlegung der Einzelglieder in je zwei nach dem Schema
2cos2usine=8in3 o —sine, 2sin?2esine=cose— cos3«, wobei sich alles
bis auf das erste und letzte Glied aufhebt.

= (1 —cos 22 m)ctg sin2zn,

oder fir n==Fk
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fir n=2% Sy = by S 2E (@ 1 Fag) « o v e e 108)
usw. Damit wird aus der Doppelreihe
Za—klaysink(p-- B Fasin2k(p =B+, . . . 1)

2: . .
wonach das arithmetische Mittel aller um je —kz voneinander inner-

halb der Grundperiode entfernten Ordinaten einer Schwingungs-
kurve zugehoért, welche nur die k-te, 2k-te, 8%k-te usw. Wellen
enthdlt, aber keine niederen und auch nicht die zwischen den
Ordnungszahlen k, 2k, 3k liegenden Glieder. Zieht man die durch
Mittelwertbildung gewonnene, bei starker Konvergenz der Reihe 1) mit der
k-ten Welle schon nahe iibereinstimmende Schwingungskurve von der urspriing-
lichen ab, so bleibt eine Restkurve iibrig, die alle Wellen bis zur (£ — 1)-ten
und die in der oberen Kurve nicht einbegriffenen Glieder enthélt. Die Wellen
unterhalb der (k—1)-ten ergeben sich alsdann durch immer wiederholte An-
wendung des Verfahrens auf die Restkurve, womit die harmonische Analyse
zeichnerisch durchgefiihrt ist. Zur Berechnung der Beiwerte A4, und Bj bzw.
a, und f, gehen wir von einer beliebigen als Mittelwert gewonnenen Ordinate

a

&= gk‘x aus und einer zweiten &, um 2%
S =q;sink(p - f) ‘l
s=asink (g4 fyt o) = g cosk(p+- ) |

woraus sich fiir die Amplitude der k-ten Welle

davon abstehenden. Alsdann ist

2 ___ 21l =2
=&+ &7

ergibt. Um die Phase §, zu ermitteln, bestimmen wir einfach die Ordinate
diescr Welle fiir ¢ = 0, namlich

S = asinkfy, . o e e 12b)
womit dann auch nach Gl. 4 § 11
Ay = a sinkpy, B, =a,coskp, ... .. . 12¢)

gegeben ist.

§15. Zusammensetzung gegeneinander geneigter Schwingungen.
Vollzieht die Schwingungsgerade selbst eine Schwingung mit der Rich-
tung ¢ gegen sich selbst, so konnen wir diese sofort in zwei Teile
scosp und ssing zerlegen, von denen der erste sich nach den Lehren
des § 12 mit der Schwingung in der Geraden iberlagert, wihrend der
letztere eine davon unabhingige Schwingungsbewegung der Geraden
selbst in der Normalen dazu darstellt. Danach brauchen wir von
vornherein zur Kennzeichnung derartiger Bewegungsvorginge nur die
Verbindung zweier zueinander senkrechter Schwingungen

@ =qasin (et p5,), y="bsin(e,t +p,) 1)

& = ae, cos («,t + f,), j =ba, cos (¢, - 5,)
ins Auge zu fassen, die offenbar nach Ausschaltung der Zeit die
Bewegung auf einer ebenen Bahn ergeben, die ganz innerhalb des
Rechteckes mit den Seitenlingen 2a und 2b so verliuft, dal sie
alle vier Seiten beriihrt. Soll die Gesamthewegung wieder periodisch
sein, so0 mufl der bewegte Punkt nach Verlauf der Periode f, durch
denselben Punkt x, y mit gleichem und gleichgerichtetem Lauf wieder
hindurchgehen, die Babnkurve also geschlossen sein. Das ist aber
nur moglich, wenn
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sin (e, t 4 ey ty + ) — mn(o:t-[—ﬂl)_?cos(alt—l— 10+ﬁ1> 1n—~tw 0;

sin (et ey ty - f,) — sin (e, t - f, )—-2cos<a t+ "’—{—ﬂ2> ‘“'t ?—0;

AN
cos (¢, 1 4+« t, + B,) — cos(e,t -+ p,) = — 2 sin (cc t+—- 9 —|——/31> sin —-—:0;

Uyt

008 (- - ) — cosly |- )= — 2 sim (1 1“0 1, sin 20—

oder, wenn mit ganzen Zahlen k, und £k,

.ol .t
s1n~12—°:s1nJ2J:0, tly=2kx, . “etozgke”!
L
2]6 S 2[6,,:1 { -
o i, =k, k,, fy==-—" ki
“1 “‘3 J

ist, d.h. fiir ein ganzzahliges Verhédltnis der beiden Dreh-
werte ¢, und ¢,, genau wie bei der Verbindung zweier Einzel-
schwingungen auf einer Geraden zu einer Gesamtschwingung (§ 12
und 13). Alsdann ist es immer moglich, mit den Winkelfunktionen
die Zeit ¢ aus den beiden Schwingungsformeln 1) auszuschalten,
woraus sich eine algebraische Gleichung fiir die - nach einer
endlichen Zahl von Umldufen geschlossenen Bahnkurve er-
gibt. Die kleinsten ganzen Werte &, und %, geben somit die Zahl
der Umldufe der Schwingungsvektoren fiir die z- und y-Richtung an,
denen je eine Berithrung mit den Rechteckseiten +a@ und 4+ b zu-
gehort, so daB also k, Beriihrungen auf die Seite 26 und k, auf
die Seite 2 a entfallen. Infolgedessen wird die ganze Rechteckfléche
um so dichter mit den Bahnstiicken zwischen je zwei aufeinander
folgenden Beriithrungen gegeniiberliegender Rechteckseiten bedeckt er-
scheinen, je grofler die beiden Zahlen k, und %k, sind, je mehr sich
also ihr Verhéltnis einer Irrationalzahl nihert, die auch als co:co
aufgefaBBt werden kann'). In diesem Falle versagt die Ausschaltung
der Zeit in den Schwingungsformeln 1), und die Kurvenziige bedecken
das Rechteck vollkommen dicht, da erst nach unendlich vielen Be-
riihrungen die Bahn geschlossen wird. Die Gestalt der Kurven, die
man gewOhnlich nach ihrem Entdecker Lissajou benennt, hingt
indessen nicht nur von den Verhiltnissen a:b5 und k,:k,, sondern
auBlerdem noch von den beiden Phasen ;, und f, ab. Man erkennt
dies schon daran, daB z B. x und y gleichzeitig nur verschwinden,
wenn mit zwei weiteren ganzen Zahlen n, und =,

w t -4 B, =mn, x, tyt + By =mn,a,
Y Ist z. B. & :k,=>5,2834, so kann man dafiir setzen 52834:10000
=26417: 5000, d. h 86417 Wellen auf 5000 Umldufen mit entsprechenden
Beruhrungszahlen auf beiden Rechteckseiten.

0;

2)
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oder now-—pf,  mym—f, .

/

[#4 o,

1 2
wird. Andernfalls geht die Schwingungskurve nicht durch den
Mittelpunkt des Rechtecks. Schreibt man fiir die Grundformeln 1)
mit f, =0, f,=p

r=asine, p, y=bsin(v,p-+p), . . . . 1la)
so erkennt man die bequeme Darstellbarkeit des Bahnverlaufes als
Aufrifl der auf einem Zylinder vom Halbmesser a derart

Abb. 49.

aufgewickelten Sinuslinie fir y mit dem Ausschlage =+ b, daB
auf je k, Zylinderumfange k, Sinuslinien entfallen, wie es in Abb. 48.
49 und 50 fiir k,:k,=1:2, 2:3, 3:4 geschehen ist. Durch Drehung
des Zylinders, der zur Sichtbarmachung des auf der Riickseite be-
findlichen Kurvenstiickes am besten aus Glas besteht, erhilt man
dann alle mit der Phase f wechselnden Kurvenformen, von denen in
07 5 0% 7
37 7767 127 767 4
angedeutet sind. Daraus ist auch ersichtlich, dal fiir echte Briiche
k, : k, die aufgetragene Sinuslinie sich schliefit, wihrend fiir ein irratio-
nales Verhiiltnis ¢ :«, dies erst nach unendlich vielen Umldufen

Abb. 48, 49 und 50 je drei fir f =0, Z
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eintritt, wobei die im AufriB dicht nebeneinander liegenden Bahn-
kurvenstiicke das ganze Rechteck iiberdecken. In grober Weise kann
man die Lissajouschen Kurven auch durch einen Sandstreuer er-
halten, der an einem Pendel héngt, welches seinerseits mit einem
andern Pendel derart befestigt ist, daB die Schwingungsebenen senk-
recht zueinander stehen und die Pendellingen, die die Schwingungs-
dauer bestimmen (vgl. § 17), verstellbar angeordnet sind. Fiirirrationale
Verhiltnisse beider Schwingungszeiten bedeckt dann der ausgestreute
Sand auf einem darunter gelegten Papierblatt nach und nach das
ganze Rechteck.

1. Beispiel. Haben die beiden zueinander senkrechten Schwingungen
die gleiche Dauer und Drehzahl o, so sind ihre Gleichungen

%: sin (et -} B,) = cos B, sin «¢ -} sin 8, cos oct]
S e 1)
‘Z— = sgin («t 4 §,) == cos §, sin ot - sin f, cos at J

so ergibt die Ausschaltung von «f die Bahn

(E"_Z%ﬁz e ﬂ1)2 + (“ Si; b lsi;ﬁl>2 —sin® (B,—B,),. . 4a)

oder 0
22 2 x .
= cos (B, — B =sin® B — B, . . . 4b)

d. h. die Gleichung einer schrig liegenden Ellipse, Abb. 51. Diese artet
fiir 8, — f, =nx in die beiden Diagonalen des Rechteckes

2 ¥y
aj:b 0

aus und nimmt fir g, — f,——

0
p also ungerade Vielfache von —g ihre Nor-
malform 2 o
a Y _q
a? b‘l
Abb, 51.

an. Die Ellipse drebt sich also bei stetiger
Anderung des Phasenunterschiedes g, — f,
um den Anfang unter gleichzeitiger Anderung ihrer Gestalt innerhalb des um-
schriebenen Rechtecks.

2, Beispiel. Schwingt der Punkt in der y-Richtung doppelt so rasch
wie in der z-Richtung, so gilt

E:smat, %:s]n(?oct——ﬂ):sm?atcosﬂ—-cos?atsinﬂ, )
oder
i x® 1 1 x
?—é——QCOSQat, also cos2at:1—2~a§ )

sin 2 ot cosﬁ:%—{—cos2 atsinﬂ:%—}— (1 —2 %) sin #
Daraus folgt nach Ausschaltung von 2 «¢ fiir die Bahn

9 22\ JaN\y . ( 5
~b——§—<1—265> +2<1—2E§>3s1nﬂ:cosl/f, .. .. 5b)
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also fiir #=0 die doppelt symmetrische Schleife 4. Ordnung, Abb. 48

AN
o 4a’4 PRI 5¢)
und fir f= 4 g— ein Parabelpaar
A < — %>7
+ b+ 1—2 g O,. . . ... 5d)

von denen in Abb. 48 die mit dem negativen Vorzeichen eingetragen ist.

IV. Gezwungene und Relativbewegung.

§ 16. Die gezwungene Bewegung. Wir haben frither (§ 7) fest-
gestellt, daBl die ebene Bewegung eines Punktes vollig bestimmt ist,
wenn auller dem Anfangslauf auch der Anlauf fiir alle mdglichen
Lagen nach Grofle und Richtung bekannt ist, Insbesondere kann
hieraus die Bahn des Punktes abgeleitet werden, wovon wir in § 7
fiir die Wurfbewegung und in § 10 fir die Planetenbewegung Ge-
brauch machten. Dabei war allerdings vorausgesetzt, daf der bewegte
Punkt der Wirkung des Anlaufsfeldes uneingeschréinkt Folge leisten
konne, so dafl die Bewegung als eine freie zu bezeichnen war. Den
Anlauf ¢ konnten wir uns als-
dann in den Bahnanlauf und
Normalanlauf zerlegen, von denen
der erstere die Anderung des
augenblicklichen Laufes in der
Bahntangente, der letztere aber
die durch die Bahnkriimmung
gegebene Ablenkung aus der
Tangentenrichtung zur Folge
hatte. Bewegt sich der Punkt in
Abb. 52 dagegen in einer vor- /<\,(
geschriebenen Bahn PB un- <= 7
ter der Wirkung eines ebenfalls Abb. 52.
vorgelegten Anlauffeldes ¢, so
kénnen wir uns in jedem Punkte P die dort tangential sich an-
schlieBende freie Bahn PA einzeichnen, deren Kriimmung von der
vorgeschriebenen Bahn im allgemeinen abweicht. Der erzwungene
Ubergang von der freien in diese Bahn setzt alsdann einen neuen
normalen Zwangsanlauf ¢ in der Richtung der Abweichung vor-
aus, durch dessen Hinzufiigung zum vorgelegten Anlauf die ganze
Bewegung wieder als eine freie angesehen und behandelt werden
kann. Alsdann ist mit der Bahnneigung & und der Anlaufsneigung x
im Punkt P

Y

# == q cosx — ¢ sin 191

§j==qsinx ¢ cost) 1

oder nach Erweiterung mit

dx==dscos?, dy == ds sin,
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sowie Addition bzw. Subtraktion mit Riicksicht auf #d« + §dy ==vdv

und §dx —<:Edy:vdds (vgl. § 8), sowie Einfilhrung des Winkels »

des Anlaufs gegen die Bahn
d )
7 g cos (i — x) =g cosy I
dt %)
v

2

: :—qsin(ﬁ——x)—}—q':q’w-qsinvj

e

Daraus geht hervor, dafl der Bahnanlauf unabhéngig ist vom
Zwangsanlauf, der nach der zweiten Formel 2) seinerseits
durch die Bewegung in der Zwangsbahn und das Anlauf-
feld bestimmt ist. Bezeichnen wir ferner mit g, den Krimmungs-
halbmesser der freien, im Punkt P anschlieBenden Bahn, so gilt
fir diese (wegen Wegfalls von ¢')

—?}fzuqsim/, e
Qo
also mit der zweiten Formel 2)
, vt . < 1 1 > )
g =— siny=v*|———),. . . . . ... .3
o ! e o’ )

so daBl der Zwangsanlauf durch den Kriimmungsunterschied
der gezwungenen und freien Bahn unmittelbar gegeben ist.
Dabei ist natiirlich auf das Vorzeichen der beiden Kriimmungshalb-
messer zu achten, welches nur dann miteinander iibereinstimmt, wenn
die Krimmungsmittelpunkte auf derselben Seite der gemeinsamen
Bahntangente liegen. Falls beide Kriimmungshalbmesser an der be-
trachteten Stelle gleich sind, so verschwindet dort der Zwangsanlauf
und die Bewegung wird zu einer freien.

1. Beispiel. Liegt die Zwangsbahn in einer wagerechten Ebene, so be-
steht bei einer gleichférmigen Bewegung kein &uBeres Anlauffeld, und
die Formeln 2) vereinfachen sich in

v=rc, =—. 0. 2b)

Daher erfihrt ein Eisenbahnzug im Beharrungszustande auf gerader Strecke,
wo ¢ =00 ist, keinen wagerechten Zwangsanlauf, wohl aber in gekriimmter
Bahn. SchlieBt sich diese unvermittelt an die gerade Strecke an, so stellt
sich auch plotzlich der Zwangsanlauf ein, was besonders bei Straflenbahnen
lastig bemerkbar ist. Daher sollten die Ubergiinge, wie es im Eisenbahnwesen
stets geschieht, mit stetig verinderlicher Kriimmung erfolgen.

2. Beispiel. Bewegt sich ein Punkt auf einer Zwangsbahn in einer
senkrechten Ebene unter dem EinfluB des bestindigen Erd-
anlaufs ¢ =g, so ist nach Abb. 53 v==90--9, also wird aus 2)

d . , ?
?;:—wgsmﬁ, q:—.jj—J—gcosﬁ ........ 4)

Aus der ersten Formel folgt nach Erweiterung mit ds und dssind =dy

vdv=—gdy, oder —ui=2g(p—y), . ... 4a)
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wonach also wie beim freien Wurf der Lauf nur von der Hohenlage
abhiingt. Ist die Zwangsbahn cine (terade. so ist # unverinderlich und
0 =00, also , ]
’ ¢ =gecosd, . . .. ... R 1
d. h. der Zwangsanlauf auf einer schiefen Geraden hebt genau den
zu ihr senkrechten Anteil des Krdanlaufs auf. Damit ist nach 3)
sofort auch die Kriimmung der in einem beliebigen Punkte der Geraden an-
schlieBenden freien Wurfparabcel durch
) = —gcosd . . ... ... ... . 40
Yo
bestimmt, wobei das negative Vorzeichen die Lage des Kriimmungsmittelpunktes
unterhalb der Geraden (Bahntangente) festlegt.

Ist die Zwangsbahn ein Kreis
vom Halbmesser 9=—1, in den der
bewegte Punkt an der tiefsten Stelle
eintritt, so haben wir nach Abb. 54

leos®: - l—y--yy, . . D)
%
A
Abb. 53.
also ist der Zwangsanlauf nach Gl. 4)
’ 1 9 1 ! A -
7= [Pa-gd—y-+y)] - v« o0 5a)
und im hochsten Punkte mit y — y, - 21
P
¢ 7 [B?—gl] . . . oo 5b)

Ein im Innern eines Hohlzylinders vom Halbmesser [ bewegter Korper,
z. B. ein radfahrender Looping-Liufer, mufl demnach im héchsten Punkte noch

einen Lauf von v»==4/gl besitzen, damit das Rad oben noch auf der Bahn
anliegt. Da fiir kleinere Werte von v die freie Wurfparabel im Innern der
Kreisbahn verliuft, so wiirde unfehlbar ein Absturz erfolgen.

Tritt der bewegte Punkt an der tiefsten Stelle y, mit einem Lauf v, ein,
so dndert sich derselbe unter dem Einflu des Erdanlaufs ¢ nach 4a), so zwar,
daB der Zwangsanlauf mit 5)

N o [ ’ :
¢ [o2 gl — 59y — y)] = T (02 +gl(Beos?d—2)] . . . 6)
wird und in der Hohe y,, bzw. fiir den Winkel 9, gegeben durch
1 <L L 2 y?
=gy 01 08 By s — e e e . 6
=gl -1 cosdy g — g ial

verschwindet. An dieser Stelle tritt alsdann die freie Wurfparabel tangential
von der AuBenseite in das Innere der Kreisbahn iiber, wie in Abb. 54 an-
gedeutet ist. Soll der Kérper auch im hochsten Punkte y — y,==21 entspr.
&, ==x noch immer anliegen, so muf dafiir in 6) ¢’ >>0, also

. p2~bgl L. fih)
sein.
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Lassen wir dagegen einen Korper auf der AuBenseite eines Kreis-
zylinders derart abgleiten, daB wir ihm an der hochsten Stelle den
Lauf v, erteilen, so ist nach 4a)

vle=o2d-4gl . . ... 7)
und der nach aullen gerichtete Zwangsanlauf
q’:T[vlz—}—gl(Scosﬁ—{—Z)]. ........ 7a)
Dieser verschwindet fiir 1 .
—_ Y
cos ¥, == 3(2+gl>" e e e e e e e 7b)

worauf der Korper der freien Wurfparabel folgt. Fiir », = 0, also Abgleiten

aus der oberen Ruhelage ist cos 9, = — Iso 9,=131°40" mit rd. 48020’

5, @&
3)
Abweichung aus der Senkrechten.

3. Beispiel. Liuft ein Kraftwagen iiber eine Einsenkung der

StraBe, die sich bis auf die Tiefe % stetig zu- und wieder abnehmend auf die
Léange I erstreckt, so konnen wir die Einsenkungslinie nach Abb. 55 durch

y:g(cosax—l), «l=2x, . ... .... 8

Abb. 55.
sowie wegen der Kleinheit der Neigung ¢ der Bahn, also cosd~1 die Kriim-
mung durch 1 & 2}, 42 Th
1_dy__ «h 4= [h }
o det g 08 P L2+y ...... 8a)
darstellen. Alsdann muB der Zwangsanlauf nach Gl 4)
4% (h
q’:g—~l;t—1ﬂ<§—{—y>>0, ......... 9)
d. h.
s 9F
U\Qﬂz(h—f—‘Zy)""". ..... 9a)

gein, damit der Wagen sich nirgends von der Bahn l6st und ins Springen
kommt. Diese Gefahr ist am groften fiir die groBte Kriimmung, also y =0 bei
Beginn und Ende der Einsenkung, nicht aber fiir den unterhalb der Tiefe 1 4
liegenden Teil, da dort die Kriimmung positiv ist und die freie Wurfparabel im
Boden liegt.

4. Beispiel. Ein Kahn K werde durch ein gleichformig aufgerolltes Seil
nach dem Anfang O hingezogen, wihrend er gleichzeitig von der Stromung in der
z-Richtung abgetrieben wird. Ist ¢, der Seillauf, ¢, der des Stromes, so sind
nach Abb. 56 Vp="~F=—¢, v,=rg=—csing. ... ... 10

der Strahllauf und Drehlauf des Kahnes, woraus sich fiir die Bahn
? ¢>
dr__ ¢ dp c, dy n cld<2> _—‘cld(tg 2
N [
2

r  cysing » » - 10a)
2SI P 022sin%cos‘;J C, ’tg'gcos2 Cq bg%
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oder integriert mit einem Beiwert 7,

cp

lgni':_—lgnro—}—%!—]gntg%, r:ro(tgz-)% e 1D

ergibt. Darin ist offenbar fiir ¢ =90°, r=17,, der zur Stromrichtung senk-
rechte Strahl der Bahn, dessen Lénge durch die Anfangswerte von r und ¢
bestimmt ist. Da nach 10) fiir

p =0, p=0, r=20;

p=un, p=0, 7 == 00
wird, so beriihrt die Bahn die x-Achse im Anfang O und néhert sich ihr anderer-

seits asymptotisch. Die Fahrzeit bis zum Punkte O folgt aus dem gleich-
formigen Seillauf sofort zu ¢, =r,/c, . Weiter sind die Achsenabstinde mit 10a)

X=rcosq de _dr cos ¢ — r 8in a t in 7
= ¥ (llp (l(p 7 ‘p—r\'ZCg(p 8 (pi Ha)
y =r78in g dy _dr sing-L-rcos g =r| o cos ; o
Y= P s dp  dp P Va le ¢ P
/7 USC
AN
V  a 5 ¥
0 - 0 -
Abb. 56. Abb. 57.
deren erste Zeile einen Hochstwert von z ergibt fir
¢, . sinf@ 1—cos?g 7 c,®
b b= P __1TCONP _a |
Co SINP B8P Gos » cosp cos e 2¢, 7 F 4c¢,? +1, 11b)

von denen aber nur das positive Vorzeichen wegen cos? ¢ <Z1 einen Sinn hat.
AuBerdem wird die Bedingung dxz:de =20 erfiillt durch r=00, p==n.

Die zweite Zeile 11a) liefert einen reellen Hochstwert y des Achsen-
abstandes fiir

s P
sin -=-
2 =
cos%z—ﬁ, tgglzr . :L 1 208 ¢ Lm, 11¢)
Cs 2 cos 7L 1-4-cos ¢, €, — ¢,
2
also T T T
V/l_L °’+°I> ....... 11d)
61_61 ’

solange ¢, <Z ¢, ; andernfalls entfernt sich die Babhn dauernd von der Achse und
hat erst fiir ¢ == mit r = 00 ihr gleichlaufende Tangenten im Unendlichen,
Abb. 57. AuBerdem erkennt man leicht, daB auch im ersten Falle der links
vom Hochstwert y, gelegene Kurventeil keine Bedeutung besitzt, da ihm, wie
die Einzeichnung der Laufteile und der Bahntangente lehrt, ein von O weg-
gerichteter Strahllauf # = - ¢, entsprechen wiirde. Alsdann wire das Seil in-
folge des auf O zu gerichteten Teiles ¢, cos ¢ von ¢,, der sich zu # addiert,
wirkungslos, und der Kahn wiirde bis zum rechts von y, gelegenen Bahnteil in
der Achsenrichtung nur treiben, wenn man nicht durch Steigerung des Seil-
laufes bis ¢, > ¢, auf die Bahn Abb. 57 ibergeht. Dasselbe gilt natirlich fiir
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jeden Punkt des O gegeniiberliegenden Ufers links von y;. Weiter haben wir
fiir den Strahl- und Drehanlauf wegen 10) mit ¢ =

s )
¢,” sin® ¢,” sin? e,
g — o — Ol (ctg? )"

7, &
0 ol 12)
¢, sin . ¢, 8in 2
= 0 ey 03 g+ —+ 5 (o008 o) = 207 (gy008p Le,) (otg) ]
0

so daB der Gesamtanlauf q =y ¢ + ¢,> nicht nur mit ¢ verénderlich ist, son-
dern auch seine Neigung zum Fahrstrahl stetig dndert. Man erkennt, da die
ganze Bewegung unter einem in der Fadenrichtung wirkenden Zwangsanlauf
sich vollzieht, der vermoge des gleichformigen Strahllaufes mit ¢ fibereinstimmt.
Denn mit diesem Anlaufe wiirde der vom Faden befreite Kahn sich in der
Fahrstrahlrichtung vermdge der Stromung c¢, mit deren Strahllauf c,cos ¢
fortbewegen, wihrend der Drehlauf seinen aus 10) ersichtlichen Wert beibehdlt.

§ 17. Das Fadenpendel. Unter einem mathematischen oder
Fadenpendel, Abb. 58, verstehen wir einen Korper, der unter dem
EinfluB des Erdanlaufes ¢ auf
einem Kreisbogen in einer senk-
rechtenEbene hin und her schwingt.
Ist I der hier als Pendellinge
bezeichnete Kreishalbmesser, ¢
dessen Auslenkung aus der Senk-
rechten, so ist v=1I0¢ der Lauf,
und der Anlauf des bewegten
Punktes ist

lp=—gsing, . . 1)
wiahrend der Normalanlauf g cos ¢
wegen der vorgeschriebenen Bahn
nicht zur Wirkung kommt. Han-
delt es sich um sehr kleine Aus-
schlige, so wird aus 1) mit
Abb. 58. sin ¢ ~ ¢

lop-+gp=0,. . . . . . . . .. 1a)

pt+etp=0, . .. ... ... 1b)

d. h. eine einfache Schwingungsgleichung fiir ¢ mit dem voll-
sténdigen Integral

oder mit ¢ =1¢?

p=g@,cosat-@,sinat . . . . . .. 2)

und der Schwingungsdauer

2n l.
1, = =2 -
0 « an )

die hiernach unabhingig ist vom Ausschlag. Die beiden Bei-
werte ¢, und g, in 2) bestimmen sich aus den Bedingungen, daB
fiir t=0, der groBte Ausschlag p= ¢, sein moge, bei dem ¢ =10
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ist, zu ¢, =@, und @, =0, so daB also an Stelle von 2)

. . g
@=gosinct=qysint |/ 5 . . .. .. 2a)
tritt.

Ist dagegen der Ausschlag nicht mehr klein, so folgt aus 1)
nach Erweiterung mit d¢, sowie wegen ¢dp=¢@dg

lpdp=—gsinpdp

und nach Integration zwischen den Grenzen ¢ und ¢,, ¢ und ¢ =0

—cos@y). . . . . . . . 4)

Dafiir kénnen wir auch mit lg=v und I(cosp— cosg,)="h
schreiben

v¥?=2¢gh,

wonach al:o der Lauf eines Pendelkdérpers ebenso nur von
der Hohenlage abhangt, wie der eines freigeworfenen Kérpers
(vgl. § 7, 2. Beispiel). Durch 4) ist im Verein mit dem Normal-
anlauf g cos ¢ nach GIl. 4) des vorigen Abschnittes der Zwangs-
anlauf

¢ =g (3 cos g — 2 cos g,)

gegeben. Zur Berechnung der Schwingungsdauer ist eine Integration
der GL 4) erforderlich, die aber in endlicher Form nicht méglich ist.
Eine unmittelbare Reihenentwicklung verbietet sich weiter durch das
Verschwinden der Klammer fiir ¢ = ¢,. Darum formen wir Gl. 4)
um in

l¢2:4g<sin9%9—sin2%> C oo ... 4a)
und setzen darin:
sm%}-‘smq;‘lsm Y, cos(—gd(pzzsin%ﬁcos ydy,
also
2sin(£°~cosq;y) 2sin?;ﬂcosw¢ )
¢: e —— e — -
cos (g V 1 — sin® % sin%y
Damit wird nun 4a) wegen
pdt=dy, sin? (;—0 — sin® % == cos® y sin® 93"
g dt? (1 — sin2fgsm~q)) =ldy?,. . . . . . 4b)

oder mit Riicksicht darauf, da dem Ausschlage ¢, der Winkel v =

zvl';l

entspricht, fiir die Fallzeit von einer Endlage bis ¢ bazw. vy
Lorenz, Techn. Physik I, 1. 2. Auil, 5
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Crel

5 sin® y

tﬁ]/ V Z)% N )

'l/)
Entwickeln wir den Ausdruck unter dem Integralzeichen in die Reihe:

1
<1 —sin? L2 % sin® z,u) *_1 —|— L ine % (p(’ sin®y + . sm“ % sinty -} ..

80 kénnen wir wieder wie im Beispiel des § 13 die Potenzen von
sin ¢ in cos der Vielfachen von y ausdriicken und erhalten alsdann
nach Ausfiihrung der Integration:

l 4 . .
t:V;{AO<§f—w>——A2s1n2w—A4sm4w—~...} , . 6a)

also die Uberlagerung einer linearen Funktion und einer harmonischen
Reihe, deren Beiwerte wie im fritheren Falle wieder unendliche
Potenzroihen bzw. harmonische Reihen des groBten Ausschlages sind.
Von diesen hat nur der erste eine praktische Bedeutung, da die
andern Glieder fiir die untere Grenze =0, entsprechend der Mittel-
lage ¢ =0, simtlich verschwinden. Wir erhalten alsdann fiir die
ganze Schwingungsdauer ¢, den vierfachen Wert von 6a) mit y==0,
d. h. nach Auswerten von A,=7{(g,)

7[ <1>2. ® <1-3>‘~’ WP
T 1= 2 7o S ¢ 20
o 271]/gL Flg) sin® 5 -+ o) St
1-3-5\2 . @y | }
+<ﬂ_6_> 81 ?—l—..- . 6b>
Zur Ubersicht iiber die Anderung der Schwingungsdauer mit dem

grofiten Ausschlage ¢, dient folgende kleine Tabelle der Werte des
Klammerausdrucks 4,

Po ‘ 4, | Po ’ 4, | Po | 4, Po ‘ 4,
00 1,00000 10° [ 1,00194 4590 1,0400 1200 1,3753
20 1,00005 1590 1,00430 600 1,0732 1500 1,7600
50 1,00048 300 1,01741 900 1,1800 1809 o0

1, Beispiel. Fiir kleine Ausschlige ist demnach der Unterschied der
Schwingungsdauern so gut wie unmerklich im Einklang mit der hierfiir giil-
tigen Formel 8). Gehen wir einen Schritt weiter, so diirfen wir angesichts der
starken Konvergenz der Reihe 6b) fiir kleine Ausschléige schreiben:

t0=27zV <1~}—~7>=2n1/—;—(1—}—‘u%‘3), ..... 6¢c)
wobei fiir die Umrechnung in Winkelgraden

_1 ( @ >2_
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zu setzen ist. Mithin ist das Verhdltnis zweier den Winkeln ¢, und ¢,” ent-
sprechenden Schwingungsdauern angenihert:

to’ . 1 +!‘ 970’2 re 1o

??ﬁ1+,lt¢o"2~1+ﬂ((po —@ .. ..o
Schwingt also ein Pendel beim Ausschlage ¢, ="7° gerade eine Sekunde, also
¢,/ =1 8ek., so wird es bei ¢,” =8°

¢, =1-0,000019 (64 — 49) = 1,0002856 Sek.
schwingen, und die dadurch geregelte Uhr am Tage mit 86400 Sek. um
0,0002856-86400 = 24,7 Sek.

nachgehen. Daraus erkennt man deutlich die Empfindlichkeit der Uhren gegen
Anderungen des Pendelausschlages und ihre groBle Genauigkeit als MefBgerit
fiir kleine Zeitabschnitte. Unter einem Sekundenpendel versteht man ubri-
gens ein solches, welches zu einem bloBen Hingang eine Sekunde Zeit erfordert,
dessen ganze Schwingungsdauer also #,==2 Sekunden betrigt. Die Liinge eines
solchen Pendels berechnet sich dann fiir kleine Ausschlige mit g == 9,81 m/sec?® zu

1= 9 —0994m.
e

2, Beispiel. Es liegt nun nahe, auch endliche Ausschlige des Pen-
dels angesichts des periodischen Gesamtverlaufes durch eine harmonische
Reihe darzustellen, deren Grundschwingung naturgemifi die durch 6b)
gegebene Dauer ¢, mit dem durch «f,=2x gegebenen Drehwert «, besitzt.
Wir greifen zu diesem Zwecke nochmals auf GL 1) zuriick und schreiben dafiir
mit einer Potenzreihe fiir sin ¢

N L A )
P+ p=c <3f' ~ -4- 1T ) e e e e e 8)
Setzen wir darin
p=gysinct-Fp,. . ... ... 9)
so wird daraus
. in et 3 8in eyt - 5 i
it e p==(c;*— &) @, 8in aot—{—a?l(% E g? ,‘i‘,@,”),,_g’,’@ f;o' Hlj)*—l—...‘, 8a)

oder nach vorldufiger Unterdriickung der vy auf der rechten Seite als erste
Annéherung 3 .
[po®sin® eyt q” 8im® ¢

by = (e — @) g sim g b+ 2 |70 L R 15!
Nun ist weiter
22sind oy t = G) sin oy ¢ — sin 3 ¢yt
|
24 sin® ¢yt = @) sin o ¢ —(1)> sin 3 ¢yt sin 5 oy ¢ .10
28 8in” oy ¢ = <;> sin g — <;> 8in 3 et - G) 8in 5 oyt — sin 7 gt J
usw.,
also geht mit den Abkiirzungen
AN AN SIAN /A
1)2317\2)2e51 78387 T P
%o’ 5\ % N %o’ .
3= (1) a5 () g
A 10a)
%o (] .
psi (1) g =
P’
2071 #r
usw.

5*
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Gl 8b) iiber in
P e == [(e,® — &) o+ & ] 8in e b+ o [y 8in 3 e b - @y sin S e E-...] 8c)
Dieser Differentialgleichung geniigt alsdann der Ansatz

p=A,sin eyt + A;sin 3oyt - A;sin St ..., . . . . 11)

dessen Beiwerte sich nach Einsetzen in 8c) durch Vergleich mit denen der-
selben Winkelfunktionen der rechten Seite derart ergeben, daB wir an Stelle
von 9) erhalten
ik 2 o« @y i

P ——7{;5 sin O{Ot —'I*- ;’T’——?CZ)E sin 3 C{Ot *+
also in der Tat eine harmonische Reihe, deren Beiwerte durch Einsetzen von 11)
in die rechte Seite von Sa) unter Wiederholung des Verfahrens noch genauer
bestimmt werden konnen, ohne am Wesen der Sache etwas zu #ndern. Nur
darauf sei moch hingewiesen, daB fiir ¢==0¢;, auch ¢,=0 wird und damit
wegen 10a) kein Ausschlag zustande kommt.

P sin5agt b .., 9a)

= o — 2 q

3. Beispiel. Bewegt sich ein Kérper in einer senkrechten Ebene am Ende
eines Fadens, der an der Ubergangsstelle zweier Zykloidenbahnen mit wage-
rechter Rollbahn befestigt ist und auf dieser Bahn sich auf- und abwickelt,
wihrend das freie Stiick stets gerade bleibt, so haben wir ein Zykloiden-
pendel vor uns, bei dem der Kérper die Evolvente beschreibt, die mit der
urspriinglichen Zykloide kongruent und nur um den Rollkreisdurchmesser 2
senkrecht, sowie um den Halbkreisumfang wagerecht verschoben ist, vgl. § 7,
3. Beispiel und Abb. 33. Aus der Zykloidengleichung

z=r(p—sing), y=r(l—cosep), . .. ... 12)

worin 2 von der Spitze aus und y senkrecht nach unten gerichtet ist, wihrend ¢
den zugehorigen Bogen des Rollkreises bedeutet, folgt

de=7r(l —cosp)dy, dy=rsingde, ds:erin%dtp, . 12a)
Alsdann ist der Lauf von der Ruhelage bei y, bzw. ¢,

'v=\/29(y—y0):\/Qgr(coswo—cosq;j=]/4gr<cos2?72~°—cos9g>, 13)

und die zwischen diesen Lagen verflossene Zeit

1)9 q
ds - sin & do - d <cos 5)
t— _’U_ == ”g_ e ———— g 2 ? ae—————— 14)
l/cos2 %o coszfg- ]/coa2 %" —cost L
Po To o
oder
” . . c08 &
t=21}/ —|aresin 1 — arcsin C e e e e oL . 149)
g cos 2
2
Am tiefsten Punkt ist y==2r, also cosp =—1, p=um, cos %:0, also
wird, da arcsinl:g ist, t==n]/ % und die ganze Schwingungsdauer fiir

den Hin- und Riickgang —
— V ~;l ............ 14b)

unabhingig von dem durch g, bzw. y, gegebenen Ausschlag und in Uber-
einstimmung mit der Dauer kleiner Schwingungen eines Kreispendels von der
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Lénge 4r. Der Zwangsanlauf, der durch den Faden bedingt ist, ergibt sich

mit dem Kriimmungsarm o — 47 sin ? 2

2

2 COS g, — COS .
q’:a --gcos i) ==¢g BP0 TR - Sln(te )

0 . @ 2

- 2 8in -

2
algo im héchsten und tiefsten Punkte mit ¢ =g, und ¢ ===

4y = g sin g;” und ¢ == g (3 -1 cos ) .

Beim Vergleich dieser Ergebnisse mit dem Kreispendel ist zu beachten,
daf der Winkel ¢ beim Zykloidenpendel nicht den Ausschlag aus der lotrechten
Ruhelage, sondern den doppelt so grofien Rollwinkel, vgl. Abb. 33, bedeutet.

§ 18. Die freie Relativbewegung ohne Drehung. Befinden
wir uns in einem fahrenden Eisenbahnzuge, so erscheint uns die
Umgebung in einer dor Fahrtrichtung entgegengesetzten und zwar
um so rascheren Bewegung begriffen, je néher die Gegenstinde dem
Bahnkorper sind. Gehen wir ferner in dem noch langsam fahrenden
Zug riickwarts, so konnen wir unsern Lauf so regeln, dal wir unsern
Ort gegeniiber der Umgebung nicht #ndern, die somit an unserer
Bewegung teilzunehmen scheint. In beiden Fallen haben wir es mit
einer scheinbaren oder Relativbewegung von Korpern gegen
einen selbst bewegten Koérper zu tun, die schon darum eine ge-
nauere Untersuchung erfordert, weil wir streng genommen absolut
ruhende Korper nicht foststellen kénnen. Denn von der im
gewohnlichen Leben als ruhend betrachteten Erde wissen wir, daB
sie um die Sonne lauft und sich auferdem um ihre Achse gegen
den Fixsternhimmel dreht. Wir diirfen aber auch aus dem gleich-
artigen Auseinanderriicken von Fixsternen in einer Himmelsgegend
und dem Zusammenriicken solcher in entgegengesetzter Richtung
auf eine Bewegung des ganzen Sonnensystems gegeniiber dem Fix-
sternhimmel schliefen. Endlich zeigt sich, dafl auch die vermeint-
lichen Fixsterne nicht dauernd ihre gegenseitige Lage beibehalten,
so dal es in der Tat nur Relativhewegungen von Koérpern gegen-
einander gibt und nirgends in der Welt ein ruhender Punkt angegeben
werden kann.

Wenn wir trotzdem im folgenden von einem ruhenden Achsen-
kreuz sprechen, so diirfen wir niemals vergessen, daB auch das
nur relativ zu verstehen ist und zwar im gewdhnlichen Sprach-
gebrauch in bezug auf die Erde, von deren Bewegung wir dabei
zunichst absehen. Gegeniiber diesem Achsenkreuz XOY moge ein
zweites £Q# sich in derselben Ebene parallel zu sich selbst derart
verschieben, daB sein Anfang £ eine Kurve A'Q2B mit den sog.
absoluten Achsenabstinden z’, 3 in bezug auf das ruhende Kreuz
beschreibt. Legen wir dann noch, da Drehungen der Achsenkreuze
gegeneinander nicht in Frage kommen, die Achsen des bewegten
parallel denen des ruhenden, so wird ein Punkt P mit den Achsen-
abstéinden #”, " im ruhenden Kreuz in bezug auf das bewegte nach
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Abb. 59 die relativen Abstédnde

f=a" — 2 n=y"—y . . .. ... 1
besitzen, aus denen dann auch die relativen Lauf- und Anlauf-
teile s . .y . <11 .7 )
c=r "=y YL 1a)
529'5”_%1, ﬁ:y/r_yri /

hervorgehen. Bei der drehungsfreien Relativbewegung sind
demnach die absoluten Achsenabstinde, Lauf- und Anlauf-
teile eines bewegten Punktes die Summe der entsprechen-
den relativen des Punktes und der absoluten des Bezugs-
punktes Q. Alle daraus abgeleiteten Punktabstinde, z. B. 7, 7"’
und 7 in Abb. 59, Liufe und

Y U e Anliufe im festen und bewegten
Achsenkreuz sind folglich Vektoren
und konnen wie diese geometrisch
zusammengesetzt werden. Ist ferner

9 der Neigungswinkel der Ab-

¢ solutbahn (im festen Achsenkreuz)

”

|
|
i
1
|
|
i

(%

| Z
t
!
|
1

2 L
; und 7 die Neigung der Relativhahn
A Y . (im bewegten), so gilt
E y ' =d"tgd, p=Etgr, 1b)
z' "

Abb. 59. also wegen 1a)

¢ — =19y =d"tgd —&Etgr. 1c)
Insbesondere erhalten wir fiir den ruhenden Punkt P wegen
x-H:y-ll:O . " . .,
§=—4d, n=-—y ; 2)

= —d, ’7=—"y’J
Der feste Punkt befindet sich demnach von einem be-
wegten £ aus beobachtet in einer derjenigen von £ ent-
gegengesetzten Relativbewegung. In der Tat geht, wihrend
die erste Gl. 1b) mit #”"=y9"=0 ihren Sinn verliert, die zweite
iiber in

g =dtgr.
Setzen wir in 2)
E=rcosq, n=rsing,
so wird
E=vrcosp—@rsing, n=rsing |} @precosp, . . 2a)
also
Bttt . 2h)

Das Vorbeifahren an einem ruhenden Punkt weckt dem-
nach einen scheinbaren Drehwert, der im verkehrten Ver-
haltnis zum Abstand von diesem steht. Dadurch erklart sich
das scheinbar rasche Vorbeieilen der Telegraphenstangen im Vergleich
zu der langsamen Relativbewegung weiter vom Bahnkorper ent-
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fernter Gegenstinde im Gesichtsfelde eines Beobachters im Kisen-
bahnzuge.

1. Beispiel. Der Lauf eines fahrenden Schiffes wird aus der
Relativbewegung eines ausgeworfenen Schwimmers, des sog. Logs, welches auf
der ruhenden Wasserobertliche unbeweglich liegen bleibt durch Beobachtung
der Ablaufzeit ¢ einer durch Knoten abgeteilten Lange s auf der Logleine er-
mittelt. Ist ¢, der Schiffslauf in der Fahrtrichtung z, ¢, der Lauf senkrecht
dazu infolge Seitenwindes, so folgt nach 2) fiir die Relativlaufteile des Logs

f=—c,, Bem Gy o e e e e e e 3)
also mit dem Winkel « der Logleine gegen die Fahrtrichtung
c,t=scos«, Cb=ssine. . . . ... .. 3a)

2, Beispiel. Ein Fahrzeug mit dem Lauf v in der z-Richtung wird von
einem Korper getroffen, der die Bahn mit dem Lauf ¢ unter dem Winkel «
kreuzt, Abb. 60. Alsdann sind die Relativlaufteile dieses Kérpers in bezug auf
das Fahrzeug wegen

&’ =ccose und g"’=csinc,

f=cocosa—uv, p=csine . . . .. B3]

und der relative Kreuzungswinkel (e 0) folgt
aus

dy ¢ sin «
§) = - -
bg (@ +9) d& ¢ cos a—v
oder
tg6_:7vsm « bzw. sin (@ - 9) _° 4a)
c—wvcosca’ sin ¢ v

Fir «=90° wird daraus
ctgd=v, . .. .. . 4b)

womit die Neigung § der mit ¢ senkrecht herabfallenden Regentropfen gegen
die Lotrichtung auf der Fensterscheibe des Fahrzeuges gegeben ist. Unser
Ansatz trifft auch noch zu fiir die sog. Aberration eines Lichtstrahls, der
mit dem Lichtlauf ¢ = 300000 km/sec die Erdbahntangente unter einem Winkel «
kreuzt. Da fiir die Erde » == 30 km/sec ist, so folgt fir = 90°aus 4b) 6 = 20,25".
Es ist das die groBe der Erdbahnebene (Ekliptik) parallele
Halbachse der scheinbaren Ellipsenbahnen aller Fixsterne,
die an der Ekliptik in Gerade, an den Polen in Kreise iiber-
gehen, damit Abbilder der Erdbewegung um die Sonne sind 7
und riickwérts die Laufbestimmung des Lichtes ermdglichen.

)
|
|

—0

1
3. Beispiel. Die in einem bewegten Aufzug befindlichen l
Korper unterliegen dem Erdanlauf & ==—¢, wenn 2” deren S {

Hohe iiber der Schachtsohle bedeutet. Ist dann 2' die zu-
gehorige Hohe des Aufzugsbodens und & die Korperhohe
tber diesem, Abb. 61, so besteht die Beziehung fiir den Re- 2z

lativanlauf . x’
S == — oo .00 5)

Daraus folgt, dafBl beim Anheben mit positivem & fir den |
Aufzug der darin befindliche Korper einen gréfleren Anlauf
als g erfahrt, vor dem Anhalten dagegen wegen &' <0 einen ’
kleineren, wihrend fiir die Abwirtsbewegung gerade das Um-
gekehrte zutrifft. Davon kann man sich leicht durch einen m
Fallversuch im Aufzug selbst iberzeugen, der nur bei gleich-

formiger Bewegung desselben scheinbar mit dem Erdanlauf !

vor sich geht. Abb. 61.
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4. Beispiel. Zur Ermittlung des Zusammenhanges zwischen den schein-
baren und wahren Planetenbahnen nehmen wir die letzteren der Ein-
fachheit halber als kreisférmig und in einer und derselben Ebene gelegen an,
Abb. 62. Sind dann @, und @, zwei Bahnhalbmesser mit den Drehwerten o,
und «,, so sind in bezug auf ein fest gedachtes Achsenkreuz die Achsenabstéinde
beider

' =a,co8t, ¥y =a,sinet
@ = a, co8 (e ¢+ f) , Yy’ =aycos (et +§) J’
wenn f den der Nullage (fiir £ = 0) von P, entsprechenden Winkel von P, mit
der X-Achse bedeutet. Alsdann sind die Relativabstinde von P, in einem mit
P, bewegten zum festen parallelen Achsen-
kreuz
& =a, cos (¢t + ) —a, cos oy £ ]
7 ==a, sin (gt + ) — a,sin oyt J
mit dem durch ¢* =&} %% oder
o 0°= "+ a,"— 2a, a, cos [(¢—ey) £+ f] Ta)

gegebenen verdnderlichen Abstand beider
Planeten, der in der Periode

6)

7)

2x -

to—%___a1 .. .. 17b)

zwischen dem Kleinstwert o = a, — a, und

dem Hochstwert a,-{- @, schwankt. Die

dem ersteren entsprechende Stellung eines

Abb. 62. Planeten bezeichnet man als Oppo-

gition, wenn der innere Kreis die

Erdbahn darstellt, im andern Falle dagegen als untere Konjunktion,

wibrend die dem Hochstwerte von o entsprechende Stellung die obere Kon-

junktion heiBt. Der relative Drehwinkel 1 des Fahrstrahis o gegen eine durch
Fixsternbeobachtungen festgelegte Richtung P, 5 ergibt sich dann aus

7 a,s8in (¢ — a, 8in o, ¢
tg(p:T:uiwwv(i*—fh—ﬂ)-w ,,,,lv,v,,i_’ P 8)
& aycos (et +p)—a,coseyt

worin nach dem dritten Keplerschen Gesetz mit den Umlaufszeiten £, und ¢,

(%); (j_;)‘“’: (202)2 e 9)

die Abstinde durch die Drehwerte «, und «, ersetzt werden kénnen. Zu deren
Ermittlung, sowie der Phase § braucht man demnach drei Beobachtungen von .
Ferner folgt aus

Py =Ej—nk
der doppelte scheinbare Fldchenlauf zu

e p==a’ et ey —a,a (o +e)cos[(g—eq)t--p] . . . 10)

als eine periodische Zeitfunktion, so daB also die Relativbewegung der
Planeten nicht als Zentralbewegung aufgefalt werden kann. Der rela-
tive Flichenlauf und Drehwert kanun sogar zeitweilig verschwinden und danach
sein Vorzeichen dndern, woraus eine teilweise riickldufige scheinbare Be-
wegung hervorgeht. Derartige Umkehrpunkte treten ein fiir »=0, also
nach 10) unter Ausschaltung von @, und a, durch 9) fiir Stellungen bzw. Zeit-
punkte, welche die Bedingung

11 i
o :‘112 o 4" o _ (t82)* (6% +¢,%)
cos [ (e — &)t - 6] o a, (@ L) bty ... 10a)
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erfilllen. Nennen wir den hierdurch bestimmten Winkel y, so werden die zu-
gehorigen Zeitpunkte

R .. . 10b)
o — o,

Es gehdren also immer zwei solche Umkehrpunkte zusammen, zwischen denen
die scheinbare Planetenbahn wegen der in unserer Betrachtung vernachlissigten
Neigung gegen die Erdbahn eine Schleife bildet, die durch die Exzentrizitit
der Bahnen noch ein wenig geéndert wird. Mit den Umlaufszeiten und Dreh-
werten ist auch nach 9) das Abstandsverhiltnis «,:a, gegeben; es fehlt also
noch eine weitere Gleichung
zwischen diesen Gréflen zu
ihrer absoluten Bestimmung.
Diese liefert uns der Vor-
beigang eines Planeten,
z. B. der Venus vor der
Sonne, Abb. 63, wobei der
Schatten der Venus von zwei
moglichst weit auf der Erde Abb. 63.

voneinander entfernten Punk-

ten A und B aus an zwei Stellen 8’ und 8” auf der Sonnenscheibe betrachtet
wird, deren scheinbaren Abstand man durch den kleinen Winkel AV B
=8'V8" =35 messen kann. Fiir eine symmetrische Lage von 4B=10b zur
Knotenlinie £V S ist dann

b 0
a, — a, == otg 5 ~ -

5 Y 1)

die gesuchte weitere Gleichung.

5. Beispiel. Ein Kahn K fihrt mit gleichformigem Lauf ¢, auf einem
FluB mit dem Stromlauf ¢, in der z-Richtung auf eine feste Uferstelle O zu,
Abb. 64. In diesem Falle empfiehlt es sich, an
Stelle der Relativbewegung zum stromenden
Wasser die wahre Bahn durch Zusammensetzung P A A
der wahren Laufteile in der Strahl- und Dreh- R
richtung in bezug auf O dhnlich zu ermitteln, wie
dies im 4. Beispiel des § 16 geschehen ist. Mit
dem Fahrstrahl OK =—=7 und dem Drehwinkel ¢
haben wir hiernach den Strahl- und Drehlauf
des Kahnes

V=0 CO8Qp—C 5 Uy T @ o=o-Cy8ing, 12)

Ly CO5 @

A
also 0
dr ¢ =6 e08p de, . . . 12a) Abb. 64.
r ¢y 8in @
ﬂ
= 4o 7 _ 1gn sin ¢ N ﬂ)”"’ 3)
Ign r =lgnr, . Ign tg 5 Ignsin ¢, re= p \tg 5) 13)

worin der Integrationsbeiwert r, den auf der z-Achse senkrechten Fahrstrahl
bedeutet, dessen Linge durch irgend eine Anfangsstellung r,, ¢, des Kahnes
gegeben ist. Da fiir

=0, p=2-0, r==0, fiir p=m, =0, r==00 isb,
so berithrt die Bahn die z-Achse in O und lduft ihr andrerseits im Unendlichen
parallel, Abb. 57. Weiter ist
Gt cﬁ@]

o | ]

X =7 e0s g =1 obg g <tg g} % %’— ktg : Il
¢ [ ’

P\re J

|

7/
y==rsin ¢ = 7, [\tg 5
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oder nach Ausschaltung von ¢
1 —Co c1+cCs

2f:<l> “ _<ﬂ> R 13b)

7o 7o

wonach Hochstwerte z, und y, fiir

ezl eutes
ﬂ)g_-cl— Cy T [(01_03\ 2¢o . <91 — cz> 2¢, }
<tg 2/ ebe’ f7 ¢+ C-z) ¢+ ¢, 13¢)

%
tg,;,:()o) @y =T, y2:QO J

sich ergeben, deren erster allerdings an die Bedingung ¢, > ¢, gekniipft ist.
Fir die Fahrzeit erhalten wir aus 12) mit 13)

a ¢

df— — rdp  rdy (t %>cz:___n rnde tg %> z’ 14)

. —_— 2 -
¢, 8in c, sin .
2SILE 2 ¢ 4 ¢, sin? %0032 %

1
2¢, , 1 1 ( zp)c_,d_q;»
_a a
o) o) (w3 olep
“(“gz) d<°'“g2/ tgy) 2\t8 )

also nach Integration von ¢ bis 0

€170 Gate
2t 1 ( (;0) (2 1 ( (p> [
— = — — g = R
Ty € —Cy ' 2 + ¢ ¢, €3 ? 2)
oder
a=C ates
2¢ 1 < Y > c1 1 < Y > c1
e e b R 11
o  CL—Cy\Ty 6 €\, )

und im Sonderfalle fir den O in der Entfernung y —=r, gerade gegeniiber-
liegenden Ausgangspunkt mit ¢ = 90°

Die Fahrzeit ist demnach nur so lange endlich, als ¢, >¢,, d. h. als die
Kahngeschwindigkeit groBer als der Stromlauf ist. Andernfalls kann
der Kahn die gerade gegeniiberliegende Stelle iiberhaupt nicht erreichen.
Unser Ergebnis gilt auch fiir den Fall, daf an Stelle der Strémung die
umgekehrte gleichformige Bewegung c, des Punktes O tritt, den ein seitlich
herankommender mit ¢, zu erreichen sucht!). Die Gleichung der hieraus her-

vorgehenden sog. Verfolgungskurve erhalten wir, indem wir « 4-¢,(§ —¢,)=—ua’
setzen, mit 13b), 14b), 14c) zu
G C Gtle
2 c, ¥\ a ¢ AN 2¢, ¢,
A . . A — A1)
7o Cp— € \Ty e F e\ € —¢C

1) Die Ubereinstimmung beider Bewegungen hat seltsamerweise W. Voigt
nicht bemerkt, der sie mit dem 4. Beispiel § 16 in seiner ,Elementaren Mecha-
nik“ (2. Aufl. 1902) 8. 73ff. gesondert behandelt und mit Hilfe der Relativ-
bewegung durch recht umsténdliche Rechnungen Gl. 15) und aus ihr mit y =10
die Laufzeit 14¢) gewinnt.
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§ 19. Die freie Relativbewegung mit Drehung. Dreht sich
das Achsenkreuz ZOH um den Anfang des festen Kreuzes XOY,
so sind die Achsenabstinde in beiden nach Abb. 65 durch die Formeln

f=wcosp+ysing ) g w=£cosg—sing ) 1)
p=ycosp—xsing f y=ncosp-f&sing § ° °

miteinander verkniipft. Daraus folgt dann 7 4
durch Ableitung mit dp = wdi

f—no=—dcosp-|ysing) 1a)
. > . e P M
)+ Ew=ygcosp—asing)

oder

a&~{—yw25005¢~57_sinzp} 1b)
9§ — T == i) cos ¢ |- Esing o
Auf der rechten Seite von 1a) stehen offenbar die in die Rich-
tungen £ und 7 fallenden wahren Laufteile, auf der rechten Seite
von 1b) dagegen die relativen Laufteilein den Richtungen x undy,
wihrend links zu den wahren Laufteilen noch die wahren Drehlauf-
teile hinzutreten. Daraus geht hervor, dal der wahre Lauf eines
Punktes sich nach den Vektorregeln aus dem Relativlauf
und dem Drehlauf zusammensetzt. Der Drehlauf bezieht sich
hierbei auf den Punkt in der Drehkreuzebene, der gerade mit dem
bewegten Punkt P zusammenfallt; er steht demnach senkrecht zum
Fahrstrahl OP = o und hat den Wert

Besitzt das Drehkreuz =QH noch eine fortschreitende Bewegung,
so haben wir, unter &, 4 die Achsenabstinde von £ und 2 g’
von P im festen Kreuz XOY verstanden, nach Gl 1) des vorigen
Abschnittes

Abb. 65.

o — " — ’
Q?——x‘” 1-;1, y ?’{,, yr1 e e e 3)
g=a"—1, y=y"—9)

in 1b) mit 1) zu setzen, woraus

a'cu__g‘y:(g-_nw)cos¢—(57+§w)sin1p} o 3a,)
g — i = (7 Ew)cos @ 4 (§ —now)sing

hervorgeht. Der wahre Lauf o' =V&"? " des Punktes P setzb

sich demnach aus dem wahren Lauf o =V&?+y? des Dreh-

zentrums 2, dem Relativlaut v:‘/E‘“’—I—iﬁ in bezug auf das Dreh-
kreuz und dem Drehlauf g-o des mit P in der Drehkreuzebene sich
gerade deckenden Punktes nach der Vektorregel zusammen, wie in
Abb. 66 zu ersehen ist. Hierin bildet 2+’ die Tangente an die Bahn
von 2, Pv die Tangente in P an die relative oder scheinbare Bahn
im Drehkreuz und schlieBlich Pv” die Tangente an die wahre Bahn
von P im festen Kreuz.
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Zur Ermittlung der Anlaufteile sehen wir wieder zunichst
von der Eigenbewegung des Drehkreuzanfanges ab und erhalten
dann durch weitere Ableitungen von 1a)

é—d(gt@—):icosw-%fjsinzp-{—m(ycosw——ajsin(p)]l
R
n -+ r—dfi—rrzycosqy——xsmq)~wkchS(p—]—ysm(p)J

Hierin bedeuten die Glieder

N iCOS(p—}—g'jsin(p:(é_), jcosp—Fsing==_j) 5)
Neo?' die in die & und n-Richtung fallenden wahren An-
laufteile und nach 1a)

ow & cos ¢ -} 9 sin g — (&), geosp-—dsingp=(7) ba)
die in die gleiche Richtung fallenden wahren Lauf-
teile von P, so daB wir auch an Stelle von 4) schrei-
ben diirfen

d(no)

E—S— B 4 o) |
Abb. 66. i+ =)= @) I |

Der wahre Anlauf setzt sich demnach nicht allein aus dem relativen
und dem Drehanlauf zusammen, deren Anteile auf der linken Seite
von 4a) stehen, sondern enthilt noch einen auf den wahren Lauf
normalen Zusatzanlauf wv, der gewdhnlich nach seinem Entdecker
Coriolis (1832) benannt wird. Dieser Zusatzanlauf ist uns schon
einmal bei der Aufstellung der Anlaufteile in Polarkoordinaten im
§ 9 begegnet. Die dort entwickelten Formeln lassen sich aus den
vorstehenden unmittelbar ableiten, wenn wir {=r, &=+, =0,
7 =0 setzen, so dall die Bewegung in Polarkoordinaten als Relativ-
bewegung eines Punktes auf dem rotierenden Fahrstrahl erscheint.

4a)

Zur weiteren Verwendung unserer Ergebnisse ersetzen wir zweck-
miBig in 4) die Klammerausdriicke rechts durch ihre Werte aus
1a) und erhalten dann nach Zerlegung von d(nw):d¢ und d (£ w):dt
die Formeln . .

(5):—5—-77&)—«5&)2——2(07'7}
(i)=ij+ > —no* 20k’
die sich fiir eine bestdndige Drehung mit @==0 noch vereinfachen,
bzw. unter Benutzung von 3) auf den Fall des fortschreitenden

4b)

Drehpunktes 2 dadurch ausdehnen lassen, daB wir an Stelle von (¢) und
(i) die Unterschiede (£)” — (&) und (3)” — (i) setzen, in denen die
ersteren Glieder die Anteile des wahren duBeren Anlaufes, die zweiten
dagegen die Anlaufteile des Anfanges £ des bewegten Achsenkreuzes,
beide in den &- und #-Richtungen genommen, bedeuten.
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Beispiel. Der bewegte Punkt sei einem nach dem Drehmittelpunkt ge-
richteten, dem Abstande von diesem verhéltnisgleichen Anlauf unterworfen,
wihrend die Drehung selbst gleichférmig verlduft. Alsdann sind mit einem
Beiwert o® die wahren Anlaufteile

(E) == — o2&, M=—ey . . .. .. ... 6)
und wir erhalten aus (4b)
Eofe (o — w?) =20
N+ (2— o) y=—2wf"
Es handelt sich also, wie die Betrachtung der linken Seite dieser Formeln
lehrt, um gleichzeitige Schwingungen des Punktes in der & und 7-Rich-

tung, die aber durch die rechts stehenden Glieder miteinander gekoppelt
sind. Den beiden Schwingungen geniigen nach § 11 die Ansitze

E=Ade"t, p=Be*t . . ... ... ... 7)

deren Einfithrung in 6a) nach Wegheben der nicht verschwindenden Exponen-
tialgroBe e”?
At —o0)=2wxB )
Bt — o) =—2wxdf ~

ergibt. Da auch A und B nicht verschwinden kdnnen, so liefert die Multipli-
kation und Division dieser Gleichungen

(2o — 0= — 4 2 \
A4, B N U . 7h)
B—}—AMO, oder A*-} B?- .Oj
Die erste dieser Gleichungen vereinfacht sich in
w2t Loyt (f—0)=0 . ... ... To¢
mit den Wurzeln
#? = — (®+ 0®) + 2w =—(a + 0)?,
oder
(=t (et o)==+ te,, rgg=F e — )=+ ia.. . 7d)

Wir erhalten also in beiden Achsenrichtungen des Drehkreuzes
L':Aleialt——{—A e_ia‘t+Aseia2t—LA4e—ia'2t
= 2 [
7 :Ble’ialt_}_ Bze—ialt "}f’ B;ieiuzt—i—-Ble-i“ﬂt J

je zwei sich iiberlagernde Schwingungen, die sich gegenseitig nach § 12 ab-
wechselnd verstirken und verschwiichen und deren Beiwerte 4 und B durch
7a) bzw. die zweite Bedingung 7b) derart miteinander verkniipft sind, daB

Bl B4 . -Bg B3 .
— ===, — = T =
4,4, F 4, 4, ]l )
BB BB _, BB _BB__|
4,4, A, 4, 4,4, A4,
Damit ergibt sich dann
n=1[d,ef"t — A,e" Ml _ Aseiazt—}—A4e_ia2t] .. .. 8a)

und wegen «, + o, =2¢a, o —o,=2w der Fahrstrahl ¢ aus
02:§2+’72:4[AxAz+A3A4+A1A362Mt+A2A4e-2iat] Y
mit dem relativen Flichenlauf
=i —in=—4[(x+ ) 44— (@ —0) 4, 4]
—dold, 4,300 L 4,462 L Sc)
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Die Relativbewegung ist demnach wegen der periodischen Schwankung der
letzten GroBe, deren Periode iibrigens vom Drehwert « unabhéngig ist, keine
Zentralbewegung. Im Sonderfalle ¢ = 0, also z. B. einer frei beweglichen absolut
glatten Kugel auf einer absolut glatten wagerechten Scheibe verschwindet die
Verinderlichkeit von ¢ und 02{, wonach nur ein Kreis von beliebigem Halb-
messer als Relativbabhn iibrig bleibt.

Wird schlieBlich o = w? so vereinfacht sich 6a) in

F=2awn, = —20f, } 0
woraus Fldwré=0, Gobdeti—0f

wird. Danach sind die beiden relativen Laufteile je einer einfachen Schwin-

gung
E=c, sin (2 0t +B,), f=cysin@wtt+Fy) . . . . 10a)

von gleicher Dauer unterworfen, die sich auch aus 8) bzw. 8a) mit «, =0,
o, =2 ergeben. Beide Schwingungen ergeben nach § 15, Beispiel 1, als
Relativbahn eine Ellipse, deren Mitte/punkt allerdings nicht mit dem Dreb-
zentrum zusammenzufallen braucht. Zur Bestimmung der Beiwerte, die sich
auch in diesem Falle auf vier zuriickfiihren lassen, aus den anfinglichen

Achsenabstinden &,  und den zugehdrigen Laufteilen £, 7 bedient man sich
zweckmiBig wieder der Gleichungen 8) bzw. 8a), die fiir diesen Fall in

§= A e b A Y 11)
n:i[Altewt_Aze—-Q’bwt_A3+A4})

iibergehen und mit Hilfe des Moivreschen Lehrsatzes leicht auf Winkel-
funktionen umgeformt werden konnen.

§ 20. Die gezwungene Relativhewegung ohne Drehung. Ist
der betrachtete Punkt gezwungen, sich in einer vorgeschriebenen Bahn
zu bewegen, welche selbst fortschreitet, ohne sich zu drehen, so haben
wir nur, wie in § 16, den zur relativen Bahntangente senkrechten
Zwangsanlauf ¢’ in die Bewegungsgleichungen einzufiihren und diese

dann ebenso weiter zu behandeln wie

bei der freien Bewegung. Ist in

Abb. 67 1 der Neigungswinkel der

Zwangsbahn gegen die £-Achse, s0

sind -——¢'sinz und - ¢ cost die in

die &- und #%-Richtung fallenden
~ Anteile des Zwangsanlaufes, so daB
dann fiir eine reine Parallelver-
schiebung der Bahnunter dem Ein-
fluB} eines &ulleren Anlaufes mit den
Teilen g, und ¢, die Bewegungsglei-
4 chungen lauten

25

|
ly

|

|

| |

| |
1 - 1 -

17, x X . - ot ! ol
Abb. 67. x-—§+%-—%—ﬂsmf} 1)
§' =i+ =gq,+qcost) "

Daraus folgt nach Erweiterung mit dé==docosv, dy=dosinv,

W_ob(.a.i do das Bogenelement der Zwangsbahn bedeutet, sowie unter
Einfiihrang des Relativlaufes » und des Kriimmungshalbmessers ¢



Die gezwungene Relativbewegung ohne Drehung. 79

durch édf—{—ﬁd’q:vdv l
.. L v? 2)
1 COST — ;smr:—(—; J
nach Addition und Subtraktion
vdv=/(q, —&)d&+(q, —§)d7
2 1 a)

5 =@, —§)eosT— (g, — F)sint ¢
zur Bestimmung von v und ¢

1. Beispiel. Handelt es sich um eine gleichfdrmig fortschreitende
Zwangsbahn in einer lotrechten Ebene unter dem Einflull des Erdanlaufs g,
so wird

gz=0, 49Q=—9, #F=0, =0, ... ... 3)

also nach 1a)
2

vdv=—gdy, j;—:q'—gcosr, S %)

oder mit einem Anfangswert v, filr »,
I e A O /) 3b)

Das wiirde z. B. fiir ein auf einem gleichfsrmig bewegten Fahrzeug angebrachtes
Pendel zutrefien, welches demnach genau so schwingt wie an einem ruhenden
Aufhiingepunkt und insbesondere wegen dy =0 mit dv =0, bzw. v="0 den
tiefsten Punkt mit dem gro8ten Lauf durchstreicht, der auch die relative
Ruhelage des Pendels darstellt. Unterliegt dagegen mit oder ohne gleich-
formiges Fortschreiten in der y-Richtung die Zwangsbahn einem Anlauf ¢ in
der z-Richtung auBer demjenigen der Erde, so haben wir

L0, g—g,  Fe—q, F=0, .8
also nach 1a)
vdv=—qdé—gdy
%:qSinT—gCOSI—}—q' } ..... 4a)

Die erste dieser Gleichungen ist fiir bestéindiges ¢ sofort integrabel; sie ergibt
aber auch ohne weiteres fiir dv =10 die Bedingung

qdétgdy=0 . . . . ... ... .. 4b)

des gréBten Laufes, der mit v==0 auch die relative Ruhelage geniigt. Es
stellt dies offenbar eine Gerade mit dem Winkel 7, gegen das Lot, gegeben
durch

t = =—— . ... e e

g Ty d§ g 40)
dar, um welche ein Pendel im beschleunigten Fahrzeuge schwingt.
Durch dije Beobachtung dieses Winkels ist man somit in der Lage, im Innern
des Fahrzeuges die Richtung und GréBe eines solchen wagerechten Anlaufes
festzustellen, der unter anderem auch beim Durchfahren einer Kriimmung 1:7
mit dem Lauf ¢ im Betrage g =c®:r sich geltend macht,

2. Beispiel. Soll ein Punkt P auf einem mit dem Anlauf & =g bewegten
Keil, Abb. 68, liegen bleiben, so ist
#F=q, §=0, E=0, =0, ¢=0, ¢=-—g,...5)
also nach 1)
g=—¢ sinz, g=4q cost,
oder g——gtgr } ........ 5a)
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Der Zwangsanlauf ¢' zerfillt demnach in zwei Teile, deren lotrechter den Erd-
. anlauf ausgleicht, wihrend der wage-
rechte dem Anlaufe ¢ des Keiles ent-
gpricht, der selbst nach der y-Achse
zugerichtet ist.
Die Ruhelage des Punktes auf dem
Keil kiénnen wir auch erreichen durch
Festhaltung des letzteren und Drehung
des ganzen Gebildes um die y-Achse
v mit dem Drehwert . Alsdann wire
unter sonst gleichen Verhéltnissen # =0,
¢» = ¢ =" »® und nach Einsetzen in 1)

Abb. 68. g=¢ sint, g=4¢ cosr, g=gtgr 5b)

§ 21. Die gezwungene Relativbewegung mit Drehung. Um
die gezwungene Relativhewegung auf einer vorgelegten, um den
Anfangspunkt O sich drehenden ebenen Kurve, Abb. 69, zu
untersuchen, greifen wir auf die Gl 4b) § 19 zuriick und fiigen den
wahren Anlaufteilen in der &- und #-Richtung auf der linken Seite
die entsprechenden Zwangsanlaufteile — ¢'sinz und ¢'cost hinzu.
Dadurch erhalten wir unter Beibehaltung der iibrigen Bezeichnungen

(5)——q’sinz=5-—17a}—§a)2~—2an}}

() +q costr=10-Ftd—nw*4-2wé 1)

v worin sich der Tangentenwinkel v der
Zwangsbahn aus der Gleichung im

, ¢ &n-Kreuz bestimmt. Handelt es sich,

wie in den meisten praktischen Fallen,

7 um die Drehung der Zwangsbahn
\7 & in einer wagerechten Ebene, so
\ vereinfachen sich infolge Wegfalls
¢ eines #uBeren Anlaufs, also wegen
), £ = <4 (§)=(%)=0, die Formeln. Unter
Abb. 69. Einfithrung des im letzten Paragraphen

durch 2) bestimmten Relativlaufes v
und des Kriimmungshalbmessers ¢ der Zwangsbahn wird daraus

f
1
|

z !
|
l
|

vdv=cw?(Edé4ndn)—w(fdy—ndE) ]
2
q’:%——wz(ncosr—§sint)+2w(écosr—}—iysinr)—{— {- . 1a)

- i (£ cos v - 1 8in 7)

Hierin ist aber nach Abb. 69 mit OP=r

E+ =1, Edé+ndy==rdr, . . . . . 2)
fcost4psint=v . . . . . ... 2a)

und schlieBlich mit dem Winkel » des Fahrstrahls r mit der Bahn-
tangente

sowie

E=rcos(r —), n=rsin(t —»)
ncosr—ésinr=—rsinv} 2b)
&cost -+ ysint==rcosy ’
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Damit vereinfachen sich unsere Gleichungen in
vdv=owrdr—aoEdy—ydé§) )

9 N
v ; . . 3)
=-—-+wrsiny--2wv-+ arcosy | ’
o
<

Wollen wir unsere Formeln auf den allgemeinen Fall der Wirkung
eines duBeren Anlaufes unter gleichzeitiger Verschiebung des Anfangs-
punktes £ des bewegten Achsenkreuzes ausdehnen, so haben wir

nur in 1) die Ausdricke (£) und (%) durch die Unterschiede

(&)" — (&) und (%)” — (%) der Anteile des wahren iufleren Anlaufes
und des Anlaufes von £ in der &- und #-Richtung zu ersetzen.
Dadurch werden indessen die Gleichungen so weitschweifig und fiir
die Anwendung so unbequem, daB wir derartige Bewegungserschei-
nungen in der Folge lieber von vornherein im ruhenden Achsen-
kreuz verfolgen wollen, womit sich die hier nur angedeutete Erweite-
rung von 1) und 3) eriibrigt.

Dagegen ist noch der praktisch wichtige Fall des unverander-
lichen Drehwertes w zu erwihnen, in dem sich unsere letzten For-
meln 3) vereinfachen in

vdv=wlrdr ]
q’:pj—}—wzrsinv+2wv J}’ ’
0

von denen die erstere sofort integrabel ist und mit den Anfangs-
werten r;, und v,

3a)

v — =0 (r?*—r2 . . . . . .. 3Db
ergibt. ¢ ( ) )

1. Beispiel. Ist die mit © sich drehende Bahn eine Gerade mit dem
kiirzesten Abstand OA =r, vom festen Drehpunkt O, so erhalten wir nach
Abb. 70, wenn noch die relative Bahnstrecke A P = ¢ gesetzt wird,

72 = 1,2 4- 0%, rdr=odo, wv=0¢, wvdv=6bdé=ddo,
also nach der ersten Gl. 3a)
c=wc. . .. .. 4)

Diese Gleichung unterscheidet sich von
der Schwingungsgleichung nur durch das
Vorzeichen des rechts stehenden Gliedes,
wiirde also Winkelfunktionen mit ima-
ginirem Argument ergeben, die durch
reelle Exponentialgrofien ersetzt werden
konnen. Wir erhalten demnach mit zwei
Integrationsbeiwerten 4 und Bdie Losung

c=Ae®*--Be Y . ... .. .. .. 4a)
von deren Richtigkeit man sich durch Einsetzen in 4) iiberzeugen kann. Da
f
erner v=6=w(de? —Be ™ .. ... .. .. 4b)

ist, so bestimmen sich die Beiwerte mit den Bedingungen, daf fiir =0,
6=10, v=1y, werden soll, aus den Gleichungen

A+B=0, (A—Bjo=n,
Lorenz, Techn, Physik I, 1. 2. Aufl. 6
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zu e
o

E— Be: —

20’ 2"

Mithin lautet das Ergebnis

6=2_/U();(ewt_efwt)’ v:%()(ewt_l_e—mt). ‘‘‘‘ r))
und der Zwangsanlauf folgt aus der zweiten Gl. 3a) mit p =00, rsiny =7,
q’:w?roﬂ-wvo(ewt»%e*wt). ...... . . 0a)

Zur Ermittlung der Absolutbahn des Punktes im ruhenden Achsenkreuz
fithren wir den Fahrstrahlwinkel ¢ mit der z-Achse durch die Gleichungen

. LT
rsin (wt — @) =17, w:wt—arcsm?o T )

ein, welcher den Zeitbeginn fiir die in Abb. 70 wagerechte untere Lage der
Zwangsbahn festlegt. Da nun nach 5)

en;t_e—uit:?lio; 62(:)!_%1@ en)t::l
Yo Y%
ow 1/ Gérwz , 0w L W0,
et ="y /l—}— o> 0b=ArGin-— =W €in —y/ 7> — r? ist,
Yo Yo~ Yo Yo
so lautet die Polargleichung
I LT
tp=91t@mfy~\/ 72 —-7‘02—arcsm7°. .o ... .. 6a)

o
Fiir den Sonderfall der durch den festen Anfang gehenden Zwangsbahn wird
daraus mit r, =0, ¢g=wt, o=

P —
Vo m: ve” —e
re=-—"0np=-2—- e e e
w ® ® 2 ’

was man auch unmittelbar aus 5) hiitte ablesen kénnen. In jedem Falle
haben wir es mit einer Bewegung zu tun, bei der die Entfernung vom
festen Drehpunkte mit der Zeit unbegrenzt zunimmt.

6b)

2. Beispiel. Der auf einer durch den Anfang als Drehzentrum O gehen-
den Geraden bewegte Punkt sei vermittels einer sog. Schraubenfeder einem
Anlauf unterworfen, welcher dem Abstande von einem festen Punkt 4 auf der-

selben Geraden verhiltnisgleich und nach diesem
zu gerichtet ist, Abb. 71. Dreht sich die Fiithrungs-
gerade gleichformig mit dem Drehwert w, so haben

N P wir mit dem Abstand 04 =gq
N/q T:(); 77:0; 7.7:0) 77:0)
o4 0=0, f=r, i=F, H=—at—a
4
A

an Stelle von 1)

]

‘\\(/\\ ;—wgr—‘l—woz(r——a):OI 7
. /‘\7=wt ¥ . 7 =2ws¢ jo )
?\ Schreiben wir die erste dieser Gleichungen in der
Abb. 71, Form

7 4 (0o — ©?) [:T—ZLO?J:O, 7a)

w,2 — w?
0
so erkennen wir, daB sie fiir @® — o? = ¢* > ( eine Schwingung

4+ A cos at - Bsin at }

7= o (Bcos at — A sin «t)

N a @y?
T 0.2 — 2
Wy — w
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um die Mittellage uw,?: (w,® — «®) darstellt. Rechnen wir die Zeit vomn Durch-
laufen dieser Mittellage mit dem Lauf v,, so wird

4 =0, «B=uy,,
also .
r:—lg—% 2 sin et f=uvycoset.. . . . . 8a)
Wy" — = X
Mit v, =0, d. h. nach Unterdriickung der Schwingung auf der Fiithrungsgeraden
rotiert der Punkt in seiner Mittellage um den Anfang, Wird »,? = »?, so ver-
einfacht sich die erste Gleichung von 7) in

r—we . . . .. 9

und die Mittellage riickt ins Unendliche. An Stelle der Schwmgungsglelchungen
8a) treten alsdann die Formeln

. , . w7 at?
F=v -1 wlal, r=r 4ot 702 s e e o 99)

worin v, den Lauf im willkiirlichen Punkte r, zu Beginn der Zeitrechnung be-
doutet. Da hierbei sowohl r als auch # mit der Zeit unbegrenzt zunehmen,
praktisch also zur Zerstérung des Zusammenhanges fiithren, so nennen wir
w=w, den kritischen Drehwert. Wird endlich infolge Steigerung des
Drehwertes w® — w? = o? >> 0, so lautet die Grundformel

awo

7o {0 —wy?) r+w2—(.)~ 7b)
mit der Losung [vgl. Gl 4)1
at —ul
=Ce"-}De } 10)
r:a[Ce"‘t—])e‘“t]

Die Beiwerte bestimmen wir dadurch, daB wir den bewegten Punkt zu Beginn,
also fiir =0 in der Lage r, mit =0 freigeben. Also ist

(1)0

Ty {— __(/]—2~C +D, C—D==0,
17 awy? |
C=D: oy T ;ié:ﬁc_o_oéj >
oder
a wy? awy? ¢ ot .
r—{- °w2:7_)‘ irO'fﬁvkoﬁwj[e“ +e ] ... 10a)

Auch diese Bewegung liefert ein unbegrenztes Wachstum der Ausschlige, so
dal der Bestand der ganzen Vorrlchtung iiberhaupt an Drehwerte
unterhalb des kritischen o, gekniipft ist.

6%



Zweites Buch.

Dynamik des Massenpunktes.

V. Grundlagen der Dynamik des Massenpunktes.

§ 22, Masse und Kraft. Bei unseren bisherigen Untersuchun-
gen von Bewegungsvorgingen haben wir auf die Grofe der bewegten
Korper, von denen wir streng genommen nur immer einen Punkt ins
Auge faBten, keine Riicksicht genommen. Dafl diese Beschrinkung
fiir die Erkenntnis des Zusammenhanges der Naturvorginge nicht
ausreicht, erkennt man sofort aus dem Verlauf der Bewegungen zweier
verschiedener Korper unter sonst gleichen Umstinden. Wir be-
trachten zu diesem Zweck die geradlinige wagerechte Schwingung
eines Korpers am Ende eines lotrechten federnden Stabes, dessen
anderes Ende festgeklemmt ist, und stellen einen der Auslenkung x
aus der Ruhelage nach der Formel

F=—ea®z. . . .. .. ... .1

verhéltnisgleichen Anlauf fest. Die Schwingungsdauer des Korpers
folgt hieraus nach den Lehren des § 11 zu

; 2n
1T e
Befestigen wir nun an demselben Stabe statt dieses Korpers zwei
genau gleiche, oder einen solchen aus demselben Stoffe, aber dem
doppelten Rauminhalt, so beobachten wir wieder Schwingungen, aber
von der Dauer f{,=t¢ V2. Wiederholen wir den Versuch mit
3, 4,...m solchen Kérpern bzw. einem vom 3, 4, ... m-fachem Raum-
inhalt aus demselben Stoff, so sind die Schwingungszeiten

1a)

t,—t,V3, t,=tV4, ...t =tVm. . . . 1b)
Setzen wir den letzten a]lgemeinen Wert in 1a) ein, so ergibt
sich mit 2n
b, = V
. «,
ein Anlauf "
a‘Z
F=-——u
m

oder
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Wir werden also der VergroBlerung des schwingenden
Koérpers durch Hinzufiigung eines demselben verhdltnis-
gleichen Beiwertes zum Anlauf gerecht, den wir die Masse
des Korpers nennen wollen. Da ihre VergroBerung eine Verlang-
samung der Bewegung bedingt, so schreiben wir der Masse die
Eigenschaft der Tragheit zu und sprechen demgemif auch von
einer trigen Masse. Auf der rechten Seite der Gl 2) steht die
nur von den Eigenschaften des federnden Stabes (nimlich der
Federungszahl «?) und seiner Auslenkung, nicht aber von der
GroBe des bewegten Korpers abhingige Bewegungsursache, die
wir im Einklang mit dem Sprachgebrauch als eine Kraft bezeich-
nen, welche der Masse einen Anlauf erteilt. Da ferner die Masso
das MaB fiir die KorpergroBe, also ein Skalar darstellt, so ist die
Kraft als sein Produkt mit dem gerichteten Anlauf selbst
ein Vektor, dessen Richtung mit dem des Anlaufes iiber-
einstimmt.

Um ein von unserem Schwingungsvorgang unabhingiges MaB
fir die Kraft zu gewinnen, klemmen wir den federnden Stab nach
Abb. 72 wagerecht ein und beobachten dann eine lotrechte Aus-
lenkung des anderen Endes mit der
dort aufgehingten Masse. Diese unber- Z4___
liegt dort dem ebenfalls Iotrechten Erd- x
anlauf g entsprechend einer Kraft in
derselben Richtung von der GrofBe

mg==G, . . . . . 3) Abb. 72.

die man als ihre Schwere oder ihr Gewicht bezeichnet. Da nun
ohne die daran befestigte Masse der Stab keine (nennenswerte) Aus-
lenkung zeigt, so mufl die mit derselben beobachtete, der, wie wir
oben sahen, eine Kraft entspricht, durch ihr Gewicht bedingt sein.
Die trige Masse hat also gleichzeitig die Eigenschaft der
Schwere gegen den Erdkérper und ist in der Lage, auf
einen andern Korper eine Kraft, z B. auf den Stab eine
Federkraft — «*x zu iibertragen. Diese hat vermdge der lotrechten
Auslenkung dieselbe Richtung wie die Schwere (f, wird sich also zu
dieser einfach addieren, und zwar muB, da im Ruhezustand keine
Masse wirklich beschleunigt wird, die Summe verschwinden, d. h.
es ist

0 —a*x=0, G=c’x. . . . . . . 3a

Durch diese Beziehung sind wir in den Stand gesetzt, das Gewicht
an der Auslenkung des federnden Stabes oder umgekehrt diese
durch das Gewicht zu messen. Als MaBeinheit der Kraft be-
nutzt man in der Technik unter dem Namen des Kilogramms
(kg) das Gewicht von einem Liter (1 dm?®) Wasser bei
4% Celsius unter gewohnlichem Atmosphidrendruck, wobei
allerdings zu beachten ist, dafl der im Gewicht enthaltene Erdanlauf
sich vom Pol zum Aquator aus spiter zu besprechenden Griinden
ein wenig &ndert. Um hiervon unabhingig zu sein, gehen die
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Physiker von der als unverdnderlich vorausgesetzten Masse aus und
wihlen als deren Einheit die als Gramm (g) bezeichnete Masse eines
cm?® Wasser unter den oben genannten Verhdltnissen. Als Einheit
der Kraft wird alsdann die Dyne (dyn) festgelegt, welche dieser
Masseneinheit den Anlauf von 1 cm/sec® erteilt. Da nun
der Erdanlauf g= 9,81 m/sec?=981 cm/sec® betrigt, so ist die
Masse eines Gramms nach Gl. 3) im technischen Mafl G':g=1:981
und 1 dyn=1:981 Gramm = 1,02 Milligramm, also ein fiir prakti-
sche Messungen sehr kleiner Betrag, Bemerkenswert ist jedenfalls,
daB die physikalische Massen- und Krafteinheit auf der Trigheit
der Masse, die technische dagegen auf deren Schwere beruht, so daB
beide erst durch die der letzteren eigentiimliche Erdbeschleunigung
miteinander verkniipft sind. Allgemein dagegen ist die Kraft durch
den von ihr der Masse m erteilten Anlauf ¢ derart gegeben, dafl

Q=mqg . . . . . .. ... .4

ist, der unter der Einfiihrung der Masse als neuer Einheit neben
der Linge und der Zeit die Dimension

zukommt. Q=[mit™®] . . . . . .. ... 4a)

An den Begriff der Masse schliefit sich die aus dem Vergleich
mehrerer Korper aus verschiedenem Stoff hervorgehende Dichte ¢
an, welche die in der Raumeinheit enthaltene Masse bedeutet. In
der Technik benutzt man statt dessen lieber das spezifische oder
Raumgewicht y, d. h. das in der Raumeinheit enthalteneé Kérper-
gewicht, sowie dessen Kehrwert den von der Gewichtseinheit des
Kérpers erfiillten Raum v unter der Bezeichnung des Gewichts-
raumes oder spezifischen Volumens. Ist dann V der vom Ge-
samtgewicht G eines Korpers erfiillte Raum, so bestehen zwischen
den eben eingefithrten GroBen die einfachen Beziehungen

m="V34, G=Vy, V=G v, G = mg)
y-v=1, dg=y, gov=1, J}’ )
durch die man die zufdlligen Ko6rperabmessungen, seine Masse und
sein Gewicht ausschalten kann. Es ist dies darin begriindet, daf
vermoge des allen Korperteilen gemeinsamen Erdanlaufes g auch
jedem derselben ein Eigengewicht zukommt. Gehen wir damit bis
zu den Raumelementen, so entsprechen diesen auch Gewichtselemente,
die sich auf den ganzen vom Korper eingenommenen Raum ver-
teilen und vereinigt das Gesamtgewicht

G=gfdm . . . . . . ... ..86)

des Korpers ergeben. Das Gewicht oder die Kérperschwere stellt
demnach eine Kraft dar, die sich auf den ganzen vom Korper er-
fiilllten Raum verteilt und als eine Volumen- oder Raumkraft
bezeichnet werden mag.

Ruht der Korper dagegen auf einer Unterlage, d.h. auf einem
andern Korper, so findet eine Berithrung in einer beiden Kérpern
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gemeinsamen Fliche statt, auf die sich dann das Gewicht des ersten
Korpers oder allgemein die von diesem auf den zweiten ausgeiibte
Kraft verteilt. Auf jedes Element dieser Fliche entfillt daher auch
nur ein Element der Kraft ¢, derart, daB der Bruch
dQ
ar P

den wir als sog. Spannung in kg/em? oder dyn/em? ausdriicken,
ein Mafl fiir die Fliachenbelastung bildet. Wir haben es also hier
im Gegensatz zu den Raumkriften mit Flachenkréften zu tun,
die iiberall da aunftreten, wo Krifte auf die Oberflichen von Korpern
wirken und in diesen weitergeleitet werden. Schrumpft die Be-
rithrungsfliche zu einem Punkt zusammen, so wird die Spannung
bei endlicher Kraft unendlich groB. Es ist das der Grenzfall bei
einer Kraft, die lings eines diinnen Stabes oder Fadens wirkt, an
dessen Ende ein Gewicht driickt oder zieht. Alsdann sprechen wir
unter Verzicht auf die Einfithrung der Spannung 7) von einem
punktférmigen Kraftangriff und stellen die Kraft selbst als
einen vom Angriffspunkt ausgehenden Vektor dar. In dem Angriffs-
punkt kénnen wir uns dann auch eine endliche Masse vereinigt
denken, deren Dichte natiirlich ebenso wie die Spannung unendlich
grofl ausfillt. Diese der endlichen Kraftwirkung unterworfene
punktformig gedachte Masse nennen wir dann einen materiellen
oder Massenpunkt. Seine Erfindung verdankt derselbe der Er-
wartung, dal sein Verhalten im Ruhe- und Bewegungszustande be-
sonders tbersichtlich wird und Folgerungen auf das Verhalten end-
licher Korper verspricht. Ohne woiteres aber erkennen wir, daf
bei dem im ersten Buch behandelten Bewegungsvorgingen der Er-
satz des bewegten Punktes durch den Massenpunkt nur die Er-
weiterung des Anlaufes mit der Masse erfordert, wodurch an Stelle
der Anlaufsteile entsprechende Krifte treten. Auf diese Weise ge-
langen wir bei freier Bewegung zu einer Bahn- und Normalkraft,
sowie zu einer Zentralkraft, der bei einer Kreishewegung die
Fliehkraft mrm® entgegenwirkt, wihrend bei gezwungener Bewegung
senkrecht zur Zwangsbahn eine gewohnlich als Bahndruck bezeich-
nete Zwangskraft mq  auftritt.

7)

§ 23. Krifte mit gemeinsamemw Angriffspunkt. Greifen an
einem Massenpunkt m zwei Kriifte @, und @, an, so wird jede von
ihnen der Masse m einen ihr gleichgerichteten Anlauf ¢, bzw. ¢,
derart erteilen, daf3

Q,=mq,, Q=mq, . . . . ... .1
wird. Beide Anliufe aber setzen sich als Vektoren geometrisch zu

einem Gesamtanlauf ¢ zusammen, dem alsdann eine ihm gleich-
gerichtete Gesamtkraft
Q==mq . . . . . . . ... . la)

zugeordnet ist. Da alle drei Anldufe mit derselben {ibrigens ganz
willkiirlichen Masse als Beiwert behaftet sind, so gilt die geometrische
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Vereinigung unverdndert auch fiir die Kraftvektoren, die hiernach
wie die Anldufe vereinigt und zerlegt werden konnen. Die Un-
abhingigkeit der Einzelanldufe bedingt demnach auch
eine solche der Einzelkrifte voneinander in ihrer Wirkung
auf den Massenpunkt. Sind mehr als zwei Krifte vorhanden,
8o vereinigt man wie bei den Anldufen erst zwei, dann deren Ge-
samtwert mit der dritten usf, woraus sich schlieflich die Gesamt-
kraft als SchluBilinie des durch Aneinanderreihen aller Einzelkrifte
entstandenen Kraftecks ergibt. Ist das Krafteck geschlossen, so
heben sich die Wirkungen aller Krifte auf den Angriffspunkt auf,
weshalb man von einem Gleichgewicht der Krifte spricht. In
diesem Falle kann man auch jede Einzelkraft als umgekehrte SchluB3-
linie des Kraftecks aller iibrigen auffassen, die somit deren Gesamt-
kraft das Gleichgewicht hilt. Sind ¢,,«,...«, die Neigungswinkel
der Kraftvektoren gegen die xz-Achse eines Kreuzes zy, so wird
man zweckméBig die Einzelkréfte in ihre Bestandteile in den Achsen-
richtungen zerlegen und diese fiir sich vereinigen, woraus mit dem
Winkel ¢ der Gesamtkraft

Qcose = @ cose, |- @, cosey - ... |- @, cose, .. 2)
@sing = @, sine, - @, sine,+- ... + @, 8ine,

oder mit
Q,cose, =X, , Q,sine,=1Y, 2a)
Qcoso— X, Qsing =Y |’ ’
n Vn
X=X, Y=3v. ... ... .2b

1

hervorgeht. Der hierdurch gegebenen Gesamtkraft folgt der Massen-
punkt derart, dafl seine Anlaufteile durch

n n
X=X, =—=mé, Y=>Y,—mj. . ... .3)
1 1

gegeben sind. Im Falle des Gleichgewichts aller Krifte ver-
schwinden mit @ auch die links stehenden Teilsummen, die nichts
als die Risse des Kraftecks auf die Achsen darstellen, und es ist

n
1

#=0, g:q'

Das Verschwinden der Anlaufteile hat aber nach fritherem eine
gleichférmige Bewegung des Massenpunktes im Falle des
Gleichgewichts der daran wirkenden Kridfte zur Folge,
von welcher der Ruhezustand nur einen Sonderfall darstellt.
Wenn auch nach diesen Darlegungen die Zusammensetzung von
Kriften nach den Regeln der geometrischen Addit.on aus der Vek-
toreneigenschaft des Anlaufes, die durch den skalaren Beiwert der
Masse nicht geéindert wird, hervorgeht, so enthebt uns dies doch

. 3a)



Krifte mit gemeinsamem Angriffspunkt. 89

nicht der Notwendigkeit der Priifung durch den Versuch. Zu diesem
Zweck befestigen wir an zwei Punkten 4 und B (Abb. 73) unter Zwi-
schenschaltung zweier Schrau-
benfedern 44, und BB, einen
Faden A4,CB, und hingen im
Punkte C das Gewicht G auf.
Danach beobachten wir die Aus-
dehnung der beiden Federn und
die Winkel « und g der Faden-
teile mit der Lotrechten durch C,
welche zugleich die Richtung der

Kraft ¢ angibt. Bestimmen wir g
schlieBlich durch besondere Be- (,;
lastung die beiden Gewichte ¢, . Gy
und @,, welche an den Federn P

die vorher festgestellten Aus- Abb. 73.

dehnungen hervorrufen, so zeigt
sich, daf fiir alle Lagen von C, also auch fiir alle mit unserer An-
ordnung vertriglichen Winkel o« und g

Gy cose |- Gycosf = G
G sine — G,sin f = O; '

sein wird, was durchaus dem darunter gezeichneten Krafteck entspricht.

4)

Angesichts der groBen Bedeutung der Kréftezerlegung und -zusammen-
setzung wollen wir hier noch einen analytischen Beweis dafiir nach Navier
anfithren. Es mogen zwei gleiche unter dem Winkel 2¢ gegeneinander geneigte
Krifte am Punkte O angreifen, Abb. 74. Dann wird die Gesamtkraft R aus
dem Grunde der Gleichberechtigung in die Halbierungslinie des Winkels fallen
und den Einzelkriften verhéltnisgleich sein,
so zwar, daB mit einer noch unbekannten Funk-

tion f(p) R=Qf(®). « . . . .. 5)

ist. Denken wir uns ferner jede der Krifte @
als Gesamtkraft aus zwei Kriften P hervor-
gegangen, die mit ihr die Winkel y bilden, so
ist auch

Q@=Pf(y), also R=Pf(p)f(yp).. 5a)

Andrerseits kdnnen wir auch die Gesamtkraft R
unmittelbar aus der Zusammenfassung der bei-

den duBeren Krifte P mit dem Winkel ¢ - - ‘

und der inneren mit dem Winkel ¢ — 4 her- r/?

vorgegangen denken, wonach Abb. 74.
R=Pflo+v)W+Pflep—w) - . ... .. .. 5b

wird, Aus dem Vergleich dieser Formel mit der zweiten Gleichung 5a) folgt
dann unter Wegheben von P

Fofy)=flo+wv)+fe—=w .. ... .. c )
zur Bestimmung der noch unbckannten Funktion f(g).
Daraus folgt zunéchst mit
p=0, fO=2 ]
S 5 a,
p=0, f)=Ff=v)) )
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AuBlerdem verschwindet die Gesamtkraft fiir entgegengesetzt gleiche @, d. h.
es ist in ) fir

p=0, f(3)=0. ... ... %)
Ferner ergibt die Ableitung von 6) nach y mit =0
F@Of @)=ro+v)—F g—w, aso FO)=0 Y o
fof"w=rre+w+re—y, » [f@FO=2f@J"

worin £f”(0) = - »® einen noch unbekannten, jedenfalls aber unverinderlichen
Beiwert bedeutet, der positiv oder auch negativ sein kann. Die Gleichung

hat aber die Losungen MMey==x2flg) .. ... SRR
flo)=Ae" "4 Be *7, oder f(p)=Acosxp - Bsinxg,

von denen indessen nur die letztere alle Grenzbedingungen 6a), 6b) und 6¢)

erfiillt, wenn B=0, 4=2 und » =1 gesetzt wird. Mithin bleibt als Er-

gebnis R=2Qcos¢ . . . . . . . . ... .. 5¢)

im Einklang mit der Schluflinie im Krafteck der beiden Krifte . Man
iibersieht sofort, daf die vorstehende Beweisfiihrung fiir jede Art von Vektoren
zutrifft.

§ 24. Wechselwirkung, Prall und BewegungsgréBe. Im Vor-
stehenden ist mehrfach von der Wirkung einer Kraft auf einen
Korper die Rede gewesen. So haben wir gesehen, dal jeder Korper
an der Erdoberfliche der Schwere unterliegt, die durch den Erd-
anlanf sein Gewicht bedingt. Ruht der Korper auf einer Unter-
lage, so vermag er dem Erdanlauf nicht mehr zu folgen, woraus
wir auf eine Gegenkraft schlieBen miissen, welche dem Korper-
gowicht gerade das Gleichgewicht hilt. Der Sitz dieser Gegenkraft
ist offenbar die Beriihrungsstelle mit der Unterlage, die wiederum
einem andern Korper angehort, der somit mit dem ersteren in
einer Wechselwirkung steht. Es fragt sich nun, ob auch im Falle
der Bewegung eines Korpers eine solche Wechselwirkung besteht.
Zur Entscheidung dieser Frage nehmen wir eine solche Wirkung
an und denken uns zwischen zwei Ko6rpern einen dritten von der
Masse m eingeschaltet, der beide gerade berithren moge. Alsdann
ist dieser dritte Koérper seitens der beiden andern den Kréften @’
und @” mit den Achsenteilen X', X” und Y,Y” ausgesetzt, so

zwar, dal X' X"—mi, Y+Y'=mg . .. .. .1

wird. Wir kénnen nun die Masse des Zwischenkorpers immer mehr
verkleinern, indem wir ihn entweder bis auf einen Punkt, némlich
den Beriihrungspunkt der beiden ersten Korper zusammenschrumpfen
lassen oder durch stetige Verminderung seiner Dichte zum Ver-
schwinden bringen. Alsdann verschwindet mit m die rechte Seite
von 1) und es bleibt fiir die Wechselwirkung zweier Korper

X'+ X"=0, Y+Y'=0, ... ...2)
mdgen sich dieselben beriihren oder nicht. Die von zwei Kérpern

aufeinander ausgeiibten Krdfte sind hiernach entgegen-
gesetzt gleich, so daB sie sich in ihrer Wirkung nach auBen auf-
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heben. Danach iibt nicht nur der Erdball auf einen auBerhalb befind-
lichen Kérper die sein Gewicht bedingende Schwerkraft aus, sondern
erleidet auch von diesem eine entgegengesetzt gleiche, also nach dem
Korper zu gerichtete Kraft.

Die beiden Krifte @' und Q" erteilen nun den Massen m’ und
m” der beiden in Wechselwirkung stehenden Korper, die wir uns
der Einfachheit halber wieder als Massenpunkte vorstellen dirfen,

Anlaufe o ,  do”

‘=g mb = 3)
derart, dal}

Q' dt =m'dv, Q'dt=m"dv" . . . . . . 4)

ist. Die rechten Seiten dieser Formeln sind aber wegen der Un-
verénderlichkeit der Massen sofort integrabel, so dall wir mit den
anfinglichen Laufwerten v, und v,” erhalten

J’Qldt — ml (’Ul— ,UOI), .I' Q”dt J— m” (U”'—' ?)0”), . . . 43;)

Waren die Korper urspriinglich im Ruhezustand, so verschwinden
v, und v,” und es bleibt

JQdt =m', JQdt=m"v". . . . . . 4Db)

Die rechtseitig stehenden Produkte mv bezeichnen wir nach dem
Vorgange Newtons als die Bewegungsgréfen der Massen, die
durch die linksseitigen Kraftwirkungen wahrend einer gewissen Zeit,
die wir uns auch beliebig kurz denken konnen, hervorgerufen werden.
Wir wollen darum die links stehenden Zeitintegrale der Kraft als
Antrieb (Impuls) oder Prall bezeichnen. Derselbe besitzt, wie
die BewegungsgroBe, ersichtlich die Dimension

[meo]—[m-lt] . . .. . ... . 5

und ist als Produkt der skalaren Masse mit dem Laufvektor v selbst
ein Vektor, fiir den dieselben Verbindungsregeln gelten wie fiir die
Laufteile. Fiir den Fall der <ns1:XMLFault xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat"><ns1:faultstring xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat">java.lang.OutOfMemoryError: Java heap space</ns1:faultstring></ns1:XMLFault>