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Vorwort. 
Die erste Auflage der "Technischen Mechanik starrer Systeme" , 

welche den ersten Band meines Lehrbuches der Technischen Physik 
bildet, ist im Jahre 1902 erschienen und mit dem 1904 folgenden 
zweiten Bande, der "Technischen Warmelehre", schon seit mehreren 
Jahren vergriffen. lch habe zunachst versucht, auf Grund meiner 
20 jahrigen Lehrtatigkeit durch zahlreiche Zusatze und Abanderungen 
das Werk der Neuzeit anzupassen, muBte aber nach langerer Arbeit 
feststellen, daB dadurch die Einheitlichkeit der Darstellung verloren 
geht, so daB ich mich schlieBlich fiir eine vollig neue Niederschrift 
aus einem Gusse entschied. Das hat naturgemaB eine starke Ver
zogerung des Erscheinens der Neubearbeitung zur Folge gehabt. Dazu 
kam, daB ich vor der Drucklegung einige .groBere Abschnitte in ihrer 
neuen Fassung in meinen V orlesungen fiir Anfanger und reifere 
Studierende, sowie im Seminar fiir angewandte Mechanik an der 
Technischen Hochschule Danzig erproben wollte. 

Zur Trennung in die Mechanik ebener und raumlicher Gebilde 
habe ich mich auf Grund meiner Lehrerfahrungen entschlossen. Die 
Mechanik in der Ebene ist nicht nur viel einfacher als die im Raume 
und darum dem Anfanger leichter zuganglich, sie umfaBt auch die 
wei taus meisten praktisch wichtigen Probleme, zu deren selbstandiger 
Behandlung das Buch den Leser an Hand von Beispielen fiihren 
will. 1st er mit diesem Stoffe vertraut, so bietet die raumliche 
Mechanik, insbesondere unter Zuhilfenahme der Vektorrechnung, die 
in der Ebene keine nennenswerte Rolle spielt, als Erweiterung nicht 
so viele Schwierigkeiten mehr wie bei ihrer SteHung an die Spitze. 
Aber auch innerhalb der beiden Teile, von denen der erste hier vor
liegt, wahrend der zweite in Jahresfrist folgen solI, habe ich auf 
einen iibersichtlichen Aufbau des Stoffes groBen Wert gelegt und 
den Zerfall des Werkes in eine Reihe kaum noch zusammenhangen
der Abhandlungen vermieden. Die groBeren Abschnitte sind dabei 
so abgefaBt, daB sie von einem mit den Grundbegriffen bekannten 
Leser ohne fortwahrende Riickverweisungen fiir sich verstandlich 
sind. Im einzelnen bemerke ich noch, daB in del' Statik neben den 
analytischen auch die graphischen Methoden zu ihrem Rechte kommen, 
und daB ich sowohl hier als auch in der Dynamik des Punktes und 
der starren Scheibe auf die Widerstande, vor allem die Gleitreibung, 
angesichts ihrer groBen Wichtigkeit etwas ausfiihrlicher eingegangen 
bin, als dies in andel'll Schriften iiblich ist. DaB ich auch sonst in 
der Stoffauswahl, Anordnung und DarsteHung eigene Wege gegangen 
bin, wird der kundige Leser bemerken, auch wird man mir wohl 
die gelegentliche Aufnahme eigener Forschungsergebnisse zubilligen. 
Quellenangaben finden sich nur im Verein mit Hinweisen auf weiter-
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gehende Ausfiihrungen. Mit Riicksicht auf die Raumersparnis sind 
aIle Wiederholungen und jede unnotige Breite vermieden. Das Buch 
erfordert demnach, selbst auf angestrengter Arbeit beruhend, ein 
ernstes Studium und bietet dafiir Studierenden del' Mathematik, Physik 
und aller Zweige del' Technik mannigfache Aufschliisse, sowohl im 
Text als auch in den zahlreichen Beispielen. 

Del' Raumersparnis dient auch die sehr allgemeine Verwendung 
del' Newtonschen Abkiirzung fUr die zeitIichen Ableitungen durch 
Punkte iiber del' Veranderlichen, sowie die Benutzung moglichst 
kurzer W orte ohne grundsatzliche Vermeidung hierfiir gebrauchlicher 
langerer mit gleicher Bedeutung. Hier'von sei u. a. angefiihrt: 

Geschwindigkeit = Lauf 
Beschleunigung = Anlauf 
Verzogerung = Ablauf 
Winkelgeschwindigkeit = Drehwert 
Winkelbeschleunigung = Andrehwert 
Umfangsgeschwindigkeit = Umlauf 
Radialgeschwindigkeit = Strahllauf 
Halbmesser, Radius = Arm 
Radiusvektor = Strahl 
Tragheitsmoment 
Tragheitshalbmesser 
Zentrifugalmoment 
Komponente 
Impuls, Antrieb 
Impulsmoment 
kinetische Energie 
potentielle Energie 
Gesamtenergie 
Zentrifugalkraft 
mathem. Pen del 
physisches odeI' 

= Schwungmoment 
= Schwungarm 
= Schleudermoment 
= Teil, Anteil 
= Prall 
= Drall 
=Wucht 
c=Drang 
= Macht 
= Fliehkraft 
= Fadenpendel 

materielles Pen del = Scheibenpendel 
materieller Punkt = Massenpunkt 
Koeffizient = Beiwert 
Konstante = Festwert 
universelle Konstante = Weltwert 

Die Zeichnung del' gegeniiber del' ersten Auflage stark ver
mehrten und fast durchweg neuen Abbildungen haben meine Assi
stenten Dr. Falkenhagen, Dipl.-Ing. Beckmann und cando mach. 
Oestert durchgefiihrt, die beiden letzteren mich auch bei del' Kor
rektur wirksam unterstiitzt, wofiir ich ihnen allen an diesel' Stelle 
ebenso danke wie dem riihrigen Verlage fUr sein Entgegenkommen 
in del' wiirdigen Ausstattung des Buches. 

Danzig-Langfuhr, im April 192-1. 
H. Lorenz. 
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Erstes Buch. 

Kinematik ebener Gebilde. 

I. Geometrische Bewegungslehre. 
§ 1. Verschiebung und Drehung ebener GebiMe. Beobachten 

wir die uns umgebenden Gegenstande, so zeigt sich, daB einzelne 
von ihnen, z. B. die Gebaude, ihre gegenseitige Lage beibehalten, 
andere dagegen, wie Fuhrwerke, Tiere und wir selbst, ihre Lage 
gegeniiber den ersteren, sowie untereinander verandern. Die ersteren 
Korper befinden sich dann nach unserer Ausdrucksweise im Zu
stande del' Ruhe (gegeneinander), die letzteren im Zustande del' 
Bewegung (gegeniiber den erstel'en sowie untereinander), wobei wir 
die in Klammern gesetzten naheren Bezeichnungen gewohnlich untel'
driicken. 

Bei naherem Zusehen erweist sich nun die Ortsveranderung 
eines beliebigen Korpers als ein auBerst verwickelter V organg, wes
halb wir uns zunachst auf die Verfolgung eines einzelnen Korper
punktes beschranken. Die aufeinanderfolgenden Lagen eines solchen 
Punktes bezeichnen wir dann als seine Bahn, die im allgemeinen 
eine Raumkurve sein und von den Bahnen anderer Korperpunkte 
verschieden sein wird. 1m einfachsten Fall kann diese Bahn eine 
Gerade sein, vielfach werden wir es auch mit gekriimmten, abel' 
ebenen Bahnen zu tun haben .. Verlaufen nun die Bahnen aIler 
Korperpunkte in parallelen Ebenen, so sprechen wir die ganze Er
scheinung als eine ebene Bewegung an. Mit diesel' wollen wir 
uns vorlaufig allein beschaftigen und uns weiter auf Karpel' be
schranken, deren einzelne Punkte wahrend del' Bewegung ihre gegen
seitige Lage nicht andern. Solche vollkommen starre Karpel' gibt 
es in Wirklichkeit nicht, indessen kommen ihnen Gegenstande aus 
Metallen, natiirlichen odeI' kiinstlichen Steinen, sowie aus Holz an
gefertigte Dinge vermoge del' nul' auBel'ordentlich kleinen Verschie
bungen ihrer Teile gegeneinander hinreichend nahe, um diese Verein
fachung wenigstens fiir den Gesamtvorgang zu rechtfertigen. 1st ein 
derartiger Korper senkrecht zu den parallelen Bewegungsebenen seiner 
Einzelpunkte nul' wenig ausgedehnt, so sprechen wir wohl auch von 

I .. orPTlz, Tf'chn. PhYRik 1, 1. ~. Allfl. 1 
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einer starren Scheibe. Andert diese ohne jeden Zusammenhang 
mit andern gleichartigen Scheib en ihre Lage, so vollzieht sie eine 
freie Bewegung, ist sie aber dabei mit anderen Korpern irgendwie 
verbunden, so haben wir eine unfreie odeI' gezwungene Bewegung 
vor uns. Die Gesamtheit der miteinander verbundenen Scheib en, 
die sich in ihren Bewegungen gegenseitig bedingen, heiBt dann eine 
kinematische Kette (griechisch ~[Y1J,ua=Bewegung). Die ein
fachsten Beispiele solcher Ketten bilden die G lei t s t ii c k e auf einer 
geraden odeI' krummen Fiihrungsschiene und der Zapfen mit Lager, 
wobei aIle Punkte der mit dem beweglichen Teile verbundenen Schei.be 
konzentrische Kreise beschreiben. 

Da nun die Lage eines Punktes in der Ebene durch seine Ab
stande von zwei festen Punkten eindeutig gegeben ist, so brauchen 
wir auch nur die Bewegung zweier Punkte einer Scheibe zu ver
folgen, womit diese Bewegung auf die der geraden Verbindungslinie 
beider Punkte, die im iibrigen willkiirlich gewahlt werden konnen, 

zuriickgefilhrt ist. Denken wir 
uns in Abb. 1 eine Gerade A B 
in die neue Lage A' B' ver
schoben, die mit der urspriing
lichen den Winkel gl bildet, so 
schneiden sich die Mittellote der 
Verbindungslinien A A' und B B' 
der Endpunkte beider Lagen in 
P so zwar, daB AP= A' P, 
BP= B' P, also wegen der 
Gleichheit der beiden Strecken 

A B und A' B' auch 6 A B P "-'. A' B' P. Dann also ist auch 
1:: P A B = 1:: P A' B', sowie 1:: P B A = 1:: P B' A', und wegen der 
Neigung cp' von A'B' gegen AB wird <j.:APA'=l::BPB'=cp'. 
Die ebene Bewegung einer mit der betrachteten Strecke 
fest verbundenen starren Scheibe kann daher durch die 
Drehung urn einen Pol P ersetzt werden. 

Bringen wir dann die Strecke A' B' in die dritte Lage A" B" II A B , 
so ist auch diese Verlagerung gleichwertig del' Riickdrehung um 
einen zweiten Pol P' mit demsetben, abel' entgegengesetzten Dreh
winkel- cp'. Zwei gleiche, aber entgegengesetzte Drehungen 
einer Scheibe ergeben daher eine Parallelverschiebung 
odeI' umgekehrt: die Parallelverschiebung einer starren 
Scheibe kann auch durch zwei entgegengesetzt gleiche 
Drehungen um verschiedene Pole hervorgerufen werden. 
1st die dritte Lage A" B" der Strecke nicht parallel del' ersten, 
sondern urn den beliebigen Winkel cp" gegen die zweite Lage A' B' 
geneigt, so konnen wir sie auch unmittelbar aus der ersten durch 
eine Drehung vom Betrage cp' + cp" erhalten usw., so daB sich auf
einanderfolgende Drehungen einfach algebraisch addieren. 

Wir haben hisher nur die Endlagen der einzelnen Ortsveran
derungen diesel' mit del' starren Scheibe verbundenen Geraden A B 
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ins Auge gefant, liber die Zwischenlagen der beiden Punkte A und B, 
d. h. liber ihre wahren Bahnen dagegen nichts ausgesagt. Sind beide 
Bahnen bekannt, bzw. durch Flihrungs- oder Leitkurven festgelegt, 
so diirfen wir das vorstehende Verfahren der Polbestimmung auf je 
zwei benachbarte Lagen del' Strecke AB anwenden. Die zugeharigen 
Mittellote fallen dann mit den N ormalen del' Bahnen in A und B 
zusammen und schneiden sich im Pole P, der allerdings bei del' 
Ortsveranderung del' Geraden ebenfalls war.dert und eine in der 
Bewegunsgebene feste Polbahn beschreibt. Betrachten wir nun
mehr in Abb. 2 drei aufeinanderfolgende unendlich nahe Lagen del' 
Strecke A B mit den zugehOrigen Polen P l P2 P3 , so wird bei del' 
Drehung urn P2 del' erste mit AB fest verbundene Pol Pl nach PI' 
und bei weiterer Drehung urn P3 der erste Pol nach P/', der zweite 
nach P/' gelangt sein, wobei wegen der Drehung urn unendlich 
kleine Winkel, P2 Pl = P2 P/ = P2" Pt, P3 P2 == P3 P2" ist und die 
Strecken P l P l in Pl ' P2 Pt in 
Po Eenkrecht auf del' festen Pol- / 
b~hn P l P2 P3 stehen. Damus folgt, 1", 
daB die mit A B fest verbunden " "\ '" '-

d h f · d f I d ~ 11£ \, ',~ ge ac ten au em an er 0 gen en .',' ',-
Pole Pt" P2" P3 eine als beweg- Ii / \" ~\ "''-
liche Polbahn bezeichneteKurve /fj ~~:, '\ '-\"" 
bilden, die ersichtlich auf der " '" \ , ", 

,,'-\ \ 

festen Polbahn abrollt, ohne zu ", "", \ 
gleiten, wobei immer del' Be- '" \" 
riihrungspunkt beider Pol- " 
bahnen den augenblicklichen ,.q'£f-----"1.B 
Pol, den sog. Momentanpol Abb.2. 
bildet. Wir diirfen demnach 
die beliebige ebene Bewegung einer starren Scheibe durch 
das Abrollen einer mit ihr starr verbundenen Kurve, del' 
bewegIichen Polbahn, auf einer in del' Ebene festliegenden 
Kurve, del' festen Polbahn, ersetzen, welche dabei die beweg
liche Polbahn in allen ihren Lagen umhiillt. Durch diese Rollbewegung 
sind dann umgekehrt die Bahnen del' beiden Punkte A und B und mit 
ihnen alIe Punktbahnen del' bewegten Scheibe als Rollkurven be
stimmt, wovon man in del' Technik der Fortbewegung durch Rollen 
umfassenden Gebrauch macht, indem man die feste wie bewegliche 
Polbahn unmittelbar zur Begrenzung del' gegeneinander bewegten 
Karpel' benutzt. Sie kannen offenbar miteinander vertauscht werden, 
wodurch neue Rollkurven del' vorher festen Scheibe entstehen, die 
sich in den Beriihrungspunkten stetig an die vorher betrachteten 
anschlie13en. 

1. Bei!!piel. RoUt z. B. ein Kreis auf einer festen Geraden, Abb. 3, 
so beschreibf>n seine Umfangspunkte gemeine Zykloiden, die innerhalb 
und aul3erhalb des Umfanges gelegenen Punkte dagegen Trochoiden, deren 
Normalen stets durch den als Momentanpol wirkenden Beriihrungspunkt des 
Rollkreisumfangs mit del' Fiihrungsgeraden hindurchgehen. Rollt ein Kreis 
auf einem festen andern Kreise, Abb. 4, dem sog. Grundkreis, so erhalten wir 

1* 
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als Bahnkurven Epizykloiden bzw. Epitrochoiden, wenn die beiden 
Kreise im BerUhrungspunkt entgegengesetzt gekriimmt sind. Bei gleicher 

Kriimmung dagegen, Abb.5, 
spricht man von H y P 0 -

Abb.3. 

Abb.4. 

y 

Abb.6. 

zykloiden und Hypo-
trochoiden, wenn der 
Rollkreishalbmesser kleiner 
als der des festen Kreises 
ist, und von Perizyklo
iden und Peritrocho
id en im umgekehrtenFalle. 
Hat im Falle der Hypo
zykloide der bewegte Roll
kreis den halben Durch
messer des festen, so ent
spricht jedem Drehwinkel cp 
des ersteren ein Bogen mit 
dem Winkel {- auf dem 
letzteren, womit im An
schiuB an Abb. 6 sich der 

Durchmesser des festen Kreises als 
Rollkurve ergibt. AuBerdem erkennt 
man aus dem Bilde, daB die Enden des 
Rollkreisdurchmessers A B dauernd 

auf den beiden zueinander senkrechten Geraden 
OX und 0 Y bleiben. Die ganze Vorrichtung 
kann demnach zur Umwandlung einer Kreis

bewegung in eine 
gradJinige oder 
umgekehrt be
nutzt werden. 

Vertauschen 
wir nun aber die 
beiden Scheiben, 

~:::'---t-~=-----IP lassen also im 
ersten Fall die 
Gerade auf einem 
fest en Kreis ab
rollen, was leicht 
durch Abwickeln 

Abb.7. 

eines straff gespannten Fadens von einer Rolle erreicht werden kann, so beschreiben 
die Punkte der Geraden bzw. des Fadens Kreisevolventen, Abb. 7, welche 
die erzeugende Gerade in allen Lagen senkrecht schneid en. Die andern Roll
kurven gehen bei der Vertauschung der Kreise in salche gleicher Art Uber, 
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wahrend im letzten FaIle des Abrollens eines bewegten Kreises von doppeltem 
Durchmesser auf dem festen Kreise bei gleicher Kriimmung an Stelle der 
geraden Bahn sich eine Herzlinie ergibt. 

2. Bl'ispiel. Die Schubstange AB eines einfachen Kurbeltriebes ist 
im Punkte A vermittels des Kurbelzapfens auf dem sog. Kurbelkreis um 0, 
im Punkte B durch den als GIeitstiick 
wirkenden Kreuzkopf auf del' festen Leit-
geraden 0 B gefiihrt, Abb. 8. Der Mo-
men tan pol P entsteht daher als Schnitt 
des Strahles 0 A mit dem Lote auf der 
Leitgeraden 0 B in B und beschreibt bei 
der Drehung von A im oberen Halbkreis 
die feste Polbahn H-H. Diese riickt fiir 
die senkrpchte Stellung del' Kurbel 0 A ins 
Unendliche, besitzt aber eine in Abb. 8 I 

strichpunktierte Asymptote senkrecht zu - __ I 

OB und kommt bei weiterer Drehung auf 0: 
der andern Seite mit dem Zweige HI aus i 
dem Unendlichen zuriick. Auf beiden I 

Zweigen H und HIder festen Polbahn 
rollt alsdann die bewegliche Polbahn 
C P Be ab, der fiir die zweite HaIfte del' 
Kreisbewegung ein zweiter symmetrischer 
Zweig auf del' andern Seite del' Asymptote 
entspricht. Auf diesem Zweige rollen die 
ebenfalls nicht mitgezeichneten Fortsetzun

I Cit 
i 
i 
I 

p 

~/ 

fit 
Abb.8. 

I 
i 

tf 

gen der Polbahnen H und HI zu beiden Seiten der Geraden OB abo 

§ 2. Die Hiillkurven bewegter Scheiben. Zeichnen wir uns in 
Abb_ 9 den UmriB der bewegten starren Scheibe in allen ihren Lagen 
auf, so werden diese durch zwei Kurven eingehiillt, welche 
ihrerseits mit den Scheiben den ganzen Bewegungsvorgang 
bestimmen. Der Momentanpol P ergibt sich alsdann als Schnitt der 
Normalen in zwei zusammengehorigen 
Beriihrungspunkten der Hiillkurven __ _ 
und wird im allgemeinen nicht auf einer :£~~=== ------' 
derselben liegen_ Daraus erkennt man, _:~~~~~~- -_--_ 
daB die Bewegung del' Beriihrungsstellen <..-:':'::" co co -0-

langs der Hiillkurven erfolgt, die Scheibe ...... ''':''-"'-_lx--____ -:::-_~ _ __''~ 
also, ohne zu rollen, an den beiden ',,", 
Kurven hingleitet, die als Teile der 
Begrenzung einer fest en Scheibe ange
sehen werden konnen. Eine dieser Hiill
kurven kann auch durch die vorgelegte 
Bahn eines bestimmten Punktes der be

Abb.9. 

wegten Scheibe ersetzt und mit der andern Hiillkurve zur Ermittlung 
der fest en Polbahn durch den Schnitt der N ormalen beider in zu
gehorigen Punkten benutzt werden. Die einfachsten hierher gehorigen 
FaIle bilden das schon oben erwahnte Gleitstiiek mit seiner Fiihrungs
schiene, sowie del' Zapfen und das Lager. 

rst die neben der Hiillkurve vorgelegte Punktbahn ein Kreis, 
so konnen wir auch, da es nur auf die gegenseitige Bewegung beider 
Scheib en ankommt, die urspriinglich bewegte Scheibe in einem Punkte 
dieses Kreises festhalten und dafiir der vorher festen Scheibe eine 
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Drehung urn den Kreismittelpunkt gestatten. Alsdann drehen sich 
beide Scheib en K1 und K'J um zwei feste Punkte 01 und 0'J' wahrend 
ihre Randkurven aneinander hingleiten und sich wechselseitig als 
Hiillkurven bedingen. Da °1°2 zur urspriinglichen Kreisbahn 
senkrecht steht, so bildet der Schnitt dieser Geraden mit der 
Beriihrungsnormalen den Momentanpol P der gegenseitigen 
Drehung beider Scheiben, der somit auf der Verbindungs
linie ihrer Drehpunkte liegt. 

In Abb.10 sei A der augenblickliche Beriihrungspunkt mit den 
Abstanden 11 und 12 von den Drehpunkten 01 und 02' die mit der 

Abb.10. 

Beriihrungsnormalen die Winkel1X1 und IX'J bilden, 
sowie depl und dep'J die zusammengehorigen 
entgegengesetzten unendlich kleinen Drehungen 
beider Scheiben. Dann beschreibt A um 01 den 
Bogen 11 dep1' urn 02 den Bogen 1'J dep'J' Diese 
Bogenwerte zerlegen wir in je zwei Teilwerte 
durch Projektion auf die gemeinsame Normale 
und Tangente. Der Unterschied der Tangen
tialwerte 

11 cos 1X1 dep1 - 12 cos a2 dep2 = ds 

gibt die Gleitung beider Korper wahrend der 
zusammengehorigen Drehungen an, wogegen die 
in die N ormalenrichtung fallenden Verschie
bungen, damit die Beriihrung aufrecht erhalten 
bleibt, in Richtung und GroBe miteinander iiber
einstimmen miissen, woraus 

11 sin a1 depl = 1'J sin a2 dep2 

hervorgeht. Hierin sind aber 11 sin 1X1 = (21 und 
12 sin a2 = (2'J die Lote von 01 und 02 auf die Beriihrungsnormale, 
mithin 

d d oder (21 d ep2 
(21 epl=(l2 ep2' -=r· 

(22 ep1 
Mit dieser Gleichung ist die Abhiingigkeit der beiden Verdrehungen 
voneinander bei gegebenen Scheibenrissen vollstandig bestimmt. 

Beispiel. Von praktischer Bedeutung ist nun der Fall eines konstanten 
Verhiiltnisses der Verdrehungen, des sog. V'bersetzungsverhiiItnisses fiir 
die Bewegungsiibertragung durch Zahnriider, deren Ziihne nichts anderes als 
Randstiicke der gegeneinander verdrehten Scheiben darstellen. Alsdann iat 
auoh das Verhiiltnis der beiden ~ote (/1: (/2 unabhiingig von der Lage der Ziihne 
gegeneinander und wegen der Ahnliohkeit der Dreiecke 0, N 1 P und OgNgP 
auoh das Verhiiltnis von 01 P : O2 P = R1 : Rg , also ~ie Lage des Momentan
poles P auf der Verbindungslinie der Drehpunkte 0 1 0 2 • Damit aber ist 
die Bewegung der beiden Scheiben K1 und Kg auf das Abrollen 
zweier sioh stets im Punkte P beriihrender sog. Teilkreise zuriiok
gefiihrt, deren Halbmesser die Verbindungslinie 01 02 naoh dem 
Dbersetzungsverhiiltnis derart teilen, daB 

R1 d'Pl = R2 dIPg· 
Dies liiBt sich indessen nicht mit zwei beliebigen Zahnbegrenzungen fiir Kl und 
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K2 durchfiihren, von denen vielmehr eine die Form der anderen bedingt. 
Denken wir uns in Abb. 11 eine Begrenzung A, AB, des um 0 1 drehbaren 
Zahnes in der Lage gegAben, daB A gerade im Momentanpole mit dem zu
gehorigen Punkte des Gegenzahnes zusammenfiillt. Bei del' Drehung bewegt 
sich A1 in einem Kreise um 0" wobei die Normale del' Zahnflanke in Al> 
welche den Teilkreis urn 0 , in P1 trifit, nach Zuriicklegung des Bogens 
A01P1 = 'P1 in die Lage AAe gelangt. Del' auf dem Kreise durch Abtragen 
der Lange A1 P1 von A aus gewonnene Punkt A2 steUt demnach den Be
riihrungspunkt von A1 mit dem entsprechenden Punkt des Gegenzahnes dar. 
Wendet man dieses Verfahren auf weitere Punkte der vorgelegten Zahnflanke 
an, wobei man fiir die innerhalb des Teilkreises gelegenen eine Riickdrehung 
vorzunehmen hat, so endbt sich als geo-
metrischer Ort aUer Beriihrllngspunkte O2 
die ~og. Eingriffslinie A 2 AB2 • Dem 
Punkte P1 entspricht nun auf d"m andern 
Teilkreis urn 0., der Punkt P. derart, 
daB der Bogen -AP1 = APz ist: woraus 
sich der zugehorige Winkel A02P2=c'Pe 
ergibt, EO zwar, daB R1 'P1 = R, 'P2 ist. Den 
zu AJ gehorigen Punkt A3 des Gegen-
zahnes erhiilt man alsdann durch Abtragen 
der Normalenliinge AAz von Pe aus auf Rz 
dem Kreisbogen mit dem Halbmesser 
02A2' so daB AA2 =Pg A". 

Bei der Anwendung dieses von 
R e u I e a u x herril brenden Verfahrens in 
der Technik geht man fast immer von 
der Eingrifislinie aus, die man hiiufig aus 
zwei im Punkte A die Teilkreise beriih
rend en Kreisbogen A z A und A Be zu
sammensetzt oder einfach als schrage Ge
rade durch diesen Punkt wahlt. Dem 
Ubergange von A2 nach At ent~pricht 
dann ein Abrollen des aus Az A erganzten 
Vollkreises auf dem Teilkreis um 0" dem 
Ubergange von A2 nach A3 ein Abrollen 
auf dem Teilkreis um O2 , wah rend das 
Abrollen des dem unteren Teile AB., der 
Eingrifislinie zugehiirigen Krpises auf dem 
Teilkreise die Punkte Bl und B" del' Zahn
flanke ergibt, die sich alsdann je aus 
einem Epizykloiden- und einem Hypo
zykloidenstiick zusammensetzen. 1m Faile 
der geraden Eingrifislinie, die wir allf zwei 
Beriihrungskreisen um OJ und O~ abrolJen lassen, ergeben sich als Zahnflanken 
je zwei Evolventenstiicke. AuBerdem erkennt man, daB bierbei die Beriihrungs
normale fiir aIle Pllnkte der Zahnflanken mit der Eingrifislinie zusammenfallt 
und daher ibre Richtung im Gegensatz zu den Zykloidenzahnen nicht andert. 
Jedenfalls erbellt aus diesen DarlC'gungen, deren weitere Ausfilhrung den 
Schriften iiber Maschinenelemente iiberlafsen werden muB, die ganze Wichtig
keit der schon oben behandelten Rollkurven. 

§ 3. Theorie del' Planimeter. Die beliebige ebene Bewegung 
einer Geraden AB k6nnen wir uns auch nach Abb. 12 durch eine 
Parallelversrhiebung nach A" B", sowie eine Drehung urn den einen 
Endpunkt A" urn den Winkel 1/i in die schlieBliche Lage A" B"' er
setzt denken. Die Parallelverschiebung selbst liiBt sich weiterhin 
noch zerlegen in eine Verschiebung der Geraden in sich selbst bis 
A' B' und eine dazu senkrechte nach A" B". Handelt es sich urn eine 
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unendlich kleine Bewegung, so zerfallt diesel be in eine Parallelver
schiebung um die elementare Strecke A' A" = B' B" = dh, sowie eine 
Elementardrehung B" A" B'" = dljJ, woraus sich die von der Strecke 
von der Lange AB=b iiberstrichene Flache zu 

8 m 

\ 
\ 

I 
-----18" 

/1 
, ' , : 

/ / ; 
tF-ri-' --':-:------<Ji _ -1 

A A' 8 r 
Abb.12. 

ergibt. 

b'J 
dF=b.dh+ 2 d'lj) .. 1) 

Durchlaufen nun bei der Bewegung 
der Strecke ihre beiden Endpunkte 
geschlossene Kurven in den in Abb. 13 
eingetragenen Pfeilrichtungen mit den 
Flachen Fa und Fb , so schlieBen die 
beiden auBersten Lagen AB und A" B" 

der bewegten Strecke mit den inneren Kurvenstiicken A A' A" und 
B" B'" B die Flache Fe ein. Beim V'bergang von AB nach A" B" wird 
mithin von der Strecke die Fliiche Fl = Fe + Fb , beim Dbergang 
von A" B" nach AB dagegen die Flache F2 = Fe -t- Fa iiberstrichen, 
so daB insgesamt beim Umlauf der Strecke AB die Flache 

F=F1 -F2 =Fb -Fa ........ 2) 

iiherstrichen wird, die auch aus 1) durch Integration gewonnen werden 
kann. Dabei sind die heiden FaIle zu unterscheiden, daB die 
Flachen Fa und Fb • wie in Abh. 13 dargestellt, auBerhalb voneinander 
Iiegen oder daB eine derselben die andere nach Ahb. 14 vollig um-

Abb.14. 

schlieBt. 1m ersteren Palle wachst der Winkel ljJ his zu einem he
stimmten Betrage an und nimmt dann wieder his zu seinem An
fangswerte 1fJo ab, so daB nach 1) 

Fb-Fu=bh+?;J~ljJ=b'h ...... 2a) 

'Po 

wird. Im zweiten Fall aher durchlauft 1fJ aIle Werte von 1fJo his 
1fJo + 2:n, mithin wird' 

'Po 
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wahrend h die gesamte Parallelverschiebung der Strecke b dal'
stellt. Durch diese Parallelverschiebung ist demnach in beiden 
Fallen der Flachenunterschied Fb und Fa bestimmt, odel' auch eine 
dieser beiden Flachen, wenn die andere von vornherein gegeben ist. 
Damit ist die Ermittlung der von einem Endpunkt der be
wegten Strecke umfahrenen geschlossenen Kurve auf die 
gesamte Parallel verschie bung der Strecke beim Umlauf 
zuriickgefiihrt. Vorrichtungen, welche die Flachenbestimmung auf 
diesem Wege ermoglichen, bezeichnet man allgemein als Planimeter; 
unter Ihnen haben die Polarplanimeter die groBte Verbreitung 
gewonnen und solI en darum auch hier besonders besprochen werden. 
Wir bezeichnen jetzt den Halbmesser des Polarkreises mit a, seinen 
Winkel mit einer in der Bildebene festen Geraden mit (f, dann ist 
die von a bei einer elementaren Verwhiebung iiberstrichenen Flache 

a2 
dF =-- d(p woraus sich im Verein mit 1) und 2) 

a 2 ' 

. . . . 3) 

ergibt. Die vom Fahrstift P am Ende der Strecke b umfahrene Flache 
ist demnach in den Fallen 2 a) und 2b) entsprechend Abb. 13 und 14 

Fb = b . h,. . . . . . . . . . . . . . . 3 a) 
Fu = b . h -+- (a'! + b'J ) 7r, . . . . . . . • . 3 bi 

so daB es nur noch auf die Messung der Parallelverschiebung h an-
kommt. Dieses geschieht beim Schneidenradplanimeter, Abb. 15, 
durch ein Radchen R 
mit messerartig zuge
scharf tern U mfang, das 
auf einer zum Arm b 
senkrechten und mit ihm 
starr verbundenen Achse 
A C hin- und hergleiten 
kann. Bei der Drehung 
des Armes A CroUt das 
Radchen unbehindert o 
auf der Bildebene, Ver-
schiebungen in seiner 

b 
p 

Abb. 15. 

Achsenrichtung AC dagegen verhindert die Scharfe seines Cmfanges, 
so daB auf einem an der Achse selbst oder einer daneben liegenden 
Schiene angebrachten MaBstab unmittelbar die ganze Parallelver
schiebung h von b als Unterschied del' Abstande AR in der Anfangs
und Endlage des Riidchens a bgelesen werden kann. 

An Stelle dieser wenig genauen und darum auch selten ge
brauchten Vorrichtung benutzt man nach dem Vorgang von Amsler 
(1856) zur Meosung eine Rolle B vom Halbmesser r (Abb. 15 ge
strichelt), die auf del' Fortsetzung des Armes AP iibel' A hinaus im 
festen Abstande AB = c iibel' die Bildebene lauft. Sie vollzieht 
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dabei nur Drehungen urn ihre Achse, wenn der Arm c sich urn A 
dreht, sowie bei Verschiebungen desselben senkrecht zu seiner augen
blicklichen Lage, nicht aber bei solchen in der Armrichtung selbst. 
Erleidet also b eine senkrechte Parallelverschiebung dh und voll· 
zieht gleichzeitig eine Drehung urn d1jJ, so hat sich del' Arm c urn 
denselben Winkel zuriickgedreht, also die Rolle auf der Bildebene den 
Weg dh - cd1jJ durchlaufen. Dieser muB mit dem abgerollten 
Bogen rdX ihres Umfanges iibereinstimmen, so daB wir 

dh=cd1jJ+rdX. . . ... 4) 

erhalten. Setzen wir dies in 3) ein, so folgt 

a'J b2 + 2bc 
dFb= 2" dcp+ --2-d1jJ+b.rdx ..... 5) 

und nach Integration fiir die beiden in Abb. 16 und 17 dargestellten 
Faile 

Fb=b.r·x ......•. 

Fb= b·r· X + (a2 + b'J+ 2bc)n. 

Abb. 16. Abb.17. 

5a) 

5 b) 

Del' abgerollte Bogen r X kann als Unterschied zwischen del' An
fangs- und Endlage auf einer mit Nonius versehenen Marke am 
Arm c unmittelbar bis auf Tausendstel del' vonen Umdrehung ab
gelesen, die Lange des Armes b durch Verschieben des Drehpunktes A 
belie big eingestellt werden, urn allen praktischen Anforderungen zu 
genii gen. 

Beim Gebrauch des Amslerschen Planimeters ist nicht zu iibersehen, 
daB beim Durchlaufen gewisser Kurven die MeBrolle gal' keine 
Drehungen vollzieht. Das tritt dann ein, wenn in 4) mit dX=O 

dh=cd1jJ . . • • • • . . •• 4a) 
wird. Nun ist aber nach Abb. 15 

dh = adcp cos (cp - Ip), . 6) 
also mit 4a) 

c·dV' = acos (cp -- lp) drp .• 4b) 

Die wegen der nicht durchfiihrbaren Trennung der beiden Veranderlichen cp 
und 1jJ unausfiihrbare Integration dieser Gleichung kann nun leicht durch eine 
Niiherungsverzeichnung dcr zugehorigen Kurve der MeBrolle und des Fahr
stiftes ersetzt wprdeu. Man iibersieht leicht, daB die erstere sich nicht dreht, 
wenn der Arm BAP = b + c urn den Beriihrunl!Bpunkt B der MeBrolle ge
dreht und dann in sich selbst verschoben wird. Das erreicht man in Abb. 18 
durch Verbindung des Endpunktes A' des urn drp gedrehten Polarmes mit 
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dem urspriinglichen Endpunkte B des anderen Armes und Abtraaung der 
Langen A' B'= AB = c, sowie A' P'= AP = b auf dieser Verbind~ngslinie, 
wonach B' und pI Nachbarpunkte auf den gesuchten Kurven sind. Dabei ge
langt der Punkt A durch Drehung nm B nach A", so daB 

AA"=ABd'l'=cd,p, 

AA'= OA drp = ad rp 
ist. Da nun 

<)::A' A A" = <):: OAB= rp- 'P, 

so ist auch 

AA"= AA' cos (rp - '1'), 

woraus dann wieder nach Ein
setzen von A A" und. A A' 
Gl. 4 b ) h~rvorgeht. Diese 
wird im Sonderfalle erfiillt 
durch einen unveranderten 
Winkelunterschied rp - 'p, der 
sich wegen d p = d,p aus 
Gl. 4b) zu 

c 
cos(rp-'p)=-;; . 40) 

ergibt. Dem entspricht aber 
in Abb. 19 ein rechtwinkliges 
Dreieck 0 AB, das bei der 
Bewegung keme Anderung er
Jeidet, so daB sowohl B als 
auch P je einen Kreis um den 

Abb. 18. 

PolO beschreiben. Diesen heiden in Abh. 18 eingezeichneten Grundkreisen 
nahern sich die drehungsfreien Kurven asymptotisch. Die Halbmesser dieser 
Kreise sind ersichtlich 

fUr B: 

fUr P: 1'J = Va2tli'+2-bc, 
wonach die Konstante in Gl. 5 b) mit der 
Flache des Grundkreises von P iibereinstimmt, 
auf die in diesem Faile der groBte Betrag der 
umfahrenen Flache entfiillt. 

() 

Abb.19. 

II. Zeitliche Bewegungsanderungen. 

I 
I 

p 

:y 
I 
I A'" 
x 

§ 4. Einfiihrung del' Zeit. Un sere bisherigen Untersuchungen 
erstreckten sich ausschlieBlich auf Anderungen der Lage des Korpers, 
insbesondere von i:lcheiben in einer Ebene, weJche wir stets durch 
Langen- und WinkelmaBe ausdriicken und dadurch miteinander ver
gleichen konnten. Es fehIt uns aber noch ein von den gegenseitigen 
Verschiebungen unabhangiger VergIeichsmaBstab, den wir zweckmal3ig 
einer ohne unser Zutun stetig und ununterbrochen verlaufenden Be
wegung entnehmen. Als solche bietet sich uns die Drehung des 
Erdballes gegen den Fixsternhimmel dar, die wir in handlichen V or
richtungen. den sogen. Uhren, durch Drehung des Zeigers auf einem 
Zifferblatte derart nachahmen, daB jeder Stellung einer bestlmmten 
Meridianebene der Erde gegen den Fixsternhimmel eine Zeiger-
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steHung der Uhr entspricht. Den ganzen Unterschied zweier auf
einanderfolgender Meridiandurchgange eines Fixsternes, d. h. den 
Umlauf der Erde selbst gegen den Fixsternhimmel, bezeichnen wir 
als einen Sterntag. Infolge des durch die Drehung der Erde gegen 
die Sonne bedingten Wechsels von Tag und N acht hat sich aller
dings die Benutzung des Unterschieds zweier aufeinanderfolgender 
Meridiandurchgange der Sonne, d. h. des Sonnentages, als prakti
scher erwiesen, obwohl dessen Verhaltnis zum Sterntag gewissen, 
wenn auch nur kleinen Schwankungen unterliegt, deren Grund wir 
spater kennen lernen werden. Sehen wir zunachst davon ab, so ist 
das Verhaltnis durch die Eigenbewegung der Sonne am Fixstern
himmel, die auf den Umlauf der Erde um die Sonne zuruckzufuhren 
ist, gegeben. Dieser Umlauf, dargestellt durch den Unterschied 
zweier gleicher aufeinanderfolgender Stellungen der Sonne am Fix
sternhimmel, vollzieht sich 365,25 Sonnentagen oder 365,25 + 1 
= 366,25 Sterntagen und wird als ein J ahr bezeichnet. Den Sonnen
tag teilt man nun in 24 Stunden, 24·60=1440 Minuten und 
24·60·60 = 86400 Sekunden und bedient sich der letzteren als 
Einheit des gewohnlich als Zeit benannten MaBes fur die Bewegungs
vorgange. 

Die bei der Bewegung eines Punktes zwischen zwei Endlagen 
verflossene Zeit ist demnach durch den Winkelunterschied zweier 
Zeigerstellungen einer Uhr gegeben, die mit den beiden Endlagen 
zusammen beobachtet werden. Das ist streng genommen nur mog
Hch, wenn die Uhr an der Bewegung des Punktes selbst teilnimmt, 
eine Bedingung, die fur irdische Vorgange allerdings keine Rolle 
spielt und darum auch nicht beachtet zu werden pflegt. Wichtig 
ist dagegen, daB die aus einer stets gleichsinnig verlaufen
den Drehung der Erde oder des Uhrzeigers abgeleitete Zeit 
auch nur Anderungen in einem Sinne erleidet, also bei 
positiv gerechneten Drehwinkeln nur zunehmen kann. Da 
weiterhin jede Drehung um eine Achse erfolgt, so liegt es nahe, auf 
dieser in einem willkiirlich vereinbarten MaBstab die zuriickgelegten 
Drehwinkel und die daraus abgeleiteten Zeiten in einem und dem
selben Sinne als Strecken aufzutragen und mit diesem die bei einer 
Bewegung zuriickgelegten zugehorigen Wege zu messen. Wir er
halten auf diese Weise eine Zeitachse, deren Richtung ebenso will
kiirlich ist wie diejenige der Achse des benutzten Uhrzeigers. Genau 
so konnen wir auch die auf einer geraden oder krummen Bahn von 
einem Punkte von einer Anfangslage aus zuriickgelegten Wege 8 auf 
einer Geraden auftragen und jedem Punkt derselben die yom An
fangspunkte bis dahin verflossene Zeit durch eine Parallele zur Zeit
achse von entsprechender Lange zu ordn en. Wahlen wir die Zeit als 
Abszisse und den durchlaufenen Weg als Ordinate und stellen der 
Einfachheit halber beide senkrecht zueinander, 80 erhalten wir durch 
Verbindung der Ordinatenpunkte die in Abb. 20 dargestellte Weg
kurve mit der Gleichung 

8=f(t) .. .......... 1) 
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Da der bewegte Punkt nicht gleichzeitig, d. h. bei einer und der
selben Uhrzeigerstellung, zwei verschiedene Lagen einnehmen kann, 
sondel'll zum Dbergang von einer Lage in die andere eine endliche 
Zeit gebraucht, innerhalb deren er alle Zwischenlagen uberstreicht, 
so kann die Wegkurve auch keine Sprunge au£weisen, son
dern muE durchaus stetig verlau£en. Sie kann auch nicht ge
schlossen odeI' teilweise riicklaufig sein, auch darf sie keine Schleifen 
enthalten, da in allen diesen Fallen einem Punkte del' Zeitachse 
mehrere Lagen des bewegten Punktes entsprechen wurden. Fur den 
Ruhezustand des Punktes geht die Wegkurve in eine Parallele zur 
Zeitachse uber, in die sie auch beim AufhOren des Bewegungs
zustandes einmundet. Kommt demnach ein Punkt 7.eitweilig WI' 

Ruhe, so enthalt seine Wegkurve 
parallele Stucke zur Zeitachse. S 

Co 

t 

Abb.20. 

t 

170 

c.' 1 

Abb. 21. 

t 

1. Beispiel. Aus Wegkurven dieser Art setzen sich die graphischen 
Fahrplane des Eisenbahnbetriebes zusammen. In Abb. 21 ist durch 
die gebrochene Linie 0 A' A" B' B" 0 die Wegkurve eines Eisenbahnzuges zwischen 
den Endstationen 0 und 0 0 dargestellt, der auf den Zwischenstationen An und 
Bo Aufenthalt nimmt, deren Dauer der Lange der zur Zeitachse parallelen 
Stiicke A' A" und B' B" entspricht, wahrend die ganze Reisedauer durch die 
Strecke 00' gegeben ist. Ein zwischen den Stationen 0 und 0 0 nicht halten
der Schnellzug verlaBt die Ausgangsstation um die durch die Lange 00, ge
massene Zeit spater und iiberholt den vorgenannten Zug auf der ersten Station Ao, 
wahrend dessen Aufenthaltes, so daB seine Wegkurve durch die steiler an
steigende Gerade 0, 0, mit der Reisedauer 0, 0,' dargestellt ist. In derselben 
Weise kann man auch noch andere Wegkurven von Ziigen mit anderen Fahr
zeiten und Aufenthalten, sowie solche mit entgegengesetzter Fahrtrichtung 
nach dem Kursbuche eintragen, welch Ietztere naturgemaB durch abfallende 
Linienziige dargestellt werden und insgesamt ein iibersichtliches Bild der 
ganzen Streckenbelastung darbietcn. 

Raben wir es mit einer krummen Bahn zu tun, so bereitet die 
Messung der Weglange mit Rilfe eines im allgemeinen starren ge
raden MaEstabes Schwierigkeiten und fuhrt leicht zu Ungenauigkeiten. 
Man wird es darum vorziehen, in solchem Fall die beiden Risse 
(Projektionen) x und y des durchlaufenden Weges 8 auf den Achsen 
eines in der Bewegungsebene £esten Achsenkreuzes (Koordinaten
systems) zu betrachten und deren Anderung mit der Zeit festzu
legen. Fur jeden dieser Risse erhalt man alsdann eine Wegkurve 
nach den Formeln: 

x ~-= t~ (t), Y=f~(t), ........ 2) 
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aus denen sich durch Ausschaltung der Zeit t die Bahngleichung 
F(x,y)=O . .......... 3) 

in der xy-Ebene selbst ergibt. 
beider Wegkurven nach Abb. 22 

Y 

Legen wir dann die Achsenkreuze 
dp,rart aneinander, daB die Zeitachsen 

zusammenfallen und die beiden 
Wegachsen zueinander senk
recht stehen, so erhalten wir 
ein raumliches Achsenkreuz xyt 
und in diesem eine Raumkurve 
PQ R mit den drei Rissen 
Pi Qi Ri' P2 Q2 R2 , Po QoRo' 
deren Gleichungen durch 2) 
und 3) gegeben sind. Diese 
Raumkurve, die auch bei ge
schiossener Bahn Po Qo Ro ins 

_,jL. ___ ---'~.-...:"'-'--...:.:L ____ ~A,.;... Unendliche veriauft und im 

Abb.22. 

FaIle von Haltepunkten zur 
t -Achse parallele Stucke auf
weist, wollen wir nach dem 

Vorgange von Minkowski als 
bezeichnen. 

die Weltlinie der ebenen Bewegung 

2. Beispiel. Legt der bewegte Punkt auf einer geraden Bahn in gleichen 
Zeiten gleiche Strecken zuriick, so sprechen wir von einer gleichformigen 
Bewegung. Alsdann werden auch die beiden Achsen x,y im einfachen Ver
haltnis mit der Zeit wachsen, also die beiden Wegkurven geradlinig verlaufen, 
dem dann wiederum eine geradlinige Weltlinie entspricht. 

3. Beispiel. Durchlauft der Punkt einen Kreis vom Halbmesser r der
art, daB in gleichen Zeiten 
gleiche Wege zuriickgelegt, 

v 
t 

/'" 

Abb. 23, also vom Fahr
strahl r gleiche Winkel rp 
iiberstrichen werden, so 
treten an Stelle von 2) die 
einfachen Formeln 

r=konst., rp=wt,. 4) 

/ 
I 

worin w ein unverander
licher Beiwert ist, der mit 
der Umlaufszeit to in der 
einfachen Beziehung 

, 

\ 
\ 

Abb.23. 

2% = wto .• 5) 

steht. AuBerdem erkennt 
man, daB in dies em FaIle 
der g lei c h for mig e n 
Kr e i s b ewe gun g die 
erste G1. 4), welche die 
Zeit t nicht enthalt, ohne 
weiteres die Bahngleichung 

darstellt, die im Verein mit der zweiten als Weltlinie eine Schraubenlinie er
giLt. Die beiden Wegkurven ergeben sich alsdann aus 

x = r cos rp = r cos wt) . . t> .... , ...... 4a) 
y = r sm 'P = r sm w ) 
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als Sinuslinien, die ebenso wie die Weltlinie ins Unendliche fortlaufen, wah
rend die Bahngleichung auch 

geschrieben werden kann. 
. 4 b) 

§ 5. Ges('hwindigkeit od£'r Lauf. Wir haben im vorigen Ab
schnitt eine gleichformige Bewegung dadurch gekennzeichnet, 
daB entsprechend einer geradlinigen Wegkurve in gleichen Zeiten 
gleiche Strecken zuriickgelegt werden, daB also der Bruch aus dem 
Wege und dem zugehorigen Zeitunterschiede fur die Endlage 

S'--Sl=C 

t -tl 
. 1) 

einen bestandigen Wert besitzt. Man bezeichnet denselben gewohn
lich als die Geschwindigkeit, wofUr wir auch das kiirzere Wort 
"La uf" benutzen wollen. Bilden wir denselben Bruch fiir eine 
Bewegungsart mit gekriimmter Wegkurve, so finden wir fUr jede 
durchlaufeneStrecke einen anderen Wert, den wir alsdann als mittlere 
Geschwindigkeit odeI' mittleren Lauf des Punktes auf del' 
zwischen zwei Punkten zuriickgelegten Strecke bezeichnen. 
Solche Mittehverte konnen wir z. B. dem graphischen Fahrplan Abb. 21 
sofort entnehmen und aus del' Neigung del' zugehorigen Weggeraden 
ihre Verschiedenheit zwischen den einzelnen Haltestellen erkennen. 
Dber den Bewegungsvorgang zwischen den Endpunkten einer del' 
herausgegriffenen Strecken gibt del' Mittelwert indessen keine Aus
kunft, wenn wir nicht zu einer weiteren Unterteilung schreiten und 
immer neue Mittelwerte bilden. Gehen wir damit bis zum ver
schwindenden Wegelement ds, dem dann auch nur noch ein Zeit
element dt zugeordnet ist, so erhalten wir den Grenzwert in drei 
Schreibweisen 1) 

. S-Sl ds . 
hm·--=-=s=v, 

t - t1 dt 
. ... 1a) 

del' nunmehr don Lauf an del' betrachteten Stelle darstellt und 
durch die trigonometrische Tangente des Tangentenwinkels im zu
gehorigen Punkte der Wegkurve gegeben ist. Tragt man die so ge
wonnenen einzelnen Laufwerte in eillem geeigneten, sonst abel' will
kiirlichen MaBstabe als Funktion del' Zeit auf, so erhalt man zu jeder 
Wegkurve eine Laufkurve, die ersichtlich fUr die durch 1) ge
gebene gleichformige Bewegung parallel zur Zeitachse verlauft. Da 
ferner im Zahler des Ausdruckes fUr den Lauf stets eine Lange l, ge
mefsen in Meter, im Nenner eine in Sekunden gemessene Zeit t steht, 
so wird del' ganze Bruch in m/sec nach del' Dimensionsformel 

v=[l.C1] ••••••••••• 2) 
ausgedriickt. 

1) Die in der Folge vielfach angewandte Schreibweise 8 fiir die Ableitung 
nach der Zeit riihrt schon von Newton her, wahrend Leibnitz dafiir ds: dt 
benutzte. 
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Man kann natiirlich auch jeden Lauf v mit del' zugehOrigen 
Strecke s zu einer Laufwegkurve mit der Gleichung 

. . . . 3) 

auftragen und aus dieser durch Integration der Formel 

ds 
dt= s 

ds 

v 
... 3a) 

zwischen den Grenzen 81 und s die auf dieser Strecke verflossene 
Zeit rechnerisch oder graphisch (durch Planimetrieren der v-1 • Kurve) 
ermitteln. 

1. Beispiel. Um von einem Punkte P1 mit den Achsenabstanden Xu Yl 
zu einem Punkte Pg mit x2 ' Yz auf del' anderen Seite der x-Achse liber P mit 

v 

% 
O~-----X~1--------~--~~--~ 

-y 

Abb.24. 

dt x- Xl 

dx = c1 lCx=- xi~+ y~il 

dem Abstande X von 0, Abb.24, 
derart zu gelangen, daB der Lauf 
oberhalb derselben unverandert 
gleich cl ' unterhalb dagegen c2 ist, 
braucht man die Zeit 

( ( ~ - ).;~ ----t-: -" 
-1. V . X2 - x· , y, 

i 
. 4) 

die somit nur von der durch x ge· 
gebenen Lage des Dbergangspunk
tes P abhangt. Soil die ganze 
Laufdauer einen Kleinstwert an
nehmen, so folgt 

oder unter Einfiihrung rler Bahnwinkel {}1 und {}2 mit del' Senkrechten in P 

oder 
sin {}1 c1 
'-:Q.=- ........ 4b) 

sm V z C2~ 

Es ist dies nichts anderes, als der von Fermat herrlihrende Beweis des 
Snelliusschen Brechungsgesetzes eines Lichtstrahles an der Grenze 
zweier K6rper, in denen das Licht verschiedene Laufe besitzt. DaB es sich 
nicht um einen H6chstwert von t handeln kann, folgt ohne Bestimmung des 
Vorzeichens der zweiten Ableitung von t nach x schon aus dem Umstande, 
daB t mit x augenscheinlich und im Einklange mit 4) unbegrenzt wachs en muB. 

Bewege ich mich im Gang eines fahrenden Eisenbahnwagens in 
der Fahrtrichtung, so ist der von mir gegeniiber dem Bahnkarper 
zuriickgelegte Weg die Summe der Wege des Wagens und des meines 
Karpers in demselben, wahrend bei umgekebrter Gangrichtung del' 
Gesamtweg als Unterschied del' einzelnen sich ergibt. Daraus folgt, 
daB gleichgerichtete Wege sich algebraisch addieren. Dber
tragen wir dies auf die Elemente dx' und dX", so wird das Gesamt
wegelement 

dx = dx' + dx" 
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\lnd nach Division mit dem dabei verfiossenen Zeitelement dt 

d.c =~ d.c' + d!~ 
dt dt dt ' 

oder . ."." , + " v =x=::r -+-:1; =V V x I x". , . . . . . . . 5) 

d. h. in einer und derselben Richtung addieren sich die Laufe 
eines bewegten Punktes algebraisch. Daraus folgt weiter, daB 
die Geschwindigkeit oder der Lauf e benso wie eine Strecke 
eine gerichtete GroBe, einen sog. Vektor darstellt, dessen 
Richtung mit derjenigen der Bahntangente an jeder Stelle 
ii b ereinstimmt. 

Bewegt man sich nun im Abteil eines Eisenbahnwagens senk
recht zur Fahrtrichtung, so ergibt sich eine von der Vorwartsbewegung 
ganzlich unabhar;gige, gleichzeitige Seitenverschiebung dy, die mit der 
Vorwartsbewegung dx gemeinsam auf eine schrage Gesamtverschiebung 
fUhrt. Bezeichnen wir das Element derselben, welches offenbar mit 
dem der Bahn iibereinstimmt, mit ds und seinen Neigungswinkel 
gegen die x·Achse mit 19, so ist offenbar 

dx = ds cos {f, dy = ds sin it, 

oder nach Division mit dt in beiden Schreibweisen 

:i; = 8 cos B = v . cos I} = v 
J,' 

Ii, , ,~ sin t?- = v . sin {} ,= v 
• 1 y ~ 

r------------
1 , 
, 
, 
I 

Abb.25 . 

v '~8 = j; cosN . I. Ii sin H = v cos {f -1- v sin H) 
. ., . , . " .. ) 1 ..) " ,I" y ~ • • • (-)) 

V"=S2=:1:"...1-, lr~V~"+V" ) 
• ..' Y 

Der Gesamtlauf oder die Resultante als Vektor stellt hier
nach die Diagonale des aus den beiden Teillaufen, den 
Komponenten, gebildeten Rechteckes dar. Abb.25. 

Sind die beiden gleichzeitigen Verschiebungen 
Punktes gegeneinander urn den 
Winkel {}o geneigt, so zerlegen wir ~ 
sie zweckmaBig in je zwei zuein-
ander senkrechte Teilbetrage in den _~ 

Achsenrichtungen, so zwar, daB 

dx' = ds' cos {fl, dy' = ds' sin D' 
dx" = ds" cos {}", dy" = ds" sin 19" 

eines bewegten 

ist und addieren diese nach Teilung 
mit dt fiir sich. Daraus folgt dann 
fUr die Teilbetrage des Gesamt
laufes oS nach Abb. 26 Abb.26. 

v,< = :i; = s' cos {}' + 8" cosN" = v' cos {}' + v" cos 19" t ) 
• .,. Q" .". 9" ,. Q' L ., . {}" J' . . 7 v" = y = s SIn V' ·IS sIn I . = v SIn '11'., V sIn' 

Lor e n z, Techn. Phy,ik I, 1. 2. Anfl. 2 
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also nach Quadrieren und Addieren wegen 6) 

S"2 +- 2 8' 8" (cos {}' cos {}" -+ sin {}' sill'{}"), 
oder da 

cos {j/ cos {}" + sin {}' sin {}" = cos ({)' - {}") = cos {} 0' 

v2 = 82 = 8' 2 + 8"2 + 2 8' S" cos {}O=V'2 + v" 2 + 2 v' v" cos{}o' 7 a) 

Ebenso erhalten wir auch durch Erweiterung der ersten Formel 7) 
mit cos {}, der zweiten mit sin {} und Addition 

x cos {} + iJ sin {} = S' (cos {j/ cos {} + sin {}' sin {}) 
+ s" (cos {}" cos {} + sin {}" sin {}) , 

oder mit Riicksicht auf 6) 

v = 8 = 8' cos ({) - {}') + 8" cos W' - {}) 
= v' cos ({) -(}') + v" cos W' - {}). . . . . . . 7b) 

Danach erscheint auch bei beliebig gegeneinander geneigten 
EinzelHiufen der Gesamtlauf eines bewegten Punktes als 
Diagonale des aus den Einzellaufen gebildeten Parallelo
gramms oder auch als SchluBlinie des aus Ihnen durch An
einanderreihung erhaltenen gebrochenen Linienzuges. Dieses 
Ergebnis ist ofIenbar die VeraHgemeinerung der oben durch 6) ge
gebenen Zusammensetzung zweier senkrecht zueinander gerichteter Teil
betrage und gilt fiir aHe Arten von Vektoren. Es laSt sich, wie man 
durch Vereinigung des zuletzt erhaltenen Gesamtbetrages mit einem 
dritten Einzelbetrage erkennt, ohne weiteres auf eine belie bige An
zahl VOn Vektoren ausdehnen, deren Aneinanderreihung 
einen gebrochenen Linienzug ergibt, dessen SchluSlinie 
nach GroSe und Richtung den Gesamtvektor darstellt. Diese 
Aneinanderreihung bezeichnet man wohl auch als geometrische 
Addition der Vektoren im Gegensatz zur algebraischen und schreibt 
sie unter Verwendung von Frakturbuchstaben in der einfachen Form 

Abb.27. 

fUr Streck en 

5=5'+5"+ ... , 
oder fiir Laufe 

~ =~' + ~" + ... ) 
tJ = tJ' + tJ" + ... J bzw. 

. . . 8) 

Danach wiirde, wenn in Abb. 27 r und r' zwei benachbarte Fahr
strahlen von einem willkiirlichen Anfangspunkte 0 an das Bahnelement 
d5 bedeuten, dieses sich als geometrischer Unterschied 

d5=r'-r=dr=idt . ....... 8a) 

zugleich mit dem Lauf ~ = i; nach GroSe und Richtung ergeben. 
SchlieBlich sei noch bemerkt, daB durch die Einzelvektoren stets 
der Gesamtvektor bestimmt ist, umgekehrt aber nur die 
zwei Teilbetrage eines Vektors, wenn deren Richtungen 
gegeben sind. 



Winkelgeschwindigkeit oder Drehwert. 19 

2. Beispiel. Sind die beiden Wegkurven fur die x- und y-Richtung gc
geben durch 

x=aooswt bzw. 
y=bsinwt 

x----ae"t ) 
- -at>' ..... - . . 9) 

x=be J 
so sind die zU!1ehorigen Bahngleiohungen 

XZ yZ 
aZ +b2 =1 bzw. x'y=ab, ....•.... 9a) 

also eine Ellipse oder glei ohsei tige Hy per bel. 
Weiter sind die Laufteile 

x=-wasinwt x,=aae"t) 
bzw. at > •..•.• 9b) 

y=wbooswt y=--abe- J 
und die Gesamt- oder Bahnlaufo: 

also fUr die Ellipse: 

und fiir die Hyperbel: 
90) 

9d) 

§ 6. Winkel/reschwindigkeit oder Drehwert. Es erscheint hiiufig 
zweckmiiilig, die Bewegung und die Bahn eines Punktes nicht auf zwei 
rechtwinklige Achsen zu beziehen, sondern durch seinen Abstand von 
einem Anfangspunkte 0 und den Drehwinkel dieses sog. Fahrstrahls 
gegen eine feste Anfangslage auszu
driicken. Davon haben wir schon ein
mal am Schlusse des § 4 bei der Be
trachtung einer gleichformigen Kreis
bewegung, sowie fiir die Vektordar
stellung des Laufes am Ende des letz
ten Abschnittes Gebrauch gemacht. 

Bedeuten wieder x und y die recht
winkligen Koordinaten eines Bahn
punktes, so ergibt sich sein Abstand r 
vom Anfang 0 und des sen Drehwinkel rp 0 
gegen die X-Achse nach Abb.28: 

also: 
x= rcos rp, y = r sin rp, 

dx = dr cos rp - r sin rp drp t 
dy = drsin rp +r cos rp drpJ . 

und fiir das Bahnelement 

x 
Abb.28. 

1) 

1a) 

ds2=dx2+dy2=dr2+r2d(p2. 1b) 

Die Teilung der Elemente 1a) mit dt sowie von 1 b) mit dt 2 er
gibt alsdann mit den beiden neuen Ausdriicken: 

dr. drp. 2) 
dt =r=vr , dt-=rp=w, ..... . 

von denen wir den ersten als Radialgeschwindigkeit oder Strahl
lauf, den zweiten als Winkelgeschwindigkeit oder Drehwert 
mit der Dimension w = [t-lJ, das Produkt r w = Vu mit dem Strahl r 

2* 
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abel' als Drehgeschwindigkeit odeI' Drehlauf bezeichnen wollen, 
unter sonstiger Beibehaltung del' bisher geiibten Schreibweise 

v, = :i; = ;. cos cp - r ip sin cp = v,. cos cp - r w sin cp } 
v y = if = ;. sin rp + rip cos rp = V r sin rp + r w cos rp 

v2 =82=;'2 + r2 ip2 = vr2 +r2 w 2 =vr2 + vu2. 

. 3) 

. 3a) 

Hiernach kann del' Bahnlauf v, den wir im letzten Paragraph in zwei 
Teile nach den Achsenrichtungen zerlegt hatten, auch in del' Strahl

o 
Abb.29. 

richtung und senkrecht dazu nach 
Abb. 29 in einen Strahllauf vr und 
einen Drehlauf rw derart aufgeteilt 
werden, daB mit del' Neigung 'lfJ 

del' Bahn gegen den Strahl r 

r w = v sin 'lfJ 4) 

wird. Angesichts del' willkiirlichen 
Lage des rechtwinkligen Achsen
kreuzes sinddiese Formeln allerdings 
selbstverstandlich und mit den Glei
chungen 6), § 5, gleichwertig, in die 
sie, wie man durch Einsetzen von 4) 

in 3) feststellt, mit cp + 'lfJ = {} iibergehen, worin {} den Neigungs
w.inkel der Bahn gegen die feste Anfangslage bedeutet. 

1. Beispiel. Raben wir es im Sonderfall mit einer reinen Kreisbewegung 
zu tun, so bleibt der Strahl r vom Kreismittelpunkt aus unverandert, und die 
heiden Teillaufe in den Achsenrichtungen vereinfachen sich mit v,. = r = 0 in 

v.:c = - r ()J sin (p , Vy ~= r OJ cos f{',. • • • • • • • rJ) 

wahrend der Bahnlauf mit dem Drehlauf 

libereinstimmt. 
v=rw • ...•.•........ 5a) 

2. Beispiel. Bewegt sich del' Mittelpunkt einer gleichformigen Drehung 
rp = wt selbst noch gleichformig mit dem Laufe c etwa in del' x.Richtung fort, 
o erhalten wir fiir die Gesamtbewegung 

oder auch 
x = c· t + r cos w t . Y= r sin wt, • 6) 

y=rsinrp .. 6a) 

Mit c = r w wird die Bahn eine gemeine Zykloide, mit c <: r w eine Trochoide 
Abb. 3). Die TeiIHiufe sind 

Vx = c - r w sin rp, vlj = r w cos rp . • • . . • • • 7) 

und der Gesamt- oder Bahnlauf v folgt aus 

v" = vx" + vy" = c2 + r~ w2 - 2 r c w sin rp = c2 + r2 w" - 2 c w y,. . 7 a) 

schwankt also nur mit der Rohenlage des Punktes liber dem Kreismittelpunkt 
zwisch en den durch 

gegebenen Grenzen. 
(c +r w)" > v2 > (c - r W)2 •..•.... 7b) 

3. Beispiel. Dreht sich ein Punkt P gleichzeitig urn zwei Pole 0 , und O2 , 

wahrend die augenblicklichen Fahrstrahlen r, und re die Winkel rp, und rp2 mit 
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dem Achsenabstande 0 , 0" = a bilden, so hat man nach Abb. 30 zuniichst die 
geometrischen Beziehungen 

re cos cp" - r, cos CPI 0= a. . . . . . 8) 

Da sich nun nach den Ausfiihrungen des § 1 die Drehungen, d. h. die Ande
rungen dcp1 und dcp2 der Winkel einfach algebraisch addieren, so gilt dies auch 
fiir die Drehwerte rp 1 = w, und 'i," = W 2 , die mithin den Gesamtdrehwert 

(I), ~l-- (1)"2 = W ••••••••••••• U) 

ergeben. Die Laufwerte del' Gesamtbewegung in der x- und y-Richtung be
rechnen sich ferner durch Additiun del' durch 5) bestimmtcll Betrage del' Einzel
drehungen zu 

mit dem aus 

?J,e :-=- - - Tl Wi sin 9 1 - r'J w~ sin ((oJ 1 
v" =~, r, 01 , cus '1', + r., W 2 cos CP2 J . 10) 

hervorgehenden Bahnlauf. Betrachten wir auch diesen als Drehlauf urn einen 
Pol 0 im Abstand 0 P = r auf der Scnkrechten zu v, die mit a den Winkel cP 
bildet, so muB deren Drehwert <p = w und 

v.t' = - r w sin cP , 

sein. Das gibt mit 10) 

V'I = r w cos rp 

r OJ sin cP = r, Wi sin cP, + r2 u)" sin rp" t lOb) 
r w cos cP c= r, W, cos '1\ + r2 W" cos rp2 J 

Mit del' erst en dieser Formeln folgt aber aus 
8) und 9) 

r sin rp " . Sa) 

d. h .. del' gesuchte Drehpol 0 liegt auf 
del' Geraden 0, O2 , Weiter wird aus lOb) 
nach Erweiterung mit cos cP, bzw. sin cP und 
Addition bzw. Subtraktion 

rUJ 

p 

Ij)., <- ~ 

1'· w -= r , W , c~s (cp - CPt) - r" We c~s (cp -CPe)} 10 c) 
o c r, w, Sill ('I' - cp,)- r" W 2 Sill ('p - CPe) Abb. 30. 

Bezeichnen wir nunmehr die Abstiinde des Poles 0 von den Einzclpolen 0, 
und O2 mit a, und ag , so daB also a, +a2 ,,=a ist, so erkennen wir aus den 
Dreiecken 0 , 0 P und 0 2 0 P 

sin ('PI - 'P) a-J sin ('P - 'Pe) 

r sin'Pl r sin'P" 

also mit Riicksicht auf die zweite GJ. 10c) sowie 8a) 

sin ('PI - 'I') sin 'P2 

sin (cp ~ CPe) sin CPI 

..... 11) 

..... 11 a) 

womit die Lage des Punktes 0 dureh a l WI = a2 W., festgelegt ist. Wird im Sonder 
falle entgeg engeset zt glei c her Dre h werte w, + W" ,=,0 oder W,=~ - (L'2 

so folgt aus 10) mit Riicksicht auf die GJ. 8) 

'V y - a w~ •. . • . . . 12) 
und aus 11 a) 

also at = - a" 00 . 

d. h. zwei entgegengesetzt gleiche Drehungen, ein sog. Drehpaar, er
geben eine zur Polverbindung senkrechte Verschiebung lIlit dem 
Laufwerte a w" die auch als Drehung UUl einen unendlich fernen 
Pol aufgefaBt werden kann. 
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4. Beispiel. Rollt ein Kreis vom Halbmesser Tl auf einem festen vom 
Halbmesser T2 , so wird bei einer Drehung des ersteren urn CPl der Beruhrungs
punkt auf dem festen Kreise den Bogen Tl CPl = r2 CP2 zurucklegen. Verlauft 
die Bewegung gleichformig, so durfen wir dafur aUch unter Einfuhrung der 
beiden Drehwerte, sowie mit dem unveranderlichen Abstande To der beiden 
Kreismitten schreiben 

13) 
woraus sich 

14) 

ergibt. Jeder Punkt des Rollkreises beschreibt alsdann nach dem l. Beispiel 
§ 1, eine Epizykloide. Solche Kurven beschreiben angenahert die Monde der 
Planeten um die Sonne, deren Bahnebenen, wie diejenige des Erdmondes, nur 
wenig gegen die Ebenen der Planetenbahnen geneigt und wie diese selbst 
nahezu kreisformig sind. 1m Faile des Erdmondes ist w2 : (,'t "'" 12,37 und 
die Neigung seiner Bahnebene gegen die der Erdbahn (Ekliptik) wenig groBer 
als 50, so daB die Rollkreishalbmesser ungefahr r2 = 0,07» ro, r1 = 0,925 ro 
werden, wenn ro den Erdbahnhalbmesser bedeutet. Da nun der mittlere Halb
messer der Mondbahn um die Erde nur r = To: 390 ist, so weicht die Mond
bahn um die Sonne nur um diesen kleinen Betrag nach auBen und innen von 
der fast kreisformigen Erdbahn ab, ist also wie diese selbst stets konkav gegen 
die Sonne. Fiir den Umlauf der Erde urn die Sonne, Bowie der des Mondes 
urn die Erde sind ferner 

also ist 
'/1,2 = W 2 T = 12,37 = 0,032. 
~ll W 1 To 390 

Mit u1 "'" 30 km/sec wird demnach u2 "", 1 km/sec, so daB der Mond auf seiner 
Bahn um die Sonne an dem am weitesten auBerhalb der Erdbahn gelegenen 
Punkte den Lauf u1 + U 2 "'" 31 km/sec, an dem inneraten Punkte aber den Lauf 
u1 - u2 "'" 29 km/sec besitzt, also merklich ungleichfOrmig urn die Sonne lauft, 
wozu noch die Ungleichformigkeiten infolge der Abweichungen von der Kreis
bahn hinzutreten. 

§ 7. Beschleunigung oder Anlauf. Beobachten wir einen Eisen
bahnzug auf seinem Wege vom Ausgangspunkte bis zur nachsten 
Haltestelle, so stellen wir zunachst einen Ubergang vom Ruhezustand 
zu einer nahezu gleichformigen Bewegung, die auf der sog. offenen 
Strecke eingehalten wird, und danach wieder einen allmahlichen 
Ubergang zum Ruhezustande fest. Langs des ganzen Weges ist 
demnach sowohl der Bahnlauf v, als auch seine beiden Teilbetrage 
v", und Vy in zwei zueinander senkrechten Achsenrichtungen ver
anderlich, und zwar unabhangig davon, ob die Bahn gerade oder 
gekriimmt ist. 1m AnschluB an dies Bild unseres Eisenbahnzuges 
wollen wir den elementaren Zuwachs des Laufes zu Beginn der Be
wegung gem essen durch das Zeitelement als Beschleunigung oder 
Anlauf, den entsprechenden Bruch der Abnahme und der Zeit als 
Verzogerung oder Ablauf bezeichnen. Die beiden neuen Begriffe 
unterscheiden sich offenbar nur durch das Vorzeichen, so daB wir 
den Ablauf auch als den negativen Anlauf ansehen und nur mit 
letzterem zu rechnen brauchen. Nach dieser Festsetzung erhalten 
wir fUr die Bahn und die beiden Achsenrichtungen die Anlaufe 
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IJ., ~=~i = ~2t: = 8 1 
dv d·l X dV:1J d t Y .. r' . . . 1) 

ifx =iix = dt2- = x; ify =dt· =dt2 == Y J 

worin der Doppelpunkt uber dem Buchstaben, der die Richtung 
angibt, eine zweifache Ableitung nach der Zeit in sinngemaBer Aus
dehnung der bisher fur den Lauf gebrauchten Schreibweise andeuten 
moge. Erweitert man die Formeln der zweiten Reihe mit dx = vxdt 
bzw. dy =c vydt und addiert, so erhalt man mit Rucksicht auf die 
Beziehung V2=vx2+Vy2 

ifxdx+ifydy=vxdvx+vydvy=vdv, . la) 

worin aber dx und dy nicht beliebige Differentiale, sondern Risse 
des Bahnelementes darstellen. 

Der Anlauf hiingt nun mit dem Wege selbst und dem Laufe aufs 
engste zusammen, wie am klarsten aus der Entwicklung des Weges 
8 = f'(t) als Zeitfunktion nach der Taylors chen Reihe hervorgeht. 
Diese liefert 

oder 

I t (d 8 ) I t 2 (d 2 8 ) I t3 (d3 8 ) 
8==80 -11i Ji uT2! dt2 013! at!] 0+"" 

t2 " 
-8 

2! 0 

worin der Zeiger 0 den Wert der damit behafteten GroBe zu Beginn 
der Zeitrechnung angibt. Wir werden nun bald sehen, daB in vielen 
Fallen der Anlauf :5 selbst nicht in seiner Abhangigkeit von der Zeit, 
sondern vielmehr von der Lage des bewegten Punktes, d. h. 

.. d~ s 
8 =dt2 = if (s) . . . . . . 3) 

von vornherein gegeben ist. Alsdann ergibt sich 

's' = ~;~ =~?' ~:= ~-?'8 1 
.... dis d2 q.o dq.. dllJ dq' ... ~a) 
8 = dt4 =ds2 S" + ~l8 S = ds2 S" -1- q ds J 

usf., so daB also durch 3) in der Tat alle Ableitungen von s fest
gelegt sind. Daraus folgt aber im Zusammenhange mit 2), daB man 
zur vollstandigen Beschreibung des Bewegungszustandes 
nur die Anfangslage so' den Anfangslauf 80 und die Ab
hangigkeit des Anlaufes q von der Lage zu kennen braucht. 
Erleidet einer der Werte von 8 oder :5 an irgendeiner Stelle eine 
Unstetigkeit, so gilt natiirlich die Reihe 2) nur bis zu dieser Stelle 
und ist jenseit~ derselben mit den neuen Anfangswerten wieder auf
zustellen. 1m FaIle einer krummen Bahn wird fiir jede der beiden 
Richtungen x und y eine Reihe 2) angeschrieben, deren weitere Be
handlung genau wie oben vonstatten geht. Die diesen Richtungen 
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entsprechenden Anlaufteile qx und qy ergeben alsdann einen Gesamt-
anlauf -----

q=Vq/+q/ • ...... , .. lb) 

der die Bewegungsrichtung eines vorher in Ruhe befindlichen Punktes 
bestimmt und daher selbst als Vektor mit dieser Richtung aufzu
fassen ist. Dagegen braucht diese Richtung durchaus nicht mit der
jenigen des Laufes iibereinzustimmen, so daB im allgemeinen auch 
der Gesamtanlauf q von dem Bahnanlauf q. verschieden ausfiillt. 
Sind beide Anlaufteile qx und q in jedem Punkte der Bewegungs
ebene, d. h. durch die Achsena6stande x und y bestimmt, so trifft 
dies auch fiir den Gesamtanlauf q nach GroBe und Richtung zu. 
Die ganze Ebene steUt alsdann ein Anlauffeld dar, in dem der 
Gesamtanlauf als sog. Feldstarke die Bewegung jedes Punktes 
nach Gl. 1 b) bedingt. 

Da ferner der Anlauf aus der Teilung des Laufzuwachses mit 
dem Zeitelemente hervorgeht, so ist seine Dimension 

q = 8 = [l. t- 2],. • • • • • • • • • 4) 

er wird mithin in m/sec2 gemessen. 
1. Beispi"l. Besonders einfach gestaltet sich der Bewegungsvorgang auf 

einer Geraden mit einem gleichjtericbteten unveranderlichen Anlauf q = q. = g. 
Alsdann ist mit einem Anfangslauf 8 = 0 an der Stelle so, sowie wl'gen des 
Verschwindens alIer hoheren Ableitungl'n wie ·s· u. a. m. nach 2) der zur Zeit t 
zuriickgelegte Weg sofort gegeben durch 

s=so+ot+tgt" ....•.•..... 1i) 
und der dabei erreichte Lauf v = iI = 0 + gt . . . . . . • . . . . . 5 a) 

Wegen des mit der Zeit gleichfOrmig wachsenden Laufes bezeichnet man den 
ganzen Vorgang als eine gleichformig beschleunigte Bewegung, deren 
Wegkurve eme Parabel ist, wah rend die Laufkurve eine schrag ansteigende 
Gerade wird. Schalten wir noch die Zeit aus den Formeln 5) und 5a) aus, 
so erbalten wir fUr den Zusammenhang zwischen dem Lauf v und dem zuriick
gelegten Weg die Beziehung 

V2 -02=2g(s-so)············5b) 
Die vorstehenden Gleichungen finden unmittelbar Anwendung auf den freien 
Fall an der Erdoberflache, an der erfahrunjtsgemaB ein Anlauffeld mit 
senkrecht nach unten gerichtetem, auch mit der Hobe nahezu bestandigem An
lauf, der sog. Erdbeschleunigung im Betrage von g = 9,81 mfsec2 herrscht. 
Hierbei bedeutet s - So = h die durchfallene Hohe, eden nach unten gerich
teten Anfangslauf. Die Formeln Rind aber auch fiir das Ansteigen im Erdfelde 
nach Umkehrung des Vorzeichens von g zu verwenden und ergeben dann fUr 
die gr6Bte Steighiihe h, fUr die is = v = 0 wird, 

2 g h = 02 , • • • • • • • • • • • • • 5 c) 
2. Bei!!pi,,}. Im FaIle des schiefen Wurfes nach oben mit dem Anfangs

lauf c unter dem Winkel ex gegen die Wagerechte haben wir die beiden Teil
laufe in den Achsenrichtungen 

Xo = 0 cos ex , Yo = c sin ex, . . . • • . . • . 6) 
wiihrend nur in der Senkrechten als Anlauf die Erdbeschleunigung qy = fi = - g 
nach unten wirkt. Beginnt die Bewegung im Anfangspunkte 0 des Achsen
kreuzes, so lauten die aus 2) abgeleiteten Gleichungen der Wegkurven in 
beiden Richtungen 

x=ctcos ex } 

y = ct sin ex - i t2 ' 
... , ....... 7) 
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von denen die erste wieder eine Gerade, die zweite aber eine Parabel darstellt. 
Dureh Aussehalten der Zeit erhalten wir daraus 

g :r2 g ;C2" ~ , 
Y= ;ctg u - ,,0--2 = ;ctg u·- -2-2 (1 +tg"u) ..... ,a) 

:, C" cos a C . 

als GJeichung del' Wurfbahn, die hiernach auch eine Parabel ist und mit 
del' Erdbeschleunigung gals Gesamtanlauf einen stetig veranderlichen Winkel 
bildet. Fiir y = 0 wird daraus 

(. q;c) 
;1' tg £: -, • - •. ,' = 0 

2 (,2 cos- a 
mit den beiden Wurzelll 

o und . • . . . 8) 

von denen die erste den Anfangspunkt, die zweite abel' die g I' 0 B t e W u rf -
weite ergibt, die hiernach mit einem Erhebungswinkel von 4i>° erreicht 
werden kann. Aus den Lauftcilen in den Achsenrichtungen 

v" = x c= C cos a, Vy = Y = c sin u - gt . . . • . . . \J 

folgt mit v,,=O die groJHe Wurfhohe mit den Achsenabstiinden 

CO c2 • 0 ( , 

'"0 = 2ri sin 2 U, Yo ='irJ Bill" ((, •••••••. Ia) 

von den en der erstere del' halben Wurfweite gleicht, so daB der hochste Punkt 
den Parabelscheitel bildet. 

Fiir den Bahnlauf erhalten wir mit V~=V,·2+V/ aus 9) 

v2 = c2 - 2 g t 0 sin" + g2 t2 , 

oder mit Riicksicht auf die zweite Formel 7) 

v2 = 02 - 2 g Y , ............!J b) 

d. h. der Bahnlauf ist nul' mit der Hohe iiber dem Erdboden ver" 
iinderlich und hat fiir gleich hohe Punkte beim Auf- und Abstieg denselben 
Wert. Danach hat der geworfene Korper beim N iederfallen denselben Lauf 
wie beim Abwurf. Schalten wir ferner die Zeit aus den beiden Formeln 7) 
und 9) aus, so folgt 

wonach gleicbe Hohen 
del' geworfene Korper 
wieder erreicht. 

2gy-=c2 sin2((-v/, ........... 9c) 

auch mit denselben Bahnwinkeln durchlaufen werden, 
also auch unter dem Ausgangswinkel den Erdboden 

Soli ein bestimmtes Ziel P mit den Achsenabstanden :;;" Y, er· 
reicht werden, so erfordert dies einen Erhebungswinkel. del' sich nach Einsetzen 
in die Bahngleichung 7 a) durch Aufiosen nach tg f[ berechnet. Man findet 

(;2 1 ,______ . ___ _ 
tg c = --.+ --- V'c' - 202gy, - g2;"12, ...... 10) 

gx, gx, 

cc, denen auch zwei Flugbahnen ent-also im allgemeinen zwei Werte \'on 
sprechen. Von ihnf'n bezeichnet 
man die untere 00 P in Abb. ;)1 ~ 
~1:ei~~~~~~ahEie d~~id~~er~e~£: ..... , ................ _ ..... ; ........... . 

von f[ sind indessen nul' so lange ./., ... ,.... h C .9':1 ~~,"'f!. ... 
reell, als c'--2r,2gy, c._g2 ;c/ 0 J1 

bleibt. Ziele auBerhalb del' durch ..-::.. _______ ~:........-----:~--=--'--"'-
die Kurve 0 Xo X, 

c4-2c2gy,_g2~.,2~·0 lOa) Abh.31. 

umschlossenen Flache sind folglich 
~rreichbar. Die auf cler in Abb. 31 

mit dem Anfangslauf c iiberhaupt nicht 
punktiert eingetragenen Kurve 10 a), die 
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ersichtlich wieder eine Parabel, aber mit senkrechter Achse durch den 
Anfang darstellt, gelegenen Ziele werden dann nur mit je einem Winkel 

2 

tg IX = ~, also auch nur einer Flugbahn erreicht. Die Kurve mit der durch 
g~ , 

5 c) gegel'enen Scheitelhohe hUllt somit aIle die Flugbahnen mit gleichem 
Anfangslauf c ein und umschlie6t den sog. Schull bereich. 

3. Beispie1. Fragen wir nach der Kurve, auf welcher die Fallzeit 
zwischen zwei Punkten den kleinsten Wert gegeniiber allen andern 
durch diese hindurchgehenden Kurven annimmt, so brauchen wir nur drei 
unendlich benachbarte Punkte der gesuchten Kurve, Abb. 32, mit den Ab-
._____________ _ _____ standen ds', ds" und den Neigungswinkeln 

l}>' 

ds' 
iJ,xcos 17: , 

-------j --/~~;;;;~~ 
ds" .... ,,""/ 

D', D" gegen die Wagerechte und den Lauf
werten v', 'II' ins Auge zu fassen. Verschieben 
wir nunmehr den Zwischenpunkt wagerecht urn 
~x, so andern zwar die Wegelemente ds' und 
dl' sich um - ~x cos D' und :t ~x cos {}I', nicht 
aber die Laufwerte v' und v'. Der Anderung 
des Gesamtweges entspricht aber ein Zeitunter-

----------______ schied 
~t = (cO;,~" _ co;,'').') ~x . •. 11) Abb.32. 

gegeniiber der Zeit zum Durchlaufen der urspriinglichen Strecken dB' und ds". 
Damit diese Zeit ein Kleinstwert wird (ein Hochstwert kommt natiirlich nicht 
in Frage), so mull ~t=O, also wegen der WiIlkiir von ~x die Klammer ver
schwinden. Eli mull daher langs der gesuchten Kurve der Bruch 

cos {}' cos {}I' cos {} C 
1T=1;'-=-v-= . .•. 11 a) 

einen festen Wert besitzen. Rechnen wir nun die Fallhohen y von der Ruhe
lage aus, so geht mit 

v = ,,'2gy, 

Gl. 11 a) iiber in 

cos {} = f1 + (~y')2J -t ~ - = c . " • 11 b) 
_ dx ' 2gC' 

. 12) 

Setzen wir darin 

y = c sin2 ~ = ~- (1 - cos q;), dy = ~ sinq; dq;, l 
x = ~ (q; - sin q;). J 

. 13) so wiirde mit x = 0 fiir q; = 0 

dx= c sin2 ~ dq; =~ (1 - cos q;)dq;, 

Wir erhalten also zwischen x, y und q; die Gleichungen einer gemeinen 
Zy kloide, § 1, deren Rollkreis mit dem Durchmesser c = 2 r den Bogen q; 
vom Anfang zuriickgelegt hat. ' 

Mit 13) folgt aus 12) fiir die Tangentenneigung, den Bogen und 
den Kriimmungsarm 

q; 
tg{}=ctg 2 ' {}=-- 2d{j'=-dm 

2 ' T 
:rr:-q; I 

ds=\'dx2+dy2=2rsin ~ dq;, s=4r [I-cos ~J ' . 
e = - ;; = 4 r sin ~ = 4 r cos {} J 

• 13a) 

Danach ist der Gesamtbogen der Zykloide fiir eine volle Rollkreisdrehung 
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qJ = 2 Jt, 8, = 8 r und der Kriimmungsarm ist gleich der doppelten Normale n 
bis zum FuBpunkt des Rollkreises, Abb. 33, der nach § 1 den augenbiicklichen 
Drehpol biJdet. AuBerdem /!eht die Tangente stets durch das diesem Pol ent
gegengesetzte Ende des RoIlkrei,durchmessers. Tragen wir auf der Tangente 
in P die Lange des Bogens PO' bis zum Scheitel 0' der Zykloide ab, machen 
also P pi = PO', so ist pi ein Punkt der Evol vente mit den Abstanden x' 
und y' in bezug auf das Achsenkreuz durch 0'. Da hiernach 

OP'=4r, 

() p ~~ 8 == 4 r 1-1 - cos'Pll' 
_ 2 _ ' 

l' P' = 01" - 0 P = 4 r cos _'E. 
2 

ist, so wird 

x' = r;-r - x - 4 r cos ,!, sin _'F 
- 2 2 

= r [n - rp - sin (n - rp)] 

(P 
y' = Y - 2 r + 4 r cos2 -2-

0= r [1 + cos rp J , 

oder mit n - rp = 'P' 

x' = l' (rp' - sin 'P') , } 
y'=r(l-cos'P'), .13b) 

~- ----J[ r--__ _ 

y' 

" , 
'-----J[r-x_-L --.; 

Abb.33. 

d. h. die Evolvente der Zykloide ist eine von ihrem Scheitel aus
gehende kongruente Zykloide. Man kann demnach die Bewegnng auf 
einer Zykloide durch den Endpunkt eines Fadens von der Lange 4r darstellen, 
der sich selbst auf einer festen Zykloide mit dem Rollkreisarm r auf- und ab
wickelt. Dadurch p,ntsteht ein sog. Zykloidenpendel, auf dessen Bewegung 
wir noch zuriickkommen werden. 

§ 8. Babnanlauf und Normalanlauf. Angesichts der vollig will
kiirlichen Lage des Bezugsachsenkreuzes ist die im letzten Abschnitt 
benutzte Herleitung des Gesamtalllaufes aus den beiden Teilbetragen 
in den Achsenrichtungen wenig geeignet, liber seine Wirkung auf 
den Bewegungsvorgang einen klaren AufschluB zu gewahren. Ins
besondere ist daraus nicht ohne weiteres die Ursache der Nichtiiber
einstimmung des Gesamtanlaufes mit dem Bahnanlaufe nach GroBe 
und Richtung ersichtlich. Die gewiinschte Einsicht gewinnen wir 
nun durch Betrachtung des Bogenelementes ds und des Neigungs
winkels {} der Bahntangente gegen die x-Richtung, welche beide 
durch die Gleichungen 

ds2 ~ dx2 + dy2 , 

dx = ds cos {} , 

dy=tg{}dx \ 

dy=dssin19 f . . . . . 1) 

gegeben sind. Durch nochmalige Differentiation der oberen Formeln 
erhalten wir 
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und nach Teilung 
messers e durch 

mit ds· dt2 und Einfiihrung des Kriimmungshalb-

ds=edo. ....... 1a) 

d2 x dx d2 y dy d2 s 
-(TiZi- 'ds + 7lt2 • 71s- = dfi 

{X·~-- ~;~-. ~:= ~ (~:r 
Dafiir diirfen wir aber mit unsern bisherigen Bezeichnungen schreiben 

. dv 1 
qysmo. + qx cos & =-;r I v; r . . . . . . . 2) 
q cos & ~ q sin & = - J 

Y x e 
und erhalten somit zwei Anlaufteile in der Richtung der Bahntangente 
und senkrecht dazu 

dv 
q'=di=s, 

v2 82 

qn=-=-' ...... 3) 
e e 

von denen der erste mit dem schon bekannten Bahnanlauf iiber
einstimmt, wahrend wir den zweiten als Normalanlauf bezeichnen 
wollen. Beide Anteile entstehen durch Addition der Risse der beiden 
Achsenanlaufe auf die Bahntangente und Bahnnormale und ergeben 
durch Quadrieren und Addition der beiden Formeln 2) 

2...1- 0 2+" 0 3 ' q. I qn" = qx qll" = q" . . . . . " a) 

wieder den Gesamtanlauf q. Von den beiden Anteilen bedingt hier
nach der Bahnanlauf, wie schon die Bezeichnung ausdriickt, die 
Laufanderung langs der Bahn selbst, der Normalanlauf dagegen in
sofern deren Kriimmung, als er den bewegten Punkt aus der Bahn
tangente, welche die augenblickliche Bewegungsrichtung angibt, in 
die Bahnkurve selbst dauernd ablenkt. Bei freier Bewegung ist 
demnach der Normalanlauf immer nach dem Kriimmungs
mittelpunkte hin gerichtet. 

Man kann dieses Ergebnis auch unmittelbar aus dem Schaubilde 

v 

Abb. 34 ablesen, welches die von einem Pole 
aus aufgetragenen Laufe nach GroBe und Rich
tung enthiilt. Darin erscheint die Verbindung 
q. dt der Endpunkte zweier benachbarter Laufe v 
und v+- dv als Hypotenuse zweier elementarer 
rechtwinkliger Dreiecke, so zwar, daB I 

I 

I I Udvx q2dt2 = dVx2 -t- dv/ = dv2 +. v2 d{)2, 

I?--_--.L __ -'---'_~Vx woraus nach Division mit dt2 und Beachtung 
Abb.34. von 1a) 

'12 = (d;t~ Y+- (~d~Y= (-~~-r-t-~: ..... 3b) 

in Ubereinstimmung mit 3 a) hervorgeht. Daraus erkennt man auch 
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sofort, daI3 der Normalanlauf mit dem Elemente v· dt} <!enkrecht 
auf v und damit auf der Bahntangente steht, wahrend der Gesamt
anlauf q in die jeweilige Tangente des Ortes aller Laufenden, des sog. 
Hodographen (nach Hamilton) faUt, also von der Bahnrichtung 
im allgemeinen urn einen Winkel X abweicht, der sich aus 

vdH 
tgZ=--dv .. 3c) 

ergibt. Nach dem Vorgange der Abb. 27 kann man auch aus Abb. 34 
die Vektorschreibweise fUr den Gesamtanlauf 

QS+ql1=q=U=t ......... 4) 
unmittelbar ablesen, da q. dt nur der geometrische Unterschied zweier 
benachbarter Laufvektoren ist. Damit ist zugleich die zweite Ab
leitung des Strahlvektors r als geometrische Summe des Bahn- und 
N ormalanlaufes dargestellb. 

1. Beispiel. In dem schon im ersten Beispiel des § (j behandelten FaIle 
einer Kreisbewegung waren die beiden Laufteile: 

V.e = - r w sin rp , Vy = r w cos rp , 

woraus sich durch weitere Ableitung nach der Zeit die gleichgerichteten An
laufteile zu 

dV:L'" i dw. j" -II ) q,. = - - = J' = - r ---- sm rp .- - (0- cos rp I 
. dt . dt I t 

d 11" .. I ! rI w .,., J qv ,~ -(it -=- Y ~ T r I -;(t: cos rp - (0- AIO q; ~ 

ergeben. Aus ihnen folgt nach der Formel 3a) 

der Gesamtanlauf q, in dem 

. " :-(rlW)2 -I q~ =~ r-, ~~ -f- (O4! • • 
I dt. 

..... . 5) 

ria) 

d(O 
q.= r dt und qn=rw2 ••••••••• 5b) 

den Bahnanlauf und den Normalanlauf bedeutet. Bei gleichfiirmiger Drehung 
verschwindet der erstere und der Gesamtanlauf stimmt mit dem Normalanlauf 
iiberein, geht also durch den Kreismittelpunkt. Mit rdrp = ds und rdw = dv, 
sowie r = e gehen die G1eichungen 5 b) wieder in die Form 3) iiber, aUB der 
sie sofort hergeleitet werden kiinnen. 

2. Beispiel. Bei der Wurfbewegung mit dem Neigungswinkel {} der 
Bahntangente gegen die Wagerechte zerfallt der mit der Erdbeschleunigung 
iibereinstimmende senkrecht nach unten gerichtete Gesamtanlauf - g in die 
beiden Teilbetrage 

dv . (J 

q. = dt = - g sm /I , 
V 2 

qn = = - g cos If 
e ' 

.. 6) 

von denen der erstere auch durch Ableitung von Gl. 9 b) § 7 
dv dy 

vd,,=-g dt 
mit dy = vydt = ds sin{} gewonnen werden kann. Aus der zweiten Formel 6) 
ergibt sich mit Gl. 9b) und 7 a) § 7 der Kriimmungshalbmesser der Wurf
parabel zu 

c2 - 2gy (c2 - gxtg a)2 +g2 x2 
0=- -------=- ---~-

- g COB ,7· gc2 cos {} 
••. fia) 
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worln die Bahnneigung {} aus der Parabelgleichung 7 a) § 7 durch 
dy gx 

tg{}= dx =tga-c2cos2-;' ..•...... 6b) 

sich berechnet. Bei der Wurfparabel nimmt mit wachsender Bogenlange dB 
der Neigungswinkel {} bestandig ab, daher ist hier dB = - ed{} anzusetzen. 

§ 9. Strahlanlauf und Drehanlauf. Im § 6 haben wir den 
Bahnlauf unter Benutzung von Polarkoordinaten r und cp in einen 
Strahllauf vr und einen Drehlauf Vu = rw zerlegt und wollen nun
mehr auch die dazugehorigen Anlaufe ermitteln. Zu diesem Zwecke 
greifen wir auf die Formeln 3) § 6 fiir die Laufteile in den Rich
tungen eines rechtwinkligen Achsenkreuzes zuriick, namlich 

V",=Vr cos cp -rw sin cp} 
Vy = vr sin cp + rw cos cp , . . . . . . . 1) 

woraus sich durch nochmalige Ableitung nach der Zeit 

dv", (dVr 2) (d (rw) + ). 1 q", = Tt = Tt - rw cos cp - ,-dt VrW sm cp ~ 

q,~ d;:~ (d;; -rw-)'in '1'+ (d~~) hw) COO 'I' J .• J 

ergibt. Schreiben wir fiir die darin enthaltenen Klammerausdriicke 

Tt- rw =Tt-Vuw=qr dv,. 2 dVr ] 

d (rw) dvu ' ..... 3) 
d-t-+vrw=Tt +vrw=qu 

so wird aus 2): 
q",=q,. cos cp-qu sin CfJ} 
qy = qr sin cp + qu cos cp . 

o der q uadriert und addiert: 

q2 = q", 2 + q/ = q/ + q,,2 .. 

Danach stellen die Ausdriicke 3) 
ebenfalls zwei zueinander senk
rechte Anlaufteile in der Str ahl-

a 
Abb.35. Abb.36. 

2a) 

. 2b) 

und Drehrichtung dar, Abb.35, die durchaus nicht mit den Ab
leitilngen der zugehorigen Laufteile nach der Zeit iibereinstimmen. 
Sie sind vielmehr mit Zusatzgliedern behaftet, die vermoge der aus 
Abb. 36 ersichtlichen Beziehungen 
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"Vr = "V C08 'IP, 

oder vrw = VW cos 'IP, 

'/1 = -r W ~~ 'v sin 1jJ 
u ~ 

"V" (I) = -rw2 ~--= vw sin 1j' J 
4) 

als Teile eines Zusatzanlaufes 

v W = vr W cos 1jJ + v u w sin '1jJ • • • • • • • 4 a) 

erscheinen, der nach Abb. 36 in die Bahnnormale fallt. Es fragt 
sich nunmehr, wie dieser Zusatzanlauf mit dem im letzten Abschnitt 
ermittelten Normalanlauf zusammenhangt. Erinnern wir uns, dal3 
das Bogendement d s = V· d t und der Tangenten winkel 1'f = <p + 'IjJ 

ist, so haben WIr 

also 

v dsdl'f dH d<p dljl . 
--=---- -- = -= -+ --=(1) + If! 
I! dt ds dt dt dt ' 

v2 . 
V'W=- --v''II'' ..... 

(} 
. . 4 b) 

Der Zusatzanlauf ist also urn den Betrag 'V1jJ kleiner als der Nor
malanlauf. Der Unterschied entsteht durch die Drehung der Bahn
tangente gegen denFahrstrahl-r. 
Man kann librigens die beiden 
Ausdrlicke 3) flir den Strahl
und Drehanlauf unmittelbar aus 
dem Vektorschaubilde Abb. 37 
ablesen, in dem der von einem 
beliebigen Pol 0 aus aufge
tragene Lauf v in die beiden 
Teile vr und v" zerlegt ist, von 
denen vr ebenso wie der gleich
gerichtete Strahl den Winkel <p 0 
mit einer Anfangslage bildet. ~=--------'--A-bb-.-3-7-. -----~ 
Zeichnen wir dann noch einen 
benachbarten Lauf v + dv mit den zugehorigen Teilen vr + dvr, 
v" + dv", deren ersterer gegen vr urn d<p geneigt ish, so lesen wir 
aus der Abbildung sofolt die Beziehungen 

qrdt = dVr - v"d<p 

v" + qudt = v" + dvu + v •. d<p, 
aus denen nach Wegheben gleicher Betrage auf beiden Seiten und 
Klirzung mit d t die Ausdriicke 3) hervorgehen. 

Von diesen wird der Drehanlauf auch nach Erweiterung mit 
dem dazu senkrechten Fahrstrahl -r znm Drehanlaufmoment 

d(rw) d-r -r2 dw+2w-rd-r d(-r2 w) 
q".-r = -r Tt - 1- wr dt' = dt --- = -(it • . . 5) 

Hierin ist aber nach Abb. 38 mit dem Lote h auf die Bahntangente 

-r2W=-r2d(p=2r!..1'==h~s=h.v 6)' 
dt dt dt .... 
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das Doppelte der unendlich kleinen vom Fahrstrahl 'f im Zeit
elemente dt iiberstrichenen Flaehe, also der doppelte Flachenlauf, 
so daB wir auch naeh Einfiihrung in 5) sehreiben konnen 

d2 F 
qu· r = 2 -aj2' ......... 5a) 

d. h. das Drehanlaufmoment bedingt einen Flaehenanlauf 
des Fahrstrahles. 

Fiir das Fliichenelement haben wir aber aueh naeh Abb. 38 III 

den Achsenabstanden 
2dF= (x+ dx)(y + dy) - xy- 2ydx=xdy - ydx, 

also dF dy dx 
2---=x--y- =xv -yv . 

dt dt dt Y x 
6a) 

Mithin ist 
d ( ) dv dvx 

v 

qu·r=Jj xvy-yvx =x-at-Ydt-" . ;) b) . 
oder wegen Gl. 1) § 7: 

ur qu·r=qyx-q,,:y. 5e) 

Wir diirfen also das Dreh
anlaufmoment dureh zwei 
entspreehendeMomente der 
Aehsenanlaufe ersetzen. 

SchlieBlieh sei noeh darauf 
.% hinge wiesen, daB naeh Erweite

;;f.='L.........----+~:__-----+ rung der Formeln 3) mit 
dr=vr·dt und r.dq; . v".dt, 

Abb. 38. sowie Addition mit Riieksicht 
auf die Beziehung V 2=Vr 2+ vu2 

qrdr+qurdq;=vrdvr+vudvu=-vdv ..... 3a) 

ergibt, ein Ergebnis, das angesiehts der willkiirlichen Lage jedes 
benutzten Achsenkreuzes der Gl. 1 a) in § 7 durehaus gleich
wertig ist. 

Beispiel. Ein Punkt bewegt sich auf einer archimedischen Spirale 

r=arp . .•.....•.....• 7) 

mit bestandigem Drehwert OJ. AIsdann sind seine beiden LaufteiIe 

" 
vr=aip=aOJ, vu=rOJl 

vZ=vr2+vu"=(a2+r2)OJ2 J .. 
und die zugehiirigen Anlaufteile nach GI. 3) 

7a) 

qr=-rOJ2, qu=2aOJ2 } 
qZ = qr2 + qu2 = (r2+ 4a2) OJ4 , •..•.•.. 7 b) 

von denen der Strahlanlauf nach dem Anfang zu gerichtet ist und 
mit dem FahrstrahI linear zunimmt, wahrend der Drehanlauf be
standig denselben Wert besitzt. Nach 6) wachst in dieBem, wie in 
allen Fallen mit bestandigem Drehwert der Flachenlauf mit dem Quadrat des 
FahrstrahIs. 
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Die Neigung 'If! des Bahnlaufes v = (j) \';.2 'f- (1,2 gegen den Fahrstrahl er
gibt sich aus 

r ........ , .. :-\) 
a-

und diejenige X + 'II' des liesamtanlaufes q = roe Vr2--: . 4a2 gegen den FahrBtrahl 

aus tgX+tg'lf' qu 2a-
tg (X..L 'I') =---- = ---- = -, . . . . . . 8a) 

• I 1 ,- tg X tg 'If' qr r 

woraus sich dann leicht die Neigung X von q gegen die Bahn zu 

berechnet. 
tg X = 21~ +- : . . . . . . . . . . . . 8 b) 

Fiihren wir nun die Werte 7 a) und 7 b) in Gl. 3 a) ein, so wird darans 

- (i)2 r dr--!--2a (i)2-rdcp = (i)2r dr, 

woraus im Einklang mit 7) dr = a dcp fol/Zt. Darans erkennt man dentlich, 
daB Gl. 3 a) nul' dann zutrifft, wenn dr und r dcp die Risse des Bahnelementes, 
nicht abel' willkiirliche Differentiale darstellen. J edenfalls ist durch 7 b) und 8 a) 
das ganze Anlanffeld nach GrliBe und Richtung v611ig bestimmt. 

§ 10. Die Zentralbew£>gung. Geht die Richtung des Gesamt
anlaufes q wahrend des ganzen Bewegungsvorganges durch einen 
festen Punkt, so sprechen wir von einer Zentralbewegung und ver
legen zweckmaBig den Anfang 0 des Achsenkreuzes, bzw. den Ausgang 
aller Fahrstrahlen in diesen Punkt, in das sog. Anlaufzentrum. Als
dann haben wir fUr die beiden Anlaufteile in den Achsenrichtungen 

x 
qx = q r ' 

oder III der Strahl- und Drehrichtung 

dvJ' .) 
q = qr = -dt - --' Far, 

y . 
q =q ....... 1) U r . , 

q/{=O. 1 a) 

Aus der letzten Formel folgt aber III Verbindung mit G1. 5) und 
6) des § 9 

. 2) 

d. h. bei der Zentralbewegung iiberstreicht der Fahrstrahl 
yom Anlaufzentrum in gleichen Zeiten gleiche Flachen, 
und der Bahnlauf selbst steht im umgekehrten Verhaltnis 
zum Lote auf die Bahntangente. Dieses Ergebnis ermoglicht 
es, den Drehwert w durch den Fahrstrahl selbst auszudriicken und 
damit die Bewegungsgleichungen erheblich zu vereinfachen. So er
halt en wir zunachst fUr den Bahnlauf v 

o 0 0 [ (dr)2 0] 0 
V" = v/ -l- r" 0)2 = ({;p + F~ (I)", 

oder wegen 2) 

. . H) 

Lorenz, Techn. Phyeik 1, 1. 2. Anfl. 3 
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wahrend aus GI. 3a) § !) kurz 
dv 

q=v--
dr 

. . . 4) 

wird 1). Dafiir konnen wir aber mit Hilfe von 1 a) noch einen 
anderen Ausdruck entwickeln, indem wir beachten, daB 

dr dr C dr d ( ~-) 
v =------=- W= ----= - C----- :"J) ,. dt dIp r2 dIp dIp ..... . 

geschrieben werden kann. Alsdann ist 

dv,. dVr C~ d2 (~) 
-lit = W d'7p = - -r2 -7[;P2 ' . . 5a) 

wodurch im Verein mit 2) die erste Gl. 1 a) iibergeht III 

q~' _ ~ [d2_(~) + !_]. 
r" d(p· r 

. 6) 

Zu derselben Formel waren wir auch durch Einsetzen von 3) in 4) 
gelangt. 

1. Beispiel. Bewegt sich ein Punkt derart in einer Ell ips e, daB sein 
Fahrstrahl vom Ellipsenzentrum in gleichen Zeiten gleiche Flachen iiberstreicht, 
so benutzen wir zweckmaBig die Zentralgleichung der Ellipse, die mit x=- r· cos 'P, 
Y = r sin 'P iibergeht in 

woraus durch Ableitung 

2. _d!, = ( 1 _ 2.) sin 'P cos r.{' r3 drp a'J b'J . . . . . . . 

folgt. DaB liefert in 3) 
o Co 0 ,- ( 1 1)"., 2 I 1 J 

v-=' "r" L (l2---f}i Bm' 'P cos 'PT~_' 

oder nach Ausschalten von 1 : r 4 in der Klammer mit Hilfe der Gl. 7) 

v" = C! r2 (~OS2 'P + sin2 'P) = C2r2 (_t. c..o~_T. -L2 ~n':''I') 
a4 b4 a' a,~ I b2 be 

7) 

. 7 a) 

..... 8) 

worin mit der Umlaufszeit to wegen 2) 

Cto=2nab . ............. 9) 

1) Hierzu gelangt man auch durch Auswertung von q dr = q,. dr mit 1 a) 
unter gIeichzeitiger Beachtung von 2). 
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ist. Durch Ableitung von ~) und Einsetzen in 4) ergibt sicl! der Z c n tnt!-
anlauf Ge r 4n"r 

If =- - a"l}' t~2""" 1 0) 

als verhaltnisgleich dem Fahrstrahl und wegell des negativen Vor
zeichens nach dem Zentrum gerichtet, genau wie qn hei der. Kreis
bewegung im 1. Beispiel § f', die sieh hieraus fUr roto = 2 n und a = b = r als 
Sonderfall ergibt. 

SchlieBlieh erkennt man noeh, daB fiir den Fall der Hyperbel in den 
vorstehenden Formeln nur b2 durch - b2 zu ersetzen ware, womit der Zentral
anlauf 10) vom Zentrum weggerichtet erscheint. 

2. Beispiel. Kepler verdankt man die Feststellung, daB die Planeten 
1. in E llipsen die in einem ihrer Brennpunkte befindliche Sonne um
kreisen, wobei 2. der Fahrstrahl von der Sonne in gleichen Zeiten 
gleiche Flachen iiberstreicht. Daraus diirfen wir nach den vorher
gehenden Ausfiihrungen auf eine Zentralbewegung schlieBen und die Abhangig
keit des Gesamtanlaufs von der Lage des Planeten bestimmen. Schreiben wir 
die Polargleichung eines Kegelschnittes mit dem Parameter p (dem Lote im 
Brennpunkte auf der Langsachse) und der numerischen Exzentrizitiit , in der 
Form 

E = 1 - F cos rp, 
r 

11) 

worin fiir die Ellipse, Parabel oder Hyperbel Fe < 1 zu setzen ist, so f'rgibt 
> 

d.ie Ableitung 

£ sin 'P 
. (1 ))2 . 

(d \z r· = !~ (1 _ cos" (I') 
. (rp p- \ del' p 

und nach Einfiihrung in 3) unler Ausschaltung von cos rp durch 11) 

0" c.~ 0 2 i £2~.!. 21 I:!) 
P L p r 

Durch Ableitung dieses Ausdruckes nach r folgt dann nach 4) 
G2 

q=- prj' 13) 

also ein Gesamtanlauf, der im umgekehrten Verhaltnis des Qua
drates des Abstandes vom Brennpunkte steht und wegen des nega
tiven Vorzeichens nach diesem zugerichte t ist, wie es Newton zu
erst aus den Keplerschen Gesetzen abgeleitet hatte. 

Da die Beziehung 13) im ganzen Bereich der Bewegung urn den als 
G2 

Anfangszentrum wirksamen Brennpunkt gilt, so ist - qr" = .. ein diesem 
p 

eigentiimlicher Festwert, fiir den wir auch unter Einfiihrung der auch hierfiir 
giiltigen Umlaufszeit 9), sowie nach Ersatz von p durch die beiden Halbachsen 
a und b mit Hilfe der Beziehung ap = b2 

4n2 at" 

t " 1 

13a) 

sehreiben diirfen, wenn at und tl die entsprechenden Werte fUr einen andern 
Planeten bedeuten. Es verhalten sich also fiir j e zwei den Zentral
korper umkreisende Planeien die Quadrate der Umlaufszeiten, 
wie die Kuben der graBen Achsen ihrer Bahnellipsen. Es ist dies 
das dritte von K ep I e r aus Beobachtungen unmittelbar abgeleitetc Gesetz, 
welches somit nur eine Folgerung der beiden erst en darstellt und, wie gleich 
hier bemerkt sein mag, mit diesen und dem Gesetz iiber die Abhangigkeit des 
Gesamtanlaufes fUr aile Himmelsk6rper, z. B. die Munde der Planeten, wieder
kehrende Kometen und Doppelsterne gilt. 

3* 
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Mit 13) folgt ferner aus 4) durch Integration 

v" - Vo e C~ ~~~ (~ - ~J ' 14) 

also erreicht, wenn Vo = 0 fUr ro = 00 ist, ein aus der Ruhelage im Unend
lichen herankommender Himmelskorper im Abstande r yom Anlaufzentrum 
den durch 

20~ 
V",2=._ • ... 

p·r 
... 14a) 

gegebenen I.auf 
so wird 

unabhangig von seiner Richtung. 

v" _ v "= 02 (132 - 1) 
Setzen wir das in 12) ein, 

J.i p2 ' 14 b) 

d. h. ein Himmelskorper beschreibt eine Ellipse, Parabel oder 

Hyperbel je nachdem sein Lauf v~v", als derFallauf aus der Ruhe

lage im Unendlichen ist. Damit sind auch die nicht wiederkehrenden 
Kom eten den vorstehenden Gesetzen iiber die Zentralbewegung mit Aus
nahme derjenigen iiber die Umlaufszeiten, welche natiirlich hier ihren Sinn 
verlieren, unterworfen. 

3. Beispiel. Steht ein Korper im Gegensatz zum vorhergehenden Bei
spiel unter der Wirkung eines positiven Zentralanlaufes, wird er 
also yom Zentrum abgestoBen, so zwar, daB 

0 2 

q=+pr" 
ist, so folgt die Bewegungsgleichung aus 6) zu 

d2 (1) 
r ,1 1 

----t--+--=O df2 r p , 

deren vollstandiges Integral (§ 11, Beispiel 2) in der Form 
lie 
--=- +-COS(f-fo) ... 
r p p 

L~) 

Hi) 

geschrieben werden kann, in dem /3 und ([Jo die durch die Anfangsbedingungen 
gegebenen Integrationskonstanten bedeuten. Die Gl. 16) stellt offenbar den
jenigen Zweig einer Hyperbel dar, der zum Anlaufzentrum als 
Brennpunkt konvex liegt. 

Eine solche Hyperbelbahn beschreiben die IX·Strahlen in der Niihe des 
Atoms eines chem. Elementes, eine Beobachtung, die Rutherfords veranlaBte, 
seine bekannte Kerntheorie der Atome aufzustelIen, derart, daB der positiv 
geladene Kern des Atoms die ebenfalls positiv geladenen IX-Teilchen abstoBt 
und so in ihre Hyperbelbahn zwingt. 

4. Beispiel. Bewegt sieh ein Himmelskorper in einem Kegelsehnitt um 
dessen Brennpunkt, wiihrend die Hauptachse selbst sich um diesen 
dreht, der Fahrstrahl aber insgesamt in gleichen Zeiten gleiche Fliiehen liber
streicht, so setzt sich der Gesamtdrehwinkel 'IjJ des Fahrstrahls aus dem 
Winkel ([J gf'gen die Kegelschnittsachse und aus deren Drehwinkel ([J' derart 
zusammen, daB + ' , 

'IjJ = ([J ([J, ([J = 'IjJ - ([J = 1t'IjJ 

ist. Nach Einfiihrung in die Kegelschnittsgleichung erhalten wir 

p -1 -r-- -/3 cos 1t'IjJ, •••••••• 17) 

also eine nicht geschlossene Kurve, Abb. 39, welche fiir die Drehwinkel 

17 a) 
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mit ganzzahligen ungeraden n den Kleinstwert r1 = I- P ~, +E 
mit ganzzahligen geraden n den Hochstwert r 2 = 1 ~ F 

in fortwahrendem Wechse! ergibt. Mit 
unveranderlichem Beiwert '" wird alsdann 

d (!) . 
P ~--,--~ = E'" sm ""P 

d'P 
/ 

/ 
/ 
! 
I 

/i 
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und nach Einsetzen in 3) sowie Aus
schalten des Winkels 'P mit Hilfe der 
Bahngleichung 17) 

Q 02",~ r'E" - 1 I 2 "," - 1 pi_ 
\ I 
\ I v"=-- ~- --~ --' ~I 18) 

p L P I r "," r" J \ / 
\ I 

Damit folgt aus 4) fur den Gesamtanlauf 

0 2 ",2 ,. 1 ",2 - 1 p" 
q= - p lrJ- -u-Z- f3J . 19) 

\ / 
" / ",- ,// 

'-- /' ----------
Mit '" = 1 vereinfachen sich diese Aus- Abb. 39. 
drucke in 12) und 13) des 2. Bei-
spiels, wahrend wir fUr "," ~ 1 einen zusatzlichen Ab- oder Anlauf nach dem 
Brennpunkt erhalten, der sich im verkehrten Verhaltnis des Kubus des Fahr
strahles andert und dadurch nach 17 a) eine Riickwarts- oder Vorwarts
drehung der Achse im Umlaufssinne bedingt. Das letztere trifft, wie hier nur 
kurz erwahnt sein mag, fUr den Planeten Merkur zu, dessen Achse im Umlaufs
sinne etwa 42" im Jahrhundert voreilt. 

5. Beispiel. Schrumpft die Keplersche Bahnellipae mit p = 0 zu einer 
Geraden von der Lange der groBen Achse zusammen, so bleibt nur eine Be
wegung in der Strahlrichtung durch das Anlaufzentrum ubrig, deren Lauf im 
auBersten Punkte r = 2 a, v = 0 ist, wahrend nach Gl. 14) fUr r = 0, v" = 00, 
v = ± 00 wird. Der nach dem Zentrum faUende Korper kehrt alsdann dort 
um und wandert auf derselben Geraden wieder zuruck, bis er im auBersten 
Punkt zur Ruhe gelangt, worauf das Spiel von neuem beginnt. Man kann 
diese Bewegung auch aus der Formel 13) ableiten, die mit Q2: p = k und 

20) 

ubergeht und nach Erweiterung mit dr, sowie wegen r dr =; d; = v dv durch 
Integration 

. 20a) 

liefert, was auch unmittelbar aus 14) mit Vo = 0, ro = 2a folgen wiirde. Setzen 
wir darin mit der Hilfsveranderlichen 'P 

r= a [1 + cos 'Ph dr=vdt= - a sin 'P d,p, 
so wird aus 20 a) 

. 2'P sm ~-
" • 2 '" k 1 - cos 'I' k 2 

a" sm 'P 'P- = --- ------ =' -----
a 1 + cos 'P a 2'1j1 

cos\f 
oder 
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und nach Integration, wenn fiir t = 0, r = 2 a, also 'I' = 0 sein soli, 

± V :3 t = 'I' + sin", 1 . . . . . . . . 
~-=1+ cos", J 

. . 21) 

Wir erhalten also als Wegkurve eine gemeine Zykloide, deren Rollwinkel 
unsere Hilfsveranderliche derart bildet, daB wir iiir jeden Wert von", die zu-

einander gehorigen Werte von r: a und V k3 t berechnen konnen, was in der 
a 

folgenden kleinen Tabelle geschehen ist: 

",0 sin 'P ± V ;, t 
r 

'" cos 'IP 
a 

0 0 0 0 1 0 2 
30 0 0,524 0,500 0,866 1,024 1,866 
60 0 1,048 0,866 0,500 1,914 1,500 
90 0 1,570 1,000 0,000 2,570 1,000 

120 0 2,095 0,866 - 0,500 2,961 0,500 
150 0 2,618 0,500 - 0,866 3,118 0,133 
180 0 3,142 0,000 -1,000 3,142 0,000 

Da die Zykloide nur auf einer Seite der Zeitachse verlauft, so kann der Fahr
strahl r auch niemals sein Vorzeichen wechseln, womit das oben aus der 
Ellipsenbewegung abgeleitete Spiel seine Bestatigung gefunden hat. 

III. Einfache und zusammengesetzte Schwingungen. 
§ 11. Die einfache geradlinige Schwingung. Bei unseren Be

trachtungen sind wir schon mehrfach auf Bewegungsvorgange ge
stoBen, die sieh innerhalb bestimmter Zeiten fortwahrend wieder
holen, so daB also der bewegte Punkt immer wieder in dieselbe 
Lage mit gleichem und gleichgerichtetem Laufe zuriickkehrt. Der 
einfachste dieser Vorgange, die wir allgemein als Schwingungs
erscheinungen bezeichnen wollen, ist offenbar die gleiehformige 
Kreisbewegung eines Punktes, die unter einem naeh dem Zentrum 
gerichteten, dem bestandigen Fahrstrahl verhaltnisgleichen Anlauf 
sich abspielt. Aber auch jeder RiB des bewegten Punktes auf einen 
Durehmesser vollzieht auf diesem eine solche und zwar geradIinige 
Schwingung, da er nach Verstreichen der gesamten Umlaufszeit 
gleichlaufig wieder dieselbe Lage iiberschreitet. Rechnet man die 
Zeit vom Durchgang durch die Mittellage aus, so empfiehlt es sich, 
mit einem Drehwert a auch den Drehwinkel der Kreisbewegung 
cp = at von dort aus zu messen und unter Zugrundelegung unserer 
bisherigen Bezeichnungsweise die Bewegung des Risses auf dem 
senkrechten Durchmesser zu verfolgen. Auf diesem ist der Abstand 
bei einem Kreishalbmesser a nach Abb.40 

x=a sin cp, 

oder wenn WIr den Zeitbeginn einem andern Winkel fJ aus der 
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Mittellage zuordnen, so daI3 qJ = at + f3 wird, allgemeiner 

x=a sin (IXt + (3) ....•.... 1) 
Hierin 'wird gewohnlieh der absolute Hoehstwert a des Seh win
gungsaussehlages x als die Amplitude, f3 als die Phase und 
di~ Drehzahl IX der zugehOrigen Kreis
bewegung als die Kreisfrequenz be
zeiehnet. Gl. 1) gilt unmittelbar fUr 
die Wegkurve, die dureh eine Sinus
linie dargestellt wird. 

SoIl naeh Verlauf der Zeit to der auf 
der Sehwingungsgeraden XOX bewegte 
Punkt dieselbe Lage mit demselben L auf 

x=aa cos (at + (3) ... 2) 

wieder einnehmen, so muI3 

sin (IX t + jJ) = sin (a t + a to + /1) 
cos (IX t + (J) = cos (a t + a to + (J) 

x 

Abb.40. 

oder 
sin (a t + (3) [1 - COSa to] = cos (a t + jJ) sin IX to 
cos (IX t + (J) [cos a to - 1] = sin (IX t + (J) sin a to' 

also 
cos IX to = 1 , sin IX to = 0 

sein. Diese beiden Bedingungen werden erfiillt fUr 

y 

a to = 2 n Jl , . • • . . . • . • 1 a) 
worin n jede beliebige ganze Zahl bedeuten kann, d. h. dieselbe Lage 
und derselbe Bewegungszustand wird bei einer einfachen Schwingung 
in gleichen Zeitabstanden, namlieh der Umlaufszeit der zugeordneten 
Kreisbewegung 

2Jl 
to=-- ......... . 

a 
1 b) 

erreicht, die wir nunmehr als Schwingungsdauer oder Periode 
bezeichnen. Aus der Verbindung von 1) und 2) erhalten wir unter 
Ausschaltung der Zeit x2 = 1X2 (a2 - x2),. • • • • • • • • 2 a) 

wonach der Lauf seinen absoluten Hochstwert ± IX a beim Durchgang 
dureh die Mittellage x = 0 annimmt und in beiden Endlagen x = ± a, 
die zugleich Umkehrpunkte sind, verschwindet. Bemerkenswert ist, 
daB in der Differentialgleiehung erster Ordnung 2a) die 
Phase jJ nieht mehr vorkommt; sie stellt demnaeh in 1), dem sog. 
Integral von 2 a), die an sieh willkiirliehe Integrationskonstante dar. 

Durch noehmalige Differentiation von 2) naeh t erhalten wir 
dann x =-- a 1X2 sin (a t + (J), . 
oder mit Ausschaltung von t vermittels 1) kurz 

"+ n 0 x a-x= , ... 

. 3) 
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also eine Differentialgleichung zweiter Ordnung, die sog. 
Schwingungsgleichung, in der weder a noch fJ mehr vorkommt. 
Danach ist auch die Amplitude a als Integrationskonstante aufzufassen. 
Dies Verhalten wird noch deutlicher, wenn 1) in der Form 

x = a sin fJ cos a t + a cos fJ sin a t 

oder mit den Abkiirzungen 

a sin fJ = A , a cos fJ = B, 4) 

x = A cos a t + B sin a t ~ 
x=a(Bcosat-Asinat)) .. 

5) 

geschrieben wird. Auch diese Gleichung liefert nach zweimaIiger Ab
leitung nach t wieder 3a), so daB A und B eben falls als Integrations
konstante erscheinen, die durch 4) mit den friiheren zusammenhangen 
und diese aus 

zu berechnen 

A tgfJ = 'B-' a~ = A~ -+ B2 

gestatten. Gl. 5) sagt in der Schreibweise 

x=Asin(at-900)+Bsinat. 

4a) 

5a) 

weiter aus, daB eine einfache Schwingung auch in zwei solche 
mit verschiedenen Amplituden A und B und einem Phasen
unterschied von fJ = 90° zerfallt oder sich aus diesen zusammen
setzt, sowie daB sowohl Xl =Acosat, als auch x2 =Bsinat parti
kulare In tegrale der Diff erentialgleich ung 3 a) darstellen, 
deren Summe erst das mit 1) gleichwertige vollstandige Integral 
5) ergibt. 

Gl. 3a) wird offenbar auch erfiillt durch den Ansatz 

x=Oext , x=x2 0ext , 
woraus nach Einsetzen 

(x 2 + (2) 0 ext = 0 

. 6) 

6a) 

wird. Da bierin der Schwingungsausschlag x = 0 ext laut Voraus
setzung nicht verschwindet, so kann das nur noch der Klammer
ausdruck, der mithin die beiden Wurzeln 

x = + 0: y1='1 = ± 0: i . . . . . . . 6 b) 

liefert. Wir erhalten somit als vollstandige Losung die Summe zweier 
ExponentialgroBen mit imaginarem Argument, jede wieder behaftet 
mit einem willkiirlichen. Beiwert, also 

x=O eait+O e- ait 
1 2 .. 

X = ai (01 eait - O2 e- ait ) f' . . . 7) 

Erinnern wir uns, daB nach dem Moivreschen Lehrsatze 

ist, so wird daraus 
e± a it = COS a t ± i sin a t 

7 a) 
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eine Form, die mit 

01 -+ G\ = A, i (01 -- 02) = B 

wieder in 5) iibergeht. Welche von den drei gleichwertigen Losungen 
1), 5) und 7) der Schwingungsgleichung wir benutzen, ist eine von 
Fall zu Fall zu entscheidende ZweckmiWigkeitsfrage. 

1. Beispiel. Wird bei einer Schwingung mit vorgelegter Frequenz a ein 
Punkt Xl mit der Geochwindigkeit Xl = V1 zur Zeit t = 0 iiberstrichen, so ergibt 
Bich aus 1) und 2) fiir die Amplitude und Phase 

Xl = asin/1. Vi = a ex cos (J , ........ 8) 
also 

mithin als vollstandige Lasung nach Einfiihrung in 1) 

1~1 :.l r C XI I 

I sin i cct arctg . - I 
t\ _~ . 

•.. Xa) 

Benutzen wir dagegen die Form 5), so ist dart fiir t~, 0 

x1 ,c=A, vl=aB ........... 9) 

und das vollstandige Integral nimmt die viel iibersichtlichere Gestalt 

x == Xl ('as (( t L V 1 sin ct. . . . . . 9 a) 
, IX 

an. Die letzte Form 7) liefert schlieDlich mit 

Xl . 01 + O2 , Vi == ex i IPi - O2 ) 10) 

nach Berechnung der Beiwerte 0 1 und O2 

. lOa) 

Hieraus erkenut man deutlich, daD im vorliegenden FaIle das Integral 9a) die 
iibersichtlichste Lasung darstellt. 

2. Beispiel. Zur Herleitung der Bahngleichung unter der Wirkung des 

Ncwtonschen Zentralanlaufes q~~-~~. verbinden wir diesen mit Gl. 6) ~ 10 

und erhalten 
d' (1) 

- r I 1 _ 0 0 
- d(p'J -- -T -;: - efi' 11) 

oder mit der Abkiirzung 

. 12) 

1Ia) 

Das ist aber der Form nach eine SchwingungFgleichung, in der nur ((2 = 1 und 
die Zeit t durch cp ersetzt ist. Das vollstandige Integral ist mithin 

x = A cos 'P + B sin cp • . • • • . 11 b) 
oder wegen (12) 

1 0 0 + +. 1 -;: = ·Oz A cos 'I' B sm 'P 

d ( ~\) ~ . . . . . . . . 13) 

--.!..!...- = B cos 'I' - A sin 'P I 
drp ) 
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&II ~un iiir tp = :If J r einen Kleinstwert r1 annehmen, der ainam ~ ,fllr 
Bahn bzwo dem Perihel (do ho Sonnennahe) eines Planeten entspricht, so wird 
B = 0 und auBerdem 1 0 

____ o_=_A 
r1 O~ , 

womit die Bahngleichung lautet 

~=Q~- (~_O~)costpo .. 0 0 0 •• 0 0 13a) 
r 0 2 r1 0 2 

Fiihren wir noch die Ordinate p im Anlaufszentrum ein, setzen also fiir tp = 90°, 
r = p, so wird daraus 

-~-=I-(-~-I)costp=l-ecostp, .. 13b) 
r r1 

also die Polargleichung eines Kegelschnittes vom Brennpunkte aus, der eine 
Ellipse, Parabel oder Hyperbel wird, wenn 

< < e:> 1 bzwo p:> 2 r 1 0 0 • 0 0 0 0 • • • 0 • 14) 

Wir konnen demnach die Bewegung eines Himmelskorpers um ein 
Anlaufszentrum als einfache periodische Anderung des Fahr· 
strahlkehrwertes 1: r um einen Mittelwert 1: p auffasseno Das trifft 
iibrigens auch fUr das Laufquadrat zu, das durch Einsetzen von 13b) in 
GI. 3) § lOin 0 2 

v2 =-.(e2 +1-2ecostp) .• o. 0" • 15) 
P 

iibergeht, also mit 

15a) 

ebenfalIs die obige Schwingung~gleichung 11 a) erfiillto 
Die Anderung des Laufes v mit der Bewegungsrichtung tritt besonders 

deutlich im Hodographen hervor, dessen GIeichung wir leicht aus den beiden 
Formeln 3) § 6 bzwo 1) § 9 durch Einsetzen von 

dr e w r~ . 0 e 0 

Vr = w dtp =- -psmrp=- p smrp 13c) 

erhalteno Es ist alsdann mit 13 b) 

v'" = Vr cos rp - r w sin rp = - 0 (:~; rp + ~) sin rp = % sin rp [1 

o (8 sin2 rp cos rp) 0 eO' • 16) 
Vy = Vr sm rp + r w cos rp = - 0 .--- - -- = - --+ - cos rp 

p r p p 
also nach Ausschaltung von rp 

( Oe)2 0 2 
Vx 2+ VII +p =p2- 0 0 0 0 • 0 • 0 0 •• 17) 

Das ist aber die Gleichung eines Kreises, dessen Mittelpunkt um 08 
p 

unter dem Anfangspunkte der Hodographenachsen VoX und VII liegt. Mit der 
Bahnneigung {} konnen wir V", = vcos{}, vy=vsin{} ausschalten, womit 17) in 
die Polargleichung des Hodographen 

iibergehto 
V2 + 2 V 0 e sin {} = 0: (1 _ e2) 

p p 
• 0 • 17 a) 

Wahrend der lineare Schwingungsausschlag aus der Mittellage 
ofIenbar einen Vektor darstellt, trifIt dies fur die hier behandelten 
GroI3en 1 : r, sowie v? nicht mehr zu, wie man schon daraus erkennt, 
daB der letztere Ausdruck seinen Wert beim Vorzeichenwechsel von v 
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nicht mehr andert. Wir haben es also hier mit periodischen Anderungen 
einer nicht gerichteten GroBe, eines sog. Skalars, zu tun, der 
den Bewegungszustand des Punktes in einer bestimmten Lage 
kennzeichnet. 

§ 12. Zusammensetzung einfacher Schwingungen auf einer Ge
raden. Die einfache geradlinige Schwingung kannen wir am leichtesten 
durch die Aufhangung eines Karpers, z. B. einer Bleikugel an einer 
Gummischnur oder einer Schraubenfeder verwirklichen, dessen Aus
lenkungen aus der Ruhelage verhaltnisgleiche nach dieser gerichtete 
Anlaufe erfahrungsgemaB bedingen. VolIzieht nun auch der Auf
hangepunkt eine Schwingung auf derselben (hier senkrechten) Geraden, 
so werden sich seine Ausschlage zu denen des aufgehangten Karpen; 
algebraisch addieren, was man auch als Dberlagerung beider 
Schwingungsausschlage anspricht. 

2J[ 
~ =----= ::---.::- -- ~-=---~---~ --= =---=-------=--; 

i-"" ____ x'_____ la, t 

Abb. 41. 

Sind unter Benutzung der friiheren Bezeichnungen 

Xl = al sin(al t + (1)' x2 = a2 sin(a2 t + (2) 1) 

die Ausschlage zweier Einzelschwingungen auf derselben Geraden, so 
ist der Gesamtausschlag 

X=xl+x2=alsin(alt+Pl)+a2 sin (a.! t+(2) .. 1a) 

In Abb. 41 sind oben die beiden Einzelschwingungen 1) mit 
sehr verschiedenen Drehwerten und darunter ihl'e Vereinigung zur 
Gesamtbewegung 1a) aufgezeichnet, woraus man erkennt, daB deren 
Ausschlag zwischen den Grenzen ± (at + a2 ) und ± (al - a2 ) schwankt. 

Da jeder der beiden Ausschlage 1) zwei willkiirliche Festwerte, 
namlich at' Pl und a2 , P2 enthalt, so gehen in den Ausdruck fur 
den Gesamtausschlag alIe vier ein. Um diesel ben, oder was auf das
selbe hinauslauft, die Einzelausschlage Xl und x 2 selbst auszuschalten 
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miissen wir auBer 1 a) noch zwei weitere Gleichungen aufstelIen, 
welche die GraBen,xl und x2 enthalten. Diese gewinnen wir, da die 
Winkelfunktionen sich nach zweimaliger Ableitung wiederholen, durch 
Bildung der zweiten und vierten Ableitung von 1 a), niimlich 

i=-~~-~~\ ~ 'x'= + a/ Xl + a24 X 2 ) • • • • • • 1 

Dann folgt aus 1 a) und der ersten diesel' Formeln durch Ausschaltung 
von Xl bzw. mit beiden Formeln 1 b) 

i + a1 2 X = (a1 2 - ( 22 ) X 2 ) .... + 2" (Q 0) Q },....... 2) 
X a l X = a2 - - e'l - a2 - x2 J 

woraus schlieBlich nach Erweiterung der ersten dieser Gleichungen 
mit 0:2 2 und Addition 

..... 2a) 

also eine Differentialgleichung viertel' Ordnung fiir die Gesamt
schwingung hervorgeht. Diese enthiilt offenbar nur positive bestandige 
Beiwerte, die mit den Drehwerten a der Einzelschwingungen unmittel
bar zusammenhangen, nicht abel' die willkiirlichen Festwerte ai' fi1' 
a2, fi'J del' Gesamtschwingung la). Mithin stellt la) umgekehrt das 
vollstandige Integral del' Differentialgleichung 2a) dar. 

Weiter erkennt man aus 2) daB fiir a 2 = a 2 = a2 
, 1 2 

x a-x= .. + 0 0 3) 

wird, also wieder die einfache Schwingungsgleichung erscheint. In 
der Tat erhalten wir hierfiir aus 1 a) 

x = al sin (at + fi 1) + a2 sin ( a t + fi 2) 

durch Zerlegung der Winkelfunktionen 

x=(a1cosfil +a2cosfi2)sinat+(alsinfil + a2sinfi2)cosat, . 3a) 

also eine einfache Schwingung. Zwei gleichgerichtete Schwin
gungen mit demselben Drehwert bzw. derselben Schwin
gungsdauer setzen sich also zu einer einfachen Schwingung 
von gleicher Dauer zusammen. 

y 

Die Zusammensetzung zweier Schwingungen kannen wir nun 
auch bildlich im AnschluB an Abb. 40 vor
nehmen, indem wir an den Endpunkt PI des 
Halbmessers al del' ersten Schwingung den 

(X2 t +jJ2 HalbmesRer a2 del' zweiten Schwingung mit 
dem Winkel a2 t + fi'J gegen die x-Achse an
tragen, Abb.42. Beide Halbmesser als Vek
toren ergeben alsdann einen Gesamtvektor ao 
als SchluDlinie des Dreiecks OP1 P2 , der sich aus 

Abb.42. 



Zusammensetzung einfacher Schwingungen auf einer Geraden. 45 

bel'echllet. Fiihren wir nun durch 

a l '-=-" CI + (j) 

e'l -+ a~ 
(.c:.:::........: --"2 ' 

4a) 

einen mittleren Drehwert" und die Abweichungen ± (j beider Einzel
drehwerte "1 und "2 von diesem ein, so wird aus 4) unter Wegfall 

von a a02 = a12 + a22 + 2 a1 a2 cos [2 b t + fil - fi2]' ..• 4b) 

Hiernach schwankt del' Vektor ao' wie aus Abb. 41 ersichtlich, zwischen 
den Grenzen 

ao' = + (al + a2) fiir 
ao" = ± (a1 - a2) fUr 

mit einem Zeitunterschiede 

2 (j t' + fil - fJ2 = 0, 2 n, 4 n .. . 

2 (j t" + fil - fi2 = n, 3 n, 5 n .. . 

. . . . 5) 

Um iiber die Bedeutung von ao Klarheit zu gewinnen, fUhren wir 
die Werte " und b in die Grundformel1 a) ein, die damit iibergeht in 

x = [a1 cos(b t + (31) + a2 cos( (j t - fi2)] sina t 
+ [a1 sin ( (j t + fil) - a2 sin(b t - fi2)J cos cet, . 6) 

odeI' mit Riicksicht auf 4 b) kiirzer 

x = ao [cos 1) sin" t + sin 1) COS" t] = ao sin (a t + rJ) • 6 a) 

Damit stellt del' Vektor ao die selbst periodisch schwankende 
Amplitude diesel' Schwingung mit dem mittleren Drehwert a und 
del' Schwingungsdauer 

6b) 

sowie mit einer ebenfalls periodisch veranderlichen Phase 1) dar. 
Tragen wir die Werte von ao fUr kleine (j, also im Gegensatz zu 
Abb.41, nur wenig verschiedenen Drehwerten "I und a2 in Abb.43 
auf, so ergeben sich wieder zwei gestrichelte Kurven zu beiden Seiten 
del' Zeitachse, zwischen denen die mittlere Schwingung verlauft. 
Einen solchen Vorgang mit abwechselnd zu- und abnehmender Am
plitude bezeichnet man als eine Schwebung und die zwischen zwei 
Scheitelwerten gleicher Art verflossene Zeit 

to' = 2 (t" - t') =~ . . . . . . . . 5 a) 

als die Schwebungsdauer. Aus dem Vergleich del' Abb.41 und 
43 erk~mnt man, daB derartige Schwebungen nul' dann deut
lich hervortreten, wenn del' Unterschied "I - "2 sehr klein 
ausfiiJlt. Alsdann verschieben sich die beiden Einhiillenden del' 
zusammengesetzten Schwingung Abb.41 so gegeneinander, daB sie, 
wie in Abb. 43, nahezu symmetrisch zur Zeitachse liegen. 
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Haben wir es allgemein mit n Sohwingungen auf einer 
Geraden zu tun, so sind diese naoh Gl. 1) mit 2 n Integrations
konstanten a und fJ behaftet, deren Aussohaltung naoh dem Vorgang 
von 2 a) auf eine Differentialgleiohung 2 n-ter Ordnung fiihrt. Auoh 
in diesem FaIle kann man aus der Gesamtsohwingung in der x- und 
y -Riohtung, namlioh 

x=17asin(at+fJ), Y=17aoos(at+fJ). . 7) 
duroh Quadrieren und Addieren den Gesamtvektor 

ao2 = 17 a,') + 217 ai a" oos [(ai -- a7,) t + fJi - fJIJ 7 a) 

ermitteln. Setzen wir hierin 

a1 = (( + b1 , ((2 = a + b2 ••• a" = a + bk 1 
1 ~ ~ 7b) 

J1 152 + ... + 157; = 0) also u = 'le..:;? cci J' 
so wird aus 7 a) unter Wegfallen der a 

ao') = 17ai') + 2 .l)ai a" oos [(b i - b,,) t + fJi - fJ,,]. 70) 

Danaoh kann auch in dies em allgemeinen FaIle ao duroh zwei zur 
Zeitaohse symmetrische Kurven dargesteIlt werden, zwischen denen, 

Abb.43. 

wie in Abb. 41, die Sohwingungslinien mit dem mittleren Drehwert a ver
laufen. Indessen treten hier die Verstarkungen und Verschwaohungen 
nicht in so regelmaBiger Folge und so rein hervor wie in Abb. 43 
fur gewohnliohe Sohwebungen. 

§ 13. Grundschwi.ngnngen nnd Oberschwingnngen. Verlangen 
wir, daB im Fane der UberIagerungen zweier einfaoher Sohwingungen 
stets naoh Ablauf einer bestimmten Zeit to derselbe Ort im gleiohen 
Bewegungszustand durchlaufen wird, so mussen die beiden Gleiohnngen 

x = a1 sin(cc1 t + fJ1) + a2 sin (a2 t + fJ2) ) 
x= a1 a1 00s(a1 t + fJ1) + a2 a2 00S(C(2 t + fJ2) j .... 1) 

mit t + to an Stelle von t dieselben Werte von x und x ergeben, 
d. h. es ist 

a1 [sin(a1 t + IX1 to + fJl) - sin(a1 t + fJ1)] 
+ a2 [sin(a2 t + IX') to + fJ2) - sin(IX2 t + fi2)] = 0, 

a1 a1 [cos(a1 t + a1 to + fJl) - 00s(a1 t + fJl)] 
+ a2 a2 [cos(a2 t + ((2 to + fJ2) - 00S((2 t + (j2)] = 0, 
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oder 

Wegen der Willkiir der von t abhangigen Winkelfunktionen konnen 
diese Gleichungen aber nur bestehen, wenn gleichzeitig 

• ((1 to 
sm--==O und 

2 

sind, d. h. wenn mit zwei ganzen Zahlen k1 und k2 

((1 to = 2 k1 :r , 

oder nach Division 

Ci~ to = 2 lc2 ;-r 2al 

2b) 

wird. Zwei Schwingungen auf derselben Geraden mit un
gleichen Drehwerten ergeben nur dann eine periodische 
Bewegung, wenn die heiden Drehwerte oder die zugehorigen 
Schwingungsdauern in einem ganzzahligen Verhaltnis zu
einander stehen. 

Setzt sich die Bewegung aus mehr als zwei Einzelschwingungen 
zusammen, so fiihrt die Forderung eines periodischen Gesamtvorganges 
in 2) auf eine entsprechende Vermehrung der Glieder und der zu
gehorigen Bedingungen 2a), also auf ganzzahlige Verhaltnisse 
aller einzelnen Drehwerte und Schwingungsdauern unter
einander. Alsdann konnen wir aber immer einen Drehwert a angeben, 
dessen ganzzahlige Vielfache die andern Drehwerte sind. Die diesem 
kleinsten Drehwert entsprechende Schwingung bezeichnen wir als die 
Grundschwingung, die andern als Oberschwingungen des Ge
samtvorganges, den wir nunmehr ganz allgemein durch die sog. 
harmonische oder periodische Reihe 

x = xo + a1 sin((( t + Pl ) + (t2 sin (2 at + 13J :3) 

oder nach Zerlegung der Winkelfunktionen sin (k cc t (/,J durch 

x = Xo + Al cos (( t + A2 cos 2 at + ... 
+ B1 sin (( t + B2 sin 2 (( t --;- . '" . . . . . :3 a) 

darstellen konnen. Mit Ci t = rp konnen wir dafiir auch schreiben 

x = Xo + A1 cos rp + A2 cos 2 (f + ... + AI; cos k (f + .. . 
+Blsin(f+B2sin2q)+ ... +Bksinkq)+ ... , .. 3b) 

ein Ausdruck, dessen einzelne Glieder fiir rp + 2 n denselben Wert 
annehmen, weshalb der zugehorige Polarplan eine geschlossene 
K urve wird, dessen allgemeine Gleichung somit eine harmonische 
Reihe ist. 

. 2) 



48 Einfache und zusammengesetzte Schwingungen. 

Beispiel. Das K ur bel getrie be, welches in der Technik zur Dberfiihrung 
einer Drehung in eine geradlinig hin- und hergehenden Bewegung oder umge
kehrt umfassend verwendet wird, habE'll wir schon im § 1 als Beispiel einer 
ebrnen Bewegung kurz besprochen und wol'en es nunmehr unter dem Gesichts
punkte der Schwingungserscheinungen analytisch verfolgen. Das Getriebe be
steht, wie aus Abb. 44 hervorgeht, aus der um den PolO, dem Kurbelmittel, 
drehbaren starren KurbelOA von der Lange r, dem geradlinig in der Richtung 
durch 0 hin- und hergehenden Gleitstiick oder Kreuzkopf 0 und einer 
durch Zapfen mit A und 0 verbundenen SOg. S chu bstange AO von der Lange l. 
In einer bestimmten Stellung sei cp der Winkel der Kurbel gegen ihre Anfangs
lage OB, dem der AuslenkungswinkelljJ der Schubstange gegen ihre Mittellage 
derart entspricht, daB 

r sin cp = 1 sin IjJ • • • • • • • • • • . • • 4) 

ist. Daraus, sowie aus der Abb 44 geht hervor, daB IjJ im Gegensatz zu cp auf 
um so engere positive und negative Auslenkungen beschrankt bleibt, je kleiner 

Abb.44. 

das Verhaltnis r : list, weiter 
aber, daB j( der durch cp ge
gebenen Kurbelstellung nur 
ein Winkel 11' zugeordnet ist, 
wahrend einem Werte von 1jJ, 
wie man dUTch Parallelver
schiebung von A 0 in der Rich
tung 00 feststellt, zwei Werte 
von cp angehoren. Wir kiinnen 
daher die augenblickliche Ge-
stalt des Getriebes eindeutig 

nur durch den Winkel cp bestimmen und werden zweckmaBig auf diesen als 
unabhangige Veranderliche aile anderen Veranderlichen beziehen. Um nun 
die Bewegung eines im Abstande Z vom Gleitstiick 0 auf der Pleuelstange be
findlichen Punktes zu untersuchen, fiihren wir dessen Abstande x und y von 
der Achse 00 und einer durch 0 dazu senkrechten durch die Gleichungen 

r r2 '111 
x=rcoscp+(1-z)coS'lI'=rcoscp-H1-z) ll- 12 sin2 cpJ2 

. r . ( . . . !) 
y=ZSIllIjJ=ZZ Slllcp J 

ein. Die somit gegebene Bahnkurve des betrachteten Punktes laBt sich leicht 
aus den aufeinanderfolgenden Lagen der Schubstange bildlich darstellen. Ent
wickeln wir den letzten Klammerausdruck der ersten Formel 5) in eine Potenz
reihe, so wird daraus 

( 1 r2. 2 )~ _ 1 r2 . 2 1 r' . 4 1 ·3 r6 . 6 
-12 SIll cp ~-1- 21'sm CP-~22!Fslll CP-2:l3JZOslll cp- ... 5a) 

oder wegen . 0 1 1 2 
Sill" cp = 2' - 2' cos cp 

sin4 cp = 213 (3 - 4 cos2cp + cos4cp) 

1 \ 
sin6 cp = 25 (10 - 15 cos 2 cp + 6 cos 4 cp - cos 6 cp) usw. 

+ cos4<p [ 

-+- cos6 'P [ 

1 r' 3 rB ] 
64 F + 256Z6 + ... 

.. ·1 + ... 
.J 

.. 5 b) 
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Nach Einfiihrung die~er Ergebnisse in i,) erkennt man, daB der Austand ;t' 

durch eine harmonische Reihe mit dem Kurbelwinkel zusammenhiingt, also mit 
die,em periodisch veriinderlich ist, wahrend y selbst eine einfache Schwingnng 
vollzieht. Die Beiwerte der Winkeifunkti"nen der harmonisehen Reihe sind 
selbot Potenzreihen, die aber fiir aile Werte yon 1': Z < 1 so rasch konvergieren, 
daB man sich mit der Beibehaltung von 1'2: l" unter Vernachliissigung der hoheren 
Potenzen in allen praktisehen Fallen begniigen kann. Damit aber vereinfaeht 
sieh die erste Formel iJ) in 

( 1 T~ 'I 
x = (1- z) \1 -4 F/-

1- z r2 
r cos q +4-1"' cos '2 q , . . • • • 6) 

wonach die Bewl'gung des Pnnktes in der x- Richtung in erster Anniihernng 
als Uberlagerung einer Grundschwingung und einer doppelt so 
raschen Oberschwingung erseheint. 

Setzen wir der Einfachheit halher in naher Uberein8timmung mit der 
Wirklichkeit eine gleichformige Kurbeldrehung mit rr' (,) t voraus, so werden 
die Laufteile des Stangenpunktes 

, (. .' I - z r . ,\ 
.r = - T 10 sm q + ----,)·'Z,·. -Z_· sm 2 'I! , 

\ .:.. / 

r 
Ii == z"l, ro cos '( , . 6 a) 

von denen der erste wieder aus einer Grund- und der ersten Obersehwingung 
besteht. Dasselbe gilt schlieBlieh von den AnI a uft ei 1 en 

.. ., ( I (- Z r . . \1 
J; = - l' OJ" cos '1 -:- ----1-- -Z- cos 2 q' • , 

\.' / 

r 
ii = -- Z T (0'" sinrp ... 6b) 

Fiir z = Z geht die ganze Bewegnng in die gleiehformige Drehung des Kurbel
zapfens iiber, wobei x und y als Risse der Kurbel einfaehe Schwingungen yoJ]
ziehen, wiihrend fiir den Kreuzkopf mit z = 0, Ji = 0, fj = 0 und 

. \f. -fT.) .. of +1' 0\)' (') v . = x = - r OJ sm '1, . .. -- sm' '( .1' =, - l' OJ" I cos 'I) -Z COS" 'P • , e ., , '2 1 ~ • \ 

wird. Besonders anschaulich wirkt die bildliche Darstellung dieser GraBen in 
ihrer Abhangigkeit von der Kreuzkopfstellung x selbst, die in Abb. 45 fiir w = 1 

Ahb.45. 

durchgefiihrt ist. Dazu benotigt man nur auBer dem Kurbelkreis, dessen Halb
messer fiir rp = 90 0 sofort den zngehorigen Wert von v." angibt, die beiden 
Kreise mit den Radien 1'2: 2Z und 1'2: I einzuzeiehnen, jeder Strecke OA mit 
dem Winkel BOA=rp einen Strahl mit BOE='lrp zuzuordnen und die ent
spreehenden Risse der Strahlen OE' und OE" den Rissen von OA algebraisch 
hinzuzufiigen. Auf diese Weise ergeben sieh die beiden in Abb. 45 gestrichelten 
Kurven. 

§ 14. Die harmonische Analyse. In der Physik und Technik 
ist haufig der Gesamtverlauf eines periodischen Bewegungszustandes 
an Hand von Versuchen vorgeJegt, der sich dann nach den Aus
fiihrungen des letzten Abschnittes durch eine harmonische Reihe von 
der Form: 

Lorenz, 'fpchn. Physik T, 1. :!. Allfl. 4 
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x = Ao + Ai COS cp + A2 COS 2 cp + ... + Ak cos k cp + ... 
+ Bi sin cp + B2 sin 2 cp + ... + Bk sin k (p + . .. . . . 1) 

analytisch wiedergeben liiBt. Daraus erwiichst die Aufgabe der Be
stimmung der Beiwerte A und B, mit denen dann die Einzel
schwingungen, aus welchen sich der Vorgang zusammensetzt, bekannt 
werden. Dieses Verfahren der Auflosung desselben in seine periodischen 
BestandteiIe bezeichnet man als harmonische Analyse. Erweitern 
wir zunachst G1. 1) mit dcp und integrieren iiber die Periode der 
Grundschwingung, d. h. von cp = 0 bis cp = 271" so werden aIle Integrale 
der Form 2;r 2;r 

A~fcOSk cp dcp = 0, B7Jsink cp dcp = 0, 
o 0 

und es bleibt nur 2;r 2;r 

271, Ao -JXdCP = 0, oder Ao = 2171,fxdCP ... 1 a) 
o 0 

iibrig, so daB Ao unmittelbar als Mittelwert von x iiber der Periode 
erscheint und durch Planimetrieren der Gesamtkurve zu ermitteln ist. 
Die andern Beiwerte, z. B. Ak und Bk• erhalten wir durch Erweiterung 
mit cos k cp dcp und sin k cp dcp und abermalige Integration. Fiir die 
h-ten Glieder folgt alsdann 

2", 2;r 

AhJCOShCP coskcpdtp= ~hJ[ cos(h - k) cp + cos(h + k) tp] dcp = 0, 
o 0 
2n 2n 

AhfcOShCP sinkcp dcp = ~h f[sin(h + k) cp - sin (h -k) (p] dcp = (I 

o 0 
2n 2n 

BhJsinhCP coskcpdcp= ~h f[Sin(h + k)cp + sin(h- k)cpJ dcp =0, 
o 0 
2n 2", 

Bhfsinhcp sink cp dcp = ~hJ[COS(h - k) cp - cos(h + k)cp] dcp = 0, 
o 0 

und es bleiben nur die mit Ak und B.,. behafteten iibrig, die 
dem Vorstehenden durch h=k hervorgehen. Es wird mithin: 

2n 2", 2n) 

AlcOS2 kCPdCP=AkJt fXCOSkCPdCP, Ak= ~fXCOSkCPdCP 

aus 

o 0 0 
2n 2,,; . 1 b) 

B~fsin2 k cp dcp = Bk 71, Jx sin k cp dtp, 
o 0 
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Die Auswertung diesel' Integrale mit Hilfe des Planimeter::; I:letzt die 
vorherige Verzeichnung del' Kurven x cosk rp und x sink (p voraus, oil. 
jedenfalJs miihsam und bei einer groDeren Zahl von Gliedern sehr 
zeitraubend ist. Man hat daher versucht, diese Umzeichnung mit den 
damit verbundenen Fehlerquellen durch Vorrichtungen zu ersetzen, 
welche die Produktbildung selbsttatig durchfiihren und in Verbindung 
mit einem gewohnlichen Planimeter die einzelnen Beiwerte unmittelbar 
liefern. Der einem sol chen harmonischen Analysator zugrunde 
liegende Gedanke ist die Verschiebung einer Rolle um die Ordinate x 
der urspriinglichen Kurve 1) unter gleichzeitiger Drehung um einen 
Winkel k rp. Alsdann werden zwei auf del' Rolle um 90 0 voneinander 
abstehende Punkte Ps und Pc geschlossene Kurven beschreiben, deren 
Inhalte del' Integration 1 b) verhaltnisglei('h sind. 

X' s 

H 

.lUL 
• t 

~~~------------~------·--------~Ol 

VI 

Abb.46. 

In dem wohl einfachsten Analysator von Mader 1) ist diesel' 
Gedanke, Abb. 46, folgendermaBen verwirklicht. Die als Zahnrad 
ausgebildete Rolle R mit dem Teilkreishalbmesser ro ist auf einem 
Schlitten 88 befestigt, der nul' in der Ordinatenrichtung x auf einer 
in der Bildebene fest en Schiene auf- und abgehen kann und an 
einem hierzu senkrechten Arm A mittels eines Zapfens einen Winkel
hebel VHW = 90 0 tragt. Del' Fahrstift V des einen Armes VH = b 
wird auf der urspl'iinglichen Kurve hin- und auf deren Abszissenachse 
zuriickgefiihl't, wobei del' Schlitten auf- und abgleitet, wahrend da::; 
mit einer Druckrolle versehene andere Ende W des Winkelhebels 
durch einen dem Arm A bzw. der Abszissenachse gleichgel'ichteten 

1) Mad e r, Ein einfacher harmonischer Analysator mit beliebiger Basis. 
Elektrotechn. Zeitschrift 1909, S. 847. 

4* 
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Arm B eille damit Htarr verbundene Zahnstange Z Z auf dem Schlitten S S 
in dessen Bewegungsrichtung verschiebt und die Rolle R in Drehung 
versetzt. Bei del' Anwendung des Analysators wird zunachst der 
Punkt H auf das Lot durch die Mitte der Grundlange 2 n a del' zu 
analysierenden Schwingungskurve gebracht, die im Punkte 0 die 
Abszissenachse schneidet. Befindet sich der Fahrstift iiber dieEem 
Punkte, so sei ao die Abszisse des Rollenmittels R, iiber dem der 
oben genannte Punkt Pc (der Kosinuskurve) gerade liegen mage, wahrend 
der Punkt Ps (der Sinuskurve) den Abszi~senabstand r yom Rollen
mittel besitzt. Befindet sich dann der Fahrstift V iiber einem be
liebigen Punkte der Schwingungskurve mit den Abstanden aT und x, 
so sei 1p der Winkel des Armes b gegen die Abszissenachse und der 
Halbmesser r von Ps habe sich um {} gegen seine Anfangslage mit 
der Rolle gedreht. Alsdann ist 

bcoslj,=a(n-(p), bsinlj)dlj)=adT .... 2) 

und die Verschiebung der Arme A und B gegeneinander durch 
Drehung des Hebelarmes e wird e cos 1p . Diese aber bedingt durch 
die Zahnstange die Drehung der Rolle R um {} so zwar, daB 

ro d{} = - e sin 'I) dlj), 
oder wegen 2) 

r 0 {} = e (cos I/, - cos 11'0) , 

ea 
d{}=---dT· 

bro 

. . 3) 

Da femer in del' Anfangsstellung 0 des Fahrstiftes (p = 0 auch {} = 0 
sein solI, so wird daraus 

... 4) 

d. h. die Rollendrehung ist verhaltnisgleich der Abszisse 
der Schwingungskurve. Nunmehr sind die Achsenabstande der 
Punkte Pc und Ps in bezug auf 0 fUr eine beliebige SteHung des 
Fahrstiftes V, wenn Xo den Abstand des Rollenmittels von Arm A 
bedeutet: 

Yc = - ao + r sinB, xc= x + bsin1p + Xo +r cos{}) 
Ys=-ao-rcos{}, xs =x+bsin1p+xo+rsin1'IJ. 5) 

und die Elemente der von den Punkten Pc und Ps iiberstrichenen 
Flachen mit Riicksicht auf 3) 

Xc dYe = Xc r cos{} dB = (x + Xo + r cos{}) r cos {} d{} 

- "-~~ sin 2 V' cos [~- (cos V' - cos V' o)J d Ij' , 
ro ro 

x" dys = Xs r sin {} d{) = (x + Xo + r sin {}) r sin {} dD 

rbe . [e ] - -- sm2 V) sin - (COSIj! - cos 1po) d'If!. 
ro ro 

Beim Umfahren der ganzen Flache 0 VV' 0' 0 langs der vorgelegten 
Kurve 0 V V' 0' und riickwarts 0' 0 auf der Zeitachse gehen die 
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Winkel 0 und Ifl auf ihre Anfangswerte zuruck. so daB bei der 
Integration aIle Glieder verschwinden bis auf 

l>j.h. +CO",W - i::JXCO'(;~'P)dP I 
0"., ( .. ti) 

F" JX"dy,,=rfxsinl~do=+~~.aJXSin(i; (p)d(p I 
o u ° , 

Die Integrale stimmen aber mit denen in 1 b) uberein, wenn wir 

ca =k 
b ro 

setzen, also unter sonst gleichen Verhaltnissen fur k = 1, 2, 3 ... 
Rollen yom Halbmesser ro' '~1'0, ~ 1'0 usw. anwenden, fur welche auf 
den Schlitten passende ZapfenlOcher angebracht sind. AuBerdem ist 
die Armlange b zur Anpassung an verschiedene Grundlangen 2 n (f. 

der Schwingungskurve verstellbar. 

Steht kein solcher Analysator zur Verfiigung, so kann man die oben an
gedeutete Planimetrierung del' fiir jedes Einzelglied umgezeichneten Schwingungs
kurve auch durch Naherungsverfahren ersetzen, von denen wohl das ein· 
fachste von Fischer-Hinnen') vorgeschlagen wurde. Zu dessen Eriauterung 
denken wir uns die Kurve nach Abzug des nach la) leicht zu ermittelnden 
Gliedes Ao auf die Form 

x = a1 sin (g + (J,) + a~ sin 2 ('I + (J~) -+- ... -+ a" sin k: ('I + (lk) + ..... 7) 

zuriickgefiihrt, worin jedes Einzelglied einen Wellenzug darstellt, del' urn die 
zugehorige Phase gegen den Nullpunkt del' Abbildung verschoben ist. Urn den 
Punkt der k·ten Welle zu bestimmen, welcher dem beliebigen Winkel 'I' zu
geordnet ist, teile man von der entsprechenden Ordinate Al B, = :l'1 der Gesamt
kurve ausgehend die genannte Periode 00 = 2 n in k: Teile (in Abh. 47 sind 

3 Teile gewahlt), wodurch man die urn 2~-r, 2?t usw. abstehenden Ordi

naten A2 B2 = ~;J' A3 B3 = X'l •.. erhalt. Diese sind gegeben durch die Reihen 

Xl = 2: ail sin h ('I + (Jil) , . .x] == 2,' a" Sin. h ['P + tI" + 2 ~-r J I n 

( 
2 \ , • . I a) 

X3 =~: ail sinh 'P + (Jil + 2 -ic') , usw. 

deren Addition offenbar eine DoppeJreihe ergibt, aus del' wir das n-te Glied 

S" = a" [Sin n (q; . - (In) -+ sin 11 ('I' -+ /in + ?~,) - ... 
sin n ('P -+(J" + (k:- 1) 2i7 ) J . 8) 

herausgreifen. Die Zerlegung del' Einzelterme fiihrt mit der Abkiirzung 

c;. • 9) 

') Elcktrotochll. Zeitschrift 1[101, S. 39(i. 
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auf 
S" = an sin n ('1' + P'n) [1 + cos 2 a + cos 4 a + ... + cos (k - 1) 2 a] 

+ an cosn('P+ P'nl [ sin 2 a + sin 4 a + ... + sin (k-1) 2 a] Sa) 
oder!) 

an . [Sin (2 k - 1) a-I 
Sn = 2 sm n ('1' + P'nl 1 + --Bin~-J 
+ a" cos n ('1' + P'n) [ctg a _ (l()~2 ~= 111:'l1. . . . . . S b) 

2 sma J 

Abb.47. 

Nun ist wegen 9) 
sin(2k-l) a . 1 + -----. -- . - = 1 - cos 2 k a + 8m 2 k 0( ctg a 

sma 

= 1 - cos 2 Jr n + sin 2 1t n ctg Jrt ' 

cos (2 k - 1) a . 
ctg a - -. = ctg a (1 - cos 2 k a) - sm 2 k a 

sIn a 

= (1 - cos 2 _1 n) ctg Jrkn - sin 2 Jr n , 

woraus man erkennt, daB fUr ge brochene Werte von n: k bride Ausdriicke 
und damit auch Sn verschwinden. 1st dagegen n: k eine ganze Zahl, also a 
ein ganzzahliges Vielfaches von n, ~o vereinfal'ht sich Sa) unmittelbar in 

S" = k an sin n ('1' + P',,) . 10) 
oder fiir n = k 

lOa) 

1) Die Summierung der Klammerreihen in Sa) erfolgt nach Erweiterung 
mit 2 sin a und Zerlegung der Einzelglieder in je zwei nach dem Schema 
2cos2asina=sin3a-sina, 2sin2asina=cosa-cos3a, wobei sich alles 
bis auf das erste und letzte Glied aufhebt. 
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fUr n = 2 k lOa) 

usw. Damit wird aus der Doppelreihe 

17 x c= k [a" sin k ('1' t1k) + a~); sin 2 k ('1' t1/,) ... J, . . 11) 

h d II . 2 cr . d . wonac as arithmetische Mittel a er um Je -E- vonelnan er lnner-

halb der Grundperiode entfernten Ordinaten einer Schwingungs
kurve zugehort, welche nur die k-te, 2k-te, 3k-te usw. Wellen 
enthiilt, aber keine niederen und auch nicht die zwischen den 
Ordnungszahlen k, 2 k, 3 k liegenden Glieder. Zieht man die durch 
Mittelwertbildung gewonnene, bei starker Konvergenz der Reihe 1) mit der 
k-ten Welle schon nahe iibereillstimmende Schwingungskurve von der urspriing
lichen ab, so bleibt eine Restkurve iibrig, die aile Wellen bis zur (k - 1 )-ten 
und die in der oberen Kurve nicht einbegriffenen Glieder enthiilt. Die Wellen 
unterhalb der (k-l)-ten ergeben sich alsdann durch immer wiederholte An
wendung des Verfahrens auf die Restkurve, womit die harmonisrhe AnRlyse 
zeichnerisch durchgefiihrt ist. Zur Berechnung der Beiwerte AI: und Bk bzw. 
ak und fJ" gehen wir von einer beliebigen als Mittelwert gewonnenen Ordinate 

~, = '\ x aus und einer zweiten ~~ urn ~:k davon abstehenden. Alsdann ist 

~,=a"sink('P (I,.) . 1 
~2=a"sink('P+fJk+;"tk)=akcOsk('1'+fJk) J' .... 12) 

woraus sich fiir die Amplitude der k-ten Welle 

ak2 = ;1'1 + ;'32 , 

ergibt. Urn die Phase fJ k zu ermitteln, bestimmen wir einfach die Ordinate 
diese! Welle fUr cp = 0, niimlich 

(;0 = a" sin kfJ",· ....• 
womit dann aueh nach Gl. 4 § 11 

gegeben ist. 

12b) 

12c) 

§ 15. Zusammensetzung gegeneinander geneigter Schwin/.!:ungen. 
Vollzieht die Schwingungsgerade selbst eine Schwingung mit der Rich
tung cp gegen sich selbst, so konnen wir diese sofort in zwei Teile 
8 cos rp und 8 sin rp zerlegen, von denen der erste sich nach den Lehren 
des § 12 mit der Schwingung in der Geraden iiberlagert, wahrend der 
letztere eine davon unabhangige Schwingungsbewegung der Geraden 
selbst in der Normalen dazu darstellt. Danach brauchen wir von 
vornherein zur Kennzeichnung derartiger Bewegungsvorgange nur die 
Verbindung zweier zueinander senkrechter Schwingungen 

x=asin(Ci1 t+111 ), y=bsin(a2t+112) l 
x = aa1 cos (((1 t + /:J1 ), if = bCi2 cos (a 2 t -1- 112) f .. 1) 

ins Auge zu fassen, die offenbar nach Ausschaltung der Zeit die 
Bewegung auf einer ebenen Bahn ergeben, die ganz innerhalb des 
Rechteckes mit den SeitenHingon 2 a und 2 b so verHiuft, daB sie 
aIle vier Seiten beriihrt. SolI die Gesamtbewegung wieder periodisch 
sein, so muB der bewegte Punkt nach Verlauf der Periode to durch 
denselben Punkt x, y mit gleichem und gleichgerichtetem Lauf wieder 
hindurchgehen, die Bahnkurve also geschlossen sein. Das ist abel" 
nur moglich, wenn 



56 Einfache und zusammengesetzte Schwingungen. 

( at ).at 
cos (a1 t + a1 to + (]1) ~ 00s(a1 t + i11) =-- 2 sin \((1 t + -~2~ + iJ1 sm.-12 0 = 0; 

cos(a2t + a2to + fi2) - cos(a2t + iJ2) = - 2 sin (CC2 t + -((~~Q + iJ2) sin ~1~ = 0; 

oder, wenn mit ganzen Zahlen k1 und k2 

CC2 to = 2 k2 n 1 
J 

ist, d. h. fur ein ganzzahliges Verhaltnis der heiden Dreh
werte a1 und cc2 , genau wie bei der Verb in dung zweier Einzel
schwingungen auf einer Geraden zu einer Gesamtschwingung (§ 12 
und 13). Alsdahn ist es immer m6glich, mit den Winkelfunktionen 
die Zeit taus den beiden Schwingungsformeln 1) auszuschalten, 
woraus sich eine alge braische G leichung fur die nach einer 
endlichen Zahl von tTmlaufen geschlossenen Bahnkurve er
gi bt, Die kleinsten ganzen Werte k1 und k2 geben somit die Zahl 
der Umlaufe der Schwingungsvektoren fur die x- und y-Richtung an, 
denen je eine Beruhrung mit den Rechteckseiten ± a und ± b zu
geh6rt, so daB also k1 Beruhrungen auf die Seite 2 b und k,! auf 
die Seite 2 a entfallen. Infolgedessen wird die ganze Rechteckflache 
um so dichter mit den Bahnstucken zwischen je zwei aufeinander 
folgenden Beruhrungen gegeniiberliegender Rechteckseiten bedeckt er
scheinen, je gr6Ber die beiden Zahlen k1 und k2 sind, je mehr sich 
also ihr Verhaltnis einer Irrationalzahl nahert, die auch als 00: 00 

aufgefaBt werden kann 1). In diesem FaIle versagt die Ausschaltung 
der Zeit in den Schwingungsformeln 1), und die Kurvenziige bedecken 
das Rechteck voIlkoIilmen dicht, da erst nach unendlich vielen Be
ruhrungen die Bahn geschlossen wird. Die Gestalt der Kurven, die 
man gew6hnlich nach ihrem Entdecker Lissajou benennt, hangt 
indessen nicht nur von den Verhaltnissen a: b und k1 : k2' sondern 
auBerdem noch von den beiden Phasen fi1 und iJ2 ab. Man erkennt 
dies schon daran, daB Z. B. x und y gleichzeitig nur verschwinden, 
wenn mit zwei weiteren ganzen Zahlen n1 und n 2 

1) 1st z.E. k1 :k2 =5,2834, so kann man dafiir setzen 5'2834:10000 
=26417:5000, d. h. 26417 Wellen auf 5000 Umlaufen mit entsprechenden 
Beriihrungszahlen auf beiden Rechteckseiten. 

. 2) 
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oder 
!/,l_71'-=El ~2_~ --=-f!.! 

«1 CX2 
. 3) 

wird. Andernfalls geht die Schwingungskurve nicht durch den 
Mittelpunkt des Rechtecks. Schreibt man fUr die Grundformeln 1) 
mit f31 = 0, f32 = f3 

x = a sinal cP, 

so erkennt man die bequeme Darstellbarkeit des Bahnverlaufes all; 
AufriB der auf einem Zylinder vom Halbmesser a derart 

r 
2b 

L 
". 

'.\, 

_______ ~~"':.!,,-l_ 

l--·-: •. ~---- - - -- ---
'. 

\ ........ . 

- - - --:.....~ ...... ~.--
" '---- 2a. --~ 

Abb.48. 

Abb.49. 

Abb.50. 

aufgewickelten Sinuslinie fUr y mit dem Ausschlage ± b, daB 
auf je kl Zylinderumfange k~ Sinuslinien entfallen, wie es in Abb. 48. 
49 und 50 fur kl : k',l = 1 : 2, 2: 3, 3: 4 geschehen ist. Durch Drehung 
des Zylinders, der zur Sichtbarmachung des auf der Ruckseite be
findlichen Kurvenstuckes am besten aus Glas besteht, erhiilt man 
dann alle mit der Phase f3 wechselnden Kurvenformen, von denen in 

• '" f3 n n n 5n n n Abb 48 49 und 50 Je drel fur =0 -- -' 0 - ---' 0--. , , 4' 3' '6' 12' '6' 4 
angedeutet sind. Daraus ist auch ersichtlich, daB fur echte Bruche 
kl : k',l die aufgetragene Sinuslinie sich schlieBt, wahrend fur ein irratio
nales Verhaltnis ccl : cx',! dies erst nach unendlich vielen Umlaufen 
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eintritt, wobei die im AufriB dieht nebeneinander liegenden Bahn
kurvenstiieke das ganze Reehteck iiberdeeken. In gro ber Weise kann 
man die Lissajousehen Kurven aueh durch einen Sandstreuer er
halten, der an einem Pendel hangt, welches seinerseits mit einem 
andern Pendel derart befestigt ist, daB die Sehwingungsebenen senk
reeht zueinander stehen und die Pendellangen, die die Schwingungs
dauer bestimmen (vgl. § 17), verstellbar angeordnet sind. Fiir irrationale 
Verhaltnisse beider Sehwingungszeiten bedeekt dann der ausgestreute 
Sand auf einem darunter gelegten Papierblatt naeh und nach das 
gauze Reehteek. 

1. Beispiel. Haben die beiden zueinander senkrechten Schwingungen 
die gleiche Dauer und Drehzahl a, so sind ihre Gleichungen 

.::. = sin (at + fl1) = COSfli sin at + sinfl] cos at 1 
-t = sin (at + fJ2) = cos fl2 sin at + sin fJ2 cos at J ' ..... 4) 

so ergibt die Ausschaltung von at die Bahn 

(xc:s_fJ~_ YC~sfJlr + (~S~fJ2 _lLSi: fJ1Y =sin2 (fJi- fJ3)" 4a) 

oder 
x2 y2 2 xy . 
a2 + b2 - -a:b -cos (fJi - fJe) = sm2 (fJi - fl.) , 4 b) 

d. h. die Gleichung einer schrag liegenden Ellipse, Abb.51. Diese artet 
fUr fJi - fJ2 = nn in die beiden Diagonalen des Rechteckes 

~} 
'::'±K=o 
a b 

d · t f" fJ fl 2 n + 1 un nlmm ur 1 - 2 = ----2 - '" , aus 

also ungerade Vielfache von ; ihre Nor-

malform 
: a. : 

Abb. 51. I!:n. Die Ellipse dreht sich also bei stetiger 
Anderung des PhasenunterFchiedes ~i - fl2 

urn den Anfang unter gleichzeitiger Anderung ihrer Gestalt innerhalb des um
schriebenen Rechtecks. 

2. Beispiel. Schwingt der Punkt in der y- Richtung doppelt so rasch 
wie in der x- Richtung, so gilt 

oder 

x . 
(i=smat, -r- = sin (2 at - fJ) = sin 2 at cos fJ - cos 2 at sin fJ, • , 5) 

x2 1 1 x21 --, = -2 - -2 cos 2 at, also cos 2 at = 1 - 2 --
a" a2 

. y . y ( X2) . 5a) 
sm2atcos~=-b+cos2atsmfl=-b+ 1-2-;;2 sinfJ J 

Daraus folgt nach Ausschaltung von 2 at fiir die Bahn 

Y~ -1- (1 - 2 X~)2 + 2 (1 - 2 :l:~) K sin fJ = cos2 fJ 5 b) u 'a" a2 b ' 
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also flir (1= 0 die doppelt symmetrische Schleife 4. Ordnung, Abb.48 
Xi X'! 

4--4 = 4 --;; . 
U U" 

50) 

und fUr (1= ± -i ein Parabelpaar 

y ( X2) ± .. 1-2- =0 
- b u2 ' 

5d) 

von den en in Abb. 48 die mit dem negativen Vorzeichen eingetragen ist. 

IV. Gezwungene und Relativbewegung. 

§ 16. Die gezwungene Bewegung. Wir haben friiher (§ 7) fest
gestellt, daB die ebene Bewegung eines Punktes vollig bestimmt ist, 
wenn auBer dem Anfangslauf auch der Anlauf fUr aIle moglichen 
Lagen nach GroBe und Richtung bekannt ist. Insbesondere kann 
hieraus die Bahn des Punktes abgeleitet werden, wovon wir in § 7 
fur die Wurfbewegung und in § 10 fur die Planetenbewegung Ge
brauch machten. Dabei war aIlerdings vorausgesetzt, daB der bewegte 
Punkt der Wirkung des Anlaufsfeldes uneingeschrankt Folge leisten 
konne, so daB die Bewegung als eine freie zu bezeichnen war. Den 
Anlauf q konnten wir uns als
dann in den Bahnanlauf und 
N ormalanlauf zerlegen, von denen 
der erstere die Anderung des 
augenblicklichen Laufes in der 
Bahntangente, der letztere aber 
die durch die Bahnkriimmung 
gegebene Ablenkung aus der 
Tangentenrichtung zur Folge 
hatte. Bewegt sich der Punkt in 

y 

Abb. 52 dagegen in einer vor- ~ 
g esc h ri e ben e n B a hn P B un- """/=-----Lo!.------"----''-:!::---~ 

ter der Wirkung eines ebenfalls 
vorgelegten Anlauffeldes q, so 

/ K 

Abb.52. 

konnen wir uns in jedem Punkte P die dort tangential sich an
schlieBende freie Bahn PA einzeichnen, deren Kriimmung von der 
vorgeschriebenen Bahn im aIlgemeinen abweicht. Der erzwungene 
Dbergang von der freien in diese Bahn setzt alsdann einen neuen 
normalen Zwangsanlauf q' in der Richtung der Abweichung vor
aus, durch dessen Hinzufiigung zum vorgelegten Anlauf die ganze 
Bewegung wieder als eine freie angesehen und behandelt werden 
kann. Alsdann ist mit der Bahnneigung {} und der Anlaufsneigung x 
im Punkt P .. , . {}) x = q cos x -- q sm ~ 

fj = q sin x + q' cos[} .J 

oder nach Erweiterung mit 

dx=d8COS{}, dy = d8 sinH, 

........ 1 
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sowie Addition bzw. Subtraktion mit Riicksicht auf x dx -+- fjdy = vdv 
v2 ds 

und fjdx-xdy=-~ (vgl. § 8), sowie Einfiihrung des Winkels l' 

e 
des Anlaufs gegen die Bahn 

dv 
- = q cos ({) --- x) = q cos l' 

dt J" . . . . 2) 
v;_ = _ q sin ( {} _ x) + q' = q'-- q sin I' 

Daraus geht hervor, daB der Bahnanlauf unabhangig ist vom 
Zwangsanlauf, der nach der zweiten Formel 2) seinerseits 
durch die Bewegung in der Zwangsbahn und das Anlauf
feld bestimmt ist. Bezeichnen wir ferner mit eo den Kriimmungs
halbmesser der freien, im Punkt P anschlieBenden Bahn, so gilt 
fiir diese (wegen Wegfalls von q') 

v2 

--= - qsin1', 2a) 
Qo 

also mit der zweiten Formel 2) 

q' =~:-+ q sin l' = v2 C -~ e~)" ........ 3) 

so daB der Zwangsanlauf durch den Kriimmungsunterschied 
der gezwungenen und freien Bahn unmittelbar gegeben ist. 
Dabei ist natiirlich auf das Vorzeichen der beiden Kriimmungshalb
messer zu achten, welches nur dann miteinander iibereinstimmt, wenn 
die Kriimmungsmittelpunkte auf derselben Seite der gemeinsamen 
Bahntangente liegen. Falls beide Kriimmungshalbmesser an der be
trachteten Stelle gleich sind, so verschwindet dort der Zwangsanlauf 
und die Bewegung wird zu einer freien. 

1. Beispiel. Liegt die Zwangsbahn in einer waperechten Ebene, so be
steht bei einer gIeichf6rmigen Bewegung kein auLleres Anlauffeld, und 
die Formeln 2) vereinfachen sich in 

v=c, 2b) 

Daher erfahrt ein Eisenbahnzug im Beharrunpszustande auf gerader Strecke, 
wo e = 00 ist, keinen wagerechten Zwangsanlauf, wahl aber in gekriimmter 
Bahn. SchlieJ3t sich diese unvermitteIt an die perade Strecke an, so steUt 
sich auch p16tzlich der Zwangsanlauf ein, was besonders bei StraLlenbahnen 
lastig bemerkbar ist. Daher sollten die Dhergiinge, wie es im Eisenbahnwesen 
stets geschieht, mit stetig verandcrlicher Kriimmung erfolgen. 

2. Beispiel. Bewegt sich ein Punkt auf einer Zwangsbahn in einer 
senkrechten Ebene unter dem EinfluLl des bestandigen Erd
anIaufs q=g, so ist nach Abb. 53 v=90+~, also wird aus 2) 

dv . n 
di,= - gsmu. 

, v2 

q = - + g cos ~. . . . . . . . 4) 
e 

Aus der ersten FormeI folgt nach Erweiterung mit dB und dB sin () = dy 

vdv=-gily, oder V 2 -v02 =2g(yo-Y), 4a) 
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wOllaeh also wie beill! freien Wurf uer Lauf nur \un Uef Hlihelllagc 
abhangt. 1st die Zwangsbahn oine (lerade. so ist ,') unveranderlieh und 
g= x, also (I' ~-~ g cos /I, . • • . . . . • ••... 4b) 

d. h. der Zwangsanlauf auf einer Rchiefen Geraden heot genau den 
zu ihr senkrechten Anteil des Erdanlaufs auf. Damit ist nach :3) 
sofort auch die Kriimmung der in einem beliebigen Punkte der Geraden an
schlieBenden freien Wurfparabel durch 

- g cos ii 4e) 

bestimmt, wobei das negative Vorzeichen die Lage des Kriimmungsmittelpunktes 
unterhalb der Geraden (Bahntangente) festlegt. 

1st die Zwangshahn ein Kreis 
vom Halbmesser (! = l, in den der 
hewegte Punkt an der tiefsten Stelle 
eintritt, so haben wir nach Abb. ~,4 

1 cos ,9 • ~ 1 - Y~- Yo , .") 

Abb.53. 

I/o 

also ist der Zwangsanlauf nach 01. 41 

, 1 [ ., q ~~= -I v- g (I - Y +- !fn)l 

und im haehsten Punkte mit !f -!fo =:2 1 

r/ _1 rve - glJ 
I . 

1/ 

;)a) 

5 b) 

Ein im Innern eines Hohlzylinders vom Halbmesser l bewegter Karper, 
z. B. ein radfahrender Looping-Laufer, muE demnaeh im haehsten Punkte noeh 
einen Lauf von v = {il besitzen, damit das Rad oben noeh auf der Bahn 
anliegt. Da fiir klein ere Werte von v die freie Wurfparabel im Innern der 
Kreisbahn verlauft, EO wiirde unfehlbar ein Absturz erfolgen. 

Tritt der bewegte Punkt an der tiefsten Stelle Yo mit einem Lauf t"o ein, 
so andert sich derselbe unter dem EinfluB des Erdanlaufs g nach 4a), so zwar, 
daB der Zwangsanlauf mit 5) 

q'-- _~_[V02 gl-:)g(Y-Yo)l~=+r'Vo2+gl(3cosii-2)l .. fi) 

wird und in der Hohe Yt, bzw. fiir den WinkelDu gegeben durch 

1 (11 2 \ 
Yl- Yo -1-;3; +- l) ; 

.0 2 'Vn" 
cos v , .-- ;3 -3 gl lia) 

verschwindet. An dieser Stelle tritt alsdann die freie Wurfparabel tangential 
von der AuBenseite in das Innere der Kreisbahn iiber, wie in Abb. 54 an
gedeutet iat. Soil der Karper auch im hochsten Punkte Y - Yo = 2l entspr. 
{}t == JC noeh immer anliegen, so muB dafiir in H) q' > 0, also 

Rein. 
fill) 
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Lassen wir dagegen einen Korper auf der AuBenseite eines Kreis
zylinders derart abgleiten, daB wir ihm an der hochsten Stelle den 
Lauf V1 erteilen, so ist nach 4a) 

1102 =-- V12 + 4 gl . . . . . . . . . . 7) 

und der nach auBen gerichtete Zwangsanlauf 

q' = + [V12 + gl (3 cos{) + 2)J. 7a) 

Dieser verschwindet fiir 

COS{}2=- H2+ ~;), .. 7b) 

worauf der Korper der freien W urfparabel folgt. Fiir V1 = 0, also Abgleiten 

aus der oberen Ruhelage ist cos {}2 = - ~, alw (}2 = 1310 40' mit rd. 480 20' 

Abweichung aus der Senkrechten. 

3. Beispiel. Liiuft ein Kraftwagen iiber eine Einsenkung der 
StraBe, die sich bis auf die Tiefe 11, stetig zu- und wieder abnehmend auf die 
Lange l erstreckt, so konnen wir die Einsenkungslinie nach Abb. 55 durch 

11, 
y = 2 (cos a x-I) , al = 2;r; , • • . • • . .. 8) 

Abb.55. 

sowie wegen der Kleinheit der Neigung {} der Bahn, also cos {} "'" 1 die Kriim-
mung durch 2 J 

~=:2~=_ c<~h cos c<X=- 4Z: [~+y ..• 8a) 

darstellen. Alsda.nn muB der Zwangsanlauf nach G1. 4) 

4",2 (11, ) q'=g-T v2 2+ Y >0, 9) 
d. h. 

gl2 
v2 < 2n2 (h+2y) 9a) 

sein, damit der Wagen sich nirgends von der Bahn lOst und ins Springen 
kommt. Diese Gefahr ist am groJ3ten fiir die groUte Kriimmung, also y - 0 bei 
Beginn und Ende der Einsenkung, nicht aber fiir den unt erhalb. der Tiefe t 11, 
Iiegenden Teil, da dort die Kriimmung positiv ist und die freie Wurfparabel im 
Boden liegt. 

4. Beispiel. Ein Ka.hn K werde durch ein gleichformig aufgerolltes Seil 
nach dem Anfang 0 hingezogen, wabrend er gleichzeitig von der Stromung in der 
x- Richtung abgetrieben wird. rst c1 der Seillauf, c2 der des Stromes, so sind 
nach Abb.56 

Vu = rq; = - c2 sin cp. • • . • • • 10) 

der Strahllauf und Drehlauf des Kahnes, woraus sich fiir die Bahn 

c1 dcp C1 d (1) C1 d (tg t) 
--~-- --~ . lOa) 

t 'f' 2CP cP 
c2 g 2 cos 2 C2 tg 2 

dr 
r 2 . cP cP 

C2 slll2cos2 
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oder integriert mit einem Beiwert ro 

C, '/ 
Ign /' c= 19n 1"0 -+ ~.C 19n tg 2' 

c~ 

1/3 

11) 

el'gibt. Darin ist offenbar fUr 'P = 900, r = 1"0' der zul' Stromrichtung senk
rechte Strahl der Bahn, dessen Lange durch die Anfangswerte von I" und f{J 

bestimmt ist. Da nach 10) fUr 

'P=O, ,p=il, 1"=0; 

'P=n, 'p=O, 1"=00 

wird, so beriihrt die Bahn die x· Achse im Anfang 0 und nahert sich ihr anderer
seit8 asymptotisch. Die Fahrzeit bis zum Punkte 0 folgt aus dem gleich
fiirmigen Seillauf sofort zu to = I"o/c, • We iter sind die Achsenabstande mit lOa) 

dlx = (llJ~ COS" - r sin 'P = r ~ c1 ctg 'P - sin'P ) 
( 'P ( 'P c2 " 

dy dr I C ' 11 a) 
-d·- = -d sin 'I" + r cos rr = r i I.!. cos 'P ' 

'P '(' .. c,' 

x=rcos "., 

Y = rsin rp, 

Abb.56. Abb. 57. 

deren erste Zeile einen Hiichstwert von x ergibt fiir 

11 b) 
• 2 I 2 

.t:1. = sin 'P tg 'P = Sl~-.J:' = - cos 'P 
C2 cos 'P cos 'P 

von denen abel' nul' das positive Vorzeichen wegen cos2 rp < 1 einen Sinn hat. 
AuBerdem wird die Bedingung dx: drp = 0 erfiillt durch I" = 00, 'P = n . 

Die zweite Zeile 11 a) liefert einen reellen Hiichstwert y des Achsen
abstandes fiir 

. 'Pt 

tg ~l = Sl1l·~· =1/ i':'" co~ = lie,; + C;-, 11 c) 
2 'Pt ~ 1 -+ cos 'f't r c., - ct 

C08- " 
2 

also - VI(I·:~~-)-(C'~Ct)~ lId) Yt - 1"0 \ - --:r .. --- ,........ 
\ C2 c;,J. - c1 

solange c, < cz ; andernfalls entfernt sich die Bahn dauernd von der Achse und 
hat erst fUr 'P = 1t mit r = 00 ihr gleichlaufende Tangenten im Unendlichen, 
Abb. 57. AuBerdem erkennt man leicht, daB auch im ersten Faile der links 
vom Hiichstwert Y, gelegene Kurventeil keine Bedeutung besitzt, da ihm, wie 
die Einzeichnung der Laufteile und del' Bahntangente lehrt, ein von 0 weg
gerichteter Strahllauf r = + c, entsprechen wiirde. Alsdann ware das Seil in
folge des auf 0 zu gerichteten Telles c2 cos 'P von c2 , del' sich zu r addiert, 
wirkung~los, und der Kahn wiirde bis zum rechts von Y, gele!!enen Bahnteil in 
der Achsenrichtung nul' treiben, wenn man nicht durch Steigerung des Seil
laufes bis c, > c2 auf die Bahn Abb. 57 iibergeht. Dasselbe gilt natiirlich fiir 
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jeden Punkt des 0 gegeniiberliegenden Dfers links von y,. Weiter haben wir 
fiir den Strahl- und Drehanlauf wegan 10) mit (F=r., 

so daB der Gesamtanlauf q =.J qs2 + qu2 nicht nur mit rp veranderlich ist, son
dern auch seine Neigung zum Fahrstrahl stetig andert. Man erkennt, daB die 
ganze Bewegung unter einem in der FadenrichlUng wirkenden Zwangsanlauf 
sich vollzieht. der vermoge des gleichformigen StrahlIaufes mit q iibereinstimmt. 
Denn mit diesem Anlaufe wiirde der vom Faden befreite Kahn sich in der 
Fahrstrahlrichtung vermoge der Stromung c2 mit deren Strahllauf C2 COB rp 
fortbewegen, wah rend der Drehlauf seinen aus 10) ersichtlichen Wert beibehalt. 

§ 17. Das Fadenpendel. Unter einem mathematischen oder 
Fadenpendel, Abb. 58, verstehen wir einen K6rper, der unter dem 

Abb.58. 

oder mit g = 1 a2 

EinfluB des Erdanlaufes g auf 
einem Kreisbogen in einer senk
rechtenEbenehin undher schwingt. 
1st 1 der hier als Pendellange 
bezeichnete Kreishalbmesser, fP 
dessen Auslenkung aus der Senk
rechten, so ist v = 1 ip der Lauf, 
und der Anlauf des bewegten 
Punktes ist 

l;P = - g sin fP, ,. 1 ) 

wahrend der N ormalanlauf g cos fP 
wegen der vorgeschriebenen Bahn 
nicht zur Wirkung kommt. Han
delt es sich um sehr kleineAus
schlage, so wird aus 1) mit 
sin fP rv f[! 

Z;P+gfP=O, . 

;p +a2 fP =0, 

1al 

1 b) 

d. h. eine einfache Schwingungsgleichung fur fP mit dem voll
standigen Integral 

(P = fPl cos at + fP2 sin at 

und der Sch wingungsdauer 

2n 1/ 1 
to= a =2n Y g' 

2) 

3) 

die hiernach unabhangig ist vom Ausschlag. Die beiden Bei
werte fPl und fP2 in 2) bestimmen sich aus den Bedingungen, daB 
fUr t = 0, der gr6Bte Ausschlag fP = f[!o sein mage, bei dem ip = 0 

12) 
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ist, zu (Pl = rpo und rp~ = 0, so daB also an Stelle von 2) 

. . t 11 g 
rp = (Po smat= g,'o sm V-,; 

tritt. 
.. 2a) 

1st dagegen der Ausschlag nicht mehr klein, so folgt aus 1) 
nach Erweiterung mit d cP, Bowie wegen ;p d rp = ip dip 

lip dip = -- g sin cP drp 

und nach Integration zwischen den Grenzen rp und rpo' Cp und /p = 0 

l ip2 = 2 g ( cos cP - cos CPo) • 4) 

Dafiir konnen 
schreiben 

wir auch mit lip = v und l (cos cP - cos CPo) = h 

v2 =2gh, 

wonach altO der Lauf eines Pendelkorp-ers ebenso nur von 
der Hohenlage abhangt, wie der eines freigeworfenen Korpers 
(vgl. § 7, 2. Beispiel). Durch 4) ist im Verein mit dem Normal
anlauf g cos rp nach G1. 4) des vorigen Abschnittes der Zwangs
anlauf 

q' = g (3 cos rp - 2 cos CPo) 

gegeben. Zur Berechnung der Schwingungsdauer ist eine Integration 
der GI.4) erforderlich, die aber in endlicher Form nicht moglich ist. 
Eine unmittelbare Reihenentwicklung verbietet sich weiter durch das 
Verschwinden der Klammer fiir rp =!fJo. Darum formen wir GI. 4) 
um in 

und setzen darin: 

also 

sin ~ = sin ~11. sin "p , 

cosT. 
2 

Damit wird nun 4a) wegen 

cos ~ dcp = 2 sin ~o cos "p dIP, 

2 sin ~o cos "p 1p 
---- ---------

sin2 CPo _ sin2 T. = cos2 "p sin2 rpo 
2 2 2 

. 4a) 

5) 

gdt2(1-Sin2~OSin2"P)=ldV/\' ..... 4b) 

oder mit Riicksicht darauf, daB dem Ausschlage CPo der Winkel "p = ~ 
entspricht, fiir die Fallzeit von einer Endlage bis rp bzw. Ip 

Lor enz, Techn. Physik I, 1. ~. Anll. 5 
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6) 

'III 

Entwickeln wir den Ausdruck unter dem Integralzeichen in die Reihe: 

1 

( . ofPo . 0 )-2 +1. ofPo . 0 +1.3 . 4fPO • 4 + 1 - sm- - sm" >lJ = 1 -- sm" - sm"1p --- sm - sm 1p ... 
2 ~ 2 2 2·4 2 ' 

so konnen wir wieder wie im Beispiel des § 13 die Potenzen von 
sin '1/1 in cos der Vielfachen von 1p ausdrlicken und erhalten alsdann 
nach AusfUhrung der Integration: 

t = -V ~ [ Ao (~-1p) -- A2 sin 2 1p - A4 sin 41p - ... J ' . 6a) 

also die tJberlagerung einer linearen Funktion und einer harmonischen 
Reihe, deren Beiwerte wie im frliheren FaIle wieder unendliche 
Potenzreihen bzw. harmonische Reihen des groBten Aussehlages sind. 
Von dies en hat nur der erste eine praktisehe Bedeutung, da die 
andern Glieder fur die untere Grenze 1p = 0, entsprechend der Mittel
lage fP = 0, samtlieh verschwinden. Wir erhalten alsdann fUr die 
ganze Seh wingungsdauer to den vierfaehen Wert von 6a) mit 1p=O, 
d. h. naeh Auswerten von Ao = f (fPo) 

Zur tJbersicht liber die Anderung der Sehwingungsdauer mit dem 
groBten Ausschlage 9"0 dient folgende kleine Tabelle der Werte des 
Klammerausdrucks Ao 

'Po Ao I 'Po I Ao I ~ol Ao I 'Po i 
Ao 

0 0 1,00000 10 0 I 1,00194 

1
450 

I 

1,0400 

1
1200 

I 

1,3753 
2 0 1,00005 15 0 I 1,00430 60 0 1,0732 150 0 1,7600 
50 1,00048 30 0 I 1,01741 90 0 1,1800 180 0 00 

1. Beispiel. Fur kleine AusschHige ist demnach der Unterschied der 
Schwingungsdauern so gut wie unmerklich jm Einklang mit der hierfur giil
tigen Formel 3). Gehen wir einen Schritt weiter, so durfen wir angesichts der 
starken Konvergenz der Reihe 6 b) fur kleine Ausschlage schreiben: 

to = 2 nV~ (1 + ~~2) = 2 n 11 f (1 + ,U 'P02), ... 6c) 

wobei fiir die Umrechnung in Winkel grad en 

1 (:JC)2 
fl = 16 185 = 0,000019 
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zu setzen ist. Mithin ist das Verhaltnis zweier den Winkeln 'Po' und '10" ent
sprechenden Schwingungsdauern angenahert: 

to' __ 1 +,It 'Po' 2 '2"2 
~t/l-1' + 112",1+,u('Po -'Po ).. . . • .• 7) 
o ,It (Po 

Schwingt also ein Pendel beim Ausschlage 'Po' = 70 gerade eine Sekunde, also 
to' = 1 Sek., so wird es bei 'Po" = So 

to" = 1 + 0,000019 (64 - 49) = 1,0002856 Sek. 

schwingen, und die dadurch geregelte Uhr am Tage mit 86400 Sek. urn 

0,0002856·86400 = 24,7 Sek. 

nachgehen. Daraus erkennt man deutlich die Empfindlichkeit der Uhren gegen 
Anderungen des Pendelausschlages und ihre gro13e Genauigkeit als Me13gerat 
fiir kleine Zeitabschnitte. Unter einem Sekundenpendel versteht man iibri
gens ein solches, welches zu einem blo13en Hingang eine Sekunde Zeit erfordert, 
dessen ganze Schwingungsdauer also to = 2 Sekunden betragt. Die Lange eines 
solchen Pendels berechnet sich dann fiir kleine AUBschlage mit g = 9,81 m/sec2 zu 

1 c=, ~ii = 0,994 m. 

2. Beil'lpiel. Es liegt nun nahe, auch endliche Ausschlage des Pen
dels angesichts des periodischen Gesamtverlaufes durch eine harmonische 
Reihe darzustellen, deren Grundschwingung naturgema13 die durch 6b) 
gegebene Dauer to mit dem durch ao to = 2 TC gegebenen Drehwert aD besitzt. 
Wir greifen zu diesem Zwecke nochmals auf Gl. 1) zuriick und schreiben dafiir 
mit einer Potenzreihe fiir sin '1' 

;;,+- ,,2 rp = a2 ("-3P~-~.Ii. f ~"- ..• '). • . • • . .. 8) 
! .)! ,! 

Setzen wir darin 
'P = '1'0 sin aot + 'If1, • • - •• 

so wird daraus 
9) 

"+ 0 (2 2) . + 2['-('Posinaot-f-,p)3 ('Po sin aot+'p)5 -I 
'ljl Cl" '1'= ClO -Cl 'Po sm Clot Cl.- 3! .. ---- - 5!--+"'_' Sa) 

oder nach vorlaufiger Unterdriickung der 'If1 auf der rechten Seite als erste 
Annaherung 
" 2 _ 2 2.' I 21-qJo3 sin3 Clot '1J0 5 sin5 Ciot--L I 
'P + a '1'" (CiO - f£ ) '10 sm CiO t -1-" L - B! - - ~ ;)! I ... j . . 8 b) 

Nun ist weiter 

22 sin3 f£0 t = (D sin ClO t - sin 3 Ciot 1 
2' sin" Clot = (~) sin f£0 t -G) sin 3 ao t + sin 5 CCo t . 10) 

2" sin" ClO t = (D sin Clot - G) sin 3 f£0 t + (i) sin 5 [{ot - sin 7 aot J 
usw., 

also geht mit den Abkiirzungen 

(D 2~~! - (~) tOil + m 2~;! - ... = 'P1' 

. lOa) 

usw. 
5* 
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Gl. 8b) iiber in 

'IP + chp= [(Cl02 - c<2) !Po + a2 IF1] sin Clo t + 0:2 ['P3 sin 3 aot + 'P5 sin 5 CIo t+ ... J 8e) 
Dieser Differentialgleiehung geniigt alsdann der Ansatz 

1fJ =A1 sin Clot + A3 !i1in 3 Clot +A5 sin 5 a o t + ... , 11) 
dessen Beiwerte sieh naeh Einsetzen in 8e) dureh Vergleieh mit denen der
selben Winkelfunktionen der rechten Seite derart ergeben, daB wir an Stelle 
von 9) erhalten 

a2 'Pl' + a2 'P3 . 3 + a2 CPo . 5 + 9 ) 'P = ----- sm ao t -0------ sm ClO t --- -.- sm aD t .. , a 
• 0:2 - Cl02 CI" - 9 Cl02 0:2 - 25 ClO" 

also in der Tat eine harmonische Reihe, deren Beiwerte durch Einsetzen von 11) 
in die reehte Seite von 8a) unter Wiederholung des Verfahrens noch genauer 
bestimmt werden konnen, ohne am Wesen der Sache etwas zu iindem. Nur 
darauf sei noch hingewiesen, daB fiir 0: = CIo, auch 'Po = 0 wird und damit 
wegen lOa) kein Ausschlag zustande kommt. 

3. Beispiel. Bewegt sieh ein Kiirper in einer senkrechten Ebene am Ende 
eines Fadens, der an der Dbergangsstelle zweier Zykloidenbahnen mit wage
rechter Rollbahn befestigt ist und auf dieser Bahn sieh auf- und abwiekelt, 
wiihrend das freie Stuck stets gerade bleibt, so haben wir ein Zykloiden
pendel vor uns, bei dem der Korper die Evolvente beschreibt, die mit der 
urspriinglichen Zykloide kongruent und nur um den RolIkreisdurchmesscr 2r 
senkrecht, sowie um den Halbkreisumfang wagerecht versehoben ist, vgl. § 7, 
3. Beispiel und Abb. 33. Aus der Zykloidengleichung 

x=r('P-sin'P), y=r(l-cos'P), ...... 12) 

worin x von der Spitze aus und y senkreeht nach unten gerichtet ist, wiihrend 'P 
den zugehiirigen Bogen des Rollkreises bedeutet, folgt 

dx=r(l-eos'P)dcp, dy=rsin'Pd'P, d8=2rsin~d'P.' 12a) 

Alsdann ist der Lauf von der Ruhelage bei Yo bzw. CPo 

v = V 2 g (y - Yo) = V 2gr (cos 'Po - cos cp) = -V-4g-r-(""co-S-2-~-O--CO-S-2 -~.,..) , 13) 

und die zwischen diesen Lagen verflossene Zeit 

'P 'P 'P ( 

t=fd8 = V !....f sin ~d'P . = - 2 (if d eos~) , 14) 

v g Veos2 ~Il. _ cos2 ~ g }/cos2 ~o _ cos2 ~ 
'Po '(0 'f'o 

oder 

t = 2 V % [areSin 1 - arcsin ( COB ~ ).]_ 
cos CPo 

2 

.• _ . 14a) 

Am tiefsten Punkt ist y=2r, also eos'P=-l, 'P=1T:, cos~=O, also 

wird, da arcsinl=i-ist, t=1T:V~ und die ganze Schwingungsdauer fiir 

den Hin- und Riickgang 

to=41T:Vf .•..•.••..•• 14b) 

unabhangig von dem durch CPo bzw. Yo gegebenen A usschlag und in Dber
einstimmung mit der Dauer kleiner Schwingungen eines Kreispendels von der 
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Lange 4r. Der Zwangsanlauf, der durch den Faden bedingt ist, ergibt sich 

mit dem Kriimmungsarm (! = 4 r sin ~ zu 

v" 
q'=-

" 
, ~ cos CPo = cos cP . rp 1 fJ cos ,) c.~ g --. cp.. + sm~. ' 

_ 2 sm 2 

also im hochsten und tiefsten Punkte mit cP = CPo und rp C~;r: 

q I = g sin 'PO d I fJ (3 + ) o 2 un q:, = 2 . .. cos Ifo • 

Beim Vergleich dieser Ergebnisse mit dem Kreispendel ist zu beachten, 
daB der Winkel cp beim Zykloidenpendel nicht den Ausschlag aus der lotrechten 
Ruhelage, sondern den doppelt so groBen Rollwinkel, vgl. Abb. 33, bedeutet. 

§ 18. Die freie Relativbewegung ohne Drehung. Befinden 
wir uns in einem fahrenden Eisenbahnzuge, so erscheint uns die 
Umgebung in einer dor Fahrtrichtung entgegengesetzten und zwar 
urn so rascheren Bewegung begriffon, je naher die Gegenstande dem 
Bahnkarper sind. Gehen wir ferne I' in dem noch Iangsam fahrenden 
Zug riickwarts, so kannen wir unsern Lauf so regeIn, daB wir unsern 
Ort gegeniiber del' Umgebung nicht andern, die somit an unserer 
Bewegung teilzunehmen scheint. In beiden Fallen haben wir es mit 
einer scheinbaren odeI' Relativbewegung von Karpern gegen 
einen selbst bewegten Karpel' zu tun, die schon darum eine ge
nauere U ntersuchung erfordert, weil wir streng genommen a b sol u t 
ruhende Karper nicht feststellen kannen. Denn von del' im 
gewahnlichen Leben als ruhend betrachteten Erde wissen wir, daB 
sie um die Sonne lauft und sich auBerdem um ihre Achse gegen 
den Fixsternhimmel dreht. Wir diirfen aber auch aus dem gleich
artigen Auseinanderriicken von Fixsternen in einer Himmelsgegend 
und dem Zusammenriicken solcher in entgegengesetzter Richtung 
auf eine Bewegung des ganzen Sonnensystems gegeniiber dem Fix
sternhimmel schlieDen. Endlich zeigt sich, daD auch die vermeint
lichen Fixsterne nicht dauernd ihre gegenseitige Lage beibehalten, 
so daB es in del' Tat nul' Relativbewegungen von Karpern gegen
einander gibt und nirgends in del' Welt ein ruhender Punkt angegeben 
werden kanll. 

Wenn wir trotzdem im folgenden von einem ruhenden Achsen
kreuz sprechen, so diirfen wir niemals vergessen, daB auch das 
nur relativ zu verstehen ist und zwar im gewahnlichen Sprach
gebrauch in bezug auf die Erde, von deren Bewegung wir dabei 
zunachst absehen. Gegeniiber diesem Achsenkreuz X 0 Y mage ein 
zweites ~ QT) sich in derselben Ebene parallel zu sich selbst derart 
verschieben, daB sein Anfang Q eine Kurve A' Q B' mit den sog. 
absoluten Achsenabstanden x', y' in bezug auf das ruhende Kreuz 
beschreibt. Legen wir dann noch, da Drehungen der Achsenkreuze 
gegeneinander nicht in Frage kommen, die Achsen des bewegten 
parallel denen des ruhenden, so wird ein Punkt P mit den Achsen
abstanden x", y" im ruhenden Kreuz in bezug auf das bewegte nach 
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Abb.59 die relativen Abstande 

~ = x" - x', r; = y" - y' . . . . . .. 1) 

besitzen, aus denen dann auch die relativen Lauf- und Anlauf-
teile $ '11 ., • '11 ., ) 

t = :11 - :,' ~ =~" -~, ~ . . . . . . 1 a) 
c;=x -x, r;=y -y J 

hervorgehen. Bei der drehungsfreien Relativbewegung sind 
demnach die absoluten Achsenabstande, Lauf- und Anlauf
teile eines bewegten Punktes die Sum me der entsprechen
den relativen des Punktes und der absoluten des Bezugs
punktes Q. Ane daraus abgeleiteten Punktabstande, z. B. r', r" 

y p 
und r in Abb. 59, Laufe und 
Anlaufe im festen und bewegten 
Achsenkreuz sind folglich Vektoren 
und konnen wie diese geometrisch 
zusammengesetzt werden. 1st ferner 
{} der Neigungswinkel der Ab
solutbahn (im fest en Achsenkreuz) 
und r die Neigung der Relativbahn 
(im bewegten), so gilt 

~~~ ____ -:!:,...-__ -ioO-X i/' = x" tg {}, i] = i tg r, 1 b) 
'!or x' x" 

also wegen 1a) 

y"-i]=i/=x"tg{}-{tgr.1c) 
Abb.59. 

Insbesondere erhalten wir fiir den ruhenden Punkt P wegen 

x" = ii' = o· } ~ = - x', i) i/ 2) t .. , .. = - .. , ....... . 
c;=-X, r;=-y 

Der feste Punkt befindet sich demnach von einem be
wegten Q aus beobachtet in einer derjenigen von Q ent
gegengesetzten Relativbewegung. In der Tat geht, wahrend 
die erste Gl. 1 b) mit x" = y" = 0 ihren Sinn verliert, die zweite 
iiber in 

y'=x'tgr. 
Setzen wir in 2) 

~ = r cos rp, r; = r sin rp , 
so wird 

~ = r cos rp - <p r sin rp, iJ = r sin rp + <p r cos rp , 2 a) 
also 

t2 I • 0 '0 • 0 + . 0 " 
c; ,-'1)"=v "=r" rp"r". 2b) 

Das Vorbeifahren an einem ruhenden Punkt weckt dem
nach einen scheinbaren Dreh wert, der im verkehrten Ver
haltnis zum Abstand von diesem steht. Dadurch erklart sich 
das scheinbar rasche Vorbeieilen der Telegraphenstangen im Vergleich 
ZU der langsamen Relativbewegung weiter YOm Bahnkorper ent-
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fernter Gegenstande im Gesichtsfelde eines Beobachters 1m Eisen
bahnzuge. 

1. Beispiel. Der Lauf eines fahrenden Schiffes wird aus der 
Relativbewegung eines ausgeworfenen Schwimmers, des sog. Logs, welches auf 
der ruhenden Wasserobertiache unbeweglich liegen bleibt durch Beobachtung 
der Ablaufzeit t einer durch Knoten abgeteilten Lange 8 auf der Logleine er
mittelt. Ist ct der Schiffslauf in der Fahrtrichtung x, C2 der Lauf senkrecht 
dazu infolge 8eitenwindes, so folgt nach 2) fiir die Relativlaufteile des Logs 

ij = - c2 , ••••• 

also mit dem Winkel ex der Logleine gegen die Fahrtrichtung 

C1 t = 8 cos a, c2 t = 8 sin ex. . . . . . . . . 3 a) 

2. Bpispiel. Ein Fahrzeug mit dem Lauf v in der x-Richtung wird von 
einem Korper getroffen, der die Bahn mit dem Lauf c unter dem Winkel ex 
kreuzt, Abb. 60. Alsdann sind die Relativlaufteile dieses Korpers in bezug auf 
das Fahrzeug wegen 

x" = C cos a und 
f ~= c cos a - v, 

iI" = c sin ex, 
h=csinex 

und der relative Kreuzungswinkel (ex + 0) folgt 
aus 

dll c sin ex 
tg (a + 'l) = en- = c cos ex _ V 

oder 
. v sin ex 

tg 0 =c c- vco~ sin (et 0) 
sin 0 

bzw. 

Fiir ex = 90 0 wird daraus 

c 4a) 
v 

c tg ,h= v , . . . . . . 4 b) 

c sin x 

v 
Abb.60. 

4) 

womit die Neigung 0 der mit c senkrecht herabfallenden Regentropfen gegen 
die Lotrichtung auf der Fensterseheibe des Fahrzeuges gegeben isto Unser 
Ansatz trifft aueh noeh zu fiir die sog. Aberration eines Liehtstrahls, der 
mit dem Liehtlauf c = 300000 km/see die Erdbahntangente unter einem Winkel ex 
kreuzto Da fiir die Erde v = 30 km/see ist, so folgt fiir et = 90 0 aus 4 b) 0 = 20,25". 
Es ist das die groBe der Erdbabnebene (Ekliptik'i parallele 
Halbaehse der seheinbaren Ellipsenbahnen aller Fixsterne, 
die an der Ekliptik in Gerade, an den Pulen in Kreise iiber
gehen, damit Abbilder der Erdbewegung urn die Sonne ~ind 
und riiekwarts die Lau£bestimmung des Lichtes ermiiglichen. 

3. Beislliel. Die in einem bewegten Aufzug befindlichen 
Karper unterliegen dem Erdanlauf x" = - g, wenn x" deren 
Hohe iiber der Schachtsohle bedeutet. Ist dann x' die zu
gehorige Hohe des Aufzugsbodens und I; dio Korperhiihe 
iiber diesem, Abb. fil, so besteht die Beziehung fiir den Re
lativanlauf 

~=-g-'f' 0 • 0 • 0 • 0 0 0 5) 

Damus folgt, daB beim Anhebon mit positivE'm x' fiir den 
Aufzug der darin befindliche Karper einen graBeren Anlauf 
als g erfabrt, VOl' dem Anhalten dagegen wegen x' < 0 einen 
kleineren, wahrend fiir die Abwartsbewegung gerade das Um
gekehrte zutrifft. Davon kann man sioh leicht durch einen 
Fallversuoh im Aufzug selbst iiberzeugen, der nur bei gleich
formiger Bewegung desselben scheinbar mit dem Erdanlauf 
vor sioh geht. 

x" I 
x' 

I 

Abb. fi1. 
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4. Beispiel. Zur Ermittlung des Zusammenhanges zwischen den schein
baren und wahren Planetenbahnen nehmen wir die letzteren der Ein
fachheit halber als kreisfi:irmig und in einer und derselben Ebene gelegen an, 
Abb. 62. Sind dann a, und a. zwei Bahnhalbmesser mit den Drehwerten al 
und IX..! , so sind in bezug auf ein fest gedachtes Achsenkreuz die Achsenabstande 
beider 

x' = al cos al t , 
x" = a2 COB (a2 t + fi) , 

y'=alsinalt I 
y" = a2 cos (IX..! t + fi) f' 6) 

wenn {3 den der Nullage (fiir t = 0) von Pi entsprechenden Winkel von P2 mit 
der X -Achse bedeutet. Alsdann sind die Relativabstande von P 2 in einem mit 

Pi bewegten zum festen parallelen Achsen
kreuz 

g = a. cos (a, t + (J) - al COS al t 1 7) 
1) = a2 sin (a2 t + (J) - al sin al t f 

mit dem durch e2 = ':2 + 1)2 oder 

_ e2=a12+a22-2ala, cos [(IX..!-al) t+{J] 7a) 

.)l:?I---+---"-"'- gegebenen veranderlichen Abstand beider 
Planeten, der in der Periode 

2n 
to = ----- .... 7b) 

a. -al 

zwischen dem Kleinstwert e = a2 - al und 
dem Hiichstwert a, + ~ schwankt. Die 
dem ersteren entsprechende Stellung eines 

Abb.62. Planeten bezeichnet man als Oppo-
sition, wenn der innere Kreis die 

Erdbahn darstellt, im andern FaIle dagegen als untere Konjunktion, 
wah rend die dem Hochstwerte von e entsprechende Stellung die obere Kon
junktion heiBt. Der relative DrehwinkelljJ des Fahrstrahls e gegen eine durch 
Fixsternbeobachtungen festgelegte Richtung Pi S ergibt sich dann aus 

tg tp = ~ _ ~~Bi~_(~t_+_f) - a l sin al t 8) 
I; - a, cos (a2 t + (l) - al cos ~ t' . . . . . . . 

worin nach dem dritten K e pIe r schen Gesetz mit den U mlaufszeiten tl und t2 

(a)3 (t)" (1X..!\2 a~=i=~) ....... . 9) 

die Abstande durch die Drehwerte al und a. ersetzt werden kiinnen. Zu deren 
Ermittlung, sowie der Phase fi braucht man demnach drei Beobachtungen von '!,. 
Ferner folgt aus 

der doppelte schein bare FI achenlauf zu 

e2 'P = a12 al + af a. - al a2 (al + az) cos [(a2 - al) t + (l] . • . 10) 

als eine periodische Zeitfunktion, so daB also die ReI a t i v b ewe gun g de r 
Planeten nicht als Zentralbewegung aufgefaBt werden kann. Der rela
tive Flachenlauf und Drehwert kanu sogar zeitweilig verschwinden und danach 
sein Vorzeichen andern, woraus eine teilweise riicklaufige scheinbare Be
wegung hervorgeht. Derartige Urn kehrpun kte treten ein fiir oj; = 0, also 
nach 10) unter Ausschaltung von al und a2 durch 9) fiir Stellungen bzw. Zeit
punkte, welche die Bedingung 

1 1 1 

cos: (a, _ a,)t + {J] = ~ 2 a, + a2" IX..! ~~ (tl tzF (t ," + t l ") . . . 10 a) 
- a, a2 (a, + <x.J) tl +t2 
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erfiillen. Nennen wir den hierdurch bestimmten Winkel y, so werden die zu
geh6rigen Zeitpunkte 

(-Jj~ Y t ~= .. - --- . . lOb) 

Es gehoren also immer zwei ~olche Umkehrpunkte zusammen, zwischen denen 
die scheinbare Planetenbahn wegen der in unserer Betrachtung vernachHissigten 
Neigung gegen die Erdbahn eine Schleife biJdet, die durch die Exzentrizitat 
der Bahnen noch ein wenig geandert wird. Mit den Umlaufszeiten und Dreh
werten ist auch nach 9) das AbstandsverhiUtnis a1 : az gegeben; es fehlt also 
noch eine weitere G1eichung 
zwischen diesen GraBen Zil t-~ .. -----
ihrer absoluten Bestimmung. 
Diese liefert uns del' V 0 r
beigang eines P1aneten, 
z. B. der Venus vor der 
Sonne, Abb. 63, wobei der 
Schatten del' Venus von zwei 
moglichst weit auf del' Erde Abb. 63. 
voneinander entferntenPunk-
ten A und B aus an zwei Stellen Sf und S" auf der Sonnenscheibe betrachtet 
wird. deren scheinbaren Abstand man durch den kleinen Winkel A VB 
=S'VS"=o mpssen kann. Fiir eine symmetrisehe Lage von AB=b zur 
KnotenJinie E V S ist dann 

die gesuchte weitere Gleichung. 

5. Beispiel. Ein Kahn K fahrt mit gleichfOrmigem Lauf c1 auf einem 
FluB mit dem Stromlauf c2 in der x-Richtung auf eine feste Uferstelle 0 zu, 
Abb. 64. In diesem Faile empfiehlt es sich, an 
Stelle der Relativbew('gung zum stromenden 
Wasser die wahre Bahn durch Zusammensetzung 
der wahren Laufteile in der Strahl- und Dreh
richtung in bezug auf 0 ahnlich zu ermitteln, wie 
dies im 4. Beispipl des § 16 geschehen ist. Mit 
dem Fahrstrah1 0 K = r und dem Dreh winkel '1' 
haben wir hiernach den Strahl- und Drehlauf 
des Kahnes 

Vu C.c r fp .C' .- c, sin rp , 12) 

also dr c, --- c, cos '(! 
~ .. --,---,-, d'f:, 

r c, sm '1) 
. . . 12a) 

19n l' = 19n 1'0 + ~ 19n tg ~- - 19n sin 'I' , 
c~ ..... 

·t:z cos Cf1 

'1" »:--__ ,: C2 

c; 

·····,·v 

o 
Abb.64 . 

lil) 

worin der Integrationsbeiwert ro den auf der x-Achse senkrechten Fahrstrahl 
bedeutet, dessen Lange durch irgend eine Anfangsstellung 1'1, 'P1 des Kahnes 
gegeben ist. Da fUr 

'P~=O, rp=O, r=O, fiir 'P=n, rp=O, 1'=00 ist, 

so beriihrt die Bahn die x-Achse in 0 und 1iiuft ihr andrerseits im Unend1ichen 
parallel, A b b. :5 7 . Weiter ist 

;r~" l' cos 'I 

y . l' sin 'I 

.' 1'0 ctg '1) (tg ~_)~ =} [(tg ~) c, ~C2 ... (tg ~ t 7,,(,211 

( 'P \ ('2 

1'u " tg 9) I 
\ ~ 

r ' 
J 

1 h) 
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oder nach Ausschaltung von CfJ 
CI-C2 Cl+C2 

2 ~ = (1£) ---c;-_ (1£) -c;- , 
ro ro ro 

. . . . ..... 13 b) 

wonach(tH::h):tW:~ x~und y, ~~' '" l(C1 -=-~C2)"'~~; _ (~l _ C2)C~::21) 
g 2 - c, -+- c2 ' 2 c, + c2 c, + c2 J 13 c) 

tg ~2 = 00 , CfJ2 = n , Y2 = 00 

sich ergeben, deren erster allerding8 an die Bedingung c, > c2 gekniipft ist. 
Fur die Fahrzeit erhalten wir aus 12) mit 13) 

c, 

2rc'J dl = _ (--~--- + _1_) (tg i) c, d: 
o sin2'E. C082 _~ 

. 2 2, 

= (ctgi) --~ d(ctg~) - (tg i)~ d (tg i) , 

also nach Integration von cp bis 0 
~-~ ~+~ 

~ = _1_ (t,g :£)c;--+ __ 1_ (tg :£)-C2-
ro c, - C2 2 C1 + C2 2 , ..... 14a) 

oder 
~-~ ~+~ 

!:=c
1 
1-(j~rC;-+~:f-c~(~)~ ...... 14b) 

und im Sonderfalle fUr den 0 in der Entfernung Y = ro gerade gegenuber
liegenden Ausgangspunkt mit CfJ = 90 0 

.... 14c) 

Die Fahrzeit ist demnach nur so lange endlich, als C1 > C2 , d. h. als die 
Kahngeschwindigkeit groBer als der Stromlauf ist. Andernfal1s kann 
der Kahn die gerade gegenuberliegende Stelle uberhaupt nicht erreichen. 

Unser Ergebnis gilt auch fUr den Fall, daB an Stelle der Stromung die 
umgekehrte gleichformige Bewegung c2 des Punktes 0 tritt, den ein seitlich 
herankommender mit c, zu erreichen suchU). Die Gleichung der hieraus her
vorgehenden sog. Verfolgungskurve erhalten wir,indem wir x +c2 (t -to)=-x' 
setzen, mit 13b), 14b), 14c) zu 

') Die Ubereinstimmung beider Bewegungen hat seltsamerweise W. Voigt 
nicht bernerkt, der sie mit dem 4. Bei~piel § Hi in seiner "EJementaren Mecha
nik" (2. Aufi. 1902) S. 73ff. gesondert behandelt und mit Hilfe der Relativ
bewegung durch recht umstandliche Rechllungen G1. 15) und aus ihr mit Y = 0 
die Laufzeit 14c) gewinnt. 
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§ 19. Die freie Relativbewegung mit Drehung. Dreht sich 
das Achsenkreuz SOH um den Anfang des festen Kreuzes XOY, 
so sind die Achsenabstande in beiden nach Abb. 65 durch die Formeln 

~ = x cos tp + y sin tp 1 
1) = yeas tp - x sin tp J oder x = ~ cos tp - 1) sin tp ) 

y = 1) cos tp + ~ sin tp f . . 1 ) 

miteinander verkniipft. Daraus folgt dann H Y 

durch Ableitung mit dtp = wdt 

i - 1) w = X cos tp + y sin cp ) >, . 1a) 
'i + ~ w = yeas cp - x sin (7' ) 

oder 

x + y w = ~ cos tp - 1] sin tp } . " lb) 
Y - x w = h cos cp + ~ sin (p Abb.65. 

Auf der rechten Seite von 1 a) stehen offenbar die in die Rich
tungen ~ und 1) fallenden wahren Laufteile, auf der rechten Seite 
von 1 b) dagegen die relativenLaufteilein den Richtungenx undy, 
wahrend links zu den wahren Laufteilen noch die wahren Drehlauf
teile hinzutreten. Daraus geht hervor, daB der wahre Lauf eines 
Punktes sich nach den Vektorregeln aus dem Relativlauf 
und dem Drehlauf zusammensetzt. Der Drehlauf bezieht sich 
hierbei auf den Punkt in der Drehkreuzebene, der gerade mit dem 
bewegten Punkt P zusammenfallt; er steht demnach senkrecht zum 
Fahrstrahl 0 P = e und hat den Wert 

ew = w VX:l+y2 = W V~2 + 1)~. • • . • • . 2) 

Besitzt das Drehkreuz S Q H noch eine fortschreitende Bewegung, 
so haben wir, unter x', y' die Achsenabstande von Q und x", y" 
von P im festen Kreuz XOY verstanden, nach G1. 1) des vorigen 
Abschnittes 

x=x" - x', 
X=X"- x', 

in 1 b) mit 1) zu setzen, wora us 

y=y"_y't 
y=y" - i/) . . H) 

x" - x' = (;' -I] w) cos rp - (h + ~ w) sin (f! } 
. 3~ il' - i/ = (~ + ~ w) cos tp + (~ - 1) ill) sin (f! 

hervorgeht. Der wahre Lauf v" = Vi if2-+Y"2 des Punktes P setzt 
sich demnach aus dem wahren Lauf Vi = Vi';J+y'2 des Dreh-

zentrums Q, dem Relativlauf v = V~2 + ~2 in bezng auf das Dreh
kreuz und dem Drehlauf e' w des mit P in der Drehkreuzebene sich 
gerade deckenden Punktes nach der Vektorregel zusammen, wie in 
Abb. 66 zu ersehen ist. Hierin bildet Qv' die Tangente an die Bahn 
von Q, Pv die Tangente in P an die relative oder scheinbare Bahn 
im Drehkreuz und schlieBlich Pv" die Tangente an die wahre Bahn 
von P im festen Kreuz. 
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Zur Ermittl ung der A n I auf t e i I e sehen wir wieder zuniichst 
von der Eigenbewegung des Drehkreuzanfanges ab und erhalten 
daIlll durch weitere Ableitungen von 1 a) 

u 

'/: d('Y)w).. I .. , -1 (. ")1 
<; - 7lT- = x cos rp -, y Slll q; 1- 0) Y cos Ip --- X sm rp I 

) >. . 4) 
1} + d(! ~ = fj cos q; - x sin q; - W (i; cos (P + if sin (p) J 

Abb.66. 

Hierin bedeuten die Glieder 

x cos (p + fj sin q; = (~) , ii cos rp- x sin q; = (ij) 5) 

die in die ~- und 'Y)-Richtung fallen den wahren An
laufteile und nach 1a) 

i; cos q; + y sin q; = (~), y cos q; - i; sin q; = (n) 5 a) 

die in die gleiche Richtung fallen den wahren Lauf
teile von P, so daB wir auch an Stelle von 4) schrei
ben duden 

i - d('Y)w) = (i) + w(~) 1 
dt I 

"+ d(~w) (") (t) J>' 'Y)- --= t} -w <; 
dt 

4a) 

Der wahre Anlauf setzt sich demnach nicht allein aus dem relativen 
und dem Drehanlauf zusammen, deren Anteile auf der linkeD Seite 
von 4a) stehen, sondern enthiiIt noch einen auf den wahren Lauf 
normalen Zusatzanlauf wv, der gewohnlich nach seinem Entdecker 
Coriolis (1832) benannt wird. DieEer Zusatzanlauf ist uns Echon 
einmal bei der Aufstellung der Anlaufteile in Polarkoordinaten im 
§ 9 begegnet. Die dort entwickelten Formeln lassen sich aus den 
vorstehenden unmittelbar ableiten, wenn wir ~ = r, ~ = r, 'Y) = 0, 
n = 0 setzen, so daB die Bewegung in Polarkoordinaten als Relativ
bewegung eines Punktes auf dem rotierenden Fahrstrahl erscheint. 

Zur weiteren Verwendung unserer Ergebnisse ersetzen wir zweck
maBig in 4) die Klammerausdrucke rechts durch ihre Werte aus 
1a) und erhalten dann nach Zerlegung von d('Y)w):dt und d(~w):dt 
die Formeln 

(~) = {-'Y)io --, ~W2 - 2 w~ ~ 
(ij)=1+~Co-'Y)W2+2w~)' 

4b) 

die sich fur eine bestandige Drehung mit Co == 0 noch vereinfachen, 
bzw. unter Benutzung von 3) auf den Fall des fortschreitenden 

Drehpunktes Q dadurch ausdehnen lassen, daB wir an Stelle von (~) und 

(») die Unterschiede (i)" - (i)' und (~)" - (1])' setzen, in denen die 
ersteren Glieder die Anteile des wahren aul.leren Anlaufes, die zweiten 
dagegen die Anlaufteile des Anfanges Q des bewegten AchEenkreuzes, 
beide in den ~- und 'Y)-Richtungen genommen, bedeuten. 
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Beispiel. Der bewegte Punkt sei einem nach dem Drehmittelpunkt ge
richteten, dem Abstande von diesem verhaltnisgleichen Anlauf unterworfen, 
wahrend die Drehung selbst gleichfiirmig verlauft. Alsdann sind mit einem 
Beiwert a2 die wahren Anlaufteile 

(;) = ___ c 2 ~ , (i) = - a" '} .. 6) 

und wir erhalten aus (4b) 

Ii a) 

Es handelt sich also, wie die Betrachtung der linkeD Seite dieser Formeln 
lehrt, urn gleichzeitige Schwingungen des Punktes in der ~- und '7-Rich
tung, die aber dureh die reehts stehenden Glieder miteinander gekoppelt 
sind. Den beiden Sehwingungen geniigen naeh § 11 die Ansatze 

~=Aed, t}=Be~t, ...•....... 7) 

deren Einfiihrung in 6a) naeh Wegheben der nieht versehwindenden Exponen
tialgroBe e ~ t 

A(%2+ a2- w2)=2w%B) 
B (%2.-j- a2 _ ( 2 ) == - 2 w% A ; 7 a) 

ergibt. Da aueh A und B nieht versehwinden konnen, so liefert die Multipli
kation und Division dieser Gleichungen 

Die erste dieser Gleiehungen vereinfaeht sieh in 

l1A -f- 2 (a2 + (2) %2 + (a2 - ( 2)2 = 0 
mit den Wurzeln 

,,2 =~ _ (a"+ ( 2) ± 2 aO) = - (a ± W)2, 
oder 

Wir erhalten also in beiden Aehsenriehtungen des Drehkreuzes 

i;=Aleialt_t-A2e-ialt+A3eia,t A4e-ia2t \ 

'7 = Bl eia,t -I-- B"e - ia1t+ Bo e ia.t + B 4 e- ia•t ) 

7h) 

7 c) 

7 d) 

..... S) 

je zwei sieh iiberlagernde Schwingungen, die sich gegenseitig nach § 12 ab
wechselnd verstarken und versehwaehen und deren Beiwerte A und B durch 
7 a) bzw. die zweite Bedingung 7 b) derart miteinander verkniipft sind, daB 

~=~=+i ~=~=-i 1 
Bl~l_ ;:!1~ -1' ~l:: _ ~:J3~ _ -1 .J~' .... 9) 
A1Az -- A1A3 - , A1A4 - AzA 3 -

Damit ergibt sieh dann 

t} = i [A l eia,t - A 2 e -ia,t - A3 eia•t + A4 e- ia•t ] Sa) 

und wegen a, + CGz = 2 a, al -a2 = 2 w der Fahrstrahl (! aUB 

n2_1:2+'72-4[A A +A A +A A e2iat +A A e- 2iat] Sh) l: -S" - 1 2 3 4 1 3 :2 ·1 

mit dem relativen Flachenlauf 

(!2ip = 1}; - ~J'j = - 4 [(oc + w) A1A2 - (a- 0» A3 A4l 

- 4 uJ [A1A"e2iat+A2A4e-2iatJ .. S e) 
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Die Relativbewegung ist demnach wegen der periodischen Schwankung del' 
letzten GroBe, deren Periode iibrigens yom Drehwert co unabhangig ist, keine 
Zentralbewegung. 1m Sonderfalle IX = 0, also z. B. einer frei beweglichen absolut 
glatten Kugel auf einer absolut glatten wagerechten Scheibe verschwindet die 
Veranderlichkeit von e und e2 ip, wonach nur ein Kreis von beliebigem Halb
messer als Relativbahn iibrig bleibt. 

Wird schlieBlich 1X2 = co2, so vereinfacht sich 6 a) in 

woraus 
~=2 w~, 
·i+4 W2~= 0, 

wird. Danach sind die beiden relativen Laufteile je einer einfachen Schwin
gung 

von gleicher Dauer unterworfen, die sich auch aus 8) bzw. 8a) mit 1X2 = 0, 
1X1 = 2 co ergeben. Beide Schwingungen ergfben nach § 15, Beispiel 1, als 
Relativbahn eine Ellipse, deren Mittelpunkt allerdings nicht mit dem Dreh
zentrum zusammenzufallen braucht. Zur Bestimmung der Beiwerte, die sich 
auch in diesem FaIle auf vier zuriickfiihren lassen, aus den anfanglichen 
Achsenabstanden g, 'f} und den zugehorigen Laufteilen ~, ~ bedient man sich 
zweckmal3ig wieder der Gleichungen 8) bzw. Sa), die fiir dies en Fall in 

t-A e2iwt +A e~2iuJt+A +A ) 
,,- 1 2 3 4 } 

"'-i[A e2iwt _A e~2iwt_A +A J) "/- 1 2 3 4 

.. 11) 

iibergehen und mit Hilfe des Moivreschen Lehrsatzes leicht auf Winkel
funktionen umgeformt werden konnen. 

§ 20. Die gezwungene Relativbewegung ohne Drehullg. 1st 
del' betrachtete Punkt gezwungen, sich in einer vorgeschriebenen Bahn 
zu bewegen, welche selbst fortschreitet, ohne sich zu drehen, so haben 
wir nul', wie in § 16, den zur relativen Bahntangente senkrechten 
Zwangsanlauf q' in die Bewegungsgleichungen einzufiihren und diese 

v H 

dann ebenso weiter zu behandeln wie 
bei del' freien Bewegung. 1st in 
Abb. 67 r del' Neigungswinkel del' 
Zwangsbahn gegen die ~-Achse, so 

I sind - q' sin r und + q' cos r die in 
I die ~ - und 1] - Richtung fallenden 

.f2 o-_L.-7:'--_.-1:_"l--j_---:'~- Anteile des Zwangsanlaufes, so daB 
1 l"1 dann fiir eine reine Parallel ver-
I ~!I" schiebung del' Bahnunter dem Ein-
fY' fluB eines auGeren Anlaufes mit den 
1 Teilen qx und qy die Bewegungsglei-

"--_--;;1 :;--___ -:!;~..L--~A' chungen lauten o x' Xff 

x" = i + x' = q - q' sin r } .." .. + .. , x + ' . 1) Y = 'YJ Y = qy q cos r 
Abb.67. 

Daraus folgt nach Erweiterung mit d~ = do cos r d'YJ = do sin r 
wobei do das Bogenelement del' Zwangsbahn bedeutet, sowie unte~ 
Einfiihrung des Relativlaufes v und des Kriimmungshalbmessers (! 
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durch ;rl; + ~dl1 = 'vdv 1 
.. ... . v2 > 
'fj cos T - ~ sm T = -g- J 

. 2) 

nach Addition und Subtraktion 

vdv=(q);-x')d;+(qy-fj')d'fj 1 
v2 

•• , ""'1 e- = (qy - y ) cos r - (qx - x) sm r + q 
1 a) 

zur Bestimmung von v und q'. 

1. Beispiel. Handelt es sich urn eine g I eichf ormig f ortschrei tende 
Zwangsbahn in einer lotrechten Ebene unter dem EinfluB des Erdanlaufs g, 
so wird 

£'=0, fj'=o, . 3) 
also nach 1 a) 

vdv==-gd1), 
v2 

--- = q' - g cos r , 
I! 

Sa) 

oder mit einem Anfangswert Vo fiir 110 

v2 - v,/= 2 g (170 -11) . 3b) 

Das wurde z. B. fiir ein auf einem gleichfOrmig bewegten Fahrzeug angebrachtes 
Pendel zutrdfen, welches demnarh genau so schwingt wie an einem ruhenden 
Aufhangepunkt und insbesondere Wf'gen d1) = Omit dv = 0, bzw. v = ° den 
tiefsten Punkt mit dem groBten Lauf durchstreicht, der aueh die relative 
Ruhelage des Pendels darstellt. Unterliegt dagegen mit oder ohne g!eieh
fiirmiges Fortsehreiten in der y-Richtung die Zwangsbahn einem Anlauf q in 
der x-Richtung auBer demjenigen der Erde, so haben wir 

;'i'=q, 
also naeh 1 a) 

fj' cO, . . . . . . 4) 

vdv=-qdi;-gdrl } 
2 

v_ = q sin T - g cos, + q' . 
I! 

4a) 

Die erste dieser Gleichungen ist fur bestandiges q sofort integrabe!; sie ergibt 
aber aueh ohne weiteres fUr dv = 0 die Bedingung 

qd~+gd1)=O ..........•. 4b) 

des groBten Laufes, der mit v = 0 auch die relative Ruhelage geniigt. Es 
stellt dies offenbar eine Gerade mit dem Winkel '0 gegen das Lot, gegeben 
durch 

q 
g 

4c) 

dar, urn welche ein Pendel im beschleunigten Fahrzeuge schwingt. 
Durch die Beobachtung dieses Winkels ist man somit in der Lage, im Innern 
des Fahrzeuges die Richtung und GroBe eines Bolchen wagerechten Anlaufes 
festzustellen, der unter anderem auch beim Durchfahren einer Kriimmung 1 : r 
mit dem Lauf c im Betrage q = c" : r sich geltend macht. 

2. Beispiel. Soil ein Punkt P auf einem mit dem Anlauf £' = q bewegten 
Keil, Abb. 68, liegen bleiben, so ist 

£'=q, fj'=0, ~=O, ~=o, qx=O, qy=-g, ... 5) 
also nach 1) 

oder 
q=- q'sin T, g=q' COST,}. 

q=-gtgr 
5a) 
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Der Zwangsanlauf q' zerfiilIt demnach in zwei Teile, deren lotrechter den Erd
ani auf ausgleicht, wiihrend der wage
rechte dem Anlaufe q des Keiles ent-

Y spricht, der selbst nach der y-Achse 
zugerichtet ist. 

Die Ruhelage des Punktes auf dem 
Keil kiinnen wir auch erreichen durch 
Festhaltung des Ietzteren und Drehung 
des ganzen Gebildes um die y-Achse 

% mit dem Drehwert 0). Alsdann ware 
-r-----:;~Cll....L-LL...L...,.'-Lf.L_<~---.:~ unter sonst gIeichen Verhiiltnissen x' = 0, 

qx = q = x" 0)2 und nach Einsetzen in 1) 

Abb.68. q=q'sinT, g=q'COST, q=gtgT 5b) 

§ 21. Die gezwungene Relativbewegung mit Drehung. Urn 
die gezwungene Relativbewegung auf einer vorgelegten, um den 
Anfangspunkt 0 sich drehenden ebenen Kurve, Abb.69, zu 
untersuchen, greifen wir auf die Gl. 4 b) § 19 zuruck und fiigen den 
wahren Anlaufteilen in der ~- und 'I}-Richtung auf der linken Seite 
die entsprechenden Zwangsanlaufteile - q' sin T und q' cos T hinzu. 
Dadurch erhalten wir unter Beibehaltung der ubrigen Bezeichnungen 

y 

.. .. 
(~) - q' sin T = ~ - 'I} w - ~ w 2 - 2 w ~ } 
(~)+q' COST= ~ + ~w - 'l}W2 + 2 w~ , .... 1) 

worin sich der Tangentenwinkel T der 
Zwangsbahn aus der Gleichung im 
~ 1] - Kreuz bestimmt. Handelt es sich, 
wie in den meisten praktischen Fallen, 
um die Drehung der Zwangsbahn 
in einer wagerechten Ebene, so 
vereinfachen sich infolge Wegfalls 
eines auBeren Anlaufs, also wegen 

]F---I.C..L---X=----A (~) = C~) = 0, die Formeln. Unter 
Abb. 69. Einfiihrung des im letzten Paragraphen 

durch 2) bestimmten Relativlaufes v 
und des Krummungshalbmessers e der Zwangsbahn wird daraus 

VdV=W22(~d~+1]d1])-w(~d1]-1]d~) 1 
q' = ~ - w 2 ('I} cos T - ~ sin T) + 2 w (i cos T + 1) sin T) + }. 

e + w (~ cos T + 'I} sin T) J 
1a) 

Hierin ist aber nach Abb. 69 mit 0 P = r 

e+1]2=r2 , ~d~+'I}d1]=rdr, . 2) 
sowie 

~ cos T + 1) sin T = v . . . 2 a) 

und schlieBlich mit dem Winkel y des Fahrstrahls r mit der Bahn-
tangente 

~ = r cos (T - Y), 1] = r sin ( r - 'jJ ) 

1] cos T - ~ sin T = - r sin 'jJ } 

~ cos T + 'I}'sin T = r cos 'jJ • 
2b) 
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Damit vereinfachen sich unsere Gleichungen In 

vdv=w2rdr-(o(~dll-lld~) ) 

q' = ~~ + w 2 r sin v + 2 OJ v + (iJr cos v J~' 
u 
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. . . . 3) 

Wollen wir unsere Formeln auf den allgemeinen Fall der Wirkullg 
eines auBeren Anlaufes unter gleichzeitiger Verschiebung des Anfangs
punktes Q des bewegten Achsenkreuzes ausdehnen, so haben wir 

nul' in 1) die Ausdriicke (i) und (;]) durch die Unterschiede at - (~)' und (~)" - (~)' der Anteile des wahren iiuBel'en Anlaufes 
und des Anlaufes von Q in del' ~ - und 1) - Richtung zu ersetzen. 
Dadurch werden indessen die Gleichungen so weitschweifig und fiir 
die Anwendung so unbequem, daB wil' derartige Bewegungserschei
nungen in der Folge lieber von vornherein im ruhenden Achsen
kreuz verfolgen wollen, womit sich die hier nur angedeutete Erweite
rung von 1) und 3) eriibrigt. 

Dagegen ist noch del' praktisch wichtige Fall des unverander
lichen Drehwertes w zu erwahnen, in dem sich unsere letzten For· 
meln 3) vereinfachen in 

vdv = w2 rdr 1 
, v'J I 2 • + }, 

q = -- -j-- w r sm v 2 w v J 
IJ J 

3a) 

von denen die erstere sofort integrabel ist und mit den Anfangs. 
werten ro und Vo 

ergibt. 
3b) 

1. Bpispilll. 1st die mit w sich drehende Bahn eine Gerade mit dem 
kiirzesten Abstand 0 A = ro vom fest en Drehpunkt 0, so erhalten wir nach 
Abb. 70, wenn noch die relative Bahnstrecke A P = a gesetzt wird, 

r·~ro·+a2, rdr=ada, 
also nach der erst en Gl. 3a) 

0::::--= w 2 a . ..... 4) 

Diese Gleichung unterscheidet sich von 
der Schwingungsgleichung nul' durch das 
Vorzeichen des rechts stehenden Gliedes, 
wiirde also Winkelfunktionen mit ima
giniirem Argument ergeben, die dUrch 
reelle ExponentialgriiBen ersetzt werden 
kiinnen. Wir erhalten demnach mit zwei 
Integrationsbeiwerten A und B die Li.isung 

a = Aewt + Be- OJt , 

Abb. 70. 

4a) 

von deren Richtigkeit man sich durch Einsetzen in 4) iiberzeugen kann. Da 
ferner . wt -wt 

v=a=w(Ae -Be ) ......... 4b) 

ist, so bestimmen sich die Beiwerte mit den Bedingungen, daB fUr t = 0, 
a = 0, v = Vo werden solI, aus den Gleichungen 

A + B = 0 , (A - B) OJ = Vo 

I, 0 r e n z, Techn. Physik I, 1. :!. Auf!. 6 
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'v 
A=2°, 

w 
Mithin lautet das Ergebnis 

~) 

und der Zwangsanlauf folgt aus der zweiten Gl. 3 a) mit e = 00, r sin I' = r" 

q' = w! ro + w Vo (e wt + e-wt). . . . • . . . • 5a) 

Zur Ermittlung der Absolutbahn des Punktes im ruhenden Achsenkreuz 
fiihren wir den Fahrstrahlwinkel rp mit der x-Achse durch die Gleichungen 

rsin(wt-rp)=ro, rp=wt-arcsin~ ......• 6) 
r 

ein, welcher den Zeitbeginn fiir die in Abb. 70 wagerechte untere Lage der 
Zwangsbahn festlegt. Da nun nach 5) 

wt -wt 2 a w e -e =--; e2wt_~aweO)t==1 
Vo Vo 

ewt=aw ± l/l+a~~, 
Vo r V02 

aw w ----
wt = Wr @Sin ,- - =Wr€in - V r2 - r02 ist, 

Vo Vo 
so lautet die Polargleichung 

_Of "". w ~ • ro rp - .. r '<;1m - V r" -- ro' - arcsm -. . . . . . . • 6110) 
Vo r 

Fiir den Sonderfall der durch den festen Anfang gehenden Zwangsbahn wird 
daraus mit ro=O, rp=wt, a=r 

vo. Vo e P - e- P 
r = -- @Sm rp = ' -

w w 2 ' 6b) 

was man auch unmittelbar aus 5) hiitte ablesen konnen. In jedem FaIle 
haben wir es mit einer Bewegung zu tun, bei der die Entfernung vom 
festen Drehpunkte mit der Zeit unbegrenzt zunimmt. 

2. Beispiel. Der auf einer durch den Anfang als Drehzentrum 0 gehen
den Geraden bewegte Punkt sei vermittels einer sog. Schraubenfeder einem 
Anlauf unterworfen, welcher dem Abstande von einem festen Punkt A auf der

% 

selben Geraden verhaltnisgleich und nach diesem 
zu gerichtet iat, Abb. 71. Dreht sich die Fiihrungs
gerade gleichfOrmig mit dem Drehwert w, so haben 
wir mit dem Abstand 0 A = a 

1:'=0, 't]=0, 

w=O, g=r, 

an Stelle von 1) 

ij=o, 

(¥)= - W 0 2 (r- a) 

r-w2 r+w02 (r-a)=01 
q'= 2 wr j' ... 7) 

Schreiben 
Form 

wir die erste dieser Gleichungen in der 

r+(w02 -w2)[r- ~W02 2J=0, 7110) 
Wo -w 

so erkennen wir, daB sie fiir w02 - w2 = a2 > 0 eine Schwingung 

aw 2 

r= --2 _0'2+ A cos at +Bsin at } 
Wo - w , ..•.••. 8) 

r = a (B cos at - A sin at) 
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um die Mittellage aWo2 : (wo" - w") darstellt. Rechnen wir die Zeit vom Dureh
laufen dieser Mittellage mit dem Lauf '110' so wird 

[cB=vo, 
also 

r =~~ Vo cos ex t . 8a) 

Mit Vo = 0, d. h, nach Unterdriiekung der Sehwingung auf der Fiihrungsgeraden 
rotiert der Punkt in seiner Mittellage um den Anfang. Wird W 02 = (02, so ver
einfaeht sieh die erste Gleiehung von 7) in 

'j- ~~ Wo 2 a ., . . • . , . . . . . . • 9) 

und die Mittellage riickt ins Unendliehe. An Stelle der Sehwingungsgleichungen 
Sa) treten alsdann die Formeln 

9al 

worin v1 den Lauf im willkiirlichen Punkte r1 zu Beginn der Zeitreehnung be
deutet. Da hierbei sowohl r als aueh r mit der Zeit unbegrenzt zunehmen, 
praktiseh also zur ZerstOrung des Zusammenhanges fiihren, so nennen wir 
W=Wo den kritisehen Drehwert. Wird endlieh infolge Steigerung des 
Drehwertes (02 _. W 02 = ex2 :> 0, so lautet die Grundformel 

r 7 b) 

mit der Lasung [vgL G1. 4) 1 

_!!,wo". =Ceo. t De-at } 
w Z -W0 2 . 

r = ex [C e" t - De - (d] 

r 
.. , 10) 

Die Beiwerte bestimmen wir dadurch, daB wir den bewegten Punkt zu Beginn, 
also fUr t = ° in der Lage ro mit r = 0 freigeben. Also ist 

a mog 
r + ............ C+D, 

I) w2 _ (/)02 "-

oder 

10 a) 

Aueh diese Bewegung liefert ein unbegrenztes Wachstum der Aussehliige, so 
daB der Bestand der ganzen Vorriehtung iiberhaupt a.n Drehwerte 
unterhalb des kritischen Wo gekniipft ist, 

Il* 



Zweites Buch. 

Dynamik des Massenpunktes. 

V. Grundlagen der Dynamik des Massenpunktes. 
§ 22. Masse und Kraft. Bei unseren bisherigen Untersuchun

gen von Bewegungsvorgangen haben wir auf die GroBe der bewegten 
Korper, von denen wir streng genommen nur immer einen Punkt ins 
Auge faBten, keine Riicksicht genommen. DaB diese Beschrankung 
fUr die Erkenntnis des Zusammenhanges der Naturvorgange nicht 
ausreicht,erkennt man sofort aus dem Verlauf der Bewegungen zweier 
verschiedener Korper unter sonst gleichen Umstanden. Wir be
trachten zu diesem Zweck die geradlinige wagerechte Schwingung 
eines Korpers am Ende eines lotrechten federnden Stabes, dessen 
anderes Ende festgeklemmt ist, und stellen einen der Auslenkung x 
aus der Ruhelage naeh der Formel 

x = -1X~x •• . . . . 1) 

verhaltnisgleichen Anlauf fest. Die Schwingungsdauer des Korpers 
folgt hieraus nach den Lehren des § 11 zu 

2n 
t = --. 
1 IX 

. . . . . . . . 1 a) 

Befestigen wir nun an demselben Stabe statt dieses Korpers zwei 
genau gleiche, oder einen solchen aus demselben Stoffe, aber dem 
doppelten Rauminlialt, so beobachten wir wieder Seh wingungen, aber 
von der Dauer t2 = tl V2. Wiederholen wir den Versuch mit 
3,4, ... m solchen Korpern bzw. einem vom 3, 4, .. , m-fachem Raum
inhalt aus demselben Stoff, so sind die Schwingungszeiten 

t3 =t1V3, t4 =t1V4, ... t",=t1Vm. . 1 b) 

Setzen wir den letzten allgemeinen Wert in 1 a) ein, so ergibt 
sich mit 

ein Anlauf 

oder 

2n 2n
t =·-=-Vm 
m IX IX 

'" 
.. IX~ 
x=---x 

m 

mx = -1X2X . ••••..•••• 2) 
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Wir werden also der VergroBerung des schwingenden 
Korpers durch Hinzufugung eines demselben verhaltnis
gleichen Beiwertes zum Anlauf gerecht, den wir die Masse 
des Korpers nennen wollen. Da ihre VergroBerung eine Verlang
samung der Bewegung bedingt, so schreiben wir der Masse die 
Eigenschaft der Tragheit zu und sprechen demgemaB auch von 
einer tragen Masse. Auf der rechten Seite der Gl. 2) steht die 
nur von den Eigenschaften des federnden Stabes (namlich der 
Federungszahl ( 2) und seiner Auslenkung, nicht aber von der 
GroBe des bewegten Korpers abhangige Bewegungsursache, die 
wir im Einklang mit dem Sprachgebrauch als eine Kraft bezeich
nen, welche der Masse einen Anlauf erteilt. Da ferner die Masse 
das MaB fur die KorpergroBe, also ein Skalar darstellt, so ist die 
Kraft als sein Produkt mit dem gerichteten Anlauf selbst 
ein Vektor, dessen Richtung mit dem des Anlaufes uber
einstimmt. 

Um ein von unserem Schwingungsvorgang unabhangiges MaB 
fUr die Kraft zu gewinnen, klemmen wir den federnden Stab nach 
Abb.72 wagerecht ein und beobachten dann eine lotrechte Aus
lenkung des anderen Endes mit der 
dort aufgehangten Masse. Diese unter-
liegt dort dem ebenfalls lotrechten Erd-
anlauf g entsprechend einer Kraft in 
derselben Richtung von der GroBe 

mg=G, 3) Abb.72. 

die man als ihre Schwere oder ihr Gewicht bezeichnet. Da nun 
ohne die daran befestigte Masse der Stab keine (nennenswerte) Aus
lenkung zeigt, so muB die mit derselben beobachtete, der, wie wir 
oben sahen, eine Kraft entspricht, durch ihr Gewicht bedingt sein. 
Die trage Masse hat also gleichzeitig die Eigenschaft der 
Schwere gegen den Erdkorper und ist in der Lage, auf 
eiilen andern Korper eine Kraft, z. B. auf den Stab eine 
Federkraft - a2 x zu u b ertragen. Diese hat vermoge der lotrechten 
Auslenkung dieselbe Richtung wie die Schwere G, wird sich also zu 
dieser einfach addieren, und zwar muB, da im Ruhezustand keine 
Masse wirklich beschleunigt wird, die Summe verschwinden, d. h. 

es ist G _ a2 x = 0, G = a2 x. . . . . . . 3 a) 

Durch diese Beziehung sind wir in den Stand gesetzt, das Gewicht 
an der Auslenkung des fed emden Stabes oder umgekehrt diese 
durch das Gewicht zu messen. Als MaBeinheit der Kraft be
nutzt man in der Technik unter dem Namen des Kilogramms 
(kg) das Gewicht von einem Liter (1 dm:l) Wasser bei 
4° Celsius unter gewohnlichem Atmospharendruck, wobei 
allerdings zu beach ten ist, daB der im Gewicht enthaltene Erdanlauf 
sich vom Pol zum Aquator aus spater zu besprechenden Grunden 
ein wenig andert. Um hiervon unabhiingig zu sein, gehen die 
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Physiker von der als unveranderlich vorausgesetzten Masse aus und 
wahlen als deren Einheit die als Gramm (g) bezeichnete Masse eines 
cm3 Wasser unter den oben genannten Verhaltnissen. Ais Einheit 
der Kraft wird alsdann die Dyne (dyn) festgelegt, welche dieser 
Masseneinheit den Anlauf von 1 cm/sec'J erteilt. Da nun 
der Erdanlauf g = 9,81 mjsec'J = 981 cm/sec2 betragt, so ist die 
Masse eines Gramms nach G1. 3) im technischen MaB G: g = 1 : 981 
und 1 dyn= 1: 981 Gramm = 1,02 MiIligramm, also ein fiir prakti
sche Messungen sehr kleiner Betragj Bemerkenswert ist jedenfalls, 
daB die physikalische Massen- und Krafteinheit auf der Tragheit 
der Masse, die technische dagegen auf deren Schwere beruht, so daB 
beide erst durch die der letzteren eigentiimliche Erdbeschleunigung 
miteinander verkniipft sind. Allgemein dagegen ist die Kraft durch 
den von ihr der Masse m erteilten Anlauf q derart gegeben, daB 

Q=mq . . .... 4) 
ist, der unter der Einfiihrung der Masse als neuer Einheit neben 
der Lange und der Zeit die Dimension 

Q = [mlt-2] • 4a) zukommt. . ....... . 
An den Begriff der Masse schlieBt sich die aus dem Vergleich 

mehrerer Korper aus verschiedenem Stoff hervorgehende Dichte <5 
an, welche die in der Raumeinheit enthaItene Masse bedeutet. In 
der Technik benutzt man statt dessen lieber das spezifische oder 
Raumgewicht y, d. h. das in der Raumeinheit enthaltene Korper
gewicht, sowie dessen Kehrwert den von der Gewichtseinheit des 
Korpers erfiillten Raum v unter der Bezeichnung des Gewichts
raumes oder spezifischen Volumens. 1st dann V der yom Ge
samtgewicht G eines Korpers erfiillte Raum, so bestehen zwischen 
den eben eingefiihrten GroBen die einfachen Beziehungen 

m=V<5, G=Vy, V=G·v, 
y·v=l, <5g=y, g<5v=l, 

G=mg} , . . 5) 

durch die man die zuf1i.lligen Korperabmessungen, seine Masse und 
sein Gewicht ausschalten kann. Es ist dies darin begriindet, daB 
vermoge des allen Korperteilen gemeinsamen Erdanlaufes g auch 
jedem derselben ein Eigengewicht zukommt. Gehen wir damit bis 
zu den Raumelementen, so entsprechen diesen auch Gewichtselemente, 
die sich auf den ganzen yom Korper eingenommenen Raum ver
teilen und vereinigt das Gesamtgewicht 

G=gJdm ........... 6) 

des Korpers ergeben. Das Gewicht oder die Korperschwere stellt 
demnach eine Kraft dar, die sich auf den ganzen yom Korper er
fiillten Raum verteiIt und als eine Vol umen- oder Raum kraft 
bezeichnet werden mag. 

Ruht der Korper dagegen auf einer Unterlage, d. h. auf einem 
andern Korper, so findet eine Beriihrung in einer heiden Korpern 
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gemeinsamen Flaehe statt, auf die sieh dann das Gewieht des ersten 
Korpers oder allgemein die von diesem auf den zweiten ausgeiibte 
Kraft verteilt. Auf jedes Element dieser Flaehe entfallt daher aueh 
nur ein Element der Kraft Q, derart, daB der Bruch 

dQ 
dP=P" . . . . . 7) 

den wir als sag. Spannung in kg/em2 oder dynJem2 ausdriieken, 
ein MaB fiir die Flaehenbelastung bildet. Wir haben es also hier 
im Gegensatz zu den Raumkraften mit Flaehenkraften zu tun, 
die iiberall da auftreten, wo Krafte auf die Oberflaehen von Korpern 
wirken und in diesen weitergeleitet werden. Sehrumpft die Be
riihrungsflache zu einem Punkt zusammen, so wird die Spannung 
bei endlieher Kraft unendlich graB. Es ist das der Grenzfall bei 
einer Kraft, die langs eines diinnen Stabes oder Fadens wirkt, an 
dessen Ende ein Gewicht driiekt oder zieht. Alsdann sprechen wir 
unter Verzicht auf die Einfiihrung derSpannung 7) von einem 
punktformigen Kraftangriff und stellen die Kraft selbst als 
einen vom Angriffspunkt ausgehenden Vektor dar. In dem Angriffs
punkt konnen wir uns dann aueh eine endliche Masse vereinigt 
denken, deren Dichte natiirlich eben so wie die Spannung unendlieh 
groB ausfallt. Diese der endliehen Kraftwirkung unterworfene 
punktformig gedaehte Masse nennen wir dann einen mat e r i ell e n 
oder Massenpunkt. Seine Erfindung verdankt derselbe der Er
wartung, daB sein Verhalten im Ruhe- und Bewegungszustande be
sonders iibersichtlich wird und Folgerungen auf das Verhalten end
licher Korper versprieht. Ohne weiteres abel' erkennen wir, daB 
bei dem im ersten Bueh behandelten Bewegungsvorgangen der Er
satz des bewegten Punktes dureh den Massenpunkt nul' die Er
weiterung des Anlaufes mit del' Masse erfordert, wodureh an Stelle 
der Anlaufsteile entsprechende Krafte treten. Auf diese Weise ge
langen wir bei freier Bewegung zu einer Bahn- und Normalkraft, 
sowie zu einer Zentralkraft, der bei einer Kreisbewegung die 
Fliehkraft mrw 2 entgegcnwirkt, wahrend bei gezwungener Bewegung 
senkrecht zur Zwangsbahn eine gewohnlieh als Bahndruek bezeich
nete Zwangskraft mq' auftritt. 

§ 23. KraHe mit gemeinsamem Angriffspunkt. Greifen an 
einem Massenpunkt m zwei Krafte Q1 und Q2 an, so wird. jede von 
Ihnen del' Masse m einen ihr gleiehgeriehteten Anlauf ql bzw. 1/2 
derart erteilen, daB 

Q1 = mQl' Q2= mq2 ..... 1) 

wird. Beide Anlaufe aber setzen sieh als Vektoren geometrisch Zll 

einem Gesamtanlauf q zusammen, dem alsdann eine ihm gleieh-

geriehtete Gesamtkraft Q mq........... 1 a) 

zugeordnet ist. Da alle drei Anliiufe mit derselben iibrigens ganz 
willkiirlichen Masse als Beiwert behaftet sind, so gilt die geometrische 
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Vereinigung unverandert auch fUr die Kraftvektoren, die hiernach 
wie die Anlaufe vereinigt und zerlegt werden konnen. Die Un
abhangigkeit der Einzelanlaufe bedingt demnach auch 
eine solche der Einzelkrafte voneinander in ihrer Wirkung 
auf den Massenpunkt. Sind mehr als zwei Krafte vorhanden, 
so vereinigt man wie bei den Anlaufen erst zwei, dann deren Ge
samtwert mit der dritten usf., woraus sich schlieBlich die Gesamt
kraft als SchluBlinie des durch Aneinanderreihen aIler Einzelkrafte 
entstandenen Kraftecks ergibt. 1st das Krafteck geschlossen, so 
heben. sich die Wirkungen aIler Krafte auf den Angriffspunkt auf, 
weshalb man von einem Gleichgewicht der Krafte spricht. In 
diesem FaIle kann man auch jede Einzelkraft als umgekehl'te SchluB
linie des Kraftecks aller iibrigen auffassen, die somit deren Gesamt
kraft das Gleichgewicht halt. Sind a1' a2 ••• an die Neigungswinkel 
der Kraftvektoren gegen die x-Achse eines Kreuzes xy, so wird 
man zweckmaBig die Einzelkrafte in ihre Bestandteile in den Achsen
richtungen zerlegen und diese fiir sich vereinigen, woraus mit dem 
Winkel a del' Gesamtkraft 

odeI' mit 

Qc~sa=Qlc~sal+Q2c~sa2+ ... +Qnc~san}, •.. 2) 
Q SIll a = Q1 sIllal + Q2 SIll a2 + ... + Q" SIll a" 

Qkcos ak= Xl" 
Qcosa=X, 

" X-YX 
---" k' 1 

n 
Y=2;'Yk • ••••••• 2b) 

1 

hervorgeht. Der hierdurch gegebenen Gesamtkraft folgt der Massen
punkt derart, daB seine Anlaufteile durch 

n 
X=2;'X,,=mx, 

1 

n 
Y=2}Y,,=mfj . 3) 

1 

gegeben sind. 1m FaIle des Gleichgewichts aIler Krafte ver
schwinden mit Q auch die links stehenden Teilsummen, die nichts 
als die Risse des Kraftecks auf die Achsen darstellen, und es ist 

3a) 

Das Verschwinden der Anlaufteile hat aber nach friiherem ClUe 

gleichformige Bewegung des Massenpunktes im FaIle des 
Gleichgewichts der daran wirkenden Krafte zur Folge, 
von welcher der Ruhezustand nur einen Sonderfall darstellt. 

Wenn auch nach diesen Darlegungen die Zusammensetzung von 
Kraften nach den Regeln der geometrischen Addit:on aus der Vek
toreneigenschaft des Anlaufes, die durch den skalaren Beiwert der 
Masse nicht geandert wird, hervorgeht, so enthebt uns dies doch 
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nicht der Notwendigkeit der Prufung durch den Versuch. 
Zweck befestigen wir an zwei Punkten A und B (Abb. 73) 

89 

Zu dies em 
unter Zwi-

schenschaltung zweier Schrau
benfedern AAl und BBl einen 
Faden Al C Bl und hangen im 
Punkte C das Gewicht G auf. 
Danach beobachten wir die Aus
dehnung der beiden Federn und 
die Winkel a und fJ der Faden
teile mit der Lotrechten durch () , 
welche zugleich die Richtung der 
Kraft G angibt. Bestimmen wir 
schlieBlich durch besondere Be
lastung die beiden Gewichte G 1 

und G." welche an den Federn 
die v~rher festgesteUten Aus
dehnungen hervorrufen, so zeigt 

-----,----------
I 
I 
I 
I 

Abb. 73. 

sieh, daB fur aIle Lagen von C, also auch fur aIle mit unserer An
ordnung vertraglichen Winkel a und fJ 

GlCosa+G2 cosfJ=GJ) . G 1 sin a - G 2 sin fJ = 0 
. . . . . . . 4) 

sein wird, was durehaus dem darunter gezeiehneten Krafteek entspricht. 

Angesichts der groBen Bedeutung der Kraftezerlegung und -zusammen
setzung wollen wir hier noch einen analytischen Beweis dafiir nach Navier 
anfiihren. Es mogfll zwei gleiche unter dem Winkel 2 rp gegeneinander geneigte 
Krafte am Punkte 0 angreifen, Abb. 74. Dann wird die Gesamtkraft R aus 
dem Grunde der Gleichberecbtigung in die Halbierungslinie des Winkels fallen 
und den Einzelkriiften verhaltnisgleicb sein, 
so zwar, daB mit einer nocb unbekannten Funk
tion f(rp) R=Qf(rp) • ••.... 5) 

ist. Denken wir uns ferner jede der Krafte Q 
als Gesamtkraft aus zwei Kriiften P bervor
gegangen, die mit ihr die Winkel V' bilden, so 
ist auch 

Q=PfC'!J), also R=PfCrp)fC'p) .• 5a) {! 

Andrerseits kiinnen wir auch die Gesamtkraft R 
unmittelbar aus der Zusammenfassung der bei
den auBeren Krafte P mit dem Winkel rp -+- 'I' 
und der inneren mit dem Winkel 'F - 'II' her
vorgegangen denken, wonach 

p 

R = Pf(rp + 1jJ) +Pf(rp - 'I') 

p 

o 

R 
Abb. 74. 

p 

p 

.... 1 L) 

wird. Aus dem Vergleich dieser Formel mit der zweiten Gleichung 5 a) folgt 
dann unter Wegheben von P 

fCrp)fCV') = f('l + V')-i- f(fl' - 1jJ) • • • . • • . • • Ii) 

zur Bestimmung der noch unbekannten Funktion f(cp). 
Daraus folgt zunachst mit 

'/' = 0, 
'P ~.~ n, 

fCO) = 2 I Co ) 

f ) (., ...... ,.oa 
fC'!')= (- '/' ) 
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AuBerdem verschwindet die Gesamtkraft fiir entgegengesetzt gleiche Q, d. h. 
es ist in 5) fiir 

f(~) =0 ........... 6b) 

Ferner ergibt die Ableitung von 6) nach 'IfJ mit 'IfJ = 0 

f('P) f' ('I') ~-= f' ('I' + 'I') - f' ('I' - 'IfJ), ahlo f' (0) = 0 
f('P) f" ('IfJ) = f" ('I' + 'IfJ) + ("('I' - '1'), " f('P)f" (0) = 2f" ('1') 

) >,. 6c) 
) 

worin t f" (0) = ± u~ einen noch unbekannten, jedenfalls aber unveranderlichen 
Beiwert bedeutet, der positiv oder auch negativ sein kann. Die Gleichung 

hat aber die Losungen f"('P) = ± u~ f('P) ......... . . . . 7) 

f('P) =Ae"'P +Be-"'f, oder f('P) =Acosu'P + Bsinu'P, 

von denen indessen nur die letztere aIle Grenzbedingungen 6a), 6b) und 6c) 
erfiilIt, wenn B = 0, A = 2 und u = 1 gesetzt wird. Mithin bleibt als Er-
gebnis _ R - 2Qeos'P . . . . . . . . . . . . . 5e) 

im Einklang mit der SehluBIinie im Krafteek der beiden Krafte Q. Man 
iibersieht sofort, daB die vorstehende Beweisfiihrung fiir jede Art von Vektoren 
zutrifft. 

§ 24. Wechselwirkung, Prallund BewegungsgroBe. 1m Vor
stehenden ist mehrfach von der Wirkung einer Kraft auf einen 
Korper die Rede gewesen. So haben wir gesehen, daB jeder Korper 
an der Erdoberflache der Schwere unterliegt, die durch den Erd
anlauf sein Gewicht bedingt. Ruht der Korper auf einer Unter
lage, so vermag er dem Erdanlauf nicht mehr zu folgen, woraus 
wir auf eine Gegenkraft schlieBen miissen, welche dem Karper
gewicht gerade das Gleichgewicht halt. Der Sitz dieser Gegenkraft 
ist offenbar die Beriihrungsstelle mit der Unterlage, die wiederum 
einem andern Karper angehort, der somit mit dem ersteren in 
einer Wechselwirkung steht. Es fragt sich nun, ob auch im FaIle 
der Bewegung eines Karpers eine solche Wechselwirkung besteht. 
Zur Entscheidung dieser Frage nehmen wir eine solche Wirkung 
an und denken uns zwischen zwei Karpern einen dritten von der 
Masse m eingeschaltet, der beide gerade beriihren mage. Alsdann 
ist dieser dritte Karper seitens der beiden andern den Kraften Q' 
und Q" mit den Achsenteilen X', X" und yI, Y" ausgesetzt, so 

zwar, daB X'+ X" = mx, Y'+Y"=mfj ...... 1) 

wird. Wir konnen nun die Masse des Zwischenkarpers irnrner rnehr 
verkleinern, indem wir ihn entweder bis auf einen Punkt, narnlich 
den Beriihrungspunkt der beiden erst en Karper zusammenschrumpfen 
lassen oder durch stetige Verminderung seiner Dichte zurn Ver
schwinden bringen. Alsdann verschwindet mit m die rechte Seite 
von 1) und es bleibt fiir die Wechselwirkung zweier Karper 

X' + X"= 0, Y'+Y"=o, . 2) 

magen sich dieselben beriihren oder nicht. Die von zwei Korpern 
aufeinander ausgeiibten Krafte sind hiernach entgegen
gesetzt gleich, so daB sie sich in ihrer Wirkung nach auEen auf-
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heben. Danach iibt nicht nur der Erdball auf einen auBerhalb befind
lichen Korper die sein Gewicht bedingende Schwerkraft aus, sondern 
erleidet auch von diesem eine entgegengesetzt gleiche, also nach dem 
Korper zu gerichtete Kraft. 

Die beiden Krafte Q' und Q" 
m" der beiden in W echsel wirkung 
der Einfachheit halber wieder als 

erteilen nun den Massen m' und 
stehenden Korper, die wir uns 
Massenpunkte vorstellen diirfen, 

Anlaufe 

del'art, daB 

, dv' 
q=- -

dt 
und " d v" 

q =Ji' 3) 

Q'dt=m'dv', Q"dt=m"dv" ...... 4) 

ist. Die rechten Seiten diesel' Formeln sind aber wegen der Un
veranderlichkeit der Massen sofort integrabel, so daB wir mit den 
anfanglichen Laufwerten vo' und vo" erhalten 

JQ' dt = m' (v' - vo') , .r Q" dt = m" (v" - vo"). . 4a) 

Waren die Korper urspriinglich im Ruhezustand, so verschwinden 
vo' und vo" und es bleibt 

JQ'dt=m'v', JQ"dt=m"v". . ... 4b) 

Die rechtseitig stehenden Produkte mv bezeichnen wil' nach dem 
Vorgange Newtons als die BewegungsgroBen der Massen, die 
durch die linksseitigen Kraftwirkungen wahrend einer gewissen Zeit, 
die wil' uns auch beliebig kul'z denken konnen, hervorgerufen werden. 
Wir wollen dal'um die links stehenden Zeitintegrale der Kraft als 
Antrieb (Impuls) oder Prall bezeichnen. Derselbe besitzt, wie 
die BewegungsgroBe, ersichtIich die Dimension 

[m·v] = [m.l.t- 1 ] 

und ist als Produkt del' skalal'en Masse mit dem Laufvektor v selbst 
ein Vektor, fiir den dieselben Verbindungsl'egeln gelten wie fiir die 
Laufteile. Fiir den Fall del' Wechselwirkung konnen wil' die For
meln 4a) addieren und el'haltcn, da sich die Integrale links iiber die 
gemeinsame Wil'kungszeit erstrecken mit Q' + Q" = 0 

oder 
m' (v' - vo') -t- m" (v" - vo") = 0 

m' v' + m" v" == m'vo' + m" vo", . . . . . . . 6) 

d. h. die gesamte BewegungsgroBe zweiel' in Wechsel wirkung 
stehendel' Massen bleibt ungeandert. 

Beispiel. Das im Rohr eines GeschiitzeR oder Gewehrlaufcs befindliche 
Gescho13 befindet sich mit dies em und der Pulverladung anf1inglich in Ruhe. 
1st demnach m' die Masse des ersteren, rn" die des zweiten, so gilt mit 
vo' = vo" = 0 nach 6) fiir das Verlassen des Rohres die Beziehung 

m'v'+m"v"=O, 

wonach also das Rohr cinen Riicklauf 

v' m," 'f 
-- -1) 

rn' 
. . . . . . . . 7) 
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erleidet, der bei Geschiitzen durch besondere Vorrichtungen unschadlich ge
macht wird. Hiingt man das Rohr nach Abb. 75 pendelartig auf, daB es unter 
einer Erhebung h dem Riicklauf folgen kann, so wird nach den Pendelgesetzen 

v' = V2gh, also ' 
v,,=-_m,;V2gh,. . . .... 7a) 

m 

so daB man aus der Erhebung des Rohres nach dem SchuB und den ihren 
Gewichten verhaltnisgleichen Massen von Rohr und GeschoB den Lauf des letz

teren beim Verlassen des Rohres be-
0, ~02 stimmen kann. Die Pulverladung ~tellt 

hier den oben benutzten Zwi~chen
~~-- ---- -------8;-· . korper dar, deE sen Masse wir vernach
: ,------- ------- ;-t---- --1- lassigt haben, aber als Zuscblag zu 
'-"~:---- -----------, h der des GeschoEses fiir genauere Er-

" IIf _ mittlungen beriicksichtigen miiBten. 
~?LZ;~:;;;:Z~:ZZZZZ22ZZiZZJ - - Angesichts der in der Neuzeit sehr ga

Abb.75. steigerten GeschoBgeschwindigkeiten ist 
dieses Verfahren allerdings jetzt ebenso 
verlassen, wie das HineinschieBen in 

einen in derselben Weise wie in Abb. 75 angedeutet aufgehiingten Sandkasten, 
den man wohl als ballistisches Pen del bezeichnet. In diesem FaIle blieb das 
GeschoB in dem Kasten von der Masse m' stecken und bewegte sich danach 
mit ihm gemeinsam weiter. Wir haben also hier in 6) vo' = 0, v' = v" zu setzen 
und erhalten fUr den GeschoBlauf 

m" vo" = (m' + m")v'= (m' + m")v2gh, 

vo" = (1 + ;;::, ) V'l g Ii , 

oder wegen der Kleinheit von m": m' mit geniigender Annaherung 

" rn! ;--
Vo =-"V2 gh . m 

. 8) 

8a) 

8b) 

In den beiden hier geschilderten FiiJlen kommt es nur auf den Anfangs- und 
Endzustand der in Wechselwirkung begriffenen Korper an, nicht aher auf den 
dazwischenliegenden Vorgang, der nur nach Kenntnis der Veranderlichkeit der 
zwischen den Korpern wirkenden Kraft verfolgt werden kann. 

Un sere Gl. 6) gilt zunachst nur fur Bewegungen in der Richtung 
der Krafte Q' und Q", laBt sich aber vermoge der Beziehungen 

X'dt=m'dvx', X"dt=m"dv") 
Y'dt=m'dv' Y"dt=m"dvx"f . la) y , y 

auf beliebig geriehtete Bewegungen ausdehnen. Fur diese erhalten 
wir alsdann mit 2) 

m'v ' + m" v "= m'v' + m" v" i 
x x Xo Xo } 6 ) 

m'v ' + m" v "= m'v' + m" v'~ ) . a y y Yo .Yo 

Hierin enthalten die reehts stehenden Glieder die anfangliehen Lauf
teile beider Mas~enpunkte, die wir uns aueh zu irgendeiner Zeit in 
einen von der Gesamtmasse m' + m" mit gemeinsamen Laufteilen Vx 

und v y vereinigt denken und an Stelle von 6 a) 

m! v x' + m" v x" = (m! + m") v x 1 
m'vy' + m"vy"=(m'+ m") V,,) •••••• 6b) 
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schreiben durfen, woraus der Bestand von v und v unmittelbar er
hellt. Fuhren wir dann noch die augenbli;klichenY Achsenabstande 
x', y'; x", y" der Massen m' und m", sow'ie x, y der zeitweilig in einem 
sogen. Massenmittelpunkt vereinigten Gesamtmasse ein, so stellen 
die Formeln 6 b) die Ableitungen von 

m' x' -t- m/' x" = (m' + m")x) 
, , I "" ('+ ") J' • . . • . • . H) mY-T-"my==m my 

dar, wodurch die Lage x, y des Massenmittelpunktes gegen die 
beiden Einzelmassen jederzeit gegeben ist. Schreibt man sie in der 

Form (x - x') m' + (x - x") m" = 0 
(y - y') m' + (y - y") m" = 0, 

so folgt damus durch Ausschalten von m' und m" 

Y-- y' 
x- x' 

y"-y 
,-, ,... 

x -x 
!) a) 

d. h. der durch 9) gegebene Massenmittelpunkt zweier in 
Wechselwirkung stehender Massenpunkte liegt auf deren 
Verbindungslinie, teilt diese im verkehrten Verhaltnis der 
Einzelmassen und schreitet selbst gleichformig fort. 

Multiplizieren wir ferner die Kraftgleichungen 1 a) mit y', y" 
bzw. mit x', x" und subtrahieren, so wird wegen 2) sowie mit Ruck
sicht auf die Wechselwil'kung auf del' Verbindungslinie 

Y" x" + Y' x' - X" y" -- X' y' =, I''' (x" - x') + X' (y" - y') = O. 10) 

und es bleibt 

m' (x' dvy' -- y' dvx') -t- m" (x" dvy" - y" dVx") = 0, 

m' _d (x' v ' - y' v ') ....I-. m" '!... (x" v " - y" v ) = 0 dt 11 x I dt 11 .r ' 

oder nach Einfuhrung del' Fahrstrahlen r' und r" der Massenpunkte 
m' und m", sowie deren N eigungswinkel cp' und (P" gegen die 

x -Achse m r'~ rp' -'r- m" r"2 rp" = Co, . . . . . . 10 a) 

d. h. die Summe der Produkte der Massen mit den Flachen
laufen ihrer Fahrstrahlen erleidet im FaIle del' Wechsel
wirkung keine Anderung. Da rrp ein Umlauf ist, so stellt mrrp 
die zugehorige Bewegungsgro13e bzw. den Prall dar und mr2 cp das 
Moment dieses Pralles, das wir nach dem Vorgang von Foppl kurz 
als Drall bezeichnen wollen. Dann durfen wir den vorstehenden 
Satz auch so ausspl'echen, daB im FaIle del' Wechselwirkung 
zweier Massenpunkte ihl' Gesamtdrall keine Andel'ung er
fahrt. 

Verlegen wir nunmehr den Anfang des Achsenkreuzes in den 
Massenmittelpunkt, setzen also dessen Achsenabstande x = y = 0, 
so wil'd bei einem Gesamtabstand r der beiden Massenpunkte 

r"-···r'=r . .......... 11) 
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wegen 9) 
m'r' + m" r" = 0, . . . . . . . . . 9 b) 

woraus im Einklang mit der Folgerung aus 9a) 

r'(m' + m") = - m"r, r"(m'+m")=m'r . .. 9c) 

hervorgeht. Setzen wir ferner den nunmehr gemeinsamen Drehwert 
von r, r' und r" um den Anfang T = T' = T" = w, so geht 1 0 a) iiber in 

(m' r'2 + m" r"2) w = Co, . . . . 

oder nach Einsetzen der Werte von r' und r" aus 9 c) 

m'm"r2 w = Co (m' + m") . .... 

... lOb) 

10c) 

Die hieraus folgende Unveranderlichkeit des Flachenlaufes ist aber 
die Bedingung fiir die relative Zentralbewegung eines der 
Massenpunkte um den andern, den wir uns fest-gehalten denken 
konnen. 

Ersetzen wir dagegen in 10 c) den Gesamtabstand r Leider 
Massen durch die Abstande r' und r" vom Massenmittelpunkt nach 
9c), so wird 

'2 _ Co m" 
r w-(m'+-m")m" 10d) 

d. h. die beiden in Wechselwirkung stehenden Massenpunkte 
vollziehen Zen tralbewegungen um ihren Massenmittel
punkt. 

Ist nach § 10, Gl. 1 a) 
dv 

qr= d; -rw2 . . . . . 12) 

der Zentralanlauf bei der Relativbewegung de~ Massen
punkte umeinander, so folgt mit 9c) 

qr= - ~~ti,m~ [d;;' -r'w2] = ~'~,m" [~J~ - r" W2], 

oder unter Einfiihrung der Zentralanlaufe q,.' und qr" bei der Be
wegung um den Massenmittelpunkt 

m'+m", m'+m"" 
qr=---:;;:,--qr =+~mr -q/., .... 12a) 

woraus sich dann noch 

q/' - qr' = qr ~ 
q/'m" + q:m'=Q' + Q"= 0 J ....• 12b) 

im Einklang mit dem Satze der Wechselwirkung ergibt, der fiir die 
Relativbewegung der Massenpunkte umeinander, wie man sich leicht 
durch Erweiterung von qr in 12 a) mit m' bzw. m" iiberzeugt, nicht 
mehr gilt, sondern durch die Festhaltung eines Massenpunktes, der 
eine seinen Anlauf aufhebende Zwangskraft bedingt, gestort wird. 
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§ 25. Die Al'beit. Erweitem wir die Kraftgleichung eines 
geradlinig bewegten Massenpunktes m unter EinfluB del' Kraft 

Qdt=mdv 

mit dem Laufe s = v, so wird daraus 

Q·ds=m·vdv, .......... 1) 

worin wieder die rechte Seite unmittelbar integrabel ist, wahl' end 
die Auswertung der linken Seite die Kenntnis del' Veranderlichkeit 
der Kraft Q mit dem von der Masse zuriickgelegten Wege voraus
setzt. Denken wir uns denselben etwa zeichnerisch gegeben, :-;0 er
balten wir in den Grenzen So und s entsprechend Vo und v 

1 a) 

Darin bezeichnen wir das Wegintegral L als die Arbeit der 
Kraft und das Produkt ~mv~ als die kinetische Energie, Be
wegungsenergie oder noch kiirzer als die Wucht del' Ma~se m, 
deren Veranderung hiernach durch die an del' Masse ge
leistete Arbeit der Kraft gegeben ist. Arbeit und Wucht 
haben offenbar die Dimension 

. . 2) 
und werden am einfachsten gemessen an der Arbeit einer langs 
eines Weges bestandigen Kraft. Als solches MaB bietet sich zwang
los die Hubarbeit der Gewichtseinheit auf eine der Langeneinheit 
gleiche Hohe dar, also das Meterkilogramm (mkg), wahrend die 
Physik demgegeniiber die Zentimeterdyne unter dem Namen 
eines Erg (erg) eingefiihrt hat. Da nun 1 kg=!l,81.10"dyn iRt, 

so ist 1 k (l81 10" '2 a)' m g=u, . erg ..... . 

Zur Vermeidung der groBen Zahlen bei physikalischen MaBen hat 
man als neue Einheit fUr technische Zwecke 

eingefiibrt, so daB 
10' erg = 1 Joule . 2b) 

wird. 
1 mkg = 9,81 Joule 2 c) 

Wenn auch in unserer Formel fiir die Arbeit die Zeit nicht 
vorkommt, d. h. die beim Durchlaufen des Weges 80 - 8 auf
gewendete Arbeit unabhangig von der dabei verflossenen 
Zeit ist, so brauchen wir diese doch zum Vergleich der Arbeits
fahigkeit sog. Energiequellen, Z. B. del' Arbeitstiere und An
triebsmaschinen. Man braucht nur daran zu denken, daB ein kraI
tiger Mann zur Arbeit von 1 mkg vielleicbt nur die halbe Zeit 
braucbt wie ein schwacher, urn einzusehen, daB del' erst ere das 
Doppelte zu leisten imstande ist. Wir fiihren darum durch 

dL 
N =(Ft = Q. v , . . . . . . . . . 3) 
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die Leistung ein mit der Dimension 

N = [ml2 t-3] •• ••••••••• 4) 
Sie wird gemessen in Meterkilogramm in der Sekunde oder 
Sekundenmeterkilogramm (mkg/sec). In der Physik tritt dafiir 
das Erg in der Sekunde (erg/sec) oder auch als neue Einheit 

1 Joule i. d. Sek.= 1 Watt ........ 4a) 

1 mkg/sec = 9,81 Watt. . . . . . 4 b) 
Mithin ist 

Die in der Technik haufig gebrauchte Einheit der Pferdestarke ist 
dann 1 PS = 75 mkg(sec = 736 Watt.. . . . . . 4 c) 

Neuerdings zieht man es vor, die Leistung in 

1000 Watt = 1 Kilowatt . . 

zu mess en, und hat demnach zur Umrechnung 

1 Kilowatt = 102 mkg/sec = 1,36 PS 

4d) 

4e) 

Urn zu entscheiden, ob die Arbeit als Produkt zweier gerichteter 
GroBen selbst eine gerichtete GroBe ist oder nicht, betrachten wir 
eine krummlinige Bewegung unter dem Einflusse einer gegen die 
x-Achse urn den Winkel x geneigten Kraft Q mit den Teilkraften 

X = Q cos %, Y = Q sin x . . . . . . . S) 

in den Achsenrichtungen. Erweitern wir diese Ausdriicke mit den 
Rissen dx=d8COS{), dy=d8sin{)....... Sa) 

des gegen die x -Achse urn {) geneigten Bahnelementes d 8, so er
halten wir die Arbeitsbetrage 

Xdx=Qd8cosxcos{), Ydy=Qd8sinxsin{) .. Sb) 

der Teilkrafte. Diese lassen sich aber unter Einfiihrung des 
Winkels ')! = x -{} zwischen der Kraft und Bahnrichtung vermittels 
der Beziehung 

cos x cos {) + sin % sin {) = cos (% - {)) = cos')! 
addieren zu 

Xdx + Ydy=Qd8COS'l' . ........ 6) 
Die Arbeitssumme der beiden Teilkrafte ist hiernach gleich 
der Arbeit des in die Bahnrichtung fallenden Anteils der 
Gesamtkraft, woraus wiederum folgt, daB der senkrecht zur 
Bahn stehende Kraftanteil Q sin 'I' keine Arbeit leistet, da 
ihm kein dazu notiger Weg zukommt. 

Gehen wir dagegen von den Teilkraftgleichungen 3) § 23 

X=mx, Y=mfj ........ 7) 
aus und erweitern sie mit dx und dy, so ergibt die Addition 

oder wegen Xdx+Ydy=m(xdx+fjdy),. . .. 7a) 

xdt=dvx ' fjdt=dvy, dx=vxdt, dy=vydt 
Xdx+Ydy=m(vxdvx+vydvy)=mvdv . ..... 8) 
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und nach Vereinfachung mit 6) 

Qds cosp = mvdv = dL. . 9) 

Hieraus erkennen wir, daB die Arbeitssumme der Teilkrafte 
in der Tat die Gesamtarbeit der Kraft selbst darstellt, die 
wiederum zur Vermehrung der Wucht der bewegten Masse dient. 
Die algebraische Addition der Arbeitsbetrage in verschiedenen, hier 
zu einander senkrechten Richtungen ist aber nur moglich, wenn die 
Arbeit eine skalare GroBe ist. Das gilt natiirlich auch fiir die 
Leistung. Au13erdem ersieht man, daB die vorstehende Betrachtung 
ohne weiteres auch fiir die gezwungene Bewegung gilt, da der senk
recht zur Zwangsbahn stehende Bahndruck ebenso wie die Normal
kraft Q sin v keine Arbeit lei stet und darum in der ArbeitEgleichung 9) 
nicht auftreten kann. 

SchlieBlich sei noch bemerkt, daB im Zustande des Gleich
gewichtes unter Wegfall des Anlaufes dv = 0, sowie in der Ruhe
lage mit v=O aus 8) 

dL = X dx + Y dy = Q ds cos y = 0 10) 

hervorgeht, was auf einen Scheitelwert der Arbeit hindeutet. der fiir 
I' = 90°, d. h. fiir eine zur Bahn des Massenpunktes in dieser Lage 
senkrechten Kraftrichtung eintritt. Wirkt bei einer kleinen Ver
schiebung ds aus der Gleichgewichtslage mit den Achsenrissen dx 
und dy die Kraft derselben entgegen, also verzogernd, so strebt der 
ausgelenkte Massenpunkt der Ruhelage wieder zu. Wirkt sie aber 
beschleunigend, also in der Richtung der Auslenkung, so entfernt er 
sich immer weiter von der Ruhelage. 1m ersteren Fall sprechen wir 
von einem stabilen Gleiehgewicht, im andern yom labilen 
Gleiehgewicht des Massenpunktes. 

1. Beispiel. Die obere und untere Ruhelage eines Kreispendels Abb. 76 
erfiilIen offen bar die vorstehenden Bedingungen des GIeichgewichts, da in ihnen 
die auf den Massenpunkt wirkende Schwere, d. h. 
sein Gewicht senkrecht zur Bahn steht und durch II', 
den Bahndruck aufgehoben wird. 1m Faile einer /.---t---tll 

Auslenkung s=l<p, also ds=ldrp=vdt aus den ./ :,p./ :~. 
Ruhelagen A und B ist fiir den oberen Punkt A'der I j'i'! \ 
Winkel der Kraft Q = m g mit der Bahn " = 90 - <p , ' , \ 
fiir den unteren Punkt B' aber v = 90 + <p, womit O~I / i 
dann 9) mit dv=lipdt iibergeht I i 

fiir A' in lip = g sin <p ) 11) I fJ? \l / 
fUr B' in 1 ip = - g sin <p >, . . • " i / -

) ".. I B'/-'otp 
Abb.76. 

Die zweite dieser Formeln mit negativem Anlauf ist 
die gewohnliche, in § 17 ausfiihrlich behandelte Pen
delgleichung und liefert Schwingungen urn die stabile 
Ruhelage B, die erste dagegen fiihrt auf eine dauernde 
wachsende Entfernung von der Lage A, die darum 
als labil anzusprechen ist. Man iibersieht leicht, daB 
man auch diese Bewegung durch Einfiihrung des Winkels A' 0 B = 180 u - <p an 
Stelle von <p als Schwingung urn die untere Lage darsteJlen kann, die nach der 
Zahlentafel in § 17 beirn VerI ass en von A ohne Anfangslauf eine unendlich 
.groBe Dauer besitzt. Der Anfangsverlauf der Bewegung von A' wird besonders 

Lorenz. Tetlm. Physik I. 1. 2. Al1/l, 7 
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deutlich fiir sehr kleine AusschHi,ge mit sin'P '" 'P, womit wir fiir die erste 
Formel 11) 

l;P=g'P ...•. 11 a) 

schreiben diirfen. Deren Lasung ist mit g = 1 a2 und den Beiwerten 0 und D 

'P=Oeat+De- at ) 
q,=a(Oe'd-De- at»)....... . lIb) 

1st fUr t = 0, 'P = 'Po und ,p = 0, so folgt daraus 0 = D = ~o, also 

eat + e-at - - I Cf = 'Po --2- = 'Po ~ol at 
, ........ 11 c) 

. eat -e-at , 
'P = a 'Po ~-2-- = a 'Po@lmat 

woraus das dauernde Anwachsen des Ausschlages 'P bzw. l'P unmittelbar 
hervorgeht. 

2. Beispiel. Eine lotrechte feste Wand sei dem wagerechten dauernden 
Anprall einer groBen Zahl kleiner Massen ausgesetzt, die aIle mit demselben 
Lauf v herankommen und ohne EinbuBe an Wucht wieder zuriickprallen. Dann 
besteht fiir den AnpraU eines Massenelementes dm die Beziehung 

dv dm 
dQ=dmaX=-itdv, •.. - . . . .. 12) 

in der jetzt dm: dt die in der Zeiteinheit auftreffende Masse bedeutet, die im 
sog. Dauer- oder Beharrungszustand als bestandig anzusehen ist. Da 
ferner der Lauf jedes Massenteilchens sich beim Anprall gerade umkehrt, also 
von - v in + v iibergeht, so wird aus 12) 

+v 

Q=~T f dv= 2 dd7 V. . ....... 12a) 

-v 

'Treffen in der Zeiteinheit (Sekunde) gerade n Massen m auf die Wand, so 
iiben diese dm 

--~- =n·m 
dt 

12b) 

eine Kraft 
Q=2·n·mv. 12c) 

aus. Das ist Z. B. angenahert der Fall bei einer groBen Anzahl kurzer 
Hammerschlage gegen einen Karper, die wie eine dauernd wirkende 
Kraft demselben einen bestandigen Anlauf erteilen. 

Betrachten wir andererseits den von den auft.reffenden Massen mit der 
Dichte 0 erfiillten Raum d V = F ds von der Wandflache F, so ist 

dm=o·Fds= r Fds, 
g 

dm y 
--=-Fv. 
dt g 

13) 

und nach Einsetzen in 12a), wenn man beriicksichtigt, daB nur die Halfte 
der Teilchen in Rechnung zu setzen ist, da dieselbe Kraft auch auf der andern 
Seite ausgeiibt wird, 

oder nach Division mit F 

i' Q=- Fv2 g , •• 

Q y 0 IV' p = -- = -- V" = 2 -~ 
F g 2g' 

13a) 

13 b) 

Wir erhalten also als Wirkung des senkrechten Anpralles einer groBen 
Anzahl den Raum vor einer Platte erfiillenden Massenteilchen 
einen Flachendruck auf dieselbe, welcher der Wucht der in der 
Ra umeinh ei t vor handen en Masse ver haItnisg leich ist. Von dieser 
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Vorstellung macht man bei Aufstellung der sag. kinetischen Gastheorie 
Gebrauch, welche daB Gas als eine ungeheure Zahl sehr kleiner, wirr durch
einander bewegter Korper betrachtet. 

§ 26. Die Arbeit bei der '" echselwirkullg zweier lllassell
pUllkte. Stehen mit oder ohne Vermittlung des Zentralk6rpers zwei 
Massen m' und m" miteinander in Wechselwirkung ± Q, so gelten 
fiir beide die Gleichungen des § 24: 

- Q ds' cosv' = -- X dx' - Y dy' = m' v' dv') 
1,) Q ds" cos y" = X dx" + Y dy" = m" v" dv" f' 

aus denen sich durch Addition ergibt: 

Q [ds" cos y" - ds' cos r'J = X (dx" - dX') + Y (dy" - dy') 

= m'v'dv' + m"v"dv" .. .... 1 a) 
Hierin sind aber nach Abb. 77: 

dx"-dx'=dx, dy"-dy'=dy.2) 

die relativen Verschiebungen der 
beiden Massenpunkte in den Achsen
richtungen und 

~5 
/ds"~ 

_m/ v" 
ds"cos'/l"-ds'cos'/l'=dr . 2a) 

~v' 
Abb. 77. 

die Anderung ihres Abstandes r, so 
daB wir auch an Stelle von 1 a) mit der relativen Arbeit 

schreiben diirfen 
dL=Q.dr=Xdx+Ydy 

dL = m' v' dv' + m" v" dv" 

oder integriert mit den Anfangswerten vo' und vo" 
, " 

L = m_ (V'2 _ v '2) I !!!.. (V"2 _ V "2)' . 
2 0 T 2 0 

3) 

3al 

3b) 

Zerlegen wir nun den Lauf beider Massen unter Festhaltung des 
Massenmittelpunktes in je einen Anteil v/' v/' in der Richtung 
der Verbindungslinie und v,.', V,." senkrecht dazu, so ist 

v'? = V 12 + V ,~ 
r u' 41 

AuBerdem aber folgt aus Gl. 9 c) des § 24 durch Differenzieren 

, m" v,. 
v = - -... ---- --

r m'+m'" ... 4a) 

WO vr = v/' - v: den Relativlauf beider Massenpunkte in del' r
Richtung bedeutet. Andererseits haben wir mit dem Drehwert OJ des 
Strahles r um den Massenmittelpunkt unter Benutzung der Formeln 10) 

" m"vu v =r W=--- .----, 
U m'+m" 

, 
v "= r" w = + --m .Y.E. 4 b) 

11 , m'+m'" . ' 

unter vn = r w = vn" - vu' den Relativlauf der Massenpunkte gegen
einander senkrecht zur Verbindungslinie verstanden. Setzen wir die 

7* 
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Ausdriicke 4) mit 4a) und 4b) in Gl. 3b) ein und beachten, daB nun
mehr durch V 2 +v 2=V2 ,. u 

der gesamte Relativlauf v bestimmt ist, so wird daraus 
m'm" v2 _ v 2 L= ___ ~ ___ O 

rn: + mil 2 

. . 4 c) 

5) 

d. h. die Relativarbeit hat bei Festhaltung des M assen
mittelpunktes auch nur eine Anderung der relativen Wucht 
zur Folge. 

1st dagegen der Massenmittelpunkt selbst in Bewegung 
mit dem Lauf w = Vw/ + Wu 2 , so treten bei ungeanderter G1. 4) 
an Stelle von 4 a) und 4b) 

mil v II rn: vr ) 
V ,_ w _ ___ r_ V W + I 

r - r m' + mil' r = r m' + mil } 

m"v ' I' 
V I_-W ------"---- V "=W +_~_s,_ 
u-- U m'+m"' U U m'+m"J 

6) 

woraus 
m' v I -l- 1n" v II = (m' -l- mil) ) r I '/' I wr> 
m' vu' + mil VU " = (m' + mil) Wu J ' 

6a) 

also wegen der Unveranderlichkeit der links stehenden Summen der 
Prallteile in der Strahlrichtung und senkrecht dazu die Bestandig
keit von wr und wu' d. h. eine gleichformige Bewegung des 
Massenmittelpunktes folgt. Weiter erhalten wir durch Quadrieren 
und Addieren von 6) mit 4) und 4a) 

.. 6b) 

mithin 
m'm" 

m' V'2 + mil V" 2 = (m' + mil) w2 + ~I + mil v2•. • • 6c) 

Fiihren wir diesen Ausdruck in die Arbeitsgleichung 3 b) ein, so 
nimmt sie wiederum die Gestalt 5) an, da aIle mit w2 behafteten 
Glieder sich gegenseitig wegheben. G1. 5) gilt demnach u. a. 
auch fiir die Anfangsbewegung eines von der bewegten 
Erde weggeschleuderten Korpers gegen diese selbst. Da 
in diesem FaIle die Korpermasse mil stets als sehr klein gegen die 
Masse m' des Erdkorpers anzusehen ist, so diirfen wir unter Ver
nachlassigung von mil: m' 

mil v2 _ v 2 mit 
L = --m"- --2 _0_ = 2- (v2 -- Vo 2) . . . .• 7) 

l+ rrT 
fUr aIle Relativbewegungen an der Erdoberflache gegen diese mit 
hinreichender Genauigkeit setzen und damit bei solchen Unter
suchungen von der Erdbewegung selbst vollig absehen. 
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1. Beispiel. 1m Faile des Abfeuerns eines Geschiitzes oder Gewehrs be
findet sich sowohl das Rohr wie das GeschoB anfanglich im Ruhezustand, also 
ist Vo = 0 und wegen 6 a) m' v,.' + mil vr" = 0, wie schon im Beispiel des § 24 
bemerkt wnrde. Die relative Arbeit dagegen ist hier durch den in Abb. 78 
dargestellten Verlauf der Pulverdruckkurve gegeben, die man durch Zusammen
driicken von Kupferzylindern durch kleine Kolben erhalt, welche in seitlichen 
Anbohrungen A an verschiedenen Stellen des Rohres beweglich sind. 1st 
p kg/cm2 der Pulverdruck) F der Ge
ocboB- und Rohrquerschnitt, so ist die 
treibende Kraft Q = F p und die Arbeit 
auf dem Wege 8 im Rohr, der vermoge 
des Riickhmfes als Relativweg anzu-
sehen ist 8 8 

L = J Q d 8= F J P d 8,. . 8) 
o 0 

~s-----..; 

~:J 
Ii Ii Ii 

Abb. 78. 

wahrend die Gesamtarbeit sich durch 
Integration iiber den ganzen GeschoB
weg 80 im Rohre ergibt. Man kann 
diese auch durch die Erhebung h des 
nach Abb. 75 pendelnd aufgehangten 
Rohres ermitteln und erhiilt dann aus 
dem Vergleich von 6b) und der GJ. 7a) § 24 mit w=O und v/=v', v,." = v" 
und Einsetzen in 3 b) . m' 

L = (m' + m")-,; gh, . ..... . 
m 

8a) 

worln m' die Rohrmasse und mil die GeschoBmasse bedeutet. 

Die Integration des Ausdruckes 3) fiir die Arbeit ist offenbar 
nur moglich, wenn die Kraft Q als Funktion des Abstandes r del' 
beiden Massen oder wegen dL 

Q = ----
dr 

als Ableitung einer Funktion von r nach dem Abstande aufgefaBt 
werden kann. Wir wollen diese sog. Kraftefunktion oder das 
Potential mit - U bezeichnen also 

dU 
Q = -c[;.- . . . . . . . . . . 9) 

setzen und erhalten dann fiir die Arbeit 

dL=--dU=Xdx Ydy, ...... 9a) 

oder wegen x 2 + y2 = r'! auch 

?U. aU 
dU=.-dx+-d -dy, ....... 9b) 

ex y 
fUr die Teilkrafte III den Achsenrichtungen 

iT .. oU 
X=-- -(fx' Y=-oy-· ..... 9c) 

Wegen der Willkiil' del' Lage des Achsenkreuzes el'gebell sich 
demnach im FaIle des Bestehens einer Kraftefunktion die 
Teilkrafte als deren pal'tielle Ableitungen nach der ent
sprechenden Richtung. Da ferner 

r 

L = J Q dr= U(ro) - U(r)--c Uo -- U 10) 
"0 
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ist, worin die Funktionswerte Uo und U nur durch den Anfangs
und Endabstand der Massen bestimmt sind, so erhalten wir 
durch Einsetzen in 3b) mit den Abkiirzungen 

m'v '2+m!'V "2_ 2 T o 0 - 0' 

fUr die gesamte Wucht der Massengruppe entsprechend den 
Abstanden round r 

wonach die Summe U + T bei der Bewegung der beiden Massen 
ihren Wert dauernd behalt. 1m Gegensatz zur Wucht oder kine
tischen Energie T bezeichnen wir nun die nur von der gegenseitigen 
Lage der Massen abhangige GroBe U als Energie der Lage, 
potentielle Energie oder kurz als Drang; die bestandige 
Summe 11) als den Energieinhalt oder als Macht der Massen
gruppe. 1m FaIle des Bestehens einer Kraftefunktion 
(Potential) bleibt also die Macht einer Gruppe von zwei 
gegeneinander beweglichen Massen ungeandert, wahrend 
die Anderungen von Drang und Wucht sich gegenseitig 
ausgleichen. 

Unsere Untersuchungen geiten natiirlich auch fUr die Bewegung 
einer einzelnen Masse, die wir uns dann relativ zur festgehaltenen 
andern zu denken haben. Die Festhaltuug erreichen wir am ein
fachsten dadurch, daB wir die zugehorige Masse beliebig anwachsen 
lassen, also in der Formel 5) nach Kiirzung mit m" diese unendlich 
groB machen, wodurch die Wuchtanderung sich auf 

_ m' 2 2 
L-2 (v -vo )" ... .. 5a) 

d. h. auf diejenige der bewegten Masse allein beschrankt. 

2. Beispiel. Sind die beiden nur in ihrer Verbindungslinie beweglichen 
Massen durch eine selbst masselos gedachte Schraubenfeder miteinander ge
koppelt, deren spannungslose Lange a sein moge, so wird mit einer Federungs
zahl cx2 die zwischen ihnen wirksame Kraft 

Q=_cx2 (r_a)=_dU,. 12) 
dr 

also cx" (r - a)2 
U= 2 ' 120.) 

wahrend die Wuchtanderung der ganzen Massengruppe nach 5) sich zu 

m'm!' v 2 -v 2 

T-To=m'+mf' ~2~ 12b) 

erhalten wir fUr die Macht nach 11) unter Weglassung des ergibt. Mithin 
Nenners 2 

2 >! + m'm" 2 _ 2 2 m'm" 2 
IX (r-a) ,+-,;Vr -cx (ro-a) +-'+ "Vro" •. 13) m m m m 

Wollen wir fiber die Bewegung der Einzelmassen AufschluB gewinnen, so mfiBsen 
wir auf die Kraftgleichungen zuriickgreifen; die ffir die Abstande r' und r" 
der Massen m' und m" vom Masssenmittelpunkt lauten 

cx2 (r - a) = m! 1", -cx2 (r-al=m!'1''' ...... 14) 
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Da ferner nach Gl. 9c) § 24 

m"r=-(m' mil) r', m'r= (m' 1n") r" 15) 

ist, so erhalten wir an Stelle von 14) auch 

r' ~ a21!!~~~n:" (1"' + m'f'~" ) ~ 0 1 
., m/ -;- m" ( " m' a ). Jf ' 

. . . . . . 14a) 

cc "f \r ~ - I ~" =----:: 0 mm m-:-m 
if' _ 

also zwei Schwingllngen urn die Mittellagen 

m"a 
ro' ~= - :;n'- :;r,7--" ....... F) a) 

mit der gemeinsa-men Dauer 

to=2_-"'1/~+'m~_"=21r . .......... 14b) 
arm m _ao 

Die Schwingungsausschliige selbst sind 

r' =, ro' + A, cos a()t +B, sin lXon ) ".... "+ 4 'B' > ......•. - 16 r --ero "eCOSlXot, 2 SIll lXot) 

worin wegen 15) und 15a) 

A, m' -1- Ae m" ~ 0, B, m'-f-B2 m"=O 

sein muB, so daB nur noch zwei Beiwel'te durch Anfangsbedingungen zu be
stirn men sind. 1st z. B. fiir t =c 0, r' = r, ) r' = 0, so folgt 

und es wird aus 16) 

m' 
.... 4" = - -f,- (ro' -- r1), " m B,=Be=-O, 

r' = fo' (1', - 1'0') cos lXo t 1 
,, __ IIJ (' ) m' , ...•..... 16a) 

r -- 1'" ,- 1'0 -1', :mji cos lXot) 

Beide MaBsen befinden sich daher zu Beginn in Ruhe. Durch Abzug ergibt 
sich weiter aus beiden Formeln 16a) mit Riicksicht auf 15) und 15a) fiir die 
Relati vBcb wingung 

_, m'+m" 
r-a---(ro --r' )-m"- cosaot ........ 16b) 

von gleicber Dauer und Pbase wie die Einzelschwingungen. Man erkennt 
leic.ht, daB sie der Arbeitsformel 13) mit Vr = r und vro = 0 geniigt. 

VI. Die allgemeine Schwere. 
§ 27. Das Schwerefeld eines Massenpunktes. Aus den in § 10 

besprochenen Bewegungsgesetzen der HimmeIskorper, die angesichts 
der Kleinheit ihrer Abmessungen gegenuber ihren Entfernungen von
einander mit groBer Annaherung als Massenpunkte angesehen werden 
durfen, haben wir geschloss(m, daB sie Zentralanliiufen unterworfen 
sind, welche im verkehrten VerhiHtnis des Quadrates ihrer gegen
seitigen Abstande f stehen. Daraus folgt unmittelbar eine Anziehungs
kraft der Masse m" auf den Korper mit der Masse m' 

, 
p'= -i-kIf m_ 

r2 
1) 
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in der Richtung von r, worin kIf nur von den Eigenschaften des 
Korpers m" abhangt. Andrerseits erfahrt aber auch diese ::Uasse 
eine Anziehungskraft " 

P"=-k':rr" . 1a) 
r~ 

seitens der Masse m', wobei k' wiederum nur von deren Eigen
schaften bedingt sein kann. Da nach dem Satze der Wechsel
wirkung P' + p' = 0, also 

k'm" -k" m'=O 
sein muE, so folgt daraus die Gleichheit des Bruches 

k' 
m' 

k" 
-;,-=k 
m 

2) 

fur beide Massen und darum wegen der erfahrungsmaBigen Allgemein
gultigkeit der Bewegungsgeset.ze in der ganzen, unserer Beobachtung 
zuganglichen Welt fiir aile in derselben enthaltenen Massen. Eine 
solche GroBe, deren Zahlenwert nur von den gewahlten MaBeinheiten 
abhangt, nennt man gewohnlich eine universelle Konstante, 
wofiir wir kiirzer Weltwert sagen wollen. Den vorliegenden Welt
wert nennt man gewohnlich GauBsche Zahl. Unter Einfiihrung 
derselben in die Kraftausdriicke 1) bzw. 1 a) haben wir dann mit 
P' = -- p lI = - P fiir' die gegenseitige Anziehung der 1Iassen m' 
und mil m'm" 

P=-k~2-' . 
r 

woraus sich dann die Anlaufe beider Massen 

P' m" P" m' 
q'= m' =k 7 , q"= m,,-=-k·ril -

und der Relativanlauf beider gegeneinander zu 

m' -r-- mil m' + m" 
q = q" - q' = - k -7-- = P -m-'~---" 

3) 

Ba) 

. . . 3 b) 

berechnet. Von der letzteren Formel ist immer dann Gebrauch zu 
machen, wenn man sich eine der beiden Massen festgehalten denkt 
und die Relativbewegung der anderen in bezug auf diese ins Auge 
faBt, wahrend man bei der Verfolgung der wahren Bewegungen 
etwa unter Festhaltung der Massenmittelpunkte die Gleichungen 3) 
und 3a) benutzen wird. Diese lehren also, daB jeder Massen
punkt den Ausgang eines strahlenformig nach allen SeHen 
des ganzen Raumes erfiillenden Anlauffeldes darstell t, 
welches kurz als Schwerefeld bezeichnet werden mag und vollig 
durch die im Ausgang befindliche Masse bestimmt ist. An Stelle 
des Anlaufes an einer Stelle des Feldes spricht man wohl auch von 
der dort wirksamen Feldstarke, die vermoge ihrer Abhiingigkeit 
vom Fahrstrahl auf konzentrischen Kugeln um den }lassenpunkt 
denselben Wert besitzt. 

Erinnern wir uns, daB die Dimension des Anlaufes q = [l.r 2] 

war, so durfen wir die Starke des Schwerefeldes einer }Iasse dann 
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zur Festsetzung ihrer Dimension benutzen, wenn wir den Welt
wert k als reine Zahl ansehen. Alsdann folgt sofort fUr die gesuchte 
Dimension 

4) 

Nach dem dritten Keplerschen Gesetze G1. 13a) § 10 ist nun 

5) 

unter a die halbe groBe Achse del' Bahnellipse und t die U mlaufszeit 
eines den Brennpunkt umkreisenden Korpers verstanden. Mit 

qr~=- km 
wird daraus also 

4a) 

im Einklang mit 4), so daB die Masse geradezu durch den Um
lauf einer gegen sie selbst verschwindenden and ern Masse 
bestimmt ist. Mit diesel' schon von GauB gelegentlich vor
geschlagenen Massenfestsetzung 4), von der man seltsamerweise bis
lang wedel' in del' Physik, noch in der Technik Gebrauch gemacht 
hat, wiirden sich die Dimensionen 

ergeben. 

der Kraft zu P = P+C4 ] 

des Pralls zu mv = [Z4t- 3 ] 

del' Arbeit zu m v2 = [l5 t- 4J 

Sind zwei Massenpunkte vorhanden, die aufeinander mit del' 
Kraft 3) wirken, so bewegt sich jeder im Schwerefelde des andern 
und vollzieht demnach je eine Zentralbewegung. Die hierbei ge
leistete Arbeit ist wegen der reinen Abhangigkeit der Schwerkraft 
vom Abstande r 

nul' eine Funktion del' beiden Endlagen 
den Ausfiihrungen des letzten Abschnittes 
Potential werte 

I " 

.6) 

und darf daher nach 
als Unterschied ZWeIer 

U=-k m m 
m'm" 

U =-k----
o 1'0 

.. 6a) 
l' 

aufgefaBt werden. Sie dient zur Veranderung del' Wucht beidel' 
Massen, fiir die wir auch unter Einfiihrung del' Relativlaufe v nach 
dem El'gebnis des vol'igen Abschnittes G1. 5) 

odeI' 
7) 
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und nach Differenzieren nach r 

m' + mil dv 
- k---·--· = v --

r~ dr' 
.. 7a) 

schreiben konnen, worin die linke Seite ersichtlich mit dem Relativ
anlauf 3b) iibereinstimmt. Man kann demnach die Bewegung 
zweier Massenpunkte im gemeinsamen Schwerefeld sowohl 
als Relativbewegung des einen urn den anderen oder auch 
als Zentralbewegung beider urn den Massenmittelpunkt 
auffassen. 

Beispiel. Betrachten wir die Bewegung der Himmelskorper als relatiy 
zueinander, d. h. die der Planet en als Umlaufe urn die Sonne, die der Monde 
als U mlaufe urn die Planeten, so ist stets fiir den Zentralanlauf der Ausdruck 3 b) 
anzusetzen, mit dem das dritte Keplersche Gesetz 5) iibergeht in 

k (m' + mil) t· = 4 ",2 a3 •• • • • • • • • • • • 5a) 

1st z. B. mo die Sonnen masse, m, und m 2 die Massen zweier Planeten, mit den 
graBen Halbachsen a" a2 und den U mlaufszeiten t" t2 , so folgt fiir jeden 
desselben k ( + ) t 2 - 4 2 3 . mo m, 1 - '" a, 

also 
k (mo + m2) t22 = 4n2 a2", 

~t :~( ~: ) 2 = (:: ) " . . . . . . . . . . . 5 b) 

Darf ferner die Masse eines der beiden Planeten, etwa m2 gegen die Sonnen
masse vernachliissigt werdEn, so bleibt 

5c) 

zur Bestimmung des Verhaltnisses m,: mo' Auf diese Weise wird z. B. das 
Verhaltnis der ErdmaEse zur SonnenmasEe ermittelt. Kennt man dieses, so 
ergibt sich fUr die Bewegung des Mondes von der Masse m3 urn die Erd
masse m" und dieser um die Sonne mo 

und nach Division 

k (m, + m3 ) t3 2 = 4n2 a3 3 

k (ml + mol t,· =4n2 al 3 , 

1 + ~-"-
1 + :~- (~r = (~-r, ........... 5 d) 

m l 

oder unter Vernachliissigung der Erdmasse gegen die der Sonne im Nenner 

hinreichend genau rn,'_ ( ~,,-) (!s_). _ (~)3 
1+ - •.••..... 5e) 

mo m, t, a, 

zur Berechnung des Verhaltnisses m3: ml der Mondmasse zur Erdmasse. Werden 
schlieJ31ich zwei Planeten von den Massen ml und m2 von Monden umkreist, 
deren Massen m' und mil gegen die der Planeten vernachlassigt werden diirfen, 
so diirfen wir auch schreiben 

• 5 f) 

woraus sich dann das Massenverhaltnis zweier Planeten aus den groBen Halb
achsen und Umlaufszeiten ihrer Monde besonders gen1!u berechnet. Mit diesen 
Formeln sind die in der letzten Spalte der folgenden Tafel angegebenen Massen 
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und Dichteverhaltnisse der Planeten zur Erde aus den voranstehenden Bahn
elementen der Planet en und des Erdmondes gewonnen. Darin bedeutet a die 
mittlere Entfernung vom Zentralkarper im Verhaltnis zur Erdbahn und E die 
Bahnexzentrizitat, t die Umlauf8zeit in Jahren, D den Aquatordurchmesser 
(Erde = 1) und tu die U mdrehungsdauer der Karper um ihre AcllSen. 

Name I a E D tu m () 

Sonne. 0,000 0,0000 0,0000 109,00 '" 26d 888,482 0,26 
Merkur 0,387 0,2056 0,2408 0,87 0,06 1,10 
Venus. 0,728 0,0068 0,6152 0,97 0,f-I2 0,91 
Erde 1,000 0,0168 1,0000 1,00 23h 5W 4" 1,00 1,00 
Mars 1,523 0,0933 1,8801) 0,.54 24h 37' 23" 0,11 0,69 
Jupiter 5,203 0,0483 11,8fi20 11,14 I 9h 50' 818,00 0,25 
Saturn . 9,539 0,0559 29,4560 9,40 10h 14' 95,00 0,18 
Uranus 19,187 0,0463 84,0130 4,00 14,60 0,2'1 
Neptull 30,060 0,0090 164,6160 4,30 17,30 0,22 
Erdmond 1: '189 0,0550 0,0746 0,27 27,32d 0,0124 0,62 

~ 28. Das Schwet'efeld kugelformiger Massen. Sind mehrere 
Massenpunkte m, m', m" .. , mit den Achsenabstanden xy, x' y', x" y", ... 
und den Abstanden r', r" ... vom ersten vorhanden, Abb.79. so k6nnen 
wir die Kraftwirkungen auf diesen 

mm' 
P'= - k·,." r -

II 

P" = -- k rnrn 1 ) "., ..... . r -

nach den Achsenrichtungen in die Teilkrafte 

mm' x-x' 
X'=--k----- -r' ~ r' 

, mm' y --y' 
Y =-k----·· 

r''2 r' 

zerlegen. Aus 

mm" x --- x" 1 
X" = - k --ii-.'- -,,---

r" r 

Y" = _. k rl!rn," y ~ y" 1 
r" 2 r" J 

1 a) 

r'2 = (x _. x'? + (y _ y')2, 

folgt aber 
r' dr' = (x ._- x') dx + (y - y') dy 

x-x' 
r' 

mithin auch 

or' 
a;; , 

y-y' 
r' 

or' 
ay' 

V m 
m .J-" 

r m'" 

m 
y 

!I" !/ '" X' = _lc...'Yf!..'YI!: Or' =kmm' .0_ (l) 1 
r'2 ax a x r' 1 

2) !/ 

y = ---k~2~'~r=kmm' aay (-t,) J' 0 x' x" 

oder mit den Potentialen 

k'Yl!m' _ U' 
I --./, 

r 
':lU' 

X' == .-~ .. 
ax ' 

0' oU' } =- . -oy , 

kmm" " --···_--=u 
r" 

au") 
X"=- --·1 ox l 

oU" r 
Y" =-Ty- J 

A 
x'" x 

Abb. 79. 

. . . . . ;~) 

2al 
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Addieren wir alle gleichgerichteten Teilkriifte, so erhalten wn' die 
Achsenanteile 

X = I X' = --1) _? u' = _ ~~U' = _ a U1 
ox ()x ax I 

> 2b) , ~ au' aIU' aUI' 
Y=IY = --~ -ay= ---~-;-y-= ---ay J 

der Gesamtanziehung aller Massen m'ml! ... auf m als par
tielle Ableitungen eines aus del' Summierung der Einzel
potentiale hel'vol'gehenden Gesamtpotentials U nach den 
Achsenabstanden der Masse m. Fur dieses Gesamtpotential 
diirfen wir demnach mit 3) schreiben 

rm'm" l -rm' 
U=-kml-'+--"-+".J~-km~ -" •.. 3a) _ r r r 

oder, wenn an Stelle der Massenpunkte m'm"... die Elemente rim' 
eines ganzen Korpers treten 

U = - km f~~. . . . . . . . . 3 b) 

Die vorstehende Entwicklung gilt naturlich zunachst nur fUr ellle 
ebene Verteilung der Massepunkte m m'm" . .. bzw. fUr eine mit 
Masse bedeckte Scheibe und einen Massenpunkt m. Sie lassen sich 
aber sofort auf einen Umdrehungskorper ausdehnen, auf dessen Achse 
der Massenpunkt m liegt, da alle Korperelemente in gleichem Ab
stande von der Umdrehungsachse denselben Abstand r von m be
sitzen und darum auch dieselbe Wirkung auf m ausuben. Wir durfen 
mithin in diesem Fall in einem Meridianschnitte des Gmdrehungs
korpers die auf einen Ring um die Drehachse befindlichen Massen
elemente zu dm' zusammenfassen und danach die in 3 b) angedeutete 
Integration durchfuhren. 

1. Beispiel. 1st die Masse m' = mo gleichf6rmig auf einer Kugelschale 
vom Halbmesser ao und dem Zentralabstand OA = ro verbreitet, Abb. 80, so 

Abb.80 .. 

entfallt auf ein Oberflachen
element d F der Kugel die Masse 

Als Flachenelement wahlen 
wir nun einen Ring vom Ab
stande ao sin# von der Dreh-
achse und der Breite aod (j>, 

also vom Inhalte 

dF=27tao2 sin#d# . ........... 5) 

Mit dem Winkel # berechnet sich aber aus Abb. 80 der Abstand dieses 
Elementes von A aus 

r~ = ro2 + aiJ2 - 2 roao cos {} t 
rdr ~= roao sin {Jd{} J' 5a) 

d F = _~Jl ao~~'C .... . • . . . . . 
ro 

also ist auch 5b) 
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und mit 4) 
d1n' 1no dr 

r 2a~ r~' 
4a) 

Eingesetzt in :) b) ergibt 
Massenpunkt 1n 

sich das Potential der Kugelschale fiir den 

U =- ~ -~~~~~J dr,. . Ij) 

wol:>ei nul' die Verschiedenheit del' Integrationsgrenzen fUr die Lage von 1n 
auBerhalb odeI' innerhalb der Schale zu beachten ist. Es ist fUr den 

ro+ao 1 
AuBenpunkt: Ua'~ km~ofdr==_ km~o_I 

::;:fo'~d~rro __ k~~"···· 
Innenpunkt: U, == ~ 2aor" ao 

ao - fo 

6al 

Das Potential hat demnach im Innern der Kugelschale iiberal! 
denselben Wert und stimmt fiir einen auBeren Punkt mit dem 
Potential der im Kugelmittel vereinigten Masse der Schale iiberein. 

Fiir die Anziehungskraft del' Kugelschale auf den Massenpunkt m er
halten wir dann 

Pa===~()Ua= ~ kmmo ) 
oro TO 2 1(,..,....... 71 
ou· 

Pi=-~==O J 
o 

so daB also die Kugelschale auf einen inneren Punkt gar nicht. 
auf einen auBeren Massenpunkt dagegen ebenso wirkt, als wenn 
ihre Gesamtmasse im Kugelmittel vereinigt ware. Denken wir uns 
nun die Himmelskorper aUB derartigen Kugelschalen zusammengesetzt, wobei 
indessen die Dichte sich langs des Halbmessers andern kann, so diirfen wir 
sie fiir jede Wirkung nach auBen als reine Massenpunkte ansehen, womit die 
friihere Behandlung der Planetenbewegung ihre nachtragliche Rechtfertigung 
erfiihrt. 

Wichtig ist noch die Bemerkung, daB das Potential beim Durchgang 
durch die Schale selbst, also bei 1'0 = ao stetig bleibt, wahrend die Kraft 

kmmo 
von Pi=O auf Pa=~-a;2· ia) 

dort plotzlieh ansteigt, urn danaeh nach Gl. 7) nach suBen abzunehmen, wie 
dies aus Abb. 81 ersiehtlieh ist. 

Haben wir eine Vollkugel von gleichfOrmiger Diehte f5 vor uns, so geM 
die Anziehung auf einen inneren Punkt im Abstand ro nur von del' innel'halb 
dieses Punktes liegenden Vollkugel von del' Masse 

'{n' = -~. nro3() 
aUB und nimmt den Betrag 

, km1n' 4 
Pi =--- -===~k~(jnmro 7b) 

roe ~ 

an, steigt also von del' Kugelmitte bis zur OberfHiehe ro = ao linear an, wah
rend das Potential mit dem Massenelement d1n'=47tf5r2 dr del' unendlieh 
diinnen Kugelsehalen zwischen 1'0 < I' < ao sieh zu 

00 

U.' kmm' f dm' , ~km --
1'0 I' 

To 

U/ = -:2 no km (ao" _ r;~) 6b) 
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UP 
berechnet, also absolut genommen eine Ab-

!--r- nahme von del' Mitte bis zur Oberflache 
zwischen den Werten 

Uo' =c-2nrlkma02 ) 6c) 
AlO {/,ji Ua bis Uo"=-tnokma02 J .. 

anfweist, vgI. Abb. 82. An dem Verlaufe 
___ -I-_-+-________ TJ..::o beider GroBen auBerhalb del' Kugel gegen 

die Kugelschale von gleicher Masse wird 

~ 
hierbei nichts geandert. Die Berechnung 
del' Kraft und des Potentials bietet auch 
keine Schwierigkeiten, wenn die Dichte (5 

UP 

Abb. 81 u. 82. Abb.83. 

langs des Halbmessers gesetzmaBig von innen nach auDen zu- odeI' abnimmt. 
Alsdann wi I'd fiir innere Punkte 

Tu ) 

p!=4",kmf/Jr2dr I 
l ~~ l 

o To ao' • • • • • • 8) 

U/ = - 4::~ f /Jr2dr- 4 nkm f /Jrdr I 
. 0 ro J 

2. Beispiel. Die Wirkung einer Kugelschale auf einen Massenpunkt er
gibt sich auch ohne Zuhilfenahme des Potentials durch unmittelbare Be
rechnung del' in die Richtung von ro fallenden Teilkraft im AnschluD 
an Abb. 80. Diese Teilkraft ist mit 4) 

p = _ km S dm'~os If! = _ k4mm~ SdF cos If! , ••••• 9) 
r nao r" 

r2+r 2_a 2 
odeI' wegen cos If! = 20 0 

ror 

und 5b) p=- kmmO_S(l +roZ-_a,)2) dr 9a) 4r02ao r2 ' ......... . 

woraus dann mit den Integrationsgrenzen ro - ao und fo + a o fUr den auBeren 
Punkt, sowie ao - ro und ao + fo fiir den inneren die oben ermittelten Werte 7) 
hervorgehen. 

3. Beispiel. Enthalt eine gleichformig mit Masse erfiillte Kugel 
einen ebenfalls kugelformigen Hohlraum, so diirfen wir diesen als 
eine Vollkugel mit del' negativen Dichte /J derVollkugel ansehen und erhalten 
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dann fiir einen Punkt im Rohlraum mit den Abstanden r, und r2 von den 
beiden Kugelmitten 0 , und Oe, Abb. 8'3. naeh 7 b) die beiden Krafte 

P, == -1 konmrt • 

Mit den Neigungswinkeln a, und a, der Strahlen r1 und re gegen die Zen
trale 0 1 O2 ~~ c folgen dann die Krafte in deren Richtung und senkrecht dazu 

Wir erhalten also im Innern der kugelformigen Rohlung iiberall 
dieselbe, nur dureh den Abstand der Kugelmitten bestimmte Kraft 
in der Richtung dieses Abstandes. Der Hohlraum in einer Vollkugel 
stellt demnaeh ein gleiehformiges Schwerefeld dar. 

4-. Beispiel. Zur Bestimmung der Masse mo des Erdballs, die 
naeh den Ausfiihrungen des vorigen Abschnittes der Massenbestimmung alJer 
andern Welt korper zugrunde liegt, bedient man sieh zweckmaBig des V crgleiehs 
mit einer bekannten kugelfiirmigen Masse m1 . Bringt man diese nach Abb. 84 
auf die Erdoberflaehe, so ergibt ~ich im Abstand h iiber der Mitte von m1 

der Gesamtanlauf durch Wagung oder Pendelschwingungen zu: 

worin a den Erdanlauf ohne die Zusatzmmasse m1 be
deutet. Daraus folgt 

h" at - g 
----- - ---

all" a 11 a) 

fiir das Massenverhaltnis, wahrend der G a u B s e h e 
Weltwert sieh zu 

11 b) 

ergibt. Ein anderes Verfahren zur Bestimmung von 
k beruht auf der Seitenablenkung des Lotes durch 
eine bekannte Masse m1 , die dureh eine ihrer Anziehung 
entgegengesetzte meBbare Federkraft wieder aufgehoben wird. 

Abb. 84. 

Man kann aber auch die mittlere Dichte a des ganzen ErdbaIJs mit der· 
jenigen 0, einer Oberflachensehicht von der Dicke h dureh Messung des Erd
anlaufes a an der Oberflache und at in der Tiefe h vergleiehen, wo die Wirkung 
der Oberflachenschieht als umhiilIende Kugelschale weg
falit. Alsdann hat man nach Abb. 8;' 

un d nach Division 

Abb.85. 
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oder wegen der Kleinheit der Tiefe h gegen den Erdhalbmesser ao hin
reichend genau: 

fI h, rl, h 
- .. = 1 - 2 --- -l- 3 --
fit ao I (j a o 

~=~+~ (fI_ 1) .. 
(j 3 3 h fI, 

So £and Air y durch Pendelbeobachtung in h = 333 m Tiefe 

1 __ fL __ l_ 
fI, - 19200' 

. . . . . . 13) 

woraus mit ao = 6370000 m, 0, = 0,380 oder y, = 0,38 Y folgt. Da nun das 
Raumgewicht y der Gesteine an der Erdoberfiache zwischen 2000 und 2500 kg/m" 
schwankt, so wiirde dasjenige der ganzen Erde zwischen 5200 und 5600 kg/m3 

liegen. In der Tat haben genauere Versuche, z. B. von Reich, nach demselben 
Verfahren y = 5580 kg/m" ergeben. Damit aber wird 

" 3 2 ') 2 
k=fIao· =-.lL~=_afl_ .=648.10-12, 

mo 41trlao3 4naoy 

-also ein sehr kleiner Wert, der die Anziehungskraft zweier Masseneinheiten 
von je 9,81 kg in der Entfernung von 1 m in Kilogramm angibt. Im physi
kalischen MaBsystem wiirden wir fiir die Anziehung der Masse von ie 1 g in 
der Entfernung von 1 em k = 66.10-9 dyn erhalten. 

Die Anziehungskraft zwischen Korpern an der Erdoberflache 
besitzt demnach nur so kleine Betrage, daB wir sie nur durch 
feinste Beobachtungsmittel feststellen und von ihrer Beriicksich
tigung gegeniiber der Erdschwere selbst fiir praktische Zwecke 
ganzlich absehen konnen. 

Das bedeutet aber eine ganz auBerordentliche Vereinfachung in der Be
handlung irdischer Bewegungsvorgange, die unter Beriicksichtigung der gegen
seitigen Anziehung der Korper kaum noch zu iiberblicken, geschweige denn 
rechnerisch zu verfolgen Ware. 

5. Beispiel. Die Bewegung eines Massenpunktes m" im Schwere
feld einer kugelformigen Masse m' vollzieht sich, da die letztere nach 
auBen hin wie ein Massenpunkt m' im Kugelzentrum wirkt, genau nach den 
Satzen des § 27, bzw. nach den Keplerschen Gesetzen in Kegelschnitten urn 
das Kugelzentrum als Brennpunkt. 

Die friiher besprochene Wurfparabel ist demnach nur als NaherungslOsung 
fiir ein Ellipsen~iick anzusehen, deren einer Brennpunkt mit der Erdmitte 
zusammenfallt. Bezeichnen wir den Erdanlauf an der Oberfiache bei einem 
Erdhalbmesser von ao und der Erdmasse m' mit flo, so ist also: 

m' 
flo = k-. . . 14) 

ao 
und daher der Anlauf in einer Hohe h iiber der Erdoberflache oder einem 
Abstand r = ao + h von der Erdmitte 

m' ao~ ao2 

fI= k-rz = flo Til- = flo (ao -fh)~' . 14a) 

wofiir wir fiir kleine Werte von h: ao auch angenahert schreiben diirfen 

fI = flo (1 - 2 ~-) . 14b) 

Die Bahnberechnung mit dieser Naherungsformel gestaltet sich iibrigens un
bequemer als mit der genauen Gleichung 14a), EO daB wir von ihr urn so mehr 
absehen konnen, als sie uns nichts N eues bietet. 
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Dagegen sei noch der Endlauf eines auf die Erde treffenden 
Meteorsteines berechnet, wenn er aus unendlicher Entfernung kommt 
und dort im Ruhezustand war. Alsdann wird nach GJ. 7) § 27 unter Ver
nachliissigung der Meteormasse m" gegen die Erdmasse m', und To = XJ, vo -~ 0 

'v" c - 2 k _m' 1-) r •......•..... :) 

und fiir die Erdoberflache mit r =c ao, Bowie wegen 14) 

v2=~2!loao' ........ 15a) 

Das liefert mit !lo-- 9,81 m/sec· und ao = 6370000 m, v ~ 11190 m/sec. Mit 
demselben Anfangslauf miiBte auch ein K6r.per weggeschleudert werden, damit 
er nicht wieder auf die Erde zuriickfalIt. Soil schlieBlich ein K6rper wage
recht so geschleudert werden, daB er dauernd die Erde an der 
Oberflache umkreist, so muB er nach dem dritten Keplerschen Gesetz, 

GJ. ;) a) R 27, wieder unter Weglassung von mil gegen m', sowie mit 2 7r!1'o. ~,. 1.' 
t 

km' 
v2 =c =!loao ....•........ 1;') b) 

ao 

also die halbe Wucht gegeniiber demjenigen 15a) fiir das Fortschleudern 
ins Unendliche besitzen. so daB sein Lauf sich zu v = 7900 m/sec ergibt. 

§ 29. StOrung des Schwerefeldes einer Kugel durch eine 
zweite. Das Schwerefeld einer kugelformigen Masse ist nach den 
Ausfiihrungen des letzten Abschnittes wie dasjenige eines Massen
punktes strahlenformig von geraden Kraft-
und Anlauflinien aus der Kugelmitte durch
setzt, die ihrerseits durch Kugeln senkrecht 
geschnitten werden, auf denen das Potential 
oder der Drang bestimmte Werte besitzt, 
so daB sie auch als Aquipotentialflachen, 
Niveauflachen oder kurz als Drang
fIiichen bezeichnet werden konnen. Be
findet sich nun auBerhalb del' Kugel von 
der Masse m' im Abstande 0 Q = r noch 
eine zweite kugelige Masse mil, Abb. 86, so 
erteilt diese nicht nur einem Massenpunkte P 
im Abstand OP=r' von 0 mit dem Nei
gungswinkel rp', und QP= r" mit dem 

" . "m" Winkel rp gegen r emen Anlauf q = k "~ 
r -
der in der Richtung PQ, sondem auch 

m" 
Kugel m' einen solchen q ~c= k in der 

r'! 

Richtung 0 Q, wahrend P selbst seitens m' 
m' 

den Anlauf q' = k,., in der Richtung PO er-
r " 

fahrt. Der Relativanlauf von P gegen die 

m" 

r" 

r 

r' 

m' 
Abb.86. 

Masse m' zerfiillt dann in zwei Teile, namlich qr' in der Richtung 
des Strahles r' und qu' senkreeht dazu, so zwar, daB mit dem Winkel 
Q P R = 'iJ = rp' + rp" 

},o r e n z. Techn. Physik 1. 1. 2. Anll. 
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[ '" m" J 
qr' = - k ;~ + 72 cosq/ - r"2 cOS!p I 

> • 

J 
, [m"., m". ] . . . . 1) 

Nun ist aber 

also 

q = k -0 sm qJ - --,,-;; sm !fJ 
U r" r " 

r'2 = r2 + r"2 - 2 rr" cosqJ") 
r"2 = r2 + r'2 - 2 rr' cos qJ' ), 

2) 

. " r'. , 
smqJ =7'smqJ, 

" r2+r"2_- r'2 r-r'cosqJ' 
cos qJ = --2 rr''--- = -- -?--- 2 a) 

und dam it 

cos!p=coSqJ cOSqJ -smqJ smq' =--r"--=-a:;; , " . ,. " r cos qJ' - r' 0 r" 1 
. ., , . r sin qJ' or" . 2 b) 

sm !p = sm qJ cos qJ" + cos qJ sm qJ" = --,,- - -,--, 
r r oqJ ) 

Setzen wir diese Ausdriicke in die Anlaufformeln 1) ein, so gehen 
diese iiber in 

q/ = -- k (;~ + m" ~~s qJ' + ;,'~ -~~) )1 

' " ( 1 r)., " (Sin qJ' lor" ) , qu = k m --;; - -'-'--3 sm qJ = k m -;;- - -,----,-,-;> -, 
r" r r" r r " 0 (fJ 

1 a), 

oder wegen 2) 
, (m' m" , m"(rcosqJ'-r'»)) 

q = -k -+-cosm - ~ 
r r'2 r2 T [ 0 +'0 2' 'J-"-r" r "- rr cos 1fJ 2 

q '=km" [! _______ r~ ___ ,] sinqJ' I 
u r2 (r2 + r' 2 - 2 rr' cos 1fJ')~ ) 

1 by 

und ergeben mit dr' bzw. r'dqJ' erweitert und addiert mit Riicksicht 
auf die Bedeutung der Anlaufteile nach § 9 G1. 3) und 3 a), namlich 

,_dvr , (drp')2 ,_dv" I drp'l 
qr -(IT- r dt' q" -dt--;-VrdtJ , ... 3) 

q/ dr' + q"r' dqJ' = vrdvr + vudv" = vdv 

wo v, v,., v" den Relativlauf und seinen Strahl- und Dl'ehteil in bezug 
auf die Massengl'uppe m'm" bedeuten, mit Riicksicht auf 2) die 
Arbeitsgleichung del' Masseneinheit in P 

[m' m" r' cos rp' m"l 
vdv=kd 7---r:2---+7J = -dU .. ... 4) 

Wegen des Vorhandenseins eines Drehanlaufs qu ist die durch 1a) 
bestimmte Bewegung des Massenpunktes P um m' keine Zentl'al
bewegung, tl'otzdem abel' hat das gemeinsame Schwere- oder 
Anlauffeld del' Massen m' und m", das wil' auch als ein 
dul'ch die Masse m" gestortes Anlauffeld von m' betl'achten 
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konnen, nach 4) ein Potential derart, daB 

" (;U qr=--- ..... Ja) 
u a<p' 

ist. Die Formeln 1 b) bilden die Grundlage fur die Ermittlung der 
durch die Masse m" gestorten Bahn von P urn den Korper m', 
also z. B. der durch einen andern Planeten gestorten Planetenbahn 
urn die Sonne oder der von dieser gestorten Bahn eines Mondes urn 
einen Planeten. Die Berechnung geschieht in erster Annaherung 
derart, daB man unter Festhaltung des Abstandes 0 Q = r der beiden 
Massen m'm" zunachst unter Weglassung der Storungsglieder der 
erst en Gl. 1 b) 

m" , m' (r cos q/ - r') 
2- cos rp - ----: n ---1---, .,----------J" ' 
r (T" ,- r " - 2 rr' cos q/)2 

sowie des nur durch die Storung bedingten Drehanlaufs qu' die un
gestorte Bahn urn m' wie in § 10 2. Beispiel ermittelt und das Er
gebnis alsdann in die Storungsglieder von 1 b) einfUhrt. Man erkennt 
ubrigens, daB beim Umlauf des Massenpunktes P urn 0 in der Pfeil
richtung, Abb. 86, die Anziehung durch m" in der gezeichneten Lage 
eine Verzogerung bedingt, der auf der anderen Seite von r eine 
Beschleunigung entspricht. In umgekehrter Weise wird naturlich 
auch die Bewegung von m" urn 0 durch die Masse m des Massen
punktes gestort. 

Befindet sich, was fUr die ~Iondbewegung immer zutrifit, die 
storende Masse mil (etwa die Sonne) in sehr groBer Entfernung 
vom Relativzentrum m', so durfen wir in den Storungsgliedern an
genahert set zen 

r"~ = r2 - 2 rr' cosq/, r"3 = r:l (t _ 3 r' cos q/) 
r 

. . 5) 

und erhalten an Stelle von 1 b) 

l '" " ( ') ( , m m ,m ,r 
qr = - k --,., + -.,- cos fp - -., cos q; - -- 1 

_r "r- r" r 
r' )' 3-- cos q/ -
r -' 

, k" rill ( +' r' -,)l., qu = m -L--'; ---:; 1 3 cos q; J sm <p , 
r" r" r 

oder nach Unterdruckung des mit r'2: 1'~ behafteten Gliedes in der 
Formel fUr q/, sowie nach Zusammenziehung 

q , == - k! 0 - --, - (3 cos2 !p' - 1)J 
r Lr'· r-l . 

1m' m"r' l) 
, . . ... fn 

q , = - 3 km" r, sin!p' cos q;' 
It rv J 

1. Beispiel. Die Ietzten beiden Gleiehungen geiten natiirlich aueh f ii r 
Karper an der Erdoberflaehe unter der Wirkung der Sonnen- oder Mond
anziehung und ergeben eine Anderung des Erdanlaufes mit dem Winkel 'P' 
des zu jeder Stelle geharigen ErdhaIbmessers r' = a mit dem Fahrstrahl r 

8* 
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der storenden Masse. 1st demnach 
m' m' 

g=-k-=-k r''!. a'!. 

der ungestorte Erdanlauf. so erhalten wir fiir den gestorten die beiden lot
rechten und wagerechten Teile 

gr'=g[I-:~ ~:(3COS~'P'-I)Jl ........ 630) 

I m" a 3 ., , J 
flu = - 3 fl -, ~'3· SIll 'P cos 'P 

m r' 

Die lotrechte Abweichung von fl verschwindet fiir 3 cos2 cp' = 1, cp' = 540 44' 
und cp' = 125 0 16', sie erreicht ihren Hochstwert fiir cp' = 0 und 180 0, also 
3 cos2 cp' - 1 = 2, den absoluten Kleinstwert fiir cp' = 900 mit cos2 cp' = 0 

mil as 
3 C082 cp' - 1 = - 1. Der letztere vermehrt demnach den Erdanlauf um fl -, ,,- , 

. m r 
wahrend der erstere ihn um den doppelten Betrag vermindert, vgl. Abb. 87. 

Abb.87. 

Demgegeniiber verschwindet der wagerechte Anteil 
fiir cp' = 0, 900 und 1800 und hat einen Hochstwert 

3 m" a3 

fiir cp' = 45" und 1350 im Betrage von ± 2 g m'ra ' 
der also absolut zwischen den auBersten lotrechten 
Abweichungen liegt. 

Da nun fiir Mond und Erde etwa m": m' = 1: 81, 
a : r = 1 : 60 ist, so wird hierfiir 

m" a" 1 
m' r" 17500000 ' 

und fiir Sonne und Erde mit m": m' = 333000, 
a : r = 1 : 23 160 

mil a3 1 
m: r3 - 37000000 ' 

also etwa8 weniger als die Halfte des Mondeinflusses. Jedenfalls sind diese 
Betrage, deren dynamische Wirkungen auf die Fluterscheinung in der Hydro
mechanik behandelt werden, ohne merkbaren EinfluB auf das Schwerefeld 
der Erdoberflache. 

2. Beispiel. Die Bewegungsgleichungen 1 a) legen die Frage nach der 
Moglichkeit einer reinen Zentralbewegung des Massenpunktes P urn 
die Massen m' und mil nahe. Eine solche ist aber gekniipft an das Ver
Bchwinden des Drehanlaufes, der in bezug 

auf m' durch qu' = km" (~> - ,~,) sin cp' 1 
r- r' l ( . . . . . . 7) 

auf m" durch qu"= km' (-.~ .. -~) sincp" J 
r- r'3 

gegeben ist. Diese Ausdriicke verschwinden einmal fiir cp' = cp" = 0, d. h. f ii r 
j ede Bewegung von P langs der geraden Verbindung r der Mitten 
b eider Massen, die indessen praktisch bedeutungslos ist. 

Andrerseits verschwinden die Drehanlaufe aber auch fiir 

r=r'=r", . . . . . 7a) 

d. h. wenn die drei Massen dauernd ein gleichseitiges Dreieck 
bilden. Dieser von Lagrange 1770 aufgedeckte Sonderfall des sog. Drei
korperproblems ist nun in der Tat in unserem Planetensystem durch zwei 
kleine 1906-190'; gefundene Korpergruppen, die sog. Trojaner, verwirklicht, 
deren eine im Winkel von rd. 60 0 dem Planeten Jupiter auf dessen Bahn 
dauernd voranschreitet, wahrend die andere ihm im gleichen Abstande nacheilt. 
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Daraus erkennt man, daB die Natur die ihr durch die Anziehungsgesetze ge
botenen Moglichkeiten auch wirklich ausniitzt, ohne daB man iiber daB Zustande
kommen derartigen Anordnungen vorlaufig etwas aussagen kann. 

Jedenfalls ist die Entdeckung der beiden Korpergruppen als eine eben so 
glanzende Bestiitigung des Newt 0 n schen Anziehungsgesetzes zu betrachten, 
wie die Voraussage der Stellung eines auBersten Planeten auf Grund von 
Storungsberechnungen nach der oben angedeuteten Art am Planet en Uranus 
durch Leverrier und Adams 1846, auf deren Grundlage del' Neptun durch 
G a II e auch wirklich unmittelbar danach gefunden wurde. 

3. Beispiel. Den zuletzt behandelten Fall konnen wir auch aus dem 
Gleichgewichte der Flieh- und Anziehungskrafte der urn den gemeinsamen 
Schwerpunkt S rotierenden Massen m" m" m3 ableiten, deren gegenseitige 
Abstande flO fz' f3 und deren Entfernungen vom 
Schwerpunkt 8" 8" 83 sein mogen. Die Winkel ITlz 
des Massendreiecks seien i}" {}., iJ3 , die der 
Schwerelinien a" a2 , a3 , Abb. 88. Dann liefert 
das Gleichgewicht der Anziehungen und der FJieh
kraft m 8 ro 2 an allen drei Massenpunkten die 
Gleichungen 

8 2 ro' ~~ k2 1_",,-22 + m32 + 2 'In'_ rrt3 cos/} ] I 
1 Lr3.t r24 r22r32 1 

2 4 2 1"- m32 mt 2 
I m;l m t ] 

82 ro = k --- + -. - -t- 2 --" --c cos {} .• 8) 
L f,' f 3' r 3"f, ' 2 I 

8. 2 ro' =ccc k2 [mI2 + m22 + 2 11'!,_"n,2 cos/} ] J 
3 r24 T14 rt2r-J2 3 

und das Gleichgewicht der Fliehkrafte am Schwer
punkt 0 unter Weglassung des Faktors ro' 

Abb.88. 

82" me2 + 832 mOl" + 2 8, 83 me m3 cos a, = 8 , " m,2. 

Dabei ist rein geometrisch 

. 9) 

82" + 8/ - 2 82 83 cos a, 0== f] 2, . . • . . . 10) 

also nach Ausschaltung von cos aI' sowie unter Hinzufiigung von zwei weiteren 
gleichgebauten Formeln 

822 m 22 + 832 m/ - 8,2 ml2 = (f," - 8," - 8;)2) m, m3} 
8 32 mJ 2 + 8 12 ml 2 - 8-1 2 rn,./ = (r2 2 - 8;12 - 8 12) 'rn3 m1 . • •.• 9a) 
8/" m12 + 8 2 2 m22 - S:~2 ma2 = (r/ - 8 12 - SJ2) m t m2 

Deren Addition ergibt, wenn man die Glieder mit 8 auf die linke Seite bringt, 

. 11) 

und nach Einsetzen der Werte von 8" 8" 83 aus 8), geordnet nach den Massen
produkten 

. 11 a) 

Soll diese Bedingung fiir beliebige Massenverhaltnisse geIten, so miissen dic 
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Klammerausdriicke verschwinden, d. h. es muG im Einklang mit dem dri tte n 
Keplerschen Gesetz 

ke 
(04 (mt + mo,!, tn3 )'J = r1t) = T'!.U::-= r:~t3; a1 = ()2 = lJ-:!., 

d. h. das Dreieck zwischen m1 m z ma ist unabhangig von der Massen
verteilung im Gleichgewichtszustande ein gleichseitiges. 

VII. Widerstandskrafte. 

§ 30. Die Gleitreibung. Wir haben bisher nur solche Krafte be
trachtet, welche einer beweglichen Masse einen Anlauf erteilen. Lassen 
wir nun eine solche treibende Kraft P auf einen Koper, der auf 
einer festen Unterlage ruht, parallel der Beriihrungsebene wirken, so 
erfahrt die Korpermasse m erst dann einen Anlauf, wenn die Kraft 
einen bestimmten Betrag R iibersteigt, worauf die Bewegung nach 
dem Ansatze 

dv 
P-R=m-dt . . 1) 

veriauft. Hort die Wirkung der auBeren Kraft P auf, so erfahrt 
dic Masse wegen 

dv 
-R=mdt . . 1a) 

einen Ablauf unter dem Einflusse des Widerstandes R, der somit 
der Bewegung entgegenwirkt, nach dem Eintritt des Ruhe
zustandes aber wieder verschwindet. Der Widerstand wird demnach 
erst geweckt durch die Einwirkung der treibenden Kraft und halt 
dieser an der Beriihrungsstelle der Masse m mit der Unterlage im 
Ruhezustande so lange das Gleichgewicht, als P < R ist, wahrend er 
im Bewegungszustande den Hochstwert R beibehiilt. Eine nahere 
Untersuchung zeigt, daB dieser Hochstwert im geraden Ver
hiiltnis zur Normalkraft N zwischen der Masse m und der 
Unterlage steht, in weiten Grenzen vom Lauf unabhangig 
ist und nur bei der Bewegungsumkehr sein Vorzeichen 
wechselt. Es ist nun sehr unwahrscheinlich, daB dieser Dbergang 
sprungweise erfolgt; in der Tat haben altere Versuche von Coulomb 
und neuere von Ch. Jakob einen wenn auch sehr steilen, doch 
stetigen Durchgang durch die Ruhelage mit einem Wendepunkt und 
einer in die Kraftachse fallenden Tangente, Abb. 89, ergeben. AuBer
dem scheint R fUr hohe Laufwerte v nach Eisenbahnbremsversuchen 
von Wiechert wieder abzunehmen. Dagegen ist R in hohem 
MaBe bedingt durch die Beschaffenheit der Unterlage und 
der Oberfliiche des daran hingleitenden Korpers, in deren 
R a uh igk ei t an der Beriihrungsstelle wir demnach die Ursache der 
ganzen Erscheinung zu suchen haben, die man meist als Reibungs
vor gan g bezeichnet. Man spricht deshalb den Widerstand, der den 
Karper im Ruhezustand festhalt als Haftreibung, den Widerstand 
beim Gteiten des Korpers auf der Unterlage aber als Gleitreibung 
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an. Die letztere diirfen wir mit einem von der OberfHichenbeschaffen
heit des bewegten Korpers und der Unterlage an der Beriihrungs
stelle abhangigen Beiwert f, der sog. Reibungsziffer, 

R=fN ........... 2) 

schreiben, wahrend die Haftreibung im allgemeinen unterhalb dieses 
Wertes bleibt. Wirkt demnach auf den Korper eine treibende Kraft Q 
unter dem Winkel rp gegen die Normale zur Unterlage und den Teil
kraften P und N in deren Richtung und senkrecht dazu, so besteht 
Gleichgewicht solange 

P-fN=Q(sinrp-fcosrp) 0, .. 3) 

oder tg rp < f = tg rpo . . :3 a) 

ist, d. h. solange die Richtung der treibenden Kraft un
abhangig von ihre m Betrage eine kleinere N eigung als rpo 
gegen die Beriihrungsnormale hat. Den durch 3a) bestimmten 

y y p p 
"·7: 

-lj u 
a ///N 

/' 

/' 
/' !I 

-p ///", 

a x 

Abb.89. Abb.90. 

Grenzwinkel nennen wir den R eib ungswinkel. Das G leichgewicht 
eines Korpers auf einer rauhen Unterlage ist somit inso· 
fern unbestimm t, als man weder die G1·08e noch die Rich
tung der hierbei wirksamen treibenden Kraft angeben kann. 

1st dagegen die Bedingung 3 a) nicht mehr erfiilIt, fallt also 
die Richtung der treibenden Kraft au8erhalb des Reibungswinkels 
so volIzieht sich die Bewegung nacb der Gleichung 

P-- fN = Q (sin rp - fcos rp) = m~T . . 4) 

in vollig bestimmter Weise, verlauft also bei bestandigem Q gleich
formig beschleunigt. 

Fallt die Bewegung in die Bildebene, Abb. 90, so diirfen wir die 
Kraft P in derselben wieder in ihre Anteile X und Y in den Achsen
richtungen zerlegen und erhalten alsdann, da der Reibungswider
stand fN der Bewegungsrichtung entgegenwirkt, seine beiden Anteile 

dx v 
f N cos {} = f N - . = f N .r 

ds v 

N . ·N dy N Vy 
f sml~=t a:s=f v' 
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mit denen die Bewegungsgleichungen lauten 

X=m dVa; +fN Vxl 
dt v 

dvy + Vy J Y=m;it- fN V 
• . . . . . . . 5) 

Erweitern wir diese mit dx und dy und addieren, so erhalten wir 
mit Riicksicht auf 

dx dVa; + dy dvy 
------,[t--- =--= va; dVa; + Vy dvy = v dv 

v",dx + vydy dx~ + dy2 
--=----'----'-- = -~--.-- = d s 

V ds 
die Arbeitsformel 

Xdx+Ydy=mvdv+fNds, ...... 6) 

worin das Glied f N ds das Element der Reibungsarbeit bedeutet, 
die neben der ErhOhung der Wucht von der links stehenden Arbeit 
der treibenden Kraft zu leisten ist und fiir den Bewegungsvorgang 
verloren geht. Sie erscheint, wie sich aus einer naheren physikalischen 
Untersuchung iiber das bisher nicht erorterte Wesen der Reibung 
ergibt, als Vermehrung der Wucht der fiir das Auge unsichtbaren 
Bewegung der kleinsten Korperbestandteile, d. h. Warme, die sich 
durch eine Temperaturerhohung kundgibt. Man iihersieht ohne 
weiteres, daB dieser Vorgang mit der Starrheit der Korper un
vertragIich ist, so daB streng genommen die Reibungserscheinungen 
in die Physik der unstarren Gebilde und die Warmelehre gehOren. 
Wenn wir sie trotzdem hier behandeln, so begniigen wir uns mit 
der Tatsache des Arbeitsverlustes und den oben angegebenen Er
fahrungsgrundlagen, die allerdings iiber dasWesen der Reibung keine 
Aufklarung bieten. 

Die Arbeitsgleichung 6) ist auch im FaIle, daB die treibende 
Kraft P ein Potential besitzt, nur dann integrabel, wenn der Normal
druck N auf die Bewegungsebenc als Funktion des Weges bekannt 
oder iiberhaupt unveranderlich ist. Die gesamte dabei erzielte 
Anderung der Wucht ist alsdann nicht mehr durch die Endlagen 
der Bewegung gegeben, sondern im Gegensatz zur reinen Potential
bewegung mit der Reibungsarbeit ahhangig vom durchlaufenen Wege. 

Weicht ferner die Bahn des betrachteten Massenpunktes nur 
wenig von einer Geraden ab, die wir in die x-Achse verlegen, so 
geht bei Vernachlassiguilg von v y 2 gegen Va; 2 R:::, V2 Gl. 5) iiber in die 
Naherungsform: 

dv 1 
X=m--"'+f N 

dt l' ....... 5a) 
Y=m dvy +fN_V/L 

dt v 
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Da in diesem FaIle auch dy2 gegen dx2 R:j ds2 unterdriickt werden 
darf, so wird die Reibungsarbeit {N ds R:j ( N dx nahezu ganz von 
dem in die X -Richtung fallenden Kraftanteil geleistet. N ach der 
zweiten Formel 5a) setzt alsdann, da v : v beliebig klein ist, der 
Massenpunkt einer seitlichen VerschiebuJg in der y-Richtung trotz 
der Reibung einen beliebig kleinen Widerstand entgegen im Gegen
satz zu der Verschiebung aus der Ruhelage, so daB es den Anschein 
hat, als ware in der y-Richtung anfanglich gar keine Reibung vor
handen. Von dieser Tatsache kann man sich leicht iiberzeugen an 
dem iiber eine Scheibe gespannten Riemen, der in der Ruhelage nur 
mit groBem Kraftaufwand, wahrend der Bewegung aber, die stets 
mit einem Gleiten verbunden ist, auBerordentlich leicht seitlich ver
schoben oder iiberhaupt aufgelegt werden kann. 

1. Beispiel. Befindet sich der Kiirper unter der Wirkung seines Eigen
gewichtes mg auf einer schiefen Ebene, deren Spur im Bild eine Gerade mit 
der Neigung rp gegen die Wagerechte ist, Abb. 91, so ergibt Bich in der Rich
tung abwiirts eine treibende Kraft P = mg· sin rp, wiihrend der N ormaldruck 
N = mg· cos rp den entgegengesetzten Gewichts
anteil aufhebt. Die Gleitreibung ist alsdann 
R = ( N = (mg. cos rp, woraus nach 1) fur die 
Abwiirtsbewegung auf der schiefen Ebene 

dv 
- g (sin tp - f cos rp) = (it . . . 7) 

Abb.91. 

'. _--mgcosrp 
mg 

und fiir das Gleichgewicht wieder die Bedingung 
::\110) folgt. Der Korper bleibt also auf 
einer schiefen Ebene liegen, deren Nei
gung kleiner aIs der Reibungswinkel ist, 
und bewegt sich bei einer mit dem Rei
bungswinkel iibereinstimmenden Nei
gung gleichformig und bei groBerer 
Neigung gleichfiirmig beschleunigt abwiirts, wiihrend eine Aufwiirts
bewegung ausgeschlossen ist, da R niemals treibend wirken kann. Damit ist 
zugleich ein sehr einfa.ches Ermittlungsverfahren fur den Reibungswinkel und 
die Reibungsziffer gegeben. 

2. Beispiel. Unterliegt der Korper auf der schiefen Ebene auBer seinem 
Gewicht noch der Wirkung einer wagerechten Kraft H (Abb. 92), so ist die 
gesamte aufwiirts treibende Kraft P = H· cos 'P - mg sin tp, der Normaldruck 
aber N = H sin tp + mg cos rp, mithin gilt fUr die Auf- und Abwiirtsbewegung 

H cos tp - mg sin tp N 
dv 

=±f(Hsintp+mgcosrp)+mdt 8) IIcosfll-
\ 

\ 

\ 
\ 

Fiir das Gleichgewicht gegen Auf
und A bwartsgleiten folgt darllous 

H cos tp - m g sin tp 
~----.-.._\ II 

oder 
-§± ((Hsin rp+ mg cos tp), 

H (cos rp += (sin rp) 
§mg(sin rp±fcos rp). 

mg 

8110) 

Dafiir konnen wir auch schreiben 
Abb.92. 

sin rp - ( cos tp _ H sin=..!..tp_+~f~co_s_rp~ 
coSq,+r-sI-'n -q; <- m-g < cosrp - {sin rp , 

/-
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oder wegen f = tg (1'0 
H 

tg(<p-'Pol< mg <tg(<p 'Po), ...•... 8b) 

wobei der linke Grenzwert fUr den Abwartsgang, der rechte fUr den Aufwartsgang 
gilt. Hieraus erkennt man, daB fiir H:S: 0, also eine von der schiefen Ebene 
weggerichtete Kraft eine Aufwartsbewegung iiberhaupt ausgeschlossen ist. 

3. Beispiel. Bewegt sich ein Massenpunkt in beliebiger Richtung auf 
der rauhen schiefen Ebene, Abb. 93, unter Wirkung seines Eigengewichts, so 
kommt von diesem nur ein Anteil mg sin <p als treibend in Frage, wahrend der 
Normaldruck N = mg cos rp die Reibung R = f mg cos rp entgegengesetzt der 
jeweiligen Bewegungsrichtung bedingt. Legen wir in die Spur der schiefen 
mit einer wagerechten Ebene die x-Achse und senkrecht dazu in der schiefen 
Ebene nach oben die y-Achse, so sind mit einer Neigung "( der Bahn gegen 
die Spur die beiden Anteile der treibenden Kraft X = 0, y = - mg sin rp und 
die Anteile der Reibung R cos T = - f m g cos rp cos r , R sin "( = - f mg cos rp sin "(, 

mithin die Bewegungsformeln entsprechend 
.1l.z 5) unter Weglassung des gemeinsamen 

Y §' Faktors m 

Abb.93. 

~~I = - g f cos rp c.os "( . l 
- d t = - g f cos rp sm "( - g 8m rp J 

Daraus folgt die Arbeitsgleichung 
sprechend Gl. 6) 

.9) 

ent-

vdv= - gdysin rp - g fdscos '1'. 9a) 

oder integriert von der Anfangslage 

x=O, y=O, V=Vo , r=To 

v2 - vo" = - 2 g r y sin rp + f s cos rp J , 10) 

zu der wir noch die durch Aus8chaltung der Reibungsglieder aus 9) hervor
gehende, aber auch unmittelbar nach Abb. 93 einleuchtende Gleichung 

v'2 
- = g sin <p cos r 

'2 
hinzunehmen. Set zen wir darin 

" 
tgT=Y', 

1 
cos r = ________ =-= , 

ds (l+y'")" 
O=-~--=- --_._-

VI + y'" - dr y'" 

1 + 1'2 
so wird daraus v" = - g sin rp -y 

y" 
und nach Einfiihrung in 10) 

1+ '2 
vo" - 2 g [y sin <p T f S cos <p J + g sin rp-----!!- = ° . 

y 

. 11) 

... Ha) 

12) 

Differenzieren wir nach x, so folgt unter Wegheben zweier Glieder mit 
dy" = y'" dx 

und mit 

und der Abkiirzung 

2f ds 1+y'2 '" 
- ------. - == -- - Y 

tg <p dx y"" 

d " d '/ d ' d " ", - y - ._.~ ----'L -- ,/I . .JL 
y - dx - dy' dx - 11 dy' 

2f 
tg <p = Il 

- Itdy rZy" 

,rl+.'I'2 !In 

13) 

. . 14) 
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Integriert gibt dies mit einer Konstanten a 

y"=~ dy' =a[y' 
dx 

Vi --;- y'2J -." , . 14a) 

oder 

womit 11 a) iibergeht in v" 
g sin cp (sin T .-1- 1)" 

a (cos T).'l+ol 

14b) 

. . . . . . . . . 11 b) 

Diese Formel ermoglicht die Bestimmung der GroBe a durch Einsetzen der 
Anfangswerte vo und to, so zwar, daB 

oder 

g sin _CP i SIll TO .... -:....Il·1I 

a (cos TO)·II+~ 

( V cos T )~ = I cos~o . .sin T ± 11'" , 
Vo cos TO . cos T sin TO + IJ 

. . ...... II c) 

. 11 d) 

woraus fiir fl = 0, v cos. = Vo cos "0 = Vx folgt. Das trifft in der Tat zu fiir 
f = 0, d. h. fUr eine reibungsfreie Ebene, sowie mit tg cp = 00 fiir eine lotrechte 
Lage derselben. Differenzieren wir ferner 11 b) und setzen v· dv =,0, so wird 

2 sin" T + (II 
mit den beiden Wurzeln 

2) sin T + IL ~~ 0 1 ;)! 

SI'nr ~. _ .,11 l Sin', ==-I, - 1'· a) " 2 - tg 'I" . • . . • . OJ 

deren erste nach Einsetzen in 11 b) mit Riicksicht auf it> 0, v = 0, d. h. auf 
ein Steckenbleiben des Korpers mit ", = - 90°, also mit in der y-Rich
tung abwarts gerichteter Bahntangente fiihrt, wahrend der zweite Wert "2 mit 
dv=O dem Ubergang von der verzogerten in die beschleunigte 
Bewegung entspricht, der nur eintreten kann, wenn f=tgCPo<tgcp, d.h. 
bei einer den Reibungswinkel iibersteigenden Neigung der Ebene. 

Zur Ermittlung der Bahngleichung setzen wir in 14a) 

Y'+,if+··· y'2=Z. Y'=~(z- 1), y,,=~(_d~= 1 (1+~\dZ 16) 
• ~ Z / dz dx 2 z2J dx 

und erhalten so 
Zll ( 1 ) dx = _. (1 -1-.. d z 
2 a \ I Z2 1 

dy=y' dx= z1+U. (1 - I) dz J 
4a z, 

. . . . . . . . 17) 

mit den Integralen 

•.... _ .. 17 a) 

deren Konstanten sich aus den Anfangswerten fUr y = x = 0, r = TO also 

cos "0 

sin TO 

cos TO 
. 16a) 

bestimmen und mit den Scheitelabstanden Xli y, der Bahn, wo ,,= 0, 
z = 1 ist, durch 

b=2(ax1 - .0'''' ), c=4(aYl 
W-l \ 

'("'0 1 4)1. . I'- -- / 
. 17b) 
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zusammenhangen. Da ferner fiir den Abwartsgang in der y- Richtung :mit 
y'=-oo 

z=-y' 
! 1 1 

Y' II 1 + - ~ - - 0 
i y'2~ 2y' - ....... 16b) 

wird, so liegt der entsprechende Punkt fUr fl < 1 mit x = 00, y = - 00 ab
warts im Unendlichen. Den unteren Grenzfall der Bahn bildet hier mit fA = 0 
die Wurfparabel, deren Gleichung sich aus 

1 1 ( 1 ) 
2 a x -- b =c- z - z' 4 a y - c = ~ \ Z2 + -Z2 

durch Ausschaltung von z mit der Anfangsbedingung x = y = 0 zu 

y 

I 
I 
I 
I 
I 

f* 
I 
I 

Abb.94. 

Do 

Abb.95. 

. . . 18) 

I 
I 
I 
I 
I 
1.¥1 
I 
I 
I 

I 

Y21X 

ergibt. Fiir 1 < fl < 2 und y' = - 00 erreicht x den Grenzwert x2 = b : 2 a, 
wahrend Y2 = - 00 wird, so daB also die Bahn eine der y- Achse parallele 
Asymptote hat, Abb. 94. Fur fl> 2 bleibt der Korper schlieBlich mit y' = - 00, 
Z = 0 in dem Punkte x2 = b : 2 a, Y2 = c : 4 a stecken im Einklang mit dem 
schon oben bemerkten Erloschen des gerade abwarts gerichteten Laufes, Abb. 95. 
Fur fl = 00, oder tg <p = 0, d. h. auf einer wagerechten rauhen Ebene wird 
nach Gl. 14 a) y" = 0, die Bahn also eine G era de, langs der die Bewegung 
gleichformig verzogert bis zur Ruhe verlauft. 

§ 31, Die Dampfung. Bewegt sich ein fester Korper in einer 
tropfbaren Fliissigkeit oder in einem Gase (z. B. der Luft) , so er
fahrt er erfahrungsgemaI3 einen mit seinem Lauf v zunehmenden 
Widerstand, der, wie in der Hydromechanik naher festgestelIt wird, 
durch Gleiten von Fliissigkeitsteilen aneinander und durch die Dber
tragung von Wucht auf dieselben bei ihrer Verdrangung seitens des 
bewegten Korpers hervorgerufen wird. Mangels naherer Kenntnis 
der Abhangigkeit dieses Widerstandes vom Lauf behelfen WIr uns 
mit einer Potenzreihe 

W=k1 v+k2 v2 +k3v:{+, .. " . , , 1) 
indem wir uns die Bestimmung der Beiwerte kl k2 k3 ' , ,. durch Ver
suche vorbehalten. Handelt es sich urn langsame Bewegungen, so 
iiberwiegt erfahrungsgemaB das erste Glied aHe iibrigen, wahrend bei 
rascheren Bewegungen, also hohen Werten von v, das zweite Glied 
aIle iibrigen wei taus iibertrifft. Es liegt dies natiirlich daran, daB 
die Bei werte der dritten und hoheren Potenzen von v, wenn sie nicht 
iiberhaupt verschwinden, so doch so stark mit steigender Ordnungs
ziffer abnehmen, daB die Reihe 1) fiir aHe Werte von v rasch kon-
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vergiert. Wir begniigen uns an dieser Stelle mit der Betrachtung 
langsamer Bewegung in einer Fliissigkeit, dem sog. widerstehenden 
Mit t c Lund bezeichncn in diesem Fane den Widerstand 

W=k].v •.......... (2) 

als cine Dampfung, die im Gegensatz zu Gleitreibung bei Um
kehr der Bewegungsrichtung mit v ihr Vorzeichen von selbst 
wechselt. Wirkt auf den Karper, den wir uns wie friiher als Massen
punkt vorstellen, eine treibende Kraft mit den Anteilen X und Y in 
den Achsenrichtungen, so erhalten wir, da die Dampfung natur
gemaB der augenblicklichen Bewegungsrichtung entgegen
gesetzt gerichtet ist, mit den Teilwiderstanden 

W~x-k v v - 1 .r' 

in den Achsenrichtungen 

dv 
X=m "'+-k v T dvy . k ) }=mTt-r lVy' .... 3 dt 1 x, 

aus denen sich nach Erweiterung mit dx und dy und Addition die 
Ar beitsformel 

dL = X dx -t- Y dy=m(vxdv", +- vydvyl +- kl (v~dx+- Vy dy), 

oder wegen 
v dx+-v dy=v~dt=v.ds 

,r, y 

dL -= m·vdv -+ kl vds. . . . . . . 3a) 

Diese Gleichung ist nicht ohne weiteres integrabel, da man den Zu
sammenhang zwischen dem Wege s und dem Lauf v noch nicht kennt: 
sie zeigt aber jedenfalls, daB die zur Vermehrung der Wucht natigc 
Arbeit, wie schon bei der Gleitreibung vom zuriickgelegten Wege ab
hangt, auch wenn die treibende Kraft ein Potential besitzt. Die 
Behandlung der gedampften Bewegung wird in des sen dadurch e1'
leichtert. daB in den beiden Grundformeln 3) auf der rechten Seite 
nur die zugeharigen Laufteilc mit ihrer Ableitung, nicht aber der 
Gesamtlauf auftreten. 

1. Beispiel. Haben wir es im Sonderfalle mit einem Karper zu tun, der 
ohne Einwirkung von auBeren Kriiften im widerstehenden Mittel fortschreitet, 
so liegt zunachst kein AnlaB fUr eine Abweichung von der geraden Bahn vor, 
so daB wir uns mit der einfachen Formel 

dv dv ~ 
m dt k, v 0, dt = - m v = - "V • • - . . • • 4) 

begniigen durfen. Daraus folgt umgekehrt mit einem Anfangslauf Vo fur t --- 0 

dvv .c _ x t • Ign v 
Vo 

-xt, 4a) 

wonach der Karper erst mit t~ 00, d. h. niemals vallig zur Ruhe ge
langt. Erweitern wir dagegen 4) mit v·dt=dx, so wird mit x=O fUr v=vo 

dv = -- " dx, v = Vo - " x, . . . . . . . . . 4 b) 
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. Vo f wonach die niemals ganz erreIChte Ruhelage den Abstand xo = .. - vom An ang 
x 

besitzt. Durch Ausschalten von v aus 4a) und 4b) erhalten wir schlieElich 
die Gleichung der Wegkurve 

•. 4c) 

die sich vom Anfang aufsteigend asymptotisch dem Werte xo nahert. 

2. Beispiel. Fiir einen mit dem Anfangslauf Vo von der Anfangslage y = 0 
gegen den Erdanlauf g emporsteigenden Karper liegt ebenfalls kein AnlaE fUr 
die Abweichuog von der Senkrechten zur Erdoberflaohe vor, also gilt hier mit 
der zweiten Formel 3) mit Y = = mg 

dv dv k, 
-mg=m-d +k1v, d =-g--v==(g+xv), ... 5) 

t t m 
oder 

x dv 
+ =-xdt, 

g xv 
g+ x v 19n ---- = - x t, 
g + x Vo 

woraus sich die Steigzeit tl mit v = 0 zu 

tl = -~- 19n (1 + ':"gtl() ) 

berechnet. Nach Erweiterung von 5) mit v dt = dy folgt 

....... 5 b) 

v·dv g g+xv 
=dY=--t-; xy=vo=v+--lgn---·, ...• 50) 

g - x V x g + x Vo 

also die Steighahe mit v=O, sowie wegen 5b) 

y =..:'<L -...e, 19n (1 + "-Vo.) = vo-:-.rzt.,. . 
1 X~" g x 

. ... 5d) 

SchlieBlich folgt noch durch Ausschalten von v aus 5 a) und 5 c) 

g + x Vo _ t 
x Y = -----;.- (1 - e " ) - g t . . . 5e) 

Die Formeln 5a), .5c) und 5e) gelten auch fiir den Niedergang des Karpel'S 
von der durch 5 d) bestimmten SteighOhe. Sie ergeben folglich mit y = 0 den 
Endlauf v2 beim Wiederauftreffen auf den Boden und die bis dahin vom 
A ufstieg an gerechnete G e sa m t z e it, allerdings durch transzendente Gleichungen, 
die aber zeichnerisch durch den Schnitt der Exponentialkurven mit der Gel'aden 
durch den Anfang gelast werden kannen, worauf wir im nachsten Beispiel 
zuriickkommen. 

3. Beispiel. Der schiefe Wurf eines Karpers mit Dampfung fiihrt 
mit X = 0 und Y = = m g in 3) auf die Gleichungen 

m ~~x + kl Vol.' = 0, - m g = m~v/ + k, vy , •••••• 6) 

die wir jede fUr sich schon in den beiden vorstehenden Beispielen vollstandig 
integriert haben. Mit k, : m = x folgt demnach aus 4a)und 5a), bzw. 4 b) 
und 5c) 

........ 6a) 
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also 

Danach erreicht der Gesamtlauf v einen Hochstwert fur e- xt = 0, d. h. 
t = 00, wobei Vx = 0 wird, entsprechend einer senkrechten Asymptote der Bahn, 
und einen Kleinstwert fur 2 e , 

;d "l'xo + (g + "VYoI2 e C.-C .... - ... . . • ••• (ic) 
g (g + XVYol 

Fur die Bahngleichung erhalten wir ferner aus 4c) und 5e) 

(. t' 1 "X = VXo I - e - % ) 

( g \ ' - %l > 
"Y= -;+VYo)(l-E )-gtj 

........ 7) 

und nach Ausschaltung der Zeit t 

( g " X , g , "X \, 
Y =, - + Vy ! -- ~- .. ;,- 19n I J - ! . 

X, 0/ vXo I x~ \ VXol 
. . . . . . I a) 

Durch Differentiation folgt daraus 

dy 
dx 

d"y 
dx~ 

q_±xt,!!o 

und man erkennt, daB 

fur " x = vxo 

fur x--x 

%'Vxo 

dy 
dx=-x 

dy 
dx 

L~Vy~ 
% vXo 

........ 7b} 

wird, d. h. also, daB die Bahn, wie aus Abb. 96 ersichtlich, zwei Asymptoten 
besitzt, die den Zeitwerten t = ± 00 entsprechen. Die Bewegung geht daher 
immer mehr in den senkrechten Fall uber, wobei sich der Laufwert nach 6 b)
dem Hochstwerte 

V",=VYm=-JL . . 7c) 

" 
nahert, fur den nach 6) 

dv" 0 d d' D" f _ .... - = un Ie amp ung 
dt 
gerade durch den Erdanlauf g 
ausgeglichen wird. 

Fur y = 0 geht 7 a) uber 
in die Gleichung 

-(1+ XVYO) _~x. 
1 - "~= c \ g, Vxo , 7 d) 

vXo 

!I 

deren eine Wurzel x = 0 den Abb. 96. 

X' 

Anfang der Bewegung er-
gibt, wahrend eine zweitc, die W ud we ite, aus dem Schnitt der heiden Kurven 

U , = 1- "X, 
vXo 

nach Abh. 97 hervorgeht. DaB dieser Schnitt reell is\; , folgt aus den Ah-
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leitungen beider Linien, die fur x = 0 sich zu 

(du!) = __ ~ > (du2) = _ ~ (1 + I<VIIO) 
dx 0 VXo dx 0 VXo g 

ergeben, a.lso verschiedene Nei-

~ I gungen aufweisen. 
Fur I< = 0, d. h. fUr den 

O 
U
lh2 U 1 Wegfall der Dampfung wird aus 

der Bahngleichung 00 - 00, 
also ein unbestimmter Ausdruck. 

lQ... ______ -.!:.L:::::::;;::::J======-_. Kx Entwickeln wir also das zweite 
Abb.97. Vx" Glied in 7 a) in eine Reihe, so 

wird aus 780) 
VII ° gx2 gl< 3 y=-x---2 --3 X - ••• , •••••••• 7b) 
VZo 2vxo 3v"o 

also mit I< = 0 die uns schon vertraute Gleichung der Wurfparabel § 7. Gl.7a) 

vllo gx2 
y=-x---. 

vXo 2v~. 

§ 32. Der quadratische Widerstand. Haben wir es bei rascher 
Bewegung mit einem dem Quadrate des Laufes verhaltnis
gleichen Widerstande 

W=k2 v2 ••••••••••• 1) 

zu tun, so wird dieser nicht, wie im Falle der Dampfung, von selbst 
mit dem Laufe v sein V orzeichen wechseln, da v2 stets positiv ist. 
Es bleibt also, um die Widerstandsrichtung bei der Hubumkehr 
cbenfalls zu andern, wie bei der Gleitreibung nichts als ein Vorzeichen
wechsel des Beiwertes, oder mit andern Worten, der Ansatz einer 
neuen Bewegungsgleichung iibrig. Fiir die Bewegung in einer 
Geraden unter der Wirkung einer treibenden Kraft P haben wir 
demnach mit W = k'j v2 

fiir v;ZO . 2) 

zu schreiben. Bei krummliniger Bewegung ohne Hubumkehr auf der 
Bahn sind die in die Achsenrichtungen fallenden Teilwiderstande 

W :'" = k"Jvv", , W~ =k2VVy derart einzufiihren, daB die Bewegungs

formeln 
X dv", +k =m ---- vv dt 2:r.' 

. . . 3) 

lauten. Aus ihnen folgt dann in bekannter Weise die Arbeitsgleichung 

dL = Xdx + Ydy=m(v",dv", + vydvy) + k2V(v",dx + vydy) , 

.oder, wie im vorigen Abschnitt 

dL=mvdv+k2 v2 ds .• ....... 3a) 

Der Arbeitsaufwand ist demnach auch beirn Vorhandensein eines 
Potentials der treibenden Kraft wegen des Widerstandes abhangig 
vorn zuriickgelegten Weg. Da ferner der Widerstand stets einen 
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Arbeitsaufwand erfordert, der bei der Hubumkehr auf der Bahn 
mit ds sein Vorzeichen nicht wechseln darf, so erkennt man aus 3 a) 
deutlich fur diesen Fall die N otwendigkeit des V orzeichenwechsels 
von k o • We iter ist ersichtlich, daB infolge des A uftretens des Ge
samtl~ufes v neben den Laufteilen Vx bzw. Vy in den Widerstands
gliedern der Bewegungsformeln diese nicht wie bei der Dampfung 
unabhangig voneinander behandelt werden konnen, was naturgemiiB 
eine Erschwerung mit sich bringt. 

1. Beispiel. Schreitet ein Karper ohne Einwirkung treibender Krafte in 
einem Mittel mit quadratischem Widerstand fort, BO haben wir 

dv kz 0 0 

- =---V-=-"V" 
dt m ' 

..•.. 4) 

also mit einem Anfangslauf Vo fiir t = 0 

dv 
---=y.dt 

v-J ' 
1 1 
---=Y.t, 4a) 
v Vo 

so daB v, wie bei der Dampfung erst fiir t = 00, d. h. niemals vallig zur Ruhe 
kommt. Dieser Fall tritt u. a. ein beim Anlegen von Schiffen, Bowie beim An
halten von Eisenbahnziigen, das trotz des Abstellens der Triebkraft nur durch 
Einschalten einer GIeitreibung (Bremsung) schlieBlich erzwungen wird. Erweitern 
wir GJ. 4) mit vdt = ds, so wird mit 8 = 0 fi.ir v = Vo 

dv _ .. =--y.ds. v . Ign v =-"s, 
Vo 

. 4b) 

Der Ruhezustand tritt also hiernach erst im Unendlichen ein, woraus sich 
ebenfalls die Notwendigkeit einer Bremsung zum Anhalten ergibt. Nach Aus
schalten von v aus 4 a) und 4 b) wird schlieBlich 

"s = 19n (1 + "vot) ... 4c) 

mit der Naherungsform s = vot fiir kleine Werte von Y. vot. Die Bewegung 
geht also schlieBlich in eine gleichfiirmige iiber, die dem Erliischen des Wider
standes entspricht. 

also 

wo 

2. Beispiel. Wird ein Karper aufwarts geworfen, EO ist Y= - mg, 
da der Widerstand kz v2 ebenfalls abwarts wirkt 

dv k" dv ~ 0 1 + ., ") Indt-=-mg- zV-, dt·=-g--mV"=-g( "o·V" , 5) 

~o = V~~ . . -. . . . . . . . . . . 6) 

den Wert des Grenzlaufes v bedeutet, bei dem der Widerstand 
gerade das Kiirpergewicht ausgleicht. Alsdann wird mit Vo fiir t=O 

dv 
1 -I- -;'~2V" = - g dt , arctg Y.o V - arctg Y.o ~'o = - "ogt . 

oder umgekehrt 
Y.ovo - tg "ogt "ov=, -------

1 + "0 Vo tg Y.ogt 
"0 Vo cos "ogt - sin "ogt 
"0 Vo sin "0 gt +(:OB ;'og(, 

5a) 

woraUB sich mit v=O die Steigzeit tl aus 

berechnet. Mit V· d t ~~ d y folgt weiter 
Lorenz, Techn. Physik I, 1. 2. Auf!. 

tl=arc:~i-0t'lI ....... 5b) 

aus 5 a) unter Beachtung, daB der 
9 
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Zahler des Bruches mit xog erweitert die Ableitung des Nenners darstellt, 
durch Integration mit Y = 0 fUr t = 0 

>:02 gy = 19n ('lovo sin 'logt + cos 'logt) . . .. 5c) 

Erweitert man dagegen 5) mit vdt = dy, so wird mit Vo fiir y = 0 

vdv 2 _ 1 +'lO~V02 
gdY=-1+'l02 v2 ' 2'lo gy-lgn l+'lo •. il ... 5d) 

mit der Steighiihe y, fiir V= 0 aus 
2'l02gYt=lgn(1+x02vo2) ........... 5e) 

Daraus folgt schlie13lich durch Verbindung mit 5b) fUr die Steigzeit der andere 
Ausdruck 1 ----

tt=-arctg1le~u"o2V'-1. ......... 5f) 
'log 

Fiir sehr kleine Werte von 'lo kann man in 5a) tg 'logt ~ xogt und in 5d) 
1 +'l 2V· 

19n __ 0 2 ~, ~ X02(V02 - v2 ) setzen, woraus dann die bekannten Ausdriicke 
1 + Xo V" 

fiir das widerstandslose freie Aufsteigen hervorgehen. 

3. Beispiel. Beim Herabfallen des Kiirpers wirkt der Widerstand 
nach oben, also gilt, wenn wir den Lauf in der Bewegungsrichtung positiv 
nehmen, mit 6) 

dv k. dv (1 kJ 0) (1 2 0) 7 m7it=mg- J V ' Tt=g -mi V" =g -xo V", ... ) 

2dv 2dv dv dv 
oder 2 gdt = I=-~~. v. = (1 _ xov) (1 + xov) = ·r=--)<~v + 1 + xov . 

Das liefert mit einem Anfangslauf v = 0 fUr t = 0 

l+x v e2l1xot_1 e l1 ><ot_ e-I1"ot 

19n 1- ~:v = 2gxot, xov= e2g;;t + 1 = eY"ot + e-u"ot" . 7a) 

also fiir t = 00, XoV = 1, d. h. der Lauf nahert sich asymptotisch dem 
Grenzwert 6). Erweitern wir 7) mit 2vdt=-2dy, so wird mit y=y, 
fiir V= 0 

2vdv 
- 2gdy = ----- 2gxo• (y - y,) = 19n (1- X02V2), 

1 - X02V? ' 

oder x02v2=1_e-211><o'(V,-V), . ...•... 7b) 

woraus sich fiir y= 0 der Endlauf V2 beim Auftreffen auf den Boden zu 

-,/1
0 

•• o· -2y><0'y, 7} xov. - V - e . . . . . . . . . .. c 

ergibt. Setzen wir ferner noch in 7 a) v = - dy : dt, so liefert die Integration 
mit y = y, fiir t = 0 

i><ot + e-o><ot 
Po· (y, - y) =~ 19n 2 = 19n (£0\ gXot ..... 7 d) 

und damit die Fallzeit t2 mit y=O. Zu dieser gelangt man noch einfacher 
durch Einsetzen von 7b) mit y = 0 in die erste Formel 7 a) und erhalt so 

1 1 + 11 1 _ e- 211 "0' y, 
t., = --lgn --- o' • • • 

" 2 Xo g 1 _ 11 1 _ e 2 11 "0' y, 
. 7 e) 

Der Vergleich dieses Wertes mit der Steigzeit 5 b) des vorigen Beispiels ist 
wenig iibersichtlich. Da.gegen ergibt der Vergleich von 7c) und 5e) 

7f) 
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so daB also - infolge des Arbeitsverlustes dureh den Widerstand - der Korper 
langsamer auftrifft, als er vom Boden emporgestiegen ist. Daraus kann un
mittelbar auf t2 > tl geschlossen werden. 

4. Beispiel. }j'iir den schiefen Wurf konnten wir wieder auf die beiden 
Grundformeln 3) zuriickgreifen, indem wir dart X = 0 und Y = - mg setzen. 
Da indessen diese Gleichungen noch den Gesamtlauf v neb en den Laufteilen 
v.< und V'l enthalten, wist ihrc getrennte Behandlung im Gegensatz zum FaIle 
der Danipfung nicht durchfiihrbar. Deshalb empfiehlt es sich hier von vorn
herein, wenigstens die zweite Formel durch eine solche zu ersetzen, welche 
den Widerstand nicht enthalt, d. h. durch den Ausdruck fUr den Normal
anlauf. Wir haben also mit dem Neigungswinkel r der Bahn und ds=rdt, 
EOwie mit 6) aus der erst en GJ. 3) 

oder 

und fiir den Normalanlauf 
v'J 
- = g cos T, 

9 
oder 2 dr 'j 

- Vx d8 = g cos' T. . . . . . 9) 

Aus S) folgt so fort durch Integration mit dem Anfangswert VXo = Vo cos '0 

fiir s= 0 
.... Sa) 

also Vx = 0 fiir s = 00, was nur moglich ist, wenn die Bahn sich einer sen k
rechten Asymptote nahert. Setzen wir diesen Ausdruck in 9) cin, so wird 

VXo _d~_. = _ e2oxo2sds, .......... 9a) 
g cos", 

oder integriert 

., I sin T (T -1-- :1t )-J' __ 0 20 xo' 8 "02V~01--2-+lgntg-.) '-4- -- -e ...... 9b) 
,_cos 7: \.:..J 

Hierin ist fUr s = 0, T = TO' also 

2 2 sin TO (TO n)': o == 1 -f-" Vx . . ... + 19n tg - + -.. '. ' . o 0 _.eos2 TO l! 4.: 
. , • He) 

wahrend fiir s = - 00 naeh H b) der Winkel T einen Grenzwert annimmt, 
dem eine zweite sehragliegende Asymptote, wie in Abb. 96, entsprieht. 

Der Bahnlauf 
~_~~_. e- (J Xo2 S 

cos T 
. S b) 

nahert sieh mit T = 90 0 und s = 00 dem Grenzwerte v = 1 : "0' wie sich am 
einfachsten aus der zweiten Grundformel 3) mit dvy : dt = 0 und Vy = v ergibt. 
Die vorstehenden Gleichungen bestimmen den durehlaufenen Weg als Funktion 
der Ba\mneigung T, ermogliehen also die zeichnerische Integration der Ansatze 

dx= ds cos T. dy= ds sin T, 

und damit die punktweise Aufzeichnung der Bahn selbst mit den dazu ge
horigen Zeiten. 

Fur sehr langgestreekte, sag. F 1 a e h b ahn en ist angenahert 

dy . d2 y dx = tg T = 8m r . dx2 

also mit 9) und y = 0, tg T = tg TO fiir x = 0 
9* 
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o 

Widerstandskriifte. 

. . . . 11) 

Y = x (tg ~o + .--~-,J-) + ~1-.--z (1 _ e2 g ><0' "') 
2 "0" vZo 4 g "0 v"'o 

Entwickeln wir die letzte Klammer in eine Potenzreihe und brechen 
mit x 3 ab, so folgt 

Abb.98. 

Y= xtgTo 

d. h. die angenaherte Flach
ba.hn setzt sich aus einer ge
w6hnlichen Wurfpa.rabel Yl 
und einer kubischen Parabel 
Y2 nach Abb. 98 zusammen, 
von denen die letztere mit 
"0=0 entsprechend dem Ver
schwinden des Widerstandes 
wegfallt. 

Das letzte Beispiel bildet die Grundlage der Lehre von der 
GeschoBbewegung oder auBeren Ballistik, bei der wir es stets 
mit so hohen Geschwindigkeiten zu tun haben, daB jedenfalls der 
EinfluB der im § 31 besprochenen Dampfung vernachlassigt werden 
kann. Das trifft aber streng genommen nieht mehr zu beim senk
rechten Emporwerfen eines K6rpers, sowie beim freien Fall in der 
Luft aus der Ruhelage, in deren Nahe die Dampfung sieher den 
quadratischen Widerstand ubertrifft. Alsdann hatten wir fur den 
Gesamtwiderstand genauer 

W=k1 v+k2 v2 =V(k1 +k2 v) . . . .. 12) 

zu schreiben, womit die wagerechte Bewegung (Beispiel 1) ohne 
treibende Kraft naeh den Formeln 

. . . 12a) 

leieht bereehnet werden hnn. Fur die Auf- und Abwarts
bewegung aber hatten wir dagegen 

dv _ 2 - ( 2 + Xl ) -=+g-xv-xv=+g-x v -v dt 1 2 2 X 
2 

dv X 2 ( X)2 -= =F g+-.--1-__ V+~l xo , 
dt 4X2 2x9 -

.. 12b) 
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also im 2. und 3. Beispiel einfach 

an Stelle von g I 
. . . . . . 12c) 

" " " v J 

zu setzen, ohne daB sich der Rechnungsgang sonst andert. Die Er
orterung der mit 12 c) erhaltenen Ergebnisse kann demnach dem 
Leser zur Ubung iiberlassen werden. 

VIII. Dynamik ebener Schwingungen. 

§ 33. Freie Reibungsschwingungen. Befindet sich ein Massen
punkt in einem Anlauffelde, dessen Starke dem Abstand von einem 
Zentrum verhaltnisgleich und nach dies em hin gerichtet ist, so voll
zieht er sich selbst iiberlassen, wie wir friiher § 11 gesehen haben, 
in beiden Achsenrichtungen einfache Schwingungen, deren Uber
lagerung eine elliptische Bahn ergibt. Bewegt sich der Punkt dabei 
auf einer rauhen ebenen Unterlage, so tritt noch eine der augen
blicklichen Bewegungsrichtung entgegengesetzte Reibungskraft hinzu, 
die im geraden Verhaltnis zum Normaldruck N = mg des MasEen
punktes auf die feste Unterlage steht. 1st demnach ~ a2r der 
Zentralanlauf, so ist die entsprechende "Federkraft" - a2 mr mit 
den Anteilen ~ a2 mx und ~ a2 my in den Achsenrichtungen. Zur 
Beschleunigung der Masse bedarf es demnach einer auBeren Treib
kraft mit den Anteilen 

X =mx +a2 mx ± mgf Vx 1 
v J ' . . . . . . 1) 

Y=mfj+a2my ± mgf v; 

worin die Reibungsziffer f ihr V orzeichen mit dem Bahnlauf v, d. h. 
bei einer Bewegungsumkehr auf der Bahn derart wechselt, daB fiir 
den Hin- und Riickgang das Reibungsglied mit verschiedenem Vor
zeichen zu versehen ist. Durch Erweiterung der Formeln 1) mit 
dx, dy und Addition folgt sodann wegen vxdx+vydy=vds, 
xdx +ydy = rdr die Arbeitsgleichung 

Xdx+Ydy=m[vdv+(('~rdr±gfdsJ, .... 2) 

in der das letzte Glied rechts stets die verlorene Reibungsarbeit 
darstellt, welche mit dem absoluten Betrage des insgesamt zuriick
gelegten Weges, d. h. der Summe der Hin- und Riickgange wachst. 
1st die Masse im Felde der Federkraft und Reibung sich selbst 
iiberlassen, so verschwinden die auBeren Teilkrafte X und Y und 
wir erhalten unter Weglassung des gemeinsamen Faktors m aus 1) 
und 2) fiir die freie Bewegung 
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. 1 a) 

vdv + a2 rdr = =F gfds , . . . 2a) 

worin die linke Seite die Anderung der gesamten Macht der be
wegten Masseneinheit darstellt. 

Erweitern wir schliel3lich die Formeln 1 a) mit y bzw. x und 

subtrahieren, 
d 

= - (r2 w) . dt . 

oder 

f .... d.. .) d (2dqJ) so olgt mit xy-yx = (it (xy -yx = dt r dt 

. 3) 

. 3a) 

d. h. der Flachenlauf des Fahrstrahls vermindert sich 
eb enso wie nach 2a) die gesamte Macht der frei bewegten 
Masse infolge der Reibung. 

Verschwindet in 2 a) das erste Glied links, so bIeibt 

(f.2rdr = += gfds . . . . . " . . . 2b) 

eine Bedingung, welche identisch erfiillt ist fUr ds = 0, dr = O. 
also v=O und damit Umkehrpunkte der Bewegung oder ein 
Aufh6ren derselben anzeigt. Verschwindet dagegen weder ds noch 
dr, so ist dv = 0 und 2 b) geht mit dem N eigungswinkel y des 
Strahles r gegen die Bahn, oder dr: ds = cos y iiber in 

. • . 2 c) 

wonach Scheitelwerte des Laufes an solche Stellen der 
Bahn gekniipft sind, wo der Bahnanteil der Federkraft 
gerade durch die Reibung aufgehoben wird. Diese Verhalt
nisse werden noch klarer durch Ausschaltung des Bogenelementes 
ds = V dr2 + r2 dqJ2 aus 2b). Wir gelangen so zur Bedingung 

gfrdqJ= Va4 r2 -=i/,{2"dr, . .. " ... 2d) 

die fiir d qJ = 0, dr = 0," also v = 0, d. h. fUr U mkehrpunkte und 
Steckenbleiben ohne weiteres erfiiIlt ist und durch Integration eine 
Kurve ergibt, deren auBerhalb des Kreises a4 r2 = g2 f2 gelegene 
reelle Schnitte mit der Bahn die Stellen der Scheitelwerte von v 
liefern. Ist im Sonderfalle die Bahn eine Gerade durch die Mitte 
des Kraft- und Anlauffeldes, so wird mit dqJ = 0, ds = dr 

(a 4 r2 _ g2f2) dr2 = 0, 

so daB bei einer einfachen geradIinigen Reibungssch wingung 
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die Punkte r = ± f~ zu beiden Seiten der Feldmitte mit Scheitel-
a" 

werten von v durchlaufen werden. Solche Punkte wollen wir als 
Sch wingungsmi ttel punkte bezeichnen. 

1. Beispiel. Ein Korper von der Masse m sei durch eine Schraubenfeder, 
deren Eigenmasse gegen m vernachlassigt kann, mit einer fest en Wand ver
bunden und auf einer rauhen Ebene beweglich (Abb. 99). Bei der Auslenkung x 
aus der Stellung mit ungespannter Feder sei der Anlauf - a2 x, also die Feder
kraft a2 mx, mithin bewegt sich der ausgelenkte und sich selbst uberlassene 
Karper geradlinig in der x-Richtung nach 
der Formel 

x + a2 X ~±: g f = ° , 4) 

die auch mit Vx = v aus der erst en Gl.l a) 
folgt. Setzen wir darin 

gf=a2xc, 

so wird x + a2 (x ± Xr) = 0 ... 4a) Abb.99. 

wegen der Bestandigkeit von Xr erfUllt von der Schwingungsgleichung 

x ± Xr ~- A cos at + B sin at } 
X = a (B cos at - A sin at) . . 5) 

mit der von der Reibung unabhangigen Schwingungsdauer 

2n 
t=---. 

a 
.... 6) 

Nach 4a) erhalt man fur x = 0, also fiir Scheitelwerte von x die beiden 
Schwingungsmittelpunkte x = =t= Xc entsprechend x <: 0 fUr den Hin- und Ruck
gang. Die Beiwerte A und B in 5) sind durch die Anfangsbedingungen der 
Bewegung bestimmt, also durch x=xo>O, x=xo=-ac fiir t=O so zwar, 
daB fiir den Hingang mit 

xo+xr=A, ac=~ aB 
die Gl. 5) ubergehen in 

x + Xc =, (xo + xr) cos at + c sm at } ( + ) . . ...... 5a) x = a C cos at - a Xo Xr sm at 

Dieselben gel ten mit demselben Vorzeichen nur bis zum graBten Ausschlag 
x, :> xo, der mit x = ° zur Zeit tl gegeben durch 

C 
tg"tl=~+- . 

Xo Xc 

erreicht wird und sich damit aus der ersten Formel 5a) zu 

. . • . 7) 

•..... 7 a) 

berechnet. Mit der Hubumkehr an dieser Stelle andert aber x,. mit der Reibungs
ziffer f >ein Vorzeichen, EO daB fiir den Riickgang in 5) 

Xl -xr=A, B=O 

zu setzen ist, wenn wir der Einfachheit halber die Zeit von der Hubumkehl' 
ab rechnen. AIm gilt fiir den Riickgang 

X-Xr=(Xl-xr)cosat' ) 
x = - (x, - xc) a sin at J .•.... 5 b) 

mit dem nachsten Scheitelwerte fiir cos at2 = - 1, atz = n 

x~ = 2 Xr -- Xl. . : 7 b) 
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Del' nachste Umkehrpunkt nach ahermaligem Fortschreiten urn at =:r liegt 
dann hei 

X3=-X2-2Xr=Xl-4Xr, •........ 7c) 

so daB wir fUr die aufeinanderfolgenden ahsoluten Scheitelwerte oder Umkehr
punkte einen Unterschied von 2xr erhalten, del' dem Wechsel del' Schwingungs

mitten von + Xr auf - x,. entspricht 
und die in Ahh.lOO gezeichnete Weg
und Laufkurve ergiht. Beide he-
stehen aus halben Sinuslinien, von 
denen diejenigen del' Wegkurve sich 
an den Scheiteln tangential an
schlieBen, wiihrend sie an den ent
sprechenden Punkten der Laufkurve 
Knicke hilden. Fiillt die Huhum
kehr wie X3 in Ahh. 100 zwischen 

I I : die Geraden ± Xr del' Schwingungs-
L-~--_-i--- mitten, so ist del' Ahsolutwert del' 
: ,: I Federkraft 1X2mXs < mgf nicht mehr 
I I I : I imstande, die Masse gegen die Rei-
I: ! : I I hung wieder in Bewegung zu setzen . 

.i 1------1-----;-------q-----j Die Masse bleibt alsdann hei 
I I I t 

I 'I X3 liegen und die Wegkurve ver-
t-\--__ +: __ -;..:::::.. ____ ---"''''---_IX_t lauft von dort als Parallele zur Zeit-

Ahh. 100. 

achse weiter, wahrend die Lauf
kurve von da mit ihrer Zeitachse 
zusammenfiillt. Die A I' h e its g lei
c hun g wiirde in unserm Falle lauten 
mit Vo = IXC, V3 = 0 

- a 2c2 + 1X2(xa 2 - X02) + 2 gf[(Xl - xo) - (xz - Xl) + (xa - xe)] = 0 

IX" (c2 + X02 - xa~) = 2 gf (2 Xl - 2 X" + Xa - xo) 
1X2(c2+xo2-xa2)=2gf(5xl-8xr-xo), .•...•...• 8) 

deren linke Seite die Ahnahme der Gesamtmacht anzeigt, welche durch die 
rechts stehende Reibungsarheit hedingt ist, deren Klammer die Summe der 
absoluten Wege fiir jeden Hin- und Hergang enthalt. Zur versuchsmaBigen 
Priifung des Vorganges kann man an Stelle del' Federung auch ein Pendel 
henutzen, z. B. eine an ihrer Ose auf dem schriig gestellten ReiBhrett drehbar 
aufgehangte ReiBschiene, deren Schwingungen genau in der ohen abgeleiteten 
Weise verlaufen. Durch Anderung der Neigung IX des Brettes kann iiherdies 
das Verhaltnis del' Reibung fmg cos IX zur Richtkraft 1X2mx = mg 'P sin a, 
wo 'P den Pendelausschlag bedeutet, geandert werden. 

2. Beispiel. Wesentlich andel'S gestaltet sich del' Schwingungsverlauf, 
wenn wir den Karpel' von der Masse m2 vermittels del' masselos gedachten 

Schraubenfeder nicht mit einer festen 
Wand, sondel'll nach Abb. 101 mit eiuem 
andern Karpel' m1 verkniipfen, der selhst 
so rasch fortschreitet, daB trotz der 
Schwingungen, wie bei Eisenbahnwagen 
im fahrenden Zuge, nur Schwankungen 
del' Laufwerte ohne Vorzeichenwechsel 
auftreten. Das hat dann zur Folge, daB 
die Reibungsziffern f, und f2 del' heiden 
Karper auf der ebenen Unterlage eben-

Ahb. 101. falls dauernd ihr Vorzeichen beihehalten. 
Bezeichnen wir nunmehr die augen

hlicklichen Abstiinde del' heiden Massen m1 und m2 von einem festen Anfangs
punkte 0 mit Xl und X2 , die augenhlickliche Federlange mit 1 + x, wohei l 
ihre spannungslose Lange bedeutet, mit lXo 2 X die del' Federverlangerung x ent-
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sprechende Federkraft, die auf m, verzogernd, auf m2 aber treibend wirkt, so 
bestehen mit den auBeren Kraften P, und P2 an den Massen m, und m. die 
Bew6gung~gleichungen 

P, m,~, + ao:x + mJlg 1, .. 
- P2 - m2x2 - ao x+ m2 f2g ) 

bei deren Addition 

~-~=~~+~~+g~~+~~ 

. 9) 

9a) 

die Federkraft herausfii.llt. Nach Erweiterung mit dX, bzw. dX2 ergibt sich 

wegen X , -x2 =l+x, dx, -dx2 =dx . ....... 10) 
die Arbeitsgleichung 
P, dx, - P2 dx. = m, x1 dx, + m.x2dx. + ao·xdx+g (m,{,dx,+m2f2d:x.) , 9b) 
in der die ersten beiden Glieder die Anderung der Wucht, das dritte die in 
der Feder aufgespeicherte Arbeit und das letzte Glied mit der Klammer die 
Reibungsarbeit bedeutet. Um zunachst den Schwingungsvorgang herauszuschalen, 
mussen wir in 9) die GraBen x, und x2 vermittels 10) ausschalten, was durch 
Division der beiden Formeln mit m, bzw. m2 und Abziehen gelingt. Wir erhalten 
so mit den Abkurzungen 

P, 
-:m'=P" , 11) 

Bowie mit x, - x. = X 
P, +P2 - g (f, - f.)=x+ a2 x, . ........ 12) 

also bei unveranderlichen P, und P2 

x = P,+ P2-g (f,-f22 + A cos at...l- B sin at 
a 2 I· 

12a) 

Hierin stel\t p!+ P2 ) Sf, - f2) = Xm • • • • • • • • • . 13) 

die mittlere Federverlangerung dar, um welche die Schwingungen 
selbst rein periodisch und unbeeinfluBt von der Reibung sich 
abspielen mit der Dauer 

to = 2: = ~ V m:;:n
2

• • • • • • •• 13a) 

Setzen wir nun den Ausdruck 12 a) in die Grundformeln 9) ein, so folgt 
unter Beachtung von 11) 

x, = ~,_~ P2=-gjf,rrtl + fo m.) _ ao 2 (A COB at + B sin at)} 
m2 +m2 m, .. 9c) 

x2= P, -P2 -_g(f, m, + t~m2) +.~2 (A cosat+B sin at) 
ml+ m2 m2 ' 

Die hierbei auftretenden bestandigen Glieder verschwinden aber fiir 

P,-P2=~g(f,m,+f2m2)' . ......... 14) 

d. h. wenn die auBeren Krafte gerade zur Dberwindung der Ge
samtreibung ausreichen. Alsdann ist aber 

m, x, +m2 x2 =O, m,x,+m2x2=(m,+m2)c' .... 15) 

d. h. der Massenmittelpunkt schreitet gIeichformig fort, un d daher 
sind die Schwingungsausschlage der Einzelmassen einander gerade 
entgegengesetzt. Es bleibt somit 

-m,X,=m2x2=ao2(A cosat+Bsin d) ...... 16) 

und mit dem gemeinsamen mittleren Lauf c 

m,(c-x,)=m2 (x2 -c)= "02 (Asinat-Bcosat), ... 16a) 
fC 
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Daraus folgt mit zwei weiteren Festwerten b. und b2 

mlxl = m1 (b, + et) + :~2 (A cos ext + B sin ext) } 
9 , ••• 16b) 

m2x2 = m2 (b2 + et) - ex02 (A cos ext + B sin ext) 
ex 

also mlxl +m2x2 =m.b, + mgb2 + (m. +m2 ) et . ••.... 17) 

Verlangen wir nun, daB der duroh (ml + m2 ) Xo = ml Xl + m2 Xg gegebene 
Massenmittelpunkt bei Bl'ginn der Bewegung gerade die Anfangslage Xo = 0 
durchliiuft, so ist 

SolI ferner b1 die AnfangssteUung von m. bezeichnen, so ist fiil) t = 0 Xl = b1 , 

also nach 16b) A = 0, nnd wenn in diesem Augenblick gerade Xg = 0 ist, 
nach 16 a) exo 2 B = m2 ex c. Damit sind aile Festwerte der Formeln 16 b) be
stimmt und wir erhalten dafiir 

mlx,=ml(ct+b.)+m2Csinext 1 
ex f . . . . . . . . 19) 

m2 c . 
m2x9 = m.,ct - m1 b1 - -- sm ext - ex 

und an Stelle von 12a) 
+ m2exc . 

X = Xm --g- sm ext, • . . . . . 12b) 
exo 

sowie X.=C(I+::cosext), x2 =c(l-cosext). 19a) 

Da nun laut V oraussetzung 
keiner dieser Werte negativ 
werden darf, so muB in 
unserm Falle m2 < m l sein. 
Alsdann kommt nur die 
Masse mg fiir ex t = 2 n zur 
Ruhe, schreitet also sohein
bar ruckweise vorwiirts, 
wie sich aus der Weg- und 
Laufkurve Abb. 102 ergibt, 
in der der Deutlichkeit haI
ber die Werte Xl' Xg in n
facher VergroBerung ein
getragen sind. 

Setzen wir schlieBlich 
die Ausdriicke 19) und 19a), 
sowie 12a) in die Arbeits
gleichung 9b) ein, so ver
schwinden bei der Integra
tion iiber eine oder meh
rere volle Perioden aIle 
Glieder bis auf diejenigen 
der Reibungsarbeit, woraus 
sich ungezwungen die von 
der Reibung unbeeinfluBte 

;t£-----;!;----~~--+-;__---->'::"!::=--"""()(.t Erhaltung der Schwingun
gen erkliirt. 

Abb.l02. 

1st eine Masse m im Felde 
den Anteilen - a,2 mx, bzw. 

§ 34. Freie ge
diimpfte Schwingnngen. 

einer zentralen Federkraft - ,,2 mr mit 
- a,2 my in den Achsenrichtungen einer 
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Dampfung kv mit den Achsenanteilen kvx und kvy unterworfen, so 
lauten bei Einwirkung einer Auf3enkraft mit den Anteilen X und Y 
die Bewegungsformeln: 

X =m(.x-t-a~x) +kX} 
Y = m(ii a'Jy) +- kiJ ....... . 11 

und mit der Abkiirzung k 
-.. = 2 f ..•....... 2) 
m 

beim WegfaIl der Auf3enkraft, also fUr die freie Bewegung: 

x + 2 E i + a2 x = 0 } 
ii+2EiJ a2 y=O ....... . 1 a) 

Nach Erweiterung mit dx bzw. dy und Addition folgt daraus die 
Arbeitsgleichung der Masseneinheit: 

vdv+ 2EVds + a2 rdr=O, ....... 3) 

wahrend nach Erweiterung mit y bzw. x und Subtraktion sich 

ergibt: yx-xy + 2E(YX-XY)=O, 

oder unter Einfiihrung des Strahls r und seines Drehwinkels cp sowie 
des Drehwertes w = q) 

d(r2 w)+ " ' 
~dT 2 Er"W= 0 .......... 4) 

Aus 3) folgt sofort eine Abnahme der Ge sam twuch t ~. (v2 + ((~r2) 
durch die Dampfungsarbeit, aus 4) dagegen eine asympto
tische Abnahme des Flachenlaufes 

mit der Z ei t. 4a) 

Da ferner die beiden Bewegungsformeln 1 a) gleich gebaut und 
voneinander ganz unabhangig sind, so genugt es, nur eine derselben 
zu untersuchen. 

Wesentlich ist dafiir die Unveranderlichkeit der Beiwerte der ein
zelnen Glieder, die eine solche Lasung nahelegt, deren Ableitungen 
sich voneinander nur durch einen festen Beiwert unterscheiden. Das 
ist aber die Eigenschaft der ExponentialgraBen 

. 5) 

worin C und x zunachst noch unbekannte Festwerte bedeuten. 
Fuhren wir die Ausdrucke 5) in die erste Formel 1 a) ein, so folgt: 

Ce"t(x2 2 I:'X + (2 ) = O. • . . . . . 5a) 

Da hierin VOl' der Klammer wegen 5) der Abstand x der Masse vom 
Anlaufzentrum steht, der im allgemeinen nicht verschwindet, so muB 

sein, woraus sich + ~I " ., 
X = - [i _ II [i" - a" 

berechnet. Es giht also im allgemeinen zwei Werle von x, welche 
reell oder komplex ausfallen, je nachdem [i2 <:: a2 wird. Wir be-
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trachten zuniichst den erst en Fall reeller Werte von u, der 
offenbar einer stark en Dampfung im Verhaltnis zur Feder
kraft entspricht und setzen zur Abkiirzung: 

11 13~ --~ = a1 , 13~ > a 21 
U=-13 ± a1 ) ••• 

6a) 

Diesen beiden Wurzeln entsprechen alsdann auch zwei Ausdriicke 
von x mit je einem willkurlichen Festwert, so daB wir als gesuchte 
Losung d. h. als vollstandiges Integral der vorgelegten Differential· 
gleichung la) . . . . 7) 

erhalten. Von der Richtigkeit dieses Ergebnissos kann man sich 
auch durch nachtragliches Einsetzen mit beiden Ableitungen in 13.) 
iiberzeugen, deren erste 

x = e- Ft a1 (Aea,t - Be-a,t) - 13e- Et (A ea, t +Be-ult) 

x=e-EtalCAea,t-Be-a,t)-13x. . . .. 7a) 

den Lauf der Masse darstellt. Zur Bestimmung der beiden noch 
unbekannten Festwerte A und B dienen nun die Anfangsbedingungen 
der Bewegung. Verlangen wir, daB zur Zeit t = 0 die Masse das 
Zentrum mit einem Anfangslauf x = c durchfahrt, so ist 

A + B = 0, a1 (A - B) = c 1 
A=-B=2~~ J ..... 7b) 

und wir haben an Stelle von 7) und 7 a) 

c c } 
x = - -~ e- d (ea,t - e- alt ) = -~ e- ct @?in a t 

2~ ~ 1 

. . 8) 
x= ~ e-'t(ea,t+e-a,t)_13x=ce-d(!Iof a1 t-- :1 @?ina1t) 

x Da nach 6 a) stets 13 > a1 > 0 ist, so 
ist auch ea,t - e-a, t > 0 und der Ab
stand x behalt dauernd das gleiche 
Vorzeichen wie c; er verschwindet mit 

'I--_.p-__ f=-___ -=~t j; erst fUr t = 00, so daB sich also 
I die einmal vom Anfang ent-
: fernte Masse diesem asympto-

c : tisch wieder nahert, Abb. 103. 
't, t Nachdem sie fur t = 0 von dort aus-

'I--~~--~---~~ 

Abb. 103. 

gegangen ist, muB sie einen groBten 
A bstand Xl' zu einem Zeitpunkt t1 

erreichen, der sich mit x = 0 mit 
der zweiten Formel 8) aus 

) 1 13+a1 , 
eu ,t(13 - «1 = e- a,t (13 + (1 ) zu t1 = -2- 19n ----- .> 0 . 8a) 

«1 13- a1 
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berechnet, wahrend sich durch Einsetzen von t1 m die erste Gl. 8) 
unter Beachtung der zweiten und 6 a) 

Hb) 

ergibt. Der absolut groJ3te Laufwert x2 tritt ferner auf fUr x = () 
entsprechend dem Wen d e pun k t in der Wegkurve oder nach 1 a I 
fiir 2 eX + a2 x = 0. Fiihren wir in diese Bedingung die Ausdriicke 8) 
ein, so folgt fiir den Zeitpunkt des groJ3ten (negativen) Laufwertes 

1 e+a1 t2 = -- 19n - .... . . . . . . . . . 8 e) 
a1 e- a1 

Wird im Sonderfalle e = a, also a1 = 0, d. h. fallen die beiden 
Wurzeln 6) in ,,= - e zusammen, so nehmen die Ausdriicke fiir x 
und t1 die unbestimmten Werte 0: ° an. Differenzieren wir also im 
Zahler und N enner nach a1 und setzen erst dann a1 = 0, so folgt. 

x=cte-ct , x=ce-ct (l--et)l 
1 c (. 8 d) 

t1 = -; , Xl = --;e J 
Man iibersieht leicht, daB der Verlauf sich aUch in diesem FaIle 
nicht wesentlich von dem allgemeineren nach 8) unterscheidet, den 
wir als eine aperiodische Bewegung bezeichnen wollen. 

Gehen wir nun zum zweiten Fall komplexer Wurzeln " 
iiber, so diirfen wir dafiir mit ((2>e2, d. h. schwacher Dampfung 
im Verhaltnis zur Federkraft 

+ "/---;;-~-" + . 
" = - e _ t V {(" - e- = - e _ t ((~ . . . . . 9) 

schreiben. Die fiir den ersten Fall entwickelten Formeln behalten 
demnach ihre Giiltigkeit, wenn wir in ihnen ((1 = iaz setzen und 
beachten, daB e + ia. t = cos a2 t ± i sin a2 t ist. Alsdann erhalten wir 
fiir die Bewegung mit denselben Anfangsbedingungen, d. h. fiir t = 0, 
x=O, x=c 

X = ~ e - Ft sin ((2 t 1 
((2 ~ ) 

e r, . . . .. H) 
X = ce- d (cos (XQ t _._- sin fiQ t) J 

" ((2 " 

also ersichtlich eine Schwingung, deren Ausschlage mit der 
Zeit asymptotisch abnehmen, Abb.104. Da diese Abnahme 
ausschlie13lich durch die Dampfung e bedingt ist, wollen wir den 
ganzen V organg als eine g e dam p ft eSc h win gun g bezeichnen. 
Ihr entsprechen Durchgange durch die N ullage fiir sin ((2 t = ° oder 
a2 t=nn. Der Zeitunterschied zweier aufeinanderfolgender Durch
gange ist demnach n: a2 und fUr zwei Durchgange m gleicher 
Richtung 2 n 2 n 

to = -- = -.--;;=- '--., . . . . . . . . 11) 
((2 Va- - e" 
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Da nun fur die Seheitelwerte von x mit x = 0 aus der zweiten 
Formel 10) 

x 
, , 

Abb.104. 

. . . 11 a) 

gilt, so folgen aueh diese in den
selben Zeituntetschieden aufein
ander, wie die Nulldurchgange. 
Wir durfen somit den unver
anderlichen Wert 11) als die 
Schwingungsdauer bezeich
nen, die ersichtlich mit der 
Dampfu.ngsziffer e waehst. 
1st der Sehwingungsausschlag zur 
Zeit t dureh die erste GL 10) ge
geben, so erhalten wir fUr die 

2n 
Zeit t + to = t + ---, also urn 

((2 

die Sehwingungsdauer spater 

x' = _c_ e - dt + tol sin (( (t + t ) 
((2 2 0 

= ~ e- dt + tol sin Ci Q t, 
(( -2 

mithin 

.::. - ed • - konst } x'- - , 
x .. 12) 

oder 19n·, = eto 
x 

Das Verhaltnis zweier in der Schwingungsdauer auf
einanderfolgender Ausschlage ist demnaeh ein }1'estwert; 
sein naturlieher Logarithmus wird gewohnlieh als das logarith
mische Dekrement bezeichnet. Dieses Ergebnis ermoglieht einer
seits bei vorgelegter Wegkure. wie sie sich aus Versuehen mit einem 
sog. Oszillographen ergibt, die Bestimmung der Dampfung, anderer
seits aber bei vorgelegter Dampfung die bequeme Aufzeiehnung der 
Weg- und Laufkurve, Abb.104. SehlieBlich sei noeh bemerkt, daB 
fur ((2 = 0, ((2 = e2 die Sehwingungsdauer t = 00 wird, womit die 
Sehwingung selbst in den schon oben behandelten Sonderfall der 
aperiodischen Bewegung ubergeht, wahrend mit ((2 < e2 und imagi
narer Sehwingungsdauer wieder der allgemeine Fall dieser Bewegungs
art zum V orschein kommt. 

1. Beispiel. Fragen wir nunmehr nach der Bahn eines sich selbst uber
lassen en Massenpunktes im Federkraftfeld beim Vorhandensein einer Diimpfung, 
so haben wir nur die Gleichungen fiir die beiden Achsenrichtungen zu ver
einigen. Stellen wir fiir den eraten Fall starker Dampfung, also ,;2 > cx2 die 
Bedingungen x = 0, x = C, Y = b, if = - e b. fur t = 0, so genugen diesen mit 
der Abkiirzung c: 1X1 = a in 8) die Gleichungen 



oder 

Freie gedampfte Schwingungen. 

xb 
- =1:g (1.1t. 
ya 
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13a) 

Wir erhalten also als Bahn eine Hyperbel, deren beide Achsen mit der Zeit 
asymptotisch in den Anfangspunkt zusammenschrumpfen. Infolgedessen wird 

. dy bE 
auch der Massenpunkt von x =c 0, y = b mIt d- - ausgehend sich in 

x c 
einem Bogen dem Anfang nahern, ohne ihn je ganz zu erreichen. Zur Aufzeich
nung der Bahn bedient man sich zweckmaBig der beiden mit der Zeitachse ver
einigten Wegkurven 13) nach Abb. 105, in welche der zugehOrige halbe Hy
perbelast flir t = 0 mit einer Asymptote eingetragen ist. 

!I 

___ ...0::--=.-_-_______ . ___ ~/ 

Abb. 105. 

/ I 

I 
I 
I 

'X 
a' 

a\ 

a'l~\ 
jl~, 

a2 

Abb. 106. 

2. Beispiel. Fur schwache Dampfung £2 < ex2 hat man mit denselben 
Anfangsbedingungen und der Abkurzung e: IXc = a in 10) 

oder 

x=ae-<t sin (1.et, 

:~ -l- 71' ~ •.. e- 2d 
a" I b" ' 

y __ be - E t cos (1.2 t , 

xb 
- - = tg (1.2t. 

ya 

14) 

14a) 

Die Bahn wird also eine Ellipse, deren Halbachsen ebenfalls asymptotisch zu
sammenschrumpfen, so daB der Massenpunkt auf einer elliptischen Spirale dem 
Anfang zustrebt, ohne ihn ganz zu erreichen. Die Aufzeichnung erfordert die 
Kenntnis der Abnahmen der beiden Halbachsen, die man unmittelbar durch 
Antragen der Exponentialkurve an eine derselben gewinnt. Damit sind dann 
die aufeinanderfolgenden Langen a1 a2 ••• , b1 b2 • •• der Halbachsen gegeben, 
dllrch deren Endpunkte die Bahn, Abb. 106, hindurchgeht. 

Samtliche in diesem Abschnitt besprochenen Bewegungsvorgange kiinnen 
leicht an einem als Pendel aufgehangten Stab, der mit dem unteren Ende zur 
Herstellung und Veranderung der Dampfung mehr oder weniger in ein 01-
oder Wasserbad eintaucht, nachgewiesen werden. 

3. Beispiel. An einem mit raschem bestandigem Lauf c in der x-Rieh
tung vorwarts eilenden Wagen A sei im Punkte Beine Masse m angehangt, welche 
auf der rauhen Bewegungsebene gleitet und ver
mage einer zwischen A und B eingeschalteten Blatt
feder seitlich ausschwingen kann, Abb. 107. 1st 
X die Zugkraft des Wagens und r die Reibungs
zifl'er von m auf der Unterlage, so lauten mit einer 
Federkraft Y = - ex2 my dic Bewegungsgleichungen 

y~ 
Abb. 107. 

X=mx mg rf, -ma2 y=mfj+ mg r-~. 1.5) 

Ist der Ausschlag y nur klein, so trifl't dies auch fUr das Verhaltnis y: V zu, 
so daB v2 .-== i;2 + y2 = i;2 = c2 hinreichend genau gesetzt werden darf, wenn der 
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Wagen gleichfOrmig fortschreitet. 
mit X =0 in 

Alsdann vereinfachen sich unsere Formeln 

.. +gf'+2~0 15) X=mgf, y c y rxy~, •••••••• a 

wonach die Zugkraft nur die Reibung zu iiberwinden hat, wahrend 
-die Masse senkrecht zur Bewegungsrichtung des Wagens einer 
Dampfung unterworfen ist, die mit der Hubumkehr, also mit y von selbst 
ihr Vorzeichen andert J e nachdem g f <: 2 c rx wird die daraus hervorgehende 
Bewegung von m in der y-Richtung aperiodisch oder als gedampfte Schwingung 
verlaufen, auf jeden Fall aber mit der Zeit bis zur Unmerklichkeit abklingen, 
wenn sie nicht von neuem durch eine meist stoBartige Seitenkraft neu er
regt wird. 

§ 35. Schwingungen mit quadratischem Widerstand. Bewegt 
sich ein Massenpunkt im Felde einer zentralen Federkraft auf einer 
Geraden durch den Ursprung gegen einen quadratischen Widerstand, 

so gilt m(x+cco2 x)±kv2 =O, . . , , . , , ,1) 

je nachdem es sich urn eine Vorwarts- oder Riickwartsbewegung 
handelt, Dividieren wir durch m und benutzen die Abkiirzungen 

2 Q 2 k d" f ' 't .. ' dv h h 'b 2 CCo = cc~ , . : m = u, so ur en WIr ml x = v = v dx auc sc reI en 

d (v2 ) 
-;Ix-+cc2x±uv2=O. , , , , 1a) 

Dieser Differentialgleichung geniigt offenbar der Ansatz 

d (V2) 
.--- = B --+- Cnena: dx ' , 

also nach Einsetzen in 1 a) und Ordnen der Glieder 

(B ± uA) + (cc2 ± uB)x + Cenx(n ± u)= 0 
cc2 B cc2 

B= =t= --, A= =t=. n=+u, 
u u 

wah rend C als Integrationskonstante zunachst unbestimmt bleibt, 
Mithin lautet das vollstandige Integral von 1 a) 

o a'J a? . __ 
v~=Q + --x+ Ce+"x, ' , , , , , . 2) 

u" u 

worin das obere Vorzeichen des Beiwertes u fUr den Hingang, das 
untere fUr den Riickgang gilt, wahrend C aus den Anfangs
bedingungen jeder dieser Bewegungen sich berechnet. 

Durchlauft nun der Korper den Ursprung x = 0 mit v = Vo in 
positiver Richtung, so ist mit dem oberen Vorzeichen von u 

, . . . . 3) 
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mit del' Hubumkehr fUr v'= 0 im Punkte Xl' gegeben durch 

Mit Hilfe del' bekannten Exponential-
kurve e-%Z kann man leicht die v2 , x- v2 

Linien auf trag en , Abb. 108, die offen
bar gegen die x-Achse konvex, gerade 
odeI' konkav vel'Hiuft, je nachdem 

x2vo2~a2 und damit xXl~l 3b) 

wird. Fur den Ruckgang gilt in G1. 2) 
das untere Vorzeichen von x, also lautet 
dieselbe mit X = Xl' und v = 0 
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x 4) __ ~~~~~ __ ~~~~x v2. =Ct: [1 ~ xx-(l + XXI)e"(X_X,l]} 

d(v2) a2 . . X z X. x , 
dx - = x [1 - (1 + "Xl) e%(X-X,l] 

Sie beginnt bei Xl mit emem Anstieg 
Abb. 108. 

(~(V2)) = _ a2xI' 
dx x=x, 

4a) 

hat also mit del' Kurve fur den Hingang an del' Hubumkehr die
selbe Tangente, Abb. 108. Fur v = 0 ergeben sich aus 4) die Be
dingungsgleichungen 

d (v2 ) 
(1 + xx) e-%Z = (1 + XXI) e-%X" - dx" = - ((2X, 4 b) 

deren erste durch Aufzeichnung del' links stehenden Funktion ge
lOst werden kann. Man erkennt sofort, daB sie durch X = Xl und 
einen del' zweiten Hubumkehr zugehorigen Abstand x2 = - Xl + 0 
erfullt wird, worin sich del' als klein angenommene Unterschied 15 
naherungsweise mit e- x6 ~ 1 - x 0 zu 

o = -~ [(1 + xx) e- 2 %X, - 1 -+- xx ] ~! xx 2> 0 4C) 
x2 Xl I I 3 1 

berechnen laBt, wobei e- 2"x, bis zur 3. Potenz einschlieBlich zu ent
wickeln ist. Daraus geht jedenfalls hel'vol', daB die zweite Hub
umkehr x 2 ' dem Ursprung naher liegt als die erste Xl' Im Ur
sprung x = 0 selbst wird 

v 2 __ a2 
r 1- (1\ xx )e-XX1] ~~ ((2 e-%X' le%X, -11 + xx )l- 0, 4dl 

I ,,2 L 1 x 2 L I _I 

woraus in Verbindung mit 3a) 

. . 5) 

Lor e Ill. Techn. Physik L 1. 2. Auf!. 10 
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hervorgeht. Entwickeln wir darin e- XX, und e'''''' in Reihen und 
brechen mit dem quadratischen Gliede ab, so wird angenahert 

VI2 1- XXI -=----< 1, 
V0 2 1 + XXI 

5a) 

d. h. zwei aufeinanderfolgende Nullagen werden mit ab
nehmenden Laufwerten durchschritten, die abel' selbst nie
maIs verschwinden ki:innen. Die Bewegung kann also niemaIs 
aperiodisch verlaufen. 

Wenn auch die Dauer jedes Hin- und Hergr.ngs durch graphische 
Integration del' Formeln 

x, 

t2 = fdX us,,". . . . . . . . . 6) 
• V 

'2 

ermitteIt werden kann, so ist das Verfahren doch sehr umstandIich 
und wenig iibersichtlich. Wir wollen daher mit GrammeF), del' 
den Vorgang zuerst eingehend bebandelt hat, den Ausdruck 4) fUr 
sehr kleine Au ss chI a ge mit eX(x-x,) = 1 + X (x - Xl) III die 
Naherungsform fUr den 

Riickgang: v2 = - CC2 XI (x - Xl); 0 <Xl> X > X2 < 0) 7) 
Hingang: v2 = -CC2 X2 (X-X2 ); 0> x 2 < X<X3 > oj 

usw. iiberfiihren. N ach Einsetzen in die Differentialgleichung 1) er
halten wir mit 2k:m=x, cc2 =2cc0

2 

x+ao2x+cco2xxl(x-x,)=0; x, >x>x.~ 
x +CC0 2 x - CC02 XX2 (x -x2 ) = 0; x 2 < X < xa 

usw., 
odeI' 

Das sind abel' Gleichungen, die mit den fUr freie Reibungs
schwingungen in § 33 formal iibereinstimmen und in del' Gestalt 

x + cc 2 (1 + xx ) (x - --,,-~.) = 0) 
OIl + XXI 

X + CC 2 (1 _ xx ) (x + _~;r2~) = 0 -... Sa) 
OIl - XX2 

usw. erkennen lassen, daB ihnen Schwingungsdauern 

') GrammeI: Schwingungen nach dem quadratischen Widerstandsgesetz. 
Phys. Zeitschr. 1913, S. 20. 
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fiir Je eine halbe Sinuslinie mit den Schwingungsmitten 

8 c) 

zu beiden Seiten der Zeitachse zugehoren. Da Xl > 0, x2 < 0 usw., 
so sind die Ausdriicke 1 + xX l ' 1 - xX2 usf. samtlich positiv und 
nahern sich wegen der Abnahme der Absolutwerte von Xl' x2 •.• 

immer mehr del" Einheit. 
x 

Folglich riicken die Schwin-
gungsmittelpunkte der Zeit-
achse immer naher und die x:, 
Schwingungsdauern wachsen 
asymptotisch bis zu dem fiir 
reibungsfreie Schwingungen 

I . B 2n gii tlgen etrage to = - , 
ao 

womit sich die Wegkurve, 
Abb. 109, ergibt. 

, , 

k--- t, ------:---- t 2 I • 

Abb. 109. 

§ 36. Erzwuugene uugedampfte Schwinguugen. Unterliegt ein 
Massenpunkt im Felde einer Federkraft - ma2 X der Einwirkung einer 
auBeren gleichgerichteten und selbst periodischen Kraft 
P=mp sin wt, so gilt fiir die Bewegung in der x-Richtung nach 
Wegheben der Masse m 

x + a2 x = p sin OJ t.. ....... 1 ) 

Schreiben wir fiir den rechts stehenden Anlauf der auBeren Kraft 

p sin wt=z, 2) 

so erhalten wlr aus 1) 
.. ~+a:~=~l 
x + a"x ~=Z J 

1 a) 

und nach Einsetzen in 2) 

'x' + (a·J + OJ2)X +a2 w2 x = O. 1 b) 

Das ist abel', wie del' Vergleich mit § 12 Gl. 2 a) unmittelbar lehrt, 
die Differentialgleichung einer Bewegung, die sich aus zwei ein
fachen Schwingungen mit den Frequenzen a und w derart zu
sammensetzt, daB 

x=Acosrxt+B sinat+Ccoswt+Dsinwt 1 
-x =a2 (A cos at+B sin at) + w2 (C cos wt+D sinwt) J" 3) 

Daraus folgt durch Einsetzen in 1) unter Wegfall der Glieder mit 
A und B 

(rx2 - ( 2)( C cos wt + D sin wt) = p sin wt 

C = 0 uncI D = - p----
a'l-w'.!' 

10* 
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so daB WIr fiir das vollstandige Integral von 1) erhalten 

. p sin wt 
x=A cos at+B sm at+-2~-~. . . . . 3a) 

a -w" 

Da hierin die ersten beiden Glieder A cos at + B sin at del' Gleichung 
x + a2 x = ° geniigen, so stellen sie in del' Tat die £reie Sch win
gung del' im Felde del' Federkraft sich selbst iiberlassenen Masse 
dar, wahrend das dem Anlauf del' aufgedriickten Kraft verhaltnis
gleiche dritte Glied als die erzwungene Schwingung bezeichnet 
wird. Dessen Beiwert ist iiberdies durch die Anlaufstarke p und 
die beiden Drehwerte a und w vollstandig bestimmt, wahrend die 
Beiwerte A und B del' freien Schwingung erst durch die Anfangs
bedingungen del' Gesamtbewegung gegeben sind. Diese beziehen 
sich auf den Ausschlag 3a) und den Lauf 

. (B A· )+Pwcoswt x = a cos at - sm at --2---2- •. 
a -w 

3b) 

und sollen del' Einfachheit halber zur Zeit t = ° verschwinden, d. h. 
die Masse m soIl anfanglich in Ruhe sein. Alsdann wird 

A=O, B=-?-!-~-
a a 2 - w 2 

und damit lautet unser Integral 

x= ~-Q (sin wt- w sin at)} a2 -w· a 

( ) 
..... 4) 

. pw 
x = ---- cos wt - cos at 

a2 _w2 

Dber den Verlauf del' hierdurch gegebenen Bewegung konnen wir 
nun sogleich einiges aussagen. Zunachst folgt aus del' Grundformel 1), 

daB die Scheitelwerte des Laufes x 
mit x = 0, entsprechend den Sch win
gungsmitten auf del' Linie 

p . 
xo= a2 SIn wt 4a) 

f---_-4.--___ ~-_:;.t liegen, wahrend del' geometrische 
Ort del' Umkehrpunkte mit x=O 
nach del' zweiten Gl. 4) del' Bedingung 

cos wt=cos at, 
sin wt= ± sin at 

Abb. 110. geniigt. Das gibt eingesetzt in die erste 
Gl. 4) die heiden Kurven, Abb. 110, fiir 

die inneren und auBeren Umkehrpunkte 

P (1 - w) . p ( w) . X =--;;-'--2 + - sm wt= -2- --0 ± 1-- sm at 
a"-w a a -W" a 
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oder 
psinwt psinat } 

Xl = a(a.+w) =a(a+ ~) . 

psmwt psmat 
X = -~---- = - ----

2 a(a- w) a (a- w) 

Schreibt man die zweite Gl. 4) in der Form 

. 2pw. a+w . a-w 
X = ---- sm ---~~ t sm --~- t, 

a'J_ w 2 2 2 

so erkennt man, daB die U mkehrpunkte x = 0 eintreten £iir 

(a+w)t=2nn, 
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4b) 

wo n eine beliebige ganze Zahl ist. Also hat man zwischen zwei 
aufeinanderfolgenden Umkehrpunkten mit n= 1 die Zeit
unterschiede 2n 

t2 =--, .. 
a-w 

4c) 

von denen die erstere kurzen Schwingungen von mittlerer 
Drehzahl, die zweite den langen Sch webungen entspricht, die 
aus der Oberlagerung der freien und erzwungenen Schwingungen 
ganz wie in den Abb. 41 und 43 hervorgehen miissen. Nahert sich 
der Drehwert der auBeren Kraft P dem der Eigenschwingung, so 
geht die Dauer der mittleren Schwingung allmahlich iiber in 
2 tl = 2 n : a, wahrend die Schwebungsdauer immer groBer und 
schIieBlich unendlich wird. Dem entspricht auch ein Wachsen der 
groBten A uslenkung p 

p -------0- a2 _w2' 5) 

die £iir w2 = 0 : < a2 = a2 ! > a2 
I 

p: pip 
Po = a2 I a2 ~--wi > 0 ± 00 I a~ _-;;/i < 0 

:} . 5a) 

wird, also beim Dberschreiten des sog. kri tisch en Wertes wi! = a2 

im Unendlichen ihr Vorzeichen wechselt und schlieBlich bei unend
lich rascher Freguenz der aufgedriickten Kraft verschwindet, d_ h. 
aber, daB ein unendlich rascher Kraftwe chsel von be
liebiger Starke keinen EinfluB mehr auf die in der Ruhe
lage befindliche Masse ausiibt. 

Wirkt die auBere Kraft mit der kritischen Drehzahl w = a auf 
die schwingende Masse, so werden die Ausschlage natiirlich nicht 
sofort unendlich groB, sondern nehmen nach der ersten Gl. 4) den 
unbestimmten Wert 0: 0 an. Dif'ferenzieren wir dagegen auf der 
rechten Seite den Zahler und N enner nach w, und setzen dann erst 
w = a, so folgt 

x = --~ (Sin a! _ t cos at) 
2a a ' 

. pt. t x=2 sma , . . . 6) 
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also die Uberlagerung einer gewohnlichen freien Schwin
gung iiber eine solche mit zeitlich linear, also unbegrenzt 
wachsender Amplitud e. Um iiber den wahren Schwingungs
verlauf in dies em FalIe der sog. Resonanz oder des Gleichklangs 
AufschluB zu gewinnen, fiihren wir durch 

a=ao+b, 
a+w 

aO=~2-' 
. 7) 

die schon oben in 4c) uns entgegengetretenen Drehwerte der mitt
leren Schwingung und Schwankung in die erste GL 4) ein, die damit 
nach geringer Umformung iibergeht in 

P (COS b t . sin b t ) 
x = 2 a ---a;;- sm ao t - -b~ cos ao t . . . . . . 8) 

Schreiben wir dafiir mit zeitlich veriinderIicher Phase 

x = Po sin (aot + "I) = Po cos "I sin aot + Po sin "I cos aot, 8 a) 

so besteht Ubereinstimmung mit 8), wenn 

Po cos "I = --- cos ut, Po sm "I = - --~ SIn ut 
2a~ 2au 
P.'i . P . .'i 1 

o p2 (cos2bt sin2bt) p2' 1 1 (1 1) 1 
Po" = 4a2 ~+-J2 = 8a:l a~2+ b2+ ~~2- b2 cos 2 btJj8b) 

tg '11 = - bO tg b t 

Hiernach schwankt der groBte Ausschlag Po zwischen den Wert en 

P = ± ~-= + -_P_- fiir 2 btl =2n, 
I 2 aao - a (a + w) 

Po = + ~= + --_P_- fiir 2 bt2 =n, 
" 2ab - a(a-w) 

1m Einklang mit den absolut groBten Werten von Xl und x2 in 
Gl. 4b) im Zeitunterschied der halben Schwingungsdauer t2 
Gl. 4c). 1m Falle der Resonanz wird nun mit a=ao' b=O, 

sin bt 
cos b t = 1 , ~-t- = 1 , also 

8d) 

Das ist aber die Gleichung einer Hyperbel, Abb. 111, mit den 
Asymptoten 

welche dem linearen Zuwachs des zweiten Gliedes des Schwingungs
ausschlages x in Gl. 6) entsprechen, wiihrend der Gesamtschwingungs
verIauf durch die Hyperbeliiste selbst eingehiillt wird. Man erkennt 
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sogleieh, daB dieser Verlauf nur die Ausartung einer Sehwebungs. 
kurve Abb. 43 fiir unendlieh groBe Sehwebungsdauer darstellt. 

Zum Sehlusse bleibt 
uns noeh die Ermitt
lung der bei der erzwun· 
genen Seh wingung von 
der iiuBeren Kraft 
zu leistendenArbeit, 
die sieh mit unseren An
fangsbedingungen x=O, 
x = ° fiir t = 0 aus 
1) fur m= 1 zu 

d L = Pdx= (x -+ a2 x) dx, 

x 

Abb. 111. 

. 9) 

mit den Ausdriieken 4) leieht bereehnet. Fur den Sonderfall der 
Resonanz erhalten wir dagegen aus 9) mit 6) 

2L=P~(si~~at_ 2tsi~a_te()sat --1.t2) 
4 c:~ ai' 

gal 

also nach Ablauf der Sehwingungszeiten 

7'( 
t=--, 

2Jr 37'( 47'( 57'( nn 
(( a a a a a 

"2L= 
p'~ :7~ p27'(2 97'(2 p2 47'(2 p2 257'(2 p2 
4 ., , - a'J , , --- 4a2 -4 n cx2 a- IX" 

d. h. eine mit der Zeit quadratisehe Steigerung des Arbeits
aufwandes. 

Beispiel. Zur Erzeugung e iner erzwungenen Schwingung be
dient man sich zweckmiiBig einer geradlinig gefiihrten Masse m, die durch eine 
Schraubenfeder mit einem Fixpunkt A, mit einer zweiten dagegen mit dem 
Kreuzkopf eines Kurbeltrie-
bes oder einer Knrbelschleife oc/ mX1.---i;--~oc/mXi I-
verbunden ist, i\bb.112. Sind i / -i -----" 
a, und ae die ungespann- I wt. \ 
ten Federliingen, x, und :1:2 I \ 

ihre Verlangerungen, so sind 'D - - - l-
die entsprechenden an der I / 
Masse m entgegengesetzten a-----a +X' az +X2 I 
Federkriifte lX,2mx, und '1.ci-------rLo--_--loIL-""---'-.;;;I----/ 

c" m:l:2 , so zwar, daB nach 
Wegheben der Masse deren 
Bewegungsgleichung lautet 

Abb.112. 

. . 10) 

Bedeutet ferner ao den unveranderlichen Abstand der Kurbelmitte 0 vom oben 
genannten Fixpunkte A, r den Kurbelarm und wt dessen Winkel aus der 
Mittellage, so besteht die weitere Beziehung 

a, x, a2 ..:.-- x> ""-:- r sin wt = an. . . . . 11) 

Entfernen wir mit dieser die Auslenkung :1:2 aus m. 10), so wird 

.1\ ( ((, 2 . ..:... e/) X, _. e 2 2 (an - a , - az - r sin OJ t) = 0 , 
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oder, da fiir die ungespannten Federn 

a l + a2 = ao ..•. • . • • . . . . 11 a) 

ist, kiirzer :i\ + (al 2 + (22 ) Xl = - a2 2 r sin w t, . . . . . . . 10 a) 

d. h. die Gleichung einer einfachen erzwungenen Schwingung, wenn wir 
a 1 2 + ct22 = ct2 und - a22 r = p setzen. 

§ 37. Erzwungene Schwingung mit Dampfnng. 1m Fane des 
Vorhandenseins einer Dampfung, d. h. eines dem Lauf verhaltnis
gleichen Widerstandes erhalten wir an Stelle der Bewegungsgleichung 1 ) 
des vorigen Paragraphen 

x + 2 8 j; + a2 x = p sin W t , 

oder mit psinwt= z, z +wzz=o 

~.+ 2 8~. +a:x=~} 
x+28x+a"x=z 

und nach Ausschalten von z 

1) 
2) 

1a) 

1 b) 

Dieser Differentialgleichung vierter Ordnung mit fest en Beiwerten 
geniigt der Ansatz x=Ce"t, ...•.. 
der mit seinen Ableitungen in 1 b) eingefiihrt 

Ce"t[",Z + w2 ] [",2 + 2 8'" + a2 ] = 0 . 

. 3) 

3a) 

ergibt, worin der vor den Klammern stehende Ausdruck 3) im all
gemeinen nicht verschwindet. Es miissen daher die beiden Klam
mern fiir sich verschwinden, woraus die vier Werte 

"'34 = - E ± V 8'J - a2 • • • • • 4 ) 

hervorgehen. Von diesen gehoren die erst en beiden offenb ar zu 
einer der G1. 1) geniigenden Sch wingung 

x' = C1 eiwt + ,C2e-iw~ = C cos wt +D sin wt = bsin (w t + (3), 5) 

deren Drehwert w mit dem des in 1) rechts stehenden sog. Storungs
gliedes iibereinstimmt, so daB sie selbst nichts anderes als die er
zwungene Schwingung darstellt. Durch Einsetzen von 5) in 1) 
ergeben sich fiir C und D die beiden Gleichungen 

C(a2 - ( 2) + 2 DWE= 0 
D(a2 - WZ) - 2 CW8=P, 

-2PW8 p(a2 --w2) 
also C = fa2~-w2)2 +- 4-(,;2 82 ' D = (a2 _ ( 2)2 +4w2 82 . 5 a) 

mit dem groBten A usschlag b und der Phas e f3 aus 

C 2 WE 
tgf3= ---= - -.,--.. 5b) 

D (i" - (I)t 

Daraus erkennt man, daB der Ausschlag der erzwungenen 
Schwingung infolge der Dampfung niemals unendlich groB 
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werden kann, sowie, daB sie gegeniiber del' periodischen 
auBeren Kraft eine Phasenverschiebung aufweist, beides 
im Gegensatz zu der erzwungenen Schwingung ohne Dampfung. 

Wir wenden uns nun zu den Wurzeln "34 der GI. 3 a), die ofl'en
bar, wie schon aus den Darlegungen des § 34 hervorgeht, der freien 
Bewegung zugehoren. Davon kann man sich iibrigens leicht durch 
Zerlegung des Ausschlages x in zwei Bestandteile x' + x" = x iiber
zeugen, mit denen 1) iibergeht in 

.. , [-,J .,+ 2' I ""+2 ." x- ~eX aXix eX ((2 X" = P sin w t , 

und, da iiber den Zusammenhang von x' und x" verfiigt werden 
kann, in 

X' + 2ex' + a2 x' =psinwt 
x" + 2 e x" -i- a2 x" = 0 

zerfallt. Das Integral der ersten dieser Gleichungen haben wir schon 
in 5) aufgestellt, wahrend das des zweiten mit 

4a) 

d, h. fii.r starke Dampfung im Einklang mit § 34 lautet 

. , 6) 

Mithin ist das vollstandige Integral x = x' + x" aus 5) und 6) 

x = e - d (A e ", t + Be - "I t) + c cos w t + D sin OJ t } 
x = e- rt a (Ae a,t - Be-flit) - ee- ct (Aea,t + Be-a,l) + 7) 

1 "' "' " + OJ (D cos wt - Csin wt) 

worin, da C und D durch 5 a) schon gegeben sind, nur noch die 
Festlegung der Integrationskonstanten A und B durch die Anfangs
bedingungen iibrig bleibt. Gehen wir wie friiher vom Ruhezustand 
aus, setzen also fUr t = 0, x = 0, x = 0, so folgt 

A+B+ C=O, a1 (A -Bl-E(A B)+wD=O 

A=-'~-[OJD--L(e+(i)CJ, B=-! [wD (E-a1)C],. 7a) 
2 a1 ,1 2 a1 

also x = C [cos wt - e2-a'l
t [(8 + (1 ) ea,l -Ie -all e alt]] + 

[ e-dw 'i 
+ D sin OJ t - .. ------ (ea,t -- e-a,tl J'. , . . . . 

2 a1 . ._ 
8) 

1st 132 > a2 , also nach 4a) a1 ree11 und absolut kleiner als e, so 
nimmt die Gesamtheit der mit e-et behafteten Glieder in 8) von 
t = 0, mit dem Werte - C beginnend, zunachst weiter ab bis zu 
einem durch x" = 0 bestimmten Zeitpunkte, der sich mit 5 a) aus 
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oder wegen 

e2altl = 6+al . w2 + (6 - al? zut =_1_1 n [6 + al . w2 + (6 - al)2] 8a) 
6-a1 w~+(6+al? 1 2al g 6-al w'1. +(6+aJ2 

berechnet. Von da ab wachsen sie wieder bis zum Werte x" = 0 
fiir t=oo, so daB wir es mit einem aperiodischen Verlaufe zu 

Abb.113. 

tun haben, der sich der 
reinen Schwingung [») 
iiberlagert und so die in 
Abb.113 dargestellteWeg
kurve ergibt. An diesem 
Verlaufe andert sich auch 
grundsatzlichnichts, wenn 
al = 0, also 6 = a wird. 
Die mit e - et behafteten 
GIieder in 8) gehen in 
diesem Fall in die unbe-
stimmten Ausdriicke 0: 0 

iiber, die in bekannter Weise durch Differenzieren nach a l im Zahler 
und Nenner derart umgeformt werden k6nnen, daB nach der Null
setzung von a l 

x= C[cos wt - e- d (1 + et)] + D [sin wt - wte- d ] 

hervorgeht. 
1st dagegen bei schwacher Dampfung 62 - a2 < 0, 

die beiden Wurzeln "34 komplex und wir erhalten mit 

. 9) 

so sind 

4b) 

an Stelle von 8) fiir dieselben Anfangsbedingungen x = 0, x = 0 
fiir t= 0 

x= C [cos wt- ~~;~.ei~o~ 2 {_=~a~ _ e_eteiaot ~e~ia~J + 

[ 
e-etweiaot_e-ia,tl 

-+- D sin wt - -- --- - ----j 
I a2 2 i . ' 

oder nach Ersatz der Exponentialausdriicke mit imaginarem Argu
ment durch Winkelfunktionen: 

r (6 \ l x = C l cos w t - e - et a sin a2t -t- cos a2 t) , + 
. 2 ~ 

+D[ . -d w. J sm w t - e ~- sm a2 t ,. . . . . . 
2 

... 10) 

d. i. die Dberlagerung der erzwungenen und einer freien 
gedampften Schwingung, welch letztere mit der Zeit bis zur 
Unmerklichkeit abklingt. 1nfolge dieses Abklingens nahert sich die 
Wegkurve, Abb.114, fUr w>a'J ebensowie schon die oben in Abb. 113 
dargestellte sichtlich der reinen erzwungenen Schwingung [»), so daB 
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die Eigenschwingung nur fiir die Anfangsbewegung in Frage kommt. 
U m festzustellen, wie sich der Verlauf der Wegkurve andert, wenn 
der Unterschied w - rt2 immer mehr abnimmt, gehen wir von der 
allgemeinsten :Form des Integral,;: 
von 1) bzw. 1 b) 

x= Ccoswt+Dsinwt+ 
~ e-,t (A cos u2 t + B sinu~ tj 11) , 

\ 

aus, in der das mit e- ct be- \ 0 t 
haftete Glied die geda,mpfte Eigen- \ r---f-\-P"':+--'f-l+--I-+-l--\-+-~ 
schwingung x" bedeutet. Setzen 
wir darin 

w=uo+(), 
(I) + a., 

ao = -- -';2' -" 

\ 
\ \ 
\ 

: 2JC I 

so erhalten wir nach Zusammen- e----- oc2--
fassung der Glieder mit cos ((0 t Abb. 114. 
und sinaot 

x = [C cos (5 t + D sin (5 t -', e - Ft (A cos 15 t - B sin (5 t) 1 cos ao t + 
+ [D cos 15 t - C sin 15 t + e ,t i A sin 15 t + B cos (H) ] sin aot. 11 a) 

Dafiir diirfen wir auch unter Einfiihrung einer zeitlich veranderlichen 
Amplitude Po und Phase ,} schreiben: 

x = Po sin (ao t + 'YJ), 

ein Ausdruck, der mit 11 a) iibereinstimmt, wenn 

Po 2 = [C cos 15 t -.:- D sin (5 t e -, t ( A cos () t - B sin 15 t) r = 1 
+ [D cos 15 t - C sin 15 t + e- d (A sin (H + B cos 15 t) r

J 
~ 

(1' _ Ccos(jt+Dsin(jt-'-e-ft(Acosbt-.!1.sinbt) 
to I J - D cos (j t ~ C sin (j t ,-I- e - Ft (A sin (5 t + B cos 15 t) 

11 b) 

13) 

gesetzt wird. Nach Ausrechnung und Ordnung der Glieder erhalten 
wir dann: 

P02 = C1 D2 + e-2'~(A2 B2.1 + 
+ 2 e - Ft [(AD - B CJ sin 2 15 t + (A C + B D) cos 2 () tJ 

mit den fiir 
AD-Be 

tg 2 15 t = A C~! B b . ";'~ 2 ok Vl f.~'2-"t' l 
cos 2 r) t == Vl-+-t-g22Tt J 

eintretenden Sonderwerten: 

13 a) 
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Schreiben Wlr darin im Einklang mit 5 b) 

0 2 +D2 =b2 , A2 +B2 = a2 , 

so wird daraus: 
POl2 = ± (b ± ae- Ft ). • • • 

. 5c) 

13d) 

Die graBten und kleinsten Werte der Amplitude der 
Gesamtschwingung liegen demnach auf zwei Paaren von 
Exponentialkurven, die sich asymptotisch den Linien ± b, 
d. h. dem vorgelegten A usschlag der erzwungenen Schwin
gung nahern. Die Abstande je zweier aufeinanderfolgender Werte 
PI und P2 sind durch die Unterschiede aller Zeitpunkte bestimmt, 
welche der Gl. 13 b) genugen, d. h. denselben Werten von tg 2 ~ t ent
sprechen. Das trifft aber zu fiir die gleichen Zeitunterschiede 

n n 
tl - t2 = t~ -- t3 = .... = 2 6 = w =-a- ' 12 a) 

2 

die wir wie im vorigen Abschnitt Gl. 8c) als die halbe Sch win
gungsdauer bezeichnen durfen. Zwischen den hierdurch festgelegten 

Punkten ± (b + ae- ot ,) und ± (b - ae- et,) usw. 

ergibt Gl. 11 b) ein Paar von Sinuslinien, die in Abb. 115 kurz ge
strichelt sind, wahrend die obengenannten Exponentialkurven ebenda 

langer gestrichelt wurden. Auf diesen Sinuslinien liegen nun die 
Scheitel der Gesamtschwingung, deren in Abb. 115 kriiftig aus
gezogene Wegkurve das Abklingen der Schwebungen bis zum trber
gang in die reine erzwungene Schwingung deutlich erkennen laBt. 
Der Anfangspunkt 0' der Zeitrechnung ist hier willkurlich so ein
gesetzt, daB dart x = 0 wird, wahrend x nicht verschwindet. Ver
langen wir auch das letztere entsprechend den friiheren Anfangs
bedingungen, so mussen wir den Anfang bis in den Schnittpunkt 0 
der Sinuslinien mit der Zeitachse verlegen, ahne daB der Gesamt
verI auf eine Anderung erfahrt. 
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SehlieBlieh haben wir noeh den Fall der Dbereinstimmung 
w = C<:2' d. h. des Versehwindens von c5 zu erortern. Damit wird 
aus 11a) und 13a) 

x=(C+Ae-Ft)eoswt+(D+Be-<t)sinwt .... 14) 

P02 = C2 +D2 + e- 2Ft (A2 +B2) + 2 e- d (AC +BD) . . 15) 

Die Amplitude diesel' Resonanzseh wingung wird hiernaeh unend
lieh groB fUr t = - 00, erreieht fiir t = 0 den Wert 

und nimmt fiir 
e- Ft [e- Et (A2 + B2) + AC + BD] = 0 

ausgezeiehnete Werte an, von denen der eme 

P2 = ± VC2+D2-= ± b fiir t=oo 

15a) 

del' reinen erzwungenen Sehwingung zugehort und asymptotiseh er
reieht wird. wahrend del' andere einen Kleinstwert darstellt und fiir 

-d AC+BD e . 1 = - ------~-. ---
A2+B2 

. . . . 15e} 

eintritt. Naeh Einsetzen in 15) erhalten wir dafiir 

P 2= C2 +D2 _(~~+BD)2 
1 A2 +B2 

odeI' wegen (A2 + B2) (C2 + D2) = (AC + BD? + (AD - BC)2 kiirzer 

AD-BC 1 
P = + --- .. _. ~--- = + (AD -- BC) 15d) 

1 - -V A2 + B2 - a 

Damit ist das Kurvenpaar 15) festgelegt und kann in Abb. 11 () 
gestriehelt eingetragen werden; im Zwisehenraum verlaufen dann 
die stark ausgezogenen Resonanz
sehwingungen, die ersiehtlieh wie
der in die reine erzwungene Seh win
gung iibergehen. Es ist lehrreieh, 
diesen Verlauf mit der ungedampf
ten Resonanzsehwingung, A b b. 111, 
zu vergleiehen, woraus sieh eine 
unsymmetrisehe Verzerrung der Abb. 116. 
beiden Hyperbelaste dureh den 
EinfluB der Dampfung ergibt, die iiberdies ein unbegrenztes Waehs
tum der Aussehlage dureh Abklingen der freien Sehwingung ver
hindert. 

Del' A ussehl ag b del' schlioBlich iibrig bleibenden erzwungcnen 
Schwingung ist aber ebenso wie aueh die Phasenverschiebung naeh 
Gl. 5 b) bei vorgelegter Eigenschwingungsdauer und Dampfung von 
der Dauer der erzwungenen Sehwingung abhangig. Dies maeht sich 
besondel's geltend bei allmahliehel' Steigerung des Drehwertes w unter 
sonst gleiehen Verhaltnissen. 
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fur 

So erh1ilt man aus 5 b) oder 

b2 =----~~- --
(a2 -w2f+4s2w 2 ' 

b2 = p2 
a2 

b2 - p2 
- 4 S2 (a2 - S2) 

b2 = ___ p2 -
S'l (4 a2 - 3 S2) 

b2=~ 
4 a'3 S2 

w2 =00 

2 ws 
tg fJ = - ----" 

a2 -- w" 

tgfJ= 0 

2Va2=s~ 
tgfJ= --

s 

5 b) 

tgfJ=-oo , 

tgfJ=+O, 

fJ= - 90° 

fJ = + 00 

mit dem durch Abb. 117 dargestellten Verlauf, den man wohl auch 
als eine Resonanzkurve bezeichnet. Zum Vergleich ist in das Bild 

b I 
I 
\ 
\ 
\ 
\ 
\ 

o 

Abb.117. 

\ 
\ , 
\ 

\ 
\ 

I"~ 
" 

(j)2 

noeh die Resonanzkurve fur die 
ungedampfte Schwingung ge
strichelt eingetragen, die er
sichtlich stets oberhalb der er
steren bleibt und fur w2 = a2 

auf b = + 00 fiihrt, wahrend 
der Hochstwert des Ausschla
ges mit Dampfung schon bei 
w 2 = a2 - 2 S2, also noch vor 
der Resonanz w 2 = a2 - S2 mit 
der gedampften Eigenschwin-
gung auftritt. Weiter erkennt 
man aus dem Phasenverlauf 
ein Nacheilen der erzwunge-

nen Sehwingung gegeniiber der storenden AuBenkraft, das beim Dber
schreiten von w2 = a2 in ein Voreilen umschlagt. 

Die zur Erzeugung und Aufrechterhaltung der erzwungenen 
Seh wingung der Masseneinhei t notige Arb e it ergibt sich zu 

dL = p sin wtdx, 

worin im allgemeinen Fane naeh 11) 

d x = w (D cos w t - C sin w t) d t - e - d S (A cos a2 t + B sin a2 t) d t + 

+ e- s t a2 (B cos a2 t - A sin a2 t) d t 

Dies gibt nach Zusammenziehung und Ordnung der iu set zen ist. 
Glieder 

dL = 12 2w (D sin 2 w t - C + C cos 2 w t) d t-

-- e- st p (sA - a2 B) cos a2 t sin wt dt -

-e- Et p(sB+a2 A)sina2 sinwtdt, ...... 16) 
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worin der erste Teil die Arbeit zur Aufrechterhaltung der erzwungenen 
Schwingung, der zweite mit e- Et behaftete dagegen die Arbeit zur 
Erzeugung der abklingenden freien Schwingung darstellt. Die Integra
tion der ersteren ergibt mit der unteren Grenze t = 0 

L' = pw [~sin ~_(()t - D (co~~Ct)_t=-"1J _ Ot], 16a) 
2 2w 

also einen mit der Zeit anwachsenden und einen periodisch 
schwankenden Betrag. Der letztere verschwindet fiir w t1 = 2 n n, 
d. h. wenn wir die Arbeit bis zum Ablauf irgendeiner voUen Schwin
gung rechnen, und es bleibt mit Riicksicht auf 5a) und 5 b): 

Die Arbeit zur Aufrechterhaltung der erzwungenen Schwin
gung in der Zeiteillheit ist also verhiiltnisgleich der 
Diimpfung, sowie dem Quadrate des Drehwertes der 
Schwingung und der Amplitude. Fur den anderen Arbeits
betrag schreiben wir: 

dL" e- Et . 
d i-- = (fX~ B - E A) 2 p ~ sin ( w + f(2) t -I- sin (w -- ( 2) tJ + 

e- d + (EB + fX2A) 2-- p [cos (w + a~) t - cos (w - u2) t1 , 

und nach Integration zwischen den Grenzen t = 0 bis t = =, d. h_ 
yom Beginn der Erregung bis zum Abklingen 

L"=(t2 B 
2 E~ P [;'2 ;(!~aJ2 + E2 ;(~~ ~ ((2)2J + 

+_B~~a2~p [~-+(~+a2?-~i+TJ-aJjJ, 
oder kiirzer: 

Die Erzeugungsarbeit der freien Schwingung niihert 
sich also mit deren Abklingen einem Grenzwert, der, da 
sowohl A wie auch B mit den Beiwerten 0 und D der GroBe p 
verhiiltnisgleich sind, mit dem Quadrate von p, also auch mit dem 
Quadrate der Amplitude b wiichst und im FaIle des Wegfalls der 
Dampfung in 

iibergeht, wiihrend hierfiir L' verschwindet. 
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1st infolge der Diimpfung nach Ablauf einer bestimmten Zeit die freie 
Schwingung bis zur Unmerklichkeit abgeklungen, so bleibt nunmehr die er
zwungene iibrig, die nach der Formel 

x=Ocoswt+Dsinwt fiir z==psinwt ..••.• 17) 

dauernd verliiuft und deren Beiwerte 0 und D durch Gl. 5 a) gegeben sind. 
SchaIten wir aus dies en beiden Gleichungen die Zeit aus, so bleibt als unmittel
bare Beziehung zwischen dem Zwange z und dem Ausschlage x 

x9 __ 2 D z x + 0 2 + D2 Z9 = 0 2 

P p2 ' 

{Jder mit Riicksicht auf 5a) und 5b) 
489 w2 p2 

x2 [(0:9 - ( 9)2 + 4 82 w 2]_ 2 (0:2 - ( 2) XZ + Z2 = 17 a) 
(0:2 _ ( 2)2 + 4e2 w2 

Das ist aber die Gleichung einer im xz-Achsenkreuz schriig liegenden Ellipse, 
Abb. 118, welche innerhalb des Rechtecks mit den Halbachsen p und 

b = V02 + D2 = P verliiuft und in den Punkten 
V (a2 - W<)2 + 4 82 w2 

V(0:2-w2)2+4e2w2 17c) 
x=O, z=± 2ewp =±zo} 

28mp 
z=O, x=± (0:2_ w2)2+4e2w2-=±XO 

die Achsen schneidet und fiir e = ° in die Gerade x (0:2 - ( 2) - Z = ° uber
geht. Dieser Fall entspricht der ungediimpften erzwungenen Schwingung ohne 

x 
x 

z 

Abb.118. Abb.119. 

Phasenunterschied, der, durch die Diimpfung bedingt, ein als Hysteresis be
zeichnetes N acheilen des Ausschlages hinter dem Zwange zur Folge hat. Des
halb spricht man wohl auch die Ellipse, deren Inhalt den Arbeitsverlust durch 
die Diimpfung bestimmt, als Hysteresisschleife an. 

Zum Verstiindnis mancher praktischer Vorgiinge ist es zweckmiil3ig, diesen 
Veriauf mit demjenigen einer erzwungenen Reibungsschwingung zu 
vergleichen, die nach den Ansiitzen des § 33 durch 

x+0:2 (x±xr )=psinwt=z •...•.•.• 18) 

gegeben ist, woraus mit Vernachliissigung der Eigenschwingung 

p sin wt z 
x ± x, = cx.2 _ w2 = 0:2 _ w2 ' • • • • 18a) 

folgt. Das ist aber die Gleichung zweier Parallelen zur diimpfungsfreien 
Schwingungsgeraden, Abb. 119, welche die Achsen in den Punkten 

x=o, 
z=O, 

z = ± (0:2 - Wll) x,= ± Zo 

x= =f Xr 
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schneiden. Hat der Ausschlag auf einer Geraden seinen auBer~ten Wert Xl 

erreicht, so kann wegen des Vorzeichenwechsels bei der Hubumkehr der Riick
gang nur auf del' anderen Geraden erfolgen. 

Diese sind demnach miteinander durch zwei Parallelen zur z·Achse ver
kniipft, die mit ihnen ein Parallelogramm als Hysteresisschleife bilden, 
deren Ecken durch 

Zl= ± P \x = ± (-~-Xr) 18c) 
Z2 = ± [p - 2 (((2 _ ro2)XrJ) I ((2 _ ro2 

gegeben sind. 
die Geraden 

Da ferner nach 18) mit x = 0 die Schwingungsmittellagen an 

((2 (X =f Xr)=z ............ 18d) 

gekniipft sind, denen die inneren Eckpunkte Xl z, nicht geniigen, so beginnt 
der Hin- und Riickgang mit einer Eigenschwingung, die demnach bei jedem 
Hube neu erregt wird und die genaue Verfolgung dieser Bewegungsform auBer
ordentlich erschwert. Der in Abb. 119 dargestellte Scnwingungsverlauf ist dem
nach nur als grobe Naherung anzusehen, aus der man jedenfalls die durch den 
Vorzeichenwechsel del' Reibungsziffer hervorgerufenen Ecken im Gegensatz zu 
der stetig verlaufenden Hysteresisschleife bei Dampfung erkennt. 

§ 38. Zusammengesetzte erzwungene Schwingungen. Der in 
den beiden letzten Abschnitten behandelte Fall einer auBeren Er
regung, die selbst nur einfach periodisch schwankt, tritt in diesel' 
Reinheit praktisch nul' selten auf. Meistens handelt es sich, wie 
z. B. bei der Schwingungserregung durch einen Kurbeltrieb mit end
licher StangenHinge, urn das Zusammenwirken zahlreicher bzw. un
endlich vieleI' Kra,ftschwankungen, die sich ganz allgemein, wie in 
§ 13 gezeigt wurde, durch eine harmonische Reihe darstellen lassen. 
1st w del' Drehwert der Grundschwingung diesel' Reihe, so ergibt 
sich nach Division durch die Masse m als Bewegungsgleichung 

x + 2d + a2 x=Ao+Al coswt + A',!cos2wt+ .. . 

odeI' kurzer geschrieben 
+B1 sinwt+B2 sin2wt+ ... , .. 1) 

X + 2d + a2 x= 2}(Akcoskwt +Bksinkwt) ) 

=~Pksin(kwt+Pk)' k=O,I,2... . la) 
k 

Wie schon im letzten Abschnitt diirfen wir auch hier den Ausschlag 
in eine freie und erzwungene Schwingung zerlegen, von denen die 
erst ere, da sie mit e-d behaftet ist, infolge der Dampfung mit del' 
Zeit ab klingt und fur den schlieBlichen Verlauf bedeutungslos wird. 
Wir k6nnen sie uns daher aus 1) schon abgespalten den ken und 
fur die ubrigbleibende erzwungene Schwingung 

X= 00+ 0lcoswt+ 02 cos 2wt + ... } 
+D1 sinwt + D2 sin 2wt +... ' 

oder 
x = 2}(Okcoskwt + D"sinkwt) = 27bksin (kwt + Yk) 

k k 

ansetzen. Daraus folgt abel' 

x = 2} kw (Dkcoskwt - 0ksinkwt) 
k 

x = - 2)k2w2 (Okcoskwt + Dksinkwt) 
Lor e nz, Techn. Physik I. 1. 2. Auf!. 11 

. 2) 

2a) 
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und nach Einfiihrung in 1) bzw. 1 a) und Gleichsetzung der Bei
werte derselben Winkelfunktionen auf beiden Seiten 

(a2_k2 w2) 0k+ 2kewDk = Ak 

also 
(a2 _ kw2 ) D k - 2 kewOk=Bk, 

oder da 

Ak= Pk sin fJk, 

Es entspricht also jeder Einzelschwingung der auBeren 
Kraft ein mit gleicher Periode veranderlicher Anteil des 
Ausschlages, dessen Amplitude undPhase durch die entsprechen
den Werte des Kraftanteils gegeben sind. Infolge der verschiedenen 
Ordnungszahlen k fallen nicht allein die Verhiiltnisse bk : Pk fUr jedes 
Glied anders aus, sondern auch die Veranderungen der Phase 

fJk- Yk= bk, Yk= fJk- bk , 

die sich aus der zweiten Formel 3a) zu 

2kew 
tgbk =-2--k22 ' ...•.... 3b) 

a - w 

berechnet. Der einem Erregerglied zugehorige Ausschlag
anteil eilt also dem ersteren nach oder vor, je nachdem 
bk~O, a2~k2w2 ist. Daraus ergibt sich im Verein mit der Ver
schiedenheit der Verhaltnisse bk : Pk der Einzelglieder eine dop
pelte Verzerrung der Wegkurve der Gesamtschwingung 
gegeniiber derjenigen der Gesamterregung. 

N ach 3 a) wird nun die Amplitude des k - ten Einzelausschlages fiir 

b =Pk 
k a2 

bk = Pk , Hochstwert 
2eya2 - e2 

b - Pk 
k- eY 4a2 - 3 ell 

b=~ 
k 2ea 

bk=O 
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entsprechend einer Bewegungskurve, Abb. 120. Steigert man also von 
der Ruhelage ausgehend den Drehwert der Erregung, so werden 
gleichzeitig Ihren Grund-
und Oberschwingungen 
zugeordnete Einzelsch win-
gungen der bewegten 
Masse auftreten, deren 
Amplituden dabei die 
eben gekennzeichneten 
Bewegungskurven durch
laufen. Fiir das Gesamt
bild der Erscheinungen 
werden sich also die Re
sonanzkurven der Einzel
schwingungen einfach 
iiberlagern, wie es in 
Abb. 120 angedeutet ist. 
Man erkennt daraus deut
lich die Anhaufung der 
relativen Hochstwerte 
nach dem Ausgangspunkt 
hin, die bei einer in Wirk
lichkeit meist starken 
Konvergenz der Erreger
reihe, d. h. starker Ab
nahme von P" und folg
lich auch b" mit der Ord
nungszahl k schlieBlich 

g 
2 

Abb. 120. 

0:1 
I 
I 
I 

OJ 

OJ 

OJ 

nur alsErzitterungen der z usammengesetzten Reso nanzkurve lJb" 
fiir kleine Drehwerte w auftreten. 

Es bleibt uns nur noch die Ermittlung des Arbeitsbedarfes fiir 
die Aufrechterhaltung der zusammengesetzten erzwungenen Schwingun
gen iibrig, indem wir die nach dem vorigen Abschnitt einem Grenz
wert fiir t = 00 zustrebende Erzeugungsarbeit der abklingenden 
freien Schwingungen auBer acht lassen. Wir erhalten alsdann, be
zogen auf die Masseneinheit, das Arbeitselement 

dL = dx 2 (A,. cos kwt + B1, sin kwt) 1 
k k=0,1,2,usw.4) 

d dx=wdt2k(Dkcoskwt-Cksinkwt) 
o er k 

~~ = (Ao+ A1 c~s wt + A2 c~s 2 wt + ... ) (D1 cos.wt + 2D2 c~s 2wt+ ... ) 
w dt + B1 slllwt + B2 Slll 2 wt +... - C1 Slllwt- 2 C2Slll2wt- .. . 

und nach Ausfiihrung der Multiplikationen 

L =Ao( D1 C~swt+2D2C~S2wt+ ... )+ A1 D1 c~S:wt+2A2D2C.OS22!wt+ .. . 
dt -C1S111wt-2C2S1112wt-... -B1C1S111 wt-2B2C2 Slll ~wt- .. . 

+ (B1 D1-A1 C1) sin wt cos wt+ 2 (B2D2-A2 C2) sin 2wt cos 2 wt + .. 
+ 2 B1D2 sin wt cos 2 wt- 2 At D2 cos wt sin 2 wt-t- . .. 

+ .... 11* 
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Zerlegen wir darin die quadratischen Glieder 

k(A D cos2kwt-B. D sin2kwt)=kAkDk-·BkCk+kAkDk+~kDk cos2kwt 
k k K k 2 2 

und beachten, daB fur die Produkte in den andern Gliedern stets 
fur ganze und verschiedene Ordnungszahlen h und k 

sin kwt sin hwt = ~ cos(k - h) wt -~ cos (k + h) wt 

sin kwt cos hwt = ~ sin (k + h) wt + ~ sin (k - h) wt 

coskwt cos hwt = ~cos(k - h) wt + ~ cos (k + h) wt 

gilt, so erkennt man, 
2nn 

t=O und tl =--, 
w 

daB bei der Integration zwischen Grenzen 

d. h. bis zum Ablauf der n-ten vollen 

Schwingungen aIle Glieder bis auf die konstanten verschwinden. Es 
bleibt also 

oder mit Rucksicht auf 3) 

k2(A2+B2) 
L=2nnsw};( Q kQ ~r t- kk22 o=2nnsw};k2bk'J, . 4a) 

k a-- -w" -- 4 S w· k 

sowie bezogen auf die Zeiteinheit 

... _ ... 4b) 

Die Arbeit zur Aufrechterhaltung einer zusammengesetz
ten erzwungenen Schwingung in der Zeiteinheit ist delll
nach, wie der Vergleich mit GI. 16b), § 37, lehrt, die Summe 
der Arbeiten zur Aufrechterhaltung der Einzelschwingun
gen und insbesondere verhaltnisgleich der Dampfung. 



Drittes Buch. 

Statik starrer Ge bilde. 

IX. Analytische Statik. 
§ 39. Eigenschaften der starren Gebilde. Einen mit Masse 

stetig oder unstetig erfiillten, nach auBen begrenzten Raum be
zeichnen wir im allgemeinen als einen Karper, eine mit Masse 
stetig oder unstetig bedeckte, durch eine geschlossene Kurve be
grenztes Stiick einer Ebene als eine Scheibe. Die Massenelemente 
oder Massenpunkte dieser Gebilde sind nun im allgemeinen Angriffs
stellen auBerer Krafte, zu denen noch auf die Oberflache des 
Karpers oder den Rand der Scheibe verteilte Kriifte hinzu
kommen. Zwischen den einzelnen Bestandteilen wirken ebenfalls 
Krafte, die sich aber nach dem Gegenwirkungssatz paarweise auf
heben und darum nach au Ben nur insofern bemerkbar sind, als sie 
den Zusammenhang des Gebildes aufrechterhalten. Sind im Grenz
faIle, der in Wirklichkeit niemals vollkommen erreicht wird, die 
Einzelbestandteite eines Gebildes nicht gegeneinander verschiebbar, 
so bezeichnen wir es als starr, im andern als formveranderlich 
oder kurz als unstarr. 

1st die Masse auf einem gekriimmten Flachenstiick verteilt, so 
sprechen wir von einer Schale, die bei unveranderlichen Abstanden 
aIler Teile gegeneinander sich von einem starren Karper nicht unter
scheidet. Sind dagegen nur die auf der Flache selbst gemessenen 
Abstande der Einzelteile fest, so kannen diese un beschadet dieser 
Bogenlangen gegeneinander verdreht, die ganze Flache also noch 
derart v e r bog e n werden, daB die Gestalt ihrer Flachenelemente er
halten bleibt. Alsdann bezeichnen wir dieses flachenstarre Ge
bilde, als eine undehnbare, im Grenzfall vollkommen biegsame Haut, 
deren Kriimmung wesentlich dUTch die auBeren Kriifte, d. h. die an 
ihren Bestandteilen angreifenden Massenkrafte, die auf der 1nnen
und AuBenflache wirkenden Flachenkrafte und schlieBlich durch die 
am Rande verteilten Krafte bestimmt ist. 1st endlich die Masse 
Iangs einer im allgemeinen raumlich gekriimmten Linie (Raumkurve) 
verteilt, so haben wir im FaIle unveranderlicher Abstande alIer 
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Punkte voneinander einen sog. starren krummen Stab vor uns, 
der im Sonderfalle nur eben gekriimmt oder auch gerade sein 
kann. Sind dagegen nur die im Bogen der Linie gemessenen Ab
stande festgelegt, so geht dieses linienstarre Gebilde in einen 
undehnbaren Faden oder in ein Seil iiber, das nur in seiner 
Langsrichtung als starr anzusehen ist, im iibrigen aber seine 
Gestalt unter dem EinftuB der auBeren Krafte, zu denen auch die 
Spannkrafte an den Enden gehoren, beliebig andern kann, also voll
kommen biegsam ist. Eine besondere Form dieser Faden bilden 
die Ketten mit starren gegeneinander drehbaren GIiedern, aus den en 
man durch gelenkige Querglieder eine Kettenhaut herstellen kann, 
deren Grenzfall fiir unendliche VergroBerung der GIiederzahl und 
entsprechende Verkiirzung der GIiederlange die undehnbare, voll
kommen biegsame Haut bildet. Da nun die Beriihrungsebene einer 
Flache durch drei unendlich benachbarte Punkte bestimmt ist, so 
konnen wir uns diese durch unendlich kurze Kettenglieder oder 
starre Stabelemente gelenkig verbunden denken und erkennen, daB 
wir die undehnbare biegsame Haut unter beliebiger Aneinander
reihung solcher Elementardreiecke durch ein unendlich dichtes N etz
wer k ersetzen diirfen, dessen Gesamtftache offenbar als Summe aller 
unveranderlichen elementaren Dreiecksftachen bei allen Verlagerungen 
ebenso erhalten bleibt wie die Massenverteilung, die man durch die 
Starke der Glieder der Wirklichkeit beliebig anpassen kann. 

Verbindet man in derE'elben Weise drei Punkte in der Ebene 
gelenkig durch starre Stabe, so erhalt man ein Stabdreieck, das 
einfache Fachwerk, des sen Ecken man als Knotenpunkte oder 
kurz als Knoten bezeichnet. Sind k solcher Knoten in der Ebene 
vorhanden, so kann man jeden derselben mit den k - 1 iibrigen 
Knoten verbinden, wobei allerdings jede Verbindung doppelt her
gestellt ist. Deshalb ist die hochste Stabzahl zwischen k Knoten 

k (k-l) 
8= 2 ' . . . . . . . 1) 

wah rend zur Festlegung des Fachwerkes die Kenntnis der 2 k 
Achsenabstande x, Y aller Knoten geniigt. Von diesen miissen von 
vornherein jedenfalls die Abstande X1Y1 eines Knotens bekannt sein, 
urn den sich das ganze als starr vorausgesetzte Gebilde noch drehen 
kann. Diese Drehung wird aber aufgehoben durch Festlegung nur 
eines Abstandes, Z. B. Y2 eines weiteren Knotens, d. h. durch den 
Schnitt des Kreises des Knotens 2 um 1 mit der Geraden Y = Y2 • 

Mithin bleiben nur noch 2 k - 3 unbekannte Achsenabstande der 
Knoten iibrig, welche durch die vorgeleg,ten Stablangen 1 aus den 
GIeichungen 

(X1- X2)2+ (Yl- Y2)2=li.2 } 
(x1 - x3?+ (Y1 - Y3)2= l~3 
.............. , .......... , 
(X7d-X,J2+(Yk-l-Yk)2=l:_1,k 

. . . . . . 2) 
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zu ermitteln sind. Dann aber muB die Anzahl dieser voneinander 
unabhangigen Gleichungen mit der geringsten Stabzahl 8 des 
Fachwerkes derart iibereinstimmen, daB 

8=2k-3 . .......... 3) 
Ein ebenes Fachwerk, dessen Stabzahl und Knotenzahl durch diese 
Bedingungsgleichung verkniipft sind, ist statisch bestimmt, es 
verhalt sich also vermoge der Unveranderlichkeit der gegenseitigen 
Abstiinde aller Knoten-
punkte wie eine starre 
Scheibe und kann durch 
VergroBerung der Stab
und Knotenzahl, also Ver
dichtung des Netzes, der 
stetigen Massenverteilung 
auf der Scheibe beliebig 
nahegebracht werden. Ent
halt das Fachwerk mehr 
als die geringste StabzahI3), 
so bezeichnet man die 
dariiber hinausgehenden 
Stabe, deren Langen durch 
die iibrigen ausgedriickt 
werden konnen, als ii ber
zahlig. 

Die Unabhangigkeit der 
Gleichungen 2) voneinan
der schlieBt ferner den in 
Abb. 121 dargestellten Fall 
aus, daB ein in der geraden 
Fortsetzung eines Stabes 
ll'.!i liegender Knoten 3 mit 
den beiden Knoten 1 und 
2 dieses Stabes durch zwei 
Stabe 113 und 128 verbun
den ist, da alsdann durch 
118 - 128 = 112 drei der Glei
chungen'2) miteina;nder ver
kniipft werden, also nicht 
mehr voneinander unab
hangig sind. In der Tat 
kann alsdann der Knoten 3 
sowohl urn 1 als auch um 
2 je eine, wenn auch nur 

Abb. 121. 

Abb.122. 

unendllCh kleine Drehung vollziehen, die mit der Starrheit des Gebildes 
unvertraglich ist. Durch eine Verbindung von 3 und 4 wiirde diese 
unter Hinzutreten einer Gleichung 2) fUr 184 wieder hergestellt. 

Beispiel. SoIl einem Facbwerk von der Knotenzahl 1c und der Stab
zahl 8 ein neuer Knoten hinzugefiigt werden, so haben wir ein neues Fach-
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werk von der Knotenzahl k1 = k + 1 und der Stabzahl 

81=2k1-3=2(k+l)-3=8+2, ....... 3a) 

d. h. die Hinzufiigung eines neuen Knotens bedingt die Vermeh
rung um zwei Stabe, durch die der neue Knoten mit zwei schon vorhande
nen verb un den wird, also ein neues Stabdreieck entsteht. Daraus geht wieder
um hervor, daB das starre Fachwerk mit der geringsten StabzahI sich nur aus 
Stabdreiecken aufbaut. Will man zwei selbstandige Fachwerke mit k1 und k2 
Knoten, sowie den geringsten Stabzahlen 81 und 82 zu einem einzigen vereinigen, 
so hat dieses die Knotenzahl k1 + k2' also die geringste Stabzahl 

80 =2(k,+k2)-3 8+3 ••.••••••• 3b) 

Die Vereinigung zweier Fachwerke zu einem einzigen erfordert 
also die Hinzufugung dreier neuer Stabe zwischen je zwei Knoten 1,2 
und 1',2' der beiden Fachwerke. Diese Verbindung kann nach Abb.122 in 
vierfacher Weise und zwar ohne oder mit Dberschneiden von Verbindungs
stab en geschehen; das letztere wird in der Praxis meist vermieden. Alsdann 
gehoren die im Innern des Fachwerkes verlaufenden Stabe stets 
zwei Dreiecken an, wahrend die das Fachwerk umschlieBenden 
Stabe, die gemeinsam den Ober- und Untergurt bilden, nur je einem 
Dreieck zugehiiren. 

Will man zwei Fachwerke im Sonderfall an einem Knoten vereinigen, 
so liiuft dies nach Abb. 122 auf den Wegfall zweier Verbindungsstabe hinaus, 
so daB auBer dem Knoten nur noch ein Verbindungstab ubrig bleibt. In der 
Tat hat das neue Fachwerk alsdann k1 + k2 - 1 Knoten, also 

80 = 2 (k1+k2 -I)- 3 = 2 (k,+ k2 ) - 6+ 1 =81 +82 + 1 •.• 3c) 

Stabe. Wird schlieBlich die Vereinigung durch Zmammenlegung zweier Stabe 
z. B. von 1,2 und 1', 2' herbeigefiihrt, so trifft dies gleichzeitig die Knoten 
I, l' und 2,2'. Das neue Fachwerk hat alsdann 81 + 82 - 1 Stabe und k Knoten, 
so zwar, daB 

81 + 82 - 1 = 2 k - 3, oder 
2 (k1 + k2 ) - 6 = 2 k - 2, 

81+s2=2k- 2 
k=k1+k2 -2 . ..••.. 3d) 

Da ferner jeder Stab zwei Knoten verbindet, so ist 28 die Gesamtzahl der von 
allen Knoten ausgehenden Stabe, also 

28 4k-6 (; 
8m=7C-=-k-=4- 7C <4 ....••... 4) 

der Mittelwert der von einemKnoten ausgehenden Stabe. Demnach 
ist fur ein ebenes statisch bestimmtes Fachwerk mit der Knotenzahl 

k=2 3 4 5 6 7 8 9 ... 00 

8=1 3 5 7 9 11 13 15 ... 00 

Sm= 1 2 2t 2t 3 3t 3t 3~ ... 4. 

~
3 __ _ 

---.. ;]' 

~-~~~~~~=~~ , r 

Abb. 123. 

Das einfachste Fachwerk ist also ein Stab 
mit zwei Knoten an den Enden, danach 
kommt das Stabdreieck mit derselben Stab
zahl an jedem Knoten, was nur noch fiir 
k = 6 moglich ist. In allen Fachwerken 
mit weniger als 6 Knoten gibt es also not
wen dig Knoten mit nur zwei von ihnen 
ausgehenden Staben, die man wahl als 
Knoten erster Ordnung bezeichnet, 
wahrend solche mit 3, 4 ... n + 1 ausgehen
den Staben als Knoten 2., 3 .... n-ter Ord-
nung heiBen. So besitzt z. B. das Fach

werk mit 6 Knoten, das wir aus zwei Stabdreiecken durch Hinzufiigung von 
drei Staben aufbauen konnen, nach Abb.I23 entw~der gar keinen Knoten erster 
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Ordnung, sondern nur solche zweiter Ordnung, oder nach Abb. 124 einen 
bzw. nach Abb. 125 hochstens zwei Knoten erster Ordnung. In l!'achwerken 

3 --- / ---~ 

~-- III/ft, 

I // 
// 
/ 

2 

1 

Abb.124. Abb. 125. 

mit mehr als 6 Knoten k6nnen zwar solche erster Ordnung (gewohnlich an den 
Enddreiecken) auftreten, es ist aber auch moglich, derartige Fachwerke nur 
mit Knoten hOherer Ordnung aufzubauen. 

§ 40. Krafte an der starren Scheibe. Greift eine Kraft an 
einem Massenpunkt an, der in ihrer Richtung mit einem oder meh
reren Massenpunkten starr verbunden ist, so 
werden aUe diese Punkte gemeinsam be
schleunigt. Daran andert sich auch nichts 
durch'Verlegung des Kraftangriffes nach eincm 
dieser Massenpunkte, so daB man also an 
einem starren Gebilde den Angriffs
punkt der Kraft in ihrer Richtung be
liebig verschieben dad. Eine Kraft ist 

Abb.126. 

x 

demnach bestimmt durch ihre GroBe Q und die Gleichung ihrer Richtungs
lin ie, Abb. 126 y cos a - x sin Co = l, . . . . . . . . . . 1) 
worin a den Neigungswinkel gegen die positive x -Achse und 1 das 
Lot vom Anfang 0 auf die Kraftrichtung bedeutet. Erweitern wir 
1) mit Q, so folgt unter Einfiihrung der Achsenanteile 

Qcosa=X, Qsina=Y. . . . . 2) 
fUr aIle Punkte xy auf der Kraftrichtung 

yX-xY=Ql, . . . . ... 3) 
worin wir das Produkt Q 1 del' Kraft selbst mit dem als He b e 1-
arm bezeichneten Lote von 0 
auf ihre Richtungslinie als das 
Moment der Kraft in' be-
zug auf den Pol 0 nennen 
wollen. Alsdann stellen die 
Produkte Xy und Y x die Mo
mente del' Teilkrafte dar, 
deren algebraische Summe -R 
nach 3)dem Moment der Ge- --
samtkraft in bezug auf 
densel ben Punkt gleich is t. 

Sind in Abb. 127 nun zwei 
Krafte Q1 und Q2 mit den Nei

y 

Abb. 127. 

gungen a1 und a2 , sowie den Loten 11 und l2 von dem Pol aus auf 
ihre Richtungslinien vorgelegt, so schneiden sich diese Richtungslinien 
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....... 1a) 
in einem Punkte 

y cos al -- x s~n al = II } 
Y cos a2 - x sm a2 = l2 

Durch diesen Punkt gehen alsdann aIle Geraden, deren Gleichung 
aus 1 a) durch Erweiterung mit je einem festen Beiwert und Ad
dition hervorgehen, also auch die Gerade, die wir mit den Bei
werten Ql und Q2 erhalten, namlich 

y (Ql cos al + Q2 cos as) - x (Ql sin al + Q2 sin(2) = Q1 l1 + Q2l2" 4) 

wobei es ganz gleicbgiiItig ist, an welchem Punkte der Richtungs
linien 1 a) die Einzelkrafte Ql und Q2 angreifen, da diese Angriffs
punkte ja in den Schnittpunkt 1 b) verlegt werden konnen. In 
4) stellen aber 

Ql cos al + Q2 cos 1X2= X, Ql sin al + Q2 sinIX2 =Y. . 2a) 

die Achsenanteile der Gesamtkraft R dar, die sich selbst hieraus 
durch Quadrieren und Addieren 

. . 5) 

berechnet. Nennen wir jetzt IX deren Neigung gegen die positive 
x - Achse und l ihren Hebelarm in bezug auf den PolO, so geht, 
da alsdann 

Ql cos al -t- Q2 cos a2 = R cos IX, Ql sin IXt + Q2sin as=R sina 2b) 

ist, G1. 4) in 1) iiber, wenn wir noch 

Rl=Qlll+Q2l2' ........ 5a) 

setzen. Daraus geht hervor, daB sich die Momente zweier 
Einzelkrafte zum Moment der Gesamtkraft addieren, welche 
durch den Schnittpunkt ihrer Richtungsgeraden hindurchgeht. Es 
liegt auf der Hand, daB wir di€sen Satz durch beliebige Vermehrung 
der Zahl der Gleichungen 1 a) auf eine beliebige Anzabl von Kraften 
Ql' Q2' Qs '" ausdehnen konnen und darin das Ergebnis 

Rl=2)Q.,.lk' •........ 5b) 
k 

erhalten, wobei allgemein die Acbsenanteile und die Neigungen a der 
Gesamtkraft R und diese selbst durch 

X =R cosa= ..2QkCOS IX.,.. Y =Rsin a= ..2Qk sinak 1 
k k 

w=r+~=..2~~~~-~ J 
ik 

2c) 

gegeben sind und R nach der Vektorregel durch geometrische Ad
dition, d. h. durch Aneinanderreihen der Q zu einem gebrocbenen 
Linienzug als dessen SchluBlinie gewonnen wird. 
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Sind die vorgelegten Krafte an bestimmte Angriffspunkte 
Xl Yl' X2 Y2' X3 Y3' .•. XkYk gekniipft, so lauten die Gleichungen ihrer 
Richtungsgeraden 

(Y-Yk)cosa,,-(x-x,,)sinak=O . . __ .. 6) 

und diejenige der Gesamtkraft nach Erweiterung mit Q" und Addition 

Y .2 Q" cos a" - x.2 Q" sin lX,,= ..:E (Yk Qk cos ak -- xk Qk sin ak),. 7) 
k k k 

oder kiirzer 7 a) 

Denken wir uns nun aIle Krafte urn denselben Winkel fJ urn 
ihre festgehaltenen Angriffspunkte gedreht, so sind die Achsenanteile 
der neuen Gesamtkraft 

X' = .2Qk cos (ak + fJ) = cos fJ .2)Q" cos a" - sin fJ.2 Qk sin a,,) 
k k 

Y'= .2Q" sin(ak + fJ) = sinfJ .2Q" cos a" + cos J'1.2Q" sin ak ,. 8) 
k k 

oder kiirzer 

X' = X cosfJ - YsinfJ, 

so daB wegen 

Y' = X sin fJ + Y cos fJ , 8a) 

8b) 

die Gesamtkraft der verdrehten Kraftegruppe mit der
jenigen der urspriinglichen iibereinstimmt. Dieses Ergebnis 
ist iibrigens die einfache Folge der Vektorregel, da das daraus her
vorgehende Krafteck bei der gemeinsamen Drehung aller Einzel
krafte einschlieBlich der Gesamtkraft seine Gestalt beibehalt. 

Weiterhin lautet die Gleichung der urn fJ verdrehten Krafte 
mit denselben Angriffspunkten 

(y - Yk) cos (a" + fJ) - (x - xk ) sin (ak+ J'1) = 0 

und diejenige der zugehorigen Gesamtkraft 

Y .2Qk cos (a" + fJ) - x.2 Q" sin (a" + fJ) 
k k 

= ..:E[ykQ" cos (a" + fJ) - xk Qk sin (ak+ P)], 
k 

.. 9) 

10) 

oder nach Herausnehmen der gemeinsamen Werte von cos fJ und 
sin fJ aus den Summen, sowie mit Q" cos ak = X k, Qk sin (Xk = Yk 

cosJ'1 [yX - xY - .2(Y"Xk -xk Yk )] 

k 

= sinfJ [yY + xX - .2 (y"Y" +x"X,,], . ___ lOa) 
k 

worin die erste Klammer wegen Gl. 7 a) fUr sich verschwindet. Es 
bleibt also unter Weglassung des nicht verschwindenden Faktors 

sinfJ die Formel yY+xX=17(Y"Y,,+xk X,,) __ ..•. lOb) 
k 
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librig, die mit Gl. 7 a) zusammen die yom Winkel unabhangigen 
Achsenabstande XOl Yo des Schnittpunktes der ursprtinglichen und 
verdrehten Gesamtkraft 

XOR2=XZ(YkYk+XkXk)-Y Z(YkXk-XkYk)) 
k k • 10c) 

YOR2= Y Z(YkYk+ XkXk) + XZ(ykX,,-xkYk) 
k k 

festlegen. Wir erhalten also den wichtigen Satz, daB bei der ge
meinsamen Drehung aller Krafte um ihre festgehaltenen 
Angriffspunkte sich auch die Gesamtkraft um einen festen 
Punkt, den Bog. Mittelpunkt oder astatischen Punkt dreht. 

§ 41. Parallele Krafte. 1m FaIle paraHeler Krafte Q mit ge
meinsamer Neigung a, Abb. 128, vereinfachen sich die Formeln 2 c) 
des letzten Abschnittes in 

X=cosaZ Qk' 
k 

R=ZQk' 
k 

Y=sina Z Qk 1 
lZQk=ZQk~k ~ 

k k J 
1) 

und damit gehen auch die 
Krafte li ber in 

Ausdrlicke 10c) flir den Mittelpunkt der 

y 

XOZQk=ZQkXk' 
k 

YOZQk=ZQkYk' ... 2) 
k k 

Abb. 128. 

Angesichts ihrer groBen Wichtigkeit flir 
die parallele Schwerewirkung an der 
Erdoberflache erscheint es zweckmaBig, 
dieses Ergebnis noch besonders abzu
leiten. Bei festgehaltenen Angriffspunkten 
haben wir zunachst flir die Gleichungen 
der Kraftrichtungslinien 

Yk cos a - xk sin a = lk' . 3) 
und daraus nach Erweiterung mit Qk 

und Addition tiber aHe Krafte 

cosaL}QkYk-sinaZQkxk= L}Qklk' 4) 
k k 

wahrend die Gleichung der Gesamtkraft nach 4) § 40 mit a l = a2 = a 
lautet 

ycosaZQ1,-xsinaZQk=ZQklk' .... 4a) 
k k 

Ziehen WIr beide Formeln voneinander ab, so bleibt 

(y Z Qk - 2.) QkYk) cos a - (x ZQk - Z Qkxk)sina= 0, 4 b) 
k k k k 

eine Bedingung, die nur dann flir aIle Kraftrichtungen a, die man 
durch Drehung des Achsenkreuzes mit der damit starr verbundenen 
Scheibe oder Gruppe von Massenpunkten erreichen kann, erflillt ist, 
wenn die Klammern verschwinden, also die Achsenabstande x = x o' 
y = Yo den Gleichungen 

xoZ Qk= Z QkXk' 
k k 

2) 
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genligen. Dadurch aber ist ein ganz bestimmter Punkt festgelegt, 
durch den die Gesamtkraft R =..:E Qk in jeder LagI' der Scheibe 

k 
gegen ihre Richtung hindurchgeht, und den wir darum als Mittel
punkt der parallelen Krafte bezeichnen wollen. Haben aIle 
Einzelkrafte, wie im FaIle der Schwerkraft die Gewichte der Massen
punkte denselben Anlauf q, so ist Q" = m" q und wir erhalten an 
Stelle von 2) nach Wegheben des gemeinsamen Faktors q 

xo..:Emk=2)mkxl" Yo _>'mk=2)mkYk· ... 2a) 
k k k k 

Den hierdurch bestimmten Punkt nennen wir den Massenmittel
punkt oder auch kiirzer den Schwerpunkt der Scheibe bzw. 
der Massengruppe, die rechts stehenden 
Sum men aber die statischen Momente Y 
in bezug auf die y- und x-Achse. Wir 
sind diesem Punkt schon bei der Wechsel
wirkung zwischen zwei Massenpunkten im 
§ 24 begegnet und werden seine groBe Be
deutung auch flir die Bewegung starrer Ge
bilde noch naher kennen lemen. c 

Handelt es sich urn eine stetige Ver- Abb.129. 
teilung der Gesamtmassem uber die Scheibe, 

5 

I 
I 
I 
Iy 
I 
I 
I 

x 

so tritt an Stelle des Massenpunktes m das Massenelement und 
fur die Summe das Integral, so zwar, daB 

xom=J xdm, yom=J ydm .. .... 2b) 

Bei einer gleichformigen Verteilung der Masse auf der Scheibe 
oder langs einer Linie kann man auch mit dem Flachenelement d F 
und dem Linienelement ds 

dm=#dF, dm=).ds....... 5) 

schreiben, wo # und ). die auf die Flacheneinheit bzw. die Langeneinheit 
entfallende Masse bedeutet. Alsdann ist naturlich die Gesamtmasse in 
beiden Fallen m=#F, m=).s ........ 5a) 

und wir erhalten aus 2 b) nach Wegbeben der gemeinsamen Bei
werte # und)' fur die Schwerpunkte und statischen Momente 
von Flachen und Linienstucken 

xoF=J x dF, YoF=J ydF, .. 5b) 
xos=J xds, Yos=J yds, .. 5c) 

worin die Integrale sich uber das ganze, durch eine oder mehrere 
Randkurven begrenzte, also einfach oder mehrfach zusammenhangende 
Flachenstlick F bzw. liber das in sich geschlossene oder durch zwei 
Punkte begrenzte Linienstlick s zu erstrecken haben. 

1. Bei"piel. Eine Gerade, Abb. 129, welche mit der x-Achse den 
Winkel LX bildet und sie im Abstande c vom Anfange schneidet, hat bis zum 
Punkte x, y die Lange 

x-c y 
8= ---~=-.--, 

COS ex, sIn ex 
also 

dx dy ds= --... =-.-_.,. 
cos ex Sill ex 

6) 
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8 Z 

also ist J JXdX X2_C2 
x 8= xd8= --=---
o cos a 2 COB a' 

o c 

Y08=jYd8= j~i!~ = 2~:a' 
o 0 

X+c x ---'-
0- 2 

Y 
YO=2 

d. h. der Schwerpunkt eines Geradenstiickes liegt in seiner Mitte. 

, •.• 6a) 

2. Beispiel. Fiir ein Kreisbogenstiick, Abb. 130, yom HalbmesEer r 
und den beiden Winkeln ({Jl und 9'2 der Endradien gegen die x-Achse ist 

x = r cos ({J, Y = r sin p, d 8 = r d P , 8 = r (({J2 - ((Jl) , 7) 

also 8 'P. 

Xo 8 = f X d8 = f r2 cos ({J dp = r2 (sin ({J2 - sin PI)' 

o 'P1 

8 «. 

Yo 8 = J Y d 8 = J r~ sin pdp = r2 (cos Pl - cos (2) , 

o 'P1 

sin P2 - sin Pl 

Xo = r ({J2 - Pl ' 

Iy 

8 

~------~~----~%~ . 

cos ({Jl - cos ({J2 
Yo=r 

P2 - Pl 

o oX 

Abb. 131. 

... 7a) 

!Iz 

oX, 

3t 
Liegt der Kreisbogen symmetrisch zur y -Achse, so ist ({Jl + P2 = 'It J P1 = 2- ({Jo' 

folglich 2 r cos Pl 2 r cos Pl 
Yo = m _---;;;-' = 'It 2 m 

'1'2 '1'1 - '1'1 

r sin Po 
({Jo 

.... 7b) 

Der Schwerpunktsabstand von der Kreismitte verhalt sich 
also, zum Halbmesser, wie die Sehne zum Bogen, ein Ergebnis, 
welches ganz allgemein und unabhangig von der Lage des Achsenkreuzes zum 
Bogen gIlt. 

S. Beispiel. Fiir ein Dreieck, Abb. 131, mit der Spitze im Anfang und 
den Eckpunkten Xl> Yl, Xl' Y2 ist 

X 
Y" - y' = (Y2 - Y1) x' 

1 

also die Fliiche 
Xl %1 

dF = (Y" - Y') dx, 8) 

F= J(y" -Y') dx=Y2 Xl Y1f xdx =(Y2 - Y1) ;1, ••••..• 8a) 

u 0 
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x, 

also F -J dF -J(" ') d -Y2-Y'f 2d ~_( )X,2 Xo - x - Y - Y x x - . --X;-- x x ~- Yo - y, . 3 ' 
u 

Xo = ~ X,, . . . . • . . . . . . • . . 8 b) 

d. h. der Schwerpunkt liegt von einer Spitze aus in 2:3 der Hohe, 
kann also stets als Schnitt der entsprechenden Parallelen zu zwei Seiten er
halten werden. 

4. Beispiel. Das oben gewonnene Ergebnis kann so fort fiir einen Kreis
sektor von der halben Offnung CPo verwendet werden, da aIle Elementarsek-
toren vom Offnunllswinkel dcp und der Flache y 
dF = t r2 dcp ala Dreiecke von der Hohe r und 
der Grundlinie r·dcp mit einem Schwerpunktsab
stand .~. r von der Kreismitte aufzufassen sind. Aile 
Schwerpunkte der Elementarsektoren liegen dem
nach auf einem Kreisbogen von diesem Halbmesser 
und dem halben Offnungswinkel CPO' dessen Schwer- .x 
punkt mit dem aua 7 b) abgeleiteten Abstand 

ro = ~ r s~ CPo 9) Abb. 132. 

alsdann den gesuchten Schwerpunkt des ganzen Kreissektors darstellt. Das
selbe ergibt sich auch mit 7) und d F = r dr d cP, F = r2 CPo aus 

fJJ2 (P'l r 

Yo F = J Y dF = f f r2 dr sin cP d'P = ~ (cos 'P, - cos 'P2) = ~ r1 sin 'Po . 

", 'P, 0 

~'iir die Halbkreisflache ergibt sich mit 'Po=~- demgemaB Yo=::. Die 

Kappe zwischen dem Bogen und der Sehne ist als Unterschied des 
Kreissektors und dem Sehnendreiecke 

F = F, - F2 = r2 ('Po - sin CPo cos CPo), • 

und ihr statisches Moment 

Yo F = J Y dF, - J Y dF2 = ~ r1 (sin 'Po - sin 'Po cos2 'Po) , 

also 2 sin 'Po (I - cos2 'Po) 2 sina 'Po 
Yo = ~ r CPo - sin 'Po cos 'P-'; = 3 r CPo - sin CPo cos 'Po 

9a) 

... 9b) 

5. Beispiel. Fur die Ellipse, Abb. 132, mit den Halbachsen a und b gilt 

also 

x=acos1p, y=bsin1p, dy=bcos1pd1p, 

dF =2 xdy = 2ab cos2 1p dlp =ab(1 + cos 21p) d1p, 

10) 

mithin ist die Kappenflache zwischen 1p = i und 1p 

F=ab(~-1p-sin1peos1p), ........ lOa) 

b 2 

Yo F = 2 J x y dy = 2 a b2 J cos2 1p sin 1p d1p = i a b2 cos3 1p , 
y 1jJ 

2 
YO=-;jb 

<J n . 2 - 1p - sm 1p cos 1p 
.....•.. lOb) 
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Diese Formeln gehen mit i - V' = 9'0 und a = b = r in 9 a) und 9 b) iiber und 

konnen aus diesen auch durch Verkiirzung aller y-Abmessungen im VerhiHtnis 
von b: a mit r = a abgeleitet werden. Fiir die Hal be Hi p s e iiber der groBen 
Achse erhalten wit mit V' = 0 

und nach Vertauschen von b und a den Schwerpunktsabstand 

der Halbellipse iiber 2 b . 

§ 42. Krli.ftepaare. Zwei parallele Kriifte Q1 und Q2 mit der 
Richtung a, Abb.133, vereinigen sich zu einer Gesamtkraft, deren 
Richtungslinie nach 01. 4), § 40, durch 

y cos a - x sin a = Q 1-"-1 + Q2 l2 = l 
Q1 +Q2 

gegeben ist, worin 

1) 

R=Ql+Q2 und Rl=Qll1+Q2l2 .... 1a) 

die Gesamtkraft und ihr Moment in bezug auf den Pol im Ab
stande l von der Richtungslinie 1) bedeutet. Sind nun beide Kriifte 
entgegengesetzt gleich, d. h. 

so verschwindet die Gesamtkraft R, nicht aber das Moment, das viel
mehr in 

M=Q(l1-l2)=Q·h . ....... 2a) 

iibergeht, wobei h den Abstand der beiden Kraftvektoren bezeichnet. 
AuBerdem aber wird aus R l = Q h mit R = 0, der Hebelarm l = 00 , 

. so daB also zwei entgegengesetzt 
gleiche Parallelkriifte, die wir in 
der Folge ein Kriiftepaar nennen 
wollen, eine im Unendlichen 
liegende, verschwindende Ge
samtkraft, aber ein endliches 
Moment besitzen. Zu demselben 

...r Ergebnis waren wir auch gelangt 
__ o?---lc..+.,,lL.:::;=---------~ mit zwei Kriiften Q1', Q2' mit den 

Loten ll', l2' vom Anfang auf 
ihre unter dem Winkel a' geneigten Abb.133. 

Richtungslinien, falls nur wieder 
Q1' + Q2'=0, Q/= - Q2'=Q', l1' -l2' =h' und Qh= Q'h' ist, 
d. h. zwei Kriiftepaare sind unabhiingig von der Richtung 
und dem Abstand ihrer Einzelkriifte und einander gleich
wertig, wenn nur ihre Momente iibereinstimmen. 
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Haben wir zwei Kraftepaare, Abb.134, mit den Richtungslinien 

y cos a' - x sin a' = It', Y cos a" - x sin a" = l1" } 3) 
Y cos a' - x sin a' = l2', Y cos a" - x sin a" = l2" J • . 

der Einzelkrafte ± Q', ± Q", so konnen wir zunachst je ein Q' 
und Q" zu einer Gesamtkraft vereinigen und erhalten so die beiden 
Kraftlinien 

y(Q' cosa'+Q" cosa")-x(Q'sina'+Q"sina")=Q'l/+ Q"l1" ) 
-y(Q' cosa' + Q" cosa")+x( Q' sina' + Q" sin a") = _ Q'l2' _ Q"l2"J' 3 a) 

mit den Momenten 

M1 = Q'l'l -+ Q" l/', 
In 3a) sind aber 

4) 

Q' cos a' + Q" cos a" =Q cos a, Q' sin a' + Q" sin a" = Q sin a 3 b) 

die Achsenanteile der Gesamtkraft von Q' und Q", womit 3 a) tiber-

geht in y Q cos a - x Q sin a = Q' l/ + Q" It'' = Q l1 ) 
> 3 c) 

- y Q cos a + x Q sin a = - Q' l/ - Q" l2" = - Q l2 J . 

Das sind aber die Gleichungen eines neuen Kraftepaares + Q mit 
den Neigungswinkeln a und den Hebelarmen l1' l2' deren Addition 
auf das Gesamtmoment 

M = Q (l - l ) = Q' l ' -+- Q" l " - Q' l ' - Q" l " 12. 1L 1 2 2. 

oder wegen 4) auf .. 4a) 

fiihrt. Dafiir diirfen wir aber mit 
Kraftepaare ± Q', + Q" namlich 

den Momenten der urspriinglichen 

Q'(l' -l')=M' 1 2. , 

auch schreiben 
M=M'+M", .... 4b) 

so daB sich also die Momente zweier Kraftepaare unabhangig 
von der Richtung der Einzelkrafte algebraisch zu einem 
Gesamtmoment addieren. 
Es liegt auf der Hand, daB 
dieser Satz auch auf die Ver
einigung beliebig vieler 
Kraftepaare zu einem 
Gesamtmoment 

M=.2;M' • .• 4c) 
ausgedehnt werden kann. Das 
Gesamtmoment verschwindet 
alsdann, wenn entweder die 
Einzelkrafte aller Paare sich 
nach den Gleichungen 

, 
I 

Abb. 134. 

.2 Q' cos c! = 0, .2 Q' sin a' = 0 

zu einem geschlossenen Krafteck vereinigen lassen, so daB Q = 0 
wird, oder wenn mit II = l2 die beiden aus der Vereinigung der 

Lor e n z, Techn. Physik I. 1. 2. Auf!. 12 
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Einzelkrafte hervorgehenden Bestandteile + Q des Gesamtpaares in 
eine und dieselbe Gerade fallen. 

1st ein Krii.ftepaar durch sein Moment M und eine Einzelkraft Q 
durch die Gleichung 

gegeben, 
werden. 

y Q cos (X - x Q sin (X = Q 12 • . . . . ., 5) 

so kann stets M = Q (11 - 12) gesetzt und daraus 11 berechnet 
Alsdann lauten die Gleichungen des Kraftepaares 

y Q cos (X - x Q sin (X = Q 11 1 5 ) 
- y Q cos (X + x Q sin (X = - Q 12 )' • . • .. a 

von denen die zweite sich gegen 5) aufhcbt. so daB nur noch die 
erste Gl. 5a) iibrigbleibt, die eine der vorgelogten gleiche Parallel
kraft darstellt, die aber um 11 -12' also um den He belarm de s 
Kraftepaares Q (11 -1'J) gegen die vorgelegte Kraft verschoben ist. 
Die Verbindung eines Kraftepaares mit einer Einzelkraft 
fiihrt also stets auf eine gegen diese parallel verschobene 
ihr gleiche Einzelkraft. 1st ferner nur eine Einzelkraft Q vor
gelegt mit dem Polabstand 11 , so kann man stets im beliebigen Ab
stand III zwei entgegengesetzt gleiche Parallelkrafte + Q anbringen, 
von denen die eine mit der gegebenen ein Kraftepaar bildet, wah
rend die andere mit dem Polabstand 1'J iibrigbleibt, d. h. durch die 
Parallelverschiebung einer Einzelkraft wird ein Krafte
paar geweckt, des sen Moment durch die Kraft und die 
Parallel verschiebung als Hebelarm gegeben ist. 

Darans folgt sofort, daB das Moment Q 1 einer Einzelkraft Q 
mit dem Polabstand 1 mit dem des Kraftepaares iibereinstimmt, 
welches durch deren Parallelverschiebnng nach dem Pol geweckt 
wird und nach Gl. 3), § 40, auch durch die Momente der Teil
krafte X und Y dargestellt werden kann. Sind mehrere Einzelkrafte 
vorhanden, so erhalten wir durch ihre Verschiebung nach dem Pol 
ebensoviele Kraftepaare, die sich alsdann zu einem Gesamtpaar mit 
dem Moment M= 2J Q1= .2(yX -xY) . 6) 
zusammenfassen lassen. 

Um tiber die Wirkung eines Krli.ftepaares an einem starren Ge
bilde Klarheit zn gewinnen, betrachten wir die von der Kraft Q bei 
der Verschiebnng ihres Angriffspunktes x y geleistete Arbeit, fiir die 
wir nach friiherem auch die Arbeit der Achsenanteile X und Y setzen 
diirfen, so zwar, daB 

';") 

Da nun infolge der Starrheit der Fahrstrahl r vom Schwerpunkt Xo Yo 
bis zum Kraftangriff xy sich nicht andern kann, so ist nach Abb. 135 

x=xo +rcosgJ, dx=dxo -rsin gJdgJ=dxo - (y -Yo)dgJ} 
y=yo+rsingJ, dy=dYo+rcosgJdgJ=dyo+ (x-xo)dgJ , 8) 
also nach Einfiihrnng in 7) 

dL = X dxo + Y dyo + [(x -xo) Y - (y-Yo) X] dgJ. 7 a) 
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Diese Umformung der ArbeitEformel 7) entspricht aber einer in 
Abb. 135 angedeuteten Parallelverschiebung der Kraft Q nach dem 
Schwerpunkt S, wodurch das in der eckigen Klammer stehende 
Moment eines Kraftepaares geweckt wird, das ersichtlich eine 
Drehung des Fahrstrahles r und damit des ganzen Gebildes 
urn den Schwerpunkt bedingt, der selbst durch die nunmehr an 
ihm wirkende Kraft eine Verschiebung mit den Achsenrissen dxo 
und dyo erfahrt. Wirken an der starren Scheibe mehrere Krafte mit 
verschiedenen Angriffspunkten, so gelten fiir den Abstand r jeder 
derselben yom gemeinsamen Schwerpunkt xo' Yo die Gleichungen 8) 
und wir erhalten durch Summierung von 7) bzw. 7 a) 

dL= ..E(Xdx+Ydy)=dxo..EX +dyo 2)Y +Mdrp, 7b) 

worin abkurzungsweise 

.2;'[(x-xo)Y-(y-yo)X]=M . ..... 7c) 

fur das Gesamtmoment aller durch Verschiebung der Einzelkrafte 
nach dem Schwerpunkt geweckten Kraftepaare geschrieben wurde. 
Es sei nur noch angemerkt, daB dieses 
Moment dann positiv erscheint, wenn Y 

die von ihm hervorgerufene Drehung 
drp, wie aus Abb. 135 ersichtlich, eine 
VergroBerung der Fahrstrahlneigung 
gegen die x -Achse bedingt. 

Die vorstehende Arbeitsgleichung 
gilt auch noch fUr mehrere Korper, 
die in irgendeiner Weise, z. B. 
durch Zapfen oder einfache Stutzung 0 / ~( 
(KraftschluB) miteinander zusam- It----:/,!-X.;,o--x-;!;.----"'"-

menhangen, sofern durch die Wir- / 
kung der auBeren Krafte dieser Zu- / 
sammenhang nicht gestort wird. Denn I 

an jeder Verbindungsstelle zweier Kor-
per findet eine Wechselwirkung zweier 
Krafte ± Q/ statt, die sich dort 

Abb. 135. 

aufheben und demnach aus der Arbeitsgleichung herausfallen, da 
ihre Achsenanteile X' und Y' im Fane der Aufrechterhaltung des 
Zusammenhanges mit denselben Verschiebungen dx' und dy' behaftet 
sind. Das trifft aber auch fur aile im Innern eines Korpers zwischen 
dessen einzelnen Bestandteilen oder Massenelementen wirkenden 
Krafte zu, deren Arbeitsbetrage im Falle der Starrheit sich gegen
seitig aufheben, so daB sie uberhaupt nicht in der Arbeitsgleichung 
erscheinen. 

§ 43. Das Gleichgewicht starrer ebener Gebilde. Denken 
wir uns nun den Korper oder eine zusammenhangende Korpergruppe 
aus der Ruhelage unter der Einwirkung auBerer Krafte urn unend
lich kleine, mit dem Zusammenhange vertragliche, aber sonst will
kurliche Betrage dx, dy, ... bzw. dxo• dyo' drp, sog. virtue lIe 

12* 
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V erschie bun gen herausgebracht, so verschwindet die GesamtarbeitdL, 
wenn hierbei nach Gl. 7) § 42 

17(Xdx+Ydy)=O ......•. 1) 
ein Ausgleich der Einzelarbeiten der auBeren Krafte statt
findet. Wegen der Willkiir der Verschiebungen dxo' dyo und drp 
lauft dies aber wegen 7 a) § 42 darauf hinaus, daB deren Beiwerte 
verschwinden, d. h. mit Riicksicht auf 7 b) § 42 gemeinsam 

17 X = 0 , 17 Y = 0, 2 (x Y - y X) = 0 . 2) 

Alsdann sprechen wir von einem Gleichgewicht der Kriifte an 
dem starren Korper oder der Korpergruppe, welches dann eintritt, 
wenn die nach dem Schwerpunkt verschobenen Krafte ein 
geschlossenes Krafteck bilden, ohne daB ein Kraftepaar 
geweckt wird. 

Der durch 1) oder dL = 0 mit den Formeln 2) gleichwertige 
sog. Satz vom Ausgleich der virtuellen Arbeiten bedingt aber, 
daB die bis zur Gleichgewichtslage geleistete Gesamtarbeit der auBeren 

v 

---

Abb.136. 

Krafte einen Schei tel wert erreicht 
hat, der ebensowohl ein Hochstwert 
als auch ein Kleinstwert sein kann. 
1m ersteren Falle steht fiir eine kleine 
Verschiebung aus der Gleichgewichts
lage, die niemals ohne auBere Einwir
kung moglich ist, keine Arbeit mehr 
zur Verfiigung. Der Korper besitzt also 
keinen Dr a ~ g (potentielle Energie) 

zur Anderung seiner Lage und kehrt, einmal durch auBere Ein
wirkung unendlich wenig daraus verschoben, von selbst mit deren 
Aufhoren in diese Lage zuriick, die darum als eine stabile Gleich
gewichtslage bezeichnet wird. 

Dagegen ist bei einem Kleinstwert der am Korper von den 
AuBenkriiften geleisteten Arbeit stets ein Drang vorhanden, unter 
Vermehrung der Arbeitsleistung die eingeleitete Verschiebung aus 
der Gleichgewichtslage so weit zu vergroBern, bis die Arbeitsleistung 
mit Erreichung ihres Hochstwertes erschopft und der Drang zur 
Lagenanderung verschwunden ist. Wir sprechen alsdann von einer 
labilen oder instabilen Lage, aus welcher der Korper vermoge 
des in ihm vorhandenen Dranges der stabilen Lage zustrebt. Hat 
schlieBlich der Korper nach einer Verschiebung aus seiner Lage 
weder den Drang, in dieselbe zuriickzukehren, noch sich von ihr 
weiter zu entfernen, so sprechen wir von einer indifferenten 
G leichgewichtslage. 

1. Bp,ispiel. An den Enden eines masselosen starren Stabes greifen 
senkrecht dazu die Parallelkrafte Q1 und Q2 an, Abb. 136, denen ein Stiitzen
oder Au£lagerdruck V das Gleichgewicht halten soIl. Dann muB zunachst 

V=Ql +Q2' . . . . . . . . . . .. 3) 

sein und daB Moment alIer Krafte ,in bezug auf einen beliebigen Pol ver
Bchwinden. Wahlen wir als solchen den Angriffspunkt von Q1 und bezeichnen 
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die Abstande del' Stiitze von den Enden mit II und l2' so haben wir mit Riick
sicht auf die Kraftrichungen 

odeI' in Verbindung mit 3) 
V1, = Q2 (1, + 12), 

Q,l, = Q21z . .. 

3a) 

3b) 

Einen solchen Stab nennt man gewiihnlich einen doppelarmigen Hebel. 
D:reben wir ihn urn den Stiitzpunkt urn den Winkel dcp, so sind die virtuellen 
Verscbiebungen der Kraftangriffsstellen -l, dcp und l2 dcp, mithin nach dem 
Satze del' virtuellen Verschiebungen 

(Q2 l2 - Q, l,) d q; = 0, 

woraus nach Wegheben von dq; wiedel' die Gl. 3b) hervorgeht. Damn wird 
auch nichts geandert, wenn an Stelle des unendlich klein en Winkels d q; ein be
liebig groBer endlicher Winkel q; tritt, so daB also der in Abb. 136 dargestellte 
Stab mit den Endkraften Q, und Q2 sich bei jed e r 
Neigung im indifferenten Gleichgewicht 
befindet. 

I 
I 

LYz 
I 
I 

I 

1st die Bedingung 3 b) nicht erfiiIlt, so sind bei 
einer endlichen Neigung cp, Abb. 137, die Auslen
kungen del' Angriffspunkte, positiv nach unten 
gerechnet 

---~ 

y, = l, sin q; , 
dy, = l, cos q; dcp, 

Y2 = - l2 sin q; , 
dYe = -l2 cos q; dq;, 

und die virtueJle Arbeit bei der Verdrehung 
urn dq; 

dL = (Qd, - Q2l2) cos q; dq; . .• 4) Q, 

kann nur verschwinden, wenn cos q; =0, q; = ± 90 0 Abb. 137. 
ist, d. h. bei lotrechter Lage des Stabes. Die 
Arbeit L selbst erreicht dabei einen Hiichstwert, wenn dL kurz vorher noch po
sitiv ist, also wenn bei herabgehendem Angriffspunkt von Q, und steigendem Q2 

Q,l, > Q2 12 • • . • • . . • • . • • • 4a) 

ausfallt. AIsdann ist die Iotrechte Lage des Stabes mit dem unteren Angriffs
punkt von Q, stabiI, die mit dem oberen Angriffspunkt von Q, instabil. 
Ersetzen wir die Krafte durch die Gewichte m,g und 
me g von Massen an den Stabenden, so ist del' 
Schwerpunktabstand 'lorn Drehpunkt 

. 4b) 

d. h. nach unten odeI' nach oben gerichtet, je 
nachdem del' in diesem FaIle als Pendel be
zeichnete Stab sich im stabilen odeI' labilen 
Gleichgewichte befindet. Unter del' Einwirkung 
del' Schwere strebt demnach del' Schwerpunkt eines 
Korpers einer tiefsten Lage zu, die dann dem 
stabilen Gleichgewicht entspricht. 

2. Beispiel. Eine rechteckige mit einer Ecke 0 
auf del' festen Unterlage gestiitzte, gleichfiirmig mit 
Masse bciogte Scheibe, Abb. 13R, unterliegt del' 
Wirkung ihres im Schwerpunkt S, d. h. im Schnitte 

Abb. 138. 

del' Diagonaien angreifenden Gewichtes G. 1st q; del' Neigungswinkel del' Dia
gonalen von del' Lange 2l mit del' Lotrechten, so ist die Schwerpunktshiihe iiber 
del' Unterlage Yo = 1 cos q; und ihr Abstand yom Stiitzpunkt Xo = 1 sin q;. Dann 
besteht nach 1) Gleichgewicht, wenn bei einer Drehung urn dq; 

dL = - G dyo = G 1 sin q; dq; = 0, . . . . . . . 5) 
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also sin rp = 0, rp = 0 oder rp = :n:. Zu demselben Ergebnis gelangen wir auch 
mit Hilfe der Gleichungsgruppe 2), in der wegen des Wegfalls wagerechter 
Krafte .lJX = 0 und wegen der Gleichheit von G mit dem Auflagerdruck V 
in O.lJ Y = 0 ist, wahrend das Moment um 0 

M=G1sinrp=0 

iibrigbleibt. Die Lage rp = % entspricht offenbar der Aufhangung des Korpers 
am PolO, unter dem alsdann der Schwerpunkt lotrecht sich in der tiefsten 
Stellung befindet, wahrend rp = 0 die hochste Lage bedingt. Bei der Auslenkung 
aus derselben leistet das Gewicht die Arbeit 

L= G·1 (1- cos rp), ........ 5a) 

die fUr die tiefste Lage rp =:n: den Hochstwert L = 2 G 1 annimmt. Daraus 
geht hervor, daB diese Lage stabil, die hochste des auf der Spitze ruhenden 
Korpers aber instabil ist. 

Bei einer festen Unterlage ist natiirlich die Schwerpunktslage rp = % aus
geschlossen und der Korper kann nur mit seinen beiden Seiten 2 a > 2 b darauf 

ruhen. Alsdann ist fur diese Lagen, Abb. 139, cos rpt = ~, cos rp2 = ~ ent-
1 1 

sprechend den Arbeitsleistungen 

2a 

/ 
I 
I 

Lt = G 1 (1 - I) < L2 = G 1 (1 - ~). . 5b) 

2b 

Abb.139. 

V,§6g2 
I 
'-'---2----
I 
~I·~------l-------~ 

Abb.140. 

Da beide Betrage die den unendlich benachbarten, d. h. um drp nach oben 
abweichenden Lagen zukommenden Arbeitsleistungen ubertreffen, so stell en sie 
ihnen gegenuber Hochstwerte dar. Mithin sind beide Lagen stabil, wenn auch 
in verschiedenem MaBe, so zwar, daB wir die ihnen zugeordneten Arbeits· 
leistungen der auBeren Kraft, d. h. des Gewichtes beim Dbergang aus der 
labilen Lage geradezu als MaB der Stabilitat benutzen durfen. Naturlich 
kann der Korper auch noch um die Ecke Ot in die untere Stellung gebracht 
werden, so daB er im ganzen drei verschiedene Lagen besitzt, von denen zwei 
dieselbe groBere Stabilitat L. besitzen. 

3. Heispiel. Ein wagerechter, gerader und selbst als gewichts
los gedachter Stab von der Lange 1 ruhe mit seinen Enden auf zwei Stutzen 
und werde durch eine Anzahl von lotrechten Einzelkraften Qt, Q2 '" in 
den Abstanden Cu c2 .,. vom linken Ende belastet, Abb. 140. Dadurch wer
den an den Stutzen die Auflagerkrafte Vt und V2 geweckt, die sich aus der 
Momentengleichung in bezug auf die beiden Stutzen als Pole zu 

I I 

V2 l=.lJQc, Vtl=.lJQ(l-c) 6) 
o • 0 

berechnen und nach Addition und Wegheben von 1 
I 

Vt +V2 =.lJQ ........•• '. 6a) 
o 

ergeben. Denken wir uns den Stab im Abstande z vom linken Ende durch
schnitten, so wird das Gleichgewicht dann aufrecht erhalten, wenn wir der 
Schnittstelle diejenigen Krafte und Momente anbringen, mit denen das ab
geschnittene Stuck auf das beibehaltene wirkt, die also an der Schnittstelle in 



Gleichgewicht starrer ebener Gebilde. 183 

Wirklichkeit den Zuzammenhang aufrecht erhalten. Es kann sich in unserm 
FaIle lotrechter Belastungen auch nur um eine lotrechte sog. Quer kraft T 
und ein Moment handeln, die aus der Verschiebung aller Krafte auf einer 
Seite des Schnittes nach diesem hervorgehen und denen die auf der andern 
Seite wirksamen das Gleichgewicht halten. Mithin ist die Querkraft 

z I 

T=~Q-Vi=-.lJQ+V2 7) 
o Z 

und das Moment 
z I 

M=~Q(z-c)- Vi z=- V2 (l-z)+ ~Q (c-z). . •. 780) 
o z 

Aus 7) folgt sofort wieder 680), wahrend an Stelle von 7a) auch 
I I 

(Vi+V2-~Q)Z=V2l-.lJQc . . ... 7b) 
o 0 

geschrieben werden da.rf. Diese Formel kann aber fiir beliebige Werte von z 
nur bestehen, wenn die Klammer links und die ganze rechte Seite fiir sich 
verschwinden, d. h. wenn die Formeln 6) und 6a) erfiillt ~ind, die wir somit 
auch auf diesem Wege gewinnen. Ferner folgt durch Differenzieren von 7 a) 
wegen 7) dM z I 

-d =~Q - Vi = V2 - .lJQ=T .•...... 7c) 
z 0 z 

fiir den Zusammenhang zwischen T und dem Moment M, welches vermoge 
seiner Wirkung auf den Stab gewohnlich als Biegungsmoment bezeichnet wird. 

4. Beispiel. Tragt der wagerechte Stab eine stetig iiber seine Lange 
verbreitete Last, Abb. 141, die wir uns durch Aufschiitten einer lockeren 
Masse, im Sonderfalle durch sein Eigengewicht, hervorgerufen denken konnen, 
so ruht auf einem Langenelement dz das Gewicht dQ = q dz, worin q die im 
allgemeinen langs des Stabes veranderliche Be
lastung der Langeneinheit bedeutet. Die 
GesamtJast wird auch hier durch die beiden 
Auflagerkriifte aufgenommen, so zwar, daB 

I 

Vi + V2=J qdz ...... 8) 
u 

ist. Durchschneiden wir den Balken an der Stelle 
Zi' so ergibt die Summierung der Krafte auf 
beiden Seiten des Schnittes die Querkraft 

Zl I 

T=J qdz - Vi = - J qdz+ V2, 880) 
o Z1 

Abb. 141. 

woraus wieder G1. 8) hervorgeht. Ebenso erhalten wir fiir das Moment an der 
Stelle Zi z, t 

M =J q (Zi - z)dz- Vi Z1 =+ V2 (Zl -l) +J q(z-zl)dz . .• 8b) 
o ~ 

Da hierin fiir die Integration Zl einen Festwert darstellt, so diirfen wir dafiir 
auch schreiben I I 

(J qdz- Vi - V2) Zl =J qzdz- V21. 
\J 0 

•••..• 8e) 

Auch hier bedingt die Giiltigkeit fiir beliebige Zl das Verschwinden der Klammer 
links und der rechten Seite fUr sieh, woraus wieder 8) hervorgeht, und 
auBerdem I I 

V2l=Jqzdz, also V1 l=Jq(l-z)dz .•.•.. 8d) 
o 0 

wird. Sehreihen wir fiir das Biegungsmoment 
Zl Zl Zl Zl 

M = Zl J qdz- J qzdz - V1 Z1 = + V2 (Zl -l) -J qzdz+ zlf qdz, 
o 0 I I 



184 Analytische Statik. 

so ergibt die Differentiatiotl, da die Ableitung eines bestimmten Integrals nach 
der oberen Grenze mit dem Werte des Integranden an dieser Stelle iiberein
stimmt, also mit q = ql fiir z = Zt 

~ ~ 

~~=JqdZ+qlZl-qlZ,-V,=+V2-q'Z,+q,z,+JqdZ .T 8e) 
o l 

im Einklang mit dem Ergebnis am SchluB des letzten Beispiels. 
5. Beispiel. Sind EinzelIasten und eine stetige Belastung vor

handen, so haben wir nur die Formeln der beiden vorhergehenden Beispiele 
zusammenzufassen und erhalten aIsdann 

%, %, l l 
T=~ Q+J qdz- V,=V2-~Q-J qdz. 9) 

o 0 z, Z, 

% Z, 

M =tQ(z,-c)+ J q(z,- z)dz- VIZ, 
o 0 

l l 
= V2 (z, -l)+ ~Q (c- z,) + J q(z- ZI) dz, .... 9a) 

woraus wiederum fiir beliebige Abstande z, 

v,l=lQ (1- c) +.l q(l- z) dZ} 
~ l 0 •••••••• 9b) 

V21=~Qc+J qzdz 
o 0 

und 
Tdz=dM 

folgt. 
.•...•.••.••. 9c) 

6. Beispiel. Zur Ermittlung der Gleichgewichtslage eines Stabes 
vom Gewichte 0 und der Lange I, dar sich. auf 2wei vollig glatte Gerade 

mit den Neigungswinkeln a,. und ag 
gegen die Wagerechte nach Abb. 142 
stiitzt, bezeichnen wir mit N" Ng 

die zu den festen Geraden lotrechten 
Stiitzdriicke und mit Q die in der 
Stabrichtung selbstdurch die Stiitzung 
geweckte Kraft. Diese muB alsdann 
an den Stiitzpunkten mit den Stiitz· 
driicken und den auf diese Punkte 
entfalIenden Gewichtsanteilen 0, und 
O2 des Stabes, die zusammen 
0, + O2 = 0 betragen, im GIeichge-

I wichte etehen. Danach haben wir die 
.t:2~~_~ ______ L___ Gleicbgewichtsbedingungen in wage-

Xz rechter und senkrechter Richtung mit 
dem N eigungswinkel 'IjJ des Stabes 

woraus .sofort , 

N, sin Il1. = N2 sin 1X2 = Q cos 'IjJ} 
N,COSIX,+N2 coslX..!=G " •. 10) 

N2 sin IX, 
~O -.-(-+-) ..... lOa) 

Sill IX, 1X2 

hervorgeht. Da nun die Stiitzdriicke mit der lotrechten Geeamtkraft 0 die 
Neigungswinkel IX, und IX..! bilden, eo besagen dieee Formeln, daB das Stab. 
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gewicht G im Schnittpunkte der Stiitzdriicke in diese nach der 
Vektorregel zerfiillt. Zur Ermittlung der Stabneigung 'If ziehen wir noch 
eine der Gleichgewichtsbedingungen 

G1 sin a1 = Q cos (a , + 'If), 
an den Stiitzpunkten in den Richtungen der festen Geraden heran und erhaIten 
aus 10), lOa), sowie unter Beachtung von G = G, + Gz nach Ausschaltung von Q 

oder 

(G, + Go) sin a2 

- sln.-( a1 + ae) -
G, cos 'If 

cos (a, + 'If) , 
.... 10 c) 

Die Stabliinge tritt in allen vorstehenden Formeln nicht auf, so daB j e de 
geometrisch iihnliche Anordnung mit entsprechender Gewichts
verteilung ihnen geniigt. Die Lagen der Stange auf einer der beiden 
Geraden geniigen dagegen nicht den Grundbedingungen, da fiir jede der
selben die Neigung der andern ohne Bedeutung ist. 

Dagegen sei noch bemerkt, daB man mit den Achsenabstiinden X, Y" X2 Y2 
der Stiitzpunkte in bezug auf den Schnitt 0 der beiden festen Geraden 
auoh hat 

also 

Yo - Y, = 1 sin 'p, 
y,= X, tg IX2' 

_ 1 cos 'If tg a2 - sin 'If 
x1 - , ) 

tg a, -t- tg IX2 

X, + X, = 1 cos 'If \ , • . • • '. 11 ) 
y,=x, tga1 ) 

1 cos 'If tg a, + sin 'If 
X - --- --- -------
, - tg IXI + tg IX, ,... 

11 a) 

womit die Lage fiir jede Neigung bestimmt ist. Aus dies en Gleichungen kann 
man auch zur Gleichgewichtsbedingung mit Hilfe des Satzes der virtu ellen 
Verschiebungen, d. h. durch 

gelangen, der mit 11) auch 

G, dx, tg a, + G, dx" tg az = 0 

geschrieben werden kann, und nach Einsetzen von 11 a) unter Wegfall des 
Differentials d'lf unmittelbar auf 10c) fiihrt. Da ferner der geometrische Ort 
aller Stangenpunkte, also aueh der punktierte des Sohwerpunktes, je eine Ellipse 
urn 0 ist, so entspricht lOa) einer Hoehstlage des Sehwerpunktes, also einem 
labilen Gleichgewieht. 

§ 44. Theorie des ebenen statisch bestimmten Fachwerks. 
Wir betrachten jetzt ein in der lotrechten Ebene befindliches Fach
werk, des sen einer Endknoten durch einen Zapfen festgehalten ist, 
wahrend der andere Endknoten auf einer geraden, meist wagerechten 
Unterlage etwa vermittels eines Rollenlagers ruht. Durch diese Auf
lagerbedingungen ist das Fachwerk, wie wir in § 39 gesehen haben, 
gegen jede Verschiebung gesichert. 

Greifen an den k-Knoten dieses ebenen Fachwerks die auBeren 
Krafte Ql' Q2' ... , QI" in denen nicht nur die auf die Knoten ver
teilten Stabgewichte, sondern auch die Stiitzdriicke enthalten sind, 
an, so besteht nach den Satzen des § 43 Gleichgewicht, wenn die 
Achsenanteile der Krafte die drei Bedingungen. 

Ie 
Y'Y.=O 

...:...... l ' 
I 

Ie 

Z(Yixi - X;y;) = 0 1) 
1 
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erfiillen, wobei i = 1, 2, .... k die einzelnen Knoten bezeichnet. 
Schneiden wir alle 8 i vom i-ten Knoten ausgehenden Stabe durch, 
so wird das GIeichgewicht an dieser Stelle nicht gestort, sofern wir 
die zerschnittenen Stabe durch die in ihnen wirkenden Krafte S 
ersetzen, die alsdann mit der im Knoten angreifenden auBeren Kraft 
ein geschlossenes Krafteck bilden miissen. Das trifIt aber dann zu, 
wenn an jedem Knoten die Gleichungen 

81 

x.= 2)S .Xh-~i 
• 1 h' lh i ' 

2) 

bestehen, worin lhi die durch 

lii = (Xh -Xi )2 + (Yh -Yi)2 3) 

gegebene Stablange zwischen den Knoten h und i ist, und die 
Summierung in 2) sich iiber alle 8; im Knoten i zusammenstoBenden 
Stabe erstreckt. Aus 3) folgt aber 

~h ____ Xi 

lhi 

so daB wir auch an Stelle von 2) 

Yh -~i 8lhi 
lhi -a?i; , .... 3a) 

schreiben diirfen: 

"I 8lhi 81 8lh • 

X.+ )'Sh'---=O, Y.+2)Sh·-'=O. 2a) 
, "T'aXi '1 '8Yi 

Die Zahl dieser GIeichungen betragt bei k Knoten ofIenbar 2 k; sie 
sind indessen nicht alle voneinander unabhangig; sondern durch die 
drei Bedingungen 1) zwischen den auBeren Kraften miteinander 
verknupft. Mithin stehen fiir die Berechnung der unbekannten 
8 Stabkriifte Ski im ganzen 2 k- 3 voneinander unabhangige 
Gleichungen zur Verfiigung, so daB fur das statisch bestimmte 

Fachwerk 8= 2k- 3 . . . . 4) 

sein muB, was wir schon im § 39 aus rein geometrischen Uber
legungen geschlossen hatten. 

In die Summen 2 a) konnen wir nun nicht bloB die' wirklich 
im Knoten i angreifenden 8 i Stabe mit ihren Kraften, sondern un
bedenklich auch alle anderen Stabe aufnehmen, deren Langen die 
Achsenabstande Xi und Yi des Knotens i nicht enthalten, so daB 
die entsprechenden Ableitungen verschwinden. Schreiben wir dann 
noch fiir den n-ten Stab ganz allgemein Sn und In und setzen ab-
kiirzungsweise aln oln_ 

;-=lni' ;--fi»i" 
so wird aus 2a) uXi uYi 

3b) 

S1 11i+ S2 12i + ... + Sn lni + ... + Ss lsi _ -Xi} . . 2b) 
Slfili+ S2 fi2; + ... + Sn flni + ... + Ss fisi- - Yi 

Diese insgesamt 2 k Gleichungen sind aber durch die drei Gleich
gewichtsbedingungen 1) der auBeren Krafte derart miteinander ver-
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kniipft, daB wir nach Bestimmung aller KraftanteiIe Xi und Yi durch 
1) drei der Gleichungen 2 b) weglassen konnen, so daB nach 4) 
immer noch 8 lineare Gleichungen ii brig bleiben, die zur Berechnung 
der unbestimmten Stabkrafte gerade ausreichen. Ihre Auflasung er
gibt nur dann endliche Werte der Krafte S, wenn die Determinante 
der Bei werte 

D= 
8 

• fls1 
5) 

fl1 8 f l 2 S 113 S • • fls8 

nicht verschwindet. Andererseits ist aber auch nach Gl. 3), 3a) 
und 3 b) die unendlich kleine Verlangerung des n-ten Stabes zwischen 
den Knoten k und i unter Hinzufiigung der verschwindenden Ab
leitungen nach den anderen Knotenabstanden: 

ln1 oXl + ln2 ox2 + ... + lni OXi + fln1 OY1 + ... + flnsoys= oZn" 3c) 

Das sind aber, wenn wir nur die gegenseitigen (relativen) Ver
schiebungen der Knoten infolge der Stabverlangerung ins Auge 
fassen, im ganzen wieder 8 Gleichungen mit ebensovielen Unbekannten 
oXi bzw. 0Yi' welche nur dann entsprechend der Forderung der 
Starrheit des Fachwerks mit dem oZn verschwinden, wenn 
die Determinante der Beiwerte 

111 212 213 · flu • fl1 s 

D l = 
}'21 222 223 · lIn • 1"2 s 5a) 

2S1 282 2S3 • ,UBI I"S8 
einen endlichen, von Null verschiedenen Wert besitzt. Diese Deter
minante kann aber in die Form 5) durch Vertauschen der wage
rechten und senkrechten Zeilen iibergefiihrt werden, wodurch sich 
der Wert nach dem Bildungsgesetz der Determinanten nicht andert. 
Es ist demnach DI=Ds und die Bedingung der Starrheit des 
Fachwerks stimmt mit derjenigen fiir seine statische Be
stimmtheit derart iiberein, daB in diesem FaIle keine noch 
so kleine Verschiebung von Knoten gegeneinander maglich 
ist. Damit ist u. a. die Verbindung eines Knotens mit zwei auf 
derselben Geraden liegenden andern Knoten entsprechend der Abb.121 
in § 39 ausgeschlossen, da hierbei trotz des Verschwindens der Ver
langerungen zweier Stabe eine unendlich kleine Verschiebung des 
erstgenannten Knotens maglich ist, die ein Verschwinden der Deter
minanten 5) und 5 a) bedingt. 

Zur Berechnung der einzelnen Stabspannungen ist die 
vorstehende von A. Fappl aufgestellte und in ihrer allgemeinen Be
deutung erkannte Formelgruppe 2 b) allerdings wenig geeignet, da 
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ihre Auflosung trotz des Wegfalls zahlreicher Beiwerte A. und ft, 
welche den nicht am Stabe beteiligten Knoten entsprechen, zu zeit
raubend ausfallt. Von den zahlreichen bewahrten Losungen dieser Auf
gabe 1) wollen wir darum hier nur das nach unserer Ansicht einfachste 
Rittersche Schnittverfahren erlautern. Danach denken wir uns das 
Fachwerk sO durchschnitten, daB hierbei drei nicht in einem Knoten 
zusammenlaufende Stabe getroifen werden. Die in ihnen wirksamen, 

die Stabe selbst ersetzenden Stab-
o //\ krafte treten alsdann an Stelle 

I h S, 8//~ \!!3 der Gesamtkraft R der auBeren -- -T,/' ------- \ - _2 _____ \ Krafte auf einer Seite des Schnit--- t-c s,-- - nJ: ---=-:::::::::~ tes, deren Richtungslinie wir uns 
: f ___ \..-__ - in dasFachwerksgerippe,Abb.143, 

-..-_"I.c.--- & E- eingezeichnet denken. Sind dann 
AB 0 die Schnittpunkte der drei 

;r Stabe bzw. ihrer Verlangerungen, 
Abb. 143. in denen die Spannungen 81 8 2 8 3 

herrschen, so hat die Gesamt
kraft R in bezug auf diese Punkte mit den Loten ha• hb , he auf R die 
Momente R ha' Rhb , R hr. Diese werden nach dem Durchschnitt der 
Stabe jeweils ausgeglichen von dem Momente derjenigen Stabkraft, 
welche nicht durch den fraglichen Knoten hindurchgeht, wahrend 
die in ihm sich schneidenden Stabkrafte in bezug auf ihn kein 
Moment besitzen. Also haben wir mit den Loten h1' h2 und h3 von 
ABO auf 8 1 8 2 8 3 die Momente: 

Iz ______ '11.. ___ ;'/1 
// 

// 
/1 

/ / 
/ / 

// 
/ / 

I // / 
~/ /1 
I / 
I / 
I' 
~/ 

Abb.144. 

wodurch die Stabkrafte nach GroBe und 
V orzeichen unmittelbar gegeben sind. So 
erkennt man, daB der Schnitt durch DB 
bei festgehaltenen Auflagern eine Sen
kung von A mit einer Drehung der 
Stabe AD und AB gegeneinander zur 
Folge hat; also muB 8 1 eine Druck
kraft sein. In derselben Weise er
gibt sich 8 2 als Zugkra'ft infolge der 
Senkung von B und des Auseinander
drehens der Stabe A B und E B, wahrend 
nach dem Durchschneiden von A B das 
Stabviereck AD B E unter Verkiirzlmg 
der Diagonale A B zusammenklappt, wo
mit 8 3 als Druckkraft gekennzeichnet ist. 

Liegt der Schnittpunkt 0 zweier Stab
verlangerungen mit geringer Neigung 

1) Die wohl vollstiindigste Zusammenstellung enthalt das Werk von 
Hen neb erg: Graphische Statik der starren Systeme. Leipzig. Verlag 
B. G. Teubner. 1911. 



Theorie des ebenen statisch bestimmten Fachwerks. 189 

gegeneinander in unbequemer Entfernung, Abb. 144, oder bei 
parallelen Staben AE II B D im Unendlichen, Abb. 145, so andert 
dies zunacht nichts an der Ermittlung 
der parallelen Stabkrafte 8 1 und 8 2 

mit Hilfe der Pole A und B. Dann 
aber liefert der Momentenansatz von 
den Polen D oder E aus mit den Loten hi! 
und he auf die Gesamtkraft R, Bowie den 
Loten ha' bzw. ha" auf den Diagonalstab 
mit der noch unbekannten Spannung 8 3 

die einander gleichwertigen Formeln: 

8 3 ha" + 8 2h2= - Rhil' bzw. 

If 
Abb. 145. 

1. Beispiel. 1m einfachen Stabdreieck, Abb.146, mit den Seiten 
11 , 12 , 1 und den Basiswinkeln a, und a2 ist 

11 sin a, -12 sin a2 = 0, 

also 

also sind 
driicke 

1, cos a, -1, cos 0(2 == 1, 

11 sin (a2 - a ,) = 1 sin a2 , 

bei einer Belastung Q an 

12 sin (a2 - ( 1) = 1 sin au 

der Spitze lotrecht zu 1 die Auflager-

V = _ Q 12_ cos a = _ q~n a, c~ a2 V = Q i1 cos a = Q sin IX2 cos IX, 
1 1 2 sin (a2 -a1) , 2 1 sin(a,-a,)' 7) 

Weiter gelten fiir die Stabkriifte die Gleichungen: 

8 = - 8 , cos IX, = 82 cos IX" V, = 8, sin IX" V2 = 82 sin IX2' 8) 
mithin: 

8 , = __ . Q cos.IXL_, 8 __ 5? ~O!_IX,- _ 8 = __ _ 'L_~ .. 8a) 
Sill (IX2 - IX, ) 2 - sin (a2 - IXl )' tg IX2 - tg IXl 

Daraus ergibt sich, daB fUr die in Abb. 146 gegebene Anordnung wegen 
cos IX2 < 0, Q < 0, 81 < 0, 82 < 0, 8 > 0, d. h. daB 81 und 8 2 Druckkrafte, 8 
dagegen eine Zugkraft ist. Ware dagegen, .s: 
wie in der Anordnung Abb. 147 eines Kran- 1/ 

tragers cos tX2> 0, so wiirde 8 1 :> 0, 8 2 < 0, / 
8 < 0 und auBerdem V, < 0, V2 > o. Wir 
hatten also im Stab 11 eine Zugkraft, da
gegen in 12 und 1 Druckkrafte, und zwei ent
gegengesetzt gerichtete Auflagedriicke, von 

l1 

l 

Abb.146. 

denen V2 > Q ausfiillt, wahrend V 1 den Trager gegen Umkippen festhalten muB. 
Man kann natiirlich auch die Formeln 8a) aus der Kraftezerlegung an der 
Spitze unmittelbar ableiten und dann die Kriifte 81 und 82 an der Basis mit 
den Au£lagerdriicken zu 8 zusammenfassen, wie es in den Abbildungen an
gedeutet ist. 
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2. Beispiel. Der in Abb. 148 dargestellte Polonceau-Binder Bei an 
den Knoten 1 und l' durch die lotrechten Krafte Ql und an der Spitze durch 
Qs belastet, BO daB aus Symmetriegriinden V1 = V2 = Ql + 0,5 Q2 wird. Dann 

2 

1 l' 

/3 
, I I 

~ ~0: I ~ o ____ +--_--+_t-_____ I ____________ 0 
~c ' I I 1 
1 5----' I I I 
r---c,--' I I Abb. 148. 
~Cj- I 
I '2 I 

Man iiberBieht leicht, daB Bich die Krafte 801 und 819 nur um den in ihre 
Richtung fallenden Anteil von Q1 unterscheiden konnen, wahrend der andere 
Anteil auf 813 entfaIIt, so daB aIle diese Stabkrafte Druckkrafte darBtellen. DaB
selbe gilt. auch fiir 8 23 , da nach Wegnahme der entsprechenden Stabe daB 
Stabviereck 1 2 l' 3' 3 zusammenBinken wiirde bei wagerechtem AUBweichen 
einer der Stiitzen 0 oder 0'. Das Gleichgewicht an diesen bedingt die Zug-

kraft 8 03 und die Verhinderung 
Uo 1/ ~ Uo des AusweichenB der Stiitzen die 
t.---' ~~_II_z_.,r_,---,l.:<-_---I1' Zugkraft 8 0 , 

3. Beispiel. Der aus 4 Feldem 
von der Lange lund der Rohe 11, be
stehende symmetrische Parallel
trager, Abb. 149, sei durch die lot
rechten AuBenkrafte Qo Ql Q~Ql Qo in 
den oberen Knoten belastet, so daB 
die Auflagerdriicke Vl = V2 = Qo + Ql + 0,5 Q2 werden. Alsdann er
halten wirdieMomentengleiohungen 

Schnitt Ao B l , Pol 1: 8 02 = 0; Pol 2: 801 = - Vl 

" A1Bl ,,, 2: 813 h=-(V1 -Qo}l; Pol 3: 81911,0 = (Vl-Qo)l 
" A 1 B2 ,,, 4: 82S l=-(Vl -Qo)2l-813 h 

=-(Vl-Qo)l 
3: 824 k=(Vl -Qo)l 

" A1 B2 , " 

" A 2 B2 , " 

" AilBs, " 
4: 8 35 h= - (Vl - Qo) 21+ Qll 
5: 834 ko =;= (Vl - Qo) 2 1- Ql I - 824 k 

=(Vl - Qo - Ql) 1 

. 10) 

SchlieBlioh bleibt noch die Stabkraft 8u iibrig, die naturgemiiB im Knoten 5 
der Last Q9 das Gleiohgewioht halten muB, so daB 

845=-Q~ ...•••.•••••• lOa) 
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wird. Zu demselben Ergebnis gelangt man durch die Dberlegung, daB am 
Knoten 4 

-S45=2 S34 -~()= 2 (Vl - Qo - Ql) = Q2 

sein muB. Damit sind aile Stabkriifte nach GroBe und Vorzeichen, d. h. positiv 
als Zug und negativ als Druckkrafte bestimmt. 

Da in diesem Fachwerk der Stab 02 spannungsfrei bleibt, so kann er mit 
dem Druckstab 01 auch ganz weggeiassen und das Fachwerk in 1 gestiitzt 
werden. Greifen die auBeren Krafte an den unteren Knoten an, so wird nur 
der Stab 45 spannungsfrei, da dort die Last Q2 von den beiden Stabkriiften S3. 
aufgenommen wird. SchlieBlich erkennt man, daB die Kraft in jedem lotrechten 
Stabe mit der dort herrschenden Querkraft iibereinstimmt, die sich aus der 
Zusammenfassung alIer auf der einen Seite wirkenden auBeren Kriifte, wie 
beim einfachen geraden wagerechten Stab auf zwei Stiitzen ergibt. 

~ 45. Das Stiitzeck und Seileck. Entfernen wir aus einem 
ebenen Fachwerk, Abb. 150, samtliche Zwischenstucke, so daB nur 
der Ober- und Untergurt als geschlossener Stabzug ubrig bleibt, 
so wird das Gleichgewicht nicht gestort, /, 
wenn wir die in den herausgenommenen ! // " 
Stab en wirkenden Zug- und Druckkrafte 11.-___ : / " " 

l r--;"----f_-L/ 
an den von ihnen ursprunglich verbun- . ; / " / ---_.g 
denen Knoten nach GroBe und Richtung I ,'/ 

anbringen und mit den dort wirkenden 
auBeren Krii.ften zu je einer Gesamt-
kraft vereinigen. Trennen wir dann noch 
das so erhaltene un voll st an dig e F ach
werk an den beiden Auflagerstellen A 
und B, so erhalten wir zwei offene 
Stabzuge, die wir durch je einen Stab 
in der Richtung der Verbindungslinie 
der Auflagerpunkte wieder schlieBen 
konnen. In dem aus Obergurt und Unter
gurt des ursprunglichen Fachwerkes be
stehenden geschlossenenStabzug ist dieser 

~"" .• ~ .....• : : 

II : 
'g 
IIg 

Abb. 150. 

vorher nicht vorhandene, also fUr das Gleichgewicht unnotige Ver
bindungsstab kraftefrei, was auch durch Dberlagerung einer gleich 
groBen Zug- und Druckkraft erreicht werden kann. Nach der Trennung 
in zwei geschlossene Stabziige wirkt demnach im Verbindungsstab AB 
eines derselben eine Zugkraft, im andern eine gleich groBe Druck
kraft, die mit der Auflagerkraft und der benachbarten Stabkraft im 
Gleichgewicht steht. Man kann naturlich auch den Verbindungs
stab AB weglassen und statt dessen die beiden alsdann offenen Stab
zuge in den Punkten A und B gelenkig festhalten. Alsdann treten 
an Stelle der Stab kraft AB zwei entgegengesetzt in ihre Richtung 
in A und B angreifende auBere Krafte. 

Sind die Knotenkrafte, wie in Abb. 150 angedeutet, im oberen 
Stabzug nach innen, im unteren nach auBen gerichtet, so wirken in 
den Staben der ersteren nur Druckkrafte, in denen der letzteren 
dagegen nur Zugkrafte, wahrend der Verbindungsstab umgekehrt auf 
Zug bzw. auf Druck beansprucht wird. Man bezeichnet darum die 
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zweite Anordnung, in der die Zugstabe durch Faden oder Seile ersetzt 
werden durfen, als Seileck mit Seitenzug, die erstere dagegen als 
Stutzeck mit Seitenschub, weil sie nach Abb. 151 die Stutz- und 

Abb. 151. 

Beriihrungspunkte einer 
Reihe starrer Scheiben mit 
den Angriffspunkten der au
Beren Krafte verbindet. Sie 
kann demnach auch als das 
Gerippe eines Gewolbes be
trachtet werden, dessen 
Standfestigkeit auf dem 
Gleichgewichte der Krafte 
an den Stutzpunkten beruht. 

Durch Umkehrung der Richtung der in den Knoten an
greifenden AuBenkriifte geht offenbar eine Stutzlinie in 
die kongruente Seillinie iiber. Das von einem Stutzeck oder 
Seileck mit der Verbindungsgeraden der Auflager gebildete unvoll
standige Fachwerk besitzt nun ebenso viele Knoten wie Stabe, also 
ist hier 8=k ............ 1 

mit 2 k Achsenabstanden Xi Yi der einzelnen Knoten, von denen wie 
beim vollstandigen Fachwerk zur Festlegung wieder drei als gegeben 
anzusehen sind. Mithin bleiben 2 k - 3 noch unbekannte Achsen
abstande der Knoten iibrig, zu deren Bestimmung zunachst nur die 
8 = k Stablangen li,i-l durch die Gleichungen 

(xi-Xi-l)2+(Yi-Yi-l)2=li~i-l' ...... 2) 
zur VerfUgung stehen, so daB noch 2 k - 3 - k = k - 3 Achsen
abstande willkurlich gewahlt werden konnen. Das ganze Gebilde ist 
also im Gegensatz zu dem friiher betrachteten Fachwerk geometrisch 
nicht vollstandig bestimmt, sondern kann durch Veranderung der 
k - 3 wil1kiirIichen Abstande verschoben werden, d. h. es besitzt 
noch k - 3 Freiheitsgrade der Bewegung. Danach hat ein 

mit k= 
Stabdreieck Stabviereck 

3 

o 
4 

1 

Fiinfeck 

5 
2 

Sechseck 
6 

3 Freiheitsgrade, 

die nur durch Beziehungen zwischen auBeren Kraften aufgehoben 
werden konnen. Die Zahl derselben ist aber, wie am Eingang des 
§ 44 gezeigt wurde, 2 k - 3, d. h. 2 k Gleichgewichtsbedingungen 2) 
an den Knoten, welche durch die drei Gleichgewichtsbedingungen 1) 
der auBeren Krafte unter sich noch zusammenhangen. In den ersteren 
Bedingungen treten aber noch die ebenfalls unbekannten k -Stab
krafte S auf, so daB fur die Aufstellung der Freiheitsgrade nur die 
hierzu genugende Zahl von k - 3 Gleichungen ubrig bleiben. 

Bei der Aufstellung der Gleichungen fUr das Seil- und Stiitzeck 
wollen wir uns auf den praktisch wichtigsten Fall paralleler 
Knoten und A uflager kriifte, z. B. unter der Wirkung der Schwere 
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in der Lotrichtung beschranken. Da die von einem Knoten aus
gehenden Stabkrafte 8; und 8; t1 mit den Stabrichtungen a; und ail 1 

der lotrechten Knotenlast Q; das Gleich
gewicht halten, so miissen die heiden wage
rechten Kraftanteile von 8; und 8 i +1 ein
ander aufheben, also ist mit einer Seiten
kraft H, Abb. 152, 

8; cos a; = 8i+l cosai+1 = H) }, • 3) 
8; sinai - 8i+1 sin ai+ 1 = QiJ 

woraus zunachst derselbe Wert der Sei
ten kraft H fUr aHe Knoten des Stabzuges, 
sowie nach Ausschaltung der Stabkrafte aus 
der zweiten Formel 3) 

H (tg ai - tg ai+1) = Q; 

folgt. Ebenso erhalten wir fiir den Knoten i + 1 

H(tgai+1 - tgai+2) = Qi+1' 

Q;+l tgai+1-tgai+2 
Qi tgai -tgai+1' . 

also 

Abb.152 . 

. . . . . 3a) 

. . . . 4) 

Die Zahl dieser Gleichungen ist offenbar k - 1, auBerdem aber ergibt 
die Summierung aller k-Formeln 3 a), in denen auch die Auflager
krafte enthalten sind, die Bedingung 

k 

.2Qi=O, . .......... 3b) 
1 

durch welche die Formeln 4) miteinander verkniipft sind. Dazu 
kommt noch die Momentengleichung in bezug auf einen Auflagerpunkt 

k i 

2)Qi2)licosai=O ......... 3c) 
1 1 

als weitere Bedingung zwischen den Bestimmungsstiicken, so daB nur 
noch die erforderlichen k - 3 Gleichungen zur Aufhebung der Frei
heitsgrade iibrig bleiben. Diese selbst konnen wir auch auf die Stab
neigungen ai erstrecken, von denen eine, z. B. die der Verbindungs
linie der Auflagerpunkte von vornherein gegeben ist, wozu noch die 
Bedingungen fiir die Geschlossenheit des ganzen Stabzuges 

k 

.l;li cosai = 0, 
1 

k 

.l;li sinai = 0 
1 

. . . 5) 

hinzutreten. Es bleiben demnach nur noch k - 3 voneinander un
abhangige Stabneigungen iihrig, die somit durch ebenso viele un
abhangige Gleichgewichtsbedingungen 4) festgelegt werden. Nachdem 
dies geschehen, die Gestalt des ganzen Stabzuges also gegeben ist, 
berechnet sich aus einer der Formeln 3 a) die Seitenkraft H, aus der 
ersten Zeile 3) aIle einzelnen Stabkrafte 8;, sowie aus 3b) und 3c) die 
beiden lotrechten Auflagerkrafte. 

Lor e n z. Techn. Physik I. 1. 2. Autl. 13 
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Zu demselben Ergebnis gelangen wir auch mit Hilfe des Satzes 
der virtuellen Verschiebungen 

oder . 6) 

.2;Qi dYi= Q1 dY1 + Q2 dY2 + ... + QidYi + ... +QkdYk=O') 

1 + Q2 dy~ + ... + Qi dYi + ... + Qk dYk = 0, 
Q1 dY1 Q1 dYl Q1 dY1 

worin Y die lotrechten Knotenabstande von irgendeiner Wagerechten 
bedeuten. Dann ist nach Abb. 153 

Yi - Yi-l = 1i sinai' 

Andrerseits folgt aus 5) 

2!, li sin ai dai = 11 sin a l da1 + 12 sin a2 da2 + '" + lk sinak dak a}, 5 a) 
~ licosaidai = 11 cosa1 da1 + 12 cos a2 da2+·.· +lkcosakdak-O 

-,------,------r-- -,--

a I; ~k-l 
" I 

l, ~ : 
: :Y.z 

Abb.153. 

von denen die letzte Gleichung nach 
Einsetzen von 7) durch gegenseitiges 
Aufheben der dy wegen der Auf
rechterhaltung der Geschlossenheit der 
Stabziige identisch erfiillt ist, wah
rend die erste bei vorgelegter SchluB
linie k -1, k, also mit d Yk-l = 0, 
dYk=O, dak=O iibergeht in 

dYl tgal + (dY2 - dy1 ) tg a2 + (dY3 - dy2) tga3 + ... 
+ (dYi - dYi-l) tgai + ... = 0. 

Schreiben wir dafiir 

dY1 (tga1 - tga2) + dY2 (tga2 - tga3 ) + .. . 
oder + dYi (tgai - tgai+l) + ... = ° 

+ tga2 - tga3 dY2 + . tgai -- tgai+l dYi + _ ° 
1 tga1 -tga2 dYl ... -t- tga1 -tga2 dY l ••. - , 

so liefert der Abzug von 6) 

( Q2 _ tga2 - t g a3 ) dY2 + ... 
Q1 tga1 - tga2 dYl 

+(Qi _ tgai-tgai~) dYi + ... =0. 
Q 1 tg a1 - tg a2 d Y 1 

. . 7) 

. . 8) 

Wegen der Willkiir der Ableitungen dYi: dY1 kann diese Gleichung 
aber allgemein nur bestehen, wenn alle Klammern versch winden, 
d. h. wenn im Einklang mit 4) 

Qi tgai - tgai+1 
Q1 tga1 -tga2 

. . . . . 8) 

Aus dem Ansatz dL = .2; Qi dYi = ° ergibt sich ferner, daB die Arbeit 
der auBeren Krafte fUr das Stiitzeck ein Kleinstwert, fiir das Seileck 
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aber em Hochstwert ist. Danach befindet sich das letztere Gebilde 
im sta bilen, das erstere dagegen im labilen Gleichgewicht und hat 
das Bestreben, bei einer kleinen Storung in die stabile Form um
zuschlagen bzw. zusammenzustiirzen, wenn es nicht durch Reibung 
in den Gelenken oder im Faile des Gewolbes, Abb. 151, an den Be
riihrungsstellen daran gehindert wird. 

Die Ermittlung der Gestalt des Stiitz- oder Seilecks gestaltet 
sich ganz einfach, wenn die Neigungen «i und «i+i irgend zweier im 
Punkte i zusammenhangender Stabe bekannt sind. Alsdann ergibt 
namlich Gl. 3a) so fort die Seitenkraft H und die andern Gleichungen 4) 
derselben Art mit den bekannten Knotenkraften die weiteren Neigungs
winkel, womit sich die Stab- oder Seilkrafte aus den ersten Formeln 3) 
berechnen. Kennt man aber, wie gewohnlich nur eine N eigung, z. B. 
diejenige «k-l der Verbindung der Auflagerpunkte, so enthalten die 
Ausdriicke tg«l' tg«2 nach Gl. 3a) noch die unbekannte Seitenkraft, 
die mit dem Winkel in die Formel 3c) und 5) mit den beiden Auf
lagerkraften als Unbekannte eingeht und so mit diesen berechnet 
werden kann. 

1. Beispiel. 1st das Kraftfeld in der Ebene vorgelegt, d. h. sind die 
parallelen Knotenkrafte Q durch ihre Richtungslinien, sowie die Auflagerpunkte 
gegeben, so sind damit auch die Auflagerkrafte und die Gesamtkraft in ihrer 
GroBe R = L: Q und durch ihre wagerechten Abstande a, und a, von den Auf
lagern bestimmt. Der Hohenunterschied der Auflagerpunkte sei b, die Abstande 
der aufeinanderfolgenden Kraftrichtungen voneinander (;" (;2 • •• Dann geht die 
Gesamtkraft durch den Schnitt der beiden Stabe 1, und 1k_1' die sich an die 
Auflagerpunkte anschlieBen. Es ist mithin dort 

H (tga, +tgak _ i ) =R~, .... 
a, tg a, + a, tg ak _ 1 = b ) . • • • • . 9) 

also 

9a) 

Kennen wir nun die gesamte Seillange 1 zwischen den Auflagern, so gilt 

L: 1i = 1, + 12 + 13 + ... + 1k_i = 1, • . • • 10) 

oder wegen der bekannten Abstande der Krafte Q von einander 

c 
_c_,_+~+ ... ___ k~=l. 
cos a, cos a2 cos ak _ 1 

Dafur konnen wir auch schreiben 

wahrend fUr die einzelnen Knoten die 

tg a, - tg a2 = ~' , 
Gleichungen 3a), also 

Q2 
tg a2 - tg a. = H ' 

lOa) 

lOb) 

.... 11) 

.. 11 a) 

13* 
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gelten. Setzen wir diese Ausdriicke in 10c) ein, so erhalten wir fiir die einzige 
Unbekannte Heine GIeichung, deren Losung alIerdings recht umstandlich 
ausfaIlt. 

2. Beispiel. 1m Stabdreicck, Abb. 154, mit wagerechter Grundlinie al + a2 , 

und der Hohe h sind die beiden andern Stabe l, und l2 durch Gewichte G, 

Abb.154. 

woraus 

und G2 mit den Hebelarmen cl und C2 um 
die Auflager belastet. Dann entfallt nach 
Verteilung der Lasten auf die Auflager 
und die Spitze auf die letztere die Last 

.. 12) 

mit einem Seitenschub H aus 

H (tgal +tg(2) =H (~+~) = G, 
a, a2 

oder 

H= Gal a2 .= G,cl a2 +G2 c2 a, 12a) hea, +~) hea, +~) . 
Andererseits sind die beiden Iotrechten 
Auflagerkrafte 

V - G2 (a,+a2-c2l+G,c, 12b) 
2- a, +a2 ' 

aus denen sich mit H die Richtungen cI und a" und die GroBe der Gesamt
aufIagekrafte, namlich 

H tga' = V" 
A,=VV,2+H2, 

Htga" = V2 ) 
_1 __ ~ ••••• 12c) 

A 2 = v V22 +H2) 

berechnen. Der Hebelarm x der Gesamtkraft Gl + G2 in bezug auf das linke 
Anflager iet gegeben durch 

(G, + G2) x = Gl C, + G2 (a, + a2 - c2) , • • • • • • • 13) 
oder 

(V, + V2 ) x= (al + a2 ) V2 • 

Schreiben wir dafiir 
xVl=(a, +a2 -x)V2 

xtga'=(a, +a2 -x)tga", .....•... 13a) 

so erkennen wir, daB die Gesamtkraft G, +G2 durch den Schnittpunkt 
der beiden Anflagekrafte A, und A2 hindurchgebt. 

Fiihren wir schlieBlicb noch die· Iotrechten Abstande h, und h2 der 
Schnitte C, und C2 von G, und G2 mit den Kraftrichtungen von A, und A2 
durch 

h ' V1 , = c, tg a = c, H- , 

ein und bilden den Ausdruck 

C2 V2 - C, V, 
H h-c, V, ' 

so wird daraus mit 12a) und 12b) nach einigen Kiirzungen 

a, +a2 - c, -c2 
-------

• • • • • 14) 

...•.. 14a) 
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so daB also die beiden Schnitte von Gt mit At und G2 mit A2 anf 
einer Geraden durch die DreiecksspitzeO liegen. In diesen SchnittenOt 
und O2 findet demnach eine Zerlegung der Lasten G1 und G2 in die Auflager
krafte At, A2 und zwei durch 0 hindurchgehende Knotenkrafte statt, die ent
gegengesetzt gleich sein mussen und darum nach auBen hin nicht in Erscheinung 
treten. Dagegen belasten sie die beiden Stabe, in deren Richtungen die Stabkrafte 

8 t = H cos 1X1 + Vt sin IXt, 8 2 = H cos IX. + V2 sin 1X2 ••• 15) 
und auBerdem noch Biegungsmomente herrschen, die von den hierzu senk
rechten Lastanteilen Gl cos IXI und G2 cos 1X2 geweckt werden und wie in den 
Beispielen des § 43 zu berechnen sind. 7:. 

3. Beispiel. Der Kurbeltrieb, ,~" 
Abb. 155, kann als offenes Stabdreieck ~r, 
mit dem Kurbelarm r und der Schub- j, t: 
stange 1 als Stabe aufgefaBt werden. I r. A)r 

Bezeichnen wir deren Neigungen gegen i rp x 
die Verbindungslinie x zwischen Kur- I?----'. ____ ""'-__ ~"-'--""."".:::-...::..;" 

belmitte und Kreuzkopf mit r und 'P, Abb. 155. Sz 
so ist 

x = r cos r + 1 cos 'P , 
- dx = r sin r dr + 1 sin'P d,1' , 

rsinr=lsin'P \ 
rcosrdr=lcos'Pd'P) , 

16) 

also 
_ ~ = sin r + sin1i'_cos r = ~in (r + '11. 

r dr cOS'P cos 'P 
Nach dem Satze der virtuellen Arbeiten besteht zwischen der im Kreuzkopf in 
der x- Richtung wirkenden Kolbenkraft P und dem Moment T r an der Kurbel 
die Gleichgewichtsbedingung T r d r + P d x = 0, also 

.T_= __ ~=~n(r+'I') =JL, . ....... 16a) 
P rdr COS'll' r 

wenn y das von der Schubstange auf dem Lot in 0 auf x abgeschnittene Stuck 
bedeutet. Danach kann die Drehkraft T leicht zeichnerisch aus P fur jede 
Kurbelstellung r ermittelt werden. Die Stangenkrafte ergeben sich bei 
reibungsfreier Gleitbahn durch Kraftezerlegung zu 

81=~-' N=Ptg1jJ 1 
cOS'P cos (r + 'P) J ' ....... 16 b) 

S =SICOS(CP+'P)=P---·~ 
r cOS'P 

wo N der Normaldruck auf die Gleitbahn ist. 

§ 46. Die Seil- und Stiitzkurve. 
Greift an einem Rnoten eines Stabzuges 
eine Kraft Q mit den Achsenanteilen X, 
Y an, so steht dieselbe mit den benach
barten StabkrliJten S'S", deren Rich
tungen nach Abb. 156 die Neigungswin
kel {}' und {)-" mit der Wagerechten bilden, 
1m Gleichgewicht, so zwar, daB 

S' cos {J/ - S" cos {}" = X, } 
S' sin{}' - S" sin {}" = Y . 1) 

, 
I 

I 
I 
I 
I 
I$.' ~ 

'"--:::. _______ ...J 

Abb. 156. 

Daraus folgt sofort durch Erweiterung mit sin {}", cos {}" bzw. sin {}', 
cos{}' und Abzug 

S' sin ({)" - {}') = X sin {}" - Y cos {}" ) 
S" sin ({)" -1'J.') = X sin {}' _ Y cos {}' f' .... 1 a) 



198 Analytische Statik. 

Erweitern wir dagegen die Formeln 1) mit cos 1}', sin 1}' bzw. cos {F', 
sin 1}" und addieren, so wird 

8' - 8" cos (1)' - 1}") = X cos 1}' + Y sin 1}' 1 
8' cos (1)' - 1}") - 8" = X cos 1}" + Y sin 1}" J' . . . 1 b) 

oder zusammengefaBt 

(8' - 8") [1 + cos( 1}' - 1}")] = X (cos1)' + cos 1}") + Y (sin 1)' + sin 1}"). . . • 1 c) 

Aus 1a) erkennen wir nun, daB der Winkelunterschied 1}' -1}", 
sowie aus 1c), daB der Unterschied der 8' - 8" der beiden 
benachbarten Stabkrafte bei der Willkiir eines Winkels {}' 
oder 1}" unendlich klein werden konnen, wenn auch X mit 
Y selbst unendlich klein wird. In diesem FaIle der Knoten
belastung durch ein Kraftelement findet also ein stetiger Dber
gang der beiden Stabe und ihrer Krafte unter Aufrecht
erhaltung ihrer Drehbarkeit gegeneinander statt. Diese Dber
legung gilt sofort, wenn wir die Zahl der Stabe unter gleichzeitiger 
Verkiirzung derselben zu Elementen d 8 unendlich vergroBern, fUr 
den ganzen Stabzug, der damit in eine stetig gekriimmte Seil
kurve mit vollkommener Drehbarkeit der Linienelemente gegen
einander iibergeht. Urn zu entscheiden, ob hierbei noch Querkrafte 

H 

v 

dY senkrecht zu 8 auftreten, betrach-
ten wir, Abb. 157, ein Seilele
ment d 8 mit den Achsenrissen 

dy 

T 

Abb.157. 

H-dH dx und dy, an dessen Mitte 
die auBeren Krafte dX und dY 
wirken. Dann liefert die Mo
mentengleichung in bezug auf 
einen Endpunkt 

- Td8=t(dydX - dxdY), 2) 
also einen Betrag, der unendlich klein zweiter Ordnung ist, so daB 
also T selbst unendlich klein erster Ordnung ausfiiIlt und folglich 
gegen 8 selbst vernachliissigt werden muB. In einem vollkommen 
biegsamen Seile herrscht also lediglich eine Kraft in der 
Tangentenrichtung, die ihrerseits in einen wagerechten und senk
rechten Bestandteil H und V derart zerfallt, daB 

8 cos 1} = H, 8 sin 1} = V, V = H tg If . . . 3) 

ist. Das Gleichgewicht dieser Kraftanteile mit der auBeren Kraft 
am Element bedingt femer nach Abb. 157 

dH+dX=O, dV+dY=O, ...... 4) 
also im Sonderfalle einer nur lotrechten auBeren Kraft mit 
dX = 0, dH = 0, d. h. einen iiber das ganze Seil gleichen 
Seitenzug und daher mit 3) 

dV dtg1} d2 y d2 y dY 
dx =Hax-=H dx2 ' oder H dx 2 +dx =0, .. 4a) 



Die Seil- und Stiitzkurve. 199 

oder unter Einfiihrnng der lotrechten Belastung der Langeneinheit 
des Grundrisses durch 

dY=qdx, . 4b) 

Kennt man demnach die Form der Seilkurve, d. h. y = f(x) , so be
stimmt sich aus 4b) die Belastungskurve q=F(x), wahrend aus 
der letzteren die GIeichung der Seilkurve durch zweimalige Integration 
hervorgeht. Es gehort also zu jeder Seilkurve eine lotrechte 
Belastungskurve. An Stelle von 4b) kann man auch unter Ein
fiihrung des Kriimmungsarmes e schreiben 

H 
ecos:l~-+q=O, ......... 4c) 

was fiir manche FaIle bequemer ist. 
Steht ferner die auBere Kraft iiberall senkrecht zur Seilkurve, 
so haben wir d X cos'!'} + d Y sin'!'} = 0 , . . . . . . . . 5 ) 

auch wegen 4) und 3) also 

dHcos'!'}+dVsinIt= ~ (H dH + VdV) =dS =0, .. 5a) 

d. h. in einem nur normal, sonst aber beliebig veranderlich 
belasteten Seil herrseht iiberall dieselbe Tangentialkraft. 
In diesem FaIle diirfen wir aueh an Stelle von 5) schreiben 

_dX =_ dY =dP, 
sin {} cos ~ 

oder nach Division mit ds wegen dscos'!'}=dx, dssin'!'}=dy 

dX dY dP 
dy=-a:;;=Ts=P, . ...... 5b) 

wo p die belie big veranderliche Normalbelastung der Langen
einheit des Seilbogens bedeutet. Damit wird aber in 4) 

dH=-pdy = - pdssin'!'} , dV=pdx =pdscos'!'} 

und nach 
S=konst. 

Differentiation der ersten beiden Gleichungen 

- S sin'!'} d,!,} = dH = - pds sin'!'} 
S cos'!'} d{} = d V = p ds cos'!'}, 

3) mit 

also nach Einfiihrung des Kriimmungsarmes durch ds = e d,!,} 

S=pe, ........... 6) 
d. h. die Kriimmung einer nur normal belasteten Seilkurve 
ist an jeder Stelle der dort herrschenden Belastung ver
haltnisgleich. 

Schreiben wir an Stelle von 6) 

....... 6a) 
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so erkennen wir, daB auch hier die Formen der Belastungskurve 
und der Seilkurve sich gegenseitig bedingen. Wahrend nun 
die ersteren einfach durch Differentiation aus der Seilkurve y = f(x) 
gewonnen wird, hat man im umgekehrten FaIle bei vorgelegter Be
lastungskurve p mit 

dy , 
dx=Y' 

d2 y dy' 
dx2 =dx' 

d ' ~dY=Y'dy' 
dx. ' 

aus 6 a) nach Erweiterung mit dy 

8 ' d ' 1 
pdy=-y--y 3 =-8d(1+y'2f"2, 

(1 + '2)"2 oder . integriert y 

J pdy= 0- 8(1 +Y'2f~ = 0- 8cosl). • .. 6b) 

Die Ausfiihrung der Rechnung gestaltet sich besonders einfach, wenn 
p = F(y) vorgelegt ist, was im FaIle eines FI iissigkeitsdruckes 
unter Wirkung der Schwere an der Erdoberflache stets zutrifft. 

SchlieBlich sei noch bemerkt, daB die vorstehenden Betrachtungen 
auch fiir Stii tzkurven unverandert gelten, die sich dann allerdings, 
auch wenn sie aus lauter festen, gelenkig verkniipften Elementen 
kettenartig zusammengesetzt sind, unter der Einwirkung tangentialer 
Druckkrafte an Stelle des Seilzuges, nur im labilen Gleichgewichte 
befinden, falls nicht wie bei GewOlben Reibungswiderstande, die wir 
bisher vernachlassigten, zu Hilfe kommen. Man erreicht dies sicher 
durch Aneinanderreihen von Wolbsteinen mit gegeneinander etwas 
geneigten Seitenflachen, deren Spuren (Fugen) im GewOlbeplan die 
Normalen zur Stiitzlinie bilden, sich also in ihren Kriimmungsmittel
punkten schneiden. Dabei geht natiirlich die Drehbarkeit der Langen
elemente der Stiitzlinie gegeneinander, die unseren Darlegungen zu

grunde lag, zugunsten der Stand
festigkeit verloren, was vom prak
tischen Standpunkt nur erwiinscht 
sein kann. AuBerdem aber miiBte 
man streng genommen fUr jede Stelle 
WOlbsteine mit anderer Neigung der 
Seitenflachen bei gleicher Dicke in 
der Wolbrichtung oder bei gleicher 
Neigung solche mit verschiedenel' 
Dicke verwenden. Meistens begniigt 

Abb. 158. man sich, bei nicht vollig kreisfOr-
miger Stiitzkurve mit der V erwen

dung zweier Arten von WOlbsteinen mit zwei Kriimmungsarmen, 
ersetzt also die Stiitzlinie durch mehrere tangential aneinander
stoBende Kreisbogen und bezeichnet ein derartiges Gebilde als einen 
Korbbogen, Abb. 158. Dieser muG dann so angeordnet werden, 
daB die der wirklichen Belastung entsprechende Stiitzlinie zwischen 
der oberen und unteren Begrenzung des Gewolbes verlauft, damit 
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die Stiitzkraft iiberall von den Stein en aufgenommen werden kann. 
Dies ist dann hinreichend gewahrleistet, wenn an den Dbergangs
stellen und den Enden die Kreisbogen die Stiitzkurve beriihren. 

1. Beispiel. Bei einem lotrecht bela
steten Kreisbogen yom Halbmesser r als 
Seil- oder Stiitzkurve ist nach 4c) mit e = r 

H qo ---- ---- 7) 
r cos3 {) - cos3 {}' • 

worin H:r=qo die Belastung im Schei
tel bedeutet. Die hierdurch gegebene Or
dinate der Belastungskurve laBt sich nach 
A. Ri tte r 1) leicht zeicbnerisch ermitteln, 
wenn wir in Abb. 159 AB = Yo auf dem zum 
Winkel {) gegen das Scheitellot geh6rigen 
Halbmesser der Stiitzlinie AA' auftragen. 
Dann ist mit dem Raumgewicht y der Masse 
iiber der Stiitzkurve, also qo = Y Yo 

AC=~ cos {) , 

E / 

// 

Abb.159. 

I 
I 

I 
I 
I p'1o>rr 

Die Wiederholung dieses Verfahrens liefert sofort die punktiert eingetragene 
Belastungskurve bezogen auf die Stiitzlinie als Basis. Deren 
Gleichung ist mit M F = x, E F = z = y + r cos {} 

z = -y~ {) + r cos {) , 
cos 

also im Scheitel fiir {) = 0 

x =r sin {}, . ..... 7b) 

..... 7 c) 

(dz) =0, 
dx 0 

( d2 z,.) .-- (~y() -1)". 
dx' 0 r r 

...... 7d) 

Der letzte Wert verschwindet fUr 3 Yo = r entsprechend einer verschwindenden 
Kriimmung im Scheitel, wahrend fUr 3 Yo ~ r die Belastungskurve im Scheitel 
eine der Stiitzkurve entgegengesetzte bzw. gleichgerichtete Kriimmung besitzt, 
wie aUs den verBchiedenen Kurven der Abb. 159 zu ersehen ist. Aus diesem 
Verlauf erkennt man, daB daB flache Kreisbogengewolbe angenahert alB Stiitz
linie fiir eine in bezug darauf gerade wagerechte Belastungskurve benutzt 
werden kann, wenn 

1 = 3yo = ~EQ = 3 _~ . . 
r y r y r2 

........ 8) 

wird, womit sich bei bekanntem r der Seitenschub zu H = "-; berechnet. 

Nun ist bei einem Gew61be stets die Spannweite l, d. h. die Sehne des Kreis-

1) A. Ritter, Lehrbuch der Ingenieurmechanik, 3. Aufl. Leipzig 1899, 
S.340. 
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bogens AB und die Tiefe h=AO der Au£lagerpunkte (sog. Kampfer) unter 
der Belastungsgeraden gegeben, also ist nach Abb. 160 mit 8) 

8a) 

.•. 8b) 

Von diesen Werten entspricht, wie man so fort nach VernachHissigung des nach 
Voraussetzung kleinen Bruches 12: h2 erkennt, der groJ3ere T1 = 3 h der Stiitz

kurve AB mit der schraflierten Belastung ABOD, 
der kleinere T2 = ~ . h dagegen der Seilkurve A1 B1 
mit der Belastung A1 B1 0 D, fiir die alsdann A1 0 = B1 D 
= h zu setzen ist. 

2. Beispiel. SolI die Belastung gleichformig 
iiber die ganze Spannweite verteilt sein, so ist 
in Gl. 4 b) q ein Festwert qo, also 

d2 y % 
dx2 - H' dx =-jjx+Ol> dy qo ) 

Y =_~X2+0 x+O 1.H 1 2 

, ... 9) 

Abb. 160. d. h. die zugehorige Stiitz- und Seilkurve ist eine 
Para bel. Legen wir die Bezugsachse durch die beiden 

Auflagerpunkte, die urn die Spannweite 1 entfernt sich in gleicher Hohe be-

linden mogen, so wird fiir x=O, y=O und fUr x=-~., :~ =0, y=h 

dy =!L (-"- _ x) 
dx H 2 ' 

- % (1 2) y-1.H x-x, H= qo1~ 
8h' 

. 9a) 

d. h. der Seitenschub oder -zug der parabolischen Stiitz- bzw. 
Seillinie wachst mit dem Kehrwert der Pfeilhohe. 

3. Beispiel. 1st ein Seil nur durch sein Eigengewicht, das auf 
die Langeneinheit qo betragt, belastet, so entialIt auf das Bogenelement ds die 
Kraft d Y = - qo ds, also ist nach 4) d V = qo ds und wenn wir vom Scheitel 
aus die BogenIange rechnen, wo nach 3) V = 0 ist 

dy 
V=qos=H di" ........... 10) 

Mit der Abkiirzung H: qo = a wird daraus 

dy s 
dx a 

ads 
dx = .10,2 -= s' ' 

. ~ I 

also integriert 

y - c = V a2 + S2 , ( s 1/-82) 
x = a 19n -a,- + r 1 + a2 ' lOb) 

wenn der Scheit'el auf der y-Achse liegen soll, Abb. 161. Sein Abstand vom 
Ursprung ist mit s = 0 alsdann Yo = c + a. Da ferner nach lOa) 

d2 y 1 ds vs2+a2 

dx2 =-a,- dX=---a,2-
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ist, so wird der K r ii m m u n gsa r m der Seilkurve 

[1 + (~~r]~ a2+s2 
(]=--- dey = a ...•.•... 10e) 

!lx' 
mit (] = a fur s = 0, so daB also der Beiwert a den Krummungsarm im Seheitel 
der Seilkurve angibt. Die gesuehte Gleiehung der Seilkurve ergibt sich 
schlieBlieh nach Ausschaltung von s aus den beiden Formeln 10 b) zu 

a a -Ii . x ( XX) 
y - C = T e + e = a [01 a . . 11) 

Diese genugt ofIenbar der Differentialgleichung 

y-c 
a'i!. -- , •• Ha) 

die wir aueh durch AURBchaltung der Wurzel aus den 
Formeln lOa) und lOb) fiir dx und y - c und Ein
fuhrung in die mit dY = - qo ds aus 4a) hervorgehende 
Gleichung d2 y ds 

H dx2 =qo dx 

gewinnen konnten. Danach ist aber 
q 2 

-dY = dV = qo ds=-'k (y- c) dx 

I' l ----1 r-'- -- -- I yz 
I b 

!I, - j 

X 
1 

Yo 

o 
Abb. 161. 

. 11 b) 

entsprechend einer geraden wagerechten Belastungskurve (vgl. Bei
spiel 2) iiber der alsdann gewichtslos gedachten Seilkurve, so daB unser Ergebnis 
auch fur diesen Fall unbeschrankt giiltig bleibt. Aus der Verbindung von 11) 
mit der erst en Gl. 11 b) folgt weiter unter Ausschaltung von y - c 

a (~-~-) . X 
S = -2 e - e = a ®m a . .... . . . . 11 c) 

Sind nun, wie stets in der Praxis, der Hiihenunterschied b der Aufhiingepunkte 
die Spannweite lund die ganze Seilliinge So gegeben, so hat man, da der An
fangspunkt 0 unter dem Scheitel liegt, fur die Achsenabstande 

also 

oder 

Aus dieser transzendenten Gleichung ergibt sich schlieBlich der noch unbekannte 
Wert a = H qo durch Probieren oder auf zeichnerischem Wege als Schnitt der 
Kurven 

~. I 
Z= I:Otn ---

2a 
und ... 12a) 
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wobei zweckmiU3ig l:2a als Abszisse gewiihlt wird. Damit ist dann auch der 
Seitenzug H bei vorgelegtem Seilgewicht qoso=G und die Seilspannung. 

H Hds H -- _~ 
8=--=--=-Va2+s2=q V a2 + s2 •• cos .0 dx a 0 

12b) 

an jeder Stelle bestimmt. 
4:. Beispiel. 1st eine einfach gekriimmte gewichtslose Haut, deren Spur 

in der Zeichenebene als Seil aufgefaBt werden kann, durch Fliissigkeitsdruck 
belastet, der stets normal zur Hautfliiche wirkt, so haben wir in Gl. 6 b) mit 
dem Abstand Y des Hautelementes von der ebenen Fliissigkeitsoberfliiche 

P=)'Y •••••.•••..... IS) 

zu setzen, wo)' das Raumgewicht der Fliissigkeit bedeutet. Damit wird aus 6b) 
mit der Scheiteltiefe Yo fUr .0 = 0 

)'(yg-Y02)=28(I-COSU)=48sin2 : ' ...... ISo.) 

oder do. der Seitenschub bzw. -zug H = 8 cos I} 

H =8 _.L (y2 - Y02). . . ...••.. ISb) 
2 

Andererseits folgt aus 6) fiir den Kriimmungsarm 
8 

8=)'Ye=)'Yoeo, e= .... ISc) 
1/ 2+4 8 . gl} )' V Yo -;; sm "2 

und fiir den Kriimmungsarm e' der Evolute der Seilkurve 

, de - 8 2 sin I} 
e=d.o= 2( 2+48 .gl})l!' ....•. ISd) 

)' Yo -sm - 2 
)' 2 

der fiir .0 = 0 und ± % verschwindet, so daB also den Scheiteln der Seilkurve 
Scheitelwerte ihres Kriimmungso.rmes und Spitz en ihrer Evolute entsprechen. 
Die Gestalt der Kurve ist alsdann durch die Verhiiltniszahl 

)':02 =!: =0:2 .. ... . ... 14) 

gegeben, mit der die vorstehenden Formeln iibergehen in 

(JL)2=1+40:gsin2~ H =1 __ 1 (Jt-l)}. 
Yo 2 ' 8 20:2 Yo2 
e 0:2 e' (X4 sin I} • . • • 140.) 

Yo VI + 4 0:" sin2 : • Yo = (1 + 4 0:" sin" :) . 

Dazu kommen dann noch die Ausdriicke 
ds= e dl}, dx= ds cos .0 = e cos I} d.o= e d (sin I}), .•.. 15) 

aus denen sich no.ch Ermittlung von e: Yo fiir verscbiedene Winkel die zu
gehorigen vom Scheitel aus gerechneten Werte von s: Yo und x: Yo durch 
graphische Integration oder durch Niiherungsrechnung fiir kleine Winkelunter
schiede unter Benutzung von Mittelwerten fUr e: Yo belie big genau bestimmen 
lassen. Bezeichnen wir 

fiir die Winkelunterschiede I}l - 0, I}" - I}l , .03 - I}., 
die Mittelwerte mit el' e. , ea, 

so wird aus 15) 

s=el I}l +eg (I}. -.01)+ ea (I}s -I}.)+... ) 
x = el sin I}i+ e2 (sin I}g - sin I}J + ea (sin .oa - sin I}.) + .. .J. . . . 150.) 
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Auf diese Weise erhalten wir z. B. fiir die Winkelunterschiede von 300 und 
600 und ,,9 = 1 

fiir 190= 0 
arc19o=O 

1L=1 
Yo 

~=1 
Yo 

~=O 
Yo 

~=O 
Yo 

60 0 

1,05 

{'i 

1 

{2 

0,77 

0,75 

90 0 

1,57 

{s 

1 

V3 
0,86 

1,05 

120 0 

2,09 

2 

1 
"2 

0,79 

1,31 

180 0 

3,14 

1 

{fi 
0,39 

1,78. 

Die diesen Werten entsprechenden kongruenten Gestalten der Stiitz- und Seil
kurve sind in Abb. 162 fur gleichen AuBen- und Innendruck unter Einzeich
nung der Evolute dargestellt. Beide 

---~ ?:-- -----------=-----Kurven unterscheiden sich nurdurch --::-- ----- ~------~-=-=-

das verschiedene Vorzeichen von p ~-_ il--=- Jt~=! ~~ ~~ 
bzw. l' und S und konnen auch an 
beliebigen Stellen, z. B. fUr 190 = ± 900 

an feste Wiinde angeschlossen werden, 
so daB beliebige Stiicke von ihnen 
diezugehorigen Seil- und Stiitzkurven 
bilden. 

Abb.162. 

!/o=f 

Fur ein hiingendes Seil mit 
Fliissigkeitslast iindert eo sein Vor
zeichen, also nach 14) auch die Ver
hiiltniszahl ,,9 in den Gleichungen 14a). Der Betrag von ,,2 folgt aus einer vor
gelegten GrElnzbedingung. Verlangen wir z. B., daB der Flussigkeitsspiegel 
Y1 = 0 das Seil unter dem Winkel 1901 schneidet, so ergibt die erste GI. 14a) 

-1 = 4,,9 sin9 1901 

2 ' 
(JL)9 = 1- (Sin :)2, 

Yo . 1901 
sm "2 

Auf diese Weise erhalten wir mit Yo = 1 nach Ritter a. &. O. 
{} = 60 0 ",2 = 1 = - eo 

90 0 ,,2=-i=-eo 
120 0 ,,2 = -~- = - eo 

die in Abb. 163 dargestellten Seilkurven, die naturlich fur AuBendruck in Stutz
linien ubergehen. 1st die Kriimmung nur schwach, die Seilspannung nach 6) 

also sehr groJ3, so kann 
Stelle von 6a) auch 

Abb.163. 

unter Vernachliissigung von (~~) 9 = tg2 190 gegen 1 an 

d2 y p 1'Y 
dx2 S S ............ 6c) 
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geschrieben werden, woraus dano wieder die gemeine Seilkurve des 3. Beispiels 
ala Naherungsform hervorgeht. 

5. Beispiel. Wirkt auBer dem Fliissigkeitsdruck p noch das 
Eigengewicht go der Langeneinheit des Seiles, so ist 

dX=pdy=-dH, dY=-pdx-gods, ...•• 16) 

also wegen dX cos 0> + dY sin 0> + dS = 0 und dy cos 0> - dx sin {} = 0 in der 
Tangentenrichtung dS = gods sin 0> = gody. • . 16a) 

Daraus folgt mit p = )' y, sowie mit den Scheitelwerten y = Yo, So = H 0 fUr 
{}=o 

H=Ho-i-(y2_ y02) }.. . 16b) 

S=Ho+go(y-yo) 

Ferner ist H=Scos{}, dH=dScos{}-SsinO>dO>, folglich mit edO>=ds 

S = e (p+ go cos 0» = e (),y+ go cos {))} 16c) 
So =Ho= eo ()'Yo + go) 

H Ho- ~ (y2_Y02) 
cos 0> = - = , . . . . . . . . 16d) 

S . Ho + go (y - Yo) 
oder mit den Abkiirzungen 

~=P .......... 17) 
)'Yo 

umgekehrt 

JL = _ p cos {} ± llU + p cos 0»2 + 4 ,,2 sin2 : ' • Yo V ~l 17a) 

sowie aus 16c) und 16b) 

17b) 
Yo JL + p cos 0> 

Yo 
Mit Hilfe dieser Formeln kann unter Binzuziehung der auch hier giiltigen 
G1. 15a) die gesuchte SeiI- oder Stiitzkurve wie oben aus Kreisbogenstiicken 
fiir bestimmte Winkelunterschiede zusammengesetzt und aufgezeichnet werden, 
woraus ganz aholiche Formeln wie im letzten Beispiel bei entsprechenden 
Grenzbedinaungen hervorgehen. 

Von Sonderfallen, unter denen nach 17b) auch Kreisbogen moglich sind, 
sei nur derjenige angemerkt, der sich aus der Bedingung 

)' Yo + % = 0, d. h. P = - 1 , 
Ho = 0, ,,2 = 0 , 

d. h. fiir den Fall des Ausgleiches des Fliissigkeitsdruckes von unten 
durch das Seilgewicht im Scheitel ergibt. Damit erhalt man aus 17a) 
mit dem hierfiir allein zulassigen positiven Vorzeichen der Wurzel y = Yo, also 
eine spannungslose wagerecht,e Gerade als SeiIkurve. 

x. Graphische Statik. 
§ 47. Zusammensetzung und Zer]egung von Kraften und Krafte

paareo. Da der AngrifIspunkt einer Kraft an einem starren Gebilde 
in der Kraftrichtung selbst beliebig verschoben werden kann, so 
erfolgt die Vereinigung zweier Krafte zweckma.Big lIn Schnitt
punkte ihrer Richtungsgeraden zu einer Gesamtkraft nach der Vektor-
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regel. Dieses einfache Verfahren versagt beiParallelkraf ten, Abb.164, 
kann aber mittel bar hierauf nach Hinzufiigung zweier entgegengesetzt 
gleicher Krafte Niibertragen wer
den,die mit den vorgelegtenParal
lelkraften Q1 und Q'J die sich im 
Punkte P schneidenden Krafte Rl 
undR'J bilden, so daB dieRichtung 
der Gesamtkraft R = Q1 + Q2 , 

in der die Zusatzkrafte N nicht 
mehr erscheinen, durch P hin
durchgeht. Aus der AhnIichkeit 
der inAbb.164 gleichartig schraf
fierten Dreiecke folgt dann mit 
AP1=a, AP2=b, AP=c 

Q1 c Q2' c 
N=a' N=b' 

oder Qla=Q2b.. ....... 1) 
Bezeichnen wir weiter die Lote von irgendeinem Punkte 0 der Kraft
ebene auf die Krafte Q1 und Q2 und die Gesamtkraft R = Q1 + Q2 
mit 11 , 12 und 1, so ist der Neigungswinkel fJ der Linie PI P'J gegen 
diese Lote bestimmt durch 

a cos fJ = 1 - 11' b cos fJ = 12 -1, 
womit 1) unter Wegfall von cos fJ iibergeht in 

Q1 (1 -11) = Q2 (12 -. 1), 

oder Q1 11 +Q2l2=(QI +Q2)l=R1 . .•... la) 
in Dbereinstimmung mit dem friiher abgeleiteteu Hebelgesetz. 
Sind die Parallelkrafte entgegengesetzt gleich, bilden also ein Krafte
paar, so erhalt man auch nach Hinzufiigung beliebiger Zusatzkrafte N 
keinen Schnittpunkt, da wegen Q1 + Q'J = 0 in 1 a) mit verschwin
dender Gesamtkraft R deren Richtungslinie ins Unendliche riickt. E in 
Kriiftepaar laBt sich also nicht 
zu einer Gesamtkraft vereinigen. /1'" 

Die Zerlegung einer vorge- / k::~~ 
legten Kraft in zwei parallele .R. / N- -::v/ , ..... 

~- / /'..... ....., Pz 
Teilkriifte nach der Vektorregel ist / '< / ' ..... / / .... k ...... ~ unendlich vieldeutig und wird erst be- /,' I h ..... " Z 

stimmt nach Angabe der Einzel- If / /" a 
richtungen oder zweier Punkte / 
auf den Richtungsgeraden. Ver- Q, / 

I 

binden wir alsdann die beiden Punkte Abb 165 
PI undP2 mitirgendeinemPunktePauf . . 
der vorgelegten Kraft, Abb. 165, und zerlegen sie dort nach den Rich
tungen PP1 und PP'J' so sind Rl und R'J die durch diese Punkte 
hindurchgehenden Teilkrafte, die indessen noch die entgegengesetzt 
gleichen, wegen der beliebigen Lage von P noch willkiirlichen Be
standteile N parallel PI P 2 enthalten. Da diese sich aber aufheben, 
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so bleiben nurmehr die beiden Einzelkrafte Q lund Q'J iibrig, welche 
durch die Beziehung 1), sowie durch QI + Q2 = R miteinander 
derart verkniipft sind, daB 

R·b 
QI = a+b' 1 b) 

ist. Zeichnerisch ergeben sich beide Teilkrafte in Abb. 165 durch 
Ziehen von Parallel en zu P Pl und P P2 , durch den Schnitt der 
Richtungslinie der vorgelegten Kraft R mit den Parallel en zu Pl P2 

durch Rl und R'J' die dann auf den Parallelen zu R durch Pl und P2 

die gesuchten Krafte QI und Q2 abschneiden. Noch einfacher ge
langt man zum Ziele durch die in Abb. 166 dargestellte Konstruk
tion mit Hilfe eines Parallelogramms aus PI P2 = a + b und der vor
gelegten Kraft R. Dann sind die Abschnitte der Diagonalen auf 
der Kraft R schon die gesu!3hten Einzelkrafte QI und Q2' wie sich 
aus der Ahnlichkeit der zugehorigen Dreiecke ergibt. Damit ist zu
gleich die Aufgabe der Verteilung einer Kraft auf zwei Punkte einer 
Strecke gelost, von dem man in der Theorie der Fachwerke 
zum Zwecke der Gewichtsverteilung auf AI 
die Knoten vielfach Gebrauch macht. 

Abb. 166. Abb. 167. 

Vereinigen wir eine vorgelegte Kraft Q mit einer beliebigen 
Kraft N und fallen von einem Punkte 0 auf der Richtungslinie der 
letzteren die Lote h und l auf Q und die Gesamtkraft R aus Q 
und N, Abb. 167, so folgt aus der Parallelitat der Geraden QR zu N 
die Flachengleichheit der Dreiecke OPQ = OPR, also 

Qh=Rl, .....•..... 2) 
d. h. die Gleichheit der Momente von Q und R in bezug 
auf O. Wenden wir dieses Verfahren auf ein Kraftepaar an, indem 
wir den Punkt 0 z. B. auf die Richtungslinie einer der Einzelkrafte 
des Paares legen und dort, wie auch im beliebigen Punkte P der 
andern Kraftrichtung die entgegengesetzt gleichen Zusatzkrafte an
bringen, so gilt die Gl. 2) ohne weiteres auch fUr die beiden Krafte
paare Qh und Rl. Danach kann ein Kraftepaar beliebig in 
seiner Ebene verschoben und verdreht werden, wenn nur 
das Moment keine Anderung erfahrt. 

SoIlen die Einzelkrafte eines Paares durch zwei gegebene Punkte 
PI P2 hindurchgehen, so wendet man zweckmaBig die in Abb. 166 
dargestellte Konstruktion zur Verteilung jeder Teilkraft des Paares an. 
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Sind ferner zwei Krii.fte Q1 und Q2 in Abb. 168 zu einer Gesamt
kraft R vereinigt, so sind die Momente in bezug auf einen Pol 0 
mit den Laten II' 12 und I auf die Krafte gleich den doppelten 
Dreiecksflachen OPQl' OPQ2 und OPR. Diese haben aber die Strecke 
OP=P gemein, so daB mit den Laten hI' h2 und h von Ql' Q2' 
R auf OP: Ql11=Phl' Q,)~=Ph2' RI=Ph und wegen 
hI + h2 = h schlieBlich 

Qlll+Q212=R.I, .....•... 3) 

d. h. die Summe der Momente belie big gerichteter Krafte 
ergibt das Moment der Gesamtkraft. Gehen nun durch 0 zu 
Ql' Q2 und R entgegengesetzt gleiche Krafte, die mit den ersteren 
zusammen drei Kraftepaare bilden, so ist dieser Satz auch unmittelbar 
auf dieseiibertragbar,d. h. zwei Kraftepaare in einer Ebene setzen 

I. 

/ 
/ 

/ 

/ 
/ 

/ 

/ 
/ 

/ 
I 

Abb. 168. 

p sich zu einem einzigen Kraftepaar 
zusammen,dessen Moment die Summe 
der Momen te der Einzel paare darstell t. 

Abb. 169. 

Das Moment einer Kraft wird hiernach ganz allgemein durch 
die Flache des Kraftvektors mit dem Lot vom Pol auf demselben 
dargestellt. Denken wir uns die Kraft Q in Abb. 169 durch zwei 
gegen sie geneigte Kriifte 8 1 8 2 aufgehoben, so bilden diese mit ihr 
ein geschlossenes Kraftdreieck mit der Hohe H auf Q, die selbst 
eine Kraft darstellt. Die Richtungslinien der beiden Teilkrafte 8 1 

und 8 0 schlieBen nun einen Winkelraum mit der Spitze auf Q ein, 
der mit einer Parallel en zu Q im Abstande x von der Spitze ein 
Dreieck begrenzt, welches dem Kraftedreieck ahnlich ist. Mithin 
besteht fUr die zwischen den Kraftrichtungen liegende Strecke M 
der Parallelen die· Beziehung 

li lT = Qx ) 
'L H' •...•...... 4 

so daB also M dem Moment der Kraft Q in bezug auf jeden Punkt P 
auf der Parallelen verhaltnisgleich ist. Man bezeichnet daher den 
in Abb. 169 schraffierten Winkelraum als die Momentenflache der 
Kraft Q, deren beide Halften entsprechend dem Drehsinn des durch 
sie bestimmten Momentes verschiedene Vorzeichen und verschiedene 
Schraffur aufweisen. Sind zwei Kriifte Q1 und Q2 vorgelegt, 
Abb. 170, so gehort jede einer Momentenflache zu, die sich nach 

Lorenz, Techn. Physik T, 1. 2. Auf!. 14 
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Abb. 170 unter Zuhilfenahme eines Krafteckes verelmgen lassen. 
Dadurch entsteht unter Aufhebung des zwischen den Linien 8 1 8 2 8 3 

eingeschlossenen doppelt schraffierten Dreiecks durch entgegengesetzte 
Vorzeichen ein neuer einfach schraffierter Winkelraum als Momenten

"p 
"I 

/11 
/1, 
'/' I 

/ I So 
l ,. I 

/Sz/Sz' 

Abb.170. 

Hache der Gesamtkraft R, die durch dessen 
Spitze und den Schnitt P der beiden Krafte 
Qi und Q2 hindurchgeht. Das gilt auch 
ohne weiteres fiirParallelkrafte, deren 
Gesamtkraft Qi + Q'J aIsdann auch in 
ihrer Richtung und durch die Spitze des 
Winkelraums in ihrer Lage vollig bestimmt 

Abb.171. 

ist. Liegt ein Kraftepaar vor, so nimmt das in Abb. 171 darge
stellte Krafteck die Gestalt eines Parallelogramms an, und die beiden 
Winkelraume der Einzelkrafte uberschneiden sich derart, daB vermoge 
derverschiedenen durch die Schraffur ausgedruckten Vorzeichen nur noch 

p 

Abb.172. 

ein Parallelstreifen ubrig bleibt, der 
ein in der ganzen Ebene unveran
derliches Moment, namlich das des 
Kraftepaares, darstellt. 

Sind schlieBlich die Angriffspunkte 
Pi und P2 zweier Krafte Qi und Q\I ge
gebeu, so kann man durch diese und 
ihren Schnittpunkt P einen Kreis zeichnen, 
der die Gesamtkraft R im Punkte Po 
trifft, Abb. 172. Drehen wir nun beide. 
Krafte an ihren Angriffspunkten um 
denselben Winkel a, so wandert ihr 
Schnittpunkt von P nach P' auf dem 
Kreise, auf dem 1: Pi P P2 = 1: Pi P' P2 

Peripheriewinkel iiber demselben Bogen 
darstellen. Aus demselben Grunde ist aber 

auch 1: Pi PPo = 1: Pi P'PO' d. h. die Gesamtkraft R geht auch 
nach der Drehung der Einzelkrafte durch denselben Punkt 
Po und erfahrt dieselbe Drehung wie diese. Den Punkt Po be
zeichnetman wohl als den astatischenMittelpunkt der beidenKrafte. 
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1m FaIle paralleler Krafte QI und Q2 rucken die Punkte P 
und P' ins Unendliche, so daB der Kreis in eine Gerade PI P2 uber
geht, auf der dann der astatische 
Punkt Po liegt. 

§ 48. Das Krafteck und Seileck. 
Sind mehr als zwei Krafte mit ver
schiedenen Angriffspunkten und Rich
tungen gegeben, so kann man zunachst 
zwei derselben nach der Dreiecksregel 
an ihrem Schnittpunkt vereinigen, dann 
die vereinigte Kraft mit der dritten 
vorgelegten in derselben Weise zusam
mensetzen und so fortfahren, bis alIe 
Krafte auf eine Gesamtkraft R zuruck
gefiihrt sind. Die Vereinigung der Krafte 
erfolgt zweckmaBig in einem dane ben 
gezeichneten Krafteck, Abb. 173, in dem 
8 2 , 8 a ..• die nacheinander zuammen

5 

Abb. 173. 

gesetzten Krafte nach GroBe und Richtung darstellen, denen dann 
im vorgelegten Kraftebild Gerade zwischen den Kraftrichtungen 
entsprechen. Diese konnen, da immer zwei der 8 mit einer Kraft Q, 
z. B. 82 und 8a mit Qa im Gleichgewicht 
stehen, als durch die Krafte 8 gespannte 
gewichtslose Seile und darum ihre 
Schnittpunkte mit den Kraftriehtungen 
als Knoten derart aufgefaBt werden, 
daB sie mit den Richtungen der ersten 
Kraft Q und der Gesamtkraft Rein als
dann im Gleichgewicht befindliches S e i 1-
eck bilden. Das dazu gehorige Krafteck 
unterseheidet sieh nicht von einem sol
chen fUr Krafte mit gemeinsamem An
griffspunkt und deutet nur an, daB jede 
Einzelkraft Q mit allen ubrigen und der 
Gesamtkraft R fur sieh, d. h. ohne Ruck
sicht auf die in ihm dureh sog. Seil
strahlen dargestellten Seilkrafte 8 im 
Gleichgewicht ist. 

Da dieses Verfahren fur Parallelkrafte 
versagt, so schlug Culmann vor, die 
aus dem Krafteck hervorgehende Ge
samtkraft R durch zwei Seilkrafte zu er-
setzen, die mit ihr einKraftedreieck bil- Abb.174. 
den, im ubrigenaberwillkurlich sind. Dies 
wird erreicht durch willkurliche Wahl eines Punktes 0 im Krafteck, des 
sog. Kraftepols, der mit dessen Ecken durch gerade Seilstrahlen ver
bunden wird, welche nach dem Vorstehenden samtlich Seilkrafte 8 dar
stellen. Zieht man nun von einem beliebigen Punkt P, Abb.174, des vor-

14* 
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gelegten Krafteplans ausgehend zu den Seilstrahlen 8 Parallele 
zwischen je zwei zugehorigen Kraften, so erhalt man ein Seileck, 
dessen beide SchluBlinien den Ersatzkraften 8 0 und 8 5 der Gesamt
kraft R parallel laufen und sich in einem Punkt der Richtungslinie 
derselben schneiden. Man hat also nur erst diese Gesamtkraft, 
deren GroBe und Richtung durch das Krafteck gegeben ist, durch 
diesen Schnitt hindurchzulegen, um mit der Gesamtgegenkraft das 
Gleichgewicht des ganzen nunmehr geschlossenen Seilecks her
zustellen. 

Es kann aber auch der in Abb. 175 dargestellte Fall eintreten, 
daB die vorgelegte Kraftegruppe mit geschlossenem Kraft
eck keine Gesamtkraft besitzt, ohne daB sich aIle Krafte 
in einem Punkt aufheben. Dann ist auch das Seileck nicht 

Abb. 175. 

geschlossen, sondern hat zwei parallele 
SchluBlinien nach einem unendlich fernen 
Punkt, welchem zwei entgegengesetzte 
gleiche Seilspannungen ± 8 0 , deren 
Betrag dem Krafteck zu entnehmen ist, 
entsprechen. Diese bilden ein Kraft e
paar, des sen Hebelarm h durch den 
Abstand der parallelen Seile gegeben 
ist. Damit ist auch das Moment 8 0 , h 
des Kraftepaares bestimmt, dessen Mo
mentenflache durch die beiden paral
lelen Seilspannungen begrenzt wird. 

Drehen wir aIle Krafte einer vor
gelegten Gruppe mit festgehaltenen An
griffspunkten auf ihren Richtungslinien 
um denselben Winkel, so dreht sich 
nach dem Satz am Schlusse des letzten 
Abschnittes auch die Gesamtkraft von 

je zweien um einen festen Punkt in der gleichen Weise ohne 
Anderung ihres Betrages. Diese Gesamtkraft konnen wir mit einer 
dritten der vorgelegten Krafte vereinigen und erhalten so die 
Drehung der Gesamtkraft aus drei Kraften um einen fest en Punkt 
usw. Daraus folgt also, daB auch die Gesamtkraft aller 
vorgelegten Krafte bei gleicher Drehung um ihre festen 
Angriffspunkte eine ebenso groBe Drehung um einen festen 
Punkt der Ebene, den Mittelpunkt der Kraite, erfahrt, 
ohne daB ihr Betrag sich andert. Das letztere kann auch 
unmittelbar aus dem Krafteck gefolgert werden, das hierbei ohne 
Anderung seiner Gestalt sich als Ganzes an der Drehung be
teiligt. Der Mittelpunkt der Ki-afte wird leicht als Schnitt 
der Gesamtkrafte in zwei beliebigen Lagen der Gruppe, 
denen auch in der Gestalt verschiedene Seilecke zugehoren, ge
funden. Tritt wie in Abb. 175 an Stelle der verschwindenden 
Gesamtkraft ein Kraftepaar als Ergebnis der Vereinigung aller 
Krafte, so fassen wir zunachst aIle diese bis auf eine zusammen und 
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erhalten IilO eine der iibriggebliebenen entgegengesetzt gleiche 
Gesamtkraft. Diese dreht sich alsdann ohne Anderung ihres Betrages 
ebenso um einen festen Punkt wie die iibriggebliebene Einzelkraft, 
die mit ihr ein Kraftepaar bildet. Dadurch wird aber dessen Hebel
arm, also auch sein Moment geandert und kann sogar verschwinden, 
wenn beide Kraftrichtungen in die Verbindungslinie der Drehpunkte 
fallen, womit das Seileck sich schlieBt. Daraus folgt umgekehrt, 
daB durch die Drehung aller Einzelkrafte und der Gesamt
kraft einer Kraftegruppe um beliebig gewahlte Fest
punkte ihrer Rich tungsgeraden ein Krafte-
p aar geweckt wird. 

Die Gestalt des nach dem Culmannschen 
Verfahren gezeichneten Seilecks ist nun ofIenbar 
bedingt durch die willkiirliche Lage des Poles 0 
im Krafteck. Verlegen wir den Pol von 0 
nach 0', so erhalten wir ein neues Krafteck, 
in dem die Verbindungsgerade 0 0' selbst als 
eine neue Kraft aufgefaBt werden kann, die 
immer mit zwei entEprechenden Seilkraften 
8 und 8' ein Dreieck bildet, also mit ihnen im 
Gleichgewicht steht. Beschranken wir uns in 
Abb.176 zunachst auf die Einzelkraft Q, so B 
entsprechen sich in den beiden zugehorigen Kraft
ecken mit den Polen 0 und 0' die Seilkrafte 8 1 8 1' 

1/ 

Abb. 176. 

und 8 2 8 2', die sich im Seileck in den Punkten Ao und Eo schneiden. 
Wir ziehen nun im Krafteck ABO'O, dessen Diagonalen sich in C 
schneiden, die Geraden 0 D 1/ AB = Q und DElIO' B = 8 2'. Dann 
ist6BCO'",ECD und 6ACB",DCO, also 

CE 
CB 

CD 
CO' 

und 
CB 
CO 

CA 
CD' 

also nach M ultiplikation beider Verhaltnisse miteinander: 

CE CA 
co=7RY' d. h. AEI! 00'. 

Da nun die Geraden OE, DE, AO, AD im Krafteck den Geraden 
P Eo, P' Eo, AoP, AoP' parallel sind, so ist auch 

AoEo /I AE /I 00'. 

Es schneiden si ch also die entsprechenden Sei ten zweier 
Seilecke auf einer zur Polverbindung 00' parallelen Ge
raden. Da dies fiir je zwBi aufeinanderfolgende Seitenpaare gilt, 
so muB es auch fUr alIe entsprechenden Seiten der beiden Seilecke 
mit beliebig vielen Kraften zutreffen. Man bezeichnet alsdann den 
geometrischen Ort aller dieser Schnittpunkte als die Polarachse 
und benutzt dieselbe zur Zeichnung des Seilecks durch vorgelegte 
Punkte. 
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Sind z. B. die Punkte A1 und B des Seilecks fUr die Krafte
gruppe Q1' Q2' Qa gegeben, Abb. 177, so zeichne man mit Hilfe des 
Kraftecks nach willkiirlicher Wahl des Poles 0 ausgehend von A1 
das Seileck S1 S2 Sa S4 parallel den entsprechenden Linien im Kraft
eck. Dann ziehe man willkiirlich die Polarachse A1 A und verlangere 
die Seilstiicke bis zu ihren Schnitten A2 Aa Ai mit derselben. Die 
Verbindung von B mit As liefert alsdann sofort das durch den ge
suchten Punkt B hindurchgehende Seilstiick Sa', an das sich mit 
Benutzung der Schnitte A2 und A4 die iibrigen S/, S2', S4' un
gezwungen anschlieBen. 1m Krafteck ergibt der Schnitt der Parallelen 

zu A1 A4 durch 0 mit irgend-
..5;. einer Parallel en S' den diesem 

J3 entsprechenden PolO'. 
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Abb. 177. Abb. 178. 

Man iibersieht, daB bei anderer Wahl der Polarachse auch ein 
anderes Seileck durch die vorgelegten Punkte A und B sich ergeben 
wiirde, so daB diese Aufgabe unendlich viele Losungen besitzt. Sie 
wird indessen eindeutig durch Vorschrift eines dritten Punktes C. 
Wir denken uns zunachst etwa mit Hilfe eines beliebigen Kraft
und Seilecks die Richtungslinie der Gesamtkraft R aller vorgelegten 
Krafte ermittelt und in die Kraftegruppe eingetragen, Abb. 178. 
Einen Punkt P auf der Richtungslinie von R verbinden wir mit A 
und C, erhalten durch Parallele SoSs hierzu im Krafteck den zu
gehOrigen Pol 0 und die iibrigen Seiten des entsprechenden Seil
ecks AD1 D2 Da C. SolI das gesuchte Seileck noch durch B hindurch
gehen, so wahlen wir A C als Polarachse und verlangern die Seiten 
des Seilecks AD1D'JDa C bis zu den Schnitten Al A'JAa mit AC, 
durch welche auch die Seiten des gesuchten Seilecks ADl ' D'J' Da' C 
hindurchgehen. Man braucht also in Abb. 178 nur B mit Al zu 
verbinden, um die Seite Dl 'D2' des gesuchten Seilecks zu erhalten, 
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an die sich die andern in den Schnittpunkten mit den Richtungs
linien der vorgelegten Kriifte anschlieBen. Sie sind den Seilkraften 
des Kraftecks mit dem PolO' parallel, der als Schnitt von 00' II A C 
mit 8 1' Ii D/ D'J' bestimmt ist. Die Parallelitat der einzelnen Seil
stucke mit den nicht benutzten Seilkraften im Krafteck dient zur 
Prufung der Genauigkeit der Zeichnung. 

AlB Beispiel betrachten wir drei Krafte Q,Q2Qa, die miteinander 
ein Dreieck, Abb. 179, derart bilden, daB ihre Betrage den Drei

Abb. 179. 

eckBseiten Belbst verhaltniB
gleich, ihre Richtungen aber 
durch den UmfahrungBsinn des 
DreieckB gegeben sind. Der 
Krafteplan kann sofort alsdann als 
Krafteck ohne Gesamtkraft angesehen 
werden. Wahlen wir einen Pol 0 mit 
den SeiIkraften So S, S2 nach den Ecken, 
so ergibt sich durch Parallelziehen von 
einem willkiirlichen Ausgangspunkt D, 
aus das Seileck D, D2 Da mit zwei ent
gegengesetzt gleichen parallelen SchluB
kraftenSo im Abstand h, die ein Krafte
paar mit dem Moment Soh bilden, 
welches die urspriingliche Kriiftegruppe 
vollstandig ersetzt. Natiirlich kann man auch zwei Krafte, z. B. Q, und Q2' in 
ihrem Schnitte vereinigen und erhalt dann eine mit Qa entgegensetzt gleiche Kraft 
durch die Spitze des Dreiecks, womit das Kraftepaar und sein Moment ebenfalls 
gegeben sind. 

Drehen wir nun aile Kriifte Q, Q2 Qa urn die als feste Angriffspunkte ge
dachten Ecken A,A2A3 urn denselben Winkel cp, Abb. 180, so schlieBen ihrc 
neuen Richtungsgeraden ein 
kleineres Dreieck B, B2 B3 
'" A, A2 A3 derart ein, daB 
dessen AuBenwinkel fJ, 
= 1800 -oc" fJ2= 1800-a2, 
fJ3 = 1800 - a3 sind. Diese 
AuBenwinkel sind aber in 
den Umkreisen A,B,A3' 
A, B2 A 2 • A2 B3A3 enthalten, 
die sich wegen fJ, + fJ. + fJ3 
= 3600 in einem Punkte 
schneid en. Dieser nach sei-
nem Entdecker genannte 
Brocardsche Punkt ist 
demnach der Mittelpunkt 
unserer Kraftegruppe, an 
dem sie also unter Ver-
schwinden des Kraftepaares 
mit der eingeschlosseuen 
Dreiecksflache B,B.Ba im 
Gleichgewicht steht. 

Abb.180. Bilden die Krafte ein 
beliebiges geschlossenes 
Vieleck, so ergibt sich 
ebenfalls ein Kriiftepaar, und die gleiche Drehung aller urn die Eckpunkte 
liefert stets ein dem vorgelegten Kraftevieleck ahnliches, das im Grenzfalle 
zum Mittelpunkt der Krafte zusammenschrumpft. DaB alsdann verschwindende 
Kraftepaar ist stets verhaltnisgleich einer Abmessung des eingeschlossenen 
Vielecks, die sich mit der Wurzel aus der Flache andert. 
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§ 49. Parallelkrafte undstetige Belastung. Die vorstehenden 
Ausfiihrungen vereinfachen sich auBerordentlich in dem praktisch 
wichtigsten Faile von Parallelkraften, diesich im Krafteck zu 
einer Geraden aneinanderreihen. Die von einem beliebigen PolO, 
Abb. 181, nach den Endpunkten der Kraftvektoren, die den Ecken 

f fit 

Abb. 181. 

des friiheren Kraftecks ent
sprechen, gezogenen SeilstrahlenS 
haben senkrecht zur gemein
samen Richtung der auBeren 
Krafte aHe denselben Anteil H, 
den wir als die Seitenkraft 
bezeichnen. Diese Seitenkraft hat 
demnach an allen Stellen des 
wie friiher durch Parallele zu den 
Seilstrahien zwischen den Rich
tungslinien der EinzeIkrafte im 
Kriifteplan gezeichneten Seilecks 
denselben Wert. Halten wir auf 
dem Anfangs- und Endseil des 
Seilecks zwei Aufhiingepunkte A 
und B fest, so steUt deren Ver
bindungsgerade dieSchl uBlinie 
des Seilecks dar, der im Kraft
eck ein paralleler Seilstrahl S 
entspricht, welcher die Gesamt
kraft in zwei der vorgelegten 

Kraftrichtung parallele Auflagekrafte VI und V2 zerIegt. Diese 
stehen offen bar an den Aufhangepunkten mit den Spannungen 
im Endseil und in der SchluBlinie im Gleichgewicht, wie ein Blick 
auf das Krafteck lehrt. Die Gesamtkraft R = ~Q ist auBerdem im 
Gleichgewicht mit den Endspannungen So und Sa und geht darum 
im Krafteplan durch den Schnittpunkt der entsprechenden Seile. 
Verlegt man den Pol im Krafteck auf die andere Seite der Krafte, 
so kehrt sich mit Hauch das Vorzeichen aller Seilkrafte um, und 
wir erhalten an Stelle des hangenden Seilecks ein iiber der SchluB
linie verlaufendes Stiitzeck, dessen Behandlung sich aber, wie wir 
in § 45 schon rechnerisch festgestellt haben, nicht von der des Seil
ecks unterscheidet. 

Ferner steUt nach § 47 der Winkelraum zwischen zwei Seil
spannungen die Momentenflache der mit ihnen im Gleichgewichte 
befindlichen, durch die Spitze hindurchgehenden Kraft derart dar, 
daB das von den Schenkeln auf einer Parallelen im Abstand l zu 
dieser Kraft abge!!chnittene Stuck mit Riicksicht auf das Krafteck 
dem Moment Ql 

M=-
H 

. . . . . 1) 

verhaltnisgleich ist. Beachtet man dann noch die Gleichheit des 
mit der Seitenkraft H iibereinstimmenden Nenners fiir aIle Punkte 
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des Seilecks, so konnen im FaIle paralleler Krafte diese Abschnitte 
fUr mehrere Krafte einfach algebraisch addiert werden, daB also in 
Abb. 181 die Strecke CCo dem Moment Mo der Auflagerkraft VI' 
C1 Co dem Moment M1 der Kraft Ql' also 

M=Mo-Ml = CCl 

dem Gesamtmomente von Q und V fur aIle Punkte auf der Geraden 
CCo entspricht. Mithin ist die ganze vom Seileck und seiner 
SchluBlinie umgrenzte, in Abb. 181 senkrecht schraffierte 
Flache, als Momentenflache des vorgelegten Krafteplanes 
anzusprechen und ergibt ohne weiteres durch die von ihr abge
schnittenen Stucke der Parallelen zur Kraftrichtung die Werte des 
Momentes fUr aIle auf diesen Parallelen liegenden Punkte. 

Die Dreiecksflache D1 C1 Co zwischen der Seillinie Dl D2 und 
der Endlinie AP ist nun mit dem Abstand Xl der Geraden C1 Co 

von Q1 M Q" 
1 Xl 1 Xl" ) 

Fl=-2~=2H" •....... 2 

also einem Moment zweiter Ordnung Q1 X 1 2 verhaltnisgleich, dem wir 
als Tragheitsmoment oder Schwungwert spater noch begegnen 
werden. Wichtig ist, daB dieser Ausdruck mit wechselndem Vor
zeichen von X stets positiv bleibt. Bezeichnen wir also die Ab
stande der Geraden C1 Co von Q2 und Q3 mit x~, und x3 ' so sind 

den Dreiecksflachen 
die Summe 

F - Q2X2~ F. = Q3X3~ 2a) 
~-2H' 3 2H' 

C1 C2 D 2 bzw. C2CaDa verhaltnisgleich, 

2:QX2 
F=~----2H . 

so daB 

2b) 

durch die in Abb. 181 unter dem Seileck schrag schraffierte Flache 
gemessen werden kann. Wir bezeichnen die Summe ZQx2 als den 
Sch wungwert der Kraftegruppe in bezug auf die Achse C1 C3 und 
bemerken noch, daB dieser in bezug auf die Richtungslinie der Ge
samtkraft R einen Kleinstwert infolge des wegfalIenden Zipfels 
Co CaP erreicht. 

Nun wird das Moment an irgendeiner Stelle erst geweckt 
durch die Parallelverschiebung aller auf einer Seite wirkenden Krafte 
nach dieser Stelle, wo sich die verschobenen Krafte alsdann zu einer 
Querkraft T algebraisch zusammensetzen. Zu diesen auBeren 
Kraften gehoren aber der Gleichgewichtsbedingung wegen auch die 
Auflagerkrafte V1 und V2 • Mithin ist VI selbst die Querkraft links 
von Q1' von da bis Q2 aber V1 - Ql' zwischen Q1 und Q2 ferner 
Vl - Q1 - Q2 usw. Tragen wir diese Querkrafte uber einer Senk
rechten zur Kraftrichtung auf, so erhalten wir den im unteren Teile 
von Abb. 181 verzeichneten unstetigen Linienzug, der an der Stelle 
des Hochstwertes des Momentes durch die Nullage hin
durchgeht. 
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Das vorstehend gekennzeichnete Verfahren ist auch anwendbar 
auf stetig verteilte Lasten, die dann zweckmaBig durch eine 
Belastungskurve ersetzt werden. Diese konnen wir uns durch 
eine groBe Zahl von Parallelen zur Kraftrichtung auf gleichen Ab
standen in beliebig viele kleine· Streifen zerlegt denken, deren 
mittlere Ordinaten mit groBer Annaherung die Einzellasten dar
stellen und wie oben im Krafteck vereinigt werden. Nach Wahl 
des zugehorigen Poles ergeben sich alsdann die Seilstrahlen des 
Kraftecks, denen ebensoviele Seiten des Seilecks entsprechen, welche 
die der stetigen Belastung entsprechende Seilkurve einhiillt, wie man 
sofort durch Verdoppelung der Seitenzahl und der zugehOrigen Seil-

strahlen in Abb. 182 erkennt. 
Auch der darunter gezeich
nete Verlauf der Querkrafte 
bildet eine stetige Kurve, die 
sich angenahert durch den 
fiir kleine Einzellasten trep
penformigen Linienzug hin
durchlegen liiBt. DerSch wer
punkt der Belastungs
flache liegt naturgemaB auf 
der Richtungslinie der Ge
samtkraft R, deren Lage durch 
den Schnitt der Endtangenten 
der Seilkurve, die den beiden 
auBersten Seilstrahlen im 
Krafteck parallel laufen, ge
geben ist. Damit ist auch 

Abb. 182. das statische Moment der 
Belastungsflache, die wir uns 

auch als gleichformig mit Masse belegte Scheibe vom Gewicht R denken 
konnen, fiir jedenPunkt ibrcr Ebene durcb seinen Abstand x von R zu R x 
bestimmt, wabrendderScb wungwert in bezug aufdieScbwerlinieRwie
der als Flache zwischen der SeiIkurve und ihren Endtangenten erscheint. 

Die in dem vorstehenden von Mobr ausgebildeten Verfahren 
notwendige Benutzung des Kraft- und Seilecks kann bei der Er
mittlung der statischen und hoheren Momente nach Nehls da
durch vermieden werden, daB man im Abstande h von der Be
zugsachse X X eine zweite Achse Xl Xl zeicbnet, die Endpunkte AB 
eines Parallelstreifens der zu untersuchenden in Abb. 183 schraf
fierten Flache im Abstand y von XX darauf projiziert und durch 
die Risse Al Bl von einem wilIkiirlichen Pole 0 der Bezugsacbse die 
Strablen 0 Al und 0 Bl bis zu ibren Scbnitten A' B' mit der Geraden 
AB fortsetzt. Dann ist wegen der Abnlichkeit der Dreiecke 
6 OAlB1 '" OA'B' mit A' B' =b', AB=b 

b' A' B' AlBl AB b 
Y = -y- = h-- = h- = 11:' 
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oder nach Erweiterung mit der Streifenbreite dy und b dy = dF, 

b'dy=dFl 5 f J 
FI = b'dy =~ bydy= ~ y.dF, . •... 3) 

d. h. das statische Moment wird durch die Flache dargestelIt, auf 
deren Umfang die so zeichnerisch ermittelten Punkte A' B' liegen, 
es kann demgemaB auch durch Planimetrieren dieser Flache er
mittelt werden. Wendet man dassel be Verfahren auf die Umfangs-

Abb. Hl3. 

kurve mit den Punkten A' B' an, so gewinnt man einen Streifen 
von der Breite A" B" = b", deren Endpunkte auf dem Umfang einer 
weiteren Flache F2 liegen, so zwar, daB mit dF2 = b" dy und 
b" b' by 

y h h2 

F2= Jb"dy= :2fby2dY = :2Jy2dF . . 3a) 

den Schwungwert von F in bezug auf die Achse XX angibt und 
durch Planimetrieren von F2 erha.lten werden kann. 

§ 50. Der Krafteplan des ebenen Fachwerkes. In einem Fach
werk besteht Gleichgewicht zwischen den an jedem Knoten zusammen
laufenden Stabkraften und der dort angreifenden AuBenkraft, die 
sich mithin aIle zu einem Krafteck vereinigen lassen. Da ferner 
ein statisch bestimmtes einfaches Fachwerk, welches sich aus Stab
dreiecken aufbaut, wenigstens einen Knoten erster Ordnung, in dem 
also nur zwei Stabe sich treffen, enthalt, so wird fur diesen das 
Krafteck zu einem Dreieck aus der auBeren Kraft und den beiden 
durch den Fachwerksplan gegebenen Richtungslinien der Stabkrafte. 
Diese sind damit auch ihrer GroBe nach festgelegt und ermoglichen 
im Verein mit den auBeren Kraften an den benachbarten Knoten 
die Ermittlung der dort zusammenlaufenden anderen Stabkrafte. 
Auf diese Weise erhalt man fortschreitend ebenso viele Kraftecke 
wie Knoten, in denen die gemeinsamen Stabkrafte mehrfach auf
treten. Es fragt sich nun, ob man nicht dieses zwar nicht schwierige, 
aber doch recht umstandliche Verfahren durch Vereinigung der ein
zelnen Kraftecke mit Hilfe der ihnen gemeinsamen Stabkrafte zu 
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einem einzigen Bild wesentlich vereinfachen und damit das mehr
fache Auftreten derselben vermeiden kann. Das muB in der Tat 
moglichsein im AnschluB an das in sich geschlossene Krafteck der 
AuBenkrafte, die in der Reihenfolge ihrer Angriffspunkte langs der 

Gurtung anachst aufgetragen-werden; 
Abb. 184. Da jeder Gurtstab zwei dieser 
Angriffspunkte verbindet, so wird man 
den Gleichgewichtsbedingungen an diesen 
gerecht durch Eintragen der zugeho
rigen Stabkraft vom Schnittpunkt der 
beiden AuBenkrafte im Krafteck. In 
dies em gehen demnach die Krafte der 
Gurtstabe in ihren' durch den Fach
werksplan vorgeschriebenen Richtungen 
von den Ecken aus und schneiden sich 
fiir diejenigen Knoten, in denen nur 
zwei Stabe zusammenlaufen. Diesem 
einfachen Knoten entspricht also in dem 
zum Krafteplan erweiterten Krafteck 
je ein Kraftedreieck der auBeren Kraft 
mit den beiden zugehorigen Stabkraften. 
Laufen in einem Punkte mehr als zwei, 

im allgemeinen n Stabe zusammen, zu denen noch die dort angreifende 
AuBenkraft hinzutritt, so entspricht ihm im Krafteplan ein (n+ 1) -Eck. 
Weiter iibersieht man, daB den Quer- oder Diagonalstaben, welche im 
Fachwerk zwei gegeniiberliegende' Gurtknoten verbinden und zwei 
benachbarten Stabdreiecken angehoren, im Krafteplan verlaufende 
Paralielstrecken als Stabkrafte zugeordnet sind, welche zwischen den 
Schnittpunkten der andern Stabkrafte der betreffenden Fachwerk
dreiecke verlaufen. 

Der ganze Krafteplan ist demnach aus der Zusammen
schiebung deF Knotenkraftecke derart hervorgegangen, 
daB die AuBEmkra.fte in ihrer Reihenfolge an den Gurt
knot en ihn umrahmen, die Gurtspannungen von den Ecken 
dieses Kraftecks ausgehen und die Querstabkrafte zwi
schen den Gurtkraften verlaufen, wobei jedem Stabdreieck 
im Fachwerk der Schnitt dreier zugehoriger Spannungen 
im Krafteplan entspricht. Hierbei ist vorausgesetzt, daB alIe 
AuBenkrafte einschlieBlich der Auflagerdrucke sich an einem Punkte 
des Fachwerksplanes das Gleichgewicht halten, also je ein ge
schlossenes Kraft- und SeiIeck besitzen. Da den Dreiecken des 
Fachwerksplanes allgemein die Knoten des Krafteplanes, 
den Vielecken des letzteren aber Knoten des ersteren ent
sprechen, wahrend die Krafte in beiden durch parallele 
Geraden dargestellt sind, so bezeichnet man die beiden Plane 
nach Maxwell als reziprok. 

Bei der Aufzeichnung zweier reziproker Plane gebt man zweck
maBig vom geschlossenen Krafteck und einem Fachwerksplan aus, 
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in dem die Lage eines Knotens, z. B. 6, noch offen gelassen ist. 
Dann werden nacheinander die Gurt- und Querkrafte von Q aus
gehend parallel den zugehorigen Staben in das Krafteck mit ihren 
den Stabdreiecken zugeordneten Schnittpunkten eingetragen. So ge
langt man bis zur Geraden 45, auf welcher der dem noch fehlenden 
SchluBdreieck 456 zugeordnete Punkt willklirlich gewahlt wird. 
Damit sind dann die letzten Stabkriifte 46 und 56 nach GroBe und 
Richtung gegeben und der Schnitt der zugehorigen Parallelen im 
Fachwerk durch 4 und 5 ergibt den noch fehlenden SchluBknoten 6. 
An diesem muB die schon bekannte AuBenkraft Q6 angreifen, damit 
die Gleichgewichtsbedingungen erfiillt sind. 

1. Beispiel. Besonders iibersichtlich gestaltet sich der Kriifteplan des 
einfachen Stabdreiecks, Abb. 185, dessen AuBenkriifte Q1Q2Q3 sich im 
Punkte P aUBgleichen mogen. Alsdann ergeben im Kriifteplan durch Eintragen 
von Parallelen zu den Dreiecksstiiben, die sich im . Ptmkte 0 Bchneiden, deren 
Langen von diescm Schnittpunkt bis zu den Knoten sofort die Stabkriifte in 
gleichem MaBstabe wie die AuBenkriifte. Dabei entspricht der Punkt 0 dem 
ganzen Stabdreieck, die Punkte ABO des Kriifteplanes den Fachwerksdreiecken 
Q2PQa, Q3PQ" Q1PQ2' wiihrend umgekehrt der Punkt P dem ganzen Kraft
eck ABO und die Knoten Q1 Q2Q3 den Dreiecken OOB, OOA, AOB im 
Krafteplan zugeordnet sind, woraus die Reziprozitiit beider Pliine erhellt. 

1/ 
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Abb.185. Abb. 186. 

2. Beispiel. Fiir Parallelkriifte geht das Krafteck in cine in sich 
zuriicklaufende Gerade iiber, die in Abb. 186, welche ein urn die lotrechte 
Mittellinie symmetrisch gestaltetes und belastetes Fachwerk dar
stellt, zur besseren Dbersicht der Einzelkriifte aneinandergezogen ist. Der 
Kriifteplan enthiilt drei wagerechte Gerade, die Spannungen der drei gleich
gerichteten Gurtstiibe 02, 13, 24, die in den drei Punkten A 0 B sich mit den 
Gurtkriiften 01 bzw. 34, sowie den Querstabkriiften 12 und 23 derart treffen, 
daB die Punkte AOB den Stabdreiecken 012, 234, 123 zugeordnet sind. Um
gekehrt- entsprechen die einfachen Knoten 0 und 4 des Fachwerks im Kriifte
plan den- Dt-eiecken AD E " B F G, die zweifachen Knoten 1 und 3 den sich 
iiberschneidenden Vierecken AOHD, BOHF und dem dreifachen Knoten 2 
das l!'iinfeck AOBGE, woraus wiederum die Reziprozitiit beider Pliine hervor
geht. Man erkennt schlieBlich, daB die Last Q2 nur in die beiden Stab
kriifte 12 und 23 zerfiillt, also keinen Beitrag zu den zu ihr senkrechten Stab
richtungen 02 und 24 Hefert. 
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XI. Das Reibungsgleichgewicht. 
§ 01. Die doppelt gestiitzte Scheibe. Wir haben fmher ge

sehen, da13 die relative Ruhelage des durch eine Au13enkraft an eine 
rauhe Oberflache gedriickten Massenpunktes an die Bedingung ge
kniipft war, da13 der Tangentialanteil der Kraft zur Oberflache 
durch den entgegengesetzten Reibungswiderstand aufgehoben wird, 
der selbst erst durch die Kraftwirkung geweckt wirq, von sich aus 
also keine Bewegung hervorrufen kann. Die Bewegung tritt erst 
ein, wenn der Tangentialanteil der Kraft einen dem Normalanteile 
verhaltnisgleichen Betrag erreicht, soda13 also das Gleichgewicht des 
Massenpunktes nicht mehr durch eine Gleichung gegeben, sondern 
vielmehr durch eine Ungleichung begrenzt wird. 

Im. Gegensatz zum Massenpunkte kann nun eine bewegliche 
starre Scheibe auf dem Randeeiner festen abrollen, was nur durch 

gleichzeitige Stiitzung an einem wei
teren Punkte des festen Randes so 
lange verhindert werden kann, als die 
Richtung der Au13enkraft zwischen 
beide Stiitzpunkte falit. Alsdann bleibt 
nach Abb.187 immer noch die Mog
lichkeit des mit einer Drehung der 
Scheibe um den Schnitt M der beiden 
Beriihrungsnormalen verbulldenenGlei
tens an den Stiitzpunkten unter Ober
wirrdung derdort geweckten Reibungs
widerstande ii brig, die wiederum den 
Normaldriicken verhaltnisgleich sind. 
Es fragt sich daher, unter welchen 
Bedingungen eine solche anzwei Punk
ten gestiitzte Scheibe im Gleichgewicht 

verharrt. Da erkennen wir zunachst, daB die auf die bewegliche Scheibe 
wirkende Au13enkraft Q, die im Sonderfalle mit ihrem Gewicht iiber
einstimmen mag, nach dem Schnitte M der Beriihrungsnormalen 
parallel verschoben werden kann. Dabei wird aber, wie aus Abb. 187 
hervorgeht, ein in der Pfeilrichtung drehendes Kraftepaar geweckt, 
das im FaIle des Gleichgewichts von den beiden Momenten der in 
den Beriihrungspunkten PI und P2 tangential wirksamen Reibungs
krafte RI und R 2 , die durch die Parallelverschiebung nach M ent
stehen, derart aufgehoben wird, da13 mit ,den Loten h, hI' h2 von M 
auf die Kraftrichtungen Q, R I , R'J 

Qh = RIhl + R 2 h2•• . • . • • • • • 1) 
Wegen der Starrheit der auf der Scheibe liegenden Geraden miissen 
die beiden Momente RI hI und R'J h2 denselben Drehsinn haben und 
daher Mnnen die Reibungskrii.fte Rl und R2 nicht gleichzeitig nach 
dem Schnittpunkte 0 der Beriihrungstangenten hin- oder weg
gerichtet sein. 
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Weiter besteht am Punkte M Gleichgewicht zwischen der dort
hin verschobenen AuBenkraft Q, den ebenfalls dorthin verschobenen 
Reibungskraften RI und R 2 , sowie den sich dort schneidenden Nor
maldriicken NI und N2 • Mit deren Neigungswinkeln a l und a2 

gegen Q folgt alsdann in der Richtung von Q und senkrecht dazu 

NI cos a l + Rl sin a l + N2 cos a2 - R2 sin a2 = Q } ) 
N · R N' R .. 2 l~~- l~~- 2~~- 2~~=O 

Da die drei Gleichungen 1) und 2) vier Unbekannte, namlich 
Nl N2Rl R2 enthalten, so geniigen sie nicht zu deren Berechnung, 
wenn man auch von vornherein sagen kann, daB die aus NI und 
Rl bzw. NI , RI gebildeten Krafte Q1 und Q2 Auflagerdriicke dar
stellen und sich demnach auf der Richtungslinie der AuBenkraft Q, 
mit der sie im Gleichgewicht stehen, schneiden miissen. Fiihren wir 
namlich die Neigungswinkel CPl und CPI der Auflagerdriicke QI und 
Q2 gegen die Normalen ein, so folgt nach Abb. 187 

Rl = NI tg CPl' R2 = N2 tg CP2' . . 3) 

und damit geM 2) iiber in 

also 

Daraus 

N cosJa l - CPI) + N cos (a~ + CPI) = Q) 
1 cos CPl 2 cos CP2 

N sin (aL= fPt) _ N sin (a2 + cpJ = 0 ' 
I cos CPl 2 cos CP2 

NI s~n (al + a2 + CP2 - CPI) = Q s~n (a. I + CP2) cos CPlj 
N2 sm (a l + a2 + CP2 - CPI) - Q sm (a1 - CPI) cos CP2 
Rl sin (a1 + a2 + CP2 - CPt) = Q sin (a2 + CPI) sin CPI • 

~~~+~+~-~=Q~~-~~~ 

berechnen sich dann die Au£lagerdriicke zu 

Q = liN 2 + R 2 = Q sin (a 2 + CP2) I 
III sin (a1 +al +cp2-CPI) 

------ sin (a - cP ) , • 
Q2 = 11 N2 2 + R22 = Q sii0a1 + a: +q;!~ CPl) 

3a) 

. . 4) 

4a) 

worin a1 - CPI und a2 + CP2 die Winkel zwischen Q1 bzw. Q2 und 
Q, sowie a1 + a2 + CP2 - CPl ihre Neigung gegeneinander bedeuten. 
Somit driicken die Gleichungen 4) nur aus, daB sich die Auflager
driicke nach der Vektorregel zu der AuBenkraft Q zusammensetzen, 
was nur im Schnittpunkt A aller drei Richtungsgeraden moglich iat. 
Dber die GroBen der Winkel CPl und CP2 sagen diese Beziehungen 
natiirlich nichts aus, so daB die Unbestimmtheit der Gleichgewichts
lage der Scheibe bestehen bleibt. 1st aber die Stellung der Scheibe 
vorgelegt, so erstreckt sich die Unbestimmtheit auf die Lage der 
Richtungslinie der AuBenkraft. Diese kann auch auf der andern 
Seite des Normalschnittes von M verlaufen, woraus ein Krafte-
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paarQ h mit entgegengesetztem Drehsinne und ein Vorzeichenwechsel 
beider Reibungswiderstande Rl und R2 hervorgehen wiirde. 

Da nun der Reibungswiderstand einen durch R ~= (N bestimmten 
Hochstwert, in dem ( die Reibungsziffer bedeutet, nicht iiberschreiten 
kann, so besteht das Gleichgewicht in unserm FaIle so lange fUr 
beide N eigungen, als 

tg f!Jl < (1' tg f!J2 < f'J 

ist, d. h. solange der Neigungswinkel keines der beiden 
Au£lagerdriicke gegen die Beriihrungsnormale den zuge
horigen Reibungswinkel iibertrifft. Mithin ist die Gleich
gewichtslage der Scheibe an die Bedingung gekniipft, daB die 
Richtungsgerade der AuBenkraft zwischen den auBersten 
Schnittpunkten Al und A2 der urn die zugehorigen Rei
bungswinkel gegen die Beriihrungsnormale geneigten 
Schenkel hindurchgeht, wie aus Abb.188 ersichtlich ist. Die 
beiden Auflagerdriicke Q1 und Q2 sind dabei noch abhangig von der 
Wahl des Zerlegungspunktes auf der Geraden Q, der zunachst ganz 
willkiirlich ZIT sein scheint, aber doch infolge der Starrheit der Ge
radenP1 P2 , welche erne gleichzeitige Verschiebung der Beriihrungspunkte 
nach oder von 0 und damit eine gleichzeitige entsprechende Richtung 

Abb.188. 

der ReibungskrafteRl und R2 aus
schlieBt, auf die Strecke B1B'J 
zwischen den Schnitten mit denBe· 
riihrungsnormalen gebunden ist. 

Abb.189. 

Fallt die Reibung an einem Stiitzpunkte, z. B. P1 infolge 
vollkommener Glatte der beiden Scheibenrander an dieser Stelle 
weg, was allerdings niemals ganz erreichbar ist, so verschwindet 
mit Rl auch der Reibungswinkel, und das Gleichgewicht ist an die 
Lage der AuBenkraft zwischen den Schnittpunkten Al und A'J der 
reibungslosen Beriihrungsnormale mit den Sehenkeln der Reibungs
winkel gegen die Beriihrungsnormale im andern Stiitzpunkt gekniipft. 
Bei vorgelegter Richtungslinie der Kraft Q ist also eine Zerlegung 
am Schnitte B mit der reibungsfreien Beriihrungsnormalen vorzu
nehmen, vgl. Abb. 189, ergibt also ganz eindeutig bestimmte Werte 
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der Auflagerdriicke Ql = Nt und Q2 sowie N2 und R2 , DelHI in 
diesem FaIle erhalten wir die vereinfachten drei Grundformeln 

1 a) 

2 a) 

mit nur noch ebensovielen U ubekannten Nl N2 R 2 , von denen R '! 
durch 1 a) unmittelbar und Nl und N2 durch 

Nl sin (Cl1 -~ a~) = Q sin li~ - R~ =~ Q (Sin ((2 + :-) 1 
((2) = Q sin Ci 1 - R2 cos (a1 + ('2) = 2 J~ 

=~ Q (sin 1:1 ~ ;: cos I((j ~- uJ) 
gegeben sind, Dabei ist die Bedingung 

4 b) 

5, 

zu erfiillen. Verschwindet schlieBlich im Grenzfalle die Reibung an 
beiden Beriihrungsstellen, so erhalten wir mit h = 0 den labilen 
Gleichgewichtszustand beim Durchgang der Kraftlinie Q durch den 
N ormalenschnitt j'J;I, den wir schon fruher (~43, Beispiel 6') eingehend 
behandelt haben, 

Urn nun zu entscheiden, welcher Art das Reibungsgleichgewicht in 
unserem allgemeinen Faile ist, haben wir nur die beiden Grenzlagen ins 
Auge zu fassen, zwischen denen der Karpel' 
sich stets im Gleichgewichte befindet. Ver
schieben wir Ihn z. B. aus der Grenzlage PI P2 , 

in welchem sein Schwerpunkt B, an dem 
das Gewicht Q angreift, gerade unter dem 
Schnitte A" der unter den Reibungswinkeln 
gegen die Normalen MPI bzw. 11fP2 geneig
ten Geraden A2 Pl und A2 P2 liegt, in die 
benachbarte Lage P/ P/, so ruckt S nach B' 
und A2 nach A2', so zwar, daB PI' A/ ; / PI A2 
undP,/ A,,'!; P"A", Man iibersiehtausAbb.1HO Abb, 1\10, 
sofort: daB' al~d~nn S' nicht mehr unter A,,', 
sondel'll rechts davon liegt, so daB also ein im Sinne des PfeHes 
drehendes durch das der Reibungskrafte nicht mehr voll ausgeglichenes 
~foment entsteht, das bei weiterer Verschiebung im gleichen Sinne 
dauel'lld zunimmt. Da nun das Drehmoment der Last Q in der 
reibungs£reien Ruhelage iiberhaupt verschwindet, zwischen ihr und 
den Grenzlagen durch die mit ihm zunehmenden Reibungsmomente 
gerade au£gehoben wird, so ist das Gleichgewicht in den Grenz
lagen fur Verschiebungen innerhalb derselben stabil. fur 
solche auBerhalb derselben aber labil. 

Lorenz, Techn. Phy~ik 1.1. :!. Antt. 
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1. Beispiel. Entfernen wir in dem Stabdreieck Abb. 154 des 2. Beispiels 
in ~ 45 die beiden FuBgelenke B1 , B2 , so bleiben die in 0 durch ein reibungs
loses Gelenk miteinander verbundenen Stabe nur dann im Gleichgewicht, 
wenn die Richtungen der Stiitzdriicke A1 und A2 weniger als urn die Reibungs
winkel gegen die Normalen in B1 und B2 geneigt sind, d. h. wenn mit den 
Reibungsziffern ft und f2 die Bedingungen 

H .... t~ V1 • H < t~ Vo 

erfiillt sind, denen die friiher entwickelten Ausdriicke £iiI! H, V1 , V2 zu gcniigen 
haben. 1st nur eine dieser Ungleichungen nicht erfiillt, so gleitet del' ent
sprechende Stab aUB, wahrend del' andere anfanglich sich nul' urn seinen 
Stiitzpunkt so lange dreht, bis auch bei ihm infolge groBerer Neigung der 
Ungleichung nicht geniigt ist und sein Stiitzpunkt zu gleiten beginnt. 

2. Beispiel. Eine Stange von del' Lange 1, deren Gewicht G im Schwer
punktsabstand So vom unteren Ende angreift, stiitzt sich auf den Boden und 

Abb. Ull. 

, 
I 

W, 
I 
I 
I 
I 

gegen eine lotrechte Wand. Wird sie gegen Abgleiten 
durch cine wagerechte Kraft H', deren Angriffspunkt 
im Abstande 81 vom unteren Ende angreift, gestiitzt, 
so hat man mit den Beriihrungsnormalen ht und he' 
sowie den Achsenabstanden Xo und Y1 der beiden Kraft
angriffe bei der Neigung 'P nach Abb. 191 

h, ~. 1 ~in 1j' , 

XI) = 8" cos 1fJ , 

he = 1 cos 'P t 
. ( ,. • . Ii) 

lit = 81 SIll 'fJ J 

Da die Stange ohne die Kraft H' abgleiten soil, so 
sind fiir die Reibungswiderstande ihre Hochstwerte 

R1=f,N" R2=f2Nz ..... 7) 
einzufiihren, mit den en die Gleichgewichtsbedingungen 
am unteren Stiitzpunkt lauten 

H' + f,N, ~~ N z , Nt + feNe 
N 2(h1 f2 h2)=Gxo+H'y, 

~) 

Daraus folgt nach Ausschalten del' Normaldriicke N1 und N, 

H' _ xo(l + fd.) - fd2h2 - f1h1 [so (1 + t~(2) -lftf.] cos 'jJ .:...1/; sin 'P 
71 - h1 - Y1 (1 + t~t~) + t~ liz == -T'::~S;:(l--fK12)]si;1~P:-+ lf2 cOS 'I; 8a) 

und die Gesamtkraft Q' = \/Gi+H'2 geht durch den Schnitt A2 der rechten 
Schenkel der Reibungswinkel. 

Soil umgekehrt die Kraft H" gerade ausreichen, den Stab emporzuschieben. 
so erhalten wir dafiir durch V orzeichenwechsel von f1 und f2 

H" [80 (1 + (tf2) - 1 fd~] cos '1' + 1 (1 sin 'I' 
G ~l- 81 (1 + t~f;)l sin 1/, -l f2-COS;P 

..... 8b) 

mit einem Durchgang der Gesamtkrait Q" = ,,'G2 + H"" durch den Schnitt A1 
der lioken Schenkel der Reibungswinkel. 

1m ersten FaIle besteht nun eine Grenzlage, in der H' verschwindet, der 
Stab also gerade sieh noch selbst hiilt. Fur H' = 0 ist 

,_ 80 - (l- 8,,) ftf2 
tg 'fJ - .. ff,- ....... . 

Fiir 'I' > ,p' wiirde H' < 0, womit die Gleichung iill'en Sinn verliert, da 
dann der Stab ohne die Kraft H' sich im Reibungsgleichgewicht befindet. 

1m zweiten FaIle dagegen wird H" = 00 fur die Grenzlage 

" 1 f2 tg V' ~~ ~--- .. .• 
l-- 81 (1 + ftt2) 

8e) 

als-

8d) 
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in welcher Selbstsperrung stattfindet, wahrend fUr 'I" IP" die Kraft H" ° 
und damit der Ansatz seinen Sinn verliert. 

Ist z. B. So = 8t = 112, so wird 

t g w' =-= 1 -:-J;t~ 
"t' 2ft' 

und beide Grenzlagen fallen zusammen fiir 

tJ>= 3- \'8= 0,17, 

also etwa fUr f,= t~ =~ 0,412. 

tg 1/ 
tg,p" 

(J - t;(2)2 

4t;t~ 

3. Beispiel. Sind die beiden Stiitzgeraden einander parallel, so 
kann eine mit ihnen dauernd in Beriihrung stehende Scheibe keine Drehungen 
vollziehen. sondern nur selbst eine Parallel-
verschiebung in der Richtung der Stiitzgeraden 
erleiden. Die Reibungswiderstande R t und R2 an 
den Stiitzpunkten sind daher in diesem Faile 
gleichgerichtet, und wir erhalten mit einem Ab
stand h der Stiitzgeraden fiir die in Abb. 192 
dargestellte Gerade von der Lange 1 unter Ein
wirkung der ihnen ebenfalls parallelen Kraft Q 
im Abstande 8 von der linken Parallelen 

I cos 'P = h, I sin 'P' \12 - h2 • • 

und 
N 1 =N2 =N, R1+R2~Q} 

Qs = I (N2 sin 'P -j- Rz cos 'I') ,. 

oder ( h2 h) 
Q 8 =~ I N I" 1 - t2 + He T . 

9) 

J 0) 

lOa) Ahh. 192. 

Das Gleichgewicht ist unbestimmt, da zur Berechnung von Rv R2 und N nur 
die zweite Formel 10) und GJ. lOa) verfiigbar sind. Dagegen erhalten wir fUr 
den Grenzfall mit 

R, = t~N. Rz ~- f2N 
(f, + f~) N =~Q 

III 

also aUB lOa) linter WegfaIl von Q und 8·-·c 81 

. . . . 11 a) 

entsprechend dem Schnittpunkte Al der Schenkel der beiden Reibungswinkel, 
wahrend ein zweiter Schnittpunkt A2 im Abstand 82 sich durch den Wechsel 
der Vorzeichen von f1 und f2 fiir eirie ent-
gegengesetzte Kraft Q aUB 11 a) ergibt. Liegt 
demnachdie Kraftau13erhalb dieser Schnitte At 
und Ag , so tritt Selbstsperrung, filr die innere 
Lage dagegen Verschiebung des Stabes in der 
Kraftrichtung ein. Die vorstehenden Aus
fUhrungen gelten auch nur mit umgekehrter 
Kraftrichtung fUr einen Biigel, der sich von 
auBen schrag auf eine Stange stiitzt, wie z. B. 
die Klettereisen der Telegraphenarbeiter. 

b 

Abb. 193. 

tV 

4. Beispiel. Fiir die wagerechte Be
wegung einer in ihrer Fiihrung ecken
den Schublade vom Gewichte G durch 
eine seitlich angreifende Kraft Q gilt mit 
den Reibungsziffern fo auf der r nterIage und f' an den Seitenwiinden nach Abb. 193 

R,,==foG, N 1 =N2 =N, R,=R2=~fN, .. 12) 
15* 
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also nach Verschiebung aller Krafte nach der linken Ecke 

Q = Ro + Rl + Re = t~ G +) 2 ,rli2T . ) \. Ii») 
Q (a+e) cos <P = (foG+ 2fN)(a cos <p + b sin <p --;-- N (b cos q- a sm r J 
Nach Ausschaltung von N wird daraus 

Q fo (b cos <p - a sin <p) 

G = -bcos <p ----- a sin <p + f (b sin <p - e co-s q;) . . . . . 13a) 

und fiir verschwindend kleine <p mit sin <p = 0, cos 'P = 1 

Q fob 
G 00.= b-- tc' . . . . . . . . . . .. 13 b) 

so daB fiir b = fc mit Q = 00 Selbstsperrung eintritt. 
Bemerkenswert ist noch die in Abb. 194 dargestellte Lage der Schublade, 

in der die Diagonale senkrecht zu den Fiihrungen steht, so daB b cos <p = a sin <p. 
Alsdann ist Gleichgewicht nul' mogIich, 

~ wenn die Kraft durch die Mitte geht, d. h. 
Iro ,;; wenn gleichzeitig b sin rp = e cos 'P wird. 

Damit aber wird in 13 a) Q: G = 0: 0 . 
Schreiben wir dagegen hierfiir mit 

bcos<p-asin<p =U 

b sin <p - c cos rp 

an Stelle von 13a) 
Q 1;,11. 
G-It f" 

(l so liefert die Differentiation im Zahler und 
N enner Q = fo G , und im Verein mit der 

bb 1 ersten Gl. 13) R=fN=O, so daB also in 
A '. \14. diesemFalle dieSeitenreibung wegfallt und 

nul' die auf der Unterlage zu iiberwinden ist. 
5. Beispiel. Zum Eintreiben eines Keiles, Abb. lll5, mit der Nei

gung 2 fJ der Seitenflachen gegeneinander ist die Kraft 

Q',;>2N(sinfJ+fcosfJ) .......... 14) 

anzuwenden, zurn Herausschlagen dagegen die umgekehrt gerichtete Kraft 

Q" > 2 N if cos fJ -- sin P). . . . . • . 14a) 

1st del' letztere Ausdruck positiv, also f> tg fJ, d. h. der Reibungswinkel groBer 
als die halbe Neigung der Keilseitenflachen, so bleibt der Keil in seiner Lage 

Abb. 19[,. 

stecken, d. h. es findet Selbstsperrung statt. Der Keil 
iibt iiberdies auf die beiden Backen einen Seitenschub 

H=Ncos(:l-RsinfJ--:>N(cosfJ-fsinfJ). 14b) 

Abb. Ill6. 

aus, welcher umgekehrt. 
solange f> tg fJ, nicht 
imstande ist, den Keil 
herauszudriicken. Dient 
del' Keil zur Verbindung 
zweier Maschinenteile, 
z. B. des Kreuzkopfes 
mit der Kolbenstange, 
Abb. 196, so ist durch 
einen Anlauf A an letz

terer dafiir zu sorgen, daB ein etwaiger Vorzeichenwechsel der zwischen beiden 
wirkenden Kraft sich nicht auch bis auf H erstreckt. 

6. Beispiel. Haben wir es mit einer Reihe von starren Scheib en zu tun, 
die sich gewolbeartig aufeinander stiitzen. so bilden die Beriihrungsnormalen 
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ein Stiitzeck nach S 45 mit den Knoten 1~1, Abb. 1\)7. Bine Drehung und Ver
schiebung der einzelnen Scheiben ist alsdann so lange nicht zn befiirchten. als 
die an jeder derselben angreifende AuEen
kraft (Belastung) zwiscben den beiden 
Schnittpunkten A, und Ae der entspre
chenden von den Beriihrungspunkten P , 
undP2 ausgehenden Schenkel der Reibungs
winkel fiiUt. Es wird also durch die 
Gleitreibung in den Stiitzpunkten 
das an sich labile StiHzeck zu einer 
stabilen Gleichgewichtsform. worauf 
schon in § 45 hingedeutet wurde. Abb. UJ7. 

~ 52. Die Seil- und Hautl'eibung. Die Beriihrung starrer Scheiben 
findet, wie wir im letzten Abschnitt gesehen haben, im allgemeinen 
nur in einzelnen Punkten statt. Die Beriihrung langs eines endlichen 
TeiIes des Scheibenumfanges kann demgegeniiber nur mit Hilfe eines 
vollkommen biegsamen go- M 
spannten Fadens oder Seiles Y 
bzw. im FaIle einer bestimmten 
Scheibendicke durch einen H aut -
streifen oder Riemen erfolgen, 
welche seitens der Scheibe Normal
driicke erleiden, durch die wiederum 
tangentiale Reibungskrafte geweckt 
werden. Alsdann besteht Gleichge- / 

-,., ... --
wicht, wenn die Seilspannung S im 
Verein mit dem in ihre Richtung 
fallenden Gewichtsanteil des Beiles " 

o 
Abh. 191'. 

qds 

nicht zur Dberwindung der Reibung ausreicht. Fiir den Grenzfall 
des gerade beginnendeJl Gleitens erhalten wir alsdann am Seilelement 
von der Lange ds und dem Gewichte qds mit der Neigung rp gegen 
die Wagerechte bei einer Reibungsziffer r zwischen Seil und Scheibe 
nach Abb. 1 flR die Gleichungen in den Achsenrichtungen 

rl (8 cos (p) I,sin cp - (cos rp) dN=~ () 1 1 I 
d (S sin rp) -- I cos 'I) + r sin (f! I rl N ecce q d.sf . . . . . 

oder nach Umformung in die Tangential- und Normalrichtung 

d S - f S d lic" q (sin (I' -- f cos (I') d 8 \ 
. ( . . . . 1 a) 

- d N --;- S . d cp = q d s cos If J 

Bowie un tel' Einfiihrung des Kriimmungsarmes {! durch ds = f.}dcp 

d S- {S drp c= qe (sin (p - fcos (p) drp 1 
d X = S d (p - q {! cos (p d cp f . 

. ] b) 

Schreiben wir 1I1 der ersten dieser Formeln 

s=u·r, d8=UdV-~-- VdU, 
80 wird daraus 
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Da wir nun noch liber eine Beziehung zwischen den HilfsgroBen V 
und V verfligen konnen, so zerlegen wir die letzte Gleichung m 
die beiden V(dV - (Vdrp) = 0 l 

VdV = qe (sin rp - (cos cp) dcp J . . . . . . 3) 

Da V nicht verschwinden kann, weil damit auch S verschwinden 
wiirde, so folgt aus der ersten Gl. 3) mit einem willkiirlichen Fest-
wert Vo V 

IgnV=(cp, oder . . ... 3a) 
o 

und eingesetzt in die zweite Gl. 3) 

d V q e - "r ( . ( ) d = -V e sm cp - cos rp rp , 
o 

deren Integral ist alsdann mit einem neuen Festwert Vo 

V =-~ J qQe-r'l (sin cp - (cos) drp + VO' . 
o 

. . . 3b) 

. 3 c) 

woraus sich schlieBlich in Verb in dung mit 3 a) nach 2), SOWle 
mit VoVo= C . 

S==e'" jqee- t ', (sinrp-{cos(p)drp+Ce'" .. 4) 

ergibt. Der darin noch enthaltene Festwert berechnet sich aus der 
Angabe einer Seilspannung So fiir einen vorgelegten Neigungswinkel rpo 
nach Ausfiihrung der in 4) nur angedeuteten Integration. Diese 
wiederum erfordert die Kenntnis des Zusammenhanges zwischen q, f1 
und rp, von denen der erste Betrag im allgemeinen als unverander
lich fiir das ganze Seil, also auch iiber den umspannten Bogen, an
zusehen ist, wahrend sich (! und rp vermittels der Gleichung des 
Scheibenumfangs ausdrlicken laBt. 

1. Beispiel. Umspannt das Seil eine Scheibe mit lotrechter Achse, 
so hat sein Gewicht keinen Anteil in der Scheibenebel'\e, so daB hierfiir mit 
q = 0 und 0·= So GI. 4) sich vereinfacht in 

8=Soer", ............ 4a) 

worin So den dem Winkel rp'= 0 zugeordneten Wert der Seilspannung bedeutet. 
Diese andert sich so mit ganz unabhangig von der Scheibenform 
nach einem Exponentialgesetz, nimmt also im Grenzfalle des Gleit
beginnens mit dem Umspannungswinkel auBerordentlich rasch zu und erreicht 
bald die Hohe der Bruchfestigkeit des Seiles. Daher kommt es, daB man schon 
mit ein bis zwei Windungen um einen Pfahl mit der Zugkraft eines Menschen 
ein Schiff festhalten kann. 

Gl. 4a) gilt auch noch fiir die sprungweise Anderung der Seilspannung 
an einer scharfen Kante, da alsdann mit (! = 0 das erate Glied in Gl. 4) ver
schwindet. Der Spannungssprung ist in diesem Falle mit dem Kantenwinkel 'P 

S - So c_~ So (e r" - 1). 

also an einer rechtwinkIigen Ecke mit rp = -; 

/ f"" \ 
I" I S - S(I~' S,) \ e "- 1) " 

. 4 b) 

. " " " " .. " .. 4c) 
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Mit r ~c 0,4. entsprechend einem Hanfseile auf Holz. wird hierfiir 
S - So = 0,855· So, so daB also der Spannungssprung an einer Kante stets zu 
beriicksichtigen ist. 

2. Beispiel. Auf einer schiefen Ebene ist der Neigungswinkel 'I be
stiindig. auBerdem aber <!·drp = ds, so daB 4) iibergeht in 

S~~cq8(sinq-rcos'P)+S[", . . . . . :.) 

wenn wir das hier unveriinderliche zweite GJied der rechten Seite von 4) kurz 
mit So bezeichen. Alsdann sind S und So die Seilspannungen an den beiden 
TeiIen des Seiles, deren Unterschied dann verschwindet, 
wenn tg'P = f = tg 'Po, d. h. wenn die Neigung der Ebene 
mit dem Reibungswinkel iibereinstimmt. Hiingtdas Sei! von 
der Gesamtliinge l derart iiher die schiefe Ebene, Abb. 199, 
herab, daB noch ein Stiick von der Lange :j; sich oben 
befindet, so ist an der Kante die Spannuug des letzteren 

S<J = - q.): i,sin ,/ .. r cos 'I) , 
und die des ersteren It , 5 a) 

S= 'I (1- x) L 
wiihrend beide durch 

S 

verkniipft sind. Es besteht also gerade G1eichgewicht hir 

f I 'I-~) 
'I (l-l') -.- - '}£ (sin '/ - f' cos '/ ) e 2, 

woraus sieh 

x 

Ahb. HI\!. 

herechnet. Fur cine wagerechte Platte wird hieraus mit q, = (I 

also mit ( . 0.4 x 

, l-: l+t e -. 

,1: ~ 1),047 I. 

3. Heispiel. 1st das Heil UUl eine lutrechte Kreiss('heibe yom Halh
mt'Rxer r gespannt, Abb. 200. so folgt mit !! - r aus 4) 

Se-f'l -C- 'IrJ e-I'I (sinq'-fcosqld'l 

S .-- 0 f'l _ 2 f sin 'I + (1 - /'~) cos 'J - e l+t" qr. 
1st S So fiir" = 0, so bestimmt sich (} aUB 

1- f'~ S = c- -_._ ... 1'1' 
(I 1 .. J.. r~ 1 

und damit wird aus fia) 

S=(So~+t;qr)J'I- l 

2/,sin,,+(I-{2)cosq J(' 
- 1-!-(2 . qr 

fibl 
Abb.200a. 

also nach einer v 0 Jl e II Windung mit " -- 2;r 

( I - r \ 2 f:, I -/'~ 
.'·b~·\S", l~Tqr)e -ITT'qr. 

6a) 

Abh.200b. 

. . fie 
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Daraus erkennt man, daB bei viiUiger UmscblieBung das Seilgewicbt die Span
nung teilweise aufhebt und belastet. 

1st dagegen das Seil nur iiber den Halbkreis naeh Abb. 200 b gelegt, so 

ist 8= 81 fiir rp = ~-, 8 = 82 fUr 'P = ~- ;n;, also wird mit 

Cc= (8, -+- 12~q;2) e - f·~ 

und 

2flJ!...) / ('I -~) _ 2fsiIl..'l"... ti!..:= (2) cos "qr 
1+(21 1+(2' 

. . 7) 

, ( , 2 t'qr) f:r 1 "2 fqr 
8 2 = \8'+1+T' e ir+T~"""" 7 a) 

In diesem FaIle kann, da die untere Scheibe nicht mit umspannt jst, das 
Eigengewieht des Seiles nur belastend wirken. Der hier vorgetragene Fall hat 
eine praktisehe Bedeutung fiir sog. Brem srad er, unter denen die Brems· 
s c h e i b e sieh gleiehfiirmig dreht. 

~ 53. Die Steifigkeit del' Ketten und Seile. Wir haben bisher 
vorausgesetzt, daB die linien- und fiiichenstarren Gebilde, d. h. Ketten, 
Seile und Haute, einer Verbiegung keinen Wider stand entgegen
setzen und daB ein solcher erst durch Reibung bei del' Beriihrung 
mit den festen Scheiben geweckt wird. DaB diese Annahme fiir Ketten 
nicht zutrifit, geht schon aus der Reibung der Kettenglieder, welche 
durch die Spannkraft 8 aneinander gedriickt werden, hervor. Wird 
ein solches GIied urn den Winkel q.y gegen das benachbarte gedreht, 
so wi I'd bei einem Halbmesser ro des Ketteneisens oder Kettenbolzens 
der Reibungswiderstand f 8 auf dem Wege r 0 q.y derart iiberwunden, 
daB eine Arbeit M q.y = r 8 . r 0 q.y durch das Biegungsmoment 

.11= 181"0 ........... 1) 

zu iiberwinden ist, welches somit ein MaB fiir die Steifigkeit der 
Kette bildet. Liegt die Kette auf einer Rolle vom Halbmesser r, 

Abb. 201. 

so sind die Momente del' auf- und ab
la,ufenden Kette mit den Spannungen 8 1 , 8~ 

Ml =~ 8 1 (1':- fro) 1 
2112 == 8 2 (r - (r(J, J 2) 

und es besteht ohne Riicksicht auf das Kettell
gewicht gerade Gleichgewicht, wenll Ml = M~, 

8 1 r-fro ) 
. . ... 2a 

8~ r -+ fro 

also 

Die beiden verschiedenen Spannkrafte 
besitzen also in bezug auf die Rollen
mitte ungleicheHebelarme, Abb. 201, 

und bedingen daher Obergangsbogen der Kette, welche die 
Rolle unter bestimmten N eigungswinkeln gegen die urspriingliche 
Richtung der Spannkrafte beriihren. 
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Haben wir es mit einem Faden, einem Seil oder einem Haut· 
streifen von endlicher Dicke h zu tun, so konnen wir uns auch 
dieses Gebilde aus einer groBen Zahl sehr kleiner Kettenglieder zu
sammengesetzt denken, bei deren gegenseitiger Drehung Reibungs
momente zu iiberwinden sind, die sich aus dem Gesamtmoment 1) 
ergeben. Darin ist nur der Zapfenhalbmesser r 0 durch eine Lange 
zu ersetzen, die mit der Dicke h des Seiles wachst, so daB wir fiir 
diesen Fall unter Einfiihrung einer neuen Reibungsziffer fo 

Bchreiben diirfen. la) 

Zur Ermittlung der Vbergangskurven, odeI' allgemeiner del' 
Form der versteiften Ketten- oder Seilkurve wollen wir daB 
Seilgewicht q del' Langeneinheit von vornherein beriicksichtigen und 
erhalten alsdann, da die Steifigkeit eine Querkraft T hervorruft, als Gleich
gewichtsbedingungen des Elementes mit del' Neigung/'} in den Achsen
richtungen, sowie gegen Verdrehung nach Abb. 202 

d~ ___ d (S c~s l') ~- 1: sin ';) ~~~ 0 1 
d T --- d (S SIll ,') T 1 cos Il) -- q d S f' 

dM= Tds 
~) 

odeI' nach Integration, sowie mit Riicksicht auf 1 a) 

S cos l) - -- T sin if" 0 l I 
S sin B -+ Tcosl'} = qs -l- (\ \ 

" dS i' 
1 =~= f~h ds J 

.. ;JUI 

s 
q-ds 

Abb.202. 

worin 01 offenbar den unveranderlichen Seitenzug H bedeutet. Aus 
den ersten beiden Gleichungen folgt 

S= Iqs + c2 ) sin H ~ 01 COS1') 1 
T~~=rq8 C".!)coS,,'}-ClBioI9 f' 

a Iso im Verein mit del' dritten :Formel ;J a) 

, , , . . 3 b) 

[I qs --'-- ( 2) cos ,9 - - f\ sin /11 (1 - l~h ~l:) ~- t~hq sin I~. 4) 

Das ist schon die Differentialgleichung del' versteiften Seilkurve und 
zwar in den LagengroBen s und 1'i; ihre Integration ist allerdings, 
wie wir noch sehen werden, nur niiherungsweise durchfiihrbar. 

Fiihren wir in den erst en beiden Gl. 3) die Differentiation aus 
und erweitern mit cos1'i bzw. sin l'}, EO ergeben sich nach Addition 
und Flubtraktion die Formeln 

dB 1'd{) = q ds sinO, 

die man auch unmittelbar am Element ablesen kann. 
in die erste derselben die dritte GJ. 3 a') ein, so folgt 

( d{}) 
d S 1 - f~ h d s = q d s sin 19 • . . 

Setzen wir 

. . . . 6) 
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oder angenahert fur praktisch stets zutreffende kleine Verhaltnisse 

h d{} = h mit ds sin fJ = dy 
ds e 

dS=q[dY+fohsinHdfJ] ....... 6a) 

und nach Integration mit den Grenzen So' {}o 

S - So = q lY -- Yo - foh (cos 11- cos {}o)J 7) 
1. Beispiel. Ein Seil von der Lange l liege auf einer wagerechten voll

kommen glatten Ebene und sei an den Enden zwei entgegengesetzt wirkenden 
Kraiten Pinder y-Richtung unterworfen. Dann fiillt der GewiehtseinfluB q. d 8 

aus den GI. 3a) und 3b) weg und es ist mit at =H=O, Oe=P 

S = T tgO , S = P sin {} ) 

_~~ = P cos {} ~~ = P co~_o J' .... -. . . k) 

also mit dpr dritten Formel 3 a) 
g=t~h, .. . ... _ ..... 8a) 

d. h. die Seilkurve ist ein Kreisbogen. aus dessen Halbmesser Bich die 
innere Reibungsziffer fo ermitteln liiBt. 

Da ferner nach G1. 18) das Moment 

M=Px=t~hS 
iEt, so folgt mit P) und 8 a) 

x ,= g sin ,9. 

d. h. die Seilkurve ist ein Halbkreis, an dessen Enden die Kriifte P angreifen. 

2. Beispiel. 1m FaIle eines durch ein Gewicht lotrecht gespannten 
Seiles, welches iiber eine Rolle vom Halbmesser j' mit wagerechter Achse 
lauft, Abb. 201, seien {Jo' bzw. {Jo" die Seilwinkel und So' bzw. So" die Seil
spannungen an den Beriihrungsstellen mit der Rolle, denen dort die Quer
kraite To' bzw. To" zugehoren. Dann ergibt 7) sofort mit Yo = - r cos{)o die 
Spannung an jeder St·e11e y, {} an, insbesondere fUr groBere Abstande von der 
Rolle, wo das Seil schon nahezu lotrecht hangt, also cos {} .~ 0 geworden ist, 

S - So = q [y + (r + foh) cos 00 ], • • • • • • • . • 9) 

Andererseits haben wir in diesem Faile fUr das lotrecht gespannte Seil keine 
Seitenkraft, so daB also H=O,=O und daher wegen 3a) und 3b) 

S=Ttg{}, S-~(q8+0~)sin{} .. _ ..... 10) 

wird. Rechnen wir den Bogen 8 von der BeriihrungsBtelie mit der Rolle. 
setzen also s = 0 fiir {} = {}o', so ist flir die linke Seite der Abb. 201 

also S,/ = 02 sin {}o'. lOa) 

( s' \ (S' \ s= q8+ -.-~,)' sin D, T~c. qS-r- -_~{} ,) COB D . .• 
SIllu'o ,SIn' '0 

lOb) 

Fiir die G1eiehung der Seilkurve erhalten wir aus 4) mit a, = 0 und lOa) 

( q 8 + ~()~.,) ( 1 - fr, h dd{)) = (., h q tg 19 • • • • • • • 
\ sm U o ' ,8 

11) 

d "h 't V hI" - h h rll9 'un angena ert ml ernae asslgung von : (} 'a 8 

sin (}'o' . , 
q8 +'c;-;'- ~.' tohq tg (). . .. ' ... - . 11 a) 

"0 
also mit s = 0, '17 ~c= D,,' 

. . . . . , II b) 
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wahrend sich del' Kriimmungsarm go an dieser Stelle aus der strengen Glei
chung 11) mit d8 = I.! df) berechnet. 

Nun ist in Wirklichkeit die Seilspannung S1 durch das daran hangende 
Gewicht in einem so groBen Abstand gegebcn, daB dort also fUr 8 = ... 81 • 

,? = 90 0 gl'setzt werden kann, so daB nach del' ersten Gleichung lOb) 

12, 

wird. Damit ist dann sowohl '~,.' als auch S,/ bestimmt, wahrend die Seil
kurve selbst aus 11) abgeleitet werden kann. Die Seilspannung S1 ruft nun 
an der Rolle selbst das Moment S, r hervor. zu der, da an der Auflaufstelle 
der Kriimmungsarm der Seilkurve nicht mit dem Rollenhalbmesser iiberein
stimmt, noch nach 4) das Moment t;,hS, zur trberwindung der Steifigkeit 
hinzutritt, so daB sich das Gesami moment 

.. 13, 

ergibt, dem auf der andern Rollenseite ein Moment 

III," S" !)' .. f"h, 13a I 

entspricht. 
gewichts 

Dazu kommt no('h elas )Ioment des auf der Rolle lastenden Seil· 

/10" 

J ql' sin (J ds '/)'" J Hin if d ,7 
/J u' 

qre I cos ,'io' - cos (Jo"), .. Jab) 

so daB wir als G1ekhgewichtsbedingung der Rolle gegen Drehung M, 
odeI' 

Me+M". 
. . , 14) 

an Stelle del' ohne Riicksicht auf das Seilgewicht aufgesteUten ersten Niiherungs
formel 2a) erhalten. 

3. Beispiel. Haben wir es mit einer Seilkurve zwischen zwci Auf
hangepunkten zu tun, wie sie in § 415, :3. Beispiel betrachtet wurde, so ist 
hier wieder der Seitenzug H unveranderlich und wir erhalten aus 4) mit C, = H 
unter Vernachlassigllng von h : () 

(H' t;,hq) tg ,'). . , 15) 

Setzen wir wie friiher fiir den Scheitel ,7 cO, 8 = 0, so verschwindet C 
und es bleibt: 

'/8 (H·· . t;,hq) tg ii, 

eine Gleichung, die mit derjenigen des voIlkommen biegsamen Seiles iiberein
stimmt, wenn wir nur H durch H I fo hq ersetzen. Daraus folgt, daB durch 
die Steifigkeit nur der Seitenzllg, nicht aber die Form der Seilkurve eine 
Anderung erfahrt. 

<I. Beispiel. Ein Seil von der Lange l wird aD einem Ende A vom Boden 
urn Yo aufgehoben und langsam am Bod!'n entlang geschl!'ift, Abb. 20~. Das 
gebobene Seilstlick hat die Lange ,So' 

dann ist l- 80 der am Boden schlei- 7,; So 
fen de Rest, zu dessen Bewegung ein 
Reibungswiderstand 

H = f q (l - 80) 1Ii) r---l-so 

~~~~~~~~~O/~ zu Ii berwinden ist, der mit dem Seiten· 
zug iibereinstimmt. Rechnen wir den 
Seilbogen 8 von der Beriihrungsstelle 
mit dem Boden aus, WOI~ = 0 ist, so 

Abb.203. 

folgt. aus 4) zunachst C~ = 0; also gilt auch fUr diesen Fall Gl. 15al. 
8'= 8". ,1,-, ,9", sowie mit 16) wird aber daraus: 

s" ~ [ftl - 8,,)' f"h] tg I~U .. , . , 

Mit 

15 b) 
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und, wenn wir bei nur geringer Erhebung y vom Boden gegeniiber der Lange 8 

den Seilbogen angenahert mit seinem GrundriB x verwechseln, an Stelle 
"on I5al \Vegen y=O fUr x=O, die Parabelgl.eichung: 

dy qx 
tgO dx H~t~hq; 2y(H+fohq)=qx", 

oder mit 16) 2y[f(1-80)+t~hl=xe. . .17) 

Da nun fUr x = x 0 = so, y = Yo ist, so folgt daraus: 

"2 Yo [f(l- 80l foh] = S02 • 

So = - {Yo + ,I f2y;i-:F2Yolfl---L (oh), 

17 a) 

17 b) 

worin- das negative Vorzeichen der Wurzel als bedeutungslos weggelassen ist. 
Dadurch ist die Lange des aufgehobenen Seilstiicks und aus 15 b) au('h der 
Endwinkel (lo bestimmt. 

Zur Berechnung der Seilspannung So und der Querkraft an diesem Ende 
greifen wir auf GI. Bb) zuriick, die mit OJ-c,H, 02=~0, iibergehen in 

So~' qso sin {}o_c- H cos 1)0 l 
'l'o = qso COS1?0 - H sin {)o J' . . . . 18) 

wabrend sich die AuflagerkraH am gebohenen Ende nach 3) zu Vo = qs" 
berechnet. 

§ 54. Das GIeichgewicht lockel'er ll'Iassen. Unter einer locke
ren Masse verstehen wir einen Haufen unregelmaBig ge
stalteter, an sich starrer Korper, deren Abmessungen klein 
gegen diejenigen der Gesamtmasse sind. Da die zwischen 
den Einzelkorpern, den sog. Kornern, wirkende Anziehung nach den 
Lehren liber die allgemeine Sehwere vernaehlassigt werden kann, 
erfolgt die Trennung eines troekenen, d. h. nieht benetzten Kornes 
von del' Gesamtmasse senkrecht zur Oberfiache ohne Widerstand. 
Daher ist die lockere Masse nieht imstande, Zugkrafte auf
zunehmen, und ihr Gleichgewichtszustand ist nul' von 
Druckkriiften bedingt, welehe ihrerseits an den Beriihrungsstellen 
der Korner Reibungswiderstande auslosen. DaB es sieh hierbei 
nul' um die Gleitreibung handelt, zeigt sich sofort, wenn dic 
Neigung der Oberfiache gegen die Wagerechte einen bestimmten Be
trag, den sog. B 0 s c hun g s win k e I, iiberschreitet. Alsdann geraten 
die Teile der Gesamtmasse, welehe sieh liber del' um den Boschungs
winkel geneigten Ebene durch den FuBpunkt befinden, in Bewegung, 
die sich so lange fortsetzt, bis die neue Oberfiache den Boschungs
winkel erreicht hat. Ein alsdann aufgescheuchtes. Korn rutscht auf 
dieser Oberflache gleichfOrmig genau so ab wie ein Korper auf der 
um den Reibungswinkel geneigten sehie£en Ebene, so daB der 
Boschungswinkelmit dem Reibungswinkel der Gesamtmasse 
iibereinstimmt. Es sei gleich hier bemerkt, daB im FaIle del' 
Erflillung der obigen Bedingung der Boschungswinkel nahezu un
abhangig vom Stoffe der Korner ist, der Haufen selbst also eine 
ganz verschiedenartige Zusammensetzung haben kann, wie;man das 
an Gerollhalden im Gebirge beobachten kann. Man findet namlich 
fiir diese, ebenso auch fiir Steinhaufen, Schotter bis hinab zu feinem 
Diinensand, eine Reibungsziffer von etwa f = 0,75 entsprechend einem 
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Reibungswinkel von q; = 360 30'. Eine Abhiingigkeit desselben von 
der KorngroBe und dem Stoffe macht sich erst bei der Benetzung 
oder volligen Durchfeuchtung der Gesamtmasse gel tend, die wir aber 
hier ausschlieBen wollen, zumal damit auch Zugkriifte zwischen den 
Kornern verbunden sind. Andererseits nimmt die Reibungsziffer und 
der Boschungswinkel erheblich ab, wenn der Haufen aus vollig 
oder nahezu gleichgestalteten und gleich groBen Kornern besteht, also 
z. B. fiir Getreide und Kugelhaufen (Bleischrot). 

Wir betrachten nunmehr eine lockere Masse, die auf einer 
wagerechten Ebene iiberall gleich hoch aufgeschiittet und einseitig 
durch eine glatte lotrechte Wand begrenzt wird. Alsdann verteilt 
sich das Gewicht G der Gesamtmasse gleichformig auf die Unter
lage F qm, woraus bei einem Raumgewicht von r kg!m3 und emer 
Schiitthohe h ~ich mit G ~~ ;,hF ein lotrechter Flachendruck 

G 
q = .F =~ ?' h. " ....... 11 

berechnet, der sich in 
flache auf 

der Tiefe]l - hunter der wagerechten Ober-

1 a) 
-ermaBigt. 

Um den Druck auf die lotrechte Seitenwand zu ermitteln, 
oerinnern wir uns der im 2. Beispiel § 30 ermittelten wagerechten 
Kraft H, unter deren Wirkung ein Korper vom Gewichte G auf 
der schiefen Ebene von der Neigung fP mit dem Reibungswinkel 70 
1m Gleichgewichte verharrt. Wir fanden dort die Ungleichung 

tg(P-'Po)<~~~' tg(P-Tq1o) ....... 2) 

mit zwei Grenzwerten des Verhiiltnisses H: G, deren links stehender 
kleinerer den Abwartsgang verhinderte, wahrend der groBere rechts 
stehende gerade zur Einleitung der Aufwartsbewegung geniigte. 
Denken wir uns nun die schiefe Ebene durch den FuBpunkt 0 der 
Seitenwand nach Abb. 204 gelegt, so steUt der zwischen beiden und 
der Oberfiache befindliche Keil, dessen II 

Breite wie die der ganzen Schiittung senk- ~~.: _ . - 'j 
recht zur Bildebene b sein moge, den auf . "'::. '.' Ii 
ders?hiefenEbenebefindlichenKorpervom H .,'~:.± :t~_. 
,GewlCht - ---'---'-_ .. _ .. - • .,r 

() ,_= r/~b :1) 0 
~ tg q Abb. 204. 

dar, den wir uns im Gleichgewichtszustand, ohne daran etwas zu 
andern, ebenso wie die iibrige Masse erstarrt denken konnen. Damit 
Taber wird aus 2 'I 

tg(q--'Pol 
tg (P 

2H 
- yh'!.-b-

tg (l£_fPo) 
tg qJ 

worin qJ zuniichst noch willkiirlich zu sein scheint. Ein Abwartsgleiten 
findet aber offenhar dann statt. wenn das in der Mitte stehende 



238 Das Reibungsgleichgewicht. 

Verhii.ltnis gerade mit dem Hochstwert der linken Seite, ein Aufwarts
driicken, wenn es mit dem Kleinstwert der rechten Seite iiberein
stimmt. Die Bedingung dafiir ist aber 

~- (~?_(q'-=t=_CP())) = 0, oder sin 2 (p = sin 2 (cp =+ (Po), 
dIp tg cP 

d. h. 2 cP -r- 2 ((P =+ CPo) = n 

und liefert die fOg. GleitwinkeI 

n 
m l + mo. =c --
, I 'I 2 ' 

:\Iit ihnen ergeben sich aus 2,a) die beiden Grenzwerte 

H = y h2 b t 2 (n __ _ CP.!J.) Ho C~= yh2 b tg2 (_7[, ...L~) 
1 2 g 4 2' - 2 4'2' 

. 5) 

von denen der erstere HI ausreicht, um durch die Wand das Ab
gleiten zu verhindern und darum vom Standpunkte der lockeren 
Massen aus als aktiver Erddruck bezeichnet wird, wahrend der pas
sive Erddruck If., gerade zur Aufwartsbewegung des Erdkeils geniigt. 

. Beide FaIle unterscheiden sich also 
/' ,//// 

durch die N eigungswinkel der bewegten 
Erdkeile, Abb. 205. Ist die Wand von 
unten bis zur Tiefe Y abgestiitzt, so 
entfallt auf den oberen Teil nur ein 

'A Erddruck von 

b;W~'l77.~7;7,/W~~-r y Y~ b 2 (n _ ((! 0) Y y2 b _ 
Abb. 205. H =-2- tg -4 + -2 =-2- fJ, oa) 

also auf einen Flachenstreifen von der Tiefe dy nur dH = yybdYfJ, 
woraus sich der wagerechte Flachendruck im Grenzfall zu 

;, b) 

berechnet. Das Drehmoment von H in bezug auf die Oberkante 
der Wand ist alsdann 

h h I f ybh!l 
01'1 = ydH =y bfJ yO! dy = --.- fJ, 

• .3 
. . . . . 6) 

o 0 

also mit 5 a) fur y = h 
M=~hH ===yoH, 6a) 

so daB der Angriffspunkt des Erddruckes in 2! 3 der Tiefe liegt. 
Ferner hat man nach 4) 

1 + tg _CP.!J. 

( n CPo) - 2 
tg CPl~ = tg -,i ± 2 = ---- . 

1 =+ tg CPo 
2 

4a) 
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:3 tg IPo 
2 

und tgtpo == , 
1 __ tg2I£Q_ 

2 

3 
1st nun f=tgtplJ= 4' 

tpo tg T = ·-ctgtpo± ~ 1 +ctg2 (po' 

% 1 so folgt tg-_· =. oder = - 3, also 
2 3 

tg IPl = :3, tg IP2 = ~ \ 
IPl = 630 SO', T2 = 260 30' J . 

239 

4 b) 

4(') 

Wir sehen also, dal3 der aktive Erddruck einen Keil mit sehr steiler 
Gleitflache, deren Neigung jedenfalls nicht unter den Boschungs
winkel sinken kann, am Abrutschen verhindert, wahrend der passive 
Erddruck einen Keil mit wenig gegen die Wagerechte geneigter 
Gleitflache emporzuschieben strebt. Bemerkt sei noch, daB fUr ver
schwindende Reibung, also 

. 7) 

wird. Die einzelnen Korner der lockeren .Masse sind alsdann ohne 
Widerstand gegeneinander verschiebbar, die Oberflache im Gleich
gewichtszustande wird zu einer wagerechten Ebene, und 
der nur mit der Tiefe unter derselben wachsende Flachen
druck ist unabhangig von der Richtung. Einen Korper mit 
diesen Eigenschaften bezeichnen wir als eine Fl iissigkeit, die als 
Sonderfall einer lockeren Masse erscheint. 

U nterliegt die lockere Masse kleinen Erschiitterungen, wie sie 
beim Auffiillen unvermeidlich sind, so wechseln auch die Beriihrungsstellen 
der Korner unter zeitweiser Aufhebung 
der Reibung. In diesem Zustande nahert 
sich die Masse dem Verhaltnis einer Fliissig
keit, iibt wie diese einen allseitig gleichen 
Flachendruck aus und ist bestrebt, eine 
Gleichgewichtslage mit wagerechter Ober
flache einzunehmen. Davon kann man sich 
leicht durch Klopfen an der Wand eines 
mit Sand gefiillten Gefal3es iiberzeugen. 

. ~ . " 

Abb.206. 

.' " 

1st die ebene Oberflache der lockeren 
Massen gegen die Wagerechte um einen 
Winkel a < 970 geneigt, so berechnet sich aus Abb. 206 das Gewicht 
des hinter der Wand befindlichen Keiles mit der N eigung qJ > a 
mit BC=a, AC=c zu 

G= rh2~~=~h~~2~su =r~2'~'Zfns~~o;(0' .... H) 

womit die Ungleichung 2) iibergeht in 

tg (97 - (70) cos q?./ :3 H 
sin ( tp -' -u) ?' h2 b~os (( 

~ tg (Ip +- (70) cos tp 

- sin (~=-a) 
2b) 
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Zur Bestimmung der Grenzwerte haben wir alsdann aus 

ddrp (tg-~n1 :o)=~s_rp) ~,~ 1-;p [tg-;~fr(~~~nJ = 0 

(tg rp cosa -- sin a) cos2 rp =tg(lp += rpo)cos2 (rp+ rpo) cosa .. 9) 

oder sin (2 If! - a) -- sin 2 (rp + rpo) COSft= sina, 9a) 

woraus sich die beiden Gleitwinkel des Keiles fur den aktiven und 
passiven Erddruck berechnen lassen. 

Besonders einfach gestaltet sich das Ergebnis bei einer unter 
dem Reibungswinkel geneigten Oberflache mit (( = rpo' also 

sin (2 rp - rpo) -- sin 2 (q; - rpo) cos (Po C~~ sin rpo' . . H b) 

fur den aktiven Erddruck, dem das obere Vorzeichen entspricht. 
Dann wird namlich diese Gleichung erfiillt fur rp = rpo' d. h. fiir 
eine der Boschung parallele Gleitflache durch den FuB
punkt 0, und wir erhalten aus 2b) fiir den Grenzfall 

yh2 b 
HI = ---:f- cos2 qJo' ... 10) 

sowie fur die Tiefe y unter A 

yy2 b 
H =.. cos2 rp 

1 2 0' 

dH ., 
q£ = biy = yy COS" rpo' lOa) 

wahrend der Ausdruck fur den passiven Erddruck H2 etwas ver
wickelterausfiillt. Setzt man hierfiir in 9) mit tg(rp+rpo), tglp=·u. 
tg a = tg rpo = f, so erhalt man nach einigen Umformungen 

u2+2uf=2+r, also u=tgrp=-f+Y2(1+{2), 9c) 

da das negative Vorzeichen der Wurzel keinen Sinn hat. Damit 
aber ergibt sich nach Einsetzen die rechte Seite von 2 b) fur den 
Grenzwert des passiven Erddruckes 

H = yh2 b 
2 [I" '. f2 '.,.] , . . . . . 11 ) 21-r 3f"2f'V2(1 I 

der fUr f= 1, oder rpo = -:, wie schon aus 2b) hervorgeht, un

endlich wird, so daB ein solcher Grenzwert nur dann besteht, wenn 
im Einklang mit der Erfahrung der Boschungswinkel rpo < 450 ist. 
Der entsprechende Wert fUr die bis zur Tiefe y von unten abgestiitzte 
Wand, sowie der zugehorige FIachendruck q berechnet sich aus 11) 
genau wie dies in lOa) fiir den aktiven Erddruck geschehen ist. In 
beiden Fallen liegt, wie der Vergleich mit 6 a) lehrt, der Angriffs
punkt der Kraft in 2/3 der Tiefe von A aus gerechnet. 

Es fragt sich nunmehr noch, welchen Wert der lotrechte 
Flachendruck bei geneigter Oberflache im Innern und am Boden 
der lockeren Masse annimmt. Da er an der Oberflache selbst ver-



Das Gleichgewicht lockerer Massen. 241 

schwindet, so kommt eine gleichformige Verteilung des iiber einer 
wagerechten Ebene lagernden Haufengewichts auf diese Ebene nicht 
in Frage und es bleibt nur noch der An-
satz 1 a) iibrig, wonach dieser Druck dem 
lotrechten Abstand von der Oberflache ver
haltnisgleich sein wird. 

1. Beispiel. In einem Kasten, Abb. 207, seien 
zwei Gattungen lockerer Massen zu beiden Seiten 
einer beweglichen Zwischen wand enthalten. 1st dann 
der aktive l<;rddruck der einen groBer als der pas
sive der andern, so wird die Wand nach der 
zweiten Masse verschoben. So hat man fiir die 
ebene Schiittung in h = 1 m Hohe, b ... ~ 1 m Breite 

Abb. 207. 

Schrot r=6750kg/m'1, '1'0=2.5°, {=0,47, H,=1350kg, H2 =8320kg 
Sand 1'=1800 '1'0=36050', {=0,7.5, H, = 22.5" H2 =1800" 
Getreide 1'= 750" '1'0=30°, {=0,58, H, = 125" H2 =1l2.5" 
Wasser 1'=1000" '1'0=0°, f=O,O H, = 500" Hz= 500 " 
Es wiirde hiernach Bleischrot auf der einen Seite der Wand diese gegen Ge
treide oder Wasser verschieben. 

Bei schrager gegen die bewegliche Wand unter dem Boschungswinkel 
abfallimder Schiittung hatte man fiir dieselben Karper nach GJ. 10) und 11) 

Schrot H, = 2770 kg. Hz = 17680 kg 
Sand H, == ,)76 " H2 = 26500 " 
Getreide H,~, 380 " H2 = 3410 " 
Wasser H, .~.. 500 " H2 = .500" 

so daB in diesem FaIle das Gleichgewicht der lockeren Massen gewahrt ist, 
nicht aber dasjenige von Schrot und Sand gegen Wasser. 

2. Beispiel. Tragt die lockere Masse auf ihrer Oberflache eine gleich
formig verteilte Last von der Hohe h" Abb. 208, und dem Raumgewicht 1'" 
so ist das von der Wand mit der Hohe h 
gestiitzte Gewicht des Keils und der darauf 
liegenden Last 

( I' h2 ) 1 
G=b T+r,h,h tgq;' •. 12) 

also sind die Grenzwerte des passiven und 
aktiven Erddrucks gegeben durch die 
Scheitelwerte von 

H = b ("lh2 + h h) tg ('I' =f_'Pol , 13) 
::: "11 1 tg'P 

d. h. wie oben: 
Abb.208. 

H'2 = b ("I~2 + "llhl h) tg2 (~ =f ~o) = b (1';2 +1'1h1h) p. 13a) 

Der Tiefe y unter A entspricht dann der Wert: 

(ry2 ) 
H'2 = b ~2~+"l1hlY p, 13b) 

also der seitliche Flachendruck: 
dH 

qx= bdy=(1'Y+rlhllP, . . . . . ..... 14) 

woraus sich das Moment in bezug auf A zu 

h (rh3 "l 1 h1 h2 ) 
M=bJqxydy=b\3+~2- p. 

o 
. . 1.5) 

Lor e n z, Techn. Physik I. 1. 2. Autl. 16 
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und die Tiefe des Angriffspunktes unter A aus 

J'~+ ~~-' 
M 3 2 h 

YO=-H= {+~_~h . ........ . 14a) 

ergibt. Fur hl = 0 wird hieraus wieder Yo = i h im Einklang mit 6a), wahrend 
h 

fUr h1=oo, YO=T folgt. Die Auflast bedingt also eine hiihere Lage 

des Angriffspunktes. 

§ 55. Die Standfestigkeit der Futter- und Staumauern. Tritt 
an Stelle der im letzten A bschnitt betrachteten glatten Wand zum 
Abstutzen einer lockeren MaEse eine sog. Futtermauer, so kann 
wegen deren rauher OberfUiche die Reibung R zwischen beiden nicht 
mehr vernachlassigt werden. Da diese in die zunachst lotrecht an
genommene Innenflache der Mauer fallt, so besteht im Grenzfalle 

des Abrutschens des Keiles vom 
Gewichte G mit dem N ormaldruck N 
und der ReibungszifIer f = _tg lfJo 
der lockeren Masse an der urn IfJ 
geneigten Gleitebene nach Abb. 209 

rn.-pr~:B-'~-n-,4-7"'-'-'-rrrn~--on-0'7' -,,--. 'n~ : die Gleichgew ich ts bedingung 

Abb.209. 
H + f N cos IfJ - N sin IfJ = O} 1 ) 
R + f N sin IfJ + N cos IfJ = G ' 

Set zen wir darin die Reibung der Schuttmasse an der Mauer gleich 
der Reibung im Innern, also 

R =f H=HtglfJo' 

so liefert die Ausschaltung von R und N 

H sin IfJ - f cos IfJ tg IfJ - tg lfJo C()S2 lfJo 

G = cos IfJ (1 - r) + 2 f sin IfJ = 1 + tg IfJ tg 2 lfJo cos 2 lfJo' 

. 1 a) 

2) 

'Y h2 b 
oder mit G = 2 tg 1fJ' • • • . • • • • . • 3) 

fur wagerechte Oberflache: 

H = 'Y h2 b cos2 lfJo tg IfJ - tg CPo 
2 cos 2 CPo tg cP + tg2 cP tg 2 CPo . 

4) 

Der Hochstwert dieses Ausdrucks, dem auch ein Hochstwert von R 
nach 1a) zugeordnet ist, stellt dann den aktiven wagerechten 
Erddruck dar, dem die Mauer standhalten muB. Er ergibt sich 
aus dem Verschwinden der Ableitung von 4) nach tg cp, d. h. aus 

tgcp - tg CPo 1 

tg IfJ + tg2 cp tg 2 lfJo 

oder 
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odeI' nach Unterdriicken des hier bedeutungslosen negativen Vor
zeichens del' Wurzel fiir 

tg tp = tg tpo + Y tg2 tpo +t~~};~ = r + yTt-r;i . 4 b) 

Nun ist abel' hierfiir wegen 4 a) 

tg tp - tg tpo tg tpo 
tir-+ tg2 tp tg 2 tpo = tg2 tp tg 2 tpo ' 

folglich nach Einsetzen in 4) 

yh2 b yh2 b yh2 b 
H = 4tg2 tp = [ 1/1+ [2.] 2 = -2-- f3 , 

4 r+ V ._- -2-
womit dann auch R nach 1al gegeben ist. 

5) 

Ist dagegen die Schiittung hinter del' Mauer 
Boschungswinkel geneigt, so haben wir fUr das Gewicht 

urn den 
des Keiles 

nach Gl. 8), § 54 Y h2 b cos tp cos tp 
G=-- 0 

2 sin (tp - tpo)" 
6) 

Nun konnen wir an Stelle von 2) auch schreiben: 

H sin (tp - (Po) cos tpo 
G cos (tp - -2 tpJ 

..... 2a) 

oder nach Einsetzen von 6) 

H _ Y h2 b cos2 tpo cos tp _ Y h2 b .. cos2 tpo 
- -2 - cos (tp ~- 2 ~J - -2--cos2tpo-Ftg T sin 2 tpo· 7) 

Diesel' Ausdruck wachst mit abnehmendem tgtp, das aber, wenn 
Gleiten iiberhaupt moglich sein soIl, nicht unter tg tpo = r sink en 
kann. Also ist in diesem Fall fiir tp = tpo del' Hochstwert des 
aktiven wagerechten Erddruckes 

yh2 b 2 yh2 b 1 yh2 b 
H= --2- cos tpo= 2-1 +12 ==-2- f3. . .. 7 a) 

Da sowohl del' Seitendruck H als auch die Reibung R in allen Fallen 
mit dem Quadrat der Tiefe wachsen, so liegt, wie schon im vorigen 
Abschnitt Gl. 6a) gezeigt wurde, deren Angriffspunkt in del' Tiefe 
Yo=~ho unter der Oberkante A oder in del' Hohe c = ~ h iiber 0, 
wodurch ein Moment bei del' urn die Mitte 01 der Mauersohle im Be-
trage von a 

1l1=Hc-R 2 ......... 8) 

bedingt ist, wenn a die Mauerdicke bedeutet. Diesem Moment wirkt 
ein solches der Spannungen p in der Mauersohle entgegen, die wir una 
nach Abb. 210 urn den Drehpunkt 01 linear verteilt denken konnen, so 
zwar, daB mit einem Hochstwert P1 

a a 
+-2 +2 

M bJ 2 P1 f 2 P1 a2 b = pxdx=-a- b X dx =-6-
a 
2 

a 
2 16* 

9) 
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zu setzen ist. Andererseits ist die Sohle durch das Gewicht Go = 1'0 abh 
der Mauer und durch die Reibungskraft R belastet, woraus ein 
gleichformig verteilter Flachendruck 

Po=Go!;;R . . . . . . . . . 10) 

hervorgeht. Damit nun in der Sohle nirgends Zugspannungen auf
treten, welche von der Mauer ihrer Fugen wegen nicht 
aufgenommen werden konnen, so muB Po> P l ' oder 

;..........-... : x , 

1111111111111110 
Abb.210. 

a a 
M=Hc-R 2 «Go+R)6' 

oder 
2 a 

Hc--Ra<G -. 3 0 6 
11) 

AuBerdem aber darf die Mauer nicht von der 
Seitenkraft H weggeschoben werden, so daB mit 
einer Reibungsziffer fo derselben an der Sohle 

H«Go+R)fo' oder H-foR<Gofo 12) 

sein muB. Schreiben wir in diesen 
Raumgewichts 1'0 des Mauerwerks 

Formeln unter Einfiihrung des 

H -- I'fJ bh'J , 
2 

R=fH, Go=l'n abh , I'fJ =E, 
1'0 

13) 

so lauten die beiden Bedingungen fUr die Standfestigkei t der 
. h 

Futtermauer mIt c = 3 

G~r>E(1-2ff)' ~>E1-fot 
h 2fo ' 

14) 

deren erste auf 
14a) 

fiihrt. Vernachlassigen wir dann noch die Reibung R auf der Innen· 
seite der Mauer, die damit, wie in § 54 als vollig glatt angesehen 
wird, so vereinfachen sich diese Bedingungen mit f = 0 noch in 

a E 
h- >-, ....... 14b) 

2 fo 

durch deren Erfiillung eine noch hohere Standfestigkeit wie nach 14) 
verbiirgt wird. 

Der letzte Fall trifft dann streng zu, wenn an Stelle der 
lockeren Masse eine Fliissigkeit tritt; alsdann bezeichnet man die 
Mauer als Staumauer. Jedenfalls lehren diese Ergebnisse, daB 
die gleichmaBige Starke einer Futter- oder Staumauer im 
geraden Verhaltl1is zur Rohe der abzustiitzendel1 Masse 
wachst. Daraus folgt ohne weiteres, daB die Mauer unbeschadet 
ihrer Standfestigkeit am oberel1 Ende schwacher gehalten werden 
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kann als am unteren, woraus sich eine erhebliche Ersparnis an B8,U

stoff und Herstellungskosten ergiht. Zur Ermittlung der hierfiir 
zweckmaBigsten Mauerform bezeichnen wir wieder mit PI die groBte 
Spannung in einem wagerechten Schnitt von der Dicke x und der 
Tiefe y. Dann ergibt sich, wenn wir wieder eine lineare Spannungs. 
verteilung voraussetzen, das Moment dieser Spannungen aus 9) nach 
Ersatz von a durch x zu 

PI x2 b 
M=---~, 

6 
9a) 

welches unter Vernachlassigung der Wandreibung R durch das 

Moment des Seitenschubes H, des sen Richtungslinie um ~ iiber dem 

betrachteten Querschnitt liegt, also durch 

M = H?L= 'Y 13 b y3 Sa) 3 6 ....... . 

geweckt wird. Mithin ist im Grenzfalle 

15) 

Andererseits ruft bei veranderlicher Mauerstarke x das dariiber 
lagernde Gewicht G eine gleichfOrmige Druckspannung Po derart 
hervor, daB G = Po x b oder, da nach Abb. 211 dG = 'Yo b x dy ist, 

dG=bd(pox)= 'Yobxdy.. . . 16) 

SoIl diese Druckspannung im Grenzfalle gerade die 
hochste Zugspannung ausgleichen, so ist mit Po = PI 
und der Belastung der Langeneinheit der 
Mauer G 

b=q=PIx, . . . .. 17) 

dq=d(PIX)='Yoxdy, .•. 17a) 

I 
,---x 

Abb.211. 
wahrend wir nachEinfiihrung von 17) in15) erhalten: 

)' 13 y3 = X q. . . . . .... 15 a) 

Die Ausschaltung von x aus den letzten beiden Formeln ergibt sod ann 

q dq = 'Y 'Yo 13 y3 dy, 
oder integriert zwischen den Grenzen 0 und y entsprechend qo und q 

q2_ q02= 'Y'Y~f3Y~ ........ 18) 

also mit 15a) 

Setzen wir darin 

so folgt: 

x2 2 'Y2 132 y4 
1/' = 'Y'Yo 13 y4,+ 2 qf)2' •••.••. 

'Yf3 2q02 4 
=E, -2-=YO , ..... 

'Yo 'Yo 

2 E2 y4 

Ey4 +Y04 ' 

dx _ 2 ,/~ Ey4 + 3 y03 
--y t' 2E S· 

dy (E y4 + Yo 4)2 

19) 

20) 

21) 
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Das Ergebnis ist die in Abb.212 dargestellte Kurve, die im An
fangspunkte x = 0, Y = Omit lotrechter Tangente ansetzt, sich der 
schragen Geraden A G 

X=yV282 ......... 21a) 

asymptotisch nahert und mit der Senkrechten durch A den AufriB 
der Staumauer begrenzt. Wegeu der Spitze in A, welche einen un
endlich groBen Flachendruck durch die Auflast bedingen wiirde, ist 

diese Form indessen ebensowenig brauchbar 
wie das Dreieck A 0 G zwischen dem Lote A 0 -r-l und der Geraden AG, GI. 21 a), in welche die 
gefundene Kurve 21) fiir qo = 0, d. h. beim 
WegfaIl der Auflast, ausartet. Die Kurve der 

!I Mauer muB schon wegen der auftretenden 

1 h Schwankungen des Fliissigkeitsspiegels iiber --- I diesen hinausragen, und um begehbar zu sein, 
eine gewisse Breite AD = ao besitzen, wodurch 
eben die Auflast qo bedingt ist. Die Verteilung 

C'i~----+-::----- derselben auf die Mauerhwird Kalsdann durhch 
- a-O ine in Abb. 212 gestric elte urve erreic t, 

Abb. 212. die in D lotrecht beginnt und sich der Ge-
raden A G nach Art einer Hyperbel asymptotisch 

nahert. Dadurch wird einerseits die errechnete Mauerdicke x etwas 
vergroBert und folglich die Spannung Pl vermindert, andererseits 
aber auch die gleichfOrmige Flachenbelastung Po erhoht, so daB fiir 
die neue Form die Ungleichung Po> Pl' oder 

yfh/ q>--
x 

22) 

zur Vermeidung von Zugspannungen im Mauerwerk sicher erfiint 
ist. Das wird noch gefordert durch eine in der Praxis haufig vor
genommene Abschragung der Wasserseite der Staumauer, wodurch 
eine lotrechte Belastung derselben durch das Wasser bedingt ist. 
Rechnen wir fiir die Standfestigkeit gegen Verschieben nur 
das Gewicht des Grunddreiecks 0 A G, so ist bei einer Hohe 0 A = h 
und einer Grundlinia 0 G = a wegen 21 a) a: h = V 2 82 

H=yh2 b Go=yoahb =yoh2 b,/282 , 

2 ' 2 2 v 
also muB sein 

y<foYo~·· .. 23) 

Durch eine Auflast wird die Standfestigkeit nur erhoht, so daB sie 
bei Erfiillung von 23) vollig gesichert erscheint. 

1. Beispiel. Haben wir es mit einer Masse zu tun, fiir welohe f= tg 9'=0,75 
ist, so erhalten wir 

a) fiir wagereohte Sohiittung naoh Gl. 5) fJ = 0,186 , 
b) fiir Sohiittung im Bosohungswinkel Gl. 7 a) fJ = 0,64 , 

mit 7' = 7'0 = 1800 kg/m3, f = fo also E = fJ· 
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Damit erhalten wir fur die Standfestigkeit der gleich starken Fu tter-
mauer die Bedingungen nach G1. 14), 14a), 14b) 

a) mit Wandreibung h, > 0,32, 
a Ii> 0,054, 

ohne Wandreibung X> 0,43, 
a 
Ii> 0,125, 

b) mit Wandreibung X> 0,45, 
a 
Ii> 0,19, 

ohne Wandreibung X> 0,8, X> 0,427, 

c) fur eine gleichstarke Staumauer gegen Wasserdruck ist mit 
1'=1000 kg/m3, (3=1, 0=1:1,8=0,565, also mit fo=0,75 

X> V35 = 0,745, ~ > 0,377. 

Daraus erhellt, daB die Mauerstarke im allgemeinen durch die Unterdruckung 
der Zugspannungen bedingt ist, wah rend die Standfestigkeit gegen Fortschieben 
zu kleine Werte von a: h liefert. Weiter erkennt man den uberaus ungunstigen 
EinfluB der schragen Schuttung, die eine viel groBere Oberflache bedingt als die 
wagerechte Oberflache. 

2. Beispiel. Fur eine abgeschragte Staumauer gegen Wasserdruck nach 
Abb. 212 aus Granit ist Yo = 2500 kg/m3, also (3 = 1, 0 = 1': Yo = 1: 2,5 = 0,4. 
Daher hat die schrage Vorderflache die GJeichung 21 a) 

x a --y = 'it = V 0,32 = 0,565, 

wenn Zugspannungen im Mauerwerk ausgeschlossen sein sollen. Daraus folgt 
ein Flachendruck an der Grundlinie 

Go Yo h 
Po =ar;=2·' 

also fur eine Stauhiihe von h = 20 m, Po = 25000 kg/m2 = 2,5 kg/cm2, wahrend 
die Bedingung 23) gegen Fortschieben, namJich 1000 < 0,75·2500·0,565 = 1062 
ersichtlich erfiillt ist und durch eine Auflast nur noch verbe~sert wird, ohne 
daB der Flachendruck am Boden eine erhebliche Steigerung erfahrt. 

§ 56. Das Gleicbgewicht feuchter Erde. Feuehtet man eine 
feinkornige Masse etwas an, so setzt sie einer Versehiebung ihrer Be
standteile gegeneinander auch ohne merkbare Belastung einen Wider
stand entgegen, der wie die Reibung in die Gleitflaehe hineinfii1lt und 
der Bewegungsriehtung entgegengesetzt gerichtet ist. Diesen neben 
der Reibung auftretenden Widerstand gegen die Losung des Zusammen
hangs bezeichnet man gewohnlieh als Kohasion, und lockere Massen, 
in den en solehe neben der auBeren Reibung 
geweekt werden, allgemein als E r d e. 

Wir den ken uns nun einen solchen Erd
korper mit wagerechter Oberfliiehe wie in § 54 
die troekene loekere Masse durch eine glatte 
lotreehte Wand abgestiitzt und erhalten fiir 
das Gleiehgewieht des Keiles vom Gewichte G 
zwischen dieser Wand und einer unter dem 

Abb. 213. 

Winkel rp gegen die Wagereehte geneigten Gleitebene, in der em 
Widerstand W auf3er der Reibung f N wirkt, nach Abb. 213 

H ec>s rp + r N + W = G sin rp l 
H sin rp - N + G cos rp = 0 j , . . . • 1) 
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oder nach Ausschaltung des Normaldruckes N 

H (cos cP + f sin cp) - G (sin cP - f cos cp) + w = 0.. . 1 a) 

Fiihren wir dann noch den Reibungswinkel durch f = tg CPo und das 
Gewicht des Keiles ein und nehmen mit Ritter an, daB der Gleit
widerstand der Kohasion bezogen auf die Einheit der Gleitfiache 
iiberall denselben Wert k besitzt, setzen also mit der Wandbreite b 

rh2 b khb 
G=--, W=--;--, 

2 tg cP sm cP 

so folgt fiir den Grenzfall des aktiven Erddruckes 

H 
b 

'Y h2 tg (cp -~CPo) _ k h cos CPo 
2 tg cP sin cP cos (cp - CPo)" 

2) 

3) 

Dieser Ausdruck wird offenbar dann am groBten, wenn das erste 
Glied einen Hochstwert, das zweite aber einen Kleinstwert an
nimmt. Der erstere ist uns aber schon aus § 54 bekannt, er tritt 

ein fiir ~ + ~o, wahrend fiir das zweite Glied aus der Bedingung 

cos cP cos(cp - CPo) - sin cp sin (cp -- CPo) = cos (2 cp - CPo) = 0, 4) 
;n 

2m-m =+-
'I' TO ~ 2 ' also 

sich ergibt. Von diesen beiden Werten stimmt aber der erste mit 
dem oben angefiihrten fiir den Hochstwert des ersten Gliedes mail
gebenden iiberein, so daB der aktive Erddruck im Grenzfalle 

~1 = 'Y :2 tg2 (~_ ~o) __ < h(~OS cp~~)_, .. . 3a) 
cos ---

4 2 

oder ~1 = 'Y ;2 tg2 (~_ ~o) [1- -;;-~ ~~(: CPO_q;o)]' . . 3 b) 
'Y sm 4-~2 

wird. Dieser Ausdruck verschwindet mit dem Klammerausdruck 
rechts; schreiben wir also fUr die dieser Bedingung geniigende 
Hohe h = ho' gegeben durch 

ho 2 cos CPo = ~ [f + V 1 + rJ . . .. 5) 

k 'Y sin2 (~_ ~o) 'Y 

und fiihren dies in 3 b) ein, so wird daraus mit der Abkiirzung fJ 

HI = 'Y h2 tg2 (::: _ CPo) [1- ho lJ = '!-~ (h2 _ h h) 3 c) 
b 242_ h 2 0" 

und man erkennt, daB ho die Hohe einer lotrechten Erdwand 
darstellt, die ohne jede Stiitzung gerade noch im Gleich-
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gewicht verharrt. Durch diese versuchsmaBig zu ermittelnde Hohe 
ist alsdann mit Hilfe der Gl. 5) der Beiwert k des Gleitwiderstandes 
der Kohasion gegeben, vgl. Abb. 214. Verschwindet die Reibung, 
was etwa bei volliger Benetzung der Oberflache aller Korner ein
treten diirfte, welche deren unmittelbare Beriihrung aufhebt, so wird 
der Zusammenhang nur noch durch die Oberflachenspannung der 
Benetzungsflussigkeit aufrecht erhalten, und wir erhalten an Stelle 
von 3a) und 5) 

~= yh2 _ 2 kh= yh2 (1- ~Jl) = yh2 (1 ~ 4~) 6) 
b 2 2 h 2 yh ' 

mit einem Gleitwinkel von cP = 45° wie 
bei reinen Fliissigkeiten. Deren Zustand 
wird allerdings erst erreicht, wenn die 
Benetzung bis zur Auffiillung aller Hohl
raume zwischen den Kornern fortgeschrit
ten ist, so daB im Innern keine freien Ober
flachen mehr vorhanden sind und damit die 
Oberflachenspannung selbst wegfallt, also 
k=O wird. Dasist derFall des Schwimm
san des, der nur bei wagerechter Ober
flache im Gleichgewichte verharren kann. 

o 
'., 

,:'; .", 

Abb. 214. 

Es sei hier noch bemerkt, daB der Grenzwert des passiven 
Erddruckes sich aus den obigen Formeln durch Vertauschen des 
Vorzeichens von CPo und k zu 

~'~ ':'tg, (~+~") + k,hr+-cp~~-), 
cos '4 2' 

.... 3d) 

ergibt. Ein Verschwinden desselben kommt naturgemaB nicht in 
Betracht, da dieses auf eine negative freie Wand fiihren wurde, die 
offenbar sinnlos ist. 

Um den Angriffspunkt der Erddriicke zu ermitteln, setzen wir 
wieder fur eine Tiefe y unter B in Abb. 214 allgemein an Stelle 

von 3 c) fJ b Y fJ b 
H=~2(y2-hoY)' dH=-2-(2y-ho)dy,.. 7) 

woraus sich das Moment 
h 

HI Yo = f y dH = y:~ [~(h3_ h0 3) - ho(h2;: h02)] , . 7 a) 

110 

also mit 3 c) 

y =!.['!.'!...3_lI,03 _hoh2-ho'!...11=h[~+!.ho+~~()~J 8) 
o h 3 h - ho 2 h - ho ~ 3 6 h 6 h2 _ 

ergibt. 
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Ist die freie Hohe der senkrechten Erdwand h > ho' so 
muB, um das Gleichgewicht ohne Stiitzwand herzustellen, von dem 
Keil ein Stiick vom Gewichte G1 entfernt werden. Alsdann hat man 
an Stelle von 1 a) mit H = ° und G - G 1 an Stelle von G 

(G - G1) (sincp - fcos cp)= W, 
also wegen 2) 

G1 'Y h2 kh 
9) -----

sin cp (sin cp - f cos cp)' . b 2 tgcp 

G1 'Y h2 k h (tg2 cp + 1) 
9a) ----

b 2 tgcp tg2 (p - f tg cp 
oder 

Setzen wir bierin zur 

'Y h2 

T=a, 

Abkiirzung 

1 
--= ctgcp=u, 
tg cp 

. . 10) 

so wird daraus 
k h(1 + u2 ) au - k h-(kh + at) u2 

q=au- =--- .. 9b) 
1-fu 1-fu 

Der kleinste Wert dieser Entlastung ergibt sich alsdann aus :~ = 0, 

also 
au - k h - (k h + a f) u2 _ 2 (k h + a f) u - a 

1-fu - f 
oder mit Riicksicht auf 9b) 

a+qf=2 (kh+af)u. . ...... 11) 
Fiibren wir diesen Wert von u in 9 b) ein und losen nach q auf, so 

'Y h2 
folgt unter gleichzeitigem Ersatz von a durch 2 

q = 2 ~2 [4 k + 'Y f h - 2 11 2 k (1 + (2)(2 k + 'Y f h)] . 12) 

Dieser Ausdruck verschwindet fiir h = 0, was schon aus 9) zu er
kennen war. Er verschwindet aber auch fiir h = ho' so daB man 
daraus auch die Hohe der ungestiitzten Erdwand ableiten kann. Es ist 
ferner q ~ ° fUr h ~ ho' d. h. es ergibt sich fiir eine Erdwand h < ho 

die Moglichkeit einer weiteren Belastung, 
r_~i'::-c-:-...,....,-:-:--:-.:--:--.,-. ~,...,..,. was auch ohne weiteres verstandlich ist . 

. ' . " .. - '. . ',: ~ . . 

. <; . Die Gestalt des Entlastungskor. 
:/. ... , . pers haben wir bisher unbestimmt ge

lassen, es ist aber klar, daB durch seine 
Wegnahme die an sich zu hohe freie Wand 
erniedrigt werden muB, da sie sonst nicht 

Abb. 215. stabil sein. kann. Geben wir dem Ent-
lastungskorper die Form eines Keiles 0 B C, 

dessen untere Kante mit dem FuB 0 der freien Wand zusammenfiiJIt, 
so ist bei einem Neigungswinkel a der schragen Seitenebene, Abb.215, 

'Y~b ~ 'Y~ 
G1 =2tga' q=7)=2tga ..... lOa) 
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und wir erhalten aus 12) 

rr hctga= 4k+ r f' h - 2 Y2 k(l + f)(2 k+r fh). 12a) 

fiir den Zus ammenhang des Boschungswinkels a mit der 
Rohe h derBoschung selbst. Fiira=90o, ctga=O, wirdnatiir
lich wieder h = ho' wiihrend wir nach Division mit h fiir h = 00 

tga=f=tgIPo' 

also wieder den natiirlichen Boschungswinkel 
Masse ohne Kohiision erhalten, der 
sich aus 12 a) auch mit h = ° ergibt. 

Fiir eine im allgemeinen g e k r ii m m t e 
Boschung haben wir nach Abb.216 

der lockeren 

q= ~l=r Jydx ,. lOb ~~~~~~~~?} 
G. 1 =rbJ ydx, } 

dq=rydx 
Abb.216. 

wobei y als Tiefe unter der Oberkante nach unten positiv zu rechnen 
ist. Fiir den EntlastungskeiI bis zu dieser Tiefe haben wir alsdann 
in Gl. 12) Y an Stelle von h einzufiihren und erhalten mit lOb) 

y 

2"r f';l J ydx= 4 ky + r fy2 - 2 Y-2 k~.i-+7~T(2-ic?l+ r f y3). 13) 
o 

Schreiben wir dafiir abkiirzungshalber 

aoJ ydx=aly+a2y2-a3 yy2+a~-YS, ... 13a) 

so liefert die Ableitung nach y nach Division mit y 

ao dx = a l + 2 a';l _ ag 2 + 3 a4 Y 
dy y 2 V y2 + a4 y3 

... 13b) 

als Differentialgleichung der Boschungslinie, die zwar nicht in ge
schlossener Form integrabel ist, aber doch fiir jeden Wert von y die 
Ermittlung des zugehorigen Boschungswinkels {} aus dy = dx tg 1'J 

gestattet. So erkennt man, daB fiir y = 0, ~~ = tg {} = 0, fiir y = 00, 

tg {} = 2a~.> = f= tgIPo wird, wiihrend dazwischen :~=o entsprechend 

einem NUlIpunkte mit der groBten Neigung {} wird, woraus sich der 
in Abb. 216 dargestellte Veriauf mit zwei Asymptoten in guter Dber
einstimmung mit natiirlichen Riigelformen ergibt. 

Beispiel. rst die Hohe einer nicht gestiitzten lotrechten Wand einer 
Erdmasse gerade ho = 1 rn, so berechnet sich mit einer Reibungsziffer f = i 
entspr. einer natiirlichen Boschung 'Po = 36°50' die Kohasionsziffer aus 5) bei 
" = 1800 kg/rns zu 

k = ___ ho 1'---__ = 225 kg/mg. 
4(r +,11-+(2) , 
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Mit diesem Werte erhalten wir fiir die Neigung einer Bosohung von der Hohe h 
aus 12a) 

also fiir 

1013 otg a = 9~0 + 1350 _ 11:5 v'TtS-li" 

t - 0,89 + 1 33 ],11 I 1 + " h 
o ga--T ' --hV '" 

h= 1 m=ho 
tga=OO 

a=90 0 

3m 
2,19 

650 30' 

6m 
1,498 

560 20' 

9m 
1,292 

520 20' 

Andererseits bereohnen sioh mit den obigen Werten von h und f die Neigungs
winkel der naoh Abb. 216 stetig gekriimmten Bosohung aus 13b) 

ct {} = 0,477 + 1,33 _ 0 38 1 + 4,5,Y_, 
g Y , v' y2 + 3 y3 

also z. B. fiir h=O ho=l m h=4 m 00 

tg {} = 0 1,312 1,055 
{} = 0 520 50' 460 30' 

Damit liiBt sioh der VerIauf der Boschungslinie stiiokweise aufzeiohnen. 



Viertes Euch. 

Dynamik starrer Gebilde. 

XII. Grundlagen der Dynamik starrer Gebilde. 
§ 57. Der Satz von D'Alembert und die Bewegung einer zu

sammenhangenden Massengruppe. Wirkt auf einen freien Massen
punkt m eine Kraft Q, so erfahrt er durch diese in ihrer Richtung 
einen Anlauf q = Q: m. Bildet der Massenpunkt aber den Bestand
teil eines Korpers, bzw. einer ebenen Scheibe, so kann er ver
moge eines Zusammenhanges mit den anderen Massenpunkten der
selben der auBeren Kraftwirkung nicht frei folgen und wird deshalb 
einen Anlauf erleiden, der nach GroBe und Richtung 
von dem Werte Q: m abweicht, Abb. 217. Der wohl 
auch als wirksame Kraft oder Anlaufkraft be-
zeichnete Vektor mq stellt demnach nur noch einen 
Anteil der AuBenkraft Q dar, wahrend der andere 
Anteil Q' durch den Zusammenhang des Massen
punktes mit den anderen Bestandteilen der Scheibe 

mr1Q 
,i!.;~, 

I / 
I / 

aufgehoben und darum als verlorene Kraft be- I / 

zeichnet wird. Da andrerseits diese Kraft Q' auch /./ 
als Gesamtkraft von Q und - mq aufgefaBt werden r-mq-
kann und nach dem Vorstehenden mit den ent- Abb.217. 
sprechenden verlorenen Kraften der anderen Massen-
punkte der Scheibe im Gleichgewichte steht, so gilt dies auch von 
der Vereinigung der beiden Krafte Q und - m q fiir die ganze Scheibe. 
Wir erhalten also den zuerst von D'Alembert (1743) aufgestellten 
Satz: Die Gesamtheit der auBeren Kriifte an einer be
wegten Scheibe befindet sich im Gleichgewicht mit der 
Gesamtheit der umgekehrten wirksamen Kriifte, wodurch die 
Behandlung des Bewegungszustandes auf eine Gleichgewichtsaufgabe 
zuriickgefiihrt ist. 

Zur Formulierung dieses fiir die ganze Dynamik grundlegenden 
Satzes zerlegen wir die Krafte Q und Q' in ihre Bestandteile X, Y, 
bzw. X', y' und ebenso den Anlauf q in qx =:C, q = y. Dann gilt 
im AnschluB an Abb. 217 fiir den k-ten Massenpu"nkt in bezug auf 
ein festes Achsenkreuz Oxy in der Bewegungsebene 

... " v' + .. 

.L k =.L k mk Yk 1) 
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und nach Summierung uber aIle Massenpunkte wegen ~ X' = 0, 
~Y'=O . 2) 

Ebenso erhalten wir nach Erweiterung der beiden Gleichungen 1) 
mit Yk bzw. xk und Subtraktion fiir das Moment der auBeren Kraft 
um den Anfangspunkt des Achsenkreuzes 

Yk xk - X k Yk = Yk' xk - X k' Yk + mk (iik xk - a\ Yk)' • 1 a) 

und nach Summierung uber aHe Massenpunkte, wobei das Moment 
aIler im Gleichgewichte befindlichen verlorenen Krafte, d. h. 
~ (Yk' xk - X k' Yk) = 0 wird, fur das Gesamtmoment 

~(Yk x k -- X k Yk) = ~mk Wk x k - Xk Yk)' 3) 

Die drei Formeln 2) und 3) bilden demnach zusammen den Aus
druck fur den D'Alembertschen Satz der verlorenen Krafte und 
gehen im FaIle des Verschwindens der Anlaufteile xk und iik in die 
uns schon bekannten Gleichgewichtsbedingungen der auBeren Krafte 
uber. Der Anwendung dieser Glcichungen auf die Bewegung der 
zur ebenen Scheibe vereinigten Gruppe von Massenpunkten steht nun 
scheinbar die Notwendigkeit nicht nur der vorherigen Vereinigung 
aller Einzelkrafte zu einer Gesamtkraft und einem Kraftepaar, son
dern auch die ErmittluIlg der Anlaufe alIer Massenpunkte entgegen. 
Diese Schwierigkeit umgehen wir durch Einfuhrung der Achsen
abstande xO' Yo des Schwerpunktes Q, durch den wir uns ein dem 
ursprunglichen Achsenkreuz paralleles Q~1) gelegt denken, so zwar, daB 

also auch x k = Xo + ~k' Yk = Yo + 1)k' • 4) 

~ mk x k = Xo ~ mk + 2,' mk ~k' 

woraus, da die Schwerpunktsabstande xO' Yo durch 

~~~=~~~, ~~~=~~~ 

festgelegt sind, fur aIle Lagen der Scheibe 

4a) 

. 4b) 

. 4c) ~mk~k=O, 

hervorgeht. Aus 4 b) folgt aber 
durch Ableitung nach der Zeit 

auch fur die Bewegung des Korpers 

~mkxk =xO~ml" 

~mkxk=xO ~mk' 
. 4d) 

und damit vereinfachen sich die beiden Bewegungsgleichungen 2), 
wenn wir noch der Kiirze halber die Gesamtmasse ~ mk = m und 
die Achsenanteile der Gesamtkraft ~ X k = X, ~ Yk = Y setzen, in 

X=mxo' Y=miio' . 2a) 

so daB also der Schwerpunkt der Scheibe sich unter dem 
Einflusse der auBeren Krlifte so bewegt, als wenn in ihm 



Satz v. D' Alembert u. d. Bewegung einer zusammenhangenden Massengruppe. 255 

die Gesamtmasse vereinigt ware und die Gesamtkraft dort 
angriffe. 

Ferner geht mit 4) und 4 b) die Momentenformel 3) iiber in 

Xo LoTk - yo;EXk + 2:(Yk~k-Xk 1]k) 
=Xmkih (xo + ~k) - Xmkx k (Yo + 1]k) 
= Xo Xmk Yk - Yo Xmk xk + ~mk (fjk ~k - x k 1],J , 

woraus sich die ersten beiden Glieder links gegen die entsprechenden 
rechts wegheben. Dann bleibt wieder mit 4) 

X(Yk~k - Xk 1h) = Xmk [(fio + ~k) ~k - (xo +~k) 1],,] 

= Yo Xmk~k - xO.2'mk 1]k + 2,'mk(~k~k - ~k 1Jk)' 

oder, da auch hier die ersten beiden Glieder rechts wegen 4 c) ver
schwinden 

. 3a) 

Die linke Seite dieser Gleichung stellt nunmehr das Gesamtmoment Mo 
aller AuBenkrafte urn den Schwerpunkt dar, welches durch deren 
Parallelverschiebung nach diesem geweckt wurde, wahrend die rechte 
Seite unter Einfiihrung des Schwerpunktsabstands r k und seiner 
Neigung CfJk gegen die x-Achse fiir jeden Massenpunkt durch 

~k=rkcosepk' 1Jk=rk sin epk . 4e) 

d X (. i: i: ) d.2' 2· 
dt mk 1Jk"'k-<;k1Jk ="ii mkrk epk 

In 

umgeformt werden kann. Alsdann haben wir an Stelle von 3 a) kiirzer 

. 3b) 

und insbesondere fiir eine starre Scheibe, an der die Schwerpunkts
abstande aller Massenpunkte ungeandert bleiben, der Drehwert 
(Pk = (P = w aber gemeinsam ist und fiir aIle Bestandteile sich gleich
zeitig urn gleiche Betrage andert, 

5) 

Die auf der rechten Seite stehende Summe, fiir die wir ersichtlich 
unter Einfiihrung eines mittleren Schwerpunktsabstandes ko 

Xmkrk2=ko2Xmk=mko2=eo 6) 

setzen diirfen, bezeichnet man als Tragheitsmoment der Scheibe 
urn den Schwerpunkt, den Abstand ko als den Tragheitshalb
messer, wofiir wir kiirzer Schwungmomcnt und Schwungarm 
sagen wollen. Schreibt man damit Gl. 5) 

Mo=mk02rp= eorp, . ....... 5a) 

so iibersieht man ihren den Kraftgleichungen 2 a) gleichartigen Auf
bau, in denen nur an Stelle der Teilkrafte, Anlaufteile und der Ge-
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samtmasse das Gesamtmoment der Krafte, das sog. Drehmoment, 
der Andrehwert und das Schwungmoment getreten sind, zu dessen 
Ermittlung wir bald besondere Verfahren kennen lernen werden. 

Das in G1. 3 b), welche ganz allgemein gilt, also nicht nur auf 
die starre Scheibe beschrankt ist, auftretende Produkt ist uns schon 
einmal in § 20 bei der Wechselwirkung zweier Massenpunkte be
gegnet und wurde dort als Moment der BewegungsgroBe, Moment 
des Pralles oder kurz als Drall bezeichnet. 1m Faile der starren 
Scheibe geht dieser in Bow = mko 2 ¢ uber, ist also das Produkt des 
Schwungmomentes mit dem Drehwert. 

Haben nun die auBeren Kriifte an einer Massengruppe, inner
halb der irgendwelche Wechselwirkungen bestehen, keine Gesamt
kraft, so verschwinden in 3 a) deren Achsenanteile .x und Y und 
wir erhalten mit zwei Festwerten Cx und cy 

xo=cx ' Yo=cy ' 

wonach also bei WegfaIl der Gesamtkraft der Schwerpunkt 
der Massengruppe sich gleichformig geradlinig fortbewegt. 
Dabei braucht noch nicht das Moment Mo zu verschwinden, da immer 
noch ein Kriiftepaar ubrig bleiben kann. Verschwindet auch dieses, 
so bleibt nach 3 b) der Gesamtdrall ungeandert, was auch immer 
dann eintritt, wenn die auBeren Kriifte sich im Schwerpunkt zu einer 
Kraft vereinigen lassen. Haben wir es mit einer starren Scheibe zu 
tun, so bedingt das Verschwinden des Drehmomentes nach 
Gl.5a) eine gleichformige Drehung der Scheibe um den 
Schwerpunkt. Da ferner das Verschwinden der Gesamtkraft und 
des Momentes das Gleichgewicht der Krafte kennzeichnet, so 
ist dieses offenbar mit einem gleichformigen Fortschreiten 
des Schwerpunktes und der gleichformigen Drehung um 
dieselben durchaus vertraglich. Umgekehrt kann beim Vor
handensein dieses Bewegungszustandes ohne weiteres auf das Gleich
gewicht der auBeren Krafte geschlossen werden. 

§ 58. Die Arbeitsgleichung starrer Scheiben. Zur Ableitung 
der Arbeitsgleichung einer zusammenhiingenden Massengruppe gehen 
wir noch einmal auf die Grundformeln 1) des letzten Abschnittes, 
niimlich 

Xk=Xk'+mkxk, Yk=Y/+mkYk" 1) 
zuruck und erweitern diese mit den Wegelementen dXk und dYk III 

den Achsenrichtungen. Dann ergibt die Addition 

Xkdxk + YkdYk = X k' dXk + Yk'dYk + mk (xkdxk + YkdYk)' 2) 

wobei die rechte Seite das Arbeitselement der Kraft Qk bedeutet 
und wegen xdx + ydy = v dv + v dv = vdv das letzte Glied rechts x x y y .. 
auch m1,vkdvk geschrieben werden kann und so die Anderung der 
Wucht des Massenpunktes mk darstellt. Die erst en beiden Glieder 
rechts konnen wir aber unter Benutzung von G1. 4) § 57 umformen in 

X k' dXk + Y 1: dYk = Xk'dxo + Y k' dyo + X k' d;k + Y k' d17k 
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und erhalten alsdann durch Summierung von 2) iiber aIle Einzel
massen mit Riicksicht auf X X; = 0, XYk' = 0 wegen des Gleich
gewichtes der verlorenen Krafte 

X(Xkdxk + Ykdyk) = X (X/ Mk + Yk' drh) + Xmkvkdvk 0 2 a) 
Urn nun die Bedeutung der ersten Summe der rechten Seite zu er
kennen, setzen wir darin, wie schon in Gl. 4e) § 57 

~k = r k cos Cf!k' 1Jk = r k sin Cf!k } 3) 
Mk = drk cos Cf!k -1Jk dCf!k' d1Jk = drk sin Cf!k + ~kdCf!k 

und erhalten so 
L(Xk' d~k + Yk'd1Jk) 

= L(Xk' cos Cf!k + Y' sin Cf!k) drk + X(Y' ~k - X'1Jk) dCf!k o 0 4) 

Mit X; = Q; cos Uk' Y' = Qk' sin Uk o 0 5) 
sowie unter Einfiihrung eines allen Punkten gemeinsamen Dreh
winkels Cf! und der ihnen eigentiimlichen Abweichungen Cf!k' durch 

Cf!k = Cf! + Cf!k', dCf!k = dCf! + dCf!k' o 3 a) 
wird dann aus 4) wegen X(Yk'~k-Xk'1Jk)=O 

X (Xk' d~k + Yk' d1Jk) = X Qk' drk cos (Cf!k - Uk) + X (Yk' ~k 
- Xk'1Jk) dCf!k' 0 0 • 4a) 

Rierin stellt das erste Glied rechts die von den verlorenen Kraften 
zur VergroBerung der Schwerpunktsabstande rk , das zweite die von 
den zugehorigen Kraftmomenten zur Verdrehung d Cf!k' dieser Strahlen r k 
gegeneinander geleistete Arbeit dar, die mit der ersten zusammen 
die gesamte Formanderungsarbeit bildeto Bezeichnen wir die
selbe mit L', mit L dagegen die in 2 a) links stehende auBere Arbeit, 
so wird dL=dL'+Xmkvkdvk •••• 0 • 0 o2b) 

d. ho die Arbeit der auBeren Krafte an einer zusammen
hangenden Massengruppe dient einerseits zur Formanderung 
derselben, andrerseits zur Vermehrung der Wuchto Die 
Formanderungsarbeit wird nun nach Gl. 4a) im Innern der Massen
gruppe geleistet durch die gegenseitige Verschiebung der Einzelteile 
unter Uberwindung der verlorenen Krafte und der von ihnen be
dingten Momenteo Diese Krafte konnen wir darum auch als innere 
Krafte der Massengruppe bezeichneno Raben wir es an Stelle der 
Massengruppe mit einer starr en Scheibe zu tun, in der weder die 
Schwerpunktsabstande noch auch ihre gegenseitigen Neigungen sich 
andern, so versch windet mit d r k = 0, d Cf!k' = 0 auch die Form
anderungsarbeit dL' und es bleibt als Arbeitsgleichung nur noch 

dL=X(Xkdxk+YkdYk)=Xmk1\dvk '. 0 0 0 2c) 

iibrig, in der die inneren oder verlorenen Krafte ebensowenig auf
treten wie in den Bewegungsformeln des letzten Abschnitteso An 
Stelle dieser Gleichung diirfen wir aber auch schreiben 

X[(Xk - mxk) dXk + (Yk - mYk) dYk] = 0, 
L 0 to n z, Techno Physik, I, 1. 2. AUf!. 17 
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worin dXk und dYk Verschiebungen der Massenpunkte bedeuten, die 
mit der Anordnung der Gruppe vertraglich sind. In dieser Form 
entspricht die Arbeitsgleichung vollig dem Satz der virtuellen Ver
schiebungen der Statik, der hier fiir die eingeklammerten Anteile 
der verlorenen Krafte gilt. 

Setzen wir nach Gl. 4) § 57 unter Ein£iihrung der Schwerpunkts
abstande xO' Yo, sowie mit dCPk=dcp, ¢k=¢=W 

x k .xO+rkcosCPk . XO+~k' YO=Yo. +rkSincpk=Y~+l7k} 
dXk - dxo - rk dCPk sm CPk - dxo -l7k dcp, VXk - V"'O l7kW, 5) 

dYk = dyo + rk dCPk cos CPk = dyo + ~k dcp, Vy = Vy + ~k W 
~o k 0 

V2=V2+V2=V2+V2+(~2+172)W2+2w(v ~ -v 17). 
k "'k Y.,.. "'0 Yo k k Yo k Xo k 

Beachten wir dann noch, daB durch v 2 + V 2 = V02 der Schwerpunkts-
"'0 Yo 

lauf und durch ~;: + 17;: = r;: der Schwerpunktsabstand gegeben ist, 
so folgt nach Erweiterung mit mk und Summierung iiber aHe Massen
punkte der Scheibe, wobei I mk ~ k = 0, ~ mk 17k = 0, fiir die dope 
pelte Wucht 

2J=Imkvi=mvg+w2 Imkri=mvg+w2mkg.. 6) 

Ebenso wird aus der linken Seite von 2 c) 

I(Xkdxk+ Ykdyk)=dxo IXk+dyo IYk+dcpI(Yk~k -Xk 17k) . 7) 

oder auch, da IXk=X, IYk=Y, I(Yk~k-Xkl7k)=Mo die 
Achsenanteile der Gesamtkraft und deren Drehmoment um den 
Schwerpunkt darstellen, 

,I(Xkd.Xk.+ Ykdyk)=Xdxo +Ydyo +Modcp. . 7a) 

Fiihren wir diesen Ausdruck mit 6) in Gl. 2a) ein, so wird die 
Arbeitsformel fiir die starre Scheibe 

. . 8) 

die wir auch unmittelbar durch Erweiterung der Gl. 2 a) und 5 a) 
§ 57 mit dxo. dyo' dcp sowie Addition erhalten konnten. Weiter 
iibersieht man, daB die rechte Seite als Element der Gesamtwucht 
der Scheibe stets integrabel ist, wahrend dies £iir die linke Seite nur 
dann zutrifft, wenn 

dL=Xdxo+YdYo+Modcp . .. . 9) 
ein vollstandiges Differential darsteHt. Alsdann kann man dafiir 
wie in § 26 unter Einfiihrung des Dranges oder der potentiellen 
E nergie. (Pot.ential) U auch schreiben 

so daB 

OU oU oU 
- dL = dU=:;,- dxo + -;- dyo +;:;- dcp . 

uXo uyo ucp 
9b) 

Y ___ (}U M -_!£ 
- (} Yo ' 0 - 0 cP , 9b) 
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gesetzt werden kann. Damit dies zutrifit, miissen die Bedingungen 

oX 02U oY oY 02U OMo 'l 
OYo =-oxoo::W

o 
oXo'~:rp==ox""fjYoorp= OYo J .9c) 

oXo orp oXo 0 rp 

erfiillt sein, was man in jedem Falle leicht feststellen kann, wenn 
die auBeren Krafte nur von der Lage ihrer Angriffspunkte 
abhangen. 'Alsdann vereinfacht sich das Integral der Arbeitsformel in 

U+J=Uo+Jo, . 10) 
d. h. die gesamte Macht (Summe aus Drang un.? Wucht) 
der Scheibe erleidet bei ihrer Bewegung keine Anderung. 

Das setzt naturgemaB voraus, daB von der Scheibe wahrend 
der Bewegung keine Arbeit nach auBen, d. h. an andere Korper, 
z. B. durch Uberwindung von Widerstandskraften (Reibung, Damp
fung usw.), abgegeben wird, oder daB sie nur unter der Wirkung 
treibender Krafte steht, die man wohl auch wegen der Erhaltung 
der Macht als konservative Krafte bezeichnet. 1st die Scheibe 
wahrend der Bewegung dauernd oder zeitweilig mit einer oder 
mehreren andern Scheiben in Verbindung, so ist auch ohne Wider
standskrafte eine Arbeitsiibertragung moglich, falls diese andern 
Scheiben selbst beweglich sind. Alsdann ist die Summierung in den 
Gleichungen dieses und des vorigen Abschnittes iiber die Massen
punkte- mk aller bewegten Korper zu erstrecken, wobei die Normal
driicke an den Beriihrungsstellen infolge der Wechselwirkung als 
verlorene Krafte herausfallen. Die Bewegungsgleichungen in diesem 
Falle lauten alsdann 

~X=2Jmxo' L.'Y=~mjjo' ~Mo=~mko2ip . . 11) 
und die Arbeitsformel 

~(Xdxo +Y dyo) + 2: Modrp= 2:m1'o dvo +~mko2 w dw, lla) 

wobei die X, Y, M, x o' Yo' rp, vo' w und m bzw. m k02 fiir jede 
einzelne Scheibe festzustellen und in die Summen einzufiihren sind. 
Wird dagegen aus einer solchen Korpergruppe eine Scheibe fiir sich 
betrachtet, so sind die Verbindungskrafte an den Beriihrungsstellen 
mit denanderen Korpern als auBere Krafte zu betrachten und mit 
den unmittelbar an der Scheibe wirkenden Kraften zu einer Gesamt
kraft und einem auBeren Drehmoment zu vereinigen, worauf die 
Scheibe wie ein frei bewegter Korper weiterbehandelt werden kann. 
Die Verbindungskrafte geniigen in diesem Falle stets gewissen, aus 
dem Zusammenhang folgenden Bedingungen, welche ihre Ermittlung 
unmittelbar oder im Verein mit den Bewegungsgleichungen ermog
lichen. Die Arbeitsgleichung gilt allerdings in diesem FaIle in der 
Form 10) oder 11 a) nur fiir die ganze Korpergruppe, auch wenn 
keine Widerstandskrafte auftreten. 

1. Beispiel. Eine Rolle vom Halbmesser a und dem Gewichte G = mg 
fallt senkrecht herab, wobei sich ein um ihren Umfang geschlungenes Seil, 

17* 
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dessen Masse gegen die der Rolle vernachlassigt werden kann und welches 
oberhalb an einem Punkte festgehalten wird, abrollt, Abb. 218. 1st 8 die 
als AuBenkraft am Umfang lotrecht nach oben wirkende Seilspannung, so 
wird durch ihre Parallelverschiebung nach dem RoUenmittelpunkt, der zu
gleich den Schwerpunkt bildet, ein Kraftepaar mit dem Moment M = 8a 
geweckt und wir erhalten die Bewegungsgleichungen 

J 
G' 

Abb.218. 

Y=G-8=mfj, 12) 

mit der Bedingung fUr das reine Abrollen 
ag;=y, aip=fj, .... . 12a) 

wenn wir den Abstand der Rollenmitte vom Aufhange
punkt des Seiles mit y bezeichnen. Aus 12) folgt durch 
Ausschalten von 8 mit G = rng 

ga = afj + ko2 ip 

oder wegen 12 a) g = (1 + ~:) fj , . . . . • 12 b) 

d. h. eine gleichformig beschleunigte Fall
bewegung, deren Anlaufkleiner als die Erdbeschleu
nigung gist. Weiter wird nach Einsetzen von 12 b) 
in die erste Gl. 12) die Fadenspannung 

_ mgko2 

8- a2 +kr ....... 12c) 

also unabhangig von der Lage der Rolle. 
Die Arbeitsgleichung erhalten wir durch Erweiterung der Gleichung 12) 

mit dy bzw. drp, also mit wdt=drp, vdt=dy 

Y dy+M drp = (G - 8) dy + 8adrp = m (vdv + k02 w dw) 13) 

oder, da nach 12a) adrp=dy ist 

g dy = v dv (1 + ~:) . 13a) 

mit dem Integral 2g (y - YI) = 2 gk = (v2 - V12) (1 + ~:) . . 13b) 

Zur Ermittlung des Dranges haben wir nach Gl. 13) zu setzen 

au au 
G-8=--, 8a=--, 

ay arp 
also wegen dy = a drp 

(G-8)dy+8adrp=Gdy=-dU, 

oder U1 - U=(G-S)y+8arp+O=G(y-YI) . •.. 13c) 

Denkt man sich den Faden hinweg, so kann die Rolle als ein unter der 
Wirkung des Gewichtes G und der am Rande angreifenden Fadenspannung 8 
frei beweglicher Korper angesehen werden, wobei die an sich unbestimmte 
Fadenspannnng erst durch die Bedingung der 1!bereinstimmung des Schwer
punktslaufes v mit dem Umlauf aw festgelegt wird. 

2. Beispiel. RolIt eine Walze auf einer schiefen Ebene von der 
Neigung 'I /legen die Wagerechte, so wird das Gleiten des Rollenumfanges durch 
dessen Rauhigkeiten und diejenige der Ebene ebenso verhindert, als wenn beide 
mit ineinander greifenden Ziihnen versehen waren. Infolgedessen wird zwischen 
der ebenen Unterlaga und der Walze aine dem Zahndruck entsprechende 
U mfangskraft S ebenso wirken wie die Seilspannung im vorigen Beispiel. 
AuBerdem wirkt die schiefe Unterlage mit einem Normaldruck N auf die Walze, 
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der durch den gIeichgerichteten Gcwichtsanteil nach Abb. 219 aufgehoben wircl. 
Nennen wir den Abstand des Beriihrungspunktes vom FuBpunkt der schiefen 
Ebene 0 A = z, so lauten die Bewegungs
gleichungen 

8 - G sin ex = m z 1 
8a = mk02;P r' . . 14) 
N=Gcosex J 

woraus sich mit a .p = - z, a;P = - z ergibt 

-gsin ex= (1 +~;) Z. 14a) 

S = "'!.!/ g sill ex 
a2 + ko" 

a Z 

0\'------'-----------14b 

Abb. 219. so daB also dieser Fall mit dem vorher 
besprochenen iibereinstimmt, wenn wir 
die Erdbeschleunigung g durch - g sin ex und y durch z ersetzen. Damit er
halten wir, da das Hiihenelement dy = dz sin ex ist, auch wieder Gl. 13b) mit 
i = v und schlieBlich fiir den Drang 

U=(Gsinex-S)z-8atp+O=Gzsinex+Uo=Gy+Uo , • 14c) 

der somit ganz wie beim lotrechten oder freien Fall nur von der Hiihenlage 
abhangt. 

3. Beispiel. Auf eine Rolle vom Halbmeseer a mit festgehaltener Dreh
achse 0 und dem Schwungmoment mo k02 sei ein Faden gelegt, an dessen beiden 
Enden die Gewichte G, = m, g, G2 = m2 g lotrecht wirken. Alsdann wird das 
schwerere Gewicht G2 > G. herabsinken und das leichtere unter gleichzeitiger 
Drehung der Rolle emporheben. Mit den Schwerpunktstiefen y. und Y2 der 
Gewichte unter der Rollenachse und den Seilspannungen 8. und S2' die unter 
Vernachlassigung der Seilmasse sowohl den Gewichten entgegenwirken wie auch 
umgekehrt am Rollenumfung nach Abb. 220 angreifen, 
haben wir dann dieBewegungsgleichungen 

8 1 = m1 g - m1 Y1 , _ S2 --; ~2 g - m2 Y2 ~ 15) 
a(S,-S2)-moko tp ) 

sowie, wenn der Faden in der Langsrichtung starr ist 
und auf der Rolle nicht gleitet, die Bedingungsgleichungen 

Setzen wir dies in die Formeln 15) unter Ausschaltung der 
Spannungen8. und 8 2 ein, so folgt als Momentengleichung, 
in der die Krafte 8 1 und 8 2 nicht mehr vorkommen 

. 15 b) 

v 

also wieder ein bestandiger Anlauf, derin der A tw 0 0 dschen 
Fallmaschine zur Priifung der Fallgesetze benutzt wird. 
Die Seilspannungen ergeben sich durch Einsetzen in 15) zu 

Abb.220. 

( k02) 
m, 2m2 +m0 /i2 

81 = -------k 2- g, 

m 1 +m2+mO-~ a 

Bezeichnen wir den Stiitzendruck am Rollenzapfen mit V, so iet 

V ='81 +82 

.. 15 c) 

oder wegen 15) (m, + m2) g - V = m. fit + m2 Y2 ........ 15d) 
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die Kraftgleichung des Satzes von D'Alembert, in welcher wieder nur die 
auBeren Kriifte V, mt 9 und m2 9 nicht aber die inneren Krafte 81 und 8 2 auf
treten. 

Erweitern wir die GJ. 15) der Reihe nach mit dY1' d Y2 und d rp und ad
dieren, so wird 

(m1 9 - 81) dY1 + (m2 9 - 82) dY2 + (81 - 82) a drp 
= m1 fit dfl1 + m2 fl2 dfl2 + mo k02 if; d if; ,. • • • . •• 16) 

oder wegen fl1 dfl1 = fl2 dfl2 = a2 if; dif; = v dv 

( k 2\ 
(m1 -m2)gdYt = m1 +m2 +mo a~) vdv, ..•.. 16a) 

was auch unmittelbar aus 15 b) hergeleitet werden konnte. 
Fiir den Drang erhalten wir schlieBlich aus 16) mit 

dY1=-dY2=adrp 
Uo - U = (m1Y1 +m2Y2) g, ..•.....• 16b) 

d. h. der. Drang ist der Hohenlage des Gesamtschwerpunktes, die 
einem Kleinstwert zustrebt, verhaltnisgleich. 

§ 09. Korper mitveranderlicher Masse. Nimmt wahrend der 
Bewegung eines Gebildes seine Masse m stetig zu oder ab, so hat 
die Arbeit Q ds der auBeren Kraft Q auf dem Wegelemente ds nicht 
nur die Wucht der schonbewegten Masse um m v dv zu vermehren, 
sondem auch dem aus der Ruhelage in die Bewegung hinein-

v2 

gezogenen Massenelement dm dieWucht 2" dm derart zu erteilen, daB 

v2 1 
Qds=mvdv+2dm=2d(mv2)=dJ ...• 1) 

ist, wenn J die augenblickliche Wucht des GebiIdes bedeutet. Da
fUr konnen wir aber auch mit ds = v dt =8 dt 

_ . . . 1 a) 

schreiben. Andererseits haben wir auch, da die Masse von der Lage 
abhiingt 

oJ v2 dm v dm ;; dm oJ 'j -=--=--=--, --;-=mv=ms 
os 2 ds 2 dt 2 dt os . . . 2) 

~(o~)=mdV +v dm =ms+s dm 
dt os dt dt dt 

und daraus wegen la) die Bewegungsgleichung von Lagrange (1788) 

!. (oJ) _ oJ = .. + i dm = Q ) 
dt os os m s 2 dt ...... 3 

Besitzt die auGere Kraft ein Potential U, so ist dU + dJ = 0 und 

und wir erhalten 
Q=_oU 

aus 3)· os 
. 4) 

:t(:[)+ oWos !l=O . ....... 3a) 
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oder, da U jedenfalls von 8 unabhangig ist, mit U-J=E 

_~(o~)+~~=o 
dt 08 os 3b) 

Bei dieser Bewegung sind zwei Falle zu unterscheiden. Die hinzu
tretende Masse kann sich namlich gleichformig auf die Oberflache 
des bewegten Korpers ablagern, oder aber, wie beim ablaufenden 
Faden nur dessen bewegte Lange urn den zuriickgelegten Weg ver
groBern. In beiden Fallen nimmt die Zusatzmasse an der Gesamt
bewegung unmittelbar nach der Vereinigung teil, deren Lauf aber 
nur im ersten mit dem des Gesamtschwerpunktes iibereinstimmt. 
Beim ablaufenden Faden dagegen verschiebt sich der Schwerpunkt 
der bewegten Lange trotz des Fortschreitens in der Fadenrichtung 
stetig riickwarts, so daB seine Geschwindigkeit nur die HaUte des 
allen Fadenelementen gemeinsamen Gesamtlaufes betragt. 

1. Beispiel. Die Masse eines kugelformigen Regentropfens nimmt 
beim Fallen durch Niederschlag vom Wasserdampf aus der umgebenden Luft 
an seiner Oberflache F stetig zu, so zwar, daB mit einem Beiwert k und dem 
Raumgewicht r des Wassers 

m=~nLr kF=4nkr2=dm=4nLr2dr ..... 5) 
3 g , dt g dt' 

also dr kg 
dr;=--y=c, r=ro+ct ......... 5a) 

wird. Mit der jetzt nach unten positiv gerechneten Fallhohe y und dem 
Tropfengewicht mg = Q als auBerer Kraft lautet die Arbeitsgleichung 

oder wegen 5) 
2mgdy=d(my2) ••..••.•.... 6) 

und da nach 5a) dy = y dt = ~ dr ist, . c 

gIL r dr = 3 Y dr + 2 r d y . . • . • . . . . 6a) 
c 

Setzen wir 
y=u·v, dy=udv+vdu, 

so konnen wir die damit umgeformte GI. 6 a) 

2 ILrdr= 3 uvdr + 2 r (u dv+vdu) 
c zerfaIlen in 

u(3 vdr+2rdv) = 0, r (f dr-vdu) =0, 

von denen die erstere mit einem Beiwert 0 1 das vollstandige Integral 

Ignv+~Ignr=IgnOl' v=O,r-~ 
hat und nach Einsetzen die zweite mit einem weiteren Festwert O2 

u=O +~ [L rt 
2 5 c 0 , 

ergibt. Mithin ist 
_~:t+2 g 

y=U'V=0,02T 2 SeT 

und, wenn fiir den Beginn der Bewegung iJ = 0, T = To, Y = 0 ist, 
5 

. 2 g [ (To) 2J y=Se T 1- r .' . . 7) 
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5 
sowie dy=fLdr=~fLr[I-(~)2J dr 

c 5 c2 \ r 

I g [ _5_(1 1)] Y=SC2 r2- r02+ 4ro' A-----:! 
r2 ro 2 

7a) 

Aus diesen Formeln kann schlieBlich noch der Kugelhalbmesser r durch 5a) 
ausgeschaltet und durch. die Fallzeit ersetzt werden. 

2. Beispiel. Ein vollkommen biegsames Seil Iiegt auf einem kleinen 
Haufen zusammengerollt am Rande eines Tisches, so daB . ein freies Ende 
reibungslos abrutschen kann. Hat der abgelaufene Teil die. Lange y, so wird 
von diesem mit einem Seilgewicht q der Liingeneinheit beim Herabsinken des 
Endes um dy die Arbeit qy dy geleistet, die zur Vermehrung der Gesamtwucht 

~ my2 = 2q Y y. dient. Also ist 
g 2 g Y dy = d (y y2) . • • • . . . • • . . . 8) 

oder, wenn zu Beginn y = 0, y = 0 iat, 
y2 = gy. .•• . . . • . • • . • . 8a) 

Zu demselben Er~ebnis gelangt man auch durch Gleichsetzen der Wucht mit 

der Fallarbeit q r des abgelaufenen Seilstiickes, dessen Schwerpunkt dabei um 

Yo = t y gesunken ist. Daraus erkennt man sofort, daB in diesem FaIle dessen 
Geschwindigkeit Yo nur die Halfte des allen bewegten Seilelementen gemein
sa:men Gesamtlaufes ist. 

Wirktauf den Korper von der augenblicklichen Masse m eine 
Gesamtkraft Q und ein Drehmoment M urn den Schwerpunkt, deE sen 
AchEenabetande x, y sein mogen, so haben wir nach Gl. 1) fUr die 
Achsenanteile von Q zunachst 

X=~d(mx2)=mx+ x dm 1 
2 dx 2 dt } 

y=~_d(m1?)=mii+ if dm J' ..... 9) 
2 dy 2 dt 

woraus sich mit einem Winkel l' der Kraftrichtung gegen das Ele
ment ds der Schwerpunktsbahn die Arbeit der Fortbewegung zu 

X dx + Ydy = Q ds COS1'= ~d [m (X2 + if2)] = ~ d (mv02). 9a) 

ergibt, worin Vo den Schwerpunktslauf bedeutet. Infolge des Hinzu
tretens des Momentes ist aber die Gesamtarbeit 

X dx+ Y dy +M dlP=~d [m(vo2 + k2 q?2)] = dJ • 10) 
und daher nach Abzug von (9) das Moment 

M=~ d(mk2cp2) =k(m d(kCP)+kCPdm)=Pk 
2 dIP dt 2 dt ., 11) 

wobei P die Einzelkraft am Hebelarm k des Kraftepaares M be
deutet. Andererseits ist auch mit dIP = q? d t, d k = k d t 

oJ k dk .2 + k2 cp2 dm .. + k2 q? dm - =m -IP ----=mkklP ----
ocp dcp . 2 dcp 2 dt 

oJ k2 • d (oJ) 2 .. + .. + Q • dm ~ =m IP· - - =mk IP 2mkkcp k"cp-
ocp 'dtoi; dt' 
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also 

i (o~) _ oJ = rnk2 ip + rnk kcp + k2 cp drn = k (rn d(kcj;) + k cj; dm,) 
dt orp orp 2 dt dt 2 dt 

_~(o~)_ oJ =Jl[=Pk 11 a) 
dt ocp orp . . . . 

die Lagrangesche Form der Momentengleichung. Da ferner das 
Produkt k2 cp in der Arbeitsgleichung die Schwerpunktsabstande nicht 
enthalt, so ergeben sich fur die Kraftantriebe selbst, ganz wie oben Gl. 3) 

_~ (o~) _ ~ = X ~ (OJ) _ oJ = Y 11 b) 
dt ox ox ' dt oy oy , 

also insgesamt drei Bewegungsgleichungen, welche vollig den Formeln 
9) und 11), sowie denen des Satzes von D'Alembert (§ 57) fUr 
die starre Scheibe entsprechen und auch fUr diese 
benutzt werden konnen. Steht die Scheibe mit 
bestandiger oder veranderlicher Masse mit andern 
Korpern in Verbindung und Massenaustausch, 
so enthalten die GroBen X, Y und Mauch noch 
die Anteile der VerbindungskrMte, die sonach fur 
jeden Bestandteil einer Gruppe als auBere KrMte 
aufzufassen sind, aber fUr die Gesamtgruppe 
nach dem Satze der Wechselwirkung herausfallen. 

3. Beispiel. Lauft von einer um eine feste wagerechte 
AchsedrehbareRollevom Halbmesser a und dem Schwung-
moment mo ko 2 ein Seil mit der Massr. m und der in Ruhe-
lage voll ausgewickelten Lan!!e l unter der Wirkung eines 
daranhangenden Gewichtes G1 = m, gab, Abb. 221, so 
besteht nach dem Ablauf der Lange y die Arbeitsgleichung Abb.221. 

[ m ] cjJ2 ( my) i;2 ( my") moko2+T(l-y)a2 2+ m1+T 2=g m1 Y+-2l ,. 

oder da d y = a d'P, also il = a q, ist, zur Bestimmung des Laufes il 

12) 

_'2f k0 2 )_ ( my) 2J -y \,mO a,+m1 +m -2gy m1 +-2l . . . 12a) 

Durch Ableitung nach y wird mit il dil = y dy daraus 

. . . . . . . 13) 

worin die rechte Seite mit dem Stiitzendruck V ohne das Rollengewicht iiber
einstimmt. Dieser DifIerentialgleichung geniigt ofIenbar der Ansatz 

+ my C "t my_c 2 "t 13 ) m1 -z-= e , -l-- x e , •..•... , a 

der nach Einsetzen in 13) auf 

x2l[moko2+(ml +m)a2]=gma2 ••••••• 13b) 

fiihrt. Nennen wir die beiden Wurzeln dieser Gleichung ± x, so erhalten wir 
als Integral von 13) 

. . . . . . . . 13c) 
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Soll hierin nach Voraussetzung der anfanglichen Ruhelage fiir t = 0, y = 0, 
iI = 0 sein, so wird 

oder 

~l 
C1 =C9 =m2' 

m1l(e"t+e-',e ) mil y=- ----1 =-(@:ofxt-l). 
m 2 m 

. 13d) 

Gl. 13) hatten wir auch, da der Stiitzendruck V = g ( m1 + m ~) die am 

Rollenschwerpunkt angreifende AuBenkraft darstelIt, aus 12a) durch 

~ (oJ)' _ oJ = V 
dt ail oy 

ableiten konnen. Wollen wir dagegen die Seilspannung 8 am Ablosungspunkte 
ermitteln, so haben wir mit den Ausdriicken fiir die W ucht des abgelaufenen 
Seiles mit dem Gewicht m1 g BOwie der Rolle, namlich 

2Jl=(ml+~Y)ilg, 2Jo=[moko9+Y(l-y)a9]qJ2 ..• 14) 

gil dy dt ail oy ( m +mJL) -8= dJl=~ (oJ1) _ oJI } 

14a) 
8a=!~O=:t e~) -~~o ••••• 

zu setzen, also 

oder wegen a qJ = ii, a drp = dy 

Sa = [mok02+1 (l_y)a2] q; - ~r a . .... 14c) 

Dadurch ist die Seilspannung S gegeben, wenn wir die oben ermittelten Werte 
fiir iI = a qJ, ii = a q; einfiihren. AuBerdem aber ergibt die Ausschaltung von 
S durch Division von 14c) mit a und Addition zur ersten Gl. 14b) wieder 
die Bewegungsgleichung 13). 

4. Beispiel. Der schon im letzten Abschnitt behandelte Fall der Rolle 
am festgehaltenen Seil Abb. 218 geniigt mit Riicksicht auf das Seilgewicht 
der ArbeitBformel 

[mo ko2 +y (l~ y) as] ~g + [mo+ y (l-Y)] ~ 

. • . • . 15) 

oder wagen iI = a qJ 

[mo(I+~g9)+2y(l-Y)]il9=2gy[mo+m-~r] ..• 158) 

Daraus wird durch Ableitung nach y 

[mo (1 + :Og9) +2y(l-y)] ii -9 ilg=g [mo-t m - ~YJ, • 15b) 

Die recht umstiindliche Integration dieser Gleichungen, d. h. die Ermittlung 
der Abhangigkeit der FallhOhe von der Zeit mag unterbleiben, da es uns hier 
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auf die Berechnung der Fadenspannung S am Abliisungspunkte ankommt. Zu 
diesem Zwecke setzen wir 

2J, = (mo +m-m n y2, 
und erhalten aus 

(mo +m - mJL) g _ S=~ (O~l) _ OJ1} , 1 dt oy oy 
Sa=~(oJO)_oJl ..... 16a) 

dt ocjJ orp 

unter Beachtung von dy = a drp flir S die beiden Formeln 

(mo+m- mlf-) g- S= (.\.mo+m-m n y - ~r } 
I k 2 Y ) m y2 " S= \mO ;2 +m-m-r y- 2l 

. 16b) 

aus denen nach Ausschaltung von S wieder 15b) hervorgeht. Schalten wir 
dagegen y aus 16b) aus, so ergibt sich 

[ ( k02) m l ( y) (k02 y) S mo 1 + a2 + 2 T (1- y) = g mo + m - m T mo li2 + m - m 7: 
mmo a2 - k02 '2 - 'il-------;i2-- y, . . . • • . . . . 16c) 

worin wir wiederum y2 durch seinen Wert 15a) ersetzen kiinnen, um die Ab
hangigkeit der Seilspannung von der Lage zu erhalten. die fiir m = 0, d. h. bei 
Vernachliissigung des Seilgewichts wie in § 58 Gl. 12c) hinfiilJig wird. SchlieB
Hch ergibt sich noch die Seilspannung am Aufhiingepunkte aus der Gleich
gewicbtsbedingung am rubig herabhiingenden Seilstiick zu 

. . . . • . . 17) 

5. Beispiel. Eine Schlauchrolle mit dem Schwungmoment mo k0 2 wird 
mit einem Anfangslauf Vo in wagerechte Bewegung versetzt. Dann ist auf dem 
Wege 8 von der Schlauchmasse m der Teil m 8 : 1 abgelaufen und wir erhalten 
aUs der Dbereinstimmung der Anfangs- und Endwucht die Arbeitsgleichung 

[mo(I+~2:)+2m1 l~Jv2=lmo(I+::2)+2mJv02, .. 18) 

woraus eine dauemde Zunahme des Laufes bis 8 = 1 auf 

. 18a) 

hervorgeht. Alsdann ist der Schlauch abgelaufen, worauf ein spiiter zu be
handelnder StoBvorgang einsetzt. 

Zur Ableitung der Abhiingigkeit des Weges von der Zeit schreiben wir 
mit der Abkiirzung 

an Stelle von 18) 

oder mit 

also 

mo (1+~~)+1=~ 
2 m a2 1 

(1-~) V
2
2 = 1, . . ..... 18b) 

80 Vo 

l-~=u, -d8=Sodu=-vdt, So 
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Integriert gibt dies 

oder mit 8= 0 fiir t = G 

(I _~, Vo to)2 = (I _ ~)3, . 
~ 80 80 

. . • • . . . . . 19) 

woraus sich fiir 8 = l die ganze Ablaufszeit ergibt. 

§ 60. Schwungmomente und Schleudermomente starrerScheiben. 
Zur praktischen Verwendung der Bewegungsgleichungen ist die Kennt
nis der in ihnen auftretenden Festwerte notwendig, von denen der
jenige des Tragheits- oder Schwungmomentes noch zu ermitteln 
ist. Es war fUr eine zusammenhangende Massengruppe oder Scheibe 
gegeben durch die Formel 

mko'J=Zmr2. Zm(~2+1]2), .....• 1) 
worin r den Abstand eines Massenpunktes vom Schwerpunkt und 
~, 1] die Achsenabstande in einem Achsenkreuz durch den Schwer
punkt bedeuten, so daB 

Zm~=O, 2) 
ist. Das Schwungmoment in bezug auf den Schwerpunkt zerfimt 
nach Gl. 1) in zwei Teile 

Zm~'J=mk12, Zm1]2=mk,/, ..... 1a) 

welche nunmehr auf zwei sog. Sch werachsen bezogen sind unddaher 
axiale Schwungmomente im Gegensatz zu ihrer als pol ares 
Schwungmoment bezeichneten Summe 1) heiBen. Aus demselben 
Grunde nennen wir auch den durch 1) festgelegten mittleren Massen
abstand ko vom Schwerpunkt den polaren Sch wungarm, die ent
sprechenden Abstande kl und k2 in la) dagegen die axialen 
Schwungarme oder Tragheitshalbmesser. 

Wahlen wir als Pol fUr das Schwungmoment einen andern, vom 
Schwerpunkt urn s bzw. x o' Yo entfernten Punkt 0, so zwar, daB 

xo+~=x, Yo+1]=Y, X02+Yo2=S'J, x 2+y2=r'2 

ist, so sind die axialen Schwungmomente in bezug auf das neue 
Kreuz 0 XY mit Riicksicht auf 2) 

.1Jmx2 = i:m (xo + ~)2 =mx02 + Zm~2 ) 
~ 3) 

Zmy2=Zm(Yo+1])2=myo'J+Zm1]2 J 
und das neue polare Schwringmoment 

Zmr''J=ms 2+Zmr2, 3a) 

woraus dann unter Einfiihrung der Schwungarme kz, ky , k durch 

Zmx'J=mk,/, Zmy2=mky2, Zmr'2=mk 2 . 3b) 
auch folgt 

3c) 
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Die Sch wungmomente in bezug auf einen beliebigen Pol 
und zwei zueinander senkrechte Achsen durch denselben 
ergeben sich also aus den Schwungmomenten in bezug auf 
den Schwerpunkt und zwei den vorigen parallele Achsen 
durch denselben durch Hinzufiigung der hierauf bezogenen 
Schwungmomen te der im Schwerpunkt vereinigten Gesamt
masse. 

Da die Schwungmomente weiterhin als Summen von 
Einzelmassen mit Abstandsquadraten im Gegensatz zum 
statischen Moment nicht verschwin-
den konnen, so nehmen sie in bezug 
auf den Schwerpunkt und auf Schwer
achsen Kleinstwerte gegeniiber allen 
andern Polen und Parallelachsen 
durch diese an. 

Drehen wir dagegen das Achsenkreuz 
im Schwerpunkt urn den Winkel rp, Abb. 222, 
so stehen die neuen Achsenabstande e, r/ 
mit den urspriinglichen~, 1] in denBeziehungen 

Abb.222. 

e = ~ cos rp + 1] sin rp, 1]' = 1] cos rp - ~ sin rp, . 

also ist 

. 4) 

e2 =~2 cos2 rp + 1]2 sin2 rp + 2 ~1] sinrp cosrp ) 
1]'2 = ~2 sin2 rp + 1]2 cos2 rp - 2 ~ 1] sin rp cos rp • 4a) 

e 1]' = (1]2 - ~ 2) sin rp cos rp + ~ 1] ( cos2 rp - sin 2 rp) . 

Daraus ergibt sich durch Erweiterung mit m und Summierung, 
wobei die WinkelgroBen als gemeinsame Festwerte anzusehen sind, 
mit den Ausdriicken 

~m~'2=mk~2, ~m1]'2=mk~2, 

~m~1]=m'IjJ ) 

~me1]'=m'IjJ', J' . 5) 

von denen wir die neu auftretenden m'IjJ und m'IjJ' als Schleuder
momente bezeichnen wollen unter Wegheben der gemeinsamen 
Gesamtmasse m 

k~ 2 = k1 2 cos2 rp + k2 2 sin2 rp + 2 .ljJ sin rp cos rp } 
k~2 = k1 2 sin2 rp + k2 2 cos2 rp - 2 'IjJ sin rp cos rp 

'IjJ' = 'IjJ cos 2 rp - (kl 2 - k22 ) sin rp cos rp. 

Zunachst folgt durch Addition der ersten beiden Formeln 

k'2+k'2=k 2+k 2=k 2 1 2 1 2 0 , 

6) 

womit nur ausgesprochen ist, daB fiir das polare Sch wung
moment die Neigung des Achsenkreuzes gleichgiiltig ist. 

Fragen wir nun, da die Schwungmomente ja nicht verschwinden 
konnen, nach ihren Scheitelwerten, so erhalten wir dafiir mit 

d (k'2) • 
__ 2 __ =0 

drp 
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die gemeinsame Bedingung 

'IjI cos 2 q; - (kl 2 - k'J 'J) sin q; cos q; = 'IjI' = 0 } 

2'1j1 . . 6a) 
tg 2 q;l = k 2 _ k 2' 

1 II 

welche nach der dritten Gl. 6) auf ein V ersch winden des 
Schleudermome'ntes fiir·· das unter dem Winkel q;l gegen die 
ursprunglichen Achsen geneigte Kreuz fiihrt. Dies ist im Gegen
satz zu den SchwungrilOm~nten darum moglich, weil die Schleuder
momente aus Produkten m ~ 'fJ sich zusammensetzen, von denen ~ 
und 'fJ, z. B. auf beiden Seiten einer Symmetl'ieachse entgegen
gesetzte Vorzeichen besitzen, so daB zwei derselben sich wie bei 
statischen Momenten aufheben konnen. 

Set zen wir mit 6a) 

(k 2-k 2)2 22 1 II 
cos q;l = (kl2- k22)2 + 4 'IjJ'J' 

in 6) ein, so erhalten wir fur die gl'oBten und kleinsten Schwung
arme ka' k~ in bezug auf die dazugehOrigen sog. Hauptachsen 

ka2=kl2t k\lll +~V(kl\l-kll2)2+4'1j1'J 1 . 
J ",,'=0, • 7) 

kb 2 = kl2 t k22 - ~ V (kl \l - k22) 2 + 4 '1j12 . 

fur die auBerdem kein Schleudermoment besteht. Dessen Scheitel
wert folgt alsdann aus 6) fur 

. 6b) 

zu 
7a) 

wobei 
tg 2 lfl tg 2 q;'J = - 1, 7b) 

ist. Das Achsenkreuz des absolut groBten Schleuder
momentes halbiert also die Winkelder Hauptachsen. 

Schreiben wir nunmehr fUr die Hauptschwungarme an Stelle 
von 6) , 

ka 2 = klll cos2 q; + k2 II sin2 q; + 2 'IjI sin q; cos q; } 
kb2 = klll sin2 q; + k1l2 CO&2 q; - 2"" sinq; cos q; , . . 8) 

0="" cos 2 q; - (k12- k.: ll) sinq; cos If, 

so folgt aus den ersten heiden Formeln 

ka 2 - kb II = (k1 \l - k,2) cos 2 q; + 2 'IjI sin 2 q; 
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und mit Hilfe der dritten Formel 8) 

k 2 _ k 2 = k12 ---=- k22 = _~ 1p 
a b COS 2 cp sin cp cos cp Sa) 

Damit ist das Schleudermoment durch die beiden zugehorigen 
Schwungarme und den Neigungswinkel der Achsen gegen die Haupt
achsen bestimmt. 

Sind dagegen die Hauptachsen mit den zugehorigen H au p t
schwungarmen ka' kb vorgelegt, so ist fiir ein anderes um cp ge
neigtes Achsenkreuz nach 6) 

k 2 +k 2 k 2_k 2 1 k12=ka2cos2cp+kb2sin2cp= a 2 b + a 2 b cos2cp 

k 2+k 2 k 2_k 2 
k22=ka2sin2cp+kb2cos2cp= a 2 b _--'L~2~b_COS2cp I' 9) 

kb2 - ka2 . 
'1/) = --2-- sm 2 cp, 

wonach sich also beliebige Schwungmomente und das zugehorige 
Schleudermoment aus den Hauptschwungmomenten und der Neigung 
gegen die Hauptachsen berechnen lassen. 

Fiir nicht durch den Schwerpunkt 
gehende Achsen erhalten wir schliel3lich mit 

x=xo+~' Y=Yo+'YJ 
fiir das Schleudermoment wegen 2) 

~mxy=mxoyo+~m~'YJ. 10) 

oder kiirzer 1P" = Xo Yo+ 1p, • •• lOa) 

so daB also der auf die Sch werachsen be-
Abb.223. 

zogene Wert von 1p nur um die RechtecksfHiche Xo Yo zu vermehren 
ist, um den Wert fiir die neuen Achsen zu erhalten. 

Die vorstehende, durch Wegheben der Masse aus den Gleichungen 
schon ganz geometrische Ermittlung IaBt sich auf doppeIte Weise 
auch bildlich durchfiihren. Umschreibt man namlich in Abb. 223 
eine Ellipse mit den beiden Halbachsen ka' kb mit einem Rechteck, 
dessen eine Seite um cp gegen die groBe Achse geneigt ist, so ge
niigen die halben Rechteckseiten a, b bzw. die Lote vom Schwer
punkt auf dieselben den ersten beiden Gleichungen 9) und stell en 
demnach, wenn ka' kb Hauptschwungarme sind, die der Achsen
neigung cp zugehorigen Schwungarme dar. Deshalb wollen wir diese 
Ellipse auch als Tragheits- oder Schwungellipse der Massen
gruppe oder der Scheibe bezeichnen. Fiir ka = kb = a = b geht sie 
in einen Kreis, das umschriebene Rechteck in ein Quadrat iiber und 
die Schwungmomente haben fiir alIe Richtungen denselben Wert. 

Um gleichzeitig auch das Schleudermoment zu erhalten, hat 
Mohr die zweite Form der Gl. 9) durch einen Kreis vom Durch-
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messer k a2 - kb2 dargestellt, Abb.224, der auf einer Achse von 0 
aus die Langen ka2 und kb2 abschneidet. Dann ergeben die Ab
szissen der Punkte eines Durchmessers mit dem Neigungswinkel 2 cp 
sogleich die Schwungarme k12 und k22, die Ordinaten aber die GroBe 1p. 

Hiernach geniigt fiir aIle FaIle die Ermittlung der Hauptschwung
momente, die wir auf zeichnerischem Wege schon in § 49 kennen
gelernt haben. 

y 

o x 

Abb.224. Abb.225. 

1. Beispiel. Fur eine Gerade, Abb. 225, welche mit dem Neigungs
winkel a die Achse im Abstande c vom Anfange schneidet, ist mit 

8=X-C=~ 
cos a sin a' 

in bezug auf die Achsen 
8 

8k 2= x2 d8= ---f X3_C3 

1 3 cos a' 
o 

8 

8k 2 =fY2 d8 =.-Jt--. 
2 3 sin a' 

o 

d8=~= ~Y 
cos a sm a 

• . • 11) 

11 a) 

und in bezug auf parallele Schwerachsen mit den Schwel'punktsabstiinden 

y 
Yo=Z=Y-'1 

k 2-k 2 2_(X+C)2_ CX 2_(XO-C)2;2 
a-l-xo- 3 -xo- 3 3 

1_2_ 2_ 2_y2 2_y2_Y02 _'12 
lOb -k2 Yo -g-Yo -12-3-3' 

•• 11 b) 

wenn ; und '1 die symmetrischen Endwerte der Abstiinde auf den Schwer
achsen bedeuten. Natiirlich hiitte man auch umgekehrt erst ka kb berechnen 
und daraus k l • k2 bestimmen k6nnen. Fur das Schleudermoment erhaIten wir 
nach Gl. 8a) in bezug auf die Schwerachsen 

;2_'12 
'fJ=--6-tg2a •....... .. 11 c) 

und nach lOa) fiir das um xo' Yo aus dem Schwerpunkt verschobene Kreuz 

" ;2_ '12 
'fJ = Xo Yo + --6- tg 2 a. • • • • . •. 11 d) 
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2. Beispiel. Fur das Kreisbogenstiick nach Abb. 100 yom Halb
messer l' und den Winkeln q 1 und «(~ der Endhalbmesser gegen die x-Achse ist 

l' c= l' cos 'I, Y = '/' sin 'I, ds C.-_C 1'1i 'I, s =~ r ('I" - '11)' • . . 121 

(.r'x~ d8 r~/~os" 'I d '( =;; i 'I, - '11 -1 sin 2 q~2ilin 2 '1-1) I 
" 'I 2 ., • 2 ' . ') \ f 12 a) 

8 k._,~ = .r· y" ds ., r '.' l l' sm '12 - dn ~ '11 .. ·.1 -~ l' . sm - 'I (. 'J = 2 '12 - '/, - 2 . 
() III 

und bei symmetriseher Lage um die y,Achse also fUr q 1 --f-- 'h cc;r, If" -- 'II c-- 2'1" 

k " =~ r~ I 1 _ sin 2 'Po 
1 ~ :2 (rH 

k " -- r"! ..L sin 2 r 0 I ') • " -.. .1 I - 2-' .,.... L b) 
- ' q I) 

mit verschwindendem Schleudermoment, 
arm ko aus 12a) ganz allgemein aus 

Dagegen folgt der polare Schwung-

ko~ --k/·:-k/ 1'", ••••••••••• 12(') 

da hier aUe Langenelemente, die man sieh mit Masse gleiehmaBig belegt denken 
kann, denselben Abstand r vom Anfang 0 haben. 

3. Beispiel. Ein Rechteek mit den Seitenlangen 2a und 2b liefert 
nach Abb. 220 in bezug auf dazu parallele Sehwerachsen 

dP~ 2ndll, oder dJi'=2brl2, P4ab. 13) 
,- (/ 

4, I k,/ --- a" 1 
:) a " ., 

.J , l;la) 

.f b' 
b~ r 

~a , k,/ ,~ 
B J 

+b 

P k" ~ r II" d P .~ 2 a J 1/" dll 
-- b 

und in bozug auf cinen Eekpullkt mit :r" = a, Yo /) b 

1,. " 1.'" ., 4.. l' k" I ., 4 I 1 ') J 
" k,,'" .r"-=;:ja-, h'/==- ',,-' .'10'- 3)' 'J') 

wiihrend fiir das Schleudermument sich hier mit '/ _c 0 Abb. 226. 

ergibt. 'p=xo!},,=ab ..... . . . 13 c) 

4. Beispiel. Fiir dio Flache cines Kreises mit dem Halbmcsscr a 
haben wir zunach,t das ringformige Element d F ~c 2 ;r r Ill', P _C~:r a", also 

k ~ == a" 
H 2 14) 

. • • ~2 ~ 
lind daher die einander glcichen aXlalen Schwungarmc kJ' .c_ k.,- ==-c 

- 2 4 
Fur den Kreisring mit den Halbmessern J"l 

sieh demgemaB 
r" lind P =:l (1'/ - T/). ergibt 

Pk,/ ==.~ (1'/ - 1',',. k,,2 1',,2 ~ ,,2 = 2 kl~~' 2 k/ .... l4al 

o. Beispiel. Fur eine ElJipsenflaehe. Abb. 132, mit den Halbachsen a 
lind b gilt in bezug auf den Mittelpunkt 

also 

x=acos,/" .I/=bsin,/'. dx~~-asin'l,d'l)' dy=bcos'I,d'I'1 
> , 15) 

rlF = x dy = ab cos~ 'I' ri,/' oder dP y dx = - ab sin" 'P d'I' , . 

P k,2 c= J ;r" liP = J x'! Y dx - - a" b J sin" 'P cos2 ,p d,p 1 
}I' k/ ~~. J 1I2 d F = J:'/" x dll~' a /i" J sin" 'P C082 'I' d,p J 

. 1.-, a) 

Lorenz, Tc('hn. Physik. L 1. ~. AlltL 1~ 
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Beschranken wir uns auf einen Quadranten, so ist die Integration zu er

strecken zwischen den Grenzen 11' = 0 und 'f' = ~, also folgt mit F = ~ a b 

k " - ~ k 2 b2 
1. 0 a2 + b" 15 b' 

I - 4' 2 ="4' h'O- ~= ~4~-' • . . . . .. ) 

Die Schwungarme andern sich auch nicht, wenn wir statt des Quadranten die 
halbe oder ganze EIlipsenflache ins Auge fassen, da das Schwungmoment in 
diesen Fallen im Verhaltnis der F'lachen zunimmt. Weiter erkennt man aus 
15 b), daB die SchwungeIlipse hier einfach eine der vorgelegten iihnliche mit 
halben Abmessungen ist. Da ferner die Schwerpunktsabstande der Ellipsen-
quadranten von den Achsen 4 a 4 b 

xo=S;:' YO=3Jl 

sind, so ergeben sich fur die hierauf bezogenen Schwungarme 

k '2 =. 2 (! __ ~)\ k 12 = b2 (! - ~) I" ) 
1 a 4 !J n2' ? 4 9 1£2 •••••• il C 

Urn schlieBlich das Schleudermoment des Quadranten zu ermitteln, muBten 
wir die Richtung seiner Hauptachsen kennen. Da diese nicht von vornherein 
feststeht, mussen wir auf die Grundformel 5) zuruckgehen, also 

b x /) 

F'I'=JXYdF= J JXYdXdY J~YdY . . . . . . 16) 

setzen, woraus sich mit 15) () u o 

oder 

~ 

F'I' = a2 b2 J cos:l ,!, sin 'i' d'i' = 

o 

;t 

~ 

- a2 b" J cos'! 'I' d (cos 'p) = 

o 

fur die beiden Ellipsenachsen und fur die Parallelen durch den Quadranten-
schwerpunkt ( 1) 

'I"=1/,-xoYo=a.b\1-_Jl ........ 16b) 
1£ 9;T 

ergibt. Also ist nach Sa) die Neigung der Hauptachsen des Quadranten gegen 
die Ellipsenachse gegeben durch 1 16 . 

, 2 '1" 
tg 2 'P = k I~ =-k ,e 

1 ~ 

2 a b Jl 9 ",2 

a2-=-b~ I Hi 
4: -9;;-:' 

. . . . . . . 16c) 

XIII. Reilmngsfreie Bewegung starrer Scheiben. 
§ 61. Allgemeine TheOl'ie der Scheibenbewegung. Die ebene 

Bewegung einer starren Scheibe ist, wie wir in § 57 gesehen haben, 
v611ig bestimmt durch die Verschiebung der beiden Schwerpunkts
abstande Xo Yo gegen ein festes Achsenkreuz und die Drehung cp 
der Verbindungslinie des Schwerpunktes mit irgend eil1em anderel1 
Scheibenpunkt gegen eine vorgegebene Anfal1gslage. Sind diese drei 
Bewegungen, denen die drei Grundformeln 

X=mxo' Y=myo' llfo=mko2ip. 1) 
entsprechen, voneil1ander unabhangig, so sprechen wir von eil1er 
freien Bewegung der Scheibe und schreiben ihr drei Freiheits-
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grade zu. Bestehen dagegen zwischen den drei GroBen Xo Yo (P 
oder ihren Ableitungen von vornherein irgendwelche Beziehungen, 
welche die drei Bewegungen miteinander verkniipfen und damit die 
Zahl der Freiheitsgrade einschranken, so vollzieht die Scheibe eine 
gebundene odeI' gezwungene Bewegung. Die neuen Bedingungs
gleichungen sind aber mit den Grundformeln 1) nur dann vertrag
lich, wenn zu den auBeren Kraften noch solche hinzutreten, welche 
die Abweichung der freien und del' gezwungenen Bewegung auszu
gleichen vermogen. 1st z. B. die Schwerpunktsbewegung durch die 
Gleichung einer Fiihrungsbahn 

((;x:oYo)=O .......... 2) 
vorgeschrieben, also auf zwei Freiheitsgrade beschrankt, so kann 
dies auch durch eine Zwangskraft Q' mit den Achsenanteilen X' 
und y' erreicht werden, die zu der auBeren treibenden Kraft noch 
hinzutritt, selbst aber keine Arbeit leistet oder verzehrt, da sie an 
jeder Stelle auf der Fiihrungsbahn senkrecht steht. 3Tithin ist 

X'ilxo y' dyo = O. . . . . . . . . 2a) 
und die Bewegungsgleichungen 1) nehmen, da die Zwangskraft am 
Schwerpunkt angreifend keinen Beitrag zum }Ioment M del' auBeren 
Kraft liefert, die Form an 

X +- X' = mxu' Y y' = myo' Mo = mko2 (p. . . :3) 

Dureh die 5 Gleichungen 2) 2a) 3) sind nun sowohl die Xo Yo rp, 
als auch die Anteile X' y' der Zwangskraft ebenso bestimmt wie 
bei der freien Bewegung die Xo Yo rp durch die Grundformeln 1). 

Ralten wir den Schwerpunkt fest oder lassen nul' eine gleich
formig gel'adlinige Bewegung zu, deren Lauf v nach GroBe und Rich
tung ganz willki.i.rlich spin kann, so lauten die Bpdingungsgleichungen 

Xo = Yo = 0 bzw. i:o cc= Yo = 0 2b I \ 

mit denen sich 3) vereinfacht in: AJ \ V' 

X X' = 0, Y -1- Y'~~.= 0 1 !I 

;{a) 
M = mko2 ii" J 

In dies em Falle der Bewegung mit nul' II 

hung der Scheibe urn ihren Schwel'punkt 
einemFreiheitsgl'ad,namlichderDre- J 

besteht an diesem Gleichgewicht zwischen x 
der Zwangskraft und del' AuBenkraft. 0 Xo x;. 

In den me is ten wirklich vorkom- Abb. 227. 
menden Fallen erstl'ecken sich die Be-
dingungsgleichungen, welche die Bewegungsfreiheit einschranken, nicht 
auf die Schwel'punktslage, sondern auf die Achsenabstande ;x't' YI 

eines andern Scheibenpunktes 0' in der Entfernung s vom 
Sehwerpunkt Q, so zwar, flaB wir im AnschluB an Abb. 227 

Xl = XI) S cos er', 
Xl = Xo ~ 8 q) sin rp, 
XI = Xo ~ s ((p sin q rjJ2 cos rp). 

YI == i/o + S sin rp I 
:Ill = Yo s rjJ cos rp 4) 
iiI = lio + s (if cos rp - qj2 sin rp) 

18* 
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haben. Damitwirdaus 1) fUr die freie Bewegungdurch Verschiebung 
der AuBenkraft von Q nach 0/, unter Beriicksichtigung des dadurch ge
weckten Kraftepaares X (y 1 - 110) - 1~ (Xl -- Xo) = (X si n cp - y cos C(') s, 
sowie wegen ko 2 + 8 2 = k2 und Mo = m ko 2 if 

X = m Xl + rn 8 (ip sin cp + q;2 cos cp) 

Y = m iiI - rn 8 (ip cos cp - cjJ2 sin cp) ~,4a) 

M =Mo + (Xsin q' -- Y cos cp) 8= mk2 ip +ms (Xl sin cp -- ii1 cos 'p)J 

worin k den Schwungarm der Scheibe um den Punkt 0' bedeutet. 
Da hierin bei vorgelegtem Kraftfeld wieder nur die LagengroBen Xl 

Y1 cp auftreten, so wird die Zahl der Freiheitsgrade durch die Ver
schiebung des Kraftangriffs nicht geandert. 

Schrankcn wir die Bewegungsfreiheit durch gewisse Bedingungen 
ein, z. B. durch eine Fiihrungsbahn des Punktes Xl 111 , so treten 
wieder Zwangskrafte Q' bzw. X', y' auf, welche langs der Zwangs
bahn aber keine Arbeit leisten. Es mussen also die Bedingungs
gleichungen 

x' dXl + 1" dYl = ° 5) 

erfiillt sein, wahrend die Bewegungsgleichungen 4 a) ubergehen in 

X + X' = rn Xl + rn s (if; sin (p + q;2 cos ~? ) 1 
Y+Y'=rniil-rn8(if;cosfp-q;2sincp) I'" 5a) 

M = m P ip + rn s (Xl sin (I' - fj 1 cos cp) J 
und mit 5) zusammen zur Bestimmung der Unbekannten Xl Yl cp, 
X', y' gerade ausreichen. Da wir mit Hilfe der ersten G1. 5), d. h. 
der vorgelegten Bahn einen der Abstande Xl Y1 durch den andern 
ausdriicken konnen, so daB in den ubrigbleibenden Formeln nur 
einer derselben auBer (p eingeht, so besitzt die an einem Punkte 
gefiihrte Scheibe nur noch zwei Freiheitsgrade. Halten wir da
gegen den Punkt Xl Yl ganzlich fest, setzen also 

Xl = ill =0 bzw. Xl =iil =0, ...... 5b) 

so vereinfachen sich die Formeln 5a) in 

X + X' = + m s ( if; sin cp + q;2 cos cp) 1 
l' + 1" = - rn s (iT cos cp - q; 2 sin cp) I ' 

M=mPip 

. . . 5c) 

von denen die Integration der Ietzteren die Drehung qJ in ihrer Ab
hangigkeit von der Zeit liefert, wahrend sich aus den beiden ersteren 
die Achsenanteile X' Y' der sogen. A uflagerdrucke ergeben. Eine 
solche um einen Pol auBerhalb ihres Schwerpunktes drehbare starre 
Scheibe nennen wir ein materielles, physisches oder Scheiben
pendel, welches ersichtlich nur noch einen Freiheitsgrad be
sitzt und spater eingehend untersucht werden wird. 

Sehr viel verwickelter gestaltet sich der Fall des Gleitens 
oder Abrollens del' Scheibe vermittels einer mit ihr starr 
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verbundenen Kurve Hings einer Fiihrullgsbahn im festen 
Achsenkreuz, die wie oben auf die Scheibe an der Beriihrungsstelle 
x, If die Zwangskraft Q' mit den Anteilen X'y' ausiibt. Sind~, 1] 

die Abstande des Beruhrungspunktes in einem mit der Scheibe starr 
verbundenen Achsenkreuz durch deren Schwerpunkt Xo Yo, welches 
nach Abb. 22H mit dem in der Be- y 
wegungsebene festen Achsenkreuz X!! 
den Winkel (p bildd, so ist zunachst 

x - Xo = ~ cos rp -- 1) sin (f! } • (j) 

y - Yo = ~ sin rp + 1] cos rp 

Weiter seien die Gleichungen uer Fiih
rungsbahn und del' Scheibenkurve 

t~(xy)=Ol 
t~ I ~ I)) = 0 (, . . . 

6a) 
o 

II 
! I 

XXo 

Abb. 22x. 

/ 
/ 

die miteinanuer im Beriihrungspunkt x y hzw. ~ I) uurch die ge
meinsame unter dem Winkel {} gegen die feste x-Achse geneigte 
Tangente derart verbunden sind, daB 

6b) 

Hierzu treten noch die del' Einfachheit hal bel' auf den Schwerpunkt 
bezogenen Bewegungsgleichungen unter Hinzunahme der Zwangskraft 
in x, II X-!-X'~,c=mx(), Y Y'=m,Yo , 

JJo + I' (x -~ Xo 1- X' (y' .. Yo 1= mko ~ ip J 71 

und im FaIle des reibung;.;freien G leitens die Xormalbedingung 

X'dx Y' d 11 = 0, . . . . . . . . 7 a I 

so daB in del' Tat fiir die 10 Gnbekannten Xo Yo xy rp if ~ I) X'I' eine 
gerade hinreichende Zahl von Gleichungen vorhanden ist. Da wir 
durch die 6 Gleichungen ti a I. 6 b), 6) aIle LagengroBen durch zwei 
z. B. x, y ausdrilcken und diese dann in 7) und 7 a I einfilhren 
konnen, so bleiben noch vier Gleichungen zur Ermittlung von X' 1" 
und xy ubrig. Die Gleitbewegung del' Scheibe besitzt also 
zwei Freiheitsgrade. 

Rollt uagegen die Scheibenkurve auf der Filhrungsbahn 
etwa durch Vermittlung einer beiderseitigen Verzahnung, Rauhigkeit 
odeI' eines uber beide gespannten Iinienstarren Fadens ab, so ent£1illt 
wegen des Zahndrucks odeI' del' Fadenspannung in die Tangenten
richtung an der Berilhrungsstelle die ~ ormalbedingung 7 a), und es 
tritt dafUr die Gleichheit der aufeinander abrollenden Bogenelemente, 
d. h. . d ~~ + Ii II~ = r1 :1;2.-1- d JJ~.. . . . • . . 7 b I 

Diese gestattet alsdann im Verein mit den ti Formeln 6), 6a), 6 b I 
die Ausschaltung alIer LagengroBen bis auf eine, z. B. den Dreh winkel (P, 
so daB die reineRolIbewegung derScheibe nur noch einen Freiheits
grad besitzt. Das einfachste Beispiel hierfiir bildet das sehon in § 58 
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behandelte Abrollen einer Kreisscheibe auf einer Geraden, welches 
dort leicht mit elementaren Hilfsmitteln bewaltigt werden konnte. 

Viel wichtiger ist der praktisch sehr haufige Fall der Fiihrung 
einer starren Scheibe durch mit ihr starr verbundene Gleitstiicke 
oder Zapfen an zwei vorgelegten Fiihrungs- oder Lei tkurven mit 
den Gleichungen ) f1 (X1 Yl)=O, f2 (X2 Y2,=O ..... '. 8) 

im festen Achsenkreuz. Bezeichnen wir in Abb. 229 den Abstand 
der beiden Fiihrungspunkte auf der Scheibe mit l, ihre Schwerpunkts
abstande mit 8 1 und 82 , deren feste Winkel gegen 1 mit al a2 und 
die N eigung von 1 gegen die feste x -Achse mit cp, so bestehen zu
nachst die rein geometrischen Beziehungen 

X 2'- :.e1 = 1 cos cp, 
XO ·- Xl = 81 cos ( cp - al ) , 

X2 - Xo = 82 cos (cp + ((2) , 

y~ - Yl = 1 sin cp ) 
Yo-V! =81 sin(cp-a1) >. Hit) 

Y2 - Yo = 82 sin (cp + (1.2) J 
Diese sind allerdings nicht vollig unabhangig voneinander, sondern 
durch die Lange lund das Dreieck aus l81 82 derart miteinander 

!I 

, 
" .... 

y" 

--II-.",.....-X" 

verkniipft, daB z. B. die Schwer
punktsabstande Xo Yo sich durch Aus
schaltung von cp aus den letzten 
4 Gleichungen in den Abstanden Xl Yl' 

X2 Y2 der Fiihrungspunkte ausdriicken 
lassen. Es bleiben also im Verein 
mit 8) im ganzen' nur 6 voneinander 
unabhangige Beziehungen iibrig, 
welche die Zuriickfiihrung aller La
gengroBen Xo YO' Xl Yl' x 2 Y2 cp auf 

"--:*-_'-::':--_-;!;;-_-:!::--___ ---""x;;:.. eine, z. B. den Drehwinkel cp er-
Xz 

Abb.229. 
moglichen, so daB die Bewegung 
der zweifach gefiihrten Scheibe 
nur einen Freiheitsgrad besitzt. 

Dazu treten noch die Bewegungsgleichungen bezogen auf den 
Schwerpunkt mit Riicksicht auf die Zwangskrafte 

X+X'+X"=rnxo' Y+Y'+Y"=mih ) 
Mo + Y' (Xl - - xo) - X' (Yl - Yo) + y" (X2 - xo) - X" (X2 - xo) ~ 9) 

= rnko2 ip J 
und schlieBlich die Normalbedingnngen der Zwangskriifte selbst an 
den Fiihrungsschienen 

X'dxl+Y'dYl=O, X"dx2 +Y"dY2=O, .. 9a) 

welche zusammen zur Ermittlung der noch iibrigen Unbekanntencp, 
X' Y', X" Y" gerade hinreichen. Von dieser Bewegung werden wir 
spater einige wichtige Sonderfalle betrachten. 

Sind schlieBlich mehrere Scheiben durch Beriihrung ihrer 
Rander oder auch durch Gelenke miteinander verkniipft, so be-
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sitzt die ganze Gruppe stets weniger Freiheitsgrade als die freien 
Scheib en zusammengenommen, also bei n Scheib en weniger als 3 n 
Freiheitsgrade. Da jede Beriihrung 
die gegenseitige Bewegung in del' Be- Y 
riihrungsnormalen verkniipft, so wird 
hierdurch je ein Freiheitsgrad ausge
schaltet, durch ein Gelenk dagegen, 
dessen Achsenabstande x y je zwei 
Scheiben gemeinsam sind, demnach 
zwei Freiheitsgrade.Mithin haben zwei 
gelenkig verbundene Scheib en 
6 - 2 = 4 Freiheitsgrade, entsprechend 
den Achsenabstanden x y des Gelenkes 
und den Neigungswinkeln IPl rp~ del' 0 
beiden Schwerachsen der Scheiben, 
Abb. 230. Beziehen wir diese auf die 

y' 

x 

liz 
M, 

x 
X z 

Abb,230. 

Lotrechte und fiihren noch die Neigung lp del' Verbindungslinie I del' 
Schwerpunkte Xl.lf!, x 2 Y2 mit deren Abstanden 81 82 vom Gelenke 
ein, so haben wir die Beziehungen 

8 1 cos IPl~= 11 - !h ' 82 COS 1(2 = Y - !/2 , 82 cos i.f!2 - 81 COSi.f!l = I cos II' 
81 sin IPl = Xl' ... X, 82 sin (P2 = x2 - x, 82 sin i.f!1 -81 sini.f!l = I sin,!', 

Mit den Achsenanteilen XI1" des Zapfendruckes, den AuBenkraften 
Xl Yl ' X 2 Y2 mit ihren Momenten Ml M2 , sowie einer Zwischen kraft Q 
in del' Verbindungsgeraden I del' Schwerpunkte lauten dann die Be
wegungsgleichungen 

Xl + X' + Q sin lj' =~~ m1 iI' Yl + y' + Q cos II' = Inl Yl 
X 2 - X' - Q sin 'ljJ "-= m2 i2 , Y2 - y' - Q cos 11' = m2 Y.~ 
M ( V' + y,.) k 2 " 1 1'- A cos (PI sm q'I 81 = m1 1 (PI' 

M2 + I. X' cos IP2 --1 y' sin Q'2) S'J c.= m2 k22 q.'2 . 
Diese 12 Gleichungen reichen gerade aus zur Berechnung del' 10 
LagengroBen X y, Xl Yl' X 2 !/2' (PI IP'J' llj', Bowie del' Zapfendruck
anteile X' y' hei willkiirlich aufgenommener, bzw. frei veranderlicher 
Kraft Q. Das ist z. B. der Fall beim Abstiirzen einer Katze, 
deren Riickenkriimmung angenahert durch ein Gelenk ersetzt werden 
kann, wahrend Q die Muskelkraft zwischen den Teilschwerpunkten 
bedeutet, durch welche die Katze ihre Lage wahrend der Bewegung 
derart verandert, daB sie stets mit den FiiBen den Boden beriihrt. 

Da man nun in allen Fallen die Arbeitsgleichung sofort an
schreiben kann, so geniigt dieselbe offenbar schon zur voll
standigen Beschreibung del' Bewegung mit nur einem Frei
heitsgrade, wahrend hei mehreren Freiheitsgraden stets 
auf die Bewegungsgleichungen zuriickgegriffen werden muB. 

§ 62. Kl'itische Drebwel'te l'otierendel' 'Vellen. Tragt eine 
als gewichtslos betrachtete Welle eine Schwungmasse m mit dem 
polaren Schwungarm ko urn ihren Schwerpunkt S, so wird del' letztcre 
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im allgemeinen infolge ungenauer Zentrierung nicht in die geo
metrische Wellenachse fallen, sondern einen kleinen Abstand a von 
ihr haben. 1m Ruhezustand wird alsdann dieser Schwerpunkt seine 
tiefste Lage einnehmen, die sich aus der der Belastung verhiiltnis
gleichen fed ern den Durchbiegung ro des Wellenmittels M an der Be
lastungsstelle und der GroBe a durch einfache Addition zu ro + n 
ergibt. Ist die Welle urn einen Winkel fJ gegen die Lotrechte ge
neigt, so ist rn 9 sin fJ = rn g' der zu ihr normale, die Durchbiegung 
bedingende Gewichtsanteil, wiihrend der in die Wellenachse selbEt 
fallende Anteil von den Lagern aufgenommen wird. Mit einer 

Federungszahl a~ hat man alsdann fUr 
!I die Durchbiegung in der Ruhelage 

mg sinfJ = mg' = a~ ro . .. 1) 
Bei der Drehung der Welle werden so
wohl das Wellenmittel als auch der 
~lassenschwerpunkt Auslenkungen aus 

x ihren Ruhelagen erfahren. Wiihlen wir 
~~..".L!:J,.!2:....L-...,d--~:;:' in der als Zeichenebene der Abb. 231 ge

wiihlten N ormalebene der Welle durch S 
_-2?' den sog. DurchstoBpunkt der Verbin

dungsgeraden der Lagermitten zum An
fang 0 des Achsenkreuzes mit wage
rechter J>Achse, so konnen wir uns zu-

Abb. 231. nachst das WellenmittelM durch die starre 
Gerade a mit dem Massenschwerpunkt S 

verbunden denken. 1st der augenblickliche Abstand OM ,= r, so 
wirkt in M die nach 0 gerichtete Federkraft P = a2 r, in S mit den 
Achsenabstiinden x und y dagegen del' Gewichtsanteil G = mg' in 
der negativen y-Richtung. Unter der Wirkung dieser beiden Kriifte 
vollzieht die als starre Scheibe aufzufassende Schwungmasse alsdann 
eine freie Bewegung, deren Verlauf wir festzustellen haben. Ist 
nun h = SB das Lot auf die mit r zusammenfallende Kraftrichtung 
von P, l=OA das Lot von 0 auf MS=a, so ist mit Riicksicht. 
auf die Ahnliehkeit der Dreiecke 0 11J A ,......., S M B 

h . r = a l = a (x sin rp - ?J cos rp ) 

und wir erhalten mit dem im Sinne des preiles wirkenden Dreh
moment We eines an der Schwungmasse in der Zwischenebene wirken
den iiuBeren Kriiftepaares durch Verschiebung aller Krafte nach S 
die Bewegungsgleichungen 

1/tx=-cl3 (x·-acosrp) I 
m ii = - a2 (y - a sin rp) - m g' , 

rn ko ~ ip = -- ((2 r It + we = a~ a (y cos rp - x sin (p) + We, 
2) 

die wir mit den Abkiirzungen 

a2 " -=w -. 
In o· 

rlrp 
7ft = (J), 

~)~= j)f 
m 

3) 
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auch schreiben konnen 

x = - 0>02 (x - - a cos tp oJ, jj = - 0)0 2( II - a sin tp) -- g' l 2 a) 

ko 2 (0 = 0>02 a (y cos tp -- x sin tp ) + M. J . 
Setzen wir darin , ., + ' 'l , ~ ) x = x , Wo - y g ~~ 0> 0 - Y , ;} a 

so wird darin in bezug auf einen neuen Anfangspunkt 0' 

x' = -- 0>02 (X' - a cos (f ) , fj' == -- 0>02 (y' -- a sin tp In 2 b) 

k0 2 (0= W 02 a(y' cos tp x' sin tpl - (tg' cos tp + M. J 
Fur die Ruhelage ist nun mit (iJ = 0 , :r = x' = 0, ii == ii' = (), 1}[ = 0, 

x = x' = a cos (p , 010 ~ Y + g' = wo ~ II' = 0>0 2 a sin rp } 
2c) 

y cos (f - x sin IJ' = 0 . 

Diese Formeln werden befriedigt durch , 
costp = 0, sinrp = ± 1, Yo' ~~c ± (t =, Yo + g." 

w o-
oder unter Beachtung von 1) 

Yu' = ± a =-~ lIo '-7- 1'0' lIo == - 1'0 ± a, 

so daB also, wenn wir 11 = - l' + a als labi! ausschalten, der An
fangspunkt 0' des Achsenkreuzes X'1/' mit der stabilen Ruhelage des 
Wellenmittels M zusammenfallt. 

Fur (t = 0, also eine vollkommene Zentrierung der Schwung
masse auf der Welle, vereinfachen sich un sere Formeln m 

i;'..j-0>02 X '==(.);. f+wo~!I'=()l .... 2d) 

ko 0> =M J 

und ergeben in der x- uud y-Richtung die Moglichkeit freier Schwin
gungen, unbeeinfluBt von der durch das Moment bedingten Verander
lichkeit des Drehwertes der Schwungmasse. 

Unsere Gleichungen 280) und 2b) bestimmen nun die Verander
lichen tp, x, y bzw. x' y' bei vorgelegtem Drehmoment als Funktionen 
der Zeit. Erweitern wir 2 a) der Reihe nach mit 

d x =c v x d t , d ?J = toy d t , d (f! = 0> d t 4) 

und addieren, so erhalten wir mit Riicksicht auf 

1-" 2 V 2 = v2 ) 

;~ = (; - a COS(r)~ + (y - a sintp)2 J 4a) 

die Arbeitsgleichung bezogen auf die 1Iasseneinheit 

vdv + k02 (t) dw + (002 j'I11' + g' dy= Mdtp. .. 5) 

Diese besagt nur, daB die Arbeit des auBeren Momentes]l-[ zur Be
schleunigung des Schwerpunktes der Gesamtmasse, zur Erhohung des 
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Drehanlaufes, der Federspannung und zur Hebung des Schwerpunktes 
verwendet wird und hatte darum auch sogleich angeschrieben werden 
k6nnen. Sie bestatigt somit nur die Richtigkeit unseres Amatzes 
2) der Bewegungsgleichungen. 

Wenn wir auch diese unter gewissen vereinfachenden Annahmell 
unmittelbar integrieren k6nnen, so wollen wir doch 2 b) zur be
quemeren Dbersicht der Veranderlichkeit des Fahrstrahls 0' S = r' 
durch die Gleichungen 

x' = r' cos X, 
, ,. 

y =r smx, 6) 

in Polarkoordinaten umformen. Daraus folgt: 

.. , ( .. , , "') 1 d (tl2 w') . I x = r - r w" cos X - r' -dt---- SIll X 

.. , .. , ".,. ,1 d(1/2 w') 
y = (r - r w -) sm X T ? --7it-'- cos X J 
y' cos (F - x' sin f{' = - - r' sin (cp - X) =- r' sin {} 

4b) 

und eingesetzt in die ersten beiden Gl. 2 b) 

[ .. , + ,'., '"'] 1 d (r'2 w') . 0 

r r (wo" ~w·) COSX-? dt--smx=awo·coscp 

[ "'..l ' (. 0 '2)J' + 1 d (r'2 w') .> • r ,- r illO" - W sm X ? --7it- cos X = a Wo - sm cp , 

oder nach Ausschaltung von X unter Beachtung von (p -- X =,9 und 
unter Hinzufiigung der Momentenformel 2 b) : 

~'/ + r' (OJ 0 2 - W'2)= a OJ0 2 cos '19, 1 
d (r'2 w') " ,. (j 

---(jj- -=awo-r Sinu I 
ko 2 cO + a 0)0'2 r' sin ,,9, === M - a g' cos cp 

7) 

Diese Gleichungsgruppe wird zunachst einmal erfiillt fiir einen unver
anderlichen Drehwert w' und einen bestandigen Winkel {} = cp - X = {} 0' 

womit wiederum w' = w wird und fiir {}o = 0 die drei Punkte 
0' JIS auf einer Geraden liegen. Die Gleichungen vereinfachen 
sich alsdann mit OJ = 0, cos {} 0 = 1, sin 190 = 0 

, a (1)0 2 

r === Q .) , 

Wo"- w· 
i-'=O, M = a g' cos (p , 7al 

so daB also in diesem FaIle das auBere Moment nur die in jedcr 
Lage cp verschiedene Gewichtswirkung der exzentrisch auf der Welle 
sitzenden Masse auszugleichen bat. Die Drehung vollzieht sich hierbei 
mit unveranderlichem Abstand r' des Schwerpunktes S yom 
Wellenmittel 0' in der Ruhelage, der fiir w 2 ): (1)0 2 , r' ~ 0 wird. Fuhren 
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wir statt des sen den jeweiligen Abstand des Wellenmittels M von 
der Ruhelage 0' HI = ]'" = r' - a ein, so wird 

und fUr 

" r 
a w~ ..>' 

() 
(0 'J _ (I).J < 

o 

O)~ ~-= () 

r" =0 

filr 

-a. 

Der Sehwerpunkt S rotiert also, wie aus Abb. 
um die Ruhelage 0' des Wellenmittels fiir (02 

sieh drehenden Wellenmittels .lvI, riiekt 
mit diesem fiir w~ = Wo ~ ins Unend
liehe und rotiert fiir w2 > Wo 2 innerhalb 
des Wellemnittels HI, so daB beim Uber
sehreiten der sog. kritischen Dreh
zahl w" = Wo ein Umschlagen des 
Schwerpunktsabstandes a erfolgt. Da 
der Schwerpunkt hierbei dicht an die 
Ruhelage 0' heranriickt, die er aller-

7 b) 

232 ersiehtlieh ist, 
0)02 auBerhalb des 

Abb.232. 

dings erst fUr w'! = 00 erreieht, so rotiel't das ganze Gebilde fUr sehr 
hohe Drehzahlen nahezu um den Massenschwerpunkt S. Man bezeiehnet 
diesen V organg, del' zuerst bei den sehr schnell rotierenden Wellen 
del' Lavalschen Dampfturbinen (1894) auftrat, als Selbstein
stellung del' Welle, die unterhalb und oberhalb der kritischen Dreh
zahl ruhig lauft und nur bei dauernder Drehung mit diesel' infolge 
der beliebig groBen Ausschlage gefahrdet ist. 

Es fragt sich nun; wie dieses An waehsen und gleichzeitig del' 
Umschlag des Abstandes r" bei der kritisehen Drehzahl erfolgt. Zur 
Beantwortung kehren wir noeh einmal zu den Bewegungsgleiehungen 
7) zuriick, denen mit 0/ = W • (0 = 0 offenbar auch dureh 
l) = 190' = ± 900 Geniige geleistetwird, ohne daB r' unveranderlieh 
zu sein braueht. Damit abel' wiro aus del' zweiten Gt. 71 

2 ;-' (') = ± a wo~ . 

und die erste geht iiber in 

r' (wo 2 - (/) ~ I =-~ 0, d. h. 

'i' =~ () 70) 

7 d) 

d. h. beim kritisehen Dl'ehwert steht der Arm a senkreoht 
zum Fahrstrahl, der einerseits gleichformig sieh andert. 
Das V orzeichen von / in 7 c ') ist bedingt durch dasjenige des :\10-
mentes in del' dritten Gl. 7) 

JvI - a!/ cos rp =-+ a wo~r'. 

d. h. der Fahrstrahl nimmt mit dem linksstehenden Ge
samtmoment zu odeI' abo 

1Iit W == (li() und i-' 
dr' dr' 
- = - w wird ferner aus 7 c) 
dt drp 0 

2 dr' = ad(p, , " a 
l' = ro T 2 q:. 81 
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Die Bahn des Schwerpunktes ist also bei del' kritischen 
Drehzahl eine archimedische Spirale, Hi-ngs der der Fahr
strahl bei jedem Umlauf um na sich andert, Abb.233. Da
bei ist eine Arbeit 

elL = m it/dcp = (ag' cos cpdfp + aw()2 1" dcp) In 

oder wegen S) 

elL = (ag' cos cpdcp + 2 W021" dT') m 
L = mag' (sin cp - ~in CPo) + mW02 (1"2 - 1'0'2) 

zu leisten, wobei der erste Klammerausdruck fur volle Umlaufe also 
mit rp - CPo = 211 n verschwindet, EO daB fiir 1'0' = a insgesamt nul' 

Lo=-t-mwo2(1"2-a2) . ....... Sa) 

ubrigbleibt. Da ferner wegen des rechten Winkels bei S del' Fahrstrahl 1''' 

des Wellenmittels Eich aus 1'''2 = 1"2 + a2 berechnet, so ist auch 

!II 

x' 

ALb. 233. 

L = 1JlW02 (1'''2 _.- ro"2), also in Dberein
stimmung mit del' Arbeit der Feder
kraft, die somit beim Anwacbsen del' 
Ausschlage vom liuBeren Moment zu 
leisten ist, welches selbst im geraden 
Verhaltnis zum Ausschlag 1" wachst. 
~ian erkennt, daB auch 1II eine del' 
Spirale von S sich nach innen anschlie
Bende asymptotische Spirale beschreibt, 
die in Abb. 233 eingetragen ist. 

Hat man z. B. die mit einem Gewicht 
1/, 9 = 10,5 kg belastete wagerechte Welle einen 
kritischen Drehwert von 010 = 30 sec. - " so ist 
bei einer Abweichung vona=l mm = 10- 3 m 
des Massenschwerpunktes S yom Wellen mittel 

das dem Fahrstrahl 1" entsprechende Gesamtmoment 

m = amg cos 'P = aWo2m1" = 0/1631" mkg 
und der AI beitsaufwand: 

L =, mW02 Cr'2 - a2) = 963 (1"2 - a2) mkg. 

Nach 10 Umlaufen ware der Fahrstrahl auf 1"=10Ha+ a=32,4mm, das Moment 
auf 0,0312 mkg und der Arbeitsverbrauch auf L == 1,00 mkg angewachsen, woraus 
man erkermt, daB schon in kiirzester Zeit unter sehr miiBigem Arbeitsaufwand 
gefiihrliche Auslenkungen bei AnfrechterhaItung des kritischen Drehwertes 
auftreten. 

Zur Bestimmung des kritischen Drehwe):'tes, del' natur
gemaB im praktischen Betriebe unbedingt vermieden werden muB, 
denken wir uns nun die WeIle mit del' dal'aufsitzenden Masse aus 
ihrel' Ruhelage in lotrechte Schwingungen versetzt. DafUr gibt sofol't 
die zweite Gl. 2b) mit cp = 90\ also 

Y'+W02(y'. a)=O, ........ 2d) 
woraus sich die Schwingungsdauer 

2n 
t =
o Wo 

9) 
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ergibt, Deren Beobachtung aus der ausgefiihrten Welle Jiefert rnit
hin sofort den kritischen Drehwert. ohne daB es notig ist, die Welle 
in Drehung zu versetzen. 

Urn festzustellen, ob noch andere kritische Drehwerte auftreten. 
betrachten wir mit Hilfe der G1. 2 a) die Drehung unserer Welle urn 
den DurchstoBpunkt () der Lagerrnitten, wobei die Punkte O,J['8 
dauernd auf einer Geraden liegen sollen. Alsdann ist 

x = (,. + (t'l cos q , !/ = (1' + It) sin tp , , 

und es verschwindet mit !J cos tp -- x sin tp = 0 der Hebelarrn It des 
Mornentes der Federkraft ((21' an cler Schwungmasse, deren Drehwert 
alsdann nach der dritten G1. 2 a) keinen Schwankungen unterliegt, 
wenn auch das auBere }lornent sm bzw. J[ wegfallt. Damit erledigt 
sich diese Gleichung und die heiden ersten Formeln 2 a) gehen mit 
10) iiber III 

[j: ((I)o~ - ro~) }'- w~aJ co:') q) - 2wi'sin rp = 0 

[r I wo~ -- (t)~) I' - w 2 aJ sin (I' + 2mi' cos f(' = - rl' 

uncl zerfallen sonach unter gleichzeitiger Festsetzung einer gleich
forrnigen Drehung durch (I' = (t) t in 

.' I (" '" ( ({ IO~ \ }',- OJ --0)"1 y---
,0 I (0 ~ - (1) '1.) 

o 

2 OJ r = - r/ cos (!) t 

I' l = - 9 sm (I) t 

J 
lOa) 

}lit der Abkurzung OJ()~ - O)~ = ((0 ~ konnen wir fiir die erste clieser 
Formeln auch schreiben 

i: I G 2 (1' ___ (I) '! a) = 
T 0 a ~ 

\ 0 

.II I sin OJ t. . . . , . lOb) 

und erkennen, daB es sich urn eine erzwungene Rchwingung 
des Schwerpunktes 8 und Wellenmittels J[ auf dem rotie
renden Fahrstrahl handelt, die allgernein durch 

. (I' sin (I) t 
B SIll a t -- '- .. '" 

o c.:O:!_(1)2 
11) 

dargestellt ist. N ach Einsetzen in die zweite G1. lOa) folgt 

1) eos wt 

elIle Bedingung, die fur aIle Werte von t nur erfiillt werden kann. 
wenn 

A=B~O, 

()der wegen der Bedeutung von Co 

( I) = (1)0 11 )' ...... _ a 
2 
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ist. Damit vereinfaeht sieh un sere Losung 11) in 

wofur naeh 1) aueh 
Ruhelage 

a 2g'. Wo 
J' = - ---0 sm t. . . . . . 11 b) 

3 W o" 2 

mit der Auslenkung r 0 des Wellenmittels in der 

r = ~ - 2 r sin (~o t 
;) 0 2 

. 11e) 

gesehl'ieben werden kann. Der Sehwerpunkt und das Wellen
mittel vollziehen also beim halben kritisehen Drehwel't 
endliehe Sehwingungen auf dem damit rotierenden Fahr
strahl. Die Form der Bahnen des Wellenmittels sind fur die beiden 
FaIle a ~ 6 ~'o in den Abb. 234 dargestellt und durch Vel'suche von 
Stodola gut bestatigt. 

Abb.234. 

Steht die Welle senkrecht, so wird g' = g sin fJ = 0, und r = ~ a 
entspreehend der friiheren Formeln 7 a) fUr 2 W = wo' womit sich die 
nur durch das Gewieht bedingte Wirkung dieses Drehwertes erledigt. 
Dieser ist somit ausschlieBlich auf nicht lotrechte Wellen 
beschrankt und fiihrt wegen der Kleinhei t von a und Yo nie
mals zu gefahrlichen Ausschlagen, wohl abel' zu einem in
folge der Abweichung der Bahnen, Abb.234, von der Kreis
form unruhigen Gang der Welle. 

§ 63. ,\Virkung eines periodischen lUomentes auf die Schwung
masse. Um die Wirkung eines periodischen lVIomentes auf die Drehung 
einer biegsamen Welle mit einer nicht vollig zentrierten Schwung
masse festzustellen, greifen wir nochmals auf die Formeln 2b) des 
vorigen Abschnittes, die sich auf das Wellenmittel M in del' Rube
lage 0' beziehen, zuriick und schreiben dieselben unter Weglassung 
des Gewichtsgliedes 

.. , 
x 

1) 
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Fur die :Homentengleichung konnen wir aber auch unter Benutzung 
del' beiden letzen Gl. 7, des letzten Abschnittes kilrzer schreibell 

.' k 2 • 1 (l(r l
'2w')_ d k 2 I _'~ ') jI = (J) ~ ---- - - ( 0) ~'j (J) 

fl I dt Ilt 0 I • 
. . . . 1 a) 

worin 1"' den Fahrstrahl 0'8 des Schwerpunktes del' Schwungmasse 
und Wi seinen Drehwert bedeutet. Da diesel' von der gleichen GroBen
ordnung wie del' Drehwert w derSchwungmasse m um ihren Schwer
punkt, r' abel' klein ist gegen den Schwungarm ko' so erkennen wir, 
daB das zweite Glied in der Klammer gegen das erste vernach
lassigt werden darf, wenn nicht w uberhaupt keine Anderung er
leidet. Eine Entscheidung hieriiber setzt die vollstandige Lasung 
der Differentialgleichungen 1) voraus, die indessen an der undurch
fiihrbaren Trennung der Veriinderlichen seheitert. Wir miissen uns 
darum auf die Betrachtung der beiden Grenzfalle beschranken und 
vernachlassigen zunachst in Gl. 1 a) das zweite GIied in der Klammer. 
Alsdann erhalten wir mit einem rein periodischen Moment von 
% Schwankungen wahrend einer Umdrehung fUr den erst en Grenzfall 

ko ~ OJ = JIll] cos )/,(/] + Jl!l~ sin % T, . . . . . . ~ I 

oder nach Erweitel'Ung mit wdt= Ii '1' und Integration mit dem Fest-
.) 

., ., I ~ 'I . '[ ) 
0)" = w[- --j- 'k'-':; (1. 1 SIn %T -11'., COS % IT , • 

% u- -
.. ~a) 

oder fiir kleinere Unterschiede OJ - WI angenahert 

1 . 
. , (Jill sm % <p 

%w1 ko-
J[~ cos %'1) . . 2b) 

worin das zweite Glied die Sch wankung der Drehzahl darstellt, 
die infolge der groBen Werte von k0 2 und OJ 1 in der Tat nur klein 
ausfallt im Einklang mit del' Voraussetzung fiir unsere Niiherungs
rechnung. Mit den Abkiirzungen 

.M[ 
.%2 OJ 1'.!ko:"!:::;:-::: /11' 

sehreiben wir hinreichend genau 

Jr., 
x'2 o)t;ko"l. =/I"!. 

und erhalten durch Integration mit q] = 0 fiir t =c- 0 
t 

<P = J welt = WI t --/t1 (cos %W1 t- 1) - ,u2 sin %W1 t +1 
u 

und wegen del' Kleinheit del' mit ,II] und ,112 behafteten Glieder 

('os <P = cos WI t + [,a1 (, cos % WI t -- 1) -/- ,1/2 sin % WI tJ sin WI t 1 
f' J a) 

sin (f' = sin (O[ t --- [,u11 COR % (1)1 t - 1) ,u2 sin % WI t] ('os WI t ) l 
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oder nach U mformung der Produkte der sin und cos 

cos'P = cos WI t - ,It I sin WI t + '~1 [sin (x 1) WI t --. sin (x -- 1 )WI tJ 

_l§~ [cos ix + l)wI t - cos Ix -l)wI tJ 

sinfp = sin WI t+,ul cos WI t-- /~l [cos (x +1) WI t+ cos (x - l)wI t] 
r l 

-/;2lsin (x + l)Wl t + sin (x - 1)(01 t.l 

Fiihren wir diese Ausdriicke in die beiden ersten Formeln 1) ein, 
so erscheinen diese als Differentialgleichungen erzwungener Schwin
gungen mit den auf bekannte Weise zu gewinnenden allgemeinen 
Integralen, von denen wir nur dasjenige fiir x anschreiben wollen 
wie folgt ') 

I • + wo"a ( .) x = Xl cos wot 1 x~ sm wot ;o-2-~;o2 cos WI t -,ul sm WI t 
o 1 

I wo2 a ,lllsin(x+1)wlt-P2coslx+1)wll 
1-2--' w 02 --(x+1)2 W1 2 

Wo 2 a 111 sin (x - 1) WI t - P2 cos (x - 1) WI t 
2 -- ~)~2 ___ (x --"- 1)2 W 1 2 

Hierin fallen mit a = 0 aIle Glieder auBer der Eigenbesehwingung 
weg, deren Beiwerte Xl X2 nur noch vom Anfangszustande abhangen, 
so daB die Welle mit einer zentrierten Schwungmasse be
liebige Biegungsschwingungen mit dem kritischen Drehwert 
vollziehen kann. Bei nicht verschwindendem a aber erleidet 
unter der Einwirkung des periodisch schwankenden Mo
mentes nicht nur der Drehwert w Schwankungen von der
selben Periode ohne Phasenverschiebung, sondern es treten 
neben der freien Schwingung des ganzen Gebildes, dessen 
Bei werte Xl und X2 durch die Anfangsbedingungen bestimmt 
sind, erzwungene Schwingungen von der Umlaufsperiode WI 

und zweier weiteren Perioden (x + l)wl und (x -l)Wl auf. 
Diesen drei Schwingungen entsprechen dann auch kritische Dreh-
werte 

6) 

die aber nur dann zu gefahrlichen Ausschlagen fUhren, wenn das 
Moment die zu ihrem Wacbstum erforderliche Arbeit dauernd leisten 
kann, also ebenfalls eine dauernde Zunahme erfiihrt. 1st dies wie 
bei un serer Annahme von rein periodischen Anderungen nicht der Fall, 
so bleiben auch bei Aufrechterhaltung des Drehwertes 6) die Aus
schlage in engen Grenzen eingeschlossen, womit nur ein unruhiger 
Gang verbunden ist. Auch dieses wird man vor aHem auch bei 

4b) 
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Zahnradiibersetzungen gem vermeiden, da hierbei ein Kraftwechsel 
mit StaB en zwischen den Zahnen auf tritt, del' bei langerer Dauer 
stets zu deren Zerstarung fiihrt.. 

Wir gehen nunmehr zum zweiten Grenzfalle des bestandigen 
Drehwertes del' Schwungmasse iiber, mit dem sich die Momenten
gleichung unter Einfiihrung desselben Ausdruckes wie oben fi.lr das 
periodische Moment vereinfacht m 
[vgt Gt 1 a) und 11 mit 0) = 0 ] 

wo~a(x'sinq'--y'costp) l 7) 
=M"1 cos y.wt +.M2 sin y.wt r' 

wahrend die beiden ersten G1. 1) un
verandert giiltig bleiben. Set zen wir 
dann unter Einfiihrung zweier neuer 
Fahrstrahlen S N = r'1 NO' = 1'2 mit 
den Drehwinkeln cP = wt und VJ gegen 
die x -Achse, von denen del' erste 
Strahl S N stets die Richtung von 
a = S J.lf haben mage, nach Abb. 235 

so wird 
x'= Tl cos (I' +- r.! cos 'I' , 

, . 
y = J'1 sm (f! 

und nach Einfiihrung in 7) 

x' 

Abb.235. 

wo~ a r~ sin (cp -- 'I') =-" Ml cos Y. W t -t- M! sin Y. wt. 7 a) 

Schreiben wir darin 

Ip=wt. 

so wird 
'I' = w't t· 11'0' 

( , . 

'I' - If! = W - wit -1- CPo' 

Wo 2 a r 2 [sin (w' - w) t cos CPo + cos l w' - w) t sin tpo] 

!)) 

= M"1 cos Y. W t + M2 sin Y. ill t. 7 bl 

Diese Gleichung kann abel' nul' dann fiir aIle Werte von t bestehen. wenn 

1:: = (y. + ~) W ilf1 1 
)'2 cos Iroc~" (t W02' )'2 sm tpo = - a~I)~2 l 

V.~[:2-+-M}j . ilf1 I 
1' .• = ' ... , tg q 0 = - J 
- awo· ilf2 

101 

ist. Hiernach bleibt also sowohl del' Fahrstrahl rq • als 
auch sein Drehwert w' bei del' Bewegung unvera;;"dert, 
wenn die Schwungmasse selbst mit w gleichfarmig rotiert. 
Fiir a = 0 wird 1'2 = 00, damit verliert abel' un sere ganze Herleitung 
ihren Sinn, da alsdann die Hnke Seite von 7) odeI' in del' Momenten-

T~OH'llZ, 'J'eC'lllJ. Physik 1,1. 2 . .. \ 11 ft. 19 
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gleichung von 1) das zweite Glied links wegfallt, so daB also nur 
noch M = ko'J in, d. h. eine periodische Schwankung von OJ mit dem 
Momente iibrig bleibt, die unserer Voraussetzung der Unverander
lichkeit von OJ widerspricht. 

Zur Ermittlung des Verhaltens des anderen Fahrstrahls r1 

fiihren wir nunmehr unsere Ansatze 8) in die beiden ersten For
meln 1) ein und erhalten fur bestandige w und w' 

[r 1 +(wo 2 - w'J) r 1 - wo'J a J cos rp- 2 ;·1 w sinrp +1'2 (wo'J - w' 2) cos 11'=0 

[7=1 + (wo'J - ( 2)r1 - wo'J a Jsin rp+ 2;'1 w cos rp + r'J (wo 2 - W'2) sin 11'=0, 

oder nach Ausschaltung von cos rp und sin rp 

r1 + (OJo'J- w'J)(r1- ~wo'J 2) + r2 (w0 2 -W''J) COS(IP-rp)=O ) 1) 
\ Wo - w 1 

2i·1 W + 1"2 (wo 2 - w''J) sin (11' - rp) = O. 

Daraus wird aber nach Einfiihrung der Werte von 1"2 und V' - rp 
aus 9) und 10), sowie mit der Abkiirzung Wo 2 - w 2 = ((,0 2 

., , . ., 
. wo· - w • ( +., 2 r1 w = ---2--- ,M1 cos x wt Mo sm x w tJ. 

a Wo -

Beide Gleichungen werden offen bar erfiillt fiir 

W02 = w''.! = (x 1)2 w'.!, also w = Wk = _t:lJQ 
1 x+ 1 

und Hefern dann mit 1-1 = 0, r1 = 0 

awo'.! aW0 2 a(x+ 1f' 
''"1 === - ~i· =-q-~-- ,,= .. --------- ---, "0· Wo"-W" x(x+2) 

also einen bestandigen Wert des Fahrstrahls 1'1. 
Fiir andere Drehwerte w und w' dagegen erhalten 

allgemeine Integral der ersten Gl. 11 a) 

aw'J 
r -9=Acos" t+Bsin" t 

1 "02 0 0 

1 
~ 11 a) 
I 
J 

12) 

12a) 

wir das 

+ Wo 2 -w.'2 M2 cosX91 t -1lf1 siIlx w t 13) 
aW0 2 w0 2 -(x2 +1)w2 ' 

das nach Einfuhrung in die zweite Gl. 11 a) die Bedingungsgleichung 

2 ((,0 w (B cos aot - A sin "0 t) 
OJ 2_ W'2 W 'J _ (x_1)2 w2 

= 0 ---2- °2- (- 2' 1-)- 2(M1 cosxwt+M2 sinxwt), 13a) 
a Wo Wo - x -t- - w 

ergibt, der fiir aIle Zeitpunkte nur geniigt wird, wenn 

A=B=O l 
l 13b) 

und W 02 =W'2 oder w02=(X-l)2W2 J . 
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ist, d. h. wenn zunachst keille freie Schwingung auftritt. 
Die Bedingung W 02 =0/2 stimmt aber mit 12) iiberein, so daB 
allgemein nur die schon oben unter 6) erhaltenen Drehwerte 

14) 

unverandert bestehen konnen. Dem ersteren entspricht dann 
wieder del' bestandige Werl 12 a) des Fahrstrahles 1'1' wahrend mit 
WkJ aus 13) folgt 

(x -- 1) 2 2 ( X (1)0 t . x wot ) . r = . a _L __ , Jf'Q cos - - M sm --- . l.3c) 
1 x (x - 2) 'a Wo ~ • Yo - 1 1 x-I 

Dieser Ausdruck wird fiir x = 1 entsprechend einem Drehwerte Wk2 

= 00 = W' k2 praktisch bedeutungslos. Er wird ferner unendlich groB 
fUr a = 0, womit nach der Bemerkung fiir Gl. 10) abel' die unserer 
Herleitung zugrunde liegende Bestandigkeit von W hinfallig wird. 
SchlieBlich wird er noch unendlich graB fUr x = 2, d. h. filr wk2 = wo' 
im Einklang mit Gl. 7 a) des vorigen Abschnittes, die auf ein beliebig 
groBes Anwachsen des AusBchlages bei diesel' kritischen Drehzahl 
fiihrte, wenn daB Drehmoment mit demselben zunimmt. Unsere Gl. 13) 
sagt dann nur aus, daB in diesem FaIle die Periodizitat des Mo
mentes keine Rolle spielt. Fur x = 1 und Yo = 2 kommt demnach 
nur der bestandige Wert 12a) in Frage. Fiihrt man die Werte des 
Fahrstrahls mit den zugehOrigen Ausdriicken 14) fiir die Drehwerte 
in Gl. 8) ein, so erhiiIt man die Bahngleichung des Massenschwer
punktes, die im Giiltigkeitsbereiche unserer Betrachtung niemals auf 
unendlich graCe A mschlage fUhrt. Die durch 14) gegebenen Dreh
werle infolge periodiBcher Momente konnen demnach im Gegensatz zu 
dem eigentlichen kritischen Werte Wk=WO nicht gefahrlich werden, 
wenn sie auch gelegentlich zu lastigen Erschiitterungen fUhren. 

Bl'ispiel. Fiir die Gewichtswirkung der Schwungmasse iet z. B. mit )< = 1 

M = - ag' cos 'f' = - ag' cos wt = - og' cos ~Ot, die mit 10) und 12ft) auf 

'10 = 90 0 • . •• ],5) 

fiihrt, also mit 

'Ie wt==~tlt, 'jJ=2wt~90l'=wot+900 .... 15a) 

unter Benutzung von 8) die Schwerpunktsbabn 

11;) 

19* 
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ergibt. Da hierin, wie aus Gl. 1) des letzten Abschnittes erhellt, r2 = fo die 
Ruhelage des Wellenmitteis bedeutet, so ist mit x'2+(y'-f2)2=(f+a)2, 
d. h. unter Einfiihrung des Fahrstrahls des Wellenmittels 0 S vom DurchstoB
punkt der Lagermitten aus gerechnet 

, 2' Wo 
f--t- a = f 1 - f2 sm'2~' 

a 2g'. Wo 
f=~--Sln~--t 

3 W 02 2 

1 

I • • • • • . • . 16&) 

in voller Ubereinstimmung mit GI. 11 b) des vorigen Abschnittes. 
Wirkt dagegen auf die Welle eine einzylindrige Viertaktmaschine, 

so erreicht das Drehmoment seinen Hochstwert einmal fiir zwei volle Umlaufe, 
also ist hier 1 

%=2' 

wahrend fUr eine doppeltwirkende Dampfmaschine mit zwei Scheitel
werten des Momentes wahrend eines Umlaufes 

wird. Man iibersieht sofort, daB mit der Zahl der Kurbeltriebe auch der 
Beiwert % ansteigt, womit dann immer kleinere kritische Drehzahlen verkniipft 
sind, die indessen bei dem meist sehr hohen Werte von Wo samtlich auBerhalb 
des Betriebsbereiches liegen, also auch nicht zu Erschiitterungen fiihren. 

§ 64. Das ScheibenpendeJ. Der in einer lotrechten Ebene ver
laufenden Bewegung des Scheibenpendels legen wir zweckmaBig 

ein Achsenkreuz durch den Drehpol 0 mit wage
i-~~----",---r rechter x-Achse und lotrecht nach unten gerich

teter y-Achsc zugrunde. Alsdann wirkt als 
treibend auf das Pendel sein im Schwerpunkt Xo Yo 
angreifendes Gewicht mg, das in bezug auf den 
Drehpunkt das Moment mg· Xo besitzt. U nter 
Einfiihrung der beiden Achsenanteile H und V 
des Auflagedruckes erhalten wir demnach mit 

Abb.236. Riicksicht auf Abb. 236 dieBewegungsgleichungen 

H=mxo' V+mg=mYOl mgxo=--mk2 ip, 1) 

wenn k den Schwungarm der Pendelscheibe in bezug auf den Dreh
punkt 0 bedeutet, und der Drehwinkel fJJ der Schwerachse durch 0 
von der lotrechten y- Achse aus gerechnet wird. Alsdann ist weiter 
mit dem Schwerpunktsabstand s von 0 

Xo = s sinfJJ Yo=SCOS(r 1 
x 0 = S cj? cos fJJ yo=-sfJJsmfJJ ~ 2) 
Xo = S (ip cos cp - cj?2 sin i.p ) Yo = - S (ip sin fJJ + cj?2 cos fJJ),J 

so daB wir auch an Stelle von 1) erhalten 

H = ms (ip cos fJJ - cj?2 sin fJJ) 1 
y = - 'inS (if; sin fJJ + ip2 cos fJJ'! - m {f J~ 
.. +gs . 0 fJJ-.;- sm (I' = . 

k-

1 a) 
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Die letzte aus der ~Iomentengleichung durch Wegheben der ;.vIasse 
hervorgegangene Formel stimmt nun mit der Schwingungsgleichung 
des mathematischen Pendels (§ 17) vollig uberein, wenn wir 

k :! -+- 8 2 
o I =l 

8 

als reduzierte Pendellange oder Pendellange schlechthin ein
fUhren. Damit gelten sofort die fruher abgeleiteten Formeln fiir 
die Abhangigkeit der Schwingungsdauer vom groBten Pendelausschlag 
fiir das Fadenpendel, insbesondere die Schwingungsdauer 

, l i k2 

to = 2 n ~ = 2 n V ~ 
g g8 

4) 

fur so kleine Ausschlage, daB sin cp R;j cp gesetzt werden darf. ;.vI i t 
dieser Schwingungsdauer ist demnach auch die Pendel
Hinge 1 gegeben, aus der dann bei bekanntem Schwungarm ko 
um den Schwerpunkt der Scheibe del' Schwerpunktsabstand Ii des 
Drehpols mit Hilfe von 3) oder 

8 2 - l 8 + ko 2 = 0 3a) 

berechnet werden kann. 
beiden Wurzeln 

Die Auflosung dieser Gleichung ergibt die 

8 = l +1/ /2 _ k 2 
12 2 - 4 0' 

,l b) 

die nur so lange reell sind, als 1 > 2 ko' Diesem Grenzwerte von 

entspricht mit 8=1 die kleinste Schwin-
2 

gungsdauer 
11 =2nI2ko, ..... 4a) 

!I 
die mit der vorgelegten Scheibe iiberhaupt er
reicht werden kann. Fiirjede andere Schwingungs
dauer mit zugehorigem l erhiilt man dagegen 
zwei Werte von 8, die durch 

8 1 "2 = I .. 3c) 

miteinander verkniipft sind. Schlagen wir also Abb. 237. 
urn den Scheibenschwerpunkt zwei Kreise mit 
den Armen 81 und 82, Abb. 237, so bilden diese geometrische Orter 
iiir alIe Drehpole mit gleicher Schwingungsdauer. Den auf der Schwer
achse durch den Drehpol 0 hiervon um 1 entfernten Punkt A be
zeichnet man wohl auch als den Schwingungspunkt des Pendels. 

Verschiebt man nun auf einem Stahe eine Masse zwischen zwei 
festen Schneiden so lange, his die Schwingungsdauer um beide 
gleich geworden ist, so stellt ihr durch ein Kathetometer sehr genau 
bestimmbarer A hstand die derSchwingungsdauer zugehorige Pendellange 
dar. Eine solche Vorriehtnng bezeichnet man als ein Umkehrpendel. 
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Aus 3) folgt ferner, daB lund damit· auch t = 00 wird fur 
8 = 00 und 8 = O. Der erste Fall ist selbstverstandlich, der zweite 
abel' die Folge des Gleichgewichts urn den Schwerpunkt, dersomit 
nicht als Drehpol gewahlt werden kann. 

N achdem durch die dritte Gl. 1 a) die Bewegung des Pendels 
gegeben ist, konnen wir auch aus den beiden ersten Formeln 1 a) 
die Auflagedriicke fiir jede Lage berechnen. Zu diesem Zwecke 
erweitern wir die dritte Formel mit drp und erhalten durch Integration: 

'n 2g . 
q;"= I (cosrp-cosrpo),· ...... 5) 

wenn CPo den groBten Ausschlag bedeutet, fiir den fp verschwindet. 
Setzen wir dies mit dem Ausdruck fUr (i" aus del' dritten Formel 1 a) 
in die ersten beiden ein, so wird: 

H = mil .; (2 cos rpo - 3 cos rp) sin (p ) 

8 
V = mg T (1-- 3 cos2 rp +- 2 cos (p cos q)o)--- mg. J 

6) 

Del' groBte Zapfendruck Q = lH2-+ V2 folgt daraus mit 

}-;p (H2 +- V2) = 0 fiir sin If [2 (2 8 +- l) cos CPo - 3 (8 +- 2 I) cos T] = 0, 

entsprechend einem Hoc h s t weI' t 

Q~ = V] = - mg (1 + 4t sin2~O) fiir rpl = 0 . . . 6a) 

beim Durchgang des Pendels durch den tiefsten Punkt, wahrend ein 
kleinster Druck bei del' SteBung T2 gegeben ist durch 

C()SCP2 = 2 2+8 + 7 = ~ 3f+-+ k0 2
, < 1,. .. 6b) 

cos CPo 38 21 338· 2ko~-

d. h. nur dann auf tritt, wenn CPo - 90° ist. Andernfalls kann del' 
Zapfendmck nicht unter den Wert 

Q' ./; 8 ( 18). n 
0= mg . 1-2 I 1-2l SIn-!PlJ . . . . . 6c) 

sinken, der sich aus 6) mit cP = rpo unmittelbar ergibt. 
Die groBe praktische Bedeutung des Scheibenpendels beruht ein

mal in seiner Verwendung fiir die unmittelbare ZeitmeE'sung, sowie 
als RegIer fiir Uhren in Verbindung mit sog. Hemmungen fiir das 
sonst beschleunigt ablaufende Triebwerk, weiterhin aber auch zur 
Bestimmung des Erdanlauff's 9 fiir einzelne Orte del' Erdoberflache. 
In del' Technik ermittelt man gern aus den Pendelschwingungen 
einer Treibstange urn einen ihrer Zapfen ihr polares Schwungmoment, 
wahrend das dazugehOrige statische ::\Ioment mit del' Wage fest
gestellt wird. 
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1. Beispiel. Fur einen Stab von der Breite b und der Lange h, 
sich der poJare Schwungarm um den Schwerpunkt durch 

Abb.238. 
hat 

bhk2~ .•. Ibh3 hb'l);. k 2 =h2 +b2 
" 12\ 0 12 

ergeben. 

Stabende 

Also ist der 
. h 

mIt 8=2 
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I =~ 21', 

so daB in diesem Faile der Schwingungspunkt dem Drehpunkt auf dem Um
fang gegeniiberliegt. 

2. Beispiel. Durch die Verschiebung der Masse oder der Schneiden ge
staltet sich das Arbeiten mit dem Umkehrpendel ziemlich zeitraubend, Zeuner 
hat darum vorgesehlagen, statt dessen ein Pen del mit drei auf der Sehweraehse 
in beliebigen Abstiinden liegenden festen Schneiden 0 A B zu verwenden, denen die 
Pendelliingen 10' I" 12 mit den Schwingungszeiten to, t" t2 entsprechen, Abb,23$). 
Dann sind wohl die Abstiinde 0 A = a, 0 B = b bekannt, nicht aber der Schwer
punktsabstand () S der eraten Schneide 0, der poJare Schwungarm k" lim den 
Schwerpunkt lind der Erdanlauf g. Man hat nun die Gleichungen; 

t --" - 2;r' I" 
9 

10 =- k,,"+8" I 

tl~-2;rI'; 
S 1 k,," (a - s)" 

11 = - t a-s I 

L=- k,," +- (b - S)2 J t2 = 2:r I ; - b - s 
lind damus nach A usschalten der I die beiden Formeln: 

k,/ (a - s)' s __ (Ij')" 1 
k,,"+8" (/-s t l 

k,~_+j~_- S I" S c= ( t"I' J( 
k,,"-+-8" b-s to' 

7) 

. 7a) 
Abb.239. 

zur Berechnung der Unbekannten k" und s aus den Schwingungszeiten. Setzt 
man diese in die reehts stehenden Gleichungen 7) ein, so ergeben sich die Pendel
liingen lund mit diesen aus den links stehenden Formeln 7) der Erdanlauf g. 

Bei dem von Zeuner in der Technischen Hochschule in Dresden ver
wendeten Pendel ergab die Messung: 

a = 850,728 mm, 

die halben Schwungzeiten waren: 

0,5 to ~= 0,810125 sec, 0,5 tl = 0,:-:60 :.!:-:8 sec, 0,5 t" = 0,879 '350 8ec 

und damit s=312,1i<Gmm, 11=652,52mm, g=9,8127m!sec2 

entsprechend einer fiir Dresden giltigen Sekundenpendelliinge 

I = !( ~~ 994,24, mm. 
7(-
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§ 65. Das Doppelpendel. Hangen wir an irgendeinem Punkte 
eines Scheibenpendels ein zweites drehbar auf, so erhalten wir ein 

sog. Doppelpendel, wie es in der Glocke 
~-'-?'--_-':'~i"'z __ ;..c..A' mit dem darin fiir sich schwingenden Kloppel 

verwirklicht ist. Wir vereinfachen nun das Ge
bilde durch die praktisch stets zutrefIende 
Annahme, daB der Aufhangepunkt A des 
zweiten Pendels A B auf der Schwerachse des 
ersten Pendels durch dessen Drehpol 0 im 
Abstande 0 A = r liegt. Die Schwerpunkts-

Y abstande beider Pendel von ihren Drebpolen 
Abb. 240. seien 081 = 81 und A 82 = 82 , die Neigungen 

dieser Achserr gegen die Lotrechte durch den 
festen Drebpul CPl und CP2' die Schwungarme in bezug auf die Dreh
pole kl und k2 • Alsdann sind die Schwerpunktsabstande im festen 
Achsenkreuz nach Abb. 240: 

also 

Xl = 81 sin CPl , 

x2 = j' sin CPl + 82 sin CP2' 
1) 

Xl = 8 1 q\ cos CPl' 

X2 = r!fl cos CPl + 82 !f2 cos CP2' 

~.1 _ 81 ~~1 cos CPl -~! 2 ~in qJl)' fil.. -. 81 (¢l s~~ CP.I + !f12 cos (PI)} 
X2 - r (cpt cos 971 - CPI sm CPI) + 82 (CP2 cos CP2 - CP2 sm C(2) 1 b) 

fi2 = - 1" (ii\ sin CPI + ¢12 cos q\) - 82 (¢2 sin CP2 + ¢22 cos !(!2)' 

Daraus geht hervor, daB wir aUe LagengroBen in den beiden Win
keln CPI CP2 ausdriicken konnen, das Doppelpendel alEO zwei Frei
hei tsgrade besitzt. Wir kannen das zweite Pen del mit beweglicbem 
Pol auch als eine Scheibe ansehen, die in einem ihrer Punkte langs 
eines Kreisbogens urn 0 gefiihrt ist und von dieser Fiihrung eine 
zu ihr senkrechte Zwangskraft mit den Acbsenanteilen HI VI erfahrt, 
die naturgemaB in entgegengesetzter Ricbtung auf das urn 0 dreh
bare erste Pendel zuriickwirkt. Dieses unterliegt seinerseits noch 
dem Zapfendruck in 0 mit den Teilkraften H V, so daB unter Hin
zunahme der Pendelmassen ml und 1112 wir die Bewegungsgleichungen 
aufstellen konnen. Diese lauten, indem wir die auf das erste Pendel 
wirkenden Momente auf den festen Drebpunkt, die des zweiten auf 
seinen Schwerpunkt bezieben, ill' bezug auf den das Schwungmoment 
1112 ko 2 = 1112 (k.22 -- 8 22) ist, 

H - HI = m Xl , V - YI + 11tl 9 = m1 fi 1 
r (HI cos 971 - 1'1 sin CPI) + tnl (g 81 sin CPl + k12 ¢l) = 0 J 2) 

HI = 1n2 X2 , VI + rn2 (J = 1112 fie 

82 (HI cos f{J2 - T'1 sin C(2) + 1112 (k22 - 8 2) ¢2 = O. 
} . 3) 
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Schalten wir nun aus diesen Formeln die Zapfendruckanteile H, H l , 

V, Vl aus und ersetzen noch die Anlaufe Xl ii1 X2 ii2 durch die Aus
drucke 1 b), so bleiben insgesamt die beiden Gleichungen 

T1 (ml k12 + m.! 1'2) + (m1 81 + m2 r-) g sin CP1 I 
+ rn2 82 r [!P2 cos (?Jl - ?J~) + rp22 sin (?Jl - 'f:!)] = 0 \ 

'. 4) 
;i'2 m2 k22 + m2 82 g sin ?J2 I 

. t- m2 82 'f [!P1 cos (?J1 - .... ?J2) -. (i\ 2 sin (CPl - ?J2)] = 0 I 
iibrig. Es sind dies offensichtlich die Schwingungsgleichungen 
der beiden Pendel, von denen das erste (Glocke) urn die 
:\1:asse des zweiten (Kloppel) an dem Aufhangepunkt A ver
groBert erscheint, jedes Pendel aber durch die in den 
eckigen Klammern enthaltene Bewegung des andern eine 
Storung erleidet. Die Storungen stehen also in Wechselwirkung, 
d. h. die Pendel sind mechanisch miteinander gekoppelt. 

Dies wird besonders deutlich durch Aufstellung del' Arbeits
formel, indem wir die erste Gl. 4) mit [l Tl , die zweite mit d CP2 
erweitern und addieren. Beachten wir, daB 

!P1 d?Jl = (il d qJI , !P2 d?J2 = q72 d rp2 
IT1 d qj 2 + (p'}. d (P1) cos (?J1 -- ?J2) - (q712 d rp2 - q72'J d rp1) sin (?J1 - (12) 

= d (q!1 q72) cos (?Jl - qJ2) - 0/1 (P2 (CP1 -- q!2) sin (?Jl -- (P2) d t 
= d (q71 q!2) cos (Tl - (P2 )-- 'i)l CP2 sin ((Pl - '1)2) rl (?Jl ?J2) 
= d [,p1 rp2 COS(?J1'- (P2)] , 

so lautet die Arbeitsgleichung 

(m181 + m2 t·) g sin?J1 d T1 + m2 82 g sin?J2 d?J2 (m1 k12 1112 j.2) (P1 d q)1 
+m2 k2 2 ,p2 dq!2 + m2 82 rd [,p1 CP2 cos (CP1"- '1'2)] == o. . . . 5) 

Hierin ist aber mit Rucksicht auf 1 a) 

81 sin ({J1 d ?J1 = - d 1ft, Y sin (Pl d (Pl 82 sin 'P2 d 9)2 = - d !I~ 

und weiter, wenn J l und J 2 die Wuchtwerte del' beiden Pen del be
deuten 

2 J l = 1nl k12 cp/' 2 J2 ==III~ (j./ + ]i2 2) -1m2 (k2 2 . 82) q)., '3 

oder wegen 1 a) 

2 J2= m2 [1'2 ,p12 + k'J2 q')'J2 + 2 8,! j',pI (1'2 COS(?J1 - 972)], 

Damit aber geht 5) uber in die Form 

mlgdYl+m2gd?h=dJI dJ2 , .. ja) 

die wir auch von vornherein hatten anschreiben konnen, und die 
nichts anderes als den Machtaustausch der beiden Pendel 
wiihrend ihrer Bewegung zum Ausdruck bringt. 

Kehren wir nun zu den Schwingungsgleichungen 4) zuruck, so 
erkennen wir, daB die beiden Veranderlichen ?J I und ?J2 sich nicht 
trennen lassen und damit auch die Integration der Gleichungen selbst, 
auf der die Bestimmung der Auflage- und Zwischenkrafte beruht, 
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nicht dnrchgefiihrt werden kann. Wir miissen nns daher mit der 
Untersnchung einiger SonderfaJle begniigen, die immerhin von prak
tischer Bedeutung sind. 

1. Beispiel. Denken wir uns das Doppelpendel derart ausgelenkt, daB 
beide Ausschliige anfiinglich iibereinstimmen, und fragen nach den Bedingungen, 
daB diese Ubereinstimmung bei der von da beginnenden Bewegung erhalten 
bleibt. Das Doppelpendel wird sich alsdann wie ein einfaches Pen del verhalten. 
so daB im Faile von Glocke und Kl6ppel der letztere iiberhaupt nicht zum 
Anschlag gelangt, die Glocke also versagt. Setzen wir demgemiiB in unsern 
Formeln 4) CP, = cP~ = (P, so gehen sie iiber in 

ij;(m,k,2+m~r2 m~'·2r)-+-(m,8, m2 1')gsinrp=O 1 . 6) 
··(k"+ )+ . 0>' rp 2" 82 1" 8~gsmf{J=) 

Diese konnen miteinander nur bestehen, wenn nach Ausschaltung von 'I 

[m1 k,2 + m2 r (1" 82r 82 = (ml 8, -+- me r) (k~2 -+- 82 r) , 

oder mit k,2 = I, 8" k.." == L 8., 
- I - - m .• l' \ ) 

1 ~ 12 - r = ----"-- (12 - 82 1 • • • • • • • • • • 6 a 
1n1 ~1 

ist. 1m Faile der Glocke ist nun deren Masse m, stets sehr viel grOBer als die 
Kloppelmasse m~, auBerdem aber noch der bewegliche Aufhiingepunkt in der 
Glocke nahe dem festen Drehpol derselben, so daB also auch r klein gegen 8, 

wird. SchlieBlich ist noch 12 - 82 infolge der keulenartigen Form des Kloppels 
stets ein kleiner Betrag, und 9aher konnen wir die rechte Seite von 6a) als 
Produkt dreier kleiner Werte ganz vernachlii~Bigen. Es bleibt mithin 

1, ~ l~ = I" , • • • • • • • • • • • • • 6 b) 

d. h. die Glocke verhiilt sich mit dem Kloppel wie ein starrer 
Korper, wenn ihr Sehwingungspunkt in der Ruhelage mit der des 
Kloppels zusammenfiiIlt. So fand Veltmann (Ding\. Polytechn. Journal 
1876), der zuerst das Doppelpendel untersuchte, durch Beobachtungen an der 
Kaiserglocke des Kolner Domes I, = 3,282 m, 12 = 2,629 m, also 1, -l~=0,653 m, 
wiihrend r = 0,667 m war. Dieser geringe Unterschied genii gte, daB der Kloppel 
beirn Lauten der G10cke nicht zum Anschlag gelangte und eine nachtragliche 
Anderung seiner Massenverteilung erfahren muBte. 

2. Beispiel. Fragt man, unter welchen Bedingungen das eine Pendel 
unbeeinfluBt vom and ern sehwingt, so erkennt man aus 4), daB dies 

r 

o 
I 
I 

Ill? 
I 
I 
I 
I 

Abb. \l41. 

zunachst fiir r = 0, also fiir einen gemeinsamen festen Drehpol 
zutrifft, was von vornherein selbstverstandlich erscheint. Urn 
noch andere Moglichkeiten festzustellen, setzen wir in 4) fiir die 
Ruhelage des zweiten Pendols 'f ~ = 0, rp~ = 0, .p ~ = 0, woraus sich 

ii, (m, k, ~ + rn~ r~) + (m, s ,.L 1112 ,.) 9 sin CPl = 0 1 

s~ l' (.p, cos ((, ~ CP," sin f{J,) =~ 0 j " 7) 

ergiht. Erweitern wir die erste dieser Formeln mit d 'f 1 

und integrieren bis zum oberon Auswhlag ex" so folgt 

• ,> 2 11/1 8, + tn,. l' ( ) 7 ) 'P," = 9 ----k-O-' - .• cos '11 ~ cos ex , ... 8 
111, , " T tn~ r-

und naeh Einsetzen dieses Wertes mit 'PI aus der ersten Gl. 7) in die zweite 

, ml 8, + tn2 r ') . 
9 s~ r----k--~. ~----;; (~ cos IX1 ~ 3 cos 'PI) sm 'P, = O. " . " . . 7 b) 

tni 1'" i m'2 t·.. ' 

Diese Bedingung ist nur erfiillbar, wenn, wie schon erwiihnt, '" = 0, oder 
tn, 

11I, 8
"

nl2 t'=O, bzw. r=~--8" " .7c) 
tn~ 

gewiihlt wird, d. h. fiir einen bestimmten iiber den festen Pol auf 
dem Pendel tn, liegenden Aufha ngepunkt des Pendels tn~, Abb.241. 
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Man iibersieht. leicht, daB umgekehrt die Ruhe des ersten Pendels 'T, - U , 
'1'1 = (), il, = 0 auf die Bedingung 

Be" r ('J ,'-' ). -- 0 k/ - cos '-2 - ., COS 'ft sm 'I'" - • 

fiiluen wiirde, die nul' fiir r ~.' () erfiillt werden kann, 
Ganz allgemein ergeben abel' auch die Formeln 7) zwei sich iiberlagernde 

Schwingungen des Pendels m1 , von denen die eine nach der ersten G1. 7) eine 
reine Pendelschwingung ist, deren Veri auf wir schon in ~ 64 kennen gelernt 
haben, wahrend aus del' zweiten Gl. 7) mit i/ d t = d 9 , 9J d t = d '1-

II rj, cos 'I', - 'i, d 'I , sin '11 =- rl (91 cos g,) = 0 . ~) 

. 1I'I,C08'/1 !l(Sin'll) 
't 1 cos 'I , =~ rl t = d t = C 

sin 'f 1 = c" ~-, c t, 'I, = arcsin (co c c t) . • . . . • (i a) 

folgt. Dicse I3edingung bleibt auch noch bestehen, wenn die Bedingung 70) 
erfiillt ist und mit i'/l = () an Stelle del' einfachen Pendelschwingung eine g lei c h
fiirmige Drehung 

'11 'I " + ,,) t ..... . . . . . . . :3 b) 

tritt, del' sich dann die Bewegung Sa) iiherlagert. SolI umgekehrt 'I. = 0 sein. 
d. h. das erste Pendel in Ruhe bleiben, so ergeben die GJ. 4) wieder fiir das 
zweite Pen del me eine Bewegung nach GJ. :-< a) und die einfache Pcndelschwingung, 
die abel' hier. da me 82 keinesfalls verschwinden kann, nicht in eine gleich· 
fiirmige Drehung nach Sb) ausarten kann. 

3. Beispiel. Wirkt auf das erste Pen del ein iiuileres Moment, welches 
in jeder Lage die Gewichtswirkung (m] 8, -+- me j') 9 sin '1'1' sowie den EinfluB 
des 7-weiten Pendels ausgleicht. so bleibt hieI'fiir nur eine g lei c h f ii rmig e 
Drehung 9, =(<) iibrig. Setzen wir dann noch '[2='/'-+ 'I =",t 'I, 
'/1 - '12 -- - 'I , so wird aus del' zweiten GJ. 41 

und fiir kleinere A uslenkungen ([ um die Mittellage q 1 = UJ t 

i/ k/ -~ 8 2 (W2 j' -i- y cos ,., t) 'I + 9 8 2 sin (() to' () 
Diese Gleichung wird bdriedigt durch eine harmonische Reihc 

,9a) 

'/ '~'(A"cosnwt f-B"sinnwt), ..... 9h) 

deren Beiwerte A und B sich durch Einsetzen in 9a) leicht berechnen lassen. 
Das an einem gleichfiirmig sich drehenden Arm 0 A bewegte Pendel vollzieht 
demnach eine zusammengesetzte 8chwingung um die Gerade 0 A, deren Grund
schwingungsdauer mit der lTmlaufszeit des Armes iibereinstimmt. 1st (.,2 r?;~ g, 
so vereinfacht sich 9 a) in 

i/ k22 + we j' Be '( + 9 82 sin '0 t ~ O. . . . . . . . . 9 c) 

woraus eine einfache erzwungelll' Schwingung tier lTmlaufsdauer mit derdariibpr 
gclagerten Eigenschwingung von del' Dauer 

.) k .. .) I 
!wrvorgeht. tIl == ~.;-' I r ~:= ~~;;'-I ;: . . . . . . . . . . 9 el) 

Urn iiber den Verlauf des Schwingungsgangs des Doppelpendels 
eine wenigstens angenaherte V orstellung zu gewinnen, wollen wir un" 
auf so kleine Ausschlage beschriinken, daB wir sin cp ~ IF, cos 'f ~ 1 
setzen und die Quadrate von cp und seiner Ableitung ip vernach
lassigen diirfen Schreiben wir dann noch abkiirzungsweise 

1111 kj ~ I 1112 }.2 = " 

1111 8 1 1Il2 r 

m., s~ l' 
-" ==8, 10) 

1/1181 + 'm~ l' 
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so wird aus den Bewegungsgleichungen 4) 

lip1 ++gfIJ1 tsipg=O } ....... 4a) 
l2 ip2 9 flJ2 T rip1 = O. 

Die"en geniigen die Ansatze 

flJ1 =Ae"t, 

und liefern nach Einsetzen 

m =Be"t '1'2 

A(,,2l+ g) + B,,2 S =O 
B(,,2l2 + g) +A ,,2 1'=0, 

(,,2.l + g) (,,2l2 + g)= ,,4 rs) 
A2 S,,2l2+g 
B2=-;:--;;liT+ 9 . 

oder 

Die erste dieser Formeln liefert in der Schreibweise 

,,4 (ll2 -rs) + ,,2 gel + l2)+ g2 = 0 . 

die beiden Wurzeln 

2 _ 9 l + l2 + V(l-+ l2)2 - 4 (ll'J - r s) " - - - .- .- --.. 

2 1l2-rs 

_!L l + 12 + li~-!~rl. + 4 ~_s 
2 17'J-rs 

Hierin ist nach 10) 

.... lOa) 

. .. lOb} 

11) 

ll2 - rs = mlk12~~22(_;t-?~+!2~2:)-_~~'2 ~ 0 l~ > 
2 11 2 fiirm s +m f<O.l1a} 

m k 2 +m r'!. 1 1 2 
l= 1 1 2 ~O 

m1 Sl + m2 r J 
1m eraten FaIle, daB diese Werte > 0 sind, wird ,,2 < 0 und damit 
die 4 Wurzeln von lOb) samtlich imaginar, und paarweise ent
gegengesetzt gleich, d. h. 

"12 = ± ia1 , "S4 = ± ia2 • ••••• lOb} 

Damit aber gehen die Exponentialausdriicke fiir flJ1 und flJ2 in Winkel
funktionen iiber, so zwar, daB wir als vollstandige Integrale der beiden 
Gleichungen 4a) 

!P1 = A1 cos a1 t-1-A2 s~n at t + As cos a2 t + A, s~n a2 t} . l2} 
!p'J =Bl cosal t+B2 smal t+ Bs cosa2 t +B4 sma2 t 

erhalten. Hierin sind je zwei iibereinanderstehende Beiwerte durch 
die eine Bedingungsgleichung lOa) miteinander verkniipft, so daB 
unsere Integrale im ganzen nur 4 voneinander unabhangige Fest
werte enthalten, die aus den Anfangsbedingungen der Bewegung zu 
bestimmen sind. Die Bewegung jedes der beiden Pendel zer
HOlt dabei in zwei sich iiberlagernde Schwingungen, von 
denen die eine rasch, die andere dagegen langsamer verlauft. 
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4. Beispiel. 1m Sonderfalle des zweiten Beispiels q" = 0, d. h. fur 
m1 8 1 +m2 r=O mit iiber dem festen Pol des ersten Pendels liegen
dem Drehpunkt des zweiten wird nach GJ. 10) 

,~ 00. 
r . 8 m2 8. r2 m1 812 82 

in, k12 + me r' . m2 k1 2 + m1 8,2 
131 

da stetH 

l-f'! 
2 1 

ist, vereinfacht sich lOb) damit ill 

,,2 "~(12-r.f)+g =~,,2(::+1)~c~O ...... 13a) 

mit den beiden Wurzelpasren "12c~c,U, "34,=±ia, weJche nur nooh je eine 
Schwingung fiir beide Pendel mit gleicher Schwingungsdauer ergeben. AuBer
dem aber folgt alsdann noch aus der zweiten GJ. 4a) mit if. = 0, CP. = 0 auch 
wie nach Gl. 8 b) CPl = 9'0 + 00 t, worauf wir auch durch 12) gefiihrt werden. 
wenn wir dort, bevor a1 == 0 gesetzt wird, im zweiten Gliede A2 sin Cl, t = 
= A2 "1 t = (» t Bchreiben, so daB mit Ai = CPo und ClJ =~ Cl 

q = q'o + (01' + Aa COB at + A, sin a t 
sich ergibt. Da hierbei der als klein vorausgesetzte Ausschlag beJiebig mit del' 
Zeit anwachsen wiirde, so widerspricht das Glied 001 t den auBeren Voraus
setzungen nnd es bleibt nur noch die einfache Schwingung des Pendels m iibrig. 

§ 66. Theorie der Hebelwagen. Unter einer Wage verstehen 
wir eine V orrichtung zur Bestimmung von Gewichten odeI' zur Er
mi ttlung von Kriiften durch Vergleich 
mit schon bekannten Gewichten odeI' 
Kra£ten. Diesel' Vergleich kann in ein
facher Weise dadurch ermoglicht werden, 
daB wir die zu vergleichenden Gewichte 
an den Enden eines starren Stabes an
greifen lassen und denjenigen Punkt des 
Stabes aufsuchen, del' zur Aufrecht· 

Go 
Abb. 24~. 

erhaltung des Gleichgewichts unterstiitzt werden muB. Ein solches 
Gebilde ist im wesp-ntlichen schon eine Wage, und zwar, da vom 
Unterstiitzungspunkt aus betrachtet jede del' beiden Krafte an einem 
Hebelarm angreift, eine doppelarmige Hebelwage. Die Aufgabe 
del' Mechanik ist es nun, die fill' die Brauchbarkeit einer solchen 
Wage maBgebenden Bedingungen festzustellen. 

Zu diesem Zwecke betrachten wir in Abb. 242 eine auf wage
rechter Schneide 0 ruhcnde starra Scheibe, den sog. Wagebalken 
yom Eigengewichte Go mit dem Schwerpunkt S im Abstande OS = s 
yom Drehpol O. Del' Balken trage in den Punkten Al A2 in den 
Abstanden 0 Al = al und 0 A2 = a2 vom Pol zwei weitere wagerechte 
Schneiden, an denen die Wageschalen, deren Eigengewichte ein
schlieBlich ihrer Aufhangevorrichtungen G1 und G~ sein mogen, auf-
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gehangt werden. Die Winkel del' Strecken a1 und a~ mit del' Schwer
achse s des Balkens seien a1 a2 und fJ die N eigung del' Schwerachse 
gegen die Vertikale in del' Ruhelage des Ganzen ohne Belastung del' 
Schalen. Alsdann bestehen mit dem Auflagedruck Vo in 0 die Gleich
gewichtsbedingungen del' durchweg lotrechten Krafte 

~=~+~+~ l 1) 
. '+G . ( +' -G . , ')-0(' Go s sm fJ 1 a1 sm a1 /) ) - 2 a2 sm (C2 -- () - ) 

Soll nun nach gleicher Belastung del' beiden Schalen die Lage des Bal
kens sich nicht andern, so erhalten wir mit dem neuen A uflagedruck V 

V = Go + G 1 + G2 + 2 Q ) 
Go s sin fJ + (Gl + Q) a1 sin (a1 + fJ) = (G 2 + Q) ((2 sin (a2 - fJ) J 1 a) 

odeI' nach Abzug der lVIomentenformeln 1) und 1a) un tel' Wegheben 

vonQ ((1 sin(a1 +fJ)=a2 sin(a2 ---fJ), ..... 2) 

d. h. die Gleichheit del' Hebelarme der 10Lrechten Krafte in Al 
und A2 von 0 aus. Damit also wird die }Iomentengleiehung 1) 

GossinfJ+(GI-G~)alsjn(((l+fJ)=O. 2a) 

Das Gleichgewicht der Wage wird alsdann unabhangig vom 
Schalengewich t, wenn G1 = G2 = G und damit auch Go s sin fJ = 0 

Abb. 243. 

ist. Da G f) nicht verschwinden kann, so kann 
nul' sin fJ = 0 sein, da fur s = 0 del' Balken 
allein in jeder Lage im Gleichgewichte ware, 
was sich abel' mit dem Wesen del' Schnei
den nicht vertragt. Wir erhaIten also die 

---.... Bedingung, daB im Gleichgewicht der 
42 Schwerpunkt des Wagebalkens senk

recht unter dem Drehpole Jiegt, womit 
G'+Ql dann aus 2) 

a1 sin a1 = ((2 sin a2 • • • 2 b) 

wird, wonach die Abstande der Schneiden Al und A2 von del' 
Schwerachse des Wagebalkens einander gleich sein mussen. 

Wir wollen nun eine solche Wage durch das Gewicht Q auf 
einer Schale einseitig belasten und erhalten damit einen Ausschlag rp 
del' Schwerachse 0 S, Abb. 243, entsprechend der Gleichgewichts
bedingung 

Go s sin (p + Gal sin (a1 + rp) = l G + Q) a2 sin (a2 - 'p), 
oder wegen 2 b) 

[Go s + G (a1 cos a1 + a2 coscc2)] sin If = Q a2 sin(cc2 -If). . 3) 

Vertauschen wir alsdann die belastete mit der unbelasLeten Schale, 
so solI die Wage nach der andern Seite urn denselben Winkel rp 
ausschlagen; d. h. es solI 

[ Go s + G (a1 cos a1 + a2 cos ((2)] sin If = Q a1 sin (a1 - If) . 3 a) 
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sein. Dureh Verbindu ng mit 2 b) folgt aber dann 

d. h. die gleiehe Hohenlage del' Sehalensehneiden im Ruhe
zustand. Der Aussehlag selbst bereehnet sieh damit aua 3) zu 

Qa sin (( 
tg(p= 

G0 8+(20 Q)acosa 

Hierin bezeichnet man das Verhiiltnis 

rl (17_ l Go s +2 G a cos (() It sin a cos2 (1' 
dQ lGos-f-(2G+Q)acosa]2 . 

1 
oder mit cos2 (I' = -

1 tg'! 'f 

!icp IGos-f-2Gacosa)ltsina 

d Q l Go s -:- (2 G + Q) a cos CC]2 + Q2 a2 sin2 a 
4a) 

als die Empfindlichkeit der Wage, die somit ganz wesentlich 
auBer von der Belastung selbst auch noch von den Eigengewichten 
Go und G, sowie von den Abmessungen des Wagebalkens abhiingt. 
"lit a = $JOu. cos cc ~~ I) wird 

(~a 
tg (17= G. ' 

OS 

drp 
dQ 

Gosa 
G0 2 s:! -~~ Q"2 ~l"1 ' 

4b) 

so daB in dies em Faile der EinfluB der Schalengewichte herausfiillt. 
Die Empfindlichkeit wiichst hiernach besonders mit abnehmendem 
Balkengewicht Go und Sehwerpunktsabstand s, von denen das erstere 
wieder der Achsenliinge a verhiiltnisgleich ist. 

Betrachten wir die Wage in dynamiseher Hinsicht, so diirfen 
wir sie 'als Vereinigung zweier Doppelpendel auffassen und demnach 
die l\lassen der Schalen und del' darauf 
befindlichen Lasten in den zugehorigen Auf- ,------
hangepunkten A1 A2 vereinigt anbringen. I a 

Sehen wir von den seitlichen Schwingungen 
G 

der Schalen ab, so erhalten wir bei 0in-
seitiger Belastung (~ mit 

0o=mog, G=cmg, Q=m1g Abb.244. 

nach Abb. 244 die Schwingungsgleichung: 

[mo k2 + (2 m + m1) a2] ip + mo g s sin rp - 1n1 g a cos cp .= •. ° 5) 

oder fiir kleine Ausschlage: 

[mok2+(21n+ml)a~]ip L-mos lJ (rr- 1t1,1 a)=O, .. 
. mos 

woraus sich zunachst del' Ausschlag 4 b) alB )Iittelwert ergibt, 
den dann d0r Balken mit einer Schwingungsdauer 

I'm -",2 (2 m m '.) a2 

to = 2 71. 1, 0 1. . . . . 
Inosq 

5a) 

urn 

5 b) 
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pendelt. Damit dieser Betrag, wie es fiir die rasche Erledigung von 
Wagungen erwiinscht ist, klein ausfallt, wird man, da der Schwung
arm k wesentlich durch die Armlange a bedingt ist, diese so kurz 
als moglich halten und auBerdem den Schwerpunktsabstand des 
Balkens s tunlichst vergroBern. 

1. Beispiel. Nahe verwandt mit der zweiarmigen Hebelwage ist die ein
faehe Zeigerwage, Abb. 245, welehe aus einen urn 0 drehbaren Winkelhebel 
A 0 B besteht an dessen eine Aehse bei A die Sehale fiir die zu wagenden 
Gegenstande ~ufgehiingt ist, wah rend der andere Ar~ ein bestimmtes G~wiehot 
tragt. Mit diesem sei Go das Gesamtgewicht des Wmkelh~b~ls, das WIr uns 
im Schwerpunkt 8 mit dem Abstande 08 = ao von 0 verellllgt. den~en. I~t 
dann OA =a die Lange des Sehalenarmes und a = <):: A 0 B sem Wmkel mIt 
cler Schwerachse, in deren Riehtung ein Zeiger £alit, der den mit der Belastung Q 

veranderlichen Neigungswinkel f{J gegen das Lot 
o auf einem Bogen abzulesen gestattet. so besteht die 

Mo mentengleichung: 

(G + Q) a sin (a - f{J) = Go ao sin f{J , 

oder Go ao 
cotg f{J = eotg a + (it1- Q)asin~ 

Fiir dic un1:Jelastete Wage wird daraus mit Q = 0 

cotg f{Jo = cotg a 
Goao 

G a-sin a' 
Abb.24,). also 

Nach dieser wenig iibersichtlichen Formel ist die Gradeinteilung de8 
Bogens vorzunehmen, was in der Praxis darum meist auf dem Versuchswege 
geschieht. Man erkennt auBerdem, daB weder der Ausschlag noch die Emp
tincllichkeit, deren Herleitung dem Leser iiberlassen bleibt, yom EinfluB des 
Schalengewiehtes befreit werden kann. 

2. Beispiel. Wird die zu wagende Last nicht auf die Mitte del' Schale 
einer del' vorbesprochenen Wagen aufgebracht, so stellt sich die Schale so ein, 
daB del' gemeinsame Schwerpunkt von Schale und Last gerade unter den Auf

hangepnnktfallt. Urn das damitverbundenePen
deln derSchale zu vermeiden, wird dieselbe haufig 
mit einer Parallelfiihrung verbunden, wie dies 
zuerst in del' Wage von Roberval, Abb. 246, 

i geschehen ist, deren Gleichgewicht denZeitgenos-
i sen des Erfinders im 18. J ahrhundert gele!!entlich 

-4 +--.j...qb+--------11- 11, als Paradoxon erschien. Den Schliissel zur Los un!! 
I bietet ungezwungen der Satz del' virtuellen Ver-
i schiebungen, del' fiir zwei miteinander im Gleich

Abb.24fi. gewichte befindlichen Kriifte P und Q mit den 
Verschiebungen dh" dh2 in den Kraftrichtungen 

-~~~ ~ ......... 7) 

ergibt. ~iervon. heiBt der Bruch P: Q das Dbersetzungsverhaltnis der 
Wage, dIe damlt aueh zum Vergleiche verschiedener Gewichte dienen kann. 
Bezeichn~t man die verschieden angenommenen Armlangen der Robervalschen 
Wage mIt at und a2 , so iet offenbar bei einem Verdrehungswinkel d f{J 

a2 p 
-- =Q- ....... 7a) 
a, 

unabhiingig ~on der L!!;ge der Last auf den beiden Schalen, die selbst vermoge 
der Parallelfuhrung kemer Verdrehung unterliegen. Sind dagegen X, x~ die 
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Sehwerpunktsabstande der Gewiehte P und Q von den Stangen AA, und BB,. 
so werden die beiden Kraftepaare Px, und Qx~ durch die Stabe 0 A, 0, A, . 
bzw. OB, 0, B" auf das FuBgestell 00" iibertragen, das somit unbesehadet dei' 
Gleiehgewiehts von P und (J auf del' Wage ein Kippmoment Px, '~- 9xe auf
zunehmen hat. 

Diese Parallelfiihrung wird haufig aueh bei Briefwagen nach Abb. 24. 
angewandt, deren Theorie alsdann - unabhangig von der Lage der Last fJ 
auf der Sehale - durch das 1. Beispiel gegeben ist, wenn wieder 0 A -' a 
unter Beibehaltung aller anderen Bezeichnungcn gesetzt wird. 

- -: bj 
-, -" '01 

, f 

i---~, 

Abb. 24,. Abb.248. 

3. Urislliel. Fiir die Wiigung sehr groller Lasten bedient man sieh sog 
Briickenwagen, bei denen die Last auf einer als Brucke bezeiehneten 
Platte ruht. Aueh hier muB die Bedingung erfiillt sein, dall die Lage der Last 
auf der Briieke ohne EinfluJ.\ auf die Wagung ist. Die einfachste Form einer 
solchen Briickenwage ist in Abb. 248 dargestellt, in der das Vergleiehsgewicht 
auf einer gewiihnlichen Schale am Ende A, eines zweiarmigen Hebels A, 0 A" Ae 
ruht. Von Ae fiihrt eine Zugstange A,B, zur Platte O,B" die eiuerseits Um 
die Schneide (), sehwingen kann, andrerseits aber die Schneide B~ triigt, auf 
der die eigentliche Briicke ruht, deren anderes Ende von der Zugstange A" B" 
gehalten wird. Das ganze Gebilde wird so vermittels cines Lauf!!ewichtes auf 
dem Wagehebel A, () eingestellt, dall es in unbelastetem Zustande mit wage
rechtcm Balken im Uleichgewiehte einspielt. Alsdann brauchen wir bei der 
Aufstellung der Gleichgewichtsbedingung fur die belastete Wage auf das Eigen
gewicht der bewegliehen Teile keine Riieksicht zu nehmen, da die entsprechen
den Arbeitsglieder in der Gleiehung fUr die virtuelle Versehiebung sich gegen
seitig aufheben. Setr.en wir nun die Liingen A, () =-~ a" A" 0 = a", A" 0 = a" . 
O,B,=b" O,Be,'·be, BeB,=b, lind die Versehiebungen "on J,AeA., mit 
dh,. dlte , rlh" so ist zlIuiichst 

C() 

!l) 

Die Hebung dh" des Briiekenendes B" setzt sich alsdann aus der Parallel
verschiebung dh/ des Punktes Be und einer Drehung i It,,' Ulll diesen Pol deralt 
Zllsammen, dall 

dh" =~ dh/ L. dh/ ' , . . . . . . . . . . 10) 

und die Last (J im Avstande Be '/ c= J. auf der Briieke erleidet die Versc.hiebung 

dlt, 
oder wegen !J) 

dhe"b·ldh,,-dh/I,. , ....•.. 11, 
3 

dhj •• •• . . 11 al 

:W 
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Verlangen wir nunmehr, daB das DbersetzungsverhiUtnis dh4 : dhl unabhangig 
von der Lage der Last x auf der Briicke ist, so muB der Beiwert von x in 11) 
oder 11 a) verschwinden, d. h. es muB gain 

dh;-dh/=dh3'=0, . .......... lIb) 

d. h. die Briicke darf beim Einspielen der Wage keine Drehung er
leiden, so daB die ganze Einrichtung als Parallelfiihrung wirkt. Alsdann 

ist aber ~ ~ b2 oder ~ b2 
~b b- •.•...... 11c) 

al a1 1 a2 1 

und es bleibt an Stelle von 11 a) 

dh4 P a2 b2 a. 
-dh Q- ~b • . . . . . • • . • 12) 

1 all a1 

Das Dbersetzungsverhiiltnis der Wage kann also sofort aUB den 
AbmesBungen des Wagebalkens ermittelt werden. Die Aufstellung 
der Schwingungsgleichung der Wage bietet, wenn wir uns, wie bei der ein
fachen Hebelwage auf lotreohte Bewegungen besohranken, keine Sohwierigkeiten 
und fiihrt nur auf eine groBere Zahl von Gliedern in den Klammerausdriicken 
von 5). Fiir weitere Einzelheiten und andere Bauarten von Wagen sei auf 
das Buch von E. Brauer: "Die Konstruktion der Wage" (Weimar 1880) und 
Grashofs: "Theoretische Maschinenlehre" Bd. II (Hamburg 1883), S.772ft 
verwiesen. 

§ 67. Der federnd gelagerte Stab. In der Teehnik werden sehr 
haufig feste Korper, z. B. die Tragkasten oder Platten von Fahrzeugen, 

----

Abb.249. 

liz 

federnd mit ihrer Unterlage, etwa dem Fahr
gestell, verbunden, urn die Wirkungen von 
StoBen auf die Unterlage, d. h. eine plOtz
Hehe Bewegung derselben gegen den Kor
per abzusehwaehen. Dabei ist es gIeieh-
giiltig, ob die federnde Verbindung in einer 
Aufhangung oder Stiitzung beruht. Wir 
wollen uns der Einfaehheit halber den 
Korper dureh einen starren Stab vom 
Gewieht G = m g ersetzt denken, dessen 

Sehwerpunkt von den Stiitzpunkten die Abstande 81 82 besitzt, 
Abb. 249. Die ungespannten Langen der Federn bei Al A'j seien hi h2 
im gespannten dagegen Yl Y2' und die den Langenanderungen ver
haltnisgleiehen Federkriifte 

Alsdann ist mit einem kleinen Neigungswinkel cp des Stabes gegen 
die Wagerechte und der augenbliekliehen Sehwerpunktshohe Y 

Yl =y - 81 sin cp~ Y- 81 cp, Y2 =y + 82 sincp~ 11 + 82 CP. 2) 

und wir erhalten als Bewegungsgleiehungen, wenn wir die Federmassen 
vernaehlassigen und Seitensehwankungen dureh eine lotreehte Fiih
rung des Sehwerpunktes verhindern, 

Pl+ P'J- G =my } 3) 
P2 82 -P1 81 = mko2ij; ••..•••. 
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Ersetzen wir darin die Krafte dur~h ihre Ausdriicke 1) und gleich
zeitig mit 2) die Abstande Yl 112 durch die Veranderlichen y und cP, 
so wird daraus 

'mYi,lXl IX'J Y-\lXlsl-~a2s2cp-al'~1--a2 2 'mg=O .. '(' 2 +~) ,2 '2) 21 2h + l 
1 2" I ( 2 ., + "2) ('3 " ) + " 1 3a) 'mieo CP-: 1X1 81- (t2-82 <{'- cc~ 81-"2"82 Y', ('1"81,11 J 

- U2 82 h2 - 0 

und im Ruhezustande mit y=O, ip=O, Y=Yo' cP=f{!o 

(al~+a'/)Yo-(a/81-a2~82)cpO=a12hl+a22h2 'my} 
(. " 2+ 2 2) ('" ") '.) h "1' 3 b) a l "sl a2 82 CPo- C(1"81 -a2-82 YO=((2 82 2-at"Sl /I1 

was man auch unmittelbar aus den Gleichgewichtsbedingungen hatte 
ableiten konnen. Zieht man die letzten Formeln von 3 a) ab, so 
folgt fUr die Abweichungen 1/- Yo = y', cP - CPo = f{!' von der Gleich
gewichtslage 

m.:Q'+(a12+a22)y'--(al'.l8l--a2'.l82)cp'=O } 4 

k 2'·'+( " "+ " Q)' (2 .) )' 0'" ) m 0 cP CC1 - 81 - Ci'2 "82 - f{! - al Sl - a2 " 82 !J = 

Da in diesen Gleichungen zwei voneinander unabhangige LagegroBen 
auftreten, so besitzt der Stab zwei Freiheitsgrade und vollzieht 
offenbar um die Ruhelage senkrechte und Drehschwingungen, die 
miteinander durch die Beziehungen 4) gekoppelt sind. Da ferner
hin in der ersten Gleichung cP' und in del' zweiten y' dieselben 
Beiwerte a l '.) 8 1 - a2'.) 8 2 haben, so wird die Kopplung fiir 

aufgehoben, was insbesondere stets dann eintritt, wenn der Stab auf 
beiden Seiten des Schwerpunktes dieselbe Massenverteilung aufweist 
und die Fedem gleiche Abmessungen besitzen und aus gleichem Stoff 
bestehen. Alsdann haben wir es mit einfachen, voneinander unab
hangigen freien lotrechten und Drehschwingungen zu tun, die wir 
schon zur Geniige kennen gelernt haben. 

Dividieren wir nun die Gleichungen 4) durch m, bzw. mk02 und 
setzen 

5) 

so wird aus 4) 

y' + w12 y' - w 02 kocp' = ° 1 
.. ,+ 2' W02, Jl ........ 5a) 
f{! w2' rp - k 11 = 0 

o 

Diese Gleichungen unterscheiden sich von denen kleiner Ausschlage 
des Doppelpendels dadurch, daB die StOrungs- oder Koppelglieder 

20* 
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nicht die Anlaufe, sondern die AusschHige selbst enthalten, werden 
abel' wie dort durch die Ansatze 

i/=Aey.t, gJ'=BeY.t..... H) 

erfiillt, deren Einfiirung nach Wegheben des gemeinsamen, nicht ver
schwindenden Faktors eMt 

A (x2 + Wl~) = wll~koB 1 
o Q w 2 }, ....••• Ha) 

B(X~+W2·)= k: A J 

( "! Q) ( 2 +") 4 1 Y." T WI" X 0)2" = Wo ' 

oder I 

f 
. . • . . • . (J b) 

ergibt. Schreibt man fiir die erste diesel' Formeln 

unter allen umstanden negativ ausfallen und auf zwei imaginare 
Wertpaare 

Y.12 = ± im', X:14 = ± iw" 7) 

fiihren, denen dann fur jeden Ausschlag y' und q/ die Dberlagerung 
zweier Sch wingungsvorgange, wie beim Doppelpendel, § H 5, GI. 121, 
entspricht und deren Beiwerte durch die zweite Gleichung 6 b) 
derart miteinander verkniipft sind, daB nur noch vier derselben im 
Einklang mit der Integration zweier Differentialgleichungen 5 a) 
zweiter Ordnung durch die Anfangsbedingungen del' Bewegung zu 
berechnen iibrig bleiben. 

Die beiden Wurzeln w' und m" konnen iibrigens nul' dann iiber
einstimmen, wenn in 6 a) 

8) 
odeI' wegen 5), wenn 

. 8a) 

unabhangig von den Einzelwerten von tel te2 wird. Da nun die 
Schwungarme urn die Auflagerstellen Al A2 durch k1

2 = ko 2 + 81 2 , 

k22 = ko 2 -t- 8 22 und die zugehorigen Pendellangen durch 1.'12 : 8 1 = 11 , 

k2 2 : 82 = 12 gegeben sind, so flihrt die Bedingung Sa) auf 

k12 =812 + 81 82 =81 (,\ 82), also l1 =12 =81 +82 , . Sb) 

d. h. auf die Dbereinstimmung der Stablange zwischen den 
Auflagern mit del' Pendellange. Alsdann findet zwischen beiden 
Schwingungen nach 5a) Gleichklang statt, abel' auch eine Aufhebung 
del' Kopplung, so daB sie mit gleicher Dauer ganz unabhangig von
einander verlaufen. 
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1. Beispiel. Die vorstehende Untersuchung kann man auch auf eine 
Stiitzung durch mehr als zwei Federn ausdehnf'n, wobei flir jede derselhen cine 
ihrer Langenanderung verhiiltnisgleiche Kraft 
hinzutritt. Da die Liingenanderung dureh 
die Lage des Stabes schon bestimmt ist, so 
bleibt die Zahl der voneinander unabhangigen 
LagengriiBen und damit die der Freiheitsgrade 
ungeandert. Man erkennt dies am besten 
durch die Betraehtung des Falles der Stab
schwingung auf einer federnden Unterlage. 
einem sogen. Kissell, welches offenbar eine 
unendlich groBe Zahl von Federn ersetzt. 
rst h die unbelastete und y die belastete 
KisEenhiihe an einer bestimmten Stelle z 
von 0 aus gerechnet, Abb. 250, so wird dort 
die Langeneinheit des Stabes dureh 

q~-,,"(h !I) ••••• \:J) 

s 

z 

Abb.250. 

belastet. Nehmen wir ferner eine gerade Stabunterseite mit der Schwerpunkts
hijhe y, an. so diirfen wir bei nur kleinen Winkelauslenkungen 'I' hinreichend 
genau 

- z q ..... . . . . • . . • 10) 

3etzen und erhalten alsdann die Bewegungsgleichungen 

Jljdz-my -my, 1 II) 
Jqzdz-yJzdm~ mko2 q.; J' .......• 

Denken wir uns den Sehwerpunkt auf der Lotrechten durch den Anfang 0 ge· 
flihrt, so verschwindet in der zweiten Formel ] 1) das statische Moment der 
Stabmasse und wir erhalten nach Einsetzen von \1). und III) 

c"Jhdz- c".II,Jdz --Ci'/Jzrlz my=my, 
,,"Jh zdz ,," y,.!'zrlz - c" 'I J z"dz= m ko" ,,'. 

oder nach Ansfiihrung der Integrationen zwischen den Grenzen - z, biB -- w., 

c::! 

II/. fit + c" (Z, z") !I, --
.J z,") '/ 

c-! t:~ 

111 k,,";" + (z, " -:-- z:! 
, 

1 '/ (Z.," 
:3 .) 

1m Uleichgewichtszustande ist .II, .II". 'I 

+':2 

u"Jh dz _.//1 g 
-z, 

+2'2 

z,"I.II, ""Jhzdz 
:, 

'I,,, also 

+zz 
c"Jhdz--mg 

-:::1 

r I) 

t 
0 I 

I 

I) 1 
I 

J 

II a) 

II b) 

und nach Abzug von 11 a) mit den Abwcichungen aus der Ruhelage y, -.1/" y', 
'/ 'Ill C.c 'I' ., 

1 /1/ ii' + "oj I Z, . : - z:?).'/' 
c-

(z/- z,"I'I 
, 

() 

2 

J 
J:l) 

rn k,," r/, -;-
(C- , , 

I 
(~- c.~ .)' I) ;( (z." - z.,") 'I' 2IZ~--Z,-)'1 

Dieses llleichungspaar ist von derselben Bauart wie GL 4) und muB daller 
fluch wie diesc auf zwei miteinander gekoppelte Schwingungen fiihren, die bei 
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symmetriseher Anordnung des Stabes um die lotreehte Sehwerachse, d. h. fUr 
Z:t = Z2 voneinander viillig unabhangig verlaufen. Dabei ist der ganze Be
wegungsvorgang ganzlieh unabhangig von der urspriingliehen Form des fed ern
den Auflagekissens, die ledigIieh die dureh 11 b) gegebene Ruhelage des Stabes 
bedingt. 

2. Beispiel. Die Bewegung des Stabes wiirde eben so verlaufen, wenn er 
mit einer senkreehten Wand federnd derart verkniipft ware, daB nur wage
reehte Auslenkungen miiglich sind. Denken wir uns dann einen Punkt fest
gehalten und den dadureh aufgehobenen Freiheitsgrad durch die Drehbarkeit 
der Wand ersetzt, so erhalten wir zwei miteinander federnd gekoppelte 
Pendel, Abb.251. Sind a1 und a2 die Abstande der Kopplungspunkte der 

a Pendel von den Drehpunkten 0 1 O2 und ist die Feder 
2 in der lotreehten Lage der Pendel spannungsfrei, so ist 

Abb. 251. 

°1 bei den Auslenkungen CfJ1 und CP2 die Federspannung 
P = a 2 (a1 CfJ1 - a z CfJ2)' Damit erhalten wir fUr kleine 
Auslenkungen die Bewegungsformeln 

m1 k/ tjJ-1 + m1 g 81 CP1 -f- aZJa1 CfJ1 - a2 'f'Z) a1 = 0) 
m2 kz2 iFz + me g 82 CfJ2 - a2 (a1 'I'! - az CfJz) az =, 0 J' 1;,) 

oder nach Einfiihrung der Pendellangen II und lz 

Aueh diese Gleichungen stimmen formal mit 4) iiberein und ergeben gekoppeltc 
u 2 a1 a., 

Sehwingungen beider Pendel. Nur kannen hier die Kopplungsfaktoren -----" 
mk12 

a2 a a.> . ... 
und -k\( memals versehwmden, die Schwmgungen also aueh nieht vonein-

m 2 
ander unabhangig verlaufen. Es werden sich vielmehr stets die langsame und 
rasehe Schwingung zu einer Schwebung derart zusammensetzen, daB infolge 
des Arbeitsaustausehes zwischen den Pendeln die schwaehe Bewegung des einen 
Pendels mit der starken des andern zusammenfallt. Die Verfolgung des Be
wegungsvorganges im einzelnen bietet keine weiteren Schwierigkeiten und kann 
dem Leser iiberlassen werden. 

§ 68. Del' zwanglaufig bewegte Stab. Wir haben schon in 
§ 61 die Bewegungsgleichungen einer Scheibe kennen gelernt, die 

!/" 
!/ 

x 
o x' x x H 

Abb. 25:!. 

x~x' 

s 

mit zweien ihrer PunkteanzweiFiihrungs
kurven gebunden ist und eine Bewegung 
mit nur einelli Freiheitsgrade vollzieht. 
Hier wollen wir uns auf den praktisch 
wichtigsten Fall eines Stabes beschran
ken, dessen Schwerpunkt auf der 
Verbindungslinie I der heiden Fiih
rungspunkte im Abstande s von 
einem Ende liegt, Abb.252. Alsdann 
sind die Schwerpunktsabstande x y mit 
den Achsenabstanden x' y', bzw. x" y" der 
Fiihrungspunkte durch die Beziehungen 

;x/' - x' !I ~ y' 

s 

" , 1/ ~ Y 
I 

, . 1) 
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oder , 1-·- S I "S 
x=x 1 -rX T' 

,l-8+ "S 
!J = Y - Z_· y,. lal 

verkniipft. Aus ihnen erhalt man durch Erweiterung mit der Stab
masse m und den Abkiirzungen 

l-s , 
m =m. 

m:c= rn' x' " " rn :x: , 

2) 

In!J=cm'y'+m''y'', . 1 b) 

also eine Verteilung der Stabmasse auf die beiden Fiihrungs· 
punkte. Damit erhalten wir fiir die Kraftgleichungen des Stabes 

y X -" _ ( .. , I - s + i'" B) _ , .. , " .. " I 
~ -tn,c-mx I xT- rnx mx l 
"y .. ( .. ,l-S+ .. " s) , .. ,. " .. " r' 

2. =my==m y l Y l =my .I-m y J 

d. h. WIr konnen die reme Verschiebung des Stabes auch 
durch die Bewegung zweier starr miteinander verbundener 
Massenpunkte auf den Fiihrungskurven ersetzen. 

Da ferner die Gesamtbewegung des Stabes aus der Verschiebung 
des Schwerpunktes und der Drehung urn denselben besteht, so ist 
das Moment aller auBeren Krafte einschlieBlich del' Auflagerdriicke 
an den Fiihrungspunkten in bezug auf den Anfangspunkt des Achsen
kreuzes 

Jl = m Iii x - :( !i) 4) 
oder mit lal 

-.5' .. .." .0' I', i S - •• " " ( t )" ( \., 
J[ =~~?It I Iy x - x Y ! "T"' m T) (y x i" y") 

, S (l- B) ( •• , " I •• ", •• ,,, ""') 
T m .. [2 . Y x -I Y x - ,r,?I .' x IJ· ..... Ja) 

Hierin konnen wir aber die letzte Klammer auch umformen in 

.0" .. " + .. "" .. " II yx xy YX··XfJ (.e" -- i') (y" y') - (ij" ii') (x" - x'i 

und darin wieder 

•• " .of' ( ., ') "'f' '0') (" 1\ d [- ./, 0,_,,, ') I;c -x) y --y --(y -y x -X)=c1tl;r -Xn}} -?I 

- 1;1j" -!/! (x" - x')] 
setzen. Da nun 

x" . x' = I cos '1/' , !i" - y' = I sintp 

i:" -- i' =. 11i' sin II' , il' i/ = I Vi cos II' h) 

ist, so wird damus kurz 

d(.,.) /"" t"V' =- ",!'. 
ilt 
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Damit geht ..ta) libel' in 

J1 = i(l---;: 8)2 + ~(l----:-slJ (fj' x' _ x' V') 
tn L l" l2 

+ I 82 + 8 (l - 8) -I , .. "" """) , [k" (l )] .. 
Ll~ --12-J \y x -x Y T 0- -8\ -8 'I', 

oder mit ko 2 .+ 82 = k 2 

}[ ('", .. , ') I - 8 + ( .. ,," """) 8 r (k" l) ., - = y x - ;r y ------ y x - x y - T - - 8 . IJ' 
m 1 1 
M = tn' (i/ x' - X' !I') + m" (fj" x" - X" 1/") + m (k2 - 8 I) V). 4 b) 

Daraus erkennt man, daB der Stab auch in bezug auf die Wir
kung des Momentes nur durch zwei Massenpunkte nach der 
Schwerpunktsregel ersetzt werden dad, wenn deren als 
Stablange bezeichneter Abstand mit seiner Pendellange 
iibereinstimmt, womit das letzte Glied in 4b) verschwindet. Als
dann stellen tn' x', tn' fj' und m" x", m" fj" die Achsenanteile der sogen. 
Ylassendriicke, sowie m' (fj' x' - x' V') und m" (fj" x" .- x" y") die 
Ylassendruckmomente des Stabes an den Fiihrungskurven dar. 

Weiter ist die doppelte Wu c h t des bewegten Stabes 

2 J = tn (v2 + k021?) = In (x'! + il + k02 1J",2), 0) 
oder mit 1 a) 

.0 + .. , 1,'/0 I "") (t. - 8)2+ ('"'' , ''''') (8)2 X" y- =x " -t- Y -. . I' - x - -t- Y - T 

1 2 8 ([-8)'/'/1 t-., .". -r ---.;- (x x - Y Y I,. . . . . . . . 
1-

oder wegen 1 c), d. h. 

2 (x' x" -f-- il il') = X'2 + iJ'2 + j;"2 + iJ"2 - [2 ~,2 • 

sowie mit den Laufwerben der Fiihrungspunkte v', v" 
2 (j;' j;" --!-. iJ' iJ") = V'2 _.1. V"2 _/2 li,2 

2 J " l - - 8 --j "., 8 +' 'k" I '., ... -. = v - -- - v - - I - - 8) IJ'-
mil ' 

o a) 

2 J = m' V'2 + m" V"2 + m (k2 - s I) 'ljJ2 . . . . . i) b) 

Auch hier tritt also das mit k2 - 81 behaftete Zusatzglied auf, des sen 
Verschwinden bei ubereinstimmung der Stab- und Pendel
lange erst die Verteilung der Gesamtmasse auf die beiden 
Fiihrungspunkte nach dem Schwerpunktssatze fur die 
Wucht rechtfertigt. Daraus geht jedenfalls die groBe Bedeutung 
und die Notwendigkeit der Ermittlul1g der PendelIange alIer solcher 
Stabe hervor, die neben einer Verschiebul1g ihres Schwerpunktes 
auch eine Drehung urn denselben erfa~ren, Stimmt iibrigens die 
Pendellange fiir einen Fiihrungspunkt mitder StabIange iiberein, ist 
also k'2 = 81, so besteht auch fUr den and ern Punkt wegen 

k"2 = ko 2 + ([- 8)2 = ko 2 + 82 + 12-- 2 l8 = k'2 - 2 Is-+- [2 

k"2 = I (I - s) • . • . • • . . . . 6 ) 
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dieselbe Dbereinstimmung, d. h. der Stab stellt in diesem FaIle 
in bezug auf seine Fiihrungspunkte, die gewohnlich durch 
Zapfenmitten gegeben sind, ein Umkehrpendel dar. Man kann 
daher aus den Schwingungsdauern urn die Fiihrungszapfen sich in 
jedem Falle von der Erfiillung dieser Bedingung iiberzeugen, die 
schon die Kopplung eines federnd gestiitzten Stabes aufhob, wie wir 
im letzten Abschnitt gesehen haben. 

Da der zwanglaufig bewegte Stab nul' einen Freiheitsgrad be· 
sitzt, so ist die Bewegung selbst durch eine sole he Gleichung be· 
stimmt. in del' keine unbekannten Krafte auftreten. l~nbekannt, 

bzw. durch die Bewegung selbst erst bestimmt sind aber die Auf· 
lagedriicke Q', Q" an den Fiihrungskurven mit den Achsenanteilen 
X' y', X" y", die dort keine Arbeit leisten. Daher ",ird man den 
Bewegungsverlauf aus der Al'beitsgleichung bestimmen, und 
nachtraglich die Auflagedriicke aus 3) unter Zuhilfenahme der heiden 

v. " IY" 
Bedingungen fUr die Normalstellung von 
Q'. Q" zu den Fiihrungskurven, namlich 

X'dx' y' II y' = U l 
.- t\ : 

~ \'1----£" 
I ~\ 

/ fI~ 
z // X" d x" -~ .. y" d y" ~.c'~ 0 I ,. . 71 

berechnen. Df1mit abel' ist die gesamte z/ 
Belastung des Stabes im Bewegungs- ~----'-:~~ 
zustande bekannt nnd die Berechnung .-1'/ 
der in ihm selbst wirkenden Krafte und 
Momente ermoglicht. Bezeichnen wir die 

Abb. ~.)3. 

Stabkraft und die Qnerkraft im Abstande Z VOll1 Ende A mit S. 
nnd '1'=' das dort wirkende Biegungmoment mit Jlfz ' so konnen wir 
die erstel'en auch nach Abb. 253 durch einen wagerechten nnd senk
rechten Anteil deral't ersetzen, daB mit del' Stabneigungl/I 

8, = H cos 'I' + Y sin II', 1~ c= r cos II' -. H sin If'.. H) 

wird, wahrend sich das Biegungsl1Ioment am; IL1( = 1~ dz oder 
z 

Mz=J'(dz . . . . . .. Hal 
o 

bequemer berechnet, als durch Aufstellnng der Momentengleichung 
der Einzelkrafte an dem abgeschnittenen Stabteil von 0 bis z. Da· 
bei sind natiirlich nur diejenigen auBeren Krafte einzufiihren, weiche 
an diesem Stabteile angreifen, also z. B. der Gewichtgteil im Teil· 
schwerpunkt. Bezeichnen wir diese auBeren Kraftanteile mit X z Yz . 
so lauten die Kraftgleichungen des Stabteiles 

Xz '':- X' + H=, j i dm= Inz ·( I 
0, ~ , 

y~. y' -+- V = J' 'y" d m ~, my" I 
z' I u' zZ'J 

wenn X.y. die Achsenabstande des Teilschwerpunktes und 
die Masse'deH Stabteiles zwischen 0 nnd z bedeutet. 

GZ 
m ~.-

Z g 
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Beispiel. Ein gerader Stab von der Lange I gleite an einer glatten lot
rechten Wand und auf dem ebenso glatten Boden herab, Abb. 254. Dann sind 
bei einer augenblicklicben Neigung 1jJ die Qleichungen der Fiihrungskurven und 
die zugeborigen Laufwerle 

x' = - I cos 1jJ , y' = 0 , x" = 0 , y" = I sin '1P 1 10 
fI" = I 'Ij; cos '1P J' ) x'=+I,psin1jJ, fI'=O, x"=O, 

so daB also dem einen Freiheitsgrad entsprecbend die Lage durch den Winkel 1jJ 
voUstandig gegeben ist. Mit dem Stabgewicht G = m 9 baben wir zunachst die 

Arbeitsformel G 8 sin '1P + J = C, oder wegen 5 b) 
mit der anfanglichen Ruhelage '1po x" 
" (. .) I'" 2 [ ." (1 28) + k2'1 11' ,:,gs smV'o-smV' = "1P SIll"1jJ -r 12J ) 

Daraus folgt, daB der Stab fiir 1jJ = 0 mit dem Dreb-
wert 1--'---·· ,--

1fl ~~ + y2 gs:!n1jJO = + f2!2YO . 11 a) 

auf dem Boden ankommt, wenn Yo die anfang
Hche Schwerpunktshiihe bedeutet. Da der Lauf 
x' = + I 1f sin 1jJ fUr 1jJ = 0 verschwindet, so be
steht beim Aufschlagen iiberhaupt kein wage-

D rechter Laufanteil, so daB der Stab jedenfalls in 
Abb. 254. rlieser Richtung nicht weiter fortschreitet. 

Weiter folgt aus 11) fur den Drehanlauf 

12 ip [~+ (1-21~) sin2 1jJ!2 = - gs cos1jJ 1:~+(2 sin 'Po - sin1jJ) sin 'I' (1 -¥-) ] 11 h) 

also fUr das Aufschlagen mit 'I' = 0 
.. gs 
1jJ, =-k!' ..•... 11 c) 

Die Anlaufwerte sind nach 10) 

.. , I d2 cos 'P I I (... +." ) l x = - -dt2 - = --;- 1jJ SIlI1jJ "I'" cos '11 
. . . • . . 12) 

.. " d2 sin 1jJ.. ." . J y = I --d t2 .. ,' = l (V) cos 'I' - 1jJ 8m 'I') , 

also die A uflagerdriicke 

X' = 0 , Y' = G + m + f/' = m (g + s ~~~*~) l 
XII=m(l_s)r!..2cos,,,-_ Y"=O J 

dt" ' 
mit den Werten fUr das Aufschlagen 1jJ = 0 

.. , 2glssin1jJo 
X, = k2 

X " 2GI-s 
-" 1 = k2 Yo· 

2gly" 
~ 

( 82) Y,'=G I- p ' 

13) 

· 12a) 

· 13al 

Weiter erhalten wir fUr die Sta bkr1ifte im Abstande z vom unteren Ende 
nach !l) 

• z 1 
d2 cos ,pI ' d2 cos II' ( I ) - H = ---" (I - ,1:) d m "c. """"'- 1m. - zdm I dt" dt"-

o u 
z z 

V = G- -- Y' ..Lfy .. d /Ii = G. - G - d2si_n~ (ms -Izdm) 
- , . ' d t" J 

o 0 

· 14) 
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mit den Wert en fiir das AufschIagen 'pc~ 0 
z z 

'2 9 Yo ( J \ Y s / J' \ H1 = 'k2 - mzl- zdm), V1 =G,-G .. + k" I,ms- .zdm,',14al 

o 0 

Setzen wir darin z = 0, bzw . .z = I, so erhalten wir wieder die Ausdriicke 13a). 
SchlieBlich erhalten wir fur das Biegungsmoment aus del' Verbindung von 

8), 8a) und 14) 
z z 

Mz~-cos'l'iGz J G,dz' d2 j;'il(msz_ JdzJZdm)' 
II u 0 

z z z 

. IF cos 'I' r J f' J .. -l-sm'p--(tF' I m,dz .. ~, dz zdm ..... . . ],5) 

oder wegen 
o 0 U 

z z z Z .'2: 

J G, dz~=g(mz z - J.z dill), J dz J z dm· z J z d II! - .r z~ d m 

" o!, 0 0 

z z z 

M,=geos 'I' (m, -mlz-JZdm _(,OSljJd2;;'~~!£ :msz-zJZdm+JZ2dllli 
() II 0 

• z z 

sin 'I' d~ ~c;.'I'.l'ln' I Z - II + z) J' d rn + J Z2 d m . 1,. a) 

u 0 

Fur das Aufschlagen foIgt daraus mit 'I' = O. unter Benutzung von 12 al 
z 

sz" S J' f'" leo) z dm -+- k2 , Z2 dm . 15 h) 

(I (i 

AuBerdem erkennt man, dal.l 15a) fur z ,= 0 verschwindet und fiir z cCc I iiber .. 
geht in 

];[, ~ .. m gs cos 'I' -+- i k2 12 sin2 '1' (1 _ 2 S)') if' 
\ I / 

12 ,i,2 sin 'I' cos 'I' ( 1 28\1! 
I J J ' 

.•.• [.'.0) 

worin del' KIammerausdruck nichts aIs die Ableitung der Arbeitsgleichung 11) 
darstellt und daher mit dieser verschwindet. Damit wird nul' die Voraussetzung 
des Gleitens an den Fiihrungsschienen bestatigt, wonach an den Fuhrungs
zapfen keine Biegungsmomente auftreten. 

§ 69. Das Kl'afteSI)iel illl Kurbelgetl'iebe. Als wichtigste An
wendung del' Lehre des letzten Abschnittes betrachten wir das Krafte
spiel im Kurbelgetriebe, dessen Bewegung wir schon in § 13 kennen 
gelernt haben. Diesel' Trieb dient zur Arbeitsiibertragung zwischen 
einem geradlinig hin- und hergehenden Korper und einer rotierenden 
Schwungmasse mit festem Drehpol, del' im einfachsten FaIle, den 
wir hier allein ins Auge fassen, auf del' Fiihrungsgeraden selbst liegt. 
Die Arbeitsiibertragung wird alsdann von del' Schubst1mge vermittelt. 
d. i. einem geraden Stab, del' am Kreuzkopf geradlinig und am 
Kurbelzapfen auf dem sog. Kurbelkreis gefiihrt wird. Die Stangen
Hinge, d. h. del' Abstand beider Zapfenmitten, sei wieder l, der 
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Kurbelarm r, die Neigungswinkel beider gegen die Fiibrungsgerade 'tp 

und Ip, wahrend x' den augenblicklichen Abstand des Kreuzkopfes 
yom Drehpol der Kurbel und der damit starr verbundenen Schwung
masse sein mage. Alsdann bestehen die geometrischen Beziehungen 

T sin (p = l sinljJ , Xf = r cos cp + l cos tp, . •. 1 ) 

woraus wir nach § 13 den Winkel I/, ausscbalten kannen, so daB 
mit x' die Lage der Stange allein durch den Winkel cp festgelegt ist, 
entsprechend einem Freiheitsgrade ihrer Bewegung. 

1st ferner mo ko 2 das Schwungmoment der Schwungmas6e mit der 
Kurbel, m die Stangenmasse und mi die nul' hin- und hergehende 
:\Iasse des Kreuzkopfes mit der daran befestigten Kolbenstange und 
dem Kolben, der einem Motor odeI' einer Pumpe fiir Gas oder 
Fliissigkeiten angeh6ren m6ge, sohaben wir mit dem Schwerpunkts
abstand s del' Stange, ihrem Tragheitsarm yom Kreuzkopf k die 
doppelte Wucht aIler bewegten Teile nach Gl. 5 b) § 68 

, J ( k ~ + s 0) 2 + ( 1- IS) ·f·, I,·, l' '., ) ~ = mo 0" III T r" cp mIt- m "1 x - i m I h'" -- S ) V)"· :') 

1m FaIle der Obereinstimmung der StangenHi.nge 1 mit ihrer Pendel
lange, die durch zweckmaBige Verteilung der Stangenmasse stets er
reichbar ist, verschwindet das letzte Glied; trifft dies aber nicht zu, 
so ist doch der 'C'nterschied 1.-2 -- sl klein gegen l~ und auBerdem 
das Quadrat des Drehwertes der nur pendelnden Stange~)2 klein 
gegen q;2 del' stets im gleichen Sinne rotierenden Schwungmasse, so 
daB man unbedenklich das letzte Glied gegen die Gesamtwucht ver
nachlassigen darf. AuBerdem folgt aus 1) 

r (i' cos (T = lll) cos 'If', ;i:' = - Ir rjJ sin (f! + l~, sin V'), 1 a) 

wofiir man wegen del' stets nur kleinen Auslenkungen V' del' Stange 
aus ibrer 11ittellage (vergl. § 13) hinreichend genau 

'I) = ri q; cos If , ;1:' = - r (i sin Ip ( 1 -+-1 cos (17) 1 b) 

setzen darf. Damit vereinfacht sich Gl. ~) in 

2 J = )'~ q;~ [mo ~22'+m+ + (In! + m 1 T.-s-) sin2 CP(l + ~ coscp rJ ,2a) 

worin die von Winkelfunktionen freien Glieder in der Klammer al s 
die am Kurbelzapfen rotierende ,Masse, die anderen da
gegen als die mit dem Kreuzkopf hin- und hergehende an
zusehen sind. Wegen des weit iiberwiegenden Betrages der ersteren 
k6nnen wir den ganzen veriinderlichen Teil als kleinen Zusatz be
trachten und darin 

sin'~ cp (1 + 1 cos cpr ~ ~ (1 - cos 2 cp) (1 + 2 .~. cos cp ) 

1 (r ,.) = 2 1 + 2 [ cos ([1 - cos 2 cp - 2[ cos 2 If cos cp , , , , 3) 
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schreiben, worin die mit r: l behafteten Glieder den EinfluB der 
Schubstangenlange darstellen. Lassen wir auch diese noch all' klein 
gegen 1 weg, so bleibt mit (i- = (J) 

J 2 ~ ko2 + S+1( + l-8) :2 = r w- mo~- In-- m m (1 
. 1.2 l 2 1 l' 

oder abgekiirzt 
2 J = r2 w 2 (m' - m" cos 2 (T')' . 2 c I 

Nun ist fiir eine Kolbenmaschine sowohl das Drehmoment M am 
Kurbelzapfen als auch die Kolbenkraft P gegeben, so daB unter 
Einfiihrung der augenblicklichen Schwerpunktshohe y einer der Ge
triebemassen m, deren Abhiingigkeit yom Kurbelwinkel aus den 
Gleichungen 1) mit Riicksicht auf die Neigung der Geradfiihrung 
gegen die Wagerechte bestimmt ist, die Arbeitsgleichung 

Prix -1lf dl( g.:Emdy=dJ .....• 4) 

besteht, in welcher der Zusammenhang zwischen P und x stets aus dem 
sog. Indikatordiagramm hervorgeht. wahrend das Drehmoment ltI 
meist a18 unveriinderlich angesehen werden kann. Aus beiden kann 

-- ----- --- t ---------

O~------~---~==~~~----------------~~R 
I 

--~--~--------~R-------~ 

dann unter Hinzunehmen der periodisch veranderlichen Hubarbeit 
g~mdy ein sog. Drehkraftbild aufgezeichnet werden, dessen Flache 
ein MaB fur die ein- und abgeleitete Arbeit biIdet. Zeichnet man 
in Abb. 255 die Drehkraftkurve der Kolbenkraft Pr (§ 45, Beispiel il) 
und die des vereinigten Widerstandes Tr und der Gewichte bezogen 
auf den Kurbelzapfen fUr sich auf, so schneiden sich beide Linien 
in mebreren Punkten derart, daB dort das Element der Wucht ver
schwindet, diese also abwechselnd groBte und kleinste Werte annimmt, 
deren Unterschied der zwischen den Punkten liegenden schraffierten 
DberschuBflachen zwischen beiden Kurven verhaltnisgleich ist. Be
zeichnen wir den Flachenunterschied von einer Totlage rr = 0 am' 
gerechnet in Arbeitseinheiten mit L. setzen also in 4) 

'f 

h P d x -- J/ d IfJ - 9 2' m d y) = L, . . . . . 4 a) 
so ist (I 

2 L = 2 (.1 - .10) = r2 (J)2 (m' -- rn" cos 2 (p) - 1'2 Wo 2 (m' - m") 5 } 

und fUr eine UberschuBflache zwischen den Punkten tpl 1fJ2 

:2 L12 = r2 W22 (m' m" cos 2 IP2i-- r2 W12 (m' - m" cos :2 q'l)' 5 a) 

Mit HiIfe der Gl. 5) ist man also in der Lage, bei vorgelegtem Wo 

die Veranderung von w mit dem Kurbelwinkel (r zeichnerisch zu er-
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mitteln. Schreibt man an Stelle von 5) angesichts des praktiseh nur 
geringen Unterschiedes w 2 - W 02 

2L=r2m'(w2-w02)--r2m"w02(cos2qJ--l), . . 5b) 

so ergibt sich als Bedingung fiir Scheitelwerte von w~ - Wo 2 

dL 0" o' 2 - = j'" m w - SIn' qJ, 
dip 0 oder wegen 4 a) 

dx ",,' dy 0" 9' 
P~-M -g-:;,m--=r"m wo·sm 2 (1'. 

dqJ dqJ 
6) 

Man erhalt also im Drehkraftdiagramm die Stellen ausge
zeichneter Drehwerte durch den Schnitt der Gesamtkraft-

kurve mit der 
rechts stehenden 
Kurve der r2 m" Wo 2 

sin 2 qJ. Da diese Kur
ve wegen der Klein
heit von m" gegen m' 
ziemlich flach ver· 

o ZJl lauft, Abb. 256, so 
Abb. 256. werden die Schnitt-

punkte den Enden der 
durch 5 a) gekennzeichneten OberschuBflache sehr nahe kommen, so 
daB man diese in der technischen Praxis haufig dafiir benutzt. 

Aus 5 b) erhalt man dann fiir die groBte DberschuBflache 

2 L12 =-= 2 (L2 - L 1) 
= r2 m' (W22 -- W12) -- 1'2 m" Ol02 (cos 2 qJ2 - cos 2 (PI) , 5 c) 

oder indem man angenahert 

7) 

setzt und t5 als Ungleichformigkeit der Maschine bezeichnet 

L12 1 m" ( . '. (5 = -T-" -+- - --, cos 2 qJo - cos 2 f{J ). 
m r" W 0 2 2 m - 1 

7 a) 

Der in diesen Formeln auftretende Drehwert Wo fUr die Totlage qJ = 0 
braucht indessen nicht mit dem Mittelwert wm iibereinzustimmen, der 
mit der Umdrehungsdauer t durch die Gleichung 

2.7l 

t=~)== J d: ........ , 8) 
o 

verkniipft ist. Schreiben wir mit nur kleinen Abweichungen LI w vom 
~Iittelwertewtn£iirdenDrehwert W = wm + LI w, so wird an Stelle von 8) 
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worin das letzte Glied der reehten Seite versehwindet, da das erste 
schon mit t iibereinstimmt. Danaeh diirfen wir mit hin
reiehender Genauigkeit die mittlere Hohe der in Abb. 250 
dargestellten Drehkurve in ihrer Abhangigkeit vom Kurbel
winkel als mittleren Drehwert ansehen und erhalten daraus 
aueh sogleieh das Verhaltnis von w",: WOo Dieses wird allerdings 
von der Einheit nur so wenig abweiehen, daB die Ungleiehformigkeit 
7 a) dureh yertausehen von Wo mit (J)", keine praktiseh in Frage 
kommende Anderung erfahrt. 

Naehdem die Bewegung im Kurbeltriebe klargestel1t ist, haben 
wir noeh die Wirkung derselben auf das Gestell, mit dem die Leit
kurven fest verbunden sind, zu ermitteln. Hierzu erinnern wir uns, 
daB naeh § 45, 3. Beispiel der statiRehen Kolbenkraft P am Kurbel
zapfen ein Drehmoment 

sin(q; +!/'). (' r ) ;1'[ == Pr- . -~- 1'r sin if 1·· cos fp 
cos V' l 

!) ) 

das Gleichgewieht halt. Wahrend der Bewegung tritt zu P noeh der 
Massendruek der lediglieh hin- und hergehenden Teile m1 , der damit 
aueh auf den Kurbelzapfen llbertragen, dort mit demjenigen der 
Sehubstange vereinigt sehlieBlieh vom Wellenlager aufgenommen wird. 
Bezeiehnen wir also mit So den Schwerpunktsabstand aller mit der 
Kurbel drehharen Massen 1no vom Wellenmittel, mit 

". "') x =~ r cos q: , y =cc r sIn q; I 

iff = - r;P sin (T - . r ip2 cos (T I. 

jj" = r ii cos q; - r !p2 sin fp J 
10) 

die darauf bezogenen Aehsenabstande, so sind die Massendruekanteile 
des ganzen Getriebes und ihr Moment inbezug auf das Wellenmittel 

\ _ " •• ( I l- s) .. , - =..:.. m x = m1 T m I x ( .1"0 IS) .. " ) 1n "Im-- x I 
o r 1 I 

1- y .. ( So + s) .. 1, ' 11) = - 111 Y = 1no -- m - Y J r l 

" '.0 ., \ 8 .. "" ,,11" 0) .) M =2m(yx;-xY1=1nT(y x -x !I )+(/ .. --sl)m'!f'+mnk-oq;. 

Ist das Sehwungmoment 1no ko 2 groB, so sind die Sehwankungen 
von <p = w naeh den vorstehenden Ausfiihrungen so klein, daB wir 
mit Ausnahme der letzten Gleiehung iiberall unbedenklieh den Drehan
lauf if und noeh vielmehr iiJ vernaehlassigen, also naeh 1 b) und 10) 

.. , " ( x =-rw" cosq· ~ COR 2 q;) 1 . 
l J~ ... lOa) 

fj" = - r (1)2 sin q; 
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setzen diirfen. Wir erhalten so fiir die Massendriicke und ihr Moment 

x=-rw2!_(mo~;~ m m1)cos(r+~(ml+?nl~8)cos2(r]1 

y = - r w2 (mo. 8; + m -T) sin q' llu a I 

" dw ( 0 8 2) j}I = d t ?no ko - m 1 T • J 

Zu dem Moment tritt dann noch dasjenige des Auflagerdruckes am 
Kreuzkopf durch die Zerlegung der Kolbenkraft in die Schubstangen
richtung und senkrecht zur Gleitbahn, Abb. 257, namlich mit 

I P p" P I I" • p' (1' r ) x tg If' R;j x sm Ij' = x -{ sm (T R;j r sm f{J j-- T cos f{J , 

welches ersichtlich mit 9) iibereinstimmt und von diesem ausge
glichen wird, wahrend die in die x-R.ichtung fallende Kolbenkraft P 

selbst auf dem mit dem 
Gestell fest verbundenen 
Zylinderdeckel aufgenom-

!I men und somit als ver
lorene Kraft nach auBen 
unwirksam wird. Dagegen 
ist fUr die Gesamtwirkung 
des bewegten Getriebes 
auf das Gestell noch die 

/-'\/"- Gewichtswirkung zu be-
4.::::~~L riicksichtigen. Diese be

lastet zuniichst bei einem 
Abb. 257. Neigungswinkel a der 

Gleitbahn das Wellen
lager mit den bestandigen Anteilen g ( Ino -t- m + m1 ) sin a und 
g (mo + m + m1 ) cos a in den Achsenrichtungen und ergibt mit den 
Schwerpunktsabstanden 81 der hin- und hergehenden Masse yom Kreuz
kopf und 80 der rotierenden Masse nto yom Wellen mittel in bezug 
auf letzteres ein Moment 

( 8 ) ( 1 8 M' = mo 80 + In T r fI cos ((T + a) + 1n l 

worin wegen der Kleinheit des zweiten Gliedes und des Winkels '/' 
hinreichend genau 

x' = r cos (r + l 1 c) 

gesetzt werden darf. Danach setzt sich das Gewichtsmoment aus 
einem bestandigen Teile und einem mit dem einfachen Kurbelwinkel 
periodisch veranderlichen zusammen und ist auch so in das Schau-
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bild 255 der Drehmomente eingetragen. Somit bleibt fiir den ver
iinderlichen Anteil des Momentes an der Welle nur den Betrag 

'-1-- ,,( IS) ( -1--( [-8 ) lvI, M = mu8o-imT1" gcos ((--t-(l), m [ +1n1 gJ'cosq cosa 

s .• ) dOl m r- ~ 
I d t 

ubrig, in dem noch 
dw dw 1 d(w~) 

=0)- --=----
dt dq; 2 dIp 

Hi 

vermittels der Arbeitsgleichung 5 b) dem Schaubilde der Drehkrafte 
entnommen werden kann. 

Greifen an derselben Kurbel mehrere in derselben Eben(' aI'
beitende Getriebe an, deren Gleitbahnen, wie bei neuzeitlichen 
Flugzeugmotoren sternformig um das Wellen mittel angeordnet sind, 
so ergeben sich die Massenkrafte und das Massendruckmoment am; 
der Summierung del' obigen Formeln mit verschiedenen Neigungs
winkeln a. Andert bei del' Bewegung del' Gesamtschwerpunkt seine 
Lage nicht, so ist die ganze Getriebegruppe in jeder Stellung im 
Gleichgewicht, womit auch die Veranderlichkei t del' Gewichtswirku ng 
wegfallt. Da alsdann abel' auch 

:2'rn:ij ~ y2'm =0 

wird, so verschwinden in diesem Falle auch die Massendriicke und 
deren Moment bis auf den von del' Ungleichformigkeit del' Drehung 
herriihrenden Betrag, so daB also der Ausgleich del' Gewichts
wirkung den der Massendrucke einer Getriebegruppe nach 
sich zieht. Naheres hieriiber kann in meiner Abhandlung: "Massen
wirkungen in Getriebegruppen", Zeitschrift d. Vereins d. Ingenieure 
1918, nachgelesen werden. 

§ 70. Das Wiilzpen<lel. Unter einem Wiilzpendel verstehen 
wir eine starre Scheibe, die sich unter del' Wirkung ihres Gewichtes 
vermittels eines mit ihr fest verbundenen 

o~------------~ Kreisbogens, dessen Mitte nicht mit ihrem x 

Sch werpunkt zusammenfiillt, an einer ruhenden 
Fiihrungsbahn gleitet oder abrollt. Ais Fiih
rungsbahn wahlen wir ebenfalls einen Kreis
bogen, del' im Sonderfalle in eine geneigte . 
oder wagerechte Gerade ausarten kann. Als
dann diirfen wir uns die Scheibe einfach durch 
eine kreiszylindrische Walze ersetzt denken, 
deren Schwerpunkt infolge ungleichformiger 
Massenverteilung nicht in die geometrische Abb. 258. 
Achse faUt. sondern einen festen Abstand oS 

von derselben besitzt, Abb. 258. Da in diesem Falle die BeriihrungE
normale des Rollkreises stets durch den Mittelpunkt 0 del' Fiihrungs
bahn hindurchgeht, so bietet sich diesel' zwanglos als Anfang de" 

l~orenz. Te('hn. Vhy::oik 1.1. 2. Anti. 21 
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festen Achsenkreuzes dar, dessen positive y-Achse mit dem Erdanlauf g 
nach unten gerichtet sein mag. 1st dann a der Bahnhalbmesser, 
ao der des Rollkreises, so sind mit den N eigungswinkeln {} und cp 
der Beriihrungsnormale und der Schwerachse s gegen die Lotrechte 
die Achsenabstande des Schwerpunktes 

x = (a - ao) sin 19 - s sin cp, y = (a - ao) cos t9 + s cos (P 1 
dx = (a- ao) cos{}d{} - s coscpdcp, •. 1) 
dy = - (a - ao) sin {}d{} - s sin cpdcp J 

Bezeicbnen wir ferner den Bahndruck mit N und die Tangential
kraft, welche infolge der Rauhigkeit des Scheibenrandes und der 
Fiihrungsbahn das Gleiten verhindert, mit R, so lauten die Bewegungs
gleichungen 

Rcos{}-Nsin{}=mx, my -RsinH-Ncos{}=~jjt. 2 

- R(ao - s cos(cp + {}) - Ns sin(cp + {}) = mk02q) J ) 

Erweitern wir sie mit dx, dy, dcp und addieren, so folgt als Arbeits
gleichung nach einigen Kiirzungen 

mg dy + R ((a - ao) dI} - aodcp) = m(xdx + ydy + ko 2 epdep). 

Hierin verschwindet das zweite Glied links im Falle des reinen 
Rollens wegen der Dbereinstimmung der Elemente der Fiihrungs
bahn und des Rollkreises, d. h. 

ao(dcp + d{}) = ad?~ . . • . • . .. 3) 

und bei vollkommen glattem Scheibenrand und ebensolcher Fiihrungs
bahn, also beim reibungsfreien Gleiten wegen R=O, so daB wir in 
beiden Fallen 

4) 

erhalten. Natiirlich vereinfachen sich fiir den Fall des reinen Glei
tens die Bewegungsformeln durch Wegfall von R in 

-Nsin'I'J=mx, mg-NcosH=mjjl 

-N8sin(cp+''})=mko~;P. J' 
5) 

Wenn auch die beiden Bewegungsarten der Walze auf dieselbe 
Arbeitsformel fiihren, so besteht doch zwischen ihnen ein ganz 
wesentlicher Unterschied. Denn im FaIle des rein en Rollens lassen 
sich alle LagengroBen x, y, cp durch die Gleichungen 1) und 3) 
in der Neigung 19, ausdriicken, so daB, wie schon im § 61 allgemein 
bemerkt wurde, die reine Rollbewegung einer Scheibe nur einen 
Freiheitsgrad besitzt und darum durch die Arbeitsgleichung unter 
Ausschaltung von N und R allein vollig gegeben ist. Dagegen gilt 
die Beziehung 3) nicht mehr fiir das Gleiten der Walze, und in der 
Tat bleiben nach Ausschalten von N, x, y aus 1) und 5) noch zwei 
Formeln iibrig zur Berechnung der beiden Winkel cp und {f, so daB 
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also die Gleitbewegung zwei Freiheitsgrade aufweist und dem
nach trotz des einfacheren Baues der Bewegungsgleichungen 5) gegen 
2) viel weniger ubersichtlich verlauft. 

Bevor wir die Einzelfalle betrachten, wollen wir noch die Arbeits
gleichung dadurch umformen, daB wir mit 1) fur das Quadrat des 
Schwerpunktslaufes 

i;2 +-!? = (a - ao)2 '19'~ + s~rp~ - 2 (a - lIo) s cos (q' +- H) rph 1a) 

einfiihren, womit wir durch Integration von 4) mit einem Festwert C 

2 gy + C = la - l/o?19'~ +- (ko ~ +- s2)(i'~ - 2 (a _ .. ao)8rpl~ cos (qJ + {)o) 4a) 

erhalten, worin noch y durch 1) ausgedruckt werden kann. Hierzu 
tritt im Falle des Rollens Gl, 3) zum Zwecke des Ersatzes von if 
durch qJ und im Falle des Gleitens die aus den ersten beiden 
Formeln 5) folgende Gleiehung 

oder, da nach 1) 
9 sin B = fj sin B - x cos 19 , 

x = (a - ao);9 cos 19 - (a - ao)I~2 sinO -- S (f! cos qJ +- S rp2 sin (f 1 
'" ( 1 b) 

fj = - ((I --- ao)l) sin N - (a - ao) {}2 cos 19 - sip sinqJ - Srp2 cos qJ ) 

ist, unter Hinzufugung des Ergebnisses del' Ableitung del' Arbeits
gleichung 4 a) 

9 sin {} + (a·· ao)19= S lip cos (qJt- 19) - (j)2 sin (rr + ·0)] }_ 
... b~ 

gssincp (ko 2 +- S2)ip=Cl S r Ocos(cp +-1'f)-1'f2sin (qJ+-m] (a - ao) 

eine Formel, welche offenbar den Schwingungsgleichungen des Doppel
pendels entspricht und auf eine gekoppelte Schwingung der 
A usschlageO und (I' hindeutet. 

1. Beispiel. Wir betrachten zunachst das reine Walzpendel, dessen 
Umfangspunkte Hypozykloiden beschreiben, wahrend beliebige andere Punkte 
sich auf den zugehorigen Trochoiden bewegen, und erhalten aus 4a) mit 
1) und 3) 

2g[(a-ao)cost?-: scos'PJ+O=[ko2 ao 2 -;-s2-2sa"cos:('P B)]ri". 6) 

Darin ist abel' unter Einfiibrung von SP =. r 

aeo + 8" - 2 s(to cos ('I" -;-If) = t·2 • • .•• , , •• ,7) 

also 2g [(a - ao) cos ii + S cos 'PH c= (k02 + r2)r'p2 . • 7 a) 

odeI' nacb Vergleich mit 4) 
. 2 : '2 _ 2. 0 x --;--Y =,1' 'P- . ...••.• . 7b) 

so daB also die augenblickliehe Schwerpunktsbewegung als Drehung urn den 
Beriihrungspunkt P im Einklang mit den Ergebnissen des R 1 iiber die Roll
bewegung iiberhaupt aufzufassen ist. 

Setzen wir nun fest, daB bei del' Beriihrung der Walze im tiefsten Punkte 
auch der Schwerpunkt seine tiefste Lage erreicht, d. h. daB {} und 'P gleich
zeitig verschwinden, so ist nach ill 

, . 3a) 
~l* 
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und es wird aus- 6) 

2g [(a - ao) cos (~'P_) -+- S cos 'Pl + c 
c. a-ao 

= [k02 + a02 + S2 - 28ao cos (~~)·i ri)2, ••• 6a) 
\a- ao . 

worin der Festwert C sich aus del' oberen Ruhelage 'Po mit rjJ = 0 ergibt, die 
dem Auflegen der Walze auf die Unterlage entspricht. Damit ermoglicht 6a) 
die Berechnung des Drehwertes .p fUr jede andere Lage des Walzpendels. Da 

Gl. 6 a) nur cos 'P, cos (-.!!:.o..P_), cos (_!!....ce) enthalt, die fur positive und ne-
a-ao a-ao 

gative 'P dasselbe' V orzeichen besitzen, so volIzieht die Walze eine urn die Lot· 
rechte durch 0 symmetrische Schwingung, deren Dauer sich allerdings aus 6a) 
nicht in gesohlossener Form bereohnen laBt. 

Besohranken wir uns dagegen auf kleine Auslenkungen aus der tiefsten 
Lage, so folgt mit 

'P2 
cos 'P ;=0: 1 - -2- , 

sowie mit 'P = 'Po fiir .p = 0 unter Vernachlassigung des Produktes '1'2 ",2 

mg 
Abb.259. 

( ao 2 -1-) (" A) [k ., + ( )"] '" g\a::':':'-a~ 1 8 '1'0'-'1'" = o' ao-8' '1;-, 

also mit der Abkiirzung 

ko"+(ao-sf =1 
a 2 ••....•• 

_0.. +$ 
a-ao 

g('P02 - ~2) = lrj:2, - -,-~l!,--:c-cc = dt I/i = a dt. 
'/'P02 - '1;2 . I 

7) 

8) 

7a) 

Das ist abel' die Differentialgleichung einer einfachen Pendelsohwingung mit 
der Dauer to: 

'1'= 'Po sin (at+,6), to = 2",Vi , ........ 7b) 

so daB die oben eingefUhrte Abkiirzung I die dem Walzpendel zugeordnete 
Pendelliinge bedeutet. 

Rollt die Walze auf einer wagerechten Unterlage, Abb.259, so ist 
a = 00, ,'j = 0, und es wird aus 6a) mit 'P = To fiir rjJ = 0 

2gs (cos'P - cos 'Po) = (k02 + ao" + 82 - 28ao cos 'P)rjJ2,. . 9) 

woraus fUr kleine AusschHige naoh Vernaohlassigung von 'P2 q,2, sowie mit 

ko2 +(ao -s)2=los . ....•...... 8a) 

wieder 7a) bzw. 7b) hervorgeht. Da ersiohtlioh nach 8) 

I s=18-1-I~ri.->18 
o 'a-ao 

.. 8b) 

ist, so sohwingt das Walzpendel auf der Ebene langsamer als in 
einem Kre isbogen. 

Weiter erkennt man, daB kleine Schwingungen urn die Lage 'P = 0 nur 
so lange moglich sind, als I ~> 0 iat. Dies trifft fUr das Walzpendel im Kreis
bogen zu, solange 

a()2+(a-ao)s:·0. oder 002--"(ao-a)8 ..•... 80) 
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ist. Es kann demnach auC'h 8 negativ sein, d. h. der Sohwerpunkt darf bis zur 
Grenze ao2 = (ao - a)8 iiber der Rollkreismitte M liegen, dariiber hinaus wird 
allerdings an Stelle von 7 a) mit g = - ({2l 

Ip2==C 2 ('P2_'P02), 'P='11e"t (fee ,II .7c) 

wobei 4 'PI 'P2 = 'P02 ist. Wir erhalten also eine asymp
totische Bewegung, die sofort zum Umkippen des Walz
pendels in die stabile Lage fiihrt, urn die es dann wieder 
Schwingung vollziehen kann. 

Der stabile Schwingungszustand der Walze bleibt 
auch noch erhalten, wenn dieselbe nicht auf der Innen
seite, sondern mit umgekehrten Vorzeichen von a nach 
Abb.260 auf der AuBenseite einer festen Kreis
bahn rolIt, wobei die Umfangspunkte des Rollkreises 
Epizykloiden. andere Punkte dagegen Epitrochoiden be
schreiben, solange in 71 und 8) 

s 
au:! 

a 1-ao 

bleibt. 

l =koe+ (a()-s)"), "'d' 
I .•. '" ) ao"!. 

s-
a ao 

mgl 
I 

I I 
I {} I 

N 
I I a: 
I / 
1/ 
1/ 
II 

0' 
Abb. 2M). 

Ersetzen wir die Walze durch einen Stab, dessen Schwerpunkt um 80 liber 
dem Beriihrungspunkt mit dem festen Fiihrungskreis in der Ruhelage liegt, so 
geht der Rollkreis mit ao = 00 in eine Gerade iiber und wir haben fiir diese 
sog. W ippe, Abb. 2fil, naoh Bd) und B) 

Damit die OJ. 7) hiermit auf stabile Schwingungen 
fiihrt, muB nur 80 < a, d. h. die Stabdicke klei
ner als der Walzdurchmesser sein. 

SchlieB!ich kann auBer a auch noch ao negativ 
werden, woraus ein Walzen des Rollkreises auf einem 
vonihm umfaBtenZapfe n. 
Abb. 262,alsoeinesog. Wiege 
entsteht. Fiir diese ist alsdan, na E .. == - - ._- ,so- -~ - ' .. '..=..J.-' 

l=ko"+(ao,,·sj" 
··Ofiira" 

a" s+ . fI 
ao-·a Abb. 261. 

ko:.! --i-- S()2 

a-so 
•••. -':e) 

Abb.262. 

zu setzen, womit sich unabhangig von der Lage des Schwerpunktes 
des Walzpendels stets stabile Schwingungen nach GJ. 7b) ergeben. 
1m Sonderfalle eines diinnen KreisringeH vom Halbmesser an. der auf dcm 
Zapfen mit dem Halbmesser a wiilzt, ist alsdann mit 8 = 0, ko = ao 

l·~c 2(ao - a). 

2. Beispiel. Naohdem wir schon oben die Cbereinstimmung der Ditfe
rentialgleichungen 5a) des Gleitens einer Walze auf einer vollkommen 
glatt en Kreisbahn mit den Bewegungsgleichungen des Doppelpendels er
kannt hahen, so brauchen wir uns mit den daraus hervorgehenden gekoppelten 
Schwingungen der Walzenmitte und des Schwerpunktsstrahls s urn diese, we~che 
durch die beiden Winkel 'f) und I~ (entspr. '1\ und 'P2 in ~ 65) gegeben sIDd, 
nicht mehr zu befassen. Dagegen sei hier noch der Sonderfall der Walze auf 
einer wagerechten ebenen Unterlage, Abb.259, (mit R=O). kurz be
handelt, fiir den sich aus 5) mit /I = 0 

mg-X. m[i, -lVssiu'l =mk,,"i, .... ' .. 10) 
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ergibt. Daraus folgt zunaohst, daB der Schwerpunkt S keinem wagereohten 
Anlauf unterliegt, also in dieser Riohtung nur gleichformig mit i = c fort
sohreiten kann, hzw. wenn c=O ist, nur lotreoht a.uf- und absteigt, 
wahrend die Rollkreismitte wagereoht hin- und hersohwankt. Do. 
beide Punkte den festen Abstand s besitzen, so haben wir es mit der duroh 
Abb. 6, § 1 gekennzeiohneten Hypozykloidenbewegung eines Rollkreises vom 
Durohmesser s und einem Bolohen vom doppelten DurohmeBser zu tun, wobei 
die Enden von s auf dem Aohsenkreuz duroh die Mitte des festen Kreises 
hingIeiten. 

Sohalten wir nun in 10) den Bahndruok N aus und ersetzen nooh naoh 
Ib) mit -8=0 

fi = - s (q; sin ip + q,2 cos <p), 
so bleibt 

(k02 + 8 2 sin2 <p);P + gs sin <P + 82 ,p2 sin <P oos <P = O. . . . . lOa) 

Zu demselben Ergebnis waren 
{}=O, ,0.=0; 0.=0, a=oo 
a ·0 = i I setzen, so daB 

wir auoh gelangt, welln wir in GI. 50.) mit 
den wagerechten Lauf der Walzmitte 

x'=s(q;oos <P -,p2sin<p) 

gs Bin <P + (k02 + s2) q; = sx' cos <P 
} ...... . 11) 

ubrig bleibt. Hieraus erheUt, daB die Bewegung zwei Freiheitsgrade x' und <p 
beBitzt, und daB wir naoh AUBBohalten von x' wieder Gl. lOa) erhalten. Duroh 
Erweiterung von lOa) mit dip und Integration ergibt sich daraus die Arbeits
gleiohung 

0-2gsoos<p+(ko2+s2sin2<p)q,2=0, ••••.. lOb) 

die wir auoh unmittelbar mit den genannten Annahmen fur -8 und a aus 40.) 
hatten ableiten konnen. Hierin bestimmt sioh der Festwert 0 duroh den zu 
einer bestimrnten Lage <Po gehorigen Drehwert ,po, so daB man, wenn fUr 
ipo = %, CPo 2 = 0 gesetzt wird, eine dauernde Kreisbewegung von S um den 
hin- und hergehenden Mittelpunkt M erhalt, die ganz dem voUen Umlauf 
eines gewohnliohen Pendels entsprioht und naturgemaB mit stark verander
Iiohem Drehwert ,p verlauft. 

Betraohten wir dagegen Sohwingungen urn die untere Ruhelage, setzen 
also q, = 0 fur ip = ipo, so wird aus lOb) 

(k02 + 8 2 sin2 ip) q,2 = 2 g8 (oos <p - cos <Po) 

und bei Beschriinkung auf kleine Aussohliige' 

. 100) 

(ku2 + 8 2 q;2) q,2 = g8 (<p02 - q.,2). 12) 

Beaohten wir, daB s <p jedenfalls klein gegen ko 2 ist, so durfen wir dafur an
geniihert Bchreiben: 

oder 

2 I .. 

(1 + s 2) . - tl g8 I 2 2 12 ) Z-k 2ip <p- kd<po-ip' ••.•••• a 
o 0 

I d ., °d dtll ~ ='J_ + 8-_"'-~_ ({J --- • ••••• 12 b) 
k02 ,'<P02 - <p2 2 kg2 Vipo2 _ ip2 

Setzen wir darin ip = ipo sin 'P, d <p = <Po oos 'P d'P mit den zusarnmengehorigen 

Grenzwerten ip =. 0, V' = 0, ip 7" <Po, 'P = ~, so wird daraus: 
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und ergibt, integriert mit der Ilnteren Grenze t = 0, V' = 0: 

13) 

oder 

~rg8 _ (1 + 8 2 2) . '/-' 8 2 2' (2 . 'P ) t -k2 - 4k'·'2'PO arcsm -S--k2'Posm arcsm,~. 
o \ o· 'Po 0 'Po 

13a) 

n 
Fiir rp = 'Po und '1' = 2 wird daraus der vierte Teil der ganzen Schwingungs-

dauer to, also 
to -- 2 nJ" :~ (1 + /;02 'P02) , • • . . • . .. 14) 

in naher tlbereinstimmung mit einem Pendel von der Lange l = ko 2 • Beziehen 
8 

wir die Achsenabstiinde y des Sehwerpunktes S und x des Mittelpunktes M 
des Rollkreises auf die Mittellage des ersteren, so ist 

oder angenahert 
?/=8eosq .. , X= 8sin 'P •....• 15) 

I • • ,-'--, ( rp2' I w,,2., \ 1 
y=" 8 v.I-sm"'P = 8 vI ~CP" .. ", 8 1,1- 2-) =8 \1- 2 sm''P) ~ 1;, a) 

x = 8 sm 'P = 8 'P = 8 'Po sm V' , J 
womit aueh deren Abhiingigkeit von der Zeit unter Hinzunahme von 13) ge
geben ist. 

3. Beispiel. Das Wiilzpendel befindet sieh im Gleichgewicht. 
wenn nach Gl. 2) mit x = 0, y == 0, ;p = 0 

oder wenn 

Rcos{}- N sin{} = O. R sin i) + N cos ,9, =~ mg) 
R(ao-8eOS('P -- (}))+N8sin ('P+H) =0 1" Hi) 

R=mgsinD, N=mgeos{), aosinlf+8sinrp=O. 16a) 

ist, d. h. wenn der Sehwerpunkt S lotreeht iiber dem Stiitzpunkt P 
auf der Fiihrunl'(sbahn liegt. 1st im FaIle des reinen Gleitens R=O, 
so ist naeh 16a) das Gleiehgewieht nur moglieh fiir {} =c" O. rp = 0, d. h. fii r 
die tiefste Lage des Walzenmittels mit senkreeht darunter befind· 
liehem Sehwerpunkt. 

XIV. Die Scheibenbewegung mit Widersmnden. 

§ 71. Die Scheibe anf fester Fiihl'ongsbahn. Die Bewegung 
einer Scheibe, die auf einer festen Fiihrungsbahn 

fl (xy) == 0, riy = dx tgl~ 11 

vermittels einer Randkurve 

2) 
rollend hingleitet, haben wir schon in § 61 an Hand der Abb.22H 
kennengelernt nnd insbesondere festgestellt, daB sie zwei Freiheits
grade besitzt. Mit der AuBenkraft Q, deren Achsenanteile X Y und 
deren Moment um den Scheibenschwerpunkt Jlfo sein mogen, er
hielten wir die Bewegungsformeln: 

"1-+ VI .. "IT I y' .. ) 
~l. A =rnxo' L T = rnyo ~ B) 

Mo+ y' (x-xo)- X' (Y-!lo) = In k0 2 cp, J' ... 
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worin x'r' die Achsenanteile des Bahndruckes an der Beriihrungs
stelle x y mit der Tangentenneigung {} sind. Zerlegen wir den Bahn· 
dru ck in einen N ormaldruck N und einen Tangentialdruck R, so wird 

- X' = R cos If - N sin {}, ~ 1" = R sin H + N cos {}. . 3 a) 

Erweitern wir ferner die Formeln 3) mit dxo' dyo, drp und addieren, 
so folgt mit Xo dxo + Yo dxo = Xo dxo + Yo dyo = v dv, rp drp = 0 dip 
die Arbeitsgleichung 

Xdxo +Y dYo+Modrp 

+X'[dxo--(Y--Yo)dtp J+Y'[dYo+(x-xo)dlp] =m(vdv+ko2 Ipd/p). 4) 
Hierin stellen die mit X' Y' behafteten Klammerausdriicke 

elementare Verschiebungen des Beriihrungspunktes dar, die 
sich aus denen des Schwerpunktes dxo dyo und den Drehungen 
- (y ~ Yo) drp, (x - xo) drp urn denselben ergeben. Andererseits gilt 
fii.r den Beriihrungspunkt, in dem mit der Scheibe fest verbundenen 
Schwerpunktsachsenkreuz 

;1; - Xo = $ cos (I' ~ 17 sin IP, !I - Yo = $ sin 17' + 'fj cos IP, 
also 

d (x - xo) = d $ cos (I' - dll sin (P - (y - Yo) d (P ~ 
d (y - Yo) = d $ sin rp + d'fj cos 17' + (x -xo) dip J' . 

oder wegen 5) 

6) 

6a) 

d (x - x') = d ~ cos (P ~ d'fj sin q;, d (y - y') = d ~ sin rp + d'fj cos rp 6 b) 

und nach Erweiterung mit sin H, cos H und Abzug mit Riicksicht 
auf 1) und 2) 

d (y-y') COSI~ ~d (x-x') sin H = dll cos (B-(p) - d~ sin (19~(p) 
dy' dy 
dx,=tg I9=dx' . ........ 60) 

so daB also die Verschiebung des Beriihrungspunktes 

dy' sin {} + dx' cos H =.\1 dX'2 + dy'2 = ds' . 7) 

langs der Fiihrungskurve stattfindet. Damit aber, sowie mit 3a) folgt 

X' dx' + Y' dy' 
= (N sin 19 ~ R cos if) dx' ~ (N cos H + R sin I?) dy' = - R ds' 

und die Arbeitsgleichung 4) vereinfacht sich in 

Xdxo +Y dyo + Mo dip =m(vdv + k02 Ip dip) + Rds', . 4a) 
worin das letzte Glied rechts einen Arbeitsverlust darstellt, der 
nur durch eine tangentiale Widerstandskraft R und eine 
Verschiebung ds' des Beriihrungspunktes bedingt sein kann. 
Diese Widerstandsarbeit tritt nicht auf, wenn mit R = 0 der Bahn
druck normal zur Bahn, wie es bei volIkommen glattem Scheiben
rand und Fiihrung in der Tat zutrifft, steht. Es verschwindet eben· 
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falls mit dIS' = 0, odeI' wegen 7) elx' = ely' = 0, d. h. bei ruhendem 
Beriihrungspunkt. Damit abel' ergibt sich aus 6 b) durch Quadl'ieren 
und Addiel'en 

,1 ., + l" 1 "" + d ., ux" (y- = I 1;. .'Ir, 7 a) 

was wir schon £riiher als Bedingung fill' das I' e i n e A b roll e n del' 
Scheibe auf del' Fiihrungsbahn kennengelernt haben. Dies tritt 
immer dann ein, wenn bei l'auher Bahn und rauhem Scheibenrande 
mit del' Reibungsziffer r 

° R<f'N H) 

ausfallt, da alsdann die Reibung nicht iiberwunden werden kann. 
Beim Hingleiten des Beriihrungspunktes abel' hat stets die Tangential
kraft ihren Hochstwert 

R=cfN, odeI' X'(cosO+fsin,'))=l"(rcosl~ -sinN),. Ha) 

womit zugleich eine Bedingungsgleichung gegeben ist, die zu den 
Bewegungsformeln 3) hinzutritt. Diese geniigen alsdann im Verein 
mit 1), 2), 6 a) und H) gerade zur Bestimmung del' U nbekann ten 
X', }", xo: Yo' x, y, IT, wonach sich del' Gleitweg aus 7) ergibt. 

1. Beispiel. Die vorstehenden Betrachtungen gelten auch fiir den Fall 
cineI' Kreisscheibe mit dem Halbmessel' r, die ohne Ortsverandel'ung des Schwer· 
punktes, del' in ihl'el' Achse liegen mag, sich lediglich dreht, wobei nach 
Abb. 263 der Gleitweg d s = r dcp ist. Alsdann haben wir mit 

RUS :1) 

und wegen ;-:a) 

also 

,I' - .1'0 = l' sin t9, .1/ - 1111 = - l' co~ {} 

X~X' .0, Y-:-Y'cO \ 
Mo+(X'cosN t· Y'Rilll?)r=mko"i':J . 

R = - (X' cos 11 + Y' sin 17) = (X. 

M" = Rr + mko"'1= (N1'i .. mk ll"ri'· 

Xo x 

Abb.263. Abb.264. 

9) 

10) 

9a) 

Daraus folgt del' Gleichgewichtszu~tand, bei dem die Scheibe sich ohne 
Ol'tsvel'anderung gleichfiirmig dreht, mit ip = 0 fiir Mo = Rr, wobei die Ge
samtkl'aft Q aus X Y und Mo durch den Bel'iihrungspunkt P del' Scheibe mit 
del' Fiihrungsbahn hindurchgeht und dort vom Bahndruck Q' aufgehoben wird, 
Abb. 264. Mit dem Hebelarm r ll von Q in bezug auf die Scheibenmitte ist 
alsdann 

, . . . . . 9b) 
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oder wegen 8 a) und Q" =, Re +- N2 = N" (1 + (2) 

1"2 = _L __ = r. .. ' { ............ lJe) 
r vI + 12 0 

Die auf einer Fiihrungsbahn sich drehende Scheibe, z. B. ein Zapfen in einem 
Lager, befindet sich also im Gleichgewicht, wenn die an del' Scheibe wirk
same auBere Gesamtkraft Q den Kreis mit dem Halbmesser ro < r den sog. 
Reibungskreis gerade beriihrt. Andernfalls nimmt der Drehwert ab oder zu
wenn die Kraftrichtung den Reibungskreis schneidet· oder an ihm vorbeigeht. 
Dies trifft auch fiir die Drehung eines Zapfens in einem (nicht geschmierten) 
Lager von groBerem Schalendurchmesser zu, wobei fo gewohnlich als Zapfen, 
reibungsziffer bezeichnet wird. 

Wird umgekehrt auf die urn ihre Mitte drehbare Kreisscheibe durch 
einen andern Korper ein Druck Q' ausgeiibt, so nimmt die Scheibe eine 
verzogerte oder beschleunigte Drehung an, wenn Q' ihren Reibungskreis 
schneidet oder nicht, woraus dann fiir die anfanglich ruhc:::.de Rcheibe im 
ersten Fall eine Selbstsperrung hervorgeht. Daher ist es im allgemeinen 
nicht moglich, durch ein sog. Exzenter, d. h. einen die ganze Welle umfassen
den Kurbelzapfen, dessen Kurbelarm meist kleiner ist, als del' mit dem Zapfen
radius wachsende Halbmesser des Reibungskreises, die Welle anzutreiben, wahrend 
del' umgekehrte Antrieb durch ein Drehmoment an del' Welle stets durchfiihrbar 
ist. Hieraus erklart sich auch die Notwendigkeit, die Kurbel einer Kolbenmaschine 
zum Anlaufen so weit aus dem Totpunkte herauszudrehen, bis die Richtung del' 
Schubstangenkraft nicht mehr den Reibungskreis des Wellenlagers schneidet. 

Durch Messung der Umfangskraft Reiner sich gleichformig drehenden 
Scheibe ergibt sich bei bekanntem Scheibenhalbmesser aus 9 b) das Dreh
moment und daraus dessen Leistung Mow. Davon macht man Gebrauch bei 
dem von Prony vorgeschlagenen Bremszaum, Abb.265, del' die Bremsscheibe 
mit zwei durch Schrauben angezogenen Backen A nnd B umfaBt und mit einem 
Hebel von der Lange l versehen ist, del' mit del' Kraft P am Punkte C auf 
eine Wage driickt, so daB Mo=R.r=P.l ......•.••.. 10) 

ist. An Stelle del' Bremsbacken verwendet man zum Zwecke der gleichmaBigeren 
Anlage an del' Scheibe nnd der besseren Ableitung del' Reibungswarme, die 
durch Vernichtung der Arbeit frei wird, einzelne auf einem Metallband befestigte 
Bremsbacken oder laBt auch ein dnrch eine meBbare AuBenkraft gespanntes 
Band selbst auf del' Scheibe schleif en, woraus die sog. Band brem se hervorgeht. 

a 
l 

p 

Abb.265. Abb.266. 

2. Beispiel. Eine Rolle Yom Halbmesser a, vom Gewicht G = m 9 und dem 
Schwungarm ko bewegt sich auf einer rauhen schiefen Ebene von del' Neigung a. 
Dann lauten die Bewegungsgleichungen im AnschluB an Abb. 266 mit de m A b -
wartslauf v des Schwerpunktes und dem gleichsinnigen Drehwert w 

mgsina-R=mv, N=--=mgcosc, Ra=mk02w .•.•• 12) 

Fur das Vorzeichen von R ist die Bewegungsrichtung des Beriihrungspunktes P 
maBgebend, die ihrerseits durch den Unterschied v - aw, d. h. durch die 
Gleitung bestimmt ist. Fur die Abwartsbewegung von P gilt also Abb. 266 

v>aw, R=fN={mgcoslC ..•••.•.. 13) 
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und damit wird aus 12) 

9 (sin" - l' cos L( I C~ 1', 

, . , , ,I;)al 

d, h, eine gleichfOrmige Zunahmc des Lau~es v, des Drehwertes 0) 

Gleitung r - am, so lange 
I a2 \ 

tg (( > l' i 1 . L ,., \ , 
~ -= \ I ko'!.) 

Andererseits ist die Bedingung fiir reine~ Rollen nach :-:) R. 
mit 121 

9 sin c - v 
also addiert mit V == (t" 

tg" 

1'g cos c, aw, a e 
l' 9 k e eos " , 

" 
;' a~ 

/ '1.1.1., --tgu \ ko" - -0' 

und del' 

, , ISh) 

1'N also 

14) 

Fiir diese kleine N eigung erhalten wir aJso aus 1;) a) eine A bnahme del' Glei
tung, die zur Zeit t, mit den Anfangswerten Vo - rt Wo 

t _" Vo -awo 
1 - I ' L't -aw,~O 14a) 

9 J cos a ( 1 + J,~:l- sin" 
'0 

gewordenist, woraus ein fcrnere,; reines Rollen 
hervorgeht, Fiir dieses verIiert dann GL 13a) ihren 
Sinn und wir erhalten aus 12) selbst mit v· caw 
nach Ansschalten von R 

( 
k .,\ 

gsint:cl+~~)v, , __ . 14b) 

v 

IX 

Abb. :!67. 

also ein gleichfOrmig beschleunigtes Abwartsrollen, ill das im Faile 
14) die Bewegung iibergeht, 1st dagegen trotz des Abwartsganges des Schwer
pUnktes infolge des Anfangszustandes der Bewegung Vo .::::: awo bei gleichem 
Drehsinne der Rolle, so hat man wegen des A ufwar t sla u fens des Beriihrungs
punktes P. Abb, 267, 

v (tf l ). R ~ - l' y == - I'm 9 COS" , , 

und damit aus 12) 

9 (sin « ~ l' cos c) .i;, 112 I 1'g k"e cos c: = - aoj 

9 I sin <: r cos" ( 1 I 
J 

. 17:>a) 

Es nimmt also hierbei v zu lind w ab, bis zur Zeit 

sin c 

aw" -1'0 

. (- -a2 \ ' t cos «( 1 + k' . 2' ) 
[) , 

o 15 b) 

geworden iat, wonach fUr u;:S ((0' Gl. 14) reines Rollen 14 b) eintritt, odeI' fiir 
a.> ao mit weiter wachsendem v - aw > 0 das Vorzeicben von l' wechselt und 
an Stelle von 15a) die Bewegung nach den Formeln 13a) weiter verlauft, 

Bei umgekehrtem Drehsinn und Abwartsbewegung der Rolle, 
Abb. 2 fi:-: , gelten ebenfalls die Formeln 13 a), aus denen eine bestandige Zu-
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nahme des erst negativen Drehwertes w < 0 iiber 0 in eine positive Drehung 
hervorgeht. Bei der Aufwartsbewegung der Rolle und positivem Drehsinn 
miissen wir dagegen im AnschluB an Abb. 269 die Formeln 150.) anwenden, 
welche eine Zunnahme des erst negativen Laufes v < 0 iiber Null in den posi
tiven Wert, d. h. ein Ubergang in die Abwartsbewegung ergeben, die 
dann wie oben geschildert weiter verlauft. 

v 

IX 

Abb.268. Abb.269. Abb.270. 

Beim Aufwartsgang mit negativem Drehsinn, Abb.270, gilt mit 
[v] > law] ebenfalis GI. 150.) und ergeben eine Zunahme des erst negativen 
v < 0 iiber Null bis zu positiven Werten mit gleichzeitiger Abnahme von w < 0, 
d. h. wieder eine Umkehr in die Abwartsbewegung, die naturgemaB spater 
eimletzt, wenn nach Abb. 271 schlieBlich [v] < law] ist, wobei nach 130.) w < 0 
zunimmt und nach Durchgang durch Null positiv wird, worauf dann bald die 
Bewegungsumkehr erfolgt. 

Die Rolle wird daher aus jedem beliebigen Anfangszustand 

Abb. 271. 

schlieBlich in eine 
A bwart s bew egu ng 
mit zunehmender 
Gleitung oder rei
nes Rollen ii ber
gehen, sola.nge 
IX ~ IXo is t. SchlieB
Iich erkennt man 
leicht, daB die Be
wegung auf wage
rechter Ebene mit 

),..L.../----::!:---:!:,--,l:--_~x IX =0 nur in reines 
o x,. x.xz Rollen ausartet, was 

Abb.272. sich an Billardballen 
leicht bestatigen laBt. 

§ 72. Die BeweguDg zweier sich beriihreDder ScheibeD. Die 
Betrachtungen des letzten Abschnittes lassen sich nun ohne weiteres 
auf die Bewegung zweier Scheiben ausdehnen, die dauernd mitein
ander in Beriihrung stehen, Abb.272. Wir brauchen dazu nur auf 
der andern Seite der Fiihrungsbahn 

f(xy)=O, dy=dxtg1'J, ....... 1) 
die jetzt allerdings nicht vorgelegt, sondern lediglich als geometrischer 
Ort der Beriihrungspunkte beider Scheiben in Abb. 272 gestrichelt 
angedeutet ist, die zweite Scheibe anzulegen. Auf diese wirkt dort 
der entgegengesetzte Bahndruck - Q' mit seinen Achsenanteilen 
- X', - Y', wahrend sich fiir die erste nichts andert. Bezeichnen 
wir also die Schwerpunktsabstande der Scheiben m1 m'.l im fasten 
Achsenkreuz mit Xl Yt' X 2 Y'.l' ihre absoluten Drehwinkel gegen dieses 
mit !PI !P2' die Schwungarme mit ki k'J' so lauten die Bewegungs-
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formeln mit den AuBenkraften Xl Yl . X 2 1'2 und den zugehorigen 
.Moment en Ml M2 um die Schwerpunkte 

Xl 
11fl 

X'=1nI X1 • Yl +-Y'=rnlYI 1 
y' (x - Xl) - X' (y - YI) c= Ini "12 ¢l l 

X 2 -X' ~m2x~, Y2 -1" =m2Y2 
Jll~ - Y' (x -- X~I +- X' (y - Y2) =mk~2 ;(2 

r' 

J 

2) 

Durch Addition je zweier Formeln fUr die gleiche Richtung fallen 
die Zwischendruckanteile X' y' heraus und es bleibt 

wahrend dio Addition del' Momente 

JvII -+- M2 .1'" (x~ - Xl) - .. Y' (!J2 - YI ) = rill kl 2 (PI +- 1n2 k22 ¢2 

ergibt. Daraus konnen wir abel' X' y' mit Hilfe del' Kraftgleichungen 
2) ausschalten und erhalten schlieBlich 

J1Il + M2 -t- .1"1 Xl - Xl YI + Y2 X 2 X 2 Y2 
= m1 k1 2 ip] + m2 k22 iP2 --r ml (YI Xl - 1\ yJ + Jr/ 2 (y.~ x 2 -- x~ Y2) 2 bl 

als Momentenformel fUr die Gesamtheit beider Scheiben im Einklang 
mit dem Satze del' verlorenen Krafte, zu denen hier del' Zwischen
druck gehort. 

Wichtiger fiir uns ist die Arbeitsgleichung, die wir durch Er
weiterung del' Kraftformeln 2) mit den zugehorigen Schwerpunkts
verschiebungen dXI dyp dX2 dY2 und Drehungen depl dlP'J' sowie 
Addition unter Beachtung von xdx + ydy = vdv erhalten wie folgt 

Xl d Xl + YI d YI X 2 d X 2 + y~ d Y2 + Ml d ep1 + M2 d (P2 
X' (d Xl - (y - Yl ) depl) - X'ldx~ - (y - Y2) d ep2) 

+ .1'" (d 1ft + (X - xl)d epl) -- Y' (dY2 + (X _. x)d 'P2) 

= rill Vl d VI + kl'~ 11 d (il +- 1n2 v2 II t'2 + k22 1'2 II fi)2' 

Hierin sind abel' wiedel' 

3) 

dxl - (y - Yl ) dlPI = dx/, 
d x., --- (y . y.,) d (I '., =, d x.,', ... "".....J 

dYI +(x-xI)depl==dY<~. 4) 
dy2 +(x--x2 )dfP2=dY2 J 

Verschiebungen del' Beriihrungspunkte beider Scheiben. deren Normal
anteile zur Beriihrungstangente einander gleich sein miissen. um die 
Beriihrung aufrecht zu erhalten. Es ist also 

d((YI: _ Y<) = tgl'f = ~~ . . . . . . . . 4 a) 
d Xl -- x2 ) " X 

und die gegenseitige in die Tangentenrichtung fallende Verschiebung 
oder G lei tun g del' Scheiben aneinander 

d (y/ - Y2') sin {) + d (x/ - x/) cos I~ = d 8', •.•• 4b) 
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wahrend die Zerlegung der Zwischenkraft Q' in einem Normalanteil N 
und den Tangentialanteil R wie in § 71 

-- X' = R cos{} - Nsin19, - y' = R sin {} + N cos {} 5) 

ergibt. Mit 4 b) und 5) wird aber aus der Arbeitsgleichung 

2: (X dx+ Y dy +M d (p) = R ds' + 2:m(v dv + k2 ip dip), . 3a) 

so daB wir auch hier wieder einen Arbeitsverlust erhalten, der 
an das Bestehen eines Tangentialanteils R der Zwischen
kraft Q' und einer Gleitung ds' der Scheib en aneinander 
gebunden ist. Das Gleiten tritt nicht ein, solange 

° R<t'N ......•... 6) 

und fiihrt dann auf die Bedingung d s' = 0, oder wegen 4 b) und 
4 b) d x/ = d x2', d y/ = d y,/ eines relativ ruhenden Beriihrungs
punktes, d. h. auf reines Abrollen der Scheib en aufeinander. 

Andernfalls nimmt die Tangentialkraft ihren Hochstwert 

R=f'N .......... . 6a} 

an, urn beim Gleiten die Reibung zu iiberwinden. Die Formeln 2) 
4 a), 5) und 6a) geniigen erst dann zur Berechnung der Unbe
kannten X', Y', R, N, x, y, Xl' Yl' X2' Y2' CPl' CP2' wenn wir die Glei
chungen der beiden Randkurven hinzunehmen. 

Urn die Zahl der Freiheitsgrade der bei ihrer Bewegung mit
einander in Beriihrung stehenden Scheib en zu ermitteln, erinnern 
wir uns, daB jede derselben bei vorgelegter Fiihrungsbahn eine Glei
tung langs derselben und eine Drehung urn den Beriihrungspunkt 
vollziehen kann, woraus vier Freiheitsgrade hervorgehen. Da indessen 
die Fiihrungsbahn in diesem Falle nicht vorgeschrieben ist, so tritt 
hierzu noch ein weiterer Freiheitsgrad, so daB wir insgesamt fiinf 
Freiheitsgrade der Bewegung erhalten. Dies erhellt auch aus der 
Tatsache, daB man zunachst die eine Scheibe ihren drei Freiheits
graden, d. h. den Verschiebungen ihres Schwerpunktes und der 
Drehung urn diesen frei folgen kann, wahrend alsdann die Lage der 
zweiten mit ihren beiden Schwerpunktsabstanden durch die Be
dingung der Beriihrung mit der andern, welche die Drehung fest
legt, gegeben ist. 

Tritt hierzu noch die weitere Bedingung des unverander
lichen Abstandes zweier Punkte 01 02 auf den Scheiben ml m2 

etwa vermittels eines starr en Stabes mit den Gelenkzapfen 01 02' 
so geniigt bei beliebiger durch Xl Yl CPl gegebener Lage der ersten 
Scheibe die Kenntnis der Neigung von 01 02 gegen das feste Achsen
kreuz, urn die Lage der zweiten Scheibe gegen die erste vollig zu 
bestimmen. Wir haben alsdann nur mehr vier Freiheitsgrade, 
die auch aus den dreien der Bewegung der Geraden 01 02 und der 
Drehung der einen Scheibe gegen sie hervorgehen, mit der durch 
die Beriihrungsbedingung auch die Lage der andern bestimmt ist. 
Der oben besprochene allgemeine Fall ergibt sich daraus durch Hin-
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zutreten der Veranderlichkeit der Strecke 01 O2 als neuer Freiheits
grad. Sollen die miteinander durch einen Gelenkstab 01 02 veI'
bundenen Scheiben dauernd an einer Bahn durch den Fiihrungs
punkt P hindurch gleiten, so kann dies offen bar nur geschehen, wenn 
das Dreieck 01 02 P unverandert bleibt, also bei einem und dem
selben Beriihrungspunkt keine Relativbewegung der Scheib en gegen
einander stattfindet, die sich alsdann zusammen wie ein starrer 
Karper mit drei Freiheitsgraden verhalten. Daher kann bei einer 
Relativbewegung der Scheib en, die nur in einer Drehung urn einen 
der Punkte 01 O2 besteht, del' geometrische Ort der aufeinandel' 
folgenden Beriihrungspunkte, die bogen. Eingriffslinie nicht tan
gential wie oben zu der Scheibe verlaufen, also in 4 a) und 4 b) 
der Winkel {} nicht mehr die Tangentenneigung . 
im Beriihrungspunkte angeben. Y 

Beschranken wir uns auf den praktisch wich
tigstenFall, daB durchdenStab 01 02=l=fJ1 fJ 2 

die beiden Schwerpunkte miteinander verkniipft 
sind, Abb. 273, so tritt zu dem sonst unverandert 
giiltig bleibenden Bewegungsgleichungen noch 
die Bedingung 

(X2 - .. X1)2 + (Y2 y1r = 72 ,. . 7) 
durch welche also die Zahl der Freiheitsgrade Abb. 273. 
urn einen vermindert wird. Die Bedingung 7) 
ist von selbst erfiillt bei Festhaltung bei der Schei bensch weI'
punkte. Dann abel' vereinfachen sich die Bewegungsformeln mit 
X1 =X2 =,,0, y1 =O, y2 ",=l 

Xl + X' c=c 0, Y1 + Y' =.0, X 2 -X' =0, Y2- Y' =0 1 
'If Y' X' k ~ .. H) 1 1 X -- ~ Y = m1 1" IPI' ( . . 

JvJ2 -Y'x+X'y---X'l=m2 k2 2 Cf2 I 
und die Arbeitsgleichung in 

Mj d(P1 + M2 d(P2 = R ds' +- m1 k12 (PI dep1 -t- m2 k22 (P2 dep2' B) 

Verlangen wir dann noch eine glcichformige Drehung beider 
Scheiben mit bestandigem Dbersetzungsverhaltnis, so geht 
nach § 2 die Beriihrungsnormale stets durch denselben Punkt A der 
Verbindung der Drehpunkte °1 °2 und es ist mit 0 1 A = r l , 02 A = r2 , 

r1 +r2 =1 'l(P1 +r2 '{2==0 . . . . . .. 10) 

1'1f1 +Y'X-- X'y=O, M2 -Y'x+X'y=X'll 

M1 dIPI + M2 d(P2 = R ds' f' 
oder auch Addition der beiden erst en Formeln 8a) 

2111 +M2 =X'l ... 8b) 

Diese Formeln gewinnen eine praktische Bedeutung fiir das Krafte
spiel der Zahnrader und erlauben insbesondere die Ermittlung 
der Reibungsarbeit, welche fiir deren Abnutzung und ihre Arbeits-
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ubertragung von Bedeutung sind. Die letztere ist offenbar abhangig 
von dem Verhaltnis der gewonnenen zur aufgewandten Arbeit, namlich 

17 = - M2 df6= 1--- _R ~~, ...... 11) 
Ml dq\ Ml depl 

welches man allgemein als den mechanischen Wirkungsgrad 
bezeichnet. 

Beispiel. Sind r, r2 die Teilkreisarme zweier wgen. Stirnrader, Abb.274, 
vom Achsenabstande 0, O2 = l = r, + r2 , die sich mit zwei Zahnflanken B B 

I 
I 
1'1 
I 

~+ 
I 
I 

J01 

Abb.274, 

und C C im Punkte P beriihren, so sind die Achsen
anteile des Zahndruckes Q' auf die Flanke B R 
nach 5) mit 6a) 

X' = ~V (sin {) - r cos 0) ) 
Y' = - N(cos {)+ 1'sin 0) J' .. 5a) 

wenn if die Neigung der Beriihrungsnormale 
A P = n gegen die Zentrale 0, O2 bedeutet. Wahlen 
wir den Beruhrungspunkt der Teilkreise A als 
Anfang, so hat P die Achsenabstiinde x y und 
wir erhalten fur die Momenteum die Achsen 0, O2 

M, =X'(r, +y) + Y'x= 1 
= X' (r, + n cos 19) + Y' n sin {} 

J' . 12) 
M2=X'(r2 -y) - Y'x= 

= X' (1'2 - n cosH) - Y' n sin {} 

oder wegen 5a) 

M, = N [1', (sin {) - l' cos 0) - 1'n]} 12 
Me = N [r2 (sin {} - l' cos{}) l' n] . a) 

und daraus mit 10), d. h, 1', dep, + r2 dep2 = 0 

M, d'P, M2 df{2 = -/,N n (dep, - d'P2)' 13) 

Da nun l' N = R den Reibungswiderstand bedeutet, so stellt 

n (d'P2 - dep,) = ds' . , , 14) 

den Gleitweg der beiden Zahnflanken aufeinander dar. Setzen wir darin den 
Wiilzbogen auf den Teilkreisen 

1'2 dep2 = - r, dep, = ds, 
ds 

d'P., =--, 
- r~ 

so wird aus 14) 

also aus 13) 
dSI=nds(-~ +~)" 

t 1 r'2 

M, d'h + M2 d'P2 =c l' N n ds (~-
1 

ds 
d'P,=--- , 

1', 
, 14a) 

, 14b) 

. 13a) 

Diese Gleichung liiBt sich integrieren, wenn wir den Zusammenhang zwischen 
N1~ und ds kennen. 1m Faile einer Evolventenverzahnung ist nun AP 
Tangente an den Kreis um 0 , und stimmt mit dem zugehotigen Wiilzbogen 
iiberein, so daB hierfiir ds = dn wird, wiihrend zugleich N die in A auf 0 , O2 

senkrechte unveriinderliche Umfangskraft der Zahnriider bedeutet. Somit 
gilt hierfiir I • T (1, 1 \ 

M, d'P, T Me d'P2 = I'll 8 ds \ -- + -), 
,1', r 2/ 

oder integriert 
82 ( 1 1 \ M, 'Pt + M2 'P2 = l' N -2 ----- + -), 

Y1 r:! 
, .... ,13b) 
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also ist der Wirkungsgrad mit ~ 'fl = - N r1 'fJl = N 8 

11=1-1'iC1 :J .. 
Fiihren wir noch die Zahnezahlen Zl ze beider Rader durch 

s· Zl =C~ 2 Jf r" s· z~ = 2 n r2 • • • • Hi \ 
ein, indem wir den Walzbogen der Teilung gleichsetzen, so wird aus 15) 

'I = 1 - 1'.7 (1 + 1)1, . • . . . . . . . . 15 al 
\ Zl z'!. 

so daB also der Wirkungsgrad urn so groBer, der Arbeitsverlust um so kleineJ' 
ausfiillt, je mehr Zahne die beiden Rader besitzen. 

Da bei groBer Ziihnezahl, also kleiner Zahnteilung auch bei anderen Zahn
formen der WaIzbogen s sich nur wenig von der Normalen unterscheidet und 
ebenso die Richtung von N stets derjenigen der Tangente nahekommt, so gel ten 
die vorstehenden Ergebnisse in erster Annaherung allgemein fiir beliebige Zahn
formen, von denen allerdings die Evolventenverzahnung den Vorzug verdient. 

§ 73. Der Rollwiderstaml. Das reine Abrollen starrer Scheiben 
aufeinander, das auch als relative Drehung urn den relativ ruhenden 
Beriihrungspunkt aufgefaBt werden kann, muB schon wegen des 
Wegfalls jedes Gleitweges der Scheiben gegeneinander ohne Arbeits
verlust erfolgen. Nun haben aber Versuche von 
Osborne Reynolds (1875) gezeigt, daB beirn 
Rollen von Eisenwalzen auf Gummiunterlagen 
merkliche Gleitungen auftreten, und ebenso 
gelangt eine solche Walze auch auf harterer 
Unterlage schlieBlich zum volligen Stillstand, 
der unter dem EinfluB des Luftwiderstandes 
erst nach unendlich langer Zeit erreicht werden 
konnte. Dieser Widerspruch ist natiirlich in der 
bisher von uns festgehaltenen Annahme der 
Starrheit der aufeinander abrollenden Scheiben 
begriindet, die in Wirklichkeit nicht vorhanden 
ist und schon mit dem Auftreten der Gleit
reibung unvertraglich war. 

Zwei durch die Zentralkraft ± Q gegen
einander gedriickte Kreisscheiben mit den 
Halbmessern 1"1 r2 , Abb. 275, werden sich dem
nach im Gleichgewichtszustande nicht nul' an 
einem gemeinsamen Randpunkt beriihren, son
dern in der Nachbarschaft der Beriihrungs
normalen eine solche Formanderung erfahren, daB eine schmale gemein
same Beriihrungstlache entsteht, deren Spur in der Bildebene angenahert 
ebenfalls als Kreisbogen vom Halbmesser r urn denPunkt ° auf del' 
Zentralen 0 1°2 angesehen werden darf. Bezeichnen wir die Eindrucks
tiefen del' Beriihrungspunkte A in beide Walzen mit hI h'J' so ist 
001 = J' -+-- r1 - hI' 002 = r- r2 + h'!, also in den Dreiecken 0 P()l 
und OP02 mit den Winkeln Cf! bei ° und Cf!l Cf!2 bei 01 und O'! 

r+1"l_~I~! si~Jp+Cf!l) r--r2+'~2.. sin(Cf!2~:-Cf!) 
j. 

Lorenz. Techn. Phy.ik 1.1. 2. Autl. 

r sin Cf!2 

22 
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oder wegen der Kleinheit aller Winkel qJ qJl qJ2 mit der halben 
Breite A P = r f(! = b der gemeinsamen Beriihrungsflache 

r + r 1 -- hl = 5L + 1 , 1" - _'C2I l~~ = 1 __ ~ 
r ~ r ~ 

h - hl) qJl = h - h2 ) qJ'J = U • . . . 1) 

Zur Berechnung des Halbmessers r der Abplattung fiihren wir 
deren Sehnenh6he AAo = h ein und erhalten alsdann in Abb. 276 

oder 

OAo= 1"- h, 0lAo=1"l + h - h1 , 02 AO=r2 - 11,- 112 , 

r - h = r cos qJ == r 1 / 1 - ~: V 1'-

V---b2 
1'0 - h - h'J =r., cos fYJo =r., 1- --2' ... ... "..... r',! 

Abb.276. 

, 
" ',-

...... _----_ ..... 

Abb. 277. 

oder wegen der Kleinheit von b2 gegen 1'2, 1'1 2 , 1"22 angenahert 
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so entspricht diesen in del' Beriihrungsfiache eine dureh A gehende 
zu 0102 normale Umfangskraft ± R, so zwar, daB 

also 
M 1 =R(r1 --h 1 ), "vI~=Rlr2 ··h2 ). ~ 

"vII +M2 ==R(r-1 +r2 -h1 -112 ) ) 
2) 

ist. Sollen die Scheiben also ihren Ort nicht verandern. so miissen 
die Mittelpunkte °1°2 durch die beiden Krafte ± B normal zu °1°2 

gestiitzt werden. Dann abel' tritt bei ungeanderter Lage del' Scheib en
achsen eine Drehung ein, sobald die Umfangskraft den Reibungs
widerstand f Q in del' BeriihrungsfHiche erreicht, del' somit seinen 
Hochstwert 

R=(Q ........... 3) 

darstellt. Die Drehung wiirde unter Dberwindung del' Reibung 
fiir nicht abgeplattete starre Scheib en sich nach den Formeln 

M1 -(Qr'l =m1 kI 2 ip" JI~-fQr2=~m2k22ip2" 4) 

unter gegenseitigem GIeiten an del' Beriihrungsstelle abspielen, bei 
Nichterfiillung von 3), d. h. fiir 

R<JQ. 3a) 

abel' unabhangig von del' Abplattung iiberhaupt nicht zustande 
kommen. In dies em FaIle wiirde fiir nicht abgeplattete Scheiben 
reines Rollen eintreten, welches abel' ebenso wie auch das Gleiten 
an Ort und Stelle in Wirklichkeit durch die Abplattung gehindert 
wird, falls diese keine Anderung erleiden konnte. Eine solehe 
Anderung tritt nun in der Tat ein, und zwar wird die Abplattung 
bei del' Drehung an den zur Beriihrung gelangenden Umfangs
stiicken del' Scheiben stets von neuem durch den Zwischendruek 
± Q hervorgerufen und bildet sieh nach del' Entlastung auBerhalb 
del' Beriihrungsstelle wiedel' zuriick, wobei die Scheiben nach 
Gleichung 1) mit den durch die Abplattung verkiirzten 
Halbmessern aufeinander rollen odeI' auch gleiten. Wiirde 
die Bildung und Riiekbildung del' Abplattung bei gleiehformiger 
Drehung del' RoUen in gleichen Zeiten, also symmetriseh zur Zen
tralen 01 O~ erfolgen, so wiil'den aueh die hierbei auftretenden 
Al'beiten sich ausgleichen, das Rollen also widerstandsfrei VOl' sich 
gehen, wahrend wir fiir das Gleiten an Stelle von 4) 

zu setzen hatten. Da die Abplattung abel' nicht umkehrbar ent
steht und wieder verschwindet, d. h. die zu ihrer Erzeugung notige 
Arbeit bei der Riickbildung nicht voIlstandig auf die Scheiben 
wieder iibertragen wird, so ist die Beriihrungslinie zu beiden Seiten 
der Zentrale °1°2 versehieden belastet und die gesamte Zwischen
kraft Q' verschiebt sich in del' Rollrichtung urn z am; del' Zentrale. 
Tm FaIle des gleichformigen Rollens haben wir alsdann mit den 

22* 
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beiden Anteilen N und R normal und t.angential zur Beriihrungs
linie nach Abb. 278 die Momente 

1111 =Rl1 +N'z, M2 =RI2 -Nz, ..... 5) 

wenn 1112 die Lote von °1°2 auf die Kraftrichtung von R bedeuten, 
die sich nur wenig von 1'11'2 unterscheiden und N als nahezu parallel 

R 

------

°1°2 angesehen wird. Erweitern wir 
diese Formeln mit dept' -dep2 und 
addieren, so wird die Arbeitsgleichung 

1111 depl - M2 dep2 = R (/1 dipl - } Ii) 

-12 de(2) + N z (dipl + de(2) , 

oder da bis auf Unterschiede von 
zweiter Ordnung 

11=r1-h j • 12=r2-J!~ 7'1 

nach Gl. 11 

1111 dipl - M! dep~ =Nz(rlepl +dipJ)' 6 a 1 

worin die rechte Saite die verlorene 
Formanderungsarbeit bedeutet, die 
somit als Widerstandsarbeit auf 
dem Rollweg erscheint und na:)h 1) 

in der Tat einen Gleitweg 

ds' =r1 dipl1'2 dep2 =hl depl- h2 dep~ 

Abb. 278. in Dbereinstimmung mit den Vers uchen 
von O. Reynolds zur Folge hat. 1n

tegrieren wir 6a) und setzen auf der rechten Seite unter Vernach
lassigung von Gliedern zweiter Ordnung 

r1 epl = r2 ip'2 = b, z = ;; b ...• 1 b) 

und wegen der nur geringen N eigung von N gegen die Zentrale 
N R:j Q, so erhalten wir 

.. ,,(1 + 1) 
.11[1 ipl - ilL.! ({i'2 = , Q b" -; 1-:-' 

1 2 

lib) 

Diese Formel entspricht in ihrer Bauart der Arbeitsgleichung zweier 
Stirnrader so vollkommen, daB man die gegenseitige Abplattung der 
Walzen als einen Zahneingriff mit der Teilung b auffassen kann, 
wobei die Kraft Q als Zentralanteil des Zahndruckes erscheint. Dem
gemaB ist der Wirkungsgrad des Rollentriebes mit der Umfangs
kraft R und 8) 

8a) 

wobei als Bedingung fiir das RoUen R < f N R:j f Q zu beachten ist. 
Wird eine Rolle festgehalten oder iiberhaupt keine Arbeit auf die 



Der Rollwiderstand. :341 

getriehene Rolle ubertragen, so verschwindet mit dem Drehwinkel CfJ2 

bzw. dem Moment Me der Wirkungsgrad und es bleibt 

R = n (1 +-~) Q = ~ b Q~! +~'2 . . H b) 
1'1 r 2 r 1 r 2 

als Rollwiderstalld ubrig, der sich filr die Bewegung auf ehener 
Unterlage mit r 2 ~ ex. )"1 ,~~ /" 1Il 

~bQ 
Ro= --;:- He) 

vereinfacht. Del" Beiwert del" Belastung Q in dies en Formeln, den 
wir als Rollziffer bezeichnen wollen, spielt demnach dieselbe Rolle 
wie die Reibullgsziffer und weehselt insbesondere wie diese 
mit der Bewegungsumkehr ihr Vorzeichen. Da die halbe 
Breite b der Beruhrungsfliiehe naeh 1 a) noeh von den Abplattungen 
111 und h2 der beiden Walzen abhiingt, diese abel' mit der Be
Iastung naeh einem Gesetze waehsen, welches noch nicht bekannt 
ist, so ist man vorliiufig ganz auf spiirliche Versuche angewiesen. 
Dazu kommt, daB die Auslenkung z = ~ b der Angriffspunkte der 
Zwischenkraft mit der Gesehwindigkeit wenigstens bis zu einem 
Grenzwert ansteigt, den sie. wie die Reibungsziffer nach den Ver
suchen von Ch .• J ako b (§ 30) bei rascherem Lauf beibehiilt. Fur 
gehiirtete Stahlwalzen auf ebensoleher Unterlage hat sich als 
Crenzwert je naeh der Belastung 

~- I, == OJ)02 - 0,005 em 

ergeben. Jedenfalls erkennt man, daB im Einklang der Erfahrung 
der Rollwiderstand mit del' GroBe del' Walzen abnimmt. 

Beispiel. Der Rollwiderstand tritt in der technischen Praxis hei der 
Fortbewe/Zung schwerer Lasten auf. Dabei rolIen im allgemeinen mehrere 
Walzen, deren Halbmesser wir als gleich groB ansetzen wollen, einerseits auf 
der Unterlage, andererseits auf der Unterflache der Last abo Haben wir es 
nach Abb. 2nJ mit einem Balken vom Gcwicht G und zwei Walzen im Ab
stande a zu tun, EO sind hci einem Schwer-
punktsabstand s des Balkens von der pinen 
Walze die Belastungen derRelbell 

also der Rollwiderstand auf der l'nterseite mit 
~-j b1 = 1:' ··f 1:' (' 

- (Gj -+- GJ~··.' ' 
r r 

und auf dem Relativwege d s die entsprechende Arbeit d 1/ =~ 1;' f!. d S. Ebenso 
r 

ergibt sich mit einem Walzengewicht Go der Rollwiderstand und die Arbeit 
auf der Unteriage hei einem Fortschritte der Walzen um dx 

... " -II 

.' (2 Go G), dL" ='.- (:! Gil --- G) dx, 
r r 

also die GeEamtarbeit wegen dx c.= ds 
>, 

], ' ;:- G 
! l' 

. . . !J) 
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Da nun der Gesamtweg der Last sich aus dem der Walzen und der Ver
sehiebung gegen diese zusammensetzt, also 28 betragt, so wird die Kraft ZUlU 
Fortsehieben der Last 

L (1;' + e") G + 2 1;" Go 
P=28~~ 2r .. - ......... 9a) 

1st n~m bei einer Walzenlange lund einem Raumgewieht y derselben Go = 1r r2 1 y, 
so wIrd daraus 

p=.,elllyr+(~'+!;")2~""""" 9b) 

mit einem Kleinstwert 
i G· !;'-)-

Pm = y2n 1 j' G!;" (i;' + C") fiir r = 11 2--~l (1 + ", . r ny, <, 
. . 9c) 

Beachten wir aber, daB die Last erst auf die Rollen zu heben ist, so ergibt 
sich als Gesamtarbeit 

Lg == (e' + e") ~.~ 
l' 

2 t" G s Gs 
- ,-:;.0 + 2 G r = C:-' + nr + 2 (1;" n 1 y 8 + G) r . 10) 

10'1) 

Da das Rollengewicht klein gegcn die Last ist, so kann lUan dafiir auch an
genahert schreiben 

Damit ergibt sieh fUr !;' = 0,05 em, e" = 0,09 em entspreehend einelU Holzbalken, 
der vermittels eiserner Walzen auf festgestampftem Boden 8 = 100 m zu ver
sehieben jat, 

r=26,4 em, L = 1,06 G mkg, 

wahrend man beim Sohleifen auf dem Boden mit der Reibungsziffer f = 0,4, 
L = 40 G mkg aufzuwenden hiitte. 

§ 74. Die Bewegung der }'uhrwerke. Unter einem Fuhr
werk wollen wir ein zur Fortbewegung von Lasten zweckmaBig 
ausgebildetes Gestell verstehen, welches auf den Achsen von Rollen 
oder Radern mit oder ohne Zwischenschaltung von federnden Gliedern 
derart ruht, daB es mit den Radern denselben Lauf besitzt. RoHen 
die Rader auf der Unterlage ohne zu gleiten, so hat notwendig ihr 
Umlauf denselben Wert wie der Lauf des Gesamtschwerpunktes des 
Fuhrwerkes. Alsdann haben wir es, wenn von der federnden Ver
bindung des Gestelles mit den Achsen abgesehen werden darf, nur 
mit einem Freiheitsgrad der Bewegung zu tun. Findet dagegen 
neben der Rollbewegung ein Gleiten der Rader auf der Unterlage 
statt, so besteht zwischen dem Umlauf der Rader und dem Lauf 
des Gesamtschwerpunktes keine geometrische Beziehung mehr, und 
die Zahl der Freiheitsgrade wachst mit derjenigen der Raderzahl. 
Ein Wagen mit vier Radern, die sich auf zwei Achsen unabhangig 
voneinander drehen, hat demnach fUr jedes Rad einen Freiheitsgrad 
und auBerdem noch einen fur die Gesamtbewegung, im ganzen also 
funf, ein Eisenbahnwagen dagegen mit zwei auf den Achsen fest
sitzenden Raderpaaren nur drei Freiheitsgrade. Einen solchen wollen 
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wir der nachstehenden Untersuchung zugrunde legen und dabei seine Be
wegung auf einer um den Winkel a geneigten Bahn verfolgen, Abb. 280. 
Das Gewicht des Gestells mit del' Ladung sei G, Go das jedes 
Raderpaares vom Ralbmesser r: der Abstand der Radachsen, der sogen. 
Radstand, sei a, der Schwer-
punkt des Gestells sei durch 
die Rohe ho uber den Ach
sen und die Achsenabstande 
81 + 8~ = a festgelegt. AuBer
dem aber liegt die del' Un
terlage gleichgerichtete Zug
kraft P um hI' der auBere 
Bewegungswiderstand W um 
hq uber den Achsen. Sind 
dann Xl Yl • X 2 Y2 die in del' 
Bewegungsrichtung und senk
recht dazu wirkenden Achs
krafte mit den Momenten 

p 

0--

Abb.280. 

Ml M 2 , Rl R2 die von der Reibung und dem Rollwiderstand bedingten 
Umfangskrafte an den RoHen, so bestehen, wenn wir von der Federung 
des Gestelles absehen, in den Achsen die beiden Momentengleichungen 

also 

Y 1 a = G (82 cos IX + ho sin c()- P hl + Wh2 ) 

}T2 a = G (S1 cos (( "~- ho sin u) PhI - Wh2 f' 11 

Y1 + Y2 = G cos ((. . . . . . 1 a) 

AuBerdem aber ist fur das GE'stell und die Radsitze bei Aufwarts
bewegung 

P - W - G sin c: - - Xl - X 2 = m X I 
Xl - Go sin (( -- Rl = mo x, X 2 -- Go sin a .- R2 = mo x ~, . . 21 

Ml + Rl r = mo ko 2 ((1 . M2 + R2 r = mo ko 2 ip2 J 
oder p- W-(G+2Golsina-R l -R2 =(m+2moix . . 2ai 

Erweitern wir die ersten drei Formeln 2) mit dx, die letzten mit 
dq;1 dq;2 und addieren, so folgt mit x dx = x di:, ip dq; = (p dr'. 
dx sin a = dy' die Arb ei tsgleichung 

Pdx+M1 dQ;I+ M2 d I)?2=Wdx+(G 2Goldy'l 
+ Rl (dx - r dqJl) + R2 (dx -- 'r dqJ2) }. . • 31 

(m+ 2 m) i: iii: + ?no k02 (ri\ d<Pl + <P2 dfp2) J 
In allen dies en Formeln sind zunachst die Umfangskrafte RI R2 un
bestimmt, sie lassen sich abel' aus den vier untereinander stehenden 
Bewegungsgleichungen 2) ausschalten, so daB wir auch haben 

odeI' 

MI +Xlr=Gors~n((+mo(~r+ko:~l! fl, 2bl 
M 2 + X 2 r = Go r sm (( + mo (x r + ko" qJ2) 

Ml +11-'[2 (Xl + X,]) r== 2 [Go rsinc(+ mo:c 1-] + mok02 (ij)1 + ip'JI. 2cI 
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Diese gibt schlieBlich mit der ersten GJ. 2) und G = m g , Go = mo g 

(P- W)r+Ml +M'J =r(m+ 2'»10) (gsina+x)+mok02 (ipl +ip2)' 4) 

Damit ist indessen nichts gewonnen, da in dieser Gleichung die 
drei LagengroBen x CPl CP'J ebenso auftreten wie in der Arbeits
formel 3). 

Sollen aber die Rader nur rollen, so wird mit dx = r dCPl 
=rdCP2 in 4) 

(P- W)r+M1 +M2 =(m+2mo)grsina 

+ [m + 2'mo (1 + ~~'J) ] X r, . . . 5) 

woraus sich dann bei vorgelegten Kraften PW und den Momenten 
Ml M'J der Anlauf x berechnet. Sind aHe diese GroBen bestandig, 
so ist diese Bewegung gleicbformig beschleunigt oder verzogert, je 

nachdem P + + - w +' + ). - ) r Ml M2~ r em 2mo grsma . ... aa, 

Fur I diese Bewegung ergeben sich dann die Umfangskrafte aus den 
letzten Gl. 2), namlich 

R - 2 .. - ko'J ," M 1 
1 r - mo ko CPl - Ml - mo r x - 1 

J' 
_ 2" _ ko2 , .. 

R2 r - mo ko cp" - j};f" - tn., x -- JI2 - • - r 

. . . 5 b) 

falls mit der Reibungsziffer f die Bedingungen fur die Absolutwerte 

[R1J<f(Yl+GOcosa), [R2] <f(Y2 + Go cos a) .. 5c) 

an den Beriihrungsstellen der Rader mit der Fahrbahn erfiillt sind. 
1m Sonderfall der gleichformigen Bewegung erhalten wir mit 
X=O . 

(P-W)r+.lI1l +M2=(m+2mo)grsma . ... 6) 

oder mit Riicksicht auf 5 c) und 1 a) nach Ausschaltung von Ml + M'j 
durch 5 b) fUr die Aufwartsbewegung 

P-W«G+2Go)(sina+f"cosc~) . .. , 6a) 

und fur die Abwartsbewegung mit Vorzeichenwechsel von P, W 
und f 

W - P > (G + 2 Go)(sina - fcosa). . . . . 6b) 

Das sind aber die schon aus § 30 bekannten Bedingungen fur das 
Gleichgewicht auf der schiefen Ebene, die somit auch fur 
das reine Rollen erfullt, sein mussen. rst wie bei einem Trieb
wagen oder einer Lokomotive, keine auBere Zugkraft vorhanden, also 
P = 0, so erfolgt hiernach die Fortbewegung durch die auf die Rader 
vermittels einer Antriebsmaschine iibertragenen Momente Ml + M s' 
denen dann die Momente der Umfangskrafte das Gleichgewicht halten. 
Deren Gegenkrafte wirken alsdann an den Beriihrungs
stellen der Rader mit der Fahrbahn nach G1. 2) als auBere 
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Treibkrafte und diirfen daher den Betrag des Reibungs
widerstandes nicht iiberschreiten, da andernfalls die Rader 
ins Gleiten geraten. Diese Erscheinung tritt darum stets ein, wenn 
durch Befeuchtung der Schienen oder durch Glatteis die Reibungs
ziffer erheblich herabgezogen wird, wogegen man sich durch Streuen 
von Sand schiitzen kann. Weiter erkennt man aus 6 b), daB die 
gleichformige Abwartsbewegung mit P=O stets moglich ist, 

wenn tg Ci. {" () c\ 

d. h. wenn die Bahnneigung kleiner als der Reibungs
winkel ausfiillt. Bei groBeren Bahnneigungen kann, da im wesent
lichen W als Luftwiderstand auftritt und daher 

7} 

zu setzell ist, die gleichformige Talfahrt erst bei sehr rasehem Lauf 
erwartet werden, so daB die Bewegung anfanglich stark beschleunigt 
ist. Dieser Zustalld dauert so lange, bis nach Il b) mit P c-c ·0 

W = IG +- 2 Go} (sin Ci . leos c() ~~ kv~ , 

oder wegen 2 a) mit.r = 0 und umgekehrten Vorzeichen von lV, R 1 , R~ 

RI +- R~ == t(U +- ~ Go} cos (( Ge! 

geworden ist, \vonach del' Abwiirt8gang weiterhin gleiehformig verliiuft. 

Beispiel. Wir fassen nunmehl' den Fall cines Eisenbahnzuges ins 
Auge, der von einem gleichfiirmigen Anfangslauf v durch Bremsen eim:elner 
Rader zum Stillstand gebracht werden solI. 
Die Zahl. der ungebremsten Achsen sei n1 , 

die del' gebremst.en ne, die Gesamtzahl also 
n1 -t- n2 = n. Dann wil'kt auf die el'steren kein 
auBeres Moment, alHO Ml = 0; auBel'dem be
steht fUr sie kein AnlaB zum Gleiten. mithin 
ist r (I' =~= x = I' und wil' el'halten die Bewegungs
gleichung del' ungebremsten Aehsen naeh 2) 

:-5) 

Fiir jede gebremste Achse gilt dagegen mit cinem Bremsdruck N gegen den 
Umfang und einer Reibungsziffer t~ zwischen Bremsklotz und Rad nach Abb. 281 

M2=-feNr, also 1Re-f2N)r=moko"rp2' 9) 

Da beim Eisenbahnzug keine auBere Triebkraft wirkt, so haben wir fiir die 
Talfahrt mit ]'=0 und dem ganzen Zuggewicht G=mg an Stelle von 2a) 

9 (m nmo) sin lX- W-nl Rl - n~ Re = (m nJn,,) X, 

oder nach Ausschalten von R, nach 8) 
:- i. k 2)-' 

g(m--i-nmo)sinlX--W- il2lie== 'm-l-InO(n+nl o. JI x. 
~ I., r"' _ 

10) 

I. 1st die Bremsung schwach, so rollen die gebremsten Rader 
noch ehenso wie die ungebremsten ohne zu gleiten. also ist mit r ip2 = x in 9) 

. . . . . . . . ~J a) 



346 Die Scheibenbewegung mit Widerstanden. 

und damit geht 10) wegen n1 -+ n2 = n iiber in 

g(m+nmo) sina- W -nd2N= [m+n mo (1 + ~:)] x . .. lOa) 

Dies setzt allerdings voraus, daB die durch Ausschalten von x aus 9a) und 
10) erhaltene Reibung zwischen Rad und Schiene, namlich 

k 2: ( k 2)' 
R _ rg(m+~mo) sin a- W] mo~+ Lm + mo \n + n1 :2 J f2N 

2 - ( k 2\ 
m-l-nm 1 _0_) 

I 0 r'2 

<~fg (~+mo) ...................•.. 11) 

ausfallt, worin angenahert 9 m = <!. die Belastung einer Achse durch das Wagen-
n n 

gewicht bedeutet. Da die Gesamtbewegung des Zuges durch lOa) bestimmt 
ist, so besitzt sie in dies em FaIle nur einen Freiheitsgrad. Schreiben wir 
mit W = kv2 und 

k 

m+nmo(I+~;) =Y. 
12) 

an Stelle von lOa) mit j; = v 

_ (q + x v~) = dv =! d (V2) = 1 d (I[ + y. v2) 
dt 2 dx 2x--a-x 

so ergibt die Integration zwischen Vo und v = ° fUr den B rem s w e g Xo 

2xxo =lgn(1 X~02).. 13) 

Dieser Ausdruck ist aber nur so lange positiv, als q ° oder 

n2f2N>g(m+nmo)sina ..•.. 12a) 

ist, so daB die Zahl der gebremsten Achsen und der angewandte Bremsdruck N 
mit der Bahnneigung zunehmen muB. 

Darf der Luftwiderstand wahrend des Bremsens vernachlassigt werden, 
so vereinfacht sich 13) in die Formel fUr die gleichmaBig verzogerte Bewegung 

2qxO=V02, • ••••...••••• 13a) 

woraus man fiir vorgelegte Werte von vo, Xo die Verzogerung q berechnen kann, 
die alsdann bei bekanntem Gefalle a, sowie mit den Wert en von m, n mo, bzw. 

I;: die Reibung n2 f2 N der Bremsklotze aus 12) ergibt. So erhalt man z. B. 

fiir den Schnellzugslauf Vo = 25 m/sek und den Bremsweg Xo = 300 m, 
q = 1,04m/sec2• 1st ferner gm = 150 tons, ngmo = 12 tons, das ganze Zuggewicht 

also 9 (m+nmo) = 162 tons, so wird mit ko2:r2=0,75, 9 [m + n mo (1 + ~r?)J = 

= 171 tons und mit q: 9 = 0,106 bei einem Gefalle sin a = 0,01 

n2 f2 N = 0,106.171 + 162·0,01 = 19,8 tons. 

Dieses Ergebnis ist indessen nur als ein Mittelwert aufzufassen, da erfahrungs
gemaB die Reibungsziffer f2 mit zunehmendem Lauf stark abnimmt und sich 
einem Grenzwert zu nahern scheint. Es liegt dies offenbar an der durch Um
wandlung der Reibungsarbeit in Warme bedingten Temperatursteigerung der 
Beriihrungsflachen, die sich hierbei erweichen und eine schmierende Zwischen
schicht bilden. 

Weiter ist zu beach ten, daB die Bremskliitze niemals plOtzlich und gleich
zeitig mit voller Wirkung angedriickt werden, sondern daB hierzu eine sog. 
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Entwicklungsdauer erforderlich ist, die bei neueren Luftbremsen auf 
tl = 2 sek geschatzt werden kann. Nehmen wir an, daB in derselben nur die 
halbe Verzogerung wirkt, so gilt fiir den zugehorigen Wert X, mit Vernach
lassigung von t12 

wahrend fUr den Rest des Bremsweges xo' ~ Xl an Stelle von 13a) mit voller 
Verzogerung q 

tritt. Mithin haben wir nach Ausschalten von X, 

2qx,,'=v02 +voqt1 , • 

also gegen 13a) eine Vermehrung des Bremsweges urn 

, Vo t, 
L1 x =::: Xo --- X(l = 2 

. 13 b) 

...... 13c) 

Dies gibt mit den obigen Werten L1 x = 25 m also einen gewiB nicht zu vernach
lassigenden Betrag, 

II. Werden die Bremsen starker angezogen, bis die Bremsreibung 
f2 N die Gleitreibung zwischen Rad und Schiene zu iiberwinden imstande ist. 
so beginnt mit dem Hochstwerte 

14) 

das Gleiten v ~ rei," > 0 del' gebremsten Rader auf den Schienen. Damit 
wird aus 9) und 10) 

. 9b) 

9 (m + nmo) sin ex ~ W - fi" fG' =J!!,- mo (n + nl k;:)J x . . lOb) 

mit einer gleichformigen Abnahme des Drehwertes cP2 der Bremsrader, 
die des Zuglaufes 1) sich mit 7) und den Abkiirzungen 

n" fG' ~g(m +nmo) sinu ~ 1/'., 

( k "\ 
nt--!--m n+n- L 

, 0, 1 r"2 

k 

, ,,, Ill' b h d dB' h aUB -- (1/ ~'" % V-) = -it erec net un en remsweg x, nac 

wahrend 

19n ( 1: 
Ii' 

. . . . . 13 el) 

ergibt. Natiirlich tritt auch diesel' Zustand, bei dem im Gegensatz zur sehwachen 
Bremsung die Wueht des Zuges nicht aUein durehReibung an den Bremsklotzen, 
sondern aueh noeh an den Sehienen aufgezehrt wird, erst naeh einer Ent
wicklungszeit ein, die aueh noeh die sehwache Bremsung umfaBt. Da der 
Nenner von q in 12) groBer ist als del' von q' in 12b), so wird wegen ] 1) 
stets q' > q, d. h. die starke Bremsung mit gleitenden Riidern ist 
zwar wirksamer wie die sehwaehe mit nul' rollenden Bremsradern: 
zugleich abel' schadlicher wegen der damit verbundenen Sehienenabnutzung. 
Wegen der beiden voneinander unabhangigen Gleiehungen Hb) und lOb) ver
lauft diesel' Bewegun/1:szustand mit zwei 1<'reiheitsgraden und dauert so 
lange an, bis durch Festbremsen del' Rader mit fP2==O die Gleitung an 
den Schienen ihren Hochstwert erreicht hat. Damit fallt, da eine Riickwarts
drehung der Rader nicht in Frage kommt, die Momentengleichung 9b) und 
del' zugeborige Freiheitsgrad fort, so daB fiir den Rest der Bremsdauer die Be
wegung allein nach Gl. lOb) ablauft. Es heiBt das nichts anderes, als daB 
durch das Gleiten del' stark gebremsten Rader deren Wucht fiir 
die Rewegung des ganzen Zuges ausgeschaltet wird. 
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XV. Der Stoll fester Scheiben. 
~ 75. Der StoB freiel' Scheiben. Gelangen zwei Scheiben mit 

verschiedenen Geschwindigkeiten nach GroBe und Richtung mit
einander in Beriihrung, so erfolgt ein StoB, bei dem erfahrungs
gemaB sowohl die Laufwerte als auch die Drehwerte beider Scheiben 
plotzliche, d. h. sehr rasche Anderungen erfahren. Die Dauer dieses 
Vorganges ist so kurz, daB die innerhalb derselben erfolgten Lagen
anderungen der Scheiben unwesentlich sind und daher vernachlassigt 
werden konnen. Den betrachtlichen Anderungen der Lauf- und 
Drehwerte in der kurzen StoBdauer entsprechen also dann sehr 
groBe Anlaufe und Andrehwerte, die ihrerseits eine so starke StoB
kraft voraussetzen, daB dagegen der EinfluB der auBeren Krafte 
Xl Yl ' Xs Y s und ihrer Momente Ml Ms verschwindet. Das geht schon 
daraus hervor, daB beim StoBe gelegentlich eine Zertriimmerung der 
Korper eintritt, wenn eine solche nicht gerade hierdurch herbeigefiihrt 
werden solI, was aber durch die stetige Wirkung auBerer Krafte, 
z. B. der Schwere, nicht erreichbar ist. Ais StoBkraft kommt aber 
nur die an der Beriihrungsstelle der Scheiben wirkende Zwischen
kraft Q' mit den Achsenanteilen X' Y' in Frage, die bei glatten 
Randern ohne Reibung in die Beriihrungsnormale faUt, wahrend bei 
rauhen Radern der Tangentialanteil R und der Norm~lanteil N mit 
der Reibungsziffer f durch 

R=fN, 1) 

verkniipft sind. Alsdann vereinfachen sich die Bewegungsgleichungen 
2) § 72 mit Weglassung von Xl Xs Yl Y'.l Ml M.! fiir den StoBvorgang in 

X'=mlxl , Y'=mlYl 
Y' (x - Xl) - X' (y - yl)=ml kl2 (Pl 2) 

worin wieder ml m2 die Scheibenmastlen mit den Schwungarmen kl k2 ' 
den augenblicklichen Schwerpunktsabstanden Xl Yl' X 2 Ys und den Dreh
winkeln lfJl lfJ'J irgendwelcher Schwerachsen in denselben gegen die 
x-Achse bedeuten, wahrend x Y die Lage des Beriihrungspunktes be
st.immen. Wenn nun auch aIle diese LagengroBen wahrend der 
StoBdauer, wie schon erwahnt, keine merklichen Anderungen erfahren, 
also fiir den ganzen Vorgang als bestandig anzusehen sind, so gilt 
dies keinesfalls fiir ihre Ableitungen Xl Yl' X'J Y2' tPl tP2' deren An
fangswerte Xl' Yl', X'/ y'!,', tPl'tP,/ bei Beginn der Beriibrung als bekannt 
vorausgesetzt werden, wahrend die Endwerte Xl" fit", i;,t Y2", tPl" tP'J" 
zu ermitteln sind. Wir haben es also mit 6 veranderlichen Lauf
werten zu tun, zu denen noch die unbekannten StoBkraftanteile X' y' 
hinzutreten. Da iiber diese ohne und mit Reibung nur erst eine 
Aussage vorliegt, namlich die N ormalstellung von ct oder das Ver-
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haltnis 1) zwischen dem Tangential- und Normalanteil, so verfiigen 
wir nach der Ausschaltung der x'r' nur iiber 5 Gleichungen, die 
zur Berechnung der veranderlichen Laufwerte nicht ausreichen. 
Die Ausschaltung der StoBkraft selbst erweist sich aber als notwendig, 
ria zu ihrer Berechnung aus den Laufanderungen die Kenntnis dpr 
Abhangigkeit dieser Laufiindernngen von der Zeit notwendig ist, fiir 
die aber unsere Ansatze keinen Anhalt bieten. Ein solcher aber konnte 
nur aus der Formandernng dpf Scheiben an der Beriihrungsstelle, 
wie beim Rollwiderstand, mit Riicksicht auf die Eigenschaften der 
Scheibenstoffe gewonnen werden und miiBte dann auch iiber die 
StoBdauer AufschluB ergeben. Verzichten wir dagegen auf die Er
mittlung der StoBkriiftp und StoBdauer und damit auf die Verfolgung 
des StoBvorganges im einzelnen, so miissen wir zur Aufstellung der 
fehlenden Beziehung einen andern Weg einschlagen und wollen zu
nachst die Arbeitsgleichung aufstellen. Diese ergibt sich durch Er
weiternng der Formeln 2) mit den Verschiebungsanteilen dX l clYJ' 
d x~ d !/2' d (PI d IP2 und Addition zu 

X' [dXl - (Y Uti diTli - X' [dx~ -. (y - Ih) dIP2J 1-
--1"[rlYl +iX-x1)dQlJ 1-' [dY2-j-(x-X2 IdfP2] f-

__ J ml(v]dvl-+kI2fhdqJli 

-- t + 1/1 2 ('V2 d1l2 -'- k22 (i:~d0S 

worin mit den Verschiebungcn des Beriihrnngspunktes 

dXl-(?J Yl)df(l=d~l' 

dx2 -(y Y2Id!f)2~=d~2' 

die rechte Seite 

dl; +(X--xldlp_ =£111 ) 
.1 . - L III 41 

dY2 (x-X~ld(r2=d172f 

x 

Abb.28:!. 

die Arbeit der StoBkraft 
bedeutet, die somit die in 3) 
rechts stehende Anderung del' 
Wucht beider Scheiben be
dingt. Legen wir nun unser 
Achsenkreuz so, daB die senk- 0 
recht zur Beriihrungstangente 
stehende Stollnormale in die 
x-Richtung falIt. Abb. 2H2, so stellt offenbar X' selbst die ~ormal-
kmft und 

Y'=fX' 1a I 

den tangentialen Reibungswiderstand an der Beriihrungsstelle und 

?J - Yl = 1'1 1 
112 -- Y = 'f'2 I 
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die wahrend der kurzen StoBdauer bestandigen Lote von den Scheiben
schwerpunkten auf die Beriihrungstangente und die StoBnormale dar. 
Damit aber vereinfachen sich die Bewegungsgleichungen 2) unter 
gleichzeitiger Ausschaltung von X' Y' mit Hil£e von 1 a) in 

ml Xl +1n2 X2 = 0, 

iil = (Xl' 
YI nl ~ Xl r l = kl2 Cpl' 

. 2a) 

worin allerdings die Gleichungen der erst en Zeile durch diejenigen 
der zweiten miteinander verkniipft sind, so daB im ganzen 2 a) nur 
flinf unabhangige Formeln enthalt. 

Verlauft nun der StoBvorgang derart, daB die dabei aufgetretenen 
Formanderungen an der Beriihrungsstelle beider Scheiben vor ihrer 
Trennung sich in umkehrbarer Weise wieder vollig zuriickbilden, so 
muB die in der StoBrichtung wahrend der ganzen StoBdauer geleistete 
Arbeit verschwinden. Wir erhalten also in diesem FaIle des sog. 
vollkommen elastischen StoBes mit 4) und 5) 

f X' d(~l-~2) = ml f Xl (dXl -rl d(PI) 1n2 f x2 (dX2 +r2dtp:i) = 0, 6) 

oder wegen der zweiten und dritten Zeile von 2 a) 

6a) 

worin die Integrale sofort ausgewertet werden konnen. 

Verlauft der StoB bei vollig glatten Scheibenwanden rei bung s
frei, so wird daraus mit f= 0, iiI = ii2 = ° 

Findet dagegen an der Beriihrungsstelle keine Riickbildung der Form
anderungen statt, so geht die ganze StoBarbeit in der Richtung der 
N ormalen verloren. Alsdann haften die Scheiben an der Beriihrungs
stelle am Schlusse der StoBdauer derart aneinander, daB die schlieB-
lichen Laufteile dort iibereinstimmen. Bezeichnen wir sie mit ~/' ~2"' 
so gilt wegen 4) und 5) flir diesen unelastischen StoB 

7) 

an Stelle der Gleichungen 6) oder 6a). Unter Hinzunahme der 
Formeln 6) und 7) geniigen nunmehr die Bedingungsgleichungen 
zur Bestimmung aller Lauf- und Drehwerte am Ende des elastischen 
oder unelastischen StoBes, wenn die Anfangswerte im Augenblicke 
der beginnenden Beriihrung, namlich x/ ill', x2' il2', <'Pl' fp<J' gegeben 
sind. Hierzu empfiehlt es sich allerdings, noch die Bedingung 6 a) 
etwas umzuformen, und zwar mit Hilfe der Bewegungsformeln nach 
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Ausschaltung der Laufteile YI Y2' die sich ja aus den Xl X2 durch 
die zweite Zelle 2 a) sofort ergeben. Wir erhalten dort 

8) 

integriert zwischen dem Anfangs- und Endzustande 

. If ., 

i; "- ;i; , - YI -:-- Yl.", a1 ((PI" - If I') 
, 1 • 1 - t 

.. Hal . " . , 
" " " , Y~ - Y~ (. /I 

X,, - J'oQ = ····f----· = il Q m" _.. .. '1-- .. 

Ebenso wird mit 8) aus 6a) nach Integration 

oder wegeu 8a) 

Verbinden wir dies mit der ersten Gleichung 2a'l, so folgt nach 
deren Integration, d, h. 

oder 

;3 c) 

!l) 

und nach Ausschaltung von x/' - x/. i 2" -- x2 ' aus Ha), 9) 
und 2c) 

Mithin ist fUr den elasti schen StoB 

, 10) 
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wahrend wir unter Benutzung del' G1. 7), welche sich ei'sichtlich von 
9a) nul' durch Wegfall des Beiwertes 2 auf del' l'echten Seite unter
scheidet, fUr den unelastischen StoB genau die hal ben Werte 
von 10) erhalten. Da auBerdem nach del' zweiten Zeile von 2a) 

'''-' '-f'('''-' ') Y2 Y2 - x2 x2 . 2d) 

ist, so. sind nunmehr aHe Lauf - und Drehwerte del' Scheiben nach 
dem StoBe durch die Werte VOl' dem elastischen und unelastischen 
StoBe bestimmt. Da ferner die Klammern in den Zahlern von 10) 
die anfanglichen Laufunterschiede der Beruhrungsstellen 
in del' StoBrichtung enthalten, so sind dies en aIle Lauf
und Drehwertsanderungen durch den StoB verhaltnisgleich. 
Die Dbereinstimmung del' Ergebnisse 10) fUr beide StoBarten bis 
auf den Beiwert 2, die sich auch noch auf Gl. 9a) derart erstreckt, 
daB diese nach Vertauschen des Beiwertes 2 mit 1 in die Formel 7) 
fUr den unelastischen StoB ubergeht, legt es nahe, fUr den allgemeinen, 
zwischen diesem und dem elastischen StoB liegenden Fall unter Ein
fUhrung einer sog. S t 0 B z i ff ere den genannten Formeln den Bei
wert 1 + e zu erteilen. Diese StoBziffer liegt zwischen den Grenz
werten fUr den elastischen StoB f; = 1, fUr den unelastischen StoB 
f: = 0, aHgemein also 0 < e <:: 1 und ist fUr die Beruhrung je zweier 
Korper ebenso versuchsmaBig zu bestimmen, wie die Reibungsziffer f' 
und die Rollziffer ~. Damit erhalten wir an Stelle del' Formeln 9) 
bzw. 9a) und 10) 

Es bleibt uns nunmehr noch die Ermittlung del' StoBarbeit ubrig, 
die nach 3a) in die Arbeit del' beiden StoBkraftanteile in del' Normal
und Tangentialrichtung zerfallt, von denen die letztere offenbar bei 
reibungsfreier Beruhrung verschwindet. Bezeichnen wir beide Teile 
mit Lx und L y ' so erhalten wir nach 6) mit 5 

Lx = m1 J Xl (dXl - 1'1 dlPt) + 1n'.l J X'.l (dx'.) + 1'2 dep2) 

Ly =cc 1nl J Yl (dYI + 111 dept) + 1n'.l J Y2 (dY2 - 112 dep'.l)' 

odeI' mit 8) integriert zwischen dem Anfangs- und Endzustande 
des StoBes 
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und mit 8a) 

Wegen del' erRten beiden Formeln 2 a) ist 

also 
L -0" "['''+'' (-'lft-"-") ." 0' 2 .r =, tnl (Xl - Xl ,J Xl .l·l - }'l (PI - (Pi, - X~ - X~ 

( • " I • r' -- r2 rp~ i (p,!)1 

L ('. " . ') I'" " " I (." .,) ." ., 2 y=tn1 y, -y, Yl j-Y1 i- ltl Tl 'f} --y~ -Y2 
+- 112 ((P2" (;~')J, 

hierin aber ist del' Ausdruck in der eckigen Klammer von Lx mit, 
Rucksicht auf 12) 

wahrend WIl' flir den entsprechenden in LIj schreiben durfen 

c~t ?i/)' ')/1 ((f," - (PI') - (y/' -- y./) + 11~ ((('2"- (j/) 
+ 2 i,lj/ y.,' . - 1/1 ,j/ + n~ ip2'). 

Mithin ergibt sich wegen 13) schlieBlich, wenn wir noch die Ab
kiirzungen: . , . , 

:1"1 -.- J'1 'f 1 ,~., 1'x, • 

!i/ + 111 ip/ ,ecc, 1'1/1' 
HI 

fur die Laufanteile del' Rcheiben in del' Beriihrungsstelle YOI' dem 
StoBe einfuhren: 

• (e2-1)rnlJn~al((2(uXJ-t''''1)2 / 
2 L ,'~' . j.------ ----~-. < () 

:r Jn2 ((2 (1/,1 - . 1'1) ,- nil II 1 (112 -i- r 2 i 

2L =f (1-+e)2((la2(v"'2~-u"'1)2Jnlm2 15) 
If 11/ 2 ((2 (a l - I',) -+ IItI a, (° 2 -T- 1'2) 

'-f(m2 + m1 ) (/.1 ((2 + n1 In,! a,! - 112 till a l 2 VVI' -1:112 : 

---~;~~ a2(a-~ --~-:-;~) -'- till (l1(h + }'2) - 1 + f, v"'~ '/''''1' 

Damit beide StoBarbeiten als Verluste stets negativ erscheinen, miissen 
die Vorzeichen von ((1 und 1/2' die fiir (= 0 nach 8) offenbar ent
gegengesetzt ausfaIlen, auch fiir belie big groBe Reibungsziffern ent
gegengesetzt bleiben. Das ist abel' nul' moglich, wenn von VOl'll

herein, was wir bisher offen gelassen haben, f < 0 gesetzt wird, 
Es sei noch be merkt, daB auf jeder Scheibe ein Punkt mit den 

Achsenabstanden ~1 171' ¢2 112' von den Schwerpunkten aus gerechnet, 
l.Oro'IlZ. Techll, Phy.;k L I. ", Autl. 23 
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durch die Bedingung festgelegt werden kann, daB seine Lauf
teile durch den StoB keine Anderungen erfahren. Das trifft 
nach Abb. 283 zu fiir 

. 'f .". , . I 
Xl -YJI CPI = Xl - 171 (PI' 
. " .". , . , 

X 2 - 'YJ2 CP2 = X2 -1]2 CP2 ' 

odeI' mit Riicksicht auf Ha) 

x"-x' I I --.a . 171 = -.. ,,----~ - I' 
(P1 - (P1 

Hi) 

War ein solcher Punkt 0 0 vorher in Ruhe, so verbarrt er darin 
auch wahrend und nach d~m StoBe, ohne daB es dazu einer auBeren 

Abb. :!83. 

Kraft zur Festhaltung bedarf. Er bildet als
dann einen kraftefreien Drebpol der Scheibe 
und eignet sich besonders zum Anbringen 
einer stoBfreien Achse. Den Schnitt
punkt S der Schwerachse durch den krafte
freien Pol mit der StoBnormale bezeichnet 
man wohl auch als den StoBmittelpunkt 
oder den StoBpunkt der Scheibe. 

Mit den Laufanderungen sind unmittel
bar die Anteile des Pralles 

J X' d t = ml (x/' - xt') = m2 (i:,/ - x2") } 

J y' dt= m l (ilt" - ill') = m2 (il2' -- ilt) 
17) 

gegeben, nicht aber die StoBkraftanteile X' y' selbst, die wir deshalb 
aus unseren Formeln ausschalten muBten. Eine Berechnung der
selben ware nur moglich auf Grund der Formanderung del' Scheiben, 
die abel' mit deren angenommener Starrheit unvertraglich ist und 
daher in die Mechanik del' nichtstarren Korper gehort. 

§ 76. Der ZentralstoB freier Scheiben. Del' im letzten Abschnitt 
besprochene allgemeine Fall des StoBes freier Scheiben wird nur 
ausnahmsweise absichtlich hervorgerufen und besitzt darum nur 
geringe praktische Bedeutung. Da die Beriihrungsnormale hierbei 
an den Scheibenschwerpunkten vorbeigeht, so bezeichnet man ihn 
auch als exzentrischen StoB, auBerdem aber noch als schiefen 
StoB wegen der nicht in die Richtung der Normale fallenden Ge
schwindigkeiten beider Scheiben. In Gegensatz hierzu tritt der 
ZentralstoB, bei dem die Beriihrungsnormale durch die beiden 
Schwerpunkte geht, viel haufiger auf und wi I'd insbesondere zum 
geraden ZentralstoB, wenn auch die beiden Laufwerte in die 
~ormale fallen. Ein solcher ist allerdings nur gewahrleistet, wenn 
entweder neben der Fortbewegung der Scheiben keine Drehungen 
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auftreten oder wenn die Scheib en kreisformig sind. Die Drehungen 
haben im allgemeinen auch bei zentraler Schwerpunktsbewegung 
tangentiale Verschiebungen del' Beriihrungspunkte und damit das 
Auftreten von Reibungskraften zur Folge, die beim drehungsfreien 
geraden ZentralstoB fortfallen. Daher beschranken sich die 
StoBgleichungen fiir diesen wichtigen Sonderfall auf 

also 

ml(i;I".-::i;1'~~···m2(X.2':· -~2:))=O J~ 
Xl - :r2 = f: (a:2 - Xl ' 

1) 

x/' - X/ .i·2" __ x2' = (1 + e)(~2' - Xl') I 
m2 1n1 In] 1 m2 I 

2 Lx = (f:2 -1 )ml m2_(x2' - i/)2 I 
Inl + m2 J 

2) 

die wir auch aus 12), 13), 14), 15) des vorigen Abschnittes mit 
YI=r2 =0, {=O, also al =a2 =oo und fj1=fj2~~0, (Pl=<r2=0 
hatten ableiten konnen. 

Fiir den schiefen ZentralstoB mit oder ohne Drehung der 
Scheiben vereinfachen sich dagegen die Formeln des letzten Ab
schnittes mit r1 = r2 = n, also H) ((1 {n t = k12, ((2 fll2 = - k22 in 

I. n., k. "

2 (. " ~-~. I{!., 
t 112 " 

. ') (P2 . 

(." . ') m1 ('" .' ') 1 ml \XI -Xl ( Y1 -Yl ~ 

m2 (x2 ' -X/'I- ~2 ([h' - Y2") I 
(lc-E)ml m2 (x2'-x/) 3) 

fill L m2 

1 
2 vYl - vY'.l. 'j I 

E V X2 -- V XI - J 

41 

Da 1;2 1, so ist auch die StoBarbeit L.r <: 0, stellt also einen 
Arbeitsverlust dar, del' fiir vollkommen elastische Korper ver
schwindet. Auch L" muB stets einen Verlust darstellen, wonach sich 
das Vorzeichen der 'Reibungsziffer bestimmt, das mit der gegenseitigen 
Verschiebung an der Beriihrungsstelle, d. h. denjenigen von VYI - VY2 

wechselt. Das ist auch bei der Benutzung der Gl. 3) zur Ermittlung 
der Lauf- und Drehwertanderungen genau zu beachten, wodurch die 
Durchfiihrung del' vollstandigen Rechnung recht umstandlich werden 
kann. Jedenfalls iibersieht man, daB d urch die Reibung beim 
sch iefen ZentralstoB die vorher nicht rotierenden Scheiben 
im allgemeinen in Drehung versetzt werden. Fallt dagegen 
bei glatten Randern die Reibung fort, so erleiden weder die Lauf-

23* 
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teile Yl Y2' noch die Drehwerte q;l cf2 eine Anderung, die sich viel
mehr auf Xl X2 nach den Formeln 1) und 2) des geraden Zentral
stoBes beschrankt, in welche die Gl. 3) und 4) mit r = 0 iibergehen. 

SchlieBIich ist noch der Fall des StoBes einer Scheibe gegen 
eine feste Wand zu erortern, die als Begrenzung einer unbewegten 
Scheibe mit unendlich groBer Masse angesehen werden kann. Setzen 
wir demgemaB in den Formeln 12), 13), 15) des letzten Abschnittes 
m'.!=oo, n',!=l,,=k,,=a,,=oo, x., =iI., = 0, 1p.,=0 und lassen 
fiir die aIlein noch iibrigbleibende Scheibe den Zeiger 1 als iiber
fliissig weg, so bleibt: 

." ." ("'" } x -np =-e x -rrp) 
." ., ."., (0 1 + )(., , .,) . " . , x _. x Y - Y e x - 1 rp rp _ rp = __ - = ._--; 00 _ C~= _ 0 _, 

a . fa a-r 

(e2 - 1) m a (x' - 1- q;'r 2L = ____ 0 _____ 0_ 

x a -1' 
t 

2 L = r (1 + e) 2 m a_~' - r cf'2) 21 fa + n _ 2 . ~: + n ~:] ,r 
Y a-r L a - r 1 + f X -- r rp J 

worin nach Gl. 8) § 75 

k2 
a=~~-, 

fn-r 

a 
a-r 

k2 

k2 +r2 -fnr' 

5) 

6) 

zu setzen ist. 1m FaIle des ZentralstoBes gegen die feste 
Wand wird daraus mit r = ° 
k 2 ." ., 

-- (q;" - q;') = x" - x' = Y ~Y- = - (1 + e) x' . x" = - E x' , 5 a) 
fn 0 r -

2 Lx = (e2 - 1) m x''.! , 1 
" .,.,( k 2 +n'.! 2 iI'-nip') J . 6a) 

2Ly=f(1+e)-mx - r---k2---i+E x' 

und beim Wegfall del' Reibung 

-" ., 2 L / " 1) .,'2 m" ==; in'. y." === y", 6 b) x = - eX, x = \c - m X, 't- , _ 

d. h. in beiden Fallen ein Riickprall von der Wand mit 
verminderten Laufteilen x und ii, solange e < 1. 

1. Beispiel. Zur ErmittIung der StoBziffer bedient man sich zweckmaBig 
des Aufpralles einer von der H6he hi auf eine wagerechte mit der Unterlage 
fest verbundenen Platte auftreffenden Kugel von der Masse m. Dann ist deren 
FaUgeschwindigkeit i' = V2 gh' und die Steigh6he /t" nach dem Riickprall folgt 
aus i" = \/2 gh", wobei nach (6b) x" -= - F i' wird. Mithin ergibt sich die 
StoBziffer durch AUBschalten der Laufwerte zu 

Iii" 
F = }'/t, - ............ ' 8) 
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und der StoBverlust nach 6b) Zll 

L.r. = (£2 X'2 - x'~);' c= m9 (h" - h'). • • . . . . . • Xa) 

Wiederholt man den Versuch mit Platten von verschiedener GroBe und anderer 
Auflagerung, so wird man im allgemeinen andere Werte fUr £ erhalten, 80 daB 
die StoBziffer nicht nur von den Stoffen der sich beriihrenden Korper, sondern 
auch von deren GroBe, Form und Auflage abhangt. Daher kommt es auch 
daB hieriiber im Gegensatz zu der Reibungsziffer, die nur von der Oberflachen: 
beschaffenheit an der BeriihrungsstelJe von Korpern abhangt, keine einheitlichen 
Angaben vorliegen. 

2. Bf'!ispiel. UBt man eine vermittels eines Fadens von der Lange h 
aufgehangte Kugel nach ihrer Auslenkung gegen eine feste Wand nach Abb. 2R4 
stoBen, so bestimmt sich zunachst ihr Lauf X' aus 0 
der Fallhohe hi durch die Formel 

X'~ + k~ rf'~ = 29"', h <P' =.i:', 
also 

X'2 (1 + ~)=, ~ 9 hi. . cp'2 W· k2).. 

h 

~j) 

, , 
, h' Wegen des hier auftretenden Drehwertes vor der 

Beriihrung mit der Wand haben wir es mit einem 
schiefen ZentralstoB zu tun, der beim Vor
handensein von Reibung eine Anderung von rp und 
fI bedingt. Diirfen wir von der Fadenspannung 
als kleine Kraft gegeniiber den durch den Stoll 
geweckten Kraftanteilen absehen, so gelten hier
fiir die GI. 5a) und 6a). also, da y'= 0 Abb.284. 

/' = - .-x', ii" =. - (1 ·-~,-).e (, ,;" = 'i! -~: (1 F) x', .. 10) 

worin jetzt n den Kugelhalbmesser bedeutet. 
Da die Reibung an der Beriihrungsstelle nur von der Drehung ,p' bedingt 

iat, der eine Verschiebung des Beriihrungspunktes nach oben entspricht, so ist 
sie nach unten gerichtet und wiirde demgemaB auch eine Verschiebung des 
Kugelschwerpunktes nach unten mit dem Lauf fI" zur Folge haben. Nehmen 
wir entsprechend der Vernachlassigung der Fadenspannung gegen die StoBkraft
anteile an, daB der Faden hinreichend nachgiebig ist, um dies zuzulassen, so 
ergibt sich eine Gesamt,·erschiebung des Beriihrungspunktes nach 
oben mit h,V' t' 

'11 ,." .,"n . , ( n"!.): 
11'/ -. Y =X -'i-f(1-.~.'-)\1-:- k2 i' " .•.• lOa) 

die mit dem Vorzeichenwechsel ihren Sinn verliert, da alsdann auch die Reibung 
sich umkehrt. Das wird aber bei einigermaBen betrachtlichen Werten von f 
und hinreichend langem Faden h praktisch immer eintreten und hat dann ein 
ErlOschen der Drehung und der Verschiebung des Beriihrungspunktes zur Folge, 
so daB der Riickprall mit q" = 0 erfolgt und auf eine Steighiihe h" fiihrt, die 
sich aus :!. gh" = t"2 = ,.2 X'2 • . . . . . • • • . • lOb) 

berechnet. Dies liefert in Verbindung mit 9) fUr die StoBziffer 

!;" ( k2\ 

F2 =, h' 1\1 + iiJ) .. . . . . . . . . . . . 11) 

Erfolgt der Sto13 dagegen reibungafrei, so tritt keine Verschiebung parallel der 
Wand ein und der Drehwert ,j/ bleibt auch nach dem StoB erhalten. Dadurch 
aber wird eine Auslenkung des Fadens bewirkt, die ein Moment der Faden
spannung in bezug auf den Kugelmittelpunkt weckt und so auf Drehschwingungen 
der Kugel wahrend ihrer Aufwartsbewegung nach dem Stolle wie beim Doppel
p en del fii h rt. 
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3. Beispiel. Eine schriige an die feste Wand ohne anfiingliche 
Drehung anprallende Kugel iindert ihre Laufteile und Drehwerte nach 
den Formeln 5a), also ist: 

x"=-td' , y"=f/-(l+e)fx' , cj/I=-';(l+e)x l •• 12) 

mit den Ein- und AusfalIwinkeln {i' {i" gegen die StoBnormale 

tg {i' = ( tg {i" =~:: = -~ tg{iI+!_±_C f. .... _ 12a) x ' x e F 

Der durch die Reibung beim StoB geweckte Drehwert hat nach Abb. 285 den 
gleichen Sinn wie beim Rollen der Kugel auf der Wand. Fiir reibungs
freien elastischen StoB wird mit f=O, e=l, x"=-x', fj"=y',g;"=O, 

x" 

Abb.285. 

{J" = - {J', so daB also die Kugel !p.it demselben Aus
fallwinkel auf der andern Seite der StoBnormale 
zuriickprallt wie der Lichtstrahl an einem Spiegel. 

Beim volIkommen unelastischen StoB wird 
8= 0, also 

x" = 0, y" = fj' - f x' 1 
." fn., {i" ~ .•.. 12b) 
'I' = -k2 x, tg = ClC J 

Ii' wonach die Kugel nach dem StoB unabhiingig von ihrer 
urspriinglichen Richtung an der Wand roUt und gleitet. 

4. Beispiel. Fiir den ZusammenstoB zweier 
K ugeln gelten die Formeln 3) und 4), die mch fiir 
gleiche Kugeln, also fiirm, =m2 usw. vereinfachenin 

k" . " . , 1 - (." • ') _ • /I ., _ Yl - Yl 
1" n '1'1 - 'Pi - Xl - Xl - 1" - 1 + f' 
k2 ., "'1\=-2(X/-X/) ... IB) _ (. ,_ . ") _ . ,_ . I' __ Y2 - }!~ fn '1'2 'P2 -X2 x~ - f 

, ' 

Daraus folgt fiir die Laufteile in der Stollrichtung 

2x/' =(I+e)x/+(I-e)x/, 2x."=(1-e)x/+(1+e)x/ . 13a) 
und bei vollkommen elastischen Korpern mit F = 1 

i/' == x.-/, x'j" = it' 
d. h. ein volliger Austausch dieser StoBliiufe. Daher wird beim zen
tralen geraden StoB einer bewegten Kugel gegen eine ruhende die letztere 
die Bewegung der ersteren annehmen, wiihrend diese liegen bleibt. Das gilt 
auch fiir eine ganze Reihe solcher sich beriihrender Kugeln, die beim 
StoBe durch eine gleich groBe bewegte einfach ihre StoJ31aufe austauschen und 
daher liegen bleiben bis auf die letzte, welche die Bewegung der stoBenden 
Kugel annimmt. ,. 

5. Beispiel. Befindet sich in einem Kasten von der Liinge lund dem 
Querschnitt F die sehr groBe Zahl von n sehr kleinen elastischen Kugeln von 
der Masse m, welche je zur Halfte in der Liingsrichtung l den sehr raschen 
Lauf ± x besitzen, so werden dieselben beim Aufprallen an die Wand ihren 

Lauf gerade umkehren. Da sie zum Durchlaufen von l die Zeit t = ~ ge-
x 

brauchen und werden in dieser ,~ Kugeln gerade einmal von der Wand zu-

., ... . . .. X"~x' 2x . 
ruckgeworfen, so durfen wlr hmrewhend genau X = --- c~c - -t- - schrelben. 

'. t 
Die Wand unterli",gt also der StoBkraft 

n.. x nmx~ 
X~= 2 mx"", -nm t =- -I ........ 14) 
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die sich als ein Flachendruck p derart an der Wand auBert, daB X = - p F 
ist. Mithin erhalten wir unter Einfiihrung des Rauminhaltes F I = V an Stelle 
von 14) auch: nm i;~ nm .. , 

p= '-iFl--= TT X-, ••••••••• . 14al 

oder wenn wir das Raumgewicht yoder die Dichte ~ der Gesamtmasse durch 

n m =-~ TT ,) = TT ;' 
einfiihren, 9 

p ().i:~=L.i:e .••..•..•.... 14b) 
9 

Haben die Teilchen auBerdem noch gleiche Laufteile in der y- und z-Rich
tung, so ist nach der Vektorregel der Gesamtlauf u gegeben durch: 

und wir diirfen an Stelle von 14al und 14b) auch schreiben 

Inm ~ __ 1, ~_])' " 4 
PC';) IT It -;) (j U -;, U, • • • • • • • • 1 0) 

.J .., .) 9 

d. h. eine groBe Zahl in einem GefaB hin- und herbewegter elastj
scher Kugeln iibt auf die Wande einen der Gesamtwucht aller 
Kugeln in der Raumeinheit verhaltnisgleichen Druck aus. 

Setzt man noch die Wucht eines 'feilchens 

so wird daraus 
p V=:. n T 

eine Formel, welche das Verhalten der sogen. vollkommenen Gase darstellt, 
wenn unter T deren Temperatur verstanden wird. Diese Korper diirfen wir 
somit alB eine groBe Zahl mit gleichen Laufteilen durcheinander schwirrender 
elastischer Kugeln auffassen, deren StoB gegen die GefaBwande den Druck 
hervorruft. Die eingehende Erorterung dieses Gegenstandes mit verschiedenen 
Werten und Richtungen von tt sowie unter Beriicksichtigung der Zusammen
stoBe der Einzelteile gehOrt in die Wiirmelehre. 

§ 77. Der St08 festgehaltener Scheiben. Wird eine mit dem 
Schwerpunktslauf Xo Yo und dem Drehwert 'T urspriinglich frei be
wegte Scheibe m an einem Punkte x, y 
(A), Abb. 286, plotzlichl festgehalten, !I 
so tritt dort eine StoBkraft mit den An
teilen X' r auf, so zwar, daB mit Ver
nachHissigullg anderer Massenkrafte 

1) 

Y' 

gilt. Die Festhaltung bedingt ferner das 0 Xo x 
Verschwinden der schIieBlichen Laufteile Abb. 286. 
am Punkte x y, also 

x 

i/l = i:o" - (y -Yo) 'i" =-= 0, 1i" ='Yo" + (x - xo) (f" = U, 21 

wahrend die Ausschaltung der StoBkrafte x/r aus 1) auf 

.y.. (x - x )--- X (y - y ) = k ~ ii , • 0 _ 0 0 0_ 0 
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oder nach Integration zwischen den Laufwerten vor und nach 
StoBe bei unveranderten LagengroBen x y, Xo Yo auf 

dem 

( • " • ') ( ) ( • " • r ( ) _ k 2 ( • " . ') Yo - Yo x - Xo - Xo - xo ) y - Yo - 0 f{J - (P. • 3) 

fiihrt. Setzen wir in diese Formel die Werte von xo" und yo" aus 
2) ein, so wird mit (x - XO)2 + (y - yo)'J = 82 , wobei 8 den Schwer
punktsabstand des festgehaltenen Punktes bedeutet, 

'k~+ 2)·" k"·'+·'( ) .,( ) l (0· 8 f{J = o"q; Xo Y-Yo. -Yo x-Xo ,. 3a) 
xo" = (y - Yo) ip", Yo" = - (x - xo) ip" J 

so daB als Ergebnis eine Drehung um den Festpunkt x y mit 
dem Drehwert ip" iihrig bleiht. Da m (k02 + 82) das Schwungmoment 
um den Festpunkt ist, so ergiht sich mit X02 + Yo2 = v2 der Arbeits
verlust durch das Festhalten mit Riicksicht auf 3a) zu 

L = ~ (ko'.! + 82) ip"2 - ~ (VO'2 + ko~ (p'2). . . . . 4) 

Den Festpunkt konnen wir uns auch. als Beriihrungsstelle der he
wegten Scheihe mit einer unendIich groBen ruhenden Masse vor

!I 

!lz 

o X, x xz 
Abb.287. 

stellen, und ersehen aus dem Ver
schwind en der zugehorigen Laufwerte 2) 

CM-~~'Z nach der Festhaltung, daB diese einem 
vollkommen unelastischen StoBe 
in heiden Achsrichtungen durchaus 
gleichwertig ist. 

Sind die beiden aneinander stoBen
den Scheiben von vornherein um feste 
Punkte mit den Schwerpunktsab
standen 81 8'J und den entsprechenden 
Achsabstanden ~l 'fJ1' ~2 'fJ2 drehbar, 
Abb. 287, so treten dort Auflagekrafte 

. .. auf, deren Achsenanteile Hl Vl , H'J V2 

sem mogen. Alsdann erhalten wir an Stelle der Bewegungsformeln 2) 
§ 75 mit dem Beriihrungspunkte x y 

X' +Hl =mIxl , Y' + VI =ml iil t 
y' (x- xl)-X'(y - Yl )+ VI ~l - HI1lt =ml kl'J ifJI ~) 

x , + H .. }" + V .. J' v - 2=m'J x 'J' - 2=m2Y2 
- Y' (x-x2)+X' (y - Y2) + V2$2 - H2172=m2 k'J'.l ifJ2 

und als Bedingungen fiir die festen Drehpunkte: 

~1-~l~I __ ~2-?2(~2_ 0, ~\ J 17\=\ .. 
. . . . ~2-L 2 2} 
YI+';1f{JI-Y2+';2Q;2- 0 , ';2 +'fJ2 =82 

6) 

~ach Ausschaltung der Auflagektiifte HV aus 5) hleiben nur noch 
die beiden Momentengleichungen 

Y' (x - Xl - ~l) - X' (y - Yl - 1]1) = ml (k12 ifJI - ~l iiI + 1]1 Xl) 
X' (y - Y2 - 1]2) - Y' (x - x2 - $2) = m2 (kg 2 CP2 - ~2 Y2 + 'fJ2 X2) 
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iibrig, die sich wegen 6) vereinfachen in 

Y' ( " ) X' ) k 2 I .... l X-X1 -;1 -~ (Y-Yl-'YJl =ml ( 1 ,-81 ")<1\ 
X' (Y-Y2 -'YJ2) - y' (x - Xz - ~2)=m2 (k'J2 + 8'J2)q;'J J 7) 

und mit Riicksicht darauf, daB (kl2 + 812) m l bzw. (k'j '3 + 822) m'J die 
Schwungmomente der Scheiben um ihre Drehpole °1 °2 bedeuten, 
auch von vornherein hatten angeschrieben werden konnen. Wir ver
einfachen sie zunachst durch die Abkiirzungen fiir die Hebelarme 
der StoBkraftanteile in °1°2 , Abb. 287, 

sowie mit Y' = f X'.. ...., H) 

in X' (fni - rJ = m 1 k/~ IiI' X' (fn2 - r2)· -~ m'J k/2!p2 7 a) 

oder mit 

kiirzer 

k '2 
_1 ... __ =a,. 
fnl -- r1 

~'(' == m 1 a l Ii l' 

k~''3 

tn"~ =-- r., = a2 • • • • , • Ha) 

X I = m.! a2 li2 . . . , . . • 7 b) 

Daraus aber folgt nach Ausschaltung von X' und Integration zwischen 
dem Anfangs- und Endzustand 

mi a1 (CPt" .. Ij{) = m'J a2 (rp2" - IP2 /). . , . . . 10) 

Da nun r1 drpl' r2 drp'J die Normalverschiebungen, n1 dll'!' n'J drp2 die 
Tangentialverschiebungen der Scheiben an der Beriihl'ungsstelle sind, 
so ist 

11) 

die gesamte StoBarbeit. Deren erster Teil schreibt sich mit 7 b) 

Ly= tJ X' (111 dlPI +1I2 d(12) = (Jim1 al n1 CPl dCP1 +m2a211'JCP2dr2) 11 a) 

und riihrt von der Reibung her, wahrend der zweite 

L,r = - f X' (rl d911 -+- r2 dCf!'J) ~ - J(m1 a1 r l CPl dePl -+ m2a2r~rp2drp2) 11 b) 

durch die Formanderung an der Beriihrungsstelle in Richtung der 
normalen StoBkraft X' bedingt ist. 

Verlauft der StoB vollkommen elastisch, so verschwindet L:r' 
also ist nach mtegration 

12) 

13) 
also schlieBlich 

• 11 • I ." ., 

'[:1--=911. c • . lp'J -- Cf!z 
Jn2 az tnt a1 

- 2 (rl.ePt' + ~'/f2') 
m'l a1r Z + m'Ja'Jrl 

14) 
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ergibt. Demgegenuber erhalten wir nach dem unelastischen StoB 
ubereinstimmende Normallaufe, also mit Rucksicht auf den Dreh
sinn, Abb. 287, 

13a) 
und mit 10) 

." ., • II ., 

CPt - (Pt 
- ~ -- -

CP2 -_1£2 
mt al 

-- (1-t Cpt' + 1'2 (Pe') 

m1 a1 1'e + m2a2r1 ' 
_ . _ 14a) 

also wie schon bei freien Scheiben gerade die hal ben Werte wie 
beim elastischen StoB. Fuhren wir daher wie frtiher eine StoB
ziffer 0 < e < 1 ein, die fUr den elastischen StoB e = 1 wird 
und beim unelastischen verschwindet, so erhalten wir an Stelle von 
13) und 13 a) 

15) 

oder 1'1 (Cpt" - Cpt') + r2 (Cpe" - Cp/) = - (1 '+ f) (rl Cpt' + 1'~Cp/), 15 a) 

und es folgt allgemein 
'11 Of 'If 0' 

(£.~ CPt (P'.! _~ CP2. 
mea'.! m1 a1 

(1 + ~.l!~tCpt' +~2.Cp2') 
mt a1 r2 + mea2 r 1 

16) 

Nun sind die StoBarbeiten in normaler und tangentialer Richtung 
nach 11 a), 11 b) unter Beachtung von 7b) 

---- 2 Lx = m1 a1 r1 (Cpt"'.! - Cp/'.!) + tlt2 a2 r2( Cpe"2 - Cp'.J'2) 

2Ly _ ('''2' ''.I) + ('''2' '2) --f-- - m1 at nt CPl - CPl. m2 a2 1/2 CP2 - CP2 , 

oder wegen 10) 

- 2 Lx = tltl a1 ((j\" - Cpl') [r 1 (Cpl" + ip/) + 1"2 (ipe" + Cp2') ] 

2 Ly _ (." 0') [ (0" + . ') + (0" I 0 ')] T -- tltl a1 CPl - CPl n1 CPI CPl n2 CP2 i CP'.! 0 

Schalten wir aus den groBen Klammern der ersten Zeile r 1 (p/' + r 2 Cp2" 
durch 15) aus, wah rend fur die zweite Zeile diese Klammer ubergeht in 

(." 0' I (0" . ')-+- ( 0,+ 0') n1 CPt - CPl ) -r n2 CP2 -- CP2 I 2 n1 CPl n2 ere ' 

so wird nach Ersatz der GraBen Cpt" - Ipt' durch 16) schlieBlich 

L - - e 1 tlt2a 1 a2 1'1 CPl r2 (P2 (1 2) tit (0 , + 0 ')2 1 
:r - - -~ml a:~~+ m2a2-1~J·---· 

L = /1-]- e)2 m1.?ll~ ~l a2 {ro1 Cp / --t- 1'2 ip 2')2 ~ 0 1 7) 
y 2 (ml al 1'2 + m'.! a2 r 1) I 

(mlal_1~2.±_nt2 (l2nl _ 2_ 1/ t ip/ ---t- 112 ~;.) 
tlttalr2+m2a21"1 1 + e1"1 ip/+ 1"2 (P2' ) 

Beide Arbeitsbetrage sind als StoBverluste negativ, wie man aus dem 
negativen Vorzeichen von a1 und a'J in 8a) fur f= 0 ohne weiteres 
erkennt. Daraus folgt, daB fUr beliebig groBe Reibungsziffern die nega
tiven Vorzeichen von a1 a2 und damit von Lx L!J nur .dann aufrecht 
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zu erhaIten sind, wenn stets f <: 0, also mit negati vem Vorzeichen 
eingefiihrt wird, was wir schon im § 75 als notwendig erkannten_ 

Verlangen wir nun, daB die Auflagekrafte H, Vin den Dreh
polen 01 02 verschwinden, so wird die Scheibenbewegung frei 
und wir erhalten an Stelle der Kraftgleichungen in 5) 

oder wegen (}) 

)(' = m1 xl , 

y' = m1Yl' 

x' = rn1 lh (fl, 

y' =-m1 t1 iT, 

- K'- ,.- 1 ~ --m~x2 I 
- y' c.~-c rn yf I 

. 2 oJ J 

Dies gibt 111 Verb in dung mit 7 b lund f X -,}-

lit = a1 , 

tl = - (a J -

'YJ2 ~ - a2 

~'! == fa'}, 
~ - - . - - -
J 

5a) 

5b) 

1H) 

in Dbereinstimmung mit den Ergebnissen 16) § 75 mit Beachtung 
der dort verschiedenen V orzeichen von a1 und (t.!_ 

1. Beispiel. Wird eine der beiden Massen unendlich, z. B. m" ~= x, also 
auch r~ ~_c 00, a~ =X, so wird mit TeTe = nA'~ = 0 aus 1.~) oder Hi) fur den 
StoB gegen cine feste Wand 

und aus 17} 
"2L.v =(1 Ee)marri''', :!.L,,=-l(l-f~)manri"~ . 17a) 

also fur reibungsfreien StoB mit at"' - k" nach 8a) 

2L.v - - (," - 1) k"g 'e llt • _ .• 17 bl 

2. Beispiel. Riickt der Drehpol einer der beiden Scheiben in der 
y-Richtung ins UnendIiche, Abb. 288, so geht deren Bewegung in 
eine geradlinige Verschiebung derart iiber, daB mit t"..,= OC, k,2 = k./~= x, 
a. = - ke'" : 1-2 =-- 00, auch bei endlichem n2 , T2=' 0 und 
r2<P2=-a..,fr,,=x2 wird_ Wir erhalten also fur dies en 
ZusammenstuB der drehbaren Scheibe m, mit cler Xz 
geradlinig bewegten Masse m" an Stelle dcr beiden 
Formeln 10) und V'la) 

m, a,(<p/' - (i',') i-m,,(x,," 
r, (g-/' - (//) I- xc" -.r./ = 

und daraus 

.r..,'1=0 
-11 --')(f,g',' 

. ') Jl 1:,0) r, 

"" I 

(i/'-fj,]' 
m2 

mit dem StoBverIust 

.i;.,/ -.r:!." 
m,a, 

II + E) (r, T,' x./)1 

Fiir den reibungsfreien StoB wird zunaC'hst aus 8al 

l 
19) 

Ahb.28:-:. 

1 
. , 

11, q 1 
i. 201 

I 

k2 - . - (/', Y, _ • • • . • _ _ _ _ . _ • :-I h) 
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und damit aus 19) 

<j;t" - <it' 
m-)rl 

SoIl dieser StoB keine Wirkung auf den Pol 0 1 ausiiben, 80 muB nach 1~) 
dessen Schwerpunktsabstand senkrecht zur StoBnormale fll = a1 sein und da
rum wegen 8b) das Lot - r1 von 0 1 auf die StoBnormale mit der Pendel
lange von m1 in 0 1 iibereinstimmen. Den FuBpunkt M dieses Lotes nennt man 
darum auch den Mittelpunkt des StoBes oder den StoBpunkt kurzweg. 
Bei der zahlenmaBigen Verwertung der vorstehenden Gleichungen ist zu be
achten, daB der positive Drehsinn <pt' wie in Abb. 288 angedeutet, dem posi
tiven Lauf x2 der Masse m2 entgegengesetzt gerichtet ist. 

3. Beispiel. Handelt es sich urn den StoB einer drehbaren .~cheibe m1 

gegen eine solche, die vermoge ihrer sehr groBen Masse m2 keine Anderung 
des Dreh wertes <Po erleidet, so wird mit (;'. = <P." = 'lIe' = 0) und m2 =, 00 

aus 15) r1 .pl" = - 1'1'1 i'l' - (1 + ,,) 1',,0). • • • • • • • • 15 d) 

und fiir reibungsfreien StoB mit all'l=-k,'~, a.r2 ="--k/" aus 17) 

L -- ~-= 1]~-,klI2_(t-l'i)1'-=:+!:2!'ll ".-- 2r12 ' L,,=O ..... . 17e) 

Nach diesen Formeln vollzieht sich u. a. der Antrieb eines sog. Schwanz
hammers mv Abb. 289, d ureh eine Daumenwelle, die etwa mit einem Wasser

rad durch ein Zahnradvorgelege 
:-- '2 ---: unter Zwischenschaltung eines 

L 

--i' -.. i Schwungrades gekuppelt ist und 
",,- I sich gleichformig dreht. Da 

\ der Hammer vor dem AnstoB 
durchdenDaumenruht,nachdem 
StoB aber mit diesem cine Zeit
lang in Beriihrung bleibt, so ist der 
~toB als unelastisch anzusehen. 
Wir erhalten also mit B = 0, 
'l)/=O aus 15d) und lie) 

/1,' " " iI.~) 1 'IQ'1 =-=--:..: - ,:!o 

Ahb. 289. I ____ ttl, kt'" r/ 0)2 I, 21) 
'.r - 21\~ J 

wahrend der StoB des Hammers auf den AmboB, der mit der Erde fest ver
bunden und in Ruhe verharrt, nach den GJ. 15 b) und 17 b) erfolgt. Auch 
hier kann der StoB als unelastisch und reibungsfrei angesehen werden, so daB 
sich mit einer Fallhohe It des Hammerschwerpunktes im Abstande s vom Dreh
punkt sri/ = ~2 glt und die StoBarbeit 

... 21 a) 

ergibt, die allerdings angesichts der beabsichtigten Formanderung des Werk
stiickes zwischen Hammer und AmboB nicht mehr als Verlust zu betrachten 
ist. Als solcher kommt vielmehr nur der Betrag 21) in Frage, so daB sich 
mit einer Nutzarbeit vonm,gh an der Daumenwelle ein Arbeitsaufwand von 

L=m (gh+~'~r2~OJ2) 22) 
1 2 1'1 ~ ......... .. 

mit einem Wi r k u n g s gr a d e der Vorrichtung 

m1 g/; 1 
'} = L ---k'o..... ........ 22a) 

~ 1 + L:.!"2--,"..-
berechllet. 2 gh 1'12 
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X VI. Dit-' Seilbewegullg. 
§ 78. Die Bewegungsgleicbungen eines Seiles. Denken wir uns 

die aufeinanderfolgenden Lagen, Abb. 290. eines in der Ebene bewegten 
Seiles gegeben, so sind die Achsenabstande x, y 
jedes Seilpunktefl durch dessen Entfernung s 
von einem besonders ins Auge gefaBten Punk
te, gemessen auf dem Seile selbst bestimmt. 
Mithin sind die Achsenabstande :Funktionen 
sowohl dieser Seillange s, als auch der Zeit, 
in der sich die Lage des ganzen Seiles 
iindert. so daB wir fur die Lageniinderungen 

ox I o:r I dxc=--ds T .- dt 
(ls at 
ry riy I ely = d8-;-~-- d t 
08 (it 

1) 0 .x 
x 

Abb. ~90. 

zu schreiben haben. Hierin ist aber, wenn wir den Neigungswinkel{} 
des Elementes (is einer der Seilkurven fUr einen bestimmten Zeit
punkt betrachten, 

( x 
~= cos,~ 

? s . 
oy . < 
-=slnd .. os " :!I 

wah rend beim Vbergang des Elementes d s von einer Lage zur andern 
ill der unendlieh kleinen Zeit d t 

r'X 
>i ~ r" 

( Y 
=V 

? t Y 

die wirklichen Laufteile des Elementes bedeuten, welches selbst ill
folge der vorausgesetzten Linienstarre seine Lange nicht andert. 
Damit erhalten wir durch partielle Ableitung von 2) nach der Zeit 

Ij /1 
sin iJ, 

"d 

(IV. 

os 
o I'} < 
-- cos,~. 
(it 

2a) 

An dem Blemente von der Masse ,ads, worin Il=.-m:l die Masse 
del' Langeneinheit des Seiles bedeutet, greift nun eine AuBenkraft d Q 
mit den Achsenanteilen 

d X = IJr/uis, ell' = qy/ul.I'. . . . . . . 4) 

und an seinen Enden .die Seilspannung 8 in der Richtung von ds, 
sowie die normal dazu gerichtete von der Steifigkeit bedingte Quer
kraft Tan. Diese andern sich von einem Ende des Elementes zum 
andern auf einer bestimmten Seilkurve, d. h. bei festgehaltener Zeit 
derart, daB parallel den Achsenrichtungen die beiden Kraftuberschiisse 

d H- .c.~ (S cos ,o} - T sin i)l d 8 . 
ex . 

d V =~-- (S sin {} --1.- '1' cos I'}) d 8 5) 
cs 
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iibrig bleiben, die zu den AuBenkraftanteilen 4) hinzutreten und 
zeitliehe Laufanderungen derart bedingen, daB 

dX -+- dH = /1 a~", ds 
'ot ' 

ev 
dY +dV=f1~Yds 

(it 
6) 

wird. Mit 4) und 5) nehmen alsdann die Bewegungsgleiehungen 
die Form 

-~ (8 cos fJ - Tsin fJ) = f1 (OVa; _ .. q )lj 
AS ot x 

.? (8 sin fJ + T eos fJ) = f1 (~~y - q ) os ot y 

6a) 

an, wozu noeh nach Gl. 3a) § 53 die aus der Seilsteifigkeit folgende 
Bedingung 28 

T= r. h-o () s 7) 

tritt, in der t~ die innere Seilreibungsziffer und h die Seildicke be
deuten. Die kinematischen GIeichungen 2 a) sind nun im Verein mit 
den dynamischen Formeln 6a) und 7) gerade hinreichend, urn bei 
vorgelegtem Kraftfelde, d. h. qx' qy die fiinf Unbekannten 8, T, fJ, va;' v 
in den Urveranderlichen s und t auszudriieken, woraus sich danJ 
mit Hilfe von 1) oder wegen 2) und 3) durch 

dx = ds cos fJ + vxdt, dy = ds sin{} + vydt 1a) 

die Achsenabstande x y selbst ergeben. 
Fiir manehe Zwecke ist es bequemer, an Stelle der Laufwerte 

va; Vy iill festen xy Kreuz solche v.' vn in der augenblicklichen Tan
gential- und Normalrichtung zur Seillinie selbst durch die Beziehungen 

v x = Vs cos{} - V n sin{} , vy=v.sinfJ+v"cosH, . .. 8) 

wie dies schon bei der Bewegung eines Punktes langs einer Bahn 
in § 8 geschehen ist, einzufiihren. Dann folgt durch Ableitung 
nach s in Verbindung mit 2a) 

(?~~ _ v o.,~) cos f} _ (~v_n + v a fJ) sin H = - q!:~ sin {} 
AS ncs os 'os at 

(OV. O1'j). (OVn I ofJ) ih'J --.. _. - v ~ sm {f -i- - I v -- cos{} = ~ cos ,'} 
C s " os 'os· os ? t ' 

oder nach Ausschaltung von cos I'} sin,9· Bowie mit 

0,9 1 

as e 
als neue kinematische Bedingungen 

9) 

?~~.3. _ ~n = 0, 
riS (! 

OVn + ~ = at). 8 ) . . . .. a os e ot 
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Schreiben WIr ferner an Stelle von 6a) mit n) 

(2,8 _ '£) cos {f __ (OT) S) sin 19 = 11 ({lv.r _ q )', 
(' s () (! ~ () / 0 t ,r 

'" '~ ~ 10) 

(?;S _ '£) sin ,'} -l.-. (2 l' +~) cos {f = /1 (OV y -, Il ) I os Q I?S e ot· y ) 

und ersetzen die Anlaufteile OV : ct, OV : ot durch die rein zeitlichen 
Ableitungen von 8) und fiihren f noch d~rch Erweiterung mit cos If, 
sin f}, sowie Addition und Subtraktion den Tangential- und N ormal
anI auf q. q" der AuBenkraft durch 

Ij cos 19 --L (I sin H == Ii , x r y S lfyCOS N- qxsinif=lf" ' , 11) 

ein, so erhalten wir an Stelle von 10) die neuen Bewegungsformeln 

( f:) l' ((:IV, (If}) , 
- ~-!1 --v ~ -uq I os () {It " (t '. 

(1'; (ev /f}) }, -- + -= II -~ ~ V - - I1q I os e ' ?t ' S Pt /" J 

, , lOa) 

zu denen noch die unveranderte Gl. 7) hinzutritt. Bei vorgelegtem 
Kraftfelde q., q" geniigen diese Formeln im Verein Sa) wieder zur 
Ermittlung der Unbekannten S, T, vS ' v"' If als Funktionen von s 
und t. Fiir ein vollkommen biegsames Seil verschwindet mit 
der inneren Seilreibung fo auch die Querkraft T, die sonst nach 7) 
nur wegfallen kann, wenn im steifen Seil die Spannung S an allen 
Stellen gleichzeitig denselben Wert besitzt, was eine zeitliche An
derung allerdings nicht ausschlieBt. Die Integration der Bewegungs
gleichungen lii.Bt sich iibrigens auch mit T = 0 nm in wenigen Son
derfii.llen durchfiihren, zu denen wir uns nunmehr wenden. 

Unterliegt das vollkommen biegsame Seil in der lot
rechten Ebene nur der Schwere, so haben wir an Stelle von lOa) 
mit T=(), qs=-gsinlJ, q,,~--gcosO 

(; ~ = It (o~, - v (: 19) -~ It g sin H 1 cs / 2t n ot ,/ 

f:) = /u (;:.Vt'.' + v, ~:~t) +-,Il y cos 17 J' 
Q C (' 

12) 

Differenzieren wir jede dieser Formeln nochmals partiell nach s, 
addieren und subtrahieren die mit 1: Q = of}: os erweiterte andere 
Gleichung, so verschwinden die mit g behafteten Glieder. und es 
bleibt 
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oder mit Riieksieht auf die kinematisehen Beziehungen Ha) 

~ _ ~~fi = u (O1})2. 2 ~~ + S ~~'} = 021} 
rl 0 S2 , 0 t' e 0 s (I s'J P, 0 t2 . 

12a) 

Set zen wir darin 

..... 8b) 

so stellt u die Gesehwindigkeit eines Massenpunktes langs der im 
allgemeinen selbst bewegten Seilkurve, die wir den Seillauf nennen 
wollen, dar. AuBerdem aber konnen wir die Hnke Seite der zweiten 
Formel noeh wegen 01}: O.~ = 1: (! zusammenziehen und erhalten so 
an Stelle von 12 a) die beiden iibersiehtHeheren Gleiehungen 

S-p,U2 02 S --e-2- os2 ' 
1 c.. (,~~) = U 02 .{} , 

S cs e 'ot'J 12b) 

in denen die auBere Kraft iiberhaupt nieht mehr auftritt. 
Fiir einen unveranderliehen Seillauf erhalten wir ferner aus 8 b) 

02 1} c2 1} 
- -- =u--

etos OS2 ' 

'(P1) 021} 
-u2 

ot2 - OS2' 

also 

Damit wird aber aus der zweiten Gl. 12 a) 

.~oS +(S_!tu'J)O~~ =0, 
(! os OS2 

oder wegen der Unveranderliehkeit von u mit 

S-p,u2 =S' 

.! oS' +S' ~(~)=o. 
(! os os e 

. . . . . . 8e) 

13) 

Ziehen wir diesen Ausdruek noch zusammen und setzen 13) in die 
erste Gl. 12b) ein, so erhalten wir fUr bestandigen Seillauf die 
Gleichungen 

S' iPS' ~~(S'2)=0, 
S' os (! 

14) 

welche die Zeit t nieht mehr enthalten. 

1. Beispiel. Die Gleichungen 14) sind nun ersichtlich identisch erfiillt, 
wenn unabhangig von der Anderung von (! 

8'=0 oder 8=,uu2 •••••••••• 13a) 

wird. Alsdann aber ist wegen der Willkiir von (! jede beliebige Seilkurve 
moglich, die wegen der Unabhangigkeit von der Zeit ihre Form 
nicht andert, solange der an allen Stell en gleiche Seillauf seinen 
Wert bei behal t. Von der Richtigkeit dieses Schlusses iiberzeugt man sich 
leicht an einem geschlossenen Seil oder Riemen, der iiber eine Rolle gelegt, 
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von diesel' gleichformig mitgenommen wird, Abb. 291. 1m Ruhezustande nimmt 
del' herabhangende Teil die Form del' gewohnlichen Seilkurve an, die er nach 
Einleitung del' Bewegung auch fiir jeden Wert des Seillaufes beibehalt. Andert 
man dagegen diese Form etwa durch einen SeitenstoB, wodurch das Seil einen 
Knick erhalt, so bleibt derselbe an seinem Ort erhalten und wi I'd von den 
einzelnen Seilelementen in stetiger Folge durchlaufen. Schlingt man ein Seil 
derart urn die Rolle, daB seine Lange mit dem Rollenumfang iibereinstimmt 
lind streift es nach el'teilter raseher Drehung abo 
so behalt es die Kreisform bei und rollt auf einer 
daneben befindlichen Unterlage wie eine starre Kreis
scheibe fort. Das in sieh gleichfiirmig bewegte Seil 
erfahrt also durch seinen Lauf eine Versteifllng, die 
abel' niehts mit del' durch die Innenreibung bedingten 
Bteifigkeit zu tun hat. Die letztere, die wir in unseren 
Formeln vernachl1issigt hahen, wird im Gegenteil 
eine Verzogerung des Laufes und dadurch mit del' 
Zeit eine Formanderung des Seiles hedingen 1). 

Ahb. 291. An Stelle des gleiehfOrmig hewegten Beiles 
kiinnen wir uns abel' aueh ein vollkommen biegsames 
Rohr denken. in dem eine Fliissigkeit gleichfiirmig 
stromt, deren Bewegung somit den Seillauf ersetzt, wahrend die Rohrwand 
nul' als Begrenzung dient. Ein derart durehstrumter Schlauch wird alsdann in 
jeder Lage aueh gegen die Erdschwere verharren und Formanderungen einen 
Bteifigkeitswiderstand entgegensetzen, del' heim leerpn odeI' mit reiben"der 
Fliissigkeit gefiillten Sehlau(,h versehwindet. 

2. Beispiel. Dip vorstehenden SehluBfolgerungen gel ten aueh noeh fiir 
ein gerades Seil mit einer beliebig gestalteten Ausbuchtung an irgendeiner 
Stelle, die hei gleichformigem Seillauf dort erhalten bleibt, Abh. 292. Am 
ausgelenkten Teile andert sieh auch nichts, wenn wir das gauze Seil entgegen
gesetzt dem Seillauf verschiehen, wobei nul' die Aushuchtung mit dem Ver
schiebungslauf wandert. Stimmt del' Be-
trag desselben mit dem Seillauf iiberein. 
so ruht del' gerade Teil des Beiles und -==:....-..... 
die Ausbuchtung wandert nach 1;\a) mit 

u - ± I""' 
i' 

. . 1:: b) 

~'-------

Abb.292. 

liings des mit del' Kraft S gespannten Seiles nach beiden Seiten fort. Auf 
diese Weise entsteht eine sogen. S e i 1 well e, deren Form und GroBe ganz will
kiirlich illt. Auf diese Erseheinung werden wir spater nochmals zuriickkommen. 

3. Beispiel. Versehwindet dagegen die Spannung S' = S - if u e bei be
standigem Seillauf nieht. 80 folgt aus del' zweiten Formel 14) mit einem Fest
wert c" oder 

und naeh Einsetzen in die erste 

des' 
d~~" . 

c'dS' 
S':] 

dS' (d S" 
d did I, 

8 \ ,8/ 

also integriert mit einem weiteren Festwert C" 
(d Sf'." C" Sf" , .. c' S' d S' 
I • _ =c ds 

d 8 ' S/~ \/C2-~"j2---~- c4 

und nochmals integriert 

14a) 

') Eine groBe Zahl von Versuchen mit umlaufenden Ketten und Bandem 
beschreiht J. Aitken in del' Abhandlung: On some experiments of rigidity 
produced by centrifugal force, Philosophical magazine, 1878, Vol. V, p. 81. 

1.olPnz. Terhn. I'hyeik I, 1. ~. Anfl. 24 
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Rechnen wir den Bogen von einem Scheitel del' gesuchten Knrve aus, set zen 
also d8':ds=,cO fUr 8=0, so wird hierin auch 01 =0 und es bleibt nach 
Quadrieren 8'~ c' + O· s~ 

C2 8'2 = c· + O' 8 2 , !! =c -c2- = ('2 c" 14 b) 
also 

dr} 02 c2 

ds !! c· +-04 8 2 

mithin, wenn fUr 8 =c 0 auch {} = 0 sein soil, 

c2 

S=C2 tg I9 .. 14c) 

Das ist aber nach § 46 die Differentialgleichung der gemeinen Seillinie, die 80-

mit auch noch bei bestandigem Seillauf erhalten bleibt, Ein iiber zwei RoUen 
laufendes gespanntes Seil odeI' ein Treibriemen wird demnach dieselbe Form 
annehmen wie im Ruhezustande, wah rend seine Spannung nur urn den Be
trag ,It u2 zunimmt. 

4. Beispiel. An dem vorstehenden Ergebnis andert sich auch nichts, 
bei gleichfiirmiger Bewegung des ganzen in sich bewegten Seiles in der Bild
ebene. Infolgedessen wird ein vom Schiff ablaufendes Kabel, welches 
auf dem Meeresgrund zur Ruhe kommt, eine Seilkurve bilden, wenn der Seil
lauf gerade mit dem Schiffslauf an der Oberfliiche iibereinstimmt, wobei 
wie'derum die Seilspannung die statische urn fl u 2 iibertrifft. Fiir die Berech
nung der letzteren nach den Formeln des § 46 ist allerdings die Abnahme des 
SeiIgewichtes durch den Auftrieb des WasFers durch einen anderen Wert des 

I<~rdanlaufes g' c= 9 ~"-= i'o zu beriicksichtigen, worln )' das Raumgewicht des 
)' 

Seiles und 1'0 das des Wassers bedeutet. Auf das Zusatzglied der Spannung 
hat dagegen der Auftrieb keinen EinfluB. 

§ 79. Del' Seiltrieb. Lauft ein in sich geschlossenes, sogen. 
endloses Seil, ein Riemen oder eine Kette uber zwei Rollen, so wird 
die durch ein eingeleitetes Moment hervorgerufene Drehung del' 
einen Rolle eine Bewegung des hinreichend gespannten Seiles und 
durch diese eine Drehung del' anderen Rolle unter Dberwindung 
eines dort angreifenden Gegenmomentes bewirken. Eine derartige zur 
Arbeitsubertragung zwischen zwei festen Achsen dienende Vorrichtung 
bezeichnet man als einen Seil-, Riemen- oder Kettentrieb. Setzen 
wir zunachst einen Beharrungszustand voraus, in dem sich die Form 
del' Seilkurve zwischen den Rollen nicht andert, so findet nul' eine 
Tangentialbewegung del' einzelnen Seilelemente statt, und wir haben 
mit vn = 0, sowie unter Einfuhrung des bestandigen Seillaufes 

ih'f OV . ,Q • Q vs=u=e ot' a't~=O, q.=-gSlll'U', qn=-gSlllV', an Stelle der 

Gl. lOa) des letzten Abschnittes fiir die Bewegung zwischen den 
Rollen 

dS 
-

ds 

oder wegen 

l' 
- = P 9 sin ','f, 
e 

d1' S (u2 ) -, + = p-- + 9 cos {} , 
ds e e I) 

dr:; 
T=f~hd~ .......... 2) 

r. h ~~~ + § = P (u2 + 9 cos {j). , la) 
ods" e g . 
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Benutzen wir jedoch die Bewegungsgleichungen 6 a I ~ 7 H. ilO lauten 
diese mit 

I';c =~ u COS a . j'y /I sin /), If", = 0, IJ!I ~=- -~'.Q 

d ~. " . u~ , 
~ (S COil ,9 - 1 sm a) = - ,11 8m H, 

tI s (} 

d "" , ' r " (u~ ,) (,s sm ,) -+- 1 cos t'J I = It ~ cos B -r- !J 
ds ' !l 

und ergeben wegell ds =!l dH, sowie mit :J) integriert VOIl der unteren 
Grenze dS 

s c= (). ,9 == (). ~ 0 ds - • 

co '.' I d::J . .<.' 1 o cos 11 . - .'io - t~ !.1 Sill u = ,u u" I cos N - 1 1 
as I 

" Q ' . I d8 Q " • <I r' .s sm II . :~~ 10 t ~ COF; II' = /J. u" SIn '/I --1- 11 9 S J 'ds " , , 

3a) 

oder 
-' •• CI •• <l • <l 1 '.1 .- Il U" - (80 - Ii U - ) cos II' ,= It 1/ S SIn II 

I J J • 

. dS I' ") , :. lol! --1,s0-,ltU"8ml'}=,ltgscosH I 
ds 

Schalten wir aus der letzten Formel und der ersten G1. 1 a 1 

dS: ds aus. so folgt 

"+ 11g10' It) , Ill(" . SIn if , t;, h . 
1 .... ~~ 

I} 

41 

oder unter VernachHissigung der Potenzen von t~ 11 hinreichend 
genau 

/1 !IS = (So ~ ~ /t u~ + p 9 fo h) tg il 

und nach Einsetzen in die er!<te Gl. ~ b) 

oder 
So -~ ,Ii 1t2 + ,Ii !/ f~ It = (8 - ,Il 1I~ -i -,It .Il t~ h cos I}) cos D . i») 

Das durch GJ. 4a) ausgedruckte Wachstum des vom Scheitel ge
rechneten Bogens mit tg t9 ist aber die Eigenschaft der gew6hnlichen 
Seilkurve, in der somit auch das bewegte Seil verharrt, solange 
t~ h : (} als klein angesehen werden darf. Diese Bedingung trifft 
lediglich bei starkcn Kriimmungen nicht mehr zu, wie sie sich beim 
Auf- und Ablaufen an den Rollen einstellen, so daB die OLergangs
lagen besonders zu behandeln sind. Fur praktische Zwecke kann 
man, wie dies schon in § 53 geschehen ist, diesem Dbergang durch 
Einfuhrung des Steifigkeitsmomentes 

Jfs = t~ h 8 
24* 
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gerecht werden, welches beim Auflaufen ZUlli Momente 8 r der Seil
spannung an del' Rolle hinzutritt, beim Ablauf dagegen abzuziehen 
ist. Mithin ist das Moment einer Seilspannung 8 an der Rolle vom 

Halbmesser r M = 8(r ± fo h) = 8' r, . . . . . . . . 6) 

so daB also fo h die durch die Seilsteifigkeit bedingte Anderung des 
Hebelarmes darstellt, der wir auch durch eine von der freien Seil
spannung 8 verschiedene Auf- oder Ablaufspannung S' des Seiles 
geniigen konnen. Bezeichnen wir nun die Seilspannung vor dem 
Auflauf mit S1' nach dem Ablauf mit 82 , so ist die in der Zeit
einheit vom Seil geleistete Arbeit 

7) 

von der also nur der Betrag 

( fok) (+foh) (' ') L1 = 82 1 - --;- 11 ~ 81 1 r' U = 82 - 81 U 7a) 

auf die Rolle iibertragen wird. Also ist der Wirkungsgrad dieses 
Vorganges mit Riicksicht auf die Kleinheit des Verhaltnisses fo h : r 

1) = L1 S2' - 81' = 1 _ S,2_±Sl fo h R:j 1 _ ~2;_+ 8< fo h. 7b) 
L 82 - 81 82 - 81 l' 82 - 81 l' 

Auf der Rolle selbst, an der die beiden Spannungen 81' 82' herrschen, 
findet nun keine Anderung der Seilkriimmung statt. Infolgedessen 
verschwindet hierfiir der durch die Querkraft gegebene EinfluB der 
Steifigkeit, wogegen noch ein N ormaldruck d N: d s = d N : r d {} auf 
die Einheit des Rollenumfanges hinzutritt, der beim Gleiten des 
Seiles auf der Rolle eine Reibung fdN: ds bedingt. , Wir haben 
demnach fiir die Bewegung des Seiles iiber die Rolle an Stelle der 
Formeln 1) 

d8 . dN 
- =ftgsm'l~ - {--

rdfl rdfl' 
S (u2 ) d N =ft -+gcosl~' + 
r r rd6 

8) 

und nach Integration der ersten Gl. 8) mit den Auf- und Ablauf
spannungen 8/ 82 ', sowie wegen d s sin 1~ = d Y 

82' - 8/ = ft g (Y2 -- Y1) - f(N'J - N l ). , • • • 8 a) 

wahrend die A usschaltung von d N : d {} aus beiden Gleichungen 8) 

d8+ (Q' ) d',9 f 8-/.lu")=r,ag(sin,'}+fcosfl .... 8b) 

el'gibt. Das vollstandige Integral dieser Gleichung ist mit dl'ei Fest
werten 0, 01 , O2 

8 ~ II 11 2 = 0 e - f 0 + 0 sin & + 0 cos 'I~ 
j 1 2 

d8 . 
d i~ = - C{e- f {) + 01 COSI~- O2 sin /j 
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also wegen 8 b) 

C1 -:- (C~ =~ Y ,11 9 r f C1 - C2 = r ,Il Y , 

C1 (1 + r) = 2 r,lt II (, C~(l r)=r,llglf3-1), 
oder 

., , . 'I + 2 (sin {} -( 1 --.- r) cos {) 
S-II.1("=Ce-I' /'ug , . 

" " 1+12 
!J) 

Del' allein noch iibrige Festwert C ergibt sich aus del' Auflauf
spa-nnung 81' fiir {} = 0 zu 

1 -- r 
C = 8 ' - U u2 -I- r Ii Y '. 

1 , "l+f 
so daB wir schlieBlich erhalten 

- ., (0 , ., . 1 - r) f ~ + 
S - ,II u" = "I - ,11 'It" + Y ,11 9 1 r e- , 

-I- 2 f sin H - ( 1 - (2) cosH 
r It 9 - . \l a) 

1 j. 1 (2 

1st. wie in den meisten praktischen Fiillen, die Seilspannung sehr 
groB gegen das Seilgewicht r',1l y von der I,ange des Rollenhalbmessers, 
so kann dieses vernachliissigt werden, womit sich die Formeln H a) 
und !) a) vereinfachen in 

82' - 8/ = ((Nl - N 2), S - /1 tt·J = (S/ --,u tt~) e-r'~. 10 I 

Erweitern wir die erste diesel' Formeln mit dem Seillauf 1/" so er
halten wir S' , 8 I. - t'I"~ N ) (L 2 -- llU- \.L'1-~~ U, 11) 

d. h. die Leistung des Seiles an del' Rolle, deren Umlauf 
Uo ,,= r (J) im allgemeinen nicht mit 'U iibereinstimmt. Da nun das 
Moment der Seilreibung M = (( N) - N2 )· r ist, so stellt 

.. 11a) 

die Leistung del' Rolle selbst dar, flO zwar, daB durch Addition 
von 11) und 11 a) 

(8/ - St') u = ((N1 - N2 ) (u - r (!)) '-- Al U) 

hervorgeht mit einem Wirkungsgrad 

JI (J) If _. r (J) 

I) == (S ' _ S ').u = 1 - - u 
, 2 1 

.. 11 bl 

11c) 

Das Verhaltnis (u - r (J)) : u bezeichnet man wohl auch als den 
S c hi u P f des Seiles odeI' Riemens, von dessen GroBe del' durch das 
erste Glied rechts in 11 b) dargestellte Reibungsverlust abhangt. 
Fiir liniel'lstarre Gebilde kann diesel' erfahrungsgemaB stets auf
tretende Schlupf, der iiberdies zu einer Abniitzung der sich be
riihrenden Flachen fiihrt, nicht berechnet werden, so daB unsere 
Theorie nach dieser Richtung einer Erganzung durch die Beriick
sichtigung del' Dehnung des Seiles oder Riemens unter del' Wirkung 



374 Die Seilbewegung. 

der Seilspannung bedarf. Wir konnen von dieser in die Lehre der 
nichtstarren Korper gehorigen Erganzung hier indessen um so eher 
absehen, als es sich beim Schlupf nur um kleine Zahlen (0,02 - 0,03) 
handelt, die iiberdies noch mit der Reibungsziffer f'= 0,2 bis 0,25 
erweitert nur sehr geringe Arbeitsverluste hervorrufen, die jedenfalls 
erheblich unter den von der Seilsteifigkeit bedingten liegen. Man 
begniigt sich denn auch in der technischen Praxis mit der EinfUhrung 
eines Gesamtwirkungsgrades, der fUr jede Rolle einschlieBlich der 
Zapfenreibung versuchsmaBig ermittelt werden kann und selten unter 
0,95 liegt. Fiir langsam bewegte RoUen geniigt es daher, aIle 
Widerstande durch Vermehrung oder Verminderung des Rollenhalb
messers r um den Halbmesser ro eines Reibungskreises zu beriick
sichtigen, also fUr die Momente 

12) 

wie bei der Seilsteifigkeit zu setzen und das Verhaltnis 

S 
1/ = 2 r Yo ~ 1 _ 21'0 12 ) 

81 1'+ro 1" • • . •• a 

als den Wirkungsgrad zu bezeichnen. 

1. Beispiel. Ein sog. Flasehenzug besteht aus zwei gleichen Gruppen 
von Rollen mit je einer gemeinsamen Achse, urn die ein gemeinsames Seil ge

Abh.293. 

schlungen und mit einem Ende an einem 
der Rollenkorper befestigt ist, wahrend 
das andere frei von der letzten Rolle 
herabhangt. Dureh eine dort eingeleitete 
Seilspannung werden die Abstande der 
Rollenkorper vermindert und eine unten 
hangendeLastemporgehoben. In Abb. 293 
sind die Rollenkorper der leiohteren Uber
sioht halber derart auseinandergezogen. 
daB alIe Rollen in einer Ebene licgen. 

Daraus erkennt man, daB ohne Riicksioht auf das Seil und Rollengewioht die 
Summe aller einzelnen Seilspannungen im Gleichgewicht mit der Last P iiber· 

einstimmt, also SI + S2 + .. , L 8,,== P . . . . . . . . . . 13) 

ist. Waren keine Bewegungswiderstande vorhanden. so hatte man mit 
81 = 82 = ... = 8n die einfaohe Beziehung n 8 = P, wenn n die Anzahl der 
Rollen bedeutet. Infolge der Widerstal1de ist jedooh wegen 12a) 

oder 
82 = 'lSi···. 8,,=1]8"-1' .... I;{a) 

S2 = r/ So , 8" = '1" 8" 
80 ('1] '1]2 + ... + 11")=1', 

oder l1aoh Summierung der Reihe 

S_l-rl1' 
'0-1-'1"')' ..•.......... 13b) 

Da nun beim Heben die SeiIspannung 80 am freien El1de den n-faohen Weg 
der Last P zuriicklegt, so ist der Gesamtwirkungsgrad 

l' (l - IJn)1j 
110 = nSo c= n (1 _~'I])' .......... 130) 
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2. Beispiel. Sehlingt man urn drei Rollen, von denen zwei \'on ver
sehiedenen Halbmessern r, r~ starr miteinander verbunden und festgehalten sind. 
ein endioses Seil derart, daB es von del' kleineren zur griiBeren schiaff hero.h
hangt, so erhalt man einen Differentialflaschenzug, 
Abb, 294. Erteilt man dem von der griiBeren Rolle herab
hangenden Seilende eine 1iuBere Spannung So, so wirkt diese 
am Hebelarm 1', und es bestehen mit einer Last (} an der be
weglichen Rolle unter Weglassung de~ Rollen- und Seilgewichts 
die Gleiehgewichtsbedingungen: 

8~ - G, 141 

.. 14a) 

Dieser Ausdruek versehwindet fiir 1", = re 'It lie und wird sagar 
fiir r , . _ III '72 1'0 negativ, so daB in diesem FaIle die Last G ohne 
Seilzug 80 infolge der S e I b s t s per run g ruhig hangen bleibt. 
was beim gewiihnlichen Flaschenzug nieht eintritt. Do. nun 
fiil' 'll = 1'/e = 1 

ist, so ~tellt 

l' , 
'7, (1 +'10) (1', - 1'.! i 

:2 (r, - 'I, 'ie 1'e I 

14 hi 

.. 14(') Abh,2!14. 

den Gesamtwirkungsgrad des FlaHehenzugs dlLr. In diesen Formeln kommt der 
Halbmesser r" der dritten Rolle nieht Val'; indessen steckt in der Annahme 
der parallelen Seilspannungell 8, Se die Bedingung 21'" r , -"- t'e' wodurilh 1'" 

gegeben ist. 

3. Beispiel. hur l\Iessung del' durch Seile odeI' Riemen zwisehen zwei 
Rollen iibertragenen Arbeit bedient man sieh eines \'on Hefner- A I teneck (188]1 
angegebenen Dynamometers, Abb. 295, welches in der Hauptsaehe aus zwei 
miteinander fest verbundenen Spannrollen Ct C2 besteht, die vom Riemen mit 
den Winkeln 9\ 'P2 umspannt werden. Alsdann 
iiben die Seilspannungen 8, 8e auf die Spann
rollen die Krafte 

Q 2S ' 'I, (2S' 'Ie 15 
1 = 1 sm -2 ' ie = '- ~ Hln.) • ) 

aus, deren Untersehied durch cine Belastung 

( () Q 2 (S . 'p, S· 'I" ", F ) ~ =c., "1:', - ~ ~~ ,t sm.:z -, e 8111 2 ! " a Abl>.29:" 

der ganzen Spannvorriehtung ausgegliehen und vermittels einer Wage gemes8en 
werden kann. LaBt man die Wage so einspielen, daB bei gleichem Rollenhalb
messer deren Abstand gerade vom Aeh8enabstande des ganzen Seiltriebes halbiert 
wird, so ist <r 1 -~, 'f'e - -- «(, und wir erhalten: 

I j - .) ( ~ S)'" ( - /'1 - e sIn 2 ' ' 

und fiir die Leistung mit dem Seillauf l! 

Qn 
LeiS, -8ell~= 

" 2 sin 2 

, . , .... 1~, bl 

In der Last {J ist natiirlieh das Gewicht der Spannvorrichtung selbst mit ent
halten, wenn die Bewegung in einer senkrechten Ebene stattfindet. 

~ SO. Schwingungen eines gespannten Seiles. Die Bewegungs
gleichungen eines dureh S gespannten, vollkommen biegsamen Seiles, 
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dessen Langenelement ds die augenblickliehen Achsenabstande xy be
sitzt, lauten nach G1. 6 a) § 7 I-) fiir T = 0 

o (S ;o;_1J) = ,u (~d~; - qx) , 0 (~-6i::-{}) = ~ (ddVt - qy) , 1) 

worin die Laufteile allgemein mit dem Seillauf d s : d t = u 

ox ox 
v =--+u---

x of as' 
oy I ay 

v =--Tu--
Y rl t as 2) 

anzusetzen sind. SoIl das Seil nur kleine Ausschlage um einen Be
harrungszustand vollziehen, in dem es sich geradlinig zwischen zwei 
Punkten bewegt, so diirfen wir zunachst die Bogenlange s mit dem 
Abstand x verwechseln, oder cos H = 1, sin 1J = {} schreiben und die 
zeitlichen Anderungen ox: flt= 0 setzen, woraus dann bei bestandigem 
Seillauf 

dvT==O vx=u, dt ' 

also aus der erst en G1. 
x-Richtung 

1) unter Wegfall 

as 2S 
--=. =0 
28 ox ' 

eIller AuBenkraft III der 

oder eine langs des Seiles bestandige Spannung S folgt. Da ferner mit 

sin 19 = 0 y R::- 2 Y , 0 (Ssin 1J) = S jj2 Y 
() s ox (; s (} x 2 

wird, so geht die zweite Formel 1) mit qy = -- g iiber in 

S(}2y _ dvy 
,t;dx2 --;Tt+ g . .• . • • . la) 

1m Beharrungszustand wird das Seil eine gewohnliche Seilkurve 
bilden, die bei strafIer Spannung sich einem flachen Parabelbogen 
nahert. Rechnen wir die Ausschlage y von diesem Bogen aus, der 
nur wenig von der Geraden abweicht, so konnen wir den Erdanlauf g 
auch weglassen, d. h. das Seilgewicht der Langeneinheit gegen die 
Seilspannung S vernachlassigen und erhalten kiirzer 

S 02 Y d Vy oVy (iVy 
----=--Ltt -

It a x~ d tat lax' 
oder mit 

S 
_=(;2, . 

sowie wegen 2) mit s = x 
/1, 

., {)2 Y a2 y (}2 y 
c· 2X2 = () t2 + 2 U 0 t 0 x 

Dieser partiellen DifIerentialgleichung geniigt aber 

lJ={(x- at); 02 y = f'" -02 Y = - a r" 
?x2 '?xot ' 

der Ansatz 

iPy = a2 (" o t~ , 

1 b) 

4) 
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dessen Einflihrung in 1 b) 

(;~=(u-uf oder u=u±c ..... 4a) 

ergibt. Bei der volligen WilIkiir der Funktion f (x - at), welehe die 
Form des ausgelenkten Seiles bestimmt, heiBt dies niehts anderes, als 
daB zwei belie big gestaltete Auslenkungen, sog. Wellen, 
11U£ dem Seil mit den Geschwindigkeiten a1 = u -+ c und 
u2 = u - c fortwandern. Diesen beiden Werten geniigen aber auch 
zwei versehiedene 11'unktionC'n, so daB wir allgemein 

Y=Yl +V~=f~(:J.;-alt)+t~(x-a~tl .... 4b) 

als vollstandiges Integral von 1 b) erhalten, sofern nur die Werte 
a1 a2 die Werte 4a) besitzen, wie man sofort durch Einsetzen von 
4 b) in 1 b) erkennt. 

Die beiden sich nach 4 bi iiberlagernden Wellenziige sind nun 
bestimmt, wenn die Ausschlage und die zugehorigen Geschwindig
keiten der einzelnen Seilpunkte zu einer bestimmten Zeit, z. B. fiir 
t = 0 entspreehend einer Anfangserregung vorgelegt sind. Mit 
!I = 'T (x) und v = c 'I" (x) fUr t= 0 ist demnaeh 

t~ I.X I + I~ (X) = (f (x) 1 
also 

-alf~'(x)-a2t~'(X)=(;I;>'(X)J' .... 

- (/1 f~ (x) - a~ f2 (xl = c 'I) (xl 

fl (XI .~_~ 112 (f (X) + ell' (x) 1 
a2 - (/1 l 5 a) 

.• ' ((1 'f (x) --t-- Clp(X) r· . . . . . . 
t~(x)=--- J a1 - a2 

oder 

Mithin sind die beiden mit verschiedenem :Fortlauf a1 und a~ auf 
dem Seil wandernden Wellen wegen a1 -- a2 = 2 c gegeben dureh 

. ( . tI., 1 I VI =/1 X-lIlt)== -,,'(X-· ·a1t)-+--If!(X-' a1t) 
~,. . ~ . l 

r. Db) 

Y2 = I~ (x - a~ I) == -- :~. 'T (x - a2 t) - ~ II' (X - a~ t) J 

Erstreeken sich die urspriinglichen Ausschlage fiir t = 0 nur iiber 
eine bestimmte Strecke II x <...: 12 , so zwar, daB fiir II '. x I~ 
'r (x) = 0, II" (x) = 0, lj' (X) = 0 ist, so bleibt dies auch giiltig fUr 

II - a1 t· x - a1 t· l2 - a1 t 
11 - a~ t· x - - ll2 t <..: l2 - a2 t, 

woraus dann eine Trennung der beiden Wellen Yl und Y2 
mit selbstandigem Fortlauf iiber das auBerhalb derselben 
gerade gespannte Seil folgt. 

Die zweite Welle f2 (x --- a2 t) verschwindet iibrigens, wenn in 5a) 

a l ((' (x) + c '/' (x) = 0, 
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also v = CV" (x) = - a l rp'(x) 
vorgelegt ist. Alsdann lauft auf dem unendlich ausgedehnten Seil 
nur eine Welle mit dem Lauf al' 

Wird die Auslenkung y eines Seilelementes urn d y gesteigert, 
so leistet der SpannungsiiberschuB d (8 sin {}) die Arbeit d (8 sin {}) d y, 
also ist der gesamte Zuwachs des Dranges am Seilelement von der 
Ruhelage y = 0 aus 

~ U f~W~in 'I'i) d Y R:j S J~ (ot{) d y = ~ (~ y)2 
rx ox • {Ix ox 2 r'X 

Dazu kommt noch die Wucht 

?,J =flVy2 =!!:.. (dY)~, 
ox 2 2 dt 

so daB der ganze Arbeitsinhalt, d. h. die Macht des ausge
lenkten und bewegten Seilelementes von der Lange dx 

oL =~(Oy)2 +!!:.. (~.~)2 =!!:.. rc2 (C y)2 + (d y)2] 
?x 2 ox 2 dt 2, ox ' dt, 6) 

betragt. Hiervon ist aber nach 4 b) 

o·y = f' _~ (" = ~Yl -+ (l~ 
ox I I 2 rx ? x 

also 
6a) 

() y d y = C (fn/2 _ (, 12) = C i(OJ!2)~ _ (fl/l)2] . 6 b) 
ox dt - 1 : ox ox 

Haben sich die aus der anfanglichen Erregung hervorgegangenen 
Wellen von endlicher Ausdehnung auf dem endlosen Seil getrennt, 
so verschwindet fiir jede derselben in ihrem Bereich der Ausschlag 
der anderen, und es gilt nach unseren Gleichungen: 

O~l = S (~YI)2 = I!:. [ 2 (OYl)2 + (d Yl)2l 
?x ?x 2 c ox d t J' 

0r,L2 =8(~Y'J)2 =!!:.. rc'J ((~2)2 + ~Jbl2, 
{X ox 2L oX ilL 

oder wegen S = fl c2 

?x (X 

rU',l 
rx 

O.-!.2 . . . . . . . 7a) 
?x 
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d. h. in den getrennten Einzelwellen ist der Dl'ang an 
jeder Stelle und zu jeder Zeit gleich der Wucht. Beide er
reichen also an jeder Stelle dann ihre Hochstwerte, wenn mit 
02 !I 
;;---0 = 0 ein Wendepunkt der Seillinie die betreffende Stelle ii ber--
ux" 

streicht, und verschwinden mit d y : d t = 0, also (; y : 0 x = 0 beim 
groBten Ausschlage sowie in del' Ruhelage, in der das Element nach 
Ablauf der Bewegung weiter verharrt. 

1. Beispiel. Setzen wir znniichst voraus, daB das Seil im Beharrungs
zustande ruht, so erhalten wir mit It -- I) an Stelle von 1 h) und 4 h) 

.. rPy ()"!I 
c- oxe iW' Y (, (x - C t)l- t~ (x c t) . . . :--) 

Soll zur Zeit t' an der Stelle x' derselbe Ausschlag y bestehen, so gilt 

t~ (x - ct) - t; (x' - ct')t- /~ (x -I- ct) - t~ (x' -I- rt') = II, 

oder wegen der Willkiir der Funktionen tl t~ 
x - ct = x' -- ct', 
x-x'=clt-t'), 

x -+- ct .• - .1" C t' 
x-x' - r-( t - t'l . 

d. h. auf dem ruhenden Scil wandern im allgemeinen zwei willkiir
lich gestaltete Wellen mit entgegengesetzt gleichen, nach 3) nur 
durch die Seilspannung und die Seilmasse bestimmten Geschwindig
keiten derart, daB aile Seilpunkte nacheinander kongruente Bewegungen voll
ziehen und wieder in die Ruhelage zuriickkehren. 

Wird ein Punkt. den wir als Anfang x=O wahlen. festgehalten. so 
ist dort dauernd yO, also nach ~ I 

oder allgemeiner 8a) 

t~ (.1' cll. -- t~ (- x - et), .. 1'h) 

so daB wir an Stelle von 8) mit nul' einer willkiirlichen Wellenfunktion 

y=(I.c-ct) t:\-X-ct) .......... 9) 

schreiben diirfen. Betrachten wir nun einen Punkt im Abstande x = c t vom 
Anfang, so ist dort der A usschlag zur Zeit f 

wahrend fiir .r -- - cf YI ,(101-(1-2ctl. 

Ye ,~.- (1-- 2 el) - ((0) = - YI 

sich ergibt. Die Strecke x ist also von der Welle erst nach dem Festpunkt 
x = (I in einem Sinne und darauf von ihm hinweg im andern Sinne durch
laufen worden, wonach sich der Ausschlag an dem betrachteten Punkte gerade 
umgekehrt hat. Diesen Vorgang der Fmkehrung der Ausschlage am Punkte x 
im Verla,ufe der Zeit t' .~= 2 x : C bezeichnen wir nun aIs eine S pie ge I u n g oder 
Reflexion. 

Halten wir noeh einen z wei te n Pun k t im Abstande 1 vom Anfang fo;,t, 
so ist nach 9) (a-I't) = f'(-l- ct). 

odeI' nach Ersatz von 1- c t bzw. -l --- c t durch x - c t allgemcinpr 

((x-di t'1.r-ct-21)=f'(x-r-t~-21), ..... 9al 

d. h. die Bewegung wiederholt sich bei zwei festen Punkten im Ab
stande 1, der sogen. Spannweite-. nach DUl'chlaufen del' Strecke 
~i= 2l in der Zeit 

t 2l~ 211/ :~ Il- C- C J ..••. 10) 
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Denken wir uns das gespannte Seil nach beiden Seiten vom ruhenden Anfang 
x = 0 beliebig verlangert, so erkennen wir aus 9 a), daB aIle Punkte in den 
Abstanden ± n l vom Anfang. wo It eine ganze Zahl bedeutet, in Ruhe ver
harren und nur die zwischen ihnen befindlichen Punkte Schwingungen von der 
Dauer to vollziehen. Da ferner del' Ausschlag 9) mit x sein Vorzeichen andert, 
so haben hierbei alle Punkte in gleichen Abstanden zu beiden Seiten eines 
Festpunktes zur selben Zeit gleich groBe, aber entgegengesetzte Ausschlage, 
wahrend aile urn ± 2 l voneinander entfernte Punkte gleichzeitig dieselben 

AusBchlage besitzen. Fur t=i wird aber in 9) wegen 9a) y=O, d. h. nach 
c 

Ablauf del' hal ben Schwingungsdauer gehen aIle Seilpunkte gleichzeitig durch 
die Ruhelage. Eine solche Erscheinung, die man leicht an einem zwischen 
zwei Festpunkten gespannten Seil hervorrufen kann, bezeichnet man als eine 
stehende Welle, die Festpunkte als Knoten und die dazwischen liegenden 
Ausschlage als Bauche derselben. 

2. Beispiel. Nachdem wir gesehen haben, daB es sich bei den Seilwellen 
urn Schwingungsvorgange handelt, konnen wir in del' Differentialgleichung 8) 
auch mit zwei nur von x und t abhangigen Funktionen X. T set zen : 

also 

y=XT, 

1 d2 X lId" T " 
X dt'i = C2 i' 'iFt2 = - cc, 

. 11) 

.•. 11 a) 

wo «2 zunachst ein willkiirlicher Festwert ist. Damit zerfiillt aber 11 a) in 

... 11 b) 

mit den Integralen 

X = Xo sin (< x ~) , T = To sin ((C c t + (), . . . . . 11 c) 

die zusammengefaBt mit Xo 1'0 = Yo in 11) 

Y=Yosin(cx+p)sin(c<et+r) 1 
Y =~o cos [a (x - et) + {J -.(5]- ~ cos [l!.(x+ et) +(J + d] J . . 12) 

in trbereinstimmung mit 9) ergeben. Halten wir den Punkt x ~= 0 fest, so 
muB dort, d. h. fiir x = 0 unabhangig von t der Ausschlag Y = ° sein, d. h. in 
del' ersten Gl. 12) {J = 0 sein. Verlangen wir ferner, daB zur Zeit t = 0 ge
rade aIle Punkte durch die Ruhelage gehen. so muB hierfiir Y unabhangig von x 
verschwinden, also auch (j = 0 sein. Es bleibt alsdann nul' noch 

Y =Yo sin « x sin a ct = ~cos « (x - ct)- ~cos cc (x+- ct) . .. 12a) 

SolI schlieBlich im festgehaltenen zweiten Punkt y fiir x = l dauernd ver
schwinden, so ist mit einer ganzen Zahl n 

odeI' 
sinccl=O, ccl,cn:r, 1 

. n:rx . n:rct •........ 12b) 
Y ~~ Yo sm--T- sm (- J 

Da nun aIle Zahlen n gleichberechtigt sind, so stellt mit jeder derselben 12b) 
eine Losung von 9) dar, und wir erhalten schlieBlich als vollstandiges Integral 
deren Summe, d. h. die doppelt periodische Reihe 

n=a:; 

n . n:rx . n:rct, 
y = ~ Yn sm --z-- sm--y:--' . . . . . . . • . . 12 c) 

"=1 
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die entsprechend den Knoten auch fur jedes ganze Vielfache x -- k I verschwindet. 
Da auch n-::--: 00 

8"y ___ \"111" ""J!',- . n:>: X . n.7 ct 
(e x "--- _ l" sm I sm I 

n-l 

fur x c k 1 verschwindet, so stellen die Knoten Wendepunkte der stehenden 
Welle dar. 

3. Beispiel. Soli ein Punkt des unendlich ausgedehnten Seiles, den wir 
alsdann als Aufang wahlen kiinnen, dauernd einfach periodisch schwingen. so 
haben wir mit Y, Yo sin wt in 12) fUr ./"=·0 

sin p sin (c rt - ,\) sin wt 

sin P (cos ,) sin art + sin (j COS" c t) - Rin wt. 

also 
sin P sin ,\ - (I , " c (I), sin tJ cos ,\ , -1 , 

und es ist 
(OX, • wX . I 
c Ism",t -~Yocos c smUlt 

( , 

J 
Ifo . H) Yo . (I) 

y ='2 sm c (x -_ .. ct I-'i sm c- Ix - ct) 

...•. 1:)1 

d. h. es gehen von dem schwingenden Anfangspunkt nach beiden 
Seiten immer neue stehende Wellen derart aus, daB aile Punkte. fur 

welche OJ x, ~- 2_n tl ::r c ist, als Knoten in Ruhe dauernd verharren, wahrend 

die Bauche fUr OJ X" ~ ~ nne die gleiche oder entgegengesetzte Schwingung wie 
der Anfang vollziehen. Den Abstand zweier gleich schwingender Punkte 

2:>:c 
. . . . . . . . . 13al 

durfen wir demnach als die Wellenlange bezeichnen. 
Die Macht einer flolchen Welle ergibt sich durch EinBctzen von I:l) in 

61 durch Integration von 

ax 
L cos~ WX cos:! W t , c 

zwischen den ({renzen von 0 bis I mit Rucksicht auf IHa) zu 

L 
l fl Yo"2 (1)'2 

4 
. . . . . 141 

worin I' 1 die auf die WellenHinge entfallende Masse und Yo'" : Z deren mittlere 
Geschwindigkeit senkrecht zur Seilrichtung bedeutet. Da nun die Schwingungs
dauer jedes Punktes 2::r 

13b) 10= 
(0 

betragt, so ist mit 13 a) 
ct" = 1, 13c) 

L ,It c Yo".!. w:! 
14a) 

tH 4 

und das VerhiHtnis 

stellt die in der Zeiteinheit an der Stelle x = 0 dem Seil zugefiihrte Arbeit 
dar, welche als Energie- oder Arbeitsstrom von dort mit der Welle selbst, 
also mit dem Lauf c nach beiden Seiten dauernd fortwandert. 
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Periodisches Moment 286. 
Peritrochoide, -zykloide 4. 
Pfeilhohe 202. 
Pferdestiirke 96. 
Phase 39, 55, 152. 15~). 
Phasenunterschied 40 
Physisches Pendel 27(;. 29::>. 
Planet 22, 35. 73, 10(;. 
Planetenbahn 22. 
Planetenbewegung 10!J. 
Planimeter 7, 51. 
Pleuelstange 4:-'. 
Pol 85. 
- Krafte- 211. 
Polarachse 213. 
Polares Schwungmoment u. -arm 268. 
Polargleichung der Kegelschnitte 35. 
- des Hodographen 42. 
Polarplanimeter H. 
Polbahn 3. 
Poloncllaubinder HIO. 
Potential 101. 10.5, 107, 120. 251'. 
Potentielle Energie 102, 180, 2.~8. s. >1. 

Drang. 

Prall 90, 105. 2::'6, 3.)4. 
Pronyscher Bremszaum 330. 
Pulverladung \)1. 
Pulverdruckkurve 10 I. 
Punktformiger Kraftangriff :-<7. 

(luadrallt 274. 
Querkraft 183, 1\):-<, 217. 31;;. 31)·). 
Querstabkriifte 220. 

Radialgeschwindigkeit J!J, s. a. Strahl-
lauf. 

Radstand :343. 
Randkurve (j. 

Rauhigkeit 118, 2Ti. 
Raumgewicht 86. 
- del' Erde 112. 

Raumkraft S(;. 
Rechteck, Tragheitsllloment 27;1. 
Reduzierte Pendellallge 29;l. 
Reflexion 379. 
Regentropfen 2tifl. 
Reibung, Gleit- 11:-<. 
Rcibungsfreie Bewegung Htltrrer 

8cheiben 274. 
Reibungsfreier Stoll 350. 
Reibungsgleichgewicht 222. 
Reibungskreis 330, 374. 
Reibungsschwingungen 133, erzwungelle 

11>0. 
Reibungswiderstand 222. 
Reibungswinkel 11U, 224, 231. 2illi. 
Reibungsvorgang 118. 
Reibungszifier 11\), 2il4. 
Relativarbeit 100. 
Relativbewegung 59, 10(;. 

freie, ohne Drehung li!l. 
- freie, mit Drehung 7;). 
- gezwungene, ohlle Drehullg .8. 
- gezwungene, mit DrehulIg 80. 
Relativer Anlauf, Lauf 70,911, 100, 104. 
Relativschwingung 103, 133, 146. 
Rellttive Verschiebung df'l' :\Iasspn· 

punkte 99. 
Relative Wucht 100. 
Relative ZentralbewegulIg 94. 
Resonanz 150, 157. 
Resonanzkurve 15t!, 160. 
Reuleauxsches Verfahrell zur V pr-

zeichnullg der EingriffHlinie 7. 
Reziproke Plane 220. 
Reziprozitat 221. 
Richtungsgerade 21J1i. 
Riemen 121, 229. 
Riementrieb 370. 
Rittersches Schnittverfahren 1:-<8. 
Robervalsche Wage 304. 
Rohr eines Geschiitzes 91. 
Rolle 259, 322, 3:lO, 339, 370. 
Rollkurve 3. 
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Rollwiderstand 337. 
Rollziffer 341. 
Riicklauf 10l. 
Riickprall 356. 
Ruhelage 97, 222. 
Ruhendes Achsenkreuz fi9. 
Ruhezustand 88, 91. 

Sand 241. 
Saturn 107. 
Schale 165. 
Scheibe 2, 5, 108, 121, 165, 169, 222, 

229, 253. 
- auf fester Fiihrungsbahn 327. 
Scheiben, die Bewegung sich beriihren-

der 332. 
- reibungsfreie Bewegung starrer 274. 
- StoB festgeha1tener 359. 
Scheibenbewegung mit Widerstanden 

327. 
Scheibenpendel 276, 292. 
Scheinbare Bewegung 69. 
Scheinbare Planetenbahn 72. 
Scheinbarer Drehwert 70. 
Scheinbarer Flachenlauf 72. 
Schiefe Ebene 121, 231, 260. 
Schiefer StoB 354. 
Schiefer Wurf 24. 
- mit Dampfung 126. 
- mit Luftwiderstand 129, 131. 
Schlauchrolle 267. 
Schleife der scheinbaren Planet en hahn 

73. 
- doppelt symmetrische 59. 
Schleudermoment 268. 
Schlupf, Seil-, Riemen- 373. 
SchluJ3linie 18, 88, 90, 216. 
Schneidenradplanimeter 9. 
Schnittverfahren nach Ritter 181'. 
Schotter 236. 
Schraubenfedel' 82, 89, 102. 
Schrot 246. 
Schublade 227. 
Schubstange 48, 315. 
SchuBbereich 26. 
Schiitthiihe 237. 
Schiittmasse 242. 
Schiittung 243. 
Schwanzhammer 364. 
Schwebung 45, 149, 310. 
Schwebungsdauer 45. 
Schwerachse 268. 
Schwere, allgemeine 85, 103. 
Schwerefeld 113. 
- eines Massenpunktes 103. 
- gleichfiirmiges 111. 
- kugelformiger Massen 107. 
Schwerpunkt 173, 178, 181, 218, 254. 
Schwimmsand 249. 
Schwingungen 38,58,77,82,97,103,133. 

Schwingungen, einfache geradlinige 38. 
-- eines gespannten Seiles 37.5. 
--- erzwungene gedampfte 152. 

erzwungene ungedampfte 147. 
gedampfte 138. 
gekoppelte 77, 323. 
mit quadratischem Widerstand 141. 

- von Eisenbahnwagen 136. 
- zusammengesetzte erzwungene 161. 
Schwingungsausschlag 39, 103. 
Schwingungsdauer 39, 84, 103, 135, 

142, 146, 293. 
- eines Pendels 64, 66. 
- eines Zykloidenpendels 68. 
Schwingungsgleichung 40, 64, 293. 
Schwingungskurve 52, 55. 
Schwingungsmittelpunkte 135, 147. 
Schwingungspunkt 293. 
Schwungarm 255, 268. 
Sch wungellipse 271. 
Schwungmasse 279, 286. 
Schwungmoment (-wert) 216, 255, 268. 
Seil 166, 211, 229, 232. 
Seilbewegung 365. 
Seileck 191, 211, geschlossenes 212. 
Seilkurve 197. 
Seillauf 3(1). 
Seilreibung 229. 
Seilschlupf 373. 
Seilschwingungen 375. 
Seilstrahlen 211. 
Seiltrieb 370. 
Seilwelle 369, 377. 
Seitenablenkung des Lotes Ill. 
Seitenkraft 193. 
Seitenschub 192, 201. 
Seitenzug 192, 198, 233. 
Sekundenmeterkilogramm 96. 
Sekundenpendel 67. 
Selbsteinstellung 283. 
Selbstsperrung 227, 330, 375. 
Sinuslinie 57. 
Skalar 43, 85, 97. 
Snelliussches Brechungsgesetz 16. 
Sonne 22, 35, 69, 73. 
Sonnenanziehung 115. 
SonneneinfluB 116. 
Sonnenmasse 106. 
Sonnennahe 41. 
Sonnensystem 6l1. 
Sonnentag 12. 
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Spannungssprung 230. 
Spannweite 201, 379. 
Spezifisches Gewicht 86, der Erde 112. 
Spezifisches Volumen 8(i. 
Spiegelung 379. 
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Stabdreieck 166, 189, 196. 
Stabiles Gleichgewicht 97, 180, 225. 
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113. 
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Temperatur 359. 
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- - der Scheibenbewegung 274. 
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185. 
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Tragheitshalbmesser 255, 268. 
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Treibstange 294. 
Triebwagen 344. 
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Uhr 11, fl7, 294. 
Umdrehungskiirper 108. 
Fmdrehungsdauer 107. 
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Umkehrpendel 293, 313. 
Pmkehrpunkt 148. 
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Cmlaufszeit 34, 107. 
Unelastischer StoB 350, 3GI'-:. 
U ngleichfiirmigkeitsgrad 318. 
Universelle Konstante 104. 
rnstarre Gebilde l:W. 
Untere Konjunktion .2. 
Unvollstandiges Fachwerk 191 
Uranus 107, 116. 

Vektor 17, 85. 
Venus 73, 107. 
VeranderIiche Mass en 262. 
Verbindung zWf'ier senkrechter Schwin-

gungen 55. 
Vereinigung zweier Krafte ~Ofi. 
Verfolgungskurve 74. 
Verlorene Kraft 253. 
Verschiebung ebener Gebilde 1, 321'-:. 
Verzahnung 277. 
Verziigerung 22. 
Viertaktmaschine 2!J2. 
Virtuelle Arbeiten 180. 

Verschiebungen 179, 258. 
Vollkommene Gass 3,59. 
Vollkugel (Potential) 10!1. 
Volumenkraft Ro. 
V orgeschriebene Balm 59. 

",,'age, Hebel· 301. 
Wagebalken und -schalen 301. 
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Walzbogen 33{i. 
Walze 2(iO, 321, :Hl. 
Walzpendel 321, 323. 
Wand 98. StoB gegen cine ,j~,fi 
Warme, Warmelehre 120. 
Wasser ~H. 
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Wechselwirkung !l0, !l!I. 
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- kritischeDrehzahlen rotierender 27!:1. Zeigerwage 304. 
Wellenlange 381. Zeit 11, 95. 
Weltlinie 14. Zeitliche Bewegungsanderungen 11. 
Weltwert 104. Zentimeterdyne 95. 
Wesen der Reibung 120. Zentralanlauf 35, 41, 94. 
Widerstand, quadratischer 1 :l8. Zentralbewegung 33, 94, 103, 116. 
-- bei Scheibenbewegung 327. Zentralgleichung del' Ellipse 34. 
Widerstandsarbeit 340. Zentralkiirper 99. 
Widerstandskrafte 118. Zentralkraft 87. 
Widerstehendes Mittel 125. Zentralsto!3 freier Scheiben 354. 
Wiege 325. Zentrierung 280. 
Winkelbeschleunigung 256, s. a. An- Zentrifugalmoment 268, s. a. Schleuder-

drehwert. moment. 
Winkelgeschwindigkeit 19, s. a. Droh·· Zentrum 35. 

wert. I Zerlegung von Kraften 201i. 
Wippe 325. Zugspannungen 244. 
Wirksame Kraft 2.j3. Zusammenges. erzwung. Schwing. Hi!. 
Wirkungsgrad 336, :)40. Zusammenges. Resonanzkurve 163. 
- des Seiltriebes 273. 
Wiilbsteine 200. Zusammensetzung einfacher gerad-

liniger Schwingungen 43. 
Wucht 95, 102, 256. 378. Zusammensetzung geneigter Sehwin-
Wurf, schiefer 24. 

26 gungen 55. 
Wurf mit Dampfung 1 . Zusammensetzung v. Kraften 206. 
- mit quadrat. Widerstand 129. 1:)1. ZusammenstoB zweier Kugeln 3liS. 
Wurfbahn (-parabel) 25, 61, 112, 124, Zusatzanlauf 31, 61. 

128. _ bei Relativbewegung 76. 
Wurfbewegung 29. Zwanglaufig bewegter Stab 310. 
WurfhOhe 25. 
Wurfweite 25, 127. Zwangsanlauf 59, 6l. 

- bairn Pendel 65. 
Zahndruck 277, 33ft 
Zahntlanke 336. 
- Konstruktion der 7. 
Zahnrad 6, 33.). 
Zahnradiibersetzung 289. 
Zahnezahl 337. 
Zapfen 179. 

-- beim Zykloidenpendel 69. 
Zwangsbahn 60, 78. 
- gleichfiirmig fortschreitende 79. 
Zwangskraft 275. 
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Zykloide 3, 20, 26, 38. 
Zykloidenpendel 27, 68. 
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Druckfehlerverzeichnis. 

S. 65, Zeile 2 v. o. Gl. 2 a): /_ 

statt 'P c-~ 'Po sin cd ~,= 'Po sin t V t lics: 'P = 'Po cos IX t = 'Po cus t Vf . 
S. 93, Zeile 10 v. u.: 

statt m r2 'P lies: 'In r~ gJ . 
S. 284, Abb. 233: 

Der rechte Winkel {j,o' ist versehentlich bei M statt bei S eingetragen worden. 
Infolgedessen muB die Bahn des Schwerpunktes S innerhalb der des Punktes M 
verlaufen. 

S. 343, Abb. 280: 
Bei den Momenten Ml und M2 sind die Pfeile umzukehren. 

S. 347, Zeile 18 v. u. Gi. 13d): 

statt 

S. 354. Zeile 7 und 8 v. u. Gl. 16): 

lies: 
x'vo:! 

-T' 

~, und ~2 miissen negative Vurzeiehen erhalten. 

Lorenz, Techn. Phy"ik I, 1. 2. Autl. 
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