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Vorwort znr ersten Auflage.

Schritt fiir Schritt werden immer weitere Gebiete der Bio
logie durch Vervollkommnung der messenden Methoden den
exakten Wissenschaften angereiht und damit einer mathemati
schen Behandlung erschlossen. Dadurch wird die Notwendig
keit eines mathematischen Vorstudiums fUr alle Biologen ganz
allmahlioh immer dringender. Noch pflegt dieses tiber Gebiihr
vernachlassigt zu werden. Aus eigener Erfahrung konnte ich
beobachten, daB die exakten messenden Methoden zwar mecha
nisch von allen Schiilern erlernt werden konnen, aber in fruoht
barer Weise nur von denjenigen ausgenutzt werden, die eine
mathematische Vorbildung haben, ffir die die Zahl etwas Le
bendes ist. So ist dieses Biichlein ganz allmahlich aus praktischen
Bediirfnissen beim Unterricht entstanden.

Obwohl namlieh ein Mangel an guten Einfiihrungen in die
Mathematik fiir Naturwissenschaftler nicht besteht, so hat mich
doch die Erfahrung gelehrt, daB diese gerade den Bediirfnissen
der Biologen nicht vollig entsprechen. Erstens ist die iiber
wiegende Erlauterung der mathematischen Satze an Beispielen
der theoretischen Physik nicht die dem Biologen am meisten
adaquate, und dann ist in den bestehenden Lehrbiichern in
der Regel ein gewisser Schatz von Kenntnissen der elementaren
Mathematik vorausgesetzt, iiber den nun einmal die Mehrzahl
der heutigen Biologen wenigstens in lebendiger, gebrauohs
fahiger Form nicht verfiigt.

Wenn diese "Einfiihrung" dazu beitragen sollte, das mathe
matische Niveau der Jiinger der biologischen Wissenschaften
zu heben oder gar das Verlangen bei ihnen zu erwecken, nach
ausfuhrlicheren Lehrbiichern der Mathematik zu greifen, so
wiirde ich den Zweck dieses anspruchslosen Biichleins fur er
ftillt halten.

Berlin, im August 1912.
Der Verfasser.



IV VOI'WOl't.

Vorwort zur zweiten Auflage.

Die Notwendigkeit einer zweiten Auflage gab mir die Ge
legenheit, einige Verbesserungen und Erganzungen des vorhan
denen Stoffes anzubringen. Den ganzen Charakter des Buches
habe ich beibehalten; es soll eine Einfiihrung fiir den Biologen
und Chemiker sein und erhebt nicht den Anspruch, VOT dem
Mathematiker von Fach zu bestehen.

Von den Erganzungen weise ich vor allem auf das Kapitel
tiber Wahrscheinlichkeitsrechnung hin. Sie ist auf vielen Ge
bieten, fur die Fehlerausgleichsrechnung, fiir die Molekular
physik, fur die Statistik, die Lehre der biologischen Variationen
wertvoll und gleichzeitig ein lehrreiches Beispiel dafiir, wie
unter den Handen eines GauB u. a. bisher nur gefuhlsmaffig
erfaBbare Begriffe den Charakter mathematischer GraBen an
nehmen konnen, Man wird erkennen, daB die Auswahl und
Darstellung unter dem kombinierten EinfluB verschiedenartiger
Lehrbucher entstanden ist, und daB ich von der Idee geleitet
wurde, den mathematisch-erzieherischen Wert dieser Lehre
hervorzuheben und sie wenigstens zu dem einen praktischcn
Resultat, der Beurteilung der Versuchsfehler, zuzuspitzen.

Berlin, im Marz 1922.
L. Michaelis.

Vorwort zur dritten Auflage.

Fur diese Auflagc habe ich mich auf die Richtigstellung von
Druckfehlern und die Hinzufugung einiger Ubungen beschrankt.

Baltimore, Januar 1927.
L. Michaelis.
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Erster A bschnitt.

Rekapitulation der elementaren Mathematik.

I. Geometrie.
1. Zwei Korper schneiden sich in einer Ebene, zwei Ebenen

in einer Linie, zwei Linien in einem Punkte.
Zwischen zwei Punkten ist die gerade Linie die kiirzeste

Verbindung.

2. Lebre von den Winkeln.
Ein Winkel entsteht duroh die Drehung einer geraden Linie

urn einen festen Punkt derselben, den Scheitel des Winkels. Die
GroBe des Winkels wird nach MaBgabe dieser Drehung gemessen
lind ist unabhangig von der Lange der Schenkel. Eine volle Um
drehung teilt man in 360 Grade, eine halbe Drehung oder ein ge
streckter Winkel betragt demnach 180°, eine Vierteldrehung oder
(lin rechter Winkel betragt 90 °. Die Schenkel eines rechten
Winkels stehen senkrecht aufeinander oder der eine Schenkel
hildet ein 1A>t auf dem anderen. Ein Winkel, welcher kleiner als
1 R ist, heiBt spitz, ein Winkel, der > 1 Raber < 2 R ist, stumpf.
I~in Winkel, der < 2 R ist, heiBt konkav, ein Winkel, der> 2 R
ist , konvex.

Nebenwinkel sind zwei Winkel, welche einen Schenkel ge
meinsam haben, wahrend die anderen Schenkel die geradlinigen Ver
Iiingerungen voneinander sind. Ihre Summe ist stets = 2 Roder
= 1 gestrecktem Winkel. Das folgt aus dem Begriff des gestreckten
Winkels , dessen beide Schenkel eine einzige Gerade bilden. Zwei
Winkel, die zusammen 2 R betragen, nennt man . Supplement
winkel; zwei Winkel, die zusammen 1 R betragen, Komplement
winkel.

Scheitelwinkel sind zwei Winkel von solcher Lage, daB der
Hcheitel beiden gemeinsam ist und die Verlangerung der Schenkel
des einen Winkels die Schenkel des anderen sind. Scheitelwinkel
Hind einander gleich. 1: IX = 1: r, weil beide = 2 R - f3 sind
(Abh.1).

Michaelis, Mathematik. 3. Ann . 1



2 Rekapitulation der elementaren Mathematik.

Zwei gerade Linien schneiden sich, hinreichend verlangert, im
allgemeinen unter einem bestimmten Winkel. Wenn sie sich, soweit
man sie auch nach beiden Richtungen verlangert, im Endlichen
niemals schneiden, nennt man sie parallel.

Wenn zwei gerade Linien von einer dritten unter gleichem
Winkel geschnitten werden, sind sie parallel.

IX und y sind Gegenwinkel, ebenso fJ und b (Abb .2).
IX und b sind entgegengesetzte Wirikel, ebenso fJ und y.
IX und e sind Wechselwinkel, ebenso 1), und y.

A 7J '" 8.oJ. I'

c ,r
0

<:d

Abb, l. Abb.2.

Ist A B parallel 0 D , so sind Gegenwinkel einander gleich, ent
gegengesetzteWinkel betragen zusammen 2R. Wechselwinkel
sind einander gleich.

Umgekehrt : wenn zwei Gegenwinkel einander gleich sind, AO

sind die Linien, an denen sic liegen, parallel usw .

3. Das Dreieek.
Die Summe der drei Winkel eines jeden Dreiecks betragt 2 R .
Beweis : Man ziehe in Abb. 3 AD II BO. Dann ist .g::: ?,' = .g::: fJ

und .g::: (1' = .g::: ?, als Wechselwinkel . Also

IX + (1 + ?' = IX + (1' + y' = 2R .

Ein AuBenwinkel ist gleich der Summe der heiden von ihm
getrennt liegenden Winkel, denn (Ahb .4) (j = 2R- -y, andererseits
auch IX + fJ = 2 R - ?'.

.In einem rechwinkligen Dreieck nennt man die Schenkel des
rechten Winkels die Katheten, die dem rechten Winkel gegenuber
liegende Seite die Hypotenuse.

Ein Dreieck, in welchem alle drei Winkel spitz sind, heil3t ein
spitzwinkliges Dreieck; ein solches, in welchem ein Winkel stumpf
ist, ein stumpfwinkliges. Es kann hoohstens ein Winkel im Drei
eck .stumpf sein , weil die Summe schon zweier stumpfer 'Winkel
auf jeden Fall > 2 R ist.



Das Dreieok, 3

Abb.4.

Ein Dreieck, in dem zwei Seiten einander gleich sind, heiBt ein
gleichschenkliges, ein solches;in dem alle drei Seiten einander gleich

A

B~C
Abb . 3.

Hind, ein gleichseitiges Dreieck. In einem gleichschenkligen Drei 
eck sind die Basiswinkel einander gleich, in einem gleichseitigen
Dreieck daher alle drei Winkel einander gleich, und daher jeder
= 60° .

In jedem Dreieck liegt der grofleren Seite der groBere Winkel
gegenuber.

Beweis: AC sei > AB (Abb. 5). Halbiert man <t: BAC durch
AD und klappt das Dreieck ABD und AD als Achse nach rechts urn,
HO fallt B auf E, und -1:: ABD = -1:: AED.

. Da nun -1:: AED AuBenwinkel an b.DEC ist, muB

<r. AED > <r. ACD, folglich auch <r.ABC> <r. ACB
sein .

Da im rechtwinkligen Dreieck . der rechte Winkel groller als
jeder der beiden anderen ist, so ist jede Kathete stets kurzer als
die Hypotenuse.

8

A

~
B 0 C

Abb . 5.

AIs Umkehrung obigen Satzes folgt ferner, daB auch dem
~roBeren Winkel die grolsere Seite gegenuberliegt, und ferner die
sohon erwahnte Tatsache, daB im gleichschenkligen Dreieck die
Basiswinkel einander gleich sind. Denn gleichen Seiten mussen
auoh gleiche Winkel gegenuberliegen.

InderSchar(Abb.6)vonrechtwinkligenDreieckenABCl,ABC2 ,

ABCa usw. ist also die Hypotenuse BC l , BC2 ·u sw . stets groBer
1*



Rekapitulation der elementaren Mathematik.

als die Kathete B.A. Foiglich ist von allen Geraden, die man vom
Punkte B nach einer Geraden 0 3 0 6 ziehen kann, das Lot die
kiirzeste. Das Lot von einem Punkte auf eine Gerade nennt man
die Entfernung des Punktes von der Geraden.

4. Kongruenz.
Zwei Figuren nennt man kongruent, wenn man sie durch Ver

schiebung und Drehung so aufeinanderlegen kann, daB sie sich
vollkommen decken.

Erster Kongruenzsatz. ZweiDreiecke sind kongruent, wenn
sie in zwei Seiten und dem von ihnen eingeschlossenen Winkel
iibereinstimmen.

Voraussetzung. In Abb . 7 sei

AB = A'B', BO = B'O', <}:: ABO = <}:: A'B'O'.

B ehauptung: 6ABO~6A'B'0'.

Beweis : Verschiebt und dreht man 6 ABO so, daB AB auf
A'B' , BO auf B'O' und <}::ABO auf A'B'O' fallen, so muB auch.AO
auf A'O' fallen, weil zwischen zweiPunkten A' und 0' nur eine Ge
rade gezogen werden kann. Somit decken sich aIle 3 Seiten und
Winkel.

Zweiter Kongruenzsatz. Zwei Dreiecke sind kongruent,
wenn sie in einer Seite und zwei Winkeln von gleicher Lage, d. h.
entweder den beiden anliegenden oder in einem anliegenden und
dem gegeniiberliegenden Winkel iibereinstimmen.

Voraussetzung: AB = A'B' (Abb.7),

<}:: BAO = <}:: B'A'O' ,

<}:: ABO = <}:: A'B'0'.

Beweis: Verschiebt und dreht man 6 ABO so, daB .AB auf
A'B' flillt, so muB auch 0 auf 0' fallen, da die beiden Schenkel der
zusammenfallenden Winkel sich nur in einem Punkte, namlieh 0',
schneiden konnen.



Kongruenz. 5

Ware die Voraussetzung: AB = A'B',
-1 BAC = -1 B'A'C',
-1 BCA = -1 B'C'A',

sofolgert manzunaohst, daB,wenn zweiWinkelzweier Dreiecke uber
«instimmen, dies auch die dritten tun mtissen, also -1 ABC =
.):: A'B'C', und fahrt wie oben im Beweis fort.

Drit.ter Kongruenzsatz. Zwci Dreiecke sind kongruent,
wenn sie in den drei Seiten ubereinetimmen.

C'

C

~--+----::;'8

C'
Abb.8.

8

~
A C

Abb.9.

Man verschiebe und drehe die beiden Dreiecke (Abb. 8) so zu
oinander, daB eine Seite AB zusammenfallt, so daB, wenn das fest
stehende Dreieck ACB ist , das verschobene die Lage AC'B hat.
Zieht man nun CC', so ist in dem gleichschenkligen

c: ACC' -1 ACC'= -1 AC'C ,

lind ebenso -1 BCC'= .q: BC'C, also auch durch Addition .q: ACB
= .q: AC'B . Dann sind die beiden Dreiecke nach dem ersten
.Kongruenzsatz kongruent.

Vierter Kongruenzsatz . Zwei Dreiecke sind kongruent,
wenn sie in zwei Seiten und dem der grofseren gegentiberliegen
den Winkel ubereinstimmen.

Voraussetzung (Abb.9) : AC = A'C',
AB= A'B',
AC> AB,

.q: ABC = .q: A'B'C'.

Man verschiebe und drehe die Dreiecke so, daB .q:ABC auf
.q:A'B'C' fallt. Dann muB nach der Voraussetzung auch A auf A'
fallen. Angenommen nun, C fiele nicht auf C', sondern etwa auf
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Abb .1O.

c

A

0", so miiBte L. B'A'Oil~ BAO sein, wei! diese Dreiecke in zwei
Seiten und dem von ihnen eingeschlossenen Winkel uberein-

stimmten. Dann miiBte auch A'O"
= AO sein, also auch A'O"= A'O',
d. h. das L. A'O"O' miiBte gleich
schenklig sein und -t A'O"O'
= A'O'O". Da nun <J: A'O"O' als
AuBenwinkel > -t A'B'O" ist, muB
auch -t A'O'O" > -t A'B'O" sein,
was der Voraussetzung widerspricht.

8 Es muB also 0' und 0" zusammen
fallen, womit die Kongruenz der
Dreiecke bewiesen ist.

Wenn dagegen zwei Dreiecke in zwei Seiten und dem der klei
neren gegeniiberliegenden Winkel iibereinstimmen, so brauchen
sie nicht kongruent zu sein (Abb. 10): !:',.ABO und !:',.DBO stim
men iiberein in zwei Seiten: BO = BO, AO = 0 D, und dem der
kleineren gegeniiberliegenden Winkel -t 0 B D = -t 0 B A, und
sind doch nicht kongruent.

o. Das Viereck.
Ein Viereck, dessen Gegenseiten parallel sind , heiBt ein Paral

lelogramm. Sind die Winkel Rechte, ist es ein Rechteck. Ein
Parallelogramm, dessen Seiten einander gleich sind, ist ein gleich
seitiges Parallelogramm, und zwar, wenn die Winkel rechte sind,
ein Quadrat, andernfalls ein Rhombus.

In jedem Parallelogramm sind die Gegenseiten einander gleich,
halbieren die Diagonalen einander, sind die gegeniiberliegenden
Winkel gleich (mit Hilfe der Kongruenzsatze leicht zu beweisen) .

Ein Trapez ist ein Viereck, bei dem zwei Seiten einander
parallel sind. Sind die beiden nichtparallelen Seiten einander
gleich, so ist es ein gleichschenkliges Trapez.

Die Summe der vier Winkel eines Vierecks betragt stets 4 R.
Zwei Parallelogramme sind kongruent, wenn sie in zwei be

nachbarten Seiten und dem von ihnen eingeschlossenen Winkel
iibereinstimmen.

6. Der Kreis.
Der g eo met.rische Ort ist eine Figur, deren einzelne Punkte

jeder einer gemeinsam gegebenen Bedingung geniigen.
Der Kreis ist der geometrische Ort derjenigen Punkte, welche

von einem gegebenen Punkt cine gegebene Entfernung haben.



Dar Kreis . 7.

Der gegebene Punkt heiBt der Mittelpunkt, die gegebene Ent
Iornung der Halbmesser oder Radius, T.

Eine Sehne ist die geradlinige Verbindung zweier Punkte des
Kreises. Die beiden Endpunkte der Sehne und der Mittelpunkt
des Kreises bestimmen ein gleichschenkliges Dreieck. Die Hal
hierungslinie des Zentriwinkels, d. h. desjenigen Winkels dieses
I)reiecks, der dem Mittelpunkt des Kreises entspricht, halbiert
uuoh die Sehne und den Kreisbogen, der von der Sehne abgeschnit
ten wird, und steht senkrecht auf der Sehne.

Eine Tangente ist eine Gerade, welche den Kreis nur in
oinem Punkte beruhrt. Die Tangente des Kreises steht senkreoht
auf dem zu dem Beruhrungspunkt gezogenen Radius.

A

o
Abb. 11.

E

ok-----b----71C

B

Abb. 12.

Der Winkel, den zwei in der Peripherie sich sohneidende Sehnen
miteinander bilden, heiBt der Peripheriewinkel. Er ist halb so graB
wie der zugehOrige Zentriwinkel.

Denn zieht man in Abb. 11 AO, so ist ~ BOD = 2 . ~ BAa
und ~ DOC = 2 . ~ OAC, als AuBenwinkel an gleiohsohenkligen
Dreiecken, daher ~ BOC = 2 •~BAC. Alle Peripheriewinkel tiber
der Sehne BC (alle Peripheriewinkel,deren Schenkel duroh B und C
gehen) sind daher einander gleioh, weil sie einen gemeinsohaftliohen
Zentriwinkel, BOC,haben. J eder Peripheriewinkel uber dem
Halbmesser ist daher ein reohter.

Der Winkel, den die Tangente mit einer Sehne im Beruhrungs
punkt der Tangente bildet, heiBt em Tangentenwinkel. Er ist
ebenso graB wie der Peripheriewinkel tiber dieser Sehne. In Abb. 12
ist ~ CAB der Tangentenwinkel, ~ ADC der Peripheriewinkel.
Zieht man AE durch den Mittelpunkt des Kreises, so ist EA..L AB.
Ferner ist auch ~ ECA = 1 R als Peripheriewinkel uber' demHalb
messer, also ist ~CEA= 1R- ~EAC, undebenso ~CAB-::-:IR



8 Rekapitulation der elementaren Mathematik.

- <;:.EAO, daher <;:'OAB = AEO. Da aIle Peripheriewinkel tiber
AO einander gleich sind, ist auch <r. OAB = ODA.

Jedes regulare Polygon hat einen umgeschriebenen Kreis,
welcher durch alle Ecken des Polygons geht, und einen eingesehrie
benen Kreis, welcher aIle Seiten des Polygons zu Tangenten hat.

7. Der FHicheninhalt ebener Figuren.
Die Einheit des Flaoheninhalts ist der Inhalt eines Quadrates,

dessen Seite gleich der Langeneinheit ist. Ist AB = 1 em, so ist
o ABOD = 1 gem. Durch Betrachtung der Abb. 13 ergibt sich
folgendes:

F 6 s

A 8

o

-

_ ..

C

Abb.13.

H

J

1------7+------7£

Der Inhalt eines Rechtecks ist gleich dem Produkt der Langen
seiner beiden verschiedenen Seiten, der eines beliebigen Quadrates
gleich dem Quadrat seiner Seite. Ferner ergibt sich aus Abb. 13:

(AB + BJ)2 = ABOD + GOHE +FDOG + BOHJ

= AB2 + BJ2 + 2 AB • BJ.

D. h. das Quadrat tiber der Summe zweier Seiten ist gleich der
SUmIDe der Quadrate tiber jeder einzelnen Seite, vermehrt um das
doppelte Rechteck aus den beiden Seiten.

Parallelogramme von gleicher Grundlinie und gleicher Hohe
haben gleichen Flacheninhalt,

(Unter der Hohe eines Parallelogramms versteht man die Lange
des auf die Grundlinie gefallten Lotes. Parallelogramme von glei
cher Hohe liegen daher zwischen Parallelen (DE IIAB) (Abb. 14).

Beweis: I I ABOD = nOB + ADF,
L__J AFEB = nOB + BOE.

Da 6ADl!' "" BOE, so ist ABOD = ABEF. Daraus folgt, daB der
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.:
A 8

Abb. 15.

Inhalt eines jeden Parallelogramms gleich dem Produkt aus
einer Grundlinie und der zugehOrigen Hohe ist.

Jedes Dreieck ist die Halfte eines
Parallelogramms von gleicher Grundlinie
und Hohe. Gegeben sei das b. ABC
(Abb. 15). Zieht man CD II AB und
BD II AC ,so ist ABDC ein Parallelo
gramm, welches durch die Diagonale BC
halbiert wird. Daher ist der Inhalt
eines Dreiecks gleich dem halben
Produkt aus der Grundlinie und der z u gehorigen Hohe.
Jede Seite des Dreiecks kann als Grundlinie betrachtet werden.

L
lind

weil beide Seiten und der
oingesehlossene Winkel
ubereinstimmen (vgl. S. 4).

Als Parallelogramme
zwischen Parallelen ist
ferner Parallelogramm

BALE=BMNE

8. Der pythagoreische Lehrsatz.
Im rechtwinkligen Dreieck ist das Quadrat uber der Hypotenuse

gleich der Summe der Quadrate liber den Katheten.
Einer der zahlreichen J

Beweise ist folgender :
Man ziehe AN J..ED ,

HKIIBC und EL II AB.
Dann ist Parallelogramm H ~------..l.,..

BALENHKCB,

HKCB=HJAB

also E II 0

HJAB=BMNE. Abb. 16.

Durch eine entsprechende Hilfslinie auf der anderen Seite der Ab
hildung laBt sich beweisen, daB

MCC = MODN.

Dureh Summation ergibt sich

BA
2 + Ad = iRJ.
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9. Hdhensatz,

und

Da
(t2 + b2 = (c + d)2 = c2+ 2cd + d2,

2h2 = (c2+ 2cd + d 2) - (c2+ d2),

h 2 = c - d'.

c
~

d
Abb . 17.

In jedem rechtwinkligen Dreieck ist das Quadrat tiber der Hohe
gleich dem Rechteck aus den Abschnitten der Hypotenuse.

Denn nach dem pythagoreischen Lehrsatz ist (Abb . 17)

h2 = a2 - c2

HO folgt

to.Der erwelterte pythagoreische Lehrsatz.
Fur jedes beliebige Dreieck gilt der Satz:
Das Quadrat tiber einer (der " ersten ") Dreiecksseite, die einem

spitzen (bzw. stumpfen) Winkel gegentiberliegt, ist gleich der
Summe der Quadrate tiber der zweiten und der dritten Seite, ver
mindert (bzw. vermehrt) um das doppelte Rechteck aus der zweiten
und der Projektion der dritten auf die zweite Seite.

A

a

A

I
I
I
I~.

I
I
I

B~====v===~c- - -F--~va

c

8 t.==:::v:======J,

Abb. 18. Abb. 19.

(Unter der Projektion einer Seite auf eine zweite versteht
man die Strecke zwischen den FuBpunkten der beiden Lote, die
man von den Endpunkten der ersten Seite auf die zweite oder deren
Verlangerung fallb. Liegt der Anfangspunkt der zu projizierenden
Seite in der anderen Seite, so ist dementsprechend die Projektion
der ersten Seite auf die zweite die Strecke von diesem Anfangs
punkte bis zu dem FuBpunkte des vom Endpunkte der ersten auf
die zweite Seite gefallten Lotes.)



Inhalt und Umfang des Kreises.

Beweis: a) Fur das spitzwinklige Dreieck (Abb.18).
<}:. AOB sei spitz. Fallt man die Hoh~ h , so ist

c2 = lt2 + (a - p)2

= h2 + a2 + p2-2ap .

Da h2 + p2 = b2,

so ist c2= b2+ a 2-2ap.

b) FUr das stumpfwinklige Dreieck (Abb, 19).
<}:. AOB sei stumpf. Dann ist

c2 = h2 + (a + p)2

= h2 + a2 + p2 + 2ap

= b2 + a2 + 2a p .

'11

11. Inhalt und Umfang des Kreises.
Gegeben sei ein regulates, in einen Kreis vom Radius r ein

geschriebenes Polygon von der Seitenzahl n . Seine Seite sei = 8.

Man berechne nun die Seite 8' des regularen, in denselben K reis
cingeschriebenen Polygons von der Seitenzahl 2n .

Nach dem erweiterten pythagoreischen Lehrsatz ist (Abb . 20)
---- 9 ..._. '} - 9 - -

OD- = AD- + A 0 - - 2 AD . AE

= 2r 2 - 2r· AE.

A}!] laBt sich aus 6. AEO berechnen :

AE2 = A 0 2
- E 0 2 = r2

- ( ; t
AE = 1/r2

- ( ~ t-
Also

-- 'Vl
- -- --(' 8)2

OD
2
=2r2 - 2 r2 1- ,2 r '

8'= '-1/'2 _ 2]; 1 _ -~~2~ 8r r 4r2 • Abb . 20.

Die Seite des regularen eingeschriebenen Sechsecks ist = r,
also folgt fur die Seite des Zwolfecks 8 12•

' " - - - - =====.

8
12

= r V2 - 2 yl - - }

=d12 - Y3.
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s

Hieraus kann man (Abb . 21) fortschreitend die Seite des
24-Ecks, 48 -Ecks usw. berechnen und aus diesel' durch Multipli
kation mit del' Seitenzahl n den Umfang des Polygons.

Bei fortgesetzter Verdoppelung von n nahert man sich immer
mehr dem Wert fur den Umfang des Kreises, den man jedoch,
solange n endlich ist, niemals vollkommen erreicht .

Ganz analog laBt sich ein Verfahren ausarbeiten, urn aus dem
Umfang des regularen , umgeschriebenen Polygons bei fortgesetzter
Vermehrung del' Seitenzahl den Wert des Kreisumfanges von oben
her zu erreichen. So hat man zwei Grenz en, innerhalb deren del'

wahre Umfang des Kreises liegt.
Del' Umfang U n des eingeschriebenen
und Un des umschriebenen Polygons
von del' Seitenzahl n ist

U 6 = 6,00000 U6 = 6,92820

u12 = 6,21163 U12 = 6,43078

U 24 = 6,26526 U24 = 6,31932

U~8 = 6,27870 U48 = 6,29218

U V6 = 6,28206 U96 = 6,28542

U 192 = 6,28291 U192 = 6,28357
•.\bb. 21. U 384 = 6,28311 U381 = 6,28333 .

Del' Grenzwert, dem sich U und U sohliefslioh nahern, ist 6,28318 . ..
Dieses bezeichnet man als 2 n , so daB

7l = 3,14159 . . . ,

und del' Umfan g d es Kreis es wird 2 71 . 1' .

Del' Inhalt des regularen Polygon s mit del' Seite 8 ist = n . 8 ; h •
wo h die Hohe des Teildreiecks bezeichnet .

Je groller n wird, urn so mehr nahern sich die Werte von h und r

einander , so daB fur ein sehr groBes n del' Inhalt = n . s - ; wird.

Da n · s nach dem soeben Gesagten sich dem Wert 2 7l • r
nahert, so ist del' Inhalt des Kreises = 7l • 1'2 .

Folgende Bruche stellen del' Reihe naoh immer bessere Nahe
rungswerte fur st dar:

3 . 22
T ' 7 '

333.
106'

355 .
113'

103993
33 102 . ..
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12. Proportionalitiit nnd lhnlichkeit.
Zwei Strecken p und q konnen in folgendem GroBenverhaltnis

zueinander stehen:
a) Die Strecke q ist ein Vielfaches der Strecke p (z. B. q = 2,

p = 1).
b) Die Strecke q ist zwar nicht ein einfaches Vielfaches von p,

uber ein Vielfaches eines aliquoten Telles von p (z. B. q = 3,
1) = 2) .

In diesen beiden Fallen spricht man von kommensurablen
Strecken.

c) p und q haben kein gemeinsames Viel- A

Iaohes (z. B. p = 1, q = 12).
Dieses nennt man inkommensurable

Strecken, Statt {2 konnen wir aber mit
oiner je naoh dem Bedurfnis abgestuften
Naherung an die Wahrheit die kommensurable
GroBe 1,4 oder 1,41 oder 1,414 oder 1,4142 ...
IISW. schreiben und so die inkommensurablen
Streeken genau so wie die kommensurablen Abb. 22.

hehandeIn.

Wenn das Verhaltnis zweier Strecken p und q, also L, gleich

dem Verhaltnis zweier anderer Strecken p' und q' , also q p' ist,
so sagt man, die vier Strecken sind proportional und schreibt q'

p : q = p' : q' ,

daraus folgt , daB auch

lind

Iorner ist dann auch

p: p' = q : q'

p'
r:»:»

q = p . q' .
p"

p + q: q = p' + { ': s',
wie sich aus Betrachtung von Abb. 22 ergibt.

Wenn die Scheitel eines Winkels A (Abb.22) von zwei Par
ullelen geschnitten werden, DE und FG , so sind die dadurch ab
gcschnittenen Strecken proportional,. d. h.

AD : DF = AE : AG.
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B eweis: Angenommen , AD enthalt e die Streckeneinheit sie
benmal, DF funfrnal, so lege man die ent sprechenden 12 P arallelen.
Diese schneiden AG und t eilen AE ebenfalls in sieben, EG in funf
gleiche Teile, folglich

AE AD
EO= DF ·

"0
Abb. 23.

a

I st AD und DF inkommensurab el, so laBt sich del' Beweis
wenigstens fUr eine von DF auBerst wenig verschiedene Strecke
erbringen, welche kommensurahel ist. Den Grad del' Annaherung
kann man durch Verkleinerung des gemeinschaftlichen MaBes be
liebig weit treiben , so daf bei del' Wahl eines unendlich kleinen
gemeinsohaftlicherr MaBes die Annaherung beliebig groB ge
macht werden kann und del' Beweis auch fur inkommensurabl e
Strecken gilt.

F erner verhalten sich dann auch die ab geschnitten en Stucke
del' P arallelen , DE : F G, zuein ander wie AD : AF. Del' Beweis

ist ahnlich wie soeben, indem man zu AG
zahlre iche P arallelen zieh t.

Wenn eine Strecke in zwei Teile geteilt
ist, so daB die kleinere zur grofleren sich

wie die gri:iBere zur ganzen verhalt (Abb . 23), so nennt man das
eine stetige P roporti on ode r den goldenen Schnit t :

a : b = b : G, + b und b2 = a (a + b).

Zwei P olygone heiBen a h n l i ch , wenn samtliehe entspreohe n 
<len Winkel des einen denen des anderen gleich und die Seiten ein
ander proportional sind.

Kongruente Polygone sind gleichzeitig einander ahnlich und
flach engleioh.

Zwei Dreiecke sind einander ahnl ich :

1. wenn zwei Seiten des einen zwei Seiten des anderen pro 
portional und die eingeschlossenen Winkel gleich sind ;

2. wenn - wei Winkel des einen zwci Winkeln des anderen gleich
sind;

3. wenn die drei Seiten des einen denen des anderen propor
t ional sind ;

4. wenn zwei Seiten des einen zwei Seiten des anderen pro
portional nnd clie del' grofseren gegeni.iberliege nden Winkel gleich
sind.

Del' Beweis diesel' Satse wird beispielsweise fill' den ersten
Ahnlichkeit asat z folgendermaBen gefuhrt (Abb. 24) :
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c

K
Abb. 24.

A

r '

~
o E

i.

Voraussetzung: AO: AB = DF: DE, .g: OAB =.g: FDE.
Behauptung: ,L::,. ABO oo L::,. DEF .
Beweis: Man trage auf AB die Strecke AK = DE, und auf

AO die Strecke AL = DF abo Dann ist L::,.ALK r;::,.:; L::,. DFE, nach
dem ersten Kongruenzsatz. Nun
ist £c.. ALK oo £c.. AOB, denn es
st immen alle drei Winkel uber
cin, und von den entsprechenden
Seiten ist auf Grund del' Vor
aussetzung AL ; AO = AK : AB,
folglich muB auch KL : B 0 =
AK : AB sein. Folglich ist auch
L::,. DEF = ABO.

13. Einiges von den Kdrpern.

Die von Ebenen begrenzten Kerper teilt man in Trieder, Te
traeder usw. ein, deren allgemeiner Name Polyeder ist.

Das regulare Rexaeder ist del' WUrfel. Rat seine Kante die
Lange a, so ist seine Oberflache = 6a 2, sein Inhalt = a3•

Ein Hexaeder, dessen gegenuberliegende Plaohen je einander
parallel sind, nennt man ein Parallelepipedon. Del' Inhalt
cines Parallelepipedons, dessen Grundflache den Inhalt a » b hat
und dessen Hohe h ist, betragt a • b • h. In einem rechtwinkligen
Parallelepipedon, welches die Kanten a, b, chat, steht die Diagonale
il, welche zwei raumlieh gegenuberliegende Ecken verbindet, in
folgender Beziehung zu den Kanten:

d = ia2 + b2 + c2
•

Ein regulares Polyeder von unendlich groBer Flaohenzahl ist
die Kugel. Ihre Oberflache ist, wenn r del' Radius ist, = 4n • r 2

und ihr Inhalt -!.st: • r3• Zur Ableitung diesel' Formeln bedarf es
pines ahnlichen Verfahrens, wie es in del' ebenen Geometric fur
(len Kreis entwickelt wurde.

Del' Inhalt eines Zylinders ist gleich dem Produkt aus Grund,
Hache und del' Hohe h. 1st die Grundflaehe ein Kreis, so ist sie

~ nr2, del' Inhalt des Zylinders also = nr2 h.
Del' Inhalt eines Kegels ist ein Drittel des Produktes aus

:J<
Urundflache und Rohe, "3r2. h.

Die Entwicklung diesel' Formeln findet sich spater tbei del'
l ntegralrechnung.
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II. Arithmetik und Algebra.
14. Man teilt die Zahlen ein in :

1. Naturliche Zahlen , positive und negative:

1 , 2, 3 , 4 , . .. ; -1 , -2 , -3 , - 4, .. ,

2. Gebrochene Zahlen, positive und negative:

} , .~" -X-, • • • ; - -~- , - "5- , - -g. , ...
Man kann sie auch als Dezimalbrttche schreiben, und als solohe

sind sie entweder endliche Dezimalbruohe

} = 0,5; t = 0,125

oder unendliche, aber periodische Dezimalbruohe:

1 = 0,333 .. . ; Y:r = 0,083 333 . .. ; -~- -} = 0,6969 ...

3. Lr r a.t iona.Ie-) Zahlen , positive und negative:

Y2, 13; --12, --V3; 'Jl', e.

Sie sind dadurch eharakterisiert, daB sie mit vollkommener Ge
nauigkeit durch keine naturliehe oder gebrochene Zahl, sei es in
Form eines Bruches oder eines Dezimalbruches, ausgedriickt
werden konnen. Sie lassen sich durch gebrochene Zahlen oder
aperiodische Dezimalbriiche nur mit einer allerdings beliebig
weitgehenden Annaherung darstellen, z. B.

-V2 = 1,4142 ...

Wenn zwei geometrische GroBen, z. B. die Langen zweier ge
raden Strecken, in einem irrationalen Verhaltnis stehen, so nennt
man sie inkommensurabel. In einem rechtwinkligen, gleich
seitigen Dreieck, dessen Hypotenuse gleich der Langeneinheit ist,
betragt die Lange einer Kathete = i t , sie ist irrational. Trotz
dem ist die Lange der Kathete etwas durchaus Bestimmtes, Re
elles. DaB wir sie durch keine natiirliche oder gebrochene Zahl
ausdriicken konnen, ist nur in der willkiirlichen Wahl der Langen
einheit begriindet. Wir konnen ebensogut die Lange einer Kathete

1) ratio bedeutet das "Verhalt nis" , irrational sind Zahlen, die in
keinem durch natiirliche Zahlen genau angebbaren VerhiUtnis zu einer
natiirlichen Zahl stehen.
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als die Langeneinheitfestsetzen, und dann ist die Lange der Hypo
tenuse irrational, namlich = f2. Die Kathete und die Hypo
tenuse haben nur kein gemeinschaftliches MaB, es gibt keine noch
so kleine MaBeinheit, von der sowohl die Hypotenuse wie die Ka
thete ein Vielfaches ware .

4. Imaginare Zahlen, positive und negative:

1 1oder i ; -1-1 = -i; 1-5 oder 5i usw.

Sie lassen sioh auf keine Weise durch reelle Zahlen wiedergeben.
Die Summe einer imaginaren und einer rationalen Zahl nennt man
eine komplexe Zahl, z. B. a+bi . Wenn zwei komplexe Zahlen
einander gleich sind, so ist das nur moglioh, wenn die reellen und
die imaginaren Anteile jeder Iur sioh einander gleich sind. Wenn

a + bi = c + di,

so muB a = c und bi = di oder b = d sein.
Die imaginaren Zahlen treten bei der Losung quadratischer

Gleichungen in Erscheinung. Sie haben keine reelle Bedeutung,
d. h. wenn die Losung einer Gleichung zu einer imaginaren GroBe
fuhrt, so heiBt das, daB diese Losung objektiv nicht existiert.
Rein mathematisch hat die Gleichung

x3 - x 2 + X = I
drei Losungen. :

Xl = 1; x3 = -i.

Sollte aber irgendein naturwissenschaftliches Problem auf
obige Gleichung fur X fuhren, so ist ihre einzige Losung

x= 1.

An einer einzigen Stelle (bei den Differentialgleichungen) werden
wir durch die Einfiihrung imaginarer GroBen eine rechnerische
Vereinfachung gewisser mathematischer Aufgaben erfahren und
an dieser Stelle die Eigenschaften der imaginaren Zahlen naher
betrachten.

15. Die Regeln der Rechnungsarten.
Rechnungsarten erster Stufe: Addition und Subtraktion.

a+b=b+a
a + (b + c) = a + b + c

a +( - b) = a - b
a - (b + c) = a - b - c
a - (b - c) = a - b + c.

Michaelis, Mathematik. 3. Auf!. 2
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Rechnungsarten zweiter Stufe: Multiplikation und Division.

a • b = b » a (Das Vertausohungsgesetz.)

a . b + a . e = a (b + e)}
a • b - a. e = a (b _ e) (Die Verteilungsgesetze.)

a· (b • e) = a 0 b • e (Das Verbindungsgesetz.)
(+a) 0 (+b) = +ab
(+a) 0 (-b) = - a b

(-a)· (+h) = - a b
(-a(· (-b\ =, + a b

(I. I
b b-

+n = +3~
+b b

+a a
- b - - -T

-rt (I.

+ b - - T

-rt = +~
--b b

b nob
a· -=c c

(a + b) • (e + d) = a (e + d) + b (e + d)
oder = (a + b) e + (a + b) d

= ae + ad + be + bd

(n -1-=--0) _ ~_ __~__
(c + £I) - c + d + c + d '

Rechnungsarten 3. Stufe: Poteuzieren uud Radizieren.

'j/(/, 0 'Vb= 'ila . h

(10 = 1

a -it = ~
a"
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Die Definition

aO= 1

a
n
m

und

1

'ya .

hat ihre Begrundung in folgender Uberlegung.
Ausgehend von der Potenz an, finden wir den Wert der Po

tenz an-I, indem wir an durch a dividieren. Gehen wir z. B. von
a3 aus, so ist

a3

a2 = -
a
a2

aI=-=a
a
a1

aO= - = 1
a
aU 1

a - I = - = -
a a

a - 2 = l/a = .2...
a a2

usw. Man prage sich demgemaf folgende Schreibweise ein, welche
an Stelle der unubersiehtlichen Zahlen mit vielen Nullen ge
brauehlich ist:

10- 1 = 0,1
10 - 5 = O,OOQOl

2 . 10-4 = 0,0002
0,2 . 10- 4 = 0,00002
3,5 . 10- 4 = 0,00035
0,35·10+4 = 3500.

Die Rechnungsarten 1. und 2. Stufe haben je nur eine Umkehrung:
Addieren - Subtrahieren, Multiplizieren - Dividieren.

Die Rechnungsarten 3. Stufe haben zwei Umkehrungen:
Potenzieren - Radizieren - Logarithmieren,

z. B. 102 = 100; 0/100 = 10 ; 10gI 0 100 = 2 .

16. Logarithmen.

Wenn 102 = 100, so ist

logIOlOO = 2 (sprich: Logarithmus von 100 fur die Basis 10).
2*
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Wo Imine besondere Angabe libel' die Basis gemach t ist, wird stets
die Basis 10 angenommen .
log 1 = O l log O, l = log 1O- 1=-1
log 10 = 1 log 0,0001 = log I0-4=-4
log 100 = 2 logO,OOOO1 . = log IO r " = - ;)

log 100 000 = 5 I log ~1 , davor nNullen ,
log (1 mit n Nullen) = n I emsc hl. del' Null

VOl' dem Komma) = log10 - n = - - n
\Venn log-? 20 = 1,30103 ist, so ist 20 del' N u m eru s , 1 die

Kennziffer , 30103 die l\'Iantiss e.
Del' Numerus zu

0,30103 2
1,30103 20
2,30103 = 200
0,301 03 - 1 0,2
0,301 03 - 3 0,002

- 0,30103 (= + 0,69897 --- 1) = 0,5 = f) • 10- 1

-2,30103 (= + 0,69897 - 3) = 0,005 = 5 . 10 - 3

-4,30103 (= + 0,69897 - 5) = 0,00005 = 5 . 10 - 5 •

Del' Numeru s eines Logarithmus ist aus den Logarithmentafeln
nul' dann zu ersehen, wenn del' Logarithmus eine positive Mantisse
hat. Negative Logarithmen mu ssen daher erst in positive Man
t issen mit negativer K ennziffer verwandelt werden . Z. B. - 2,54123
wird erst verwandelt in + 0,45877 - 3 . I st die K ennziffer +n.
so enthalt del' Numerus n + 1 Stellen VOl' dem Komma. I st die
K ennziffer - n , so enthalt del' Numeru s n Nullen VOl' del' erst en
Ziffer , und hinter del' erste n Null st eht das K omma .

log (a ·b) = log a + 10gb
log (a : b) = loga - log l)
log (an ) = n . loga

10g V~ = ~. : logn
1

log- = - log o. .
a

17. Das Interpolieren.
Gesucht sci log 2,0614 .
In den 5stelligen Logarithmentafeln findet sich:

log 2,061 = 0;31408
log 2,062 = 0,31429.
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x = 2·3

Der gesuchte Logarithmus liegt zwischen diesen beiden. Wir
konnen nun ohne merklichen F ehler annehmen, daB das An
wachsen des Logarithmus in einem so kleinen Intervall wie von
0,31408 bis 0,31429 gleichfOrmig mit dem Numerus erfolgt.
Wenn der Numerus von 2,061 bis 2,062 wachst , also um 1 Einheit
der 4. Stelle (d. h. hier der 3. Dezimalen) oder um 10 Einheiten
der 5. Stelle (d. h. hier der 4. Dezimalen), so wachst der Logarith
mus im ganzen um 0,000 21. Also wachst er fUr 1 Einheit der
5. Stelle (der 4. Dezimalstelle) um 0,000021 , daher fur 4 Einheiten
dieser Stelle um 4· 0,000021 = 0,000084 oder abgekiirzt um
0,00008. Daher ist

log 2,0614 = 0,31416.

Gesu cht sei der Numerus zu 1,73040 .
Man findet aus der Tafel

num . log 1,73038 = 53,75
num . log 1,73046 = 53,76.

Die ganze Differenz der Logarithmen ist 0,00008 , also entspricht
eine m Zuwachs des Logarithmus um 8 Einheit en der 5. Mantissen
stelle ein Zuwachs von einer Einheit der 4. Numeru sst elle, daher
ein Zuwachs des Logarithmus um je 1 Einheit der 5. Mant issen 
stelle ein em Zuwachs von J E inheit der 4. Numerusstelle, ein Zu
wac hs von 2 Einheiten der 5. Mantissenste lle daher einem Zuwachs
von } = 0,25 E inhe iten der 4. Numerusstelle oder 2,5 E inheiten
der 5. Numerusstelle. Es ist also

nu m . log 1,73040 = 53,7525.

Beispiele ZUI' Anwendung del' Logarithmen.
I. Addi tio n und S u b trakt io n zweier Zahlen kann durch

Rechnen mit Logarithmen nicht vereinfacht werden .
II. Multiplikation und D ivision zweier Zahlen wird durch

Logarithmen dadurch vereinfacht, daB diese R echnungsarten auf
die Addition bzw . Su b t rak t io n der Logarithmen zuriick gefUhrt
werden konnen.

Beispiele.

1.
log x = log2 + log3

= 0,30103
+ 0,47712

log x = 0,77815
x = 6.
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2. x = 142,3·0,00041

logx = log 142,3 = 2,15320

+ logO,00041 = 0,61278 - 4

2,76598 - 4

oder 0,76598 - 2

x = 0,05833.

1,2
x = 0,00244

logx = log 1,2 = 0,07918

- logO,00244 =

logx =

3.

4.

x = 491,8.

2,40.10 - 5

x = 0,84.10 - 14

1,07918 - 1

= -(0,38739 -:3

0,69179 + 2
2,69179

logx = - 0,38021 - 5

-(0,92428 - 15)

logx = log (2,40 . 10- 0)

log2,40 = 0,38021

+ Iog l Or" = -5
------

0,38021 - 5
- - log (0,84 · 1O-- 14)

= - [ log 0,84 ] = [0,92428 - 1]
+ log 10 - 14 ~-......:.14::....-_....;:..

0,92428-15

1,38021 - 6

-(0,92428 - 15)

0,45593+ 9
x = 2,8571 .10+ 9 = 285710000 .

Hierbei ist zu beriicksichtigen, daB der erhaltene Wert auf
4 Stellen genau, die 5. Stelle schon durch Interpolation gewonnen
ist und die angehangten Nullen zwar einen Stellenwert, nicht aber
einen Ziffernwert haben. Der genaue Wert ware namlioh

285714285,714285 .....
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-2

- 6

- 4

] = + 0

log .e = 2,66711

0,66711

5 1,4 . 2,3 • 2,6
. x = 14,3. 12,6~OO

logx = logl ,4 = + 0,146 13

+ log2,3 = +0,36173

+ log2,6 = + 0,41497

+ logi~~3 = [-log 14,3 = -1,15534] = +0,844651) - 2

+ logI;,6 = [-log 12,6 = -1,10037] = +0,89963 - 2

1
+ log 100"= [-log100 = - 2

x = 0,00046453.

III. Po te.nz ieren und Radizieren wird durch Logarithmen
daduroh vereinfacht, daB diese Rechnungsarten auf eine Multipli
kation bzw. Division zuruokgefuhrt werden.

Beispiele:

2.

x = Y8;"2
log.e = ~. . log8,2 = ~". 0,1)1381 = 0,30460

x = 2,0165.

x = 28

logx = 8 . log2 = 8 . 0,301 03 = 2,40824

x = 256.

3. x = YO,0041

logx = ~- . log 0,0041 = -4 . (0,61278 - 3).

Jetzt wird die Kennziffer durch 2

teilbar gemacht: = 1· (1,61278 - 4)

0,80139 - 2

x = 0,063298 oder 0,063299.

4. x = YO,62 = 0,61

logx = -fi- • log 0,6 = .~. . (0,77815 - 1),

1) 84465 entsteht aus 15534, indem man jede einzelnc Ziffer zu 9
erganzt, die letzte zu 10.
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= -} (1,55630 - 2)

= -fi- (2,55630 - 3)
= -5 0,85210 - 1

oder 0,71139 .

Gang del' Rechnung:
a) Multiplikation mit 2
b) Kennziffer wird dureh 3 teil

bar gemacht
c) Division durch 3

x = 0,71138

x = flO
logx = } -IoglO = l . 1 = 0,20000

x = 1,5849.

5.

18. Del' logarithmische Rechenschieber.

Del' Rechensehieber ist ein unentbehrliehes, einfaches Hilfs
werkzeug zum Multiplizieren und Dividieren. Das Prinzip beruht
darauf, daB eine Multiplikation dureh Logarithmieren in eine Ad 
dition, eine Division in eine Subtraktion umgewandelt wird . Del'
Schieber besteht aus zwei gegeueinander versehieblichen Skalen .
Diese gegeneinandergleitenden Skalen sind in doppelter Ausfiih
rung vorhanden, die obere in halbem MaBstab del' unteren. Wir
betraehten zunaehst nul' die untere Doppelskala, welehe wiederum
aus einer unteren feststehenden und del' oberen versohieblicheu
Skala besteht. Zunaehst schieben wir Anfangs- und Endpunkte
del' Skalen genau aufeinander. Wir bemerken eine Einteilung del'
Skala, deren Anfangspunkt mit 1 und deren Endpunkt wiederum
mit 1 bezeiehnet ist. Die Graduierung del' Skala ist logarithmiseh.
Die Entfernung del' Punkte ,,2" vom Anfangspunkt ist in Wirklieh
keit = 0,30103 MaBeinheiten, wobei die ganze Lange del' Skala
als MaBeinheit gilt usw. Die angesehriebenen Zahlen bedeuteu
also den Numerus del' als Logarithmus gedaehten zugehorigen
Streeke. Die Benutzung wird dureh folgende Beispiele klar,

1. Multiplikation zweier Zahlen , wo bei die Stellen
zahl des .Resultats nieht verander t wird.

Beispiel: 2 X 3.

Man stellt den Anfang del' bewegliehen Skala an den Puukt ,,2"
del' unbewegliehen und schiebt die Stellmarke des Ableseschlittens
an den Punkt ,,3" del' oberen Skala. Dann zeigt diese Stelle auf
del' unteren Skala die Zahl ,,6" an. Das ist das Resultat. Die
Strecke ,,2" (del' unteren Skala) und die Streeke ,,3" (del' oberen
Skala) werden addiert ; das Additionsergebnis ist ,,6".

Del' Vorteil diesel' Reehnungsweise ist nun, daB es nicht im
geringsten komplizierter ist, die Multiplikation 2,15 X 3,35 aus-
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zufiihren als 2 X 3. Die Zahl der mit Sicherheit abe
lesbaren Dezimalstellen hangt von der Giite und
Lange des Instruments ab o

Die Multiplikation 20 X 30 oder 200 X 30 oder
2 X 3000 oder 0,02 X 0,3 wird ebenso ausgefiihrt wie
2 X 3. Das Resultat des Rechenschiebers gibt immer
nur auf die Ziffern, aber nicht die Stelle, wo das
Komma abgeschrieben werden muB, oder auch nicht,
ob noch Nullen angehangt werden miissen . Das muB
durch eine Uberachlagsrechnung jedesmal besonders
festgestellt werden. Das gilt fiir alle Rechnungen mit
dem Schieber und wird deshalb bei den folgenden
Regeln nicht wiederholt.

2. Division zweier Zahlen , wobei sich die
Stellenzahl des Resultats nicht vera.nd er t.

Beispiel: 6 : 2.

Man zieht von der logarithmischen Strecke 6 die
logarithmische Strecke 2 ab o Dies tut man, indem
man den Faden des Ableseschlittens auf die ,,6" der
unteren Skala stellt und die obere Skala so verschiebt,
daB ihre ,,2" ebenfalls genau unter dem Faden steht.
Der Anfang der 0 beren Skala trifft dann auf einen ge
wissen Punkt der unteren Skala, dessen Ablesung
man sich erleichtert, indem man jetzt den Faden
an den Anfangspunkt der unteren Skala schiebt.
Dieser Faden zeigt dann an der unteren Skala die
Zahl ,,3" an.

3. Multiplikation zweier Zahlen, wobei
die Stellenzahl sich vermehrt .

Beispiel : 3 X 4 .

Wollte man die unter 1. gegebene Regel anwenden,
so miiBte man an den Punkt der 3 der unteren Skala
den Anfangspunkt der der oberen Skala anfugen,
Dann wiirde aber die 4 der oberen Skala auBerhalb
des Bereichs der unteren Skala fallen . Statt dessen
kann man aber auch den Endpunkt der oberenSkala
an den Punkt 3 der unteren Skala anlegen; nunmehr
fallt die 4 der oberen Skala auf einen Punkt der unte
ren, den man ablesen kann, namlioh auf 1,2. Uber
schlagsrechnung der Stellenzahl ergibt als richtige
Stellung des Kommas statt dessen 12,0.

25
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Man stelle sich namlieh VOl', daB die untere Skala nach links
noch einmal angefiigt sei. Dann stelle man den Anfang del' oberen
Skala auf die 3 del' nach links angesetzten Skala. Das ist direkt
nicht exakt moglioh, weil ja die gedachte Verlangerung del' Skala
nicht vorhanden ist. Wenn abel' del' Anfang del' oberen Skala
auf die 3 del' nach links verlangerten unteren fallt, so muB das
Ende del' oberen Skala auf die 3 del' wirklichen unteren Skala
fallen. Anfang und Ende jeder Skala sind sich also vollig gleich
wertig, wenn man von del' Kommastellung des Resultats absieht.
Aus 1. und 3. ergibt sich als gemeinschaftliche Multiplikations
r eg e l :

Man lege den Anfang oder das Ende del' 0 beren
Skala auf diejenige Stelle del' unteren Skala, welche
den Multiplikandus angibt; dann gibt diejenige Stelle
del' oberen Skala, welche dem Multiplikator ent
spricht, auf del' unteren Skala das Resultat an.

4. Divion zweier Zahlen, wobei die Stellenzahl sich
a.n d er t ,

Beispiel: 2 : 8.

Wollte man nach Regel 2 verfahren, so fiele das Ende del' ver
schieblichen Skala wieder aus dem Ablesungsbereich. Riel' gilt
nun dieselbe Uberlegung wie bei 3., und man erhalt als gemein
schaftliche Divionsregel:

Man lege die Stelle del' verschieblichen Skala,
welche den Divisor angibt, an die Stelle del' festen
Skala, die den Dividendus angibt. Dann zeigt del'
Anfang oder d a s ' Ende del' verschie blichen Skala auf
del' festen Skala das Resultat an.

Die sehr zahlreichen Rechenoperationen, die sonst noch mit
dem Rechenschieber ausgefiihrt werden konnen, ergeben sich im
Gebrauch allmahlich von selbst und sollen hier nicht besprochen
worden.

19. Beziehung del' verschiedenen Logarithmensysteme
zuelnander.

Neben dem dekadischen Logarithmensystem, welches im prak
tischen Rechnen allein angewendet wird, spielt in del' hoheren
Mathematik das sog. na t.urIic he Logarithmensystem die wich
tigste Rolle. Wahrend die Basis del' dekadischen Logarithmen 10
ist, ist die Basis del' natiirlichen Logarithmen die Zahl e = 2,71828...
Warum gerade diese Zahl gewahlt worden ist, werden wir erst
spater verstehen. Wenn del' dekadische Logarithmus del' Zahlen
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bekannt ist (log e), kann man den natiirlichen Lagarithmus von x,
geschrieben : log nat x oder lux, von Fachmathematikern meist ge
schrieben : lx, daraus berechnen und umgekehrt. Ist logx = a,
so folgt daraus, daB lOa= x . Nun konnen wir eine gewisse Zahl p
bestimmen, welche derartig beschaffen ist, daB eP= 10. Diese
Zahl p ist = 2,302585. Dann ist (eP)a = x oder eP' a = x. Daraus
folgt : lnx = P> a oder lux = P> logx . Del' naturliehe Logarith
mus jeder Zahl kann also aus dem dekadischen durch Multipli
kation mit 2,3026 berechnet werden. Umgekehrt wird del' deka
dische Logarithmus jeder Zahl aus dem natiirlichen durch Division
mit 2,3026 bzw. durch Multiplikation mit 0,43429 erhalten. Die
Zahl 2,3026 heiBt del' Modulus des naturliohen Logarithmen
systems.

Aus del' Definitionsgleichung von p , namlieh eP = 10, folgt
durch Logarithmieren p = In 10 oder ebensogut, wenn man im

dekadischen System logarithmiert, p • loge = 1, oder p = -I 1 .
oge

Fuhren wir diese Werte in die Gleichung Inx = p logx ein,
so ergibt sich

logx
lnx = logx . In 10 oder auch ln z = -I -.oge

Um dekadische Logarithmen in natiirliche zu verwandeln,
muB man die dekadischen mit 2,3026 multiplizieren.

Um naturliche Logarithmen in dekadische zu verwandeln,
muB man die -naturlichen mit 0,4343 multiplizieren. Diese Rechen
operation kommt sehr haufig VOl', weiliogarithmische Naturgesetze
stets in Form del' naturliohen Logarithmen gegeben sind, unsere
Logarithmentafeln abel' stets im dekadischen System stehen.

20. Kombinationslehre.
Eine Anzahl Elemente permutieren heiBt, sie in alle mag

lichen Reihenfolgen bringen. So sind die Permutationen del'
3 Elemente a , b, c:

abc, acb , bac , bca, cab, cba .

Die mogliohe Anzahl del' Permutationen von n Elementen ist
= n! (Sprich: n Fakultat.)

I! I
2! = 1· 2 2
3! =1·2 ·3 6
4!=1·2·3·4 24
5! = I ·2· 3 ·4·5 = 120 usw,
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Sind unter den zu permutierenden Elementen zwei oder mehrere
gleich, so verringert sich die Zahl del' Permutationen, z. B. aus
den 3 Elementen a , a, b lassen sich nul' folgende Permutationen
herstellen :

aab, aba , baa .

Irn allgemeinen ist die Zahl del' moglichen Permutationen aus
n Elementen, wobe i 1X gleiche Elemente del' einen Sorte, j3 gleiche
Elemente einer zweiten Sorte, r einer dritten ... vorhanden sind,
gleich

n!
<X ! fl! 1'! . • ••

cd ,i«,
bed ,

also z. B.

Eine Anzahl von Elementen kombinieren, heiBt von diesen
Elementen, insgesamt n an del' Zahl, eine bestimmte Anzahl ]1

ohne Rucks ic h t auf die Reihenfolge zusammenzustellcn.
Wenn von n Elementen p zusammengestellt werden , so nennt

man das cine Kombinationder pten Klasse : Cr:,). So sind fur die
vier El emente a , b , e, d Kombinationen

1. Klasse : a , b, c , d,

2. ab , ae , ad, be ,
3. abc , abd , acd,

4. " abed .
Im allgemeinen ist die Anzahl del' Kombinationen von n El e

menten del' pten Klasse :

!' n · (n - I) (n - 2) .. . (n - 11 + 1)CI,,) = ---- ------ -- ------.- ---- - - ---- ,
1 .2·3"'}I

()" __ 4 .3 _ u(4) - 1 .2 - ,

a 4 ·3 ·2
0 (4) = 1 . 2 . 3 = 4 ,

I 4 ·3 ·2·1
C (4) = r::2"-:-a: .,j: = 1 .

Man schreibt den Bruch ~:;:~ auch (~) (sprich : ,,4 iiber 3").

So bedeutet also z. B .

(:) = ~-:-~,

(
6) = _6 . 5 . 4· 3
4 1 · 2· 3 . 4 '

Demnach schreibt man auch 0fn) = (;) (spr ich: n tiber p) .
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D er bin omische L ehrsatz. Diese Kombinationszahlen
haben eine hohe Bedeutung, wei! die BinomiJialkoeffizien t en
durch sie au sgedriickt werden konnen . Es ist namlioh

(a + b)tl = an+ (~)atl- l . b1+(;) .a" - 2• b2+ G)atl- 3b3 • •• + btl.

Also z. B.
(a, + b)2 = a 2 + 2ab + b2,
(a + b)3 = a3 + 3a2b + 3ab 2 + b3,

(a + b)4 = a4 + 4a3b + 6a 2b 2 + 4ab 3 + b4
,

(a + b)5 = a5 + 5a4b + lOa 3b 2 + lOa 2b3 + 5ab4 + b5
,

(a + hJlo = ((,10 + lOa9b + 45a8b 2 + 120 a7 b3 + 21Oa6b 4,
+ 252a5b5 + 21Oa4b6 + l20a3b7 + 45a2h8

+ IOab9 + bIO
•

Von der Richtigkeit dieser Gleichungen kann man sich durch
schrit tweises Ausmultiplizieren der Potenzen von (a + b) ub er
zeugen.

Die Koeffizienten der Binominalreihe sind symmetrisch um
die Mitte gruppiert; in der Mitte st ehen die hochsten Zahlen, an
den Enden die kleinsten. Diese eigentiimliche Anordnung werden
wir in der hoheren Wahrscheinli chkeitsrechnung noch genauer
betrachten .

21. Gleichungen mit einer Unbekannten.
x sei die Unbekannte, a , b. c .. . bekannte GraBen .
1. ax + b = c Gang der Rechnung:

+ !!-.- _ .!2.. (Division der ganzen Gleichung durch den
x a - a Koeffizienten, mit dem x behaftet ist.

x = _ !!-.- + ~ [Die neben x stehengebliebenen. Glieder-)
a a, werden unter Wechsel des Vorzeiohens auf

die andere Seite gebracht.]
2. Quadratische Gleichungen .
a) Vollstandige:
I. x 2 = a .

Resultat: x = ± y-;;, .
1) Unter den "Gliedern" versteht man diejenigen einzelnen Ausdriicke,

welche durch ein +r: oder - -Zeichen miteinander verbunden sind. Z. B.
sind die Glieder der Formel

a + h ·c -rl .e
erstens a, zweitens b. c , dri ttens d. P..
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x2+ 2ax + a2 = b,
(x+a)2=b,

x+a=±fb,
x= -a±fb.

b) Unvollstandige:

x2+ ax + b = O.

(Auf diese Form laBt sich jede quadratische Gleichung bringen,
indem man sie ntitigenfalls durch den Koeffizienten, mit dem x 2

hehaftet ist, dividiert.)
Losu ng : Man schreibe

x 2+ ax = - b.
Man vervollstandige die linke Seite zu. einem Quadrat, indem

man (;rdazuaddiert. Dasselbe muB man natiirlich auch rechts

addieren :

x2 + ax + (; t= - b + (; t '
(

a )2 ('a. )2X+ "2 = - b + "2 '

a 'I '- -"-( a )2
x+i = ± / - b + "2 '

'. a I (a)2x = -"2±}; - b + "2 .

Es empfiehlt sich, diese Formel dem Gedaohtnis einzupragen.
Entsprechend ergibt

x2 - ax + b = 0

die Losung

Beispiele :
1.

2.

oder

a 'V (a)2x =+"2± -b+"2 .

x 2 - 4x + 3 = 0 ,
X 2 = 1, x2 = 3.
x2+3x+-~=0,

X = - t±1-+
- ~, ± .~- £ .

Diese Wurzeln sind imaginar, d. h . es gibt keinen reellen Wert
von x , welcher dieser Gleichung geniigt.

Die quadratische Gleichung selbst laBt sich stets in zwei Fak
toren zerlegen von der Form (x - Xl) (x - x2).
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Z. B. Gleichung 1 :

(x 2 - 4x + 3) = (x - 1) (x - 3) = O.

Diese Gleichung ist erfullt, wenn entweder x = 1 oder = 3 ist.

Gleichung 2 :

x 2 + 3x + -} = (x + } - -~ i ) (x + ~ + -~ i) = O.

Diese Gleichung ist erfullt, wenn x = - ~- ± } i ist.

22. Knbische Glelehungen.

Es sollnur das allgemeine Resultat del' kubischen G1eichungen
ohne Beweis mitgeteilt werden.

1. 'Venn ::1;3 + ax + b = 0 , so ist

a) falls (0)2 (a.)3 "~- + - - 02 :l
il·d,.

(Cardanische
Formel);

wo •

und

b) falls

wo

,r1 = 1) + 'W

:1:2 = -- +(1) + w ) + -~-q/3 (I' - w) .

:t:a = ---} (1) + w) - ~ il/ ~ (IJ -- w).

1) =~ V-- ~ +I r~ )2 + ( ;~r
'II ' = l ~T= I (~t + (-;y

(~r+ (; )3= . 0 ist,

" - "I ,--..-C/.- • ' {j-
.1'1 -- ~ ! - '3 COST'

:l:2 = :2 I,- ·i · · cos ( : + 120°),

:I::J -r-: 2 II=-i-·cos({ + 240 °),

b

r.ow/~ := --~ 2' _ ist.

(I" - iY
2. Eine kubische Gleichung del' Form

x 3 + cx2 + d» + e = 0
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c
laBt sich auf die vorige Form zuruckfuhren, wenn man x = y - 3
setzt . Dann geht die Gleichung fiber in

e2 e3 2 e3 de
y3 - cy2 + 3 Y - 27 + cy2 - 3 c2y + 9 + dy - 3 + e = 0

oder y3+ y (d- ; ) +(e _e ; d+ :7 c3) = O.

Diese Gleichung laBt sich nach dem vorigen Schema nach y auf

losen und somit find et durch Subtraktion von ~ auch x .

23. Gleichungen mit mehreren Unbekannten.

-Wenn n Unbekannte gegeben sind, so bedarf es zu ihrer ein
deutigen Definition n voneinander unabhangiger Gleichungen,
also ftir zwei Unbekannte x und y bedarf es zweier Gleichungen:

ax + by = c, (1)

dx + ey = I. (2)

L os u n g : a) durch Eliminati on :

Aus (1) folgt: ax = c - by ,
e - by

x = - - .
a-

Setzt man diesen Wert in die zweite Gleichung ein ,

(c - by)
d ---a-- + ey = I ,

so hat man eine einfaehe Gleichung fur y , dessen Wert sich jetzt
ermit t eln laBt:

(3)y = - ---,'"'""

de d by + 1
a - ---;z ey = ,

y(e - a:) = 1_ (~e,

1_ de
a
db'

e- 
a

Setzt man diesen Wert in die Gleichung (1) ein, so erhalt man z ,

Z.B. 2x+5y=19 , a=2, c=19 , e = 2,
3x +2y=12 , b=5 , d= 3,1=12.



Nach (3) ist

Transzendente Gleichungen,

1" 3 ·19
;;:;- -2-

y = 3.5-- = 3,
2--

2-
x= 2.
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b) In geeigneten Fallen kann man die eine oder beide Glei
chungen mit je einem geeigneten Faktor mulbiplizieren, so daB
nach Addition oder Subtraktion beider Gleichungen x oder y
fortfallt, z. B.

2x+5y =19,
3x + 2y = 12.

Multipliziert man (1) mit 3, (2) mit 2, so ist

6x + 15y = 57
6x + 4y = 24

Durch Subtraktion : 11 y = 33
y = 3.

Dieses in (1) eingesetzt gibt x = 2.

(1)

(2)

24. Transzendente Gleiehungen,

Die Gleichung logx = 0,30103
laBt sich mit den Mitteln der elementaren Mathematik nioht auf
irgendeine allgemein gultige Methode nach x auflosen. Wir wissen
mit Hilfe der Logarithmentafeln, daB x = 2 ist, haben aber kein
rechnerisches Mittel, sie zu losen.

Noch weniger haben wir ein Mittel, die Gleichung zu losen :
x + logx = 2.

Wir konnen diese Gleiehung nur duroh Pro bieren annahernd
losen, Versuchen wir z. B. x = 1 zu setzen, so ist x + logx = 1,
die Gleichung entspricht also n i eh t der Bedingung. Setzen wir
x=10, so ist

x + log x = 10 + 1 = II.

Irn ersten Fall war der willkurlich eingesetzte Wert zu klein,
im zweiten Fall zu groB. Er muB also zwischen 1 und 10 liegen.

Probieren wir die dazwischenliegenden Werte aus, so ist
fur x x + logx

1 1
2 2,30103
3 3,47712.

Michaelis, Mnthematfk, 3. Anfl. 3
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Wir sehen also , daB x zwischen 1 und 2 liegen muB, damit
x + logx = 2 werde. Probieren wir so weiter, so ist

fur x x + logx
1,6 1,80412
1,7 1,93045
1,8 2,05527 .

Probieren wir zwischen 1,7

fur x
1,72
1,74
1,75
1,76

und 1,8 weiter :

x + logx
1,95553
1,98055
1,99304
2,00551 .

Und so konnen wir zwischen 1,75 und 1,76 weiter probieren,
bis der gewiinschte Grad von Genauigkeit erre icht ist.

Wenn in einer Gleichung die Unbekannte als log, sin, cos, tg,
ctg oder als Exponent vorkommt, so befinden wir uns stets in
dieser Lage. Wir nennen diese Gleichungen transzendente
Gleichungen.

Befindet sich in der Gleichung das x nur hinter dem Logarith
muszeichen, so haben wir in den Logarithmentafeln ein einfaches
Mittel zur Losung. Befindet sich aber ein Multiplum von x als
besonderes Glied neben dem Logarithmus von x , so bleibt nur
Probieren ubrig, wozu wir die Logarithmentafeln naturlieh auch
benotigen.

Ill. Trigonometrie.
25. In dem rechtwinkligen Dreieck ABO sei IX der rechte

Winkel, a die Hypotenuse, b und c die Katheten. Da aIle recht
winkligen Dreiecke, welche in je einem ihrer spitzen Winkel
ubereinstimmen, einander ahnlich sind, so muB das Verhaltnis
je zweier entsprechender Seitenin solchen Dreiecken gleich sein,
Man definiert nun

'fJ b fJ CSIn =u:' cos =u:'
tangfJ = ~' ctgfJ = ~ .

Der Sinus und Kosinus kann nur zwischen 0 und 1 liegen, tg und
ctg konnen jeden Wert annehmen. Aus dem Pythagoras folgt :

(sin fJ)2 + (cos fJ)2 = 1,
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Abb.27.

c

.~
A c 8

Abb.26.

oder auch geschrieben :

sin" f3 + cos - f3 = l.

Es ist sin {J - t fJ cosfJ - ct fJcos{J - g , smfJ - g ,

sinfJ = cosy, tgfJ = Ctg)/,
sin 0 ° = 0, cos 0 ° = 1,

sin 90° = 1 , cos 90° = 0,
tgO o=O , tgOo=ex>,

tg 90 ° = ctg 90° = O.

Bei der Darstellungsweise der Abb. 27 (die Strecke CD wird
um C gedreht; CD gelangt dabei z. B. in die Lage CA und bildet

mit CD den Winkel a.) ist sin « = ~~ usw . AB = r = Radius
des Kreises.

Wahlen wir r so groB, daf F
es gleich der Langeneinheit wird,
so ist einfach

sin o; = AB,
cosre = BC.

In der hoheren Mathematik miBt man die Winkel nicht nach
Graden, sondern nach der Lange des Bogens, den sie von dem
Kreise mit Radius r = 1 abschneiden.

<J::O ° = 0, <J::270° = ~} n ,

<J::90° = ; , <J::360° = 2n ,

<J::180° = at , <J::720° = 4n ,

<J::AICD = 90° + <J:: A ICF

= 180° - <J::AICDI'
sin <J::ApD = AIBI = AB,

COS<J::AICD = CBI = CB,

letzteres aber mit umgekehrtem Vorzeichen.
3*
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Abb.28.

Also (vgl. dazu
Abb.28):

sin (2R - IX) = SinIX
cos(2R - IX) = -cos IX
tg(2R - IX) = -tgIX

ctg(2R - IX) = -ctglX .
Ferner:

sin (2R + IX) = -sin IX
cos(2R + IX) = -cos IX
tg(2R + IX) = +tgIX

ctg(2R + IX) = +ctgIX
sin(4R - IX) = -sin IX
cos(4R - IX) = +COSIX
tg(4R - IX) = - tg IX

ctg(4R - IX) = -ctgIX.

26.

und

dann ist

Man halbiere

In dem rechtwinkligen Dreieck ABC ist (Abb. 26)

b=a.sinfJ,
c = a » cosfJ,
b=c .tgfJ,
c =b .ctgfJ,

b
a = sinfJ

c
a = cosp '

. +. fJ 2' lX +fJ ex-fJ (1)SInIX SIn = SIn-
2 - · C08 -

2
-

. . fJ 2' IX - fJ ex + fJ (2)smtx - SIn = sIn-
2- · cos-

2
-

lX+fJ IX-fJCOSIX + cosfJ = 2cos - 2 - · cos-
2 - (3)

fJ 2 . IX + fJ . IX - fJ (4)COSIX - cos = - sIn - 2- · sm -
2 - .

Als Beispiel fur die Art der Beweisfuhrung dieser Satze werdc
sin IX + sinfJ geometrisch entwickelt (Abb. 29).

-tAOB sei IX, -tBOC sei fJ.
-tA OC = (IX + fJ),

.xAOG _ ex + fJ
---;.. - 2

-tGOB = (IX _ ex ~ ~ = ex ; 8.
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Nun ist, wenn der Radius 0 A = 1 gesetzt wird,

sin zx = AD , sinfJ = CH.
Nun ist

AD = AF · cos <;:. D AF
CH = FC · cos <;:' H CF .

Nun ist
<;:. D AF = <;:' GOB .

Denn
<;:. DAF = 1 R - <;:. AFO

und auch
<;:.GOB = 1 R - <;:. AFO .

Ferner ist
<;:. D AF = <;:' H CF ,

37

als entgegengesetzte Winkel an den Parallelen AD und HC, also
IX-{J

<r.DAF = <r.H CF = <r.GOB = - 2- '

Somit

sin ec + sin fJ = AD + HC = (AF + FC) . cos IX ; {J .

Nun ist AF + FC = AC = 2 . AG = 2 sin IX ~ fJ,

1 . + . fJ " . IX + {J IX -{Ja so sin eX sm = ~ sln-2- · cos- '2 '- '

Auf ahnliche Weise werden die Werte fur cos cc + cosfJ usw.
entwickelt.

Setzen wir in Gleichung (1) und (2)
IX +{J IX-{J
- 2- - = u und - 2- = v,

so wird cc = u + v und fJ = u - v

und sin (u + v) + sin (u - v) = 28in u · cosv
sin(u + v) - sin(u - v ) = 2sinv · cosu.

Hieraus folgt durch Addition :

sin(u + v) = si n u · cosv + cosu · sinv
Sill (U - v) = sin u · cosv - cosu · sinv ,

und ahnlich HiI3t sich aus Gleichung (3) und (4) erweisen, daB

cos(u + v) = COS ~6 ' COSV - sinu · sinv
cos(u - v ) = cos u · cosv + sin u · sin v .
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1

27. Einige Beispiele fUr die Anwendung del' elementaren
Mathematik.

1. WievieJ Gramm Zucker sind in 14 cern einer 4,2proz.
Zuckerlosung enthalten ?

Der Ansatz ist 4,2 : 100 = x : 14
42·14

x = ~iO()- = 0,588 g .

2. Ein Quadrat enthalt so viel qem, wie sein Umfang em miBt.
Wie graB ist die Seite dieses Quadrates?

Ist x diese Seite, so ist

x 2 = 4x
Xl = 0 , x2 = 4.

3. Ein Quadrat enthalt 12 qem mehr, als sein Umfang em
betragt, Wie groB ist die Seite des Quadrates?

x 2 - 12 = 4 x

x2 = 6

(x2 = -2 hat keine geometrisehe Bedeutung).

4. Wie graB ist die Kathete eines gleieh
sehenkligen, reehtwinkligen Dreiecks, dessen
Hypotenuse = 1 ist?

Lo su n g :

Naeh clem pythagoreisehen Lehrsatz ist

2 x 2 = 1.
x

Ahb.30 . also x = {} = 0,70694.

5. Wie groB ist clie Hypotenuse eines reehtwinkligen, gleich
sehenkligen Dreieeks, dessen Kathete = 1 ist ?

Losung :
= i2" = 1,4142.

6. Ein MeBzylinder hat eine Hoho von 10 em uncl einen Inhale
von 20 cern. Wie groll ist cler Durehmesser 2 r des Zylinclers?

Resultat: r2 = : . also 2 r = 1,60 em.

7. Die Wasserstoffionenkonzentratdon, [H'], einer Essigsaure
losung Vall der Konzentration c zu bereehnen, wo c, wie immer in
der physikalisehen Chemie, in Gramm-Molekul pro Liter ocler in
"Mol" ausgedruckt ist



Einige Beispiele fiir die Anwendung der elementaren Mathematik. 39

Die Essigsaure dissoziiert nach dem Massenwirkungsgesetz
unter Hinzuziehung der Theorie der elektrolytischen Dissoziation
von Arrhenius in folgender Weise:

oder kiirzer:
CH3COOH = CH3COO'

EH = E'
+H"
+ H".

(1)

Essigsaure Azetation Wasserstoffion

ist,

Daraus folgt nach dem Massenwirkungsgesetz

k 0 [EH] = [E'] 0 [H"]

oder, da in einer reinen Essigsaurelosung

[K] = [H"]
k [EH] = [H"]2.

(2)

(2a)

Hier bedeuten die Klammern [] die Konzentration der ein
geklammerten Molekiilgattung, immer in Gramm-Mol. pro Liter
ausgedruckt.'). Wenn wir eine bestimmte Menge Essigsaure, E,
in Wasser losen, 30 zerfallt diese zum Tell in die Ionen, zum
anderen Teil bleibt sie undissoziiert. Es muB natiirlich

[EH] + [E'] = [E]

sein oder [EH] = [E] - ]E']

oder ebensogut [EH] = [E] - [H"],

denn [H"] muB = [L] sein.

Setzen wird das in (2a) ein, so ist

k 0 ([E] - [H"]) = [HOP

k 0 [E] - k 0 [H"] = [H"]2

[H"P + k [H"] - k rE]= 0,

Durch Losung dieser quadratischen Gleichung ergibt sich

(3)

(4)

Von den beiden mathematisch moglichen Losungen hat phy
sikalisch nur die mit dem +-Zeichen einen Sinn, da [H"] niemals
negativ werden kann.

1) Ein Ausdruck wie [H'] u. dgl. bedeutet also nur eine Z a h l , nicht
eine Sache! Er cntspricht den Zahlensymbolen der Algebra, Dagegcn be
deutet in Formel (1) ein Ausdrnck wie H' da, Wasserstoffion s e I b s t,
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kistfiirEssigsaure (beiI8°C) 1,86 .10 - 5• Setzen wir [E] = l.
d. h. haben wir eine l/ln-Essigsaure vor uns, SO ist

[H"] = -0,93 . 10-5 + Y(0,93 . 10- 5)2 + 1,86 . 10-5

oder
[H'] = -0,93 . 10- 5 + YO,86 . 10- 5 + 1,86 . 10-5

= -0,93.10- 5 + Y(0,0000086 + 1,86) . 10- 5

= -0,93.10- 5 + Yl ,8600 • 10-5

(wenn wir namlich nur mit 5ziffrigen Zahlen rechnen wollen)

= -0,93.10- 5 + Y18,600 .110- 6

= -0,93 . 10 - 5 + 4,1940 . 10 - 3

= (-0,0093 + 4,3128) . 10-3

[H"] = 4,3035 . 10 - 3 ,

d. h. in 1 Liter norm. Essigsaure sind 0,0043221 g H"-Ionen.
Zu diesem Resultat konnen wir nun noch einfacher kommen,

wenn wir einen kleinen absichtlichen Fehler begehen; einen so
kleinen, daB er erst in den spateren Dezimalen zur Geltung kommt.
Diese Art der Naherungsrechnung kommt sehr haufig vor, und es
kann dieses Beispiel als ein typisches betrachtet werden.

Gehen wir zuruok zur Gleichung (2a) :

k· [EH] = [H"]2 (2a)

und beachten wieder, daB

[EH] = [E] - [H"] (4)

ist

ist. Wie wir nun aus dem definitiven Resultat der fertigen Rech
nung sehen, und wie wir schon an sich vermuten konnten, ist in
einer 1/1n -Easigsaurelosung [H"] ganz auBerordentlich klein gegen-
tiber [E]; wahrend namlich

[E] = 1,
[H"] = 0,0043.

Wir begehen also nur einen minimalen Fehler, wenn wir (4)
in verkiirzter Form schreiben:

[EH] =[E]. (5)

Setzen wir dieses angenaherte Resultat in (2a) ein, so ist

k [E] = [H"].2-- (6)

oder [H"] = Vk . (E]. (7)
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Fur unseren Fall, wo

[E] = 1,
,----

ist also [H '] = f1,86 . 10-5 = f18,6 . y1O- 6

[H"] = 4,3128.10- 3 •

Vorher hatten wir bei der genaueren Rechnung gefunden

[H"] = 4,3035 . 10 - 3 •

Die beiden Resultate unterscheiden sich also nur um etwa
1/4% des Gesamtwertes, was fUr die allermeisten Untersuchungen
schon kaum mehr in Frage kommt.

Es ist also allgemein fUr schwache Sauren, d. h . fur Sauren
mit einer Dissoziationskonstante etwa von 10- 3 abwarts, an
gen ahert

[H"] = Yk. [Saure]
und fur schwache Basen

[OH'] = yk . [Base].

8. Ein in P befindlicher Korper, welcher die Masse 1 besitzt,
sei in der Hohe huber dem Punkt A. Es sei nun PAB ein solider
Kerper, welcher das direkte Her-
abfallen von P nachA verhindert, P

so daB der Korper nur auf der
schiefen Linie P B herabgleiten
kann, Er hat dann beim Ein
treffen in B die Hohe des Punk- ~

tes A erreicht, wenn A Beine
Horizontale darstellt. Nach dem
Gesetz von der Erhaltung der A'-------------r..-::..B
Energie muf nun die Arbeit die
gleiehe sein , ob der Korper P auf
dem Wege PA oder P B die ,Horizontale AB erreicht. Denn da
die (reibungslose) horizontale Bewegung des Korpers von A nach
B keine Arbeit erfordert, so ist die Arbeit bei der Zuruoklegung
der Streeke P B die gleiche wie die bei der Zuruoklegung der
Strecke PAB. Ware namlioh z. B. die Arbeit, die der Korper
auf der Strecke P B leistet, grofler als die andere, so brauchte
man den Korper nur auf dem Wege P B fallen zu lassen und
auf dem anderen Wege PAB zu heben, und man wiirde so einen
Arbeitsgewinn nach ,AbschluB dieses Kreisprozesses haben, den
man bei beliebiger Wiederholung des ganzen Vorganges ins Un
gemessene steigem konnte, d. h. man hatte ein Perpetuum
mobile, dessen Moglichkeit aller Erfahrung widerspricht.
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Es ist also die Arbeit, die der Massenpunkt P beim Fallen
nach A oder beim Gleiten nach B leistet, dieselbe. Wir stellen
uns nun die Aufgabe, die Kraft zu berechnen, mit welcher der
Korper von P nach B gleitet.

Die Arbeit, die die Masse 1 leistet, wird gemessen als das
Produkt der Kraft und des Weges. Die Kraft beim senkrechten
Fall nach A ist die Schwerkraft g, und der Weg ist h, also ist die
Arbeit Al beim senkrechten Fall

Al = g. h.

Die gesuchte Kraft auf dem Weg P B sei x; der Weg P B
selbst sei = a. Dann ist die Arbeit A 2 auf dem Gleitwege

A 2 = x· a .
Da nun Al = A 2 ,

soist g·h=x.a

d
h .

o er x - g •a = g . sm If? •

Wenn also ein Korper unter dem Neigungswinkel If? gleitet,
so wirkt auf ihn eine "Komponente der Schwerkraft" ein, welche
sich zur gesamten Schwerkraft wie sin tp : 1 verhalt. Man beweise

ferner, daB der Weg P B = -!!- ist.
sm e

Definiert man aber <r. B PA als Neigungswinkel, so muB man
uberall cos statt sin setzen.

9. Eine Plussigkeit habe ineiner senkrecht stehenden Kapillare
die SteighOhe h ( siehe ebenfalls Abb, 31). Welche Strecke steigt
sie in eine un ter dem Neigungswinkel If? stehende Kapillare ~

Die Physik lehrt, daB die senkrecht gerechnete SteighOhe bei
gleicher Kapillarweite unabhangig von der Neigung der Ka
pillare ist.

Ist (in Abb . 31) A P = h die senkrechte Steighohe, so ist die
Steigweite in der unter Winkel rp. sohragen Kapillare = P B = a.

D
PA .

a nun PE = smlf?,
11,

so ist a = -.- .
sm e

IV. Beihen,
28. Unter einer Reihe versteht man die Aufeinanderfolge

von Zahlen, welche einem bestimmten Bildungsgesetze gehorchen.
Vorlaufig werden wir vor allem die arithmetische und die geome-
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oder

trische Reihe erst in einem viel spateren Kapitel die Mac Laurin
sche und die Taylorsche Reihe als neue Typen von Reihen
kennen lernen.

Eine arithmetische Reihe ist eine Folge von Zahlen, von
denen jede folgende um einen bestimmten Betrag groBer ist
als die vorangehende. Die Differenz zweier benachbarter Zahlen
sei d, das Anfangsglied a, dann lautet die Reihe

Glied Nr. 1 2 3 4 n
a, a+d, a +2d, a+3d, a+(n-l)d.

DieSumme einer arithmetischen Reihe von n Gliedern findet
man, indem man die Reihe zweimal untereinander schreibt, ein
mal von vorn, einmal von hinten. Das letzte Glied heiBe z:

8 = a +a + d + a + 2d + '" a + (n - l)d
8 = z + z - d + z - 2d + '" z - (n - l)d.

Durch Addition der beiden Reihen findet man :

28 = n (a + z)
n

8 =2' (a + z) .

~jne geometrische Reihe oder Progression ist eine Folge
von Zahlen, von denen jede folgende aus der vorangehenden durch
Multiplikation mit einem bestimmten Faktor entsteht. Diesen
Faktor nennt man den Quotienten oder wohl auch den Expo
nenten der Reihe, p . Ist das Anfangsglied a , so lautet also die
Reihe :

a, a » p , . .. ,

Die Summe der geometrischen Reihe findet man, indem man
unter diese Reihe nochmals die mit p multipliziete Reihe schreibt :

8 = a + a p + a p2 + a p3 + + a . pn - 1 ,

8 • P = a P + a p2 + a p3+ + a pn- 1 + a pn.

Durch Subtraktion dieser beiden Gleichungen folgt:

8(p - 1) = a p" - a,
(pn -I)

also 8 = a· - -- .
p-I

Statt dessen kann man auch, indem man Zahler und Nenner
mit -1 multipliziert, schreiben:

8 = a . (I - p") .
I-p
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Die erste Form wird man mit Vorteil anwenden, wenn p > 1 .
die zweite, wenn p < 1 .

Eine geometrische Reihe ist steigend, wenn ihr Quotient> 1,
fallend, wenn er < 1 ist:

2, 4, 8 , 16, 32 steigend
2, 1, 0,5, 0,25 , 0,125 fallend.

Die Summe einer fallenden geometrischen Reihe kon ver
giert zu einem Grenzwert, d. h. wenn eine solche Reihe aus un
endlich vielen Gliedern besteht, so ist ihre Gesamtsumme doch
ein endlicher Wert, und auch, wenn man nur eine endliche, ge
giigende Anzahl von Gliedern summiert, erhalt man einen Wert,
der sich dem wirklichen Wert stark nahert. Durch Vermehrung
der addierten Glieder kann man die Naherung auf jeden ge
wiinschten Grad der Genauigkeit bringen. Z. B. ist die Summe der
Reihe

ad infinitum1,
111
10 ' 100' fooo

auf vier Dezimalen berechnet bei Summierung von

1 Glied = 1,0000
2 Gliedern = 1,1000
3 Gliedern = 1,1100
4 Gliedern = 1,1110
5 Gliedern = 1,1111.

Yom 6. Glied an andert sich, auf vier Dezimalen berechnet,
die Summe durch Hinzufiigen neuer Glieder nicht mehr.

Die Summe einer unendlichen konvergierenden geometrischen
Reihe erhalt man, wenn man in der soeben entwickelten Summen
form el n = 00 setzt.

a(l- poo)
8- - - - -- I-p .

Nun war die Voraussetzung, daB p < 1 ist. Dann ist aber
poo = 0, also

a
8= - -.

I-p

Umgekehrt, wenn ein Bruch in der Form -1a dargestellt
-p

werden kann, wo p < 1, so ist er gleich der Summe der unendlichen
geometrischen Reihe

a, a . p , a . p2 . . . ad infinitum.
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Beispiel: Zu summieren die unendlichen geometrischen
Reihen:

3 ,a)

b)

333
2' 4' 8

3
8 =--1 =6.

1- 2
III

1 , 10' 100' 1000
1 10

8 = - - 1 ="9 = 1,111
1--

10

c) 1,
9 81 729
10' " 100 ' 1000

1
8---

9
=10.

1 - 10

und 0,7 = p0,4 04
1- 0,7 ' wo , = a

0,4
0,3

a)

In geometrische Reihen zu verwandeln :

4
3 '

Wir bemuhen uns, den Bruch auf die Form -1 a zu bringen,
-p

wobei a jeden beliebigen Wert haben kann, p aber < 1 sein muB.
Nun ist

4
3

gesetzt werden kann. Daher ist

4
3 = 0,4 + 0,4·0,7 + 0,4.0,72

= 0,4 + 0,28 + 0,196 + .. .
b) ~ = ~:~ = 1 ~'~,4 = 0,1 + 0,04 + 0,0016 + 0,000064 ...

oder ~ = ~t9~ = 1 ~lg,1 = 0,15 - 0,015 + 0,0015 ."

c) ~ = ~:~ = 1 ~'~,7 = 0,1 + 0,07 + 0,0049 ...

oder ~ = ~:: = 1 ~~,1 = 0,3 + 0,03 + 0,003 + .. ,
oder ~ = ~::: = 1 ~~~01 = 0,33 + 0,0033 + 0,000033 + '"
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29. Anwendung von Reihen.
Es sei in irgendeiner tierisehen FHissigkeit die Konzentration

eines Fermentes zu bestimmen, z. B . die Diast ase im Darmsaft,
der hamolytische Ambozeptor in einem K aninehenserum od . dgl.
Zu diesem Zweek wird man , um bei dem ersten Beispiel zu bleiben ,
in eine Reihe von Glasern die gleiehe Menge Starke, abfallende
Menge des Darmsaftes und Wasser bis zur H erstellung eines iiber
all gleiehen Volumens einfiillen und z, B. naeh einer Stunde dureh
Zusatz von Jodlosung den Gang der Starkeumwandlung feststellen.
Es sei beispielsweise die Konvention getroffen , diejenige Ferment
menge als die Einheit zu bezeiehnen, welehe naeh einer Stunde
eben gerade das Versehwinden der Jodstarkereaktion hervorruft.
Man findet dureh einen rohen Vorversueh, daB von dem zu unter
suehenden Darmsaft eine der F ermenteinheit gleiehe Leistung voll 
braeht wird, wenn man nah ezu 1 eem anwendet, und zwar mit
der vorl aufigen MaBgab e, daB 1 eem sieher zuviel, 0,1 eem sieher
zuwenig sind. Die genauere Zahl sollnunmehr dureh den Versueh
festgestellt werden . Wir werden also eine R eihe von Versuehen
anse tzen, welehe von den Saftmengen 0,1 bis zu 1 eem mit einer
Anzahl von Zwisehenwerten reieht . Es fragt sieh nun, in welcher
Weise die einzelnen R ohrchen abgestuft werden sollen . Eine An
ordnung ware eine arithmetisehe R eihe, etwa :

0,1 0,3 0,5 0,7 0,9 1,1 . ..
Wenn nun in einem Fall 0,3 experimentell als der zutreffendste

Wert gefunden wird, so heiBt das: Von einem Werte, welcher um
67% groller (namlich 0,5) oder 200 % kleiner (namlioh 0,1) ist
als der experimentell gefundene, konnen wir aussagen, daB er zu
groB bzw. zu klein ist. Finden wir in einem anderen F alle, daB
0,9 der beste Wert ist, so ist 0,7 sieher zu klein und 1,1 sieher zu
groB. In diesem Falle konnen wir daher schon von einem Werte,
der von dem wirklieh gefundenen sieh nur um rund 22 % unter
seheidet, mit Bestimmtheit au ssagen, daB er falseh sei. Wir ver
langen aber, daB die Genauigkeit einer Messung mogliohst um
einen bestimmten , der erreiehbaren Genauigkeit entspreehenden
Wert unsieher sei. Nehmen wir z. B. an, daB eine solehe Be 
stimmung an sieh um ± 50 % unsieher sei, Dann wiirden wir
nieht irgendeine arithmetisehe Reihe wahlen durfen, sondern eine

ge o m e t r i s eh e Reihe, und zwar mit dem Quotienten i~~ oder : '
also:
0,1; 0,15 ; 0,225; 0,3375; 0,50625 ; 0,759375 ; 1,1390625
oder gekiirzt :

0,10 ; 0,15 ; 0,23 ; 0,34; 0,51 ; 0,76; 1,14 .
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Hier ist jedes Glied um die Halfte grofser als das vorangehende,
die relative Genauigkeit der Reihe ist also in jedem Punkt dieselbe

Wenn wir geometrische Reihen konstruieren wollen, welche
das Intervall 0,1 bis 1,0 urnfassen, so werden wir das in folgender
Weise machen1) :

1. Quotient flO I 0,10 0,32 1,00

2. Quotient flO 0,10 0,22 0,46 1,00

3. Quotient VW 0,10 0,18 0,32 0,56 1,00

4. Quotient flO 0,10 0,16 0,25 0,40 0,63 1,00

5. Quotient VW 0,10 0,15 0,21 0,32 0,46 0,68 1,00

6. Quotient VW 0,10 0,14 0,19 0,27 0,37 0,52 0,721,00

7. Quotient ViO 0,10 0,13 0,18 0,24 0,320,420,560,75 1,00

8. Quotient ViO 0,10 0,13 0,170,210,280,360,460,600,77 1,00.

Je nach dem Genauigkeitsgrade, den die jeweilige Bestimmungs
methode zulafit, wird man eine feinere oder grobere Reihe wahlen,
oder man beginnt mit einer groberen und versucht dann immer
feinere Reihen, so lange, bis ein Unterschied zwischen 2 bis 3
benachbarten Gliedern im Ergebnis nicht mehr zu erkennen ist.

30. Einiges tiber die Konvergenz der Reihen.
Die arithmetische und die geometrische Reihe bilden nur be

sonders einfache Falle von Reihen. Wir werden z. B . spater
noch genauer die Reihe

1 + J! = ;1 + ~! + :! .. . ad infinitum

kennenlernen, welch e weder eine arithmetische noch eine geo
metrische ist, FUr aIle unendlichen Reihen ist es nun von groBer
Wichtigkeit, festzustellen, ob sie konvergieren, d. h. ob die Summe
ihrer Glieder einem bestimmten, endlichen Grenzwert zustrebt,
der auch bei der Summierung unendlich vieler Glieder nieht uber
schritten wird, oder ob sie divergiert, d. h. ob die Summe un
endlich vieler Glieder der Reihe einem Grenzwert niehz zustrebt,
sondern = 00, bzw. - 00 wird.

DaB eine Reihe mit unendlich vielen Gliedern nicht = 00 zu
werden braucht, sahen wir schon an denjenigen unendlichen
geometrischen Reihen, bei denen der Quotient < 1 ist,

1) Diese R eihen wurden von E. Fu Id in Vorschlag gebracht.
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Im allgemeinen ist die Bedingung fiir die Konvergenz einer
Reihe, daB die einzelnen Glieder immer mehr dem Wert 0 zu
streben. Dies ist bei fallenden geometrischen Reihen stets der Fall.
In der Reihe

1 1 2
1 +"2 + 22 + 2~ ' "

ist das 1001ste Glied = 21~OO' also schon fast = 0 im Vergleich

zum Anfangsglied, und die ferneren Glieder streben der 0 immer
mehr zu.

Aber diese Bedingung ist nicht hinreichend fur die Kon
vergenz einer Reihe. In der Reihe

1+~+~+~+ ...2 3 4

streben die Glieder dem Wert ~ = 0 zu, und doch divergiert
00

diese Reihe. Das erkennt man, wenn man ihre Glieder folgender
maBen zusammenfaBt :

1 + ~ + (~+~) + (~+~+~+~) + (~+ ... +~) + .... 2 3 4 5 6 7 8 9 16

Die eingeklammerten Ausdrucke sind nun einzeln groller als
111 1

2'4,4'8,8'16,16'32'

d. h. sie sind jedes einzelne > ~.
Also ist auch die Summe der ganzen Reihe groller als

1 + ~ + ~ + ~ + ~ ... ad infinitum.

Aber schon die Summe dieser Reihe ist unendlich, um so mehr
also obige Reihe.

Die bloBe Abnahme der Glieder genugt also zur Konvergenz
nicht, was man auch z. B. an folgender Reihe sieht:

1,2 + 1,02 + 1,002 + 1,0002 + "',
deren Summe natiirlich = 00 ist, obwohl die Glieder stetig an
GroBe abnehmen.

Es gibt ganz bestimmte Kriterien, an denen man die Kon
vergenz einer Reihe erkennen kann, von denen wir nur zwei
erwahnen wollen.

1. Die Glieder der Reihe seien abwechselnd positiv und negativ.
Dann konvergiert die Reihe, wenn die Glieder mehr und mehr
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abnehmen und dem Grenzwert Null zustreben. Z. B. konvergiert
die Reihe

unter allen Umstanden. Denn wie groB x auch sein mag, irgend
wann muB es ein Glied geben, bei dem del' Zahler kleiner als
del' Nenner wird, und von diesem Gliede an werden die folgenden
kleiner und kleiner, und auch del' Unterschied zweier aufeinander
folgenden Glieder wird stets kleiner, Da diese abwechselnd addiert
und subtrahiert werden, so muB die Summe del' Reihe, wenn
man sie immer weiter um ein Glied verlangert, um einen endlichen
"Vert herumpendeln und die Grenzen, zwischen denen die Summe
pendelt, werden mit zunehmender Gliederzahl immer engel'.

2. Die Glieder del' Reihe haben alle gleiches Vorzeichen. Hier
wollen wir nul' ein Beispiel geben.

Betrachten wir die Reihe

1 1 1 1
1 + Ti + 21 + 3! + 4!

und vergleichen sie mit del' um 1 vermehrten geometrischen Reihe

(
1 1 1 1 )

1 + ,1 + "2 + 22 + 23 + 24 . " ,

so wissen wir von del' eingeklammerten geometrischen Reihe, daB
sie konvergiert, weil ihr Quotient < 1 ist. Da nun jedes Glied
del' gegebenen Reihe, vom vierten an bis zu jedem beliebigen
hoheren Glied, kleiner als das entsprechende Glied diesel' (ein
geklammerten) geometrischen Reihe ist, so muB unsere Reihe erst
recht konvergieren.

Michaelis, Mathematik. 3, Anfl. 4



Zweiter Abschnitt.

Die Lehre von den Funktionen.
31. Ein iiberwiegender Teil aIler Naturwissenschaften be

sehaftigt sich damit, den EinfluB eines wirksamen Agens auf den
Zustand irgendeines Systems nicht nul' qualitativ, sondern auch
quantitativ zu erkennen. Z. B. kann die Aufgabe gestellt werden,
den EinfluB del' Temperatur auf die Lange eines Metallstabes fest
zustellen. 'Vir beobaohten, daB bei einer ganz bestimmten
'I'emperatur del' Stab cine ganz bestimmte Lange hat, daB er sieh
bei Erwarmung ausdehnt, bei Abkuhlung wieder zusammenzieht,
Bei diesem Experiment haben wir es mit zwei vcra.nd e r l icheu
Gro Ben zu tun, del' Lange des Stabes lund del' 'I'emperatur t .
Die eine verandern wir im Experiment willkurlich, die Temperatur.
Sie heiBt die unabhangige Veranderliohe. Die andere andert sich
gezwungenermaBen mit del' Temperatur: sie ist die abhangige
Veranderliche,

Man sagt dann : "Die Lange des Stabes ist eine Funktion
del' Temperatur" und sehreibt

l = t (t),

(sprieh: l gleieh t von t).
'Weleher Art diese Funktion ist, das zu erforsehen ist eine

Aufgabe del' Naturwissenschaften.
Abel' aueh viel abstrakter begegnet uns die "Funktion"..

Gegeben sei die Gleichung y = 3x + 2, wo x eine unabhangige
Variable darsteIlt. Dann ist y die abhangige Variable. Denn
welche Bedeutung wir auch x erteilen mogen, immer ist die Be
deutung von y an die von x gebunden. Ist z. B. x = 1. so ist
y = 5; ist x = .~. so ist Y = 3 usw. Es ist also stets

y=t(x).

Im allgemeinen wird im folgenden das Symbol x ftir die un
abhangige, y fur die abhangige Variable beibehaIten. Naturlich
ist es stets Sache del' DarsteIlung oder Auffassung, welche von
heiden Variablen <lie nnabhangige ist. Wir konnen auch einen
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Metallstab als Thermometer benutzen und aus seiner Lange seine
Temperatur erschlieBen.

Dann ist t = ep (l) ,

wo ep wieder ein Funktionssymbol bedeutet ; es ist also dann die
Lange die unabhangige, die Temperatur die abhangige Variable.
1 ("' Eine Funktion ist also eine veranderliche GroBe, deren Ver
anderung von der Veranderung einer anderen GroBe abhangt.
Je zwei Werte dieser beiden Veranderlichen sind also einander
zugeordnet. Betrachtet man einen in eine Kapillare eingeschlos
senen Quecksilberfaden, so ist jeder TemperaturgroBe eine be
stimmte Lange des Fadens zugeordnet. Fur diesen Fall ist es
nun charakteristisch, daB jedem einzigen Temperaturgrad nur
eine ganz bestimmte Lange des Fadens zugeordnet ist; mag man
die Temperatur in beliebiger Weise nach oben und nach unten
variieren; jedesmal, wenn z. B. die Temperatur 10° erreicht,
hat der Faden eine ganz bestimmte Lange. Solche Funktionen
nennt man eindeutig und umkehrbar. Es gibt aber auch
mehrdeutige und nicht umkehrbare Funktionen. FaBt man
z. B. die Lange einer Wassersaule als Funktion der Temperatur
auf, so ist diese Funktion nicht durchweg eindeutig. Wasser hat
bei 4° ein Dichtemaximum und dehnt sich von hier aus sowohl
bei Erwarmung wie bei Abkuhlung aus; bei 1°0 hat es dieselbe
Lange wie etwa bei 7°. Temperatur und Lange sind somit in
diesem Gebiet nicht eindeutig voneinander abhangig, und Wasser
kann daher hier nicht ohne weiteres als Material fur ein Thermo
meter benutzt werden. Aber immerhin ist diese Funktion, wenn
auch nicht eindeutig, so doch umkehrbar. Denn jeder Temperatur
entspricht eine ganz bestimmte Lange, nur gibt es innerhalb eines
gewissen Bereichs immer je zwei verschiedene Temperaturen,
denen die gleiche .Lange entspricht. Es gibt aber auch Funktionen,
die nicht nur nicht eindeutig, sondern auch nicht umkehrbar sind.
So ist z. B. die Zahigkeit (Viskositat) einer Leimlosung eine Funk
tion der Temperatur. Wenn man eine warme Leimlosung schnell
abkuhlt und dann auf konstanter Temperatur halt, so hat sie,
wenn sie diese Temperatur angenommen hat, nicht auch sofort
eine dieser Temperatur zugeordnete eindeutige Zahigkeit, sondern
die Zahigkeit nimmt mit der Zeit zu, bis sie nach langerer Zeit
einen definitiven Wert annimmt. In diesem Fall ist nicht die
Zahigkeit schlechtweg eine eindeutige Funktion der Temperatur,
sondern nur der definitive Endwert del' Zahigkeit; die Veranderung
der Zahigkeit hinkt der 'I'emperaturanderung nacho Unter Um
standen ist dieses Nachhinken so gewaltig, daB eine eindeutige

4*
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Beziehung zwischen beiden Variablen iiberhaupt praktisch nicht
zu erkennen ist. Solche irreversible Funktionen finden sich be
sonders bei den Kolloiden haufig. Der Dispersionszustand eines
Kolloids hangt im allgemeinen z. B. von dem Elektrolytgehalt der
Losung ab o Es gibt nun gewisse Kombinationen, bei denen
Dispersitatsgrad und Elektrolytgehalt eindeutig und umkehrbar
voneinander abhangen (Serumalbumin - Ammonsulfat) : rever
sible Kolloide, und andere, bei denen je nach der Vorgeschichte
einem bestimmten Elektrolytgehalt ein ganz verschiedener
Dispersionszustand entspricht; so laBt sich der Dispersionszu
stand eines Goldsols, nachdem es einmal durch NaGI ausgeflockt
ist, durch Entfemen des NaGI nicht wieder wiederherstellen: irre
versible Kolloide. Der Zustand' eines solchen Kolloids ist keine
eindeutige oder umkehrbare Funktion des Elektrolytgehalts.
Wiederum gibt es Funktionen, die auf eine gewisse Strecke um 
kehrbar sind, in anderen nicht umkehrbar. So sind gewisse Lei
stungen der lebenden Zelle, etwa die G02-Produktion, innerhalb
gewisser Bereiche der Temperatur, der Aziditat, der 02-Spannung,
eindeutige und umkehrbare Funktionen dieser Variablen ; bei
Ubersohreitung gewisser Grenzen tritt plotzlich eine irreversible
Veranderung des lebenden Systems ein, die Zelle stirbt abo

Um solche veranderliohe GraBen einer naturwissenschaftlichen
Betrachtung zu unterziehen, muB man sie zahlenmalsig ausdriicken
konnen. So ist Z. B. der "kolloidale Zustand" einer Eiweifllosung
kein e zahlenmafsig angebbare GroBe; auch der Diapersitatsgrad
ist nur in den seltensten Fallen eine zahlenmallig meBbare Eigen
schaft. Dagegen sind Eigenschaften wie Viskositat, osmotischer
Druck, Wasserstoffionenkonzentration, elektrisches Leitvermogen
U. a. zahlenmallig angebbare GroBen. Nur solche konnen Gegen
stand einer mathematischen Behandlung der Naturobjekte sein.
Ein lange verbreiteter Irrtum war, daB bei biologischen Objekten
zahlenmafiige exakte Messungen weniger haufig gemacht werden
konnen als in der reinen Physik. Das ist aber durchaus nicht der
Fall. und es besteht heute keine Veranlassung, bei der Erforschung
biologischer GesetzmaBigkeiten von der exakten mathematischen
Behandlungsweise, die in der Physik so vieles geleistes hat, absehen
zu wollen . Nur insoweit die Biologie dieselben Methoden anwendet
wie die Physik, ist sie eine exakte Wissenschaft. Das hindert nicht
anzuerkennen, daB die exakte Biologie jederzeit aus der beschrei
benden oder teleologischen Biologie alle ihr Forschungsobjekte
empfangen hat. Wahrend aber die beschreibenden Wissenschaften
die Zusammenhange der Erscheinungen, wenn iiberhaupt, nur
qualitativ beschreiben, ist es die Aufgabe der exakten Wissen-
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K = f(r),

schaft, diese Zusammenhange auf die Form mathematischer
Funktionen zu bringen.

Im allgemeinen enthalt die Gleichung, welche die Beziehung
von y zu x darstellt, auBer diesen beiden veranderliohen GroBen
auch konstante GroBen. Eine GroBe kann konstant sein, ent
weder weil sie von Natur einen konstanten Wert hat, z. B. g,
die Konstante der Gravitation: " a ll gem ein e Naturkonstan
ten ". Oder sie kann konstant sein, weil sie in der der Betrachtung
zugrunde liegenden Versuchsreihe absichtlich konstant gehalten
wird, obwohl sie von Natur aus veranderlioh ist und alle mogliohen
Werte von ihr 'denkbar sind. Solche Konstanten nennt man
Parameter.

'Venn man z, B. die Anziehungskraft K zweier Massen ml
und m2 als Funktion der Entfernung r dieser Massen darstellen
will, so besteht nach Newton die Beziehung

K 1n1'1n2=a·-
r
-2 - ,

r ist die unabhangige Variable, K die abhangige Variable; a ist
eine allgemeine Naturkonstante, deren Zahlenwert nur von der
Wahl des MaBsystems abhangt, und ml und m2 sind Parameter ;
das Gesetz behalt fur [eden Wert von ml und m2 seine Giiltigkeit.
Wir stellen uns die Versuchsanordnung dabei folgendermaBen vor,

"Vir nehmen zwei ganz bestimmte Massen , variieren r und
untersuchen, wie sich dabei K verandert. Wie groB ml und m2

gewahlt wird, ist belanglos; aber innerhalb einer Versuchsreihe
muB ml und m2 je einen ganz bestimmten Wert haben. Wir
konnen nun auch die Frage aufwerfen: wie verandert sich K,
wenn man ml variiert, wahrend man m 2 und r konstant halt.
Dann ist ml die unabhangige Variable, K die abhangige Variable,
und m 2 und r sind Parameter. Ganz allgemein betrachtet ist also K
nicht allein eine Funktion von r , sondern auch von ml und m 2 ;

K = f(r , m l , m2 ) ,

und nur wenn wir ml und m2 konstant halten, wahrend wir r
variieren, gilt

wobei m2 und m2 zu Parametern werden. Die GroBe a aber kann
iiberhaupt nicht variiert werden ; der Zahlenwert, den a erhalt,
hangt nur davon ab, nach welcher MaBeinheit wir eine Masse und
eine Entfernung messen, Diese MaBeinheiten konnen willkiirlich
festgelegt werden. Das Bestreben geht nun dahin, dieMaBeinheiten
so zu wahlen, daB solche allgemeinen Naturkonstanten mogliohst
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den Zahlenwert 1 annehmen. Dafur folgendes Beispiel. Gegeben
sei als Langeneinheit das Zentimeter. -Welches ist nun die zweck
maBigste Flacheneinheit 1 Zwischen del' Strecke a und dem
Flaoheninhalt F eines Quadrats von del' Seite a besteht die Be
ziehung

d. h. die Flache des Quadrats ist del' zweiten Potenz del' Seiten
lange proportional; kist ein Proportionalitatsfaktor, eine
allgemeine Naturkonstante. Setzt man nun das Quadrat libel'
del' Seite a = 1 em als die Einh'eit des Flachenmalies fest, so wird
k = 1, und allgemein F = a2• Diese Vereinfachung des MaB
systems war ausschlaggebend fiir die Wahl des Quadratzentimeters
als Flacheneinheit. Eine objektive Notwendigkeit fiir diese Fest
legung del' Flacheneinheit besteht nicht; die Veranlassung dafiir
war nul', daB man bei diesel' Wahl statt F = k . a2 einfach schreiben
kann: F = a2• Dies ist das Prinzip, nach welchem die Einheiten
aller physikalischen GroBen gewahlt sind, und auf ihm beruht das
CGS-System (Centimeter-Gramm-Sekunden-System).

32. Man teilt die Funktionen in algebraische und transzen
dente ein. Algebraische Funktionen sind solche, bei denen zur
Berechnung del' Variablen die vier Grundoperationen del' Arith
metik, Addieren, Subtrahieren, Multiplizieren und Dividieren,
ferner Potenzieren und Radizieren, wenn del' Exponent eine
konstante Zahl ist, geniigen. Z. B.

y=ax+b,

y = x5 + 5x4 + 3x3 + 2x2 + X + V;;.
Das sind also alles Funktionen, in denen nul' (ganze, gebrochene,
positive, negative) Potenzen von x vorkommen. Algebraische
Funktionen, in denen die Veranderlichen unter einem Wurzel
zeichen auftreten, nennt man irrationale Funktionen, die an
deren algebraischen Funktionen heiBen rational. Aile anderen
Funktionen nennt man transzendente.

Dahin gehoren
1. die exponentiellen Funktionen. Es sind solche, bei denen

x im Exponenten vorkommt, z. B.

y = aX

und die sich daraus ergebende Umkehrung, die logarithmische
Funktion

log"y = x,
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2. die gonio met.rischen Funktionen und die daraus durch
Umkehrung entstehenden zyklometrischen Funktionen.

y = sinx und die Umkehrung dazu, x = arcsiny
y = cosx "" x = arccosy

y = tgx "" " x = arctgy
y = ctgx " " x = arcctgy.

s

2

1
.

-oJ -2 -1 0 1 2 oJ- _oX

-1

t
-2

-3
Abb.32.

Die Definition der hier zum erstenmal erwahnten zyklome
trischen Funktionen ist also: eine zyklometrische Funktion ist
die Umkehrung der dazugehorigen goniometrischen (trigonome
trischen) Funktion.

Bisher schrieben wir die Funktionen immer so, daB auf der
linken Seite nur die abhangige Variable y stand. Es kann aber
auch eine Gleichung bestehen zwischen y und x, welche noch nicht
nach y aufgelost ist, z. B. Y - x 2 = X - yoder z. B. xy = a.
Solches nennt man unentwickelte oder implizite Funktionen.
Lost man sie nach y auf, so gehen sie in entwickelte oder ex
plizite Funktionen tiber, also

x2 + x a
y= -2- und y=x '

33. Grapbische Darstellung der Funktionen.

Die hier beschriebene Abhangigkeit einer Variablen von einer
anderen konnen wir auf folgende Weise nach Descartes gra
phisch darstellen. Man zieht eine beliebige Gerade und in irgend
einem Punkte senkrecht zu ihr eine zweite , Man teile nun diese
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y=2x+3.

beiden Linien oder Achsen nach einem willkiirlichen, ffir beide
Linien aber gleichen MaBstab in gleiche Abschnitte, indem man
den Kreuzungspunkt der beiden Linien ffir beide als Nullpunkt
ansetzt, und zerlege die von den beiden Linien bestimmte Ebene
durch Ziehen von Parallelen in lauter gleich groBe Quadrate.
Man betrachte nun die horizontale Achse als MaBstab ffir die
unabhangige Variable x und die vertikale Achse als MaBstab fur
die abhangige Variable y. Man setzt nun graphisch jeden Wert
von y mit dem zugehorigen Wert von x auf folgende Weise in Ver
bindung. Man zieht durch den Punkt der horizontalen Achse,
welcher irgendeinen in Betracht gezogenen Wert von x darstellt,
eine Vertikale, und durch denjenigen Punkt der vertikalen Achse,
welcher den zugehorigen 'Wert von y darstellt, eine Horizontale.
Diese beiden Linien schneiden sich in einem bestimmten Punkte.
Dieses macht man mit mogliohst vielen korrespondierenden Wer
ten von y undx. Samtliche Schnittpunkte, miteinander verbunden,
ergeben so eine ffir die betreffende Funktion charakteristische
Kurve. Die horizontale Achse nennt man die Abszisse, die
einzelnen Vertikalen die Ordinaten. Jeder Kurvenpunkt ist
somit durch zwei Koordinaten in seiner Lage bestimmt.

Diese Methode nennt man das rechtwinklige Koordi
natensystem. Es ist nicht die einzige mogliohe, aber die ver
breitetste Methode der graphischen Darstellung einer Funktion.

Die Kurven einiger wichtiger Funktionen.
34. Funktionen ersten Grades: die gerade Linie.

Betrachten wir nunmehr das Kurvenbild einiger Funktionen.
Es sei zunaohst die Funktion gegeben

y=ax+b.

Fur die Konstanten a und b seien ffir unseren vorliegenden Fall
die Werte 2 und 3 gegeben, so daB also die Gleichung die Form
annimmt

Setzen wir nun zunachst
Setzen wir

x=O ,
x = 1,
x= 2 ,
x= 3,
x=4,
x=5 ,

so ergibt sich y = 3.
y= 5 ,
y= 7,

Y = 9,
y = 11,
'y = 13.
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Tragen wir nun diese ' Verte in ein rechtwinkliges K oordinaten 
system ein, so sehen wir , daB die Werte fill' y auf einer geraden
Linie liegen (Abb .33). Dasselbe ist stets del' F all , welchen Wert,
wir a und b aueh zuerteilen.

Abb . 34.
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Geben wir ein zweites Mal cler Konst anten a denselben Wert
wie eben, 2 , cler Konstan ten b ab el' einen anderen , sagen wir .2-,
so ergibt sich folgende Berechnung fill' die korrespondierenden
'Verte von x uncl ?J:

x = O
:1: = 1
x= 2
x = 5

y = 0.5 ,

?J = 2,5 ,
y = 4.5.
Y = 10,5.

Zeichnet man cliese Werte in ein Koordiuatensystem ein, so sieht
man (Abb . 34), claB die daraus entst ehencle gerade Linie del' an 
deren parallel ist, claB sie ab el' die Absz isse an einer ancleren Stelle
schneidet . Eine Anclerung del' Konstanten b verandert somit nul'
den Schnittpunkt der Geraden mit del' Abszisse, nicht ab el' den
Winkel, den die Gerade mit del' Abszisse bildet.

' Venn wir ab el' den ursprungliehen Wert von b lassen und a
verandern, so bleibt zwar del' Schnittpunkt del' Gerad en mit del'
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Abb. 35.
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und
tgex = a.

Aus der Gleichung
y= ax

folgt also, daB die
Gerade, die den Ver
lauf von y angibt,
die x-Achse unter
demjenigen Winkel
schneidet, dessen
Tangente = a ist.

Ist a negativ, so foIgt daraus, daB der Winkel ex grofler als ein
rechter ist (Abb. 36), denn fur den stumpfen Winkel ex ist

3 tgex= - tg (180° - LX) ,

2 und daraus folgt weiterhin, daB die
Gerade (von links nach rechts gerech
net) ansteigt, wenn a positiv, und ab
fallt, wenn a negativ ist (Abb. 36) und
drittens parallel zur x-Achse verlauft,
wenn a = 0 ist .

Nehmen wir ferner an, daB der
Schnittpunkt unserer Geraden und der
Nullpunkt des Achsensystems nicht
zusammenfallen, daB also b verschie
den von 0 ist, so ergibt sich aus der

-01 (J 1 Z s ¥ S 0 Abb. 37, daB
y-b

Abb. 36. tgex = tg 1:BOD = -----;;.

Ordinate unverandert, aber der Neigungswinkel der Geraden zu
der Abszisse andert sich. Wir konnen nun den Neigungswinkel
in folgender Weise mit der ihn bestimmenden Konstanten in Be
ziehung bringen. Nehmen wir zunachst den einfachsten Fall an,
b sei gleich 0, so fallt der Schnittpunkt unserer Linie mit dem
Nullpunkt des Koordinatensystems zusammen, und es ist in dem

rechtwinkligen Dreieck (Abb. 35) tgex = JL , welchen Wert von y
x und x wir auch in

Betracht ziehen mo
gen. Es ist daher

y = xtgex

Es ist also im allgemeinen

'V=xt~~+b.
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1I.z

v~__..J,A At
a:

Abb.37.

OA = x, BA = y ,
aO =DA = b
BD
CD = t g lX = a.und

also

welches somit die allgemeinste Form der " Gle i c h u n g der ge
raden Linie" darstellt und sich von der oben gegeb enen Glei
chung derselb en Bedeutung nur dadurch unterscheide t, daB a
durch tglX erset zt ist .

Wir legen uns nun
folgende Frage vor,
welche uns auf ein
spateres Kapit el vor
bereit en soIl. E s sei
die Gleichung gegeben

y = ax + b

und es habe z. B. y und
x die in der Abb. 37
dargestellten Werte.
I ch frage jetzt : wenn '-:::::....----~~--------'"'7"'_'

ich , von einem belie
bigen Punkt der Ge
raden ausgehend, x um
ein klein es Stuck wac hsen lasse, wie verhalt sich dann die Zu
nahme von y zur Zunahme von x ~

In Abb. 37 ist

Denke ich mir jetzt x um das kl eine Stuck AA] = LI x gewachsen,
so wachst y um das Stuck B1E = Lly . Das gesuchte Verhaltnis
. 1 Lly
1St a so zlz '

Nun ist
<B1BE = lX und BE = AA1 = J x

In dem Dreieck BB1E ist also

tg(B1BE) = ~:
Lly

oder tglX = Llx '

Es ist also ~~ = tglX = a,

und somit ganz unabhangig von b, es ist aber ~~ auch von dem

jeweiligen Betrage von y und x unabhangig und eine Konstante.
Dieses ist ein singulares Ergebnis fur die gerade Linie. Da
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~; = tg IX, so bedeutet das welter nichts, als daB der Neigungs 

winkel, den eine gerade Linie mit der x -Achse bildet, immer der
selbe bleibt.

Eine durch eine Gleichung der allgemeinen Form

y = ax + b
oder y - ax = b

bestimmte Kurve nennt man eine Kurve erster Ordnung. Sie
ist also stets eine gerade Linie.

Beispiel: Das Volumen v einer abgeschlossenen Gasmenge
betrage ' bei 0 0 0 150 ccm bei Atmospharendruek. Messungen
unter gleichem Druck und bei verschiedenen Temperaturen t er
geben nun folgende zusammengehorige Werte fur v und t.

t v

0 0 150,00 ,
10 0 155,49,
20 0 160,99 ,
30 0 166,48 ,
40 0 171,78 .

Wir zeichnen nun v graphisch als Funktion von t auf Milli
meterpapier auf, erkennen die Funktion als geradlinig und be
stimmen durch graphische Ausmessung die Konstanten a und b
der Gleichung v = a. t + b.

Man uberzeuge sich, daB a = ;~~ ist und b = 150, so daB
die Gleichung lautet:

V=150'(1+2~3)

oder allgemein Vt = va(1 + 2~3)'

wo Vt bzw. Vv das Volumen bei t bzw. 0 0 0 bedeutet. Man nennt

2~3 den Ausdehnungskoeffizienten.

35. Funktionen zweiten Grades: Parabel, Ellipse
und Hyperbel.

Eine Funktion zweiten Grades ist eine solche, bei der die Varia
blen oder eine der Variablen auch in der zweiten Potenz auftritt.

Die allgemeinste Form einer unentwickelten Funktion zweiten
Grades ist daher

A y 2 + By + Ox 2 + Dx + Exy + F = 0,
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wo A, B, C, D , E , F Konstanten darstellen, die jeden beliebigen,
positiven oder negativen Wert haben konnen. Wir betrachten
nur die einfacheren F aIle :

1. Den Fall, daB

A = 1
B =C=E=F=O
D= - a,

d . h . also den Fall, daB
y 2 - ax = 0;

2. den F all , daB

A = 1
B =D =E=O
C = entweder a oder = -a
F = - b;

d . h . daB entweder

oder
y2 + ax2 - b = 0
y2 _ ax 2 - b = 0 ist.

36. Die Parabel.

Es sei zunachst die Gleichung gegeben

y 2 = ax .

Aus ihr folgt zunachst

y = ± i ax,

d. h. fUr jeden Wert von x existieren zwei Werte von y , die dem
ab soluten Betrage nach einander gleich, dem Vorzeichen nach
entgegengesetzt sind. Setzen wir z. B . a = 1 und berechnen
die zugehorigen Werte von y und x, so ist bei

x= - 1

x= 0
x= 1
x= 2
x= 3
x= 4
x= 9
x = 16

y = V- I , imaginar (es existiert kein y)

y= 0

y = ± 1
Y = ±1,414 .
y = ± 1,732 .
y = ±2
y = ±3
y =±4.
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oder

y = ! (x),

so muB auch umgekehrt x eine
Funktion von y sein,

Wenn wir in obiger Gleichung y
und x vertauschen, so erhalten wir
eine neue Funktion

x 2 = ay

I

(J

I
I

\ II

\ I
\ I

\ I

s

s

'10

25

Man bezeichnet diese Kurve als eine P ara bel. Charakte
rist isch ist fur sie zunachst ihr symmetrischer Verlauf ober- und

un terhalb der x -Achse ; die Werte
von y werden immer grofser, je
weiter man sie nach rechts verfolgt,
ab er ihr relativer Zuwachs wird
immer kleiner ; der Neigungswinkel,
den die Tangente mit der x -Achse
bildet , wird immer kleiner , aber
erst im Unendlichen wird die Tan
gente vollkommen parallel der Ab
szisse.

Wenn nun

o -s a
x
Ab b. 38.

s
wenn

1
b = - ist.

a

"-

_~f-

---
------

<,
...... -- '-+-

-s

s 10 15
-"+-X

Abb.39.

20

Berechnen wir hier die zueinandergehorigen Werte, so ergibt
sich fur b = 1
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,I: = -10 Y = + 100
x =-2 y= + 4
x= 0 y=± 0
x = 1 y= + 1
x= 2 y= + 4
x = 10 Y = + 100 .

Wir erhalten so ebenfalls das Bild einer Parabel (Abb, 38).
abel' mit anderer Lage zur x-Aehse.

Nun kann man die
Parabel aueh noeh
anders, in geome tri-
seher Weise definie- 0 C
reno Sie ist namlich
del' "geometrisehe
Ort" aller Punkte,
die von einem festen
Punkt und einer ge-
gebenen geraden Li- A 8
nie die gleiehe Ent
fernung haben . Del'
festePunkt (Abb.40),
aueh Brennpunkt
genannt, sei F, die
gerade Linie DE, E
dann hat del' belie 
big gewahlte Parabel-
punkt C cine der- Ab b. 40.

artige Lage, daB
OlJ = CF .

Betraehten wir AB als x -Aehse, 0 als den Anfangspunkt der
selben, DE als y -Aehse , A als den Anfangspunkt derselben,
so ist zunachst

A O =OF,

weil 0 als ein Punkt del' Parabel diese Bedingung erfullen muB.
Bezeiehnen wir AF mit p (Paramet er del' Parabel), so ist

OF= ~,

Nun ist

und

y=CB

x=OB .
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oder

also ist

Aus dem rechtwinkligen Dreieck FBO folgt

OF2 = OB2 + BF2,
OB ist aber = y und

BF = BO - OF = X - ~ •

Also ist OF2 = y2+ (x - ~y.

Andererseits ist nach der Parabelbedingung

OF=DO=x+ ~,

( P)2 (P ')2
X +"2 = y2 + X -"2 '

2 2

x2+ px + ~ = y2 + x2 - px + ~

y2= 2px.

Setzen wir

so wird daraus

2p= a,

y2= ax,

die obige Parabelgleichung.
Es fiihrt also in der Tat die geometrische Definition der Pa

rabel zu der geforderten algebraischen Beziehung.

37. Die Ellipse.
Ein zweiter Typus einer Funktion zweiten Grades ist

y2= ax2+ b,

in der sowohl y wie x quadratisch vorkommen. Aus ihr folgt

y = ±yax2 +-b,
woraus ersichtlich ist, daB auch hier [edem Werte von x zwei
Werte von y entsprechen.

Die Form dieser Kurve ist nun verschieden, [e nachdem a
positiv oder negativ ist. Betrachten wir b immer als positiv,
so hatten wir also zwei Fane zu betrachten :

y2= b + ax2, (1)

s'> b - ax2 • (2)

Rechnen wir die zueinandergehorigen Werte der Gleichung

y2= b - ax2
aus.
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Zunaohst folgt daraus

y = ±1b- a x 2
•

Danurdie Wurzelaus
einer positiven GroBe
eine reelle Bedeutung
hat, so ist die se Kurve
nur in demBereich denk
bar, wo

D. h . nicht jedem be --2

liebigen "Vert von x ent
spricht ein Wert von y,
sondern nur so lange
gibt es reelle 'Werle, als
b> a x 2 bleibt. Aber wo
es einen "Vert von y
gibt, gibt es sofort auch
einen zweiten, von glei-
cher GroBe, ab er umge-
kehrtem Vorzeichen. Be-
rechnen wir z. B . die zugehorigen Werte
und a = 1.

65

2

1

2

Abb. 41.

von y und x fur b = 2

x = 2

x = 1,3

x= 1

x= 0,3

x= °
x = - 1

x = - 1,3

x = -2

y = ± 12='4 = imagmar

y = ± 12 - 1,69 = ±0,557

Y = ± 12=-1 = ±1

y = ± 12 - 0,09 = ±1 ,38

y = ±f2 = ± 1,414

y = ± -y2="i = ± 1

y = ± 12 - 1,69 = ± 0,557

Y = ± 12 - 4 = imaginar.

Es ergibt sich (Abb .41) ein Kreis, dessen Radius r = {b ist.
Es ist also y = ± yr2 - x 2 • Dies ~t ab er nur ein spezieller
Fall. Wenn der Koeffizient von x 2 nicht gerade 1 ist, sondern
z. B. 0,5 , so daB also

y2 = 2 - 0,5x2 oder y = ± 12 - 0,5x2,

Michaelis, Mathematik. 3. Auf! . 5
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so ist (Abb. 42)

x = 3

x= 2

x = 1

x= °
x = - 1

x = - 1,5

y = ± y2- 4,5 = imaginar

y=±y2="2 °
y = ± y2 - 0,5 = ± 1,235

Y = ±i2 = ± 1,414

y = ±-y2 - 0,5 = ±1,235

Y = ± i 2 - 1,125 = ± 0,938 usw.

b - a x 2 = 0 ,

b = ax 2 ,

yb - a x 2 = 0 ,

'ITx=± 'u ·
OB ist aber der " groBe

Halbmesser der E llipse" ;
nennen wir ihn m, so ist also

,..-
m =V~,

und es ist
b

m2 = 
a

;/

Ab b. 42.

-, I I

I I iF I
....- I T

I
: / I f :/ ' r....

I , 1\
i

A 1/ I i 8
- 12 1 1 0 0 I I 1 TT ~

I

' ~I I ,
<, 1 I I :::l+-

r-; I - f , "7 "
r-. I --- '-i--++-l r , T Tl r

I I i I-

Die so defin ierte Kurve ist die Ellips e. Der Nullpunkt der
Abszisse, 0 , ist der Mittelpunkt der E llipse . Betrachten wir den
P unkt B und A, so ist hier y = 0 , also

2

Betrachtcn wir die Punkte E und F , so ist x = 0 ; es ist also
hier

EO ist ab er der kleine Halbmesser der Ellipse, und es ist dieser

n=yb
oder b = n2 • (1)

Dies in (a.) eingesetzt, ist

n 2

m2 = _
a

n2

(2)und a = ml '
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Fuhren wir diese Bezeichn ung in die obigc Gleichung der
Ellipse ein, so ist

n2

Y2 = n2 _ - . x2
m2

oder, durch n 2 dividiert,
y 2 x 2 y2 X3~ '

" = 1 - -. oder - 2 + -2 = 1,n- m- n 1n

oder Abb . 27 (S. 35)

y2 + x 2 = r2,

was dureh die Betrachtung del' Abb.42
ohne weiteres bestatdgt wird .

die ubliche Form der Ellipsengleichung. Der Kreis ist eine Ellipse,
bei der der groBe und der kleine Halbmesser einander gleich sind,
wo also m = n = r (dem Radius) ist. Die Gleichung des Kreises
ist daher

38. Die Hyperbel.
Betrachten wir ferner die zweite Gleichung

y2 = b + ax2

und rechnen die zugehorigen Werte aus , so ist zunachst

y =±yb+ax2 ,

also z. B. fur den besonderen Fall, daB

x = 10

x= 5

x= 2

x= 1,5

x= 1

x= 0

b = 2,

a = 1,

entsprechen sich folgende Werte von x und y :

y =±V2 + 100 = ±10,10

y = ± 1/2 + 25 = ± 5,20

Y = ± y2+i = ± 2,45

y = ±"]/2 + 2,25 = ± 2,11

Y = ± Y2 + 1 = ± 1,73

Y = ± Y2 = ± 1,41

x = - 1 Y = ± V2 + 1 = ± 1,73

x = - 2 Y = ± Y2 + 4 = ± 2,45 usw.

Diese Kurve ist die Hyperbel. Sie besteht aus zwei sym
metrischen Halften, die ober- bzw. unterhalb der x -Achse liegen.
Jede der Halften ist dadurch au sgezeichnet, daB sie aus zwei ins

5*
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10

-10

Abb.43.

y =-yx2 + "6,
SO schneiden sich die Asymptoten rechtwinklig. Diese H yperbel
nennt man die gleichseitige Hyperbel. Die Abb.43 stellt
eine solche dar. Mit dieser wollen wir uns in § 41 noch etwas
naher beschaftigen und bei dieser Gelegenheit erst das Prinzip
von der Verlegung oder Transformation der Koordi
na ten kennenlernen.
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39. Die Transformation des Koordinatensystems.
Die Kurve 0 D (Abb. 44) sei die graphische Darstellung irgend

einer Funktion, wobei das Koordinatensystem mit den Achsen OA
und 0 B gewahlt ist . Diese Wahl ist eine willkiirliche, und wir
konnen uns zur Aufgabe stellen, dieselbe Kurve auf irgendein
anderes Koordinatensystem zu beziehen. Dieses neue Koordi
natensystem kann entweder durch Verschiebung oder durch
Drehung aus dem urspriinglichen entstehen. Z. B. entsteht das
Koordinatensystem B'O'A' aus BOA durch Verschiebung. Ist
OA = x, AD = y , so ist in dem neuen System O'A'= x' und
DA'=y'.

A ·-,r--lJ

D

D'
-,

\
\ -,

-,
-,

-,
-,
o~~--~--'--------,

IA
I
I

a

c

D

01
I
I

D'
J

I
I
I
I

I
I
I
I I I
I I I
L __ ..L J

0' F A'

Abb .44. Abb .45.

Die Beziehungen zwischen beiden Systemen sind einfach

x'= x + O'F,

y'=y+AA' .

Da O'F und AA' konstant sind und durch die Art der Ver
schiebung des Systems ein fur allemal definiert sind, so sind die
Beziehungen zwischen diesen beiden Koordinatensystemen hochst
einfach.

Etwas komplizierter gestalten sich diese Beziehungen, wenn
die beiden Systeme durch Drehung auseinander entstehen. Es
sei (Abb. 45) BO, OA das ursprungliehe Koordinatensystem einer
Kurve, in welcher der Punkt 0 liegt, und B'O, OA' das neue Sy
stem, welches aus dem alten durch Drehung um den Winkel ex
entstanden ist. Die Koordinaten des Punktes 0 in dem alten
System sind OD = y und OD = x, in dem neuen System EO = y'
und OE = x'. Die Beziehungen zwischen diesen GraBen sind nun
folgende :

y = CD = CG + GD .
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Nun ist, wie aus dem rechtwinkligen Dreieck OGE sieh er
gibt, OG = OE· cosze und GD = EF ist, wie aus dem reoht
winkligen Dreieck OEF hervorgeht, gleich OE· sin zx , Es ist also

x = y'. cosec + x'· sin ze ,

Und durch ~hnliche Betrachtung ergibt sich

x = Oil = OF - DF = OF - GE ,

.l: y'= x:.cos x - y'. sin zx •

U m also die beiden Systeme miteinander in Beziehung zu
bringen, haben wir die beiden Gleichungen

, , .
x = x • cos.x - y • sm.x

y = x' • sin« + y' •ccs«.

a
Abb.46.

c

r
\
\
\

\A
\
\
\.'!:""'<::.-_----~

Ist ein Koordinatensystem aus dem anderen durch gleich
zeitige Verschiebung und Drehung entstanden, kombiniere man
diese beiden Rechnungen; zunaohst verschiebe man das System,
und dann drehe man es. Das bedarf keiner weiteren Er6rterung.

40. Beispiel: Die sohrag verlaufende Gerade AB stelle die
Funktion y = a + x . tg<p dar, wo AO = a ist. Es sei die Aufgabe
gestellt, das Koorrlinatensystem um den Winkel <p zu drehen und
die Gleichung der Geraden AB auf das neue Koordinatensystem
zu beziehen. Wahrend also zunachst die Lage z. B. des Punktes P

auf die Achsen 00 und OD be-
e zogen wurde und PD und OD

die Koordinaten des Punktes P
fur dieses Achsensystem waren,
soll nunmehr die Lage des
Punktes P auf das Koordinaten
system FOund 0 E bezogen
werden. Nach § 39 ist

x = x'· COS9) - y'. sin<p

y = x'· sin<p - s'> eoesp .

Setzen wir fur y seinen Wert
a + x· tg<p ein und multiplizieren die erste Gleichung mit tg<p,
80 lauten diese zwei Gleichungen :

• 2

t
,. ,. SIn O?

x · g<p = x . SlD<p - Y •-
COS,!,

a + x· tg<p = x'. sin<p + y'. QQS<P.
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Diese beiden Gleichungen voneinander subtrahiert, ergeben

a = y (cos + Sin
2 '1') = , ( cos

2 '1' + sin
2 '1') = L

cp cos '1' Y cos '1' cos '1'

oder y' = a . coscp.

(1)

(2)

B

Abb .47.

x = x ' · cos 45 ° - y'. sin 45 °,

Y = x' · sin 45 ° + y'. cos 45 °.

D. h. in der neuen Gleichung ist y' unabhangig von x, y' ist
konstant. Das ist ohne weiteres einleucht end, weil AB der neuen
x-Achse parallel geht. DaB die GroBe dieses konstanten Wertes
von y gerade = a » cos cp ist, ergi bt die Betrachtung der Figur
sofort, weil in dem 6 A GO AG = AO· cos cp .

41. Beispiel: Die gleiehseitige Hyperbel, bezogen auf ihre
Asymptoten als Aehsensystem. Wir stellen uns nun folgende Auf
gabe. Bei einer gleichseitigen
H yperbel soll die Gleichung ge- "
funden werden , bei der die Asym
ptoten die Achsen des K oordina
t ensyst ems darstellen . Wir haben
also die Aufgabe, das Koordina
tensystem der H yp erbel um 45 ° ------*---;;;--
zu drehen und die Hyperbel auf
dieses neue K oordinatensystem
zu beziehen . Die Koordinaten des
Punktes 0 sind (Abb. 47) im alten
System x = A B bzw. y = B O,
im neuen Syst em OD = y' und
AD= x~

Wenden wir nun die soeben gewonnene Beziehung (S.70)
zwischen den verschiedenen Koordinatensystemen an , so erhalten
wir

E s ist nun nach der Gleichung der gleichseitigen Hyperbel
gleichung

y = Va + x2
•

F erner ist sin 45 ° = cos 45° = ;2.
Wir konnen daher die beiden letz t en Gleichungen in der Form
schreiben:

x· i2 = x' - y'

ya+X2. 12 = x' + y'.
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Abb.48.
Die gleichseltige Hyperbel, bezog en anf lhre

Asymptoten als Koordlnatensystem .

Aus diesen Gleichungen folgt

I Va + x2 + X
X = -'-------'-=--'-.

Y2
, Va-+X2 - x

y = Y2 .
Wollen wir aus diesen zwei Gleichungen die direkten Be

ziehungen von x' zu y' ermitteln, so braucht man nur die beiden

Gleichungen miteinander zu multiplizieren, dann wird: x'· y' = ; ,
oder das Produkt aus den beiden Koordinaten ist kon

stant . Wenn also das
Produkt zweier Varia
bIen konstant ist, so
gibt die eine Variable,
als Funktion der ande
ren graphisch darge
stellt, eine gleichsei
tige Hyperbel, deren
Asymptoten die Koordi
natenachsen darstellen
(Abb.48\.

Eine solche Beziehung
ist z. B. das Mariotte-Gay
Lussacsche Gasgesetz, wel
ches aussagt, daB bei einem
Gase bei gegebener Tempe
ratur das Produkt aus Druck
und Volumen konstant ist.

'I'ragt. man den Druck als Funktion des Volumens in ein Koordi
natensystem ein, so erhalt man eine Hyperbel, deren Asymptoten
die Achsen des Koordinatensystems sind (Abb.48). Da ein "ne
gativesVolumen" keine physikalische Bedeutung hat, so kommt der
punktierte Schenkel der Hyperbel physikalisch nicht in Betracht.

Ein anderes Beispiel ist die Dissoziation des Wassers, Fur
diese gilt das Gesetz, daB stets das Produkt der H'<Konzentration
und der OH'-Konzentration konstant ist. Diese Beziehung laBt
sich ebenso graphisch ausdrucken wie die soeben besprochene.

42. An dem 'Beispiel der gleichseitigen Hyperbel solI gezeigt
werden, was man unter einer Kurvenschar versteht. Setzt man
in der Hyperbelgleichung

a
y=x
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fur den Parameter a der Reihe nach verschiedene Werte ein
(siehe Abb.49), so erhalt man lauter verschiedene Hyperbeln,

10

9

5

8

7

6

2

Abb.49.

Die HyperbeI y = ~ fUr verschiedene Werle von a, welche an die Kurven
x angeschrieben smd .

deren Gesamtheit, in em einziges Koordinatensystem eingezeichnet,
eine Kurvenschar darstellt.

43. Funktionen hoherer Ordnung.
Eine Funktion n ter Ordnung ist eine solche, bei der die ab

hangige Variable hochstens in der nten Potenz auftritt. Also
z. B. eine (entwickelte) Funktion funfter Ordnung hat ganz all
gemein die Form

y = ax5 + bx4 + cx3 + dx 2 + ex + t, (1)

wo a, b, C, d, e, t beliebige konstante Gr6Ben darstellen, welche
auch negativ oder gleich Null sein konnen. Man nennt solche
Funktion ein Polynom. Eine interessante Beziehung zur Al
gebra hat diese Art der Funktion auf folgende Weise.

Gegeben sei die Gleichung

x 2 - 2x - 3 = O. (2)

Diese Gleichung ist nur ein spezieller Fall der allgemeinen Funk
tionsgleichung

x 2 - 2x - 3 = y. (3)
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Abb.50.

Tragen wir die Funktion (3) graphisch in ein Koordinatensystem
ein (Abb.50), so stellt Gleichung (2) offenbar den Punkt der
Kurve dar, in dem sie die x-Achse schneidet. Denn in diesem
Fall ist ja y = O. Solcher Punkte muB es aber bei einer qua-

dratischen Glei
chung zwei geben,
fur unseren Fall
den einen bei x=3,
den anderen bei

~- x = -1 (Abb . 50).
Es stellen also die
Schnittpunkte ir
gendeines Poly
noms y = f(x) mit
der x -Achse die
Losungen oder
"Wurzeln" der
Gleichung

f(x) = 0

dar. Solcher Wurzeln gibt es in einer Gleichung nten Grades n,
worunter allerdings auch imaginare Wurzeln sein konnen,

Im allgemeinen entsteht ein Polynom von der Form

axn + bxn - 1 + cxn - 2 + ... + px + q

durch Multiplikation von n Faktoren in folgender Art:

(x + f) (x + g) (x + h) .. . ,

wo t, g, h ... dadurch bestimmt sind, daB beim Ausmultiplizieren
die vorige Gleichung herauskommt ; z. B.

x 3 - 8x 2 - 13x - 10 = (x - 1) (x - 2) (x - 5).

Hatten wir nun die Aufgabe, die Gleichung

x 3 - 8x 2 - 13x - 1O -=-O

zu losen, so konnen wir zunachst dafiir schreiben:

(x - 1) (x - 2) (x - 5) = O.

Offenbar wird dieser Gleichung genugt, wenn irgendeiner der
drei Faktoren = 0 gesetzt wird, also wenn x = 1 oder = 2
oder = 5 ist.
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Die Losung einer Gleichung hoheren Grades fallt also, nach
dem man sieauf die Form /(x) = 0 gebracht hat, mit der Aufgabe
zusammen, sie in einzelne Faktoren von der Form

(x + a) (x + b) (x + c) . . . = 0

zu zerlegen. Dann sind die Wurzeln der Gleichung

Xl =-a

x2 = -b usw.

Da man eine Gleichung n ten Grades in n solcher Faktoren
zerlegen kann, so muB eine Gleichung n ten Grades n Wurzeln
haben, von denen allerdings einige oder alle auch imaginar sein
konnen. Es ist ferner auch nicht notwendig, daB die Wurzeln
alle voneinander verschieden sind.

Betrachten wir z. B. die vier Wurzeln der Gleichung

x 4 + lOx3 + 27x2 + 20x + 50 = 0 ,

d. h. (x + 5)(x + 5) (x +V- 2)(x - f - 2) = O.

Die Gleichung hat in Wirklichkeit nur eine Wurzel, -5 .
Die zweite Wurzel fallt mit di-ser zusammen, und die beiden
anderen sind imaginar.

x1 = -5

x2 = -5

x3 = -Y-2
X,,= +Y-2.

Binfaohe Regeln zur Zerlegung eines Polynoms in dieser Weise
gibt es nur fur die quadratische Gleichung. Die Losung quadra
tiseher Gleichungen ist aber sehon besprochen worden. Schon fur
die Gleichung dritten Grades sind diese Regeln sehr kompliziert,
und ffir Gleichungen funften oder hoheren Grades gibt es uber
haupt keine allgemeine exakte Losung.

44. Die transzendenten Funktionen.

a) Die trigonometrischen Funktionen.

Denken wir uns einen Kreisradius von der Lange = 1 im
positiven Sinne (also "links herum") allmahlioh gedreht und
verfolgen den Sinus des Winkels fur jede einzelne Lage . Wir be-
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Abb . 51.

merken, daB sin 0 = 0 , daB der Sinus anwachst bis zu sin ~ = I ,

dann wieder abfallt bis sin n = O. Weiterhin (Abb. 51) kehrt
sieh die Richtung des Sinus um,
wir nenn en jet zt den Sinus negativ.
I st also

fJ = it + a,
so ist

sinfJ = -sina .

Bei -~n wird

sin-§- n = - I

und erreieht schlieBlieh bei 2n
wieder den Wert

sin 2n = O.

Dreht man weiter , so wiederholen
sieh die Werte des Sinus bei jeder Umdrehung. Man nennt den
Sinus deshalb eine p eri od is ehe Funktion.

E s ist allgemein

sin zx = sin(2n + a) = sin (4n + a) = sin (n . 2n + a),

wo n jede ganze Zahl bede uten kann.

Abb . 52. y = sin z .

Der Ko sinus hat einen etwas anderen Gang.
:Jt

eosO =l, cos2 = 0 , eosn= - l ,

weil seine Richtung hier entgegengesetzt ist,

eos >~.n = 0 , cos 2n = cos O = I .

Die P eriodizitat ist hier ebenfalls vorhanden. Graphiseh dar
geste llt, sieht die Sinusfunkti on wie Abb . 52 aus .

Verschiebt man den Punkt 0 der Abszisse an die Stelle, wo in

der Abb. 52 ; steht, so stellt die Kurve die K osinuslinie dar.
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Das ist aber

Abb. 53. Die Tangente nlinie .

Sinus- und Kosinuslinie unterscheiden sich daher nur durch die
Lage des Anfangspunktes der Abszisse. Wir erhalten also eine
Wellenlinie von sehr charakteristischer Gestalt.

45. Der Wert fUr tg{J laBt sich aus der Definition tgfJ = sin~
. d . b hn E' t cos/'je erzeit erec en. s IS

tgO = 0
n

tg2 = 00

tg:n: = 0
tg t:n: = 00

tg2:n: = O.

Zwischen 0 und; steigt

also der tg-Wert von 0
bis 00. Man konnte nun
bei oberflaohlieher Be
trachtung meinen, zwi-

schen ; und zr falle er einfach von 00 wieder auf 0 .

falsch. Z. B.

t (!!.... + -!..) = sin(i + -i-) = positive Zah~.
g 2 4 (n + 1) negative Zahl

cos 2 "4

Mit anderen Worten : Die Tangente hat im zweiten Quadranten
einen n egat i ve n Wert, sie kann also nicht einfach von 00 auf 0
abfallen. Verfolgen wir deshalb graphisch, wie der Wert der
Tangente sich in Wirklichkeit andert. Zwischen 0 und n steigt
die Tangente von 0 auf 00. Betrachten wir den Verlauf der Kurve

" n
von :n: an ruckwarts, so fallt sie zwischen at und 2 von 0 bis -00.

Im Punkte ; ist die Tangente daher sowohl + 00 wie - 00 ,

d. h. sie hat gar keinen bestimmten Wert. In unendlich kleiner

Entfernung links von ; ist sie aber fast = +00, in unendlich

kleiner Entfernung reehts von ; ist sie fast = -00 . Es hat

daher in der Umgebung des Punktes; eine unendlich kleine

Anderung der unabhangigen Variablen eine unendlich groBe Ver
anderung der abhangigen zur Folge. Man sagt in solchem Fall :

Die Kurve der Tangente ist im Punkt ; unstetig und definiert
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einen Unstetigkeitspunkt einer Kurve als einen Punkt, bei
dem eine unendlich kleine Allderung der unabhangigen Variablen
eine endliche (oder sogar unendlich groBe)Anderung der abhangigen
zur Folge hat.

Eine Kurve ist dagegen stetig, wenn uberall eine unendlich
kleine .A.nderung von x auch nur eine unendlich kleine Anderung

von y im Gefolge hat.
Die Art der Unstetigkeit der Tangenten

funktion besteht darin, daB y an einer Stelle
(bzw. mehreren Stellen) = 00 wird und im
naehsten Augenbliok wieder einen endlichen
Wert mit verkchrtem Vorzeichen hat. Es
kann aber sonst eine Unstetigkeit auch durch.
einen einfachen, endlichen Sprung in der
Kurve entstehen. Eine solche Unstetigkeits-

Abb, 54. Kurve mit Un- 11 h h d 13
stet igkeits punkt. ste e ist dadurc c arakterisiert, a ein

Stuck derKurve durch ein genau senkrecht zur
x -Aohse verlaufende Gerade dargestellt wird. Zwischen einemPunkt
derAbszisse unmittelbarvordieser Stelleundeinemsolchen unmittel
bar hinter dieser Stelle wachst y durch einen Sprung (Abb.54) .

b) Die Exponentialfunktion und der Logarithmus.

46. Unter einer Exponentialfunktion versteht man eine
solche, bei der die eine Variable als Exponent auf tritt, z. B.

y = 2x (dargestellt in Abb. 55) .

.3

2

1

I

/
/

l----""V
.2 o 1 .2

Abb. 55. y = 2%.

Ist eine Fui.ktion y = aX

gegeben, so kann man daftrr auch schreiben
y = (eP)X oder eP' X
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31 2

Abb. 56. Y = lo~z.

->i--

/
/
/

1

o

-1

- 3 o

- 2

y = logax

ist eine Umkehrung der Exponen
tialfunktion x = aY , wo a eine Kon
stante ist und als die Basis des Lo
garithmensystems bezeichnet wird.
Aus auBeren Grunden, infolge der
dekadischen Beschaffenheit unseres
Ziffernsystems, nehmen im prak
tischen Rechnen die Logarithmen

wenn man eP = a setzt. Hier ist e irgendeine, von a verschiedene
Zahl, und p derjenige Exponent, der die Bedingung

eP = a 2

erfiillt. Man konnte also samtliche
Exponentialfunktionen auf eine ein
zige Basis beziehen, wenn es irgend
wie vorteilhaft sein sollte. Das ist
nun in der Tat der Fall, aber wir
werden erst spater sehen, daB diese
bevorzugte Basis e = 2,713 . . . ist.

Die logarithmische Funktion
(Abb.56)

J e---z .--
1

...........
»>

0
V1

./"'Z

VJ

'5 /
6

7

: I
: I
t I
J

-0,

-0,

-a
-0,

~!i -0,

~-a
-0,

-0,

-a

- 7,

-7,

~om.~~u.m.~~p~u~uuPuPu.r_

10
Abb. 57. y = Iog e,

mit der Basis 10 (die dekadischen oder Briggschen Logarithmen)
eine bevorzugte Stellung ein (Abb. 57). wahrend rein mathematisch



80 Die Lehre von den Funktionen.

Abb.58.

die schon bei der Exponentialfunktion erwahnte Basis e bevorzugt
wird, deren GroBe und Definition erst spater gegeben werden
kann. Alsdann werden wir auf diese wichtige Funktion genauer

zuruckkommen,
In der hoheren Wahr

scheinlichkeits rechn ung hat
die Funkt ion y = e- z' eine
besondere Wichtigkeit. e ist
= 2,7Ul. Da x 2 sowohl fur
positive wie fur negative x
immer positiv, _ x 2 also

immer negativ ist , hat die Kurve eine Symmetrieachse bei x = 0
und hat folgenden Verlauf (Abb.58).

Die Funktion y = e -h' z' , wo Ii einen P aram eter bedeutet,
hat fur verschiedene Werte von h2 folgenden Verlauf (Abb. 59).
J e kleiner h2 ist, um so steiler fall t, die Kurve zu beiden Seiten
der Symmetrieachse abo Auf aile F aile verlauft sie beiderseits
asymptotisch gegen die x-Achse .

1~~
-3 Z -1 0 1 Z 3

..r-+
Abb.59.

AIle Funktionen, in denen die Variable x nur in der zweiten
Potenz vorkommt, sind um die Achse x = 0 symmetrisch gru p
piert , weil x 2 = (- X)2 ist.

47. Umformung von Funktionen zwecks einfacherer
graphischer Darstellung.

Gegeben sei die Funktion p = a . q".
Die als Exponent fun gierende Konstan te n mag jeden belie

bigen Wert annehmen konnen, Ist n = 1, so erhalten wir eine
Gerade, ist n = 2 , erhalten wir eine P arabel. Rei allen anderen
Werten erhalten wir irgendwie gekrummte Kurven. Durch eine
kleine Umformung der Gleichung konnen wir aber zu einer Funk
tion gelangen, deren Darstellung viel einfacher ist.

Logarithmier t man namlich obige Gleichung, so wird

logp = log a + n logq.
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y=A +Bx

und stellt demnach eine Gerade dar. Demnach ist in dieser
Darstellungsweise A die Lange der Ordinate y, wenn x =0,
und B ist die Tangente des Neigungswinkels der Geraden.

Es sei z. B. gegeben die Funktion

2~
P=T·q ·

Diese Funktion, graphisch dargestellt, ergibt folgendes Bild
(Abb.60) :

Hier sind loga und n Konstanten und die beiden Variablen heillen
nunmehr logp und logq . Die Gleichung hat nunmehr die all
gemeine Form

o
9'

Abb.60.

1

it

<:>.3

~2

t ;--t-1o"'"i?---"'=----~

-3
Abb. 61.

Logarithmiert, ergibt sich (Abb.61)

2 1
logp = 10gT + 2 10gq

1
= -076 + 2logq.

Diese Darstellungsweise bietet in der Praxis groBe Vorteile.
Ebenso wird aus der Hyperbel

xy = e oder
c

y=
x

durch Logarithmieren
logy = loge - logx

ebenfalls eine Gerade, wenn man nicht y und x , sondern logy
und logx als die Variablen betrachtet.

Beispiel. Es werden je v ccm (z. B. je 50 ccm) einer Losung
von a Millimol Azeton auf den Liter mit m g Kohle geschnttelt.
Dabei wird ein Teil des Azetons von der Kohle adsorbiert. Es

sei x die Menge des adsorbierten Azetons, so ist also":" die von der
m

Gewichtseinheit der Kohle (I g) adsorbierte Menge Azeton. Dann

Michaelis, Mathematik. 3. Auf! . 6
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ist a - x die Konzentration des Azetons in der zuruckbleibenden
v

Losung. Es fanden sich nun in einem Versuch folgende korre
spondierende Zahlen fur verschiedene Bedingungen.

Nicht adsorbieite Menge
des Azetons pro com

a-z
- =y

v

0,0234
0,1465
0,4103
0,886
1,776
2,690

Ads~rbierte Menge des Azetons
dividiert durch die Kohlenmenge

z
m

0,208
0,618
1,075
1,499
2,081
2,882

Wir wollen nun aus diesen Daten sehen , ob die von der Kohlen

einheit adsorbierte Menge, !:.., sich zuder frei gebliebenen Menge y,
m

in irgendeine gesetzmaBige Beziehung bringen JaBt. Wir stellen
y als Funktion von x graphisch dar und finden eine Kurve ahnlioh
wie Abb. 60, deren Form uns nioht gelaufig ist. Wir versuchen
jetzt, ob nicht die Logarithmen der gefundenen Werte in einer
leichter erkennbaren Beziehung zueinander stehen. Die deka
dischen Logarithmen sind :

a-z log ..":.log-
v m

-1,631 -0,682
-0,834 -0,209
-0,387 +0,027
-0,043 +0,176
+0,249 +0,318
+0,430 +0,460

Tragen wir nunmehr log!:.. als Funktion von log a - x in ein
m v

rechtwinkliges Koordinatensystem ein, so erhalten wir folgende
Kurve (Abb. 62).

AIle Punkte liegen mit einer Genauigkeit, wie es in Anbetracht
der Versuchsfehler nicht besser erwartet werden kann, auf einer
Geraden. Daraus folgt sofort :

x a-x
log- = n + b .log - -.

m v
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Hier ist n die Hohe der Ordinate im NulIpunkt der Abszisse,
und b = tglX.

FUr die Konstante n konnen wir naturlieh auch den Loga
rithmus einer anderen Konstanten y schreiben

x a-x
log- = logy + b ·log-- ,

m v

wodurch die Gleichung noch einfacher wird . Jetzt folgt namlioh
aus derselben

~ = y. (a - X)b
m v '

b ergibt sich aus der Abbildung durch graphische Ausmessung
= 0,52, und logy = 0,4, also y = 2,5 .

+0.5

o

- 0.5

$.J'

./
V

/
V

~

2,0 - 1,5 -1,0 -0,5
a-xIog-

v
- .

Abb. 62.

o +0,5

Daher heiBt das Gesetz , welches die beiden Variablen mit
einander in Beziehung bringt, nunmehr

~ = 2 5 . (a - ~)O,52.
m ' v

Ein derartiges Gesetz

WO c1 = ~ und c2 = a - x ist, gilt fur alle Adsorptionen. Die
m v

Konstante A, die man auch den Adsorptionskoeffizienten

6*
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nennen kann, wird um so grofser, je leichter adsorbierbar der
betreffende Stoff ist. Die Konstante b, der Adsorptions
exponent , ist in der Regel etwa = 0,5, bald ein wenig grolser,
bald kleiner.

J<jin anderes Beispiel ffir eine Transformation zum Zweck uber
sichtlicherer Darstellung ist folgendes:

1

2

o
log:;:;

1

Abb.63.

1

=S=I
-1 0 +1 +2

log .z;

-----r-,

-,
"I\..

-,
<,

'---

1

48

qz

Gegeben sei die Funktion

y = +a • Wir setzen .der
a x

Einfachheit halber a = 1.
Das Bild dieser Funktion
Abb. 63. Es ist eine gleioh
seitige Hyperbel mit den
Asymptotenx=O und y=-l
(allgemein : y = -a). Die
Hyperbel schneidet die y
Achse in der Hohe 1. Einen

.3 ganz anderen Einblick in das
Wesen dieser Beziehungen
erhalten wir, wenn wir nur
die x-Achse logarithmisch
transformieren (Abb. 64).
Freilich konnen wir das nur
ffir die positive Seite der
x -Achse, denn Logarithmen
negativer Zahlen sind ima

Abb. 64. Die z-Achse der Abb. 64 1st logarlth-
mlsch transformlert. ginar. Aber das geniigt uns,

weil die praktische Anwen
dung dieserKurve, die uns
spater begegnen wird, nur
der positiven Seite von x
bedarf. Wir stellen also
auf der Abszisse log x ,

auf der Ordinate-11 dar.+x
Dann gruppiert sich die
Kurve symmetrisch um

Z die Achse logx = °(d. h.
x = 1, oder allgemein

Abb. 65. Der MaJlstab der Ordinate 1st ver-
grliJlert. X = a), und dieser Sym-

metriepunkt entspricht in
der urspriinglichen Kurve dem mit einem Sternchen bezeichneten
Punkt, der durch nichts ausgezeichnet zu sein scheint.
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Hier ist also n u r die x -Achse logarithmisch t ransformiert .
Noeh klarer wird das Bild, wenn wir auBerdem noch den MaBstab
der Ordinate vergroflern (Abb . 84) . Diese Kurve hpiBt die Disso
zi a tionskur v e , weil sie bei der Darstellung der Dissoziation
der Sauren und Basen eine wichtige Rolle spielt.

48. Andere graphische Darstellungen der Funktionen.
Das rechtwinklige Ko ordinatensystem ist nur eine der un

endlich mannigfaltigen moglichen Darstellungsweisen mathema
tischer Funktionen. Es mogen hier noch zwei andere Arten ge
schildert werden.

8a:-Abb.66.

a) Darstellnng durch Flachen,

Die unabhangige Variabl e, x , werde wieder auf der Abszisse
AB (Abb. 66) in gewohnter Weise einget ragen. Die abhan gige
Variable y werde dagegen durch den Flacheninhalt A BC , der
also von zwei Geraden und einer Kurve begrenzt wird, wieder
gegeben . Irn allgemeinen ist es
schwierig, diese Art der Darstellung
praktisch durchzufiihren. Ein be
sonders einfacher F all ist z. B . die
Funkti on

Sie wird, auf diese Weise dargestellt ,
folgende Gestalt hab en (Abb. 67):

IX = 45 °.

Dann ist

/:::,. ABC= At .

c

Also
!I

In anderen Fallen ist es sehr A~8 8,
kompliziert, diejenige Kurve gra- Abb. 67.

phisch zu konstruieren , die die Be-
dingungen der Funktion erfullt . Trotzdem werden wir auf diese
t heoret isch hoch~t bedeutungsvolle Darstellungsweise bei Gele
genheit der Differential. und besonders der Integralrechnung zu
rUckgreifen mussen,
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b) Darstellung dureh Polarkoordinaten.
Die unabhangige Variable wird durch die GroBe des Winkels

(Abb. 68) BOA bzw. B'OA = cp dargestellt, gemessen an der
GroBe des Kreisbogens, den dieser Winkel umspannt, indem der
Radius des Kreises = 1 gesetzt wird (das ubliohe WinkelmaB in

der hoheren Mathematik). Dann wird die
abhangige Variable durch die Lange des
zugehorigen Strahles 0 B bzw. 0 B' aus
gedruckt.

Diese Darstellungsweise hat unter ande
A rem fur die Astronomie groBe Vorteile.

Ein Beispiel solI die Darstellung einer
Funktion in Polarkoordinaten erlautern.
Wir wahlen die Funktion

Abb.68.
y = atp .

Wir stellen (Abb, 69) cp als Winkel, y aIs Strahl dar. Der
Pol des Systems ist 0 , auf der Achse OB findet sich eine Strecken
teilung. Die Abbildung stellt die Funktion y = cp dar (a ist also

= 1). Betrachten
c wir z. B. den Strahl

oD , so ist dieser. an
der Achse 0 B ge
messen, = t n, und
der zugehOrigeWin
kel BOO ist eben
falls = in, d. h.

A 8 1350. Mankann aber
den Winkel OOB
auch als 2n + in
auffassen, und dann
gehOrt ihm der
StrahlOEzu. Eben
sokannman -1: BOO
als 4n+ in, als

Abb. 69. 8n + i n usw. auf-
lassen, und jedem dieser Winkel, welche in Wirklichkeit nur ein
einziger Winkel sind, entspricht ein besonderer Wert von y.
Es entsprechen also jedem Wert von cp in Wirklichkeit unendlich
viele Werte von y, und die Endpunkte aller y-Strahlen stellen
eine endlose Spirale dar. Man nennt sie die Archimedessche
Spirale.
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Sehr einfach wird die Gleichung des Kreises in Polarkoor
dinaten; es ist namlieh

y = r,

wo r eine Konstante ist, d . h. Y ist unabhangig von w (Abb, 70).
Schlie13lich wollen wir noch das allgemeine Verfahren kennen

lernen, um eine geometrische K urve, deren Gleichung uns in
rechtwinkligen Koordinaten gegeben ist, in Polarkoordinaten aus 
zudrficken.

Gegeben seien (Abb. 71) die rechtwinkligen Achsen OB als
x -Achse und A 0 als y -Achse. Die gezeichnete Kurve entspreche
der Bedingung, daB an jedem beliebigen Punkte y = j (x ) , d . h.
OE = j (D O) oder = j(OE ) .

A

!J
oX

Y r:
~o.

0 oX £ 8

Abb.70. Abb.71.

Unsere Aufgabe ist es jetzt, die Lage des Punktes 0 so zu
definieren, daB er durch die Entfernung von einem gegebenen
Punkt und durch den Winkel, den die Verbindungslinie dieser
zwei P unkte mit einer gegebenen Achse bildet, bestimmt wird.

Der gegebene Punkt, derPo l des neuen Koordinatensystems,
solI mit dem Anfangspunkt des alten, gewohnlichen zusammen
fallen und 0 sein . Die Achse solI mit der x -Achse des recht
winkligen Systems zusammenfallen und 0 B sein. Dann ware
die Lage des Punktes 0 in Polarkoordinaten definiert, wenn wir
00 = r als Funktion des Winkels OOB = {} darstellen.

Es ist nun, wie aus der Abbildung ersichtlich, sin fl = JL und
r

cosfl =~.
r

Folglich ist y = r . sin {) und x = r . cost}.
Hiermit sind die Beziehungen zwischen dem alten und dem

neuen K oordinatensystem gegeben.
Beispiel: Die Gleichung des Kreises in rechtwinkligen

Koordinaten ist
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Wie lautet die Gleichung des Kreises in Polarkoordinaten
Nach der soeben entwickelten Regel ist

y = r- sin#

x=r·cos#.

Dies ergibt, in die vorige Gleichung eingesetzt:

r 2 • sin2# = a 2 - r 2 • cos2#

r 2(sin2# + cos2#) = a 2

r 2 = a 2

r=±a

als Gleichung des Kreises, welche mit der (S. 87) abgeleiteten
iibereinstimmt, wenn man die Buchstabenbezeichnung ent
sprechend andert,

Raumliche Koordinatensyteme.
Alle bisherigen Funktionen lieBen sich durch die Zeichnung

in einer Ebene darstellen, well die abhangige Variable von einer
einzigen unabhangigen Variablen abhangt, Hangt eine Variable
von zwei unabhangigen Variablen ab , so muB die graphische Dar
stellung durch eine raumliche Konstruktion erfolgen. Bei der
Cartesischen Darstellung in einer Ebene sind jedem Punkte zwei
Koordinaten zugeordnet, x und y. Sind insgesamt drei verander
liche GroBen vorhanden, so sind jedem Punkte drei Veranderliche
zugeordnet. Das raumliehe, dem Cartesischen System entspre
chende System wird durch drei aufeinander senkrecht stehende
Achsen, x, y, z, bestimmt. Hierin ist eine Zweideutigkeit invol
viert. Bezeichnen wir, wie bisher, als positive x-Achse die in der
Ebene des Papiers von links nach rechts verlaufende Achse,
als positive y-Achse die in der Ebene des Papiers von unten nach
oben verlaufende Achse, so verlauft die z-Achse jedenfalls senk
recht zur Ebene des Papiers. Aber es steht frei, die positive
z-Achse vom O-Punkt aus auf den Beschauer zu oder von ihm
weg verlaufen zu lassen. Verlauft die z-Achse zum Beschauer zu,
so nennt man das System ein reohtshandiges Koordinatensystem.
Fiir dieses ist das folgende Merkmal charakteristisch. Man
drehe die x-Achse um den O-Punkt so, daB sie auf die y-Achse
zu liegen kommt, und zwar stelle man sich dem Koordinaten
system so gegeniiber, daB diese Drehung im Sinne des Uhrzeigers
erfolgt. Man hat sich dazu hinter die Papierebene, das Gesicht
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dieser Ebene zugewendet, zu stellen. Jetzt dreht man die Achse
weiter in demselben Sinne, indem man sie gleichzeitig durch eine
schraubenartige Bewegung vordriickt, also in den Raum vor der
Papierebene eindriickt. Die Achse der Schraube ruokt dabei in
der z-Richtung vor, und die Richtung, in der sie verruokt, wird
die positive z-Richtung genannt, Das reohtshandige Koordinaten
system entsteht also, indem man die x-Achse im Sinne einer ge
wohnlichen Rechtsschraube dreht, um tiber die positive y-Achse
in die positive z-Achse zu gelangen. Dieses System wird heute
allgemein bevorzugt. Ein linkshandiges Koordinatensystem ent
steht dadurch, daB man die x-Achse im Sinne einer Linksschraube
in die y-Achse dreht. Die Richtung der z -Achse, in die man
dann gelangt, ist die positive z -Achse dieses Systems und ist
identisch mit der negativen z -Achse eines Rechtssystems. Jedes
raumliche rechtwinklige Koordinatensystem, wie es auch immer
im Raume liegen mag, laBt sich entweder als ein Rechts- oder
ein Linkssystem erkennen, eine dritte Mogliohkeit der Anordnung
gibt es nicht. Spreizt man die ersten drei Finger (Daumen, Zeige
und Mittelfinger) der rechten Hand, so stellen die Finger in der
Reihenfolge I, 2, 3 oder in einer hieraus durch zyklische Ver
tauschung hervorgehenden Reihenfolge ein rechtshandiges Ko
ordinatensystem dar, es ist

x y z

Finger Nr.1 2 3
oder Finger Nr.2 3 I
oder Finger Nr.3 I 2

In derselben Weise stellt die linke Hand ein Linkssystem dar.
Dem ebenen Polarkoordinatensystem entspricht auch ein

raumliehes Polarkoordinatensystem. Um die Lage eines Punktes
auf ein raumliohes Koordinatensystem beziehen zu konnen,
muB zunaohst irgendein Punkt im Raum als O-Punkt des Systems
festgesetzt werden. Der Aufpunktl) wird dann von dem O-Punkt
eine gewisse Entfernung r haben, welche als die eine der orts
bestimmenden Koordinaten aufgefaBt werden kann. Alle Punkte
der Kugeloberflaohe vom Radius r, mit dem O-Punkt des Systems
als Mittelpunkt, haben die Koordinate r gemeinschaftlich. Um
die Lage des Aufpunktes auf dieser Kugelflache naher zu be
schreiben, mnssen zwei weitere Koordinaten gegeben sein, die

1) D. h. der Punkt, auf den sich die gewiinschte Ortsbestimmung
bezieht.
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der geographischen Breite und Lange auf einem Globus ent
spreohen. Zu diesem Zwecke wird irgendein Punkt der Kugel
flaohe als Pol festgesetzt, womit gleichzeitig auch die Lage des
Gegenpols sowie die Lage des Aquators bestimmt ist, Zweitens
wird irgendein Meridian ala der 0 -Meridian festgesetzt. Die
jenigen Winkel {} und cp, welche der geographischen Breite und
Lange entsprechen, bilden die beiden anderen Koordinaten, Der
Scheitel dieser Winkel ist der Mittelpunkt des Kreises. Das MaB
fUr diese Winkel ist in der Regel nioht das der niederen Geometrie,
in Graden, sondern das Verhaltnis des von dem Winkel auf der
Kugelperipherie umspannten Bogens zum Radius der Kugel,
oder die Lange dieses Bogens, gemessen am Radius als Einheit.



y = t(x).

Dritter Ab s chnitt.

Differentialrechnung.

49. Es stelle die Kurve M OO'N irgendeine Funktion dar,
so daB also

M sei der Anfangspunkt des Koordinatensystems. Dann ist,
wenn wir x die GroBe M B erte ilen, y = BO ; und wenn x = M B',
so ist Y = B'O'. Im allgemeinen ist jede Kurve eine irgendwie

A

Abb.72.

gekrummte Lillie. Wir denken uns aber, da .B 0 und 0 ' so dicht
beieinanderliegen , daB das Kurvenstiick 00' als beinahe geradlinig
betrachtet werden dar£. Wir legen uns nunmehr folgende wichtige
Frage vor :

Wi e v e r h a. It s i c h d er Zuwachs von y zu d em en ts p re 
c hen den Zuwachs von :d"

Der Zuwachs von x ist einfac h = BB' . Wir nennen ihn Llx .
Der entsprechende Zu wachs von y wird graphisch dadurch kennt
lich, daB wir OD parallel AB ziehen. Dann ist DB'= OB = y ,
und DO' ist der Zuw achs von y, den wir i fy nennen wollen.

Die gesuchte GroBe ist also ~ ~ . Es ist also zunachst

j y DO' DO'
L1 x BJii ' also auch = "(in'

da BB'= OD .
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dy
dx=tgep,

Nun ist in dem rechtwinkligen Dreieck 0 DO'
, DO'

tg1:.00D = OD '

welches gerade die gesuchte GroBe ist. Verlangern wir das (bei
nahe) geradlinige Stuckchen der Kurve, 00', durch Ausziehen
einer geraden Linie in gleicher Richtung, oder, was dasselbe ist,
legen wir die Tangente an die Kurve in dem Punkt 0 bzw. 0'
(was dasselbe ist, weil wir ja 0 und 0' so nahe beieinanderliegend
denken, daB die Tangente fur beide Punkte dieselbe Richtung hat),
welche die x -Achse im Punkt A schneiden moge, so ist ~ 0 A B ,
den wir ep nennen, = ~O 'CD. Es ist daher

Ay
Ax = tgep.

Wir nahmen nun bisher an, das Stuck 00' sei zwar klein,
aber doch von endlicher GroBe. Nichts steht im Wege, dieses
Stuck gedanklich immer kleiner werden zu lassen, so daB es
schlieBlich unendlich klein, niemals jedoch vollig gleich Null wird.
Dann ist die bisher nur grob angenaherte Annahme, die Tangente
in Punkt 0 sei dieselbe wie in 0', mit viel groBerer Annaherung
zutre££end, und zwar um so strenger, je kleiner wir LI x annehmen.

~ ~ nahert sich daher, wenn wir LI x kleiner und kleiner werden

lassen, .einem ganl bestimmten Grenzwert, den es nicht uber
schreitet, wenn auch LI x unendlich klein wird. Denken wir uns
die Zunahme von x unendlich klein, so nennen wir den Zuwachs
von x nioht mehr Llx, sondern bezeichnen es nach Leibniz
mit dem Symbol dx und nennen es ein Differential ; ebenso

ist dy das Differential von y, und die gesuchte GroBe :Y ist der
D ifferen tialquotien t. x

Es ist also dieser

oder in Worten :
Der Differentialquotient an einem beliebigenPunkt

irgendeiner Kurve , welche eine Funktion versinnbild
licht, ist die (trigonometrische) Tangente des Winkels,
den die in dem betreffenden Punkt an die Kurve ge
legte (geometrische) Tangente mit der x-Achse bildet .

50. Im allgemeinen ist also der Di££erentialquotient einer
Funktion von Punkt zu Punkt verschieden ; nur wenn die Kurve
eine gerade Lillie ist, ist der Differentialquotient stets derselbe;
die geometrische Tangente ist dann diese gerade Linie selbst.
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Betrachten wir nun eine Kurve von nebenstehender Form
(Abb. 73). Der Differentialquotient im Punkt 1 ist = tgtpl . Da
dieser Winkel ein spitzer ist, so ist tgtp eine positive Zahl. Das
ist immer der Fall, wenn die Kurve ansteigt. Im Punkt 2 hat
die Kurve eine besondere Eigenschaft. Hier wird die Tangente
parallel zur x-Achse , sie bildet also den Winkel 0 mit fur, und
der Differentialquatient ist hier tgO = O. Legen wir die Tangente
an einen absteigenden Tell der Kurve. . so bekommen wir den
stumpfen Winkeltp3; nun ist

tgtp3 = -tg(180° - tp3),

2

Abb.73.

und der W-ert wird negativ gezahlt. Im Punkt 4 ist wieder ein
besonderer Punkt und tgtp = O. Solange eine Kurve ansteigt,
ist ihr Differentialquotient positiv, solange sie ab
falIt, ist er negativ.

Ausgenommen also bei der geraden Linie ist der Differential
quotient von Punkt zu Punkt veranderlioh und daher selbst
eine Funktion von x. In diesem Sinne, als Funktion von x ge
dacht, nennen wir den Differentialquotienten die Ableitung von x
und schreiben diese t' (x) oder y'.

1st also

so ist

y = !(x),

:; = j'(x).

Je starker die Krummung eines Kurvenatuokes ist, um so
schneller andert sich die GroBe des Differentialquotienten von
Punkt zu Punkt. Immer aber wird einer unendlich kleinen

Anderung von x auch eine unendlich kleine Anderung von :~
entsprechen.
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Abb. 74.

o

Nur wenn die Knrve an einem Punkte eine (nicht abgerundete)
Ecke hat, so hat eine unendlich kleine Anderung von x an dieser

Stelle eine endliche Anderung von :~ zur Folge. Z. B. in Abb. 74,

welche die Kurve BA0 darstellt, ist
die Richtung der Tangente unmittel
bar links.von A = AO, unmittelbar
rechts von A = A P. In A selbst hat
die Tangente uberhaupt keine be
stimmte Richtung, sondern der

B~----------''£P'Punkt A ist dadurch ausgezeichnet,
daB in ihm die Tangente von der
Richtung nach 0 plotzlioh in die

nach P umspringt. Man nennt A einen Unstetigkeitspunkt. Wir
gewinnen hier also eine zweite Definition (vgl. S.78) der Unste
tigkeit :

Ein Unstetigkeitspunkt ist ein Punkt , in dem der
Differentialquotient unbestimmt ist.

Differenzierung der Potenzen von x.
51. Es ist nunmehr unsere Aufgabe, die Differentialquotienten

fur die wichtigsten Funktionen wirklich rechnerisch zu ent
wickeln.

Beginnen wir mit dem einfachsten Fall. Es sei

y = ax + b,

also eine geradlinige Funktion. Die Tangente der Kurve ist
die gerade Linie selbst und

tgrp = a,

nach dem S. 58 Gesagten.
Es ist also

dy
dx = a.

Bier ist zunachst zu beachten, daB der Wert von ~~ erstens

unabhangig von b und zweitens konstant, d. h. unabhangig von x
(namlioh = a) ist.

52. Wir wollen jetzt den Differentialquotienten fur die Funktion

y = x 2

bilden. Es ist hier (Abb. 75)

dy O'D
dxOD-'
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Um dies auszuwerten, vergegenwartigen wir uns, daB

95

BC = (AB)2

und B'C' = (AB')2

nach der allgemeinen Bedingung der Funktion ist.

Nun sei BC = y;

dann ist B'C' = y + dy,

und es sei AB = z ;

dann ist AB' = x + dx.

Es ist also y = x 2

und y + dy = (x + dX)2.

Aus diesen beiden letzten Glei
chungen konnen wir den gesuchten
Wert berechnen. Wenn wir ausmul
tiplizieren, so ist

y = x 2,

Y + dy = x 2+ 2xdx + (dx) 2.

Die erste Gleichung von der zwei-
tell" subtrahiert, gibt: A B B'

Abb .76.
dy = 2xdx + (dx)2.

Nun mussen wir uns erinnern, daB dx eine sehr kleine GroBe
ist. Dann ist aber (dX)2 noch viel kleiner. 1st z. B. dx = 0,0001,
so ist (dX)2 nur noch 0,00000001 ; und wir konnen daher (dx) 2,

wenn es als Summand neben dx steht, ohne wesentlichen Fehler
vemachlassigen. Denken wir uns dx unendlich klein, so wird
diese Vemachlassigung nicht fast richtig, sondern vollkommen
richtig sein.

Wir konnen hier ein allgemeines Gesetz formulieren. Be
zeichnen wir

y und x als endliche GroBen,

dy "
dx

"
unendlich kleine GroBen erster Ordnung,

(dy)2
"

(dx)2
" " "

zweiter
"

(dy)n
"

(dx)"
" " " "

nter
"

so konnen wir eine GroBe hoherer Kleinheitsordnung vernach-
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lassigen , wenn sie neben einer GroBe niederer Ordnung als Sum
mand (oder Su b t.r a.hen d us) steht. Es ist also

x + dx nicht zu unterscheiden von x,

drx+(dx)2" " " "dx.

(Dagegen ist :~ eine endliche GroBe und im allgemeinen von

derselben GroBenordnung wie x .)
In diesem Sinne konnen wir die Gleichung (1) einfach schreiben

dy = 2xdx

oder :: = 2x.

Also: Wenn y = x 2,

so ist dy = 2x
dx '

oder wie wir schreiben konnen
d(x2

) _ 2
dx - x .

53. Es sei nun allgemein
y = xn •

Um daraus :~ zu berechnen, erinnern wir uns zunachst wieder

daran, daB dann auch

y + dy = (x + dx)n ist .

Nun ist nach dem binomischen Lehrsatz (S.29) allgemein

(a + b)n = an + n. an-I . b + (;). an- 2. b2 . . . ,

weiter brauchen wir die Reihe nicht zu entwickeln. Es ist also

y + dy = xn + nxn- I. d x + (;)xn- 2. (dX)2 .. .

Aus demselben Grunde wie oben verschwindet das letzte aus
geschriebene Glied, welches (dX)2 enthalt, und aIle folgenden, die
gar noch hohere Potenzen von dx enthalten. Es ist also

y + dy = xn + n· xn-Idx.

Da

so ist

und

oder

y = xn ,

dy = n· xn - I • dx

dy = n.x.. - t
dx

d(xn
) n -l- - = n · x

dx
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Aus dieser all gemeinen Gleichung
einzelne folgern.

Es ist z. B.

konnen wir schon vieles

Wenn also
1

Y= x'"

so konnen wir schreiben y = x - n

und es folgt dy = _nx- n - I
dx

oder

1st ferner

so ist

Ferner ist

also fiir

ist

n
= - X" +l"

1
Y = x2 oder = x- 2

,

dy _ 2
dx = -2x 3 = - x3'

1

xn=j!X,

y=lf;
dy 1 2.- 1
-=-x"
dx n

Wenn Y = iX,
so ist dy = ~"x - t = _ 1_ usw .

dx 2 2 VX
Die Anwendung der allgemeinen Formel :~ = n· xn - I fur

negative oder fiir gebrochene Werte von n bedarf noch einer he
sonderen Begrundung, denn zur Ableitung der allgemeinen
Formel benutzten wir den binomischen Lehrsatz, und dieser ist
in der elementaren Mathematik bisher nur fiir ganze und positive
Werte von n entwickelt worden (8.29). Wir wollen an zwei
Beispielen zeigen , daB die direkte Entwicklung des Differential
quotienten zu dem gleichen Resultat fuhrt, wie ihn die ver
allgemeinerte Formel verlangen wiirde. Z. B.: Gegeben sei

1
Y = -(= X-I),

X

1
y +dY= - -d

dann ist x + x
1 1 x - x - d"d;

dy = x + dx - x = - x2 + xd x

dy 1
dx = - x2 + xdx .

Michaelis, Mathematik . 3. Auf!. 7
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Das unendlich kleine Glied «d» konnen wir als Summand
neben x 2 vernaohlassigen, und es ergibt sich

dy 1
dx = -'X2 (= -x-2

) ,

das gleiche Resultat wie es aus der Funktion y = X -I mit Hille
der allgemeinen Formel sich ergeben wiirde.

Ferner sei gegeben y = x j •

Dann ist

(y + dy)3= (x + dX)2.

Durch Subtraktion der ersten von del' ausmultiplizierten
zweiten Gleichung ergibt sich

3y2dy + 3y (dy)2 + (dyJ3 = 2xdx + (dx)2 .

Auf der linken Seite vemachlassigen wir das zweite und
dritte Glied, auf der rechten das zweite und erhalten

3y2dy = 2xdx,
dy 2x
dx = 3 y2 '

Setzen wir fUr y seinen Wert xl ein, so ist

dy 2 x 2_.- - - - - - x "
dx - 3. x~ - 3 '

a

welches dasselbe Re
sultat ist, wie es die
Anwendung der allge
meinen Formel verlan
gen wurde, Diese Ent
wicklung ist allgemein
anwendbar und damit
die Berechtigung er
wiesen, die allgemeine
Formel von S. 96 auch
fUr negative und ge
brochene Werte von n
zu benutzen.

54. Es sei
Abb. 76. y = xn + a,

wo a eine Konstante ist, so unterscheidet sich die Kurve
der durch die Funktion

von
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dargestellten nur dadurch, daB sieum das Stuck a holier liegt
al§'die andere. Folglich ist die in dem beliebigen Punkt A gelegte
'rangente parallel mit der durch den senkrecht daruber gelegenen
Punkt A' gelegten 'I'angente, und '9: cp = sp', Es ist daher der
Differentialquotient in beiden Fallen gleich grofi, Allgemein ist
die Ableitung von

dieselbe wie die von

Also ist z. B., wenn

y = !(x)

y=!(x)+d.

y = xn + a ,

:~ = nxn- 1 usw.

Also ist

Nun ist

55. Differenzierung von e;r und tog re.

Es sei die Aufgabe gestellt, die Ableitung von logx zu bilden.
Es ist also

y = loge (1)

und daher y + dy = log (x +dx) . (2)

Die Definition des Logarithmus ist folgende ,

Wenn ab = c,
a

so ist b = loge.

Wir bezeichnen a als die Basis des Logarithmus. Wir lassen die
Basis des Logarithmus in unserer Gleichung (1) und (2) zunaehst
unbestimmt.

Durch Subtraktion von (2) und (1) erhalten wir

dy = log (x + dx) - logx.
a

Da loga -10gb = 10gb ,

x+dx
so ist dy = log- -,x

dy = log(l + dxX) '

:~ = d1x .log(l + dxX)'

c· 10gb = 10gbC
,

also

1

dy = log(l + dX)d
X

•

dx x

7*
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n
nx

Es ist dann

Wir wollen nun die GroBe d:, um anzudeuten, daB sie immer

ein echter Bruch ist, mit -!.. bezeichnen.
n

dx 1 1
und

dx x'

(1)

n

ely ( l)x-- = log 1+-dx n
dy 1 ( 1 )n- = - . log 1 + - .
dx x n

Es handelt sich nun zunaohst darum, den Wert (1 + ~r zu

berechnen, wenn dx unendlich klein, also n unendlich groB wird. 1st

und

n = 1 , so ist (1 + ~r= 2

n = 2, = 2,225
n = 10 = 2,594
n = 100 = 2,705
n = 1000 = 2,717
n = 10000 = 2,718 .

Auf drei Dezimalen berechnet, andert sich also der Wert fast
nicht mehr, wenn wir n --.:. 1000 oder beliebig viel groBer setzen,

und es ist daher der Naherungswert von (1 + ~rffir n = 00 auf

drei Dezimalen = 2,7~8 .

Ebenso konnen wir, weiter fortfahrend, den Wert mit jeder
beliebigen Annaherung auf jede Zahl von Dezimalstellen genau
berechnen und finden ihn z. B. auf sieben Dezimalen = 2,7182818.
Wir nennen diese Zahl e. Wir definieren sie durch die Formel

e = lim (1 + -!..)n,
n ::::;C'Q n

lim = Grenzwert, Limes, und lesen diese Formel

e = Grenzwert von (1 + ~r. ffir n = 00.

Wir wollen bei dieser Gelegenheit nicht versaumen, den Be
griff des N aherungswertes oder Grenzwertes noch einmal
zu erlautern, Der Naherungswert eines Ausdrucks ist nicht etwa
eine Zahl, welche angenahert oder un gef a.hr ihm gleichkommt,
sondern eine ganz bestimmte GroBe, welche der Ausdruck unter
einer bestimmten Bedingung erreicht. Diese Bedingung ist
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in der Regel die , daB eine Veranderliohe durch andauernde Ver
kleinerung schlieBlich = 0 wird oder durch andauernde Ver
groBerung schlieBlich = 00 wird.

Es ist also
d y 1
- = -.loge.
dx x

Diese Formel nimmt nun eine besonders einfache Form an,
wenn wir es mit Logarithmen der Basis e selbst zu tun haben.
Dann ist

dy 1 e
-- = -loge.
dx x

a
Nun ist allgemein loga = 1, also ist

dy 1
dx x

Wir bezeichnen die Logarithmen mit der Basis e als
natiirliche Logarithmen und schreiben sie log nat oder In.

Ist also y = lnx, so ist

oder

dy 1
dx=a;

d(lnx} 1
-----a:x x

Also

Folglich

E~ ist also

56. Es sei gegeben

Gesucht ist :~ .

Aus y = eZ folgt x = lny.
Es ist also dieselbe Beziehung wie im vorigen Paragraphen,

nur hat y die Bedeutung me vorher x, und umgekehrt.

dx 1

dy 11
dy
dx = y.

dy Z

dx = e .

Wenn also

so ist auch

y = eZ
,

dy = ec£.
dx

Diese Funktion ist die einzige, bei der die Ableitung gleich der
Funktion selbst ist. Sie heiBt die Exponentialfunktion.
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57. Die Zahl e wurde definiert als

e = lim(l + ~r fUr n = 00 .

Sie kann aber auch definiert werden

1 1 1 1
e = 1 + TI + 21 + 31 + 41 ••• ad infinitum.

Es bedeutet n! (gesprochen n Fakultat) das Produkt

1·2·3·4 .. . n.

Der Zusammenhang dieser beiden Definitionen ergibt sich,

wenn man (1 + ~rnaeh dem binomischen Lehrsatz entwickelt,

worauf wir hier vorlaufig nur hinweisen wollen (vgl. daruber
das Kapitel "Binomialreihe" .

Schlie.Blich kann e aueh als ein unendlicher Kettenbruch

2
e = 2 + -;;:-2 ---,-+-;30----

4+5
6+7

aufgefaBt werden, was wir hier ohne Beweis nur erwahnen wollen.
Die Zahl e ist transzendent, d. h. ebensowenig wie die Zahl a
durch irgendeine rationale Zahl mit absoluter Genauigkeit dar
stellbar.

58. Der Differentialquotient derExponentialfunktion eO; kann
noch auf andere Weise abgeleitet werden, welche gleichzeitig eine
gute Anschauung von dem Wesen dieser Funktion gibt.

Es werde das Kapital von 0 Mark zu p% jahrlichen Zinsen
verzinst und die Zinsen am SchluB eines jeden Jahres dem Kapital
zugeschlagen. Dann betragt das Kapital

naoh 1 Jahr ' 0(1 + l~)

nach 2 Jahren 0(1 + l~r

nach x Jahren 0(1 + Igor
Nehmen wir nun an, daB bei gleichem Zinssatz, also

'P %. auf das J'ahr berechnet, die Zinsen schon alle halben
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nach l Jahr 0(1 + 2~)

nach 1 Jahr O(1 + 2~Or

nach x J ahren 0(1 + 2~Orx.

Jahre dem Kapital zugeschlagen werden , so betragt das Ka
pital

Denken wir uns das Intervall, naoh welchem die Zinsen dem
Kapital zugeschlagen werden, immer weiter verkiirzt, also etwa

auf 1 Sekunde = 3153
16000

Jahr, welchen Bruch wir ~ nennen

wollen, so betragt das Kapital

nach 1 Jahr 0(1 + J. ioor
nach x Jahren 0(1 + (j. ioot x

•

Bezeichnen wir 1~0 mit q. Nennt man p den ZinsfuB, so

kann q der "Vermehrungsfaktor" genannt werden. Ein ZinsfuB
von 5 % ist also dasselbe wie ein Vermehrungsfaktor = 0,05,
Dann ist also das Kapital y nach x Jahren

y = 0(1 + ~rx

und bezeichnen wir ~ mit ~, so daB r5 = q , n, so ist

(
l)n.q.x

y=OI+-n

= 0[(1 + ~)Tx.

Hier ist also x, die .Anzahl der Jahre, die unabhangige Va
riable und y , das nach x Jahren vorhandene Gesamtkapital, die
abhangige Variable. 0, das .Anfangskapital, ist eine Konstante,
ebenso q. Wenn wir nun die Zeit, nach welcher die Zinsen dem
Kapital zugeschlagen werden , immer weiter verkiirzen bis auf
einen unendlich kleinen Wert, so nahert sich r5 dem Wert 00, also

nahert sich ~ oder -!.. dem Wert 0, und !... oder n dem Wert 00.

Der in eckiger Klamm:r stehende .Ausdrucfist also = lim (1 + -!..r
fur n :;:;: 00, ist also = e und n

y = O . eq • x ,
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Nachfolgende Abbildung zeigt den Verlauf dieser Funktion,
wobei 0 = 1 gesetzt wird. Je nach der GroBe des Parameters q
entstehen die verschiedenen Kurven. Bedeutet die Abszisse die
Zeit in Jahren, so zeigt die Ordinate das durch kontinuierlichen

I I

I I I
I I I0

I I / /
t{ 1 ~ tl ~I ~'! ~

'5 / / 1/I

I I V I / I

I / / 1/ V r!I

1/ II / / / / 18/

/ / / / / /'

/ / !Y,

q / / V/~~~8 -:.>:

II~~
/......-:::::~-- Y1-- - /1"'0I---e

~- ~

1
I

2

10

Z II 6 8 10 1Z 1/1 18
!I-C-8cr-",; C- f; f{ vanier!.

Abb .77.

Zinszuschlag zur Zeit tentstandene Kapital bei lOOq% Zinsen,
wenn das Anfangskapital = 1 ist.

Nun fragen wir nach der Bedeutung von dy , d. i. der Zuwachs
des Kapitals nach einem sehr kurzen Zeitintervall. Nach der
Voraussetzung der Zinsrechnung entsteht das zur Zeit x + dx
vorhandene Kapital y + dy dadurch, daB wir das zur Zeit x
vorhandene Kapital y mit (1 + q. dx) multiplizieren. flier be-
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oder

Fur 0 = 1 ist

deutet dx ein au Berst kurzesZeitintervall und dy die demselben
entsprechende Kapitalvermehrung. Es ist also

y + dy = Y (1 + q. dx)

dy = ll ' q. dx

dy
dx = q'y,

d. h. del' Differentialquotient von y ist del' Funktion y proportional.
Setzen wir fur y seinen Wert 0 . eqx ein, so ist

uo . eq X)

dx =q·O.eq x
•

d(eq re) qre
~=q.e ,

wovon ein spezieller Fall del' ist, daB q = 1, d. h., daB p = 100
oder del' ZinsfuB 100% ist:

d (ere) re
d;;-=e,

welches Resultat mit dem obigen (S. 101) ubereinstimmt.

59. In del' Natur kommen nun haufig Falle VOl', bei denen
ein gegebener Anfangswert sich nicht, wie bei del' Verzinsung
eines Kapitals, standig vermehrt, sondern standig vermindert,
und bei denen die Art del' Verminderung del' Verzinsung eines
Kapitals analog ist. Z. B. in einer Rohrzuokerlosung, welche
nach Zusatz einer Saure mit del' Zeit immer mehr Rohrzucker
verliert und dafiir Invertzucker bildet, oder bei del' Radium
emanation, welche spontan zerfallt, Die Menge des Rohrzuckers
vermindert sich also andauernd. Die in einem sehr kleinen Zeit
teilchen verschwindende Menge Rohrzucker ist nun stets ein
gewisser Bruchteil del' in diesem Augenblick uberhaupt vor
handenen Rohrzuckermenge, und das ist das Analoge mit del'
Verzinsung eines Kapitals, nul' daB es sich beim Kapital um eine
standige Vcrmehrung, beim Zucker um eine standige Verminderung

handelt. Diesel' Bruchteil, welcher bei del' Zinsrechnung mit 1~6

oder q bezeichnet worden war , sei hier k, del' "Verminderungs
faktor", d. h. ein Vermehrungsfaktor, welcher einen echten Bruch
darstellt, und die zur Zeit t = 0, d. h. zu Anfang des Versuchs
vorhandene Zuckermenge sei a. Dann ist nach Ablauf des Zeit
teilchens dt eine Zuckermcnge Yd t vorhanden, welche kleiner ist
als a, und diese kann man sich dadurch berechnen, daB man
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von a das k-fache der GroBe a abzieht, pro Zeiteinheit ge.
rechnet. Fiir die Zeit dt gerechnet, muB man also das k· dt
fache von a abziehen:

Ydt = a (1 - k . dt).

Wir wollen uns unter dt einmal 10~0 Minute vorstellen.

Dann ist also die Zuckermenge

nach 1:00 Minute

nach 10
200

Minute

1000 .
nach 1000 oder 1 Mmute

naoh t Minuten

= a (1 - 1:00 . k)
= a(1 - 10

100' ky
(

1 )1000=a l- 1000·k

= a(1 __1_. k)1000 ' t
1000

oder allgemein ausgedriickt:
Nach der Zeiteinheit (einer Minute) ist die Zuckermenge Y1

1

Yl = a (1 - kdtfdt

und allgemein fiir die Zeit t ist die Zuckermenge Y
t

Y = a . (1 - kdt),it.
t

Der Ausdruck (1 - kdt)dt ist wiederum Grenzwert einer be
stimmten Funktion

( k)t. J1--;r fiir ~ = 00

wobei dt durch ~ ersetzt ist.

B iohn , k , 1 1ezeio en wir T mit n' a so
druck

t5 mit k . n, so ist dieser Aus-

,[( 1 )n]k' t=hm 1--
n

fiir n = 00. Wenn man lim (1 - ~)" fiir n = 00 berechnet, so findet

man, daB abgerundet 0,368, d. i. = -!. oder e- 1 herauskommt. Die
e

Ursache daftir werden wir erst viel spater verstehen (MacLaurinsche
Reihen), hier sei es einfaoh als Resultat der Rechnung hingestellt,



Differenzierung von e!' und log x. 107
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n=2
n=3
n=5
n= 10
n = 100
n = 1000

oder

Demnach ist die Zuk- 'I
kermenge y zur Zeit t

y = a' e- k t ,

speziell ffir a = 1 und 2
k-l

Man iiberzeuge sich von der Richtigkeit, indem man ffir n nach
einander immer grofsere Werte einsetzt, und den Wert des Aus
drucks ausrechnet. Die-
ser ist ffir 10

y = er:",
wo also a die Zucker
menge zur Zeit t = 0,
zu Beginn des Ver
suchs, darstellt. Abb. 78 zeigt den Verlauf einer solchen Funk
tion ffir verschiedene Werte des Parameters k.

60. Wir wollen nun auch fur diese Funktion den Differential-

quotienten entwickeln. Zunaehst erkennen wir, daB :; negativ

sein muB. Oder auch y + dy muB kleiner sein als y. Denn die
Zuckermenge y nimmt mit zunehmender Zeit abo Irn ubrigen
aber ist die Betrachtung dieselbe wie bei der Zinseszinsrechnung.
Die Zuckermenge y + dy entsteht aus der Zuckermenge y da
durch, daB man diese Menge y pro Zeiteinheit um einen bestimm
ten Bruchteil von y, namlioh um y. k, vermindert, also ffir
die Zeit dt um y. k . dt vermindert. Es ist also

y + dy = Y - Y . kdt

dy = -ky
dt

dy = -k. ae-1,t
dt '

speziell ffir k = 1 und a = 1
dy
dt = _e- t = -yo
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Es ist also der Differentialquotient :~ wiederum der Funktion y

proportional, und den fiir Fall, daB k = 1, der Funktion mit
verkehrtem Vorzeichen gleich .

61. Man kann natiirlich auch umgekehrt, als wir es vorher
getan hatten, aus dieser Exponentialfunktion den Differential
quotienten des natiirlichen Logarithmus berechnen :

Gegeben sei
d. h. nach der Definition

Folglich ist auch

und

u = lnv,

v= e":
dv
du = eU = v
dv 1
du-v

und

Also

Nun ist

dasselbe Resultat wie oben (S. 101).

62. Differenzierung der trigonometrischen Funktionen.
dy

Es sei y = sinx, gesucht do:'

y = sinx

y + dy = sin(x + dx)

dy = 8in(x + dx) - sinz .

. . (J 2 01+(1 ·OI-fJsmzx - sin = cos2 -· sm-
2 - .

, x + dx + x . x + dx - x
dy = 2 C08 - -

2
- - • sm- 2

. dx
SlU-

dy 2 2x + dx 2
dx = cos 2 • -----rJ:X

Nun ist der Sinus eines sehr kleinen Winkels angenahert
gleich dem Winkel selbst.

Das ergibt sich aus folgender Betrachtung. Nach der oben
gegebenen Definition ist der Sinus des Winkels AIOB = AlDI ,
und der Winkel selbst gleich dem Kreisbogen AlB. Bei dem
kleineren Winkel A20B ist der Winkel = />. A2B, der Sinus
= A 2D2 • Der Kreisbogen unterscheidet sich vom zugehorigen
Sinus in seiner Lange schon viel weniger ,als bei dem grofseren
Winkel. Je kleiner ein Winkel ist, urn so mehr nahert sich der
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Kreisbogen dem Sinus in seiner GroBe, bei unendlich kleinen
Winkeln verschwindet der Unterschied zwischen Kreisbogen und
Sinus. .

Folgende kleine Tabelle zeigt, wie sich das Verhaltnis von
sinx zu x der 1 immer mehr nahert, je kleiner x wird.

• 1<

sm 2 1
--= - -=0632

1< 1,58... '
2
sinl _ 0,84~ _ 0 841

1 - 1 -, ...

sin 0,1 = 0,0998 = 0 998
0,1 0,1 , ...

sin 0,01 = 0,0099998 = 0 999 98
0,01 0,01 ' .. ,

. dx dx
Also ist smT = 2""

und :; = 2 . cos 2x ~ dx. ~ •

(71

Abb.79.

dy
d::c = COS::c.

Nun kann man noch dx neben 2x als Summand vernach
lassigen, und es ist

Durch ahnliche Uberlegung findet sich, wenn

y = cosx ,

dy
([.;;

so ist

Da

so ist

y + dy = cos (x + dx),
dy cos(x + dx) - coax
dx dx

2
. U+ V . U -l!

c 0811. - COS V = - sln -
2
- · sln - 2- ,

2 . x + dx + x . x + dx - x
- ·sm 2 · sm 2 -

dx

Hier kann wieder bei dem ersten Sinusausdruck dx als Summand
neben 2x vemachlassigt werden, und der zweite Sinusausdruck,

sin ~x, kann, fUr unendlich kleine Werte von dx, = d
2
x gesetzt

werden, so daB
dy .
- = -SlD::c.
d::c
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63. Differenzierung der zyklometrischen Punktlenen.
Wenn a = sin b, so konnen wir dafiir umgekehrt sehreiben

b = arcsina (sprich : "arcus sinus von a") , d. h . b ist derjenige
Kreisbogen, dessen zugehoriger Sinus = a ist.

Wir wollen nun die Funktion

y = arcsin a;

differenzieren,
Aus der Definition folgt :

Da

und

so ist

also ist

folglich ist

x = siny,
dx
dy = cos 1/ .

cos2y + sin2y = I,

cosy = VI - sin2 !!
dx ,~- ,/-
dy = Y1 - sin2 y = Y1 - x2

,

dy 1

dx = YI- x2 '

Auf genau die gleiche Weise liLBt sich erweisen, daB, wenn

dy 1
Y = arccosx , - = - - - -

dx "VI - x2

ist ; d (arcsin x) ist daher gleich d (arccos z), nur mit vertauschtem
Vorzeichen. Uber die Differenzierung von arctgx siehe S. 117.

64. Differenzierung von Summen und Produkten.
Bisher haben wir gelernt, Funktionen von dem allgemeinen

Typus
y = I(x)

zu differenzieren, wo I (x) nur die Variable x , und zwar nur ein
mal enthielt. Konstante GroBen kamen daneben als Summanden
oder Faktoren nicht vor. Das Resultat der Differenzierung
konnten wir mit dem allgemeinen .schematischen Ausdruck
schreiben : dy

dx = (x) .

Es sei nun y = I(x) + a .

Das Resultat der Differenzierung kennen wir schon (vgl.
S. 99) : d[f(x) + a] dl(x)

---a;--=(lX
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oder: eine konstante Gro Be , die neben der Variablen
als Summand (oder Subtrahend) steht, wird beim
Differenzieren nicht beruc ks ich t ig t.

d(x2 + a) d(a + Inx) 1
Z. B. -d-- - = 2x ; --d--- = - usw.x x x

c C,
Abb.80.

u = t(x)

~ = i . t(x)

dar, so ist die Kurve
A B' derart gewahlt,
daB

StelltdieKurveAB
(Abb. 80) eine Funk·
tion

Eine konstante GroBe kann aber auch als Faktor neben
der Variablen stehen, 8 '
also:

y=b·t(x).

ist, und zwar hat in der Zeichnung b der Anschaulichkeit halber
den Wert 2. Es ist also jede beliebige Ordinate der Kurve AB',
also z. B. OE, zweimal so groB wie die betreffende Ordinate der
Kurve A B, also wie 0 D. Lassen wir nun A 0 = u um das sehr
kleine Stuck 001 wachsen, so ist fur die Kurve AB der Diffe-

rentialquotient = ~2~1; und fur die Kurve A B' ist derselbe

= ~2~\ Da nun EEl = DDI , so verhalten sich die beiden
1

Diffcrentialquotienten wie E2EI : D2DI • Da nun

0IDI : 0IEI = OD : OE oder = 1: 2

(allgemein = 1 : b) ist, so muB -auch

DID2 : E IE2

wie 1 : 2 sein, sonst konnte nicht

0ID2 : °IE2

auch = 1 : 2 sein, was ja unsere Voraussetzung war. Da nun
D ID2 und E IE2 , wie wir eben sahen, sich zueinander wie unsere
gesuchten Differentialquotienten verhalten, so ist der Differential
quotient der Kurve A B' im PunkteE doppelt so groB (allgemein



112 Differentialrechnung.

Y= bu,

bmal so groB) als der Differentialquotient der Kurve AB in dem
entsprechenden Punkte D. Oder

d~ _ b. du
dx - d» '

Diese Entwicklung gilt naturlioh ganz allgemein , und es ist,
wenn allgemein

wo u irgendeine Funktion von x ist,

I!:}!. _ b • dtt
d» - d» '

Daraus folgt die Regel : Ein Produkt aus einer konstanten
und einer variablen GroBe wird differenziert, indem man nur
die variable GroBe differenziert und sie mit dem konstanten
Faktor multipliziert.

Beispiel: War naoh Friiherem, wenn y = x 2,

dy
dx = 2x,

so ist jetzt, wenn y = ax2 ,

dy
dx=2ax.

65. Es kann aber eine GroBe in doppelter oder mehrfacher
Weise von einer unabhangigen Variablen abhangig sein,

z.E. y=ax+bx2 (1)

oder y = cz.x + ln x (2)

oder y = x 2 • lux (3)

oder y = xsinx + x 2 • cosx. (4)

Wir haben da zunachst zwei Falle zu unterscheiden. Entweder
es sind mehrere Glieder vorhanden, und jedes enthalt die Va
riable x nur einmal, wie in Beispiel (1) und (2), oder es ist nur
ein Glied vorhanden, welches allein schon zwei verschiedene
Funktionen von x enthalt, wie in Beispiel (3), oder beide FaIle
sind kombiniert, wie in Beispiel (4).

Erster Fall:

y=u+v, wo u=!(x) und V=!l(X),

wo u und v also zwei verschiedene Funktionen von x darstellen
[Beispiel (1) und (2)].
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Es ist dann

y + dy = u + du + v + dv

y =u +v

foIglich

und

dy
dy
dx

=du
du

= dx

+ dv

+
dv
dx'

Man differenziere also erst u nach x, dann v nach x, und addiere
beide Differentialquotienten. Das Resultat des Beispiels (1) ist
daher:

des Beispiels (2):

~~=a+2bx,

dy = a +-.!:..-.
dx x

66. Zweiter Fall:

y=uv, wo u=!(x), V=!l(X).

Dann ist y + dy = (u + du) . (v + dv)

und durch Subtraktion ergibt sich

dy = u > dv + v . du +du . dv.

Das kann man sich graphisch darstellen, indem man das Produkt
uv als ein Rechteck mit den Seiten u und v zeichnet. Del' Inhalt
dieses Rechteckes, uv,- ist dann = y. Nun denke man sich y
urn ein sehr kleines Stuck vergrofsert, indem sowohl u urn das
Stuck du als auch v urn das Stuck dv wachst. Dann ist

dy = ! - l DF E B + ! IJ OD H + I ! H GF D

oder

und

dy = udv + vdu + du . dv

dy = u • dv + v • tl1t + du . dv.
d» dx dx dx

dv d du . d "h I' h Diff . I . t d h b-z un -d 8111 gewo n 10 e erentia quotien en un a en
(X x
einen endliehen Wert. Das dritte Glied enthalt abel' als Faktor

dazu noch das unendlich kleine duo Daher ist d.u» ;; eine un

endlieh kleine GroBe, welche neben den beiden endlichen Gliedern
vernaohlaseigt werden kann. Es ist also , wenn y = u· v,

dy dv du
-=u·-+v.-dx dx dx·

Michaelis , Mathematik. 3. Auf!. 8
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Wofur man auch schreiben kann

v

Abb. 81.

A

dy = u . dv + vdu.

In dieser Formel ist im Auge zu behalten, daB dy den gesamten
Zuwachs von y bedeutet, wenn sich gleichzeitig u und v andert ;
und daB dv den Zuwachs von v bedeutet, wahrend x um dx

waohst (denn v hangt von x ab), und
:fl======~HJ==lG du den Zuwachs von u , welcher gleieh
C 0 F zeitig stattfindet. In Worten konnte

man diese Formel folgendermaBen aus
sprechen :

Wenn y von zwei Variablen
u und v a.b h a.ng t , und wenn nun

8dllE gleichzeitig u und v etwas ver 
a.n d er t wird, so ist die gesamte
Anderung von y die Summe d er

jenigen Anderung, welche stattfinden w urd e , wenn
u allein geu.n d er t wird, und derjenigen Anderung,
welche stattfinden w urd e , wenn v allein geandert
wird.

Wir machten hier die Voraussetzung, daB u und v voneinander
abhangig sind, insofern als beide Funktionen von x sind. Der
zuletzt ausgesprochene Satz ist aber auch gultig, wenn diese
Voraussetzung nicht zutrifft und wenn u und v voneinander un
abhangig sind, was hier nur vorlaufig bemerkt werden soll ,

67. Beispiel: Oben war schon das Beispiel (3) gegeben :

y=x2.lnx.

Wir setzen

dal1n ist

u = x 2,

du_.- = 2x
dx '

v = lnx;
dv
d x x'

also, da ja

so ist

y=1tV,

rlJ!.. _ u • dv + v. ~.3!..
dx - 'dx d x '

oder unter Einsetzung der Werte fur u und v:

dy 1
dx = x2

• X + (lnx) . 2x = x + 2x lne = x (1 + 2Inx),

oder das Beispiel: y = x· sinx,

d . t rly + .ann IS . d"x' = :l: • cosx smz .
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Der dritte Fall erledigt sich jetzt von selbst.

Es sei y=x·sinx-x2+a·cosx.

Man differenziere die einzelnen Summanden nacheinander, und
man erhalt

~~ = x cosx + sinx - 2x - a- sinx.

68. Die Einfiihrung neuer Variabler.
Jetzt gibt es nur noch einen Fall, der beim Differenzieren

Schwierigkeiten machen kann. Es sei

y = In(a - x).

Wir sehen sofort, d!tB wir mit den bisherigen Regeln y nicht
nach x differenzieren konnen, Hatten wir die Aufgabe, es nicht
nach x, sondern nach (a - x) zu differenzieren, so ginge das
sofort. Wir tun das deshalb zunaohst und fuhren statt der
vorgeschriebenen Variab len x die uns angenehmere
neue Variable a- x ein, die wir u nennen wollen. Dannist

y= lnu und
rl y
du

I
(1)

Nun mussen wir aber wieder Beziehung zu x bekommen.
Es war

u=a-x , also du =-1
dx

oder du= - dx.

Setzen wir also in (1) statt du den Wert - dx, und auoh fur u
gleich einen richtigen Wert, so ist

dy 1
dx a - x

Wir k6nnen also allgemein schreiben:

dy dy du
d:r = du . d:r

und ebenso, unter Einfiihrung noch einer neuen Variablen,

dy dy du dv
d:r=du'dv 'd:r'

Dies benutzen wir z. B. in folgender Aufgabe:

y = In (a - x 2),

8*
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Nun ist

also

dy dln(a - X 2) d(a - X2) d( x2)

d x = d(a - X 2) • -----;I{x~ . (IX

1 2 x
= (a _ x2) • (- 1) • 2x = - a _ x2 '

Hier haben wir zweimal hintereinander von der Einfiihrung einer
neuen Variablen Gebrauch gemacht.

69. Ein besonderer Fall, zu dessen Losung gleichzeitig die
Regeln § 65 und § 68 notwendig sind, ist die Differenzierung
der F unktion

u
Y=v'

wo u und v je eine Funktion von x sind. Wir setzen .!.. = w und
haben dann v

y=u·w,
rly dw du
d x = u· dx + w · dx .

Setzen wir fiir w seinen Wert ein, so ist

dy _ u . d (~) +.!.. . q~
d x - d x v d o:'

Nun ist

d (~) d (~) dv I dv
lfX =7 dV ' dx = - -Jl' rlx'

Also
dy u rlv 1 du
dx = - v2 • dx+ v .d x .

Der Symmetrie halber multiplizieren wir das zweite Glied mit ~
und bringen auf gleich en Nenner, so ist v

d v tlu.
- u- + v . -

dy d z d x
li z v2

wo wir das positive Glied noch besser voranstellen. So erhalten
wir -also :

Wenn

so ist

u
Y=v'

du d vv - -u -
d y d~ d ~

d~ = v 2
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70. Z. B. Es sei

1. y = tgx, II. y = ctgx .

Dann ist
sin x

y = cosx
cosx

y = sinx

Wir setzen

und dy = cosx2 + sinx2 = _1_ I dy = _ sinx2 + cosx2 = _ _ 1_
dx cos2x cos2x dx sin2x sin2x '

Wir benutzen diese Gelegenheit zur Vervollstandigung des §63.
Die Umkehrung der Tangentenfunktion ist der arctg. Es

sei y = arctgx. Dann ist nach der vorangehenden Entwick-
dx 1 . dy

lung x = tgy und daher -d = - 2- ' folglich -a = cos2 y .
1 Y cosy x

Nun ist cos 2y = 1 + tg 2y ' was man einsieht, indem man in

die letzte Formel fur tgy seinen Wert SillY einsetzt. Ferner
cos y

ist nach der Voraussetzung tgy = x, so daB schlieBlich folgt :
Wenn y = arctgx, so ist

Man leite auf die gleiche Weise folgendes ab:
Wenn y = arcctgx, so ist

dy 1
dx -nx2 '

71. Nunmshr sind wir in den Stand gesetzt, jede beliebige
Funktion zu differenzieren. Es kann manchmal Muhe
machen, komplizierte Differenzierungen durchzurechnen , aber
stets ist das Differenzieren eine Aufgabe, die. sich mit Hille der
bisher gegebenen RegeIn glatt losen laBt. Es sei nun an einem
Beispiel der ganze Gang einer etwas komplizierten Differenzierungs
aufgabe noch einmal erlautert,

y = ax + bx 2In (X2 - 1) .

u=ax

v = bi2ln (x 2 - 1).

Dann ist unsere Aufgabe, ~y zu berechnen, zunaohst dadurch
gelost, daB wir setzen x

dy _ rlu + dv
dx - dx dx' (1)
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Nunmehr gehen wir an die Auswertung der einzelnen Glieder.

Die erste Aufgabe ist, ~= zu berechnen.

also

u=ax,
du
dx = a.

dv
Jetzt berechnen wir d»'

v = b· x 2 • In (x 2 - 1) .

Da dieser Ausdruck selbst zusammengesetztist,
wir ihn wiederum in Partialfunktionen, und zwar

w = bx2

(2)

so zerlegen

Also ist V= w·z
d v dw dz

und dx = z • ax + w· dx . (3)

~: ist leioht zu berechnen :
dw
dx = 2bx.

:: ist nicht ohne weiteres iiberblickbar. Das liegt daran, daB

hinter dem Logarithmuszeichen nicht einfach x, sondern eine
Funktion von x steht. Wir 'fuhren deshalb diese Funktion von x
als neue Variable ein . Dann ist

dz = dln(x2 - 1) . d(x2 -=--!2 = _ _1_ . 2x
dx d(x2 - 1) d x x2 - 1 .

Jetzt haben wir alle n6tigen Werte, um die Gleichung (3)
auszufiillen. Es ist jetzt

dv 2b x3

dx = 2bx ·In(x2
- 1) + x2 _ 1 . (4)

Und jetzt konnen wir auch die Gleichung (1) ausfiilIen :

dy = a + 2bx.ln(x2 -1) + 2bx
3

•
dx x2 - 1

72. Das Differential.
Bisher stellten wir uns stets die Aufgabe, den Wert :~ zu

bestimmen, Und in der Tat hat ja weder dy noch dx an sich
eine endliche und dem Verstandnis zugangliohe Bedeutung,
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oder

sondern nur das Verhaltnis beider. Wir schrieben fruher z. B.
dy
dx = a. (1)

Stattdessen konnen wir aber auch schreiben

dy = a . dx. (2)

Hier haben wir die an sich bedeutungslosen Ausdruoke dy
und dx . Diese gewinnen aber sofort dadurch ihre gewohnte
Bedeutung, wenn wir auch in der Gleichung (2), wie' bisher stets
in (1), unter dy nicht einen irgendwie beliebigen, sehr kleinen

o--------~x dx
Abb.82.

Zuwachs von y verstehen, sondern denjenigen (sehr kleinen) Zu
wachs von y , welcher dem gleichzeitigen Zuwachs von x , also dx ,
en t sp ric h t . Etwas anders ist folgende Definition des Differentials
dy: es ist derjenige (belie big groBe, also nichtnotwendigerweise
sehr kleine) Zuwachs von y, welcher dem gleichzeitigen Zuwachs
von x entsprechen wnrde, wenn der Differentialquotient sich wah
rend diesesZuwachses nicht anderte.

In Abb. 82 ist der Differentialquotient im Punkte A die
trigonometrische Tangente des Winkels qJ, den die im Punkte A
angelegte geometrische Tangente mit der x-Achse bildet. Wenn
sich die Kriimmung beim Fortschreiten von A aus nicht anderte,
wiirde, wahrend x um das Stuck dx gewachsen ist, y um das Stuck dy
gewachsen sein . Bezeichnen wir den Differentialquotienten im
Punkte A mit IX, so ist also

dy = IX' dx ,

d = dy • dx
y dx '
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Die Schreibweise mit Differentialen statt mit Differential
quotienten hat einen erheblichen Vorteil bei der Differenzierung
der sog. unentwickelten Funktionen, zu deren Verstendnis
wir durch folgende Betraohtungen allmahlich gelangen wollen.

Zunaohst wollen wir in dieser Schreibweise eine kleine ttber
sichtstabelle iiber die bisher entwickelten RegeIn der Differential
rechnung geben:

Ubersichtstabelle.

d(xn)=n·x'!-l·dx d(l) 1 dnx = -- . x
d(sinx) = cosrc- dx x

d(eZ ) = eZ • dx
d(cosx) = - sinx· dx

d» d(eP Z) = p' ePz • dx
d(tgx) =-

cos2x d(a.x)=a.dx

d(ctgx) = .d: d(a + x) = dx
sm x

1 d(a-x)=-dx
d(arcsinx) = vr= x2' dx d(uv) = udv + vdu

1 (u) v·du-u.dv
d (arctgx) = 1 + x2 • dx d v' = v2 •

73. Raben wir die Aufgabe, die Gleichung

y = x + Inx

zu differenzieren, so konnen wir jetzt ganz einfach von jedem
einzeInen Summanden das Differential bilden und direkt schreiben :

dy = dx + ~ .dx = (1 + ~) dx.

Das konnen wir aber auch, wenn eine solche Gleichung nicht
in der gewohnten Form, nach y aufgelost, geschrieben ist, sondern
eine unentwickelte Funktion darstellt, z. B.

y2 + xy = tx2 - Inx .

Wir differenzieren, indem wir von jedem Glied das Differential
bilden, ohne vorher die Gleichung aufzulosen :

1
2ydy + xdy + ydx = xdx - -dxx

und konnen nunmehr, wo es verlangt wird, aus dieser Diffe
rentia~gleichung durch einfache Rechnung, wie man eine
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oder

Gleichung lost, :~ ausrechnen. Dies ist in der Regel die be

quemste Form der Differenzierung.
Also in unserem Fall:

dy(2y + x) = dX(- y + x - -~.) ,

1
dy x - x -y .

<d» 2y+ x '-

Zwei weitere Beispiele:

1. Beispiel
x· siny + y . sinx = a,

x · cosy· dy + siny dx + y cosx dx + sinx dy = 0 ,

dy (x . cosy + siny) = - dx (siny + y . cosx) ,

dy siny + y . cosz
dx = - siny '+ x· cosy

2. Beispiel:
y=x·lnx-x,

1
dy = x· -. dx + (lnx) . d x - dx,

x

dy = dx (1 - 1) + (lnx) . dx,
dy

dy = dx -Inz oder dx = lnx.

74. Haufig ist es eine Vereinfachung der Differenzierung
unentwickelter Funktionen, wenn man die Gleichung zuerst
logarithmiert. Ist z. B. gegeben

y= u·v,

wo u und v Funktionen von x sind, so folgt daraus

lny = lnu + lnv,

und wenn man jetzt differenziert, so folgt

~ dy _ ~_ du ~ d v
y dx - u dx + v dx '

dy _ JL . du JL . dv
dx - u dx + v dx'

dy du d v
- = v ·-- + u · -dx d» dx'
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y=xya+x,

lny = lnx + -~-ln(a + x)

1 dy 1 1
yax=x+2(a+ x)

2a + 3x
2x(a + x)

dy x (2 a + 3x)¥n+"X 2a + 3 x
dx= 2x(a+ x) 2V~+x'

welches Resultat oben (S. 113) auf andere Weise schon abgeleitet
wurde.

1st

so folgt

1.

Mnsterbeispiele mit Ausfiihrung der Rechnung:

In
. x

y=a ' sm2

d Insin'::' d sin'::' d (.::.)
2 2 2

dy = a»~-x-· --;;(X) . rJ:X' dx
sm 2 2

1 x 1
dy = a· --·cos-·_·dx

. x 2 2
sm 2

dy a xdx= 2 ' ctg2 ·

2. Y = (a + e2 ,") (b - e: 2'")

dy = (a + e2,") . d(b - e- 2X) + (b - e- 2X) . d(a + e2 ,")

- 2x _d(b- e -~X) d(-e - 2r) de - 2.< d( -2x) J

d(b-e )-d(-e-2 .<)· d (e 2X) ' d (- 2x) ' -dx- ' « X

= 1- (- 1)· e- 2X . (- 2)· dx

= 2 . e- 2X • dx

d( + 2"') = d«(J,+ e2X). d eb. d(2x) • d
a e d e2x rl(2x) dx x

= 1 . e2x • 2 . dx

= 2. e2x • dx

dy = (a + e2X) • 2 . e: 2X • dx + (b - e: 2X) • 2 · e2," • dx

~~ = 2[(a + e- 2 X)e- 2 X + (b - e2 X)e2"'J
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ax
Y = b+----enz

(b + en.') • d(ax) - a • x • d(b + enX)

dy = (b + enx)2

a(b + enZ)dx - ax - n _enxdx

(b + enx)2

dy a an_x_enx

dx = b+ enx - (b + enx)2 .

4. Y = log-" . -~-
a-x

a= loglOe -In-- (siehe S. 27)
a-x

dln_a_ d_a _
a-x a-x d(a-x) d(-x)

dy = loge . ----- - . - -._- - . -- - dx
d_a_ d(a - z) d(- z) dx
a-x

= log e _a - x a _ _ I _(- I) _ dx
a (a - X)2

dy loge
dx = (Q,~ x)

5. Y = sin2x - e- 2"

dy = sin2x· de - 2" + e- 2,( - dsin2x

= sin2x . !:.:...e - 2x
_ d( -2x) • d(-:-x) dx+e- 2 ,, - d sin2x •d(2x) . dx

d(-2x) d(-x) dx d(2x) d»

dy = sin2x. e- 2 " . 2. (-1) + e- 2 " - cos2x - 2
dx

= -2sin2x - e- 2" + 2cos2x - e" 2"

= 2e- 2Z(cos2x - sin2x).

6. y = xsin2x

dy = x· dsin 2x + sin 2x· dx
d sin2x d sinx .

= x · d sinx - -a:x- dx + sm2x . dx

dy 2 . . 2
dx = x· smx - cosx + sin x

= x - sin2x + sin 2x.
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75. Weitere Ilbungsheispiele.

Zu dilf erenzieren :

Y = 5x + 4x 2 + 3x 3
,

Y = x + l x 2 + -} x 3
,

Y ° 1 + x + x 2 ,

x
Y=a - x'

a + x
Y = a -x '

a-x
Y = a + x'

1
Y = - ·lnx

x '

Y :..- X • Inx ,

Y = x Inx - x,

Y = e'" + e-"',

Y = In (sinx ) ,

Y = In (cosx) ,

Y = -k X 2 + Inx ,

Y = k ln-~
(L - x'

Y = asinx + bsin 2x

+ C ' osin3 x,
o. +b x

Y=c +g x '

0.+ bx2

Y = c + gx 2 '

a +b. e'"
Y= a- b . e""

r.e d yosung: dx =

5 + 8x + 9x 2
;

1 + x + x 2
;

1 + 2x;

a
(a+ x)2;

a
(a - X)2;

20.
(a - X)2;

2ft
- (a + X)2;

I-lnx
- x-2-

1 + In x;

ln x;

ctgx;

- tgx;
1x+x- ;

k
a -x'

a » cosx + 2b . cos2x

+ 3a· cos3 x;
bc- ag
(c + g X)2;

2x(b c- ag).
(c + g x2)2 ,

20.' b e'"
(a - be"')2'

a p • eP Z

(a - ep z )2 '
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und

Es ist also

76. Die hoheren Differentialquotienten.

Wenn y = !(x) , so ist auch ~~ oder y' eine Funktion von x,

wir nannten sie als solche t'(x) oder die Ableitung von x .
Wir konnen nun auch den Differentialquotienten diesel'

Funktion nach x bilden. Wir nennen fun y" oder = t"(x ).
Es ist del' "zweite Different ialquotient ", und er wird als solcher

geschrieben : ~2~. E benso kann man von diesem wiederum einen

dritten Differe~tialquotienten ~~ bilden und so fort .

d(d Y)
d2 y d x
d x 2 = d x

(
d

2y
)

d3y d d x 2

d x3 = -----ax
Beispiel. Es sei

y = x5 + x 4 + x 3 + x 2 + X + 1,

so ist ~~ = 5x4 + 4x3 + 3x2 + 2x + 1

~~ = 20 x3 + 12 x 2 + 6 x + 2

~~ = 60x 2 + 24x + 6

d4 y
dx4 = 120x + 24

d
5

y = 1?0
dxa .-

d6 y
dx6 = O.

Bei jeder rat ionalen a lgeb ra ischen Funktion sind die
Differentialquoti enten "haherer Ordnung" = 0 , und zwar sind
bei einer Funktion n - ten Grades vom (n + 1) -t en Differential
quotienten an alle = O.

Bei irrationalen und transzendenten Funktionen ist das nicht
del' Fall. Z. B.

y = sinx,

: : = cosx

_d2 y .
dx2 = - srnx

I
I-

I

d3 y
dx3 = - cosx

d4 y .
dx4 = srnx = y

d5 y dy
d xS = d x usw.
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Es tritt hier also eine Periodizitat der Differentialquotienten
auf. Ahnlich ist es mit y = cosx.

Bei

ist

Bei

ist

und

y= ex
d y d 2 y d3y
d x = 'd x 2- = dx3 . " = e"

y = e- X

dy d3 y d5y _
dx ' = d X! = dx5 . " = - e x

d2 y d4 y - x
Y = dx 2 = d x if ••• = e

Fur y = In x. ist
cly 1
dx x '
rl2 y
rlx2 a;2 '

clny
- -, = 1J" . el' " denn:d xn ,

d e"'" d er? d(p x) ,x_ .- = - - .-- = pel usw. Daher:
clx px clx

1 d e"Xel'x = _ . __
p dx

usw.

([3y 2
d:l-3 = + x"

d4 y 2 · 3
dx4 x 4

cloy 2 . 3 . 4
dXS = +--xs-

usw .

Abb .83.

77. Maximum- und Minimumrechnung.
Der Differentialquotient andert bei einer jeden Kurve, auBer

bei einer Geraden, von Punkt zu Punkt seinen Wert. Erreicht
eine Kurve irgend
wo ein Maximum,
so ist in diesem
Punkt der Wert
des Differential
quotienten = O.
Denn die an die
Kurve in diesem
Punkte gelegte

Tangente lauft unter allen Umstanden parallel zur x -Achse,
schlieBt also den Winkel 0 mitihr ein, und tg 0 ~ = O. Ebenso
ist es bei einem Minimumpunkt.
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Umgekehrt konnen wir die Lage eines Maximums oder Mini
mums daraus bereehnen, daB wir den Differentialquotienten
gleieh 0 setzen. Es sei z. B.

y = ax 2 + bx + e ,

rly
so ist -- = 2ax + b.

dx

Aus dem eben Gesagten ergibt sieh, daB :if einen Maximum
oder Minimumwert hat, wenn

2ax + b = 0

oder wenn

Oder es sri '!J = sin r ,

dy
,-- = COR:I: .
( x

Maximum oder Minimum von !I ist, wenn

eosx = 0 ,

mit anderen Worton, wenn

Oder PR sci

dann ist

tt
X = 2 .

'!J = ;/; 3 _ x 2 _ - ;/; ,

d!J _ ....2 ') . 1dx - .~x - ~X - •

Ist d ieses = 0 , so ist

die Maximum- hzw. Mlnimumbedingung. Es gibt also hier zwei
Werte von x , die ein Maximum hzw. Minimum darstellen.

78. Die Entacheidung, 011 ein Maximum oder Minimum vor
liegt ist hier noeh offen gelass en . Urn hier weiter zu kommen ,
ii berlegen wir folgendes:

In Punkt A habe die Kurve ein Maximum. Die Tangente
del' Kurvo geht hier parallel zur Abszisse. Betraehten wir einen
Punkt del' Kurve VOl' A , also etwa B , KO hat die 'I'angentc in B
eine solehe Lage, daB sie den spitzen Winkell mit del' x-Aehse
bildet. Del' Differentialquotient ist also positiv. Dagegen bildet
die an den Punkt C gelegte Tangente, jenseits des Punktes A ,
den stumpfen Winkel :2, del' Differentialquotient ist also negativ.
Denken wir uns also die Ableitung von x als Funktion von x
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dargesteIlt, so ist sie vor A positiv, bei A = 0, hinter A negativ.
Die Ableitung nimmt also standig ab, d. h. der Differential
quotient der Ableitung, d. h. der zweite Differentialquotient von x,
ist im Punkt A negativ.

Dagegen schneidet, wenn wir von dem Minimumpunkt
unserer Abbildung ausgehen, die Tangente in dem vor dem
selben gelegenen Punkte D die x-Achse stumpfwinklig, unter
dem Winkel 3, in dem hinter dem Minimumpunkte gelegenen
Punkte E spitzwinklig, unter dem Winkel 4. Die Ableitung
ist also vor dem Minimum < 0, im Minimum selbst = 0, hinter
dem Minimum > 0, d. h. der zweite Differentialquotient ist im
Minimumpunkt positiv.

Abb.84.

Um also zuentscheiden, ob der NuIlwert der ersten Ab
leitung einem Maximum oder einem Minimum entspricht, bilde
man die zweite Ableitung und setze den Wert von x, welcher
der Maximum- bzw. Minimumbedingung entspricht, in diese
zweite Ableitung ein . Ist der Wert der zweiten Ableitung dann
positiv, handelt es sich um ein Minimum, ist er negativ, um ein
Maximum.

[Anmerkung. Es gibt Falle, in denen die soeben gegebenen
Kriterien des Maximums oder Minimums nicht genugen. Ein
allgemein sicheres Kriterium fur ein Maximum ist, daB der
Differentialquotient gleich Null ist, daB er ferner unmittel
bar vorher positiv, unmittelbar nachher negativ ist.
Das ergibt sich durch Betrachtung von Abb .84. Ein aIlgemein
sicheres Kriterium fiir ein Minimum ist, daB der Differential
quotient gleich Null ist, daB er ferner unmittelbar vorher ne
gativ, unmittelbar naohher positiv ist. Im Maximum oder Mini
mum muB daher der Differentialquotient sein Vorzeichen
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-1-2

Wenn x = ~ , ist

Y = H-)2 - -L

w ech.s eln. I st das nicht der F all , so bedeut et das Vers chwin
den des Differentialquotienten a lle in noch kein Maximum oder
Minimum, sondern nur, daB die Kurve einen Augenblick parallel
zur Abszisse verlauft, Man zeichne sich die Funktion y = x 3 auf.
Setzen wir den Differentialquotienten 3x 2 = 0, so konnte man
geneigt sein. fiir x = °ein Maximum oder Minimum anzunehmen,
wahrend das doch nicht der Fall ist. Die Ursache dafur ist, daB
der Differentialquotient in diesem Punkt sein Vorzeichen nicht
wechselt.]

79. Beispiel 1. Wo liegt das Maximum bzw. Minimum fUr

y= x2-x.

Wir bilden die erste Ableitung

dy ' 2x - 1
dx

und setzen diese = 0 , also
2x-1=0 ,

d. h. x = -l- . Dies ist die Maximum- bzw. Minimumbedingung.
Um zu entacheiden, ob Maximum oder Minimum, bilden wir
die 2. Ableitung

d2y
dx2 = 2

und finden sie positiv. Es
ist also bei x = -1- ein Mi-
nimum. (Siehe Abb . 85.)

y = _} , Abb. 85.

l ist also der Minimumwert , unter den y nicht heruntergehen
kann, Machen wir eine Stichprobe.

Fiir
x= -2 ist Y = ()

x= - 1 ist y= 2
x= _.~ ist Y = :1

·1

X = 0 ist Y = °x= + } ist y= - }
x = + 1 ist y= °x = + 2 ist y= 2.

Mlchaells, Math emat ik . :I . Auf l, 9
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B eispiel 2.

Y=X 3 _ X 2 _ X,

'!JL = 3 x2 - 2x - 1 = 0
d x

X
2

- JX- -k= 0

x = 1- ± y~~+-;~

x = -§- ± ~-

Xl = L ; X 2 = - {-

d2 y
d x2 = 6 x - 2.

Setzen wir den Wert Xl = I
ein , so wird

rl2 y
;Ix2 = +4;

x 2 = I ist also ein Minimum.

Setzen wir den Wert X = - -5-
ein , so ist

d2 y
- - = -4'
d x2 '

X 2 = - } ist also ein Maximum.

Aufgab e: Ein Re chteck, dessen Umfang 28 gegeben ist,
so zu konstruieren, daB der Flaeheninhalt mogliohst graB ist..

Der Inhalt des R echtecks sei J , die Seiten des Rechtecks
X und y . J = X • y .

Da

so ist

Maximumbedingung :

y = 8 - X,

J = X (8 - X )

J = X8 - x 2

dJ _ ')
d x - 8 - ~ x .

8 - 2x = 0
8

X = 2-'

D . h. X = y ; das Rechteck ist also dns Qu adra t mit der Seite i.
Aufgabe : Ein Rechteck, dessen Inhalt = a,2 gegeben , so zu

konstruieren , daB der Umfang 28 = 2y + 2y moglichst klein
wird.

0. 2 = x y = :1: (8 - x)

0. 2 = X 8 - x 2 ,

(/2 + ;l:2
8 = ---

x
a2

8=x + X
d s a2

d x = - ;2-+ I ,
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Minimumbedingung:

also auch

x=a,

y=a,

Also ist

d. h. das Rechteck ist das Quadrat mit der Seite a ~

Aufgabe: Das Ionenminimum des Wassers. Bei welcher
Aziditat bildet die Summe der Ionen des Wassers, H

O

und OH',
in der Volumeinheit des Wassers ein Minimum?

Sei x die Konzentration der H'<Ionen , y die der O'H'-Ionen,
so gilt das Gesetz :

x-y=kw

kw ist die Dissoziationskonstante des Wassers (bei 25° = 10- 14 ) .

Gesucht ist also die Minimumbedingung fur die Funktion
x + y , die wir mit u bezeichnen wollen .

Aus der Voraussetzung folgt, daB y = ~ ist.
x

+ k",u=x - .x

Wir konnen also u als eine Funktion von x darstellen. Diffe
renzieren wir u nach x, so ist

dn _ 1- k",
d» - x2 '

Setzen wir dies gleich Null , so haben wir die Bedingung fur
das Maximum ocler Minimum von u:

1_ 1c,;=O.
x

Daraus folgt x 2 = kw

oder x = Yk,~ 0 (l )

Wollen wir erfahren, ob dies ein Maximum oder ein Minimum
darstellt, so differenzieren wir noch einmal

d
2 u = +2J:" ,

dx2 x3 •

Dieses hat unter allen Umstanden einen positiven Wert, also
ist Gleichung (1) die Minimumbedingung. Wenn aber
x = Ykw ist, so folgt aus der Voraussetzung, claB auch y = -ykw
ist. Die Ionen des Wassers sind also ein Minimum, wenn die
Konzentration der Wasserstoffionen gleich der der Hydroxylionen
ist, also bei neutraler Reaktion.

9*



132 Differentialrechnung,

Beispiel: Das Ionenminimnm eines amphoteren Elektro
lyten. Bei welcher H-Ionenkonzentration ist die Ionenmenge
einer Aminosaure am geringsten im Verhaltnis zum nicht disso-
ziierten Anteil der Aminosaure 1 '

Die Aminosaure A dissoziiert erstensIn

zweitens in

A +OH',

A'+H',

oder

Daraus folgt nach dem Massenwirkungsgesetz

ka • [A] = [A']. [OH']

kb , [AJ = [A']. [H'],

kb bedeutet die Dissoziationskonstante der Aminosaure als Base,
ka diejenige als Saure. Daraus folgt

[A ] = k". [A] und [A'] = k.· [A]
[OH'] [H'] .

Das gesuchte Verhaltnis ist

[A'] + [At]
~[A]-' ;

es werde als u bezeiohnet.
Setzen wir die Werte fur [A'] und [A'] ein, so ist

k", [A] + k.[A]
[OH'] [H']

u = . [A]

k" k.
11, = [OH'] + [H'] ,

Da [H'] . [OH'] = k.. und [OH'] = [;]'

. t k" [H'] k.so IS U = k". • . + tH'] .

Hier ist u eindeutig als Funktion von [H'] ausgedrlickt.
Differenzieren wir u nach [H"]:

du k" i;
d[H'] = k.. - [H'P (1)

und setzen wir dies = 0 , so erhalten wir als Minimumbedingung:

k" k. 0
k," - [H']2 =

[H']2 h.
kOQ = k,, '
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'F

Abbo 86.

S t o f OO [BO] 0 d 1 0 hli 81' he zen wir ur J;; wie er [OB ']' so ist se ie ic

[B'] k"
[OB1 kb '

Die Ionen d eu .Am inoaau r e sind ei n Minimum, wenn
in del' Lo su n g die Konz entration del' H '<lonen zu d el'
del' OH-Ionen gleich dem Verha.ltn is del' heiden Dis
s o z ia t i on sk on s t a n t en d el' Aminosa.u r e is t. DaB es sich
urn ein Minimum und kein Maximum handelt , erkennt man,
wenn man (I) noch einmal nach [H"] A
differenziert :

d2u 2k"
ri[B'j2 [B °j') 0

Da [H"] immer positiv sein muB , E
so ist del' ganze Ausdruck sioher r---'~=====::::;=====;;;

positiv, d . h. es liegt ein Minimum
VOl' und kein Maximum,

Beispiel. Das Brechungsgesetz. a
Von dem Punkt A, welcher in dem
Medium I liegt, gelangen Licht. 8

strahlen in das Medium II, und es
gibt einen Lichtstrahl, del' an del' Trennungsflache del' Medien
gerade so gebrochen wird, daB er durch den Punkt B geht. Die
Fortpflanzungsgesehwindigkeit des Lichtes in I und II sei ver
sehieden groB, VI und v2 • Durchlauft das Licht die Strecke A 0
in del' Zeit ~ , die Strecke 0 B in del' Zeit t2 , so ist

A C CB
VI = t; und v2 = -t~- '

Es ist daher
und

und die gesamte Zeit, die del' Lichtstrahl braucht, urn von A
nach B zu gelangen,

AC CB
T = tl + t2 = - + -, (1)

VI V2

D6r Punkt 0 ist in del' Zeichnung willkurlich gewahlt, Seine
Lage ist durch die GroBe des Winkels IX. definiert, welcher eben
falls willkurlioh gezeichnet ist. Die Frage lautet jetzt: Wo muB
del' Punkt 0 liegen, oder wie groB muB del' Winkel IX. sein, damit
die Zeit T ein Minimum wird t

Wir werden diese Frage so in Angriff nehmen, daB wir 'I'
zunachst als Funktion del' Strecke OF = x darzustellen suchen.
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Es ist nun
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Daher

/~ --

AC = ~AF"+ x 2

CB = JiBE" + (p ---.: xl;, wo p = EF .

r T 1A1'" +--;:2- YBE "+ (p - X )2
1 = - - -- -+ ----~- - - - - - -

Vi V2

x (p -x)
--- - - _ ..__.- - -

v1YAF"+ x2 '02YBE2 + (p - x),l.·

Jetzt ist T als reine Funktion von x dargestellt; aIle anderen
GraBen del' Gleichung sind Konstanten. T ist daher ein Minimum,

d'l' .
wenn -1 -- = 0 1St.( x

Wir bilden

dT
dx

Es ist daher T ein Minimum, wenn

x (p - ,~)
----
v1yXF"+ x3 • v2YBE"+ (p - X) 2

Betrachten wir dieses Resultat geometrisch, so bemerken wir,
daB

daher

und cntsprechend
p-x .------- ---- ---- = smfJ

tBE" + (p - X)2

.ist . Also ist die Minimumbedingung

sm.x sin(j
'01 '02

oder
Sill (X 'VI

sin(j '02
,

d . h . del' Sinus des Einfallswinkels verhalt sich zum Sinus des
Ausfallswinkels wie die Lichtgeschwindigkeiten in den beiden
Medien: das Brec hungsgesetz.

Das Brechungsgesetz sagt also folgendes aus : Vom P unkt A
wird derjenige Licht st rahl dem Punkt B zugebrochen, welcher
mit del' graBten Geschwindigkeit zum Punkt B gelangen kann ,
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v = a:> (u - a.)

Aufgab e : Eine gerade Linie in zwei Teile zu teilen , so daB
das Rechteck au s beiden Teilen diesel' Linien ein Maximum an
Flaoheninhalt hat.

Das Rechteck, gebildet aus den beiden Teilstiicken a und b
del' Geraden u , ist = a . b, und a + b ist = u ; also ist del' lnhalt
des Rechtecks

oder

Folglich ist

Setzen wir dieses = 0 ,

oder

oder

dv
da = u - 20..

so ist die Maximumbedingung :

u - 20. = 0

u = 20.

0.= b,

d. h. die Linie muB halbiert werden.
Diese Aufgab e kann man auch so au sdriicken :
Von allen R echt ecken mit gegebenem Umfan g dasjenige zu

finden, welches das grollte Volumen hat. Es ist also das Quadrat.
DaB es ein Maximum und kein Minimum ist , ergibt sich

daraus, daB del' zweite Differentialquot ient

d2 v
da2 = -2

emen negativen Wert hat .

80. Wendepunkte.

Ebenso wie die Fuukti on selbst kann abel' auch ihre Ab
leitung Maxima oder Minima haben. Es fragt sich nun, wie hebt
sich derjenige Punkt einer Kurve hervor, fur den nicht die Funk
tion selbst, sondern ihreAbleitung einMaximum oderMinimumhat.

Die Funktion (Abb .87) hat in ihrem ganzen gezeichneten
VerIauf kein Maximum oder Minimum, sie steigt stetig, wenn
auch ungleichfOrmig. Betrachten wir abel' den Gang del" Ab
leitung. Im Punkt 1 ist die Ableitung = tg a , hat also einen
gewissen positiven Betrag. Im Punkt 2 ist t g fJ schon kleiner.
Im Punkt 3 ist tgy noch kleiner. In 4 ist t g<5 wiederum grofser
geworden . Die Ableitung hat also in 3 ein Minimum. Del' Punkt 3
ist abel' dadurch gekennzeichnet , daB er den nach oben konvexen
Teil del' Kurve von dem nach oben konkaven abgrenzt . Solchen
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Punkt nennt man einen Wendepunkt. Ein solcher ist also ent
weder ein Minimum der Steilheit (wie der Punkt 3 in Abb.87)
und heiBt dann ein Flachwendepunkt , oder er ist ein Maximum
der Steilheit und heiBt dann ein Steilwendepunkt. Im ersten
Fallliegt der von oben gesehene konvexe Kurvenabschnitt links
von ibm, der konkave rechts, im zweiten Fall ist es umgekehrt.

Um also zu bestimmen, wo eine Kurve einen Wendepunkt hat,
untersuche man, wo ihre Ableitung ein Maximum oder Mini
mum hat.

Abb. 87 .

Urn dieses Maximum oder Minimum zu finden, braucht man
nur die zweite Ableitung nach x zu bilden, y", und diese = 0
zu setzen.

Beispiel I. Es sei gegeben

y = x 3 + x 2 + x,

dann y' = 3x2 + 2x + 1

s"> 6x + 2.

Wenn

oder

6x + 2 = 0

x= - ~ ,

hat y einen Wendepunkt.
Beispiel II: Verlauf und Wendepunkt der Dissoziations

restkurve. Die gesamte Kohlensaure (wie auch jede andere,
schwache Saure) ist in den Flussigkeiten des Organismus zum
Teil als freie Kohlensaure, CO2 , enthalten, zum anderen Tell
als Natriumsalz, NaHCOa. (Das sekundare Natriumsalz, Na2COa,
ist nur bei stark alkalischer Reaktion existenzfahig und daher
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im Korper als solches nicht vorhanden.) Das Natriumkarbonat
ist nun fast vollkommen dissoziiert in Na ' und HCO~, dagegen
ist die freie Kohlensaure nur zu cinem verschwindend kleinen
Bruchteil in H"+ HCO~ dissoziiert. Es sei nun die gesamt e
Konzentration an Kohlensaure durch chemische Analyse be
kannt, sie sei [C] . Man bezeichnet nun das Verhaltnis der HCO~

Ionenmenge zur Gesamtmenge der Kohlensaure als den Disso 
ziationsgrad, lX , der Kohlensaure und andererseits das Ver
haltnis der undissoziierten, freien Kohlensaure, [C02] , zur Ge
samtmenge [C] als den Dissoziationsrest , e, der Kohlensaure.
Natiirlich ist lX + e = 1.

Wenn nun die Gesamtmenge [C] gegeben ist, so laBt sich
IX oder e berechnen, sobald man die Wasserstoffionenkonzen
tration der Flussigkeit [H"] kennt oder durch Messung bestimmt.
Denn nach dem Massenwirkungsgesetz ist

[H"] • [HCO~] = X· [COJ

oder [H"] . [HCO~] = X ([C] - [HCOm,

wo X die Dissoziationskonstante der Kohlensaure (= 3.10- 7 )

ist. Aus dieser Gleichung folgt

[H"] . [HCO~] = X [C] - X[HCO;] ,

[HCO;] ([H"] + X) = X[C] ,

[HCO(,] t:
[Cr- = a = [II1+-K'

Hiermit ist a als Funktion von [H] dargestellt.
Es hat nun in der Praxis groBe Vorteile, wenn man als un

abhangige Variable nicht [H"] selbst wahlt, sondern den deka
disohen Logarithmus von [H"], den wir mit x bezeichnen wollen.
(Es sei bemerkt, daB dieser Logarithmus mit umgekehrtem Vor
zeichen der " Wasserstoffexponent " genannt wird). Dann ist also

K
rx = lOX+ K '

Nun haben wir schon (S. 80 und 10l) gelernt, daB es zum Zweck
des Differenzierens vorteilhafter ist, als Basis der Exponential
funktion stets e anzuwenden. Wir tun das aueh hier, indem wir
10 = eP setzen, wo p der "Modulus des natiirlichen Logarithmen
systems" (S. 27) ist . Dann ist

K
lX = -eP- ' -",-+-X---•
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Del' Verlauf diesel' Kurve ist aus Abb. 88 ersichtlich. Die Kurve
entspringt asymptotisch aus del' Abszisse und nahert sich asympto
tisch einer Geraden, welche im Abstand 1 parallel zu del' Abszisse
gezogen werden kann. In del' Mitte dazwischen hat die Kurve
irgendwo einen Wendepunkt; links davon ist sie nach oben
konkav, rechts davon nach oben konvex. Wir stellen uns nun die
Aufgabe :

W0 hat die Funktion
f(

(X = - . - - -----
K + e"~

1

conctl//

f1/e/lde,ovnH
l
: j'~;

so wird

ihren Wendepunkt j Wir differenzieren zweimal hintereinander
nach x und find en

cc" wird nun Null unter del' Bedingung, daB

K= ei' X .

Setzen wir namlich in obige Gleichung

eli X = K,

(X" = - 4 p2 :....f; 14 4 P"-:.J!:.~ = 0 .

Wir sehen aus diesel' Rechnung, daB die Kurve kein Maxi
mum oder Minimum besitzt, denn es gibt keinen endlichen Wert
von x, fur den die erste Ableitung, ex' , gleich Null wird. Wir sehen
'ferner , daB die Kurve einen Wendepunkt hat, .wenn

oder unter Einsetzung des Wertes fur ePz , wenn

[H'J = K oder log [H'J = x = 10gK.
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Setzen wir diesen Wert von [H"] in die Gleichung (1) ein, so
ergibt sich als Charakteristikum des Wendepunktes:

IX=}

(d. h. die Saure ist zur Halfte dissoziiert) . Dasselbe laBt sich fur
jede andere Saure ebenso durchfuhren, Die Form del' Kurve
wird dadurch nicht geandert, wir brauchen nur jedesmal in del'
Abszisse den del' betreffenden Sauro zukommenden "Vert von K
cinzutragen.

Das Ergebnis diesel' Betrachtungen ist folgendcs : Wenn wir
in einer Flussigkeit (Blut, Ham) die Gesamtmenge einer Saure
durch Analyse bestimmt haben und nun erfahren wollen, wie groB
das Verhaltnis IX del' dissoziierten Sauremenge zur Gesamtmenge
del' Saure ist, so mussen wir die Wasserstoffionenkonzentration

[H"] del' Flussigkeit messen . Alsdann ist IX = [H·t+7{ .

Stellen wir graphisch IX als eine Funktion des Logarithmus
von [H'] dar, so hat diese Kurve einen Wendepunkt, wenn
log [H"] = 10gK ist , und IX ist dann = l , d. h. die Saure-ist zur
Halfte dissoziiert, wenn die Wasserstoffionenkonzentration ihrer
Losung gleich del' Dissoziationskonstanten diesel' Saure ist.

Beispiel III. Die Funktion

y = a. c" + b • e- X

hat die Ableitung y' = ae" - b· e-'"

y"=aex+b·e - x,

y' verschwindet, wenn

libeX = ± Va: Maximum- bzw. Minimumbedingung,

y" verschwindet, wenn

e" = ±-l/=-~: Wendepunkt,

ist nun! poeitiv, so existiert y" nicht; es ware imaginar. Ist
a

abel' !!.- negativ, so existiert zwar y", abel' nieht y', welches dann
a

imaginal' ware.
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Integralrechnung.

81. DIt:; Iutegrieren ist die Umkehrung des Differenzierens ;
Iutegrieren und Differenzieren steht in derselben Beziehung zu 
cinander wie Addieren und Subtrahieren oder WIe Multiplizieren
lind Dividieren,

VfaIn'end abel' das Differenzieren eine leicht erlernbare,
unter allen Umstanden ausfuhrbare, nach festen RegeIn VOl' sich
gehende Rechenmanipulation ist, liegt die Sache beim Integrieren
nicht so einfach. Nicht jede Integrationsaufgabe ist losbar, und
auch bei den losbaren spielt die Ubung und das Geschick des
Rechnenden eine groBe Rolle. Die geschickte EinfUhrung neuer
Variablen kann manche scheinbar unlosbare Aufgabe ermogliehen.
Das Integrieren ist daher eino Kunst und in gewissem Sinne dem
Schachspiel verwandt, indem man oft VOl' del' Aufgabe steht, von
zahlreichen, im Bereich der Moglichkeit liegenden Manipulationen
diejenige herauszukombiniercn, welche die Losung del' Aufgabe
ormoglicht. Aber immerhin gibt es fur die meisten Integrations
aufgaben viele feststehende RegeIn, die meist ZUlli Ziele fuhren.
In Anbetracht del' Schwierigkeiten, welche manehe rein mathe
matischen Probleme des Integrierens bieten, sind die ftir uns in
Betracht kommenden Integrationsprozesse meist einfach und auf
einige typisehe FaIle reduzierbar.

Ist eine Funktion gegeben :

y = /(x) ,

so hat die
quotienten

Differentialrechnung die Aufgabe,

dy /'()dx = x

den Differential-

zu bilden. Ist dagegen das Gegebene del' Differentialquotient,
so nenut man die Berechnung del' zugehorigen Funktion "inte
grieren ". Die schriftlichen Symbole sind hierftir folgende:
Gegeben sei die Funktion

y = /(x).
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Die Differentialrechnung gibt :

dy = f' (x) . dx.

1st abel' gegeben
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(l)

dy =f'(x)dx,

so lehrt die Integralrechnung :

y = f f'(x). dx = f(x) .

Das von Leibniz herriihrende Zeichen des Integrals r ist
ein groBes S und bedeutet eigentlich ein Summenzeichen. . Den
Sinn diesel' Bezeichnung werden wir noch kennenlernen.

1st die Differentialgleichung gegeben

dy = xdx,

so ist ihr Integral

dy = xdx .

Denn in del' Tat, wenn man l x2 nach x differenziert, erhalt
man

Abel' auch, wenn man
(2)

differenziert erhalt man
/1/ = xdx.

Die Diff erentialgleichung laBt also nicht erkennen, ob sie del'
Funktion (1) oder (2) entspricht. Ganz allgemein ist del' Wert
eines Integrals b is auf e ine (additive) konstante
Gr o Be un b es t i m m t. Das Integral von

dy = xdx

hat also den ganz uubestimmten Wert

y = ~ X 2 -+ C,

wo C, die " I n t e gr a t i on s k on s t a n t e ", jeden beliebigen posi
tiven oder negativen Wert annehmen kann. Die Integralgleichung
beginnt also erst dann eine verwertbare Bedeutung zu bekommen,
wenn es auf irgendeine Weise gelingt, diesel' Integrationskon
stante CHiI' einen speziellen Fall eine bestimmte Bedeutung zu
erteilen.

Fur die einfachsten Differentiale ergibt sich das Integral in
nunmehr ohne weiteres verstandlioher Weise, und es soIl zunaehst
eine Ubersieht del' einfachsten Integrale gegeben werden.



I dx = x + 0 ,

f x • dx = ~ X2 + C,
. I

JX" d x = - - . X" +l + 0
. n + • '

'.1- ·d.x = ln x + O .. x
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82.

Integralrechnung.

Die Grundformen del' Integrale.
Beweis: Nach den Regeln

der Differentialrechnung ist :

d(x+O) = dx,

d( ~ X2 + 0 ) = x dx,

d(n: I . X" +l + 0) = x" .
I

d (ln x + 0 ) = - dx .
:r

d(eX+ C) = eX. dx ,

d(- cosx + 0 ) = sinxd x ,

d(sinx + 0 ) = cosx· d. x .

Die Konstante 0 kann man
als den natiirlichen Logarith
mu s einer anderen Konstante,
1', auffassen . Dann ist

J
'I
-- d» = ln x + In )'
x

= In yx .

f eX • dx = eX + 0,

.rsin z . d.x = - cosx + 0,

rcoaz - dx = sinx + 0,

r d~ = t gx + 0 (vgl. 8.117).leos x

r .d ~ = _ ctgx + 0 (vgl. 8. 117).lsm x '

f.:'l:x2= arctg x + C = - arcctgx + C (vgl. 8.117)

/
'/ "::1:-= = arcsin x + o = - arccosx + C (vgl. 8. ] 10)

. Jl- x2

ftgx dx = - lncosx + G (8. 124)

f ctgxdx = In sinx + 0 (8.124).

83. Ist der Ausdruck unter dem 1ntegralzeichen mit einem
konstanten Faktor multipliziert , so konnen wir diesen Faktor
vor das 1ntegralzeichen setzen . Z. B .

f ax . dx = a. -j~ dx = ; x 2 + c .
Der Beweis wird wie oben gefiihrt, indem man das erhaltene

Resultat nach x differenziert und da s Re sultat mit dem unter



oder ferner

dem
z.B.

Integration durch Einfiihrung neuer Variabler.

Integralzeichen stehenden Ausdruck vergleicht.

auch f 2 I f 3
~. dx = -. x2dx = ~ + a
a a 3a

/: dx = a/ ~. ·dx = alnx + a.
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So ist

In der letzten Gleichung konnen wir

0= alny

setzen, dann ist das Resultat

a(lnx + Iny) = a In (x. y).

Ferner: Ia. cosx· dx = afcosxdx = a » sinx + a.
Ferner: / -x.dx = -fxdx = _ ~2 + a.

Hier betrachten wir -1 als den konstanten Faktor , den
wir vor das Integralzeichen setzen durfen, Allgeme in ist daher

I-u, dx = -Iu, dx ,

z. B. auch I -3x2dx = -3I x 2dx = - x 3 + a.
Steht unter dem Integralzeichen eine Summe oder eine Diffe

renz als Faktor des stets vorhandenen dx , so kann man das
Integral der Summe (oder der Differenz) in eine Summe (oder
Differenz) zweier Integrale zerlegen, z. B.

I(a + b) dx =Ia. dx + / b die,

Wenn man namlieh die linke Seite differenziert, erhalt man
a + b. Denn die Definition des Integrals schlieBt ja in sich,
daB der unter dem Integralzeichen stehende, mit dx multiplizierte
Ausdruck der Differentialquotient ist. Ebenso ergibt die Diffe
renzierung der rechten Seite, wenn man jedes Integral einzeln
differenziert und die Resultate addiert, a + b . Hierbei ist es
gleiehgultig, ob a und b Konstanten sind oder selbst Funktionen
von x.

84. Integration dureh Einfiihrung neuer VariableI'.

Beispiele: 1. Rs sei zu integrieren

r~. a +x '

Dieses Integral llWt sich durch unmittelbare Anwendung der
Grundformeln nicht berechnen. Betrachten wir aber (a + x) als
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die Variable und bezeichnen sie als 11" so ist

a + x = 11"

d x = du ,

Idu
- = ln u + C
u.

= In(n + x) + C .

a - x = 1£,

- dx= du

d x = - du o

j '~-. = - (flU = -lnu + C
, a - x .- U

= -In(a - x) + C.

Foiglich

also

und es iRt

II. In ~;,,~ ,
ER sei

also

oder

III. I (a + 2 X)2dx .

Es sei a + 2 x = 11"

also

oder

Dann ist

du = 2 dx

d» = 1du .

j' I . 3

((1, + ~ :l;) 2 d.» = 2-.1 11,2 d. u. = ~ + C

(a + 2 X)3
= 6 + 0.

. IV. .I cos (a --- x ) dx.

_~~s sei a -- x = 11"

also -- - d x = d.u.

oder

HO ist

I (a + x ) d x.

Wir sehen sofort, daB dieses Integral leicht losbar ist, sobalcl
wir nicht x , sondern (a + x ) als die Variable betrachten; wir

d.» = - d 11"

.I COR (a - z ) d» = - ./C0 8 1.£ ' du = -sin u + C

= -sin (a - x ) + C.

Wenn mall den Sinn dieser Methode erfaBt hat, wird man
oft die schriftliche Einfuhrung einer neuen Variablen umgehen
konnen. Z. B.
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(at::~ + C.

((a - x) dx.

i(a + x)d(a, + x)
und ergibt dcmnach

Ferner:

sehenauch sofort, daB dx = d(a + x). Das Integral nimmt also
die Form an

Betrachten wir (a - x) als Variable, so ist dx = -d(a - x),
das Integral nimmt. also die Form an

r (a - X)2
-. (a - x) d(a - :1;) = -- --~ -.

Odor das Beispiel '
((a + 2x) • d.x .

Nehmen wir (n + 2x) als Variable, so ist

d(a, + 2x) = 2dx

und d.x = -} d (a. + 2x).

I)a,H Integral lautet c1ann:

1/' , (a + 2~Y
2, (a + 2x)d(a + 2x) = 4-- - + C.

oder
DIlTaUR folgt,:

85. Methode der partiellen Integration.
Eine sehr wichtige, haufig angewandte Regel ist die folgende:
Es seien u und v zwei verschiedene Funktionen von x, so

ist nach S. 114 und S. 121

d(1~' 1)) = utl» + nd.u:

Integriert man, so ist

)d(lI' v) = ./'u . d» + jvdu

1/,1' = ('I/. dl ' +.11' du.

fu.· (11, = U.1' - I" tlu.

Hier bedeutet dv den Zuwachs VOll 1) , welcher dem Zuwachs
VOll x, also dx, entspricht; und du den Zuwaohs von u, welcher
clem Zuwachs von x, also dx, entsprieht').

1) d. h. OV
rlv = OXdx

OU
und d1~ = OXdx.

Michaelis, Mathematik. 3. Auf!. 10
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Mit Hille dieser Regel sind wir nun schon in den Stand gesetzt,
eine ganze Reihe von Integralen zuberechnen.

Als ein typisches Beispiel moge folgen:

fxoluxodx .

Auf direkte Weise ist dieses Integral nicht auszuwerten. Man
gebe nun dem Integral die Form

fu 0 dv,

indem man u = lux

dv = x 0 dx

setzt. Warum nicht z. B. u = x und dv = lux 0 dx gesetzt wird,
dafiir gibt es keine allgemeine Regel. Es muB diejenige Form
ausprobiert werden, welche fur die weitere Rechnung Vorteile
bietet. In diesem Pro bieren liegt die Schwierigkeit der Inte
gralrechnung. So feststehende Regeln wie bei der Differential
rechnung gibt es nicht. Also

u = lux;
1

differenziert c- du = - . dx,
x

dv = x dx ; integriert '):

Nun ist fudv = uv - fvdu .

Setzen wir die soeben gewonnenen Werte ein, so ist

fx lnx dx = 2.x 2ln x - f2. x2
0 2. 0 do:

2 . 2 x

= 2.x2lu x - f.!!- dx
2 2

= .~ x2ln x - -1x2 + 0,

wo 0 wieder die Integrationskonstante ist, die wir zum End
resultat wieder zufugen mussen, Der Beweis fur die Richtigkeit
dieses Wertes wird dadurch geliefert, daB das Resultat, nach x
differenziert, das richtige Differential ergibt:

1) Die Integrationskonstante kann bei dieser Integration fortgelassen
werden, well es nur darauf ankommt, irgendeinen bestimmten Wert
des Integrals zu finden, den wir dann im Verlauf der Rechnung festhalten.
Wir wahlen dann einfach denjenigen Wert, ffir den die Integrationskonstante
= 0 ist. Ganz zum SchluB wird die Integrationskonstante wieder hinzu
gefiigt.
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(
1 1 ) 1 1 1d -x2lnx - -x2 + 0 = _x2 • - • dx + X ·lnx • dx - -x dx
2 4 2 x 2

= txdx + xlnxdx - -}x dx

= xlnxdx.

Ein zweites Beispiel:

Es sei u = lnx;

JInx. dx.

diffe~enziert: du = -.!.. dx
x '

dv = dx; integriert: v = x.

Nach dem Satz
j'u dv = uv - J v du

. r 1ist .I lnx . dx = x lnx - . x· X . dx

= xlnx - (ax,
JInx. dx = xlnx - x + c.

In der Tat ist, wenn man differenziert,

(Z [x lnx - x] = d(x lnx) - dx
1= x · - dx + lnx . dx - dx
x

= lnx· dx.

Ein drittes Beispiel :

Wir setzen
u = sinx; differenziert: du = cosx· dx,

dv = sinx· dx ; integriert : v = -cosx .

Da wiederum J u dv = uv - Iv du,

so ist J sin2x· dx = - sin x· cosx +Icos2x. dx

(sin2x . dx = - } . sin2x + ((1 - sin 2x) . dx

2 (sin2 x d» = --~ . sin2 :r + :l'

J
' . 2 • 1 x 8m2x + 0sm X ( ,X =2 - -4- .

Ein viertes Beispiel :
Icos2x~:

Es sei u = cosx; differenziert: du = -sina:· dx;

d» = cosxdx ; integriert : v = sinx.
10*
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Also Jcos2x· dx = sin z - cosx +Jsin2x· dx

= -}sin 2x + J(1 - cos2 x )dx

2/cos2 x . dx = t sin 2 x + x

J
x sin2x

cos2x· dx = 2" + - 4 - + c.

86. Integriernng dureh Zerlegung in Partialbriiche.
Eine allgemeine Regel laBt sioh ferner fiir das Integrieren

solcher Ausdriicke angeben, bei denen x im Nenner in einer
hoheren Potenz enthalten ist als im Zahler, z. B.

r 1 --·dx. (;-a-+,----;x):-;(b;-+ x) •

(1)

Charakteristisch ist , daB x im Zahler in der o. Potenz, im Nenner
in der 2. Potenz vorkommt, wie man durch Ausmultiplizieren des
Nenners erkennt. Die Integration gelingt durch das Zerlegen
in Partialbriiche. Wlihrend man in der niederen Mathematik
haufig die Aufgabe hat, zwei Briiche auf einen gemeinsamen
Nenner zu bringen und in einen Bruch zu verwandeln, stellen
wir un s hier die umgekehrte Aufgabe, den Bruch

1
(a + x) (b + x )

in zwei Briiche zu zerlegen.
Ganz allgemein wircl diese Zerlegung die Form haben miissen :

n m
a+ x + b + z ' (2)

Wenn wir diese Bruehe auf einen gemeinsamen Neuner bringen,
so wird daraus

(3)
(4)und

nb + n x + ma + mx
(a + x ) (b + x)

Damit unser obiger Ausdruck (1) damit identisch wird, mussen
wir also m und n so wahlen, daB

nb + nx + ma + mx = 1

oder ma + nb + (m+ n)x = 1

wird. Das ist nun der Fall, wenn wir

ma + nb = 1

m +n=O
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setzen. Diese beiden letzten Gleichungen stellen nun zwei Glei
chungen fiir die zwei Unbekannten m und n dar, und sie lassen
sioh naoh m und n auflosen ; es wird namlioh

1
m=a_b'

auf einen gemein-

Setzen wir die so ermittelten Werte fiir m und n in (2) ein,
so wird daraus

oder

1 1
-a-b a-b
a + x-- + b+x'

In del' Tat wird, wenn wir diese Bruehe
samen Nenner bringen, (1) daraus.

Nunmehr lautet das Integral

f·[ 1 1 ]-a-b a-b
a + x + b+ x dx

f~ a ~ b fa~b
• a + x dx +.1 t+ x dx

und dieses ergibt nunmehr

- a ~ Ii In (a + x) + a~ b In(b + ;1:) + 0

oder mit leichter Umformung :

a:bln:~: + C.
Dieses ist die Losung des gesuchten Integrals.

Zweites Beispiel.

fia + x;(b=--Xj dx.

Wir zerlegen in Partialbriiche und setzen
x n In

(a + x) (b - x) = a+ x + b - x .

Letzterer Ausdruck ergibt, auf gemeinsamen Nenner ge
bracht:

n(b - x) + In(a + x)
(a + x) (b - x)

nb + Ina + x (In - n)
(a + x) (b- x)
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d. h .

E s muB also sein

nb + ma + x (m - n) = x,
nb + ma = 0 ,

m-n=l.

Die Losung dieser zwei Gleichungen fur die Unbekannten m
und n ergibt b

m=a +b'

(1)

a
n = - - -·a +b

Es fragt sich nun, wie wir im allgemeinen den Ansatz fUr die
zwei Gleichungen mit den zwei Unbekannten m und n zu machen
haben. Der ausmultiplizierte Zahler hat t e im erst en Beispiel
die Form

(ma + nb) + (m + n)x = 1,

im zweiten Fall die Form

(ma + n b) + (m + n)x = x . (2)

Es konnte in einem dritten Fall, z. B. wenn man den Bruch

c + 4 x
(a + x ) (b + x )

zu zerlegen hatte, die Form haben

(ma + nb) + (m + n )x = c + 4 x. (3)

Wir haben auf der linken Seite ein Glied , welches x enthalt ,
und ein zweites, welches x nicht enthalt ; ebenso im allgemeinen
auf der rechten , nur kann hier das eine oder das andere = °sein.
Die beiden Gleichungen fUr m und n werden nun in der Weis e
angesetzt, daB man die beiden Glieder ohne x einander gleich
setzt, und ebenso die beiden Glieder mit x, also z. B. aus (1)
wurde man ableiten

ma + nb = 1,
(m +n) x =O ; d.h. m+n =O .

Aus (2) wiirde man ableiten

ma + nb = 0,
(m + n)x = x ; d. h. m + n = 1.

Au s (3) wurde man ableiten

ma + nb = c

(m +n) x =4x; d.h. m+n=4.
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Kehren wir zu unserer speziellen Aufgabe zuruok und setzen
die erhaltenen Werte fur m und n ein, so wird unser Integral

f -a j. b
r ~ .d« = a + b • dx + a + b . d»

J (a + x) (b - x) a + x b - x

-a b= ---- In (a + x) - --In (b - x) + O.
a+b a+b

Drittes Beispiel

k}!!!;;2) '
In einem solchen Falle wird man den Nenner erst in Faktoren
auflosen und schreiben:

j" _x-:-"d--,-x_-------,
(a + x) (a - x) •

Nunmehr verfahrt man wie aben und setzt
x m n

(a + xf(u- x) = a + x+ u=x'
so daB

x = m (a - x) + n (a + x) = (ma + na) + x (- m + n) .

Wir setzen also

ma + na = 0,

-m+n=l,

d. h. m + n = 0,

woraus -Iolgt , m = - ~~ , 11- = + ~,

so daB das Integral die Form erhalt :

If dx If; dx I 1- -- + - - - = - -In(a + x) - -In(a- x) + 0
2a+x 2a-x 2 2

1
= - -- In (a2 - x2) + 0 .

2

87. Integration durch Reihenentwicklung.

LaBt sieh eine Funktion von x als Summe einer Reihe dar
stellen, so kann man naturlioh aueh jedes Glied der Reihe fUr
sieh integrieren.

Es sei zu bereehnen

f- 1
- . d x1 + x .
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Wir konnen den Grundformen del' Integrale unter Einfiihrung
del' neuen Variablen u = 1 +- x schon entnehmen, daB dieses

Integral = In (1 +- x) +- 0 ist. Wir konnen abel' aueh 1 _~ x

als die Summe einer unendliehen geometrisehen Reihe auffassen,
namlioh

1 - x +- x 2 - x 3 +- - ,,.
Das kann man naturlieh nul' unter del' Bedingung, daB x < 1 ist.
Andernfalls konvergiert die Reihe nieht, sondern ihre Summe
ist = 00 • Es ist also, wenn x < 1,

1-'_1 _ . dx -J'I .dx -fx . dx +-fx2.dx _/~3 .dx
. 1 + x • . .

x~ x3 :If
= x-"2 +- 3-4'" +- aI'

Da anderseits dieses Integral = +In (1 -t x) +- 0 war, so folgt
daraus das interessante Resultat:

Den Wert von 0 1 - 0 konnen wir leieht bereehnen. Ist namlich
x = 0, so ergibt dieses, eingesetzt in diese Gleichung,

InI = 0 1 - O.

Da In 1 = °ist, so ist 0 1 - 0 = 0, Uber das Gnltigkeitsbereich
diesel' Reihe werden wir spater noeh zu spreehen haben, wenn
wir sie auf andere Weise noeh einmal ableiten werden.

Wir erhalten also einen interessanten Nebenbefund unserer
Aufgabe, wenn x> 0 , abel' < 1· (oder, wie man sehreibt, wenn
o< x < 1), so ist

x2 x3 x4

In(I +- x) = x -"2 +- "3 - 4 '"

oder, wenn 1 +- x = u

lnu = (u _ 1) _ (~/, - l)~ +- (1£ - 1)3 _ +- _ +-
2 3

Auf genau dieselbe Weise dureh Integration von rf~-----; dx er-
gibt sieh fiir dieselben Intervalle von x x

x2 x3 :If
In(I- x) = -x -"2 - 3 - 4'"

Zu diesem Resultate werden wir mit Hille del' Taylorsehen Reihe
noeh auf ganz andere Weise kommen.
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88. Die Eliminierung del' Integrationskonstanten.
Bisher lernten wir das Integral nur in seiner unbestimmten

Form kennen, stets behaftet mit del' unbestimmten Integrations
konstanten 0 . Einen zahlenmafsigen Inhalt erhalt das Integral
erst dadurch, daB wir durch irgendeinen Umstand in del' Lage
sind, diese Konstante fur den einzelnen Fall zu ermitteIn. Wir
haben beispielsweise die Differentialgleichung

1
dy = -dx,

x

so ist ihr Integral y = In x + 0.

Nun sei gleiohzeitig.gegeben: wenn y = 0, so ist x = a (irgend
eine Zahl). Hierduroh/ ist die Bedeutung sofort geklart. Denn
da das Integral fiir jeden Punkt del' Kurve giiltig ist, so muB
es auch gelten, wenn y = 0 ist, und wir finden durch Einsetzen
von 0 fur y und von a fur x in die vorige Gleichung:

O=lna+O.

Subtrahieren wir diese Gleichung von der vorigen, so ist

y = lnx -Ina

und die Integrationskonstante £ant heraus uno an ihrer Stelle
erscheint die uns gegebene GroBe a.

Beispiel : Fiir die Inversion des Rohrzuckers durch Sauren
gilt folgendes Integral (Entwicklung desselben siehe S. 174)

kt = - In (a - x) + C.

Hier bedeutet k eine Konstante, x die zur Zeit t invertierte
Zuckermenge, a die Anfangsmenge des Rohrzuckers. Nun ist
es selbstverstandlich, daB ganz zu Beginn des Versuchs noch gar
kein Zucker invertiert ist, es ist also fiir t = 0 auch x = 0 ; also ist

0= - In a + 0 .
Durch Subtraktion ergibt sich

kt = - In (a - x) + Ina

oder kt = In-~-- .a -x

89. ErHiuterung del' Bedeutung del' Integrationskonstanten.
Welche wichtige Bedeutung die Integrationskonstante haben

kann, werde an einem Beispiel erlautert. Gegeben sei die Funktion
x

Y= --- - .
a+x

(1)
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Es ergibt sich daraus durch Differenzieren

a·dx
dy = (a + X )2 ' (1a)

Integrieren wir diese Gleichung, so muB notwendig die obige
Funktion wieder herauskommen. Es ist aber

r adx a
J(a+ x)2= - a+ x+ O . (2)

Wie ist (1) mit (2) zu vereinbaren 1 Die Losung dieses Problems
liegt in folgendem. Es ist namlioh

- -~- - = 1 - _!-
a+ x a +x'

also konnen wir der Gleichung (2) auch die Form geben

f adx - 1 + x + 0
(a + X) 2 - - a + x .

Da - 1 cine konstante Zahl ist , konnen wir es mit 0 als eine
neue Konstante zusammenfassen, und wir setzen 0 - 1 = 0 1 ,

und zwar brauchen wir 0 1 fUr unseren Zweck nur = 0 anzu
nehmen, so ergibt sich

f ad x x
(a -+-x)2 = a + x

und wir sehen, daB Gleichung (1) in der 'fat ein Integral der
Gleichung (1a) ist. Es ist eben (2) die allgemeine Form des
Integrals von (la), von der (1) nur einen speziellen Fall darstellt,
namlioh denjenigen Fall, 'Y2- 0 = list. Man unterscheidet so das
allgemeine Integral voii]edem einzelnen par t iku l a.ren In
tegral.

90. Geometrische Bedeutung des Integrals.
Der Begriff des Integrals bekommt nun eine ganz neue Ge

stalt, wenn man von einer etwas anderen graphischen Darstellung
ausgeht wie bisher. Wir arbeiteten stets mit dem rechtwinkligen
Koordinatensystem, welches ja nur eine der unendlich mannig
faltigen geometrisohen Darstellungsweisen von Funktionen ist.
Wir wahlen nun eine zweite Art der Darstellung. Wahrend wir,
wenn in Abb, 89 A den Nullpunkt der Abszisse darstellt, ge
wohnlieh AB als x und BO als y bezeichneten, wollen wir jetzt
AB als x und den Flacheninhalt der Figur ABO als y betrachten.
Diese FIache ist ja auch eine Funktion von x, denn sie andert
sich mit ihr.' Denken wir uns x urn das Stuck BB1 = dx ge-
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wachsen, so waohst die Flache y um das schmale Flaohenstuck
B BIOI0, welches wir mit um so groBerer Genauigkeit als ein
Rechteck auffassen durfen, je schmaler es ist. Dieses ist also in
unserem Fall = dy, und der Differen-

tialquotient ~~ ist etwas > BO und

etwas < BIOI' Die Verschiedenheit c c
von BO und BIOI verschwindet, so-
bald wir B B l als unendlich klein an-
nehmen. Dann ist das Rechteck

Abb. S9.

A
I IBBlOlO = BO X BBl,

also ist

~BBlala =BG
BB

1
•

Bei dieser Darstellungsweise ist also der Differentialquotient,
geometrisch gedeutet, dasselbe, was bei unserer friiheren Dar
stellungsweise die Funktion y selber ist,

Dnd umgekehrt : Wenn wir den Differentialquotienten ~~

einer Funktion y = t (x) selbst als eine Funktion von x auffassen
und sie = t' (x) setzen, und wenn wir diese Funktion in iiblicher
Weise in einem rechtwinkligen Koordinatensystem darstellen, so
ist ihrIntegral, also h}dx, gleich dem v.on demKurvenstiick, der
Anfangs- und der Endordinate sowie von dem zugehorigen Ab
szissenstiick eingeschlossenen
Flaohenstuck. Ist also

B162~8S'65

Abb.90.

x = A B , und ist y = BO,

so ist

f y • dx = Flache ABO .

Das konnen wir auch noch
auf andere Weise verstehen.
Jedes der kleinen Rechteck-
chen BlB 2D20l usw. der
Abb. 90 stellt den Zuwachs A
des Inhaltes der von uns be
trachteten Flache dar. Sum-
mieren wir alle diese kleinen Rechtecke, so erhalten wir die
ganze Flache. So ist also das Integral die Summe unendlich vieler,
unendlich kleiner Flaohenstuckchen. Der Flaeheninhalt der wirk
lfch gezeichneten, durch Summierung der einzelnen Rechtecke ge-
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bildeten Abbildung, mit ihren vielen treppenartigen Absateen, ist
nicht ganz der gesuchte Flaoheninhalt, Lassen wir die Dicke der
einzelnen Rechtecke immer kleiner und ihre Anzahl immer groller
werden, so verschwinden die Treppen mehr und mehr und wir
erreichen den gesuchten Wert schon besser, und das wirkliche
Integral ist derjenige Flaoheninhalt, dem die treppenartige Ab
bildung zustrebt, wenn die Rechteckchen schlieBlich unendlich
dunn und zahlreich werden. Ein solches unendlich schmales
Rechteck heiBt ein Element der Flache.

Wir haben hier das Integral als eine Summe definiert, und
zwar als die endliche Summe unendlich vieler, aber unendlich
kleiner Elemente. Wir haben diese Auffassung an der Hand
einer ganz bestimmten geometrischen Darstellung entwickelt,
aber natiirlich ist diese Auffassung von dem Wesen des Integrals
nioht an diese eine Darstellungsweise gebunden. Auf jeden Fall,
auch bei anderer geometrischer Darstellung und auch ganz ohne
eine solche, wird man das Integral als eine solche Summe auf
fassen konnen. Man braucht zu diesem Zweck nur eine GroBe
in "Elemente" zu zerlegen, um rechnerisch immer wieder auf
denselben SummationsprozeB zu kommen. Ein solches Element
ist ein unendlich klein gedachtes Teilchen der gesamten GroBe,
welches aber in seinen Eigenschaften bestimmt werden kann.
So kann man den gesamten Zuwachs eines sich standig ver
zinsenden Kapitals als die Summe aller derjenigen kleinen Zu
waohse betrachten, welche in jedem, unendlich kurzen Zeitinter
vall entstehen. So kann man den FIacheninhalt eines Kreises
als die Summe zahlloser, aber unendlich schmaler konzentrischer
Ringe um den Mittelpul1kt betrachten oder auch als die Summe
zahlloser, unendlich schmaler reohteckahnliohen Streifchen, in
welche man die Kreisflaohe zerlegen kann oder uberhaupt als die
Summe unendlich vieler, unendlich kleiner Flachenelemente,
deren Gesamtheit eben die Kreisflaohe darstellt. Auf jeden Fall
ist dann das Kapital oder die Kreisflaohe das Integral desjenigen
Elementes, in welches wir das Ganze zerlegt hatten.

So kann man z. B. die Lange einer Kurve als ein Integral auffassen,
als die Summe aller der unendlich kurzen, geradlinig aufzufassenden
Stiickchen, welche sie zusammensetzt. Es stelle die Kurve Abb. 72 (S. 91)
die Funktion y = I(x) dar. Zerlegen wir diese Kurve, deren Lange ins
.gesamt = z sei, in Elemente, wie z. B. 00', und bezeichnen ein solches
Element mit .1z, so ist die Kurvenlange gleich der Summe aller dieser
.1z = ~.1z. Wir konnen nun .1z durch y und x ausdruoken. Es ist nam
lich in dem rechtwinkligen Dreick 00'D

(.1Z)2 = (.dy)2 + (.dx)2

und l;Ll z = L Y(.dy )2+ (.1X)2 .
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Wird LJ z unendlich klein, so wird hieraus

und

Jdz = JY(dy)2 + (dX )2 .

Stellt z. B. die Kurve einen Kreisbogen dar, so ist nach S. 65

Y = yr2 _ x 2

xdx
dy = - - -yr2 _ x2 '

Dann ist f ~(V
X2--- - - ) ~ /- r2

d z = - - + I ·dx= 1/--.dx.
.• r 2_x2 ' r2- x2

Fiihren wir als neue Variable .!!!.- = u ein, so ist x2= r2• u2 und d x = r du,
daher (vgl. Tabelle S. 142) r

z = {V-~~ -~ ~~ .du = r • arcsin1t + G = r • arcsin : + G.

Das Resultat deckt sich mit der Definition der Arcussinusfunktion (S. 110),
welche natiirlich die Lange eines Kreisbogens darstellen mnll,

(1)!t'(X)' dx = f(x) + O.

91. Das bestimmte Integral.
Das Integral in der bisher angewandten Weise hat die all

gemeine Form

Als Flaoheninhalt aufgefaBt, bedeutet es die Flaohe zwischen
irgend zwei Werten von x, die zuna.ch.sf nicht ns.her an
gegeben sind. Das hat eben die Vieldeutigkeit dieses un
bestimmten Integrals zur Folge. Sehr haufig handelt es sich aber
darum, das Integral von einem ganz bestimmten Wert von x,
es sei Xl' bis zu einem zweiten ganz bestimmten Wert von x,
es sei x:a, zu berechnen. Man schreibt dieses bestimmte In
tegral

:1:,

If'(X) dx .
:1:,

Das Integral (1) hat fur jeden Wert von X Giiltigkeit, also auch
fur Xl und ffir X 2 • Daher ist

:1:1

fl'(X) dx = f(xl ) + 0 ._
:1:,

jl'(x) dx = f(x2 ) + o.
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Durch Subtraktion ergibt sich :
3:2 Xl $2

jt'(x) dx - jt'(x) dx = jt'(x) dx = !(x l ) - !(x2 ) .

"',
Uberlegen wir uns jetzt die Bedeutung der linken Seite dieser
Gleichung. Es sei ABO das zu Xl gehorige Integral, ADE das zu
x2 gehorige Integral. Dann sieht man sofort

$ 2 X l 2':2

jt'(X) dx - It'(X) dx = j!(X) dx .
"',

Raben wir also das bestimmte Integral zwischen zwei be
stimmten Werten von x, Xl und X 2 zu bilden, so bilden wir erst
das (unbestimmte) Integral (von dem

E

A,I:=::::::-;=~;-----.I;;---
\ x,

unbestimmt gelassenen
Anfangspunkt) bis x2 ,

sodann das Integral (von
demselben Anfangs
punkt) bis Xl und sub
trahieren diese beiden
Integrale. Das Ergebnis
dieser Subtraktion ist,
graphisch 'dargest ellt .
die FHlche BDEO .

Statt

!(x2) - !(xl )

schreibt man auch
Abb. 91. Xl x!

If(x) I·
Die rechnerische Auswertung eines bestimmten Integrals wird

3

am besten durch ein Beispiel erlautert, Gesucht sei j X dx . Das

allgemeine Integral jx dx hat die Losung ~2 + O. Also hat das

bestimmte Integral zwischen den Grenzen X = 1 und X = 3 den
1 3

Wert I ~21· Dieses Symbol heiBt: In den Ausdruck ~2 solI x

erstens = 1 gesetzt werden; er wird dann = t ; zweitens solI
x = 3 gesetzt werden; der Ausdruck wird dann = t . Die Diffe
renz -~ - t = 4 ist der Wert des gesuchten bestimmten Integrals.

Ein bestimmtes Integral ist daher eine Funktion
seiner Grenzen.
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<Xl <Xl

f e-x'dx -/e- u·du .
o 0

a

I e-x'dx
1

Zwei bestimmte Int egrale, welche sich auf die gleichen Grenzen
erst recken und sonst formal gleich sind, sind daher ident isch .
So ist z. B.

Denn es ist gleichgiiltig, ob wir x oder u als "Integrations
buchstaben" wahlen, Es ist also auc h

bis X = '" bi s h » = cc

I e-x'dx .J~ -h' X'd(h . x) .
von x =0 von It", =0

Halt man bei zwei bestimmten Integralen
b

und f e-x'dX
1

die eine Grenze (die untere) fest und variiert nur die andere
(a oder b; allgemein g), so ist der Wert dieses -best immt en Int e
gra ls eine Funktion allein von g, und diese Funktion kann wie
irgendeine andere Funktion behandelt werden, z. B. nach g diffe 
renziert werden usw. Die Entwicklung dieser Differentialquo
tienten kann nach den allgemeinen Grundsatzen der Differential
rechnung ausgefiihrt werden.

Einige b estimmte I n t eg r a l e :
1

a) f exdx.
o

Der Gang der Rechnung ware also folgender.
Das allgemeine Integral lautet :

JeX dx = eX + C .
1 I 0

Nun ist I exd x =.J~xdx -.l~"'dx .
/I

Das erste dieser beiden Integrale erhalten wir, indem wir in den
Wert des allgemeinen Integrals fUr x den Wert 1 einsetzen, das
zweite, indem wir in das allgemeine I ntegral x = 0 setzen. Es
ist daher 1

.Jexdx = (e1+ C) - (eO + C) = e - 1.
o x

b) f exdx. (2)
o
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Dieses Symbol bedeutet folgendes. Es soll das Integral be
rechnet werden zwischen dem bestimmten Anfangswert 0 und
einem beliebigen, offen gelassenen, einfach als x bezeichneten
Endwert von x. Dieses Integral ist daher nur an seinem einen
Ende bestimmt und daher eine Funktion der Grenze x . Diese
Ausdrucksweise wendet man haufig an . Die Rechnung erfolgt
wie soeben und es ist

II:

j~x .dx = (eX+ 0) - (eO + 0) = p,X - 1.

o

Wird der Differentialquotient dieses nur an der einen Grenze
bestimmten Integrals nach der anderen, veranderlichen Grenze
gesucht, so ist also

II:

a/ p,o' . tl o:
J = d( p,J-I) = eX

d » d.«

Auf dieselbe Weise findet man:

"'
fsinx. d x = (-cosx + 0) - (- cosO + 0) = 1- cosx . (3)
o

.I~inx . dx = (- coszr+ 0) - (-cosO + 0)= 2 .
o

(4)

.,

r: .dx = (- cos%+ 0) - (-cosO + C) = 1. (5)
o

:r
+~

.~~l:t; . ria: = (- cos ~. + 0) - [-- cos (-- ~) + C] = O. (6)
:7

fsinx . dx = (- cos 2n + 0) - (- cos 0 + 0) = O. (7)
o

II:

Jcosx. dx = (sinx + 0) - (sinO + 0) = sin x. (8)
o
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fcosx. dx = (sinn + 0) - (sinO + 0) = o.
o

+:n;

fcosx. dx = (sin cr+ 0) - (-sinn + 0) = O.
- :n;

2

j~osx. dx = (sini + 0) - (sinO + 0) = 1 .
o
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(9)

(10)

(11)

(14)

+:r

!sin2x. dx = (i- Sin
4
2n + 0)-(-i - ~in(~ 2n) + 0) = n . (121)

-:n;

+:n;

f~OS2X' dx = c-Sin
4
2n +0)-(-i+ ~?(~2n)+ 0) = n. (131)

-:n;

'".r:= (Inx + 0) - (InO + 0) .
o

Da InO = - =, so hat dieses bestimmte Integral keinen
cndlichen Wert.

'"r:-- = (ln .e + C) - (In 1 + 0) =' ln x .
x

1

~;'

j iIX
X = (2hu: +0) - (lnx + 0) = ln.e .

'"

(U'»

(Hi)

c
92. Bereehnung von FHieheninhalten.

Von dieser sehr allgemeinen Anwendungsweise
der Integralrechnung sollen einige Beispiele ge-
geben werden. !I

Gegeben sei die geradlinige Funktion(Abb. 92)

y=2x.

Es soll nun der Elacheninhalt des zu einem be- A JJ B
liebigen Wert von x, A B, zugehorigen Drei- Abb.92.

1) Das allgemeine Integral findet man S.147 und 148.

Michaelis, Mathematik. 3. Auf!. 11
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Abb.93.

ecks ABC berechnet werden. Diesel' Flaeheninhalt ist also das
bestimmte Integral von :Ii. = 0 bis x2 = x. Diesel' Flaoheninhalt
ist nach § 90 zunachst in allgemeiner Form:

6 ABC = fy· dx = f2xdx ,

fydx = x 2 + C. (1)

Die Bedeutung del' Integrationskonstanten C erhellt daraus,
daB fur x = 0 nach del' Abbildung auch y = 0 ist, also auch
del' Wert des zugehorigen Integrals oder Dreiecks = 0 ist. Setzen
wir in Gleichung (1) x = 0, und setzen wir ferner die geometrisch
gewonnene Beziehung Iydx = 0 ein, so ist

0= 0 + C,

also C=O,

folglich ist 6 A B C = f2xdx = x 2•

In diesem Beispiel liegen nun die Verhaltnisse besonders ein- ·
fach, weil del' zu berechnende Flacheninhalt von lauter Geraden

begrenzt ist. Die allgemeine Methode,
Ftacheninhalte zu berechnen, ist folgende.
Man zerlege die B'laehe in kleine, schmale
Stucke, derart, daB man den Inhalt eines
jeden Stuckes berechnen kann, und sum
miere dann samtliche Stucke. Welcher
Art diese "Elemente" del' B'lache sind,
wird nul' von del' Bequemlichkeit del'
Rechnung vorgeschrieben. SolI man z. B.
den B'laoheninhalt berechnen, den die
Sinuskurve mit del' x -Aehse zusammen
umschlieBt (Fig. 95, S. 165), so wird man
sieh die Flache durch zahlreiche Parallelen
zu B D in lauter kleine Streifen zerlegt
clenken, welche, je kleiner man die Breite
wahlt, urn so genauer gleich einem R e c h t
eck werden. SolI man clagegen clen

Flacheninhalt eines Kreises berechnen, so zerlegt man diesen am
besten in kleine Sectoren wie A 0 B (Abb, 93), deren Inhalt, je kleiner
A B wird, sich um so mehr clemeines gewohnlichen Dreiecks nahert.

Wir wollen nun auf diese Weise einige Flaoheninhalte berechnen.

1. Del' Flacheninhalt des Kreises.
Man zerlegt den Kreis in kleine Sektoren auf die angegebene

Weise, Del' Inhalt eines jeden kleinen Sektors ist, wenn diesel'
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lJ - AB~
(, - 2 .

nul' schmal genug ist, derselbe wie del' eines gleichschenkligen
Dreieoks, dessen Basis das sehr kleine Stuck del' Peripherie A B ,
und dessen Hohe del' Radius des Kreises ist; es ist del' sehr kleine
Inhalt

Die Strecke A B selbst ist nun von r abhangig. Zerlegen wir
7,. B . den Kreis in 100 Sektoren, so ist del' Umfang des Kreises,
wenn del' Radius = e ist, = 2 i2 it , und das A B entsprechende

Stuck desselben = ;~~ . Ist aber del' Radius = 2e, so ist del'

Umfang 4i]n und das Stuck AB = ~~;. Daher ist das Stuckchen

AB, wenn wir seine GroBe fur einen Kreis mit dem Radius 1
als dx hezeichnen, im allgemeinen fur einen Kreis mit dem Radius
r = 1" (['I' . Es ist also

N unmehr summieren wir alle diese unendlich vielen Dreieckchen
zwischen den Wcrten x = a und x = 2n, oder wir "integl'ieren
uher den Umfang des Kreises", und eR wird

Va i eine Konstante ist , konnen wir 01'; auch VOl' das Integral

zeiohen setzen

1'2 / 'J = 2-' d.» ,
(I

.1= Jrt·:!.

Bemerkenswert ist ftir dieses Beispiel, daB wir die Flache
nicht in Rechteckchen, sondern in Dreieckchen zerlegt haben,
und nicht das Prinzip des rechtwinkligen Koordinatensystems,
sondern die Darstellungsweise des Polarkoordinatensystems an
wandten.

2. Del' lnacheninhalt del' Parabelflache.
Wir stellen uns die Aufgabe, den F'lacheninhalt eines Parabel

stueks (Abb. 94) vom Scheitel bis znr Linie AB zu ermitteln.
Hier mussen wir Val' die eigentliche Integrationsaufgabe eine

11*
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8~_-

c

A

Abb.94.

o

andere Uberlegung setzen, welche fur derartige Aufgaben typisch
ist und immer wieder vorkommt. Wir wollen namlioh hier das
rechtwinklige Koordinatensystem als Achsensystem wahlen und
miissen uns vergegenwartigen, daB dann ein Flachenstnok ober
halb der Abszisse als positiv gerechnet werden muB, ein Flaohen

stuck unterhalb der Abszisse als
negativ. Well nun von dieser Pa
rabelflache genau das gleiche Stuck
oberhalb wie unterhalb der x -Achse
liegt, und well, analytisch dar
gestellt, das obere Stuck ein po
'sitives, das nntere ein negatives
Vorzeichen bekommt, so muB als
Inhalt der Parabelflaohe vomSchei
tel bis zur Grenze AB immer Null
herauskommen. Was wir hier

suchen, ist aber nicht die algebraische Summe der analytisch
als positiv oder negativ definierten Flachenstucke, sondern der
wirkliche geometrische Inhalt. Dieser deckt sich mit dem ana
lytischen Inhalt nur unter der Bedingung, daB die betrach
tete Flaohe ganz oberhalb oder ganz unterhalb der x-Achse
liegt, im letzterenFall werden wir nur das negative Vorzei
chen des erhaltenen Resultats fortzulassen brauchen.

Sobald also ein gesuchter Flacheninhalt die Abszisse des
Koordinatensystems ubersohreitet , werden wir die Flaohe in
einzelne Abschnitte zerlegen, die durch die Abszisse abgegrenzt
werden, und [eden dieser Abschnitte einzeln integrieren, zum
SchluB die erhaltenen 'I'eilflachen , aIle mit positiven Zeichen
versehen , addieren. - Bei der Parabel wird nun die Flache
durch die x-Achse halbiert, wir werden daher nur notig haben,
die obere Halite der Flache zu integrieren.

Fiir diese gilt nun die Gleichung (S. 64)

y = +y!2px~

Wir zerlegen nunmehr die Parabelflache in schmale Streifen,
indem wir zahlreiche Parallelen zu BC ziehen. Wenn wir diese
Streifen recht schmal machen, so wird der Inhalt eines solchen
Streifens dJ = y • dx und der Inhalt des Parabelstuoks vom
Scheitel bis zur Grenze B C ist

x x

J !y!2px.dx=y!2pjY;.dx,
o 0

J = t y!2px3 = -~ x Y2px .
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so ist
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-Y2px = y,

J = -} x . y.
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" "
J =jYdx=./~inx . dx.

V u

Der Inhalt des Parabelstiicks ist daher -5- von dem Rechteck
aus den Koordinaten x und y.

Das ganze Parabelstuok OAB hat die doppelte Flaohe,

3. Den Flacheninhalt der Sinuskurve zu b erechnen.

Gegeben sei y = sinx (Abb. 95).
Aus denselben Grunden wie soeben werden wir uns zunaohst

die Aufgabe stellen, nur den oberhalb der x-Achse gelegenen
Flaoheninhalt zu berechnen, der einerseits von der Kurve A 0 ,

o

AlJiJ.05.

andererseits von der Geraden AO begrenzt wird. Wir zerlegen
diese Flache in kleine Streifen, indem wir zahIreiche Parallelen
zu BD gezogen denken. Der Inhalt eines einzelnen Streifens ist
= y • dx. Die Summe aller dieser Streifen zwischen x = 0 und
x = AO = n ist

Da der Wert. des entsprechenden unbestimmten Integrals
= - cos x + 0 ist, so ist

"
Isinx = -cosn + cosO = +2 .
o

Es ist also J=2 .

Ebenso ist natiirlich auch die unterhalb der x -Achse gelegene
Fortsetzung der Sinusflache zwischen x = n und x = 2n

J= -2
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analytisch betrachtet; also rein geometrisch = 2. Der Inhalt
der Flache zwischen x = 0 und x = 2x ist also algebraisch = 0,
geometrisch = 4.

93. Die mittlere GroBe der Ordinate.
Fiir manche Zwecke ist es von Vorteil, den Mittelwert

samtlioher Ordinaten fiir ein bestimmtes Intervall von x zu
kennen. Es stelle z. B. Abb. 96 eine Pulskurve dar. Sie stellt
die Schwankung des Blutdruckes vom Beginn einer Systole bis
zum Beginn der nachsten Systole dar. Der diastolische Blutdruck
sei a, dann ist der maximale Blutdruck in der Systole = a + B D .
Wir wollen nun wissen, welche GroBe wir dem diastolischen
Druck a addieren mussen, um den mittleren Druck zu erhalten.

B

A

Abb.96.

c

Es sei also AO = x das Intervall, in welchem der mittlere
Wert der Ordinate, Ym , gesucht wird. GemaB der Bedeutung
des Mittelwertes wiirden wir zunachst folgendermaBen operieren.
Wir ziehen viele Parallelen zu B D, welche alle voneinander den
Abstand L1 x haben. Diese Parallelen seien bezeichnet mit Yl'
Y2' Y3' ... , Yn' Den Mittelwert aller dieser Koordinaten erhalt
man nun, indem man die Summe (Yl + Y2 + Y3 + ... + y,,)
durch die Zahl der addierten Ordinaten dividiert. Diese Zahl

x
ist = Ll z ' Es ist also der Mittelwert von Y

1:,y.L1x
Ym= --x-'

Diese angenaherte Rechnung kann man zu einer genauen
machen, indem man die GroBe der Strecke L1 x unendlich klein
wahlt. Dabei wird die Zahl der addierten Ordinaten unendlich
groB und L1 x wird zu dx. Es ist nun, wie oben gezeigt wurde,
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1:y . dx dasselbe wie f ydx, und daher

fy· dx
Ym=-x

oder im speziellen fur das Intervall Xl bis x2 :

167

Nun gibt das Integral naeh § 90 den Flaoheninhalt der Kurve
an. Diesen Flacheninhalt konnen wir aber dureh ein Reehteek
dargesteUt denken, dessen cine Seite X ist. Dann muB die andere

Seit fydx . . t
Cl e -- x ~ seln, was = Ym IS •

Die mittlere Ordinate ist daher diejenige Ordinate, welehe mit
der (in dem gewunschten IntervaU abgesehnittenen) Abszisse ein
Reehteek von gleiehem Inhalt wie die Kurvenflache gibt.

Die praktisehe Bestimmung der Ordinatenhohe kann man
folgendermaBen ausfiihren. Man sehneide das Kurvenstuck in
Karton oder Bleeh von gleiohmalsiger Dieke aus und wage es.
Es habe das Gewieht g. Sodann bestimme man dureh Auswagen
von Quadraten bestimmter GroBe das Gewieht der Flacheneinheit,
1 qom , des Kartons, es sei o, und bereehne daraus den Flaohen
inhalt f ydx ; es ist namlieh

!ydx= ~.

Diesen B'lacheninhalt braueht man nur noeh dureh die Lange
der ausgesohnintenen Abszisse , x , zu dividieren, um die mittlere
Ordinate

g
Y= c.a;

zu erhalten.

94. Graphische Integration.
Fur praktisehe Zweeke ist es nieht notwendig, eine Funktion

zu formulieren, um sie zu integrieren. Die Funktion selbst braucht
nur graphisch dargesteUt zu werden, um ihr Integral gleichfaUs
auf graphische Weise angenahert auszuwerten. FUr dieses Ver
fahren, welches vielfache Verwendung, z. B. in der praktischen
Anwendung der Thermodynamik findet, soU nur ein Beispiel
gegeben werden. Sei H tr die Warmeenergie eines Korpers bei der
Temperatur tl , und ebenso H t, bei der Temperatur t2 , so ist
H t• - H t, der Unterschied des Warmeinhalts, wenn der Kerper
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von tl auf t2 erwarmt wird. Der Differentialquotient ~~ = 0

wird die Warmekapazitat des Korpers genannt, welohe versohieden
ist, je naohdem die Erwarmung bei konstantem Druck vorgenom
men wird (Op) oder bei konstantem Volumen (Ov). Der Unter
sohied des Warmeinhalta des Korpers, wenn er sich einmal auf
der Temperatur tl befindet, das andere Mal bei gleichem Druck
auf der Temperatur t2 , ist also

t,

n.; - n; fOp. dt.
t,

01} ist von der Temperatur abhangig, darf daher nicht vor das
Integralzeichen gestellt werden. Man kann nun rein experimentell
Op fUr alle mogliohen Temperaturen zwischen tl und t2 bestimmen
und die Ergebnisse graphisch darstellen, mit t ala Abszisse und
Op als Ordinate. Ea sei z, B. in Abb. 91 die Abszisse die Tem
peratur, der Punkt B entspreche tI , und D entspreche t2 • Die
Ordinate sei Op. Dann ist

t,

Ht, - u; fOp. dt = Flache BODE .
t,.

Der Inhalt dieser Flaohe kann mit jedem gewiinschten Grad von
Genauigkeit durch Auszahlung der Quadrate des Millimeter
papiers innerhalb dieser Flaohe ausgemessen werden.

Beispielefiir die Anwendung der Integralrechnung.
95. DieArbeit bei der isothermen Ausdehnung eines Gases. Dieses

Beispiel sei ala besonders wichtig dem genauen Studium empfoh
len. Es s e i die Arbeit zu berechnen , die ein Gramm-Mo 
lekiil oder 1 Mol eines idealen Gases bei isothermer Aus
d ehuung') von dem Volumen 1'] auf das Vo Iurnen ej Ie.is te t.

1) D. h. ohne Anderung der Temperatur. Da an sich die Volumen
anderung eines Gases bei Arbeitsleistung stets mit einem kalorischen
Effekt verbunden ist, so kann die isotherme Ausdehnung eines Gases nur
dadurch bewerkstelligt werden, daB man den Kolben, der das Gas faBt
und mit einem beweglichen Stempel versehen ist, in ein grofies Wasser
bad von konstanter Temperatur tauchen und den AusdehnungsprozeB
aul3erst langsam vor sich gehen laBt, so daB soots ein volliger Warme
austausch eintritt. Der ProzeB der Ausdehnung muB so langsam geleitet
werden, daB die in jedem Zeitteilohen entstehende oder verschwindende
Warmemengelsofort an .das Warmereservoir fortgeleitet wird, welches so
groll gewahlt wird, daB die zugeleitete oder abgenommene Warmemenge
insgesamt noch keine melsbare Temperaturanderung zur Folge hat.
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oder

Wenn ein Mol eines Gases bei konstantem Druck p sich
von dem Volumen VI auf das Volumen v2 ausdehnt, so leistet es
die Arbeit p (v2 - VI)' Da aber bei einem isothermen Prozef der
Druck sich stetig andert, so diirfen wir p nur auf eine unendlich
kurze Strecke als konstant betrachten. Es wird dann, wenn ein
Mol des Gases unter dem Druck p sich um das unendlich kleine
Volumen dv ausdehnt, die unendlich kleine Arbeit

dA = pdv

geleistet. Durch Integration dieser Differentialgleichung erhalten
wir die endliche Arbeit A = f pdv .

Nun ist, wie schon gesagt wurde, p nicht konstant, sondern
selber eine Funktion von v, und zwar ist nach dem Gasgesetz

pv = R 'P
RT

P= v'

Setzen wir das in das Integral ein, so ist

A =fRT. d: = RTfdvv

oder A = RTlnv + O.

Jetzt miissen wir noch die Integrationskonstante eliminieren.
Da die letzte Gleichung die allgemeine Beziehung zwischen A
und V gibt (dies sind die einzigen Variablen; R und 0 sind von
Natur Konstanten, und die Konstanz von T ist unsere Voraus
setzung), so gilt, wenn wir den zu einer gewissen Arbeit Al ge
horigen 'Vert von V als VI bezeichnen und den zu einer anderen
Arbeit A 2 gehorigen Wert von V als v2 ,

Al = R T In VI + 0
und ebenso A 2 = R'P In V 2 + O.

Durch Subtraktion

v,

j' dv v2
A = RT- = RTln-.

v v1
v,

oder

A 2 - Al = R l'ln 'v2 - R l'lnv1

A2-AI=RTln
v2.
VI

A 2 - Al ist aber die Arbeit, die das Gas von dem Anfangs
zustand VI bis zur Erreichung des Zustands v2 leistet. Es ist also,
wenn nunmehr A die Arbeit zwischen dem Zustand VI und V 2
bedeutet,
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Die Arb eit, die wir mit Al bezeichneten , wurde von irgend
einem, nicht genauer definierten Nullpunkt an gemessen; ent
sprach z. B. ·dieser Anfangspunkt irgendeinem sehr kleinen Vo
lumen des Gases, so ist Al die Arbeit, die das Gas leist et, wenn
es sich zunaehst einmal von diesem beliebigen sehr kleinen An
fangsvolumen bis zu VI ausdehnte , also eine Arbeit, die wir bei
unserer Aufgabe (die Arbeit bei der Volumenanderung V 2 - VI

zu berechnen) gar nicht wissen wollen. A 2 bedeut et dann die
Arbeit von eben jenem sehr niederen, nicht naher festgelegten
Anfangspunkt aus und umfaJ3t daher erstens die uns nicht inter
essierende Arbeit Al und dazu noch die gesuchte Arbeit. Also
ist A 2 - Al die von uns gesuchte GroBe der Arbeit.

96. Die Berechnung der elektromotorischen Kraft einer
Konzentrationskette mit tJberfiihrung.

Gegeben sei eine galvanische Kette folgender Anordnung
A B CC1C2D E Z
~ ~ H H ~ ~

Pt-H2-Elektrode I HCl-Losung-,- 1- HCl-Losung, I Pt-H2-Elektrode
Konzentrat ion Konzentration

= c1 = C2

Diese K ette unterscheidet sich von den gewohnlioh zur Messung
der H +-Ionenkonzentration angewendeten dadurch, daB die beiden
HCl-Losungen sinh unmittelbar beruhren, ohne daB das Diffu
sionspot ential (z. B. vermittelst gesatt igt er K Cl-LosUllg) ver
nichtet ist. Es sei die Aufgabe, die elektromotorische Kraft E
der Kette zu berechnen , Zu diesem Zweck mussen wir der Er
fahrung entnehmen, was innerhalb der Kette wahrend ihrer Be
tat igung geschieht. Lassen wir durch die geschlossene Kette
so viel Strom flieBen, bis an der einen Elektrode 1g H +-Ionen
aus der Losung verschwunden und als Wasserstoffgas abgeschieden
worden ist, so ist durch den durch die Elektrode reprasentierten
Querschnitt des Stromes die Elektrizitatsmenge 96540 Coulomb
(bezeichnet als 1 F) geflossen. Folglich ist auch durch jeden
beliebigen anderen Querschnitt des Stromes 1 F Elektrizitat ge
flossen. Innerhalb der Losungen kann die Elektrizitat nur in
Form von Ionen flieBen. Verfolgen wir nun, was in [edem einzelnen
Querschnitt des Stromweges wahrend der gleichen Zeit geschieht.

1. In dem Querschnitt A wird 1 Mol Hv-Ionen aus der Losung
entfernt (und erscheint als H 2-Gas im Gasraum).

2. In dem Querschnitt Z wird 1 Mol H 'r-I onen in die Losung
(aus dem Gasraum der Elektrode) hineinbefordert.
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In den Querschnitten A und Z beteiligen sich keine anderen
lonenarten an der Stromleitung.

3. In p;'inem beliebigen Querschnitt B, welcher durch die eine
Losung von der Konzentration c1 gelegt werden moge, flieBt die
Elektrizitat in der Form, daB t+Mole H't -Ionen in der Richtung
von rechts nach links, t - Mole 01- -lonen von links nach rechts wan
demo t+ undot: driicken die Beweglichkeit der H+- und Clr-Ionen
aus, t+ ist die Uberftihrungszahl des H'r-Lons in einer HOl-Losung,
t : ist die Uberfuhrungszahl des Cl-Ions. t+ + t: = 1. Dasselbe
gilt ffir jeden anderen Querschnitt wie 0 , 01' 02' D, E. Aber
der Vorgang in den verschiedenen Querschnitten unterscheidet
sich in folgendem. Bei der Wanderung durch den Querschnitt B
gelangen die lonen von einer Stelle links von B zu einer Stelle
rechts von B, von Stellen der Konzentration c1 zu Stellen wieder
urn von der Konzentration c1 • Ein solcher Vorgang erfordert oder
leistet keine Arbeit. Ahnliches gilt ffir einen Querschnitt wie E.

.Innerhalb der Ubergangszone °D andert sich die Konzentra
tion allmahlioh von c1 zu c2 • Ist Z. B. in dem Querschnitt 0 1
die Konzentration = c, so sei sie in dem benachbarten Quer
schnitt O2 = c + de,

4. Durch den_Querschnitt OJ. wandern also t+ Mole H +-lonen
von Orten der Konzentration c zu Orten der Konzentration
c+dc, und

5. t: Mole Ol-lonen von Orten der Konzentration c zu Orten
der Konzentration c - dc .

Die Zustandsanderung 1. und 2. zusammengenommen ist die
selbe, als ob 1 Mol Hv-Ionen von der Konzentration c1 auf die
Konzentration C2 dilatiert wiirde und liefert, wenn sie reversibel
und isotherm verlauft, die Arbeit

Al = RTln~.
C1

Die Zustandsanderungen 3. involvieren keine Arbeitsleistung.
Die Zustandsanderung 4.liefert infolge des Transportes der H -lonen

die Arbeit - t+ . R T
d e

, infolge des Transportes der Cl-Ionen die

Arbeit + t: R T
d e

, zusammen also die Arbeit - (t+ - t-) RTd c
,

e e
oder, da t: = 1 - tr , die Arbeit - (2t+ _l)RTd e

• lnnerhalb
c

der ganzen Ubergangszone wird also die Arbeit geleistet
c.

f de
A 2 = - (2t+ - l)RTc ' (1)
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Al + A 2 ist die gesamte Arbeitsleistung, sie ist gleich del' elek
trischen Arbeit F . E , also

E _ Al + A 2
- F

Um diese Formel auszuwerten, muf (1) integriert werden. Je
naoh den Anspriichen an Genauigkeit kann man dies auf folgende
zwei Weisen ausfuhren,

a) Wir konnen als einigermalsen zutreffend die Annahme zu
grunde legen, daB die Uberfuhmngszahlen unabhangig von del'
Konzentration seien. Wir schreiben dem H'r-Ion eine ganz be
stimmte "Beweglichkeit" u, dem 01- -Ion eine Beweglichkeit v

zu, dann ist t+ = +u , und t : = _ +v- . Bei diesel' Annahme
U v U v

lautet das Integral (1) einfach
c,

A 2 = -(2t+ _l)RT(dc = -(2t+ - l)RTIn~Fc CI
c.

= _ U - v • RT In~
U + V CI

E = Al + A 2 = RT In.!:! _ U - v. RT In~
F F CI u+v F CI

Das erste Glied ist del' Unterschied del' Elektrodenpotentiale,
das zweite Glied das "Diffusionspotential" oder "Fliissigkeits
verbindungspotential". Fuhrt, man die Summation aus , so wird

E=RT . ~.ln~=RT.2t -In.!:!
F u+v CI F CI

b) Wenn wir die Tatsache beriicksichtigen wollen, daf die
Uberfiihrungszahlen von del' Konzentration nicht ganz unabhangig
sind, so ist es nicht erlaubt, in del' Gleichung (1) den Klammer
ausdruck mit t+ VOl' das Integralzeichen zu setzen. Die Integration
von (1) ergibt dann

c,

A
2

= RT In.!:! - 2RTj't+ . dc .
CI C

c.

Das zweite Glied kann auch geschrieben werden
~ ~

-2Rlit+dIne = -2.0,4343T·ft+dl~ge.
~ ~

t+ ist eine Funktion von o, also auch von loge, welche wir nicht
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durch eine .einfache und theoretisch begriindete Uberlegung aus
driicken konnen, sondern den experimentellen Daten von Dber
fiihrungsversuchen entnehmen. Stellen wir graphisch t+ als Ordi
nate, logc als Abszisse dar, so konnen wir das Integral duroh eine
Ausmessung eines Jrlacheninhaltes gemaB § 94 bestimmen und
erhalten so eine spezielle, fur die jeweils gegebenenWerte von c1
und c2 giiltige Losung des Integrals.

97. Beispiele aus der chemischen Kinetik.
1. Unimolekulare Reaktion.

Wenn eine chemische Reaktion darin besteht, daB die Kon
zentration eines gelosten Stoffes (durch Abbau oder Synthese)
sich allmahlieh andert, so nennt man das eine unimolekulare
Reaktion, da sich nul' eine Molekiilart verandert (umwandelt).
Die Reaktion

1 Mol. Sacharose -+ 1 Mol. Glukose + 1 Mol. Fruktose

stellt eine solche dar. Eine in umgekehrter Richtung verlaufende
Reaktion -

1 Mol. Glukose + 1 Mol. Fruktose -+ 1 Mol. Sacharose

ware dagegen eine bimolekulare Reaktion.
Die physikalische Ohemie lehrt nun, daB die Gesohwindigkeit

einer unimolekularen Reaktion in jedem Augenblick proportional
del' in diesem Augenblick vorhandenen Menge des veranderungs
fahigen Stoffes ist. Bezeichnen wir die zu Anfang (Zeit t = 0)
vorhandene Sacharosemenge mit a, die zur Zeit t vorhandene Sacha
rosemenge mit x, so wurden wir als "Zerfallsgeschwindigkeit"
das Verhaltnis del' Abnahme des Zuckers zu del' Zeitdauer,
welche diese Abnahme erfordert, betrachten. Die auf diese Weise
definierte Geschwindigkeit ist abel' nicht gleichformig, indem sie
sich ebenso wie Sacharosemenge jeden Augenblick andert. Je
kiirzere Zeitlaufte man betrachtet, um so weniger andert sie sich
wahrend des betrachteten Zeitraumes. Fiir unendlich kurze Zeit
betrachtet, ist diese Geschwindigkeit konstant. Wir bezeichnen
nun wie gewohnlioh eine unendlich kleine Zunahme des Zerfalls
produktes, des Invertzuckers, mit dx und die dazugehorige Zeit
mit dt. Die Geschwindigkeit des Zerfalles zur Zeit t ist also, fiir
eine unendlich kleine Spanne Zeit, als konstant zu betraohten

d . t dxun IS (ft.

Von diesel' Geschwindigkeit lehrt nun die physikalische
Ohemie, daB sie del' zur Zeit t vorhandenen Sacharosemenge
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proportional ist. Diese Menge ist = a - x. Es ist also

dx
lit = k(a- x),

wo k einen Proportionalitatefaktor , die Geschwindigkeitskonstante
bedeutet. Wir stellen uns nun die Aufgabe, diese Gleichungen zu
integrieren, d. h. aus ihr zu einer neuen Gleichung zu gelangen,
in der keine unendlich kleinen GraBen wie dx und dt mehr vor
kommen. Wir schreiben diese Gleichung zunaohst in der Form

dx
kdt = -- .

a-x

Aus ihr folgt zunachst

j. fdXkdt= - .- .
a-x

Fiihren wir diese Integration aus, so ist

kt = - In (a - x) + C.

0= - Ina + C

C = Ina .oder

Zur Eliminierung der Integrationskonstanten machen wir davon
Gebrauch , daB diese Gleichung auch dann gelten muB, wenn
t = 0 ist, also zu Anfang des Versuchs. Dann ist x = 0, und
daher unter Einsetzung dieser Werte von x und t in obige Glei
chung

Setzen wir den Wert fur C in das allgemeine Integral ein, so ist

kt = -In (a - x) + Ina

oder ki = In-~. (1)a-x
In dieser Form wird die Gleichung gewohnlioh angewendet.

Wollen wir sie nach x auflosen, so schreiben wir dafiir unter
Umkehrung der logarithmischen Funktion (S.79)

ek t = _ a .
a-x'

woraus folgt
ek t -1

x=a·~.

Wollen wir die Gleichung (1) praktisch anwenden, so werden
wir lieber mit dekadischen statt mit natiirlichen Logarithmen
rechnen. Dann geht die Gleichung (1) uber in die Form

04343. kt = 10gIO_u_.
, a-x
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Wenn wir also aus experimentellen Daten den Ausdruck
1 a
t .loga - x

berechnen, so erweist sich derselbe fUr eine gegebene Versuchs
bedingung als konstant, welchen Wert wir fur x auch einsetzen,
und von welcher Anfangsmenge a wir auch ausgehen. Diese
errechnete Konstante k1 steht zu der theoretischen Konstanten k
in der Beziehung (vgl. S. 26)

k1 = 0,4343 • k.

2. Eine bimolekulare Reaktion besteht darin, daB zwei ver
schiedene MolekiHe miteinander unter Bildung eines oder mehrerer
neuer Molekiile reagieren. Der Stoff A sei zu Anfang in der
Konzentration a vorhanden, der Stoff Binder Konzentration b.
Wenn nun 1 Mol A + 1 Mol B zu irgendeinem oder mehreren
neuen Korpern sich umwandelt, so daB also A und B allmahlioh
aus der Losung verschwinden, so verschwindet in jedem Augen
blick ebensoviel A wie B, nach molaren Einheiten gemessen .
Die zur Zeit t verschwundene Menge von A oder von B sei + x .
Dann lehrt die physikalische Ohemie, daB die Geschwindigkeit
in jedem Augenblick proportional dem jeweiligen Produkt der
Konzentrationen der reagierenden Stoffe sei, Also

dx- = k(a - x) (b - x) . (2)
dt

Daraus folgt zunaehst, indem wir erst die Glieder mit der
einen Veranderliehen, x, auf die eine, die mit der anderen, t ,
auf die andere Seite bringen,

dx
k dt = (a - -x) (b - -x)'

J' !l dxkdt- - -- - -
-. (a - x) (b - x) .

Das Integral der rechten Seite entspricht der Form von S. 148.
Wir zerlegen es in zwei Partialbriiche

!l dx fia~b ~a~b= --·dx - - -·dx
. (a-x)(b-x) b-x ~ a -x '

und so ergibt sich
1 1

kt = - a-b .In(b-x) + a-b In(a-x) + C

1 a-x
oder kt = a _ b In-b -=x + C.
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Die Bedeutung von a ergibt sich daraus, daB die letzte Glei
chung auch gelten muB, wenn t = 0; dann ist x = 0 und

1 ao= a _ b • lnb + a
1 alb

oder G = - a _ b . In -iJ- = + a=b . In Ii 0

Daher kt = _l_ _ ln(a - _x)b 0

a-b (b -x)a

FUr den Fall, daB a = b, ist diese Formel bedeutungslos. Man
beginne fUr diesen Fall die Rechnung vom Ansatz (2), S. 175 an
von neuem. Es wird dann

kt = x .
a(a- x)

3. Eine Reaktion bestehe in dem Zerfall eines Korpers, welcher
hervorgerufen wird durch einen Katalysator. Nun sei der Zerfall
in jedem Zeitteilchen proportional der Menge des Katalysators,
aber unabhangig von der Konzentration des zerfallenden Korpers.
Wie lautet das Integral dieses Prozesses ~

Da der ProzeB von der Anfangsmenge a nicht abhangig ist,
so kommt a diesmal im Ansatz nicht vor. Ist F die Konzentration
des Katalysators, x die zur Zeit t schon zerfallene Menge, so ist

dx
dt = kF,

wo k ein Proportionalitatefaktor, die Geschwindigkeitskonstante
ist. Diese Gleichung liefert

dx = k· F· dt,

x=k·F·t+O,

Anfangsbedingung: 0 = k . F . 0 + a
x = k- _F · t ,

x stellt somit eine geradlinige Funktion von t dar.
Dieser Verlauf findet sich wenigstens angenahert verwirklicht

bei manchen Fermentprozessen, z. B. bei der Spaltung des Rohr
zuckers durch Invertin, wo die Zerfallsgeschwindigkeit, wenigstens
innerhalb gewisser Grenzen, von der Konzentration des Rohr
zuckers unabhangig ist und wenigstens bis zu einem gewissen
Stadium annahernd der Zerfall eine geradlinige Funktion der Zeit
ist, d. h. bei gegebener Fermentmenge wird in der Zeiteinheit
eine bestimmte Menge Zucker umgesetzt, unabhangig von der
Anfangsmenge des Zuckers.
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4. Eine Reaktion verlaufe wie die soeben geschilderte, nur
mit dem Unterschied, daB die Spaltprodukte einen hemmenden
EinfluB auf die K atalyse haben, und zwar beruhe diesel' hemmende
EinfluB darin, daB von den Spaltprodukten ein gewisser Bruchteil
des Fermentes in Beschlag gelegt werde. Diesel' unwirksam ge
machte Teil des F erments sei del' Menge del' Spaltprodukte ein 
fach proportional.

Bezeichnen wir den zur Zeit t aktiven T eil des F erments mit
Fa' so ist zunachst wieder

rl x
dt = k · Fa ·

F a = F(l - EX),

(~: = k · .F( ] - EX),

__d X = k . F . dt
1 - t:X '

AlsoW O 10 < J .

.F" ist abel' noch von x oder t abhangig. Fa. ist namlieh nicht
das gesamte Ferment F, sondern man muB von F einen gewissen
Bruehteil abziehen, welcher proportional del' schon umgesetzten
Menge x des Substrats ist. I st 10 diesel' Proportionalitatefaktor,
so ist also

k .Ft = /~I - t:x '

1
k Ft = - ]11 (1 - EX) + a,

e

Anfangsbedingnn g: 0 = 0

1
k Ji'/. = --;- ]n (1 1 - E :l~ )

oder naeh :l~ aufgelost .

:r. =

ii . li~s sei eine iiJmliche Annahme gemacht wie soeben, nur sei
del' durch die Spaltprodukte in Beschlag gelegte Teil des Ferments
nicht den Spaltprodukten proportional, sondern dem VerhiiJtnis
del' Spaltprodukte zur Anfangsmenge des zu spaltenden Stoffes
proportional. Dann ware

d x _ k . .F'
dt - . ,

Michaelis , Mathematik. 3. Ann . 12
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oder

Es ist daher

wo F' den wirksamen Teil der Fermentmenge F bedeutet. F' ist
nur ein Teil von F , und zwar

F'= F(l -- e :),

wo e den Proportionalitatsfaktor bedeutet,

~:=kF(l-e:)

f; d: k· F· t.
l--·x

a

Die Losung des Integrals ergibt

leFt = -.!:.In(l _.!..-. x)+ G,
e a,

Anfangsbedingung : 0 = 0 + G

kFt = -.!:.In(l - .!..- •x)
" (I.

oder kFf = +.!:. In-~----.
" a. - e X

Fur den speziellen Fall z. B., daB e = 1, ergibt sich

kFt = aIn -
a

- ,
a-x

Man beachte die Ahnlichkeit dieser GIeichung mit der einer
einfachen unimoIekuIaren Reaktion. Der Typus des Verlaufs ist
in beiden Fallen derselbe, nur ist der Ausdruck

I a,
-·In--t (I. - X

bei der unimolekuIaren Reaktion unabhangig von der Anfangs
menge des Substrats, im zweiten Fall dagegen der Anfangsmenge
des Substrats proportional .

98. Das partielle und das totale Differential.
Ist eine Funktion y von zwei Variablen u und v abhangig

(die voneinander oder von einer dritten GroBe x abhangig sein
konnen oder auch nioht), so schreiben wir

y=!(u , v) .

Eine Anderung von y setzt sich also jedesmal zusammen aus
der durch die Anderung von u und die Anderung von v ver-
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ilYl = (7t + ilu + V)2 - (u + V)2

= 2(u + v) i l u + (ilU)2.

ursachten Veranderung. Eine unendlich kleine Anderung
von y, dy ist also die Summe del' durch d a.s An
wachs en von u und del' durch das Anwachsen von v
gesetzten Anderung. Fiir einen beliebig grolsen, endlichen
Zuwachs gilt diese Regel nicht. Wenn z. B.

y=(U + V)2,

so ist, wenn wir nul' u verandern und den Zuwachs dann ,1YI
nennen,

'Venn wir abel' nul' v verandern, ist del' Zuwachs ilY2

ilY2 = (u + v + ilV)2 - (u + 1))2

= 2(u + v) i lv + (:lV)2 .

Andern wir abel' u und v zugle ich, so ist del' Zuwachs LtYa

ilY3 = (u + ilu + v + Av)2 - (u + V)2

= 2(u + v) (Ltu + Ltv) + (Au + LtV)2.

ER ist also nicht ilY3 = LtYI + LtY2' sondern

ilYI + ilY2 = 2(u + v ) (Ltu + .1v) + (IU)2 + (JV) 2

ilY3 = 2(u + v) (Ltu + il v) + (i1U)2 + .1(V)2 + 2i17t.1V .

Je kleiner abel' ,1 y im Vergleich zu Y wird, urn so mehr konnen
wir die Glieder (i1U)2 , (,1V)2 und 2i1u· ilv neben den einfachen
Patenzen von il u und il v vernachlaesigen, so daB als Grenzwert
fur einen unendlich kleinen Zuwachs il YI + iI Y2 = iI Y3 wird.
Ein Beweis del' gleichen Art laBt sich fill' jede beliebige Funktion
Y = !(u ,~ durchfuhren , so daB in del' Tat fur unendlich kleinen
Zuwachs die gesperrt gedruckte Regel gilt. Betrachten wir bei 
spielsweise noch die Funktion Y = u. . v . Sie ist del' Inhalt des
von u und v gebildeten Re chtecks (Abb.81 , S.114). Wachst v
allein, so ist del' Zuwachs des Rechtecks = d(uv) = BDEF:
waehst u allein, so ist del' Zuwachs = JeDH. Wachsen beide
gleichzeitig, so ist del' Zuwachs nicht nur gleich del' Summe del'
heiden einzelnen Zuwachse, sondern es kommt noch hinzu das
Rechteck HGF D = d.u.» dv. Ist abel' du und dv unendlich klein,
so ist udv und vdu unendlich klein erst er Ordnung, du • dv abel'
unendlich klein zweiter Ordnung; du • dv verschwindet daher als
Summand neben udv + vdu . Dieselbe Uberlegung gilt nicht
nur fill' die Funktion Y = u . v , sondern iiberhaupt ftir jede
Funktion Y = !(u, v), und somit bleibt un sere obige Regel be
stehen.

12*
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Wir denken uns den Zuwachs von y ·von einem beliebigen
Werte aus derart, daB wir fUr einen Augenblick zunachst v als
konstant annehmen und nur u als Variable betraohten, In dem
Fall ist der Differentialquotient von y nach u nach den ublichen
Regeln zu bilden und v als Konstante zu betrachten. Nehmen
wir ein bestimmtes Beispiel. Es sei

y=3u+51)2.

Betrachten wir jetzt u als Variable, v als Konstante, so ist

dy _ 3
duo- •.

Um nun anzudeuten, daB dieser Differentialquotient nur in dem
Sinne gemeint ist, daf wir v konstant annehmen, schreiben wir

(
dY )' _ 3
du 1) - •

Oder wir schreiben mit dem Zeichen i) :

By __ 3
au - ' .

(1)

(2)

( ~JL) bedeutet also "cler Differentialquotient, unter der Voraus-
uU v a

setzung, claB v konstant ist". a: bedeutet der "Differential-

quotient, unter der Voraussetzung, daf nur u variiert wird".

Beides bedeutet also dasselbe. Wir nennen :Y den "partiellen
Differentialquotienten" von y naeh u. t~

Nun nehmen wir zweitens umgekehrt an, u sei konstant,
und nur v sei die Variable, dann ist entsprechend

oder anders geschrieben

Aus (1) wurde folgen

( ddY ) = 101)
t' 'it

C'y_.- = lOv.al)

(3)

(4)

dy = 3du ,

und aus (3) wurde folgen dy = lOv · dv.
Den gesamten, wirklichen Zuwachs von y konnen wir uns

entstanden denken, indem wir erst u um ein unendlich kleines
Stuck wachsen lassen und dann v. Es ist also das "totale oder
vollstandlge Differential" dy

dy = 3 du + 10v· dv. (4a)
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Oder allgemein, indem wir fiir 3 und fiir lOv aus den Gleichungen
(2) und (4) ihre allgemeine Bedeutung einsetzen,

ay ay
dy = -. du + - .dv.au Bv

(5)

Das heiBt in Worten:
"Del' gesamte Zuwachs von y besteht 1. aus dem Zuwachs,

del' auf Kosten del' Veranderung von u fallt ; 2. aus dem Zu
wachs, del' auf Kosten del' Veranderung von v kommt. Und
zwar ist del' erste Antell des Zuwachses von y gleich dem Zu
wachs von u, multipliziert mit dem partiellen Differentialquo
tienten von y nach u; und del' zweite Antell gleich dem Zuwachs
von v, multipliziert mit dem partiellen Differentialquotienten
von y nach v."

Das gewahlte Beispiel ist besonders einfach, man hatte in
diesem Fall das Resultat (4a) nach den Regeln del' Differential
rechnung aus del' gegebenen Aufgabe direkt hingeschrieben.
Abel' die hohe Bedeutung diesel' Regel wird sich in spateren Bei
spielen zeigen, wo die beiden Funktionsausdriicke nicht einfach
durch ein + -Zeichen verbunden sind.

Es sei

Dann ist

und

Nach (5) ist also

y=lnu+lnv .

By I
Bu =U-

By I
Bv =v'
I I

dy= -·du+-dv.u v

(6)

und

Dasselbe Resultat erhalten wir auf andere Weise: Wir konnen
statt (6) auch schreiben

y = In (u'v) .

Dann ist ~~ folgendermaBen naoh den allgemeinen Regeln del'

Differentialrechnungen zu berechnen. Setzen wir uv = z, wo v
zunaohst als eine Konstante betrachtet ist, so ist

Y = lnz

dy I
dz =Z-.

Da nun vdu = dz,
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so erhalten wir

oder

Es ist also

Integralrechnung.

dy
v· d~£ = z

dy v v 1
du = z= uv := u

By 1
8u=u·

und

also

Ebenso ist, wie man auf dieselbe Weise selbst leicht nachrechnen
moge, By 1

Bv = v
1 1

und dy = - . du + - dv .
u v

Weitere Beispiele:

u = sinx + cosy.
Bu

Dann ist Bx = cosx

d
Bu.

un By = -smy,

also du = cosx dx - siny . dy .

Ein besonderer hierhergehoriger Fall ist der schon S. 113 be-
handelte: y = u. v.

Damals hatten wir die Beschrankung gemacht, daB u und v
voneinander abhangige Variable seien, indem beide eine Funktion
von x seien . Jetzt konnen wir diese Beschrankung fallen lassen
und auch den Fall in Betracht ziehen, daB u und v unabhangig
voneinander seien ; es andert nichts an der Betrachtungsweise.
Dann ist By

Bu = v
By
Bv = u,

dy = udv + vdu .

99. Die Integration totaler Differentiale.

Gehen wir von irgendeiner von zwei (oder mehr) Variablen
abhangigen Funktion aus

y=j(u, v), (I)

so werden wir
der Regel

das "vollstandige Differential"
By By

dy = ",' du + --. dv
o u. 011

nunmehr nach

(2)
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stets bilden konnen, Raben wir dagegen umgekehrt eine Diffe
rentialgleichung von der Form

dy = 1n • du + n . dv (3)

(4)
und

vor uns, so laBt sich im allgemeinen diese Gleichung nicht
integrieren, d. h. es gibt keine Funktion von u und v, welche
y bestimmt. es gibt also nicht immer eine Beziehung der Art:

y = !(u, v).

dy ist in (3) eine Funktion von du und dv, aber deshalb ist nicht
notwendigerweise y eine Funktion von u und v .

Nur unter einer einzigen Bedingung ist das der Fall. Da
namlioh die Gleichung (2) das Differential von (1) darstellt, so
muB (1) das Integral von (2) sein. Wenn also in (3)

m = 8yI81£
8y

n= 8v

ist, so ist die Gleichung (3) integrierbar, und das Resultat der
Integration ist Gleichung (1).

Man nennt daher die beiden Gleichungen (4) die Integrabi
litatsbedingung ffir die Differentialgleichung (3).

Beispiel: Gegeben sei die Differentialgleichung

dy = 3du + 10v· dv. (5)

1st diese Gleichung integrierbar ~ D. h. : LaBt sich y als Funktion
von u und v eindeutig derart darstellen, daB das vollstandige
Differential die Form (5) erhalt ~ Die Bedingung fur diese Mog
lichkeit ist also, daB wir

und

setzen konnen,

Setzen wir

10
_ 8y

v - 8v

~-= 3
o 'u

oder

1) Dies ist eine aus didaktischen Grunden stark gekiirzte Ausdrucks

weise. Eigentlich muB es heillenr wenn ~Y = 3, so ist ~Y,du = 3du,

f
8 vU v~

und daher 8~· tl u. = !3du, und Y = 31£ + G.
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so wiirde beim Integrieren y den Wert erhalten

y = 3u + O.

Die Integrationskonstante ist noeh unbestimmt. Sie kann jeden
Wert besitzen, auch darf in ihr v enthalten sein, denn v ist ja
in diesem Fall eine Konstante. Nur muB 0 natiirlieh von u ganz
unabhangig sein. Wir sehreiben daher besser

y = 3u + 1('0) + 0 1 , (6)

Hier bedeutet 1('0) vorlaufig i r ge n d eine Funktiou VOll '11 .

Andererseits ergibt sieh

ay _ 10av - v

oder

das Integral

oder bessel'

t y = 10 '0' d.o,

y = 5'02 + C

Y = 5 1'2 + 1(1t) + 0 2' (7)

und

Hier ist I(u) irgendeine Funktion 'U . Wir durfen jetzb uber
I('v) und I(u) beliebig verfugen. Setzen wir nun

1('0) = 5'02

I(u) = 3u

an , so ergibt sich aus beiden Gleiehungcn (U) und (7) in uberein-
stimmender Weise 3 r: 2 I

Y = u +;)'0 + const.

Dies ware das gesuchte Integral, und die Tatsache, da13 mall

die Moglichkeit hat, aus dem Wert von ~ y und von ~y zu einem
a u u V

und demselben Integral zu gelangen, beweist, daB wir in del'

Tat die Berechtigung hatten, 3 als ~~ und 10'0 all> ~~ aufzu

fassen, und als Resultat der Integration ergibt sich

y = 3u + 5'02 + konst.

Wenn wir die Probe maohen und in dieser Gleichung y total
differenzieren, so erhalten wir in der Tat

dy = 3du + 10'0' dv.

Zweites Beispiel :

dy = (u + 2'0) du + ('u - v) dv.
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(1)

(2)

(1a)

ist integrierbar, wennDie Gleichung
By

u + 2v = Bu

By
u'- v = Bv"

y = ~ u 2 + 2u'V + I('/J) + C.

Aus (2) wurde folgen
oy =uov-'Oo'O ,

wo nur v variabel ist oder integriert

y = u'O - { 'O 2 + I(u) + C. (2a)

Wir sind hier nicht imstande, fur I(u) und 1('0) irgendeinen Wert
einzusetzen derart, daB die beiden Integrale (1a) und (2a) iden
tisch wurden. Wir sind also nicht berechtigt,

u + 2'0 = ~~
By

u - v = Bv

zu setzen, und die Gleichung laBt sich nich t integrieren. D. h. es
gibt keine Funktion von u und v, deren totales Differential die

Form hatte: (u + 2v) du + (u - 'O)dv,

oder Eu + 2'O)du + (u - v)d'O stellt nicht ein vollstandiges
Differential dar, der Ausdruck dy ist zwar eine unendlich kleine
GroBe, er ist aber nicht das Differential einer Funktion y; eine
Funktion, welche dieses Differentialh1itte, gibt es nicht.

Drittes Beispiel:

dy = (u + 'O)du + (u - 'V)d'V.
By

u + '0= 8u'

oy = ufJu + »iru ,
u2

y = 2" -+- u'O + 1('Oj + 0,

und

Aus (1) wurde folgen
fJy = u ou. + 2'v(.u,

wo nur u variabel ist.
Integriert :

oder

Setzen wir

Integrabilitatsbedingung:

so ist

_ By.
u - v - Bv'

oy=ufJ'O-Vdv,
v2

y = uv - 2" + I(u) + o.
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Setzen wrr

so ist

Viertes

E s sei

und

Integralrechnung.

v2

I(v) = -2'

u 2

I(u) = 2'

u 2 v2

y = 2 + uv - 2 + konst.

Gleichung erg ibt beim Differenzieren

dy = udu + udv + v d u - u d u ,

dy = (u + v ) d u + (~£ - 'v) d v .

Beispiel:

dy = (u + 2v)du + (1£ + 2v)d v .

By
'1£ + 2 v = cht

Bv
'1£ + 2v = ay'

(1)

(2)

(1) ergibt integriert
'U :!.

y = 2 + 2 'l£'V + I(v) T f...\ ,
(2) ergibt integricrt

y = u v + '0 2 + I (u) + c2'

(3)

(4)

Es ist nicht moglich, passende Werte fur 1('0) und I(u) zu finden ,
urn y aus (3) mit y au s (4) in Ubereinstimmung zu bringen, d . h . es
gibt kein Integral unserer Differentialgleichung.

In diesen Beispi elen ist gleichzeit ig del' Weg gezeigt worden,
wie man derartige Integrationen au sfiihrt. U m nul' zu erkennen ,
ob irgendeine Different.ialgleichung die Form eines voll standigen
Differentials hat, gibt es ab el' noch einen einfacheren Weg. Ein
Beispiel mag das erlaut ern .

Wenn gegegeben ist

y = u 2 'O + uv2
,

so ist, wcnn wir nul' nach 1£ differenzieren ,
a,y
-a = 2uv + v2

•
U

(1)

Differenzieren wir dies noch einmal, und nun nach v , ist

aay.
auav- = 2u + 2 v
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oder

E s ist also

oder anders geschrieben, unter Anwendung des hierfur ubliohen
Symbols, welches dem Anfanger weniger uberblickbar ist als die
vorige Darstellungsweise:

02y
~= 2u + 2 v .uu , o v '

Differenzieren wir ab er (1) erst nach v , so ist

oy
(9v = u2 + 2uv,

und wird dies nun nach u differenziert:

ooy
OV ,au: = 2u + 2v

02y , •
ov-:-a;;= ~u + 2v.

ooy ooy
OU ov

fJv = "e«
oder anders geschrieben

02y 02y
l3U:-: 8v = (1):ou-

oder : Wenn eine Funk tion zweimal hintereinander nach ver
schiedenen Variablen differenziert wird, so ist die R eihenfolge
der Diff erent iat ion gleiohgultig.

Ein vollstandiges Differential hat nun die Form
oy oy

dy = OU • du + OV dv .

Differenzieren wir ~y noch einmal nach v, so muB also das

selbe herauskommen, a~s wenn wir ~~ nach u differenzieren.

Und diese Tatsache ist daher ein Kriterium fur ein vollstandiges
Differential.

Beispiel : dy = 3du + lOvdv.

Hier ist, wenn iiberhaupt ein totales Differential vorliegt,
oy iJ y
OU = 3 und OV = lOv.

Differenzieren wir 3 naeh v , so ergibt sich 0 , und differenzieren
wir lOv nach u , so ergibt sich ebenfalls O. Daraus erkennen wir,
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daB wir in del' T at ein vollst andiges, integrierbares Differential
VOl' uns hatten .

B eispiel 2:

ely = (u + v) d-u. + (u - v) d » ,

Differenziercn WJr (u + v) naeh v, so ergibt sieh 1 .

(1£ - v ) nach u , so ergibt sich ebenfalls 1 .

E s handelt sich also Hill ein vollstandiges Differenti al .

Beis p ic l :3 '

dy = ('u. + '20)d 'll + ('u. + 2,,)d l'.

Differeuziereu wir ( 'M + '2(1) naeh u , HO erg ibt sich :~ .

" (~£ + 211) nach u. so ergi b t sieh I .

Es ist also kern vollst andiges Differential.
Eine Besonderheit nehmen diejenigen vollstandigen Differen

biale eiu, deren Wert = a ist, z. B.

u tlo - :2 v elu = O. • ( I )

E s wircL hier au sgesagt, daB die linke Seite nn t ihren heiden
Variablen u und v von einer drit t en Variablen y n i eht abhangt.
" Tir haben nur zwei Variable, und die Gleiehung muB daher st ets
integri erbar sein . Del' Gang del' I ntegration ware namlich ein -
fach folgender : d u. 1 d »

- - - integrier t:1£ 2 v '

lll'U = ~ ln V + C',

]1111 = In I;; -I- (! ,

1
'1/ "

n ._. = (j,
Iv

'U 1/."
also ist auch '--. konstant und aueh - konstant. Wir wollen

~, v
a bel' die formelle Analogie nnt den vorigen Beispielen herstellen.
In (1) (diese Seite) istalso

fry) = 0 .

Setzen wir versuehsweise

8(2'0) _ ')
- {f1) - -~ ,Es ist nun

8y
1£ = 8 t,

81£ = 1
8t£ '

und
By

-2 '0 =
81£
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(4)1 2v
- dv - - . du = O.u2 1£3

es liegt also kein vollstandiges Differential VOl' und es gibt keine
Funktion I(Y), deren vollstandiges Differential die Form hatte

dl(Y) = udv - 2vdu.

Wenn wir abel' die Gleichung (1) (S. 188) mit ~ multiplizieren,
u

so ist

a (~2) a ~£~ 2
au- = - ----a;;- = - u 3 ,

Da die rechte Seite = 0 ist, so konnen wir sie mit einer Va
riablen multiplizieren, ohne <laB diese in Erscheinung tritt.
Riel' ist in (4)

das Differential ist also vollstandig und sein Integral ist:

v
"y. = 0. (2)

Den Beweis erbringe man durch Differenzieren diesel' Glei
chung. Den Faktor, mit dem man die Gleichung (1) multiplizieren
muB, um sie auf die Form eines vollstandigen Differentials zu
bringen, nennt man den "integrierenden Faktor". Es gibt deren

nicht nul' einen; z. B. auch - u2 stellt einen solchen Faktor dar;
es ergibt sieh dann v

integriert

u2 2u
- " dv +~ du = 0,v· V

u2

- =°1'V

(5)

(3)

was gegeni.i.ber (2) nichts Neues aussagt.
Abel' weder (2) noch (3) liefert durch Differenzieren d irek t

die Gleichung (1), sondern die Gleichungen (4) bzw. (5), aus
denen erst durch eine rechnerische Umformung (1) ents t eht .
Jedenfalls laBt sich jedes Differential von del' Form

Idu, v)du + 12(u, v)dv = 0

integrieren, auch wenn es form ell kein vollstandiges Differen
tial ist.

Haufig bringt man Naturgesetze auf die Form

I(u , v , w . . .) = Konst.

Z. B. das Gasgesetz
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p = Druck, v = Volumen eines Gramm-Mol. , T = absolute Tem
peratur, R die sog. Gaskonstante.

Es ist also hier in del' Tat

it», v , T) = konst .

Wenn wir von einer solchen Funktion ein vollstandiges Dif
ferential bilden, so muB dieses den Wert 0 erhalten, denn das
Differential einer Konstanten muB natiirlich 0 sein, also

of of ofd!(u ,v, w .. .)=,,·du + ,,--dv + ~·dw . . . = 0 .
uU uV u 'l./j'

Z. B. : Das Volumen eines Gases v hangt ab vom Druck P
und von del' Temperatur t . Folglioh ist die Volumzunahme dv
hei Anderun gen von Druck und Temperatur

OV OV
a» = a-p' rip ~ at . u .

Ri el' ist : ; del' Ausdehnungskoefflzient hei konstanter Tempe

ratur und -~ ; del' Ausdehnungskoeffizient bei konstantem Druck .

Nun ist , wie die Erfahrung lehrt, v eine eindeutige Funktion
von p und t. Das ist nul' moglich, wenn

82 v iJ2 v
op . d t = iJ t • op .

In ' Vorten : WeillI man erst den Druck, dann die Temperatur
ein wenig andert, so hat das den gleichen Effek t , als wenn man
erst die Temperatur, dann den Druck andert.

100. Doppelintegrale.

Die Aufgabe del' Integralrechnung ist es, wenn del' Wert eines
Differentialquotienten gegeben ist, den Wert del' F unktion selbst
zu ermitteln. Man kann diese Aufgabe dahin erweitern , auch
wenn del' Wert eines ho h eren Differentialquotienten gegeben ist,
die Funktion zu ermitteln. Da del' Differentialquotient selbst
als eine Funktion del' Variabl en angesehen werden kann, so bietet
diese Aufgabe prinzipiell keine neue Schwierigkeit. Ist Z . B . ge
geben

(1)
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oder

oder

woraus

so betrachten wir zunaehst :Y als Funktion von x und schreiben
in diesem Sinne x

d dy
dx

a:;:- = a

dy
ddx=aodx ,

durch Integration folgt

dy
dx=ax+01

dy = axdx + 01dx.

11t: 0 dx 0 dy.

wobei wir
strieren.

Da bei [eder einzelnen Integration eine neue Integrations
konstante erscheint, so muB eine nfache Integration zu n ver
schiedenen Integrationskonstanten fuhren .

Die Aufgabe kann aber unter Umstanden auch so gestellt sein,
daB die unabhangige Variable bei jeder einzelnen Teilintegration
eine andere ist . Wir wurden diese Aufgabe folgendermaBen
schreiben:

Integrie.ren wir jetzt noch einmal, so folgt

y = ; x2 + 01X + 02

als Losung der Aufgabe. Wir losen also die Doppelintegration,
indem wir Schritt fur Schritt aus dem zweiten Differential
quotienten durch Integration den ersten, aus dem ersten durch
nochmalige Integration die Funktion selbst berechnen. Die erst!'
Integrationsaufgabe wurde also lauten :

fd2y
d-z 0 dx + ax +°1,• x

die gesamte Aufgabe

((d
2
y d d - a. 2 C.» (J

1f~1-2· X 0 X - -.2 x + _, ] :l, + '2'., (. x

die ublichen Symbole der Doppelintegration demon-

[u 0 dx = J 1 •

Der Sinn dieser Aufgabe ist folgender. Znerst soll die Anfgabe
gelost werden

Das Resultat J 1 kann man als einen Differentialquotienten
erster Ordnung auffassen. Nunmehr soll dieser nicht nach x,
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sondern nach y integriert werden: f JI d y = J 2 • Auf unser
obiges Beispiel (1) angewendet , wiirde die erste Integration
wieder liefern

der zweite Teil der Integration stellt dagegen jetz t die Aufgabe dar :

f (a x + 0Ildy ,

welche ergibt: a fx . dy+ 0 IY + O2 ,

Die Bedeutung der Doppelintegration wird am besten durch
die geometrische Darstellung des Integrals als Flaoheninhalt Idar.

A~
A
.A

I""""T I I
I I III, ......Jf'--------- V,

ifj!IL/ -=-=----=-_=_--=----=----===_ .- v
E"'--'------------ --Y1:'

Abb. 97.

Stellen wir uns in einem rechtwinldigen Koordinatensystem y als
F unktion x dar , so ist y . d x das unendliche schmale Rechteck
mit den Seiten y und dx. Das Integral dieses Ausdruckes ist die
Summe aller dieser unendlich vielen und un endlieh schmalen
Rechtecke, also die von der Kurve, der Anfangs- und Endordinate
und der Abszisse eingeschlossene Flache.

F assen wir nun diese Flaohe F wieder als einen Differential
quotienten, und zwar als einen solchen nach y auf , so ist F· dy
ein unendlich schmales Prisma mit der Grundflache Fund der
Hohe dy. Wir miissen dazu also eine Darstellung im dreidimen
sionalen Raum wahlen, 1st (Abh.97) z. B. ABO die Flache F ,
und BB' = dy, so ist das Scheibchen AA' BB' 0 0' = F· dy
und es ist fF . dy die Summe aller ahnlichen Scheibchen, also
der Wert des Integrals innerhalb der Grenz en 0 und E gleich
dem Rauminhalt des gezeichneten Korpers.

Die allgemeine Aufgabe
z=b y=d

.r fU · dsc-dy
z= a y=c

erfordert also folgende Rechenoperationen.
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Man bereohne zuerst das Integral
x=b

fU.dx
x=a

Seine Losung sei = J 1 •

Nunmehr berechne man

193

y=d

yLJl0 dy.
dessen Losung J 2 gleichzeitig die definitive Losung der Auf
gabe ist.

101. Ebenso wie man einfache Integrale zur Berechnung
von Flacheninhalten benutzen kann, kann man doppelte Integrale

z

Abb.98 a. Abb .98b.

zur Berechnung von Rauminhalten benutzen. Einige Beispiele
werden das erlautem.

1. Den Rauminhalt eines Prismas mit den Seiten x, y, z zu
berechnen.

Wir zerlegen das ganze Prisma (Abb, 98a) in schmale Scheiben
wie E H GF F' E' H' G'. Dann ist der Rauminhalt des ganzen
Korpers gleich der Summe aller dieser Scheibchen zwischen den
Grenzen x = 0 und x = x. Ein Scheibchen hat das Volumen
u 0 dx , wo u die Flache EHGF bedeutet.

Also ist der gesuchte Rauminhalt

bis X = X

V=fuodx .
von x=o

Michaelis, Mathem atik. 3. Auf!. 13
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his z e z

u=./ydz.
vnn z = ()

Nun ist u selbst cine Flache, kann also ihrerseits als ein Inte
gral aufgefaBt werden. Wir zerlegen die Flaohe u in Streifcher
wie BETU (Abb.98b).

Del' Inhalt eines solchen Streifens ist y. dz , und die ganz €
Flache

Es ist also
'" z

V = J"Iy dz dx,
o 0

aus , soIntegral

'"
V -j(j~ dZ) . dx.

o
F uhren wir zunachst das eingeklammerte

ergibt sich, da y kon stan t ist,

oder mit einer Schreibweise, die dem Anfanger wahl ubersicht
licher sein wird :

z z

.Iy dz = yldz = y z,
o ()

also
x

V = I y' z · dx ,
I)

und integricren wir jetzt naeh x , so ist, da y und z kon stant sind,

V = x yz .

2. Den R auminhalt einer vierseitigen gera den Pyramide mit.
rechteckiger Grundflache zu berechnen.

Die eine del' langen K anten betrachten wir als x -Achse
(Abb. 99 a).

Die R ichtung del' y -Achse und del' z- Achse ist alsdaun aus
del' Abbildung zu ersehen.

Man zerlege die Pyramide in Scheibchen wie in Abb.99a.
J edes diesel' Scheibchen (Abb, 99b) hat folgende Beschaffenheit.
Es ist ein schmales Prisma (wenn es hinreichend schmal gedacht
wird) mit den Seiten d x , y und z . Del' I nhalt eines . solchen
Scheibchens ist daher -)

= (Flache (y , z) • dx

1) Flaehe (y, z) bedeutet die durch y und z definierte Elache.
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und die Summe aller Scheibchen

x =:t

J = !(Flache (y, z)) . d x.
:1: =0

195

Die Flache (y , z) ist selbst ein Iutegral, und zwar ist sie
(Abb.99b) die Summe der Streifchen u:dz , also ist

Z= Z

Elaohe (y , z) = Iy dz
z=o

und

All \>. 99 a .

oder anders geschrieben:
x z

=I./Y· d z 0 dx.
n 0

Abb . 99b.

Das eingeklammerte Integral ist nun = y . z. Also ist

X =X

J=/yozdx.
x=o

Um dieses Integral zu berechnen, miissen wir nun in Be
tracht ziehen, daB y und z nicht konstant, sondern Funktionen
von x sind. Je nachdem wir das Scheibchen in grolserer oder
kleinerer Entfernung von A herausschneiden, wird y und z ganz
verschieden sein. Konstant ist iiberall nur einerseits das Ver
haltnis von y : z , welches wir als r; bezeichnen wollen , und das

13*



196 Integralr echnung.

und

Verhaltnis von z : x, welches wir 1; nennen . Es ist daher stets

y='YJ ' x ,
z= 1; · x

x

J /
. ~ 2 d - '/ • /; 3. = 'YJ . (, • x ,x - 3 ' x .

iJ

Da 'YJ . 1; = ~ ,

so ist schlieBlich J = }xyz .

3. Den Rauminhalt eines R otationskegels zu berechnen. Ein
solcher entsteht dadurch , daB eine Gerade an einem Endpunkt
fixiert ist und mit dem anderen Endpunkt einen Kreis beschreibt.

Betrachten wir die Achse
des K egels als x -Achse und
zerlegen den K egel in lauter
kleine Scheibchen senkrecht
zur x-Achse, wie in Abb. 100
angedeutet , welche bei ge
nugender Schmalheit die Form
von sehr niedrigen Zylindern
annehmen . Der Inhalt des

K egels ist dann gleich der Summe dieser Zylinder , deren [eden
einzelnen wir y . nenn en , zwischen x = 0 und x = x, also

x

J= fu'd x .
o

Der Inhalt eines Zylinders ist gleich der (kreisfOrmigen) Basis
multipliziert mit der Hohe, also ist

u • dx = :rr.1"2 • dx,

wo 1" den R adius der Zylinderbasis bedeutet.
Wir haben un s eine Integration, deren Resultat wir leieht

ubersehen konnten , gespar t, indem wir den Inhalt des Zylinder
stiickchens sofort mit seinem un s bekannten Werte einffihrten ,
statt ihn durch eine zweite Integration zu entwickeln.

a:

Also ist J = f :rr.1"2. d x .
o

Da nun r eine Funktion von x ist, mussen wir diese erst dar
st ellen . Konstant ist uberall

r
x=e,



Doppelintegrale. 197

also ist r = e'X

und
'"f :JC(!2. x3

J= ne ·x2.dx= - 3- '
o

Fiihren wir fur e wieder seinen Wert ein , so ist

:JC
J =3· r2• x.

A

Abb. 101.

Da x 2 = r2 - (r - Z)2,

so ist

x2 = 2rz - - Z2

D . h . der Inhaltist -~ des Produktes aus Grundflaehe und Hohe,
wie bei der Pyramide.

4. Den Inhalt der Kugel zu berechnen, deren Radius = r ist.
Wir zerlegen die Kugel (Abb . 101) in parallele schmale Scheihen,
deren Hohe = dz und deren
Grundflache = n . x 2 ist. Dann
ist der Rauminhalt einer sol
chen Scheibe = n • x 2 • dz und
der Kugelinhalt wird zunachst
durch das unbestimmte In
tegral

J = fnx 2 • dz

dargestellt.
Nun mussen wir x noch

als Funktion von z aus
driicken.

und J = llj{2rz - z2)dz = ll(rz2 - ~) + G.

Jetzt mussen wir noch die Grenzen des Integrals abstecken.
Sie liegen offenbar zwischen z = 0 und z = 2r ; also ist

2 r

J = llj{2rz - z2)dz
o

2 r 2 r

= 211rfzdz - nfz2dz.
o 0

= 4nr3 - tnr3

= t n . r3.
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5. Den Inhalt eines Rotationsparaboloids zu berechnen.
Ein Rotationsparaboloid entsteht durch Drehung einer Parabel

urn ihre Achse.

Abb. 102 .

Wir zerlegen das Paraboloid (Abl:;. 102) in Scheibchen, welche
jedes offenbar das Volumen

1l . y 2. dx
haben. Also ist

. z =x

J _Jll y2dx .
z=o

Da nun

so ist
z

J -J21l .P . x . dx,
o

J =1l ·p · x2.



Funfter Abschnitt.

Mac Laurinsehe nnd Taylorsche Reihen.

102. Um das Wesen del' Ma c Laurinschen und del' Taylor
schen Reihe zu verstehen, mussen wir etwas weiter ausholen.

Man unterscheidet bekanntlich kommensurable und inkommen
surable Strecken sowie rationale und irrationale Zahlen. Verwandt
mit diesel' Unterscheidung ist die Einteilung del' echten Bruehe
in solche, welche sich als ein Vielfaches von ganzzahligen Potenzen
von To darstellen lassen, und in solche, bei denen dies nicht mdglioh
ist. So ist z, B. del' Bruch t durch keinen Dezimalbruch genau
wiedergebbar. Wenn wir abel' auch Dezimalbruche mit unendlich
vielen Stellen gelten lassen, sind wir imstande, j eden Bruch in
einen Dezimalbruch umzuwandeln, d. h. stets ist

1 abc dn = 10 + 100 + 1000 + 10000 + ... ,
wo jeder del' Koeffizienten a , b , c, d . . . je irgendeine ganze Zahl
ist. Diese Gleichung ist auf jeden Fall zutreffend, es kommt nul'
darauf an, ob es im EinzelfaH moglioh ist , fUr a, b , c, d . . . pas
sende Werte zu finden. Ein aufgehender Bruch zeichnet sich da
durch aus, daB von einem bestimmten Glied an alle Koeffizienten
= 0 werden. So ist z. B. fUr den Bruch J del' Wert von a = 2,
b = 5, C und alle folgenden = O. FUr t abel' ist

a = b = C = d . .. = 3,

ins Unendliche fortgesetzt. So laBt sich auch die irrationale
Zahl Y2durch folgende Reihe angenahert wiedergeben:

, /0 4 1 4 2
V2 = 1 + 10 + 100 + 1000 + 10000 + ...

Eine analoge Denkweise konnen wir bei den Funktionen ein
Iuhren. Wie vorhin rationale und irrationale Zahlen, konnen
konnen wir, mit einer gewissen Analogie, < algebraische und
transzendente Funktionen unterscheiden (vgl. S.54).
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103. Die algebraischen rationalen Funktionen lassen sioh
bekanntlich auf die Form bringen

y=a+bx+cx2+dx 3 ... ,

wo jedoch die Voraussetzung ist, daB die Reihe eine ganz be
stimmte Zahl von Gliedern hat. Ist die hoohste vorkommende
Potenz von x = z", so ist y eine Funktion n ten ·Grades von x .
Wenn wir also als allgemeinsten Ausdruck einer algebraischen
rationalen Funktion schreiben

y = a + bx + cx 2 + dx3 • • • ad infinitum,

so verlangt es das Wesen der algebraischen Funktion, daB von
einem ganz bestimmten Gliede an aile Koeffizienten = 0 werden.
Bei einer Funktion dritter Ordnung hat also d einen von 0 ab
weichenden Wert, und es k6nnen auch a, b und c von 0 ver
schieden sein . Aber aile spateren Koeffizienten, e, I, g ... sind
unbedingt = O.

Man konnte nun einmal versuchen, die irrationalen und
transzendenten Funktionen als algebraische Funktionen von un
endlich hoher Ordnung darzustellen. Wir versuchen also z. B.,
sinx , welches eine transzendente Funktion von x ist , alsoeine
algebraische Funktion von x unendlich hoher Ordnung aufzu
fassen:

sinx = A + B x + Ox 2 + Dx3 • • • ad infinitum.

Ob diese Gleichung falsch oder richtig ist, kann man von vorn
herein nicht sagen. Richtig ist sie, wenn es gelingt, fUr A , B, 0
solche Werte zu finden, daB die Summe dieser Reihe mit jedem
neuen Gliede immer naher an den "Wert sinx herankommt. Wir
werden uns daher bemuhen, fUr die Koeffizienten A , B, 0 . ..
passende Werte zu finden.

Schreiben wir nun einmal die ganz allgemeine Reihe

y = 1(x) = A + Bx + Ox2 + Dx3 • • • , (1)

so konnen wir dem Koeffizienten A sofort eine Bedeutung unter
legen . A ist namlich derjenige Wert von y, fUr welchen x = 0 ist,
was man sieht, indem man x = 0 in die Gleichung einsetzt. Diese
Einsetzung ergibt in der Tat

y=/(O)=A+B.O+ .. .

Es ist also, wie man schreibt

1(0) = A,

1(0) bedeutet also 1(x) fur den Fall, wo x = 0 ist,

(2)
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Nun differenzieren wir uns ere Gleichung (1) nach x, so ist

I'(x) = B + 20 x + 3Dx 2 • ••

Hier sehen wir , daB B derj enige Wert der Ableitung ist, ffir den
x = O. Also

B = 1'(0). (3)

Bilden wir die zwelte, dritte usw. Ableitung, so ist

t" = 20 + 2 • 3 • D ie+ 3 • 4 • E x 2 +..., (4)

I'" = 2 • 3 • D + 2 • 3 • 4 • E x + ... (5)
usw.

Aus (4) folgt

20 = /,,(0) oder 0 = 1 ~ 2"' nO) ,

aus (5)

2 . 3· D = 1"'(0)

und dann ebenso

oder D = _ 1_ . /,"(0) ,
1 . 2 · 3

oder

2 . 3 ·4· E = 1""(0) oder E = 1 . /,"'(0) ,
1·2 ·3·4

2 . 3 . 4 .5 . F = 1""'(0) oder F - 1 . /,,"'(0)-1·2.3.4.5 .

Setzen wir diese Werte von A , B , 0 , . . . in (1) ein, so ist

I( x) = 1(0) + 1'(0). x + -H I/(O) . x 2

+ 2 ~ 3 ·/",(0) . x3 2 . ~ .4 . /,"'(0) . xl .. .

I(JJ) = 1(0) + 1\ 1'(0) • JJ + ;! 1"(0) • JJ 2

1 "' (0) 3 1 ""(0) 4,+ 3! 1 .JJ + 4! 1 . JJ ••• (6)

Dies nennt man die Ma c L aurinsche Reihe-).
Sie ist anwendbar fur zahlreiche Funktionen . Sie stellt der

F orm nach eine algebraische Funktion von z , aber unendlich

1) Das zweite Glied enthiilt den Koeffizi enten :!' Dieser ist gleich 1

und brauchte daher nicht geschrieben zu werden. DaB man es hier und
in ahnlichen Fallen dennoch tut , hat seinen Sinn darin, daB wir bei dieser
Schreibweise das " Bildungsgesetz" der einzelnen Glieder der Reihe leichter
erkennen . Das allgemeine Bildungsgesetz fiir ein beliebiges, sagen wir
das n te Glied der Reihe lautet:

das nte Glied = 1 /" - 1(0) . xn - 1 •
(n - 1) 1
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hoher Ordnung dar. Echte algebraische Funktionen brechen mit
irgendeinem Gliede ab, irrationale und transzendente Funktionen
haben unendlich viel Glieder, vergleichbar den unendlichen
Desimalbruohen. Ihre Anwendungsweise wollen wir an folgenden
Beispielen kennenlernen.

An w end un g del' Mac Laurinschen Reihe . En t w iek lun g
del' Exponentialfunktion.

104. Wir wollen e als Funktion von x in Potenzen dar
stellen. So ist

eX= 1(0) + /,(0) . x + ;! ./"(0) • x2 +
Nun ist

denn

Ferner ist

also

1(0)=1,

eO= 1.

I'(x) = eX,

1'(0), auch = , 1 ,

und auch 1"(0) = 1
usw. Es ist also

x ' x 2 x 3

e" = 1 + Tf + 2! + 3f + . . . (7)

und daher, wenn als Variable - x genommen wird:

e - X = .!.- = 1 _..:.. + x
2 + a,.:J + _ + _ ...

eX l! 2! ' 3!

Fur den speziellen Fall x = 1 bzw. - 1 ergibt sich

1 1 1 1
c = 1 + TI + 2! + 3! + 4! '" (8)

und (!l)

Fur die Wahrscheinlichkeitsrechnung hat die Funktion e- x'

eine groBe Bedeutung. Diese kann nach dem Prinzip von S. 151
durch eine Reihenentwicklung dargestellt werden. Es ist nam
lich nach (7),wenn wir als Variable nicht x, sondern -x2

betrachten,



Mac Laurinsche und Taylorsche Reihen. 203

Entwicklung der Sinus! und Kosinusfunktion.

105. Ferner entwickeln wir sinx nach Potenzen von x :

sin 1: = /(0) + /,(0) x + 1 ~ 2 • /"(0) x2 + r: ~ .3 ·1"'(0) x3
• ••

Nun ist
y = sinx, fur x=o wird daraus 0

y' = cosx,
" x=o " "

1
/I • x=O 0y = -Slnx,

" " "
y'" = -cosx ,

"
x =U " "

-1

y""=y,

y"'" = yy' usw,

Setzen wird das ein, so ist

sinx = 0 + x + 0 - 1. ~ .-3 X 3 + 0 + 1.2. ~. 4.5' x5
• • ,

oder
• X x 3 X O x 7 x 9

sm e = TI - 3f + "IT - 7f + 9T ...

Berechnen wir ebenso cosx

y = cosx, fur x=o wird daraus 1

y' = -sinx ,
" x=o

" "
0

y" = -cosx,
" x=o

" "
-1

y'" = sinx,
" x=o " " 0

y"" = y usw.
Also ist

1 1
cosx = 1 - 0 - "[":2 • x2 + 0 + ~:r:-4 x4 .••

oder
x 2 x 4 x 6 x 8

COS a:: = 1--+---+-...21 41 61 81

Diese Reihen werden wirklich benutzt, um die Werte von e",
die Sinus und Kosinus der Winkel zu berechnen. Es sei daran
erinnert, daB der Winkel als Bogen des Kreises mit dem Radius 1
gemessen wird. Z. B. Es sei zu berechnen

. 1 1 1 1
sin I = 1--+-- -+- ...s: 51 7! 9!
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Fuhren wir das aus, soist

1=1
1+ 5T = 0,00833

1+ 9T = 0,00000 . . .

1+ 131 = 0,00000 . . .

Summa : 1,00833

1
- 3T = 0,16667

1
- 7T = 0,00019

1
- 11!= 0,00000

Summa: 0,16686

sin 1 =

sin 1 =

1,00833
- 0,16686

0,84147.

Man uberzeuge sich z. B. auch, daB diese Reihen in zu er
wartender Weise ergeben

sinO = 0

cosO = 1 usw.

106. Die Taylorsche Reihe.
Wollten wir logx nach der Mac Laurinschen Reihe be

reohnen, so kamen wir nicht zum Resultat. Denn es ergibt sioh

logx = logO + ...
Da logO = -00 , so zeigt sich sohon beim ersten Gliede die
Unmogliohkeib der Bereohnung.

Wahrend wir bisher der Einfaohheit halber denjenigen Wert
von y als Grundlage der Reihe nahmen, fiir den t (x) = ° ist,
konnen wir naturlioh auoh von einem Wert ausgehen, wo x selbst
gleich 0 ist, fur den also z. B. a + x = a wird, oder speziell,
fUr den 1 + ;I: = 1 wird, d . h. im allgemeinen von demjenigen
Wert von I(x), welcher sieh fiir x = °ergibt.

"Tir gehen also zunaohst wieder von der bereohtigten , weil
zunaohst ganz unverbindliehen Annahme aus, es sei

1(1 + x) = A + Bx + Cx 2 + Dx3 + Ex4
• ••

und fragen uns, ob es auch hier moglieh ist, fiir A, B ... Be
deutungen zu finden, so daB der Sinn der Gleichung erfullt ist.

Setzen wir x = 0,

so ist /(1 + 0) = A + B .°+ ...
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oder 1(1) = A

1(1) bedeutet hier denjenigen Wert von 1(1 + x), wo x = 0 ist.
Ferner ist

Setzen wir

so ist

und weiter ist

1'(1 -+- x) = B + 20x + 3Dx2 •••

x=O ,

1'(1) = B

/"(1) = 1 \ • 0,

1"'(1) = _ 1 - . D .
1·2·3

So finden wir schlieBlich

1(1 + x) = 1(1) + ~ 1'(1) . x + 1 ~ 2 /"(1) • x2 + 1. ~ :g1"'(1) ·x3
• • •

und durch ganz ahnliche Uberlegungen

1(1 - x) = 1(1) - ~ . 1'(1) x + 1 ~ 2 ' f"(1)x2
- 1. ~ . 31"'(1).x3 ...

Dies ist die Taylorsche Reihe, und sie dient zunaohst zur
Berechnung .der natiirlichen Logarithmen. Es sei namlich In u
zu berechnen. Setzen wir

u = 1 + x ,
so ist, wenn x = 0 wird,

1(1 + x) = In 1 = 0

1'(1 + x) = _1_ = 1
I+x

1"(1 + x) = -(1 ~ X)2 = -1

1"'(1 + x) = 2· _1_ = 1 • 2
(1 + X)3

/,,"(1 + x) = - 2 . 3 _ 1_ = -1 . 2 . 3
(1 + X)4

x x 2 x a x 4 x 5

usw. Also In (1 + x) = 1" - T + T - T +T'" (1)

X x 2 x a x 4 x 5

ebenso In (1 - x) = -1" - T - T - T - T . . . (2)

Durch Subtraktion dieser beiden Gleichungen folgt ferner noch

In 1 + x = 2(~+ x3+ x
5
... ).

I-x 1 3 5
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AIle diese Reihen konvergieren nur, wenn x kleiner oder
hOchstens gleich 1 ist. Es lassen sich also aus Formel (1) die
natiirlichen Logarithmen von (1 + 0) bis (1 + 1), oder von
1 bis 2 berechnen, und mit Hille der Formel (2) die naturliohen
Logarithmen von 0 bis 1, im ganzen also alle Logarithmen der
Zahlen zwischen 0 und 2. Daraus lassen sioh durch Multiplizieren,
Potenzieren oder durch die Anwendung der letzten, kombinierten
Reihe die iibrigen Logarithmen weiter berechnen. Aus ihnen
kann man weiterhin (S. 26) die dekadischen Logarithmen be
rechnen und das ist in der Tat der Weg, auf dem die Logarithmen
t afeln entstanden sind.

Bezeichnen wir 1 + x = U , so ergibt sich auch

lnu=(u --=-~~_(u-1)~_(u-1)3 _ + ...
1 2 3

und nennen wir 1 - x = , v, so ist

lne = _ (v - -.!:l _ (v - 1)~ _ (v - 1)3__ . . .
1 2 3

107. Die Binominalreihe.

Von der Taylorschen Reihe konnen wir noch einen anderen
wiohtigen Gebrauch machen. Es sei

F(x) = (1 + x)".

Wenden wir die Taylorsche Reihe hierauf an und "entwickeln
diese Funktion naeh Potenzen von x", so ergibt sich

(1 + z )" = 1(1) + T" 1'(1) • x + 1 ~ 2 /"(1) . ;1;2 •• •

Da nun

also

also

also

so ist

1'(1 -l- x )" = n (1 + X)" - l ,

f'(l) = n ,

1"(1 + z)" = n· (n - 1) (1 + X)" - 2,

I"(1) = n· (n -- 1),

/",(1 + x)" = n· ('n - 1) n - 2) (I + X)" - 3,

1"'(1) = n (n - 1) (n - 2);

(1 + x)" = 1 + !!:. . x + n(n - 1) • x2
1 1 .2

+
n(n - 1) (n - 2) 3

1.2.3 -- x . ..
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oder mit der fruher (S.28) gekennzeichneten Schreibweise:

(1 + x)n = 1 + (~) x + (;) x 2 + (;)x3 + ...
Diese Reihe heiBt die Binominalreihe. Sie gilt fur jeden ganzen
oder gebrochenen, positiven oder negativen Wert vonn. Auch
in der niederen Algebra wurde eine Binominalreihe gelehrt, sie
konnte aber nur ffir ganzzahlige und positive Exponenten be
wiesen werden. Hier wird erst die allgemeine Bedeutung der
Reihe erwiesen.

Ist n eine beliebige ganze, positive Zahl, so bricht die Bi
nominalreihe von selbst ab, indem von einem bestimmten Gliede
an alle folgenden Wieder gleich 0 werden. Im anderen Fall er
halten wir eine unendliche Reihe, welche aber ffir uns von groBer Be
deutung werden kann, wenn sie konvergiert, wenn also die GroBe
der Glieder vom 3. oder 4. an schon auBerordentlich klein wird.

Setzen wir z. B.
x=4, n=3

3 3·2 3·2 ·1 3·2·1·0
(1 + 4)3 = 1 + T' 4 + r:2' 42 + 1=2=3. 43+~:-3-=4' 44

= 1 + 12 + 48 + 64 + 0 + 0 ...
= 125 .

Die Reihe bricht beim 5. Glied ab, weil alle folgenden Glieder
= 0 werden. Das Resultat ist nattirlieh das zu erwartende,
daB 53 = 125.

Es laBt sich zeigen, auf eine hier nicht naher zu erorternde
Weise, daB diese Binominalreihe zwar fur jeden endlichen Wert
von n gilt, aber, wenn sie unendlich viele Glieder hat, nur fur
solche Werle von x , welche zwischen - 1 und + 1 liegen . Andern
falls konvergiert die Reihe namlieh nicht.

Die Anwendung der Binominalreihe werde durch ein Beispiel
erlautert :

VI + x = (1 + x) ~
1 1 1 1 1 3 1 1 ·3·5

= 1 + 2x - T · 2 · x2+ S · 2 · 3 · x3 - 16 · 2 . 3 :-4 x4 ...

1
Oder (1 + X)2 = (1 + X)- 2

= 1 - - 2x + 3x 2 - 4x3 + 5x4
- + ...

Aus unserer Reihe konnen wir auch die gewohnliche Form
der Binominalreihe entwickeln, namlioh

(a+b)n.
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(Es sei b < a .) Dann setzen wir .!!..- = x und erhalten
a

(a + a x )" = l~'" (1 + x )".

Nunmehr liiJ3t sich (1 + z)" nach der obigen Formel ent 
wickeln und das Resultat braucht nur noch mit a" multipliziert
zu werden. Man ftihre diese R echnung aus und uberzeuge sich ,
daB das Resultat wird :

(a +b)"=an+ (~) ' a,,- l .b+ (~).an-2'b~+ ".'
welches die gewohnliche Form der Binominalr eihe ist.

Eine spezielle Anwendung der Binominalreihe wollen wir

nun noch machen, um die Funktion (1 + ~)" zu entwickeln .

Wir brauchen in die Binominalreihe fur x immer nur ~ einzu-
set zen und erhalten n

(1 + ~)"= 1 + n . ~+ n(n-l) .~+ n(n-l)(!,:-2) .~ + . .. (1)
n n 1· 2 ~ 1 .2. 3 n3

Und ebenso finden wir , indem wir ffir x stets - ~ einsetzen ,
n

(1-~)·"= I - n . ~ ...l- n · (n-l2.~_ n · (n - l)(n-2) .~+ _ ... (2)
\ n n I 1 . 2 n2 1 . 2 • 3 n3

Wir wollen nun sehen , welchem Grenzwert sich diese Funkti on
nahert, wenn n fiber alle MaBen groB wird. Dann konnen wir
fur n - 1 , n - 2 , n - 3 usw . immer n schreiben, und es ist

. ( 1)" 1 1 1lim 1 + - = 1 +-+ -+ -+ ...n l! 2! 3!
fUr n=OCl

Die linke Seit e der Gleichung ist der Definition nach (S. 100) = e,
und in der Tat ist die rechte Seite der Gleichung die Reihe fur e,
welche wir auf andere Weise S.202 (8) entwickelt hatten. Be
trachten wir nun den Grenzwert der Reihe (2) :

(
1 )" 1 1 1 1lim 1 - - = 1 - - +- - - + - - + ...
n I! 2! 3! 4 !

Iilr "=00
Da ist die rechte Seite der Gleichung diejenige Reihe; welche
wir S. 202 (9) fUr e- 1 abgeleitet hatten. Hiermit ist der Beweis
erbracht , daB (1)"

lim 1 - - = e- 1
n

flir "=00
ist, eine Tatsache, die wir schon S. 106 kennengelernt haben,
ohne damals die innere Ursache fur diese Beziehung aufgeklart
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zu haben. Jetzt erst ist die strenge Ableitung diesel' Behauptung
erbracht.

Oft laBt sich del' Sinn einer Funktion bessel' iiberblicken,
wenn man sie in einer Reihe entwickelt. Es sei folgendes Beispiel
zur Erlauterung gegeben.

Wenn man eine schwache Saure mit ihrem Natronsalz, welches
wir als (annahernd) total dissoziiert annehmen wollen , in wasseriger
Losung mischt, so ist die Wasserstoffionenkonzentration diesel'
Losung nach dem Massenwirkungsgesetz

. k· ([A] - [H'j)
[H] = ([8] + [H'j) .

Hier bedeutet H' das Wasserstoffion, A die freie Saure , S das
Salz, k die Dissoziationskonstante del' Saure, Die Klammern
bedeuten die Konzentration. Um die vielen Klammern zu ver
meiden, schreiben wir mit leicht verstandlieher Ausdrucksweise

h = k(a - h)
(8 + h) • (1)

Durch Ausmnltiplizieren entsteht eine quadratisohe Gleichung
fiir h :

h2 + h (8 + k) - ka = 0,
deren Auflosung ist

h = - 8 ; k ±11 (8 ~ k)2+ k a . (3)

Von den beiden Wurzeln hat nul' die mit dem positiven Vor
zeichen eine physikalische Bedeutung, da h niemals negativ
werden kann. Ist nun k sehr klein, so ist in del' Regel auch h
sehr klein, denn eine Saure mit einer sehr kleinen Dissoziations
konstanten ist ja eine solche, welche wenig H-1onen abdissoziiert,
und man kann unter Umstanden h als Summand neben den viel
groBeren a oder 8 vernachlassigen. Dadnrch geht die Formel (1)
tiber in die vielfach benntzte Form

h= k.!!:..,
8

(3)

Es ist selbstverstandlich, daB auch Gleichnng (2) in diesen
Wert iibergehen muB, wenn k sehr klein wird. Wie das abel'
moglioh ist, erscheint beim Anblick del' Gleichung (2) zunachst
problematisoh. Hier hilft abel' die Binominalreihe, Wir wollen

11(8~ k)2 + ka

Michaelis , Mathematik. 3. Anfl. 14
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in eine binomische Reihe verwandeln und schreiben

[(~~ kt + kat = [c ~~tt+ t .[(8~ ktJ- ! . ka

+ ~..1(:-231. [(8 ~ ktJ- i . k2a2 + ...

(
8 + k) lea k2a2

= - 2 - + 8 + k - (8 + 1~)3 •••

Nun war die Voraussetzung, dafl k sehr klein gegen 8 und a ist.
Dann konnen wir die hoheren Glieder, welche k nur in hoheren
Potenzen enthalten, urn so mehr vernaehlassigen, je kleiner k wird.
Wir konnen daher bei sehr kleinem k die Reihe ohne merklichen
Fehler beim zweiten Gliede abbrechen und erhalten

l /~~ + k =8+k+~
Y 4 a 2 8 +k'

Setzen wir das in (2) ein , so wird

h = _ 8 + k + 8 + k + __~~
2 2 8+ k '

Vernachlassigen wir nun noch das kleine k gegen das groBe 8

als Summand-), so wird schlieBlich

h=k .!:-.
8

wie oben (3).
Der Ausdruck " k ist klein gegen 8" ist naturlich nur ein rela

tiver. Von welcher Kleinheit an wir k gegen 8 vernachlassigen
konnen, hangt. ganz davon ab , bis zu welchem Grad von Ge
nauigkeit wir rechnen wollen. Wird die Genauigkeit nur auf
1% des Gesamtwertes verlangt, so konnen wir die Vernach
Iassigung schon viel eher ein treten lassen, als wenn eine Genauig
keit auf 1% 0 des Gesamtwertes verlangt wird.

108. A nwendung der Reihen beim Integrieren.

Das Verfahren der Integration durch Reihenentwicklung
haben wir schon S. 151 kennengelernt. Natiirlich laBt sich dieses
Verfahren auch da anwenden, wo man die Funktion in eine
,M a c L aur i n sche oder Taylorsche Reihe entwickeln kann.

1) Als Multiplikator darf es natiirlich nicht vernachlassigt werden,
als soloher hat es sogar einen sehr bedeutenden, man kann sagen, den die
ganze Formel charakterisierenden EinfluB.
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Beispiele.

fsinxdx = fXdx - f:r dx +f~ dx ...

x 2 x4 x6

=---+-+ - ... +02! 41 6! .

211

Vergleichen wir diesen Ausdruck mit der Reihe fur cosx
(S. 203) , so erkennen wir, da.B das Integral den Wert
1 - cosx + 0 hat. Zerlegen wir die Konstante 0 in die Diffe
renz 0 1 - 1, so wird das Integral = - cosx + 0 1 , ein schon
bekanntes Resultat.

Aber auch in Fallen, wo wir auf die gewohnliehen Methoden
ein Integral nicht losen konnen, konnen wir es mitunter mit
Hilfe der Reihenentwicklung. Z. B. kann man aus der allgemeinen
Reihe von If" (S. 202) eine Reihe fur e- x' ableiten, indem man x
durch - x 2 ersetzt,

x2 x4 x6

e- x
' = 1 - TI + 2! - 3! ...

Diese Reihe setzt uns in den Stand, das Integral f e- x'. dx zu
losen :

fe- x' dx =}dx - { x: dx +f~ dx -fx: dx ...
. 1. 2. 3 .

x3 ~ x'
- x - - + - -- - - ... + 0
- 3ol! 5·2! 7·3! .

Das bestimmte Integral in den Grenzen 0 bis x ergibt sich dem
nach folgendermafsen.:

xr x3 x5 x'r- x
' dx = x - 3 .l! + 5. 2! - 7~ + -

o
Dieses bestimmte Integral ist wie jedes bestimmte Integral

mit einer festen Grenze (0) und einer beweglichen Grenze (x) eine
Funktion dieser beweglichen Grenze x (vgl. S. 159, 160) und steUt
eine eigentumliohe Funktion von x dar, fur die man ein einfaches
Symbol (ahnlich wie etwa log oder sin) einfuhren konnte. Der Wert
dieser Funktion laBt sich fur jeden endlichen Wert von x nach
dieser Reihe ausrechnen. Auch wenn die Variable mit einem kon
stanten Faktor behaftet ist, konnen wir nunmehr die Funktion
integrieren. Wir beschranken uns auf den Fall, daB diese
Konstante eine positive Zahl ist und bezeichnen sie deshalb
mit h2. Dann ist die Aufgabe, die Funktion f e-h'x' dx zu
integrieren.

14*
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Es ist
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x x x

Ie - 1I' x' dx = ~.fe-lh'd(h. x) = ~Je-x'dx.
o 0 0

Dieses Integral konnen wir ebenso wie das vorige berechnen.
Nur fUr x = oo versagt die Methode. Da dieser Wert aber

in der Wahrscheinliehkeitereohnung ebenfalls gebraucht wird,

Abb. 103. Die Fignr stellt <l as Vlertelsegment emer Gloeke dar. Die Schrafflernng soli
die Yorstellung del' KOl'perlichkeit erleichteru.

soll an dieser Stelle gezeigt werden, wie man nach Poisson das
00

hestimmte Integral r: dx losen kann, obwohl diese Methode
o

mit diesem Kapitel sonst keinen innerlichen Zusammenhang hat.·
Wir gehen aus von der Funktion

y = e-(u'-t-v'l

wo u und v zwei Variable bedeuten. Geometrisch dargestellt
(Abb. 103), ist diese Funktion eine Drehflaehe, entstanden durch
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die Drehung einer Kurve DB um die Achse DA. Fallen wir von
einem beliebigen 'Punkt E dieser Elache das Lot EJ = y , so
soll definitionsgemals

y = e-(u'+v')
sein, wenn AB die v-Achse mit dem Anfan gspunkt A , und A C
die u -Achse, ebenfalls mit clem Anfan gspunkt A , ist. Wenn
wir die Bedeutung des Dopp elintegral s

f fy· d. u» dv = f ie-cu' +v') . a«.dv

betrachten, ist dieses geometrisch folgendermaB en aufzufassen.
Es soll das Rechteck mit den Seiten y und du gebildet werden,

und zwar fUr jeden Wert von y, clen y durch Verschiebung seines
FuBpunktes in der Richtung der u-Achse annehmen kann, und
clie Summe aller dieser R echtecke, f y . du gebildet werden.
Diese stellt eine Flache F GJH EF dar. (Die Verbindungslinie
von J nach H ist in der Figur nicht aus gezogen.) Nunmehr soll
eine dunne Scheibe gebildet werden, welche diese F'lache als
Grundflache und die Dicke dv hat, und die Summe aller dieser
Scheiben, welche man fur alle Werte von v konstruieren kann,
gebildet werden . DieseSummeistdasgesuchteIntegral f f y.du.dv.
Diese Summe ist geometrisch der Rauminhalt des Korpers
DCABC , welcher die Gestalt eines Viertels einer Glocke hat.

Nun kommt die Eigenart der Funkti on zum Ausdruck: da
namlich e- (u'+v') = e- u'. e- v', so ist

f fe -<u'+v') . du »dv = f fe-U' . e- V' . a«. d»,

Erstrecken wir nun die Grellzen der Integration beide Male
von 0 bis zu einem gleichen Wert von u und v (er sei = t) , so ist
das bestimmte Integral (welches wir vorlaufig J 2 nennen wollen,
obwohl es geom etrisch kein Quadrat, sondern ein Volumen ist!)

t t t t

J2 = fIe- u' . e- v• . d.u» dv = r: du I e- v'. dv .
0 0 U U

NUll ist ein bestimmtes Integral eine Funktion seiner Grenz en.
Da "diese Grenzen in den beiden Integralen, die in der letzten
Formel miteinander multipliziert werden, ein ander gleich sind,
und das allgemeine Symbol der beiden Integrale auch dasselbe
ist, so sind auch die beiden Integrale gleich, und wir konnen das
Doppelintegral setz en

(je-u• • dur= J2 .
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Nun ist abel' die Wurzel aus diesem Ausdruck, also J, das
t

von uns gesuchte Integral r: dx, wenn t = 00 ist. (Siehe
o

S.212, 6. Zeile von unten.) Wenn wir also den Rauminhalt J2 fur
t = 00 berechnen konnen, ware das von uns gesuchte Integral
einfach die Wurzel aus diesem Wert.

Dieses J2 ist nun del' Inhalt
des Glockenkorpers DOABO,
wenn wir uns .AB und A 0 stark
verlangert denken. Da abel' del'
Korper, je mehr wir diese Linien
verlangern, um so schmaler wird,
so hat eine immer weiter fort
gefiihrte Verlangerung schlieB
lich nul' noch wenig EinfluB auf
den gesamten Flaoheninhalt ;
diesel' Flacheninhaltkonvergiert
schnell auf einen Grenzwert.
Wir denken uns deshalb del'
Anschaulichkeit halber A B und
AO nul' so, wie sie in den Ab
bildungen gezeichnet sind, an
den Stellen B und 0 abge
schnitten.

A Diesen Rauminhalt konnen
wir folgendermaBen berechnen:
Wir zerlegen ibn in Elemente,

Abb. 104. indem wir den rechten Winkel
B A 0 in zahlreiche gleiche Teile.

teilen, indem wir von A radienformig ein Busohel Linien auf
die Ebene 0 A B ziehen. Uber jeden diesel' Radien errichten wir
lotrecht eine Ebene. So wird del' Korper in keilformige F'laohen
elemente zerlegt, welche in del' Kante AD zusammenstoBen.
Ein solches Element ist in Abb. 104. isoliert dargestellt.

Del' Inhalt eines solchen Elementes kann aufgefaBt werden
als die Summe del' Inhalte von Scheibchen, wie eines in Abb. 104
eingezeichnet ist, Die Hohe eines solchen Elementarscheibchens
ist y, die Grundflache ein~Rechteck mit den Seiten dr (wenn wir
AJ mit r bezeichnen), und T:""dcp, wenn dcp del' Winkel des Keils
bei A ist. (Denn del' Bogen, den del' Winkel cp in einem Kreise
mit dem Radius r bildet, ist = r . cp; ist del' Winkel sehr klein,
so kann man die Sehne statt des Bogens setzen.) Del' Inhalt des
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und es wird

Keiles ist demnach u:dr » r· dip , und der Inhalt des ganzen
Korpers ist

"r=oo "'=-
J2 = ffy .~r . r- dqJ .

:1' ;;:;:;0 ,p=o

Hier mtissen wir also die Grenzen der Integration Iur r zwischen

o und 00, fUr qJ zwischen 0 und ; ansetzen.

Nun ist y = e-(u'+v') . Da nun U Z + V Z = r 2 (siehe Abb. 103,
wo AJ=r ist), ist y=e- r' . Ferner ist dr·r= l/zd(r2) . Dies
beides in die letzte Gleichung eingesetzt, gibt: . .

Losen wir erst das Integral
00

fte-r" d(r Z) •

o
Dasselbe gibt, als allgemeine Losung - te -r' + O. Das be
stimmte Integral in den Grenzen 0 und 00 ist daher

= _{e- oo + { eO= t,
st

J2 j{2' d qJ = ~.
", =0

Also J = fr;. Das ist nach S. 214 (oberste Zeile) , das gesuchte
Integral. Es ist also

00Je- u
" du = ~fi,

o
folglich, wegen der Symmetrie der Funktion, auch

ofe- u" du = t-y;r
-00

(1)

und

+00Je- u
" du = -V:Jr.

-00

(2)
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+00

Das Integral .!e-h'v'dv,
-co

wo heine Konstante ist, liiBt sich nunmehr auch leicht losen.
Denn es ist, wenn wir in (2) die Variable 'U = h » v setzen:

also

+00

.I~-h2V2d(hv) = y;;,
-00

+00
J~-1t2t'2. dv = ~;.

-00

(3)

Ein anderes Beispiel einer Integration durch Reihenent
wicklung ist

j'e"-·dx .
. x

In eine Mac Laurinsche Reihe aufgelost, wird

e" 1 ( x x2
:t,'" )x=x 1+T!+21 +3!+' "

und daher

rex . dx =f'dX + (dx + (X, dx +}':>lx + '"
. x . x . .. 2 . 3.

x2 x3

= lux + x + 2.2! + 3.3! + ... + (j.

109. Die allgemeine 'ray 10 r sche Reihe.

Genau so, wie wir S. 206 eine Reihe fur j (1 + x) abgeleitet
hatten, konnen wir das allgemein fur j (h + x) tun, wo heine
beliebige konstante Zahl ist.

Es sei also
j(h + x) = A + Bx + Cx 2 + ...

Setzen wir x = 0, so ist
j(h) = A,

und in derselben Weise wie fruher finden wir B = t' (h), C = q~)
usw. , so daB sich ergibt .

f'(h) f"(h) .} f'"(h)
f(h + x) = f(h) + IT . x + -21 . X"' + 31' x3 •••
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110. Das Rechnen mit kleinen GroJ.len.
Eine haufige Anwendung finden die Reihen beim Rechnen

mit den sog. kleinen GraBen. Wenn in einer Formel eine GroBe IX
vorkommt, welche im Vergleich zu anderen GraBen, die in der
Formel vorkommen, sehr klein ist, so kann man oft mit praktisch
ausreichender Annaherung eine kompliziertere Funktion durch
eine einfachere ersetzen. Ein Beispiel wird das erlautern, Kommt
der Ausdruck e'" vor, so kann man das in die Reihe entwickeln
(S. 202) a2 as

I+IX+"2+jf+'"

In dieser Reihe kommt die GroBe 1 und auBerdem nur noch
Vielfache der verschiedenen Potenzen von 01- vor. Ist nun IX sehr
klein gegen 1 , so sind die hoheren Potenzen von IX noch viel
kleiner -gegen 1. Ist IX Z. B. = 0,01 , so ist die Reihe

1 + 0 ,01 + o,o~~ + o,oo~ 001 + .. .

Die Summe dieser Reihe, 1,01005017 ... ist praktisch nicht
merklich verschieden von 1,010, so daB wir .also die Reihe mit
dem zweiten Glied abbrechen und schreiben konnen

e"'= 1 + 01-.

Auf diese Weise ergibt sich, wenn IX klein gegen 1 ist, an
genahert :

e'" = 1 + IX

In(1 + .x) = IX

loglO(1 + IX) = 0,4343 IX

sin x = ex

COSIX = 1

tgIX = IX

(1 + IX)2 = 1 + 2IX

-Vf+--~ = 1 + ~

(1 + IX)" = 1 + nIX
1 a

VI-IX = 1-"2
1

I+-; = I - IX .

111. Auswertung unbestimmt werdender Funktionen.
Gegeben sei eine Funktion

<]I (x)
I(x) = ;P(x)'

wo g;(x) und g;(x) irgendwelche Funktionen von x seien, welche
fUr x = °selbst = °werden, z, B. wenn

sinx
Y~x'
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x

o
so ist ffir X = 0 Yo = 0"'

Yo erscheint also unter dem unbestimmten Wert ~. We;llll wir

dagegen rechnerisch oder graphisch die Funktion y = smx fur
, x

alle beliebigen Werte von x darstellen wollen, so finden wir be
stimmte Werte ffir dieselbe in jedem Punkte, auch ffir Werte
von x , welche beliebig nahe an 0 liegen mogen, und zwar liegen
die y-Werte fur x etwas > Oso dicht bei denen fur x etwas < 0,
daB wir vermuten diirfen, daB der Punkt x = 0 keinen Un
stetigkeitspunkt darstellt. Den wahren Wert von Yo konnen wir
mit beliebiger Annaherung finden, wenn wir x allmahlich von
positiven Werten gegen 0 fallend konvergieren lassen, ebenso
aber auch, wenn wir x von negativen allmahlioh gegen 0 steigend
konvergieren lassen. Es gibt aber einfachere Methoden. Ent
wickeln wir sin z in eine Mac Laurinsche Reihe, so ist

x3 x.
x-3f+5i

y=

Wir heben durch x und erhalten
x2 x4

y = 1 - 3! + 5!'

Setzen wir nun x = 0, so ergibt sich sofort

Yo = 1.
Es ist also (vgl. auch S. 109)

1, sinx 1
Im-- =

X fUr = 0

y = ------.----oder

Ein anderes Beispiel ist die Funktion

1 - (1 + x)"
Y = In(1 + x)

Fur x = 0 ergibt sich zunachst y = ~ .

Entwickeln wir aber in Reihen, so ist

(
n n· (n - :'l) )

1- I+T,x+--1-.2-x2+ . .

y= x x2 x3

T-T+g--'"
-n. x _ n(n - 1) x2 _ .

1·2
x2

x-T+ '"
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Jetzt konnen wir durch x heben und erhalten
n(n - 1)

-n- x-· · ·1 .2
y=-- - - ---

1- ~ + ...
Setzen wir jetzt x = 0, so erkennen wir sofort :

Yo = -no
Es ist also

. 1 - (1 + x)"hm ------ = - n . (?)
1n(1 + x) fiir x=o ~

Ein drittes Beispiel ist
ln x

Y=1- x'

Hier tritt der unbestimmte Wert nicht fur x = 0 , sondern

fur x = 1 auf; es ist dann y = ~ .
Entwickeln wir in Reihen, so ist

(x - 1) (x - 1)2 (x - 1)3
-1- - -- 2--- + - 3- - - +

y = - (x -1)

Heben wir durch (x - 1) , so wird
(x - 1) (x - 1)2

y=-I+-2-- - 3- ·

Setzen wir hier x = 1, so ergibt sich

Y= -1.

Es ist also lim 1nx = -1. (3)
1- Xfiir x =1

.In allen diesen Beispielen war eine der beiden Funktionen
von x transzendent ; aber auch bei algebraischen Funktionen
konnen derartige FaIle auftreten, z. B. erhalt die Funktion

x2 + x - 2
Y = x2 + 2x - 3 .

fur x = 1 den unbestimmten Wert x = ~ .
In den friiheren Fallen gelang die Auswertung der Funktion

dadurch, daB man dem Bruch eine Form gab , in der man einen
gemeinschaftlichen, mit x behafteten Faktor wegheben konnte.
Dasselbe gelingt auch hier , indem wir Zahler und Nenner in
Faktoren verlegen:

(x - 1) (x + 2)
Y = (x - l)(x + 3)"
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Heben wir durch x- I , so wird y = x ~ :' und ffir x + 1 er-
gibt sich ganz einfach y = t . x

Der Grund, warum die Funktion in ihrer ursprunglichen
Form nicht auszuwerten war, ist hier leicht erkenntlich. Zahler
und Nenner waren beide mit dem Faktor (x - 1) belastet, welcher
fur x = 1 Null ergeben muBte. Im Grunde war es bei den fruheren
transzendenten Funktionen das gleiche, wenn auch nur Hille der
Reihenentwicklung erkennbar.

Eine allgemeine Methode, derartige unbestimmt werdende
Funktionen auszuwerten, ist folgende.

Gegeben sei y = ~(~;)' und fur x = a erhaIte die Funktion

die unbestimmte Form ~ ; es sei also

f(a) 0
rp(a) O'

Nun ist nach dem allgemeinen Taylorschen Satz (S. 216)

j(a + It) = j(a) + h 1'((£) + ~: f"(a) + .,.
und rp (a + h) =~ cp (a) + hg/(a) + ~: q/'(a) + ...
Isb nun, wie wir voraussetzen, j(a) = 0 und qJ (a) = 0 , so fallt
das erste Glied der rechten Seite in diesen beiden Gleichungen
fort, und es wird

f(a + h) h· f(a) + ~ I"(a) + . .
rp (a + h) = h. <p'(a) + h

2
rpl/(a) + .

2!

Hier konnen wir durch It heben, und es wird

f'(a) + 2'\.I"(a) + .
.t(a ±.32. ---,- _
rp(a + h) - '() + h I/()rp a 2! rp a +. .

In dem speziellen Fall, daB h = 0 wird, ergibt sich

f(a) f'(a)
'P(a) rp'(a) .

In Worten: Wenn eine Funktion ~~;) ffir x = a den zunachst

unbestimmten Wert ~ annimmt, so ist dieser Wert gleich dem

Verhaltnis der Ableitungen der beiden Funktionen in dem Punkt
x=a.
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Tritt nun del' Fall ein , daB das Verhaltnis diesel' Ableitungen
einen bestimmten Wert hat, so ist damit auch del' Wert del'
F unktion selbst bestimmt. Mit diesel' Methode wollen wir die
fruheren Beispiele noch einmal rechnen.

1 Y - j(x) - sinz , gesucht limy ffir x = o.
· - 'P(x ) - x '

Wir bilden von Zahler und Nenner die Ableitung. Es ist

j'(x ) cosx
;P/(x) l '

Diesel' Wert, fur x = 0, ergibt 1. Folglich ist auch

limYfilrx=o=l. (4)

2
j(x) _ 1 - (1 + x)" .

- In , gesucht lim fill' x = o.
· rp(x) (1 + x)

[(x ) _ -n(1 + x)n- l _ -n ' (1 + x )n
'P'(x ) - (1 + X)- l - .

Dies ergibt, fur x = 0, den Wert - n .

') j( x) _ ln x . ht li f " 1
.~ . 'P(x) - 1 _ x ' ·gesuc 1m ur x = .

1
j'(x) x 1?fXj = -1 = - X- ; ist x = 1 , so wird dies = -1 .

4 j( x) x
2 + X - 2 h Ii f . 1

· 'P(x ) - x2+ 2x _ 3 ; gesuc t 1m ill' x = ,

j'(x ) 2 x + 1 di . t 1 . 3
'P' (xf = 2x +2' es 18, wenn x = ist , = 4 '

Ein unbestimmter Wert kann auch in del' Form 00 , oder O· 00
00

und in anderen Formen auft reten . Wjr wollen nul' einige Bei
spiele behandeln.

Die F unktion Y = eX nimmt fur x = 00 die unbestimmte
x

Form 00 an . E t . k 1 . . Reih . t00 .nm WIC e n WIr CIne . OJ e, so IF! ,

Diese Reihe wird fur x = 00 sieher selbst = 00, und somit ist

lim ex = 00.
x filrx=oo

(5)
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(10)

Setzen wir hier eX = y, so ist x = lny , und

liml;y = 00 , (6)

foIglich lim In y = O. (7)
y

Set zen wir hierin y = ~ , so ist lny = - Inu, und es ist

lim [ - 1;2~J oder lim - [u· ln u] fiil'll=O = 0. (R)

u.

Folglich auch lim [ '/1, ·lnu] fii ru=O = 0 .

Da IoglOu = 0,4343 . lnu , so ist auch

lim[u . IoglOU]fiiru =O = 0 . (9)

Betra chten wir den Gang diesel' letzten Fuukti on.

FUr 1(, = 10 ist u . log '/1, = ]0 I = 10

I 1 ° = °
0,1 0,1 . (- I) = -- 0,1
0,01 0,01 . (- 2) = - 0,02
0,001 0,001 · (-3) = - 0,003

und man sieht in del' Tat, daf die F unkt ion fill' u = °gegen °
konvergiert.

Aus del' vorher abgeleiteten Gleichung (5) folgt

lim~ = °
e"'fiir x==

oder anders geschrieben

lim x . e- J
' fiir x = = = o.

E benso berechnet man lim x 2 • e- x' fiir J'.= =.

Es ist namli eh

Del' Limeswert fur x = 00 ist = 00. Also ist del' reziproke Wert

lilu :r 2 • e - J:' fii r x== = 0 . (Il)

112. Die Fouriersche Reihe.
Eine eingehende Beschaftigung mit del' Fo urie rschen R eihe

kan n nicht die Aufgab e dieses Bu ches sein ; an dererseits ware
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die Lucke zu groB, wenn man ihrer gar keine Erwahnung tate.
Es ist anzunehmen, daB die Fouriersche Reihe fiir die Erorterung
biologischer Probleme eines Tages herangezogen wird, denn ge
rade hierbei haben wir so haufig mit periodischen Funktionen
zu tun.

Die Fouriersche Reihe hat namlieh die Aufgabe, aIle, wenn
auch noch so komplizierten periodischen Funktionen auf die
einfachst e periodische Funktion, den Sinus bzw. Kosinus nahe
rungsweise zuruokzufuhren, ebenso wie die Taylorsche und
MacLaurinsche Reihe die Aufgabe hat, die irrationalen und

Abb.105.

transzendenten Funktionen naherungsweise auf die rationalen
Funktionen zuruekzufuhren.

Die einfachste periodische Funktion ist
y = sinx.

Die Lange der Periode ist = 2:n , d. h.

y = sinx = sin (2:n + x) = sin (4:n + x)

= sin (211,' :n + x).

Der Kosinus verlauft genau ebenso , nur ist der NuIlpunkt der

Abszisse urn i verschoben.

Betrachten wir nun die Funktion (Abb. 105)

y=2sinx,
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so unterscheidet sie sich nur durch die Amplitude der Schwin
gung. Nehmen wir dagegen

y = sin 2x,

so andert sich die Periode, und zwar geht sie auf die Halite zuriick.
In Abb. 106 ist die Funktion y = 1- sin2x dargesteIlt.

Wenn wir also in der Funktion

y=a.sin(b.x)

a und b verschiedene Werte erteilen, so haben wir es in der Hand,
die verschiedensten Amplituden und die verschiedensten Perioden
miteinander zu kombinieren.

Es sei nun eine Funktion gegeben, wie z. B.

y = sinx +{. sin 2x.

Abb, lOG.

In Abb.106 stellt die eine Kurve sinx, die andere Kurve
l sin 2x dar. Addiert man Punkt fur Punkt die Ordinaten, so
~rhalt man die gezeichnete Kombinationskurve. So erhalt man
durch Kombination verschiedener Sinus- und Kosinuskurven die
mannigfaltigstenneuen Kurven, welche aIle das Gemeinsame haben,
daB sie periodisch sind.

Umgekehrt kann man sich die Frage vorlegen, ob es nicht
vieIleicht in vielen oder gar allen Fallen moglioh ist, eine beliebige
gegebene periodische Funktion als Summe solcher einzelner
Sinus- und Kosinusfunktionen darzustellen, zum mindesten als
eine Summe unendlich vieler solcher Funktionen, indem wir
darauf spekulieren, daB unter giinstigen Umstanden, wie haufig
bei der Mac Laurinschen Reihe, die hoheren Glieder immer kleiner
werden und schlieBlich praktisch zu vemaohlassigen sind. Der
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allgemeine Ausdruck einer solchen periodischen Funktion ware
demnach

y = a + bl sinx + b2 0 sin2x + b3 0 sin3x ...

+ c1 0 COSX + c2 0 cos2x + c3 • cos3x . . . (1)

zu dem Glied a kann man sich als Faktor coaOe = 1 hinzu
denken.

Es handelt sich jetzt nur darum, die Bedeutung der Kon
stanten a, bl , b2 • • • , c1 , c2 • • • zu ermitteln durch ein ahnliohes
Verfahren wie bei der Taylorschen Reihe. Zu diesem Zweck
multiplizieren wir die Gleichung mit dx und integrieren sie von
-n bis +n. Dann wird

+'" +:t +'" +'"
Jydx = Ja . dx +Jb1 sin x 0 dx · ·· +Jc1 • cosxdx + ...

_.:r -;y -1t -;T

Nun ist
+:t

Jaodx = 2na .
-'"

Das unbestimmte Integral ist namlich = ax + 0, also das be
stimmte Integral zwischen -n und +n

= (.na + 0) - (-na + 0) = 2.na .

Dagegen sind samtliche anderen Integrale nach S. 160, (6)
und (10) = D.

Es ist also
+'"

a = 21iyodX .

-'"
Um den Koeffizienten bl zu ermitteln, multipliziere man die

Gleichung (1) mit sinx 0 dx und integriere wieder von -.n bis +.n .
Dann sind alle Integrale = 0, nur nach S. 161, (12)

+'"
blJsin

2x odx = bIn.
-'"

und daher
+'"

bi = ~ IyoSinXdX o

-'"
Und ganz allgemein ist

+'"
bn = ..!:.-(yosinnxdx",p

-'"
Michaelis , Math ematik. 3. Anfl . 15
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und andererseits
+:r

C" = :fy ·cos nz - dx.
- n:

Kurz, wir sind imstande, fur jede periodische Funktion die
einzelnen Koeffizienten a, b1 , b2 •• • , C1, Cz . .• derart zu bestimmen,
daB die Reihe (1) von S. 225 wirklich zutrifft. DaB solche R eihen
konvergieren, das zu beweisen ist hier nicht der Ort. Es genuge
der Hinweis, daB dieser Beweis in der Tat moglioh ist. Daraus
ergibt sich aber die Mogliohkeit, jede beliebige periodische Funktion
(von der Periode 2:n:) durch Zusammensetzung einzelner Sinus-

Abb. 107.

und Kosinuskurven zu erhalten , wobei die Ko effizienten a ,
b1 • • • , Ct . •. zwar die allerverschiedenartigst en Werte annehm en
konnen, n aber nur ganz e Zahlen sind, also ste ts ist

f(x ) = a + b1 • sinx + b1 • sin2x . ..

+ c1 • COS X + Ct • cos3x .

Als Beispiel sei erwahnt, daB die gebrochene Linie in Abb.107,

welche innerhalb von - :n: und +:n: die Funktion y = ~ darsteIlt,

nach der Fourierschen R eihe sich in folgende periodische Funktion
entwickeln laBt:

y = sinx - t sin 2x + tsin 3x - tsin4x .. .

Es ist daher fur aIle Werte innerhalb von -:n: bis +:n:

x . 1'2+ 1'3 +2=smx - 2 sm x 3sm x - . . .



Anhang .

Anleitung zur mathematischen Darstellung einer
Funktion aus experimentellen Daten.

113. Wenn irgendein Naturvorgang in einer Reihe von Ex
perimenten quantitativ untersucht worden ist, so haben wir zu
nachst nul' eine Reihe von Zahlen VOl' uns, Wir haben dann
die Aufgabe, aus diesen Daten die mathematisehen Beziehungen
abzuleiten. Wir werden nach Moglichkeit jede Versuchsreihe,
del' wir ein gemeinschaftliches Resultat entnehmen wollen, ' so
einrichten, daG im Experiment nul' eine GroGe absichtlich ver 
andert wird. Diese ist dann die unabhangige Variable x, und
wir bestimmen zu moglichst viel verschiedenen Werten von x
den Wert del' zugehorigen, abhangigen Variablen y. Das Beispiel
del' fermentativen Rohrzuckerspaltung wird uns, wie friiher,
auch hier eine lehrreiche Erlauterung dieses Satzes geben,

pie Inversion des Rohrzuckers hangt namlich, wie die Er
fahrung lehrt, ab 1. von del' Zeit t, 2. von del' Fermentkon
zentration W, 3. von del' anfanglichen Rohrzuckerkonzentration a,
4. von del' Wasserstoffionenkonzentration del' Losung H, 5. von
del' Temperatur a.. Wir werden nun danach trachten, die Ver
suchsreihen so anzustellen, daf wir aus je einer Serie von Ver
suchen allein den Einfluli del' Fermentkonzentration, aus einer
zweiten allein den Einflufl del' anfanglichen Zuckerkonzentra
tionen usw. erkennen, damit in jeder einzelnen Versuchsreihe
nicht durch das Zusammenwirken zweier einflufsreicher Agenzien
das Bild getriibt wird. Wir haben im ganzen sechs Veranderliohe,
die fiinf genannten und 6. die Konzentration del' gebildeten
Spaltprodukte x. Die ersten fiinf sind voneinander ganzlieh un
abhangige GroGen. Wir sind imstande, jede einzelne von ihnen
experimentell zu andern, ohne daG eine andere von ihnen geandert
zu werden braucht. Die sechste ist dagegen die abhangige Va
riable. Es bestehen also Beziehungen folgender Art:

1. x = !l(t) ,
2. X=!2(W),

15*
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3. x = la(a) ,

4. x = 14(H),

5. x = 15(-&)'

Wollen wir die erste Funktion bestimmen, so werden wir eine
Versuchsreihe machen, in welcher wir die GroBen t:[>, a, H, {)
unverandert lassen. Wir werden also alle Einzelversuche bei
irgendeiner gegebenen Ferment-, Zucker-, Wasserstoffionen
konzentration und Temperatur ausfuhren, d. h. wir werden einem
Gemisch von Ferment, Zucker, Saure, welches auf einer be
stimmten Temperatur gehalten wird, von Zeit zu Zeit Proben
entnehmen und in jeder Probe die Menge der Spaltprodukte
durch chemische Analyse bestimmen. Wollen wir die zweite
Funktion bestimmen, so werden wir t, a, H, -& unverandert
lassen und nur t:[> variieren und fiir [eden Wert von t:[> einen Wert x
experimentell ermitteln.

Aus diesen funf Grundfunktionen lassen sich nun beliebig
viel zusammengesetzte Funktionen konstruieren, wie etwa

x = 16(t:[>· t)

x = 17(~)
x=/s(H. t:[»

x = 19(t:[>·lnH).

t = IIO(t:P) .
An sich hangt [a t von t:P nicht ab, wie wir schon erorterten.
Aber die letzte Gleichung hat noch den besonderen Sinn, daB
wir alle anderen Variablen, auch x, konstant halten und dann
hangt natiirlich t von t:P ab: denn wenn diejenige Zeit betrachtet
wird, welche zur Erzeugung einer bestimmten Menge der
Spaltprodukte verbraucht wird, so ist diese natiirlich von der
Fermentmenge abhangig. Mitunter ist nun die mathematische
Formulierung einer solchen zusammengesetzten oder indirekten
Funktion leichter als die einer einfachen Funktion. Es zeigte
sich z. B., daB die Funktion

oder wir konnen auch andere dieser Funktionen paarweise mit
einander in Beziehung setzen und eine indirekte Funktion bilden,
z. B.

t = 1(t:P)
sehr einfach ist. Um sie zu bestimmen, werden wir eine Serie
von Versuchen ansetzen, wo wir a, H, {} und auBerdem x konstant
halten, d. h. wir werden in allen E inzelversuchen einer Versuchs-
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reihe a, H, -& konstant halten, IlJ in [edem Einzelversuch anders
wahlen und in [edem Einzelversuch bestimmen, welche Zeit t
notig ist, um eine in allen Versuchen gleich groB gewahlte Menge
Spaltprodukte zu erzeugen. Es zeigte sich so, daB

k
t=!fi '

wo k eine Konstante ist. Dieses kist aber nur unter der Voraus
setzung konstant, daB a, H, -&, x konstant gehalten werden.
Nachdem wir die soeben genannte Beziehung ermittelt haben,
konnen wir nunmehr auch eine zweite GroBe variieren, z. B. k
als Funktion von a ermitteln. So ist es Sache des geschickten
Kombinierens, derartige zusammengesetzte oder indirekte Funk
tionen zu konstruieren, daB die experimentellen Daten sich zu
einer mogliohst einfachen Funktion zusammenfugen.

Aber nicht immer gelingt es, die Funktion aus einer Zahlen
reihe direkt herauszulesen. Handelt es sich um eine geradlinige
Funktion, so erkennt man das bei der graphischenDarsteliung
immer sehr leicht. Manchmal wird aus einer komplizierteren
Funktion durch Logarithmieren eine geradlinige Funktion, wo
fur S. 81 ein Beispiel gegeben wurde. Manohmal gelingt es, die
Beziehung durch Einfiihrung einer neuen Variablen zu verein
fachen. Stellt man y als von Funktion x graphisch dar, so kann
das eine komplizierte Kurve geben, wahrend vielleicht die Funk
tion y = 1(logx) oder y = I(sinx) geradlinig wird.

Gelingt es dagegen nicht, solche Vereinfachungen zu finden,
so mussen wir zu der allgemeinen Methode der Darstellung von
Y = I(x) greifen.

Diese beruht darauf, daB nach S. 200 stets y nach Potenzen
von x dargestellt werden kann:

y = A + Bx + Ox 2 + Dx3 + . . . (1)
Hier haben nach S. 201 A, B, a . .. folgende Bedeutung:

A = 1(0)

B = 1'(0)
I"0=2(0)

('''
D = 3(0)

usw.
Um die Koeffizienten A, B, a . . . zu bestimmen, zeichnen

wir die experimentell gefundenen Werte von y auf Millimeter
papier als Funktion von x in rechtwinkligen Koordinaten auf,
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verbinden samtliohe Einzelpunkte durch eine Kurve derart, daB
offensichtliche, durch Versuchsfehler entstandene kleine Holprig
keiten der Kurve graphisch ausgeglichen werden. Diese Kurve
stellt y = t(x) dar. Nunmehr legen wir in moglichst vielen Punk
ten dieser Kurve die Tangente und verlangern dieselbe, bis sie
die Abszisse schneidet. Wirbestimmen fur die einzelnen Tan
genten den Winkel, unter dem sie die Abszisse schneiden, und
notieren die trigonometrische Tangente desselben. Letztere finden
wir auch direkt, indem wir die Lange der zugehorigen Ordinate
durch die Lange des zugehorigen Abszissenstuckes vom FuBpunkt
der Ordinate bis zum Schnittpunkt der Tangente dividieren.
Die einzelnen so gewonnenen Werte werden nun in einer zweiten
Kurve wiederum als Funktion von x dargestellt. Diese Kurve
stellt also die Ableitung von y nach x als Funktion von x dar :

y' = t'(x).

Das Ganze wiederholen wir jetzt und erhalten eine dritte Kurve

y" = f"(x).

Und so fahren wir fort, bis wir eine Kurve crhalten, welche
von einer geraden Linie nicht mehr merklich abweicht. Der
Koeffizient.A ist nun gleich derjenigen Ordinate der Kurve
y = t(x) , welche dem Wert x = 0 entspricht. Der Koeffizient
B ist gleich derjenigen Ordinate der Kurve y' = t'(x) , welche
dem Wert x = 0 entspricht; der Koeffizient C ist gleich der
H alite derjenigen Ordinate der Kurve y" = f"(x) , fur den
x = 0 usw. Die so gewonnenen Werte fti.r .A, B, C... setzt
man in die Gleichung (1) ein.

Nun ist es unter Umstanden moglich, in einer solchen Reihe
eine Exponential-, Logarithmus-, Sinus- oder Kosinusreihe
(S.202f£.) od. dgl. zu erkennen. Dann kann man die Reihe
durch diese Funktion ersetzen. Gelingt dies nicht, so ist die
Reihe selbst der zutreffendste Ausdruck der Funktion. Im all
gemeinen wird eine solche Reihe um so wertvoller sein, je starker
sie konvergiert, je mehr also die Koeffizienten der hoheren Po
tenzen von x an GraBe zuriicktreten hinter den niederen.

Der mathematische Ausdruck der Funktion
x = t(t, f}), a, H, fJ')

ist erst dann vollkommen, wenn auf der rechten Gleichung auBer
den bezeichneten Variablen nur noch konstante GraBen vor
kommen, also GraBen, die von allen diesen Variablen unabhangig
sind. Das zu erreichen, wird in den seltensten Fallen gelingen.
Meist wird man sich damit begniigen mussen, dan die vorkom-



aus experimentellen Daten. 231

menden Konstanten fur ein gewisses, nicht zu geringes Variations
bereich der einzelnen Variablen wirklich konstant sind.

Oft wird die Auffindung einer solchen Funktion dadurch er
leichtert, daB man aus theoretischen Erwagungen oder durch
Analogie mit ahnlichen Vorgangen gewisse Grundanschauungen
versuchsweise zugrunde legen kann, die man in Form einer Diffe
rentialgleichung aussprechen kann. Aus diesem Ansatz kommt
man durch Integration zu einer Funktionsgleichung, deren Richtig
keit man durch den Versuch bestatigen oder auch ablehnen kann.
FUr diese Art des Ansatzes finden sich besonders in dem Kapitel
Integralrechnung und Differentialgleichungen genugend Beispiele.
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Differentialgleichnngen.

114. Eine Gleichung, welche einen Differentialquotienten mit
der Funktion selbst in irgendeine Beziehung bringt, heil3t im
ailgemeinen eine Differentialgleichung, z. B.

dy
dx + 2x = O. (1)

(aile Glieder mit y auf die eine, aile mit x auf
die andere Seite gebracht),

Jdy = -J2xdx,

y=C-x2 •

Lautet die Gleichung

dy
dx + 2y = 0,

Die Losung oder die Integration einer solchen Gleichung be
steht darin, eine Gleichung zwischen y und x, aber ohne Diffe
rentialquotienten zu finden, welche so beschaffen ist, daB obiger
Gleichung geniigt wird. Die Losung dieser Aufgabe ist

y=C-x2 •

Denn in der Tat ist dann

dy
d x = - -2x,

und dies in (1) eingesetzt, ergibt das identische Resultat

- 2x + 2x = O.

Es handelt sich immer darum, die Differentialquotienten zu
entfernen, also immer um eine Integration. Aber nur in den
einfaehsten Fallen ist die Differentialgleichung derart, daB diese
Integration ohne weiteres ausgeftihrt werden kann. In obigem
Fail wurden wir folgendermaBen zum Ziel kommen:

dy
dx = -2x

dy = -2xdx
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so wiirde ein gleiches Verfahren zu dem Resultat fiihren

dy = -2ydx

dy = -2dx
yr: = -f2dx,

und jetzt kommen wir durch Integration direkt zu dem Resultat

lny = - 2x + 0,

y = eO-2 Z = eO. e- 2 z = k. e- 2z •

Es kommt also, wie man schon sieht, darauf an, die Va
riablen zu trennen. Das ist aber nieht immer direkt moglieh.
Z. B. bei der Differentialgleichung

dy
dx + x + y = 0

fiihrt der obige Weg nicht zu einer Trennung der Variablen.
Es kann nun nicht in unserer Absicht liegen, alle mogliohen

Differentialgleichungen losen zu wollen. Es mogen nur einige
einfachere Typen besprochen werden, um ein Bild von der Sache
zu geben.

Wir unterscheiden zunachst gewohnl.iche und partielle
Differentialgleichungen. Uber die letzteren ist schon S. 179ff.
einiges gesagt worden, und hier sollen uns nur die gewohnlichen
beschaftigen.

115. Man teilt die Differentialgleichungen in verschiedene
Ordnungen ein. Eine Differentialgleichung n ter Ordnung ist
eine solche, bei der der Differentialquotient hochstens in der
n ten Ordnung auftritt.

So ist z. B.

eine Differentialgleichung zweiter Ordnung. Eine Losung derselben
ist y=O.ez .

Denn dieses ist die Bedingung, daB der zweite Differential
quotient gleich dem ersten ist .

d4 y
dx4 = Y

ist eine Differentialgleichung vierter Ordnung. Sie hat mehrere
Losungen :

y =:ez ; y = e- z ; y = sinx; Y = coax.
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xdx+ydy=O.

xdx = - -ydy

f xdx = - fyely ,
2 0

~ = - ~- + 0 1

Aus

folgt

In allen dies en Fallen ist del' vierte Differentialquotient gleich
cler Funktion selbst. Abel' auch die Gleichung

y = eX + r X+ sinx + cosx

ist eine Losung diesel' Differentialgleichung und ebenso

y = 0 1 eX + 02e - x + °3 , sinx + °4 , cosx.

Sobalcl es also moglieh ist, durch Multiplizieren oder Diviclieren
del' ganzen Gleichung mit bestimmten Faktoren die Gleichung
auf eine solche Form zu bringen, daB die Variablen getrennt
oder separiert auftreten, d. h. daB x nul' auf del' einen Seite,
y nul' auf del' anderen Seite cler Gleichung vorkommt, bedarf
die Losung einer Differentialgleichung keiner weiteren Erklarung ;
sie geht auf einfache Integrationen zuruck.

Beispiele :
1.

oder y2 + x 2 = 0 ,

wo das letzte °natiirlich nicht dieselbe Bedeutung hat wie das
0 1 del' vorigen Gleichung. Es kann ab el' jeden beliebigen Wert
annehmen. .

2.

Daraus folgt

ydx - x d y = O.

dy dx
y '=-X'

lny = lnx + O

In y = Ox .,

also auch .JL=0x l'

wo ° nicht dieselbe Bedeutung hat wie 01'

116. Homogene Differentialgleichungen.
F ur den Fall, daB eine Trennung del' Variablen nicht moglieh

ist, kommt man auf diese Weise nicht weiter . Z. B. Gegeben
sei die Differentialgleichung

(x + y)dx + y ely = 0
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(1)

oder xdx + ydx + ydy = 0.

Auf keine Weise ist hier zu erreichen, daB man auf der linken
Seite nur die Glieder mit dy und y , auf der rechten nur die mit
dx und x hat. Aber unter einerBedingung laBt sich die Gleichung
durch Einfuhrung einer neuen Variablen auf die gewUnschte
Form bringen. Diese Bedingung ist, daB die Differentialgleichung
homogen ist. Darunter versteht man eine solche Gleichung,
bei der die Summe der zu x und y gehorigen Exponenten gleich
ist, nachdem die Gleichung auf die Form .Ady + B dx = ° ge
bracht worden ist, wo .A = 11 (x , y) und B = 12(x, y). Eine
Gleichung ist also homogen, wenn die Ausdrucke

x, y ,

oder x 2, xy, y2,

nicht aber auBerdem noch x oder y , oder

x3, x2y, xy2, y3,

nicht aber auBerdem noch x 2, x, xy usw. enthalt,
Der Kunstgriff, mit dem man solche homogene Gleichungen

integrieren kann, besteht darin, daB man die neue Variable

z = JL einfuhrt,
x

Den Gang einer solchen Rechnung zeigt am besten ein Beispiel.
Gegeben sei die Differentialgleichung

dy y
(Ix x +y '

Schreiben wir dies in der Form

dy(x+y)-ydx=O,

so erkennen wir, daB die Differentialgleichung homogen ist.
FUhren wir also y = xz ein. Hieraus folgt zunachst

dy = xdz + zdx

dy dz
und di = x dx + z .

Dies wird in (1) eingesetzt,

dz xz
x d x + z = x + xz

Jetzt k6nnen wir die rechte Seite durch x heben, und das ist der
Vorteil, den uns die EinfUhrung der neuen Variablen gebracht
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hat. Dies t ritt im allgemeinen nur dann ein, wenn die Gleichung
homogen war. J etzt ist

dz z
x d x + z = 1 + z '

und nach leichten Umformungen erhalt man nunmehr die Va
riablen separiert.

dz z
x-= -z+ --

dx 1 + z
d z Z2

x- = - - -
dx z + 1

..:...±..!- dz = _ dx .
Z2 X

Nunmehr sind die Variablen separiert , und wir konnen beide
Seiten integrieren:

Jz+ 1 dz = _JdX
Z2 x

Jdz+JdZ = _JdX
Z Z2 x

1
ln z -- = -lnx + O.

Z

Nun schr eiben wir fiir z wieder seinen Wert L:
x

ln L - ~ = - lnx + 0
x y

ln L + ln x = -=- + 0x y

x
lny =- + 0

y
x x x
- +0 0 - -

y =eY = e · eY=k· eY.

117. Inhomogene Differentialgleichungen.

Es gibt nun auch F alle von inhomogenen Differentialglei
chungen, welche durch dieselbe Substitution gelost werden
konnen, E s wurde den Rahmen dieses Buches ub ersteigen,
wenn wir die Bedingungen, unter denen dies moglioh ist, genau
charakterisieren wollten. Wir wollen nur ein allerdings hoohst
wichtiges Beispiel anfuhren.

Denken wir uns irgendeinen Naturvorgang, der sich isotherm
und auBerdem von selbst, d. h . ohne Zufuhrung auBerer Energie
abspielt, und der reversibel ist. so ist nach dem zweit en H aupt-
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satz der Warmetheorie - wobei wir uns der von Helmholtz
und N ernst gebrauchten Symbole bedienen wollen -

dA
A - U = T dT . (1)

A ist die von dem System wahrend des betrachteten Prozesses
in maximo gewinnbare aullere Arbeit, U ist die Gesamtabgabe
von Energie wahrend desselben Prozesses (also nicht der Energie
inhalt des Systems, sondern die Differenz des Energieinhaltes
vor und nach Ablauf des betrachteten Prozesses), und T die
Temperatur in absolutem MaBe. Nun ist U selbst noch eine
Funktion der Temperatur, welche man nach der Gleichung

U = U0 + (X T + fJ T2 + YT3 • •• (2)

wiedergeben kann, wo Uo die Energieabgabe bedeutet, welche
der ProzeB zeigen wiirde, wenn er beim absoluten Nullpunkt
(oder bei einer sehr tiefen, dem absoluten Nullpunkt auBerst
nahe liegenden Temperatur) vor sich gehen wurde. Uo ist also
eine Konstante, ebenso (x, fJ, y . . .

Unsere Aufgabe ist es nun, auf Grund dieser Beziehung A
eindeutig als Funktion von T anzugeben. Wir wenden lieber
unsere gewohnten Bezeichnungen an und nennen A, die ab
hangige Variable, y, und T ist x. Dann ist unsere Differential
gleichung

dy
Y - Uo- (Xx - fJx2 - yx3 ••• = x· dx '

Setzen wir jetzt wieder
y = xz ,

dy dz
so wird dx = x,i""X + z

xz - Uo - (Xx - fJx2 - x3 .. . = x(z + x ::).

Das Glied xz hebt sich fort:
dz- U - /Xx - R X2 - yx2 .•• = x2 -o ~ dx

dx
- 2(UO + (Xx + fJx2 + yxS .. . ) = dzx

- UOdx-!!!-dx-fJdx--yx.dx ... =dz.
x2 x

Integriert :
ti, fJ J'+ X-- - (X In x - x - -i X2 ... = z + O.
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und

Setzen wir nun fur z seinen Wert .J!.. , so ist
x

y= Uo-CX -lXX .lnx-,Bx2_~xa. .. (3)

Mitunter gelingt es, solche Differentialgleichungen auf einfa chere
Weise zu losen, wenn man sie in einfacher Weise auf di e Form eines
vollstandigen Differentials bringen kann. Die Gleichung (1) von S. 237
konnen wir schreiben

AdT - U dT = TdA

A d T - T dA = UdT .

Durch Division mit T2 erhalt die linke Seite die Form eines voll standigen
Differentials:

TdA - Ad,!, UdT
T 2 r :»:

und nach S. 120 (Tabelle)
- d :! = UdT

T T2

_ A =fU d T
T T2

A = _J UodT _ f a T dT _fPT 2dT _fL'!:..d T _ . . .
T T 2 T 2 T 2 T 2

A = UO_a ln T _P T _ L T2 _ . . -0
T T 2

rA = Uo - OT - a T ln T - fJ T2 - 2" 1'3

dasselbe Resultat wie (3) .
Die Verwendbarkeit dieser komplizierten Gleichung beruht

darauf, daB N er ns t nachgewiesen hat , daB fiir feste oder flussige,
reine chemische Substanzen C und lX beide = 0 werden , so daB

y = Uo - ,B x2 - t xa ...
oder mit den ganz oben gebrauchten Symbolen

A = U - ,BT2 - L T 3 ...o 2'

wahrend U unter den gleichen Annahmen

U = Uo+ ,BT2 + yT3

war. Die Koeffizienten der hoheren Potenzen von T sind in der
R egel sehr klein.

In manchen Fallen ist schon y so klein, daB man es ohne
groberen Fehler vernachlassigen kann. Dann ist

U = Uo+ ,BT2

A = Uo-,BT2 ,
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und daher V + A = 2 V0'

d. h. V + A ist konstant.
Wir wollen die Gelegenheit benutzen, um zu zeigen , auf

welohe Weise Nernst dazugelangte, die Integrationskonstante 0
und die Konstante IX = 0 zu setzen. Die Beobachtung ergab,daB V
mit sinkender Temperatur einem ganz bestimmten Grenzwert zu
strebte und daB ferner bei sehr tiefen Temperaturen V sioh mit
der Temperatur auBerst wenig anderte, Man konnte daher an-

nehmen, daB :~ mit sinkender Temperatur der 0 zustrebt, oder
daB

lim dU = 0
dT fiirT=O

ist. Differenzieren wir nun Gleichung (2) von S. 237, so ergibt sich

dU
dT = IX + 2fJT + 3y T2 + ...

Diese Gleichung muB auch gelten, wenn T = O. Damit nun

hi~rmit gleichzeitig :~ = 0 werde, muB notwendigerweise IX = 0
sem.

Ferner ergab aber die Beobachtung, daB auch

lim_
dA

= 0
dT fUr T=O

wird. Da nun naeh (3) unter Einsetzung unserer Symbole

A = V o - O· T - IX' T ·InT - fJT2 + i-. T3 + .. .
ist, so folgt daraus durch Differenzierung:

dA_= _ C _ IX - IX -In Z' - 2fJT - ~Z T2 ...
dT 2

Damit dieses ffir T = 0 gleioh Null werden konne , muB man,
well ja IX = 0 ist, notgedrungen schlieBen, daB aueh 0 gleich
Null ist. Man nennt die Doppelgleichung

lim dU = lim dA = 0
dTfiirT=O dTfiirT=O

das Nernstsche Warmetheorem.
118. Die soeben entwickelte Differentialgleichung ist nur ein

spezieller Fall einer allgemeinen Form von Differentialgleichungen,
deren gemeinsame Grundform folgende ist:

dy
dx + Xl' Y + X 2 - 0, (1)
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WO Xl irgendeine Funktion von x, und X 2 irgendeine andere
Funktion, aber auch nur von x, bedeuten soli.

Diese Differentialgleichungen lassen sich auf folgende Weise
losen. Man setzt y = !p(x) • z , wo !p(x) eine bestimmte, vorlaufig
noch offen gelassene Funktion von x bedeuten soli und z eine
neue Variable ist. Aus dieser Annahme wiirde durch Differen
zieren sich ergeben

oder

dy = !p(x). dz + z· d!p(x)

dy = !p(x). dz + z. drp(x) .
dx .dx dx

Setzen wir dies in unsere Differentialgleichung (1) ein, so ist

dz drp(x)
!p(x) • dx + z (IX + Xl . !p(x) • z + X 2 = 0

oder !p(x) • ;; + z (d~~X) + Xl. !p(X)) + X 2 = O. (2)

Da nun !p (x) bisher cine ganz willkiirliche Funktion von x ist,
so konnen wir diese so wahlen, daB der in (2) eingeklammerte
Ausdruck

drp(x) + Xl. !p(x) = 0
dx

(3)

wird.
Wir untersuchen nun , welche Bedeutung wir !p (x) erteilen

mussen, damit wir diese Gleichung ansetzen konnen, d. h. wir
integrieren die letzte Gleichung (3). Es ergibt sich aus ihr

drp(x) = -X . dx
rp (x) 1

und integriert In!p (x) = - fXl . dx

oder auch !p(x) = e-fX,dx .

D. h. der Gleichung (3) ist Genuge getan, wenn wir als !p(x) den
soeben ermittelten Wert annehmen.

Ferner folgt aus (2) unter der Annahme, daB der Klammern
ausdruck = 0 ist,

dz
!p (x)• dx + X 2 = 0

oder dz = - X 2
• dx

rp(x)

oder unter Einsetzung des soeben gefundenen Wertes fur q;(x)

dz = - X 2 • efx , . dx • dx
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und, da
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z = - JX 2 • eJx,. dx. dx + 0

y = ep(x) • z

angenommen war, folgt schlieBlich

y= e-!x,.aro [c - fX
2

• e!X"dro. dX]
als definitives Resultat.

dy
Beispiele: dx+ Y +Ox = O.

Diese Gleichung hat die Form (1), wenn wir

Xl = 1,
.X 2 = x

241

(4)

setzen.
Setzen WIT diese Werte in das allgemeine Resultat (4) ein,

so wird
y = e-Jdx(O - Jx·eJdx.dx),

oder nach Ausfuhrung der beiden Integrationen, welche im Ex
ponenten auftreten,

y = e - x (0 - Jx· eX' dx) .

Das Integral Jx • eX• dx konnen wir nun durch partielle Inte
gration (s, S. 145) losen, indem wir eX dx = du und x = v setzen,
dann ist namlich

Jvdu= uv - Judv,
= xex - eX

und y = e-X(O - xe" +- eX),

y = O · e- x - x + 1.

Beachtenswert ist, daB in solchen Resultaten die Integra
tionskonstante durehaus nioht als Summand aufzutreten braucht.
Hier erscheint sie z. R als Faktor eines Gliedes und wir konnen
zu dem ganzen Resultat nicht etwa eine beliebige Konstante
addieren.

Als weiteres Beispiel wahlen wir nochmals die Differential
gleichung von S. 237:

dy
y - Uo - £xx - fJx2 - yx3 .. . = x· dx '

Hierfur konnen wir schreiben :
dy y Uodx - x+ x + tx + fJx + yx2

.. . = O.

Michaelis, Math emat ik . 3. Auf1. 16
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Dies hat die Form (1) vonS. 239, wenn wir

1
X 1 = --

X

X 2 = Uo + ~ + fJ x+ yx2...
x

setzen . Das R esultat ist dann nach (4)

y = e/
d

: [0 _f(~o + a + fJx +rx2 ... ) . e - ( dxX • dxJ.

Nun ist

und daher

f dxX= ln x

j ' d X

e x = x .

-f ~ 1e Z =-
x '

oder

also ist

Andererseits ist das zweite in der Gleichung vorkommende
Integral

y = x[o+f(~o + ~ + fJ + r«: ' :)dx]

y = x[o + ~o - zx lnz - fJ x - ~ x2
• •• J

y =Uo+ GX- lX .X. lnX- fJ x2- ~X2 ...

dasselbe R esultat wie oben , nur daB die Integrat ionskonst ante 0
hier mit anderem Vorzeichen erscheint . Da diese aber (rein
mathematisch betrachtet) 'jeden positiven oder negativen Wert
annehmen kann, so liegt hierin kein Widerspruch .

119. Differentialgleichungen hoherer Ordnung.

Unter einer Differentialgleichung zweit er Ordnung versteht
man eine solohe, bei der ein Differentialquotient zweiter Ordnung
(neben oder ohne einen solchen erster Ordnung) vorkommt.
Man lost sie durch zweimaliges Integrieren. Da bei jedem Inte
grieren eine Konstante in das Resultat eintritt, so muB die Losung
einer Differentialgleichung zweiter Ordnung, wenn sie die all 
gemeinste Form der Losung darstellen soIl, zwei Integrations
konstanten enthalten. Gegeben sei z. B.

d2 y
dX2 = a,
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Schreiben wir fUr den zweiten Differentialquotienten seine eigent
liche Bedeutung

dy
d-dx
-- = a
dx

so istund bezeichnen
dy
dx vorlaufig als u,

du
dx = a

oder du = adx,
woraus durch Integration folgt

u = ax + 0 1 .

Nunmehr Iuhren wir fUr u wieder seinen Wert. :~ ein, woraus
sich ergibt

dy = axdx + 0 1 dx,

Y=;X2+0
1X+02 •

Dies stellf somit die Losung unserer Differentialgleichung dar.
Wir werden also, wo es moglich ist, nach den ubliehen Regeln
die Integration auf ahnliche Weise wie oben stets auszufuhren
suchen.

Das gelingt aber nicht immer auf so einfache Weise. Ist
z. B. die Gleichung gegeben.

d2y dy
dx2 - 2 dx + y = 0, (4)

so wurde uns das 0 bige Verfahren nicht zum Ziel fuhren:

ddy.

-.!:...~ - 2
d y + y = 0

dx dx

tl u. - 2 dy + ydx = O.
Hier gelingt die Trennung der Variablen nicht, auch treten drei
Variable auf. Mitunter gelingt es aber, durch Erraten irgend
eine Losung der Integralgleichung zu finden, welche zunaohst
noch nicht die allgemeine Form derselben (mit zwei Konstanten)
zu sein brauoht. Und zwar ist es die Exponentialfunktion ,
an die wir in solchen Fallen stets denken mussen. Es ist namlioh

d e" d2 ex

eX = a:;; = dx2

1 deP x 1 d2ePx

ePx = -. - - = -. --p dx p2 dx2 '

wie sich aus S. 126 ergibt.

16*
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Sehen wir daraufhin unsere Gleichung (4) an, so ergibt sich
dem Geubten durch leichtes Erraten, daB

y = e1J

eine Losung unserer Differentialgleichung ist. Denn es ist

de X d e"
d2x2 = /IX = e

1J = y

und so wird, wenn wir das in die Gleichung (4) einsetzen,
y - 2y + y = 0

ein richtiges Resultat. Aber das Resultat

y = e1J

ist nur eine "partikulare" Losung unserer Differentialgleichungen,
denn ihr fehlen die beiden notwendigen Integrationskonstanten.
Wir erkennen aber durch Probieren sofort, daB auch °1 , e1J eine
Losung unserer Differentialgleichung ist. Diese Form ist schon
allgemeiner, insofern sie schon eine Integrationskonstante enthalt,
Aber wir mussen nach weiteren Losungen suchen, weil auch dieser
Form immer noch eine Integrationskonstante fehlt. Hier ist es
nun von Vorteil, bevor wir in unserer eigentlichen Aufgabe fort
fahren, einen Kunstgriff kennenzulernen.

Bei der Losung derartiger Aufgaben ist es namlich oft eine
Erleichterung, mit imaginaren GroBen zu arbeiten, und wir
wollen uns mit diesen zunaehst etwas naher beschaitigen.

120. Einige Beispiele filr die Anwendung der imaginaren
Grijllen.

Die Einheit der imaginaren Zahlen ist 0 oder i. Die
imaginaren Zahlen sind auf keine Weise mit den reellen Zahlen
vergleichbar. Ein Sinn kann den imaginaren Zahlen nach GauB
durch folgende graphische Darstellung untergelegt werden.
8tellen wir die Zahlenreihe graphisch als MaBstab auf einer Ge
raden dar, indem wir von dem Nullpunkt 0 ausgehend die positiv
gezahlten Einheiten nach rechts, die negativ gezahlten nach links
auftragen, so liegt es im Wesen dieser Darstellungsart begrundet,
daB es keine einzige Zahl auBerhalb dieser Geraden gibt.
Ziehen wir nun eine Gerade senkrecht zu unserer Zahlen-Geraden
durch den Nullpunkt und tragen die Streckeneinheit Oi auf ihr
ab, so konnen .wir dieser Strecke einen bestimmten Sinn unter
legen. Oi ist namlich eine Hohe in dem gleichseitigen recht
winkligen Dreieck mit den Ecken - 1 , + i, + 1. Daher mug
das Quadrat uber Oi gleich sein dem Rechteck aus den heiden



Einige Beispiele fiir die .Anwendung der imaginaren GroBen. 245

Abschnitten del' Hypotenuse (nach S. 10), und dieses Rechteck ist

= (+1). (-1) = -1,

also die Hohe selbst = 1 1 = i.

Also ist die Hohe die Einheitsstrecke del' imaginaren Zahlen,
und wir konnen die gesamten imaginaren Zahlen auf del' senk
rechten Achse abtragen, indem wir als MaBeinheit die gleiche
Strecke wahlen wie auf del' reellen Zahlenachse. Wollen wir
nun eine komplexe Zahl, welche allgemein den Typus

a + bi

·0

o

-l

-2i
Abb .108.

+2i

-1

hat, graphisch darstellen, so tragen wir sie in die Ebene cin ,
welche von del' Achse del' reellen und del' Achse del' imaginaren
Zahlen bestimmt ist. Del'
Punkt D entspricht z. B.
so del' komplexen Zahl

1,5 + 2i.
Eigentlich durften wir

nul' sagen: Die Koordi
naten des Punktes D sind
+ 1,5 und + 2i . Es ist
eine iibertragene AUS--2
drucksweise, wenn wir die
durch den Punkt D sym-
bolisch dargestellte GroBe
einfach als die Summe
1,5 + 2i hinstellen. Das
Zeichen + hat offenbar
nicht die gewohnliehe Be
deutung eines Additions
zeichens, wie ja auch rein
algebraisch in dem Ausdruck a + bi das Zeichen + nicht die
Bedeutung einer Summation haben kann, denn eine reelle und
eine imaginare GroBe laBt sich auf keine Weise addieren. Wenn
wir nun die Beziehung, in welche wir a und bi oder 1,5 und
2i zueinander setzen, dennoch durch das Zeichen + wiedergeben,
so kann als einzige Begriindung dafUr an diesel' Stelle nul' folgendes
gesagt werden. Wenn wir irgendwelche Rechenoperationen mit
dem komplexen Ausdruck a ± bi vornehmen, wenn wir ihn
z. B. quadrieren, so konnen wir uns dabei del' gewohnlichen
Rechenregeln del' Algebra bedienen, .ohne .zu irgendeinem wider
sprechenden Resultat zu gelangen, dagegen gibt es kein anderes
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algebraisches Symbol, durch welches wir a und bi verbinden
konnten, ohne auf offensichtlich falsche Resultate beim Rechnen
zu kommen.

121. Es laBt sich nun nachweisen, daB samtliohe reelle und
imaginate Zahlen sich durch den Typus

a + bi
wiedergeben lassen, wo a und b je eine reelle Zahl bedeutet.
Man konnte anfanglich der Meinung sein, daB das nicht der Fall ist.
Z. B. leuchtet es von vornherein nicht ein, wie sich 1 i auf
die Form a + bi bringen laBt. Es sieht so aus, als ob 1-1:
gewissermaBen eine imaginate GroBe "hoherer Ordnung" sei.
Das ist aber nicht der Fall. Versuchen wir namlioh, ob sich
nicht 1 i auch auf die Form a + bi bringen laBt. Setzen wir

1-i=x+yi, (1)

so ist -i= (X+yi)2=X2_ y2+2xy.i.

Da abel: eine reelle und eine imaginare Zahl unter sich durchaus
nicht vergleichbar sind (woruber wir hier nur kurz hinweggehen
konnen, vgl. S. 17), so ist die letzte Gleichung nur denkbar, wenn

x2 _ y2 = 0

und 2xy = --1
sind. Daraus folgt

x =y= 1t· i.

Setzen wir das in (1) ein, so ist

1=-i = it· i + fl· i2

oder, da i 2 = -1 ist,

= -1t+1t· i .
In der Tat, wenn wir diesen Ausdruck quadrieren, ergibt

sich -i , und es ist 1- i nichts weiter als eine verkappte Form
der komplexen GroBe

-1t+ 1t· i .
Auf solche Weise kann bewiesen werden, daB samtliohe ima

ginaren und komplexen Zahlen sich auf die Form a + b • i bringen
lassen. Auch ei z ist eine solche verkappte komplexe GroBe, und
diese ist es gerade, welche uns fUr unsere Aufgabe interessiert.

122. Es war S. 202 gezeigt worden, daB allgemein
x x2 x3 x4

eZ = 1 + TI+ 2! + 3! + 4! + .. .
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ist. Also konnen wir unter e'X nur die Reihe verstehen
, '2 2 '2 --~

'" = 1 + ~x +~ -L _~_,_;c_- , , •
e I! 21 I 3 1

oder e'" = 1 + \~ - ;: - i3~ + ~ ,..
x

2 xi ( X x
3

x
5

)e'X= 1 - 2! + 4! .,. + i T! - 3! + 5! ... .

Vergleichen wir dieses Resultat mit den S. 203 entwickelten
Reihen fur sinx und cosx, so ist

ei x = cosx + i· sinx.

Hierin erweist sich die komplexe Natur von e'X. Genau auf
dieselbe Weise laBt sich aber entwickeln, daB

-u = 1 + (-ix) + (-iX)2 + ( -1:X)3 + (-i X)4 , ..
e I! 2! 31 4 1

i x x2 ix3 x4

= 1 - T! - 2! +31 + 41 - . .. ,

e-'X = cosx - i· sinx.

Schreiben wir diese beiden Resultate untereinander, so ist

e'X= cosx + i .. sinx,

e- i x = cosx - i· sinx.

Aus diesen Gleichungen folgt durch Addition

und durch Subtraktion

sinx =

123. Diese Gleichungen konnen nun bei der Losung hoherer
Differentialgleichungen von groBem Werte werden.

Es sei z. B. die einfache Diff erentialgleichung zweiter Ordnung
gegeben

(1)

Hier kommt es nun darauf an. ob a eine positive oder negative
GroBe darstellt. Im ersten Fall ergibt sich, wenn man an die
Exponentialfunktion denkt, sofort (vgl. z. B. S. 126)

Y = eVa • x ,

denn in der Tat ist die erste Ableitung von eVa. x = -Va . eVa. x,
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die zweite = a • eva':l! . Es ist daher eine Losung der Differential :
gleichung (1)

y = el'ti':l!

und auch y = 0leva':l!,

wie man sich durch Differenzieren leicht iiberzeugen kann.
Es ist aber ferner auch

y = e-·va':l!

und y=02e -Jl"ii':l!

eine Losung und daher sohlielslioh auch

y = 0leYa':l!+ 02 e-Va':l! .

Man iiberzeuge sich durch zweimaliges Differenzieren dieser
Gleichung nach x, daB sie wirklich zur Gleichung (1) fiihrt.

124. 1st aber in der Gleichung (1) ein negativer Faktor, also

d2y
dx2 = -ay, (5)

wo a wieder eine positive konstante Zahl bedeuten soll, so wiirde
nach Analogie des vorigen Resultates sich ergeben

y = °1, elCa':l! +°2 , e- Y-=ti':l!

oder y = 01' eiYa':l! + 02' e-iya ':l!.

In dieser Form besagt die Gleichung noch niohts. Ein be
sonderer Fall dieses allgemeinen Integrals ware nun der, daB
01 = O2 ist.

Dann ware
y = 01 (eiYa':l! + e-iVa':l!) ,

was nach S.247 identisch ist mit

y = 201' cos(ya. x) = k1• cos(ya. z},
WO k1 die vorher mit 201 bezeichnete Konstante bedeutet. Diese
Gleichung muB zwar richtig sein, aber sie ist nicht die allgemeinste
Form der Losung, well sie, obwohl aus einer Differentialgleichung
zweiter Ordnung hervorgegangen, nur eine Konstante enthalt,

Ferner ware ein besonderer Fall, daB

O2 =-°1'
Dann ware

y= 0 1 (eiYa':l!_ e- il'ti':l!) = i . 201 . sin (-ya . x).
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Diese Gleichung kann fur ein reelles y nur dann einen Sinn
haben, wenn 0 1 selbst imaginar wird, etwa = i . q. Dann ist

t-r: )y=i2 . 2q sin \ y a . x ,

= - 2q sin (-y;i . x)

oder y = k2 • sin (-y;i . x),
wenn wir die neue Int egrat ionskonst an t e - 2q mit k2 bezeichnen.

Durch K ombinieren der beiden gefundenen partikularen Into
grale ergibt sich somit

y = k1 • cos (ja . x) + k2 sin(ia . x), (6)

welches, da zwei I ntegrat ionskonstanten vorhanden sind, die all
gemeins te F orm des Integrals darstellen mu B. Von der Richtigkeit
kann man sich durch Differenzieren uberzeugen.

125. Mit Hilfe derse lben Methode konnen wir eine sehr
wichtige Different ialgleichung von der allgemeinen Form

d2y dy
a· d x2 + b d x + cy = 0 (1)

integrieren. Wir versuchen wiederum, ob nicht eine Gleichung
der Form

y= ePZ

dieser Differentialgleichung geniigen kann. Alsdann ware

:~ = p. eP z
,

d2 y
d x2 = p2 • ePZ.

Setzen wir diese Werte in (1) ein, so ware

ap2 ePZ+ bp • ePZ + cePZ = 0

a p? + bp + c = 0

b cp2+_ p+_=Oa a
b 1 rz-z-r-r-r-r-r-

p = - 2a ± 2a 1b2 - 4ac .

F ur den Fall nun, daB 4ac > b2, ist dieser Ausdruck imaginar,
und es wird

und

b ± . y4ac - b2

P = - 2at · '------;2°--a- -

[ b . l!4aC-b'] ~-- ± • .--- ~

y = e 2a 2a
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Bezeichnen wir

und

DifferentiaIgleichnngen.

b
-2li = IX

y4ac - b2 = fJ
2a '

so ist Y = e-IXx±Pix = e- IXX. e±jJix .

Da e±P tx=cosfJx±i.sinfJx (nach 8.247), so ist

Y = e- IX X
• (cosfJx ± i· sinfJx).

Nun geht die Entwicklung wie im vorigen Beispiel weiter. Zu
nachst kann man wieder durch Analogie folgern und durch die
Proberechnung bestatigen, daB die allgemeine Form mit den
notigen 2 Integrationskonstanten lauten muB

y = r IX X(Ol · cosfJx ± i· °2 • sinfJx).

8etzt man O2 = 0, 01 = k1 , so folgt das partikulare Integral

y = e- IX X• k1 • cosfJx,

und setzt man 0 1 = 0 , O2 = i· k2 , so folgt ein zweites parti
kulares Integral

y = e- IX X• k2 • sinfJx .

Das dieser Losung noch zukommende Zeichen ± kann man
fortlassen, well ja k2 jeden beliebigen positiven oder negativen
Wert haben dar£. Durch Kombinieren dieser beiden partikularen
Integrale erhalten wir das allgemeine Integral

y = e- IX X(k1 • cosfJx + k2 • sinfJx),

wo man noch fur a und fJ ihre Werte einsetzen kann.

Beispiele von Differentialgleichungen zweiter Ordnung.

1. Fallgesetz.

126. Die Geschwindigkeit eines sich bewegenden Korpers ist
der Quotient der zuruckgelegten 8trecke durch die dazu erforder
liche Zeit. Isf die Geschwindigkeit gleichformig, so bedarf diese
Definition keiner weiteren Erlauterung. Ist die Geschwindigkeit
veranderlich, so ist die Geschwindigkeit nur fur unendliche kleine
Zeitlaufte als eine gleichformige zu betrachten. Die Geschwindig
keit v zur Zeit t ist, wenn 8 die bis zur Zeit t schon zuruekgelegte
8trecke bedeutet,

ds»<u (1)
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1st V nun veranderlioh, so betrachten wir den einfachsten Fall,
die Geschwindigkeit wachse gleiehformig mit der Zeit; es ist dann

dv
di = g, (2)

wo g eine Konstante bedeutet.
Dafur schreiben wir

oder

d ds
dt

7t=g,

d2 s
dt i = g.

Wollen wir die zur Zeit t zuriickgelegte Strecke 8 erfahren,
so ist nach (1)

ds = vdt.

Da nun nach (2) dv = gdt,

also v = ! gdt, (3)

so ist ds = dt!g dt

und 8 = ! !gdtdt.

Nun ist !ydt=gt+C1 ,

also fJgdtdt=f(gt+Cl)dt=g~ +C1t+C2 •

t2 •

Also ist s = g"2 + C1 • t + C2 • (4)

Die Bedeutung der heiden 1ntegrationskonstanten C1 und C2
folgt aus der Uberlegung, welchen Weg der Korper zur Zeit 0
zuriickgelegt hat. Dieser ist, wenn wir vom Anfangszustand der
betrachteten Bewegung ausgehen, gleich 0 , also folgt unter Ein
setzung von s = 0 und t = 0 aus der Gleichung (4)

C2 = O.

1st der Anfangszustand des betrachteten Bewegungsvorganges
der Ruhestand, so wird auch C1 gleich O. Denn aus (3) folgt

v = gt + C1 ,

wo C1 dieselbe Bedeutung hat wie in (4). Da nun zu Anfang
t = 0 ist und jetzt auch v = 0 sein soIl, so folgt C1 = 0 und
es folgt das Fallgesetz
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Abb. 109.

A

2. Die Sinusschwingung oder harmonische Sehwiugung.

127. Ein materieller Punkt P bewege sich auf der Geraden
A B , und zwar unter der Wirkung einer Kraft, die ibn nach 0
zu ziehen sucht und der Entfernung PO proportional ist, StoBen
wir den Kerper in der Richtung AB an , so wird er sich von
der Ruhelage 0 ent fernen, und gleichzeitig mit dieser Entfernung
wird eine Kraft auftreten, die die nunmehr vorhandene Eigen
geschwindigkeit des Korpers vermindert, welche er , unbeeinfluBt
von Kraften, dauerndbeibehalten wiirde. Da mit wachsender
Entfernung des Korpers von 0 diese Kraft nach der Grund
annahme immer grofser wird, so wird die Geschwindigkeit in einem
gewissen Punkte, B , gleich Null werden, dann ihre Richtung
wechseln, und der Korper kehrt nach 0 zuruck. Dort angelangt,
steht er unter keinerlei Kraftwirkung mehr, so daB er seine Ge
schwindigkeit beibehalt oder , wie man auch sagt, vermoge seines

Beharrungsvermogens die Ruhe
lage 0 uberschreit et . Dann spielt

}; sieh derselbe Vorgang nach der
anderen Richtung ab und wieder
holt sich dann unaufhorlich, er

ist p eriodisch. Wir haben daher eine (reibungslose, unge-
dampfte) Schwingung vor uns .

Wir stellen un s nun die Aufgabe , die jeweilige Entfernung
des Korpers von der Ruhelage, 0 P = z , als eine F unktion der
Zeit t darzust ellen . Urn den Ansatz zu machen, wollen wir die
hierbei vorkommenden Begriff e mathemat isch formulieren. Die

Geschwindigkeit v des Korpers ist in jedem Augenblick = ~: .

Die Beschleunigung, die der Korper innerhalb eines kleinen Zeit

t eilchens erfahrt, ist = :; oder, was das selbe ist, :2t: . Das Pro

dukt aus der jeweiligen Beschleunigung und der Masse m des

Korpers, also m· ~2t:' ist ,das MaB fUr die zur Zeit t gerade ein 

wirkende Kraft. Von dieser Kraft machten wir nun die Voraus
setzung, daB sie der Strecke x proportional sei. Die Kraft ist
daher auch = k . x , wo k den Proportionalitatsfaktor bedeutet.

Es ist,also in jedem Augenblick m . ~2t: der abs oluten GroBe nach

gleich k x . Untersuchen wir nun die Vorzeichen , die wir diesen
Ausdrucken geben mussen. Nehmen wir fUr x die Richtung OB
als die positive, OA als die negative an, so wird k - x groBer ,
wenn der Korper von 0 nach B schwingt . Dagegen findet au f
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der gleichen Strecke eine A bnahme der Geschwindigkeit statt

oder der Differentialquotient ~~ ist negativ zu nehmen, und mit

Bertlcksichtigung des Vorzeichens ist die Kraft

d(-~) d2 x
= m 0 dt = -m · dt2 •

Denn der Wert der Kraft muB als positive GroBe herauskommen,
was nur durch die Wahl des negativen Vorzeichens vor dem an
. h . dx . ht . dSIC negativen dt erreie WIT.

Nunmehr haben wir den Ansatz :
d2 x

kx = -m o dt2 '

Diese Gleichung stellt eine Differentialgleichung fur die beiden
Variablen x und t dar. Schreiben wir sie

d 2 x k
dt2 = - m ox,

so ist die Losung der Gleichung nach S.249 (6)

x = 0 1 cos (V ~ .t) + O2 sin(~o t) . (1)

Wir mussen jetzt die Bedeutung der beiden Integrationskonstanten
entwickeln. Zu diesem Zweck mussen wir eine Ubereinkunft
treffen, welche Zeit wir als den Anfang der Schwingung betrachten
wollen. Wir wahlen dazu vorteilhaft den Zeitpunkt, in dem der
Korper sich in 0 befindet. Dann ist t = 0 und x = O. Setzen wir
diese beiden Werte in die soeben gewonnene Gleichung ein,

so ist 0 = 01 0 cosO + O2 0 sinO,

also, da cosO nicht gleichNull ist,

01 = O.
Bei der gewahlten Festsetzung fallt also das erste Glied der
Gleichung (I) fur x fort. Urn O2 su bestimrnen, betrachten wir

den Endpunkt B der Schwingung. Bezeichnen wir 0 B = i als

die halbe Amplitude der Schwingung und die dazugehorige Zeit

als ~ (ein Viertel der ganzen Schwingungszeit hin und zuriick, T),

so ist fUr x = i der -entsprechende Wert fur t = ~' Setzen wir

das wieder ein, so ist

). o . (11k T)'2 = 2 0 sin VmOT .
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Hiermit hat auch O2 seine Bedeutung gewonnen, welche wir in
die Gleichung

(I)

Abb . 110.

einsetzen konnen.
Der in der Formel vorkommende Sinus zeigt, wie erwartet

werden muBte, an, daB die Werte fur x periodisch wiederkehren.
Die Periode der Schwingung nennen wir gewohnlich die

Schwingungadauer-).
Wir konnen nun die harmonische Bewegung auf folgende

Weise entstanden denken. Denken wir uns einen Massenpunkt D
(Abb. IlO) mit gleiehformiger Geschwindigkeit sich im Kreise
bewegen. Ziehen wir in jedem Augenblick das Lot D P auf den

c Durchmesser AB, so beschreibt der
Punkt Peine harmonische Bewegung.

Denn betrachten wir wieder die
Strecke 0 P = x als Ortsbestimmung
fUr den Punkt P, so ist

x=r·sin-&.A l----~~---,,L.,--_IB

Ist die Umlaufszeit des PunktesD = T,
so ist die Zeit, die die Bewegung des
kreisenden Punktes von Obis D ver
braucht, ein bestimmter Bruchteil
von T. Es ist namlich

oder

-& : 2,n = t : T
t-& = 2,n.p.

Also ist x = r· sin(2,n :~)

dieselbe Gleichung, zu der wir oben (I) gelangten, wenn

: = O2

und 2; = V~
gesetzt wird.

3. Die gedamplte Schwingung.

128. Wir nehmen zunachst wiederum an, der Punkt P
(Abb. Ill) bewege sich unter denselben Bedingungen wie im

1) Oder je nach der Definition auch die doppelte Schwingungsdauer.
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vorigen Beispiel, nul' mit dem Unterschied, daB seine Geschwindig
keit durch eine Reibung standig gedampft werde. Die GroBe
diesel' Reibung sei proportional del' jeweiligen Geschwindigkeit.
Wir konnen die Reibung daher als eine Gegenkraft auffassen,
welche die Bewegung zu verringern sueht. Sie ist dem absoluten

Betrage nach = Q • ~4, wo e einen Proportionalitatsfaktor, die

Reibungskonstante, und ~~ die Geschwindigkeit des Punktes P
bedeutet.

Die zur Zeit t auf den Punkt P einwirkende Kraft ist also
. its wi d d

2
x d . .. h . d kemersei s WIe er = m . dt2 ' an ererseits zunac st WIe erum = x,

wie fruher, abel' noch vermehrt bzw. vermindert urn e:~~.
Untersuchen wir die Vorzeichen, so wirkt auf den Punkt P vom
Punkt 0 her eine Kraft ein, welehe negativ zu rechnen ist, wenn

wir sie als m . ~2~ definieren, dagegen andererseits als die Summe

del' beiden anderen, positiv gereehneten Krafte aufgefaBt werden
kann, weil sie del' Abdrangung des Punktes P vom Punkt 0
entgegenwirken. Es ist daher

d2x dx
-m'''di2 =kx+e'([i

d2x dx
oder m • "di2 + e.([i + k x = 0 .

Diese Gleichung liefert, wenn 4 m k > (! 2 , d . h. wenn die
Reibung nicht gar zu groll ist, was eine aperiodische Dampfung
die Schwingung zur Folge haben wurde, nach S. 250 das
Integral

wo

und

x = e-lXt(k1 • cosfJt + k2 • sinfJt) ,

IX = --~
2m

fJ = ¥4m • k - r{!'
2m

ist.
Nehmen wir denselben Anfangspunkt del' Schwingung an wie

im vorigen Beispiel, so ist wieder fur t = 0 auch x = 0, und dies
ergibt, in die allgemeine Losung des Integrals eingesetzt, wie

fruher, k1 = 0; und fill' t = ~ ist wieder x =~. Dies ergibt

T
A - 1X ' 4 . ( T)-2 = e . k . sm fJ -;f '
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woraus sich k: leicht berechnen liiBt, welches in die Losung

x = e- lX t• lc- sinPt

eingesetzt werden kann. Die Schwingung ist auch wieder eine
sinusahnliehe Schwingung, mit der Besonderheit, daB die Am
plitude der Schwingung allmahlioh immer geringer wird,

Vergleichen wir nun einen beliebigen Wert von x zur Zeit

x = e- lX t• lc- sinpt

mit demjenigen Wert von x , welcher der Zeit t + jr entspricht,
welcher also dem Ablauf einer groBen Schwingungsperiode ent
spricht, so ist dieser

Xl = e- IX' (t+ T) • lc • sinf3(t + T) .

~ -=-
Abb. 111.

Nun ist e -lX (t + T ) = e- lX t • e- IX T

und sinp(t + T) = sinpt,

denn der Sinus kehrt nach Ablauf der Schwingung periodisch
wieder, also ist

und daher

Xl = e- lX t• r IX T • k· sinpt

Xl = e-IXT = konstant.
X

Also: Die Amplitude der ersten Schwingung steht zu der
der zweiten Schwingung in einem konstanten Verhaltnis und die
der zweiten zur dritten in demselben Verhaltnis usw. Diese
Konstante e- IXT heiBt der Dampfungskoeffizient. Das Bild
einer gedampften Schwingung gibt Abb. Ill; der Dampfungs
koeffizient ist in diesem Fall = t.
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Wahrseheinliehkeits- und Fehlerrechnung.

129. Grundbegriffe der Wahrscheinlichkeitsrechnung.
1. Definition der Wahrscheinlichkeit.

Wenn man einen Wiirfel viele Male hintereinander ausspielt,
so wird durchschnittlich jeder der sechs mogliohen Wiirfe gleich
oft fallen, vorausgesetzt daB der Wiirfel regelmalsig gebaut ist ,
so daB kein einzelner Fall durch besondere mechanische Ursachen
begiinstigt ist , Diese Behauptung hat nur angenaherte Richtig
keit, aber wir erwarten, daB sie um so besser zutrifft, je groBer
die Zahl der betrachteten Wiirfe ist, und daB diese Annaherung
durch Vermehrung der Wiirfe beliebig weit getrieben werden
kann. Wenn man nun fragt: Wie groB ist die Wahrscheinlich
keit , mit einem Wurf eine Drei zu werfen ~ so beantwortet
man diese Frage mathematisch in folgender Weise. Man stellt
zunachst die Zahl der iiberhaupt mogliohen Wiirfe fest; sie be
tragt 6. Dann stellt man die Zahl derjenigen Wiirfe fest, die der
gestellten Bedingung entsprechen oder die Zahl der "giinstigen
FaIle". Da der Wiirfel nur eine Drei hat, so ist die Zahl der
giinstigen Falle = 1. Das Verhaltnis der .giinstigen zu den mog
lichen Fallen nennt man die Wahrscheinlichkeit W des Er
eignisses . Es ist

W= l ·
Ebenso findet man die Wahrscheinlichkeit, eine gerade Zahl zu
werlen,

W= l={-·
Die Wahrscheinlichkeit, irgendeinen Wurf zwischen Eins und
Sechs zu werfen, ist W = t = 1.

Die grofstmogliche Wahrscheinlichkeit eines Ereignisses ist
demnach auf 'alle Falle = 1, sie bedeutet die absolute Sicherheit.
Die Wahrscli~inlichkeit im mathematischen Sinn ist daher eine
unbenannte Zahl, und zwar stets ein echter Bruch, mit den
Grenzfallen 0 und 1 . Die mathematische Wahrscheinlichkeit ist

Michaelis, Math ematik. 3. Aufl , 17
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eine Gr oBe ; der Begriff deckt sich durchaus nicht immer mit
dem Begriff der Wahrscheinlichkeit des gewohnliehen Sprach
gebrauchs.

2. Die Wahrscheinlichkeit der Alternative zweier Ereignisse.

Die Wahrscheinlichkeit, mit einem Wiirfel eine Drei zu
werfen, ist = {; die Wahrscheinlichkeit, mit einem zweiten
Wiirfel ailein eine Drei zu werfen, ist ebenfails = -~- . Die Wahr
scheinlichkeit, entweder mit dem einen oder mit dem anderen
Wurfel eine Drei zu werfen, ist gleich der Summe der beiden
Einzelwahrscheinlichkeiten, = ~- . Hat ein Ereignis die Wahr
scheinlichkeit WI' ein zweites die Wahrscheinlichkeit W 2 , so ist
das Wahrscheinlichkeit der Alternative, da13 entweder das erste
oder das zweite Ereignis eintritt, = WI + w2 •

3. Die Wahrscheinlichkeit der Koinzidenz mehrerer Ereignisse.

Raben wir nun zwei Wiirfel und fragen nach der Wahr
seheinlichkeit, mit beiden Wiirfeln gleichzeitig eine Drei zu
werfen, so berechnen wir die Wahrseheinlichkeit dieses Ereignisses
prinzipieil auf die gleiche Weise. 'Vir zahlen zunaohst die Anzahl
der uberhaupt moglichen Wiirfe aus . Wir halten den einen
Wurfel auf der Eins fest und finden , daB es dann sechs verschie
dene Wiirfe mit dem zweiten Wiirfel gibt; wir halten dann den
Wtufel auf der Zwei fest und finden durch Variation mit dem
anderen Wiirfel wiederum sechs Wiirfe; im ganzen ist die An
zahl der mogliohen Wurfe = 6 ·6.

Allgemein : Wenn fur zwei Einzelereignisse die Zahl der mog
lichen Faile je m und je n ist, so ist die mogliche Zahl der Doppel
ereignisse = m • n . Die Anzahl der "gunstigen" Falle ist in
unserem Fail = 1 , die Wahrscheinlichkeit des Doppelwurfes

daher ~:~ = 3
16.

Die Wahrscheinlichkeit, mit beiden Wiirfeln

eine gerade Zahl zu werfen, berechnet sich folgendermaBen. Die
Anzahl der moglichen Faile ist wiederum 6· 6, die Anzahl der
gunstigen Faile betragt fiir jeden Wurfel 3 , also zusammen 3 . 3 .

Die Wahrscheinlichkeit des Doppelereignisses ist daher : : : = ~ .

Allgemein : wenn zwei einzelne Ereignisse die Wahrschein
liehkeit WI und W 2 haben, ist die Wahrscheinlichkeit des gleich
zeitigen Eintrittes beider Ereignisse, W, oder die Wahrschein
liohkeit der Koinzidenz

W = WI' W2 •
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Da WI und W2 st ets eehte Bruche sind , so ist ihr Produkt ste ts
kleiner als WI und W2 allein, U ud so gilt allgeme in

W = WI · W2 • W3 • • • Wn

fu r die Koinzidenz von n einfaehen Ereigni ssen.

130. Anwendungsgebiete der Wahrscheinlichkeitsrechnung.
Die Verteilungskurve.

Die Anwendung dieser Betraehtungen erg ibt sieh am besten
aus einigen Beispielen .

Ein sehr lehrreiehes und oft herangezogenes Beispiel ist
folgendes. Ein Sehiitze sehie13t sehr haufig auf eine Sehie13
scheibe, indem er stet s auf das Zentrum zielt. Die einzelnen
Sehiisse werden dann mehr oder weniger weit vom Zentrum
treffen . Wir wollen der Einfaehheit halber die versehiedene
H ohe der Sehiisse au13er Betraeht lassen und die Einsehu13stellen
alle auf ein e dureh das Zentrum gelegte horizont ale Aehse pro
jizieren. Dann gib t es also nur Sehiisse mit positiven Fehlern
(Abweiehungen naeh reehts) und mit neg ativen F ehlern (Ab
weiehungen naeh links). Der algebraisehe Mittelwert aller Schusse
wird mi t mehr oder weniger gro13er Genauigkeit das Zentrum
selbst sein, vorausgesetzt , da13 keine Ursaehe vorhanden ist ,
welehe eine einsinnige Abweiehung begiinstigt, wie etwa ein
falsehes Visier , Wind u . dgl. Bei einem guten Sehiit zen sind die
Sehiisse mit kleinen F ehlern haufiger als bei eine m sehleehten ,
und urn in Wirkliehkeit als Durehsehnittsr esultat einen Zentrum
sehu13 zu bekommen , wird man bei einem guten Sehiitzen eine
geringere Zahl von Einzelsehiissen zusammenzuz ahlen brauehen
als bei einem sehleehten.

J eder e i n ze l ne Sehu13 ist also in der R egel mit einem F ehler
behaftet. Man kann sieh nun die Frage vorl egen: wie gro13 ist
die Wahrseheinliehkeit , da13 ein Sehu13 den F ehler °oder 1, 2,
3 ... em hat. In dies er Form hat allerdings die Frage noeh keinen
Sinn. Denn die W ahrseheinliehkeit, auf irgendein en Punkt im
mathematisehen Sinne zu treffen, ist auf alle F alle unendlieh
klein, da es unendlieh viele Punkte selbst in der kleinsten Streeke
gibt. Die Frage mu13 vielmehr lauten: Wie gro13 ist die Wahr
sehe inliehkeit , da13 ein einzelner Sehu13 in das Intervall 0-1 em
oder 1-2 em usw. fallt , oder in das IntervaIl 0-0,1 em ; 0,1 bis
0,2 em usw . Je kleiner die einzelnen Intervalle gewahlt werden ,
urn so kleiner wird die Wahrseheinliehkeit , in irgendein be 
stimmtes Inter vall zu treffen . Die El ementarintervalle, in welehe

17*
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das ganze Gebiet zerlegt wird, miissen einander gleieh sein; die
Wahl ihrer GroBe steht frei.

Denken wir also die einzelnen Sehiisse gruppiert, je naehdem
sie in das Intervall 0-1 em, 1-2 em, 2-3 em usw. fallen .
Dann wird in jedes einzelne Intervall eine bestimmte Zahl von
Schussen fallen, wenn die Gesamtzahl der Schusse vorgesehrieben
ist. Diese vorgesehriebene Gesamtzahl sei auBerordentlieh groB
gewahlt, und zwar so groB, daB bei einer weiteren VergroBerung
der Gesamtzahl die relative Verteilung der Sohusse auf die ein
zelnen Intervalle sieh nieht mehr merklich andert, so daB die ganze
Verteilung der SehuBfehler a post.er ior i-) bekannt ist. Ist die
Gesamtzahl N und die Zahl der in das Intervall xl bis x2 erfah
rungsgemafl gefallenen Sohusse = Z , so ist a prioril) die Wahr
seheinliehkeit, daB irgendein SehuB desselben Sohutzen unter
denselben Bedingungen in das Intervall Xl bis x2 fallt, leieht zu
berechnen. Die Zahl der moglichen F aIle ist = N, die der gun
stigen = Z, also die Wahrseheinliehkeit ffir das gesuehte Intervall

Z
Wx,- x, = N '

Und die Wahrseheinliehkeit a priori, daB der SehuB a u Ber 

hal b dieses Intervalls eintrifft, ist = N -;; Z , da die Summe beider

Wahrseheinliehkeiten = 1 sein muB. Eine gereehte Wette auf
das Treffen des Intervalls Xl bis x2 mulrte also Einsatze im Ver
haltnis von Z : N - Z verlangen, denn die Hohe des Einsatzes
sollte proportional der Wahrseheinliehkeit der Wette sein .

Ein zweites Beispiel gibt uns ein beliebiger messender Versuch .
Jede Versuehszahl ist mit irgendeinem Fehler behaftet; nimmt
man nun an , daB die Gu.te des messenden Instruments und die
Besehaffenheit der auBeren Umstande derart ist, daB kein AnlaB
zum Auftreten eines einsinnigen, "systematisehen" Fehlers vor
liegt, sondern daB die Fehler ganz allein auf der Unvollkommen
heit eines Instruments uberhaupt, auf der Unvollkommenheit
der Ablesungsseharfe usw. beruhen, so werden sieh die einzelnen
Ablesungen um den wahren Wert ebenso gruppieren wie die
Schusse um das Zentrum. Wir mussen ffir die Betrachtungder
zufalligen Versuehsfehler ebenfalls beruoksichtigen, ob der F ehler
positiv oder negativ ist. Denken wir uns etwa, wir hatten im

1) Wahrsoheinliohkei t a posteriori: die aus der Erfahrungan
dem sohon vorliegenden Material abgeleitete Wahrsoheinliohkeit. Wahr
soheinliohkeit a priori : die vor dem einzelnen .Schuf vorausgesagte
Wahrsoheinliohkeit desselben .



.Anwendungsgebiete der Wahrscheinlichkeitsrechnung. 261

Polarisationsrohr eine Zuckerlosung, welche in Wahrheit die
Drehung 1,00 ° hat. Wir machen nun 100 Ablesungen und er
halten Werle, die bald groBer, bald kleiner als 1,00° sind. Raben
wir das eine Mal eine sehr klare Zuokerlosung und einen geiibten
Beobachter, so werden die einzelnen Werte sich dicht um den
wahren Wert gruppieren ; haben wir eine triibere Losung oder
einen ungeiibten Beobachter, so ist die Gruppierung eine lockerere.
Im ersten Fall sagt man: die Streuung der einzelnen Punkte
ist klein, im zweiten Fall: die Streuung ist groB. Folgende zwei
Versuche geben ein Bild von der Anordnung und der Streuung.

Je 100 Ablesungen.

Intervall
Zahl der Ablesungen

1. Versuchsreihe 2. Versuchsreihe
(grolse Streuung) (kleine Streuung)

°°°°°1
2
8

14
16
17
16
15

6
4
1

°°o
°°

100

1. 0,895-0,905 °
2. 0,905-0,915 °
3. 0,915-0,925 1
4. 0,925-0,935 °
5. 0,935-0,945 3
6. 0,945-0,955 4
7. 0,955-0,965 7
8. 0,965-0,975 9
9. 0,975-0,985 11

10. 0,985-0,995 11
11. 0,995-1 ,005 11
12. 1,005-1,015 11
13. . 1,015-1 ,025 10
14. 1,025-1,035 8
15. 1,035-1 ,045 8
16. 1,045-1,055 4
17. 1,055-1 ,065 1
18. 1,065-1,075 1
19. 1,075-1,085 °
20. 1,085-1,095 °
21. 1,095-2,005 °---------

Summe 100

Um diese zwei Versuche graphisch darzustellen, wahlt man
am besten folgendes Verfahren.

Auf der Abszisse tragt man die Zahlen ein, welche allen
denkbaren Ablesungsresultaten entsprechen. Man zerlegt die
Abszisse in einzelne Intervalle, entsprechend der GroBe der will
kiirlich gewahlten Elementarintervalle, also hier 0,01° .
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Uber jedem Intervall der Abszisse errichte t man ein Recht eck.
dessen Flacheninhalt die Zahl der in dieses l nt ervall fallenden
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Abb. 112 . Erste Versuchsreihe.
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Ab b . 11 3. Zweite Versuchsreihe.

Beobachtungen darst ellt. Die Gesamtzahl der Beobachtungen
in Abb . 112 u. 113 sei nun die gleiche, namlich 100. Unt er dieser
Voraussetzung unterscheiden sich die beiden treppenartigen Ab-
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bildungen durch die St eilheit der Treppen, aber der Flaehen
inhalt der ganzen Abbildnngen ist der gleiche .

Die gute Beobachtungsreihe zeigt ein hohes Maximum der
Treppe und einen steilen Abfall nach beiden Seit en , die schlechte
ein niedriges Maximum und einen weniger steilen Abfall. Der
Abfall ist ziemli ch genau symmetrisch nach beiden Seit en und
wird dies um so besser , je gro lser man die Zahl der Einzelbeobach 
tungen wahlt.

Man kann nun alle Beobachtungen, welche innerhalb eines
Intervalls fall en - da wir ja innerhalb dieses Intervalls die
Beobachtungen doch als gleichwert ig ansehen - , erse t zen durch
die gleiche Anzahl von Beobachtungen, welche genau in die
Mitte dieses Intervalls fall en (Abb .112). Die Endpunkte der
Mittelordinaten sind frei, wir konnten sie durch gera de Linien
zu kurvenahnliohen , gebrochenen Linien verbinden. Denken wir
uns die Zahl der Einzelbeobachtungen groBer und gro lier , die
GroBe der Intervalle kleiner und kleiner , so nahert sioh diese
gebrochene Linie mehr und mehr einer 'kont inuierliohen Kurve.
Die so ents tehende kontinuierliche Kurve ist es, welche wir jetzt
mathematisch untersuchen wollen . Ihr allein liegen diejenigen
Bedingungen zugrunde, die uns von jeder Willkurlichkeit und von
jedem Zufall freimachen ; von jeder Willkurlichkeit insofern, als
es die Wahl des Elementarintervalls betrifft , und von jedem
Zufall insofern, als die un endliche Zahl der Beobachtungen alle
Zufalle verwischt . Die vollkommene R ealisierung einer idealen
theoretischen Verteilungskurve ist daher nicht moglioh ; jedoch
sind F alle mit praktisch vollkommener Annaherung sehr haufig.
Der Wert der folgenden mathematischen Betrachtungen wird
durch die theoretische Unmogliohkeit des Ideals wenig beruhrt,
weil die praktischen Verteilungskurven durch Verm ehrung der
Einzelbeobachtungen den idealen mathematischen Kurven mit
beliebig er Genauigkeit an genah ert werden konnen . Freilich st ellt
ein Versuch mit nur 100 Einzelfallen, wie der soeben beschriebene,
eine verhaltnisms.tlig schlecht e Annaherung an das Ideal dar.
Betraehten wir aber die Zahl von Molekulen , welche auch nur
in I cmm eines Gases vorhanden sind, und fragen , mit welchem
Betrage jedes Molekul in einem gegebenen Augenblick an der
gesamten kin etischen Energie der Molekule bet eiligt ist und
wie jeder einzelne Betrag vom Mittelwert abweicht, so werden
wir eine gewisse Anzahl Molekule finden, die gerade den mittleren
Wert dieser Energie enthalten, andere mit mehr und mit weniger
Energie. Hier konnen wir die El ementarinterval1e der Energie
auBerordent lich klein nehmen, weil die feinsten Abstufungen
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wirklich vorkommen, denn die Zahl der EinzelmolekUle ist auBer
ordentlich groB, und wir erhalten Verteilungskurven, die in den
meisten F allen von der idealen Kurve nicht zu unterscheiden sind.
Allerdings ist der Kleinheit der Elementarintervalle eine Grenze
durch die Quantentheorie gesetzt, welche aussagt, daB die Energie
nicht in allen denkbaren, unendlich kleinen Abstufungen
verteilt ist, sondern in endlich abgestuften Intervallen, den
"Quanten" . Sobald diese Quanten klein genug sind, bemerken
wir keine Abweichung von der idealen Energieverteilung, und
erst unter bestimmten Bedingungen macht sich der treppenartige
Bau der Kurve an Stelle des kontinuierlichen bemerkbar.

Weitere Falle, in denen die Verteilungskurve eine Rolle spielt,
kommen haufig in den statistischen Wissenschaften, in der Ver
erbungslehre usw. vor. Betrachten wir z. B. die Korperlange
gleichaltriger Menschen an einer sehr groBen Zahl von Individuen,
tragen die Korperlangen auf die Abszisse, die Zahl der zu jeder
Lange gehorigen Individuen als Rechtecke fiber der Abszisse auf
- wobei wir wieder willkurliche gewahlte Elementarintervalle
von endlicher GroBe zugrunde legen oder diese Intervalle unendlich
klein denken konnen - so erhalten wir ebenfalls eine Verteilungs
kurve, die je nach der Breite der gewahlten Elementarintervalle
deutlich treppenartig .ist oder sich einer kontinuierlichen Kurve
mehr und mehr nahert, Vergleichen wir die Kurven etwa ffir
zwei Menschenrassen, die die gleiche durchschnittliche Korper
lange haben, wobei ab er die eine Rasse Individuen von sehr
gleiehmafliger Lange, die andere Individuen von stark um den
Mittelwert pendelnden Korperlangen besitzt, so erhalten wir im
ersten Fall einebeiderseits steil abfallende, im zweiten eine flaeh
abfallende Kurve. Ist die Zahl der Individuen, die der Statistik
zugrunde liegt, in beiden F allen die gleiche, so haben beide Kurven
den gleichen Flacheninhalt, So konnen wir auch ffir die Vari
ationsstatistik oder die Kollektivlehre dieselben Betrach
tungen zugrunde legen; die Analyse der Verteilungskurve ist
hierfur ebenso notwendig. Zur Ableitung dieser Kurve ist es an
schaulicher, einen bestimmten Fall der Variation zugrunde zu
legen, wir nehmen zunaohst das Beispiel der Versuchsfehler.

Wir gehen hierbei zunaohs t von der Voraussetzung aus,
daB der wahre Wert der gesuchten Gro Be schon vorher
bekannt sei, und wir wollen untersuchen. wie die bei den Einzel
beobachtungen wirkenden Storungen die GroBe und Verteilung
der Feller bewirken und wie groB die Wahrscheinlichkeit ist,
daB irgendeine einzelne Beobachtung eine Abweichung von be
stimmtem Betrage vom wahren Wert hat.
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Erst im weiteren VerIauf der Betrachtungen soll, umgekehrt,
eine Schar von fehlerhaften Beobachtungen aIs gegeben voraus
gesetzt werden und aus dieser soll der wahre Wert ermittelt werden.

Die Analyse der Yertellungskurve,
131. Erste Ableitung derselben nach Ga u B auf Grund des

arithmetischen Mittels.
Wiederholen wir eine physikalische Messung oftmals hinter

einander, so werden die einzelnen Resultate voneinander abweichen.
Das wahre Resultat erhalten wir durch Anwendung des sag.
Axio ms ') d es arithm etischen Mittels. Sind die Einzel
resultate Xl' X 2 , Xa, . . . , X n , und sind sie zahlreich genu g,

Xl + X 2 + ... + Xso nehmen wir an, daB das wahre Resultat = --- 2
~ n

oder =--- ist.
n

I st die Zahl der Einzelbeobachtungen beschrankt, so ist das
arit hmetische Mittel wahrscheinlich noch mit einem F ehler be
haftet; das arithmetische Mittel aus einer beschrankten Zahl
von Ablesungen nennt man das s cheinb are R esult at. J e grofler
die Zahl der Ablesungen , urn so weniger werden die beiden Werte
voneinander verschieden sein, und wir legen den weiteren Be
trachtungen zunachst die A n nah me zu grund e , d a B die
Ab les u n ge n s o zahl r eich s ind, d aB da s a r ithm c t ische
Mittel d a s wahre R esul t a t is t .

J ede ein ze lne Ablesung wird dann vom Mittelwert urn
einen gewissen Betrag ab weichen , den wir den F ehlcr der Ab
lesung, z , nennen . Er kann positiv und negativ sein . I st das
Mittel, auf den wir den F ehler beziehen , ein scheinbares R e
sultat, so sprechen wir von einem scheinbaren F ehler , ist es
das wahre, vom w ahren F ehler. Wir nehmen hier an, daB
wir es nur mit wahren Resultaten und daher auch nur mit
wahren Fehlern zu tun haben. Wir durfen erwarten, daB Ab
lesungen mit kleinen F ehlern hauiiger und solche mit graBen
F ehlern seltener vorkommen. Wir tragen nun die F ehler nach ihrer
GroBe, mit willkiirlich abgestuft en 1ntervallen, also , urn gleich
den 1dealfall zu nehmen, mit un endlich kleinen 1ntervallen, auf
der Abszisse, die jedem Elementarintervall dx entsprechende
Zahl von Ablesungen, ydx, als Rechtecke tiber den El ementar-

1) Die Lehre vom ari thmetischen Mit tel , welche friih er fur Axiom
gehalte n wurde, liiBt sich auf einem wenn au ch sehr komplizierten Wege
aus der Wahrscheinlichkeitsrechnung ableiten und iat dah er in Wahrheit
kein Axiom. Siehe dariiber S. 292.
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intervallen auf. Die Endpunkte der Ordinaten, welche diese
schmalen Rechtecke begrenzen, stellen eine Kurve dar, die wir
die Verteilungskurve nennen wollen. FUr diese wollen wir
die analytische Entwicklung finden. Die Abszisse x gibt die
GroBe des Fehlers an und die Ordinate y hat den Sinn, daB ydx
die Zahl der in das Intervall x bis x + dx fallenden Fehler
darstellt.

Fragen wir zunachst : wie groB ist die Wahrscheinlichkeit,
daB eine beliebige Ablesung einen Fehler hat, welcher in das
Intervall x bis x + dx fallt 1 Nach der fruheren Entwicklung
ist diese Wahrscheinlichkeit

y.dx
Wx.X+dX=~'

!ydx
-00

d. h. diese Wahrscheinlichkeit ist gleich dem Verhaltnis des tiber
dx errichteten Elementarrechtecks zum Flacheninhalt der ganzen
Figur. Denn jedes Elementarrechteck ist in graphischer Dar
stellung die Zahl der "giinst igen" , der gesamte Flaoheninhalt
die Zahl der "moglichen" Falle. Und ebenso ist die Wahrschein
lichkeit, daB eine Ablesung einen in das beliebig groBe Intervall Xl

bis X 2 fallenden Fehler hat,
x::

• !ydx
W x.

X1,X2 = +00- '
!ydx

-00

Urn die Integration ausfiihren zu konnen, muB uns erst die
Funktion

y = I(x)

bekannt sein. Diese Kenntnis gewinnen wir durch die Kom
bination von zwei Uberlegungen, erstens aus dem Axiom vom
arithmetischen Mittel, zweitens aus einer Wahrscheinlichkeits
betrachtung.

Das Axiom vom arithmetischen Mittel gibt uns namlioh die
Beziehung

Xl + x2 + xa + . . . + X" = 0 , (1)

wenn Xl' x2 • •• den Fehler der ersten, zweiten usw. Ablesung
bedeutet.
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Die Wahrscheinlichkeitsbetrachtung ist folgende . Die Wahr
scheinlichkeit, daB fiir eine Ablesung der Fehler in die Grenzen Xl

und Xl + dx fallt, ist

w = Yl' dx
Xl +00 ·

fydX
- 00

Ebenso ist die Wahrscheinlichkeit, daB eine andere Ablesung
einen Fehler zwischen X% und X 2 + dx hat,

TXT = Y2' dx
ry X2 +00.

fydx
-00

Somit ist die Wahrscheinlichkeit dafiir, daB die beiden Ab
lesungen mit den Fehlern Xl bis Xl + dx und x2 bis X 2 + dx
eintreffen, nach der Koinzidenzregel gleich dem Produkt der
Einzelwahrscheinlichkeiten :

W _ Yl' Y2(dx)2

X, .X, - LL;dXr

und die Wahrscheinlichkeiten, daB a.Ile Beobachtungen so wie sie
sind, mit ihren Fehlern Xl bis Xl + dx; X 2 bis x2 + dx; Xa bis
xa + dx; . . . ; xn bis xn + dx koinzidieren, ist

W - Yl' Y2' Ya' . .. , Yn' (dx)n
X"X" •• • • Xn - LlF'dXr .

Sind die Beobachtungen zahlreich genug, so muB die Wahr
scheinlichkeit der Fehlerverteilung die grofstmogliche sein;
andernfalls miiBten wir ja annehmen, daB die spontane wahr
scheinlichste Verteilung durch einen systematischen Fehler der
Versuchsanordnung gestort worden ware, Es muB also

WX"X" ... ,Xn ein Maximum

sein. Da nun auf der rechten Seite der vorigen Gleichung die
+00

GroBen dx und f ydx nicht von X abhangen, so trifft [enes
-00

Maximum. zusammen mit dem Maximum von

Y = YI • Y2 • Ya ... Yn'
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(3)

Urn den MaximaIwerl von Y zu finden, mussen wir Y nach x
differenzieren. Diese Aufgabe wird erleichtert, wenn wir erst
Iogarithmieren:

In Y = InYI + InY2 + InYa + ... + InYn.

Ist In Y ein Maximum, so ist ja auch Y ein Maximum. Die
Differenzierung ergibt

dInY _ dInYl + dlnY2 + !!-lnYa + ...+ ~lnYn
dx - dx dx dx dx .

Das Maximum von In Y finden wir, wenn wir den Differential
quotienten = 0 setzen:

~lnYl + dInY2 + dInYa + ...+ dIny = o.
dx dx d x dx

Nun ist die Ableitung einer Funktion selbst wieder eine Funktion

der unabhangigen Variablen, und wir konnen symbolisch dd~Y

= F(x) schreiben und erhaIten so als Bedingung ffir das Wahr
scheinlichkeitsmaximum der Koinzidenz aller einzelnen Fehler
Xl' X2, •• • , Xn

F (Xl) + F (X2) + F (Xa) + ... + F (Xn ) = O. (2)

Die Koexistenz der Gleichung (1) und (2) ist nur moglieh , wenn

Xl = A· F (Xl)

X 2 = A· F (x 2)

X n = A· F (xn )

wo A einen Proportionalitatsfaktor bedeutet.
Diese Behauptung bedarf noch einer naheren Regriindung. Wenn

zwei Gleichungen gegeben sind

Pl+P2+Pa=0
ql + q2 + qa = 0 ,

so -kann man natiirlich unendlich mannigfaltige Werte fiir diese GroBen
einfiihren und der Richtigkeit der beiden Gleichungen doch gerecht bleiben;
z. B.

2+3-5 =0
40-8 +32 = o.

Wenn aber dazu die Bedingung gegeben ist

ql = !(Pl)
q2 = !(P2)
qa = !(Pa)
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x = A' F (x)

wenn also aamtliche q eine ganz bestimmte Funktion der zugehiirigen P
sein sollen, so ist die Zahl der Losungen der Gleichungen besehrankt.
Vereinzelte Losungen wird es gelegentlich geben;

Pl+Pt=O
p~+p~=O

hat eine Losung Pl = - 1, P2 = + 1 . Aber wir haben damit nicht die
allgemeine Losung; ja wir konnen geradezu sagen, es ist iiberhaupt
unmoglich, daB diese heiden Gleichungen fiir jeden beliebigen Wert
von Pl und P2 nebeneinander zu Recht bestehen. Allgemein ist die Ko
existenz der beiden Gleichungen (3) nur dann moglioh, wenn jedes q ein
und dasselbe Multiplum des zugehorigen P ist, wenn also

ql = APl
q2 = AP2

allgemein, wenn q = AP ist.

Es muB also, um auf unsere Ableitung zuriickzukommen,
aUgemein

sein oder unter

und integriert

Einsetzung des Werles ffir F (x)

X=A.d~~Y

xdx = A' dlny
x2

"2 + C = A.lny

x 2 c
lny = 2). + T

." c
- +-

Y = e2 ,t ,t

e

Bezeichnen wir ex mit k, und 2
1•

vorlaufig mit 'J1, so ist
I.

Y = k· e :« .

Nun wissen wir, daB y ffir x = 0 ein Maximum hat und Iur
x ~ 0 faUt. Das ist nur moglich , wenn 'J1 stets eine negative
Zahl ist. Um das zum Ausdruck zu bringen, schreiben wir statt
'J1 lieber - h2 , und es ist

y = k. e- h' '' ' (3)

Die Konstante khat folgende Bedeutung. Die Ablesungen mit
kleinen Fehlern x sind haufiger als die mit grollen ; also muB y
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ein Maximum haben fur x = O. Ist x = 0 , so ist y, welches
wir dann Yo nennen wollen:

Yo = k· e- o = k,

wo Yo den Maximumwert von y darstellt, und somit erhalten wir

y = Yo' e-/t''j;', (4)

Z'j; = y. dx = Yo · .e-/t·'j;· • dx .

wo e-/t''j;' stets ein echter Bruch ist.
Die Zahl der in das Intervall x bis x + dx fallenden Fehler,

zx, ist dann

132. Eine zweite Ableitung der Verteilungskurve auf Grund des
Prinzips der Kombination von Elementarfehlern.

Die vorige Ableitung erforderte die Anwendung des Axioms
vom arithmetischen Mittel. Es ist von Interesse, die Ableitung
ohne dieses Axiom durohzufuhren, Es wird sich alsdann spater
noch zeigen, daB das Prinzip des arithmetischen Mittels abgeleitet
werden kann und daher nicht als Axiom betrachtet zu werden
braucht.

Betrachten wir die Natur der Beobachtungsfehler naher,
Bei jeder Messung bestehen sehr zahlreiche Fehlerquellen. Z. B.
liegt bei der Bestimmung der Drehung einer I proz. Zuckerlosung
eine Fehlerquelle in der Abwagung des Zuckers, eine zweite in
der Abmessung des Wassers, eine dritte in der Einstellung des
Nullpunktes im Polarisationsapparate, eine vierte in der Ein
stellung des Drehungswinkels, eine weitere in Langenmessung des
Polarisationsrohres usw . Der gesamte Fehler x einer einzelnen
Messung setzt sich also zusammen als die Summe zahlreicher
"Elementarfehler"l)

x = Xl + X 2 + X 3 + .. .+ X m •

Jeder Elementarfehler wird im Einzelfall mit gleicher Wahr
scheinlichkeit positiv wie negativ sein; dagegen wollen wir der
Einfachheit halber annehmen, daB die absolute GroBe jedes
Elementarfehlers stets annahernd die gleiche sei . Eigentlich durfen
wir nur annehmen, daB die verschiedenen Elementarfehler um
einen gewissen Mittelwert pendeln. Aber wir durfen erwarten,
daB es annahernd zu dem gleichen Resultat der Rechnung fuhrt,
ob wir die verschiedenen Elementarfehler jeden fur sich mit

1) Man beachte, daB Xl> X2 • • • in diesem Kapitel eine andere Bedeutung
hat als Xl_ x2 • • • im vorigen Kapitel!
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seinem wirkliehen Betrage einfuhren oder ob wir j ede m einzelnen
Elementarfehler einen gewissen gleiehen Durehsehnittsbetrag zu
sehreiben, welehem wir nur die Wahl frei st eIlen, positiv oder
negativ zu sein. Sei die GroBe dieses konstanten El ementar
fehlers = LI z , so konnen sieh , indem sieh die einzelnen Elementar
fehler bald mit ihrem positiven , bald mit ihrem negativen Betrage
am Gesamtfehler beteiligen , folgende Kombinationen ergeben.
Der grofste Fehler entsteht dadureh, daB alle El ementarfehler
entweder positiv oder negativ sind . Jeder dieser beiden F aIle
kann nur einmal bei der Kombination vorkommen. AIle anderen
Kombinationen sind haufiger und am haufigsten die Kombination

mit ; positiven und ; negativen Elementarfehlern. Im ganzen

sind folgende Kombinationen moglioh, wenn wir die einzelnen
El ementarfehler alle von der gleiehen GroBe LI x annehmen :

Die Kombination-)

mmal (+,d x) und Omal (-Llx),
d. h . ein F ehler von der GroBe m • LI x kommt vor 1mal;

(m - 1) mal +Llx und Lmal -Llx,
d. h. ein F ehler von der GroBe (m - 2) . L:Ix kommt vor mmal ;

(m - 2) mal + Llx und 2mal-Llx,
d. h . ein F ehler von der GroBe (m - 4) . LIx kommt vor (;)mal;

(m - 3)mal + Llx und 3mal - Llx ,
d: h. ein F ehler von der GroBe (m - 6) . LI x kommt vor (;)mal ;

Omal + Llx und mmal - Llx ,
d . h. ein F ehler von der GroBe - m . LI x kommt vor 1mal.

Die Zahlen, welehe die H aufigkeit der einzelnen Kombinationen
angeben , sind dieselben wie die Koeffizienten eines Binoms
(a + b)m. Es sei nun m eine sehr groBe, und zwar der Bequem
liehkeit halber gerade Zahl, m = 2n . Dann ist die Anzahl der
Koeffizienten un gerade, und zwar = 2n + 1 , und es gibt ein

mittleres, unpaares Glied . Dieses hat den Koeffizienten (1/~m)
d (2n) d h I 2n· (2n - 1) (n + 1) U di ou d . d

o er,n' . . a so 1.2.3.4 n . m ieses ie sm
die anderen symmetriseh gruppiert. Ordnen wir nun die Glieder
von diesem Mittelglied aus, indem wir dieses als Nummer 0 be-

1) Man vergleiche dazu das Kapitel Kombinationslehre im ersten
Abschnitt des Buches.
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zeichnen und die anderen von + 1 bis + n und von - 1 bis - n
numerieren, so erhalten wir folgende Tabelle:

Nummer GroBe des HauIigkeit desselben I)Beobachtungsfehlers

'" z

0 0 (2:)
± 1 ± Llx (n 21\)

±2 ± 2L1 x (n2;2)

± u A.»

± (fl + 1)

±n ± n Ll x (2n) = 1 .
2n

Denken wir uns LI X kleiner und kleiner, so wird es zu dx und
die z-Werte werden mehr und mehr eine stetige Funktion von z ,
Wir konnen nun den Differentialquotienten dieser Funktion be
stimmen. Schreiben wir das fl-te Glied und das (fl + 1) -te Glied
untereinander, indem wir die Symbole der Kombinationszahlen
ausschreiben, so ist die Haufigkeit dieser beiden Fehler

2n • (2n - 1) .. . (n + fJ, + 2) (n + fJ, + 1)
z = - -----'-;-1-.--,2.--'. .- .-(;-n--'-- fJ,.:........:.----;I-;-)"7(n'--'---':"""":"l-;-)'---~ .

z + dz = 2n • (2n - 1) .. . (n + fJ, + 2) = z ._~
1 · 2 . . . (n - fJ, - 1) n + fJ, + 1 .

Durc h Subt rakt ion dieser beiden Gleichungen ergibt sich

(
n - fJ, ) 2fJ, + 1

dz = z ,n + fJ, =t"f - 1 = - z . n + fJ, + 1 .

1) Jedes positiv numerierte Glied hat diese Haufigkeit und jedes negativ
numerierte Glied hat dieselbe H aufigkeit, Die in der Tabelle genannte
Haufigkeit ist also nicht die Haufigkeit des positiven und des entspre
chenden negativen Gliedes zusammengenommen, sondern einzeln.
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x= p, .L!x

x X
,It = .:Ix bzw . ;({; .

Dies in die vorige Gleichung eingesetzt., gibt

2x + 1
dx 2 x + dx

d z = - z · - -x - - "' . n · d x + x + dx '
n + d x + 1

273

Also
d z 2 x + d»
d x = -z . n. (d X)2+ X . d x + (dxP '

Nun wenden wir die gewohnliche Methode del' Differential
rechnung an und vernaohlaasigen un endlich kleine Glieder als
Summanden gegen endliche . Dann ergibt sich zunachst fur den
Zahler die Vernachlassigung von d x. Irn Nenner ist offenbar ,
daB man das Glied (dX)2 gegen x · d x vernachlassige n kann.
Dagegen bedarf es einer besonderen Erorterung iiber die Gro lsen
ordnung des Gliedes n · (d X)2. Wir sehreiben dasselbe (n · d x) • d x
und erkennen in dem Klammerau sdruck (n· d x) den d enkbar
groBten Fehler, del' durch Kombination von lauter positiven
El ementarfehlern entsteht. Dies el' Fehler ist, im Vergleich zu
den gewohnlich vorkommenden F ehlern, unendlich groB ; man
wird ihn praktisch niemals beobachten, weil die Wahrsch einlich 
keit seines Eintretens im Vergleich zur Wahrseheinlichkeit ge
wohnlich er F ehler unendlich klein ist . "Venn abel' n· d x unendlich
groB ist , muB (n· dx) . d x von endlicher GroBe sein und darf
daher ni cht vernachlassigt werden . Da nun n · (d X)2 nicht von z
abhangt-), so ist es eine K onst ante, die wir mit 1/h2 bezeichnen
wollen . Diesen gegeniiber ist das Glied x · dx und erst recht (d x)2
unendlich klein . Also ist

~:. = -z . h2 • 2x
d x '

dz = -2h2. x'([;:-c ,
Z

und integriert :
lnz = _ h2 • x 2 + C .

1) Sondern nur von del' gewahlton GroBe des E lementarintervalis d x,
welches ja innerhalb jeder Versuchsreihe kons tant ist,

Michae lis , Mathemati k . 3. Anf1. 18
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Die Integrationskonstaute konnen wir als den Logarithmus
einer anderen Konstanten Zo auffassen und erhalten

In-=-- = -h2x2

Zo

Z = Zo' e-It'x'

Nennen wir nun wieder die Zahl der in das Intervall x bis
x + dx fallenden Fehler y. dx anstatt z und sehreiben dement
sprechend Yo • dx anstatt zo' so ist

y. dx = Yo • e-It 'x' • dx

und y = Yo • e-It'x '

dasselbe Resultat wie bei der ersten Ableitung S.270, (4)
Das ist die analytische Formulierung der "Verteilungskurve" .

Diese Funktion enthalt die Variable x, die Naturkonstante e und
die zwei Parameter Yo und h2 • Wir wollen jetzt betrachten,
welches der allgemeine Verlauf der Kurve ist und welchen Ein
fluB die Parameter haben.

133. Der allgemeine Charakter der Verteilungskurve.

Da die unabhangige Variable x nur in der zweiten Potenz
vorkommt, muf die Funktion symmetrisch um eine Ordinaten
achse gruppiert sein. Diese Symmetrieachse ist die Ordinate Yo .
Beiderseits von ihr fallt die Kurve, erst Iangsam, dann steiler,
dann wieder flacher, asymptotisch fur x = 00 und x = -00 sich
der 0 nahernd, Negative Werte von y gibt es nicht. Die Kurve
zeigt also ein Maximum und zwei Wendepunkte. Das Maximum
ist uns schon bekannt. Wir wollen es noch einmal streng aus
(4), S. 270, ableiten. Aus (4) folgt

dy = Yo' d(e -"'x'). d( -h
2
x

2
) = . e -It'x' . (-2h2 x )

dx d( _h2x2 ) dx Yo

ddY = -2yo. h2x· e-It'x' .
x (5)

Um dieses = 0 zu setzen:

- 2Ya. h 2x· ('-It'x' = 0,

mtissen wir x entweder = 0 oder = ±oo setzen. Setzen wir
x = 0, so erhalten wir das Maximum, und der Maximumwert
von y ergibt sich durch Einsetzen des x = 0 in (4)

Ymax = Yo·
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Nunmehr bestimmen wir die Wendepunkte, indem wir (5)
noch einmal differenzieren:

d2 y d(e- h2 X2
) _ , , d( -2y. h2x)

-= -2y ·h2x· +e hx. -
dx2 0 dx dx

= 4yo' h4x 2 • e-h'x' - 2yo' h2 • e-h'x'.

Abb. 114.

Setzen wir dies = 0, so ist (wenn x im Wendepunkt mit Xw be
zeichnet wird)

oder (6)

Hieraus erkennen wir erstens, daB es zwei symmetrisch ge
legene Wendepunkte gibt, zweitens daB die Lage des Wende
punkts von dem Parameter h abhangt,

Berechnen wir hieraus die Ordinate des Wendepunktes, Yw,
so ergibt sich

Yw = Yo' e- h' • x~. = Yo' e- ~ ,

also auf drei Dezimalen:

Yw = 0,607 . Yo'

Yw steht also in einem unabanderlichen Verhaltnis zu Yo, d. h. fur
alle Kurven mit gIeichem Yo sind auch die Yw einander gleich
(s. Abb. 114).

lR*
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Wenn aber in je zwei Kurven dieser Kurvenschar Yo und Yw
[e einander gleich sind, so ist ihr Flacheninhalf J verschieden.
Dieser ist ja nach S. 216

+00

J = Yo -fe-h''''" dx = Yo ' {"1;,
-00

also

oder

-r: J y;J "h = Yo r at = konstant, und = Yo"h

y;
h = v-:»>

1,0

0,8

0,6

0,1/.

0,2

-8 -6

Wendep.fur..17-=2

Wendep·fiir tz'=1

Abb.115.

Vergleicht man aber eine Schar Kurven von gleichem Flachen
inhalt, so ergeben sie das Bild Abb. 115 ; ihr Yo und daher auch
Yw ist dann von Fall zu Fall verschieden.

Solche Kurven gleichen Elacheninhalts sind aber Symbole fiir
versohiedene Beobachtungsreihen, bei denen die Gesamtzahl der
Beobachtungen die gleiche ist.

134. Die relative Hiiufigkeit oder die Wahrscheinlichkeit eines
Fehlers. Die ,')o-Funktion.

Bei der bisherigen Darstellungsweise bedeutet das auf ein
jedes Elementarintervall der Abszisse errichtete Rechteck die
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Zahl del' Einzelb eobachtungen , deren F ehlergroli e in dieses Ele
ment arintervall fall t , Wenn wir nun an demselben Objekt unter
ganz gleichen Bedingungen zwei Versuchsserien machen , die
eine z. B. aus 1000 Einzelbeobachtungen, die andere aus 2000
Einzelbeobacht ungen bestehend , so werden im zweit en F all
du rchschnittlich in jedes Elementarintervall doppelt so viel Be
obac ht ungen fallen wie im ersten, alle Ordinaten sind im zweiten
F all doppelt so groB. Die Verteilungskurve hat im zweiten Fall
zwar eine leicht erkennbare Beziehung zu del' im ersten Falle,
abel' sie ist nicht die gleiche. Unser Wunsch ist abel', eine Ver
t eilungskurve zu hab en , welche von del' Zahl del' Einzelbeobach
tungen unabhangig ist, sofern diese uberhaupt nur zahlreich ge
nug sind, urn den Oharakter einer stetig verlaufenden Verteilungs
kurve zu zeigen . Das konnen wir auf einfache Weise erreichen,
wenn wir den El ementarrechtecken nicht die Bedeutung del'
a b so 1u t en Zahl del' in jedes Elementarintervall fallenden Einzel
beobachtungen geben, sondern die Bedeutung del' r elativen
H aufigkeit derselben. Das konnen wir auf folgende Weise er
reichen .

Zunachst konnen wir als relatives MaB ffir die Zahl del' in ein
Elementarintervall fallenden Beobachtungen anstatt des Flachen
inhaltes des Element arrechtecks die Ho h e des R echtecks, also
einfac h die Ordinate selbst wahlen. Denn del' I nh alt und die
H ohe sind einander proport ional. Nunmehr mussen wir jede
einzelne Ordinate auf einen derartigen Bruchteil verk urzen, daB
del' F laoheninhalt del' ganzen Kurve = 1 wird. Dann bedeutet
del' Flacheninhalt eines Elementarint ervalls unmit t elbar die
r el ati v e H aufigkeit del' F ehler , welche in dieses Intervall fallen .
Di eses neue Ordinatensystem wollen wir voriibergehend mit y'
im Gegensat z zum alten System y bezeichnen. Dann gilt stat t

y = Yo • c-h'x'

nunmehr y' = y~ . c- h'x',

wo Yo den Maximumwert von y und Yo den Max imumwert von y'
bedeutet.

Die Bedeutung von Yo konnen wir auf folgende Weise er
kennen .

Del' Flacheninhalt del' ganzen Figur im y -S ystem ist

+00 y_
J = Yoje - h'x' d x = Yo' -t: ,

- 00
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+00 y_
JI = '!Iofe-h'x' dx = '!Io' h:JI: ·

-00

(1)

(3)

der Flacheninhalt der ganzen Figur im y'-System ist dement
sprechend also

Nun soll nach der Festsetzung J ' = 1 sein, also ist
, It

Yo = yx'
Die gewunsehte Transformation des Ordinatensystems erreichen
wir also einfach dadurch, daB wir die Zahl der in [edes Elementar
intervall fallenden Beobachtungen zunaehst durch die L ange
der Ordinate ausdrucken und nun den Ordinaten einen neuen
MaBstab anlegen, derart, daB die Maximumordinate stets den Wert

; -; erhalt. Daraus ergibt sich als Ausdruck der Funktion y'

I I h" h / ' eY = Yu • e- x = ,/_ . e- I X

y:JI:

Die Wahrscheinlichkeit, daf ein Fehler in das Bereich x
bis x + dx Ialle , ist

TV I / " d 11 / ' , dx,x+dx = Yu' e- t X. X = ~ . e- t zr , x .

Die Wahrscheinlichkeit, daB ein Fehler in das Bereich Xl

bis X 2 faIle, ist
x,

W hf-h" dx"x, = }/; eX. x . (2)

x,

Speziell ist die Wahrscheinlichkeit , daB der Fehler einer
Beobachtung in die Grenzen x = 0 und x = x fallt,

x

Wo brs X = y~i': dx

o
und die Wahrscheinlichkeit, daB er in die Grenzen 0 und - a:
fallt , ebenso groB wie die vorige und somit die Wahrscheinlich
keit, daB der Fehler einer Beobachtung in die Grenzen + x
und - x fallt,

x

W ± x = ~~J:-h' X" d x .

o

(4)
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Oder
h z

W±x = ~./~-h'Z' d(h x) .

u

Fiihren wir die neue Variable u = hx ein , so ist

h z

? ./'
.jJ -u2W±z= y-:;; e ·du .

u

Den "Integrationsbuchstaben" u konnen wir ohne weiteres auch
x schreiben (s. S. 159), und wir erhalten schlieBIich

hz

W±x= ~fe-x" dx.

o

(5)

Ein bestimmtes Integral ist eine Funktion seiner Grenzen
(s. S. 158). Die eine Integrationsgrenze ist hier = 0 , die andere
hat den (veranderliohen ) Wert hx. Infolgedessen ist die Wahr
scheinlichkeit W± z eine eindeutige Funktion von hx, welche wir
mit dem Funktionssymbol {} schre iben :

W±z = 1J(h x) = 1J(t)

als Abkiirzung fiir

t

W±z = y~fe -z' , clx
u

wo die Integrationsgrenze

t = hx

(1)

(2)

(3i

zu setzen ist.
Diese Funktion kann nach S. 211 berechnet werden. (Siehe

Abb. 116.) Die folgende Tabelle gibt die Werte auf drei Dezi
malen . 1J wird streng genommen = 1 erst fUr hx = 00; auf drei
Dezimalen genau wird dieser Wert jedoch, wie man sieht, schou
fiir h x = 2,5 erreicht .
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0,5 a: 1,0 '1,5 2,0 2,5
t=71:-

Abb. 116. Abszisse ~ =t , Ordinate ou:

Ta bell e d er Funktion tf (t).

,~ (t) {f it )

(I ntegra t ions- (Wert D' (Integra tions- (Wert .
grenze) des Integrals) lflerenz grenze) des Integrals) Differenz

0,00 0,000
56

1,00 0,843 220,05 0,056
56

1,10 0,880
370,10 0,1l2 56

1,20 0,910 300,15 0,168
55

1,30 0,934 24
0,20 0,223

53
1,40 0,952 180,25 0,276 53. 1,50 0,966 140,30 0,329

50
1,60 0,976 100,35 0,379 49
1,70 0,984 80,40 0,428 47 1,80 0,989 50,45 0,475

45
1,90 0,993 40,50 0,520

43
2,00 0,995 2

0,55 0,563 41
2,10 0,997 2

0,60 0,604
3l'

2,20 0,998 10,65 0,642 36
2,30 0,999

10,70 0,678
33

2,40 0,999

°0,75 0,711 31 2,50 1,000
10,80 0,742 29 3 1,000

°0,85 0,771 26 10 1,000

°0,90 0,797 24 100 1,000

°0,95 0,821
24

1000 1;000

°
Die Anwendung der Tabelle ergibt sich am besten aus folgen-

dem Beispiel. Es liege eine Kurve vor mit dem Parameter h = 1 .
Dann ergibt sich aus S. 279 (3), daB die Integrationsgrenze t = x
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selber ist. Es werde nun gefragt, wie groB ist die Wahrscheinlich
keit, daB irgendeine Beobachtung eine Abweichung x vom Mittel
wert im Betrag z. B. von ± "0,25 hat. Ist x = 0,25, so ist auch hx
oder t in unserem Fall = 0,25, und wir nehmen als Integrations
grenze t = 0,25 . Das machen wir sehematisch, indem wir auf
der Tabelle S.280 den zu t = 0,25 gehorigen Wert 1}(t) suchen;
er ist = 0,276. Dies ist die Wahrseheinliehkeit, daB eine einzelne
Beobaehtung in den Grenzen + 0,25 bis - 0,25 vom Mittelwert
abweicht.

In einem zweiten Beispiel sei eine Verteilungskurve gegeben
mit dem Parameter h = 10 . Dann ist die Wahrseheinlichkeit,
daB eine einzelne Beobaohtung wiederum einen Fehler x = ± 0,25
habe, in folgender Weise zu entnehmen . Ist x = 0,25, so ist naeh
S. 279 (3) die Integrationsgrenze t = hx = 2,5. Aus der 1}-Tabelle
finden wir fur t = 2,5, 1} (t) = 1,000 . Dies ist die gesuchte
Wahrscheinlichkeit; es ist , auf drei Dezimalen ansgerechnet,
eine volle Sicherheit, nieht nur eine beschrankte Wahrschein
liehkeit.

Auf ahnliche Weise wurde man fur die gleiehe Reehenaufgabe,
aber fur h = 0,1 finden: 1}(hx) = 1} (0,25·0,1) = 1} (0,025) = 0,028
(interpoliert) ; die Wahrseheinliehkeit des Fehlers vom absoluten
Betrage ±0,25 ware dann = 0,028, d. h. von [e 1000 Beobaeh
tungen wurde in nur 28 F allen die Fehlerbreite bis ±0,25" zu
erwarten sein.

135. Die Bestimmung des Streuungskoeffizienten h.

Um aber diese Reehenoperation auszufuhren , bediirfen wir
der Kenntnis des Parameters h, den wir den Streuungs
koeffizienten nennen. Diesen kann man, wie sieh aus
dem Vorangehenden leieht ergibt, z. B. folgendermaBen er
mitteln.

Man habe eine Beobaehtungsreihe vor sieh. Man bestimmt
das arithmetisehe Mittel aller Einzelbeobaehtungen und zahlt
aus, wie haufig dieser Mittelwert unter den Beobaehtungen
wirklich vorkommt. Alle unsere Beobaehtungswerte haben [a
in Wirkliehkeit nur die Bedeutung von Intervallen. Eine Langen
messung z. B. mit dem Resultat 1,203 em bedeutet nur, daB die
Messung in das Intervall 1,2025 bis 1,2035 J aUt usw. Das Ver
haltnis der Zahl der Beobaehtungen, die in diesem Sinnegerade
den Mittelwert ergeben, zur Zahl der gesamten Beobaehtungen
isf die relative Haufigkeit des Mittelwertes.
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Die relative H auligkeit der Beobachtungen, deren F ehler in
das Inter vall x - -!,-dx bis x + ·l d x fall en , bedeutet dem
nach das R echteck ~it den Seiten y~ und d x ; d x ist in un serem

Beisp iel = 0,001 zu denken . y~ andererseits ist = ':- zu set zen.
y",

Betragt nach unserer Ausznhlung die Zahl der Beobachtungeu 1000
und fallen Vall ihnen 100 in das lntervall mit den F ehl ergrenzen
-1-dx und +1d. x , so ist die relative H aufigkeit des Fehler
intervalls ±-1-dx zu setzen = _j l"O"O" = Z, und diese mussen wir

d . h dan ererseits = - . x set zen .
jI;

h
Z =.;_ . dx,

y"

welche Gleichung nur noch die cine Unbekannte h enthalt und
daher nach h aufgelost werden kann.

So gestaltet sich w e n i g s t e n a t heor eti sch das Verfahrcn
un t er der Annahme, daB eine R eihe va ll so aul3erordentlich zahl
reichen Beobachtungen zugrunde liegt und daB die Elementar
int erval le so klein gewahlt sind, daB wir uberhaupt mit einer
gewissen Anuaher un g eine stetigc Verteilungskurve hab en . Eine
praktisch bessere Ermit tlung von h werden wir spater kenn en
lernen.

Die eharakteristischen Fehler der Beobachtungen.
136. Der wahrscheinliche Fehler der Beobachtungen.

Wenden wir diese Uberlegung auf einen speziellen Fall an .
Wir haben eine Gruppe von Beob achtungen , die urn einen Mittel
wert pendeln . ' Vir schre iben die einzelnen Beobachtungsresultate,
ihrer Gro/3e nach geordnet, hintereinander auf, t eilen sie in ein 
zelne Gr uppen . von denen jede ein bestimmtes Intervall umfaBt ,
welches zweckma bigerweise so klein wie irgend vertraglich ge
wahlt wird, zahlen d ie in jedes l n t er vall fallenden Einzelbeobach
tungen aus und finden so z. B . in ciner Versuchsreihe folgendes.

Einzelbeobachtungen mit Abweichungen vom arithmetischen
Mittel im Betrage von a hundertste l Graden findcn sich in der
Zahl z :

It - 11 - 10 - 9 - 8 - 7 -6 - 5 - 4 - ~ - ~ - 1 1I + 1 + 2 + :3 + 4 +5 +6 + 7 + 8 + !J +10 + 11
I

o
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Teilen wir nun die Beobachtungen in zwei Halften, die eine
links vom Mittelwert (a = 0), die linke Halfte del' Mittelgruppe
noch umfassend, die andere rechts, die rechte Halfte del' Mittel
gruppe noch umfassend, so liegt es in del' Natur des "Mittel
wertes" begrundet, daB die Zahl in den beiden Abtcilungen gleich
ist. Wir konnen nun jede Halfte wieder so teilen, daB sie in je
zwei Halften zerlegt wird in bezug auf die Zahl del' Einzelfalle,
Die dadurch entstehenden Gruppen nennt man Quartile. Auf
die Koordinatendarstellung ubertragen heiBt das : wir suchen
diejenige Ordinate, welche die rechte und ebenso die linke
Halfte derVerteilungskurve in zwei flachengleiche Halften zer
legt. Del' zu diesel' Ordinate Yq gehorige Wert xq hat folgenden
Sinn :

Wenn man von den 200 Einzelbeobachtungen irgendeine
einzelne herausgreift , so ist die Wahrscheinlichkeit, daB sie
innerhalb del' beiden mittleren Quartile liegt, ebenso groB wie die ,
daB sie (rechts odor links) auBerhalb derselben liegt . Umgekehrt:
wenn man VOl' einer Ablesung eine Wette eingehen wollte, ob del'
absolute Betrag des Fehlers (also ohne Vorzeichen) oberhalh
einer gewissen Grenze liegen wird, und del' Gegenspieler wettet,
daB er unterhalb diesel' Grenze liegen wird, so sind die Chancen
nul' dann gleich, wenn als gewettete Fehlergrenze die Quartil
grenze angesetzt wird.

Fur die Quartilgrenze gilt also {} (h x ) = {} (t) = 0,5.
Nun ist, wie Tabelle S. 280 zeigt, wenn {} (t) = 0,5 ist,

t = 0,477. Also ist xq - so wollten wir dasjenige x bezeichnen,
fur welches {} (t) = 0,5 ist -

0,477
xq = - h --' (7)

Die Quartilgrenze odor del' "wahrscheinliche :Fehler", xq •

steht also in del' ein fur allemal durch Gleichung (7) dargestellten
fcsten Beziehung zum Streuungskoeffizienten h, und xq kann daher
ebensogut als ein Prazisionsmaf del' Beobachtungsreihe gebraucht
werden, wie del' Streuungskoeffizient h .

Da x q ohne jede hohere Mathematik durch einfaches Ab 
zahlen del' Quartilgrenzen festgestellt werden kann, ist del' wahr
scheinliche Fehler sogar ein sehr bequemes Prazisionsmafl in del'
Praxis, wo wir doch niemals stetige Verteilungskurven, sondern
unstetige, treppenartige Figuren VOl' uns haben. Denn del' Begriff
del' Quartile laBt sich auch fur eine kleinere Zahl von Einzel
versuchen anwenden. Die praktische Quartilgrenze wird sich je
nach del' Zahl del' vorliegenden Beobachtungen mit mehr odor
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weniger groBer Genaui gkeit dem theoretischen wahrschcinlichen
Fehler nahern.

Da del' Streuungsko cffizient li naeh (7) leich t au s dem wahr
scheinlichen F ehler xq berechnet werden kann, hab en wir somit
gleichzeit ig ein Mittel gefunden, um fill eine Verteilungskurvc
in viel einfacherer Weise den Streuungskoeffizientenh zuberechnen.
als es S. 282 angegeb en wurde , Andererseits gen iigt zu r Cha
rakterisierung del' Prazision einer Beobachtungsreihe di e K ennt
nis e n t w ede r von x q od e r von h.

137 . Del' durchschnittliche Felder dol' Beobachtnngcn.

Die Streuung kann abel' auf noch ander e " ,1eise ermit telt
werden , welche praktisch ebenfalls leicht au sfuhrbar ist. W enn
man namlich nach F eststellung des Mittelwertes in einer Tabelle
den jeder einzelnen Beob achtung anhaftenden Fehler notiert und
aus del' absoluten GroBe diesel' Fehler , also unter Vernach 
lassigung des Vorz eichens del' F ehler, das arit hmet ische Mittel
del' F ehlergrofse nimmt , so erhalt man eine GroBe, di e man den
durchs chnittlich en F ehler del' Beob a chtun g en , Xd, nennt.
Sind die einzelnen F ehler in ab soluter GroBe Xl' X 2, . •. , X n ,

wob ei also n Beobachtungen vorliegen, so ist also

~ I x l
Xd = - n- ·

2,08 mm
2,05 "
2,04 "
2,04 "
2,02 "
2,01 "

3.
4.
5.
G.

IX IsolI den ab solutenBetrag jedes X bedeu t en , 2:Ix IdieSumme
aller Ix I. Liegt z. B. die in del' T ab elle wiedergegebene B eob ach
tungsreihe VOl' - es sei z. B . eine Langenmessung, und die Nume
rierung deutet ni cht di e zeitliche Aufeinanderfolge del' Beob ach
tungen an, sondern nul' die Ordnung nach del' Gro Be - , so ist

del' Mittelwert = 12624 = 2,040.

1. Ablesung
2.

Summe 12,24 mm

Notiert man nun in einer zweit en Tabelle die Abweichungen
del' einzelnen Beobachtungen von diesern Mittel, also ihren
F ehler x, so erhal t man
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Xl = + 0,040
x2 = + 0,010

xa = °
x4 = °
x5 = - 0,020
x6 = -0,030.

Die Summe der Absolutwerte von x ist = 0,10, also der
durchschnittliche Fehler = 0,10 : 6 = 0,0167.

Die GroBe des durchschnittlichen Fehlers v« ist offenbar eben
sogut ein MaB fur die Streuung wie h, und wir stellen uns die Auf
gabe, die Beziehungen von Va und h analytisch zu formulieren.

Zu diesem Zweck nehmen wir wieder an , wir hatten eine
Reihe von so zahlreichen Beobachtungen vor uns, daB die Ver
teilungskurve die Form annimmt

Y = Yo' e-!t'x'.

Dann ist die Zahl der Fehler , welche in das Intervall x bis
x + dx fallen, gleich dem Elementarrechteck tiber dx , also
= y . dx = Yo' e-!t'x'. dx und die GroBe jedes Fehlers, der in
dieses Interval! Iallt, ist bis auf die unendliche kleine GroBe dx
genau = x; also ist die (absolute) Summe Ixl der Betrage der
Fehler, welche in das Intervall x und x + dx fallen, gleich

(Yo' e- h' x' . dx) . x (11)

und die Summe aller Fehler, welche in das Intervall x = - 00

und x = - 00 fallen,
+ 00

..l' lxl =Yo!x.e-!t' x'.dx.
-00

(12)

Nun ist die Zahl der Fehler, welche in ein Intervall x bis
x + dx fallen, gleich dem Elementarrechteck Yo' e-h'x'. dx, und

+00

die Zahl samtlicher Fehler n = yo/e- h' X' . dx . (13)
-00

Somit ist der durchschnittliche Fehler
+00

! x.e-""'.dx
- 00 J 1

xa=~--- = J
2

'

! e-"'X' . dx
-00

y;
J 2 ist schon bekannt (s. S. 216); J 2 =it .
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Das Integral J] konnen wir auf folgende Weise berechnen

j~ .e -h'x'. dx = ~j~ -h'x'. d(x2) = 2~2j~-h'x' • d(h 2x 2) .

Das hier verlangte bestimmte Integral ist also
X= +00 x=+oo

J -fx. e-h'x'. dx - ~fe-h'X'. d(h 2x 2)1- -2V .
x=-oo x=-oo

Dieses Integral konnen wir in zwei Teile zerlegen
x=o +00

J] = 2~2 [ fe-h'x'. d(h 2x2) + fe- h'x'. d(h 2X
2)] .

X= -00 z e O

Das erste del' eingcklammerten Integrale ergibt folgendes.
x=o

Bezeichnen wir h2x 2 = U, so ist dieses erste Integral = fe- u • duo
x= -00

Wenn x = -00, ist u = h2 x 2 = +00 ; wenn x = 0, ist auch
u = 0. Also konnen wir die Integrationsgrenzen auch durch u

u=o
ausdriicken: f e- u , du. Die Auswertung dieses Integrals gibt

00 0 u=+oo
-le-u[= + 1.

Das zweite del' eingeklammerten Integrale wird ebenfalls, in
u=+oo 0 00

gleicher Weise umgeformt, fe-u.du = + 1- e-ul = +1.
u=o

Die Summe beider eingek1ammerten Integrale ist daher
= +2, und es wird

und daher

1
J] = h2

J 1 1 h 1
Xd = J~ = h2 • 1(;; - hy--;;;

0,564 . . .
xd = 7/;--

Somit ist die Beziehung des durchschnittlichen Fehlers zum
Streuungskoeffizienten ein fill' allemal festgelegt.

138. Del' mittlere Fehler del' Beobachtungen.

Wie wir auf S. 270, S. 274 sahen und spater (S. 290) noch
weiter sehen werden, sind die Fehlerquadrate von groBer theore
tischer Wichtigkeit. Hat man den arithmetischen Mittelwert
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einer Beobachtungsreihe festgestellt, so kann man einc Tabelle
anlegen, welche statt del' einzelnen Fehler die Quadrate der
selben darstellt; z. B. fur das vorige Beispiel (S. 284):

Nummer del'
Able sung

1
2
3
4
5
6

Summe :

Fehler

+ 0,040
+ 0,010

o
o

- 0,020
-0,030

o

Quadrat. des
J!'ehlel's

0.0016
0,0001
o
o
0,0004
O,OOO()

0,0030

+00

Z(x2 ) = yo.fx2 • e-lt'x'. dx = J a .
-00

Dividiert man die Summe del' Fehlerquadrate durch die Zahl
del' Beobachtungen n, so erhalt man eine GroBe m 2 , welche man
als das "Quadrat des mittleren Fehlers" bezeichnet ; die Defi
nition des mittleren Fehlers ist samit

m = } /~~X2) .

Auch diese GroBe steht in einer bestimmten Beziehung zum
Streuungskoeffizienten h , namlich :

Nach S.285, VOl' (13), ist die Zahl del' Fehler im Betrag x
bis x + dx gleich Yo' e-lt'x'. dx .

Das Quadrat eines Fehlers von del' GroBe x ist = x 2 , also
die Summe del' Quadrate del' Fehler von x bis x + dx ist gleich

(Yo' e-lt'x'. dx)x 2 •

Also die Summe aller Fehlerquadrate von x = -00 bis
+ 00 ist

Die Zahl aller Fehler war nach S.285 (13) gleich

+00

I -,,' x' , . - JYu. e . (,:). - . 2'

- (X)

also das mittlere Fehlerquadrat

Mo .1,
J - --- J

2y-;
J 2 ist = 7t--.
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J 3 konnen wir folgendermallen bere chueu :

Schreiben wir zunaehst das allgemeine Int egral

.!x2 . e - h' x' . d x = /( ~ ) (2x , e- h'X' ) . d. x,

so konnen wir set zen

2x· e -It' x' . dx = dv,

dann ist

dann ist

~ d x = du

v = -~ . e - h'x' 1)
h" '

Wenden wir die R egel del' partiellen Int egr ati on an

fu dv = u v - f vdn ,

• / ' . " . :t' 1 " • 1 / ' , . .so wlrd . x· · e - n x' . d x = - 2 . h" ' e - ,rx' + 2h2. e -- ,rx' . d. x .

Int egrieren wir zwischen den Grenzen - 00 und + 00 , so
wird

+ 00 - co +00 +"::';;.

J f2 h" d I x "'1+If "., l3 = X • e - x. X = - .2h . e : x 2h2 e : ! x . c X .

- 00 -co

Das erste , in Summengrenzen eingerahmte Glied del' rechte n
Seit e hat die Bedeutung

- (+00' e- OO
- (- 00) ' e- oo ) .

Hiervon hat nach S. 222 sowohl das erst e wie das zweite
Glied den Wert 0 , und es wird

+ 00

J - _1 r - h'x' . d _ _1 • y~ _ V;'
3- 2 h".l e x - 2h2 h - 2 h3 '

-e oc

Dnd daher

Daher ist die Beziehung des mittleren F ehlers m zu h :

1
m= -- .

h]12

1) Denn f2X. e- "'r' dx = f d (x2) • e- I., . ,

= ~ fd(h 2 x2 ) • e- h' . , = _~ . e -b'J'
h2 h2 '
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Wir haben somit vier GraBen kennen gelernt, die fur die
Charakterisierung del' Streuung oder als Prazisionsmaf del' Ver
teilungskurve verwendet werden konnen , welche in einem ganz
bestimmten Verhaltnis zueinander stehen:

1. Del' Streuungskoeffizient h .
2. Del' wahrscheinliche Fehler (die Quartilgrenze) xq •

3. Del' durchschnittliche Fehler Xd'
4. Del' mittlere Fehler m .

Die Beziehungen sind folgende:

0,477
xq = h

1 0,564
xd = hi~ = 11:"

1 0,707
m = -';V2 = - h- '

Ferner :

des(fast genau)

X q = 0,673 m,

in Worten: del' wahrscheinliche Fehler ist
mittleren Fehlers.

Xq = 0,846 xd

oder : del' wahrscheinliche Fehler ist urn rund 15% kleiner als del'
durchschnittliche Fehler.

Ferner ist X,l = 0,798 m

xq = 0,674 m

m = 1,253xd = fast genau t Xd

xq = 0,845 xd'

139. Die Wahrscheinlichkeit del' Koinzidenz einer Schar von
Beobachtungen.

Die Wahrscheinlichkeit, daB eine einzelne Beobachtung einen
Fehler im Bereich von Xl bis Xl + dx habe - oder wie wir uns
jetzt kurzer einfach ausdrucken wollen : die Wahrscheinlichkeit,
daB eine einzelne Beobachtung den Fehler Xl habe, ist

W h '" dXl = --== • e -. /~ xJ • x.
V JT

Die Wahrscheinlichkeit, daB eine einzelne Beobachtung den
Fehler X 2 habe, ist

W = ~. e-h'x,'. dxx, 'If; .

]vlirha"Ii. , Mnthcmutlk. :1. Auf'l . H!



290 Wahrscheinlichkeits- und Fehlerrechnung.

Die Wahrscheinlichkeit W, daB von zwei Beobachtungen die
eine den Fehler Xl' die andere den Fehler X 2 habe, ist somit
das Produkt beider, also

W = (v~r· e-h':r;,'. e-h':r;,'. (dX)2.

Die Wahrscheinlichkeit, daB eine endliche Schar von n Be
obachtungen so beschaffen ist, daB die erste den Fehler Xl' die
zweite den Fehler X 2, ••• , die nte den Fehler X n habe, ist also

W = (:;r· e -h':r;,·. e-J,':r;,·· ...• e-h':r;n'. (dx)n

= (v~r(dX)n.e-h.(:r;,.+:r;,.+ . . .+:r;n')' (A)

Diese Uberlegung leitet uns iiber zur praktischen Fehler
rechnung.

140. Die praktische Fehlerrechnung und das Prinzip der kleinsten
Fehlerquadrate.

In Wirklichkeit liegt namlioh das praktische Bediirfnis del'
Fehlerrechnung ganz anders als die Verhaltnisse, wie wir sie
bisher betrachteten. Bisher wurde vorausgesetzt, daB del' wahre
Wert del' Messung bekannt sei, daB das arithmetische Mittel
del' Beobachtungen del' absolut richtige Wert sei und wir infolge
del' unendlichen Zahl del' Beobachtungen eine stetige Vertei
lungskurve gewonnen hatten. In Wirklichkeit haben wir abel'
immer nul' eine sehr besehrankte Zahl von Einzelbeobachtungen
als Unterlage, und del' wahre Wert ist nicht bekannt, sondern,
im Gegenteil, er ist es gerade, den wir durch unsere doch immer
sehr liickenhafte Beobachtungsreihe ermitteln wollen. Denkbar
ist es immerhin, daB kein einziger unserer wirklichen beobachteten,
sparliohen Werte auch nul' in die Nah e des wahl' en Wertes fallt,
del' Zufall kOnnte bewirken, daB jeder einzige beobachtete Wert
zu den an sich unwahrscheinlicheren, von del' Richtigkeit stark
abweichenden Wertengehort. Abel' es ist dochnichtwahrschein
lich.

Selbst wenn wir nul' drei Beobachtungen gemacht haben, die,
nul' ganz roh betrachtet, etwa iibereinstimmen, so istes zwar
mo gl i.ch , daB alle drei zufalligerweise zu den theoretisch denk
baren sehr groben Fehlern gehoren, die dadurch entstehen, daB
alle Elementarfehler zufalligerweise in einer Richtung wirken ;
abel' wir werden es ebensowenig glauben, wie daB es jemals vor-
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kommt, in der Lotterie dreimal hintereinander den Raupttreffer
zu ziehen.

Raben wir fruher den wahren Wert als gegeben angenommen
und nach derWahrscheinlichkeit einer beliebigen Beobachtung
gefragt, so mussen wir jetzt umgekehrt die Schar der Beobach
tungen als gegeben annehmen und nach der Wahrscheinlichkeit
der verschiedenen, denkbaren - also offenbar unendlich
vielen SchluBresultaten der Messung fragen. Wir wunschen offen
bar zunaohst dasjenige von den Resultaten zu erfahren, welches
das wahrscheinlichste ist. Wir werden als wahrscheinlichstes
Resultat dasjenige bezeichnen, welches so beschaffen ist, daB die
Verteilung der einzelnen Abweichungen am genauesten sich einer
idealen Verteilungskurve anschmiegen. Sei dieser wahrschein
lichste Wert = X, so sind aile unsere Beobachtungen mit Fehlern
behaftet; sind die Beobachtungen Xl' X 2 , X a, ... , X n , so sind
die Fehler X-XI=XI; X-X2 =X2, •• • , X-Xn=xn.
Es liegt also eine Schar von Beobachtungen mit den Fehlern Xl'

X 2 , X a, •• • , X n vor, die wir vorderhand deshalb noch nicht pra
zisieren konnen, weil uns die Kenntnis von X zunaohst noch fehlt.
Von der Fehlerschar Xl' X 2 , •• • , Xn nehmen wir nun an, daB ihre
Verteilung die wahrscheinlichste sei. Nun ist die Wahrschein
lichkeit des Auftretens der ganzen Fehlerschar nach (A) S.290

W = (~~J' (dx)n. e- h' (xl+xH +x~ ) . (A)

Diese Wahrscheinlichkeit W hangt nun davon ab, welchen
Wert wir den GroBen Xl usw. zuerteilen. Wist. eine Funktion
der Schar Xl' X 2, ••• , Xn • Die Art dieser Funktion finden wir in
der Gleichung (A). Diese Funktion soil also ein Maximum sein.

Da die Faktoren (l"~r sowie (dx) 2 nicht von Xl' X 2, • •• , Xn

abhangen, so wird W ein Maximum, wenn
e-h'(x,'+x,'+ . .)

ein Maximum, oder wenn

L x 2 = x~ + x~ + x~ + ... + x~

ein Minimum ist.
Damit ist das Problem gelost.: Wir mussen als wahrschein

lichsten Wert von X denjenigen betrachten, fur den
die Summe der Fehlerquadrate moglichst klein wird.

Der denkbar kleinste Wert fur Lx2 ist = 0; negativ kann
er nicht werden, da die Quadrate selbst negativer Fehler positiv
sind.

19*
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141. Anwendung des Gesetzes vom Minimum der Fehlerquadrate.

1. Handelt es sich nur um die Ermittlung einer einzigen
Mesaungagrolle, so ist die Anwendung dieses Prinzips sehr ein
fach . Es soll z. B. die Drehung einer gegebenen Zuckerlosung
im Polarisationsrohr bestimmt werden. Man macht eine Reihe
von Ablesungen, die in der Regel nicht genau ubereinstimmen
werden. Wenn man nun das arithmetische Mittel aus allen
Ablesungen als den wahrscheinlichsten Wert betrachtet, so ist
damit dem geforderten Prinzip Genuge geschehen. Das sieht
man aus folgender Uberlegung:

Es mogen die Einzelbeobachtungen Xl ' X 2 , ••• , X n vorliegen.
Nennen wir den nach irgendeinem Prinzip - welches noch offen
gelassen wird - berechneten Mittelwert X m , so ist die Ab
weichung der Ablesung Xl von diesem Mittelwert gleich Xl - X m ,

die Abweichung der zweiten X 2 - X m usw. Es soll nun X m so
gewahlt werden, daB

(XI - X m)2 + (X2 - X m)2 + ... + (Xn - X m )2

ein Minimum wird. X m ist die Variable. Differenzieren wir diese
Summe nach X m , so ist der Differentialquot~entgleich

- 2 (Xl - X m ) - 2 (X2 - X m ) - . •• - 2 (Xn - X m ) .

Das geforderte Minimum ist dann vorhanden, wenn dieser
Differentialquotient = 0 ist . Setzen wir

Xl - X m + X2 - X m + . .. + X n - X m = 0

oder (Xl + X 2 + .. .+ X m ) - n . X m = 0,

und losen diese Gleichung nach X m auf , so ist

X = Xl + X 2 + X 3 + ... +Xn

m n '

d. h. X m ist das arithmetische Mittel aus den Einzelbeobach
tungen ; es ist die Summe der Einzelbeobachtungen, dividiert
durch ihre Zahl.

2. Es handle sich jetzt um die Bestimmung einer Konstanten
aus verschiedenartigen Beobachtungen, z. B. der spezifischen
Drehung eines Zuckers. Wir wollen der Einfachheit halber an
nehmen, daB die spezifische Drehung dieses Zuckers von seiner
Konzentration unabhangig sei, Wir beobachten eine Zucker
losung von bekannter Konzentration und finden die spezifische
Drehung, d. h. die beobachtete Drehung, dividiert durch die
Konzentration, = Xl' Wir beobachten eine Losung von anderer
Konzentration und finden nach der Umrechnung den etwas ab-
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weichenden Wert X 2 • Es ist nur durch die Beobachtungsfehler
zu erklareu, daB Xl verschieden von X 2 , Xa, ... , X n ist. Wieder
urn geniigt die Bildung des arithmetischen Mittels, urn dem Prinzip
des kleinsten Fehlerquadrates zu geniigen.

3. Es handele sich ferner um die Feststellung mehrerer Konstanten.
Wenn z, B. die spezifische Drehung einer Zuckerart mit der Konzentration
sich andert, so kann man die Drehung D einer Zuokerlosung von der Kon
zentration 0 durch eine Funktionsgleichung derart

D = aO + b02
,

eventuell auch noch
D = aO + b02 + coa,

und wenn sie sich auch noch mit der Temperatur andert, etwa durch eine
Gleichung der Form

D = aO + b02 + e T

oder dgl. ausdriicken . Bestimmt man nun die Drehung bei wechselnder
Konzentration und Temperatur, so brauchte man eigentlich nur so viele
Bestimmungen zu machen als Konstanten vorkommen. Da D , 0, 0 2 , T
aus den Versuchsbedingungen und Ablesungen bekannt sind, sind nur die
Konstanten a, b, c, e die Unbekannten. Durch jede Bestimmung ge
winnen wir eine Gleichung, und wenn wir so viel Gleichungen haben wie
unbekannte Konstanten, so konnen wir jede einzelne Unbekannte be
rechnen. Dies setzt aber voraus, daB die Ablesungen fehlerfrei sind. In
diesem Fall wiirde eine iiberschiissige Bestimmung nichts niitzen, sie miiBte
zu denselben Werten fiihren.. Da aber die Einzelbestimmungen mit Fehlem
behaftet sind, trifft das nicht vollig zu, Aus irgendwelchen, n verschiedenen
Einzelbestimmungen der Versuchsserie berechnete Werte der Konstanten
werden etwas anders ausfallen als aus anderen n Einzelbestimmungen
derselben Serie berechnete Werle. Auch hier betrachten wir wieder als
die wahrscheinlichsten Werte diejenigen, fiir welche die Summe der Fehler
quadrate ein Minimum wird. Diese Bedingung ist aber unter diesen Um
standen durch das Aufsuchen des arithmetischen Mittels nicht erfiillt, wie
man leicht einsieht. Die Durchfiihrung des Prinzips des Minimums der
Fehlerquadrate wird am besten in allgemeinerer Form abgeleitet.

Das zugrunde liegende Gesetz sei durch die Funktionsgleichung (wobei
wir uns auf drei verschiedene Konstanten besohranken wollen)

F = aX + bY + cZ (I)

ausgedriickt, wo X, Y, Z die veranderlichen, im Experiment willkiirlich
gewahlten GroBen (wie Konzentration, Temperatur) und a, b, c die vor
1aufig unbekannten Konstanten (Zahlenfaktoren, Koeffizienten) bedeuten,
welehe durch die Versuchsserie ermittelt werden sollen. X nimmt in
den verschiedenen Einzelversuchen die GroBen Xl ' X 2 , Xa und Y die
GroBen Yl, Y 2 , Ya an. Die Funktion F (also etwa die Drehung der Lo
sung) werde experimentell, wenn Xl' Yl, Zl zugrunde Iiegt, gleich P l ge
funden; wenn X 2 , Y 2 , Z2 zugrunde gelegt werden, gleich P 2 usw. Jedes P
ist dann mit einem Beobachtungsfehler x behaftet, welcher definiert werden
kann als

Xl = Pl - F ; X 2 = P2 - F ; xa=Pa-Fusw. (La)

Die Anzahl der Beobachtungen sei gleich N ; sie muB also groBer sein
als die Anzahl n der Konstanten.
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d::f:(x2
) -0'

de - , .. .
!£~JX2) = O.

db '

Die Bedingung des Minimums der Fehlerquadrate muB in bezug auf
jede einzelne der GroBen a, b, co • • erfiillt sein, d. h. es miissen die n Glei
chungen erfiillt sein

!£::f:(x2) = O.
da '

Ausgeschrieben lautet die erste dieser Gleichungen:

dx~ dx~ dxJ,
/:la+""dit+ .. . +lia=O

oder, wenn man die Differenzierung ausfuhrt,

dX I dX 2 dx.v
Xl da-+ x2d(i + + X N' d(i = 0

und ebenso im ganze .i
nGleichungeno (2)

Ferner sind die Versuchsfehler bestimmt durch die Gleichungen

Xl = PI -FI ; X 2 = P 2 -F2 usw.

(4)n . N Gleichungen,

dX I = Zl
de

dx~ _ Z
de - 2

In diesen Gleichungen sind die einzelnen Werte fiir X, also Xl' X 2, ...
sowie fiir Y und fiir Z durch die Versuchsbedingungen bekannt und die P
sind die einzelnen Ablesungen. Unbekaunt sind we Koeffizienten a, b,
c , ... , im ganzen n an der Zahl, und es sind n Gleichungen vorhanden,
Folglich konnen diese Gleichungen nach a, b, c, 0 0 0 aufgelOst werden,
und diese stellen die wahrscheinlichsten Werte fiir a, b, c, .. 0 dar.

Fiihren wir die Werle fiir PI' P2 , 000 aus Gleichung (la) unter Be
nutzung des Wertes fiir F aus (1) ein, so entstehen folgende N Gleichungen:

Xl =-PI + aXI + bYI + eZ1 )

x~ = -~2 + a~2 + b ~2 + e~2 N Gleichungen. (3)

Differenzieren wir diese Gleichungen nach a und nach b, so erhalten
wir folgende n· N Gleichungen:

dXI dXId(i=XI; df}=YI;

Fiihren wir die Werte der Differentialquotienten aus den Gleichungen (4)
in die Gleichungen (2) und die Werte fiir Xl' X2' ••• aus den Gleichungen "(3)
ebenfalls in die Gleichungen (2) ein, so ergibt Rich

(- PI + aXI + bYI + eZI) Xl + (-P2 + aX2+ bY2 + eZ2)X2+ 00 0 = 0

oder - "(P IX I + P2X 2 • 00) + (aX~ + bXIYI + eXIZI 000)
+ (aX~ + bX~Y~ + eX2Z2 . 0 .) + 0 0 • = 0
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oder
(aX~ + aX~ + ...)+ (bX2Y2+ b X1Y1+ ...)+ (CX1Z1 + CX2Z2 + .. .)

= if>lX1 + if>2 X2 + ...
oder gekiirzt geschrieben

al;(X2)+b'l;(X, Y)+c'2;(X,Z)=1:(if>.X) (5a)] .
und auf dieselbe Weise ergibt sich n Glei-

al;(XY) + bl;(P) + cl;(YZ) = l;((liY) (5b) chungen. (5)
a2:(XZ) + bl;(YZ) + Cl;(Z2) = l;(if>Z) (5c)

Die, praktische Anwendung diesel' Gleichungen soll an einem fiktiven,
mogliohst einfaohem Beispiel mit nur zwei Konstanten a und b erlautert
werden, Es sei das Gesetz gegeben

F=aX+bY. (6)

Man moge sich hierbei etwa folgendes denken :
F = Drehung einer Zuokerlosung im Polarimeterrohr bei 18°0, = D,
X = Konzentration del' Zuckerlosung, = 0,
Y = das Quadrat diesel' Konzentration, = 0 2

(oder z, B. die Temperatur oberhalb 18°, = T -18) ,
so daf das obige Symbol den Ausdriicken entsprechenwurde

D = aO + b02

oder vielleicht auch D1BO = aO + b (T -18).

Man macht nun unter verschiedenen Versuchsbedingungen, d. h. in
dem man X und Y im Experiment variiert, einige Bestimmungen von F,
und es ergebe sich in 5 Versuchen statt des richtigen Wertes von F [edes
mal ein mit einem unbekannten Fehler behafteter Wert if>. Folgende
Tabelle gibt in den ersten Spalten die Versuchsdaten, in den anderen die
aus diesen berechneten notwendigen Daten.

Versuch X I l' I cp X' I
}', I xz I CPX I

cpy
Nr.

1 1

\

1 1,12 1 1 1

I
1,12

I
1,12

2 2 4 2,37 4 16 8 4,74 9,48
3 3 9 3,92 9 81 27 11,76 35,28
4 4

I
16 5,57 16 256 64

I
22,28

I
89,12

5 5 25 7,49 25 625 125 37,45 187,25

l;
X 2

1 2;P I 1:XY I 2;(liX I l;if>Y
= 55 = 979 , = 225 = 77,35 = 322,25

Wendet man nun die Gleichungen (5) an, so ergeben sich, da c = 0 ist
d. h. da nur zwei Konstanten gebraucht werden, im ganzen nul' folgende
zwei Gleichungen :

55a + 225b = 77,35

225a + 979b = 322,25.

Hieraus ergeben sich als wahrscheinlichste Werte

a = 1,00 } f D . 1 b hb = 0,10 au 2 ezima en· erec net.
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Die gesuchte Funktion lautet also

F = 1,00X + O,lOY.

Machen wir nun die Probe, welche Werte sich statt der beobachteten
Werte <P bei den Ablesungen hatton ergeben miissen , wenn wir die ge
fundenen Konstanten einsetzen.

Versuch 11'

I
</> Differenz

(berechnet) (beobachtet) (Fehler)

1 1,10

I
1,12 +0,02

2 2,40 2,37 -0,03
3 3.90

I
3,92 +0,02

4 5,60 5,57 -0,03
5 7,50 7,49 -0,01

Die einzelnen Fehler sind nicht groBer als die vermutlichen mittleren
Fehler einer einzelnen Bestimmung, und somit besteht Ubereinstimmurig
der von der Theorie (6) angenommenen Beziehung mit den Beobachtungen.
Dagegen gilt in einem solchen Fall nicht das Gesetz, daB die algebraische
Summe aller Fehler = 0 sein mull, Diese Summe ware in der Tat hier nicht
= 0, sondern = -0,03. Wollte man hier etwa mit dem Gedanken an das
Prinzip des arithmetischen Mittels die Konstanten a oder b durch Pro
bieren so einrichten, daf die Fehlersumme = 0 wiirde, so wiirde man
fiir a oder b nicht ihren wahrscheinlichsten Wert erhalten.

142. Das Gewicht einer Beobachtung.
Bisher haben wir der Theorie die Annahme zugrunde gelegt,

daB alle Beobachtungen unter den gleichen Bedingungen an
gestellt sind, so daB sie sich in ihrer Gesamtheit zu einer einzigen
Verteilungskurve mit einem bestimmten Streuungskoeffizienten
vereinigen lassen. Das ist nun tatsachlich oft nicht der Fall;
das Prazisionsmafl kann wahrend der Anstellung der Beobaoh
tungen wechseln. Treffen wir auf eine einzelne , sehr aus dem
Rahmen fallende Beobachtung, so werden wir immer mehr dazu
neigen, dies auf eine Anderung der Prazision (zunehmende Er
miidung des Beobachters, zufallige grobe Storung) zu schieben,
als daB wir annehmen, daB der Zufall eine der auBerst unwahr
scheinlichen starken Abweichungen, welche ja auch bei un
geandertem Prazisionsmafl m ogl ic h sind, gebracht hatte, Andert
sich das Prazisionsmafs, so gehort gewissermaBen jede Beobaeh
tung einer Wahrscheinlichkeitskurve mit oinem eigenen Streuungs
koeffizienten an. Eine einzelne Beobachtung, die mit dem Pra
zisionsmall ~ gemacht ist, hat die Wahrscheinlichkeit

WI = ~ e-lt'i x' . dx,
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eine zweite Beobachtung, die mit dem Prazisionsmaf h2 gemacht
ist, hat die Wahrscheinlichkeit

und die Wahrscheinlichkeit, daB n Beobachtungen zugleich ein
treffcn, ist

W hI hO' d h2 ' 0 ' d hn hO ' d= y;- e- P'. X' y;- e- ,ti X. X • •• y;- e- ii x . X •••

h h h (
d X)" (he. h 2 e+ h" )= I 2 3' " y;- e- ,x,+ .x. ,x, .

Diese Wahrscheinlichkeit hat ihr Maximum, wenn

h~~ + h~4 + .. . = L (h2 x2
)

ein Minimum hat.
Man denke sich nun, daB h~, ~, . .. ein gemeinsames Viel

faches h2 haben, und z)Var sei

WO Yl' Y2 ' • • . , also lauter ganze Zahlen sind, so verandert sioh
dieJetztere Betrachtung in folgende :

Die Wahrscheinlichkeit ist am grofsten, wenn

Yl~ + Y2X~ + Y3X~ + ... = L (yx 2
)

ein Minimum wird. Diese Bedingung ist der friiheren abgeleiteten
Bedingung des Minimums der Fehlerquadrate sehr ahnlich, nur
ist jedes Fehlerquadrat mit einem ganzzahligen Faktor multi
pliziert, den man das Gewicht der Beobachtung nennt.

Diese letzte Summe ist namlich dieselbe, als sei YI mal hinter
einander eine Beobachtung mit dem Fehler Xl bei dem Prazisions
maB 1 und Y2 mal eine Beobachtung mit dem Fehler x2 und mit
ebenfalls dem Prazisionsmafl 1 usw. gemacht worden. Finden sich
also in einer Beobachtungsreihe Zahlen, die man als ungenauer
kennzeichnen will, so legt man ihnen ein - allerdings nur nach
Willkiir absohatzbares - geringeres Gewicht bei. Bei der Bildung
des arithmetischen Mittel tritt dies folgendermalsen in Geltung.
Es liege die Beobachtungsseite vor mit den Resultaten

5,000 5,011 5,014 5,024 5,031 5,034 5,085 .
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Die Zahlen sind nicht nach dem zeitlichen Auftreten, sondern
nach der GroBe geordnet. Die Zahl 5,085 fallt aus der Reihe
merklich heraus. Wir zweifeln, daB dieser groBe Fehler ploB
durch Summation gleichgerichteter Elementarfehler entstanden
ist und nehmen lieber eine geringere Praziaion fiir diese Ablesung
an ; wir wollen sie deshalb nur mit halbem Gewicht zur Bildung
des Mittels benutzen. D. h. wir rechnen so, als batten wir jede
Beobachtung zweimal hintereinander erhalten, nur die Zahl 5,085
nur einmal. Die etwas willkiirliche Abschatzung des Gewichts
ist wenig belangreich; die vereinzelte Zahl hat selbst bei vollem
Gewicht wenig EinfluB und es ist praktisch belanglos, ob wir
ihr Gewicht = 1/2 oder 1/3 des Gewichtes der anderen Zahlen
setzen, wie man nachrechnen moge.

143. Die Beurteilung des Resultats.
Nachdem wir nun mit der Methode der kleinsten Quadrate
im einfachsten Fall also durch Bildung des arithmetischen

Mittels - aus einer immerhin nur b eschrankten Zahl von
Versuchen das wahrscheinlichste Resultat oder kurz: " d a s
Resultat" ermittelt haben, verlangen wir noch ein Urteil uber
den Grad der Wahrscheinlichkeit dieses Resultats - denn daB
diese Wahrscheinlichkeit nicht = 1 sei, erscheint uns selbstver
standlich - oder tiber die wahrscheinliche Fehlergrenze
des Resultats -welche wir also wohl zu unterscheiden haben
von der wahrscheinlichen Fehlergrenze einer einzelnen Ablesung
(s. S. 282).

Das wahrscheinlichste Resultat braucht namlich nicht
das wahre zu sein; es ist ja nur auf Grund einer besohrankten
Zahl von Versuchen berechnet, und nur ftir den Fall unendlich
vieler Beobachtungen ist mit Sicherheit der wahre Wert zu er
halten. Wir verlangen daher, das vorliegende Zahlenmaterial
daraufhin zu beurteilen, wie groB die Wahrscheinlichkeit ist, daB
das berechnete wahrscheinlichste Resultat in das Elementar
intervall des wahren Resultats flillt und wie groB [e die Wahr
scheinlichkeit ist, daB das wahre Resultat in ein anderes, be
liebiges Zahlenintervall falle.

Wir wollen auf die urspriingliche Definition der Wahrschein
lichkeit zuruokgehen und uns auf Grund .derselben klarmachen,
was wir unter der Wahrscheinlichkeit des wahrscheinlichsten
Resultats - oder kiirzer: unter "der Wahrscheinlichkeit des
Resultats" zu verstehen haben. Es sei eine endliche, beschrankte
Zahl von Beobachtungen gegeben, aus der wir nach dem Prinzip
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.der kleinsten Fehlerquadrate, also im einfachsten Fall durch
Ausrechnung des Mittelwertes, das (wahrscheinlichste) "Resultat'"
berechnen. Nun sei eine zweite Schar von Beobachtungen ge
geben, von denen jede einzelne denselben Wert ergeben hat
wie die entsprechende Beobachtung der vorigen Reihe, die aber
einem ganz anderen Versuchsmaterial; vielleicht sogar einem ganz
anderen Versuchsobjekt zugrunde liegt. Aus ihr werden wir ffir
dieses andere Objekt dasselbe "R esultat " ausrechnen miissen wie
ffir das erste. Aus einer 3., 4., . . . , 1000. ebensolchen Versuchs
reihe werden wir jedesmal immer dasselbe Resultat berechnen
mussen. Nun wissen wir aber, daB der aus einer beschrankten
Zahl von Versuchen berechnete Mittelwert noch nicht genau das
wahreResultatzusein braucht. Zuden1000 gleichen berechneten
Mittelwerten gehoren also 1000 moglicherweise unter sich ver
schiedene wahre Resultate. Angenommen nun, diese 1000 wahren
Resultate seien bekannt, so kann man fragen : wie oft kommt
es vor, daB das wahre Resultat in das Bereich des durch das
berechnete Resultat gekennzeichneten Elementarintervalls fallt 1
Das Verhaltnis dieses Vorkommens zu den 1000 Fallen ist die
Wahrscheinlichkeit des berechneten Resultats. Wir
konnen ferner auch fragen: wie oft von dies en 1000 Malen kommt
es vor, daB das wahre Resultat sich um irgendeinen Betrag u
von dem berechneten unterscheidet ~ Welche Abweichung vom
berechneten Resultat ist es, die von gerade 500 der wahren Re
sultate uberschritten und von den anderen 500 unterschrittcn
worden ist ! Diese Grenze (Quartilgrenze) nennt man den wahr
scheinlichen Fehler des Resultats.

Die Wahrscheinlichkeit w, daB das wahre Resultat um einen
Betrag zwischen u und u + du von dem berechneten Resultat A
verschieden sei, ist offenbar eine .Funktion von u; ferner ist sie
eine Funktion des Prazisionsmafses H, welches offenbar mit dem
fruheren Prazisionsmaf h der Beobachtungsreihe in irgend
einem Zusammenhang stehen muB, also

H B " dW u = - e- It. U

~

und die Wahrscheinlichkeit , daB das wahre Resultat in die
Grenzen faIle, die sich mindestens um u1 und hoehstens um u2

von A unterscheiden, ist

It,Hj' -B'u' dwu, . u, = V;; e . u .
It,
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Die Wahrscheinlichkeit , daB das wahre Resultat innerhalb
der Grenzen + u und - u von A abweicht, ist also

t

w± u = V~fe- t- . dt = {}(t) ,

o

wo die Integrationsgrenze t = H . u ist.
1st diese Wahrscheinlichkeit = l, so nennt man diese Grenze

die wahrscheinliche Fehlergre~zedes Resultats, R. Es
ist gleich wahrscheinlich, daB das wahre Resultat innerhalb
der Grenze ±R vom wahrscheinlichen Resultat liegt, als daB
es auBerhalb dieser Grenzen liegt.

Um zu zahlenmalliger Auswertung der Wahrscheinlichkeit des
Resultats zu kommen, braucht man also nur noch den Streuungs
koeffizienten oder das Prazisionsmaf H zu erortern.

144. Das PrazisionsmaB H.

Um die Bedeutung von H zu erkennen, entwickeln wir die
Wahrscheinlichkeit , daB irgendein Wert der 'wahre Wert sei,
noohmals genauer.

Angenommen, es liege eine Anzahl von Beobachtungen vor,
die die Werte Xl' X 2 , X a, . •. , X n haben. Ihr Mittelwert, also
der wahrscheinlichste Wert des Resultats, sei X m • Dann hat
jede einzelne Beobachtung einen Fehler; Xl = Xl - X m ; X 2 = X 2

- X m , . •. , Xn = X n - X m ; und zwar ist Xl + X 2 + ... + Xn = O.
Nun nehmen wir an, der wahre Wert sei nicht = X m , sondern

etwas anders, z. B. = X m + tX. Dann ist also X m nur der schein
bare Wert, und die einzelnen Eehler Xl' X 2 , • • • sind nur schein
bare Fehler; die wahren Fehler sind = Xl + 0(,; x2 + 0(, ; . .. ;

Xn + tX; und die Summe dieser scheinbaren Fehler ist nich t
genau = O.

Wenn Xl + x2 + ... + Xn = 0 ist, so ist, wie wir sahen,
xi + x~ + .. . + x~ ein Minimum.

Infolgedessen ist (Xl + 0(,)2 + (x 2 + tX)2 + ... + (xn + tX)2

n.ioht ein ~\iinimum. Die Wahrscheinlichkeit, daB der Wert
X + 0(, das wahre Resultat sei, kann daher aufgefaBt werden
als eine Funktion des Unterschiedes der Fehlerquadratsumme
der Beobachtungen, wenn man Xl + Ct, x2 + tX, .•• , Xn + tX als
die Fehler der einzelnen Beobachtungen betrachtet, gegen die
Fehlerquadratsumme, wenn man Xl ' X 2 , • •• , Xn als die Fehler
der einzelnen Beobachtungen betrachtet.
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Die Differenz 6 2 dieser beiden Quadratsummen ist

6 2 = ~(x + ~)2 - 2; (x 2 ) .

Diese GroBe, die "Fehlerquadratabweichung", spielt fur die
Wahrscheinlichkeit des Resultats dieselbe Rolle wie die
Quadrate der einzelnen Fehler Iur die Wahrscheinlichkeit eines
einzelnen Fehlers. Wenden wir nun wiederum die Wahrschein
lichkeitsfunktionen an , so ist die Wahrscheinlichkeit, daB der
wahre Wert zwischen einer GroBe X + ~ und der GroBe X + o:
+ do: liegt,

WX+<x = Wmax - e- h' @;' - d6 . (1)

Uberlegen wir uns nun die Bedeutung jedes Ausdruckes cler
rechten Seite. Wmax muB wiederum in Analogie mit dem fruheren

h .
= y;- sem.

6 2 ist definitionsgemaf gleich

xi+2xl~+~2+X~+2x2~+lX2+ •. . +x~+2xn~ + ~2

- xi 9
-X2 - .. . -x~

= (2x1 + 2x2 + ... + 2Xn)lX + n~2.

Nun ist XI + X2 + Xn = 0, und es bleibt daher ubrig

6 2 = n~2.

Dies setzen wir in (1) fur 6 2 ein. Weiter folgt daraus-

6 = yn- ~
und d6 = rn -d.cc .

Dies setzen wir in (1) fur d6 ein und erhalten somit

Wx +<X = y~ . e- h'· n <x' - yn .d~

h yn (,'-)2 ,Wx+<x = -- -e- h ,n • <X • dcc • (1)y;
Vergleichen wir jetzt diesen Ausdruck mit der fruher ent

wickelten Wahrscheinlichkeit, daB ein Be 0 b a c h tungsf ehier in
den Grenzen x und X + dx liegt, namlioh

h
W = - -e-h"x'. dx

Z yn . , (2)

so sind diese beiden Formeln vollig analog. Die Variable in (1)
heiBt ~, in (2) x . An Stelle von h - -,;;, in (1) steht in (2) h.
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Die Streuungskoeffizienten H und h haben also folgende Be
ziehungen zueinander:

H = lq/;' . (3)

Ist also aus der Beo bachtungsreihe durch die fruher an
gegebenen Methoden h ermittelt worden, so ist die Wahrschein
lichkeit, daB der wahre Wert vom arithmetischen Mittel der
Beobachtungen urn den Betrag £x abweicht, d . h . daB der wahre
Wert zwischen X m + cc und X m + £x + do: liegt, nach Analogie
mit S.278 (1)

W Xm+e< = ~ . e -H'e<' . a«

und die Wahrscheinlichkeit, daB der wahre Wert in dem Inter
vall X m ± £x liegt, nach Analogie mit S.279 (5)

u « h o:vii
W - 2 f -e<' d - 2 f -x· dXm±e< - -;;-=- e £x - -= e x .

r.1l y.1l •
o u

Statt der fruheren 1ntegrationsgrenze h x mussen wir also all'!
1ntegrationsgrenze h £x-y; wahlen, sonst bleibt alles beim alten,
Da nun diese letztere 1ntegrationsgrenze bei Gleichheit der
Variablen (x = £x) grofser ist als die erste, ist auch die Wahr
scheinlichkeit, daB das wahre Resultat vom berechneten Mittel
wert hochstens urn den Betrag & abweicht, stets grofler als die
Wahrscheinlichkeit eines gleich graBen Einzelfehlers x .

Hieraus ergeben sich folgende, zum Teil von vornherein sehr
einleuchtende Satze:

1. Die Wahrscheinlichkeit, daB der wahre Wert vom berech
neten Mittelwert hoohstens urn einen gegebenen Betrag abweicht,
ist groller als die Wahrscheinlichkeit, daB irgendeine einzelne
Beo bachtung vom Mittelwert urn den gleichen Betrag abweicht.

2. Die Wahrscheinlichkeit, daB der wahre Wert vom be
rechneten Mittelwert nicht merklich abweicht, wird durch die
Zahl der Einzelbeobachtungen erhoht,

Es folgt aber daraus drittens der nicht ohne weiteres aus dem
Gefiihl erkennbare Satz :

3. Die Sicherheit in der Richtigkeit des Mittelwertes wird
nur proportional der Wurzel aus der Zahl der Einzelbeobach
tungen erhoht,
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Liegt eine Untersuchungsreihe z. B . von . 9 Einzelbeobach
tungenvor und berechnet man aus dieser den Mittelwert, so kann
sich die Sicherheit dieses Resultats erst durch 36 Einzelbeobach
tungen verdoppeln, durch 81 verdreifachen usw.

4. Wiederum sehr einleuchtend ist die weitere Folgerung:
je praziser die Einzelbeobachtungen sind, um so sicherer ist das
Resultat. Und zwar gehen diese beiden Prazisionen einander
proportional.

Als praktische Folge ergibt sich aus allen diesen Satzen :

5. Um die Sicherheit irgendeines Ablesungsresultats zu er
hohen , ist es viel zweckmalsiger , die Prazision der Einzelab
lesungen (z. B. durch Verbesserung der Apparate) zu erhohen,
als bei geringerer Prasizion die Zahl der Einzelablesungen zu
vermehren.

Die Begriffe des durchschnittlichen, mittleren und wahr
scheinlichen Fehlers, die wir friiher auf die Fehlerhaftigkeit der
einzelnen Beobachtung bezogen, konnen wir nun glatt auf
die Fehlerhaftigkeit des Resultates erstrecken, indem wir tiber-
all statt h setzen h fn, wo n immer die Zahl der Beobachtungen
und h der Streuungskoeffizient der Beobachtungsreihe ist.
Es ergibt sich demnach:

1. Es ist der durchschnittliche Fehler der Einzelbeobachtung

0,477
xd=-h-'

daher der durchschnittliche Fehler des Resultates

X
_ 0,477

d- hyn '
2. Es ist der mittlere Fehler der Einzelbeobachtung

0,707
m=-h-'

daher der mittlere Fehler des Resultates

M = 0,707 =~, (1)
hyn yri

3. Es ist der wahrscheinliche Fehler der Einzelbeobachtung

0,477
xq = -h- = O,673m,
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daher ist der wahrscheinliche Fehler des Resultates

X _ 0,477 _ 0,673 m
q - hyn --lfn-

V
'~ (X2)

Da m = . :n-' so kann man die letzte Gleichung .auch
schreiben:

s, = 0,673 . V_~~X2) .

In Worten : Der wahrscheinliche Fehler des Resultates
wird gefunden, indem man die Fehlerquadrate der
Beobachtungen addiert , sie durch die Zahl der Beobach
tungen dividiert, die Wurzel zieht und mit (fast ge
nau) 2/3 multipliziert.

145. Der praktische mittlere Fehler der Beobachtungen.

Der mittlere Fehler der Be 0 b a ch tungen wurde 0 ben (S. 285)
gefunden

(1)

Bei der Ableitung der Definitionen war der Unterschied von
scheinbaren und wahren Fehlern noch nicht gemacht worden,
der arithmetische Mittelwert wurde nicht nur als das wahrschein
lichste, sondern als das absolut wahre Resultat betrachtet. So
bald wir aber in Betracht ziehen, daB der Mittelwert nicht das
wahre Resultat zu sein braucht, mussen wir an der obigen Defi
nition des mittleren Fehlers der Beobachtungen eine Anderung
eintreten lassen.

Da der wahre Wert des Resultates uns unbekannt ist, konnen
wir nicht exakt angeben, welches die Abweichung des gefundenen
Mittelwertes vom wahren Wert ist. Wir sind daher niemals im
stande, die wahren Fehler der Beobachtungen und die wahre
Summe ihrer Quadrate anzugeben, welche wir zu einer genauen
Berechnung des mittleren Fehlers der Beobachtungen brauchen ,
und sind somit an eine Schranke vor der exakten Rech
nung gekommen , die wir in Wahrheit niemals ube r
springen werden. Aber das war nicht anders zu erwarten,
es liegt im Wesen aller Wahrscheinlichkeitsbetrachtungen. Unsere
Aufgabe ist es nur, die weitere Rechnung so zu gestalten, daB
die Wahrscheinlichkeit der Schlusse immer ein Maximum bleibt.
Dieser Bedingung kommen wir am naehsten, wenn wir ein fur
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allemal annehmen, dail der berechnete arithmetische Mittelwert
niemals der exakte wahre 'Vert sei, sondern immer mit " dem
mittleren Fehler a des Resultates" behaftet sei. Wir nehmen
also an, daf immer das wahre Resultat W = X + x sei, wo X
das arithmetische Mittel oder das scheinbare Resultat und x eine
Korrekturgrolle ist. Dann mull auch fur jede einzelne Beobachtuug
gelten

w = x + x ,

wo w der wahre Fehler und x der scheinbare Fehler ist.
Dnd weiter

w~ + w: + '" + w~= (Xl + X)2 + (x 2 + X)2 + ... + (xn + xJ2
= x~ + 2 XIX + x 2

+ X: + 2 x2x + X 2

+ X; + 2xnx + x 2

2,'(w2 ) = 2(:1;2) + nx2 • (2)

Denn 1:(x) und somit auch ,2;(2x . x) = O.

Wenn wir nun den mittleren Fehler M des Resultats = x
setzen, so ist das gleichbedeutend damit, daB wir den mittleren
Fehler der Beobachtungcn m= xl; setzen. Denn nach
Formel (1), S. 303 ist stets

m =M-y;i

Nennen wir in unserem Fall den supponierten mittleren
Resultatfehler x (statt M), so ist das gleichbedeutend damit,
dail wir der Be 0 b ac h tungsreihe den mittleren Fehler cc {n
oder das mittlere Fehlerqudrat n & 2 zuschreiben. Es ergibt sich
also, daf das Glied nx 2 der Gleichung (2) = m 2 ist.

Andererseits ist nach der Definition (1), S. 304, indern wir
folgerichtig w statt X schreiben, ~(W2) = n » m », Setzen wir
diese heiden Ergebnisse in (2) oin, so ergibt sich

oder

n • m 2 = 1:(x 2) + m 2

2 2; (x 2
)

m = 'n "':'- f '

Michaelis, Mathematik. 3. Aun. 20
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(3)

und der mittlere wahre Fehler m der Beobachtungen hat eine
grofsere Wahrscheinlichkeit zu sein

_ V~(X2)
m- n-l '

als irgendeiner anderen GroBe gleich zu sein.
Vergleichen wir diesen mittleren Fehler mit dem friiher er

mittelten, welcher unter der Voraussetzung galt, daB das wahre
Resultat genau bekannt sei,

rn/ = -V~X2,

so sehen wir, daB der neue Ausdruck im Nenner n - 1 statt n
enthalt und daher der ganze Ausdruck etwas groller ist, Das
ist der Sinn dieser Korrektur; sie tragt dem Umstand Rechnung,
daB eine besohrankte Zahl von Versuchen keine Garantie bietet,
daB die relative Haufigkeit der einzelnen Fehler dieselbe ist wie
bei einer unendlichen Zahl von Einzelversuchen und die aus
den Beobachtungen entworfene Verteilungskurve moglicherweise
nicht exakt ist . Je grolser n wird, urn so mehr verschwindet der
Unterschied der beiden Arten des mittleren Fehlers, Liegt anderer
seits nur eine einzige Ablesung vor, so ist der einzige scheinbare

Fehler = 0 , und m = ~,also unbestimmt, wie es sinnent

sprechend erwartet werden muB, wahrend die Anwendung der
Formel fur m' den Wert 0 fiir den mittleren Fehler ergeben inuBte
und daher zu dem falschen ScWuBfuhren wiirde , daB eine einzige
Ablesung immer das exakt richtige Resultat ergeben musse,

Diese Umdefinierung des mittleren Fehlers der Beobachtungen
muB auch zu einer Umdefinierung des mittleren Fehlers M des
Resultats fUhren. Die Definition des letzteren, des praktischen
mittleren Fehlers des Resultats, ist nach S.304 (1)

M =!!:. .
]In

Fiihren wir den neuen Wert fur m aus (3) ein, so .isb

Y ~(X2)

M= n.(n-l)'

Der wahrscheinliche Fehler des Resultates X q ist
auch bei dieser Betraohtung wiederum gleich t des mittleren
Fehlers, aber wir verwenden den praktischen mittleren Fehler.
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146. Die praktische Verwendung der Fehlerrecbnung.
In diesem SchluBkapitel sollen folgende Bezeichnungen gelten :

R das wahre Resultat,
A das arithmetische Mittel der Beobachtungen oder das

wahrscheinlichste Resultat,
m der mittlere Fehler des Resultates,
w der wahrscheinliche F ehler des Resultates,
p, der (praktische) mittlere Fehler der Beobachtungen,
co der wahrscheinliche F ehler der Beobachtungen,
:11. , X 2, • •• , X n die scheinbaren Fehler der 1., 2., . . . , n-ten

Ablesung.

Der wichtigste Zweck der Fehlerrechnung ist, das aus einer
Zahl von Einzelmessungen hervorgehende Resultat auf den Grad
seiner Zuverlassigkeit nicht nur zu priifen, sondern auch diesen
Grad zahlenmafsig anzugeben. Die praktisch fur diesen Zweck
erforderlichen Rechenoperationen sind soeben auf Grund der
hoheren Wahrscheinlichkeitsrechnungen erlautert worden, und' es
soll das praktisch Notwendigste nunmehr kurz zusammengestellt
werden. Wir beschranken uns auf den Fall, daB eine Reihe von
Parallelmessungen desselben Objekts vorliegen. Wir bilden zu
nachst das arithmetische Mittel und bezeichnen dies als das
"wahrscheinlichste Resultat" oder kurz als das "Resultat" der
Messung, A , Die Abweichungen, welche jede einzelne Messung
von dem wahrscheinlichsten Resultat zeigt, sind die "Fehler",
genauer gesagt, die " scheinbaren Fehler" der einzelnen Beobach
tungen Xl' X 2, • •• , Xn . Addieren wir die absoluten GraBen der
selben, also ohne Riicksicht auf die Vorzeichen, und dividieren
sie durch die Zahl der Beobachtungen, so erhalten wir den "durch
schnittlichen Fehler" ; erheben wir jeden Fehler ins Quadrat und
addieren alle diese Quadrate und dividieren diese Summe durch
die um 1 verminderte Zahl der Beobachtungen, so erhalten wir
eine GroBe, die man das ,,(praktische) mittlere Fehlerquadrat der
Beobachtungen" nennt, ihre WurzelheiBt der ,,(praktische) mitt
lere Fehler p, der Beobachtungen". Dividiert man diesen durch
die Wurzel der Zahl der Beobachtungen, so erhalt man eine
GroBe, die man den "mittleren Fehler des Resultats", m, nennt.
Der mittlere Fehler der Beobachtungen, multipliziert mit t ,
heiBt der " wahrscheinliche Fehler der Be 0 b a ch tungen", co .
Der mittlere Fehler des Resultates, multipliziert mit t, heiBt
der "wahrscheinliche Fehler des Resultates", w. Addiert oder
subtrahiert man diesen wahrscheinlichen Fehler des Resultates
zu bzw. von dem Resultat, so umspannen diese beiden Werte

20*
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ein Zahlenintervall, von dem man mit der Chance 1 zu 1 wetten
kann, oder welches die Wahrscheinlichkeit t hat, daB das wahre
Resultat in ihm liegt. Dieses Intervall ist also A ± w.

Erhalt man auf diese Weise z. B. als Resultat einer Messung
2,000 ± 0,010, wo die erste Zahl das Resultat, die zweite Zahl
den wahrscheinlichen Fehler des Resultats bedeuten soil, so be
sagt das folgendes :

Der wahrscheinlichste Wert des Resultates ist 2,000. Diese
Angabe hat scheinbar die Bedeutung einer einzigen Zahl, in
Wirklichkeit bedeutet sie aber ein Intervall. Denn wenn wir
eine Zahl mit drei Dezimalen ausschreiben, wie 2,000, so lassen
wir es unentschieden, ob damit z. B. 1,999895 oder 1,99962 oder
2,00032 u. dgl. gemeint ist, vielmehr bedeutet die scheinbar ein
fache "Zahl" 2,000 in Wahrheit das Zahlenintervall von 1,9995
bis 2,0005. Nun ist also die Wahrscheinlichkeit, daB das wahre
Resultat in dem Intervall 2,000 ± 0,0005 liegt, gro Ber , als daB
es in irgendeinem anderen gleich groBen Intervall Z ± 0,0005
liegt - wo Z irgendeine andere Zahl als 2,000 bedeutet. Aber so
groB auch diese Wahrscheinlichkeit sein mag, sie ist doch sicher
< 1; d. h. absolute Sicherheit, daB das wahre Resultat in
dem Intervall 2,000 ± 0,0005 liegt, besteht nicht. Der wahr
scheinliche Fehler des Resultates ist nun ein Ersatz fur ' das
Intervall ± 0,0005, welcher derartig gewahlt ist, daB die Wahr
scheinlichkeit, daB das wahre Resultat in dieses Intervall falle,
gleich 0,5 wird .

Es sei ein Beispiel gegeben.
Es liegen zwei Versuchsreihen vor , welche beide das Resultat

1,00 ergeben, und zwar
1. Reihe 2. Reihe

1. Ablesung 0,95 0,90
2.

"
0,98 0,94

3. 0,98 0,98
4.

"
1,00 1,00

5.
"

1,01 1,03
6.

"
1,03 1,05

7.
"

1,05 1,10

A = 1,00 A = 1,00

Wir nehmen an, daB die Beobachtungen aIle das gleiche
"Gewicht" haben. (Anderufalls miiBten wir jetzt erst die Um
formung gemaB S.296 voruehmen.)

Notieren wir die Fehler x der einzelnen Ablesungen, so er
halten wir
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fUr die erste Reihe
x x·

- 0,05 0,0025
- 0,02 0,0004
- 0,02 0,0004

° °+ 0,01 0,0001
+ 0,03 0,0009
+ 0,05 0,0025

1; (x2) 0,0068

fiir die zweite Reihe
x x'

- 0,10 0,0100
- 0,06 0,0036
- 0,02 0,0004

° °+ 0,03 0,0009
+ 0,05 0,0025
+ 1,00 0,0100

1;(x2) 0,0274

1,000 ± 0,0085 .

1,000 ± 0,0169 .

FUr die erste Reihe:

2;(x
2

) = 0,0068 = 0001133
n -1 6 ' ,

1; (x
2

) = 0,001133 = 0000162
(n - l)n 7 ' ,

/ 'Y(x2)

m = V(;"_ l)n = 0,0128,

w = t m= 0,0085.

Resultat des Versuchs I mit Angabe des wahrscheinlichen
Fehlers :

Und fUr die zweite Reihe:

~(X2) = 0,0274 =0004567
n -1 6 ' ,

~(X2) = 0,004567 = 0000652
(n - l)n 7 ' ,

V
I-~(X2)

M = (n _ l)n = 0,0253,

w = !m = 0,0169.

Resultat des Versuchs II mit Angabe des wahrscheinlichen
Fehlers:

D. h. die Wahrscheinlichkeit des Resultats 1,000 ± 0,0005 ist
die groBte, im Vergleich mit allen anderen Resultaten, die man
durch irgendeine Zahl mit dem Zusatz ± 0,0005 ausdrucken
konnte, Wie graB aber diese Wahrscheinlichkeit ist, geht aus
dieser Angabe nicht hervor. Ersetzt man aber die Grenzen
± 0,0005 durch die Grenzen ± 0,0085 fur den ersten Versuch



310 Wahrscheinlichkeits- und Fehlerrechnung.

oder durch die Grenzen ± 0,0169 fiir den zweiten Versuch, so
zeigen uns diese Grenzen an, welchem Zahlenintervall die Wahr
scheinlichkeit t dafur zukommt, daB in ihmdas wahre Resultat
liegt. -

Volle Sicherheit fiir die Richtigkeit des Resultats wiirde
nur die nichtssagende Angabe 1,000 ± 00 bieten; diese hatte
die Wahrscheinlichkeit 1. Durch Einengung dieses unendlich
graBen Zahlenintervalls auf die schmale Zone 1,000 ± 0,0085
bzw. 1,000 ± 0,0169 wird diese Wahrscheinlichkeit nur bis auf
0,5 herabgedriickt.

Nun ist die Wahrscheinlichkeit 0,5 uns als Angabe der Fehler
grenze etwas klein, es ist ja genau so wahrscheinlich, daB das
wahre Resultat auBerhalb, wie daB es innerhalb dieses Intervalls
liegt. Etwas giinstiger liegt es, wenn wir den durchschnittlichen
Fehler xq , oder noch besser, wenn wir den mittleren Fehler m
als Sicherheitsgrenze angeben. Berechnen wir die Wahrscheinlich
keit, daB das wahre Resultat in den Grenzen des mittleren Fehlers:

liege.
Der mittlere Fehler m ist fast genau das 1,5fache (genauer: das

O,~74 fache) des wahrscheinlichen Fehlers w (s. S. 289). Nun ist
1

{}(h .w)=2

nach der Definition des wahrscheinlichen Fehlers, daher h . w nach

Tabelle S. 280 = 0,477. Daher ist h· m = ~::~~ = 0,708 ; und es

ist nach Tabelle S.280 1'1(0,708) = 0,683 .
Die Wahrscheinlichkeit, daB das wahre Resultat R = A ± m

sei, ist also = 0,683.
Und so ist ferner z. B. die Wahrscheinlichkeit, daB das wahre

Resultat innerhalb der doppel ten mittleren Fehlergrenze liege.
also daB R = A ± 2m sei,

1'1(2' 0,708) = '&(1,416) = 0,954.

Die Wahrscheinlichkeit 0,954 ist fiir die Praxis als geniigende
Sicherheit zu betrachten, und so konnte man vorschlagen, als
"praktische Fehlergrenze" jedes Resultats den doppelten mitt
leren Fehler des Resultats anzugeben. Unter 100 derartig
gestalteten Zahlenangaben wird es voraussichtlich nur 4,6mal
vorkommen, daB das wahre Resultat auBerhalb dieser Grenzen
liegt.
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Die Beispiele von S. 308 wurden ergeben :

Resultat mit den wahrscheinlichen Fehlergrenzen, A ± w :

1. Versuchsreihe : 1,00 ± 0,0085,
2. Versuchsreihe: 1,00 ± 0,0169.

Resultat mit den mittleren Fehlergrenzen, A ± m:
1. Versuchsreihe: 1,00 ± 0,0128,
2. Versuchsreihe : 1,00 ± 0,0253.

Resultat mit den doppelten mittleren Fehlergrenzen oder
,praktisch sicheres Resultat" , A ± 2m:,

1. Versuchsreihe : 1,00 ± 0,0256,
2. Versuohsreihe: 1,00 ± 0,0506.

Unter je 100 beliebigen Versuchsreihen, die wir im Labors
torium, sei es stets mit demselben Objekt, sei es mit verschie
denen Objekten, ausfiihren, und welche jede aus einer Serie von
mehreren Parallelmessungen bestehen, durfen wir erwarten, daB
das wahre Resultat

50 mal in die Grenzen A ± w (Grenzen des wahrscheinl. Fehlers),
68,3 mal in die Grenzen A ± m (Grenz en des mittleren Fehlers),
95,4mal in die Grenzen A ± 2m ("praktische Fehlergrenze")

fallen wird,
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