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Vorwort. 

Mit dem vorliegenden Buche solI einer Forderung aller der 

Leser Rechnung getragen werden, denen es in erster Linie darauf 
ankommt, die praktische Bedeutung der Differential- und Integral
rechnung kennen zu lernen, um daraus die N utzanwendung fiir physi

kalisch - technische Aufgaben, spezielI deren Differentialgleichungen, 

gewinnen zu konnen. Wii.hrend die meisten Lehrbiicher in umfang

reicher Darstellung vielfach die mathematische Seite in den Vorder

grund stellen, solIte hier die A ufgabe gelOst werden, es dem Leser 

zu ermoglichen, ohne besondere Vorkenntnisse sich den Stoff prak
tisch zu eigen zu machen. 

Das Fehlen eines solchen Buches wurde bei den hOheren 
Telegraphenbeamten empfunden, die jiihrlich zu den Ausbildungs
kursen im Kaiserlichen Telegraphen-Versuchsamt zu Berlin einberufen 

werden, und bei denen die Kenntnis der Differential- und Integral
rechnung vorausgesetzt wird. Es war zu beriicksichtigen, da13 die 

Beamten in wenigen Monaten, zum Teil ohne besondere Vorbildung 

fiir den vorliegenden Stoff, durch Selbststudium sich diese Kennt

nisse erwerben miissen. Es ist infolgedessen eine kurze Wieder

holung der erforderlichen Grundlagen fiir zweckmii.filig erachtet 

worden und besonderer Wert darauf gelegt, aUe Betrachtungen so

weit angangig mit Hilfe von Beispielen, Figuren und etwa 200 Auf

gaben dem Verstiindnis naher zu bringen. Von diesem Gesichts

punkte aus wird das Buch vielen Studierenden der Ulliversitiiten 
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und Hochschulen, aber auch Laienkreisen, sei es als ausreichender 
Leitfaden fiir ihre mathematischen Studien, sei es als Einfiihrung in 
umfangreichere Lehrbiicher nicht unwillkommen sein. 

Es enthalt in seinem ers ten Teile die Differential. und Integral
rechnung, in seinem zweiten Teile lineare Differentialgleichungen 
1. und 2. Ordnung. Der erste Teil hat gewissermaaen als Ein

leitung im 1. Kapitel eine Reihe von Paragraphen, die als Grund· 
lagen der eigentlichen Betrachtung dienen. Neben dem Funktions
begriff wird besonders die analytische Geometrie der Ebene beriick
sichtigt. 

1m 2. Kapitel ist das wichtigste aus der Differentialrechnung 

eingehend behandelt. Das 3. Kapitel umfaat die Integralrechnung, 
deren Bedeutung in den Flachen - und Korperberechnungen, den 
Schwerpunktsbestimmungen usw. zum Ausdruck gebracht ist. 

Ein Anhang zum ersten Teil bietet niitzliche Erweiterungen. 
Er wurde geschaffen, damit der Leser bei einem ersten Studium 
sich nicht zu sehr ins Einzelne verliert und doch Wichtiges nicht 
entbehren mua. 

Der zweite Teil enthalt Differentialgleichungen der Physik und 
Technik z. B. der elastischen Linie, der Pendelschwingungen, der 
drahtlosen Telegraphie u. a. Am Schlul3 des Buches sind Formeln 
der Differential· und Integralrechnung zusammengestellt. 

Herro Geheimen Postrat Professor Dr. S t r e c k e r bin ich zu 

besonderem Dank verpflichtet; er hat durch eingehende Ratschliige 

das Werk gefordert. Den Herren Hopfner, Taube und Venus, 

die dem jetzt zu Ende gehenden Kursus am Telegraphen.Versuchs
amt angehOren, habe ich fiir ihre freundliche Unterstiitzung - be

sonders bei Berechnung von Aufgaben - zu danken. 

Beim Lesen der Korrektur hat mich in liebenswiirdiger Weise 

Herr Oberingenieur S c h n a u b e r t unterstiitzt. 

Berlin, April 1907. 

Kohlrausch. 
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E r s t e r T e il. 

Ditferential- nnd Integralrechnnng. 

1. Kapitel. 

Einleitnng In die Differentialrechnnng. 

§ 1. 

Begritl' und Einteilung der Funktionen. 

Die Stromstiirke J eines geschlossenen Lei terkrei ses, wie ihn 
nebenstehende Figur darstellt, ist nur abhiingig von der Batterie
spannung E, wenn der Widerstand W der Gluhlampe unveriinder
lich ist. ErhOht man die Span
nung durch Zuschalten von 
Elementen, so steigt die Strom
starke J und zwar proportional 
E, wie das Amperemeter er
kennen liilk (Ohmsches Ge
setz: J = E/W). In diesem 
Beispiel wurde die Spannung 
beliebig gewahlt; man be- Fig. 1. 

zeichnet in der mathematischen Ausdrucksweise E als die unab
hiingige Veriinderliche (Variable) und J als die abhiingige. Man 
sagt, um auszudrucken, da1i\ die Stromstiirke von der , Spannung ab
hiingig ist: "Die Stromstiirke Jist eine Funktion der Spannung E" 
und schreibt: J = f (E). 

Diese Abhiingigkeit zwischen E und J, wie sie durch das Ohm
sche Gesetz verkorpert wird, ist jedoch eine gegenseitige. Man 'kann 
ebenso gut die Stromstii.rke beliebig wahlen, indem man der Lampe 

Kohlrausch. 1 



2 Einleitung in die Ditrerentialrechnung. 

mehr oder weniger Strom zufiihrt (Fig. 2). Wird der Widertand 
der Lampe wieder konstant genommen, so wird mit gesteigerter 

_J 
Fig. 2. 

Stromzufiihrung 
das Voltmeter eine 
wachsende Span
nung E anzeigen 
und zwar propor
tionalJ. Wirhaben 
hier also E als ab
hangige Variable, 
wahrend J unab
hangig gewahlt ist. 

In diesem FaIle schreibt man: E = f (J). Dai3 die Abhangigkeit 
der Variablen eine gegenseitige ist, zeige noch das folgende Beispiel. 
Die Nachfrage nach einer Ware ist u. a. eine Funktion ihres Preises, 
da sich mit der Preisanderung auch die N achfrage andert. Mit dem
selben Rechte kann man aber auch behaupten, der Preis sei aine 
Funktion der N achfrage, denn ein viel begehrtes Stiick wird man biIliger 
umsetzen konnen. Die Unterscheidung in unabhangige und abhaDgige 
VeraDderliche macht man nur, urn anzudeuten, welche Veriinderliche 
man fiir die augeDblickliche Betrachtung wiIlkiirlich wahlen will. 

Der FunktioDsbegriff hat ill ungemein vielen Fallen erfoIgreiche 
Verwendung gefuDdeD, so in der Mechanik, Elektrizitii.tslehre, im 
praktischen Leben, in den mathematischen Wissenscha£ten ..... 
Er ist eiD Begriff, der sich griindet auf die Vorstellungen und LJber
legungen unseres Verstandes, und ist in dieser seiner Iogischen Natur 
von keiner speziellen Anwendung auf ein bestimmtes Gebiet abhangig. 

Man bezeichnet allgemein die veranderlichen Groi3en mit 
x, y, z • . . . , die unveranderlichen, konstanten Groi3en mit 
a, b, c usw. Man kleidet die bereits erlauterte Abhangigkeit der 
Stromstarke von der Batteriespannung in die allgemeine Form 
y = f (x) und nennt diesen Ausdruck eine Funktionsgleichung. 
f ( ) ist das Funktionszeichen. Man schreibt die Funktionsgleichung 
haufig auch in der Form: f (x, y) = 0, wie man eine GIeichung z. B. 
y2 = 2 P x auch schreiben kann: y2 - 2 P x = O. Hat man mehrere, 
verschieden gebildete Funktionen, so wahlt man zum Unterschiede 
auoh verschiedene Funktionszeicben f, g;, 1/1, x . .. 

Die Stromstarke J des eingangs gezeichneten Leiterkreises 
miiJ3te genau genom men auch eine Funktion des Widerstandes ge-
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nannt werden, denn tatsachlich nimmt der Widerstand W der 
Gliihlampe mit steigender Temperatur abo Man druckt diese neue 
Abhiingigkeit durch ein anderes Funktionszeichen aus und setzt 
y = p (x), bezw. p (x, y) = 0, wenn x den veranderlichen Wider. 
stand der Gluhlampe bei konstant gehaltener SpannUDg bedeutet. 
Will man zum Ausdruck bringen, daa die Strom starke von zwei 
veranderlichen Gri:iaen abhiingig ist, so schreibt man y = f (x, z), 
wo y die Stromstiirke, x die Spaunung und z den Widerstand be
zeichnen mi:ige. 

Der Funktionsbegriff ist somit nicht an zwei Veranderliche ge
bunden, ihre Zahl kann vielmehr eine beliebige sein. 

Die E i n t e il un g der Funktionen kann nach verschiedenen Ge
sichtspunkten geschehen, von denen die drei wichtigsten die folgen
den sind: 

I. Die Funktion y = f (x) heiat reell, wenn sie fUr reelle Werte 
von x auch reeIle Werte von y liefert. Den Gegensatz bilden die 
imaginaren Funktionen, die fur reeIle Werte von x imaginare Werte 
von y geben z. B. y = x V - 4. Man wurde demnach aIle positiven 
und negativen Zahlen, aUe ganzen und gebrochenen sowie die 
irrationalen und transzendenten Zahlen als reene Groaen zu definieren 
haben. Wie man die Summe aus einer reeUen und imaginaren Zahl 
als komplexe Zahl zu bezeichnen pflegt, wurde man Funktionen, 
deren Summe aus reellen und imaginaren Funktionen gebildet wird, 
entsprechend als komplexe Funktionen ansprechen mussen. 

II. Eine Funktion kann eindeutig und mehrdeutig sein, je nach
dem jeder Wert von x nur einen oder mehrere Werte von y ergibt. 

In der Gleichung J = ~ sind E und J eindeutig bestimmte Funk· 

tionen. In einer Gleichung von der Form y2 = 2 P x ist y als 
Funktion von x, d. h. y = f (x), zweideutig, denn man erhiilt: 

y = + V 2 P x und y = - V 2 P X. Dagegen ist x als Funktion 
. y8 

von y, d. h. x = f (y), eindeutig bestimmt, denn x ist glelch 2p' 

III. Die umfassendste Einteilung erfolgt auf Grund der 
Rechenoperationen, nach denen eine Funktion gebildet werden soll. 
Man gliedert: 

1. Funktionen, welche nur durch Anwendung der sogenannten 
vier Spezies erzeugt werden (rationale Funktionen). 

1* 
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a) Funktionen, in deren Rechenausdruck nur die Addition, 
Subtraktion und Multiplikation benutzt wird; sie sind ratio
nale ganze Funktionen z. B. y = a + b x - C x2 = P (x). 

b) Funktionen, in welchen au13erdem die Division vorkommt; 
man nennt sie rationale gebrochene Funktionen wie 

a+ bx-cx2 p(x) 
y= 2=--' 

a1 + ¥-l-- C1 X t/J (x) 
Sie unterscheiden sich von den rationalen ganzen Funk
tionen besonders dadurch, dalil sie fiir endliche Werte 
von x unendlich werden konnen, dann namlich. wenn 
t/J (x) = 0 wird. 

2. Funktionen, in denen die Veriinderliche unter einem Wurzel

zeichen vorkommt z. B. y = V x 2 + a2• Man nennt sie irrationale 
Funktionen. 

3. Die trans zen den ten Funktionen wie z. B.: 
a) Logarithmus: y = log x und Exponentialfunktion: y = a:x:; 
b) die trigonometrischen Funktionen 

y = sin x .. cos x .. tg x •. ctg x ; 
c) die zyklometrischen Funktionen y = arc sin x ...... . 

1m Gegensatz zu den transzendenten Funktionen fa13t man 
die unter 1. und 2. genannten auch wohl unter dem gemeinsamen 
Namen der algebraischen Funktionen ZUBammen, weil die zugehorigen 
Rechenoperationen in der Algebra abgehandelt werden. 

§ 2. 

Graphische Darstellung und Koordinatenbegri:ll'. 

In den bisherigen Betrachtungen waren der Definition von 
Funktionen mathematische Rechenvorschriften zugrunde gelegt. Es 
gibt noch zwei weitere Moglichkeiten einer Definition; es Mnnen 
Funktionen definiert werden: 

1. Durch eine Tabelle. Der Wert von y, wenn y = f (x), 
kann hier nur auf einige Dezimalen genau angegeben werden und 
nur fiir eine beschriinkte Anzahl von Werten des x. Eine solche 
Tabelle ist beispielsweise die Logal'ithmentafel. 

2. Durch eine Rurve, die man zweckmii.aig auf Koordinaten
papier auftriigt. Auch hier haben wir keine absolut genaue Be
stimmung wegen der Ungenauigkeit jeder graphischen DarsteIluug. 
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Gleichwohl bedient man sich zur Klarlegung von Gesetzen und 
Vorgangen, die sich zahlenmaaig ausdriicken lassen, mit groaem 
Vorteil graphischer Methoden. Sie geben ein geometrisches Bild 
und gestatten eine klare Anschauung der Beziehungen, die zwischen 
den Verii.nderlichen bestehen. Der Gedanke, auf dem sich die 
Methode der graphischen Darstellung aufbaut, ist zugleich der 
Grundgedanke der analytischen Geometrie. Er lauft darauf hinaus, 
Zahlengruppen, die den gesetzmaaigen VerI auf eines Vorganges 
wiedergeben, geometrisch durch Punkte darzustellen. 

Das Koordinatensystem. 

Man zieht in der Ebene zwei gerade unbegrenzte Linien, die 
einen beliebigen Winkel miteinander einschlieaen Mnnen. 

Die meisten Anwendungen legen ein rechtwinkliges System zu
grunde (Fig. 3). Der Schnittpunkt der Geraden sei O. Die Hori
zontale bezeichne man mit X I X, die Vertikale mit Y I Y, man nennt 
sie die X - und die Y·Achse. Man wahle 
einen Punkt P belie big in der Ebene der 
Zeichnung und ziehe durch ihn die Pa
rallelen zu 0 X und 0 Y, diese schneiden 
die Strecken 0 Q und 0 R abo Man nennt 
o Q die Abszisse und bezeichnet ihre Lange 
mit x, desgleichen 0 R die Ordinate und 
ihre Lange mit y. x und y hejj~en die X 

Koordinaten des Punktes P; in der Figur 
sei x = 1,5 cm und y = 2 cm. 

y 

o~ X 

y' 

Fig.3. 

Die gleiche Konstruktion liiat sich fiir jeden 
Ebene ausfiihren. Wir erhalten dadurch zu 
bestimmte Abszisse und Ordinate, d. h. 

anderen Punkt der 
jedem Puukt eine 

ein bestimmtes Zahlenpaar. Umgekehrt 
mna auch jedem Zahlenpaar ein ganz be
stimmter Punkt entsprechen. Wollen wir 
Z. B. einen Punkt Pl zeichnen, dessen 
Koordinaten x = 3 und y = 4 sind, 
so tragen wir auf der X - Achse die 
Strecke 3 von 0 aus nach rechts, auf der 
Y - Achse die Strecke 4 von 0 aus nach 
oben abo In den Endpunkten 3 und 4 
errichtet man die Senkrechten. Ihr SchniU
punkt ist der Punkt Pl' Da wir jedoch 

~ 

-0 

+ 
'I' f'1 
3 

2 

7 

0 7 
2 " + 

PI' 

-
Fig. 4. 
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von 0 aUB die Strecke 3 auch nach links und ebenso die Strecke 4 
auch nach unten abtragen konnen, so konnte es scheinen, da1\ 
wir nicht einen, sondern vier Punkte erhalten, namlich Pl' P2 , Ps 
und P4• Diese Moglichkeit wird dadurch behoben, da~ wir positive 
und negative Richtungen . einfiihren. Wir rechnen jeweilig die 
Abstiinde von 0 in den Pfeilrichtungen positiv, die entgegenge
setzten negativ, dann erhalten wir fur die 4 Punkte entsprechend 
4 verschiedene Wertepaare, namlich fur: 

x y 
P l + 3, + 4 
Pg 3, + 4 
Ps 3, 4 
P4 + 3, 4. 

Somit gilt die geforderte Beziehung, daIl jedem Wertepaar nur 
ein Punkt entspricht. Die ganze Ebene wird durch Einfiihrung der 
beiden Geraden, die wir ala Koordinatenachsen bezeichnen wollen, 
in 4 Quadranten eingeteilt, die sich durch das Vorzeichen ihrer 
Koordinaten voneinander unterscheiden. Die X- Achse oder Ab
szissenachse enthalt augenscheinlich aIle Punkte, deren Ordinate 
y = 0 ist, und die Y - oder Ordinatenachse aIle Punkte, deren 
Abszisse = 0 ist. Der Koordinatenanfangspunkt 0 ist derjenige 
Punkt, dessen Koordinaten beide = 0 sind, der also dem Zahlen
paare 0,0 entspricht. Der Koordinatenbegriff ist wichtig fur die 
graphische Darstellung physikalischer Gesetze, er findet ausgiebige 
Verwendung in der Trigonometrie, er la.at sich unter Zufiigung 
einer dritten Geraden, die - senkrecht auf der Zeichenebene stehend 
- durch den Punkt 0 gezogen wird, zur Darstellung von Raum
gebilden d. h. Korpern verwenden. 1m Anhang S. 119 findet man 
Ausfuhrungen iiber Koordinatentransformation und Polarkoordinaten. 

Ein Beispiel erlautere die Anwendung von Koordinaten. Wir 
wissen, da~ nach dem M a ri 0 t t e schen Gesetz Druck p und Vo
lumen v eines Gases sich in einem Bolchen Verhaltnis iindern, da~ 

p. v stets einen konstanten Wert z. B. 1 besitzt. Es gilt, die 
Gleichung p v = 1 graphisch - dem Erkennen anschaulich -
darzustellen. 

Nehmen wir p willkiirlich veranderlich, so 
Funktion von p, d. h. v = f (p), wie folgt: 

Ffup ~1 ~2 ~5 1 2 
wird v = 10 5 2 1 0,5 

bestimmt sich v als 

4, 
0,25. 
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Tragt man diese Werte in das nebenstehende Koordinaten
system ein, so erhalten wir eine Reihe von Punkten, die wir durch 
einen Kurvenzug verbinden (Fig. 5). In der Kurve erhalten wir ein 
Bild unserer Funktion v = f (p). Dieses Verfahren ist jedoch miih
sam, da eine gro~e Reihe zusammengehoriger Werte berechnet werden 
mu~. Dieser Schwierigkeiten werden wir Herr mit Hilfe der ana
lytischen Geometrie. Sie zeigt uns direkt, da~ die Gleichung p v = 1 
einen bestimmten Kurvenzug, wie wir noch kennen lernen werden, 
eine Hyperbel darstellt. Die ana· 
lytische Geometrie lehrt uns, in 
voller Allgemeinheit zu jeder be
liebigen Gleichung die zugehOrige 
Kurve zu finden, wie zu jeder Kurve, 
deren Bildungsgesetz bekannt ist, 
ihre Gleichung aufzustelIen. Wie 

y 

10 

9 

8 

7 

wir zu der Gleichung p. v = 1 die 1I 5 

entsprechende Kurve suchten, so 
stellen wir uns im folgenden die 
Aufgabe, fiir eine Reihe ebener 
geometrischer Gebilde ihre Glei
chungen zu fin den. Und zwar 
wollen wir solche Gleichungen suchen: 
fiir die gerade Linie, den Kreis, 

J 

2 

1 

o 

die Parabel, Ellipse und Hyperbel, von denen man die vier letzt
genannten auch allgemein als Kegelschnitte bezeichnet. 

§ 3. 
Grundlagen der analytischen Geometrie der Ebene. 
Die analytische Geometrie der Ebene beschiiftigt sich mit ein

fachen geometrischen Gebilden wie Linien und Flachen, die gewissen 
Bildungsgesetzen unterworfen sind. So wird ein Kreis dadurch ge
bildet, da~ man den Zirkel mit bestimmter Offnung ansetzt und 
einmal herumdreht j die Punkte des Kreises haben hiernach aIle 
denselben Abstand von einem bestimmten Punkte, dem Mittelpunkt. 
Aus diesem Bildungsgesetz leitet die analytische Geometrie aIle 
Eigenschaften eines Kreises abo 

Es werden nun aIle Punkte des Kreises nach einem und dem
selben Gesetze gefunden. Es geniigt deshalb das Gesetz fiir einen 
beliebigen Punkt abzuleiten d. h. fiir einen solchen Punkt, der 
ohne einschrankende Bedingung herausgegriffen werden kann. Dieses 
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Gesetz mu~ dann die Gleichung des Kreises darstellen, weil dieser 
eine herausgegriffene Punkt eben jeder Punkt ist. 

Wir aetzen also bei den folgenden Betrachtungen voraus, daB 
das Bildungs-Gesetz der geraden Linie und der Kegelschnitte be
kannt iat. 

Wii.hlt man einen beliebigen Punkt der geraden Linie heraus, 
und stellt fur ihn die Gleichung auf, so weiB man, daB seine Olei
chung auch die der geraden Linien sein mua, weil aHe Punkte der 
Geraden als gleichwertig anzusehen sind. 

1. Die Gleichung der geraden Linie. 

a) Die gerade Linie 
yo, 

\ 

gehe zuniichst durch den Koordinatenan
fangspunkt. Wir erhalten aus der Figur 
als Gleichung des beliebigen Punktes P, 
d. h. als Oleichung der geraden Linie: 

tg a =!. 
x 

y=xtga. 

Dabei ist der Winkel a in der Weise 
zu definieren, daB man die positive X

X + Achse in der Pfeilrichtung dreht, also 
entgegengesetzt dem Uhrzeigersinne. Diese 

Fig. 6. Richtung heiBt die positive Drehrichtung. 
Die positive Richtung der Geraden ist durch einen Pfeil bezeichnet. 

b) Die gerade Linie habe eine beliebige Lage zum Koordinaten
anfangspunkt. Sie scbneide auf der Y-Achse die Strecke 0 G = b, 

y auf der X-Acbse die Strecke 0 F = a 

x 

Fig. 7. 

so folgt: 

p abo Aus Dreieck FOG folgt: 

y-b 

X 

b 
tga = - . 

a 
(I) 

Wiihlt man den beliebigen Punkt 
P, so folgt aus Dreieck G Q P: 

Y-b 
tga =- . (II) 

x 
Setzt man die rechten Seiten der 

heiden Gleichungen einander gleich, 

. '(III) 
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Dies ist eine Gleichung 1. Grades zu x und y. Die a11ge. 
meine Form einer solchen Gleichung ist: 

A x + By + C = 0 . (IV) 
Bringen wir diese Gleichung auf die alte Form, so wird: 

A C 
y=- B X - B' 

Dies bedeutet die Gleichung einer geraden Linie, fiir die tg a = - ~ 
und b = - i ist; man bezeichnet sie auch als lineare Gleichung. 

Fiir zwei gerade Linien ergeben sich die Gleichungen: 
1. y=xtga + b 
2. y=xtgfJ+'b' 

Jede Gleichung wird durch unziihlig 
viele Werte von x und y erfii11t. Die 
Wertepaare sind fiir beide Gleichungen 
verschiedene, doch gibt es ein Wertepaar 
Xl und Yl (Fig. 8), das heiden Glei· 
chungen geniigt, niimlich dasjenige des 
Schnittpunktes beider Geraden. Die Auf
losung zweier zusammengehOriger Glei
chungen ersten Gerades mit zwei Unbe
kannten bedeutet somit geometrisch die Be
stimmung des Schnittpunktes der Geraden. 

Aufgahen: 

y 

Fig. 8. 

1. Geht die Gerade :; - 3 y.,..- 7 ---:-,0 durch den Schnittpunkt 
von 2 Y - 3 x = 8 und 4 ~ -:- 7 y = 1 ~ 

'2. Man bestimme den Sch~ittpunkt der Geraden: 
6 x - 7 Y + 5 = 0 und 56 Y = 40 + 48 x. 

2. Die Gleichung des Kreises. 
Man legt zweckmiigig den Koordinaten- y 

anfangspunkt zuniichst in den Mittelpunkt 
des Kreises. Aus Fig. 9 ergibt sich als 
Gleichung des Kreises: 

x2 +y2 =r2. 
Die Gleichung des Kreises ist eine x 

in Bezug auf x und y quadratische Glei
chung d. h. eine Gleichung zweiten Grades. 

Verlegt man den Koordinatenanfangs-
punkt vom Mittelpunkt des Kreises nach Fig. 9. 
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Einleitung in die Differentialrechnung. 

Fig. 10. 

au.aerhalb, und sind die Koordinaten 
des Mittelpunktes mit Bezug auf das 
neue Koordinatensystem a und b und 
die des Punktes P im neuen System 
wieder x und y, so folgt nach Fig. 10 
die Gleichung: 

(x - a)2 + (y - b)2 = r2. 
Man nennt einen solchen Wechsel 

des Koordinatensystems auch Koordi
natentransformation. 

Aufgaben: 

3. Man zeichne den Kreis mit dem Mittelpunkte (- 3, - 5) 
und dem Radius r = 5,75. Liegt der Koordinatenanfangspunkt 
innerhalb oder au.aerhalb des Kreises? 

4. Man zeichne den Kreis: (x - 4)2 + (y - 5)2 = 16. 

3. Die G 1 e i c hun g d e r Par abe 1. 

Die Parabel ist der geometrische Ort aIler Punkte, die von 
einem festen Punkte Fund einer festen Geraden D D' die gleiche 
Entfernung haben. 

y 

fl 

P sei ein beliebiger Punkt der 
Parabe1. 

Es wird verlangt PD = PF. 
Wir bezeichnen F L mit p und 

nennen diese Strecke den Parameter 
der Parabe1. Der Punkt F hei.at der 

--;L-r9c:==±:==";'---~x Brennpunkt, die feste Gerade D D' 

/7' 

Au!! 

Fig. 11. 

nennt man Direktrix oder LeitIinie. 
Wir legen die Y -Achse parallel zu 

D D', so da.a 0 F = L 0 = ~ wird j 

die X-Achse verlauft in der Verlange
rung von 0 F. 

dem rechtwinkligen Dreieck F Q P (Fig. 11) folgt: 
(P F)2 = (F Q)2 + (P Q)2 . (I) 

P F = P D = x +.t, denn 0 als Punkt der Parabel mu.a von 
2 
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Lund F gleich weit entfernt sein. F Q = x - ~ und P Q = y. 

Folglich wird aus Gleichung I: 

( x + ~ r = (x - ~ r + y2 . . (II) 
2 2 

x2 + px +~=x2 _pX+~+y2 
4 4 

y2 = 2 P x. (III) 
Dies ist die Gleichung der Paraoel. 
Wir stalleD uns nun die umgekehrte Aufgabe. Gegeben sei 

eine Gleichung y2 = 2 P x. Wir wollen die Kurve aufsuchen, die 
durch die Gleichung dargestellt wird. Man wiihlt zu dem Zwecke 
die eine Variable z. B. x unabhiingig und ermittelt den Wert der 
abhiingigen Veriinderlichen y. 

Wird fUr x ein negativer Wert eingesetzt, so wird y2 negativ. 
Da es aber keine reellen Zahlen gibt, deren Quadrat negativ ist, 
so folgt daraus, daa x nicht negativ sein kann. Die Parabelpunkte 
miissen demnach aIle auf der rechten Seite der Y-Achse liegen, da 
nur hier x positiv ist. 

1st x = 0, so wird auch y = 0 d. h. die Parabel geht durch 
den Koordinatenanfangspunkt 0; wir nennen ihn den S c h e i tel 
der Parabel. 

1st x positiv, so erhiilt man fiir y zwei verschiedene Werte, die 
sich nur im Vorzeichen unterscheiden. Setzt man beliebig einen 
Wert fUr y ein, d. h. ist x = f (y), so ist nach § 1 die Funktion 
in y zweideutig. Wir finden oberhalb und unterhalb der X-Achse 
einen Punkt pI und pit (Fig. 11). Sie liegen senkrecht iiberein
ander, gleich weit von der X-Achse entfernt. Wir erhalten lauter 
Punktpaare, die symmetrisch zur X-Achse liegen, und man nennt 
letztere deshalb auch die Symmetrieachse der Parabel. 

Setzt man ferner fiir x immer groaere Werte, so nimmt auch 
y unbegrenzt zu. Je weiter die Parabel gezeichnet wird, urn so weiter 
wird sie sich nach heiden Seiten von der X-Achse entfernen. 

N achdem so im allgemeinen gefunden worden ist, daa die ge
suchte Kurve immer rechts von der Y-Achse liegt, durch den An
fangspunkt geht, zur X-Achse symmetrisch ist und im Unendlichen 
verliiuft, setze man fUr K in die Gleichung bestimmte Zahlenwerte 
ein z. B. 1, 2, 4, 6, 7 1/s, 10, 15, 20 usw. und zeichne mit dem 
Parameter p = 4 die in Fig. 11 gegebene Para bel. 
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A ufga ben: 

5. Man zeichne die Parabeln, deren Gleichungen y2 = 3 X, 

y2 = 5 x und y2 = 6 x sind. 
6. Man verschiebe das Koordinatensystem parallel zu sich 

selbst, so da.13 der Brennpunkt F der neue Anfangspunkt wird. 
Wie lautet dann die Gleichung der Parabel? 

7. Welche Kurve wird durch die Gleichung y2 = - 2 P x 
dargestellt? 

von 

8. Man zeichne die Kurve x2 = 2 P Y und y = x2• 

1 
9. Man zeichne die Kurve s = 2 g t 2• 

4. Die Gleich ung d er Ellipse. 

Die Summe der Ent£ernungen eines beweglichen Punktes P 
2 festen Punkten Fund F' solI konstant sein. 

y 

Gesucht wird die Glei
chung der Bahnkurve, die 
der bewegliche Punkt P 
beschreiben kann. 

Man wahlt als Ko
ordinatenanfangspun kt 0, 
den Halbierungspunkt der 

-A;;;,-h#~==~~~=~~7-tAA1xv Strecke F F', deren Lange 
= 2 e sei. Es ist 0 F = 
o F' = e. Die Punkte F 
und F' nennt man die 
Brennpunkte, die Entfer-

Fig. 12a. nung e die Exzentrizitat der 
Ellipse. 

Die veranderlichen Entfernungen des Punktes P von Fund F' 
seien r und r', ihre konstante Summe = 2 a. Wir erhalten als 
Gleichung der Ellipse: 

r+r'=2a. (I) 
Es mu.13 r + r' gro.l3er als 2 e sein, denn die Summe zweier Drei
ecksseiten ist stets gro.l3er als die dritte Seite. Der Punkt P
Fig. 12 a - habe die Koordinaten x und y. 

Aus Dreieck. P C F folgt: 
r!=(e-x)2+ y2 

r = V (e - X)2 + y2 (II) 
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Aus Dreieck P C F' iolgt: 
r'2 = (e + X)2 +y2 

r' = Y (e + X)2 + y2 (III) 
Setzt man die fiir r und r' gefundenen Werte in Gleichung I 

ein, so wird: 

Y (e - X)2 + y2 + Y (e + X)2 + y2 = 2 a 
Man quadriert diese GIeichung zweimal 

Ausrechnen : 

. (IV) 
und erhiiIt durch 

x2 (a2 _ e2) +y2 a2 _ a2 (a2 _ e2) = 0 
2 a war gro~6lr als 2 e, also auch a > e. Man setzt fiir a 2 - e2 

zur A bkiirzung b2 und erhiiIt nach Division mit a2 b2 aIs Gleichung 
der Ellipse: 

x2 y2 
lt2 + b2 = 1 . . (V) 

Die Gleichung enthiilt nur die Quadrate von x und y, sie wird 
also durch die Koordinaten - x, - y eines Punktes pi in gleicher 
Weise eniillt wie durch Y 
die Koordinaten x, y un
seres Punktes P. 8 

b 

x 

Die Verbindungslinie 
P Pi geht durch den Ko
ordinatenanfangspunkt 0 
und wird in ihm halbiert. A-;;;·+------.,r------*----;~ 

Man nennt 0 den Mittel
punkt der Ellipse und jede 
durch ihn hindurchgehende 
Behne einen Durchmesser. 

8' 

AlIe durch 0 gelegten Durch- Fig. 12b. 

tz 

messer treffen somit die Ellipse in zwei zu 0 symmetrisch gelegenen 
Punkten (Fig. 12 b). Die Ellipse liegt au~erdem symmetrisch zu 
den Koordinatenachsen und wird durch diese in vier kongruente 
Quadranten geteilt. Losen wir die Gleichung V nach y auf, 
so iolgt: 

b 
y = -Ya2 _x2. 

a 
Man erkennt, da~ y nur fiir Werte von x zwischen - a und + a 

reelle Werte besitzt, weil sonst die Wurzel aus einer negativen Gro.ae er-
2 

halten wird. Fur x = ± a wird y = 0, und fur x = 0 foIgt ~2 = 1, also 



14 Einleitung in die Differentialrechnung. 

y = ± h. Die Ellipse mug (Fig. 12 h) die X-Achse in zwei Punkten 
A, A' schneiden, deren Entfernung gleich 2 a ist. Sie mug ferner 
(y = ± b) die Y-Achse in zwei Punkten B, B' schneiden, deren 
Entfernung = 2 b ist. Man nennt A A'die groge, und B B' die 
kleine Achse, beide zusammen die Hauptachsen und ihre Endpunkte 
die Scheitel der Ellipse. 

rst b = a, so wird e = 0, weil a2 - e2 = b2• Die Ellipse 
geht dann, wie aus Gleichung V folgt, in die Gleichung eines 
Kreises mit dem Radius a iiber: x2 + y2 = a2• 

Der Kreis ist also eine hesondere Ellipse, deren Brennpunkte 
im Mittelpunkte vereinigt und deren Hauptachsen einander gleich 
sind. 

Aufgaben: 
10. Man zeichne die Ellipse, deren Halbachsen a = 5 und 

b = 7 sind, indem man fiir x nacheinander die Werte 1, 2, 3, 4 .. 
setzt und das zugehorige y berechnet. 

von 

11. Wie grog ist die Exzentrizitat e der Ellipse 
x2 y2 
36 + 16 = 1? 

Antwort: e = 2 V5. 

5. Die Gleichung der Hyperbel. 

Die Differenz der Entfernungen eines beweglichen Punktes P 
zwei festen Punkten Fund F' soIl konstant sein = 2 a. 

y Gesucht wird die Gleichung der 
Bahnkurve, die der bewegliche Punkt P 
beschreiben kann. 

Die beiden festen Punkte Fund 
F' nennt man die Brennpunkte der 
Hyperbel, ihre Entfernung sei = 2 e. 

Fl',§~§t;~~?JL--~x Der Koordinatenanfangspunkt ist wieder 
so gewahlt, dag 0 F = 0 F' = e ist. 
Man nennt e die Exzentrizitat der Hy
perbel. Zieht mall von dem beliebig 
gewahlten Hyperbelpunkte P, dessen 

Fig. 13. Koordinaten x und y sein mogen, 
Strahlen nach den Brennpunkten, so sei deren Lange mit r und 
rl bezeichnet, also P F = r und P F' = '1."; die beiden werden Brenn
strahlen genannt. 
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Naeh del' Voraussetzung wiirde die Gleiehung der Hyperbel 
lauten: 

r'-r=2a (I) 
wo 2 a die konstante Differenz del' Brennstrahlen bedeutet. 

Man findet genau wie unter 4 mit Beriieksiehtigung del' 
Fig. 13, indem man (x - e) 2 = (e - x) 2 in III setzt: 

1" = V {e + X)2 + y2 . (II) 

l' = Y {e - X)2 + y2 . (III) 
Setzt man diese Werte in Gleiehung I ein, so wird: 

V (e + x)2 + y2 - Y (e - X)2 + y2 = 2 a (IV) 
N aeh zweimaligem Quadrieren und Umformen erhalt man wie 

bei del' Ellipse: 
x2 (a2 _ e2) + y2 a2 _ a2 (a2 - e2) = 0 

Da die Differenz zweier Dreieeksseiten immer kleiner sein mu£ 
als die dritte Seite, so wird 2 a kleiner sein als 2 e, also a < e. 
Wenn wir jetzt wieder a2 - e2 = b2 setzten, so wiirde im Gegen
satz zur Ellipse b2 einen negativen Wert erhalten. Deshalb setzt 
man e2 - a2 = b2 und erha1t naeh Division mit a2 b2 als Gleiehung 
del' Hyperbel: 

und dafiir: 
xl! y9 
-- -=1. (V) a2 b,2 

Wie bei del' Ellipse kann man aus dem Umstande, da£ x und y 
nul' im Quadrat auftreten, sehlie£en, da~ die Hyperbel symmetriseh 
zu den Koordinatenaehsen verlaufen mu£. 

Naeh Gleiehung V findet man: 
b 

y=_Yx2 _a2 • • (VI) 
a, . 

Man erhiilt also fur y nul' dann reelle Werte, wenn x, absolut ge
nommen, gro£er als a ist. Legt man daher durch die beiden Punkte 
x = + a und x = - a der X·Achse 2 Parallelen zur Y·Aehse, 
so finden sich innerhalb dieses Streifens keine Hyperbelpunkte. 
Dementsprechend kann die Hyperbel die Y-Achse in keinem Punkte 
erreichen. Fur x = ± a wird y = 0, d. h. die Hyperbel trim die 
X·Achse in 2 Punkten A und A', deren Entfernung = 2 a ist 
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(Fig. 14). A und A' befinden sich im Gegensatz zur Ellipse 
zwischen den Brennpunkten, A und Ai hei,gen die Scheitel der 
Hyperbel, ihre Verbindungslinie die Hauptachse der Hyperbel. 

y Liiat man x von x = a an wachsen, 

x 

Fig. 14. 

so erkennt man leicht, wie 

sich immer mehr der Null, 

nahert. 

so nimmt auch y immer gro,gere Werte 
an, wie Gleichung VI zeigt. Fur x = e 

erhiilt man y = ~ yb2 = ± b2
• Dies 

a a 
ist die zum Brennpunkt F bezw. Fi ge
hOrige Ordinate, die man auch als Halb
parameter p der Hyperbel zu bezeichnen 
pflegt. 

Schreibt man Gleichung VI in 
etwas anderer Form, niimlich: 

y = ~ x -V 1 - (i r· . (VII) 

mit wachsendem x der Q' a uotlent -
x 

selbst immer mehr dem Werte 
b 

y -x 
a 

b 
Y = - x ist aber nach der unter 1. a) gegebenen 11.hleitung 

a 
nichts anderes als die Gleichung einer geraden Linie, die durch den 
Koordinatenanfangspunkt geht, und deren trigonometrische Tangente 

= ~ ist. In Fig. 14 sind diese Geraden gezeichnet, sie hei,gen 
a 

die 11.symptoten mit den 

Diesen 11.symptoten niihert 
lichkeit. 

Gleichungen y = ~ x und y = - ~ x. 
a a 

sich also die Hyperbel in der Unend-

Fur den besonderen Fall, da,g a = b wird, mussen die 11.sym-

ptoten aufeinander senkrecht stehen, weil ~ = 1, also der von 
a 

der X-11.chse und der Geraden eingeschlossene 'Winkel = 45° 
sein m~. Man spricht dann von einer gleichseitigen Hyperbel. 
Ihre Gleichung lautet: 

(VIII) 
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1m Anhang Seite 121 ist zusammenfassend fiir Ellipse und 
Hyperbel eine gemeinsame Gleichung abgeleitet. 

A ufga ben: 

12. Man zeichne die Hyperbel, fiir die a = 4 und e = 5 ist. 
13. Man bestimme die Brennpunkte und zeichne die Asymptoten 

der 
x2 y2 

Hyperbel 9 - 16 = 1. 

U. Wie hei.at die Gleichung der Hyperbel mit der Hauptachse 
2 a = 8 und dem Halbparameter p = 2,5? 

15. Man zeichne die Kurven, die den Gleichungeny = v'x2+a2 

und y= y'x2 - 802 entsprechen, z. B. fiir a = 5. 
16. Wie hei.aen die Gleichungen der Asymptoten einer Hyperbel, 

und unter welchem Winkel schneiden sie sich bei der gleichseitigen 
Hyperbel? 

Ein kurzer Hinweis auf Raumkoordinaten findet sich im Anhang 
auf Seite 123. 

§ 4. 

Grenzwert einer Funktion. 

Der Begriff eines Grenzwertes sei erliiutert an 4 Beispielen: 
1. Ein Bruch, dessen Nenner andere Faktoren als 2 und 5 

enthiilt, gibt bei der Verwandlung einen unendlichen Dezimalbruch. 

Es ist z. B. ~ = 0,3333 ... d. h. die Reihe der Zahlen 0,3; 0,33; 

0,333; ... hat den "'Tert l/S zur Grenze. 

Die Unterschiede zwischen der urspriinglichen Zahl ~ und 0,3 

1 
bezw. 3 und 0,33 etc. sind: 

Koblranscb 

1 1 
3-0,3= 30 

1 1 
3-0,33= 300 

1 1 
3 - 0,333 = 3000 

usw. 

2 
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Diese Unterschiede werden kleiner als irgend welche angebbare 
Zahl, je mehr Dezimalstellen mit dem Werte S man anschreibt. 

Man driickt dies in der Form aus: lim 0,3333 .... = ~ *). 

2. Aus der Geometrie wissen wir, da13 die Flache eines Kreises 
die Grenze ist, der sich die Flache des regelmii,lIigen eingeschriebenen 
Polygons niihert, wenn die Anzahl der Polygonseiten unbegrenzt 
wachst. 

3. Wir wissen ferner aus der Trigonometrie, dall die Verhaltnisse 

sin x d tg x . h d G h d' B -- un -- SIC em renzwerte 1 na ern, wenn Ie ogen-
x x 

lange x unbegrenzt abnimmt. Nehmen wir x als die unabhangige 
Variable, so haben wir die Funktion y = f (x). Wir suchen den 

G d F k · sinx. renzwert er un tIOn, wenn y = -- 1St. 
x 

Zu dem Zwecke lassen wir x - in Bogenmall - etwa von 200 

bis 0° abnehmen. Wir finden unter Beriicksichtigung, dall 45° = 
rr; 50 _ rr; 1 _ rr; • f" "4 . . . - "4 . 9" - 36 ... 1St, ur 

sin x 
x y=-x 

2 0 rr; 9 
20° = 0,9798 o ... 9" -.sin 

rr; 

00 rr; 18 
10°= 0,9949 1 ... 18 -.sin 

rr; 

50 rr; 36 
5°= 0,9987 ..• 36 -.sin 

rr; 

1 ° ... 
rr; 180 

1° = 0,9999 
180 

--.sin 
rr; 

0° ... 0 
0 
0 

Wir erkennen aus der Tabelle, dall mit abnehmendem x unsere 
Funktion bestiindig zunimmt und der Zahl 1 immer naher riickt. 
Wir erkennen jedoch nicht, welchen Wert die Funktion annimmt, 
wenn x unendlich klein, wenn x = 0 wird, denn hier erhalten wir 

die unbestimmte Form ~. Um den wahrenWert derFunktion 

*) lim Abkiirzung fUr limes, Grenze. 
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zu tinden, verfahren wir in der Weise, da~ wir sie zwischen 2 andere 
Gro.aen einzuschlie~en suchen. 1st der Radius eines Kreises OA = 1, 
so ergibt sich aus Fig. 15 

AC AC . 0. 
AO=-1-=slnx 

A B = A O.x = x - wo x in Bogenma~ 
den Bogen AB bedeutet -

DB DB 
OB=-1-=tgx 

Die Figur zeigt, da~ tg x gro~er als 0 

x und x gro~er als sin x ist. 
C 8 

Fig. 15. 

S . sin x d d' 'd' d d h' . d etzen Wlr tg x = -- un IV! leren ann urc SID x, so Wlr : 
cos x 
sin x . 
-- >X>SIDX 
cos X 

1 x 
cosx> sinx> 1. 

Daraus folgt fur die reziproken Werte: 
sin x 

cosx< -- < 1. x 

Da nun bekanntlich der Kosinus eines Winkels mit abnehmendem 
x dem Werte 1 zustrebt und fur x = 0 den Wert 1 annimmt, so 
fallen die beiden Grenzen, in die wir die Funktion eingeschlossen 
hatten, zusammen, und wir konnen schreiben: 

1· sin x 1 Im--= . 
~ x 

Wir erkennen hierbei, da£ eine Funktion, die unter der Form 
o 

erscheint, doch einen ganz bestimmten Zahlenwert haben kann. o 
4. Ein weiterer wichtiger Grenzwert ist der einer Funktion von 

der Form: 

y = (1 + ~) x fur unendlich wachsendes x. 

Wenn man sogleich x= 00 setzte, so wurde ~=.!.- und (1 +_~)OO 
x 00 00 

unbestimmt sein. Es gilt diese Unbestimmtheit an der Grenze 
x = 00 zu beseitigen. Wir lassen x das Gebiet der positiven Zahlen 

2'" 
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durchlaufen und berechnen mit Hilfe der Logarithmentafel die zu
gehOrigen Werte von y wie folgt: 

x Y= (1 + ~r 

1 (1 +~r = 2 

2 (1 + ~r = 2,25 

3 (1 + ~r = 2,37037 

4: 
10 

100 
1000 

10000 
100000 

1000000 

usw. 

Man berechne den 1Vert von y 
100000 bis auf 7 Dezimalen. 

2,44141 
2,59374 
2,70483 
2,71706 
2,71828 .. 
2, ...... . 
2,7182816 
fiir x = 10000 und x = 

y nimmt zwar unaufhorlich, aber mit stark wachsendem x 
immer langsamer zu; es strebt einem Grenzwerte zu. Diesen wollen 
wir e nennen und die Beziehung zwischen y und x fur unendlich 
wachsendes x folgenderma1\en schreiben: 

lim ~ = 00 l~~ 00 [( 1 + ~r ] = e. 

§ 5. 

Ableitung der Zahl emit Hilfe des binomischen Lehrsatzes. 

Die am Schlu1\ des § 4: erHiuterte Zahl e ist fur die Differen
tialrechnung und Losung von Differentialgleichungen von so erheb
licher Bedeutung, da1\ ihre weitere Betrachtung bereits hier gegeben 

werden moge. Zu dem Zwecke wollen wir den Ausdruck (1 + ~) n 

.,- an Stelle von x ist n gesetzt - nach dem binomischen Lehr
satze entwickeln. 

1. Der binomische Lehrsatz. 
Der unter diesem N amen bekannte Lehrsatz lOst die Aufgabe, 

eine beliebige Potenz eines Binomens z. B. (a + b)n zu entwickeln. 
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Wir kniip£en an die bekannte Formel: (a + b)2 = a2 + 2ab 
+ b2 an und bilden (a + b)3. Wir multiplizieren (a + b)2 mit 
(a + b)und erhalten a3 + 3a2b + 3ab2 + bS• Multiplizieren wir 
nochmals mit (a+b), so wird: 

(a + b)4 = a4 + 4a3b + 6a2b2 + 4abs + b4 . (1) 
Die Koeffizienten 4, 6, 4 in dieser Formel hei~en die Bino

minialkoeffizienten. Setzt man allgemein far sie K11 K2, Ka, usf., 
so konnen wir die rechte Seite in der Form schreiben: 

all + Kl all- 1 b + K2an- 2 b2 + Ksan- 3 b3 •• + Knbn (2), 
indem wir den Exponenten 4 allgemein durch n ersetzen. Wie 
lassen sich nun diese Binominialkoeffizienten bestimmen? Da das 
Binomen selbst keine Zahlenkoeffizienten, sondern nur a und b ent
halt, so konnen die Binominialkoeffizienten nur vom Exponenten 
abbangig sein. Wir den ken uns (a + b)n als Produkt von n-Fak
toren hingeschrieben: (a + b) (a + b) (a + b) (a + b) . n mal. 
Multiplizieren wir aus, so wird das Ergebnis eine Summe von Pro
dukten sein. Jedes Produkt hat n Faktoren, die teils a, teils b 
lauten. Wir multipliziel'en das erste a mit den n--1 iibrigen a 
und erhalten an. Dieses Glied kann nur einmal erscheinen, weil 
dann jeder der n-Faktoren bereits sein a zur Multiplikation gelie£ert 
hat, das Gleiche gilt fUr das letzte Glied bn. 

Das zweite Glied aus Gleichung 2 namlich an- 1 • b ergibt sich, 
indem n - 1 Faktoren ihr a und einer sein b liefert. Diese Mog
lichkeit besitzen jedoch siimtliche n - Faktoren, denn hat der erste 
sein b gegeben, so Hefern die anderen ihr a. Gibt der zweite sein b, 
so geben dererste und siimtliche auf den zweiten £olgende ~'aktoren das a. 
Es beteiligen sich also aIle n-Faktoren an der Bildung von an- 1 • b, 
und wir erhalten: n. (an- l . b). Wie steht es mit der Beteiligung 
der Faktoren an dem Produkt an - 2 b2 ? Rier haben zwei Faktoren 
ihr b zu geben, die iibrigen n - 2 ihr a. Dieses Produkt wird so 
oft gebildet werden konnen, wie es moglich ist, aus n-Dingen zwei 
hervorzuheben d. h. aus ihnen ein Paar zu bilden. Wir wahlen 
als Beispiel n = 4. Jedes dieser 4 Dinge kann mit jedem anderen, 
also mit dreien zusammengefali\t werden, wodurch 4 mal 3 Paare 
entstehen warden. Hierin ist jedoch jedes Paar doppelt geziihlt, 
weil z. B. das erste mit dem letzten, wie auch das letzte mit dem 
ersten multipliziert werden warde. Wir haben also noch durch 2 
zu dividieren und erhalten: 
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4; 3 . (an- 2 b2~ und allgemein n (n ;- 1) . an- 2b2. 

Setzt man diese Oberlegung folgerichtig fort, so erhiilt· man als 
Resultat den binomischen Lehrsatz: 

n n(n-1) 
(a+b)n=an+I·an-l.b+ 1.2 an- 2 .b2+ 

n . (n - 1) (n - 2) n-S b3 + + bn 
1.2.3 .a ..... 

Aufgaben: 

Man entwickle nach dem binomischen Lehrsatze: 

17. (a + b)5 und vergleiche das Resultat mit dem, welches man 
erhiiJt, wenn Gleichung 1 mit (a + b) multipliziert wird. 

18. (a - 1)6 = a6 - 6a5 + 15a4 - 20a3 + 15a2 - 6a + 1. 

19. (1 + X)8 = 1 + 8x + 28x2 + 56xs + 70X4 + 56xD + 
28x6 + 8x7 + x8. 

20. (X_~)4 =x4-4x2+6-~+~. 
x x 2 X4 

21. Man setze in Aufgabe 19 der Reihe nach folgende Zahlen
werte fiir x ein: 10; 1; 0,1; 0,01; 0,001; und entwickle mit ihnen 
das Binomen. 

22. Man setze in Aufgabe 20 der Reihe nach fiir x die Werte 
1; 10; 100; 1000 ein und nehme die Entwicklung vor. 

Man betrachte in Aufgabe 21 und 22 den Einflu~ der Glieder 
mit hOherem Exponenten auf das Ergebnis. 

23. (1 - i)6 = 8i, wenn i = l" - 1. 

24. (1 + ~r = ..... 

v'--- 1 1 1 1 
25. 1 + x2 = (1 + x2f2 = 1 + 2 . x2 - 8 X4 + 16 . 

2. Ableitung der Zahl e. 

( 1 + ~ ) n soll nach dem binomischen Lehrsatz entwickelt 

werden. Wir erhalten: 
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Setzen wir jetzt wie in § 4 Absatz 4 ffir n den Wert 00, so 

werden auf der rechten Seite aIle ~, ! ... gegenuber der 1 im 
n n 

Klammerausdruck gleich Nun und wir erhalten: 

lim (1 +~)n =e= 1 +!.+_1_+_1_+ 1 
n=oo n 1 1.2 1.2.3 1.2.3.4 

Weitere Ausfiihrungen fiber die Zahl e und fiber Reihenent
wicklung finden sich im Anhang Seite 125. 

Man hat die so definierte Zahl e als Basis eines Logarithmen
systems gewiihlt. Wir erinnern zuniichst an Folgendes. 

1st an = x, so ist n der Logarithmus von x zur beliebig ge
nommenen Basis a. Man schreibt: n = alog x. 

Nimmt man als Basis des Sy- z 
stems die Zahl 10, so hat man die 
gewohnlichen Briggischen Loga
rithmen un serer Tafeln: 

z = log x, wenn 10Z = x ist. 
Der gesuchte Logarithmus z solI 

also so beschafI'en sein, da~ er 
zur Basis 10 als Exponent gesetzt 
x ergibt. 

Ffir x = 0, ist z = - 00, denn 
-00 1 

10 ist = 10 00 = 0. 

z=-1 '$=+1 

-2 

~ 
-00 

z=f1 

X=10X 

Fig. 16. 

Fur wachsende Werte von x steigt die entsprechende Kurve 
bestandig an, indem sie sich immer mehr abflacht (vergl. Fig. 16). 

Die Groae der Ordinaten z kann aus den Logarithmentafeln 
entnommen werden. 
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Aufgabe 26. Man setze fur x nacheinander folgende Werte 
ein: 0; 0,001; 0,01; 0,1; 0,2; 0,4; 1; 4; 6; 10; 100; 1000; 
10000j und zeichne die entsprechende Kurve. 

Nimmt man nunmehr als Basis des Logarithmensystems die 
Zahl e, so erhiilt man die sogenannten natiirlichen Logarithmen. 
Man schreibt: y = In x (log. naturalis); dann ist x = eY• 

1 
Fiir x = 0, ist y wieder - 00, denn e- 00 = -00 = O. 

e 
" x= 1, ist y=O, denn eO=f(O) ist = 1. 

Man findet eine Kurve, die der in Fig. 16 gezeichneten ahnlich 
ist, nur da13 an Stelle der Basis 10 iiberall e getreten ist. 

Aufgabe 27. Man zeichne die Kurven fur y = In x und y = eX. 

Welcher Zusammenhang besteht zwischen den Briggischen und 
den natiirlichen Logarithmen? 

Der Logarithmus von 10 im natiirlichen System ist diejenige 
Zahl, die - zur Basis e als Exponent gesetzt - die Zahl 10 
ergibt. Die gesuchte Zahl schreibt man In 10. Also ist 10 = e1n 10. 

Bezeichnen wir den natiirlichen Logarithmus einer Zahl x mit Y, 
den Briggischen mit y, so haben wir x = eY bezw. x = lOY, also 
eY = lOY. Setzt man fiir 10 seinen Wert eln 10 ein, so wird 

eY=eylnlO und Y=yln10 
Y 

y= In 10' 

Man setzt In 110 = m und nennt m den Modulus der Briggi

schen Logarithmen = 0,4342945 ... , demnach ist In 10 = 2,3026 ... 
Man schreibt dafiir die gekiirzten Werte m = 0,434 und In 10 = 2,3. 

1st ein natiirlicher Logarithmus - In x - gegeben, so erhalt 
man fiir ihn in Briggischen Logarithmen: In x = 2,3 log x und fur 
log x entsprechend log x = 0,434 In x. 

1m Anhang S. 124 wird gezeigt da13 wir x = eY in einer Reihe 

entwickelt schreiben konnen: x = 1 + Y + y2 + ~. 
1 1.2 1.2.3 

Setzen wir x entsprechend als Funktion der Briggischen Loga-

X = 1 + yIn 10+(yln 10)2+ rithmen, so erhalten wir die Reihe: 
1 1.2 
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Die erste Reihe erscheint als die naturlichere und daher der 
Name: "N aturliche Logarithmen ". 

A ufgaben: 

28. Wie grog ist y = In e? = log 10? = a10g a? Weshalb? 
29. Wie gro13 ist y = In 1? = log 1? = a10g 1 ? 
30. Gegeben x = eY• Was ergibt In x? 
31. Gegeben In x = y. Wie gro13 ist x? 

§ 6. 

Unendlich kleine GroBen. 

Der im § 4 erHiuterte Begriff eines Grenzwertes ist fur viele 
Betrachtungen von grundlegender Bedeutung, wenn es sich darum 
handelt, aus dem Gesamtverlau£ eines Vorganges, seine augenblick
lichen Zustii.nde und Eigenschaften zu erforschen. Ohne den Begriff 
des Grenzwertes ist es z. B. nahezu unmoglieh, aine deutliehe Vor
stellung von der Gesehwindigkeit eines Korpers in einem bestimmten 
Zeitpunkt zu gewinnen. Die durehsehnittliehe Gesehwindigkeit eines 
Eisenbahnzuges kann ohne weiteres als Quotient des wii.hrend eines 
bestimmten Zeitabsehnittes zuruekgelegten Weges dureh die Zeit 
bestimmt werden. Wenn der Zug zum Durehfahren von 118 km 
11/2 Stunden gebraueht hat, so ist seine durehsehnittliehe Gesehwindig
keit 78,66 .. km in der Stun de oder im absoluten C.G.S.-System 
2185 em in der Sekunde. Wir wissen damit noch nicht, wie gro13 
beispielsweise die Geschwindigkeit am Ende der ersten Stunde war, 
als der Zug den Ort C durch£uhr. Zur Bestimmung dieser Ge
schwindigkeit gerade in C beobachtet man die Strecke, die der Zug 
in der der ersten Stunde unmittelbar £olgenden Minute durehfii.hrt. 
Hat man 1308 m ermittelt, 150 findet man als durehsehnittliche 
Geschwindigkeit in der Sekunde 2180 cm. Will und kann man 
noeh genauer beobachten, so mi13t man die Strecke, die der Zug in 
der Sekunde zurucklegt, die unmittelbar der vollendeten ersten Stunde 
folgt. Findet man 2180 em, so kann man es fur wahrscheinlieh 
halten, da./3 dies die Geschwindigkeit des Zuges am Ende der ersten 
Stunde war. Den genauen Wert wird man jedoch erst erhalten, 
wenn man die betrachtete Zeit immer kleiner und kleiner werden 
lii.gt. Die ermittelten Strecken werden eben falls immer kleiner ge
messen werden. Das Verhii.ltnis der jeweilig zuruekgelegten Strecke 



26 Einleitung in die Differentialrechnung. 

zu der zum Durchfahren gebrauchten Zeit wird der tatsachlichen 
Geschwindigkeit im Punkte C u~mittelbar nach Verlauf der ersten 
Stunde immer naher und naher kommen. Ja, wenn wir die Zeit 
nur geniigend klein wahlen, so wird uns das Verhiiltnis der sehr 
kleinen Strecke zur sehr kleinen Zeit nicht nur die wahrscheinliche, 
sondern die tatsachliche Geschwindigkeit im Punkte C darstellen. 
Wir konnen somit die Geschwindigkeit definieren als das Verhaltnis 
zweier sehr kleiner Gro13en. Wir wollen sie als unendlich kleine 
Gro13en bezeiehnen, deren Verhiiltnis sehr wohl eine endliehe Gro13e 
bedeuten kann, wie hier die Geschwindigkeit. 

Andererseits wollen wir unendlich kleine Gro13en, deren Ver
haltnis einen endliehen Wert hat, unendlieh klein von derselben 
Ordnung nennen. Was wiirde man dann unter unendlich kleinen 
Gro13en versehiedener Ordnung zu verstehen haben? Um uns diese 
Beziehung klar zu machen, kniipfen wir an die Betrachtung end
Heher Gro13en verschiedener Ordnung an. 

Man nennt zwei endliche Gro13en von gleieher Ordnung, wenn 
die klein ere gegeniiber der gro13eren nicht vernaehliissigt werden darf. 
Dies hiingt zuniichst von dem angestrebten Genauigkeitsgrade der 
betreffenden Rechnung abo Will man Z. B. ein Kilo Eisenerz ab
wagen, so wird es dem Kaufer im allgemeinen gleiehgiiltig sein, ob er 
statt 1000 g nur 990 g erhalt. Mit 900 g, d. h. mit 100 g weniger, 
wird er jedoch nicht einverstanden sein. Man sagt: 100 g und 1000 g 
sind im vorliegenden FaIle von derselben Ordnung, wahrend 10 g gegen
iiber 1000 g der Grogenordnung nach klein sind; man kann deshalb 
hier 10 gals Groge kleinerer Ordnung neben 1000 g vernachlassigen. 

Will jemand den Widerstand Z. B. eines Elektrolytes aus 
wissenschaftIichen oder anderen Griinden so genau als iiberhaupt 
moglich bestimmen, und steht ihm zum Vergleich ein Priizisions
widerstand von 1 Ohm zur Verfiigung, so wird er diesen zweck
mii13ig vorher in der Phys.-Techn. Reichsanstalt eichen lassen. 

Der von der Reichsanstalt beigegebene Beglaubigungsschein gibt 
fiir Priizisionswiderstiinde eine A bweichung von den N ormalen der 
Reichsanstalt bis auf wenigstens ± 0,0001 des Sollwertes an. 

Bei der geforderten Genauigkeit der Messung wird man somit 
weder 0,01 noch 0,001 Ohm ... neben 1 Ohm vernachliissigen diirfen. 
Man wird vielmehr erst einen Fehler von 0,00001 Ohm als Groge 
kleinerer Ordnung gegeniiber dem 1 Ohm au13er Betracht lassen 
diirfen, weil hier die Grenze der von der Reichsanstalt angegebenen 
Genauigkeit iiberschritten wird. 
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Wenn man dagegen den Widerstand einer oberirdisehen Tele
graphenleitung mi.Gt, der z. B. 3500 Ohm betragen mag, so ist es 
ziemlieh gleiehgultig, ob bei der Messung Fehler von einigen Ohm 
untergelaufen sind, denn bei dem erstrebten geringeren Genauigkeits
grade konnen einige Ohm als Gro~e kleinerer Ordnung gegenuber 
den 3500 Ohm vernaehHissigt werden. 

Obertragen wir diese Betraehtung auf die unendlieh kleinen 
Grotlen, so wird man als das wichtigste Resultat anzusehen haben, 
dati man eine unendlieh kleine Gro.Ge neben einer endlichen, zu 
der sie als Summand tritt, vernaehlassigen darf, da.G man ferner 
eine unendlich kleine Gro.Ge niederer Ordnung neben einer solchen 
hOherer Ordnung genau wie oben bei endlichen Gro~en wird ver
nachlassigen durfen. In der Differentialrechnung wird von diesem 
Satze haufig Gebrauch gemacht; an spaterer Stelle wird diese 
Betraehtung noch erlautert werden. Es wird trotzdem nutzlich 
sein, die Definition unendlieh kleiner Grotlen verschiedener Ordnung 
rein mathematisch zu· geben , um die Versehiedenheit der Ordnung 
aus rein au.Gerlichen Kennzeiehen bereits entnehmen zu konnen. 

Fur diese Betrachtung iet nur wesentlich, ob zwei unendlieh 
kleine Grotlen von derselben Ordnung oder hOherer bezw. niederer 
Ordnung unendlich klein sind. Es seien a und (J zwei unendlieh 
kleine Gro~en derselben Ordnung; dann mutl ihr Quotient (wie im 

FaIle der Geschwindigkeit) l = n eine endliche Gro.Ge sein. Ergibt 
a 

der Quotient keine endliche Grotle, sondern ist er selbst wieder 
unendlich klein oder unendlich gro.G, so konnen a und (J n i e h t 

von derselben Ordnung unendlieh klein sein. Ergibt l z. B. die 
a 

unendlieh kleine Grotle /', die mit a von gleieher Ordnung sei, so dati 

1'... den endlichen Wert m ergeben mutl, so findet man - fUr r = a m 
a 

- die Gleichung l = am oder (J = a 2 m. Dies a 2, d. h. sein Ex-
a 

ponent, ist das Kennzeichen, dati (J von hOherer Ordnung wie a, 
hier also unendlich klein zweiter Ordnung ist. Addieren wir eine 
solehe Grotle zweiter Ordnung zu einer sole.hen erster Ordnung, so ist: 

a + (J = a + m a2 = a (1 + m a). 
In der Klammer steht die unendlich kleine Zahl m a additiv 

mit der endlichen Zahl 1 verbunden. Wir haben bereits gesehen, 
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dag wir einer endlichen Zahl eine unendlich kleine Zabl addieren 
oder suhtrahieren konnen, obne an der Groge der· endlichen Zahl 
etwas zu iindern. Mit anderen Worten: wir konnen m a neben der 1 
in der Klammer vernachliiBBigen und die rechte Seite der Gleichung 
gibt a. Die Gleichung kann aber jetzt nur noch dann aufrecht 
erhalten werden, wenn {J als unendlich klein hoherer Ordnung neben 
a auf der linken Seite zu vernachliiBsigen ist. HierauB folgt, dag 
wir eine unendlich kleine Zahl hOherer Ordnung wie a 2 neben der 
unendlich kleinen Zahl a vernachliiseigen konnen; desgleichen auch 
as nehen a2 und a4 nehen as usw. 

§ 7. 

Differenzen- und Differentialquotient. 

Das bereits erliiuterte Beispiel eines Eisenhahnzuges diene auch 
der weiteren Betrachtung als Unterlage. Wir haben in § 6 die 
Geschwindigkeit des Zuges ohne weiteres als den in der Zeiteinheit 

zuriickgelegten Weg - c = ~ - definiert. Sind s und t endliche 
t 

Grogen, so kann diese Definition der Geschwindigkeit nur solange 

y 

t 

Fig. 17. 

x 

Bestand hahen, als es sich urn eine 
gleichformige Bewegung handelt, denn 
nur bei dieser werden in gleichen Zeiten 
gleiche Wege zuriickgelegt. Der Be
wegungsvorgang liigt sich leicht geo
metrisch wiedergehen. Der zuriickgelegte 
Weg s herechnet sich zu c . t. Man 
triigt die Geschwindigkeit c auf der 
Y-Achse, die Zeit t auf der X-Achse 

ab, dann stellt das schraffierte Rechteck den zuriickgelegten Weg dar. 
Wir setzen nun den Fall, da.Q unser Eisenbahnzug aus dem 

ebenen in ansteigendes Geliinde gelangt und sich dort fortbewegt und 
zwar unter voller Anspannung der Maschine. Wir fragen wiederum 
nach der Geschwindigkeit des Zuges in einem heHebigen Punkte C 
der Steigung. Wir werden zuniichst keine gleichformige Bewegung 
mehr erhalten, weil der Zug in seiner Aufwartsbewegung durch 
die Anziehungskraft der Erde gehemmt wird. Bezeichneten wir 
die konstante Geschwindigkeit mit c, so wollen wir zum Unter
schiede jetzt die veriinderliche Geschwindigkeit v benennen. Bei 
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gleichmii.aiger Steigung wird die Geschwindigkeit eine gleichma.aige 
Abnahme erfahren, wiihrend bei mehr und mehr zunehmender Stei
gung die Ahnahme entsprechend ungleichmii.aig erfolgen wird. 

Wir hetrachten zuerst die gleichmiitlige Ahnahme. Messen wir 
in gleichen Zeitintervallen die Geschwindigkeiten des Zuges und 
tragen wir sie wie in Fig. 18 auf 
der Y-Achse auf, wiihrend die Zeiten 
auf der X-Achse gemessen werden, 
so wird man fin den , da.a die Or
dinaten der Geschwindigkeit VO' VI' 

v2 • " immer um dieselhe Strecke 
kleiner werden. Die Verbindungs

y 

linie der Endpunkte wird eine gerade ----l-O:!-~1.......,2:!--=-3--:'f':-S.-;:e-;-ku-'n-:u'e.,..'R-..r-:? 
Linie ergeben. Wir nennen die in 
der Zeiteinheit erfolgende Abnahme 
der Geschwindigkeiten die Verzoge

Fig. 18. 

rung (hei ahfallendem Geliinde entsprechend Beschleunigung) und 
bezeichnen sie mit a. 

1m FaIle einer ungleichmiitligen Abnahme - das Geliinde wird 
steiler und steiler - werden die Ordinaten der Geschwindigkeit 
nicht mehr um den gleichen 
Betrag abnehmen, sondern von 
Sekunde zu Sekunde rascher 
kleiner werden. Infolgedessen 
mu.a die Verbindungslinie der 
Endpunkte der Ordinaten eine 
Kurve ergeben, wie sie z. B. 
in Fig. 19 gezeichnet ist. 

y 

An dieser Stelle solI nur ---I---lO-1..1-ZL-J.J....l.-L...L~--,,...---x+ 
der Fall der gleichmii.aigen Ver-
zogerung betrachtet werden. (Bei 
spiiterer Gelegenheit wird der 

Fig. 19. 

Weg, den der Zug unter dem EinHutl einer ungleichma.aigen Verzogerung 
zuruckgelegt hat, einer besonderen Betrachtung unterworfen werden.) 
Zur Bestimmung der Geschwindigkeit im Punkte C werden wir die 
auftretende Verzogerung a in irgend einer Weise in Ansatz bringen 
mussen. Nun ist aus der Experimentalphysik bekannt, dati ein 
Korper unter dem EinHutl einer gleichmii.aigen Beschleunigung bezw. 
Verzogerung a in der Zeit t einen Weg zurucklegt, der sich nach 
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1 
der Formel berechnen lii.Bt: s = ct - '2 a t2, wo c die Geechwin-

digkeit bedeutet, mit der der Zug bei A das ehene Gelande verla.Bt. 
Der Zug moge nun in C angelangt die Strecke s em - ge

rechnet vom Anfangspunkte der Steigung A - durchfahren und 

A 

die Zeit t Sekunden dazu ge
hraucht haben. In geringer 
Entfernung oberhalb C liege 
der Punkt D (Fig. 20). Seine 
Entfernung von A betrage s1 
cm, zu dieser Strecke habe der 
Zug t1 Sek. gebraucht. Die 

Fig. 20. Differenz der Entfernungen 
S1 - s also die Strecke C D wollen wir mit ds (Delta s), die 
Differenz der Zeiten t1 - t mit dt bezeichnen. Der Weg von A 
bis D ist dann s + ds cm, die zugehOrige Zeit t + dt Sekunden. 
Unter Anwendungderoben gegebenen Formelerhaltman 2 Gleichungen: 

Fiir die Strecke A C : 
1 

s=ct- '2 at2 

Fiir die Strecke AD: 

. . (1) 

1 
s +ds=c (t+dt)-"2 a (t+ dt)2. . . . (2) 

Das gibt: 
1 1 

s + ds = ct+ cdt --2 a t2 - at dt - -adt2• , 2 
Suhtrahiert man Gleichung 1): 

so bleibt: 

1 
s =ct-- a t2 

2 

Wir erhalten in Anlehnung an die friihere Formel c = ~ den 

Quotienten ~: ' indem wir beide Seiten durch d t dividieren. A.lso 

ds =C-8 (t+ d~) ..... (3') 
dt 2 

Man nennt, da d seine Weg- und d t eine Zeitdifferenz darstellt, 

d s. D'ffi . h" W h d Z' d t emen I erenzenquotienten - ler emes eges nac er elt. 
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Denken wi!' uns jetzt den Punkt D unmittelbar oberhalb C 
liegend, 80 da.Q del' Zug zum Durchfahren del' sehr klein en Strecke 
d 8 nul' 1 Sekunde gebraucht, ja lassen wir Dimmer naher an C 

heranriicken, so da.Q die Zeitdifferenz 10 ; _1_; _1_ ... Seknnde 
1 100 1000 

wird, so kommen wir zu denselben Erwagungen, wie wir sie im 
Eingang des § 6 angestellt haben. 

Denn lassen wir D nur geniigend nahe an C heranriicken, 
so wird d t eine unendlich kleine Gro.Qe - dasselbe gilt von 
d s -, und wir konnen in Gleichung 3' das unendlich kleine Glied 

d t neben dem endlichen t vernachlassigen, weil nach § 6 eine 
2 

unendlicb kleine Gro.Qe, die zu einer endlicben als Summand gesetzt 
ist, neben der endlicben Gro.Qe vernacblassigt werden darf. Da je
docb d s und d t jetzt unendlicb klein geworden sind, so nabert 

ds 
sich der Differenzenquotient d t einem Grenzwert. Man scbreibt 

wie im § 4: 

Diesen Grenzwert 
Differentialquotienten. 

1. ds 
1m -=c-at 

dt 
des Differenzenquotienten 
Man scbreibt: 

lim ds =~ 
dt d t 

(4) 

bezeichnet man als 

(5) 

Der Difterentialquotient entsteht also aus einem Differenzen
quotienten immer dann, wenn wir zur Grenze iibergehen, also die 
Differenzen unendlich klein werden lassen. 

Man bezeichnet d s und d t 
als Differentiale. Dber die N a- Y 

tur diesel' Differentiale ist noch 
einiges zu sagen. Sie bedeuten 
zweifellos, wie aus der bisherigen 
Betrachtung hervorgeht, un end-
Hch kleine Gro.Qen. Werden wir 
sie deshalb aber der Gro.Qe Null 
gleichsetzen diirfen? Wenn sie 
als Summanden zu einer endlichen 
GrO.Qe gesetzt werden, darf man sie 
vernachlassigen, also weglassen. 

x 

Fig. 21. 
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Fur sich allein jedoch unter keinen Umstiinden. Ein Beispiel moge 
die Betrachtung erlautern. Will man den Inhalt einer Flache (Fig. 21) 
berechnen, die von einer Kurve, der X -.A.chse und 2 Ordinaten 
z. B. Yo und Yn begrenzt wird, so denkt man sich, wie spater aus
fiihrlich gezeigt wird, die Flache in beliebig viele Streifen zerlegt. 
Die Fliiche eines jeden solchen Streifens wird als Rechteck angesehen 
und berechnet. Man vernachlassigt dabei die kleinen schraffierten 
Dreiecke. Nimmt man die Streifen nur hinreichend schmal an, 
d. h. macht man die Differenz der Strecken sa - S2 oder 86 - s5 .... 
= .d s nur geniigend klein, so werden auch die Dreiecke so klein, 
da1l man ihren Inhalt gegeniiber dem des Rechteckes vernachlassigen 
darf. Diese sehr kleine Differenz .d s ste11t uns immer dann das 
Differential ds dar, wenn fur die Genauigkeit unserer Rechnung eine 
weitere Verkleinerung nicht notwendig erscheint. Man berechnet 
nun den Inhalt eines solchen Streifens als h. d s, wo h die zu
gehOrige Rohe bedeuten mage. 

Der gesamte FHicheninhalt ergibt sich durch Addition aIler 
dieser Rechtecksinhalte. Wenn man also ds mit dem Werte 0 ver
wechselte, d. h. d s = 0 setzte, so wurde jedes h. d s = 0 werden, 
und die Berechnung des Fliicheninhaltes wurde in sich zusammen
fallen. 

N ach der mathematischen Ausdrucksweise la1lt man die Diffe
rentiale immer als unendlich kleine Gra1len auftreten. Das im 
Anschlu1l an diese Betrachtung gerechnete Zahlenbeispiel auf Seite 34 
zeigt aber, da1l praktisch - im Rahmen der jeweiligen Betrach
tungen - hier also des freien FaIles, es bereits ausreicht, wenn wir 
das Differential d t = 1/10000 Sekunde annehmen. 

Was bedeutet nun aber der Differentialquotient des Weges nach 

der Zeit :: = c - at? Er ist, wie im § 6 das Verhaltnis einer sehr 

kleinen Wegstrecke zur sehr kleinen Zeit, also eine Geschwindigkeit, 
und zwar eine Geschwindigkeit, die sich von der am Orte C gemessenen 
urn so weniger unterscheidet, als die Entfernung zwischen C und 
D so unmerkIich klein geworden ist, da1l wir die Gro1le dieser 
Entfernung durch endliche Zahlenwerte nicht mehr anzugeben 
vermogen. Wir durfen somit sagen, der Differentialquotient 
ds dt = c - a t iet die gesuchte Geschwindigkeit unseres Zuges im 

Punkte C. 
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Wir wollen die eben durehgefiihrte "Oberlegung an einem Zahlen
beispiel erlautern und wahlen als solehes den freien FalJ, bei dem 

die Besehleunigung g = 981 em betragt. Ein Korper habe A 
sec 

t Sekunden zum Durchfallen einer Streeke A P = s em 
gebraucht. Der Punkt Q liege gleieh unterhalb P, seine s., 
Entfernung von A sei s + d s em, die zugehorige Fallzeit 
t + d t Sekunden. Wir fragen naeh der Gesehwindigkeit p 

des Korpers im Punkte P. Wir Behan von der Luftrei
bung ab und finden die bekannten Gleiehungen: 

1 

s 

s = -gt2 
2 

(1) 
Fig. 22. 

1 
s +.d s = "2 g (t + dt)2. . . . . . (2) 

Hieraus folgt: 

. • . (3) 

Die Fallzeit des Korpers bis zum Punkte P betrage 5 Sekunden, 

. "hI f . d' Z' A ch' d 1 1 1 Wll wa en ilr Ie elt LI t na elDan er "2; 10; 100 ..... 

Sekunde, indem wir den Punkt Q immer naher an P heranriieken 

lassen. Wir betrachten zunii.chst den Einflu~ der Gro~e d t und 
2 

fragen: wie klein miissen wir d t wahlen, urn ~ t praktiseh neben t 

vernaehlassigen zu konnen? Wir setzen die Zahlenwerte ein und 

erhalten, wenn wir die Erdbesehleunigung g rund gleieh 981 em 
see2 

einsetzen: 

Fur dt = 
1 ds (0,5) em 

sec -=981 5+-. = 5150,250 
2 d.t . . 2. sec 
1 

" = 981 (5 + 0~1) " " - 10 " =4954,050 
" 

1 
" = 981 (5 + 0,~1 ) " " - 100 " = 4909,905 ,. 

1 
" = 981 (5 + O,~()rl) " " -

1000 " =4905,491 
" 

Kohlrausch. 3 
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_. 1. d s (0,0001) cm 
Fur Lit = 10000 sec dt = 981 5 + -2- = 4905,049 sec 

" ,,_ 1001000" ,,= 981 (5 + 0,0~001 ) = 4905,0049 " 

Wir sehen also, dal3 wir uns einem Grenzwert 4905,0 ... 
Dahern, den wii' praktisch bereits erreichen, wenn wir d t zu 
1/10000 Sekunde annehmen. Wir kommen aber ungleich schneller 

zum Ziele, wenn wir an Stelle des DifFerenzenquotienten ~: sofort 

den DifFerentialquotienten dd s = g . t = 981 . 5 ....:... 4905,0 c~ seizen, 
t sec 

indem wir d t neben t vernachlassigen. Rier wiirden wir also 
das Resultat in gewiinschter Genauigkeit bereits erhalten, wenn wir 
das Differential d t = 1/10000 Sekunde setzen. 

Von Wichtigkeit ist es, im Zahlenbeispiel zu erkennen, wie wir 
mit kleiner werden den d t die durchschnittliche Geschwindigkeit -

d d b d . ds . h f . d f fi enn etwas an eres e eutet Ja dt DIC t - iir emen er iin ten 

Sekunde immer naher liegenden Zeitabschnitt erhalten, ja fiir einen 
Zeitpunkt, der dem Ende der funften Sekunde so unmittelbar folgt, 
dal3 (siehe letzte Zeile der Berechnung) zwischen beiden Zeitmomenten 

nur noch 1 Sekunde DifFerenz besteht. 
100000 

Unsere Schlul3folgerung, dal3 der Grenzwert, dem sich die mittlere 

Geschwindigkeit ~: nahert, nichts anderes mehr sein kann, als die 

Geschwindigkeit im Augenblick der Vollendung der fiinften Sekunde, 
also im Punkte P, gewinnt durch das Zahlenbeispiel nahezu greif
bare Gestalt. 

§ 8. 

Geometrische Bedeutung der Differentialquotienten und 
Bestimmung der Tangente einer Kurve. 

Eine wichtige Anwendung findet der DifFerentialquotient bei 
der Bestimmung der TangeDte an eiDe Kurve im beliebigen Punkte P 
(Fig. 23). 

Wir wahlen auf der Kurve einen zweiten Punkt P1 und ver-
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binden ihn mit P, so dai3 PP1 eine Sehne der Kurve darstellt. 
Die Sehne bilde mit der X-Achee den Winkel (1. Die Punkte P 
und PI der Kurve seien durch 
die Koordinaten x, Y bezw. Xl' 

YI bestimmt. Gehen wir jetzt auf 
der Kurve von P naoh PI' so 
mussen wir auf der X-Achse um 
die Strecke Xl - X vorschreiten 
und auf der Y-Achse urn die 
Strecke YI - y. 

Bezeichnen wir in Anleh-

Y' 

nung an §. 7 diese Differenzen 
der Koordinaten mit dx bezw. Fig. 23. 

x 

4 Y und ubertragen diese Groi3en auf das rechtwinklige Dreieck 
uber P PI der Fig. 23, so erhalten wir: 

tg(1 = YI-Y =dy. (1) 
x1-x dx 

Lassen wir jetzt den Punkt PI auf der Kurve sich nach P hin 
bewegen, so dreht sich die Sehne um den Punkt P. Die Differenzen 
dy und dx nehmen dabei fortgesetzt ab, bis PI so nahe !Ion P 
heran gekommen ist, dai3 statt der Difl'erenzen, die unendlich klein 
werden, die Differentiale d y und d X gesetzt werden konnen, und 

an Stelle des Differenzenquotienten der Differentialquotient : ~ tritt. 

Man sagt in diesem Falle, dai3 P und PI unendlich nahe benach
bart sind. Die Sehne ist aber dabei zur Tangente geworden, der 
Winkel (1 ist in den Tangentenwinkel 't iibergegangen, und man kann 
schreiben: 

lim tg(1=tg't=lim 4y =dy (2) 
Pt=P dx dx 

Wir Mnnen also sagen: Die trigonometrische Tangente des 
Neigungswinkels einer Kurve mit Bezug auf den beliebigen Punkt P ist 
gleich dem Differentialquotienten mit den Koordinaten des Punktes P_ 

Ein Beispiel diene als Erlauterung. 

Wir wollen den Grenzubergang von der Sehne zur Tangente 
fur den Fall ausfuhren, dai3 z. B. die Kurve der Fig. 23 eine 
Parabel darstellt, also der Gleichung y2 = 2 P X gehorcht (vergl. 
§ 3 Nr. 3). Der Punkt P hat die Koordinaten x, Y und fur den 

3* 
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PUllkt PI konnen wir die Koordinaten x + dx und y + dy 
schreiben (Fig. 23). Da beide Punkte der Parabelgleichung y2 = 2 P x 
gehorchen mussen, finden wir fUr P l : 

(y + dy)2 = 2 P (x + dx) 
y2 + 2 Y d Y + d y2 = 2 P x + 2 P .d x (I) 

und fiir P: 
=2px (II) 

Subtrahiert man II von I, so folgt: 
2y dy+dy2= 2 pdx 
dy(2y +dy) = 2 pdx 

dy 2p 
dx= 2y+dy 

. (III) 

Gehen wir jetzt zur Grenze uber, indem wir d x und .d y 
unendlich klein werden lassen, so konnen wir auf der rechten Seite 
d y als unendlich kleine Gro~e neben dem endlichen 2 y vernach
lissigen. Wir erhalten: 

limes dy = dy = ~ = tg'l: (IV) 
dx dx y 

Mit anderen Worten: Die Differentialrechnung liefert uns ein 
Mittel, die Neigung einer Kurve an jedem beliebigen Punkte zu be
stimmen, denn wir brauchen nur festzustellen, urn welche Gro~e y 
wichst, wenn wir x um das sebr kleine Stuck d x wachsen lassen. 
Dieser Zuwachs d y wit'd, wie wir eben gesehen haben, mit Hil£e 
der allgemeinen Gleichung der Kurve ermittelt, und der Quotient 

limes ~~ = :~ ste11t die trigonometrische Tangente des Neigungs

winkels dar, sob aId wir d x unendlich klein werden lassen. 
Wir werden spiter sehen, wie wir mit Hilfe der noch abzu

leitenden Differentiationsregeln oder allgemein mit Hilfe der Differen
tialrechnung dieses ResuItat sofort rechnerisch ermitteln konnen. 

Aufgabe 32. Man leite das Resultat ddy = ~ in der Weise 
x y 

ab, da~ man in Gleichung 1.: tg C1 = Yl - ~ fur y den Wert 
xl-x 

V 2px und fur y 1 den Wert V 2 P Xl setzt und beim Grenziibergang'e 

x = Xl bezw. vi =Vxl setzt. 
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2. Kapitel. 

Differentialrechnnng. 

§ 9. 

Ableitung des Differentialquotienten der algebraischen 
Funktionen. 

Der Differentialquotient einer Funktion wird nach dem in § 7 
und § 8 dargelegten Verfahren gebildet. 

Wir schreiben als Gleichung I die Funktionsbeziehung zwischen 
x und y hin - als Beispiel wird die Parabelgleichung y2 = 2 P x 
wiederholt -. 

In dieser Ursprungsgleichung setzen wir fiir y und x die Werte 
y +.dy bezw. x + dx ein und finden Gleichung II. Wir sub
trahieren Gleichung I von Gleichung II und erhalten dy = .... 
als Gleichung III. Danach dividiert man beide Seiten mit dx und 
erhalt den Differenzenquotienten und hieraus durch 'Obergang zur 
Grenze den gesuchten Differentialquotienten. 

Beispiel: Gegeben ist die Funktion y2 = 2 P x. 

y2 = 2 px . • • (I) 

(y + .dy)2 = 2 P (x + .dx) (II) 

~I _ 2 P dx ·111) 
LlY-2y+dy ( 

dy 2p 
dx 2y+dy 

lim d y = d y = ~ . 
dx d x Y 

(IV) 

Will man das Differential d y benutzen, so schreibt man 
p 

dy=-dx. 
y 

1. Gegeben ist eine Funktion f (x) als Sum m e z wei e r 
Fun k t jon en p (x) und 1/1 (x). Gesucht wird der Differential
quotient dieser Summe. 

y = f (x) = p (x) + 1/J (x) (1) 

y + .d y = f (x + dx) = P (x + d x) + 1fJ (x + d x) (II) 
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dy = f(x + dx) - f(x) = p (x+ dx)-p(x) 
+ l/J (x + .d x) -l/J (x) . . . . . (III) 

dy f(x+dx)-f(x) p(x+dx)-p(x) 
dx= dx = dx 

+ l/J (x +~ ~ -l/J (x) . . . . . (lIP) 

Aus diesem Differenzenquotienten entsteht der Differential
quotient, wenn wirdx sich der Grenze 0 nahern lassen. 

Man schreibt dann zur Abkiirzung: 

lim f (x+dx) - f(x) = fl (x) = d f(x) 
dx dx 

lim p (x + dx) - p (x) = I (x) = d p(x) 
dx p dx 

I. l/J (x + ..d x) - 1/J (x) _ ,,1,1 _ d 1/J (x) 
1m dx -'t' x_-~. 

Man sagt, fl (x) ist die Ableitung der Funktion f (x), cp' (x) die 
von p (x) usw. Wir konnen also die Gleichung schreiben: 

:~=p~=~W+~W ~~ 
oder auch: 

dy = f'(x) dx = cp'(x) dx + l/J'(x) dx . (IV') 
Gleichung IV besagt: D er D i fferen tialq uotien t einer 

Sum m e von Funktionen der namlichen Variablen ist g lei c h de r 
Summe der Differentialquotienten der einzelnen Funk
t ion en oder, was dasselbe sagt: Die Ableitung einer Summe ist 
gleich der Summe der Ableitungen. 

Gleichung IV', nur in anderer Form, sagt: Das Differential 
einer Summe von Funktionen ist gleich der Summe der Differentiale 
der einzelnen Funktionen. 

Derselbe Satz gilt fiir eine Summe beliebig vieler Funktionen, 
wie auch fiir die Differenz beliebig vieler Funktionen. 

Es gilt demnach allgemein: 
d (u + v - w) = d u + d v - d w, 

wo wir unter u, v und w irgendwelche Funktionen von x verstehen. 

2. Der Differentialquotient eirier konstanten GroBe 
I. f(x) = cp (x) + c. 

II. f(x + dx) = cp (x + dx) + C. 
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Man subtrahiere I von II und dividiere mit dx, so folgt: 

f(x + dx) - Ix = P (x + dx) - P (x) oder: fl (x) = ro' (x) 
dx dx 7 , 

d. h. die Konstante C hebt sich fort und man sagt: Der Differential
quotient einer additiv oder subtraktiv auftretenden Konstanten 
is t s t e t s = O. 

Um daber die Ableitung einer Summe (oder Differenz) einer 
Reibe von Gliedern, von den en einige konstant sind, zu erhalten, 
bildet man einfacb die Summe (resp. Differenz) der Ableitungen 
alIer Glieder, die Funktionell von x sind, obne die Konstanten 
zu berucksichtigen. 

3. 1st eine Funktion von x das Produkt einer Konstanten 
und einer anderen Funktion von x, d. h. 

f (x) = C. p(x), 
so ist: f' (x) = C . p' (x). In Worten: 

Der Differentialquotient des Produktes einer Konstanten 
und einer Funktion ist gleich der Konstanten multipliziel't 
mit dem Differentialquotienten der Funktion. 

Beweis: f (x + .dx) = C P (x + dx) . . .. (II) 
f(x) = C P (x) (I) 

f (x + dx) - f (x) = C. P (x + d x) - P (x) (III) 
dx dx 

f' (x) , C p' (x). 

4. Wir suchen den Differentialquotienten, wenn eine Funktion 
das Produkt zweier Funktionen von x ist. 

f (x) = P (x) .1/J (x) . . . . (I) 

f (x + dx) = P (x + dx) .1Jl (x + dx). . . (II) 

f (x+dx) - f(x) = P (x+dx).1/J (x+dx) - p(x) .1/J(x) (III) 
dx dx 

Man addiere und subtrahiere dem Zahler der rechten Seite die 
Gro1\e p (x).1/J (x + dx), wozu man berechtigt ist, da die gleich
zeitige Addition und Subtraktion der gleichen Gro1\e den Wert un
verandert lassen mu1\. Die rechte Seite wird alsdann: 

p(x+dx)1/J(x+.dx) -p(x) 1/J(x+dx)+p(x) 1/J(x+dx)- (p(x) 1/J(x) 
.dx 

_ (+ A (p(x+dx)-p(X)--I- () 1/J(x+.dx)-1p(x) 
-1/J x aX). dx I p X • dx . 
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Betrachten wir die einzelnen GHeder der Reihe nach, so sehen 
wir, da1i\ 

der Grenzwert von l/J (x + d x) = l/J (x) ist, 

P (x + dx) - P (x) = ro' (x) 
" " " dx "T" , 

" " " P (x) = P (x) " , 
und " " " 

l/J (x + dx) -l/J (x) I . ) = ,11 (x dx 't''' • 

Somit wird die rechte Seite der Gleichung l/J (x) pi (x) + p (x) 1/J' (x), wahrend die Hnke Seite beim Grenzubergang zu 
fl (x) wird. Die Gleichung lautet also: 

£1 (x) = 1/J (x) pi (x) + p (x) l/J' (x). . . • (IV) 
Hieraus folgt der Satz: Die Ableitung eines Produktes 

zweier Funktionen ist gleich der Summe der Produkte ihrer 
Ableitungen jede multipliziert mit der anderen Funk
tion, ein£acher: gleich der Summe der Produkte jedes Faktors mit 
der Ableitung des anderen. Fur die Foige wird an S tell e des 
umstandlicheren Wortes "Differential quotient" meist das Wort 
"Ableitung" gesetzt, solange es sich um die Herleitung dieser so· 
genannten Grund£ormeln handelt. 

5. Gesucht wird die Ableitung, wenn eine Funktion der Quo
tient zweier Funktionen von x ist. 

Es li.at sich diese Differentiation auf die vorhergehende eines 
Produktes zuruckfuhren, indem wir die gegebene Funktion: 

f(x) = ~(x) 
1/{ (x) 

in der Form schreiben: CJ;,(x) = f (x) 1J{ (x). 
Dann ist nach 4: 

pi (x) = £ (x) tp,' (x) + 1J! (x) fl (x) 
... fl (x) = p: ix) - f (~) W x oder 

und da f(x) = fJi,.(x): 
'l/J't. (x) 

v: (x) 

pi (x) _ P,. (x) 1/J' X 

fl (x) = 'f 1/{ (x) 
1fJ (x) 

fl (x) = 'l/J (x) pi (x) - P (x) 'l/J' x 
[l/J (x)J2 
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Die Ableitung eines Quotienten ist gl eich dem 
Nenner mal der Ableitung des Zahlers vermindert um 
den Zahler mal der Ableitung des Nenners, das Ganze 
dividiert durch das Quadrat des Nenners. 

6. Gesucht wird die Ableitung de r Fun k t ion y = xn, WO n 
zuniichst eine positive ganze Zahl sein moge. 

y=xn (I) 
y + dy=(x+dx)n • (II) 

Wir entwickeln die rechte Seite der Gleichung II nach dem 
aus § 5 bekannten binornischen Lehrsatze: 

n n (n -1) 
y + dy = xn + - xn- 1 dx + xn-2(dx)2 

1 1.2 
+ ... + (dx)n. 

Man subtrahiert Gleichung I, dividiert beide Seiten durch d x 
und erhiilt: 

dy n n(n-1) 
dx = i n xn~l + 1.2 xn-2. dx + ... + (dx)n-l (III) 

Lassen wir jetzt d x unendlich klein werden, so nehmen aUe 
Glieder der rechten Seite bis auf das erste unbegrenzt abo Wir 
konnen alle diese unendlich kleinen Glieder neben dem ersten end
lichen Gliede vernachliissigen, und erhalten: 

lim dy =~=nxn-l 
dx dx 

. (IV) 

Man erhalt die Ableitung einer Potenz, indem man 
eine neue Potenz bildet, deren Exponent urn 1 ver
ringert ist, und diese neue Potenz mit dem ursprung
lichen Exponenten - hier n - multipliziert. Dieser Sstz gilt 
such fur Potenzen mit negativen und gebrochenen Exponenten. 

Setzt man y = S xn, so liefert genau dieselbe Rechnung: 

~=anxB-l 
dx 

Die bisherigen Betrachtungen fassen wir in folgende 
Lehrsiitze zusammen: 

Der Differentialquotient einer Surnme iet = Summe der Diffe
rentialquotienten der einzelnen Glieder. Fur die Differenz gilt das 
Gleiche. 
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Der D.ifferentialquotient einer Konstanteil ist O. 

Zur Differentiation einer Funktion, die mit einer Konstanten 
multipliziert ist, bildet man den Difierentialquotienten der Funktion 
und multipliziert mit der niimlichen Konstanten. 

Der Differentialquotient eines Produktes il:!t = der Summe jedes 
Faktors mit der Ableitung des anderen. 

Der Differentialqnotient eines Quotienten ist = N enner mal 
Ziihlerableitung weniger Ziihler mal Nennerableitung dividiert durch 
N ennerquadrat. 

Der Differentialquotient einer Potenz ist = dem Exponenten 
multipliziert mit der im Exponenten urn 1 verminderten Potenz. 

Diese Lehrsiitze wird man sich zweckmii..@ig an folgenden 

Differentiationsformeln einpriigen. Es ist zur Abkurzung u' fur : :' 

v' fur :: und wie schon bisher y' fur : ~ gesetzt. 

Differen tia tionsformeln: 

l.y=u+v-w 
2. y=C 
3. y=Cu 
4. y= uv 

u 
5. y=

v 

y' = u' + v' - Wi 

y'=O 
y' =Cu' 
y' =vu' +u v' 

vu' - U Vi 
y' = -----;:--

v2 

6. y=xn y'=nxn - 1 

Es bedeuten u und v also einfach Funktionell von x, was wir 
bisher mit cp (x), 1/J (x) ... zu bezeichnen pflegten. Die Formeln 
in dieser Schreibweise priigen sich dem Gedachtnis leichter ein. Man 
lOse die in § 9 a gestellten "Obungsaufgaben. 

33. 

34. 

1 
y=-=x-1 

X 

Y -~-x-4 -x'-

§ 9a. 

A ufga ben: 

~I.--l x-l-l __ x-2 __ ~ 
dx - . - - x2 

dy =_4x-4- 1 =_4x-o=_ 4~ 
dx x~ 
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3S. Y = a 

36. y=ax 

38. y = ax2 

39. y= 6. ax6 

4x3 
40. y=-

a 
a 

41. Y =
x 

2 

42. Y = ~ x2 = xS 

4 

43. y = fi X4 = XS 

44. 

45. 

46. 

a b 
y=- X2+;:+C 

1 -~ 
y=Yx =x 2 

5 

y=x2VX.=x2 

dy 
(fi=O 
dy 
-=a 
dx 
dy 
--=a 
dx 

dy =2ax 
dx 

:~ = 36ax5 

d y 12. x2 

di---a-
dy a 
dx =- x2 

dy 2 -~ 2 1 
dx=3' x 8=g·v x 

~l = ~ x ~ = ~ fix 
dx 3 3 
dy 2a b 
dx = X S - x 2 

d y 1 -~ 1 -=--x 2= ___ _ 
dx 2 2xVX 

dy =~x: =~xv'x 
dx 2 2 

Die unter 33-46 gegebenen Aufgaben sollen teilweise auf die 
Richtigkeit der Losung gepriift werden, indem beliebige Zahlenwerte 
in die Rechnung eingesetzt werden. Man erhiilt auf diese Weise 
eine praktische Anwendnng der Differentialrechnung nnd erkennt, 
wie klein in jedem Einzelfalle das Differential mindestens zu 
wahlen ist. 

47 (zu 37). y = 3 x + 5 

Man setze: 

x1 =12 
Xa= 12,1 

also dx= 0,1 

Y1 = 41 
Y2 =41,3 
dy= 0,3 

dy =3. 
dx 
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48 (zu 39). Y = 6 . 2 . x6 

x1 =2 
xa = 2,01 

dx = 0,01 

Y1 = 768 
Y2 = 791,4 

dy = 23,4 

dy 
d x = 36 . 2 . 32 = 2304 

fur x = 2. 

d y = 23,4 = 2340. 
d x 0,01 

flier ist also das Differential dx nicht hinreichend klein ge
wahlt, wir nehmen deshalb: 

xl = 2 Yl = 768 
xa = 2,005 Ya = 779,5 

dx = 0,005 dy = 11,5 
dy 11,5 
d x = 0,005 = 2300. 

Fur jedes andere x erhiilt man entsprechend andere Werte des 
Differentialq uotienten. 

49 (zu 41). 

xa = 3,02 

dx=0,02 

18 
Y=x 

18 
Y1=3=6 

18 
Y2 = 3,02 = 5,96 

dy=-0,04 

8_ 

dy _ -18 _ 2 
dx--xa--

fur x = 3. 

dy _ -0,04 --2 
dx- 0,02 - . 

50 (zu 43). y = VX4 d y 4 ~C" 
d x = 3" J' x = 1,68 

x1 =2 

Xg = 2,02 
dx = 0,02 

51 (zu 44). 

xa = 2,U5 

dx=0,05 

~/-Y1 = 1'16 = 2,52 .. 
fur x = 2. 

~/--
Y2 = 1'16,65 = 2,554 
dy =0,034 

d y = 0,034 = 1,70 
dx 0,02 

4 5 dy 8 5 
y=- x2+X+6 dx= xs - x2 =-0,25 

fUr x = 2. 

= 7,5 
Y2 = - 0,952 + 2,439 

+6=7,487 dy = -0,013 =-025 
d Y = - 0,013 d x 0,05 ' . 

52 (zu 46). Y = x2 vi dy 5 
d x = 2" . 4 • 2 = 20 

fUr. x = 4. 
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x1 =4 
xa = 4,01 

dx = 0,01 

Yl=16.2=32 
Y2 = 32,20 
dy= 0,20 

d Y = 0,20 = 20. 
d x 0,01 

Man wahle so beliebige Zahlenwerte und rechne die Aufgaben 
33-46 in der angegebenen Weise durch. Die Berechnung erfolgt 
zweckmii.~ig mit der Logarithmentafel. 

53. z = (X2 +a2)' x2 +a2 =y dy=2xdx 

z=y4 dz = 4 ySdy 
dz 
- = 8 X (x2 + a2)3. 
dx 

54. 
a 

z = (b+CX)2= a y-2 d z = - 2 a y-3 d y 

dy=cdx 
dz -2ac 
dx = (b+cx)S' 

1 dz 1 
55. 

l.. 

Z= dx=-(a+x)4' 3(a+x)3 

56. 
3 ,----=---c,------:"""7 

Z = 11 (1 - 3 x2 + 2 X 3)4 

d Z ~I 
dx = 8x (x-1) V 1-3x2 +2x3• 

Zur Erlauterung der Aufgaben 53-56 sei eine Betrachtung 
eingefiigt, auf die spater vielfach verwiesen wird. Es handelt sich 
um: Funktionen von Funktionen und deren Differential
quotienten. 

1st z eine Funktion von y und y wieder eine Funktion von x, 
so mu~ auch z eine Funktion von x seine Wir haben also: 

z = f (y) und y = p (x) . . . . . . (I) 
Man beachte den Wechsel des Funktionszeichens; man wahlt 

verschiedene f, p, 'I/J ••• zum Zeichen, da~ die Abhangigkeit nicht 
die gleiche ist. So bedeutet z. B. z = log sin x, da~ z eine Funk
tion des sin x ist, wobei sin x aber wieder eine Funktion von x ist. 
Wir konnen fiir Gleichung lauch schreiben: 

z = f (p (x) ) . . . • (II) 

Wir bilden :: = pi (x) und :; = f' (y) 

d y = pi (x) d x d z = f' (y) d j . 

Es folgt: d z = f' (y) pi (x) d x . (III) 
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Also: 
dz 
dx = fl (y) 0 pi (x) 

dz dz dy 
oder d x = d Y 0 d x (IV) 

Wir konnen sagen: Eine Zunahme des x um d x ruft eine 
ZUDahme des y um d y, und diese wieder eine Zunahme des z 
um d z hervor. Die gesuchte Ableitung der Funktion ergibt sich 
Dach obiger Formel durch MultiplikatioD zweier Ableitungeno Mail 

wiirde also fiir z = log sin x die Ableitung :: erhalten, indem man 

die AbleituDg eiDes Logarithmus bildet und diese Ableitung mit der 
Ableitung des Sinus multipliziert. 

In Aufgabe 53 wiirde man nach dieser Regel iiber Funktionen 
von Funktionen die Ableitung einer Potenz y4 bilden miissen (wobei 
y = x 2 + a2); man findet 4 y3. Dies ist zu multiplizieren mit der 
Ableitung von y nach x: 

y = x2 + a2, also d y = 2 x und 
dx 

dz 
d x = 4 y3 . 2 x = 8 x . y3 = 8 X (X2 + a2)3. 

Die Einjdhrung der Hilfsgro~e y kann fortfallen, sobald die 
notige "Obung vorhanden isto Der Gedankengang und die Ausfiihrung 
bleiben natiirlich genau diesel ben. 

In den folgenden Aufgaben istfiir : ~ das kiirzere Zeichen y' 

gewahlt, das wie bekannt die Ableitung von y nach x bedeutet. 
Es ist nicht mehr z als abhangige Variable gesetzt, sondern ein
fach y. Will man z. B. in Aufgabe 63 eine Zwischenvariable ein
fiihren, so nehme man beliebige Gro~en, wie z, u, v, w ... 

x 
60. y=9 + 4x2 

Aufgaben: 

I (l+x).l-x 1 
Y = (1 + X)2 = (1 + X)2' 

(b+x).l-(a+x).l b-a 
y' = (b + X)2 = (b + x)2' 

I 4x 
Y = (x2+ 1)2' 

9-4x2 

y' = (9 + 4 X 2)2 • 



§ 9. Ableitung des Differentialquot. d. algebraischen Funktionen. 47 

62. a+bx 
Y= a-bx 

68x 
yl = (5 - 3 X2)2 . 

I 2 a b 
Y = (a- b X)2' 

63. 
(x+ 3)3 

Y = (x+ 2)2 
I _ (x + 3)2 (3 x + 6 - 2 x - 6) 

Y - (X+2)3 
_x (X+3)2 
-- (x + 2)3 . 

64. Man bestimme die in § 5 abgeleiteten Binominalkoeffizienten 
jetzt mit Hilfe der Differentialrecbnung. Wir setzen statt (a + b)n 
jetzt (a + x)n und bezeichnen die Koeffizienten mit K1, Kg ..... Kn. 
Dann ist: 

(a + x)n = an + Kl an- 1 • x + Kg an- 2 • x 2 

+ Ks an- S • xS + ... Kn. xn . . (I) 
Man differentiiere beide Beiten der Gleicbung nach x und erhiilt: 

n (a+x)n-l = Kl an- 1 • 1 + 2 Kg al1 - 2 • x 
+ 3 Kg an- Sx2 + .... n . Kn. xn- 1 (II) 

Diese Gleichung II gilt fur jeden Wert von x, also auch fur 
x = O. Fur x = 0 wird: 

n a n - 1 = Kl an-I, 
denn alIe iibrigen Glieder werden = O. 

Es ist also: 

Zur Berecbnung von Kg wird Gleichung II nocbmals nach x 
differentiiert. Das gibt: 

n (n -1) (a + x)n-2 = 2K2 an- 2 + 2 . 3 Ks an-sx ... (III) 

Fur x= 0 

Es ist: 

wird: 
n (n - 1) an - 2 = 2 Kg an - 2 

K _n(n-l) 
g - 1. 2 

65. Wie gro~ sind Ks. K4 .... ? Man bestimme zur Ubung 
eine gro~ere Zabl solcber Koeffizienten, z. B. 
(a - bX)4, indem man genau wie oben verfiihrt. 

1 ds 
66. s = c t - - a t 2 - = C - at 

2 d t 
1 ds 

67. s=2 gt2 dt =gt 

fur (a + x)? und 

I Vergleiche § 7. 
Seite 31 
und 34. 
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68. y2 = 2px 
1 

y=V2px = (2 px)-"2 

d y 1 -~ P P 
-d = -2 2 P .1. (2 P x) :J = ,r-= =-. 

x v2px Y 
Vergleiche § 8 Seite 37. 

§ 10. 

Diiferentialquotient von Logarithmus und Exponentialfunktion. 

A. Ge such t wird de r Differential q uotien t d er tran s
zen den ten Fun k t ion y = In x. 

Die Kenntnis des § 6 wird vorausgesetzt. Sodann wird an 
folgende Sitze erinnert: 

a 
log a - log b = log b . . . . . . (1) 

Dasselbe gilt natiirlich auch im natiirlichen Logarithmensystem, also 
a 

In a -In b = In b' 
Ferner gilt in jedem Logarithmensystemder Satz: 

a log b = log (ba) 

Wir erhalten wieder unsere Gleichungen: 
y=lnx .. 

y+dy=ln(x+dx) 
dy=ln (x+ dx) -In x 

dy=ln x+dx. 
x 

Wir erweitern 

oder 

(2) 

(I) 
(II) 

(III) 

. . • . (III') 

Man wendet auf die rechte Seite den unter 2. genannten Satz 
an und erhiilt: 
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S x d dx 1 . d d' h S' etzt man dx = m un x = m' so Wlr Ie rec te elte 

Lassen wir jetzt d x unendlich klein werden, so wird m = ~ 
Ix: 

immer gro.aer und gro.aer, und es wird nach § 4 Absatz 4 bezw. 

§ 5: lim (1 + ~ ) m = e. Un sere Gleichung wird: 

oder 

x:~= Ine= 1 

dy 1 
dx- x' . 

wenn y= lnx. 

(IV) 

Baben wir keinen natiirlichen Logarithmus, sondern einen mit 
beliebiger Basis a, also 

so wird 
y = alog x, wenn x = aY, 

In x = y In a 
Inx 

y = In a' 

Wir haben also durch einfaches Umformen die Gleichung auf 
den natiirHchen Logarithmus zuriickgefiihrt. Da In a eine konstante 
Grolile ist, so ergibt die Differentiation: 

dy 1 1 1 
d x - ""i" 'Ina - x . In a' 

B. Die Ableitung der Exponentialfunktion. 

Gegeben ist die Funktion y ~ aX, Gesucht der Differential
quotient, Nach § 6 diirfen wir schreiben :In y = x In a, d. h. 

In y 
x=lna 

Aus dem unter A. gefundenen Resultat ergibt sich: 
dx 1 1 
dy-y' Ina' 

Bieraus £oIgt: : ~ = y In a 

oder, da y _ aX : ~ = aX In a. 

Kohlrausch. 4: 
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Die Ableitung der Exponential£unktion ist gleich 
der Funktion selbst multipliziert mit dem natiirlichen 
Logarithm us ihrer Basi s. 

Wir betrachten noch den speziellen Fall: 
y=eX. 

Wir finden nach dem eben Gesagten: 
dy 
d x = eX ,In e 

dy = eX. 
dx 

Der Differen tialq uotien t der Funktion ex ist gleich 
d e r Fun k t ion s e 1 b s t. 

§ lOa, 

Aufgaben: 

69. y=lnx-Inx2 +lnxs+4 

70. y = In (bx - a) 

Y'=~-~+~=~' 
x x x x 

. b 
y'=bx-a' 

Man konnte hier eine zweite Variable w einfiihren, so daa 
, 1 dw dw b b 

y = In w, y = - . d-' d- = b . 1, also y = - = b . w x x w x-a 
Bei unerwarteten Schwierigkeiten in den folgenden Aufgaben 

wird man gut tun, eine solche Variable einzufiihren. 
, 2x+1 

71. y=In(x2 +x+ 1) y =X2+X+ r 
1 x 

72. y = In V a 2 + x 2 = -2 In (a2 + x2) y' - ---. - a2 +x2' 

73. y = In Va + bxs = ~ In (a + bx3) y' = a ~x~x3' 
21nx 

74. y = (In X)2 y' = --. 
x 

75. y =In{ +: =In (1 +x) -In (i-x) y' = 1 2 x2' 

x-a 
76. y=ln-

x+a 

= In (x - a) -In (x + a) 
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77. 

78. 

m+x2 
y = In --'---.--

2nx 

1 
y=ln-

x 

x 2 -m 
Y'=x3 +mx' 

, 1 
Y =--. 

x 

79. Man bilde die in § 9 unter 4 und 5 abgeleiteten Differential· 
quotienten eines Produktes und eines Quotienten mit Hilfe der Ioga
rithmischen Ableitung nach den bekannten Satzen, da13 

In a . b = In a + In b und 
a 

In b = In a - In b. 

80. y = emx y' = memx• 

81. y = aX! + 1 y' = 3x2 • ax3 + lIn a. 

Es wird hier an die ErIii.uterungen des § 9a (S. 45) erinnert. 

Haben wir z. B. ax2 = y, so mu13 d y = axl In a seine Dieses 
dx 

Resuitat mu13 noch mit der Ableitung von x2 nach x multipliziert 
werden, also mit 2 X. Man erhalt: 

82. y = ax' 

83. y = 5x'- 2 

84. y = xeX 

85. Y = (x + 2) eX 

86. Y = (x - 1) eX 

87. y = (4x3 - 6x2 + 6x- 3) e2x 

88. y = x3 ex 

aX 
89. y=

x 

90. 

91. 

x 
y= aX 

eX + 1 
y=ex-l 

eX -1 
92. y=ln-

ex+ 1 

y' = 2 x. aX2 lna. 

y' = 2 x . 5x' - 2In 5. 

y' = eX • 1 + x • eX 

=eX(x + 1). 

y' = (x + 3) eX. 

y' = x eX. 

y' = 8x3 • e2 x• 

y' = eX x2 • (3 + x). 

, xIna-1 
y = ---2-' aX. 

x 

, 1-xlna 
y = aX . 

2eX 

y' = - (eX _ 1)2 

2ex 
y'-e2x~ 

4* 



52 Differentialrechnung. 

§ 1I. 

Der Differentialquotient der trigonometrischen Funktionen. 

Wir schicken der eigentlichen Betrachtung folgendes voraus. 
Eswerden gebraucht die Grenzwerte von sin x und cos x fur x = o. C2lc . Aus der bekannten Fig. 24 ergibt 

slCh: 

si~X l~m sin x = O. (1) 
o ~ \ hm cos x = 1 . (2) 

...1..-___ ~8 A Der Winkel x wird in Bogengraden 
Fig. 24. gemessen, der Radius 0 C ist = 1. 

Ferner wird im Laufe der U ntersuchung nach dem lim sin x 
x 

1-cosx 
und dem lim gefragt werden. 

x 

Nach § 4: Abs. a Seite 19 ist 

lim sin x = 1 
x 

2 sin2 ~ sin~ 
1 - cos x h'b' 2 2. x Fur ---- sc reI en Wlf ---- = --. SID -

X x 2 x 
2 

. x 
SIn-

(3) 

1. 2 
Im-

x2 
wird nach Gl. a gleich 1 uod lim sin ; ist nach G1. 1 

gleich O. 

Wir erhaiten: lim 1 - cos x = 0 . 
x 

Wir bilden nunmehr die Differentialquotienten: 
dy 

1. Gegeben: y = sin x. Gesucht: dx' 

. (4) 

y=sinx (I) 
y + dy = sin (x + dx) (II) 

dy = sin (x + dx) - sin x. 
N ach dem· bekannten trigoDometrischen Satze: 

sin (a + (1) = sin a cos (1 + cos a sin (1 
schreiben wir: 

dy = sin x . cos dx + cos x sin dx - sin x (ill) 



§ 11. Der Differentialquotient der trigonometrischen Funktionen. 53 

dy sin dx .' 1 - cos dx (III) 
d-x = cos x-d-x- - Sin x . --d-x--

Gehen wir zur Grenze uber, indem wir dx unendlich klein 
werden lassen, so wird: 

:~ = cos x (IV) 

oder dy = cos xdx, d. h. d (sin x) = cos xdx, 
denn nach Gl. 3 ist 

lim si~~x = 1 

und nach G1. 4 ist 

2. y=cosx 

1· 1 - cos dx 0 
1m dx =. 

1 

cos x = V1- sin2 x = (1 - sin2 xfii. 
Wir suchen somit 

d ~ 
d~ fiir y = (1 - sin2 x) 2. 

N ach den Erlauterungen des § 9a auf Seite 45 wird: 

dy 1 . d(sinx) .-~ 
-d =-. [-2 Sin x] d • (1- SIn2 x) 2. 

x 2 x 

Nach Abs. 1 fur d (sin x) nun cos x d x gesetzt, wird 
d -~ 
-[=-sinx.cosx.(1-sin2x) 2 
dx 

3. 

d y _ _ sin x cos x sin x cos x 
d x - V 1 - sin 2 x - cos x 
dy . 
dx =-SInX. 

Sin X 
y=tgx=--. 

cos x 
N ach Formel 5 (§ 9, Seite 42) : 

erhiUt man: 

dy 
dX--

d (:) 

dx 
vu l - U Vi 

v2 

d (sin x) . d (cos x) 
cos x --- - Sin X ----

dx dx 
C08 2 X 
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cos x. cos x - sin x. (-- sinx) 
- COS2 X 

_ COS2 X + sin2 x 
cos2 x 

dy 1. 
dx - cos2 x' 

dy 
dx= 

cos x 
y=ctgx=-.

SID x 
. d (cos x) d (sin x) 

SID X -cosx----
dx dx 

sin2 x 
sin x . (- sin x) - cos x . cos x 

- sin2 x 
- (sin2 x + cos2 x) 

- sin2 x 
dy 1 
dx -- sin2x' 

Wir fassen die gefundenen Resultate zusammen und schreiben 
die Differen tialq uotien ten der trigonometrischen Funk
tionen: 

93. 

94. 

95. 

00. 

y sin x 
II 

cos x 
II 

tgx ctgx 

dy 
-sinx 

1 1 
dx cos x 

cos2 x - sin2 x 

§ 11a. 

Aufgaben: 

y = cos x + x sin x 

y=sinx-xcosx 
1 

Y = 3 cos3 X - cos x 

. 1 . 3 
Y = SID X - 3 SID X 

y' = - sin x + 1 . sin x 
+ x cos x = x cos X 

y' = x sin x 

y' = sins x 

y'=cos3 x 
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97. 
98. 
99. 

100. 

101. 

102. 

y = In sin x 
y=tgx-x 
y = sins x cos x 

. a 
y = aSlll-X 

1 
y=acos

x 

1 
Y = ctgx + 3 ctg3 x 

y' = ctgx 
y' = tg2 x 
y' = (3 - 4 sin2 x) sin2 x 

a2 a 
y'=-2'COS-

x x 
, a . 1 

Y = x 2 ' Slll-X 

-1 
y'-- sin4 x 

103. Y = In Vsin x + In Vcos x y' = ctg 2 x 
104. y = eX cos x y' = (cos x - sin x) eX 

105. y=x.ecosx y'={l-xsinx)eCOS X 

106. Es soIl die Stromintensitat eines Stromkreises mit der 
Tangentenbussole gemessen werden. Wann wird ein Ablesefehler 
das Resultat am wenigsten beeinflussen, mit anderen Worten, bei 
welcher Stellung der Nadel wird die Ablesung am giinstigsten 
stattfinden ? 

Die Stromintensitii.t i ist proportional der trigonometrischen 
Tangente des Ausschlagwinkels fJJ. 1st c die Konstante des In
struments, so ist i = c tg fJJ d. h. i ist eine Funktion des Winkels fJJ. 
Andert sich infolge ungenauer Ablesung cp urn d fJJ, so andert sich 
fUr das ResuItat der Rechnung i urn L1 i. 

Wir schreiben wieder die Gleichungen hin: 

i=c~cp. m 
i + d i = c tg (cp + d cp) . (II) 

di = c tg(cp + dfJJ) - c tg cp 

di = c tg (cp + d cp) - tg cp (III) 
d fJJ d rp 

Auf der recbten Seite der Gleicbung baben wir den Differenzen
quotienten von tg fJJ. 

Bleiben die Anderungen von fJJ, wie bei Ablesefehlern ange-
nommen werden dan, sehr klein, so stellt 

d i 1 
--=c--
d fJJ cos2 fJJ 

die '!nderung der Stromstirke dar . bei kleiner Anderung des 
Winkels fJJ. 
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1st d P der Febler der Ablesung, so ist: 

di=c.-1-2 -.dp 
cos cp 

der Fehler des Resultats. 
Dividiert man diese Gleichung durch· i = c tg p, so wird: 

di dp dp 
i - cos2 P . tg P cos p sin p 

Hieraus wird nach Formel 16 der am Schl~ des Buches stehenden 
trigonometrischen Formelsammlung: 

d i 2 d P 
T . sin 2 p (rV) 

Man nennt dies den Fehler des Resultats in Bruchteilen des 
letzteren; er iilt umgekehrt proportional dem Sinus des doppelten 
Ausschlagwiukels. Kann der Ablesefehler d p iiber die ganze Skala 
als konstant betrachtet werden, so wird der relative Ausschlagwinkel 
am kleinsten fur sin 2 p = 1 d. h. fur sin 2 p = 90°, also fur 
fP = 45°. Wir erhalten den kleinsten Fehler bei einem Ausschlag
winkel von 45°; man wird zweckmatlig bei der Bestimmung von 
Stromstarkeu mit der Tangentenbussole das Instrument mit Hilfe 
eines bekannten N ebenschlusses so einstellen, dati die Nadel in der 
Nahe von 45 0 zur Ruhe kommt. 

§ 12. 

Der Diiferentialquotient der zyklometrischen Funktionen. 

Die zyklometrischen Funktionen sind die Umkehrungen der 
trigonometrischen j deshalb lassen sich auch ihre Differentialquotienten 

y 

x 

Fig. 25. 

aus denen der trigonometrischen Funk
tionen durch Umkehrung ableiten. 

Man braucht nur in den trigono
metrischen Funktionen die Rolle der 
abhiingigen und unabhiingigen Va
riahlen zu vertauschen und findet: 

aus x = sin y durch Umkehr 

aus 
y = arc sin x (Arcus-Sinus) 
x = cos y durch Umkehr 
y = arc cos x usw. 

Man versteht unter y = arc sin x 
den Bogen, des sen Sinus = x ist (vgl. 
Fig. 25). 
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Wir erhalten durch Zeichnung der Kurven eine bessere ~
schauung der Abhiingigkeit der Variablen und schicken diese Be
trachtung unserer eigentlichen Aufgabe - der Bestimmung des 

y 

x 

Fig. 26. 

Differentialquotienten - voraus. Man konstruiert die Sinus- und 
Kosinus-Kurve in gewohnlichen rechtwinkligen Koordinaten, indem 
man den Kreisumfang auf der X-Achse 
ausbreitet und zu jedem Punkte des Um
fanges die Sinusstrecke senkrecht auftriigt. 

Man findet dann - der Radius 
sei = 1 - fiir den Sinus die ausgezogene, 
fiir den Kosinus die gestrichelte Linie. 
Aus dieser Figur erhalten wir durch Ver
tauschen der Variablen die Kurven fUr 
y = arc sin x und arc cos x. Dies ergibt 
Fig. 27. Die ausgezogene Linie bedeutet 
den arc sin x, die gestrichelte den arc cos x. 
'Die Kurven sehen genau so wie die in 
Fig. 26 aus, sie sind nur anders gelegen. 
Wiihrend die Sinus-(Kos.-) Kurve in einen 
horizontalen Streifen von der Breite 2 ein
geschiossen war, findet man die Arc-Sinus
(Kos.-)Kurve in einem vertikalen Streifen. 
Wir erkennen schon durch Vergleich der 
beiden Figuren, da~ z. B. der sin x fiir 
jeden Wert der unabhiingigen Varia bIen x 
e i n en bestimmten Wert liefert; sin x ist 
eine eindeutige Funktion. Dagegen mu~ 
y = arc sin x eine unendlich vieldeutige 

x·-

y 

x 

Fig. 27. 
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Funktion sein, welche nur fUr Werte des x zwischen - 1 und + 1 
roo11 ist, aber fiir diese beliebig viele Werte liefert, denn eine im 
Punkte P errichtete Ordinate schneidet die Kurve immer von neuem, 
je bOher und tiefer man ihren Weg verfolgt in Pi' P2, Ps •..• 
(Die Bedeutung der zyklometrischen Funktionen Hegt mehr in der 
Integralrechnung. ) 

Man konstruiere die entsprechenden Kurven fiir tg x und 
ctg x, rur arc tg x und arc ctg x. 

Die Bildung des Differentialquotienten macht jetzt keine 
Schwierigkeiten mehr. 

1. y = arc sin x. 
Wir bilden zunRchst in Umkehrung fiir x = sin y die Ableitung 

: ; = cos y. Dann mu1\ die gesuchte Ableitung der reziproke Wert 

d y 1 1 1 . 1 d x sem, a so : d x = cos y = + y' 1 _ sin II y' 
dy 

Nun ist sin a y = X2, also 

c "I:J~ ~=+ 1_ 
dx -y'1-x!! 

d. h. eine Ableitung mit unbe
stimmten Vorzeichen. 

Die geometrische Betrachtung 
r ergibt die Richtigkeit dieser Formel. 

Fig. 28. 

Wir konstruieren im Einheitskreise 
die zu den Bogen y und y + d y 
gebOrigen Winkel und finden Drei
eck 0 A B iihnIich A C D, indem 
wir den sehr kleinen Bogen A C 

als Gerade ansehen diiden. Es verbalt sich 

d y _ 0 Add 0 _ 0 B2 _ 2 2 
d x - 0 B un, a A - 1, - 1 - x , 

---- dy 1 
also 0 B = ± V 1 - X2, so wird: d x = ± y' 1 _ x2' Y ist dabei 

= arc sin x, denn A B ist mit x bezeichnet. 
Nimmt man die Koordinatenachsen in der gebrii.uchlichen Weise 

an, legt also die X-Achse horizontal, so wird 0 B = x und y be-
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deutet dann den arc cos x. 
Ableitung fur arc cos x. 

Man hat dann dieselbe geometrische 

2. y = arc cos x. 
Wir berechnen aus der Umkehrfunktion fur x = cos y den Wert 

d y 1 1 
Also - = . - -;:-:-.It==~= 

d x - sm y + r 1 - cos2 Y 
dx . 
dy = - smy. 

~=+ 1 
dx -Vl-x2 

ebenfalls unbestimmt im Vorzeichen. Der Grund fur diese Un
bestimmtheit liegt in der Mehrdeutigkeit der Funktionen y = arc sin x 
bezw. arc cos x. 

Was besagt dieser Umstand lur ihre Differentialquotienten? 
Wir mussen die Tangentialrichtungen betrachten und zeichnen 

deahalb arc sin x und arc cos x deP Fig. 27 jetzt nebeneinander. 
Die eingeschriebenen Zahlen 1, 2, 3, 4 bedeuten die einzelnen 

y 

flrc sin x y 

lire cos x 

x x 

Fig. 29. Fig. SO. 
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Quadranten, denen die Kurvenpunkte zugehorten, bevor der Kreis
umfang abgerollt wurde. 

Zu jedem Wert von x zwischen - 1 ~nd + 1 gehOrten, wie 
wir sahen, unendlich viele Werte von y. 

Zu x = Xl Z. B. YI' Y'l' Y"l . .. Die entsprechenden Kurven
punkte sind in den Fig. 29 u. 30 mit PI' Pa, Ps usw. bezeichnet. 

Legen wir in diesen Punkten die Tangenten an die Kurven, 
so sehen wir, d~ den unendlich vielen Kurvenpunkten, welche 
einem x entsprechen, 2 verschiedene Tangentenrichtungen zugehOren, 
die sich stets wiederholen. Die eine schlie~t mit der X-Achse einen 
spitzen, die andere einen stumpf en Winkel (cp) ein. 1m ersteren 

F II . d y. . .. " . G'o a e 1St tg cp = d x eIDe positive, 1m zwelten eme negative rowe, 

wie ja auch die Differentialquotienten aussagen. Wir fassen diese 
Betrachtungen dahin zusammen, da~ wir sagen: Der Differential-

... + 1 d 1. hd quotIent von arc SID x 1St V 0 er - V ' ]e nac em 
1-x2 l-x2 

wir uns im ersten und vierten oder im zweiten und dritten Quadranten 

befinden, und der DifferentiaIquotient von arc cos x ist + __ 1 __ 
Y1_X2 

im dritten und vierten, v' - 1 im ersten und zweiten Quadranten. 
l_x2 

3. y = arc tg x. 
Es foIgt x = tg Y und 

dx 1 
d Y - cos 2 y' 

Durch U mkehr derFunktion foIgt wieder: 

d y = cos2 = 1 (vergl. Nr. 7 der Formel-
d x y 1 + tg2 Y sammlung). 

Nun ist tg2 y = X2, also 
d y 1 
dx- 1 +x2 ' 

4. y = arc ctg x x = ctg Y 

dx 1. 2 + 2 -= - -. - ~-(l +ctg y)=-(lx), dy SID2 X 

(vergl. Nr. 6 der Formelsammlung) 

also 
dy 1 
dX -1 +x2' 
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Wir geben dieselbe Zusammenstellung wie in § 11 jetzt fiir 
die Differentialquotienten der zyklometrischen Funk
tionen: 

y I arc sin x arc cos x II arctgx 
II 

arc ctgx 

dy 1 1 1 1 
dx + V1- x2 V1-x2 +1+i2 -1 +X2 

I 
Die Vorzeichen bei arc sin x und arc cos x beziehen sich in der 

Tabelle auf den ersten Quadranten. 

§ 123. 

A ufga ben: 

107. y = arc sin (bx) 
, b 

y = Y1- b2 x2 

-2b 
y'= b2 +X2 .108. 

109. 

. b2 - x2 

Y = arc SlD b2 + x2 

. ,1 
y= arCSlD-

x 
1 

y'=---=== 
xv'x2 -1 

110. y = arc sin .1 x 
y 1 -l-- x 2 

, 1 
Y = 1 +X2 

Erliiuterung: . 

v'1+x2-x.~x 
d x 2 V1+x2 d 

dy= V1+x2 _ 1+x2 . X 

, /1 _ x2 , / 1 + x2 - x2 

J' 1 + x2 V 1 + x2 

dy 1+x2_x2 1 

d x = (1 + x2) fl = 1 + x2 ' 

Man verfabre bei den folgenden Aufgaben ii.bnlich. 
acosx+b a2 -b2 

111. y = arc cos y' = 
bco8x+a (bcosx+a)Va2-b2 

112. y = arc tg 1 - X y' = ---;===;:: V- -1 

1 +x 2 V 1_X2 
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113. 
x 

y = arc ctg ----
Yl-x2 

1 
y= arcctg yx 114. 

-1 
y'= Y1_X2 

1 
y'=--------c== 

2 (x + l)lt' x 

115. y=a. arcsin ~xa-x2 -V 2ax-x2 

x 
1'=-;===='7 y 2 ax-x2 

116. y=In(x+y1+x2) Y'=Y1~X2 
Y =~ln1+x I 1 117. 2 1 _ x y = 1 _ x2 

118. y = In sin x y' = ctg x 
119. y = In cos x y' = - tg x 

2 1 x I 1 
1 O. Y = n tg 2 y . sin x 

121. y = In tg (: + :) y' = co! x 

Die Aufgaben 116-121 zeichnen sich dadurch aus, da.a die 
LOsung eine besonders einfache Form hat. Ihre Nutzanwendung 
wird sich im Gebiet der Integralrechnung erweisen. 

Die Ableitungen fUr 116 -121 sind nachstehend gegeben: 

116. y =]n (x + y 1 + x2). Man setze: x + Vi + x2 = u 

y=lnu dy=du=d(x+Vl~ 
u x+y1+x2 

Ferner fur V 1 + x2 = {v 
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117. 

dy 1 
dx=V 1 + x2 · 

y=!In l+x. l+x=u 
2 1-x I-x 

d (1+ X) 
1 du 1 I-x 

dY=2-U =2 1 +x 

1-x 

(l-x)dx-(1 +x)(-dx) 
1 (1- X)2 

- 2 l+x 
I-x 

d _! dx-xdx+dx+xdx_ dx 
y - 2 (1 - x) (1 + x) - 1 - x2 

dy 1 
dx- l-x2 • 

Die Losung dieser Gieichung kann auch in folgender Weise 
geschehen: 

y = ~ [In (1 + x) -In (1 - X)] 
d =~ [d(I+X)_d(I-X)] =~ (~ __ ~) 

y 2 l+x I-x 2 l+x I-x 
d _dx l-x+l+x_~ dy __ 1_ 

Y - 2 1 - x2 - 1 - x2 d x - 1-x2• 

Die rechte Seite der Gleichung unterscheidet sich von der in 
§ 12 Nr. 3 Seite 60 gegebenen Ableitung des arc tg x nur durch 
das Vorzeichen des x2. Wir schlie.6\en auf eine gewisse Verwandt-

schaft zwischen ~ In 1 + x und arc tg x. Ersetzt man in ! In 1 + ~ 
2 I-x 2 I-x 

die Veranderliche x durch ix, wobei i = v' - 1, so d~ y = 

11 l+ix ·d d d(ix)l-ix+l+ix N . ·2 -2 n ., so wlr y=-- .2 2 . un 1St I =1, 
I-IX 2 I-I X 

. idx dy i 
es WIrd dy = -+ 2 und -d = -+ 2· Die rechte Seite stimmt 

1 x x 1 x 
bis auf den Faktor i mit der rechten Seite der Ableitung fur arc tg x 
uberein. Wir schlie.6\en daraus: 
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1 l+ix 
arctgx=-2· In l .' 

I -IX 

118. Y = In sin X sin X = u y = In u 
d du dsinx cosxdx 

y = 11 = sin x = sin X 

dy 
d x =ctgx. 

119. y = In cos x 

dy 
dx =-tgx. 

x 
120. Y = In tg 2 

d y = d cos x = __ sin x d x 
cos x cos x 

x 1 
dtg22dx dx 

dy=---=--=---
x x x x 

tg 2 cos 2 "2 2 cos2 "2 tg"2 

x 
tg-

2 

dx 
Nun ist cos x, tg x = sin x, also dy = -----

. x x 
(vgl. Nr.16 
der trigon . 

121. 

dy 1 
d x = sin x· 

2S10 2 ,C08 2 Formel
sammlung) 

y = In tg (n +~) 
4 2 

1 
dy=-

2 

d tg (n + ~) 2. d x 
d _ 4 2 __ 2-,---_----. 
y- (n x) - (n x) tg "4 +"2 cos2 "4 + "2 

dx 

sin (n +~) 2 (91 x) 4 2 
cos 4+2' (1r. x) 

cos -+--4 2 

tg(:+;) 
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dx 
-

2 sin (~ + ~) cos (~ + :) 
dy 
dx 

lId .x x . 

( ) 
= --, enn 2 Sill -2 cos -2- = Sill X. . n+ cos x 

Sill 2 x 

§ 13. 

Der zweite Dift'erentialquotient. Maxima und Minima. 
Wendepunkte. 

Die Ableitung der Funktion 2 X4 ist 8 x3• Die Ableitung von 
8 x3 ist 24 x2• Die Ableitung von einer Ableitung wird die zweite 
Ableitung der urspriinglichen Funktion genannt. 

1st f (x) die urspriingliche Funktion, so ist 
fl (x) der 1. Differentialquotient oder die 1. Ableitung 

und fll (x) der 2. " "" 2. " 

Da fl (x) = :~ geschrieben wurde, so ist 

d (d y) 
dx d2 y 

f" (x) = -c---dx - dx2 

und dies ist die gebrauchlichste Schreibweise. Es hei~t wohlbemerkt 
d x2, aber nicht d y2, sondern d2 y, gesprochen "d zwei y". 

1m § 7 Seite 32 definierten wir die Geschwindigkeit als den 
Differentialquotienten des Weges nach der Zeit. Wir wollen nun
mehr dafiir genauer setzen: als den e r s ten Differentialquotienten, 
als die e r s te Ableitung, da wir der zweiten bezw. den folgenden 
Ableitungen jetzt eine von der ersten Ableitung verschiedene Deutung 
werden zuerkennen miissen. "Vir werden sehen, wie die erste Ab
lei tung die Probleme der Geschwindigkeit, der Tangentialneigung 
einer Kurve usw. dem Verstandnis naherriickt, so beleuchtet die 
zweite Ableitung die Fragen der Beschleunigung, der Kriimmung 
einer Kurve usw. 

Wir erlauterten z. B. im § 7 Seite 33, da~ fiir den frei 

fallenden Korper die zuriickgelegte Wegstrecke s = ~ g t2 ist. 

Kohlrausch. 5 
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Die Geschwindigkeit des Korpers zu einer bestimmten Zeit ergab 
sich durch Differentiation dieser Gleichung als 

ds 
d t = g t (I) 

Differentiieren wir nochmals nach t, bilden wir die zweite Ab· 
leitung, so finden wir: 

so wird: 

ds 
oder, da - = v war, 

dt 

dv 
(ft=g, (II) 

d. h. die erste Ableitung der Geschwindigkeit des frei fallenden 
Korpers nach der Zeit ergibt die Erdbeschleunigung g. 

Die Beschleunigung ist also das Verhiiltnis einer sehr klein en 
Geschwindigkeit d v zu dem entsprechend kurzen Zeitintervall d t. 
d v bedeutet nichts anderes als eine Zunahme oder Abnahme an 

G h · d' k' d V d2s d' B hI' F d esc WID Ig elt, dt - dt 2 Ie esc eumgung. iir ie Dimension 

d2 s 
der Beschleunigung finden Wlr entsprechend d t 2 das Verhaltnis 

einer Lange zum Quadrat einer Zeit = [I. t- 2J oder im [e.G.S.]
System [cm/sec2]. 

Ein solcher Zuwachs an Geschwindigkeit ist aber nur unter 
dem Einflu.@ einer au.Qeren Kraft mogIich. In unserem FaIle mu.Q 
es die Anziehungskraft der Erde sein, die dem Korper die Beschleu
nigung g erteilt. Da wir durch zweimalige Differentiation tatsach
Hch gals diese Beschleunigung finden, so zeigt das Resultat der 
Differentialrechnung die Richtigkeit der von uns benutzten Gleichung 

1 
s =2" gt2• 

1m § 8 fanden wir dann weiter, da.Q die erste Ableitung : ~ 
die trigonometrische Tangente desjenigen Winkels 1: ergab, welchen 
die geometrische Tangente im Punkte P (x, y) mit der Abszissen
achse bildete. 

Die erste Ableitung ste11te - kurz gesagt - die N eigung 
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unserer Kurve in einem beliebigen Punkte P dar, denn wir fanden: 
dy 

tg'Z"= d X· 

dlly 
Bilden wir die zweite Ableitung, so erhalten wir d Xli' Was 

dlly 
bedeutet d Xli fur unsere Kurve? (Fig. 31.) 

Wachst x um d x, so 
stellt D Dl die Gro~e d y dar. 
Wachst x nochmals um d x, 
so wachst auch y und zwar 
um die Strecke F F l' die wir 
mit d Yl bezeichnen wollen. 
Wir verstehen dann unter dll Y 
die Strecke F G. Denn diese 
bedeutet die Veranderung von 
d y mit nochmaliger Zunahme 
des x um d x. F G = dll Y 
ist = d y 1 - d Y = F Fl -
G F 1, weil nach Fig. 31 G Fl 
= D Dl sein solI. 

I 
I 

!I 

Fig. 31. 

Es bedeutet ~~ somit das Verhaltnis der sehr kleinen Strecke 

d 1I Y zu dem Quadrat der Strecke d x. 
Hinsichtlich der Dimension erhalten wir eine Lange durch das 

Quadrat einer Lange, also [1-1J oder im [C-G-SJ-System [::2] 
= [c~]' 

Welche Bedeutung konnen wir aber geometrisch dem 2. Dif
ferentialquotienten zuerkennen? Augenscheinlich ist er das Ma~, 
in dem sich die N eigung der Kurve im Punkte P mit wachsendem 

d2 y 
x andert, denn wir konnen fur d x2 auch schreiben: 

d (~) dtg'Z" 
dx =(fX' 

5* 
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Andert sich x um d x, so solI sich die trigonometrische Tan~ 
gente 'C urn d tg 'C andern; und das kann nichts anderes heH~en als, 
wie andert sich die N eigung der Kurve im Punkte P. Es ste11t uns 
d2 y 
d x2 das dar, was wir Kriimmung der Kurve in P mit Bezug auf 

die X - Achse nennen konnen. 
Man wird nun drei wichtige FaIle unterscheiden: 
1. Wenn d2y positiv ist, d. h. wenn dYt >dy, so liegt der 

Punkt F hOher als der Punkt P. Dies ist in Figur 31 der 
Fall. Die Kurve wendet an der betrachteten Stelle ihre konka ve 
Seite nach oben. 

2. 1st d2 y=O, wenn namlich dYt=dy ist, so heillt das: 
Die betrachtete Kurve ist in dem betreffenden Intervall eine 

gerade Linie. 
3. 1st d2 y negativ, also dYt <dy, so mull der Punkt F 

tiefer Hegen als G. Die Kurve wendet ihre konkave Seite nach 
unten. Das Vorzeichen des 2. Differentialquotienten entscheidet also, 
ob die Kurve die konkave oder die konvexe Seite nsch oben wendet. 

y 

r 

Fig. 32. Fig. 33. 

Was sagt uns das V 0 r z e i c hen des 1. D iff ere n t i a 1-
quotienten aus? 1st es auch wichtig fiir die Gestalt der Kurve? 

dy 
Es war dx = tg'C. 

1. 1st: ~ po sit iv, so ml1l1, wenn x um d x wachst, auch y 

wachsen; einem positiven d x mull auch ein positives d y entsprechen. 
Nimmt aber dy zu, so steigt die Kurve; die Tangente bildet mit 
der X-Achse einen spitzen Winkel 'C (Fig. 32). 
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2. 1st :~ negativ, so nimmt dy ab, die Kurve fiiUt mit 

wachsendem x. Nach Fig. 33 ist: 

x1-x=+dx 
Yl-y=-dy. 

Die Tangente bildet mit der X-Achse den stumpfen Winkel 'r. 

3. Wenn die Kurve aus dem Steigen ins Fallen iiber
geht oder umgekehrt, so ll1u.@ der Differentialquotient sein 
Vorzeicheo wechseln und durch ° gehen. An diesen Stellen 
ist die Tan gen te an die Kurve d er X-Ach s epa r all el (Fig. 34), 

dy 
denn, dx = 0, hei.@t tg'C = 0, und das bedeutet: 'C = 0° oder 180°. 

Die Stellen, an denen die Or
dinaten der Kurve Gro.@twerte 'an
nehmen, d. h. Werte, die gro.@er sind, 
als die Nachbarwerte zu beiden Seiten, 
nennt man M a x i m a, an denen sie 
Mindestwerte annehmen, Min i m a 
der Kurve. Fiir aIle Werte von 

y 

x, denen Maxima oder Minima X 

der K urve en tsprechen, is t der 
1. Differentialquotient = 0. Fig. 84. 

Wir finden umgekehrt solche Maxima und Minima, indem wir 
die Gleichung der Kurve differentieren und den Differentialquotienten 
= ° setzen, also diejenigen 'Verte des x suchen, £iir die die 1. Ab
leitung = 0 ist. 

Der 1. Differentialquotient entscheidet also dariiber, 
ob ein Maximum oder ein Minimum vorhanden ist, nicht 
aber, welches von beiden. Dazu gebrauchen wir den 
2. Differentialquotienten. 

Wir haben gesehen, da.@ :~, je nachdem die Kurve die kon

kave Seite nach oben oder nach unten wendet, positiv oder negativ 
ist (Fall 1 und 3 auf Seite 68). Hierin unterscheiden sich abel 
gerade Maxima und Minima. 

Beim Maximum liegt die konkave Kurvenseite (Fig. 34) nach 

unten j in solchen Fallen war ~2J negativ. 
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Beim Minimum liegt die konkave Kurvenseite nach oben, wir 

h d2y .. 
sa en: d x2 war POSltIV. 

Fur denjenigen Wert von x, fur dell die Kurve ein Maximum 
hat, mu.61 demnach del' e r s teD i f£ ere n t i a 1 quo tie n t g 1 e i c h 
o und der zweite negativ sein. 

Fur einen Wert von x, fur den die Kurve dagegen ein Minimum 
zeigt, mu.61 der erste Differentialquotient gleich 0 und 
der zweite positiv selD. 

y 

~ 
I 

Fig. 35. 

Hat die Kurve an del' betrachteten 
Stelle von x (Fig. 35) die konkave 
Seite zum Teil nach oben, zum Teil 
nach unten, so spricht man von einem 
Wen d e pun k t e an der Ubergangs
stelle.' Der 2. Differentialquotient ist 

X also, wenn wir vom Maximum kommen, 
bis zum Punkte W (Wendepunkt) ne
gativ, von W ab aber positiv, d. h. er 
geht bei W durch 0 hindurch.' 

Ein Wen d e pun k t ist somit dadurch charakterisiert, da.61 fur 
ihn der 2. Differentialquotient = 0 wird. 

Diese Betrachtungen uber den 2. Differentialquotienten sollen 
noch dadurch erliiutert werden, da.61 wir ihn als Grenzwert von 
Differenzenquotienten definieren, ohne auf den 1. Differentialquotienten 
zuruckgreifen zu mussen. 

Wir gingen beim 1. Difi'erentialquotienten von dem Differenzen
quotienten 

f(x + .dx)-f(x) dy 
-dx dx 

aus. Hieraus konnen wir einen 2. Differenzenquotienten bilden, in
dem wir zu x + dx und x noch je ein .dx hinzufugen, von diesem 
neuen Quotienten den urspriingIichen subtrahieren und die Differenz 
nochmals durch dx dividieren: 

f (x + 2 dx) - f (x + .dx) f (x + .dx) - f (x) 
.dx .dx 

dx 
und das ergibt: 

f(x + 2 .dx) - 2 f(x + .dx) + f(x) d 2 y 
dx2 = .dx2 • 
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Den Ausdruck im Zahler nennt man die 2. Differenz und hezeichnet 
sie mit d 2 y. 

Lassen wir in diesem 2. Differenzenquotienten dx sich der 
d2 y 

Grenze 0 nahern, so erhalten wir konsequenterweise d x2-' 

Aufgaben: 

122. Die Gestalt einer durch ihre Gleichung gegebenen Kurve 
festzustellen. 

Die Gleichung lautet: 

y 3x2 2 x 3 

1)=12-13' 
Es folgt durch Differentiation, die man ausfuhren moge: 

dy _ 6b (x X2) 
(fX--I- T-12 

:~=~l~ (1- 2t)· 
Um festzustellen, ob die Kurve Maxima und Minima hat, setzen 

wir : ~ = 0 und berechnen x: 

:~ wird 0 fur x = 0 und x = l. 

J etzt stellen wir fest, welches V orzeichen 
quotient fur x = 0 und x = I besitzt: 

d2 y 6b 
dx2 -12-' 1. x=O 

der 2. Differential-

d. h. positiv. Also befindet sich im Koordinatenanfangs
punkt, wo x = 0 ist, ein Minimum. 

d2 y 6 b 6 b 
2. x=l dx2=V(1-2)=-V' 

also negativ. Der Stelle x = 1 entspricht ein Maxim um. 

d2 y 
Zur Ermittelung der Wendepunkte wird d x2 = 0 gesetzt, also 

6 b ( 2X) . I 12 1 - -1- = 0 glbt x = 2' 
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D· K b' b . I. W d k Ie urve eSltzt el x = 2 emen en epun t. 

Um die Kurve zu zeichnen, ermitteln wir die zu den verschie
denen x gehOrigen y. Werte. 

y 

Wir setzen in die erste Gleichung als Werte von x ein 0, I, ~ 
und finden: 

_x I-Y 
0

1

0 
I b 

~I~ 
2 I 2 

wo x = 0 ein Minimum, 
1. W x =2 emen endepunkt und 

-,~~~--~~----+---~ o A' x = 1 ein Maximum bedeutet. 
z Die gesuchte Gestalt der 

Fig. 36. Kurve ist nach der Tabelle in 
Fig. 36 gezeichnet. 

123. Fur die Ableitung der Differentialgleichung der elasti
schen Linie, welche Gleichung spater gefunden wird, ist es von 
Wichtigkeit, den Krummungsradius des Kriimmungskreises einer 
Kurve zu kennen. 

y 

Gesucht der Kriimmungsradius e. 

. Fi~. 37. 

In der nebenstehenden Fig. 37 
seien A B und Be zwei unend
Hch kleine, benachbarte Bogenele
mente d seiner beliebigen Kurva, 
die durch die Punkte A, B und 

.,/ C gebe. Durch die Punkte A 
und B lassen sich unendlich viele 
Kreise legen, deren Mittelpunkte 
sich auf der Mittelsenkrechten 
von A B befinden. N ur einer dieser 
Kreise wird auch durch den Punkt 
C gehen. Sein Mittelpunkt ist 
der Schnittpunkt der auf A B und 
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Be errichteten Mittelsenkrechten. Dieser Kreis hat mit der Kurve 
drei unendlich nahe beieinander liegende Punkte A, B und C ge
meinsam, er schmiegt sich also von allen Kreisen am innigsten an 
die Kurve an. Durch ihn kann daher die Kriimmung der Kurve 
gemessen werden. Man nennt ihn den Kriimmungskreis, seinen Ra
dius (! den Kriimmungsradius und seinen Mittelpunkt den Kriim
mungsmittelpunkt.. 

Wir bestimmen nun den Kriimmungsradius (! dieses Kreises 
wie iolgt: Das Bogenelement d s zwischen den Punkten A und B 
war unendlich klein gedacht, die Punkte A und B kann man sich 
deshalb im Fuapunkte der Mittelsenkrechten M DaIs unendlich be
nachbarte Punkte vereinigt denken. Man kann dann die Sehne 
A B als Tangente an den Kriimmungskreis im Punkte D ansprechen. 
Sie bilde mit der X-Achse den Winkel a. Ebenso kann man die 
Sehne Beals Tangente an den Kreis im Punkte E betrachten, die 
mit der X-Achse den Winkel a + d a bildet. Der Winkel, den 
die beiden Tangenten miteinander einschlieaen, ist demnach gleich d a. 
Denselben Winkel finden wir auch (Fig. 37) zwischen den Mittel
senkrechten. 

Der zu diesem Zentriwinkel d a gehOrige Bogenteil kann gleich 
ds d s . 2 + 2 = d s gesetzt werden, da slCh der Bogen ABC von einer 

Geraden nur unendlich wenig unterscheiden soll. 
Es ist nun d s = ~ d a, also 
d s 

(! = da . (I) 

Aus Fig. 38 iolgt: 

ds2 =dx2 +dy2 d.h.ds =V dx2 +dy2 

ds = + dx -V 1 + (~ ~r (II) 

dy 
Ferner ergibt sich: tg a = d x' 

y 

Durch Differentiation dieser Glei- ----J,:=:;::,l!.-----'-----"-. 

chung erhiilt man: 

~_d(dy) 
cos2 a - d x 

_1_ ist gleich 
cos2 a 

x 

Fig. 3S. 
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d(~~) 
d a= d (~;) . cos2 a = ---;-:--~ 

1 + (:~r 
(III) 

Setzt man nunmehr die aus Gleichung II und III fUr d s 
bezw. d a gefundenen 'Verte in Gleichung I ein, so wird: 

_ +dXvl+(~r·[l+c*r] 
Q- d(!~) 

Dividiert man Zahler und N enner mit d x, so wird der N enner 

d (d y ) 
. dx d2 y 

glelch d x = d x2' wahrend im Zahler d x fortrallt. Man er-

hrut als Resultat: 3 

_ + [l+(~rr 
Q- d 2 y 

dx 2 

Bei den folgenden Aufgaben uber Maxima und Minima ver
fahre man nach folgender Regel. Man bilde den ersten Differential
quotienten der betreffenden Funktion und setze diesen gleich O. 
Daraus berechne man x. Nunmehr bilde man den zweiten Differen
tialquotienten und erprobe, ob dieser fur den berechneten Wert von x 
einen positiven bezw. negativen Wert ergiht. Dann hat man fiir 
x ein Minimum, im anderen FaIle ein Maximum. 

124. Fiir welche Werte von x wird die Funktion f (x) = x +! 
x 

ein Maximum bezw. Minimum? 
Die Funktion zeigt fur x = + 1 ein Minimum und fiir x = - 1 

ein Maximum. Wir erhalten namlich: 
1 2 

f' (x) = 1 - 2 und f" (x) = s. x x 

Setzt man 1 - -; = 0, eo wird x = ± 1. Fur x = + 1 wird 
x 

2 
£1/(1)=+2 und fur x=-1 wird f"(-1)=--3 = - 2. 

-1 
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125. Y =x2(a- X)2 

126. Y = (a +x)V a2+x2 
1 
-

127. y=xeX 

128. y=xx 

1 
-

129. y=xx 

130. 
eX 

y = sin x 

fiir I Maximum 

Minimum " 

Maximum 
" 

Minimum 
" 

Minimum 
" 

Maximum 
" I Minimum " 

Maximum " 

a 
x=-

2 

x=a 
a 

x=2 

x=l 
1 

x=
e 

x=e 
11; 

x=-
4 

511; 
x=-

4 
131. Gegeben ist ein Dreieck. In dasselbe ist ein Rechteck 

von grogter Fliiche zu konstruieren und zwar so, d~ die Grund-
lioie des Rechtecks mit der des Dreiecks --------1 
zusammenfiillt und die Ecken des Recht-
ecks auf den Seiten des Dreiecks liegen. 

Die Grundlinie des Dreiecks sei a, It 

seine Hohe h. Die Grundlinie des Recht- j 
ecks sei y, seine Hohe x, dann ist die 
Fliiche S des Rechtecks gleich x . y, worin t===~===:=J 

a; yeine Funktion von x ist. Aus Fig. 39 
findet man: 

Fig. 39. 

y h-x a 
a-=-h' also y= l1(h -x). 

Wir erhalten fiir die Fliiche: 
a a 

S = h (h - x) . x = h (h x - x2). 

Da die Fliiche ein Maximum sein soIl, setzt man: 
dS a h 
dx=h(h-2x)=O d. h. x=2"' 

indem wir den Klammerausdruck h - 2 x = 0 setzen und den kon
a 

stanten Faktor h unberiicksichtigt lassen. Dies diirfen wir tun, 

da das Produkt : (h x - x2) einen grogten Wert annehmen soU, 
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und es hierzu aHein auf den Wert der Klammer ankommt. Bilden 
wir jetzt den zweiten Differentialquotienten, so erhalten wir den 

Wert - 2. Wir erhalten also ein Maximum fiir x = : ' d. h. die 

Flache des Rechtecks wird dann am grog ten sein, wenn wir seine 
Rohe gleich der halben Hohe des Dreiecks wahlen. Die Grund-

linie y = = (h - x) wird entsprechend gleich ; zu wahlen sein. 

132. Ein prismatischer Stab, r der in dem einen Endpunkt A dreh
-0;-M-M~"M~==a==:::::.x::;~n==~ bar befestigt ist und in der Entfer-

"f nung a cm von diesem Endpunkt 
eine Last Q kg tragt, soIl durch 

Fig. 40. eine am anderen Ende angreifende, 
vertikal nach oben wirkende Kraft 

P kg im Gleichgewicht gehalten werden. Das Eigengewicht des 
Stabes, das im Schwerpunkt kOIlzentriert gedacht werden solI, sei 
q kg fiir die Langeneinheit, d. h. fiir 1 em, insgesamt also gleieh 
q. x kg. 

Wie lang mug der Hebelarm x sein, damit das Gewieht P ein 
Minimum ist? 

Zur Berechnung von x wird eine Momentengleichung fiir den 
Punkt A aufgestelIt, d. h. man bestimmt, mit welchem Hebelarm 
das Gewicht P nach oben dreht, mit anderen Worten: man sucht 
sein Drehmoment. Diesem gleich, aber entgegengesetzt geriehtet, 
mussen die Drehmomente der Last Q und des Eigengewichts q. x 
zusammen sein. 

Die Momentengleichung Iautet: P. x = Q . a + q . x. ; 

P = Q . a + q. x (I) 
x 2 

P 11 . M" . 1 Q . a + q 0 so em llllmum sem, a so: - 7 2- = 

x=V2~a . (II) 

Der zweite Differentialquotient gibt: 

-Q.a. (-32)= 2Q.a 
x x S 
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Wenn wir den Wert von x aus II einsetzen, so erhalten wir etwas 
Positives. Fur dieses x mu1i3 also P ein Minimum sein. 

Wir erhalten das kleinste P, wenn wir den gefundenen Wert 
von x in Gleichung I einsetzen: 

p.,"~ V~ + ; V"~.~ V9 .}"+ VQ·~\.& 

P Min = V 2 Q . q . a. 
133. Aus einem kreisrunden Baum-

stamme vom Durcbmesser d solI ein recht
eckiger Balken von gro1i3ter Tragfiihigkeit 
geschnitten werden. 

Diese Tragfiihigkeit hiingt ab vom 
Widerstandsmoment. Dieses Widerstands
moment Wist nach der Festigkeitslehre fur 

x. y2 
einen rechteckigen Querschnitt -6-' Fig. 41. 

2 
N ach ser A ufgabe solI demnach W = x y - ein Maximum 

6 
werden. y ist von x abhiingig, denn nach Fig. 41 ist y2 = d2 _x2, 

also wird W = +(d2 x - x 3). 

Fur die erste Ableitung erhiilt man ~ (d2 - 3 x2). Wenn der 

d2 
konstante Faktor unberucksichtigt bleibt, wird x2 - - = o· also 

3 ' 
d 

x = V 3' Die zweite Ableitung gibt - 6 x, und fUr x den Wert 

6d 
eingesetzt, - V 3' also negativ. Fur diesen Wert wird die Funktion 

ein Maximum, und der Balken erhiilt die gro1i3te Tragfiihigkeit fiir x = ~ 
V3 

und y = d -V~, denn es ist y = v' d2 - x 2 = V d2 _ ~2. HierauB 

X 1 Vi folgt - = ,/- = - = 0,7. 
Y V 2 2 

Man erhiilt fur die Trag£iihigkeit des Balkens das gunstigste 
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Verhiiltnis, wenn sich die Breite zur Hohe wie 5: 7 verhiilt, 

denn ~ ist anniihernd 0,7. 
7 

A 

b 

c 

Fig. 42. 

134. Eine Gerade A'B' trennt 
zwei Geliinde von verschiedener Be
schaffenheit. Auf welchem Wege 
gelangt man in der kiirzesten Zeit 
von Punkt A nach Punkt B, wenn 
die Geschwindigkeit im Geliinde I 
mit VI' im GeHinde II mit v2 an
genom men wird. Die relative Lage 
der Punkte A und B sei durch 
die Gro.@en a, b und c gegeben 
(Fig. 42). Der Weg im Geliinde I 
sei AC, in II CB. 

N h d F I s d s. d d' G . ac er orme v = - 0 er t = - wlr Ie esamtzelt 
t v 

t=AC + CB. 
VI v2 

Nach der Figur ist: A C = V b2 + x2 

CB = V (a - X)2 + c2' 

Es solI also t = Y b2 + x2 + y (a - X)2 + c2 ein Minimum 
VI v 2 

sein. Wir bilden 

fl (t) = ~ . 2 x + ~ . - 2 (a - x) = o. 
VI 2 Yb2+Xll v2 2 V(a - X)2 + c2 

Aus Fig. 42 folgt: 
x A/C 

yb2 + x2 = A C = cos r = sin a und 

a-x B'C. 
y(a - xl + c2 = B C = SIll (i. 

1 1. 1. d d 'b sin a VI Es ist a so - sm a - -- sm (i = 0 un as gl t:. -
~ ~ ~(i ~ 

Dieses Resultat erinnert an das Brechungsgesetz des Lichtes. Das 
Licht wiihlt stets den Weg auf dem es in kiirzester Zeit von einem 
Punkt des einen Mediums zu einem Punkte eines anderen Mediums 
gelangen kann; denn es ist experimentell nachgewiesen, da.@ das 
Verhaltnis der Fortp:flanzungsgeschwindigkeiten - der sogenannte 
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Brechungsexponent n - gleich dem Sinus des einfallenden Strahlea 
dividiert durch den Sinus des gebroebenen Strables ist d. h. 

Vl __ sin a 
--n--.-. 
v2 SIll (J 

135. Ein zylinderformiges Roblgefaa, dessen Inhalt 1 Liter 
betl'agen moge, soIl mit einem Minimum an Matel'ial bei gegebener 
Blechdicke bergestellt werden. Wie groa ist der Radius der Grund
fHicbe zu wahlen? 

Der Mantel und die GrundHache des Zylinders werden wie 
folgt berecbnet. 1st x der Radius der GrundHacbe und y die Rohe 
des Zylinders, so erbalt man fiir die GrundHache den Wert x2 n 
und fiir den Mantel 2 x n y. Der Inhalt des Zylinders ist gegeben 

als x2 n y = 1; hieraus berecbnet sieb y zu -i--. Die MantelHacbe 
x n 

1 2 
wird dann = 2 x. n -2 - =-. 

x n x 
Das erforderlicbe Material ist fiir die GrundHacbe und Mantel. 

Hacbe in Ansatz zu bringen, also fiir 
2 x2n+- . (I) 
x 

Dieser Ausdruck solI ein Minimum werden. Man setzt den ersten 
Differentialquotienten = 0, also 

2 
2xn- 2 =O. (II) 

x 

V~l. Rieraus berecbnet sich x zu ,~ 

Durcb Bildung des zweiten Differentialquotienten iiberzeugt 
4 

man sieh, ob wirklicb ein Minimum vorliegt; man findet 2 n + X S 

Das gibt: 2 n + ~ = 6 n d. b. einen positiven Wert. 

n 
Man erbalt also das Rohlgefii.a mit einem Minimum an Material· 

verbraucb, wenn man den Radius der GrundHii.che gleich VI 
1 Vl 1 und die Rohe = V n setzt, denn n 2 • n;. y n ergibt den Wert 1, 

wie in der Aufgabe gefordert wurde. 
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§ 14. 

Die boberen Diiferentialquotienten. 

In derselben Weise wie wir aus der Funktion y = f (x) den 

1. Differentialquotienten : ~ = fl (x) und aus dieser neuen Funktion 

wieder den zweiten Differentialquotienten bildeten, konnen wir durch 
fortgesetzte Differentiation den dritten, vierten usw. Differential
quotienten hilden. Wir erhalten allgemein den n ten Differential
quotienten fn (x) durch n-malige Anwendung des Differentiations
prozesses. (Vergl. auch Aufgabe 64 u. 65 der Seite 47). 

Ais Erweiterung der frliheren Betrachtungen sollen fiir einen 
Teil der hehandelten Funktionen die hOheren Differentialquotienten 
im folgenden angegeben werden: 

1. y=xnj y/=nxn- 1 j yJJ=n(n_l)xn-2; ... . 
. . . y(n) = n (n - 1) (n - 2) .. . 

AIle folgendell Differentialquotienten werden gleich O. Zum 
Beispiel: 

y=X4; y' = 4x3 ; yJJ = 12 x2 ; ylJJ = 24 Xi yJJIl = 24i 
y/NJI = O. 

2. y=ex; y'=exi yJl = eX; yJJ' = eX 
und aIle folgenden. 

3. y =lnx; 
1 1 III _ 1 2 -3 _ 1 .2 y/ __ • y"=- 2"; - , y - .. x --a-x x x 

JlN _ 1 2 3 - 4 _ 1. 2.3 Y -- ••• x ----4-
X 

4. y=sinxi y'=COSXj yJl=-sinxi y"'=-cosx; 
yU" = sin x. Die Ah-

leitungen kehren periodisch wieder. 

Aufgaben: 

Man hilde die hOheren Differentialquotienten von: 

136. Y = cos x y' .. ? y" ... ? ...• 

137. y = x 7 y' .. ? y" ... ? ... . 

138. y = arc sin x y' .. ? y" ... ? ... . 
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§ 15. 

Partielle Dift'erentialqnotienten. 

Bisher haben wir nur Funktionen e i n er Veranderlichen diffe
rentiiert. Jetzt sei z eine Funktion der beiden Veriinderlichen x und y. 
Man driickt diese Abhiingigkeit des z aus durch die Gleichung: 

z = f(x, y). 

Beispiele ffir solche Abhangigkeiten lassen sich leicht anfiihren: 
Die Geschwindigkeit eines Segelschiffes kann man u. a. als 

eine Funktiol1 der Kraft des Windes und des Winkels ansehen, den 
die Segel mit der Windrichtung bilden. 

Der Druck p eines Gases ist abhangig von der Temperatur t 

und dem Volumen v. Wir schreiben: p = f (t, v). Hiermit wird 
ausgesagt, da~ Anderungen sowohl der Temperatur, als auch des 
Volumens Anderungen von p zur Folge haben. Man hat jedoch 
mehrere Arten von Anderungen zu unterscheiden. Halt man z. B. 
die Temperatur des Gases konstant, so bringen nur Volumande
rungen eine Druckiinderung hervor und umgekehrt. Man kann natiir
Hch auch das Volumen des Gases konstant halten, so da~ nur 
Temperaturiinderungen eine Anderung des Druckes herbeifiihren. 
Man nennt solche Anderungen von p, bei denen die eine unab
hiingige Variable konstant gehalten wird, partielle Anderungen. 

Wir wollen z = f (x, y) solchen partiellen Anderungen unter
werfen. Wir stellen uns vor, dem y werde ein fester Wert beige
legt, so d~ nur x variabel sei, dann wiirde z nur noch eine Funk
tion von x sein. Man kann das Differential und den Differential
quotienten wie bisher definieren. Die Herleitung der Beziehungen 
wollen wir wieder mit Hilfe des Differenzenquotienten ausfiihren. 
Es moge dzx den kleinen Zuwachs des z nach x bedeuten, wenn 
y konstant genommen wird, und dzy den Zuwachs des z nach y, 
wenn x konstant bleibt. Wir haben genau wie friiher die Glei
chungen: 

z = f(x, y) . 

z + dzx=f(x+dx, y) 

Subtrahieren wir I von II, so wird: 

dzx = f(x + dx, y) - f(x, y) 

In genau derselben Weise finden wir: 
dzy = f (x, y + Lly) - f (x, y) 

Kohlrauseh. 6 

(I) 
(II) 

(III) 

(IV) 
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Dividiert man Gleichung III durch dx und Gleichung IV 
durch dy, so erhiilt man die partiel1en Differenzenquotienten: 

dzx ,dzy 

dx una dy' 
Lii13t man dx bezw. dy unendlich klein werden, geht man zur 
Grenze liber, so ergeben sich die partiellen Differentialquotienten, 
die man zum Unterschiede von den gewohnlichen Differential-

. . zh d II z b . h W' hI' d' quotlenten mit (I x un ~ ezelC net. Ir er a ten somIt Ie 

Gleichungen : 
r dzx _ r f (x + dx, y) - f (x, y) II z 
1m dx - 1m dx (Ix (V) 

r dzy _ r f (x, y + dy) - f (x, y) II z 
1m dy - 1m dy (ly (VI) 

Diise partiellen Differentialquotienten werden genau so berechnet 
wie die gewohnlichen, indem man in der Gleichung fiir f (x, y) die 
Variable, welche man nicht andern will, den Differentiationsregeln 
unterwirft, die wir fiir konstante Gro,gen abgeleitet haben. 

Aufgaben: 

139. z = f (x, y) = 3ax3 + 4 bxy + 2cy2 

llz _ 2 + b + (k ) ]X - 9 a x 4. Y 0 Y onstant 

lJz -wy = 0 + 4 bx + 4cy (x konstant) 

140. z = f (x, y) = sin x + cos y 
llz ax = cos x + 0 (y konstant) 

~~ = 0 + (-siny) (x konstant) 

.Andern wir jetzt in der Gleichung z = f (x, y) die beiden Un
abhiingigen x und y gleichzeitig um dx bezw. dy. so iindert sich 
z um dz; diese .Anderung nennt man eine totale. 

Wir erhalten: 
z = f(x, y) . . 

z + dz = f(x + dx, y+ dy) 
Aus beiden Gleichungen folgt: 

dz = f(x + dx, Y + dy) - f (x, y) 

(1) 
(2) 

(3) 
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Subtrahiert und addiert man auf der rechten Seite der Glei
chung 3, 

f(x, y + dy), 
so erhiilt man: 

dz = f (x + L1x, y + L1y) - f (x, y + L1y) 
+ f (x, y + dy) - f (x, y). 

Hierfiir kann man auch schreiben: 

dz = f (x + dx, y + ~~ - f (x, y + dy) . dx 

+ f (x, y + dy) - f (x, y) d 

dy .oy . (4) 

Lassen wir in dieser Gleichung L1x und dy sich der Grenze 
Nun niihern, so erhalten wir auf der linken Seite d z, das wir als 
das totale Differential bezeichnen wollen. Es wird: 

dz=lim f(x+dx,y+L1y)-f(x,y+dy) .dx 
.1x=o L1x 

+ lim f ex, y + £ly) - f (x, y) d 

.1y=O dy .oy .. (5) 

Das zweite Glied der rechten Seite dieser Gleichung bedeutet, 
wie wir durch Vergleich mit Gleichung VI feststellen konnen, das 
partielle Differential d zx, das wir erhalten, indem wir Gleichung VI 
entsprechend auf folgende Form brillgen: 

1· d _ d _ l' f (x, y + £ly) - f (x, y) d - ~~ d' (VI') 
1m LI Zy - Zy - 1m dy . LI Y - lJ y Y 

Die Gleichung V wollen wir in derselben Weise schreiben: 

I· d _ d -I' f (x + £lx, y) - f (x, y) d _ a z d (VI) 
ImLlZx- zx- 1m dx .LlX- ax x 

Vergleichen wir das erate GUed der rechten Seite in Gleichung 5 
mit VI, so sehen wir, daia an Stelle von y in Gleichung 5 iiberall 
y + dy geschrieben steht, dag sonst aber die Ausdriicke vollig 
gleich erscheinen. Wir wollen y + dy = Yl schreiben und werden 
sagen: 

Die Gleichung VI bedeutet die partielle Ableitung der Funk
tion z = f (x, y) unter der Voraussetzung, daia y konstant gehalten 
wird, und das erste Glied der rechten Seite in Gleichung 5 bedeutet 
die partielle Ableitung der Funktion f (x, Yl)' wenn Yl konstant ge
halten wird. 

6* 
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Die beiden Funktionen £ (x, y) und f (x, Y1) unterscheiden sich 
nur unendlich wenig voneinander, weil Y1 um die sehr kleine Groae 
dy von y verschieden ist. Wir werden also nur einen sehr kleinen 
Fehler begehen, wenn wir in den partiellen Ableitungen die k 0 n· 
s tan ten y und Y1 einander gleich setzen. 

Wir schreiben dann Gleichung 5 in der neuen Form: 
3 z 3 z 

dZ=1)xdx+]ydy,. • (6) 

d. h. das totale Differential einer Funktionmitmehreren 
Variablen ist gleich der Sum me der partiellen Differentiale. 

Fiir dz = 0 wird aus Gleichung 6: 
dy __ 8z /8z 
dx - f;lx 8y . . (7) 

Das totale Differential der A ufgaben 139 und 140 wird entsprechend: 
dz =(9ax2 +4by)dx+(4bx+4cy)dy 
dz = cos xdx - sin ydy. 

In genau derselben Weise wird man verfahren, wenn z als 
Funktion einer beliebigen Anzahl von unabhangigen Varia bIen ge
geben ist. 1st z = f (x, y, u, v, w ... ), so wird: 

_8z 8z 8z -L8z BZd 
dz- 8x dx + 8ydy+audu I ClVdv+Bw w ... 

Wie wir £ur die Funktion y = f (x) Maxima oder Minima der 
Funktion aufsuchen konnten, so konnen wir genau in derselben 
Weise auch fiir eine Funktion mit mehreren Varia bIen z. B. fur 
z = "" (x, y) Maxima oder Minima bestimmen. r Wahrend jedoch y = 

f(x) oder, wie wir nach 

I 
§ 1 auch schreiben kODnen, 
f (x, y) = 0 durch eine 

y Kurve mit den Koordinaten 

Fig. 413. 

x und y geometrisch ge-
deutet werden konnte, 
werden wir die Funktion 
z = 1/1 (x, y) oder 1./J (x, y, z) 
= 0 als Flache im Raum 
mit den Koordinaten x, y 
und z anzusehen haben. In 

X Fig. 43 sei eine solche 
Fliiche dargestellt. 
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Durch den Punkt P sind zwei Ebenen gelegt, beide senkrecht 
zur X Y - Ebene, die eine parallel zur X -Achse - sie schneidet 
un sere Flache in der Kurve C P D -, die andere parallel zur 
Y - Achse - sie schneidet die 
Flache in der Kurve A P B. 
Die Koordinaten des Punktes P 
seien Xl' Yl' zl' Nehmen wir 
auf der Kurve APB einen Punkt 
Q an, der natiirlich auch ein 
Punkt unserer Flache ist, und 
sind seine Koordinaten x, Y und 
z, 80 wird man nach friiheren 
Betrachtungen die Koordinaten 
von P auch X, Y + .d Y und 
z + d z schreiben, indem man 

z 

Fig. 44. 

die Differenz der Entfernungen klein nimmt. Die Ordinate X mu~ 
dieselbe bleiben, weil wir uns auf einer Kurve parallel zur Y-Achse 
fortbewegen miissen, um von Q nach P zu gelangen. Wir konnen 
uns die Ebene A P B herausgelegt denken und betrachten jetzt Fig. 44. 

Verbinden wir P mit Q durch eine Sehne, so erhalten wir fUr 

den Winkel (J unserer Sehne die Gleichung: tg (J = ~;. 
Wir verfahren nunmehr genau wie in § 8. Wir lassen den 

Punkt Q immer mehr oach P heranriicken, so da~ die Sehne 
schlie~lich in die Tangente iibergeht, wenn .d Y und .d z sich der 

Grenze 0 nahern. 'Vir erhalten dann tg 'C = :;. 

Wir schreiben jedoch zum Kennzeichen, da~ z auch noch nach 

X differentiiert werden kann, ~;, denn wir konnen diesel be Be

tracbtung wiederholen, indem wir auf der Kurve C P D einen Punkt S 
(vergl. Fig. 43) annebmen und ibn schlie~licb P unendlich benach
bart werden lassen. Fiir diese neue Tangente wiirde Y konstant sein, 

und wir wiirden den partiellen Differentialquotienten ~ = erhalten. 

Wir konnen also die partielhin Differentialquotienten ~ ; 
llz 

und (j X definieren als die trigonometrischen Tangenten derjenigen 
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Geraden, die wir in P tangential an die Kurve A P B bezw. C P D 
_vz -!-8z 

gelegt haben. Das totale Differential d z - 8 y d Y I II x d x 

wurden wir als die Ebene zu betrachten haben, die wir so durch 
P legen konnen, daa die beiden Tangenten in ihr verlaufen. 

Wir haben nun in der Figur den Punkt P so gewahlt, daB 
die trigonometrischen Tangenten beide in P gleich 0 werden. 

Die partiellen Differentialquotienten sind somit ebenfalls gleich 0 
zu setzen, also wird auch das totale Differential = 0 sein. 

Der Punkt P wird somit ein Maximum bezw. Minimum unserer 
Flache z = f (x, y) darzustellen haben, weil fur ihn die partiellen 
Differentialquotienten gleich 0 werden. Die Figur zeigt an, daB 
wir es mit einem Maximalpunkt der Flache zu tun haben. 

Auf gab e 141. 

In einem Fernsprechamt sind 3 Reihen Vielfachumschalter
schranke in den Abstanden von 5 m und 8 m aufgestellt. Zur Speisung 

E= 
2-'11/0/1 

II 
"2 

I 

l2 
"2 

Fig. 45. 

der in jeder Schrankreihe befind
lichen 500 Gluhlampen mit 
einem Stromverbrauch von je 
0,08 Ampere dient die in einer 
Entfernung von 10 m von der 
ersten Schrankreihe aufgestellte 
Sammlerbatterie von 24 Volt. 
Wie mussen die Querschnitte 
der Verteilungsleitungen, deren 
Langen 11, 12 und Is sind, be

messen werden, wenn der Kupferverbrauch ein Minimum sein soIl, 
und wenn der Spannungsabfall bis zur Ietzten Schrankreihe nicht 
mehr als 2 % der normalen Batteriespannung betragen darf? 

Los un g: Es solI der Materialverbruuch d. h. das Material
volumen 

(I) 
ein Minimum sein. Dabei bedeuten ql' q2 und qa die gesuchten 
Querschnitte der Kupferleitungen von der Lange Ii' 12 und Is. 

·Wir berechnen zuniichst den Spannungsabfall nach dem Ohm
I 

schen Gesetz E = J. W = J. - (!, wo !! als spezifischer Widerstand 
q 
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1 
fur Kupfer = 60 zu setzen ist. Die in den einzeInen Leiterteilen 

11, la und 13 fIie~enden Stromstarken seien it, ia und i3. Wir 
schreiben fur J . W: 

i1 11 + i2 ]2 + is Is 
-Q -Q -Q' 

q1 qa qa 
Dies solI gIeich 2 % del' NormaIspannung von 24 Volt sein, also 

= 2;:04 = 0,48. Die Gleichung lautet: 

( i1 11 I ia 12 + i3 Is) Q -T- - =0,:18 
q1 q2 qa 

(II) 

Das Volumen V der Gleichung (I) soIl laut Aufgabe ein 
Minimum werden, es mu~ also del' erste DifferentiaIquotient von V 
= ° gesetzt werden. Nun ist aber V eine Funktion der 3 Variablen 
q1' qa und qs, wir werden somit V partiell nach diesen 3 Variablen 
zu differentiieren haben. Wir erhalten das totale Differential: 

'iJV av BV 
d V = ~ d ql +~ d q2 + -<;1- d qg . 

uq1 uqa uq3 
(III) 

Dieser Ausdruck kann nul' dann gleich ° werden, wenn die 

. II D'/!!.' . l' 'iJ V B V d B V . d 1 . h partIe en luerentIa quotlenten ~, -<;1- un -<;1- Je er g CIC ° 
uq1 uqa uqs 

werden, denn die DifferentiaIe d q1' d qa und dqa sind zwar sehr 
kleine Gro.r~en, abel' durchaus von 0 verschieden. ,Waren die drei 
Veranderlichen q1' q2 und qs voneinander unabhangig, so wurde 
man jedes Glied des A usdrucks einfach gleich ° zu setzen haben. 
In un serer Aufgabe sind jedoch die Variablen voneinander ab
hangig, und zwar sind sie durch die Gleichung II miteinander ver
bunden. Dem mussen wir durch Einfuhrung einer Hilfsgri:i~e 

Rechnung tragen. die diese Abhangigkeit del' drei Variablen umfa~t. 
Wir schreiben Gleichung II in folgender Form: 

cP = Q (11 i1 + la ia + Is is) _ 0,48 = ° . (IV) 
ql qa qs 

Diese Funktionsgro~e cp. deren Wert = ° ist, Mnnen wir mit 
A. multiplizieren, ohne ihren Wert zu andel'll. Die neue Funktion 
A. cp, in del' A. del' noch zu bestimmende Abhangigkeitsiaktor del' 
drei Gro~en qt' qg und qa bedeutet, kann zu V addiert werden, 
ohne den Wert von V zu verandern. Diese neue Funktion: 

V+},(P 
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setzen wir gleich F. Da rp = 0, wird 
dF=dV 

zu setzen sein. Wir schreiben Gleichung III nun in del' Form: 
lJF . l)F lJF 
l) ql d ql + l) qg d q2 + l:l qa d qa 

=lJV+).lJrpd + 8V+)'lJPd + 8V+).l)tpd_0 (V) 
lJq1 ql l)q2 qg lJqa qa-

Jetzt konnen wir jeden del' drei partiellen Differentialquotienten 
= 0 setzen. 

lJV+).l)rp -0' liV+).Stp -0' l1V+Al1tp_O 
a~ -, l)~ -, 11~ -. 

Differentiieren wir Gleichung I partiell nach ql' indem wir qa 
'i)V 

und qa zuniichst als konstant betrachten, so folgt: 1lql = 11' Aus 

fJV 
derselben Gleichung foIgt nach demselben Verfahren ~ =]2 und 

uq2 
'iJV 
8qa = Is· 

Wir differentiieren nunmehr die mit A multiplizierte Gleichung 
IV zuerst nach q1' indem q2 und qa als konstant angesehen werden. 
Man erhiilt: 

und entsprechend: 

).fJ ct = _ A e 12 ~2 
l1q2 q2 

und 

Fur die drei partiellen Differentialquotienten schreiben wir nun: 

4 ~ 12i2 ~~ 11 - ;, e -2 = 0; ]2 - l e -2- = 0; la - ;, (! -2 = o. 
ql q2 qa 

Wir erhalten hieraus: 

ql = VA(Jil 

qg = VAe i2 

qa =V le i3 

(VI) 

(VII) 
(VIII) 

Zu diesen 3 Gleichungen mit 4 Unbekannten tritt dann noch 
als Gleichung IX: 

e (11 i1 + 12 i2 + 13 i3) _ 0,48 = O. . (IX) 
ql qg qg 



§ 15. Partielle Differentialquotienten. 89 

Wir eliminieren jetzt den Wert vT der Gleichungen VI bis 
VIII, indem wir ihn aus VI durch q1' (! und it ausdriicken. Wir 

2 

erhalten : l = ~. 
(! 11 

Diesen Wert in VII und VIII eingesetzt, erhiilt man: 

V'i; Vi; q2 = q1 ;- und qa = q1 ;-. 
11 11 

Diese Werte werden in Gleichung IX eingesetzt und man er· 
baIt nach Umformung: 

qt = _Q- V~ (11 V~ + 12 Vi; + la vi;) 
0,48 

q~ = q1 V~ = 0,~8 vi; (I1 V~ + 12 Vi; + Is V~) 
qs = q1 1 /~ = -.L4 V~ (11 l/i~ + 12 vi; + Is V~). V 11 0, ~ 

Die Zahlenrechnung ergibt: 

1 
q1 = 60 . 0,48 V 1500.0,08 X 

(20 V 1500.0,08 + 10 V 1000.0,08 + 16 V 500.0,08) = 156 mm2 

(= 409,78) 
1 

qa = 60 . 0,48 V 1000 . 0,08 X 

) = 127mm2 
1 /---=---=---::--:---:-

qa = 60 . 0,48 V 500 .0,08 X 

) = 90mm2• 

Das Minimum an Materialvolumen ist dann: 

V = 2000 . 1,56 + 1000. 1,27 + 1600.0,9 = 5830 coos. 

Da das spezifische Gewicht des Kupfers 8,9 betriigt, so wiirden: 

51887 g = 51,887 kg 

im Minimum den Verbrauch an Kupfer darstellen. 
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3. K a pit e 1. 

Integralrechnnng. 

§ 16. 

Grundbegriffe. 

In der Differentialrechnung haben wir die Regein kennen ge
lernt, zu einer gegebenen Funktion f (x) den Differentialquotienten 
fl (x) zu bilden. Er war selbst wieder eine Funktion von x. Wir 
wollen jetzt umgekehrt zu einem ge g e ben en Differential die ur· 
spriingliche Funktion - den Ursprung - suchen. Dies ist Auf
gabe der Integralrechnung. 

So kann man beispielsweise mit Hilfe der Integralrechnung die 
Flache berechnell, die wir uns im § 7 Fig. 21, Seite 31 in beliebig 
viele Streifen zerlegt dachten. Den gesuchten FliicheninhaIt findet 
man durch Addition siimtIicher Rechtecke. Die Fliiche des einzelnen 
Rechtecks bezeichneten wir mit h. ds. Wollen wir demnach um
gekehrt zu dies em gegebenen Differential die urspriingliche Funktion, 
d. h. die gesamte Flache ermitteln, so ist das Sache der Integral
rechnung, die hier nichts anderes, als eine Summierung sehr kleiner 
Fliichenteilcheu zur Gesamtfliiche bedeutet. Die nahere Ausfiihrung 
findet sich spater. 

Wir sagen: Die Integration ist die dem Differentiieren entgegen
gesetzte Rechnungsart iihnlich wie das Radizieren dem Potenzieren. 
Die Integralrechnung ist die Umkehrung der Differentialrechnung. 

Es sei das Differential f (x) d x gegeben j gesucht wird eine 
Funktion F (x), die differentiiert f (x) d x ergibt. Unter f (x) mage 
die Ahleitung von F (x) gemeint sein. Man setzt nicht fl (x), f" (x), 
sondel'll allgemein f (x) im Differential. Wir wissen aus den friiheren 
Betrachtungen, da~ eine Funktion y = x2 differentiiert den Wert 2 x d x 
ergibt. 1st uns jetzt umgekehrt das Differential 2 x d x gegeben, und wird 
die urspriingliche Funktion gesucht, so sagen wir, die Losung wird durch 

Integration von 2 x d x gefunden. Man schreibt J 2 x d X. Wir kennen 

die Losung bereits, schreiben also J 2 x d x = X2, weil d (X2) den 

Wert 2 x d x ergibt. 
Diese Losung ist aber unvollstiindig, wie im folgenden gezeigt 

wird. Wir betrachten die Funktion y = x2 + 5 j ihre Differentiation 
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ergibt auch den Wert 2 x d x. trberhaupt jedes x2 - vermehrt um 
eine beliebige Konstan te C - ergibt differentiiert 2 x d x, da das 
Differential einer Konstanten GroL\e 0 ist. Somit kann die Inte
gration von 2 x d x nicht eindeutig x2 ergeben, vielmehr ist der Losung 
stets eine Konstante C hinzuzufiigen, so daL\ 12 x d x = x2 + C zu 

setzen ist. 

Man schreibt allgemein I f (x) d x = F (x) + C und sagt, die 
Integration eines Differentials gibt unendlich viele :Funktionen als 
Losung, die sich aIle nur durch den Wert der Konstanten von
einander unterscheiden. Wegen der Willkiirlichkeit von C ist das 
so gebildete Integral F (x) + C unbestimmt und heiL\t deshalb un
bestimmtes oder allgemeines Integral. 

Man hat eine ausreichende Probe dafftr, ob man eine gegebene 
Differentialfunktion richtig integriert hat, indem man die Losung 
nachtraglich differentiiert. Es ist ferner leicht einzusehen, daL\ fiir 
die Integralrechnung die Lehrsatze der Differentialrechnung maL\
gebend sein werden, und daL\ man mit ihrer Hilfe die Grundformeln 
der Integralrechnung abzuleiten hat. 

§ 17. 

Grundformeln. 

Die Betrachtungen des § 16 erschlieL\en unmittelbar zwei Satze: 

1. J a f(x) dx = a/f(~) dx. 

Ein unter dem Integralzeichen stehender kon
stanter Faktor kann vor das Integralzeichen gesetzt 
we r den. Zum Beweise wird die rechte Seite difierentiiert, sie ergibt: 

d (a/f (x) dx) = ad Jf (x) dx. 

Man vergleiche § 9 - 3 - Seite 39. 

In dieser Losung stehen Differential- und Integralzeichen zu
sammen, es soU also f (x) d x sowohl differentiiert wie integriert 
werden. N ach der Definition der Integralrechnung als der dem 
Differentiieren entgegengesetzten Rechnungsart folgt: 

Differentiationszeichen und Integralzeichen, in der Form d f 
gesetzt, heben einander auf. 
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Wir setzen somit: ad j f (x) d x = a f (x) d x, was bewiesen 
werden solIte. 

2. j{f1 (x)+fa(x)+fs (x) .. }dx 

= j f1 (x) d x + j f2 (x) d x + j fs (x) d x. 

D a sIn t e g r a lei n e r Sum m e i s t g lei c h d era I g e b r a
ischen Summe der In tegrale der ein zein en Summanden. 

Beweis: Man differentiiert die rechte Seite: 

d ff1 (x) dx + dff2 (x)dx + djfs (x) dx .. 

= f1 (x) d x + fa (x) d x + f3 (x) d x .. 
Dasselbe gilt fiir das Integral einer Differenz . 

. § 18. 

Fundamentalintegrale. 

Aus der abgeleiteten Differentialformel 
d (xm + 1) = (m + 1) xm dx 

ergibt sich durch Integration: 

xm+ 1 =j(m+l)xmdx 
oder m + 1 als Konstante vor das Integralzeichen gesetzt: 

xm + 1 = (m + 1) j xm d x daraus folgt: 

J xm+l 
xmdx=~--+C. 

m+l 
Man erhii.lt das Integral einer Potenz, indem man 

den Exponenten um 1 vermehrt und die so erweiterte 
Potenz durch den erweiterten Exponenten dividiert. 

Entsprechend ist: 

1. Ja xm d x = aJxm d x = a xm :=-=- + C. 
m+l 

Diese Formel wird nur fur m = - 1 unbrauchbar, weil das 
xO 

Integral von x-l d x den Wert 0' d. h. 00 + C ergeben wiirde. 

Man schreibt deshalb x- 1 in der Form .-!:.. und findet: 
x 

2. J d: = In x + C, denn das Differential von In x + C er-
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gibt 
dx -. 
x 

Von der Richtigkeit der folgenden Integrale iiberzeugt man 
sich leicht durch Differentiation der recbten Seiten unter Benutzung 
der am Schlug des Buches zusammengestellten Differentiations
formeln. 

7. 

xdx 
dx+ 1"a+x2 

x+ 1"a+x2 

J aX 
axdx = -+0. 

In a 

dx 

1"a+ x2 

Es ist d(aX)=axlnadx, also ax=Jaxlnadx=Inafaxdx 

und daraus folgt: J aX 
axdx =--+ C. 

Ina 

1st a = e, also In e = 1, so folgt: 

8. Jexdx = eX + C 

9. Jsinxdx= - cosx+C 

10. Jcosxdx = sin x + C 

11. !~-:- = - ctgx + C sm x 

12. ! d~ =tgx+C 
cos x 

13. !tgx.dx=-lncosx+C, denn 

/ t x dx =/sinxdx =/_ d (cos x) =_/d cos x 
g cos x cos x cos x 
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Unter dem Integralzeichen steht im Zahler das Differential des Nenners. 

Unter Benutzung der Formel 2, nach der J dxx = In x + 0 ist, 

erhiilt man Jd (cosx) = In cos x + O. 
cos x 

14. fctg x dx = In sin x + 0, denn 

J J
cosxdx Jd sinx . 

ctgxdx= . = -. -=lnslllx+O. 
sm x sm x 

J ~ x = In tg ~ + O. 
sm x 2 

15. 

S . . x x . d 
etzt man: sm x = 2 sm 2 cos 2' so Wlr 

J s~xx =/ . ~x x =J dx 1leo,s !. 
2 sm 2" cos 2 2 sm 2 cos 2 

indem man Zahler und Nenner durch C082 ; dividiert. 

Man ersetzt d x durch 2 d; und erhiilt: 

J d-U:" ~ 
tg-2-

x 
1m Ziihler steht das Differential des N enners, also = In tg 2 + O. 

16. J dx (11: x) ~=ln tg ~+- +0. 
cosx 4 2 

{nach Formel 15). 

*) Vergl. Nr. 26 der Trigonometrischen Formeln. 

E . Jdx S 1st --
cos x 
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Die soeben gegebenen Fundamentalintegrale sind zum gro~ten 
Teil U mkehrungen der Fundamental£ormeln fur die Differentiation. 

Raben wir irgend eine Funktion zu integrieren, so kommt es 
darauf an, ihr eine solche Form zu geben oder sie dUl'ch eine 
andere so zu ersetzen, da~ sie in der Form eines Fundamental
integrals erscheint. Allgemeine Regeln lassen sich nicht aufstellen, 
man wird viel£ach aufs Probieren angewiesen sein. 

Zuniichst sei eine Reihe von Au £ gab e n gestellt, die ohne 
weiteres aus den Fundamentalintegralen ihre Losung finden. 

142. ! d x = x + C. 

143. j t d t = ~ + c. 

144. j w2 d w = ~3 + c. 

145. ! 5 x4 d x = x5 + c. 
146. ! cos x d x = sin x + c. 
147. !ezdz=ez+C. 

148. ! 6 a xl'> d x = a x 6 + C. 

149. j~;= jx-Sdx=- 2~2+C. 

150. jVxdX= jx+ dx =! x~x +C. 

151. - = x 3 d x = - V x 2 + C. f dx f -~ 3 ~/-
~x 2 

152. ! 15 x 2 d x = 5 x 3 + c. 
a a 

153 j 18 a x 3 d _ 9 a X4 + c 
• 5 b x - 10 b . 

j dy -
154. 2 Vy =VY + C. 

155. jVaydy=: yVay+C. 

156. j 4a a 
-dx=--+C. 
x 5 X4 
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157. f(6X5-8XS +X- ~+:5)dx 
6 4 -I-- x2 1 1 + 0 =X -2x -- nx--

I 2 x4 ' 

158. f (m cos x - n sin x) d x = m sin x + n cos x + c. 
159. f(dX_ 3dX)·=lnx_3tgx+C. 

x cos 2 x 

160. f cos P cos l/J d P = cos l/J sin cp + o. 
161. fsinxdX=_cosx+O. 

cosl! a cos2 a 

162. f sin ad' + 0 --2 - X = sm a tg x . 
cos x 

Raben die Funktionen eine weniger einfache Form als in den 
gesteHten Ubungsaufgaben, so wird man eine Umformung oder 
dergl. vornehmen mussen. Fur diesen Zweck gibt es eine Reihe 
praktischer Methoden, von denen die wichtigsten im folgenden er
liiutert werden. 

§ 19. 
I. lIethode der Zerlegung. 

Sie besteht in der Zerlegung einer Funktion in eine Summe 
oder Differenz von Funktionen und ist immer anwendbar bei der 
Integration ganzer Funktionen. 

Beispiele: 1. f (5 x3 + 2 x2 - 3 x + 6) d x 

= f 5 X S d x + f 2 x2 d x - f 3 x d x + f 6 d x 

= 5 f x3 d x + 2 f x 2 d x - 3 f x d x + 6 f d x 

= 5 X4 + 2 x3 _ 3 x2 +6x +0. 
432 

Es geniigt hier, nur eine Konstante zu setzen, da sicb die zu 
den einzelnen Gliedern gehOrigen Konstanten zu einer einzigen 
addieren lassen. 

J d x J (sin2 x + cos2 x) d x 
2. sina x cos2 x - sin2 x cos2 x 

= ! CO:2 x + sin~ x) d x = !CO!2X
x + ! Si!:X 

= tg x - ctg x + C. (Nach Formel 11 und 12 Seite 93.) 
Diese Umformung ist gestattet, weil sin2 x + cos2 X = 1 ist. 
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§ 20. 

II. Methode der Substitution. 

Man bringt d urch Einfiihrung einer neuen Veranderlichen die 
zu integrierende Funktion auf eine einfaehere Form. 

1. f~b-' Wir setzen fUr a + b x eine neue Veriinder
a+ x 

Hehe y, dann wird y - a = b x oder 
y-a 1 

x=-b- oder dx= b· dy. 

Wir erhalten 

J~ dy lfd T 1 1 
-y- = 1) -i-=1)ln y +C=1)ln(a+ bx)+C. 

2. Jil (a x + b)n d x a x + b = y a d x = d Y 

f n 1 1/ n = ym. ady =-; yWdy. 

1 
dx=-dy. 

a 

~+1 m -~~--c 
=~.~+C=~.V(ax+b)n+m +C 

a .!::+ 1 a ~ + 1 
m m 

3. fSin(ax+b)dx ax+b=y dx= d: 

= ~fsin y d Y = ~.(-eosy)+C= -~eos (ax + b) +C. 
a a a 

Das Integral f sin (a x + b) d x unterscheidet sieh von einem 

sofort zu integrierenden Integralf sin (a x + b) . d (a x + b) nur da
durch, da~ unter dem Differentialzeichen x statt a x + b steht. 

Nun kann man fiir d x den Wert d (a x + b) setzen, denn wir 
a 

sahen d x = 2 = d (a x + b) und erhalten: 
a a 

fSin (a x + b) d (a: + b) = ~JSin (a x + b) d (a x + b) 

Kohlrausch. 7 
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1 
= --cos(ax+ b) + C. 

a 
Man vermag bei einiger Ubung auch ohne neue Veranderliche 

auszukommen. 

4. femxd x =~remx d(:x) = ~femxd(mx) 

5. 

1 
=-emx+C. 

m 

Man setzt fur x d x = ~ . 2 x d x 

2 x d x = d (a2 + xl!) 1/ 2XdX 1 --- =-.2Va2+x2+C=Vall+x2+C 

2 Va
2 

+X2 (2 Siehe: ) 

f~~=2{X . 

f dx . sin 2 x 
6. smxcosx=--2-

sin2 x C082 x 
• ! 2 (sin 2 X)2 sin2 (2 x) 

sm x cos x = 4 = --4--

fSin~ ~ x) = 2 fSi:2~; x) = - 2 ctg (2 x) + C 
4 (S. 33. Formel 11.) 

Vergleiche § 19 Beispiel 2. Die beiden Resultate brauchen 
nicht notwendig iibereinzustimmen, sie konnten sich durch eine 
Konstante unterscheiden. In diesem FaIle stimmen sie iiberein, 

denn tg (2 x) ist = 1 2 tg ~ , also 
-tgx 

1 - tg2 X 1 (1 tg2 X) 1 ctg(2x)=----=- --- =-(ctgx-tgx) 
2tgx 2 tgx tgx 2 

oder 2 ctg (2 x) = ctg x - tg x 
und - 2 ctg (2 x) = tg x - ctg x 
des Beispiels 2 in § 19. 

Man suche nach der Substitutionsmethode die folgenden Auf
gaben zu losen: 

dx- dy 
- b 
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164:. 

165. 

166. 

167. 

168. 

169. 

§ 21. 

III. Methode der teilweisen Integration. 

Bezeichnen u und v zwei beliebige Funktionen von x, so gilt 
fur die Differentiation eines Produkts u. v die Beziehung: 

d (u . v) = u d v + v d u. 
Wir integrieren und linden: 

u.v=/udv+/vdu 

oder / u d v = u . v - / v d u. 

Setzt man den eineo Faktor eines zu integrierenden Produktes 
(und als Produkt lii.Bt sich jede Differential£unktion auffassen) 
gleich u, den anderen gleich d v, und bildet v und d u, so kann 
man die Gro.Ben nach der obigen Gleichung zusammenfassen. 

Man hat die Integration geleistet, sobald man d v und v d u 
zu integrieren vermag. Fur die niihere Ausfiihrung sollen die fol
genden Beispiele dienen: 

1. / x sin x d x u=x 
dv= sin x d x 

du=dx 
v= -'- cos x 

7* 
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Jxsinxdx= -xcosx-J(- cosx)dx 

=-xcosx+ Jcosxdx=- xcosx+ sinx + C 

= sin x - x cos x + C 

2. Jxcosxdx=cosx+xsinx+C 

3. Jln x dx Inx=u 

dx= dv 

JXdX 
= xlnx- -x-

1 
du=-dx 

x 
v=x 

J In x d x = x In x - x + C = x (In x - 1) + C 

4. Jx eX d x x=u du=dx 
exdx=dv v=el' 

=xex-Jexdx 
= x eX - eX + C = eX (x - 1) + C 

x2 =u 
eXdx=dv 

J x2 eX d x = x2 eX - J 2 x eX d x 

dU=2xdx 

Dieses Integral wird nun wieder nach der Methode der teil
weisen Integration behandelt (siehe Beispiel 4). 

J x2 eX d x = x 2 eX - 2 x eX + 2 eX + C = eX (x2 - 2 x + 2) + c. 

§ 22. 

Bestimmte Integrale. 

In den bisherigen Betrachtungen unbestimmter Integrale liea 
sich die Losung alIer Aufgaben zwar bis zu einem gewissen Grade 
durchfiihren. Gleichwohl blieb in letzter Linie immer noch die Be
stimmung der Konstanten C eine offene Frage. Fiir die Losung 
praktischer Aufgaben wird man jedoch verlangen miissen, daa die 
Integralrechnung von dieser Unbestimmtheit befreit wird. Wir 
werden uns somit die Frage vorlegen, wann wird das unbestimmte 
Integral einen bestimmten, fest umgrenzten Wert annehmen? Die 
Antwort kann nur in der Bestimmung des Wertes jener Kon
stanten C bestehen. 
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An einem Beispiel wird man leichter die weitere Betrachtung 
durchfiihren konnen. In Fig. 17 des § 7 wurde der yom Eisen
bahnzuge zuriickgelegte Weg durch eine Fliiche dargestellt. Wir 
wilrden umgekehrt durch Ermittelung des Fliicheninhalts den zuriick
gelegten Weg ermitteln konnen. Wiihrend dies fiir den Fall der 
gleichformigen Bewegung unschwer erfolgt - der Weg ist gleich 
dem Produkt aus Grundlinie mal Hohe des Rechtecks -, so er
geben sich fiir den Fall der ungleichmii~ig verzogerten Bewegung 
Schwierigkeiten, wie Fig. 19 in § 7 erkennen la13t; denn wir sollen 
eine Fliiche herechnen, die hegrenzt wird durch die Kurve, die 
X-Achse und die Ordinaten Vo und V6' 

Wir den ken uns die Fliiche in kleine Streifen zerlegt und fassen 
diese als Rechtecke auf. Addieren wir den Inhalt dieser Rechtecke, 
so erhalten wir fiir die zu bestimmende 
Fliiche einen angeniihert richtigen Wert, y 

der sich von dem wirklichen Wert nur 
um die Summe der schraffierten Dreiecke 
der Fig. 19 unterscheidet. Der Fehler 
wird um so kleiner, je gro~er wir die 
Anzahl der Streifen wahlen. Wenn wir 
die Streifenelemente beziiglich ihrer Breite 
sich der Grenze 0 niihern lassen, wird 
auch der Fehler der Additionsrechnung 
sich der Grenze 0 niihern. 

x 
t 

Fig. is. 

Die Ordinaten stellen die Gro~e der jeweiligen Geschwindigkeit 
dar, sie sind ohne Zweifel Funktionen der Zeit t. Wir setzen des
halb fiir Yo' Vl' v:i ... f(to), f(t1), f(ta) . . . 

Die Kurve selhst ist eine Kurve der Geschwindigkeit des 
Zuges und wird sich als Gleichung in der Form darstellen v = f (t). 
In Fig. 46 seien n + 1 Ordinaten gezeichnet, ihre Fu~punkte 
seien 0, 1, 2 .... his n, die Ahszissen dieser Punkte sind dann 
to, t1, ta . . . . . bis t. Die gesuchte Fliiche S wird berechnet zu: 

S = f(tO)(t1 - to) + f(t1)(t2 - t1) + ..... + f(tn-l)(t - tn-I). (I) 

Um den genauen Wert unserer Fliiche zu erhalten, miissen 
die Differenzen t1 - to' ta - tl .... , sich der Grenze 0 nahern, 
wir schreiben sie dann als Differentiale und zwar: 

tl - to = d to; ta - t1 = d t1 .... t - tn-l = d tn_l 
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Aus Gleichung I wird: 

S = f(to)' d to + f(t1)' d t1 + ..... + f(tn-l)' d tn-I. (II) 
Wir erhalten auf der rechten Seite eine Summe von Gliedern, 

die aIle von der Form f (t)d t sind, in denen t der Reihe nach die 
Werte von to - tn_l annimmt. Die Summation ergibt: 

tn _ 1 

S = ~f(t) d t 
to 

Diese Summe bedeutet, wie Fig. 46 erkennen lii.6lt, die ge-
suchte Flache. Diese wird rechts und links begrenzt durch die 
Ordinaten f (t) und f(to)' Die zugehOrigen Abszissen t und to pflegt 
man als Grenzen zu bezeichnen, die die Variable t zu durchlaufen 
hat. Ersetzt man nunmehr das Summenzeichen ~ durch das 
Integralzeichen j, so sind die Grenzen dem Zeichen beizufiigen, 

Man schreibt: 
t 

S=jf(t)dt (III) 
to 

Diese Summe nennt man das bestimmte Integral, weil in ihm 
dadurch Grenzen festgelegt sind, da.6l t aIle Werte von to bis t 

durchlaufen soIl. Das bestimmte Integral bedeutet in unserem 
FaIle die Strecke, die der Zug in einem ganz bestimmten Zeit
abschnitt - gerechnet von to bis t - unter dem Einflu.6l einer 
starker und starker werden den Verzogerung zuriickgelegt hat. 

Auch das bestimmte Integral hat die Eigenschaft, dag 
sein Differential gleich f (t)d t ist. Wir bezeichnen d S als die Zu
nahme, die die Flache erfahrt, wenn wir die Zeit um den kleinen 
Zeitraum d t wachsen lassen. d S bedeutet demnach einen unendlich 
kleinen Flachenstreifen, den wir als Rechteck ansehen konnen und 
dessen Inhalt = f (t) d t ist. 

Also: d S = £ (t) d t . . . 

Wenn wir diese Gleichung integrieren, so erhalten wir zunachst 
keinen bestimmten Wert, sondern unendlich viele, die sich durch 
die Konstante C unterscheiden. Einer von diesen vielen Werten 
mu.6l unser bestimmtes Integral sein, und das bestimmte Integral 
berechnen, hei.6lt, die Konstante C bestimmen. 

Wir erhalten somit als Definitionsgleichung: 
t 

S = j f (t) d t = F (t) + C (IV) 
to 
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wo F (t) die gesuehte Funktion bedeutet, aus der dureh Differentiation 
das Differential f (t) d t gebildet sein solI. Wie bestimmen wir fur 
unseren Fall die Konstante C? Man pflegt allgemein zu sagen: 
aus den Grenzbedingungen des vorgelegten Falles. Wir finden eine 
solehe Grenzbedingung in der Weise, da~ wir die Zeit t immer 
kleiner werden lassen und zwar bis sie gleieh to wird, fur diesen 
Grenzfall wird die Fliiehe gleieh 0, hier ist der vom Zuge zuruek· 
gelegte Weg deshalb gleieh 0, weil wir ihn vom Anfangspunkte 
to erst der Messung unterwerfen wollen. Die FUllktion S mu.@ die 
Eigensehaft haben, da.@ sie fur t = to den 'Vert ° annimmt; wir 
er halten also: 

und 
S = F (to) + 0 = ° 

C= -F(to)' 

Setzen wir diesen Wert in Gleiehung IV ein, so erhalten wir: 
t 

S = J f (t) d t = F (t) - F (to) (V) 
to 

Man findet bei Bereehnung des bestimmten Integrals immer 
zuniiehst das unbestimmte Integral. Man wird deshalb am ein
faehsten so verfahren: Das unbestimmte Integral, d. h. die gesuehte 
Funktion F (t), wird ohne die Konstante hingesehrieben. Sodann 
wird ein sogenannter Trennstrich vor die Funktion gesetzt. An 
diesen Trennstrieh schreibt man un ten die niedel'e Grenze to' ohen 
die hOhere Grenze t. Dann wei~ man, d~ die gesuchte Funktion 
F (t) mit der oberen Grenze der Veriinderliehen - hier also t -
hinzusehreiben ist, und da~ von ihr F (to) zu subtrahieren ist, d. h. die 
Funktion, in der die Veriinderliche = dem Wert der unteren Grenze 
to gesetzt ist. 

Wir schreiben als allgemeine Form: 
t t 

S = J f (t) d t = I F (t) = F (t) - F (to) • (VI) 
to to 

Die fur das unbestimmte Integral abgeleiteten Regeln werden 
somit genau wie bisher zur Bestimmung der gesuehten Funktion 
benutzt; dann werden unter Berueksiehtigung der Aufgabe die Grenzen 
in der oben angegebenen Weise eingesetzt. 
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§ 23. 

Berechnung von FIacheninhalten ebener Gebilde. 

Aufgabe 170. Gesucht wird der Fliicheninhalt eines Dreiecks 

Fig. 47. 

Wir finden: 

ABC, dessen Grundlinie a und dessen Robe 
h gegeben sein solI. Wir den ken uns das 
Dreieck durch Parallele zur Grundlinie in 
unendlich viele Streifen zerlegt. Wir finden 
den Fliicheninhalt S durch Summation der 
einzelnen Flachenstreifen, deren Breite d y 
und deren Grundlinie x sein moge. Die 
Veranderliche y kann die Werte von 0 bis 
zur DreieckshOhe h durchlaufen, als Grenzen 
der Integration werden somit die Werte 0 
und h zu setzen sein. 

h 

S=jxdy. (I) 
• 

c In dieser Gleichung ist oH'enbar auch x 

r----- veranderlioh und zwar als Funktion von y. 
1m Abstande y von C wird die zugehOrige 
Grundlinie des Dreiecks CD E gleich x zu 

h setzen sein. Aus der Ahnlichkeit der Drei-

x: a=y: h. j ecke CD E und CAB (Fig. 48) folgt~ 

At.,.==::aa-==::j.B Also ist x = : y. Wir erhalten durch 
Fig. 48. 

Einsetzen dieses Wertes: 
h h 

S = !: ydy= :jYdY 
o 0 

Durch Integration folgt: 
h 

a I y2 - a h2 ) S=1) 2-2h( -0. 

o 
Der Flacheninhalt des Dreiecks ist also: 

S=~ 
2 

(II) 

(III) 
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G e sue h t wi r d die Qua d rat u rei n erg e g e ben en K u r v e. 

Aufgabe 171. Ullter Quadratur versteht man die Berechnung der 
Fliiche, die begrenzt wird durch die Kurve, dieX-Achse und 2 Ordinaten. 

Die Flache sei in unendlich viele 
schmale Streifen zerlegt. Einer dieser 
Streifen habe vom Koordinatenanfangs
punkt 0 den Abstand x, seine Breite sei 
d x, die zugebOrige Ordinate ist y. 

Der Inhalt des Streifens ist y d x 
und die gesuchte Quadratur S ist gleich 
der Summe alIer Streifen gerechnet von 
Xo bis Xl' denn diesen entsprechen die Be
grenzungsordinaten Yo und Yl' Es ist 

Xl Xl 

y 

S= jf(x)dx= jydx. 
Xo 

Fig. 49. 

In dieser Gleichung ist y noch durch X auszudriicken. Will 
man jedoch d x durch y ausdriicken, was mit demselben Rechte zu
liissig ist, so sind entsprechend die Grenzen zu iindern in Yo und h. 
Es gilt allgemein der Satz: Die Grenzen geIten fUr die Verander
liche, die unter dem Differentialzeichen steht. 

Berechnung der Bogenliinge einer Kurve 
gege ben en Punk ten. 

Aufgabe 172. Der Bogen A B von 
der Lii.nge s sei in unendlich kleine Bogen- y 

elemente d~ zerlegt gedacht. 
Eines dieser Bogenelemente ds habe 

fiir die Abszissen seiner Endpunkte C 
und D die Werte x bezw. x + dx. 

Aus dem rechtwinkligen Dreieck 
CED folgt: 

d s = -V d x2 + d y2 

Yo 

zwischen 2 

B 

y, 

11 

d::c X 
x, 

Fig. 50. 

(1) 

:~ wird aUB der Gleichung der Kurve A B, d. h. y = f(x), berechnet. 
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Integrieren wir die Gleichung I, 80 erhalten wir die Bogenlange 8: 

(II) 

Hatten wir in Gleichung I nicht d x, sondern d y vor die 

Wurzel gesetzt, also ds = dy -VI + (!;r, 80 hatten wir die Glei

chung mit den entsprechend veriinderten Grenzen zu schreiben: 

(II') 

Yo 

Man wird von diesen beiden Gleichungen diejenige Form wiihlen, 
welche fiir die Integration die geringeren Schwierigkeiten bietet. 

Die Quadratur der Parabel. 

Aufgabe 173. Die Parabel sei gegeben durch die Koordinaten 
a und b eines Parabelpunktes P. Es soIl die Fliiche berechnet 

werden, die begrenzt wird durch die Kurve, 

v 

x 

Fig. 51. 

die X-Acbse und die Ordinate b. 
Die Gleichung der Parabel lautet y2 

= 2 px (vergl. § 3). Fiir den Punkt P 
die Gleichung aufgestellt ergibt: 

b2 = 2 P a. Man erhalt: 

b2 a b2 -V~ 2" = -, also y2 = - x und y = - . x. 
y x a a 

Der schraffierte, unendlich schmale 
Fliichenstreifen im Abstande x vom An
fangspunkt 0 hat den Inhalt: y d x. Man 
erhalt fiir die gesuchte Quadratur S die 
Gleichung 

x=a a 

S= !y.dX= !YdX (I) 
x = 0 0 

Fiir y den oben berechneten Wert eingesetzt, erhiilt man: 
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a a a J 1/x b J ~ b I x~ 
S = b V a d x = Va x 2 d x = va: (II) 

o o o 

Setzt man die Grenzen ein, so wird: 

b (a ~ ) b . a Va 2 2 
S = Va { - 0 = V'a . 3 =3 a . b. 

S=~ab 
3 

(III) 

Die Flache der Parabel ist also gleich : des Flacheninhaltes 

eines Rechtecks mit den Seiten a und b; man nennt es das um
schriebene Rechteck. 

Zum gleichen Resultat gelangt man, wenn x durch y ausge
druckt wird. Man differentiiert die Gleichung der Parabel, die wir 
in folgender Form ansetzen: 

y2 2px x 
b2 - 2 pa a 

Wir erhalten: 
2ydy dx 2a 
"""""b2 =-;:- also dx ="};2ydy. 

Setzen wir diesen Wert fur d x III die Gleichung I ein, so 
mussen wir die Grenzen entsprechend III b .und 0 abandern. Wir 
erhalten: 

s = j: 2b: ydy= ~: jY'dY = ~=1 y; 
o 0 0 

N aeh Einsetzung der Grenzen folgt: 

S = ~b: (h; - 0) 
S =~ab (III) 

3 
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§ 24. 

Berechnung der Oberftache und des Inhaltes von Rotations
korpern. 

175. Eine ehene Kurve, deren Gleichung y = f (x) sei, rotiere 
urn die Y-Achse und erzeuge eine Rotationsflache, wie in Fig. 52 
angedeutet ist. Die Oherfliiche soIl herechriet werden. 

y 

Fig. 52. 

Man denke sich aus der Oberfliiche eine unendlich schmale 
Zone senkrecht zur Y-Achse herausgeschnitten (schra£fierte Flache 
der Fig. 52). Das Bogenelement, das diese Zone erzeugte, sei d s. 
Die Koordinaten des Anfangspunktes dieses Bogenelementes seien 
x und y. Die Zone selbst konnen wir als abgestump£ten Kegel 
betrachten, wenn wir ds als geradlinig ansehen. 

Schneidet man die Zone auf und breitet sie in der Ebene aus, 
so stel1t sie einen Ringausschnitt von der Breite d s dar und zwar 
als Ditferenz zweier Sektoren. Die Lange des Kreisbogens ist 2 ru. 
Nimmt man d s unendlich klein an I so dar£ man den Ringaus
schnitt als Rechteck betrachten. Seine Oberfliiche sei d S. Man 
erhiilt: d S = 2 n x d s. Die FJache des Rotationskorpers findet man 

durch Integration: S = f 2 n x ds. 

Fur d s kann man. wie in Aufgabe 172 den durch x oder y 
ausgedriickten Wert setzen: 

dB = dx -V 1 + (:~r oder = dy -VI + (:;y. 
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Man erhiilt: 

S=2n JXdX V1 + (:~r· 
Die Berechnung des In hal t e s erfolgt in ahnlicher Weise. 
Es handelt sich zunachst um den Inhalt des abgestumpften 

Kegels der Fig. 52. Die heiden Begrenzungsfliichen unten und 
oben hahen die Radien x bezw. x + d x, die Rohe des Kegelstumpfes 
ist d y. Der Flacheninhalt sei d V. 

d V ist sicher gro.@er als x 2 n d y, aber kleiner als 

(x + dx)2ndy. 

Multiplizieren wir aus, so folgt 

d V < x2 n d y + 2 n x d x d Y + n d x 2 d y. 

Dieser Ausdruck setzt sich zusammen aus einem unendlich 
kleinen Glied erster Ordnung, dem folgt ein solches zweiter und 
dritter Ordnung. Da diese Glieder als Summanden auftreten, so 
kann man sie (nach § 6, Seite 27) als unendlich kleine Gro.@en 
hOherer Ordnung neben dem ersten Gliede x2 n d y vernachlassigen. 

Man kann deshalb ohne erheblichen Fehler setzen: 
d V = x2 ndy. 

Dann ist das Volumen des ganzen Rotationskorpers, wenn wir 
ihn zwischen den Grenzen Yo und Yl betrachten wollen: 

Yt 

V = J x2 ndy. 
Yo 

176. Inhaltsberechnung einer Kugel, 
Wir setzen nach 175: 

dV = nx2 dy. 
Der Fliicheninhalt der Halb-

kugel : wiirde fUr die Veriinder

Hche y von 0 his r zu integrieren 
sein. Man erhiilt: 

r 

: =Jnx2 dY. 
o 

Es ist x2 = r2 _ y2, also 

deren Radius r iat. 

y 

x 

Fig. 53. 
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r r 

~ =71 !(r2- y2)d y =n I (r2y_Y;). 
9 0 

N ach Einsetzen der Grenzen wird: 

~ = 71 (rs _ ~3 _ 0 + 0) = n. 2;3. 
Der Fliicheninhalt der Kugel wird demnach: 

4 
V=3 r3n. 

Inhaltsberechnung eines Rotationsparaboloids. 

y 

a) Lii~t man eine Parabel - besser den oberen Ast - um 

r 

x 

ihre Achse rotieren, so erhiilt 
man ein Paraboloid (Fig. 54). 
Der Radius der Grund:B.iiche sei 
r, die Rohe des Paraboloids sei h. 

Schneidet man senkrecht zur 
X-Achse eine unendlich schmale 
Scheibe beraus, so ist deren In
halt: 

d V = 71 y2 d x. (I) 
Diese Gleichung ist nach 

dem Friiheren aus der Figur ab
zulesen. Die bei Berechnung des 

Fig. 54. Inhalts zu integrierende Variable 
ist x; sie solI von 0 bis h 

wachsen. Der Inhalt des Paraboloids ist: 
h 

V = J 71 ya d x . (II) 
o 

Man findet unter Ansehung der Figur und Kenntnis der Para bel
r2 

gleichung zu ya = 2 P x: y2 : r'd = x : h, also y2 = 11 . x. 

Demnach wird: 
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v = n r2 (h2 _ 0) = n r2 h 
h 2 2 

Das V olumen des 
Paraboloids ist gleich 
dem balben Volumeu 
des umschriebenen Zy
linders. 

b) LiiRt man die 
Parabel niebt um die X
sondern urn die Y-Achse 
rotieren, so entsteht ein 
triehter£5rmiger Korper, 
dessen Endradius r und 
des sen Hobe h sei 
(Fig. 55). 

y 

Fig. 55. 
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(III) 

Man erhalt wie vorher, allerdings unter Vertausehung der 
Variablen x und y: 

d V = nx2 • dy (I) 
h 

und V = f n x2 d y (II) 
o 

2 

Aus der Parabelgleiehung £olgt r2 =: und nach Quadrierung 

y4 2 2 
h4 . r = x. Setzt man diesen Wert eiD, so wird: 

h h 

V - J y4 2 d - n. r2 J '" d - n h4 ' r y - V y y. 
o 0 

N aeh Losung des Integrals und Einsetzung der Grenzen wird 
h 

V _ n r2i y5 _ n r2 . h 
- h4 . [) - 5 . (III) 

o 
d. h. gleieh 1/5 des umschriebenen Zylinders. 

§ 25. 

Schwerpunktsbestimmungen. 

Der Schwerpunkt eines Korpers wird bestimmt nach dem 
Momentensatze: Das statische Moment eines Korpers ist gleich der 
Summe der statischen Momente seiner Teile. 
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Gegaban iet eine beliebige Flache S, deren Schwerpunkt 
P bastimmt werden solI. Diese Bestimmung kann fiir jede 

y 

c 

beliebige Achse, also auch fiir 
die X- bezw. Y - Achse durchge
fUhrt werden; den Abstand des 
Schwerpunktes von diesen beiden 
Achsen bezeichnet man meistens 
mit 'fj bezw. g. Wir suchan 
beispielsweise den Abstand 'fj des 
Schwerpunktes P von der X
Achse. Man denkt sich die 

-;o?t=====~===r---L---x;+Fliiche S in beliebig viele Teile, 
~ z. B. Sl' S2 und Sa zerlegt. Die 

Fig. 56. Schwerpunkte der Teile seien Pl, 
Pa und. Ps' ihre Abstande von der X-Achse seien bekannt zu a, 
b und c. Das statische Moment jeder Fliiche ist = Fliiche mal 
Schwerpunktsabstand. Dar Momentensatz liefert dann die Gleichung 
zur Bestimmung von 17: 

S . 'fj = S1 . a + Sa b + Sa . c 
Auf gab a 177. Man berechne in der angegebenen Weise 

den Schwerpunkt der Fig. 57. 

y 

Fig. 57. 

x 

Die Fliiche kann in zwei Recht
ecke zerlegt werden, deren Schwer
punkte in den Schnittpunkten der 
Diagonalen liegen. Die Figur kann 
durch eine Symmetrieachse in zwei 
gleiche Teile zerlegt werden, auf dieser 
Symmetrieachse mu.@ der gesuchte 
Schwerpunkt Hegen. Sein Abstand 
von der X-Achse sei 17. Die Seiten 
der Rechtecke seien bi und hI bezw. 
ba und ha. 

Die Momentengleichung mit Bezug auf die X-Achse lautet: 

(bi' hI + b2 • ha) 17 = (bl • hl) ~I + (b2 • ha) (hl + ~). 
Wahrend man bei so einfachen Gebilden, wie sie Fig. 57 

daretellt, die Integralrechnung entbehren kann, wird man bei den 
folgenden Aufgaben ihrer nicht gut entraten konnen. 
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Schwerpunkt eines Parabelabschnittes. 

Aufgabe 178. Der Schwerpunkt P 
des Parabelabschnittes der Fig. 58, dessen Y 

Endradius b und dessen Robe a ist, 
habe von der X-Achse den Abstand 'fj, 

von der Y-Achse den Abstand ;. 
Man denkt sich die Figur in un

endlicb schmale Streifen zerlegt, von denen 
einer schraffiert gezeichnet ist. 

Jeden dieser Streifen Mnnen wir als 
Rechteck ansl!hen, dessen Fliiche = 
y.d x ist. Der Schwerpunkt des scbraffierten 

Fig. 58. 

113 

x 

Rechteckes hat von der Y-Achse den Abstand x + dt. Die Fliiche des 

Parabelabschnittes ist nach Aufgabe 173 Gleichung III: S = ~. a b. 

Die Momentengleichung lautet bezogen auf die Y·Achse: 
a 

! a. b. g = ! y d x (x + dt), . . (1) 
o 

denn gist der Abstand des gesuchten Schwerpunktes P, und die 
Addition der Fliichenstreifen findet man durch Integration der 
Variablen x in den Grenzen von 0 bis R. 

In Gleichung I gibt die Auflosung der Klammer: x . y d x 

+ y d;2. Das zweite Glied kann man als unendlich klein hOherer 

Ordnung vernachliissigen und erhiilt: 
a 

: a.b.;= !X,ydx .. , (II) 
o 

Setzt man den aus Aufgabe 173 bekannten Wert von y = b ~ 
in II eiD, so wird: 

a a a 

2 Jb . xl. x. dx b J .a d _ b xt 
- a. b. g = 1 =, X2. X - ----:!: ll' 
3 a"2 a"2 a2 2 

o 0 0 

Kohlrauseh. 8 
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Es wird durch Einsetzen der Grenzen: 
5 

2 b. a2 2 
3 . a . b . ~ = ------:L' 5' 

a 2 

Demnach folgt: 

. (III) 

In gleicher Weise lii.@t sich die Ordinate 1] des Schwerpunktes 
berechnen durch Anwendung des Momentensatzes auf die X-Achse. 

Man :6ndet: 
a 

: .ab.1]= f ydx ~. 
o 

b2 
Es ist laut Aufgabe 173 y2 = - x, also: 

a 

y 

a a 

~ a b 'n = ~ f b2 
X d x = ~ I x2 = b2 a. 

3 • . '/ 2 a 2 a 2 4 

Fig. 59. 

o 0 

Daraus folgt: 

_ ~2a.3 -!b 
1]- S.ab -S . 

Der Schwerpunkt der Parabel 
selbst, die sich aus zwei solchen Ab· 
schnitten zusammensetzt, liegt einmal 

X auf der Symmetrieachse, d. h. der 
Achse der Para bel , und ferner auf 
der Verbindungslinie der Sch werpunkte 
der beiden Teilabschnitte, wie Fig. 59 
zeigt. 

Sch werpunkt der Ral bkreisfliiche. 

Aufgabe 179. Die Halbkreisfliiche hat eine Symmetrieachse, auf 
der der Schwerpunkt Hegen mu.@. Es geniigt somit 1] zu berechnen. 
Wir zerlegen wieder in unendlich viele Streifen. Die Breite ist 2 x, 
die Rohe d y. Nach dem Momentensatz erhiilt man: 
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r 

nr2 J 2'1]= 2xdyy (I) 
o 

Es ist x2 + y2 = r2 und nach Differentiation: 2 x d x + 2 Y d Y = 0, 
also y d y =- x d x. Dies in Gleichung I eingesetzt, gibt: 

o 
nr2 J 
2''Yj= -2x2 dx 

r 
jetzt mit umgekehrten Grenzen, weil 
x fiir OX seinen gra.aten Wert r be
sitzt und, je weiter man auf der Y
Achse aufwarts geht, abnimmt und 
zwar bis O. An dem Wert des 
Integrals wird jedoch nichts gean
dert, wenn man das Minuszeichen 
in ein Pluszeichen verwandelt und 
gleichzeitig die Grenzen vertauscht. 
Man erhalt also: 

y 

o 
Fig. 60. 

n;' . ~ ~ 2 j x'd x ~ 2 h' = : .'. 
o 0 

4 r 
Es wird: 'Yj = - - als Abstand des Schwerpunktes 

3 n 
X-Achee. 

§ 26. 

Bestimmung von Trii.gheitsmomenten. 

x 

von der 

Man denkt sich eine beliebige Flache in unendlich viele 
Flachenelemente zerlegt. Man vereteht dann unter dem Tragheits
moment der Flache bezogen auf eine 
beliebige Achse A B die Summe der Pro
dukte aus jedem Flachenelement d S und 
dem Quadrat seines Abstandes von dieser 
Achse, der z sein mage. Der Beitrag 
eines solchen Flachenelementes zum Trag-
heitsmomente ist somit = z2 d S. Das --;-____ ll--___ _=_ 

Tragheitsmoment J der ganzen Flache A B 

findet man durch Integration zu: 
Fig. 61. 

8* 
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J=/z2 dS. 
Die Dimension des Tragbeitsmomentes ist [cm4]. 

Bezeicbnet emax den Abstand der au£ersten Fasern eines Ge-

bildes von der Achse (neutralen Faserschicht), so nennt man ~ 
emax 

das Widerstandsmoment des Korpers. Seine Dimension ist [emS]. 
Fiir die Berechnung von Trag

heitsmomenten ist folgender Satz oft 
von Nutzen: 1st das Tragbeitsmoment 
einer Flache S bezogen auf die Schwer
achse (d. h. die Achse, die durch den 

--r---'----'-''---+-- Schwerpunkt geht) = J s und bezogen 
auf eine im Abstande e zur Schwerachse 
parallele Achse = J, dann besteht die 

Fig. 62. Beziehung J = J s + e2 S (Fig. 62). 
Beweis: Das Flachenelement d S habe von der Schwerachse 

den Abstand z, von der anderen Achse Zl' Dann ist Js = / Z2 d S 

und J = / Zl adS. 

Nun ist: Zl = e + z. Es wird also 
J = /(e + z)2 dS 

J = / e2 d S + / 2 e z d S + / Z2 d S 

= e2 / d S + 2 e / z d S + / z2 d S. 

Es bedeutet e2 / d S = e2. S, und / z2 d S ist = J s• 

2e f z d S ist = 0, weil f z d S nichts anderes ist als das statiscbe 
Moment der Flache bezogen auf die Schwerachse; der Abstand des 
Schwerpunktes von der Schwerachse aber ist = O. 

Tragheitsmoment des Rechtecks bezogen auf die 
Sch w erach se. 

Aufgabe 180. Wir wahlen hier alB Flachenelement einen 
unendlich schmalen Streifen parallel zur Schwerachse. Man ist dazu 
berechtigt;' denn denkt man sich jeden diesen Fliichenstreifen in 
unendlich kleine Fliichenelemente zerlegt, so haben dieBe aIle, den
selben Abstand y von der Schwerachse. In dem Tragheitsmoment 
des Fliichenstreifens wiirde man aus der Summe der Tragheitsmomente 
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der kleinen Fliiehenstiiekehen den Faktor y2 vors Integral setzen 
diirfen und y2 J d S = y:! . S erhalten, wo S den Fliichenstreifen be
deutet. Wir erhalten fiir das Triigheitsmoment 
des Reehteeks: 

J, ~ jr:bdY=b/:dY =b +~, 
h h h 

-2 -2 -2 

Js=~ [(}r - (-~r] =} (~ + ~) 
b h3 

= 12' 

I 

lilllllllllllili/lillllllll 
Fig. 63. 

); 

Das Widerstandsmoment W des Reehtecks ist =~, WO 
Ymax 

Y max den iiuGersten Abstand von der Sehweraehse bedeutet, hier also ~. 

E . W b hll B' h . d T" h . d R h s 1St = -6-' eZle en WIT as rag eltsmoment es ee t-

ecks auf die Grundlinie, so erhalten wir: 

( h)2 bhs h2 bh3 

J=Js+ S. "2 =12+ b.h· 4 =3· 
1st b = 14 em und h = 30 em, so ist J s = 31500 em4 und W 

= 2100 ems. 

Aufgabe 181. 
Triigheitsmoment eines Dreiecks 

bezogen auf eine durch die Spitze des 
Dreieeks gehende, zur Grundlinie parallele, 
Aehse A A'. 

Wir zerlegen das Dreieek in zur 
A.ehse parallele Streifen. Einer von diesen, 
der sehraffiert gezeiehnet ist, habe den 
Abstand Y von der Achse A A', die 
Lange x und die Breite d y. 

DasTriigheitsmoment desStreifens ist: 
y2 x dy 

I.o----a
Fig. 64. 

k 

(I) 
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Demnach erhiilt man als Triigheitsmoment des Dreiecks: 
h 

J = J y2 X d Y (II) 
o 

Es verhiilt sich, wie aus Fig. 64 ersichtlich ist, ~ = ~; und x 

. a M hI 1St = 11 y. an er ii t: 

h h 

J = J yB ~ • Y • d Y = ~ J y3 d Y 
o 0 

h 

_ a I y4 _ ah4 

J-1} 4-h.4· 
o 

Bezogen auf die Achse A A' ist demnach J = a4h
3

, 

Beziehen wir nunmehr auf die 8 c h we r a c h s e, indem wir 
setzen: J s = J - e2 8, 

hierin ist: e - ~ h und S _ a . h 
-3 - 2' 

8etzt man dies ein: 

J - ahs -!h2 a.h _~ h3 
s - 4 9' 2 - 36 a . 

En dlich bezogen auf die G run d Ii n i e a wird: 

J=Js +e2 S=Js + (~rs 
J = ~ hS + h2

• a . h = ~ h3 
36 a 9 2 12 a . 

Anhang. 
Anschlie~end an einzelne der bisher behandelten §§ 1-26 solI 

der Anhang dazu dienen, solche Gedanken und Aufgaben zu er
lautern, die fur den Zusammenhang der bisherigen Betrachtung zwar 
nicht notwendig, aber doch so interessant erscheinen, da~ sie nicht 
ubergangen werden sollten. 80 wird beirn ersten Studiurn der Leser 
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bei einzelnen Dingen nieht unnotig aufgehalten; doeh wird es 
nutzlieh sein, zur Erweiterung und Festigung der erworbenen 
Kenntnisse sieh des Anhangs zu bedienen, bevor man den II. Teil 
- die DifferentiaIgIeiehungen - in Angriff nimmt. 

Zu § 2 und § 3. 

Koordinatentransformation und Polarkoordinaten. 

Die Einfiihrung neuer Koordinatensysteme ist in vieIen Fallen 
von Wiehtigkeit. Die Lage der Koordinatenaehsen ist ja an sieh 
belie big, doeh ist es ersiehtlieh, da~ es fur jede Kurve eine zweek
ma~igste Lage geben wird. 

Wir hatten beispieIsweise die Gleiehung der Hyperbel (vergl. S. 14 
x2 y2 

Fig. 13) fur die X· und Y-Aehse abgeleitet zu a2 - b2 = 1. 

Wir wollen uns jetzt - der Koordinatenanfangspunkt bleibt 
ungeandert - die Aehsen um einen bestimmten Winkel a gedreht 
denken. Das neue Koordinatensystem habe die Aehsen '1] und g. 

Die Koordinaten des Punktes y 

P mit Bezug auf das neue System 
sind g und 1j. Man erhalt dann: 

x = g cos a - '1] sin a 
y = g sin a + r; cos a. 
Diese Ableitung ergibt sieh 

direkt unter Ansehung der 
Fig. 65. 

Betraehten wir einmaI die 
gleiehseitige Hyperbel, deren 
Asymptoten mit der X- bezw. 
Y-Aehse den Winkel 45 0 bilden, 

p 

Fig. 65. 

so konnen wir die Gleiehung der gleiehseitigen Hyperbel leieht auf 
die Asymptoten umreehnen, wenn wir in der obigen Ausfiihrung den 
Winkel a = 45° setzen. 

Wir erhalten: 
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Hieraus folgt: x + y = 2 g ~ und x - y = - 2 '" if 
Nach § 3 S.16 galt aber fur die gleichseitige Hyperbel x2 _y2 = a2. 

BildeD wir (x + y) (x - y), so wird - 2 g 'I'J = a2 die Gleichung 
einer gleichseitigen Hyperbel, bezogen auf die Asymptoten als 
KoordinatenachseD. Die in § 2 Fig. 5 gezeichnete Kurve des 
Mariotteschen Gesetzes wird das Stuck einer Parabel sein, wir 

a2 
braucheD nur g = p und 'I'J = v sowie 2 = 1 zu setzen, so haben 

wir p , v = 1. Das negative Vorzeichen wird positiv, wenn wir in 
Fig, 65 das neue Achsensystem g, 'l] Dach rechts drehen, d. h. um 
den Winkel - a, 

y 

p 

Fig. 66. 

x 

Das Prinzip der rechtwinkeligen 
Koordinaten ist gegrundet auf zwei 
Systeme paralleler Geraden; jedes 
andere ahDliche System ist diesem 
gleichwertig. In vielen Fallen haben 
sich Polarkoordinaten als nutz
bringend erwiesen. Man benutzt ein 
System konzentrischer Kreise und 
ein System von Geraden durch ihren 
Mittelpunkt. Zu jedem Punkte der 
Ebene gehOrt ein bestimmtes r und 
ein bestimmter Winkel P (Fig. 66). 
Es gehort zu P1 "r1 und Pl", zu 

Pa "ra und CPa" (CPa = CPl)' Zwischen rechtwinkeligen und Polar
koordinaten bestehen, wie aus dem Dreieck 0 P Q foIgt, die einfachen 
Beziehungen: 

1. 

2. 

x = r cos p; y = r sin q> 

x2 + y2 = 1'2, 

Zu § 3. 

Gemeinsame Gleichung fur Ellipse und Hyperbel. 
Raumkoordinaten. 

Wir stellen die Aufgabe: die Summe oder die Differenz der 
Entfernungen eines beweglichen Punktes P von 2 festen Punkten 
F und F' solI konstant sein. Gesucht werden die Gleichungen der 
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Bahnkurven, die der bewegliche Punkt P beschreibt. Die verander
lichen Entfernungen von Fund FI seien r und r/. Ihre Summe 
oder Differenz soIl konstant sein, bei- p 

spielsweise = 2 a. Da die Differenz zweier ~' 
Entfernungen negativ sein kann, wird man 
+ 2 a und - 2 a ansetzen mussen. Es ,., _______________ F' 

1 1 

wird demnach eine Gleichung gesucht, I.. 2tJ • I 

r+r'=2a. 
die der Bedingung genugt: r ± r' = ± 2a. Fig. 67. 

Genau genommen hat die gesuchte Glei-
chung demnach folgende 4 Bedingungen zu erfullen: 

r + rl - 2 a = 0 (a) 
r-r/-2a=O (b) 
r - r' + 2 a = 0 (c) 
r+r/ +2a=O (d) 

Die Gleichung wird also eine so allgemeine Form haben mussen, 
da.lil, wenn man sie auflost, den vier gestellten Bedingungen Ge
nuge geleistet ist. Dies wird immer dann der Fall sein, wenn die 
Bedingungen a bis d gleichzeitig die vier Losungen der Gleichung 
darstellen. 

Wenn wir die linken Seiten der vier Gleichungen miteinander 
multiplizieren, so erhalten wir ein Produkt, da.lil stets gleich Null 
wird, wenn auch nur einer seiner Faktoren gleich Null ist. Daher 
ist die allgemeine G leichung, die den 4 Bedingungen gleichzeitig 
genugt: 

(r -+- r' - 2 a) (r + r' + 2 a) (r - r' - 2 a) (r - r' + 2 a) = O. 

Hieraus wird: 
[(r + r')2 - 4 a2] . [(r - r')2 - 4 a2] = 0 

und dies ergibt: 

(r2 - r'2)2 - 8 a2 (r2 + r'2) + 16 a4 = 0 

Driickt man jetzt r und r' durch 
die Koordinaten aus, indem man 
den Abstand der beiden festen Punkte 
Fund F' mit 2 e bezeichnet und 
den Koordinatenanfangspunkt in 
die Mitte der Strecke F F' legt, 
so findet man fur einen beliebigen 
Punkt P, dessen Koordinaten x, y 
sein mogen (Fig. 68): 

F' 

y 

Fig. 68. 

. (1) 

F X 
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HieraUB folgt: 

Anhang. 

r'2 = (x + e)2 + y2 
r2 = (e -x)2 + yi!. 

r2 + r'2 = 2 (x2 + y2 + e2) r2 - r'2 = - 4 e x. 
Setzt man diese Werte in Gleiehung 1 ein, so wird naeh 

einigen Umformungen: 
16 [(a2 - e2) x2 + a2 y2 - a2 (a2 - e2)] = O. 

Bringt man a2 (a2 - e2) vor die Klammer, so erbalt man die 
Gleiehung: 

16a2(a2-e2) [x2_+_~_1] =0. 
a2 a2 _ e2 

Wir dividieren beide Seiten der Gleiehung dureh 16 a2 (a2 - e2). 

Den Fall, dag 16 a2 (a2 - e2) = 0 wird, lassen wir auger Betraeht, 
da er fiir un sere Aufgabe keine Bedeutung besitzt. (Es wiirde 
dieser Faktor dann gleieh Null werden, wenn a = e resp. a2 - e2 = 0 
ist - dies bedeutet aber, dag der Punkt P der Fig. 67 in die 
Gerade A B hinein fiillt.) Wir maehen vielmehr in der Losung zur 
Bedingung, da1l a stets groger oder stets kleiner als e sein soll. 
Unter dieser Voraussicht setzen wir den Klammerausdruek [] = 0 
und erhalten als gemeinsame Gleiehung der in unserer Aufgabe 
gestellten Bedingungen: 

x2 y2 
~+ 2 2 =1. a2 a-e 

Wir definierten nun die Ellipse als den geometrisehen Ort, fiir 
den die Sum m e der Entfernungen eines bewegliehen Punktes von 
zwei festen Punkten konstant sein soUte. Fiir die Hyperbel galt 
das Gleiche fiir die Differenz der Entfernungen. 

Den Unterschied in un serer gemeinsamen Gleichung fiir Ellipse 
und Hyperbel erkennt man am leichtesten in Analogie mit dem 
Dreieck. 

Die Sum me zweier Dreieeksseiten ist stets gro1ler als die dritte, 
also r + r' > 2 e 
die Differenz kleiner als die dritte 

r-r' < 2e. 
1. 1st 2 a > 2 e, so kann 2 a nur die Summe der Entfernungen 

bedeuten, wir haben die Ellipse: 
r+r' = 2a. 

Die Losung r + r' = - 2 a ist unerfiillbar, da die Summe 
zweier Seiten nie negativ sein kann. 
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2. 1st 2 a < 2 e, so kann 2 a nur die Differenz der Entfer· 
nungen bedeuten und 

r-r'=+2a} 
oder r _ r' = _ 2 a gilt fUr die Hyperbel. 

(Eine Differenz kann sehr wohl negativ sein.) 

Setzen wir in der gemeinsamen Gleichung a2 -- e2 = b2 , so 
haben wir fur die Hyperbel einen negativen Wert zu setzen, weil 
bei ihr e2 grotler als a2 ist. Wir konnen dann schreiben: 

x2 ya 
-;t2+V= 1 

als Gleichung der Ellipse und 
x2 y2 
~-V=l 

als Gleichung der Hyperbel, wie bereits in § 3 gezeigt ist. 

Kurzer Hinweis auf die analytische Geometrie des 
Raumes. 

Um einen Punkt im Raume zu bestimmen, wird ein raumliches, 
am einfachsten ein rechtwinkliges Koordinatensystem zugrunde ge· 
legt. Es besteht aus 3 Z 

aufeinander senkrechten 
Ebenen, die sich in 3 auf
einander senkrechten Ge-
raden schneiden. Diese 3 £f-----,ft-----:;,..,:...~~ 
Geraden wiederum schnei
den sich in einem Punkte, 
der zugleich der Durch· 
schnittspunkt der 3 Ebenen 
ist und als Anfangspunkt 
des Koordinatensystems 
wieder mit 0 bezeichnet 
wird. 

Fig. 69. 

Die 3 Schnittgeraden heitlen die Koordinatenachsen X, Y 
und Z, die 3 Ebenen die Koordinatenebenen, und zwar die X Y· 
Ebene, die Y Z - und die X Z· Ebene. Um die Lage un seres be
liebigen Punktes P im Raume gegen dieses System festzulegen, 
denken wir uns durch P drei Ebenen gelegt parallel den Koordi. 
natenebenen. Hierdurch entsteht ein rechtwinkeliges Parallel. 
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epipedon, von dem 3 Ecken auf den Koordinatenachsen liegen, es 
sind die Punkte A, B, C. 1st die Lage dieser 3 Punkte bekannt, 
so ist auch die Lage des Punktes P bestimmt. A, B und C be
stimmen sich aber durch ihre Entfernung x, y und z vom Koordi
natenanfangspunkt O. Man nennt x, y und z die rechtwinkeligen 
Koordinaten von P. Zur eindeutigen Bestimmung werden noeh die 
positiven Richtungen festgesetzt, entspreehend den Pfeilrichtungen 
der Figur. Zur Konstruktion des Punktes P ist nicht die ganze 
Figur erforderlich. Wir bestimmen durch x und y in der X Y
Ebene den Punkt D, errichten in ihm ein Lot und maehen dies 
gleich z, so ist sein Endpunkt P. Man nennt D such die Pro
jektion von P auf die X Y - Ebene. Man kann such A, B und C 
als die Projektionen von P auf die 3 Achsen definieren. 

Gegeben sei ein Punkt durch seine Koordinaten x, y, z. Ge
sueht wird die Entfernung r des Punktes P vom Koordinatenanfangs
punkt O. 

Dreieck 0 A D ist rechtwinkelig bei A, also 
OD2 = x2 +y2 

Dreieck 0 D P ist recktwinkelig bei D, also 
r 2 =OD2 +DP2 
r2 = x2 + y2 + z2 

also r = VX2 + y2 + z2. 

Gegeben sei ein Punkt P dureh seine Koordinaten x, y, z. 
Gesucht sind die Winkel, die seine Verbindungslinien zum An

fangspunkt mit den 3 Koordinatenaehsen einschlie~en. 

Man filldet z. B.: cos r = ± V 1 - cos2 a - cos2 (1. 

Zu § 5. 

Reihenen twickelung fur e und eY• 

Die Reihenentwickelung der Zahl e vergI. S. 23 werde mit 
einer anderen merkwurdigen Reihe: 

y y2 y3 y4-
1 +T+~+1.2--:3+ 1. 2.3.4 + ... 

verglichen. Wil' wollen zeigen, da.a letztere Reihe = eY ist. Fur 
y = 1 und y = 0 Behan wir sofort, da~ die Gleichung gilt. Es 
ist namlich: 
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fiir y= 1 

fiir y=O 

111 
1 + T + 1-:-2 + 1--:-2:3 + . .. also e = e1 

o 0 
1 + T + 1 . 2 + . . . also 1 = eO 

(1) 

(2) 

Zum voUen Beweise nehmen wir noch eine zweite Reihe hinzu: 
z z2 zS 

1 +T+T:2+i--:-2:3+' .. 
Wir bezeichnen diese Reihe mit fez) und die y-Reihe mit fey). 

Wir multiplizieren beide Reihen miteinander, indem wir die ent
stehenden Produkte geeignet untereinander schreiben. Wir erhalten: 

2 S 

f(y) . fez) = 1 + I + lY. 2 + 1.~ .3+ ... (f(y) multipl. mit 1) 

z y. Z y2 Z ( Z ) +T+-l-+ D +... "" "T 
z2 Z2 y ( Z2 ) 

+ 1.2 + 1:2 +. .. \"" "D 
+ ~+ '" ("" " 1. ;8. 3) 

f(y). fez) = 1 + Y + Z +y2 + 2 yz + z2 
1 1. 2 

yS + 3 y2 Z + 3 Z2 Y + zS + 1.2.3 + .... 
Wir erhalten also: 

f (y) . fez) = 1 + Y + ~ + (y + z)2 + (y + z)S + .... 
1 1.2 1.2.3 

d. h. dieselbe Reihe, nur ist (y + z) an Stelle von y getreten. 

Wir konnen das Ergebnis durch die Gleichung ausdriicken: 
f(y). fez) = f(y + z) . . . . . . (3) 

Wir nennen sie eine Funktionalgleichung. Aus Gleichung 2: 
und 3 folgt: 

f(-y). fey) = f(-y + y)=f(O) = 1 
1 

und f(-y)= fey)' 

Negative Werte von y sind dadurch auf positive zuriickgefiihrt. 

Aua Gleichung 3 und 1 foIgt: 
f(m) = f(1). f(m -1) = ef(m -1), 
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wenn f (1) die Reihe fiir e bedeutet. Fiir e. f (m - 1) setzt man 
e f (1) . f (m - 2) und erhiilt e2 f (m - 2). Setzt man das ent
sprechend fort, so wird: 

f (m) = em . f (m - m) = em . f (0) = em . 1. 

Die Reihe f (y) - wir setzen fUr m jetzt y - ergibt also 
tatsiichlich den Wert eY und zwar, wie man nachweisen kann, fur 
jedes positive oder negative, fur jedes rationale und irrationale y. 

Zu § 10. 

Der Differentialquotient der Exponentialfunktion 
un d des Log a r it h m us auf Grund der Reihenentwickelung. 

Der Differentialquotient von y = eX solI noch von einem anderen 
Gesichtspunkte berechnet werden. Wir wissen - vergl. S. 124 -, 
da~ 

x • x 2 x3 

y=ex =1+-+-+---
1 1.2 1.2.3 

Wir bilden: 

y + dy= ex+<lx = eX. e<lx 

Fur e<lx schreiben wir die Reihe: 

1 -L dx + (dx) ~ + (dx'L .... 
I 1 1.2 1.2.3 

Also: 

y + dy = eX [1 + dx + (dX)2 + (dx) 3 ••• ] 
1 1.2 1.2.3 

(I) 

. . (II) 

. (II) 

Wir subtrahieren Gleichung lund erhalten, da rechts dann 
eX . 1 fortfiill t : 

dy = eX [dX + (dx)2 + (dx3) J 
1 1.2 1.2.3 

und hieraus: 

dy = eX [~ + dx + (d~ .. J 
dx 1 1 . 2 1 . 2 . 3 

. (III) 

Lii~t man dx unendlich klein werden, so folgt: 

lim dy = d Y = eX . ~ = Xe. 
dx dx 1 
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Diese Bestimmung setzt nicht 
die Ableitung des Logarithmus 
voraus. Mit Hilfe der Reihe Hiat 
sich die Kurve der Exponentialfunk
tion y = eX zeichnen. Fig. 70 stelle 
dieExponentialkurve dar. Wir wahlen 
einen beliebigen Punkt P der Kurve 
mit den Koordinaten x und y. Die 
an diesen Punkt gelegte Tangente PB 
hilde mit der X-Achse den Winkel 
p. Wir nennen das von dieser 
Tangente und der y Koordinate auf 

Fig. 70. 

der Abszissenachse abgeschnittene Stuck S die Suhtangente. 

Aus dem rechtwinkeligen Dreieck folgt: tgp = ~. 

Andererseits konnen wir fur den Tangens nach § 8 auch setzen: 

dy S . 'ddy Y 
d x = tg p. omIt Wlr d x = S· 

Die Gleichung der Exponentialkurve war aber y = eX, also 
dy 
--eX-y dx- -. 

Somit wird: y = ~ d. h. die Suhtangente S wird = 1. Die 

Exponentialkurve hat die ausgezeichnete Eigenschaft, daa die Sub
tangente fortgesetzt= 1 ist. Auf dieser Eigenschaft beruht auch 
das au1lerordentlieh steile Ansteigen der Kurve mit wachsendem x. 

Da uns bekannt ist, da1l die Funktion y = In x nichts anderes 
ist als die Umkehr der Exponentialfunktion x = eY, mussen wir 
von dieser aus sofort die Ableitung des Logarithmus geben kOnnen. 
Wenn x = eY, so ist nach dem vorher Gesagten: 

dx 
d=eY=x. 

y 

AUB der Definition des Differentialquotienten als Grenzwert eines 
wirklichen Quotienten folgt: 

dy 1 1 
dx=dx=x' 

dy 
Dasselbe Resultat, das wir in § 10 S. 49 (nur umstiindlicher) ab-
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geleitet haben. Was bedeutet es geometrisch? Der Differential-

y 

t 

Fig. 71. 

quotient wird - fiir x = 00 -

dy 1 
- =-, also = O. 
dx 00 

Es sagt nichts anderes aus, 
als da13 mit wachsendem x, wiihrend 
die Iogarithmische Kurve (Fig. 71) 
ansteigt, die Neigung der Tangente 
gegen die X-Achse immer kleiner 
wird. Die Kurve mu13 sich also 
immer mehr abflachen. 

Wir wollen nunmehr eine inter
essante Aufgabe verfolgen. Wir 
betrachten die Briggischen Loga
rithmen unter Kenntnisnahme von 

dx 
§ 5. Nehmen wir y = log x, so ist lOY = x und d y = lOy In 10. 

dx I D I!I .. dy 1 F 1 
dy=x n10. arauslogtwlem§1O:dx=xln10' iir Inl0 

1 
hatten wir bereits in § 5 gefunden: m = In 10 = 0,43429. Wir 

wollen nun mit Hilfe der Logarithmentafeln verfolgen, wie der -aber
gang des Differenzenquotienten in den Differentialquotienten erfolgt. Wir 
entnehmen der LogarithmentafeI: Fiir x = 500, ist log x = 2,69897. 

Bezeichnen wir die Werte: 
550 540 530 520 510 501 

mit x + .d1 X X + .d2 X X + .d3 X X + .d4 X X + .d5 X X + .d6 x 
die zugehOrigen Werte von y mit 

y+.d1 y y+.d2 y y+.d3 y 
so erhalten wir z. B. 

y +.d1 Y = 2,74036 als J.Jogarithmus von 550 
und y = 2,69897 " " ,,500. 
Es ist also .d1 y = 0,04139 fiir .d1 x = 50. 

., 

Genau so werden .d2 y, .d3 Y • • •. fUr .d2 x = 40, .d3 X = 30 .••• 
berechnet. 

Wir erhalten: 

.d = 004139 .d1 Y = 0,04139 0,00083 
1 Y , .d1 X 50 
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Lis y = 0,03342 

LlaY = 0,02531 

Ll4 Y = 0,01703 

Ll5 Y = 0,00860 

Ll6y = 0,00087 

Lis y = 0,03342 = 000083 
Ll2 x 40 ' 

Lis Y = 0,02531 = ° 00084 
Lis x 30 ' 

Ll4 Y 0,01703 = 000085 
Ll4 x 20 ' 

Ll5 Y _ 0,0~~60 = 0,00086 
Ll5x 

LlsL = 0,00087 = 0,00087. 
Ll6X 1 

Den wahren Wert des Differentialquotienten, ebenfalls berechnet 
auf 5 Stellen, finden wir nach der Formel: 

~ = 0,43429 = 0,43429 = 000087 
dx x 500 ' . 

Diesem wirklichen Werte strebt unser Differenzenquotient immer 
mehr zu; fur Llx = 1 unterscheidet sich der Differenzenquotient 

bereits um weniger als 1~6 vom Differentialquotienten. 

Man berechne diesel ben Gro~en fur 
x = 800, x + Lll X = 890 .. 870, 850, 830, 810, 805, 801. 

Es wird :!L = 0,43429 = 0 00054 
dx 800 ' . 

Zu § 23. 

Flache einer Ellipse und eines Sektors der gleich
seitigen Hyperbel. 

Aufgabe 182. Gesucht die 
Fliiche eines Ellipsen - Quadranten. 

Die Halbachsen der Ellipse 
seien a und b. Man vergleiche § 3 
Seite 13. Der Punkt P der Ellipse 
habe die Koordinaten x und y. 
Einer der unendlich vielen Streifen, 
in die man sich wie immer die 
Fliiche zerlegt denkt, hat den In
halt ydx. 

Kohlrausch. 

y 

I I 
i--------a---+-.x~ 

Fig. 72. 

9 
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Die Gleichung der Ellipse ist: 
x2 y2 
It2+V=l. 

Demnach iet: 

y=b Vl- ::. 
Die gesuchte Fliiche S ist: 

a a 

S -= IYdx=/b Vl- :: dx. 
o 0 

Fur x konnen wir, wie aus Fig. 72 £olgt, setzen: 
x = a sin p, demnach d x = a cos pdp. 

Es wird: 

S = b f V 1 - sin2 p a cos pdp = a b f cos2 pdp. 

Durch Eintritt der Winkel£unktion mussen die Grenzen sich 
geiindert haben. x sollte sich iindern von 0 bis a. Fur x = a sin p 

tritt als Veranderliche ein: sin p = ~. 
a 

Setzen wir x = 0, so wird sin p = 0, also p = 0 und £ur 

·d· a I rr; x = a, wIr 8m p = a = 1, a so p = 2. 

n 
Die Grenzen fur p sind demnach 0 und 2" 

1C 1C 

"2 2 

S = ab/c082 pdp = ab 11 + c;s 2p dp 
o 0 

1C 1C 

2 "2 

ab! abl sin2p 
S=2 dP+C082pdp=2 P+-2-· 

o 0 

S a b (rr; + sin n ) E·· . 0 = - - -- - 0 - o. 8 1St 8m n = SID 180 = O. 
222 

(VergI. Trigonometrieche Formeln). 
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Wir erhalten also fiir die Ellipsenflache, welche das vierfache der 
berechnetell Flache ist: E = a . b . n. 

Aufgabe 183. Ge-
sucht der Fliichellinhalt 
des Sektors 0 A A' einer 
gleichseitigen Hyperbel, 
deren Halbachse 00 = 1 
sein solI. 

Die Gleichung einer 
gleichseitigen Hyperbel 

y 

lautet: x 2 - y2 = 1 ------t-'--7I~~t=ff-----;x;-? 

(a2 = 1 gesetzt). ZurVer
einfachungder Rechnung 
ersetze man die recht
winkligen Koordinaten 
durch Polarkoordinaten 
(s. Anhang S. 120). Die 
Koordinaten der Punkte 
A und AI seien r und 

Fig. 73. 

a, bezw. r und - a. Dann wird y = r. sin a und x = r. cos a; 
ferner geht die Gleichung der gleichseitigen Hyperbel iiber in: 

r2 (cos2 a - sin2 a) = 1 oder rll = _1_ 
cos2a 

vergl. Trigonometrische Formeln. 
Zur Berechnung der Flache 

o A A' = p, wo p die schraffierte 
Flache der Fig. 73 bedeutet, d. h. 
P = 2a, untersuche man, wie der 
1nhalt einer beliebigen von einer 
Kurve und den zugehorigen Polar
koordinaten begrenzten Flache zu 
berechnen ist (Fig. 74). 

A Al sei eine beliebige K urve ; 
A1 habe die Koordinaten rl, {J; A 
r, a. LaRt man a urn d a wachsen, 
so wachst r urn d r; der 1nhalt des 

y 

o 

Fig. 74. 

unendlich kleinen Dreiecks 0 B A ist nach dem Sinussatz: 

(I) 

x 

2 r (r + dr). sin (da). Bildet man die Summe samtlicher unend-
2 

9* 
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Hch kleinen Dreiecke innerhalb der Grenzen a = (J bis a = a, so 
erhalt man durch diese Integration den Inhalt des FHichenstiicks 
OAA1 =p. 

Danach ist: 
a=a 

_/ 1 ( + d ) sin (d a) d p- 2 r r r.da-. a (II) 

a={J 
Da d a unendlich klein ist, kann man den Sinus d a gleich 

sin (da) 
dem Bogen eetzen, also d a = 1. 

Somit iet: 
a a 

<f= ~l(' + d,)da = ~/(' •. da+,. dd a). 

1m Klammerausdruck solI zu einer unendlich kleinen Gro.@e 1. Ord
nung eine solche 2. Ordnung addiert werden; letztere kann daher 
vernachlassigt werden. Also ist: 

a 

p = ! / r2 . d a . (III) 
{J 

Wendet man diese Beziehung auf den vorliegenden Fall an, 
so haben wir zur Berechnung des Sektors 0 A AI der gleichseitigen 
Hyperbel zu bilden: 

a=+a a 

rp= !/ r2. da =./r2.da, 
a=-a 0 

denn statt die Flache von - a bis + a zu nehmen, kann man sie 
zweimal von 0 bis a rechnen. 

Da nach der Polarkoordinatengleichung der Hyperbel 

2 1 . 
r = ---,1St: 

cos 2a 

Nun ist 

a 

/ 
da 

cp= COS 2a 
o 

cos 2 a = sin (~ + 2 a ) = 2 sin (: + a) . cos (: + a ); 

(IV) 

vergl. Trigonometr. Formeln Nr. 26. Also ist: 
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IX 

'P ~ fun ('i+.y CQ8 (';;+.)" 
o 

Dividiert man Zahler und N enner mit cos2 (: + a ), so ist: 

IX da 

cos2 (: + a) 
sin (~ + a) 

2 

C08(: + a) 0 

1 
-

2 

0 

C082 (~+a) 

tg (~ + a) 

n 4 dad zugefiigt werden, da der Differentialquotient einer Kon-

8tanten = 0 ist. 

IX 

cp = ~ lIn tg (: + a) . . . . . . (V) 
o 

N ach Einsetzung der Grenzen erhiilt man: 

cp= ~ [lntg(: +a)-Intg(: +0)]. 
Es ist tg ~ = 450 = 1 und In 1 = 0, also wird: 

cp = ! In tg (~ + a) . ., .. (VI) 

Nach der trigonometrischen Formel Nr. 10 ist 

tg (450 + a) = ~ + :g a. 
- ga 

Setzt man dies in Gleichung VI ein, und beriicksichtigt, da13 



134 Anhang. 

tg a = I., wie aus Fig. 73 hervorgeht, so erhiilt man 
x 

1+ Y 
1 x 1 x+y 

cp=-ln--=-ln--. 
2 1_I. 2 x-y 

x 

Erweitert man Ziihler und N enner mit x + y, so wird der 
Nenner x2 - y2, d. h. = 1. Daraus folgt: 

1 
cp = 2" In (x + y)2 oder 

cp = In (x + y) (VII) 

Will man hieraus noch x bezw. y als Funktion von cp be
l'echnen, so setzt man: x + y = e'P. 

Zu § 25. 

S c h w e r pun k t e ill e r Hal b k u gel un d e in e s Rot a t ion s
par abo 1 0 ids. 

Aufgabe 184. Bei der Berechnung des Schwerpunktes von 
Korpern haben wir statische Momente auf Ebenen zu beziehen. 

Das statische Moment eines Korpers ist das Produkt aus 
Volumen des Korpers und Abstand seines Schwerpunktes von 
der Ebene. 

2 
Das Volumen der Halbkugel ist nach Aufgabe 176 = "3 n rS. 

f' oX 

Wir denken uns die Halbkugel 
in viele Scheiben zerlegt. Die schraf
fierte Scheibe (Fig. 75) habe den Ra
dius x, den Abstand y von der Ebene 

'1 Y E E und die Dicke d y. 
E"--'--__ ---'I'-__ ---'~ Der Inhalt der Scheibe ist dann 

Fig. 75. 

Es ist: 

n x2 • d y, und der Momentensatz gibt 
dann: 

r 

2 II _/ 2d 3 n r . 1] - n x y . y. 
o 
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und - dies eingesetzt - wird: 

3 
1] =Sr. Wir erhalten: 

A.ufgabe 185. Man bereohne ge
nsu wie vorher den Soh werpunktsab
stand des Rotationsparaboloids der 
Fig. 76. 

Der Inhalt ist aus § 24 S. 110 
bekannt_ Man findet: 

Zu § 26. 

y 

Fig. 76. 

Tragheits- und Widerstandsmoment von]- und I-Eisen, 
sowie von Kreis und H albkreis. 

Au£gabe 186. Tragheits- und Widerstandsmoment eines Winkel
und eines 1- Eisens von gegebener Gro~e zu bestimmen. 

Aus Fig. 77 folgt: 
h ~ h h, 
2 2 2 "2 f f 3 3 

J B = y2 a d y - y2 b d Y = a ~ - b ~ 

h h, _ ~ _ ~ 
-2" -"2 2 2 

. a h3 b h 3 
J s = ~ 1 

a= 14 em 

~~- ~l 
~.' J 
L---a-..,.J 

Fig. 77. 

b = 11,5 em 
hI = 25,0 em 
h = 30,0 em. 

J s = 16526 em4} 
W = 11 02 oms Resultat. 
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~ Z I 1 
-7~.~--J 

=1tl,o 

Fig. 78. 

Anhang. 

A us Fig. 78 folgt: 
h hi 
2 2 

J.= jy,.dY-2 jy'; dy. 

h h, 
-2 -'2 

Resultat: J = 6300 cm" W=485cm3• 

Tragheits- und Widerstandsmoment eines T·Eisens bezogen auf 
die Schwerlinie. Nach Fig. 79 ist: 

Fig. 79. 

Resultat: 

J s = J s - J 81 + J SlI' 

ell bedeutet den Abstand des Schwer
punktes von der X· Achse, und ist nach 
§ 25 zu bereehnen; daraus ergeben sich 
dann e1 und h. 

a = 1,5 cm 
b = 13,5 cm 
d=2,Ocm 

H = 20,0 em. 

J = 2159 cm". 

W= 2159 cm3. 
ell 

Aufgabe 187. Tragheits- und Widerstandsmoment des Kreises 
und Halbkreises zu bestimmen. 

i' 

Fig. 80. 

n 
+2 

y = r sin rp 
dy=rcosrpdcp 

z = 2 rcos rp 

J = f r2 sin2 rp 2 r cos rp r cos cp d rp 
n 

-2 
+~ 2 

J = 2 r"fsinll rp cos2 rp d rp 
n 

-2 
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n 
-

Formeln: 2 

jSin2 2 cp 
1. sin 2 P = 2 sin p cos P J = 4 r4 ---- cos2 pdp 

. sin2p 
4 cos2 p 

u 
BIll cp = 2 cos p n 

"2 
. 22 

J = r' f sins 2 cp d P • 2 BIn cp 
sm p= 4 2' cos P 0 

n 

2. 
. 2 1-cos2cp "2 

sm p= 2 
r4j 

'22 l-cos4p 
J="2 (1-cos4p)dp 

sm p= 2 () 

n n - "2 

j cos 4 P = ~ sin 4 cpo 
2 

3. J =~~jdp- jcos 4pdp 
0 0 

n n 
2" 2 

J=!;\p- ~lsin4p 
o 0 

J = r4(n _ ~ sin 2n). Es ist sin 2n = O. 
2 2 4 

7& n J =r4.. _=d4 _ = 0,0491 d4 
4 64 

n 
4 n n 

W = r4 -- = rS • -- = dS • - = 0,0982 dS, 
r 4 32 

Fur den Halbkreis ist nach Aufgabe 179 die Entfernung des 
4 r 

8chwerpunktes 1] = 3 n' 

J 
J s = - -1]2 8 

2 (Kreises) 

n 16 r2 r2 n J -r4. _____ _ 
s - 8 9 n 2 ' 2 
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J = r4 (; - 98r,) = 0,108 r4 = 0,00675 d4 

W=r4(n _~) 
2 9n 

4 r 
r---

3 n 

0,0235 dS• 



Zweiter Teil. 

Differentialgleichungen. 

§ 1. 

Begriif der Diiferentialgleichungen. 

Unter einer Differentialgleichung versteht man zunachst, wie 
schon der Name sagt, eine in Gleichungsform ausgedriickte Be
ziehung zwischen den Differentialen zweier oder mehrerer Verander
Hcher und den letzteren selbst. 

Die einfachste Differentialgleichung fur zwei Veriinderliche lautet: 
f (x) d x + p (y) d Y = 0 • (I) 

1m aHgemeinen treten die Differentialgleichungen in etwas 
anderer Form auf, niimlich: 

f(x) + ~~ P (y) = 0 (II), 

welche offenbar aus I. durch Division mit d x entstanden sind. In 
diesem Sinne sind Gleichungen zwischen den Veriinderlichen und 
ihren Differentialquotienten ebenfaHs Differentialgleichungen. 

Vor aHem sind in der TheOl'ie der Differentialgleichungen 
wesentHch die Begriffe der unabhiingigen und abhiingigen Verander
lichen ,. die aus der Differential- und Integralrechnung schon be
kannt sind. 

Eine gewohnliche Funktionsgleichung z. B. 
p (x) + 1/1 (y) = 0 • , (III), 

in welcher x die unabhiingige Variable ist, gibt in Auflosung nach y: 
y= F (x), 

wodurch die funktionale Abhiingigkeit der Variablen y von x am 
deutlichsten hervortritt. 
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Die Auflosung oder Integration einer Differentialgleichung ge
schieht in iihnlicher Weise. Man sucht die in der Gleichung auf
tretenden abhangigen Variablen in ihrer funktionalen Abhiingigkeit 
von der unabhiingigen Variablen zu ermitteln. 

1m allgemeinen geht man zur Erreichung dieses Zieles zuniichst 
darauf aus, aus den Differentialgleichungen eine gewohnliche Funk
tionsgleichung zu linden, welche keine Differentialquotienten mehr 
enthiilt. Man hat insbesondere dafiir zu sorgen, dati die Differential
gleichung in eine solche Form gebracht wird, dati die Integration 
durchgefiihrt werden kann. Die so umgeformte Gleichung heitlt 
dann eine Integralgleichung. Die ganze Theorie der Differential
gleichungen besteht deshalb im wesentlichen in solchen Umformungs
methoden, die in § 3 - 5 erliiutert werden. 

Kniipfen wir z. B. an die Differentialgleichung I an, so kann 
so for t integriert werden. Man erhiilt: 

/f(x)dx+jp(y)dy=O. . (IV) 

mit Beriicksichtigung der Tatsache, dati die Integration von 0 eine 
beliebige l{onstante ° ergibt, denn der Differentialquotient einer 
Konstante war nach § 9 gleich Null. 

Die beiden Integrale in IV sind nach den iiblichen Regeln 
der Integralrechnungzu linden. 

Haben wir z. B. 
sin x d x + cos Y d Y = 0 (V) 

so findet sich als IntegraIgleichung 

/ sin x d x + j cos Y d Y = ° 
oder - cos x + 01 + sin y + 0ll = 0. 

Hieraus wird: - cos x + sin y = 0- 01 - 0ll = 00 

sin y = cos x + 00' 
Losen wir diese Gleichung nach y, so wird nach § 12 Seite 56: 

y = arc sin [cos x + 00] . . (VI) 
Hiermit ist die gesuchte Abhiingigkeit der Variablen y von x 

festgestellt. 
Ebenso wie man bei der Auflosung gewohnlicher Funktions

gleichungen oft auf Kunstgriffe angewiesen ist, so gibt es in der 
Lehre von den DifferentiaIgleichungen keine allgemeinen Methoden, 
nach denen man aIle vorkommenden Differentialgleichungen inte
grieren kannte. 
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§ 2. 

Einteilung der Difl'erentialgleichungen. 

Urn einen gewissen Uberblick zu erhalten, teilt man die DiH'eren
tialgleichungen in bestimmte Klassen. 

1st zunachst nur e i n e una b han gig e Variable vorhanden, 
so hat man tot a I e Differentialgleichungen, auf deren Behandlung 
wir uns hier beschriinken wollen. Sind im Gegensatz hierzu mehrere 
una b han gi g e Variable vorhanden, so spricht man von par t i elle n 
Differentialgleichungen. 

Au.Qer der einen unabhiingigen Variablen ist bei totalen Diffe
rentialgleichungen mindestens eine abhiingige Variable nebst ihren 
DiH'erentialquotien ten nach der unabhiingigen Variablen vorhanden; 
dann besteht nur e i n e DiH'erentialgleichung zwischen den beiden 
Variablen. 

Sind in der zu behandelnden Aufgabe mehrere a b h ii n gig e 
Variable vorhanden, so hat man auch mehrere Differentialgleichungen 
au£zustellen. Es mussen stets eben so viele Differentialgleichungen 
wie abhangige Variable vorhanden sein. Man spricht demnach bei 
mehreren Variablen von einem System von Gleichungen oder 
s i m u I tan e n Differentialgleichungen. 

Wir beschriinken uns auf Gleichungen mit e i n e r abhangigen 
Variablen, wie wir auch nur eine unabhiingige Variable zulassen 
wollten. Man teilt diese wieder ein nach der 0 r d nun g des 
hOchsten DiH'erentialquotienten, der in ihnen vorkommt. 

Die in § 1 unter II genannte DiH'erentialgleichung: 

f(x) + ~~ g;(y) = 0 

ist demnach von der ersten Ordnung, weil : ~ der erste Differential

quotient von y nach x ist. 
Die DiH'erentialgleichung: 

d y d2 Y 
£ (x) + £1 (x) d- + g; (x, y) d~ = 0 ,x x 

(1) 

ist von -der zweiten Ordnung. Auf die Gestalt der Funktionen £ 
und g; wird bei der Einteilung keine Riicksicht genommen. 

1st jeder Differentialquotient nur mit einer Funktion von 
x, yoder beider multipliziert, dann heillt die Di(ferentialgleichung 
linear oder vom ersten Grade. Kommen aber Produkte oder 
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Potenzen der Differentialquotienten vor, dann wird die Differential
gleichung von hOherem Grade. 

Es ist z. B. die Differentialgleichung: 

(d y)2 d2y 
f (x) + f1 (x) d x + cp (x, y) d x 2 = 0 (II) 

d2 Y 
von zweiter Ordnung wegen d x2 und vom zweiten Grade wegen 

Die Funktionen f, cp, tfJ usw., mit denen die Differential
quotienten multipliziert sind, nennt man die Koeffizienten der Diffe
rentialgleichung. 

§ 3 - § 5. 

Methoden zur L08ung von linearen Differentialgleiehungen 
1. Ordnung. 

§ 3. 
Methode der Trennung der Variablen. 

In der Differentialgleichung f (x) d x + f (y) d y = 0 (§ 1. I.) er
iibrigt sich die Trennung der Variablen. 

Bei einer Differentialgleichung der Form: 
cp (y) d x + f (x) d y = 0 

trennt man die Variablen in einfacher Weise, 

dx +~-.:..O 
f(x) cp (y)-

(I) 
indem man setzt: 

(II) 

Nun kann man wieder integrieren. 1st z. B. f(x) = x und 
cp (y) = a, so wird: 

dx dy --+-=0 .. 
x a 

. . . (III) 

oder: JdxX + :JdY = o. 
Diese Integrale geben die Losung: 

Inx+ L =C. 
a 

Hieraus wird: y = a (0 -In x). 



und 

§ 4. Methode der Substitution. 

Beispiele: 

ady=-by.dx 

dy b 
--=--.dx. 
y a 

Durch Integration erhalt man: 

2. 

b 
Iny=--x+O 

a 

-~x+c C -~x -~x 
y=e a =e.e a =Ol e a 

b . d y = d X oder d y _ d X 

a-cy a-cy b 
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f-~=~fdX oder _~fd(a-CY) =~fdX 
a-cy b c a-cy b 

Die Losung des Integrals gibt: 
1 x 

-cln(a-cy) =1)+0. 

Also wird: 

§ 4. 

Methode der Substitution. 

Oft lassen sich lineare Differentialgleichungen erster Ordnung 
in die Form bringen: 

~=f(1.) dx X 
(I) 

Man nennt eine solche Ditferentialgleichung eine homogene. 

Wir substituieren 1. = t, wo t eine neue unabhiingige Variable ist. 
x 
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-oder: 

Differentialgleichungen. 

Wir schreiben y = x t nnd erhalten durch Differentiation: 
dy = x d t + t d x. . . . . . . (II) 

Setzen wir dies in I ein, so wird: 

x d t + t d x = f (t) 
dx 
x 

d t. d x + t = f (t) . . . (III) 

In andere Form gebracht: 
dx d t 

- . . . . . . . (III') 
x f (t) - t 

Durch Integration erhiilt man: 

In x = / f / t + c. t)-t 

(x) y2 . 
1st z. B.: f y = -x2 ' so wll'd: 

Inx=/~+c=/_d~1) +C. t -t t(t-
Hieraus durch Partialbruchzerlegung: 

In x = /( __ 1-- ~)dt + c. 
(t - 1) t 

Die Losung des Integrals gibt: 
. (t 1) 

In x = In (t - 1) - In t + C = In t - + c. 

Setzt man C = In C', so wird: 

Inx=ln(C,.t t~-). 

Man erhaIt: 
t-1 

x=C'.---. 
t 

Setzt man den Wert von t ="1-, so findet man: 
x 
y-x 

x=C'. ---
y 

und hieraus: 
C'x 

Y=-C-,--, -x 
womit die Integration der Differentialgleichung I geleistet ist. 

Eine verwickeltere Differentialgleichung 1. Ordnung ist folgende: 

fl(X)~~+£(x).Y+IjJ(x)=o .... (1) 
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Sie wird ebenfalls durch Substitution geMet. Man setzt: 
y = u. v, ........ (2) 

wo u und v unbekannte Funktionen von x bedeuten. 
Die Differentiation von Gleichung 2 nach x ergibt: 

dy dv du 
dx=u dx +v(fX' . . .. . (3) 

Setzen wir dies in Gleichung 1 ein, so erhlilt man: 

f1 (x) (u :: + v ::) +f(x).u.v+p(x)=O. (4) 

oder: [f1 (x). :: + f(x). u]v+ £1 (x). u. :: + p(x) = 0 (4') 

Man bestimmt nun u in der Weise, da~ 
du 

fdx) . (fX + f (x) u = 0 . . . • • • (5) 

wird, d. h. man integriert die Differentialgleichung und 
ais Funktion von x. 

berechnet u 

Die Trennung der Variablen in 5 gibt: 
d u = _ £ (x) d x . 

U £1 (x) 
Die Integration liefert: 

J £(x) 
In u = In 0' - f1 (x) d x 

Hierin ist 0 = In 0' gesetzt. Man schreibt: 
u 

In u -In 0' =Ino-

. . . . . (6) 

. . . . (7) 

und erhlilt: 
jf(os.) d 

u = 0' e - f, (:I:) os. • • • • • • • (8) 

Aus Gleichung 8 ist u als Funktion von x bekannt, und man 
kann den zweiten Teil der Gleichung 4', der eine Differential
gleichung zwischen v und x darstellt, integrieren. 

Dieser zweite Teil lalltet: 
dv 

£1 (x) U d x + p (x) = 0 . . • . • (9) 

Die Trennung der Variablen ergibt: 

d v = - p (x) . d x •.... (10) 
u. fdx) 

oder nach Integration: 

Kohlrausch. 10 
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v = -/ g;(x) dx I C (11) 
U fl (x) I 1 •••• 

Setzt man die aus Gleichung 8 und 11 gefundenen Werte 
ein, so ist ~uch Y = u . v als Funktion von x berechenbar und die 
Losung der Differentialgleichung 1 somit gefunden. 

§ 5. 

Der "Integrierende Faktor". 

Die lineare Differentialgleichung: 
f (x, y) d x + g; (x, y) d y = 0 . . . . . (I) 

wird folgendermaIilen behandelt. Ihr Integral kann, wie es auch 
lauten moge, offen bar in der Form geschrieben werden: 

F (x, y) = C ..... (II) 
Differentiiert man diese Gleichung, so wird: 

8FV~'Y)dx+llFlJ(;'Y)dy=dC=O .•. (III) 

Vergleichen wir I und III, so ist F (x, y) das Integral von 
I, wenn f (x, y) den ersten partiellen Differentialquotienten von 
F (x, y) nach x und g; (x, y) den ersten partiellen Differentialquotienten 
von F (x, y) nach y bedeutet. Dies letztere ist aber dann der Fall, 
(da ja 

52 F 52 F 
8-X8y=ay llx 

ist), wenn die Beziehung besteht: 
II f (x, y) lJ g; (x, y) 

lJy - 8x . . . (IV) 

Diese Gleichung ist die sogenannte Integrabilitatsbedingung 
fiir I. Lautet Gleichung I z. B. 

(2 a x + b y) d x + (b x + 2 c y) d y = 0, 
so ist: 

~ (2 a x + b y) _ lJ (b x + 2 c y) _ b 
lJy - llx -. 

Die Integrabilitatsbedingung IV ist somit erfiillt, und die In
tegration der Gleichung I gestaltet sich wie folgt. 

Wir definieren eine Funktion 1/1 aIs J f (x, y) dx, wo die In
tegration nur nach x auszufiihren ist, so daL\ 



§ 5. Der "Integrierende Faktor". 147 

~ ~ = f (x, y) ist. (V) 

Wir wahlen eine weitere Funktion X in der Weise, daa 
'iJ1p 

X = -FY+ Y, ....... (VI) 

wo Y eine unbekannte Funktion ist, welche nur y enthalt. Dann iBt: 
lJ X lJ21/J 
Vx=lJxlly ...... (VII) 

Wir bilden aus Gleichung V 
lJ21/J ~ f (x, y) 

Vx.lJy= lJy' 
AUB Gleichung VII wird daher: 

lJ X lJ f (x, y) 
~x = 'iJy 

Nun ist nach der Bedingungsgleichung IV 
lJ f (x, y) lJ P (x, y) 

By = llx 

und wir erhalten: 
B X lJ P (x, y) 
'iJx=-~' 

DarauB folgt: X = P (x, y). 

Setzt man diesen Wert von X ein, so wird nach VI: 

X = P (x, y) = ~~ + Y. 

Hieraus berechnet sich die unbekannte Funktion Y zu: 

II 1/J f Y = P (x, y) - lJ y , worin 1/J = f (x, y) d x ist. 

Bilden . wir jetzt nach I und II die Funktion 

F(x,y)= jf(x,Y)dX+ j[ p(x,y) - jlJf(~:)dX] dy, 

BO findet sich durch Differentiation: 
lJF 
lJx =f(x,y) 

'iJF 
lJ y = P (x, y). 

Hieraus ergibt sich aber, daa F (x, y) das gesuchte Integral 

10* 
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der Differentialgleichung list unter der Voraussetzung, daa die 
Integrabilitatsbedingung erfiillt ist. 

Wenn letzteres nicht der Fall ist, so mu.B man den sogenannten 
"Integrierenden Faktor" aufsucben. Dieser miiate jedoch mit Hilfe 
einer partiellen Differentialgleicbung bestimmt werden, mit denen 
wir uns bier nicbt befassen wollen. 

§ 6. 

Stromkreis mit Widerstand nnd Selbstinduktion als technisches 
Beispiel einer linearen Diiferentialgleichung erster Ordnung. 

In einem Stromkreise ,dessen Widerstand durch eine Spule 
dargestellt wird, erreieht beim Stromschlua der Strom nieht sogleich 
seine volle Starke, die ibm nach dem Obmscben Gesetz unter Be
riicksichtigung des Ohmschen Widerstandes dieser Spule zukommen 
mii.Bte. Diese Erscbeinung wird dasurch bervorgerufen, da.B zunachst 
ein Teil der Stromenergie zur Erzeugung eines magnetischen Feldes 
in der Spule verbraucbt wird. 

Die Windungen der Spule beein:B.ussen sich gegenseitig nach 
dem Induktionsgesetz und erzeugen so eine elektromotorische Gegen
kraft, fiir die die Formel gilt: 

d(l) 
E = - n cit . 10 - 8 Volt . • . (I) 

Hierin bedeutet n die Zabl der Spulenwindungen 
der in der Spule erzeugten Kraftlinien. 

Fiir diese gilt weiter die Gleichung 

(l) = 4n n J, 
ttl 

und (l) die Zahl 

• (II) 

worin ttl den magnetischen Widerstand des magnetischen Kreises 
darstellt. Aus I und II ergibt sich: 

E -- 41£"n2 dJ 
- ttl 'dt' 

4 n n 2 nennt man den Koeffizienten der Selbstinduktion und scbreibt 
ttl 

ihn abgekiirzt L. Es ist also: 
dJ 

E = - L d t ., .,' (III) 

Die elektromotorische Gegenkraft der Selbstinduktion wirkt der 
an einen elektriscben Kreis angelegten elektromotorischen Kraft 
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entgegen. In einem Stromkreise mit dem Widerstande R und der 

Selbstinduktion L zeigt sich daher das Ohmsche Gesetz (J = ~) 
in folgender Fassung: 

dJ 
E-L--

J - d t oder ---R-

L dJ +JR-E=O 
dt 

RL 

Fig. 81. 

(IV) 

Dies ist die Differentialgleichung eines Stromkreises 
mit Wid e r s tan dun d S e I b s tin d u k t ion, in der J und t variabel 
sind. Zur Vereinfachung der Losung fuhren wir in Gleichung IVan Stelle 

von J R - E eine neue Variable x ein. Da ferner dd x = d (J ~ - E) 
. t t 

= R ~ ~ iat, konnen wir Gleichung IV, wie folgt, schreiben: 

L dx 
R·(ft+x=O 

oder, indem man die Gleichung durch x dividiert, 
L dx 
R'-X= -dt. 

Die Integration ergibt: 
L 
R In x = - t + Os und 

R R R 
lnx=- L t + L O2 = - L t+01• 

Es folgt dann, daa 
-~t+Cl -~t 

X = e L = e L • e Ct oder, 

da e Ct wieder eine Konstante ist, 
-~t 

x=Ce L 

Wir iuhren nunmehr fur x seinen Wert J R - E ein und 
erhalten 

-~t 
JR-E=Oe L , ••••• (V) 

Die Konstante 0 bestimmen wir aus der Anfangsbedingung. Fur 
t = O. ist auch J = O. Dies in Gleich. V eingesetzt, erhalt man: 

-E=O,eo=O. 
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Fur C diesen Wert in V eingesetzt, wird 
-~t 

JR - E=-Ee Loder 

E ( -~t) J=R 1-e L • (VI) 

-~t 
Der Ausdruck 1 - e List ein Zahlenfaktor und mu13 daher 

-~t 
dimensionslos sein. Diese,s trifft fur die Gro13e e Laber nur zu, 

wenn L die Dimension einer Zeit hat. 
R 

[~] = [t]. 

Man nennt ~ die Zeitkonstante des betrachteten Stromkreises. 

Die Gleichung VI kann noch in der Weise umgeformt werden, 
E 

da13 man an Stelle von R die Gro13e Jo einfiihrt. Jo bezeichnet 

. dabei den Maximal wert 
des Stromes, der erreicht 
wird nach vollstiindiger 
Ausbildung des magne
tischen Feldes in der 
Spule, nachdem also die 
elektromotorische Gegen
kraft der Selbstinduktion 

L-----t, ----t-Z ---Jr------f-~1t verschwunden ist, und 
im Kreise nur noch der Fig. 82. 
Ohmsche Widerstand 

wirkt. 1m Gegensatz zu dem stationii.ren Werte des Stromes Jo 
nennt man J den Momentanwert des Stromes zur Zeit t. 

Es ist also: 
J -~t 
J = 1-e L • 

o 

I F · 82' d' K J -~t I F k' n Ig. 1St Ie urve J = 1 - e Las un tlOn von 
o 

R 
L t dargestellt. 
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Die Kurve ist zur einfachen Losung der folgenden Aufgabe 
erforderlich. 

Aufgabe: Ein automatischer Sender (Wheatstonesender) schickt 
durch eine Leitung uber einen Morseapparat Stromstoge. Der 
Widerstand des Farbschreibers betriigt 550 Ohm, seine Selbstinduk
tion 8 Henry und der Widerstand der Leitung 950 Ohm. Zum 
Stromgeben wird eine Batterie von 24 Volt benutzt. Wieviel Zeichen 
durfen in der Sekunde gegeben werden, wenn der Morseapparat 
noch sicher auf 10.10-3 Ampere anspricht. 

Der Hochstwert, den der Strom in der Leitung erreichen kann, 
betragt: 

E 24 3 A 
Jo = R = 550 + 950 = 16 . 10 - mpere. 

Die Stromstarke, die mindestens erforderlich ist, um den Farb
schreiber zu betatigen, betragt laut Aufgabe: 

Dann ist: 

J = 10.10 -3 Ampere. 

J ;r= 0,625. 
o 

Zu diesem Wert von i gehOrt, wie sich aus der vorstehenden 
o 

Kurve ergibt, ein Wert fUr 
R 
L t=0,9. 

Daraus folgt: 
L 0,9.8 

t= 0,9. R = 550 +950 = 0,00480 sec 

Dieses t gibt die Mindestdauer eines Stromstoges an. Wird 
schneller gegeben, so reicht die Zeit nicht aus, um J gegenuber 
der Gegen - E. M. K. der Selbstinduktion auf 10. 10 - 3 Ampere 
zu bringen. 

Jedem Stromstog solI zum Zwecke der Zeichengebung ein 
gleich langer Zeitraum der Ruhe folgen, ehe der nachste Stromstog 
einsetzen dad. Hieraus folgt fur die Zahl der Stromstoge in einer 
Sekunde: 

1 1 
n =2t"= 2.0,00480 = 104 ...• 
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§ 7. 

Verschiedene Formen der Integrale von Ditferential
gleichungen erster Ordnung. 

Die bisher behandelten Integrale von Differentialgleichungen 
erster Ordnung weisen siimtlich eine willkiirliche Konstante 0 auf. 
Man nennt diese Integrale die a II gem e i n en Integrale der Differen
tialgleichungen. ErteiIt man jedoch der willkurIichen Konstanten 0 
einen bestimmten Wert, so erhiiIt man ein par t i k u I it res Integral; 
z. B. geht das allgemeine Integral der DifferentialgIeichung in 
§ 3 Seite 142: 

1 
y = a (0 -In x) fur 0 = - uber in das partikuliire: 

a 
e 

y = 1 - a In x = In e -In xa = In -. 
xa 

Hieraus foIgt: xa eY = e, d. h. eine Losung, die mit der in 
allgemeiner Form keine gro13e .A.hnlichkeit mehr zeigt. 

Man kann femer das allgemeine Integral einer Differential. 
gleichung erster Ordnung immer in die Form briDgen: . 

£ (x , y , C) = 0 . • . . . . . (I) 
Stellt man jetzt die Frage: 1st es moglich, C n i c h t als konstante, 

sondern als veriinderliche Gro13e und zwar als Funktion von x, y 
zu betrachten und so zu bestimmen, da13 die Gleichung I trotzdem 
eriu1lt bIeibt? Allerdings liegt eine solcbe WabI des 0 im Bereicbe 
der Moglichkeit. 

Wir brauchen die Gleichung nur partiell zu differeDtiieren (vergl. 
§ 15, I. Teil). 

oder: 

Man erhiilt: 
Bf Bf~O Bf I lJfBO 
~x dX+B6~x dx+ lJy dYT ~OBy dy=O 

~+~ dy +~ [~O + BO~.I]_o 
~x 'iJydx ~C 'iJx tlxdx - . 

Vermoge der GleichuDg 7 auf S. 84: 
a f 

dy ~ x 
dx=-]f' 

tl y 
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die immer besteht, wird 

~+!idy -0 
~x ~ydx-' 

Es bleibt also nur noch die Bedingung: 

~ [£J C + ~C . d Y] = 0 . (II) 
~C ~x ~y dx 

iibrig. Die eine Bedingung fUr Gleichung II 

~C+~C dy=O 
t1x t1y'dx 

sagt nichts Neues, sie wird erfiillt, wenn ~ C = 0, also C konstant 
ist. Dies wollen wir aber gerade vermeiden, weil wir sonst wieder 

das allgemeine Integral erhalten. Die zweite Bedingung ~ ~ = 0 

mna somit unsere zu Gleichung I gestellte Frage losen, da1\ niimlich 
C veriinderlich gewiihlt werden solI. Lost man die Gleichung 

~~ = 0 nach C auf und .setzt den fUr C erhaltenen Wert in 

Gleichung I ein, so erhiilt man eine Funktion zwischen x und y 
allein, also p (x, y) = o. . . (III) 

Diese Gleichung enthiilt keine willkiirliche Konstante mehr. Sie 
geniigt den Anforderungen der Differentialgleichung lund liefert 
doch kein partikuliires Integral. Man nennt ein solches Integral 
ein sin g u I ii res. 

§ 8 - § 13. 

Lineare Differentialgleichungen 2. Ordnung. 

§ 8. 

Methode der Hllfsgleichung oder Variation der Konstanten. 

Die bereits am En de von § 7 angedeutete Methode, die Kon
stante als veriinderlich zu betrachten, fiihl't zur Aufstellung einer 
Hilfsgleichung. Durch LOsung solcher Hilfsgleichungen l~t sich 
die Methode fUr die linearen Differentialgleichungen der ver
schiedensten Ordnung erfolgreich verwenden. Die Methode solI all. 
gemein im folgenden abgeleitet werden. Weitere Methoden eriibrigen 
sich, da den gelosten Differentialgleichungen der §§ 9 - 13 ein aus
fiihrlicher Text beigegeben ist. Gegeben sei eine lineare Differen
tialgleichung von der Form: 
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. (I) 

worin P, Q und R Funktionen von x bedeuten, die wir nur der 
Obersicht halber nicht mehr wie bisher f (x), £1 (x) . " schreiben; es 
konnen P, Q und R namHch auch Konstante sein. 

Die rechte Seite "R" wollen wir das a b sol ute Glied nennen, 
weil es frei von der abhiingigen Variablen und deren Differential
quotienten ist. 

Setzen wir die rechte Seite gleich Null, so wird 
dy 

P. dx + Q.y = 0 . (II) 

Diese Gleichung nennt man die Hilfsgleichung. Sie ist bei 
der Integration Hnearer Differentialgleichungen zuerst zu IOsen. Man 
sehlie~t aus ihr dann auf die Losung der Gleichung I, d. h. mit 
absolutem Gliede. 

Die Trennung der Varia bIen gibt: 
dy Q 
-=--.dx. 
Y P 

Hieraus durch Integration: 

lny=-!~ dx~F(x)+C, 
denn P und Q bedeuten ja nur Funktionen von x. Die Losung gibt: 

y = eF(x) + ° = eO. eF(x) = C1 eF(x), 
denn eO ist ebenfalls eine Konstante. 

Setzen wir diesen Wert von y bezw. den von ~~ in die Hilfs

gleichung ein, so erhalten wir eine identische Gleichung 0 = 0, vor
ausgesetzt, daa C1 konstant ist. Hieraus foIgt, da~ dies unmoglich 
die Losung der vorgelegten DifferentiaIgleichung I sein kann, denn 
diese soIl nach Einsetzung der Werte nicht 0, sondern das absolute 
Glied R ergeben. Wenn wir aber C1 oder einfach C nicht als kon
stant auffassen, sondern aIs veranderlich und zwar als Funktion von x, 
so kann man C so bestimmen, daa die Losung unsere Differential
gleichung I befriedigt. 

y = C. eF(x) 
war die Losung der Hilfsgleichung. Es ist: 

dy d(eF(x)) 
--C--dx- dx' 
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Setzen wir diese Werte in Gleichung I ein, so wird: 

P. Od(~F~X» + Q . 0 . eF(x) = 0 

oder C [p d(~:x1+ Q. eF(X)] = O. 

Da 0 konstant ist, mug der Klammerausdruck [ ] = 0 sein. 

Wir wahlen jetzt in der Hilfsgleichung y = 0 . eF(x) den Wert 
C als Funktion von x, dann wird: 

dy _ Cd(eF(X~+eF(X) dO 
dx- dx 'dx' 

Dnter Einsetzung dieser Werte wird Gleichung I: 

P (Cd (::X» + eF(x) ~ ~) + Q . 0 . eF(x) = R . (III) 

oder: C. [pd(~F~x1+ QeF(x)] + PeF(x). :~ = R. (IV) 

Der Klammerausdruck [ ] ist wie oben bewiesen = 0, also mug 

P.eF(x). ::=R . . . . .. (V) 

sein, d. h. wir haben 0 so zu wahlen, da.G diese Differentialglei
chung erfiillt ist. Es ist: 

R dx 
dO =P' eF(x) 

und C= J;. e~~)+C1' 
Das Integral sei 1./J (x), dann ist 0 = 1./J (x) + 01 und die Losung 

der Differentialgleichung ist: 
y = (1./J(x) + 01), eF(x) . . • • . (VI) 

Die Methode, da.G man die willkurliche Konstante der Hilfs
gleichung variabel macht, nennt man die Methode der Varia
tion der Konstan te n. 

Die eben angestellte Betrachtung sei an folgendem einfachen 
Beispiel erlautert: 

:~ -2y=x. 

Hierin sind P und Q konstant, d. h. = 1 bezw. = 2 und R hat 
die einfachste Form einer Funktion, namlich x. 

Die Hilfsgleichung ist: 
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dy dy 
-d - 2 Y = 0, also - = 2 d x. 

x y 
Durch Integration folgt: 

lny= 2x+ C. 
Also wird: y = e2x + c = C. e2x• 

Dies ist die Losung der Hilfsgleichung, worin C noch eiDe 
willkiirliche Konstante bedeutet. Wir wahlen nun C als Funktion 
von x und zwar so, da13 y = C. e2x die Losung der vorgelegten 
Gleichung, d. h. da13 durch Einsetzen nicht 0, sondern x heraus
kommt. 

Wir erhalten 

SetllOen wir die Werte ein, so erhalt man: 
dC 

C. 2 e2x + e2x dx - 2 Ce 2x = x. 

Also: 
dO 

e2x -=x und dC=xe- 2x .dx. 
dx 

Somit wird: C = f x. e- 2x dx. 
Das Integral wird nach der Methode der teilweisen Integration 

(Teil I § 21) gelost: 
fu.dv=u.v-fv.du, 

worin x=u und e- 2x dx=dv ist. 
Man findet: 

e- 2x je-2x x 1 e- 2x 
C=x. -2 - -2- dx = -2".e- 2X +2"' -2 +C, 

oder 

C=-e- 2X (:+ ~)+Cl' 
Demnach ist die LOsung der Differentialgleichung 

~!-2Y=X: 
y=e2x [_e- 2x (~ + !) +C1] 

y=C1 .e2X -(:+ !). 
Der Unterschied dieser Losung gegen die Hilfsgleichung besteht 

darin, da13 der Faktor - (: + !), d. h. eine ganze Funktion 

von x hinzugetreten ist. Dies hiitte man voraussehen konnen. 
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Wir mii1i\ten in die Differentialgleichung einen solchen Wert 
der Losung der Hilfsgleichung einsetzen, da1i\ wir nicht 0, sondern 
eine ganze Funktion ersten Grades von x erhalten. Das ist der 
Fall, wenn wir dem Werte von y eine ganze Funktion von x zu
fugen, also y = O. e2x + ax + f1 schreiben. Setzen wir diesen 

Wert ein, so erhiilt die Hnke Seite der Gleichung fur ~ ~ den Zu-

d (ax + fl) 
wachs dx d. h. a, und fur - 2 Y den Zuwachs: - 2 ax- 2 fl. 
Der Gesamtzuwachs betragt a - 2 a x - 2 fl und dies mu1i\ = x 
sein. Wir bestimmen die Koeffizienten a und fl. 

Die Koeffizienten gleich hoher Potenzen mussen ubereinstimmen, 
es wird: 

oder 

-2a= 1, 
1 

d. h. a = - 2" und a - 1 x - 2 fl = x 

1 
a = 2fl; fl= -"4' 

Also ist die Losung 
x 1 

y=O. e2x + aX+fl=O. e2X -"2 -"4' 
Die Art dieser Losung gilt allgemein, sobald das absolute Glied 

eine ganze Funktion von x ist. Wir brauchen nur der Losung der 
Hilfsgleichung eine gauze Funktion desselben Grades zuzufiigen, 
von der das absolute Glied ist, und die Koeffizienten zu bestimmen. 

§ 9. 

Differentialgleichung der elastischen Linie. 

Unter einer elastischen Linie versteht man die Gleichgewichts
figur, die die neutrale Faser eines vollkommen elastischen Stabes 
(fur den das Hookesche Gesetz geIten solI) unter Wirkung eines 
Biegungsmomentes annimmt. 

Es sei AB die neutrale Faser des Stabes, in der Spannungen 
nicht' auftreten, und deren Lage vorlaufig unbestimmt bleibt. Die 
oberha~b liegenden Fasern werden, wie Fig. 83 erkennen lii1i\t, ge
debnt, die anderen zusammengedruckt. 

Das Stabelement dx sei vor der Beanspruchung des Stabes durch 
die Last P von zwei parallelen Ebenen 0 C und 0 1 01 begrenzt. 
Infolge der durch die Biegung auftretenden Deformation des Stabes, 
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bei der die weiter von der neutralen Faser entfernt liegenden Schichten 
starker (und zwar proportional ihrem Abstand von dieser) bean
sprucht werden, als die naher gelegenen Schichten, wird nunmehr 
das Stabelement d x von zwei Ebenen begrenzt sein, die einen Winkel 

Fig. 83. Fig. 84. 

d P miteinander einschliegen (vergl. Fig. 84). In einer Faser im 
Abstande 'fJ von der neutralen Faser herrsche die Zugspannung a. 
N ach dem Hookeschen Elastizitatsgesetz gilt fiir die spezifische 
Dehnung E die Gleichung 

(J 
8= E = aa, (I) 

worin E ais Konstante den Elastizitatsmodul des Materials und a 
den reziproken Wert von E, den Dehnungskoeffizienten, bedeutet. 

Das Gesetz besagt also nur, dag die Dehnung proportional der 
Spannung erfolgt. Die spezifische Dehnung 8 bedeutet aber anderer
seits das Verhaltnis der Verlangerung A zur ursprunglichen Lange I; 
unsere Liinge des Fliichenelementes wurde mit d x anzusetzen sein, also: 

A 
8 = dx (II) 

Aua Gleichung I und II folgt: dAx - ; 

A = (Jdx (III) 
E 

Bedeutet nun in Fig. 84 A die Verlangerung fur d x und (! 
den Krummungsradius der elastischen I ... inie (vergl. Seite 73), so er
gibt sich aus der Ahnlichkeit der entaprechenden Dreiecke: 
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)':1]=dx:() . • . (IV) 

oder ), aus Gleichung III eingesetzt: (1 ~ x : 1] = d x : (). 

Daraus folgt: 
(1 E 
-=- (V) 
1] () 

Unter dem Biegungsmoment Mb versteht man das Produkt aus 
dem Widerstandsmoment des Stabes (vergl. S. 79 Aufg. 133) und der 
Spannung (11' die in der iiu~ersten Faser auftritt. Wir setzen: 

Mb = W . (11 • • • • (VI) 
Nach § 26 S. 117 wurde das Widerstandsmoment definiert als 

das Triigheitsmoment dividiert durch die Entfernung e1 der iiu~ersten 
Schicht. Es wird 

e1 
. . . (VII) 

Da sich nun, wie bereits eingangs erwiibnt, die Spannungen wie 
ibre Abstiinde von derneutralen Faserschicht verhalten (wir beschriinken 

die Betrachtung auf das lineare Spannungsverhiiltnis), so wird ..!!.... = (11 
1] e1 

und damit auch 
E Mb 1 Mb - = - oder -----.,. = -- (VIII) 
() J () E.J 

d. h. der reziproke Wert des Kriimmungsradius der elastischen Linie 
1st gleich dem Biegungsmoment dividiert durch das Produkt aus dem 
Elastizitiitsmodul und dem Triigheitsmoment fiir den betrachteten 
Querschnitt. Fur () war nach § 13 S. 74 gefunden 

3 

[1 + (~fr. 
d2 y 
dx2 

Die Durchbiegung y ist im allgemeinen eine sehr geringe; entsprechend 

wird :~ und noch mehr (: :) 2 als sehr kleine Gro~e neben 1 ver. 

nachHissigt werden diiden. Es bleibt () = d; y . 

dx2 
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Wir erhalten aus VIII nun die endgiiltige Gleichung: 
d2 y Mb 
d x 2 = E . J' " .. • (IX) 

die man als die Differentialgleichung der elastischen 
Lin i e zu bezeichnen pflegt. 

elastische 

Auf gab e: Ein Trager aus SchweiB
eisen von kreisformigem Querschnitt 
(d = 20 cm) ist an einem Ende so 
eingespannt, daB die freie Lange 1= 
200 cm betragt. Der Trager wird durch 
sein Eigengewicht (G = pi) und durch 
eine am freien Ende angebrachte Last 

r;-'pl p P = 600 kg auf Biegung beansprucht. 
Fig. 85. Es soIl erstens die gro£lte Winkel-

abweichung bestimmt und zweitens die 
Linie (Linie der Durchbiegung) ermittelt werden. 

Los u n g: Die Gleichung der elastischen Linie war: 

~~ = :.~ oder y = f (J:'j dX) dx . . • (1) 

darin bedeutet Mx des Biegungsmoment, bezogen auf einen beliebigen 
Querschnitt (im Abstande x von der Einspannstelle), y die Durch
biegung an dieser Stelle, Eden Elastizitatsmodul und J das Trag
heitsmoment des Tragerquerschnittes. 

Der Ausdruck J ;j d x in der Gleichung 1 ist: ~~ = tg a, d. h. 

die trigonometrische Tangente des Abweichungswinkels der neutralen 
Faserschicht von der horizontalen. Es ist nun festzustellen, wo 
diese Winkelabweichung am groBten ist, und wie groB sie an dieser 
Stelle ist. Wir erhalten allgemein: 

tga = J :'Jdx oder E.Jtga = J M.dx. . (2) 

Um Mx zu bestimmen, betrachtet man den Teil des Triigers 
rechts von dem Querschnitt bei x. Das Biegungsmoment Mx setzt 
sich zusammen aus den Einzelmomentender Last P mit dem Hebel
arm (1- x) und dem Eigengewicht p (1- x) der betrachteten Trager-

I-x 
lange mit dem Hebelarm -2-' 
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Mithin ist Mx=P (1- x) +p (1- x) 1 2 x. 

Dies in Gleiehung 2 eingesetzt, ergibt: 

E . J tg a = ! [p (1 - x) + p (1 2 X)2] d x 

=P !(l-X)dX+ ~!(I-X)2dX' 
Wir setzen (I - x) = z, dann wird d z = - d x und d x 

= - d z, Folglieh ist: 
z2 p z3 

E.Jtga=P2 (-1) + 2'3 (-1) +01 

= - : (1 - x)1I - : (1 - X)3 + 01 ' , (3) 

Die Integrationskonstante 0 1 bestimmen wir durch die Tatsache, 
da./3 tg a an der Einspannstelle gieich Null ist. Fur diese Stelle 
gilt x = 0, Folglich ist: 

PIa p 13 PI2 pIS 
0=-2- 6 +01 oder 0 1 =2+6' 

Setzt man diesen Wert fur 0 1 in Gleichung 3 ein, so erhiilt man: 

tg a = ~ { _ P (1- X)2 _ P (1- x)S + PIli + R!:'} (4) 
E.J 2 6 2 6 . 

Von tg a soIl der gro./3te Wert gesueht werden, Er ist zweifellos 
dann vorhanden, wenn die negativen Glieder moglichst klein werden. 
Dies tritt fur x = 1 ein; es werden dann die negativen Glieder gieich Null, 

Foiglich ist: 
1 (PIli pIS) 12 

tga max = B.J 2+ 6 = 6.E.J (3 P + G). Es be-

deutet G das Eigengewieht. 

Die Zahlenrechnung rur die Werte: I = 200 em, E = 2. 10 - 6, 

J - n 4, 4, P - 6 k d G - 202 n 00 7 - 8 - 64 20 cm, - 00 g un - -4- 2 .,8 , 10 

= 490 kg ergibt fur tg a max den Wert 0,000973, dem ein Winkel 
von 3' 22" entspricht. 

Die gro./3te Winkelabweichung befindet sich also am Ende des 
Tragers, sie betragt 3' 22/1, 

Kohlrauseh. 11 



162 Differentialgleichungen. 

Die nochmalige Integration der Gleichungen 2 (bezw. 4) ergibt 
den Wert der Durchbiegung y fiir einen beliebigen Wert von x. 
Wir fiihren die Integration aus und erhalten: 

y= E~J f tgadx 

1 f( P P PI2 PIS) = E.J -2(I-x)2- 6 (I-x)3+ 2 + T dx 

od... E.J.y= f[~; (l~ X),] dx~ f~(l ~x)'dx 

+ f (P;' +P~') dx 

Wir setzen wieder (1 - x) = z, dann wird d z = - d x und 
dx=-dz. 

Alsdann ist: 
P zS P Z4 (P 12 p 13) 

E.J'Y=-2·3(-1)-64(-1)+ 2+ 6 x+ O2 

oder 

E.J,Y=~(1-x)3+:4(I-x)4+(P212 +p~3)X+02 . (5) 

Die Integrationskonstante O2 bestimmt sich dadurch, da~ man 
y an der Einspannstelle gleich Null setzen kann. Fiir diese Stelle 
ist x = 0, also wird: 

PP p14 PIS p14 
0=6+ 24 +02 oder O2 =-6- 24' 

Setzt man diesen Wert fiir O2 in Gleichung 5 ein, so erhiiIt 
man als allgemeine Gleichung fiir y: 

P p PI2 pl3 PIS pI' 
E·J·y=6(1-x)3+ 24 (1-x)4+ 2 x + 6 x - 6 - 24 

oder umgeformt: 
x2 

y = E J [p x2 - 4 x (p + G) + 6 1 (2 P + G)] . . (6) 
24 . 

Setzt man in die Gleichung 6 die Zahlenwerte fiir die be· 
kannten Gro~en, E, J, p, P, G und 1 ein, so erhiilt man: 

XII (2,45 x2 - 4360 x + 2,03. 106) 

y= 3770.108 • 



y 
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Man bereehnet nun aus dieser Gleiehung fur eine Anzahl 
Werte von x (etwa fur x = 0; 40; 80; 100; 120; 140; 160; 180 
nnd 200 em) die zugehOrige Durehbiegnng y und erhiilt folgende 
Werte fur y: 0; 0,0086 em; 0,0341 em; 0,0533 em; 0,077 em; 
0,1046 em; 0,1375 em; 0,1745 em; 0,216 em. 

_x 
WM~~~.m •• _m __ m __ w __ _ 

Fig. 86. 

Tragt man diese Werte in ein rechtwinkeliges Koordinaten
system, dassen Nullpunkt die Einspannstelle des Tragers ist, ein 
und verbindet die fur y erhaltenen Punkte miteinander, so erhiilt 
man die Kurve der elastisehen Linie. Fur das vorstehende Bei· 
spiel ist sie in Fig. 86 skizziert. 

§ 10. 

Die Differentialgleichung der Seilkurve. 

Unter einer Seilkurve versteht man die Gleiehgewiehtsfigur, 
welehe ein vollkommen biegsamer, unelastiseher, an. seinen beiden 
Enden aufgehangter Faden unter der Wirkung einer uber seine 
Lange naeh dem Gesetz qx = f (x) verteilten Belastung annimmt, 
wobei qx die Belastung an der Stelle x bedeutet. Man kann 
sieh die Belastung selbst dureh eine Belastungsflaehe dargestellt 
denken. 

Hat man z. B. zu einem durehhangenden Telegraphendraht, 
der auRer dem Eigengewieht noeh durch eine ungleiehmii.Rig dicke 
Eislast besehwert ist, die zugehOrige BelastungsBaehe konstruiert, 
indem man die Ordinaten je naeh dem Gewieht der Teilehen des 
Drahtes aufgetragen hat, so sei in Fig. 87 die zugehOrige Seilkurve 
darunter gezeichnet. Man wird dann die Gleichung der Seilkurve 
aus den nachstehenden Betrachtungen abzuleiten haben. 

Fig. 87 zeigt die Belastungsfliiche mit darunter gezeichneter 
Seilkurve. 

11* 
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1m Abstande x vom linken Ende der Belastungsflache sei die 
Starke der Belastung = qx. 

Die von der X-A.chse abwiirts gerechnete Ordinate sei y. Der 
Schnittpunkt der Ordinate y mit der Seilkurve sei C. Legt man in C 
die Tangente C F an die Kurve, so bildet diese mit der X-Achse 
den Winkel p. 

Fig. 88 zeigt den Kriifteplan, mit dessen Hilfe die Seilkurve 
gezeichnet sein moge. 0 heiiilt der Pol nnd A B ist die Lastlinie, 
die durch das Aneinallderlegen siimtlicher Kriifte erhalten wird, die 
an der Belastungsfliiche parallel nach unten wirkend zu denken sind. 

Krlifteplan : 
A 

G 
x 

B 
Fig. 87. Fig. 89. 

o A und 0 B sind die iiuiilersten Poistrahlen, zu denen die 
iiuiilersten Seilenden der Seilkurve parallel gezogen worden sind. Die 
weiteren Poistrahlen, die bei der Zeichnung der Seilkurve benutzt 
wurden, sind fur diese Betrachtung belanglos und deshalb in der 
Fig. 88 als geloscht gedacht. 

Der in Fig. 87 gezeichneten Tangente C F entspricht eine gewisse 
Seilspannung, deren Groiile in Fig. 88 durch den parallel gezogenen 
Pol strahl 0 F dargestellt wird. Die Seilspannung (J Iiililt sich in 
eine senkrechte Komponente V und eine horizon tale Komponente H 
zerlegen, wie im Krafteplan ersichtlich. Dem Winkel der Tangente 
C F mit der X-Achse entspricht im Kriifteplan der Winkel FOP 
=-p. 

Man findet 
V 

tg p=- H (I) 

Geht man jetzt auf der Seilkurve von C nach D, also auf der 
X-Achse um die Strecke d x weiter und zieht auch in D die 
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Tangente D G, so entspricht dieser wieder eine Seilspannung, deren 
Gro.ae durch den Polstrabl 0 G des Kriifteplanes dargestellt wird. 

Der Winkel ffJ hat sich dabei um d ffJ geiindert. Da tg ffJ = - ~ ~ 
ist, wird aus Gleichung I: 

dy V 
dx-H 

oder fiir ffJ der kleine Winkel d ffJ eingesetzt: 

d (:~) = d (~) . (II) 

Nun andert sich H liberhaupt nicht, wahrend sich V, wie aus 
deDl Kriifteplane entnommen werden kann, um das Gewicht des 
Belastungsstreifens v e r min d e r t; denn die Lastlinie ist bekannt
Hch aus den Gewichten siimtlicher Belastungsstreifen gewonnen. 
Das Gewicht des Belastungsstreifens ist mit hinreichender Genauig
keit = qx d x. 

Aus Gleichung II wird: 

H d (: ~) = - qx d x oder H !2:a = - qx' 

Dies ist die Differentialgleicbung der Seilkurve. 1st qx als 
Funktion von x gegeben, so findet man daraus die endliche 
Gleichung der Seilkurve durch zweimalige Integration. Dabei er
geben sich zwei willkiirIiche Integrationskonstanten und, da auch 
der Horizontalzug H des Seilpolygons willkiirlich gewahlt ist, so 
enthalt die allgemeine Gleichung der Seilkurve 3 willkiirliche 
Konstanten. 

Wir wahlen als Beispiel den besonders hii.ufigen Fall einer 
gleichma.aigen Belastung, wie er bei Telegraphenleitungen, Drabt
seilbahnen und dergl. vorkommt. Ein Telegraphendrabt, der 
zwischen zwei etwa 100 m entfernten Stangen ausgespannt ist, hat 
seine Eigenlast, zuziiglich einer im Winter bei Rauhfrost oder 
Schneefall ihm anhaftenden Eislast zu tragen. Dieses ganze Gewicht 
kann als liber die ganze Lange gleichma.aig verteilt angesehen 
werden. Zwar ist die Eigenlast streng genommen der Bogenlange 
und nicht der Abszisse x proportional. 

Der Draht wird aber ziemlich fiach gespannt, so da.a der 
Unterschied geringfligig ist. Auch der Biegungswiderstand kommt 
nicht in Betracht, der Draht kann vielmehr bei den gro.aen Kriimmungs-
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halbmessern, die in Frage kommen, als ein vollkommen biegsames 
Seil angesehen werden. 

'------l----l ) I 
I l I 
k----- - -t--'1 I 

A~~~-t;------~ 
~I 

In nebenstehender Figur be
deuten A und B die Stiitzpunkte 
des Drahtes. Sie sollen gleich hoch 
liegen. 

I 
I 
I 

Fig. 89. 

Der Koordinatenanfangspunkt 
liegt bei A, die X·Achse ist in die 
Verbindungslinie A B gelegt. Ge
sucht wird der Durchhang, d. h. Y 

im Punkte 0, dessen Abszisse x ist. 
Wir setzen die Differentialgleichung der Seilkurve an: 

d2 y 
H dx2 =-q, 

wo q konstant ist und das Gewicht der Liingeneinheit bedeutet, 
Eine einmalige Integration ergibt: 

dy 
Hdx=-qx+ 01 . (III) 

Durch weitere Integration erhiilt man: 
x2 

H·y=-Q2+01X+02 ' , (IV) 

Dies ist die Gleichung einer Parabel. Zur Bestimmung der Inte
grationskonstanten fiihrt folgende Uberlegung, An beiden Stiitzen, 
d. h. fUr x = ° und x = I, wird y = 0, Aus x = 0, y = ° folgt, 
da13 Os = 0 werden mu13. Fiir x = I erhiilt man: 

12 1 ° = - q 2 + °1 1 oder 01 = q 2' 
Setzen wir die Werte der Konstanten in die Parabelgleichung, 

d, h, in IV ein, so erhiilt man: 

H y = q I x _ q x2• 

2 2 
Der gro13te Durchhang der Seilkurve liegt in der Mitte fiir 
1 

x = -, man bezeichnet ihn als Pfeil f oder Y max' Es wird: 
2 

Ql2 Q 1 
Ymax=f=SH= 8R' (V) 

wenn Q = q . I die Gesamtbela!ltung des Drahtes bedeutet, 
Jst andererseits der gro13te Durchhang bekannt, so lii13t sich 

H (der Horizontalzug des Drahtes) berechnen zu: 
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H - Ql (VI) - 8£ . 

Bei diesen Betracbtungen ist die Lange eines Bogenelementes 
d s = d x gesetzt,. Diese Anniiherung reicht in vielen Fallen aus. 
Betrachten wir ihre Beziehung naher, so find en wir aus Fig. 90: 

ds="Vdx2 + dys = VdX2 (1 + ~::) 
d s = d x V 1 + (~ ~r (VII) 

Bei einem fIacben Bogen ist :: iiberall ein sehr kleiner Brucb. 

Vernachlassigt man das Quadrat (~-~) 2 gegen 1, 80 kann wie bisher 

in erster Annaherung d s = d x und die 
ganze Lange des Bogens, die mit S bezeichnet 
sei, gleich dem Abstande der Stangen, also = I, 
gesetzt werden. 

In manchen Fallen will man aber gerade 
den Unterschied zwischen Bogenlange und 
Stangenabstand kennen lernen, dann entwickelt 
man zweckma~ig die Wurzel nach dem bino
mischen Lehrsatze (vergl. § 3 a Aufgabe 5): 

k---x~dx_ 
I I I 

Fig. 90. 
1 

-v~~~r = [1+ (~:r]2 
= 1 + ~ (~1:)2 _ ~ (d y), 

2 dx 8 dx 
Man wird das dritte Glied gegeniiber dem zweiten bereits ver

nachlassigen konnen und fur: 

dx V1 + (::f 
nunmehr d x [ 1 + ~ (~ :r] 
schreiben. 

Aus Gleichung III findet man fiir ::: 

dy=_qx+~=_qx+~!=~(!_x) 
dx H H H H' 2 H 2 . 
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Setzt man dies in Gieichung VII ein, so wird: 

ds=dx [1+~~2 (~-x)l 
Eine einmalige Integration ergibt fiir die Bogenliinge S unter 

Beriicksichtigung der Grenzen 0 und 1: 
1 

s= f[1 +H', (~ - lX+X')] dx. 

o 
1 

I 1 q2 (12 x2 xS) 
S= IX+ 2H2 4' x -1 2 +3 

o 

1 q2 (18 IS P) 
S =1+2H2 4-"2+3 -0 

1 q2 18 ( 3 6 4 ) =1+2 H2 12 - 12 + 12 

q2}3 
S = I + 24 H2' (VIII) 

Setzt man fiir H den Wert aus Gleichung VI ein, so wird: 

q2 13 q2.13 64 £2 
8=1 + -(Ql)2 = I +~. Q212 

24 81 
Q21, f2 8 8 f2 

S= 3 Q2 ]2 = sT' (IX) 

Mit Hilfe dieser Niiherungsformeln lassen sich wichtige Auf
gaben IOsen. Es ]ii.l3t sich beispielsweise der Einflu.13 berechnen, 
den eine Temperaturiinderung des Drahtes auf die Gro.l3e des 
Durchhangs fund damit auch auf den Horizontalzug H ausiibt. 
Der Draht wird sich niimlich mit steigender Temperatur ausdehnen, 
die Spannung (J im Drahte (also auch H als Komponen~ in hori
zontaler Richtung) wird kleiner werden. Lii..I3t aber die Spannung 
nach, so wird auch die elastische Dehnfiihigkeit kleiner werden, 
als nach dem aus § 8 dieses Telles bekannten Hookeschep Gesetz 
zuniichst vorausgesetzt wird. Diese Betrachtungen bediirfen jedoch 
eingehender besonderer Ableitung. 
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§ 11. 

Di:lrerentialgleichung eines schwingenden Korpers 
(ballistisches Galvanometer). 

Ein Massenpunkt bewege sich auf der Peripherie eines Kreises, 
dessen Radius r = a ist, mit gleicher Winkelgeschwindigkeit lIJ. 

Zur Zeit t sei er in B. Projiziert man die Punkte des Kreisum
fanges auf den Durchmesser A1 As. so ist B 'A 
= a . sin lIJ t. Wahrend der Bewegung des 
Massenpunktes von At liber B und As zurlick 
nach At hat die Ordinate B A in bestimmter 
Folge eine Reihe von Gro~en angenommen, die ---,rl---,;f-"'''-''-+-nA,

in untenstehender Tabelle zusammengestellt 
sind. Wenn lIJ t um 2 n gewachsen ist, 
nimmt a. sin lIJ t wieder diesel ben Gro~en an, 
d. h. die Periode dieser Bewegung ist 2 n. 
Die in Fig. 92 gegebene graphische Darstellung 

Fig, 91. 

veranschaulicht, in welcher Weise a. sin lIJ t = BAsich in Ab
hangigkeit von lIJ t in der Zeit andert. Als Abszissen sind die in den 

cut a. sin cu t 
Der Massenpunkt 

ist im 

0 jl Punkt A1 
"/2 " A3 
n " A2 

3/2 n 
" A4 

2n 0 
" A1 

5/2 n: 

-B 
" A3 

3n: A2 
7/2 n 

" A4 
4n " Ai 

verschiedenen Zeiten zurlickgelegten Winkel in Langenma~en abge
tragen und ala Ordinaten die Liingen der Strecke B A = a . sin lIJ t. 
Die Kurve, die die Ordinaten"Endpunkte miteinander verbindet, nennt 
man die Sin u s lin i e. Ihre Gleichung ist a. sin lIJ t = y. 

Lii.~t man nun einen anderen Massenpunkt sich auf dem 
Durchmesser Al AI! von A1 liber 0 nach AI! und zuriick derart 
bewegen, da~ er sich stets in der Projektion des sich auf dem 
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Kreisumfang gleichformig bewegenden ersten Massenpunktes be
findet, so stellen die Ordinaten der Sinuslinie (Fig. 92) die Ge· 

Fig. 92. 

schwindigkeiten dar, mit denen sich der zweite Massenpunkt auf 
dem Durchmesser bewegt. Dieser Punkt fuhrt dann sogenannte 
harmonische Schwingungen aus. 

Man kann sich die Bewegung des Massenpunktes auf der 
Geraden in der Weise zustande gekommen denken, daa auf ihn eine 
Kraft im Punkte 0 wirkt, deren Wirkung proportional der Ent
fernung von 0 iat, also C. x, und daa der Punkt, der die Masse m 
haben moge, eine Anfangsbewegung erhalten habe, deren Geschwindig
keit in Richtung der positiven X-Achse = Vo sei. Es solI nach
gewiesen werden, daa der Punkt harmoniache Schwingungen ausfiihrt. 

Die Bewegung des Punktes ist keine gleichformige mehr. Die 
Geschwindigkeit ist in den einzelnen Zeitteilchen verschieden. Man 
kann sie jedoch wiihrend eines unendlich kleinen Zeitteilchens dt als 

konstant annehmen. Dann ist ~ ~ die Geschwindigkeit des Punktes 

zur Zeit t. Die Anderung der Geschwindigkeit in der Zeiteinheit, 

also die Beschleunigung, iet alsdann = d ~ ~ oder = ~at~' Die 

Beschleunigung ist bekanntlich auch = MKraf~ . 
.L asse 

Es gilt demnach fur die Bewegung eines Punktes, der sich 
in A befinden moge (Fig. 91) und sich nach A1 bewegt, die Glei-

h d2 xc. x d' B hI' 0 • c ung: -d 2 = - ---; Ie esc eumgung muw negatlv ange-
t m 

nommen werden, da die Geschwindigkeit abnimmt. 
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Da ~ stets eine positive Gro.ae darstellt, kann man dafur ,,2 
m 

schreiben. Die Gleichung lautet alsdann: 
d2 x 
d t2 + 'X2 . X = 0 (1) 

Dies ist. eine lineare Differentialgleichung zweiter Ordnung. 
Es wird angenommen, da.a x = 0 . eA t eine Losung dieser 

Gleichung seL 
Zur Prufung, ob und unter· welchen Bedingungen diese Losung 

richtig ist, wird der Wert fur x in die Gleichung eingesetzt. Es 
ergibt sich dann: 

d2 x = 0 12 At 
dt2 "'. e 

und die Gleichung lautet: 
OA2.eAt+,,2.0.eAt=0 oder 0.eAt (A2+,,2)=0 . (2) 
Da O. eAt = x nicht 0 sein kann, mu.a A2 + ,,2 = 0 sein. 
Die Losung x = C eAt ist also richtig, wenn A2 = - ,,2 ist. 

Fur A ergeben sich zwei Werte 

Al = + -V ,,2 = +" -y-=i = + i. " (3) 
und )'2= -v' _,,2 = -'Xv' 1=-i.'X. (4) 

Es ist nun auf iihnliche 'Veise leicht nachzuweisen, da.a auch 
x = 01 , eA1t + 02 . eA2t eine richtige Losung ist, und zwar unter 
derselben Bedingung, dag namlich ),1 und ),2 Wurzeln der Gleichung 
),2 = - 'X2 sind., Die Integl'ation.skonstanten 0 1 und O2 sind natur
lich andere geworden; zum Unterschied von 0 sind sie daher mit 
0 1 und Oll bezeichnet. 

Die Losung ist also: 
x = 0 1 e i "t + O2 e - i" t . • (5) 

N ach einem der E u 1 e r schen Satze ist: 
e ± ip = cos p ± i . sin p. Ersetzt man also in Gleichung 5 die Ex
ponential£unktionen durch die tl'igonometrischen Funktionen, so wird: 

x = C1 (COS" t + i . sin 'X t) + O2 (cos 'X t - i • sin 'X t) 
oder = (01 + O2) cos 'X t + i (C1 - C2) sin" t. 

Fur 0 1 + C2 setze man A und fUr i (C1 - O2) B, so ist: 
X= A. cos 'Xt+B. sin'Xt . (6) 

Die Integrationskonstanten A und B hangen von dem Bewe
gungszustand zur Zeit t = 0 ab oder u. a. auch von anderen An
nahmen, die als bekannt anzusehen sind. Zur Zeit t = 0 
befand sich der Punkt in 0; Xt ist also = O. Au.aerdem soUte 
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er einen einmaligen Anstoa in Richtung der positiyen X-Achse er
halten haben, der ihm die Geschwindigkeit Yo erteilte, also 

dx 
{ft=Yo' 

Setzt man in Gleichung 6: t = 0, so ist 
o = A . COS" • 0 + B . sin" . 0, also A = O. 

Man differentiiert Gleichung 6 und erhiilt: 

d x A' + B F" 0 d d x dt = -" . SIll" t " • COS" t. ur t = un dt = Vo 

wird 

Vo = -" A. sin". ° +" B. COS". ° = ". B, oder B = vo. 
" Setzt man die Werte von A und B in Gleichung 6 ein, so 

ergibt sich das Gesetz der Bewegung: 
Yo . 

x = - . 8Ill " t. (7) 

" Dies ist nach obigen Ausfiihrungen eine harmonische Schwingung 
und zwar eine ungedampfte, d. h. die Amplituden - die groate 
Abweichung von der X-Achse nach oben und unten - (wenn man 
sich x als Funktion von t in einem Koordinatensystem aufgetragen 
denkt) sind hier in den einzelnen um t = 2 n voneinander entfernt 
liegenden Phasen der Bewegung konstant. Theoretisch mliate sich 
der Punkt, wenn er einen einmaligen Anstoa erhiilt, bis ins Unend-

liche nach dem Gesetz x = ~ . sin" t bewegen. Solche unge-

" dampften Schwingungen gibt es in Wirklichkeit nicht, weil stets 
noch eine Kraft vorhanden ist, die der Bewegung entgegenwirkt, 
ein sogenannter Dampfungswiderstand. Es solI nun ein derartiger 
Vorgang im folgenden erortert werden, und zwar solI das Bewe
gungsgesetz eines schwingenden Korpers mit elektromagnetischer 
Dampfung, z. B. eines ballistischen Galvanometers, bestimmt werden. 

Der schwingende Korper habe das der Masse proportion ale 
Tragheitsmoment K; er werde von der Direktionskraft D in die 
Ruhelage zuriickgefiihrt, und es wirke seiner Bewegung ein Damp
fungswiderstand entgegen, der proportinal der Geschwindigkeit sein 

dx 
moge, also p. (ft. Die Schwingungen werden so klein vorausgesetzt, 

daa das riicktreibende Drehmoment der Direktionskraft dem Aus
schlage und das dampfende Drehmoment der Winkelgeschwindigkeit, 
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also x, proportional bleibt. Der schwingende Korper erhaltedurcheinen 

Stromsto1l ei-ne der Strommenge J i , d t = Q proportionale Anfangs

geschwindigkeit, die mit Q' bezeichnet sei. 

Das Drehmoment, das der schwingende, um den Winkel x ab
gelenkte Korper nach seiner Ruhelage hin erfahrt, setzt sich aus dem 
Drehmoment der Direktionskraft, niimlich D. x und dem vom induzierten 

dx 
Strom ausgeiibten Dampfungswiderstand p. Tt zusammen. Der Be-

schleunigung in Richtung der positiven, d. h. der durch den Strom

D + d x ( Kraft ) 
D b d' R' h . k . x P . Tt Masse . 

stOJ<) e mgten Ie tung, WIT tentgegen: - K 

Die Beschleunigung ist weiter = dem zweiten Differential
d2 x 

quotienten des Weges nach der Zeit, also d t 2 ' 

Hiernach ist 

oder: 

d2 x 
dt 2 - K 
d 2 x dx 

K'dt2 +p·Tt+D.x=O (8) 

Dies ist ebenfalls eine lineare Differentialgleichung zweiter Ordnung. 
Wie bereits oben ausgefiibrt, ist 

x = 0 1 e Al t+ °2 , e A2 t . (9) 
eine Losung einer derartigen Gleichung, wenn ),1 und ~ Wurzeln 
der quadratischen Gleichung sind: K),2 + p ), + D = O. Hieraus 
ergeben sich: 

p 1/ D p2 
~ und),2 = -2 K ± V - K + 4 K2' 

Setzt man diese Werte in Gleichung 9 ein, so ist: 

O ( - 2~ + -V - ~ + 4 i. ) t 
x= 1.e 

(10) 

P 
2 K setze man 

1/ D p2 
- A und V - K + 4 K 2 = B dann lautet die 
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Gleichung: 
x= 0 1 e (-A +B)t + °2 . e C-A-B)t. . (11) 

Die Integrationskonstanten 01 und 02 werden aus bekannteu 

Annahmen bestimmt. Zur Zeit t = 0, war x = 0 und ~ ~ , d. h. die 

die Anfangsgeschwindigkeit, = Q'. 
Aus Gleichung 11 wird: 0 = 0 1 + 02. Gleichung 11 differen

tiert gibt: 

dx =Q' =(-A+ B)C1 e C-A+B)t+ (_ A-B). 0a. e(-A-B)t 
dt 

Fiirt=Oundx=O wird Q' = (-A+B)Ol + (-A-B)Oa 
oder Q' = (01 + 02). - A + (01 - 02) B. 
Da 01 + O2 = 0 ist, ergibt sich: 

Q' 
Q'=(01-02) B oder 0 1 -02=lf. 

Es ist also: 

Demnach ist: 

und 

Q' 
C1 =2B 

Q' 
q~= - 2B· 

Wenn man diese Werte einsetzt, ist: 
Q' (-A+B)t Q' C-A-BJt 

x=2B e -iB e . (12) 

Setzt man nun voraus, daa B = V - ~ + 4 ~2 reell ist, d. h. 

daa /~a > ~ ist, d. h. wenn der Diimpfungswiderstand sehr groa 

ist, kann x nicht negativ sein. B wird dann < A (= 2PK) sein, 

da von A = 2 ~ noch etwas abgezogen werden mna (- ~), urn 

B zu erhalten. Somit ist sowohl (- A + B) als auch (- A - B) 
negativ. Mit wachsendem t nahert sich x der Grenze 0, da 
eC-A+B)t und eC-A-B)t mit wachsendem t < 1 sind und bis zum 
Werte 0 abnehmen. Es ist dies der Fall groaer Dampfung; 
man nennt den Veriauf eine a per i odi s c heBe wegun g. 
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Von gro./3erem Interesse ist fUr das ballistische Galvanometer 
die Voraussetzung kleiner Diimpfung. In diesem Falle wird: 

,1 D p2 
B= V - K+ 4K2 

D p2. 
eine imaginiire Gro./3e, wenn K > 4 K2 1st. 

Man kann nun Bauch ersetzen durch: 

,/(D p2 ) . ,/D p2 V K- 4K2 .-1=1. V1{- 4K2' 

Der jetzt reelle Wurzelausdruck sei B'. 

Somit ist: 
Q' (-A+iB')t Q' (-A-iB')t 

x=--e ---e 
2 i B' 2 i B' 

(13) 

Dies kann man auch schreiben: 
Q' -At iB't Q' -At -iB't 

x= --;--B e . e - --;--B' e . e 
21 ' 21 

_ Q' -At [ iB't -iB't] 
oder auch: - 2 i B' e e - e . 

also: 

N ach einer der E u 1 e r schen F ormeln ist: 
i~ -i(.Q 

. e '--e ' 
smp = 2i 
iB't --iB't 

e -e 
2i 

= sin B't. 

Somit ergibt sich: 
Q' -At 

x=B,e .sinBrt. (14) 

Wenn man die Werte fur .A und B' einsetzt, ist: 

Q' - 2P K . t . (, I D p2 ) 
x= ,/~_L . e . sm V K- 4K2 .t. (15) 

V K 4K2 

Der Schwingungsvorgang setzt sich zusammen: 

1. aus einer Sinusschwingung und 
2. aus einer ExponentialfunktioD, die fur t = 0 bis t = 00 

von 1 bis 0 abfallt. 
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Die graphische Darstellung (Fig. 93), bei der t als Abszisse 
und x als Ordinate aufgetragen sind, wiirde foigendes Bild ergeben: 

Fig. 93. 

Die Kurve 1 wird mit der Kurve 2 multipliziert, indem man 
die Zahlenwerte miteinander multipliziert. Die Kurve 3 ist die 
Resultierende; sie la~t erkennen, wie die Ausschlage des schwingen
den Korpers im ballistischen Galvanometer sich mit der Zeit 
andern. Die Amplituden werden allmahlich kleiner. 

Das Verhiiltnis~, 82, as usw. nennt man den Diimpfungs-
a2 as a4 

faktor, In a1 - In a2 , In a2 - In as usw. das Iogarithmische Dekre
ment der Schwingung, dessen Gro~enoch naher zu bestimmen sein 
wiirde. Sie wird dazu benutzt, die Elektrizitatsmenge, die den 
schwingenden Korper in Bewegung gesetzt hat, zu messen. 

Die Bewegung des schwingenden Korpers ist, wie aus der 
Darstellung hervorgeht, eine g e dam p f t eSc h win gun g. 

§ 12. 

Widerstand einer Telegraphenleitung mit gleicher A.bleit. 
f'ahigkeit an allen Isolationspunkten. 

A ufga be: Es solI der Widerstand einer TeIegraphenieitung 
bestimmt werden unter der Voraussetzung, da~ die Isoiationsfehier 
in unendlich klein en Abstiinden gleichmamg verteilt sind, und da~ 
die Widerstiinde aller dieser Ableitungen die gleichen sind. 

Die Entfernung zwischen den Amtern A und B betrage L km, 
der Widerstand der Apparate in A sei t!1' in B t!2' Gemessen ist 
der gesamte Leitungswiderstand mit R Ohm, der Isolationswider
stand zu W Ohm. 
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Das Ableitvermogen der einzelnen N ebenschliisse betrage a d x 
Ohm, wenn die Abstiinde fUr die Isolationsfehler mit dx bezeichnet 
werden, entsprechend sei der Widerstand der einzelnen Leiterstiickchen 
d x = r d x Ohm gesetzt. 

~-------L------~'I 
I 

Fig. 94. 

c 

V=Era'e=O 
Fig. 95. 

o 

Wir betrachten ein solches Leiterstiickchen d x zwischen den 
Punkten C und D. Die Spannung in C sei V, die in Dent
sprechend V1• 

Durch den Nebenschlu13 flie13e der Strom J -J1 zur Erde abo 
Nacb dem Ohmschen Gesetz erhiilt man die Gleichungen: 

V - V1 = rdx(J +dJ) . 1. 
w 

V - 0 = dx (J - J1) II. 

Lii13t man x urn die Gro13e d x wachsen, so vermindert sich 
die Spannung urn - d V und die Stromstiirke urn - d J. Setzt 

man fUr dW den Wert -dl , d. h. die Ableitung oder das Leit-
x a x 

vermogen des Nebenschlusses, in die Gleichung II ein, so kann 
man die Gleichungen. schreiben: 

1'. - d V = r d x J. (r d x d J wird vernachlassigt 
als 00 klein zweiter Ordnung.) 

II'. 
1 

V=-d-·-dJ. a x 
Es folgt weiter: 

dV 
--=rJ 

dx 
und 

dJ 
- dx=aV. 

In diesen Gleichungen ist x die unabhiingige Variable, die 
Stromstarke J und Spannung V bilden die abhiingigen Veriinder
lichen. Man differentiiert beide Gleichungen nach x und erhiilt: 

Kohlrausch. 12, 
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d2V dJ 
---=r--

dx2 dx 

Setzt man die Werte fur 

d2 V 
---=-raV 

dx2 

d2 J d V 
und - d x2 = a d x . 

dJ dV. 
d x und d x elD, so folgt: 

und 
d2 J 

- dx2 =-arJ. 

Fur ar wird m2 gesetzt, dann wird: 
~V ~J 

III. dx2 = m2V und IV. d x2 = m2 J. 

Es solI gelost werden eine Differentialgleichung von der Form: 
d2 y 
dx2 = mSy. 

Annahme: Die Losung sei: V = eax 
dV d2 V --=aeax __ -a2 eax 
dx dx2 - • 

Wir probieren und finden: 
a2 =m2 • 

Wenn also a2 = m2 oder a = ± m, so wiirde V = eax als 
LOsung zu nehmen sein. Man hiitte: 

V =emx und Y = e- mx. 
Wir erhalten dann: 

V=Aemx + Be- mx 
als allgemeine Form mit den Integrationskonstanten A und B. 

W· II -" b· (d· W . d2 V. ) Ir wo en prulen, 0 wlr lese erte ID d x2 elDgesetzt 

m2 V erhalten. 

d V I y =emx 
-=Aemx.m+ Be-mx.(-m) dy 
dx I dx =meIDX 

d2 y 
d x2 = A emx . m2 + B e- mx . m2 

= m2 (A emx + B e- mx) = m2 V. 

Es sollen demnach V und J aus den heiden Gleichungen he
stimmt werden: 

V = A emx + B e- mx und 

Bei Bestimmung der Konstanten A und B sind zwei FaIle ge
sondert zu hehandeln, da sich fiir A und B verschiedene Werte 
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ergeben mussen, je nachdem, ob die Leitung am einen Ende geerdet 
ist oder nicht. 1m ersten FaIle wird der gesamte Leitungswider
stand R, im anderen der Isolationswiderstand W als Ergebnis der 
Betrachtung ermittelt werden Mnnen, indem die Widerstiinde der 
Amter zunachst unberucksicbtigt bleiben. 

Fall I. Berechnung von R. 

Die Batteriespannung V 1 in A sei gegeben, B liegt an Erde, 
also V2 = O. 

~ ~ 
A I I I 

" :1 • 
L X 

Fig. 96. Fig. 97. 

FiirV=V1 istx=O, also V1=Aeo+Beo 
V1=A+B /-e-mLj emL 

Fur V = V2 =O istx=L, undO = AemL+Be- mL -1 

Erweitert man die Gleichungen wie rechts angegeben und 
addiert, so erhiilt man: 

e- mL 
A=-V 1 emL _e- mL 

Setzt man diese Werte von A und B in die Gleichungen der 
Variablen V und J ein, so erhiilt man: 

em(L-x) _ e-meL-x) 
V-V - I emL_e- mL (V) 

m em(L-x) +e-m(L-x) 
J=V1 ·- L r em - e- mL (VI) 

Hieraus wird die Gro~e des kombinierten Widerstandes R naeh 
folgender Uberlegung gefunden: 

Der Spannung VI entsprechend flie~t der Strom J 1 (Fig. 97) uber 
samtliche Nebenschlusse und die Leitung, d. h. iiber den kombi
nierten Widerstand R zur Erde. N aeh dem Ohmsehen Gesetz folgt: 

12'" 



180 Differentialgleichungen. 

VI -O=JI R oder R= VI. 
J I 

Dem VI und J I entspricht die Entfernung x = O. Man setzt 
somit in den Gleichungen V und VI uberall x = 0, fur V und J 
VI und J I. Die Division beider Gleichungen ergibt dann: 

VI r emL_e-- mL 
-=R=-. . 
J I m emL + e- mL 

Fall II. Berechnung des Isolationswiderstandes W. 

I I I I I I I I 
L 

o X 
Fig. 98. 

deckt sich damit, da,g man 
J I = 0 setzen darf. 

Die Leitung ist am Ende nicht 
geerdet, es ist also die Bpannung am 
Ende unbekannt. Man darf jedoch 
annehmen, da13 in der Leitung ein 
stationiirer, von der Zeit unabhangiger 
Zustand herrscht. Diese Voraussetzung 
die am Ende vorhandene Stromstarke 

Es gilt unter dieser neuen Voraussetzung die Konstanten A 
und B zu bestimmen. Ais Gewinn dieser Rechnung wird sich del' 
Isolationswiderstand W ermitteln lassen. Man legt diesel ben Glei
chungen fur die Variablen V und J zugrunde und findet: 
Fur V = VI ist x = 0 also VI = A + B le-mLI emL 
Fiir J=J1=Oistx=L ,,*) O=AemL-Be- mL 

Werden die Gleichungen entsprechend erweitert, dann addiert, 
und subtrahiert, so wird: 

e-mL 
A=V I emL + e- mL 

emL 
B =V1 L L' em +e-m 

Die Konstanten unterscheiden sich von den unter Fall I be-
rechneten nur dadurch, da13 im Nenner fiir das -·Zeichen jetzt 
das + ·Zeichen aufgetreten ist und da13 A jetzt einen positiven 
Wert erhalten hat. 

Mit demselben Vorzeichenunterschied ergeben sich den Glei
chungen V und VI entsprechend: 

*) Wir hatten J = ~ (A. emx - B e- mx). Man wird den Klammeraus· 
r 

m 
druck ( ) = 0 setzen diirien, wenn -; einen von 0 verschiedenen Wert be-

sitzt. Dies wird im allgemeinen der Fall sein, wei! a nnd r nicht gleich seilli 

werden. Es war: m2=ar=m=Var, also ~=l/!!:.... 
r V r 
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em(L-x) + e-m(L-x) 
V=V1 L . em +e-mL 

m em(L-x) _ e-m(L-x) 
J = V -. --,,---;----,---

1 r emL+e-mL 

(VI) 

(VI') 

Vertauscht man iiberall in Zahler ~ 
und N enner die Vorzeichen, so erhalt_.h~1T-"'--r--r-r--"""·ISo/iert 
man die Gleichungen V und VI. Man 
erhii.lt durch Division der Gleichungen 
den kombinierten Isolationswiderstand 
W, fiir dessen Ableitung Fig. 99 aus
reichen diirfte . 

. r emL+e- mL 
W=-. . m em L _ e- mL 

Diese Gleichung unterscheidet sich 
von derjenigen fiir R nur dadurch, daa 

FUr v, wieder x = O. 
Fig. 99. 

an Stelle einer Summe die Differenz getreten ist und umgekehrt. 
Man fa~t die Gleichungen fiir R und W unter die Nummern 

VII und VIII: 
r emL + e- mL 

R = - . --=:-c...----..:.-
m emL _ e- mL 
r emL _ e- mL 

W - -. ------;,.-----,;-
- m emL+e- mL 

Durch Multiplikation beider Gleichungen findet man: 
r2 r 

R,W=-a=-=r.w, 
m a 

(VII) 

(VIII) 

(IX) 

wo r und w die Widerstande fiir die Langeneinheit bedeuten sollten 
unter der Voraussetzung, da~ die Lii.ngeneinheit entsprechend klein 
gewiihlt wurde. 

oder: 

Die Division beider G leichungen ergibt: 

R [emL _ e- mL]2 
W= emL+e-'!lL 

1 IIr em L - e- mL emL e2mL - 1 
V W=emL+e-mL'emL=e2mL+l 

'liB: . +VR-l--rV- 1--
e2mL= __ ~ 2mL=ln W 

1--V} I-V{ 
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Man findet: m=_1_.1n 1 +V R/ W 
2L 1-VR/W 

(X) 

In der zugrunde gelegten Aufgabe sind R 
es solI en r und w bestimmt werden. 

und W gegeben, 

Aus Gleichung IX folgt: 

r=mVR.W und w=VR.W. 
m 

Man erhii.lt somit zur Berechnung von r und w die folgenden 
Gleichungen: 

1+ l/~ 
r = y'R '! In V W 

2L 1-V: 
y'RW.2L 

w=""":'---== 

1+ 11: 
In ---'----= 

1-V! 
§ 13. 

Thomson-Kirchhoft'sche Dift'erentialgleichllng fiir 
oszillatorische Entladllngen. 

(XI) 

(XII) 

Verbindet man die beiden Belegungen eines Kondensators liber 
eine Selbstinduktion L, einen nicht zu hohen Widerstand W und eine 
Funkenstrecke miteinander, so zeigt ein rotierender Spiegel, da.13 
mehrere Funken auftreten, da.13 wir es also mit mehreren aufeinander 
folgenden Entladungen zu tun haben. 

Bezeichnet man die Kapazitiit des Kondensators mit C, die 
Potentialdifferenz zwischen seinen beiden Belegungen mit E und 
seine Ladung mit Q sowie den Entladestrom mit J, so geht die 
Spannung E in dem Ohmschen Spannungsabfall J. W und der 

elektromotorischen Gegenkraft des Schlie.l3ungskreises r.... ~: auf. Es 

ist also 
dJ 

E-JW-L-=O 
dt 

. . (I) 
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Geht die Entladung vor sich, so vermindert sich die Ladung 
des Kondensators in der Zeit d t um den Betrag d Q, der gleich 
dem Strom Jist, der in der Zeit d t durch einen beliebigen Quer
schnitt des Schlie~ungskreises geht. Es ist also 

dQ 
dQ=- J. dt oder J=-Tt. 

J d t ist negativ anzusetzen, weil d Q bei der Entladung einer 
Verminderung der Ladung gleichkommt. Ferner besteht fiir den 
Kondensator die bekannte Beziehung: 

Q 
E=C' 

Durch Einsetzung der Werte fiir E und J in Gleichung I er· 
gibt sich: 

dQ 
Q dQ ddt 
C + W crt + L (It = Ooder 

L d2 Q, + W d Q + Q = 0 (II) 
d t 2 dt C . . . 

Dieser Differentialgleichung sei durch 
Q=A.eat 

geniigt. Falls die Losung richtig ist, mu~ sie in die Hnke Seite 
der Gleichung II eingesetzt, den Wert 0 ergeben. 

Zunachst ist 

Die Werte fiir 

ergeben: 

dQ =Aaeat 
dt 

d2Q 
--=Aa2 eat d t 2 • 

dQ d2 Q 
Q, dt und d t2 in Gleichung II eingesetzt, 

A 
LAe2 eat + W. Aaeat + -. eat = 0 oder . C 

A eat (L a2 + Wa + ~) = 0 . (lIT) 

A oder eat konnen nicht gleich 0 sein, da sonst die ange
nommene Losung Q = A. eat widersinnig ware. Es mu~ also der 
Klammerausdruck 0 sein, wenn die vorstehende Gleichung richtig 
sein 8011. Aus 
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1 
La2 +Wa+-=O C 

ergeben sich fiir a die beiden Werte: 

W ,/Wa 1 
al = - 2:Y + V 4La - LC 

W ,/wa -1-
aa = - 2L - V 4L2 -~I~C' 

Die Werte von at und Ua in Gleichung III eingesetzt, er
geben jedes fiir sich ein partikulares Integral, deren Summe dann 
mit je einer besonderen Konstanten das totale Integral darstellt. Die 
Gleichung III lautet nunmehr: 

Ate a,t (La t 2 + WU+~) 

+ A2 ea• t (LU22 + Was + ~) = 0 (IV) 

Diese Gleichung kann wiederum nur dann = 0 sein, wenn 
sowohl der Klammerausdruck des ersten als auch der des zweiten 
Gliedes = 0 sind. 

Al ea,t und Aa ea• t knnnen wie bereits erortert nicht 0 sein. 
Die Gleichung ist dann identisch, was beweist, da£ die Losung 

der Differentialgleichung II: 
Q = Aeat = At ea,t + Aae a•t (V) 

richtig ist. 

In dem Ausdruck fiir al und a2 sind die Wurzel werte reell, 

wenn W2 > 4f; ist. In diesem FaIle entladt sich der Schlieaungs

kreis, wie im rotierenden Spiegel gleichfalls gezeigt werden kann, in 
einem einzigen Funken. Daa tatsiichlich eine aperiodische Ent
ladung stattfindet, kann auch theoretisch nachgewiesen werden, 

wenn man obige Rechnung unter der Bedingung W2 > 4~ weiter 

fortflihrt. 1m folgenden solI nur der Fall betrachtet werden, da£ 
der Wurzelwert in at und aa imaginare Werte ergibt, da nur ffir 

diesen Fall d. h. W2 < 4~ eine oszillatorische Entladung des Kon

densators stattfindet. 
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Zur Vereinfachung der Rechnung werde in den heiden Werten 
des at und a g eingeffihrt: 

,/~VV~2----~1- ----
V 4 L2 - L ° = v' - w2 • 

Alsdann ist 

w+. a t =-2L IW 

W . 
a2=- 2L --IW, 

so d~ die Gleichung V nunmehr lautet: 

Q=At e(-:i+i6»)t + Ag e(-:i-i6»)t oder 
_ wt _ W 

Q=Ate 2L .eiwt+A2e 2L. e -i6)t. 

N ach einer Gleichung von Euler ist: 

eiwt = cos wt + i sin wt 
e- iwt = cos wt - i sin w t, 

eo da~ 
W 

Q = e -2Lt (At (cos wt + i sin w t) + Aa (cos wt - i sin wt» oder 
_ w t 

Q = e 2L (cos wt (At + As) + i sin wt (At - As). 
At und As sind Konstanten; man setzt 

At+As=Ot 
i (At -- As) = Oa . 

Die Gleichung fur Q geht dann fiber in 
_ wt 

Q = e 2L (Ot cos w t + 02 sin w t) . . (1) 
Aus dieser Gleichung erhalt man J aus der Beziehung 

J=- dQ. 
dt 

Es ist daher 
W - w t 

J = 2 L e 2L (Ot cos w t + 02 sin w t) 

_ wt 
-- e 2L (- Ot w sin wt + 02 w cos wt) 

oder 

J = e - :it [cos w t (': '~1 - Cl) O2) + sin w t (~ f~ +w Ot) ]. 
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Die Integrationskonstanten 0 1 und O2 werden durch die An
fangsbedingung aus den Gleichungen fur Q und J berechnet. 

Fur t = 0 ist J = 0 und der Kondensator hat, da er noch 
keinen Strom abgegeben hat, seine Maximalladung~. Es folgt also 

1. Qo = 01. 

_W.Ol O. ~W 
2. 0-2"L-- w 2' 02=2EW. 

Der Wert fur 01 und O2 in die Gleichung 1 eingesetzt, ergibt 

- wt ( Qo W ) a) Q=e 2L Qocoswt+2LWsinwt. 

b) J=e-~t[coswt('W.~ =;'°wW~') 
2L 2Lw 

+.;nwt (~>Q,w)l 
- wt 1 

oder J=e 2L~.OLw.sinwt (2) 

W2. W2 + cu2 • 4 V~ 
Er ist namlich: + co - -~----

4L2w - 4L2w ; 
:I 1 W2 

setzen wir hier im Zahler den Wert fur w2 ein: w = 0 L - 4 L2 ' 

so erhalten wir als Faktor von sin w t 

W2+ 4L2 (~_ W2) 
OL 4L2 4L2 1 

----4-L~2-W---- = OL .4 L2 w = 0 L w· 

Aus Gleichung 2 ergibt sich, da.B wir es hier mit einer periodi
schen EntIadung zu tun haben. Um zu sehen, in welcher Weise 
sie vor sich geht, ist im nachstehenden Diagramm (Fig. 100) der 
Verlauf von J als Funktion von t eingetragen. In der Gleichung 2: 

w 
J ~ -2Lt . 

=OLw.e .SlDwt 

ist der Faktor C~Ow von der Zeit t nicht abhiingig, also konstant. 

_ wt 
e 2L stellt eine Exponentialkurve dar, die von ihrem Rochst

wert = 1 (fiir t = 0) mit wachsendem t sich der X·Achse asym· 
ptotisch niihert. 
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sin w t stellt eine Sinuslinie dar. 
w 

Das Produkt e - 2L t • sin w t wird durch die fallende Wellenlinie 
dargestellt. Sie stellt eine gediimpfte sinusformige Schwingung dar. Die 

P . d d S h . . T 271: 271: eno e er c wmgung 1St = - = --;===~;;= 
w ,/ 1 W 2 

V LC 4L2 
J 

Fig. 100. 

Kann man, wie bei den Schwingungskreisen der drahtlosen Tele-

h· W2 "b 1 hI" . h It . f" grap Ie, 4 L2 gegenu er L C vernac asslgen, so er a en wlr ur 

die Schwingungsdauer T das bekannte Gesetz T = 2nVLC. 



188 Trigonometrische Formeln. 

Formelsammlnng. 

Trigonometrische Formeln. 

II 
0 0 

! 
90 0 !180 0 =n I 270 0 I 3600 =2n 

Sinus ·0 +1 ±O -1 +=0 
Kosinus +1 
Tangens 0 
Kotangens 00 

1. sin2 a + cos2 a = 1 
sin a 

2. tga=--
cos a 

±O 
±oo 
±O 

cos a 1 
3. ctga = -.-=-

sma tga 
4. tg a . ctg a = 1 

-1 +=0 
+0 ±oo 
+=00 ±O 

+ 2 1 +! 1 5. 1 tg a = --2 - 1 ctg a = -. -2-
cos a sm a 

+1 
+0 
+00 

6. sina= v' 1-C082 a = tga = --~-
v'1+tg2 a 1"l+ctg2 a 

7. c08a=1"1 - 8in2a = 1 =1" ctga 
1"1+tg2 a 1+ctg2 a 

8. sin (a ± (1) = sin a cos (1 + cos a sin (1 

9. cos (a + (1) = cos a cos (1 + sin a sin (1 

10. tg (a + (1) = tg a ± tg (1 
- 1+tgatg(1 

ctg a ctg (1 +" 1 
11. ctg (a ± (J) = (J + ctg _ ctga 

12. tg a ± tg (J = sin (a ± (J~ 
cos a cos 

sin «(1± a) 
13. ctg a ± ctg (1 = -. --;--(1 

smasm 
14. sins a - sin2 (J = C082 {J - cos2 a = sin (a + (1) sin (a- (J) 

15. cos2 a - sin2 (J = cos2 (J - sin2 a = cos (a + (J) cos (a- (J) 



Differentiationsformeln. 

16. sin 2 a = 2 sin a cosa = cos (a - (l) - cos (a+ (l) 
. 2 . a a 

SID a = SID "2 cos "2 

17. cos2a=cos2 a-sin2 a 

18. cos 2 a = 1 - 2 sin2 a 

19. cos 2 a = 2 cos2 a - 1 

2 a . 2 a cosa= cos -sin -
2 2 

cos a = 1 - 2 sin2 ~ 
a 

cos a = 2 cos2 "2 - 1 

20. sin a = + -V ~ (1 - cosl! a) 

21. cosa = + -V~ (1 + cos 2 a) 

. +. 2 . a+{l a-{l 22. sma SID{l= sm--cos-.-
2 ::l 

23 ' . {l 2 a + {l . a - {l . sm a - sm = cos -2- SIll -2-

24. cos a +cos{l= 2 cos at {l cos a 2 {l 

25. cos a - cos {l = - 2 sin a + {l sin a - {l 
2 2 

26. sin (~+a)=cosa 

27. cos (~+ a)= - sin a 
28. tg (~+ a ) = - ctg a 

29. ctg (~+ a) = - tg a. 

Di:ft'erentiationsformeln. 

y' bedeutet :~, u' desgleichen !: usw. 

y=u+v-w 
y = C (Konstante) 
y=Cu 

y' = u' + Vi - Wi 

y'=O 
y' =Cu' 

189 



190 Differentiationsformeln. 

y=u.v 
u 

y=-
V 

y=xn 
1 

y=x- 1 =
X 
1 

y=VX =X2 

y=lnx 

y = a10g x 

y=ax 

y=ex 

y=sinx 
y = cos x 

y=tgx 

y=ctgx 

y=arcsinx 

y=arccosx 

y=arctgx 

y = arcctgx 

y = In (x + Vl + X2) 

y=~ln l+x 
2 I-x 

y=Insinx 
y=Incosx 

x 
y=Intg 2 

y = In tg (: +~) 

y' =VU' + uv' 
,_ VU'- UV' 

Y - Vll 

y' = n .Xn - 1 

, 1 
Y =-X2 

, 1 
Y =2Vx 
, 1 

Y =-X 
, 1 

y = xina 
y' = axina 
y'=ex 

y' = cos x 
y'=-sinx 

, 1 
Y = cos2 x 

, 1 
Y = - sin2x 

, 1 
Y = Vl-x2 

1 1 y=-
VI-x 2 

, 1 
Y = 1 +X2 

1 1 
Y =-1+x2 

1 1 
Y =Vl +X2 

1 1 
Y = I-x2 

yl = ctgx 
y'=-tgx 

, 1 
Y = sinx 

, 1 
Y = cos x 



Integrationsformeln. 

Integrationsformeln. 

JXndX= xn+l+0 
n+l 

JdxX=lnX+C 

JdX -
--==2Vx+0 
VX 

J 1 '!; x' = "" "l, x + c 

J~=~lnl+~+o 1-x2 2 i-x 

J dx In{x+va+x2)+0 
va+x2 

-=--= = arc SIn-= J dx . x +0 
Va _x:1 Va 

JSinx dx=-cosx+ 0 

f cos x d x = sin x + 0 

f tg x d x = -In cos x + 0 

f ctg x d x = In sin x + 0 

J ~x = Intg~+C 
SID X 2 

J,~,Xx=ln"l,t + :) +0 

J .d: =-ctgx+O 
SID x 

J d: =tgx+C 
COB x 

jexdx=ex+C 
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