Einfiihrung in die
Differential- und Integralrechnung

nebst Differentialgleichungen.

Von

Dr. F. L. Kohirausch,

Dozent der Ausbildungskurse am Kaiserlichen Telegraphen-Versuchsamt Berlin.

Mit 100 Textfiguren und 200 Aufgaben.

Berlin.

Verlag von Julius Springer.
1907.



ISBN-13:978-3-642-89962-1 e-ISBN-13:978-3-642-91819-3
DOI: 10.1007/978-3-642-91819-3
Softeover reprint of the hardeover 1st edition 1907

Alle Rechte, insbesondere das der
Ubersetzung in fremde Sprachen, vorbehalten.



Vorwort

Mit dem vorliegenden Buche soll einer Forderung aller der
Leser Rechnung getragen werden, denen es in erster Linie darauf
ankommt, die praktische Bedeutung der Differential- und Integral-
rechnung kennen zu lernen, um daraus die Nutzanwendung fiir physi-
kalisch - technische Aufgaben, speziell deren Differentialgleichungen,
gewinnen zu konnen. Wihrend die meisten Lehrbiicher in umfang-
reicher Darstellung vielfach die mathematische Seite in den Vorder-
grund stellen, sollte hier die Aufgabe gelost werden, es dem Leser
zu ermdglichen, ohne besondere Vorkenntnisse sich den Stoff prak-
tisch zu eigen zu machen.

Das Fehlen eines solchen Buches wurde bei den hdheren
Telegraphenbeamten empfunden, die jihrlich zu den Ausbildungs-
kursen im Kaiserlichen Telegraphen-Versuchsamt zu Berlin einberufen
werden, und bei denen die Kenntnis der Differential- und Integral-
rechnung vorausgesetzt wird. Es war zu beriicksichtigen, daB die
Beamten in wenigen Monaten, zum Teil ohne besondere Vorbildung
fiir den vorliegenden Stoff, durch Selbststudium sich diese Kennt-
nisse erwerben miissen. Es ist infolgedessen eine kurze Wieder-
holung der erforderlichen Grundlagen fiir zweckmé#Big erachtet
worden und besonderer Wert darauf gelegt, alle Betrachtungen so-
weit angfingig mit Hilfe von Beispielen, Figuren und etwa 200 Auf-
gaben dem Verstindnis néher zu bringen. Von diesem Gesichts-
punkte aus wird das Buch vielen Studierenden der Universititen



v Vorwort.

und Hochschulen, aber auch Laienkreisen, sei es als ausreichender
Leitfaden fiir ihre mathematischen Studien, sei es als Einfiihrung in
umfangreichere Lehrbiicher nicht unwillkommen sein.

Es enthélt in seinem ersten Teile die Differential- und Integral-
rechnung, in seinem zweiten Teile lineare Differentialgleichungen
1. und 2. Ordnung. Der erste Teil hat gewissermaBen als Ein-
leitung im 1. Kapitel eine Reihe von Paragraphen, die als Grund-
lagen der eigentlichen Betrachtung dienen. Neben dem Funktions-
begriff wird besonders die analytische Geometrie der Ebene beriick-
gichtigt.

Im 2. Kapitel ist das wichtigste aus der Differentialrechnung
eingehend behandelt. Das 3. Kapitel umfaBt die Integralrechnung,
deren Bedeutung in den Flichen- und Korperberechnungen, den
Schwerpunktsbestimmungen usw. zum Ausdruck gebracht ist.

Ein Anhang zum ersten Teil bietet niitzliche Erweiterungen.
Er wurde geschaffen, damit der Leser bei einem ersten Studium
sich nicht zu sehr ins Einzelne verliert und doch Wichtiges nicht
entbehren muB.

Der zweite Teil enthélt Differentialgleichungen der Physik und
Technik z, B. der elastischen Linie, der Pendelschwingungen, der
drahtlosen Telegraphie u. a. Am SchluB des Buches sind Formeln
der Differential- und Integralrechnung zusammengestellt.

Herrn Geheimen Postrat Professor Dr. Strecker bin ich zu
besonderem Dank verpflichtet; er hat durch eingehende Ratschlige
das Werk gefordert. Den Herren Hopfner, Taube und Venus,
die dem jetzt zu Ende gehenden Kursus am Telegraphen-Versuchs-
amt angehéren, habe ich fiir ihre freundliche Unterstiitzung — be-
sonders bei Berechnung von Aufgaben — zu danken.

Beim Lesen der Korrektur hat mich in liebenswiirdiger Weise
Herr Oberingenieur Schnaubert unterstiitzt.

Berlin, April 1907.

Kohlrausch.
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Erster Teil.

Differential- und Integralrechnung.

1. Kapitel
Einleitung in die Differentialrechnung.

§ 1.
Begriff und Einteilung der Funktionen.

Die Stromstirke J eines geschlossenen Leiterkreises, wie ihn
nebenstehende Figur darstellt, ist nur abhingig von der Batterie-
spannung E, wenn der Widerstand W der Glithlampe unveriinder-
lich ist. Erhoht man die Span-
nung durch Zuschalten von
Elementen, so steigt die Strom-
starke J und zwar proportional
E, wie das Amperemeter er-
kennen laBt. (Ohmsches Ge-
setz: J =E/W). In diesem |\
Beispiel wurde die Spannung
beliebig gewihlt; man be- Fig. 1.
zeichnet in der mathematischen Ausdrucksweise E als die unab-
hiingige Veriinderliche (Variable) und J als die abhingige. Man
sagt, um auszudriicken, da8 die Stromstirke von der, Spannung ab-
hingig ist: ,Die Stromstirke J ist eine Funktion der Spannung E«
und schreibt: J = £ (E).

Diese Abhingigkeit zwischen E und J, wie sie durch das Ohm-
sche Gesetz verkorpert wird, ist jedoch eine gegenseitige. Man kann
ebenso gut die Stromstirke beliebig wihlen, indem man der Lampe

Kohlrausch, 1
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2 Einleitung in die Differentialrechnung.

mehr oder weniger Strom zufiihrt (Fig, 2). Wird der Widertand
der Lampe wieder konstant genommen, so wird mit gesteigerter
Stromzufiihrung
das Voltmeter eine
wachsende Span-
nung E anzeigen
und zwar propor-
tional J. Wirhaben
hier also E als ab-
hingige Variable,
wihrend J unab-
hingig gewihlt ist.
In diesem Falle schreibt man: E=£(J). DaB die Abhingigkeit
der Variablen eine gegenseitige ist, zeige noch das folgende Beispiel.
Die Nachfrage nach einer Ware ist u. a. eine Funktion ihres Preises,
da sich mit der Preisiinderung auch die Nachfrage éndert. Mit dem-
selben Rechte kann man aber auch behaupten, der Preis sei eine
Funktion derNachfrage, denn ein viel begehrtes Stiick wird man billiger
umsetzen konnen. Die Unterscheidung in unabhéngige und abhingige
Veriinderliche macht man nur, um anzudeuten, welche Verinderliche
man fir die augenblickliche Betrachtung willkiirlich wahlen will.

Voltmeter

— — T
Fig. 2.

Der Funktionsbegriff hat in ungemein vielen Fillen erfolgreiche
Verwendung gefunden, so in der Mechanik, Elektrizitdtslehre, im
praktischen Leben, in den mathematischen Wissenschaften .. ...
Er ist ein Begriff, der sich griindet auf die Vorstellungen und Uber-
legungen unseres Verstandes, und ist in dieser seiner logischen Natur
von keiner speziellen Anwendung auf ein bestimmtes Gebiet abhingig.

Man bezeichnet allgemein die verdnderlichen Grofen mit
X, ¥, Z...., die unverinderlichen, konstanten GroBen mit
a, b, ¢ usw. Man kleidet die bereits erlauterte Abhingigkeit der
Stromstirke von der Batteriespannung in die allgemeine Form
y =f(x) und nennt diesen Ausdruck eine Funktionsgleichung.
f () ist das Funktionszeichen. Man schreibt die Funktionsgleichung
béufig auch in der Form: f(x,y) = 0, wie man eine Gleichung z. B.
y? = 2 p x auch schreiben kann: y2 — 2 px= 0. Hat man mehrere,
verschieden gebildete Funktionen, so wihlt man zum Unterschiede
auch verschiedene Funktionszeichen f, ¢, 1, x . ..

Die Stromstirke J des eingangs gezeichneten Leiterkreises
miifite genau genommen auch eine Funktion des Widerstandes ge-
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nannt werden, denn tatsichlich nimmt der Widerstand W der
Glithlampe mit steigender Temperatur ab. Man driickt diese neue
Abhéngigkeit durch ein anderes Funktionszeichen aus und setzt
y=¢(x), bezw. ¢ (x, y) =0, wenn x den verinderlichen Wider-
stand der Glihlampe bei konstant gehaltener Spannung bedeutet.
Will man zum Ausdruck bringen, daB die Stromstirke von zwei
verinderlichen GroBen abhéingig ist, so schreibt man y={f(x, z),
wo y die Stromstéirke, x die Spannung und z den Widerstand be-
zeichnen mage.

Der Funktionsbegriff ist somit nicht an zwei Veréinderliche ge-
bunden, ihre Zahl kann vielmehr eine beliebige sein.

Die Einteilung der Funktionen kann nach verschiedenen Ge-
sichtspunkten geschehen, von denen die drei wichtigsten die folgen-
den sind:

1. Die Funktion y = f (x) heiB3t reell, wenn sie fiir reelle Werte
von x auch reelle Werte von y liefert. Den Gegensatz bilden die
imaginiren Funktionen, die fiir reelle Werte von x imaginire Werte
von y geben z. B. y=x}—4. Man wiirde demnach alle positiven
und negativen Zahlen, alle ganzen und gebrochenen sowie die
irrationalen und transzendenten Zahlen als reelle GroBen zu definieren
haben, Wie man die Summe aus einer reellen und imaginéren Zahl
als komplexe Zahl zu bezeichnen pflegt, wiirde man Funktionen,
deren Summe aus reellen und imaginiren Funktionen gebildet wird,
entsprechend als komplexe Funktionen ansprechen miissen.

II. Eine Funktion kann eindeutig und mehrdeutig sein, je nach-
dem jeder Wert von x nur einen oder mehrere Werte von y ergibt.
In der Gleichung J = —% sind E und J eindeutig bestimmte Funk-
tionen, In einer Gleichung von der Form y?=2px ist y als
Funktion von x, d. h. y = f (), zweideutig, denn man erhalt:

y=-+V2pxund y=—72px. Dagegen ist x als Funktion
2
von y, d. h. x = f (y), eindeutig bestimmt, denn x ist gleich ;—p

III. Die umfassendste Einteilung erfolgt auf Grund der
Rechenoperationen, nach denen eine Funktion gebildet werden soll.
Man gliedert:

1. Funktionen, welche nur durch Anwendung der sogenannten
vier Spezies erzeugt werden (rationale Funktionen).

1*



4 Einleitung in die Differentialrechnung.

a) Funktionen, in deren Rechenausdruck nur die Addition,
Subtraktion und Multiplikation benutzt wird; sie sind ratio-
nale ganze Funktionen z. B. y—=a | bx —cx?=¢ (x).
b) Funktionen, in welchen auBerdem die Division vorkommt;
man nennt sie rationale gebrochene Funktionen wie
__afbx—ex?  ¢(x)
y_al—i—llx‘t_—clﬂ— Y (x)
Sie unterscheiden sich von den rationalen ganzen Funk-
tionen besonders dadurch, daB sie fiir endliche Werte
von x unendlich werden konnen, dann ndmlich, wenn
Y (x) = 0 wird.

2. Funktionen, in denen die Veriinderliche unter einem Wurzel-
zeichen vorkommt z. B. y=17x2-} a2 Man nennt sie irrationale
Funktionen.

3. Die transzendenten Funktionen wie z. B.:

a) Logarithmus: y = log x und Exponentialfunktion: y=a%;

b) die trigonometrischen Funktionen

y=sinx..cosx..tgx..ctgx;
c) die zyklometrischen Funktionen y = arcsinx.......

Im Gegensatz zu den transzendenten Funktionen faBt man
die unter 1. und 2. genannten auch wohl unter dem gemeinsamen
Namen der algebraischen Funktionen zusammen, weil die zugehdrigen
Rechenoperationen in der Algebra abgehandelt werden.

§ 2.
Graphische Darstellung und Koordinatenbegriff.

In den bisherigen Betrachtungen waren der Definition von
Funktionen mathematische Rechenvorschriften zugrunde gelegt. Es
gibt noch zwei weitere Moglichkeiten einer Definition; es konnen
Funktionen definiert werden:

1. Durch eine Tabelle, Der Wert von y, wenn y=f(x),
kann hier nur auf einige Dezimalen genau angegeben werden und
nur fiir eine beschrinkte Anzahl von Werten des x. Eine solche
Tabelle ist beispielsweise die Logarithmentafel.

2. Durch eine Kurve, die man zweckmiBig auf Koordinaten-
papier auftrigt. Auch hier haben wir keine absolut genaue Be-
stimmung wegen der Ungenauigkeit jeder graphischen Darstelluug.
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Gleichwohl bedient man sich zur Klarlegung von Gesetzen und
Vorgingen, die sich zahlenm#Big ausdriicken lassen, mit groflem
Vorteil graphischer Methoden. Sie geben ein geometrisches Bild
und gestatten eine klare Anschauung der Beziehungen, die zwischen
den Verinderlichen bestehen. Der Gedanke, auf dem sich die
Methode der graphischen Darstellung aufbaut, ist zugleich der
Grundgedanke der analytischen Geometrie, Er lduft darauf hinaus,
Zshlengruppen, die den gesetzmiBigen Verlauf eines Vorganges
wiedergeben, geometrisch durch Punkte darzustellen.

Das Koordinatensystem.

Man zieht in der Ebene zwei gerade unbegrenzte Linien, die
einen beliebigen Winkel miteinander einschlieBen kénnen.

Die meisten Anwendungen legen ein rechtwinkliges System zu-
grunde (Fig. 3). Der Schnittpunkt der Geraden sei O. Die Hori-
zontale bezeichne man mit X ‘X, die Vertikale mit Y’Y, man nennt
gie dieX - und die Y-Achse. Man wihle v
einen Punkt P beliebig in der Ebene der
Zeichnung und ziehe durch ihn die Pa- VR
rallelen zu OX und O, diese schneiden
die Strecken O Q und OR ab. Man nennt k%
O Q die Abszisse und bezeichnet ihre Linge
mit x, desgleichen OR die Ordinate und
ihre Lénge mit y. x und y heifen die
Koordinaten des Punktes P; in der Figur et
seix = 1,5 cm und y = 2 cm. Fig. 5.

A

o = e e e e Yy

>

|

X0

§

Die gleiche Konstruktion li8t sich fiir jeden anderen Punkt der
Ebene ausfiihren. Wir erhalten dadurch zu jedem Punkt eine
bestimmte Abszisse und Ordinate, d. h.
ein bestimmtes Zahlenpaar. Umgekehrt +
muf} auch jedem Zahlenpaar ein ganz be- 2
stimmter Punkt entsprechen. Wollen wir
z. B. einen Punkt P, zeichnen, dessen
Koordinaten x = 3 und y = 4 sind,
so tragen wir auf der X - Achse die ~ 91 7 2 31 +
Strecke 3 von O aus nach rechts, auf der
Y - Achse die Strecke 4 von O aus nach
oben ab. In den Endpunkten 3 und 4 A 4
errichtet man die Senkrechten. Ihr Schnitt- -
punkt ist der Punkt P;,. Da wir jedoch Fig. 4.

4
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6 Einleitung in die Differentialrechnung.

von O aus die Strecke 3 auch nach links und ebenso die Strecke 4
auch nach unten abtragen konnen, so kénnte es scheinen, dafBl
wir nicht einen, sondern vier Punkte erhalten, niamlich P,, P,, P,
und P,. Diese Moglichkeit wird dadurch behoben, daB wir positive
und negative Richtungen einfilhren. Wir rechnen jeweilig die
Abstinde von O in den Pfeilrichtungen positiv, die entgegenge-
setzten negativ, dann erhalten wir fiir die 4 Punkte entsprechend
4 verschiedene Wertepaare, namlich fiir:

x y
P,  + 3 + 4
P, — 3, L 4
P, — 3 — 4
P, -+ 3, — 4

Somit gilt die geforderte Beziehung, da8 jedem Wertepaar nur
ein Punkt entspricht. Die ganze Ebene wird durch Einfiihrung der
beiden Geraden, die wir als Koordinatenachsen bezeichnen wollen,
in 4 Quadranten eingeteilt, die sich durch das Vorzeichen ihrer
Koordinaten voneinander unterscheiden. Die X-Achse oder Ab-
szissenachse enthélt augenscheinlich alle Punkte, deren Ordinate
y = O ist, und die Y- oder Ordinatenachse alle Punkte, deren
Abszisse = 0 ist. Der Koordinatenanfangspunkt O ist derjenige
Punkt, dessen Koordinaten beide =— 0 sind, der also dem Zahlen-
paare 0,0 entspricht. Der Koordinatenbegriff ist wichtig fiir die
graphische Darstellung physikalischer Gesetze, er findet ausgiebige
Verwendung in der Trigonometrie, er 1iaBt sich unter Zufiigung
einer dritten Geraden, die — senkrecht auf der Zeichenebene stehend
— durch den Punkt O gezogen wird, zur Darstellung von Raum-
gebilden d. h. Korpern verwenden. Im Anhang S. 119 findet man
Ausfiihrungen iiber Koordinatentransformation und Polarkoordinaten.

Ein Beispiel erliutere die Anwendung von Koordinaten. Wir
wissen, daB nach dem Mariotteschen Gesetz Druck p und Vo-
lumen v eines Gases sich in einem solchen Verhiltnis #ndern, dafB
p. v stets einen konstanten Wert z. B. 1 besitzt. Es gilt, die
Gleichung p v = 1 graphisch — dem Erkennen anschaulich —
darzustellen.

Nehmen wir p willkiirlich veriinderlich, so bestimmt sich v als
Funktion von p, d. h. v=1£(p), wie folgt:

Firp= 01 02 05 1 2 4,
wird v = 10 5 2 1 05 0,25.
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Tragt man diese Werte in das nebenstehende Koordinaten-
system ein, so erhalten wir eine Reihe von Punkten, die wir durch
einen Kurvenzug verbinden (Fig. 5). In der Kurve erhalten wir ein
Bild unserer Funktion v={f(p). Dieses Verfahren ist jedoch miih-
sam, da eine groBe Reihe zusammengehoriger Werte berechnet werden
muB, Dieser Schwierigkeiten werden wir Herr mit Hilfe der ana-
lytischen Geometrie. Sie zeigt uns direkt, daf die Gleichung pv=1
einen bestimmten Kurvenzug, wie wir noch kennen lernen werden,
eine Hyperbel darstellt. Die ana-
lytische Geometrie lehrt uns, in y
voller Allgemeinheit zu jeder be-
liebigen Gleichung die zugehorige
Kurve zu finden, wie zu jeder Kurve,
deren Bildungsgesetz bekannt ist,
ihre Gleichung aufzustellen. Wie
wir zu der Gleichung p.v=1 die
entsprechende Kurve suchten, so
stellen wir uns im folgenden die
Aufgabe, fiir eine Reihe ebener
geometrischer Gebilde ihre Glei-
chungen zu finden. Und zwar ——5 A
wollen wir solche Gleichungen suchen: - ’:
fir die gerade Linie, den Kreis, &
die Parabel, Ellipse und Hyperbel, von denen man die vier letzt-
genannten auch allgemein als Kegelschnitte bezeichnet.

§ 3.

Grundlagen der analytischen Geometrie der Ebene.

Die analytische Geometrie der Ebene beschiftigt sich mit ein-
fachen geometrischen Gebilden wie Linien und Flichen, die gewissen
Bildungsgesetzen unterworfen sind. So wird ein Kreis dadurch ge-
bildet, daB man den Zirkel mit bestimmter Offnung ansetzt und
einmal herumdreht; die Punkte des Kreises haben hiernach alle
denselben Abstand von einem bestimmten Punkte, dem Mittelpunkt.
Aus diesem Bildungsgesetz leitet die analytische Geometrie alle
Eigenschaften eines Kreises ab.

Es werden nun alle Punkte des Kreises nach einem und dem-
selben Gesetze gefunden. Es geniigt deshalb das Gesetz fiir einen
beliebigen Punkt abzuleiten d. h. fiir einen solchen Punkt, der
ohne einschrinkende Bedingung herausgegriffen werden kann. Dieses

S
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8 Einleitung in die Differentialrechnung.

Gesetz mufl dann die Gleichung des Kreises darstellen, weil dieser
eine herausgegriffene Punkt eben jeder Punkt ist.

Wir setzen also bei den folgenden Betrachtungen voraus, da8
das Bildungs-Gesetz der geraden Linie und der Kegelschnitte be-
kannt ist,

Wihlt man einen beliebigen Punkt der geraden Linie heraus,
und stellt fiir ihn die Gleichung auf, so weil man, daf seine Glei-
chung auch die der geraden Linien sein muB, weil alle Punkte der
Geraden als gleichwertig anzusehen sind.

1. Die Gleichung der geraden Linie.

a) Die gerade Linie gehe zunichst durch den Koordinatenan-
v} fangspunkt. Wir erhalten aus der Figur
als Gleichung des beliebigen Punktes P,
d. h. als Gleichung der geraden Linie:

tga = g y=xtga.
t4 Dabei ist der Winkel ¢ in der Weise
o/« zu definieren, daB8 man die positive X-
* 4+ Achse in der Pfeilrichtung dreht, also
entgegengesetzt dem Uhrzeigersinne. Diese
Fig. 6. Richtung heiBt die positive Drehrichtung.
Die positive Richtung der Geraden ist durch einen Pfeil bezeichnet.
b) Die gerade Linie habe eine beliebige Lage zum Koordinaten-
anfangspunkt. Sie schneide auf der Y-Achse die Strecke O G =h,

¥ auf der X-Achse die Strecke OF = a
o ab. Aus Dreieck FOG folgt:
b
y-& tg o = ; e e e e . (I)
LA Wihlt man den beliebigen Punkt
/( P ¢ P, so folgt aus Dreieck GQP:
x Pr—
F & 0| * X tga=y—x—l—). N €5 )]
Setzt man die rechten Seiten der

beiden Gleichungen einander gleich,
so folgt:

y=£—x+b Y 111
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Dies ist eine Gleichung 1. Grades zu x und y. Die allge-
meine Form einer solchen Gleichung ist:

Ax+|+By+4+C=0 . . . . . .(IV)
Bringen wir diese Gleichung auf die alte Form, so wird:
A C
y = § X — ﬁ. A
Dies bedeutet die Gleichung einer geraden Linie, fiir die tg @ = — B
und b= _L ist; man bezeichnet sie auch als lineare Gleichung.

B
Fir zwei gerade Linien ergeben sich die Gleichungen:
1. y=xtga-+b
2. y=xtgg-}+b

Jede Gleichung wird durch unzihlig
viele Werte von x und y erfiillt. Die
Wertepaare sind fir beide Gleichungen
verschiedene, doch gibt es ein Wertepaar
x, und y, (Fig. 8), das beiden Glei-
chungen geniigt, ndmlich dasjenige des
Schnittpunktes beider Geraden. Die Auf- %
losung zweier zusammengehoriger Glei- 7 e X
chungen ersten Gerades mit zwei Unbe-
kannten bedeutet somit geometrisch die Be-
stimmung des Schnittpunktes der Geraden. Fig. 8.

Aufgaben:

1. Geht die Gerade x — 3y — 7 =10 durch den Schnittpunkt
von 2y —3x=28 und 4x —Ty=12

2. Man bestimme den Schnittpunkt der Geraden:

6x—7y-+5=0 und 56 y =40} 48x.
2. Die Gleichung des Kreises.
Manlegt zweckméBig den Koordinaten- ¥

anfangspunkt zunéchst in den Mittelpunkt
des Kreises. Aus Fig. 9 ergibt sich als

Gleichung des Kreises: y
2L y?=r2
Die Gleichung des Kreises ist eine £ X

in Bezug auf x und y quadratische Glei-
chung d. h. eine Gleichung zweiten Grades.

Verlegt man den Koordinatenanfangs-
punkt vom Mittelpunkt des Kreises nach Fig. 9.
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y auBerhalb, und sind die Koordinaten
des Mittelpunktes mit Bezug auf das
neue Koordinatensystem a und b und

y “% die des Punktes P im neuen System
= : wieder x und y, so folgt nach Fig. 10
7 die Gleichung:

> (x—a) +(y—bp=r,
@ | Man nennt einen solchen Wechsel
O —— & des Koordinatensystems auch Koordi-

natentransformation.
Fig. 10.
Aufgaben:

3. Man zeichne den Kreis mit dem Mittelpunkte (— 3, — 5)
und dem Radius r=25,75. Liegt der Koordinatenanfangspunkt
innerhalb oder auBlerhalb des Kreises?

4. Man zeichne den Kreis: (x — 4)% -} (y — 5)2=186.

3. Die Gleichung der Parabel.

Die Parabel ist der geometrische Ort aller Punkte, die von
einem festen Punkte F' und einer festen Geraden D D’ die gleiche
Entfernung haben.

P sei ein beliebiger Punkt der
Parabel.

Es wird verlangt PD=PF,
£~/ Wir bezeichnen F L mit p und
/Y nennen diese Strecke den Parameter
/ der Parabel. Der Punkt F heiBt der
% Brennpunkt, die feste Gerade D D’
7. nennt man Direktrix oder Leitlinie.
Wir legen die Y-Achse parallel zu

Vi DD, so-da30F=L0=% wird;

die X-Achse verlduft in der Verlinge-
rung von O F.

Aus dem rechtwinkligen Dreieck F QP (Fig. 11) folgt
PFP=FQ*+®Q*. . . . Y

PF=PD=x +§, denn O als Punkt der Parabel mufl von

4

Fig. 11.
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L und F gleich weit entfernt sein. F Q,=x—% und PQ =1y.
Folglich wird aus Gleichung I:

(x+§>2:(x_g)2+y2. ... @

2 PP e PP e
xtppx+E=x—px Pty
y2=2px. (I1I)

Dies ist die Gleichung der Parabel.

Wir stellen uns nun die umgekehrte Aufgabe. Gegeben sei
eine Gleichung y2=2px. Wir wollen die Kurve aufsuchen, die
durch die Gleichung dargestellt wird. Man wihlt zu dem Zwecke
die eine Variable z. B. x unabhiéngig und ermittelt den Wert der
abhéngigen Veriinderlichen y.

Wird fir x ein negativer Wert eingesetzt, so wird y? negativ.
Da es aber keine reellen Zahlen gibt, deren Quadrat negativ ist,
so folgt daraus, daB x nicht negativ sein kann. Die Parabelpunkte
miissen demnach alle auf der rechten Seite der Y-Achse liegen, da
nur hier x positiv ist.

Ist x =0, so wird auch y = 0 d. h. die Parabel geht durch
den Koordinatenanfangspunkt O; wir nennen ihn den Scheitel
der Parabel.

Ist x positiv, so erhdlt man fiir y zwei verschiedene Werte, die
sich nur im Vorzeichen unterscheiden. Setzt man beliebig einen
Wert fiir y ein, d. h. ist x = f(y), so ist nach § 1 die Funktion
in y zweideutig. Wir finden oberhalb und unterhalb der X-Achse
einen Punkt P/ und P’ (Fig. 11). Sie liegen senkrecht {iberein-
ander, gleich weit von der X-Achse entfernt. Wir erhalten lauter
Punktpaare, die symmetrisch zur X-Achse liegen, und man nennt
letztere deshalb auch die Symmetrieachse der Parabel.

Setzt man ferner fiir x immer groBere Werte, so nimmt auch
y unbegrenzt zu. Je weiter die Parabel gezeichnet wird, um so weiter
wird sie sich nach beiden Seiten von der X-Achse entfernen.

Nachdem so im allgemeinen gefunden worden ist, da8 die ge-
suchte Kurve immer rechts von der Y-Achse liegt, durch den An-
fangspunkt geht, zur X-Achse symmetrisch ist und im Unendlichen
verliuft, setze man fir x in die Gleichung bestimmte Zahlenwerte
ein z. B. 1, 2, 4, 6, 72, 10, 15, 20 usw. und zeichne mit dem
Parameter p =4 die in Fig. 11 gegebene Parabel.
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Aufgaben:

5. Man zeichne. die Parabeln, deren Gleichungen y?=3x,
y2=>5x und y?= 6 x sind.

6. Man verschiebe das Koordinatensystem parallel zu sich
selbst, so daB der Brennpunkt F der neue Anfangspunkt wird.
Wie lautet dann die Gleichung der Parabel ?

7. Welche Kurve wird durch die Gleichung y?=—2px
dargestellt ?

8. Man zeichne die Kurve x2=2py und y =x2

9. Man zeichne die Kurve s =§1g t2,

4. Die Gleichung der Ellipse.

Die Summe der Entfernungen eines beweglichen Punktes P
von 2 festen Punkten F und F' soll konstant sein.
Gesucht wird die Glei-
chung der Bahnkurve, die
der bewegliche Punkt P
beschreiben kann.
zy) Man wihlt als Ko-
ordinatenanfangspunkt O,
z den Halbierungspunkt der
g £ > Strecke F' F*, deren Linge
— =2e sei. Es ist OF =
OF'=e. Die Punkte F
und F/ nennt man die
o ' Brennpunkte, die Entfer-
Fig. 12a. nung e die Exzentrizitit der
Ellipse.
Die verinderlichen Entfernungen des Punktes P von F und F*
seien r und r!, ihre konstante Summe =—=2a. Wir erhalten als
Gleichung der Ellipse:

Yh

r+r=2a . . . . . . . (I
Es muB r -} r' groBer als 2 e sein, denn die Summe zweier Drei-
ecksseiten ist stets groBer als die dritte Seite. Der Punkt P —
Fig, 12a — habe die Koordinaten x und y.
Aus Dreieck, P CF folgt:

r?=(e—x)?4y?
r=Ye—x2Fy2 . . . . . . @
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Aus Dreieck P CF‘ folgt:
1 = (o x)* + 3
r=ye+tx2t+y . . . . . (I
Setzt man die fir r und r’ gefundenen Werte in Gleichung I
ein, so wird:
Ve F e +V et Fri=2a . . . . . (V)
Man quadriert diese Gleichung zweimal und erhdlt durch
Ausrechnen :

x% (a2 —e?) - y2a2 —a%(a?—e%) =0
2 a war groBer als 2 e, also auch a >>e. Man setzt fiir a% — e?
zur Abkiirzung b2 und erhdlt nach Division mit a? b? als Gleichung
der Ellipse:

<2 2
;2—+%?_—_1.......(V)

Die Gleichung enthélt nur die Quadrate von x und y, sie wird
also durch die Koordinaten — x, — y eines Punktes P’ in gleicher
Weise erfiillt wie durch lq
die Koordinaten x, y un-
seres Punktes P.

Die Verbindungslinie Prz,
P P’ geht durch den Ko-
ordinatenanfangspunkt O &
und wird in ihm halbiert. 4’ A
‘Man nennt O den Mittel- y
punkt der Ellipse und jede N Flzy
durch ihn hindurchgehende Va5
Sehne einen Durchmesser.
Alledurch O gelegten Durch- Fig. 12b.
messer treffen somit die Ellipse in zwei zu O symmetrisch gelegenen
Punkten (Fig. 12b). Die Ellipse liegt auferdem symmetrisch zu
den Koordinatenachsen und wird durch diese in vier kongruente
Quadranten geteilt. Losen wir die Gleichung V nach y auf,
so folgt:

v

y= —1;—1/ aZ — x2,
Man erkennt, da8 y nur fiir Werte von x zwischen — aund - a

reelle Werte besitzt, weil sonst die Wurzel aus einer negativen GroBe er-

2
halten wird. Fiir x= = a wird y = 0, und fiir x = 0 folgt %? =1, also
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y==1b. Die Ellipse muB (Fig. 12b) die X-Achse in zwei Punkten
A, A’ schneiden, deren Entfernung gleich 2 a ist. Sie muf ferner
(y==Lb) die Y-Achse in zwei Punkten B, B’ schneiden, deren
Entfernung =2 b ist. Man nennt A A’ die grofie, und B B’ die
kleine Achse, beide zusammen die Hauptachsen und ihre Endpunkte
die Scheitel der Ellipse.

Ist b=a, so wird e=0, weil a? —e?=">b2 Die Ellipse
geht dann, wie aus Gleichung V folgt, in die Gleichung eines
Kreises mit dem Radius a iiber: x% | y2 =a2

Der Kreis ist also eine besondere Ellipse, deren Brennpunkte
im Mittelpunkte vereinigt und deren Hauptachsen einander gleich
sind.

Aufgaben:

10. Man zeichne die Ellipse, deren Halbachsen a =5 und
b = 7 sind, indem man fiir x nacheinander die Werte 1, 2, 3, 4 .,
setzt und das zugehorige y berechnet.

11. Wie groB ist die Exzentrizitit e der Ellipse

x?  y?
1) 19
36+16 1

Antwort: e= 27V 5.

5. Die Gleichung der Hyperbel.

Die Differenz der Entfernungen eines beweglichen Punktes P

von zwei festen Punkten F' und F' soll konstant sein = 2 a.

A Gesucht wird die Gleichung der
Bahnkurve, die der bewegliche Punkt P
beschreiben kann.

Die beiden festen Punkte F und
F’ nennt man die Brennpunkte der
Hyperbel, ihre Entfernung sei = 2 e.

%  Der Koordinatenanfangspunkt ist wieder
so gewahlt, daB OF = O F'=e ist.
Man nennt e die Exzentrizitit der Hy-
perbel. Zieht man von dem beliebig
gewihlten Hyperbelpunkte P, dessen

Fig. 13. Koordinaten x und y sein moégen,

Strahlen nach den Brennpunkten, so sei deren Linge mit r und

1’ bezeichnet, also PF =r und P F' =1’; die beiden werden Brenn-

strahlen genannt. :
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Nach der Voraussetzung wiirde die Gleichung der Hyperbel
lauten:
r—r=2a . . . . .. ... (D
wo 2 a die konstante Differenz der Brennstrahlen bedeutet.
Man findet genau wie unter 4 mit Beriicksichtigung der
Fig. 13, indem man (x —e)2={(e —x)? in III setzt:

r=vye+=x2+y: . . . . . . (1)
r=yYe—x2t+y>. . . . . . (0

Setzt man diese Werte in Gleichung I ein, so wird:

Vet+x2+y2 —V(Ee—x2t+y2=2a . . . . (IV)

Nach zweimaligem Quadrieren und Umformen erhélt man wie
bei der Ellipse:

x% (a2 —e?) |- y2a? —aZ(a?—e?) =0

Da die Differenz zweier Dreiecksseiten immer kleiner sein mufl
als die dritte Seite, so wird 2a kleiner sein als 2e, also a<Te.
Wenn wir jetzt wieder a2 — e% = b? setzten, so wiirde im Gegen-
satz zur Ellipse b? einen negativen Wert erhalten. Deshalb setzt
man e? — a? — b? und erhilt nach Division mit a2 b? als Gleichung
der Hyperbel: '

x2 |y
— 2 + b +1=0
und dafar:
x?
a?  b?
Wie bei der Ellipse kann man aus dem Umstande, da x und y
nur im Quadrat auftreten, schlieBen, daB die Hyperbel symmetrisch
zu den Koordinatenachsen verlaufen muB.

Nach Gleichung V findet man:
b
y—_—_——a~1/_x2-——-a2 B 20

=1 . . .. .. .. O

Man erhilt also fir y nur dann reelle Werte, wenn x, absolut ge-
nommen, gréBer als a ist, Legt man daher durch die beiden Punkte
x=-+4a und x=—a der X-Achse 2 Parallelen zur Y-Achse,
so finden sich innerhalb dieses Streifens keine Hyperbelpunkte.
Dementsprechend kann die Hyperbel die Y-Achse in keinem Punkte
erreichen. Fir x=1a wird y=0, d. h. die Hyperbel trifft die
X-Achse in 2 Punkten A und A’, deren Entfernung = 2a ist
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(Fig. 14). A und A’ befinden sich im Gegensatz zur Ellipse
zwischen den Brennpunkten, A und A’ heiBlen die Scheitel der
Hyperbel, ihre Verbindungslinie die Hauptachse der Hyperbel.

rh LiBt man x von x = a an wachsen,
so nimmt auch y immer gréBere Werte
an, wie Gleichung VI zeigt. Fiirx =e

o 2
% erhilt man y= %1/ b? = :tb;- Dies

\Y/ ist die zum Brennpunkt F bezw. F ge-
s 4 ’: — hérige Ordinate, die man auch als Halb-
Y parameter p der Hyperbel zu bezeichnen

% pilegt.

Schreibt man Gleichung VI in
etwas anderer Form, nidmlich:

b a\2
Fig. 14, y =;x-l/1 —_— (;) e e e e (VII)

. . . . a
so erkennt man leicht, wie mit wachsendem x der Quotient —
x

sich immer mehr der Null, y selbst immer mehr dem Werte gx
néhert.
y=£x ist aber nach der unter 1. a) gegebenen Ableitung

nichts anderes als die Gleichung einer geraden Linie, die durch den
Koordinatenanfangspunkt geht, und deren trigonometrische Tangente

=§ ist. In Fig. 14 sind diese Geraden gezeichnet, sie heiBen

die Asymptoten mit den Gleichungen y = —:—xund y=—_x
Diesen Asymptoten niithert sich also die Hyperbel in der Unend-

lichkeit.
Fiir den besonderen Fall, daB a — b wird, miissen die Asym-

. . 8
ptoten aufeinander senkrecht stehen, weil 5= 1, also der von

der X-Achse und der Geraden eingeschlossene Winkel — 45°
sein muB. Man spricht dann von einer gleichseitigen Hyperbel.
Ihre Gleichung lautet:

x2—y2=4a%2 . . ., . . . . (VI
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Im Anhang Seite 121 ist zusammenfassend fiir Ellipse und
Hyperbel eine gemeinsame Gleichung abgeleitet.

Aufgaben:

12. Man zeichne die Hyperbel, fiir die a = 4 und e = 5 ist.
13. Man bestimme die Brennpunkte und zeichne die Asymptoten
y?
% =1

14. Wie heiBt die Gleichung der Hyperbel mit der Hauptachse
2a = 8 und dem Halbparameter p — 2,5?

15. Man zeichne die Kurven, die den Gleichungen y = 1/x2}-a?
und y =7 x? — a? entsprechen, z. B. fir a =5,

16. Wie heifen die Gleichungen der Asymptoten einer Hyperbel,
und unter welchem Winkel schneiden sie sich hei der gleichseitigen
Hyperbel ?

2
der Hyperbel %——

Ein kurzer Hinweis auf Raumkoordinaten findet sich im Anhang
auf Seite 123.

§ 4.
Grenzwert einer Funktion.

Der Begriff eines Grenzwertes sei erldutert an 4 Beispielen:

1. Ein Bruch, dessen Nenner andere Faktoren als 2 und 5
enthilt, gibt bei der Verwandlung einen unendlichen Dezimalbruch.

Es ist z. B.% = 0,3338...d. h. die Reihe der Zahlen 0,3; 0,33;
0,333; ... hat den Wert !/s zur Grenze.
Die Unterschiede zwischen der urspriinglichen Zahl% und 0,3

bezw. 1 und 0,33 ete. sind:

1 1

3% =5

1 . 1

3 083=135

1 1

3 0333 =5500
usw

Kohlrausch. 2
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Diese Unterschiede werden kleiner als irgend welche angebbare
Zahl, je mehr Dezimalstellen mit dem Werte 3 man anschreibt.

Man driickt dies in der Form aus: lim 0,3333 ....= —;—*).

2. Aus der Geometrie wissen wir, daB die Fliche eines Kreises
die Grenze ist, der sich die Flidche des regelméBigen eingeschriebenen
Polygons nidhert, wenn die Anzahl der Polygonseiten unbegrenzt
wichst.

3. Wir wissen ferner aus der Trigonometrie, da die Verhéltnisse
sin x und g sich dem Grenzwerte 1 ndhern, wenn die Bogen-
linge x unbegrenzt abnimmt. Nehmen wir x als die unabhéngige
Variable, so haben wir die Funktion y=1f(x). Wir suchen den
Grenzwert der Funktion, wenn y:—_—%{ ist.

Zu dem Zwecke lassen wir x — in BogenmaB — etwa von 20°
bis 0° abnehmen. Wir finden unter Beriicksichtigung, daB 45° —

hd o 1_ 7 i fi
yIRRR 59 = 4.9_36...1st,fur
£ __sinx
Y=-3
200 ... 2% 9 sin 200=0,9798
9 T
100... % 18 sin 100 = 0,9949
18 T
T 36
50 ... % ; .sin H0= 0,9987
o T 180 0
1°. * 180 p- .sin 19=0,9999
0
0 —_
... O )

Wir erkennen aus der Tabelle, da mit abnehmendem x unsere
Funktion bestiindig zunimmt und der Zahl 1 immer ndher riickt.
Wir erkennen jedoch nicht, welchen Wert die Funktion annimmt,
wenn x unendlich klein, wenn x =0 wird, denn hier erhalten wir

die unbestimmte Form -3— Um den wahren Wert der Funktion

*) lim Abkiirzung fiir limes, Grenze.
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zu finden, verfahren wir in der Weise, daB wir sie zwischen 2 andere
GroBen einzuschlieBen suchen. Ist der Radius eines Kreises OA =1,
so ergibt sich aus Fig. 15
AC_AC ., 9’
E == T— —8inXx p
AB=A O.x=x— wox in BogenmaB
den Bogen AB bedeutet —
DB DB ¢
OB~ 1 BF 5
Die Figur zeigt, daBl tg x groBer als ¢ ¢ &
x und x groBer als sin x ist. Fig. 15.
. sin x
Setzen wir tgx =
cos X

und dividieren dann durch sin x, so wird:

sin X .
—_ X >sinx
cos X >x>
1 b:¢
- >

cosX sinx> L
Daraus folgt fiir die reziproken Werte:
€0s X < _su;{_x <1.
Da nun bekanntlich der Kosinus eines Winkels mit abnehmendem
x dem Werte 1 zustrebt und fiir x =0 den Wert 1 annimmt, so
fallen die beiden Grenzen, in die wir die Funktion eingeschlossen
hatten, zusammen, und wir konnen schreiben:
lim En—x =1.
X9 X
Wir erkennen hierbei, daf eine Funktion, die unter der Form

% erscheint, doch einen ganz bestimmten Zahlenwert haben kann.
4. Ein weiterer wichtiger Grenzwert ist der einer Funktion von
der Form:
X
y= (1 —{—112) fiir unendlich wachsendes x.

1\oo
Wenn man sogleich x= oo setate, so wiirde 11 und (1 -]——-)
X co 0o

unbestimmt sein. Es gilt diese Unbestimmtheit an der Grenze
X = oo zu beseitigen. Wir lassen x das Gebiet der positiven Zahlen

2*
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durchlaufen und berechnen mit Hilfe der Logarithmentafel die zu-
gehorigen Werte von y wie folgt:

1 X
J— |
X y= (1 - x)
1
L=
1
1)\ 2
2 (1 + §> — 22
1 3
3 (1 —|— 5) = 2,37037
4 usw. = 2,44141
10 2,69374
100 2,70483
1000 2,71706
10000 2,71828..
100000 2.,
1000000 2,7182816

Man berechne den Wert von y fir x — 10000 und x =
100000 bis auf 7 Dezimalen.

y nimmt zwar unaufhorlich, -aber mit stark wachsendem x
immer langsamer zu; es strebt einem Grenzwerte zu. Diesen wollen
wir e nennen und die Beziehung zwischen y und x fiir unendlich
wachsendes x folgendermaBen schreiben :

lim y — lim [(1 +§>x] —e.

X = X=®
§ 5.
Ableitung der Zahl e mit Hilfe des binomischen Lehrsatzes.
Die am SchluB des § 4 erliuterte Zahl e ist fiir die Differen-

tialrechnung und Losung von Differentialgleichungen von so erheb-
licher Bedeutung, daB ihre weitere Betrachtung bereits hier gegeben

n
werden moge. Zu dem Zwecke wollen wir den Ausdruck (1 -+ %)
— an Stelle von x ist n gesetzt — nach dem binomischen Lehr-
satze entwickeln.

1. Der binomische Lehrsatz.
Der unter diesem Namen bekannte Lehrsatz 16st die Aufgabe,
eine beliebige Potenz eines Binomens z. B. (a 4 b)® zu entwickeln.
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Wir kniipfen an die bekannte Formel: (a -+ b)> =a%-| 2ab
-+ b% an und bilden (a4 b)%. Wir multiplizieren (a - b)2 mit
(a +b) und erhalten a®-|- 3a?h 4 3ab% | b3, Multiplizieren wir
nochmals mit (a - b), so wird:

(a 4 b)t =a* | 4a%h | 6a%b2 |- 4ab3> |- b¢t. . . (1)

Die Koeffizienten 4, 6, 4 in dieser Formel heilen die Bino-
minialkoeffizienten. Setzt man allgemein fiir sie K, K,, Kj, usf.,
so konnen wir die rechte Seite in der Form schreiben:

a® 4+ K,ar—1b - Kyar—2b% | Kgar—3bd. . L K, b2 . (2),
indem wir den Exponenten 4 allgemein durch n ersetzen. Wie
lassen sich nun diese Binominialkoeffizienten bestimmen? Da das
Binomen selbst keine Zahlenkoeffizienten, sondern nur a und b ent-
hélt, so konnen die Binominialkoeffizienten nur vom Exponenten
abhingig sein. Wir denken uns (a - b)? als Produkt von n-Fak-
toren hingeschrieben: (a |+ b) (a+b) (a-+b) @-+b). . nmal
Multiplizieren wir aus, so wird das Ergebnis eine Summe von Pro-
dukten sein. Jedes Produkt hat n Faktoren, die teils a, teils b
lauten., Wir multiplizieren das erste & mit den n-—1 iibrigen a
und erhalten a?, Dieses Glied kann nur einmal erscheinen, weil
dann jeder der n-Faktoren bereits sein a zur Multiplikation geliefert
hat, das Gleiche gilt fiir das letzte Glied br,

Das zweite Glied aus Gleichung 2 némlich a»—1, b ergibt sich,
indem n — 1 Faktoren ihr a und einer sein b liefert. Diese Mog-
lichkeit besitzen jedoch simtliche n-Faktoren, denn hat der erste
sein b gegeben, so liefern die anderen ibr a. Gibt der zweite sein b,
so geben der erste und séimtliche auf den zweiten folgende Faktoren das a.
Es beteiligen sich also alle n-Faktoren an der Bildung von ar—1,b,
und wir erhalten: n.(a®—1.b). Wie steht es mit der Beteiligung
der Faktoren an dem Produkt a®—2b2? Hier haben zwei Faktoren
ihr b zu geben, die iibrigen n — 2 ihr a. Dieses Produkt wird so
oft gebildet werden konnen, wie es mdglich ist, aus n-Dingen zwei
hervorzuheben d. h. aus ihnen ein Paar zu bilden. Wir wihlen
als Beispiel n = 4. Jedes dieser 4 Dinge kann mit jedem anderen,
also mit dreien zusammengefaBt werden, wodurch 4 mal 3 Paare
entstehen wiirden. Hierin ist jedoch jedes Paar doppelt gezéihlt,
weil z. B. das erste mit dem letzten, wie auch das letzte mit dem
ersten multipliziert werden wiirde. Wir haben also noch durch 2
zu dividieren und erhalten:
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4.3 .(a®—2b?% und allgemein E_(n;l)_an—Bbz.
2 ) 5

Setzt man diese Uberlegung folgerichtig fort, so erhilt man als
Resultat den binomischen Lehrsatz:

(a+b)n=an_|_ ,an—1 b+ 1) qn—2 b2+

n.(n—l)(n——) e n
1 2.3 .ar—8bh3 ... 4 Db

Aufgaben:

Man entwickle nach dem binomischen Lehrsatze:

17. (a - b)® und vergleiche das Resultat mit dem, welches man
erhiilt, wenn Gleichung 1 mit (a -+ b) multipliziert wird.

18. (a —1)=a% — 6a% | 15a* — 20a3 | 15a® — 6a 4 1.
19. (1-+xP® =1+ 8x -} 28x® | 56x3 | 70x* } 56x° |
28x% |- 8x7 - x5,
1\¢ 9 4 1
20. (X—;) =x*—14x +6“—;2-+§

21. Man setze in Aufgabe 19 der Reihe nach folgende Zahlen-
werte fiir x ein: 10; 1; 0,1; 0,01; 0,001; und entwickle mit ihnen
das Binomen.

22, Man setze in Aufgabe 20 der Reihe nach fiir x die Werte
1; 10; 100; 1000 ein und nehme die Entwicklung vor.

Man betrachte in Aufgabe 21 und 22 den EinfluB der Glieder
mit hoherem Exponenten auf das Ergebnis.

23, (1 —i)¥=8i, wenn i=9 — 1.
24 1)5
. (1—*—; = .0
1 1

25. 1/1+£?=(1+X2)%=1+%.x2—§x4 =

2. Ableitung der Zahl e.
(1 -+ 111_)11 soll nach dem binomischen Lehrsatz entwickelt

werden. Wir erhalten:
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O e

W)+

ti=3) (=3 (=)

1
=l4+y+—75 + 1.2.3 e

Setzen wir jetzt wie in § 4 Absatz 4 fiir n den Wert oo, so

n

werden auf der rechten Seite alle 11? 12_1' . . gegeniiber der 1 im

Klammerausdruck gleich Null und wir erhalten:

Jim (1+1_\)“-—e—1+1+ t .1
n) =~ 1 "1.2 712,83 "1.2.3.4 """

n=—

Weitere Ausfithrungen iiber die Zahl e und iiber Reihenent-
wicklung finden sich im Anhang Seite 125.

Man hat die so definierte Zahl e als Basis eines Logarithmen-
systems gewihlt. Wir erinnern zunichst an Folgendes.

Ist a» =x, so ist n der Logarithmus von x zur beliebig ge-
nommenen Basis a. Man schreibt: n = ,log x.

Nimmt man als Basis des Sy- z4
stems die Zahl 10, so hat man die
gewohnlichen  Briggischen Loga-
rithmen unserer Tafeln:

z ==log X, wenn 10% = x ist.

Der gesuchte Logarithmus z soll ~ z-+7 i
. — Z=+7

also so beschaffen sein, daB er 17 4 o X
zur Basis 10 als Exponent gesetzt -2 (
x ergibt. l

Fiir x = 0, ist z = — oo, denn

-0
—o, 1 .

10 I8t = 1055 =0. Fig. 16.

Fiir wachsende Werte von x steigt die entsprechende Kurve
bestindig an, indem sie sich immer mehr abflacht (vergl. Fig. 16).

Die GroBe der Ordinaten z kann aus den Logarithmentafeln
entnommen werden.
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Aufgabe 26. Man setze fiir x nacheinander folgende Werte
ein: 0; 0,001; 0,01; 0,1; 0,2; 0,4; 1; 4; 6; 10; 100; 1000;
10000; und zeichne die entsprechende Kurve.

Nimmt man nunmehr als Basis des Logarithmensystems die
Zahl e, so erhdlt man die sogenannten natiirlichen Logarithmen.
Man schreibt: y = In x (log. naturalis); dann ist x = e7.

Fiir x =0, ist y wieder — o, denn e—® = ;-os = 0.

» X=1, ist y=0, denn e®*=1£(0) ist = 1.

Man findet eine Kurve, die der in Fig. 16 gezeichneten dhnlich
ist, nur daB an Stelle der Basis 10 iiberall e getreten ist.

Aufgabe 27. Man zeichne die Kurven fiir y=—1Inx und y=e*

Welcher Zusammenhang besteht zwischen den Briggischen unhd
den natiirlichen Logarithmen ?

Der Logarithmus von 10 im natiirlichen System ist diejenige
Zahl, die — zur Basis e als Exponent gesetzt — die Zahl 10
ergibt. Die gesuchte Zahl schreibt man In 10. Also ist 10 = el2 10,
Bezeichnen wir den natiirlichen Logarithmus einer Zahl x mit Y,
den Briggischen mit y, so haben wir x = eY bezw. x = 107, also
eY =— 107. Setzt man fiir 10 seinen Wert el210 ein, so wird

eY —eYI210 ynd Y=yIn10

Y
T =m0
Man setzt 1 _ m und nennt m den Modulus der Briggi-

In 10

schen Logarithmen — 0,4342945 ..., demnach ist In 10 = 2,3026...
Man schreibt dafiir die gekiirzten Werte m = 0,434 und In 10=2,3.

Ist ein natiirlicher Logarithmus — In x — gegeben, so erhilt
man fir ihn in Briggischen Logarithmen: Inx — 2,3 log x und fiir
log x entsprechend log x = 0,434 In x.

Im Anhang 8. 124 wird gezeigt daB wir x =eY in einer Reihe

3

entwickelt schreiben kénnen: x =1 —f— —]— T o + 1Y2 5
Setzen wir x entsprechend als Funktlon der Briggischen Loga-

rithmen, so erhalten wir die Reihe: x = 1 - yln 10+(y In 10 +

(v In 10)3
123 T
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Die erste Reihe erscheint als die natiirlichere und daher der
Name: ,,Natiirliche Logarithmen®.

Aufgaben:
28. Wie groB ist y—=1Ine? =—1log 10? = ,loga? Weshalb?
29. Wie groB ist y=1In1? —=1log1? = ,log1?
30. Gegeben x —e7., Was ergibt Inx?
31. Gegeben Inx=1y. Wie groB ist x?

§ 6.
Unendlich kleine GréSen.

Der im § 4 erliuterte Begriff eines Grenzwertes ist fiir viele
Betrachtungen von grundlegender Bedeutung, wenn es sich darum
handelt, aus dem Gesamtverlauf eines Vorganges, seine augenblick-
lichen Zustinde und Eigenschaften zu erforschen. Ohne den Begriff
des Grenzwertes ist es z. B. nahezu unmdglich, eine deutliche Vor-
stellung von der Geschwindigkeit eines Korpers in einem bestimmten
Zeitpunkt zu gewinnen. Die durchschnittliche Geschwindigkeit eines
Eisenbahnzuges kann ohne weiteres als Quotient des wihrend eines
bestimmten Zeitabschnittes zuriickgelegten Weges durch die Zeit
bestimmt werden. Wenn der Zug zum Durchfahren von 118 km
11/2 Stunden gebraucht hat, so ist seine durchschnittliche Geschwindig-
keit 78,66 .. km in der Stunde oder im absoluten C.G.S.-System
2185 cm in der Sekunde. Wir wissen damit noch nicht, wie groB
beispielsweise die Geschwindigkeit am Ende der ersten Stunde war,
als der Zug den Ort C durchfuhr. Zur Bestimmung dieser Ge-
schwindigkeit gerade in C beobachtet man die Strecke, die der Zug
in der der ersten Stunde unmittelbar folgenden Minute durchfihrt.
Hat man 1308 m ermittelt, so findet man als durchschnittliche
Geschwindigkeit in der Sekunde 2180 cm. Will und kann man
noch genauer beobachten, so mift man die Strecke, die der Zug in
der Sekunde zuriicklegt, die unmittelbar der vollendeten ersten Stunde
folgt. Findet man 2180 cm, so kann man es fiir wahrscheinlich
halten, daB dies die Geschwindigkeit des Zuges am Ende der ersten
Stunde war. Den genauen Wert wird man jedoch erst erhalten,
wenn man die betrachtete Zeit immer kleiner und kleiner werden
1aBt. Die ermittelten Strecken werden ebenfalls immer kleiner ge-
messen werden. Das Verhiltnis der jeweilig zuriickgelegten Strecke
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zu der zum Durchfahren gebrauchten Zeit wird der tatsichlichen
Geschwindigkeit im Punkte C unmittelbar nach Verlauf der ersten
Stunde immer niher und ndher kommen. Ja, wenn wir die Zeit
nur geniigend klein wiblen, so wird uns das Verhéltnis der sehr
kleinen Strecke zur sehr kleinen Zeit nicht nur die wahrscheinliche,
sondern die tatsichliche Geschwindigkeit im Punkte C darstellen.
Wir konnen somit die Geschwindigkeit definieren als das Verhaltnis
zweier sehr kleiner Grofen. Wir wollen sie als unendlich kleine
GroBen bezeichnen, deren Verhiltnis sehr wohl eine endliche Grofe
bedeuten kann, wie hier die Geschwindigkeit.

Andererseits wollen wir unendlich kleine GroBen, deren Ver-
hilltnis einen endlichen Wert hat, unendlich klein von derselben
Ordnung nennen. Was wiirde man dann unter unendlich kleinen
GroBen verschiedener Ordnung zu verstehen haben? Um uns diese
Beziechung klar zu machen, kniipfen wir an die Betrachtung end-
licher GroBen verschiedener Ordnung an.

Man nennt zwei endliche GroBen von gleicher Ordnung, wenn
die kleinere gegeniiber der groBeren nicht vernachlissigt werden darf.
Dies héingt zuniichst von dem angestrebten Genauigkeitsgrade der
betreffenden Rechnung ab. Will man z. B. ein Kilo Eisenerz ab-
wagen, so wird es dem Kéufer im allgemeinen gleichgiiltig sein, ob er
statt 1000 g nur 990 g erhdlt. Mit 900 g, d. h. mit 100 g weniger,
wird er jedoch nicht einverstanden sein. Man sagt: 100 g und 1000 g
sind im vorliegenden Falle von derselben Ordnung, wihrend 10g gegen-
iiber 1000 g der GréBenordnung nach klein sind; man kann deshalb
hier 10 g als GréBe kleinerer Ordnung neben 1000 g vernachléssigen.

Will jemand den Widerstand z. B. eines Elektrolytes aus
wissenschaftlichen oder anderen Griinden so genau als iiberhaupt
moglich bestimmen, und steht ihm zum Vergleich ein Prizisions-
widerstand von 1 Ohm zur Verfiigung, so wird er diesen zweck-
miBig vorher in der Phys.-Techn. Reichsanstalt eichen lassen.

Der von der Reichsanstalt beigegebene Beglaubigungsschein gibt
fir Prizisionswiderstinde eine Abweichung von den Normalen der
Reichsanstalt bis auf wenigstens 4 0,0001 des Sollwertes an.

Bei der geforderten Genauigkeit der Messung wird man somit
weder 0,01 noch 0,001 Ohm ... neben 1 Ohm vernachléssigen diirfen.
Man wird vielmehr erst einen Fehler von 0,00001 Ohm als GroBe
kleinerer Ordnung gegeniiber dem 1 Ohm auBer Betracht lassen
diirfen, weil hier die Grenze der von der Reichsanstalt angegebenen
Genauigkeit tiberschritten wird.
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Wenn man dagegen den Widerstand einer oberirdischen Tele-
graphenleitung miBt, der z. B. 3500 Ohm betragen mag, so ist es
ziemlich gleichgiiltig, ob bei der Messung Fehler von einigen Ohm
untergelaufen sind, denn bei dem erstrebten geringeren Genauigkeits-
grade konnen einige Ohm als GroBe kleinerer Ordnung gegeniiber
den 3500 Ohm vernachldssigt werden.

Ubertragen wir diese Betrachtung auf die unendlich kleinen
GroBen, so wird man als das wichtigste Resultat anzusehen haben,
daB man eine unendlich kleine Gr6Be neben einer endlichen, zu
der sie als Summand tritt, vernachlidssigen darf, da man ferner
eine unendlich kleine GroBe niederer Ordnung neben einer solchen
hoherer Ordnung genau wie oben bei endlichen GroBen wird ver-
nachléissigen diirfen. In der Differentialrechnung wird von diesem
Satze hiufig Gebrauch gemacht; an spiterer Stelle wird diese
Betrachtung noch erldutert werden. KEs wird trotzdem niitzlich
sein, die Definition unendlich kleiner Gro8en verschiedener Ordnung
rein mathematisch zu geben, um die Verschiedenheit der Ordnung
aus rein #uBerlichen Kennzeichen bereits entnehmen zu kénnen.

Fiir diese Betrachtung ist nur wesentlich, ob zwei unendlich
kleine GroBen von derselben Ordnung oder héherer bezw. niederer
Ordnung unendlich klein sind. Es seien ¢ und g zwei unendlich
kleine GroBen derselben Ordnung; dann muB ihr Quotient (wie im

Falle der Geschwindigkeit)—"i—_—:. n eine endliche Grofle sein. Ergibt

der Quotient keine endliche GroBe, sondern ist er selbst wieder
unendlich klein oder unendlich groB, so kinnen ¢ und g nicht

von derselben Ordnung unendlich klein sein. Ergibt g z. B. die
unendlich kleine GroBe y, die mit ¢ von gleicher Ordnung sei, so daB

7 den endlichen Wert m ergeben muB, so findet man — fiiry = a m
a

— die Gleichung g— = ¢ m oder § —=a?m. Dies a2 d. h. sein Ex-

ponent, ist das Kennzeichen, daB g von héherer Ordnung wie o,

hier also unendlich klein zweiter Ordnung ist. Addieren wir eine

solche GroBe zweiter Ordnung zu einer solchen erster Ordnung, so ist:
¢+ pf=ac+ma=q (1 -+ mae).

In der Klammer steht die unendlich kleine Zahl m o addltlv

mit der endlichen Zahl 1 verbunden. Wir haben bereits gesehen,
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daB wir einer endlichen Zahl eine unendlich kleine Zahl addieren
oder subtrahieren konnen, ohne an der GroBe der endlichen Zahl
etwas zu dndern. Mit anderen Worten: wir konnen m ¢ neben der 1
in der Klammer vernachléissigen und die rechte Seite der Gleichung
gibt @. Die Gleichung kann aber jetzt nur noch dann aufrecht
erhalten werden, wenn 8 als unendlich klein hoherer Ordnung neben
o auf der linken Seite zu vernachldssigen ist. Hieraus folgt, daf
wir eine unendlich kleine Zahl héherer Ordnung wie a? neben der
unendlich kleinen Zahl « vernachldssigen konnen; desgleichen auch
a® neben @2 und a* neben @3 usw.

§ 7

Differenzen- und Differentialquotient.

Das bereits erliduterte Beispiel eines Eisenbahnzuges diene auch
der weiteren Betrachtung als Unterlage. Wir haben in § 6 die
Geschwindigkeit des Zuges ohne weiteres als den in der Zeiteinheit

zuriickgelegten Weg — c::%— definiert, Sind s und t endliche

GroBen, so kann diese Definition der Geschwindigkeit nur solange
Bestand haben, als es sich um eine
gleichférmige Bewegung handelt, denn
nur bei dieser werden in gleichen Zeiten
/ gleiche Wege zuriickgelegt. Der Be-
wegungsvorgang laBt sich leicht geo-

%, metrisch wiedergeben. Der zuriickgelegte

¢ X Weg s berechnet sich zu ¢.t. Man
trigt die Geschwindigkeit ¢ auf der
Y-Achse, die Zeit t auf der X-Achse
ab, dann stellt das schraffierte Rechteck den zuriickgelegten Weg dar.
Wir setzen nun den Fall, daB unser Eisenbahnzug aus dem
ebenen in ansteigendes Gelinde gelangt und sich dort fortbewegt und
zwar unter voller Anspannung der Maschine. Wir fragen wiederum
nach der Geschwindigkeit des Zuges in einem beliebigen Punkte C
der Steigung. Wir werden zuniichst keine gleichférmige Bewegung
mehr erhalten, weil der Zug in seiner Aufwirtsbewegung durch
die Anziehungskraft der Erde gehemmt wird. Bezeichneten wir
die konstante Geschwindigkeit mit ¢, so wollen wir zum Unter-
schiede jetzt die veriinderliche Geschwindigkeit v benennen. Bei

YA

Y

Fig. 17.
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gleichmiiBliger Steigung wird die Geschwindigkeit eine gleichmiBige
Abnahme erfahren, wihrend bei mehr und mehr zunehmender Stei-
gung die Abnahme entsprechend ungleichmifig erfolgen wird.

Wir betrachten zuerst die gleichméBige Abnahme. Messen wir
in gleichen Zeitintervallen die Geschwindigkeiten des Zuges und
tragen wir sie wie in Fig. 18 auf
der Y-Achse auf, wilhrend die Zeiten V¥
auf der X-Achse gemessen werden,
go wird man finden, daB die Or-
dinaten der Geschwindigkeit v,, vy,
Vy ... immer um dieselbe Strecke
kleiner werden. Die Verbindungs-
linie der Endpunkte wird eine gerade
Linie ergeben. Wir nennen die in
der Zeiteinheit erfolgende Abnahme
der Geschwindigkeiten die Verzoge-
rung (bei abfallendem Geliinde entsprechend Beschleunigung) und
bezeichnen sie mit a.

Im Falle einer ungleichmiBigen Abnahme — das Gelinde wird
steiler und steiler — werden die Ordinaten der Geschwindigkeit
nicht mehr um den gleichen v/
Betrag abnehmen, sondern von
Sekunde zu Sekunde rascher
kleiner werden. Infolgedessen
muB die Verbindungslinie der
Endpunkte der Ordinaten eine
Kurve ergeben, wie sie z. B.
in Fig. 19 gezeichnet ist.

An dieser Stelle soll nur 07 2 3 % & 6Sekunden X
der Fall der gleichmaBigen Ver-
z0gerung betrachtet werden. (Bei
spiterer Gelegenheit wird der
Weg, den der Zug unter dem EinfluB einer ungleichméBigen Verzogerung
zuriickgelegt hat, einer besonderen Betrachtung unterworfen werden.)
Zur Bestimmung der Geschwindigkeit im Punkte C werden wir die
auftretende Verzogerung a in irgend einer Weise in Ansatz bringen
miissen, Nun ist aus der Experimentalphysik bekannt, daB ein
Korper unter dem EinfluB} einer gleichméBigen Beschleunigung bezw.
Verzogerung a in der Zeit t einen Weg zuriicklegt, der sich nach

4

0 7 2 3 % Sekunden X

Fig. 18,

Fig. 19.
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1 . .
der Formel berechnen liBt: s = ct — 5 @ t2, wo c¢ die Geschwin-

digkeit bedeutet, mit der der Zug bei A das ebene Gelinde verlift.
Der Zug moge nun in C angelangt die Strecke s em — ge-
rechnet vom Anfangspunkte der Steigung A — durchfahren und
die Zeit t Sekunden dazu ge-
braucht haben. In geringer
Entfernung oberhalb C liege
der Punkt D (Fig. 20). Seine
Entfernung von A betrage s,
cm, zu dieser Strecke habe der
Zug t, Sek. gebraucht, Die
Fig. 20. Differenz der Entfernungen
s; —s also die Strecke CD wollen wir mit s (Delta s), die
Differenz der Zeiten t, — t mit 4/t bezeichnen. Der Weg von A
bis D ist dann s | s cm, die zugehdrige Zeit t - 4t Sekunden.
Unter Anwendung deroben gegebenen Formel erhiilt man 2 Gleichungen:
Fiir die Strecke A C:

s=ct—-——;—at2 B £ §)
Fiir die Strecke A D:
s+4s=c(t+4t)_%a(t+4t)2. .. @

Das gibt:
s-{—ds:ct—}—cdt——%at?—atdt — %adt?
Subtrahiert man Gleichung 1):

1
s =ct ——at?
2

so bleibt: 45=cmﬁaut-—§m2. ¢

Wir erhalten in Anlehnung an die frithere Formel c=% den

Quotienten d —— indem wir beide Seiten durch ./t dividieren. Also
Ads ,
_ﬂ = C— (t + ——) P T (3 )

Man nennt, da /s eine Weg- und 4t eine Zeitdifferenz darstellt,

s . . . . .
—¢ cinen Differenzenquotienten — hier eines Weges nach der Zeit.
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Denken wir uns jetzt den Punkt D unmittelbar oberhalb C
liegend, so daB der Zug zum Durchfahren der sehr kleinen Strecke
As nur 1 Sekunde gebraucht, ja lassen wir D immer néher an C

" . <1 1 1 1
heranriicken, so daB die Zeitdifferenz 10° 100° 1000 © ° Sekunde
wird, so kommen wir zu denselben Erwigungen, wie wir sie im
Eingang des § 6 angestellt haben.

Denn lassen wir D nur geniigend nahe an C heranriicken,
so wird 4t eine unendlich kleine GréBe — dasselbe gilt von
As —, und wir konnen in Gleichung 3/ das unendlich kleine Glied

At neben dem endlichen t vernachldssigen, weil nach § 6 eine

unendlich kleine GroBe, die zu einer endlichen als Summand gesetzt
ist, neben der endlichen GroBe vernachlissigt werden darf. Da je-
doch A4s und At jetzt unendlich klein geworden sind, so nihert
sich der Differenzenquotient -g—: einem Grenzwert. Man schreibt
wie im § 4:

. ]

lim —j—t=c——at B (-

Diesen Grenzwert des Differenzenquotienten bezeichnet man als
Differentialquotienten. Man schreibt:

. Ads  ds
hmz=ﬂ' N ()]

Der Differentialquotient entsteht also aus einem Differenzen-
quotienten immer dann, wenn wir zur Grenze iibergehen, also die
Differenzen unendlich klein werden lassen.

Man bezeichnet ds und dt /
als Differentiale. Uber die Na- ¥
tur dieser Differentiale ist noch
einiges zu sagen. Sie bedeuten
zweifellos, wie aus der bisherigen
Betrachtung hervorgeht, unend-
lich kleine Grofen. Werden wir
sie deshalb aber der GroBe Null
gleichsetzen diirfen? Wenn sie
als Summanden zu einer endlichen
GroBe gesetzt werden, darf man sie
vernachlissigen, also weglassen, Fig. 2L
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Fiir sich allein jedoch unter keinen Umstéinden. Ein Beispiel moge
die Betrachtung erldutern. Will man den Inhalt einer Fliche (Fig. 21)
berechnen, die von einer Kurve, der X-Achse und 2 Ordinaten
z. B. y, und y, begrenzt wird, so denkt man sich, wie spiter aus-
fithrlich gezeigt wird, die Flidche in beliebig viele Streifen zerlegt.
Die Fliche eines jeden solchen Streifens wird als Rechteck angesehen
und berechnet. Man vernachldssigt dabei die kleinen schraffierten
Dreiecke. Nimmt man die Streifen nur hinreichend schmal an,
d. h. macht man die Differenz der Strecken s; — s, oder s;—s; . ...
= A's nur geniigend klein, so werden auch die Dreiecke so klein,
daB3 man ihren Inhalt gegeniiber dem des Rechteckes vernachlissigen
darf. Diese sehr kleine Differenz s stellt uns immer dann das
Differential ds dar, wenn fiir die Genauigkeit unserer Rechnung eine
weitere Verkleinerung nicht notwendig erscheint. Man berechnet
nun den Inhalt eines solchen Streifens als h.ds, wo h die zu-
gehorige Hohe bedeuten moge.

Der gesamte Flicheninhalt ergibt sich durch Addition aller
dieser Rechtecksinhalte. Wenn man also ds mit dem Werte O ver-
wechselte, d. h. ds =0 setzte, so wiirde jedes h.ds =0 werden,
und die Berechnung des Fléicheninhaltes wiirde in sich zusammen-
fallen,

Nach der mathematischen Ausdrucksweise liBt man die Diffe-
rentiale immer als unendlich kleine GroBen auftreten. Das im
AnschluB an diese Betrachtung gerechnete Zahlenbeispiel auf Seite 34
zeigt aber, daB praktisch — im Rahmen der jeweiligen Betrach-
tungen — hier also des freien Falles, es bereits ausreicht, wenn wir
das Differential d t = /10000 Sekunde annehmen.

Was bedeutet nun aber der Differentialquotient des Weges nach
ds
ds
kleinen Wegstrecke zur sehr kleinen Zeit, also eine Geschwindigkeit,
und zwar eine Geschwindigkeit, die sich von der am Orte C gemessenen
um so weniger unterscheidet, als die Entfernung zwischen C und
D so unmerklich klein geworden ist, daB wir die GroBe dieser
Entfernung durch endliche Zahlenwerte nicht mehr anzugeben

vermbgen. Wir diirfen somit sagen, der Differentialquotient

ds . . T .
gp—c—at ist die gesuchte Geschwindigkeit unseres Zuges im

Punkte C.

der Zeit — ==c—at? Er ist, wie im § 6 das Verhiltnis einer sehr
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Wir wollen die eben durchgefithrte Uberlegung an einem Zahlen-
beispiel erliutern und wihlen als solches den freien Fall, bei dem

die Beschleunigung g — 981 ;% betriigt. Ein Korper habe 7

t Sekunden zum Durchfallen einer Strecke A P = s e¢m
gebraucht. Der Punkt Q liege gleich unterhalb P, seine
Entfernung von A sei s | 4/scm, die zugehdrige Fallzeit
t + 4t Sekunden. Wir fragen nach der Geschwindigkeit
des Korpers im Punkte P. Wir sehen von der Luftrei- }4

N

bung ab und finden die bekannten Gleichungen: @y
—_— 1 2
_ggt R ¢ 9] Pg. 2.
1
s—l—ds=-2~g(t—}—zft)2. Y )]

Hieraus folgt:

As A t)
Z =g (t + —2— e 4 e e e o (3)
Die Fallzeit des Korpers bis zum Punkte P betrage 5 Sekunden,
1 1 1
ir wihlen fiir di i heinander —; —; — ... ..
wir wihlen fiir die Zeit ot nacheinander 2‘, i6° 100
Sekunde, indem wir den Punkt Q immer niher an P heranriicken

lassen. Wir betrachten zuniichst den EinfluB der GroBe %t und

. . . . 6 .
fragen: wie klein miissen wir 4t wiihlen, um % praktisch neben t
vernachlissigen zu konnen? Wir setzen die Zahlenwerte ein und

erhalten, wenn wir die Erdbeschleunigung g rund gleich 981 %12

einsetzen :
1 cm
Fi t= — — ( ) —_ -
ir 4 3 sec 981 {54 — 5150,250 500
1
”» y - 1_0' 2 y — 981 (5 + ) = 4954,050 9
1 0,01
” n 'ﬁa gy = 981 (5 -I— ——> = 4909,905 ”
1 0,001

” n m » » =981 (5 +h“‘-) =4905,491 »”»

Kohlrausch. 3
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_ 1 As 0,0001\ em
1 . 0,00001> .
2 »n - m ” » 981 (5 + 2 = 4905,0049 9

Wir sehen also, da wir uns einem Grenzwert 49050 . . .
pihern, den wir praktisch bereits erreichen, wenn wir A4t zu
1/10000 Sekunde annehmen. Wir kommen aber ungleich schneller

. . As
zum Ziele, wenn wir an Stelle des Differenzenquotienten T sofort
ds

den Differentialquotienten =8 t =981, 5 = 4905,0 sien(—l’ setzen,
indem wir 4t neben t vernachlidssigen. Hier wiirden wir also
das Resultat in gewiinschter Genauigkeit bereits erhalten, wenn wir
das Differential dt = /10000 Sekunde setzen.

Von Wichtigkeit ist es, im Zahlenbeispiel zu erkennen, wie wir
mit kleiner werdenden 4t die durchschnittliche Geschwindigkeit —

- S "
denn etwas anderes bedeutet ja 7t nicht — fiir einen der fiinften

Sekunde immer niiher liegenden Zeitabschnitt erhalten, ja fiir einen
Zeitpunkt, der dem Ende der fiinften Sekunde so unmittelbar folgt,
daB (siehe letzte Zeile der Berechnung) zwischen beiden Zeitmomenten

1 .
100000 Sekunde Differenz besteht.

Unsere SchluBfolgerung, daB der Grenzwert, dem sich die mittlere

nur noch

Geschwindigkeit % niihert, nichts anderes mebr sein kann, als die

Geschwindigkeit im Augenblick der Vollendung der fiinften Sekunde,
also im Punkte P, gewinnt durch das Zahlenbeispiel nahezu greif-
bare Gestalt.

§ 8.

Geometrische Bedeutung der Differentialquotienten und
Bestimmung der Tangente einer Kurve.

Eine wichtige Anwendung findet der Differentialquotient bei
der Bestimmung der Tangente an eine Kurve im beliebigen Punkte P
(Fig. 23).

Wir wihlen auf der Kurve einen zweiten Punkt P, und ver-
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binden ihn mit P, so daB PP, eine Sehne der Kurve darstellt,
Die Sehne bilde mit der X-Achse den Winkel g. Die Punkte P
und P, der Kurve seien durch

die Koordinaten x, y bezw. x,, Y

y; bestimmt. Gehen wir jetzt auf /
der Kurve von P nach P, so 2

miissen wir auf der X-Achse um :
die Strecke x, — x vorschreiten V-1 o N 5
und auf der Y-Achse um die N 4z
Strecke y, —y. 7 — 2 2 yaa
Bezeichnen wir in Anleh- L /[ % ‘}’
nung an §. 7 diese Differenzen
Fig. 23.

der Koordinaten mit 4x bezw.
Ay und ibertragen diese Grofen auf das rechtwinklige Dreieck
iiber PP, der Fig. 23, so erhalten wir:

nw—y__4y

—x_dx’ " (1)

tgo—=—

Lassen wir jetzt den Punkt P, auf der Kurve sich nach P hin
bewegen, so dreht sich die Sehne um den Punkt P. Die Differenzen
Ay und A4x nehmen dabei fortgesetzt ab, bis P; so nahe an P
heran gekommen ist, daB statt der Differenzen, die unendlich klein
werden, die Differentiale d y und d x gesetzt werden konnen, und

an Stelle des Differenzenquotienten der Differentialquotient g—i— tritt.

Man sagt in diesem Falle, daB P und P, unendlich nahe benach-

bart sind. Die Sehne ist aber dabei zur Tangente geworden, der

Winkel ¢ ist in den Tangentenwinkel z iibergegangen, und man kann
schreiben:

. . dy dy
= =lm=—""=-=. . . .

Plln:Ptgo tgz =lim s dx (2)

Wir konnen also sagen: Die trigonometrische Tangente des

Neigungswinkels einer Kurve mit Bezug auf den beliebigen Punkt P ist

gleich dem Differentialquotienten mit den Koordinaten des Punktes P.

Ein Beispiel diene als Erliuterung.

Wir wollen den Grenziibergang von der Sehne zur Tangente
fiir den Fall ausfiihren, da8 z. B. die Kurve der Fig. 23 eine
Parabel darstellt, also der Gleichung y2 =2 px gehorcht (vergl.
§ 3 Nr. 3). Der Punkt P hat die Koordinaten x, y und fiir den

g
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Punkt P, konnen wir die Koordinaten x| 4x und y - Ay
schreiben (Fig. 23). Da beide Punkte der Parabelgleichung y2 —= 2px
gehorchen miissen, finden wir fiir P, :
(y 4 4yP?=2p(x+ 4%)
y2+2ydy+ay*=2px+2pdx. . . . ()
und fir P:
y2 =2px .. (D)

Subtrahiert man II von I, so folgt:
2ydy -+ dy*=2pdx
z/y(jy+dy)2=2pdx

y p
ji— W . . . . . . (III)
Gehen wir jetzt zur Grenze iiber, indem wir /x und Ay
unendlich klein werden lassen, so kénnen wir auf der rechten Seite
Ay als unendlich kleine GroBe neben dem endlichen 2y vernach-
lissigen. Wir erhalten:

e AY 4y _ P
hmesd—x_ =y tgz . . . . (V)
Mit anderen Worten: Die Differentialrechnung liefert uns ein
Mittel, die Neigung einer Kurve an jedem beliebigen Punkte zu be-
stimmen, denn wir brauchen nur festzustellen, um welche GroBle y
wiichst, wenn wir x um das sehr kleine Stiick ./x wachsen lassen.
Dieser Zuwachs 4y wird, wie wir eben gesehen haben, mit Hilfe

der allgemeinen Gleichung der Kurve ermittelt, und der Quotient

limes % = g—i stellt die trigonometrische Tangente des Neigungs-

winkels dar, sobald wir .7x unendlich klein werden lassen.

Wir werden spiter sehen, wie wir mit Hilfe der noch abzu-
leitenden Differentiationsregeln oder allgemein mit Hilfe der Differen-
tialrechnung dieses Resultat sofort rechnerisch ermitteln konnen.

Aufgabe 32. Man leite das Resultat % = ;—) in der Weise

ab, daBl man in Gleichung 1.: tg 0 = F—% fir y den Wert
L —

V/2px und fiir y, den Wert V2px, setzt und beim Grenziibergange
x =3x, bezw. Vx =Vx, setat.
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2. Kapitel.
Differentialrechnung.

§ 9.

Ableitung des Differentialquotienten der algebraischen
Funktionen.

Der Differentialquotient einer Funktion wird nach dem in § 7
und § 8 dargelegten Verfahren gebildet.

Wir schreiben als Gleichung I die Funktionsbeziehung zwischen
x und y hin — als Beispiel wird die Parabelgleichung y>=2px
wiederbolt —.

In dieser Ursprungsgleichung setzen wir fiir y und x die Werte
y -+ 4y bezw. x + 4x ein und finden Gleichung II. Wir sub-
trahieren Gleichung I von Gleichung II und erhalten 4y =....
als Gleichung ITI. Danach dividiert man beide Seiten mit #x und
erhiilt den Differenzenquotienten und hieraus durch Ubergang zur
Grenze den gesuchten Differentialquotienten.

Beispiel : Gegeben ist die Funktion y?=2px.

y2=2px . . . . . . . . (@D
F+4gdy?=2px+4x) . . . . . )
— 2pdx " IT
Y=oyt 4y - (0

4y ___ 2p

dx 2y -+ dy
. dy dy p
hmd—x——d—x—_; L (IV)
Will man das Differential dy benutzen, so schreibt man

P
dy=-=-dx,
y y

1. Gegeben ist eine Funktion f(x) als Summe zweier
Funktionen ¢(x) und 9 (x). Gesucht wird der Differential-
quotient dieser Summe.

y=f(x):=q)(x)—{-1p(x). S € )]
y+Ady=fx+dx)=¢x+ Ix)+ypx+ 4% D)
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dy=f(x+4x)—{X)=¢E+ Ix)—¢(x)
+yE+Idx)—yE . . . . . I
y i+ Id0)—1{(x)_oE+I4x)—9x) :
dx Adx
YE+ 45—y ,
+ +dx Y Cee
Aus diesem Differenzenquotienten entsteht der Differential-
quotient, wenn wir ./x sich der Grenze (0 nihern lassen.

"[

Man schreibt dann zur Abkiirzung:

. fxt+dx)—fx) . df(x)
lim ~Ix =f (x) = Ix
m PEFAD)—E) _ do)
lim dx ¢’ (@) = dx
P EESDYE 49
Ax o dx °

Man sagt, ' (x) ist die Ableitung der Funktlon f (x), @' (%) die
von @ (x) usw. Wir konnen also die Gleichung schreiben:

dy
E=f@=¢®+ym . ... @)
oder auch:
dy=fx)dzx=¢'(x)dx+y'(x)dx . . . IV

Gleichung IV besagt: Der Differentialquotient einer
Summe von Funktionen der niémlichen Variablen ist gleich der
Summe der Differentialquotienten der einzelnen Funk-
tionen oder, was dasselbe sagt: Die Ableitung einer Summe ist
gleich der Summe der Ableitungen.

Gleichung IV, nur in anderer Form, sagt: Das Differential
einer Summe von Funktionen ist gleich der Summe der Differentiale
der einzelnen Funktionen.

Derselbe Satz gilt fiir eine Summe beliebig vieler Funktionen,
wie auch fiir die Differenz beliebig vieler Funktionen.

Es gilt demnach allgemein:

du4v—w)=du-tdv—dw,
wo wir unter u, v und w irgendwelche Funktionen von x verstehen.
2. Der Differentialquotient einer konstanten Gréfle

Lfx)=¢kx)+4C.
IL f¢x+ dx)=¢x+ 4x)+ C.
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Man subtrabiere I von II und dividiere mit 4x, so folgt:
fx+dx)—fx  @eE+I4x)— ()
Ax - dx
d. h. die Konstante C hebt sich fort und man sagt: Der Differential-
quotient einer additiv oder subtraktiv auftretenden Konstanten

ist stets = 0.

Um daher die Ableitung einer Summe (oder Differenz) einer
Reihe von Gliedern, von denen einige konstant sind, zu erhalten,
bildet man einfach die Summe (resp. Differenz) der Ableitungen
aller Glieder, die Funktionen von x sind, ohne die Konstanten
zu beriicksichtigen.

3. Ist eine Funktion von x das Produkt einer Konstanten
und einer anderen Funktion von x, d. h.

fx)=0C.9x),
so ist: f'(x)=C. ¢’ (x) In Worten:
Der Differentialquotient des Produktes einer Konstanten
und einer Funktion ist gleich der Konstanten multipliziert
mit dem Differentialquotienten der Funktion,

oder: f'(x) = ¢’ (x),

Beweis: fx4+a4x)=Copx+4gx) . . . . . (II)
et o ff()x):C(p(x)+ I @

X+ dx)—1(x) P+ dx)— ¢ (%)
v =C. > . . (O

£ (x) = C ¢* (x).
4. Wir suchen den Differentialquotienten, wenn eine Funktion
das Produkt zweier Funktionen von X ist.
f=¢x).vyx . . . . . . @
fxt+ )=+ 4x).YpEx+4x) . . . (1)
fat a9 —10) _ gt 4% Yt I —9@ ¥ g
Adx - d4x

Man addiere und subtrahiere dem Zihler der rechten Seite die
GroBe ¢ (x).v9 (x + 4x), wozu man berechtigt ist, da die gleich-
zeitige Addition und Subtraktion der gleichen GroBe den Wert un-

verindert lassen mufBl, Die rechte Seite wird alsdann:
@ (x-+ AX)Y(x+ %) — (x) Plx—+ 4%)+ () Y(x+ 4x)— p (x) Y(x)

cAdx

q —_ d —
— x4 4%).2 (x+i’2 0 | gz, LEFID Y @)
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Betrachten wir die einzelnen Glieder der Reihe nach, go sechen
wir, dafl

der Grenzwert von YyE+Ix)=y(x) ist,
a —_
” ” ” q) (X + Z’xx) (p (X)= Q‘ (X) ” 9
” ” ” @ (X) =@ (X) 9 9
dx) — .
und 9 9 9 w (X + Ji) w (X) = w’ (X) 9 .

Somit wird die rechte Seite der Gleichung vy (x) ¢’ (x)
+ @ (x) ¥’ (x), wihrend die linke Seite beim Grenziibergang zu
f/(x) wird. Die Gleichung lautet also: '

)=y ¢'E)+o@yE . . . . AV)

Hieraus folgt der Satz: Die Ableitung eines Produktes
zweier Funktionen ist gleich der Summe der Produkte ihrer
Ableitungen jede multipliziert mit der anderen Funk-
tion, einfacher: gleich der Summe der Produkte jedes Faktors mit
der Ableitung des anderen. Fiir die Folge wird an Stelle des
umstindlicheren Wortes ,,Differentialquotient* meist das Wort
»Ableitung® gesetzt, solange es sich um die Herleitung dieser so-
genannten Grundformeln handelt.

B. Gesucht wird die Ableitung, wenn eine Funktion der Quo-
tient zweier Funktionen von x ist.

Es 1iBt sich diese Differentiation auf die vorhergehende eines
Produktes zuriickfiihren, indem wir die gegebene Funktion:

_9®
f(x) ey
in der Form schreiben: ¢,(x)=f(x) Y (®).
Dann ist nach 4: '
¢ ) =f® Y ©+yEFE
oder f (x) = g () —fx) Y
e

und da f(x)= Z(—xxl:

. 2@
P A (ks
- Y (x)
f (x) = Y (x) 9’ x)—o (x) Y'x
_ [y =P
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Die Ableitung eines Quotienten ist gleich dem
Nenner mal der Ableitung des Zihlers vermindert um
den Zihler mal der Ableitung des Nenners, das Ganze
dividiert durch das Quadrat des Nenners.

6. Gesucht wird die Ableitung der Funktion y=x®, won
zunichst eine positive ganze Zahl sein mdge.

y=x . . . . ... .0
y+dy=x-+4x. . . . . . (1)
Wir entwickeln die rechte Seite der Gleichung II nach dem
aus § 5 bekannten binomischen Lehrsatze:

y+4y-—x“+ X2l dx +n(n b

+ e (g3)m
Man subtrahiert Gleichung I, dividiert beide Seiten durch A4 x
und erhalt:
ji gt
Lassen wir jetzt J X unendlich klein werden, so nehmen alle
Glieder der rechten Seite bis auf das erste unbegrenzt ab. Wir
konnen alle diese unendlich kleinen Glieder neben dem ersten end-
lichen Gliede vernachlissigen, und erbalten:
Ay d dy
= dx
Man erhéilt die Ableitungeiner Potenz, indem man
eine neue Potenz bildet, deren Exponent um 1 ver-
ringert ist, und diese neue Potenz mit dem urspriing-
lichen Exponenten — hier n — multipliziert. Dieser Satz gilt
auch fiir Potenzen mit negativen und gebrochenen Exponenten.
Setzt man y = a x% so liefert genau dieselbe Rechnung:
Sy
==

=3 (4 x)?

)x“—2 Ax 4 .. 4 (axp- (IID)

=ax*—1 . . . . . (V)

anxt—1

Die bisherigen Betrachtungen fassen wir in folgende
Lehrsiitze zusammen :
Der Differentialquotient einer Summe ist — Summe der Diffe-

rentialquotienten der einzelnen Glieder. Fiir die Differenz gilt das
Gleiche.
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Der Differentialquotient einer Konstanten ist O.

Zur Differentiation einer Funktion, die mit einer Konstanten
multipliziert ist, bildet man den Differentialquotienten der Funktion
und multipliziert mit der nédmlichen Konstanten.

Der Differentialquotient eines Produktes ist = der Summe jedes
Faktors mit der Ableitung des anderen.

Der Differentialquotient eines Quotienten ist — Nenner mal
Zéhlerableitung weniger Ziahler mal Nennerableitung dividiert durch
Nennerquadrat.

Der Differentialquotient einer Potenz ist — dem Exponenten
multipliziert mit der im Exponenten um 1 verminderten Potenz.

Diese Lehrsitze wird man sich zweckmiBiig an folgenden
. . e N . . " u
Differentiationsformeln einpriigen. Es ist zur Abkiirzung u’ fiir ix

, e AV . . , enl QY
v’ fiir Ix und wie schon bisher y’ fiir dx gesetat.

Differentiationsformeln:

Ly=u+tv—w y=u-+v—w
2.y=0C y=0

3. y=Cu y=Cu

4 y=uv y=vu +4uv
5 v—" ,__vu' —auv
T=y V=
6. y—x“ y—nx!l -1

Es bedeuten u und v also einfach Funktionen von x, was wir
bisher mit ¢ (x), ¥ (x) . . . zu bezeichnen pflegten. Die Formeln
in dieser Schreibweise priigen sich dem Gedéchtnis leichter ein. Man
lése die in § 9a gestellten Ubungsaufgaben.

§ 9a.
Aufgaben:

1 dy 1

—_ T —x—1 oy _ —1—1_ -
33. y_x_.x ix— 1.x b4 2
1 dy 4

Z x4 &y L 4x—4—1—_ gx—b—
4. y= a=x ix 4x 4x 5



§ 9. Ableitung des Differentialquot. d. algebraischen Funktionen. 43

35. y=a g—i—=0

36. y—=ax %:a

87. y=ax-4b gi—T:a

38. y=ax? g=2ax

39. y—=—6.ax® %=368X5

10 =__££3 d~}::_l2.x2

a dx a

i y=2 j_ii=__xi2

42, y==%/~_2=x§ d——y=g.x—%=g.—1:
i x 3 3 i’/x

43. yz'?/_—‘i..—:xé g}%:%x%:%%
1 3

5. y:vi;‘_'ﬁ %‘%:"‘%x—g:—z:ﬂ

46. y-_—.xél/;=xg % %xg=gx x

Die unter 33—46 gegebenen Aufgaben sollen teilweise auf die
Richtigkeit der Losung gepriift werden, indem beliebige Zahlenwerte
in die Rechnung eingesetzt werden. Man erhilt auf diese Weise
eine praktische Anwendung der Differentialrechnung und erkennt,
wie klein in jedem ZEinzelfalle das Differential mindestens zu
wahlen ist.

dy
47 (zu 37. y=3x-+5 d_§_3
Man setze:
X1=12 YI=41
x, =121 y,=413 fi_z__g,_f):__s
alsodx= 0,1 dy= 03 dx~ 01
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48 (zu 39). y —6.2.x8 (—i—y=36.2.32=2304
dx
x, =2 v, = 768 fir x = 2.
X, =201 y,="191,4 dy_ 234 _ ..o
dx=0,01 dy= 234 dx~ 001 )

Hier ist also das Differential dx nicht hinreichend klein ge-
wahlt, wir nehmen deshalb:

x, =2 ¥y = 768
x, = 2,005 y, =779, dy__ 115
dx=0,006 dy= 11,5 dx~ 0,005 2800.

Fiir jedes andere x erhdlt man entsprechend andere Werte des
Differentialquotienten.

18 dy —18

49 (zu 41). Y=+ Ix— =2 =—2
18 fir x = 3.
=3 nh=5= 6
= =18 = 5,96
XQ"'—'3,02 YQ"“W— ’ Sll——o’04—_2
dx = 0,02 dy = —0,04 dx~ 0,02 )
_ d
50 (u 43). y— Jxd y—wv—_ms
3 fur x=2.
X, =2 Y1 =V16 =2,52..
x, =202 y,=Vi6es=2854 dy_ 0034 _ .
dx =0,02 dy =0,084 dx 0,02 ’
8 5
51 (zu 44). y-———~——|— +6 ——=;——§§_—.—0,25
fir x =2
x =2 yi=—1+42546 .
=15

X, =206  y,=—0,95242,439
+6=17487 dy —0,013

dx=0,05 dy=—0,013 dx 0,05 =—025.
. d
52 (zu 46). y=x¥x di 2.4.2=20

fur. x=4.
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X, =4 y; =16.2 =32
x, =4,01  y, = 32,20 dy 020 _ .
dx=0,01 dy=0,20 dx_ 001

Man wihle so beliebige Zahlenwerte und rechne die Aufgaben
33—46 in der angegebenen Weise durch. Die Berechnung erfolgt
zweckmiBig mit der Logarithmentafel.

53. z=(x2+4a)! x2t}a’l=y dy=2xdx
z =yt dz=4y3dy (E=8x(x2—}—a2)3.

dx
—_— a___= -2 = — —3
54. Z_(b-}—cx)2 ay dz 2ay—3dy
dz —2ac
dy—-cdx (H-—(b——,—:;};.)_g.
55 z———~1 (H_ S -
> T3t dx (@3t
56. 2=V ({1 —3x I 2x3
d -
cHﬁ:8x(x—1)’31/1—3212-{-2x3.

Zur Erlduterung der Aufgaben 53—56 sei eine Betrachtung
eingefiigt, auf die spéter vielfach verwiesen wird. Es handelt sich
um: Funktionen von Funktionen und deren Differential-
quotienten.

Ist z eine Funktion von y und y wieder eine Funktion von x,
so muB auch z eine Funktion von x sein. Wir haben also:

z=f(y)und y=¢x . . . . . . (D

Man beachte den Wechsel des Funktionszeichens; man wihlt
verschiedene f, ¢, 9 ... zum Zeichen, daB die Abhingigkeit nicht
die gleiche ist. So bedeutet z. B. z = log sin x, daB} z eine Funk-
tion des sin x ist, wobei sin x aber wieder eine Funktion von x ist.
Wir kénnen fiir Gleichung I auch schreiben :

z=f(q)(x)) .. ... . (In
v d d )
Wir bilden d—i:q}‘(x) und d—;=f’(y)
dy=¢'(x)dx d-z=f‘(y)dy.

Es folgt: dz=f(y)ep'x)dx. . . . . . (1D
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dz dz dz d

Also: =F0). ¢ oder d_x_—_d_y.d_% Ay

Wir konnen sagen: Eine Zunahme des x um #x ruft eine
Zunahme des y um Ay, und diese wieder eine Zunahme des z
um Az hervor. Die gesuchte Ableitung der Funktion ergibt sich
nach obiger Formel durch Multiplikation zweier Ableitungen. Man
dz
dx
die Ableitung eines Logarithmus bildet und diese Ableitung mit der
Ableitung des Sinus multipliziert.

" In Aufgabe 53 wiirde man nach dieser Regel iiber Funktionen
von Funktionen die Ableitung einer Potenz y* bilden miissen (wobei
y =x%-}a%); man findet 4 y3. Dies ist zu multiplizieren mit der
Ableitung von y nach x:

wiirde also fiir z—=1log sin x die Ableitung erhalten, indem man

y =x2-4a% also (%=2x und
3—;:4y3.2x—_—8x.y3=8x(x2—|—a2)3.

Die Einfithrung der HilfsgroBe y kann fortfallen, sobald die
nitige Ubung vorhanden ist. Der Gedankengang und die Ausfithrung
bleiben natiirlich genau dieselben.

In den folgenden Aufgaben ist fiir g—% das kiirzere Zeichen y’

gewihlt, das wie bekannt die Ableitung von y nach x bedeutet.
Es ist nicht mehr z als abhiingige Variable gesetzt, sondern ein-
fach y. Will man z. B. in Aufgabe 63 eine Zwischenvariable ein-
fithren, so nehme man beliebige GroBen, wie z, u, v, w ...

Aufgaben:
__ X ,_(1+4x.1—x 1

MYETEx YT Aty ade
58 -—_..__-__a+x ,___(b+X).]_-——(a+x).1_ b—a

" T b Fx y = ® L= =bia’
59, y—=X—1 ,__ 4x

o y—x2+1 y —(xg_}_’———T)g
60. X ' 9—4x2

Y=9xax: YT e
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_345x* _,  68x
6L. y=F—3x YT E 3%
__a-bx ,__ 2ab
2. y=ahx VT a—bor
_ (x+43)? , _(x+323Bx46—2x—6)
8 y=Gxer VT &+2p
_x(x+43)?
T

64. Man bestimme die in § 5 abgeleiteten Binominalkoeffizienten
jetzt mit Hilfe der Differentialrechnung. Wir setzen statt (a - b)

jetzt (a |- x)* und bezeichnen die Koeffizienten mit K;, K, ... .. K..
Dann ist:
(a4 x)n =ar 4 K;a2—1 . x | Kyan—2 x?
+Kyan-3.x3+ . L Kpex L. 0. (D

Man differentiiere beide Seiten der Gleichung nach x und erhilt:
n(@atxp-1=K a1, 142K, a" 2. x
+3K;an—3x2. .. .. K. x»=1 . oo (D)
Diese Gleichung IT gilt fiir jeden Wert von x, also auch fir
x=0. Fir x=0 wird:
nat—1— KI an—l,
denn alle iibrigen Glieder werden — 0.
n
1
Zur Berechnung von K, wird Gleichung II nochmals nach x
differentiiert. Das gibt:
n(n—1)@atxp-2=2K,an—242.3K;a?"3x, . . (Il
Fir x =0 wird:
n(n—1)ar—2=2K,;ar—?2
n(n—1)
— 5
65. Wie groB sind K;, K, ....? Man bestimme zur Ubung
eine groBere Zahl solcher Koeffizienten, z, B. fir (a--x)” und
(a — bx)%, indem man genau wie oben verfihrt.

Es ist also: K, =

Es ist: K, =

1 ds
66. s=ct—-—~2—=alt2 qg ¢ 2t Ve;gl_eiche1§ 7.
1 ds eite 3
67. S_Egt a—t—gt und 34.
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68. y?=2px
1
y=vV2px=(2px) 2
dy -3 P p
- —2 1.2px) 2=—e=—"
dx p.-1-(2p Vepx ¥
Vergleiche § 8 Seite 37.
§ 10.

Differentialquotient von Logarithmus und Exponentialfunktion.

A. Gesucht wird der Differentialquotient der trans-
zendenten Funktion y=Inx.

Die Kenntnis des § 6 wird vorausgesetzt. Sodann wird an
folgende Sitze erinnert:

loga—-—logb:log-la)—. B )
Dasselbe gilt natiirlich auch im natiirlichen Logarithmensystem, also

lna——lnb:ln—g—.

b
Ferner gilt in jedem Logarithmensystem der Satz:
alogb=1log(®*) . . . . . . (2
Wir erhalten wieder unsere Gleichungen :
y=lx . . B ¢ )]
y+4dy=In(x -I—dx) R (1]
dy=IhEx+4d4x)—hx. . . . . (I
dy=In x+tdx
X
Wir erweitern mit —— und erhalten:
4x
4 dy _ x X + 4x
*dx T dx x
Ay X ,
oder S P ( 1+ ) ... LI

Man wendet auf die rechte Seite den unter 2. genannten Satz

an und erhilt:
X
22 | (1+-22)7
xﬂ_ln 14—
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X Ax 1 . . .
Setzt man — = m und —— = —, so wird die rechte Seite
Ax X m

(2] x

Lassen wir jetzt /x unendlich klein werden, so wird m =5
x

immer groBer und grofer, und es wird nach § 4 Absatz 4 bezw.

§ 5: lim (1 —|——}n—)m =e. Unsere Gleichung wird:

dy

X(E__lne_l

dy 1
oder E——;,........(IV)
wenn y=hx

Haben wir keinen natiirlichen Logarithmus, sondern einen mit
beliebiger Basis a, also
y = Jlog X, wenn x — a¥,

so wird Inx=ylna
_lnx
Y =Tha

Wir haben also durch einfaches Umformen die Gleichung auf
den natiirlichen Logarithmus zuriickgefiihrt. Da Ina eine konstante
GroBe ist, so ergibt die Differentiation:

dy 1 1 1
dx x 'Ina  x.lna’

B. Die Ableitung der Exponentialfunktion.

Gegeben ist die Funktion y=a*. Gesucht der Differential-
quotient. Nach § 6 diirfen wir schreiben: Iny =xIna, d. h.

Iny
X = i-n—a'.
Aus dem unter A. gefundenen Resultat ergibt sich:
dx 1 1
dy y "hna’
Hieraus folgt: dy —ylna
dx
oder, da y = a* :% —a*lna,

Kohlrausch. 4
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Die Ableitung der Exponentialfunktion ist gleich
der Funktion selbst multipliziert mit dem natiirlichen
Logarithmus ihrer Basis.

Wir betrachten noch den speziellen Fall:

y =¢€~
Wir finden nach dem eben Gesagten:
dy N
FEtmiat Ine

Der Differentialquotient der Funktion e* ist gleich
der Funktion selbst.

§ 10a.
Aufgaben:
1 2 3 2
— — 2 3 e —_—
69. y=Inx—Inx?+4Inx3}+4 y i -+ g
,___ b

70. y—=In(bx —a) Y =5

Man konnte hier eine zweite Variable w einfithren, so daB
=1 =L dw o dw Ly, s y—=2— D

y=unw Vy=ydax dx_ V=W Thx—a

Bei' unerwarteten Schwierigkeiten in den folgenden Aufgaben
wird man gut tun, eine solche Variable einzufiihren.

2x+1
— 2 o —
1. y=IhEx24+x+41) y_x2—|—x+1'
— l X
— 2 g% — 2 3 ¢ —
72. y=InVa +x_2ln(a + x?) L
3. yzlni/a+bxs=i1n(a_|_bxa) y %
3 a -+ bx¥
74. y—=(lnx)? ‘y,=2l;1x.
g itE_ ,__ 2
L X—a 1 1

2a
x2 — a2’

=In(x—a)—In(x+a) =
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— m+x2 /___xz—m
woy=hegn Y= Tux

_ 1 . 1
78. y——]n—x— y__-——-._x—.

79. Man bilde die in § 9 unter 4 und 5 abgeleiteten Differential-
quotienten eines Produktes und eines Quotienten mit Hilfe der loga-
rithmischen Ableitung nach den bekanuten Sétzen, da8

Ina.b=Ina-Inb und

ln—%—:lna—lnb.

80. y=—emx y' = me®mZx,

81. y=a*t+! y' = 3x2.axt1lna.

Es wird hier an die Erlduterungen des § 9a (S. 45) erinnert.
Haben wir z. B. a¥ =y, so muB 3—Z — a*Ina sein. Dieses

Resultat muB noch mit der Ableitung von x? nach x multipliziert
werden, also mit 2x. Man erhilt:

82, y=a* ‘=2x.a%Ina.
83. y=5*""2 y'=2x.5%—2n5.
84. y=xe* y=e.14x.¢e
—eX (x4 1).
85. y=(x—+2)e y'=(x+ 3)e~
86. y=(x—1)e* y' =xex
87. y—=(4x3—6x2}6x— 3)e?* y =8x3. %,
88. y—=x3%¢* y' =e*x2.(3 4 x).
_ax , _xlha—1
89. y= . Y= 3 . &%,
X 1 —xIlna
90. y=—a; yI:'—_ax—".
_ef1 e
91‘ _ex—l y - (ex_1)2
&1 L
92, y—lnex+l y —e2x 1

4*
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§ 11.
Der Differentialquotient der trigonometrischen Funktionen.

Wir schicken der eigentlichen Betrachtung folgendes voraus.
Es werden gebraucht die Grenzwerte von sin x und cos x fiir x = 0.

Aus der bekannten Fig. 24 ergibt

¢ sich:
Fjl lim sin x=0. . . (1)
o /5 & lim cs x=1. . . (2
iz B 4 Der Winkel x wird in Bogengraden
Fig. 24. gemessen, der Radius OC ist = 1.

Ferner wird im Laufe der Untersuchung nach dem lim smx

und dem lim l—:-% gefragt werden.
Nach § 4 Abs. 3 Seite 19 ist
im 22X —1 . ... (3
g X . X
. 1—cosx . . 2 ein 2 sm2 . X
Fiir — " schreiben wir — = . sm—2—

. X

sin —
lim o wird nach Gl. 3 gleich 1 und lim sin;- ist nach G 1
gleich 0.

Wir erhalten:  lim 1—::"“‘:0. @

Wir bilden nunmehr die Differentialquotienten :

1. Gegeben: y —sinx. Gesucht: g—i.

y=sinx . . . . . . . (O
yt+dy=sinx+4dx) . . . . . I
Ay =sin (x + 4x) —sin x,
Nach dem -bekannten trigonometrischen Satze:

sin (¢ 4 §) = sin @ cos § -} cos @ sin §

schreiben wir:
Ay =sinx.cos 4x 4 cos xsin /x—sginx . . (II)
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Ay sin 4x 1—cos 4%
J_X"—COSX—J——‘X‘———SIDX T « . (III)
Gehen wir zur Grenze iiber, indem wir #/x unendlich klein
werden lassen, so wird:
dy
Jg 008X SRR v
oder dy =cosxdx, d. h. d(sin x) = cos xdx,

denn nach GI. 3 ist

. sindx
lim I 1
und nach Gl. 4 ist
| 1 — cos Ax —0
m Jx == V.
1
2. y = cos X cos x = V1 —sin?x = (1 — sin%x)2

Wir suchen somit
1

dy . — tn2%) 2
dx fir y = (1 —sin?x)2
Nach den Erliiuterungen des § 9a auf Seite 45 wird:
in ] L6 e 3
d_y - [— nx| (su;x). (1 —sin%x) 2.
Nach Abs 1 fir d (sin x) nun cosxdx gesetzt wird
3i=—smx.cosx.(1——sm2x) E
dy ~ sinxcosx  sinxcosx
dx Y1 —sin’x o8 X
dy _ in
a—; — —S8In X,
sin x
. =tgx= .
3 T=BE= tosx

Nach Formel 5 (§ 9, Seite 42):

u
d (V) vu' —uv’

dx v2

erhilt man:
X d (sin x) sin x d(cos x)
dx dx
cos?x

[=A ="
1=
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__cosXx.cos X —sin X. (-— sinx)
- cos? x
__co8®x - sin®x
o cos?x
dy 1
dx ~ cos’x
4. y:ctgx:c?sx
sin x
. _d(cosx) d (sin x)
dy dx Tdx
dx sin? x
__sinx.(—sin X)—cos X.cos X
- sin2 x
__ — (sin? x - cos?® x)
- sin? x
dy 1
dx ~  sin’x

Wir fassen die gefundenen Resultate zusammen und schreiben
die Differentialquotienten der trigonometrischen Funk-
tionen:

y sin x €os X tg x ctg x

dy €08 X sinx 1 1

dx cos?x sin®x

§ 1la.
Aufgaben:
93. y=cosx4} xsinx y/=—sinx 4 1.8inx
+ xcosx=2xco8 X

94. y=sinx—xcosx y = xsinx
95. y=%cos3x—cosx y’ =sin®x
96. y=sinx———:1;sin3x y‘=cos®x
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97. y=Insinx y' =ctgx
98, y=tgx —x y =tg¥x
99. y—=sin3xcosx y’ = (8 — 4 &in? x) sin® x
100. y::asin—ai y’=————a;.cosi
X x x
101. y:acos—i; y’_—_—;.sin—i—
102. y=ctgx+‘lctg3x y = __“1
3 sint x
103. y=InVsinx+ InVeosx y =ctg2x
104. y=—eXcosx y’ = (cos x — sin x) e*
105, y=x.e®sX y’ = (1 — xsin x) e®0s X

106, Es soll die Stromintensitéit eines Stromkreises mit der
Tangentenbussole gemessen werden. Wann wird ein Ablesefehler
das Resultat am wenigsten beeinflussen, mit anderen Worten, bei
welcher Stellung der Nadel wird die Ablesung am giinstigsten
stattfinden ?

Die Stromintensitit i ist proportional der trigonometrischen
Tangente des Ausschlagwinkels ¢. Ist ¢ die Konstante des In-
struments, so ist i=ctg g d. h.iist eine Funktion des Winkels ¢.
Andert sich infolge ungenauer Ablesung ¢ um 4 ¢, so #ndert sich
fiir das Resultat der Rechnung i um Ai.

Wir schreiben wieder die Gleichungen hin:

i=etggp. . . . . . . . (D

it+di=ctglp+4d¢) . . . . . (1)
di=cig(p+dg)—cigy
4i _ o+ dp—tgy

Jq)_c T¢ N (111

Auf der rechten Seite der Gleichung haben wir den Differenzen-
quotienten von tg ¢.
Bleiben die Anderungen von ¢, wie bei Ablesefehlern ange-
nommen werden darf, sehr klein, so stellt
di 1
do ® Gos? )
die Anderung der Stromstirke dar bei kleiner Anderung des
Winkels ¢.
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Ist dg der Fehler der Ablesung, so ist:
1 dg

cos? ¢’

di=e¢.

der Fehler des Resultats.
Dividiert man diese Gleichung durch i = c tg ¢, so wird:

di do . do
i cos’.tgy cosgsing’
Hieraus wird nach Formel 16 der am SchluBl des Buches stehenden
trigonometrischen Formelsammlung:
ai_ 2dg av)
1 sm2¢
Man nennt dies den Fehler des Resultats in Bruchteilen des
letzteren; er ist umgekehrt proportional dem Sinus des doppelten
Ausschlagwinkels. Kann der Ablesefehler d ¢ iiber die ganze Skala
als konstant betrachtet werden, so wird der relative Ausschlagwinkel
am kleinsten fir sin2¢@ =1 d. h. fir sin2¢ =909 also fiir
@ = 45% Wir erhalten den kleinsten Fehler bei einem Ausschlag-
winkel von 45%; man wird zweckmifBig bei der Bestimmung von
Stromstéirken mit der Tangentenbussole das Instrument mit Hilfe
eines bekannten Nebenschlusses so einstellen, dal die Nadel in der
Néhe von 45° zur Ruhe kommt.

§ 12.
Der Differentialquotient der zyklometrischen Funktionen.

Die zyklometrischen Funktionen sind die Umkehrungen der
trigonometrischen; deshalb lassen sich auch ihre Differentialquotienten
aus denen der trigonometrischen Funk-

y tionen durch Umkehrung ableiten.

L& Man braucht nur in den trigono-
————— .  metrischen Funktionen die Rolle der
< abhingigen und unabhingigen Va-

¥ \% riablen zu vertauschen und findet:

5 x; )7 aus x=siny durch Umkehr

y = arcsin x (Arcus-Sinus)
aus x=cosy durch Umkehr

y == arc cos X USW.
v Man versteht unter y = arc sin x
Fig. 25. den Bogen, dessen Sinus = x ist (vgl.
Fig. 25).
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Wir erhalten durch Zeichnung der Kurven eine bessere An-
schauung der Abhingigkeit der Variablen und schicken diese Be-

trachtung unserer eigentlichen Aufgabe — der Bestimmung des
1
y=+7
____________ G i
nz' v e
T 7 ?\g’”‘r }
T~ e‘é//.n-g z=0 ,z.%\\\ Z //I,Jz} X
o?l?é\_ — +y=-1 \\_—.—.’
Fig. 26.
Differentialquotienten — voraus. Man konstruiert die Sinus- und

Kosinus-Kurve in gewéhnlichen rechtwinkligen Koordinaten, indem

man den Kreisumfang auf der X-Achse
ausbreitet und zu jedem Punkte des Um-
fanges die Sinusstrecke senkrecht auftrigt.

Man findet dann — der Radius
sei = 1 — fiir den Sinus die ausgezogene,
fir den Kosinus die gestrichelte Linie.
Aus dieser Figur erhalten wir durch Ver-
tauschen der Variablen die Kurven fiir
y =arcsinx und arccosx. Dies ergibt
Fig. 27. Die ausgezogene Linie bedeutet
den are sin x, die gestrichelte den arc cos x.
‘Die Kurven sehen genau so wie die in
Fig. 26 aus, sie sind nur anders gelegen.
Wihrend die Sinus-(Kos.-)Kurve in einen
horizontalen Streifen von der Breite 2 ein-
geschlossen war, findet man die Arc-Sinus-
(Kos.-)Kurve in einem vertikalen Streifen.
Wir erkennen schon durch Vergleich der
beiden Figuren, daB z. B. der sinx fir
jeden Wert der unabhéingigen Variablen x
einen bestimmten Wert liefert; sin x ist
eine eindeutige Funktion. Dagegen muf
y=arc sinx eine unendlich vieldeutige

YA

s
t:b—ﬁ'

=
"

+
~

X
w
U
N,
&
"
S
o VPS4t

N
<

«
23 8

Fig. 27.

~

XV



58 Differentialrechnung.

Funktion sein, welche nur fiir Werte des x zwischen — 1 und 1
reell ist, aber firr diese beliebig viele Werte liefert, denn eine im
Punkte P errichtete Ordinate schneidet die Kurve immer von neuem,
je hoher und tiefer man ihren Weg verfolgt in P, P,, P; . . . .
(Die Bedeutung der zyklometrischen Funktionen liegt mehr in der
Integralrechnung.)

Man konstruiere die entsprechenden Kurven fir tg x und
ctg x, fiir arctg x und arcctg x.

Die Bildung des Differentialquotienten macht jetzt keine
Schwierigkeiten mehr.

1. y = arc sin x.
Wir bilden zuniéichst in Umkehrung fiir x —=siny die Ableitung

g—; =cosy. Dann muB die gesuchte Ableitung der reziproke Wert
1o . Y1 !

Ese]n, also: dx_cosyr_—i"/l_sin’_y-.

dy

Nun ist sin? y = x2, also

C '@: dy_+ 1

dx  —y1—=
d. h. eine Ableitung mit unbe-
stimmten Vorzeichen,

Die geometrische Betrachtung
ergibt die Richtigkeit dieser Formel.
Wir konstruieren im Einheitskreise
die zu den Bogen y und y4dy
gehorigen Winkel und finden Drei-

Fig. 28. eck O A B éhnlich A C D, indem
wir den sehr kleinen Bogen A C
als Gerade ansehen diirfen. Es verhalt sich

nd
‘H‘ar o5l

dy OA L 5 12 9
d—x—6§und,da0A—1,0B—l — X5
o OB T, a0 wird: 57 . ist dabei
also =+71—x% so wird: E-:i}_/—l__x_i' y ist dabei

= arc sin X, denn A B ist mit x bezeichnet.

Nimmt man die Koordinatenachsen in der gebriuchlichen Weise
an, legt also die X-Achse horizontal, so wird O B=x und y be-
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deutet dann den arc cos x. Man hat dann dieselbe geometrische
Ableitung fiir arc cos x,

2. y = arc cos X.

Wir berechnen aus' der Umkehrfunktion fiir x =cosy den Wert
dx . dy 1 1
—d—y_—smy. Also ¥ ——siny—'iV1——c—os_2§

dy 1

it A R S
dx  TY1—x
ebenfalls unbestimmt im Vorzeichen. Der Grund fiir diese Un-
bestimmtheit liegt in der Mehrdeutigkeit der Funktionen y = are sin x
bezw. are cos x.

Was besagt dieser Umstand fiir ihre Differentialquotienten ?

Wir miissen die Tangentialrichtungen betrachten und zeichnen
deshalb arc sin x und arc cos x def Fig. 27 jetzt nebeneinander.
Die eingeschriebenen Zahlen 1, 2, 3, 4 bedeuten die einzelnen

YA
arc sinx ¥
are cos x
3
/
\26 ,
\
Y;
1XF
NN
X, N X X7 x
%
£
>
2

Fig. 29. Fig. 80.
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Quadranten, denen die Kurvenpunkte zugehorten, bevor der Kreis-
umfang abgerollt wurde.

Zu jedem Wert von x zwischen — 1 und - 1 gehorten, wie
wir sahen, unendlich viele Werte von y.
Zu x=x z.B. y, y4, y“ ... Die entsprechenden Kurven-

punkte sind in den Fig. 29 u. 30 mit P,, P,, P, usw. bezeichnet.

Legen wir in diesen Punkten die Tangenten an die Kurven,
80 sehen wir, daB den unendlich vielen Kurvenpunkten, welche
einem x entsprechen, 2 verschiedene Tangentenrichtungen zugehéren,
die sich stets wiederholen, Die eine schlieBt mit der X-Achse einen
spitzen, die andere einen stumpfen Winkel (p) ein. Im ersteren

Falle ist tgtpzd—l}t7 eine positive, im zweiten eine negative Grofe,
wie ja auch die Differentialquotienten aussagen. Wir fassen diese

Betrachtungen dahin zusammen, daB wir sagen: Der Differential-

. . . 1 1 .
quotient von are sin X ist 4~ ————— oder — —————, je nachdem
™ V1i—x2 V1i—x%
Wir uns im ersten und vierten oder im zweiten und dritten Quadranten
. . . . 1
befinden, und der Differentialquotient von arc cos x ist - R
1—x
im dritten und vierten, J — = im ersten und zweiten Quadranten.
1—x
3. y = arc tg x.
Es folgt x — tg y und
dx 1
dy  cos?y’

Durch Umkehr der Funktion folgt wieder:

Y oos? y=—— 1 (vergl. Nr. 7 der Formel-
dx 14 tg?y sammlung).
Nun ist tg? y = x?2, also
dy 1
dx~ 1+4x%
4. y=arcectgx X=ctgy
dx — 1 —_ 1 to2 p— L2
dy = " amrx = (Lt etgty) =—(14x9,
(vergl. Nr. 6 der Formelsammlung)
dy 1

also -
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Wir geben dieselbe Zusammenstellung wie in § 11 jetzt fiir
die Differentialquotienten der zyklometrischen Funk-

tionen:
y arc sin x arc cos X arctg x arc ctg x
dy 1 1 1 1
x| Ty | Yo Tike | TiEw

Die Vorzeichen bei arc sin x und arc cos x beziehen sich in der
Tabelle auf den ersten Quadranten.

§ 12a.
Aufgaben:
b
1070 = arec Sin bx =
y (bx) b
. b%2— x? ., —2b
108. y= arc Blnm y b2+x2
1 1
109. y — arcsin — = ——
y X y xYx2—1
. x 1
110. y = arcsin 171—_4——;2 y T
Erlauterung :
— 2x
1 xz——x.———__:-
d— it 2y1+x* dx
dy = Vit 14xt
]/1 x2 V1+x2—x2
T 14-x? 1+ x2

dy 14x*—x* 1
dx (1 4x)y1 143z
Man verfahre bei den folgenden Aufgaben éhnlich.

111, y=arccos acosx+b y' = at—b?
’ bcosx+-a (bcosx 4a) Y a2 —b?
1—x —1

112, y—arct o
y g 14-x y 271 —x?
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b4 —1
113. = arc ctg — =
Y gV1—x2 T g
1
114, y = arc ct =
y g]/x Y 2(x+4+1)Vx
115, y=a. arcsin |/2_ax_"_£2—1/2ax—-;‘?
a
Y=
Y 2ax—x?
—_— 1
116. y=In(x 14 x2 ‘=
y=hE+V1+x) V=i
1. 14x ,_ 1
117, y—-?lnl_x _1—x2
118, y=Insinx y =ectgx
119. y=Incosx y=—tgx
x .1
120. _lntg? Y=
T, X .1
121. y—lntg (Z—{——g-) y —cosx

Die Aufgaben 116 —121 zeichnen sich dadurch aus, daB die
Losung eine besonders einfache Form hat. Ihre Nutzanwendung
wird sich im Gebiet der Integralrechnung erweisen,

Die Ableitungen fiir 116 — 121 sind nachstehend gegeben:
116. y=In(x+71+4x?. Man setze: x--y 1 x2=u
du_d(x+ V14x3

y=Inu dy=

u x+Y14x°
Ferner fir y1fx2=1yv
dv dv
dervy) e o

1+vyv 1+ Vv x+4Vv
Nun ist dv=d (1 4 x?) =2xdx. Setzen wir dies ein, so wird:
2xdx X
dy = x+2l/lifz=dx<1+‘/'1+x2>
x4+vY1+x2 x+V14x
__ dx(/1F=+x)
ViR a4
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dy 1
dx~ V1+4x®
117. y——lniiz. 1fz=u y=3lnu
i)
d _1du_ 1 1—x
T W T e T 1 =
1—x
(1—x)dx— (1 4 x)(—dx)
1 (1 —x)?
T2 1+x
1—x
d _ldx—xdx4{dx4xdx  dx
Ty T i—wat+n 1—=
dy 1

dx~ 1—x*
Die Losung dieser Gleichung kann auch in folgender Weise
geschehen:

y=3 [ln(l-l—x)—ln(l——x)]

1 [d(l—l—x) d1l—x)] 1 (dx dx)
T2l 1Fx T 1—x] 2\1+x 1—x
d dx1—x+414x  dx dy 1

Y=Y T 1i—x T 1—x° dx 1—x%

Die rechte Seite der Gleichung unterscheidet sich von der in
§ 12 Nr. 3 Seite 60 gegebenen Ableitung des arctgx nur durch
das Vorzeichen des x2, Wir schlieBen auf eine gewisse Verwa.ndt-

schaft zwischen E In l—i_— und arc tg x. Ersetzt man in é— In 1 + };

dle Veriinderliche x durch ix, wobei i =9 —1, so daB y=

1+ ) _d(ix)1—ix414ix . ip
2 Dy % wird dy = 5 T . Nunisti?=1,
. d d i . . .
es wird dy = ——; idx und oY —_! Die rechte Seite stimmt

14-x2 dx 1 x*
bis auf den Faktor i mit der rechten Seite der Ableitung fiir arc tg x
iiberein. Wir schlieBen daraus:
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1. 1+4ix
arctgx_.gglnl_ix.
118, y=Insinx sihnx —u y=Inu
du dsinx cosxdx
dy=-———-= " — -
u sin x sin x
dy
E—.ctgx
119. =lIncosx =dcosx=_ﬂ_d_x
cos X cos X
dy
K——tgx
b4 1
dtg— —dx
120 y—lntgX dy—=— 22 _  dx
2 tg = cos’E  2cos?X tg X
82 3 2 €3
x
1. Nr. 16
Nun ist cosx.tgx =sinx, also dy=+ g;f tri:;on.
2s8in —.cos— Formel-
2 sammlung)
dy 1 .
dx ™ sinx
121. y=lntg(%—+——)
T X 1
dtg (= ~) il
dy— g(4""2 _ gdx
tg Z—}_i) cos? (—-]-X)
T, X
te (= L =
g(4+2)
d
dy:_-i X
e =G
2(7: 4 2
cos z-—[——
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dx
x T, X
2 sin (Z + —2~) cos (Z -+ —2—>
d—y = 1 = , denn 2 sin 2 cos =~ —sgin X.
dx T ¢
sin (~ - x)
2
§ 13.
Der zweite Differentialquotient. Maxima und Minima.
Wendepunkte.

Die Ableitung der Funktion 2 x* ist 8 x3, Die Ableitung von
8 x3 ist 24 x% Die Ableitung von einer Ableitung wird die zweite
Ableitung der urspriinglichen Funktion genannt.
Ist f(x) die urspriingliche Funktion, so ist
f'(x) der 1. Differentialquotient oder die 1. Ableitung

und f" (X) der 2. ) ” 2] 2. 9
Da f' (x) = g—i geschrieben wurde, so ist
dy
a(32)
vy \dx/  d?y
Mo =—5x i

und dies ist die gebrduchlichste Schreibweise. Es heiBt wohlbemerkt
d x%, aber nicht d y% sondern d2?y, gesprochen ,d zwei y*

Im § 7 Seite 32 definierten wir die Geschwindigkeit als den
Differentialquotienten des Weges nach der Zeit. Wir wollen nun-
mehr dafiir genauer setzen: als den ersten Differentialquotienten,
als die erste Ableitung, da wir der zweiten bezw. den folgenden
Ableitungen jetzt eine von der ersten Ableitung verschiedene Deutung
werden zuerkennen miissen. Wir werden sehen, wie die erste Ab-
leitung die Probleme der Geschwindigkeit, der Tangentialneigung
einer Kurve usw. dem Verstindnis naherriickt, so beleuchtet die
zweite Ableitung die Fragen der Beschleunigung, der Kriimmung
einer Kurve usw.

Wir erlauterten z. B. im § 7 Seite 33, daB fiir den frei

1

fallenden Korper die zuriickgelegte Wegstrecke s =5 8 t? ist.

Kohlrausch. 5
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Die Geschwindigkeit des Korpers zu einer bestimmten Zeit ergab
sich durch Differentiation dieser Gleichung als
ds
Differentiieren wir nochmals nach t, bilden wir die zweite Ab-
leitung, so finden wir:

dzs ds
a‘t—2=g Oder, da d_t,=v war,
so wird:
dv
d—{ =g .+ . .+ o« . . . (II)

d. h. die erste Ableitung der Geschwindigkeit des frei fallenden
Korpers nach der Zeit ergibt die Erdbeschleunigung g.

Die Beschleunigung ist also das Verhiltnis einer sehr kleinen
Geschwindigkeit d v zu dem entsprechend kurzen Zeitintervall d t.
dv bedeutet nichts anderes als eine Zunahme oder Abnahme an

dv  d%

Geschwindigkeit, 45— dif

die Beschleunigung. Fiir die Dimension

2

der Beschleunigung finden wir entsprechend ?ﬁ; das Verhiltnis

einer Linge zum Quadrat einer Zeit — [l.t—2] oder im [C.G.S.]-
System [cm/sec?].

Ein solcher Zuwachs an Geschwindigkeit ist aber nur unter
dem Einfluf einer duBeren Kraft moglich. In unserem Falle muf3
es die Anziehungskraft der Erde sein, die dem Korper die Beschleu-
nigung g erteilt. Da wir durch zweimalige Differentiation tatséich-
lich g als diese Beschleunigung finden, so zeigt das Resultat der
Differentialrechnung die Richtigkeit der von uns benutzten Gleichung

1
= — gt
S B g

Im § 8 fanden wir dann weiter, daB die erste Ableitung (‘i_y
X

die trigonometrische Tangente desjenigen Winkels 7 ergab, welchen
die geometrische Tangente im Punkte P (x, y) mit der Abszissen-
achse bildete.

Die erste Ableitung stellte — kurz gesagt — die Neigung
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unserer Kurve in einem beliebigen Punkte P dar, denn wir fanden:

dy
tg'v-—a—x.

2
Bilden wir die zweite Ableitung, so erhalten wir g—x)—;. Was

2
bedeutet d_yé fir unsere Kurve? (Fig. 31.)

dx

Wichst x um dx, so rA
stellt DD, die GroBe dy dar.
Wichst x nochmals um dx, y=f17)
so wichst auch y und zwar 2
um die Strecke F F,, die wir %7 }5 v
mit dy, bezeichnen wollen. Vi }dy
Wir verstehen dann unter d?y : P |2y
die Strecke F G. Denn diese %
bedeutet die Veréinderung von y
dy mit nochmaliger Zunahme
fies x um dx. FG=d?y 7 ¥ A 2.0 257 >
ist =dy, —dy=FF, —
G F,, weil nach Fig. 31 GF,
= DD, sein soll.

Fig. 31.

2
Es bedeutet %E}; somit das Verhiltnis der sehr kleinen Strecke

d?y zu dem Quadrat der Strecke dx.
Hinsichtlich der Dimension erhalten wir eine Liinge durch das

Quadrat einer Linge, also [1—1] oder im [C-G-S]-System L%]

(2}

Welche Bedeutung kénnen wir aber geometrisch dem 2. Dif-
ferentialquotienten zuerkennen? Augenscheinlich ist er das MaB,
in dem sich die Neigung der Kurve im Punkte P mit wachsendem

d2y

x #andert, denn wir konnen fiir It auch schreiben:
x

5*
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Andert sich x um dx, so soll sich die trigonometrische Tan-
gente 7 um dtgz dndern; und das kann nichts anderes heifen als,
wie #ndert sich die Neigung der Kurve im Punkte P. Es stellt uns

2

&y das dar, was wir Krimmung der Kurve in P mit Bezug auf
dx?

die X- Achse nennen konnen.

Man wird nun drei wichtige Fille unterscheiden:

1. Wenn d?y positiv ist, d. h. wenn dy, > dy, so liegt der
Punkt F hoher als der Punkt P. Dies ist in Figur 31 der
Fall. Die Kurve wendet an der betrachteten Stelle ihre konkave
Seite nach oben.

2. Ist d2y=0, wenn némlich dy, =dy ist, so heilt das:

Die betrachtete Kurve ist in dem betreffenden Intervall eine
gerade Linie.

3. Ist d®y negativ, also dy, <dy, so muB der Punkt F
tiefer liegen als G. Die Kurve wendet ihre konkave Seite nach
unten. Das Vorzeichen des 2. Differentialquotienten entscheidet also,
ob die Kurve die konkave oder die konvexe Seite nach oben wendet.

e\
4
¥\|dz

(4 z z
X Zy v

Fig. 32. Fig. 33,

Was sagt uns das Vorzeichen des 1. Differential-
quotienten aus? Ist es auch wichtig fiir die Gestalt der Kurve?

dy
Es war ix = tgz.

1, Ist g—z positiv, so muB, wenn x um dx wichst, auch y
X
wachsen; einem positiven d x muf auch ein positives dy entsprechen.
Nimmt aber dy zu, so steigt die Kurve; die Tangente bildet mit
der X-Achse einen spitzen Winkel = (Fig. 32).
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2. Ist %—Z— negativ, so nimmt dy ab, die Kurve fallt mit
wachsendem x. Nach Fig. 33 ist:
X, —x=-}dx
v —y=—dy.

Die Tangente bildet mit der X-Achse den stumpfen Winkel 7.

3. Wenn die Kurve aus dem Steigen ins Fallen iber-
geht oder umgekehrt, so muB der Differentialquotient sein
Vorzeichen wechseln und durch O gehen. An diesen Stellen
ist die Tangente an die Kurve der X-Achseparallel (Fig. 34),

dy
denn, 15—
Die Stellen, an denen die Qr-
dinaten der Kurve GroBtwerte an-

nehmen, d. h, Werte, die groBer sind,

als dieNachbarwerte zu beiden Seiten,
nennt man Maxima, an denen sie
Mindestwerte annehmep, Minima

der Kurve. Fir alle Werte von
x, denen Maxima oder Minima X
der Kurve entsprechen, ist der
1. Differentialquotient = 0. Fig. 34.

Wir finden umgekehrt solche Maxima und Minima, indem wir
die Gleichung der Kurve differentieren und den Differentialquotienten
= 0 setzen, also diejenigen Werte des x suchen, fiir die die 1. Ab-
leitung =0 ist.

Der 1. Differentialquotient entscheidet also dariiber,
ob ein Maximum oder ein Minimum vorhanden ist, nicht
aber, welches von beiden. Dazu gebrauchen wir den
2. Differentialquotienten.

0, heift tgz = 0, und das bedeutet: 7 = 0° oder 180°.

4

2
Wir haben gesehen, daB %, je nachdem die Kurve die kon-
kave Seite nach oben oder nach unten wendet, positiv oder negativ
ist (Fall 1 und 3 auf Seite 68). Hierin unterscheiden sich aber
gerade Maxima und Minima.

Beim Maximum liegt die konkave Kurvenseite (Fig. 34) nach

. d? .
unten; in solchen Fiéllen war d_x)_; negativ.
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Beim Minimum liegt die konkave Kurvenseite nach oben, wir
hen: d?y -
sahen: iz war positiv.

Fiir denjenigen Wert von x, fiir den die Kurve ein Maximum
hat, muB8 demnach der erste Differentialquotient gleich
0 und der zweite negativ sein.

Fiir einen Wert von x, fiir den die Kurve dagegen ein Minimum
zeigt, muB der erste Differentialquotient gleich O und
der zweite positiv sein.

Hat die Kurve an der betrachteten

’ Stelle von x (Fig. 35) die konkave
Seite zum Teil nach oben, zum Teil

X nach unten, so spricht man von einem

1 Wendepunkte an der Ubergangs-

{ stelle. Der 2. Differentialquotient ist
also, wenn wir vom Maximum kommen,
bis zum Punkte W (Wendepunkt) ne-

Fig. 35. gativ, von W ab aber positiv, d. b, er
geht bei W durch O hindurch,

Ein Wendepunkt ist somit dadurch charakterisiert, daB fiir
ihn der 2. Differentialquotient = 0 wird.

Diese Betrachtungen iiber den 2. Differentialquotienten sollen
noch dadurch erliutert werden, dal wir ihn als Grenzwert von
Differenzenquotienten definieren, ohne auf den 1. Differentialquotienten
zuriickgreifen zu miissen.

Wir gingen beim 1. Differentialquotienten von dem Differenzen-
quotienten

Y

z

f(x+4 4x)—f(x) Ay
Adx T dx
aus., Hieraus konnen wir einen 2. Differenzenquotienten bilden, in-
dem wir zu x -} #x und x noch je ein #x hinzufiigen, von diesem
neuen Quotienten den urspriinglichen subtrahieren und die Differenz
nochmals durch #x dividieren:
fx4+24x)—1{(x+ dx) f(x+ dx)—1f(x)
Adx o dx
dx

und das ergibt:
fxt+2dx)—2f(x 4 dx) - f(x) _ A%y
Ax? T Ax?
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Den Ausdruck im Zihler nennt man die 2. Differenz und bezeichnet

sie mit 42y,
Lassen wir in diesem 2. Differenzenquotienten /x sich der
. . . a2
Grenze O nihern, so erhalten wir konsequenterweise E_};_'
X

Aufgaben:

122, Die Gestalt einer durch ihre Gleichung gegebenen Kurve
festzustellen.
Die Gleichung lautet:
y _3x* 2%}
b 12 13-
Es folgt durch Differentiation, die man ausfithren mége:
dy 6b ( X xz)

dx~ 1\l I
d2y_6b<1 2x)
dx?2” 1B\ 1/

Unm festzustellen, ob die Kurve Maxima und Minima hat, setzen

wir §1=0 und berechnen x:
dx

dy wird O fir x=0 und x =1
dx
Jetzt stellen wir fest, welches Vorzeichen der 2. Differential-
quotient fiir x =0 und x==1 besitat:
d’y 6b
dx?™ 127
d. h. positiv. Also befindet sich im Koordinatenanfangs-
punkt, wo x =0 ist, ein Minimum,
d?y 6b

dxr itk

also negativ. Der Stelle x =1 entspricht ein Maximum.

1. x=0

6b
2, x=1 T{(l—z):—

2
Zur Ermittelung der Wendepunkte wird % =0 gesetzat, also

6b 2x . 1
——15—(1——1—> =0 gibt =



72 Differentialrechnung.

Die Kurve besitzt bei x =—12— einen Wendepunkt.

Um die Kurve zu zeichnen, ermitteln wir die zu den verschie-
denen x gehorigen y-Werte.

. . . . 1
Wir setzen in die erste Gleichung als Werte von x ein 0, 1, —

2
und finden:
YA x i y
0 0
1| b
1
, 2 | 2
’ wo X =0 ein Minimum,
z X =1§ einen Wendepunkt und
) A \ X x =1 ein Maximum bedeutet.
)/ Die gesuchte Gestalt der
Fig. 36. Kurve ist nach der Tabelle in

Fig. 36 gezeichnet.

123. Fir die Ableitung der Differentialgleichung der elasti-
schen Linie, welche Gleichung spiter gefunden wird, ist es von
Wichtigkeit, den Kriimmungsradius des Kriimmungskreises einer
Kurve zu kennen.

Gesucht der Krimmungsradius g.

In der nebenstehenden Fig. 37
seien AB und BC zwei unend-
lich kleine, benachbarte Bogenele-
mente ds einer beliebigen Kurve,
die durch die Punkte A, B und
C gebe. Durch die Punkte A
und B lassen sich unendlich viele
Kreise legen, deren Mittelpunkte
sich auf der Mittelsenkrechten
von A B befinden. Nur einer dieser
Kreise wird auch durch den Punkt
C gehen. Sein Mittelpunkt ist
der Schnittpunkt der auf A B und
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BC errichteten Mittelsenkrechten. Dieser Kreis hat mit der Kurve
drei unendlich nahe beieinander liegende Punkte A, B und C ge-
meinsam, er schmiegt sich also von allen Kreisen am innigsten an
die Kurve an. Durch ihn kann daher die Kriimmung der Kurve
gemessen werden. Man nennt ihn den Kriimmungskreis, seinen Ra-
dius ¢ den Kriimmungsradius und seinen Mittelpunkt den Kriim-
mungsmittelpunkt.

Wir bestimmen nun den Kriimmungsradius ¢ dieses Kreises
wie folgt: Das Bogenelement ds zwischen den Punkten A und B
war unendlich klein gedacht, die Punkte A und B kann man sich
deshalb im FuBpunkte der Mittelsenkrechten M D als unendlich be-
nachbarte Punkte vereinigt denken. Man kann daun die Sehne
A B als Tangente an den Kriimmungskreis im Punkte D ansprechen.
Sie bilde mit der X-Achse den Winkel ¢. Ebenso kann man die
Sehne BC als Tangente an den Kreis im Punkte E betrachten, die
mit der X-Achse den Winkel @ |- da bildet. Der Winkel, den
die beiden Tangenten miteinander einschlieBen, ist demnach gleich d a.
Denselben Winkel finden wir auch (Fig. 37) zwischen den Mittel-
senkrechten.

Der zu diesem Zentriwinkel d e gehorige Bogenteil kann gleich

92—8—1—%:: ds gesetzt werden, da sich der Bogen ABC von einer

Geraden nur unendlich wenig unterscheiden soll.
Es ist nun ds =gde, also

ds
Q=d—& e e e e e e e (I) 7

Aus Fig. 38 folgt:
ds?=dx?+4dy?d.h.ds=y dx*3-dy?

dy)\?2
ds=+dx]/1 (-) SR ()
- + dx a dy
. d
Ferner ergibt sich: tga = (T);r. ;z
Durch Differentiation dieser Glei- —
chung erhilt man: z X
do _ d (ﬂ) Fig. 38.
cos’@ dx

1 . . dy)\?
—_— 2 g = A
wa ist gleich 14tg a_1+(d x)



7| I:'&- -I ]
dx)
d(____
)
(dx

Setzt man nunmehr die aus Gleichung II und III fir ds
bezw. d ¢ gefundenen Werte in Gleichung I ein, so wird:

)|+ (&)
Ldx V1+(H -[1+ ax
dy )
d (dx
Dividiert man Zibler und Nenner mit dx, so wird der Nenner

dy)
d (-(i; d2y

de=d (H) .cos2 @ =

1 (III)

gleich ——"~ =, wihrend im Zihler dx fortfillt. Man er-
dx dx?
hilt als Resultat: ;
dy)\?2
" {1 + (i) ]
9 - d2 y .
dx 2

Bei den folgenden Aufgaben iiber Maxima und Minima ver-
fahre man nach folgender Regel. Man bilde den ersten Differential-
quotienten der betreffenden Funktion und setze diesen gleich 0.
Daraus berechne man x. Nunmehr bilde man den zweiten Differen-
tialquotienten und erprobe, ob dieser fiir den berechneten Wert von x
einen positiven bezw. negativen Wert ergibt. Dann hat man fiir
x ein Minimum, im anderen Falle ein Maximum.

124. Fiir welche Werte von x wird die Funktion f (x) =x —{—i

ein Maximum bezw. Minimum ?
Die Funktion zeigt fiir x = + 1 ein Minimum und fiir x = — 1
ein Maximum. Wir erhalten néimlich:

‘ 1 “ 2
f(x)=1—;f2 und f (x)=;§.

Setzt man 1——%:0, so wird x =+ 1, Fir x=- 1 wird
X

£ (1) =42 und fir x=—1 wird f~(—-1)=____2_1_5= —e.
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Maximum fiir x —= —

125. y=x%(a—x)?
Minimum
126. y=(a -} x)ya®}x? Maximum
1

127, y=xe* Minimum
128. y=x= Minimum
1
129, y=x= Maximum
Minimum
eX
130. y= sin x
Maximum

»

»

a
2
X=a
x_a
T2
x=1
1
X —= —
e
X=—=¢e€
1]
X = —
4
X_5n
4

5

131. Gegeben ist ein Dreieck. In dasselbe ist ein Rechteck
von groBter Fliche zu konstruieren und zwar so, daB die Grund-

linie des Rechtecks mit der des Dreiecks
zusammenfillt und die Ecken des Recht-
ecks auf den Seiten des Dreiecks liegen.

Die Grundlinie des Dreiecks sei a,

ecks sei y, seine Hohe x, dann ist die

seine Hohe h, Die Grundlinie des Recht- ﬁ 7
>

Fliiche S des Rechtecks gleich x .y, worin
y eine Funktion von x ist. Aus Fig. 39
findet man: ’

y h—x

&
Fig. 99.

=———, also y=%(h—x).

a h
Wir erhalten fiir die Fliche:

=2 h— =2 hx—x?
S-—h(h x).x_h(hx x?),

Da die Fliche ein Maximum sein soll, setzt man:

as _
dx

%(h—2x)=0 d h x=

h

’

indem wir den Klammerausdruck h — 2 x — 0 setzen und den kon-

a - c e .
stanten Faktor —— unberiicksichtigt lassen., Dies diirfen wir tun,

h

da das Produkt -E—(hx — x?) einen groBten Wert annehmen soll,
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und es hierzu allein auf den Wert der Klammer ankommt, Bilden
wir jetzt den zweiten Differentialquotienten, so erhalten wir den
Wert — 2. Wir erhalten also ein Maximum fiir x=—121—, d. b. die
Fliache des Rechtecks wird dann am groBten sein, wenn wir seine
Hohe gleich der halben Hohe des Dreiecks wihlen, Die Grund-

linie y = %(h —x) wird entsprechend gleich % zu wihlen sein,

132. Ein prismatischer Stab,
( der in dem einen Endpunkt A dreh-
bar befestigt ist und in der Entfer-

% a l nung a cm von diesem Endpunkt

4 eine Last Q kg triagt, soll durch

Fig. 40. eine am anderen Ende angreifende,

vertikal nach oben wirkende Kraft

P kg im Gleichgewicht gehalten werden. Das Eigengewicht des

Stabes, das im Schwerpunkt konzentriert gedacht werden soll, sei

q kg fiir die Léngeneinheit, d. h. fir 1 em, insgesamt also gleich
q.xkg.

Wie lang muB der Hebelarm x sein, damit das Gewicht P ein
Minimum ist?

Zur Berechnung von x wird eine Momentengleichung fiir den
Punkt A aufgestellt, d. h. man bestimmt, mit welchem Hebelarm
das Gewicht P nach oben dreht, mit anderen Worten: man suchst
sein Drehmoment. Diesem gleich, aber entgegengesetzt gerichtet,
miissen die Drehmomente der Last Q und des Eigengewichts q.x
zusammen sein,

Die Momentengleichung lautet: P.x=Q.a-}q.x. —;—

.a X
p—%2 94X g
P soll ein Minimum sein, also: —Q—)’I'z—a-{_g.zo
x_—_]/z?a. R §

Der zweite Differentialquotient gibt:

———Q,.a.(—2>= 2Q,.a.

x3 x3
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Wenn wir den Wert von x aus II einsetzen, so erhalten wir etwas
Positives. Fiir dieses x muB also P ein Minimum sein.

Wir erhalten das kleinste P, wenn wir den gefundenen Wert
von x in Gleichung I einsetzen:

Sl Al A o

P.‘din=
Ve

PMin=1/2Q-q.a-

133. Aus einem kreisrunden Baum-
stamme vom Durchmesser d soll ein recht-
eckiger Balken von gréBter Tragfihigkeit 3
geschnitten werden, y

Diese Tragfihigkeit hédngt ab vom
Widerstandsmoment,  Dieses Widerstands-
moment W ist nach der Festigkeitslehre fiir &

. . ., X.y? )
einen rechteckigen Querschnitt Ty Fig. 41.

2
Nach der Aufgabe soll demnach W =§—6y— ein Maximum
werden, y ist von x abhiingig, denn nach Fig, 41 ist y2=d2 —x?,

also wird W = % (d%x — x3),
Fir die erste Ableitung erhiilt man (—13~(d2 — 3x?). Wenn der

2
konstante Faktor unberiicksichtigt bleibt, wird x2 —%= 0; also

d
x= /3 Die zweite Ableitung gibt — 6 x, und fir x den Wert

6d
eingesetzt,—*l/?:s—, also negativ. Fiir diesen Wert wird die Funktion

ein Maximum, und der Balken erhélt die groBte Tragfihigkeit fiir x=17d—

9 3
und y=d -‘/g-, denn esist y = )/d? — x® = Vd2 — % Hieraus
x 1 V 1
folgt vy Ve 0,7.
Man erhillt fir die Tragfihigkeit des Balkens das giinstigste
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Verhéltnis, wenn sich die Breite zur Hohe wie 5:7 verhilt,

denn —{;— ist annéhernd 0,7.

134. Eine Gerade A‘B’ trennt
zwei Gelinde von verschiedener Be-

z E schaffenheit. Auf welchem Wege

4 j gelangt man in der kiirzesten Zeit
b{[\;{" von Punkt A nach Punkt B, wenn
A g’ die Geschwindigkeit im Geldnde I
4';‘—_5_——'1 mit v,, im Geldnde II mit v, an-
| v ¢ genommen wird. Die relative Lage

' @ —+— #  der Punkte A und B sei durch
r die GroBen a, b und c gegeben

Fig. 42. (Fig. 42). Der Weg im Gelénde I

sei AC, in II CB.

Nach der Formel v = E oder t =% wird die Gesamtzeit

,_AC_ cB
v 2
AC=7VYb2 | x2

Nach der Figur ist: -
CB=17 (a—x)? + c?

Es soll also t = Vb4 x? + v (& —x)? +- ¢ ein Minimum

Vi Ve

sein. Wir bilden
f'(t)——l— 2x 1 —2(a —x)
V2 b ba Y 2y a—xP o
Aus Fig. 42 folgt:
X  AC
Yb2Lx2 — AC
__A—x _F
Va—x)Fc¢ BC
Es ist also lsin a— 1 sin = 0 und das gibt: e,
Vi vy sinf v,
Dieses Resultat erinnert an das Brechungsgesetz des Lichtes. Das
Licht wihlt stets den Weg auf dem es in kiirzester Zeit von einem
Punkt des einen Mediums zu einem Punkte eines anderen Mediums
gelangen kann; denn es ist experimentell nachgewiesen, daB das
Verhiltnis der Fortpflanzungsgeschwindigkeiten — der sogenannte

= cos y =sin @ und

= sin B
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Brechungsexponent n — gleich dem Sinus des einfallenden Strahles
dividiert durch den Sinus des gebrochenen Strahles ist d. h.
vy sin ¢
=Nn=-—T—07
Vg 8in 8
135. Ein zylinderformiges Hohlgefa,, dessen Inhalt 1 Liter
betragen mdge, soll mit einem Minimum an Material bei gegebener
Blechdicke hergestellt werden. Wie groB ist der Radius der Grund-
fliche zu wihlen?
Der Mantel und die Grundfliche des Zylinders werden wie
folgt berechnet. Ist x der Radius der Grundfliche und y die Hohe
des Zylinders, so erhélt man fiir die Grundfliche den Wert x%n

und fiir den Mantel 2xmwy. Der Inhalt des Zylinders ist gegeben

als x271y = 1; hieraus berechnet sich y zu x—ln' Die Mantelfliche

2
wird dann :2x.n—T1—=g.
x2mg X

Das erforderliche Material ist fiir die Grundfliche und Mantel-

fliche in Ansatz zu bringen, also fiir
xzn—{—;........(l)
Dieser Ausdruck soll ein Minimum werden. Man setzt den ersten
Differentialquotienten = 0, also
2xn_f_2=o. ...

. . 1
Hieraus berechnet sich x zu V—.
T

Durch Bildung des zweiten Differentialquotienten iiberzeugt

man sich, ob wirklich ein Minimum vorliegt; man findet 2 n—}—%

. 4 . -
Das gibt: 2 n—}—-l- =67 d. h. einen positiven Wert.

b4
Man erhilt also das Hohlgefdf mit einem Minimum an Material-

8
verbrauch, wenn man den Radius der Grundfliche gleich -‘/%

1 ST 1
und die Hohe = 13/_7Esetzt, denn Vﬁnﬁ ergibt den Wert 1,

wie in der Aufgabe gefordert wurde.
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§ 14.
Die hoheren Differentialquotienten.

In derselben Weise wie wir aus der Funktion y =1 (x) den
1. Differentialquotienten g—;: =1/ (x) und aus dieser neuen Funktion
wieder den zweiten Differentialquotienten bildeten, kénnen wir durch
fortgesetzte Differentiation den dritten, vierten usw. Differential-
quotienten bilden. Wir erhalten allgemein den nte® Differential-
quotienten f? (x) durch n-malige Anwendung des Differentiations-
prozesses. (Vergl. auch Aufgabe 64 u. 65 der Seite 47).

Als Erweiterung der fritheren Betrachtungen sollen fiir einen
Teil der behandelten Funktionen die hoheren Differentialquotienten
im folgenden angegeben werden :

1. y__xn y —nxt—1: yu.__n(n_l)xn 2
.Y® =n( — 1)(n——2)
Alle folgenden Diﬁ'erentlalquotlenten werden glexch 0. Zum
Beispiel :
y= X4; y = 4 X3; yu — 12 x2; y/u = 24 x; yuu = 24;
ylllll —_ 0.
2. y=¢€%; y' =e€*; y'=¢€%; Yy =ex
und alle folgenden.

1 , 1, _ 1.2
8. y=lInx; y'=£, y’=—;, y“=1.2.x 3=-XT
Y”"=—1.2.3.x—4=——1'x24'3..
4. y=sinx; y’=cosx;y”=—sinx; y* = —cosx;

y'““ =sinx. Die Ab-
leitungen kehren periodisch wieder.

Aufgaben:
Man bilde die hoheren Differentialquotienten von:
136. y=-cosx yoo.rytoo o,
137. y=x" yo.o.ryto ot

138. y =arcsinx y..ryro ot
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§ 15.
Partielle Differentialquotienten.

Bisher haben wir nur Funktionen einer Verinderlichen diffe-
rentiiert. Jetzt sei z eine Funktion der beiden Veriinderlichen x und y.
Man driickt diese Abhingigkeit des z aus durch die Gleichung:

z=1f(x,y).

Beispiele fiir solche Abhingigkeiten lassen sich leicht anfiibren:

Die Geschwindigkeit eines Segelschiffes kann man u. a. als
eine Funktion der Kraft des Windes und des Winkels ansehen, den
die Segel mit der Windrichtung bilden.

Der Druck p eines Gases ist abhéingig von der Temperatur t
und dem Volumen v. Wir schreiben: p =1 (t,v). Hiermit wird
ausgesagt, daB Anderungen sowohl der Temperatur, als auch des
Volumens Anderungen von p zur Folge haben. Man hat jedoch
mehrere Arten von Anderungen zu unterscheiden. Hilt man z. B.
die Temperatur des Gases konstant, so bringen nur Voluménde-
rungen eine Druckéinderung hervor und umgekehrt. Man kann natiir-
lich auch das Volumen des Gases konstant halten, so daB nur
Temperaturinderungen eine Anderung des Druckes herbeifiibren,
Man nennt solche Anderungen von p, bei denen die eine unab-
hingige Variable konstant gehalten wird, partielle Anderungen.

Wir wollen z=f (x, y) solchen partiellen Anderungen unter-
werfen. Wir stellen uns vor, dem y werde ein fester Wert beige-
legt, so daB nur x variabel sei, dann wiirde z nur noch eine Funk-
tion von x sein. Man kann das Differential und den Differential-
quotienten wie bisher definieren. Die Herleitung der Beziehungen
wollen wir wieder mit Hilfe des Differenzenquotienten ausfithren.
Es mdge Az; den kleinen Zuwachs des z nach x bedeuten, wenn
y konstant genommen wird, und 4z, den Zuwachs des z nach y,
wenn x konstant bleibt. Wir haben genau wie frither die Glei-
chungen :

z=fxy . . . . . . . . . @
2+ A, =Ff(x+4x,y) . . . . . . )
Subtrahieren wir I von II, so wird:
Ay =Ffx+ 4%,y —f(x,y) . . . )
In genau derselben Weise finden wir:
dry=t&y+A)—f®y) . . . AV)

Kohlrausech. 6
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Dividiert man Gleichung IIT durch 4x und Gleichung IV
durch Ay, so erhilt man die partiellen Differenzenquotienten :
ke I L
Ax Ay
LaBt man Ax bezw. Ay unendlich klein werden, geht man zur
Grenze iiber, so ergeben sich die partiellen Differentialquotienten,
die man zum Unterschiede von den gewohnlichen Differential-

. . 0z 0z . -
quotienten mit —— und bezeichnet. Wir erbalten somit die

0x dy
Gleichungen :
. Adzx .. f(x4-dxy) —f(x,y) 0z
lim = = lim i< =55 V)
. Az : f(X,Y+4Y)"f(X,Y) 0z
1 y:‘_l == . .
im T im Iy Ty (VD)

Diese partiellen Differentialquotienten werden genau so berechnet
wie die gewohnlichen, indem man in der Gleichung fiir f(x,y) die
Variable, welche man nicht éndern will, den Differentiationsregeln
unterwirft, die wir fiir konstante GroBen abgeleitet haben.

Aufgaben:
139. z=1£(x,y)=3ax3} 4bxy+ 2cy?

%: 9ax2 4 4b.y+ 0 (y konstant)
_Z.;=O+4bx+4cy (x konstant)

140. z=1F(x,y)=sinx}cosy
z
Hy —CosX + 0 (v konstant)
—giy= 0+ (—siny) (x konstant)

Andern wir jetzt in der Gleichung z = f(x,y) die beiden Un-
abhéngigen x und y gleichzeitig um #x bezw. Ay, so dndert sich
z um Az; diese Anderung nennt man eine totale.

Wir erhalten:

z=f(xy) . . . . . . . . . @
tt+de=Ffx4+dx,5+4y) . . . . (2

Aus beiden Gleichungen folgt:
A=t + Axy+A)—ixy) . . . (3)
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Subtrahiert und addiert man auf der rechten Seite der Glei-
chung 3,
f(x,y 4+ 4y)
so erhilt man:
dz=1(x~+dxy + dy) —{(x, 5+ 4y)
+ixy+ gy)—1(xy)

Hierfiir kann man auch schreiben:

St axy Ay —t&xy+4dy) o
Ax
fxyt+4y)—fxy)
-+ Ty Ay .. . . 4)
Lassen wir in dieser Gleichung 4/x und Ay sich der Grenze
Null néihern, so erhalten wir auf der linken Seite dz, das wir als
das totale Differential bezeichnen wollen. Es wird:

dz=lim fE+Ixy+dy)—fxy+d4dy)

Ax =0 Ax
lim f&xy+ 4dy)—1f@xy)
_‘Zy=0 Ay Ay . . (b)

Das zweite Glied der rechten Seite dieser Gleichung bedeutet,
wie wir durch Vergleich mit Gleichung VI feststellen kénnen, das
partielle Differential dzy, das wir erhalten, indem wir Gleichung VI
entsprechend auf folgende Form bringen:

f(x, —f(x, 0z ..
( y+ddy; %) '4Y=-g—ydy (VI

Die Gleichung V wollen wir in derselben Weise schreiben:

f(x x,y)—f(x, z
ErIEDtEY) gx=Pax (v

Vergleichen wir das erste Glied der rechten Seite in Gleichung 5
mit V’, so sehen wir, daB an Stelle von y in Gleichung 5 iiberall
y -+ 4y geschrieben steht, daB sonst aber die Ausdriicke véllig
gleich erscheinen. Wir wollen y + #y =y, schreiben und werden
sagen:

Die Gleichung V’ bedeutet die partielle Ableitung der Funk-
tion z==1(x,y) unter der Voraussetzung, daB y konstant gehalten
wird, und das erste Glied der rechten Seite in Gleichung 5 bedeutet
die partielle Ableitung der Funktion f(x,y,), wenn y, konstant ge-
halten wird.

lim 42y = dzy = lim

lim 4z; = dzy = lim

6*
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Die beiden Funktionen f (x,y) und f(x,y,) unterscheiden sich
nur unendlich wenig voneinander, weil y, um die sehr kleine Grofe
Ay von y verschieden ist. Wir werden also nur einen sehr kleinen
Fehler begehen, wenn wir in den partiellen Ableitungen die kon-
stanten y und y, einander gleich setzen.

Wir schreiben dann Gleichung 5 in der neuen Form:

dZ:‘gidX—i—?yjdy,. P (6)

d. h. dastotale Differential einer Funktion mit mehreren
Variablenist gleich der Summe der partiellen Differentiale.
Fir dz=0 wird aus Gleichung 6:
dy 0z [0z
IE__%'}/%"""'“)
Das totale Differential der Aufgaben 139 und 140 wird entsprechend :
dz = (9ax? 4 4by)dx 4 (4bx+ 4cy)dy
dz = cosxdx —sinydy.

In genau derselben Weise wird man verfahren, wenn z als
Funktion einer beliebigen Anzahl von unabhéingigen Variablen ge-
geben ist. Ist z=f(x,y,u,v,w...), so wird:

0z 0z oz 9z Oz
—’Txdx-{—a—ydy—l—mdu—}-%—vdv—)—zd—wdw...

Wie wir fir die Funktion y = f (x) Maxima oder Minima der
Funktion aufsuchen konnten, so konnen wir genau in derselben
Weise auch fiir eine Funktion mit mehreren Variablen z. B. fiir
z =1 (X,y) Maxima oder Minima bestimmen,

V Wiihrend jedoch y =

f(x) oder, wie wir nach
§ 1 auch schreiben konnen,
f(x,y) = 0 durch eine
Kurve mit den Koordinaten
x und y geometrisch ge-
deutet werden  konnte,
werden wir die Funktion
z =1 (x,y) oder Y (x,y, z)
=20 als Fliache im Raum
mit den Koordinaten x, y
und z anzusehen haben. In
Fig. 43. Fig. 43 sei eine solche

Fliache dargestellt.

dz =

X
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Durch den Punkt P sind zwei Ebenen gelegt, beide senkrecht
zur XY -Ebene, die eine parallel zur X-Achse — sie schneidet
unsere Fliche in der Kurve CPD —, die andere parallel zur
Y-Achse — sie schneidet die
Fliche in der Kurve A PB. P
Die Koordinaten des Punktes P }Az
seien X, y;, 7. Nehmen wir 0 R
auf der Kurve A PB einen Punkt by
Q an, der natiirlich auch ein z
Punkt unserer Flache ist, und B
sind seine Koordinaten x, y und
z, 80 wird man nach friitheren A _J=—
Betrachtungen die Koordinaten [’gi/ » b
von P auch x, y + Zy und Fig. 4.

z -+ A4z schreiben, indem man

die Differenz der Entfernungen klein nimmt. Die Ordinate x muB

dieselbe bleiben, weil wir uns auf einer Kurve parallel zur Y-Achse

fortbewegen miissen, um von Q nach P zu gelangen. Wir kdnnen

uns die Ebene A P B herausgelegt denken und betrachten jetzt Fig. 44.
Verbinden wir P mit Q durch eine Sehne, so erhalten wir fiir

den Winkel ¢ unserer Sehne die Gleichung: tgo = j—;

Wir verfahren nunmehr genau wie in § 8. Wir lassen den
Punkt Q immer mehr nach P heranriicken, so daB die Sehne
schlieBlich in die Tangente iibergeht, wenn 4y und Az sich der

Grenze O néhern. Wir erhalten dann tgz = g—;
Wir schreiben jedoch zum Kennzeichen, daB z auch noch nach
x differentiiert werden kann, g;z” denn wir konnen dieselbe Be-

trachtung wiederholen, indem wir auf der Kurve CPD einen Punkt 8
(vergl. Fig. 43) annehmen und ihn schlieBlich P unendlich benach-
bart werden lassen. Fir diese neue Tangente wiirde y konstant sein,

und wir wiirden den partiellen Differentialquotienten g——z erhalten.

Wir konnen also die partiellen Differentialquotienten 73%

0z

und 7 definieren als die trigonometrischen Tangenten derjenigen
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Geraden, die wir in P tangential an die Kurve APB bezw. CP D
gelegt haben. Das totale Differential dz — ;; y + gz dx

wiirden wir als die Ebene zu betrachten haben, die wir so durch
P legen konnen, daB die beiden Tangenten in ihr verlaufen.

Wir haben nun in der Figur den Punkt P so gewihlt, daB
die trigonometrischen Tangenten beide in P gleich 0 werden.

Die partiellen Differentialquotienten sind somit ebenfalls glelch 0
zu setzen, also wird auch das totale Differential = 0 sein.

Der Punkt P wird somit ein Maximum bezw. Minimum unserer
Fliche z = f(x,y) darzustellen haben, weil fiir ihn die partiellen
Differentialquotienten gleich O werden. Die Figur zeigt an, daf
wir es mit einem Maximalpunkt der Fliche zu tun haben.

Aufgabe 141.

In einem Fernsprechamt sind 3 Reihen Vielfachumschalter-

schrinke in den Abstéinden von 5 m und 8 m aufgestellt. Zur Speisung
der in jeder Schrankreihe befind-

Yewon  Lmsm Lmem lichen 500 Glithlampen mit

Z einem Stromverbrauch von je
f ngﬁ?é 27 0,08 Ampere dient die in einer
£= Entfernung von 10 m von der

_-EWM 7 7 Y ersten Schrankreihe aufgestellte
Sammlerbatterie von 24 Volt.

2 2 L Wie miissen die Querschnitte

Fig. 45. der Verteilungsleitungen, deren

Léngen 1, 1, und 1; sind, be-
messen werden, wenn der Kupferverbrauch ein Minimum sein soll,
und wenn der Spannungsabfall bis zur letsten Schrankreihe nicht
mehr als 290 der normalen Batteriespannung betragen darf?

Loésung: Es soll der Materialverbrauch d. h. das Material-

volumen
V=qh+gh+el. . . . . . ()

ein Minimum sein. Dabei bedeuten q,, q, und q; die gesuchten
Querschnitte der Kupferleitungen von der Liinge 1, 1, und 1.

‘Wir berechnen zunichst den Spannungsabfall nach dem Ohm-

schen Gesetz E=J. W =J. é— 0, wo o als spezifischer Widerstand



§ 15. Partielle Differentialquotienten. 87

1 . - . .
fiir Kupfer =3g0 ™ setzen ist. Die in den einzelnen Leiterteilen

l;, 1, und 1; flieBenden Stromstirken seien i,, i, und i;. Wir
schreiben fir J. W:

% e 92 e q3 ¢
Dies soll gleich 290 der Normalspannung von 24 Volt sein, also

_2.24

=00 = 0,48. Die Gleichung lautet:

il dl laé) — 0 h
9(q1+q2+q3 018 - ™
Das Volumen V der Gleichung (I) soll laut Aufgabe ein
Minimum werden, es muB also der erste Differentialquotient von V
= 0 gesetzt werden. Nun ist aber V eine Funktion der 3 Variablen
Qg 9p und qs, wir werden somit V partiell nach diesen 3 Variablen

zu differentiieren haben. Wir erhalten das totale Differential:

oV ov ov

dV= 8q1dql +?)q2dq2+8q3dq3 c (III)
Dieser Ausdruck kann nur dann gleich O werden, wenn die

. . . . oV 0oV ov . .
partiellen Differentialquotienten ——, —— und —— jeder gleich 0

dq, 0q, 0qs
werden, denn die Differentiale dq;, dq, und dq; sind zwar sehr
kleine GroBen, aber durchaus von O verschieden. . Wiren die drei
Veréinderlichen q,, ¢, und q; voneinander unabhéingig, so wiirde
man jedes Glied des Ausdrucks einfach gleich O zu setzen haben.
In unserer Aufgabe sind jedoch die Variablen voneinander ab-
héngig, und zwar sind sie durch die Gleichung II miteinander ver-
bunden. Dem miissen wir durch Einfilhrung einer Hilfsgrofie
Rechnung tragen, die diese Abhéingigkeit der drei Variablen umfagBt.
Wir schreiben Gleichung II in folgender Form:
Q=0 (lli—l—lgj—F]si) —048=0. . . (IV)
q 92 a3

Diese FunktionsgroBe ¢, deren Wert = 0 ist, kénnen wir mit
A multiplizieren, ohne ihren Wert zu #indern. Die neue Funktion
Ag, in der A der noch zu bestimmende Abhéngigkeitsfaktor der
drei GroBen q,, g, und q; bedeutet, kann zu V addiert werden,

ohne den Wert von V zu verindern. Diese neue Funktion:

Vi
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setzen wir gleich F. Da ¢ =0, wird

dF=dV
zu setzen sein, Wir schreiben Gleichung IIT nun in der Form:
oF
q, dq1+3q dq2+dq dgg
oV 429 oV +19 ovV-+120
_%_2 1+__+__f£ dg, + __i(;_qu —0 (V)
Jetzt konnen wir Jeden der drei partiellen Differentialquotienten
= 0 setzen.
0V+ide iV+1idg 8V—}—13g0
——=0; —5——=0;
09y 0qq gy
Differentiieren wir Gleichung I partiell nach q,, indem wir qq
und qg zundchst als konstant betrachten, so folgt: qu = 1. Aus
1
derselben Gleichung folgt nach demselben Verfahren g-g:]z und
2
v _,
9qs

Wir differentiieren nunmehr die mit A multiplizierte Gleichung

IV zuerst nach q,, indem g, und q; als konstant angesehen werden.
Man erhilt:

iog__ 0 1y

9q, 9,
und entsprechend:
I 1y 3, idg Iy iy
=102~ und —Ft=—1¢—=>.
99, ¢ qp? 0dg qs®
Fiir die drei partiellen Dlﬂ'erentlalquouenten schreiben wir nun:
L i Iyi lyi
l, —20tt=0; 1,—2 ———2~—- — 3 =0.
! ¢ q° 2 ¢ q9* b Rl qs”
Wir erhalten hieraus:
q=Viei, . . . . . . . (V]
w=V2iei, . . . . . . . (VI
q3=]/19i3 . . . . . . . (VIII)

Zu diesen 3 Gleichungen mit 4 Unbekannten tritt dann noch
als Gleichung IX:

(1 '1+]‘2 l]3>—0,48=0.. .. (IX)

92
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Wir eliminieren jetzt den Wert Y4 der Gleichungen VI bis
VIII, indem wir ihn aus VI durch ql, ¢ und i, ausdriicken. Wir
erhalten : 1__
1
Diesen Wert in VII und VIII eingesetat, erhilt man:

i i
9s = qy -‘/12 und qs—q1V3
1 L

Diese Werte werden in Gleichung IX eingesetzt und man er-
hilt nach Umformung:

q = O48Vl1( Vi‘i“]zl/g‘}‘lﬂ/g)
‘Iaz‘h]/lg 048“2( V’1+1V’2+]V‘)

]_ ' . ‘' o
PG =1q V 2 m Vig (]1 Vg1 Vis+1 1/‘3)-

Die Zahlenrechnung ergibtﬁ

q = mV1500.0,08 X

(20Y/1500.0,08 10 ¥/ 1000. 0,08 4 16 ¥ 500.0,08) = 156 mm?

(= 409,78)
1 S —

qp = meoo . 0,08 X

( — — — — — )=127mm?
qy = my’aoo .0,08 X

( — — — — —_ ) = 90 mm?.

Das Minimum an Materialvolumen ist dann:
V =2000. 1,56 -+ 1000 . 1,27 4 1600 . 0,9 = 5830 cm?.
Da das spezifische Gewicht des Kupfers 8,9 betrigt, so wiirden:
51887 g = 51,887 kg
im Minimum den Verbrauch an Kupfer darstellen.



90 Integralrechnung.

3. Kapitel

Integralrechnung.

§ 16.
Grundbegriffe.

In der Differentialrechnung haben wir die Regeln kennen ge-
lernt, zu einer gegebenen Funktion f(x) den Differentialquotienten
f/(x) zu bilden. Er war selbst wieder eine Funktion von x. Wir
wollen jetzt umgekehrt zu einem gegebenen Differential die ur-
spriingliche Funktion — den Ursprung — suchen. Dies ist Auf-
gabe der Integralrechnung.

So kann man beispielsweise mit Hilfe der Integralrechnung die
Fliche berechnen, die wir uns im § 7 Fig. 21, Seite 31 in beliebig
viele Streifen zerlegt dachten. Den gesuchten Flécheninhalt findet
man durch Addition simtlicher Rechtecke. Die Fliche des einzelnen
Rechtecks bezeichneten wir mit h.ds. Wollen wir demnach um-
gekehrt zu diesem gegebenen Differential die urspriingliche Funktion,
d. h. die gesamte Fliche ermitteln, so ist das Sache der Integral-
rechnung, die hier nichts anderes, als eine Summierung sehr kleiner
Flichenteilchen zur Gesamtfliche bedeutet. Die nihere Ausfiihrung
findet sich spiter.

Wir sagen: Die Integration ist die dem Differentiieren entgegen-
gesetzte Rechnungsart dhnlich wie das Radizieren dem Potenzieren.
Die Integralrechnung ist die Umkehrung der Differentialrechnung.

Es sei das Differential f (x) dx gegeben; gesucht wird eine
Funktion F (x), die differentiiert f(x) dx ergibt. Unter f(x) moge
die Ableitung von F(x) gemeint sein. Man setzt nicht f/(x), £ (x),
sondern allgemein f (x) im Differential. Wir wissen aus den fritheren
Betrachtungen, da8 eine Funktion y = x? differentiiertden Wert 2x dx
ergibt. Ist uns jetzt umgekehrt das Differential 2 x d x gegeben, und wird
die urspriingliche Funktion gesucht, so sagen wir, die Losung wird durch

Integration von 2 x d x gefunden. Man schreibt f 2xdx. Wir kennen

die Losung bereits, schreiben also f 2xdx =1x2% weil d(x2) den
Wert 2xdx ergibt.

Diese Losung ist aber unvollstindig, wie im folgenden gezeigt
wird. Wir betrachten die Funktion y = x2 -|- 5; ihre Differentiation
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ergibt auch den Wert 2xdx. Uberhaupt jedes x2 — vermehrt um
eine beliebige Konstante C — ergibt differentiiert 2xdx, da das
Differential einer Konstanten GroBe O ist. Somit kann die Inte-
gration von 2xdx nicht eindeutig x? ergeben, vielmehr ist der Losung
stets eine Konstante C hinzuzufiigen, so daB / 2xdx =x%*-4 Cau
setzen ist.

Man schreibt allgemein f f(x)dx ="F (x) 4 C und sagt, die
Integration eines Differentials gibt unendlich viele Funktionen als
Losung, die sich alle nur durch den Wert der Konstanten von-
einander unterscheiden. Wegen der Willkiirlichkeit von C ist das
so gebildete Integral F (x)-} C unbestinmt und heiBt deshalb un-
bestimmtes oder allgemeines Integral.

Man hat eine ausreichende Probe dafiir, ob man eine gegebene
Differentialfunktion richtig integriert hat, indem man die Ldsung
nachtriiglich differentiiert. Es ist ferner leicht einzusehen, daf fiir
die Integralrechnung die Lehrsitze der Differentialrechnung maB-
gebend sein werden, und daB man mit ihrer Hilfe die Grundformeln
der Integralrechnung abzuleiten hat.

§ 17.
Grundformeln.
Die Betrachtungen des § 16 erschlieBen unmittelbar zwei Sitze:
1. /af(x)dx:a/f(;z)dx.

Ein unter dem Integralzeichen stehender kon-
stanter Faktor kann vor das Integralzeichen gesetzt
werden. Zum Beweise wird die rechte Seite differentiiert, sie ergibt:

d(a/f(x)dx):ad[f(x)dx.
Man vergleiche § 9 — 3 — Seite 39.

In dieser Losung stehen Differential- und Integralzeichen zu-
sammen, es soll also f(x)dx sowohl differentiiert wie integriert
werden. Nach der Definition der Integralrechnung als der dem
Differentiieren entgegengesetzten Rechnungsart folgt :

Differentiationszeichen und Integralzeichen, in der Form d /

gesetzt, heben einander auf.
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Wir setzen somit: ad / f(x)dx=af(x)dx, was bewiesen

werden sollte.
2. [lh@+£®+ ..} dx
._.ff (x)dx 4 /f (x)dx 4 /f (x) dx.

Das Integral einer Summe ist gleich der algebra-
ischen Summe der Integrale der einzelnen Summanden.

Beweis: Man differentiiert die rechte Seite:
dff @dx+dff,@dx+dff(®)dx..

=f (x)dx 4 f,(x)dx 4 f;(x)dx
Dasselbe gilt fiir das Integral einer Differenz.

§ 18.
Fundamentalintegrale.
Aus der abgeleiteten Differentialformel
dE2+tl)=(m-4| 1)xmdx
ergibt sich durch Integration:
xm+1 =/(m+1)xmdx
oder m -} 1 als Konstante vor das Integralzeichen gesetzt :
x0+1l—=(m 1)/xmdx daraus folgt:
/xmdx——}’_-il.+ C.
m-1
Man erhédlt das Integral einer Potenz, indem man

den Exponenten um 1 vermehrt und die so erweiterte
Potenz durch den erweiterten Exponenten dividiert.

Entsprechend ist:

1. /axmdx=a/xmdx=m+—1—+0.
Diese Formel wird nur fiir m = -— 1 unbrauchbar, weil das

0
Integral von x—1dx den Wert %—, d. h. oo+ C ergeben wiirde.
Man schreibt deshalb x—1! in der Form —}1; und findet:

/ Ei;x =Inx -+ C, denn das Differential von Inx 4 C er-
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dx

'_;_'-
Von der Richtigkeit der folgenden Integrale iiberzeugt man
gich leicht durch Differentiation der rechten Seiten unter Benutzung
der am SchluB des Buches zusammengestellten Differentiations-
formeln.

ax
3. /1/;=2 X+C
4. /T—d_i_x—xﬂ:arctgx +C

gibt

dx 14-x
5. fi—_"; ghy—xtC
dx -
6. —V;—ﬁ=ln<x+va+x2)+o;
denn dln(x 4 Va + x?)
xdx
dx+1/a+x2 dx

- x 4 Va4 x2 ~ Ya+x2

ax
7. /3. dX=-ln—;+c.

Es ist d (a¥) = a*Ilnadx, also a* =/axlnadx=lna_/axdx

und daraus folgt: / a¥dx = Tgx; +C

Ist a—=-¢, also Ine =1, so folgt:

8. fexdx=ex—|—0
9. fsinxdx:—-cosx—l—C
10. [cosxdx:sinx—]—C
11. s—;}%:——ctgx—}—c
12. /d2 =tgx+C
cos’x
13. tgx dx=—1Incosx -+ C, denn

/ /smx dx / d (cosx) dcosx
thdX— = —_—— L —— ) —
cos X cos X €08 X
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Unter dem Integralzeichen steht im Zihler das Differential des Nenners.

Unter Benutzung der Formel 2, nach der / d—x§=lnx—|—0ist,

erhilt man / M =Incosx + C.

14. ctgxdx_lnsmx—{—C denn
cosxdx d sinx )
/ctgxdx_/ ins =/ smx =Insinx+4C.
15. dx
‘/smx_lntg—_‘_C
Setzt man: sinx =2 sin%cos L so wird
bd
2
dx dx dx /cos 5
dinx 2sinxcosx— 2sinx/cosx’
2 2 2 2

. w X o eqe
indem man Zihler und Nenner durch cos? 5 dividiert.

Man ersetzt d x durch 2 d% und erhélt:

b4 X
1= 2 =
2/cos 5

X
tg 0

Im Zihler steht das Differential des Nenners, also = Intg —g——}— C.

dx T, X . dx
16. ———=lntg(z+§>—|—0. Es lst/m

COsX

x d £+ x X
2
{nach Formel 15).

*) Vergl, Nr. 26 der Trigonometrischen Formeln.
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Die soeben gegebenen Fundamentalintegrale sind zum groBten
Teil Umkehrungen der Fundamentalformeln fiir die Differentiation.

Haben wir irgend eine Funktion zu integrieren, so kommt es
darauf an, ihr eine solche Form zu geben oder sie durch eine
andere so zu ersetzen, daB sie in der Form eines Fundamental-
integrals erscheint. Allgemeine Regeln lassen sich nicht aufstellen,
man wird vielfach aufs Probieren angewiesen sein.

Zunéchst sei eine Reihe von Aufgaben gestellt, die ohne
weiteres aus den Fundamentalintegralen ihre Losung finden.

142, [dx=x4C.
2
143, ftdt=%+0.

144. /w2dw=%3—+0.
145. [5xtdx=x4C
146. /cosxdx:sinx+C.
147, [erdz=e +C.
148. [6ax’dx=axs|C.

dx 1
149. /x—3:/x—3dx=—2—x2+0.
3, — l 3 8, —
150. /dex:/x3dx=—xVx+C.

>

DO W

dx 1 3,

151. == [ X Tdx=—1x%+ C.
Vx
15 x2 5 x3

152. / a dx=T+C.

18 a x3 9ax?
153- /Trdx——m—{—c.

dy —
154- _—— = C.

25 vy +

- 9
155. /Vay dy =§y1/ay+C.

4a a
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157. /(6x5—8x8+x—1—+i5)dx
x2
—x6—2x4—1———-lnx————-{—0

(mcosx—nsmx)dx_m31nx—rncosx+C

159. /( 3dx) Inx —3tgx4C.

cos?
160. fcosq>cosgudq;::cos¢sin(p—|-0.
sin X €os X
161. /cos"ozdx:—cos“’oz—}_C

sin ¢
162. =
6 /cos dx =sinagtgx -4 C.

Haben die Funktionen eine weniger einfache Form als in den
gestellten Ubungsaufgaben, so wird man eine Umformung oder
dergl. vornehmen miissen. Fiir diesen Zweck gibt es eine Reihe
praktischer Methoden, von denen die wichtigsten im folgenden er-
ldutert werden.

§ 19.

I. Methode der Zerlegung.

Sie besteht in der Zerlegung einer Funktion in eine Summe
oder Differenz von Funktionen und ist immer anwendbar bei der
Integration ganzer Funktionen.

Beispiele: 1. f(5x3—|—2x2——3x+ 6)dx
=/5x5dx+/2x2dx—-/3xdx+/6dx
=5 [x*dx+42 [x*dx—3 [xdx+6 [dx

5 xt 2 x3 3 x?
—_— + .—2 —}— 6x + C.
Es geniigt hler, nur eine Konstante zu setzen, da sich die zu
den einzelnen Gliedern gehérigen Konstanten zu einer einzigen
addieren lassen,

dx (sin®x 4 cos?x) d x
sm2 x cos? x sin? x cos? x

= / cos? X sm2 )d / cos? X + / gin? x

=tgx —ectgx 4 C. (Nach Formel 11 und 12 Seite 93.)
Diese Umformung ist gestattet, weil sin®?x -} cos?x =1 ist.
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§ 20.
II. Methode der Substitution.

Man bringt durch Einfiilhrung einer neuen Veréinderlichen die
zu integrierende Funktion auf eine einfachere Form.

1. / a——(:—):)"i' Wir setzen fir a -} b x eine neue Verinder-
liche y, dann wird y —a=bx oder
x=7 "% oder dx=— l.dy.

b b

Wir erhalten

1
%7 1 fdy_1
b b

y bJ ¥y
2. /nll/(ax—{—-W‘dx ax+b=y adx=dy

lny4C=gln(@+bx)+C

dx=%dy.
L | 1 a
—/ym.;dy=—a/y‘“dy
__l.yE'H C_l ’!‘i/(ax_l__b)n-i-m c
=aw 0= a0t
——— o1
dy

3. /sin(ax+b)dx ax-+b=y dx=__a_
1., 1 1 ‘
=;/s1nydy_g.(—cosy)+0=—-;cos(ax—{—b)-{—(,.

Das Integral f sin (a x -+ b) d x unterscheidet sich von einem

sofort zu integrierenden Integral / sin (ax 4 b).d (a x 4 b) nur da-
durch, daB unter dem Differentialzeichen x statt ax | b steht.

Nun kann man fiir dx den Wert d(—?'—xa—t_b) setzen, denn wir

sahen d x = fla_y = Mﬁ und erhalten:

a
/sin(ax+b) (—1(21—xa+—b)=§/sin(ax+b) d(ax -+ b

Kohlrausch, 7
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=—%cos(ax—}—b)+0.

Man vermag bei einiger Ubung auch ohne neue Veriinderliche
auszukommen.

4. /emxdx=/emxd(mx)=—1—/emxd(mx)
N m m
1

=Eemx—}—C.

LS S fir xdx =—+.2xd
5. Vm. an setzt fiir x x=§.2x X
2xdx=d(a%?+ x?
1/2%4% 1 g TR L G
‘5 Vm——g. a+x + =1/a. ——1—X +
Siehe:
d x
1/X—=21/—x :
6 dx . ___s.in2x
. m SIn X COS X = 2
. (sin2x)?  sin2(2x)
2 2 —_— & 2)
sin? x cos? x = 1 = 1
dx d2x
4 (S. 33. Formel 11.)

Vergleiche § 19 Beispiel 2. Die beiden Resultate brauchen
nicht notwendig iibereinzustimmen, sie konnten sich durch eine
Konstante unterscheiden. In diesem Falle stimmen sie iiberein,
2tgx

denn tg (2 x) ist il gy also
_1—tg2x__l( 1 tgzx)_l
ctg(zX)—"-2Tgr—§ Ei tgx —-2(ctgx—tgx)
oder 2ctg (2x)=ctgx —tgx
und —2ctg(2x)=1tgx —ectgx

des Beispiels 2 in § 19.
Man suche nach der Substitutionsmethode die folgenden Auf-

gaben zu losen:
163. /(a+bx)mdx atbx=y dx=dTy



§ 21. Methode der teilweisen Integration. 99

dy __y~t!
/y T‘b/" W =fmrp T°

__(afbxm+l
= Fmgn T°

164. /V1+4§.dx=%v(1+&)‘3+0
dx
165. /V5—+—E;=V5+2x+0

166. /—20_d_X8=41n (6x—8)+C

5x
167. i—f:--—+o
168. [y/&dx=2y&LC
dx 3
169. [.—=—_"—+C
Ve Ve T

§ 21.
III. Methode der teilweisen Integration.

Bezeichnen u und v zwei beliebige Funktionen von x, so gilt
fir die Differentiation eines Produkts u.v die Beziehung:

dw.vy=udv4vdu.
Wir integrieren und finden:

u. v—-/udv—l—/vdu
oder fudv u. v—/vdu

Setzt man den einen Faktor eines zu integrierenden Produktes
(und als Produkt 148t sich jede Differentialfunktion auffassen)
gleich u, den anderen gleich dv, und bildet v und du, so kann
man die GroBen nach der obigen Gleichung zusammenfassen.

Man hat die Integration geleistet, sobald man dv und vdu
zu integrieren vermag. Fiir die nihere Ausfiihrung sollen die fol-
genden Beispiele dienen:

fxsinxdx u=x du=dx
dv=sinxdx V= -—cosXx
7*
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/xsinxdx:——xcosx—f(— cosx)d x
:—xcosx+/cosxdx=—xcosx+ sinx + C
=sinx —xcosx-}C

2. fxcosxdx=c05x+ xsinx—+C

3. /lnxdx Inx=u du=%dx

dX:dV V=X

xdx
._—_XIHX— _—
X
/lnxdx:xlnx——x—{—C=x(]nx—1)+C
4. fxexdx X=u du=dx
esdx=dv V=X
=xex—/exdx
=xe— e+ C=e(x—1)4C
5. fx“’e’dx x2=—=n du=2xdx
eEdx=dv v=¢€%

/x2exdx=x2ex—f2xe’dx

Dieses Integral wird nun wieder nach der Methode der teil-
weisen Integration behandelt (siehe Beispiel 4).

/x2exdx=x2ex——2xe’+2ex+C=ex(x2——2x+2)+ C.

§ 22,
Bestimmte Integrale.

In den bisherigen Betrachtungen unbestimmter Integrale lieB
sich die Losung aller Aufgaben zwar bis zu einem gewissen Grade
durchfithren. Gleichwohl blieb in letzter Linie immer noch die Be-
stimmung der Konstanten C eine offene Frage. Fiir die Losung
praktischer Aufgaben wird man jedoch verlangen miissen, daB die
Integralrechnung von dieser Unbestimmtheit befreit wird, Wir
werden uns somit die Frage vorlegen, wann wird das unbestimmte
Integral einen bestimmten, fest umgrenazten Wert annehmen? Die
Antwort kann nur in der Bestimmung des Wertes jener Kon-
stanten C bestehen.
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An einem Beispiel wird man leichter die weitere Betrachtung
durchfithren konnen. In Fig. 17 des § 7 wurde der vom Eisen-
bahnzuge zuriickgelegte Weg durch eine Fliche dargestellt. Wir
wiirden umgekehrt durch Ermittelung des Flicheninhalts den zuriick-
gelegten Weg ermitteln konnen. Wihrend dies fiir den Fall der
gleichformigen Bewegung unschwer erfolgt — der Weg ist gleich
dem Produkt aus Grundlinie mal Hoéhe des Rechtecks —, so er-
geben sich fiir den Fall der ungleichméBig verzdgerten Bewegung
Schwierigkeiten, wie Fig. 19 in § 7 erkennen laBt; denn wir sollen
eine Fliche berechnen, die begrenzt wird durch die Kurve, die
X-Achse und die Ordinaten v, und v

Wir denken uns die Fliiche in kleine Streifen zerlegt und fassen
diese als Rechtecke auf. Addieren wir den Inhalt dieser Rechtecke,
so erhalten wir fiir die zu bestimmende
Fliche einen angenidhert richtigen Wert, »
der sich von dem wirklichen Wert nur
um die Summe der schraffierten Dreiecke
der Fig. 19 unterscheidet. Der Fehler

wird um so kleiner, je groBer wir die e

Anzahl der Streifen wihlen. Wenn wir

die Streifenelemente beziiglich ihrer Breite 2 L | 4
sich der Grenze 0 nidhern lassen, wird ht_»g_,/_,__,ln d

auch der Fehler der Additionsrechnung

¢
A . , Fig. 46.
sich der Grenze O néhern.

Die Ordinaten stellen die GroBe der jeweiligen Geschwindigkeit
dar, sie sind ohne Zweifel Funktionen der Zeit t. Wir setzen des-
halb fiir v, v, v5 . . . f(ty), f(t,), f{ty) . . .

Die Kurve selbst ist eine Kurve der Geschwindigkeit des
Zuges und wird sich als Gleichung in der Form darstellen v="{£(t).
In Fig. 46 seien n-+1 Ordinaten gezeichnet, ihre FuBpunkte
seien 0, 1, 2 . . . . bis n, die Abszissen dieser Punkte sind dann
1790 P bis t. Die gesuchte Fliche S wird berechnet zu:

S=£(ty)(t — to) £ lg—t) F - - . .. - Elta)t—tacy) . (D)

Um den genauen Wert unserer Fliche zu erhalten, miissen
die Differenzen t, —t,, t,—1t, .. ... sich der Grenze O nihern,
wir schreiben sie dann als Differentiale und zwar:

t,—to=dty; ty—t,=dt;....t—tpj=dtyy
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Aus Gleichung I wird:

S="1f(t).dty+ f(t,).dt;, +..... + f(tp—1) . dtp_y . (D)

Wir erhalten auf der rechten Seite eine Summe von Gliedern,
die alle von der Form f(t)dt sind, in denen t der Reihe nach die
Werte von t, — t,_3 annimmt. Die Summation ergibt:

taot
S=Sf(t)dt
t

Diese Summe bedeutet, wie Fig. 46 erkennen liBt, die ge-
suchte Fldche. Diese wird rechts und links begrenzt durch die
Ordinaten f(t) und f(t,). Die zugehdrigen Abszissen t und t, pflegt
man als Grenzen zu bezeichnen, die die Variable t zu durchlaufen
hat, Ersetzt man nunmehr das Summenzeichen = durch das

Integralzeichen f , so sind die Grenzen dem Zeichen beizufiigen,
Man schreibt:

S:/f(t)dt. S ¢ 115}
T

Diese Summe nennt man das bestimmte Integral, weil in ihm
dadurch Grenzen festgelegt sind, daB t alle Werte von t, bis t
durchlaufen soll. Das bestimmte Integral bedeutet in unserem
Falle die Strecke, die der Zug in einem ganz bestimmten Zeit-
abschnitt — gerechnet von t;, bis t — unter dem Einflu einer
stirker und stirker werdenden Verzogerung zuriickgelegt hat.

Auch das bestimmte Integral hat die Eigenschaft, da
sein Differential gleich f(t)d t ist. Wir bezeichnen d S als die Zu-
nahme, die die Fliche erfihrt, wenn wir die Zeit um den kleinen
Zeitraum dt wachsen lassen. d S bedeutet demnach einen unendlich
kleinen Flichenstreifen, den wir als Rechteck ansehen konnen und
dessen Inhalt —f(t)dt ist.

Also: dS=f()dt...

Wenn wir diese Gleichung integrieren, so erhalten wir zunéchst
keinen bestimmten Wert, sondern unendlich viele, die sich durch
die Konstante C unterscheiden. Einer von diesen vielen Werten
mufl unser bestimmtes Integral sein, und das bestimmte Integral
berechnen, heiBit, die Konstante C bestimmen.

Wir erhalten somit als Definitionsgleichung:

S=ff(t)dt=F(c)+c C L. @V
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wo F (t) die gesuchte Funktion bedeutet, aus der durch Differentiation
das Differential f(t)d t gebildet sein soll. Wie bestimmen wir fiir
unseren Fall die Konstante C? Man pflegt allgemein zu sagen:
aus den Grenzbedingungen des vorgelegten Falles. Wir finden eine
solche Grenzbedingung in der Weise, daB wir die Zeit t immer
kleiner werden lassen und zwar bis sie gleich t, wird, fiir diesen
Grenzfall wird die Fliche gleich 0, hier ist der vom Zuge zuriick-
gelegte Weg deshalb gleich 0, weil wir ihn vom Anfangspunkte
t, erst der Messung unterwerfen wollen. Die Funktion S muf die
Eigenschaft haben, daB sie fir t=1t, den Wert 0 annimmt; wir
erhalten also:
S=F({t)+C=0

und C = — F(t).

Setzen wir diesen Wert in Gleichung IV ein, so erhalten wir:

t
S=[tHdt=FO—F@) . . . . (V)

Man findet bei Berechnung des bestimmten Integrals immer
zundchst das unbestimmte Integral. Man wird deshalb am ein-
fachsten so verfahren: Das unbestimmte Integral, d. h. die gesuchte
Funktion F (t), wird obne die Konstante hingeschrieben. Sodann
wird ein sogenannter Trennstrich vor die Funktion gesetzt. An
diesen Trennstrich schreibt man unten die niedere Grenze t,, oben
die hohere Grenze t. Dann weil man, daB die gesuchte Funktion
F (t) mit der oberen Grenze der Veréinderlichen — hier also t —
hinzuschreiben ist, und da8 von ihr F' (t,) zu subtrahieren ist, d. h. die
Funktion, in der die Verinderliche =— dem Wert der unteren Grenze
t, gesetzt ist.

Wir schreiben als allgemeine Form:
t t
S=/f(t)dt={F(t)=F(t)—F(to). .. (VD)
to to

Die fiir das unbestimmte Integral abgeleiteten Regeln werden
somit genau wie bisher zur Bestimmung der gesuchten Funktion
benutzt; dann werden unter Beriicksichtigung der Aufgabe die Grenzen
in der oben angegebenen Weise eingesetzt.
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§ 23.
Berechnung von Flicheninhalten ebener Gebilde.

Aufgabe 170. Gesucht wird der Flicheninhalt eines Dreiecks
A BC, dessen Grundlinie a und dessen Hobe
h gegeben sein soll. Wir denken uns das
Dreieck durch Parallele zur Grundlinie in
unendlich viele Streifen zerlegt. Wir finden
den Flicheninhalt S durch Summation der
einzelnen Flichenstreifen, deren Breite dy
und deren Grundlinie x sein modge. Die
Verdnderliche y kann die Werte von 0 bis
zur Dreieckshéhe h durchlaufen, als Grenzen
Fig. 47. der Integration werden somit die Werte 0
und h zu setzen sein.

h
Wir finden: S=/xdy. B 0 §)

In dieser Gleichung ist offenbar auch x
verinderlich und zwar als Funktion von y.
Im Abstande y von C wird die zugehérige
Grundlinie des Dreiecks CDE gleich x zu
setzen sein. Aus der Ahnlichkeit der Drei-
ecke CDE und CAB (Fig. 48) folgt:

Xx:a=y:h,

Also ist x =%y. Wir erhalten durch

Einsetzen dieses Wertes:

h h
a a
S:/Fydyz—l;/ydy e 04
o 0
Durch Integration folgt:
h
a|¥_ 84
0
Der Flacheninhalt des Dreiecks ist also:
s=2b . am

2



§ 23. Berechnung von Flicheninhalten ebener Gebilde. 105

Gesucht wird die Quadratur einer gegebenen Kurve.

Aufgabe 171, Unter Quadratur versteht man die Berechnung der
Fliche, die begrenzt wird durch die Kurve, dieX-Achse und 2 Ordinaten.
Die Fliche sei in unendlich viele
schmale Streifen zerlegt. Einer dieser
Streifen habe vom Koordinatenanfangs-
punkt O den Abstand x, seine Breite sei

dx, die zugehorige Ordinate ist y. p Y
Der Inhalt des Streifens ist ydx %

und die gesuchte Quadratur S ist gleich Z -

der Summe aller Streifen gerechnet von o[ — 7 | X

X, bis x;, denn diesen entsprechen die Be- %

grenzungsordinaten y, und y,. Es ist Fig. 49.

S:flf(x)dx:-f;'dx.
Xg Xo

In dieser Gleichung ist y noch durch x auszudriicken. Will
man jedoch dx durch y ausdriicken, was mit demselben Rechte zu-
lissig ist, so sind entsprechend die Grenzen zu #ndern in y, und y,.
Es gilt allgemein der Satz: Die Grenzen gelten fiir die Verinder-
liche, die unter dem Differentialzeichen steht.

Berechnung der Bogenlinge einer Kurve zwischen 2
gegebenen Punkten.

Aufgabe 172. Der Bogen A B von

der Linge s sei in unendlich kleine Bogen-

elemente ds zerlegt gedacht. e/
Eines dieser Bogenelemente ds habe )

fir die Abszissen seiner Endpunkte C 4 ey

und D die Werte x bezw. x -} dx, c s
Aus dem rechtwinkligen Dreieck w ¥

CED folgt: %

— = —>
is :V dxt L dy? __L},E_)

=dx]/1+(3—i77 . e

dy wird aus der Gleichung der Kurve A B, d. h. y = f(x), berechnet,

dx
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Integrieren wir die Gleichung I, so erhalten wir die Bogenlinge s:

s=/ds=f;x]/1+(%§i. ¢ 1))
5

Hitten wir in Gleichung I nicht dx, sondern dy vor die

2
Wourzel gesetat, also ds =d yVl -+ (%) , 80 hitten wir die Glei-

chung mit den entsprechend veriinderten Grenzen zu schreiben:

S P T C
Yo

Man wird von diesen beiden Gleichungen diejenige Form wihlen,
welche fiir die Integration die geringeren Schwierigkeiten bietet.

Die Quadratur der Parabel

Aufgabe 173. Die Parabel sei gegeben durch die Koordinaten
a und b eines Parabelpunktes P. Es soll die Fliche berechnet
werden, die begrenzt wird durch die Kurve,
y die X-Achse und die Ordinate b.
Die Gleichung der Parabel lautet y2
——————— =2px (vergl. § 3). Fiir den Punkt P
die Gleichung aufgestellt ergibt:

P b?=2pa. Man erhilt:
¥ b? a b? b2
0 = aboy’=—xundy= |/—.x

| R a a
‘——W—-Jlx 3‘;, o Der schraffierte, unendlich schmale
\ Flachenstreifen im Abstande x vom An-
N fangspunkt O hat den Inhalt: ydx. Man
N erhilt fir die gesuchte Quadratur S die
Fig. 51, Gleichung

xX=3a a

S=/y.dx= ydx . . . . . (D
x =0 0

Fiir y den oben berechneten Wert eingesetzt, erhilt man:
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a

a a ] 3
X b 1 b |x2
S: bVEdXI—: xzdx=—_ —_— II
/ a Va Va | 3 )
2
0 0 0
Setzt man die Grenzen ein, so wird:
3
b [a? b.aVa 2 2
S=—=—| ————0}=—~—.—=—12.b
Va | 3 Va '3 3
2
2
Szgab B ¢ 01 )]

Die Flache der Parabel ist also gleich —g— des Fliicheninhaltes

eines Rechtecks mit den Seiten a und b; man nennt es das um-
schriebene Rechteck.

Zum gleichen Resultat gelangt man, wenn x durch y ausge-
driickt wird. Man differentiiert die Gleichung der Parabel, die wir
in folgender Form ansetzen:

y?_ 2px  x
b2~ 2pa  a’
Wir erhalten :
2ydy d

x 2a
B = also dx:vydy.

Setzen wir diesen Wert fir dx in die Gleichung I ein, so
miissen wir die Grenzen entsprechend in b und 0 abéndern. Wir

erhalten :
b b b
2a 2a 24
S=[ypydy=1r [Ydy=15

§
Nach Einsetzung der Grenzen folgt:

2a (b8
S=1 (’5—0)

S=%ab.........(III)
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§ 24,

Berechnung der Oberfliche und des Inhaltes von Rotations-
korpern.

175. Eine ebene Kurve, deren Gleichung y = f (x) sei, rotiere
um die Y-Achse und erzeuge eine Rotationsfliche, wie in Fig. 52
angedeutet ist. Die Oberfldche soll berechnet werden.

v

\ yf &l

Fig. 52.

Man denke sich aus der Oberfliche eine unendlich schmale
Zone senkrecht zur Y-Achse herausgeschnitten (schraffierte Fliche
der Fig. 52). Das Bogenelement, das diese Zone erzeugte, sei ds.
Die Koordinaten des Anfangspunktes dieses Bogenelementes seien
x und y. Die Zone selbst konnen wir als abgestumpften Kegel
betrachten, wenn wir ds als geradlinig ansehen.

Schneidet man die Zone auf und breitet sie in der Ebene aus,
so stellt sie einen Ringausschnitt von der Breite ds dar und zwar
als Differenz zweier Sektoren. Die Linge des Kreisbogens ist 2mx.
Nimmt man ds unendlich klein an, so darf man den Ringaus-
schnitt als Rechteck betrachten. Seine Oberfliche sei dS. Man
erhilt: dS =2mwxds. Die Fliche des Rotationskérpers findet man

durch Integration: § = f 27 xds,

Fir ds kann man_wie in Aufgabe 172 den durch x oder y
ausgedriickten Wert setzen :

ds=de;———{—_(§ oder =dy V1+ (g%)g.
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S=2n/xdx]/_1-+—:—(§>2.

Die Berechnung des Inhaltes erfolgt in dhnlicher Weise.

Es handelt sich zuniichst um den Inhalt des abgestumpften
Kegels der Fig. 52. Die beiden Begrenzungsflichen unten und
oben haben die Radien x bezw. x | dx, die Hohe des Kegelstumpfes
ist dy. Der Flicheninhalt sei d'V.

dV ist sicher groBer als x27tdy, aber kleiner als
(x4 dx2ndy.
Multiplizieren wir aus, so folgt

dV <<x®ndy 4+ 2nxdxdy + nwdx2dy.

Dieser Ausdruck setzt sich zusammen aus einem unendlich
kleinen Glied erster Ordnung, dem folgt ein solches zweiter und
dritter Ordnung. Da diese Glieder als Summanden auftreten, so
kann man sie (nach § 6, Seite 27) als unendlich kleine Grifen
héherer Ordnung neben dem ersten Gliede x27tdy vernachlissigen.

Man kann deshalb ohne erheblichen Fehler setzen:
dV =x%ndy.
Dann ist das Volumen des ganzen Rotationskérpers, wenn wir
ihn zwischen den Grenzen y, und y, betrachten wollen:

Man erhilt:

Y
V=fx2ndy.
Yo

176. Inhaltsberechnung einer Kugel, deren Radius r ist.

Wir setzen nach 175: v
dV =ax2dy.
Der Flicheninhalt der Halb- /’ \
kugel —‘2—7- wiirde fiir die Verinder- / T
liche y von O bis r zu integrieren / n =7

Y

sein. Man erhilt: X
r

= 2
2‘ __/nx ay.
0

Es ist x2 =12 —y?, also

Fig. 53.
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Nach Einsetzen der Grenzen wird:

A\ s 8 )_ 2r3
—2—-—7t(r ——3——0—{—0 =7.

r

Integralrechnung.

T

v_ 2 2)dy — (2 _y_s)
2-71:J(r —y)dy=m| (r?y 3):
0

3

Der Fléicheninbalt der Kugel wird demnach:

V= -g—r37t.

Inhaltsberechnung eines Rotationsparaboloids.

14

NN

||

wachsen.

A

Y

Fig. 54.

\}‘

a) LaBt man eine Parabel — besser den oberen Ast — um

ihre Achse rotieren, so erhilt
man ein Paraboloid (Fig. 54).
Der Radius der Grundfliche sei
r, die Hohe des Paraboloids sei h.
Schneidet man senkrecht zur
X-Achse eine unendlich schmale
Scheibe heraus, so ist deren In-
halt:
dV=nay?dx . . (I)
Diese Gleichung ist nach
dem Fritheren aus der Figur ab-
zulesen. Die bei Berechnung des
Inhalts zu integrierende Variable
ist x; sie soll von O bis h

Der Inhalt des Paraboloids ist:

h
V=_/ny2dx B (1§

0
Man findet unter Ansehung der Figur und Kenntnis der Parabel-

: 2
gleichung zu y2=2px: y?:r®=x:h, also y2=%.x.

Demnach wird:
h

V=
0

h
x2

2

e
h

0
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72 [h? ) wrzh
V—T('—g_o —_— 2 . . . - (HI)

Das Volumen des
Paraboloids ist gleich y
dem halben Volumen
des umschriebenen Zy-
linders. — D —

b) LiaBt man die
Parabel nicht um die X-
sondern um die Y-Achse
rotieren, so entsteht ein = >
trichterférmiger Korper, z X
dessen Endradius r und
dessen Hohe h sei
(Fig. 55).

Man erhilt wie vorher, allerdings unter Vertauschung der
Variablen x und y:

3
@

Fig. 55.

dV=gnx*.dy . . . . . . . (D
h
undV=/nx2dy B 1 )]
0
2
Aus der Parabelgleichung folgt %:% und nach Quadrierung
4
%2.12 =x2, Setzt man diesen Wert ein, so wird:

h h
4 2
V=/n%.r2dy=%/y4dy.

0
Nach Losung des Integrals und Einsetzung der Grenzen wird
h

7T 12

ht

0
d. h. gleich /5 des umschriebenen Zylinders.

V=

5 gr2h
.’;= = .. .. @D

§ 25.
Schwerpunktshestimmungen.

Der Schwerpunkt eines Korpers wird bestimmt nach dem
Momentensatze: Das statische Moment eines Korpers ist gleich der
Summe der statischen Momente seiner Teile.
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Gegeben ist eine beliebige Fliche S, deren Schwerpunkt
P bestimmt werden soll. Diese Bestimmung kann fir jede
beliebige Achse, also auch fiir
v die X- bezw. Y- Achse durchge-
fithrt werden; den Abstand des
Schwerpunktes von diesen beiden
Achsen bezeichnet man meistens
mit % bezw. §  Wir suchen
| beispielsweise den Abstand % des
| Schwerpunktes P von der X-
| Achse. Man denkt sich die
0 ~ > Fliche S in beliebig viele Teile,
£ z. B. 8;, 8, und S; zerlegt. Die
Ti. 6. Schwerpunkte der Teile seien P,,
P, und. P;, ihre Abstinde von der X-Achse seien bekannt zu s,
b und ¢. Das statische Moment jeder Fliche ist — Fliche mal
Schwerpunktsabstand. Der Momentensatz liefert dann die Gleichung
zur Bestimmung von 7:

S.n==8,.a+8,b-}8;.c
Aufgabe 177. Man berechne in der angegebenen Weise
den Schwerpunkt der Fig. 57.

Die Fliche kann in zwei Recht-

Y ecke zerlegt werden, deren Schwer-
) punkte in den Schnittpunkten der
\‘~>, ::: 1 Diagonalen liegen. Die Figur kann
== pl\\ v durch eine Symmetrieachse in zwei
\ / T I gleiche Teile zerlegt werden, auf dieser
ANlza Symmetrieachse muBl der gesuchte
' Schwerpunkt liegen. Sein Abstand
e ¥~ von der X-Achse sei 7. Die Seiten
] der Rechtecke seien b, und h, bezw.

Fig. 57. b2 und hg-

Die Momentengleichung mit Bezug auf die X-Achse lautet:
h h
(b by - by b 7 = (b By) 22 (g by) (i + 2).

Wiahbrend man bei so einfachen Gebilden, wie sie Fig. 57
darstellt, die Integralrechnung entbehren kann, wird man bei den
folgenden Aufgaben ihrer nicht gut entraten konnen.
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Schwerpunkt eines Parabelabschnittes.

Aufgabe 178. Der Schwerpunkt P
des Parabelabschnittes der Fig. 58, dessen ¥4
Endradius b und dessen Hohe a ist, F
habe von der X-Achse den Abstand 7, dz,
von der Y-Achse den Abstand &. Y

Man denkt sich die Figur in un- N
endlich schmale Streifen zerlegt, von denen z H
einer schraffiert gezeichnet ist. ¢ X

Jeden dieser Streifen konnen wir als
Rechteck anseéhen, dessen Fliche — Fig. 58.
y.d x ist. Der Schwerpunkt des schraffierten

Rechteckes hat von der Y-Achse den Abstand x -

Y

dx
2
Parabelabschnittes ist nach Aufgabe 173 Gleichung III: S = g ab.

. Die Fléche des

Die Momentengleichung lautet bezogen auf die Y-Achse:
a
.Ea.b.§=fydx (x—}——q—x), N ¢ )]
3 2
0

denn § ist der Abstand des gesuchten Schwerpunktes P, und die
Addition der Flachenstreifen findet man durch Integration der
Variablen x in den Grenzen von O bis a.

In Gleichung I gibt die Auflosung der Klammer: x.ydx
2
+y 9—;—. Das zweite Glied kann man als unendlich klein hoherer

Ordnung vernachldssigen und erhilt:
a

%a,bg:/x.ydx. R ¢ 1§

0
Setzt man den aus Aufgabe 173 bekannten Wert von y =b -‘/3
a

in II ein, so wird:

Kohlrausch. 8
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Es wird durch Einsetzen der Grenzen:

2 b §_b.ag 2
E‘.a. o= 1 -5.

a2z
Demnach folgt:

3
§ == —5" a e e e e e (III)

In gleicher Weise laBt sich die Ordinate 7 des Schwerpunktes
berechnen durch Anwendung des Momentensatzes auf die X-Achse.

Man findet:

a

.ab.n=/ydx%.
0

w| o

2
Es ist laut Aufgabe 173 y% = % x, also:

a

2 1 h b2 b2 | x2 Db%a
-ga.b.q=—2~ Frlr=or 5=
0 0
v} Daraus folgt:
o __b?a.3 3
~ 8.ab 8
s Der Schwerpunkt der Parabel

selbst, die sich aus zwei solchen Ab-
schnitten zusammensetzt, liegt einmal
X" auf der Symmetrieachse, d. h. der
Achse der Parabel, und ferner auf
der Verbindungslinie der Schwerpunkte
der beiden Teilabschnitte, wie Fig. 59
\ zeigt.

N\_—?—.%
4

Fig. 59.

Schwerpunkt der Halbkreisfldche.

Aufgabe 179. Die Halbkreisfliche hat eine Symmetrieachse, auf
der der Schwerpunkt liegen muB. Es geniigt somit # zu berechnen.
Wir zerlegen wieder in unendlich viele Streifen. Die Breite ist 2 x,
die Hohe dy. Nach dem Momentensatz erhilt man:
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T

wr?
'—2‘“.7)=/2Xdyy e e e e (I)
0
Es ist x*> | y® =1? und nach Differentiation: 2xdx-}2ydy =0,
also ydy = —xdx. Dies in Gleichung I eingesetzt, gibt:

0
2
%.n:/—2x2dx
r

Jjetzt mit umgekehrten Grenzen, weil
x fiir OX seinen groften Wert r be-
sitzt und, je weiter man auf der Y-
Achse aufwirts geht, abnimmt und
zwar bis 0. An dem Wert des
Integrals wird jedoch nichts geiin- | \
dert, wenn man das Minuszeichen

in ein Pluszeichen verwandelt und
gleichzeitig die Grenzen vertauscht. Fig. 60.
Man erhélt also:

r r

2
n—;—.n=2/x2dx=2
0 0

x3 2

3 3

Es wird: 7 =% als Abstand des Schwerpunktes von der

X-Achse.

r
T

§ 26.
Bestimmung von Trigheitsmomenten.

Man denkt sich eine beliebige Flédche in unendlich viele
Flachenelemente zerlegt. Man versteht dann unter dem Triigheits-
moment der Flache bezogen auf eine
beliebige Achse A B die Summe der Pro-
dukte aus jedem Flichenelement d S und s
dem Quadrat seines Abstandes von dieser s
Achse, der z sein moge. Der Beitrag z
eines solchen Flichenelementes zum Triig-
heitsmomente ist somit =—2z2dS. Das |
Trigheitsmoment J der ganzen Fliiche Fig. 61,
findet man durch Integration zu:

8*
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J=[22d8.
Die Dimension des Trigheitsmomentes ist [cm?].

Bezeichnet ey,x den Abstand der #uBersten Fasern eines Ge-

bildes von der Achse (neutralen Faserschicht), so nennt man
€max

das Widerstandsmoment des Korpers. Seine Dimension ist [em?].
Fir die Berechnung von Trig-
heitsmomenten ist folgender Satz off

{nazs von Nutzen: Ist das Trigheitsmoment
T z = einer Fliche S bezogen auf die Schwer-
7 ki i 7 ) achse (d. h. die Achse, die durch den
Schwerpunkt geht) = J; und bezogen
K_/J auf eine im Abstande e zur Schwerachse
parallele Achse — J, dann besteht die

Fig. 62. Beziehung J = J; -}- e2 8 (Fig. 62).

Beweis: Das Flichenelement d S habe von der Schwerachse
den Abstand z, von der anderen Achse z,. Dann ist Jy = / z2d 8
und J = [22d8.
Nun ist: z, = e 2. Es wird also
J =/(e +2)2d8
J=[e?d8 4 [2e2d8 4 [22dS
—e?[d8 4 2ef2dS 4 [22d 8.
Es bedeutet e2/d S=¢e%.S, und fz2 dS ist =J,

2e / zd S ist = 0, weil [zd S nichts anderes ist als das statische

Moment der Fliche bezogen auf die Schwerachse; der Abstand des
Schwerpunktes von der Schwerachse aber ist = 0,

Trigheitsmoment des Rechtecks bezogen auf die
Schwerachse.

Aufgabe 180. Wir wihlen hier als Flichenelement einen
unendlich schmalen Streifen parallel zur Schwerachse. Man ist dazu
berechtigt;” denn denkt man sich jeden diesen Flichenstreifen in
unendlich kleine Flichenelemente zerlegt, so haben diese alle den-
selben Abstand y von der Schwerachse. In dem Triigheitsmoment
des Flichenstreifens wiirde man aus der Summe der Trigheitsmomente
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der kleinen Flichenstiickchen den Faktor y2 vors Integral setzen
diirfen und y? f dS =y%?.8 erhalten, wo S den Fliichenstreifen be-
deutet. Wir erhalten fiir das Triigheitsmoment

des Rechtecks:
+% +; +‘§ 777777 | 2
3 Y
Jo= [ybdy=b [ y2dy= Y;
h h _b
2 3 2
__b[/h\3 ( h)"’]_b (h3 h3> ——
=g|) -~ (=3) =5 G +5% Bt
- b h3 Fig. 63.
BT
Das Widerstandsmoment W des Rechtecks ist =st , WO
max

Y max den duBersten Abstand von der Schwerachse bedeutet, hier also —121

2
Es ist W= EGh— Beziehen wir das Trigheitsmoment des Recht-
ecks auf die Grundlinie, so erhalten wir:
h\2 bhd h2 bh3
J:Js—‘}—s. (—2"> =—1§—+b.h.‘4——_3—o
Ist b—=14 c¢m und h = 30 cm, so0 ist J; = 31500 cm* und W
= 2100 cm3,

Aufgabe 181.
Trigheitsmoment eines Dreiecks

bezogen auf eine durch die Spitze des
Dreiecks gehende, zur Grundlinie parallele, 4

| 4

Achse A A’. 4
Wir zerlegen das Dreieck in zur | g
Achse parallele Streifen., Einer von diesen, 1

der schraffiert gezeichnet ist, habe den

Abstand y von der Achse A A‘, die u 1

Lénge x und die Breite dy. Fig. 64,
DasTrigheitsmoment des Streifens ist:

yvixdy . . . . . .. .0
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Demnach erhilt man als Trigheitsmoment des Dreiecks:
h
J=[y’xdy . . . . .. . @)
o
Es verhilt sich, wie aus Fig. 64 ersichtlich ist, —E: %; und x

ist =%y. Man erhilt:

—/ ydy—~/3dy

2 y_ aht
J= h| 4 h.4’
o
. . ahs
Bezogen auf die Achse A A‘ ist demnach J = i
Beziehen wir nunmehr auf die Schwerachse, indem wir
setzen: Jg=J—e?8,
C e 2 __a.h
hierin ist: e= 3 h und S= 5

Setzt man dies ein:
ahs 4 a.h 1

_ - = il 3
Js = 1 g 5 a h3,

Endlich bezogen auf die Grundlinie a wird:

s=cpssmt 3

J= ah8+lla—2-l—‘ 1—1§ah3

Anhang.

AnschlieBend an einzelne der bisher behandelten §§ 1—26 soll
der Anhang dazu dienen, solche Gedanken und Aufgaben zu er-
léutern, die fiir den Zusammenhang der bisherigen Betrachtung zwar
nicht notwendig, aber doch so interessant erscheinen, daB sie nicht
iibergangen werden sollten. So wird beim ersten Studium der Leser
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bei einzelnen Dingen nicht unnétig aufgehalten; doch wird es
niitzlich sein, zur Erweiterung und Festigung der erworbenen
Kenntnisse sich des Anhangs zu bedienen, bevor man den II. Teil
— die Differentialgleichungen — in Angriff nimmt.

Zu § 2 und § 3.
Koordinatentransformation und Polarkoordinaten.

Die Einfiihrung neuer Koordinatensysteme ist in vielen Féllen
von Wichtigkeit. Die Lage der Koordinatenachsen ist ja an sich
beliebig, doch ist es ersichtlich, daB es fiir jede Kurve eine zweck-
miBigste Lage geben wird.

Wir hatten beispielsweise die Gleichung der Hyperbel (vergl. S. 14

2 2
Fig. 13) fir die X- und Y-Achse abgeleitet zu %-—%E: 1.

Wir wollen uns jetzt — der Koordinatenanfangspunkt bleibt
ungeiindert — die Achsen um einen bestimmten Winkel o gedreht
denken. Das neue Koordinatensystem habe die Achsen # und &.

Die Koordinaten des Punktes y
P mit Bezug auf das neue System P
sind § und 7. Man erhélt dann: 7

x=§coseg —nsine

y = & sina -} 7 cos c. ¥

Diese Ableitung ergibt sich
direkt unter Ansehung der {
Fig. 65.

Betrachten wir einmal die
gleichseitige Hyperbel, deren
Asymptoten mit der X- bezw. Fig. 65.

Y-Achse den Winkel 459 bilden,

so konnen wir die Gleichung der gleichseitigen Hyperbel leicht auf
die Asymptoten umrechnen, wenn wir in der obigen Ausfiihrung den
Winkel o = 45° setzen.

Wi halten : = _i— i
ir erhalten X §V2 7;]/2
_ 1 1
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Hieraus folgt: x-ty=2%§ %undx—y=—2q V_;

Nach §3 S. 16 galt aber fiir die gleichseitige Hyperbel x2 —y2 —=a2,
Bilden wir (x4-y)(x —y), so wird — 2 § »=a? die Gleichung
einer gleichseitigen Hyperbel, bezogen auf die Asymptoten als
Koordinatenachsen. Die in § 2 Fig. 5 gezeichnete Kurve des
Mariotteschen Gesetzes wird das Stiick einer Parabel sein, wir

2

brauchen nur § = p und 7 = v sowie % =1 zu setzen, so haben
wir p.v=1. Das negative Vorzeichen wird positiv, wenn wir in
Fig. 65 das neue Achsensystem &, % nach rechts drehen, d. h. um
den Winkel — a.

Das Prinzip der rechtwinkeligen
Koordinaten ist gegriindet auf zwei
Systeme paralleler Geraden; jedes
andere dhnliche System ist diesem
gleichwertig. In vielen Féllen haben
sich Polarkoordinaten als nutz-
bringend erwiesen. Man benutzt ein
System konzentrischer Kreise und
ein System von Geraden durch ihren
Mittelpunkt. Zu jedem Punkte der
Ebene gehort ein bestimmtes r und

Fig. 66. ein bestimmter Winkel ¢ (Fig. 66).

Es gehort zu P, ,r; und ¢,% zu

Py ,r; und ¢ (@, ==¢;). Zwischen rechtwinkeligen und Polar-

koordinaten bestehen, wie aus dem Dreieck O P Q folgt, die einfachen
Beziehungen :

1. X==rcos@; y=rsing
2. x2 - y2 =12
Zu § 3.
Gemeinsame Gleichung fiir Ellipse und Hyperbel
Raumkoordinaten.

Wir stellen die Aufgabe: die Summe oder die Differenz der
Entfernungen eines beweglichen Punktes P von 2 festen Punkten
F und F‘ soll konstant sein. Gesucht werden die Gleichungen der
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Bahnkurven, die der bewegliche Punkt P beschreibt. Die veriinder-
lichen Entfernungen von F und F’ seien r und r’, Ihre Summe
oder Differenz soll konstant sein, bei-
spielsweise = 2a. Da die Differenz zweier
Entfernungen negativ sein kann, wird man
-+ 2a und — 2a ansetzen miissen. Es
wird demnach eine Gleichung gesucht,
die der Bedingung geniigt: r 4+ r' — 4+ 2a.
Genau genommen hat die gesuchte Glei-
chung demnach folgende 4 Bedingungen zu erfiillen:

r4r—2a=0 (a)
r—r'—2a=290 (b)
r—r'4+2a=0 (c)
r+r'+2a=0 (d)

Die Gleichung wird also eine so allgemeine Form haben miissen,
daB, wenn man sie auflost, den vier gestellten Bedingungen Ge-
niige geleistet ist. Dies wird immer dann der Fall sein, wenn die
Bedingungen a bis d gleichzeitig die vier Losungen der Gleichung
darstellen.

Wenn wir die linken Seiten der vier Gleichungen miteinander
multiplizieren, so erhalten wir ein Produkt, daB stets gleich Null
wird, wenn auch nur einer seiner Faktoren gleich Null ist. Daher
ist die allgemeine Gleichung, die den 4 Bedingungen gleichzeitig
geniigt:

(r-+r —2a)(r41r' 4 2a)(r—1' — 2a)(r —1r' }2a)=0.

Hieraus wird:

[+ r)2—4a?].[(r—1) —4a2]=0
und dies ergibt:
(r®—r2)? —8a2(1?4-1r?)J16at=0 . . . (1)

Driickt man jetzt r und r‘ durch
die Koordinaten aus, indem man
den Abstand derbeiden festen Punkte 15y
F und F mit 2 e bezeichnet und i
den Koordinatenanfangspunkt in ~ 21
die Mitte der Strecke F F‘ legt, ,—/ ez \r
so findet man fiir einen beliebigen e e e—u
Punkt P, dessen Koordinaten x, y
sein mogen (Fig. 68):
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r2=(x-+}e?4y?
= —xf |}y
Hieraus folgt:

24+ r2=2(x%+}y?4e? r—r?=—4ex

Setzt man diese Werte in Gleichung 1 ein, so wird nach
einigen Umformungen:

16 [(a% — e?) x2 |- a2y%2 —a?(a? — e%)] = 0.

Bringt man a2 (a2 — e?) vor die Klammer, so erhidlt man die
Gleichung:

x2 2
16 a% (a2 — e?) {? + mg,??’—ez — 1] =

Wir dividieren beide Seiten der Gleichung durch 16 a2(a2 — e2),
Den Fall, daf 16 a%(a? —e?) = 0 wird, lassen wir auBer Betracht,
da er fiir unsere Aufgabe keine Bedeutung besitzt. (Es wiirde
dieser Faktor dann gleich Null werden, wenn a —e resp. a> — ¢2=20
ist — dies bedeutet aber, daB der Punkt P der Fig. 67 in die
Gerade A B hinein fillt) Wir machen vielmehr in der Lésung zur
Bedingung, daB a stets groBer oder stets kleiner als e sein soll,
Unter dieser Voraussicht setzen wir den Klammerausdruck []=0
und erhalten als gemeinsame Gleichung der in unserer Aufgabe
gestellten Bedingungen:

x2 ¥2
a® | a2 _e?

Wir definierten nun die Ellipse als den geometrischen Ort, fiir
den die Summe der Entfernungen eines beweglichen Punktes von
zwei festen Punkten konstant sein sollte. Fiir die Hyperbel galt
das Gleiche fiir die Differenz der Entfernungen.

Den Unterschied in unserer gemeinsamen Gleichung fiir Ellipse
und Hyperbel erkennt man am leichtesten in Analogie mit dem
Dreieck.

Die Sum me zweier Dreiecksseiten ist stets groBer als die dritte,

=1.

also r4r'>2e
die Differenz kleiner als die dritte
r—r' < 2e,

1. Ist 2a>> 2e, 8o kann 2a nur die Summe der Entfernungen
bedeuten, wir haben die Ellipse:
r-r' = 2a.
Die Losung r—-r'= — 2a ist unerfiillbar, da die Summe
zweier Seiten nie negativ sein kann,
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2, Ist 2a < 2e, s0 kann 2a nur die Differenz der Entfer-
nungen bedeuten und
 — + 2 a } . . .
oder ey ——9a gilt fiir die Hyperbel,
(Eine Differenz kann sehr wohl negativ sein.)

Setzen wir in der gemeinsamen Gleichung a2 — ez =102, so
haben wir fiir die Hyperbel einen negativen Wert zu setzen, weil
bei ibr e? groBer als a? ist. Wir konnen dann schreiben:

2 2
g
als Gleichung der Ellipse und
X _Y_y
a2 b2
als Gleichung der Hyperbel, wie bereits in § 3 gezeigt ist.

Kurzer Hinweis auf die analytische Geometrie des
Raumes,

Um einen Punkt im Raume zu bestimmen, wird ein riumliches,
am einfachsten ein rechtwinkliges Koordinatensystem zugrunde ge-
legt. Es besteht aus 3 Z
aufeinander  senkrechten c -
Ebenen, die sich in 3 auf- P
einander senkrechten Ge- -
raden schneiden. Diese 3 £ 2 ey
Geraden wiederum schnei- Nz .
den sich in einem Punkte, /) S W 3
der zugleich der Durch- ,’/ ~
schnittspunkt der 3 Ebenen S RN
ist und als Anfangspunkt % 0
des  Koordinatensystems /
wieder mit O bezeichnet Fig. 69,
wird.

Die 3 Schnittgeraden heien die Koordinatenachsen X, Y
und Z, die 3 Ebenen die Koordinatenebenen, und zwar die X Y-
Ebene, die YZ- und die XZ-Ebene. Um die Lage unseres be-
liebigen Punktes P im Raume gegen dieses System festzulegen,
denken wir uns durch P drei Ebenen gelegt parallel den Koordi-
natenebenen.  Hierdurch entsteht ein rechtwinkeliges Parallel-
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epipedon, von dem 3 Ecken auf den Koordinatenachsen liegen, es
sind die Punkte A, B, C. Ist die Lage dieser 3 Punkte bekannt,
so ist auch die Lage des Punktes P bestimmt. A, B und C be-
stimmen sich aber durch ijhre Entfernung x, y und z vom Koordi-
natenanfangspunkt O. Man nennt X, y und z die rechtwinkeligen
Koordinaten von P, Zur eindeutigen Bestimmung werden noch die
positiven Richtungen festgesetzt, entsprechend den Pfeilrichtungen
der Figur. Zur Konstruktion des Punktes P ist nicht die ganze
Figur erforderlich. Wir bestimmen durch x und y in der X Y-
Ebene den Punkt D, errichten in ihm ein Lot und machen dies
gleich z, so ist sein Endpunkt P, Man nennt D auch die Pro-
jektion von P auf die X Y-Ebene. Man kann auch A, B und C
als die Projektionen von P auf die 3 Achsen definieren.

Gegeben sei ein Punkt durch seine Koordinaten x, y, z. Ge-
sucht wird die Entfernung r des Punktes P vom Koordinatenanfangs-
punkt O.

Dreieck O AD ist rechtwinkelig bei A, also

OD? =x? | y?

Dreieck ODP ist recktwinkelig bei D, also

r?=0D? 4 DP?
12 ==x2 | y? | z2
also r=7Vx24y? |22

Gegeben sei ein Punkt P durch seine Koordinaten x, y, z.

Gesucht sind die Winkel, die seine Verbindungslinien zum An-
fangspunkt mit den 3 Koordinatenachsen einschlieBen.

Man findet z. B.: cosy =47 1— cos?a — cos? 3.

Zu § 5.
Reihenentwickelung fiir e und ev.

Die Reihenentwickelung der Zahl e vergl. S. 23 werde mit
einer anderen merkwiirdigen Reihe:

¥y, ¥ y? &
1+ 1 +1.2+1.2.3+1.2.3.4+"'

verglichen, Wir wollen zeigen, daB letztere Reihe = e¥ ist. Fiir
y=1 und y =0 sehen wir sofort, daB die Gleichung gilt. Es
ist namlich:
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ir y = LT T — ol
fir y=1 1+1—}—1.2—{—1.2.3+... also e=e! . (1)
fiir y=0 1+-(11+%+... also 1=—¢0 . (2)

Zum vollen Beweise nehmen wir noch eine zweite Reihe hinzu:
3
Z

1+T+ﬁ+i.2.3+‘”

Wir bezeichnen diese Reihe mit f(z) und die y-Reihe mit f(y).
Wir multiplizieren beide Reihen miteinander, indem wir die ent-
stehenden Produkte geeignet untereinander schreiben. Wir erhalten:

PRI AT SN A ipl. mit
fy).f@=1-+ 1 +1'2—{—-1.2'3+...(f(y)multlpl.mltl)
z y.z y2z z
Tyttt ( ? ”T)

z? 2y [
+T—2‘+ 1—-2—*"-0- (n ” ”1_.—2)

z3 .5

B ( ? ”1.2.3)
2 2
f(y)-f(z)=1+y‘1‘z+y +oyzt

1.2
y’+3y°2+322y+2°
+ 1.2.3 +-

Wir erhalten also:
Ytz 6+ y+2P
ty) t) =14+ 12 OT T O,
d. h, dieselbe Reihe, nur ist (y 4 z) an Stelle von y getreten.

Wir konnen das Ergebnis durch die Gleichung ausdriicken:
fy) . f@)=fy+2 . . . . . . 3
Wir nennen sie eine Funktionalgleichung. Aus Gleichung 2
und 3 folgt:
f(—y).fO)=f(—y+n==10)=1

1
und f(—y)=—-—-.
=1
Negative Werte von y sind dadurch auf positive zuriickgefiihrt.
Aus Gleichung 3 und 1 folgt:

fm) =f(1).f(m — 1) =ef(m — 1),
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wenn f(1) die Reihe fiir e bedeutet. Fiir e.f(m — 1) setzt man
ef(1).f(m —2) und erhilt e*f(m — 2). Setzt man das ent-
sprechend fort, so wird:
fm)=e® . f(m—m)=e2, f(0)=em .1,
Die Reihe f(y) — wir setzen fiir m jetzt y — ergibt also

tatsichlich den Wert €Y und zwar, wie man nachweisen kann, fiir
jedes positive oder negative, fiir jedes rationale und irrationale y.

Zu § 10.
Der Differentialquotient der Exponentialfunktion
und des Logarithmus auf Grund der Reihenentwickelung.

Der Differentialquotient von y = e* soll noch von einem anderen
Gesichtspunkte berechnet werden. Wir wissen — vergl. S.124 —,
daB

* x2 3
y=e=1+iti5+755 - - @
Wir bilden:
y+ dy=extdx —=ex edx | (I])
Fiir e4x gchreiben wir die Reihe:

(JX) 2 (g%

s t1.2.3°

Also:
2 3
y-|-4y=e‘[1+ -l—(‘dx) + 1({;?3 ] - (I

Wir subtrahieren Gleichung I und erhalten, da rechts dann
e*. 1 fortfallt:

Ax | (A4x)? (Ax8)
— X |
Ay e[1"'12’1'123]
und hieraus:
4y _ [ (=P ] .. (I
} dx + 1.2.3°° ()
LiaBt man #x unendlich klem werden, so folgt:
lim gy _dy _ x l:‘e.

Ax  dx ‘1
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Diese Bestimmung setzt nicht
die Ableitung des Logarithmus
voraus, Mit Hilfe der Reihe laBt Y,

sich die Kurve der Exponentialfunk-
tion y = e* zeichnen. Fig. 70 stelle
dieExponentialkurve dar. Wir wihlen g
einen beliebigen Punkt P der Kurve /
mit den Koordinaten x und y. Die .
an diesen Punkt gelegte Tangente PB y £ X
bilde mit der X-Achse den Winlkel /s —
¢@. Wir nennen das von dieser Fig. 70.
Tangente und der y Koordinate auf
der Abszissenachse abgeschnittene Stiick S die Subtangente.
Aus dem rechtwinkeligen Dreieck folgt: tgp = %
Andererseits konnen wir fiir den Tangens nach § 8 auch setzen:
dy . .. dy |y
= tg . Somit wird ix=F§
Die Gleichung der Exponentialkurve war aber y = e%, also
dy
ix =eXf=y
Somit wird: y =}S: d. h. die Subtangente S wird =1. Die

Exponentialkurve hat die ausgezeichnete Eigenschaft, daf die Sub-
tangente fortgesetzt — 1 ist. Auf dieser Eigenschaft beruht auch
das auBerordentlieh steile Ansteigen der Kurve mit wachsendem x.

Da uns bekannt ist, daB die Funktion y = In x nichts anderes
ist als die Umkehr der Exponentialfunktion x = e¥, miissen wir
von dieser aus sofort die Ableitung des Logarithmus geben kdnnen.
Wenn x =¢7, so ist nach dem vorher Gesagten:

Aus der Definition des Differentialquotienten als Grenzwert eines
wirklichen Quotienten folgt:

dy _ 1 _ 1
dx_il_x_x
dy

Dasselbe Resultat, das wir in § 10 S. 49 (nur umstiindlicher) ab-
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geleitet haben. Was bedeutet es geometrisch? Der Differential-

quotient wird — fiir x = o —
Y dy 1 = also = 0.
dx

P Es sagt nichts anderes aus,
/ als daB mit wachsendem x, withrend
/‘.y/ y die logarithmische Kurve (Fig. 71)
ansteigt, die Neigung der Tangente
gegen die X-Achse immer kleiner
wird. Die Kurve muB sich also
immer mehr abflachen.
Wir wollen nunmehr eine inter-
essante Aufgabe verfolgen. Wir

betrachten die Briggischen Loga-
rithmen unter Kenntnisnahme von

Fig. 71.

§ 5. Nehmen wir y =log x, so ist 10 =x undd—}—' = 10¥ In 10.

dx d y 1 . 1
ﬁ xIn 10. Daraus folgt wie in § 10 =Inio’ Fiir ST
hatten wir bereits in § 5 gefunden: m =—1—=O,43429. Wir

In 10
wollen nun mit Hilfe der Logarithmentafeln verfolgen, wie der Uber-
gang des Differenzenquotienten in den Differentialquotienten erfolgt. Wir
entnehmen der Logarithmentafel: Fiir x = 500, ist log x = 2,69897.
Bezeichnen wir die Werte:

550 540 530 520 510 501
mit x4+ 4x x4+ Ihx x+ Lx x+4x x+ 4x x4+ 4x
die zugehdrigen Werte von y mit

Y+4y Y+4y Y+Ly . . . . oo,
o erhalten wir z. B.
y + 4,y = 2,74036 als Logarithmus von 550

und y =2,69897 ,, ” » 500.

Es ist also 4,y =0,04139 fiir A, x = 50.

Genau so werden Ay, 4y .... fir £,x=140, £;,x=30 ....
berechnet.

Wir erhalten:

041
4,y = 004139 1Y . 0:04139
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A,y = 0,03342 ‘Z:—i - O’OZ(?;‘E = 0,00083
Ay = 0,02531 % - O’Og?l = 0,00084
A,y = 0,01703 jii — 0'0;303 = 0,00085
A,y = 0,00860 % = 0’0(1)?)60 = 0,00086
A gy = 0,00087 gi—i = %01@ — 0,00087.

Den wahren Wert des Differentialquotienten, ebenfalls berechnet
auf 5 Stellen, finden wir nach der Formel:

dy 043429 043429
dx~ x 500
Diesem wirklichen Werte strebt unser Differenzenquotient immer

mehr zu; fiir #/x=—1 unterscheidet sich der Differenzenquotient

bereits um weniger als Tg—ﬁ vom Differentialquotienten.
Man berechne dieselben GroBen fiir

x =800, x + 4, x =890 . . 870, 850, 830, 810, 805, 801.

= 0,00087.

. dy  0,43429
Es wird —a—x— = 806_ == 0,00054-
Zu § 23.

Fliche einer Ellipse und eines Sektors der gleich-
seitigen Hyperbel.

Aufgabe 182. Gesucht die 4
Fléche eines Ellipsen - Quadranten.

Die Halbachsen der Ellipse
seien a und b. Man vergleiche § 3 %/
Seite 13. Der Punkt P der Ellipse
habe die Koordinaten x und y. Ay,
Einer der unendlich vielen Streifen, J Z X
in die man sich wie immer die
Flache zerlegt denkt, hat den In- Fig. 72.
halt ydx.

Kohlrausch, 9
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Die Gleichung der Ellipse ist:
x2  y?

Demnach ist:

Die gesuchte Fléche S ist:

_/ydx——/ ]/ —-———dx

Fir x konnen wir, wie aus Fig. 72 folgt, setzen:
X = asin ¢, demnach dx=acos@pdg.

Es wird:
S = bfl/l—:ssin2g;za.cosgadg()_-:a,b./cos2 pdg.
Durch Eintritt der Winkelfunktion miissen die - Grenzen sich
geiindert haben. x sollte sich éindern von 0 bis a. Fir x =asin ¢

. - . . . X
tritt als Veréinderliche ein: sin ¢ = -

Setzen wir x =0, so wird singp =20, also ¢ =0 und fiir

x = a, wird sinq):%:l, also q>=%.

Die Grenzen fiir ¢ sind demnach 0 und %

T 4
2 2
S:ab/cos2q>dq)=ab/—1—ic;—s—2—(£dq>
] h
T T
2 2
S = ab d(p—}—cos2(pd<p——b— ¢+sm22q;.
o 0

S =% (% -+ sn;n: —0— O>. Esistsin 7z = sin 1809=0.

S =ab. % (Vergl. Trigonometrische Formeln).
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Wir erhalten also fiir die Ellipsenfliche, welche das vierfache der
berechneten Fliche ist: E=a.b.zm.

Aufgabe 183. Ge-
sucht der Flicheninhalt y
des Sektors OA A’ einer
gleichseitigen Hyperbel,
deren Halbachse OC =1
sein soll.

Die Gleichung einer
gleichseitigen Hyperbel
lautet: x2 — y2 =1
(a? = 1 gesetzt). Zur Ver-
einfachung der Rechnung
ersetze man die recht-
winkligen ~Koordinaten
durch Polarkoordinaten
(s. Anhang S. 120). Die
Koordinaten der Punkte Fig. 78.

A und A’ seien r und

o, bezw. r und — @. Dann wird y=r.sing und x=r. cos @;

ferner geht die Gleichung der gleichseitigen Hyperbel diber in:
1

cos 2

4y

12 (cos? @ — sin? ¢) = 1 oder r? =

vergl. Trigonometrische Formeln.

Zur Berechnung der Fliche
OAA’'=g¢, wo ¢ die schraffierte y
Fliche der Fig. 73 bedeutet, d. h.
¢ = 20, untersuche man, wie der
Inhalt einer beliebigen von einer
Kurve und den zugehérigen Polar-
koordinaten begrenzten Fliche zu
berechnen ist (Fig. 74).

A A, sei eine beliebige Kurve;
A, habe die Koordinaten r;, §; A
r,. LiéBt man @ um dg wachsen, Fig. T4,
so wichst r um dr; der Inhalt des
unendlich kleinen Dreiecks OB A ist nach dem Sinussatz:

—-21—r(r —+dr).sin(de). Bildet man die Summe simtlicher unend-

9*
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lich kleinen Dreiecke innerhalb der Grenzen o = g bis @ = «, so
erhilt man durch diese Integration den Inhalt des Flichenstiicks
OAA =g

Danach ist:
a=«a

9= —r(r+d ). sm(da) da (I
o=
Da da unendlich klein ist, kann man den Sinus de gleich
dem Bogen setzen, also o d((olza) =1.
Somit ist:
a 24

¢=% r(r—}—dr)da=% (?.dgtr.dr.da).

Im Klammerausdruck soll zu einer unendlich kleinen GréBe 1. Ord-
nung eine solche 2. Ordnung addiert werden; letztere kann daher

vernachléssigt werden. Also ist:
o

gp:%/rz.da R €554

8
Wendet man diese Bezichung auf den vorliegenden Fall an,
so haben wir zur Berechnung des Sektors O A A’ der gleichseitigen
Hyperbel zu bilden:
=4

q)_—~/r2 da —/r2 dea,

==
denn statt die Fliche von — ¢ bis +a zu nehmen, kann man sie
zweimal von O bis ¢ rechnen.
Da nach der Polarkoordinatengleichung der Hyperbel

—/cos2a' N 6 A
Nun ist

cos 2 ¢ ==sin (%—}— 2a) = 2 sin (%—l—a) . COS (—74%—}— a);

vergl. Trigonometr. Formeln Nr, 26. Also ist:

2
réf = —
cos2¢’
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@

. da
(i) (e
. si Z—{—a . COS Z-{-a
0
Dividiert man Z&hler und Nenner mit cos? (%—{— a), o ist:
b4
@ do « d(Z‘”‘)
5 (o)
cos <4+a)_1 cos 4-|—a
sin (ZZ——{— a) 2 tg (%4— a)
0 cos(%—[—-a) 0

;L darf zugefiigt werden, da der Differentialquotient einer Kon-

stanten = Q ist.

[l (i)
G v o R G b v
0
Danach ist:
9’=% lntg(%—l—a) A A ')

Nach Einsetzung der Grenzen erhilt man:
o (o) (5 9]

Es ist tg%=45°=1 und In1 =0, also wird:

1 T
¢_-§lntg (—4——}—a> e e . . . (VD
Nach der trigonometrischen Formel Nr. 10 ist
14tga
0 —
tg (45° 4 o) = I —tea’
Setzt man dies in Gleichung VI ein, und beriicksichtigt, da8
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tga=%, wie aus Fig. 73 hervorgeht, so erhilt man

J
—lln1+x 1, x4y
=3 y 2 x—y

Erweitert man Zihler und Nenner mit x -}y, so wird der
Nenner x2 —y2 d. h. == 1. Daraus folgt:

= %ln (x 4 y)? oder
g=Ihx+y . . . . . . . (VI)

Will man hieraus noch x bezw. y als Funktion von ¢ be-
rechnen, so setzt man: x | y = e?,

Zu § 25.

Schwerpunkt einer Halbkugel und eines Rotations-
paraboloids.

Aufgabe 184. Bei der Berechnung des Schwerpunktes von
Korpern haben wir statische Momente auf Ebenen zu beziehen.

Das statische Moment eines Korpers ist das Produkt aus
Volumen des Korpers und Abstand seines Schwerpunktes von
der Ebene.

Das Volumen der Halbkugel ist nach Aufgabe 176 = gnrs.

Wir denken uns die Halbkugel
in viele Scheiben zerlegt. Die schraf-
fierte Scheibe (Fig. 75) habe den Ra-
dius x, den Abstand y von der Ebene
E und die Dicke dy.

| Der Inhalt der Scheibe ist dann
Fig. 5. nwx?.dy, und der Momentensatz gibt
dann:

D

(2220772222222
f

T
%n’ﬂ.q:/nx?dy.y.
o

Es ist: x?=r?—y?
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und — dies eingesetzt — wird:
T r
2 r?y? y4} Tt
L s — 2 __y)y.dy — _J\_7r
3.1 n/(r yiy.dy n{z 1 T
o o
Y
Wir erhalten: n= g—r.
Aufgabe 185. Man berechne ge- ——
nau wie vorher den Schwerpunktsab- 2
stand des Rotationsparaboloids der
Fig. 76, P ],
Der Inhalt ist aus § 24 8. 110 v
bekannt. Man findet: ’ 7
2
n= 3 h. X
Fig. 76.
Zu § 26.

Trigheits-und Widerstandsmoment von ]- und I-Eisen,
sowie von Kreis und Halbkreis.

Aufgabe 186. Triigheits- und Widerstandsmoment eines Winkel-
und eines 1- Eisens von gegebener GroBe zu bestimmen.

Aus Fig. 77 folgt:

| &
3
=
=2
K

2 2 2

3 3

Js=fy2ady— y2bdy=a —);,——bl—
h b, _1 _h

-5 -3 3 2

ah3—Dbh,?
Js = 12
a=14cm

b=11,5¢cm Js =16526 cm*

h, = 25,0 cm W =1102 cm?

h = 30,0 cm.

By
l5
—— e /5] c— o
%, Y3
‘ )
le—q —>
Fig. 77.
} Resultat.
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777~ Aus Fig. 78 folgt:
7 2 ; h hy
;/’ 2 2
N
il Jy= [ylady—2 [y*_—dy
%
? h h,
g 5k ~
6 Resultat: J = 6300 cm* W = 485 cm3.

Fig. 18.

Trigheits- und Widerstandsmoment eines T-Eisens bezogen auf
die Schwerlinie. Nach Fig. 79 ist:

Js=Jg— JIg; + JIs,.
e, bedeutet den Abstand des Schwer-

"~ punktes von der X - Achse, und ist nach

§ 25 zu berechnen; daraus ergeben sich
dann e, und h.

R

a==15cm
b= 13,5 cm
d=2,0cm
H = 20,0 cm.
Resultat: J = 2159 em?.
w2189
€

Aufgabe 187. Triigheits- und Widerstandsmoment des Kreises
und Halbkreises zu bestimmen,

r
Js=/[y?zdy Y=rsing
. dy=rcosgpdg
d 2=2rcos @
| |

'

7
2
— [ 12 gin®
% p J—/“r sinf@p2rcosgpreosgpdg
T2
+5
J=2r4fsin2¢pcoszq>dtp
T

Fig. 80. ]
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T
Formeln: 2sin22
1. sin2¢=2singcos ¢ J=4r4/m§2c052q)dgo
. . sin 2 ¢ 0 4
qu)_Zcosq) g
. 8iID°2¢ J=rt/sin22¢d
sin (p-4cos2q)' 6/- pdgp
1 2 3
2. sin2(p=————céos—2 i 2
.y 1—cosdgp ng/(l——cos4q))dq>
sin®2 ¢ —=—F5—"— 0
2 x x
2 P
3 bp=Lsina rt
. cosdg=sindg. J=_2_ dg— [cosdgdg
0 0
T T
2 2
rt 1.
J-——2— (p—z- sind ¢
0 0
r*(n 1. e, .
J—E(g—zsm%t). Es ist sin 2t = 0.
—t T 4
J=r 7 d 61 0,0491 d
kid
4 T T
4 3 T _ 33 T __ 3,
W=r —=r.g d.32 0,0982 d

Fiir den Halbkreis ist nach Aufgabe 179 die Entfernung des

Schwerpunktes 7 = %%

J
Jo= > — 28
® 7 2 (Rreises) n






Zweiter Teil.

Differentialgleichungen.

§ 1.
Begriff der Differentialgleichungen.

Unter einer Differentialgleichung versteht man zunichst, wie
schon der Name sagt, eine in Gleichungsform ausgedriickte Be-
ziehung zwischen den Differentialen zweier oder mehrerer Verinder-
licher und den letzteren selbst.

Die einfachste Differentialgleichung fiir zwei Verinderliche lautet:

fx)dx+¢@y)dy=0. . . . . . (I

Im allgemeinen treten die Differentialgleichungen in etwas

anderer Form auf, nédmlich:

i+ Lom=0 .. ...

welche offenbar aus I. durch Division mit d x entstanden sind, In
diesem Sinne sind Gleichungen zwischen den Verdinderlichen und
ihren Differentialquotienten ebenfalls Differentialgleichungen.

Vor allem sind in der Theorie der Differentialgleichungen
wesentlich die Begriffe der unabhiingigen und abhingigen Verinder-
lichen, die aus der Differential- und Integralrechnung schon be-
kannt sind.

Eine gewohnliche Funktionsgleichung z. B.

p®+yY =0 . . . . . . I,
in welcher x die unabhiingige Variable ist, gibt in Auflésung nach y:
y=F(®),

wodurch die funktionale Abhéngigkeit der Variablen y von x am
deutlichsten hervortritt.
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Die Aufldsung oder Integration einer Differentialgleichung ge-
schieht in dhnlicher Weise. Man sucht die in der Gleichung auf-
tretenden abhingigen Variablen in ibrer funktionalen Abhingigkeit
von der unabhéingigen Variablen zu ermitteln.

Im allgemeinen geht man zur Erreichung dieses Zieles zunichst
darauf aus, aus den Differentialgleichungen eine gewohnliche Funk-
tionsgleichung zu finden, welche keine Differentialquotienten mehr
enthilt. Man hat insbesondere dafiir zu sorgen, daf die Differential-
gleichung in eine solche Form gebracht wird, daB die Integration
durchgefiihrt werden kann. Die so umgeformte Gleichung heiBt
dann eine Integralgleichung. Die ganze Theorie der Differential-
gleichungen besteht deshalb im wesentlichen in solchen Umformungs-
methoden, die in § 3—5 erldutert werden.

Kniipfen wir z. B. an die Differentialgleichung I an, so kann
sofort integriert werden. Man erhilt:

[t@ax+[epmdy=Cc. . . . . @)
mit Beriicksichtigung der Tatsache, daB die Integration von O eine
beliebige Konstante C ergibt, denn der Differentialquotient einer
Konstante war nach § 9 gleich Null.

Die beiden Integrale in IV sind nach den iiblichen Regeln
der Integralrechnung zu finden.
Haben wir z. B,
sinxdx<4cosydy=0 . . . . . (V)
so findet sich als Integralgleichung

fsinxdx—}-/cosydy:C
oder —cosx +C, }siny 4+ C, =C.

Hieraus wird: —cosx +siny =C— C, —C,=C,
sin y = cos x -+ C,.
Losen wir diese Gleichung nach y, so wird nach § 12 Seite 56:
y=1arcsin[cosx+Cj]. . . . . . (VI

Hiermit ist die gesuchte Abhiingigkeit der Variablen y von x
festgestellt. :

Ebenso wie man bei der Auflésung gewdhnlicher Funktions-
gleichungen oft auf Kunstgriffe angewiesen ist, so gibt es in der
Lehre von den Differentialgleichungen keine allgemeinen Methoden,
nach denen man alle vorkommenden Differentialgleichungen inte-
grieren kdénnte.



§ 2. Einteilung der Differentialgleichungen. 141

§ 2.

Einteilung der Differentialgleichungen.

Um einen gewissen Uberblick zu erhalten, teilt man die Differen-
tialgleichungen in bestimmte Klassen.

Ist zunéichst nur eine unabhingige Variable vorhanden,
so hat man totale Differentialgleichungen, auf deren Behandlung
wir uns hier beschrinken wollen. Sind im Gegensatz hierzu mehrere
unabhéingige Variable vorhanden, so spricht man von partiellen
Differentialgleichungen.

AuBer der einen unabhingigen Variablen ist bei totalen Diffe-
rentialgleichungen mindestens eine abhéingige Variable nebst ihren
Differentialquotienten nach der unabhiéingigen Variablen vorhanden;
dann besteht nur eine Differentialgleichung zwischen den beiden
Variablen.

Sind in der zu behandelnden Aufgabe mehrere abhéingige
Variable vorhanden, so hat man auch mehrere Differentialgleichungen
aufzustellen. Es miissen stets ebenso viele Differentialgleichungen
wie abhéingige Variable vorhanden sein. Man spricht demnach bei
mehreren Variablen von einem System von Gleichungen oder
simultanen Differentialgleichungen.

Wir beschrinken uns auf Gleichungen mit einer abhingigen
Variablen, wie wir auch nur eine unabhiingige Variable zulassen
wollten. Man teilt diese wieder ein nach der Ordnung des
hochsten Differentialquotienten, der in ihnen vorkommt.

Die in § 1 unter II genannte Differentialgleichung:
dy
@+ 90=0

. o d . .
ist demnach von der ersten Ordnung, weil % der erste Differential-

quotient von y nach x ist.
Die Differentialgleichung:

d d2
N+ +eEnTa=0 . . . @

ist von der zweiten Ordnung. Auf die Gestalt der Funktionen f
und ¢ wird bei der Einteilung keine Riicksicht genommen.

Ist jeder Differentialquotient nur mit einer Funktion von
X, y oder beider multipliziert, dann heifit die Differentialgleichung
linear oder vom ersten Grade. Kommen aber Produkte oder
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Potenzen der Differentialquotienten vor, dann wird die Differential-
gleichung von héherem Grade.

Es ist z. B. die Differentialgleichung:
f, dy)® -+ @y
f0+6E (1) +omNga=0. . . D

d2

Y und vom zweiten Grade wegen

von zweiter Ordnung wegen I

d X )

quotienten multipliziert sind, nennt man die Koeffizienten der Diffe-
rentialgleichung,

§3—§5.

Methoden eur Losung von linearen Differentialgleichungen
1. Ordnrung.

§ 3.

Methode der Trennung der Variablen.

In der Differentialgleichung f(x)dx 4 f(y)dy =0 (§ 1. L) er-
iibrigt sich die Trennung der Variablen.

Bei einer Differentialgleichung der Form:

oMdx+i@dy=0 . . . .. @
trennt man die Variablen in einfacher Weise, indem man setzt:

f®+¢m D

Nun kann man wieder integrieren. Ist z. B. f(x)=x und
¢ (y) = a, so wird:

EE_I_EZ:o. N 11

oder: dx+ /dy_C

X

Diese Integrale geben die Losung:
Inx - —Z— =0C.

Hieraus wird: y=a(C—Inx).
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Beispiele:
a3 {hy—o ady=—by.d
s g y= y= y.ax

d~)—’ -——P—.dx

y a
Durch Integration erhidlt man:

lny-_——kx—{—C

a
b b b
——x+40C C —— — —X
und y=e " =e.e “szle 2
2. b. dy =dx oder y dx
—ecy b

a ==
/—— —~/dx oder _l/d______(a——cz)_:_l_/dx
a—ecy c a—cy b

Die Losung des Integrals gibt:
1 b.¢
——c—ln (a——cy)—F—{—C.
Also wird:

e c
——x-C —3 X

b
a—cy=e =C,.e

1 —§* a C, —i*
——la— LI " R SUPA
y=-—\2 Cie =3 1 Pt .
C

Tl = C, gesetzt, wird

§ 4.
Methode der Substifution.

Oft lassen sich lineare Differentialgleichungen erster Ordnung
in die Form bringen:
ix=* (1)
——-__fx.......(I)

dx
Man nennt eine solche Differentialgleichung eine homogene.

Wir substituieren % = t, wo t eine neue unabhingige Variable ist.
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Wir schreiben y = x t und erhalten durch Differentiation :

dy=xdt-tdx. . . . . . . (1D
Setzen wir dies in I ein, so wird:
xdt+tdxzf(t)
oder: dt. —+t_f) B 11
In andere Form gebracht:
dx dt

ERREU R - ()
Durch Integration erhilt man:

lnx:/f(t)—t; |

Ist z. B.: f<—> ~5» S0 wird:
y X

dt _dt

Hieraus durch Partialbruchzerlegung

lnx=/ ta—l) T dt+0
Die Losung des Integrals gibt:

mx=In(t—1) —lntfC=1n ¢ =1 1)+0

Setzt man C=1n C’, so wird:
Inx — In (Cf.t_t 1).

Man erhilt x=0. 0
Setzt man den Wert von t__—y—, so findet man
x=0. T "%
y
C'x

und hieraus:

womit die Integration der Differentialgleichung I geleistet ist.
Eine verwickeltere Differentialgleichung 1. Ordnung ist folgende:

P+ y+e@=0 . . . . ()
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Sie wird ebenfalls durch Substitution gelost. Man setzt:
y=u.v, . . A )}
wo u und v unbekannte Funktionen von x bedeuten

Die Differentiation von Glelchung 2 nach x ergibt:
dy du
Tidx+dx""'°(3)
Setzen wir dies in Gleichung 1 ein, so erhéilt man:

f(x)( Erv ) +t@.n. v+«p(x)—o @
oder: [ +f(x) u]v—{—f (x)u +q>(x )=0 . (4)

Man bestlmmt nun u in der Weise, daB
du
fl(x).a—;—}—f(x)u—o « o e+ e s s (5)

wird, d. h. man integriert die Differentialgleichung und berechnet u
als Funktion von x.
Die Trennung der Variablen in 5 gibt:

du_ f(x)
u _ — m dx. . . . . . . (6)
Die Integration liefert:
f (x)
Inu=InC — (7
f(x )
Hierin ist C = In C’ gesetzt. Man schreibt:
lnu—lnC’:lng’—
_[I® x
und erhilt: u=Ce "™ L. @8

Aus Gleichung 8 ist u als Funktion von x bekannt, und man
kann den zweiten Teil der Gleichung 4, der eine Differential-
gleichung zwischen v und x darstellt, integrieren.

Dieser zweite Teil lautet:

dv
HE@up+e@=0 . . . . . ()
Die Trennung der Variablen ergibt:
dy=—_2® ax . ... (0

oder nach Integration:
Kohlrausch. 10
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—-/u‘{jl(z)dx-'rol. )

Setzt man die aus Gleichung 8 und 11 gefundenen Werte
ein, so ist auch y=1u.v als Funktion von x berechenbar und die
Losung der Differentialgleichung 1 somit gefunden.

§ 5.

Der ,,Integrierende Faktor¢.

Die lineare Differentialgleichung:
fxy)dxteoxydy=0. . . . . (I
wird folgendermaBen behandelt. Ihr Integral kann, wie es auch
lauten moge, offenbar in der Form geschrieben werden:

Fy=¢C . . . . . . . D
Differentiiert man diese Gleichung, so wird:
3F8(:’Y)d +8F(X’ y=dC=o0. . . (I

Vergleichen wir I und III, so ist F(x,y) das Integral von
I, wenn f(x,y) den ersten partiellen Differentialquotienten von
F (%, y) nach x und ¢ (%, y) den ersten partiellen Differentialquotienten
von F (x,y) nach y bedeutet. Dies letatere ist aber dann der Fall,

(da ja
®?F ”2F

9xdy 0dyox
ist), wenn die Beziehung besteht:
0fxy) _09&y)
3y 9% B 4%
Diese Gleichung ist die sogenannte Integrabilititshedingung
fir I. Lautet Gleichung I z. B.

(2ax-+4by)dx 4 (bx+42cy)dy=0,

3(2ax-|—by) dbx+2cy) —b
- 9y 0x -
Die Integrabilititsbedingung IV ist somit erfiillt, und die In-
tegration der Gleichung I gestaltet sich wie folgt.
Wir definieren eine Funktion ¢ als ff(x, y)dx, wo die In-
tegration nur nach x auszufiihren ist, so da8

80 ist:
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%% =fxyist. . . . . . . (V)
Wir wihlen eine weitere Funktion ) in der Weise, daB
By
= By +Y, .. .. ... (V)
wo Y eine unbekannte Funktion ist, welche nur y enthélt. Dann ist:
by _ Py -
5x —9xdy )

Wir bilden aus Gleichung V
72y  9f(xy)

9x.9y 9y

Aus Gleichung VII wird daher:
0y __ 0f(x%y)
ax 9y

Nun ist nach der Bedingungsgleichung IV
9t(xy) _9pxy)

dy ~—  0x
und wir erhalten: ox = LA y)‘

0x ax
Daraus folgt: 1=9 XYy

Setzt man diesen Wert von y ein, so wird nach VI:

)
x=¢(x,y)=7‘ff— + Y.
Hieraus berechnet sich die unbekannte Funktion Y zu:

Y—__——q;(x,y)—-%%{i, worin tp=ff(x,y)dx ist.

Bilden wir jetzt nach I und II die Funktion
2f(x,y)d
F(x,y)=/f(x,y)dx+f[q>(x,y)_./_gxa_yz)_j] ay,

so findet sich durch Differentiation:

oF
3—x=f(X17)
oF
ﬂ_—“}’(x’)’)-

Hieraus ergibt sich aber, daf F(x,y) das gesuchte Integral
10*
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der Differentialgleichung I ist unter der Voraussetzung, daB die
Integrabilititsbedingung erfiillt ist.

Wenn letzteres nicht der Fall ist, so muB man den sogenannten
»Integrierenden Faktor“ aufsuchen. Dieser miilte jedoch mit Hilfe
einer partiellen Differentialgleichung bestimmt werden, mit denen
wir uns hier nicht befassen wollen.

§ 6.

Stromkreis mit Widerstand und Selbstinduktion als technisches
Beispiel einer linearen Differentialgleichung erster Ordnung.

In einem Stromkreise, dessen Widerstand durch eine Spule
dargestellt wird, erreicht beim StromschluB der Strom nicht sogleich
seine volle Stirke, die ibm nach dem Ohmschen Gesetz unter Be-
riicksichtigung des Ohmschen Widerstandes dieser Spule zukommen
miifite. Diese Erscheinung wird dasurch hervorgerufen, daf} zunichst
ein Teil der Stromenergie zur Erzeugung eines magnetischen Feldes
in der Spule verbraucht wird.

Die Windungen der Spule beeinflussen sich gegenseitig nach
dem Induktionsgesetz und erzeugen so eine elektromotorische Gegen-
kraft, fir die die Formel gilt:

E=—n%.10—3Volt N ()
Hierin bedeutet n die Zahl der Spulenwindungen und @ die Zahl
der in der Spule erzeugten Kraftlinien.

Fiir diese gilt weiter die Gleichung
4mn
D= o R (18]

worin w den magnetischen Widerstand des magnetischen Kreises
darstellt. Aus I und II ergibt sich:
4n? dJ
E=— T
w dt

nennt man den Koeffizienten der Selbstinduktion und schreibt

4 tn?

ihn abgekiirzt L. Es ist also:
aJ

E=—Lzt . . . . . .. W

Die elektromotorische Gegenkraft der Selbstinduktion wirkt der
an einen elektrischen Kreis angelegten elektromotorischen Kraft
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entgegen. In einem Stromkreise mit dem Widerstande R und der

Selbstinduktion L zeigt sich daher das Ohmsche Gesetz (J =g)

in folgender Fassung:

E—rdJ "
J = dt oder IEL =
R i
Fig. 81.
Lg;—r—{—JR—E:O. N (A%

Dies ist die Differentialgleichung eines Stromkreises
mit Widerstandund Selbstinduktion, in derJ und t variabel
gind. Zur Vereinfachung der Losung fithren wir in Gleichung I'V an Stelle

von JR—E ecine neue Variable x ein. Da ferner dx_dJR—B)

dt dt
=R %% ist, konnen wir Gleichung IV, wie folgt, schreiben:
L dx
ﬁ . a—; + x=0
oder, indem man die Gleichung durch x dividiert,
.Ii.d X _ dt
Rx

Die Integration ergibt:
L
ﬁlnx=——t+02 und

R R R
lnx=—it—{— ECg =—ft+01.
Es folgt dann, daB
—%t-q-c, —%t
XxX—=e¢ =6 .e¥ oder,
da e wieder eine Konstante ist,
_R,
x=Ce

Wir fiihren nunmehr fiir x seinen Wert JR —E ein und

erhalten
R

-t

JR—E=Ce® .. .... (M

Die Konstante C bestimmen wir aus der Anfangsbedingung. Fiir

t=20, ist auch J=0. Dies in Gleich. V eingesetzt, erhilt man:
—E=C.e"=C.
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Fiir C diesen Wert in V eingesetzt, wird

R
JR—E=—Ee ¥ oder
R
J=g(1_e‘it) VD
R

Der Ausdruck 1 — e_it ist ein Zahlenfaktor und muBl daher

R
s . . . . " . w -7t
dimensionslos sein. Dieses trifft fiir die GréBe e L aber nur zu,

L .. _. . . .
wenn — die Dimension einer Zeit hat.

R
L
[R_] =Ltk
Man nennt Ii die Zeitkonstante des betrachteten Stromkreises.

R

Die Gleichung VI kann noch in der Weise umgeformt werden,

da man an Stelle von % die GroBe J, einfithrt. J, bezeichnet

.dabei den Maximalwert

J des Stromes, der erreicht
‘fo wird nach vollstandiger
’ Ausbildung des magne-
@ tischen Feldes in der
%6 Spule, nachdem also die
o4 elektromotorische Gegen-
9z kraft der Selbstinduktion
5 -+ 5 5 £z Yerschvs:unden ist, und

Fig. 2. im Kreise nur noch der

Ohmsche  Widerstand
wirkt. Im Gegensatz zu dem stationiren Werte des Stromes J
nennt man J den Momentanwert des Stromes zur Zeit t.
Es ist also:
:]; =1— e_%t.
Jo

R
In Fig. 82 ist die Kurve Jizl —e L' als Funktion von
0

R
Tt dargestellt.
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Die Kurve ist zur einfachen Losung der folgenden Aufgabe
erforderlich.

Aufgabe: Ein automatischer Sender (Wheatstonesender) schickt
durch eine Leitung iiber einen Morseapparat Stromsté8e. Der
Widerstand des Farbschreibers betriigt 550 Ohm, seine Selbstinduk-
tion 8 Henry und der Widerstand der Leitung 950 Ohm., Zum
Stromgeben wird eine Batterie von 24 Volt benutzt. Wieviel Zeichen
diirfen in der Sekunde gegeben werden, wenn der Morseapparat
noch sicher auf 10.10—% Ampere anspricht.

Der Hochstwert, den der Strom in der Leitung erreichen kann,

betrigt:
E 24

R~ 5501950
Die Stromstirke, die mindestens erforderlich ist, um den Farb-
schreiber zu betétigen, betrigt laut Aufgabe:

J=10.10 —3 Ampere,

Jdo= =16.10—2 Ampere,

Dann ist:
J
— = 0,625.
T, 0,6
Zu diesem Wert von% gehort, wie sich aus der vorstehenden
0
Kurve ergibt, ein Wert fiir
R
i t=20,9.
Daraus folgt:
L 0,9.8
t—-0,9 .R—— 550 m—0,00480 sec

Dieses t gibt die Mindestdauer eines StromstoBes an. Wird
schneller gegeben, so reicht die Zeit nicht aus, um J gegeniiber
der Gegen-E. M. K. der Selbstinduktion auf 10.10—2 Ampere
zu bringen,

Jedem Stromsto soll zum Zwecke der Zeichengebung ein
gleich langer Zeitraum der Ruhe folgen, ehe der nichste Stromstof
einsetzen darf. Hieraus folgt fiir die Zahl der Stromst68e in einer
Sekunde :

1 1

2t 2.0,00480 104 ..

n=
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§ 7.
Verschiedene Formen der Integrale von Differential-
gleichungen erster Ordnung.

Die bisher behandelten Integrale von Differentialgleichungen
erster Ordnung weisen simtlich eine willkiirliche Konstante C auf.
Man nennt diese Integrale die allgem einen Integrale der Differen-
tialgleichungen. Erteilt man jedoch der willkiirlichen Konstanten C
einen bestimmten Wert, so erhdlt man ein partikuléres Integral;
z. B. geht das allgemeine Integral der Differentialgleichung in
§ 3 Seite 142:

y=a(C—Inx) fir C= :—: iiber in das partikulire:

y=1——a.lnx=lne—lnx‘=ln;—a.
Hieraus folgt: x® ev=2¢, d. h. eine Losung, die mit der in
allgemeiner Form keine groBe Ahnlichkeit mehr zeigt.
Man kann ferner das allgemeine Integral einer Differential-
gleichung erster Ordnung immer in die Form bringen:
fx,7,00=0 . . . . . ..
Stellt man jetzt die Frage: Ist es moglich, C nlcht als konstante,
sondern als verinderliche GroBe und zwar als Funktion von x,y
zu betrachten und so zu bestimmen, da8 die Gleichung I trotzdem
erfiillt bleibt? Allerdings liegt eine solche Wahl des C im Bereiche
der Moglichkeit.
Wir brauchen die Gleichung nur partiell zu differentiieren (vergl.
§ 15, I. Teil).
Man erhilt:
ot 9fdcC , 0f9C
52 4+ 505w 0 5y 4+ gy 47 =0
oder:
dfdy Cdy
3x+3y dx+30 [8x+dxdx
Vermége der Gleichung 7 auf S. 84:
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die immer besteht, wird
dfdy
8 X _I_ 0y dx
Es bleibt also nur noch die Bedingung:
of 9C dy
aC [8 X +5 oy d x]
iibrig. Die eine Bedmgung fiir Gleichung II
9C d dy _
d x + oy dx
sagt nichts Neues, sie wird erfiillt, wenn § C =0, also C konstant
ist. Dies wollen wir aber gerade vermeiden, weil wir sonst wieder

=0.

(II)

das allgemeine Integral erhalten. Die zweite Bedingung %—%=O

muB somit unsere zu Gleichung I gestellte Frage 16sen, daB nimlich
C verinderlich gewiihlt werden soll. Lost man die Gleichung

of

— 0 nach C auf und setzt den fiir C erhaltenen Wert in

8C
Gleichung I ein, so erhiilt man eine Funktion zwischen x und y
allein, also pxE,y)=0. . .. ..o I

Diese Gleichung enthalt keme willkiirliche Konstante mehr. Sie
geniigt den Anforderungen der Differentialgleichung I und liefert
doch kein partikulires Integral. Man nennt ein solches Integral
ein singuléres.

§ 8 — § 13.
Lineare Differentialgleichungen 2. Ordnung.

§ 8.
Methode der Hilfsgleichung oder Variation der Konstanten.

Die bereits am Ende von § 7 angedeutete Methode, die Kon-
stante als verinderlich zu betrachten, fithrt zur Aufstellung einer
Hilfsgleichung. Durch Losung solcher Hilfsgleichungen 1i8t sich
die Methode fiir die linearen Differentialgleichungen der ver-
schiedensten Ordnung erfolgreich verwenden. Die Methode soll all-
gemein im folgenden abgeleitet werden. Weitere Methoden eriibrigen
sich, da den geldsten Differentialgleichungen der §§ 9 — 13 ein aus-
fithrlicher Text beigegeben ist. Gegeben sei eine lineare Differen-
tialgleichung von der Form:
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P.:—%+Q.y.=3. I ()

worin P, Q und R Funktionen von x bedeuten, die wir nur der
Ubersicht halber nicht mehr wie bisher f (x), f; (x)... schreiben; es
kénnen P, Q und R nédmlich auch Konstante sein.

Die rechte Seite ,,R“ wollen wir das absolute Glied nennen,
weil es frei von der abhingigen Variablen und deren Differential-
quotienten ist.

Setzen wir die rechte Seite gleich Null, so wird

P.%—}—Q,.yzo R 11

Diese Gleichung nennt man die Hilfsgleichung. Sie ist bei
der Integration linearer Differentialgleichungen zuerst zu l6sen. Man
schlieBt aus ihr dann auf die Losung der Gleichung I, d. h. mit
absolutem Gliede.

Die Trennung der Variablen gibt:
dy _ Q

y
Hieraus durch Integration:

lny=—/%dx=F(x)+C,

denn P und Q bedeuten ja nur Funktionen von x. Die Lisung gibt:
y= eF@)+C—¢gC oF® — Cl eF(x)’

denn e€ ist ebenfalls eine Konstante.

Setzen wir diesen Wert von y bezw. den von % in die Hilfs-
gleichung ein, so erhalten wir eine identische Gleichung 0 = 0, vor-
ausgesetzt, daB C, konstant ist. Hieraus folgt, daB dies unmdglich
die Losung der vorgelegten Differentialgleichung I sein kann, denn
diese soll nach Einsetzung der Werte nicht O, sondern das absolute
Glied R ergeben. Wenn wir aber C, oder einfach C nicht als kon-
stant auffassen, sondern als veriinderlich und zwar als Funktion von x,
so kann man C so bestimmen, daB die Losung unsere Differential-
gleichung I befriedigt.

y=C. eF@
war die Losung der Hilfsgleichung. Es ist:
dy_Cd(eF(‘))
dx~ ~ dx
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Setzen wir diese Werte in Gleichung I ein, so wird:

x)
p.cd 1 q.c.er0—0

d (eF(X)) + Q, F(x)] — 0.

Da C konstant ist, muB der Klammerausdruck [ ] = 0 sein,

Wir wihlen jetzt in der Hilfsgleichung y = C.eF® den Wert
C als Funktion von x, dann wird:

dy d(eF®@) re 4C
dx C dx e, dx’

Unter Einsetzung dieser Werte wird Gleichung I:

oder C [

(=)
P(Cd(e )+ F(x)do>+Q C.eF®=R . . (I
oder: o.[ d(e )1 Qe F(x)]-]—PeF(x) -(;—C—R . .avy
Der Klammerausdruck [ ] ist wie oben bewiesen =0, also muB

dc
eF®, ——
dexR......(V)
sein, d. h. wir haben C so zu wihlen, daB diese Differentialglei-
chung erfiillt ist. Es ist:
R dx
dC = —F . _F—(;S
und C= / R dn‘i)'}‘
Das Integral sei 9 (x), dann ist C = 1 (x) 4+ C, und die Lisung
der Differentialgleichung ist:
Y=@E+CY.eF& . . . . . (VD)
Die Methode, daf man die willkiirliche Konstante der Hilfs-
gleichung variabel macht, nennt man die Methode der Varia-
tion der Konstanten.

Die eben angestellte Betrachtung sei an folgendem einfachen
Beispiel erldutert:

Hierin sind P und Q konstant, d. h, =1 bezw. =2 und R hat
die einfachste Form einer Funktion, némlich x.
Die Hilfsgleichung ist:
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gi —2y=0, also dTy__2dx
Durch Integration folgt:
Iny=2x+4C.
Also wird: = y=e2x+C=C.e2%,

Dies ist die Losung der Hilfsgleichung, worin C noch eine
willkiirliche Konstante bedeutet. Wir wiblen nun C als Funktion
von x und zwar so, daB y = C.e2* die Losung der vorgelegten
Gleichung, d. h. daB durch Einsetzen nicht 0, sondern x heraus-
kommt.

Wir erhalten %’L_ C. 2e2x+e2xdg
Setzen wir die Werte ein, so erhilt man:
dC

2x 2x T 2x — x,
C.2e2x ¢ ix 2Ce X
Also: e2x(£=x und dC =xe—2x dx.
dx
Somit wird: C=[x.e—2xdx.

Das Integral wird nach der Methode der teilweisen Integration
(Teil T § 21) gelost: :
fu.dv=u.v—_/v.du,

worin x=1u und e—2xdx =dv ist.
Man findet:

e—2x e—-—2x e—2x
C=x _ dx——— e-2x+— +C,

c——e-zx( 4 )-}-01
Demnach ist die Losung der Differentialgleichung

dy
i 2y=x
—otx|_g—2x (X 1 ]
y=em|—o-ux (21 1) 1 g
oder y=01.e2x—(—}2{—+%).
Der Unterschied dieser Losung gegen die Hilfsgleichung besteht
darin, daB der Faktor — (%—[—%), d. h. eine ganze Funktion

von x hinzugetreten ist. Dies hétte man voraussehen kénnen.
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Wir miiten in die Differentialgleichung einen solchen Wert
der Losung der Hilfsgleichung einsetzen, da wir nicht 0, sondern
eine ganze Funktion ersten Grades von x erhalten. Das ist der
Fall, wenn wir dem Werte von y eine ganze Funktion von x zu-
fiigen, also y=0C.e2* 4 ax -} @ schreiben. Setzen wir diesen

Wert ein, so erhilt die linke Seite der Gleichung fiir g—i den Zu-

wachs dﬁ%—j;ﬂ—) d. h. @, und fiir —2y den Zuwachs: —2gx—28.

Der Gesamtzuwachs betrigt ¢ — 2ax — 28 und dies muf = x
sein. Wir bestimmen die Koeffizienten ¢ und g.
Die Koeffizienten gleich hoher Potenzen miissen iibereinstimmen,
es wird:
’ 1
—2a¢=1, d. h ¢=— und ¢ —1x —28=x

oder a=28; ﬁ:——l.

Also ist die Losung
y=C.e2x+ax+ﬂ—_—C.e2x_%—%.
Die Art dieser Losung gilt allgemein, sobald das absolute Glied
eine ganze Funktion von x ist. Wir brauchen nur der Losung der
Hilfsgleichung eine ganze Funktion desselben Grades zuzufiigen,
von der das absolute Glied ist, und die Koeffizienten zu bestimmen.

'S

§ 9.
Differentialgleichung der elastischen Linie.

Unter einer elastischen Linie versteht man die Gleichgewichts-
figur, die die neutrale Faser eines vollkommen elastischen Stabes
(fir den das Hookesche Gesetz gelten soll) unter Wirkung eines
Biegungsmomentes annimmt.

Es sei AB die neutrale Faser des Stabes, in der Spannungen
nicht” auftreten, und deren Lage vorliufig unbestimmt bleibt. Die
oberhalb liegenden Fasern werden, wie Fig. 83 erkennen laBt, ge-
dehnt, die anderen zusammengedriickt.

Das Stabelement dx sei vor der Beanspruchung des Stabes durch
die Last P von zwei parallelen Ebenen CC und C,C; begrenzt,
Infolge der durch die Biegung auftretenden Deformation des Stabes,
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bei der die weiter von der neutralen Faser entfernt liegenden Schichten
stirker (und zwar proportional ihrem Abstand von dieser) bean-
sprucht werden, als die niiher gelegenen Schichten, wird nunmehr
das Stabelement d x von zwei Ebenen begrenzt sein, die einen Winkel

d;o.

Fig. 83. Fig. 84,

dg miteinander einschlieBen (vergl. Fig. 84). In einer Faser im
Abstande 7 von der neutralen Faser herrsche die Zugspannung ¢.
Nach dem Hookeschen Elastizitiitsgesetz gilt fiir die spezifische
Debnung & die Gleichung
a=%=aa, e e e e e e @
worin E als Konstante den Elastizititsmodul des Materials und o«
den reziproken Wert von E, den Dehnungskoeffizienten, bedeutet.
Das Gesetz besagt also nur, daB die Dehnung proportional der
Spannung erfolgt. Die spezifische Dehnung & bedeutet aber anderer-
seits das Verhiltnis der Verlingerung A zur urspriinglichen Linge 1;
unsere Linge des Flidchenelementes wiirde mit d x anzusetzen sein, also:

A
Aus Gleichung I und II folgt: i— o
g gh dx~ E
odx
l"——-——E,—..-....(III)

Bedeutet nun in Fig. 84 4 die Verlingerung fiir dx und ¢
den Kriimmungsradius der elastischen Linie (vergl. Seite 73), so er-
gibt sich aus der Ahnlichkeit der entsprechenden Dreiecke:
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Aim=dx:go . . . . . . . (AV)
oder 4 aus Gleichung IIT eingesetzt: %:q:dx:g.

Daraus folgt:
g E
?=_ V)
Unter dem Biegungsmoment M; versteht man das Produkt aus
dem Widerstandsmoment des Stabes (vergl. 8. 79 Aufg. 133) und der
Spannung ¢,, die in der #uBersten Faser auftritt. Wir setzen:
Mp=W.q, . . . ... (VD
Nach § 26 S. 117 wurde das Wlderstandsmoment definiert als
das Triigheitsmoment dividiert durch die Entfernung e, der &uBersten
Schicht. Es wird

Mb = J. % oder
€
01 . Mb
“=T . (VII)

Da sich nun, wie bereits eingangs erwéihnt, die Spannungen wie
ihre Abstéinde von derneutralen Faserschicht verhalten (wir beschriinken

die Betrachtung auf das lineare Spannungsverhaltnis), so wird -% = %
1

und damit auch
E_ M e Lo Mo (VIII)

T T ET
d. h. der reziproke Wert des Kriimmungsradius der elastischen Linie
ist gleich dem Biegungsmoment dividiert durch das Produkt aus dem
Elastizititsmodul und dem Triigheitsmoment fiir den betrachteten
Querschnitt. Fir ¢ war nach § 13 S. 74 gefunden

3
dy 2]5
[+ (@) |
d?y
dx?
Die Durchbiegung y ist im allgemeinen eine sehr geringe; entsprechend
2
wird g—xy und noch mehr (g—i) als sehr kleine Gr6@e neben 1 ver-

nachléissigt werden diirfen. Es bleibt ¢ =%

dx?
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Wir erhalten aus VIII nun die endgiiltige Gleichung:
d?y M,

i BT e 1B
die man als die Differentialgleichung der elastischen
Linie zu bezeichnen pflegt.

Aufgabe: Ein Triger aus Schwei3-

/
// eisen von kreisformigem Querschnitt
; 2y (d = 20 em) ist an einem Ende so
' ~—2—>  ecingespannt, daB die freie Linge 1=
! ; ' 200 cm betriigt. Der Triger wird durch
z sein Eigengewicht (G = pl) und durch
l eine am freien Ende angebrachte Last
7 G=pt » P =600kg auf Biegung beansprucht.

Es soll erstens die groBte Winkel-
abweichung bestimmt und zweitens die
elastische Linie (Linie der Durchbiegung) ermittelt werden.

Losung: Die Gleichung der elastischen Linie war:

42
ﬁ_x%zﬁ oder y_f /Ex dx A ¢}

darin bedeutet M; des Biegungsmoment, bezogen auf einen beliebigen
Querschnitt (im Abstande x von der Einspannstelle), y die Durch-
biegung an dieser Stelle, E den Elastizititsmodul und J das Trig-
heitsmoment des Triigerquerschnittes. _

Der Ausdruck / % dx in der Gleichung 1 ist:%—i =tga, d. h.
die trigonometrische Tangente des Abweichungswinkels der neutralen
Faserschicht von der horizontalen, Es ist nun festzustellen, wo
diese Winkelabweichung am groBten ist, und wie grof sie an dieser
Stelle ist. Wir erhalten allgemein :

M,
tga=/EdeoderEtha_/dex N )]

Um M; zu bestimmen, betrachtet man den Teil des Triigers
rechts von dem Querschnitt bei x. Das Biegungsmoment My setzt
sich zusammen aus den Einzelmomenten der Last P mit dem Hebel-
arm (1— x) und dem Eigengewicht p (1 —x) der betrachteten Triger-
—Xx
2

linge mit dem Hebelarm !
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Mithin ist My =P (1 —x)+p(l—x) !

Dies in Gleichung 2 eingesetzt, ergibt:

Etha—/P(l—x)—}—p x)g]dx

=P/(l—x)dx—|—5/(l—~x)2dx.

Wir setzen (l—x)=1z2 damn wird dz=—dx und dx
= —dz Folglich ist:

22 p z
E.tha:P-2—(— 1)+~2—.—8—(— 1) +C;

P

=—20—0—50—x*+C . .

Die Integrationskonstante C, bestimmen wir durch die Tatsache,
daB tga an der Einspannstelle gleich Null ist. Fiir diese Stelle
gilt x=0. Folglich ist:

12 18 12 13
o=—P——116— +C, oder C, =%-+%.
Setzt man diesen Wert fiir C;, in Gleichung 3 ein, so erhilt man:
1 Pl—x? p(l—x)® 6 P12 pld
i R Rt i S o R

Von tg @ soll der groBte Wert gesucht werden. Er ist zweifellos
dann vorhanden, wenn die negativen Glieder méglichst klein werden.
Dies tritt fiir x=1ein; es werden dann die negativen Glieder gleich Null.

Folglich ist:

1 (PR pls)_ 1t
tgamu——f—j(7—|——6— —m(3P +G)- Es be-

tgo=

deutet G das Eigengewicht.

Die Zahlenrechnung fiir die Werte: 1 = 200 cm, E=2.10—65,
J=g1 20* cm*, P — 600 kg und G —%ﬂ 200 . 7,8 . 103
= 490 kg ergibt fir tg & max den Wert 0,000973, dem ein Winkel
von 3’22 entspricht.

Die groBte Winkelabweichung befindet sich also am Ende des

Trigers, sie betrigt 3/ 22,

Kohlrausch. 11
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Die nochmalige Integration der Gleichungen 2 (bezw, 4) ergibt
den Wert der Durchbiegung y fiir einen beliebigen Wert von x.
Wir fithren die Integration aus und erhalten:

_L t. d
V=BT EOCE

! P P12 13
=W/(—”2‘(l__x)-2“§<1—X>3+7+%)dx

oder E.J.y=/[———g(l—x)2]dx——/%(l—x)”dx
PI2 | pl3
+/( - —|—?)dx.

‘Wir setzen wieder (1 —x)=12, dann wird dz=—dx und
dx=—duz
Alsdann ist:

P 23 4 PI2 13
BT y=—g. 5 c0—20 o+ (FF4+2) s+,

oder
P 2
Bly=gd—o+ L a0+ (G 4+8)x+6 . ®

Die Integrationskonstante C, bestimmt sich dadurch, da8 man
y an der Einspannstelle gleich Null setzen kann. Fiir diese Stelle
ist x=0, also wird:

P13  plt P13 plt
0—T+'2_4+02 oder 02—_T—-2Z'
Setzt man diesen Wert fiir C, in Gleichung 5 ein, so erhilt
man als allgemeine Gleichung fiir y:
_ P 5, P . P12 pl® P> plt
B Jy=gl=xr o=+ =% —u
oder umgeformt :
2

y=—22%[px2—4x(P+G)—|—61(2P—|—G)] .. (8)

Setzt man in die Gleichung 6 die Zahlenwerte fiir die be-
kannten GroBen, E, J, p, P, G und 1 ein, so erhdlt man:
x? (2,45 x? — 4360 x -} 2,03 . 105)
- 3770. 108 '
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Man berechnet nun aus dieser Gleichung fiir eine Anzahl
Werte von x (etwa fiir x = 0; 40; 80; 100; 120; 140; 160; 180
und 200 cm) die zugehdrige Durchbiegung y und erhilt folgende
Werte fiir y: 0; 0,0086 cm; 0,0341 cm; 0,0533 cm; 0,077 cm;
0,1046 cm; 0,1375 cm; 0,1745 cm; 0,216 cm.

—_X
W 20 30 %W S0 60 T0_80 90 100 10 120 B0 74 750 70 T %0 70200
=& w7 4110~ ' »

Y

175707 :
\774570-%
2160-70~*

Fig. 86.

Trigt man diese Werte in ein rechtwinkeliges Koordinaten-
system, dessen Nullpunkt die Einspannstelle des Tréigers ist, ein
und verbindet die fiir y erhaltenen Punkte miteinander, so erhilt
man die Kurve der elastischen Linie. Fiir das vorstechende Bei-
spiel ist sie in Fig. 86 skizziert.

§ 10.
Die Differentialgleichung der Seilkurve.

Unter einer Seilkurve versteht man die Gleichgewichtsfigur,
welche ein vollkommen biegsamer, unelastischer, an .seinen beiden
Enden aufgehingter Faden unter der Wirkung einer iiber seine
Linge nach dem Gesetz qy = f (x) verteilten Belastung annimmt,
wobei gy die Belastung an der Stelle x bedeutet. Man kann
sich die Belastung selbst durch eine Belastungsfliche dargestellt
denken.

Hat man z. B. zu einem durchhingenden Telegraphendraht,
der auBer dem Eigengewicht noch durch eine ungleichmiBig dicke
Eislast beschwert ist, die zugeh¢rige Belastungsfliche konstruiert,
indem man die Ordinaten je nach dem Gewicht der Teilchen des
Drahtes aufgetragen hat, so sei in Fig. 87 die zugehdrige Seilkurve
darunter gezeichnet. Man wird dann die Gleichung der Seilkurve
aus den nachstehenden Betrachtungen abzuleiten haben.

Fig. 87 zeigt die Belastungsfliche mit darunter gezeichneter
Seilkurve.

11*
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Im Abstande x vom linken Ende der Belastungsfliche sei die
Stiirke der Belastung = q.

Die von der X-Achse abwirts gerechnete Ordinate sei y. Der
Schnittpunkt der Ordinate y mit der Seilkurve sei C. Legt man in C
die Tangente CF an die Kurve, so bildet diese mit der X-Achse
den Winkel ¢.

Fig. 88 zeigt den Krifteplan, mit dessen Hilfe die Seilkurve
gezeichnet sein moge. O heiBt der Pol und A B ist die Lastlinie,
die durch das Aneinanderlegen simtlicher Krifte erhalten wird, die
an der Belastungsfliche parallel nach unten wirkend zu denken sind.

Y Krifteplan :

2/

_—_____—t:&—_
X

1

Fig. 87. Fig. 88.

O A und OB sind die duBersten Polstrahlen, zu denen die
#iuBersten Seilenden der Seilkurve parallel gezogen worden sind. Die
weiteren Polstrahlen, die bei der Zeichnung der Seilkurve benutzt
wurden, sind fir diese Betrachtung belanglos und deshalb in der
Fig. 88 als geloscht gedacht.

Der in Fig. 87 gezeichneten Tangente C F' entspricht eine gewisse
Seilspannung, deren GréBe in Fig. 88 durch den parallel gezogenen
Polstrahl O F dargestellt wird. Die Seilspannung ¢ 1dBt sich in
eine senkrechte Komponente V und eine horizontale Komponente H
zerlegen, wie im Krifteplan ersichtlich. Dem Winkel der Tangente
CF mit der X-Achse entspricht im Krifteplan der Winkel F O P

= —q.
v
Man findet ge=—g - - - - - T

Geht man jetzt auf der Seilkurve von C nach D, also auf der
X-Achse um die Strecke d x weiter und zieht auch in D die



§ 10. Die Differentialgleichung der Seilkurve. 165

Tangente D G, so entspricht dieser wieder eine Seilspannung, deren
GroBe durch den Polstrahl O G des Krifteplanes dargestellt wird.

Der Winkel ¢ hat sich dabei um d ¢ geéindert. Da tg ¢ — — g—i
ist, wird aus Gleichung I:
dy _ ¥
dx~ H
oder fiir ¢ der kleine Winkel d ¢ eingesetzt:
it = (@)
d(ﬁ_dﬁ......(ll)

Nun é&ndert sich H iiberhaupt nicht, wihrend sich V, wie aus
dem Krifteplane entnommen werden kann, um das Gewicht des
Belastungsstreifens vermindert; denn die Lastlinie ist bekannt-
lich aus den Gewichten séimtlicher Belastungsstreifen gewonnen,
Das Gewicht des Belastungsstreifens ist mit hinreichender Genauig-
keit = qxd x.

Aus Gleichung II wird:
dy ?y _
Hd (E) = — qxydx oder H P

Dies ist die Differentialgleichung der Seilkurve. Ist gy als
Funktion von x gegeben, so findet man daraus die endliche
Gleichung der Seilkurve durch zweimalige Integration. Dabei er-
geben sich zwei willkiirliche Integrationskonstanten und, da auch
der Horizontalzug H des Seilpolygons willkiirlich gewahlt ist, so
enthdlt die allgemeine Gleichung der Seilkurve 3 willkiirliche
Konstanten.

Wir wihlen als Beispiel den besonders héufigen Fall einer
gleichmiiBigen Belastung, wie er bei Telegraphenleitungen, Draht-
seilbahnen und dergl. vorkommt. Ein Telegraphendraht, der
zwischen zwei etwa 100 m entfernten Stangen ausgespannt ist, hat
seine Eigenlast, zuziiglich einer im Winter bei Rauhfrost oder
Schneefall ihm anhaftenden Eislast zu tragen. Dieses ganze Gewicht
kann als iiber die ganze Liinge gleichmiBig verteilt angesehen
werden. Zwar ist die Eigenlast streng genommen der Bogenlinge
und nicht der Abszisse x proportional.

Der Draht wird aber ziemlich flach gespannt, so da8 der
Unterschied geringfiigig ist. Auch der Biegungswiderstand kommt
nicht in Betracht, der Draht kann vielmehr bei den grofen Kriimmungs-
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halbmessern, die in Frage kommen, als ein vollkommen biegsames
Beil angesehen werden.

In nebenstehender Figur be-
deuten A und B die Stiitzpunkte
des Drahtes. Sie sollen gleich hoch
liegen.

Der Koordinatenanfangspunkt
liegt bei A, die X-Achse ist in die

Fig. 8. Verbindungslinie A B gelegt. Ge-
sucht wird der Durchhang, d. h. y
im Punkte C, dessen Abszisse x ist.
Wir setzen die Differentialgleichung der Seilkurve an:
42
d Xyg =—Q

wo q konstant ist und das Gewicht der Léngeneinheit bedeutet.
Eine einmalige Integration ergibt:

Hg%:—-qx—}—cl B ¢ 8 )]
Durch weitere Integration erhélt man:

x? .
H.yz—q?"{‘—clx—l—(}a. . . -(IV)
Dies ist die Gleichung einer Parabel. Zur Bestimmung der Inte-
grationskonstanten fiithrt folgende Uberlegung. An beiden Stiitzen,
d. h fir x=0 und x=1, wird y=0. Ausx=0, y =0 folgt,
daB Cy =0 werden muB. Fir x =1 erhélt man:
12
A 0=—q2-}—011 oder Cl=q—;.
Setzen wir die Werte der Konstanten in die Parabelgleichung,
d. h. in IV ein, so erhdlt man: .
—alx_gx
Hy= 3 7
Der groBte Durchhang der Seilkurve liegt in der Mitte fiir

x=12, man bezeichnet ihn als Pfeil f oder ymax. Es wird:

12 1
ymzf:g_H=§ﬁ, LW
wenn Q = q.l die Gesamtbelastung des Drahtes bedeutet.

Ist andererseits der groBte Durchbang bekannt, so 1Bt sich
H (der Horizontalzug des Drahtes) berechnen zu:
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1
Hz%........(VI)

Bei diesen Betrachtungen ist die Liinge eines Bogenelementes
ds=dx gesetzt. Diese Anniiherung reicht in vielen Fillen aus.
Betrachten wir ihre Beziehung néher, so finden wir aus Fig. 90:

as:-ym=]/dxz(1+§§)
ds:dx]/1+(g_§>2. A% 1

Bei einem flachen Bogen ist g% iiberall ein sehr kleiner Bruch.

d
Vernachléssigt man das Quadrat (3—92 gegen 1, so kann wie bisher

in erster Anniherung ds =dx und die k—a—s—dz—
ganze Linge des Bogens, die mit S bezeichnet
sei, gleich dem Abstande der Stangen, also =1,
gesetzt werden.

In manchen Fillen will man aber gerade
den Unterschied zwischen Bogenlinge und
Stangenabstand kennen lernen, dann entwickelt
man zweckmiBig die Wurzel nach dem bino-
mischen Lehrsatze (vergl. § 3a Aufgabe 5):

_ 1(dy)2 1(dy)4
=113 \av/ ~5\ax

Man wird das dritte Glied gegeniiber dem zweiten bereits ver-
nachléssigen konnen und fiir:

1 (dy)“’
nunmehr dx[1—|—§ Ix }
schreiben.
Aus Gleichung III findet man fiir g—%:
dy qx, C  qx, q 1 q(l
a=—EtE=—Etas=aE—
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Setzt man dies in Gleichung VII ein, so wird:

domax[141 £ (124

Eine einmalige Integration ergibt fiir die Bogenlinge S unter
Beriicksichtigung der Grenzen 0 und I:

¢
|
1(12(12 x? x3)
S=Tam\z* 2T
0
_ 1q2(18 12 1)
S=ltsm\z—z T3/ —¢
. 1q213(3 6 4
=5 (i i)
S—1 Q218
=14t - ... I
Setzt man fir H den Wert aus Gleichung VI ein, so wird:
q2 13 64 f2
'—l + 04 (Ql) + Qzlz
8f
Q,21 f28 8f8

Mit Hilfe dieser Niherungsformeln lassen sich wichtige Auf-
gaben losen. Es 1Bt sich beispielsweise der Einfluf berechnen,
den eine Temperaturinderung des Drahtes auf die GroBe des
Durchhangs f und damit auch auf den Horizontalzug H ausiibt.
Der Draht wird sich ndmlich mit steigender Temperatur ausdehnen,
die Spannung ¢ im Drahte (also auch H als Komponente in hori-
zontaler Richtung) wird kleiner werden. LaBt aber die Spannung
nach, so wird auch die elastische Dehnfihigkeit kleiner werden,
als nach dem aus § 8 dieses Teiles bekannten Hookeschen Gesetz
zuniichst vorausgesetzt wird. Diese Betrachtungen bediirfen jedoch
eingehender besonderer Ableitung.
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§ 11.

Differentialgleichung eines schwingenden Korpers
(ballistisches Galvanometer).

Ein Massenpunkt bewege sich auf der Peripherie eines Kreises,
dessen Radius r=—=a ist, mit gleicher Winkelgeschwindigkeit w.
Zur Zeit t sei er in B. Projiziert man die Punkte des Kreisum-

fanges auf den Durchmesser A; Ay, so ist B'A

=a.sinwt. Wahrend der Bewegung des 4;
Massenpunktes von A, iiber B und A, zuriick o g
nach A; hat die Ordinate B A in bestimmter o
Folge eine Reihe von Grofen angenommen, die — Vi 2 714
in untenstehender Tabelle zusammengestellt

sind. Wenn wt um 2 7 gewachsen ist, K‘J
nimmt a . sin @t wieder dieselben GréBen an, 4

d. h. die Periode dieser Bewegung ist 2 7. Fig. oL,

Die in Fig. 92 gegebene graphische Darstellung
veranschaulicht, in welcher Weise a.sinwt=B A sich in Ab-
héingigkeit von w t in der Zeit dndert. Als Abszissen sind die in den

D
ot a.sinwt er M.asse.mpunkt
ist im

0 0 Punkt A,
n/ﬂ a ” A3
T 0 » Az
3w —a ’ A,
2 T 0 9 Al
5/? (2 a ” As
3n 0 ”» AZ
7/2 T —a ”» A,
4 0 » Al

verschiedenen Zeiten zuriickgelegten Winkel in LéngenmaBen abge-
tragen und als Ordinaten die Léngen der Strecke BA = a . sin w t.
Die Kurve, die die Ordinaten-Endpunkte miteinander verbindet, nennt
man die Sinuslinie. Thre Gleichung ist a.sinwt=1y.

Lift man nun einen anderen Massenpunkt sich auf dem

Durchmesser A; A, von A; iber O nach A, und zuriick derart
bewegen, daB er sich stets in der Projektion des sich auf dem
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Kreisumfang gleichformig bewegenden ersten Massenpunktes be-
findet, so stellen die Ordinaten der Sinuslinie (Fig. 92) die Ge-

B A
ta ra
4 wt '42 4
W = \2.77 —
-a -z
A
Fig. 92.

schwindigkeiten dar, mit demen sich der zweite Massenpunkt auf
dem Durchmesser bewegt. Dieser Punkt fiihrt dann sogenannte
harmonische Schwingungen aus.

Man kann sich die Bewegung des Massenpunktes auf der
Geraden in der Weise zustande gekommen denken, daB auf ihn eine
Kraft im Punkte O wirkt, deren Wirkung proportional der Ent-
fernung von O ist, also c¢.x, und daB der Punkt, der die Masse m
haben mége, eine Anfangsbewegung erhalten habe, deren Geschwindig-
keit in Richtung der positiven X-Achse = v, sei. Es soll nach-
gewiesen werden, daB der Punkt harmonische Schwingungen ausfiihrt.

Die Bewegung des Punktes ist keine gleichférmige mehr. Die
Geschwindigkeit ist in den einzelnen Zeitteilchen verschieden. Man
kann sie jedoch wihrend eines unendlich kleinen Zeitteilchens dt als
dx
dt

zur Zeit t. Die Anderung der Geschwindigkeit in der Zeiteinheit,
2

also die Beschleunigung, ist alsdann =d§d—f oder=g—x. Die

d t2
Kraft
Masse
Es gilt demnach fiir die Bewegung eines Punktes, der sich
in A befinden méoge (Fig. 91) und sich nach A, bewegt, die Glei-

2
chung: (31—1;;:—%{—; die Beschleunigung muB negativ ange-

konstant annehmen. Dann ist die Geschwindigkejt des Punktes

Beschleunigung ist bekanntlich auch =

nommen werden, da die Geschwindigkeit abnimmt,
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c . .. . .
Da Y stets eine positive Groe darstellt, kann man dafiir »2

schreiben. Die Gleichung lautet alsdann:
d2x
—(T—Eé + w2 . x= o . . . . . .. (I)
Dies ist eine lineare Differentialgleichung zweiter Ordnung.
Es wird angenommen, daB x=C.eAt eine Losung dieser
Gleichung sei.
Zur Priifung, ob und unter welchen Bedingungen diese Losung
richtig ist, wird der Wert fir x in die Gleichung eingesetzt. Es

ergibt sich dann:
d?x
T CAz . edt
und die Gleichung lautet:
CA?.edt L 42 C.edt=0 oder C.eAt(A2 L y)=0 . (2
Da C.eAt = x nicht 0 sein kann, muB A% 4 %2 = O sein.
Die Lésung x==CeAt ist also richtig, wenn A% = —? ist.
Fiir 4 ergeben sich zwei Werte
3»1=+1/_?“2=+”1/_—T1=+i'” P (3)
umd h=—) —w=—u)—1=—in . . . (4
Es ist nun auf dhnliche Weise leicht nachzuweisen, daB auch
x=C, .eht 4 C,.eht eine richtige Losung ist, und zwar unter
derselben Bedingung, daf nimlich 4, und i, Wurzeln der Gleichung
A? = — »? sind., Die Integrationskonstanten C, und C, sind natiir-
lich andere geworden; zum Unterschied von C sind sie daher mit
C, und C, bezeichnet.
Die Losung ist also:
x=C ei*t L Che—i*xt, . . . . . (5
Nach einem der Eulerschen Sitze ist:
eti¢=cos ¢ ti.singp. Ersetzt man also in Gleichung 5 die Ex-
ponentialfunktionen durch die trigonometrischen Funktionen, so wird:
x=C, (cos xt41i.sinsxt)+ C, (cos xt—1i.sinzt)
oder = (C; + Cy)cosxt 4 i(C; — C,)sin % t.
Fir C,-}-C, setze man A und fir i (C; —GC,) B, so ist:
x=A.cos #t-4+B.sinxt . . . . . (6)
Die Integrationskonstanten A und B héngen von dem Bewe-
gungszustand zur Zeit t—0 ab oder u. a. auch von anderen An-
nahmen, die als bekannt anzusehen sind, Zur Zeit t=0
befand sich der Punkt in O; x; ist also=0. AuBerdem sollte
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er einen einmaligen Anstof in Richtung der positiven X-Achse er-
halten haben, der ihm die Geschwindigkeit v, erteilte, also
dx
dat
Setzt man in Gleichung 6: t =0, so ist
0=A.cosx.0}B.sinx.0, also A=0.
Man differentiiert Gleichung 6 und erhalt:
% = — % A .singt}x2B.cos xt. Fiir t=0und% =v,

wird

= V-

Vo=—u«A.sinx. 0} %B.cosx.0=2%.B, oder B= %.
Setzt man die Werte von A und B in Gleichung 6 ein, so
ergibt sich das Gesetz der Bewegung:

Vo .
X=——.sinxt. P
p )

Dies ist nach obigen Ausfithrungen eine harmonische Schwingung
und zwar eine ungedémpfte, d. h. die Amplituden — die gréBte
Abweichung von der X-Achse nach oben und unten — (wenn man
sich x als Funktion von t in einem Koordinatensystem aufgetragen
denkt) sind hier in den einzelnen um t= 27 voneinander entfernt
liegenden Phasen der Bewegung konstant. Theoretisch miifte sich
der Punkt, wenn er einen einmaligen Ansto8 erhilt, bis ins Unend-

liche nach dem Gesetz x=v—n° .sinxt bewegen, Solche unge-

dédmpften Schwingungen gibt es in Wirklichkeit nicht, weil stets
noch eine Kraft vorhanden ist, die der Bewegung entgegenwirkt,
ein sogenannter Dimpfungswiderstand, Es soll nun ein derartiger
Vorgang im folgenden erortert werden, und zwar soll das Bewe-
gungsgesetz eines schwingenden Korpers mit elektromagnetischer
Dimpfung, z. B. eines ballistischen Galvanometers, bestimmt werden.

Der schwingende Korper habe das der Masse proportionale
Triigheitsmoment K; er werde von der Direktionskraft D in die
Ruhelage zuriickgefithrt, und es wirke seiner Bewegung ein Damp-
fungswiderstand entgegen, der proportinal der Geschwindigkeit sein
mdége, also p. %—3:—. Die Schwingungen werden so klein vorausgesetat,
daB das riicktreibende Drehmoment der Direktionskraft dem Aus-
schlage und das dimpfende Drehmoment der Winkelgeschwindigkeit,
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also x, proportional bleibt. Der schwingende Korper erhalte durcheinen
Stromstol eine der Strommenge f i.dt=Q proportionale Anfangs-
geschwindigkeit, die mit Q’ bezeichnet sei.

Das Drehmoment, das der schwingende, um den Winkel x ab-
gelenkte Korper nach seiner Ruhelage hin erfihrt, setzt sich aus dem
Drehmoment der Direktionskraft, nimlich D.x und dem vom induzierten

Strom ausgeiibten Dampfungswiderstand p.d—X zusammen. Der Be-

dt
schleunigung in Richtung der positiven, d. h. der durch den Strom-
Kraft
D.x+p. dt (Masse)
stoB bedingten Richtung, wirktentgegen: — —x
Die Beschleunigung ist weiter = dem zweiten Differential-
2
quotienten des Weges nach der Zeit, also H;—{'
Hiernach ist
dx
d2 X _ (D X + P. a—t
dez K
d?x dx
oder: K'd?—‘_p'—d—t_—{—D'X:O N )

Dies ist ebenfalls eine lineare Differentialgleichung zweiter Ordnung.
Wie bereits oben ausgefiibrt, ist
x=Ceht L Cpedbt . . . . . (9
eine Losung einer derartlgen Gleichung, wenn A, und 4, Wurzeln
der quadratischen Gleichung sind: K42 4 p A+ D =0. Hieraus
ergeben sich:
D p?

llund,l,2=—§B—K—i ———:K——I—m—g-.

Setzt man diese Werte in Gleichung 9 ein, 80 ist

"'V 4&2
~3K V'+4K- T

p p? .
5K getze man =— A und V =+ =5 IR B dann lautet die

X—
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Gleichung:
x=Cje~4+Bt L G, e—A=Bt  (1])
Die Integrationskonstanten C, und C, werden aus bekannten
Annahmen bestimmt, Zur Zeit t =0, war x =0 und i—:, d.h.die
die Anfangsgeschwindigkeit, =— Q.
Aus Gleichung 11 wird: 0=C, -+ C,. Gleichung 11 differen-
tiert gibt:
%=Q'=(_A+B)o,e<—A+B>t+(_A--JB).C2 Le(—A—B)t
Firt=0undx=0 wird Q'=(— A+ B)C, - (—A—B)C,
oder Q' = (C; + C;). — A4 (C; —C;,) B.
Da C; 4 C, =0 ist, ergibt sich:

Q'=(C,—C,) B oder C, —czz%,

Es ist also:
C,+GC =0 und C, —-Cg=%l.
/
Demnach ist: C, =§Q'—B
/
6=
Wenn man diese Werte einsetat, ist:
N

-I / D p? . |
Setzt man nun voraus, da§ B= |/ — K+ vyl reell ist, d. h.

2
daB IP}{?>ED ist, d. h. wenn der Diimpfungswiderstand sehr groB

ist, kann x nicht negativ sein. B wird dann < A (—- L) sein,

T 2K
da von A—i— noch etwas ab d uB ( D)
=3K gezogen werden m —g) m

B zu erhalten. Somit ist sowohl (— A 4 B) als auch (— A — B)
negativ. ~ Mit wachsendem t niihert sich x der Grenze 0, da
eTATEE ynd A-BE i wachsendem t <Z 1 sind und bis zum
Werte O abnehmen. Es ist dies der Fall groBer Dimpfung;
man nennt den Verlauf eine aperiodische Bewegung.
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Von groBerem Interesse ist fiir das ballistische Galvanometer
die Voraussetzung kleiner Dampfung. In diesem Falle wird:

D p?

B __+T_2
ine imaginire Grofe, wenn —>—I2 ist.
an & ’ K~ 4K? ek

Man kann nun B auch ersetzen durch:

VB ) —t=i.Ve 2
K ik) "~ "V K ik*

Der jetzt reelle Wurzelausdruck sei B‘.

Somit ist:
¢ (—A+iB)t I (—A—iBYt
Q Q e .. (13)

X= —o € ——
21iB’ 21B

Dies kann man auch schreiben:
Q,’ —At iB‘t Q/ —At —iB't

=-——e .e —-——€ .
2iB’ 2iB’

i N Q -—At[iB‘t ——iB‘t]
oder auch: =_—"—e e —e .
2i B’

Nach einer der Eulerschen Formeln ist:
io —1i9
sin —elt——e l‘
P="21
iBt  —iBt
e —e .
also: ————=5in B’t.
21
Somit ergibt sich:
Q' —At
x=-7;e .sinBt . . . . L. (14)

Wenn man die Werte fiir A und B‘ einsetzt, ist:
p —_—
Q “aEt (VD pz)
_—— . _——m] .k
x _‘/ 5 = e sin B ik (15)
K 4K?

Der Schwingungsvorgang setzt sich zusammen :

1. aus einer Sinusschwingung und
2. aus einer Exponentialfunktion, die fir t=0 bis t = o
von 1 bis O abféllt.
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Die graphische Darstellung (Fig. 93), bei der t als Abszisse
und x als Ordinate aufgetragen sind, wiirde folgendes Bild ergeben :

V2|

AN AN
AVAAVIRVERY

Fig. 98.

Die Kurve 1 wird mit der Kurve 2 multipliziert, indem man
die Zahlenwerte miteinander multipliziert. Die Kurve 3 ist die
Resultierende ; sie 1dBt erkennen, wie die Ausschlige des schwingen-
den Korpers im ballistischen Galvanometer sich mit der Zeit
indern, Die Amplituden werden allmihlich kleiner.

Das Verhiltnis %, %?, %3- usw. nennt man den Didmpfungs-

2 3 4
faktor, Ina; —Ina,, Ina, —Ina, usw. das logarithmische Dekre-
ment der Schwingung, dessen GroBe noch niher zu bestimmen sein
wiirde. Sie wird dazu benutzt, die Elektrizititsmenge, die den
schwingenden Korper in Bewegung gesetzt hat, zu messen.

Die Bewegung des schwingenden Kérpers ist, wie aus der
Darstellung hervorgeht, eine gedampfte Schwingung.

§ 12.

Widerstand einer Telegraphenleitung mit gleicher Ableit-
fihigkeit an allen Isolationspunkten,

Aufgabe: Es soll der Widerstand einer Telegraphenleitung
bestimmt werden unter der Voraussetzung, daB die Isolationsfehler
in unendlich kleinen Abstinden gleichmiBig verteilt sind, und daB
die Widerstiinde aller dieser Ableitungen die gleichen sind.

Die Entfernung zwischen den Amtern A und B betrage L km,
der Widerstand der Apparate in A sei g, in B Q;- Gemessen ist
der gesamte Leitungswiderstand mit R Ohm, der Isolationswider-
stand zu W Ohm.
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Das Ableitvermdgen der einzelnen Nebenschliisse betrage adx
Ohm, wenn die Abstinde fiir die Isolationsfehler mit dx bezeichnet
werden, entsprechend sei der Widerstand der einzelnen Leiterstiickchen
dx=rdx Ohm gesetzt.

<
N
§
=

N

Sl

A Wﬂ 7 __
97 §2 ST adz

XY

V=£rde=0
Fig. 94. Fig. 95.

Wir betrachten ein solches Leiterstiickchen dx zwischen den
Punkten C und D. Die Spannung in C sei V, die in D ent-
sprechend V.

Durch den NebenschluB fliee der Strom J—J, zur Erde ab.
Nach dem Ohmschen Gesetz erhillt man die Gleichungen:

V—V,=rdx(J44dJ. . . . . . L

w
V'—O zd—x(J—' 1) . . . . . . II.

LaBt man x um die GroBe dx wachsen, so vermindert sich
die Spannung um —dV und die Stromstirke um — dJ. Setzt
man fir ~ den Wert ——, d. h. die Ableitung oder das Leit-

dx adx
vermiogen des Nebenschlusses, in die Gleichung II ein, so kann
man die Gleichungen . schreiben:
I —dV=rdxJ. (rd xd J wird vernachlissigt
als oo klein zweiter Ordnung.)
1

II. V=—.—4dJ.
adx
Es folgt weiter:
daVv dJ
—d—xer und '—E:av.

In diesen Gleichungen ist x die unabhingige Variable, die
Stromstirke J und Spannung V bilden die abhiingigen Veriinder-
lichen. Man differentiiert beide Gleichungen nach x und erhilt:

Kohlrausch, 12,
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eV dJ d @y dvVv
Tdxe Tdx M T T 'uxe
Setzt man die Werte fiir 47 und 4v ein, so folgt:
dx dx
daz2v dazJ
———dx2_—raV und —dx2——al‘J-
Fir ar wird m? gesetzt, dann wird:
v 5 dzJ 5
II1. dx2 =m?V und IV. W =m2J.
Es soll gelost werden eine Differentialgleichung von der Form:
ey
d=2 = Y
Annahme: Die Losung sei: V — e**
av daz2v
- — X - — 20X
dx__ae“ gz —are
Wir probieren und finden:
a2 =m?

Wenn also a2 =m? oder ¢ = + m, so wiirde V = %% als
Losung zu nehmen sein. Man hiitte:
V=e2* und V =e— D23
Wir erhalten dann:
V=Aenx | Be—nx

als allgemeine Form mit den Integrationskonstanten A und B.
2
Wir wollen priifen, ob wir (diese Werte in v eingesetzt)

d x2
m?2V erhalten.
— pI X
v y=¢
i mx —mx (__
ix Aen*m | Be~2x (—m) H___memx
| dx

2
%:Aemx.m2+Be—mx.m2

=m?(Aer*} Be~2%)=m?V.
Es sollen demnach V und J aus den beiden Gleichungen be-
stimmt werden :

V=Ae"*{ Be~ =% und J::—?(Aem‘—Be“mx).

Bei Bestimmung der Konstanten A und B sind zwei Fille ge-
sondert zu behandeln, da sich fiir A und B verschiedene Werte
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ergeben miissen, je nachdem, ob die Leitung am einen Ende geerdet
ist oder nicht. Im ersten Falle wird der gesamte Leitungswider-
stand R, im anderen der Isolationswiderstand W als Ergebnis der
Betrachtung ermittelt werden konnen, indem die Widerstinde der
Amter zuniichst unberiicksichtigt bleiben.

Fall I. Berechnung von R.

Die Batteriespannung V, in A sei gegeben, B liegt an Erde,
also V,=0.

Y
4 Y Eraig
ATTTTTTT] IY g
Ve
T - trae
4 L 5
Fig. 96. Fig. 97.
Fir V=V, ist x=0, also V;,=Ae’| Be®
V,—A1B —e—nL gl
FirV=V,=0istx=DL, und 0 = A el {- Be—nL —1

Erweitert man die Gleichungen wie rechts angegeben und
addiert, so erhdlt man:
e—nlL enL

und B=V

lemL__ o— ml

A=-—‘IlemL

T Pp——

Setzt man diese Werte von A und B in die Gleichungen der
Variablen V und J ein, so erhilt man:
en(L—x) _ o—m(L—X)

V= V1 V)

emL — e mL

m endL—x) +e—m(L—x)
T el __ o—mL

J=V,. . (VI

Hieraus wird die GroBe des kombinierten Widerstandes R nach
folgender Uberlegung gefunden:

Der Spannung V, entsprechend flieBt der Strom J; (Fig. 97) tiber
simtliche Nebenschliisse und die Leitung, d. h. iiber den kombi-
nierten Widerstand R zur Erde. Nach dem Ohmschen Gesetz folgt:

12*
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Vi —0=J;R oder R:%.

Dem V, und J; entspricht die Entfernung 1x = 0. Man setzt
somit in den Gleichungen V und VI iiberall x =0, fiir V und J
V; und J,. Die Division beider Gleichungen ergibt dann:

V__I—R __l‘_ emL ___ o--mL
5, =R =4 @rpear

Fall II. Berechnung des Isolationswiderstandes W.

% Die Leitung ist am Ende nicht
T T T T T T T T T geerdet, es ist also die Spannung am
. { Ende unbekannt. Man darf jedoch

> annehmen, daB in der Leitung ein

0 "’F, o8 stationéirer, von der Zeit unabhingiger

Al Zustand herrscht. Diese Voraussetzung
deckt sich damit, daB man die am Ende vorhandene Stromstirke
J; = 0 setzen darf.

- Es gilt unter dieser neuen Voraussetzung die Konstanten A
und B zu bestimmen. Als Gewinn dieser Rechnung wird sich der
Isolationswiderstand W ermitteln lassen. Man legt dieselben Glei-
chungen fiir die Variablen V und J zugrunde und findet:
FirV=V,istx=0 also V,=A--B e~ nL|emL
Fir J=J,=0istx=L , *)0=AenL—BenL I

Werden die Gleichungen entsprechend erweitert, dann addiert
und subtrahiert, so wird :

e—mL enlL
A=V1 enL B=V1emL

Die Konstanten unterscheiden sich von den unter Fall I be-
rechneten nur dadurch, daB im Nenner fiir das —-Zeichen jetzt
das —--Zeichen aufgetreten ist und daf A jetzt einen positiven
Wert erbalten hat.

Mit demselben Vorzeichenunterschied ergeben sich den Glei-
chungen V und VI entsprechend:

e—nL e—mL’

*) Wir hatten J =?(A emX — Be—mX), Man wird den Klammeraus-

m .
druck ( )=0 setzen diirfen, wenn N einen von O verschiedenen Wert be-

sitzt. Dies wird im allgemeinen der Fall sein, weil a und r nicht gleich sein

— m a
werden., Es war: m’=—ar=m=— ]/a r, also — :V-.
r r



§ 12. Widerstand einer Telegraphenleitg. mit gleicher Ableitfahigkeit. 181

em(L—x) + e—m(L—x)

V=V, onL T o—nL A8
m en@—x __ e—m(L-—x)
T=Vy o i owe . (VI
Vertauscht man iiberall in Zihler Y
/soliert

und Nenner die Vorzeichen, so erhilt—/
man die Gleichungen V und VI. Man
erhilt durch Division der Gleichungen
den kombinierten Isolationswiderstand

W, fiir dessen Ableitung Fig. 99 aus-
reichen diirfte.

%

Y
r enL e— mL 7
W=—. —‘—L‘——l:_—mL. JI. - w \
m et —e 0
Diese Gleichung unterscheidet sich Far v E‘;::dg x=0

von derjenigen fiir R nur dadurch, da8
an Stelle einer Summe die Differenz getreten ist und umgekehrt.
Man faBt die Gleichungen fir R und W unter die Nummern

VII und VIII:
enl | g—mL

r
R=_— ST —=mt (VI
r emL — e mL
Durch Multiplikation beider Gleichungen findet man:
2
RW=—y=—=r.%. . ... (X
m?  a

wo r und w die Widerstinde fiir die Liingeneinheit bedeuten sollten
unter der Voraussetzung, daB die Lingeneinheit entsprechend klein
gewihlt wurde.

Die Division beider Gleichungen ergibt:

R emL __ e—nL 2
_= emL+e—mL

R L__eg—mL gmL g2mL__ 1
emL+e— emL _|_ e—mL emL e2mL +_1

1-1-—]/
e2mL.._ w

oder: - —=In_ " .

=Y =Y
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1 14 VR/W
=—\.ln S
2L 1 yRIW
In der zugrunde gelegten Aufgabe sind R und W gegeben,

es sollen r und w bestimmt werden.

Aus Gleichung IX folgt:

Man findet: m (X)

r=mVyR.W und w=1/—le
Man erhilt somit zur Berechnung von r und w die folgenden
Gleichungen : o
R
R
w
r——-—V—R——“I n—m—7 . .« .« . (XI)
2L R
=
W=M-2—% S L. @I
! ﬂ/v
ln———_ﬁ—:
1‘“VW
§ 13.

Thomson -Kirchhoffsche Differentialgleichung fiir
oszillatorische Entladungen.

Verbindet man die beiden Belegungen eines Kondensators iiber
eine Selbstinduktion L, einen nicht zu hohen Widerstand W und eine
Funkenstrecke miteinander, so zeigt ein rotierender Spiegel, da8
mehrere Funken auftreten, daB wir es also mit mehreren aufeinander
folgenden Entladungen zu tun haben,

Bezeichnet man die Kapazitit des Kondensators mit C, die
Potentialdifferenz zwischen seinen beiden Belegungen mit E und
seine Ladung mit Q sowie den Entladestrom mit J, so geht die
Spannung E in dem Ohmschen Spannungsabfall J.W und der
elektromotorischen Gegenkraft des SchlieBungskreises I i—‘: auf. Es
ist also

dJ

E—JW—LgE=0 . .....@
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Geht die Entladung vor sich, so vermindert sich die Ladung
des Kondensators in der Zeit dt um den Betrag dQ, der gleich
dem Strom J ist, der in der Zeit dt durch einen beliebigen Quer-
schnitt des SchlieBungskreises geht. Es ist also

dQ =—4J.dt oder Jz—%gt—.
J dt ist negativ anzusetzen, weil dQ bei der Entladung einer
Verminderung der Ladung gleichkommt. Ferner besteht fiir den

Kondensator die bekannte Beziehung:

9
E= c
Durch Einsetzung der Werte fiir E und J in Gleichung I er-
gibt sich:
Q ddQ
+ W J,— L —— =0 oder

T
Q
dt2+ t+6—° 111

Dieser Differentialgleichung sei durch
Q=A .ect
geniigt. Falls die Losung richtig ist, muB sie in die linke Seite
der Gleichung II eingesetzt, den Wert O ergeben.
Zunichst ist

dQ’__ at
dt _Aae
azQ

= _Aa2eat

aeQ

T in Gleichung II eingesetzt,

Die Werte fir Q, %?—’ und
ergeben :

LAe2e“t+W.Aae“t+%.e“t=0 oder

Ae“t(Laz-{—Wa—{—%):O N 419

A oder e®t konnen nicht gleich O sein, da sonst die ange-
nommene Losung Q = A .e%t widersinnig wire. Es muf also der
Klammerausdruck O sein, wenn die vorstehende Gleichung richtig
sein soll. Aus
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Lot + Wa + 5 =0
ergeben sich fiir ¢ die beiden Werte:
w Wwe 1
“=—sp Vi 1o
- W _qw 1
RS A S s )
Die Werte von @; und a, in Gleichung III eingesetzt, er-
geben jedes fiir sich ein partikulires Integral, deren Summe dann

mit je einer besonderen Konstanten das totale Integral darstellt. Die
Gleichung III lautet nunmehr:

Ajeat (Lozl2 + Wea —{—Ci)

+A2e%t(La22+Wa2+Ol)=o ..y

Diese Gleichung kann wiederum nur dann = 0 sein, wenn
sowohl der Klammerausdruck des ersten als auch der des zweiten
Gliedes = 0 sind.

Aje%t und Aje%t kinnen wie bereits erdrtert nicht O sein.

Die Gleichung ist dann identisch, was beweist, daf die Losung
der Differentialgleichung II:

Q=Ae®*=Ajent | Ajent , . | | (V)
richtig ist.

In dem Ausdruck fir @, und @, sind die Wurzelwerte reell,

wenn W2>% ist. In diesem Falle entlidt sich der SchlieBungs-

kreis, wie im rotierenden Spiegel gleichfalls gezeigt werden kann, in
einem einzigen Funken. DaB tatsichlich eine aperiodische Ent-
ladung stattfindet, kann auch theoretisch nachgewiesen werden,

wenn man obige Rechnung unter der Bedingung W2>% weiter

fortfithrt. Im folgenden soll nur der Fall betrachtet werden, daB
der Wurzelwert in ¢, und @, imaginire Werte ergibt, da nur fir

diesen Fall d. h. W2 < % eine oszillatorische Entladung des Kon-

densators stattfindet.
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Zur Vereinfachung der Rechnung werde in den beiden Werten
des @, und @, eingefiihrt:

w2 1
S, |
412 LC V— ot
Alsdann ist
w .
o =—5f Tio
%=L '

so daB die Gleichung V nunmehr lautet:
W W
Q=A, e(_ﬁﬂ}-m)t + Age(—‘zﬁ“w)t oder

-
Q=A;e 2L eiot_ L Aye
Nach einer Gleichung von Euler ist:

elot —coswt 4 isin wt
e—i0t —coswt—isinwt,

W
2L g—iot

so daB
W,

Q,=e_§1‘;t(A1 (cos wt -4 isin wt) -} A, (cos wt —isin wt)) oder

Q—e 2'(cos wt(A, - A, L isinwt (A, — A,).
A, und A, sind Konstanten; man setzt

_A1 + Ay =G
I(AI—A2)=02'
Die Gleichung fiir Q geht dann iiber in
w
Q= e 2L’ (Cicoswt +Cysinwt) . . . . (1)
Aus dieser Gleichung erhilt man J aus der Beziehung
dQ
J = — —H-
Es ist daher
w - ,
J= 3T ° 2L (C, cos wt -+ C, sin w't)

w
— % .
—e 2L (—C, wsinwt -+ C, wcos wt)

oder
w

J—¢ 2T [cos ot (W21?1 ——-ng) +sinwt (Xg—g? _wCl)].
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Die Integrationskonstanten C; und C, werden durch die An-
fangsbedingung aus den Gleichungen fiir Q und J berechnet.

Fir t=0 ist J =0 und der Kondensator hat, da er noch
keinen Strom abgegeben hat, seine Maximalladung Q,. Es folgt also

1. Q, =C,.
2. 0=— 1 —0C; C=-2"

Der Wert fir C; und C, in die Gleichung 1 eingesetzt, ergibt
B —2% ; QW . ;
a) Q=ce (Q,ocosw —|—2menw )

=0

-—"t[ W.Q oWQ
—e 2L —
b) J=c¢ coswt( 5T, 2Lw)

+slnwt(4L2 + Q, )]

W

oder Je‘ﬁQOCIll sinwt . . . . L L L L (2)

Er ist ndmlich : 4—1‘7:;—}—0):?’-2—1——5;&#'—2;

setzen wir hier im Zihler den Wert fiir w? ein: w? =~L—_12_
CL 412’

so erhalten wir als Faktor von sinwt

wipars (1)
CL 412 . 412 1
412w T CL.4L’0w CLo’

Aus Gleichung 2 ergibt sich, daB wir es hier mit einer periodi-
schen Entladung zu tun haben. Um zu sehen, in welcher Weise
sie vor sich geht, ist im nachstehenden Diagramm (Fig. 100) der
Verlauf von J als Funktion von t eingetragen. In der Gleichung 2:

— D ot
J_CLw'e .sinwt
ist der Faktor 6% von der Zeit t nicht abhingig, also konstant.
w

e 2L gtellt eine Exponentialkurve dar, die von ihrem Hochst-
wert = 1 (fiir t = 0) mit wachsendem t sich der X-Achse asym-
ptotisch nihert.
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sin wt stellt eine Sinuslinie dar.
W,

Das Produkt e 2. sin @t wird durch die fallende Wellenlinie
dargestellt. Sie stellt eine gedémpfte sinusformige Schwingung dar. Die

Periode der Schwingung ist T — — —

2
w Vﬁv?‘
LC 412

Jﬁ\
4 sinet
L
Fig. 100,

Kann man, wie bei den Schwingungskreisen der drahtlosen Tele-
2

graphie, wE gegeniiber vernachléissigen, so erhalten wir fiir

1
412 LC
die Schwingungsdauer T das bekannte Gesetz T — 27 VLC.
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Formelsammlung.
Trigonometrische Formeln.
00 900 [1800=gz | 2700 |360°=2n
Sinus -0 +1 +0 —1 F0
Kosinus +1 +0 —1 FO +1
Tangens 0 + oo FO + oo FO
Kotangens ) +0 Foo +0 F oo

1. sinf @ }cos? ¢ = 1

9. tga=sma
cos
cos @ 1
. ct _ =
3. ciga siha tga
4. tga.ctga=1 .
2 o — 2y —
5. 1 4 tg €= 1+ ctg ¢ = a5
—_— t 1
6. sing=171—cos® @ — g =
Vi+tta VY1-tectgla
1 ctg @

7. cosg=7 1 — sin @ =

Vi+tgla =1/1—{—ctg2a

8. sin (¢ + §) = sin@ cos § + cos @ sin 8

9. cos (e + §)=cos @cos @ ¥ sin ¢ sing

10. tg(aiﬂ)=1thigiTttgg%

11. ctg(aiﬁ)zacitga;—tigftgi;

12. tgaitgﬁ=zzg“_££

13. ciga iCtgﬁZZ::ffsfn(? .

14. sin? @ — sin® § = cos® # — cos? & = sin (¢ - ) sin (¢ — @

15. cos® @ — sin® @ = cos® § — sin? ¢ = cos (& } ) cos (a— @)



16.

17,

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

217,

28.

29.
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sin 2 @ = 2 sin @ cos@ = cos (¢ — §) — cos (& - B)
sin@ = 2singcos d

2 2
cos 2@ =cos?@ — sin?@  cos @ = cos? g- sinzg

. . .0
cos 20 =1—2sin’a cosa=1—2sm3§

cos 2@ =2 cos?ag—1 cosa=2cosag-—1
. 1 R
sina =i-‘/§(1—cos‘a)
1
cose =+ §(I+cos2a)

Slna+sxn§—2sxn +ﬁ 2‘8
sina—sinp=2cos;§-ﬁsin 5 —6
cosa+cosﬂzgcos“+ﬁcos“—2‘ﬂ
cosa—cosp’———2sm +ﬁ 2 —8

Differentiationsformeln.

dy . du
/ _J / -—
y’ bedeutet i U desgleichen ix "
y=u+v_w yl=ul+vl_w/
y = C (Konstante) y=0

y =Cu y'=Cu’
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u.v
="
v
— xB
et
X
_ 1
y=]/x =x2
y=Inx
y =alogx
y=a*
y=e*
y =sinx
y = cosX
y=1tgx
y=ctgx

y =arcsinx
y == arc cos X
y=arctgx
y = arcctgx

y=In (x-I-Vﬁ?)

1, 1+4x
y_—2—ln1__x
y=Insinx

=Incosx
X
y=lntg§

y=vu +uv’
,__vu'—uv’
—_——
y'=mn.xn—1
1
}"=—§
1
‘-
T
1
/
y—X
1
/ __
Y =Xina
y'=a%lna
y =e*
y/ = cosx
y/=—sinx
y=—
cos?x
1
l —_—
y sin?x
1
LA
y Y1 —x2
1
L
y V1 —x?
y= !
1} x2
y= -
14 x?
y = -
V1| x2
y !
1—x2
y/ =ectgx
y’:-—-tgx
y'= !
sinx
1
.
Y =Cosx



Integrationsformeln.

Integrationsformeln.

f =Ihx+C

/ ~=2yx+C

/j_——_arctgx—{—c

/1(1—x2 1+X+C
/ __ln(x+1/a—|—x2)+0
Va_—x—_arcsmﬁ—l—C

fs1nxdx=-—cosx+0
/cosxdx=sinx+o
ftgxdx:—lncosx-l— C
/ctgxdx:lnsinx+0

dx

/smx lntg +C
dx =1Int (g—l—x) C
cosx 18 \z T3 +

dx
/m——ctgx—i—c
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