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Vorrede.

Ce qui mangue aux Mathématiques grecques,
ce sont moins les méthodes (les grand géomctres
en possédaient assez pour l'ordre des travaux qu’ils
poursuivaient) que des formules propres & 'exposi-
tion des méthodes.

Paul Tannery, Bulletin des sciences math.
Mirz 1885.
In der Zeit vom sechsten bis zum zweiten Jahrhundert v. Chr.
wurde der Grund zu der mathematischen Wissenschaft von
den griechischen Mathematikern gelegt. Die wichtigste Bedin-
gung daftir, dals dieser Grundbau eine Wissenschaft tragen
konnte, deren Wahrheiten erst dann ihre rechte Bedeutung
erhalteri, wenn sie durch vollstindige Beweise sicher gestellt
werden, bestand darin, dafls er selbst die genannte Eigenschaft
hatte. Jeder weils, dals dies in hohem Malfse flr die grie-
chische Geometrie zutraf, welche sich sowohl gegen Einwen-
dungen wie gegen Fehlschliisse durch die Entwicklung einer
strengen Darstellungsform sicherte, die geradezu das Ziel ver-
folgte, dic aufgestellten Wahrheiten unanfechtbar zu machen.
Dieses Ziel wird jedoch in den Schriften der Alten so aus-
schliefslich verfolgt, dals es nur auf Kosten der Ubersichtlichkeit
erreicht wird. Der Leser erfihrt, was geschehen soll, was wahr
ist und weshalb es richtig ist; aber in welcher Absicht etwas
geschieht oder etwas untersucht wird, das lidfst sich in jedem
Falle nur lange nachher heurteilen, wenn man die Folgen sieht.



VIII Vorrede.

Mitteilungen tber die benutzten Entdeckungswege fehlen ganz,
wenn man die alle mathematische Forschung umfassende ana-
lytische Methode ausnimmi. Der Darstellungsform der Alten,
welche in logischer Hinsicht so vollkommen war, fehlten des-
halb die Eigenschaften, welche dieselbe zu einem bequemen
Mittel hatten machen kénnen, den reichen Inhalt der griechi-
schen Geometrie — geschweige die Arbeitsweise derselben — auf
spitere Geschlechter zu ibertragen. Im Schlufsabschnitte dieses
Buches wird gezeigt werden, dafs trotz des Eifers, mit dem die
Mathematiker der Renaissancezeit sich auf das Studium der
Schriften des Altertums geworfen hatten, dennoch wéhrend der
ganzen neueren Zeit neue Einfliisse von Seiten der griechischen
Geometrie sich noch geltend machen konnten, und im Verlauf der
Darstellung wird sich zeigen, dafs Chasles’ bekannter Nach-
weis, Euklid habe einige von den kirzlich wiederentdeckten
Eigenschaften projektivischer Punktreihen gekannt, noch weiter
dahin ausgedehnt werden mufs, dals man im Altertum die
Anwendung einiger solcher Reihen auf die Lehre von den
Kegelschnitten gekannt habe. Dals so die antike Geometrie
trotz der aulserordentlichen Entwicklung der modernen Ma-
thematik stets auf neue Weise ihre Bedeutung hat auf-
recht erhalten konnen, beweist nichi nur, wie grols der Wert
ihres Inhaltes ist, sondern zeigt auch, wie grofs die Hindernisse
waren, die sich einer Verbreitung dieses Inhaltes entgegen-
stellten. Diese Hindernisse liegen nicht allein in dem Verlust
wichtiger Schriften, sondern auch in den berfihrten schwachen
Seiten der Form, in der die Uberlieferten Schriften abgefalst
sind.

In unserer Zeit, wo die Mathematiker durch die Aneig-
nung des reichen Materials, welches neuere Zeiten gebracht
haben und téglich bringen, so stark in Anspruch genommen
werden, fahren dieselben Ursachen fort ihre Wirkung auszu-
tben, und selbst der, welcher sich einige Bekanntschaft mit
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den Schriften der Alten erworben hat, wird kaum geneigt sein,
die in diesen gewonnenen Resultate gentigend hoch zu wiirdigen.
Denn ohne XKenntnis von dem gegenseitigen Zusammenhange,
in dem sie entstanden sind, gewinnt man leicht die Vorstel-
lung, dals dieser lose und zuféllig sei, und dafs die Alten des-
halb nicht die Bekanntschaft mit der Bedeutung und Brauch-
barkeil der Resultate besafsen, welche denselben erst ihren
vollen Wert verleiht.

Die Beschwerden jedoch, welche die antike Darstellungs-
form darbieten kann, mifsten eigentlich zu einer gerade ent-
gegengesetzten Ansicht flihren. Denn die Schwierigkeiten,
welche der Leser zu tberwinden hat, und welche zum Teil
davon herriihren, dafs jene Zeit nicht tiber die Darstellungs-
mittel verfligte, welche die Gegenwart benutzen kann, miissen
auch auf den Verfasser hemmend und hindernd gewirkt haben.
Wenn nun Apollonius in einem so ausgedehnten Werke 1wie
in seinen Kegelschnitten diese Schwierigkeiten in dem Malse
iiberwindet, dafs er die erstrebte Unanfechtbharkeit ebenso voll-
stindig erreicht wie Kuklid in seinen Elementen, so zeugt dies
durchaus fiir eine grofse Herrschaft tiber den behandelten Stoff.
Er mufs mit der Bedeuwtung jedes einzelnen Satzes vertraut
gewesen sein, um den rechten Platz flir denselben im Lehr-
gebdude finden zu koénnen, und er mufls, namentlich in den
ersten systematischen DBiichern, um die fiir dieses Gebidude
passendsten Sétze finden zu konnen, mehrere von diesen
gekannt haben, zwischen denen er wihlen konnte.

Dals man die S#itze und Konstruktionen, welche man
kannte, wirklich anzuwenden verstand, geht auch hervor aus
Apollonius’ Vorreden und aus den Berichten des spéteren
Altertums {iber Aufgaben, die man in Behandlung nahm. Es
wird sich zeigen, dals die Geometrie bei den Alten nicht blofs
ihrer selbst wegen entwickelt wurde, sondern dafs sie zugleich
als Organ fiir die allgemeine Groéfsenlehre diente, &hnlich wie
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die Algebra jetzt, und dafs in dieser Beziehung die Lehre
von den Kegelschnitten {tber die elementaren Unter-
suchungen hinausfithrte. Diese Lehre, welche tberdies mit
einer Vollstandigkeit entwickelt worden ist, die der Behandlung
anderer Kurven nicht zuteil wurde, kann also ihre Stellung in
der Wissenschaft auch neben modernen Untersuchungen be-
haupten. Sie verdient deshalb, dals man sie selbst kennen
lerne und sich nicht damit begniige ihre Resultate zu sehen,
welche die Mathematik der Gegenwart in anderen Verbindungen
Rennt.

Hierfir gentigt eine blols historische Darstellung nicht;
deshalb habe ich in gegenwartiger Schrift versucht eine geo-
‘metrische Wiederherstellung des Inhaltes und des
Zusammenhangs der antiken Lehre von den Kegel-
schnitten zu geben und zu begrinden.

Eine solche mufste sich vorzugsweise an Apollonius’ siechen
Biicher tber diesen Gegenstand (von acht Biichern sind uns
sieben erhalten) anschliefsen. Jedoch wiirde eine unmittelbare
Wiedergabe dicser Biicher sowie der Abschnitte aus Euklids
Elementen, welche besondere Anwendung in denselben finden,
und der Schriften von Archimedes und Apollonius, welche
sich auf denselben Gegenstand beziehen, nicht geniigend ge-
wesen sein: ich mulste vielmehr alles dasjenige, was durch
die ausschlielsliche Riicksichtnahme der Alten auf logische Voll-
stindigkeit verdeckt wird, hervorsuchen und durch Benutzung
nioderner Darstellungsmittel ans Licht ziehen?!). Namentlich

1y Bin #hnliches Ziel verfolgt Housels Auseinandersetzung iiber das
Werk des Apollonius (Liouville’s Journal, Bd. 23). Diese ist jedoch
teils zu kurzgefafst fir meine Zwecke, teils hélt sie sich so ausschliefs-
lich an Apollonins’ Schrift, dafs man die Verbindung dieser mit der
vorhergehenden geometrischen Litteratur nicht erkennen kann. Endlich
enthélt diese Arbeit trotz ihrer Verdienste einige Milsverstindnisse, die
gelegentlich Erwahnung finden werden und nicht ohne Bedeutung sind
filr die’ ganze Auffassung des griechischen Hauptwerks tiber Kegel-
schnitle.
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mufste ich die Ubereinstimmungen aufsuchen, welche zwi-
schen den Hilfsmitteln, die in den verschiedenen Beweisen
benutzt werden, existieren, und auf den Wert, den diese
Hiilfsmittel und die aufgestellten Satze in der Hand der Alten
hatten, mulfste ich durch das schlielsen, wozu die Alten
sie benutzten. Die vorgefundenen logischen Anwendungen
mufsten mir dabei eine Vorstellung davon geben, wie dieselben
Hiilfsmittel haben angewandt werden koénnen, um die ver-
schiedenen aufgestellten Sétze zu finden. Wenn nun auch
die so gefundenen Entdeckungswege niemals zu so allgemein
zuginglichen Methoden, wie die Gegenwart sie kennt, zusammen-
gestellt gewesen sind, so darf man doch mit Bestimmtheit an-
nehmen, dafs cine mindliche Tradition vom Lehrer zum Schiiler
und praktische Ubung in den Anwendungen sie zu etwas mehr
als dem FEigentum einzelner hervorragender Minner gemacht
hat. Dieselben Wege haben sich dann auch hei der weiteren
Anwendung der in den erhaltenen Schriften aufgestellten Re-
sultate benutzen lassen. Dadurch, dals ich diesen Wegen nach-
gpuirte und tber den geometrischen Gebrauch, der sich tiber-
haupt von den gewonnenen Resultaten machen lifst, nachdachte,
habe ich Mittel gewomnen um iiber die Beschaffenheit der
Anwendungen urteilen zu konnen, von denen die Alten in
ihren Vorreden sprechen, sowie tber die Untersuchungen,
welche zum Teil den Inhalt solcher verlorenen Schriften aus-
machten, ilber welche Pappus in einer viel spiiteren Zeit
Mitteilungen macht?). Selbstverstindlich habe ich umgekehrt

1) Da ich, wie sich ergeben wird, zu der Annahme gelangt bin, dals die
Untersuchungen sich auch auf Gegenstinde erstreckt haben miissen,
von denen in den oft etwas zufilligen Mitteilungen, die uns erhalten
sind, nichts berichtet wird, so habe ich mir auch die etwas delikate
Frage gestellt, welche nicht erwihnten Untersuchungen man denn
imstande gewesen sei auszufiihren. Einer Beantwortung dieser Frage
habe ich mich nicht ganz entziehen konnen; deunn ich wiirde mich
sonst der Gefahr aussetzen, dals man zu wenig oder zu viel in meine
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nicht versiumt die Winke zu benutzen, welche von Pappus
sowie von Proklus und Eutokius oder anderswo in zufél-
ligen Mitteilungen fiir das Verstindnis der Alten gegeben wer-
den, und welche teilweise Ausziige aus Schriftstellern sind, die
den Alten niher standen als die genannten Berichterstatter,

Dafs nun das erforderliche Material fiir eine solche Arbeit
einem Mathematiker hat zuginglich sein kénnen, das verdanke
ich teils den Philologen, welche neue Ausgaben von Archimedes
und Pappus mit guten lateinischen Ubersetzungen zu der Aus-
gabe des Apollonius von Halleys kundiger Hand hinzugefiigt
haben, teils den Méannern, welche in der neuesten Zeit die
mathematischen Uberlieferungen in einem bis dahin unbekannten
Umfange ans Licht gezogen und historisch und chronologisch
beleuchtet haben. Es liegt mir namentlich daran hier in der
Vorrede Cantor, den Fihrer unter den letzteren, zu nennen
und den Nutzen hervorzuheben, den mir seine Vorlesungen
tiber Geschichte der Mathematik gewdhrt haben, da ich wegen
meines von dem seinen verschiedenen Ausgangspunktes an
mehreren Stellen gendtigt bin, mich seinen Ansichten polemisch
gegeniiber zu stellen.

Obgleich ich wesentliche Anregungen empfangen habe von
" Hankel, Zur Geschichte der Mathematik im Altertum wund
Mittelalter, wodurch mir zuerst Interesse fiir den Gedanken-
gang') der griechischen Mathematiker eingefléfst wurde, von

erwihnte Annahme hineinlegte. Deshalb habe ich es beispielsweise
gewagt, meine auf aufserordentlich wenige historische Daten gestiitzte
Vermutung tiber Eratosthenes’ Mittelgrolsen mit aufzunehmen, die fiir
nich selbst zuniichst eine Probe dafiir ‘darstellte, ob ich mich so in
die Arbeitsweise der Alten hineinversetzt hétte, dals ich sie selbstandig
anwenden konnte; den Leser aber bitte ich, sein Urteil tiber den
historischen Wert dieser Vermutung nicht auf solche Hypothesen
ibertragen zu wollen, deren Wahrscheinlichkeit ich vollstindiger he-
griinde,

1) Als Schiiler von Chasles interessierte ich mich schon lange flir die
im Altertum erveichten Resultate.
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Bretschneider, Die Geometrie und die Geometer vor Euklid,
und von Allmanns in Hermathena publicierten Untersuchungen,
Greek Geometry from Thales to Euklid, so beziehen sich diese zu-
néchst doch nur auf die Voraussetzungen fiir die griechische Lehre
von den Kegelschnitten'). Gréfsere direkte Bedeutung fir meine
Bearbeitung dieser Lehre aber haben die zahlreichen kleinen
Schriften von Paul Tannery gehabt, nicht nur durch die vie-
len in denselben enthaltenen historischen Angaben, sondern auch
durch die bedeutenden Beitrage, welche er zum Verstindnis
der Entwicklung der griechischen Mathematik geliefert hat.
Diese haben mir, wie sich ergeben wird, oft zur Fihrung
gedient. Indlich ist es mir von grofsem Nutzen gewesen nicht
nur von Heibergs Schriften Einsicht zu nehmen, sondern
auch Gelegenheit zu haben mit diesem griindlichen Kenner
der Ausdrucksweise und des Gedankenganges der alten Geo-
meter miindlich zu verhandeln. In sprachlicher Hinsicht hahe
ich mich immer seiner Meinung gefligt, und wo ich seine
historisch-geometrische Auffassung nicht habe teilen koénnen, da
haben seine Griinde mir die schwachen Seiten gezeigt, welche
die von mir aufgestellte Begriindung noch hatte.

3) Da Maximilien Mavie in seiner Histoire des Sciences Mathématiques
et Physiques ebenso wie ich das Studium der Giberlieferten Schriften der
grofsen mathematischen Schuiftsteller selbst zum Ausgangspunkt nimmt,
so dnrfte ich erwarten, dals zwischen meiner Arbeit und der seinen
sich Bertihrungspunkte finden wiirden. Dafs dies nur in geringem
Maflse der Fall ist, beruht teils darauf, dafs Marie in die Schrift-
steller des Altertums, namentlich in Apollonius, weniger tief ein-
gedrungen ist als in die mathematischen Schriften der neueren Zeit,
teils darauf, dafs er fast gar keine Ruicksicht auf die zahlreichen
historischen Ergebnisse genommen hat, welche wir der neueren For-
schung verdanken. Die letzten Teile des angefiihrten umfangreichen
Werkes sind mir aber niitzlich gewesen bei der Untersuchung des
Einflusses, den die antike Geometrie auf die der neueren Zeit aus-
geiibt hat.
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Dieses Buch ist aus dem Dénischen tibersetzt. Das Original
wurde der Koniglich dénischen Gesellschaft der Wissenschaften
am 3lsten Oktober 1884 vorgelegt und im 3ten Bande der
Schriften der Gesellschaft, 6te Reihe, naturwissenschafliche und
mathematische Abteilung, abgedruckt. Die Gesellschaft hat
die Holzstiche hereitwilligst zur Benutzung in dieser deutschen
Ausgabe hergegeben, in der einige kleine Zusiitze im 12ten
und 19ten, sowie einige Verbesserungen im 20sten und 2%sten
Abschnitt gemacht sind. Dals die Ubersctzung tiberall so
genau meine eigenen Gedanken wiedergiebt, daftr schulde ich
Dr. v. Fischer-Benzon herzlichen Dank, der — ebenso wie
Herr Chr. Host, der Verleger des Buches — grofse Verdienste
hat um die Verbreitung der Schriften dénischer Mathematiker
in solchen Kreisen in denen meine Muttersprache nicht ver-
standen wird.

Kighenhavn, den 28sten Mai 1886,

H. G. Zeuthen.



Erster Abschnitt.

Voraussetzungen und Hulfsmittel; Proportionen und geometrische Algebra.

Die antike Lehre von den Kegelschnitten, welche von Apollo-
nius?) in vollstandigem Zusammenhange entwickelt ist, ist
ausschliefslich auf solchen Voraussetzungen aufgebaut, welche
sich in Euklids Elementen finden, also im wesentlichen auf
ganz denselben, welche auch der jetzigen elementaren Geometrie
angehtren. Jeder, der mit dieser vertraut ist und demnéchst
das festhilt, was er nach und nach wihrend des Lesens lernt,
wird also jedes einzelne Argument verstehen kdénnen, dessen
sich Apollonius bedient. Aber um sich vollstindig in den
ganzen Gedankengang hinein zu versetzen und den Plan zu
erfassen, dem der Verfasser folgt, hat man zu beachten, dals
unter den Voraussetzungen, welche auch wir kennen, einige
sind, welche er sowohl wie seine Vorginger weit hiufiger
gebraucht haben als wir, und mit denen er und seine antiken
Leser deshalb auch viel vertrauter gewesen sind.

Welches diese sind, und wie grofs das Bediirfnis der
griechischen Geometer fiir dieselben gewesen ist, versteht man
leicht, wenn man beachtet, welche besonderen Hilfsmittel
eben in dem erwihnten Werke zur Benutzung beim Studium
der Kegelschnitte eingefithrt werden. Dies sind, wenn auch

1) Euklid lebte etwa 300 v. Chr.,, Archimedes 287—212, Apollonius
etwva 200. Wo nicht ausdriicklich das Gegenteil hemerkt ist, gebe
ich die Jahrszahlen an nach Cantor, Vorlesungen tiber die Geschichte
der Mathematik, Bd. I. Leipzig, 1880.



2 Erste:. ,\'bs‘chmtt

der Begrifé: K’oDrtﬁmfvhsystem nicht aufgestellt wird, die-
sel-bon w.elche Wir benutzen, namlich rechtwinklige und

:.. * ~$’(:hlcfwmk11ge Koordinaten, welche die Griechen iiber-

“dies — eben auf Grund der geometrischen Form fiir ihre
Anwendung — mit grofserer Freiheit anzuwenden verstanden,
als es im -17ten und 18ten Jahrhundert der Fall war. Die
Koordinaten gebrauchen wir aber in Verbindung mit der
Algebra, welche die Griechen nicht kannten. Wir haben also
zu untersuchen, was bei ihnen beim Gebrauche der Koordi-
naten wie auch bei anderen Untersuchungen, wo man sich
jetzt gewdhnlich der Algebra bedient, an Stelle der Algebra tritt.

Zuerst Kfst sich nun ein Hiilfsmittel anfiihren, welches man
auch jetzt bei geometrischen Untersuchungen auf ganz dieselbe
Weise wie die Griechen, wenn auch in geringerem Umfange
und nur wenig innerhalb der eigentlichen analytischen Geometrie
anwendet, namlich Proportionen, eingefiihrt durch dhnliche
Figuren.

Man hat bisweilen geltend machen wollen, dals die Pro-
portionen der Alten eine von den unsrigen abweichende Be-
deutung dadurch hitten, dafs diese letzteren Gleichungen sind,
wihrend die der Alten in einer gewissen Verbindung zwischen
Verhiltnissen bestehen, welche allerdings, wenn die Glieder der
Verhiltnisse kommensurabel sind, zu einer Gleichung wird,
sonst aber durch eine eigentiimliche Definition im fiinften
Buche Euklids bestimmt wird. Diese Definition, welche aus-
sagt, dals ¢ in demselben Verhiltnis zu b steht wie ¢ zu d,

sobald alle ganzen Zahlen M und N, welche M.a _—-i>— N.b machen,
auch M .c%N .d machen, ist indessen nichts anderes als eine

allgemeingiiltige Definition von der Gleichheit der Verhiltnisse
und fallt sehr nahe zusammen mit derjenigen, welche Weier-
strass in unseren Tagen anwendet, um den Wert irrationaler
Grofsen zu definieren. Dafs hier, wenn auch Euklid die Ver-
hiltnisse nicht gleich nennt, in der That die Gleichheit definicert
wird, geht daraus hervor, dafls einer der ersten Sitze, welcher
auf Grundlage dieser Definition bewiesen wird, der ist, dafs
wenn a:b::c:d — wo wir uns vorlaufig des Zeichens hedienen,
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welches man bei der modernen Art antike Proportionen zu
schreiben an Stelle des Gleichheitszeichens gesetzt hat — und
gleichzeitig c:d ::e:f, auch a:b::e:f ist.1)

Die Sache liegt also in Wirklichkeit so, dafls wiihrend man
in der modernen elementaren Algebra gewohnlich das Gleichheits-
zeichen gebraucht ohne eine auch fiir inkommensurable Grofsen
geltende Erklirung von dem zu geben, was die Werte der Ver-
haltnisse sind, welche man gleich setzt, man im Altertum, ohne
das Gleichheitszeichen oder das Wort Gleichheit zu benutzen,
eine solche bestimmt definierte Bedeutung in die aufgestellte
Verbindung zwischen Verhiltnissen hineinlegte, dafls diese Ver-
bindung eben die ist, welche wir Gleichheit nennen.?) Mit der
Definition der Gleichheit von Verhiltnissen war die entsprechende
der Ungleichheit verbunden.

Auf solche Weise waren diese Definitionen von der Gréflse
eines Verhédltnisses in seinen Verbindungen mit anderen
dieselben, welche die allgemeine Grofse charakterisieren,
die der jetzigen Algebra zu Grunde liegt und kontinuierlich alle
Werte annimmt, nicht blofs solche, welche in einem rationalen
Verhiltnis zu einer gewissen Einheit stehen. Die darauf gebaute

') Von den Grundziigen der Euklidischen Proportionslehre findet sich eine
sehr hibsche ausfiihrlichere Darstellung in einem Bruchstiick dber
Euklid am Schlusse von Hankel, Zur Geschichte der Mathematik im
Altertum und Mittelalter, Leipzig 1874.

*) Maximilien Marie scheint in ,Histoire des Sciences Mathématiques et
Physiques®, T.L 8.5 einen Unterschied darin zu finden, dals in einer mo-
dernen Proportion —Z = % zwischen vier Strecken «, b, ¢, d diese
Grdfsen die Zahlenwerte (Mafszahlen) der Strecken oder ihre Verhiiltnisse

zu einer bestimmten Einheit hezeichnen. Das wird dann eine verwickeltere

. s o s . b d
Relation, die man, wenn die Einheit e genannt wird, —Z = %:?
wilrde schreiben kdénnen, und fiir die die Alten auch einen Ausdruck
hatten finden kénnen. Fir die geometrische Untersuchung ist dieselbe
nicht so bequem wie die, in welche keine Einheit eingefithrt ist, was
man ja heutigen Tages auch bei allgemeinen Untersuchungen unter-
1alst.  Im {brigen ist, wie bald beriihrt werden wird, Grund zu der
Annahme vorhanden, dals Proportionalitit zwischen Zahlenwerten be-

nutzt worden ist, bevor man die Euklidischen Definitionen aufstellte.
l‘
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Proportionslehre enthielt Sitze, welche es ermoglichten die
wichtigsten algebraischen Operationen mit dieser Grofse aus-
zufithren. Namentlich besafs man in der Zusammensetzung von
Verhilltnissen ein Mittel zur faktischen Ausfiihrung der algebrai-
schen Multiplikation von beliebigen solchen Gréfsen. In ciner
stetigen Proportion wie

a, a, ty Aney
('l =1 Fg— == (Ta — o« 5 o » .;i"
wird &7 — (ﬁ)" und wird in Wirklichkeit wie eine Potenz be-
ty a, .
nutzt, wihrend umgekehrt z—‘ == ‘/::—" ist. Man kannte sogar
0 1]

die Sumination der auf diesem Wege gebildeten geometrischen
Reihe?). Durch Benutzung umgekehrter Verhiltnisse konnte man
auch Divisionen ausfihren. Da man durch diese Mittel Verhilt-
nisse zu dem machen kann, was wir gleichnamig nennen, so
liefsen sich auch Additionen und Subtraktionen ausfiihren.

Auf diese Weise hat man einen Apparat, mit Hiilfe dessen
man die Zusammensetzung algebraischer Grofsen ausdriicken
kann, Aber fir den praktischen Gebrauch ist die Ausdrucks-
weise in Worten aufserst beschwerlich. Selbst wenn man die
Operationen in einer Zeichensprache darstellt, fallen die Ubel-
stinde nicht ganz fort. Sie héngen namlich damit zusammen,
dafs, wenn die Proportionslehre auch in ihren Séatzen faktisch
Resultate der elementaren Rechenoperationen ausdriickt, sie
dies doch nicht der Form nach thut. Der Satzbau der Pro-
portionslehre hat und niuls eine kiinstlichere Formm haben als
eine Sammlung von einfachen Rechenregeln, welche den he-
kannten Rechenregeln fiir ganze Zahlen parallel laufen.

Will man sich nun aber klar machen, wie die Griechen
diesen Apparat nicht nur bei der Darstellung und demn strengen
Beweise gefundener Sitze, sondern auch bhei der Entdeckung

1) Vergl. Euklid IX. 35. Das 9. Buch ist allerdings eins von den arith-
metischen Bichern, wo die behandelten Grolsen ganze Zahlen sind.
Der Satz hat hier seinen Platz erhalten als Hilfssatz ftir den arith-
metischen Satz 36; aber der Beweis des Satzes selbst ist allgemein-
gilltig.
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der Sitze selbst haben benutzen konnen, so weist, wie wir nun
sehen werden, eben seine Kiinstlichkeit auf die Erklarung hin?t).

Geometrische wie alle moglichen konkreten Gréfsen durch
Zahlen darzustellen und mit diesen Zahlen zu rechnen ist
ebenso alt wie die Einfiihrung von Mafs und Rechnen, und
Verhiltnisse und Proportionen miissen, wenn auch in rudimen-
taren Formen, cbenso alt sein wie die erste Auffassung von
dhnlichen Figuren, also wahrscheinlich so alt wie die Geometrie
tiberhaupt; denn man wird kaum darauf verfallen sein mit
seinen eigenen kleinen Figuren zu operieren ohne sich dieselben
im Grofseren auf die ihnen &dhnlichen Figuren angewandt zu
denken, welche sich beim Landmessen und in der Baukunst
darboten 2).

Als jedoch Pythagoras (380—5300) oder vielleicht einer
seiner niichsten Schiller entdeckte, dafs nicht alle Grofsen
derselben Art kommmensurabel sind, wurde der unmittelbaren
Anwendung von Zahlen und daran gekniipften Proportionen in
der Geometrie, welche Anspruch auf Stringenz sollte erheben
diirfen, ein Halt geboten. Indem man dann versuchte sich
durch rein geoinetrische Operationen zu helfen, ergab sich als
niitzliche Folge die weitere Entwicklung dieser letzteren. Die
Lehre von Rechnungsarten und Zahlenverhiiltnissen entwickelte
sich wohl gleichzeitig, aber als wissenschaftlich wurde dieselbe
nur in ihrer Anwendung auf Verhiltnisse zwischen rationalen
Grofsen anerkannt, so wie sie in den arithmetischen Biichern
Euklids (VII—IX) auftritt. Indessen konnte es nicht fehlen,
dals man praktisch Zahlen und Proportionen auch auf die
Geometrie anwandte, wenn auch mit dem Bewuflstsein, dafs
man, um die gewonnenen Resullate anerkannt zu sehen, die-
selben hinterher auf einem anderen Wege beweisen miisse.

1) Bei dieser Erklirung wie bei vielem anderen vom Inhalt dieses Ab-
schnittes schliefse ich mich einer ebenso scharfsinnigen wie geistvollen
Abhandlung an von P. Tannery, De la solution géométrique des
problémes du second degré arant Euclide (Mémoires de la Société de
Bordeaux. 2me série, t. IV).

7) Vergl. die Bemerkungen von Dr. Allmann, 8. 172 der Hermathena,
Vol. HII. Nr. V,
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Als endlich — wie allgemeinn angenommen wird — Eu-
doxus von Knidus (408—355) die- neue und allgemeingiiltige
Grundlage fiir die Proportionslehre fand, welche wir angegeben
haben, und welche Euklid in seine Geometric aufgenommen
und auf die Lehre von den &ahnlichen Figuren angewandt hat,
hat man notwendigerweise einschen missen, dals diese neue
Proportionslehre vollstindig mit der alten dbercinstimnite, oder
richtiger, dic alte arithmetische hat Schritt fir Schritt als Weg-
weiser bei Entwicklung der neuen gedient. Wenn auch Euklid
es npicht fiir richtig gehalten hat die arithmetische Proportions-
lehre i 7ten bis Yten Buch auf den allgemeingiiltigen Beweisen
des 5ten gqufzubaucn, sondern die alten arithmetischen Beweise
beibehalten hat, so wird es doch durch die Cbereinstimmung
in den Benennungen und Sitzen vollkonnnen deutlich, dals
man die Verbindung erkannte. Hieraus folgt aber, dafls die
Alten auch wihrend der Anwendung des Satzapparates der
Proportionslehre — ehenso wie wir, wenn wir unsere algebrai-
schen Operationen durch Proportionen ausdriicken — imstande
waren den Gedanken an die Rcchenoperationen, welche den
Satzen praktisch zu Grunde liegen, als personliche Anleitung
zu benutzen.

Trotzdem ist fir die jetzige Auffassung eine Anwendung von
Proportionen, die sich einigermafsen bewaltigen lafst, untrennbar
vom Gebrauch einer Zeichensprache, die ihre Verbindungen und
die Umformungen. welche bekannten Satzen zufolge maglich sind,
deutlich hervortreten und sich dem Gedichtnisse fest einprigen
lifst. Das Altertum hatte allerdings keine Zeichensprache,
aber ein Hilfsmittel zur Veranschaulichung dieser so-
wie anderer Operationen besals man in der geome-
trischen Darstellung und Behandlung allgemeiner
Groflsen und der mit ihnen vorzunehmenden Opera-
tionen.

Dieses Verfahren beruht darauf, dals man in einer Figur
eine Strecke (oder, was man ferner daneben gebrauchte, eine
Flache) abtrug, welche allerdings unmittelbar eine durchaus
bestimmte Grifse hat, aber doch innerhalb gewisser Grenzen
cine vollkommen allgemeine Grifse darstellen kann; die geo-
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metrischen Sitze, welche angewandt werden, konnen nén-
lich keine anderen Resultate geben als diejenigen, welche in
den ausdriicklich angenommenen Voraussetzungen niedergelegt
sind, und die Resultate werden also unabhingig von der zu-
falligen Grofse, welche eingefiihrte Strecken (oder Flachen) in
der gezeichneten Figur erhalten haben!). In der Anwendung
dieses Hiilfsmittels konnte man fortfahren, unabhéngig von der
Entdeckung irrationaler Grofsen. Diese Entdeckung, welche die
Benutzung der arithmetischen Hiilfsmittel hemmte, mufste eben
dadurch hesonders giinstig fir die Entwicklung jenes geometri-
schen Hiilfsmittels werden.

In dieser Weise entwickelte sich eine geometrische
Algebra, wie man sie nennen kann, da dieselbe als Algebra
teils allgemeine Grofsen, irrationale sowohl wie rationale, be-
handelt. teils andere Mittel als die gewdhnliche Sprache benutzt
um ihr Verfahren anschaulich zu machen und dem Gedécht-
nisse einzupragen. Diese geometrische Algebra hatte zu Euklids
Zeiten eine solche Entwicklung erreicht, dafs sie dieselben Auf-
gaben bewiltigen konnte wie unsere Algebra, solange
diese nicht iber die Behandlung von Ausdriicken
zweiten Grades hinausgeht, ein Gebiet, welches sie auch,
wie sich eben zeigen wird, in ihrer Anwendung auf die Lehre
von den Kegelschnitten ausgefiillt hat. Eine solche Anwendung
entspricht der Anwendung unserer Algebra in der analytischen
Geometrie.

1) Dieses Hilfsmittel steht an wissenschaftlichem Umfang sowie an prak-
tischer Anwendbarkeit auf algebraische Untersuchungen weit {iber einem
entsprechenden arithmetischen Hilfsmittel hei Diophantus, der oft
allgemeine Rechenoperationen durch Einfiihrung bestimmer statt be-
liebiger Zahlen darstellt. Da die eingefiihrten Zahlen rational sind.
hahen die Operationen mit denselben fiir die Alten nur Operationen
mit rationalen Grofsen dargestellt, und wenn die Rechnungen ausgefithrt
werden. verdeckt das Resultat die Operationen, welche es eben zu
erliutern galt, und welche man bei Diophantus neben den Rechnungs-
resultaten im Gedichtnis behalten mufs. Wenn dagegen ein Produkt
durch ein Rechteck durgestellt wird, dessen Seiten die Faktoren sind.
=0 bleibt die Entstehungsart eben so klar, als wenn wir ein Produkt
a.b schreiben.
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Ein Vorbehalt muls hier jedoch gemacht werden, in-
sofern, als man im Altertum keine negativen Grofsen
oder ein irgendwie entsprechendes Hilfsmittel kannte. Man
mufste deshalb das, was wir in einer gemeinsamen algebraischen
Entwicklung vereinigen konnen, in verschiedene Sédtze mit den
zugehirigen Beweisen zerlegen, oder wenigstens verschiedene
Figuren zu demselben Satze und Beweise herstellen. Da es
indessen unter solchen Umstinden im wesentlichen derselbe
Satz ist, der tiberall bewiesen werden soll, so bot die Behand-
lung der verschiedenen Fille nicht mehr Veranlassung zu wirk-
lichen Schwierigkeiten, als die zusammenfassende Behandlung
geboten haben_ wiirde. Nur eine beschwerliche Weitlaufigkeit
der Darstellung wurde die Folge.

Was im ibrigen die Leichtigkeit betrifft, mit der das
Hiilfsmittel gebraucht wurde, so glaube ich, nachdem ich zum
Teil selbst Versuche angestellt habe, dafs es fiir den daran
Gewdhnten nicht -hinter unserer Algebra zurick-
stand, sobald nach der persdnlichen Arbeit und midnd-
lichen Darstellung, wihrend der man auf die Figur zeigen
kann, gefragt wird. Dagegen war es als Mittel der schrift-
lichen Mitteilung beschwerlich anzuwenden und stand
in dieser Beziehung weit hinter unserer Algebra zurtick, deren
Formeln ebenso leicht zu lesen wie zu schreiben sind. In der
schriftlichen Darstellung wurde namlich nicht nur eine Zeichnung
der Figur verlangt, sondern auch eine Beschreibung derselben
und ein bestindiges Hinweisen vom Text auf die Figur.

Da wir gerade die Proportionslehre berihrt haben,
so wollen wir unsere genauere Beschreibung der geometri-
schen Algebra mit der Bemerkung beginnen, dafs die ver-
schiedenen Sitze (iber die einfachsten Umformungen einer
Proportion eben so anschaulich werden, wenn die Glieder der
beiden Verhiltnisse entweder von vornherein — was bei den
Anwendungen gewdhnlich der Fall ist — Sticke von zwei
geraden Linien sind oder als solche dargestellt werden, so dafs
man auf diese zeigen kann, als wenn dieselben in unserer
Zeichensprache dargestellt werden. Solche Veranschaulichungen
der proportionalen Grifsen durch gerade Linien finden sich
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durchgehends im finften Buch Euklids, wo dieselben wohl nur
dann einen direkten Nutzen gewdhren, wenn von einer Addition
oder Subtraktion oder Multiplikation niit einer gunzen Zahl die
Rede ist, aber wo sie Giberall die Bedeutung erhalten, dafs jede
einzelne Grofse der Anschauung und dem Gedéchtnis eingeprigt
wird, so wie wir es machen, wenn wir sie durch einzelne Buch-
staben darstellen, deren Verbindungen in den Gleichungen zu
suchen sind. Selbst die ganzen Zahlen im 7ten bis 9ten Buch
werden auf solche Weise veranschaulicht.

Dasselbe Anschauungsmittel lifst sich berhaupt anwenden,
wo von Additionen und Subtraktionen die Rede ist. Sind die
Gréfsen, welche addiert oder subtrahiert werden sollen, nicht
Strecken, sondern z. B. ganze Zahlen oder Flichen, so werden
diese durch Strecken dargestellt, wenn nitig nach einer Um-
formung (beispielsweise werden Flichen in Dreiecke oder Pa-
rallelogramme von derselben Hohe verwandelt, die sich dann
durch ihre Grundlinien darstellen lassen), und die Strecken
werden neben einander auf derselben (ieraden oder auf ein-
ander abgetragen; das ist selbsverstdndlich, wenn die Operation
wirklich geometrisch ausgefiihrt werden soll. Wenn dagegen
nur von einer theoretischen Untersuchung die Rede ist, oder
wenn in einer Analysis einige der Linien unbekannt sind, so
gewihrt diese Darstellung einen ihnlichen Nutzen wie die Dar-
stellung eines in Worten ausgedriickten algebraischen Ausdrucks
oder einer Gleichung in der Zeichensprache der Algebra uns
gewihrt.

Die Gleichung?)

ar+3yt+yrz+....=d

wirde sich, wenn «, 3, 7... als Verhiltnisse zwischen vor-
gelegten geraden Linien, aber &, y, 2 ... d sclbst als gerade
Linien dargestellt werden, von den Alten dadurch darstellen

') Wenn wir Gleichungen in unserer algebraischen Sprache ausdricken,
welche bei den Alten in Worten und an einer Figur dargestellt sind,
s0 werden wir durch kleine griechische Buchstaben Verhiltnisse be-
zeichnen, durch kleine lateinische Strecken, durch grofse lateinische
Flichen und durch grofse griechische Volumina.
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lassen, dals auf einer Geraden neben einander Stiicke abgetragen
wiirden, die in den Verhiltnissen «, 8, ... zu z, y. 2...
stehen. Der Abstand zwischen dem Anfangspunkt und dem
Punkt, den man durch successives Abtragen der Stiicke erreicht,
wird dann d sein. Auf &hnliche Weise kann man verfahren,
wenn andere Vorzeichen in der Gleichung vorkommen. Ebenso
wie wir bei der jetzt gebriauchlichen Darstellung im Gedichtnis
behalten miissen, was jeder einzelne von unseren Buchstaben
bedeutet, ebenso mufsten die Alten behalten, was das fir Stiicke
waren, die man abgetragen hatte; dann aber hatten die Alten
ebenso wie wir eine Darstellung der Gleichung. Bei den Alten
kann die notwendige Gedachtnisarbeit bisweilen dadurch etwas
unterstiitzt worden sein. dafs die Hiilfsfigur in direkte konstruktive
Verbindung mit der Hauptfigur gebracht wurde; oft dagegen,
und so hiufig bei Archimedes, ist sie danebgn gezeichnet.

Mit Hiilfe einer solchen Darstellung werden Gleichungen
ersten Grades auf Wegen geldst, welche viel mit unserer alge-
braischen Behandlung gemeinsam haben. Doch ist die un-
bekannte Gréfse mit einein unbekannten Punkt vertauscht, der
nicht durch seinen Abstand von einem im voraus gewihiten
Anfangspunkt bestimmt wird, sondern dessen Abstinde von
gegebenen Punkten ohne Unterschied benutzt werden. Die
Umformungen der Gleichung werden oft durch Einfihrung neuer
bekannter Punkte dargestellt. Beispiele fiir diese Operationen
finden sich in der Schrift des Archimedes iiber das Gleich-
gewicht ebener Figuren II, nach der wir im 20sten Abschnitt
eine LUsung einer Gleichung wiedergehen, sowie in seiner Schrift
iber schwimimende Kérper II?).

Das hier beschriebene Hiilfsmittel wiirde indessen nicht
sonderlich weit gereicht haben, wenn man sich damit begniigt
hitte auf diese Weise die eine Dimension der geraden Linie zu
benutzen. Es hat seine Hauptbedeutung dadurch erhalten, dafs
man um Produkte darzustellen in den Flichen ein
Mittel besafs, welches teils in der Anwendung viel bequemer

‘) Man vergl. das historische Werk von Maximilien Marie, I, S.
117—127.
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war als zusammengesetzte Verhiltnisse, teils es ermoglichte aus
der mannigfaltigen Art, wie Flachen sich in der Ebene umlegen
lassen, ja aus den eigentlichen planimetrischen Satzen Nutzen
zu ziehen.

Wenn wir sagen, dafls eine Flache, vorliufig die eines
Rechtecks, ein Produkt darstellte, namlich das der beiden
Seiten, so missen wir uns allerdings beeilen hinzuzufiigen. dals
wir damit meinen, dafs es in den Untersuchungen der Alten
dieselbe Rolle spielte wie ein Produkt von zwei allgemeinen
Zahlen in den unsrigen. Fiir die Alten indessen, weleche nur
Produkte aus ganzen oder wenigstens rationalen Zahlen aner-
kannten, konnte es nur zur Darstellung eines Produktes dicnen,
wenn die Seiten ein gemeinschaftliches Mafs hatten, welches als
Einheit genommen werden konnte. Dals es im letzteren Falle
wirklich benutzt wurde um Zahlenprodukte darzustellen, geht
unter anderem hervor aus Namen wie ebene¢ Zahlen, d. h.
solche, welche aus zwei Faktoren zusammengesetzt sind, und
quadratische Zahlen, und daraus, dals zwei Zahlen dhn-
lich heifsen, wenn sie sich wie zwei Quadratzahlen verhalten,
weil sie sich dann durch #hnliche Rechtecke mit kommen-
surablen Seiten darstellen lassen. Dafs die allgemeingiltige
Verbindung zwischen zwei Grofsen, welche durch das Rechteck
mit diesen Grofsen als Seiten dargestellt wird, ganz (berein-
stimmt mit der bereits erwihnten — aber spiter erfundenen —
Bildung von Produkten, welche auf Euklids (Eudoxus’) Pro-
portionslehre gegriindet wurde, sieht man aus Satz 23 im
sechsten Buche Euklids, der aussagt, dafs zwei Parallelogramme
mit demselben Winkel im zusammengesetzten Verhiltnis der
Seiten stehen. '

Nach diesen Bemerkungen kénnen wir ohne mifsverstanden
zu werden im Folgenden durh «.b das Rechteck mit den
Seiten a und b bezeichnen und durch «* das Quadrat mit
der Seite @. Diese Bedeutung mufs aber in der That fest-
gehalten werden, und ich werde oft Grund haben daran zu
erinnern, dafs mit Figuren operiert wird. Ich mufs das thun,
nicht nur mit Riicksicht auf die Gefahr der Versuchung, den Alten
Erleichterungen modernen Ursprungs zuzuschreiben, Die Gefahr
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hierfir diirfte von geringerer Bedeutung sein, weil die Ver-
hindung zwischen Rechteck und Produkt, wie oben bemerkt,
den AMlen nicht fremd war, wenn dieselbe auch nicht in
allgemeingiiltigen Beweisen anerkannt wurde. Es ist gerade so
grolse Gefahr dafir vorhanden, dals man, wenn man vergifst,
dals die Alten mit Figuren operierten, die damit verbundenen
eigentiimlichen Erleichterungen wbersieht, welche die Alten ihrer-
seits vor uns voraus haben konnten.

Die hierher gehorenden Operationen sind so einfach, dalfs
sie unmittelbar verstanden werden, wo man bei den Beweisen
der Alten auf sie stolst, und bediirfen insofern keiner Erkliarung.
Hier kommt es uns aber darauf an klar zu legen, dafs sic eine
wirkliche Methode bildeten, die vor Euklids Zeit entwickelt sein
mufs, und welche die Alten mit so grolser Fertigkeit anwendeten,
dafs die Einlibung derselben sicher mit zu einer guten mathe-
matischen Ausbildung gehort haben mufs. Um das nach-
zuweisen miissen wir das erste uns bekannte Auftreten dieser
Operationen untersuchen, namlich in Euklids zweitem Buch,
das durch und durch auf dieser Methode aufgebaut ist.

Die 10 ersten Sitze im zweiten Buche Euklids lassen sich
folgendermalfsen schreiben :

1. ab+ct+d+...)=ab+tac+ad+...,
(¢ +0)?= (a+b)a Lt (a4 b)b,
(a+b)a = at4-ab,
(@ + b)? = a®+ b2+ 2ab,
(@ —b)b + (4a — b)® = (}a)? oder
(¢—b)b+ (b — o) = (1a)t,
6. (@a+b)b+ (3a)® = (a + b)® oder
b(b—a)+ (Ja)* = (b— }a)?,
7. a*+b* = 2ab + (a — b)?,
4ub + (6 —b): = (a 4 D)2,
9. (a—0b)+ b= 2(}a)®+ 2(§ ¢« — b)? oder
(@ — b4 b = 2(3a)2 +2(b— §a)’,
10. 824 (a4 )2 = 2(}a)t+2(3 a + b)? oder
b—a)l+b2= 2(}3a)?+200—}a)t

Diese algebraischen Darstellungen lassen sich tbrigens

etwas verindern durch Anderung der Bedeutung der Bezeich-

o

g W

®
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nungen, welche wir den Abstinden zwischen den Punkten
einer Linie geben.

Unsere erste Gleichung ist nur ein Ausdruck dafiir, dafs
¢in Rechteck durch Parallelen zu der einen Seite (der Hohe)
in neue Rechtecke geteilt wird, deren Grundlinien zusammen
die des gegebenen ausmachen. Die Satze 2 und 3 sind solche
specielle Fille von 1, in welchen ein Rechteck mit einem Qua-
drat vertauscht ist. Die Gleichung 4 mufs aufgefalst werden
als Ausdruck fiir die in Fig. 1 dargestellte Zerlegung eines
Quadrates mit der Seite @ 4 5. Die Gleichungen 5 und 6, von
deren weiterer Bedeutung wir bald reden werden, driicken auf

ab b 4 IC D_B
e R
! M
K ’ P
s, .
7 b e ' !
' ; |
3 I\’L:_—'___IE
Fig. 1. . Fig. 2.
4 C B D
M
K
//’ ]
) 7
Fig. 3.

dieselbe Weise die auf 4 gegrindeten Eigenschaften bei den
Figuren 2 und 3 aus, wo C die Mitte der Strecke 4B, die wir
gleich @ gesetzt haben, ist, wihrend DB oder AD b genannt ist,
und auf dhnliche Weise driicken 7 und 8 Satze aus, deren
Richtigkeit unmittelbar an den Figuren hervortritt, deren Eigen-
schaften sie darstellen.
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Das in diesen Sitzen angewandte Verfahren lafst sich im
allgeineinen benutzen um den geometrischen Satz zu beweisen,
welcher dem algebraischen entspricht, dafs mehrgliedrige Grofsen
multipliciert werden, indem man alle Glieder der einen mit
allen Gliedern der anderen Grofse multipliciert. Die beiden
letzten ldentititen Y und 10 lassen sich entweder auf dieselbe
‘Weise oder aus den vorhergehenden Sitzen ableiten, aber
Euklid zieht es vor, den schon im ersten Buche bewiesenen
Pythagoreischen Lehrsatz zu benutzen.

Da sich fiir die entwickeen Satze, wie wir sehen werden,
bestiinmte Anwendungen nachweisen lassen, und da die ent-
sprechenden algebraischen Siatze zum Teil auch in unsern
Lehrbiichern der Algebra ausdriicklich hervorgehoben werden,
so bietet der Umstand, dafs Euklid nur diese nennt, keines-
wegs Veranlassung zu dem Glauben, dafs dies die einzigen
Anwendungen sind, welche er und seine Vorginger von dem
benutzten Verfahren machen konnten. Man kann im Gegenteil
sagen, dals die Anwendungen zahlreich genug sind um An-
leitung zu geben dasselbe Verfahren iberall anzuwenden, wo
es anwendbar ist.

Aufser der hier benutzten Multiplikation mehrgliedriger
Grofsen, verbunden mil einer Vereinigung durch Addition und
Subtraktion, trifft man bereits im ersten Buche Euklids die
geometrische Operation, welche der Division eines Produktes
von zwei Grofsen durch eine dritte entspricht. Diese besteht
darin, die aus den beiden ersten gebildete Fliche an die dritte
anzulegen (rapufdidewv), d. h. dasselbe in ein Rechteck mit
der dritten als Seite zu verwandeln. Dadurch wird man auch
in den Stand gesetzt, die Summe oder Differenz solcher
Rechtecke, welche keine Seite gemeinschaftlich haben, zu einem
einzigen Rechteck zu vereinigen.

Radicierung oder Lésung rein quadratischer Glei-
chungen haben wir in der Aufgabe ein Rechteck in ein Quadrat
zu verwandeln, wozu Euklid (I, 14) unsere Konstruktion der
mittleren Proportionale benutzt; da er aber noch nicht zur
Proportionslehre gelangt ist, so beweist er die Richtigkeit der
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Konstruktion durch den pythagoreischen Lehrsatz. Sein Beweis,
der am nichsten der algebraischen Umformung

2 pr2 _B\2
o w = ()= ()

entspricht, ist im Gbrigen auf den vorhergehenden Satz 5 ge-
stiitzt, hatte sich aber ebenso leicht auf den Satz 6 grinden
lassen. Ob man den einen oder den anderen zu benutzen hat,
beruht darauf, ob man -- beim Beweise oder der Herleitung,
denn die Konstruktion ist dieselbe — damit beginnt eine der
Strecken « und b entweder auf der anderen oder auf der Ver-
lingermng der anderen abzutragen!).

Um demnéichst zu ecrfahren, wie weit die Bekanntschaft
der Alten mit gemischten quadratischen Gleichungen
und deren Losung oder Reduktion auf rein quadratische Glei-
chungen sich erstreckte, wird es zweckmifsig sein zu prifen,
welche Gestalt die quadratische Gleichung in der Sprache der
geometrischen Algebra annehmen mufste, und welche Hiilfs-
mittel diese demnéchst darbot um die Ldsung zu finden.

Wir wollen zuerst die Gleichung

zz“i' ar == ’)21 (1)
betrachten, wo wir uns denken, dafs das konstante Glied,
welches jedenfalls eine Fliache darstellen mufs, in ein Quadrat
verwandelt ist, eine Verwandlung, welche, wenn die Fliche erst

') Wenn Euklid statt 5 den Satz 6 benutzt und den Beweis fiir diesen
Hiilfssatz in den Beweis fiir die Konstruktion hineingezogen hitte, so
wilrde diese Begriindung vollkommen ibereinstimmen mit einer Her-
leitung derselben Konstruktion, welche sich bei dem indischen Mathe-
tiker Baudhdyana findet (vergl. Cantor, Vorlesungen S.545). Ich bin
deshalb mit Cantor vollkommen darin einig, diese Herleitung fir
fibereinstimmend mit der griechischen Geometrie zu halten, wihrend
Hankel durchgehends geneigt ist die Anwendungen von Flichen-
operalionen fiir der indischen Geometrie eigentiimlich und der griechi-
schen fremd zu betrachten. Diese Auffassung wird widerlegt werden
durch unsere Darlegung der Rolle, welche Fliachenoperationen sowohl
in der elementaren Geometrie der Griechen wie in ihrer Lehre von
den Kegelschnitten gespielt haben, wenn dieselben auch an .beiden
Orten in das strenge Gewand griechischer Darstellungskunst ge-
kleidet sind.
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zu einem Rechteck gemacht ist, durch den eben erwihnten
Satz II, 14 vorgenommen wird. Dieses Quadrat soll gleich der
Summe aus dem Rechteck «r mit der gegebenen Seite a und
der unbekannten Seite =z
und aus dem Quadrat iiber
dieser letzteren Seite sein.
i Die Aufgabe besteht also
i darin, an eine gegebene
¢ Linie AB = « ein Rechteck
]

A (A B D

(AM) von gegebener Grofse

b® anzulegen, .so dals ein

Fig. 4. Quadrat (BM) == «* dbrig

bleibt. Diese Aufgabe ist

sogar ihrem Wortlaute nach als specieller Fall miteinbegriffen

in Eukl, VI, 29, wo nur das Rechteck vertauscht ist mit einem

Parallelogramm mit gegebenem Winkel, das tberschiefsende

Quadrat mit einem Parallelogramm (zapaddydoypapuov orep-
Béiiny) von gegebener Form.

Wenn wir uns nun an die Losung der gesteliten Aufgabe
machen, so setzen wir von den frither erwihnten Sitzen den
Satz 4 und die dazu gehdrende Fig. 1 als bekannt voraus.
[ndem wir dann, um eine Analysis von derselben Art zu be-
kommen, wie diec Alten sie benutzten?), damit beginnen uns

1) Euklid bedient sich in den Elementen und Apollonius fast iiberall
i in seiner Lehre von den Kegelschnitten der synthetischen Dar-
stellungsart, welche darin besteht. zuerst den Satz oder die Auf-
gabe. welche hewiesen oder geldst werden sollen. anzugeben. im
letzteren Falle demnéichst die Ldsung folgen zu lassen, und endlich
in beiden Fallen zuletzt den Beweis filr den aufgestellten Satz oder
die Losung zu geben. Auf diesem Wege erfahren wir, dafs das-
jenige. was ausgesagt ist, wahr ist, aber nicht wie man darauf ge-
kommen ist es zu sagen. Etwas melr erfihrt man unmittelbar,
wenn die Alten auch die Analysis einer Aufgabe mitteilen, welche
darin besteht sich dieselbe geldst zu denken und aus dieser Voraus-
setzung solche neue Verbindungen ahzuleiten, welche zur wirklichen
Lodsung dienen kdnnen. Dasselbe kann man in der Regel dadurch
erreichen. dafs man selbst aus der vorliegenden synthetischen Dar-
stellung durch Umkehrung aller Operationen die Analysis bildet, welche
in jedem Falle angewandt sein konnte und in vielen Fillen von den
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die Aufgabe in Fig. 4 gelost zu denken, so liegt es nahe, dem-
nichst durch Umformung der Figur zu versuchen ein Quadrat
von bekannter Grofse zu bilden. Das ldlst sich erreichen, wenn

Alten wirklich angewandt worden ist. In Betreft der Theoreme gilt
etwas dhnliches, da das, was sie aussagen. in der Regel als Antwort
auf eine Frage, also als Ldsung einer gewissen Aufgabe betrachtet
werden kann.

Bei Hankel. Zur Geschichte der Mathematik u. s w. S, 1371
findet sich eine sehr hilbsche und durch Beispiele erliuterte Schilde-
rung der Analysis und Synthesis der Alten. Ich will hier ein
Beispiel aus der neueren Mathematik anfithren. welches vielleicht
am deutlichsten die rein logische Ausheute der heiden Operationen
zeigen wird. dafls namlich die Analysis zu allen den Ldsungen fiithit,
die eine Aufgabe dberhaupt haben kann, so dals man dagegen yge-
sichert wird irgend eine zu vergessen, wihrend nan durch
einen synthetischen Beweis sich der Richtigkeit der Losungen
versichert, zu denen nan gelangt. Das Beispiel ist die Behandlung einer
beliebigen Aufgabe in der Weise, dafs man sie auf eine Gleichung
bringt. diese lost und die Losungen einer Probe unterwirft. Der oder
den Unbekannten eine Bezeichnung zu geben und dieselben in eine oder
mehrere Gleichungen einzufiihren ist dasselbe, als wenn man sich diese
befriedigt, also die Aufgabe geldst denkt. Diese Operation, in Verbin-
dung mit der Losung der Gleichungen, macht eine Analysis aus: das
Probieren der Wurzeln ist der synthetische Beweis fiir die Richtigkeit
der gefundenen Losungen. Diese Probe lifst sich enthehren, wenn in
der Analysis keine Operationen gebraucht sind, welche sich nicht uni-
kehren lassen, dagegen nicht, wenn man durch Potenzieren ein Wurzel-
zeichen fortgeschafft hat, welches nach der Voraussetzung mit einem
gewissen Vorzeichen genommen war. Auf diese Weise wiirden die
Alten in vielen Fillen ihre Synthesis haben entbehren kdnnen, nach-
dem sie die Analysis aufgestellt hatten. wenn sie bestimmte Regeln
dafir gehabt hitten, welche von jhren Operationen umkehrbar waren.
In Ermanglung dessen versicherten sie sich in der Regel durch eine
Synthesis, welche in einer durchgefiihrten Umkehrung der einzelnen
Operationen der Analysis bestand, dafls die aufgestellten Losungen
richtig waren. Wo sie die Analysis unterliefsen, erhielt man dagegen
keinen Beweis dafiir. dals nicht andere Losungen moglich waren.

Die Worte Analysis und Synthesis werden in der Folge
stets nur in ihren einfachen antiken Bedeutungen ge-
braucht werden, und die Adjektive analytisch und syn-
thetisch in Cbereinstimmung hiermit. Nur wenn wir von .der
analytischen Geometrie* sprechen, verstehen wir darunter im besonderen
die Cartesische. wenn nicht ausdriicklich etwas anderes bemerkt ist.

2
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man das Rechteck (KB) in zwei Hilften teilt und darauf in
Ubereinstimmung mit Fig. 1 die eine Halfte (KC) so umlegt,
dafs die ganze gegebene Fliche
(KD)y = 2. ax + »* = b®

zu einem ,Gnomon* wird, welcher in Verbindung mit dem be-
kannten Quadrat (}e)® ein Quadrat von dem bekannten Inhalt
b®*+ (§ «)® ausmacht. Die Seite desselben CD = z + }a wird
demniichst durch den pythagoreischen Lehrsatz bestimmt, und
dadurch ist die Aufgabe gelost, denn nun lafst sich der Punkt
D konstruieren. x — BI) wird dann auch gefunden sein.

Abgesehen von dem Unterschiede zwischen der geometri-
schen und algebraischen Darstellungsform haben wir hier genau
dasselbe ausgefiihrt, als wenn wir jetzt die aufgestellte Gleichung
dadurch lésen, dafs wir auf beiden Seiten des Gleichheitszeichens
(3 @)® addieren. Und gleichzeitig zeigt es sich, dals unsere
Analysis vollkonmmen zu der Synthesis pafst, welche wir mit
Beziehung auf die verallgemcinerte Aufgabe bei Eukl. VI, 29
finden.

Dafs man nun auch ohne diese auf Euklids (oder Eudoxus’)
Proportionslehre gegriindete Verallgemeinerung, und wahrschein-
lich friiher, genau dieselbe Lésung auf die von uns behandelte
speciellere Aufgabe angewandt hat, geht daraus hervor, dals
Satz 6 des zweiten Buches eine vollstindige Andeutung zu der-
selben Losung giebt, wie dies sowohl die mit Fig. 4 ganz
dbereinstimmende Fig. 3 als auch unsere algebraische Dar-
stellung desselben (wenn man b mit & vertauscht) zeigen.

Fig.3 oder 4 zeigen ferner unmittelbar, dafs dieselbe Auf-
gabe auch in der Form gestellt sein kann, zwei Strecken AD
und BD zu bestimmen, deren Differenz ¢ und Rechteck 5%
gegeben sind. Das bemerkt Euklid auch ausdriicklich Data 84.
Die Strecke AD wiirde Wurzel der Gleichung

Lr2—ar = bt (2)
sein, was wir auch durch unsere zweite algebraische Darstellung
des Satzes 6 angedeutet haben. Eben deshalb braucht Euklid
nicht die geometrische Aufgabe, welche die unmittelbare Uber-
setzung dieser Gleichung sein wiirde, besonders zu behandeln;
denn jede Frage, welche von dieser Gleichung abhiingig ist,
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lafst sich in Abhiingigkeit von der sorgfiltig behandelten Glei-
chung %+ ax = b? bringen. Da negative Grofsen unbekannt
waren, so erhielt jede von diesen Gleichungen nur eine Wurzel.
Auf ganz idhnliche Weise ist die Gleichung
ar—x® = b? (3)
bei Euklid behandelt. Diese mufs geometrisch folgendermafsen
ausgedriickt werden: an eine gegebene Strecke @ ein Rechteck
von gegebenem Inhalt 42 so anzulegen, dafs die fehlende Figur
ein Quadrat wird. Diese Aufgabe, deren Lsung aus Euklid
II, 5 (vergl. Fig. 2, wo dann 4B = qa, (KD) = 0* und BD = z)
hervorgeht, findet sich verallgemeinert in VI, 28, so dals das
Rechteck mit einem Parallelogramm mit gegebenem Winkel
vertauscht wird, das Quadrat mit einem fehlenden Parallelo-
gramm (zapaddyioypapuoy é2isizov) von gegebener Form. Die
Losung ist auch hier in anderer Sprache dieselbe wie die der
jetzigen Algebra, indem sie darin besteht durch Subtraktion
beider Seiten der (ileichung von (—3-)2 ein Quadrat iber der
Clh = —f}—x mit bekanntem Inhalt ( —%)2—— b® zu bilden.
Der Losung, welche in VI, 28 vollstindig ausgefiihrt wird,
wird in VI, 27 eine Bedingung fir die Moglichkeit voraus-

geschickt, welche fiir den hier behandelten Fall darauf hin-
auslaufen wirde, dafs die Fliche 4% nicht grofser als (‘7‘)2

sein darf.

Indem Euklid im Beweise fir die Unmoglichkeit, dals
b? > ( _f:_)*, einmal z << AC (Fig. 2), und dann x > AC (was sich
an Fig. 2 dadurch darstellen lielse, dals man x = AD setzt, wo-
durch das Rechteck 1mit gegebenem Inhalt die Grundlinic BD
erhalten wiirde) zu nehmen versucht, giebt er zu erkennen, dafs
er sehr wohl weifs, dafs der Aufgabe, welche durch die Glei-
chung ausgedriickt wird, ebensowohl geniigt wird durch.c = AD
wie durch # == BD. Wenn er nichtsdestoweniger VI, 28 nur
éine Losung angiebt., so mufs das entweder darauf beruhen,
dals er meint, die gestellte Aufgabe cnthalte nur die Forderung

ein Rechteck anzulegen, welches der gesteliten Bedingung gentigt,

D%
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nicht aber alle solche Rechtecke zu finden, oder darauf, dafs
dasjenige, welches Euklid finden will, -eben das Rechteck AM
ist, welches an AB angelegt wird, und dies bleibt dasselbe,
einerlei ob e¢s an diese Linie mit der gréfseren Seite lings AD
oder mit der kleineren lings DB gelegt wird, wenn auch das
fehlende Quadrat verschieden wird?).

Diese letztere Erklirung erscheint namentlich natirlich,
wenn tan beachlet, dafls Euklid sowohl in Satz 8 der Data
wie im Hilfssatz zu den Elementen X, 18 die eben beschriebene
Flachenanlegung zur Bestimmung von Strecken benutzt, von
denen dic Summe sowohl wie der Inhalt des daraus gebildeten
Rechtecks gegeben ist. Diese symmetrische Aufgabe hat nur
éine Losung, und dafs Euklid auch nicht von mehr als éiner
Auflésung in der mil dieser Aufgabe wesentlich identischen
Flachenanlegung spricht, ist eigentlich nicht auffilliger, als wenn
ein Schriftsteller der Gegenwart den Gleichungen

r+4y = a,
xy = b
nur die LOsungen
a + Vaz < b2 a —Va? —b*
—_— . ,,,9.‘ . - y —_— _Q —

beilegt, imt Vertrauen darauf, dafls dié Symmetrie zu augenfallig
ist, als dafs es nétig sein sollte ausdriicklich hervorzuheben,
dafs die beiden Werte sich auch vertauschen lassen?).
Jedenfalls ist es unrichtig aus dem Umstande, dals bei
Euklid eine ausdriickliche Erwidhnung der einen Wurzel einer
quadratischen Gleichung in dem Falle fehlt, wo dieselbe wirk-
lich zwei (d. h. zwei positive) hat, und aus einem entsprechenden
Mangel bei Diophantus zu schliefsen, dafs den Alten tber-
haupt der Sinn fehlte fiir die Bedeutung einer Untersuchung
dariiber, wie viele Losungen cine Aulgabe haben konnte3).

) Vergl. Buch X, 431T., worin Euklid sagt, dafls es nur einen Punkt
giebt, welcher eine Strecke auf eine gegebene Weise teilt, aber im
Beweise ausdriicklich bemerkt, dafs er den zweiten Punkt ausschliefst,
der die Strecke in dieselben beiden Abschnitte teilt.

7) Man vergleiche die citierte Arbeit von Tannery.

3) Hankel hebt diesen Mangel a. a. 0. S. 162 in sehr starken Ausdriicken
hervor.
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Dafs dies nicht der Fall gewesen ist, geht deutlich aus
der Art und Weise hervor, wie Apollonius in der Vorrede
zum vierten Buch iber die Kegelschnitte!) den Diorismus
(Abgrenzung) einer Aufgabe bespricht. Dieser besteht nach
dem Wortlaut des Namens vor allem in einer Angabe der
Grenzen, innerhalb deren eine Aufgabe iiberhaupt moglich
ist — und eine solche giebt Euklid, wie wir gesehen haben,
fir die quadratische Gleichung in VI, 27 —; aber dic Aus-
driicke des Apollonius zeigen, dals der Diorismus zugleich den
Zweck hat die Grenzen anzugeben. innerhalb deren ecine Auf-
gabe eine grolsere oder geringere Anzahl Losungen haben
kann, und dann zu sagen, wie viele sich in jedem einzelnen
Fall ergeben.

In genauester Gbereinstimmung hiermit steht aulser vielem
anderen Apollonius’ eigene Anwendung der Flichenanlegung
oder der quadratischen Gleichungen in der durch das Arabische
erhaltenen Schrift tiber den Verhiltnisschnitt?). Der Inhalt
dieser Schrift, den wir im (5ten Abschnitt genauer besprechen
werden, besteht in einer Behandlung der geometrischen Auf-
gabe: durch einen Punkt eine gerade Linie zu ziehen, welche
auf zwei gegebenen Geraden von gegebenen Punkten an Stiicke
abschneidet, welche in cinem gegebenen Verhiiltnis stehen.
Diese Aufgabe wird gelost durch Zurtckfihrung auf Flichen-
anlegung. welche bis auf den Unterschied, der zwischen unserer
und der geometrischen Algebra besteht, mit einer modernen
algebraischen Behandlung und Zuriickfiihrung auf eine Gleichung
zweiten Grades idbereinstimmt. Die Aufgabe ist allerdings in
so viele Fille geteilt, dals die Wurzeln, welche brauchbar sind,
jedesmal engen Grenzbedingungen unterworfen sind; aber sofern
zwei Losungen innerhalb dieser Grenzen vorkommen konnen,
versiumt Apollonius nicht es anzufilhren. Dies geschieht Gber-
dies in einer Form, welche eine vollkommene Vertrautheit mit
der Thatsache verrit, dafs der Grenzfall, wo die Gleichung (3)

1) Man vergl. unseren Anhang 1.
) Lateinisch herausgegeben von Halley {De sectione rationix ete.).
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nur éine Losung hat, den Uhergang zwischen solchen bildet,
wo zwei oder wo gar keine vorhanden sind.

Bei Betrachtung der im sechsten Buch wirklich ausgefiihrten
Flachenanlegungen haben wir gesehen, dals das, was die Satze
5 und 6 des zweiten Buchs angeben, eben dieselben Um-
formungen sind, in denen die Ausfiihrung der Flachenanlegung
in der von uns dargestellten Form besteht, oder dafs sie die
Losung der geometrischen Algebra von den Gleichungen

2 f~axr—+B =0

angeben, wo B eine Fliche bedeutet, die in einer solchen Form
gegeben ist, dals sie sich in ein Quadrat verwandeln lafst. Dafs
Euklid es bis zum sechsten Buch aufschiebt eben diese Auf-
gaben ausdriicklich zu stellen und zu lésen, hat seinen natir-
lichen Grund darin, dafs er dort erst mit Hiilfe der Proportions-
lehre denselben die Erweiterung geben kann, von der wir hier
abgesehen haben, deren algebraische Bedeutung wir aber bald
genauer untersuchen werden.

Wenn nun also die Ausfiihrung der Flachenanlegung im
zweiten Buch auch nur in Form von Satzen gegeben wird, so
bezeugt das Vorkommen an dieser Stelle doch, dals dieselbe
unabhingig von der neuen Proportionslehre ist und sicher vor
dieser bekannt war. Das wird vollkommen bestitigt durch den
bei Proklus?!) aufbewahrten Bericht des Eudemus, dafs
man die Flichenanlegung den Pythagoreern verdanke.

Lange vor Euklids Zeit kannte man also die Losung der
gemischten quadratischen Gleichung, wie sie hier dargestellt ist,
und hat dieselbe, wie sich aus der ausdriicklichen Hervorhebung
dieses Gegenstandes ergiebt, mit Fleils behandelt. Die Frage
wird also demnichst sein, bis zu welchem Umfange man
hieraus Nutzen zu ziehen verstand. Die meisten Autoren
scheinen geneigt diesen Umfang ziemlich eng zu begrenzen;
sie nennen Euklids Losungen geometrisch und scheinen damit
auch ausdriicken zu wollen, dafs er dieselben nur wie ein in
vielen Fillen niitzliches Hiilfsmittel innerhalb der Geometrie

1) Friedleins Ausgabe von Proklus’ Kommentar zum Euklid, S. 419.
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selbst angewendet habe, wihrend sie die nwmerische Losung
der Zeit nach nur bis zu den ersten Schriftstellern zuriickfihren,
bei denen sie ausdriickliche Beispiele fiir solche gefunden haben?).
Die Auffassung, die ich hier festhalten werde, besteht dagegen
darin, dafls die geometrische Darstellung fiir die Griechen die
Darstellung allgemeiner Grofsen war, und unter diesen auch
speciell derjenigen, welche sich durch Zahlen oder Zahlen-
verhiltnisse darstellen lassen, oder der rationalen Gréfsen, dals
deshalb die geometrische Lo6sung von Gleichungen zweiten
Grades fiir sie die allgemeine Losung darstellte, die im be-
sonderen die numerische it enthalten mufste. Der Grund,
weshalb man der Fliachenanlegung eine so grofse Bedeutung
beilegte, wiirde dann der sein, dafs diese den alten Grie-
chen das gewdhrte, was die Losung der Gleichungen zweiten
Grades uns gewdhrt. In diesen Anschauungen stimme ich,
sovie] ich sehe, vollkommen mit Tannery tberein, aus dessen
Schrift ich auch mehrere meiner Argumente fiir das hohe Alter
der Bekanntschaft mit der numerischen Loésung der quadrati-
schen Gleichungen entnehme.

Als einen Grund fiir die Annahme, dafs man nicht aus-
schliefslich die geometrischen Anwendungen vor Augen hatte,
muls ich zuerst den Umstand bertihren, dals die von Euklid
mitgeteilte Losung, wie ich gezeigt habe, ganz mit unserer
algebraischen ibereinstimmt, aber an geometrischer Einfach-
heit hinter den Verfahrungsarten zuriicksteht, deren man sich
jetzt gewohnlich zur geometrischen Konstruktion der Wurzeln
einer Gleichung zweiten Grades bedient. Hitte man eine solche
gewiinscht, so wiirde man zu den Zeiten Euklids, wo die
Konstruktionslehre so hoch entwickelt war, sicherlich verstanden
haben Losungen von Aufgaben, mit denen man sich so lange
beschaftigt hatte, auf eine moglichst grofse geometrische Ein-
fachheit zu bringen.

Die besten Argummente mufs man indessen in den auf-

1)} Auf diesem Wege gelangt Cantor am weitesten riickwiarts, indem er
(Vorlesungen, S. 341) eine numerische L3sung einer yuadratischen
Gleichung bei Heron (etwa 100 v. Chr.) nachgewiesen hat.
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bewahrten Anwendungen der Losungen suchen. Die am voll-
stindigsten durchgefiihrte Behandlung solcher Anwendungen
hat man in der eben angefiihrten kleinen Schrift des Apol-
lonius tber den Verhaltnisschnitt. Hier wie an vielen
anderen Orten sind freilich die Aufgaben, welche auf Flichen-
anlegung zuriickgefiihrt werden, von vornherein geometrisch;
aber wir haben bereits ausgesprochen, dals die ganze Behand-
lungsweise in dieser Schrift sehr nahe mit einer algebraischen
“Behandlung derselben Aufgabe iibereinsinunt. Es wird so syste-
matisch zu Werke gegangen, dals es deutlich wird, dals
Flachenanlegung fiir die Alten kein Hiulfsmitte] war, welches
sich wohl oft aber doch ziemlich zufillig in der Geometrie an-
wenden lifst, sondern dafs es eine Form der Bestimmung war,
der man principmifsig zueilt, wo sich Aufgaben iiberhaupt
durch Gleichungen zweiten Grades lgsen lassen.

Was nun Losungen numerischer Gleichungen betrifft, so
durfte man, sclbst wenn es tiberhaupt bei Euklid Gebrauch gewe-
sen wire Beispiele zu geben, nicht erwarten, solche im zweiten
oder sechsten Buch zu finden. Ein Zahlenbeispiel wiirde — wenn
die Wurzeln nicht als negativ oder imaginar ganz aufserhalb
des Auffassungshereichs der Griechen lagen — entweder zu
rationalen oder zu irrationalen Wurzeln fiihren. Im ersteren
Falle wiirde ein solches Zahlenbeispiel als irrefihrend zu he-
trachten sein, da es leicht die falsche Vorstellung erwecken
wirde, dals die gefundene Losung nur auf das engere Gebiet
der rationalen Grofsen anwendbar sei; es miifste jedenfalls in
das 7te —9te Bucl verwiesen werden, dessen Behandlung dieses
engercn Gebietes indessen durch und durch von einer zu theore-
tischen Beschaffenheit ist, als dafs man berechtigt sein kénnte
daselbst Beispiele fiir praktisch durchgefiihrte Rechnungen zu
erwarten.

Wird die Losung dagegen irrational, so ist dieselbe nach
dem Zahlenbegriff der Alten nicht mehr numerisch, sondern
eine solche, fiir welche die geometrische Darstellung als unent-
behrlich betrachtet wurde. Die Untersuchungen dariber, ob
dies eintritt oder nicht, sind in das 10te Buch Euklids verwiesen,
welches also durch seine blofse Existenz bezeugt, dafs man die
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Lehre von der Losung quadratischer Gleichungen auf numerische
Aufgaben angewandt hat. Im besonderen kann auf den Satz 18
verwiesen werden, der sich ausdriicklich an unsere Gleichung
(3) (I, 5; VI, 28) oder noch unmittelbarer an die anschliefst,

worin b mit i) vertauscht ist, also
b?

axr —r® = T
Dieser Satz spricht aus, dafs die notwendige und ausreichende
Bedingung dafiir, dafs man mittels dieser Gleichung « in koin-
mensurable Abschnitte teilt, die ist, daks dic Seite des Quadrats,
welches dic Differenz zwischen «® und &% ist, oder Va® — b3,
mit « kommensurabel ist. Wir finden mit anderen Worten
die Bedingung, unter welcher, wenn « als in Zahlen gegeben
{oder als Einheit) angenommen wird, das Verhdltnis der Teile
zur Einheit sich durch Zahlen ausdriicken lifst, oder die Wurzeln
rational sind. Der Bewecis stiitzt sich auf den Satz II, 3, also
auf die geometrische Losung der Gleichung.

Da nun die Frage nach Rationalitit oder Irrationalitit nur
Bedeutung hat, wenn man von kommensurablen Grifsen oder
solchen, welche sich durch Zahlen darstellen lassen, ausgeht
und dann untersucht, obh man auch zu kommensurablen Gréfsen
gelangt, und ob die Losung sich also auch nach der Auffassung
der Alten numerisch durchfiihren lifst, so liegt hier ein ganz
bestimmter Beweis dafiir vor, dafs die Alten ihre Losung
der uadratischen Gleichungen auch auf numerische
Aufgaben anwendeten.

An diese Begrﬁndimg schliefst sich eine neue und bedeu-
tungsvolle Anwendung von Euklids 10tem Buche an. Dieses
enth it eine Reihe von Sitzen dariber, dafs verschiedene — in
der geometrischen Form der Alten dargestellte — Ausdriicke,
in lenen mehrfach Quadratwurzeln vorkommen, iirational sind.
Aus diesen Satzen darf man gewils schliclsen, dafs man die
Gleichungen, welche zu diesen Ausdriicken fiihren, gekannt und
behandelt hat. Dals man versucht hat dieselben numerisch
(d. h.rational) in den Fallen zu lisen. wo dies moglich gewesen
ist, geht aus dem Nachweise der Unmdoglichkeit solcher Lésungen
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hervor. Die Beweise daftir, dafs etwas unndglich ist, sind be-
kanntlich nicht leicht zu fihren, und die Aufstellung so vieler
hierher gehoriger Sitze zeugt also von einer sehr eingehenden
Beschaftigung.

Tannery hat in der citierten kleinen Schrift gezeigt,
dals die Gleichungen héheren Grades, deren Wurzeln Euklid
im 10ten Buch mit Beziehung auf ihre Irrationalitdt untersucht,
Gleichungen zweiten Grades in «® und «* waren. Indem er
das 10te Buch in seinem Beweise fiir die frihere Bekanntschaft
auch mit der numerischen Losung quadratischer Gleichun-
gen benutzt, hat er also dargethan, dals man zu und vor
Euklids Zeit nicht nur eben diese Gleichungen behandelt hat,
sondern die Behandlung auch auf solche ausgedehnt hat, die
sich auf diese zuriickfilhren lassen. Die Umformungen irratio-
naler Grofsen, welche Euklid in den Beweisen benutzt, stimmen
zum Teil iberein mit unserer Verwandlung doppelt irrationaler
Grélsen in einfach irrationale.

Wenn wir auf diese Weise sehen, dafs Euklids Elementen
eine dltere Bekanntschaft mit der numerischen Losung quadra-
tischer Gleichungen. so wie sicher auch mit der numerischen
Behandlung anderer mehr elementarer Aufgaben, zu Grunde
lag, so wird uns die ganze Bedeutung des zweiten Buches
wesentlich klarer. Es wurde vorausgesetzt, dafs solche es lesen
wiirden, die sich vorher oder gleichzeitig praktische Bekannt-
schaft mit derartigen Rechenregeln erworben hatten, und es
sollte diese durch die stringenten Beweise erginzen, deren
Allgemeingtiltigkeit sie nicht nur auf numerische Aufgaben
anwendbar machte, sondern auch auf die geometrischen Unter-
suchungen, mit denen Euklid sich in der Folge beschiftigen
wollte. So sind die Beweise [5 und 6] fiir die Losungen der
quadratischen Gleichungen neben den Beweisen fir Sétze an-
gefiihrt, die solche algebraische Formeln ausdriicken, wie man
sie auch in unseren Schulen auswendig lernt. néamlich der
Ausdruck fir (« + b)* [in 4], fir (¢ —0)* [in 7] und fir
(@ +b) (e — b) [in 8]. Die geometrische Bedeutung dieser ver-
schiedenen Sitze zeigt sich sofort durch ihre Anwendung auf
die Aufgabe des goldenen Schnitts [11]; auf die Relation zwi-
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schen den Seiten eines Dreiecks und der Projektion der einen
auf die andere [12—13], welche sicherlich auch schon vorher
wr numerischen Ausfiihrung geometrischer Berechnungen an-
gewandt worden ist; ferner auf die Verwandlung eines Rechtecks
in ein Quadrat [14] oder auf das geometrische Ausziehen der
Quadratwurzel, das ein Hauptglied in der geometrischen An-
wendung der quadratischen Gleichungen ist, aber keine ent-
sprechende arithmetische Bedeutung hat. Dals dies zuletzt
kommt, stimmt also durchaus mit unserer Auffassung dieses
Buches,

Wihrend die drei ersten Sitze nur einleitend sind, miissen
wir indessen noch zur Aufrechterhaltung unserer Auffassung
den fehlenden Sétzen 9 —10, fiir welche man gegenwirtig keinen
sonderlichen Gebrauch zu haben scheint, eine bestimmte Be-
deutung anweisen kénnen. Dieselben stammen aus einer Zeit,
wo das numerische Ausziehen der Quadratwurzel grofsere
Schwierigkeiten bereitete als jetzt, und wo man deshalb Wert
darauf legte ein besonderes Mittel zu besitzen um eine Reihe
Naherungswerte von V2 zu herechnen. Ein solches Mittel bietet
sich in einem Satze, der sich, wie Cantor!) bemerkt hat, bei
einem arithmetischen Schriftsteller des spéateren Altertums,
Theon von Smyrna, findet, der aber, wie- Tannery?) gezeigt
hat, bereits vor Platos Zeit hekannt gewesen zu sein scheint.
Es ist — was ich anderswo nicht bemerkt gefunden habe — der
exakte und allgemeingiiltige Beweis fiir diesen Satz, welchen
Euklid in den Satzen 9 und 10 ‘des zweiten Buchs in derjenigen
Form giebt, welche derselbe an dieser Stelle annehmen mulfste.
Euklid begriindet also auch hier eine Rechenregel, die bei den
Lesern als bekannt vorausgesetzt werden konnte.

Bei dem Nachweise dieser Bedeutung der Sitze 9 und 10
wollen wir lieber statt der Umformungen, durch welche wir
friher den beiden Euklidischen Sétzen so nahe wie méglich zu
kommen gesucht haben, von den zugehérigen Figuren selbst
ausgehen. Ist C (Fig. 5 a und b) die Mitte der Linie AB. D

)) Vorlesungen S. 369.
%) Revue philosophique, t. XI, 8. 291.
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ein anderer Punkt derselben (Satz 9) oder ihrer Verlingerung
(Satz 10), so ist?)

AD* L DB? — 2. AC* 4+ 2CD? oder

AD?*— 2 AC? = 2CD*— DB

4 ¢ D B
Fig. Ha.

A c B D

- 1 — —
Fig. 5h.

Setzt man (Fig. 5a) CD =ux, DB =y, so wird 4D -= 2z -+,
AC = r-+y. Man sieht also, wenn r und y mit Zahlen ver-
tauscht werden, dals man aus einer Losung (r, y) der einen
der beiden Gleichungen

20— y? = 1
eine der anderen in hoheren Zahlen ableiten kann, namlich
(¢ +y, 2x+y). Dasselbe Resultat Lifst sich aus Satz 10
(Fig. 5b) ableiten, wenn man demselben folgende Forin giebt:

AD*—2CD? = 2.4C? — B2 ?)

') Der Satz gilt wie bekannt auch, wenn D nicht auf der Linie liegt.

%) In Cbereinstimmung hiermit habe ich in Tidsskrift for Mathematik 1879
eine Erklirung der Archimedischen Niherungsbriiche fiir ¥3, welche
Nédherungsbriiche aber nichit successive Niherungsbriiche eines
Kettenbruchs sind, durch eine auf Euklid IT, 5 gegriindete Behandlung
der Gleichungen

2 —3y' =1,

3y —x* = 2
versucht. Da Tannery denselben Gedanken, unabhingig von meiner
Arbeit, weitergefithrt hat, und da Weissenborn eine andere derartige
Losung derselben Ritsel bhei Archimedes gefunden hat, welche sich
auch auf andere antike Wurzelausziehungen erstreckt, so will ich mit
Beziehung auf eine Unklarheit, die mir Ginther zuschreibt (Die
quadratischen Irrationalititen der Alten S. 90), nur beinerken, dafs
diese auf einem Mifsverstehen meines diinisch geschriebenen Artikels
beruht.
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Wir haben gesehen, dals die Bekanntschaft mit Gleichungen
des zweiten Grades, welche bereits vor Euklids Zeit vorhanden
war und welche namentlich in seinem zweiten Buche Ausdruck
fand, nicht oberflichlich und zufillig, sondern mit eciner voll-
stindigen Kenntnis dessen verbunden war, wozu sich diese
Gleichungen in der Geometrie und bei numerischen Rechnungen
gebrauchen liefsen. Euklid und seine Vorginger in der Ab-
fassung von Elementen haben also die Satze dieses Buches
aufgestellt und bewiesen in dem vollen Bewulstsein, dals sie
auf dieselbe Weise benutzt werden konnten, wie es tber ein
Jahrtausend spéiter von arabischen Sclriftstellern, die sich eben
auf Euklid stiitzen, geschah, entweder im Anschlufs an uns
unbekannte Uberlieferungen, oder mit einem richtigen Blick fiir
das, wozu Euklids Siitze tberhaupt niitzlich sind?).

Nachdem wir so mit der wirklichen Bedeutung der antiken
geometrisch-algebraischen Losung der quadratischen Gleichungen
ins Reine gekommen sind, wollen wir uns dem sechsten Buche
Euklids zuwenden und die algebraische Bedeutung der in diesem
enthaltenen Verallgemeinerungen der Flichenanlegung unter-
suchen. Hierbei ist es vollkommen gleichgiiltiz, ob Rechtecke
und Quadrate mit Parallelogrammen von gleichen Winkeln ver-
tauscht werden. Wir wollen deshalb hiervon absehen und uns
dauernd an rechte Winkel halten. wodurch die Erweiterung
darauf beschrimkt wird, dafs bet der Anlegung der gegcbenen
Flache B als Rechteck an die gegebene Linie « das fehlende
oder tiberschiefsende Rechteck statt ein Quadrat zu
werden einem gegebenen Rechteck dhnlich sein soll

Unsere Erklirung der Bedeutung dieses Verfahrens lafst
sich am leichtesten an die bereits benutzten Figuren 4 oder 3
und 2 anschliefsen. Das Quadrat tiber BD wird mit einem
Rechteck vertauscht, welches einem anderen mit den gegebenen
Seiten ¢ und d, von denen ¢ als die der BD homologe an-
genommen werden mag, ahnlich ist. Das Gberschiefsende oder
fehlende Rechteck wird dann, wenn wir wie friher die un-

') Diese Anwendungen sind dargestellt bei Matthiessen. Grundziige der
antiken und modernen Algebra der litteralen Gleichungen, S.293—311.
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2]

Fig. 3. Fig. 2.

bekannte Hohe AK des angelegten Rechtecks x nennen, den
2 .

Inhalt %-c(l = %x’ haben. Die durch die beiden Flichen-

anlegungen gelosten Gleichungen sind also folgende:

am:}:;cl-x’ = B. 4)

Durch Kombination der Proportionslehre mit den
friiheren unmittelbaren Flachenoperationen hat das quadratische
Glied der quadratischen Gleichung also jetzt einen Koefficienten
erhalten. Dieser Koefficient ist iberdies eingefiihrt ohne dafs
es sonderlich schwieriger geworden wire die geometrische Dar-
stellung festzuhalten, da die Forderung der Ahnlichkeit mit
einem Rechteck (Parallelogramm), welches man iber der Seite

% zu zeichnen begonnen hat, durch dic beiden Rechtecken

]

gemeinsante Diagonale (Fig.3 und 2) veranschaulicht oder dem
Gedachtnis eingepragt wird.

Die algebraische Losung der Gleichung (4), welche man fir
das obere Vorzeichen durch eine unmittelbare Ubersetzung von
Euklid VI, 29 echalt, ist

¢ Ta\2, ¢, a
7 =V(g)+aE—%
indem der auf &dhnliche Figuren ausgedehnte pythagoreische

Lehrsatz auf Rechtecke von der Form angewandt wird, welche
das iiberschielsende Rechteck haben soll, so dafs das Rechteck

der Hypotenuse {iber der Seite CD = %—{——(}izv und das der
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einen Kathete tiber (B = i—; gezeichnet ist, wihrend das letztere
den Inhalt B hat und folglich die der ¢ homologe Seite gleich

l (il' B haben mufs; dann erhilt man

¢ \? 2 ¢
($+77) = (3)+4®
Auf dhnliche Weise ist o o
¢ a ‘fae\? e
jo =g V(3)- 75
die n&chstliegende algebraische Ubersetzung von Euklids Losung
(VI 28) der Gleichung (4), wenn man das untere Vorzeichen
henatzt. Was Gber die geringe Bedeutung des Umstandes gesagt
wurdle, dafs Euklid formell nur eine der beiden Ldsungen giebt,
bleibt auch fiir die hier vorgenommene Erweiterung giiltig, da
die Strecke 4B bei beiden Losungen in dieselben beiden Ab-
schnitte geteilt wird. Die Erweiterung der Gleichung (2) (S. 18)
ist it der hier von (1) gegebenen mit einbegriffen.

Hier liegt also eine streng bewiesene Losung der quadra-
tischien Gleichung mit drei Koefficienten vor. Wenn sich gezeigt
hat, dals man bereits friher die numerische Aufldsung nume-
rscheer Gleichungen mit demn quadratischen Gliede x? gekannt
hat, so ist anzunehmen, dafs man auch friiher verstanden habe
Gleichungen von der Form

ar’4+ar—-—B =10

hierauf zurlckzufihren (z. B. durch Multiplikation mit «, wo
danna «r als Unbekannte betrachtet wurde); aber auf eine
allgemeingiiltige, d. h. auch fir irrationale Werte von x giiltige
Weisse hat man — auf Grund der drei Faktoren in «r? — diese
Gleicchungen durch die geometrische Algebra mit zwei Dimen-
siolnen nicht darstellen konnen ohne die Proportionslehre des
Eucloxus zu benutzen,

Apollonius verwendet in seiner Lehre von den Kegel-
cchritten dieselben Hilfsmittel, aber in etwas abweichender
Forn, zur Darstellung derselben Gleichungen. Er zeichnet niam-
lich das Rechteck, welchem das tiberschiefsende oder fehlende
ahxalich sein soll, Gber der Strecke « selbst — oder denkt es sich
iber dieser Strecke gezeichnet — wodurch ¢ = « wird. Indem
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ferner die Grofsen, welche wir hier .- und VB genannt haben,
Abscisse und Ordinate eines beweglichen Punktes einer Ellipse
oder Hyperbel sind, die auf einen Durchmesser und die Tan-
gente in dessen Endpunkt als Koordinatenaxen bezogen sind,
so wollen wir die Bezeichnungen VB, « und d mit y, p und @
vertauschen, wo a und p den Durchmesser und den dazu ge-
horigen Parameter bezeichnen!). Die Gleichungen (4) werden
dann (in umgekehrter Ordnung) zu

N 3 3
y-=pro-—pr ()

welche durch Fig. 6 und 7 dargestellt werden, in denen sich
zugleich die Bedeutung von x = AC und y = CD im Verhiltnis
zum Kegelschnitt zeigt. Das

T Quadrat tiber CD soll gleich

/ dem Rechteck (A4F') sein,
welches an AF = p an-

gelegt ist, so dafs das feh-
lende (Fig. 6) oder dber-
schielsende (Fig.7) Rechteck
dem aus p und 4B = a
gebildeten dhnlich ist. Das
wird dadurch erreicht, dafs
die Diagonale EF durch B
geht. Das Rechteck EF ist

p also gleich %x’ , wiéhrend
./ Rechteck (CE) = px. wo-
durch y? = p:r:F%;r-*.

Diese Relation driickt

Fig. 6. Apollonius teils in Worten
aus, teils durch die unter

rechten Winkeln hinzugefiigte Hiilfsfigur. Diese letztere geo-
metrische Darstellung erweist sich in doppelter Hinsicht als

1) Da die griechischen Geometer ygewdhnlich die ganzen Durchmesser,
Axen und Parameter betrachten, so ist es hequemer diese selbst, an-
statt wie es gewdhnlich in der analytischen Geometrie geschieht, ihre
Halften durch einzelne Buchstaben zu bezeichnen.
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D -
-
N
s
B
\\ . \
E=T
F
Fig. 7.

niitzlich. Einmal lifst dieselbe sich unmittelbar auf geotetrische
Konstruktionen anwenden, namentlich zur Bestimmung so vieler
Punkte der Kurve, wie man will, da die Relation »* = Recht-
eck (AF) bedeutet, dafs y die mittlere Proportionale ist
zwischen xr und der zugehdrigen bis an die feste
Hilfslinie BE gezogenen rechtwinkligen Ordinate
Y = CF (welche in dem rechtwinkligen Koordinatensystem die

Gleichung ¥ = ]),I{—:x hat). Zweitens hat sie fiir theore-

tische Untersuchungen eine #hnliche Bedeutung wie die alge-
braische Darstellung durch eine kurze und tbersichtliche Formel,
nanilich die, die Definition zu veranschaulichen und dadurch
dem Gedachtnis einzuprigen. Diese letztere Bestimmung tritt
dadurch zu Tage, dals Apollonius fortfihrt die Hiilfsfigur auch
da zu zeichnen, wo dieselbe nicht unmittelbar benutzt wird,
oder wo die daran gekniipften Konstruktionen unter bekaunte
Nebenkonstruktionen gehoren wiirden, welche die griechischen
Schriftsteller sonst nicht anzugeben pfiegen. Ein anderes Zei-
chen dafiir, dals dieses geometrische Hiilfsmittel wirklich eine
ahnliche Bestimmung hat wie die Anwendung der Algebra, und
dafs dasselbe wie dic algebraische Formel eine gewisse Un-
abhangigkeit von der geometrischen Untersuchung, auf welche
es eben angewendet werden soll, besitzt, ist man vielleicht
berechtigt in dem Umstande zu erblicken, dafs die Hiilfsfigur
3
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unter rechten Winkeln gezeichnet ist und nicht — was am
niichsten liegen wiirde, wenn man nur einige Hiilfslinien fiir die
vorliegende geonietrische Figur zeichnen wollte — unter dem-
selben Winkel, welchen die Ordinaten mit der Abscissenaxe
bilden. Faktisch ist dieses Verfahren in jedem Falle ein Aus-
druck dafiir, dals fir alle Gréfsen dieses Winkels dieselbe
Relation zwischen Abscissen und Ordinaten stattfindet.

Ein Beispiel fir dic Anwendung der Hilfsfigur des Apol-
lonius als Konstruktionsmittel findet sich im 32sten Satze seines
ersten Buchs und wird in unserem dritten Abschnitt (Fig. 15)
genauer dargestellt werden; ein schr hiibsches Beispiel fir die
Anwendurg derselben als eines geometrisch-algebraischen Ope-
rationsmittels findet sich im 15ten Saize desselben Buch und
wird in unserem vierten Abschnitt (Fig. 17) eine genauere Dar-
stellung finden.

Man wird sich nun eine Vorstellung davon machen kénnen,
in wie hohem Grade sich die antike geometrische Algebra fir
dic Untersuchung von Kegelschnitten eignet. Ein grofser
Teil der wichtigsten Eigenschaften derselben ergiebt sich ndmlich
aus einer analytisch-geometrischen Untersuchung, wenn man
den Kegelschnitt auf verschiedene Koordinatensysteme bezicht.
So finden z. B. die wichtigsten Eigenschaften mit Bezichung auf
konjugierte Durchmesser ihren Ausdruck dadurch, dafls es un-
endlich viele Koordinatensysteme giebt, fir welche die Gleichung
eines Kegelschnitts die oben benutzten Formen (5) annimmt.
Wenn man nun durch Betrachtung des Kegelschnitts in seiner
Lage auf dem Kegel fiir denselben eine Gleichung in einem
bequem gewihlten Koordinatensystem abgeleitet hat, z. B. die
auf eine Axe bezogene Scheitelgleichung, so geschieht der Uber-
gang zu neuen Koordinatensystemen durch lineare Substitutionen
in die zuerst gefundene Gleichung zweiten Grades. Die hierzu
dienenden algebraischen Operationen zweiten Grades sind eben
diejenigen, mit deren geometrischer Form die Griechen, wie wir
aus dem zweiten Buche Euklids sehen, sehr vertraut waren. In
.den Gleichungen werden die Substitutionskoefficienten und die
~ Koefficienten der Glieder vom zweiten Grade nimlich nicht durch
Strecken ausgedriickt, denn dadurch wiirden die Gleichungen



Anwendbarkeit d. geom. Algebra auf die }.(egelschnilte. 35

in den durch Strecken dargestellten Gréfsen von hdherem als
dem zweiten Grade werden, sondern durch Verhiltnisse, und
diese Verhiltnisse werden in der Regel unter ebenso leicht
ibersehbaren Formen wie in (5) eingefiihit. Zugleich wird alles
darauf angelegt so viele Glieder wie moglich zu vereinigen, so
dafls die Gleichungen fiir die Kurven sehr oft nur ausdriicken,
dafs, wie in den durch Fig. 6 und 7 dargestellten Gleichungen
(5), zwei verdnderliche Flidchen gleich grols sind, oder auch
dafs eine veriinderliche Fliache einen konstanten Wert behilt.

In den Aufldsungen der Gleichungen zweiten Grades hat
man ferner ein Mittel zur Bestimmung von Durchschnittspunkten
mit geraden Linien gehabt, und in dem zu den Gleichungen
zweiten Grades gehorenden Diorismus (Eukl. VI, 27) die Be-
dingung fiir Bertthrung und dadurch ein Mittel zur Bestimmung
von Tangenten. Unter welchen besonderen Formen dieses
Mittel angewandt und die erwiahnten Transformationen der
Kcordinaten vorgenommen wurden, wird sich aus dem Folgenden
ergeben.

Die Gleichungen fiir die Kegelschnitte sind stets als Glei-
churagen ersten Grades zwischen Flichen aufzufassen. Wiirde
marx einem griechischen Mathematiker gegeniiber statt dieser
ibex-all die entsprechenden Produkte von Strecken einsetzen
wollen, so wiirde er dies sicher als ein Zeichen dafiir ansehen,
dafss man nicht wisse, dafs nicht alle Grofsen von gleicher Art
ein gemeinschaftliches Mals haben; wo sie aber ein solches
haben, wo also die Grofsen, welche multipliciert werden, sich
durch rationale Zahlen darstellen lassen, wiirde er nach unserer
Meinung diese Vertauschung selbst kennen und zu benutzen
wissen. Zugleich folgt hieraus, dafs er wahrscheinlich auch
pra ktisch dasselbe gethan hat, wenn die Rationalitit nicht
stattfand, und wenn es sich nur um ein angenihertes Resultat
haraQelte; aber das gehorte dann nicht mehr in das Gebiet
der exakten Geometrie.

Die Verbindung mit der geometrischen Algebra erklart
auch, weshalb im Altertum nur die Lehre von den Kegel-
schanitten vollstindig entwickelt wurde, wihrend Untersuch

iber Kurven hoherer Ordnung mehr vereinzelt geblieben &
3!
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Bei der Darstellung dieser geniigte es nicht wie bei den Kegel-
schnitten die Konstanten durch Verhiltnisse auszudriicken
um die Gleichung in einer ibersichtlichen und bequemen geome-
trischen Form dargestellt zu erhalten. Eine Kurve dritter Ord-
nung konnte nian allerdings noch durch eine Relation zwischen
Rauminhalten!) darstellen, aber mit diesen lafst sich nicht so
unmittelbar operieren wie mit Flichen. Wurde die Kurve von
noch héherer Ordnung, so hatte man zur Darstellung der in
ihrer Gleichung vorkommenden Produkte von mehr als drei
variablen Grifsen kein anderes Mittel als die, in diesem Falle
ziemlich unhandlichen, zusammengesetzten Verhiltnisse.

Hierfiir hat man Beispiele in Pappus’ Darstellungen®)
geometrischer Orter fiir Punkte, deren Abstinde von zwei
Systemen gerader Linien Produkte bilden, welche in einem
gegebenen Verhiltnis stehen. Diesen Ortern, deren Darstellung
Pappus als eine Erweiterung einer im Altertum wohl bekannten
Bestimmung der Kegelschnitte anfiihrt ohne damit irgendwelche
genauerc Untersuchung zu verbinden, begegnen wir wieder in
Descartes’ Geometrie, wo sie eben zeigen, in welcher Richtung
man die Uberlegenheit sciner analytischen iiber die alte Geo-
metrie zu suchen habe.

Um der Rolle willen, welche die geometrische Algebra in
der antiken Lehre von den Kegelschnitten spielt, ist es mit
Riicksicht auf meine diesbeziiglichen Untersuchungen fiir mich
von Wichtigkeit gewesen mir eine solche persinliche Fertigkeit
in der geometrischen Form fiir elementare algebraische Opera-
tionen zu erwerben, dals der Gedanke an moderne Darstellungs-
mittel nicht mein Urteil dariiber becinflussen konnte, welche
Umformungen oder Darstellungsarten mehr oder minder nahe-
liegend seien. Zur Einiibung einer solchen Fertigkeit gewihrt

'} Dafs diese Darstellung, @iber welche spiiter mehr folgen wird, auch auf
numerische Untersuchungen angewendet wurde, sieht man aus den
Benennungen korperliche und kubische Zahlen, und daraus, dals
die Bezeichnung dhnlich auch auf Zahlen angewandt wurde. die
sich wie Kubikzahlen verhielten.

) Pappi Alexandrini Collectio, ed. Hultsch, Berolini 1878, 8. 6{0. — Pappus
lebte etwa 300 n. Chr.
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Apollonius Lehre von den Kegelschnitten selbst ein gutes Hiilfs-
mittel. Es geschieht namlich oft, dals Apolionius in seinen
Beweisen ganz kleine Spriinge derselben Art macht, wie wenn
ein analytisch-geometrischer Schriftsteller eine leichte Zwischen-
rechnung demn Leser selbst dberlafst. Ubersetzen wir die Dar-
stellung des Apollonius in die Sprache unserer Algebra, so ist
in vielen Fillen gerade eine solche Zwischenrechnung aus-
gelassen, und diese Spriinge sind deshalb, indem sie die im
iibrigen breite Darstellung abkiirzen, vielmehr eine Erleichterung
fir den modernen Leser. Da nun die Alten in den geometrisch-
algebraischen Operationen ein wohl bekanntes Hiilfsmittel be-
salsen, welches auf dem in der Lehre von den Kegelschnitten
behaandelten Gebiet unserer Buchstabenrechnung &quivalent war,
so liegt die Annahme nahe, dafs es die Meinung des Apollonius
war, seine Leser wiirden mit Hiilfe dieser geometrischen Algebra
leicht selbst die Behauptungen verificieren kénnen, welche wir
gegenwartig durch eine leichte Buchstabenrechnung verificieren.
Hitte er dagegen gemeint, dafls die Richtigkeit durch Anwen-
dinge bestimmter Kunstgriffe oder durch Zurickfihrung auf
bestixnmte Sétze in Euklids Elernenten dargethan werden miiflste,
so wie Pappus es in den Hiilfssatzen macht, welche er an
die 1xneisten von diesen Stellen bei Apollonius anschliefst, so
wircle er wahrscheinlich ausdrickliche Erlduterungen hierfir
gegeben haben. Denn er war berechtigt gewisse Forderungen
an dlie Fertigkeit, aber nicht an die Erfindungskraft seiner Leser
w stellen.

Wenn also z. B B
Ap ollonius im Be-
weise fir den 24sten
Satz des dritten Buchs

ohne irgendwelchen be- 4’

sonncleren Beweis darauf

bavat, dafs, wenn wie E A B c D
in Fig. 8 AB = CD, Fig. 8.

folgende Relation zwi-
schen den aus den Abschnitten der geraden Linie gebildeten

Rechtecken stattfindet:
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EC.EB = AC. 4B+ ED.Ed,

so erscheint es mir am wahrscheinlichsten, dafs er die Richtig-
keit hiervon dadurch erkannt hat, dafs er die betreffenden
Rechtecke zeichnete, wie in Fig. 8, wo £4'= K4 und EB'= EB,
worauf die Richtigkeit des Satzes daraus hervorgeht, dafs die Giber
CD und A'B’ gezeichnéten Rechtecke gleich grofs sind, oder —
was fiir den in solchén Operationen hinreichend Geiibten aus-
reichend gewesen ist — dadurch, dals er sie sich gezeichnet
dachte. Er hat sich eher dieselben Operationen angewandt
gedacht, welche Euklid im zweiten Buch gebraucht, als dafs
er sich die angefiihrte Behauptung so bewiesen gedacht hat
wie von Pappus geschehen ist in dem hierzu gehdrigen 4ten
Lemma durch EinfGhrung des gemeinsamen Mittelpunkts von
AD und BC und eine an diesen Mittelpunkt gekniipfte An-
wendung des sechsten Satzes im zweiten Buche Euklids.

Auf dhnliche Weise halte ich es im wesentlichen fiir einen
Ausfluls der Pedanterie spéterer Zeiten, wenn Pappus auch in
einer grofsen Menge von den {brigen Hiilfssatzen zu der Lehre
von den Kegelschnitten die Behauptungen des Apollonius auf
Sitze und nicht auf Operationen zurtickfiihrt. Der Beweis
des Eutokius?) fiir das 6te Lemma zum 3ten Buch diirfte deshalb
auch der eigenen Anschauungsweise des Apollonius niher liegen
als der Beweis, welchen Pappus anfiihrt. Jedenfalls sind die
geometrisch-algebraischen Operationen, welche die Alten kannten,
faktisch das leichteste Mittel gewesen diese Behauptungen zu
verificieren, und man ist deshalb berechtigt dieselben zur Ubung
in diesen Operationen zu gebrauchen?).

) Apollonii Pergaei conicorum libri VIII. ed. Halley, Oxoniz 1710, S. 188, —
Eutokius lebte etwa 500 n. Chr. (Tannery in Bulletin des Sciences
mathématiques 1884, S.322).

) Will man zur Erlangung grisfserer Ubung etwas schwierigere Beispiele
haben, so kann ich hierfiir empfehlen die Sitze 124 und 125 im T7ten
Buch des Pappus durch die geometrische Algebra zn beweisen.
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Planimetrische Definition der Kegelschnitte; Form dieser Definition
bei Archimedes.

Die erste und niichstliegende Erzeugung der Kegelschnitte
war bei den Griechen diejenige, welche unmittelbar in ihrem
gemeinschaftlichen Namen liegt, niimlich durch ebene Schnitte
an Kreiskegeln, und die drei Hauptarten von Kegelschnitten
wurden definiert durch die bestimmten Kegel, an welchen, und
durch die Art, auf welche sie hervorgebracht wurden. In dieser
Hinsicht verfuhr man jedoch verschicden zu verschiedenen
Zeiten. Die alteren Geometer definierten die drei verschiedenen
Kegelschnitte (Ellipse, Parabel, Hyperbel) nach der verschiedenen
Beschaffenheit der Kegel und nannten sie Schnitte an spitz-
winkligen, rechtwinkligen oder stumpfwinkligen
Kegeln, indem sie sich die Schnitte senkrecht auf einer Er-
zeugenden cines Umdrehungskegels dachten, und diese defini-
tionsmaflsige Unterscheidung zwischen den drei Kegel-
schnitten wurde beibehalten, nachdem man entdeckt hatte,
dafs jeder derselben auch durch Schnitte an einem anderen,
als dem in seciner Definiton genannten Kreiskegel, hergestellt
werden konnte. Hierin lag nichts Unnatiirliches; denn nicht
nur trigt man immer Bedenken etwas an tberlieferten Defini-
tionen zu veriindern, an welche sich bercits durehgefiihrte Sy-
steme von Sidizen. Bestinmungen von Konstanten u.s. w.
kniipfen, sondern ¢s liegt auch nahe und ist logisch vollkonimen
gerechtfertigt den Apparat, welcher fir die Definitionen be-
nutzt wird, so weit zu bheschrinken, als es geschehen kann
ohne die dadurch definierten Begriffe selbst einzuengen, und
dann erst in den Sdtzen zu zeigen, dafs die definierten Be-
griffe unter allgemeineren Umstdnden auftreten kénnen. So findet
man es ja durchaus natiirlich, wenn in modernen Lehrbiichern
der analytischen Geometrie die Kegelschnitte durch cinfache
Eigenschaften oder durch einfache Gleichungen definiert wer-
den und erst hinterher bewiesen wird, dals die Kurven,
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welche durch die allgemeine Gleichung zweiten Grades bestimmt
werden, keine anderen sind als diejenigen, welche man bereits
durch die einfacheren Gleichungen erhalten hat.

Wie es aber auch Lehrbiicher der analytischen Geometrie
giebt, welche das hier vergleichsweise erwiihnte elementare Ver-
fahren aufgegcben haben und gerade umgekehrt damit be-
ginnen den allgemcinen Begriff aufzustellen: ,Kurven zweiter
Ordnung, definiert durch die allgemeine Gleichung zweciten
Grades“, und die einzelnen Kurvenarten durch Relationen zwi-
schen den Konstanten dieser allgemeinen Gleichung zu definieren,
so mulfste auch, als man mit der Betrachtung anders bestimmter
Schnitte an Kegeln als den in den alten Definitionen voraus-
gesetzten vertraut geworden war, die Zeit kommen, wo ein
Geometer wie Apollonius den Gedanken fafste die allgemeine
Bestimmungsmethode zum Ausgangspunkt zu nehmen und
Ellipse, Parabel und Hyperbel durch die allgemeinste Art, wie
sie an beliebigen Kreiskegeln hervorgebracht werden, zu de-
finieren. Wenn auch, wie wir sehen werden, dieser Schritt in
wissenschaftlicher Beziehung — ich meine in Beziehung
auf die Kenntnis der dazu nétigen Sétze — gut vorbereitet war,
so sicht man doch aus dem ersten Buche von Apollonius’
Kegelschnitten, dafs derselbe in systematischer Beziehung
nicht geringe Schwierigkeiten darbot: man erfihrt namlich erst
am Schlusse dieses ersten Buches, in welches bereits die Ent-
wicklung von nicht wenigen planimetrischen Eigenschaften auf-
genommen werden muls, dafs die Schnitte an den verschiedenen
Kegeln identisch sind, und dafs alle sich auf Umdrehungskegel
legen lassen.

Die hier gegebene Darstellung des Verhéltnisses zwischen
Apollonius und seinen Vorgingern mit Beziehung auf die Er-
zeugung von Kurven durch Schnitte an Kegeln stimmt nicht
vollstindig mit den durch Eutokius aufbewahrten Aufserungen?)
des Geminus dberein. Es heifst nimlich am Schlusse des
Referats des Eutokius, nachdem er auseinandergesetzt hat wie

') Man sehe Halley's Ausgabe der Kegelschnitte des Apollonius S. 9.
Cantor verlegt die Wirksawmnkeit des Geminus bis vor dasJahr 77 v. Chr.
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die Alten die Kurven durch senkrecht auf einer Erzeugenden
stehende Schnitte hervorbrachten: ,Aber spater sah Apollonius
von Pergd im allgemeinen, dals alle Schnitte sich an jedem
Kegel finden, gerade oder schief, je nach der verschiedenen
Neigung der Ebene gegen den Kegel“. Diese Aufserung, nach
welcher Apollonius also der erste Entdecker der Thatsache
gewesen sein soll, dals andere Schnitte als die senkrecht zu
einer Erzeugenden gelegten dieselben Eigenschaften haben wie
diese, und welche noch Cantor dahin bringt dies mit grofsem
Nachdruck geltend zu machen, steht indessen vollstindig in
Widerspruch damit, dafs Archimedes im Anfange der Schrift
Gber Konoide und Sphiroide!) ausdriicklich als etwas Bekanntes
ausspricht, dafls alle Schnitte an einem Kegel, welche alle Er-
zeugenden treffen, Ellipsen (oder Kreise) sind, und damit, dafs
ein  Ausspruch dhnlichen Sinnes bereits in Euklids Phano-
menen?) vorkommt. Es lafst sich némlich nicht denken, dals
dieses auf eine andere Art gefunden ist als durch eine Betrach-
tung , welche gleichzeitig gezeigt hat, dals die durch die iltere
Bestixnmung bekannten hyperbolischen und parabolischen Schnitte
sich auf eine ebenso allgemeine Art erzeugen lassen wie die
eliptischen, welche Archimedes nennt, weil er von denselben
besomderen Gebrauch macht. Hierin wird man bestirkt werden
duirch die weiteren Untersuchungen, welche Archimedes an die
verschiedenen elliptischen Schnitte anschliefst, und die wir dem-
nichst erwihnen werden.

Dieser Widerspruch findet eben seine heste Erklarung durch
unserxe Annahme. Alle Zeugen stimmen darin tberein, dafs
Ap ollonius den Kegelschnitten die neuen Namen Ellipse,
Par abel und Hyperbel gegeben habe., Zur Einfiihrung
solcher neuen Namen gab es Veranlassung genug, wenn Apol-
loniwas die vererbte definitionsméalsige Grundlage verliefs,
an welche sich die alten, noch von Archimedes benutzten

i T

') .Aurchimedis opera omnia, ed. Heiberg. Lipsiae 1880, I S, 28K,

?)  Auf diese Stelle hat Heiberg, welcher frither in der Zeitschr. f.
Math. u. Phys., hist. Abth. XXV, 2 die Stellen zusammengestellt hatte,
an denen Archimedes die Kegelschnitte erwiihnt, in ,Litterargeschicht-
liche Studien tber Euklid* S.88 aufmerksam gemacht.
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Namen kniipften. Die in solcher Weise vorgenommniene Ande-
rung an Benennungen und Ausgangspunkt — die nicht mit
irgendwelcher besonderen Entdeckung von Apollonius’ Seite
verbunden zu sein brauchte — konnte leicht die Veranlassung
zu Milsverstindnissen fiir spétere Leser sein, welche die Ele-
mente- der Lehre von den Kegelschnitten bei Apollonius
lernten und sich spiter mit Archimedes’ weiter gehenden
Untersuchungen iber einzelne hierher gehorige Fragen be-
schiftigten. Solchen Milsverstindnissen mulsten dann die spa-
teren Schriftsteller vorzubeugen suchen. Hierzu dienen ver-
schiedene Aufserungen bei Pappus?), und dasselbe ist offenbar
bereits die Hauptabsicht des Geminus mit den citierten Worten
gewesen.

Wenn nun diese so weit gehen, dals sie dem Apollonius
die Entdeckung zuschreiben, ,dafls alle Schnitte an jedem Kegel,
gerade oder schief, vorkommen*, so ist diese Form des Aus-
drucks — welche jedenfalls unzutreffend ist, da sie zu dem
Glauben verfithren konnte, dafs jede Hyperbel als Schnitt an
jedem Kegel hervorgebracht werden konnte — mdglicherweise
allein dem Referat des Eutokius zu verdanken. Indessen kann
sie auch einer Unachtsamkeit bei Geminus zuzuschreiben sein,
der so lange nach Apollonius gelebt hat, dals er selbst diesen
als Hauptquelle fir die Lehre von den Kegelschnitten benutzt
haben musste, und sich deshalb nicht vollstindig dartiber klar
geworden ist, wie weit sich das Wissen der dlteren Schrift-
steller erstreckte, wenn sein Hauptzweck doch nur der gewesen
ist, ihre Ausdrucksweise zu erkliren, und nicht der, zu zeigen,

') Pappus’ Bericht {iber die acht Biicher des Apollonius dber die Kegel-
schnitte ist als Anhang 2 dieser Arbeit ahgedruckt. Man wird be-
merken, dafls Pappus nichts davon sagt, dafs Apollonius entdeckt
haben solle, dafs, wie er sagt, ,an jeder Art dieser Kegel diese drei
Linien je nach der Art, wie sie geschniiten werden. vorkommen®.
Wenn nimlich Hultsch in seiner Ubersetzung — in der ich auf
Dr. Heibergs Rat eine Anderung vorgenommen habe — Pappus sagen
lafst, dafs Aristius dies nicht hemerkt hahe. so mag das auf einem
Mifsverstindnis beruhen. Jedenfalls kdnnen Euklid und Archimedes
recht wohl etwas gewufst haben, was Aristdus vielleicht nicht wulfste.
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wie weit Apollonius iiber sie hinaus gelangt ist. Wire dies
letztere der Fall gewesen, so wiirde er nicht bei dem Umstande
stehen geblieben sein, dafs Apollonius zeigt, dals alle drei Arten
von Kegelschnitten an jedem Kegel vorkommen, sondern er
wiirde den Auseinandersetzungen des Apollonius in dieser Sache
ihren vollen Umfang gelassen haben, indem er dessen Nachweis
anfihrte, dafs — mit Ausnahme einzelner Grenzfille — alle
Schnitte an Kreiskegeln, auch diejenigen, welche nicht senk-
recht auf der Symmetrieebene stehen, Ellipsen, Parabeln und
Hyperbeln sind.

Auf ganz #hnliche Weise kniipfen sich die Bemerkungen
spiterer Schriftsteller lber einen anderen vermeintlichen Fort-
schritt in der Lehre von den Kegelschnitten, welcher dem
Apol]orﬁus 7zu verdanken sein sollte und der nunmehr Er-
wihnung finden wird, ausschliefslich an Verdnderung dieselbe
vou Benennungen und enthalten nicht die Nachweise von
demx geringeren Wissen der alteren Schriftsteller, welche man
daraus hat ableiten wollen.

Die stereometrische Bestimmung der Kegelschnitte wurde
vo  allen griechischen Schriftstellern, deren Arbeiten uns be-
kannt sind, zur Ableitung einer einzelnen planimetrischen
Ha vapteigenschaft (odumrwpa)') benutzt, welche darauf
ihr @r weiteren Untersuchung zu Grunde gelegt
wua rde, und welche wir also berechtigt sind als die plani-
me trische Definition der Kegelschnitte zu betrachten; es liegt
deskalb keine Veranlassung vor zu glauben, dafs die alteren
Sckaxiftsteller, deren Arbeiten verloren sind, anders verfahren

seiemn, Im Gegenteil deutet alles, so bereits die planimetrische
Am~wwendung der Parabel, welche dem Menéchmus zugeschrieben
wixr-cl, darauf hin, dafs diese planimetrische Grundeigenschaft
vora jeher, solange die Kegelschnitte untersucht worden sind,
diesselbe gewesen ist, welche wir bei Archimedes und Apol-
lo muius finden, namlich diejenige, welche algebraisch durch die

') Tannery bemeirkt mit Recht, dafs die Bestimmung der Kurven durch
diese Haupteigenschaft ihrer Gleichung in der analytischen Geometrie
entspricht (Bulletin des Sciences mathématiques, 1883, S. 278).
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Gleichung ausgedriickt werden wirde, durch welche die Kegel-
schnitte in einem rechtwinkligen Koordinatensystem dargestellt
werden, wenn eine Axe zur Abscissenaxe genommen wird.
Wir werden sehen, dafs die formellen Abweichungen, mit welchen
diese Grundeigenschaft in der geometrischen Darstellung der
Griechen auftritt, nicht grofser sind als diejenigen, welche man
jetat erhdlt, wenn man verschiedene Punkte der Axe zu An-
fangspunkten macht. Wenn Pappus dennoch ausdriicklich die
Form hervorgehoben hat, in der dic Bestimmung bei Apol-
lonius auflritt, so ist das, wie eben berihrt, sicherlich nur auf
Grund der damit in Verbindung stehenden neuen Namen
geschehen.

Eine gerade entgegengesetzte Auffassung wird indessen auch
in diesem Punkte von Cantor geltend gemacht. Diese Auffas-
sung wird ebenso wie desselben Verfassers eben zuvor erwiahnle
auf Geminus gestiitzte Behauptung durch unsere nachfolgende
Darstellung von Stellen bei Archimedes widerlegt werden;
aber schon hier halten wir es fiir richtig, eine Prifung von
Cantors eigenen Grinden voranzuschicken?!).

Die Bemerkungen des Pappus, auf welche ich oben hin-
deulete, sind im Anfange unseres Anhang 2 wiedergegeben.
Ich kann nicht einsehen, dafs in denselben anderes oder mehr
liegt, als was ich oben angegeben habe. Cantor dagegen hat
nicht nur wie mehrere andere Schriftsteller?) darin einen Be-

1} Doch werde ich nicht bei denjenigen von diesen verweilen, welche sich
auf die Stellung beziehen, welche Flichenanlegungen in den Ele-
menten einnehinen; denn ich habe im ersten Abschnitt gezeigt. dafls
diese Konstruktionen eine hinlanglich grofse Bedeutung aufserhalb der
Lehre von den Kegelschnitten hatten um Euklid zu gestatten, in den
Elementen keine besondere Riicksicht auf ihre Anwendungen auf diese
Lehre zu nehmen. Welcher Verfasser einer elementaren Algebra denkt
im besonderen an die Gleichung der Ellipse und Hyperbel, wenn er
die verschiedenen Formen einer Gleichung zweiten Grades mit einer
Unbekannten diskutiert?

Doch nicht alle. So wird meine Auffassung geteilt von Arneth und
von Bretschneider in seinem hiibschen Versuche, des Menichmus
Ableitung der Eigenschaften der Kegelschnitte wiederzugeben (Die Geo-
metrie und die Geometer vor Euklid).

~
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weis dafir gesehen, dafs die Darstellung der Kegelsehnitte,
welche wir in Betreff der Ellipse und Hyperbel bereits im
vorigen Abschnitt beriihrt haben, ein wesentlicher Fortschritt
sei, welcher dem Apollonius zu verdanken ist, sondern er
geht S. 252 so weit zu behaupten, dafs Euklid die Parabel,
Ellipse und Hyperbel nicht als Kurven in der Ebene gekannt
habe, oder dals sie jedenfalls nicht als solche in den euklidischen
Biichern {iber Kegelschnitte hiitten vorkommen konnen.

Indem ich mich nun anschicke diese Ausspriiche Cantors
zu widerlegen, will ich doch vorerst bemerken, dals die wirk-
liche geometrische Bedeutung der darin enthaltenen Behauptungen
mir lange dunkel gewesen ist. Eine Auffassung derselben,
welche ich jetzt als cin Mifsverstiindnis anerkenne, will ich
beriihren wegen der Untersuchungen, zu denen sie mir Ver-
anlassung gegeben hat. Ich fafste Cantors Behauptung. dafs
Euklid die Kurven nicht als ,Kurven in der Ebene* kannte, so
auf. als ob er und seine Vorgiinger wihrend des Studiums ihrer
Eigenschaften nicht irgendwelche planimetrische Grund-
eigenschaft derselben gckannt haben sollten, oder doch nicht
verstanden hitten eine solche weiteren Untersuchungen zu
(crunde zu legen, dagegen aber die Kurven nur als Kurven im
Raume aufgefalst hitten, wihrend deren Untersuchung man
bestandig zu ihrer Betrachtung auf dem Kegel selbst habe
zuriickkehren missen.

Auf diese:n Wege hiitte die Lehre von den Kegelschnitten
nicht auf den hohen Standpunkt gebracht werden konnen, auf
dem sie sich vor Apollonius befand, wenn die griechischen
Geometer nicht ziemlich weit in der stereometrische Unter-
suchungsmethode gekonmnen gewesen wiren, welche sonst erst
von Desargues und Pascal angewandt und mit voller Konse-
quenz von Poncelet entwickelt ist. Ich wurde deshalb zu
einer doppelten Untersuchung veranlalst, teils zu einer geonie-
trischen Priifung, ob die vor Apollonius bekannten Eigenschaften,
z. B. diejenige, welche in der Asymptotengleichung der Hyperbel
ausgedriickt wird, auf eine fiir die Griechen -einigermalsen
natiirliche Weise aus der Betrachtung der Kurven auf dem
Kegel selbst hervorgehen, teils zu ciner Durchforschung der auf



A6 Zweiter Abschnitt.

uns gekommenen Literatur, ob in dieser eine Spur einer solchen
stereometrischen Untersuchungsmethode erhalten sein sollte.
Dadurch fand ich auf der einen Seite, dafs die fragliche Ab-
leitung geometrische Voraussetzungen fordern wiirde, welche
man im Gbrigen keinen Grund hat den Griechen zuzuschreiben,
auf der anderen, dafls die Behandlungsarten, welche man als
Spuren einer anderen stereometrischen Untersuchung der Kegel-
schnitte annehmen konnte als diejenige ist, welche zu derselben
planimetrischen Darstellung fiihrt, welche sich bei Apollonius?)
findet, viel zu selten vorkommen, um auf einen irgendwie aus-
gedehnten Gebrauch eines solchen Verfahrens zn deuten. Die
stereometrische Untersuchung — und diese zunichst nur in der
einfacheren Gestalt, welche sie annimnit, wenn eine Ellipse als
ein Cylinderschnitt, also als Parallelprojektion eines Kreises,
auftritt — kann hochstens in einzelnen Fallen als heuristisches
Mittel angewandt worden sein, so von Archimedes bei der Be-
stimmung des Flicheninhalts einer Ellipse, oder von dem, der
zuerst gefunden hat, dals parallele Sehnen einer Ellipse von
éiner Geraden halbiert werden. Direkt ist aber durchaus gar
nichts hieriiber aufbewahrt worden. Dies ist ibrigens hinsicht-
lich des letzten Beispiels natiirlich genug, da man sich doch
anderer Mittel bedienen mufste um den Satz auf die Parabel
und Hyperbel auszudehnen.

Mit Berufung auf die hier erwihnte Untersuchung — auf
die ich wegen ihrer negativen Ausbeute nicht weiter eingehen
will — glaube ich festhalten zu konnen, dafls die Griechen das
Studium der Kegelschnitte auf dem Kegel selbst nicht sonderlich
weiter verfolgt haben als bis zur Ableitung einer einzelnen
planimetrischen Grundeigenschaft fiir jeden Kegelschnitt. Durch
diese Behauptung gerate ich noch nicht in Widerspruch mit
Cantor, falls er mit seiner Aufserung, dafs Euklid die Parabel,

') Mann kann nicht sagen, dafs es bei Apollonius auf diesem Wege be-
wiesen ist, dafs die Kegelschnitte auf konjugierte Durchmesser durch
dieselben Gleichungen bezogen werden wie auf die Axen. Sein Beweis
dafilr, dals die auf diese beiden Arten bestimmten Kegelschnitte iden-
tisch sind, ist namlich planimetrisch.
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Ellipse und Hyperbel!) nicht als Kurven in der Ebene kannte,
nur meint, dafs er nicht die an die -antiken Flichenanlegungen
sich kniipfenden geometrischen Orter kannte, deren Bestinimung
von Apollonius der planimetrischen Untersuchung der Kegel-
schnitte zu Grunde gelegt wird, dals deshalb Euklid vermutlich
sich selbst nicht nach der Beschaffenhcit dieser Orter gefragt
und jedenfalls nicht gewulst habe, dals es dieselben Kurven
seien wie die, welche cr selbst unter dem Namen ,Schnitte an
rechtwinkligen, spitzwinkligen und stumpfwinkligen Kegeln®
untersuchte.

Ist dies, wie ich annehme, Cantors Meinung gewesen, so
kann er immer noch mit mir darin Gbereinstimmen, dals man
sich auch vor Apollonius damit begniigt habe, durch Betrachtung
von Schnitten am Kegel selbst eine einzelne planimetrische
Haupteigenschaft abzuleiten und diese einer ferneren Unter-
suchung derselben zu Grunde zu legen. Nur mufs er dann
meinen, dals diese eine andere als die von Apollonius be-
nutzte gewesen sei. Doch bleibt der Eifer, mit dem er dies
verficht, unverstindlich, da er gleichzeitig durchaus keine An-
deutung dartber giebt, welches dann die friihere Bestimmung
gewesen ist oder gewesen sein kann, und wie wenig oder viel
sie von der abweicht, welche sich bei Apollonius findet. Es
handelt sich eben wm die Grundlage fiir Apollonius’ Lehre von
den Kegelschnitten, um die Gleichung. aus der er alle ibrigen
ableitete. Der Leser, der dariiber aufgeklirt wird, dafs Apollonius
diese Grundlage geschaffen hat, und der nicht nihere Aufklarung
dariber erhilt, wie hoch die Entwicklung der Lehre von den
Kegelschnitten vor Apollonius gestanden habe, wird durch Can-
tors Behauptungen den Eindruck empfangen, dafs dieses mich-
tige Lehrgebdude, welches nicht weit hinter der Lehre von den
Kegelschnitten zurtlickstand, welclie wir am Anfange unseres
Jahrhunderts besalsen, mit Ausnahme zerstreuter Beobachtungen

) Cantor scheint an dieser Stelle mit eben den Worten Parabel, Ellipse
und Hyperhel unmittelbar die verschiedenen Arten von Flachenanlegung
zu bezeichnen.
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aus friitherer Zeit das Werk eines einzelnes Mannes sei!). Der
hingegen, der aus den Schriften des Archimedes und den Vor-
reden des Apollonius weils, wie ausgedehnt vor Apollonius die
Bekanntschaft namentlich mit den in dessen drei ersten Bichern
behandelten allgemeinen Eigenschaften der Kegelschnitte
war, und dafs die eigenen bedeutenden Fortschritte des Apol-
lonius sich zum grofsen Teil an gliickliche Erweiterungen der Ent-
deckungen von Vorgingern kniipfen, fihll sich getiuscht diese
in der Luft schweben zu schen und nur zu erfahren, dals Apol-
lonius dieselben, nachdem sie gemacht waren, auf Grundlage
der hei den Flichenanlegungen benutzten Bestimmungen zu-
sammenstellte,

It den Schriften des Archimedes, wo die Grundlage der
lwhre von den Kegelschnitten kaum von der auch von Euklid
bhenutzten abweicht, mmufs man Antwort auf die hier erhobenen
Fragen suchen. Wenn Cantors Behauptungen irgendwelche
wesentliche Bedeutung fiir die Kenntnis der griechischen Lehre
von den Kegelsehnitten und deren Entwicklung haben sollten,
a0 ufste man wesentliche Unterschiede?) nach Beschaffenheit
und Anwendbarkeit zwischen der von Archimedes und der von
Apollonius  benutzten Grundlage nachweisen koénnen. Einen
sulchen Uuterschied habe ich nicht finden kénnen. Apollonius
versteht allerdings, wie jeder bedeutende Schriftsteller, aus der
hesonderen Art Vorteil zu ziehen, wie er die in allem Wesent-
lichen gemcinsame Grundlage ausdriickt; aber es ist durchaus
kein Grund vorhanden, die, in jedem Falle &ufserst geringe,
formelle Anderung als einen gecometrischen Fortschritt zu
betrachten. Die historische Bedeutung derselben liegt aus-

'} Eine Aufserung in Cantors Vorlesungen etc. S.271 unten, deutet darauf
hin, dafs dieses xeine eigene Meinung sei.

?) Auch Heiberg, welcher die griindliche Bekanntschaft mit den Kegel-
schnitten, welche man vor Apollonius hatte, ans Licht gezogen hat,
aber sich doch in der hier verhandelten Sache an Cantor anschliefst
(Litterargesch. Studien . Euklid. S.88). giebt keinerlei Aufklarung
dariiber, welche geometrische Bedeutung die geringe Abweichung in
der Form der Darstellung der Kegelschnitte hei Archimedes und Apol-
lonius gehabt haben soll.
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schliefslich darin — und das ist auch das einzige, was Pappus
anfiihrt — dafs sie in Verbindung mit den neuen Namen steht,
welche in Gebrauch kamen, als Apollonius die ererbten stereo-
metrischen Definitionen, an welche sich die alten Namen
kniipften, aufgab.

In Ubereinstimmung mit den Versprechungen, welche ich
im Vorhergehenden gegeben habe, will ich nun dazu tibergehen
Archimedes’ Schriften zu betrachten. Ich mufs nachweisen,
wie man vor Apcllonius — nicht nur die ebenen Schnitte, welche
durch gerade Kegel auf die alte definitionsmalsige Weise gelegt
waren, sondern {berhaupt — Schnitte behandelte, deren Ebenen
senkrecht auf der Symmetrieebene!) eines beliebigen Kreiskegels
stehen, und ich mufs die sich bei Archimedes findenden An-
gaben iiber die planimetrischen Haupteigenschaften, welche zu und
vor seiner Zeit bei Untersuchungen der Kegelschnitte zu Grunde
gelegt wurden, ans Licht ziehen. Dadurch erreichen wir gleichzeitig,
dafls wir unmittelbarer zu diesen Eigenschaften gelangen als im
ersten Buch des Apollonius, dessen Inhalt im folgenden Ab-
schnitt dargestellt werden wird. Bei Apoliorius sind dieselben
namlich aus systematischen Riicksichten in andere Satze mit auf-
genommen, namentlich in die allgemeineren Sitze iiber konjugierte
Durchmesser. Bei Archimedes dagegen, wo die Form dieser Sitze
an Einfachheit und Brauchbarkeit keineswegs hinter der von
Apollonius benutzten zuriicksteht, werden die Grundeigenschaften,
auf denen er seime eigenen Untersuchungen aufbaut, als be-
kannt vorausgesetzt und treten deshalb unabhdnglg von allen
systematischen Riicksichten auf.

Wir konnen die Ellipse und die Hyperbel zusammen
besprechen. Beide werden auf eine Axe mit zwei festen Punkten

1) Archimedes spricht diese Einschrinkung nicht aus. indem er im An-
fange der Schrift Gber Konoide und Sphiroide sagt, dafs Schnitte,
welche alle Erzeugenden eines Kegels treffen, Ellipsen sind; aber im
Verlaufe der citierten Arbeit findet er jedenfalls nur Gelegenheit
Schnitte zu behandeln, welche entweder auf der Symmetrieebene des
Kreiskegels oder auf einem anderen Hauptschnitt der Kegelfliche senk-
recht stehen.

4

|
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A und 4, bezogen. Auf dieser wird in einem Punkte, dessen
Abstinde von den festen Punkten £ und «, heifsen mogen,
eine senkrechte Ordinate y
errichtet, deren Endpunkt
ein Punkt der gesuchten
Kurve ist. Denken wir uns
Fig. %a. einen neuen Punkt der-
]y selben auf gleiche Weise

y

Alﬁ 4 P A 4A'

durch », r*, und y* be-

f /; = stimmt, so sind Ellipse und
x ! Hyperbel durch die Glei-
Fig.9b. chung
!/‘.’ . y12
r.x, =z.x, (1)

bestimmt, so dafs man die erste oder zweite von diesen Kurven
erhiilt, je nachdem die Ordinate in einem Punkte der Linie
AA, oder in einem Punkte ihrer Verlingerung errichtet wird.
Doch ist bei Archimedes keine Rede davon mehr als einen
Hyperbelast zu betrachten. Wie die Relation, welche wir hier
kurz durch die Gleichung (1) wiedergegeben haben, geometrisch
bei Archimedes ausgedriickt ist, wird vollstindig aus unserem
vorhergehenden Abschnitt hervorgehen.

Ohne irgend etwas an Archimedes’ Gedanken zu verdindern
konnen wir demselben in unserer Sprache einen noch ein-
facheren Ausdruck geben, indem wir die Gleichung (1) in der
Form "

y‘Z

- 7 - = constans 2
%z, constans (2)

schreiben, woraus wir selren, dafls seine Darstellung den Vorteil
bietet, dals man der Konstanten einen Ausdruck geben kann,
welcher sich nach den Bediirfnissen der gerade vorliegenden
Aufgabe richtet!),

1) Ein Verzeichnis der Stellen, an denen Archimedes die hier angefiihrte
Haupteigenschaft benutzt, findet sich bei Heiberg, die Kenntnisse des
Archimedes tiber die Kegelschnitte (Zeitschrift f. Math. u. Phys., hist.
Abt. XXV, 2).
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Welchen Beweis Archimedes dafiir voraussetzt, dafs alle
maglichen Schnitte senkrecht auf der Symmetrieebene eines
belieligen Kreiskegels, die nicht von speciellerer Art sind, die
Eigenschaft haben, durch welche hier Ellipsen und Hyperbeln
charakterisiert sind, geht aus der Losung der Aufgaben 7 und 8
in seiner Schrift Gber Konoide und Sphiroide hervor. Diese
Aufgaben — denen in 9 eine entsprechende besondere Be-
handlung des Grenzfalls folgt, wo der Kegel mit einem Cylin-
der vertauscht wird — bestehen nidmlich darin ,einen Kegel
zu finden, der durch eine gegebene Ellipse geht und einen
gegebenen Punkt in der Ebene zur Spitze hat, welche senk-
recht auf der Ebene der Ellipse in einer ihrer Axen errichtet
wird«. Da die Kegelfliche, welche im allgemeinen schief wird,
durch die Ellipse und die Spitze vollkommen bestimmt ist, so
komrt es nur darauf an die Grundfliche, d. h. einen Kreis-
schnitt zu finden, und diesen sucht Archimedes auch in Wirk-
lickkeit. Es zeigt sich also nicht nur, dafs Archimedes die
Ereugung der Kegelschnitte durch senkrecht zur Symmetrie-
ebene eines schiefen Kreiskegels gefiihrte Schnitte kennt, wenn
er sich auch des vorliegenden Zwecks halber nur an elliptische
Schnitte hiilt, sondern es ist auch der Beweis, welchen er fiir
die Richtigkeit seiner Losung der gestellten Aufgabe fiihrt, in
Wirklichkeit ein Beweis fiir eben diese Erzeugung. Den Ge-
dankengang dieses Beweises wollen wir in verkirzter Gestalt
wiedlergeben, indem wir fiir den Augenblick von einem fiir
seine hesondere Aufgabe notwendigen Durchgangsgliede absehen,
nimlich der Betrachtung von Schnitten senkrecht zur Symmetrie-
axe der Kegelfliche,

Archimedes benutzt folgenden Hiilfssatz!), der sich leicht
mittels dhnlicher Dreiecke beweisen lafst und den er als bekannt
voravwussetzt: wenn man (Fig. 10) von einem beliebigen Punkte P
geravde Linien parallel mit gegebenen Richtungen zieht, welche
tweid feste Linien M.V und M, N, schneiden, so ist das Verhiltnis

3y Yn Heibergs Ausgabe, 1,7 328, 9—10 wird dieser Hilfssatz in seiner
allgemeinen Form benutzt. an anderen Stellen in den Beweisen spe-

ciellere Formen desselben.
4‘ ' ‘
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PM.PM
PN. PN,
eines krcxskegels, welchie in der Symmetrieebene liegen, und

sind die Linien MM, die Spuren

! konstanl. Sind nun die festen Linien die Erzeugenden

T von Ebenen, die der kreisformi-

\ gen Grundfliche parallel gezogen

\ sind, in dieser Ebene, so wird

O, MP.PM, — y*, wo y der Ab-

‘7\\ L stand zwischen P und den Punk-

/ / ten der Kegelfliche ist, deren

” Projektion auf die Symmetrie-
&” L, ebene P ist. Man erhilt dann
\\ 1\,}){-/-;)‘, g = constans.

Betrachtet man nun verschiedene
Punkte P auf der Linie NN,
so crgiebt sich. dafs alle Punkte
des Schnittes. in welchem der
Kegel durch die in NN, projicierte Ebene geschnitten wird, die
durch Gleichung (2) ausgedriickte Grundeigenschaft haben.

Fig. 10,

In der vorliegenden Figur, ehenso wie in Archimedes'
Figuren, wird der Schnitt NN, allerdings eine Ellipse, aber
derselbe Beweis lifst sich auch auf hyperbolische Schnitte an-
wenden, wenn man nur eine der Seilenlinien verlingert. Dals
nun Archimedes und seine Zeitgenossen dies gewulst haben,
hat man keinen Grund zu bezweifeln, da man auch bei der
alten definitionsméfsigen Darstellung hyperbolischer Schnitte
nicht wohl ohne ecine solche Verlingerung darauf verfallen sein
konnte, bei der planimelrischen Bestimmung der Hyperbel,
d. h. eines Hyperbelastes, nicht nur dessen eigenen Scheitel-
punkt, sondern auch, wie wir an den Gleichungen (1) und (2)
gesehen haben, den zweiten Scheitelpunkt der vollstindigen
Kurve zu benutzen. Aus demn Schweigen des Archimedes darf
man keinen entgegengesetzten Schluls zichen, da er hier wie
tiberall nur das aus der Lehre von den Kegelschnitten mitnimmt,
wofiir er gerade Verwendung hat.

-
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Eine Bestitigung dafir, dafs ich hierdurch den Geometern
jenex- Zeit kein zu grofses Wissen beigelegt habe, erhilt man,
wenrx man beachtet, welche Vertrautheit mit hierher gehorigen
Sitzen und Aufgaben nicht nur Archimedes selbst an den Tag
legt, sondern auch bei seinen Lesern voraussetzt. Ein wichtiges
Beissyoiel hierfiir hat man in der allgemeinen Form des Hiilfs-
satzes, den wir ausdriicklich aufgestellt haben, den aber Archi-
mecles ohne jhn aufzustellen oder zu beweisen in einer eben
s0 @x llgemeinen Form anwendet. Ein anderes Beispiel fiir die
Vorca ussetzungen, welche er auf diesem Gebiete ohne besondere
Begx-<indung meint machen zu dirfen, kommt im Verlaufe der
Liswuangen der erwihnten Aufgaben vor, welche Archimedes
sich  stellt. Diese selbst in Verbindung mit dem Umnstande, dafs
er vamm sie vollstindig zu losen auch Schnitte betrachten mulfs,
welche senkrecht auf einem anderen Hauptschnitt der Kegel-
flickhie stehen, zeigen seine eigene Vertrautheit mit dem Stoff
- uncd  den Methoden, welche er anwendet.

Diese legt er auch an den Tag, wenn er gleich nachher
ebenn dasselbe Verfahren zur Untersuchung cbener Schnitte an
Umdrehungsflichen zweiter Ordnung anwendet, indem er dann
nur statt des von uns angefiihrten Hiilfssatzes den gleichfalls
im voraus bekannten allgemeineren Satz anwendet, wo die
beidenn festen geraden Linien 7L und TK mit einemm Kegel-
schnitt vertauscht sind, also den Satz, den wir jetzl den New-
tonsc hen nennen, von dem aber Newton offen eingesteht,
dals erx ihn von den Alten habe. Im Folgenden wollen wir
ihn de>n Potenzsatz nennen um den irrefihrenden Namen zu

verme=i den.

Ixxdessen wollen wir diese Untersuchungen bis zu einem
spitex~en Abschnitt (demn 19ten) verschieben, wo wir zusammen-
fasserm «1 dariiber berichten, was man iiber die Bekanntschaft
der A lten mit Kegelflichen und Umdrehungsflichen zweiter
Ordnwang weils. Fir den Augenblick glauben wir genug ge-
sagt 2w haben um die Unrichtigkeit der Ansicht nachzuweisen,
dals die Kenntnis der Schnitte an Kegelflichey i
Schnitte senkrecht auf den Erzeugenden eines ge
peschixinkt gewesen sei withrend der ganzen Zeit,
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die mit dieser Erzeugungsart verbundenen Namen und damit
wahrscheinlich auch die daran geknipften Definitionen und
Konstantenbestimmungen benutzte. Welche Vorteile es bewirken
konnten, dafs diese Definitionen und Konstantenbestimmungen
so lange aufbewahrt wurden, wird im 21sten Abschnitt unter-
sucht werden.

Ich habe berilrt, dals die durch Gleichung (1) oder (2)
ausgedriickte Archimedische Darstellung von Ellipse und Hyperbel
den Vorteil darbietet, dafs die Konstantenbestimmung sich nach
dem Bediirfnis jeder Aufgabe einrichten lifst. So kann man,
wenn es sich um ein Segment, begrenzt von einer zu einer Axe
senkrechten Schne, handelt, in (1) z'. a*;, und y* die Werte
annehmen lassen, welche zu den Endpunkten der Sehne ge-
horen. Das thut Archimedes aueh bei seiner Untersuchung von
Segmenten begrenzt von Ebenen, die senkrecht auf der Axe in
Umdrehungshyperboloiden und Umdrehungsellipsoiden stehen.
Fiir die Ellipse ist es im allgemeinen das néchstliegende, o' =z,
a

also gleich der einen Halbaxe -

zu nehmen, wodurch y* gleich
der andceren f—;, und die Konstante ‘—l:; wird. Hiervon macht
Archimedes z. B. Gebrauch in der Auflésung von Aufgabe 9 im
Buche tlber Konoide und Sphéroide.

Da die Konstante der Gleichung (2) zufolge (1) als ein Ver-
hiltnis zwisehen Flachen oder ein zusammengesetzies Strecken-
verhiltnis bestimmit wird, und da die Griechen, wenn sie weiter
solche Verhiiltnisse anwenden sollten, dieselben mit einfachen
linearen Verhiiltnissen vertauschten. so darf man annehmen,
dals Archimedes und diejenigen seiner Vorgianger, welche die
Kegelschnitte auf dieselbe Weise wie er darstelliten, dasselbe
tiberall da gethan haben, wo sich cine Veranlassung dazu bot.
Wemn sie dann zugleich als das eine Glied des Verhiilinisses
dic Axe 4.1, nahmen, oder sich den konstanten Wert von
.'r'..I/ i als A]:'l, bestimmt dachten, so war das Vorderglied p
des Verhiltnisses eben der Parameter p. Ob nun Archi-
medes gerade so verfahren ist, ob er also den Parameter der

\
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Elipse und Hyperbel gekannt hat oder nicht, kann man
schlechterdings nicht wissen, denn er benutzt denselben zwar
nirgendwo, aber er hat auch nirgends Verwendung dafiir.

Die Frage selbst, wie weit Archimedes — und mit ihm
Euklid und seine tbrigen Vorginger — den Parameter der
Kegelschnitte gekannt haben, hat im dbrigen an und fiir sich
durchaus kein wissenschaftliches Interesse; denn da es jeden-
falls ersichtlich ist, dafs er die Mitlel besals sich andere Hilfs-
grofsen zu schaffen, welche sich wesentlich auf dieselbe Weise
gebrauchen licfsen, so ist es gleichgiiltig, ob er gerade den
Parameter benutzte. Die Frage kann nur Bedeutung erhalten,
falls sie ein historisches Mittel abgeben wiirde andere, bedeutungs-
vollere Fragen zu losen. In diesem Zusammenhange haben
wir dieselbe hervorgezogen, teils aus Riicksicht auf einen histo-
rischen Versuch dber die frihere Entwicklung der Lehre von
den Kegelschnitten, den wir im 21sten Abschnitt geben werden,
teils weil man moglicherweise den Gebrauch des Parameters
als einen der Vorziige an der Darstellung der Kegelschnitte bei
Apollonjus bezeichnen konnte, die man zu einer wissenschaft-
lichen Bedeutung hat erheben wollen.

Unabhéingig davon, ob Apollonius’ Vorganger den Para-
meter benutzt haben oder nicht, und obwohl Archimedes in
der Regel seine Bestimmung der Kegelschuitte nicht an die
bei Flichenanlegung gebrauchten Kunstausdriicke anschliefst,
ist der praktische geometrische Gebrauch der Flachen-
anlegung ebenso genau mil dieser letzteren Bestimmung, die
vermutlich auch diejenige Euklids ist, verbunden gewesen wie
mit der des Apollonius. Archimedes stellte die Ellipse und
Hyperbel dar durch;"/—--- = x, Wo x eine Konstante bedeutet,

T
und r, —r = a, und aus der Art, wie Euklid in seinen
Data 8% und 85 die Losung der Gleichungen r, |- r = a,
x,x == B auf Flichenanlegung zuriickfiihrt, konnen wir — falls
es uberhaupt notig ist — schliefsen, dafs man :
genau wulste, dafs dic angefiihrte Bestimmung
stimmung i
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axr T« x?
zusammenfiel, wo der Nenner nach dem Sprachgebrauch der
Alten als eine Fliche darzustellen sein wiirde, welche so an a
angelegt ist, dafs ein Quadrat fehlt oder iibrig bleibt. Diese
Darstellungsform nebst zugehorigen Figuren kommt sogar aus-
dricklich an einer Stelle bei Archimedes vor, wo von der in
die Gleichung der Hyperbel eingefiihrten Grélse ax + x® gesagt
wird, dals sie so an a angelegt sei, dafs ein Quadrat tbrig
bleibt ,bmepRdAdov eldee terpuydve*?). Der wirkliche Gebrauch
der Flachenanlegung besteht indessen nicht in diesen Ausdriicken
und den zugehdrigen Figuren, sondern in der Ldsung von
Aufgaben mittels Gleichungen zweiten Grades, unter
welchen die einfachste hierhergehorige darin besteht, Ordinaten
von gegebener Linge fiir cinen Kegelschnitt zu bestimmen.
Dazu fiihrt (zufolge der angefithrten Stellen der Data) die
Darstellung Archimedes’ und Euklids ebenso unmittelbar und
bequem wie dic des Apollonius, und es wiirde sehr unzutreffend
sein anzunehmen, dafs man systematisch sollte vermieden haben
ein zu den Zeiten Euklids so wohl bekanntes Hilfsmittel auf
die Kegelschnitte anzuwenden.

Ferner ist zu beachten, dals sogar die geometrische Dar-
stellung, durch welche Apollonius seine Bestimmung von Punkten
eincs Kegelschnitts wirklich praktisch durchfiihrte, und die wir
im ersten Abschnitt bei den Figuren 6 und 7 erwihnt haben,
eben so nahe liegt, wenn man von der Archimedischen Form
der Definition ausgeht, als wenn man die Apollonische zu
Grunde legt, die aus den fiir die Lehre von der Flachenanlegung
eigentiimlichen Kunstausdriicken zusamimengesetzt ist. Unsere
Gleichung (2) gicbt ndmlich y als mittlere Proportionale zwischen
# und der mit ciner Konstanten multiplicierten «,, und diese
letztere Grofze lalst sich ganz natirlich als die der Abscisse x
entsprechende Ordinate Y fiir cine durch den anderen Scheitel-
punkt gehende gerade Linie darstellen. Ob man nun — und
es liegt kein besonderer Grund vor das anzunehmen — vor

== X

') Ausgabe von Heiberg, I, S. 420, 14—15.
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Apollonius eben dieselbe Hiilfslinie angewandt hat wie er, oder
ob man die wohlbekannten Konstruktionen etwas anders aus-
gefithrt hat, ist unwesentlich.

Der Einfachheit wegen haben wir hier gar keine Riicksicht
anf die Parabel genommen. Hinsichtlich dieser finden wir bei
Archimedes keine solchen Aufkldrungen {ber ihre Betrachtung
auf den Kegelflichen selbst wie es it der Ellipse der Fall war,
aber verschiedene Uber ihre planimetrischen Eigenschaften. Eben
deshalb vermégen aber die Archimedischen Angaben iber die
Parabel und die tber die Ellipse und Hyperbel sich gegenseitig
Zu erganzen.

Die planimetrische Definition der Parabel stimmt voll-
kommen iiberein mit der fiir die Ellipse und Hyperbel, indem
sie sich ausdriicken lifst durch die Gleichung

Y= )
y*
wo r und y, z* und y rechtwinklige Koordinaten fiir zwei
Punkte der Kurve sind, oder durch

%2 = eine konstante Strecke, 4)
welche wir p nennen wollen. Dieser Parameter tritt bei Archi-
medes [Uber Konoide und Sphéroide 3 und an anderen Orten]
ausdricklich auf als das doppelte des ,Stiickes bis zur Axe¢,
eine Bezeichnung, welche herrithrt von der Erzeugung der Pa-
rabel als Schnitt senkrecht auf einer Erzeugenden eines recht-
winkligen Umdrehungskegels. Der halbe Parameter wird hier
namlich das Stick von der Axe der Parabel — welche Archi-
medes ihren Durchmesser nennt — welches zi schen dem
Scheitelpunkt und der Axe des Kegels abgeschnitten wird.
Heiberg!) hat aus dieser Bezeichnung schliefsen wollen,
dals Archimedes fiir die Parabel nur dic hier erwihnte
stereometrische Erzeugung gekannt habe. Der Beweis ist in-
dessen unzureichend. Der Name, welchen Archimedes nach
alten: Brauch dem Parameter giebt, beweist néimlich nicht mehr

1) Zeitschrift f. Math. u. Phys., hist. Abt. XXV, 8.51.

re
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als die Bezeichnung einer Parabel und Ellipse durch ,Schnitt
an einem rechtwinkligen Kegel* und ,Schnitt an einem spitz-
winkligen Kegel*, und Archimedes liefs sich an dem Gebrauche
des letzteren dieser Namen durch den Umstand nicht hindern,
dafs er, wie wir gesehen haben — und wie gerade Heiberg
hervorgehoben hat —, mit eclliptischen Schnitten vertraut war,
die auf andere Art als die, an welche dieser Name sich kniipfte,
hervorgebracht waren. Am natirlichsten wird nach unserer
Meinung auch Archimmedes’ Benennung des Parameters auf die
im Anfang dieses Abschnitts gegebene Art erklart, ndmlich da-
durch, dafs die Kegelschnitte in den damals gebrduchlichen
Kompendien (von Aristius und Euklid) definitionsmalfsig
als Schnitte senkrecht auf einer Erzeugenden hervorgebracht
wurden; denn an diese Erzeugungsart mulsten sich auch die
Benennungen der zugehorigen Grofsen, wie des Parameters,
naturgemifs kniipfen. Die Benennung des Parameters giebt
also keinerlei Anhalt dafiir, dals man nicht auch andere La-
gen parabolischer Schnitte kannte. Da nun die Bestimmung
parabolischer Schnille senkrechi zur Symmetrieebene an be-
liebigen Kreiskegeln keine Schwierigkeiten bietet, welche nicht
bereits iberwunden sind entweder durch Betrachtung der ent-
sprechenden elliptischen Schnitte oder solcher parabolischer
Schnitte, welche auf definitionsmilsige Weise hervorgebracht
werden, so liegt durchaus kein Grund vor zu bezweifeln, dals
man zur Zeit des Archimedes parabolische Schnitte mit der-
selben Freiheit hervorbrachte, mit der man nachweislich die
elliptischen herstellle. In dieser Auffassung werden wir noch
mehr bestirkt, wenn wir sehen, dals Archimedes (Uber Konoide
und Sphéroide, 11) einen &hnlichen Satz wie den {iber para-
bolische Schnilte an Kegeln, ndmlich den, dals ebene Schnitte
parallel der Axe eines Umdrehungsparaboloids Parabeln er-
geben, welche der Meridiankurve kongruent sind, fiir so einfach
hiilt, dafs er es den Lesern selbst tberlafst den Beweis zu
finden.

Ehe wir nun, nachdem wir die Darstellung der von den
Griechen benutzten planimetrischen Fundamentalsitze auf das
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gestitzt haben, was sich bei Archimedes findet, dazu {ber-
gehen die weitere Entwicklung auf Apollonius aufzubauen,
wird es am besten sein, hier noch einige Worte tber das
hinzwuzufigen, was ferner zu den Zeiten des Archimedes,
so wweit es sich aus seinen Schriften nachweisen lifst, voll-
konrammen bekannt gewesen ist. Dafs dies ziemlich bedeutend-
wax- , wird sofort daraus hervorgehen, dals es die Lehre von
koxa jugierten Durchmessern miteinbegriff, darunter die
Sitze, deren Ubertragung in die Algebra die Gleichungen
dem~ Kegelschnitte bezogen auf konjugierte Durch-
me ssser liefern wirde, nebst dem oben erwiahnten Potenz-
sat e — doch hinsichtlich der Hyperbel nur innerhalb der
Beggxrenzung, welche davon herriihrte, dals man nur einen Ast
bet a-achtete?).

Wie man vor Apollonius’ Zeit zu Sédtzen von so allgemeiner
Natwr, wie diese sind, gelangen konnte, wird verstiandlich wer-
dexn, wenn wir im Folgenden kennen lernen, wie Apollonius die-
selk»en Sitze zum Teil in vollstindigerer Gestalt entwickelt. Da
hiex-bei teilweise von Operationen Gebrauch gemacht werden
wixmd, welche sich am nfchsten als Transformationen der
Ko ordinaten auffassen und betrachten lassen, so wollen wir
doch auch hier einige Beispiele fiir solche Transformationen bei
Ar chimedes anfiihren.

Dieselben kommen in der Schrift iiber die Quadratur
dee x= Parabel (4 und 5) vor und haben den Zweck, der Dar-
stesdlung der Parabel eine fiir die Quadrierung eines Segments
becgueme Form: zu geben. Ist AC (Fig. 11) eine fesle Sehne

') In der ofter citierten Arbheit im Bd. XXV d. Zeitschrift f. Math. u.
Phys., hist. Abt., giebt Heiberg sorgfiltige Ermittelungen ber das,
was Archimedes aus der Lehre von den Kegelschnitten als bekannt
voraussetzt, und f{iber seine eigenen Erweiterungen dieser Lehre, sowie
dber die Stellen in Archimedes’ Schriften, an denen alles dies sich findet.
Nur scheint Heiberg ibersehen zu haben. dafs Archimedes die Gleichung
fir Ellipse und Hyperbel, bezogen auf ein willkiirliches Paar kon-
jugierter Durchmesser, kennt. Diese findet sich auf die Ellipse an-
gewandt in Nr. 28 und auf die Hyperbel in Nr. 26 des Buches @Qber

Konoide und Sphiroide.
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der Parabel, BD der zugehorige Durchmesser, £ ein beweglicher
Punkt und KF eine Parallele zu AC, so giebt die urspriingliche

G

;

Fig: 11.

Darstellung der Parabel, bezogen auf den Durchmesser BD, in
Verbindung mit bekannten Sitzen tiber Proportionen, dafs

BC BD CD? BC?

BI ~ BK ~ EK®~ BT*’
woraus folgt, dals BT die mitlere Proportionale zwischen BC
und BT ist, folglich

AD_I)C BC _lil_'_C_’I'_ZT

oder dafs AE, welche wir als Ordinate von E in einelm neuen
Koordinatensystem betrachten, von der festen Linie BC nach
demselben Verhiltnis geteilt wird, wie die Abscisse 4AZ von
dem festen Punkte D. Nach dieser Auffassung ist die Gleichung
der Kurve in den neuen Koordinatensystem, welches aus dem
urspriinglichen durch Verlegung des Anfangspunktes und Ver-
tauschung der heiden Axenrichtungen gebildet ist, durch eine



Umformungen der Darstellung der Parabel. 61

Proportion dargestellt, und die Bestimmung der analytischen
Geomelrie mittels Konstanten ist — wie in der friiher erwahnten
Darstellung der Ellipse und Hyperbel durch Apollonius — durch
einen festen Punkt D und cine feste Hulfslinic CB ersetzt.

Die fernere Umformung, welche an Satz 5 vorgenommen
wird, besteht nur in einer Vertauschung des Punktes D und
der Hiifslinie CB mit ciner neuen Hilfslinie, nimlich der Tan-
gente CF in C. Da, wie es ersichtlich auch zu Archimedes’
Zeit bekannt gewesen ist, B die Mitte von DF ist, so wird
ZT = TL, und der Kurvenpunkt F wird die Ordinate ZL,
welche an die Hilfslinie gezogen wird, nach demselben Ver-
haltniss teilen, wie Z die Sehne AC teilt. Bezeichnen wir, wenn
A als Anfangspunkt betrachtet und AC = « gesetzt wird, die
x entsprechende Ordinate an diese Hilfslinie mit y, (= a (v — 2)),
so wird die Gleichung der Parabel numnehr

Y x
T

Dafs diese moderne Darstellung wirklich ein korrektes Bild
von dem giebt, was Archimedes mit der Umformung der Dar-
stellung der Parabel beabsichtigt, geht aus dem Gebrauch her-
vor, den er weiterhin davon macht, und der imn 20sten Abh-
schnitt dargestellt werden wird.

Bei Apollonius werden wir in der Regel nicht wie hier die
Gleichungen der Kegelschnitte als Proportionen dargestellt finden,
sondern als Gleichungen ersten Grades zwischen Flichen, wo-
durch auch die Durchfiihrung der Transformationen der Koordi-
naten mittels der geometrischen Algebra der jetzt gebrauchlichen
Transformation naher gebracht werden wird. Die Umwandlung
der hier erwiahnten Darstellung mittels Proportionen in diese
Form wird etwas verschieden je nach der Art, wie die Propor-
tionen geschrieben werden. Dieselben kénnen z. B. werden
(Fig. 11):

EZ.ZD = ET.ZA
und LZ.2C = EL.ZA,
woraus ersichtlich ist, dafs beide Darstellungen als speciell in
einem Theorem einbegriffen betrachtet werden konnen, von
dem wir im siebenten und achten Abschnitt zeigen werden,

.
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dals es bereits dem Aristius und Euklid in einer Form be-
kannt war, welche freilich unvollstindig aber sicher alligemein
genug war um den vorliegenden Fall zu umfassen, niamlich in
dem Theorem von dem sogenannten ,Ort zu vier Geraden«
(0 ént téogapag ypuppag miog). Die erste der beiden Gleichungen
driickt namlich die Gleichheit der beiden Rechtecke aus, welche
von den Abstinden des beweglichen Punktes E, in den an der
Figur gezeigten Richtungen genommen, von den Linien AC,
BD, CB und dem durch 4 gezogenen Durchmesser AG gebildet
werden, und die zweite driickt die Gleichheit der Rechtecke
aus, welche von den Abstinden von AC, dem Durchmesser
durch C, der Tangente C4¢ und dem Durchmesser AG gebildet
werden. Doch kann man nicht behaupten, dals Archimedes
diesen Umstand ausdricklich beachtet hat?).

Die Absicht, die wir in diesem Abschnitt mit der Betrach-
tung der Stellen bei Archimedes verfolgten, welche die Lehre
von den Kegelschnitten betreffen, war die, auf das richtige
Verstiindnis der zusammenbingenden Lehre von den Kegel-
schnitten vorzubereiten, welche wir nur bei Apollonius haben.
Wir haben besonders solche Stellen angefiihrt, in denen sich
einige Abweichungen in der Behandlungsart der beiden Schrift-
steller zeigen. Damit glauben wir vorlaufig nachgewiesen zu
haben, dafs die Abweichungen hinsichtlich der fundamentalen
Satze so gering sind, dafs man in Wirklichkeit Apollonius
als den Hauptreprisentanten der griechischen Lehre von den
Kegelschnitten betrachten und in seinen Beweisen dem Ge-
dankengange nachspliren darf, der auch vor seiner Zeit zu den
aufgesteliten Sitzen gefiilhrt hat. Denn das wirde man nicht
konnen, wenn die von Apollonius benutzte planimetrische
Grundlage und damit die darauf gebauten Beweise wirklich
ganz neu gewesen wiren. Auf der anderen Seite werden die
Abweichungen, welche sich in der weiteren Durchfihrung der
Untersuchungen finden, dazu beitragen, dals man vermeidet,
Eigentiimlichkeiten bei Apollonius als zur antiken Lehre von

1) Am Schlusse des 4ten Ahschnittes finden sich weitere Angaben {iber einige
Siitze hei Archimedes, die sich nicht hei Apollonius finden.
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den Kegelschnitten tiberhaupt zugehorig zu betrachten. Wenn
ibrigens, wie in dem eben angefiihrten Beispiel, Archimedes
vorzugsweise die Proportionstehre bei Untersuchungen anwendet,
bei denen Apollonius die mit unserer Algebra naher verwandten
Flichenoperationen vorzieht, so bin ich am meisten geneigt
2u glauben, dals vielmehr Archimedes es ist, welcher seine
persénlichen Eigentiimlichkeiten an den Tag legt, als der sich an
die alexandrinischen Vorgéinger genauer anschlielsende Apol-
lonius. Fir diese Annahme spricht der Umstand, dals der im
zweiten Buche Euklids vorkommende Gebrauch der Flichen-
operationen bedeutend ilter ist als die euklidische Proportions-
lehre und also den Geometern, welche der Lehre von den
Kegelschnitten die erste Entwicklung gegeben haben, in grofserem
Umfange zu Gebote gestanden hat.

Dritter Abschnitt.

Apollonius’ erstes Buch lber die Kegelschnitte.

Descartes ist wohl kaum der einzige, der den Eindruek
empfangen hat!), dafs ,schon die Reihenfolge der Sitze bei
dern Alten zur Geniige zeigt, dals sie keine wirkliche Methode
bessafsen sie alle zu finden, sondern dals sie nur diejenigen
sarmelten, welche ihnen zufdllig einfielen*. Es ist wohl mog-
licka, dals fiir die Hervorrufung einer solchen Auffassung, nament-
liekn was die Lehre von den Kegelschnitten betrifft, das erste
Bua«ch des Apollonius, welches die Grundziige dieser Lehre eni-
h& k¢, nicht eben wenig beigetragen haben kann?). Das Buch
begzinnt ndmlich mit der Betrachtung von Kegelschnitten auf
dewm Kegel selbst; darauf werden verschiedene planimetrische

37) Geometrie. herausgegeben von van Schooten, S.7.
=) Descartes kann vielleicht sogar geglaubt haben sich auf den Anfang
von Apollonius’ eigener Vorrede zu stiitzen (vergl. Anhang 1).
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Untersuchungen tiber Tangenten, konjugierte Durchmesser u.s.w.
vorgenommen, und am Schlusse des Buches kehrt man wieder
zu der stercometrischen Betrachtung zurick, die wiederum in
den folgenden Biichern verlassen wird.

Wer genauer zusieht, wird indessen gerade das Gegenteil
eines planlosen Zusammenhiufens von Sitzen entdecken. Von
Anfang bis Ende wird ein bestimmtes Ziel verfolgt. Es werden
die Sdtze mitgenomnen, welche notwendig sind um dies Ziel
zu erreichen, und die Untersuchungen, deren man bedurfte
um diesen Sdtzen eine so minutiose Begriindung zu geben, wie
die Alten sie verlangten. Dadurch werden Resultate gewon-
nen, welche sowohl an und fir sich als auch als Grundlage
fir die weiter gehenden planimetrischen Untersuchungen der
folgenden Biicher hedeutungsvoll sind; aber fir den Augenblick
dienen sie als Mittel um vollstindig zu begriinden, dafs die
Ellipsen, Parabeln und Hyperbeln, welche man
durch Betrachtung aller moglichen Schnitte an allen
Kreiskegeln erhiilt, identisch mit denen sind, welche
"man als Schnitte an Umdrehungskegeln erhalt.

Das wollen wir zeigen, indemn wir cinen vorliufigen Uber-
blick tber den Inhalt des Buches und den Zusammenhang
zwischen seinen verschiedenen Teilen geben.

Nach Definitionen, die sich auf Kreiskegel und Kegelschnitte
beziehen, und nach einigen Siitzen [1—3] iber die Lage ge-
rader Linien mit Beziehung auf Kegel und iber Schnitte durch
die Spitze werden [in den Satzen 4 und 5] die beiden Reihen
von Kreisschnitten an einem schiefen Kegel dargestellt. In 6
wird gezeigt, dals alle Sehnen des Kegels, welche einer Linie in
der Ebene der kreisformigen Grundfliche parallel sind, von
einer gewissen Ebene halbiert werden. Diese Ebene geht durch
die Axe des Kegels — unter Axe die Linie verstanden, welche
den Scheitel mit dem Mittelpunkt der Grundfliche verbindet —,
und ihre Spur in der Ebene der Grundfliche steht auf der
Linie senkrecht. In 7 wird dies benutzt um zu beweisen, dals
eine gewisse Reihe paralleler Schnen in einem beliebigen
ebenen Schnitt eines Kegels von der Durchschnittslinie
der Schnittebene mit einer gewissen durch die Axe gelegten
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Ebere halbiert wird. Es wird ausdricklich bemerkt, dals der ge-
funcd ene Durchmesser nur dann senkrecht auf den entsprechenden
Sehxren steht, entweder wenn der Kegel gerade ist, oder wenn
dic Ebene durch die Axe die Symmetrieebene ist, wahrend der-
selbe in anderen Fillen schiefe Winkel mit den Sehnen bildet.
Es beruht also, wie auch von Housel!) gezeigt ist, auf einem
Milsverstindnis, wenn Chasles, dessen Hauptuntersuchungen
in der alten Geometrie auf einen anderen Punkt gerichtet
waren, und die verschiedenen Schriftsteller, welche Chasles blind
gefolgt sind, meinen, dals Apollonius sich nur mit dem erwahnten
Ausnahmefalle, in welchem die Winkel rechte waren, beschaf-
tigte. Wir haben gesehen, dals man diese einfacheren Fille
auch zur Zeit des Archimedes kannte.

Nach einigen vorbereitenden Sétzen [8—10) geht Apollonius
dann dazu iber, die Gleichungen fiir die ebenen Schnitte —
ausgedriickt durch Worte und Figuren auf die im ersten Ab-
schnitt angegebene Weise — abzuleiten, indem er den ge-
fundenen Durchmesser zur Abscissenaxe, und die Hilften der
von demselben halbierten Sehnen zu Ordinaten nimmt. Der
Anfangspunkt ist einer von den -
Durchschnittspunkten dieses Durch-
messers mit der Kegelfliche. Der-
selbe ist Z genannt in unseren
Figaren 12 und 13, welche nur das
darstellen, was in der durch die Axe
gelegten Ebene, die den Durch-
messer enthilt, liegt; AB und AC
sind Seitenlinien des Kegels, BC die
Durchschnittslinie mit der Grund-

flache. )
Ist nun, wie in Fig. 12, der Durchmesser parallel der
Seitenlinie AB. so erhdlt der Schnitt die Gleichung
y? = px, worin p = AZ -35—.6::1—0. (1)
Die Kurve heilst dann eine Parabel [Satz 11].

B e ———

!} Liouvilles Journal, 2. Reihe, T. III, S. 155.

Fig. 12.
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Wenn zweitens, wie in Fig. 13, der Durchmesser die Ver-
langerung der Erzeugenden AB in T schneidet, so erhilt der
Schnitt die Gleichung

y? = po+ L p
y PEg

CD.DB )
. |
wenn AD der ZT parallel gezogen ist. Die Kurve heifst dann
einc Hyperbel [12].

Wenn endlich der Durchmesser die Erzeugende AB selbst
in T schneidet, so erhilt man die Gleichung

¥ =pr—%x9, (3)
wo « und p ebenso wie bei der Hyperbel bestimmt werden.

In diesem Falle heilst die Kurve eine Ellipse [13].

WO 4T = a und ﬁ:— =

Apollonius leitet dicse Sidtze — Gleichungen in unserer
Sprache — mit Hiilfe dhnlicher Dreiecke ab, etwa so, wie man
es noch heutigen Tags thun konnte. Es ist iibrigens zu be-
achten, dals die Gleichungen der Ellipse und Hyperbel mit den
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dazu gehorigen Konstantenbestimmungen fast unmittelbar aus
dem Hilfssatz (vergl. den vorhergehenden Abschnitt S.51) her-
vorgehen, welchen Archimedes auf den specielleren Fall an-
wandte, dafs der Schnitt senkrecht zur Symmetrieebene (also
auch senkrecht zur Ebene der Figur) gefiihrt war.

Zu der ersten Abteilung des ersten Buches wollen wir noch
die Satze 14—16 rechnen, wodurch wir zur Ubereinstimmung
mit der Einteilung gelangen, welche Apollonius selbst angiebt,
indem er vorSatz 17 eine neue Reihe von Definitionen einfihrt.
In Satz 14 wird gezeigt, dafs die beiden Aste dessclben hyper-
bolischen Schnitts, welche durch Erweiterung der Kegelfliche
iber ihren Scheitel hinaus erhalten werden (rouat dvrixeiuevar),
kongruent sind. In 15 wird gezeigt, dafs die Gleichung fiir eine
Ellipse dieselbe Formn behiilt, wenn nran den Durchmesser und
die Schnen mit dem Durchmesser und den Sehnen vertauscht,
welche den gegebenen Sehnen und dem gegebenen Durchmesser
beziehungsweise parallel sind, und in 16, dafs auch bei der Hy-
perbel cine durch den Mittelpunkt (die Mitte des Durchinessers)
parallel den Sehnen gezogene Linie (,der zweite Durchmesser*
der Kurve) die deimn gegebenen (,ersten*) Durchmesser parallelen
Sehnen halbiert. Hier sehen wir zum ersten Male einen Satz
aufgestellt, in welchem die von den beiden Hyperbel-
iasten gebildete Kurve als ein Ganzes behandelt wird,
cine Auffassung, welche vorliufig fir die Zusammenstellung der
Eigenschaften der Ellipse und Hyperbel bedeutungsvoll ist, und
von der Apollonius spiiter noch wichtigere Anwendungen macht,
wenn er auch in seiner Benennung fortfihrt die beiden zu-
sammengehdrigen Aste als zwei verschiedene Kurven zu be-
trachten, Das, was er eine Hyperbel nennt, ist stets nur ein
Hyperbelast.

Eine Ellipse, Parabel oder Hyperbel ist hier planime-
trisch bestimmt als eine Kurve, welche in einem System
von Parallelkoordinaten niit einem beliebigen Winkel zwischen
den Axen durch die Gleichung (3), (1) oder (2) dargestellt
wird. Abgesehen von der Bestimmung der Lage dieser
Kurven scheinen dieselben also von drei Konstanten abzu-
hingen, némlich jenem Winkel, p und a. Nun wufste Apol-

n*
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lonius!) aber aus der Lehre von den konjugierten
Durchmessern, welche, wie im vorhergehenden Abschnitt
erwihnt, bekannt war, dals die vor seiner Zeit untersuchten
Kurven, welche Schnitte an geraden Kegeln sind und durch
Gleichungen derselben Form fiir rechtwinklige Koordinaten be-
stimmt werden, unendlich viele Paare konjugierter Durchmesser
haben, und dals sie mit deren Hiilfe auch auf unendlich viele
Arten durch Gleichungen derselben Forin fiir schiefwinklige Ko-
ordinaten dargestellt werden kdnnen. Wenn er also nur eine
Abhandlung schriebe, wobei er die vorhin erwihnte Lehre von
den konjugierten Durchmessern als bekannt voraussetzen diirfte,
und eine genauere Bestimmung der beliebigen Sehnitte an schiefen
Kegeln geben wollte, deren Gleichungen er nun gefunden hat,
so wirde er sofort die erwiihnte Lehre benutzen kénnen um
nachzuweisen, dafs auch umgekehrt die durch die gefundenen
Gleichungen bestiinmten Kurven immer unter die friher unter-
suchten gehoren. Er schreibt indessen keine Abhandlung son-
dern ein Lehrbuch, wobei er nichts tiber die Kurven als bekannt
voraussetzen darf. Er muls deshalb, hevor er das endliche
Ziel des ersten Buchs erreichen kann, von den gefundenen
Gleichungen ausgehen und auf Grundlage dieser die Lehre
von den konjugierten Durchmessern aufbauen, welche wahr-
scheinlich iin voraus etwa e¢benso ausgefiihrt gewesen ist, aber
auf Grundlage derselben Gleichungen in rechtwinkligen
Koordinaten. Nur dadurch kamn er zeigen. dafs die dargestellten
Kurven immer ein rechtwinkliges Paar konjugierter Durch-
messer (,Axen*) haben, und dals sie sich deshalb immer auf
Umdrehungskegel legen lassen. Bei der Entwicklung der Lehre
von den konjugierten Durchmessern werden indessen Tangenten-
bestimmungen und andere Hiilfsuntersuchungen benutzt, und
so findet der folgende Inhalt des ersten Buchs, den wir nun
hesprechen wollen, seine Erkliarung.

1) Wir reden hier unter der Voraussetzung. dafs Apollonius der erste
gewesen ist. der alle maglichen Schnitte an Kreiskegeln untersucht
hat. Sollte dies nicht der Fall gewesen sein. so wiirde ihm dadurch
nur die Auffihrung des hier geschilderten systematischen Baues er-
leichtert worden sein.
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Auf die oben erwiihnten neuen Detinitionen folgt cine Reihe
von Sitzen [17—-31], welche wir nicht genauer wiederzugeben
brauchen. Die meisten derselben enthalten ndmlich nur solche
Angaben {iber die Lage gerader Linien in Beziehung auf die
Kurven und dadureh indirckt tber die Richtung von deren
Konkavitiit, welche sich uumittelbar aus einer Figur entnehmen
lassen, und deren nithere Begriindung, wenn sie auf solche Weise
einmal gefunden waren, nachher keine Schwierigkeit geboten haben
kann. Dieselben wiirden nur einen neuen Beweis flr die Sorg-
falt abgeben. welche die Griechen auf eine vollstindige Beweis-
filirung verwandten. Die tbrigen Sdtze, namentlich 20 und 21,
enthalten nur die Umwandlung der Darstellung der Kegelschnitte
in die Form, mit der unsere Leser schon bei Gelegenheit unserer
Erwiihnung des Archimedes bekamnt geworden sind, wenn wir uns
auch damals vorzugsweise an rechtwinklige Koordinaten hielten.

I 32—40 folgen demnéchst Bestimmungen von Tangen-
ten. Die Tangente im Endpunkte des Durchmessers, welcher zur
Abscizsenaxe genomnien ist und den wir den Durchmesser
nennen konnen, da er und der ihm konjugierte Durchmesser
die einzigen bis jetzst hekannten sind, ist den Ordinaten pa-
rallel {32). Die Tangente in einem Punkte der Parabel, welcher
nicht aul’ dem Durchmesser liegt, wird dadureh bestimmt, dafs
der Anfangspunkt die Mitte zwischen den Punkten wird, in
denen Tangente und Ordinate desselben Kurvenpunktes den
Durchmesser schneiden. 33 enthilt den Satz, dafs die so be-
stimte Linie Tangente ist, und 35 den uingekehrten, dafs cine
Tangente immer dicse Eigenschaft hat. Bei der Ellipse und
Hyperbel, welche zusammen behandelt werden, wird dieselbe
Bestimmung dadurch vorgenommen, dafs der Durchmesser von
Tangente und Ordinate desselben Kurvenpunktes harmonisch!)
geteilt wird [34 und 36]. Fir diese Bestimmung folgen in
37—40 andere Ausdriicke, welche wir am Schlusse dieses Ab-
schnitts genauer auseinandersetzen werden. Mittels dieser wird
nicht nur fiir die Ellipse, sondern auch fiir die Hyperbel die
durch die Proportion

Y Doch braucht Apollonius diesen Ausdruck nicht.
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bestimmte Grdlse b benutzt, welche auf dem konjugierten Durch-
messer s0 abgetragen wird, dafs ihre Mitte auf den Mittelpunkt
_der Kurve [llt. Die so begrenzte Strecke betrachtet Apollonius
in Folge der c¢hen erwiihnten neuen Definitionen. welche er erst
an dieser Stelle benutzt. als die Lange des konjugierten
Durchmessers, der die Kurve nicht schneidet. Er
wendet also dasselbe Mittel an, welches jetzt benutzt wird, um
Gleichartigkeit der Sitze zustande zu bringen. Die Einfahrung
dieser Hiilfsgrofse & sctzt Apollonius in den Stand, nicht nur
fir dic Ellipse — wo cr das im Grunde schon friher im Be-
weise fiir 15 gethan hat — sondern [in 41] auch fir die Hy-
perbel der Darstellung der Kurve eine Form zu geben, welche
algebraiseh durch die Mittelpunktsgleichung, hezogen aul zwei
Durclunesser, ausgedrickt werden wirde.

Die Bestimungen der Tangenten werden ferner benutzt
um [in Satz 42—351] zu zeigen. dals jede Parallele zu dem
gegebenen Durchmesser der Parabel und jede Linie durch den
Mittelpunkt der Ellipse oder Hyperbel ganz dieselben Eigen-
schaften hat, entweder wie der gegebene Durchmesser, indem
die zugehorigen Schnen dann der Tangente in seinem Schnitt-
punkte (seinen Schnittpunkien) mit der Kurve parallel sind,
oder, wenn ¢r die Kurve, die dann eine Hyperbel ist, nicht
schneidet, wie der urspringliche zweite Durchmesser.

42—45 enthalten cinige hierzu dienende vorbereitende Um-
formungen der Darstellung der Kurven. In 46--48 wird be-
wiesen, dafs der ncue Durchmesser die zugehorigen Sehnen
halbiert, und in 49—51 wird gezeigt, dafs die Kurven, wenn
sie auf die neuwen Durchmesser und deren Schnen hezogen
werden, auf ganz dieselbe Weise dargestellt werden wie damals,
als sic aunl die urspriinglichen bezogen waren, namlich durch
die Eigenschaften, welche wir durch die Gleichungen (1), (2)
und (3) ausgedrickt haben. Im folgenden Abschnitt werden wir
uns genauer mit den Operationen beschiiftigen, durch welche
dies erreicht wird. Hier begnigen wir uns mit dem Resultat
und wollen nur noch hinzufigen, dafs der dem neuen Durch-
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messer entsprechende Wert p* des Parameters — welchen
Namen wir der von Apollonius auf andere Weise bezeichneten
Konstanten geben wollen, obgleich dieselbe nur fir rechtwink-
lige Koordinaten der eigentliche Parameter ist — auf folgende
fir alle Kegelschnitte gleichartige Weise bestimmt wird.

Fig. 14,

Es sei B (Fig. 14) der urspriingliche Anfangspunkt, £ der
neue, J der Schnittpunkt der Tangenten in diesen Punkten, D
und 7, die Punkte, in denen diese Tangenten die durch B und
E gezogenen Durchmesser schneiden; dann ist

EJ

1}‘ - QFT-ED.

Dafs Apollonius drei Siitze fiir diese 'I'ransformation be-
natzt | beruht darauf, dafs er erst die Parabel behandelt, dann
den Fall, wo B und E auf derselben Ellipse oder demselben
Hyperbelast liegen, und endlich den, wo sie auf verschiedenen
Hyperbelasten liegen.

Nun ist Apollonius endlich so weit gekomnmen, dals er zu
dem Nachweise tbergehen kann, dafs die durch die Gleichungen
(1), (2) und (3) dargestellten Schnitte an schiefen Kegeln die-
selben Kurven sind, welche auf dieselhe Weise durch recht-

winklige Koordinaten dargestellt und durch Schnitte an Um-
drehungskegeln hervorgebracht werden kénnen. Er halt sich
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sogar fir so gut vorbereitet, dals er um das letztere zu be-
weisen sich unmittelbar die Aufgabe [52—55] stellt: eine Parabel,
Hyperbel oder Ellipse ,zu finden¢, wenn die Lage des An-
fangspunktes und des Durchmessers, die zugehorige Ordinaten-
richtung sant der Linge des Parameters und fiir Ellipse und
Hyperbel zugleich die Linge des Durchmessers gegeben sind,
also mit anderen Worten, wenn die Kurve durch ihre Gleichung
gegeben ist. Aus der Losung ist namlich ersichtlich, dafs eine
solche Kurve ,zu finden* bedeutet, dieselbe als Schnitt eines
Umdrehungskegels zu bestimmen. In Wirklichkeit zeigt sich
indessen, dafs diese fiir jede von den drei Kurven einzeln ge-
stellte Aufgabe aus zwei Aufgaben besteht, die jede fiir sich
gelost werden. Apollonius beginnt namlich mit der Annahme,
dals die Ordinaten rechte Winkel mit dem Durchmesser bilden,
und lost die Aufgabe fiir diesen Fall, bei dem er allerdings
nicht in der Lage ist von den vorhergehenden planimetrischen
Untersuchungen Gebrauch zu machen. Denmdachst zeigt er,
wie andere Fille sich auf diesen zuriickfiihren lassen, da
man stets einen Durchmesser konstruieren kann, der auf den
zugehorigen Ordinaten scenkrecht steht. Wenn dieses wichtige
Faktum auch nicht in Form eines Theorems oder eines be-
sonderen Problems aufgestellt ist, so geht die Bedeutung, die
er demselben beilegt, aus der Sorgfalt hervor. mit der er diese
Bestimmung einer Axe vorbereitet hat.

Diese letztere Bestimmung, mit der wir hier beginnen
wollen, stiitzt sich auf die oben (Fig. 14) mitgeteilte Bestimmung
des Parameters p‘, welcher zu demn Durchmesser durch den
Punkt £ gehirt. Dieser Durchmesser und der zugehorige Para-
meter p’ werden nun als gegeben betrachtet, withrend der
Durchmesser durch B eine Axe sein und also auf der Tangente
in B senkrecht stehen soll. Wir wollen hinsichtlich der Ellipse,
um uns au die vorliegende Figur halten za kénnen, die Analysis
wiedergeben, welche der von Apollonius synthetisch dargestellten
Losung [54] entspricht, und die Ordinate ¥ von £ an die
Axe OB ziehen, sowie FG parallel der Tangente )F. Dann wird

EJ FG FG
= ), e e 0 —— 4 (1!
p=2gp-ED = i gt
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wo wir den Halbmesser OF = GT gesetzt haben. Um die Axe

0B zu bestimmen kommt es also nur darauf an auf dem Halb-
kreise tber OF als Durchmesser einen sol(-hen Punkt F zu

bestimmmen, dals den gegebenen Welt erhalt

FG?
GE.GO
Apollonius sagt, dafs man dies thun soll. Wenn er nicht
sagt auf welche Weise man es thun soll, so mufs der Grund
dafiir der sein, dafls er es fir so einfach hilt, dafs ein genauerer
Hinweis, der iberdies die Darstellung weitliufig machen wirde,
iberflissig wire. Eine Lisung dieser Nebenaufgabe liefse sich
dadurch finden, dafs man sich FG bis zumm zweiten Schnitt-
punkt F" it dem Kreise verlingert denkt. Dann wird nimlich
FG* FG
Fa . GO GF
Richtung so gezogen werden, dafs sie von dem Durchmesser

EO) nach dem gegebenen Verhiiltnis > geteilt wird. Da die
g @

Die Sehne FF* soll also in einer gegebenen

Mitte M der Sehne auf vinem anderen bekannten Durchmesser
Yy .;)
liegen mufs und das Verhiiltnis % i—a— auch bekannt

wird, so lifst diese Aufgabe sich leicht losen Dals Apollonius
wirklich so verfahren ist, wird dadurch wahrscheinlich, dafs er
am Schlusse des zweiten Buches eine édhnliche Aufgabe auf éihn-
liche Weise gelost hat. (Vergl. Ende des 5ten Abschnitts, Fig. 24).
Es ist leicht ersichtlich, dafs Apollonius’ Losung mit der-
jenigen bereinstimmt, welche man findet, wenn man auf
einander senkrechte Sehnen sucht, welche einen Punkt der
Kurve mit den Endpunkten des gegebenen Durchmessers ver-
binden; nur wirde man dann diesen ganzen Durchimesser und
nicht seine Hilfte zum Durchmesser des Hiilfskreises nehmen.
Die Aufgabe wird ganz auf dieselbe Weise fiir die Hyperbel
gelist [53].  Fir die Parabel wird sie, wenn wir dieselben
Bezeichnungen wie in Fig. 14!) benutzen. wo dann die Durch-
messer durch B und K mit Parallelen zu vertauschen sind,

V) Vergleiche im Folgenden Fig. 21.
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dadurch geldst, dals die Senkrechte auf £D in D den Durch-
messer durch E in einem solchen Punkte H schneiden mnufs,

dals EH — 1—;’ Der Punkt D und dadurch die Axe DB lassen

sich dann leicht bestimmen,

Was demniéichst Apollonius’ Bestimmung eines durch einen
gegebenen Kegelschnitt gelegten Umdrehungskegels betrifft, wenn
die Axe und ihr zugehdriger Parameter p gefunden sind, so
wird diese fiir die Parabel leicht aus demn durch (1) gegebenen
Ausdruck fiir p gewonnen. In solchem Falle mufs man. wenn
ZY parallel CB gezogen ist, 4Z = AY haben — was nicht
der Fall ist in Fig. 12, die i dbrigen anzuwenden ist —, und
man erhalt dann ZY? = p..4Z Wihlt man also AZ bhe-
liebig — doch, wie Apollonius ausdriicklich bemerkt, grofser als

-]—'4_— — so ist Dreieck AZY vollkommen bestimmt.

Dic Lasung. welche Apollonius fiir dieselbe Aufgabe betreffs
der Ellipse und Hyperbel giebt, lifst sich an die Bestimmung
des Parameters in den Formeln (2) und (3) sowie an Fig. 13,
in der wir aus dieser Veranlassung die punkticrten Linien hinzu—
gefiigt haben, auschliefsen. Von disen ist AL" parallel BC. Man
hat zufolge (2) und des oft erwithnten Archimedischen Hulf-
satzes (S.51)

r _CO. DB UA?
a  ADr O ZU.UT

soll nun der Kegel ein Umdrehungskegel sein, so mufs man
— was in Fig. 13 nicht der Fall ist') — AB = AChaben,

') Der Grund. weshallh wir dessenungeachtet diese Figur beibehalten,
ist der. dals dadurch teils der Anschlufs an die im voraus ent-
wickelte Lehre von Schnitten an beliebigen Kreiskegeln deutlicher
wind, teils die Figur zeigt, dafs dieselbe Losung sich auch anwenden
lassen wiirde, wenn die Aufgabe die allgemeinere wire: durch einen
wegebenen Kegelschmitt einen schiefen Kreiskegel zu legen, der einem
gegebenen iihnlich ist. Indem dann nimlich aufser £ TAZ auch
L TAV = £ ABC pgegeben ist, wird dadurch der Punkt ¥ voll-
kommen bestimmt. Auf diesen Umistand. der hier, wo es eben darauf
ankomuat einen geraden Kegel zu erhalten. ohne Bedeutung ist,
werden wir durch eine Bemerkung in unserer Besprechung von Apol-
lonius' sechstem Buche zuriickkomnmen. Man vergl. den 17ten Ahschnitt.
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und die Linie AU halbiert dann den Nebenwinkel vom Scheitel-
winkel CAB des Kegels. Lilst man die Grofse, Gber welche
man auch in diesem Falle frei darf disponiercn konnen, den
Scheitelwinkel des Kegels sein. so mufs der Scheitel A des
Kegels auf einem durch diesen Winkel bestimmten Kreise tiber
Aer Axe TZ des Kegelschnitts als Sehne liegen, und zwar
mufls er auf dem einen oder anderen der heiden Bogen ZT
liegen, je nachdem die Kurve cine Ellipse oder eine Hyper-
bel sein soll. Die Linie A7 muls die Mitte 1™ des Bogens
treffen, welcher in beiden Fillen aufserhalb des Kegels
fzillt. Der Punkt F ist dann besthnmt, und wenn man aus
denrin soeben gefundenen Ausdruck fiir % den Wert %}1 ab-
leitet, so lifst die dureh den Punkt 17 gehende Linie 17°4 und
dadurch der Scheitel 4 des gesuchten Kegels sich leicht be-
stirnamen. '

Auf diese Weise Jost Apollonius seine Aufgabe, doch ohne

hier zu sagen, dafs man durch Einfihrung des Kreises ZAT
Qe Scheitelwinkel des Kegels eine gegebene Grolse beilegt.
Dagegen versiumt er nicht anzufiihren, dafs es bei der Kon-
struktion der Hyperbel notwendig ist den Kreis Giber T'Z so zu
wahlen, dafs das Verhiltnis zwischen dem Abhstand des Punktes
¥~ von TZ und der Hohe des Kveisabschnitts T'AZ nieht grofser
als —g—ist. Die ganze Behandlung ist, wie sich spiter zeigt. ein
dem Bedirfnis des Augenblicks angepafster Auszug aus ciner
selbstandigen Behandlung der Aufgabe: durch einen gegebenen
Kegelschnitt einen Umdrehungskegel zu legen. der einem ge-
gebenen #hnlich ist; erst i Gten Buch findet Apollonius Ge-
legenheit diese Aufgabe vollstindig in der Form zu behandeln,
welche die Alten bei Konstruktionsaufgahen und deren Lo-
sungen zu heobachten pflegten.

Housel, der dem Apollonius keinen bestinnnten Plan hin-
sichtlich der Abfassung des ersten Buches beizulegen scheint und
deshalb den hier besprochenen Losungen der Aufgaben 52—55
nicht dieselbe Bedeutung zuschreibt wice wir. betrachtet diese Auf-
gaben nur als Umkehrungen derjenigen am Anfange des Buches,
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wo es darauf ankanm die Beschaffenheit gegebener Schnitte an
gegebenen Kegeln zu findent). Hiernach sollte es also nur die
Absicht des Apollonius gewesen sein Kegel, gerade oder schiefe,
zu finden, welche durch gegebene Kegelschnitte gehen. Fir
eine solche Auffassung spricht vielleicht der Umstand, dafs
Apollonius die Aufgabe so formuliert, wie wir erwithnt haben:
eine Parabel, Hyperbel oder Ellipse zu finden, wenn u.s.w.
Denn da er urspringlich in 11—13 diese Namen so eingefiihrt
hat, dals dieselben sich it gleichem Rechte auf Schnitte anm
schiefen und an geraden Kegeln anwenden lassen, und da die=
[dentitit dieser Schnitte crst aux der Art hervorgeht, wie e
die Aufgaben 32—55 l6st, so bedenten die gestellten Aufgabem
dem Wortlaute nach nur: .irgend cinen Kreiskegel dureh die
durch ihre Gleichung bestimmte Kurve zu legen*.

Hiitte Apollonius nun wirklich nichts anderes heabsichtigt,
so erscheint es mir am wahrscheinlichsten, dafs er die um-
gekehrten  Aufgaben  gleich nach den  direkten gelést haben
wiirde, und dazu wiirde ihu cine vereinigte Anwendung der
stereometrischen Betrachtungsweise im Anfange des Buches und
solcher Operationen wie die sind, welche wirklich zur Auflésung
der Aufgaben 52 —55 in den speciellen Fillen, wo das gegebene
Koordinatensystem rechtwinklig ist, angewendet werden, befihigt
haben. Was er aber anch beabsichitigt haben mag, so steht

Yy Liouville's Journal, 2. Reihe, T. 111, S, 160. Housel hat in jedem
Falle Apollonius milsverstanden. wenn er sagt, dafs derszelbe diese
Kurven auf einen Kegel legt. der ein gerader wird, wenn die Axen
rechtwinklig sind; er legt dieselben niimlich in allen Fillen auf einen
geraden Kegel. Die Bemerkung. dafx die hier gelisten umgekehrten
Aufgaben im Grunde dieselben sind wie die direkten, deutet auch auf
eine oberflichliche Betrachtung der mitgeteilten Lisungen. Housels
abweichende Auffassung kann sich also nur aut die etwas unklare
Form stitzen. in der Apollonius die Aufgaben stellt. In den folgenden
Zeilen erwiihnt Housel allerdings. dafs Apollonius ,die Form der Kur-
ven durch Betrachtunyg der rechtwinkligen Axen zu priicisieren sucht*;
aber er scheint vollstiindig zu Ubersehen. dafs schon hier eine exakte
Bestimmung derselben und dadurch ein exakter Beweis filr ihre
Existenz gegeben wird.  Nach einer Aufserung von Housel 8. 163 bei
Besprechuny des zweiten Buehis witrde dieser Beweis erst im 7tes Buche
wegeben sein.

Txn
=» iie
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und die Linie AU halbiert dann den Nebenwinkel vom Scheitel-
winkel CAB des Kegels. Lilst man die Grofse, tiber welche
man auch in diesem Falle frei darf disponieren konnen, den
Scheitelwinkel des Kegels sein, so muls der Scheite]l A des
Kegels auf einem durch diesen Winkel bestimmten Kreise tber
der Axe TZ des Kegelschnitts als Sehne liegen, und zwar
muls er auf demr einen oder anderen der beiden Bogen ZT
liegen, je nachdem die Kurve cine Ellipse oder eine Hyper-
bel sein soll. Die Linie AU wufs die Mitte 17 des Bogens
treffen, welcher in beiden Fillen aulserhalb des Kegels
fallt. Der Punkt 17 ist dann bestimmt, und wenn man aus
dem soeben gefundenen Ausdruek fir % den Wert 7{:(' abh-
leitet. so lifst die durch den Punkt 17 gehende Linie 1'U’A und
dadurch der Scheitel 4 des gesuchten Kegels sich leieht be-
stimmen. '

Auf diese Weise 16st Apollonius seine Aufgabe, doch ohne
hier zu sagen, dafs man dureh Einliihrung des Kreises ZAT
dem Scheitelwinkel des Kegels eine gegebene Grilse beilegt.
Dagegen versiiumt er nicht anzufithren, dafs es bei der Kon-
struktion der Hyperbel notwendig ist den Kreis ber T'Z so zu
withlen, dafs das Verhiltnis zwischen dem Abstand des Punktes
7 von T'Z und der Hohe des Kreisabschnitts TAZ nieht grofser

a . . . . . . . .
als —ist. Die ganze Behandlung ist, wie sich spiiter zeigt, ein
P

dem Bediirfnis des Augenblicks angepalster Auszug aus einer
selbstiindigen Behandlung der Aufgabe: durch einen gegebenen
Kegelschnitt einen Umdrehungskegel zu legen, der ecinem ge-
gebenen dhnlich ist; erst im 6ten Buch findet Apollonius Ge-
legenheit diese Aufgabe vollstindig in der Form zu behandeln,
welche die Alten bei Konstruktionsaufgaben und deren Lo-
sungen zu heobaehten pflegten.

Housel, der dem Apollonius keinen bestimmten Plan hin-
sichtlich der Abfassung des ersten Buches beizulegen scheint und
deshalb den hier besprochenen Losungen der Aufgaben 52—355
nicht dieselbe Bedeutung zusehreibt wie wir, betrachtet diese Auf-
gaben nur als Ukchrungen derjenigen am Anfange des Buches,
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anwandten. Abgesehen von der alle mathematische Untersuchung
umfassenden analytischen Methode und der Darstellung solcher
hierher gehorigen allgemeinen Hiilfsmittel wie die sind, welche
sich in Euklids Data tinden, scheinen die Griechen indessen
nicht den bedeutungsvollen Schritt gethan zn haben diese
Mcthoden und die Regeln fir ihre Anwendung ausdriick-
lich aufzustellen. Man wird sich also durch den hiufigen
Gebrauch diese Regeln angeeignet haben. Wir dagegen kénnen
um so viel leichter die wichtigsten der angewandten Methoden
herausfinden und hervorheben, als dieselben unter diejenigen
gehdren, welche spiter in der analytischen Geometrie be-
stimmt formuliert worden sind.

Was zuerst in die Augen fillt, und was wir nicht nur bei
Apollonjus antreffen, sondern auch bei Archimedes gefunden
haben, ist der Gebrauch von Koordinaten. Wir haben
gesehen, dafs diese ganz wie heutigen Tages zur Bestimmung
von Punkten gebraucht wurden, und dafs eine Kurve durch
solche, geometrisch ausgedriickte Eigenschaften aller ihrer Punkte
dargestellt wird, welche nach unserer Darstellung im ersten Ab-
schnitt fiir die Griechen dassclbe waren, wie Gleichungen fiir uns.

Ferner zeigte sich bei unserem Uberblick iiber das erste
Buch des Apollonius, dafs er, um die Beschatfenheit einer ge-
wissen Kurve, nimlich cines Schnitts an einem schiefen Kegel,
zu tinden, die Gleichung derselben in einem gewissen
Koordinatensystem (im allgemeinen in einemn schiefwinkligen)
suchte, und darauf, indem er aus der gefundenen Gleichung
diejenige ableitcte, welche dieselbe Kurve in einem anderen
(rechtwinkligen) Koordinatensystemn darstellte, zur Kenntnis ge-
langte, dafs dieselbe unter imm voraus bekannte Kurven-
arten gehorte. Endlich haben wir erwahnt. dafs die fiir eine
Kurve gefundenc Gleichung direkt benutzt wird um
jhre Tangenten zu bestimmen und neue Eigenschaften abzuleiten.
Bei diesen Untersuchungen wurde von einem belicbigen Durch-
messer und dem zu ihm gehorigen Sehnensystem ausgegangen;
aber es steht der Annahme nichts im Wege, dafs man friher
einc der Axen der Kurve auf dieselbe Weise benutzt habe.
Eine solche Annahme stimmt damit, dafs Apollonius in seiner
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Vorrede ausdriicklich nur den Anspruch erhebt, in den ersten
Biichern friher bekannte Dinge vollstindiger und allgemeiner
zu hehandeln?).

Alles hier angefiihrte stimmt vollkommen mit den Methoden
der Gegenwart iberein. Der Unterschied macht sich erst gel-
tend bei der Behandlung von Einzelheiten, welche jetzt durch
algebraische Umformungen erfolgt, withrend die Alten auf geo-
nietrische Operationen angewiesen waren. Ein Teil von diesen
gehort indessen unter die im ersten Abschnitt besprochene
geometrische Algebra, wodurch der Gedankengang, der sich
durch die geowetrischen Operationen hindurehzieht, oft derselbe
wird wie der, welchen wir in der Zeichensprache der Algebra
ausdriicken. Deshalb werden wir auch in der folgenden Aus-
einandersetzung (ber die Beweisfilhrung in Apollonius’ erstem
Buche, dic wir bei unserem Uberblick iiber dessen Inhalt nicht
mitnehmen konnten oder die wir anzudeuten uns begniigen
mufsten, von dieser Zeichensprache zur Abkiirzung der Dar-
stellung durchgehends Gebrauch machen.

Wir wollen danit beginnen zu zeigen, wie Apollonius die
in unserem ersten Abschnitt bei den Figuren 6 und 7 erwihnte
geometrische Darstellung der Gleichungen der Kegelschnitte,
die wir zusammentfassend folgendermalsen schreiben kionnen

y? = pr+ax? = x(p+ arx) = rY, 4)
worin Y = p + a.c die unter rechtem Winkel errichtete Ordi-
nate der Hialfslinie BE bedeutet, zur Bestimmung des Durch-
schnitts der Kurve mit einer gegebenen, durch den Anfangspunkt
gehenden Linie verwendet. Nimmt man an, dals diese ge-
gebene gerade Linie durch den Punkt (x,. y,) geht, und nennt
man ihre zur Abscisse .« gehorige Ordinate y*, so erhdlt man
L
£ £,
gesetzt wird. Wird nun ein Punkt (r, ¥*) in das rechtwinklige
Hiilfskoordinatensystem eingefiihrt, so wird derselbe eine gerade
Linie, welche durch den Anfangspunkt geht, durchlaufen. Da,
fir dasselbe ., aus Y = Y* sich y = y* ergiebt, so erhilt der

2 2
. und folglich ‘IIT = "’I/'—'—,--w, weleher Ausdruck gleich ¥
‘1

1) Vergl. Anhang 1.
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Schnittpunkt dieser Linie mit der ersten Hilfslinie dieselbe
Abscisse wie der gesuchte Schnittpunkt. Dieser wird dann so
bestimmt, wie Fig. 15 fiir die Ellipse zeigt, wo G der gegebene

_ G
Punkt (J']! .’/l) lSt' CH = AC

zeichnungen im Gbrigen dieselben sind wic an Fig. 6. Die

; : )

JXX?V/

Fig. 15.

abgetragen ist, und die Be-

Hiilfslinien sind dann BE und 4H, deren Durchschnittspunkt J
mit Hilfe der Ordinaten JL und LK den gesuchten Punkt K
bestimmt, in dem der Kegelschnitt die Linie AG schneidet.
Die Abscisse des Schnittpunktes K ist also wie in der ana-
Iytischen Geometrie als der Wert von x bestimmt, fir welchen
der Kegelschnitt und die gegebene Gerade dieselbe Ordinate
erhalten. Nur ist die mittels Division durch x erhaltene Glei-
chung crsten Grades graphisch durch die beiden Hilfslinien
gelost. .
Die hier gegebene Bestimmung des Schnittpunktes zwischen
dem Kegelschnitt und einem durch den Anfangspunkt gehenden

~,
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Geraden wird [in 32] benutzt um zu beweisen, dafs die Tan-
gente im Endpunkte cines Durchmessers, der als Anfangspunkt
genonunen ist, den zum Durchmesser gehdrigen Sehnen parallel
ist. Es ist allerdings frither [in 17] bewiesen, dafs diese Pa-
rallele, AT in Fig. 15, nur den Anfangspunkt mit der Kurve
gemeinsam hat und im {brigen aufserhalb derselben liegt; aber
daraus folgt nicht mit Notwendigkeit, dals dieselbe eine Tan-
gente ist, denn es liefse sich ja auch denken, dafs die Kurve
eine Spitze habe. Deshalb bheweist Apollonius [in 32], dals
keine Gerade zwischen A7 und die Kurve fallen kann. Der
Versuch eine solche AG zu ziehen erweist sich namlich dadurch
als unmaglich, dafs man auf dieser den Punkt K bestimmen
kann, welcher nicht aufserhalb der Kurve liegt.

Ganz anders verfihrt Apollonius |in 33—36] bei Bestimmung
der Tangente in einem Punkte («, y), welcher nicht auf dem
Durchmesser liegt, wobei man zu beachten hat, dals es noch
nicht bewiesen ist, dafs durch jeden Punkt der Kurve ein
Durchmesser mit denselben Eigenschaften wie der gegebene
geht. Bezeichnet man die laufenden Koordinaten der Tangente
in (x, y) mit 2 und y‘, so wird die Tangente dadurch be-
stimnit, dals man fir alle anderen Punkte der Tangente als
chen den Berthrungspunkt haben mufs:

!/I‘Z ,’/2

/3

- S Y
a
—r? 1,_*___1-"2
) r

I 4

Fir die Parabel, wo « = 0, lélst sich leicht heweisen,
dafs diese Bedingung von der Linie erfiillt wird, welche den
Durchmesser in demselben Abstand r vom Anfangspunkt wie
die Ordinate des Punktes schneidet, aber auf der entgegen-
gesetzten Seite.  Fiir diese Linie erhilt man niimlich

e
(cr)E T Art’
2 2
ber ¥: o Y,
abet Aor — (@ 4 )2
. ‘ 2
da L < (I_; gl ) )
2 2
mithin -'/_' ¥
X x

6
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2
Dals xx' << (———) , oder dals ein Rechteck, dessen

Seiten cine gegebene Summe haben, seinen grolsten Wert
erhilt, wenn die Seiten gleich grofs sind, ist bei Euklid V1, 27
bewiesen, wo, wie wir im ersten Abschnitt gesehen haben, die-
Bedingung fir die Losbarkeit der Gleichung ¢z — x* = b? an-
gegeben wird,

Durch Benutzung eines besonderen Kunstgriffs wird Apol-
lonius in den Stand gesetzt diesen Satz auch zur Bestimmung
der Tangente in einem Punkte D einer Ellipse oder Hyperbel

D ;:‘G

Fig. 16,

anzuwenden. Die aufgestellte Bedingung lalst sich mit den
Bezeichnungen, welche Fig. 16 enthilt, ausdriicken durch

cDn cD:
AC.CB ~ AC.CB’
EC* EC

oder

ACT. OB~ AC.CB’
Nun weils man, wenn 4 Punkte 4, B, C, D einer Geraden
von ecinem Punkte P auf eine der PD parallele Gerade proji-
ciert werden und 4,, B,, C, die Projektionen von 4, B, C

sind, dals dann
AC.BD A4,C,

BC.AD — B C,
Darf man annehmen, dafs Apollomue diesen spe(-lellen Fall
des Satzes von der Unverdnderlichkeit des anharmonischen
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Verhiltnisses durch Projektion gekannt habe, so wird der
(redankengang in seinem etwas weitliufigen Beweise einfach
genug. Er wird dann folgendermalsen iberlegt haben. Wenn
in Fig. 16 die Punkte A, B, C, C' von einem Punkte P auf
eine der PF parallele Gerade in den Punkten A,, B,, C,, C,
projiciert werden, so ergiebt die aufgestellte Relation, dic sich
auf die Form

AC. EC C'B.EC

ACFC ~ CB.EC
bringen lilst, dals

4,C,.C,B, > 4,C,.C,B,.

Der Punkt C, wird nach dem: eben citierten Satze bei
Eukiid dieser Bedingung fiir ein Maximum geniigen, wenn C,
die Mitte von A, B, ist, also wenn 4,C, = C,B,. Ein wieder-
holter Gebrauch des Hiilfssatzes tiber Projektion giebt dann, dafs

AC.EB  A,C,

CBEA ™~ C,B, —
oder dafs C und F einander harmonisch zugeordnet sind mit
Beziehung auf 4 und B, ,

Apollonius nimmt [Satz 34] D zum Projektionscentrumn
und projiciert auf eine durch A zur DE gezogene Parallele.
Abgesehen von der synthetischen Form weicht sein Beweis
dafiir, dals dic auf die angegebene Weise bestimmte Linie ED
wirklich eine Tangente ist, von der hier mitgeteilten analytischen
Ableitung desselben nur dadurch ab, dafs er nicht den Hiilfs-
satz Gber Projektion citiert, sondern dessen zweimalige Anwen-
dung mit Hiilfe &hnlicher Dreiecke beweist, und diese Beweise
einen Teil seiner cigenen Beweisfilhrung ausmachen lafst?).
Die Entstehung des ziemlich weitlaufigen Beweises lilst sich
leicht durch die Annahme erkliren, dafs der Verfasser desselben
selbst den erwithnten Hiilfssatz gekannt hat, diesen aber nicht
hei seinen Lesern als bekannt hat voraussetzen diirfen.

1,

1) Das hahe ich genauer nachgewiesen durch ein Referat des Beweises
in Tidsskrift for Mathematik, 1882, S.98. Housels Wiedergahe des
Beweises (Liouville, 2. Reihe, T. III, §,158) hat fast garnichts mit
Apollonius’ eigener Beweisfiihrung gemein.

6*
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Fiir die Richtigkeit dieser Annahme spricht das, was wir
sonst Gber die Kenntnis desselben Hiilfssatzes im Altertum
wissen. Dersclbe kommt ebensowohl wie der — nach der
modernen Auffassung unendlich [erner Punkte — allgemeinere
Satz dber die Unveriinderlichkeit des anharmonischen Verhalt-
nisses durch Projektion unter den Hiilfssiatzen des Pappus zu
Euklids Biichern itber die Porisment) vor, und es lafst
sich kaum bezweifeln, dafs er unter der einen oder andern
Form in diesem Werke zu finden gewesen ist?). Dann ist es
ganz natirlich anzunehmen, dafs Apollonius den benutzten
Hiilfssatz aus den Porismen gekannt hat; aber da er dieses
Werk nicht dirckt benutzt, so ist sein angefiihrter Beweis ent-
standen. In Gbrigen kann dieser Beweis oder doch der Grund-
gedanke dessclben auch direkt Euklid angehoren und in seinen
Biichern {iber die Kegelschnitte dargestellt gewesen sein.

Apollonius formt [in 37—40] dic Bestimmung der Tangente
um mit Hilfe der jetzt gebriuchlichen Umformungen der Rela-
tion zwischen vier harmonischen Punkten, die sich leicht durch
das hm zweiten Buch der Elemente benutzte Verfahren ausfiihren
lassen. Ist also O der Mittelpunkt, so findet er (Fig. 16), dafs

2
0C.0F — 04* — (%) , )

woraus man ferner durch Subtraktion von OC? findet:
OC.CE = AC.CDB, (In
also zufolge der Gleichung der Kurve, dals

e = 2 oc.cr, (IH)
"

1) 1lter Hiilfssatz, Pappus, Buch VII, 137.

?) Es ist allerdings etwas schwierig aus den Hiilfssiitzen des Pappus auf
das zu schliefcen. was sich in dem Werk. zu dem sie gehdren, findet;
denn Pappus fiigt sie ja eben hinzu, weil er ihre Beweise im Werke
vermifst. Aus den Kommentaren des Pappus zu Schriften, die wir
kennen. kann man indessen schliefsen, dals auch sonst in der Regel
Pappus’ Sitze selbst im Hauptwerke benutzt sind, indem sie entweder
in derselben oder in einer anderen Form als bekannt betrachtet, oder
etwas anders als bei Pappus bewiesen werden.
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vine Relation, déren Anwendung bei der Transformation von
Koordinaten wir bald kennen lernen werden.

Zieht man ferner den den Ordinaten parallelen Durchmesser,
dessen Linge & — fiir die Hyperbel durch Definition —
bestimmt ist durch

» b?
D @’
und schneidet dieser (Fig. 16) dic Tangente ED in /' und die
der _AB parallele Gerade DF in F, so lifst sich die Gleichung
(IIIY Aurch Benutzung &hnlicher Dreiecke folgendermafsen um-

formen:
b p co OF . 0G OF . FG

@~ @ T0CCE T oc.ok= oc - W
und hieraus erhidlt man, da OC = FD, teils unmittelbar
FD* = %.OF.FG, (11 b)
teils Qurch Benutzung von (1)
P A%
0F.06 = (5. (Ib)

Fir die Ellipse folgen diese letzten Gleichiungen cigentlich
unmrittelbar aus den entsprechenden (I) und (III), da Apollonius
bereits friher [in 16] die Vertauschung des Durchmessers der
Ellipse mit dem konjugierten gezeigt hat. Fiir die Hyperbel
dagegen haben dieselben grofsere Bedeutung und werden im
zweiten Buche beim Studium konjugierter Hyperbein henutzt.

Noch bleibt uns tbrig klar zu legen, wie Apollonius den
Satz ableitet, dafls die Kegelschnitte unendlich viele Durchimesser
mit denselben Eigenschaften wie die urspringlich gegebenen
haben. Das erreicht er durch Umwandlungen der geometrischen
Form der Gleichungen fiir die Kurven und durch den Ubergang
zu mneuen Koordinatensystemen. Die hierher gehorigen Opera-
tionen haben indessen eine so weitreichende Bedeutung in der
antiken Lehre von den Kegelschnitten, dafs sie zusammengefafst
im nichsten Abschnitt behandelt werden miissen; in diesem
werden dann auch andere noch nicht erwithnte Beweise, die
sich im ersten Buch des Apollonius finden und deren Kenntnis

vorn Bedeutung ist, ihre Darstellung finden.
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Umformung der Gleichungen der Kegelschnitte; Transformation
der Koordinaten,

Wir haben gesehen (8. 32), dals Apollonius die Kegelschnitte

durch die Gleichung
y* = px 4 aqx?

darstellte, wo # und y Parallelkoordinaten sind; nur war diese
Gleichung fiir Apollonius eine Gleichung ersten Grades zwischen
den Flichen des Quadrates y2, des Rechtecks pz und des
Rechtecks «.r.z, oder noch einfacher zwischen dem Quadrat
y? und dem Rechteck x(p 4+ ax). Die Konstanten waren durch
die Figur selbst gegeben, namentlich durch eine Hiilfslinie, deren
rechtwinklige Ordinate die Hohe p + az des Rechtecks wurde.
Wir haben ferner erwihnt, dafls Apollonius zu dieser Form
der Gleichung nicht nur durch Beziehung auf ein -einzelnes,
durch die stereometrische Bestimmung gegebenes Koordinaten-
system gelangte, sondern auch durch Ubergang zu neuen, in
denen die eine Axe ein Durchmesser, die andere die Tangente
in dessen Endpunkt war. Teils bei diesem Ubergange, teils
bei anderen Gelegenheiten treffen wir auf Darstellungen der
Kegelschnitte durch andere Gleichungen ersten Grades
zwischen Flachen, die sich leicht aus solchen zu-
sammensetzen lassen, welche z% zy, y® x, y propor-
tional sind, wenn x und yKoordinaten eines Parallel-
koordinatensystems sind. Die Betrachtung der durch eine
solche Zusammensetzung gegebenen Verbindung mit der ana-
lytisch-geometrischen Gleichung in einem Parallelkoordinaten-
system kann fir uns nitzlich sein, um dadurch auf uns
bekannten Wegen den richtigen Blick fiir die Anwendbarkeit
mancher Darstellungen der Alten und fir die Verbindung der-
selben unter einander zu erhalten; aber die antiken Darstel-
lungen weichen von unseren entsprechenden insofern wesent-
lich ab, als die Griechen nicht so schr darauf ausgingen,
die feste Figur so einfach wie moglich zu machen, sondern
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vielmehr darauf, die Gleichungen — welche sie in Worten aus-
driicken mulsten — einfach zu gestalten. Deshalb suchten sie
durch Einfihrung fester Hiilfslinien und durch Vertauschung
der Linien, welche durch den beweglichen Punkt parallel den
Koordinatenaxen gezogen wurden, mit neuen Koordinaten-
richtungen teils alle Koefficienten der Glieder in die durch die
Glicder bestimmten Flichen selbst hineinzuziehen, teils den
Flichen solche Formen zu geben, dals sie sich zusammenziehen
licfsen, so dafs die Anzahl der Glieder in den Gleichungen ver-
ringert wurde. Beides war, wie wir gesehen haben, in der
soeben erwihnten urspriinglichen Darstellung des Apollonius
dureh cine Hiilfslinie erreicht worden, und dasselbe Hiilfsmittel
der Vereinfachung fanden wir in Archimedes’ Darstellungen der
Parabel (S. 60) benutzt, wo die Gleichung die Form einer Propor-
tion hatte. Bei Apollonius war die Hilfslinie dadurch, dafls sie in
einem hesonderen rechtwinkligen Koordinatensystem dargestellt
wurde, als ein Mittel bezeichnet, welches dem vorliegenden
schiefwinkligen Koordinatensystem fremd war, und zur Dar-
stellung der einzelnen bestimnten Kurven in demselben dienen
sollte. Indessen ist das nicht tberall der Fall. An anderen
Orten konnte vielinehr Veranlassung gegeben sein, den ganzen
Apparat von festen Linien als ein komplicierteres Koordinaten-
system zu betrachten. Will man aber auch in diesem Falle
der Ubersichtlichkeit wegen versuchen die Kurve als auf ein
einfaches Koordinatensystem bezogen zu betrachten, wihrend
man die ibrigen festen Linien an Stelle der Konstanten in
den modernen Gleichungen treten lifst, so kann man etwas
zweifelhaft sein, welche der benutzten festen Linien man als
Koordinatenaxen betrachten soll, oder ob man sich moglicher-
weise da, wo die Alten Koordinatenrichtungen, welche nicht-
gezeichneten geraden Linien parallel sind, eingefiihrt haben,
ganz neue Axen mit diesen Richtungen eingefiihrt denken soll.
Wenn sich auf diese Weise die Bestimmungsmethode der Alten
ungefahr gleich leicht durch Beziehung aufl zwei verschiedene
Parallelkoordinatensysteme ausdriicken lafst, so wird dadurch
unser Ubergang zwischen diesen beiden Systeme diberflissig
gemacht, oder richtiger, derselbe wird ersetzt durch die Ande-
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rungen in der geometrischen Darstellung der Konstanten, welche
zu einer solchen Bestimmungsweise gefiihrt haben.

Wir haben vorldufig ein &dufserst einfaches Beispiel fiir
diese Unbestimmtheit des gebrauchten Parallelkoordinatensystems
in Archimedes’ Bestimmungen einer Ellipse oder Hyperbel, bei
deren Wiedergabe (im zweiten Abschnitt) wir anstatt einer
Abscisse die Bezeichnungen x und z‘ [iir Abscissen gebraucht
haben, die von beiden Scheitelpunkten aus gerechnet waren.
Der eine von diesen ist ndmlich nicht mit mehr Recht Anfangs-
punkt als der andere, und die Darstellung lafst sich ungefahr
ebenso leicht auf einen beliebigen Punkt der Axe, z. B. den
Mittelpunkt, als Anfangspunkt beziehen.

In Apollonius’ Darstellung ist dagegen dem einen Endpunkt
des Durchmessers eine so bestimmte Rolle zuerteilt, dafs dieser
im besonderen als Anfangspunkt betrachtet werden kann. Wir
finden deshalb auch bei ihm eine Verlegung des Anfangs-
punktes, nimlich in Satz 15, wo der gegebene Durchimesser
und die dazu gehorigen Ordinaten einer Ellipse mit dem kon-
jugierten Durchmesser und den dazu gehorigen Ordinaten ver-
tauscht werden. Ohne wesentlich von Apollonius’ Betrachtungs-
weise abzuweichen kénnen wir nimlich diese Vertauschung als
cine Verlegung des Anfangspunktes, ohne Drehung, bezeichnen,
erst vom Endpunkt des gegebenen Durchmessers nach dem
Mittelpunkt, und dann nach dem Endpunkte des konjugierten
Durchmessers. Apollonius’ Ausfithrung dieser Operationen ist
fir uns von Interesse, teils weil sie im allgemeinen ein gutes
Beispiel fir dic mit unseren algebraischen Operationen nahe
verwandten antiken Flachenoperationen abgiebt, teils weil sie
die Anwendung der bei Apollonius unter rechten Winkeln ge-
zeichneten Hilfsfiguren als Mittel zur Darstellung und Veran-
schaulichung der Operationen zeigt, welche man jetzt durch
die Zeichensprache der Algebra darstellt und veranschaulicht.

Ist (Fig. 17) AB = a der gegebene Durchmesser, AN = p der
zugehorige Parameter, so wird die Ordinate y == XH bestimmt
durch y? = (A0). Ist DE = b der konjugierte Durchmesser

2
und also C der Mittelpunkt, so wird (i)) = (dP) = (UR).
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Da aber zugleich (OU) = (OR) und (XU) = (UY) = (N¥§),
2 . b2 vy -
&0 wird (—é) — y? = (OP). Nun ist (2> — yt = ET.TD,
folglich (OP) = ET.TD. Setzt man ferner TH = 0S = v,
N o8 _ % Lo .
s0 wird yt = Fg-(()P) = (OP) = > -ET.TD. Errichtet
man nun in I) senkrecht auf DE einen Parameter ¢ = DZ,
der so bestimmt ist, dals —Z— = —;—, und zeichnet man die zu-

gehorige Hiilfslinic £Z, so wird das Quadrat dber y‘ dem

Fig. 17.

Rechteck (DL} gleich. Die geometrisch ausgedriickte Gleichung
fir die Kurve in dem neuen Koordinatensystem erhdlt also
ganz dieselbe Form wie in dem gegebenen System.

Die doppelte Darstellung durch Figur und einen Text, von
dem aus man in jedem Augenblick die genannten Punkte,
Linien und Rechtecke in der Figur aufsuchen mufs, kann aller-

V -
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dings niemals so einfach zu lesen sein wie die algebraische
Darstellung; aber fir den, der entweder selbst in Gedanken die
Operationen allein an der Figur durchfiihrt oder der einer
miindlichen Darstellung folgt, bei der fortwihrend auf die Figur
gezeigt wird, und der iberdies in diesen Flachenoperationen
cben solche Ubung hat wie wir in der Buchstabenrechnung,
steht das hier benutzte Anschauungsmittel keineswegs vor dem
zuriick, welches uns zu Gebote steht.

Als Durchgangsglied treffen wir hier auf eine Relation
()= = (0P), dic sich als Mittelpunkisgleichun far die
Ellipse auffassen lifst. Der Ubergang zu einer solchen wird
indessen spdter [in 41] sowohl fir die Ellipse wie fir
die Hyperbel vorgenonimen, und die dadurch entstehende

Gleichung .
a\? :
L((5) =)= L.y (1)

wird dann in einer etwas anderen Form ausgedriickt, indem
die durch die drei Glieder ausgedriickten Flichen mit solchen
vertauscht werden, die diesen proportional sind. Es wird dann
ausgesprochen — und das Ausgesprochene wird durch Figuren
erldutert — dafs die Differenz zwischen zwei #&hnlichen Parallelo-
grammen Gber den Strecken —;— und x einem Parallelogramin
tber y gleich sei, das dieselben Winkel hat, in dem aber das
Verhiltnis zwischen der anderen Seite und y zusammengesetzt ist

aus —;—: und dem Seitenverhiltnis eines der ersten Parallelo-

gramme.

Indem Apollonius weiter die Parallelogramme mit Dreiecken
vertauscht und diese auf zweckmilsige Weise anbringt, wird er
[in 43] zu einer Darstellung der Ellipse und Hyperbel gefiihrt,
welche nicht nur — ihrer unmittelbaren Bestimnmung gemafs —
einen leichten Ubergang von dem gegebenen Durchmesser und
den dazu gehorigen Ordinaten zu neuen gestattet, sondern auch
grofse Bedeutung fiir die Folge gewinnt. Es sei (Fig. 18) ACB
der gegebene Durchmesser und CE ein neuer Durchmesser,
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welcher die Kurve in E schneidet; ferner sei H ein beliebiger
Karvenpunkt, der durch die Ordinate y = KH und die Ab-
scisse r = CK auf den gegebenen Durchmcsser bezogen ist.

Fig. 18&.

Daryam folgt aus (1) (und wir dehnen das durch das doppelte
Vor=zeichen auch auf die Hyperbel aus):
=+ (A CBL — A CKM) = A HKT, ®)
wernmn nur
KT _ o BL _ 2BL

KHE= 5 CB~ (3)

Das letztere erreicht Apollonius dadurch, dals er HT der

T zaaxagente in E parallel sein ldfst. Diese ist namlich [37], wie

wix- schon am Schlusse des vorigen Abschnittes (vergl. Gleichung
(TXX)>) erwihnt haben, bestimmt durch

ZE:  p
CZ.ZD ™ a’

w orx-aus folgt, dafs

VA a ZE « BL

ZE T p 'CZT p CB
Die Bestimmung der Richtung von HT' durch die Tangente
irx &= bietet den Vorteil, dals sie eindeutig ist, wihrend dic Be-
stirxyxymung durch Gleichung (3) gestattet KT nach beiden Seiten
vom K aus abzutragen und also zwei Richtungen fir die Linic
H'I" giebt, die sich bei der ferneren Anwendung nicht als gleich
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zweckmifsig erweisen. Es ist moglich, dals Apollonius, der
nicht, wie wir jetzt, Eindeutigkeit durch den Gebrauch von
Vorzeichen erreichen konnte, eben um der mit der Zweideutig-
keit verbundenen Verwirrung zu entgehen die Benutzung der
Tangente vorgezogen hat, obgleich auch das wieder mit ver-
schiedenen Unbequemlichkeiten verbunden war. Zundchst hat
er néamlich deswegen bereits im ersten Buche die schon er-
withnten Sitze iber die Tangente, dic an einen Punkt K aufser-
halb des gegebenen Durchmessers gezogen ist, ableiten miissen,
dic sonst spiiter sich von selbst ergeben hédtten. Ferner bringt
der von ihm eingeschlagene Weg den grofsen Ubelstand mit sich,
dafs er erst im dritten Buch dazu gelangen kann dem durch
Gleichung (2) ausgedriickten Satze den vollen Umfang zu geben.
In dem gefiihrten Beweise wird ndmlich vorausgesetzt, dafs
beide Durchmesser CB und CE die Kurve schneiden. Dariber
kommt er, was den einen betrifft, wohl anfangs hinweg [in 45],
indem er CB den konjugierten Durchmesser des gegebenen sein
lalst, und dann fiir dic Hyperbel dic friher erwdhnte ,Lange“
eines Durchmessers, der die Kurve nicht schneidet, benutzt.
Dagegen fehlt ihm, wenn der andere Durchmesser CE die
Kurve nicht schneidet, die Tangente, der die Linien HT parallel
sein sollen. Er kann also erst seinen Satz vervollstindigen,
nachdem er im zweiten Buche die sogenannten konjugierten
Hyperbeln untersucht hat, welche dieselben konjugierten
Durchmesser haben, und welche, wenn sie auf ein Paar von
diesen bezogen werden, mit Ausnahme eines Vorzeichens die-
selbe Gleichung erhalten. Wenn die Kurve in der untersuchten
Figur cine Hyperbel ist, und der Durchmesser CE diese nicht
schneidet, so werden die Linien HT bestimmt als Parallelen zu
der Tangente, welche an die konjugierte Hyperbel in ihrem
Durchschnittspunkt mit dem Durchmesser CE gezogen ist.

Da Apollonius sich so wirklich, wenn auch erst nach und
nach und auf einem Umwege, zu dem allgemeinsten Satze
erhebt oder die allgemeinste Gleichung fiir die Kurven findet,
s0 will ich diese hier gleich angeben. Bei ihrer Ableitung
konnte man statt der Gleichung (1) die Gleichung
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\ 2 Y
;((—l) dat) =y (1h)

benutzen. Diese wird, wenn man an beiden Stellen das obere
Voizeichen nimint, auf den Fall anwendbar, wo CB it einem
Durchmesser, der die Kurve nicht schneidet, vertauscht wird,

. . . “ -
auf dem man aber die sogenannte Lénge CB = - abtrigt,

withrend p eine andere Konstante bedeutet. Bestimmt man
dann die Richtung der Linie HT durch die Gleichung (3), so
erhiilt man:

+(ACBL = ACKM) == N HIIKT . @b
wo man die Vorzeichen wie in (1b), also auf wohllbekannte
Art zu withlen hat. Withlt man nun jedesmal von den beiden
durch (3) fir HT bestinmten Richtungen diejenige, welche der
Tangente im Schnittpunkt der Linie CE mit der Kurve oder
mit der konjugierten Hyperbel parallel ist, so erhilt man dic
von Apollonius gegebene Bestimmung ihrer Richtung.

Die Vorteile, welehe diese Form der Gleichung fir eine
Ellipse oder Hyperbel darbictet, sieht man am leichtesten durch
eine Umforiung, die Apollonius allerdings nicht ausdrieklich
aufstellt — und das konnte er auch nicht in allen Fillen thun.
weil ihm der Begriff ,Fliche ecines uneigentlichen Vierecks*
fehlite — die aber gerade den Umstand hervorhebt, den er
iberall praktisch anwendet. Wihrend der Bewegung des
Punktes II auf der Kurve dndern sich die Dreiecke CK.M und
HKT, wihrend CBL konstant bleibt. Die Sumime oder Diffe-
renz der beiden ersten Dreiecke wird in jedem einzelnen der
in Formel (2h) betrachteten Fille gleich dem Flicheninhalt
des eigentlichen oder wuncigentlichen!) Vierecks
HMCT scin. Diese Flache bleibt also konstant
==  CBL).

Zwei von den Sceiten dieses Vierecks sind feste Durch-
messer, der gegebene C'B und der neue CFK. Die dem ersteren

1) Dieser Inhalt ist wie bekannt gleich der Differenz der beiden Dreiecke,
welche auf ein Paar Scheitelwinkel fallen.
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gegeniiberliegende Seite HM fillt auf eine von ihm halbierte
Sehne, die dem letzteren gegeniiberliegende Seite H7T' hat eine
bestimmte Richtung. Aus der symunetrischen Art, auf welche
die beiden Durchmesser und die beiden Reihen von Parallelen
in der gefundenen Gleichung der Kurve vorkommen, wird man
dann eine Relation ableiten kdnnen, durch welche die Kurve
auf den neuen Durchmesser CE auf dieselbe Weise bezogen
wird, wie sie urspriinglich auf den gegebenen Durchmesser CB
bezogen war. Diese Ableitung, bei der es nur nétig war Riick-
sicht auf die Falle zu nehmen, wo sowohl CB wie CE die
Kurve schneiden, hat Apollonius folgendermalsen vorgenommen
[ 1stes Buch, 50]:

Dreieck CBL (Fig. 18) ist gleich dem Dreieck CDE!), und
man hat also zufolge unserer Umformung von (2)

ACDE = ACBL = HMCT.
Die Subtraktion des Dreiecks CT'S giebt demnéchst
ACDE—ACTS = |- A SHM,

1) Das lifst sich darthun, indem man in der Relation HMCT = CBL
den Punkt H auf E fallen lifst; Apollonius aber filhrt es ohne Beweis
an. Ein solcher, der sich darauf stiitzt, dafs %g = %’ findet sich
dagegen spiiter, ndimlich im 1sten Satz des dritten Buches. wo der Satz
benutzt wird um ferner zu zeigen, dals & BDI = A LEI. Wenn
man dann nicht — und wir finden keine ausreichende Veranlassung es
zu thun — einen von Eutokius angeliihrten Beweis fiir einen friiheren
Satz im 1stea Buch [43], der genau mit demselben Beweise wie im
3ten Buch [1] fiir die Gleichheit der Dreiecke CBL und CDE beginnt,
fiir echt ansehen will. so liegt die Annahme nahe, dafs Apollonius im
1sten Buch {50] auf diese Gleichheit in Wirklichkeit dadurch schliefst,
dals er denselben allgemeinen Satz, den er gerade im Begriff
ist auf andere Weise zu verwerten, auf den Grenzfall anwendet;
denn einzig auf diese Weise lifst sich die Gleichheit der Dreiecke
unmittelbar erkennen. In solchem Falle nimmt er sich hier eine
Freiheit, welche sich die griechischen Schriftsteller sonst in den auf-
gestellten Beweisen aus Griinden der Vorsicht nicht erlaubten, wie
man namentlich an vielen Stellen bei Archimedes sehen kann. Dafs
man aus dieser Vorsicht nicht schliefsen darf, dals sie selbst auch
nicht die Verbindung zwischen dem Grenzfall und dem allgemeinen
Fall sahen. geht daraus hervor, dafs sie in der Regel gleichartige
Beweise auf beide anwendeten, :
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worin -+ der Ellipse, — der Hyperbel entspricht. Da diese
Gleichung von derselben Form ist wie die Gleichung (2), von
der wir ausgingen, und nur die Durchmesser vertauscht sind,
so kann man einen zu dem neuen Durchmesser gehdrenden
Parameter p‘ derartig bestimmen, dafs man weiter zuriick zu
einer Gleichung von der Form (1), aus welcher Gleichung (2)
abgeleitet war, geht, und dann gelangt man durch Verlegung
des Anfangspunkts nach dem Endpunkt E des Durchmessers zu
Gleichungen von ganz derselben Art wie die sind, durch welche
Ellipse und Hyperbel urspringlich auf den gegebenen Durch-
messer und die zugehdrigen Ordinaten bezogen wurden ((3) und
(2) des vorhergehenden Abschnittes). Diese Bestimmung von
p* findet man dadurch, dafs man in der Gleichung (3), mit-
tels der man die Richtung der zum neuen Durchmesser CE
gehorigen Ordinaten HT'S (Fig. 18) bestimmte, und welche sich
der Figur zufolge aul die Form p = 2% - BL bringen lifst, alle
Bestimmungen vertauscht, welche zu den beiden Durchmessern
gehoren. Dann erhilt man p' — 2-5——;.ED, und das ist eben

die im vorigen Abschnitt erwihnte und angewandte, von Apol-
lonius gegebene Bestimmung von p'.

Fig. 18.
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Da wir so fir den neuen Durchmesser und die zugehorigen
Ordinaten zu derselben Darstellungsform zuriickgekehrt sind wie
fir den urspriinglich gegebenen, so miissen alle bis jetzt ge-
wonnenen Resultate, welche urspriinglich auf dieser planime-
trischen Darstellung der Kurven aufgebaut wurden, auch auf
den neuen Durchmesser anwendbar sein. Wenn also Apollonius
nicht in der Entwicklung selbst die neuen Ordinaten als der
im voraus bestimmten Tangente in K parallel bestimmt hatte,
so wiirde er, wie bereits angedeutel, diesen Umstand haben
benutzen kénnen um hinterher diese Tangente zu bestimmen.
Dic neue Gleichung zeigt, dals der neue Durchmesser CE die
Sehnen in der neuen Ordinatenrichtung halbiert. Auch dies
letztere hat Apollonius indessen, bevor cr [in 50] zu der eigent-
lichen Umiformung gelangt, bewiesen [namlich in 47}, indem cr
dafiir unmittelbar den in (2) ausgedriickten Hauptsatz ver-
wendet.

Wir werden uns bei der Wiedergabe dieses Beweises an
dic Ellipse halten um dauernd Fig. 18 benutzen zu kénnen, mit
der der Leser bereits vertraut ist, und die unmittelbar die Be-
dcutungen der neuen Bezeichnungen HY, K, M* zeigt. Gleichung
(2) gicbt

A HTKT = A CBL — A CKM = Trapez (BM)
AHKT = Trapez (BM').
Durch Subtraktion erhdlt man
Trapez (K'H) = Trapez (K'M),
und durch Subtraktion des Fiinfecks K'H'SMK ergicbt sich, dals
O SHM = A SH'M,
oder dals S die Mitte von HH' ist.

Es liegt kein Grund vor, besonders bei den Sitzen [44,
48, 517 zu verweilen, in denen Apollonius darthut, dafs dasselbe,
was fir eine Ellipse oder einen cinzelnen Hyperbelast bewiesen
ist, auch auf dic aus zwei Hyperbelidsten zusammengesetzte
Kurve anwendbar ist, wenn die Punkte, welche wir B und E
genannt haben, jeder auf einen von diesen Asten fallen. Es
ist wie friher bemerkt von sehr grofsem Interesse, dals Apol-
lonius auf diese Verallgemeinerung verfallen ist, aber bei ihrer
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Ausfibrung, fir welche die Symmetrie der Aste verwandt wird,
ist keinerlei Schwierigkeit zu tberwinden gewesen.

Mittels der nun gewonnenen Bestimmung der festen Rich-
tung der Seite HT in dem Viereck HMCT (Fig. 18), welches
wfolge unserer Umformung des in Gleichung (2) enthaltenen
Satzes konstant bleibt, wihrend H sich auf einer Ellipse oder
Hyvperbel bewegt, lalst dieser Satz sich folgendermafsen aus-
dricken: Das Viereck HMCT (Fig. 19), dessen beide

Fig. 19.

Seiten CM und CT auf feste Durchmesser einer
Ellipse oder Hyperbel fallen, wahrend die ihnen
gegeniiberliegenden Seiten HT und HM auf die von
einem beweglichen Kurvenpunkt H ausgehenden Seh-
nen, welche von diesen beiden Durchmessern hal-
biert werden, oder auf die Verlingerungen dieser
Se hnen fallen, hat einen konstanten Flacheninhalt.
Diesen Satz, der nur dann unbedingt ausgesprochen werden
kamnn, wenn die Benutzung uneigentlicher Vierecke vorausgesetzt
wird, und der erst im dritten Buche fiir alle Arten von Durch-
messern bewiesen wird, wollen wir den Apollonischen
F1a chensatz nennen.

Die Umkehrung dieses Satzes ist folgende: Wenn ein

Viereck HMCT, dessen Seiten CM und CT auf feste
7
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Linien fallen, wé&hrend die beiden anderen in ge-
‘gebenen Richtungen von einem beweglichen Punkt
H aus gezogen sind, einen konstanten Inhalt hat, so
ist der geometrische Ort fir H eine Ellipse oder
Hyperbel.

Diese Umkehrung spricht Apol]omus nirgends aus, wie er
denn iberhaupt keine Siitze des Inhalts ausspricht, dals der
cine oder andere Ort ein Kegelschnitt sei. Wenn er aber in der
ersten Vorrede aulsert, dals die Satze des dritten Buchs sich
zur Bestimmung geometrischer Orter benutzen lassen, so darf
man mit Sicherheit annehmen, dafs der hier erwdhnte. wenn
auch nicht ganz in der hier angefiihrten Gestalt, zu diesen ge-
hort habe, und dafs er also die genannte Umkehrung gekannt
habe. Indirekt hat dieselbe jedenfalls zu seiner Verfiigung ge-
standen, sobald es ihm gelungen war eine vorgelegte Bestim-
mung des einen oder anderen geometrischen Orts auf die hier
aufgestellte Form zu bringen; denn dasselbe Verfahren, welches
oben angewandt wurde um die Kurve, wenn CB der gegebene
Durchmesser war, auf CE und Ordinaten, die der HT' parallel
sind, zu beziehen, wird sich in allen Fiillen anwenden lassen
und in allen Fillen die Form der Gleichungen geben, durch
welche die Kurven von Anfang an charaktcrisiert sind.

Um die wichtige Rolle ganz zu verstehen, welche die er-
haltene Gleichung: Viereck HMCT = const. bei Apollonius zu
spielen bestimmt ist, kann man dieselbe mit entsprechenden
Formen der Gleichung in gewdhnlichen Koordinaten vergleichen.
Denkt man sich die beiden festen Durchmesser zu Koordinaten-
axen genommen, so lassen sich HM und HT als schiefe zu
diesen gehorige Koordinaten betrachten. Vertauscht man diese
mit gewohnlichen Parallelkoordinaten, indem man HP =
und IIQ = y parallel den Axen zieht, so erhill man (Fig. 19)

HMCT = HMP 4+ HPCQ 4 HQT,
also ur? + Jry+4ry? = K, (K]
wo «, 3, y und K Konstanten sind, die fiir andere Figuren
negative Vorzeichen bekommen kénnen.

Wire umgekehrt eine Gleichung (4) vom vrsten Grade
zwischen den Flachen 2%, ry und 2 gegeben, wo r und y
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Parallelkoordinaten, HP und HQ, bezeichnen, so wirde es
vollstindig dem Verfahren entsprechen, welches wir nunmehr
bei Apollonius kennen gelernt haben, die Richtungen von HM
und@ HT so zu bestinmen, dafs az®, Szy, yy® den Flachen
HMP, HPCQ und HQT proportional werden, und dadurch
wird die Gleichung in die im Flachensatze gegebene Darstellung
der Kegelschnitte umgewandelt.

Da nun der Ubergang vom Apollonischen Flichensatz zu
der Gleichung (4), ebenso wie der umgekehrte, so einfach ist,
da ferner, wie wir gesehen haben, Apollonius von der im
Flichensatz gegebenen Darstellung eines Kegelschnitts, ebenso
wie die analytische Geometrie von der in Gleichung (4) ent-
haltenen, zur Darstellung desselben in dem durch die Axen
gebildeten rechtwinkligen Koordinatensystem iibergehen kann,
50 ist ersichtlich, dafs in den Anwendungen die eine Dar-
stellungsart ganz an die Stelle der anderen treten kann, so dafs
Apollonius, wenn auch unter einer verschiedenen Form, durch
die erstere ganz dasselbe erreichen kann, wie die analytische
Geometrie durch die letztere. Hinsichtlich der Leichtigkeit der
hierzu dienenden Operationen bietet jede der beiden Darstellungs-
formen ihre besonderen Vorteile; denn wenn man beim Fldachen-
satz ein etwas komplicierteres Koordinatensystem benutzt. so
gelangt man dafiir zu einer bedeutend einfacheren Gleichung.
Dafs Apollonius nun wirklich dauernd den Flichensatz in
Cbereinstimmung mit diesen Bemerkungen benutzt, welche wir
hier an dessen Anwendung im ersten Buch gekniipft haben,
das wird im Folgenden, namentlich durch secin drittes Buch,
bestatigt werden.

In gewissen Beziehungen fiihrt der Flichensatz noch weiter
als zu einer Darstellung der Kegelschnitte, welche der in einem
Koordinatensystem mit zwei beliebigen Durchmessern als Axen
iqquivalent ist.  Dafs Mittel zum Ubergange zu einem Koordi-
natensystem mit einem neuen Anfangspunkt vorhanden sind,
folgt nimlich daraus, dafs ein solcher Ubergang, wie bereits
bemerkt wurde, sich allein mit Hilfe der bei Euklid benutzten
Flachenverwandlungen bewerkstelligen lafst; dirckter aber wird
er dadurch erreicht, dafs man sich die konstante Fliche des

7* i
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der Form nach veranderlichen Vierecks HMCT (Fig. 19) durch
die Koordinaten eines Parallelkoordinatensystems ausgedrickt
denkt, dessen Axen den Geraden HM und HT, die ja in Wirk-
lichkeit ganz beliebige Richtungen erhalten kdnnen, parallel sind.
Auf diese letztere Art erhilt Apollonius auch wirklich im
3ten Buche Satz 3 und einigen der folgenden eine Darstellung
der Kurven, die in gewissen Beziehungen ihren Gleichungen in
einem bheliebigen Koordinatensystem mit dem An-
fangspunkt auf der Kurve selbst entspricht. Es seien
AB und FE (Fig. 20) die beiden festen Durchmesser, und HM,
H'M' Sehnenabschnitte, welche zum
ersten, HT und H'T" Sehnenab-
schnitte, welche zum zweiten Durch-
messer gehdren. Dann ist nach dem
Apollonischen Flachensatz
HMCT = H'MCT",
woraus man durch Subtraktion von
PM'CT erhalt: ’
HMM'P = H'PTT, )
und hieraus durch Addition des
Parallelogramms (P@):
QMM'H' —= QHTT. (6)
Durch die eine oder andere
von diesen Gleichungen lifst sich
der Punkt H‘, wenn H festliegt, aller-
dings bestindig so auffassen, als ob
er auf die beiden Durchmesser unter
etwas veridnderter Form bezogen sei, aber diese Gleichungen
lassen sich auch so auffassen, als ob er auf die Koordinaten-
axen HM und HT bezogen sei, die durch einen beliebigen
Punkt H der Kurve gehen und beliebig gegebene Richtungen
haben kénnen. Die beiden gleich grofsen Fliachen lassen sich
niamlich leicht durch die Koordinaten HP und HQ aus-
driicken.
Eine andere Umformung des Flichensatzes findet sich in
dem unmittelbar vorhergehenden Satz 2 des dritten Buchs, Wir
konnen dieselbe am leichtesten an Fig. 18 anschlielsen, welche,
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da A H'K'T — Trapez (BM'), duwhSﬁbtsakan von Trapez
(BH") PR
A GBT = Trapez (LHY) vp e Q)

ergiebt, eine Gleichung, welche unter Beachtung der Regel fiir

uneigentliche Vierecke auch auf den Punkt H anwendbar ist. 4

Der bewegliche Punkt H' (oder H) lafst sich hier so betrachten,
als ob er durch Koordinatenlinien von gegebener Richtung auf
die Koordinatenaxen BL und CE bezogen sei, von denen die
eine eine Tangente ist und die andere ein Durchmesser, der
nicht durch den Beriihrungspunkt geht.

Indessen lassen sich nicht wie beim Flichensatze diese
letzten Darstellungen ganz mit den entsprechenden Gleichungen
der analytischen Geometrie zusammenstellen. Halten wir die
Betrachtung zweier Linien als Koordinatenaxen fest, so miissen
die tbrigen festen Linien, auf welche die Kurve bezogen wurde,
als Stellvertreter ihrer Konstanten aufgefalst werden. Diese
sind auch hier so gewdahlt, dafs sie die Gleichungen, welche auf
die Gleichheit von zwei veranderlichen Flichen reduciert werden,
in hohem Grade vereinfachen; aber wir kénnen hier nicht wie
fir den Flichensatz bei Apollonius die Kenntnis der Mittel
nachweisen, welche zur Bestimmung dieser Stellverireter er-
forderlich sein wiirden, wenn die Konstanten der entsprechen-
den analytisch-geometrischen Gleichungen gegeben wiren, und
durch welche sich der Ubergang von den Gleichungen zu den
entsprechenden geometrischen Darstellungen bewerkstelligen
liefse. Wir kénnen deshalb hier nicht sagen, dals es fiir Apol-
lonius bei der Bestimmung eines geometrischen Ortes geniigt
haben wirde zu finden, dafls derselbe sich durch Beziehung auf
ein Parallelkoordinatensystem durch eine solche Gleichung zwi-
schen Flachen darstellen lielse, deren analytisch-geometrischer
Ausdruck

ax®+ Bry+ryt+dr4-ey =0
sein wiirde; denn um zu behaupten, dafls Apollonius diese Glei-
chung in die Darstellungsform habe umwandeln kénnen, welche
wir soeben damit zusammengestellt haben, mifsten wir etwas
dariiber wissen, wie er in diesem Falle den Mittelpunkt bestim-
men konnte; dartiber aber finden wir an dieser Stelle nichts.
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Die Hulfsmlgtéln we!cﬁe ‘wir hier kennen gelernt haben,
stehen also mit 'BuCksxcht auf die Bestimmung der Kegelschnitte
a{s gemuetnschel Orter noch hinter der analytischen Geometrie
MK .-zurﬁck aber der Inhalt des dritten Buchs und Apollonius’ eigene

% ¢ " Angaben iiber das, wozu es sich benutzen lilst, werden, wie
wir sehen werden, diesem Mangel abhelfen.

Der Einfachheit wegen haben wir hier garnicht die Para-
bel beriicksichtigt, auf welche doch offenbar alle Sitze an-
wendbar sein missen, in denen nur nicht der Mittelpunkt vor-
kommt. Diese Satze sind in der Regel einfacher als die dber
die Ellipse und Hyperbel, und gehen deshalb bei Apollonius
gewdhnlich diesen voraus. Das gilt z. B. von dem durch Glei-
chung (2) ausgedriickten Hauptsatz, dem man, um ihn auf die
Parabel zu tbertragen, die oben (S. 96) benutzte Form ,A HKT
= Trapez (BM)*“ (Fig. 18) geben mufs, wobei indessen das Tra-
pez in ein Parallelogramm {ibergeht. Der Beweis wird [ 1stes
Buch 42] folgendermalsen gefiihrt (Fig. 21): BK sei der gegebene

/ﬂ -
E ‘"
1
T Z K

Fig. 21.

Durchmesser, EM ein anderer Durchmesser, HK und HT
Parallelen zu den Tangenten BL und ED. Dann ist
AHKT KH* BK _ (BM)
ANEZD — ZE* T BZ ~ (BE)
Da nun DZ = 2BZ, so ist A EZD = (BE). Also wird
auch A HKT = (BM).
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Aus dieser Gleichung folgt wiedernm, da A IBD =
~ ILE, dals A HMS = (DS) und dadurch, wie fir die El-
lippse und die Hyperbel, der Ubergang zu der Gleichung, durch
welche die Parabel auf den Durchmesser EM und dessen Or-
dinaten bezogen wird [46]. Der Beweis dafiir, dals dieser
Durxchmesser seine Sehnen halbiert, wird ganz ebenso wie fir
die Ellipse und die Hyperbel gefiihrt [49].

Ebenso wie fiir Ellipsen und Hyperbeln findet sich auch
hier der im vorigen Abschnitt angegebene und benutzte Aus-
druck tir den zum Durchmesser E.M gehoérenden Parameter p'.
Statt diesen abzuleiten wollen wir die gefundene Gleichung
A HMS = (DS) benutzen um eine von Archimedes be-
nutzte Relation zwischen p’ und dem zu dem Durchmsser BK,
der der Einfachheit wegen die Axe sein mige, gehorenden
Parameter p zu entwickeln. Setzen wir £S =z’ und SH =y,
80 lasst sich die angefiihrte Gleichung folgendermafsen schreiben:

, 2S5 H? N
v* = su.am- B4
hieraus erhalt man durch Benutzung &hnlicher Dreiecke und
dadurch, dafs DZ == 2BZ,
S H* . SH: MH
r=2sy uu ¥ = yui-® sa
SH: EZ*  SH?
~MH: BZ T MHiD
n! 2
oder % = %

Archimedes sagt in dem Buche lber Konoide und Sphé-
roide [3], dafls dies Resultat in Schriften Gber die Kegelschnitte
bewiesen sei. Er wendet es demniichst an um zu beweisen,
dafs in derselben Parabel solche einbeschriebene Dreiecke
EHH, deren Spitze E auf dem zur Grundlinie HH' (= 2HS
in Fig. 21) gehorenden Durchmesser liegt, gleich grofs sind,
wenn die vom Durchmesser abgeschnittenen Sticke ES (= x')
es sind. Der Beweis lilst sich folgendermafsen etwas frei
wiedergeben:

EZ
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1 ‘2 —_

AEHH = z‘y/‘.%{]—]{{— == 'y ‘/}1))'- = ‘/%)yT‘ = z'Vpx';
der letzte Ausdruck enthdll nur x* und p.

In den beiden eben angefiihrten Satzen des dritten Buchs

[2 und 3] ist die Parabel, welche Gbrigens besondere Figuren

erhillt, unmittelbar in Apollonius’ Beweisfiihrung miteinbegriffen,

und er spricht die Sitze tber Kegelschnitte im allgemeinen aus.

Finfter Abschnitt.

Apollonius’ zweites Buch.

Durch unser ausfiihrliches Verweilen bei dem ersten Buch
von Apollonius’ Kegelschnitten haben wir viel fir das Ver-
stindnis dieses Hauptwerkes und damit fiir das Verstindnis der
ganzen antiken Lehre von den Kegelschnitten gewonnen. Nicht
nur enthiilt das erste Buch, wie zu erwarten war, eine Grund-
lage, auf der im Folgenden weiter gebaut wird, sondern die
Untersuchungen des ersten Buchs haben um ihr Ziel zu errei-
chen sich so weit ausdehnen miissen, dals die Hauptschwierig-
keiten bei der Einfihrung besonderer Theorien, wie der der
konjugierten Durchmesser, bereits hier {iberwunden sind, und
dafls sich reichlich Gelegenheit geboten hat die Hilfsmittel
kennen zu lernen, welche es teils den Vorgingern des Apol-
lonius, teils ihin selbst moglich gemacht haben die grofsen Re-
sultate zu erreichen, welche wir nach und nach kennen lernen
werden.

Das werden wir nun zunéchst bestitigt sehen durch Be-
trachtung des zweiten und dritten Buchs, welche, wic teilweise
auch das vierte, nichts als eine — wie Apollonius sagt —
,vollstindigere und allgemeinere* Darstellung friiher bekannter
Dinge enthalten. Das zweite Buch enthilt ndmlich zum grofsen
Teil solche Siatze und Aufgaben {iber konjugierte Durchmesser,
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welche keine eigentlichen Schwierigkeiten verursachen konnten,
sobald die Hauptsitze des ersten Buchs einmal gefunden waren,
und das dritte Buch enthilt, aufser cinem eclementar-geome-
trischen Anhang iiber Brennpunkte, einige Siitze (unter diesen das
schon bei Archimedes erwihnte sogenannte ,Newtonsche Theo-
rem*“) von so allgemeiner Natur, dals man schwer wiirde
begreifen koénnen, wie dieselben ohne die Hilfsmittel der Gegen-
wart erreicht werden konnten, wenn uns nicht das Studium
der Koordinatenmethode der Alten und im besonderen das des
Apollonischen Flichensatzes schon gezeigt hitte, dafls auch die
Alten Mittel zur Ableitung solcher allgemeinen Sitze besalsen,
welche nicht an einzelne bestimmte Linien in der Ebene des
Kegelschnittes gebunden sind.
Im zweiten Buch ist die Lehre von den konjugierten
D v rchmessern mit der Lehre von den Asymptoten und
k© njugierten Hyperbeln verbunden. Wir miissen also
vor allem die Hauptsitze betrachten, auf welche sich die Ein-
falr-ung und Wichtigkeit dieser Begriffe, von denen der letzte
bereits am Schlusse des ersten Buchs definiert ist, grindet.
Die Asymptoten einer Hyperbel werden zuerst im Ver-
hi&altmis zu einem beliebigen Durchmesser AC (Fig. 22) als vom
ML t t elpunkt ausgehende Linien bestimmt, welche auf der Tangente
irxa EEndpunkte C des Durchmessers zu beiden Seiten dieses Punktes

Aie Sticke BC = CD = % abschneiden, wo wir mit 5 die

iTrx  ersten Buch definierte Lange (Vp.«) des der BD parallclen
I va x-chmessers bezeichnen. Es wird gezeigt [2tes Buch 1], dals
cdlie 5o bestimmten Linien A4 B und A D die Kurve nicht schneiden
k&S xunen, und demnichst [in 2], dafs sich durch den Mittelpunkt A
K € i xe geraden Linien legen lassen, welche nither an die Hyperbel
faal L en ohne sie zu schneiden. Da die Asymptoten hierdurch
fawn £ eine vom Durchmesser AC unabhiingige Weise vollkommen
e =s timmt worden sind, nimlich als die durch den Mittelpunkt
& e =~ ogenen Linien, welche der Hyperbel aum nichsten liegen ohne
sie z schneiden, so erhilt man diesclben Asymptoten, einerlei
Vv «<»m welchem Durchmesser AAC man auch ausgehen mag; die
<N\ ss-ymptoten miissen also [Satz 3] dieselben Eigenschaften mit
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Beziehung auf ein beliebiges Paar konjugierter Durchmesser
haben, welche sie mit Beziehung auf diejenigen hatten, mit deren
Hiilfe sie zuerst bestimmt wurden [in 1].

Die Beweise fiir die beiden

Satze [1 und 2] stimmen trotz
L ¥ ihrer geometrischen Form genau
mit den analytisch-geometrischen
| / Beweisen iiberein, diesich dadurch
’ ( fihren lassen, dafs man die Hy-

perbel auf AC als Abscissenaxe
durch Ordinaten bezieht, welche
der Tangente in C parallel sind.
Fir die Wiedergabe des ersten
! Beweises lifst sich die Mittel-
\ punktsgleichung benutzen, der

man die Form

i p=le o (5) @

2
Fig. 22. “ . .
geben kann; diese widerspricht

der Gleichung, welche man durch die Annahme erhalten wiirde,
dals ein Punkt einer der Asymptoten
?

gt =t @
dieselben Koordinaten haben solle wie ein Punkt der Kurve?).
In dem Beweise [in 2] dafiir, dafs keine Linie durch 4 ndher
an die Kurve ohne sie zu schneiden herankommen kann als die
Asymptoten, wird angenommen, dals es eine solche Linie AN
gebe, welche in denselben Winkel zwischen den Asymptoten

1) Der Beweis ist allerdings etwas kiinstlicher als in dieser algebraischen
Form, da die angewandte Gleichung eigentlich
1= P ,(_ L )
v = o= o
ist, worin &' und z" die Abscissen, von den heiden Endpunkten des
4
Durchmessers an gerechnet, hedeuten. x ist dann x_‘-_}-_x‘_' und man

2
kann nicht 2? = 2’2" haben, da x"zx‘.
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fallt wie die Kurve. Diese Linie muls (Fig. 22) auf einer durch
den Endpunkt C des Durchmessers zu der einen Asymptote ge-
zogenen Parallelen ein Stiick CN abschneiden, welches apf die-
selbe Seite der Tangente in C fillt wie die Kurve. Nun kannCN
die Kurve in keinen anderen Punkten als in C schneiden, was

daraus folgt, dals die Gleichungen y? = px + f—: x? fir die Kurve
P
a
zeitig bestehen kénnen fir . >0. Dann aber mufls die Linie
AN die Kurve schneiden.

Nun hat man unmittelbar die Bestimmung einer Hyperbel
durch ihre Asymptoten und einen Punkt [4], und den Satz,
dals die Sticke EF und HI, welche zwischen den Asymptoten
und der Kurve abgeschnitten werden, gleich grofs sind [8].
Durch Subtraktion der Gleichung (1) fir die Kurve von der
Gleichung (2) fir die Asymptoten erhdlt man ferner, dafs

und y? = . x? fiir Parallelen zu den Asymptoten nicht gleich-

2
=y +y = (%) , worin y und y' die zu derselben

Abscisse gehorigen Ordinaten sind, oder dals (Fig. 22) das
Rechteck EF. FI aus den Stiicken, welche zwischen den Asymp-
toten und einem Kurvenpunkt auf geraden Linien abgeschnitten
werden, welche derselben Tarngente parallel sind, konstant
ist [10]. Hieraus wird wiederum [in 11] mittels &hnlicher
Dreiecke abgeleitet, dafs dasselbe mit dem Rechteck FK.FL
aus solchen Stiicken der Fall ist, welche auf dieselbe Weise
auf einer Reihe von Parallelen abgeschnitten werden, die nicht
ciner Tangente parallel sind. Aus Fig. 22 ergiebt sich némlich:

FK.FL cAz at

EF.FI — BC* — b*

Ebenso entsteht [in 12] der mit unserer gewd6hnlichen Form
der Asymptotengleichung genauer Ubereinstimmende Satz, dafs
ein Parallelogramm, welches von den Asymptoten und zwei
durch einen beweglichen Kurvenpunkt zu denselben gezogenen
Parallelen hegrenzt wird, konstanten Inhalt hat, als eine einfache
Umformung von Satz 10'), und aus den auf solche Weise

') Der Beweis hiitte sich auch auf Satz 8 stiitzen lassen. Die Asymp-

el
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gewonnenen Mitteln ergiebt sich leicht, sowohl dafs Parallelen
zu einer Asymptote nur einen Schnittpunkt mit der Kurve
haben [13}, als auch die unbegrenzte Annadherung der Asymp-
toten an die Kurve [14]. Ebenso geringe Schwierigkeit verur-
sacht es zu beweisen, dafs die beiden Aste einer Hyperbel die-
selben Asymptoten haben [15], und zu finden, welche geraden
Linien beide Aste schneiden.

Konjugierte Hyperbeln sind, wi¢ schon bemerkt,
bereits im letzten Satze [54] des ersten Buchs definiert, und
zwar als zwei solche vollstindige Hyperbeln, welche ein Paar
sowohl der Lage als der Grolse nach bestimmter konjugierter
Durchmesser gemeinsam haben, so dafs der erste (d.h. schnei-
dende) Durchmesser der einen der zweite Durchmesser der
anderen ist und umgekehrt. Diese Definition, welche sich an
ein cinzelnes Paar konjugierter Durchmesser anschliefst, erhalt
indessen erst wirklichen Wert dadurch, dafs die beiden Hyper-
beln dieselben Eigenschaften mit Beziehung auf ein beliebiges
Paar konjugierter Durchmesser haben. Das wird im 2ten Buch
Satz 20 durch Anwendung der im ersten Buch gegebenen Be-
stimmung von Tangenten gezeigt, Giber welche wir am Schlusse
des dritten Abschnittes berichtet haben.

In diesem Satz wird nimlich zuerst gezeigt, dafs, wenn
(Fig. 23) zwei konjugierte Hyperbeln durch die konjugierten
Halbmesser OA (= }a) und OB (= }b) bestimmt sind, der
Durchmesser 0@, welcher einer an die eine Hyperbel gezogenen
Tangente PM parallel ist, die andere in einem Punkte @ treffen
mufs, dessen Tangente QN dem Durchmesser OP parallel ist.
Man hat niimlich, wenn RP und S¢@ die Ordinaten von P
und Q sind, welche je zu einem der gegebenen Durchmesser

gehdren (nach Gleichung III im dritten Abschnitt):
PR*  b*  OS.NS

OR. MR  «* = SQt
Da nun PM parallel @O, so ist

totengleichung ist {ibrigens in Wirklichkeit nur ein specieller Fall des
im vorigen Abschnitt erwdhnten Flachensatzes.
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Fig. 23.
PR 0S
MR — ¢S’
oras rr _ xs
aus W = QS ’

und hieraus ergiebt sich, dafs OP parallel @ N.

Daraus folgt, dafs jedes Paar konjugierter Durchmesser
der einen Hyperbel der Lage nach mit einem Paar konjugierter
Durchmesser der anderen Hyperbel zusammenfillt.

Was demniichst die Lénge der Durchmesser betrifft, so

—2‘; der Kurve BQ,

welcher dem Halbmesser 0@ <= d) konjugiert isl, gleich

ist zu beweisen, dafs der Halbmesser

2
OP ist. Nennt man den zum Durchmesser d gehorenden Para-
meter p, so ist ¢? = p.d; aber nach Satz 50 des ersten
Buchs (vergl. unseren dritten Abschnitt, Fig. 14) wird p be-
QD

stimmt durch 2. ok - ¢N. Man erhilt also:

4.9D.QN.QO
g 300GV 00

Dals diese Grofse gleich 40P? ist, crhalt man auf fol-
gende Weise. Aus dem isten Buch (vergl. unseren dritten Ab-
schnitt, I b) folgt:

03*=(

5) = or.PR,

-
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OB PR

oT* — 0T’
ANOBE AOPM
ATOM ~— ATOM'
oder dafs A OBE = A OPM. Da nun zugleich im ersten
Buch (specieller Fall des Fliachensatzes) gezeigt ist, dals A ONQ
= AOBE, so ist AONQ = A OPM, und da in diesen
Z NQO = 2 OPM, so erhilt man

ON.QO = PO.PM.
Durch Einsetzen in den Ausdruck fir ¢® und durch Betrachtung
der Figur ecrgiebt sich
ot iQD.J’Ef).PM — LPO:.

Mithin ist der Satz bewiesen.

Hierdurch und durch die im ersten Buch gegebene Gruna-
lage ist Apollonius so weit gelangt, dafs das Cbrige aus der Lehre
von den Durchmessern und Asymptoten eines Kegelschnittes
oder zwefler konjugierter Hyperbeln keine Schwierigkeit mehr
darbieten kanu., Es liegt deshalb kein Grund vor in den
genauercn Zusammenhang zwischen den iibrigen Beweisen oder
Losungen von Aufgaben weiter einzugehen, welche den Rest
des zweifen Buchs ausmachen, und welche zum grofsen Teil
nur eine weitliufigere Darstellung desjenigen geben, was sich
hieriiber in modernen Lehrbiichern findet. Nur einzelne Zige,
welche etwas grolseres Interesse darbieten, wollen wir anfihren.

In Satz 23 wird gezeigt, dafs das Produkt der Stiicke,
welche auf einer Reihe von Parallclen zwischen ihren beiden
Schnittpunkten mit einer Hyperbel und ihrem einen Schnitt-
punkt mit der konjugierten Hyperbel abgeschnitten werden,
konstant und doppelt so grofs wie dasjenige ist, das man durch
Vertauschung der ersten Hyperbel mit den Asymptoten [vergl.
10 und 11], welche beiden Hyperbeln gemeinsam sind, erhalten
wirde |17]. In 29 wird gezeigt, dals die Tangenten in den
Endpunkten ciner Sehne sich auf deren Durchmesser schneiden.

Von Satz 44 an 16st Apollonius Aufgaben, welche voll-
standig gezeichnete Kegelschnitte betreffen, und diese werden,

folglich
woraus folgt, dals
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wenigstens teilweise, bei den Konstruktionen selbst benutat.
Im Gegensatz zu dem, was er bei den schwierigeren Aufgaben
that, die er am Schlusse des ersten Buchs zu losen hatte, halt
er es hier nicht fiir berfliissig vor der synthetischen Darstel-
lung der Losung die Analysis mitzuteilen, welche zu derselben
fihrt, indem er damit beginnt sich die Aufgabe gelost zu
denken. Da dann der Beweis fiir die Losung kurz wird und
sich iin wesentlichen an die im voraus gegebene Analysis
anschliefst, so dient er nur dazu dasselbe darzuthun, was
schon die Analysis gegeben hatte, namlich, dafs die Auf-
gabe auf diese oder jene Weise gelost werden mufls, wenn
sie sich Uberhaupt 16sen lifst. An dieser Stelle ist es auch
vollkommen berechtigt, sich hiermit zu begniigen, da schon
im voraus gezeigt ist, dafs die gestellten Aufgaben Auflésungen
haben. Wenn z. B. Apollonius, nachdem er [in 44 und 45]
Durchmesser und Mittelpunkt bestimmt hat, [in 47] die Axen
einer Ellipse oder Hyperbel durch einen koncentrischen Kreis
bestimmt, der durch einen Punkt der Kurve geht, so beruht
seine Begrindung der Thatsache, dafs dieser Kreis mehrere
Schnittpunkte it der Kurve hat, darauf, dafs, wie er in
seiner Analysis als bekannt vorausgesetzt hat, Axen exi-
stieren., Der Beweis fiir die Existenz der Axen kommt eben,
wie wir frither gesehen haben, als Glied in den Beweisen fiir
die Auflosungen [53 und 54 des ersten Buchs] der Aufgabe
vor, cinen Kegelschnitt mit gegebenem Durchmesser und ge-
gebenem zugehorigen Sehnensystem und Parameter auf einen
Umdrchungskegel zu legen; denn hier fing er damit an, die
eine Axe und den zugehorigen Parameter solcher Kurven zu
bestimmen. Es wiirde also in Apollonius’ Entwicklung eine
Liicke sein'), wenn man die Auffassung des Gedankenganges
im ersten Buche, die wir vertreten haben, verwerfen und be-

1) Darauf hat auch Housel aufmerksam gemacht; aber nach seiner
Auffassung (Liouville, 2. Reihe, III, S, 163) wird diese Liicke erst im
7ten Buche ausgefiillt; dadurch wiirden aber alle vorhergehenden Bilcher
auf einer loseren Grundlage ruhen, als wir sonst bei Apollonius ge-
wohnt sind,
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behaupten wollte, dafs er erst hier im zweiten Buche zu den
Axen der Kegelschnitte kidme.

Dagegen jedoch ldfst sich nichts cinwenden, dafs Apol-
lonius erst hier im zweiten Buche [in 48] beweist, dafs eine
Ellipse oder Hyperbel nicht mehr als éin Paar Axen haben
konne, selbst wenn sich ein solcher Beweis auch recht wohl
an die Bestimmung der Axen im ersten Buch hitte anschliefsen
lassen. Scin Beweis stiitzt sich darauf, dafs der Hiilfskreis die
Kurve nicht in mehr Punkten schneiden kann als in dem ge-
gebenen und in den zu diesem mit Beziehung auf das schon be-
stimmnte Axenpaar symmetrisch liegenden, und das leitet er ab
aus den — geometrisch dargestellten — Gleichungen der Kurve
und des Kreises, dic auf dieses Axenpaar bezogen sind. Fir
die Parabel schliefst Apollonius einen Beweis dafir, dafs sie
nur ¢ine Axe habe, unmittelbar an die Bestimmung dieser
[in 46] an. In diesen Beweisen hat man ein Beispiel fiir die
Unrichtigkeit der im ersten Abschnitt erwihnten, gegen die
griechischen Mathematiker erhobenen Beschuldigung, dals sie
garnicht darauf bedacht waren die Losungen einer Aufgabe
alle zu erhalten.

Dafs Apollonius indessen nicht {iberall Veranlassung nimmt
die Anzahl der Losungen zu untersuchen, zeigt sich gleich durch
die dann folgende Bestimmung [in 49—53] einer solchen Tan-
gente an einen vollstindig gegebenen Kegelschnitt, die durch
cinen gegebenen Punkt geht, oder mit der Axe oder dem an
den Berihrungspunkt gezogenen Durchmesser einen gegebenen
Winkel bildet. Der Grund fir diese Unterlassung kann sehr
wohl der sein, dals die Bestimmung dieser Anzahl durch die
Analysis, welche zur Losung der Aufgabe fiihrt, so unmittelbar
in die Augen fillt, dafs es nicht nétig ist dieselbe zu nennen.
Hierauf diirfte wohl eine einzelne Ausnahme deuten: Apollonius
nennt und zeichnet beide Tangenten an cine Hyperbel, d. h.
einen Hyperbelast, von einem Punkte, der in demselben Winkel
zwischen den Asymptoten liegt wie die Kurve. Dafs es zwei
solche giebt, ist namlich weniger in die Augen fallend, als dafs
sich z. B. zwei Tangenten an eine Ellipse oder Parabel von einem
aufserhalb liegenden Punkte ziehen lassen, was er nicht anftihrt.
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Die Bedingung fiir die Moglichkeit der Losung wird an der
einzigen Stelle angegeben, wo eine solche nicht unmittelbar
in die Augen springt. nimlich fir die Bestimmung einer Tan-
gzente an eine Ellipse, welche mit dem Durchmesser durch den
Berithrungspunkt einen gegebenen Winkel bildet. Apollonius
schliefst diese Bedingung nicht, wie wohl in der Regel moderne
Schriftsteller thun wiirden, an eine Diskussion der Losung der
Aufgabe an, sondern er giebt dieselbe — ebenso wie z. B.
Euklid die friher erwihnte Bedingung fiir die Maglichkeit der
Auflosung (uadratischer Gleichungen — in Satz 52 vor der in
53 gegebenen Liosung der Aufgabe. Sein Beweis fiir die Be-
dingung der Moglichkeit hiingt indessen so eng mit der Losung
zusammen, dafs diese Abweichung von moderner Darstellungs-
weize ohne jede sachliche Bedeutung ist.

Da wir schon im Vorhergehenden die Satze dber Durch-
messer und deren Sehnen, die hei der Lésung der hier angefiithrten
Aufgaben benutzt werden. erwiihnt haben, so liegt kein Grund
vor bei anderen von diesen Losungen zu verweilen als bei
der letzten, etwas schwicrigeren Aufgabe, eine Tangente zu
konstruieren, welche ecinen gegebenen Winkel mit dem Durch-
messer durch den Berihrungspunkt bildet; dieselbe wird im
wesentlichen ohne Benutzung der gezeichneten Kurve geldst.
Hierbei wird dic Methode benutzt eine Figur zu konstruieren,
welche der gesuchten dhnlich ist. Aus dem gegebenen Winkel
)PN (Fig. 24 a, wo die Linie O.N eine Axe ist) und dem durch
_MP_p
OM.MN  a

p P
. / k
0, o At

die Gleichung der Kurve gegebenen Verhiiltnis

[ | il
\

¢

Fig. 24a. Fig. 24 b,
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erhdlt man ndmlich auf" folgende Weise (Fig.24b) eine Figur
O'PM N, welche OPMN ihnlich ist. In einen beliebigen
Kreis wird die Sehne 0‘'N’ so eingetragen, dafs die Peripherie-
winkel iber dieser (in dem einen Segment) die gegebene Grofse
besitzen, welche £ OPN haben soll. Es kommt dann nur
darauf an, senkrecht zur Sehne 0'N' die Sehne P'Q so zu

ziehen, dafs

P P M3 P M

@« T OM.MN T HQ
Das letzte Verhiltnis erhilt also einen gegebenen Wert, und da
der Abstand des Punktes M‘ von der Mitte der Sehne P ¢
bekannt ist, so wird P’M’ auch bekannt, und P lilst sich

durch eine Parallele zur O’ N* bestimmen,

Sechster Abschnitt.
Apollonius’ drittes Buch, 1—40, 44 und 53—56.

In seiner aligemeinen Vorrede vor dem ersten Buch!) sagt
Apollonius iiber das dritte Buch, dafs es manche merkwiirdige
Theoreme enthalte, welche niitziich seien fir ,die Bestimmung
und den Diorismus kérperlicher Orter* (wmoe arepeoi), und
unter diesen korperlichen Ortern, d. h. geometrischen Ortern,
welche Kegelschnitte sind, nennt er besonders ,den Ort zu 3
oder 4 Geraden*, der, wie er sagt, bis dahin keine vollstindige
Behandlung gefunden habe und auch nicht ohne das, was in
diesem Buch gegeben werde, volistindig behandelt werden kénne.

Da uns durch die angedeuteten Anwendungen, mit denen
wir uns in den folgenden Abschnitten beschaftigen werden, ein
weiterer Ausblick liber den Inhalt des dritten Buches hinaus
eroffnet wird, so erhdlt dieses eine erhohte Bedeutung als
Hauptquelle fir die Kenntnis der weitergehenden und nicht

1} Vergl. Anhang 1.

P o
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unmittelbar iberliefertenn Untersuchungen der Griechen. Aber
auch die Sitze selbst, welche wir in dem Buche ausdriicklich
aufgestellt finden, verdienen unser Interesse im hochsten Grade
durch die Allgemeinheit, zu der sie sich erheben; denn zum
grofsten Teile schliefsen sie sich nicht mehr, wie die im ersten
und zweiten Abschnitt, an solche besonderen Linien wie Durch-
messer und Asymptoten an, sondern sie nehmen im Gegenteil
dieselbe Natur an, wie die, welche sich in der analytischen
(ieometrie an die Darstellung durch die allgemeine Gleichung
zweiten Grades anschliefsen, oder wie die, welche der plani-
metrischen Behandlung der Kegelschnitte in der modernen pro-
jektivischen Geometrie zu Grunde liegen. Das gilt besonders
von den Satzgruppen des Buches, auf die wir in diesem Ab-
schnitt genauer eingehen wollen, und an die sich die von Apol-
lonius hervorgehobenen Anwendungen gekniipft haben miissen.

Die in unserem vierten Abschnitt bhesprochenen Umfor-
mungen und Erweiterungen des Flichensatzes finden sich
in Satz 1—15 des 3ten Buchs. Dals hierfir so viele Sitze
notwendig sind, wird dadurch begreiflich, dafs nicht nur der
Hauptsatz, sondern auch seine schon genannten Umformungen
zu der Form erweitert werden miissen, welche sie annehmen,
wenn die verschiedenen darin vorkommenden Punkte auf
verschiedenen Hyperbelisten liegen, oder wenn die in ihnen
benutzten Richtungen von Geraden nicht den Tangenten an
die Kurve sclbst, sondern nur den Tangenten an die kon-
Jugierte Hyperbel parallel sind. Eine eigentliche Vollstindig-
keit auch der Form nach wird tubrigens nur hinsichtlich des
Flichensatzes selbst erreicht; aber seine Umforinungen ge-
schehen, wie wir gesehen haben, so unmittelbar, dals sie
auch in solchen Fillen zur Verfiigung stehen, wo ihre Richtig-
keit nicht besonders nachgewiesen wird, ja Apollonius henutzt
sogar selbst in einem spiiteren Beweise [fiir 23] eine zum
ersten Male in 3 dargestellle Umformung in einem Falle, wo
er die Richtigkeit derselben nicht ausdriicklich nachgewiesen
hat. Das einzige, was ein moderner Lescr in Betreff des Haupt-
satzes selbst vermilst, ist ein derartig zusammenfassendes
Aussprechen des cinzelnen allgemeinen Satzes, wic wir

8.
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es im vierten Abschnitt gegeben haben, wenn der Beweis des-
selben auch immerhin in den verschiedenen Fillen etwas ver-
schieden lauten miifste. Dals Apollonius indessen trotz der Zer-
stickelung dic Einheit im Auge gehabt habe, geht teils daraus
hervor, dals er Sitze und Beweise so gleichartig ausdriickt,
wie die Umstinde es zulassen, teils daraus, dals er hinsichtlich
des Hauptsatzes alle Fille beriicksichtigt. Dasselbe gilt — bis
auf eine unwesentliche Ausnahme — von den folgenden, gleich-
falls zerstiickelten, allgemeinen Hauptsitzen, welche nunmehr
aus dem Flichensatze abgeleitet werden.

Der erste von diesen ist das sogenannte Newtonsche The-
orem, oder, wie wir es im zweiten Abschnitt (S.53) genannt
haben, der Potenzsatz. Wir sahen, dals schon Archimedes
diesen in dem Umfange als bekannt voraussetzen konnte, den
derselbe annehmen kann, wenn man nicht mehr als éinen
Hyperbelast betrachtet. Apollonius beweist denselben, dehnt
seine Giiltigkeit auch auf zwei zusammengehérige Hyperbelaste
aus, und behandelt specielle Fille. Der Satz sagt aus, dals,
wenn man (Fig. 25) durch einen beliebigen Punkt Z
der Ebene Geraden in gegebenen Richtungen zieht,
von denen ein Kegelschnitt die Sehnen EK und DT
abschneidet, das Verhiltnis —Zégzlg
Derselbe wird in 16—23 entwickelt.

konstant ist.

Fig. 25.
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Indem wir zuerst, wie es von Apollonius in 17 und bei
unserer Figur, welche die gebrauchten Bezeichnungen erliutert,
geschieht, voraussetzen, dafs sich Tangenten an die Kurve in
den gegebenen Richtungen ziehen lassen, welches zutrifft, wenn
die Sehnen nicht beide Hyperbelaste schneiden, so lifst sich der
Beweis mit unseren Bezeichnungen folgendermalfsen schreiben:
KZ.ZE IR — 1277 AIEM—AIZL ZEML
AT T T AT T AACN — D ACN’

und chenso ist

TZ.ZD ZDXO0
TCB T ABOP

Nun erhilt man, wenn man den Flichensatz!) auf die
Punkte ¥ und D anwendet,

ZEML (= GOEM—GOZL = GXDL —GOZL)

= Z0XD,
und wenn man denselben auf 4 und B anwendet,
AN ACN (= AGBN—GBCA = AGPA— GBCA)
= A BPC.

Der Satz ist also fiir diesen Fall bewiesen, da das in dem-
selben erwihnte Verhiltnis dem Verhiltnis zwischen den
Quadraten der den Sekanten parallelen Tangenten,
diese von ihrem Schnittpunkt bis an die Beriihrungspunkte
gerechnet, gleich wird. Ist weder die eine noch die andere
Sekantenrichtung einer Tangente parallel, so siecht man ganz
auf dieselbe Weise [in 23], dals das Verhaltnis dem zwischen
den Quadraten der an die konjugierte Hyperbel ge-
zogenen Tangenten gleich ist. Ist endlich die eine Sekante
einer Tangente parallel, die andere nicht, so wird das Ver-
hiltnis ausgedriickt durch dasjenige zwischen dem Quadrate
dieser Tangente, dieselbe vom Berihrungspunkte

!) Apollonius wendet denselben nicht unmittelbar an, sondern zuerst die
im 3ten Buch [3] und dann die im 3tr Buch {1] (vergl. d. Anm.
S. 94) enthaltene Umformung. Um indessen nicht voraussetzen zu
milssen, dals der Leser diese Umformungen seinem Gedichtnisse ein-
geprigt habe, filhre ich die Anwendungen (durch die in Klammern
angegebenen Operationen) auf den Hauptsatz zurick.
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bis zum Schnittpunkte mit dem Durchmesser gere
net, der die auf der anderen Sekantenreihe ab
schnittenen Sehnen halbiert, und dem Quadrate «
Hialfte von der Sehne in dieser Rethe, welche die:
Punkt zur Mitte hat. Der Beweis bleibt der Hauptsa
nach unveréndert [21].

Vor den allgemeinen Sitzen behandelt Apollonius [ 16, 18—
einige der einfacheren Fille, in denen die eine Sekante mit e
Tangente vertauscht wird. Dagegen findet er es fir die Ell
tiberfliissig den Fall besonders zu behandeln, wo die Sekar
cinem Paar konjugierter Durchmesser parallel sind, obw
sein allgemeiner Beweis hier nicht anwendbar ist; aber
Satz ist dann eine unmittelbare Folge der auf diese Dui
messer bezogenen Gleichung der Kurve. Wenn er trotzc
diesen Fall fir die Hyperbel [in 22] hehandelt, so heruht
vermutlich darauf, dafs die minder gewohnte Behandlung
beiden Hyperbeliste hier grofsere Forderungen an seine /
merksamkeit stellte oder als etwas neues hervorgehoben wer
sollte.

An die Anwendungen des Potenzsatzes auf die Fille,
die Sehnen konjugierten Durchmessern parallel sind, schlie!
sich noch einige Sitze [24—29]!). Es mag wohl Inter
darbieten, in den meisten von diesen den Zusammenhang 2

}) Vielleicht ist es die Hinzufiigung dieser Sitze. welche in Hon
(Liouville, 2 Reihe III, S.168) die wunderliche Vorstellung he)
gerufen hat, dafs Apollonius Newtons Theorem nur in dem Fall
weist, wo die Koordinatenrichtungen konjugiert sind. Wire das
Fall gewesen, so wiirde die Entstehung des erwihnten Theor
welches jetzt gerade durch seime grofse Allgemeinheit interess
keinen Anspruch auf sonderliche Beachtung hahen. Eine spi
Aufserung zeigt, dafs Housel die Sitze, in denen Apollonius die
fassenderen Fornien des Theorems aufstellt und beweist, als Hilfss
fir dessen Beweis der engeren Form auffafst, in der er das Res
der Untersuchung erblickt. Wie unrichtig diese Auffassung ist, ery
sich unter anderem daraus, dafs eben diese engere Form sich
Grenzfall dem allgemeinen Beweise entzieht. Dafs die Alten !
allgemeinen Satz Gewicht beilegten, sieht man auch daraus, dafy:
selbe von Archimedes in dem vollen Umfange benutzt ist, deny i
annehmen konnle, so lange man nur einen Hyperbelast . '
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schen konjugierten Hyperbeln ausfiihrlicher behandelt zu sehen.
als man jetzt zu thun pflegt, aber dieselben haben doch geringere
Bedecutung und sind weniger vollstindig als die brigen Sitze
unnd Satzgruppen des dritten Buchs, Daher liegt es nahe die-
sclben als Hilfssdtze zu betrachten, welche bei der Bestimmung
geometrischer Orter, wozu das Buch im ganzen niitzlich sein
s0ll , bhenutzt werden sollen. In dieser Vermutung bin ich be-
st@arkt worden, wihrend ich den Versuch machte, diesen Be-
stimymungen von Ortern nachspiren. Dariiber werde ich im
néchsten Abschnitt berichten, und da ich dort Gelegenheit
finden werde die Sitze anzufiihren, so (bergehe ich dieselben
an  dieser Stelle,

Von viel grofserer Bedeutung als diese letzteren sind dic-
jenigen Sitze, welche in 30—40 wieder aus dem Flichensatze
abgeleitet worden, und die sich in den beiden Hauptsiitzen
zusammenfassen lassen, welche in der modernen Theorie der
Polaren Punkte der Polare eines dufseren oder inneren Punktes
bestimmen. Die erste dieser beiden Bestimmungen ist in dem
Satze enthalten, dals, wenn man von einem Punkte eine
Sekante und zwei Tangenten an einen Kegelschnitt
zieht, die von der Sekante abgeschnittene Sehne
durch den Punkt und den Durchschnittspunkt mit
der Berihrungssehne harmonisch geteilt wird.

Der allgemeine Beweis fiir diesen Satz, der bereits im
ersten Buch fiir den Fall bewiesen ist, wo die Sekante ein
Durchmesser ist, wird [in 37] auf folgende Weise gefiihrt.

Es werden — wie in Fig.26, wo der Umstand, dals CI
eine Axe ist, unwesentlich ist — die durch den gegebenen
Punkt € und den einen Beriihrungspunkt 4 gehenden Durch-
messer CI und A7 gezogen, und um den Flichensatz benutzen
zu konnen werden durch die Endpunkte D und Z der abge-
schimittenen Sebne Linien in den diesen beiden Durchmessern
konjugicrten Ricduugen gezogen, und diese Linien werden ver-
1angerl his s nigen der beiden Durchiiesser schneiden.
1ich‘?ujugiert sind (die Linien DN

Aus der Figar ergiebt sich

nrel BE,
dewan, daly

" N
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Fig. 26.

cz? ACLM ARZM CLZR
CD* ~ ACX0 ~ APDO ~ CXDP’
Wendet man nun den Flachensatz!) auf die Punkte Z
und A an, so ist

CLZR (= CLKI—ZKIR = CLKI— AIC) = ALKA.
und auf dieselbe Weise erhilt man
CXDP = A XNA.

Folglich wird
CZ* A LKA AL? EZ»
CD* — ANXNA ~ AX* ~— ED¥’
Der Satz ist also bewiesen.
Den zweiten Hauptsatz kénnen wir leicht an dieselbe Fig. 26
anschliefsen, in der § die Mitte der Sehne A B bezeichnet und
CT parallel der AB ist. Man erhilt dann ndmlich mittels des

1) Apollonius wendet diesen nicht unmittelbar an, sondern die im dritten
Buch [2] enthaltene Umformung. An dieser Stelle sind die Citate in
Halleys Ausgabe wider Gewohnheit nicht ganz genau.
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hewiesenen Satzes, dafs ZS durch den anderen Endpunkt U der
Sehne DO geht, und dals S und 7' die Sehne ZU harmonisch
teilen. Da Z ein beliebiger Punkt der Kurve sein kann. so
wird die Polare CT des inneren Punktes S durch dieselbe
harmonische Eigenschaft charakterisiert wie die Polare des
aufseren Punktes. Apollonius, der keinen der Ausdriicke ,har-
monisch* oder ,Polare benutzt, beweist diesen zweiten all-
gemeinen Hauptsatz in 38, wo man indessen statt der hier
angedeuteten Anwendung des vorhergehenden Satzes 37 eine
— auch nur angedeutete — Wiederholung des Beweises fiir
diesen Satz findet.

Die tbrigen Satze derselben Gruppe [30—40] rihren teils

davaon her, dafs wie gewéhnlich besondere Riicksicht auf solche
Falle genommen wird, wo die Punkte auf verschiedenen Asten
derselben Hyperbel liegen, teils auch rithren sie von der be-
sonderen Behandlung solcher Grenzfille her, wo der eine der
vier harmonischen Punkte sich bis ins Unendliche entfernt, und
der ihm zugeordnete die Mitte zwischen den beiden letzten
wird, oder wo der gegebene Punkt auf einer Asymptote liegt.
Diese Grenzfille liefsen sich nach griechischer Darstellungsweise
derxr Form nach nicht in den allgemeinen Sitzen miteinbegreifen.
Dzafs Apollonius dennoch ihre Bedeutung als Grenzfille von
diesen vollkkommen richtig aufgefafst hat, sieht man aus der
A rt und Weise, wie dieselben in dieser Satzgruppe angebracht
werden.

Zur Theorie der Polaren gehort noch der Satz 44, wel-
cher aussagt, dals die Polare eines auflseren Punktes mit Be-
ziehung auf eine Hyperbel zwei von den Linien parallel ist,
welche die Schnittpunkte zwischen den vom Punkt aus gezo-
genen Tangenten und den Asymptoten mit einander verbinden.
Dieser Satz ist von den ibrigen Satzen liber Polaren getrennt,
weil fiir seinen Beweis der erst in 43 bewiesene Satz benutzt

wird, dals eine bewegliche Tangente einer Hyperbel auf den
Asynmptoten Sticke abschneidet, welche, vom Mittelpunkt aus
gerechnet, ein Rechteck von konstantem Inhalt bilden.

Der letzgenannte Satz gehort zu einer kleinen Satzgruppe

11—43, welche in keiner anderen als der hier angefiihrten Ver-

y 4
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hindung mit dem friiheren Inhalt des Buches steht, die aber eine
besondere Aufmerksamkeit verdient, da sie das giebt, was wir
mit einem modernen Namen die Erzeugung der verschiedenen
Kegelschnitte durch eine bewegte Gerade nennen kdnnen.

Da sich auf anderem Wege nachweisen lifst, dafs die
Alten wirklich eine mit diesem Namen stimmende Anwendung
von diesen Sitzen gemacht haben, wihrend die ibrigen Satze
des dritten Buchs es vorzugsweise mit den Kegelschnitten als
Erzeugnissen von Punkten oder als Ortern fiir Punkte zu thun
haben, so wollen wir die genauere Besprechung dieser kleinen
Satzgruppe bis zu einem spateren (dem 15ten) Abschnitt ver-
schieben, wo wir dieselbe mit ihren Anwendungen in Verbin-
dung setzen konnen.

Ebenso wollen wir die niichste Satzgruppe 45—52, welche
die einfachsten Eigenschaften der Brennpunkte der Ellipse
und Hyperbel enthilt, und die in keiner anderen Verbindung
mit dem ibrigen Inhalt des Buchs steht, als dafs sie auf dem
von allen tibrigen Sitzen des Buchs unabhingigen Satze 42
aufgebaut ist, in einem besonderen Abschnitt (dem 16ten) dber
die Brennpunkte der Kegelschnitte besprechen.

Ich habe den Eindruck empfangen, als ob diese beiden
Satzgruppen zuniichst nur deshalb ihren Platz im dritten Buch
gefunden haben, weil sich kein anderer und passenderer Platz
fir sie darbot, indem dann die hier erwihnte Verbindung
zwischen einem einzelnen Satze [43] und dem iibrigen Inhalt
des Buchs als Veranlassung benutzt ist auch die Gbrigen mit-
zunchmen. Zugleich scheint mir der Umstand, dals, wie wir
sehen werden, in diesen Gruppen in wenigen Siitzen ohne Um-
schweife die einfachsten und deshalb wichtigsten Eigenschaften
mitgeteilt werden, darauf hinzudeuten, dafs hier nicht die Ab-
sicht ist etwas Neues geltend zu machen, sondern einige be-
kannte aber wichtige Eigenschaften der Kegelschnitte zusammen-
zustellen.

Dagegen mufs ich vorliufig den Versuch aufschieben zu
crklaren, weshalb die Satzgruppe 53—56 bis an den Schlufls
des Buchs geschoben ist. Ihremn Inhalt nach schliefst dieselbe
sich nimlich ganz an die ersten Satzgruppen des Buchs, den
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Flachensatz, den Potenzsatz und die Sitze iber Polaren amn,
indem sic dic Kegelschnitte als geometrische Orter
fir die Durchschnittspunkte zwischen den sich ent-
sprechenden Strahlen von zwei projecktivischen Bii-
scheln behandelt. Diese Grundlage fir die Bestimmung der
Kegelschnitte als geometrischer Orter in der modernen projek-
tivischen Geometric wird in der That in voller Allgemeinheit
bewiesen, doch so, dafs die Projektivitit der Bischel auf eine
bestimmte Weise ausgedriickt wird, ndmlich durch die einfache
Relation, welche zwischen den Punktreihen stattfindet, die sie
auf Linien Dbestimmen, welche durch jeden Scheitelpunkt der
Biischel parallel zu der Tangente im anderen gezogen sind;
aber diese bestimmte Art die Projektivitit auszudriicken kann
es allerdings mit sich gebrachi haben, dafs die Anwendbarkeit
viel geringer wurde als jetzt, wo man in den Worten: die
Biischel sind projektivisch, alle die projektivischen Eigenschaften
ausdrickt, welche die moderne Geometrie als bekannt voraus-
setzt.

Es seien 4 und C (Fig. 27) dic festen Punkte, 4B und C'B
die Tangenten in denselben und CP und AQ Parallelen zu
diesen; ferner sei M ein beweglicher Punkt des Kegelschnittes,
welcher durch A MP und CMQ mit den festen Punkten ver-
bunden wird. Dafs die von diesen Linien gebildeten Biischel,
in denen die Tangenten der Linie AC so entsprechen, dafs P
auf C falll, wenn @ sich bis ins Unendliche entfernt, und @
auf A fallt, wenn P sich bis ins Unendliche entfernt, projek-
tivisch sind, lifst sich dann ausdriicken durch

CP.AQ = constans.

Diese Relation beweist Apollonius in 54 fir den Fall, wo
die Kurve eine Ellipse, eine Parabel oder ein einzelner Hyper-
belast ist, in 55 fir den, wo A4 und C jeder auf cinen von
zwei zusaminengehdorigen Hyperbeldsten fallen, wahrend M sich
auf einem derselben bewegt, und in 56 fiir den Fall, wo A
und C auf dem einen Hyperbelast liegen, wihrend M sich auf
dem anderen bhewegt. .

Der Hauptsache nach ist der Beweis folgender. Wenn
man durch M die Sehne M N parallel AC zieht und diese die
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Fig. 27.

Tangenten in S und R schneidet, so wird RN = M S, weil
der Schnittpunkt mit dem Durchmesser der parallelen Sehnen
dic gemeinsame Mitte fir SR und MN ist. Das nach dem

Potenzsatz konstante Verhiltnis lafst sich also, indem

RC?
RN.RM
man zugleich dic dhnlichen Dreiecke der Figur benutzt, folgender-
mafsen umformen:

RCt RCe BC SA RC
EN.RM ~ MS.EM ~ BA MS RM
__BC CP.4Q
— B4 T dcCr

Bezeichnet man den konstanten Wert dieses Ausdrucks
mit x, so erhdlt man
cp.4g = B4
BC
und der Satz ist dann bewiesen.

x.AC?,

Der konstante Wert erhélt einen mehr symmetrischen Aus-
druck, wenn man den Wert einfithrt, der nach dem Potenz-
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satz x zukommt. Dieser ist. wenn wie in Fig. 27 der Durch-
messer BG der Sehne AC die Kurve in £ schneidet,

FC: _ EG* BC* _EG: BC'

*= FE*T BE* 'GC* T BEi fdACY’

wodurch man erhiilt:

EG* y
CP.AQ =1 BET " BA.BC.
Diesen Ausdruck — oder richtiger den darin cinbegriffenen
fiir %#’ — findet Apollonius in 54 und 56.

In 55 dagegen, wo BG die Kurve nicht schneidet, zieht
man durch B cine Parallele zur Sehne AC, welche in diesem
Falle die Kurve schneiden mufs, da AC beide Aste schneidet.
Ist H der Schnittpunkt der Parallelen mit einem der Aste, so
wird der Ausdruck fir x», wie wir beim Potenzsatze bemerkt
haben.

__ BC?
*= B’
und dann erhilt man
, AB.BC
CP.AQ = — B AC

Apollonius’ Entwicklung weicht aufser in der Form der
Darstellung von der hier gegebenen eigentlich nur dadurch ab,
dafs die hier benutzten Ausdriicke fiir x gleich eingefiihrt werden.

In dem den allgemeinen Satzen vorangehenden Satz 53
wird der cinfache Fall besonders behandelt, wo die Sehne AC
ein Durchmesser, die Kurve eine Ellipse oder Hyperbel ist.
In diesemn Falle lifst sich der Beweis ohne Benutzung des
Potenzsatzes allein mit Hiilfe der Gleichungen fir die Kurve
durchfiihren.

Dieser Satz 53 ist, ebenso wie 42, einer von den wenigen, in
denen gleich auf die aus zwei zusammengehérigen Hyperbelisten
zusammengesetzte Kurve Ricksicht genommen wird. eine Riick-
sicht, die im dbrigen so cinfach ist, dafls sie nicht im Beweise
erwihnt zu werden braucht, wo der bewegliche Punkt doch
nur als cinem Hyperbelast zur Zeit angehorig betrachtet wird.
Fiir moderne Leser ist es viel eher auffallend, dafs gesagt wird,
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der Satz gelte aufser fir zusammengehorige Hyperbelaste auch
fiir eine einfache Hyperbel (d. h. einen Hyperbelast); aber man
mufs bedenken, dafs man auch fiir einen solchen den Punkt
eines Durchmessers, der in Wirklichkeit auf dem anderen Hy-
perbelast liegt, als einen Endpunkt bezeichnet, und was die
Tangenten in den Endpunkten betrifft, so werden diese in
diesem Satz und in 42 nur als in der Richtung der zum Durch-
messer gehdrenden Ordinaten gezogen bezeichnet. Die Sitze be-
ginnen nimlich folgendermafsen: Wenn man in einer Hyperbel.
ciner Ellipse, einem Kreise oder in entgegengesetzten Schnitten
(d. h. zusammengehérigen Hyperbelidsten) von den Endpunkten
cines Durchmessers Parallelen zu dessen Ordinaten zieht . . . .

Siebenter Abschnitt.

sDer Ort zu drei oder vier Geraden*.

Wie wir gesehen haben, soll Apollonius’ drittes Buch den
Schliissel zu der antiken Bestinmung!) ,der Orter zu drei
oder vier Geraden“ enthalten, und man darf nicht unterlassen
das Mittel, welches diese Mitteilung {iber die Absicht und
Bedeutung der aufgestellten Siitze giebt, zu benutzen um ein
tieferes Verstindnis der Arbeit und der Betrachtungsarten,
welche der griechischen Lehre von den Kegelschnitten ihre Ent-
wicklung verliehen haben, und der Bedeutung der Resultate,
welche dieselbe erreicht hat, zu gewinnen.

oDer Ort zu vier Geraden*, von dem der Ort zu drei
Geraden ein specieller Fall ist, ist®) der geometrische Ort

1) In der Vorrede wird eigentlich die Synthesis der Orter genannt,
d. h. die synthetische Darstellung der Beschaffenheit der geo-
metrischen Orter und ihrer genaueren Bestimmung durch die gegebenen
Stiicke; aber die Voraussetzung fiir diese Darstellung ist die Kenntnis
der Bestimmung selhst — und diese ist es, welche uns inter-
essiert.

?) Pappus, Ausgahe von Hultsch, §.678; mitgeteilt in unserem Anhang 2.
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fir dic Punkte, deren Abstdnde x, y, 2z, « von vier
geraden Linien der Gleichung

2
—— = constans

yu

geniigen. (Von diesen Linien wollen wir x =0 und 2 =0
gegeniiberliegende nennen, ebenso y =0, «=0).

Die Abstinde werden nicht nur auf den auf die Geraden
gefallten Senkrechien gemessen, sondern auch allgemeiner auf
Schiefen, die in gegebenen Richtungen gezogen sind, was tbri-
gens, wenn gleichzeitig die Konstante sich entsprechend ver-
andert, keine andere Bestimmung des Ortes liefert.

Wir werden bald zeigen, welche Losung dieser Aufgabe
Apollonius wahrscheinlich kannte und — wie er sagt — durch
di¢ Verbesserungen der Theorie, welche er in seinem dritten
Buche einfiihrte. vervollstandigte; aber zuerst wollen wir einigen
falschen Auffassungen entgegentreten, die ebenso wie ein frither
erwihntes Mifsverstindnis ihren stirksten Ausdruck bei Des-
cartes gefunden und sicherlich das Ihrige dazu beigetragen
haben, dafs man sich auch spiter so wenig bemiihte den
Mitteln der Alten zur Bestimmung von Ortern nachzuspiiren.

Aus Aulserungen in der Vorrede geht unzweifelhaft hervor,
dafs Apollonius eine vollstindige Losung besafs. Da Apollonius,
so weit mir bekannt, sich nirgendwo auf mathematischem Ge-
biete als unzuverlissig erweist, so verdient er volles Vertrauen,
und zu seinen Worten stimmen auch die — dem Apollonius
nicht freundlich gesinnten — Aufserungen des Pappus in der
Einleitung zum 7ten Buch'). Er sagt namlich in vollkommenster
Ubereinstimmung mit Apollonius’ eigenen Aufserungen, dals
dieser selbst die Aufgaben allein durch die Satze, die zu
Euklids Zeit bekannt waren, nicht volistindig hatte 16sen
kénnen. Descartes, der diese Worte so verstanden hat, als

) Vergl. Anhang 2. Dasselbe, was wir hier geltend machen, wird auch
von Heiberg hervorgehoben (Litterargeschichtliche Studien iiber Euklid.
S. 84—85).
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ob Apollonius die Losung der erwihnten Aufgabe tberhaupt
nicht vollendet habe, bemerkt ferner!), dafs Pappus sage, der
geometrische Ort werde ein Kegelschnitt. Aber, fahrt er fort,
Pappus lafst sich nicht darauf cin diesen Kegelschnitt zu be-
stimmen oder zu beschreiben. Wunderlich genug gelangt Des-
cartes durch diese Worte, welche augenscheinlich dazu bestimmt
sind die Vorziige der ncuen Mecthode, der analytischen Geo-
metrie; zu zeigen, gerade dahin der alten Geometrie einen
der wichtigsten dieserVorziige beizulegen um ihr dagegen solche
abzusprechen, welche sie jedenfalls vor seiner eigenen Behand-
lung derselben Aufgabe vorausgehabt haben mufs. Einer der
arofsen Vorteile der analytisch-geometrischen Bestimmung eines
geometrischen Ortes ist namlich die Leichtigkeit, 1nit der sie
zeigt, dafs dieser Ort cine Gerade, ein Kegelschnitt u. s, w. ist,
withrend die genauecre Bestimmung der gefundenen Linie mit
mehr Schwierigkeit verbunden ist. Bei der Benutzung von
Mecthoden, die einen geringeren Grad von Allgemeinheit besitzen,
wird dagegen der Nachweis, dals eine Kurve ein Kegelschnitt
ist, direkter darauf ausgehen zu =zeigen, dafs dieselbe mit
einem vollkommen bestimmten Kegelschnitt zasammenfillt. Was
nun Descartes’ cigene fernere Bestimmung desselben gometri-
schen Ortes betrifft, so begniigt er sich damit cin Paar konju-
gierter Durchmesser und die Form zu finden, welche dic Glei-
chung durch Bezichung auf diesec annimmt. Dadurch ist die
Kurve allerdings bestimmt, aber nur weil man dann auch weifs,
dals die Gleichung der Kurve dieselbe Form durch Beziehung
auf ein Paar rechtwinkliger Axen, die sich dann auch bestim-
men lassen, behilt. Fir diese letztere Bestimmung, welche,
wie aus der elementaren analytischen Geometrie bekannt ist,
den schwierigsten Teil der Bestinnnung eines durch die allge-
meine Gleichung zweiten Grades gegebenen Kegelschnittes aus-
macht, giebt Descartes in sciner Geometrie keine Anleitung,
sondern er bezieht sich ganz cinfach auf Apollonius. Dazu ist
er selbstverstindlich vollkommen berechtigt, aber seine herab-

?) Geometria, Ausgabe von van Schooten, S. 10.
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setzenden Bemerkungen tber die Geometrie der Alten werden
dadurch noch unbilliger.

Wie Descartes die Beweise dafiir, dafs Apollonius wirklich
die erwihnte Aufgabe geldst hat, Gbersehen haben kann, wird
dbrigens dadurch erklarlich, dafs Apollonius seine Ldsung nicht
ausdriicklich mitteilt, und dieser Umstand mag auch auffallend
erscheinen. Ich vermag denselben nicht anders als dadurch
zu erklaren, dafs er angenommen hat, die Bestimmung eines

geometrischen Ortes, selbst wenn derselbe ein Kegelschnitt
wird, gehére nicht in ein systematisch und synthetisch dar-
gestelltes Werk tber die Eigenschaften der Kegelschnitte. Der
Beweggrund hierfiir kann wiederum der gewesen sein, dalfs
die Lehre von der Bestimmung der Orter weitliufig genug
war um ein ganzes selbstindiges Werk zu fiillen. "Fir die
Richtigkeit dieser Erklirung spricht der Umstand, dafs kein
Theorem bei Apollonius direkt aussagt, dafs ein gewisser geo-
metrischer Ort ein Kegelschnitt sei, wenn dieselben auch oft
Ortstheoreme sind, insofern sie zeigen, dafs umgekehrt alle
Punkte eines Kegelschnittes eine gewisse Eigenschaft haben.
Hierzu stimmen ferner die altesten bekannten Titel fiir Werke
uber Kegelschnitte, nimlich Euklids vier Bicher iber ,Kegel-
schnitte* im Gegensatz zu Aristdus finf Biichern iber
Lkorperliche Orter«. Das erste von diesen ist nach Pap-
pus’ Bemerkung (vergl. Anhang 2) durch Apollonius’ vollstin-
digeres Werk ersctzt. Das zweite hat, nach seinem Platze
in Pappus’ wohlgeordnetem Verzeichnisse von Werken, die zu
der antiken analytischen Geometrie!) gehérten, um eine Stufe
hoher gestanden — wenn es auch vor den hier erwihnten
Lehrbiichern der Kegelschnitte geschrieben worden ist —, und
auf Grund der Ubereinstimmung scines Titels mit dem von
Apollonius’ ebenen Ortern mufs man annehmen, dafs es geo-
metrische Orter behandelt habe, welche Kegelschnitte werden.

') Ausgabe von Hultsch, 8. 636, Viviani ist bei seinem Versuche die
verlorene Schrift des Aristius wiederherzustellen von derselben
allgemeinen Auffassung ihves Inhaltes ausgegangen, die hier geltend
gemacht wird.

9
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Das stimmt auch zu Pappus’ Aulserungen iiber die angefithrten
Biicher. Wenn némlich Pappus, zu dessen Zeit Aristius’ Werk
noch existierte, sagt?), dafs Euklid weder (dem noch lebenden)
Aristiius zuvorkommen (ndmlich mit Beziehung auf mogliche
weitere Entdeckungen) noch einen neuen Grund fir dieselbe
Lehre legen wolle, so folgt hieraus, dafs Euklid in seinem Werke
ein anderes Ziel verfolgte als Aristiius; denn bezweckte sein
Werk dasselbe wie das des Aristiius, so muflste er ja eben die
Absicht haben auf diesem1 Gebiete etwas hesseres hervorzu-
bringen als das, was bereits vorlag. Pappus mufs also meinen,
dals Euklid, der ebenso wie Apollonius die allgemeine Lehre
von den Kegelschnitten hehandelte, dieselbe mit Beziehung auf
den Punkt, auf den es hier ankommt, nicht weiter fiihrte als
notwendig war um Aristius’ unvollstindige Bestimmung ,des
Orts zu drei oder vier Geraden“ zu begriinden oder synthetisch
darzustellen; dessen Werk ist also nicht eine allgemeine Lehre
von den Kegelschnitten gewesen, sondern hat in Ubereinstim-
mung mit seinem Namen nur die zu dieser Lehre gehérenden
Bestimmungen geometrischer Orter hehandelt?).

) Ausgabe von Hultsch, S. 676 (unser Anhang 2). Meine Auffassung der
Worte stimmt mit der {berein, welche Heiberg. Litterargeschicht-
liche Studien dber Euklid, S. 84—86, geltend gemacht hat und woraus
er sicherlich mit Recht schliefst, dafs, wie Apollonius sagt, die dlteren
Losungen der Aufgaben ifiber ,Orter zu drei und vier Geraden* nicht
vollstindig waren.

Mit Riicksicht darauf, dafs nicht nur Apollonius seinen Tadel allein
gegen Euklid richtet, sondern auch Pappus bei .dem, der zuerst
dariiber schrieb*, an Euklid zu denken scheint, kann man vielleicht
an meiner Berechtigung zweifeln, die teilweise Bestimmung des Orts
zu vier Geraden auf Aristius zuriickzufiihren. Dieser Zweifel wiirde
indessen die Hauptsache, nimlich die Begrenzung der dlteren Bestim-
mung und die Art, wie die Bestimnmung ausgefihrt wird, gar nicht
treffen. Unsere im Folgenden gegebenen Erklirungen werden auch
dann ihre Giltigkeit behalten, wenn Pappus nur meint, dafs Euklids
Bestimmung unvollstindig sein mufste. weil er dieselbe allgemeine
Auffassung der Kegelschnitte benutzte, die Aristius bei anderen ihn-
lichen Bestimmungen von Ortern anwandte. Das oben aufgestelite
Verhiiltnis zwischen Euklid und Aristius lafst sich doch gewifs noch
festhalten, wenn man beachtet, dafs das, wovon bei Euklid die Rede
1st, die Synthesis des Orts oder die synthetische Darstellung von

~

WV
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Indessen bleibt es doch auffallend, dafs Apollonius auch
nicht die der Bestimmung des Orts zu vier Geraden cntspre-
chende theoretische Umkehrung des Satzes mit aufge-
nommen hat, dafs jeder vorgelegte Kegelschnitt — und
zwar in Beziehung auf jedes einbeschriebene Viereck —
die Eigenschaften besitzt, welche den Ort zu vier (teraden cha-
~akterisieren. Der Grund mag wohl der sein, dafs man, in
Amnspruch genommen von der grofseren Beschwerlichkeit, welche
die  Bestimmung des Orts verursacht hat, den theoretischen
Satz nur als Appendix zu dieser betrachtet hat. Aus der
Natur der Sache und allen vorliegenden Angaben geht hervor,

da = derselbe aller Wahrscheinlichkeit nach ein Durchgangsglied
wax und jedenfalls denen nicht unbekanut gewesen ist. welche
sich auf eingehende Weise mit dem Ort zu vier Geraden he-
scihiftigt haben. Ist derselbe also bekannt gewesen, und zwar
tesilvwveise dem Aristius und Euklid und vollstindig dem
A pr ollonius, so ist der Name Theorem des Pappus, den
Chasles demselben gegeben hat, nicht zutreffend — um so
weniger, als auch Pappus nur die Bestimmung des Orts und
nicht das umgekehrte Theorem erwihnt. Wir werden dasselbe
deshalb in der Folge den Satz vom cinbeschriebenen
Viereck nennen.

Wenn man nun nach allen vorliegenden Erliuterungen,
narnentlich nach den von Pappus bestitigten Worten des
Apollonius in der Vorrede, eine Wiederherstellung der antiken
Bestimmung des Orts zu vier Geraden unternimmt, so mufs

dessen Bestimmung ist. Aristius hat dann vielleicht die Bestimmung
«des Orts analytisch bis zu einem Satze zuriickgefithrt. den er von der
sllgemeinen Lehre von den Kegelschnitten her als bekannt voraus-
~etzte; nach der Auffassung. die im Folgenden geltend gemacht wird,
iniifste dies der Potenzsatz sein. Waren dieser und die zugehdrigen
Bestimmungen damals vollstindig, so wie sie es bei Apollonius sind,
=0 wilrde Aristdus’ Analysis auch vollstindig sein und die Mittel zur
=synthetischen Bestimmung des Orts wiirden vorliegen. Deshalb halt
~ich Apollonius an Euklid als denjenigen, bei dem man das vermilst,
was an der vollstindigen Bestimmung fehlt. Dafs Euklid etwas jiinger
isst als Aristius, ist im dbrigen Grund genug dafiir, dals Apollonius als
V ertreter des Standpunktes, dber den er selbst zunichst sich erhebht,

«den ersteren nennt.
. 9g*
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dieselbe einer doppelten Forderung geniigen: sie mulfs sich vor
Apollonius’ Zeit teilweise haben ausfithren lassen, und sie muls
durch Apollonius’ Siitze im dritten Buch vervollstindigt werden
konnen. Damit Apollonius’ Aufserungen fiir Mathematiker seiner
Zeit verstindlich sein konnten, mufs {berdies angenommen
werden, dafs diese Anwendung seines dritten Buchs so nahe
gelegen habe, dafs seine Sitze unmittelbar von denen benutzt
werden konnten, die — vielleicht durch Aristius — die fri-
here Bestimmung kannten.

Da der Satz vom einbeschriebenen Viereck in der modernen
Geometrie im wesentlichen nur ein anderer Ausdruck fiir die Er-
zeugung der Kegelschnitte durch projektivische Bischel ist, so
liegt es nahe die Hiilfsmittel fiir die Bestimmung des Orts zu vier
Geraden in der letzten Satzgruppe des dritten Buchs [53—56]
zu suchen. Die Art, wie die Projektivitit der Bischel hier
bestimmt wird, ist indessen — wie wir Gelegenheit nehmen
werden im nichsten Abschnitt ausfiihrlicher zu zeigen — nicht
wohl geeignet als Ubergang zu der allgemeinen Bestimmung
des Orts zu vier Geraden zu dienen. Aber es giebt eine andere
Art, wie sich die zwischen dem Inhalt der angefiihrten Satz-
gruppe und dem Ort zu vier Geraden existierende Verwandt-
schaft benutzen ldlst, nimlich durch einen Versuch, ob nicht
cine etwas verinderte Anwendung derselben Beweisfiihrung,
welche sich in der Satzgruppe findet, zur Bestimmung des Orts
fiihren kénne.

Betrachten wir nun diese Beweisfiihrung, die wir am
Schlusse des vorigen Abschnitts mitgeteilt haben, so ergiebt
sich sofort, dafs die darin durch eine einfache Anwendung des
Potenzsatzes gefundene und darauf weiter umgeformte Rela-
tion (Fig. 27)

RM.MS
RCs

die specielle Form ist, welche der Satz vom einbeschriebenen
Viereck annimmt, wenn zwei gegeniberliegende Seiten des-
selben in Tangenten tibergehen, wodurch die beiden anderen
in der Beriihrungssehne zusammenfallen. Mit Ausnahme kon-
stanter Faktoren sind namlich R M und M S die Abstinde des

== constans

—
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Kurvenpunktes M von den Tangenten B4 und BC, und RC
der Abstand von der Berihrungssehne A C, oder diese Strecken
sind eben die Abstinde, in bestimmten schiefen Richtungen
gemessen, Der so gefundene speciclle Fall des Satzes vom
einbeschriebenen Viereck erhilt ein besonderes Interesse dadurch,
dafs der geometrische Ort eines Punktes M, der umgekehrt
durch die hier gefundene Relation bestimmt wird, derjenige
ist, den Apollonius unter dem Namen Ort zu drei Ge-
rad en besonders erwihnt. Dadurch gewihrt die Satzgruppe
auch Aufklarung iber die Bestimmung dieses Orts, und dieselbe
ist wielleicht gerade am Schlusse des Buchs als Beispiel fiir den
in der Vorrede erwahnten Gebrauch angefiihrt, der sich vom
Inhalte des Buchs zur Vervollstindigung der Bestimmungen
solcher geometrischen Orter machen lafst, die frither nur teil-
weise bekannt waren.

Wir wollen uns nicht besonders mit dem Ort zu drei
Geraden beschiftigen, sondern uns damit begniigen, den-
selben als einen Specialfall des Orts zu vier Geraden zu he-
irachten, aber wir wollen versuchen, ob uns nicht auch ein
Wink mit Beziehung auf die Bestimmung dieses letzteren
gegeben sein sollte. Es zeigt sich dann sofort, dafs die gemachte
Anwendung des Potenzsaizes sich weiter ausdehnen und zu
einem Beweise fir den Satz von einbeschriebenen
Vierecken in allen den Fillen machen lifst, wo diese
Paralleltrapeze sind.

Wenn 4 B (Fig. 28) eine feste
Sehne einesKegelschnittes ist und
M N eine Sehne von gegebener
Richtung, welche 4 B in R schnei-
det, so wird nach dem Potenzsatze

MRBR.RN

AR . RB

Trigt man nun auf der be-
weglichen Sehne MS= RN ab,

so ist nach den Sdtzen iiber
Durchmesser der geometrische
Ort fir den Punkt S eine Sehne

= constans.
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CD, welche den Durchmesser der Sehnen M N in demselben
Punkte schneidet wie 4B, und deren Endpunkte C und D auf
den der M N parallelen Linien .1C und BD liegen. Die Ab-
stiande r, y, 2, u des beweglichen Kurvenpunktes M von den
Seiten des Trapezes A BDC werden also der Bedingung

T2 _ constans

i yu
gentigen.

Da ABDC ein beliehiges einbeschriehenes Paralleltrapez
sein kann. so ist der Satz vom einbeschriebenen Viereck nun
fir ein solches bewiesen.

Soll man umgekehrt den geometrischen Ort fir einen
Punkt M bestimmen, dessen Abstinde x, y, 2, v von den
Seiten eines Trapezes dieser Bedingung geniigen, so kann man
durch eine passende Veriinderung der gegebenen Konstante die
Abstiinde in denselben Richtungen wie in Fig. 28 rechnen, so
dafs man erhilt

MR .MS MR.RN
— AR.RB = AR.RB’
wo 2 cine gegebene Konstante ist. Darauf mufs man versuchen
einen Kegelschnitt in Ubereinstiniung mit dem bewiesenen
Satze zu bestimmen, und zwar mufs man dic Bestimmung so
vornehmen, dafs man mittels derselben synthetisch den Beweis
dafiir durchfihren kann, dafs die}Punkte des gefundenen Kegel-
schnitts wirklich fir den gegebenen Wert von 4 die gegebene
Bedingung erfiillen; denn von vornherein weifs man nicht, dalfs
der geometrische Ort immer ein Kegelschnitt wird.

Bevor wir dies nun genauer durchfiihren, wollen wir doch
versuchen uns dariiber zu vergewissern, dafs wir wirklich auf
der richtigen Spur nach der antiken Bestimmung des Orts zu
vier Geraden sind?).

A

) Nachdem ich in mdglichst genauem Anschlufs an die eigenen Schriften
der Alten die hier und im folgenden Abschnitt dargestelle Restitution
der antiken Bestimmung des Orts zu vier (Geraden durchgefithrt hatte,
habe ich diese durch eine Zusammenstellung mit der Bestimmung
dieses Orts gepriift, welche sich zu Anfang der Sectio V von Newtons
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Erst haben wir uns dadurch, dals wir die Beweise fir die

Silze 5334—506 in Apollonius’ drittem Buche zum Ausgangspunkt
genommen haben, lberzeugt, dals der Gebrauch, den wir

Principia findet; wohl heahsichtigt Newton keine solche Restitution,
aber da er mit seiner grilndlichen Kenntniss und seiner wohlbekannten
Wertschiitzung der Schriften der Alten die Grundlage fiir seine Bestim-
mung ausdriicklich Apollonius zuschreibt, so ist es einigermafsen wahr-
~cheinlich, dafs er vielfach dieselben Wege eingeschlagen hat, die
Apollonius hat bahnen wollen. .

Bei dieser Priifung ergal sich, dafs Newton eben dieselben Beweixe
fir den Satz vom einbeschriebenen Viereck, sowohl wenn dasselbe ein
Trapez ist. als wenn es eine beliebige Form hat, gefihrt hat, die wir
hier und in dem folgenden Ahbschnitt den Alten beilegen. Dagegen
verfihrt Newton etwas anders bei dem Beweise dafiir. dals der Ort
zu vier Geraden immer ein Kegelschnitt ist, und bei der hieran ge-
kniipfien Bestimmung des Kegelschnittes. Den ersteren erhilt er. indem
er sich darauf stiitzt. dafs ein Kegelschnitt durch 5 Punkte vollkommen
bestimmt ist, wonach reichliche Mittel zur genaueren Bestimmung de=
Orts zur Verfligung stehen. Da Apollonius im vierten Buche selbst
beweist, dafs zwei Kegelschnitte sich hdchstens in 4 Punkten schneiden,
so henutzt Newton hierbei in Wirklichkeit keinen Satz, der Apollonius
unbekannt war. Da indessen besonders das dritte Buch bei der
Bestimmung des erwithnten geometrischen Orts benutzt werden soll.
und man die genaueren Untersuchungen dieses Buches nicht notig
hat, wenn man zuerst davon ausgeht, dafs die Kurve durch 3 Punkte
vollkommen bestimmt ist. so glaube ich nicht, dafs Newtons Bestim-
mung mit der der Alten vollkommen ibereinstimmt. Das Verfabren.
welches wir im folgenden den Alten zuschreiben. ist ein umgekehrtes.
und stiitzt sich in grofsem Umfange auf Apollonius’ drittes Buch. Wir
nehmen an, dafs die Alten den Beweis dafiir, dafs der Ort ein Kegel-
schnitt wird. an die wirkliche Bestimmung dieses Kegelschnittes ange-
schlossen haben. Die Durchfiihrung desselben zeigt nun allerdings.
dafs ein solcher Kegelschnitt durch 5 Punkte bestimmt ist, aber nur
indem sie zeigt, wie er bestimmt wird.

Ahnliche Griinde in Verbindung mit mehreren, iiber die wir spiter
herichten werden, hindern uns unsere Restitution der antiken Bestim-
mung des Orts ‘zu vier Geraden auf eine Konstruktion einer Ellipse
durch 5 Punkte aufzubauen, die sich bei Pappus findet. Auch mit
dieser Konstruktion stimmt dieselbe indessen teils darin tberein, dals
sie auf Anwendung des Potenzsatzes beruht. teils darin, dafs der Fall,
wo zwei von den Geraden — bei Pappus zwei von den Verbindungs-
linien zwischen den fiinf Punkten — parallel sind, erst fir sich be-
handelt wird, wonach die allgemeine Aufgabe hierauf zuriick gefiihrt
wird.
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vom Potenzsatze gemacht haben und ferner von den daran
gekniipften Bestimmungen vom Werte des konstanten Verhilt-
nisses machen werden, derartig ist, dafs auch Apollonius mit
ihm vertraut sein konnte.

Dagegen konnte es bedenklich erscheinen, dafs man auf
dem eingeschlagenen Wege nur zur Bestimmung des Orts zu
vier Geraden gelangt, wenn diese ein Trapez bilden. Hierin
liegt eine Aufforderung zu versuchen, ob man nicht durch
andere Anwendungen der Sdtze in Apollonius’ drittem Buche
weiter gelangen konnte. Das lifst sich indessen kaum durch-
fihren, wenigstens nicht auf eine hinreichend einfache Art.
Dagegen ist es — wie wir im folgenden Abschnitt sehen wer-
den — nicht schwierig, die Bestimmung, wodurch eine
Kurve als Ort zu vier beliebigen Geraden definiert
wird, in eine solche umzuwandeln, wodurch sie auf
dieselbe Weise auf die Seiten eines Trapezes bezogen
wird. Da diese Umwandelung durch Mittel volizogen wird,
welche vor der Zeit des Apollonius vollstindig bekannt waren,
so hat Apollonius in dieser Beziehung nichts zu vervollstindigen
gehabt. Aber da die Voraussetzung dafiir, dafs diese Umfor-
mung vollen Nutzen gewidhren soll, darin besteht, dals man
die Aufgabe volistindig behandeln kann, wenn die Linien ein
Trapez bilden, so gelangen wir zu voller Ubereinstimmung mit
den Aufserungen in Apollonius’ Vorrede, wenn sich nur nach-
weisen lifst, dafs die Bestimmung des Orts zu vier Ge-
raden, welche ein Trapez bilden, teilweise mit Hiilfe
dessen durchgefihrt werden kann, was vor Apol-
lonius’ Zeit bekannt war, aber erst vollstindig durch
das, welches sich in Apollonius’ drittem Buche findet.

Was das war, das man vor Apollonius’ Zeit vermifste,
wird deutlich durch die Verbindung zwischen dem Ort zu vier
Geraden und dem Theorem vom einbeschriebenen Viereck. In
Ubereinstimmung mit diesem Satze sollte der gesuchte Ort ein
Kegelschnitt sein, der um das aus den vier Geraden gebildete
Viereck beschrieben war — sei es nun, dals dieses ein Trapez
war oder nicht —. Das ist auch nach moderner Auffassung
immer der Fall. Indem die Griechen dagegen einen einzelnen

N
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Hyperbelast als einen vollstindigen Kegelschnitt betrachteten,
so hhat in dem Falle, wo der geometrische Ort nach unserer
AufF¥assung eine vollstindige Hyperbel sein wirde, der eine
oder andere von deren Asten einen solchen selbstindigen Teil
derselben gebildet, dals sie sich — wenigstens vorldufig — mit
dessen Betrachtung begniigt haben. Welcher von den Asten es
daramn sein sollte, ist von einer genaueren Bestimmung abhingig
geww esen, die auch dann schon notwendig war, wenn der Ort nicht
ats den beiden vollstindigen Kegelschnitten zusammengesetzt
seizm sollte, die man jetzt als den Werten - 4 der Konstanten
entssprechend erhalten wiirde. Diese genauere Bestimmung kann
m>gzlicherweise darin bestanden haben, dafs der konstante
Wext des Verhiltnisses durch einen Punkt des gesuchten Orts
bestimmt wurde, durch den dann auch der Kegelschnitt oder
hlo £ der Hyperbelast, den man eben als den Ort zu vier Ge-
rncdl e€n auffassen wollte, gehen sollte.

Um nun zu beweisen, dals ein solcher Hyperbelast, der
nickat durch alle Eckpunkte des Vierecks geht, der Ort zu den
viex= Geraden sein kann, und um also auch den Ort zu bestimmen,
weelcher dem Werte von A, der zu einer solchen Hyperhel
fikm xt, entspricht, ist es notwendig, dals man die Verbin-
dm g des Hyperbelastes mit dem anderen Aste der-
se 1 ben vollstindigen Kurve kennt, und namentlich, dals
meam die hierauf beziiglichen Erweiterungen aller der Sitze und
Besstimmungen kennt, welche beim Beweise des Satzes vom
sirndoeschriebenen Viereck und bei der umgekehrten Bestimmung
sodcher Orter benutzt werden.

Aus der Vorrede zu Apollonius’ viertem Buche!) sieht man
man allerdings, dals andere vor ihm zusammengehorige Hy-
perbeliste betrachtet und Verstindnis fir deren Bedeutung bei
Untersuchungen gehabt haben, welche, wie wir im neunten

* Abschnitt zeigen werden, der Bestimmung des Orts zu vier
Geraden mindestens nahe gestanden haben; aber die vollstin-
dige Durchfiihrung der hierher gehérigen Untersuchungen und
Beweise ist sicher das Werk des Apollonius. Die Griinde,

e

') Vergl. Anhang 1.
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welche uns dahin bringen dies zu behaupten, wollen wir hier,
wo wir ausdriicklich Gebrauch davon machen, zusammen-
stellen.

Dals Apollonius iiber zusammengehirige Hyperbeliste etwas
neues und vollstindigeres, als bis dahin bekannt war, bringt,
wird ausdriicklich in der ersten Vorrede gesagt!). Die Worte
derselben {iber die vollstéindigere und allgemeinere Bearbeitung
im ersten Buch beziehen' sich wohl zugleich auf die Eigenschaften
eines einzelnen Kegelschnitts, aber wenigstens in Betreff der
planimetrischen Eigenschaften fiihrt ein Vergleich mit dem, was
sich bei Archimedes findet, dahin, die Verallgemeinerung vor-
zugsweise auf dem Gebiete der zusammengehorigen Hyperbel-
“aste zu suchen, vielleicht auch in der bereits in diesem Buche
mitgeteilten ersten Erweiterung des Flichensatzes, welche, in
Verbindung mit den ferneren Erweiterungen im dritten Buch,
cben dazu benutzt wird den Potenzsatz und den Satz dber die
Polarent auf die aus zwei Hyperbeldsten zusammengesetzte
Kurve auszudehnen. Auf diese verschiedenen Erweiterungen.
welche als hesondere Sitze auftreten, deuten gewils die Worte
der Vorrede tiber neue und hemerkenswerte Theoreme, welche
sich im dritten Buche finden.

Dals das Studium zusammengehiriger Hyperbeldste etwas
nceues bei Apollonius war, darauf deutet auch der Umstand,
dafs er trotz der Vollstandigkeit, mit der die Ubereinstimmung
zwischen der aus solchen zusamiengesetzten Kurve und einem
einfachen Kegelschnitt nachgewiesen wird, stets fortfahrt die-
selben als zwei von einander unabhingige Kurven zu behan-
deln, Damit fahrt er fort trotz der Weitldufigkeit, die dadurch
notwendig wird um jene Erweiterungen, welche immer den
Sitzen (iber die cinfachen Kegelschnitte folgen, alle zu erhal-
ten, und die vermieden worden wiire, wenn man von vorn-
herein die Sétze iber dic beiden Hyperbeliste mit denen iiber
cinen einfachen Kegelschnitt zusammengezogen und darauf in
der weiteren Entwicklung auf den so verallgemeinerten Satzen
weiter gebaut hitte. Diese Weitliufigkeit steht in starkem

) Vergl. Anhang 1.

o
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Gegensatze zu der Geschicklichkeit, mit der er Sitze und Beweise
iber eine Ellipse, eine Parabel und einen einzelnen Hyperbel-
ast zusammenzufassen verstcht. Dies letztere konnte er thumn,
weil der gemeinsame Begriff Kegelschnitt und die daran ge-
knipften Untersuchungen und Bearbeitungen ihm iberliefert
waren. War dagegen, wie wir annehmen, etwas neues in Betreft
der Eigenschaften der beiden verbundenen Hyperbeldste heizu-
bringen, so ist leicht zu begreifen, dafs dies seine natiirliche
stelle in hinzugefiigten Erweiterungen der i voraus hekannten
Sitze tber einfache Kegelschnitte fand.

Die hier verfochtene Auffassung, die, wie wir sehen wer-
den, noch weiter durch die Angaben bestitigt wird, welche
die oben citierte Vorrede zum vierten Buch enthilt, giebt nun
e¢ine Erklirung dafir, weshalb Apollonius den Ort zu vier Ge-
raden vollstindiger behandeln konnte als seine Vorgénger.
Diese Erklirung ist so einfach und stinmt so gut zu allen
ibrigen bekannten Umstinden, dals man sogar umgekehrt durch
dieselbe ein neues und wichtiges Argument dafiir erhilt, dals
die Ausdehnung der Sitze {iber Kegelschnitte auf die aus zwei
wsammengehdrigen Hyperbelisten zusammengesetzte Kurve wirk-
lich dem Apollonius angehirt.

Der angefiihrte Beweis fiir den Satz iiber das in einen
Kegelschnitt beschrichene Trapez besafs auch vor Apollonius
volle Giiltigkeit, wenn das Wort Kegelschnitt in antikem Sinnce
alz eine Ellipse, Parabel oder ein einzelner Hyperbelast genom-
men wird. Derselbe war ndmlich auf dem Potenzsatze aufgebaut,
der, wie wir gesehen haben, zu Archimedes’ Zeit vollkommen
bekannt war, sofern er nicht auf zwel Hyperheldste angewandt
wverden sollte. In dieser begrenzten Ausdehnung gewihrt der
Potenzsatz auch geniigende Mittel um wingekehrt den Ort zu
vier Geraden, von denen zwei gegeniiberliegende parallel sind,
in allen den Fillen zu hestimmen, wo dieser Ort wirklich dic
hier geforderte Beschaffenheit erhdlt. Die Vorginger von Apol-
lonius hatten z. B. recht wohl die Bestimmung der Endpunkte
des Durchmessers EF, der (Fig. 28) die Sehnen AC und B/
halbiert, auf die Konstruktion solcher Punkte dieser Linic
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zurlickfiihren konnen, fir welche das Quadrat ihres Abstand
von einem bekannten Punkt derselben Linie in einem geg
benen Verhiltnis zu dem Rechteck aus den Abstinden w
den beiden anderen steht, worauf der Kegelschnitt leicht ndh
zu bestimmen ist. Statt dessen konnten sie auch das folgen
Verfahren benutzen, welches wir sowohl ihnen wie Apc
lonius lieber beilegen mochten, weil dasselbe durch die E
weiterung des Potenzsatzes auf zwei zusammengehorige H
perbeliste, die sich in Apollonius’ drittem Buche findet, a
wendbar wird, um den Ort zu vier Geraden in allen Fall
zu bestimmen. Vor Apollonius ist dann nur die Behandlu
des ersten der nachfolgenden Hauptfille durchgefithrt gewese

Wenn die verschiedenen Ausdriicke in Apollonius’ dritte
Buche fiir das konstante Verhiltnis im Potenzsatz auf ¢
Konstruktion des (vollstindigen) um ein gegebenes Trapez L
schriebenen Kegelschnittes angewandt werden sollen, der f
einen gegebenen Wert des Verhiltnisses 4 Ort zu den vi
Seiten des Trapezes ist, so kann dies am besten auf eine Wei
geschehen. die alle Fille umfafst, wenn man vorliufig ein
Kegelschnitt zu bestimmen sucht, der dem gesuchten &hnli
ist. Doch denken wir hierbei nicht an Ahnlichkeit der Kurv
selbst, weiche erst eine vollstindige Behandlung in Apotlloni
sechstem Buche erhalten hat, sondern wir wollen diesen At
druck nur der Ubersichtlichkeit wegen benutzen um zu t
zeichnen, dafls wir die Gestalt gewisser zum Kegelschni
gehorigen geradlinigen Figuren suchen. Dafls eine solc
Bestimmung einer Figur durch vorhergehende Bestimmung ihi
Gestalt wirklich eine antike Methode ist, dafiir haben wir te
ein Beispiel am Schlusse von Apollonius’ zweitem Buche (ver
S. 113) gesehen, teils geht es daraus hervor, dals Euklid in d
Data ausdriicklich Sitze aufstellt, welche aussagen, dals ei
Figur, welche gewissen gegebenen Bedingungen unterworf
ist, der Gestalt nach gegeben ist.

Bei der vorliegenden Aufgabe kennt man nun zur Bestii
mung des Kegelschnittes, welcher dem um das Trapez 4 B1L
beschriebenen (Fig. 28) #hnlich sein soll, den Wert 1 des V¢
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MR.RN
AR.RB
wwel gegebenen Richtungen, sowie die Richtung des Durch-
messers EF, der die Sehnen in der einen der gegebenen Rich-
tungren halbiert. Dies wird in Ubereinstimmung mit Apollo-
nius” verschiedener Bestimmung der Konstanten des Potenz-
salzes auf verschiedene Weise in den folgenden verschiedenen
Hauptfallen benutzt:

1) Der Kegelschnitt hat (was immer der Fall sein
mafs, wenn ein einfacher Kegelschnitt im antiken Sinne
wirklich um 4 BDC beschrieben werden soll) Tangenten in
bei den gegebenen Richtungen. Dann kennt man das
Vexr-Tnaltnis

hilt nisses 1) zwischen Produkten von Strecken in

HE

e — VA
awisschen diesen Tangenten. Wenn man dann in der dhnlichen
Half€sfigur — deren entsprechende Punkte wir durch gestrichelte
Bu = hstaben bezeichnen wollen — E* H‘ beliebig wihlt, so kennt
max: die Lage eines Durchmessers, seinen einen Endpunkt E',
diee zugehorige Sehnenrichtung, sowie einen Punkt G* mit zuge-
hox-iger Tangente. Der Punkt, welcher FE‘ harmonisch zuge-
orclmet ist mit Beziehung auf die Durchschnittspunkte des Durch-
messsers mit der Ordinate von G* und der Tangente in G* wird
rach dem ersten Buch der andere Endpunkt F* des Durch-
messers sein, und der Kegelschnitt ist also bestimmt.

2) Der Kegelschnitt (welches Wort wir der Einfachheit
wegen im modernen Sinne nehmen wollen, so dals die aus
awei Hyperbeln zusammengesetzte Kurve mit einbegriffen ist)
hat in keiner der beiden gegebenen Richtungen Tan-
genten. In diesem Falle kennt nan das Verhiltnis zwischen

') Da wir nur hoffen diirfen das Wesentliche von der Behandlung der
Alten zu geben, so kdnnen wir keine Riicksicht auf die Moglichkeit
nehmen, dafs dieselben die Operationen dadurch erschwert haben,
dafs sie diese Bedingung in einer Form ausdriickten, durch welche in
gleicher Weise Riicksicht auf die Sehnen A B und CD genommen
wurde, ebenso wie Apollonius in III, 54—56 die beiden Tangenten
B 4 und BC (Fig. 27) in gleicher Weise beriicksichtigt.
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den in den gegebenen Richtungen an dic konjugierte Hyperbel
des gesuchten &dhnlichen Kegelschnittes gezogenen Tangenten.
und kann diese dann auf die hicr gezeigte Weise bestimmen.

3) Der Kegelschnitt hat Tangenten, welche den
parallelen Sciten AC und BD des Trapezes (Fig. 29),
aber nicht solche, welche der zweiten gegebenen Rich-
tung (der von 4B) paralicl sind. In diesem Falle hat Apollo-
nius das konstante Verhiltnis 2 als das Verhiltnis zwischen
den Quadraten der Tangente KT und der Hilfte 7K der zu
A B parallelen Sehne L A bestimmi, welche in I von der Tan-
gente KT halbiert wird. Man kemnt also

EI EI -
1k —rr = V&

Wihlt man £ I* belichig, so hat man also zur Bestimmung

des {lmlichen Kegelschnittes einen Durchmesser nebst Sehnen-

Fig. 24

richtung, sowie den einen Endpunkt ~* und noch zwei Kurven-
punkte K* und L. Nennt man die Ordinaten dieser Punkte.
hezogen auf den Durchmesser, y, und y,, die Abseissen von
E' aus r, und x,, und die vom andercn Endpunkt F* des
Durchmessers aus »;, und «‘,, so hat man

AT

*

” 4 ol
&, Ty2'y
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z‘
woraus —*
T'g
durch das Verhilltnis zwischen seinen Abslinden von zwei
gegebenen Punkten der geraden Linie, auf der er liegen soll.

bestimmt wird. Der Punkt F* wird also bestimmt

4) Der Kegelschnitt hat keine Tangenten, welche
den parallelen Seiten des Trapezes parallel sind,
dagegen solche, welche der zweiten gegebenen Rich-
tung parallel sind. Die Konstruktion liefse sich hier auf
dieselbe Bestimmung der konjugierten Hyperbel zuriickfiihren,
welche im vorhergehenden Falle auf diec gesuchte angewandt
wurde, aber dazu giebt Apollonius’ drittes Buch keine Anlei-
tung. Man ist deshalb eher auf eine neue unmittelbare An-
wendung derselben Bestimmung des konstanten Verhiltnisses

'

Fig. 30.

angewiesen. Nimmt man nun an (Fig. 30), dals die der A B
parallele Tangente PO den bekannten Durchmesser zu AC
und BD in O schneidet, und ist 0@ die zu diesem Durch-
messer gehorige Ordinate in O, so ist
OQ _ ()a Ql
or =Vi=op

Wird eine von diesen letzten Strecken beliebig gewiihlt, so
hat man den Durchmesser 0'T", die Kurvenpunkte P* und @'
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(deren Ordinaten den Durchmesser in O' und 7" treffen) und
die Tangente O*P in dem ersten von diesen. Da diese Tan-
gente zugleich den Schnittpunkt ¢¢ des Durchmessers mit der
Ordinate von @ trifft, so wird, wenn U’ der Mittelpunkt und
a’ ,die Lange* des Durchmessers O'7T" ist, wihrend ¥ die
Liange des konjugierten Durchmessers bedeutet, O‘U* . U* T =

(%)2 (wie im ersten Buch gezeigt). Hieraus folgt wiederum,

dals 7"¢Q* Tangente in ¢ ist. Nach den Sitzen des zweiten
Buchs wird ferner die Verbindungslinie zwischen dem Schnitt-
punkt 7* der beiden Tangenten und der Mitte X' der Sehne
P Q' ein Durchmesser sein und den Mittelpunkt U’ bestim-
men. Der dhnliche Kegelschnitt wird darauf leicht zu bestim-
men sein. Im besonderen ergiebt sich das Verhéltnis zwischen
den konjugierten Durchmessern als

040:2 b:i b! .

dies ist nimlich ciner von den Sitzen iber Tangenten im
crsten Buch (IIIb unseres dritten Abschnittes).

Wir haben also in allen 4 Fillen gesehen, wie man eine
Figur bestimmen kann, die der gesuchten &hnlich ist. Man
kann sich dann den Ubergang zu der gesuchten Figur auf viele
Arten vollzogen denken, z. B. dadurch, dafs die dhnliche Figur
sofort die Richtung des zur gegebenen Schne AB gehdrigen
Durchmessers ergiebt, wodurch der Mittelpunkt {7 bestimmt wird.
Das Verhiltnis zwischen U4 und dem ihr parallelen Halb-
messer U‘A‘ der #hnlichen Figur wird dann Mittel zum Uber-
gange darbieten,

Die hierzu gehdrende Bestimmung der Linge des Halb-
messers [“A4‘, welche die Griechen unzwecifelhaft ausfiihren
konnten!), verlangt indessen eine gewisse Arbeit, und es
liefse sich erwarten, dafs Apollonius, wenn er diesen Weg
eingeschlagen hitte, auch im dritten Buche die hierzu dienenden
Hilfssatze aufgefiihrt haben wiirde. Das hat er nicht, aber wie

') Vergl. den S.106 angefiihrten Beweis fiir Satz 1 des 2ter Buchs.

A



Der Ort zu den Seiten eines Trapezes. 145

bereits bemerkt enthélt das genannte Buch [in 24—29] einige
andere Siitze, dic an und fiir sich nicht so interessant und voll-
standig sind, dafls es wahrscheinlich wire, dals sic ihrer selbst
wegen entwickelt worden seien, und von denen man also an-
nehmen kann, dals sie eben als Hiilfsmittel fiir die noch feh-
lende Bestimmung entwickelt sind. Dals sie in der That ein
sogar in hohem Grade natiirliches Hilfsmittel hierfiir enthalten,
wird sich am besten zeigen, wenn wir annehmen, dals die
dhulichen Figuren nur benutzt sind um das Verhalt-
nis zwischen den Lingen des den parallelen Sehnen
parallelen Durchmessers b und ihres konjugierten
Durchmessers « zu finden, und wenn wir dann durch
analytische Geometric die noch fehlende Bestimmung suchen.
Auf diesem Wege wird man namlich direkt dazu gefihrt,
Apollonius’ Satz 27 iber die Ellipse anzuwenden, und dann
wird der Zusammenhang mit den dbrigen Sitzen {iber die- Hy-

perbel — wie spiter gezeigt werden soll — verstindlich.
Die Aufgabe. welche geldst werden

soll, ist also folgende: Durch zwei Punkte 0 B

A und B cinen Kegelschnitt zu legen, A ¥

dessen einer Durclimesser auf einer gege-
henen Geraden liegen soll, wenn zu-
gleich dic zu diesem Durchmesser ge-
horige Sehnenrichtung, sowie das Ver- €
haltnis zwischen seiner Lange ¢ und der
Linge des konjugierten Durchmessers /) Fig. 31.

gegeben sind.

Wenn wir den Kegelschnitt, den wir vorliufig eine Ellipse
sein lassen wollen, auf diese beiden Durchmesser beziehen, und
die Koordinaten von B und 4 it &, y, und x,, y, bezeichnen,
50 crhalten wir

D

¥ —1,

+<>

19{

(1)
=1,

—_——
le]
/—\ i
w1
v

10
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. o« . . .
worin iy, ¥y und ry; — &, gegeben sind, wihrend die Lage

des Mittelpunkts und die absoluten Werte von ¢ und & gesucht
werden.
Die Subtraktion der Gleichungen ergiebt

(rg—x)(Fy+xy)

W —¥) i+ ys) B2

Zieht man nun parallel dem Durchmesser die Linie BO.

welche die Ordinate von 4 in O, und die Ellipse zum zweiten

Male in Y schneidet, so kann man der gefundenen Gleichung
die Form

)

O0B.0Y «®

04.0C ~
geben; dies ist nur der Potenzsatz, angewandt auf Parallelen
zu konjugierten Durchmessern. Diese Gleichung giebt den
Punkt Y, worauf man — wenn man will — leicht den Mittel-
punkt finden kann, also z, und z,, und dadurch die ahsoluten
Werte von «¢ und 4. Man kann indessen die gegebenen Glei-
chungen auf eine Weise henutzen, welche direkter zu dieser
letzten Bestininung fiihrt.  Multipliciert man dieselben mit
(—(;—)2 und addiert, so folgt

-

@3

a?

a?
A ’bT(!hg‘{'"’/s'z) =3 )
ader
a? .
(#g— L)+ @y + 20+ o (11— y2)' + (Y1 +ye) ] = a?, (5]
und das ist nach der Figur
a?
bt
Dadurch ist der eine Durchmesser bestimmt, und den
anderen bestimmt man auf dieselbe Weise. Die 1étzte Gleichung
driickt eben Satz 27 des 3ten Buchs aus, dessen Bestimmung
also vollkomnmen verstiindlich wird. Dals derselbe gerade da

vorkommt, wo wir Verwendung fiir ihn haben, hestitigt ferne:
die Richtigkeit der Erklirung, die wir im ganzen von der An-

OB+ 0Y?+ T (04T + 0C?) = «*. (6
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wenndung des 3ten Buchs zur Bestimmung des Orts zu vier
Gieraden und zu ihnlichen Bestimmungen geben.

Die Ableitung von Satz 27 mittels der Sitze in Euklids
wweitem Buche steht der analytisch-geometrischen Ableitung
a nahe um einer genaueren Auseinandersetzung zu bedtirfen.
Apollonius’ Beweis ist eine synthetische Umformung dieser Ab-
leitung,

Ganz dasselbe Verfahren, welches hier auf die Ellipse an-
gevwandt wurde, liefse sich auch auf die Hyperbel anwenden.
Dafs Apollonius daran nicht gedacht hat, geht daraus hervor,
dafs er den dem Satz 27 entsprechenden Satz fiir die Hyperbel
nicht angefiihrt hat. Dieser Umstand lilst sich indessen voll-
koxmxrmen erkliren, wenn Apollonius fiir die Hyperbel eine
anclere, bequemere oder ebenso bequeme Konstruktion der
Langen der Durchmesser gekannt hat. Da man erwarten darf,
dafs eine solche sich auf das stiitzen wird, was die Hyperbel

voxr der Ellipse voraus hat, namlich die Asymptoten, so braucht
maxx nicht lange danach zu suchen. Der Mittelpunkt der Kurve
karnxa zuerst bestimmt worden sein, indem man, wie wir es
far «die Ellipse angenommen haben, den zweiten Schnittpunkt ¥
eirne@x durch B zum Durchmesser gezogenen Parallelen -— wenn
wir  dieselben Bezeichnungen wie in Fig. 31 gebrauchen — kon-

stx-waiert hat, oder indem man, wie friher angedeutet, die ihn-

lickae Figur bereits hierflir benutzt hat. Die Asymptoten sind

dzaxaxy durch das Verhiltnis %— der Durchniesser bestimmt.

scIaxeiden diese die Sehne AC in den Punkten S und T, so
w”ixr«cd darauf nach einigen der ersten und wichtigsten Sitze
il>ex Asymptoten, welche im zweiten Buch entwickelt sind,
dex- m AC parallele Halbmesser b als mittlere Proportionale
zvwisschen AS und AT bestimmt sein, oder — wodurch man
die  Konstruktion der einen Asymptote spart — zwischen 4 S
anda SC.

Wenn die gesuchte Kurve cine Parabel wird, so mufs sich
diess schon bei der Bestimmung der dhnlichen Figur — die in
Adiessem Falle auf die erstc von den vier Arten vorgenommen

wexden kann — dadurch zeigen, dafls in dieser Figur der eine
10*

2d
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Schnittpunkt £ des Durchmessers die Mitte des zwischen einer
Tangente und der zugehdrigen Ordinate abgeschnittenen Stiicks
wird. Die Bestimmung der gesuchten Kurve selbst geht in
diesemn Falle so leicht aus der Gleichung der Parabel hervor,
dafs fir Apollonius kein Grund fiir einen hierher gehérigen
Hiilfssatz gewesen sein kann., um so weniger, als die Bestim-
niung in diesem Falle — nach unserer Annahme — vor seiner
Zeit bekannt gewesen ist.

Wie ecinfach und natiirlich die dem Apollonius von uns
zugeschriebene Bestimmung des Orts zu vier Geraden ist, von
denen zwei gegeniiberliegende parallel sind., wird vielleicht
etwas verdeckt worden sein durch alles das, was wir haben
anfiihren miissen wn zu begriinden, dafs dieselbe wirklich nahe
mit derjenigen tibereinstimmt, welche er bei der Abfassung des
dritten Buches vor Augen gchabt hat. Wir wollen dieselbe
deshally kurz rekapitulieren:

Durch die Wahl der konstanten Richtungen lafst sich die
Eigenschaft, welche den Ort definiert, folgendermafsen ausdri-
cken (Fig. 28):

MR.MS MR.RN
=~ AR.RB = AR.RB’

Durch die in Apollonins" 3tem Buche gegebenen Formen
des Potenzsatzes lifst sich dann das Verhiltnis (bl zwischen
den: Durchmesser. der die parallelen Sehnen halbiert, und
"seinem konjugierten Durchimesser hestimmen. Die Bestimmung
nimmt eine der vier Fornen an, welche wir beschrieben haben.
Der Mittelpunkt der Kurve kaun entweder schon in Verbin-
dung mit dem Verhiltnisse ;—: durch die dhnliche Figur be-
stimuit sein, oder er kann hinterher indirekt durch Konstruk-
tion des Punktes Y (Fig. 31) bestimmt werden, in dem eine Pa-
rallele zu dem unmittelbar gegebenen Durchmesser durch eine
der Ecken des Trapezes die Kurve zum zweiten Male schneidet:
diese letzte Bestimmung wird durch Gleichung (3) vorgenominen,
welche unter den Potenzsatz gehort. Die wirkliche Linge des
Durchmessers erhdlt man dann fir die Ellipse aus dein in
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Gleichung (6) ausgedriickten Satz 27, und fiir die Hyperbel
auf die soeben beschriebene einfachere Weise.

Dadurch dals ich so sehr ins Einzelne gegangen bin, wie
es hier geschehen ist, habe ich mich wahrscheinlich der Gefahr
ausgesetzt, dafls meine Angaben auch in Einzelheiten fehlgehen
kbnnen. Eine Hauptprobe dafiir, ob imeine Bestinunung des
geometrischen Orts im, ganzen mit der der Alten tbereinstimmen
kdnne, mufste sich indessen durch den Versuch ergeben, ob
dieselbe sich im einzelnen durch Mittel durchfihren liefls, die
denn Alten zu Gebote standen. Diese Probe ist besonders gut
ausgefallen, da manche Einzelheiten sich sogar unmittelbar
gerade an Apollonius’ drittes Buch, aus dem die Hauptziige
entrnommen waren, anschliefsen lielsen.

Bei der Art, wie das hier geschehen ist, habe ich doch
nar <inen Salz der Gruppe [24—29] benutzt, die, wic ich an-
gernnommen habe, nur zu solchen Bestimmungen wie der des

Ortss zu vier Geraden dienen sollte. lch habe den Satz 27
anigre wandt, der von der Ellipse handelte. Die {brigen. welche
siccka  auf Hyperbeln beziehen, namentlich — wie wir bald sehen
werdcen — auf die Verbindung zwischen konjugierten Hyper-
he>lwa , konnen vielleicht hin und wieder Anwendung bei der
sy 1rthetischen Darstellung und Begrindung einiger von eben
dexn  Operationen gefunden haben, durch welche wir die Auf-
gal>»e gelost haben. Wenn man in der Benutzung der konju-
gziex-ten Hyperbel. die wir nur im 2ten Falle benutzten, aber
awva<c=Ih im 4ten Fall benutzen konnten, etwas weiter gehen wollte
als wir, so konnten namentlich die Siitze 24—26 sich niitz-
lika erweisen, um die aus der Konstruktion hervorgchenden
F=igz «=nschaften der konjugierten Hyperbel auf die gesuchte Kurve
se1X»st zu dbertragen. I ibrigen ist es, da Apollonius in der
V o x-xede die Anwendung zur Bestimmung korperlicher Orter im
allgzemeinen erwihnt, nicht einmal wahrscheinlich, dafs alle
Aies=se Siatze zur Anwendung auf den hesonders hervorgehobenen
(Or€ zu vier Geraden bestimmt gewesen scin sollten.
Wie dem aber auch sein moge, so wird der Gebrauch,
ddex=x ich von Satz 27 gemacht habe, die Art der Anwen-
Awwagen zeigen, die sich auch von den iibrigen Satzen der

Ve
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Gruppe, deren Inhalt wir nun in Kiirze mitteilen wollen, machen
lafst. _

Die Sitze 24—326 driicken aus, dafs, wenn man durch
einen beliebigen Punkt P Linien zieht, die einem Paar konju-
gierter Durchmesser von der Linge « und & von zwei konju-
gierten Hyperbeln parallel sind, und diese die Kurven bezie-
hungsweise in M und N und in @ und R schneiden, dann
folgende Relation stattfindet:

MP.NP4 . . QP.RP = }a*.

24 sagt niwlich aus, dafs dieser Satz richtig ist, wenn P auf
der konvexen Seite beider Kurven liegt, und 25 und 26 driicken
die Sitze aus, welche anderen Lagen entsprechen und welche
fiir uns in derselben Gleichung einbegriffen sind, wenn wir die
Strecken mit Vorzeichen nehnien. 28 sagt aus, dafs fir die-
selbe Bedeutung der Bezeichnungen sich

MP? 4 NP? at
QPTLRPT T b
ergiebt, und 29, dals, wenn die erste der beiden geraden Linien
die gemeinschaftlichen Asymptoten in § und T schneidet, sich
ergicht, dafls
SPt+ TP —}a® a?

QP* [ RP? bt

Achter Abschnitt.

Der Ort zu vier Geraden (Fortsetzung); Zusammenhang mit Euklids Porismen.

Da die Sitze in Apollonius’ 3tem Buche uns als nicht recht
anwendbar auf die direkte Bestimmung des allgemeinsten Orts
zu vier Geraden erschienen, so haben wir uns in dem vorher-
gehenden Abschnitt damit begniigt dieselben auf den Fall anzu-
wenden, wo die vier Geraden ein Trapez bilden. Eine solche

AN,
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Erkliirung von Apollonius’ Vervollstindigung der vor seiner Zeit
bekannten Losung dieser Ausgabe ist doch nur haltbar unter
der Voraussetzung, dafs wir annehmen dirfen, dals damals
ein — vielleicht aus Aristius’ Bichern iber korperliche
Oter — vollkommen bekannter Ubergang von der
allgemeinen Aufgabe zu der existierte, wo die vier
teraden einTrapez bilden. Da man in Apollonius’ dritten:
Buche keine Hiilfssitze findet, die sich bei diesem ["]'hergango
gut benutzen lassen, so mufs man zugleich annehmen, dafs
derselbe von Apollonius’ Vervollstindigung unberihrt geblie-
hen ist.

‘Wenn wir nun auch nicht mehr ganz direkte Mittel haben
mn solchen Wegen nachzuspiiren, wie sie dic Alten wirklich bei
dieser Ubergange gegangen sind, so wollen wir hier doch auch
nichit ganz im Finstern tappen. Wir koénnen néimlich Winke
hernutzen. die in der Behandlung ahnlicher Aufgaben, welche
uns bei den Alten aufbewahrt sind, und in den Berichten tiber

ve:s-w andte Untersuchungen, welche wir bei den spiiteren Schrift-
stellern des Altertums finden, enthalten sind.

Wir wollen damit beginnen auf die beiden Arten hinzu-

weisen, wie die Parabel als Ort zu vier Geraden in Archi-
me>cles’ Buch idber die Quadratur der Parabel auftritt, so wie
wir es am Schlusse des zweiten Abschnittes nachgewiesen haben
(5. € 1). Von den Vierecken. auf welche die Parabel hierbei
bezogen wird, ist das eine aus dem anderen dadurch entstanden,
dix £ zwei aneinander stofsende Seiten sich um ihre auf der
P @ x-abel liegenden Schnittpunkte mit den beiden anderen gedreht
ha»en. Es liegt dann nahe zu versuchen, ob dieselben Mittel,
w elche benutzt sind um den Uhergang in diesem sehr speciellen
Faall zu bewerkstelligen, wo der Punkt. um den die ecine Seite
=ik drehen sollte, unendlich fern war, sich nicht auch benutzen
JAassen um im allgemeinen le hier angegebene Umformung
cinner gegebenen Bestimm Orts zu vier Geraden vor-
7Zaaryehmen.
Man wird hierdurch
sich, wenn man dasselbe
betrachtet, da

ren hingewiesen, das
Gesichtspunkt
projektivi-
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schen Biischel, welche einen Kegelschnitt erzeugen, als solche
hestimmt werden, welche zwei gerade Linien in proportionale
Teile teilen. Um klar zu machen, dafs die Griechen ein solches
Verfahren benutzt haben konnen, werden wir dasselbe indessen
unabhingig von der beriihrten modernen Betrachtungsweise
darstellen. Wenn dasselbe dadurch auch einen specielleren
Charakter annimmt, so wird es doch auch ziemlich verschiedene
Formen hahben annehmen konnen, deren Abweichungen von
einander ibrigens nicht sehr wesentlich sind. Da wir nicht
wissen, welche von diesen die Griechen benutzt oder vorgezogen
haben, so konnen wir uns das einzige von Euklids Poris-
men zum Vorbild nehmen, welches uns in seiner urspriinglichen
(vestalt aufbewahrt ist!). Hinterher werden wir zeigen, dafs
es kaum ganz zufillig ist, dafls das erwihnte verloren gegangene
Werk gerade das darbietet, was hier benutzt werden soll.

Das iberlieferte Porisma sagt aus, dals wenn man von zwei
gegebenen Punkten gerade Linien zieht, welche sich auf einer
der Lage nach gegebenen Geraden schneiden, und die eine auf
ciner der Lage nach gegehenen Geraden ein gewisses Stick
von einem gegebenen Punkte an abschneidet, die andere auf
ciner anderen Geraden ein Stick abschneiden mufs, welches
[zu dem ersten] in einem gegebenen Verhaltnis steht.

Derselbe Satz ist, wie wir sehen werden, auch richtig,
wenn die erste gegebene Gerade 1nit einem Ort zu vier Geraden
vertauscht wird, und wenn die beiden festen Punkte beliebige
Punkte von diesem sind. Um indessen zuerst nur die Umfor-
mung dieses Orts zu bewerkstellen, welche wir hier vor Augen
haben, wollen wir (Fig.32) als die beiden festen Punkte die
gegentiberliegenden Ecken A und C des Vierecks ABCD. auf
welches der Ort bezogen wird, annehmen, und wollen die Ge-
raden, auf denen die Stiicke abgeschnitten werden, parallel zu
den von diesen Ecken ausgehenden Seiten A B und CB ziehen.
Es seicn dies die durch ¢ und A gezogenen Geraden CFK
und AE. Wir wollen annehmen, dafs 40D und die von A
bis an einen Kurvenpunkt M gezogene Gerade die CE in Dr

1) Pappus, Ausgabe von Hultsch, S, 656.
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and M schneiden, wihrend C1) und (M die AE in D" und

M+ schneiden.
Rechnen wir nun bei der Bestinimung des geometrischen
Orts die Abstinde des Punktes M von AB und CD parallel

Fig. 32.

der B ¢ und seine Abstinde von BC und 4D parallel der B A,
s0 wird das Verhiltnis zwischen den Abstinden von C'D und

+

BC gleich DT“,%L“, und das Verhéltnis zwischen den Abstinden
von 4B und DA gleich D_‘%’- . Dafs das Verhaltnis zwischen

den Rechtecken aus den Abstinden von den gegentiberliegenden
Seiten von ABCD gleich 2 wird, lafst sich also ausdriicken

durch ¥ i

D = 1 dE )
WO g eine neue von der Lage des Punktes M auf der Kurve
unabhangige Konstante ist.

Ist, wie es nach unserer Annahme der Fall war, die
Konstante 4 durch einen Punkt F' des geometrischen Orts be-
stimmmt, so erhdlt man unmittelbar anstatt (1)

DM D« Fv Fe MY »

W T DF T Fu ()
worin F* und F* die Schnittpunkte von AF und CF mit CF
und A F bedeuten.
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Dafs auch das letzte Verhiltnis in (2), welches aus den
beiden anderen abgeleitet ist, konstant bleiht, wenn M sich
auf dem betrachteten Ort bewegt, zeigt, dafls dieser auch Ort
zu den vier Seiten des einbeschriebenen Vierecks A BCF ist.

Da wir hierbei nur die Definition des Orts zu vier Geraden
benutzt und sonst keinerlei Riicksicht auf dessen Beschaffenheit
genommen haben — abgesehen davon, dafs wir die Vierecke
cinbeschrieben genannt haben — so ist bei dieser Umformung
kein Bedarf fiir irgendwelche Ausdehnung von einem einfachen
Kegelschnitt (in antikem Sinne) auf zwei zusammengehorige
Hyperbeliste gewesen.

Um den Satz von dem in einen Kegelschnitt beschriebenen
Viereck von einem Trapez auf ein beliebiges Viereck ausdehnen
zu konnen, und um umgekehrt die Bestimnung eines beliebigen
Orts zu vier Geraden auf cin solches zurickzufihren, in dem
zwei gegeniiberliegende Seiten parallel sind, braucht man nur
den Fall betrachtet zu haben, wo eine von den Linien 4D
ader A4 F mit AFE zusammenfillt,

Haben die Alten nun wirklich, wie wir annchmen, ‘diese
Umformung benutzt. so ist kein grofser Sprung nitig gewesen
um auch folgende Erweiterung des citierten Euklidischen Po-
rismas auf Kegelschnitte zu finden:

Wenn man von zwei festen Punkten eines Kegelschnittes
gerade Linien an einen (beweglichen) Punkt desselben zieht, so
werden diese auf zwei Geraden, von denen die eine willkirlich
gewihlt werden kann, proportionale Stiicke abschneiden.

Die beiden Geraden brauchen nidmlich, wenn 4 und C die
Punkte sind. nur parallel B4 und BC zu sein. Nun lassen
sich ebenso gut wie I) auch 4, B und C mit neuen Punkten
der Kurve vertauschen. Folglich kénnen die gegebenen Punkte
A und C beliebige Punkte der Kurve werden, und AE kann
cine beliebige Richtung erhalten.

Es sprechen in der That Grinde dafiir, dafs die Alten
dieses Porisma gekannt haben oder das daran gekniipfte Theo-
rem. welches sich dadurch voin Porisma unterscheiden wurde,
dafls es ausdriicklich die Bestimmung der Linien ausspricht,
auf denen die Stiicke abgeschnitten werden.
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Zu dieser Annahme wird man zuniichst dadurch gefiihrt,
dals man erwarten darf, dafs die Alten, indem sie sich mit
dem citierten elementaren Porisma bei Euklid beschiiftigten,
sich auch gefragt haben, ob umgekehrt der geometrische Ort
fir die Durchschnittspunkte zwischen geraden Linien, welche,
durch feste Punkte gezogen, proportionale Stiicke auf festen
Geraden abschneiden, immer eine gerade Linie ist.

Die Antwort mufste verneinend ausfallen; aber die Griechen
haben, da sie den Ort zu vier Geraden kannten, nicht unter-
lassen kénnen zu bemerken, dals hier ein solcher vorlag. Da-
durch ist die Erweiterung des Porisinas zu einem Ort zu vier
Geraden gegeben, und damit der bereits dargestellte einfache
Weg zur Umformung dieses Orts. der ein notwendiges Glied
in der vollstindigen Bestimmung desselben war.

Doch glaube ich eher, dafs die Verbindung umgekehrt
gewesen ist. Man hat beim Studium des Orts zu vier Geraden
oder bei Untersuchungen (ber Kegelschnitte die Umformung
des Vierecks auf dem angegebenen Wege gefunden, und man
hat dann die Beobachtung gemiacht, dafs die in dem so ent-
stehenden Porisima gegebene Bestimmung der Punkte ecines
Kegelschnittes sich zugleich auf die Punkte ciner Geraden an-
wenden liels. Diese Auffassung wird bestiitigt, wenn wir
untersuchen. auf welchen anderen Wegen als den hier be-
schriebenen es iberhaupt moglich gewesen sein kann die Um-
formung vorzunchmen, welche uns beschiftigt.

Die Bestimmung eines Punktes M als aul dem Ort zu den
Seiten des Vierecks 4 BC' D belegen, der durch cinen Punkt ¥
gehen soll, ist an sich ein Ausdruck fir die Gleichheit dessen,
was man jetzt anharmonische Verhiltnisse nennt:

ABDFM) = C(BDFM). 3

Dals diese Gleichung ein einfacher und ziemlich unmittel-
barer Ausdruck hierfiir ist, sieht man daraus, dals umgekehrt
der Satz vom einbeschriebenen Viereck sich ohne weiteres aus
derselben herauslesen lifst, wenn man auf die gewdhnliche
Weise die anharmonischen Verhiltnisse durch die sinus
Winkel ausdriickt, und diese wieder mit Verhiltnissen z
Strecken vertauscht.
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et Uhenzang vom einem Viereek zu cinen anderen muls
mter der cinen oder anderen Form  zusammengefallen
~ it einer Uniforinung der antgestellten Gleichheit anhar-
“sher Verhiiltnisse in die Gleichheit der anharmonischen
N nisse
ABEDMY - C(BFDM) 4y
=~ denselben Linien in anderer Reihenfolge genommen.
<~ Umwandelung mufs vorgenommen sein, indem man zuerst
aeichlielt einenn vom Satz vown ecinheschriehenen Viereck
~ tadenen Ausdruck gab. welcher die Umwandelung  un-
sarer gestattele,
Looeinfachsten wird dies ebenso wie in dem von uns
cewrsieiten Beweise dadurch erreicht. dals man die Geraden
e Bisehel von solehen lesten Geraden durchschneiden
-~ verhe von denselben in proportionale Teile geteill werden.
o an indessen nicht immer zuerst auf das verfillt. was
an cétfachsten ist. xo konnen die Alten moglicherweise auch
4+ Jurchsehnitt mit anderen Hidfslinien benutzt haben. wonach
A Feichhieit der anharmonischen Verhiltnisse durch die Pro-
oo zwischen Reehtecken:
B DM Bl DM “
B DB = B, [ F )
v ddurch eine Proportion ansgedriickt werden wiirde, welche
wodernen Sinne  in dieser ejubegriffen  zein - wirde und
sadurch einfacher geworden wire, dals einer oder zwei Punkte
~wk bis ins Unendliche endfernt hiitten. In dem vorher ge-
“arten Beweise war dies der Fall mit 2 und B, Anf die
= ihrer allgemeinen Gestalt aus vier Rechtecken gebildete Pro-
sortion kann man =chr leicht dadureh getroften scin. dals man
~.B. die beiden Hilfslinien mit £ hat zusaunmenfallen lassen.
wodureh F* und Fomit FooM und W mit W oznsammen-
Aallen. Die dadurch erhaltene Proportion:
BeM. DM BE. D F
BM. D0~ BEF.DYF
welche das sogenanmle Theorem von Desargues ausdriickt,
ist nmlich ceradezn dureh den Satz vom  einbeschriebenen

'
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Viereck ausgedriickt, wenn man die Abstinde von den Seiten
in der Richtung FM rechnet, und wir werden im néchsten
Abschnitt weiter begriinden, dafs die Alten diese Umformung
wirklich gekannt haben.

Wenn nun die Beziehung auf das gegebene Viereck auf
irgend eine Weise, d. h. durch irgend eine Wahl der Hiilfs-
linien, auf die Form (5) gebracht war, so hat diesc Propor-
tion sich folgendermalsen weiter umfornien lassen:

BF . DM -—BM.DF B F. D“M" — B M. D" F*
T BN - ’

- Bu "[u I)u I"u
oder
Bl 1)4 I.‘l 1‘14 Bu Du I,u Hu

B D T B FeDe (6)
dies isl ein Ausdruck fiir (4), und es muls s<ich nachweisen
lassen, dals derselbe die Beziehung auf das Viereck ABCF in
ihnlicher Weise ausdriickt, wie die Proportion (5) die Bezichuny
auf ABCD., Die Zusammenziehung der Zihler mag allerdings
nach dem verschiedenen Vorzeichen in verschiedenc Fille zer-
legt sein, aber diesclbe ist nicht so schwierig?) wie vicle von
denen, welche die Alten, wie man bei Pappus sehen kann,
haben ausfithren kiénnen, ja von denen man, wenn Pappus

tiberhaupt Veranlassung gehabt hat dieselben als Hiilfssiitze fiir
1) Die dabei angewandte Relation D'—

AC.BD = AB.CD+ 4AD.BC l
ist in der geometrischen Algebra durch ) '
die nebenstehende Figur dargestellt. ¢ “_"l
worin A, B'. (*. D’ dieselhen Ab- pi

stinde haben wie A. B. C. D. und
deren Anwendung man leicht ver-
stehen wird, wenn wir die Relation
folgendermafsen schreiben:

AC.BD' = AC.B (' +AC.CIr 7 B ¢
=AC.B'C+CD.AC Fig. 33
=AD . B'C+CD. AL, T
und wenn man. wohlgemerkt. dieser Anleitung zur Umlegung der
Flichen in der Figur selbst folgt.

[ | ST
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das Verstindnis der dlteren Schriftsteller aufzustellen, vermuten
mufs, dafs die Alten es sogar fiir unnitig gehalten haben,
sie zu beweisen.

Iel glaube kaum, dafs es denkbar ist, dafs die Alten, um
den Ubergang von der Beziehung cines Orts auf ein Viereck
zu dessen Bezichung auf ein anderes Viereck vorzunehmen,
sich anderer Mittel haben bedienen kinnen als derjenigen,
welche (im modernen Sinne) in den hier angefiihrten einbe-
griffen sind, welche also keinenfalls grifsere Schwierigkeiten
haben darbieten konnen.

Bei der Méglichkeit, auf mannigfaltige und besondere Arten
Hiilfslinien zu wihlen, kann dieser Beweis indessen eine Menge
verschiedener Formen angenommen haben. Es bleibt also zu
untersuchen, ob man sich an einzelne von diesen Formen ge-
halten oder ob mman auch andere gekannt 'und angewandt hat,
wenn auch nicht gerade bei der Bestinmung des Orts zu vier
(ieraden, so doch um eine grifserc Menge von Darstellungen
der Kegelschnittc und dadurch Mittel zu verschiedenen Unter-
suchungen zu erhallen, namentlich umn zu beweisen, dafs vor-
gelegte gecometrische Orter Kegelschnitte sind.

Diese Frage ist, anders ausgedriickt, die, ob die Griechen
andere Darstellungen von der Erzeugung eines Kegel-
schnittes durch projektivische Bilischel kannten und
anwendeten, als diejenigen sind, welche man im Satze vom
einbeschriebenen Viereck hat. Sie muls also mit einem Hin-
weise auf die Erzeugung von dieser Art beantwortet werden,
auf die wir bereits am Schlusse von Apollonius® drittein Buche
|53—506] gestofsen sind. Die Relation, durch welche in dieser
die Projektivitit der Bischel ausgedriickt wird, wiirde in (5)
cinbegriffen sein, wenn man den Punkt B mit 4 und D mit €
hatte zusanmumenfallen lassen, sowie die Richtung der festen
Geraden so gewiihlt hitte, dals B‘ und D* ins Unendliche
fortrickten, d. h. parallel den Tangenten in 4 und C.

Da nun der hier erwihnte Satz sich ausdricklich bei Apol-
lonius findet, so konnte es scheinen, als ob einige Veranlassung
gegeben sei, sich denselben der Bestimmung des Orts zu vier
Geraden zu Grunde gelegt zu denken. Derselbe giebt in der

AN,



Priifung anderer Hilfsmittel. N b5

That — wie wir schon im vorigen Abschnitt bemerkt haben —
unmittelbar den Ort zu drei Geraden. Wenn ich nur wenig
genteigt bin denselben auch bei der Restitution des Orts zu vier
teraden zu benutzen, so liegt das daran, weil auf Grund der
besonderen Form des hierzu gehorigen Vierecks zwei Uber-
ginge notig sein wiirden um zu einem beliebigen Viereck zu
gelangen, und weil man, wenn man umgekehrt bei der Be-
stimmung eines gegebenen Orts von einem beliebigen Viereck
ausgehen wiirde, Bestimmungen von Tangenten vornehmen
miifste, um denselben auf den in dem erwihnten Satze be-
simmten Ort zu drei Geraden zuriickzufiihren. Der, welcher
die hiermit verbundenen Schwierigkeiten Gberwinden konnte,
wirde nicht unterlassen haben zu bemerken, dafs man das Ziel
rascher erreichen konnte, wenn man — wic wir es gethan
habern — das von Apollonius in der erwiihnten Satzgruppe be-
nutzte Verfahren auf ein einbeschriebenes Trapez anwendete,
worauf nur éine weitere Umformung des Vierecks notwen-
dig ist.

Doch kann es immer noch wunderlich erscheinen, dals
Apollonius, wenn er den Ort zu vier Geraden im grofsen
und ganzen auf die Weise bestimmt hat, welche wir als die
nichstliegende bezeichinet haben, nicht licber in seinem dritten
Buch die hierzu dienende Erweiterung des aufbewahrten Po-
rismas von Euklid (umgewandelt in ein Theorem) aufgefiihrt
hat als die in den Sitzen 53—56 enthaltene Erzeugung von
Kegelschnitten. Doch lassen sich hierfiir verschiedene Griinde
denken. Ich bin am meisten geneigt den Grund darin zu
suchen, dafs er nur die Erweiterung einer einzelnen der im
voraus bekannten Erzeugungen von Kegelschnitten durch projek-
tivische Biischel auf den aus zwei Hyperbelisten zusammen-
gesetzten Kegelschnitt hat zeigen wollen, und dann die gewahlt
hat, bei der diese Erweiterung am leichtesten vorzunehmen
war. Da nimlich bei der in der Satzgruppe 53—56 behandelten
Erzeugung nur zwei feste und ein beweglicher Punkl vor-
kommen, so bedarf man hier zur Erweiterung des wahrschein-
lich im voraus bekannten Satzes iiber ¢inen Kegelschnitt [54]
nur zweier Satze [65 und 56]. In dem oben iber Kegel-
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schnitte ausgesprochenen Porisma (nmmgewandelt in ein Theorem)
kommen dagegen — abgesehen von dem zur Bestimmung von
Konstanten dienenden Punkte F — im ganzen 5 Punkte des
Kegelschnittes (A, B. ¢, D, M) vor, wodurch die Erweiterung
auf die beiden Hyperbelaste ') bedeutend weitldufiger wird.

Wenn ich sochen von ,den im voraus bekannten Erzeu-
gungen von Kegelschnitten durch projektivische Bischel* ge-
sprochen habe, so habe ich dabei bereits vorausgesetzt, einmal,
dals es mechrere derselben gab, und zweitens, dafs man auch.
ohne dieselhen avie wir unter den Begriff Projektivitit zusam—
nenfassen zu konnen. eine klare Vorstellung von ihrem gegen—
seitigen Zusammenhange hatte. Die Berechligung zu dieser__
Voraussetzungen entnehme ich demsclben Werke, welches mi_a
den Weg zur Umformung des einbeschriebenen Vierecks zeigtca
den ich zuerst als den annehmbarsten hingestellt habe, nimlic——
auz Euklids Porismen.

Diese Sehrift ist allerdings verloren, und Pappus’ Ammme
aaben?) diber jhren Inhalt sind lange Zeit ratselhaft gewesemm—
aber jetzt sind diese Ritsel der Hauptsache nach vollstandili=
gelost, wenn sich auch inmmer noch tiber dic Form der Por—
men streiten lifst, und diec Untersuchungen tiber Einzelheit~
des Inhalts und den wahrscheinlichen Anlafs und Zweck dlE®
Schrift nicht in allen DPunkten abgeschlossen sind. Beres=—
Robert Simson deutete an, wic Pappus’ Angaben zu emmm
kliren seien; aber diese Erklirung liefs sich erst durchfiihresss=
als die Wissenschalt im Begriff stand das Gebiet wiederzuenssam
bern, zu dem die Porismen gehdrten, und das geschah da—
durch cinen der Minner, welche bei der Arbeit auf dies —=m
Gebiete zu den ersten gehorten, niimlich durch Michel Chas]) -
Dieser hat wic bekannt sogar eine Restitution von EukER -

) Die Veranlassung zu einer solchen Erweiterung ergiebt sich erst. wo—
das Porisma tiber Kegelschnitte ausgesprochen wird. Um dass «=
zur Umformung des noch nicht niher bestimmten Orts zu w— 3
Geraden anwenden zu konnen, war es also fiir Apollonius m R =
nitig eine solche Erweiterung vorzunehuien. .

%) Ausgabe von Hultsch. S. 648 f1,
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verlorenem Werk!) ausgearbeitet, die allerdings keinen Anspruch
auf volle Ubereinstimmung in den Einzelheiten macht — das
geht unter anderem daraus hervor, dafs Chasles 220 Porismen
aufstellt, wihrend das Werk nur 171 gehabt hat —, die aber
7r Genilige die Durchfihrbarkeit der aufgestellten Erklirungen
und deren Ubereinstiminung mit allen vorliegenden Angaben
zeigt.

Es darf also, ohne dafls wir notig hiitten die Begriindung
dafiir zu wiederholen, zweierlei als feststehend betrachtet wer-
den: zunichst, dafs Euklids Porisimen ausgesprochen haben, dals
Punkte auf einer Geraden liegen, dals Gerade durch denselben
Punkt gehen und dafs Punktreihen auf geraden Linien in sol-
then Verbindungen stehen, welche mit grofserem oder gerin-
gerem Grade von Allgemeinheit das ausdriicken, was wir pro-
jektivisch nennen; und demnéchst auch, dafs die Voraussetzungen,
unter denen dieses der Behauptung nach stattfindet, in den
heiden ersten Biichern iiber die Porismen aus Bedingungen
derselben Art zusammengesetzt sind.

Pappus’ Worte, dafs die Voraussetzungen ,ganz speciell
sind ., kénnten vielleicht die Befiirchtung erwecken, dafs in den
Porismen nur einzelne eng begrenzte Satze dieser Art auf-
gestellt worden seien. Wenn wir indessen den weiteren Zusam-
menhang dieser Worte beriicksichtigen, dafs sie namlich ,ver-
schieden sind, weil sie ganz speciell sind“, und ferner beachten,
dafs Pappus 10 Porismen in éins?) von sehr allgemeinem
Charakter zusamimenzieht, so niiissen wir annehmen, dafs diese
Specialitit entweder nur in der Verschiedenheit liegt oder in
der bei den Griechen gewdhnlichen Zerstickelung besteht, so
dafs jedesmal mehrere Porismen zusammengenommen die
Voraussetzungen iiber die Lage der darin vorkommenden Punkte
und Geraden vollkommen allgemein machen.

-

') M. Chasles, Les trois livres de porismes d'Euclide, rétablis pour la
premieére fois d'aprés la notice et les lemmes de Pappus, et conformeé-
ment au sentiment de R. Simson sur la forme des énoncés de ces
propositions. Paris 1860,

) Ausgabe von Haltsch, S. 652.
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Unter diesen Umstinden sind zwei Folgerungen moglic
entweder es hat direkt unter den Porismen solche gegebe
welche ausdrickten, dals wenn zwei Strahlenbiischel zwei fe:
gerade Linien in Punktreihen schneiden, welche einer gewiss
Relation der erwihnten Art (z. B. der, dals das Rechie
aus den Abstinden von zwei festen Punkten der Gerad
konstant ist) gentigen, andere feste Geraden existieren musse
welche sie in Punktreihen schneiden, die einer anderen dies
Relationen geniigen (z. B. ahnlich sind); oder mian mu
wenn die Porismen verwickelter gewesen sind, bei ihrer B
dung mit dieser Art von Ubergingen vertraut gewesen od
geworden sein. Wenn also, wie wir gesehen haben, wenigste
Apollonius eine Form [3tes Buch, 53—56] fir die Bestimmu
projektivischer Bischel, die cinen Kegelschnitt hervorbringe
kennt, so darf man schliefsen, dals er auch Euklids Porism
benutzen konnte um dies dureh andere Formen fir die Rei
tion zwischen den Punktreihen auszudriicken, welche die Biiscl
cntweder auf denselben Hiilfslinien, die er benutzt, oder a
anderen bestimmen. Beriicksichtigt man nun die vielen At
dricke fiir die Projektivitiit, die nach Pappus in Euklids Por
men aufgestellt sein missen, so erhdlt man dadurch eben
viele Bestimmungen von Kegelschnitten, hervorgebracht dur
solche Strahlenbiischel, deren Verbindung wir nun in die ei
zusammenfassen konnen, dafls diese Biischel projektivisch sinc

Hierdurch erhalten wir zuniichst eine Erklarung von Ap
lonius’ Aufserung in der Vorrede, dafls sein drittes Buch, wiihrel
es gleichzeitig zur vollstindigen Bestimmung des Orts zu
oder vier Geraden dient, tberhaupt ausrcichendere Mittel z
Bestimmung und Diskussion korperlicher Orter gebe; denn je
Form fiir die hier erwihnte Erzeugung ist ein Ortstheore
Wenn Apollonius sagt, dals diese Mittel zum Teil neu sind.
hat man gewils wic gewohnlich vorzugsweise an die fir «
Diskussion der Orter so wichtige Betrachtung zusammengehorig
IIyperbeldste zu denken. Abgesehen von diesen kénnen de
Verfasser der Porismen, der die Bestimmung des Orts zu v
(reraden teilweise kannte, solche Erzeugungen der Kegelschnit

A
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wie wir hier erwihnt haben, nicht fremd gewesen sein. und
Aristaus’ Buch ber korperliche Orter kann moglicherweise
verschiedene Beispiele hierfiir enthalten haben. .

Ferner bestiitigt die allgemeine Betrachtung des Zusam-
menhangs zwischen der Lehre von korperlichen Ortern und
Euklids Porismen die Richtigkeit der Anwendung, welche wir
von dem volistindig aufbewahrten Porisma gemacht haben.
Betrachtet man niimlich die verschiedenen Formen, unter denen
die Erzeugung durch projektivische Biischel sich (iberhaupt in
["bereinstimmung mit den Porismen ausdriicken lifst, so zeigt

das erwihnte Porisma deutlich, dals die Bestimmung der Biischel
cdduarch Teilung gewisser Geraden in proportionale Teile nicht
vergessen sein kann. Es kann also die Vermutung nicht ganz
ninrichtig sein, welche wir zu Anfang dieses Abschnitts dartber
svaafggestellt haben, wie die Alten den Ubergang von einem
erinbeschriebenen Viereck zu einemi anderen, der ein notwen-
digres Glied in ihrer vollstindigen Bestimmung des Orts zu vier
(xeraden gewesen ist, bewerkstelligt haben.

Das. worauf wir hier gebaut haben, ist teils dic Gewils-
Iheit, dals Apollonius den Ort zu vier Geraden vollstindig,
=eime Vorginger denselben teilweise bestimmt haben, teils ist
es  die letzte Satzgruppe in Apollonius’ dritten Buche. teils
=ind es endlich die vorliegenden zuverldssigen Angaben iber
<den Inhalt von Euklids Porismen. Unsere Sehliisse gehen von
dern geometrischen Faktum aus, dafs alle diese Untersuchungen
ihrem Inhalte nach genau zusammenhingen, und fiihren dann,

indem nur dieser Zusammenhang auf die niichstliegende Weise
benutzt wird, dahin, dafs die Alten die Erzeugung von
K egelschnitten durch projektivische Biischel, abge-
=ehen von deren Zusammenfassung durch den Gat-
t ungsbegriff Projektivitit, volistandig gekannt haben.

Durch Aufstellung dieses Resultats gehen wir freilich bedeu-
tend weiter, als Chasles nach seinen Aussprichen iiber Nutzen
und Anwendung der Porismen zu urteilen thut. In der Art der
Anwendung selbst ergiebt sich indessen keinc grolse Abweichung
on dem, was er in dieser Angelegenheit sagt. Er hebt eben

1>
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auch') den Nutzen hervor, den die Porismen namentlich be==mm-
der Bestimmung von Ortern gewihren kénnen, da die durclll —
diesclben gegebenen verschiedenen Darstellungen der bekanntemr —==
Orter ¢s moglich machen, jeden neuen Ort, der bestimomer— —
werden soll, auf mannigfaltige Weise an jene anzuschlielsel s
In dieser Beziehung vergleicht er dufserst treffend die Porisme s
in denen angegeben wird, dafs man durch Bestimmung vee—:
irgend etwas Unbekanntem zu einer gewissen Darstellung ¢ 2«
langen kann, mit den bekannten Formen der Gleichungeme=—
in der analytischen Geometrie, welche man durch Bestimmummer—mg
der noch unbekannten Koefficienten dahin bringen kann ne—wa ¢
geometrische Orter von einer gewissen Art darzustellen. Diese==-mm
Vergleiche kinnen wir um so mehr zustimmen, als wir Gber—=z=mll
in der hoheren Geometrie der Alten fast eben soviel Ubere 3% m-
stimmung mit der Behandlungsmethode der analytischen Gee=—-w0-
metric wie mit der der modernen reinen Geometrie finden. v s
wir Gelegenheit finden werden des weiteren auseinanderzusetz «e==n,
wenn wir im zehnten Abschnitt die Bestinmungen der Or—®&cer
bei den Alten untersuchen. Im besonderen werden dann «3ie
beiden crsten Biicher iber Porismen den Untersuchungen «c—Mer
modernen analytischen Geometrie entsprechen, hei denen =x—ma-
mentlich die lineare Form fiir die Gleichung der geraden L i =maie
benutzt ist.  Wie wir angefiihrt haben, behandeln dieselben nZa =m-
lich teils die Bedingungen dafiir. dafs Punkte auf einer Gera.«3Ren
liegen oder gerade Linien durch einen Punkt gehen, teils adlie
Relationen zwischen geradlinigen Punktreihen, welche in exwrer
ebenen Figur durch Projektion und durch Schneidung —~w—on
geraden Linien verbunden sind.

Es ist lbrigens unwesentlich, ob man die Porismen m it
den modernen rein geometrischen oder mit den analytis «h-
geometrischen Hiilfsmitteln vergleicht, welche heide nur urs e
verschiedener Form ganz dieselben Ziele verfolgen.  Sie i~ «i-
seils gewihren dasselbe unter einer dritten Form.

Chasles hat ferner darin Recht, dals diese reick men
Hiilfsquellen in den beiden crsten Bachernr der Porism wen

') M. Chasles, Les trois livres de porisines d’Euclide, &, ti),
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urrmittelbar nur auf geradlinige Figuren angewandt werden,
als=o auch unmittelbar nur gerade Linien als geometrische Orter
ergeben, und dals dieselben im 3ten Buche nur zugleich auf
Aen Kreis Anwendung finden. Er figt hinzu!), dafs der
grofste Teil der Porismen il derselben Leichtigkeit sich auf
die Lehre von den Kegelschnitlen ausdehnen lasse, und weist
in einer Anmerkung auf seine eigene Darstellung der Erzeu-
gung durch projektivische Biischel in seinem Aper¢u historique
besonders hin.

In seiner Wiederherstellung der Porismen ist es auch an
manchen Stellen leicht die allgemeinen Sitze tber Kegelschnitte
zu erkennen, welche er selbst vor Augen hat, und welche er
nur entweder so specialisiert, dafs eine Gerade oder ein Kreis
an Stelle eines allgemeinen Kegelschnittes tritt, oder so uniformt,
dafs der Kegelschnitt, mit dem das Porisma zusammenhingt,
nicht genannt wird, sondern nur die dadurch erreichte Ver-
bindung zwischen geraden Linien oder zwischen diesen und
Kreisen zuriickbleibt.

Das, was wir nun hinzuzufiigen haben, ist die Annalne,
erstens, dafls eben diese Verbindung mit der Lehre
von den Kegelschnitten auch Euklid wihrend der
A usarbeitung der Porismen vor Augen geschwebt
hat, und dafs gerade diese Ubereinstimmung im Gedankengange
Chasles dazu verholfen hat den Porismen ihren richtigen Cha-
rakter und Inhalt zu geben; zweitens, dals Apollonius wih-
rend seiner weiteren Behandlung des Orts zu vier Geraden und
korperlicher Orter iberhaupt vielfach Veranlassung gehabt
hat diese Verbindung zu benutzen. Ich hege um so
weniger Bedenken bei dieser Abweichung von demm kenntnis-
reichen Wiederhersteller der Porismen. als derselbe nirgendwo
in den von ihm veroffentlichten Voruntersuchungen irgendwelche
Rucksicht auf die Bedeutung des Umstandes genommen hat,
dafs die Alten eine so allgemeine Aufgabe, wie die Bestim-
mupg des Orts zu vier Geraden — fiir welche er ja sogar
dem P 'ofsen Teil der Ehre iiberlifst — gelost



166 Achter Abschnitt.

haben. und als er Gberhaupt den Inhalt von Apollonius’ Kegel-
schnitten unbenutzt lafst.

So wie er von uns aufgefafst wird, giebt der Zusammen-
hang zwischen der Lehre von den Kegelschnitten und Euklids
Porisimen eine befriedigende Erklarung dafiir, wie die Porismen
entstanden sein konnen. In theoretischer Bezichung kann dieses
Werk allerdings seine seclbstindige Bedeutung innerhalb seines
eigenen Gebietes behaupten. Die darin enthaltenen Resultate
sind interessant genug, um ihrer selbst wegen hervorgehoben
znt werden, und wenn sie nach Pappus ein Werkzeug sind,
bestiinmt zu weiterer Anwendung in der Analysis, so gestatten
sie in der That unbegrenzte Anwendungen schon auf solche Fi-
guren. die aus Geraden und Kreisen gebildet sind. Aber sollte
man im Altertmn so weit in den hierhergehérigen Aufgaben ge-
gangen sein, dals man nicht nur zu den Sitzen selbst gelangte.
welche in den Porismen enthalten waren, sondern in denselben
auch Werkzeuge zur Behandlung noch komplicierterer Auf-
gaben auf diesemn setben Gebiete erblickte®

Nicht mit der Absicht geradlinige Figuren oder Kreise
zu behandeln hat man in unseren Tagen die Lehre von der
Projektivitit oder Homographie oder, algebraisch ausgedrickt,
von den lincaren Transformationen entwickelt, sondern nach-
dem man gesehen hatte, wie niitzlich diese Hiilfsmittel far die
Lehre von den Kegelschnitten und dariiber hinaus waren und
sein wiirden, hat man dieselben durch Anwendung auf jenes
einfachere Material geprift und entwickelt, wo man von vorn-
herein geglaubt hahen wiirde. sie leichl entbehren zu kénnen,
wo dieselben sich aber doch als niitzlich zur Gewinnung neuer
Resultate erwiesen. Teils wegen dieser Resultate. teils als eine
Vorbereitung fiir weitere Anwendungen auf die Kegelschnitte
hat man es fiir mitzlich gehalten die neuen Methoden in ihrer
Anwendung auf geradlinige Figuren und Kreise besonders dar-
zustellen, wie Chasles in sciner Géométrie supérieure. aber
dafs sie sich hinterher eben fir die Kegelschnitte so gut eig-

nen, dafs dic Anwendungen hier nicht schwieriger sind als =
auf dem clementaren Gebiete, riihrt daher. dals das Werk—_
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zeuy fir die Lehre von den Kegelschnitten geschaffen ist, und
dals seine Entwickelung der Anwendung auf diese Lehre Schritt
fir Schritt gefolgt ist.

So mufs es auch im Altertumn zugegangen sein. Wahrend
des Studiums korperlicher Orter, wiahrend der Be-
handlung und Umformung des Orts zu vier Geraden
hat man die Bedeutung der Verbindungen zwischen
Punktreihen erkannt, welche wir unter dem Namen
Projektivitit zusammenfassen, und hat mman sich ver-
anlalst gesehen auf eine Gerade oder c¢inen Kreis
solche Bestimmungen von Punkten anzuwenden,
welche im allgemeinen den Kegelsehnitten angehoren.
Man ist nidmlich sonst niemals in der gliicklichen Lage, dafs
ein  mathematisches Werkzeug, welches mit Riicksicht auf
andere Zwecke oder hochstens mit der blofsen Moglichkeit
vor Augen, dafs es weitergehende Anwendungen erfahren konnte,
entwickelt wird, zufilligerweise in allem und jedem sich so
vortreftlich wie die Porismen fiir das Studium der allgemei-
neu Eigenschaften eines Kegelschnittes eignet, das
heilst. der Eigenschaften, welche sich an dessen Punkte, unab-
hangig von besonderen Linien oder Punkten (Axen, Mittelpunkt
u. s, w.) kniipfen.

Da nun diese Art von Untersuchungen doch kaum von
anderen. welche sich an die Kegelschnitte anschliefsen, haben
ferngehalten werden kionnen, so darf man erwarten, dafs ver-
schiedenes vom Inhalt der Porismen auch an die Anwendung
auf andere Abschnitte aus der Lehre von den Kegelschnitten ange-
schlossen und dadurch entwickelt worden ist. In Ubereinstimn-
mung hiermit haben wir denn auch (8. 82) bei der Bestiminung
der Lage einer beliebigen Tangente mit Beziehung auf einen
Durchmesser und die zugehorigen Schnen eine Anwendung der-
selben Abhiingigkeit zwischen Punktreihen, die Projektionen von
vinander sind, gefunden wie die, welche eine Hauplirolle in den
Porismen spiclt. Einer von Pappus’ Hiilfsséitzen!) zu Euklids

1) Der 31ate. Ausg. v. Hultsch. S, 906. Der Hiilfssatz wird im 1Gten Al
schnitt angefiihrt werden.
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Porismen stimmt, obgleich er sich ausschliefslich auf eine
Halbkreis und Punkte und gerade Linien bezieht, augenscheir
lich Gberein mit einer der einfachsten Brennpunktseigenschafte
eines Kegelschnittes, der den Durchmesser des Halbkreises zu
Hauptaxe hat. Dann ist anzunehmen, dals — ebenso wie di
Porismen 174 und 194—196 in Chasles’ Wiederherstellung -
auch eins oder mehrere von Euklids echten Porismen at
dhnliche Weise Brennpunktseigenschaften unabhiingig von der
Kegelschnitt ausgedriickt haben, zu dem sie gehéren. In Ube:
einstimmung mit der von uns vertretenen Auffassung wir
dann anzunehmen sein, dafs das Studium der Kegelschnitt
und ihrer Brennpunkte die Veranlassung gewesen ist, die i
den Porismen aufgestellten Eigenschaften beim Halbkreise z
bemerken. Der Satz wird ndmlich — hier wie an manche
anderen Stellen — leichter zu erfassen und natirlicher zu ent
decken, wenn die Anschauung durch Hinzunahme eines Kege
schnittes unterstiitzt wird. Wir werden deshalb beim Studius
der Kenntnisse, welche dic Alten von den Brennpunkten b
sassen, den erwihnten Hilfssatz und die wahrscheinlicherweis
daran geknilipften Porismen nicht unbeachtet lassen.

Wenn meine Auffassung von Euklids Porismen und ihr
Entstehung richtig ist, dafs dieselben namlich teils eine A
von Ncbenprodukten bei Untersuchungen tber Kegelschniti
«sind, teils auch ein Hiilfsmittel fiir weitere Untersuchunge
iiber dieselben Kurven, so wird man dadurch aufgefordert 2
versuchen aus den vorliegenden Angaben iiber Euklids Porisme
cine moglichst vollstindige Ausbeute fiir die Kenntnis der gri
chischen Lehre von -den Kegelschniiten zu ziehen. An vol
stindigen Angaben iiber Einzelheiten in dieser Schrift haben w
aulser dem aufbewahrten Porisma, das uns bereits so grofse
Nutzen gelcistet hat, Pappus’ Vereinigung von 10 andere
Porismen in folgendes?!): ,Wenn von deni Systeie von Durel

') Ausg. v. Hultsch, 8. 632, Wir haben hier einige unbedeutende And
rungen vorgenommen um den dunklen Text. der in der neueren Ze
zuerst von Robert Simson verstanden wurde, klarer zu machen ol
etwas in der Auffassung der Figur selbst zu verindern.
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schniitspunkten zwischen vier geraden Linien die drei, welche
auf einer von den Geraden liegen, gegeben sind, und zwei
andere sich auf gegebenen geraden Linien bewegen, so wird
dasselbe mit dem dritten der Fall sein.* Wir diirfen also nicht
versiumen zu untersuchen, in welcher Beziehung dieser Satz
7zur Lehre von den Kegelschnitten steht.

Wenigstens wenn man diesen Satz als eine Bestimmung
des dritten Eckpunkts eines Dreiecks auffalst, dessen beide
andere Eckpunkte auf gegebenen Linien gleiten, wihrend alle
Seilen sich um feste Punkte einer geraden Linie drehen, hat
es sehr nahe gelegen weiter zu fragen., was denn aus dem
geometrischen Ort wird, wenn man die letzte Einschrinkung,
dafls die festen Punkte auf einer Geraden liegen sollen, aufser
Acht lilst. Der Beweis dafiir, dafs der Ort, zu dem man dann
gelangt, im allgemeinen ein Kegelschnitt wird, ist, wenn die
Konsequenzen, die wir bereits aus dem friher citierten Porisma
gezogen haben, richtig sind, nicht schwieriger mit Hilfe jenes
Porismas und seiner Konsequenzen zu fihren als der Beweis
daftir, dafs der Ort in dem erstgenannten speciellen Falle eine
Gierade wird. Es seien ndmlich (Fig. 34) 4, B und C die Eck-
punkte des Dreiecks, «, & und ¢ die gegeniiberliegenden Seiten,
«, b und ¢ mogen sich um die gegebenen Punkte A,, B, und
¢, drehen und A und B auf den gegebenen Geraden «, und
b, gleiten. Man kann dann nach
«dem bekannten Porisma zwei gerade \

Linien 4, und ¢, bestimmen, auf
denen die Seiten 4 und ¢ propor-
tionale Sticke abschneiden; man
kann ferner — und hierzu wird \
das bekannte Porisma gerade a/>/\
in der Form benutzt, in der b,
es vorliegt — eine Linie «, be- Fig. 34.
stimmen, auf der « Stiicke ab- )
schneidet, welche denen, die ¢ auf ¢, abschneidet, also auch
denen, die b auf b, abschneidet, proportional sind. Der geo-
metrische Ort fiir die Schnittpunkte zwischen den einander
entsprechenden Sirahlen der Bischel « und 4 mit den Scheiteln
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A, und B,, welche zwei gegebene Linien in preportionale Teile
teilen, ist indessen, wie wir im Anfang dieses Abschnitts gesehen
haben, nur eine andere Form fiir einen Ort zu vier Geraden,
also fiir einen Kegelschnitt, wenn derselbe nicht eine Gerade
oder ein Kreis wird.

In etwas komplicierterer Form haben die Griechen einen
Beweis mit ganz denselben Gedanken durchfiihren koénnen.
Aber sie konnten hinterher nicht aussprechen, dals der Ort
«im allgemeinen¢ ein Kegelschnitt werde: vielmehr mufsten sie
die Bedingungen dafiir, dals er eine Gerade werde, besonders
hervorheben. Die 10 Porismen — und méglicherweise andere.
welche in Beziehung zu ecinem anderen Ausnahmefall stehen.
wo die Linie 4, B, durch den Durchschnittspunkt von a, und
b, geht — konnen dann eben in Verbindung mit der hier be-
schriebenen weitergchenden Untersuchung entstanden sein.

Hierbei wird vorausgesetzt, dafs die zusammengezogener
10 Porismen auf dicselbe Weise bewiesen sind, wie wir hier
die Erweiterung bewiesen haben, also mit Hilfe des vollstandig
bekannten Porismas. Indessen nimmt Chasles das nicht an,
indem er in seiner Wicderherstellung im Gegensatz zu Robert
Simson und den meisten anderen, welche sich mit den Poris-
men beschiftigt haben, die 10 Porismen voranstellt. Mit Rick-
sicht darauf sucht er zu zeigen?!), teils, dals seine Auffassung
den Angaben in Pappus’ etwas unsicherem Text tiber den Platz
der betreffenden Porismen nicht widerstreitet, teils, dafs der
Hiilfssatz, welchen Pappus ausdriicklich auf Euklids ,erstes
Porisma* bezieht, in einem von den 10 zusammengezogenen
Porismen benutzt sein muls. Die erste Annahme wird von
philologischer Seite durch Heiberg?*) bekdampft, welcher zugleich
meint, dafs Chasles an dicser Stelle auch die Hiillssdatze nicht
ganz richtig benutzi. Da ich indessen die Reihenfolge der
Siatze bei Euklid in bestimmiter Weise benutzt habe, so will
ich mich nicht mit diesen Einwinden begniigen, sondern aus-
driicklich nachweisen. dafs Pappus’ ,Hiilfssatz zum ersten Po-

'} Les trois livres de porismes, 8. 66,
?) Litterargeschichtliche Studien iiber Euklid, S.78,
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risma“ durchaus zu dem Porisma palst, das man gewdhnlich
voranstellt, namlich zu dem, dessen Form uns auch aufbewahrt
ist, und das zu Anfang dieses Abschnittes benutzt wurde.

Dieses Porisma sagt wie bercits erwihnt aus, dals zwei
Strahlenbiischel in perspektivischer Lage zwei feste gerade
Linien « und b, von denen die eine. «, beliebig gewidhlt werden
kann, in proportionale Teile teilen. Die im Porisma verlangte
Bestimmung der anderen, 4, lLifst sich dadurch ausfiihren,
dalx die beiden Linien « und 4 einem Paar einander ent-
sprechender Strahlen der Bischel parallel sein miissen. Ist nun
im besonderen die Linic « der Linie ¢, welche die Scheitel
der perspektivischen Biischel verbindet. parallel, so mufs die
Linie 4 es auch sein, und umgekehrt, wenn die festen Linien «
und 4 parallel sind oder zusammenfallen, so miissen sie ent-
weder der Verbindungslinie ¢ parallel sein oder der Linie d,
auf der die einander entsprechenden Strahlen des Biischels sich
schneiden. Wenn also eine und dieselbe Gerade. welche dic
Linie d schneidet. von beiden Biischeln in proportionale Teile
geteilt wird, so mufls sie der ~ parallel sein. Diese letzte Be-
hauptung ist es. die von Pappus aufgestellt und als Hiilfssatz
zu Euklids erstem Porisma bewiesen wird. Eine naheliegendc
Veranlassung hierzu war vorhanden, wenn Euklid, der nach
griechizcher Weise die besonderen Lagen, welche dic bekannte
Linie ¢ einnehmen kann, besonders crwiahnt haben mufs, es
fir tdberfliissig gehalten hat seine Behauptung fir die Lage zu
heweisen, welche b erhiilt. wenn « parallel der ¢ ist.

Die Ausbeute hinsichtlich der Lehre von den Kegel-
schnitten, welche wir aus den ihrem Inhalt nach bekannten
Porismen erhalten haben, erweckt die Lust mehr kennen zu
lernen; denn hier. wo dieselben weiter zu Schliissen {iber etwas
anderes als ihren eigentlichen Inhalt benutzt werden sollen,
wiirde es viel zn gewagt sein imn einzelnen auf Chasles’ Wieder-
herstellungen aufzubauen, die selber auf dihnlichem Wege wieder
auf Pappus” Hilfssdtzen aufgebaut sind. Um zu entscheiden,
wie weit die Wiederherstellung sich benutzen lafst, missen wir
uns fragen, ob wan sich nicht nur — wie wir bereits unbedingl
gethan hahen — an Chasles” Wiedergabe der Beschaffenheit
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* des Inhalls der Biicher tber Porismen halten kann, sondern
auch im ganzen darauf vertrauen darf, dafls dieser Inhalt in
einem richtigen Umfang angegeben ist, und dafls also Euklid
im grofsen und ganzen so weit auf diesem Gebiete gelangt ist
wie Chasles’ Wiederherstellung. Gegen eine solche Annahme
spricht der Umstand, dafls Chasles, wie bereits bemerkt, zu
viele Porismen gebildet hat. Es lifst sich tberdies anneh-
men, dafls verschiedene von Chasles’ einzelnen Porismen bei
Euklid in mehrere zerlegt gewesen sind, selbst wenn Pappus
nur bei den 10, welche wir erwihnt haben und auf deren -
Zerlegung Chasles selbstverstindlich Riicksicht nimmt, vermocht
hat eine Gruppe von Euklids Porisinen in ein einziges zusammen-
zuziehen. Gleichzeitig (ibt indessen ein anderer Umstand eine
entgegengesetzte Wirkung aus, dals némlich Chasles’ Porismen
sich vielleicht allzu nahe an Pappus’ Hiilfssitze anschlielsen.
In Ubereinstimmung mit dem, was mit Pappus’ Hiilfssitzen zu
solchen Schriften, die uns erhalten sind, der Fall ist, haben
diese sich wahrscheinlich nur an solche vereinzelte Behaup-
tungen angeschlossen, welche Euklid benutzt, deren Beweis
er aber fiir Uberflissig gehalten hat. Hat der Beweis nun
auch oft nur auf Grund des Zusammenhangs entbehrt werden
konnen, und darf man auch annehmen, dafs fir die im Ver-
hiilltnis zu ihrem Inhalt kurzgefafste Sclrift dber Porismen ein
witkliches und grofseres Bedtirfnis fir Hilfssitze als anderswo
gewesen ist, so darf man doch tberzeugt sein, dafls die Poris-
men selbst erheblich weiter gegangen sind als Pappus’ Hilfs-
sitze. Da Chasles zugleich von diesen aus den richtigen, durch
Pappus’ Klassifikationen bezeichneten Richtungen nachgegangen
ist, und da der Umstand, dafs er sich in jedem Porisma zu
wenig von dem Hiilfssatz entfernt hat, den anderen reichlich auf-
gewogen haben mulfs, dals er zu viele Porisinen gebildet hat, so
darf inan annehmen, dafs Chasles” Wiederherstellung keineswegs
cinen zu hohen Begriff davon giebt, wie weit Euklid in der
beschriebenen Art von Untersuchungen gelangt ist.

So lange wir keine zuverlissigen Mitteilungen tber die
einzelnen Porismen besitzen, dirfen wir die Porismen kaum
in einem wesentlich weitecren Umfange auf die Lehre von den
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Kegelschnitten anwenden. als wir bereits gethan haben. Man
konnte freilich wohl avus den verschiedenen Formen fiir die
Bestimmung der Projektivitiat, welche in Pappus’ Einteilung
der Porismen angefiihrt sind. verschiedene bestimmte, den
Alten bekannte Formen fiir die Bestimmung der Kegelschnitte
als geometrischer Orter fiir die Durchsehnittspunkte zwischen
Strahlen von Biischeln ableiten; aber diesen nachzuspiiren hat
weniger Interesse, eben weil man jetzt alle diese Formen fiir
dic Bestimmung der Verbindungen von Biischeln dadurch zu-
sammenfassen kann, dafs man sagt, die Bischel seien projek-
tivisch, und weil wir wissen, wie leicht der Ubergang zwischen
diesen Formen ist. wenn man erst die cinzelnen unter ilhnen
hat, die wir hereits betrachtet haben. Vielleicht wiirde eine
vollstiindige Kenntnis eines grofsen Teils der einzelnen Porismen
uns nicht weiter fiihren.

Fiir den Augenblick konnen wir also nichts melr von
den Porismen lernen, aber ich kann an dieser Stelle eine Ver-
mutung {ber den viel umstrittenen Begriff Porismen nicht
unterdriicken. Dieselbe ist durch das Resultat hervorgerufen,
zu dem ich mit Riicksicht auf die Entstehung und Bedeutung
vun Euklids Schrift dieses Namens gelangt bin, aber sie kann
fallen, ohne dafs dadurch die Zuverlassigkeit dieses Resultats
verringert wiirde. Die genannte Schrift wiirde nach der von uns
begrindeten Meinung teils Folgesitze enthalten haben, teils Hiilfs-
sitze zur Lehre von den Kegelschnitten oder vielleicht im be-
sonderen zur Lehre von den korperlichen Ortern. Die Hiilfs-
sitze machen indessen keinen Apparat aus, der vor der Ent-
wicklung dieser Lehre gebildet ist, sondern sie sind gleichzeitig
mit dieser entstanden, und sie sind an und fiir sich nur Glieder
in den vollstindigen Beweisen fiir die in ihr enthaltenen Siitze.
Hat man nun einen solchen Beweis ganz durchgefiihrt und
erst hinterher den Hiilfssatz herausgezogen und aufgestellt, so
wird dieser selbst ein Folgesatz, ein Nebenresultat, nimlich
nicht zu dem bhewiesenen Satz Gber Kegelschnitte, sondern zu
dem Beweise desselben. Mit Beziehung auf die Lehre von den
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Kegelschnitten treten diese Porismen also alle als Folgesdtze
oder Zusdtze auf.

Diese Bedeutung hat das Wort mijpwoua, welches dann
also lateinisch durch rcorollarium wiederzugeben ist, Gberall. wo
es in den erhaltenen Schriften von Euklid, Archimedes
und Apollonius vorkommmt. Da es mir nun nicht wahr-
scheinlich vorkommt, dals Euklid ein Wort wie das, welches
wir hier vor uns haben, und das hiufig als Uberschrift gebraucht
wird, in zwei ganz verschiedenen Bedeutungen gebraucht haben
sollte, so gelange ich zu der Annahme, dals Euklid durch
den Titel, den er seiner Sehrift tiber Porismen ge-
geben hat. eben hat bezeichnen wollen, dafs die in
dieser Schrift enthaltenen Sitze als Porismen in der
Bedeutung entstanden sind, in der er sonst dieses
Wort gebraueht, ndmlich als Porismen zur Lehre
von den Kegelschnitten oder vielleicht im besonderen zur
Lehre von den korperlichen Ortern.

Dieser Erklirung begegnen wir indessen nicht bei den
spiiteren Schriftstellern des Altertums, welche im Gegenteil
Euklid das Wort Porismen in dem Titel der genannten Schrift
von einer bestimmten, von den Korollaren verschiedenen .Art
von Sitzen gebrauchen lassen.

Pappus sagt von ihnen?). dafs sie ,weder zu den Theo-
remen noch zu den Problemen, sondern zu einer Zwischenform
gehoren, so dals die Sitze entweder als Theoreme oder als
Probleme gestaltet werden konnen, weshalb es so gekommen
ist, dafs von den gewohnlichen Geomelern die einen sie als
zur (vattung Theorem gehorend auffalsten, die anderen zu den
Problemen, indem sie nur die Gestalt der Sitze beriicksich-
tiglen“. Im Gegensatz zu diesen etwas delinbaren Bestim-
uungen fithrt er dagegen die ausdriicklichen Definitionen ,der
Alten“ an: ,Ein Theorem ist das, was so vorgelegt wird, dafs
es bewiesen werden soll“, ,ein Problem das, was so gestellt
wird. dals das vorgelegte konstruiert werden soll“, und endlich
»ein Porisma das, was so vorgelegt wird, dafs das vorgelegte

') Ausg. v. Hultseh, S, 650-—652.
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lierbeigeschafft werden soll* (eic mopouiyv abrod tob mpotewo-
névoy). Dagegen wirft er den Neueren, ,welche nicht alles
herbeischaffen konnten* (wopilew). vor, dals sie sich damit
hegnlgen die Moglichkeit hiervon zu beweisen, sowie dals sie
-auf Grund eines zufilligen Nebenumstandes sich folgender-
malsen ausdriicken: ,ein Porisma ist ein Ortstheorem mit un-
vollstandiger Hypothesis“.

Auch Proklus hat in seinem Kominentar zum ersten
Buche von Euklids Elementen aufser der Erklirung des Wortes
Porisma als Korollar, i welcher Bedeutung cs in ¢ben diesem
Buche vorkonmuut, eine Erklirung desselben Worts in der Be-
deutung nitgeteilt, in der es im Titel von Euklids Buche tber
die Porismen?!) genommen sein soll. Diese sagt aus, dals ,ein
Porisma ein Salz ist, worin gefordert wird, dals man durch
cine Operation elwas bereits Existierendes und notwendig Da-
seiendes zur Erkenntnis bringen solle“, sowie .dals dasselbe in
der Mitte zwischen einem Theorem und einem Problem stehe<.

Aus den Citaten aus Pappus sehen wir nun allerdings,
dals nicht nur er selbst, sondern bereits ,die Alten“ dem Worte
Porisma, so wie es in Kuklids Porismen gebraucht wird,
cine .hestimmte, von der gewohnlichen verschiedene Bedeutung
beilegen, und Proklus hat vermutlich eben so alte Quellen
fiir scine Erklirungen. Der Zeitraum zwischen Euklid und
Pappus oder Proklus ist indessen so grofs, dals die¢ ,alten*
Quellen dieser beiden einige Jahrhunderte jinger sein kdénnen
als Euklid. Dafls sie dies wirklich sind, wird sogar hochst
wahrscheinlich dadurch, dals keine von ihnen Autoritit genug
besessen hat um die Mathematiker des spiiteren Altertums in
einer gemeinsamen Auffassung und einer gemeinsamen Ausdrucks-
weise der Porismen zu vereinigen. In den verschiedenen Auf-
fassungen, welche I’appus zur Darstellung bringt, und in den
Abweichungen zwischen ihm und Proklus, sowie in den Be-
strebungen des ersteren, die Ubereinstimmung der Erklirung
mit der Etymologie des Worts festzuhalten, erkennt man weit-
mehr die Versuche einer jingeren Zeit eine Erklarung des

') Ausgabe von Friedlein. S, 301—302.
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Wortes Porisma zu geben, welche auf die einmal vorliegende
Formm von Euklids Séitzen paflst, als eine iiberlieferte Auseinander-
setzung iiber cine Art von Sitzen. die zu Euklids Zeiten be-
kannt waren, und von denen Euklid sich ausdricklich. vor-
genomnien hatte eine Sammlung zu veranstalten.

Ist dies aber richtig, so wird die Bedeutung, welche alle
diese Erklirungen des Begriffs Porisma haben, darin bestehen.
dafs sie verschiedene Auffassungen und Beleuchtungen von
etwas charakteristischem an sémtlichen Sétzen in Euklids drei
Biichern von den Porismen ausdriicken, Auffassungen, die von
Personen angesprochen sind, welche selbst diese jetzt ver-
lorenen Blcher kannten. Filr uns wird es also von Wichtig-
keit sein nachzuweisen, dafs die von uns beschriebenen Folge-.
siitze zur Lehre von den Kegelschnitten auf natirliche Weise
in Formen, auf welche diese Erklirungen passen, hervorgetreten
sein konnen,

Wenn man diesen Formen nachspiiren will, so ist unter
den jetzigen Voraussetzungen kein Grund verhanden den Er-
klarungen. welche Pappus unter ganz anderen Voraussetzungen
vorzieht, irgendwelchen Vorzug zu geben, und namentlich
werden alle die Erklarungen, welche sich an das Wort Porisnia
kniipfen, bedeutungslos, wenn Euklid selbst dies Wort nur in
der alten anerkannten Bedeutung als Korollar hat brauchen
wollen. Man kann vielmehr die verstindlichste Erklirung,
namlich die, welche den ,Neueren® beigelegt wird, .dals ein
Porisma ein Ortstheorem mit unvollstindiger Hypothesis ist«,
zum Ausgangspunkt nehmen; denn wenn Pappus meint, dafs
es einem zufalligen Nebenuinstande zu verdanken sei, dals
Euklids Porismen dicse Beschaffenheit haben, so erhalten wir
eben dadurch eine Bestitigung dafiir, dals dies letzte wirklich
der Fall ist. Daraus, dals cr das entgegengesetzte nicht sagt,
konnte man vielleicht sogar schliefsen, dals alle Porisinen
Euklids diese Beschaffenheit haben: doch wollen wir nicht mit
Bestimmtheit darauf bestehen.

Was mit der hier gegebenen Erklarung gemeint ist wird
deutlich durch das erhaltene erste Porisma. welches aussagt.
dals man eine gerade Linie, welche wir S.171 b nannten. so
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bestimmen kann, dals sic und einc gegebenc Linie « in pro-
portionale Teile von den Strahlen zweier Biischel geteilt werden,
welehe sich auf einer dritten Linie ¢ schneiden. Wenn dann
die Linie 4 und die Punkte derselben, welche zwei gegebenen
Punkten von « entsprechen, bestimmt sind, so hat man dadurch
dic Hypothesis des Ortstheorems vervollstindigt, welches aus-
sagt. dafs der geometrische Ort fiir die Durchschnitispunkte
zwischen den Strahlen der Bischel, welche auf die so bestimmte
Weise die Linien « und /4 in proportionale Teile teilen, die
gerade Linie d ist.

Das hier erwihnte Porisina sollte nun, nach unserer Auf-
fassung, ein Korollar sein zu der allgemmcineren Bestimmung
des Ortes fiir die Durchschnittspunkte zwischen den sich ent-
sprechenden  Strahlen zweicer Biischel, welche auf belicbige
Weise zwei beliebige gerade Linien in proportionale Teile teilen.
Dasselbe ist cntstanden. weil man besonders untersuchen
mufste, wann der Ort, der im allgemeinen korperlich ist, cine
gerade Linie wird, und weil die Untersuchung dann ganz
natiivlich mitbrachte. dals derselbe bei passender Wahl der
festen Linic & irgend cine beliebige gegebene Gerade d wer-
den kann.

Nun haben wir bercits aus dem, was tber den Inhalt von
Euklids Schrift mitgeteilt wird, geschlossen, dafs eine grofse
Menge von seinen Ubrigen Porismen in einer ganz entspre-
chenden Verbindung mit anderen Erzeugungen korperlicher
Orter durch projektivische Biischel steht. Auch bei diesen hat
man die Fille besonders untersuchen missen, wo der Ort eine
gerade Linie oder ein Kreis wird, und diese Untersuchung kann
ganz natirlich Veranlassung zu Korollaren gegeben haben,
welche genau dieselbe Form wie das erste haben, welche also,
wenn die Hypothesis durch Losung einer gewissen Aufgabe
vervollstindigt wird, Ortstheoreme werden.

Als eine Unterabteilung der hier besprochenen Porismen,
welche so reichhaltig ist, dafs man sie in eigenen Werken
suchen mufs, welche aber doch auch nach ciner spiter folgenden
Aufserung von Pappus in Euklids Porismen vertreten gewesen
sein muls. erwithnt Pappus cine Art von Sitzen, welche kurz

12
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,Orter* (zémoc) genannt werden und Satze zu sein schei
die nur aussagen, dafs gewisse geometrische Orter gerade Lir
Kreise u. s. w. sind, aber ohne Angaben tiber die nahere
stimmung dieser Linien zu machen. Diese Erklirung?!) stii
zu Pappus’ Behauptung, dals die 10 zusaminengezogenen P
men wwoe sein sollen; doch ist dies weniger beweisend,
Pappus dieselben wihrend des Zusammenziehens umgearb:
haben kann. Bedeutungsvoller ist es, dafls ein von Eutok
wortlich citierter Satz?) aus Apollonius’ Ebenen Orte
die wohl gerade eins von den Werken sind, welche Pappus
eine Samunlung der hier besprochenen besonderen Art von Pi
men betrachtet, folgende Form hat: ,Wenn zwei Punkte in
Ebene gegeben sind und ein Verhiltnis zwischen ungleich gro
Strecken, so ldfst sich in der Ebene ein Kreis so
schreiben, dafls gerade Linien von den Punkten an den k
gezogen dieses gegebene Verhiltnis haben“. Bei solchen Sa
mag es vielleicht wunderlich erscheinen, dals es die Hy
thesis sein soll, dic durch die Losung einer Aufgabe (hier
Bestimmung des Kreises) vervollstindigt wird, aber das °
verstiindlich, wenn man beachtet, dafs das Ortstheorem hei
mifste: Das Verhiltnis zwischen den Abstinden von -
Kreise, der durch u.s. w. bestimmt wird, hat den
den bestimmten Wert, oder: Der Kreis, welcher durch u.
bestimmt wird, ist geometrischer Ort....

Wenn nun Euklids Porismen auf die von uns angen
mene Weise entstanden sind, so wird es durchaus natiir
dafs sie diese zdmoc enthalten haben. Diese weisen nan
ausdriicklich und ausschliefslich auf den Umstand hin, der
die Lehre von den Kegelschnitten von Bedeutung gewesen
dafs namlich gewisse geometrische Orter gerade Linien
Kreise sind, also nicht — wie es sonst in einem gewi
allgemeineren Fall geschieht — Kegelschnitte. Die na

') Gegeben von Chasles in: Les trois livres de porisies ' Euclide, 3

?) Apollonii Conica, ed. Halley, S. 11. Heiberg, Litternvgeschichl
Studien iber Euklid 8. 70, henutzt dasselbe Citat. aber auf ging
meiner Meinung wenig natiirliche Weise.

V.
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Bestimmung der geraden Linie oder des Kreises hat dagegen
nicht in die Lehre von den Kegelschnitten gehort.
Die Begriffe Ortstheoreme und Orter kénnen mit Riicksicht
auf eine Angabe bei Pappus!) vielleicht auch in der Aus-
einandersetzung tlber die Porismen in einer etwas allgemeineren
Bedeutung genommen sein als wir sie zu nehmen pflegen, wenn
wir von geometrischen Ortern sprechen. Fir uns konnen diese
aufser Linien, die geometrische Orter fiir eine einfach unend-
liche Punktreihe sind, auch Flichen sein als Orter fir eine
tweifach unendliche Punktreihe oder eine einfach unendliche
Linienreihe. Auflser diesen fihrt Pappus nicht nur nach der
einen Seite Korper an als Orter fir eine zweifach unend-
liche Linienreihe oder eine einfach unendliche Flachenreihe,
sondemn er figt auch abwirts zu den Ortern fiir eine ein-
fache oder zweifache Unendlichkeit von Elementen (wizoc decéo-
Bexné und dvastpogixoi) Punkt, Linie, Fliche und Korper als
Ort fiir Punkt, Linie, Fliche und Korper hinzu, also Orter mit
Null Dimensionen (wno: dpexrixné). Moglicherweise handelt es
sich hierbei nur um eine logische Vervollstindigung des Orts-
begriffs, aber es wire auch denkbar, dafs dic beiden ersten
Arten dieser letsten Orter, wo Punkte oder Linien eine gege-
bene Lage erhalten, mit unter diejenigen gerechnet sind,
welche in den Porismen behandelt sein sollen. Ein wjmoc
dieser Art mifste dann den Zweck haben anzugeben, dafs eine
L.inie oder ein Punkt einer beweglichen Figur fest sei. Pappus
hat in solchem Falle gewifs die Klassen von Porismen ), welche
awussagen, dals eine gerade Linie eine gewisse Lage erhilt, oder
Aafls Geraden durch einen gegebenen Punkt gehen, als zizo
2¢z e 2eruxot fir Linien oder Punkte betrachtet. Welche Rolle diese
let=zteKlasse von Porismen, in welchen auch die ganze Ebene um
den Punkt herum als rimog diefoduxisc lir die Geraden betrachtet
sein kann, gegeniiber der Lehre von den Kegelschnitten hat
spielen konnen, werden wir in dem Abschnitte iber die Er-
covaggung von Kegelschnitten durch eine bewegte Gerade sehen.

') Ang. v. Hultzch, S, 660662,

12*
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,Orter* (zéwor) genannt werden und Sitze zu sein scheinen,
die nur aussagen, dafls gewisse geometrische Orter gerade Linien,
Kreise u. s. w. sind, aber ohne Angaben iiber die ndhere Be-
stimmung dieser Linien zu machen. Diese Erklarung!) stimmt
zu Pappus’ Behauptung, dals die 10 zusammengezogenen Poris-
nien tmoe sein sollen; doch ist dies weniger beweisend, da
Pappus dieselben wihrend des Zusaminenziehens umgearbeitet
haben kann. Bedeutungsvoller ist es, dals ein von Eutokius
wartlich citierter Satz?) aus Apollonius’ Ebenen Ortern,
die wohl gerade eins von den Werken sind, welche Pappus als
¢ine Saminlung der hier besprochenen besonderen Art von Poris-
men betrachtet, folgende Form hat: ,Wenn zwei Punkte in der
Ebene gegeben sind und ein Verhiltnis zwischen ungleich grolsen
Strecken, so ldfst sich in der Ebene ein Kreis so be-
schreiben, dals gerade Linien von den Punkten an den Kreis
gezogen dieses gegebene Verhiltnis haben“. Bei solchen Sétzen
mag es vielleicht wunderlich erscheinen, dafs es die Hypo-
thesis sein soll, die durch die Losung einer Aufgabe (hier die
Bestimmung des Kreises) vervollstindigt wird, aber das wird
verstiindlich, wenn man beachtet, dafs das Ortstheorem heifsen
miilste: Das Verhiltnis zwischen den Abstinden von dem
Kreise, der durch u.s. w. bestimmt wird, hat den und
den bestimmten Wert, oder: Der Kreis, welcher durch u.s. w.
bestimmt wird, ist geometrischer Ort....

Wenn nun Euklids Porisinen auf diec von uns angenom-
mene Weise entstanden sind, so wird es durchaus natiirlich,
dafs sie diese wmoc enthalten haben. Diese weisen ndmlich
ausdricklich und ausschliefslich auf den Umstand hin, der fir
die Lehre von den Kegelschnitten von Bedeutung gewesen ist,
dafs nimlich gewisse geometrische Orter gerade Linien und
Kreise sind, also nicht — wie es sonst in einem gewissen
allgewmeineren Fall geschieht — Kegelschnitte.  Die nahere |

') (iegeben von Chasles in: Les trois livres de porismes d’Euclide. S. 33.

) Apollonii Conica, ed. Halley, $. 11. Heiberg, Litterargeschichtliche
Studien fiber Euklid 8. 70, benutzt dasselbe Citat, aber auf eine nach
meiner Meinung wenig natilrliche Weise.
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Bestimmung der geraden Linie oder des Kreises hat dagegen
nicht in die Lehre von den Kegelschnitten gehort.

Die Begriffe Ortstheoreme und Orter kénnen mit Riicksicht
auf eine Angabe bei Pappus!) vielleicht auch in der Aus-
cinandersetzung iber die Porismen in einer etwas allgemecineren
Bedeutung genommen sein als wir sie zu nehmen pflegen, wenn
wir von geometrischen Ortern sprechen. Fiir uns kinnen diese
aufser Linien, die geometrische Orter fiir eine einfach unend-
liche Punktreihe sind, auch Flichen sein als Orter fiir eine
zweifach unendliche Punktreihe oder eine einfach unendliche
Linienreihe, Aulser diesen fiihrl Pappus nicht nur nach der
einen Seite Korper an als Orter fiir eine zweifach unend-
liche Linienrcihe oder eine einfach unendliche Flichenreihe,
sondern er fiigt auch abwirts zu den Ortern fiir eine ein-
fache oder zweifache Unendlichkeit von Elementen (wimoe éieéo-
dwoi und dvaezpnguxod) Punkt, Linie, Fliche und Koérper als
Ort fiir Punkt, Linie, Fliche und Korper hinzu, also Orter mit
Null Dimensionen (rémoc épexrexoi). Moglicherweise handelt es
sich hierbei nur um eine logische Vervollstindigung des Orts-
begriffs, aber es wire auch denkbar, dals die beiden ersten
Arten dieser letzten Orter, wo Punkte oder Linien eine gege-
bene Lage erhalten, it unter diejenigen gerechnet sind,
welche in den Porismen behandelt sein sollen. Ein zirog
dicser Art miilste dann den Zweck haben anzugeben, dals eine
Linie oder ein Punkt einer beweglichen Figur fest sei. Pappus
hat in solchem Falle gewifs die Klassen von Porismen ?), welche
aussagen, dals eine gerade Linie eine gewisse Lage erhilt, oder
dals Geraden durch einen gegebenen Punki gehen, als imoe
égextuxoi fir Linien oder Punkte betrachtet. Welche Rolle diese
letzte Klasse von Porismen, in welchen auch die ganze Ebene um
den Punkt herum als rémng deebodixig fiir die Geraden betrachtet
sein kann, gegeniiber der Lehre von den Kegelschnitten hat
spielen konnen, werden wir in dem Abschnitte iber die Er-
zeugung von Kegelschnitten durch eine bewegte (Gerade sehen.

'} Ausg. v. Hultsch, 8. 660—662.
) Die Hte und 6te hei Hultsch.
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gebene Weise gekniipft waren, Ortstheoreme gewesen wiren.
Da wir indessen hei Pappus keine genaue Aufklirung hieriiber
erhalten. so wollen wir gleichwohl annchmen, dafs unter Euklids
Porisinen auch andere Siitze von der beschriebenen allgemei-
neren Form gewesen sind, und zeigen, dafs gewisse andere
Korollare zu der Lehre von den Kegelschnitten, als die Sitze
dber Orter (im weiteren Sinne), sehr leicht gerade diese Formn
haben annehmen kénnen. Das wird namentlich fir die Satze
tiber einen Kegelschnitt gelten, welche so umgeformt sind, dafs
diese Kurve nicht mehr genannt wird, sondern die durch ihre
Hiilfe hervorgebrachten Verbindungen zwischen anderen Teilen
der Figur direkt benutzt werden. Als Beispiel hierfir will ich
ein Korollar bilden, welches auf diese Weise aus dem Satze
iiber Erzeugung von Kegelschnitten durch projektivische Buschel,
der sich am Schlusse von Apollonius’ drittem Buche [54—56,
vergl. oben S. 123] findet, entstchen kénnte:

Wenn drei gerade Linien a,, ¢, und @,, die durch einen
Punkt A, und drei gerade Linien ¢;, ¢, und e¢;, die durch
einen Punkt C gehen, gegeben sind, so lassen sich durch A4
und C Linien so ziehen, dals das Rechteck aus den Sticken,
welche ¢, auf der ersten, von A an gerechnet und e, auf
der zweiten, von ' an gerechnet, abschneiden, dem Rechteck
aus den Stiicken gleich wird, welche auf dieselbe Weise durch
¢ und @, und durch ¢; und «g abgeschnitten werden.

Die Richtigkeit der Behauptung folgt namlich aus dem in
den drei citicrten Sitzen enthaltenen vollstindigen Satz idber
Kegelschnitte, wenn man nur die unbekannte Linie, die durch A
gehen soll, parallel der Tangente zieht, welche in C an den
Kegelschnitt gezogen ist, der durch 4, C und die Durchschnitts-
punkte «, ¢, azc, und ayeg bestinmt ist, und wenn man die
unbekannte Linie, die durch C gehen zoll, parallel der Tangente
zieht, welche in 4 an denselben Kegelschnitt gezogen ist. Diese
Linien lassen sich!) ohne Benutzung des Kegelschnittes kon-
struieren; eine Aufgabe, die sich 16sen lassen mufs, und zu der
der Satz tber den Kegelschnitt eine naheliegende Veranlassung

') Man veryl. unseren folgenden Abschnitt.
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giebt, wiirde also die sein, die Konstruktion auch unabhingig
vom Kegelschnitt zu finden. Diese Aufgabe wird eben in
dem von uns gebildeten Porisma gestellt, das wenigstens in
einer etwas specielleren Gestalt recht wohl in Euklids Schrift
hitte Platz finden koénnen.

Wenn das aufgestellte Porisma in voller Allgemeinheit
unter Euklids Korollaren zur Lehre von den Kegelschnitten
enthalten gewesen wire, so wiirde wunderbarerweise das Ko-
rollar eine gréfsere Ausdehnung erhalten haben als der ent-
sprechende, dem Euklid bekannte, Satz iber Kegelschnitte
selbst. Zu seiner Zeit verstand man nimlich nicht denselben
auf die Falle auszudehnen, wo zwei Hyperbeliste zur Verwen-
dung kommen. Indessen gehdrt es nicht zu den Unmdglich-
keiten, dals Euklid in manchen Fillen gerade mit Absicht den
Kegelschnitt aus solchen Satzen ausgeschlossen hat, welche von
ihm urspriinglich als Satze iiber Kegelschnitte gefunden waren,
denen er aber in dieser Gestalt aus Mangel an Mitteln nicht
die volle Ausdehnung geben konnte, deren sie fihig waren.

Es lafst sich auch denken, dals der Mangel an Mitteln zur
vollstindigen Bestimmung solcher korperlichen Orter, deren
gegebene Punkte sich auf die beiden Hyperbelaste verteilen
sollen, eine andere Bedeutung fiir die Schrift Gber die Poris~
men gehabt habe. Die eigentiimliche Forni der Satze in dieser
konnte nimlich ein Erbteil von den Sitzen tber Kegelschnitte
sein, zu denen sie urspriinglich Korollare sind, indem man
bereits in Betreff der Satze tber Kegelschnitte unvollstindige
Hypothesen (Voraussetzungen) hat benutzen kdénnen um die
Schwierigkeiten zu umgehen, welche dadurch entstanden, dafx
die Satze in ihrer vollstindigen Gestalt sich hinsichtlich der
Hyperbel an beide Aste derselben kniipfen mulsten.

Es liefsen sich also Griinde genug dafir finden, dafs dic
Sitze in der Schrift tiber die Porismen, wenn sie eben als
eine Sammlung von Korollaren zur Lehre von den Kegelschnitten
entstanden sind. die Formen gehabt haben, welche man be-
schriehen findet. Mdglicherweise wiirde man doch diesen ver-
schiedenen und — wenn man nicht annimmt, dafls die Poris-
men ausschlielslich an Ortstheoreme gekniipft gewesen sind —
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ungleichartigen Griinden eine einheitliche Erklirung der wesent-
lich gleichartigen Form, welche alle Porismen gehabt haben
sollen, vorziehen. Eine solche lifst sich indessen noch zu den
genannten Griinden hinzufiigen. Nachdem diese bewirkt hatten,
dafs einige der Sitze die erwiithnte Form annahmen, kann Euklid
selbst auf die Zweckmassigkeit und den Nutzen derselben (fir
die wir (S. 169) in dem Beweise fiir die Ausdehnung der 10 zu-
sammengezogenen Porismen auf Kegelschnitte Gelegenheit gehabt
haben ein Beispiel anzufiihren) Riicksicht genommen und ver-
sucht haben, auch die tbrigen Sitze auf dieselbe Form zu
bringen. Insofern also hierbei angenommen wird, dafs bereits
Euklid selbst auf diese Form Gewicht gelegt habe, ndhern wir
uns in etwas der Anschauung, welche seit der Zeit der Ma-
thematiker, welche Pappus die alten nennt, geherrscht hat;
aber wir glauben nicht mit diesen, dafs Euklid und seine Zeit-
genossen als allgemeine Bezeichnung fiir Satze dieser Form
denselben Namen wie fiir Korollare gebrauchten, und dafs
seine Schrift auf diese Weise den Namen ,Porismen* bekommen
habe. Vielmehr ist umgekehrt dieser Titel die Veranlassung
geworden, dals man spéter Sitze von der angefiihrten Form
Porismen genannt hat.

Neunter Abschnitt.

Bestimmung von Kegelschnitten durch funf Punkte; Apollonius’ viertes Buch
Uber die Kegelschnitte; seine ,sectio determinata*.

Die Bestimmung des Orts zu vier Geraden ist eng mit dem
Umstande verkniipft gewesen, dafs dieser Ort um das aus den
vier Geraden gebildete Viereck beschrieben ist. Man kann sich
niimlich teils nur schwierig vorstellen, wie ein hiervon unab-
hingiger Nachweis, dals der Ort ein Kegelschnitt wird, moglich
gewesen ist, teils stimmt diese Annahme wie wir gesehen
haben, wenigstens so lange das Viereck ein Trapez ist, voll-
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stiindlig mit allen vorhandenen Angaben; und dals der Ort zu
vierr Geraden auch durch die neue Ecke geht, welche durch
die Erweiterung auf ein allgemeines Viereck eingefiihit wird.
ist — wie wir in unserer Wiederherstellung vorausgesetzt
haben — unzweifelhaft auch bemerkt worden. Die Bestim-
mung des Orts zu vier Geraden ist also an sich cine Bestim-
mung eines Kegelschnittes durch vier Punkte, und eine
Bestimmung, die sich auf alle solche Kegelschnitte anwenden
lalst.

Die genauere Bestimniung eines solchen, welche durch den

gegebenen Wert des Verhiltnisses zwischen den Rechtecken
aus den Abstinden von den Seciten gegeben ist, hitte fir die
Griechen, welche diesem Verhiltnis kein Vorzeichen beilegen
korxnten, zu zwei Kegelschnitten fithren miissen. Es finden sich
nirgends Anzeichen dafir. dals dies wirklich geschehen ist,
ura< es kann, wie bereits bemerkt, deswegen unterblieben sein,
weil man sich, nachdem man einen Punkt des Ortes bestiinmti
hza t te, damit begniigte den Kegelschnitt zu betrachten. der durch
di @essen Punkt ging. Vielleicht kann man auch — wie in Ar-
clhaiixrxyedes’ Form fiir die Gleichung eines Kegelschnitts, die auf
i a2 m Durchmesser bezogen ist — geradezu cinen beliebig gege-
be~x2e€n Kurvenpunkt an Stelle der Konstanten gesetzt haben.
Je=«A €>~nfalls miissen die Griechen die genaue Verbindung bemerkt
h=aI>»en, in der dic Bestimmung durch den Wert des Verhilt-
nisssses mit der Bestimmung durch einen fiinften Punkt steht.
F =a ktisch hat also Apollonius durch secine Vervollstindigung
Ad€e=ss Oris zu vier Geraden die Aufgabe gelost, einen Kegel-
5 «= K nitt durch finf gegebene Punkte zu konstruiren.
Al iexbei muls das Wort Kegelschnitt in der modernen Bedeu-
t wva ra2 gz genommen werden, so dals die beiden Aste einer Hyperbel
als ein einziger Kegelschnitt aufgefalst werden.

Der Umstand, dals wir genitigt gewesen sind diese Auffas-
suamag festzuhalten, damit die Aufgabe sich im allgemeinen losen
\aassse, trigt dazu bei zu erkliren, dafls dieselbe sich in Apollo-
niuwass’ Werk nicht behandelt findet. Dies lifst sich némlich nicht.
wie damals, wo die Rede von der Bestimmung geometrischer

Ot er war, dadurch erkliren, dafs man die Vermutung
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cine direkte Behandlung dieser Aufgabe wiirde nicht mit dem
Zwecke dieser Schrift vereinbar gewesen sein. Ebenso wie die
Aufgabe, einen Kreis um ein Dreieck zu beschreiben, ihren Platz
in Euklids Elementen gefunden hat, ebenso natiirlich wirde es
gewesen sein in den Elementen der Lehre von den Kegelschnitten
die Aufgabe anzufihren, einen Kegelschnitt um ein Finfeck zu
beschreiben oder einen Kegelschnitt durch finf Punkte zu legen,
wenn man iberhaupt so weit gelangt war der Behandlung
dieser Aufgabe eine solche Gestalt zu geben und sie den strengen
hergcbrachten Formen so anzupassen, dafs sie an dieser Stelle
behandelt werden konnte. Die Herstellung einer solchen Form
hat indessen ihre Schwierigkeiten gehabt, und diese sind keines-
wegs dadurch iberwunden gewesen, dafs man wie gesagt die
Aufgabe faktisch gelost hat, aber in einer anderen Form als
diejenige ist, welche sie zu den Definitionen, auf welchen, und
zu dem Plane, nach welchem Apollonius’ Lehrgebdude aufgefahrt
ist, passen lassen wiirde.

Wirde man niamlich ohne weiteres die Aufgabe stellen
einen Kegelschnitt durch finf Punkte zu legen, so nehme ich
an, dafs ein griechischer Mathematiker, selbst wenn ihm die Be-
stimmung des Orts zu vier Geraden vollstindig bekannt wére.
diese Forderung zuniichst so auffassen wiirde, als ob drei Auf-
gaben iiber die Ellipse, Parabel und Hyperbel!) nur dem Wort-
laut nach vereinigt wiren. Er wiirde dann bald finden, dafs
diejenige von diesen, welche die Parabel betrife, {iberbestimmt
wire, da von einer Parabel hichstens vier Punkte gegeben
sein dirfen. Die Bestimmung durch diese wiirde iberdies eine
ganz andere Aufgabe werden, welche nicht mit der Bestimmung
des Orts zu vier Geraden gelost isl. Was die Bestimmung
einer Ellipse oder Hyperbel durch finf Punkte Dbetrifft, so

1) Halley scheint derselben Meinung zu sein, insofern er in seiner Re-
stitution von Apollonius' 8tem Buche die Fragen nach der Bestimmung
jeder einzelnen der drei Kurven bhesonders stelll. Wie ersichtlich bin
ich ferner mit Halley darin einig, nicht anzunehmen, dafs die Bestim-
muny eines Kegelschnittes durch fiinf Punkte zu denen gehdrt habe,
welche das 8t Buch enthielt. Durch diese wiirde der Inhalt des 7ses
Buches néimlich nicht eine solche Rolle spielen, wie die Vorrede angiebt.
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wirde ein Diorismus ndtig sein, weleher die Bedingungen aus-
driickte, denen die gegebenen Punkte geniigen miilsten, damit
man wirklich durch dieselben eben diejenige von den Kurven,
welche verlangt wire, legen kiénne. In Betreff der Ellipse
wirde es vielleicht sogar fiir ndtig gehalten werden sich dagegen
zu sichern, dals dieselbe in einen Kreis tberginge; Apollonius
nennt diesen in seinen Sitzen bestindig neben den Kegel-
schnitten, rechnet ihn also nicht mit unter diese, wenn er auch
dadurch die Kenntnis der Thatsache verrdt, dals die allgemeinen
Satze tber Kegelschnitte auf den Kreis anwendbar sind, ebenso
wie er auch im ersten Buche zwei Reihen von Kreisschnitten
an schiefen Kegeln nachgewiesen hat. Selbst wenn endlicl
die Forderung der Konstruktion eines Kegelschnittes richtig in
der Weise verstanden wurde, dafs die Kurve je nach Um-
stinden Hyperbel. Parabel, Ellipse oder Kreis werden konnte,
war ein Diorismus immer noch notwendig um sich dagegen
zu sichern, dals die fiinf Punkte auf die beiden Aste der Hy-
perbel verteilt wurden, denn in diesem Falle wiirde man das
nicht erhalten haben, was die Griechen unter cinem Kegel-
schitt durch fiinf Punkte verstanden.

Daraus, dafs Apollonius die Bestimmung eines Kegelschnitts
durch finf Punkte nicht aufgefiihrt hat, geht hervor, dals er
eime hinreichend kurze Losung der hier angedeuteten formalen
Schwwierigkeiten nicht gefunden hat.  Die dazu erforderlichen
Diorismen sind allerdings nicht sehwierig, aber wie wir heutigen
Taszs kein sonderlich grofses Gewicht legen aul eine ausdrick-
liche Aufstellung der Bedingungen. unter welchen der Kegelschnitt
dux-ch finf Punkte eine Ellipse, Parabel oder Hyperbel wird, und
imx letzteren Falle auf eine Untersuchung, wie sich die Punkte auf
die _Aste derselben verteilen, so hat die lier berihrte formale
Beax-beitung auch kein Interesse fiir Apollonius gehabt, eben
weil er die faktischen Resultate an einer anderen Stellen hatte,
nZ&@wxalich in der Bestimmung des Orts zu vier Geraden.

Wenn ich sage. dals durch diese Bestimmung die Aufgabe
einen Kegelschnitt durch fiinf Punkte zu legen faktisch gelost
war , so meine ich damit, dals man wirklich dasselbe erreicht
hatte, was wir durch die Lisung dieser allgemeinen Aufgabe
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erreichen, und dals man wirklich imstande war diese Bestimmung
in densclben Fillen anzuwenden, in denen wir die allgemeine
Konstruktion eines Kegelschnittes durch fiinf Punkte anwenden.
Vor allem ist hierin einbegriffen, dafs man die Konstruktion
in allen einzelnen Fillen ausfiihren konnte, dafs man also
wirklich eine Ellipse odér einen Hyperbhelast durch solche fiinf
Punkte, durch welche ein solcher gehen kann, legen konnte.
Ferner war man imstande derartige Anwendungen davon zu ma-
chen wie die, dafs man schlofs, zwei Kegelschnitte kénnten sich
hochstens in vier Punkten schneiden. Endlich waren Mittel fiir
weiter gehende Untersuchungen vorhanden, welche sich an
die Bestinmung eines Kegelschnittes durch fiinf Punkte kniipfen,
7. B. die Bedingung dafiir zu finden, dafs dieser Kegelschnitt
in einem dieser Punkie e¢ine gegebene Tangente habe. Es
lalst §ich in der That nachweisen, dals die Griechen in diesen
Richtungen so weit gelangt waren wie hier angegeben, wenn
auch die Verbindung mit der Bestinmung des Orts zu vier
Geraden nicht unmittelbar hervortritt.

Wir wollen mit dem beginnen, was sich in Apollonius’
Kegelschnitten selbst findet. [ vierten Buche dieses Werks
wird bewicsen, dafls zwei Kegelschnitte sich hochstens in vier
Punkten schneiden, und dies Resultat wird auf die Falle aus-
gedchut, wo der eine der beiden Kegelschnitte oder beide mit
zwei zusamimengehdrenden Hyperbeldsten vertauscht werden.
Dadurch erhiilt der urspriingliche Satz dieselbe Ausdehnung,
die er nach modernem Sprachgebrauch haben wiirde. Aus der
Vorrede zum vierten Buch!) sicht man nun, dals dieser Satz,
beschriinkt auf zwei Kegelschnitte in der griechischen Bedeu-
tung, von Konon von Samos, vermutlich dem hoch geschitzten
Freunde Archimedes’ in Alexandria, aufgestellt worden ist, und
dals scine Beweisfiihrung mit Recht von Nikoteles von Kyrene
angegriffen wurde, welcher ihm zugleich vorwarf, dals er die
Erweiterung auf die Fille, wo der cine Kegelschnitt mit zwei
zusammengcehdrenden Hyperbeliisten vertauscht wird, nicht be-
riicksichtigt habe. Apollonius figt hinzu, dals weder Niko-

1) Vergl. Anhang 1, darin auch die Besprechung des vierten Buchs in
der allgemcinen Vorrede.
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teles noch sonst jemand diese Erweiterung bewiesen habe, und
dafs die Erweiterung aul den Fall, wo beide Kegelschnitte mit
zwei zusammengehdrenden Hyperbelisten vertauscht werden,
tiberhaupt niemandem eingefallen sei.

Diese Angaben stimmen sehr gut mit den Ansehauungen
iberein, welche wir im ganzen vertreten haben.

Konons Beweis kann sich an den Ort zu vier Geraden
angeschlossen haben, vielleicht an die dadurch erhaltene Be-
stimmung eines Kegelschnittes durch 5 Punkte. In solchem
Falle ist derselbe in seinem Grundgedanken vollkommen korrekt
gewesen, da es, um auf diesem Wege zu schlielsen, dals zwei
Kegelschnitte sich hochstens in vier Punkten schneiden kdnnen,
unwesentlich ist, ol ds Fille giebt, in denen man tiberhaupt
keinen ecinfachen Kegelschnitt (nach der Auffassung der Alten)
durch fiinf Punkte legen kann. Die Existenz solcher Fille
kann indessen leicht cine wirkliche oder scheinbare Unriehtig-
keit des Beweises veranlafst haben. Eine solche hat dann
Gegenbemerkungen von Nikoteles® Seite hervorgerufen, indem
er darauf aufmerksam machte, dafs es Fille giebt, in dcnen
sich ein einfacher Kegelschnitt nicht durch finf Punkte legen
lafst. Es crgiebt sich dann. dals er zugleich dariiber unter-
richtet gewesen ist, dals in solchem Falle zwei zusammen-
gehorige Hyperbeliste existieren, welehe zusammengenominen
durch alle finf Punkte gehen. Mit Rieksicht hierauf kann er
es dann fiir tberflissig gehalten haben seine Erweiterung von
Konons Satz auf den Fall, wo einer von den Kegelsclmitten
mit zwei zusammengehirenden Hyperbekiisten ) vertauscht wird,
wirklich zu beweisen. Jedenfalls geht es ausdricklich ans Apol-
lonius' Bemerkungen hervor, dals zu dem, was Nikoteles bei
Konon vermilst hat, die gehorige Ricksichtnahme auf zusan-
mengehérende Hyperbeliste gehért haben mufs.

Da erst Apollonius die Beweise fiir die Erweiterung

') Eine mogliche Erklirung des Umstandes, dafs er daun niclhit auch den
ebenso einfachen Fall beriicksichtigte. wo heid e Kegelschnitte mit zusam-
mengehdorenden Hyperbeliisten vertauscht werden, werde ich (elegen-
heit tinden am Schlusse des vierzehnten Abschnittes aufzustellen.
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der Siitze {ber Kegelschnitte auf die Verbindung der beiden
Hyperbeldste durchgefiihrt hat, so ruhte Nikoteles’ richtige
Behauptung allerdings auf unsicheremm Grunde, und konnte
zigleich mit der letzteren Erweiterung erst von Apollonius be-
wiesen werden. Da wir den genauen Zusammenhang dieser
srweiterungen mit der Absicht, die Bestimmung des Orts zu
vier Geraden und die darin enthaltene Konstruktion -eines
Kegelschnitts durch finf Punkte zu vervollstindigen, gesehen
haben, so sind wir der Meinung, dals wenigstens eine indirekte
Verbindung zwischen dieser Konstruktion und Apollonius’ Sétzen
tiber die Anzahl von Durchschnittspunkten vorhanden ist. Selbst
wenn diese, wie wir vermuten, direkter gewesen ist, so kann
dies doch nicht in seinem Werke zum Vorschein kommen, wo
er sich nur auf die Resultate stiitzen kann, welche in den
fritheren Bilichern desselben Werks entwickelt sind, also nicht
auf Sitze tber den Ort zu vier Geraden.

Apollonius’ Beweisen fiir die Satze tiber die Anzahl von
Durchschnittspunkten liegt der Satz iber Polaren zu Grunde.
Hilt man sich vorlaufig an den Fall, wo nur die Rede von
Kegelschnitten im antiken Sinne ist, so kann man auf folgende
Weise (4tes Buch 25) die Unmdglichkeit nachweisen, dafs zwei
Kegelschnitte sich in fiinf Punkte 4, B,
C, D, £ (Fig. 35) schneiden konnen, von
denen man annehmen darf, dafs sie so
aufeinander (auf einem der Kegelschnitte)
folgen, dals sich zwischen zwei auf ein-
ander folgenden kein anderer Durch-
schnittspunkt findet.

Die Polare des Durchschnittspunktes
O von AB und CD muls fiir beide Ke-
gelschnitte dieselbe sein, denn sie wird
durch die Punkte bestimmt, welche har-
monisch mit O mit Bezug auf 4 und B
und mit Bezug auf C und D verbunden
sind. Wiirde nun OF diese gemeinsame
Polare in G schneiden, so miilsten beide
Kegelschnitte durch den Punkt F gehen,
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der harmonisch mit £ mit Bezug auf O und G verbunden ist;
aber dieser Punkt F' wiirde, entgegen der aufgestellten An-
nahme, zwischen B und C liegen.

In 36 beweist Apollonius ferner, dafs ein Kegelschnitt (im
antiken Sinne) zwei zusammengchdrende Hyperbeldste héch-
stens in vier Punkten schneidet, und in 53, dafs gleichfalls zwei
zusammengehérende Hyperbeldste zwei andere hochstens in
vier Punkten schneiden. Zu diesen Resultaten gelangt er da-
durch, dafs cr in den vorhergehenden Sitzen die verschiedenen
moglichen Verteilungen der Durchschnittspunkte auf die beiden
zusammengehorigen Hyperbeldste einzeln untersucht. Hierfiir
benutzt er teils diesethe Anwendung der Polare wie in 25,
teils Betrachtungen iber die Richtung der Konkavitit der Aste.

Von speciellen Féllen wird nur der behandelt, wo zwei
Kurven einen Beriihrungspunkt haben, in welchem Falle ge-
zeigt wird, dals das Maximum der Anzahl der Durchschnitts-
punkte um zwei vermindert wird. Dagegen findet sich keine
Untersuchung tiber den Einflufs des Parallelismus zwischen den
Asymptoten zweier Hyperbeln, oder des Parallelismus zwischen
einer Asymptote einer Hyperbel und der Axe ciner Parabel.
Da indessen, wie oben beriihrt, Betrachtungen der Figur cine
wesentliche Rolle bei der Untersuchung spielen, und man sogar
unterr Apollonius’ eigenen Figuren, niimlich im Beweise fiir
Satz 53, eine findet, bei der gerade der erwihnte Parallelisinus
eintritt, so darf man nicht annehmen, dafs dieser Fall von den
Alten ganz unbeachtet geblieben ist. Apollonius zeigt auch im
Sten Buche, wie wir im Folgenden genauer ausfithren werden,
dafs er in solchen Fillen tber die Anzahl der Durchschnitts-
punkte richtig unterrichtet ist.

Das vierte Buch enthialt im {brigen nur Anpassungen des
Satzes iber Polaren an die hier erwihnten Anwendungen,
sowie einen Beweis dafiir, dafs zwei Kegelschnitte keinen end-
lichen Bogen gemeinsam haben konnen.

Der Hauptbeweis war, wie wir sahen, an eine Anwendung
des Satzes tber Polaren gekniipft, umn aus fiinf Punkten cines
Kegelschnittes einen sechsten zu bestimmen. Auf demselben
Wege konnte mman nach und nach so viele Punkte erhalten,
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wie man wollte. Dasselbe liefse sich auch durch Anwendung
des Potenzsatzes erreichen, der iiberdies gestattet mit gro.
[serer Selbstindigkeit zu entscheiden, welche neuen Punkte
man bestimmen will. Auf diesem Wege kann man dann dabhir
gelangen konjugierte Durchmesser und dadurch die Axen za
bestimmen. Eben dieses Verfahren wendet Pappus im 8te-
Buche') auf die Bestimmung einer Ellipse durch fim
gegebene Punkte an — von denen man im voraus weif”
dals sich eine Ellipse durch sie legen lafst.

Zunichst kann man leicht, wenn die Punkte 4, B, C, D,
s0 gegeben sind, dals nicht zwei von den Verbindungslinie
parallel laufen, durch den Potenzsatz den Punkt ¥ bestimme=
in dem eine durch F parallel der AB gezogene Linie <
Kurve schneidet; es komint a__
nur darauf an — und Papp—
beginnt damit — den Kepmm
schnitt durch solche 5 Pun
A, B, D, E, F (Fig. 36) zu
stimmen, bei denen AB | F~
Von diesem Kegelschnitt ke =
man den Durchmesser der -
rallelen Sehnen A B und P=
und parallel zu diesem v
durch D cine Sehne .gezogze
deren anderer Endpunkt si
dadurch bestimmen lafst. dafs=

IG.GD _ TH.HD .
BG.GA ~ FH.HE"

Um mit Hilfe hiervon I zu konstruiren zicht man DB unss
denkt sich IA gezogen. Sind die Durchschnittspunkte diese=
beiden nmit EF die Punkte K und L, so wird das erste de=
in (1) aufgestellten Verhéltnisse gleich

IH HD
HL KH'

Fig. 36.

') Ausg. v. Hultsch, S. 1076 —1085.
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und man erhilt FH. HE == KH. HL, wodurch sich Punkt L,
der wiederum I bestimmt, konstruieren lafst. Um nun die
Durchschnittspunkte S und 7' des Durchmessers und der Ellipse
zu bhestimmen wird aufs neue der Potenzsatz angewendet, der
in Verbindung mit den &hnlichen Dreiecken, die man durch
Ziehen von ED und IF erhilt, ergiebt:

FH.HE FQ.QF Fo.QFK

TH.HD ~ NQ.QM =~ T¢ 95’
also TQ.QS —= NQ.QM, wo der letzte Ausdruck bekannt ist.
Auf dhnliche Weise findet man den Wert von TP . PS.

Die Art, wie Pappus demnéichst S und T bestimmt, ist gleich-
bedeutend mit einer Elimination des einen der beiden Punkte,
der eine Bestimmung des anderen durch eine Gleichung zweiten
Grades folgt. Die erste dieser Operationen wird durch die
Form vereinfacht, unter der die gegebenen Werte von 7¢Q.Q S
und T'P.PS vorgelegt werden. Man bestimmt nédmlich die
Punkte U und V auf der Linie PQ derartig, dafls

TQ@.Q9S = PQ.QU und TP.PS = PQ.VP,

wo die Punkte P, @, ', V" bekunnt sind, wihrend S und 7
gesucht werden. Hieraus ergiebt sich leicht

US TP VP

v T Tg T Vs’
woraus US.VS=U¢@.VP.

Um die historischen Ergebnisse, die fiir uns aus den hier
angefiihrten Konstruktionen bei Pappus hervorgehen, richtig zu
wiirdigen, hat man zu beachten, dals diese Konstruktionen nicht
ihrer selbst wegen vorgefiihrt werden, sondern als Glieder in der
Behandlung der anderen Aufgabe: den Radius der Grundfliche
eines gegebenen geraden Cylinders zu bestimmen, der nicht von
ehenen Schnitten begrenzt ist. Es wird also nicht beabsichtigt.
neue Beitrige zur Lehre von den Kegelschnitten zu geben:
Pappus erhebt keinen anderen Anspruch als den, eine ihm
gerade passende Anwendung von dem zu machen, was sich
bei Apollonius findet. Da Pappus auf diese Anwendung eine
andere Aufgabe zuriickfihrt, so darf man annehmen, dalfs
diese Anwendung selbst ihm ziemlich nahe gelegen hat. Das

13
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Gleiche muls dann auch in ebenso hohem Grade zur Zeit d
Apollonius der Fall gewesen sein, wo die Hiilfsmittel, welel
Pappus ausschliefslich benutzt, und welche in der langen Zw
schenzeil keine weitere Entwicklung erfahren haben, entstand
und sicherlich eben deshalb so weit gebracht waren, weil m:
Verwendung fiir sie hatte.

Was wir bei Pappus finden, stinunt also vollkomimen n
unserer Annahme . {berein, dafls nimlich zu den Zielen, wele
die Alten in der That durch die Satze in Apollonius’ dritte
Buche erreichten, auch die Konstruktion einer Ellipse duc
flinl solche Punkte gehorte, von denen man wufste, dals s
cine Ellipse durch dieselben legen lasse. Das letztere ist
Pappus eine Folge davon, dals von den Punkten angegeben
sie sollten in einem ehenen Schnitte eines Umdrehungscylind
liegen.

Dagegen ist Pappus’ Konstruktion nicht in der Weise
dic Bestimmung des Orts zu vier Geraden gestitzt, wie
nach unserer Meinung dic Konstruktion, welche zu Apollon i
Zcit die nilchstliegende gewesen wiire, hiitte sein missen.

Indessen findet das scine natirliche Erklirung dadum
dals Pappus, der so sorgfiltig in der Zurickfihrung elementaa
Sitze auf Euklid ist, in derselben Weise Apollonius™ acht Blic
iiber die Kegelschnitte als ein Hauptwerk betrachtet, auf w
ches alles, was diese Kurven betrifft, zuriickgefiihrt wera
ntisse. Er stitzt sich nicht auf den Satz iber den Ort
vier Geraden, sondern cr giebt eine auf Apollonius’ drittes Bue
yestitzte Bestimmung der Ellipse, anf welche in Wirklichke
vine Bestimmmung derselben als Ort zu den vier Seiten de
Trapezes ABFE zuriickgefiihrt werden konnte. Diese B
stimmung wiirde doch zu wenig unniittelbar sein, als dals ma
annchmen konnte, dafs es diejenige gewesen sei, welche Pappt
bei Aristius oder Euklid vorgefunden hat. Ich seche auch keine
Grund, weshalb nicht Pappus oder der Mathematiker, desse
Untersuchungen er mitteilt, selbst eine so leichte Anwendwm
von Apollonius’ Lehre von den Kegelschnitten wie die vorliegen:
hatte machen sollen. Hitte Pappus von Apollonius etw
genaueres {iber dessen Bestimmung des Orts zu vier Gerad
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gehabt, so wiirde er sich vielleieht verpflichtet gefiihlt haben
dieser Bestimnung auch in der sich daran schliefsenden Kon-
struktion zu folgen; aber aus der Einleitung zum 7ten Buche
geht hervor!), dals er derartiges nicht besafs. Uberdies ist
das von Pappus beschriebene Verfahren nur anwendbar. wenn
der Durchmesser P die Kurve schneidet. Wir haben uns des-
halb, als wir im siebenten und achten Abschnitt versuchten,
die vollstindige Bestimmung des Orts zu vier Geraden wieder-
herzustellen, welche sich auf die Erweiterung der lLehre von
den Kegelschnitten durch Apollonius griindet, in nichts anderem
auf Pappus stiitzen konnen als in einigen Hauptzigen, wie in
der Anwendung des Potenzsatzes und einer vorlaufige Behand-
lung des Falles, wo die vier Geraden ein Trapez bilden.

Es ist beachtenswert, dafs Pappus’ Bestimmung der End-
punkte des Durchmessers PQ, die in seiner Konstruktion die
Hauptsache ist, sich anwenden lifst zur direkten Konstruk-
tion der Durchschnittspunkte zwischen einem durch
finf Punkte bestimmten Kegelschnitt und einer be-
liebigen geraden Linie. Die Annahme, dals Apollonius
dasselbe habe ausfithren konnen, liegt dann auch nicht fern.
Indes lifst sich in solchem Falle ein einflacheres Hiillsmittel
nachweisen, mit dem er sich an anderer Stelle vertraut zeigt,
das sich, wenn es erst bekannt ist, dafs der Ort zu vier Ge-
raden ein Kegelschnitt ist, fir dieselbe Konstruktion benutzen
lafst. Dasselbe lifst =ich mit so reichem Erfolge auf hierher
gehorige Untersuchungen anwenden, dals sich uns die Annahme
aufdrangt, es sei eben wegen dieser entwickelt worden.

Hierbei denken wir daran, dafs Apollonius ein ganzes
Werk, niinlich die beiden Bicher tiber den bestimmten
Schnitt, iber folgende Aufgabe geschrichen hat: wenn 4, B,
C, D gegebene Punkte einer geraden Linie ! sind, einen neuen
Punkt P auf derselben Linie so zu bestimmen, dals das Ver-
AP.CP
BP.DP
mung der Durchschnittspunkte zwischen { und einem Ort zu

haltnis einen gegebenen Wert erhilt. Die Bestim-

Yy Ausg. v. Hultsch, S, 636,
13*
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vier Geraden lalst sich nfunlich unmittelbar in diese Aufg
verwandeln, und zwar sind dann A, B, C. D die Durchschni
punkie zwischen / und den vier Geraden. Es wird desl
von Wichtigkeit sein hier alle vorhandenen Angaben iiber d
Schrift. dic leider verloren gegangen ist. ans Licht zu ziel
Diese Angaben miissen samtlich hei Pappus gesuchl wer
Zunichst gicht er am Anfange des 7ten Buchs!) einen kw
Bericht Gber den Inhalt. Aus diesem ersicht man einmal. «
die Behandlung der erwilmten Aufgabe den Inhalt dieser Bii
ausgemacht hal, zweitens, dafs diese in einem solchen Uml
ausgefithrt war, dalx man annclimen darf. diesclbe sei we
anderer  wichliger  Aufgaben  vorgenommen,  Threr eige
Schwierigkeit wegen hat die blofse Auflosung der angefiih
Aufgabe bei Apollonius durehans kein Interesse erregen kon:
Den Puukt P aus der Gleichung A P.CP = A.BP.DP
stimmen, wo das Verhiltnis 2 und die Punkte 4, B, C, D gege
sind. ist heutigen Tages fiir jeden leicht, der in der clement
Mathematik bewandert ist; denn die gegebene Relation
wetn man die Abstinde der verschiedenen Punkte von ei
festen Punkte an rechnet, zu einer Gleichung zweiten Gra
und auf entsprechendemt Wege konnten die griechischen

thematiker ebenfalls mit geringer Mihe die Aufgabe in

Flachenanlegung verwandeln. Wird dagegen eine so sorgf?
Diskussion verlangt, wie erforderlich ist, wenn die Auf
weilergehender Untersuchungen wegen behandelt wird, und
bei dieser Diskussion, welche zuniichst den Zweck haben 1
anzugeben, wann man zu ciner, zwei oder keiner Aufld:
gelangt, Riicksicht auf die verschiedenen Lagen genom
werden, welehe die gegebenen Punktpaare 4, C und B, D ha
konnen (ob dieselben sich gegenseitig trennen oder nicht.
dic Punkte desselben Paares zusammenfallen, oder ob der «
sich bis ins Unendliche entfernt), so wird die Aufgabe so
ziemlich weitliutig: ihre Behandlung fabrt. wenn man a
nicht ansdrieklich die Reihe von Punktpaaren hervorz

M) Ausg, v, Hultseh, 8. 642,
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welche die Gleichung bestimmt, indem man 2 verschiedene
Werte beilegt, und deren Verbindung jetzt Involution genannt
wird , doch faktisch zu einer vollstindigen Theorie der In-
volution. Die Punkte, welche man erhilt, wenn 1 die Grenz-
werte fir dic Auflosbarkeit annimmt, werden demnach die
Doppelpunkte der Involution.

Nun sehen wir bei Pappus, dafls Apollonius wirklich eine
solche Untersuchung durchgefiihrt hat, die zu jener Zeit, wo
mamn die Abschnitte nicht mit Vorzeichen nahm, wo also ein
gegebenes 4, das dem - 2 der Gegenwart entsprechen wiirde,
bis zu 4 Punkten wiirde geben konnen, hedeutend weitliufiger
war. Apollonius hat Riicksicht genommen auf den Fall, wo
eins von den beiden Rechtecken mit ecinein Quadrat vertauscht
ist, also wo z. B. 4 und C zusammenfallen, ferner auf den,
wo ein unbekannter Abschnitt der Geraden, z. B. CP, mit
einem gegebenen vertauscht wird, was dem entsprechen wiirde,
dafs C sich bis ins Unendliche entfernt, und bhesonders hat er
sichh mit der Bestimmung der Maxima und Minima beschaftigt,
also mit der Bestimmung der Doppelpunkte der Involution.

Noch ein Interesse kniipft sich an diec gestellte Aufgabe
selbst, namlich das, nicht nur cine solche algebraische Losung zu
finden, welche unmittelbar aus bekannten Operationen hervor-
geht, sondern auch zu einer cleganteren geometrischen Losung
zu® gelangen. Eine solche ergiebt sich aus der Betrachtung der
Durchschnittspunkte zwischen einem Kreisbhlischel und einer
Geraden, im besonderen der Centrale des Biischels. Wenn
man einen kleinen Abschnitt von Pappus’ Bericht. der von
Hultsch in Klammern mitgeteilt ist, fiir echt halten darf, so
hat auch Apollonius aulser der algebraischen Lésung, wclche
in ihrer geometrischen Form auch zu seiner Zeit am leichtesten
ausfindig zu machen war, eine besonders sinnreiche Lisung
durch Halbkreise gegeben, welche sich wahrscheinlich eben an
die Eigenschaften eines angeschlossen hat.

Diese zuverlassigen igen Angaben iber den
Gesamtinhalt von Apol ner Schrift werden im
allgemeinen durch die tigt, welche Pappus
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weiterhin im T7ten Buche!) mitteilt. Dagegen ist es hier wim
tberall nur zufallig, wenn sich aus den Hilfssitzen das eir—m
oder andere tber Apollonius’ Behandlung der Einzelheiten allx
leiten lafst.

Aus dem ersten Hiilfssatz?) kann man schliefsen, desm
Apollonius in dem Falle, wo 4 =1, wo man also P (der dam—
das Centrum der Involution wird) aus AP. PC= BP.PD I
stimmen soll, die Relation

BP AB.BC
DP T AD.DC
benutzt habe.

Fiir diese Relation fiihrt Pappus nimlich mehrere Bewe® =
Es ist also wahrscheinlich, dafs Apollonius dieselbe entwe =R
ohne besonderen Beweis benutzt hat, da sie sich, nachd «
sie ausgesprochen ist, leicht durch geometrische Algebra o <R
durch die Proportionslchre verificieren lifst, oder dafs er nk «—
die systematische Riicksicht auf Euklids Elemente genomm m -
hat, die zu Pappus’ Zeit verlangt wurde. Im ibrigen darf”
als sicher betrachtet werden, dafs Apollonius auch die na T
liegende geometrische Lisung dieser Aufgabe mittels der Potem-
linie der Kreise, welche durch 4 und C und durch B und
gehen, gekannt habe,

Man kann ferner aus mehreren von den Hiilfssdtzen, z .
aus Satz 40%), schliefsen, dafs Apollonius wahrscheinlich
seiner Grenzbestimmung fiir die Lisharkeit der Aufgabe eirm «
Doppelpunkt £ der durch die Punktpaare 4, C og B, D ge===
benen Involution durch die Relation

AB.BC:AD.DC — BE*:DE?
bestimint habe.

Moglicherweise lassen sich mehrere dhnliche Einzelheite—=—
betreffs der Form der Resultate in Apollonius’ verlorenes=
Schrift und deren Begriindung ans Licht ziechen. Da wir abe=
bereits aus der Inhaltsangabe wissen. wie weit er gelan=5%

') Ausg. v. Hultsch, S.704 ff.
) a.a. 0. 8. 704
3) a.a. O 8,732
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war, und da wir den Reichtuin an Mitteln kennen, der bei
dieser elementaren Untersuchung hat -benutzt werden kénnen
um so weit zu gelangen, so bietet ein weiteres Nachspiren
nach diesen Einzelheiten kein sonderliches Interesse, wenigstens
nicht, so lange dasselbe nicht direkte Aufklirungen tber eine
Verbindung zwischen dem Studium der Involution und der Be-
stimmung projektivischer Bischel in den Porismen herbeifiihren
kann.

Dagegen wiirden positive Angaben dariiber, wozu die
entwickelte Lehre von der Involution benutzt worden ist, von
grofser Bedeutung sein. Da wir indessen auch ohne solche
annehmen dirfen, dals cin so bedeutendes und, wie wir aus
der modernen Geometrie wissen, so vortreffliches Werkzeug
nur in der Hand desjenigen entstanden sein kann, der es zu
gebrauchen verstand, und da die Griechen zu Apollonius’ Zeit
durch ihre Bekanntschaft mit dem Satze, dals der Ort zu
vier Geraden ein Kegelschnitt ist, vollstindig im Besitze der
Bedingungen waren, um dasselbe auf dem Gebiete anzuwenden,
wo es jetst mit dem gréfsten Erfolge benutzt wird, so liegt alle
denkbare Veranlassung zu demn Glauben vor, dafs man es
wirklich auf diesem Gebiete angewandt habe. In dieser Auf-
fassung von der Bedeutung der erwilnten Schrift wird man
bestirkt werden, wenn man im Folgenden sehen wird, dafs
auch die tbrigen kleinen Schriften des Apollonius Aufgaben
18sen, zu welchen Sitze aus der Lehre von den Kegelschnitten
die natiirlichste Veranlassung gegeben haben, und welche ihrer-
seits diese Sitze fruchtbar machen.

Am unmittelbarsten dirfte demmnach ,der bestimmte Schnitt
angewandt sein um die Durchschnittspunkte einer (zeraden mit
einem Kegelschnitt, der als Ort zu vier Geraden oder durch
fanf Punkte gegeben ist, zu hestimmen. Ist das aber der Fall
gewesen, so haben die Diorismen in der angefiilirten Schrift
unmittelbar zu eben so vielen Sitzen Uber die Kegelschnitte
gefiihrt. Die Bestimmung der Greuzfille fir die Moglichkeit
der Konstruktion oder die Bestimmung der Doppelpunkte der
Involution enthielt die Bestimmung cines solchen Orts zu vier
gegebenen Geraden — oder cines Kegelschnittes durch vier
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Punkte —, der einc gegebene gerade Linie beriihrt: die soeben
angefiihrte Bedingung dafiir, dals ein Punkt £ Doppelpunkt
einer Involution ist, liels sich benutzen um an einen Ort zu
vier Geraden oder an einen Kegelschnitt durch 5 Punkte in
einem ihren Punktc eine Tangente zu ziehen u.s. w.

Die Anwendungen, die man heute von dem Satz von
Desargues macht, konnen uns als Fiahrer dienen um zu
erkennen, wie weit man auf diesem Wege gelangt sein kann;
denn in der Anwendung der Eigenschaft eines Kegelschnittes,
einen Ort zu vier Geraden darzustellen, auf dessen Durch-
schnittspunkte mit einer geraden Linie ist an sich der ange-
fihrte Satz erhalten. Doch muls bemerkt werden, dals die
Griechen nicht auf dicsern Wege die Hauptsitze iber Pol und
Polare gefunden zu haben scheinen, welche jetzt zu den wich-
tigsten Anwendungen von Desargues’ Satz zu gehéren pflegen.

Mehr kamm man dadurch erreicht haben, dals man die
Lehre von der Involution mit den projektivischen Punktreihen
der Porismen, welche heide vielleicht sogar .von Anfang an in
Verbindung it einander aulgetreten sind. kombinierte; aber
um den griechischen Geometern nicht solche Einzelheiten zu-
zuschreiben, welche sich doch durchaus nicht kontrolieren
lassen, wollen wir diese Versuche einstellen. Wemn wir
hierin weiter gingen, so wiirden wir wahrscheinlich nur unsere
Leser zu der Frage veranlassen, einmal, wo nach unserer
Meinung die Griechen alle die Anwendungen der Lehre von
den projektivischen Punktreihen und von der Involution haben
niederlegen konnen, die wir ihnen heigelegt haben und die
liber das hinausgehen, was sich in der iiberlieferten Literatur
findet, und zweitens, wo wir die Grenzen tiir das annehinen
wollen, was sie iiberhaupt haben erreichen konnen.

Die erste Frage wird im vierzehnten Abschnitt in weiterem
Zusammenhange beantwortet werden. Da wir dberhaupt in
diesem Abschnitt darzuthun glauben, dafs viele weitergehende
sSpecialuntersuchungen, welche die Griechen ausgefiihrt haben,
vollstiindig verloren gegangen sein kénnen, so wird es nament-
lich betreffs der Einzelheiten unmoglich sein Grenzen zu
ziehen, bis zu denen Apollonius und seine nichsten Schiiler in
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der Anwendung der soeben erwihnten Hilfsmittel, welche
Euklid und Apollonius entwickelt haben, gegangen sein kénnen;
denn hier macht es sich geltend, dals man, je weiter man
kommt, um so mechr ncuen Fragemr begegnet, und um so mehr
Mittel hat dieselben zu beantworten. Doch lifst sich eine
Grenze von allgemeinerer Natur ziehen. Mit Beziehung
auf projektivische Biischel und Punktreihen haben wir dieselbe
bereits angefiihrt, wenn wir gesagt haben, dals die Alten die
verschiedenen Formen fir dicse Verbindungen kannten
und sicherlich auch anwendeten, aber ohne dieselben unter den
gemeinsamen Begriff Projektivitit zusammenzufassen. Auch
die Involution sehen wir nicht aufgestellt als eine gemein-
same Verbindung fiir eine unendliche Rcihe von Punktpaaren,
die sich wiederum in zwei projektivische Punktreihen teilen.

Hiermit ist nicht gesagt, dals den Fiihrern, denen die
grofsen Fortschritte zu verdanken waren, solche allgemeine
Formen der Betrachtung gefehlt haben wie die sind, welche wir
jetzt in den allgemeinen Begriffen Projektivitit und Involution
ausdriickenr; vielmehr kann thatséichlich nur eine solche Betrach-
tung sie in den Stand gesetzt haben die zweekmilsigsten ein-
zelnen Formen fiir diese Verbindungen zu wihlen, und der
gegenseitige Zusammenhang zwischen diesen kann ihnen so klar
vor Augen gestanden haben, dals sie sich nicht einmal ver-
sucht fihlten demselben einen allgemeinen Ausdruck zu geben.
Ein solcher war auch keineswegs erforderlich um die weniger
bedeutenden Schiler und Nachfolger dahin zu bringen, die
einzelnen ihnen mitgeteilten Methoden auf die bestimmten Aut-
gaben, die ihnen gestellt wurden, anzuwenden, ja selbstin-
dig in den Einzelheiten weiter zu arbeiten. Dagegen ist das
ausdrickliche Aufstellen der allgemeinen Principien notwendig,
wenn auch dic spéiiteren Nachfolger die Hilfsmittel, welche einem
innerhalb eines gewissen Gebietes zu Gebote stehen, sollen iiber-
sehen, und dadurch die iiber das Gebiet gewonnene Herrschaft
sollen bewahren konnen.

Selbst sehr eingehende Einzeluntersuchungen kdénnen ver-
gessen werden; falst man aber dieselben zusammen und macht
sie durch cinfache allgemeine Betrachtungsarten zugiinglich, so
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wird man darin eine Bedingung fiir die Bewahrung Sowo
dieser Principien wie ihrer Anwendungen haben. Dafs di¢ —=
nicht aufbewahrt sind, bezeugt uns also, dafs auf demn Gebictmm
mit dem wir uns beschiftigen, die Aufstellung allgemeinumme
Principien unterblieben ist.

Zehnter Abschnitt.
Uber die Bestimmung kdrperlicher Orter.

Wir haben im Vorhergehenden gesehen und es wird uns
auch von andcrer Seite her bestiitigt werden. dals die Alten
eine grofse Menge geometrischer Orter fir Punkte von
eincr gegebenen Eigenschaft kannten. Apollonius hat
zwei Biicher, die allerdings verloren gegangen sind, dber die
uns aber Pappus?) berichitet, ber ebene Orter geschrieben,
d. h. iber solche, die ausschliefslich gerade Linien oder Kreise
werden. Vou einer umfangreichen Bekanntschaft mit solchen
zeugt ferner der Umstand, dafs eine grofse Menge von Euklids
Porismen durch Lisung der darin enthaltenen Aufgaben in
Ortstheorcine umgewandelt werden wiirden. Was kérper-
liche Orter oder solche, die Kegelschnitte werden.
betrifft. so enthalten die Sitze aus der Lehre von den Kegel-
schnitien viele derselben, wenn sie auch bei Apollonius als
Eigenschaften an den Kegelschnitten ausgesprochen werden und
.nicht umgekehrt nachgewiesen wird, dafs Punkte von einer
gegebenen Eigenschaften notwendig auf cinem Kegelschnitt
liegen, und auf welche Weise dieser sich dadurch bestimmen
lafst. So werden alle die Satze, welche wir als Darstellungen
des Kegelschnittes durch eine gewisse Gleichung oder als Er-

) Ausg. v. Hultsch, S. 660 fI.
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zeugungsarten des Kegelschnittes bezeichnet haben, in Wirklich-
keit mit Sitzen tiber Orter zusammenfallen. Auf dircktere Art
scheinen dagegen die Siitze Giber Orter in einer solchen Schrift,
wie Aristaus' Biicher dber korperliche Orter, entstanden zu
sein, und wenn Apollonius in der Vorrede zn seinen Kegel-
schnitten unter den korperlichen Ortern, zu deren Bestimmung
und Diskussion die Siitze des dritten Buchs niitzlich sein sollen,
den Ort zu vier Geraden hervorhebt, so darf man auch fir
die Gbrigen als giltig annehmen, was jedenfalls fiir diesen gilt,
dafs sic keineswegs blofse Umformungen oder Umkehrungen der
in diesem Buch ausdriicklich vorkommenden Sitze sind.  Mit
Beziehung auf Euklids Porisinen haben wir die Annahme gemacht.
dafs ein grofser Teil der Orter, welche Apollonius im Auge hat,
die Orter seien, welche unter verschiedenen Formen durch pro-
jektivische Biischiel hervorgebracht werden.

Indessen deuten Apollonius’ Angaben Gber die Anwendung
des dritten Buchs zur Bestimmung korperlicher Orter kaum
ausschliefslich auf Orter hin, welche im voraus in der Ein-
sclirankung bekannt waren, die durch Apollonius’ Erweiterung
bekannter Sitze auf zusammengehorende Hyperbeliste auf-
gehoben wurde. Er will sicherlich zugleich den Nutzen hervor-
heben, den sie gewihren konnten, wenn entweder die Aufgabe,
die Beschaffenheit des geometrischen Orts fiir Punkte zu finden,
die einer gegebenen Bedingung genidgen, gestellt wurde, oder
im Verlauf einer Untersuchung von selbst sich darbot.

Dafs dies durchaus zu dem Gebrauche stimmt, den die
Alten von geometrischen Ortern machten, sehen wir aus dem
Anfang von Pappus’ 7tem Buch'). Die dlteren Schriften, welche
in diesem Buche besprochen und komumentiert werden, und zu
denen aufser einigen mehr elementaren Werken z. B. auch
Apollonius’ Kegelschnitte und Euklids Porismen gehoren, sollen
niamlich nitzlich sein ,fir diejenigen. welche sich, nachdem sie
iber die ersten Elemente hinausgelangt sind, durch Kon-
struktion von Linien Fertigkeit in der Losung gestellter
Aufeaben erwerben wollen*, d. h. Fertigkeit in der Lésung von

') Ausg. v. Hultsch, S, 634,
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Aufgaben durch Benutzung geometrischer Orter. Man mufste
also um Aufgaben zu losen die Beschaffenheit geometrischer,
durch eine geometrische Eigenschaft bestimmter Orter finden,
und zwar auch solcher Orter, die Kegelschnitte waren. Es
wurden also Aufgaben gestellt, welche die Bestimmung
neuer korperlicher Orter erforderten.

Ein Zeugnis dafiir, dafs man sich bewulst war, es lasse
sich eine unbegrenzte Anzahl Aufgaben Uber die Bestimniung
geometrischer Orter stellen, haben wir auch in einer spiteren
Aufserung von Pappus, die allerdings unmittelbar nur ,ebene
Orter* betrifft. Er wirft nimlich!) einigen neueren Schrift-
stellern vor, dafs sie neue Bestimmungen ebener Orter zu
denen hinzugefiigt hatlen, deren ausdriickliche Aufstellung die
Alten fiir richtig gehalten haben, und bemerkt dazu. dals es
unendlich viele Orter geben wiirde, wenn man alles
hierher gehérige sammeln wollte. Pappus mufs dann
auch gemeint haben, dafs in den Werken, welche er kom-
mentiert, nicht nur Sitze vorgelegt werden, welche zu Beweisen
fir die Richtigkeit der einmal bekannten Sitze tber Orter be-
nutzt werden kénnen. sondern auch Hiilfsmittel zur Bestimmung
neuer Orter. Wir haben hier also —- wenn es dessen noch
bediirfte, nachdem wir gezeigt haben. dals die Alten faktisch
s0 viele geometrische Orter kannten — ein Zeugnis dafiir. dafs
man im Altertum sich nicht nur mit den Sitzen iber Orter
beschiiftigte, welche die theoretischen Untersuchungen an sich
mit sich brachten, sondern dals man sich ausdricklich mit den
Untersuchungen beschiiftigte, welche Chasles in seiner Schrift
tiber Euklids Porismen Ortsprobleme?) nennt. Fir unsere
Kenntnis der alten Geomelric hat es grofse Bedeutung zu
prifen, welehe Hiilfsquellen und Wege den Alten bei solchen
Untersuchungen zu Gebote standen. Um diese richtig zu wir-
digen, wird es zweckmiilsig sein, dieselben mit der Behandlung
zu vergleichen, welche die analytische Geometrie denselben
Aufgaben zu Teil werden léfst, und das kann tiberdies geschehen

") Ausg. v. Hultsch, 8. 662,
2} Vergl, die Anmerkung S. 181,
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ohne dals man udtig hat dbermélsig weit von den der alten
analytischen Methode eigentiimlichen Formen abzuweichen.

Zunichst ist es selbstverstindlich, dals jeder Fortschritt
in der Lelire von der Geraden, dem Kreise oder dem Kegel-
schnitt neue Mittel zur Bestimmung ebener oder kdrperlicher
Orter fiir Punkte, welche gegebenen Bedingungen geniigen, an
die Hand giebt. Ganz besonders wird das fiir jeden neuen
Satz tber Orter gelten, selbst wenn derselbe in wenig voll-
stindiger Form als ein wimo¢ vorgelegt wird, dessen Vervoll-
stindigung durch genauere Beslimmung der Geraden, des Kreises
oder des Kegelschnittes keine besondere Erfindungsgabe be-
ansprucht. Ein neuer Satz iber Orter liefert nimlich cine
Form mehr, von der man erwarten darf. dals sie zur Um-
formung und dadurch zur Bestinmung der gesuchten Orter
dienen kionne. Er spielt in dieser Hinsicht dieselbe Rolle wie
in der analytischen Geometrie eine neue Form, welche die
Gleichung der entsprechenden Kurve durch Beziehung auf ein
anderes Koordinatensystem oder durclr neue Konstantenbestim-
mungen erhilt.

Es ist nicht zu bezweifeln, dals die vielen bekannten Sitze
wirklich diese Rolle gespicll haben, indem sie den, der sie
kannte, mit einer Fille von Ankniipfungspunkten versahen,
die man sicherlich tberall, wo es moglich war, fir die Be-
handlung von Ortsproblemen benutzt hat. Dieser Weg, der
allerdings der beste ist, wenn man selbst neue Sitze {ber
Orter finden will uin anderen Ortsprobleme zur Ldsung auf-
zugeben, kann auch oft zu der schnellsten Losung von diesen
fahren, aber er gewihrt nicht die Gewilsheit ilnmer und
sicher an dieses letzte Ziel zu gelangen. Dies erreicht man in
der analytischen Geometrie nicht durch die Kenntnis der vielen
Formen der Gleichung, sondern gerade durch das Festhalten
an den wenigen Grundtypen derselben, der Gleichung
ersten Grades fiir die Gerade, und der zweiten Grades fiir die
Kegelschnitte, in Verbindung mit den Vereinfachungen, welche
sich ergeben, wenn der Kegelschnitt ein Kreis oder eine Parabel
wird, oder wenn derselbe eine besonders einfache Lage mit
Beziehung auf das Koordinatensystem hat.
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Wir wenden uns nun zur Untersuchung der hiermit ver-
wandten Hilfsquellen zur Lésung von Ortsproblemen,
die den Griechen zu Gebote standen, und daran wollen
wir, soweit Mittel vorhanden sind, eine Untersuchung dariiber
anschliefsen, wic weit sic wirklich diese Hiilfsmittel benutzt
haben.

Wenn eine Aufgabe tiber die Bestimmung eines Orts vor-
gelegt war, so konnten die Alten, wie ich bereits i dritten
Abschnitt  beriihrt habe, ganz ebenso wie wir eine Analysis
dadureh vornehmen, dafs sic einen belichigen Punkt des Orts
auf ein Koordinatensystem bezogen, und dann die verlangte
Eigenschaft durch eine Gleichung zwischen den Koordinaten
ausdriickten. Die Systeme, welche sie zu benutzen verstanden.
waren, wie wir geschen haben, teils Parallelkoordinaten, teils
solche, die man sich leicht mit Paralielkoordinaten vertauscht
denken konnte. Die in diesen anderen Systemen ferner ent-
haltenen Punkte und Linien gewihrten noch reichere Mittel,
als uns in den nackten Parallelkoordinatensystemen zu Gebote
stehen, um eine solche Wahl zn treffen, bei der man schon
im voraus erkeunen kounte, dals sie der Gleichung eine ein-
fachere Form geben wiirde. Gleichungen, die in den gegebenen
konstanten und in den variablen Grofsenn von hiherem als dem
ersten Grade waren, mufsten auf die in unserem ersten Ab-
schnitt beschrichenen Arten aufgestellt werden, ndmlich teils
durch Vertauschung unserer Streckenprodukte mit Fliichen, teils
durch Vertauschung mit Rauminhalten, teils endlich durch An-
wendung von Verhiltnissen zur Einfihrung fernerer Faktoren.
Doch war die riumliche Darstellung und Einfihrung variabler
Faktoren durch Verhiiltnisse zu beschwerlich, als dafls die Me-
thode eine iber dic Bestimnmiung von Kurven zweiter Ordnung
oder von korperlichen Ortern hinausgehende Anwendung finden
konute.

Insofern die gefundene Gleichung unter eine schon bekannte
Form gehorte oder sich unmittelbar in cine solche umwandeln
liefs, mufste man durch Anwendung der [ir diese bekannten
Bestimmung den gesuchten geometrischen Ort vollstindig be-
stimmt erhalten. Es kommt hier also darauf an einen Uber-

)
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blick tiber die einfachsten bekannten Formen zu gewinnen,
welche den griechischen Mathematikern. so weit wir diekt
wissen oder mit Sicherheit schliclsen konnen. zur unmittelbaren
Verfigung standen. In Verbindung hiermit wollen wir die
Anwendungen zur Bestimnnng von Ortern aufsuchen, welche
von jeder einzelnen gemacht sind.

f. Dafls den Griechen bekannt war, dafs der Ort eine Ge-
rade werden mufste, wenn die Gleichung entweder unter die
Formen

ar+by+C =0, y=oar+c

gehérte, wo wir wie frither durch griechische Buchstaben Ver-
hiilltnisse (unbenannte Zahlen), durch die kleinen lateinischen
Strecken und dureh die grofsen lateinischen Flichen bezeichnen.
oder wenn dieselbe durch Vertauschung des benutzten kom-
plicierteren Koordinatensystenis mit einem Parallelkoordinaten-
system diese Form annahm. ist klar. Eine solche Gleichung
mufste niimlich durch eine Verlegung des Koordinatensystems,
die ihnen keine Schwicrigkeiten verursachte — z. B. an den
Durchschnittspunkt der Geraden mit einer der Koordinaten-
axen — di¢ Form y =- ax annehmen,

Wir haben auch gesehen, dals Apollonius bhei der geo-
metrischen Darstellung der Gleichung fir cinen Kegelschnitt,
ndmlich y2 = pr + ax?, p+ ax als Ordinate einer geraden
Hdlfslinie darstellte. Die angegebenen Formen sind im (ibrigen
speciell in solehen miteinbegriffen, welche in Euklids Poris-
men, namentlich in dem bekannten ersten Porisma, geometrizeh
ausgedriickt sind.

Ein direkteres Zeugnis fiir den Gebrauch dieser Darstellung
finden wir in Pappus’ Inhaltsangabe von Apollonius’ verlorencem
Werk iber ebene Orter!). Unter den zmmn ersten Buch
gehorigen Siitzen findet sich der folgende -- von dem wir nur
die besonderen Aufstellungen specieller Fiille fortlassen - als
VI aufgefiihrt:

Wenn man von einein Punkte an zwei der Lage nach
gegebene Geraden unter gegebenen Winkeln gerade Linien zicht,

') Pappus, Ausg. v. Hultsch, S. 660 —671,
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und die Summe der einen von diesen und einer solchen, welc
in einem gegebenen Verhiltnis zu der anderen steht, gegel
ist, so wird der Punkt auf einer der Lage nach gegeber
Geraden liegen.

Hierin ist die ausdrickliche Angabe enthalten, dals
Gleichung

X+ ay == b .

worin aber « und b positiv sind, cine gerade Linie darstellt

Dals man zu Appollonius’ Zeit verstand, solchen Dars
lungen eine weitere Anwendung zu geben, wird ferner duw
einen so allzemeinen Satz wie den folgenden (VII) bezeugt, «
ausdrickt, dals der geometrische Ort fir einen Punkt, der so 1
stimmt ist, dals seine Abstinde von einer heliebigen Anze
der Lage nach gegebener Geraden eine Gleichung ersten Grad
befriedigen, cine gerade Linie wird. Doch ist derselbe in die
Aufstellung der Begrenzung unterworfen, dals die Gleichu
als homogen in den variablen Abstinden von den Linien v
ausgesetzt wird, und dals das Vorzeichen von einem der Gliec
demn aller ibrigen entgegengesetzt ist.

2. Dals die Gleichung in rechtwinkligen Koordinaten
r*ty*tar+by+C =0
einen Kreis darstellt, sicht man durch eine Verlegung ¢
Koordinatensystems und Anwendung des pythagoreischen Lel
satzes; um das aber auf diesem Wege zu erfahren mufls m
die Bestimmung des Punktes kennen, nach dem der Anfan
punkt verlegt werden soll, namlich des Kreisniittelpunktes, I
Kunstgriff, welcher bei dieser Bestimmung angewandt wi
besteht wie bekannt nur in einer zweimaligen Anwendu
desselben Kunstgriffes, der bei der Losung von Gleichung

zweiten Grades benutzt wird (ndmlich der Addition von

und um «x und by in dic quadratischen Glieder hine

2
"
zuziehen), und damit waren die Griechen, wie wir gesel
haben, schon vor Euklids Zeit bekannt.

Mit Bestimmtheit lifst sich freilich keine wirkliche Ben
zung dieser zweimaligen Anwendung eines bekannten Verfahr
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nachiwweisen. Indessen ist aus Apollonius’ ebenen Ortern
ersicht Lich, dafs die Griechen jedenfalls dem Resultat nach das-
selbe  erreicht haben, wenn auch auf einem anderen Wege. der
ihnerr  von vornherein naher gelegen haben mag. Wir haben
namlich (besonders im vierten Abschnitt) hervorgehoben, dafs
die (Sleichungen, welche die Alten entwickelten, von unserer
algebraischen Darstellung derselben nicht nur dadurch abwi-
chenn, clals sie Flichen enthielten statt unserer Streckenprodukte,
sondern auch dadurch, dafs sie das in einzelnen Gliedern
gaben . was wir in mehreren ausdriicken. Wo dies nicht der
Fall wrar, suchte man es so bald wie moglich durch Zusammen-
sehen zu erreichen. In der obenstehenden Gleichung des
Kreises wird man dann sofort fiir 2?4 y? das Quadrat des
Abstandes vom Anfangspunkt oder r? gesetzt haben, und
ar -+~ by + C wird zusammengezogen sein, z. B. in das Rechteck
aus der Strecke ¢ und dem Stiick, welches auf einer Parallelen
zur Abscissenaxe zwischen dem Punkte (x, #) und der geraden
Linie ax + by L+ C = 0 abgeschnitten wird. Dies letzte Recht-
eck ist demjenigen gleich, welches aus dem senkrechten Ab-
stande des Punktes (r, y) von dieser geraden Linie und einer
neuen konstanten Sirecke «' gebildet wird. In dem recht-
winkligen Koordinatensystem mit demselben Anfangspunkt.
dessen Ordinatenaxe der Geraden e¢x +by + C = 0 parallel
ist. wird der Kreis also durch eine Gleichung von der Form
rtd+a(r—c) =0
dargestellt werden, wo r = ¢ die neue Gleichung fiir die Linie
ax 4by+C=0ist, r— ¢ also das Stiick, welches auf der
mneuen Abscissenaxe zwischen cinem festen Punkt und dem
F ufspunkt der Ordinate des Kurvenpunktes (r, y) abgeschnitten
wird, Dals diese neue Gleichung cinen Kreis darstellt, wird
awusdriicklich von Apollonius in demn 3ten der ebenen Orter des
zweiten Buches ausgesprochen, die Pappus anfiihrt!). Um die
Richtigkeit dieses Satzes einzusehen ist nur eine einmalige
Anwendung des frilher erwihnten, von der Auflisung der

1) Ausg. v. Hultsch, S. 666.
14

re



210 . Zehnter Abschnitt.

Gleichungen zweiten Grades her bekannten Kunstgriffs erfor-
derlich.

Durch eine weitergehende Benutzung des zweiten Buches
von Apollonius’ ebenen Ortern wird man, ebenso wie oben
bei der geraden Linie, bestitigt finden, dals die Alten in der
That die angefiihrten Hiilfsmittel benutzt haben. Der Satz V
in Pappus’ Bericht ist ndmlich von einer solchen Allgemeinheit,
dafs sich von vornherein kein Koordinatensystem darbietet, in
welchem die Gleichung des beschriebenen Orts eine einfachere
Form annimmt als die Gleichung eines vollkommen beliebigen
Kreises. Es mufs also eine Reduktion der soeben beschriebenen
Art, die allerdings den speciellen Satz IV als Zwischenglied
enthalten haben kann, vorgenommen sein um darzuthun, dals
der Ort wirklich ein Kreis ist.

Der Satz V sagt namlich aus, dals der geometrische Ort
fir einen Punkt, der so bestimmt wird, dals die Summe der
Flacheninhalte von Figuren, die gegebenen Figuren ahnlich sind
und auf den Verbindungslinien des Punktes mit einer beliebigen
Anzahl gegebener Punkte konstruirt werden, eine gegebene
Grofse hat — oder, wie man jetzt sagen wiirde, in der Weise,
dafs die Quadrate der Verbindungslinien einer Gleichung ersten
Grades (mit positiven Koefficienten) genligen — ein Kreis ist.
In Satz IV werden nur zwei Punkte betrachtet.

Dals der Ort auch ein Kreis wird, wenn in dieser Glei-
chung Glieder von der Form ez hinzugefigt werden, wo = die
Projektion vom Abstande des laufenden Punktes von einem
festen Punkte auf eine feste Gerade bedeutet, wird in etwas
weniger allgemeiner Form in VI ausgedriickt.

3. Die Gleichung

y? = ax*+br 4+ C
lafst sich, wenn die dadurch dargestellite Kurve die Linie y == 0
schneidet, auf die wohlbekannte Form y* = px + «x® bringen.
Jedenfalls aber kann man durch eine einmalige Anwendung des
fir die Auflosung quadratischer Gleichungen benutzten Kunstgriffs
zu der Form
y: = ar*+ D
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gelangen. Auf eine geometrische Einkleidung dicser Form trafen
wir in Apollonius’ erstem Buche [41]; dieselbe war also auch
bekannt.

Fir die Anwendung der Gleichungsform 3 teilt Pappus
einige Beispiele mit, deren gegenseitiger Zusanimenhang Aufkla-
rungen giebt, die auch in anderen Bezichungen von Wichtigkeit
sind.

In dem ersten Beispiel!) wird der geometrische Ort fir
den Eckpunkt B eines Dreiecks ABC, dessen Eckpunkte A

Fig. 37.

und C festliegen, bestimmt (Fig. 37), wenn ~ C = 2 £ A.
Fillt man die Senkrechte BD und macht DE = CD, so wird
offenbar A £ = BE. Nun ergiebt sich die Gleichung

BD* = AE:—"DE?,
die, wenn BD als die Ordinate y betrachtet und die Abscisse
des Punktes D von einem beliebigen Punkt der Linie AC an
gerechnet wird, offenbar die verlangte Forin hat. Doch werden
in Folge der Behandlungsart der Alten die beiden Glieder der
rechten Seite nicht zu einer dreigliedrigen Groifse entwickelt,
sondern im Gegenteil nach der bekannten Regel fiir die Ver-
wandlung der Differenz von Quadraten in éin Glied zusammen-
gezogen. Ist £Z = DE, so erhilt man

BD* = AD.AZ.

Nun ist CD = }CZ. Bestimmt man dann H so, dafs CH =
§CA, so wird die Differenz CH— CD = DH = }ZA. Da-
durch wird die Gleichung aber

BD* = 34AD.HD,

') Ausg. v. Hultsch, 8. 280—285,
14*
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und diese driickt aus, dafs B auf einer Hyperbel mit den
Scheitelpunkten 4 und M liegt. Der zu dieser Axe gehorende
Parameter ist 3.4 H. Ist umgekehrt eine Hyperbel, deren Para-
meter dreimal so grofs wie die Hauptaxe ist, mit der Axe A H
gegehen, so lafst sich der Punkt C dadurch bestimmen, dafz
mman HC = } AH abtrigtl.

Man sielit, dafs die genauere Bestimmung des geometrischen
Orts hier aus der gegebenen Eigenschaft mit derselben Sicher-
heit und — wenn man nur stets seine Afiierksamkeit auf die
Figar richlet — etwa mit derselben Leichtigkeit abgeleitet wird
wie durch die analytische Geonetrie,

Pappus figt eine andere Bestimmung desselben Orts
hinzu, welehe ,einige* benutzt haben. Beschreibt man einen

—a =B,
A F i

Fig. 3%,

Kreis um das Dreieck A BC (Fig. 38, wo die Buchstaben die-
selbe Bedeutung haben wie in Fig. 37), und steht F'G senkrecht
auf der Mitte von AC, so ist £ FCG = 2 A =} 2C.
Folglich ist

AF AG AC

¥D~ GB~ CB'
woraus, da AF = L AC, lolgt, dals
BD*4CD*

CB = 21”1) Odel' '77)"2'—‘ = 4‘. (a)

Aus der lelzten Gleichung, welche offenbar die hier behandelte
Form hat, schliefst Pappus unwittelbar, dafs der Ort eine
Hyperbel ist ). :

Dafs bereits Euklid in einem anderen Falle denselben

') Wenn Pappus sagt, dals die Kurve eine Hyperbel wird, sobald
das letzgenannte Verhiiltnis konstant ist. so hat er offenbar nur ver-
gessen anzufiihren, dafs dieser konstante Wert dann grifser als 1
sein mufs,
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Schlufs gemacht hat, geht hervor aus Pappus’ zweitem Hilfs-
satz zu Euklids Oberflichendrtern (wdzoc pig émugavein)!). Wenn
Pappus dort ndmlich ecinen vollstindigen Beweis dafiir aufstellt
und durchfihrt, dafs der geometrische Ort fiir die Punkte, deren
Abstinde von einem gegebenen Punkt und einer gegebenen
Geraden in einem gegebenen Verhiltnis stehen (wie in Fig. 38
die Abstinde des Punktes B von C und der Geraden F@),
cine Ellipse, Parabel oder Hyperbel ist, je nachdem das Ver-
hiiltnis é 1, so mufs Euklid diesen Satz in der angefiihrten
Sehrift benutzt haben. und das Bedirfnis nach einem Hilfssatze
muls dadurch entstanden sein, dals er ihn nicht bewiesen hat.
Er mufs ihn also entweder als einleuchtend oder als bekannt
betrachtet haben. That er das erstere, so mufls es deswegen
geschehen sein, weil die Gleichung die Form erhielt, mit der
wir uns hier beschiftigen, und man dann leicht die Bedin-
gungen dafir, dals die Kurve eine Ellipse, Parabel oder Hy-
perbel wurde, verificieren konnte; der Umstand indessen, dafls
Pappus diese Bedingungen mit anfiihrt, macht die Annahme
wahrscheinlicher, dals Euklid einen Satz benutzt hat, der schon
im voraus bekannt war, und diese Annahme stimmt auch
damit Uberein, dals derselbe Satz, ohne selbst bewiesen zu
werden, Anwendung an den beiden verschiedenen Stellen gefun-
den hat, welche wir hier angefiihrt haben.

Ist diese Annahme, dafs die Bezichung eines Kegelschnittes
auf Brennpunkt und Leitlinic wohl bekannt war, richtig, so
darf man Pappus’ unmittelbare Anwendung der Gleichung (a)
nicht als Beispiel fiir eine allgemeine Kenntnis der Gleichungs-
form y* = ax? 4 bxr + C benutzen. Dafiir haben wir dann
aber eine neue specicllere Form erhalten, und es kann sich
als vorteilhaft erwiesen haben auf diese auch andere von den
Gleichungen zu reducieren, welche unter dieselbe allgemeinc
Form gehoren. Ferner wird Pappus’ Beweis der vorausgesetzten
Satze necue und sehr lehrreiche Beispiele fir die Kunstgriffe
liefern, welche bei der wirklichen Behandlung von Gleichungen

- der hier besprochenen Form angewandt wurden. Wir werden

) Ausg. v. Hultsch, S, 1004 ff.  Vergl. unseren neunzehnten Abschnitt.
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darum diesen Beweis hier kurz wiedergeben, wobei wir wie
gewonlich die — nach unserer Auffassung — leitenden Gedanken
besonders hervorheben.
Ist (Fig. 39, in der wir die Buchstaben der Gleichung (a)
heibehalten haben)
BD*+ CD?
— Fpr = A §))

gegeben, so wird es, um auch hier die Glieder zusammenziehen
zu konnen, bequem sein auf der Linie F'C den Punkt I so zu
bestimmen, dafs
_ Dt
/e
Wenn dann zugleich ein Punkt /* dadurch bestimmt wird, dals
DI' = ID, so erhdlt man

. BD*4-CD*  CD* BD: __ _BD® 3
A=="F¥p: "~ prF ~FDi—DE ~ FI.FT ©
Nun zeigt die Bestimmung der Punkte I und I‘, dals die be-
weglichen Punkie D, I und I' dhnliche Punktreihen bilden,

2 @

B

A F i pi €

|
Fig. 39.

deren Ahnlichkeitspunkt der feste Punkt C ist. Ist nun H der
Punkt, auf den D fallt, wenn I auf den gegebenen Punkt F

fallt. so wird einmal H bestimmt (durch %{;— == VI) und
. I O § FC
zweitens das Verhiltnis HD bekannt (= T-T) Ist 4 der

Punkt, auf den D fillt, wenn I' auf F' fallt, so wird A be-
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4

c4d

. - . . Fr
. 1 as +hia il
stimmt (dlll(ll AF l/.) und das Verhaltnis D bekannt
FC o e . BD? . )
(= ) ((f)’ Aus (3) folgt nun, dafs HD Ay °inen bekannten

Wert erhilt. B wird also auf einem Kegelschnitt mit den
Scheitelpunkten H und A liegen. Ob dieser eine Ellipse oder
eine Hyperbel (wie in Fig. 39) wird, hdngt davon ab, ob D
auf A H oder auf die Verlingerung von AH fillt, und dies
beruht wieder darauf, ob C aut II° oder auf die Verlingerung
von II' fillt, also davon, ob ,1§ 1.

Der Fall, wo 4 = 1 ist und die Kurve eine Parabel wird,
wird ganz auf dieselbe Weise behandelt, ist aber cinfacher.

Die Ubercinstimmung zwischen dieser Behandlungsart und
derjenigen, welche Pappus bei der von den Brennpunktseigen-
schaften unabhiingigen Bestimniung des ersten geometrischen
Orts anwandte, zeigt, dafs man nicht nur die algebraischen
Schwierigkeiten bei der nitheren Bestinmung eines dureh die
leichung y? = «x?+ bx + C gegebenen Orts zu iberwinden
verstand. sondern dafs man sogar eine elegante Durchfiihrung
dieser Bestimmung entwickelt hatte. Doch lafst sich diese
Methode nur dann unmittelbar anwenden, wenn die r-Axe dic
Kurve schneidet. Ebenso wie die unter einander verschiedenen
Bestimmungen von Ortern, auf welche wir dieselbe bei Pappus
angewandt schen, stammt sic selbst gewils auch aus den
hesten Tagen der griechischen Mathematik. Ja es steht dem
nichts im Wege, dafs sie bereits in Aristidus’ korperlichen
Ortern benutzt worden scin kann, und dals der Beweis des
Hiilfssatzes zu Euklids Oberflichenértern eine mehr oder weniger
freie Wiedergabe von Bewecisen fiir dieselben Sitze in jener
Schrift ist.

4. Wenn mwan fiir einen geometrischen Ort eine Gleichung
von der Form

py = r*+ar+ B

gefunden hat, so wird die Umnformung in

(") = (3
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nur eine einmalige Anwendung des bhei der Auflosung de
quadratischen Gleichung benutzten Kunstgriffs erfordern. D:
durch findet man sofort, dafs die dargestellte Kurve eine Parab
ist. Dafs die Gleichung, welche durch die bei den Alten dblict
Zusammenziehung von Flichen eher noch die Form

p(y—--g-) = r(x+ «a)

annchmen wiirde, eine Parabel darstellt, welche sich leicl
bestinmen lilst, das wird im Gbrigen jedem klar gewesen seil
der sich der Umformungen der Gleichung der Parabel erinner
welche Archimedes in der Schrift idber die Quadratur di
Parabel vornimmt, und die wir im zweiten Abschnitt erwi
haben. Die diesen entsprechende umgekehrte Umformung !
die gewdhnliche Form der Gleichung der Parabel wiirde si
als ein Beispiel fir die hier angegebene Bestimmung ein
Parabel durch die aufgestellte Gleichungsform auffassen lasse
Eine Anwendung derselben zur wirklichen Bestimmung ein
vorher unbekannten geometrischen Orts wird man schwierig
finden, da der Durchmesser, welcher die der Abscissena:
parallelen Sehnen halbiert, in der Regel so leicht zu bestimme
sein wird, dafs man ihn unmittelbar zur Axe des Koordinate
systems nehmen kann; dadurch wird dann eine Reduktic
der Gleichung Gberflissig.

3. Die Vereinigung von Gliedern in der Gleichung
ty+ard-by+C =0,
welche zeigt. dafs das Produkt der Abstinde des Punkt
(x, ¥) von zwei geraden Linien konstant ist, fallt unmittelb:
in die Augen. Wenn eine solche Gleichung vorgekommen is
wird man also gleich gewulst haben, dals dieselbe eine Hyperb
mit diesen Linien als Asymptoten darstellt.

Obgleich eine Hyperbel, bezogen auf ihre. Asymptote
allerdings der am hiufigsten vorkommende Ort in den w
aufbewahrten Losungen ,korperlicher Aufgaben“ ist, so wii
es dennoch einige Schwicrigkeiten haben direkte Beispiele fi
die hier erwihnte Vereinigung von Gliedern zu finden, ebe
weil die Asymptoten so leicht in die Augen fallen, dafs ms¢
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die Untersuchung damit hegonnen haben wird. den Ort auf
dies¢ zu beziehen. Doch kann es vielleicht erlaubt sein ein Bei-
spiel hierfir in Diokles' Darstellung einer Hyperbel zu sehen,
die er bei einer Kugelteilung benutzt, welehe wir spéter, im
11ten Abschnitt, als Beispiel {ir die Losung einer korperlichen
Aufgabe 1nitteilen werden. Die Hyperbel ist namlich dadurch
bestimmt, dafs man in einemn beweglichen Punkte einer Strecke
2r, welcher diese Strecke in die Abschnitte & und A‘ teilt, eine
Ordinate y crrichtet, diec durch die Proportion

- y
bestimmt wird; betrachtet man k als Absecisse x, so giebt die
Proportion die Gleichung

Iy = a(2r—ur).

6. Im vierten Abschnitt haben wir gesehen, sowohl dafs

die Gleichung

ar?+ fry+yy? = D
ein ziemlich unmittelbarer Ausdruck fiir den Flachensatz ist,
als auch wie der durch eine solche Gleichung dargestellte
Kegelschnitt sich ndher bestimmen lafst.

Diese Form erhilt z B. die Gleichung fir den Ort cines
Punktes, der unverinderlich auf einer unverdnderlichen Strecke,
deren Endpunkte auf geraden Linien gleiten, belegen ist, sofern
man diese Linien zu Koordinatenaxen nimmt. Im Altertum
hat man wenigstens einige Veranlassung gehabt diesen Ort zu
untersuchen, da man, wie aus cinigen von Proklus mitgetcilten )
Betrachtungen des Geminus hervorgeht, den Ort in dew spe-
ciellen Falle kannte, wo die beiden festen Geraden einen
rechten Winkel bilden. Dieser Specialfall lifst sich jedoch hier
nicht als Beispiel benutzen, da bei demselben die Ellipse sofort
durch ihre Axengleichung bestimmt wird.

Der Flachensatz ist ein Hilfsmittel gewesen, das sich
immer zur Bestimmung korperlicher Orter benutzen liefs, deren
Mittelpunkt ein in voraus bekannter oder ein im voraus he-

') Ausg. von Friedlein, S. 106,
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stimmbarer Punkt war. In solchen Fillen hat der Flichensatz
sich auch anwenden lassen, bevor derselbe durch Benutzung
des zweiten Hyperbelastes und der konjugierten Hyperbel seine
volle Ausdehnung erhielt, da man immer solche Koordinaten-
axen wihlen konnte, welche selbst den geometrischen Ort
schnitten. Deshalb ist er besonders wertvoll vor Apollonius’
Zeit gewesen, wo man das noch umfassendere Hilfsmittel, die
Bestimmung des Orts zu vier Geraden, nicht in seiner vollen
Ausdehnung besalfs.

In Verbindung hiermit wollen wir an die Rolle erinnemn,
welche der Flichensatz bei der Bestimmung des letztgenannten
Ortes selbst gespielt hat, wenn wir auch annehmen, dals diese
Anwendung den Potenzsalz als Zwischenglied enthalten habe.

7. Wir wollen nun zu der allgemeinen Bestimmung solcher —.
korperlicher Orter dbergehen, welche nicht mit gegebenenar
Linien und Punkten in solcher Verbindung stehen, dals durche.
Beziehung auf diese ihre Darstellung eine der vorher erwihntene
cinfacheren Formen crhilt. Nimmi{ man dann einige von denr:
Linien der Figur zu Koordinatenaxen, so wird die Gleichungsg
nur vom zweiten Grade werden.

Eine kleine Vereinfachung dieser Gleichung wird mamr—
indessen immer dadurch erreichen konnen, dals man einer=
Punkt des gesuchten Ortes selbst zum Anfangspunkt nimmt. Z
‘Dadurch wird die Gleichung:

ar®+ By +ry* +dr+ey = 0.
Nahelicgende Vereinigungen von Gliedern fihren dann sofort zix ..

rlaxr+By+d)y = —yGy-+e,
oder zur Darstellung als Ort zu vier Geraden, von denen zweis®
parallel sind. Dies ist der Ort, dessen nithere Bestimmung wir—
im siebenten Abschnitt kennen gelernt haben.

Die Beziehung auf eine allgemeine Gleichung zweiten Gradess
in Parallelkoordinaten, in der dann Zusammenziehungen vor—
genommen wurden, stellt hier einen Weg dar, den wir wegemn
der Vergleichung mit der analytischen Geometrie angefiihrt
haben. und auf dem kein Schritl vorgenommen wird, welcher-
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den Griechen unbekannt war; aber ihre Behandlung der Sache
hat sicherlich von der unsrigen dadurch sich unterschieden.
dafs sie, wihrend sie die Aufgabe auf eine Gleichung brachten.
gleichzeitig mit dem Zusammenziehen begannen, und dafs sie
dadurch rascher zu dem erwithnten Ort zu vier Geraden ge-
langten. Dalfs sie nicht blofs gelegentlich die Zuriickfihrung
auf diese Form benutzt haben, sondern dafs sie sich auch
bewufst waren, dafs dieselbe sich in allen Fillen ausfiihren
lifst, in denen es mdoglich ist eine Gleichung ersten Grades
zwischen Rechtecken aufzustellen, die aus den Abstin-
den des beweglichen Punktes von geraden Linien.
zu je zweien genommen, gebildet werden. sowie aus
dicsen in Verbindung mit gegebenen Strecken: das
wird wahrscheinlich, wenn man beachtet, dafls einige der
ebenen Orter. welche Apollonius sogar ausdriicklich aufge-
stellt hat, einen entsprechenden Grad von Allgemeinheit besitzen.

Die Darstellung als Ort zu vier Geraden. von
denen zwei gegentiberliegende parallel sind, war also
eine Darstellungsform fir Kegelschnitte, welche im
Altertum denselben Nutzen gewiihrte wie die Dar-
stellung durch die allgemeine Gleichung zweiten
Grades in der Gegenwart. Die genauere Bestimmung
des erwithnten Orts erhielt dadureh fir die Griechen
einc dhnliche Bedeutung wie sic die Bestimmung
cines Kegelschnittes durch ecine Gleichung zweiten
Grades fdr uns hat.

Dadurch erklirt sich das Gewicht. welches Apollonius
gerade aul dic Anwendbarkeit scines dritten Buches zur Be-
stimmung des Orts zu vier Geraden legte, und dadurch ver-
steht man besser, dals er sich so, wie er es gethan, Gber die
Verhesserungen der Bestimmung des Ortes zu vier Geraden
aussprechen konnte, die doch unmittelbar nur Ricksicht auf
den Fall nehmen, wo dic gegeniberlicgenden Seiten parallel
sind.

Das beste Beispiel, welches wir fir dic Anwendung des
hier beschriebenen, vollkommen allgemeinen Hilfsmittels an-
fihren kinnen, ist dieselbe Beziehung des allgemeinen Ortes
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zu vier Geraden auf ein Viereck, von dem zwei gegeniibe
liegende Seiten parallel sind, welclie wir im achten Abschni
durch andere Belrachtungen geleitet, den Griechen zugeschrieb
haben. Das wird sich zeigen, wenn wir uns nun durch eil
in ihren Grundziigen antike Analysis, in die wir allerdin
moderne Bezeichnungen, Begriffe und Erklirungen einfiihren, :
ebenderselben Reduktion fiihren lassen.

Wir kehren zuriick zu Fig. 32, in welcher i ein beliebig
Punkt eines auf das Viereck ABCI bezogenen allgemein

Yl
’_7(.?/':M ,//
Z9
A :i_.._"___-__ P
/\\, . D'\ 1] o
{ \\’. \\l }/" /
Lo -. 7 ¢
B
Fig. 32.

Ortes zu vier Geraden ist. Die Abstinde von BA und C
wollen wir parallel der BC rechnen und » und z nennen. 1
die von BC’ und A D wollen wir parallel der BA rechnen =
4 und « nennen. Der Ort ist dann bestimmt durch die G
chung
rz = l.yu,

worin 4 eine Konstante bedeutet. x und y sind die Koom
naten des Punktes M in einem Parallelkoordinatensystem
den Axen BC und BA.

Nennt man nun die Punkte, in denen die Ordinate vorm
die Linicn AD und AE trifft, P und ¢, so wird

= PM = PQ—MQ.

Da —MQ der Abstand des Punktes .M von 4 E, parallel
B4 und mit Vorzeichen genommen, ist, so wollen wir d
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selben der besseren Ubersicht wegen u, nennen; aus der Figur
folgt :

DE

PQ = — - .r. 3
9= 4k 3)

Durch Einfihrung dieser Ausdricke in (1) erhilt man:

D'E
;rz—-»l--—,r)=/l.1u. i
( AR Y yu, (¥
Wiinscht man nun den zweigliedrigen Faktor zusammenzuzichen,
. ])NJ 4"
s0 kann man zuniichst aus der Figur fir 2 den Wert vE Y
&

ableiten und darauf dem zweiten Gliede den gleichen Nenner
dadurch verschaffen, dafs man auf der Linie A K einen Punkt
dureh die Gleichung
. D'E D .
YA = CE )
bestimumt. Dieser Punkt ist. was indessen nicht unmittelbar
henutzt wird, cin Punkt des geometrischen Ortes. Man findet
dann
. D'E D M DG G- .
FTAYRY T R YT cE YT cp Y = )
worin 2, den Abstand des Punktes M von der Linic C6.
parallel der BC gereclinet, bedeutet. Dadurch ist die Gleichung
des Ortes umgeformt in
Tz, = A.yu,y,
und dadurch ist derselbe als Ort zu vier Geraden auf das
Trapez 4ABCG bezogen.

Diese Analysis, welche wie man sieht genau der im achten
Abschnitt vorgenommenen Umformung. der wir nur von vorn-
herein ecine etwas allgeneinere Form gaben, entspricht, benutat.
abgesehen von den Bezeichnungen, neben solchen Mitteln,
welche die Alten beherrschten, nur noch die Verallgemeineruny
durch Yorzeichen. Diese letztere hat uns den Vorteil gebracht,
dafs wir das vercinigt haben darstellen kinnen, was die Alten
haben zerstiickeln missen, bringt aber im (ibrigen keine Ver-
inderungen hervor. Gehen wir etwas weiter in der Benutzung
moderuer Bezeichnungen, bringen (2) und (3) auf die Form

U = axr+y-—->b,
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und stellen z auf dieselbe Weise dar, so ist ersichtlich, da
die vorgenommene Umformung, analytisch-geometrisch aufgefals
die Umformung der Gleichung

r@+yry—a) = 2.y(ax+y—0b)
in xlr+(r—2a)y—a]l = A2.y(y—b)
darstellt, also genau in dieselbe Gleichung, durch welche w
ausgedriickt hahen, dals die Zuriickfiihrung eines korperliche
Ortes auf einen Ort zu den Seiten eines Trapezes sich im a
gemeinen bewerkstelligen lafst.

Der im achten Abschnitt vorgenommene allgemeinere Ube
gang von einem einbeschriebenen Viereck ABCD zu eine
anderen ABCF, das nicht notwendig ein Trapez zu se
braucht, stimmt in ihnlicher Weise genau tberein mit d
allgemeinen analytisch-geometrischen Umformung der Gleichw

rz = A.yu
in r(z-—Aday) = A.y(u— ax), (
wo iz, y, 2, u gewdhnliche abgekirzte Ausdriicke fir die link
Sciten der Gleichungen von geraden Linien sind, und wo si
{ihnliche Ausdriicke fir 2 — 2ay und « — ax einfiihren lasse

Die hier gegebene Zusammenstellung von antiken Method:
zur Bestimmung von Ortern mit den wohlbekannten Gleichung
formen der analytischen Geometrie darf nur nicht in der Wei
mifsverstanden werden, als ob die Mathematiker jener Zeit i
Konsequenz und immer gerade die bestimmten Wege verfol
haben sollten, welche wir hier im engen Anschlufs an d
analytische Geometrie zusammengestellt haben. Die verschi
denen Arten des Verfahrens laufen einander nicht derari
parallel, dafs die Darstellung des einen sich in ein Schen
hineinpassen liefse, welches dem anderen angehort. Das, w
wir durch die Zusammenstellung beabsichtigten. ist ein Ube
blick von einem jetzt bekannten Gesichtspunkte aus iiber da
jenige, was man im ganzen mit Bezug auf die Bestimmung w
Ortern durch die Mittel erreichen konnte, welche den Gri
chen zu Gebote standen, und wir haben gesehen, dals di
solchen Ortern gegeniiber, deren Ordnung 2 nicht iberschreits
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dieselbe Vollstandigkeit war, welche die analytische Geometrie
gewihrl., Dafs die Griechen wirklich auch diese Mittel ge-
brauchten, ist teils durch Beispicle gezeigt, teils folgt es daraus,
dafs Mittel dieser Art nur in der Hand desjenigen entstehen,
der sie henutzt.

Was nun die Leichtigkeit betrifft. mit der diese Hiilfs-
mittel sich benutzen liefsen, so darf man annehmen, dafs man
die hier betrachteten bestimmten Darstellungsformen fir Kegel-
schnitte nicht in dem Grade zur augenblicklichen Verfiigung hatte,
wie es bei demjenigen, der sich der analytischen Geometrie
bedient, mit den entsprechenden Formeln der Fall sein mufls;
aber dafiir leistete der grii(sere Reichtum an Hilfsmitteln,
die man benutzte, Ersatz. Es erforderte grifsere Ubung sich
Fertigkeit im Gebrauche dieser Hilfsmittel zu erwerben, und
man hatte deshalb keinen so bestimmten, auch dem Anfanger
offenstehenden Konigsweg — um einen® Ausdruck zu gebrau-
chen, der Euklid in den Mund gelegt wird --, wie ihn die
analytische Geometrie gerade fiir die Losung bestimmt for-
mulierter Ortsprobleme gebahnt hat; aber fir den geiibten
Geometer waren wesentliche Schwierigkeiten nicht vorhan-
den, und gerade der Mangel einer Heerstrafse hat ihm mehr
Gelegenheit geboten sich auf dem Wege umzusehen, die ein-
zelnen Verbindungen des untersuchten Ortes mit der vor-
gelegten Figur zu bemerken, zu sehen, durch welche Punkte
der Figur derselbe geht u.s.w. Man betrachtete es nicht als
feststehende Regel. die Figur, welche untersucht werden sollte,
jedesmal und gleich auf ein reines System von Parallelkoordi-
naten zurickzufiihren, sondern man gebrauchte verwandte Dar-
stellungsformen mit einer gewissen Freiheit. Deshalb wurde man
zwar weniger vertraut mit den bestilmmten Kennzeichen, welche
mit Parallelkoordinaten verbunden sind:; aber indem man sich
gleichwohl praktische Fertigkeit in der Benutzung der Vorteile
erwarb, welche Parallelkoordinaten darbieten, verband man
damit gleichzeitig Ubung und Fertigkeit in der Benutzung der
komplicierteren Formen, unter denen die Koordinatensysteme
auftreten, um jede einzelne Frage, welche behandelt wurde,
zu vereinfachen.
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In dieser Beziehung glichen die Methoden der Alten viel-
leicht mehr der erweiterten analytischen Geometrie unsere:
.Jahrhunderts als der analytischen Geometrie von Descartes
Namentlich diirfte bei der Zusammenziehung mehrerer Gliede:
in ein cinziges, welche die Untersuchungen der Alten auf diesen
Gebiete hesonders charakterisiert. die Vertauschung eines Aus
drucks, der linear aus den in gegebenen Richtungen gerech:
neten Abstiinden eines Punktes vou gegebenen Linien zusammen-
gesetzt wird, mit dem Abstande von einer neu eingefiihrter
festen Linie in ihren analytischen Anwendungen genau dasselbe
sein wie die . Einfiihrung abgekirzter Ausdriicke in de
modernen analytischen Geometrie.

Das wichtigste Beispiel hierfir ist die Reduktion eine:
beliebigen korperlichen Ortes auf einen Ort zu vier Geraden.
wenn anders die Bedeutung, welche ich oben diesem Ort als
allgemeinem  Halfsmittel beigelegt habe, richtig ist.  Neber
diesemm verdient auch der von den Alten benutzte Ort zu
drei GGeraden besonders hervorgehoben zu werden, wenn
derselbe auch nur ein specieller Fall des vorhergehenden ist
Die Darstellung cines Kegelschnittes als Ortes zu drei Geraden
fallt niamlich ganz zusammen mit der Darstellung desselben
durch die moderne analytische Geometrie in Dreieckskoordinaten
mittels der Gleichung

£ Iy == ALy,
deren Brauchbarkeit hei der Untersuchung mannigfacher Eigem
schaften der Kegelschnitte bekannt genug ist. Die Darstellun
cines vorgelegten Ortes unter dieser Form wird auch da, w
sie sich bewerkstelligen lifst, ein rascheres Mittel zur Bestins
mung desselben sein, als wenn man ihn als Ort zu vier Ge
raden darstellen wollte. Auf diesem Wege wiirde man z. E
zur Bestimmung des am Schlusse von Apollonius® drittem Bucle
aufgesteliten Ortes gelangen, wenn das Ortsproblem vom
welegt wire, den Ort fir den Schnittpunkt M (Fig. 27) da
Geraden A M und CM zu finden, welche durch zwei fest
Punkte .4 und € gehen und auf festen, durch € und A4 gehende
Geraden die Stiicke CP und AQ abschneiden. welche e-
Rechteck von gegebenem Inhalt hilden. Die zu einer solche.
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Bestimmung des Ortes dienende Analysis erhdlt man, wenn
man Apollonius’ synthetischen Beweis fiir das aufgestellte Orts-
theorem umkehrt.

Noch ein Beispiel will ich dafiir anfihren, wie man die
Freiheit benutzte, die man sich dadurch bewahrte, dafs man
nicht sofort eine ganze Untersuchung an ein bestimmtes System
von Parallelkoordinaten ankniipfte: man konnte jeden einzelnen
der Kegelschnitte, welche bei einer und derselben Aufgabe
angewandt werden sollten, auf ein besonderes Koordinaten-
system beziehen. Auf diese Weise gelangt Diokles, wie wir
im 1iten Abschnitt genauer sehen werden, bei seiner bereits
erwihnten Kugelteilung zu einfacheren Darstellungen einer Ellipse
sowohl wie einer Hyperbel als diejenigen sind, die er durch Be-
ziehung auf ein einziges Koordinatensystem erlangt haben wirde.

Im Verhiltnis zu dem Gewicht, welches die Alten auf die
Bestimmung korperlicher Orter legten, und zu dem Umfange
der Mittel, welche sie, wic wir nachgewiesen zu haben glauben,
fir die Bestimmung dieser Orter besalsen, bietet uns die iber-
lieferte Literatur nicht viele Angaben iGiber bestimmte kérperliche
Orter, welche die Alten untersucht haben. Diesem Mangel wiirde
sicherlich in nicht unwesentlichem Grade begegnet sein, wenn uns
Pappus nur ebensolche Mitteilungen dber Aristdus’ korper-
liche Orter wie iiber Apollonius' ebene Orter gemacht hitte.

Wabhrscheinlich wiirde man in diesen solche verschiedenen
Formen fiir die Erzeugung eines Kegelschnittes durch projek-
tivische Biischel finden, wie die im achten Abschnitt erwihnten
sind. Es wiirde dann von Interesse sein zu sehen, teils in wie
weit man auf solche specielle Fille aufmerksam war, dic
einen besonderen Grad von Einfachheit darboten, teils wic
weit man umgekehrt in der ausdricklichen Aufstellung allge-
meiner Formen fir die Bedingungen, dafs ein Ort korperlich
wird, gelangt war.

Eine Schrift, die uns vielleicht, wenn sie uns erhalten
wire, einige Beispicle fiir antike Bestimmungen von Ortern
geliefert haben wirde, ist dic von Pappus erwihntet!) Schrift

1} Ausg. v. Hultsch, $. 636,
15
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des Eratosthenes iber Mittelgrofsen. Es werden néamlicl
als darin behandelt, gewisse ,zu Mittelgrofsen gehorige Kurver
erwihnt!), unter denen wenigstens einige korperlich gewese
zu sein scheinen. Ich werde spiter im 14ten Abschnitt eine
Versuch anstellen aus den vorliegenden Angaben herauszubringe:
was dies fir Kurven gewesen sein konnen, und was d
erwdhnte Schrift im ganzen enthalten haben kann. Dab
werde ich Gelegenheit haben durch einige Beispiele die B
schaffenheit der Mittel zur Bestinmung von Ortern, welche ic
hier den Alten beigelegt habe, genauer ans Licht zu stellen.

Elfter Abschnitt.
wKdrperliche Aufgabent,

Nach einem Citat aus Pappus’ 7tem Buch, das wir 2
Beginn des vorhergehenden Abschnittes (S. 203) benutzte:
erhielten geometrische Orter ihre Bedeutung dadurch, dafs s
sich bei der Losung von Aufgaben anwenden liefsen. D:
geschah ebenso wie jetzt dadurch, dafs Punkte, auf deren B
stimmung die Losung einer Aufgabe beruht, als Durchschnitt
punkte zwischen zwei geometrischen Ortern gefunden werde
Bestehen diese nur aus ,ebenen Ortern* (zémoc érémedor), d.
aus Geraden oder Kreisen, so heifst die Aufgabe, die imme
wo es iiberhaupt moglich ist, auf diesem Wege geldst werds
mufs, selbst eine ,ebene Aufgabe“ (mpdFdyua émimedov). Mt
man dagegen seine Zuflucht zu ,korperlichen Ortern* (zdz
orepeod) nehmen und erweisen sich diese als ausreichend,
heilst die Aufgabe eine ,kirperliche Aufgabe“ (mpiginua o=
pedv). Wenn endlich fiir die Losung die Benutzung andenm
Kurven verlangt wird, welche unter dem einen Namen ,lines

!) Pappus, herausgegeben v. Hultsch, S. 652 und 662,
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Orter* (zémoc ypappeexod) zusammengefafst werden, so heifst die
Aufgabe auch linear (zpdfiyua rpauucxiy).

Diese Erklirungen, welche Pappus sowohl im 3ten wie im
4ten Buch!) giebt, bringen die sogenannten korperlichen Auf-
gaben in Verbindung mit korperlichen Ortern oder Kegelschnitten,
und deswegen miissen wir uns auch hier mit den korperlichen
Aufgaben beschaftigen. Dazu ist um so mehr Grund vorhanden,
als gerade korperliche Aufgaben, namentlich die Verdoppelung
des Wiirfels, urspriinglich die Lehre von den Kegelschnitten
bei den Griechen hervorgerufen haben sollen, eine Annahme,
welche mit Pappus’ Aufserung dber den Gebrauch geometrischer
Orter bei der Losung von Aufgaben vollkommen iibereinstimmt.

Was den Ursprung der angefiihrten Benennungen betrifft,
so sagt Pappus ausdriicklich an den eben angefiihrten Stellen,
dafs die Aufgaben eben, korperlich oder linear heilsen, well fiir
ihre Losung die Benutzung der geometrischen Orter, welche
die entsprechenden Namen haben, erforderlich ist. Hierzu
scheint es auch zu stimmen, dafs ,korperliche Orter* und ,ebene
Orter* schon in besonderen Schriften von Aristius und Apollenius
behandelt sind, dals dagegen aber die Namen ,ehbene und kor-
perliche Aufgaben* — so viel mir bekannt ist — nicht bei so
alten Schriftstellern vorkommen. Eine Veranlassung zur Be-
nutzung dieser letzten Benennungen hétte Apollonius allerdings
in der Vorrede zum vierten Buch haben konnen, da die hier
erwihnten Aufgaben genau dieselben sind, welche Pappus
" korperlich nennt. Dies deutet zwar zunichst darauf hin, dafs
die Benennung der Aufgaben damals noch nicht in Gebrauch
gekommen war und also jiinger ist als die Namen der Orter.
Doch lafst sich der Umstand, dafs Apollonius an der angefiihrten
Stelle die Benennung .korperliche Aufgabent nicht braucht, auch
dann ecrklaren, wenn diese, wie sich aus einigen Griinden als
wahrscheinlich ergeben wird, zu seiner Zeit eine etwas engere
Bedeutung hatte als die ist, welche Pappus angiebt, und des-
halb auch nicht auf alle Aufgaben anwendbar war, welche
Apollonius im Auge hatte. Dies ist aber denkbar, da der

1) Ausg. v. Hultsch, S. 5% und 270.



998 Elfter Abschnitt.

Name ,korperliche Aufgaben* recht wohl zu, und namentlich vc
Apollonius’ Zeit gebraucht sein kann, ohne dals derselbe sic
in einer von den alten Schriften findet, welche noch Papp
kennt, oder doch ohne dals Pappus Gelegenheit gefunden h:
zu bemerken, dafs derselbe nur auf eine etwas enger begrenz
Klasse von Aufgaben angewandt wurde. Es liegt desha
nichts unzutreffendes in der Annahme, dafs Pappus’ Erkldrur
von dem Ursprunge der verschiedenen Benennungen nur a
einer ziemlich naheliegenden Vermutung hervorgegangen s
welche in der Zwischenzeit entstanden ist.

Da nun diese Frage nach dem Ursprung, wie wir sehe
werden, in einer gewissen Verbindung mit einer wichtigere
historischen Frage steht, so wollen wir genau prifen, ob mel
Grund ist bei Pappus' Erklarung stehen zu bleiben, oder ¢
eine andere vorzuziehen ist, die darauf hinauslaufen wiird
dafs ebenso wie die korperlichen Orter erst als Mittel =z
Losung der korperlichen Aufgaben entstanden sind, so auc
die aufgestellte Einteilung der Aufgaben in c¢bene, k&
perliche und lineare die urspriingliche ist.

Hilt man sich an Pappus’ Erklirung, dals zuerst d
Orter die erwihnten Namen erhalten haben, so wirde ms
auch annehmen midssen, dals unter diesen die kérperliche
Orter zuerst so benannt wurden. und dafs dies daru
geschah, weil die Kegelschnitte urspriinglich als Schnitte ¢
Kegeln erzeugt sind, und weil diese Erzeugungsart defir
tionsmalsig zum Ausgangspunkt fir die Untersuchung ihr
Eigenschaften genommen wurde. Die angewandte Benennu
wiirde ndher liegen, wenn man annehmen diirfte, dals ma
nachdem sich gezeigt hatte, dafs ein gcometrischer Ort, der f
die Losung einer Aufgabe gebraucht werden sollte, keine gera:
Linie oder kein Kreis war, demnichst stereometrisch
Betrachtungsarten sich bediente um zu priifen, ob der C
ein Kegelschnitt sein kdnne. Derjenige, welcher Pappus’ Erkl
rung fiir den Ursprung der Benennung korperliche Orter* fe:
hdlt, konnte sich deshalb leicht verleiten lassen aus dies
zu schliefsen, dafs man wirklich bei der Bestimmung geom
trischer Orter so verfahren sei. Einem solchen Schlusse fel
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indessen, wie wir im zweiten und siebenten Abschnitt gesehen
haben, jede anderweitige historische Stitze, da keine Spur
darauf deutet, dals Aristaus in seiner Schrift Gber korperliche
Orter im Gegensatz zu allem, was uns von der griechischen
Lehre von den Kegelschnitten aufbewahrt ist, diese sollte
stereometrisch behandelt haben, und da Apollonius’ drittes
Buch, welches fiir die Bestimmung korperlicher Orter besonders
niitzlich sein sollte, rein planimetrisch ist und vor allem auf
planimetrische Anwendungen hinweist.

Pappus’ Erklirung des Ursprunges der Benennung korper-
liche Orter* ist also allein auf die stereometrische Definition
der Kegelschnitte aufgebaut, und die Benennung ,ebene Ortert
wirde sich dann nur im Gegensatz zu jener gebildet haben.
Das stimmt auch dazu, dals Pappus sagt, die ebenen Auf-
gaben wiirden mit Recht so genannt, weil die Linien, mit deren
Hiilfe sie gelost wiirden, ihren Ursprung in der Ebene hitten.
Hat nun auch dieses Unterscheidungsmerkmal den kérperlichen
Ortern und Aufgaben gegeniiber eine formale Berechtigung,
wenn -man einseitig den Gedanken an den Ursprung oder die
Definition der Kegelschnitte festhilt, so wird dasselbe doch
von dem Augenblicke an logisch unhaltbar, wo man anfangt
sich auch linearer Orter zu bedienen. Auf der einen Seite ist
es namlich Pappus und seinen Vorgingern gelungen einigen
von diesen, z. B. der Quadratrix, eine rdumliche Erzeugung zu
geben, welche den Namen korperliche Orter fiir die Kegel-
schnitte weniger bezeichnend macht; auf der anderen Seite
gehoren die meisten linearen Orter, wie die Konchoide, voll-
stindig, sowohl ihrer Definition (Entstehung) als ihrer Behand-
lung nach, der Ebene an. Wenn man also keine natiirlichere
Erklirung fir die Entstchung der Einteilung und Benennung
der geometrischer Orter und Aufgaben finden kann als die von
Pappus gegebene, so muls man annehmen, dafs die Benen-
nungen Jlineare Orter und Aufgaben‘ erst entstanden sind, als
die Namen ,ebene und korperliche Orter* und deren Bedeutungen
in dem Grade fest standen, dafs man nicht mehr an ihren Ur-
sprung dachte.
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Gegeniiber dieser Erklarung, welche ihre beste Stiitze
Pappus’ Autoritit hat und allerdings nicht unmoglich, a
doch zu kinstlich ist, als dafls sie sonderliche Befriedig
gewihren konnte, wollen wir versuchen die aufzustellen, «
die Namen ,eben‘ und ,korperlich* urspringlich gewissen A
gaben angehort haben, und dals sie nach diesen erst spi
auf die geometrischen Orter ibertragen worden sind, wel
bei der Losung dieser Aufgaben benutzt wurden!). Wenn :
Aufgaben, welche mit Zirkel und Lineal geldst werden, el
genannt wurden, so beruht das nicht auf irgendwelcher
sonderen Eigenschaft der Geraden oder des Kreises, sond
darauf, dafs diese Aufgaben dieselben sind, welche algebra:
von Gleichungen von héchstens dem zweiten Grade abhén
wiirden. Wenn man nimlich bedenkt, wie die Griechen
ihren Flachenanlegungen diese Gleichungen (auch die v
ersten Grade, welche parabolische Flachenanlegungen gek
als Forderungen in Bezug auf Flichen ebener Figuren ¢
driickten, und wie sie dieselben durch Umlegungen und Y
wandlungen solcher Flichen losten, so ist ersichtlich, dals
angefiihrte Benennung auf diese Aufgaben gut palst, und «
es natiirlich war dieselbe von dem Augenblick an zu benut:
wo man auf andere Aufgaben stiefs, die im Gegensatz zu die
als korperliche bezeichnet werden konnten.

Dies mulste geschehen, sobald man die Operationen, du
welche Aufgaben auf Fliachenanlegung zurickgefihrt werc
und die genau der algebraischen Operation, eine Aufgabe
eine Gleichung zu bringen, entsprechen, auf solche Aufga
anzuwenden versuchte, welche von Gleichungen driti

') Als ich einstmals mindlich diese Auffassung dem verstorbenen !
fessor Oppermann gegeniiber ber{ihrte, antwortete er, dafs
dieselbe sich ihm aufgedringt habe, als er vor vielen Jahren die §
chischen Geometer studierte. Damals sprach ich nicht weiter mit
iiber diese Sache und weifs durchaus nicht, ob er die erwdahnte
schauung so wie ich motivieren, oder weiter anwenden wilrde; ¢
wihrend ich spiter dieses Thema weiter verfolgte. hat schon das
wufstsein, mit einem so griindlichen Kenner der antiken Geome
tibereinzustimmen, wenigstens anregend auf mich gewirkt.
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Grades abhiangen, und dabei den Versuch machte diese Auf-
gaben in eine Form umzuwandeln, die der entsprach, welche
die ebenen Aufgaben als Flichenanlegungen erhalten hatten.
Eine solche Forin erhilt man durch Anwendung von Gebilden
mit drei Dimensionen, und wir haben schon bertihrt, dafs die
Griechen dieselben benutzten, sowohl um Zahlen, die durch
wirkliche Multiplikation gebildet waren, wie auch um Grélsen
darzustellen, welche in der modernen algebraischen Sprache durch
Produkte von drei anderen dargestellt wiirden. Die kubische
Gleichung z* 4 «x?+4 Br 4 I' = 0 wird nimlich, wenn man
— wie wir durch die Bezeichnungen angedeutet haben —
z und a durch Strecken, B durch eine Fliche (Rechteck),
I’ durch ein Volumen (Parallelepipedon) darstellt, zu einer
einfachen Relation zwischen Rauminhalten. Aufgaben, welche
sich auf diese geometrische Form, unter welcher die kubische
Gleichung bei den Arabern, ja noch bei Vieta auftritt,
reducieren lassen, werden ganz natiirlich im Gegensatz zu den
vorher genannten ebenen Aufgaben als korperliche Aufgaben
bezeichnet. Der Ursprung der Bezeichnungen wiirde dann der-
selbe sein, welcher jedenfalls den entsprechenden, jetzt ge-
briuchlichen Ausdriicken ,quadratische und kubische Gleichungen*
zukommt. Diese Ubereinstinmung wiirde ganz vollstindig sein,
wenn man annehmen konnte, dafs eine Aufgabe erst den
Namen ,eben‘ oder ,korperlich* erhalten habe, nachdem sie
in Flichenanlegungen oder in die entsprechenden stereometri-
schen Aufgaben umgeformt worden sei.

Indem man aber dasselbe Verfahren auf mehr und mehr
Aufgaben anzuwenden versuchte, mufste man auch auf solche
treffen, die algebraisch von Gleichungen hoherer Grade ab-
hingen wirden, die sich also nicht durch eine Relation ersten
Grades zwischen Strecken, Flichen und Rauminhalten darstellen
liefsen, und die man also garnicht oder jedenfalls nur auf Um-
wegen durch eine Gleichung darstellen konnte. Diese wurden
lineare Aufgaben genannt, vielleicht weil man bei ihrer Be-
handlung direkt und ohne irgendwelche Gleichung als Zwischen-
glied auf die hierzu dienenden, neuen krummen Linien hinge-
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wiesen wurde; aber es ist auch moglich, dafs dieser Nam
erst in einer Zeit entstanden ist, wo die von uns vermutet
urspriingliche Veranlassung zu den Namen .,ebene und kdorper
liche Aufgaben‘ vergessen war.

Der Einteilung der Aufgaben in ebene, kdrperliche — und
als Ergianzung hierzu, lineare — wiirde also das Bestreben z
Grunde liegen dieselben dadurch zu losen, dals man sie i
der angegebenen Weise auf eine Gleichung zu bringen ver
suchte. Unsere Annahme wird daher ilire beste Stiitze in den
Nachweise finden, dafls dieses Verfahren so verbreitet gewese
ist, dals eine solche Einteilung in der That einige Verwendun;
finden konnte.

Dafs dies nun mit Ricksicht auf die ebenen Aufgabe
‘vollstandig der Fall gewesen ist, sicht man aus der in de
vorhergehenden Abschnitten nachgewiesenen héufigen Anwen
dung der geometrischen Algebra, bei der die Fliachenanlegun
eine Hauptrolle spielt. Hiervon wird man noch fester Gbel
zeugt werden, wenn man im Folgenden sieht, dals der Haupi
gegenstand der uns erhaltenen Schrift des Apollonius Gber de
Verhiltnisschnitt der war, eine gewisse geometrische Aufgab
auf Flichenanlegung zuriickzufiihren und diese bei Lésung un
Diskussion derselben zu verwenden, und dals die verloren
Schrift Gber den Fliachenschnitt einen ihnlichen Gegenstan
gehabt hat, was wir iin Vorhergehenden auch von der Schri
ber den bestimmten Schnitt angenommen haben.

Dafs man auch dic naheliegende Erweiterung desselbe
Verfahrens auf solche Aufgaben versucht habe, welche alg:
braisch von Gleichungen dritten Grades abhéingen wiirden, daft
hat man vor allem einen Beweis in der grofsen Bedeutun;
welche man der Aufgabe von der Verdoppelung des Wirfe
oder allgemeiner von der Multiplikation des Wiirfels mit einel
gegebenen Verhiltnis beilegte. Diese Bedeutung hat die Au
gabe sicherlich nicht durch einen Orakelspruch erhalten, vie
mehr ist der Orakelspruch von dem geometrischen Interes:
inspiriert gewesen, welches die erwiahnte Aufgabe schon vorhe
in Anspruch nahm; aber diese Bedeutung riihrt daher, da
die Frage nach der Multiplikation des Wiirfels die sterec
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metrische Form fiir die reine kubische Gleichung ist, und dafls
also alle geometrischen Aufgaben, welche von dem Ausziehen
von Kubikwurzeln abhingig gemacht werden konnten, sich auf
diese Form zurickfiihren liefsen. Hat man z. B. die Gleichung
a8 == bed, so wird man, wenn man e als mittlere Propor-
tionale zu ¢ und d bestimmt, diese umformen koénnen in

B = ath = a®. —2 , also in die Multiplikation des Wiirfels «*

rxait einem linearen Verhiltnis, zu dessen Nenner man immer
ie Kante des Wiirfels machen kani. Nun findet man aller-
<ddings bei den grofsen mathematischen Schriftstellern keine Auf-
sZaben, welche direkt auf die Forderung, einen Wiirfel mit
einem Verhiltnis zu multiplicieren, zurtickgefihrt sind; aber in
WWVirklichkeit erreicht man dasselbe durch eine Zuriickfihrung
s uaf die Konstruktion von zwei mittleren Proportionalen x und y
Zwischen @ und b, bestimmt durch die Gleichungen
a:x = o1y = y:b.

TDafls diese Konstruktion zusammenfillt mit der Bestimmung
der Seite # des multiplicierten Wiirfels ¢*h, war namlich im
Altertum eine wohlbekannte Sache. Wenn man sagte, dals
eine Aufgabe auf die Bestimmung von zwei mittleren Propor-
tionalen zurickgefiihrt sei, so fiel dies ebenso genau mit einer
Zuriickfihrung auf die Multiplikation eines Wiirfels zusammen,
wvie eine Zuriickfiihrung auf die Konstruktion éiner mittleren
Proportionale mit der Verwandlung eines Rechtecks in ein
Quadrat.

Als Beispiele fiir die Reduktion von Aufgaben auf die Kon-
sstruktion von zwei mittleren Proportionalen, die dann als bekannt
wvorausgeselzt wird, kénnen wir bei Archimedes die Sitze 1
und 5 des zweiten Buchs {iber die Kugel und den Cylinder
anfaGhbren, wo diese Konstruktion zur Bestimmung einer Kugel,
die einem gegebenen Kegel oder Cylinder gleich ist, und eines
Kugelabschnittes, der einem gegebenen Abschnitt gleich und
einem zweiten adhnlich ist, benutzt wird, und bei Apollonius’
Satz 52 des 5ten Buches iiber die Kegelschnitte. Die zuerst

erwihnte Anwendung macht es wahrscheinlich, dafs man vorher
dieselbe Konstruktion zur Bestimmung eines Wiirfels benutzt
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habe, der z. B. einem gegebenen Prisma oder einer gegebe
Pyramide gleich ist. Auf solche Aufgaben, die also zu

ersten gehéren, welche auf die Verdoppelung des Win
zurickgefiihrt sind, wiirde sich der Name ,kérperlich* sogar a
anwenden lassen, ohne dals irgendwelche Zuriickfithrung
eine Relation zwischen Wiirfeln und Parallelepipeden erfort
lich wire.

Es konnte scheinen, als ob dadurch, dafs man die M
plikation des Wirfels in die Bestimmung von zwei n
leren Proportionalen umformte, diese Multiplikation den
reometrischen Charakter verloren habe, der nach uns
Meinung den Namen ,kérperliche Aufgaben* verursacht .
Durch Betrachtung der dltesten hekannten Bestimmung di
mittleren Proportionalen, namlich derjenigen, welche wir .
chytas!) verdanken, wird man indessen erkennen, dafls
Sache in der ersten Zeit nicht so aufgefafst wurde. Wie ki
lich die Ausfiihrung der Konstruktion, welche Archytas gi
auch sein mag, so ist der Gedankengang derselben doch r¢
natlirlich, wenn er sich ausdriicklich vorgenommen hat
durch zur Konstruktion zu gelangen, dafs er das Verfah
welches fiir die planimetrische Bestimmung von éiner mittle
Proportionale benutzt \\'rird, auf den Raum erweitert. 1|
natirliche Veranlassung zu einem solchen Versuch kann
Betrachtung gegeben haben, dafs die Bestimmung von 2
mittleren Proportionalen der Multiplikation des Wiirfels geg
tiber dieselbe Rolle spielt, wie die Bestimmung von é
gegeniiber der entsprechenden ebenen Aufgabe., Da di
Versuch gelang, und da man bei der gefundenen Konstruk
in der That nur durch Benutzung der drei Dimensionen
Raumes Platz erhalten hatte um die beiden ebenen Figu
welche x als mittlere Proportionale zwischen ¢ und y. y
solche zwischen x und b geben, in die richtige Verbindung
bringen, so mulste man dadurch noch mehr in der Auffass

'} Archytas' Losung, welche in den meisten Darstellungen der Geschi
der Mathematik mitgeteilt wird, findet sich in Eutokius’ Komme
zu Archimedes (vergl. Heibergs Ausgabe von Archiniedes, III. §. 9!
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bestirkt werden, dafs die Stereometrie das natiirliche Mittel
zur Behandlung dieser Art von Aufgaben sei. Die ibrigens
unbekannten Kurven, welche von Eudoxus hierfir angewandt
wurden, scheinen auch?!) mit der Stereometrie in Verbindung
gestanden zu haben. Da Mendchmus spiter dieselbe Auf-
gabe durch Kegelschnitte loste®), indem er x und y als Koor-
dinaten eines Durchschnittspunktes zwischen den Parabeln

x* = ¢y und y® = br
oder zwischen einer von diesen und der Hyperbel

ry == ab

bestimmte, so kann man recht wohl eine unbestimmte Ver-
mutung dariiber gehabt haben, dals die stereometrische Defini-
tion der Kegelschnitte in irgendwelcher Verbindung mit der
Anwendbarkeit derselben auf die Losung korperlicher Aufgaben
gestanden habe. Eine solche Vermutung kann, selbst wenn
meine Annahme richtig ist, dals die Aufgaben zuerst den Namen
.korperlich* erhalten haben und dals der entsprechende Name
der Kegelschnitte im wesentlichen ihrer Anwendbarkeit fiir die
Losung dieser Aufgaben zuzuschreiben sei, zur Bildung dieses
letzten Namens mitgewirkt haben.

Die Verdoppelung des Wiirfels ist nicht das einzige Beispiel
dafir, dafs man im Alterturn Aufgaben, deren Losung von
kubischen Gleichungen abhingt, auf Gleichungen brachte und
diese stereometrisch ausdriickte. Noch ein wichtiges Beispiel
hierfar findet sich im zweiten Buche von Archimedes’ Schrift
tiber die Kugel und den Cylinder. In Satz 4%) daselbst be-
handelt er dic Aufgabe, durch eine Ebene eine Kugel in zwei
Segmente zu teilen, deren Inhalte in einem gegebenen Ver-
hiltnis stehen. Diese Aufgabe wird durch eine Proportion
ausgedriickt, welche it einer Gleichung vom dritten Grade
identisch ist, und die Losung dieser wird zum Schlusse ver-
sprochen. Doch fehlt dieselbe in dem uns Gberlieferten Text
und hat schon frith gefchlt. Archimedes’ Kommentator, Eu-

1) Genaueres hieriber folgt im 21sten Ahschnitt.
1) Archimedes, Ausg. v. Heibery, IIL. S. 92.
3) Satz 5 in Peyrards franzdsischer Ausgabe.
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tokius, meint indessen in einem alten Manuskript, das ebensm
wie Archimedes’ authentische Arbeiten im dorischen Dialek:
geschrieben war, und in welchem die Kegelschnitte auf dieselb «
altertimliche Weise wie von Archimedes benannt werden, einm
allerdings fehlerhafte Kopie von Archimedes’ eigener Losunm
und Diskussion gefunden zu haben. Da nun die Historiker im
Ganzen nicht abgeneigt sind Eutokius’ Vermutung fiir richtig
zu halten’ und zu glauben, dafs seine berichtigte Ausgakl
des erwihnten Manuskriptes im wesentlichen das wiedergielad
was Archimedes selbst iiber diese Sache gegeben hatte, so v
ich hier auf dicse Annahme vertrauen, indem ich mich ve—
laufig an die angefiihrten dufseren Griinde halte.

Mit Riicksicht auf die ganze Behandlung der erwahnill
geometrischen Aufgabe wollen wir zunichst bemerken, d
Archimedes, welcher den Inhalt eines Segments nicht auf dill
selbe Weise wie wir ausdriickte, nicht so unmittelbar die A
gabe durch die Gleichung
m
Br—h)ht = 4m+ .
darstellen konnte, wo  die Hohe des einen Segments, r c—

r3

Kugelradius und % das gegebene Verhiltnis bedeutet. Er 2%

langt zuerst zu einer hiermit gleichbedcutenden Proporti«
durch eine Reihe von Operationen, welche mit unseren Elixza
nationen gleichbedeutend sind, und bei denen er direkt de-
Bildung einer Gleichung oder Proportion mit einer ein-
zigen Unbekannten, oder richtiger mit einem einzigen unbe-
kannten Punkt zustrebt.

Die Bestimmung des Volumens eines Kugelsegments ADC
(vergl. Fig. 40, welche einen ebenen Schnitt durch die Sym-
metrieaxe darstellt), von der er ausgeht, ist die, dafs das Seg-
ment einem Kegel dber derselben Grundfliche AC gleich ist,
dessen Hohe LX durch die Proportion

1) So auch Heiberg, der letzte Herausgeber von Archimedes; man
vergl. unter anderem seine Ausgabe I, S. 215, Die betreffende Stelle
bei Eutokius findet sich in derselben Ausgahe, llI, S. 152 T
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Fig. 40.

KB+ XB  LX
XB DX

bestimmt wird, wo K den Mittelpunkt der Kugel bezeichnet.

Um den Plan deutlich zu machen, dem Archimedes bei
seinen Umformungen folgt, wollen wir lieber in dieser Propor-
tion die Bezeichnung % fir die Héhe des Segments, » fiir den
Radius der Kugel und & fiir die Hohe des Kegels einfiihren;
dadurch setzen wir ndmlich nur die Anschauungsmittel, an die
wir uns bei Operationen mit ebendenselben Sitzen iber Pro-
portionen gewdhnt haben, an Stelle derjenigen, welche die
Griechen besafsen, indem sie den Punkten in der Figur folgten.
Dann erhalt man

3r—n k
1y Sy o B
Driickt man nun auf dieselbe Weise das andere Kugelsegment

ABC mit der Héhe 4 durch einen Kegel mit der Hohe A aus,
so ergiebt sich ferner

3r— NI k'
3= T ®
sowie 2y = h 4+ h, (3)

und mnach der Forderung der Aufgabe

k m

I._‘ TS *)
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Es kommt also darauf an, aus diesen Gleichungen k, A&
und 7 zu elimineren; Archimedes erreicht dasselbe durch Fort—
schaffen der unbekannten Punkte L und R aus den Propomc
tionen (1), (2) und (4), die man sich auf die von ihm benutz#-.
Art, durch welche unsere Gleichung (3) durch die Figur selb u
liberfliissig gemacht wird, dargestellt denken mufs. Die Eline—
nation wird dadurch ausgefiihrt, dafs man zuerst mit Hillr
von (3) die Gleichungen (1) und (2) auf die Formen

h k—h r k—h4+r

BTy T TR =k T FFXh—r -
bringt. Die Gleichheit des zweiten und vierten Verhaltniss==
giebt

k—h4+r k4K
E—h — k—h+r
oder k—h4+rt=E(k—HnNEL+k),
mithin

k4+k  k—h+r\2_ (h -{—h‘)’_ 2r\?
EF—n ( 'A-_i—'h._) o ( ) (7?) '

wo man die letzten Umformungen aus der Gleichheit der beisss—
ersten Verhiltnisse in (5) erhilt. Nun giebt (4)

m-an Sy . k+k‘__lf—h . (Q‘r :

m k k—h kT h) r+ k'

2r\2 r
wo wiederum die Umformung des letzten Faktors auf «
Gleichheit der beiden ersten Verhiltnisse in (5) beruht.

m -+ n
m
kubische Gleichung gefunden, welche zur Bestimmung vor=
dient. Um diese auszudriicken hat Archimedes in die Fig&=s

einen Punkt Z cingefiihrt, der so bestimmt ist, dafs BZ =
wodurch 3» —h = XZ, und einen Punkt 7', der so bestimam
ist, dafs 77 = - .
m—n
DBt XZ (

DX*T T TZ’

In dem letzten Ausdruck fir haben wir also «

r. Dann erhilt er die Proportion
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in der alle Punkte mit Ausnahme von X bekannt sind. Die
Aufgabe besteht dann darin, die bekannte Strecke DZ durch
einen Punkt X so zu teilen, dals diese Proportion stattfindet.

Die Aufgabe ist hier nicht auf eine in stereometrischer
Form dargestellte kubische Gleichung zurtckgefihrt, sondern
— entsprechend der Darstellung der Multiplikation des Wiirfels
als einer Bestimmung von zwei mittleren Proportionalen —
auf eine mit einer solchen kubischen Gleichung gieichbedeutende
Proportion. In der von Eutokius mitgeteilten weiteren Be-
handlung und Diskussion wird dagegen die stereometrische
Darstellungsform eingefiihrt: Teilung einer Strecke in zwei
solche Abschnitte, dafs das aus dem einen Abschnitt
und dem Quadrate des anderen gebildete Parallele-
pipedon ein gegebenes Volumen erhidlt, und diese wird
gleichzeitig mit der Darstellung durch die Proportion (7) be-
nutzt. Die Einfihrung dieses Volumens ist nicht ohne Bedeu-
tung fir die allgemeine Diskussion der Bestimmung von X
durch die Proportion (7). In der hierzu gehorigen Grenzbedin-
gung sind nimlich die gegebenen Werte von DB und 77,
jeder fir sich genommen, gleichgiiltig; es kommt nur darauf
an, dafs das aus diesen bestimmte Parallelepipedon DB®.TZ
kleiner wird als der Maximalwert, den DX®. X Z fiir die ver-
schiedenen Lagen des Punktes X auf der bekannten Linie DZ
annehmen kann. Da nun auch Archimedes in seinem eigenen
Text auf diese Diskussion hindeutet, indem er sagt, dals die
in Proportion (7) gegebene Aufgabe einen Diorismus (Abgren-
zung) verlangt, wenn dieselbe allgemein gestellt wird, aber
nicht in der vorliegenden speciellen Anwendung, in der die
Grenzbedingungen von selbst erfiillt sind, so ist kein Grund zu
der Annahme vorhanden, dafs die Einfihrung der stereo-
metrischen Darstellung Eutokius’ Verbesserung des vorliegenden
mangelhaften Manuskripts zu verdanken sei. Jedenfalls mufste
eine solche Darstellung dem Archimedes ebenso nahe liegen
wie dem Eutokius.

Was nun die Form betrifft, welche unsere Gleichung dritten
Grades hier erhalten hat, so ist es beachtenswert, dals dieselbe
vollkommen mit der Form Ubereinstimmt, in der die Anwen-
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dung der Fliachenanlegungen oder der quadratischen Gleichui
am haufigsten bei den griechischen Schriftstellern auftritt. :
Aufgabe, welche auf diesem letzteren Wege geldst we
soll, wird namlich im allgemeinen darauf zurickgefihrt
einer gegebenen Strecke oder deren Verlingerung einen P
zu bestimmen, dessen Abstinde von den Endpunkten
Strecke ein Rechteck von gegebener Fliche bilden“, und ¢
Fliche wird, wie hier das gegebene Volumen, durch die
stinde der Endpunkte der Strecke von zwei gegebenen Pun
der Linie bestimmt!). Diese Ubereinstimmung verdient un
mehr beachtet zu werden, als man dadurch, dafs man
Darstellung der kubischen Gleichung dieselbe Ausdehnung g
wie derjenigen der quadratischen, dieselbe auf jede Gleick
von der Form

taxt+ I'=0
anwendbar machen kann. Die Wurzeln dieser Gleichung,
zwar sowohl die positiven wie die negativen, die ja pos
Wurzeln in einer anderen Gleichung von derselben F
sind und also auch fiir die Alten Losungen anderer Aufg:
derselben Art darstellen konnten, werden sich namlich im
dadurch bestimmen lassen, dafs man auf einer Strecke (-
oder ihrer Verlingerung einen solchen Punkt bestimmt,
das Quadrat seines Abstandes (r) von dem ecinen Endp
und sein Abstand von dem anderen Endpunkt ein Para
epipedon von gegebenem Volumen (4- I") bilden.

Nunmehr wollen wir anfiihren, wie nach den Mitteilur
von Eutokius die kubische Gleichung, auf welche
Teilung der Kugel zuriickgefiihrt ist, durch Kegelschn
gelést wird. Diese Losung schliefst sich moglichst eng
die Proportion (7) an, durch welche die Aufgabe darges
wird. Setzt man némlich

DB? e

= - 1

DX: ¥
'} Das sieht man namentlich aus Apollonius® Schrift iber den Verha
schnitt; ein Referat {iber diese Schrift werden wir im 15ten Abse
geben.
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wo e eine Strecke bedeutet (die beliebig sein kann, dic aber
in der von Eutokius mitgeteilten Losung gleich der Strecke
DZ (= 3r) ist, die geteilt werden soll), so zeigt die Propor-
tion (7), dafs auch

Xz e (10)

TZ — y

L.afst man nun X die Linie DZ durchlaufen, und ist y eine
in X errichtete Ordinate, so stellt (9) eine Parabel mit dem
Scheitel in D und mit DZ als Tangente dar, und (10) eine
Hyperbel mit DZ und der in Z darauf errichteten Senkrechten
als Asymptoten. X wird dann die Projektion eines Schnitt-
punktes dieser Kurven auf DZ, oder, wie wir es algebraisch
ausdriicken wiirden, # wird die Abscisse eines solchen Schnitt-
punktes.

Auch hier wollen wir bemerken, dafs nicht nur jede Glei-
chung von der Form (8) sich unmittelbar auf dieselbe Weise
16sen, sondern dafs diese Losung sich sogar auf jede Gleichung
dritten Grades anwenden lifst. Schreibt man diese:

x84 azx*+ Bz = Cd,
so lassen ihre Wurzeln sich bestimmen als Abscissen der

Durchschnittspunkte zwischen der Hyperbel y = g und der

Parabel dy = z*+4 ax + B.

Noch bleibt uns lbrig von dem Diorismus zu sprechen,
von dem Archimedes, wie schon bemerkt, in der Schrift iber
die Kugel und den Cylinder sagt, dals er notig sei bei einer
Proportion von der Form (7), in der X ein Punkt der gege-
benen Strecke DZ selbst sein soll, oder bei einer Gleichung
von der Form

zt(a —x) = bic, (1H
wo « eine gegebene Strecke bedeutet und b®¢ ein in einer
fiir die Losung bequemen Form dargestelltes Volumen. Da es
sich um eine Teilung von « handelt, so wird hier nur nach
solchen Wurzeln gefragt, welche den Bedingungen 0 < x < «
genugen, und das thun in Wirklichkeit alle positiven Wurzeln.
Die Moglichkeit solcher ist davon abhingig, ob das gegebene
Volumen b2¢ grofser, gleich oder kleiner ist als der Maximal-

16
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wert von z?(¢e—2). In dem von Eutokius mitgeteillerme =
Manuskript wird gesagt, dafs dieser Maximalwert stattfinde==am ¢
wenn x == §a. Hat ndmlich 2¢ den hierzu gehdrenden Wer—mr ==
4 a3, so bertihren sich die fir die Konstruktion benutzten Kurver s——=—x

(9) und (10) oder

X
r? = i und y(a¢ —x) = ce.

Denn erstens bestimmt die Abscisse # = }a einen gemeirssr __aan
schaftlichen Punkt P (Fig. 41) der beiden Kurven; weiter wim—
die in P an die Parabel gezogene Tam—_____n.
gente auf der Tangente des Scheitc—mmm——]-
punktes das Stiick '; abschneiden, al= &= so
durch die Mitte S der Abscisse == (
gehen. Da hierdurch §Q = @Z wir——=—"d,
so ist ersichtlich, dafs P die Mitte JNEEEEEE es
Stiickes wird, welches die Asymptote __-sen
der Hyperbel von der an die Paral————%l
gezogenen Tangente abschneiden. Die==——==se
bertihrt also dic Hyperbel in demselbeesss <«#n
Punkte.

Dafs x?(¢ — x) nun wirklich einen Maximalwert === n-
nimmt, wenn r = $a ist oder wenn X auf den Punkt @ M er
Figur fillt, wird ferner dadurch gezeigt, dafs man X andesss—==re
Lagen entweder auf D@ oder auf @ Z einnehmen léfst. Limwm St
man gleichzeitig ¢ und ¢, und dadurch auch die Hyperi——m= el,
unverinderlich sein, so muls die Parabel, deren Schnittpuwer—mkt

" mit der Hyperbel den Punkt X bestimmen soll, durch eir—mme en
von P verschiedenen Punkt der Hyperbel gehen, also innerh=se==alb

Fig. 41.

der Parabel PD fallen. Ihr Parameter l;f wird mithin kleirsm —er,

folglich auch das diesem entsprechende Volumen 5%e¢.

Diese Diskussion sowohl wie die Figur lassen erkenm «e===n,
dals, wenn b?c < 4y ad, zwei Losungen entstehen, von der.. en
die eine kleiner, die andere grofser als }a ist, oder dafs dumr—ch
die Proportion (7) zwei Punkte X bestimmt werden, von dexrz=sesecn
der cine auf D@ fallt, der andere auf @Z.
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Soll nun die hier diskutierte Gleichung (11) oder die
oportion (7) im besonderen auf die Teilung der Kugel ange-
ndet werden, so ist (Fig.40) a =DZ=3r, b =DB =2y,

m

= = ————.r, mithin
m—4an""
m
btc = 4 rd;
m-+n
m . . s
4m g r? kleiner als 4+2 oder als # a® ist, so ist die

ilung n'liiglich, und da der gesuchte Punkt X auf den Durch-
ssser DB der Kugel fallen mufs, so mufs X kleiner als DB
er als 3a sein. Man kann folglich nur die eine von den
iden Losungen der Gleichung gebrauchen. Die gestellte Autf-
oe erhilt also immer éine und nur éine Auflésung und
‘Jot, wie Archimedes sagt, keine Veranlassung zu einem Dio-
rnus.

Es ist klar, dals jede Gleichung dritten Grades, in der das
ied vom ersten Grade fehlt, sich ganz auf dieselbe Weise
skutieren lassen mufs, wie es hier mit der specielleren Form
schehen ist. Ferner lassen sich auch wenigstens die Bedin-
ngen dafiir, dafs ein gegebener Wert von x zweimal Wurzel
er allgemeinen Gleichung dritten Grades wird, leicht ableiten

i der angedeuteten Losung mittels einer Parabel und einer
perbel. Es kommt nur darauf an, dafs diese Kurven sich
inem Punkte mit der gegebenen Abscisse beriihren.

Fassen wir das alles zusammen, so ergiebt sich, dafs Ar-

1edes eine gewissc Aufgabe, die nicht unmittel-

\s kubische Gleichung hervortrat, auf eine solche

thung zurickgefihrt hat; dafs er graphisch durch

ichnittpunkte zweier Kegelschnitte diese Glei-

r, welche unter die Form x3 —az®*4b%c = 0 ge-

. gelést hat, und dafls er seine Lésung zur Be-

ung der positiven Wurzeln in jeder solchen

ung, in der « und ¢ positiv sind, angewandt

ie Bedingungen dafiir untersucht hat, dafs
en 0 und « sich 0, 1 oder 2 Wurzeln ergeben.

reigte sich ferner, dafs Ldsung und Diskussion

mittelbar auf alle solchen kubischen Glei-

12*
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chungen, in denen das Glied vom ersten Grdde fehlt,
anwenden und sich ziemlich leicht auf jede kubische Glei-
chung ausdehnen lassen.

Hierbei haben wir nun allerdings vorausgesetzt, dals Eu-
tokius’ Vermutung, das von ihm gefundene Manuskript ent-
halte wirklich Archimedes’ eigene weitere Behandlung der
Aufgabe, richtig sei. Diese Vermutung wird in hohem Grade
bestirkt durch die Ubereinstimmung zwischen diesem Manu-
skript und Archimedes’ eigener Aufserung, dafs der Diorismus
erst Anwendung auf die durch die Gleichung ausgedriickte
allgemeinere Aufgabe finde, und durch die unmittelbare An-
knipfung der Losung an die Proportion, in der Archimedes
die Aufgabe ausdriickt.

Hierzu kommt, dafs die mitgeteilte Losung eine unmittel-
bare Erweiterung von Mendchmus’ Losung der reinen kubi-
schen Gleichung ist, so dafs sie, wenn man das Problem erst
auf Archimedes’ trinomische Gleichung reduciert hatte, die
nichstliegende sein mufste. Aus diesen Grinden, denen wir
bald noch einen hinzufiigen werden, wirden wir auch, selbst
wenn Eutokius’ Manuskript nur als eine Vermutung iber Archi-
medes’ Losung entstanden sein sollte, diese Vermutung fir die
beste halten, die moglich ist. Seinerseits ist dieses Manuskript,
das aus einer viel dlteren Zeit als der des Eutokius stammen
mufs, ein sicheres Zeugnis dafiir, dafs dasjenige, was hier
dem Archimedes zugeschrieben wird, jedenfalls innerhalb der
alten griechischen Mathematik erreicht worden ist. Der Dio-
rismus fillt dbrigens, wie wir im 13ten Abschnitt sehen werden,
in seinen Hauptziigen mit dem zusammen, den Apolionius
in seinem filinften Buche auf eine andere Aufgabe anwendet.

Was nun Archimedes selbst betrifft, so wirde, selbst
wenn man von dem Manuskripte und den obenstehenden Fol-
gerungen absehen und sich unmittelbar an seine authentischen
Werke halten wollte, aus diesen letzteren mit Bestimmtheit
hervorgchen, dafs er eine L6sung der erwidhnten trinomi-
schen Gleichung besals; denn er kann sich unmoglich damit
begniigt haben eine Aufgabe, die er nach seiner eigenen An-
gabe vollstiindig behandelt, auf eine andere zuriickzufiihren.
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die er nicht losen konnte. Dals er auch den Diorismus
kannte, geht aus seinen Aul'serungen unmittelbar hervor, und
auch dieser Umstand ist ein Zeugnis dafiir, dals er wirklich
mit einer Methode diese Aufgabe zu lésen bekannt war.

Aus einer Aufserung an einer anderen Stelle bei Archi-
medes kann man ferner sehen, dals diese Auflésungsmethode,
selbst wenn sie von derjenigen, die wir ihm nach Eutokius
beigelegt haben, verschieden sein sollte, dennoch ebenso wie
diese auf alle Gleichungen dritten Grades anwendbar war,
in denen das Glied vom ersten Grade fehlte. Am Schlusse
der Vorrede zu dem Werke tiber Konoide und Spharoide sagt
er namlich?!), dafs die in dieser Schrift gefundenen Resultate
anwendbar seien, um viele Sitze zu finden und viele Aufgahen
zu ldsen, und als Beispiel fiir diese nennt er folgende: durch
eine Ebene, welche einer gegebenen parallel ist, von einem
gegebenen Sphiroid oder Konoid ein Segment abzuschneiden,
welches einem gegebenen Kegel, Cylinder oder einer gegebenen
Kugel gleich wird.

Fir die rechtwinkligen Konoide, d. h. Umdrehungspara-
boloide, wird diese Aufgabe ,eben* und geht uns also hier
nichts an.

Fir die Spharoide, d. h. Umdrehungsellipsoide, wird die
Aufgabe nach Archimedes’ Bestimmung der Volumina von
Spharoidsegmenten nicht wesentlich verschieden von derjenigen,
wo das Segment ein Kugelsegment ist. Da iberdies i letz-
teren Falle das Verhiltnis zwischen demm Volumen des ver-
langten Segmenies und dem der Kugel, von der das Segment
abgeschnitten werden soll, leicht zu bestimmen ist, so ist es
wohl keinem Zweifel unterworfen, dafs Archimedes die genannte
Aufgabe auf dieselbe Gleichung oder Proportion (7), zu der er
in der Schrift Giber die Kugel und den Cylinder gelangt, zurtick-
gefihrt habe, doch mit der Verallgemeinerung, dals die gege-
bene Griofse TZ nicht schon durch die Form der Fragestellung
einer Begrenzung unterworfen war. Darum ist der Diorismus
nun nicht mehr Uberfliissig, wenn auch sein Resultat nur das

1) Ausg. v. Heiberg, I, S. 286.
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selbstverstindliche wird, dafs das Segment kleiner als das
Sphiroid sein mufs. Die Anwendung der Gleichung der El-
lipse kann mdglicherweise hier eine einfachere Reduktion auf
die Proportion (7) ergeben haben, als diejenige ist, welche wir
in der Schrift Gber die Kugel und den Cylinder fanden.

Was endlich die stumpfwinkligen Konoide, d. h. die hyper-
bolischen Umdrehungshyperboloide betrifft, so bestimmt Ar-
chimedes das Volumen ihrer Segnente in der Weise, dafs die
Forderung der Aufgabe fiir ihn genau mit der Gleichung

3atx
y*r Qa4
zusammenfillt, worin 2« die Linge desjenigen Durchmessers
des Hyperboloids bedeutet, welcher durch den Mittelpunkt des
begrenzenden ebenen Schnittes geht, » das Stick, welches auf
diesem Durchmesser zwischen der Fliche und der Ebene ah-
geschnitten wird, y den Abstand vom Mittelpunkt des Schnittes
bis zu einem von den Punkten der Schnittkurve, welche
zugleich in einer festen, durch den Durchmesser gehenden
Ebene liegen, und I” ein als ein rechtwinkliges Parallelepipedon
dargestelltes Volumen. Nach der Gleichung des in der Dia-
metralebene liegenden hyperbolischen Schnittes steht y? in
einem konstanten Verhdltnis zu r(2a + x); die aufgestellte
Gleichung verwandelt sich also in
2?(Ba 4 ) == biec
wo b?c ein neues bekanntes rechtwinkliges Parallelepipedon,
das auf eine fiir die Losung bequeme Form gebracht ist,
bedeutet, oder in die Proportion i—,‘ _ 3 a;{—z’ die mit der
bei der friiheren Aufgabe aufgestellten Proportion (7) zusam-
menfillt, wenn man x — DX einen Punkt auf der Ver-
lingerung der gegebenen Strecke ) Z (= 3¢) tber D hinaus
bestimmen lifst. Die Aufgabe fillt also nach Archimedes’
cigener Volumenbestininiung zusammen mit einer derjenigen
Formen fir die kubische Gleichung ohne das Glied vom ersten
Grade, welche bei Aufgaben, die das Kugelsegment betrafen,
nicht benutzt wurden. Man darf also annehmen, dafs Ar-

-r
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chimedes auch in diesem Fall die Gleichung gelést habe, und
dann liegt durchaus kein Grund vor zu glauben, dafs diese
ihm irgend welche Schwierigkeit in dem Falle dargeboten
haben wiirde, wo der gesuchte Punkt auf der Verlingerung
iber Z hinaus liegen soll, oder wo die Gleichung die Form
8 —ax?—b2c = 0 hat. Wie Archimedes’ Ldsung einer
solchen Gleichung auch beschaffen gewesen ist: wir sehen
schon aus seinen eigenen Schriften, dals er dieselbe in voller
Allgemeinheit gelost hat (doch so, dals die Bestimmung der
positiven und negativen Wurzeln einer und derselben Gleichung
fir ihn verschiedene Aufgaben darbot). Wir haben ihm
deshalb nicht zu viel beigelegt, wenn wir annehmen, dals
die von Eutokius gefundene Losung diejenige war, welche er
benutzte. Im dbrigen ist der Umstand, dals diese Losung
eben das leistet, was Archimedes nach seinen eigenen Aufse-
rungen vermochte, noch ein Grund mehr fiir die Annahme,
dals er gerade sie gebraucht hat.

Hiermit ist indessen nicht entschieden, dals die Losung
solcher kubischen Gleichungen zuerst von Archimedes gefun-
den worden ist. Im Gegenteil: die Vollstindigkeit der Behand-
lung und der Umstand, dafs ebendiese Gleichungen sich in
einfachen geometrischen, mit der Darstellung quadratischer Glei-
chungen tbercinstimmenden Formen darstellen lassen, zeigen,
dafs dieselhen recht wohl als selbstindige Aufgaben auftreten
konnten. Das von Eutokius gefundene Manuskript, von dem
sich nicht entscheiden lifst, ob es die Anwendung auf die be-
sondere Aufgabe von der Kugel enthalten hat!), kann dann
ein Bruchstiick von ciner selbstindigen Behandlung der erwihn-
ten trinomischen Gleichungen sein, die gliicklicherweise gerade
den Fall einbegreift, wo dieselben Veranlassung geben, Bedin-
dungen fir die Moglichkeit der Losung aufzustellen. Eine
solche Behandlung kann élter sein als Archimedes, und der
Grund, weshalb er sich damit begniigt die Kugelteilung auf die
Gleichung zuriickzufiihren, mag dann der sein, dafs er die

) Eutokius bezeichnet die Punkte der Figur nicht durch dieselben Buch-
staben, welche sich in der Schrift des Archimedes finden.
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Ldsung derselben als bekannt betrachtet, wenigstens fiir seine
Leser in Alexandria, wohin er die Schrift sandte. In solchem
Falle wird das Versprechen, am Schlusse einen Diorismus und
eine Losung zu geben, welches Diokles nicht kennt oder nicht
beachtet, wahrscheinlich ein Versuch?!) sein, der spéter einge-
schobenen ist, um zu erkliren, weshalb fiir den Augenblick
keine Losung gegeben wird. Oder Archimedes kann selbst
eine Ldsung der vorliegenden Aufgabe gefunden, und sich dann,
gerade weil er die weiter reichende Anwendbarkeit der in der
Gleichung ausgedriickten allgemeineren Aufgabe kannte oder
vorhersah, vorgenommen haben dieselbe hinterher besonders
zu behandeln, und so wirklich selbst das Versprechen gegeben
haben, das der Text enthilt. Das von Eutokius gefundene
Manuskript kann also entweder davon herriihren, dafs Ar-
chimedes wirklich seinen Vorsatz ausgefiihrt hat, oder es kann
die Tradition dariiber enthalten, wie er verfahren ist. Diese
beiden Erklirungen sind natirlicher als die, dafs die Ldsung
bereits zu Diokles’ und Dionysodorus’ Zeiten aus allen Ab-
schriften der Biicher tber die Kugel und den Cylinder ver-
schwunden gewesen sein sollte, nachdem sie einmal in dieser
Schrift gestanden hatte.

Durch das Gesagte haben wir auch einen Beitrag erhalten
fir die Beantwortung der zu Anfang dieses Abschnittes erho-
benen Frage, ob der Name kérperliche Aufgaben* sich nicht
auf die Darstellung solcher Aufgaben durch kubische Gleichun-
gen beziehen konne. Hat man diese Gleichungen wirklich selb-
stindig behandelt, so war es ja auch ganz natiirlich, dafs man
ihnen selbst oder den Aufgaben, welche sich durch sie aus-
driicken liefsen, einen besonderen Namen gab. Von grdlserer
Bedeutung ist indessen die umgekehrte Betrachtung, und diese
ist es, welche der Frage nach dem Ursprunge der Benennung
Kkorperliche Aufgabent ihr grofstes Interesse verleiht. Hat der
Name ,korperliche Aufgaben* wirklich urspriinglich die von uns

1) Diese Annahme ist um so mehr zulissig. als in dem Uberlieferten
Text der Beweis dieses Satzes unzweifelhafte Einschiebsel enthilt, die
zum Teil bereits zu Eutokius’ Zeit vorhanden waren (vergl. Archimedes,
herausg. v. Heiberg, I, S. 213, Anm. 2).
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vermutete, an und fir sich natirlichste Bedeutung gehabt, so
ist dieser Name ein Zeugnis fiir das Gewicht, welches man
auf die Zurickfihrbarkeit der Aufgaben auf kubische Glei-
chungen legte, also auch fiir die grofse Bedeutung, welche man
der Losung dieser Gleichungen zuerkannte. Da Archimedes,
wie wir gesehen haben, die Losung von wenigstens einer wich-
tigen Klasse dieser Gleichungen, aul welche sich die ibrigen
sogar ziemlich leicht zurickfihren lassen, gekannt hat, so mufs
man jedenfalls mehr den Griechen als den Arabern
dasVerdienst der graphischen Behandlung kubischer
Gleichungen durch Kegelschnitte zuerkennen; aber
haben wir Recht mit unserer Annahme iber den Namen kor-
perliche Aufgaben, so konnen wir hierbei nicht stehen bleiben:
das Verdienst diese Gleichungen, deren algebraische Losung
spater die Wiedergeburt der theoretischen Mathematik in Eu-
ropa einleiten sollte, begriffsmafsig aufgestellt zu haben
wiirde dann auch bereits den Griechen angehoren.

Indes miissen wir uns hier beeilen hinzuzufigen, dals
selbst die Kenntnis der kubischen Gleichungen und ihrer Be-
handlung, die wir mit voller Bestimmtheit Archimedes haben
beilegen konnen, sich nichtsdestoweniger ziemlich rasch ver-
loren hat. So sehen wir, dals bereits Diokles, der nach
Cantor spatestens etwa 100 v. Chr. gelebt haben mufs, mit der
Bedeutung einer kubischen Gleichung nicht bekannt ist. Er
sagt namlich von Archimedes’ Kugelteilung?'), dafs diese die
Frage auf ,eine andere Aufgabe, welche er nicht im Buche
iber die Kugel und den Cylinder 16st*, zurickfihre. Die
Losung der urspriinglichen Aufgabe, die er darauf selbst anfiihrt
und die wir am Schlusse dieses Abschnittes mitteilen werden,
" ist nun allerdings von der Art, dals sie auf Grund einer Ver-
allgemeinerung, die er einfiihrt, einer Gleichung dritten Grades
mit allen vier Gliedern entspricht, aber es ist Giberhaupt keiue
Rede davon dieselbe in einer einzelnen Gleichung oder Propor-
tion auszudriicken. Er verfihrt insofern cleganter,. als er die
Bestiinmung der Kegelschnitte, durch welche die Aufgabe gelost

1) Vergl. Archimedes. herausg. v. Heiberg. III, S. 190,
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wird, direkt an diese anschliefst; aber gerade dadurch wimm .
seine Behandlung nicht zu einer Losung der kubischen Gle==s»
chung. Etwas anders verhilt es sich wohl mit der Kugelteilun s
die dem (nach Cantor) etwas jiingeren Dionysodorus ve=—m
dankt wird, da dieser!) wirklich die Gleichung
x*(a—x) = b?e,

ausgedriickt durch dieselbe Proportion wie bei Archimedeas i
lost; aber nichts deutet darauf hin, dafs er in der Zurlc=—sm
fihrung auf die genannte Gleichung oder] Proportion, welel ==y
er von Archimedes entlehnt, irgendwelche umfassendere MPgm
thode erblickt. Es ist niimlich weder, von einer durch cme
Gleichung bestimmten allgemeineren Aufgabe noch von eincms __
Diorismus die Rede. Indessen giebt er faktisch eine ne=—=—mm=
Losung derselben kubischen Gleichung — die sich auch
eine Verallgemeinerung von Mendchmus’ Ldsung der reir——e
kubischen Gleichung betrachten lafst — némlich durch
Schniltpunkte der beiden Kegelschnitte

y® = c(e—2a) und =zy = be.

Es wird nun von Interesse sein auch die nichsten Na
folger von Archimedes zu betrachten, und besonders zu unt—SNEER-
suchen, ob es wahrscheinlich ist, dafs Apollonius kubisess s
Gleichungen in ihren erwihnien antiken Formen als besond ¥
Aufgaben gekannt habe.

Aus Apollonius’ Vorreden?) geht unzweifelhaft hertm
sowohl dafs man vor seiner Zeit nicht nur viele Aufgabilllk—
mittels der Schnittpunkte zweier Kegelschnitte gelost, sond— -
auch Mittel gekannt hat, um die Anzahl der Losungen sole” Ml
Aufgaben zu bestimmen, als auch dafs er selbst, im drit — —1
Buch durch die Vervollstindigung der Grundlage fir die Le —HM
von den kérperlichen Ortern, und im vierten Buch durch e= 3
vollstiindigere und besser begriindete Bestimmung der hichss 4
Anzahl von Schnittpunkten zwischen zwei Kegelschnitten — e=
Mittel fiir solche Aufldsungen und Diskussionen wesentlich e ==
wickelt und verbessert hat.

1) Archimedes. herausg. v. Heiberg, III, S. 180.
%) Vergl. Anhang 1.
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Alles, was sich in diesen Biichern findet, weist indessen
mehr auf eine direkt geometrische Behandlung aller Aufgaben
hin, welche sich auf dem angegebenen Wege lisen lassen, als
auf eine Behandlung der Gleichungen dritten Grades, auf welche
ein Teil dieser'Aufgaben sich zuriickfiihren lifst. Namentlich
mufs es, wenn man an die Losung der kubischen Gleichungen
denkt, die wir dem Archimedes zugeschrieben haben, auffallend
erscheinen, dafs im vierten Buch nichts besonderes tber die
Anzahl von Schnittpunkten zwischen einer Hyperbel und einer
Parabel, deren Axe einer Asymptote parallel ist, gesagt wird.
Dafs man aber — wie wir schon im neunten Abschnitt berihrt
haben — diesem1 Umstande keine zu grofse Bedeutung bei-
legen darf, sieht man, wenn”_man zu Apollonius' fiinftem Buche
iibergeht, in dem sich zeigt, dafls er bei seinen eigenen Unter-
suchungen in 51, 58 und 62 gerade die Schnittpunkte von
zwei solchen Kurven benutzt und, ohne nihere Begriindung,
die richtige Anzahl von Schnittpunkten angiebt. Es sieht
also vielmehr so aus, als ob Apollonius, der im vierten Buch
allein das Maximum von Schnittpunkten vor Augen hat, den
Einflufs des erwihnten Parallclismus als bekannt oder ein-
leuchtend betrachtet hat — e¢bensowohl wie den Einflufs
gleicher Asymptotenrichtung fiir zwei Hyperbeln. Maoglicher-
weise konnen soiche Fille in Konons friilherer Behandlung
desselben Gegenstandes,, die Apollonius erwihnt, untersucht
worden sein. Ja wir konnen sagen, dals dies entweder der
Fall gewesen sein mufs, oder auch dafs Konon den Einfluls
eines solchen Parallelismus gleichfalls als einleuchtend be-
trachtet haben mufs, wenn anders seine Untersuchungen die
von Apollonius hervorgechobene Bedeutung fir den Diorismus
von Aufgaben, die durch Kegelschnitte gelost werden, gehabt
haben sollen; denn bei den einfachsten von diesen Aufgaben,
die man wohl aller Wahrscheinlichkeit nach zu Konons Zeit
gekannt hat, geben eine Hyperbel und eine Parabel in der ange-
gebenen Lage zu einander die nichstliegenden Losungen. Solche
Kurven wurden dann auch — aufser bei der hier besprochenen
Losung kubischer Gleichungen — in der einen der von Menich-
mus gegebenen Bestimmungen der beiden mittleren Propor-
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tionalen benutzt, die im Gbrigen selbst keine Veranlassung z
Untersuchung der Anzahl der Auflésungen gegeben hat.

Man darf also aus dem, was sich bei Apollonius find
keine Schliisse gegen eine frihere selbstindige Behandlu
der kubischen Gleichungen ziehen wollen. Vielmehr wird
Art und Weise, wie er Konon erwihnt, in Verbindung 1
dem, was wir sonst {iber iltere Anwendungen korperlicl
Orter wissen, ein neuer Grund fiir die Annahme einer- solct
Behandlung sein. . Man sieht ndmlich hieraus, dals die Anzahl.
Aufgaben, welche mittels der Schnittpunkte von Kegelschnit

. behandelt worden sind, nicht gut auf die wenigen beschri
gewesen sein kann, welche uns aufbewahrt sind, von der
mehrere sogar durchaus keine Veranlassung zu einem Diorisn
geben. Man kann aus dem von Apollonius erwidhnten Wid
spruch von Nikoteles’ Seite schliefsen, dals bereits Konon a
driicklich das Ziel verfolgte, Mittel anzugeben, um die Anz
von Losungen fir die Aufgaben, welche durch Kegelschni
gelost werden, zu bestimmen; aber das Bediirfnis nach die
Mitteln deutet darauf hin, dafs Klassen von diesen Aufgal
existierten, fiir deren Lisung man eingehendere Regeln bes:
und dann ist der Gedanke an keine andere Klasse se na
liegend, wie der an die geometrischen Formen der kubisct
Gleichung.

Aus dem, was hier idber Apollonius und Diokl
gesagt ist, lifst sich eine Erklirung dafir entnehmen, wie
hat geschehen konnen, dafs die Losung der kubischen G
chungen durch Kegelschnitte zu den Zeiten des letztgenann
vergessen war, nachdem Archimedes dieselbe ganz o
teilweise gekannt hatte. Diese Erklarung wird sich am bes
an eine zusammenfassende Darstellung der Art und We
anschliefsen lassen, wie die in diesem Abschnitt behandel
Untersuchungen und Theorien in Ubereinstimmung mit ¢
von uns mitgeteilten Thatsachen sich entwickelt haben konn
Wenn wir nun diese von uns vermutete Entwicklungsgeschic
als ein wahrscheinliches Resultat unserer Mitteilungen herv
treten lassen, so miissen wir doch zugleich bemerken, dafs
wohl kaum die einzige mogliche Erklirung der besproche:

g
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Thatsachen abgeben wird, dafs man vielmehr diese That-
sachen und nicht ihren geschichtlichen Zusammenhang als
sichere Ausbeute unserer Untersuchung zu betrachten hat.
Unsere Vermutung lafst sich folgendermafsen darstellen:

Als man sah, mit wie grofsem Erfolge sich Operationen
mit ebenen Figuren anwenden liefsen, um die Losung geome-
trischer Aufgaben zu finden, und -als man auf diesem Wege
die Aufgaben, die wir quadratische Gleichungen nennen, gelost
und zugleich gesehen hatte, wic viele verschiedenartige andere
Aufgaben sich auf diese zuriickfiihren liefsen, so war der Ver-
such nahe gelegt, etwas dhnliches, aber weitergehendes dadurch
zu erreichen, dafs man auf entsprechende Weise mit Wiirfeln
und Parallelepipeden verfuhr. Besonders naheliegend war es
— wie in den meisten der betrachteten Beispiele — die Auf-
gaben, welche andere Volumina betrafen, auf Relationen zwi-
schen den genannten beiden Korpern zuriickzufihren. Die
Analogie mufste die Hoffnung erwecken, dafs zweierlei gelingen
wiirde: erstens die reine kubische Gleichung zu lésen oder die
Multiplikation des Wiirfels auszufiihren, und zweitens auch allge-
meinere kubische Gleichungen durch Umstellung und Umformung
der Parallelepipeda, welche in der stereometrischen Darstellung
derselben vorkamen, auf jenc einfachere Gleichung oder auf
die mit ihr identische Bestimmung von zwei mittleren Propor-
tionalen zuriickzufiihren. Dies letztere Bestreben, dessen Ver-
wirklichung eine Losung der allgemeinen kubischen Gleichung in
dem Sinne, wie sie erst von den ltalienern zur Zcit der Renais-
sance erreicht wurde, gewesen sein wirde, hatte keinen Erfolg
und hat keine anderen Spuren hinterlassen als eben den Namen
.kOrperliche Aufgaben:.

Dagegen gelang es dic beiden mittleren Proportionalen zu

bestimmen oder den Wiirfel zu multiplicicren. und man nannte
dann wegen ihrer Verwen ediese Zwecke die von

Archytas, Eudoxus und Men denen Kurven, von
denen iberdies die ersteren ‘nwaron und die letz-
»chem Wege erzengt

n, der, als

teren, die Kegelschnitte, auf
wurden, korpe
man nach und
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beschrinkte, nur auf diese angewendet wurde, allein mit de—==
Multiplikation des Wiirfels verband, war nichts widersinnige-==
zu einer Zeit, wo man noch hoffte alle kdrperlichen Aufgabersa-
auf diese Bestimmung zurtickfihren zu kdénnen; aber der Name =
korperliche Orter* kann auch entstanden sein, nachdem Archi &
medes oder ein friherer Mathematiker gefunden hatte, dal=
auch andere kubische Gleichungen sich mit Hiilfe von Kegel &
schnitten losen liefsen.

Durch diese letzte Entdeckung mulste es den Anscheimm
gewinnen, als ob man dasselbe erreicht hitte, was man durclill
stereometrische Operationen erstrebt hatte. Selbst wenn e=—x=
namlich jetzt gelingen sollte durch diese Operationen Aufgabemrs
auf reine kubische Gleichungen zuriickzufiihren, so erforderte
die Losung dieser die Benutzung von Kegelschnitten, mit deren
Hiilfe man sie nun auch ohne diese Reduktion l6sen konnte,
Die stereometrischen Operationen mulsten dann forfallen. Wir
finden dieselben nicht mehr bei Archimedes, wenn er — oder
der Verfasser des von Eutokius gefundenen Manuskriptes —
auch fortfihit die stereometrische Darstellung der Gleichung
selbst zu benutzen.

Indessen behielten die kubischen Gleichungen — in ihrer
stereometrischen Form oder in der Form von Proportionen —
immer noch ihre Bedeutung als einfache Aufgaben, deren
Losung als bekannt vorausgesetzt werden konnte, und auf
die sich mannigfache andere Aufgaben zuriickfithren liefsen.
Da man aber keine andere Losung als die graphische durch
Kegelschnitte kannte, so muflste auch diese Bedeutung sich
verlieren, weil die Lehre von den Kegelschnitten, namentlich
durch Apollonius, sich derartig entwickelte, dals man reichere
Mittel erhielt direkt die Kurven zu bestimmen, durch welche
vorgelegte Aufgaben gelost werden konnten, ja dals man in
den Stand gesetzt wurde dies ebenso leicht zu erreichen wie
die Umformung in eine kubische Gleichung. Diese Umformung
war nimlich durch die damals existierenden Mittel nicht immner
leicht durchfiihrbar. Man war auch schon vor Apollonius’
Zeit auf Aufgaben gestolfsen, die sich durch die Kegel-
schnitte I6sen liefsen, die man aber nicht auf kubische Glei-
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chungen zuriickzufiilhren vermochte, namlich mehrere solche,
cleren nichstliegende algebraische Darstellung eine Gleichung
wv jerten Grades ist. Da nun iiberdies Apollonius, bei dem
rnan bald gewohnheitsmifsig alle Aufklirungen uber Kegel-
schnitte suchte, nichts Gber deren besondere Anwendung auf
Kkubische Gleichungen mitteilte, so wird es verstindlich, dafls
diese und ihre Losungen dem Vergessen anheimfielen zu einer
Zeit, wo die Auflosbarkeit durch Kegelschnitte als eine gemein-
same Eigenschaft einer umfassenderen Klasse von Aufgaben,
als die alten korperlichen Aufgaben waren, hervortrat. Dann
wurde es natirlich, wie bei Pappus geschehen ist, auf diese
umfassendere Klasse die Benennung korperliche Aufgaben® zu
ibertragen. Diese haben demnach ihrerseits diescn Namen von
den zu ihrer Losung dienenden korperlichen Ortern erhalten,
die -wiederum — nach der hier aufgestellten Vermutung —
den Korperlichen Aufgaben im dlteren und engeren Sinne ihren
Nann en verdanken.,

Von diesen letzteren haben wir ausschliefslich in diesem
Abs<chnitt gesprochen. Es bleibt uns also ibrig die korper-
lichem Aufgaben im umfassenderen Sinne zu betrachten, niam-
lich  alle solche Aufgaben, welche die Griechen mittels zweier
sichh  durchschneidender Kegelschnitte gelist haben ohne sie
erst.  auf kubische Gleichungen zuriickzufiihren, sowohl die-
jenigzen, bei welchen sie eine solche Reduktion hiitten benutzen’
K O X2 nen, als auch diejenigen, welche in der zunichstliegenden
alg© braischen Darstellung durch eine Gleichung vierten Grades
auvSwedrickt werden. Dafs sie diese letzten Aufgaben auf
iregend eine Weise, die unserer Lisung der Gleichungen vierten

G:¥des entspricht, methodisch auf Gleichungen dritten Grades
2urlckgefiihrt haben sollten, davon findet sich keine Spur. Es
genigte ihnen, sie alle mit Hiilfe von Kegelschnitten zu be-
pandeln.

Mit diesen korperlichen Aufgaben in dem weiteren Sinne,
jn dem Pappus das Wort ninmt, werden wir uns in den
peiden folgenden Abschnitten beschiftigen: aber bereits hier
werden wir cin Beispiel dafiir crhalten, wenn wir zu den in
diesem Abschnitt behandelten Kugelteilungen nun diejenige
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hinzufiigen, welche von Diokles herrihrt, die interessant
durch die Freiheit, mit der die Kegelschnitte benutzt werde
Es ist namlich bei dieser, wie schon erwihnt, keine Rede v
der Zuriickfiihrung auf eine kubische Gleichung.
Diokles benutzt!) Archimedes’ Analysis bis zur E
dung der ersten Gleichungen (5) [S.238 und Fig. 40], die
aber etwas verallgemeinert, inde
er sagt, dafs es darauf ankomi
€ eine gegebene Strecke DB (Fig. 4
so in einem Punkte X zu teil
L € dafs wenn man an den beid
Enden von DB die unbekannt
! Strecken LD und BR hinzugefi
das Verhiltnis % einen gegeber
A, Wert erhilt und die Verhiltni
Fig. 42 £ und X gleich den Verhs
nissen zwischen einer gegebenen Strecke und beziehungswe
XB und DX werden. Wenn wir nun die zuletztgenars
gegebene Strecke mit a bezeichnen, die bei der Anwendw
auf die Kugelteilung der Radius » (= } DB) der Kugel
und im ubrigen dieselben Bezeichnungen wie fribher benutz
LX=Fk, XR—=1Fk, DX=Fh, XB = k'), so werden die
Bestimmungen der gesuchten Punkte L, X, R in der modern
Zeichensprache ausgedriickt durch die Gleichungen

k m .
k—h a k' —h _a
- _h.__ = h} ] -——h' = ‘h_' (

in denen A, 2, k und k' unbekannt sind. Die letzten Gl
chungen ergeben

h k-—h__ a k _h+u_

W Ta T Bk " kFFa_ & {

") Archimedes. herausg. v. Heiberg. III, S. 188 ff.

o N
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Statt hieraus nun, wie Archimedes thut, durch Elimination
eine Gleichung mit éiner Unbekannten zu bilden, befolgt
Diokles die Regel, welche Pliicker innerhalb der modernen
analytischen Geometrie aufgestellt hat, nimlich die gegebenen
Bedingungen (Gleichungen) so weit moglich direkt zu benutzen
und denselben nicht durch eine Elimination ein verwickelteres
Aussehen zu geben.

Aus den Ausdriicken (1) und (3) fir l% und k. % wird

B = 2 (4 a) (b + a) @)
abgeleitet, und aufserdem hat man in (3)
k — Wk = a. b 5)

Da A = 2r — h, so drickt die letzte Gleichung aus, dafs
y = k'— k' die im Punkte X errichtete Ordinate einer Hy-
perbel ist, die sich leicht ndher bestimmen lifsl. Da ferner
h+4 e und &+ « die Entfernungen des Punktes X' von den
Punkten 4 und C angeben, die dadurch bestimmt sind, dals
AD = BC == a auf den Verlingerungen von DB abgetragen
wurden, so wiirde Gleichung (4) ausdriicken, dafls %’ die durch
X gehende Ordinate einer Ellipse mit der Axe AC ist.

Die Ordinaten ¥y und k' = y+ &' haben indessen hier
verschiedene Bedeutungen. Die Ordinate k' darf deshalb nicht
von der gegebenen geraden Linie selbst aus gerechnet werden,
sondern von der, deren Ordinate in dem beweglichen Punkte X
den Wert — &’ hat, d. h. von der Linie BA, aus, die in B
mit der gegebenen cinen Winkel von 45° bildet. Wird die
Ordinate %', welche in X senkrecht auf AC steht, von der
Linie 4, B aus als X, M gerechnet, so wird der Orl fiir ihren
Endpunkt M eine Ellipse mit dem Durchmesser 4, C,, dessen
Verhiltnis zu dem, den Ordinaten parallelen, konjugierten Durch-

messer gleich \/Q%} wird.

Die Ordinate des Schnittpunktes dieser Ellipse und der
oben erwihnten Hyperbel trifft die gegebene gerade Linie in
dem gesuchten Teilungspunkte X.

17
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Zwolfter Abschnitt,
Korperliche Aufgaben (Fortsetzung); Einschiebungen (vedoers).

Nachdem Pappus im vierten Buche die Einteilung d
Aufgaben in ebene, kérperliche und lineare angefiihrt hat, verlei
er dieser Einteilung Nachdruck, indem er hinzufigt!), dafs m:
es fir einen nicht geringen Fehler ansehen miisse, eine ebet
Aufgabe durch Kegelschnitte und andere Kurven, und b
haupt eine Aufgabe mit den Hilfsmitteln einer fremden Gattu
zu lésen. Dafs die erste hierin ausgesprochene Forderu
schon zu Euklids Zeit anerkannt war, sieht man aus sein
Elementen, in denen die Gerade und der Kreis die einzig
untersuchten Linien und die einzigen erlaubten Konstruktion
mittel sind, und wo Satz 2 des ersten Buches zeigt, d
auch eine solche unmittelbare Verlegung einer Strecke =
Hiilfe des Zirkels nicht gestattet wird, bei der beide Zirkelf@
ihren Platz verindern. Abgesehen von den Konstruktior
in Apollonius’ zweitem Buch, die namentlich zeigen, wie «

') Ausg. v. Hultsch, S.270. Mit Ricksicht auf weitere Anwendum:
will ich diese Stelle, 270,28 —272,«, hier vollstindig anfiihren: .
Geometer scheinen aber einen nicht geringen Fehler zu begehen, w«
die Losung einer ebenen Aufgabe durch Kegelschnitte oder hals
Kurven von jemand gefunden wird, und diberhaupt wenn sie mit «
Hilfsmitteln einer fremden Gattung geldst wird, wofiir Beispiele =
die Aufgabe iiber die Parabe] im fiinften Buche von Apollonius Kex
schnitten und die im Buche dber die Spirale von Archimedes -
genommene korperliche vedorg mit Bezug auf einen Kreis; denn a-
ohne einen korperlichen Ort zu Hilfe zu nehmen ist es moglich, -
von ihm aufgestellten Satz zu finden . .. .* (iiber die Polarsubtange
einer Archimedischen Spirale; Satz 18). Ich habe mit Heiberg (Zeits«e
f. Math. u. Phys., hist. litt. Abt.. XXIII, 4, S. 117) das greped und xu=e
der Handschriften dem orepeos und zixdoy von Hultsch vorgezog
Noch verstindlicher wirde mir die Mehrzahl ai Aaufaviusvac orep
vejoetg, die mit einigen Handschriften teilweise iibereinstimmt, gewe
sein. Die gegen Archimedes und Apollonius erhobenen Beschwua
gungen werde ich ihm Verlauf dieses und des folgenden Abschni:
genauer untersuchen.
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gezeichnete Kegelschnitt sich bei der Bestimmung zu ihm
gehiriger Linien benutzen lafst (S.111), habe ich auch bei
Archimedes und Apollonius keine andere Abweichung
von dieser Regel gefunden als die von Pappus im 5ten’ Buche
von Apollonius’ Kegelschnitten angedeutete, die spiter erklirt
werden soll. Die hinzugefiigte allgemeine Forderung muls unter
anderem den Sinn haben, dafs man bei der Losung von Auf-
gaben, die sich durch Kegelschnitte 16sen lassen, keine anderen
Kurven als diese nebst der Geraden und dem Kreise benutzen
darf. Hierdurch will Pappus den Losungen dieser Aufgaben durch
mechanische Hilfsmittel die Bedeutung keineswegs absprechen
— er sieht dieselben im Gegenteil fiir praktisch nitzlich an,
weil die Kegelschnitte schwierig in der Ebene zu konstruieren
sind'), und er erdenkt selbst solche Ldsungen —; aber er
betrachtet eine Losung nicht eher als theoretisch vollstindig,
bevor dieselbe allein durch Kegelschnitte bewerkstelligt ist.
Einige der Uberlieferten mechanischen Konstruktionen schei-
nen denn auch aus den durch die Kegelschnitte erhaltenen
Losungen abgeleitet zu sein. Das gilt namentlich von der Kon-
struktion zweier mittlerer Proportionalen, welche nach Euto-
kius?) von Apollonius herriihrt, und die wahrscheinlich die-
selbe ist, von der Pappus?®) sagt, er habe sie durch Kegel-
schnitte gefunden. Dies erklirt ndmlich P. Tannery+) mit
gutem Grunde durch die Annahme, dafs Apollonius die beiden
Parabeln z?*= ¢y und y*= bz des Menichmus mit dem Kreise
24+ yt—br—ay =0
vertauscht und die mittleren Proportionalen « und y als die
Koordinaten des Punktes bestimmt habe, in dem dieser die
Hyperbel xy — ab aulser in dem Punkte (a, b) schneidet.
Die zwischen diesen beiden Punkten abgeschnittene Sehne muls
dann dieselbe Mitte haben, wie das durch die Asymptoten
der Hyperbel abgeschnittene Stiick derselben geraden Linie.

1) Ausg. v. Hultsch, S. 54.

*) Archimedes, herausg. v. Heiberg, III, 8. 76.

*) Ausg. v. Hultsch. 8. 56.

*) Bulletin des Sciences mathématiques, 2me série, T. VIII, 1884, S, 323,

17+
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Die Schnittpunkte dieser Linie und der Asymptoten erha
also denselben Abstand vom Mittelpunkt des Kreises.

diese Weise gelangt man zu der von Eutokius mitgetei
Konstruktion, welche darin besteht, dafs man ein Lineal
um den Punkt (a, &) drehen lifst, bis die Durchschnittspw
zwischen dem Lineal und den Asymptoten gleichen Abst

2 2

Genau dieselbe Konstruktion teilen Pappus und Euto.
unter Herons Namen mit!), und Eutokius fiihrt unter «
Namen Philons eine an®), die von jener nur dadurch abwei
dafs die gerade Linie so durch den Punkt (a, b) gelegt w
dafs die zwischen dem Kreise und den Asymptoten abgesck
tenen Stiicke gleich grofs werden.

Wo dagegen die Losung einer Aufgabe, die sich d
Kegelschnitte losen 1a(st, von der aber keine Losung dt
Kegelschnitte vorher bekannt war, von alten Schriftstellern
eine mechanische Operation zuriickgefihrt wird, da nimmt Paj
an, dafs der Hauptzweck dieser Zurlickfiihrung eine solche
wendung von Kegelschnitten gewesen ist, welche die me«
nische Operation ersetzen konnte. Ob er hierin immer R:
hat, diirfte jedoch einigem Zweifel unterworfen sein. Die |
derung, dals korperliche Aufgaben — und diesen Namen nehi
wir hier und im Folgenden in derselben weiteren Bedeut
wie Pappus — immer durch Kegelschnitte gelost werden sol
setzt offenbar voraus, dafs die Lebre von den Kegelschni
derartig entwickelt ist, dafs man imstande ist diese als
einfachsten Linien nfichst der Geraden und dem Kreise :
zufassen. Sie kann deshalb nicht sofort aufgestellt wor
sein, als man anfing Aufgaben mit Hilfe der Kegelschnitte
l6sen, sondern sie hat erst einen verniinftigen Grund geh
als die Losung durch Kegelschnitte wirkliche Vorteile brin
konnte.

vom Kreismittelpunkte <»a—o 2) bekommen.

) Pappus, Ausg. v. Hultsch, S.62 ff.; Archimedes. Ausg. v. Heiberg.
S.70 fY.
%) Archimedes, Ausg. v. Heiberg, III, S.72 ff.
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Namentlich giebt es einc bestimmte mechanische Operation,
die so einfach ist und so oft von den Mathematikern des Alter-
tums angewandt und erwihnt wird, dals man annehmen darf,
die Zurdckfihrung der Aufgaben auf dieselbe sei nicht ein
blofses Durchgangsglied zur Konstruktion durch Kegelschnitte
gewesen. Dies ist die sogenannte ,vetoewc“, welche im allge-
meinen darin besteht, durch ecinen gegebenen Punkt
eine gerade Linie so zu ziehen, dafs zwischen zwei
gegebenen Linien ein Stick ,von gegebener Linge
abgeschnitten wird. In Ubcreinslimmung mit dieser Be-
deutung wollen wir das Wort vebgegc durch Einschiebung
wiedergeben, nitnilich Einschiebung des gegebenen Stilickes zwi-
schen die gegebenen Linien, worunter dann gleichzeitig zu ver-
stehen ist, dafs die eingeschobene Strecke oder ihre Verlinge-
rung durch einen gegebenen Punkt gehen soll. Diese Aufgabe
lafst sich, wenn die eine der beiden gegebenen Linien eine
Gerade ist, dadurch lésen, dafs man die andere von einer
Konchoide durchschneiden lifst, einer Kurve, die nach
Pappus’ und Eutokius® Zeugnis von Nikomedes gefunden ist,
der nach Cantor in der Zeit zwischen 200 und 70 v. Chr.
gelebt haben soll, withrend Tannery,') die Zeit seines Lebens
zwischen Archimedes und Apollonius verlegt. Da man iber
eine mechanische Konstruktion dieser Kurve verfiigt, so erhalt
man auch eine mechanische Ausfiihrung solcher Einschiebungen,
bei denen die eine Linie eine Gerade ist.

Indessen kénnen diese und andere Einschiebungen auch
friher auf mechanischem Wege ausgefiihrt worden sein, da es
nicht notig ist dabei an die Konchoide oder an den geometri-
schen Orl fiir irgendeinen bewecglichen Punkt zu denken. Man
braucht namlich nur ein Lineal (oder ein zusammengefalietes
Stick Papier) mit zwei Marken, deren Abstand gleich der
gegebenen Linge ist, so um den festen Punkt zu drehen, dafs
die eine Marke der einen gegebenen Linie folgt, bis die andere
auf die andere Linie fillt. Nikomedes kann dann gerade
durch den Gebrauch dieses Konstruktionsmitiels dahin gefiihrt

1} Bulletin des Sciences mathématiques, 2me série, T. VII, S. 284.
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worden sein den Weg der zweiten Marke zu studieren und
durch genauere Behandlung dieser Kurve die Operation zu
veranschaulichen und umfassende Regeln fiir den Diorismus
der dadurch gelosten Aufgaben aufzustellen. Nikomedes’ Er-
findung der Konchoide ist also sehr weit davon entfernt ein
Hindernis fiir die Annahme zu sein, dals man in alterer Zeit
Einschiebungen auf mechanischein Wege ausgefiihrt habe. Wir
glauben im Gegenteil, dals eine genauere Untersuchung zu
dem Resultat!) fihren wird, dafs die mechanische Ausfihrung
von Einschiebungen in der ilteren Zeit nicht nur praktisch
angewandt, sondern auch theoretisch als ein Hilfs-
mittel anerkannt worden ist, dessen man sich be-
dienen durfte, wenn eine Aufgabe nicht mittels Zirkel
und Lineal gelést werden konnte, und dafs man sich
erst in einer spiteren Zeit verpflichlet gefiihlt hat jedesmal,
wo es moglich war, Kegelschnitte zur Ausfiihrung derjenigen
Einschiebungen anzuwenden, die sich nicht in Konstruktionen
mittels Zirkel und Lineal umformen liefsen.

- Diese Annahme stiitzt sich namentlich auf die Aufgaben,
welche man in Einschiebungen uingeformt findet, ohne dals
hinterher weitere Regeln fiir ihre Behandlung gegeben werden.
In dieser Beziehung dienen die Aufgaben, welche sich in
Archimedes’ Buch tber die Spiralen finden, am besten
zur Erliuterung. Die Beweise fir die Satze 5, 6 und 7 dieses

1) Hierauf hat Professor Oppermann mich aufmerksam gemacht, indem
er namentlich als wahrscheinlich hervorhob, dals Archimedes
sich die im Buche tber die Spiralen erwihnten Einschiebungen me-

chanisch ausgefithrt gedacht habe. Da er zugleich beriihrte, dals

die zahlreichen Untersuchungen von Einschiebungen in der altgrie-
chischen Literatur auf eine allgemeine Benutzung hindeuteten, so habe
ich die Ideen, welche ich hier eingehender zu entwickeln suche, aus-
schliefslich dem Scharfsinn des verstorhbenen Gelehrten zu verdanken.
— Professor Oppermann machte mich auch darauf aufmerksam, dafs
er sich in seiner Auffassung mit Newton begegnete, insofern dieser
in seiner .Appendix de aequationum constructione lineari* zur Arith-
metica universalis ohne weiteres voraussetzt, dafs Archimedes
die Konchoide zur Dreiteilung des Winkels benutzt habe, ein Verfahren,
das Newton, der im Gegensatz zu Descartes das absolute geometrische
Vorrecht der Kegelschnitte bekdmpft, vollkommen billigt.
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Buches stiitzen sich darauf, dafs man durch einen Punkt einer
Kreisperipherie eine gerade Linie AED so ziehen kann, dals
das Stick ED, welches zwischen dem zweiten Schnittpunkt E
mit der Kreisperipherie und der Verlingerung einer gege-
benen Sehne abgeschnitten wird, eine gegebene Lange erhilt,
und die Beweise fiir die Sitze 8—9 stiitzen sich darauf, dafs
man, wenn bereits durch einen Punkt der Kreisperipherie eine
Linie AFG (Fig.43) gezogen ist, die
senkrecht auf der Sehne BC in einem G
Punkte F, der nicht die Mitte der
Sehne ist, steht und den Kreis in ¢
schneidet, durch A4 noch eine andere
Linie A D E ziehen kann, auf der zwi-
schen der Sehne selbst und der Kreis-
peripherie ein Stick DE = F'G abge-
schnitten wird. A
Die Richtigkeit dieser Vorausset- Fig. 43.
zungen, die nicht genauer begriindet
werden, ist nun allerdings hier, wo gar keine wirkliche Kon-
struktion verlangt wird, sondern nur von der Existenz der
Losungen die Rede ist, fast unmittelbar einleuchtend, aber es
sicht den Alten nicht dhnlich Behauptungen tiber die Existenz
von Figuren aufzustellen ohne zugleich Mittel zu ihrer Kon-
struktion zu besilzen. Dals auch Archimedes selbst sich eine
exakte Konstruktion ausgefiibrt gedacht habe, darauf deutet
der Umstand, dafs er an den angefiihrten Stellen ausdriicklich
vermeidet Bogenlingen, die nicht in exakte Konstruktionen ein-
gefihrt werden durften, zu henutzen, sondern stattdessen mit
geradlinigen Strecken operiert, welche das eine Mal grofser,
das andere Mal kleiner als ein gewisser Bogen sind, mit Sticken
also, die man sich mit Sicherheit verschaffen kann.
Da die Konstruktionen sich nun nicht mittels Zirkel und
Lineal ausfiihren lassen, so liegt die Vermutung nahe, dals Ar-
chimedes Kegelschnitte dazu benutzt habe!). Das konnte nicht

) So meint Dr. Heiberg, dafs man bei der Untersuchung dber Archi-
medes' Kenntnis der Kegelschnitte auch davon ausgehen mfisse, dafs
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besonders schwierig sein, und namentlich mufs die Anwendung
der korperlichen Orter, welche Pappus am Schlusse des 4ten
Buchs!) anfiihrt und gerade fiir die Losung der hier erwihnten
Aufgaben angewandt wissen will, sich leicht dargeboten haben.
Die Konstruktion wird dann etwa folgendermafsen gefunden
und ausgefiihrt worden sein.

Soll DE (in Fig. 43, die, mit Ausnahme der Lage der ein-
zelnen Teile und der diesen entsprechenden Diskussion, fir
jede beliebige der hier erwihnten Bestimmungen verwendbar
ist) die Grofse & haben, so erhidlt man aus der Figur, dafs
BD.DC = k.AD, oder, wenn BC = 2¢, der Abstand DR
des Punktes D von der Mitte B der Sehne BC gleich x= gesetzt
wird, und wenn RF = a und 4AF = b, dafs

et —ax? = kV(a— r)t 4 b2,
Setzt man die beiden Seiten dieser Gleichung gleich ky, so

wird « bestimmt als Abscisse des Schnittpunktes zwischen der
Parabel

c? — x?

y = A (1)

und der Hyperbel

¥t — (a—2)* 4 b2, @)
Ist nun in dem durch die Figur dargestellten besonderen Falle
k = F@, so werden diese beiden Kurven durch 4 gehen (wenn
man die Ordinaten abwiirts als positiv rechnet). 4 wird ein
Scheitelpunkt der Hyperbel und F ihr Mitlelpunkt. Da aber
die Axe der Parabel durch B, und sie selbst durch B und C
geht, so ist es klar, dafs sie die Hyperbel aufser in 4 in noch
einem Punkte schneiden mufs, dessen Projektion D auf die
Sehne BC selbst fallt. Dieser Punkt wird mit ¥ nur unter
der Voraussetzung (die Archimedes ausdricklich ausschlieflst)

er diese Konstruktionen durch Kegelschnitte ausgefithrt habe (Zeitschr.
{. Math. u. Phys., hist. lit. Abt., XXV, 2, §. 66).

') Ausg. v. Hultsch, 8. 298—302. Man vergleiche auch Heibergs Ver-
besserung des Textes und die daran gekniipfte Auseinandersetzung
iiber die Anwendung in Zeitschr. f. Math. u. Phys,, hist. lit. Abt.,, XXIII,
4, S. 118,
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zusammenfallen, dals F selbst mit der Mitte B der Sehne
zusammenfallt.

Es unterliegt keinem Zweifel, dals bereits Archimedes,
weénn er gewollt hitte, diese Konstruktion von ADE, fir die
nur Hilfsmittel angewandt werden, dic zu seiner Zeit vollkom-
men bekannt waren, etwa auf dieselbe Weise hitte ausfiihren
kénnen, und dafs er an diese Konstruktion die Begrindung
seiner Behauptungen hiitte anschliefsen konnen; aber die Be-
griindung ist zu weitliufig, als dafs man annchmen dirfte, dals
er mit einigem Rechte habe glauben konnen, seine Leser wiirden
ohne weitere Anleitung imstande gewesen secin sich auf diese
Weise von der Richtigkeit seiner Behauptungen zu iberzeugen.

Dagegen wird die Richtigkeit derselben einleuchtend genug
gewesen sein, um das Fortlassen jeder Begriindung hei Archi-
medes zu erkliren, wenn man sich in allen genannten Fillen die
Konstiuktion von A D K auf dem von uns angegebenen mechani-
schen Wege ausgefiihrt denkt. So wird in Fig. 43 die Moglichkeit,
noch eine von A4 F'G verschiedene Linie ADE zu ziehen, wenn
AFG senkrecht auf BC steht und wenn F nicht die Mitte
dieser Sehne ist, daraus hervorgehen, dals eine Drehung der
ADE von AFG aus gegen den Mittelpunkt des Kreises sogar,
wenn L sich auf einer durch G zu BC gezogenen Parallelen
bewegen miifste, DE dahin bringen wiirde grofsere Werte als
FG anzunehmen, also um so mehr, wenn E sich auf dem
tiber ciner solchen Parallelen liegenden Kreisbogen bewegt,
dals also F@G nichl der Maximalwert ist. Noch verstindlicher
wird das Fortlassen ciner Begriindung bei Archimnedes. wenn
man bedenkt, dafs die Anerkennung des erwiithnten Konstruk-
tionsmittels wahrscheinlich verbunden war mit der Aufstellung
einiger Regeln fiir die Diskussion von Aufgaben, die sich auf
diesem Wege losen liefsen.

Eine sehr bekannte Aufgabe, die Dreiteilung des Winkels,
ist sogar auf verschiedenen Wegen auf Einschiebung zuriick-
gefihrt worden. Die eine von diesen wird insofern Archi-
medes zugeschrieben, als sie sich in einem der Sitze angegeben
findet, die uns durch die Araber unter dem Namen von
oArchimedes’ Wahlsiatzen“ iberliefert sind. Der achte von
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diesen ) sagt, dafs wenn man auf der Verlingerung einer Sehne
AB eines Kreises ein dem Radius gleiches Stiick BC abtragt,
und durch C den Durchmesser CFE zieht (Fig.44), der Bogen
BPF ein Drittel des Bogens AE wird. Einerlei ob dieser Satz,
der sich leicht beweisen lilst, von
Archimedes herrihrt oder nicht, der

A
Zweck desselben hal sicherlich in
der Anwendung bestanden, welche

arabische Schriftsteller von
"machen, nimlich in der Dreiteilung
des zu 4 E gehorigen Centriwinkels,
Diese ist also auf eine Einschiebung
zuriickgefihrt, namlich durch 4 die
Linie AC so zu ziehen, dals das zwischen ihrem zweiten Schnitt-
punkte B mit dem Kreise und ihrem Schnittpunkte C mit dem
Durchmesser EF abgeschnittene Stick BC eine gegebene Lange
erhélt.

Diese Einschiebung gehort als specieller Fall unter die- -
jenigen, welche im Buche iiber die Spiralen benutzt werden, _
und die sich mittels der oben beschriebenen korperlichen Orter —
losen lassen. Pappus sagt von diesen?), dals sie sich auchar
auf viele andere korperliche Aufgaben anwenden lassen als==
diejenigen, welche die Spirale betreffen; doch nennt er die=w
Dreiteilung des Winkels nicht besonders. Dies ist etwas=_
auffallend, da er ausfiihrlich tber die beiden anderen Drei—21
teilungen des Winkels berichtet, welche im Verlaufe dieses==
Abschnittes Erwihnung finden werden. Vielleicht kénnte dies=-
darauf hindeuten, dals die Dreiteilung des Winkels, welche hiemr=
dem Archimedes beigelegt wird, nicht griechisch ist, sonderr—=x
von den Arabern herriihrt. Abgesehen von der interessanter—
Ubereinstimmung mit den Voraussetzungen in der Schrift tibesr=
die Spiralen, ist hierauf kein grofses Gewicht zu legen, da diew
Behandlung doch ganz auf griechischem Grunde aufgebaut is-=
und keinenfalls unrichtige Vorstellungen tber das Verfahrerss -

Fig. 4.

1) Archimedes, herausg. v. Heiberg, II, 8. 437.
) Ausg. v. Hultsch, S.298.
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der Griechen erwecken kann. Das sieht man am besten durch
Betrachtung der einen von den Losungen derselben Aufgabe,
die nach Pappus’ Mitteilungen von den alten griechischen
Schriftstellern herriihrt und durch welche die Aufgabe auf
eine andere Einschiebung zuriickgefiihrt wird.

Ist (Fig.45) ABC der Winkel, an dem die Dreiteilung
vorgenommen werden soll, und EBC ein Drittel desselben,

E

B . ;G

; i
Fig. 45.

ist ferner AC L BC, AE L AC und H die Mitte von DE,
so wird £ AAD = 2 AED = » ABH, folglich AB =
AH = DH = HE. Es kommt also darauf an durch B eine
Linie BE so zu ziehen, dafs die Linien AC und A E auf der-
selben ein Stick DE — 2AB abschneiden, oder, wenn man
die Aufgabe verallgemeinert, dals DFE einen gegebenen Wert k
erhalt.

Indem Pappus nun zeigt, wie diese Einschiebung sich durch
Kegelschnitte ausfiihren lifst, schreibt er ausdricklich!) den
Alten dieselbe Losung zu; aber es steht nichts der Annahme im
‘Wege, dals dieselbe Aufgabe friiher, ja vielleicht noch zu der-
selben Zeit, wo man die Auflosung durch Kegelschnitte kannte,
durch Reduktion?) auf eine Einschiebung als bereits gelist be-

') Ausg. v. Hultsch, §.272, 12—14.

?) Proklus sagt (Ausg. v. Friedlein, S.272) eigentlich, dals dies entweder
mit dieser LOsung oder mit der in Archimedes' Wahlsitzen ent-
haltenen der Fall gewesen ist, wenn er berichtet, dafs Nikomedes
den Winkel durch die Konchoide in drei gleiche Teile geteilt habe:
denn die Benutzung dieser Kurve ist ja nur eine Illustration der me-
chanisch ausgefithrten Einschiebung. Dafls gerade dem Nikomedes die
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trachtet werden konnte. Dafs man iiberhaupt die Lo
durch eine solche Einschiebung gesucht hat, das ist es,
wir besonders hervorheben mdchten.

Die von Pappus mitgeteilte Losung durch Kegelsch
geht darauf aus den Punkt F' zu bestimmen, wenn CF pax
und gleich DE gezogen gedacht ist. Da DE gleich k& geg
ist, so ist ein geometrischer Ort fir den Punkt F ein }
mit dem Mittelpunkt ¢ und dem Radius & Einen zwi
Ort erhialt man dadurch, dals, wie die Figur zeigt, Reck
FI — Rechteck GB — Rechteck 4B ist, namlich eine
perbel durch C mit den Asymptoten IE und IB.

Auch die Konstruktion von zwei mittleren Proportion
ist, wie wir bei Pappus?!) sehen, auf eine Einschiebung zur
gefiihrt worden. Die hierzu- dienende Konstruktion kann
folgender Analysis auf natiirliche Weise hervorgegangen :
Aus z* = q*b erhdlt man

rr b bz b (x + 20)®
a®  z = bzr 4@ fbz+3ie?)’
oder R z+2b ' .
(1) © Vait bzt jat
2

Vo? 4 bz 4 1a? lalst sich darstellen als Seite KF eines I
ecks K FC (Fig.46), dessen andere Seiten CK = z und

sind, wenn die Projektion CE der letzten auf die

a
2
H___ B E ¢

ok K
~ /\ T
h >

Fig. 46.

Ehre fiir diese Losung zuerkannt wird, hat wohl zunichst s

Grund darin, dafs er der Erfinder der Konchoide ist, und schliel

nicht aus, dafs dieselbe frither rein mechanisch ausgefiihrt sein :
1) Ausg. v. Hultsch, 8.58—~61 und 246—251.
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lingerung der ersten % ist. Die Konstruktion des Dreiecks

CEF ist dann unabhingig von z oder von dem unbekannten
Punkte K. Macht man CH = 24, und zieht CD parallel HF,

so zeigt die gefundene Proportion, dals DK =-%. Der Punkt K’
wird dann dadurch bestimmt, dafs man von F' aus % zwischen

-

die der Lage nach bekannten Linien CD und BK einschiebt.
Da es sich hier um eine Aufgabe handelt, deren Lésung
durch Kegelschnitte auf viel einfacheren Wegen bereits gewonnen
war , so hat der Erfinder hier eine solche nicht beabsichtigt.
Pappus bezeichnet die angefiihrte Konstruktion auch als Beispiel
far die Anwendung von Nikomedes’ Konchoide. Da er aber aus-
drtGicklich dem Nikomedes die benutzte Reduktion zuschreibt,
so khaben wir hier, wenn er darin Recht hat, kein Beispiel fiir
eine noch frihere mechanische Ausfiilhrung von Einschiebungen.
Wenn wir nun nicht nur von dieser kdérperlichen Einschie-
bung, sondern auch von denen, welche Archimedes vor Niko-
medes' Zeit benutzt hat, annehmen, dafs man es fiir ebenso
berechtigt gehalten hat dieselben mechanisch auszufilhren wie
durch korperliche Orter, so liegt die Frage nahe, ob es nicht
noch weiter rickwirts eine Zeit gegeben habe, wo man eine
solche mechanische Ausfihrung fir gleichberechtigt mit der
K onstruktion durch Zirkel und Lineal gehalten hat, wo man
sich also, wenn eine Aufgabe sich nur auf eine Einschie-
bung zuriickfithren liefs, hiermit hegniigte ohne zu fragen, ob
dieselbe sich nicht auch mittels Zirkel und Lineal losen lasse.
Eine Andeutung dariber, dafs dies wirklich der Fall gewesen
ist, finde ich in einer Stelle des iiltesten uns erhaltenen geo-
metrischen Fragments, nimlich in Eudemus’ Bericht iber
H i ppokrates’ Quadratur der Mondchen. Wenn wir uns an
dexa von Simplicius’ Zusitzen befreiten Text in der Form halten,
wie P. Tannery?!) denselben giebt, so wird durch einen
Puxkt B auf einer Kreisperipherie (Fig.47) eine Linie gezogen,

') Mémoires de I'’Académie de Bordeaux, 2me série, T. V. S.219 und 222,
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auf der zwischen dem zweiten Schnittpunkt E mit der Kreis-
peripherie und dem Schnittpunkt Z mit einer gegebenen, auf
dem Durchmesser durch B senkrecht stehenden Sehne ein
Stiick £Z von gegebener Linge

abgeschnitten wird. Dals an dieser

Stelle nichts dariiber gesagt wird,

wie man diese Konstruktion aus-

zufiihren habe, hat wohl kaum

{ K etwas zu bedeuten, da in dem
vorhergehenden Satze bei Eudemus

eine andere Konstruktion erwihnt

ist, niamlich die eines Trapezes

Fig. 47. mit gegebenen Seiten, gleichfalls

ohne dals etwas tber die Aus-

fihrung der Konstruktion angegeben wird. Dagegen stitze ich
mich auf die Thatsache, auf welche P. Tannery aufmerksam
macht, dals nimlich Eudemus, nachdem die Strecke EZ
mittels der erwihnten Einschiebung eingetragen ist, die Punkte
B und Z verbindet. Bei der Erklarung dieses Umstandes
bleibe ich nicht mit Tannery bei der Annahme stehen, dafs
man bereits damals solche ebenen Einschiebungen einer selb-
stindigen Behandlung unterworfen habe. Diese Behandlung
wiirde hier nimlich nicht wohl in etwas anderem haben be-
stehen konnen, als — wie Tannery auch annimmt — in einer
Bestimmung der Strecken BE und BZ mittels Flachenanlegung *);
dann aber erscheint es mir am wahrscheinlichsten, dafs man

1) Wenn Tannery die hier angefiihrte Stelle als Beweis daftr benutzt,
dafs man zu Hippokrates’ Zeit die geometrische Aufldsung quadra-
tischer Gleichungen kannte, so wird ihre Beweiskraft hinfillig, sobald
man meine Anschauung teilt; in der Annahme aber, dafs Hippokrates
diese Gleichung kannte und seine Einschiebung also mittels Zirkel
und Lineal ausfiihren konnte, stimme ich ganz mit Tannery tberein.
— Fiir den ferneren Gebrauch, den Taunery von dieser Konstruktion
gemacht wissen will, halte ich dieselbe mit Alimann fiir ganz dber-
flissig; denn dafs Winkel KZ B stumpf ist, ergiebt sich am einfachsten
daraus, dafs sein Nebenwinkel EZ K spitz sein mufs; derselbe liegt
nimlich in einem Dreieck einer Seite gegeniiber, die nicht die grofste
1st, denn im vorliegenden Falle ist EZ = EKV3.
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die ganze Linie BZE auf einmal in die Figur hineingezeichnet
haben wiirde. Bei der mechanischen Ausfihrung einer Ein-
schiebung, wie ich sie angegeben habe, kann ich mir dagegen
leichter denken, dafs man in der Regel nur das Stick der
geraden Linie gezeichnet hat, welches eine gegebene Liange
haben solite, so dafs der Zeichenstift dem Lineal nur zwischen
den beiden abgesetzten Marken gefolgt ist. Mag man nun dar-
tber auch denken wie man will, jedenfalls spricht das frihe
selbstindige Auftreten von Einschiebungen fiir die Anschauung,
die ich hier aufgestellt habe.

Nun gehen allerdings die Mehrzahl der ibrigen Bestrebungen,
von denen uns etwas bekannt ist, stets darauf aus andere
Konstruktionen an Stelle der mechanischen Einschiebungen zu
setzen: so hat sich Apollonius in den beiden verlorenen
Biichern iber vejge:c mit solchen Einschiebungen beschiftigt?),
die sich mittels Zirkel und Lineal ausfiihren lassen, und fiir
eine solche fiihrit Pappus auch ein bemerkenswertes Beispiel
von Heraklitus?) an. Solche Arbeiten finden aber eben ihre
beste Erklarung, wenn man annimmt, dafs die unbedingte Be-
vorzugung des Gebrauchs von Zirkel und Lineal, die wir jeden-
falls bei Euklid finden, nicht uralt ist, sondern etwa erst von
der Zeit Platos herriihrt. Dann mulste man die Konstruktionen,
die friher mittels mechanischer Einschiebungen ausgefiibrt
wurden, dndern, und dies konnte oft dadurch geschehen, dafls
man die friher gefundene Einschiebung unmittelbar durch die
bevorzugten Instrumente ausfiihrte. Die Untersuchung und Um-
formung der ebenen Einschiebungen war um so nétiger, wenn,
wie wir annehmen, noch einige Zeit verging, bevor man die
unmittelbare mechanische Ausfihrung der nicht ebenen Ein-
schiebungen planmafsig und Gberall, wo es mdoglich war, durch
die Kegelschnitte ersetzte. Die Gefahr sich einer falschen Be-
nutzung der Mittel schuldig zu machen wurde dadurch um so
grofser.

1) Siehe Pappus, Ausg. v. Hultsch, S.670—673.
?) Ausg. v. Hultsch, S.782. Seine Einschiebung werden wir bald genauer
besprechen.
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Es ist jedoch wahrscheinlich, dafs man in Euklids und
Apollonius’ Jahrhundert, in welchem immer bessere Hilfs=
mittel zur Auflosung von Aufgaben durch Kegleschnitte geschaffen
wurden, jede sich hierfir als brauchbar darbietende Aufgabe
als Material zur Entwicklung und Einibung solcher Konstruk-
tionen benutzte. War dies der Fall, so haben die Einschie-
bungen, welche man bei der Losung bekannter Aufgaben be-
nutzte oder welche in Archimedes’ Schriften vorkamen, willkom-
mene Beispiele abgegeben. Dadurch kann man. sich aber leicht
daran gewdhnt haben, dic Losungen durch Kegelschnitte, die
durch ihre ausgedehntere Anwendbarkeit und ihren systema-
tischen Charakter besonders ansprechend wirken mulfsten, als
das in theoretischer Beziehung allein berechtigte Mittel gegen-
iber solchen Aufgaben zu betrachten, die sich Gberhaupt auf
diesem Wege und niéht mittels Zirkel und Lineal losen liefsen;
diese Auffassung finden wir bei Pappus ausgesprochen.

Dals man fir solche Aufgaben, von denen man mecha-
nische Auflosungen besals, einer Losung durch Kegelschnitte
eine theoretische Bedeutung beilegte, hatte in der That auch
gewichtige Griinde. Diese Bedeutung liegt namentlich in der
Forderung, die man an die vollstindige Losung einer vorgelegten
Aufgabe stellte, dals dieselbe nimlich von einem Diorismus
begleitet sein sollte, der — wie wir S. 21 gezeigt haben — we-
nigstens die Angabe der Grenzen enthalten mufste, innerhalb
deren eine Aufgabe l6sbar war, und der gewils in der Regel.
auch den Zweck hatte die Fille abzugrenzen, in denen die
Aufgabe eine grofsere oder geringere Anzahl von Losungen
haben konnte. Bei synthetischen Darstellungen wurde der Dio-
rismus vor der eigentlichen Losung aufgestellt; denn diese durfte
man nicht mit solchen Werten der gegebenen Grofsen in An-
griff nehmen, die auf Unméoglichkeiten fiihrten. Wie grofses
Gewicht man auf Diorismen legte, geht daraus hervor, dafs
Apollonius in den Vorreden zu seinen Kegelschnitten stets die
Bedeutung seiner neuen Sitze fiir die Bildung von Diorismen
hervorhebt. .

Dals wir uns nun damit haben begniigen konnen, dem
Archimedes mechanische Einschiebungen im Buche dber die
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Spiralen beizulegen, beruht darauf, dals er durch einfache Uber-
legungen, die an diese Einschiebungen angekniipft waren, alles
das erhalten konnte, was er in dem vorliegenden Falle benutzen
mufste. Gleichfalls konnte man irgend ein beliebiges Hiilfs-
mittel zur Dreiteilung des Winkels benutzen, da man, ganz
unabhingig von dem fiir die Konstruktion eingeschlagenen
Wege, wuflste, dafs diese Aufgabe sich immer l6sen lasse und
— wenn dieselbe nicht in der Weise wie in der neueren Zeit
erweitert wird — nur éine Aufldsung habe,

Wenn man dagegen weitere Anwendungen derselben Ein-
schiebungen machen wollte, so liefs es sich nicht vermeiden,
dafs man auf Aufgaben stiefs, deren Aflésbarkeit davon abhing,
ob diese Einschiebungen sich tberhaupt als moglich erwiesen.
Dann war eine hierauf beziigliche Untersuchung, die nament-
lich in einer Bestimmung der Maxima und Minima fiir die
zwischen die beiden Linien -eingeschobene Strecke bestehen
mulste, notwendig, bevor man zu solchen Anwendungen iber-
ging. Diese Untersuchung ist von rein theoretischer Art und
mufste in Ubereinstimmung mit der geometrischen Form der
Algebra der Griechen an die Untersuchung der Kurven ange-
schlossen werden, deren Beridhrung die gesuchten Grenzfille
bestimmte. Hierzu liefs sich das Studium der Konchoide und
ihrer Tangenten benutzen, aber noch besser eine Losung durch
Kegelschnitte, und die Anwendung der bekannten Eigenschaften
dieser liefs erkennen, wann eine Beriihrung eintreten mufste.

Will man nun bei der ersten der hier erwihnten Ein-
schiebungen (Fig. 48, in der die Buchstaben dieselbe Bedeutung
haben wie in Fig. 43, nur nehmen wir nicht mehr ¥ = FG)
den Maximalwert der zwischen die Sehne und den Kreisbogen
eingeschobenen Strecke DE = k bestimmen, so wird man
hierfir die bereits gegebene Lésung durch die Parabel BPC,
dargestellt durch

ky = c*—x? 1)
und die gleichseitige Hyperbel 4 P, dargestellt durch
y? = (a —x)® 4 b? 2)

benutzen kénnen, und dann kommt es darauf an, wenn a, b
18
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und ¢ als gegeben betrachtet werden, & so zu bestimmen, dafs
der erste von diesen Kegelschnitten zur Berihrung mit dem
zweiten gelangt.

Q \B E

Fig. 48.

Nennen wir den Berihrungspunkt P und nehmen wir an,
dafs die Tangente in diesem Punkte die feste Sehne BC im
Punkte @ schneidet, wihrend D die Projektion des Punktes P
auf BC bezeichnet, so muls

DF.FQ = b? 3)
sein, da beide Halbaxen der Hyperbel gleich b sind. Aus der
Gleichung der Parabel, aus den dhnlichen Dreiecken der Figur
und aus dem Umstande, dals der Scheitelpunkt G der Parabel
die Mitte zwischen dem Schnittpunkt S der Tangente mit der
Axe und der Projektion T' des Beriihrungspunktes P> auf diese
ist, ergiebt sich ferner, dals

BE KRG _ |RD+DQ @
pPT: TG 1PT
Fihren wir nun in (3) und (4) dieselben Bezeichnungen ein,
die wir in den Gleichungen (1) und (2) der Kurven benutzt
haben, und setzen wir F@Q — z, so sieht man, dals dieselben
die Formen

(¢ —7x)2 = b? (3)

und z(2¢ —x 4 22) = c? 49
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annehmen. Errichtet man ferner im Punkte D senkrecht auf BC
eine Ordinate von der Grifse z = F@, so werden die Glei-
chungen (3) und (4) zwei Hyperbeln darstellen. Der Punkt D
von BC, durch den die moglichst grolse Linie DE gehen soll,
wird dann die Projektion des Schnittpunktes dieser Hyperbeln
auf _BC sein. Die Hyperbel (4) lalst sich auch mit der Parabel

2az = z*— 2ax 4 2b% 4 c? )
vertauschen.

Wenn man auch zwischen die Verlingerungen der Sehne
B C und den Kreisbogen BAC Strecken von der Lange k
einschieben will, die — entweder selbst oder nach ihrer Ver-
langerung — durch 4 gehen, so muls man dafiir den zweiten
Ast der Hyperbel (2) benutzen, der von den Alten als eine
Kurwe fiir sich betrachtet wurde. Dieser schneidet die Parabel
immer in zwei Punkten, giebt also keine Veranlassung zu Grenz-
bestimmungen.

Vertauscht man die Linie BC mit einer Geraden, die den
Kreis nicht schneidet, so hat man die Gleichung (1) der Parabel
mit einer Gleichung von der Form

ottt = ky
zu vertauschen. Der Diorismus, der in diesem Falle auf die
Bestimmung von einem Minimum oder von zwei Minima und
einem Maximum hinauslduft, lifst sich dann mittels derselben
Satze durchfihren, die in dem Falle, den wir ausfihrlich
behandelt haben, benutzt wurden.

Die Diorismen enthalten allerdings fiir beide Lagen der
geraden Linie Losungen von neuen korperlichen Aufgaben.
Fiar die erste Lage besteht diese Aufgabe jedoch nur in der
Bestimmung einer solchen Grenze, deren Existenz, ebenso wie
ilhre Eigenschaft als Maximum, sich erkennen lifst durch direkte
Betrachtung der vorgelegten Einschiebung selbst; sie kann also
keinen neuen Diorismus veranlassen. Dagegen bedarf fir die
zweite Lage die neue korperliche Aufgabe eines Diorismus,
Hat man diesen Fall iberhaupt behandelt und die Gleichunge
(3) wund (3) (mil —c? statt +-¢*) benutzt; so muls der zuge-
hOrige Diorismus nahe verwandt gewesen scin mit dem, welcher

zu Archimedes Kugelteilung gehort.
18*
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Nachdem wir also gesehen haben, was eine Behandlung
der von Archimedes benutzten Einschiebung durch Kegel-
schnitte in sich begreifen mufste, wenn sie den Forderungen
an Vollstindigkeit, die tdberall in den aus der besten Zeit
herrihrenden Schriften erfiillt sind, genigen sollte, so wollen
wir fir einen Augenblick zu der Frage zurickkehren, ob nicht
Archimedes aus dem Grunde, weil eine solche Behandlung zu
seiner Zeit bekannt war, sich so kurz ausdriicken durfte, wie
er gethan hat, und ob er sich nicht doch, entgegen unserer
Annahme, die Einschiebung durch Kegelschnitte ausgefiihrt
dachte. Wenn der Hiilfssatz, der die Dreiteilung des Winkels
auf dieselbe Einschiebung zuriickfithrt, von ihm herrihren
sollte, so kénnte die wiederholte Benutzung derselben Einschie-
bung hicrauf hindeuten. Bei der Durchfihrung des Diorismus
haben wir auch nur solche Sitze tiber Kegelschnitte angewandt,
die vor Archimedes’ Zeit bekannt waren, und wenn auch die
Darstellung der verschiedenen Fille und der Beweise dafiir,
dafs man wirklich ein Maximum oder Minimum erhielt, weit-
laufig gewesen sein mufs, so kann dieselbe trotzdem recht wohl
in einem von Aristdus’ finf Biichern {ber korperliche Orter
Platz gefunden haben.

Indessen wird unser Nachweis, dals dasjenige, was durch
eine Losung durch Kegelschnitte erreicht werden sollte, vor
allem die Bestimmung des Grenzwertes der eingeschobenen
Strecke & war, auch gezeigt haben, dals Archimedes fir diese
gar keine Verwendung gehabt hat. Selbst in dem Falle, wo
die Strecke £ zwischen die Sehne selbst und den Bogen ein-
geschoben werden soll, wo sich also denken lalst, dafs die-
selbe zu grofs sein konnte, vergleicht er sie nicht mit dem
Maximalwerte, wie es eine moglichst unmittelbare Anwendung
einer vorhergehenden vollstindigen Untersuchung erfordern
wiirde, sondern er fihrt besondere Grinde an, weshalb das
Maximum in dem vorliegenden Falle nicht erreicht sein kanm,
und die Richtigkeit dieser Griinde ist leichter einzusehen ohne
eine Behandlung durch Kegelschnitte als mit einer solchen.
Wir halten deshalb an unserer Ansicht fest, dals kein Grund
fir die Annahme vorliege, Archimedes habe — einerlei ob die
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Behandlung seiner Einschiebung durch Kegelschnitte vor oder
nach seiner Zeit ausgefiihrt worden ist — eine Anwendung
von Kegelschnitten im Sinne gehabt, da ihm diese nicht den
geringsten Nutzen gewdhrte,

Pappus!) sieht die Sache anders an. Zu seiner Zeit war
die Benutzung von Kegelschnitten fir Aufgaben, welche sich
durch diese lésen liefsen, zu einer principiellen Forderung
geworden, und zwar unabhiingig von den bestimmten Zielen,
die man urspriinglich auf diesem Wege zu erreichen suchte.
Pappus betrachtet es deshalb als etwas selbstverstindliches,
dafs Archimedes eine kdorperliche Einschiebung nicht benutzen
darf ohne sie durch Kegelschnitte auszufiihren; anderenfalls
wirde er Grund zu einer noch weiter gehenden Beschuldigung
haben, als die ist, welche er nun wirklich erhebt. Da nun
aber der Satz, welcher bewiesen werden soll, “sich ganz ohne
Benutzung der genannten Einschiebung beweisen lifst, so kann
er in diesem ein Beispiel fiir die Anwendung von Kegelschnitten
bei Konstruktionen erblicken, bei denen Kegelschnitte entbehrt
werden konnen. Doch ist es nicht ganz korrekt, wenn Pappus
so spricht, als ob er damit ein Beispiel fir die Ausfiihrung
einer ebenen Konstruktion durch Kegelschnitte anfihre, da die
benutzte Hiilfskonstruktion selbst korperlich ist und von ihm
als korperlich anerkannt wird. Dals aber diese Konstruktion
entbehrt werden kann, wird dadurch ersichtlich, dafs die Be-
hauptung tber ihre Moglichkeit, worauf es allein ankommt,
recht wohl, wie wir gesehen haben, ohne die Benutzung von
Kegelschnitten bewiesen worden sein kann. Liefs man dann
den Beweis hierfir als ein Glied in dem Beweise des Satzes
Gber Spiralen, um dessen willen die erwéhnte Einschiebung
eingefiihrt wird, auftreten, so kann man zu Pappus’ Zeit ganz
vermieden haben tber diese letztere zu sprechen. Gleichzeitig
kann man diesen Beweis vereinfacht haben?).

1) Vergl. die Anmerkung zu Beginn dieses Abschnittes.

*) Ein Beweis fiir den Satz iber Spiralen, bei dem die korperliche Ein-
schiebung vermieden wird, der also derjenige sein kann, an den Pappus
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Indessen sind die verschiedenen Angaben von Pappus fiir uns
von Wichtigkeit, weil man aus denselben entnehmen kann, dal:
man Archimedes’ Einschiebungen spéter wenigstens durch Kegel-
schnitte behandelt hat. Wenn jemand eine Gesamtdarstellung
dieser Behandlung gegeben hat, so muls er nach Art de
Griechen die Diorismen mit angefiihrt haben; diese wiirdex
dann etwa auf dem von uns bezeichneten Wege ausgefiihr
worden sein. Dals die Diorismen mit angefiihrt worden sind
ist um so wahrscheinlicher, da sie die eigentliche Ausbeut
der Behandlung durch Kegelschnitte sein mufsten. Sollte mar
denselben Weg eingeschlagen haben, der hier benutzt ist, abe
zugleich unter irgend einer Form dieselbe Bedingungsgleichuny
in z fir ein Maximum, die man durch Elimination von :
zwischen den Gleichungen (3) und (4) erhilt, gebildet haben
so wirde hier ein neues Beispiel, aulser den im vorhergehen
den Abschnitt angefiihrten, vorliegen fiir die Bildung einer kubi.
schen Gleichung und die Behandlung derselben durch Kegel
schnitte.

Bei der zweiten Einschiebung, deren Ausfiibrung durct
Kegelschnitte wir von Pappus gelernt haben, sind die fester
Linien, zwischen welche eine gegebene Strecke eingeschober
werden soll, beide gerade. Dieselbe wurde allerdings nuw
(Fig. 45) in einem bestimmten Falle ausgefiihrt; die angegeben
Konstruktion lilst sich aber immer anwenden. Nehmen wi
also an (Fig. 49, in der die Buchstaben dieselbe Bedeutuny
haben wie in Fig. 45), dals die Einschiebung zwischen den Ge
raden AC und AE vorgenommen werden soll, und dafs 1
der feste Punkt ist; zunichst konstruiert man das Parallelo
gramm AIBC; die cingeschobene Linie BDE mufs dam
der Linie CF parallel sein, die C mit dem Punkte F verbindet
in dem der um C als Mittelpunkt mit der gegebenen Ling
der eingeschobenen Strecke DE = k als Radius beschriebent
Kreis die durch C gehende Hyperbel mit den Asymptoter
IFE und IB schneidet. Die beiden Schnittpunkte zwischer

gedacht hat, ist von P.Tannery aufgestellt (Mémoires de la Société de
Bordeaux, 2me série, T.V, 8. 49).
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dem Kreise und dem Hyperbelast, der durch C geht, geben
solche eingeschobene Strecken D E, deren Verlangerungen durch
B gehen. Die beiden Einschiebungen werden fiir alle Werte
von k moglich sein. ’

/Y
Fig. 49,

Will man dagegen eine Strecke D‘E* von der gegebenen
Linge k einschieben, welche selbst durch B geht, so mufs man
dafir auf dieselbe Weise einen Schnittpunkt F¥ zwischen dem-
selben Kreise und dem zweiten Ast derselben Hyperbel be-
nutzen. Ob man hier 2, 1 oder O Auflosungen?!) erhilt, beruht
darauf, ob die gegebene Strecke grifser, gleich oder kleiner ist
als die von C an den zweiten Hyperbelast gezogene Normale.
Wie die Konstruktion einer Normale von einem gegebenen
Punkt an einen Kegelschnitt auszufiihren ist, zeigt Apollonius,
wie wir im folgenden Abschnitt sehen werden, im fiinften
Buche. Die vorliegende allgemeine Aufgabe, deren Behandlung
die Griechen, wie wir annehmen dirfen, kaum auf die Fille
beschrinkt haben werden, in denen dieselbe fiir die Dreiteitung
des Winkels benutzt wird, kann also eine von denen sein, auf
deren Diorismus Apollonius sein fiinftes Buch angewandt wissen
will. Der Diorismus dieser Aufgabe lafst sich ibrigens auch
auf eine kubische Gleichung zuriickfiihren und kann vielleicht
durch Anschliefsung an eine andere Lisung friher auf anderem

1} Im Falle der Dreiteilung eines Winkels erhélt man sehr leicht die eine
dieser Aufldsungen, die aber mit der Dreiteilung nichts zu thun hat.
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Wege behandelt worden sein (vergl. unseren vierzehnten Ab-
schnitt).

Aufser durch die exakte Bestimmung des Minimums der
Strecke, welche in demselben Winkel, in dem der gegebene
Punkt liegt, zwischen die gegebenen Geraden eingeschoben
wird, zeigt die Losung dieser Aufgabe durch Kegelschnitte ihre
Bedeutung auch dadurch, dals sie iberhaupt ein deutliches
Bild von den Verinderungen in der Linge giebt, demen die
eingeschobene Strecke unterworfen ist. Doch ist die theoretische
Bedeutung derselben hiermit nicht erschopft. Mit dieser selben
Aufgabe ist nimlich ein wichtiges Beispiel daltr verkniipft,
dafs man bemiiht war solche Falle zu entdecken, in denen
Aufgaben, zu deren L&sung im allgemeinen Kegel-
schnitte erforderlich sind, sich mittels Zirkel und
Lineal 18sen lassen. Da nun das Studium der allgemeinen
Losung durch Kegelschnitte das beste Mittel gewéhrt solche
Fille zu entdecken, so ist es ziemlich wahrscheinlich, dafs man
wirklich diesen Weg eingeschlagen hat.

Die notwendige und ausreichende Bedingung dafiir, dafs
die Schnittpunkle zweier Kegelschnitte, die nicht so verschieden-
artig sind, dafs die sie beslimmende Gleichung reducibel wird,
sich mittels Zirkel und Lineal finden lassen, ist die, dafs
die Bestimmungsgleichung fir die drei Punkte, welche die-
selben Polaren mit Beziehung auf beide Kegelschnitte haben,
reducibel ist, oder dafs einer von diesen drei Punkten sich
unabhéngig von den beiden anderen bestimmen lafst. Dalfs
diese Bedingung notwendig ist, haben die Griechen gewils nicht
beweisen konnen. Lag dagegen ein solcher Fall vor, so
konnte die Moglichkeit einer Bestimmung durch Zirkel und
Lineal oder durch successive geometrische Losung von zwei
Gleichungen zweiten Grades ihrer Aufmerksamkeit nicht ent-
gehen. Besonders auffallend mufs dies fir sie in den — nach
unserer Auffassung hierher gehérigen — Fillen gewesen sein,
wo entweder die Kegelschnitte denselben Mittelpunkt haben,
oder die Verbindungslinie der Mittelpunkte parallele Sehnen in
den beiden Kegelschnitten halbiert. Dafs man auf solche Mittel,
welche niitzlich sein konnten um zu erkennen, dafs eine Auf-
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gabe, die anfinglich korperlich zu sein schien, in Wirklichkeit
eben war, aufmerksam war, dirfen wir mit Sicherheit aus
Pappus’ strengen Ausspriichen gegen die Losung ebener Auf-
gaben durch Kegelschnitte schliefsen.

Der letzte der angefihrten Fille, in denen die Reduktion
auf die Benutzung von Zirkel und Lineal moglich ist, tritt
offenbar bei der oben ausgefiihrten Einschiebung zwischen zwei
gerade Linien ein, wenn der feste Punkt B (Fig. 49) auf einer
von den Halbierungslinien der Winkel zwischen diesen Geraden
liegt; denn das Parallelogramm A IBC wird dann ein Rhombus,
also wird auch der Mittelpunkt C des bei der Konstruktion
benutzten Kreises auf der Halbierungslinie eines der Winkel
zwischen den Asymptoten der Hyperbel liegen miissen. Indessen
besitzen wir doch nur in einem einzelnen hierher gehorigen
Falle eine positive Angabe dartber, dals die Griechen die Ein-
schiebung mittels Zirkel und Lineal ausgefiihrt haben, wenn
namlich die gegebenen Geraden zugleich rechte Winkel bilden,
AIBC also ein Quadrat wird.

Um auf einfache Weise zu der hierzu dienenden Konstruk-
tion zu gelangen, die Pappus einem Heraklitus beilegt, kénnen
wir (Fig. 50, in der alle Buchstaben dieselbe Bedeutung haben
wie in Fig. 45 und 49) dieselben Hiilfslinien benutzen, welche
zu der Konstruktion durch Kegel-

schnitte fiihrten, und EF und BC V.|

verlingern, bis sie sich in K M
schneiden. Das rechtwinklige Drei-

eck CF K iiber der cingeschobenen B i Kl L

Strecke CF = k als Hypotenuse
ist ahnlich dem Dreieck BDC und,
wenu CG L BD, auch ahnlich dem Dreieck BCG iber der
Hypotenuse BC = a. Die Summe der Dreiecke CFK und
BCG lafst sich durch ein Dreieck von derselben Gestalt dar-
stellen, wenn man EL senkrecht auf BE in E zieht und
CF verlangert, bis sie diese Senkrechte in M schneidet. Die
Figur zeigt dann nimlich, dafs A ELK = A BDC und
ANEFM = A CDG. Durch Subtraktion erhidlt man also,
dals Viereck FMLK = A BCG. Es ergiebt sich mithin,

Fig. 50.
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dals ACFK+4+ ABCG = A CLM, oder, da diese dhnlich _sc—
sind, dafls

k*+4a? = CL®.
Hieraus wird CL bestimmt, und dann bestimmt ein Kreis mit 3 &
dem Durchmesser BL den Punkt E.

Diese elegante und ecinfache Relation zwischen %k, ¢ und > 4
CL gehort — wenigstens unmittelbar — nur dem Falle an, s—ww
wo die gegebenen Geraden rechte Winkel mit einander bildenz s
aber es ist keineswegs unwahrscheinlich, dals sie entstandermr=—
ist als ein Mittel, um eine Konstruktion, von der man im vorau=_sc s
wulste, dals sie sich mittels Zirkel und Lineal ausfiihren lasse =—w» =
noch weiter zu vereinfachen. Die Ausfiihrbarkeit kann danrwar—
auf die zuerst angedeutete Weise gefunden sein, die den all- X &
gemeinen Fall, wo der Winkel zwischen den ‘gegebenen Ge=—m—g
raden beliebig ist, in sich begreift. Dies scheint mir viel wahr—=r s—
scheinlicher als die Annahme, dafs die Entdeckung dieser ebenem ==z
Konstruktion zufillig sein sollte; denn wenn man dieselb e~
Aufgabe nur mittels rein elementar-geometrischer Hiillfsmittcs R
behandelt, so liegt die Entdeckung, dafs sie eben ist, ziemlicC=—m
fern. Pappus’ Beweis ist offenbar rein a posteriori und en® a——
hilt deshalb keinerlei Angaben dariiber, wie Heraklitus’ Satilt _ssmm
zuerst gefunden worden ist.

Wie grofs die Ubereinstimmung zwischen dem Gebrauclll =——
den die Alten nach meiner Meinung von ihren Losungen durce——ss —
Kegelschnitte gemacht haben miissen, und der algebraische=—mm
Behandlung der neucren Zeit ist, geht daraus hervor, da! _sse==
Descartes im dritten Buche seiner Geometrie gerade im Sat _sse=
von Heraklitus ein vortreffliches Beispiel findet fiir die Anwerse—
dung der algebraischen Auflosung der Gleichung vierte==mm___:
Grades auf die Entdeckung solcher Fille, in denen solche irress——mm
ducible Gleichungen sich allein durch Quadratwurzeln lose=—w =
lassen, und wo also die hiervon abhéngigen Konstruktione=ww _u
eben sind. Dies wird, wie sich ergiebt, dadurch erreicht, da _ss—==
die kubische Hiilfsgleichung reducibel wird. Im Gegensa _sme=—
hierzu nimmt Descartes im Anschlufs an Pappus’ synthetische==m _
Beweis an, dafs die Alten ganz zufallig auf diese ebene Kommm— =
struktion gestofsen seien und dann ebenso zufallig den Gedanke==—=
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gefalst hétten dieselbe dadurch zu behandeln, dals sie die
Lange von CL suchten, die scheinbar mit der Aufgabe nichts
zu thun hat. Wir dagegen haben die von Heraklitus herrih-
rende Relation mit der allgemeinen Aufgabe. die durch Kegel-
schnitte gelost wird, verglichen, und daraus geht hervor, dalfs
die Alten nicht nur direkte Mittel besalsen, um zu entdecken,
dafs Aufgaben, wie die von Heraklitus, eben seien, sondern
auch Geduld, um die ebene Konstruktion auf eine moglichst
einfache Form zu reducieren.

Der Fall, wo die von Archimedes benutzte Einschiebung
sich mittels Zirkel und Lineal ausfiihren lafst, ndmlich der,
wo der feste Punkt einer von den Endpunkten des Durch-
messers ist, der senkrecht auf der gegebenen Geraden steht,
konnte auch durch Betrachtung der mittels Kegelschnitte be-
werkstelligten Losung der Aufgabe gefunden sein. In dem
angefiihrten Falle erhalten néamlich die hierzu dienende Hyperbel
und Parabel dieselhe Axe. Dals die Aufgabe eben ist in
diesem Falle, in welchem, wie wir sahen, schon Hippokrates
die Einschiebung benutzte, ergiebt sich indessen so leicht, dals
man einen solchen Weg nicht eingeschlagen zu haben braucht,
um es zu finden.

Obgleich wir uns in diesem Abschnitt sonst nur mit Ein-
schiebungen beschiftigt haben, so wollen wir doch, da wir
hierbei aufser der Dreiteilung des Winkels, die vielleicht dem
Archimedes angehort, die eine der antiken Dreiteilungen durch
Kegelschnitte, welche Pappus mitteilt, angefihrt haben, die
Gelegenheit benutzen auch die andere anzufiihren'). Wegen
dieser Dreiteilung hat man den im zehnten Abschnitt (S. 211)
erwihnten Ort fiir die Spitze eines Dreiecks mit fester Grund-
linie bestimmt, wenn der eine von den Winkeln an der Grund-
linie doppelt so grofs ist wie der andere. -Ist nun die Grund-
linie Sehne eines Kreisbogens, der in drei gleiche Teile geteilt
werden soll, so wird der Schnittpunkt dieses Bogens mit dem
angefiihrten Ort, der eine Hyperbel ist, einer von den gesuchten
Teilpunkten.

') Ausg. v. Hultsch. S. 280 ff.
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Kdrperliche Aufgaben (Fortsetzung); Apollonius’ finftes Buch.

am——

Aufser den bereits angefithrten ist nur noch éin Beispice Sowmmt
dafir aufbewahrt, wie die Alten eine korperliche Aufgabe hee—> =
handelten, nimlich Apollonius’ Konstruktion einer Nor—x em=m
male von einem gegebenen Punkt an einen gegebenerx ==
Kegelschnitt. Dieses Beispiel wird uns indessen dadurch vie=» X —
bedeutender als alle iibrigen, dafs wir hier — wenn auch durcill=» —
eine arabische Ubersetzung — eben die urspriingliche Behand- lF>» _sm
lung der Aufgabe nebst dem zugehdrigen Diorismus habenr ar=—=
wihrend wir uns sonst mit den Referaten viel jingerer Schrit# & &
steller Gber die Losungen begnligen mulsten und, abgeseher=——w _.
von einer Ausnahme — nimlich dem von Eutokius gefundene == _.
Manuskript —, selber die Diorismen erraten mufsten. Sel il ==,
bedeutungsvoll ist auch die Losung der vorgelegten Aufgal—dl }
selbst und das im Diorismus enthaltene Resultat. Endlich iasr is
es von Interesse die eigentiimliche Form kennen zu lernen, - in
der das Normalenproblem auftritt, sowie die Untersuchunges=———y,
welche diese Form mit sich bringt; die Verbindung dieser Ur—ssn-
stinde bewirkt, dals die Behandlung des Problems das garmmsse—ze
finfte Buch anfillt.

Vorliufig wollen wir indessen von dieser Form abselwmm ssmen
und unabhiingig von derselben, wenn auch in genauester Ub s er-
einstimmung mit Apollonius’ eigenen synthetischen Beweis s en,
die Konstruktion und den Diorismus ableiten, welche cEEE—en
Hauptinhalt des Buches ausmachen.

Es sei OM (Fig.51) eine von einem Punkte O an eim———mnen
Kegelschnitt gezogene Normale, N und H die Projektioms——mmmen
vom Fufspunkt M der Normale und vom Punkt O auf die
Hauptaxe des Kegelschnittes, und G sei der Schnittpunkt der
Axe mit der Normale. Dann ist NG die Grolse, welche sp SE=msiter
Subnormale genannt worden ist, und die fiir die Parabel gl sssmmcich

% ist, wenn p den Parameter bedeutet, fir die Ellipsge w— und
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Hyperbel gleich -’-F%,—x, wenn a und b die Axen sind, z die

Abscisse des Punktes M vom Mittelpunkt der Kurve an ge-
rechnet, und wo wir durch das Vor-
zeichen anf moderne Art die Lage
mit Beziehung auf den Punkt N an-
gegeben haben. Die eigentiimliche
W eise, wie Apollonius diese Ausdriicke
fiar die Subnormale findet, die, wie
hinterher gezeigt wird, mit der im N A

ersten Buch gegebenen Bestimmung G\T
von Tangenten tbereinstimmen, wer- 0

den wir spiter mitteilen. Diese Be-
stimmung der Projektion von MG auf
die Axe fiihrt zu einem, von der gegebenen Kurve verschiedenen
geometrischen Ort, der den Punkt M enthalten muls. Be-
zeichnet man die Koordinaten des Punktes M mit = und y,
die des Punktes O mit z, und y,, so ergiebt sich aus der

Figur:

Fig. 51.

also fir die Parabel, da der Anfangspunkt ein beliebiger
Punkt der Axe sein kann,

:vy—(x,——%)y—yl.%=0, (8))

wund fiir die Ellipse oder Hyperbel, wenn der Mittelpunkt
=zum Anfangspunkt genommen wird,

(= bt
( :F;)wy——xlyiggylx=0- @

Der gesuchte Ort, dessen Schnittpunkte mit der gegebenen
Kurve die Fulspunkte M der Normale sind, ist also in beiden
Fillen eine gleichseitige Hyperbel, deren Asymptoten sich leicht
konstruieren lassen, und die durch O und den Mittelpunkt der
Kurve geht [5tes Buch, 51 und 52].

Bevor wir zu dem Diorismus tbergehen, der von Apol-
lonius hieran angeschlossen wird, wollen wir bemerken, dafs
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es die Anwendung dieser Konstruktion auf die Parabel sein
muls, mit der Pappus sich unzufrieden erklirt, wenn er im
vierten Buch!) den Apollonius beschuldigt, dafs er im fiinften
Buch der Kegelschnitte den Fehler begehe, eine ebene Auf-
gabe iiber die Parabel durch Kegelschnitte zu behandeln.
Hierin hat er auch nicht Unrecht, wenn man die gegebene
Parabel als vollstindig gezeichnet annehmen will,
so dafs diese bei der Entscheidung, in wie weit die gestellte
Aufgabe eben oder kirperlich ist, gar nicht in Betracht kommt.
In der That ist es nicht unnatiirlich diese Auffassung dem
Pappus beizulegen oder richtiger den dlteren Geometern, von
denen er die angefiihrte Kritik des Apollonius entlehnt haben
muls; denn er wiirde sich eingehender iber dieselbe ausge-
sprochen haben, wenn sie zu seiner Zeit nicht bekannt gewesen
wire. Wir haben namlich gesehen, dafs Apollonius auch an
einer anderen Stelle, nimlich iin zweiten Buch, sich mit Kon-
struktionen beschiftigt, die sich an vollstindig gezeichnete
Kegelschnitte anschliefsen. Nachdem er dort die Axen der-
selben konstruiert hat, lassen sich die Lage dieser Axen und
ihre Grofsen sowohl wiec die der Parameter als bekannt be—
trachten, wenn ein vollstandig gezeichneter Kegelschnitt vor—
gelegt wird. Dafs Apollonius bei seiner Konstruklion im finftem
Buch die Axen benuizt, steht also dem nicht im Wege, dafs
er selbst oder spitere Leser auch in diesem Buch die Kurves
des Kegelschnittes selbst als das Gegebene betrachtet habem
kénnen.

Da Pappus’ Kritik sich kaum auf andere Weise befriedigend
erkldren lifst, so miissen wir annehmen, dals man zu Pappus”
Zcit eine Konstruktion der Normalen, die sich von einemm
Punkte an eine gegebene Parabel ziehen lassen, mit Hilfe
dieser Kurve selbst sowie mit Zirkel und Lineal gekannt hat-
Diese Konstruktion kann nur in einer direkten Bestimmung des
Kreises bestanden haben, der durch die Fulspunkte der drei
Normalen geht. Dicse werden, wie wir oben sahen, in einena
Koordinatensystemn, dessen Abscissenaxe die Axe und dessera

1) Die Stelle ist S.258 in Ubersetzung angefiihrt.

Ll e U R R S RV I
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Ordinatenaxe die Tangente im Scheitelpunkt der Parabel ist,
bestimant durch die Gleichung (1) und die Gleichung der Pa-
rabel :

y* = pz.
Multipliciert man die letztere Gleichung mit # und setzt in
diese den Ausdruck fiir xy aus der ersten ein, so erhélt man:

,‘ E
(zl_lg_)y*—‘}—yl‘%'y = px¥;

hieraus erhiilt man durch Verbindung mit der Gleichung der

Parabel:
zt+ yr— (w1+~121)w—%‘~-!/ = 0;

dies ist die Gleichung eines Kreises, der die Parabel im Scheitel-

Punkt und in den Fulspunkten der gesuchten Normalen schneidet.

Ganz ebenso wird das Verfahren der Alten kaum gewesen

sein , denn sie wirden dann einer stereometrischen Darstellung

des Durchgangsgliedes bedurft haben, das wir durch eine Glei-

chuang dritten Grades in Konstanten und Variablen ausgedriickt

haben; doch wirde dies vermieden werden, wenn man die

(Grleichung der Parabel mit % statt mit » multiplicierte. Thut

Tx»an das, so lassen alle vorgenommenen Operationen sich leicht
izx der geometrischen Form der Alten darstellen. Wenn Apol-
lonius selbst diese Vereinfachung der Konstruktion nicht vor-
genommen hat, so kann das moglicherweise darauf beruhen
A s er fir seine Person sich den gegebenen Kegelschnit! nicht
so vorgelegt gedacht hat, dals die Losung eben wird, falls nur
<die Hilfskurve ein Kreis ist. Ist er nicht von solchen Voraus-
setzungen ausgegangen, so hat er vielleicht auch nicht weiter
WV ert darauf gelegt, dies letztere zu erreichen. Das schliefse ich
daraus, dals in den friher betrachteten kérperlichen Aufgaben
A.as Bestreben, den einen der zur Konstruktion benuizten beiden
X egelschnitte durch einen Kreis zu ersetzen, sich nur dann
&ezeigt hat, wenn die Einfihrung des Kreises, wie in Apol-
Yonius’ Konstruktion der beiden mittleren Proportionalen, zu
einer mechanischen Losung fihren konnte. Wenn iberdies die
eine von den beiden Kurven ein — im voraus nicht vollstindig
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gezeichneter — Kegelschnitt sein mufste, so wurde auch ¢
kein wesentlicher Vorteil erreicht, dafs die andere ei
wurde; denn in diesem Falle bestand das Ziel der

nicht in einer genauen Konstruktion, sondern im theore
Studium, namentlich in der im Diorismus enthaltenen
bestimmung, und fiir diese ist eine andere Kurve oft min
ehenso bequem.

Dies gilt nachweislich fiir die gleichseitigen Hyy
die Apollonius fiir seine Konstruktion der Normalen 1
und deren Anwendung in dazu gehédrigen Diorismen i
zeigen werde.

Haben O und H (Fig. 52) dieselbe Bedeutung
Fig. 51, so wurden nach Gleichung (1) die Fulspunkte ¢

Fig. 52.

O an eine Parabel gezogenen Normalen durch die Schnit
dieser Kurve mit einer gleichseitigen Hyperbel bestimmt
Asymptoten die Axe der Parabel und die Senkrechte .

dieser in einer Entfernung HE = L von der Projekti

2
Punktes O sind, und wo das konstante Rechteck, das a
Asymptoten und Parallelen, die zu diesen durch einen Fk

punkt gezogen sind, gebildet wird, gleich HO. P .

2
man nun untersuchen, von welchen Punkten O einer :
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AXxe errichteten Senkrechten HO man Normalen ziehen kamn,
deren Fufspunkte durch den Hyperbelast bestimmt werden, auf
dem O selbst nicht liegt, so konimt es darauf an den Punkt W/
der Parabel zu bestimmen, fir den das erwihnte Rechteck
MN.MP den moglichst grofsen Wert erhidlt. Dies tritt ein,
wenn M die Mitte desjenigen Stiickes K I ist, welches die Asymp-
toten der Hyperbel auf einer Tangente abschneiden, die in M
an die Parabel gezogen ist; denn in diesem Falle ist das
Rechteck (M E) grofser als die Rechtecke, die man durch eine
andere Wahl des Punktes M auf der Tangente erhalten wiirde,
und uin so mehr grofser als diejenigen, die anderen Punkten
M der Kurve entsprechen wiirden [51].

Der Punkt N ldfst sich nun leicht bestimmen, denn es
ist AN = }KN = }NE, mithin AN = J AE. Dadurch
sind der Punkt M und das Rechteck M £ bestimmt, und durch

Anlegung des letzteren an EH = —‘g— erhilt man den Maximal-

wert HO' von HO. Von 0’ lifst sich nur éine Normale an
die entgegengesetzte Seite der Axe ziehen, und von anderen
Punkten 2 oder 0, je nachdem HO § HO.

Die Bestimmung der Normale, deren Fufspunkt auf dieselbe
Seite der Axe fillt wie O, mit Hilfe des durch O gehenden
Hyperbelastes ist eine Bestimmung fiir sich, die tiberdies in
zwei Fille geteilt ist, je nachdem O innerhalb oder aufserhalh
der Parabel liegt [57 und 62]. die aber keine weitere Veran-
lassung zu einem Diorismus giebt.

Der geometrische Ort fiir die Punkte (» ist die Evolute
der Parabel. Olne ausdriicklich von einemn solchen Ort zu
sprechen giebt also Apollonius eine Konstruktion von den
Punkten desselben, die einer gegebenen Abscisse entsprechen,
and es wirde nicht schwierig sein aus dieser Konstruktion
Ausdricke fir die Ordinaten, also dic Gleichung der Evolute,
abzuleten. Aus der Konstruktion folgt, dafs die Evolute die
Axe in dem Punkte trifft. dessen Abstand vom Scheitelpunkte

\eich £ ist. Dics ist tibrigens bei Apollonins schon frither
-4 g I :
19
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ausgedriickt in der Bestimmung der Normalen, die von Punkten .
der Axe aus gezogen werden [4 und 6].

Mit einer #hnlichen Vollstindigkeit wird die Aufgabe ina
Betreff der Ellipse und Hyperbel gelost. Da man sich selbst—
verstindlich durch sorgfiltige Betrachtung der Figur dagegenr
sichern kann irgend einen Fall zu tibergehen. so ist die ein—
zige Schwierigkeit, deren Uberwindung wirkliches Interesse dar--
bietet, die Bestimmung der einer gegebenen Abscisse entspre-=
chenden Ordinaten der Evolute oder solcher Punkte, vomr
denen zwei zusammenfallende Normalen ausgehen. Diese Ora
dinaten werden charakterisiert als Grenzwerte zwischen de =
Ordinaten solcher Punkte, von denen aus durch einen einzelne=
Ast der Hilfshyperbel 2 oder O Normalen bestimmt werde=
kénnen, oder von denen aus sich im ganzen 4 oder 2 No- «
malen an eine Ellipse, 3 oder 1 an einen Hyperbelast ziehexs
lassen,

Wihrend Apollonius [52] die Ellipse und einen Hyperbem
ast zusammen behandelt, Fille, die keine wesentlichen Ve
schiedenheiten darbieten, wolle=
wir uns der Einfachheit wegen =
die Ellipse halten. In Formel @gmm
haben wir gezeigt, dafs die Fu
punkte der von einem Punkte
gezogenen Normalen auf einer ve—=
standigen Hyperbel liegen (Fig. S
die durch O und den Mittelpunk-4l
der Kurve geht, und deren Asyn —
toten durch die Gleichungen

a? be
P et A A ey T L

dargestellt werden, worin ¢ und b die Axen bedeuten, z, \m

y, die Koordinaten von O. Fir den Diorismus kommt nun s
der Hyperbelast in Betracht, der nicht durch C und O geht.

ist ferner nur die Abscisse x, gegeben, die wieder die el

Asymptote EI bestimmt. Die andere Asymptote KG und <l
Punkt M, den die Ellipse und der Hyperbelast gemeinsae—-
haben, miissen so bestimmt werden, dals die Ordinate y, de=

P o
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mOglichst grofsen numerischen Wert erhilt. Dies Maximum

wird eintreten, wenn der Hyperbelast die Ellipse in M berihrt,
oder wenn M die Mitte des Stickes IK ist, welches die
Asymptoten auf der Tangente abschneiden, die in diesem

Punkte an die Ellipse gezogen ist.
Denken wir uns nun die Aufgabe gelost und bezeichnen

wir mit G den Schnittpunkt der beiden Asymptoten, mit N
und P die Projektionen des Punktes M auf die Axe der Ellipse
and auf die Asyniptote KG, so ist

Rechteck (CG) = Rechteck (G M),

also auch
Rechteck (CP) = Rechteck (K M),

woraus folgt: CN EN CE
NM T NP T PM’

Hieraus und aus der Figur erhiilt man, da PK = GP = EN,

dafs
CE PM PK KN CN
CN NM NI NL - CI.

Da ML die Ellipse berihren soll, so hat man zugleich

CN ¢4
c4 - CL-

Folglich erhdlt man das unbekannte Stiick CN durch Eliniina-
tion von CL, also durch die Gleichung

CN® = CA*.CL;
oder nach der Art, wie die Alten eine solche Elimination aus-

- CN CE
fahren: setzt man T4 =~ TF

CE CN CN CA ( CE )"

, so wird

CN <CL T 04 TL — \CR
folglich gﬁ - gf - g;

oder CN wird die gréfsere von den beiden mittleren
Pr o portionalen zwischen CE und CA.

CA ist die Halbaxe o : das Stick CF, welches gleich

2
19*
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2
(ﬁ'a:—b_i . CH ist, bestimmt Apollonius, da H gegeben ist, durc
gE£ = —g—. Die Strecke CN ist dann auch bestimmt ur

dadurch der Punkt M. Der gesuchte Grenzpunkt O‘ fir d
durch H gehende Ordinate ergiebt sich nunmehr dadurch, da
Rechteck (0‘G) = Rechteck (CG) oder Rechteck (O'E) -

Rechteck (CD) = CH . Rechteck (CP) = g]]\{ . Rechteck (KM

CN
woraus man — ohne dic unbekannte Asymptote K G der Hill
Ho: CH E!?
MN ~— CN 'HI
dadurch ist HO* volistindig bestimmt. Giebt man dieser B
stimmung mit Hiilfe der Gleichung der Ellipse ihren analy
schen Ausdruck, so erhilt man die Gleichung fir die Evoll
der Ellipse. O fallt auf die Axe, wenn E und damit auch
auf 4 falit. Die Evolute trifft also die Axe in einer Entfi

ya
2

auf genau entsprechende Weise fiir die Hyperbel ausgefihrt.

hyperbel zu konstruieren — findet. dals

nung vom Scheitelpunkte 4 |6]. Dieselbe Bestimmung wi

Wenn wir hier, Apollonius’ synthetische Darstellung w
kehrend, die entsprechende Analysis gegeben haben,
miissen wir bemerken, dafs Apollonius, da die Bedingung
fir die Losbarkeit wie gewéhnlich in der synthetischen Dx
stellung vor der Konstruktion angegeben werden, dic Hil
hyperbel nicht eher nennt als im dritten der von ihm betrac
teten Falle, wo HO < HO', und wo sich 2 Ldosungen (v
denen, die augenblicklich gesucht werden) ergeben; er benu
die Hilfshyperbel dann nur zur Konstruktion eben die:
Losungen. Weil jedoch die Bedingungen fiir die Losbark
durch dieselbe Analysis gefunden sein miissen, aus der
Konstruktion sich ergeben hat, so mufls der zu dieser dienen
Hyperbelasf dem Apollonius bei Untersuchung der Losbark
ebenso vollstiindig zur Verfiigung gestanden haben, wie er 1
zur Verfiigung steht!). Hinterher war es indessen ni

Y} Diese Auffassung. dafls sich in der Analysix einer Aufgabe der Din

7\
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schwierig die Erwihnung der Hyperbel zu vermeiden und nur
von den zu ihr gehorigen gleich grofsen Rechtecken (in dem
synthetisch aufgestellten Beweise fir die Bedingungen der Mog-
lichkeit) zu sprechen. Statt einen Satz {iber Tangenten der
Hyperbel anzuwenden benutzt Apollonius — dem wir bei
unserer Wiedergabe der zur Parabel gehorigen Diskussion auch
in dieser Bezichung gefolgt sind — Euklids Bedingungen fiir
die Auflosbarkeit (uadratischer Gleichungen. In dieser letzten
Beziehung weicht der Diorismus von dem ah, der in dem von
Eutokius gefundenen Manuskript an die Losung der Gleichung
angeschlossen wird, auf welche Archimedes' Kugelteilung fiihrt;
daselbst wird die Beriihrung einer Parabel und einer Hyperbel,
deren Axen und Asymptoten diesetbe gegenseitige Lage ein-
nehmen wie bei der hier vorgenommenen Bestimmung der
Normalen an eine Parabel, direkt fir den Diorismus benutzt.
Indessen kdénnen wir dieser Abweichung nach dem bereits
angefiihrten keine wesentliche Bedeutung beilegen.

Hiermnit haben wir den Hauptinhalt von Apollonius’ Stem
Buche angegeben. Indessen mulfs zum Verstindnis der Weit-
laufigkeit des Buches auch dic Form erwiihnt werden, unter
der das Normalenproblem auftritt. Die gesuchten Linien werden
nicht als senkrecht auf Tangenten in deren Berdhrungspunkten
bestimmt, sondern als die mdéglichst kleinen oder még-
lichst grofsen Linien, die man von cinem gegebenen
Punkte an eincen Kegelschnitt ziehen kann.

Liegt der gegebene Punkt auf einer Axe, und nimmt man
an, dafs er die Abscisse x, habe, wihrend der entsprechende
Fufspunkt der Normale die Koordinaten # und y hat, so mufs
y?+ (xr —r,)? ein Minimum sein. und da y® durch einen
Ausdruck zweiten Grades in r bestimmt wird, so ist dic Be-

mus erst findel, nachdem man die Art der Auflosung gefunden hat,
dafs er also das Resultat von dem wird, was man jetzt eine Dis-
kussion der gefundenen Losung nennt, wird bestatigt z. B. durch
Archimedes’ Analysis in Satz VII des 2ten Buches tber die Kugel und
den Cylinder (Ausg. v. Heiberg. 1. S.232).
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stimmung cines Minimurns aul  diejenige Bestimmung cines
Maximums zurfickgeftihrt. welche sich in Euklids Diorismus
der Gleichungen zweiten Grades im 6ten Buch findet. Der Ge-
danke an diesen Diorismus. den Apollonius an anderen Stellen,
#. B. bei der Bestimmung von Tangenten im ersten Buch.
direkter benutzt, diirfte auch hier seiner Bestimmung zu Grunde
liegen; aber cr hat denselben dann hinterher in einen syn-
thetischen Beweis verwandelt, der unabhingig von dem die
Flichenanlegung betreffenden Satz iiber Maxima ist. Den Ge-
dankengang dieses Beweises wollen wir mitteilen, um bei dem
Leser die Erinnerung daran wach zu halten, dals dasjenige,
was wir durch Produkte von Strecken wiedergeben, Flachen
sind, die dadurch, dafs sie wirklich in der Figur angebracht
werden, den bewiescnen Sitzen eine unmittelbare Anschaulich-
keit verleihen,

Wir wollen uns, um mit éiner Figur (Fig. 54) auskommen
zn konnen, an die Ellipse halten {10]. Zu Anfang des fiinften

Fig. p4.

Buches |[1—3] hat Apollonius der Mittelpunktsgleichung der-
selben folgende graphische Darstellung gegeben: in einem End-
punkte €' einer Axe wird eine Senkrechte C'N, die gleich —{;—
ist. errichtet und N mit dem Mittelpunkte D verbunden; das
Quadrat einev beliebigen Ordinate ZH wird dann gleich dem
Doppelten des Trapezes CZS N, welches dieselbe abschneidet.
Diese graphische Darstellung, welche als speciell in derjenigen
cinbegriffen aufgefalst werden kann, von der im ersten Buch bei
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der Transformation der Koordinaten so wichtige Anwendungen
gemacht wurden (S. 91, Gleichung (2)), wird hier direkt aus der
graphischen Darstellung der Scheitelpunktsgleichung abgeleitet,
indem das Irapez ('ZSN halb so grols wird wie das Recht-
eck mit den Seiten CZ und der zu Z gehdrenden Ordinate
derjenigen Linie, die parallel zu DN durch den Scheitelpunkt
A gezogen ist. Trigt man nun ZE = ZS ab, so folgt aus
der Figur. dals ZE = %.ZD, und es wird ZEt =2 ANZES,
mithin auch
FH* = ZE*4- ZH* = 2 Viereck CESN.
Zieht man dagegen eine andere Linic £T von K an die
Kurve, so wird
ETY — EK1 4 KT* == 2 |Trapez CKUN + A KFEV]
= 9.Viereck CESN4+ A USYV,
folglich EH* < ET%.

Hitte man in der Figur F aul der entgegengesetzten Seite
von T angenomnien, so wiirde das iberschiefsende Dreieck
USVT nur innerhalb des Winkels K SD abgeschnitten worden
sein. Es ist also bewiesen, dafls K H* und folglich auch EH
ein Minimum ist. Doch begniigt Apollonius sich hiermit nicht,
sondern giebt zugleich einen Ausdruck fiir den Flicheninhalt
des Dreiecks USV, um welches ET?® ,iiberschiefst¢.

Dafs die gefundene kleinste Linie K H senkrecht auf der
Tangente in H steht, wird auf doppelte Weise gezeigt: einmal
durch Benutzung der im ersten Buch gefundenen Bestimmung
von Tangenten [18], und zweitens durch unmittelbare Anwen-
dung der Eigenschaften des Minimums [19]. Mit Hilfe diesex
letzten Satzes hitte die Bestimmung von Tangenten von An-
fang an aus der eben entwickelten Bestimmung von Normalen
abgeleitel werden kdénnen. Es ist recht auffallend. wie nahe
dieselbe dann in ihren Hauptprincipien mit der Methode der
Tangenten ibereinstimint, welche von Descartes, der Apol-
lonius’ flinftes Buch nicht kannte, benutzt wird. Das fiinfte
Buch, das wir griechisch nicht besitzen. wurde némlich erst
spiter aus dem Arabischen iibersetzt.
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Umgekehrt hitte man auch, nachdem die Tangente so wie
im ersten Buch bestimmt war, daran die Bestimmung der Sub-
normale anschliefsen und hinterher auf eine mit Satz 19 tber-
einstimmende Weise die Eigenschaft des Minimums beweisen,
also Apollonius’ oben angefiihrten direkten Beweis fiir diese
Eigenschaft entbehren kénnen. Das ist nicht nur die Art, in der
man jetzt in der Regel verfahrt, sondern eine derartige Bestim-
mung der Subnormale scheint nach einer Bemerkung in der be-
sonderen Vorrede zum fiinften Buch!) vor Apollonius von dessen
Vorgingern und Zeitgenossen ausgefiihrt worden zu sein. An
ctwas anderes aus dem Inhalt des fiinften Buches als gerade
an diese Bestimmung kann Apollonius nicht wohl gedacht
haben, wenn er andeutet, dafs er das im voraus bekannte
bereits im ersten Buch hitte anfiihren konnen,

In den folgenden Siaizen des fiinften Buches wird eine
Linie wie EH (Fig.54) nicht als durch ihre Lage gegen die
Tangente charakterisiert betrachtet, sondern durch ihre Eigen-
schaft als Miniinum. Wenn dann die gefundene Bestimmung
der Subnormale ZE, wie wir gesehen haben, der Bestimmung
von Normalen, die von anderen Punkten O aus gezogen werden,
zu Grunde gelegt wird, so ist dic verlangte Eigenschaft der
gesuchten Linien die. dafs zwischen der Kurve und der
ersten Axe ein Stick abgeschnitten werden soll,
welches ein Minimum der Abstinde des Schnitt-
punktes mit der Axe von der Kurve ist. Erst hinterher
wird gezeigt, dafls dasselbe auch ein Minimum oder Maximum
der Abstinde des gegebenen Punktes O von der Kurve ist.

Dies letztere in Verbindung mit der daran angeschlossenen
Entscheidung, wann man ein Maximum und wann man ein
Minimum erhilt, liefs sich leicht durch sorgfiltige Betrachtung
der Figur finden. Bei einer solchen Betrachtung mulste man
wahrnehmen, dafls bei den Radienvektoren, die von O an
den Kegelschnitt gezogen werden, die einzigen Uberginge vom
Wachsen zum Abnehmen in den von O aus gezogenen Nor-
malen stattfinden, und dafs umgekehrt solehe Uberginge in

1) Vergl. Anhang 1.
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jeder von O aus gezogenen Normale stattfinden, wenn O kein
Punkt der Evolute ist. Eine Schwierigkeit bestand allein darin,
diese Betrachtungen in solche umzuwandeln. die den Forde-
rungen, welche die Griechen an einen strengen Beweis stellten,
geniigten.

Hierbei kam es nur darauf an folgendes zu zeigen: ist M N
ein Bogen eines Kegelschnittes, an dessen samtliche Punkte
Normalen gezogen sind, und fallen die Stiicke dieser Normalen,
die auf derselben Seite des Bogens liegen wie der Punkt O,
auf dieselbe Seite der von O gezo-
genen Radienvektoren wie der Punkt N
N (Fig. 55), so ist ON > OM. Auf
welche Seite der Radienvektoren die
Normalen fallen, lifst sich namlich
tiberall leicht durch dieselben Unter-
suchungen entscheiden, die zur Kon-
struktion der Normalen und zur Dis-

\

N

h \
|
L.

kussion dieser Konstruktion gefihrt N\
haben.

Dals ON > O M, wird dadurch \V
bewiesen, dafs, wenn ONZ OM 4

wire, ein Kreis durch N um den
Mittelpunkt O notwendigerweise den
Bogen M N schneiden miifste. Da nidmlich ON einen spitzen
Winkel mit der in N an die Kurve gezogenen Tangente
NP bildet, so mufs ein Stick dieser Tangente innerhalb des
Kreises fallen, der also auf seinem Wege von N bis nach
O M anfangs aulserhalb der Kurve liegen wird. Dagegen wird
derselbe am Ende seines Weges nach OM innerhalb der auf
O M senkrechten Linie M R fallen, die nach den Voraussetzungen
selbst innerhalb des Bogens M N falit. Ist nun @ der Schnitt-
punkt diescs Kreises mit dem Bogen und @S die Tangente des
Bogens in @, so wird nach den gegebenen Voraussetzungen
der Winkel O QS spitz sein, also ein Stiick von QS innerhalb
des Kreises fallen; aber das widerstreitet der Annahme, dafs
der Kreis vom Punkte @ an innerhalb des Bogens @ M liegen
soll. Die Annahme, dafs ON Z O M, ist also absurd.

Fig. 55.



JYR Dreizehnter Abschnitt.

Indessen siecht man, dals Apollonius selbst nicht ganz zu-
frieden ist mit diesern Beweis!) durch Anschauung, der doch
gewifs gerade den Gedankengang ausdrickt. welcher ihn zum
Resultat gefilhrt hat, und der den Vorteil hat auf Bogen M N
aller moglichen Kurven anwendbar zu sein. Er wendety den-
selben ndmlich nur in den Fillen an, wo die Hauptaxe der
Kurve eine Lage hat wie die
punktierte Linie in Fig. 55; hat
dieselbe dagegen eine Lage wie
die in Fig. 56 angedeutete, so
benutzt er besondere Eigenschaf-
ten der Kegelschnitte, um einen
anderen Beweis an die Stelle zu
setzen ?), namlich den folgenden.

Ist P der Schnittpunkt der
Tangenten PM und PN, so
wird nach den Voraussetzungen
der Winkel O NP spilz und der Winkel O M P stumpf. Hieraus
folgt:

Fig. 56,

ON* 4 PN? > OP?>> OM? 4+ PMe.
Zugleich ist PN < PM, was, wem PR der zur Sehne MN
gehdrige Durchmesser ist, daraus folgt. dafs der Winkel MR P
unter den gegebenen Voraussetzungen fir alle drei Kegel-
schnitte stumpf wird. Durch Subtraktion erhilt man also,
dafs ON>O0M.

Wenn alle Schriftsteller, die Gber die griechische Mathe-
matik geschrieben haben. iibereinstimmend Apollonius’ fiinftes

') Um denselben vollkommen exakt zu machen. hitte auch hervorgehoben
werden missen, dals @, wenn der Kreis den Bogen N M in mehreren
Punkten schneidet, der letzte Punkt sein mufs, in dem der Kreis-
bogen von N bis O M gerechnet NM schneidet. Dieser Mangel kann
miglicherweise von den arabischen Herausgebern herrithren, durch
die wir Apollonius' 5—7tes Buch besitzen.

Da mehrere von den Sitzen des Buchs nur aufgestellt sind, weil sie
in diesem zweiten Beweise gebraucht werden sollten. so hat man
keinen Grund zu der Annahme. dals dieser Beweix von den Arabern
eingeschoben sei.

~
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Buch als das schonste uns erhaltene Beispiel daftir anfihren,
wie weit die griechische Lehre von den Kegelschnitten gelangen
konnte, so denken sie dabei nicht an solche weitlaufige. aber
nicht schwierige Untersuchungen wie die zuletzt angefiihrte,
sondern gewils in der Regel ausschliefslich an die Konstruktion
der Normalen, die sich von einem gegebenen Punkte ziehen
lassen, und an den hieran angeschlossenen Diorismus, der
indirekt die Bestimmung der Evoluten der Kegelschnitte ent-
hilt. Dieser Bewunderung kann ich in vollem Mafse beipflichten,
Nur kann ich in den hier gefundenen Resultaten nichts sehen,
was auf eine iiberraschende Weise von dem abwiche. was ich
sonst in der griechischen Lehre von den Kegelschnitten finde.
In1 Gegenteil habe ich hier versucht die Hauptuntersuchungen
des fiinften Buches in ihrem weiteren Zusammenhange darzu-
stellen, und demgemiifs habe ich dieselben als ein Beispiel
fir die Losung und Diskussion korperlicher Aufgaben
(im weiteren Sinne) dargestellt, auf welche die Alten so grolses
Gewicht legten, und an welche ihre Lehre von den Kegel-
schnitten sich so eng anschlofs. Abgeschen von den bhedeu-
tungsvollen weiteren Anwendungen der gefundenen Resultate,
mit denen ich mich bald beschiiftigen werde. halte ich die
Lésung des Normalenproblems eben deshalb fir so schon, weil
die Aufgabe naheliegend aber doch schwierig ist. und weil die
Schwierigkeiten durch sinnreiche Anwendung der einfachsten
Sétze dber Kegelschnitte i ersten und zweiten Buch tiber-
wunden werden.

Wenn man eine entgegengesetzte Ansicht aufgestellt und
im fiinften Buche eine hihere Geometrie hat erblicken wollen,.
die sich wesentlich iber dic in den vier ersten Biichern be-
handelten Elemente erheben sollte, so scheint diese Auffas-
sung in etwas durch Apollonius’ eigene Vorrede!) gestiitzt zu
werden. Er sagt nimlich, dals die letzten vier Bicher weiter-
gehende Betrachtungen mitteilen sollen (dals sie wepwvaaon-
xérepa sind), wihrend die vier ersten — nach Halleys latei-
nischer Ubersetzung - - die ,Elemente* dieser Lehre enthalten

1) Vergl. Anhang 1.
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(Téntwre mpog eloaywyriy oroyewndy). Indessen muls man sicee
bemiihen diese Worte in Ubereinstimmung mit dem zu ve—=——umy
stehen, was sich in den verschiedenen Biichern wirklich findaw ___
und nicht nach modernen Unterscheidungsmerkmalen zwischEams gy
clementarer und hoherer Mathematik. Es wirde durchaw _gey
irrig sein die Untersuchungen im fiinften Buche als eine hfhe ===
Art von Untersuchungen aus dem Grunde zu betrachtes——sppy
weil sie zu Resultaten, nimlich der Bestimmung der Ev—amn,

luten, fiilhren, zu deren Erreichung man sich jetzt der DiffE—3==
rentialrechnung bedient; denn die hierzu dienende Bestim = ;

mung der Grenzen [ir die Lasbarkeit von Aufgaben sind vee—"mo
stindig von derselben Art wie die Diorismen, welche s —=
iberall an die Probleme der Alten angeschlossen finden. we—amm n
welche stets als Bestimmungen von Maxima und Minima s -uf
gefalst werden komnen. Nur haben diese im vorliegene.——e
Falle hinsichtlich der Ellipse und Hyperbel besonders grc——mwls
Forderungen an Aufmerksamkecit und Kombinationsvermo- sgg=en
gestellt, withrend die Diskussion bei der Parabel — auf die
wir bereits in einem anderen Zusammenhange gestofsen sinc8 —
keine sonderliche Schwierigkeit verursachen konnte.

Der auffallende Unterschied zwischen dem fiinften Bu_—m. <he
und den vorhergehenden besteht vielmehr darin!), dafs 3 Hese
eine zusammenhiingende Darstellung der Grundlage der gc
samten Lehre von den Kegelschnitten geben, auf der
alle Specialuntersuchungen aufgebaut werden miissen, wile X en
im fiinften Buche, ebenso wie in den die Lehre von den K e il

schnitten betreffenden Schriften des Archimedes, eben e’fz
solche Specialuntersuchung vorliegt. Dasselbe gilt, :i:s
wir sehen werden, vom sechsten und siebenten Buch; den

achte ist verloren. Es wird sich zeigen, wie einige von
in diesen letzten enthaltenen Resultaten wihrend der U’I’te;
suchungen gefunden sein konnen, die zur Auffihrung de== In
den vier ersten Biichern gegebenen Lehrgebiudes gehoéren - ae
diesem war aber kein Platz fir dieselben. wenn man

et
-, oas - ?‘
') Das stimmt zu der Ubersetzung, welche von den oben citierten Vo™ **

aus der Vorrede in Anhang 1 gegeben ist.

e
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Ubersichtlichkeit nicht dadurch schaden wollte, dafs man mehr
als das notwendige aufnahm.

Allerdings unterliegt es bis zu einem gewissen Grade der
Willkdr, was man zum Lehrgebdaude, und was man zu Special-
untersuchungen rechnen will. Das ist voin Wissen und Kénnen
der jedesmaligen Zeit abhingig. und die einzelnen Glieder des
ersteren haben in der Regel friher zu den letzteren gehort.
Das Lehrgebdude mufste bei Apollonius dasjenige in sich
aufnehmen, was vorher geniigend bekannt und hinreichend
bearbeitet war, um in einer kurzen und iibersichtlichen Form
dargestellt werden zu kinnen, sowie dasjenige, was nan zu
seiner Zeit als die Grundlage zu betrachten pflegte sowohl fiir
das. was wir den zweiten Teil der L.ehre von den Kegel-
schnitten nennen kénnen. nimlich die in besondere Schriften
— wie in Aristdus’ finf{ Biicher — gehiérende l.ehre von kir-
perlichen Ortern und kirperlichen Aufgaben. als auch fiir die
Behandlung verschiedenartiger Aufgaben. die einfach genug
waren, um als Ubungen betrachtet werden zu konunen. Ferner
mufste dasselbe alle die Verbesserungen enthalten. die dazu
dienen konnten der aufgefiihrten Grundiage - fiir weitere Unter-
suchungen grofsere Allgemeinheit zu verleithen (z. B. die --- mog-
licherweise schon vorher bekannte — Darstellung der Kegel-
schnitte durch solche Schnitte an schiefen Kegeln. die nicht
senkrecht auf der Syminetrieebene stehen) und derselben
grofsere Anwendbarkeit zu geben. In letzterer Beziehung war
es mamentlich notwendig eine vollstindige Behandlung zusam-
mengehdrender Hyperbeliste, ohne welche die Bestimmung des
Orts zu vier Graden und vieler anderer kirperlicher Orter un-
vollstindig bleiben mufste. mit in das Lehrgebiude aufzu-
nehmen.

Ein solches Lehrgebiiude mufs sich durch ecine gewisse
Kuarze charakterisieren, welche durch die Arbeiten der Vor-
ganger moglich geworden ist. Wenn wir von der Weitlifigkeit
absehen, die Apollonius bei der letztgenannten neuen Ver-
besserung anwenden zu miissen glaubt, so ist auch in der
That die Darstellung in den vier ersten Biichern kurz im Ver-

haltnis zu den vielen und verschiedenartigen Resultaten, die
.
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vorgefiihrt werden. Das gilt nicht am wenigsten von den AHR e
schnitten des dritten Buches, die wir noch nicht genauer bew «——
sprochen haben. Bei der Darstellung einer Specialuntersuchunc—w
dagegen kam es fiir die Alten darauf an das neue, was vomr @——
gefilhrt wurde, mit einer gewissen Breite auszufihren: zuers—mx
die Grundlage fiir dasselbe so zu bereiten, dals der Leser ===

der Uberzeugung gelangte, das Raisonnement enthalte keincw=r s
Liicken; darauf so ins einzelne zu gchen, dals der Leser sall ss——=
kein Fall werde vergessen; endlich die gewonnenen Resus_ s
tate auszuniitzen und auf weitere Untersuchungen anwendbax «cass
zu machen, So verfihrt Apollonius im fiinften Buch, desse=m = «
Hauptinhalt wir allein aus Satz 51 fir die Parabel ur—s—mm
Satz 52 fir die Ellipse und Hyperbel kennen lernen kénne —=—=—s
das aber doch mit seinen 77 Sitzen zu dem umfangreichstcmss ¢
von Apollonius’ s&mtlichen Biichern iber die Kegelschnit —Smust
angewachsen ist.

Der Unterschied zwischen den vier ersten und den vismmssser
letzten Bilichern besteht also darin, dafs die ersten ein KoLamm n-
pendium der Lehre von den Kegelschnitten bilden, die letzt_ en
eine Reihe ausfiihrlicherer Monographien. Eine Unterscheidu _ __ ng
zwischen mehr oder minder elementaren Teilen in der modernmm=__. en
Bedeutung des Wortes ,elementar* miifste, wenn man ein solck———es
wiinscht, vielmehr innerhalb des Lehrgebdudes selbst vorgggpeeste-
nommen werden. In der Weise haben wir auch in unse ——mrer
Darstellung unterschieden, indem wir hervorgehoben hab -ssssmen,
dafs Punkte und Tangenten der Kegelschnitte, wahrend sie im
ersten und zweiten Buch nur in ihren Verbindungen mit Dur—  <h-
messern und Asymptoten betrachtet werden, im dritten v ——nd
vierten Buch in Verbindung mit beliebig gelegenen Punk— _ ten
und Geraden oder mit beliebig gelegenen anderen Kegelschnie— -~ ten
vorkommen. Von diesem Gesichtspunkt aus sind auch das
sechste und siehente Buch elementar.

Auch im finften Buch werden, wie wir gesehen hab———F¢n
nur die elementaren Hiilfsmittel benutzt, welche im
ersten und zweiten Buch entwickelt sind, abgesehen davon, c———ab
das im vierten Buch gefundene Resultat, ohne direkt ben stz
zu werden, einen Uberblick iiber die verschiedenartigen Losung=—sss=ell,

Y
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welche moglich sind, geben konnte. Die Anwendungen da-
gegen, die Apolionius von den gefundenen Resultaten gemacht
wissen will, wenn er am Schlusse der besonderen Vorrede?)
des Buchs sagt, dals sie besonders notwendig fir Ein-
teilung und Diorismus der Probleme seien, missen
sich sicherlich weiter erstreckt haben.

Ein Beispiel einer korperlichen Aufgabe, deren Diorismus
sich durch Hiilfe der Konstruktion der Normalen finden Iafst.
haben wir bereits im vorhergehenden Abschnitt getroffen, nam-
lich die Einschiebung zwischen zwei gerade Linien. Doch ge-
horte diese Aufgabe noch zu denen, welche durch Apollonius’
zweites Buch geldst wurden, und da die Existenz der Normale,
welche fiir die Grenzbestimmung benutzt werden nufste, un-
mittelbar einleuchtend war, so gab es keine Verwendung fir
den Diorismus, der zur Konstruktion der Normale selbst ge-
horte.

Die Aufgaben, welche Apollonius im Auge hat, miissen im
allgemcinen solche sein, die durch die Schnittpunkte zwischen
einem Kegelschnitt und einem Kreise gelost werden. Hat man
nun durch Benutzung einiger der gegebenen Grifsen den
Kegelschnitt und den Mittelpunkt des Kreises vollkommen be-
stimmt, so kann man, wie in der oben angefiihrten Aufgabe,
durch Konstruktion der Normalen die Grenzen finden zwischen
den Werten der Radien, denen O, 2 und 4 Aufldsungen ent-
sprechen, und dadurch die Grenzwerte fiir eine solche gegebene
Grofse, von der die Radien, aufser von den bereits benutzten,
abhiangen. Ob diese Grenzwerte Maxima oder Minima werden.
ist davon abhingig, ob die entsprechenden Normalen es sind.
und dadurch tragen die hierauf beziiglichen Untersuchungen
des Apollonius ihre Friichte. Die Anzahl solcher Grenzwerte,
und dadurch die Anzahl der verschiedenen Moglichkeiten, welche
eintreten konnen. hiangt ab von der Lage des Kreismittel-
punktes it Beziehung auf die Evolute des Kegelschnittes.
Dadurch gelangt man zu der von Apollonius in der Vorrede
erwihnten ,Einteilung* einer Aufgabe. Die Grenzwerte fiir

') Vergl. Anhang 1.
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eine andere von den gegebenen Grifsen, welche diese Einssc—wk—
teilung bedingen, lassen sich aus dem Grenzwerte fiir ein. s
einer willkiirlichen Abscisse entsprechende Ordinate der Evolut. 45 s
ableiten, dessen Bestimmung den Diorismus zu Apolloniu==m__
Konstruktion der Normale ausmacht.

Der Diorismus der vorgelegten Aufgabe lafst sich allersr=—
dings nicht immer ganz in dieser Reihenfolge ausfiihren, namlick =—» _
dann nicht, wenn der Radius des Kreises von keinen anderer =—m —
Grofsen als denen abhidngt, die bereits bei der Bestimmunsr ar
seines Mittelpunktes benutzt sind; aber es ist einleuchtend, dal _se—aes
man doch immer, wenn die Aufgabe durch die Schnittpunk® —s==
zwischen einem Kegelschnitt und einem Kreise gelost wird, d #F——
Konstruktion der Normale und deren Diorismus benutzen kan-_ss——
um die Grenzrelationen zwischen den gegebenen Grofsen aue sy
zustellen. Da jede Aufgabe, welche sich mittels der Schni®—
punkte zweier Kegelschnitte lésen ldafst, auch durch eines _c
Kegelschnitt und einen Kreis gelost werden kann, so kénr———¢
man sogar auf diesem Wege zu einem allgemeingiiltigen Mit te
fir den Diorismus solcher Aufgaben gelangen. Indessen sche ==
es, als ob man auch nicht nach Apollonius’ Zeit die Konstr—ssss}-
tion der Normale als ein solches Mittel benutzt hat; denn in
solchem Falle wiirden die Bestrebungen, Konstruktionen dumc———c},
zwei Kegelschnitte auf solche durch einen Kegelschnitt wm = nd
einen Kreis zu reducieren, solche Forderung gefunden hab «e==mmen,
dafs man sic auch bei Pappus miilste spiiren k6nnen. T M Das
trifft aber wie schon bemerkt nur fiir solche Fille zu, in dexrsmmen
man es dadurch moglich machen konnte, die vorgelegte A v __uf-
gabe als eben zu betrachten. Man wird sich dann da ax——ssmit
begniigt haben Apollonius’ fiinftes Buch fiir die Diskusss ismx ion
solcher Aufgaben zu verwenden, deren Konstruktion duvascms rch
einen Kegelschnitt und einen Kreis die einfachste war.

Der Grund dafir, dafs man in dieser Anwendung nie~ Echt
weiter gegangen ist, mufs darin gelegen haben, dafs xmc—man
einerseits nicht imistande war die Benutzung der angedeute® —=ten
allgemeinen Methode iberall vollstindig durchzufihren., == _amnd
dafs man andererseits in vielen Fiillen, wo dieselbe sich wri #m irk-
lich durchfihren liefs, leichter dadurch zum Ziele gelangte, «MBElals

N
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man den Diorismus an die nichstliegende Konstruktion statt
an diejenige anschlofs, die sich durch Vertauschung des cinen
der beiden Kegelschnitte niit einem Kreise gewinnen liefs,
Dafs es korperliche Aufgaben — im weiteren Sinne —
gab, deren Diorismus uniberwindliche Schwierigkeiten darbicten
mmuflsten, einerlei ob man die beschriebene Reduktion anwandte
oder die vielen verschiedenen bekannten Sitze iiber Tangenten
der beiden Kegelschnitte. welche die Aufgahe am unmittel-
barsten losen. schlicfse ich daraus, dafs die Bedingung fiir dic
Berdhrung der Kegelschnitte (dic Taktinvariante) in den Koeffi-
cienten jeder der Gleichungen der beiden Kegelschnitte vom
sechsten Grade ist; cine solche Bedingung auszudriicken wiirde
den Griechen wenigstens aulserordentlich schwer geworden sein.
Dafs es andererseits vorher und unabhingig von den in Apol-
lonius’ fiinftem Buche gefundenen Resultaten Mittel gab, dic
man benutzen konnte, um die Diorismen etwa vorkommender
Aufgaben zu finden, geht daraus hervor, dafs die Aufstellung
von Diorisinen korperlicher Aufgaben in der Vorrede im wesent-
lichen als eine bekannte Schwierigkeit betrachtel zu werden
scheint, deren Uberwindung durch Hinzufigung ncuer Mittel
zu denen, die man bereits besals, erleichtert werden soll.
‘Worin diese schon friiher bekannten Mittel bestanden haben
konnen und, wie man weils, bestanden haben, dafiir hahen
wir Beispiele im vorhergehenden Abschnitt und in der Aus-
fihrung des Diorismus selbst in Apollonius’ fiinftem Buche
gesehen. Es wiirde jedoch von Bedeutung sein., dieses noch
genauer zu untersuchen. Nach dem, was wir in unserer Unter-
suchung tber korperliche Orter gesehen haben, lag namlich die
Bestimmung dieser und dadurch die Auffindung der Losung
einer beliebigen vorgelegten kérperlichen Aufgabe wahrscheinlich
im ganzen innerhalb des Bercichs der Schwierigkeiten, die man
uberxrwinden kounte. Ob man dann die Behandhing so durch-~
fihuren konnte, wie es bei einer fiir die Offentlichkeit hestiinmten
Schrift erforderlich war, hing davon ab, wie weit man zugleich
mit dem Diorismus fertig werden konnte.
Indessen koénnen wir aus Mangel an Angaben zu kej
positiven Resultat gelangen: wir missen die Frage,
20
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chen koérperlichen Aufgaben die Griechen imstande waren Dicw &«
rismen aufzustellen, dahin beantworten, dals sie sich wah: =4l
scheinlich auf solche beschriinkt haben, bei denen der Gra=s —
der Gleichung fiir die Gréfse, deren Grenzen gesucht wurde: =—msm
sich auf irgend cine Weise auf 4 oder darunter reduciercas —
liefs, bei denen also die Grenzbestimmung selbst mittels sies g
schneidender Kegelschnitte!) gefunden werden konnte. Ste== _
im allgemeinen zu untersuchen, welche Diorismen man INNE e
halb dicser Begrenzung wahrscheinlich behandein konnte, wemr ———1_
Veranlassung dazu gegeben war, wollen wir lieber versuchwsr———
nur eine Klasse von solchen aufzustellen, um dadurch Gelege= s
heit zu erhalten, von den Mitteln, tber die man verfﬁSe
konnte und die wohl zum Teil mit Riicksicht auf eine solemmm=—}
Anwendung entwickelt waren, einige mehr anzufithren, als ————;
bereits in diesem Zusammenhange mitzuteilen Anlals geh ===}
haben.

Wir wollen zunichst annehmen, dals die Loésung ek —=eyor
Aufgabe mittels der Schnittpunkte zweier Hyperbeln ¢ une——— ¢
gefunden sei, und dafs im Diorismus die eine, ¢, und die Asym —smmmp-
toten der anderen als gegeben betrachtet werden, wéhrend die
Grenzen fiir die zu dieser letzteren, ¢, gehdrende ikonste=m __ nte
Fliche des Rechtecks aus den Abslanden von den Asympte—msmmten
gefunden werden sollen. Ein solcher Grenzwert wird e Smmmner
Hyperbel ¢, dic ¢ berihrt, angehoren. Der Berihrungspun Bt P
wird dann die Mitte der Stiicke sein, welche die beiden P> ==mare
von Asymptoten auf der Tangente in P abschneiden. P Rl
sich bestimmen als Schnittpunkt zwischen der Hyperbel ¢ und
dem geometrischen Ort fiir die gemeinschaftlichen Mitten der
Stiicke, welche die beiden Paare von Asymptoten auf derse="_"¥Rben
Geraden abschneiden.

Dieser letzte Ort lafst sich. wenn man die Mittelpum —snkle
der Hyperbeln mit 4 und B, ihrc Asymptoten beziehungsw=e==eise
mit «,, @, und b,, by bezeichnet. auf folgende Weise bess= tim-
men. Wenn eine Gerade sich unt den Schnittpunkt C voxr—™ ¢,

') Da man indessen andere Kurven kannte, so sind Ausnahmen von v-:iNT
Regel nicht undenkbar. Vergl. den Schlufs des nichsten Abschn ™ Hes
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und b, dreht, so werden die Mitten A’ und B* der auf dieser
abgeschnittenen Stiicke gerade Linien « und 4* durchlaufen, die
den Geraden «, und b, parallel sind. Der Schnittpunkt P
von .1 A und BB ist ein Punkt des geometrischen Orts. da
er die gemeinsame Mitte der Stiicke ist, welche auf einer
Parallelen zu der durch C gezogenen Transversale abgeschnitten
werden. F ist aber Eckpunkt eines Dreiccks PA‘B‘, dessen
beide anderen Eckpunkte sich auf den festen Geraden «‘ und
I bewegen, withrend seine Seiten sich um feste Punkte A,
B. C drehen. Der Ort fiir P ist also ein Kegelschnitt, der,
wie wir (S. 169) aus den 10 von Pappus zusamniengezogenen
Porismen geschlossen haben, den Alten bekannt war. Haben
die beiden Ilyperbeln eine Asymptote gemeinsam, so ist der
Ort des Punktes P nach eben diesen zusammengezogenen Po-
risimen eine Gerade.

Auf den hier betrachteten Fall lifst sich ziemlich leicht der
reducieren, wo der Kegelschnitt ¢ eine Ellipse ist, welche beide
Asymptoten von ¢ schneidet; man kann dann zunichst ¢
als Ort zu solechen vier Geraden darstellen, von denen die
Asymptoten von ¢ zwei gegeniiberliegende sind. Ein Berih-
rungspunkt P zwischen ¢ und einer Kurve ¢ wird dann die
gemeinsame Mitte der Stiicke sein, welche diese und das andere
Paar gegeniiberliegender Seiten auf der Tangente abschneiden.
Durch eine Erweiterung desselben Verfahrens kénnte man noch
weiter zu solchen Fiillen gehen, wo auch ¢ eine Ellipse ist.
von der man die Lage und das Verhiltnis der Axen kennt;
oder man konnte, nachdem die Ubereinstimmung mit dem Fall,
wo zwei Hyperbeln betrachtet wurden, auf die Vermutung
gefiihrt hatte, dafs man auch hier die Beriihrungspunkte mittels
der Schnittpunkte zwischen ¢ und eineni Kegelschnitt bestim-
men miisse, andere Mittel zur wirklichen Bestimmung eines
solchen Kegelschnittes suchen.

Einen hicrunter gchorenden speciellen Fall werden wir
GGelegenheit haben im folgenden Abschnitt zu besprechen. Ein
anderer Fall ist derjenige, der in Apollonius’ fiinftem Buche
behandelt wird, wo die Kurven ¢ Kreise mit gegebenein Mittel-
punkt sind, dic gesuchten Berihrungspunkte also Fulspunkte

p. ad
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der von diesem Mittelpunkt aus gezogenen Normalen. Indessemse =
zeigt dieser Umstand, dafs die von uns zusammengestelltemm —
Hilfsmittel, die die Alten nach unserer Meinung benutzess —
konnten. wenn bestimmi vorgelegte Aufgaben ihnes
Gelegenheit dazu boten, nicht als eine allgemeine Methode av__mw—
gefalst werden dirfen, welche die Alten selbst ausdriicklie mm
aufgesiellt hiatten. Jedenfalls koénnen sie dies nicht gethe= _sm
haben, bevor Apollonius sein fiinftes Buch geschrieben hat— _—=
da wir aus seiner Vorrede schliefsen dirfen, dals nicht nur C—mmm
schwierige Diskussion, sondern auch die Konstruktion der Nc—mm=
malen etwas neues war.

Dafs mnan vor Apollonius die hier aufgestellte Besti—— _
mung von Diorismien nur vereinzelt benutzt haben kamssr—eg
folgt auch aus der dazu gehorigen Benutzung eines korperlicl —a
Orts, der von den Alten in einen Ort zu vier Geraden um g
wandelt worden sein mufs; denn die allgemeinc Bestimmi_ x—
eines solchen Orts wurde ja erst durch Apollonius’ Kegoemm—
schnitte ermoglicht. Ein anderes Hindernis fiir eine sol «——
allgemeine Ableitung von Diorismen wie die hier ~w=
uns gegebene bestand darin, dafs dieselben auf die Los w —mm
einer korperlichen Aufgabe zuriickgefihrt wurden, bei der == 1t
ein neuer Diorismus erforderlich sein konnte, der wenigsk «=1
einer allgenieinen Aufstellung Schwierigkeiten entgegenges =t
haben wiirde. Im einzelnen Falle kann man dagegen in a3
Lage gewesen sein, diesen Diorismus zu entbehren oder mmml
durch dic Begrenzung in der gegenseitigen Lage der angewancll fill¢
Kegelschnitte, welche die urspriingliche Aufgabe etwa =—Y
sich brachte, durchzufiihren. Im Gegensatz hierzu ist es ===
Hauptverdienst von Apollonius’ fiinftem Buche, dafs es, v
oben gezeigt, die Moglichkeit gewdhrte, auf alle gegenseilig==>
Lagen eines Kegelschnittes und eines Kreises Riicksicht
nehmen. v

Diese Betrachtungen konnen uns eine Andeutung dariibes—
geben, was das fiir korperliche Aufgaben gewesen sein mog
mit deren Losung und Diskussion die Griechen sich beschafti ™ —
haben. Es ist nicht tberflissig solche Winke neben der Mi®-
teilung der aufbewahrten Aufgaben und LOsungen =
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geben. Von diesen darf man namlich mit Bestimmtheit be-
haupten, dals sie nicht hinreichend umfassende Proben
fir die Arten von Aufgaben geben, die man behandelt
hat. Ich schliefse das daraus, dals nach Apollonius’ allgemeiner
Vorrede sein drittes Buch namentlich zur Bestimmung kérper-
licher Orter dienen soll, und dafs der Zweck einer solchen Be-
stimmung die Losung korperlicher Aufgaben war, dals aber
dennoch bei keiner einzigen der aufbewahrten kérper-
lichen Aufgaben der Inhalt von Apollonius’ drittem
Buche fir die Lésung zur Verwendung kommt.

Vierzehnter Abschnitt.

Uber verlorene Untersuchungen; eine Vermutung tber Eratosthenes’ Schrift
Uber Mittelgrofsen.

Nachdem wir in Betreff der korperlichen Aufgaben — wie
frither in anderen Beziehungen — nachgewiesen zu haben glau-
ben, dafls die Griechen weiter gelangt sein miissen als bis zu
den Resultaten und den Konstruktionen, tiber welche in den
aufbewahrten Schriften oder in solchen Schriften berichtet wird,
iiber deren Inhalt Angaben vorliegen, kehren wir nunmehr zu
der frilher aufgestellten Frage zuriick, wo denn die Ergebnisse
solcher weitergehenden Untersuchungen niedergelegt sind.

Fir die korperlichen Aufgaben koénnen wir vielleicht «zum
Teil auf dasselbe Werk verweisen wie fir die korperlichen
Orter, niamlich auf Aristius’ Korperliche Orter. Aus
Pappus’ allerdings etwas dunklen Angaben!) iiber das Ver-
héltnis zwischen Euklids Elementen der Kegelschnitte und
der angefiihrten Schrift, sowie daraus, dals diese Schrift in

') Anhang 2 und 8. 129, [30.
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Pappus” wohl geordnetem Verzeichnisse zu Anfang des 79
Buches!) hinter Apollonius’ Kegelschnitte gestellt ist, u
daraus, dafls Pappus dieselbe ein Supplement zu der Lel
von den Kegelschnitten?) nennt, darf man schliefsen, dafs -
selbst die Elemente dieser Lehre nicht enthalten, vielmehr d
selben in eineln Umfange als bekannt vorausgesetzt hat, ¢
wenigstens etwas von dem Inhalte von Apollonius’ dritte
Buche in sich begreifen mufste. In Avistius’ finf Biche
ist also Raum fir verschiedene Dinge gewesen.

Da der Zweck der korperlichen Orter* ihre Anwendung =
die Losung von Aufgaben ist, so ist es nicht unwahrscheinli
dals etwas von diesem Raum fiir solche Anwendungen 1
stimmt gewesen ist. Ist auch maoglicherweise c¢in Teil w
diesen auf Aufgaben beschrinkt gewesen. die sich durch ki~
sche Gleichungen (die man damals. nach unserer Annahm
allein als korperlich bezeichnete) ausdriicken liefsen — so spri
doch der Umstand, dafs, wie es scheint, etwas iiber den «
zu vier Geraden angefiihrt wurde, dafir, dafs auch einige
weiter gehenden Anwendungen, diec das Studium dieses O
veranlalst hatten, beriicksichtigt sein konnten. In Folge eb
dieses Studiums kann Aristius auch einige sich hieran a
schliefsende Siitze tber Involution, die sich auf die Kegelschnit
bezogen, aufgestellt haben, die dann spéter Apollonius vera
lafsten, dic Lehre von der Involution in der Schrift tiber d¢
bestimmten Schnitt einem umfassenderen Studium zu unte
werfen.

Indessen darf man nicht allzu viele von den Unte
suchungen, mit denen die Griechen sich, soweit man aus d
vorliegenden Angaben schliefsen kann, beschiiftigt haben, de
Aristius zuweisen, unter anderem aus dem Grunde, w
seine Schrift vor den meisten Arbeiten Euklids und vor all
Schriften des Archimedes und Apollonius geschrieben ist. We
also Apollonius in den Biichern iiber den bestimmten Schn
die Lehre von der Involution mit der vollen Uberzeugung v.

') Ausg. v. Hultsch, 8. 6G36.
) Ausg. v. Hultsch, 8. 672, 21
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ihrer Anwendbarkeit auf die Kegelschnitte, diese als Orter zu
vier Geraden dargestellt, untersucht hat, wo sind dann die An-
wendungen der in dieser Schrift gefundenen Resultate darge-
stellt worden? Wo haben wir die Behandlung solcher neuen
kirperlichen Probleme (im weiteren Sinne) zu suchen. deren
Losung und Diskussion durch die in seinen Kegelschnitten ge-
fundenen neuen Resultate moglich wurde? Wir besitzen nicht
cinmal eine Angabe iiber eine Schrift, in der eine neue Dar-
stellung der vollstindigen Bestimmung des Orts zu vier Geraden
gegeben worden wiire, die doch nach seinen und Pappus’ aus-
driicklichen Angaben erst von ihm maglich gemacht worden war.

Hierauf muls man zuniichst antworten. dafs kein Grund
vorliegt zu glauben. Pappus mache in seiner Aufzihlung
alle Schriften aus den besten Tagen der griechischen Geo-
metrie namhatft. in denen die analytische Geometrie der Griechen
und ihre Anwendung auf dic Lehre von den Kegelschnitten
und auf korperliche Aufgaben bebhandelt waren. Er weist auf
die Bicher hin. nach denen die Grundlage fir alle diese
Untersuchungen zu studicren sein wiirde!), hat also keine Ver-
anlassung auch {ber die verschiedenen Arbeiten zu berichten,
in denen hierher gehorige. ausfiihrlichere Specialuntersuchungen
niedergelegt sein konnten. Als solche Untersuchungen sind der
bestimmte Schnitt, der Verhiiltnisschnitt und der Flichenschnitt
nicht zu betrachten. da — wie wir hinsichtlich des ersten
geschen haben und hinsichtlich der beiden anderen im folgenden
Abschnitt sehen werden — die Kenntnis der Diskussion dieser
Aufgaben einen wesentlichen Teil der Voraussetzungen fiir die
Anwendung der Lehre von den Kegelschnitten ausmacht. Die
vier letzten Biicher von Apollonius’ Kegelschnitten geben
allerdings. wie er selbst sagt. weitergehende Specialuntersuchun-
gen, aber sie sind wohl auch vorwiegend wegen ihrer Verbin-
dung mit den vier ersten Blichern. sowie wegen des heriihmten

1) Dafx es sich hier eben um eine Grundlage und nicht um eine Mit-
teilung alles dexsen, was man wufste, handelt. ersieht man aus den
ersten Worten des 7ter Buches, welche denen es zu lesen empfehlen,
die selbst befiihigt werden wollen vorgelegte Probleme zu lidsen.
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Namens ihres Verfassers in Pappus’ Liste mit aufgenommen
Aus demselben Grunde kann Eratosthenes’ Schrift ibe
Mittelgrofsen, deren Titel auch auf Specialuntersuchungen hin
weist, mit aufgenommen worden sein. Dals andererseits der
selbe Grund Pappus nicht bewogen hat diejenigen von Archi
medes’ Schriften aufzufiihren, welche die Lehre von den Kegel
schnitten betreffen, muls darauf beruhen, dals diese Lehr
in Schriften, welche Quadratur sowie Kubatur der dadurch her
vorgebrachten Flichen und Kérper behandeln, in einer andere
Form und mit anderen Zielen auftritt als im mroc dvadvd
Jtsvog. ' )
Pappus hat also nicht heabsichtigt Angaben dber solche
Schriften zu machen, deren Inhalt ber den des Lehrgebaude:
hinausging. Auch sind gewils diejenigen Schriften, welche
grilsere Forderungen an die Vorkenntnisse der Leser stellten, in
der Zeit des Riickschrittes unbeachtet geblieben und deshall
in der Regel wohl nur in einzelnen Exemplaren in der alexan-
drinischen Bibliothek aufbewahrt worden, und viele kénner
dann bei den Ungliicksfillen, die diese betroffen haben, gan;
verloren gegangen sein. Was die betrifft, die noch zu Pappus
Zeit erhalten gewesen sein miissen, so begehen wir ihm gegen:
iiber keine Unbilligkeit, wenn wir annehmen, dals er nich
einmal imstande gewesen sein wiirde, .uns sonderliche Angaber
tiiber die darin enthaltenen weitergehenden Untersuchungen zc
inachen. Die Tradition durch miindlichen Unterricht, die sict
durch die vielen Jahrhunderte erhalten haben kann, die ihr
von Apollonius trennen und aus denen kein selbstindigel
Fortschritt auf diesem Gebiete zu unserer Kenntnis gelangt ist.
muls nimlich dulserst gering gewesen sein. Pappus’ Zeit, in
der man sich in der That Kenntnisse von dem und Einblicke
in das verschaffte, was die grolsen Mathematiker hervorgebracht
hatten, mufls also eine Renaissancezeit gewesen sein, in der
diese Einsicht aus den Biichern der Alten geschopft wurde.
Wie viel Geduld eine solche Arbeit ertordert hat, wird man
leicht verstehen, wenn man bedenkt, wie viel Schwierigkeit
das Studium der Schriftsteller des Altertuins wenigstens anfang-
lich den Mathematikern der Gegenwart verursacht, welche die
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Resultate doch zum Teil kennen und die Beweise in eine
mathematische Sprache {ibersetzen konnen, mit der sie selbst
vertraut sind. Nun hat Pappus gewils wahrend seiner Lehrzeit
von Lehrern Anleitung empfangen, die vor ihm das Studium
der alten Schriftsteller begonnen haben, so dals sein Eindringen
in diese nicht die Arbeit eines Einzelnen ist; aber da die Alten
gewohnlich nur die strengen synthetischen Beweise geben,
hochstens zugleich Analysen in streng systematischen Formen,
aber keinen freieren Wink fiir das Verstindnis und keine An-
gaben dariiber, wie man beim Unterrichte den geometrischen
Ideen Eingang bei den Schiilern verschaifen konne. so ist es
immerhin aller Ehren wert, wenn Pappus und seine Zeitgenossen
es erreichten. in die notwendigsten Glieder des Lehrgebaudes
einzudringen und einige wenige weitergehende Untersuchungen
zu verstehen. Dagegen hat man sicherlich vieles von dem,
was sich aus der alten, schopferischen Zeit vorfand, als zu
schwierig liegen lassen miissen. Dies ist vielleicht der Haupt-
grund, warum einige von Archimedes’ bhedeutendsten Ar-
beiten, wie seine Schrift iber Konoide und Sphiroide, an
keiner Stelle von Pappus erwihnt werden.

Wir besitzen auch direkte Zeugnisse dafir, dals andere
Schriftsteller als die in Pappus’ Liste angefiihrten an der Lehre
von den Kegelschnitten gearbeitet haben, und diese Zeugnisse
sind alle auf ecine so zufillige Weise hervorgetreten, dafs es
wahrscheinlich noch viel mehr gegeben hat, als ausdriicklich
erwihnt werden. Wenn wir also in Apollonius’ Vorreden
die Namen von Euklid, Konon und Nikoteles angefiihrt
finden, so ist dies nur durch eine Kritik der von ihnen einge-
nommenen Standpunkte veranlafst, wihrend er sonst die Ar-
beiten der Vorgiinger ganz im allgemeinen erwihnt ohne eine
einzelne namhaft zu machen. Hinsichtlich der ersten Biicher
kann er dabei an die Werke von Euklid und Aristdus gedacht
haben, welche Pappus anfiihrt: aber auch in den Vorreden
zu den spiiteren Bilichern wird auf ungenannte Vorginger hin-
gewiesen. Die Angaben iber Auflésungen korperlicher Auf-
gaben, die wir im Vorhergehenden aus Pappus und Eutokius
entnommen hahen, sind alle entweder hei der Zusammensiel-



314 Vierzehnter Abschnitt.

lung der verschiedenen Behandlungen der einfachsten hierher
gehorenden  Aufgaben, nidmlich der Dreiteilung des Winkels
und der Verdoppelung des Wiirfels, entstanden, oder sie haben
sich im besonderen an Aufgaben von Archimedes angeschlossen.
Nur aus diesem Grunde sind wir mit den angefiihrten Kon-
struktionen von Dionysodorus und Diokles bekannt ge-
worden. Eutokius hat ferner, wie wir gesehen haben, ein
merkwirdiges altes Bruchstiick hervorgezogen, weil es Archi-
medes’ Kugelteilung ergédnzt; aber wie viele andere Schriften,
die ganz andere, ebenso wertvolle Angaben iiber die Art, wie
die Alien korperliche Aufgaben behandeltent, enthielten, kann
er nicht unbeachtet gelassen haben®

Es kann also sehr wohl eine Litteratur gegeben haben, die
umfangreich genug war, um die weitergehenden Untersuchungen
zu umfassen, welche ein so vollstindiges Lehirgebiiude, wie das
in Apollonius vier ersten Biichern enthaltene, als Grundlage
notig hatten und dasselbe deshalb selbst nach und nach ent-
wickelten, welche ferner solche Werkzeuge brauchten und des-
halb selbst ausbildeten wic die sind, welche wir in Euklids
Porismen und Apollonius’ bestimmtemn Schnitt fanden, und
welche endlich Verwendung fiir solche kirperlichen Orter, wie
den Ort zu vier Geraden, hatten. Nach Apollonius’ Zeit kann
es eine Litteratur gegeben haben, die selbst ziemlich weitgehende
Anwendungen der verbesserten Hiilfsmittel, die man ihm zu
verdanken hatte, enthielt.

Und doch glaube ich nichi, dafs die Litteratur jener Zeit
einen auch nur annidhernd so grofsen Teil der damals aus-
gefiihrten Forsclierarbeit enthalten haben wird, wie die Litteratur
unserer viel publicierenden Zeit von der Forscherarbeit der
Gegenwart enthdlt. Man hat sich sicherlich damit begniigt,
vieles von dem, was man damals fand, seinen Schiillern und
Freunden mandlich mitzuteilen oder den Aufgaben zu Grunde
zu legen, die man ihnen stellte,  Nur wer wie Archimedes
auflserhalb Alexandrias lebte, war zu ciner schriftlichen Mit-
teilung aller seiner Entdeckungen gezwungen. Er ist deshalb
nicht nur rascher bei der Hand gewesen dieselben zum Gegen-
stand eciner ausfihrlicheren Behandlung zu machen, sondern er
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hal auch vor dieser Behandlung solche vorldutigen Mitteilungen
dber seine Resultate schriftlich gegeben, welche ein alexan-
drinischer Mathematiker seinen Freunden iniindlich gegeben
haben wiirde.

Dals man thatsichlich in der Regel nicht rasch dazu hat
tibergehen kénnen seinen Untersuchungen schriftlichen Ausdruck
zu verleihen, schliefse ich ans den Sehwierigkeiten, welche die
Redaktion damals verursachen mufste. Von diesen erhilt man
eine Vorstellung durch diejenigen. welche das Lesen der Beweise
der Alten uns vernrsacht. Diese Schwierigkeiten beruhen nieht
allein darauf, dafs es uns an Ubung hicrin fehlt: denn wie
grofse Ubung man sich auch erwerben mag, so wird man den-
noch immer viel leichter z. B. die Ableitung von Proportionen
aus einander iibersehen, wenn man dieselben so schreibt wie
wir, als wenn man sie in Worten ausdriickt und in Worten ihren.
bei unserer Schreibweise in die Augen fallenden, gegenseitigen
Zusammenhang ausdriickl. Noeh weniger rihren sic davon her.
dafs der Zusammenhang im Gedankengange der Alten in Wirk-
lichkeit weniger cinfach ist: denn wenn man erst deutlich das
erfafst hat, was das wesentliche in ihren Beweisen ist, so sind
diese gewdhnlich so einfach und natirlich, wie man nur win-
schen kann und wie man sie in unseren Tagen nur machen
kann.

Die Schwierigkeiten beim Lesen rihren von den weniger
guten Mitteln her. die man damals fiir schriftliche Darstellung
besals, und von den steifen Formen. die man sich verpflichtet
fiihite seinen Beweisen zu geben, und diese Umstinde miissen
dem Verfasser einc einigermafsen entsprechende Beschwerde
verursacht haben. wenn er auch bei der synthetischen Dar-
stellung vor dem Leser den wesentlichen Vorteil voraus hatte.
dafs er im vorans wufste. woraul er hinaus wollte, was der
Leser erst gegen das Ende der Beweise erfihrt. Die formalen
Forderungen an die Darstellung konnten sowohl, wic wir ge-
sehen haben und im Folgenden an mehr Beispielen!) sehen

') Das am stirksten ausgepriigte Beispiel hierfiir ist Apollonius’ Schrift
fiber den Verhiltnisschnitt, die wir im folgenden Abschnitt be-
sprechen werden.



316 Vierzehnter Abschnitt.

werden, cine grofse Weitliufigkeit hervorrufen, als auch ses=—y,
bedeutende faktische Schwierigkeiten bereiten. Das erstere ist
nach unserer Annahme ein Hindernis gewesen fiir die dire i,
Behandlung eines Kegelschnittes, der durch finf Punkte gel e,
soll, das letztere trat bei jedem Problem ein, dessen Dlonsrrhm
nicht unmittelbar einleuchtete; denn der Diorismus mufste- in
der Regel eine schwierigere Aufgabe werden als die ursprin x——p.
liche war, und diese durfte man iiberhaupt nicht stellen ma pq
lisen ohne einen vollstindigen Diorismus.

Hat nun auch die Uberwindung dieser Schwierigkeit P
wichtigen Resultaten — wie in Apollonius’ fiinftem Buche -
gefiihrt, so kann doch in vielen anderen Fillen das Felra “Mllen
eines Diorismus, der {zu kompliciert gewesen wire um an s  +ch
sclbst Interesse darbieten zu konnen, e¢in Hindernis fir die
schriftliche Darstellung einer an und fiir sich bedeutungsvol len
Konstruktion gewesen sein.

Hatte man nun ebenso strenge forinale Forderungen an
die Form der miindlichen Darstellung gestellt, ja, hitte »__aman
— was lbrigens undenkbar ist — seine eigene Gedankenar-T—3lbeit
auf diesclbe Weise in Fesseln gelegt, so wiirde nirgencl_Mliwo
Raum fiir die Vorbereitung gewesen sein, ohne welche »  das
tiberlieferte reiche Material niemals zustande gebracht und e= die
mit Ricksicht auf den zu Grunde liegenden Gedankengzamse=ang,
einfache Behandluugsweise niemals erreicht worden wire.

Allerdings nehme ich an, dafs die strengen logischen ¥~  *or.
men, durch welche man sich dagegen sicherte falsch zu Glbe—Der
legen und in seiner Darstellung den Behauptungen eine and-  Jere
Ausdehnung zu geben als beabsichtigt war, ecinen wichtig===en
Teil auch des mindlichen mathematischen Unterrichts ausmmme-
macht haben. In der Zeit des Verfalls sind sie vielleicht sogmaszar
die Hauptsache gewesen, aber in den guten Zeiten der gr—ie-
chischen Mathematik, wo man die grofsen Fortschritte machme te,
hat diese formale Seite den Nutzen gewihrt, zu dem sie E-De-
stimmt ist: den Gedanken die Klarheit zu verschaffen, =X 3e
notwendig ist um rasch und sicher zu tiberlegen, ohne jed «n
Augenblick ausdriicklich an die Fornien zu denken, welc=The
vor Irrtiimern bewahren.
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r Mangel eines vollstindigen Diorismus, der ausdriicklich
enzfalle bestimmt, welche tiber Losbarkeit und Unlés-
oder uber die verschiedene Anzahl von Losungen ent-
n, kann Kkein Hindernis fiir die miindliche Mitteilung
n und fir sich interessanlen Konstruktion gewesen sein.
tteilung wird im Gegenteil eine Aufforderung an andcre
n sein, auch das ihrige zur Auffindung der Grenzbedin-
beizutragen. Selbst wo es als unzulissig betrachtet
Aufgaben zu stellen, deren Losung unméglich werden
, hidtte man recht wohl ohne dic genauen Grenzen fiir
sbarkeil zu kennen der Aufgabe miindlich eine etwas
und deshalb ausreichende Begrenzung geben koénnen,
ht auch dadurch, dals man sie an eine vorgelegte Figur
s, Dafs man sich indessen hiermit nicht begniigte, wird
Apollonins’ viertes Buch bezeugt, das fiir korperliche
ien ganz dassélbe Mittel zur Herstellung der Ubersicht-
. giebt, nit dem man sich jetzt statt detaillierter Grenz-
mungen zu begniigen pflegt, nimlich die Bestimmung
wximums fir dic Anzahl der Ldsungen.
idlich will ich hier auts neue daran crinnern, dafs dic
rigkeiten fir Verfasser und Leser, welche davon herriihren,
v erstere die Figur, an die sich der ganze Beweis kniipfte,
sziben, und der letztere diese Beschreibung an der fertigen
verfolgen mulste, ganz fortfielen bei der miindlichen Mil-
, bei der man die Figur vor den Augen derZuhorer
then liels und bestindig auf die Punkte, Strecken und
n zeigen konnte, mit denen man zu operieren hatte.
sch freier war der Forscher bei seinen cigenen person-
Untersuchungen; doch kommt das fiir uns an dieser
weniger in Betracht. wo gezeigt werden sollte, dafls die
citen und Methoden, welche nicht blofs Einzelne, sondern.
r sagen missen, die damalige Geometrie sich aneigneten,
elche die Nebenuntersuchungen ausmachten, ohne welche
:entliche Lehrgebaude nicht zu so grofser Vollkommenheit
relangen konnen, sich nicht auf - das beschrinkt haben
1, was in Schriften, seien diese nun erhalten oder nicht,
gelegt war.
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Die miindliche Mitteilung kann zum Teil darin bestanden
haben, dafs man dic Resultate und Aufgaben Schiilern oder
Freunden vorlegte, die sie dann selhst beweisen oder losen
soliten. Man konnte dann zugleich durch diese Beispicle mittels
leitender Winke seine Schiiler in dic Methoden einfihren, von
denen eine allgemeine Darstellung =sich schwer hitte geben
lassen, und die wir nun gewissermafsen hinter den tberlieferten
Resultaten und hinter den geordneten Beweisen suchen miissen.
Andererseils ist gewifs vicles bein direkten miindlichen Unter-
richt itgeteilt worden. So liegt die Annahme nahe, dafs
Apollonius hei der Durchnahme von Aristdus’ korperlichen
Ortern Gelegenheit gehabt habe seinen Schiilern zu zeigen:
einmal dic Vervollstindigung der Bestimmung des Orts zu vier
Geraden und die Behandlung der it diesem verwandten Orter.
ferner die an den Satz vom einbeschricbenen Viereck ange-
schlossenen Anwendungen der in der Schrift Giber den be-
stimmten Schnitt gegebenen Lehre von der Involution, sowie
endlich die Anwendung korperlicher Orter auf die Losung ein-
zelner wichtiger Probleme.

Es wird also teils in verlorenen Schriften. in solchen, die
wir dem Namen nach kennen. und in solchen, die ganz in Ver-
gessenheit geraten sind. teils in zusammenhangenden miindlichen
Mitteilungen Raum nnd Gelegenheit genug fiir die umfassenden
Untersuchungen gewcesen sein, deren Existenz wir sowohl aus
hestimmten Winken wie aus der grofsen Vollkommenheit der
tiberlieferten griechischen Lehre von den Kegelschnitten ge-
schlossen haben. Threm Einflufs auf diese Lehre ist es zu danken.
dals diese Untersuchungen fiir uns nicht verloren gegangen sind.
und man darf wohl annehmen, dals unsere moderne mathe-
matische Kultar. welche auf den Uberlieferungen aus der an-
tiken aufgebaut ist, abgesehen davon, dals sie in manchen
Richtungen so viel weiter fortgeschritten ist, nun allmihlich
auch das wicdererobert hat, was sie aus den verlorenen grie-
chischen Arbeiten wiirde haben gewinnen kinnen. Fiar das
volle Verstiindnis des eigentlimlichen Wesens der griechischen
Geometrie. zu dem gegenwiirtige Schrift einen Beitrag zu liefern
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bestimmt ist, wiirden sie dagegen von der hichsten Bedeutung
sein, Man fihlt sich deshalb angeregt einigen Ersatz in Ver-
muiungen zu suchen.

Indessen wiirden solche Vermutungen &ulserst gefihrlich
sein, wenn sie hinsichtlich der wesentlichen Beschaffenheit
der Gegenstinde und der Mittel der Untersuchung iiber das
Gebiet hinausgreifen wollten, welches durch die iiberlieferten
oder von spiiteren Schriftstellern, die sie kannten. ausdriicklich
erwihnten Schriften angegeben wird. Allerdings ist es nicht
unwahrscheinlich, dals man manchesmal auch Gber dies Gebiet
hinausgegangen ist; aber teils wiirden hierauf beziigliche Ver-
nutungen willkirlich und deshalb leicht irrefithrend sein. teils
haben solche Untersuchungen, die gar keine Frucht gereift
haben, dureh die man sie entdecken konnie, kaum sonderliche
Bedeutung gehabt. Anders verhdlt es sich, wenn die Ver-
mutungen, mégen sie sich auch mit Ricksicht auf Einzelheiten
hther erheben als die (berlieferten Untersuchungen selbst,
sich doch nur innerhalh des durch diese bezeichneten Gie-
bietes bewegen. Gerade weil dieses von viel geringerer Aus-
dehnung war als das der heutigen Mathematik, darf man
annehmen, dals diejenigen, welche damals ihre Zeit der Mathe-
matik widmeten und durch ihre Leistungen im Dienste der
Civilisation dieses Gebiet crobert und griindlich befestigt haben,
sich eine grofse Vertrautheit mit demsclben erwerben mulsten,
Es spricht deshalb eine nicht geringe Wahrscheinlichkeit dafiir,
dafs man, wenn man Vermutungen iiber Untersuchungen auf-
stellt, die ganz innerhalb dieses Gebietes liegen und sich
durchweg unmittelbar auf Sdtze stitzen, die damals bekannti
waren, aufl Fragen treffen wird, die auch damals offene Fragen
waren, lrrefiihrend werden solche Vermutungen jedenfalls nicht
werden, solange man sich an solche Aufgaben hilt, von denen
man, wenn sie auch moglicherweise niemals wirklich gestellt
worden sind. dennoch gewissermalsen eine LOsung von einem
griechischen Mathematiker, dem sie gestellt wurden, crwarten
konnte, da sie auf Wegen gelost werden, die ganz und gar
den Alten zur Verfligung standen. Solche Vermutungen werden
im Gegenteil cine deutlichere Vorstellung von der Brauchbarkeit



320 Vierzehnter Ahschnitt.

dieser Wege geben, eine Vorstellung, deren Verbreitung aller-
dings ihre Bedeutung haben diirfte, wenn man bedenkt,
dals cin Mann von den grofsten Verdiensten um die Litteratur-
geschichte der griechischen Mathematik den vier ersten Biichern
von Apollonius’ Kegelschnitten den dufserst hescheidenen und zu
ihrem Inhalt so wenig stimmenden Zweck hat beilegen konnen.
von der damaligen hoheren Mathematik gerade das zu bringen,
was notig war um bis zur Losung der delischen Aufgabe, diese
mit einbegriffen, zu gelangen ?).

Da ich aulserdem dafir Sorge tragen muls, dafs weder zu
viel noch zu wenig hineingelegt wird in meine Behauptungen
tber die weitergehenden Untersuchungen, welche innerhalb
des bezcichneten Gebietes ausgefiihrt sein sollen, so liegt mir
daran, wo ich es vermag, Beispiele fir die Beschaffenheit zu
geben, welche diese meiner Meinung nach gehaht haben késuen.
Das habe ich am Schlusse des vorhergehenden Abschnittes
gethan. und am Schlusse des folgenden werde ich umfassendere
Angaben machen. Fir den Augenblick werde ich mich be-
mihen etwas dhnliches zu erreichen, indem ich den Versuch
mache anzugeben, was der Inhalt von Eratosthenes’ ver-
lorener Schrift iber Mittelgrolsen gewesen sein kann.

Die Angaben, welche hiertiber vorliegen, sind so wenig
zahlreich und zugleich nach der Meinung der Textkritiker so
wenig zuverldssig, dafs ich, wenn ich mich auch so genau wie
miglich an dieselben anschliefsc, vielleicht dennoch keine son-
derliche Aussicht habe das richtige zu treffen; aber jedenfalls
glaube ich, dafs die Bestimmungen geometrischer Orter,
die ich vornehme, und dic Aufgabe, die ich lgse (die als
korperliche Aufgabe vorgelegt wird, aber sich schlielslich als
eben crgiebt), ganz und gar unter das gehort, was die Alten
bewiiltigen konnten und auf dhnliche Weise behandelt haben
wiirden.

Zuerst will ich eine Annahime von P. Tannery?) be-
rithren. die darin besteht, dafs Eratosthenes’ Orter fiir Mittel-

) Cantor, Vorlesungen. S. 204.
?) Mémoires de I'Académie de Bordeaux. 2me gérie, T, IIL
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grofsen die Kurven sein sollten, die in einem trilinearen-Koordi-
natensystem durch Relationen zwischen zwei beliebigen Grofsen
und einer von deren Mittelgrolsen dargestellt werden, also
durch die Gleichungen:

2y =42, yY=1ax2z, ylr+42) = 2z,
wo y die arithmetische, geometrische und harmonische Mittel-
grolse zwischen x und 2 ist, und durch

rar—y =2(y—2), x@—y) =yy—2),
wo y die subkontrire Mittelgréfse zu der harmonischen oder
geometrischen ist?).

Da sich sofort erkennen liifst, dafs diese Relationen mit
Ausnahme der ersten, die eine gerade Linie darstellt Orter zu
drei oder vier Geraden ergeben, so ist es zu Eratosthenes’
Zeit nicht schwierig gewesen die Behandlung der in diesen
Relationen dargestellten Kurven ebenso weit zu fihren, wie
man vor Apollonius die Bestimmung des Orts zu vier Geraden
fihren konnte. Der Umstand, dals eigenilich nur das, was
unter diese letzte allgemeine Aufgabe gehorte, tiberhaupt Schwie-
rigkeiten bereiten konnte, ist vielmehr ein Grund dagegen, dafs
Eratosthenes Veranlassung gehabt haben sollte diesen Kurven
besondere Aufmerksamkeit zu schenken; jedenfalls erscheint
mir die Wahl derselben etwas willkirlich.

Die Stellen bei Pappus?), an denen Eratosthenes’
Orter fiir Mittelgrofsen erwihnt werden, gehoren allerdings zu
denen, tber deren Echtheit Hultsch einige Zweifel hegt; aber
jedenfalls sind dieselben doch wohl einem Manne zu verdanken,
der etwas uber Eratosthenes’ Schrift gewufst hat, und das
wenige, was man zu wissen bckomint, dirfte deshalb etwas An-
spruch auf Zuverlissigkeit machen knnen; im entgegengesetzten
Falle mifstc man es auch als zweifelhaft betrachten, ob die
angefihrte Schrift tberhaupt etwas {iber Orter enthalten hat,
da dartber bhei Pappus’ erster und zuverlissiger Erwihnung
dieser Schrift (S.636) nichts angegeben ist.

1) Pappus, Ausg. v. Hultsch, S. 84.
?) Ausg. v. Hultsch, S. 662,16 und 652.8. Die im Folgenden im Text
angegebenen Seiten beziehen sich auf diese Ausgabe.
21
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S.662, 17 wird nach einer Auseinandersetzung tber — -eslie
Einteilung der Orter in ebene, korperliche und lineare gesc—smm_ gt
dafs die erwihnten geometrischen Orter ihrer Art nach ursm fer
die vorher genannten (wpoctpyuéva) gehvren. Es lifst sich nik emmchi
crkennen, ob dabei an eine einzelne von diesen Arten gedam  essmcht
wird; da aber keine solche genannt wird, so ist es am wam “Jlhr-
scheinlichsten, dafs sie zu allen dreien gehort haben. I»  af5
einige der Orter Kegelschnitte gewesen sind, wird name= gt
lich dadurch wahrscheinlich, dafs Eratosthenes’ Schrift m s=—=ch
der bei Pappus mitgeteilten Reihenfolge (S.636) zuletzt geles ===en
werden sollte, also nachdem man durch Apollonius’ Keg==e-
schnitte und Aristaus’ korperliche Orter sowohl mit emeder
Lehre von den Kegelschnitten im allgemeinen als auch mit <l _dflem
Auftreten der Kegelschnitte als korperlicher Orter bekannt ge-
worden war. Neben diesen kann es ebene Orter fir Mit__ -tel-
grofsen und vielleicht lineare Orter gegeben haben; doch wexr-ae den
diese letzteren kaum sonderlich untersucht worden sein, da
keine von den ubrigen Schriften, welche Pappus der ant izmmken
analytischen Geometrie zurechnet, iiber Formen des zw €====iten
Grades hinausgegangen zu sein scheint.

Der Grund dafiir, dafs die Orter fiir Mittelgrofsen <JWEEBoch
hier sowohl wie S.652 fiir sich genannt werden, scheint ira der
folgenden Zeile 662, 18 angegeben zu werden und der gewr esmmsesen
zu sein, dafs die Voraussetzungen fir diese Orter von «m===iner
besonderen Beschaffenheit gewesen sind!). Diese kann <d— arin
bestanden haben, dafs diese Orter nicht, wie der Ort zu vier
Geraden, an eine geradlinige Figur angeschlosen wurden, ==son-
dern an einen im voraus gegebenen Kegelschnitt 2).

') Eine Liicke in dieser Zeile liefse sich vielleicht in der Weise ergiixmzen,
dals nur angefiihrt wirde, die Orter konnten nach den verschied «=mien
Voraussetzungen eben, korperlich oder linear werden. Doch ist — die
Erginzung von Hultsch, der wir uns angeschlossen haben, insc» fem
wahrscheinlicher. als allerdings ein Grund fir die besondere Au ff==tel-
lung dieser Orter vorhanden gewesen sein muls,

?) Der Unterschied von anderen ebenen, korperlichen und line-==w.ren
Ortern kann moglicherweise auch darin bestanden haben, dafs E m— =alo-
sthenes’ Orter ebene Kurven in verschiedenen Ebenen des
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Eine zu dieser Auffassung der angefiihrten Stelle stimmende
Exklarung davon, was fir Kurven die Orter fir Mittelgrofsen
waren, erhdlt man. wenn man beachtet, dals die Alten, wie
wir aus Apollonius’ drittem Buche wissen, einen an einen
gegebenen Kegelschnitt angeschlossenen geometrischen Ort, auf
den der Name besonders gut passen wiirde, kannten, nimlich
die Polare eines Punktes mit Bezug auf den Kegelschnitt.
Nennen wir den Punkt C (Fig.57), so wird cine durch ihn
gezogene Linie, welche den Kegelschnitt in X' und .X* schneidet,
eine gewisse Gerade, nimlich die Polare von (', in einem sol-
chen Punkte H schneiden, dafs CH die mittlere harmonische
Proportionale zwischen CX und CX* wird. Es lag also nahe,
die Polare den Ort fidr die harmonische Mittelgrilse
zu nennen, und dann zugleich die Orter fir die Endpunkte .{
und ¢ der arithmetischen und geometrischen Mittel-
grdéfse zu suchen und denselben die entsprechenden Namen
zu geben.

Ist die Kurve eine Ellipse, so sicht man leicht, wenn man
sie als Parallelprojektion eines Kreises hetrachtet, dafs diese
beiden Kurven Ellipsen werden, welche der gegebenen ithnlich
sinnd. Diese Methode war, wie man vielleicht aus Archimedes’
Schrift tiber Konojde und Sphiroide [4 und 5] schliefsen darf,
denn Alten nicht ganz unbekannt; wahrscheinlich hat aber
Ex-atosthenes die Untersuchung planimetrisch durchgefiihrt, um
rugzleich die Parabel und Hyperbel beriicksichtigen zu kionnen;
macl hei der Hyperbel darf man, da Eratosthenes vor Apol-
oxrius lebte, nur an einen solchen Hyperbelast denken, der

Raumes gewesen sind, so dafs die Voraussetzungen hier riaumlicher

Natur waren, Dadurch wiirde man auch eine Erklirung fir die Be-

merkung haben, dafs Eratosthenes’ Schrift erst nach Euklids

Oberflichendrtern gelesen werden sollee. Wenn man dann

zugleich das festhielte, was ich als die Hauptsache bei meiner Ver-

mutung betrachte, nimlich den Zusammenhang zwischen dem Namen
der Schrift und der Theorie der Polaren, so kannte die Berihrungs-

Kkurve zwischen einer Kugelfliche oder einer Fliche zweiter Ordnung

und einer umbeschriehbenen Kegelfliiche ein Ort fiir eine Mittelgrifxe

sein. Diese Vermutuny ist indessen aus verschiedenen Griinden weniger
wahrscheinlich als diejenige, welche hier vorgetragen werden <ol

RYE
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von Linien, die durch C gezogen werden, in zwei Punkten
geschnitten wird.

Dafs der geometrische Ort fir den ,arithmetischen Mittel-
punkt* A ein Kegelschnitt wird, der dem gegebenen perspek-
tivisch dhnlich ist und diametral entgegengesetzte Punkte in C
und dem Mittelpunkt O des gegebenen Kegelschnittes hat, wenn
die Kurve eine Ellipse oder Hyperbel ist, mufste sich leicht aus
demn Umstande ergeben, dafs CA und O 4 konjugierten Durch-
messern oder Supplementarsehnen des gegebenen Kegelschnittes
parallel werden. Vielleicht kann der Beweis eine Form, die
der analytisch-geometrischen niher steht, angenommen haben,
indem man direkt Ausdriicke fir das Quadrat der dem Durch-
messer CO ensprechenden Ordinate von A suchte. Auf sol-
chem Wege kann man dann auch den Fall behandelt haben,
wo die gegebene Kurve eine Parabel ist.

Der Ort fiir den ,geometrischen Mittelpunkt* ¢ kann dann
durch Benutzung des fir A4 gefundenen Ortes ermittelt sein,
da die mittlere Proportionale CG zwischen C X\ und CX* zu-
gleich die mittlere Proportionale zwischen CA und CH ist.
Wir wollen nun in cinem Koordinatensystem, in dem CO Ab-
scissenaxe und die an den Ort fir 4 in C gezogene Tangente
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Ordinatenaxe ist, die Ordinaten von 4 mit =, und y,, und
die von G mit r und y bezeichnen. Man hat dann zuerst die
Gleichung des fiir .4 gefundenen Orts

.'/12 = -vx(l"'*‘a"’x)’

. xr 4

ferner Y
x, Yy

und £ = ki,

worin k die Abscisse der Polare von C hedcutet. Aus den
beiden ersten von diesen Gleichungen leitet man zundchst ab:
hd _'El _ . - k.’/l .
y Yy P+ ax, pk+akx '’
die beiden letzten ergeben aber:

k. x oy ,

r Iy A
mithin ky, = ry.
Durch Einsetzen erhiilt man

L _ Y

Y Ph+ ax?
oder Y= pk+ ax?.

Diese Gleichung stellt einen neuen Kegelschnitt dar, der den
beiclen ersten perspektivisch dhnlich ist und seinen Mittelpunkt
in € hat (zwei parallele Geraden, wenn die gegebenc Kurve
eine Parabel ist).

Da « nur ein konstantes Verhiltnis ist, so kommt in dieser
Ableitung, wie wir sie hier geschrieben haben, nirgends ein
Ausdruck von héherem als dem zweiten Grade vor. Ganz
dex-sselbe Beweis hat sich also in der geometrisch-algebraischen
Forxrxn der Griechen fiihren lassen. Dafs wir in einern Beweise,
dexa FEratosthenes gefiihrt haben soll, die Form der Gleichung
bexautzen, die man Apollonius verdankt. ist unwesentlich, da
win~ durch Archimedes wissen, dals diese Gleichung der Haupt-
sache nach vorher bekannt war, und wir nicht beabsichtigt
haXY>»en im einzelnen Eratosthenes’ Darstellungsform zu treffen.

Wir nehmen also an, dafs die hier gefundenen bheiden
Kegzelschnitte entweder allein oder in Verbindung init der Po-
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lare von € und den hoheren Kurven, welche die Orter fir die
Endpunkte der subkontriren Mittelgrofsen werden, Erato-
sthenes Orter fir Mittelgrofsen gewesen sind. Indessen
liegt, wie bereits erwihnt, kein Grund vor zu glauben, dafs
Eratosthenes genauver awf das Studium der letzten linearen
Orter cingegangen sei.

Seine heiden Bilicher iber Mittelgréfsen werden noch an
einer anderen Stelle bei Pappus?!) erwithnt, ndamlich in dem
Bericht tiher Apollonius’ Schrift Gber Einschiebungen. Die Be-
deutung hiervon wird aber dadurch geschwacht, dafs diese
Stelle von den Textkritikern, so namentlich auch von Hultseh,
fiir unecht gehalten wird. Heiberg ninunt an?), dafs die be-
treffenden Zeilen von einer erklarenden Randbemerkung her-
rihren, die zuerst von einem Herausgeber hinter dem Bericht
Uber dic Schrift von den Einschiebungen angebracht wurde,
spater aber von ecinemn Abschreiber aus Versehen iiber die
beiden letzten Zeilen dieses Berichtes hinauf- und in den Text
bineingeschoben worden ist. Das kann auch wohl zu dem
Hauptinhalt dieser Zeilen stimmen. der eine Erklarung der
vorher gegebenen Reihenfolge der Biicher, welche zu der antiken
analytischen Geometrie gehiren, giebt und aussagt, dafls die
bereits erwiihnten Schriften die ebenen Aufgaben, die sich
mittels Zirkel und Lineal losen lassen, behandelt haben, und

') Ausgabe von Hultsch, S.672, Wegen der Anwendung. die wir davon
machen werden. soll diese Stelle hier in Ubersetzung mitgeteilt werden:
Diese ebenen (Aufgaben) also finden sich iin rézos dvadvipsvos, welche
auch zuerst bewiesen (geldst) sind. mit Ausnahme von Eratosthenes’
Mittelgrofsen, die zuletzt kommen. Aber nach den ebenen verlangt
die Ordnung die Lehre von den korperlichen. Korperliche Aufgaben
nennt man aber nicht solche, welche an kiarperlichen Figuren vor-
gelegt werden. sondern solche, welche, da sie nicht durch ebene (Orter?’
geldst werden konnen, durch die drei konischen Linien geldst werden
so dafs es notwendig ist zuerst iiber diese zu schreiben. Uber die El¢
mente der Kegelschnitte waren aber zuerst die fiinf Bicher Aristiu
des dlteren herausgegeben. in gedringter Darstellung zum Gebrau
fiir diejenigen, welche bereits imstande waren solche (Probleme? od
Elemente?) aufzufassen.

?) Litterargeschichtliche Studien iiber Euklid. S. 83,
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dafs wman nach diesen die kérperlichen Aufgaben, deren Lisung
die Anwendung der Kegelschnitte verlangt, behandeln soll, dafs
man aber doch, ehe man zu diesen tlbergehe, die Lehre von
den Kegelschnitten selbst kennen lernen miisse.

Selbst wenn diese Zeilen nun wirklich eingeschoben sein
sollten, so konnen wir doch die darin enthaltene Bemerkung,
wonach die Behandlung von Eratosthenes’ Mittelgrifsen,
obgleich sie bis zuletzt aufgeschoben ist, unter die ebenen Auf-
gaben gehiren sollte, nicht ganz unbeachtet lassen. Da etwas
derartiges sich namlich aus dem, was sich sonst bei Pappus
findet, nicht schliefsen lifst, so mnufs die betreffende Bemerkung
zurn mindesten von einem Manne herriihren, der auf anderem
W ege etwas liber Eratosthenes’ Schrift wufste.

Indessen ist die hier gemachte Voraussetzung kaum die
eimnig mogliche Erklirung des Umstandes, dafs Angaben tuber
dexx Unterschied zwischen den bis dahin betrachteten ehenen
A\ uafgaben und korperlichen Aufgaben, fiir welche die folgenden
S<chriften im rirog dvadvduevog als Grundlage dienen sollen, in
ARe besondere Besprechung von Apollonius’ Schrift iber ebene
=2 i waschiebungen hineingeraten ist. Zur Aufstellung einer anderen
S x-Xkliarung wird man gefiihrt, wenn man beachtet, dafs die
*x~wwithnten Zeilen allerdings, einerlei ob sie von Pappus oder
“«>»x1 einem seiner Herausgeber herriihren, spiter, wenigstens
-mu einer Stelle, etwas modificiert sein missen. Wenn dort
v 5= mnlich auf ,Aristius’ Elemente der Kegelchnitte* hin-
‘& wviesen wird, so mufls das auf ciner Verwechslung mit des-
«XDen Verfassers korperlichen Ortern beruhen. Nun glaube
=T= nicht, dafs diese Verwechslung von dem urspriinglichen
v~ «xfasser herrihrt, der in der That Veranlassung hatte eine
S« hrift dber kérperliche Orter zu citieren; denn gerade eine
s«» L che ist fiir die Vorbereitung auf das Losen korperlicher Auf-
=z zaten erforderlich. Da die vorhergehenden Worte indessen
-awamittelbar nur sagen, dafs zuerst dber Kegelschnitte geschrie-
> e werden mufs, so kann ein spéterer Herausgeber dadurch
leicht veranlalfst worden sein zu tibersehen, dals das citierte
WA erk eigentlich nicht die Elemente der Kegelschnitte behandelt.
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Ist nun diese Stelle bei Pappus der Gegenstand eix
spateren erliuternden Bearbeitung gewesen, so ist es mogli
dafs diese Bearbeitung, weil der Herausgeber Pappus’ Te
nicht verstand, derselben die an und fiir sich recht verstin
liche Gestalt gegeben hat, in der sic so schlecht an ihren Pla
in dem Bericht iiber Apollonius’ Einschiebungen pafst, wahrer
sie in ihrer urspriinglichen Gestalt sehr wohl hierher gepal
haben kann.

Ist das aber der Fall, oder kann man uberhaupt die
Zeilen an dem Platze lassen, fiir den der uberlieferte Te
denselben wenigstens das Recht des faktischen Besitzes giel
so erfahren wir schon dadurch etwas mehr, namlich dafs «
ebene Aufgabe, welche in Eratosthenes’ Schrift Gber Mitt
grofsen behandelt war, eine Einschiebung gewesen ist.

Viel mehr zu erfahren ist, wenn die hier aufgestellte A
sicht das richtige trifft, deshalb schwierig, weil der ursprii
liche Gedanke durch die Anderungen dann so verwischt
dafs der Text nur noch die allerbekanntesten Dinge enthi
Urspriinglich diirfte er die Angabe enthalten haben, dafs .
in Eratosthenes’ Schrift gegebene ebene Einschiebung, nach ¢
angenommenen Ordnung des analytisch-geometrischen Le
gebdudes, erst nach den Schriften Gber korperliche Orter |
handelt wird; vielleicht ist dies zugleich begriindet word
Die Reste einer solchen Begriindung wiirden dann in der ne
tiven Bemerkung zu suchen sein, die Pappus sonst nicht
seiner Erklirung korperlicher Orter hinzufiigt, dafs diese ,nic
solche sind, welche an koérperlichen Figuren v
gelegt werden¢. Da man unter Aufgaben, welche korp
liche Figuren betreffen, gewifs auch solche rechnen wiir
welche die ,Oberflachen korperlicher Figuren“ (eine Bezei
nung fiir die Kegelschnitte, die sich an mehreren Stellen
Pappus findet) betreffen, so wird hierdurch unter ander
gesagt, dafs eine Aufgabe nicht deshalb kérperlich ist, weil
vorgelegte Kegelschnitte hetrifft.

In voller Ubereinstimmung hiermit wiirde man die 1
handlung einer ebenen Einschiebung, welche si
aut Kegelschnitte bezieht, in Eratosthenes’ Schrift ul
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Mittelgrolsen verweisen koénnen. Verwirft man die eben auf-
gestellte Erklirung der Stelle bei Pappus teilweise oder ganz,
so gerit man dadurch doch nicht in Streit mit dieser Annahme,
sondern raubt ihr nur einige von ihren Stitzen. Wenn man
der Stelle nur nicht jede Bedeutung absprechen will, so bleibt
die Angabe bestehen, dals in Eratosthenes’ Schrift eine ebene
Aufgabe gelost worden ist. Diese kann dann um so mehr
eine Einschiebung gewesen sein, als die Griechen sich viel mit
diesen beschaftigten; und dafs sie sich auf Kegelschnitte be-
zogen hat, wird annehmbar durch das, was wir sonst tber
eben diese Schrift gesagt haben, und womit die Aufgabe in
Zusammenklang gebracht werden sollte. In der Art, wie dies
letztere geschieht, mufs unsere Hypothese die ihr noch fehlende
Stitze suchen.

Die Aufgabe, deren Behandlung ich nach allem gesagten
in Eratosthenes’ Schrift hineinlegen méchte, ist folgende: Durch
cinen Punkt eine gerade Linie zu ziehen, auf der
ein gegebener Kegelschnitt eine Sehne von gegebener
Linge ahschneidet. Fir die Griechen, die sich — nachdem
sie wahrscheinlich friher Einschiebungen mechanisch ausgefiihrt
hatten — so viel damit beschiftigten dieselben auf andere
Konstruktionsmittel zuriickzufiihren, und die zugleich die Kegel-
schnitte so eingehend untersuchten, mufs diese Aufgabe sehr
nahe gelegen haben. Die Losung wird auf eine Konstruktion
zuriickgefiihrt, bei der, aulser dem gegebenen Kegelschnitt, nur
Zirkel und Lineal Verwendung finden, und eine solche Kon-
struktion wiirde, wie wir friher (S.286) nachgewiesen haben,
die Aufgabe flir Pappus als eben!) charakterisieren. In welche
Verbindung dieselbe dessenungeachtet mit den korperlichen
Kurven geriit, die wir oben als Orter fir Mittelgrofsen auf-

1y Ich lasse es dahingestellt, ob man vlelleicht einen Ausspruch in dieser
Richtung in den oben erwihnten Worten erblicken darf, dafs ,die
karperlichen Probleme nicht solche sind, welche an karperlichen Fi-
yuren vorgelegt werden* (Gou v orepeois ayynact nporeiverar). Wenn
cine Aufgabe an solchen Figuren vorgelegt wird, so miissen nimlich
diese Figuren selbst auch vorgelegt werden; es wird also ausgesagt,
dafs die Benutzung dieser die Aufgabe noch nicht karperlich macht.
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gestellt haben, wird aus der folgenden Auseinandersetzung her-
vorgehen.

Wir wollen annehmen, dals X X in Fig. 57 eine gegebene
Linge 2! haben soll. Die Halfte derselben, AX =/, ist mitt-
lere Proportionale zwischen AH und AC. Durch Benutzung
der geometrischen Orter fir 4 und H ist die Aufgabe also
vorldufig darauf reduciert, durch einen Punkt C eines Kegel-
schnittes eine gerade Linie CHA zu ziehen, welche den Kegel-
schnitt zum zweiten Male in 4, und eine Parallele zu der Tan-
gente in C in einem solchen Punkte H schneidet, dafs die mitt-

Fig. 57.

lere Proportionale zwisen AC und A H die gegebene Linge !
erhalt.

Nennen wir die Koordinaten des Punktes A, bezogen auf
ein rechtwinkliges Koordinatensystem mit € als Anfangs-
punkt und der Tangente in C als Ordinatenaxe, # und y. be-
zeichnen wir ferner die bekanute Abscisse des Punktes H
mit ¢, und setzen wir (‘4 == », so ergiebt sich

AC re xr

AC AR ~ 1 T amd 8
Wird nun der Kegelschnitt (4) als Ort zu drei Geraden auf
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die  Abscissenaxe CY und auf die Tangenten CU’ und YU, die
axx  die Schnittpunkte der Abscissenaxe und des Kegelschnittes
gelegt sind, bezogen, so wird derselbe durch

Yyt = Arx' ) (2)

be stimmt, worin z* den Abstand .1Q des Punktes 4 von der
T aamngente UY, parallel der Abscissenaxe gerechnet, bedeutet,
w~Ehrend 4 ein auf gewshnliche Weise gegebenes Verhiltnis ist.
VW7 ixrd nun in (1)
r? 2% 4yt = o (r 4 ix)
eimngrefihrt, so ergiebt sich, dals die Hyperbel
(r—e)(r+2ry =10 3)
d uvax-ch den gesuchten Punkt A gehen mufs. Von dieser Hy-
Perbel ist die eine Asymptote, r — ¢ = 0, gegeben (die Linie
& _FA4 in der Figur); die andere, « 4+ ix‘ = 0, welche durch
dexx Pol U von CY geht, lifst sich leicht konstruieren (die
L.ixxie KU), und die Fliche /* des konstanten Rechtecks ist
Zegreben.
Die Hyperbel ist also bestimmt. Bei der Ausfiihrung dieser
E® € sstimmung hat es den griechischen Mathematikern, die so
s xgfiltig in ihren Untersuchungen waren, kaum entgehen
I &> xanen, dals die beiden Asymptoten gleiche Winkel mit jeder
A e x- Axen des gegebenen Kegelschnittes (2) bilden. Das hat
xamzam beweisen konnen durch Betrachtung der Schnittpunkte
Z ~ww-1ischen dem Kegelschnitt und einer Parallelen zu der Geraden
2 —A- iz’ =0, die offenbar selbst den Kegelschnitt nicht schneidet.
£ was der Gleichung (2) dieses Kegelschnittes und aus der Glei-
<=Txuang der Parallelen
x4 A =k
Taazat man ableiten konnen, dals der Kreis
y? = kr—ax2,
ws elcher die Ordinate in C berihrt, durch die beiden Schnitt-
y>unkte geht. Hieraus folgt wieder, dals der Schnittpunkt der
Ordinatenaxe mit der erwihnten Parallelen dieselbe Potenz in
Adiesen beiden Richtungen mit Beziehung aul den Kegelschnitt
erhalt. Nach dem Potenzsatze mufs dann dasselbe [(ir jeden
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Punkt der Ebene stattfinden, und die beiden Richtungen misse= <
dann gleiche Winkel mit den Axen bilden.

Zu einer anderen Konstruktion der Schnittpunkte zwische==>
dem Kegelschnitt (2) und der Hyperbel (3) gelangt man durc=—»
Addition ihrer Gleichungen. Man erhélt dann

rt = 12Le(@4 2r); (e
diese Gleichung stimint tiberein mit der analytisch-geometrischer ==

Bestimmung eines Kreises, welche die Alten, wie wir aus Apok &«
lonius' ebenen Ortern gesehen haben, kannten. (Vergl. S.209” @&

Durch seine Schnittpunkte mit dem Ort (2) fir die aritt—ll .
nietischen Mittelgrofsen bestinnnt dieser Kreis die Mitten
der gesuchten Sehnen, die sich dann durch diese Punkte und
zichen lassen. Indessen wird bei dieser Konstruktion noch de _ill
Kegelschnitt (2) benutzt, der nicht vorgelegt ist, sondern er—mr
konstruiert werden mufs. Derselbe ist aber dem urspringlies =
gegebenen perspektivisch dhnlich, sogar aul zwei Arten. BaE—
nutzt man eine von diesen, so erhdlt man die Punkte dllF——
wrspringlichen, vollstindig gegebenen Kegelschnittes, wele =——
den gesuchten Punkten A entsprechen, als die Durchschnit® . =
punkte zwischen diesem und einem neuen Kreise, und nr _ss
wiederum lassen sich die entsprechenden Punkte A leic——mm
mittels Zirkel nnd Lineal konstruieren,

Damit indessen die hier beschriebene Konstruktion nic—m=
nur ausgefihrt werden, sondern auch Aufnahme in eine durc—m—-
gefthrte antike Schrift finden konnte, war es notwendig, d=-
man zugleich den zugehirigen Diorismus aufgestellt hat—2%
Da der Mittelpunkt des Kreises (4) unabhingig von der ge==%-
benen Linge /, die nur Einfluls auf den Radius hat, bestim -
wird, so kann man, nachdem man den Mittelpunkt gefundiE=S
hat, mit Hiilfe von Apolionius’ fiinftein Buche die Grenzwe——2
fir den Radius bestimmen, wenn der Kreis (4) den Ort )
fir die arithmetische Mittelgrifse schneiden soll, und dadumsss—"
die Grenzwerte fir /. Indessen stand dies Hilfsmittel d ==
Eratosthenes, der alter war als Apollonius, nicht zur Verfigu ™™

Der Diorismus, der in der synthetischen Darstellung —™
der Konstruktion angegeben werden mufste, braucht Gbrig— ==&
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nicht an den Kreis angeschlossen worden zu sein, durch den
nach unserer Annahme die Konstruktion durchgefiihrt wurde,
sondern kann sich cben so gut auf die Anwendung der Hy-
perbel (3) gestiitzt haben, deren Schnittpunkte mit dem Kegel-
schnitt (2) sich als das niichstliegende Konstruktionsmittel dar-
boten. Da die Asymptoten KJ und K U der Hyperbel unah-
hangig von der Strecke / sind, deren Grenzen bestimmt werden
sollen, so hat der Diorisinus in einer Bestimmung von Hyperbeln
mit diesen Asymptoten, welche den Kegelschnitt (2) berdhren,
bestanden, und diese Bestimmung, welche unter die am Schlusse
des vorhergehenden Abschnittes beriihrten gehort, ist dadurch
etwas vercinfacht worden, dals die Asymptoten, wic bereits
angefiihrt, gleiche Winkel mit jeder der Axen des Kegelschnittes
bilden. Es ist deshalb natiirlich, diese Axen als Koordinalen-
axen zu betrachten.

~_ -

Fig. 58,

Wir konnen annchmen (Fig. 58), dafs die beiden Asymp-
toten KD und KE. auf dieses Koordinatensystem hezogen, dic
Gleichungen

r=gqgy+d und r = —ay-te

erhalten. Der Beriihrungspunkt M mit der Hyperbel mufs die
Mitte des Stiickes ST der Tangente sein, welches zwischen
den Asymptoten abgeschnitten wird. Bezeichnen wir die Koor-
dinaten von M mit x und y, und die Abscisse des Schnitt-
punktes zwischen der Tangente und der Abscissenaxe mit -,
so haben wir ferner in der Besprechung von Apollonius’ ersten
Buche (S.84) gesehen, dafs
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" P y
Yy = ——*-r(x'—ux).
yr= = )
Wir erhalten also, wenn wir die Koordinaten von S und T

mit z,, y, und x,, y, bezeichnen, folgende Reihe von Pr— == o-
portionen:

LA A T .
¢y r—z r—etay, x—d—ay,
YT Ys Yo— ¥

T e—d—a(ys—y,)  e—d—ay,+ys)
Da nun y, 4y, = 2y, so ergiebt sich aus der Gleichheit de=m es
zweiten und vorletzten Verhiltnisses, dals

Yo — Y = %(21—6—(1);

setzt man diesen Wert von y, —y, in das letzte Verhiltni& ar—o;,
ein, so folgt aus der Gleichheit des ersten und letzten Verhalm- m— ;.

nisses, dals

. P Qe —e—d T——g
i P > v __——.
ay ale—d—2ay) a,(eead_y)

Diese Gleichung zeigt, dafs der Punkt M oder (r, y) auf einCs _susmmer
gleichseitigen Hyperbel liegen muls, deren Asymptoten sowoll -e=——h]
den Axen des hier vorgelegten Kegelschnittes, den wir frihas ss-er
durch die Gleichung (2) darstellten, als denjenigen der Hyperbes=—smme]-
reihe (3) parallel sind.

Da die hier entwickelten Operationen mit Proportione=smmsn
sich in allen Stiicken an der Figur verfolgen lassen, so habe=—swass=n
sie auch den Alten keine Schwierigkeiten bereiten konnen. I Ja
die Alten zugleich die Glieder iberall so viel wie mdglicase =sch
zusammenzogen, so werden sie bemerkt haben, dals in der === m
letzten Verhiltnis — wie unsere Umformung zeigt — Zihles XL <®r
und Nenner, abgeschen von dem Faktor «?, die Koordinate=ss—===n
von M, bezogen auf parallele Axen durch den Mittelpunkt _ X
der Hyperbelreihe, darstellen, dafls also die gefundene gleick — -
seitige Hyperbel durch diesen Punkt geht. Dafls dieselbe duresse—esch
den Mittelpunkt L des Kegelschnittes (2) geht, ist unmittelb- =4
ersichtlich,




Der Diorismus hiingt von einer korperl. Aufirabe ab. 335

In der geometrischen Form, welche die Alten den Beweisen
fir diese Resultate geben mulsten, wird es deutlich hervor~
getreten sein, dals K und L jeder auf einem besonderen
Hyperbelaste liegen, wenn die Kurve (2) eince Ellipse ist, aber
auf dem=elben Aste, wenn sie eine Hyperbel ist. Das kann um
s0 weniger unbeachtet geblieben sein, als die beiden Iyperbel-
iste von den Alten als zwei verschiedenc Kurven betrachtet
wurden, diec aber beide bei dem vorliegenden Diorismus von
Bedeutung werden konnten.

Dic so gefundene gleichseitige Hyperbel wird durch ihre
Schnittpunkte mit dem Kegelschnitt (2) (dem Ort fir die arith-
metixchen Mittelgrofsen) dessen Berihrungspunkte mit Hyperbeln
der Reihe (3) bestimmen. Diese Punkte werden die Mitten A
derjenigen Sehnen des wrspriinglich gegebenen Kegelschnittes
sein, welche die Maxima oder Minima unter denen sind, die
sich durch den gegebenen Punkt C zichen lassen. Hier stellt
es sich aber als notwendig heraus, die Beschaffenheit der
Schnittpunkte zwischen dem Kegelschnitt (2) und der gefundenen
gleichseitigen lyperbel zu untersuchen und zu entscheiden,
welche Schnittpunkte den Maximis, welche den Minimis von 2/
entsprechen, sowie welche von diesen absolut, welche relativ sind.

Eratosthenes kann sich hier mit einer Beantwortung
beégniigt haben, die zwar nicht vollstindig war, dafiir aber auch
keine uniiberwindlichen Schwierigkeiten verursachte.

Die erste Einteilung der Aufgabe beruht darauf, ob der
gegebene Punkt ¢ innerhalb oder aufserhalb des gegebenen
Kegelsehnittes liegt, und davon hingt es wieder ab, ob die
Polare von C, r = ¢, welehe die eine Asymptote der Hyper-
beln (3) ist, aufserhalb des Orts (2) fir die arithmetischen
Mittelgrofsen liegt oder ob sie diesen Ort schneidet; er selbst
schneidet keinenfalls die andere Asymptote x + iz' = 0. Wir
werden den besten Uberblick crhalten, wenn wir sogleich
(Fig. 59, in der die aus Fig. 37 und 58 heriibergenomimenen
Buchstaben ibre Bedcutung behalten) den schwierigsten Fall
betrachten, nimlich den, wo Punkt C innerhalb des gegebenen
Kegelschnittes liegt und dieser eine Ellipse ist, wo also der
Kegelzchnitt (2) gleichfalls eine Ellipse ist (C4,0A4;A4, 4, in
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ler Figur), die keine von den Asymptoten KS und KT der
Hyperbeln (3) schneidet. Diese Hyperbeln wollen wir &, und
lie letztgenannte Ellipse (4) nennen.

Da die Axen der Hyperbeln %z den Asymptoten der gleich-
seitigen Hyperbel parallel sind, so ist klar, dals keine von
liesen die gleichseitige Hyberbel aufser in K schneidet. Die
Jalbierungslinie KN des Winkels SK T, in dem die Ellipse (4)
ind die Aste der Hyperbeln %k, auf die es ausschliefslich an-
tommt, liegen, wird also die innerhalb dieses Winkels liegenden
Ceile der Aste der gleichseitigen Hyperbel trennen. Wenn nun
lerjenige von diesen, der durch K geht, die Ellipse (4) schneidet,
.0 werden die Hyperbeln (2, und 25 in Fig. 59), welche die
Cllipse in den Schnittpunkten 4, und A4, berihren, dieselbe
r10twendigerweise zugleich in zwei Punkten schneiden; denn
lie Punkte dieser Hyperbeln, die symmetrisch zu 4, und 4,
nit Beziehung auf die Hauptaxe KN der Hyperbeln liegen,
‘allen innerhalb der Ellipse (4), da deren Axe der KN parallel
st und den zweiten Ast der gleichseitigen Hyperbel schneidet
‘namlich im Mittelpunkt L der Ellipse). Die Werte 2/, und
21, der eingeschobenen Sehne 2/, welche den Hyperbeln 7,
and %, entsprechen (vergl. Gleichung (3)), gehdren also jede
noch zwei anderen, durch C gezogenen Sehnen an und kdnnen
Folglich nur ein relatives Maximum und ein relatives Minimum
darstellen. Auf dhnliche Weise ergiebt sich, dafs die Schnitt-
punkte 4, und 4, mit dem Ast der gleichseitigen Hyperbel,
cder durch L geht, ein absolutes Maximum und ein absolutes
Minimum bestimmen.

Da es bestimmt ein absolutes Maximum und ein absolutes
Minimum geben mulfs, so schneidet der letztgenannte Zweig die
Ellipse in zwei und nur in zwei Punkten, woraus wir schlielsen
konnen, dafs der durch K gehende Ast sie entweder in zwei
Punkten schneidet, oder berihrt, oder ganz aulserhalb ihr liegt.
Dals nur diese Fille eintreten kdnnen, hat sich auch zu Erato-
sthenes’ Zeit leicht nachweisen lassen; da aber das genaue
Kennzeichen des Ubergangsfalles durch eine Gleichung sechsten
Grades ausgedriickt wird, so diirfen wir nicht annehmen, dafls
Eratosthenes dasselbe hat bestimmen kénnen.

22
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Er kann sich dann entweder damit begniigt haben ¢
ausschliefsliche Anwendung des durch L gehenden Hype
astes das zu bestimmen, was sicherlich fiir die Griechen
unentbehrlichste war, namlich die Grenzen, innerhalb ¢
die Losung der Aufgabe im ganzen mdoglich ist, oder er
zugleich hieran eine fernere Einteilung in Fille mit 2, 3, 4
losungen einfach dadureh angeschlossen haben, dafls et
entsprechenden Lagen des durch K gehenden Hyperbel
mit Beziehung auf den Kegelschnitt angab.

Ist die gegebene Kurve eine Parabel oder ein Hyperb
so fillt das absolute Maximum fort, withrend das absolute .
mum auch dann noch durch den Ast der gleichseitigen Hyp
bestimmt wird, der nicht durch K geht. Liegt der Pun
aulserhalb des gegebenen Kegelschnittes, schneidet also
Linie x = ¢ den Kegelschnitt (4), so fallt das absolute .
mum fort. Im dbrigen lifst sich das, was {iber den aus
licher behandelten Fall gesagt ist, direkt auf diese Fille i
tragen.

Dafiir, dals Eratosthenes, wie ich soeben bemcrkte,
Bedingung fiir die Bertihrung zwischen dem Kegelschnitl
und der gleichseitigen Hyperbel nicht aufgestellt haben }
wiirde sich noch ein anderer Grund ergeben, namlich der,
er dann, wenn auch auf einem anderen Wege, dem H:
inhalt von Apollonius’ flinftem Buche vorgegriffen haben w:
Wir haben nimlich gesehen, dals die Mitten .4 der ¢
einen Punkt C gezogenen Sehnen von gegebener Linge
durch einc Hyperbel & auch durch einen Kreis (Gleichung
gefunden werden konnen, bei dem die Lage des Mittelpw
unabhiingig von der Lange 2! ist. Die Punkte A,, A,, 4,
miissen also auch Beriihrungspunkte zwischen dem Kegelsc
(1) und Kreisen mit einem gemeinsamen Mittelpunkt 7
das heifst Fufspunkte der von I aus gezogenen Normalen.
durch diese Punkte gehende gleichseitige Hyperbel wird
dieselbe wie die, welche die Fufspunkte der von I aus
genen Normalert bestimmt. Die Bedingung fGr die Berih
dieser I{yperbel mit dem Kegelschnitt (.4) ist also dieselbe
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Adie Bedingung dafiir, dalzs I auf die Evolute des Kegelschnittes
() fallt.
Indessen enthielt dieser selbe Umstand, nachdem Apol-
lonius den Diorismus zur Bestimmung der Normalen durch-
grefiihrt hatte, eine Aufforderung diesen Diorismus zu benutzen,
umn: den Ubergangsfall zu finden zwischen solchen Lagen des
festen Punktes C in der hier hehandelten Aufgabe, fir welche
ein relatives Maximum und ein relatives Minimum der Sehnen-
Iangen existiert, und solchen, wo dies nicht der Fall ist. Sucht
mamn namentlich die Punkte C auf einem Durchmesser des
gegebenen Kegelschnittes auf, welche diese Ubergangslage ein-
nehmmen, so lifst dieses Problem sich leicht zuriickfihren auf
die Bestimmung entsprechender Werte der Grofse ¢, welche
dexn auf diesem Durchmesser gerechneten Ahstand von € bis
zu sseiner Polare mit Beziehung auf den gegebenen Kegelschnitt
zukommen. Da nun der Kreis, der durch seine Schnittpunkte
muit dem Kegelschnitt (A) die Mitte . der gesuchten, durch C
gehenden Sehne bestimmen sollte, die Gleichung (4)
4 y? = I e (x+— AL)

hat, wo 4 iz’ = 0 die Gleichung einer geraden Linie A S
ist , so sicht man, dals der Kreismittelpunkt I, wenn ¢ unbe-
kaanmnt ist, auf einer Geraden liegt, die senkrecht auf der eben
gZenannten steht. Die Lagen des Punktes I, welche den ge-
suachten Grenzwerten von ¢ entsprechen, sind also dic Schnitt-
jppunkte dieser Linie mit der Evolute.

Hat man nun, wihrend die Evolute in Apollonius’ eigener
Arbeit nur indirekt vorkommt, dieselbe nach seiner Zeit als
eine selbstindige und zusammenhiingende Kurve gezeichnet und
ausgezogen, so kann man auf diesem Wege zu einer graphischen
Bestimmung der Grenzen gelangt scin. Ohne Einfihrung der
Ewvolute hat man dagegen auch auf diesem Wege nicht weiter
gelangen konnen als bis zu der Gleichung vom Gten Grade, die
ssich natiirlicherweise auch hier nicht vermeiden liefz, und deren
blofse Darstellung zu grofse Schwierigkeiten darbot, als dals
wwir ohne positive Griinde den Griechen die Bildung derselhen

zuschreiben diirflen.
2%
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Diese Schwierigkeiten konnen sich indessen erst dann dar-
bieten, wenn man die hier beabsichtigte Bestimmung wirklich
vorzunehmen versuchte. Dals bereits Apollonius versucht
hat das Normalenproblem in einer Form zu behandeln, in der
die Durchfihrung seines Diorismus eine Aufstellung der Glei-
chung enthalten wiirde, welche die Schnittpunkte der Evolute
mit einer beliebigen Geraden bestimmt, kénnen wir aus seiner
Vorrede zum fiinften Buche!) ersehen, in der er sagt, dafs er
beabsichtigt habe dieses Problem auf einen beliebigen Durch-
messer zu beziehen. In der Grenzbestimmung ndmlich wirde
die Evolute dadurch wahrscheinlich auf diesen und seinen
konjugierten Durchmesser bezogen worden sein. Da Apollonius
gerade die Anwendung auf Einteilung und Diorismus der Auf-
gaben vor Augen hatte, so ist es nicht undenkbar, dafs ein sol-
ches Bestreben gerade auf die hier behandelte Aufgabe Riicksicht
genommen hat, einerlei ob diese etwas it 'Eratosthenes’ Mittel-
grofsen zu thun hatte oder nicht.

Vielleicht wird man aus dem Umstande, dals die Griechen
den Teil des Diorismus, der die Moglichkeit relativer Maxima
und Minima betraf, nicht in einer Form, wie sie sie sonst
zu erreichen strebten, durchfilhren konnten, schliefsen, dafs
das hier beschriebene Problem nicht zum Gegenstand einer ver-
offentlichten Schrift habe gemacht werden konnen, die Jahr-
hunderte hindurch bewahrt worden ist. Sollte ich aus diesem
oder aus anderen Grinden in meiner allerdings etwas gewagten
Hypothese iber den Inhalt von Eratosthenes’ Schrift Unrecht
haben, so wirden dennoch die angefiihrten Untersuchungen
tiber die Behandlungsart, welche der erwihnten Aufgabe durch
die Griechen zu Teil werden konnte, nicht verloren sein. Sie
wiirden immer noch zur Erliuterung einer meiner Behaup-
tungen dienen, indem sie ein Beispiel fir eine Arbeit geben,
welche die griechischen Mathematiker auszufihren imstande
waren und wahrscheinlich auf Wegen, die von den von mir
eingeschlagenen nicht sehr verschieden waren, ausgefiihrt haben,
welche aber nicht aufbewahrt worden ist, weil der Diorismus

) Vergl. Anhang 1.
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ssich nicht so vollstindig, wie verlangt wurde, durchfihren
Liefs.

Fir diejenigen ndmlich, welche sich so viel wie die grie-
«=hischen Mathematiker mit Einschiecbungen und Kegelschnitten
Toeschiftigten, lag die behandelte Aufgabe — wie bereits be-
xnerkt — zu nahe, als dals sie sic hatten unbeachtet lassen
Bxonnen, und die benutzten Hilfsmittel gehdren zu sehr zu
«denen, welche jene mit Sorgfalt entwickelt haben und welche
~wir sie an anderen Stellen mit Sicherheit gebrauchen sehen,
aals dafs sie nicht etwa so weit in der Behandlung der Auf-
s=aben hitten gelangt sein sollen, als wir Eratosthenes haben
gzelangen lassen.

Fir die erfolgreiche Beschaftigung mit dieser Aufgabe kann
much leicht der Umstand bestimmend gewesen sein, dafs die-
sselbe sich als eine Erweiterung der Aufgabe iber die Ein-
schiebung einer Strecke zwischen zwei gerade Linien auffassen
Jifst. Wenn nun auch die Griechen diese Auffassung, nach
der zwei gerade Linien eine Grenzform fiir einen Kegelschnitt
bilden, nicht geteilt haben, so giebt der faktische Zusammenhang
dennoch Veranlassung zu einer entsprechenden Behandlung.
Namentlich lassen sich die Konstruktionen und Diorismen,
welche sich hier an einen Kegelschnitt angeschlossen haben,
unmittelbar auf Einschiebungen zwischen zwei gerade Linien
Gbertragen, allerdings mit einer einzigen Ausnahme. Die Be-
hauptung, dafs die Einschiebung sich als eine ebene Aufgabe
losen lafst, wenn der Kegelschnitt gezeichnet vorgelegt wird,
gilt nicht fir den Fall, wo der Kegelschnitt aus zwei Geraden
zusammengesetzt ist. Will man namlich in diesem Falle den
Ort (4) fir die Mitten der eingeschobenen Sehnen, der eine
Hyperbel ist, als dem aus zwei Geraden gebildeten Kegelschnitt
ahnlich auffassen, so entspricht der Schnittpunkt dieser Geraden
allen Punkten der Ebene; dadurch schrumpft der Kreis, durch
dessen Schnittpunkte mit dem gegebenen Kegelschnitt die Auf-
gabe gelost werden sollte, in eben diesen Punkt zusammen;
die den Schnittpunkten ensprechenden Punkte des Kegel-
schnittes (4) werden also nicht bestimmt. Die Riicksicht auf
solche moglichen Ausnahmen ist vielleicht die Ursache, welche
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tiberall die "Alten zuriickgeschreckt hat, die Behandlung der -
Grenzfille als in den allgemeinen Untersuchungen mit einbe- _—
griffen zu betrachten.

Dadurch, dafs ich die hier behandelte Aufgabe in die Zeit >
vor Apollonius verlegt habe, ist es mir mdglich geworden o e
dieselbe als Beispiel fiir die Aufgaben aufzustellen, an die - .:
Apollonius in der Vorrede zum fiinften Buche gedacht haben P
kann; dieselbe kann aber zugleich als Erliuterung fir die Vor- __ - x:

rede zum vierten Buche!) dienen. Da jedenfalls nicht zwei &F -, -
Hyperbelaste gegeben waren und bei der Losung selbst nur —w g o
ein einzelner Hyperbelast oder ein Kreis benutzt wurde, so hat # = ,
Konons Satz dber die Anzall von Schnittpunkten zwischen o wr =3,
zwei Kegelschnitten, wobel schon ein einzelner Hyperbelast ¢ =
als Kegelschnitt betrachtet wurde, Anwendung finden kénnen. . & w =2
Nikoteles' Einwand gegen die Anwendung dieses Satzes bei M —» « 2
Diorismen ist entweder dadurch hervorgerufen, dafs fir die==a» x Fd
vollstindige Auflosung einer Aufgabe die gleichzeitige Benutzung == «x 1
von zusamnmengehirenden Hyperbeldsten erforderlich sein konnte, - <> # .{
oder vielleicht dadurch, dafs er auf Grund dessen, dafs auch s ~>» &
zwei zusammengchdrende Hyperbelaste hochstens vier Schnitt—— # # it
punkte liefern konnen, es fiir unzuldssig hielt ein Maximum s s x £
fir die durch cinen cinzelnen Ast bestimmten Lésungen auf. “® x su
zustellen, das doch in vielen Fillen gar nicht eintreten konnte— ——» # it
Die gleichseitige Hyperbel in dem Diorismus der oben behan— o« = _mn
delten Aufgabe hat als Beispiel fiir das eine oder andere==s-—x =rn
dienen konnen. Dals Nikoteles sich damit begnigt hat die=w & FF i
Moglichkeit zu betrachten, dafs der eine der beiden schnei— & «=m» ei.
denden Kegelschinitte mit zusainmengehtrenden Hyperbeldstermr —==s» en
vertauscht wird, kann davon herriihren, dafs er den anderermr === -en
als vorgelegt betrachtet; zusammengehirende Hyperbeliste B ==ste
werden namlich nur da beriicksichtigt, wo sie sich von selbse=== «&—— st
darbicten. Erst Apollonius nimmt volle Ricksicht daraut sr__ss uf,
dafs zu der vollstindigen Losung einer vorgelegten korperliche: == _en

Aufgabe zwei Paare von zusammengehérenden Hyperbelaste == —cn

benutzt werden kionnen, und er hebt hervor, dafls die moglich= s st

') Vergl. Anhang 1 und S. 188—18Y.
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sz rofse Anzahl der Schnittpunkie in allen drei Fillen ibren
I™ulzen gewihren kdnne um zu bestimmen, wie viele Losungen

«ine Aufgabe in den verschiedenen Fillen, in die sie sich teiit.
«==rhalten kann.

Fanfzehnter Abschnitt.

WE=rzeugung der Kegelschnitte durch eine bewegte Gerade (durch Tangenten);
&\pollonius’ Kegelschnitte, 3tes Buch, 41—43; die Bicher ber den Verhiltnis-
schnitt und den Flichenschnitt,

Das dritte Buch von Apollonius’ Kegelschnitten enthalt.
~wvie wir in unserem sechsten Abschnitt bemerkten, aufser den
" Theorien, deren Inhalt und weitere Bedeutung wir bereits
sstudiert haben, noch in zwei kleineren aber selbstindigen
=Satagruppen [41—43 und 45—52] die erste Grundlage fiir einige
“Theorien, welche in der modernen Lehre von den Kegelschnitten
grofse Bedeutung erlangt haben, niémlich die Lehre von der
Erzeugung der Kegelschnitte durch Tangenten und die Lehre
~von deren Brennpunkten. Wir wollen in diesem und dem
folgenden Abschnitte untersuchen, wie weit die Griechen in
diesen Richtungen gelangt waren.

Ein Satz bezieht sich auf die Erzeugung ecines Kegel-
schnittes durch Tangenten, wenn er eine Bestimmung von
dessen Tangenten unabhingig von ihren Beriihrungspunkten
giebt. Doch wiirde es unnatiirlich sein diesen modernen Namen
innerhalb der griechischen Lehre von den Kegelschnitten zu
benutzen, wenn man in derselben nur einen einzelnen hierher
gehorigen Satz fande, oder wenn die Griechen keinen Blick
fir die Vorteile der Betrachtungsweise gezeigt hatten, welche
in solchen Satzen ihren Ausdruck findet. Die folgende Uber-
sicht dber das Material, welches uns hier zu Gehote steht.
wird indessen zeigen, dafs die Griechen in der That aul dem
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hier bezeichneten Gebiete hinreichend und in dem Grade heimisch
waren, dafs es zweckmilsig sein kann ihre hierher gehorigen
Arbeiten, deren Gegenstand wir dann mit dem angefihrten
Namen bezeichnen diirfen, zusammen zu betrachten.

Zur Lehre von dieser Erzeugung durch Tangenten ge-
horen zunichst die drei Satze 41—43 im dritten Buche von
Apollonius’ Kegelschnitten, welche die Verbindung zwischen
den Punktreihen angeben, in denen eine bewegliche Tangente
zwei beliebige Tangenten der Parabel [41], zwei parallele
Tangenten der Ellipse oder Hyperbel [42] und die Asymp-
toten der Hyperbel [43] schneidet. Der letzte von diesen
Satzen ist allerdings so einfach, dafs man es so zu sagen nicht
vermeiden kann denselben zu finden, wenn man sich mit den
Asymptoten der Hyperbel beschiftigt. Satz 42, der im Fol-
genden zur Entwicklung der Lehre von den Brennpunkten
weiter angewendet wird, kinnte nur aus diesem Grunde mit
angefiihrt sein, ohne dafs dabei an seine eigentiimliche Bedeu-
tung genauer gedacht worden wire. Doch hiitte man in
solchem Falle erwarten dirfen, dals er von seinen Anwen-
dungen nicht durch Satz 43 und 44 getrennt worden wire.
Was aber namentlich gegen die Auffassung spricht, dals die
drei Sitze mehr zufillig entstanden sein sollten und ohne dazu
bestimmt zu sein, wirklich als Mittel fir die Erzeugung eines
Kegelschnittes durch Tangenten angewendet zu werden, das ist
das vereinigte Auftreten dieser 3 Sitze, von denen der erste
die allgemeine Form fir die Erzeugung einer Parabel durch
Tangenten in der projektivischen Geometrie darstellt, wahrend
der zweite fir die Ellipse und der zweite und dritte fiir die
Hyperbel die einfachsten Formen enthalten, welche die
Erzeugung durch Tangenten in der projektivischen Geometrie
durch specielle Wahl der hierfiir benutzten festen Tangenten
annehmen kann. Zusammengenommen enthalten sie die Er-
zeugung aller moglichen Kegelschnitte durch Tangenten.

Diese Vollstandigkeit deutet darauf hin, dals man auch
iber das unterrichlet gewesen ist, wozu diese Satze sich an-
wenden lassen, und cine Bestitigung hierfiir findet nan in
zwei kleinen Schriften des Apollonius. Die einfachste An-
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wendung von der Erzeugung einer Kurve durch Tangenten ist
namilich die zur Bestimmung von Tangenten, die von gegebenen
Punkten gezogen werden sollen. Nun wird durch 41 die Be-
stimmung einer Tangente, die durch einen gegebenen Punkt
an eine Parabel gezogen werden soll, gerade auf die Konstruk-
tion zuriickgefithrt, welche mit grolser Sorgfalt in Apollonius’
zwei Bichern tber den Verhaltnisschnitt behandelt ist,
und durch 42 und 43 wird die Bestimmung von Tangenten,
die von einem gegebenen Punkte an eine Ellipse oder Hyperbel
gezogen werden sollen, auf wichtige Falle der allgemeinen Auf-
sgzabe zuriickgefihrt, die in seinen zwei Bichern iber den
F'lachenschnitt behandelt ist. Die Ausfihrlichkeit, mit
der diese Aufgaben behandelt werden, deutet auf cine be-
stimmte und wichtige Anwendung, und wenn die Kegelschnitte
aauch nicht genannt werden, so kann diese Anwendung doch
kaum eine andere als die von uns erwihnte sein!).

Hierdurch schreiben wir den Schriften Gber den Verhiltnis-
schnitt und dber den Flichenschnitt eine Anwendung zu, die
durchaus derjenigen entspricht, welche wir im neunten Abschnitt
Aer Schrift iber den bestimmten Schnitt zugeschrieben haben.
Diese Ubereinstimmung in den sich von selbst darbietenden
A.nrwendungen spricht in hohem Grade fiir die Richtigkeit dessen,
was wir von jeder einzelnen Schrift behaupten.

Satz 41 sagt aus, dafs, wenn (Fig. 60) die Linien DE, DZ

und EZ die Parabel beziechungsweise in 4, B und C berihren,
cZ ED ZB

ZE T D4 T BD
ist.
Fir den Beweis benutzt man die der Sehne A C parallele
Tangente KL mit dem Berihrungspunkte T, den durch 7'
gezogenen Durchmesser £Y und den durch B gezogenen M Q,

1) _Aoch Halley, der die Schrift ther den Verhaltnisschnitt herausgegeben
wund derselben eine Wiederherstellung der Schrift tiber den Flachen-
schnitt hinzugefiigt hat, bringt die Zwecke dieser Schriften in Verbin-
dung mit der erwihnten Anwendung auf Kegelschnitte. Man vergleiche
z. B. S. 168 seiner Ausgabe.
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sowie die zu dem letzteren gehérenden Ordinaten A O un
Nach den Sitzen des ersten Buches ist YT = } Y E.

Fig. 60.

CL = }CE und QB = }QM, mithin CZ = }CM. H
und aus der Figur folgt, dafs :
CZ CM cX

CL ~— CE 7Y
oder, da auch CY = }CA, dals

cz (CX
CE ~— ¢4’
und daraus, dafs
CczZ CcX
ZE — X4
Auf ganz dieselbe Weise wird bewiesen, dals
AD AX d ED cX
DE ~XC °° a1~ XA
Dafs auch das Verhiltnis g—g denselben Wert hat, folgt d:

dafs ZB — JCQ und BD — }0A.
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Mit Bezug auf die hier benutzte Figur wollen wir daran
erinnern, dafs Archimedes im Buche #ber die Quadratur

der Parabel hewiesen hat, dafs auch das Verhiltnis gﬁ den-
selben Wert g,‘ hat (vergl. S.61); hicraus geht hervor, dafx
man auch vor Apollonius sich mit dieser Figur beschiftigt hat.
In 42 wird bewiesen, dafs, wenn eine beliebige Tangente
einer Ellipse oder Hyperbel die Tangenten in den Endpunkten
A und B eines Durchmessers (Fig. 61) in ¢ und D schneidet.
b

AC.BD — (§>2

ist, worin & die Linge des dem Durchniesser 4 B konjugierten
Durchmessers bedeutet.

/\\

/%x»é

B z L /A
,"/

Fig. 61.

Vom ersten Buche her ist nimlich bekannt, dafs die Tan-
gente in cinem Punkte £ und di¢c von demselben Punkte an
den betrachtceten Durchmesser gezogene Ordinate diesen Durch-
messer in Punkten K und L schneiden, die einander harmo-
nisch zugcordnet sind mit Beziehung auf 4 und B. Ist Z der
Mittelpunkt der Kurve, so hat man sicher liangst gewulst, dafs
aus den im crsten Buch gefundenen Ausdriicken fir diese Ver-
bindung sich ableiten lilst, dafls

KB KL
KZ — KA’
das heilst, da K Z das arithmetische Mittel zwischen K4 und KB
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darstellt, dafs KL das ist, was auch die Griechen die mittlere
harmonische Proportionale zwischen denselben beiden Gréfsen
nannten. Doch hédlt Apollonius es nicht fir tberflissig
diese Umformung der Proportionen durchzufihren. Dadurch
erhilt man weiter:

BD _ LE

ZT — 4AC’
oder BD.AC = ZT.LE;
aber ZT.LE — ZT.ZM — (%)’

liefert diejenige Bestimmung der Tangente 1nit Bezug auf den
konjugierten Durchmesser Z 7T, deren Richtigkeit Apollonius im
ersten Buche nicht nur fir die Ellipse sondern auch fir die
Hyperbel nachgewiesen hat.

Der dritte Satz [43] der Gruppe, dafs das Rechteck aus
den beiden Stiicken, welche eine Tangente einer Hyperbel auf
den Asymptoten, vom Mittelpunkt an gerechnet, abschneidet,
konstant ist, folgt so unmittelbar aus dem zweiten Buche, dafs
kein Grund vorliegt bei dem Beweise zu verweilen.

Wenn man nun im Anschlufs an 41 eine Tangente ZD
(Fig.60) von einem gegebenen Punkte P an eine Parabel
ziehen will, von der man bereits zwei Tangenten EC und EA
sowie deren Berihrungspunkte ¢ und A kennt, so kommt es
darauf an diese so zu bestimmen, dafs sie auf der ersten vom
Schnittpunkte (K), auf der zweiten vom Beriihrungspunkte (A4)
an gerechnet Stiicke (EZ und A D) abschneidet, welche in einem

AE
ersten Buche von Apollonius’ Schrift iber den Verhiltnisschnitt !)
dufserst detailliert gelost, so dafs in den einzelnen Fillen die
Bedingungen fiir die Losbarkeit sorgfiltig diskutiert werden.
Sind statt der Berihrungspunkte 4 und C noch zwei Tan-
genten gegeben, welche KC in Z, und Z,, E4 in D, und D,

gegebenen Verhiltnis (—I—’E) stchen. Diese Aufgabe wird im

'} dpollonii Pergaei de Sectione Rationis Libri duo, ex Arabico versi,
herausgegehen von Halley (Oxford 1706).
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schneiden, so mufs die Linie PZD Sticke abschneiden, die,
von Z, und D, an gerechnet, in einem gegebenen Verhiltnis
(5—:—% = —g:—g’;) stehen. Diese Aufgabe wird ausfiihrlich im
zweiten Buch der oben erwihnten Schrift gelost.

Wenn wir nun vorliufig, wie es in diesen beiden Biichern
durchaus geschieht, von den Anwendungen auf die Parabel
absehen, so besteht die allgemeine Aufgabe darin, durch einen
Punkt P (Fig.62) eine Linie so zu ziehen, dals sie auf zwei

M,)
M
¢ MG A MA’, B
4,

Fig. 62.

gegebenen Linien von zwei gegebenen Punkten A und 4, an
Sticke AM und A4, M, abschneidet, welche in einem gege-
benen Verhiltnis stehen. Diese Aufgabe wird im zweiten
Buch auf die speciellere zuriickgefiihrt, wo der Punkt 4, mit
dem Schrittpunkt der beiden Linien vertauscht ist. Das geschieht
dadurch, dafs man PA, zieht und durch ihren Schnittpunkt
4', mit AM eine Parallele zu 4, M,. Das auf dieser Paral-
lelen abgeschnittene Stiick A‘;, M*; steht dann ndmlich in einem
gegebenen Verhaitnis zu 4, M,, folglich auch zu A M. Wir
brauchen uns also nur mit der Aufgabe zu beschiftigen, durch
P eine Linie PMM', zu ziehen, welche die beiden Linien
A' M und 4, M, in solchen Punkten M und M‘, schneidet,

dafls A‘dl 1,:[[—“— einen gegebenen Wert A erhilt.

Diese Aufgabe wird im ersten Buch behandelt, von
dessen Konstruktionen und Diskussionen das zweite Buch mit
Ausnahme der angefiihrten Reduktion nur Wiederholungen ent-
hialt. Das Hauptverfahren besteht in Folgendem. Durch den
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gegebenen Punkt P wird PB parallel zu A, M'; gezoger ey
und 4 denkt man sich so durch einen Punkt € der Linie 4™ ______y

. AWM, BP .
bestimmt, dafs I = ic = /.

Dann folgt aus dieser Proportion und aus Fig. 62, dals -

AM A4 M, AN

AC T TBP T BXM'’
. MC  BA', s i .
woraus —ry- = —pt 4 S0 dafs das Rechteck BY . MC einemme—n

gegebenen Wert erhilt. Die Aufgabe ist also auf cimme—me
Flichenanlegung zurickgefihrt.

Fir andere Lagen der Punkte bleibt die Lisung — abg=—mme—e-
schen von den Modifikationen oder den Vereinfachungen, wele— . hhe
in speciellen Fiillen eintrelen koénnen, z. B. wenn ‘die gegebenm_  <en
Linien parallel sind oder wenn 4 mit A4, zusammenfallt —
dieselbe und lafst sich sogar, wenn man die Strecken mit Vessmmm=—)r-
zeichen rechnet, in éine gemeinsame Darstellung zusamme==—=n-
zichen. Wenn nun auch Apollonius nicht im Besitze dies====es
Mittels ist, so kann doch der Leser, der in seinen Kegelschnitiiiliiliten
gesehen hat, mit wie grofser Gewandtheit er Sitze und Bewes=====ise
betreffs der Ellipse, Parabel und Hyperbel zusammenzuziel ——=en
verstcht, nur mit Verwunderung wahrnehmen, dafs er I—mmmmier
dieselben Operationen fiir jeden einzelnen Fall wiederholt. —SEE ie
Ursache hierfiir darf man darin suchen, dafs ihm darum zu
thun ist gerade das hervorzuheben, was die einzelnen F===mlle
charakterisiert, so dafs klar hervortritt, wie viele Auflésunzse=2=zen
sich jedesmal innerhalb der bestiminten Grenzen ergeben; c— 3 ies
wird auch mit einer Sorgfalt durchgefiibrt, die, wie man lemx «scht
sieht, nicht ohne Beschwerde gewesen sein kann't),

') Halley sucht (S. 139 seiner oben citierten Ausgabe) einen keinesv-=wr" 8%
fiberflilssigen ferneren Grund fir die grofse Breite dieser Schrif W If
dem Umstande, dals sie for Anfinger bestimmt war und des¥k _"fl_b
mit schulmiifsiger Vollstindigkeit und Strenge als erstes Beispiel far
diese At von Untersuchungen ausgefiint werden mufste. Die a "_ge'

fithrten Eigenschaften machen dieselbe fiir uns auch zu einem —vor

trefflichen Beispiele nicht nur fir die Form der Alten, son‘ﬁem



Ldsung durch Flichenanlegung: Breite der Darstellung. 351

o findet man in dem durch Fig. 62 dargestellten Fall,
sich éine und nur éine Auflosung ergiebt, da fiir den
iblick nur nach einer Linie PM gefragt wird, die so
eziehung auf die gegebenen Punkte gelegen ist, wie die
zeigt. Dafs die Losung der Aufgabe bei dieser Lage
aupt moglich ist fir alle Werte des gegebenen Verhilt-
, folgt daraus, dafs der bekannte Wert BA’,. AC des
ecks BM.MC Kkleiner ist als BA.AC, also in jedem

. . BC\®
kleiner als der Maximalwert (—Q—) eines Rechtecks,

-

1 Seiten BC zur Summe haben. Da es zwei Punkte giebt,
2 die Linie BC auf die Weise teilen, wie M hier bestimmt
n soll, so ist noch ein Beweis dafiir erforderlich, dafs
ner von diesen Punkten auf AC fillt und demnach eine
Lésung giebt, wie sie fiir den Augenblick gesucht wird.
das folgt daraus, dafs BM . MC kleiner als BA. AC sein

ch — wie schon erwidhnt — fiir ihre methodische Benutzung der
ichenanlegungen (oder yuadratischen Gleichungen) und der sich
ran anschliefsenden Diorismen. Halleys Vermutung widerstreitet
rchaus nicht unserer Annahme tiber die Zwecke dieser Schrift; denn
in der ganzen Schrift die Parabel garnicht erwihnt wird, so kann
recht wohl fiir Anfinger geschrieben sein, wenn auch der Ver-
ser ausdriicklich die Absicht gehabt hat, die Leser durch dieselbe
ichzeitig in methodischer Untersuchung zu dben und auf die Be-
ndlung der wichtigen Aufgaben iiber die Kegelschnitte vorzubereiten,
lche von vornherein diese sowohl wie die wahrscheinlich ebenso
sfithrlichen Schriften Gber den Flichenschnitt und den hestimmten
initt hervorgerufen haben. Doch lifst sich die Gbermilsig grofse,
1imifsige Breite auch noch auf andere Weise erkliren, z. B. dadurch
fs Apollonius, veranlafst durch die Anwendungen auf die Kegel-
initte, diese Untersuchungen in jugendlichem Alter vorgenommen
be. wo er sich selbst, wenigstens wenn es sich um etwas neues
ndelte, an diese Darstellungsart gebunden glaubte. Fiir die reich-
itige Lehre von den Kegelschnitten wiirde diese Art der Darstellung
ht durchfiihrbar sein, und dafs Apollonius es vermocht hat, in den
gelschnitten die strengen Anforderungen an Vollstindigkeit in der
weisfithrung mit einem so starken Zusammendringen der verschie-
aen Fille zu vereinigen, diirfte daraut beruhen, dals er sich hier
[ einem Gebiete hewegte, das von seinen Vorgingern wohl vor-
reilet war.
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soll; die unbekannten Punkle M missen dann némlich ass au
verschiedene Seiten von A fallen?t).

Die Diskussion erhilt ein grifseres Interesse und ihre A& An.
wendung auf die Parabel eine gréfsere Bedeutung in dE>»  dep
Fillen, wo das gegebene Verhiltnis gewissen Grenzbedingungag srige,
unterworfen werden mufs, damit die Losung der Aufgase=-saa).
moglich sein soll. Das wird z. B. stattfinden, wenn die v = yer
schiedenen Punkte eine solche Lage einnehmen wie in Fig.:  _ 63
in der allein auf die im ersten Buch behandelten speciellex —==ren

M,
/ N
\\ 1 id
/v.e.-::?.'_'.': ..... h N
A, b " ) A
F]g, 63.

Fille Riicksicht genommen wird, und in der die Bezeichnunge====gen
dieselhe Bedeutung haben wie in Fig. 62. Apollonius beginrm _smt*)
die hierzu gehorende Diskussion damit, den Grenzfall aufE = Iu-
stellen, indem er sagt, dafs man auf eine besondere Wee===is
eine Losung erhalte, wenn der Punkt M (wie in Fig.63 = an-
genomnien) in die Mitte zwischen B und C fallt, in welchmm ssmmem

') Dagegen lag durchaus kein logischer Grund dafilr vor, dafs Apolices mmmius
noch hinterher — wie es allerdings in dem durch die Araber CW ber.
lieferten Text geschieht (Ausg. v. Halley, S. 16) — einen syn he-

tischen Beweis dafiir durchfihrte, dafs das Verhiitnis -‘%ij—"- e~ Ja nen

von dem gegebenen verschiedenen Wert annimmt, wenn M dem— ge-
suchte Punkt ist und N ein anderer Punkt der Strecke AC, s « ~mwie
N¢, der Schnittpunkt der Linien PN und A4*, M*,. Das folgt nirsrmm_ lich
unmittelbar aus der aufgesteliten Analysis, in der gezeigt ist. ~dafs
die einzigen m&glichen Losungen durch Flichenanlegung best® = nmt
werden. Die synthetische Begriindung dafir, dafs die als mo gamms=lich
angegebene Losung wirklich den gesteliten Bedindungen geniigh s ist
dagegen vollstindig an ihrem Platz, da die Analysis nicht ausdric Be===lich
so aufgestellt wird, dafs man erkennen kann, dafls jedes einzelne von
ihren Gliedern sich umkehren lasse.
1) Ausyg. v. Halley, S. 47.
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lle das gegebene Rechteck BM.MC = BA‘,.AC seinen
Ximalwert annimmt. Um den zugehorigen Grenzwert des
rebenen Verhiltnisses
3= AnM, _ BP
AM AC
rzustellen, sucht Apollonius die diesem entsprechende Lage
35 Punktes C. Dieser wird dadurch bestimmt, dals man
44B _ BM AWM
MC ~— C4
halt, folglich, da MC = BM,
A4B _ BM AWM 0
AM T MA T A4
er dals A‘, M die mittlere Proportionale zwischen 4‘; B und
. A ist. Hierdurch wird M bestimmt, also auch C.
Je nachdem nun das gegebene Verhidltnis i kleiner oder

[Lser wird als der durch den hier gefundenen Punkt C be-

ramte Wert von ;I;—(Ij)" erhdlt Apollonius keine oder zwei

Flosungen. Zum Schlufs ') wird noch folgende Bestimmung
tx Grenzwert des Verhiltnisses hinzugefiigt. Man hat
CA = A' A+ A4 B— (A4 C+ A B)
= A A+ A, B—24' M
= A A4+ A B—2VA', A. 4 B.
Bedeutung des hierdurch erhaltenen Ausdrucks lafst sich
besten ibersehen, wenn wir die Punkte auf ein System
2 Parallelkoordinaten mit den festen Linien als Axen be-
faen und die Koordinaten von P mit z und y, die Abscisse

A A mit e bezeichnen. Das Verhiltnis 1 = {437 wird dann
»gesehen von dem willkiirlich gewiihlten Vorzeichen)
A=y . [

at+xz—2 |/a_a_'
Nehmen wir nun an, dafs Apollonius wirklich diese Resul-
€ auf die Parabel angewandt habe, so kann er nicht unter-

) a.a. 0. 852
23
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lassen haben zu bemerken, dafs der Grenzfall der ist, wo die
Parabel durch den gegebenen Punkt P geht, und dafs PM
dann mit der Tangente in diesem Punkte zusammenfallt. Die
Parabel beriihrt die beiden gegebenen Linien, und zwar 4‘, 4
im Punkte A, und der Punkt C ist bestimmt als der Schnitt-
punkt von A‘; 4 mit der Tangente, welche auf 4‘, M'; ein
stiick gleich BP abschneidet. Man hat dann zunichst, dals
dic Tangente PM die Mitte M zwischen diesem Punkte C und
der schiefen Projektion B des Punktes P trifft, sowie dals die
Relation (I) zwischen den hier genannten Punkten stattfindet.
Von grofserer Bedeutung indessen ist die Relation (lI), die sich
auffassen lafst als die Gleichung einer Parabel, die auf
cin Paar Tangenten als Koordinatenaxen bezogen
ist. Diese Gleichung, in der man sich 2 dargestellt denken

kann als das Verhiltnis g zwischen den Sticken, welche

zwischen dem Anfangspunkt und den Berihrungspunkten der
Parabel mit den Axen abgeschnitten werden, giebt unmittelbar y,
ausgedriickt durch r, wihrend man heutigen Tages die sym-

metrische Form
EAAVIN A
(7)+(F) =1

vorzieht, auf die jene sich leicht reducieren lilst. Dies Resultat
liefs sich auch aus einer Betrachtung der Parabel als Ort zu
drei Geraden ableiten.

Mit der Losung werden, wie schon gesagt, auch die hier
gefundenen Diorismen auf die im zweiten Buch behandelte
allgemeine Aufgabe iber den Verhaltnisschnitt tbertragen.
Daraus wiirden sich mit Ricksicht auf das, was tiber die An-
wendung der allgemeinen Aufgabe aul die Parabel gesagt ist,
weitere Siitze iiber diese Kurve ergeben. Da wir aber nirgendwo
cinen bestimmten von diesen benutzt finden und es auch keine
Nitze sind, denen man jetzt Bedeutung beilegt, so wollen wir
uns damit begniigen als Beispiel einen derselben anzufiihren,
der eine unmittelbare Umformung des in der Diskussion gewon-
nenen Resultates (I) ist; die Bezeichnungen (aber nur diese)
withlen wir ebenso wie in Fig. 62.
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Wenn eine Tangente A M einer Parabel von zwei anderen
Tangenten A4, und MP in 4 und M geschnitten wird, wo
£ der Berihrungspunkt von M P ist, wihrend A, einen be-
liebigen Punkt von 4.4, bedeutet, und wenn die erstgenannte
Tangente A M ferner noch von 4, P in 4‘,, und von einer
Parallelen, die durch P zu der Tangente gezogen ist, welche
aufser der 4, 4 von A, ausgeht, in B geschnitten wird, so ist

A M2 = A 4.4 B.
Dieser Satz giebt, wenn man z. B. 4*, und M fest sein lafst,
eine Relation zwischen den Bestimmungen der Tangenten, welche
wvon einem beweglichen Punkte (4,) der festen Geraden A4, P
awasgehen.

Die Aufgaben, von einem Punkte P eine Tangente an
eine Ellipse oder Hyperbel zu ziehen, die auf ein Paar konju-
gierter Durchmesser bezogen sind, oder an eine Hyperbel, die
auf ihre Asymptoten bezogen ist, sind nach den dariiber be-
wiesenen Sitzen [42 und 43] speciell einbegriffen in der Auf-
gabe, von einem Punkte P eine Gerade zu ziehen, welche
auf zwei gegebencn Geraden Stiicke abschneidet, die, von gege-
benen Punkten aus gerechnet, ein Rechteck von konstantem
Inhalt bilden. Im ersten Falle werden die beiden gegebenen
Geraden parallel, im zweiten fallen die festen Punkte mit dem
Schnittpunkte der Geraden zusammen. Die Behandlung der
angefiihrten allgemeinen Aufgabe hat nach Pappus’ Bericht!)
den Gegenstand von Apollonius’ verlorenem Werk iiber
denFlachenschnitt ausgemacht. Da Pappus zugleich angiebt,
dals die Satze dieses Werkes einzeln den Satzen in der Schrift
Gber den Verhiltnisschnitt entsprochen haben, so wissen wir,
dafs die beiden Fille, auf die es hier ankommt, besonders
hehandelt worden sind.

Dieselbe Angabe giebt uns zugleich eine ziemlich sichere
Vorstellung davon, wie die allgemeine Aufgabe des Werkes
behandelt worden ist?); das ergiebt sich leicht durch Betrach-

') Ausg. v. Hultsch, 8. 640—643.
?) DNeshalb hat Halley seiner Ausgabe der Schrift Gber den Verhaltnis-
schnitt in einem Anhange die hdchst wahrscheinlichen Grundzige zu
23+
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tung des in Fig. 62 dargestellten Falles. Die Reduktion auf den
Fall, wo einer der gegebenen Punkte mit dem Schnittpunkte
der gegebenen Geraden zusammenfillt, lafst sich zundchst auf
ganz dieselbe Weise wie beim Verhiltnisschnitt ausfithren.

P
M)
M
. : W/ B
¢ M@y AMA‘,
4,

Fig. 62.

Darauf kann man sich den gegebenen Wert des Rechtecks
A’ M, . AM als ein Rechteck PB. AC bestimmt denken, wo C
(in Fig.62 als (C) bezeichnet) ein Punkt der Linie A M ist.
Man erhilt dann, da

A\ M AM
“BP T BM

dals: AM _ AC _ CM

o BM A M BA,
wonach das Rechteck A‘, M. CM einen bekannten Inhalt erhalt.
Die Aufgabe ist also auf eine Flichenanlegung zurickgefiihrt.

Da der bekannte Inhalt hier auf dieselbe Weise wie im

Buche iiber den Verhiltnisschnitt bestimmt ist, wenn auch
durch andere Punkte, so werden die einzelnen Diskussionen,
die vorzunehmen sind, sich auf dieselbe Weise ausfiihren lassen,
doch so, dafs die Resultate sich anders auf die verschiedenen
Fille verteilen. Die Ubereinstimmung in dieser Bezichung zeigt
sich auch darin, dafs Pappus fiir die beiden Blicher dieselben
Hiilfssitze aufstellt.

einer Wiederherstellung der Schrift Gber den Flichenschnitt hinzufiigen
konnen. Mit diesen befinden sich unsere nachfolgenden Bemerkungen
in Ubereinstimmung.
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Die besonderen Fille von Flichenschnitt, die Bedeutung
ur die Lehre von den Kegelschnitten haben, namlich diejenigen,
wo entweder die beiden gegebenen Geraden parallel sind, oder
lie gegebenen festen Punkte beide auf den Schnittpunkt der
zegebenen Geraden fallen, miissen in Ubereinstimmung mit
dem, was sich in der Schrift iiber den Verhaltnisschnitt findet,
#zu Anfang des ersten Buches behandelt sein. Wie die Auf-
Zabe in diesen besonderen Fillen behandelt sein kann, geht aus
dem hervor, was dort iber die allgemeine Aufgabe gesagt ist.
Einzelheiten aus Apollonius’ Diorismen dieser Fille zu besitzen
wiirde hier von keiner so grofsen Bedeutung fiir uns sein, wo
die Alten im voraus die entsprechenden Punktgleichungen fir
alie Kegelschnitte kannten, nimlich die, durch welche sic auf
«in Paar konjugierter Durchmesser oder auf dic Asymptoten
bezogen werden.

Wenn wir nun die Vermutung aufstellen, dafs beide hier
erwihnten kleinen Schriften des Apollonius wegen ihrer An-
wendung auf die Konstruktion von Tangenten.an Kegelschnitte
ausgearbeitet sind, so konnte man vielleicht hinsichtlich des
Fldachenschnittes einige Bedenken hegen, da nur ein kleiner
Teil dieser letzteren Schrift die hier erwahnte Anwendung
findet. Dals die Schrift Gber diese Anwendungen weit hin-
ausgeht, lalst sich indessen auf zwei verschiedene Arten er-
kldren.

Zunichst konnte es dem Apollonius, wenn er vorher Ge-
legenheit hatte den Verhiltnisschnitt in voller Allgemeinheit zu
behandeln, nicht fernliegen hinterher zu priifen, ob &hnliches
sich nicht auch fiir den Flachenschnitt durchfiihren lasse. Hierbei
stiefs er dann auf keine anderen Schwierigkeiten als diejenigen,
welche bereits tberwunden waren entweder durch den cinen
von den specicllen Flichenschnitten, welche er der Anwen-
dungen wegen ausgefiihrt hatte, 8der in den Biichern iber
den Verhiltnisschnitt. Diesen konnte er iberdies Schritt fir
Schritt folgen. Dann war Grund genug fiir ihn vorhanden,
um in seine Schrift, die unabhidngig von den Anwendungen
auf die Kegelschnitte auftritt, dic vollstindige Behandlung auf-

zunehmen.
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Indes gelangt man zu einer anderen moglichen Erklarung,
weun man bedenkt, dafs die Enveloppe einer Geraden, die auf
swei festen geraden Linien Sticke abschneidet, welche. von
beliebigen testen Punkten an gerechnet, ein Rechteck von kon-
stantemn Inhalt bilden, im allgemeinen ein Kegelschnitt ist, der
dic beiden festen Geraden berdhrt (oder, wenn man, wie die
Altew, nicht durch Vorzeichen zwischen Richtungen unterscheidet,
aus zwei solchen Kegelschnitten zusammengesetzt ist). In Wirk-
lichkeit liegt nichts unzutreffendes in der Annahme, dafs Apol-
lonius die hierdurch angegebene Eigenschaft der Kegelschnitte
gekanut und dber den Fliachenschnitt ausdricklich mit dem
Bewufstsein geschrieben habe, dafs er dadurch Mittel an die
Hand gidbe, um Tangenten von einem Punkt an einen Kegel-
schnitt, der durch gegebene Tangenten bestimmt war, zu ziehen.
Wir haben ndmlich zunichst gesehen — und namentlich in
der Bestimmung des Orts zu vier Geraden ein vollkommen
zuverlifsiges Beispiel dafir gehabt —, dafs Apollonius’ Biicher
tiber die Kegelschnitte keineswegs alles enthalten, was man
damals iiber diese Kurven wufste. Auf inich macht die in den
drei Satzen 41—43 enthaltene, kurzgefalste Darstellung der
einfachsten Art, Tangenten eines Kegelschnittes unabhingig
von den Berihrungspunkten zu bestimmen, sogar den Eindruck,
als solle sie fiir derartige Bestiinmungen die Grundlage
bilden; fiir diese allein war Verwendung in einem Kompendium
der Theorie dieser Kurven, da man von ihr aus zu anderen
Bestimmungen iibergehen konnte. Aufserdem wird man sehen,
dafs die nachfolgende Ableitung des Satzes, auf den es hier
ankommt, den griechischen Geometern keineswegs ferngelegen
haben kann.

Es sei ABCD (Fig.64) ein Parallelograinm, das um einen
Kegelschnitt beschrieben ist, £ und ¥ die Beriihrungspunkte
der Seiten 4B und CD. Wenn nun eine fiinfte Tangente die
Seiten des Parallelogramms in M, P, N, @ schneidet, so ist
nach Apollonius' Kegelschnitten IH, 42

EA.FD = EM.FN,

E4 EM AM AP
‘N~ Fp T ND T PD’

also

P N
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%

Fig. 64.

oder, da K4 = CF,

CF FN CN

AP T PD T 4D
Das Rechteck 4P.CN erhdlt also den von der Lage der
fiinften Tangente unabhingigen Wert AD .CF.

Wiiren mingekehrt die festen Geraden A D und D C gegeben,
sowie die Punkte 4 und ¢ und der Wert des Rechtecks
AP.CN, so wirde man, wenn man dieses gleich AD.CF
setzt, den Berihrungspunkt F, und demniichst den Bertihrungs-
punkt E bestimmen konnen. Da man nun zugleich die Rich-
tung der zum Durchmesser KF' gchorenden Sehnen und der
Tangente A1) kennt, so lifst sich die an den Beriihrungspunkt
dieser Tangente gezogene Sehne leicht bestimmen; dadurch
erhilt man die Gleichung des Kegelschnittes in dem durch den
Durchmesser KF¥ und die zugehérigen Sehnen bestimmten
Koordinatensystem. Nimmt man Strecken und dadurch Recht-
ecke nicht mit Vorzeichen, so erhiilt man, wie bereits ange-
fithrt. zwei Kegelschnitte.

Dafs die Griechen auf demn hier angefiihrten Wege die ge-
schilderte Darstellung der Erzeugung eines Kegelschnittes
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als Emve.oppe von geraden Linien, welche einander
entspreahende Punkte zweicer beliebiger projektivi-
~cher Pusxireilen verbinden, gefunden haben kinnen,
wini une 0 wahrscheinlicher. wenn man bedenkt, dafs Saiz
and Rewwss autgestellt warden lange bevor von projektiviseher
Geometr= 3bechaupt die Rede war, namlich von Newton in
wmen Froneipial), Nun weils ich zwar wohl, dafs viele zn
der Annahme geneigt sind. es geschehe aus einer gewissen
+whhatesyi. wenn Newton seine Sitze nach Art der Alten auf-
<tefe und beweise: in Wirklichkeit habe er bei seinen person-
urber: {vlersuchungen moderne Hiltsmittel  vorzugsweise be-
wily, Seabstverstiindlich hat er das nichl versiumt, wo es ihin
an Nazen gereichen konnte: aber in diesem wie in manchem
.t Falle konnte die damals existierende analytische (eo-
ot n keine sonderliche hilfe gewiihren. es sei denn bei
~nn. Beweise « posteriori; jedenfalls konnte diesclbe ihn nicht
« weht und einfach zom Ziele fiihren, wie es durch seinen
Jtiufs an die Alten geschehen ist.

t der That muls man zugeben, dals der gefithrte Beweis
-« mzfach ist und so schr mit dem Verfahren der Alten iiber-
ancmmt, dals diese aller Walrscheinlichkeif nach den Satz
aniee: mulsten, wenn sieh fiir sie cine Veranlassung bot, den-
<ohetys zn suchen.  War derselbe nun nicht bekamnt, bhevor
vredanius iber den Flichensehnitl schrieb und einzelne
wr a diesem vorkomunenden Konstruktionen auf die Bestin-
aurgg der Tangeulen von Kegelschnitten anwandte, so mulste
ae Veraulassung, ihn zu suchen, durel eben diese  Schrift
waxeben worden sein.  Apollonius mulste ebenso wie Halley
~aanlafst werden zu versuchen. ob nicht auch die allgemeinen
wasstruktionen dieser selben Schrift <ich auf dhaliche Weise
yrwenden liefsen. und  wiirde dann sicher. chenso wie im
awsentlichen Halley?). das Ziel erreicht haben.

» Iwtes Lemima zum ersten Bache. €. Taylor hat die Aufiierksamkeit
darauf gelenkt, dafs hier wirklich einer der Hauptsitze der projek-
tivischen Geometrie aufgestellt werde (dwcient and modern Geumetru.
8, LXXXIV).

2 & 163 seiner oben citierten Ausgabe und Wiederherstellung von Apol-

<~

A
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Man konnte vielleicht in dem, was Gber Euklids Porisimmen
berichtet ist, eine fernere Stiitze dafir finden, dafs die Alten
wirklich, sogar vor Apollonius, solche Erzeugungen von Kegel-
schnitten durch Tangenten gekannt haben wie die ist, mit der
wir uns beschiftigen. Ebenso nimlich wie wir angenommen
haben, dals die Porismen, welche ausdricken, dafs Punkte
auf einer geraden Linie liegen, im wesentlichen nur Ausnahme-
falle sind, in denen ein geometrischer Ort, hervorgebracht durch
projektivische Biischel, nicht ein Kegelschnitt wird, ebenso
wohl kénnten wir annehmen, dals die Porisinen, welche aus-
driicken, ,dafs gerade Linien durch einen Punkt gehen“!), im
wesentlichen nur entstanden sind als Ausnahmefille, in denen
dic Enveloppe der Verbindungslinien zwischen zwei projektivi-
schen Punktreihen nicht ein Kegelschnitt wird.

Wenn die Griechen wirklich, was wir recht wahrscheinlich
gemacht zu haben glauben, die erwihnte Erzeugung cines
Kegelschnittes kannten, so mufsten sie auch einen noch.wich-
ligeren Gebrauch von den Porismen machen konnen. Der
namlich, der mit den Porismen vertraut war, mufs leicht im-
stande gewesen sein, die Verbindung zwischen den projektivi-
schen Punktreihen auch auf andere Arten auszudriicken als
dadurch, dals das Rechteck aus den Abstinden von festen
Punkten konstant sein solle; wir kinnen also dasselbe, was
wir Uber die Erzeugung durch projektivische Biischel gesagt
haben, auch hier sagen, dafs niamlich einige Wahrscheinlichkeit
dafiir spricht, dafs die Griechen die Erzeugung eines
Kegelschnittes durch Tangenten mittels projektivi-
scher Punktreihen unter verschiedenen Formen

lonius beiden kleineren Schriften. Es scheint nimlich, als ob Halley,
dessen Schrift 1706 erschien, wihrend die erste Ausgabe der Principia
von 1686 datiert, iibersehen habe, dals die Beantwortung der Frage,
welche er sich stellt, sich bei Newton findet. Denn erstens citiert er
diesen nicht, und zweitens wiirde er, wenn er die Principia benutzt
hiitte, nicht iibersehen haben. dafs die eine von den beiden Enve-
loppen. die man erhill, wenn man die Vorzeichen nicht beriicksichtigzt.
eine Ellipse sein kann.
') Pappus, Ausg. v. Hultsch, S. 656,
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kannten, doch ohne dieselben in dem Gattungsbegriff Projel 4l —|
tivitit zusammenzufassen. Wie aber unsere historischen Bamm _=m3,.
weise hier weniger vollstindig sind, so miissen wir auch awmmse— |
nehmen, dafs die Kenntnisse der Griechen auf diesem Gebie ———=memmi,
weniger umfassend waren als mit Bezug auf die Eneugu‘g
eines Kegelschnittes durch Punkte.

In jemehr Formen dic Erzeugung der Kegelschnitte ===y
Enveloppen der Verbindungslinien zwischen projektivisch =0
Punktreihen bei den Griechen aufgetreten ist, um so verstirmmmm -
licher wird es, dafs Apollonius dieselben in seine kompe==— -
digse Darstellung nicht hat aufnehmen konnen, sondern sTm -exch
damit hat begniigen miissen, die Grundlage dafir kurz dar=se= w-
stellen und die weitere Entwicklung, hiervon sowohl wie v ex—>n
der Lehre von kérperlichen Ortern fiir Punkte, anderen Wemr— ke
zuzuweisen. Eine Stelle bei Pappus scheint sogar darauf m ®  n-
zudeuten, dafs man diese an dieselbe Stelle verwiesen hatte Wit
dic Lehre von den korperlichen Ortern, und dafs man «<—1die
Sitze dber die Erzeugung eines Kegelschnittes durch Tangen & emssen
als einc besondere Art von Sitzen tiber kérperliche Orter Iommstoe-
trachtete. In sciner Klassifikation der Orter!) wird namlies .ch
aufser von Ortern fiir Punkte auch von Ortern fir Linien wwar—sssnd
Flichen gesprochen, und im besonderen wird gesagt, dafs Jdl—lie
Orter [fir eine cinfach unendliche Menge von Linien (s zoe=—=o
dweéudexod) Oberflichen sind. Hierbei mufs man wohl zunaclwse—st
an die Erzeugung von Flichen durch Linien im Raume denke===n.
Da nun aber die Griechen — wenigstens in den drei Satze _en
in Apollonius’ drittem Buche — Systeme von einer einfa____ch
unendlichen Anzahl von Linien derselben Ebene untersuc——ht
haben, so liegt dic Annahme nicht fern (was der Wortlaut Hlbei
Pappus auch vollkommen gestattet), dafs der Teil einer Ebeme—me.
welcher alle diese geraden Linien enthalt, auch als ein 5 zmssto;
dslodixse fur diese aufgefafst worden sein kann. Der Ort fir
die Tangenten einer Ellipse oder Parabel wird dann der "I eil

1) Ausg. v. Hultsch, S.660—662. Pappus’ Bemerkungen an dieser S8 telle
enthalten einen Auszug aus der Einleitung zu Apollonius’ Sc Nlllhrift

iiber ebene Orter.
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- Ebene, welcher auf den konvexen Seiten der beiden Kurven
=t. Der Ort fiir die Tangenten einer Hyperbel. d. h. eines
7 perbelastes, wird der Teil der Ebene, der auf der konvexen
ite derselben, doch aufserhalb desjenigen Winkels zwischen
mn Asymptoten liegt, welcher den zweiten Ast enthiilt.

Da nun diese Orter durch die Kurve, welche die Linien
riithren sollen, wesentlich charakterisiert werden, so war es
cht unnatiirlich, wenn diesc Kurve ein Kegelschnitt war, auch
ese Orter als eine Art von kérperlichen Ortern zu betrachten.

In den Fallen, wo alle Geraden durch einen Punkt gehen,
ie in den oben angefiihrten Porismen, wiirde die ganze Ebene
rt der Geraden werden, doch so, dafs dieser durch den Punkt
>sonders charakterisiert wird. Auf diesc Weise wiirden diesc
orismen nicht. wie wir im achten Abschnitt als méglich
agenominen haben, solche unvolistindige Satze sein, in denen
>n einem Punkt als Ort (zimog épexrixdc) fir einen Punkt die
ede ist. sondern solche, in denen von einem wimng Geefndixi:
r' eine Gerade die Rede ist.

Sollte nun auch diese Erklirung von Apollonius’ Einteilung
r Orter, welche ich nur als méglich aufstelle, unrichtig sein.

ist damit doch nicht ausgeschlossen, dafls die Satze iber
zeugung der Kegelschnitte durch Tangenten in die Lehre
r Alten iber korperliche Orter mit aufgenommen sein konnten.
ir die Moglichkeit dieser Annahme liefert die Art. wie Halley
‘h ausdriickt, ein indirektes Zeugnis, indem er in seinen Zu-
tzen iber die Anwendungen des Verhiltnisschnittes und
Achenschnittes die Enveloppen bestindig Orter nennt, Orter
amlich fir die unbekannten Beriihrungspunkte der Tangenten.
isselbe hitten die Alten thun konnen.

Wenn die Griechen nun wirklich eine ausgedehntere Kenntnis
1 Erzeugung von Kegelschnitten durch Tangenten besessen
ben als die ist, welche in den Sitzen in Apollonius’ drittem
1che ihren Ausdruck findet, so geht es geradezu aus unserer
»weisfihrung hervor, dafs sie dieselbe in Ubereinstimmung
it der Schrit vom Flichenschnitt angewandt haben miissen.
n Tangenten von einem gegebenen Punkt an einen Kegel-
hmitt zu ziehen, der durch fiinf Tangenten, unter denen zwei
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Paare parallel sind, bestimmt ist. Die hekannten Umformungen
der Ausdriicke, welche die Verbindung zwischen den projek-
tivischen Punktreihen bestimmen, wiirden sie auch befahigt
haben, die Bestimmung von Tangenten eines Kegelschnittes,
von dem fiinf beliebige Tangenten gegeben sind, auf irgend
einem Wege hicrauf zurlickzufihren. Der Diorismus zum
Flachenschnitt mufs an und fiir sich eine Bestimmung der
Punkte eines Kegelschnittes, bezogen auf ein System von
Parallelkoordinaten mit zwei Tangenten als Axen, geliefert
haben. Ferner ist die Bestimmung von Tangenten eines Kegel-
schnittes von der Art, dafs sie unmittelbar zur Losung der
Aufgabe fihrt: die fehlenden gemeinschaftlichen Tangenten von
Kegelschnitten zu finden, die bereits zwei gegebene Tangenten
gemeinschaftlich haben.

Ob nun in der That irgend ein alter griechischer Mathe-
matiker Gebrauch z. B. von der zuletzt angefiihrten Bestimmung
gemacht hat, dariiber lifst sich keine sichere Ansicht aufstellen.
Jene Bestimmung soll hier auch nur hervorgehoben werden als
Beitrag zu einer Schilderung des Gebietes, innerhalb dessen die
tiriechen sich mit vollkomumener Freiheit zu bewegen
vermochten, so dafs sie Sitze finden und auf der Grundlage
dieser sich gegenseitig Aulgaben zum Losen stellen konnten.
Wollte ich den Versuch machen, durch mehr einzelne Beispiele
dieses Gebiet, das nach den Auseinandersetzungen in diesem
und dem vorhergehenden Abhschnitt zu Apollonius’ Zeit im Be-
silze der griechischen Mathematiker war, genauer zu schildern,
%0 wiirde ich gezwungen sein zu willkiirlichen Annahmen zu
greifen.  Ich ziehe es deshalb vor auf etwas bestimmtes hin-
zuweisen, das allerdings in der necueren Zeit, aber mit den
Hilfsmitteln der aiten Geometrie ausgefithrt ist, némlich auf
den ganzen fiinften Abschnitt des ersten Buches von
Newtons Principia, aus dem bereits zweimal (im siebenten
Abschnitt und kiirzlich in diesem) Einzelheilen ciliert worden
sind. Dadurch wird in Wirklichkeit keine zu hohe Vorstel-
lung von dem erweckt, was dic alte Geometrie leisten konnte,
wenn die Gricchen selbst auch moglicherweise die Bestitigung
dafir durch Behandlung anderer Fragen geliefert haben.
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lie Hilfe, die Newton bei diesen Untersuchungen
r damaligen- modernen Mathematik entnehmen konnte,
hinter der zuriick, welche Euklids Porismen und die
Entwicklung, aus der diese hervorgegangen sind, den
gewdhrten. Allerdings war Newton durch sein hervor-
es und alleinstehendes Genie unterstiitzt; aber das Jahr-
t, in dem Euklid, Archimedes und Apollonius
1, besafs auch seine grofsen Mathematiker, und diese
hier, wo es darauf ankam antike Methoden anzu-
:n, zu deren Benutzung sic mindlich und durch jetzt
ne Biicher erzogen worden waren, viel vor Newton vor-
ler in dieser Beziehung auf die wenigen hinterlassenen
:n angewiesen war, deren Abfassungsart dberdies mehr
berechnet ist volle Sicherheit fir die Giltigkeit der
1enen Resultate zu geben als den Weg hervortreten zu
auf dem diese Resultate erreicht worden sind.

Sechzehnter Abschnitt.

inktseigenschaften; Apollonius’ drittes Buch 45—52; Apollonius’ zwei
Biicher lLber Berlihrungen,

»ollonius benutzt einen der Sitze lber die Erzeugung
Kegelschnittes durch Tangenten, ndmlich Satz 42 des
iches, um die einfachsten Satze Gber die Brennpunkte
ipse und Hyperbel zu entwickeln. Ein solcher Anschlufs
shre “von den Brennpunkten an die Erzeugung durch
iten ist an und fir sich der einfachste Weg, wenn man
ilytisch-geometrische oder projektivisch-geometrische Be-
mg der Kegelschnitte zum Ausgangspunkt nehmen will.
nachfolgenden Auseinandersetzung wollen wir uns der
wegen an die Ellipse halten, wihrend Apollonius Ellipse
yperbel zusammen behandelt.
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In Satz 45 werden die Brennpunkte, welche keinen be-
sonderen Namen erhalten, als zwei solche Punkte (Fig.65) F
und F, der Hauptaxe 4 A, (mit den Endpunkten 4 und 4,)
bestimmt, dafs

AF.FA, = AF,.F, 4, = } der Figur, d.h. = }«p,
wo a und p die Liingen der Axe und des Parameters bedeuten.
Demniichst sagt der Satz iiber diese Punkte aus. dals das

Fig. 65.

Stiick MM,, welches die Tangenten in 4 und A, von einer
beliebigen Tangente abschneiden, von F und F, aus unter
rechten Winkeln gesehen wird.

Zieht man niamlich FM und FM,, so wird AM. A4, M,
= AF.FA,, und deshalb sind die rechtwinkligen Dreiecke
MAF und F A, M, dhnlich. Die Winkel, welche in diesen
Dreiccken bei F liegen, sind also Komplemente, mithin ist
Winkel MF M, ein Rechter. Auf dieselbe Weise wird der
Beweis fir den Punkt F, gefihrt.

Aus diesem Satze folgt wiederum, dals die vier Punkte
M, F, F,, M, auf einer Kreisperipherie liegen, woraus sich
[in 46] ergiebt, dals « MM\ F = o MF,\F = L F, M 4,,
und dafs ~ M, MF, = L FMA.

Darauf wird [in 47] bewiesen, dals man den Berihrungs-
punkt der Tangente M M, erhilt, wenn man den Schnittpunkt
T zwischen FM, und F| M auf diese Tangente projiciert.
Aus 46 und 45 folgt namlich, wenn wir diese Projektion B
nennen, dals
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MA MF M F, M4,

MR~ MT — M,T ~ MR’

dals
MR MA MP
RM, ~ M. 4, — WP’

P den Schnittpunkt der Tangente mit der Axe bedeutet.
3 R dann Berlihrungspunkt wird, folgt aus der im ersten
h (vergl. S.83) gegebenen Bestimmung von Tangenten.
Dafs die Tangente gleiche Winkel mit den an ihren Beriih-
gspunkt gezogenen Brennstrahlen bildet, ergiebt sich nun
] mit Hiilfe von Kreisen, die durch die Punkte M, F. T, R
| M,, F,, T. R gelegt werden. woraus hervorgeht, dals
URF =  MTF = » F,TM, = F,RM,.

Um ferner zu dem Hauptsatze von der Summe der Brenn-
hlen zu gelangen, wird die Projektion G des Brennpunktes
auf die Tangente benutzt. A4, M, G, F licgen auf einem
ise, und 4,, M,, G, F auf cinem zweiten; daraus folgt,
s LAGE = 2 AMF = A4, FM, = 2 4,GM,.
raus wird wiederum geschlossen, dals die Axe A4, vom
tkte G aus unter einem rechten Winkel geschen wird [49].
Zieht man nun parallel dem Brennstrahle F, R Linien
F und dem Mittelpunkt O bis an die Tangente, so wird
erstere, F'H, gleich F R, woraus folgt, dals G dic Mitte
schen H und R ist, die von O gezogene Linic also durch
en Punkt geht. Die Parallele OG ist dann nach 49 halb
jrofs wie die Axe A4, [Satz 50]. Zugleich ist sic das
imetische Mittel zwischen F; R und F H oder zwischen den
mstrahlen £, R und FE. Die Summe dieser wird also
th der Axe [51]. Dals fir die Hyperbel dic Differenz der
mstrahlen gleich der Axe ist, wird in 52 bewiesen,

Dies stellt das dar, was Apollonius iiber die Brennpunkte
eilt. Er macht also keinen Satz tber den Brennpunkt
Parabel namhaft, und daraus haben moderne Schrift-
er, die iber diese Sache geschriehen haben, geschlossen,
man damals garnichts dber diesen Punkt gewulst habe. Das
indessen unrichtig ist, haben wir schon S. 213 Gelegenheit
ibt zu sehen, da Pappus’ zweiter Hiilfssatz zu Euklids
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Oberflachenortern?) zeigt, dals Euklid den Satz benutzt und
demnach auch gekannt hat, dals der geometrische Ort fir
einen Punkt, dessen Abstdnde von einem gegebenen
Punkte und einer gegebenen Geraden in einem gege-
benen Verhiltnis stehen, eine Ellipse, Parabel oder

Hyperbel ist, je nachdem das Verhiltnis % 1. Ich zeigte

im zehnten Abschnitt (vergl. S. 212) durch eine Anwendung, die
nicht aus der erwiihnten verlorenen Schrift herrihrt, dafs dieser
Salz wahrscheinlich sogar wohl bekannt war. Dafs man dann
wiahrend der Beschiftigung mit Euklids Schrift gesehen hat, dafs
Jede Parabel sich als ein solcher Ort bestimmen lasse, ist anzu-
nehmen,

Um pun zu verstehen, dals Apollonius dennoch weder
Brennpunkt und Leitlinie der Parabel noch die dem entspre-
chenden allgemeineren Sdize iber Ellipse und Hyperbel mit
aufgefiihrt hat, mufs man zunichst auch hier beachten, dals
es aus Apollonius' eigenen Vorreden hervorgeht, dafs er nicht
imstande ist alles zu geben, was cr iber die Kegelschnitte
weifs. Ferner mufs man, wenn man Forderungen mit Bezug
auf das stellen will, was jedenfalls hiitte mit aufgenommen
werden missen, sich hiten von den modernen Anschauungen
iber die Bedeutung der Brennpunkte fir die Astronomie oder
von ihrer Brauchbarkeit als Ausgangspunkl fir die gesamte
Lehre von den Kegelschnitten auszugehen.

Eine besondere Erklirung des Umstandes, dals Apollonius
neben den dbrigen Sitzen iber Brennpunkte nicht auch die
die Parabel wmnfassenden Sitze iiber Brennpunkt und Leitlinie
aufgenommen hat, lafst sich vielleicht aus der oft benutzten
Angabe in seiner Vorrede entnchmen. dafs das dritte Buch
namentlich die Grundlage fir dic Bestimmung von Ortern
geben solle — also nicht die Bestimmung der Orter selbst.
Ob man nun zu Apollonius’ Zeit die Bestimmung des Ortes
fir einen Punkl, dessen Abstinde von einem gegebenen Punkte
und ciner gegebenen Geraden in einein gegebenen Verhiltnis

") Pappus, Ausg. v. Hultsch, S. 1004 .
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stehen, auf dieselbe Weise bestimmte, wie es von Pappus
geschehen ist, oder ob man dafiir eine andere Behandlung der
Gleichung von der Form y2® = ax?+4 bz 4 C, auf welche der
Ort sich unmniittelbar beziehen lafst, benutzte: fiir diese Bestim-
mung bedurfte man keiner anderen Grundlage als derjenigen.
welche i Apollonius’ erstem Buche gegeben war. Anders da-
gegen verhielt es sich mit der Bestimmung des Ortes fir einen
Punkt, dessen Abstinde von zwei gegebenen Punkten eine gege-
bene Summe oder Differenz haben. In der unmittelbaren Auf-
stellung der Gleichung fir einen solchen Ort kommen némlich
zwei Wurzelzeichen vor. Eine Arbeit, die der entspricht, welche
uns das Fortschaffen dieser Wurzelzeichen verursacht, war auch
bei der geometrischen Form, welche die Griechen solchen Fragen
gaben, erforderlich. Diese wird vermieden, indem Apollonius
direkt beweist, dals jede Ellipse oder Hyperbel ein solcher Ort ist.

Dals nun in der That dies das Ziel ist, dem Apollonius
zustrebt, sicht man aus der Flachtigkeit, mit der er dic
tibrigen Brennpunktseigenschaften behandelt, welche Glieder in
der Satzreihe bilden, die ihn an dieses Ziel fihrt. Ungeachtet
dessen, dafs sein Satz 49 in Wirklichkeit eine Bestimmung des
Ortes fiir die Projektion G eines Brennpunktes auf eine Tan-
gente ist. und dals im Folgenden geradezu von der Thatsache
Gebrauch gemacht wird, dals der Abstand des Punktes G vom
Mittelpunkte des Kegelschnittes gleich der halben Hauptaxe ist,
begniigt Apollonius sich doch in der Darstellung des genannten
Satzes damit zu sagen, dals die Hauptaxe von G aus unter
einem rechten Winkel gesehen wird.

Der Umstand, dafs Apollonius die einzelnen Satze iber
Brennpunkte, durch welche er zu seinem Endresultate gelangt,
s0 wenig hervorhebt, konnte leicht dic Meinung erwecken, dals
man tiberhaupt sich nur wenig mit diesen Satzen beschiiftigt
habe und deshalb nicht auf ihre Bedeutung aufmerksam
geworden sei. Es ist von nicht geringer Wichtigkeit zu erfah-
ren, ob diese Ansicht richtig ist oder nicht. Ist sie namlich
richtig. so ist es moglich, dafs das bereits Angefiihrte zu
Apollonius’ Zeit wirklich die Grenze fir das war, was man
iiber die Brennpunkte wulste, dals man also nicht bemerkt

24
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hatte, dals der feste Punkt in den dem Euklid bekannten
Ortern einen der beiden Brennpunkte fiir die Ellipse und Hy-
perbel darstellte, und dafs man nicht versuchte die Sétze
iiber die Parabel zu finden, welche den anderen bekannten
Brennpunktseigenschaften der Ellipse und Hyperbel entsprechen.
Hat man dagegen, wie ich nachzuweisen versuchen werde, sich
eingehender mit diesen letzteren beschiftigt, so kann die Frage
nach den entsprechenden Eigenschaften der Parabel nicht unter-
driickt worden und noch weniger, nachdem sie erst einmal
aufgestellt war, unbeantwortet geblieben sein. Dazu waren
die Alten zu sehr daran gewshnt die Satze Gber die Parabel
neben denen iiber die anderen beiden Kurven aufzustellen; sie
geben hierdurch zu erkennen, dals sie recht wohl die Uber-
einstimmung in Sitzen und Beweisen sahen, wenn auch diese
letzteren oft formell von einander unabhingig waren. Nament-
lich missen die Sdtze tber die Lage einer Parabeltangente mit
Beziehung auf den an den Beriihrungspunkt gezogenen Brenn-
strahl und tber den Ort fiir die Projektion des Brennpunktes
einer Parabel auf eine Tangente') sehr bald hervorgetreten
und &ulserst leicht zu beweisen gewesen sein.

Dafls man sich nicht so ganz wenig mit den Satzen iber die
Brennpunkte der Ellipse und Hyperbel beschaftigte, welche die
einzelnen Glieder in der Reihe von Beweisen bilden, die Apol-
lonius zuletzt zu den Sitzen Gber Summe und Differenz der
Brennstrahlen fiihren, schliefse ich zundchst aus der eigentiim-
lichen Beschaffenheit dieser Beweisreihe. Die dulserst einfachen
Huilfsmittel, welche in derselben benutzt werden, machen sie
nahezu so elegant wie mdoglich; aber es sicht nicht ganz danach
aus, als ob sie den Weg darstellte, auf dem man zuerst
zum Endresultate gelangt ist. Dieses Resultat ist vielmehr

1} Der entsprechende Satz i{iber die Ellipse und Hyperbel [49 bei Apol-
lonius] ist ein Beispiel dafiir, dafs es nicht gaunz richtig ist. wenn man
zur Erklirung von Apollonius’ vermeintlicher Blindheit gegeniiber
den Brennpunktseigenschaften der Parabel behauptet hat, dafs er sich
nur mit den symmetrischen Brennpunktseigenschaften beschiftigte.
Vergl. eine Anmerkung von Dr. Heiberg, Zeitschr. f. Math. u. Phy=.,
hist. Abth. XXVIII, S. 129,
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ther gefunden worden als Antwort auf die Frage, welches
r geometrische Ort sei fir Punkte, deren Abstinde von zwei
gebenen Punkten eine gegebene Summe oder Differenz haben.
ase Frage kann leicht durch Konstruktionsaufgaben veranlafst
n, namentlich durch die Aufgabe einen Kreis zu konstruieren,
r drei gegebene Kreise berihrt. Wenn auch Apollonius in
ner Schrift tber die Beriihrungen!) diese Aufgabe, mit
r die Griechen sich, ‘'wie man annehmen darf, auch friiher
schiiftigten, mittels Zirkel und Lineal gel6st hat, so lag der
danke, dieselbe durch geometrisché Orter fir den Mittelpunkt
18sen, doch zu nahe, als dafs man dies nicht zuerst ver-
tht haben sollte.

Die Analysis nun, welche darauf gefiihrt hatte, dafls dieser
t eine Ellipse oder Hyperbel sei, war wahrscheinlich zu wenig
ersichtlich und zu weitlaufig, um in eine Synthesis umge- -
mt zu werden. Dagegen wird man bei genauerer Unter-
thung der betreffenden Punkte andere mit ihnen verbundene
renschaften der Kurven gefunden haben, aus denen man
an nach und nach die Beweisreihe hat konstruieren kénnen,

sich bei Apollonius findet. Dafs nun — wie ich behaupte —
se Untersuchung griindlich und ziemlich umfassend gewesen
, das schlielse ich aus der aufserordentlichen Einfachheit
' dieser Beweisreihe; denn sie aus so einfachen Gliedern
ammenzusetzen hat nur dem gelingen kénnen, der aus einer
fseren Zahl von Eigenschaften die einfachsten und fiir den
‘1iegenden Zweck bequemsten auswihlen konnte.

Einen anderen Beweis finde ich darin, dals sich nachweisen
., Apollonius sei nicht der erste und einzige gewesen, der
r mit den Sitzen, von denen die Rede ist, beschiftigt hat.

Der 31ste von Pappus’ Hiilfssitzen zu Euklids Porismen?)

Pappus, Ausg. v. Hultsch, S.644 fT. Da Apollonius in der genannten
Schrift auch die Fille behandelt, wo einer oder mehrere der Kreise
mit geraden Linien vertauscht werden, so dirfte auch diese Aufgabe
eine natdrliche Veranlassung dargeboten haben. die Untersuchung des
Brennpunktes der Parabel vorzunebmen und die Chereinstimmung
Zwischen diesem und denjenigen der Ellipse und Hyperbel zu hemerken.
Ausg. v. Hultsch, S.906.

64
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lautet, wenn wir nur die Buchstaben etwas verindern und im
ibrigen dieselbe Figur (Fig. 66) zeichnen, folgendermafsen:
Gegeben ist ein Halbkreis Gber 4, A als Durchmesser; in
den Endpunkten 4 und A, dieser Strecke werden die Senk-
rechten AM und 4, M, erreichtet,
und eine beliebige Gerade MM,
wird gezogen; in dem Punkte G

e ° (in dem diese Gerade den Halbkreis
] schneidet) wird die GF senkrecht

Al +F zu M, M gezogen; trifft diese Senk-
M} rechte die 4, 4 in F, so ist
Fig. 66. AM. A M, = A F.FA.

Merkwirdigerweise beweist nun
Pappus nicht diesen Satz selbst, sondern die Umkehrung
desselben, oder man kann sagen, da die Einzelheiten des Be-
weises sich umkehren lassen, dafs er die Analysis giebt, aus
der sich der synthetische Beweis eben des Satzes, den er aus-
spricht, wiirde ableiten lassen. Der wirklich bewiesene Satz
fallt — ohne dals ein Kegelschnitt genannt wird — genau
mit dem zusammen, dafls der geometrische Ort fir die Projek-
tion cines Brennpunktes einer Ellipse oder Hyperbel (die Figur
entspricht der letzteren) auf eine Tangente der Kreis Gber der
Hauptaxe als Durchmesser ist, also genau mit deinjenigen, den
Apollonius in 49 beweist und darauf in 50 anwendet, ohne dals
er sich, bei seinem Eifer das Endresultat zu erreichen, Zeit lafst,
denselben auszusprechen. Die Bestimmung der Tangente M, M
durch das Rechteck aus den Stiicken, welche sie auf den Tan-
genten der Scheitelpunkte abschneidet, und des Brennpunktes
F durch das-dem ersteren gleiche Rechteck 4, F'. F A ist genau
diesclbe wie die, welche Apollonius anwendet. Dasselbe gilt
flor Pappus’ ganzen Bewelis.

Nun darf man annehmen, dals der hier vorliegende Hiilfs-
satz, chenso wie Pappus’ Hiilfssiitze zu bekannten Werken,
nichts anderes enthalten hahe als einen ausfiihrlichcren Nach-
weis von etwas, das dem Verfasser des Hauptwerkes hekannt
war, das dieser aber entweder als etwas auch seinen Lesern
bekanntes betrachtete oder indirekt aus dem Zusammenhange
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50 hervortreten liefs, dals ein besonderer Beweis (iberfliissig
wurde. Euklid kannte also einen Satz, der nach seinem Inhalt
und nach dem Beweise, den Pappus fiir den nichstliegenden
ansieht, genau mit einem wichtigen Satze aus Apollonius' Lehre
von den Brennpunkten zusammenfalit, einen Satz tberdies, der
erst dann eine einfache Forin annimmt, wenn man ihn als
cinen Satz (iber Brennpunkte auffalst.

Der Umstand also, dals der Hiilfssatz, abgesehen von der
Form, ganz der Lehre von den Brennpunkten angehort, macht
es wahrscheinlich, dafs dasselbe mit dem oder den von Euklids
Porismen der Fall gewesen ist, zu deren Beweisen er gehort.
sogar Chasles, der keine bewufste Verbindung zwischen
Euklids Porismen und der Lehre von den Kegelschnitten an-
nimmt, stitzt auf den angefiihrten Hilfssatz sein Porisma 174,
das — selhstverstiindlich ohne einen Kegelschnitt besonders zu
nennen — aussagt, dafs die Senkrechten, welche in den Schnitt-
punkten ciner Tangente eines Kegelschnittes mit dem iber der
Hauptaxe als Durchmesser beschriebenen Kreise errichtet wer-
den, durch feste Punkte gehen; ferner seine Porismen 194 und
195, welche ausdriicken, dals die Enveloppe des einen Schenkels
eines rechten Winkels, dessen anderer Schenkel durch einen
festen Punkt geht, wihrend der Scheitelpunkt auf einer Kreis-
peripherie gleitet, ein Kegelschnitt ist (mit dem festen Punkte
als Brennpunkt); endlich sein Porisma 196, welches aussagt,
dafs die Enveloppe der Sehnen eines Kreises, welche die End-
punkte paralleler Sehnen verbinden, die durch feste, auf einem
Durchmesser gleich weit vom Mittelpunkte gelegene Punkte
gezogen sind, cin Kegelschnitt ist (mit den festen Punkten als
Brennpunkten).

Dals Euklids Biicher iiber die Porismen unter Formen,
bei denen die Kegelschnitte nicht genannt werden, die hier
erwihnten oder andere Sitze tiber Brennpunkte!) enthalten

') Da die Biicher #ther die Porismen, wenigstens vorzugsweise, {unvoll-
stindige) Sitze iiber Orter enthalten haben. und da ich geneigt hin,
einen etwas grofseren Abstand zwischen Euklids Porismen und Pappus’
Hulfssiitzen anzunehmen als Chasles thut. so wiirde ich mir eher den
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haben, wiirde, wie schon bemerkt (S. 168), vollkommen zu der
Vermutuug dber den Ursprung der Porismen stimmen, die ich
im achten Abschnitt aufgestellt habe, und dals Euklid die dazu
notigen Kenntnisse besafs, bezeugt Pappus’ Hilfssatz. Unter-
suchungen (iber Brennpunkte sind also schon vor Apol-
lonius bekannt gewesen. Man hatte also Zeit genug
gehabt auch an die Parahel denken.

Sind diese meine Behauptungen richtig, so hat man aller-
dings aufs neue einigen Grund sich dariiber zu wundern, dafs
in Apollonius’ Werk, das doch in die gesamte Lehre von den
Kegelschnitten einfilhren sollte, einige der wichtigsten Brenn-
punktseigenschaften der Ellipse und Hyperbel nur als Glieder
in einer Beweisreihe angefiihrt und die entsprechenden Satze
tber die Parabel garnicht genannt werden!). Der Grund hier-
fiir kann, da es sich vor allem um die Sétze Gber die Lage
der Tangente mit Beziehung auf die an den Berdhrungspunkt
gezogenen Brennstrahlen handelt, nicht der sein, dals dieselben
in Werke iiber geometrische Orter aufgenommen worden waren.
Indessen kann es auch nicht wohl ein anderer sein als der,
dals man sich in anderen Schriften hinreichend mil diesen
Siitzen beschaftigt hatte.

Hierbei mufs man an eine beslimmte Klasse von Schriften

citierten Hilfssatz in einem Porisma angewandt denken kdnnen,
welches den Ort hehandelt fiir die Schnittpunkte zwischen einer Tan-
wente eines Kegelschnittes und einer Geraden, welche. vom Brennpunkt
aus gezogen, die Tangente unter einem gegebenen Winkel schneidet.
1} Als eine mogliche Veranlassung dieses Umstandes liefse sich anfiihren,
dafs die Beweise fiir die Brennpunktseigenschaften der Parabel am
leichtesten sich durch den erst im fiinflen Buch bewiesenen Satz

fiihren lassen. dafls die Subnormale gleich % ist (SN in Fig. 67 im

Folgenden), da in Folge dessen F' die Mitte von PN wird, mithin
FR = FP. Wir haben nimlich aus der Vorrede zu Apollonius’
filnftem Buch gesehen. dafs der Wert der Subnormale vor Apollonius
bekannt war, und dafs er dieselhe imn ersten Buch hiitte berilicksich-
tigen konnen. dies aber des Zusammenhangs wegen bis zum fiinflen
Buche verschoben hat. Doch wiirde Apollonius sich aus diesem Grunde
nicht haben hindern lassen. die Brennpunklseigenschaften der Parabel
im dritten Buche mit zu behandeln. wenn es fiir ihn von Wichtigkeit
gewesen wire.
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denken, namlich die Schriften tber Katoptrik oder dber die
Zuriickwerfung des Lichtes von spiegelnden Fiichen. In einem
kiirzlich entdeckten Bruchstiicke einer solchen Schrift, namlich
in dem Teil des sogenannten ,Fragmentum Bobiense,
der von Dr. Heiberg!) interpretiert ist, findet man auch
wirklich einen vollstindigen Beweis fiir den Satz, dafs eine
Parabeltangente gleiche Winkel mit der Axe und dem an den
Beriihrungspunkt gezogenen Brennstrahl bildet. Wenn auch
anzunchmen ist, dafs dieser Beweis in einer viel spateren Zeit
ausgearbeitet wurde als die ist, mit der wir uns hier beschéf-
tigen, so wollen wir denselben hier doch mitteilen, da er den
iltesten darstellt, welcher uns erhalten ist, und da er sich ganz
genan an die in Apollonius’ Kegelschnitten enthaltenen Sitze
anschliefst.

Ist (Fig.67) F der Brennpunkt einer Parabel, auf der Axe
bestimmt durch den Abstand AF = }p vom Scheitelpunkt,

e
R
G/
K
E A&S 1Y
Fig. 67.

und sind XS und RP Ordinate und Tangente eines beliebigen
Kurvenpunktes B, so wird nach der Gleichung der Parabel,
und weil 4 die Mitte zwischen P und S ist, das Stick A6
der Scheitelpunktstangente bestimmt durch

AG? = } SR =} p. AS = AF.AS = AF.PA.
Hieraus folgt, dafs ¥G L PR, und, da PG = GR, dals
PF = FR, sowie dafs 2 RPF =  FRP. ([Trigt man

1) Zeitschr. f. Math. u. Phys., hist. Abth. XXVIII. S, 121 f¥,
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auf der Verlingerung der Axe das Stick AE = FA ab, so
folgt auch aus PF = FR, dafs FR = ES, also die friher
erwihnte Haupteigenschaft des Brennpunktes der Parabel; aber
die Katoptrik gab dem Verfasser keine Veranlassung hierauf
cinzugehen].

Uber das Bruchstiick, dessen Inhalt hier wiedergegeben ist,
stellt Heiberg in Ubereinstimmung mit Belger, der friher
die Fortsetzung desselben Manuskriptes herausgegeben hatte. die
Vermutung auf, dafs es aus dem 6ten Jahrhundert n. Chr. von
Anthemius stamme und sich an ein anderes erhaltenes Frag-
nment desselben Verfassers angeschlossen habe, das in Dr. Heibergs
Ubersetzung!) folgendermafsen lautel: ,Da aber die Alten auch
die gewdhnlichen Brennspiegel crwihnt haben, wie man die
Einfallsflichen konstruieren solle, nur rein mechanisch, ohne
geometrische Beweise hierfiir vorzubringen, alle aber solche
(d. h. die Meridiankurven der Flichen) als Kegelschnitte be-
zeichnend, ohne aber anzugeben, welche, und wie sie ent-
stehen, so werden wir hier versuchen, die Konstruktionen
einiger solcher Einfallsflichen zu geben, und zwar nicht ohne
Beweis, sondern durch die geometrischen Methoden hegriindet“.

Der Umstand, dafs Anthemius, wie ersichtlich, keinen
iilteren ‘Beweis kennt, ist nach Heiberg ein Grund far die An-
nahme?), dafs das soeben nach dem Fragmentum Bobiense
mitgeteilte nicht &dlter als Anthemius ist, und da darin gerade
das Versprechen erfiillt wird, welches er giebt, so ist es natir-
lich, ihm dasselbe zuzuschreiben. Anthemius’ Unkenntnis eines
iilteren Beweises ist dagegen kein zuverldssiges Zeugnis dafir.
dafs niemand friher einen solchen gefiihrt habe. Im Gegenteil,. .
wenn Anthemius uns mitteilt, dals man vor seiner Zeit Brenn— g
spiegel ‘gekannt habe, die aus Kegelschnitten gebildet warerar:
(und das kénnen nur solche gewesen sein, die durch Umdre_s

1) a.a. 0. 8. 128—129.

) Entscheidend ist dieses Argument indessen keineswegs, da es nic—m
ndtig ist, dafs Anthemius das Manuskript gekannt hat. Dieser Gruia— 4
spricht also nicht gegen Cantors Annahme (Hermes XVI, S.637 %
dafs das Manuskript viel ilter sein und z. B. von Diokles herrith ame—
kdnne.
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hung von Kegelschnitten um die Hauptaxe gebildet waren), so
erfahren wir mit genau derselben Sicherheit, dafs man die
Haupteigenschaft dieser Brennspiegel hewiesen habe. Solche
Spiegel sind ndmlich zu schwierig zu konstruieren, als dals
jemand auf ihre Konstruktion verfallen konnte ohne vorher auf
theoretischem Wege ihre Eigenschaften gefunden und bewiesen
zu haben. Wenn also die ,Alten“, welche Anthemius kennt,
- so wenig von der alten griechischen Mathematik gewufst haben
sollten, dafs sie die Anwendbarkeit parabolischer Hohlspiegel
erwiahnten ohne dieselbe beweisen zu kdnnen, so miissen sie
das, was sie hiervon wulsten, noch ilteren Schriltstellern ver-
dankt haben, welche die Beweise gefiihrt hatten.

Da indessen die Alten, nach Anthemius, nur von der Be-
nutzung der Kegelschnitte gesprochen haben ohne anzugeben,
welchen Kegelschnitt sic meinen, so wire es immer noch mog-
lich, dals sic nur an ellipsoidische Hohlspiegel gedacht und
dann auch aus Apollonius’ drittem Buche gewufst hatten, dafs
Strahlen, welche von dem einen Brennpunkt ausgehen, nach
dem anderen zurlickgeworfen werden. Diese Moglichkeit ist
wirklich vorhanden, sobald man annehmen darf, dafs man
in der alten Zeit sich nicht mit dem Studium der Zuriick-
werfung paralleler Lichtstrahlen beschiftigt hat.

Hierauf konnte das Werk deuten, das uns unter dem
Namen von Euklids Katoptrik aufbewahrt ist. In diesem
Werke findet sich nichts liber parallele Lichtstrahlen, und in
dem letzten Satze desselben, der von sphirischen Hohlspiegeln
handelt, werden ausdriicklich Strahlen hetrachtet, welche von
einem Punkt der Sonne ausgehen, und nicht parallele Strahlen.
Da iberdies nichts tiber die Grenzen fiir die Entfernung dieses
leuchtenden Punktes gesagt, sondern derselbe nur stillschweigend
als weiter vom Spiegel entfernt als der Kugelmittelpunkt be-
trachtet wird, so erhdlt man keine andere Grenze fiir die
Schnittpunkte der zuriickgeworfenen Strahlen mit dem durch
den leuchtenden Punkt gczogenen Durchmesser als eben den
Kugelmittelpunkt.

Dieser Umstand diirfte den Verfasser des Stiickes vom
Fragmentum Bobiense, welches auf den Beweis des Satzes
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tber die Parabel!) folgt, zu dem Ausspruch veranlafst haben,
dafs einige den Brennpunkt eines cirkularen Spiegels im Mittel-
punkte annehmen; aber — figt er hinzu — diese fehlerhafte
Meinung hat Apollonius in seinem Buche Gber Brennspiegel
(oder ,gegen die Katoptriker*) hinlinglich widerlegt, und er
hat deutlich gemacht, wo der Brennpunkt liegt. Von welchem
Brennpunkt nun die Rede ist, erfihrt man dadurch, dafs der
Verfasser des Fragmentes, trotz dieser Anerkennung von Apol-
lonius’ Resultat, nicht ganz mit seiner Darstellung zufrieden
ist und deshalb eine andere an die Stelle setzt. Aus dieser?)
ergiebt sich, dafs von parallelen Strahlen die Rede ist, die
von einem sphirischen Spiegel zurtickgeworfen werden, der von
jeder durch die Axe DB (Fig. 68) gelegten
Diametralebene in einem Kreisbogen A BC
von 90° geschmitten wird. Es wird bewiesen,
dafs die zuriickgeworfenen Strahlen die Axe
b #— /B  in Punkten treffen, die zwischen der Mitte
E des Radius BD und dessen Schnitt-
punkt F mit der Ebene des den Spiegel
begrenzenden Kugelkreises A C liegen.
Dasselbe hat also Apolionius gewufst
und ausgesprochen. Da nun die Anwend-
barkeit des Hohlspiegels als Brennspiegels auf der Nihe der
Punkle E und F heruht, so enthiclt diese Untersuchung eine
Aufforderung zu der Frage, ob es nicht Hohlspiegel geben
konne, welche alle parallelen Strahlen auf denselben Punkt
zuriickwerfen. Diese Aufforderung mufste um so stirker auf
Apollonius einwirken, als er durch seine Kenntnis der Brenn-
punkte der Ellipse inistande war Spiegel zu konstruieren, die
Strahlen, welche von einem festen Punkte ausgingen, auf einen
anderen zurtickwarfen, und dadurch mufste er zugleich darauf
gefiihrt werden zu versuchen, ob nicht parabolische Spiegel

Fig. 68.

') Was sich hiervon nicht bei Heiberg findet. mufs man in Belgers
Artikel, Hermes XVI, S. 261 fI. suchen.

) Yergl. Cantors Wiederherstellung am Schlusse seines und Wachs-
muths Artikels, Hermes XVI, S. 640 fT.
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gerade die verlangte Eigenschaft haben sollten. Dals er, wenn
die Frage einmal so gestellt war, mit grofser Leichtigkeit
die Antwort finden mufste, ist einleuchtend.

Wir sehen also, dafs die Frage betreffs der Brennspiegel
Apollonius auf die Betrachtung des Parabelbrennpunktes fih-
ren mulste, wenn er denselben nicht schon frither kannte,
Ubrigens bin ich am meisten zu der Annahme geneigt, dals
er denselben kannte, und dals man nicht vom Studium der
sphérischen Brennspiegel zu dem der parabolischen und mog-
licherweise elliptischen dbergegangen ist, sondern dals man
umgekehrt, nachdem man durch Entdeckung der Sitze iber
Brennpunkte die Anwendbarkeit paraboloidischer Hohlspiegel
erkannt halte, untersuchte, in wie weit sphéarische Hohlspiegel,
die man konstruieren konnte und die vielleicht auch friher
eine so flichtige Behandlung erfahren hatten wie in der Euklid
zugeschriebenen Katoptrik, an die Stelle dieser treten konnten.

Mit dieser Untersuchung also hat Apollonius sich in seiner
katoptrischen Arbeit beschiftigt, und wenn er nach der Erwih-
nung im Fragmentum Bobiense nicht ausfiihrlich auf die Be-
handlung paraboloidischer Spiegel eingegangen ist!), so ist der
natdrliche Grund dafir der gewesen, dals diese Eigenschaften
bekannt waren. Vielleicht darf man dann die Vermutung auf-
stellen, dafs die Erfindung dieser dem Archimedes zu ver-
danken sei, der sich so viel it der Parabel und dem Um-
drehungsparaboloid beschiftigt und auch in einer verlorenen
Schrift die Katoptrik?) behandelt hat. Ob nicht die hervor-
ragende Schiénheit gerade dieser Erfindung die Quelle fiir die
Sage gewesen ist, dafs er die romische Flotte durch Brenn-
spiegel in Brand gesteckt habe?

Dafs dic Erfindung der verschiedenen Brennspiegel in
dieser natiirlichen Ordnung vor sich gegangen ist, stimmt recht

') Es wiire nicht undenkbar. dafs Anthemius bei ihm die aus Kegel-
«chnitten gebildeten Brennspiegel erwihnt gefunden hat, ohne dals
die Eigenschaften derselben genauer beschrieben oder hewiesen waren.

1) Heiberg, Quaestiones Archimedeae, S.33. oder Archimedes. Ausg.
v. Heiberg, 11, S. 466—467.
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gut zu dem Umstande, dals Anthemius in der citierten Stelle
die durch Kegelschnitte hervorgebrachten Brennspiegel die ge-
wohnlichen (svv#dy) nennt. Wegen der Schwierigkeit ihrer
Konstruktion konnen sie allerdings zu einer Zeit, wo man auch
die spharischen Spiegel kannte, im praktischen Sinne nicht
gewohnlich gewesen sein. Dagegen wird diese Benennung ver-
stindlich, wenn sie urspriinglich aus einer Schrift herrihrt, in
der die Lehre von den spharischen Spiegeln zum ersten Mal
entwickelt wurde, also vielleicht aus Apollonius’ katoptrischer
Arbeit.

In Verbindung mit den Brennpunktseigenschaften der Kegel-
schnitte habe ich im Vorhergehenden auch die Konstruktion
cines Kreises, der drei gegebene Kreise beriihrt, und Apollonius’
Schrift iber diesc Aufgabe erwihnt. Der Zusammenhang besteht
darin, dafs der geometrische Ort fiir den Mittelpunkt eines
Kreises, der zwei gegebene Kreise berihrt, aus zwei Kegel-
schnitten besteht, deren Brennpunkte die Mittelpunkte der
Kreise sind (aus zwei Parabeln, wenn der eine Kreis mit einer
Geraden vertauscht wird). Die genannte Aufgabe lifst sich
mittels Zirkel und Lineal lésen, und deshalb hat Apollonius
diese Kegelschnitte nicht benutzt; aber dadurch ist umgekehrt
die ebene Losung derselben von Bedeutung gegeniiber diesen
Kegelschnitten. Die Konstruktion eines Kreises, der durch zwei
gegebene Punkte geht und einen gegebenen Kreis berihrt, ist
in Wirklichkeit gleichbedeutend mit der Konstruktion der Schnitt-
punkte zwischen einer Geraden und einem Kegelschnitt, von
dem die Brennpunkte und die Linge der Hauptaxe gegeben
sind'), und die Konstruktion eines Kreises, der durch einen
gegebenen Punkt geht und zwei gegebene Kreise berihrt, ist
cine mittels Zirkel und Lineal ausfiihrbare Konstruktion der

') Deshalb kann man diese Aufgabe und ihre Diskussion einer elementar-
geometrischen Lehre von den Kegelschnitten zu Grunde legen. wie
ich es gethan habe in einer Arbeit, Tidsskrift for Mathematik 1878,
die spater hesonders herausgegeben ist unter dem Titel: Grundriss
einer elementar-geometrischen Kegelschnittslehre (Leipzig 1882).
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Schnittpunkte zwischen zwei Kegelschnitten mit einem gemein-
schaftlichen Brennpunkt.

Es liegt nichts vor, was darauf deuten konnte, dals die
Griechen von diesen Umstinden Gebrauch gemacht hatten, und
der geringere Grad von Interesse fir die Brennpunkte, fir den
der Mangel eciner Untersuchung des Parabelbrennpunktes in
Apollonius’ Hauptwerk Zeugnis ablegte, macht es vielleicht
sogar unwahrscheinlich, dals sie es gethan haben: aber wenn
iber die Mittel berichtet werden soll, die den Griechen da, wo
sich Verwendung daflir finden konnte, zu Gebote standen. so
verdienen die Konstruktion des Beriihrungskreises von 3 Kreisen
und die Ldsungen der hierin cinbegriffenen specielleren Auf-
gaben, die Apollonius nach Pappus auch aufgenommen hat.
angefiihrt zu werden.

Es wird aus diesem Grunde nicht unpassend scin hier
einige Worte iiber dic Art hinzuzufiigen, wie Apollonius
wahrscheinlicherweise diese Konstruktionsaufgaben gel6st hat, um
so mehr als man aus Pappus’ Hilfssitzen zu Apollonius’ ver-
lorener Schrift mehr hieriiber schliefsen kann, als aus den meisten
iibrigen Kommentaren desselben. Wenn namlich als Hiilfssatz
zum zweiten Buch die Konstruktion eines Dreiecks angefiihrt
wird !), das in einen Kreis beschrieben ist. wihrend die Seiten
durch drei feste Punkte einer Geraden gehen, so liegt nichts
unzutreffendes in der Annahme, dals Apollonius in seinem
zweiten Buch, in dem sich die Ldsung der allgemeinsten von
den Berihrungsaufgaben befand, von der folgenden sehr nahe-
liegenden Reduktion auf die von Pappus behandelte Aufgabe
Gebrauch gemacht habe.

A, B und C (Fig. 69) seien die Mittelpunkte der drei
gegebenen Kreise, deren Radien wir «, & und ¢ nennen wollen,
und einer der gesuchten Beriihrungskreise sei gezeichnet. Dann
werden, was auch die Alten wulsten (wie wir unter anderem aus
Pappus’ 4tem Buche 2) ersehen konnen). die Verbindungslinien der

1) Musy. v. Hultsch, S, 848,
?) Ausg. v. Hultsch, S.210.
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Berithrungspunkte P, @ und R durch drei solche Ahnlichkeits-
punkte D, E und F gehen, welche auf einer Geraden liegen.
Verlingert man nun PQ und PR, bis sie den Kreis um 4 zum
zweiten Male in S und T schneiden, so wird die Linie ST

Fig. 69.

parallel der Q B; sie schneidet also die Linie DEF in cinem
Punkte @, der durch _gTF - i{:— bestimmt ist. Dann kotnnnt
¢s darauf an, in den Kreis win 4 ein Dreieck PST zu be-
schreiben, dessen Seiten durch die bhekannten Punkte ¢, E
und F gehen. ’

Die von Pappus angefiihrte Lisung dieser Aufgabe findet
man, wenn man die Sehne T U parallel der E'F zicht, sowie
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e Sehne U P, welche EF in H schneiden mége. Das Viereck
PHG ist dann ein Sehnenviereck, da die Winkel § und H
ipplemente sind; Punkt H lafst sich also dadurch bestimmen,
fs FG.FH gleich der Potenz des Punktes ¥ mit Bezug auf
n Kreis 4 sein mufls.

Dann ist die Aufgabe wiederum darauf reduciert, von £
«d H an einen unbekannten Punkt P des Kreises A zwei
rade Linien zu ziehen, welche den Kreis A zum zweiten
e in den Punkten U und T' so schneiden, dafs die Sehne
T der Geraden K H parallel wird. Diese Aufgabe — welche
irigens identisch ist mit der folgenden: den Beridhrungspunkt
des Kreises 4 mit einem Kreise zu bestimmen, der durch
und H geht — lost Pappus in einem Hiilfssatze zum ersten
iche dber die Berithrungen!) dadurch, dafs er den Schnitt-
nkt I zwischen EH und der im Punkte U an den Kreis A
rogenen Tangente bestimmt. Da das Viereck UPEI ein
hnenviereck wird, so geschieht diese Bestimmung dadurch,
(s HE. HI gleich der Potenz des Punktes H mit Bezug auf
n Kreis 4 wird.

Wie man sieht, ist bei der hier abgeleiteten Konstruktion
ies Kreises, der drei andere Kreise beriihrt, eine so unmittel-
re Anwendung von Pappus’ Hiilfssitzen gemacht, dafs man
am bezweifeln kann, dafs die Losung nahe mit der zusammen-
It, an welche Pappus denkt. Sie mufs dann auch im wesent-
hen mit Apollonius’ eigener Losung zusammenfallen, selbst
:nn Pappus bei seinen Hiilfskonstruktionen, die zu schwierig
id, als dafs Apollonius dieselben ohne weiteres als bekannt
rausgesetzt haben kann, einzelne Anderungen an Apollonius’
nstruktionen oder Beweisen beabsichtigt haben sollte.

} Ausg. v. Hultsch, S.834 ff,
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Siebzehnter Abschnitt.
Ahnliche Kegelschnitte; Apollonius’ 6tes Buch,

Fir die Aufgabe, die ich mir gestellt habe, namlich ans
Licht zu ziehen, was die Griechen Gberhaupt von den Kegel-
schnitten wulsten, sowie zu untersuchen, wie sie dieses Wissen
erwarben, befestigten und anwandten, hat Apollonius™ 6Gtes
Buch keine grolfse Bedeutung. Denn die Sitze dber Kon-
gruenz und Alinlichkeit, welche dasselbe enthilt, sind meistenteils
solche, welche man in der Regel als unmittelbar einleuchtend
ansieht, die man deshalb ohne Bedenken vor Apollonius’ Zeit
benutzt haben wiirde, und fiir die Beweise enthilt das erste
Buch c¢ine so gute Grundlage, dals derjenige, der mit diesem
vertraut ist, nicht in Zweifel dariber sein kann, wie man sie
zn fihren habe. Aufser diesen Sidtzen enthdlt das 6te Buch
¢in Paar hidbscher Konstruktionen im Raume, von denen die
eine allerdings nur eine weitere Ausfiihrung einer Konstruktion
ist. die in einer bestimmten Absicht im ersten Buche vorge-
noinmen wurde, wihrend die zweite eine Behandlung einer
verwandten Aufgabe darstellt.

Aus diesen Grinden werden wir im Gten Buche keine Ge-
legenheit haben zu schen, dals Apollonius irgendwie neue,
cigentlich geometrische Schwicrigkeiten tberwindet. Dagegen
sind die Verdienste des Buches von mehr ordnender und
systematisierender Natur, indem dasselbe durch Hinfilhrung auf
hestiminte Definitionen und Beweise, welche sich an das im
ersten Buche aufgestellte System anschliefsen, zur Beherrschung
des scheinbar unmittelbaren Wissens verhilft, so dafls der
weniger sichere Forscher vor Irrtiimern behitet und der vor-
sichtige der Unbequenilichkeit enthoben wird, fir jeden ein-
zelnen von den Fallen, die unter das in diesem Buche behan-
delte allgemeinere Gebiet gehoren, Beweise aufzustellen.

Das sechste Buch dient also nicht dazu, der Lehre von
den Kegelschnitten einen grofseren Inhalt, sondern ausschliefslich
dazu. dersclben grofsere Festigkeit zu geben. Wenn indessen



Ahnliche Kegelschnitte bei und vor Apollonius. 383

ollonius selbst dasselbe unter die fir besondere Unter-
:hungen bestimmten letzten Bichern gestellt hat, se mufs
s darin seinen Grund gehabt haben, dafls die ausdrickliche
fstellung der in demselben enthaltenen Sitze wenigstens
weise neu war. Wir dirfen also in diesem Buche ein Bei-
el fir solche systematisierende Specialuntersuchungen erblicken,

gewifs auch zu ihrer Zeit der Auffiihrung anderer Teile
; griechischen geometrischen Lehrgebiudes vorangegangen
n missen, und die dazu gedient haben diesem Gebdude seine
vunderungswiirdige Festigkeit und Zuverldssigkeit zu geben.

Der Umstand, dals die geometrischen Schwierigkeiten, welche
6ten Buche zu tberwinden waren, an und fiir sich so gering
d und dals der Inhalt dieses Buches sich so genau an den
; ersten anschlielst, liefert eine Bestiitigung fiir unsere im:
rizehnten Abschnitt aufgestellte Behauptung, dals nicht der
genstand der Untersuchung den Unterschied zwischen den
r letzten und den vier ersten Biichern von Apollonius’ Kegel-
initten ausmacht.

Dafs man sich auch vor Apollonius mit kongruenten und
nlichen Kegelschnitten und Bogen von solchen beschéftigi
be, wird — wie es scheint — durch die letzten Worte der
rrede zum Gten Buche zu erkennen gegeben; diese dricken
5, dals die in diesem Buche enthaltenen Dinge vollstindiger
d klarer behandelt werden als von denen geschehen ist, die
ther dariber geschrieben haben. Zwar wiare es moglich,
{s diese Bemerkung sich nur auf die im selben Buche be-
ndelten Konstruktionen bezbge; aber es giebt jedenfalls
1e erhaltene dltere Schrift, in der ein sehr umfassender Ge-
auch von &ahnlichen Kegelschnitten gemacht und der Begriff
mlichkeit sogar auf Umdrehungsflichen zweiter Ordnung ange-
indt wird, nidmlich Archimedes’ Buch {dber Konoide
1d Sphéroide.

Wie nmian aus diesem Buche ersieht, mufs es bekannt ge-
xwen sein, dals alle Parabeln ahnlich sind, da Archimedes
n hiermit verwandten Satz, dafs alle Umdrehungsparaboloide
nlich sind, als unmittelbar einleuchtend betrachtet!). Das

') Ausg. v. Heiberg, I, S. 278. -
5]
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von ihm benutzte Kennzeichen fiir die Ahnlichkeit von Ellipsen
und Hyperbeln erfahren wir ausdricklich, indem gesagt wird,
dafs parallele Schnitte derjenigen Umdrehungsflichen zweiter Ord-
nung, mit denen Archimedes sich beschiftigt, dhnlich sind, weil
die Quadrate der unter rechten Winkeln errichteten Ordinaten
bei allen diesen Schnitten in demselben Verhiltnis zu den Recht-
ecken aus den Abstinden der Ordinaten von den Scheitel-
punkten stehen!). Bestimmt man die Lange der zweiten
Hyperbelaxe auf dieselbe Weise, wie es von Apollonius (und
den Mathematikern der Gegenwart) geschieht, so ist dieses
Kennzeichen gleichbedeutend mit dem, dafs die Axen propor-
tional sind. In Ubereinstimmung hiermit werden Umdrehungs-
cllipsoide, deren Axen proportional sind, dhnlich genannt?),
und unter den von Archimedes betrachteten Umdrehungshyper-
holoiden diejenigen, deren Asymptotenkegel &hnlich sind. Hierzu
werden noch Definitionen fiir die Ahnlichkeit von Segmenten
hinzugefiigt.

Mit Ricksicht auf diese verschiedenen Ausspriiche ist man
— wie schon bei Euklids speciell fiir geradlinige Figuren oder
Umdrehungskegel geltenden Definitionen der Ahnlichkeit — in
ciniger Verlegenheit, ob man sie vom rein logischen Gesichts-
punkte aus Definitionen oder Behauptungen nennen soll. In
Wirklichkeit nimlich haben alle diese Fille etwas gemeinsam,
was man nicht aussprach, fir dessen Erkennung man aber
einen sicheren praktischen Blick deutlich zeigte, indem man
jedesmal gerade den Figuren, die dieses gemeinsam hatten,
und keinen anderen den Namen ,ihnlich* beilegte. Dem Mangel
ciner Definition dieses ,gemeinsament half man dadurch ab,
dals man in den einzelnen Fallen das als Definitionen be-
trachtete, was unter der Voraussetzung ciner allgemeinen De-
finition der Ahnlichkeit Siitze darstellen wiirde; hierbei spielen
jedoch die Parabel und das Paraboloid eine besondere Rolle,
da der undefinierte, aber decutlich erfafste allgemeine Begriff

Y a.a. 0. I, S. 356,
) aca, 0.1, 8. 283,
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,Ahnlichkeit* auf sie alle palst, also kein Raumn blieb fiir
Aufstellung einer ausscheidenden Definition.

Einen solchen Weg schligt Archimedes ein, jedenfalls mit
Bezug auf Flichen. Was dagegen die Kurven betrifft, so ist
vs moglich, dafs er sich auf frihere Arbeiten stiitzt, welche die
Abnlichkeit direkt behandelten, und dals Apollonius’ angefiihrte
Worte in der Vorrede auf solche hindeuten. In einer solchen
Schrift war vielleicht eine Definition fiir die Ahnlichkeit von
Kegelschnitten gegeben, die ebenso beschaffen war wie die-
jenige, welche sich bei Apollonius findet, néimlich [Def. 2]:
Solche Kegelschnitte heifsen #hnlich, bei denen die Ordinaten,
die senkrechi auf den Axen errichtet werden, den entspre-
chenden Abscissen, die von einem Scheitelpunkt an gerechnet
werden, proportional sind, wenn zugleich diese Abscissen den
Axen proportional sind.

Diese Definition ist von allgemeiner Natur, wenn sic auch
unmittelbar nur an Kegelschnitte angeschlossen ist, die auf eine
Axe und eine Scheitelpunktstangente als Koordinatenaxen be-
zogen sind. Sie ist nimlich nur eine specielle, fiir den Augen-
blick verwendbare Form von folgender Definition — welche
die Alten allerdings nicht ausgesprochen haben -—-: Kurven
heilsen ihnlich, wenn sie auf ein rechtwinkliges Koordinaten-
- systemn sich so beziehen lassen, dals die beiden Koordinaten
entsprechender Punkte in einem und demselben konstanten Ver-
hiltnis stehen. Dadurch wird es ein Satz, dals alle Parabeln
ahnlich sind [11], und gleichfalls ein Satz, dafs Ellipsen oder
Hyperbeln iihnlich sind. wenn, nach Apollonius’ Ausdrucksweise,
ihre ,Figuren“ tber ciner Axe &hnlich sind, d. h. wenn ihre
einc Axe und der zugehorige Parameter in demselben Ver-
haltnis siehen [12]. Die von Archimedes benutzten Kennzeichen
gehen aus diesen ohne weiteres hervor.

Wenn ich es nicht fir unmdoglich halte, dals man auch
vor Apollonius fir die Kegelschnitte diese Definition aulgestellt
hat, so geschicht das deshalb, weil noch ein auderer bestimmter
Fortschritt Apollonius veranlafst haben kanu die Lehre von
der Ahnlichkeit zu behandeln. Durch die gegebene Definition
sowohl wie durch die friiher bei Archimedes vorgefundenen

25*
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Kennzeichen war néimlich nur Riicksicht genommen auf Kegel- & W
schnitte, die auf die Axen bezogen waren. Apollonius, det == .,
—- wie er selbst in der Vorrede zum fiinften Buch hervorhebt ——
bestrebt war seinen Siitzen eine so allgemeine Form zu geberr—awr—ay
dafs sic alle beliebigen konjugierten Durchmesser mit gleiche= g
Vollstindigkeit umfafsten, mufste ein Kennzeichen wiinscher xx I
das auch an diese sich anschlofs. In Satz 13 beweist er, daR __smgy|
Kegelschnitte dhnlich sind. wenn die ,Figuren* tber Solcht="" sy,
Durchmessern, welche gleiche Winkel mit den zugchorigen Oz s,
dinaten bilden, dhnlich sind (d. h. wenn diese Durchmesser dc_ s
zugehorigen Parametern proportional sind). Der Beweis, welch: _omsmer
sich auf die zu den Axen gehorende Definition stitzen mm! ____

lilst sich leicht fiihren durch den im ersten Buch gezeigtmm en
Ubergang von einem Koordinatensystem mit einem beliebig el
Durchimesser zu einem solchen init einer Axe. In Wirklichk cit
beruht er nur darauf, dafs die geradlinigen Figuren, miti -ls

deren dieser Ubergang vollfihrt wird, dhnlich sind.

[ch will hier bemerken, dafs es in allen einzelnen Fillwsmee= )
in denen das zulelzt erwihnte Kennzeichen fir Ahnlichkeit mmmee—ur
Verwendung kommen mufste, an und fir sich ebenso n=—==m he
gelegen hat die Kegelschnitte als dhnlich zu betrachten, w——wie
wenn die Koordinaten rechtwinklig waren, und dafs namentk _ & ch
die Ahnlichkeit der auf gleichartige Weise mit den Kegelschnit & eu
verbundenen geradlinigen Figuren ebenso leicht erkennbar ==t
wesen sein mufs. Deshalb steht dem nichts im Wege, Gl =als
solche Fille friiher hehandelt worden sein kdnnen, und name= ®1t-
lich dem nichts, dals man die Bestimmung von einem Pa ===re
konjugierter Durchmesser cines Ortes zu vier ‘Geraden so dur—=h-
gefiihrt haben kann, wie ich im siebenten Abschnitt angenc—» =mn-
men habe. Man mufs im Gegenteil geradezu annehmen, <l Ak
die Beschiftigung mit solchen Fillen dazu beigetragen  Jat
Apollonius™ sechstes Buch hervorzurufen, indem sie zeigte, ~=wYVic
wilnschenswert es sci, die. Ahnlichkeit der Kegelschnitte se=1 sl
nicht zu treunen von der Ahnlichkeit der zugehbrigen ge =~ =ad-
linigen Figuren, die man benutzte. Ebenso mufs man, w—«=nn
Eratosthenes' Orter fir Mittelgrofsen die Kegelschwm itte
gewesen sind, die wir im vierzelnten Abschniit angefT€a hrt
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haaben, jedenfalls die Ahnlichkeit derselben bemerkt und gewils
awuch — wie wir vermutungsweise aussprachen — zu benutzen
~ver-standen haben. Man konnte dieselbe dann entweder als
«>iTnleuchtend betrachten, oder man konnte hesondere Beweise
tiix- sie filhren. In beiden Fillen lag hierin eine Aufforderung
zZux  einer so allgemeinen Behandlung, wie die ist, welche Apol-
1 © mius im Gten Buche giebt.

Es liegt kein Grund vor bei den Sitzen des Buches zu
vexweilen, die iber Kongruenz oder iber solche Fille handeln,
irn  denen Kegelschnitte nicht kongruent oder dhnlich sein kénnen,
«k>»enso wenig wie bei den entsprechenden Sitzen tber Bogen
v <> m Kegelschnitten oder tber die Segmente, welche von Sehnen
aaT>»geschnitten werden (z. B. dafs Bogen von Kegelschnitten, die
=se&=1bst nicht dhnlich sind, nicht #hnlich sein kénnen, oder dals
«>Ix Bogen eciner Ellipse nur drei anderen Bogen derselben
JEZ1Yipse kongruent ist, dafs kein Teil eines Kegelschuittes ein
B yeishogen ist u.s. w.).

Dagegen wollen wir die Konstruktionen am Schlusse des
X uches beriihren. Die letzte von diesen stellt nur von einer
X onstruktion, die bereits im ersten Buch ausgefiihit worden

isst, eihe Wicdergabe in ncuer Form dar. Damals kam es
~—— wie wir im dritten Abschnitt sahen — im Grunde nur
<larauf an zu zeigen, dals ecine Gleichung von der Form
27% — pr+ qx® immer einen Schnitt eines Umdrehungskegels
larstellt. Da eine solche Darstellung einer Kurve in schief-
wwinkligen Koordinaten auf eine Darstellung derselben Form in
r~echtwinkligen Koordinaten zuriickgefiihrt wird, so war es
Tierbei nur nétig, irgendeinen Umdrehungskegel durch cine auf
«Aie angegebene Weise dargestellte Kurve zu legen, wobei eine
<Axc und der zugehorige Parameter gegeben waren. Um das
@=u erreichen, wiihlte Apollonius von vornherein — wenn auch
xur indirekt durch Einfihrung eines Kreises, auf dem der
Scheitelpunkt liegen solltc — den Winkel an der Spitze belichig,
thir die Hyperbel allerdings’ mit einer gewissen Grenzhedingung.
Der Unterschied bestcht nun blofs darin. dals die Aufgabe,
<inen Umdrehungskegel zu konstruieren, der einem gegehenen
&Ghnlich ist und eine gegebene Hyperbel [32] oder Ellipse [33]
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enthilt, im sechsten Buche selbstindig gestellt und gelost und
in der fiir Konstruktionsaufgaben hergebrachten synthetischen
Forin behandelt wird. Diese Form verlangt hinsichtlich der
Hyperbel im voraus eine Aufstellung des erforderlichen Dio-
rismus und cine besondere Untersuchung fiir den Grenzfall.
Sowohl fiir die Ellipse wie fir die Hyperbel werden zugleich
Beweise daflir gefihrt, dals man alle Losungen erhilt, etwas,
.das sich aus der der synthetischen Darstellung entsprechenden
Analysis unmittelbar ergeben hahen wirde. Da nicht gesagt
wird, wie man sich den gegebenen Kegelschuitt gegeben zu
denken hat, so ist es allerdings auch méglich, dafs nmian sich
denselben gezeichnet gedacht hat, und dals die Axe mit zuge-
hérigem Parameter, die — ebenso wie im ersten Buch — bei
der Konstruktion benutzt wird, erst mit Hiilfe des zweiten
Buches hat konstruiert werden miissen. Der Sache nach aber
findet gar kein Unterschied von dem statt, was im ersten
Buche steht.

Auch fir die Parabel wihlte Apollonius im ersten Buch
indirek! den Winkel an der Spitze des geraden Kegels, den er
durch die Kurve legte. Daher hat auch die im sechsten Buche
[31] gegebene Losung der Aufgabe, cinen geraden Kegel, der
einem gegebenen &dhnlich ist, durch eine gcgebene Parabel zu
legen, kein weiteres Interesse.

Vor den genannten Aufgaben bechandelt Apollonius die
folgende: an einem gegebenen geraden Kegel ebene Schnitte
herzustellen, die einer gegebenen Parabel [28], Hyperbel [29]
oder Ellipse [30] kongruent sind. Die Losung dieser Aufgaben
hitte sich leicht aus den Losungen der umgekehrten Aufgaben
ableiten lassen, auf die wir nun zweimal gestofsen sind; aber
Apollonius leitet neue Losungen ab aus den im ersten Buche
gegebenen Bestimmungen eines beliebigen, durch einen beliebigen
Kreiskegel gelegten Schnittes.

Ist — indem wir von dem einfachen Falle absehen, wo
die Kurve eine Parabel ist — A (Fig. 13) die Spitze des Kegels
und 4 BC das durch die Axe desselben gelegte Dreieck, dessen
Ebene die Grundfliche des Kegels in einem Durchmesser BC
schneidet, der senkrecht auf der Spur des vorgelegten Schnittes
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in der Grundfliche steht; ist ferner T'Z die Schnittlinie der
Schnittehene mit der Ebene der Figur, und AD | TZ, so

Fig. 13.

wurde das Verhiltnis zwischen dem Durchmesser ¢ des Schnittes

und dem entsprechenden Parameter p im ersten Buche he-

stimmt durch £ = M Beschreibt man einen Kreis
a AD?

um ABC, und schneidet dieser 4D in E, so ergiebt sich

hieraus. dals

p AD.DE _ DE

« = 4Dt T 4D’
dadurch lifst sich, wenn % gegeben ist, die Linie AD leicht

konstruieren. Ist die Kurve wie in Fig. 13 eine Hyperbel, so
erhiilt wan eine Bedingung fiir die Lésharkeit. Innerhalb der
Moglichkeitsgrenze erhalt die Aufgabe fiir die Hyperbel zwei
Lésungen, fir die Ellipse immer.

Die Richtung des Durchmessers des gesuchten Schnittes

ist also bestimmt. Ist die Lange a desselben zugleich bekannt,
so hat man nur zwischen dic Linien 4 B und AC eine Strecke
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TZ von der gegebenen Linge parallel der gefundenen Lin
A D einzuschieben.

Apollonius indessen behandelt nur die Aufgabe, eine
gegebenen Kegelschnitt auf einem gegebenen geraden Keg
anzubringen. Die Ebene der Figur kann dann ein beliebig
Axenschnitt dieses Kegels sein, und es ist A B = AC.

Da diese letzte Specialisierung durchaus keine Vereinfachur
der Konstruktion herbeifiihrt, so kann es von Interesse sein 2
crfahren, welche allgemeinere Aufgabe denn sich eben so leicl
losen lifst, wie die von Apollonius behandelte. Das ist d
folgende: wenn ein schiefer Kegel und ein beliebiger Axenschni
desselben gegeben sind, einen Schnitt so anzubringen, dals de
selbe in der Ebene des Axenschnittes einen Durchmesser vc
gegebener Linge erhdlt, dafs der zugehorige Parameter gleicl
falls von gegebener Linge wird und dals endlich die Spure
der’ beiden Schnitte in der Ebene der Grundfliche auf einand:
senkrecht stehen. Mag nun die Ldsung auch eben so einfac
sein, so wird die Aufgabe dennoch kiinstlicher, da der Kege
schnitt nicht mehr einem gegebenen Kegelschnitte kongrue
wird; deshalb ist es verstindlich, dafs Apollonius sich um dies
allgemeinere Aufgabe nicht bekimmert hat.

Anders stellt sich die Sache, wenn man zwar den Keg
schief sein ldfst, aber annimmt, dafs die Ebene der Figur d
Symmetrieebene des Kegels ist. Dann wiirde die geloste Aufgal
darin bestchen: einen gegebenen Kegelschnitt auf einem geg
benen Kreiskegel senkrecht zu dessen Symmetrieebene anzm
bringen. Es leuchtet ein, dafs Apollonius ebenso wohl d
[.osung dieser Aufgabe hiitte finden kinnen als die derjenige
wo der Kegel gerade war, wenn ihm daran gelegen gewese
ware. '

Dasselbe gilt fiir die oben erwithnte, sowohl im sechstc
wie im ersten Buche dargestellte Lésung der Umkehrung de
selben Aufgabe — die im Grunde nur eine andere Losung d
Aufgabe selbst ist. Deshalb war es uns am bequemsten!) auc
diese an dieseibe Figur anzuschliefsen, da weder der Umstanc
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dalfs AB = .C, noch der, dals der Kegel gerade wurde.
irgenndwelche Erleichterung herbeifiihrte. Indes hatte es im
ersten Buche, wie wir gezeigt haben, seine guten Griinde, wenn
Apollonius eben cinen geraden Kegel wiinschte. Dagegen ist
s auffallend, dafs er seiner in zwei Formen anftretenden Auf-
gabe im sechsten Buche nicht die erweiterte Form giebt, welche
seine beiden Losungen unmittelbar erhalten kénnen, wenn man
die WVoraussetzungen nur nicht willkiirlich beschriinkt.

Achtzehnter Abschnitt.
Apollonius’ siebentes und achtes Buch; die Langen konjugierter Durchmesser.

Von grofserem Interesse als das sechste ist Apollonius’-
sieb»entes Buch, in' welchem er weiter gehende Untersuchungen
ib»ex~ dic Lingen konjugierter Durchmesser und der zugehirigen
Paax~zwmeter fihrt, wozu ihmn vermutlich dic Beschiftizung mit
koxa_jugierten Durchmessern im ersten und zweiten Buch Ver-
arx Mz ssung gegeben hat. Die wichtigsten Resultate, zu denen
er-  grelangt, sind die Sitze, dafs fiir die Ellipse die Summe und
fax~ die Hyperbel die Differenz der Quadrate von einem Paare
ko> xajugierter Durchmesser konstant ist, und dafs fiir beide
Kwarven das aus einem Paare konjugicrter Durchmesser und
dexx2 zwischenliegenden Winkel gebildete Parallelogram cinen
koxasstanten Inhalt hat.

Der letzte Satz lifst sich fir die Ellipse leicht durch Pro-
jektion ableiten oder dadurch, dafs man sie als Selmitt an
einnem Cylinder betrachtet, oder, wenn man in ¢iner Ebene
bleiben will, durch Vergleichung mit cinem Kreise, der iber
cimer der Axen als Durchmesser beschrichen ist. Da Archi-
m € d es im Buche iiber Konoide und Sphiroide |Satz 4] dieses
letztere Verfahren in anderer Weise benutzt, so ist es nicht
unTndglich, dafs Apollonius den Satz auf diesem Wege gefunden
hat 3 dann hat er aber jedenfalls in seinemn Buche den Beweis
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mit einem anderen vertauscht, der auch auf die Hyperbel
anwendbar ist.

Dafs dies, e¢benso wohl wie das Finden und Beweisen der
Silze dber Summe und Differenz der Quadrate, nicht so leicht
gewesen sein kann, wie man nach der Einfachheil der Resultate

[P}

vermuten mochte, ist bekannt genug. Daher hat die Frage, wic-—

Apollonius zu diesen Sitzen gelangt ist, fiir uns so viel Interesse.
dals wir es fiir richtig halten, vorlaufig von der Einordnung-
derselben in den ganzen Zusammenhang, in dem ihnen keine
Hauptrolle zuerteill .ist, abzusehen und nur dasjenige anzu-
fiihren, was mit zu ihrer Begriindung gehort. Der Einfachheit
wegen will ich mich zunichst an die Ellipse halten, indem ich
hinsichtlich der Hyperbel bemerke, dafs Apollonius die Langen
beider konjugierten Durchmesser deutlich durch die gleich-
zcitige Behandlung von zwei konjugierten Hyperbeln hervor-
treten lafst, wodurch die fir die Ellipse geltenden Beweise
auch auf die Hyperbel anwendbar werden.

Wir wollen mit dem Satze Giber die aus zwei konjugierten
Durchmessern und dem zwischenliegenden Winkel gebildete
Flache beginnen, fiir dessen Beweis nur ¢in Hiilfssatz gefordert
und von Apollonius angewandt wird.

Es sei AC (Fig.70) die Axe der Ellipse, BK und ZH
cin Paar konjugierter Durchmesser. Es wurde nun im ersten

Fig. 70.

Buche (vergl. S.95) bewiesen, dals der zu dem letzgenannten
Durchmesser gehérige Parameler p’ bestimmt wird durch

BI

1)' == gﬁ—N-—.BD,
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~wrenn I und N die Punkte sind, in denen dic Tangente in .
«Aie Tangente BD und den Durchmesser BK schneidet, und 1)
«X er Schnittpunkt der Tangente BD mit der Axe. Setzen wir
«Adie Langen der beiden konjugierten Durchmesser BK — «*
wand ZH = ¥V, und stehen BE und )P senkrecht auf der
Axe, so erhilt man hieraus ferner:
bt _ pt = 2--B—D—2
S ;) 2
OH: at OF
BD* ~ 9.BP T ED’
[4 bei Apollonius].
Zieht man nun auch die Tangente QR in H, so zeigt
dieser Hilfssatz, dafs
ANQHO OH? OE OL? OE*
ANOBD ™ BD* T ED T OE.ED ™ ES®
wo ES die mittlere Proportionale zwischen OF und ED Dbe-
deutet, die nach einem oft angewandten Resultate des ersten

oder

Buches gleich -Z— .EB ist, wenn « und & die Lingen der

Axen sind.

Nun zeigt die Figur, dafs das Parallelogranun R BOH dic
mittlere Proportionale zwischen den doppelten Werten der
Dreiecke QHO und OBD ist. Man findet also, da A OBD
= } EB.OD ist, dafls

OF EB

RBOH = E§'LB'01) = Bs

S by
—w\2) T 7

2
weil OE.0D = (-:—;—) . Das aus zwei beliebigen konjugierten

.OFE.0D

=

Halbmessern und dem zwischenliegenden Winkel gebildete
Parallelogramm ist also gleich deir Rechteck aus den Halb-
axen. Durch Multiplikation mit 4 crhiilt man dann den ver-
langten Satz [31].

Der einzige unter Apollonius’ verschiedenen Hiilfssiitzen
oder weniger wichtigen Sétzen, der wirklich fir den Beweis
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des zweiten von den Sitzen, mit denen wir uns hier beschaf-
ligen, notig ist, giebt eine Bestimmung von dem Abstande eines
Kurvenpunktes L (Fig. 70) von einem Scheitelpunkt C, welche
ganz mit der algebraischen Umformung

CL* = y* 4o = pr+ (a+-1)2* = “+nx(ﬂ4' )

rusammenfallt, wenn C 4 zur Abscissenaxe und C zum Anfangs-

punkt genommen wird. x ist also das Stick CM; x-L Z{)}-—T

ist, da « = TF % (beziehungsweise fiir Ellipse und Hyperbel),

der Abstand XM des Punktes M von einem Punkt X der
Axe, der bestimmt ist durch

XC—.02_ _ P
1$P atp
Tor A p-e _ a? ,
oder, da Xd = WFp « = -+ ==
X4 «
durch > O il_).
Man erhilt also
CL?

cir xi =1+«

worin die Punkte C und X fest sind, wihrend die Konstante
1+ « genauer bestimmt ist durch Xj
Wihrend wir hier zwischen Ellipse und Hyperbel durch
Vorzeichen unterschicden haben, und eine consequente Benut-
rung dieses Vorzeichens auch gestattet eine Ellipse, deren
kleine Axe AC ist, in die gegebene Darstellung mit einzube-
greifen, stellt Apollonius diese drei Fille an besonderen Figuren
dar [Satz 2 fir die Hyperbel, 3 fir die Ellipse].
Trigt man AY — XC ab, so wird auf dieselbe Weise
_dAL® —1 _ 4d4c _ Cd
A vy =TT ve T x4
Soll nun das gefundene Resultat angewendet werden, um
den Satz von der Summe oder Differenz a‘®-L 4 der Qua-
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drate zweicer konjugierter Durchmesser abzuleiten, so ziehe man
CL (Fig. 70) parallel dem einen Durchmesser K B; die zuge-
hérige Supplementarsehne 4 L wird dann paralicl dem anderen
Durchmesser ZH. Hieraus folgt, dals A ALCe A DBO
und dafls

0B _ Ok, 0D

CL: = CM.CA’

Y 42

worin OF.0D = (;) = C—f und, wie soeben hewiesen,
Cl: = (14+a)CM.XM. Hieraus folgt wiederum, dals

OB = I'I"XM CA, oder, da 20B = ¢* und 14+« =
cA ,

XA dals

«? XA Y(i’ (1
@t = XM T MX

wo nur der Punkt M sich bewegt, wenn « sich dndert.

Auf dicselbe Weise liefse sich nicht nur fir die Ellipse,
bei der kein wesentlicher Unterschied zwischen den konjugierten
Durchimessern «' und 4’ existiert, sondern auch fiir die Hyperbel,
bei der der Durchmesser #* die konjugierte Hyperbel schneidet,
ableiten, dafls

«? Yc

D T
(wenn wir die Strecken nicht mehr mit Vorzeichen nehmen).
Darauf erhilt man, dals

at ¥Yc

Tt T TX

also konstant ist. Driickt man diese Konstante durch « und /
aus, so erhalt «'? 0% = a?.L. b [Satz 12 fir die Ellipse,
13 f. d. Hyperbel].

Apollonjus heweist Geichung (1) i Verlaufe des Beweises
fiir den augenblicklich gleichgiiltigen Satz 8 auf dieselbe Weise,
wie hier geschehen ist, und weist spiater auf diesen Beweis
zurtick; aber Gleichung (2) — die wir nur aufgestellt haben,
um rascher ans Ziel zu gelangen — hat er nicht ndtig, da er
vorher auf anderemm Wege bewiesen hat, dals

2
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w'? MX

T YM
[Satz 6 f. d. Hyperbel, 7 f. d. Ellipse]. Sein Beweis ist fol-
gender. Er hatte, wie wir gesehen haben, vorher bewiesen [4],

dafls (Fig. 70) OH OF
BD* T ED’
Hieraus folgt durch Benutzung &dhnlicher Dreiecke, dals
b* OH* OE BD? CM AL? Y™
@t 0B* T ED 0B* T MA CL* ~ MX’
wo die letzte Umformung ausgefiihrt ist durch Anwendung der
oben benutzten Bestimmung der Abstinde der Kurvenpunkte

von den Scheitelpunkten [2 und 3].

4

Zwischen diesen Satz, der den Wert %—; angiebt, und die

Siitze dber a'? L b'? sind folgende Bestimmungen von «‘ < b,
«' — b und a'd’ eingeschoben, die aus unserer Gleichung 1 und

lem soeben fiir % gefundenen Ausdruck abgeleitet werden

und sowohl fiir die Ellipse wie fir die Hyperbel gelten:
«? YC.MX

== - e = T T ————.. ::_; 8
@ <0y T XL VTN 0 151
et Ye.Mx (9]
(¢ —8) — (MX—VYM.MX)' )
a? YC [19]

wb  YYM. MX'
Diese Gleichungen sind einfache Umformungen von Apol-
lonius’ eigener Darstellung der Sitze, in denen VY M. MX als
die Linie bezeichnet wird, welche das Rechteck Y M. MX
.milst (potest bei Halley, welches das griechische ,éYvarae*
wiedergiebt) d. h. Seite eines Quadrates von gleicher Grofse ist.
Neben a'? - b fiir die Ellipse und a‘® — b2 fiir die Hyperbel
hestimmt er auch «’®4- b** fiir die Hyperbel [11] und a‘® — b2
fiir die Ellipse [14].
Es hat also den Anschein, als ob die Ausdriicke fiir
n't L b'? bezichungsweise fiir die Ellipse und die Hyperbel nur
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bei einer zusammenfassenden Aufstellung einer Reihe einfacher
Funktionen von «' und &’ gefunden scien, deren Zweck wir
bald kennen lernen werden. Indessen ist es ebenso wahr-
scheinlich, dafs die einfachen Ausdriicke fir «'®_ b** die Frage
hervorgerufcn haben, ob nicht auch einige von den Werten
anderer Funktionen von «’ und & ebenso cinfach werden. Die
gefundenen Werte sind dann nach der Beschaffenheit der Funk-
tionen geordnet worden. Dagegen ist, wie schon erwihnt, die
zu Grunde liegende einfache Bestimmung von a‘, welche in
unserer Gleichung (1) enthalten ist, in keinem Satze aufgestellt,
sondern kommt nur im Beweise fiir Satz 8 vor und wird
darauf in den folgenden Beweisen benutzt.

In den folgenden Siitzen werden Bestimmungen derselben
cinfachen Funktionen eines Durchmessers «* und des gehorigen

2
Parameters p‘ gesucht. Bereits in 6 und 7, in denen prE

gefunden wurde, wird bemerkt, dafs derselbe Ausdruck fiir
f: ,I gilt. Dieser Umstand erméglicht es, mit Leichtigkeit Aus-

driicke zu finden fiir p¢ selbst [15], fur «— p* [16], fir
a' 4+ p* [17), fir «'p* [18] — ein Resultat, das, da 52 = ap*
ist. mit der von uns aufgestellten Formel (2) zusammenfillt —
far «* 4+ p'® [19] und fir a'*— p*® [20). Alle diese Grofsen
werden wie dic vorhergehenden bestimmt durch die Lage der
Projektion M des Punktes I, in dem die Kurve zum zweiten
Male einc durch einen der Endpunkte der Axe gezogene Linie
C L schneidet.

Darauf geht Apollonius dazu iiber. Maximal- und Minimal-
werte der verschiedenen Grofsen, fir die er nunmehr Aus-
driicke gefunden hat, zu bestimmen, oder richtiger., da die
Darstellung synthetisch ist, zu beweisen, dafs Maxima und
Minima in den Fillen eintreten, welche in den Sétzen angegeben
werden. Hieran wird bestindig der Nachweis angeschlossen,
dafs — innerhalb der fiir die verschiedenen Maxima und Minima
gegebenen Grenzen — grofsere Abweichungen in der Lage von
cinem Maximum oder Minimum auch 1nit stirkeren Abwei-
chungen in der Gréfse verbunden sind.
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Doch kommen auch Sitze von anderer Natur vor, z. BE
dafs «'?+ p'a’ fir die Ellipse [30] und «'*— p'a‘ fir di.
Hyperbel [29] konstant sind; da p’a’ = b'%, so sind dies nua
Umformungen der friiher angefihrten Hauptsiitze. Indesse-
erwihnen wir dieselben, um anfithren zu konnen, dafls hie
ausdriicklich gesagt wird, die Grélsen seien konstant, unm
dals kein besonderer Ausdruck fiir sie aufgestelit wird. Des
Satz iiber das aus zwei konjugierten Durchmessern und dex
zwischenliegenden Winkel gebildete Parallelogramin, desse
Beweis [31] wir friher mitgeteilt haben, wird auch hier ang-
fiihrt. zuniichst wohl als Illustration des unabhingig hiervc
bewiesencn Satzes [28], dafs a0’ ein Minimum wird, wenn
und & die Axen sind.

Von den gefundenen Maximis und Minimis wiirde nur d=
folgende Resultat hervorzuheben sein, dafs wenn fiir die Hyperbe
b und b* die Axe und den Durchmesser hedeuten. welche di

Kurve nicht schneiden, die Bedingung a % b die andere mil
sich bringt, dafls a’ % b [21—23]. Hierin ist der Satz dber

die gleichseitige Hyperbel mit einbegriffen, dals je zwei kon-
jugierte Durchmesser einer solchen gleich grofs sind [23].
Was die Art und Weise, wie die Resultate gefunden seit
konnen, betrifft, so hat deren Auffindung, wenn das Maximuu:
oder Minimum den Axen selbst angehort, ebenso wenig Schwic
rigkeiten bereiten konnen wie die Aufstellung der zugehoriger
Beweise. Ich will deshalb nur einige Fille anfiihren, derel
synthetischer Behandlung die Operation, das betreffende Maxi
mum oder Minimum zu bestimmen, vorangegangen sein mulfs
Diesc Operation konnte tberall in einer einfachen Anwendun;
der Bedingung fiir die Anwendbarkeit von Flachenanlegunge:
bestehen, welche sich bereits in Euklids 6tem Buche findet.
Die Gleichung, durch welche Apollonius [in 15] den Para
meter p* bestimmt, der zu einem beliebigen Durchmesser B
(Fig. 70) gehort, ist
a? YC.MX
pr T T YM

1]
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wo die Punkte ¥, C und X fest liegen. Setzen wir Y M — r

“°
und das Verhiltnis -1:7 = p, so crhalten wir die Gleichung

22— pn. CY.x+p.CY.YX =0,

die allerdings allgemeingiitig ist, wenn wir die Strecken mit
Vorzeichen nchmen, der wir aber eine solche Form gegeben
haben, dals die Strecken positiv werden in den Fillen, in denen
wirklich von Grenzhedingungen die Rede ist, niimlich bei einer
Hyperbel (Fig. 71), von der wir vorliufig nur bemerken, dals

r r

e CX XA “«
der Hauptparameter p > «, mithin YA und X’ welche »

darstellen, < 1.

Fig. 71.

Die Bedingung fiir die Losbarkeit der Gleichung ist
p-CY(p.CY—4YX) >0,
oder, da in der Figur CY >0,

4YX
"= cy”
oder n = 4—“'“_ “.
Der unteren Grenze entspricht
z = “_'f)- = 2YX,

26
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mithin, da # = Y M, XM = Y X. Die Bedingung dafiir, dafs
dies Minimum fir %‘ Gberhaupt soll eintreten kénnen, ist die,

dals das gefundene x > YA, oder dals p > 2a. Der Minimal-
wert fiir g ergiebt nach Gleichung (1), dals das Minimum von
p* bestimmt wird durch

pr_ WYX _ XM, e

o —ror —toy — 1t
Der gefundene Wert von p* ist also doppelt so grols wie der
entsprechende von a’.

In Ubereinstimmung hiermit zeigt Apollonius in seiner
synthetischen Darstellung zuerst, dafs, wenn fiir eine Hyperbel

a > 1; , p der kleinste Parameter ist, welcher zu verschiedenen
Durchmessern gehort [33 fiir @ > p, 34 fir p >« und @ > —1—5,—] .
Demniichst spricht er aus [35], dals sich, wenn a < %— , auf

jeder Seite der Axe ein Durchmiesser bestimmen kifst, der halb
so grofs ist wie der zugehorige Parameter p‘, und dals dieser
Parameter kleiner ist als diejenigen, welche zu anderen Durch-
messern gehoren, sowie dals diese Durchmesser um so grofser
werden, je mehr sic sich nach der einen oder anderen Seite
von den erwihnten beiden Durchmessern entfernen. In dem
synthetischen Beweise trigt er zunachst XM = Y X ab (Fig.71)
und zieht Durchmesser parallel den Sehnen, welche von C an
die Punkte gezogen sind, deren Projektion auf die Axe M ist.
Dafs diese Durchmessr die angefiihrten Eigenschaften haben,
beweist er durcl! die Operationen, welche Euklid auf die Be-
handlung von Gleichungen zweiten Grades anwendet.

Auf dieselbe Weise bestimmt Apollonius [40] fiir eine
Hyperbel, bei der a < {p, das Minimum von a’ 4+ p‘, indem
er (Fig. 71) XM == }Y X macht, wodurch sich zugleich a’ = } p*
ergiebt; ferner [48] [iir eine Ellipse, bei der a® > (p + «a)?
(Fig. 70) und [46] fir eine Hyperbel, bei der a? < } (p — a)?
(Fig. 71), das Minimum von «‘? +4- p‘2, indem er 2X M? =} X?
macht, wodurch sich zugleich a‘* = } (p’ - a‘)® ergiebt.
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Die Reihe von Grenzbestimmungen schlielst sich an die
einzelnen Ausdriicke fir die Grofsen %7, a+by .., pta

u.s. w, im ersten Teil des Buches an. Dadurch erfahren wir,
welche Absicht Apollonius eigentlich mit diesen Ausdriicken
verfolgt; denn diese kann nicht darin bestanden haben, die
genannten Gréflsen %: u. s. w. selbst zu berechnen. Teils wiirde
dies namlich leicht ohne diese Ausdriicke geschehen kénnen,
wenn man nur erst e, b, p' einzeln berechnet hat, und dann
wiirde keine Veranlassung mehr sein, besondere Ausdriicke
fur ihre Kombinationen zu suchen; teils wiirde es unnatiirlich
sein, sich die konjugierten Durchmesser, fiir die man die
erwihnten Werte berechnen will, durch den Schnittpunkt zwi-
schen den ibnen parallelen Supplementarsehnen gegeben zu
denken. Die Bildung aller dieser Gleichungen wird dagegen
vollkommen verstiindlich, wenn man die Gleichungen als Mittel
auffafst, um in einem gegebenen Kegelschnitt solche
konjugierteDurchmesser zu finden, fiir welche die
erwihnten Gr6lsen gegebene Werte erhalten. Ge-
rade diesc Aufgabe wird auf eine Gleichung gebracht, indem
die Abscisse des erwihnten Schnittpunktes als die unbekannte
Grofse betrachtet wird, oder richtiger, indem die Projektion M
dieses Punktes auf die Axe der unbekannte Punkt ist, durch
dessen Bestimmung die Aufgaben gelost werden.

Eine solche Gleichung verlangt aber nicht blofs eine Lésung,
sondern zu ihrer vollstindigen Behandlung gehort auch noch
eine Diskussion, welche Bedingungen fiir die Auflosbarkeit an-
giebt. So war es auch im Altertum, nur pflegte man das Re-
sultat der Diskussion oder den Diorismus vor die Ldsung zu
stellen. Die in dem letzten Teile des 7ten Buches enthaltenen
Bestimmungen von Maximis und Minimis geben den Diorismus
zu eben den Aufgaben, welche im ersten Teile auf eine Glei-
chung gebracht worden sind.

An der vollstindigen Behandlung fehlt also nur noch die
Losung der Gleichungen. Die von Halley aufgestellte An-
nahme, dafs das verlorene 8te Buch die Lésungen

26*
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einer Reihe von Aufgaben enthalten habe, die im
7ten Buche erst auf eine Gleichung gebracht und
dann einzeln zum Gegenstand eines Diorismus
gemacht waren, stimmt deshalb iin vollsten Mafse zu dem
Inhalt des siehenten Buches.

Im tibrigen stiitzt Halley seine Annahme auf die Vorrede
zuin sichenten Buche, in der Apollonius sagt, dals ,dessen
Satze alle ihren Nutzen gewiihren hei vielen Arten von Auf-
gaben und namentlich bei deren Diorismen¢, und dafs ,meh-
rere ') Beispiele hierfir in den (durch Diorismen) abgegrenzten
Aufgaben iber Kegelschnitte sich finden, die im achten Buche
gelost und bewiesen sind“. Vielleicht kdnnte man einwenden,
dals das siebente Buch nach der aufgestellten Annahme nicht
nur Sitze enthalten miisse, die nitzlich waren fir die Dioris-
men der im achten Buche behandelten Aufgaben, sondern ehen
diese Diorismen selber. Indessen versteht man unter dem Dio-
rismus einer synthetisch behandelten Aufgabe diejenige Angabe
ihrer Grenzen, welche gleichzeitig mit der Stellung der Aufgabe
ausgesprochen wird. Diese Angabe der Grenzen kann recht
woll in einem vorhergehenden Satz bewiesen worden sein und
ist wohl in der Regel so bewiesen worden — z. B. in Euklids
sechstem Buche, wo in Satz 27 die Grenzbestimmung bewiesen
wird, die in den Wortlaut der Aufgabe Uber die elliptische
Flachenanlegung in 28 mit aufgenommen ist. Der Dioris-
mus, der nicht nur dic Bedingungen fir die Losbarkeit der
Aufgabe ausdricken, sondern auch angeben soll, wie viele
Auflésungen (vergl. S. 21) dieselbe in verschiedenen Fallen
erhalten kionne, hat auch Dinge enthalten miissen, die Gber das
im 7ten Buch ausgesprochene hinausgehen, zu deren Auffindung
aber das 7te Buch eben die Mittel darbietet. Aus der Bestim-
mung des Minimalwertes f{iir den Parameter »‘ einer gegebenen
Hyperbel, bei der p > 2a, ersieht man beispielsweise, dafs ein
gegebener Wert von p‘, der zwischen dem Minimalwerte und p

') Wir Gbersetzen hier plura durch ,mehrere®, nicht durch .mehr*, was

dunkel sein wirde. Denn im T7ter Buche finden sich keine Aufgaben
sondern nur Siitze.
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liegt, zu zwei verschiedenen Durchmessern auf jeder Seite der
Axe gehort, ein grolserer Wert von p‘ aber nur zu einem
Durchmesser auf jeder Seite. Auf dhnliche Weise konnen auch
die iibrigen Aufgaben des achten Buches durch Benutzung der
im siebenten gefundenen Bestinmnungen in so bestimmt abge-
grenzten Forinen gestellt worden sein, dafs nicht nur die Auf-
losbarkeit tiberall gesichert, sondern auch die Anzahl der Auf-
lésungen fiir jeden Fall vollkommen bestimmt war.

Als einen weiteren Grund fir die Richtigkeit seiner An-
schauung bezeichnet Halley noch den Umstand, dals Pappus
seine Hiilfssitze zum sicbenten und achten Buche zusammen
anfiihrt. Diese HHilfssiitze sind allerdings, wie Pappus’ Hiilfs-
siitze zu allen Biichern von Apollonius’ Kegelschnitten, zu un-
bedeutend, als dals man aus ihnen sclbst etwas {iber den
Inhalt dieser Biicher schliefsen konnte; aber aus der ange-
fihrten Gemeinschaft der Hulfssiitze kann man ihnliche
Schlisse ziehen, wie von Halley aus der Gemeinschaft der
Hiilfssiitze zu den Schriften Gber den Verhaltnisschnitt und den
Flachenschnitt gezogen worden sind. Die Gleichungen, durch
welche die Aufgaben, deren Diorismen im siebenten Buche
bewiesen sind, die seclbst aber im achten geldst werden sollen,
ausgedriickt werden, sind quadratisch, wenn auch ilire Form
nicht unmittelbar die Forderung einer Flichenanlegung aus-
drickt. Die Losung hat in einer Reduktion auf Flichenanlegung
bestanden: aber durch dieselbe Reduktion hat man die im
siebenten Buch gegebenen Grenzbedingungen gefunden. Hierin
liegt also eine gute Erklirung des Umstandes, dafs dieselben
Hiilfssitze an beiden Stellen haben benutzt werden kdnnen.

Ich glaube, dals es anderen gehen wird wie mir, und dafs
das Studiuni des siebenten Buches sie mehr und mehr von der
Richtigkeit von Halleys Annahme iber den Inhalt des achten
Buches iiberzeugen wird. Nach dieser Annahme kann man
wenigstens einen Teil von den Aufgaben, die in diesem Buche
gelost sind, einzeln angeben.

Was die Losungen betrifft, so haben dieselben nirgendwo
andere Schwierigkeiten darbieten kdnnen, als solche, zu deren
Uberwindung die Alten wohl bekannte Mittel besafsen. Man
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kann sogar auf Einzelheiten in der Behandlungsweise schliefsen
aus der cben beriihrien Ubereinstimmung, die zwischen den
Bewecisen der Diorismen im siebenten und den Ldsungen im
achten bestanden hahen mufs. Auf der einen Seite ist des-
halb das Fehlen dieses Buches weniger hoch anzuschlagen,
als das anderer verlorenen Schriften; auf der anderen Seite
mulsten sich die Aussichten aufserordentlich giinstig fir eine
Wiederherstellung gestalten. Da eine solche iiberdies von
einem Manne wie Edmund Halley versucht ist, der gewils
mit dem Gedankengange der alten Mathematiker, namentlich
mit dem des Apollonius vertrauter war, als irgend jemand in
der neueren Zeit, so darf man annehmen, dals dieselbe in
allem wesentlichen dem Original nahe genug gekommen ist,
um den Platz zu verdiecnen, den ihr Verfasser ihr durch un-
mittelbares Anschliefsen an seine Ausgabe der 7 iberlieferten
Biicher gegeben hat?).

. Die Bedeutung, welche hier den Sitzen des siebenten
Buches zugeschrieben wird, gestattet eine Erklirung eines schon
berihrten auffallenden Umstandes: dals nimlich die in un-
serer Gleichung (1) gegebene Bestimmung der Lange a‘ eines
Durchmessers, welche dieselbe Form hat wie die folgenden
Bestimmungen von ' 4 3', ¢ — b, ....p' u.s. w. und in
den Beweisen fiir diese Sitze benutzt wird, nicht selbst als
besonderer Satz aufgestellt ist. Der Grund mufs der sein,
dafs Apollonius fiir diesen nicht dieselbe Verwendung hatte
wie fiir die dbrigen; er muls also den Diorismus und die
Losung der Aufgabe, einen Durchmesser von gegebener Linge
zu konstruieren, als im voraus bekannt betrachtet haben. Das

!) Wenn Halley, in Ubereinstinmung mit der Vorrede zum siebenten
Buche, auch einzelne andere Aufgaben aulser denen, die im siebenten
Buche ausdriicklich auf eine Gleichung gebracht und diskutiert sind,
mit aufgenommen hat, so hat er sich dadurch selbstverstindlich der
Gefahr ausgesetzt, Abweichungen von Apollonius’ eigenem Werke zu
begehen. Dafs er es nicht darauf abgesehen hat, auch die Form
dieses Werkes nachzuahmen, sieht man beispielsweise daraus, dafs er
den Diorismus nicht gleichzeitig mit der Aufgabe selbst ausspricht,
sondern nach moderner Weise erst nachdem er die Aufgabe geldst hat.
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onnte er offenbar auch mit Bezug auf den Diorismus thun;
lenn dieser wiirde nur auszusagen haben, dals die Durch-
1esser einer Ellipse um so grofser werden, je mehr sie sich
er grolsen Axe nihern, was bereits in Satz 11 des 5ten Buches
ewiesen wurde, und die einer Hyperbel um so grofser, je
1ehr sie sich von der Hauptaxe entfernen, was ohne weiteres
inleuchtet. Um die Konstruktion eines Durchmessers von der
dnge a' zu finden, hatte er auch nicht nitig diese Aufgabe
uf eine Gleichung zu bringen, wenn er bereits dieselbe Auf-
issung von einem gegebenen Kegelschnitt besals, die uns
ar Erklairung von Pappus’ Kritik der Konstruktion von Nor-
aalen, die von einem Punkt an eine Parabel gezogen werden,
edient hat. Lag der gegebene Kegelschnitt ndmlich vollstin-
lig gezeichnet vor, so konnte man den gesuchten Durch-
nesser unmittelbar durch einen Kreis um den Mittelpunkt des

a

tegelschnittes mit demn Radius _@f bestimmen. Der Umstand

lIso, dals unsere Gleichung (1) sich nicht in cinem besonderen
jatze aufgestellt findet, deutet darauf hin, dafs auch Apollonius
inen gegebenen Kegelschnitt als vollstindig gezeichnet betrachtet
at, so dafls derselbe bei den Konstruktionen benutzt werden
onnte ),

Doch wiirde man auf diese Weise nicht erkliren konnen,
veshalb sich gleichfalls kein Ausdruck fiir den konjugierten
Jurchmesser &' findet; denn wenn die Kurve eine Hyperbel
rar, so mulste, damit dieselbe Konstruktion benutzt werden
onnte, die konjugierte Hyperbel unmittelbar vorgelegt sein,
ras selbstverstandlich nicht der Fall war. Indessen findet sich
direkt ein Ausdruck fiir 4, da 42 = «‘p‘, und diese letzte
ir6fse wurde in Satz 18 bestimmt.

') Wenn ich hierin Recht habe, so miifsten Halleys Anfangsworte in den
Aufgaben des 8ten Buches ,Datis Hyperbolae (Ellipseos) axe majore
et latere recto* dberall veriindert werden in .Data Hyperbola (Ellipsi)-.
Die Aufgaben am Schlusse des zweiten Buches Dleginnen mit xwvou
Touys dodeions.
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Kegelflichen und Umdrehungsfiachen zweiter Ordnung; Archimedes’ Buch Gber
Konoide und Sphéroide; Euklids beide Blicher fiber Oberflichenbrter.

Die Lehre von den Flichen zweiter Ordnung steht in so
naher Verbindung mit der Lehre von den Kegelschnitten, dafs
in gegenwartiger Schrift auch ber das berichtet werden mufs,
was die Griechen Uber die erwihnten Flichen wufsten. Wir
wollen mit den unter diese gehtrenden Kegelflachen be-
ginnen, iber die wir allerdings im Vorhergehenden nicht ganz
wenig erwihnt haben; aber dies soll hier in seinem Zusammen-
hang mit anderen Untersuchungen iber diese und andere Fli-
chen zweiter Ordnung betrachtet werden.

Euklid erwihnt in seinen Elementen nur Umdrehungs-
kegel. Wenn es sich dann, wie im zweiten Abschnitt bemerkt,
in seinen ,Phinomenen“ zeigt, dals er wenigstens alle ellip-
tischen Schnitte an gewissen Kegeln kennt, so ist es moglich,
dals er auch hier nur an Umdrehungskegel denkt. Indessen
ist es auch moglich, dafs er sich in den Elementen absichtlich
mit der Behandlung der mehr elementaren Formen begnugt,
dals er aber anderswo sich auch mit schiefen Kegeln beschif-
tigt hat, so moglicherweise, wie wir bald sehen werden, in der
Schrift tber Oberflichendrter. Indirekt enthilt Euklids Optik
einzelne Siitze iiber gewisse schiefe Kegel, z. B. in Satz 36 den,
dals alle Axenschnitte eines Kreiskegels, bei dem der Abstand
der Spitze vom Mittelpunkte der Grundfliche gleich dem Radius
dieser ist, rechtwinklige Dreiecke sind!).

Wenn Archimedes von Kegeln spricht, so meint er
damit irgendwelche Kreiskegel, und dals er selber dadurch
nichts neues bringt, ergiebt sich daraus, dafls er keine besondere
Definition solcher Kegel aufstellt. Einen Umdrehungskegel cha-
rakterisiert er durch das Beiwort ,gleichschenklig’. Wir haben

1) Dieser Satz ist wiederholt bei Pappus, Ausg. v. Hultsch, S. 581,
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im zweiten Abschnitt erwihnt, dals Archimedes die Beschaften-~
heit von Schnitten, die senkrecht zur Symmetrieebene schiefer
Kegel gefiihrt waren, kannte, und haben gesehen, wie er dic
Grundeigenschaften derselben hestimmte. Hierzu wollen wir
nun die Mitteilung seiner cigenen Untersuchungen fiigen, die
er in der Schrift tber Konoide und Sphiroide an solche
Kegel anschlielst, und die den Zweck haben Kreisschnitte an
einer Kegelfliche zu bestimmen, deren Leitkurve eine beliebige
Ellipse ist und deren Spitze in einer Ebene liegt, die senkrecht
auf der Ebene der Kurve in einer der Axen errichtet ist. Da-
<durch erlangte er das Recht diese Fliche, welche an mehreren
SStellen der erwihnten Schrift benutzt wird, als eine Kegel-
fliche, unter der er nur die Oberfliche eines Kreiskegels ver-
ssteht, zu betrachten und den von der Kegelfliche und der
Kllipse begrenzten Korper cin Kegelsegment zu nennen.

Wir kehren zu der im zweiten Abschnitt benutzten (und
auf der folgenden Seite abgedruckten) Fig. 10 zurlick, welche
«die Symmetrieehene eines Kreiskegels darstellt. NN, ist die
Spur eines auf dieser Ebene ‘senkrechten Schnittes, M M, die-
_jenige eines beliebigen Kreisschnittes. Die in P errichtete Or-
dinate y des Schnittes NN, wird dann bestimmt durch

y? = MP.PM, = x. NP.PN,,
wo x eine Konstante bedeutet, die nur von den Richtungen
von MM, und NN,, nicht aber von der Lage des Punktes P
abhingig ist.

Ist nun umgekehrt die Kegelfliche durch die Ellipse (N.N)
bestimmt, so lifst sich die Richtung der Kreisschnitte, welche
senkrecht auf der Ebene der Figur stchen, falls es solche
giebt, dadurch bestimmen, dals man durch einen Punkt P von
NN, eine gerade Linic MM, so zicht, dals MP.PM, = y*,
wo y nunmehr bekannt ist.

Diese Aufgabe liflst sich leicht dadurch lésen, dals, wenn
man P fest sein und M die Linie TN durchlaufen lalst, der
durch diese Relation bestimmte Punkt M, einen Kreis durch-
lauft, dessen Schnittpunkt mit 7'N, dann den Punkt M, liefert.
Doch lifst sich diese Konstruktion nur dann ausfiihren, wenn
der Kreis wirklich die gerade Linie schneidet.
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Archimedes hat deshalb [in Satz 8 der erwiahnten Schrift]
die Aufgabe auf eine andere zuriickgefihrt, die sich immer
losen lilst. Ein Schnitt (L L,) senkrecht auf der Halbierungs-
linie TH des Winkels NT N, ist eine Ellipse; denn die Rela-
tion

y* = x.NP.PN,,
welche der Angabe nach fir jeden Punkt des Schnittes (V.V))
stattfindet, muls auch fiir jeden Schnitt R R, gelten, der diesem

T
NI
M/
P
MI
N
L L L,
~4J
\\\
K
Fig. 10.

parallel ist. W&hlt man nun von diesen solche, welche LL,
in dem beweglichen Punkte @ schneiden, so wird

y* = x. RQ.QR, = x.2.LQ.QL,

wo 4 nach dem auch im vorigen Beweise benutzten Hiilfssatze
eine neue Konstante bedeutet.

Die Spitze T' der Kegelfliche liegt nun senkrecht iiber dem
Mittelpunkt H der Ellipse (L L,), also in den beiden Ebenen.
welche in den Axen senkrecht errichtet sind. Man kann
also daran denken, auf die oben erwihnte Weise nicht nur
solche Kreisschnitte zu suchen, die senkrecht auf der Ebene
der Figur stehen, sondern auch solche, die auf der senkrecht
zu dieser durch T'H gelegten Ebene senkrecht stehen. Ist
(LL,) nicht selbst ein Kreis, so sieht man leicht, dals die
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Kreisschnitte senkrecht auf derjenigen von den beiden Ebenen
stehen, welche die kleine Axe von (LL,) enthdlt. Das hatte
Avrchimedes vorher gezeigt [in 7].
Es ist deutlich, dafs Archimedes, wenn er aulser fir (L L,)
f£iiar andere ebene Schnitte senkrecht auf der Symmetrieebene der
Qurch T und den Kegelschnitt (.NN,) bestimmten Kegelfliche
“Werwendung gehabt hitte, ebenso leicht geschen haben wiirde,
«afs dies gewshnliche Kegelschnitte waren. Ferner siecht man.
«Jafls Archimedes gewulst haben oder jedenfalls durch die Ana-
A ysis, die seiner synthetischen Behandlung entspricht, erfahren
Ihaben mufs, dafs nicht nur Schnitte senkrecht zur Symmetrie-
«bene eines schiefen Kreiskegels, sondern auch solche, die
ssenkrecht stehen auf derjenigen senkrecht zur Symmetricebene
elegten Ebene, die den Winkel zwischen den in der Symme-
“&rieebene enthaltenen Erzeugenden halbiert, gewdhnliche Kegel-
sschnitte sind. Dies ist der Fall mit (NN,), wenn LL, dic
&=rolse Axe des Kegelschnittes (L L,) ist.
Auch eine Betrachtung von Archimedes’ eigener Bestim-
mnung [in 7] der Kreisschnitte, die senkrecht auf der durch T
wnd die kleine Axe von (L L,) gelegten Ebene stehen, ist
Tehrreich in historischer Beziehung. Wir wollen, um dieselbe
Figur benutzen zu konnen, annehmen, dafs L L, die kleine
Axe ist, dafs die Kreisschnitte also senkrecht auf der Ebene
der Figur stehen. Archimedes sagt dann, dals die Spur des
gesuchten Kreisschnittes bestimmt wird, indem man LIK so
zieht, dalfs L ;‘—I{i einen gegebenen Wert erhilt, niamlich
den des Verhiltnisses zwischen dem Quadrat der grofsen Halb-
axe von (LL,) und TH?, sowic dals die Losung dieser Aul-
LH.HL,
THY
Dafls diese Konstruktion zumn Ziele fithrt, wird daraul in voll-
kommener Ubereinstimmung mit dem, was wir bereits ange-
geben haben, bewiecsen. Dagegen ist es auffallend, dafs er
tber die Ausfihrung der Konstruktion nichts sagt, und die
Richtigkeit der fir die Losbarkeit aufgesteliten Bedingung nicht
beweist.

gabe moglich ist, weil dieser Wert grofser ist als
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Dies muls daher riihren, dafs er meint, beide Teile seien
leicht zu finden, oder dafs er beide fiir bekannt halt. Im
ersteren Falle wirde er indessen kaum die Aufgabe in einex
besonders schwierigen Form gestellt haben. Allerdings erreichi
er, indem er die Linie durch L legt, dafs der Kreisschnit:
unterhalb LL, zu liegen kommt, dafs also der Kegel mil
der Grundfliche (LK) wirklich (L L,) enthélt; aber die un-
mittelbare Einfilhrung dieser Forderung verbirgt es geradezu,
dals die Aufgabe am leichtesten dadurch geldst wird, dafs man
mit Hiilfe einer durch H oder einen anderen Punkt von TH
gelegten Linie zuerst die Richtung bestimmt. Die Bedingung
fir die Losharkeit wird auch als etwas bekanntes erwihnt.

Hat nun Archimedes wirklich die Lésung und die Bedin-
gung fiir die Losbarkeit als dem Leser bekannt betrachter
dirfen, so mufls seine Berechtigung hierzu in einer bekannter
Anwendung jener Lisung gesucht werden, und man darf mi
der grofsten Wahrscheinlichkeit erwarlen diese auf demselber
Gebiete zu finden wie die vorliegende, niimlich bei der Unter
suchung ebener Schnitte an Kegeln. Dies deutet zunichst
ebenso wie der von Archimedes stets angewandte, sehr allge
meine Hiilfssatz (S. 51), im allgemeinen auf eine hiufigere Be
schaftigung mit diesem Gebiet, als man sonst bei Archimedes
Vorgingern anzunehmen pflegt; aber es lilst sich sogar ein
bestimmte Aufgabe namhaft machen, auf welche dieselbe Kon
struktion Anwendung findet, und die so wichtig ist, dafs Ar
chimedes annehmen konnte, die Losung derselben werde den
jenigen Lesern vollkommen bekannt sein, die lhm iberhaup
auf diesem Gebiete folgen konnten.

Zu dieser Aufgabe gelangen wir, wenn wir nur unsere
Fig. 10 eine neue stereometrische Bedeutung beileger
Nehmen wir an, dals LL, die Projektion cines Schnittes dar
stellt, der einer kreisformigen Grundfliche parallel ist, so wir
der Kegel ein Umdrehungskegel, und der in LIK projiciert
elliptische Schnitt desselben wird, wenn die Hohe des Kegels 7
der Radius seiner Grundfliche » genannt wird, hestimmt durcl
¥ P re TI®
zx, (—1 ! ) = W LIIK
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Soll nun diese Ellipse eine im voraus gegebene Form und
T . TI? 1. .
(#r6fse haben, so wird IT IK bekanut, und die Richtung

d e s Schnittes wird dann durch die L&sung genau
d e rselben Aufgabe bestimmt, welche Archimedes als
b e k annt voraussetzt. Ist die Richtung erst gefunden, so
ist es Jeicht zwischen TL und TK eine der LK parallele
L.iraie einzuschieben, deren Lange gleich « ist. Diese wird
darmnn die Lage einer Ellipse von gegebenen Dimen-
si1 o men auf einem gegebenen Kegel angeben. Dic an-
ge i hrte Bedingung fiir die Losbarkeit fillt mit der zusammen,

dafls i <Z 1, und drickt aus, dals LIK in diesem Falle dic

8T o se Axe des elliptischen Schnittes sein mufs. Bei der ent-
sprx-echenden Bestimmung von hyperbolischen Schnitten wiirde
mazry  die Grenzbedingung dadurch erhalten, dafls in diesem Falle,
- . s i T
W I sich auf der Verlingerung von L K hefindet, .1. K1~ 1
seixrx mmuls.
Genau dieselbe Aufgabe lidlst sich noch einfacher durch
e 1 12 & andere Benutzung derselben Figur und derselben
€ 1> © xaen Konstruktion losen; dabei entspricht die angeliihrte,
VvOIrn Archimedes gegebene Bedingung fiir die Losbarkeit der
G x- €@ mizbedingung fir die hyperbolischen Schnitte. Bei
Aiesser Auflosung muls Winkel L TK der Nebenwinkel sein zum
S chhe itelwinkel des gegebenen Umdrehungskegels, und T1I die
Sy>wanx~ einer der Grundfliche parallclen Ebcne. Wenn dann
. Z &< die Spur eines zur Ebene der Figur senkrechten hyper-
o li sschen Schnittes ist, so folgt unmittelbar aus Archimedes’
Ha k £s5atz, dafls far diese Hyperbel

p _ T

« LI IK
. . . TI* TH? - .
ist. Die Bedingung I IK < LH HL; driickt dann aus,

) . . . .
dalf=s —z'— seinen Maximalwert crreicht, wenn die Ebene der Hy-

per=kDel senkrecht auf der Grundfliche des Kegels steht.
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Wenn man also zu Archimedes’ Zeit verstand einen durch
seine Konstanten gegebenen Kegelschnitt auf die eine oder
andere Art wie angegeben auf einen Umdrehungskegel zu legen,
dann war diese Aufgabe in der Lehre von den Kegelschnilten
zugleich so fundamental, dafs Archimedes mit gutein Grunde
die hierzu gehorende Konstruktion sowie den Diorismus als
wohl bekannl betrachten konnte. Unsere Annahme erklart
also voéllig die Kiirze, mit der Archimedes sich ausdriickt, und
zugleich stimmt sie zu den Aufserungen in Apollonius’ Vorrede
zum sechsten Buche'), nach denen man frither die hier be-
sprochene Aufgabe behandelt hatte, wenn auch weniger ,voll-
stindig und klar¢ als er selbst sie behandelt. Ob dieses Urteil
richtig ist, kénnen wir — die Richtigkeit unserer Annahme
vorausgesetzt — nicht wissen, weil Archimedes iiber die Aus-
fihrung der Konstruktion, die er als bekannt betrachtet, nichts
sagt.

Die grofsere Vollstindigkeit bei Apollonius besteht viel-
leicht darin, dals er im sechsten.Buche derselben Aufgabe eine
doppelte Form giebt und jede von diesen fiir sich behandelt,
niimlich einmal: durch einen gegebenen Kegelschnitt einen Um-
drehungskegel mit gegebenen Winkel an der Spitze zu legen,
und zweitens: auf einem gegebenen Umdrehungskegel einen
Kegelschnitt mit gegebener Axe und zugehdrigem Parameter
anzubringen. Aufserdem haben wir bei Apollonius die allge-
meingiiltige Bestimmung von ebenen Schnitten an Kreiskegeln
gefunden.

Ohne wesentliche Bedeutung fiir die Theorie der Kegel-
flichen ist eine Arbeit von einem wahrscheinlich viel jingeren
Schriftsteller Serenus?) iber Schnitte an Kegeln. Diese be-
handelt némlich nur Schnittebenen, welche durch die Spitze
gelegt sind, und enthilt namentlich eine Reihe von Aufgaben
tiber Maxima und Minima der Flichen derjenigen Dreiecke,
in denen die durch die Grundfliche begrenzte Kegelfliche von

') Vergl. Anhang 1.
?) Tannery verlegt die Zeit seines Lebens ins 4t¢ Jahrhundert n. Chr.
(Bulletin des Sciences math, 2me série, VII, S, 238).
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solchen Ebenen geschnitten wird; tbrigens entbehren diese Auf-
gaben keineswegs des Interesses.

Grofsere Bedeutung mochte ich aber einer Konstruktion
beilegen, welche von dem romischen Feldmesser Hyginus?)
angegeben ist, und die bedeutend grélsere stereometrische
Kenntnisse verriit, als die romischen Feldmesser sonst besalsen.
Ich trage deshalb kein Bedenken, dieselbe mit Cantor als
eine Uberlieferung aus der griechischen Astronomie anzusehen
und sie als ein Beispiel fiir Operationen mit Kegelflichen zu
betrachten, das durch seinen deskriptiv-geometrischen Charakter
etwas von dem abweicht, was wir sonst bei den griechischen
(Geometern angetroffen haben.

Die behandelte Aufgabe besteht darin, sich zu orientieren,
wenn gegeben sind: die Lénge eines senkrechten Stabes AB
und die Linge und Lage dreier seiner Schatten, BC, BD und
BE, welche er an drei Augenblicken desselben Tages auf eine
wagerechte Ebene geworfen hat. Dann sind AC, AD und AE
Erzeugende einer Umdrehungskegelfliche, und eine Ebene senk-
recht zur Axe dieses Kegels wird die wagerechte Ebene in der
gesuchten Ost-Westlinie schneiden. Eine solche Ebene erhilt
man in FGE, wenn man auf den Erzeugenden AC und A D
die der AE gleichen Stiicke AF und AG abtragt. Ein Punkt
von der Spur dieser Ebene ist &; einen zweiten erhdlt man
durch den Schnittpunkt der CD mit der Projektion F*G* von
FG auf die wagerechte Ebene. Die Punkte F* und G* liegen
beziehungsweise auf BC und BD, und ihre Abstinde von B
findet man leicht, wenn man die rechtwinkligen Dreiecke A BC
und 4 BD in ihrer wahren Grolse konstruiert. Die verdorbenen
-Figuren machen es tbrigensunméglich zu erkennen, in welche
konstruktive Verbindung man diese Hilfsfiguren mit der Haupt-
figur gebracht hat.

Was die Cylinderflachen betrifft, so kénnte man sich
aus dem Umstande, dalfs Apollonius dieselben nicht nennt,
leicht zu dem Glauben verleiten lassen, dals sie und ihre

'} Die Schriften der Rdmischen Feldmesser. herausg. v. Blume,
Lachmann und Rudorff. Berlin 1848—1852, I, S. 189—191.
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ebenen Schnitte zu seiner Zeit nicht beachtet wurden. Wahr-
scheinlich ist Serenus durch eine solche Vorstellung dahin
gebracht worden, in seiner Schrift Gber Cylinderschnitte eine
Behandlung dieser durchzufihren, die Schritt fir Schritt — wenn
auch nicht immer mit Glick — Apollonius’ Behandlung der
Kegelschnitte folgt. Wenn man indessen sieht, dals Archimedes
in der oben von uns benutzten Schrift tiber Konoide und Spha-
roide Untersuchungen tber Cylinderschnitte seinen entspre-
chenden Untersuchungen iber Kegelschnitte folgen lifst; wenn
man sich ferner erinnert, dafs Euklid in den ,Phinomenen*
elliptische Kegelschnitte anfihrt und daneben bemerkt, dals
ebene Schnitte an Cylindern Ellipsen sind, so kann Apollonius’
Schiweigen tber Cylinderschnitte nicht daher rGhren, dals er
diese Art Ellipsen zu erzeugen nicht kennt. Vielmehr darf man
anmehmen, dafs er die Cylinderschnitte unerwihnt gelassen
hat, einmal weil sie an sich nur geringe Schwierigkeiten dar-
bieten, und zweitens weil seine Behandlung der Kegelschnitte
eine einfache Anleitung zur entsprechenden Behandlung der
Cylinderschnitte giebt. Serenus ist dieser Anleitung nur gefolgt.

Im ganzen diirfen wir gewils annehmen, dafs das Studiuin
des Cylinders so weit fortgeschritten war, dals man die Sitze
iber Cylinder kannte und die Aufgaben iiber Cylinder lésen
konnte, welche nach moderner Auffassung als Grenzformen
derjenigen Sitze und Aufgaben iber Kegel dargestelit werden
wiirden, welche die griechischen Schriftsteller, wie wir gesehen
haben, kannten und behandelten.

Die Alten sind indessen nicht bei Kegel- und Cylinder-
flichen stehen geblieben, sondern bei Archimedes treffen
wir in der Schrift liber Konoide und Sphiroide auch Unter-
suchungen tber Uindrehungsparaboloide, die er recht-
winklige Konoide nennt, tiber Umdrehungshyperboloide,
gebildet durch Umdrehung um die erste Axe, die er stumpf-
winklige Konoide nennt, und Umdrehungsellipsoide, die
er Sphiroide nennt und naher als langlich oder breit bezeichnet.
je nachdem die Umdrehungsaxe die grofse oder kleine Axe
der Mcridiankurve ist. Wenn wir im Folgenden von Parabo-
loiden, Hyperboloiden und Ellipsoiden sprechen, so meinen wir
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diese Umdrehungsflichen. Das Ziel, welches Archimedes’ Unter-
suchungen verfolgen, ist die Berechnung der Volumina von den
Segmenten, welche zwischen den Flichen und Ebenen abge-
schnitten werden, und hierin kann wenigstens der Grund dafiir
liegen, dafs er die Flichen, welche durch Umdrehung um die
zweite Axe der Hyperbel hervorgebracht werden, nicht auch
behandelt hat. Uber die Volumenbestimmungen werden wir
im folgenden Abschnitt sprechen; hier wollen wir nur die allge-
meinen Eigenschaften hervorheben, die Archimedes bei den
Volumenbestimmungen benutzt und deshalb mit angefihrt hat.
Archimedes untersucht alle elliptischen Schnitte der
gzenannten Fliachen vollstindig und beweist, dafs dieselben
Sahnlich werden, wenn ihre Ebenen parallel sind. Elliptisch
wverden alle Schnitte an Paraboloiden, welche der Axe nicht
poarallel sind, und alle Schnitte an Hyperboloiden, deren Ebenen
zalle Erzeugenden des Asymptotenkegels schneiden. Dafs diese
ssowohl wie alle Schnitte am Ellipsoid wirklich Ellipsen werden.
~vird [in 12, 13 und 14] auf gleichartige und mit Archimedes’
WBestimmung von Schnitten an Kegeln vollkomimen berein-
sstimmende Weise mit Hiilfe des Potenzsatzes bewiesen,

A
Mg M,
/ \ N
l l \\‘\;
le
Fig. 72.

Stellt namlich Fig. 72 den Meridian dar, der auf dem zu
untersuchenden Schnitte senkrecht steht, und N N, die Projektion
des Schnittes auf dessen Ebene, so wird die in P errichtete
Ordinate y des Schnittes, wenn man durch dieselbe einen auf
der Umdrehungsaxe senkrechten Schnitt legt, der in MM,
projiciert ist, hestimmt durch

7
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y? = MP.PM, = x.NP.PN,,
wo x der konstante Wert ist, den das Verhaltnis %—;%—llg:
nach dem Potenzsatz erhilt. Hieraus folgt, dals der Schnitt
eine Ellipse ist. '

Da x nun nicht nur, wegen der Parallelitit der Linien
MM, , unverandert bleibt, wenn P die feste Linie NN, durch-
lauft, sondern auch wenn NN, sich parallel mit sich selbst
bewegt, so ist hiermit zugleich bewiesen, dals die parallelen
elliptischen Schnitte unter einander ahnlich sind, weil das Verhait-
nis x zwischen den Quadraten ihrer Axen unverfindert bleibt.

Mit Ricksicht auf die hier gemachte Anwendung des
Potenzsatzes wollen wir bemerken, dafs dieselbe zu der Aus-
dehnung stimmt, in der dieser Satz aufgestellt werden konnte,
hevor Apollonius die regelmifsige Benutzung zusammengehd-
riger Hyperbeliste eingefiihrt hatte. Es missen namlich bei den
Hyperboloiden sowohl die Spuren der elliptischen Schnitte in
der auf ihnen senkrechten Meridianebene wie die Spuren der
Kreisschnitte den als Meridiankurve benutzten Hyperbelast selbst
schneiden.

An die Bestimmung der elliptischen Schnitte schliefst sich
Archimedes’ Bestimmung einer Berihrungsebene dieser
Flachen. Er bestimmt dieselbe als eine Ebene, welche eine
Tangente einer Meridiankurve enthilt und senkrecht auf der
Meridianebene steht, und benutzt fiir den Beweis den Umstand,
dafs diese Ebene, wenn sie mehr Punkte mit der Fliche
gemeinsam hitte, die Flache in einer Ellipse schneiden miifste.
Seine Beweisfiihrung weicht also nicht viel ab von der, welche
sich darauf grinden lifst, dafs die genannten Ebenen die Flache
in einer Ellipse schneiden, die in einen Punkt zusammen-
schrumpft. Zugleich stiitzt er sich aber auf einige Sitze (bei
denen zu verweilen hier kein Grund vorliegt), die davon han-
deln, welche Stiicke schneidender Geraden innerhalb oder
aufserhalb der Flachen fallen. Aus der Bestimmung der Be-
rihrungsebenen leitet er ab, dals die Linie eines. Ellipsoids,
welche die Bertihrungspunkte paralleler Beridhrungsebenen mit
cinander verbindet, ein Durchmesser ist [15—17].



Flichen zweiter Ordnung bei Archimedes. 119

Aufser der allgemeinen Bestimmung elliptischer Schnitte
giebt Archimedes noch die Bestimmung gewisser besonderer
Schnitte. Obgleich die hierher gehorenden Sitze [in 11] den
anderen vorangehen und in 15—17 benutzt sind, so crwiithnen
wir sie doch zuletzt, weil Archimedes sie fiir einfach genug
hilt, um ihren Beweis fortlassen zu kénnen, wéihrend wir nur
durch die Beweise fiir seine nachfolgenden Siitze uns eine zuver-
lassige Meinung dariiber bilden konnen, wie er sie bewiesen
haben will.

Diese unbewiesenen Sitze sagen aus: 1) ebene Schnitte
yoarallel der Axe eines Paraboloids sind Parabeln, die der Me-
wmridiankurve kongruent sind; 2) ebene Schnitte parallel der Axe
«ines Hyperboloids sind Hyperbeln, welche der Meridiankurve
&ihnlich sind; 3) ebene Schnitte durch den Mittelpunkt eines Hy-
yerboloids sind Hyperbeln; 4) ebene Schnitte parallel der Axe
«ines Ellipsoids sind Ellipsen, die der Meridiankurve dhnlich sind.

Wenn Archimedes keinen Beweis fiir diese Sitze angefiihrt
hat, so darf man zunéchst schliefsen, dafs er sie nicht durch

cinen Kunstgriff bewiesen haben wollte. Seine Beweisfihrung
ist deshalb sicherlich in allem wesentlichen auf dieselben Prin-
cipien gegriindet gewesen, wie seine [ritheren Bestimmungen
von Schnitten an Kegelflichen und die spiiter folgende, von
uns schon besprochene Bestimmung der elliptischen Schnitte
an Umdrehungsflichen. Bei diesen letzteren wird der Potenz-
satz benutzt; aber dieser ist ein Mittel, das nur dem zu Ge-
bote stand, der etwas tiefer in die Lehre von den Kegel-
schnitten eingedrungen war; Archiinedes hiilt es deshalb fir
notwendig an denselben zu erinnern, bevor er ihn anwendet
in 3]. Wenn nun Archimedes, bevor er die hierauf gegriin-
deten allgemeinen Untersuchungen der elliptischen Schnitte vor-
genommen hat, den hierin speciell einbegriffenen Satz iber
Schnitte parallel der Umdrehungsaxe des Ellipsoids als beson-
ders leicht zu beweisen betrachtet, so mufs der Grund dafiir
der sein, dafs der specielle Fall des Potenzsatzes, der hier be-
nutzt werden soll, eben nur die Axengleichung der Ellipse odes
eine einfache Umformung derselben ist. Um die beiden
gehenden Sitze mittels des Potenzsatzes beweisen
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miifste er die allgemeine Form gekannt haben, die derselbe erst
durch Apollonius erhalten hat ; aber auch hier kommt der Potenz-
satz selbst nicht zur Verwendung, sondern besondere Formen
und Grenzfille desselben, die wohl bekannt waren. Die Beweise,
welche Archimedes wirklich durchgefiihrt hat, geben also aus-
reichende Erliduterungen dariiber, wie seine Leser seinen Ab-
sichten geméls die Behauptungen zu beweisen hatten, die er
ohne Beweis anfihrt. Dem entsprechend gelangen wir zu
folgenden Beweisen.

1) Fig.72 moge eine Meridiankurve eines Paraboloids mit
der Axe AC darstellen, und LP sei die Projektion eines senk-
recht zur Meridianebene und parallel der Axe gefiihrten
Schnittes, Ist P ein beliebiger Punkt von der Spur dieses
Schnittes, und steht M PM, senkrecht auf der Axe, so wird
die Ordinate y der in P projicierten Punkte des Schnittes wie
frither bestimmt durch y* = MP.PM,. Um diesen Ausdruck
weiter umformen zu kénnen, wollen wir die Koordinaten der
Parabelpunkte M und L, bezogen auf Axe und Scheitelpunkt
der Parabel, mit z, x und 2*, 2* bezeichnen. Dann erhidlt man
y? = x?—z'*, Bedeutet p den Parameter der Parabel, so ist
ferner:

xi xl! yi y!

pz ~ pz p(z—z) p.LP’

woraus die Richtigkeit der aufgestellten Behauptung hervorgeht.

2) Ist die Flache ein Hyperboloid, so haben wir in diesem
Beweise nur die Gleichung der Parabel mit der der Meridian-
hyperbel zu vertauschen. Bezeichnet a die Linge der ersten Axe

und x eine Konstante (%) , 5o erhalten wir:
x? . ml’ _ y? )
z(z2-+a)  2(@4+a) (z2—2)(z+2' 4+ a)

_ y* .

T (=) (e—2'+ a+22)

x

hieraus ergicbt sich, da 2z’ konstant ist, dals der Schnitt eine
Hyperbel wird; diese ist der Meridianhyperbel ahnlich, da die
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Konstante x dieselbe bleibt. Der vierte Satz wird auf ganz
dieselbe Weise bewiesen.

3) In dem Beweise dafiir, dals Schnitte durch den Mittel-
punkt eines Hyperboloids Hyperbeln sind, wird es natiirlich
sein, in unserer Umformung der Gleichung, welche die Alten
der Hyperbel gaben, den Mittelpunkt zum Anfangspunkt genominen
zu denken. Bedienen wir uns im ibrigen derselben Bezeich-
nungen, so haben wir fir den Punkt M

2
I = z(z’ —«‘1—)-
Lassen wir nun &' die auf dasselbe Koordinatensystem bezo-
gene Ordinate des Punktes P von der Spur der Schnittebene

Dezeichnen, so ergiebt sich z* — a2, wo « eine Konstante be-
deutet. Folglich wird
?
Yy o=zt —2? = (x—a’)z’—x%—-

Da 2z der Abscisse des Punktes P von der Spur des Schnittes
proportional ist, und da «® < x, so wird hierdurch ausgedriickt,
dafs der Schnitt eine Hyperbel ist.

Die hier gefiihrten Beweise sind so dargestelit, dals die
Ubertragung in die Darstellungsform der Alten an keiner Stelle
schwierig sein kann. Weitere Vermutungen iiber Einzelheiten
dieser Form anzustellen ist kein Grund vorhanden, da Archi-
medes, weil er selbst keine Beweise aufstellt, es unterlassen
hat, einer einzelnen Form den Vorzug zu geben. Wir wollen
nur bemerken, dafs diese Beweise, wenn sie im Stile der Alten
durchgefiihrt werden sollen, zum Teil weitliaufiger werden diirften
als diejenigen sind, welche Archimedes fiir die allgemeineren
Sétze tber die elliptischen Schnitte fihrt; denn bei diesen konnte
er den Potenzsatz benutzen. Dies kann vielleicht dazu beige-
tragen haben, dafs Archimedes diese Beweise fortgelassen hat;
dabei setzen wir voraus, dafs er die Weitliufigkeit, welche der
Beweis seiner Behauptungen erforderte, nicht als von sach-
lichen Schwierigkeiten herrihrend Dbetrachtete.  Derartige
Schwierigkeiten kénnen die einfachen Formen fiir die Gleichun-
gen der Kegelschnitte und die Umformungen, welche hier notig
waren, solchen Lesern nicht dargeboten haben, welche zu jener

V4
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Zeit seinen Arbeiten im ganzen gewachsen waren; merkwiirdig
ist dagegen der Umstand, dafls er auch die riumlichen Opera-
tionen, welche in Wirklichkeit eine analytische Geometrie mit
drei Dimensionen darstellen, fiir so selbstverstindlich halt. dafs
er die hierauf gegrindeten Beweise den Lesern dberlafst.

Diesec analytische Geometrie mit dreiDimensionen,
welche Archimedes auf Untersuchungen sowohl der Schnitte
an Kegeln als der Schnitte an den drei Umdrehungsflachen
anwendet, stinmt vollkommen Gberein mit der analytischen Ge-
ometrie mit zwei Dimensionen, welche die Alten auf Unter-
suchungen der Kegelschnitte anwenden. Bei dieser letzteren
wird die Ordinate eines Punktes in der Regel als Funktion
der Lage ihres Fulspunktes auf der Abscissenaxe bestimmt,
weniger als Funktion der von einem bestimmten Anfangspunkt
an gerechneten Abscisse. Auf dieselbe Weise wird die Ordi-
nate eines Punktes im Raume, die wie hier y genannt haben,
als Funktion der Lage ihres Fufspunktes in der Grundebene
bestimmt. Die Gleichung einer Umdrehungsfliche oder einer
Kreiskegelfliche wird demnach bestimmt durch

y* = MP.PM , n

wo P den Fulspunkt der Ordinate bezeichnet und M und M,
die Punkte sind, in denen eine Linie, welche in der Grund-
ebene durch P in einer gewissen gegebenen Richtung gezogen
ist, eine Meridiankurve oder zwei feste Geraden schneidet. Von
der durch eine gegebene Ellipse als Leitkurve in Satz 7 und 8
des hier erwdhnten Werkes bestimmten Kegelfliche lifst sich
auf ahnliche Weise sagen, dafs sie durch die Gleichung

y?

NP. PN, —
dargestellt werde, wo auch N und N, auf zwei Geraden gleiten.
Archimedes' Beweise fir die Beschaffenheit der ebenen Schnitte
bestehen in Umwandelungen einer dieser beiden Formen fiir
die Gleichung einer Fliche in die andere, oder in der Umwan- »
delung der Gleichung (2) in eine neue Gleichung von derselben
Form.

Dic Voraussetzungen sowohl, welche wir Archimedes in

constans &4
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Betreff. der Fahigkeit seiner Leser, dieses Verfahren selbst anzu-
wenden, haben machen sehen, als auch die Voraussetzungen,
welche er, wie wir gesehen haben, hinsichtlich der Bekannt-
schaft seiner Leser mit dem Apparate machte, der bei der An-
wendung dieses Verfahrens auf Kegelflichen benutzt wird, zeigen
uns, dals dasselbe vor seiner Zeit nicht unbekannt gewesen
sein kann, sondern dals es wenigstens auf verschiedene Schnitte
an Umdrehungskegeln angewandt worden sein mufs. Wenn
man nun in den dberlieferten Mitteilungen iber verlorene
Schriften nach einer Schrift sucht, die diese Voraussetzungen
erfilllt haben kann, so wird man schon durch den Namen
dahin gebracht an Euklids Oberflidchendrter zu denken.
Eine genauere Untersuchung der wenigen erhaltenen Angaben
iber diese Schrift wird es wahrscheinlich machen, dals das
soeben erwihnte Verfahren wirklich darin benutzt worden ist
und nicht ausschliefslich auf Umdrehungskegel Anwendung ge-
funden hat,

An Quellen fiir die Kenntnis des Inhaltes von Euklids beiden
Biichern iiber Oberflichendrter haben wir zunachst ihren Namen
und ihren Platz in Pappus’ Verzeichnis derjenigen Schriften,
welche zur antiken analytischen Geometrie gehiren. rizog mpic
émpavein bedeutet nach den Angaben, welche im ganzen Gber
die wzac') der Alten vorliegen, einen geometrischen Ort fiir

1) Ich kann mich in dieser Sache im ganzen auf die betreffenden Be-
merkungen von Heiberg (Litterargeschichtliche Studien iiber Euklid,
5. 79—83) bheziehen. ohne doch allen von ihm ausgefiihrten Einzelheiten
beizupflichten. So meine ich, dafs, gerade wenn der Name eine solche
Allgemeingiiltigkeit besitzt. dafs man von ihm auf den Inhalt der
Schrift schliefsen kann, kein Grund vorliegt zu glauben, es sei jedes-
mal Euklids Schrift gemeint, wenn dieselbe Bezeichnung gebraucht
wird. Einen hesonderen Grund dies zu bezweifeln hat man da, wo von
transscendenten Flichen die Rede ist; denn diese diirften kaum
in einer Schrift behandelt worden sein, die Pappus zum tiézwos dvalui-
pevos rechnet, Es scheint indessen, als ob Heiberg sich habe ver-
leiten lassen zu dbersehen, dafs dies der Fall ist an der Stelle, die er
besonders hervorhebt (Pappus, Ausg. v. Hultsch. S. 258, 24), und zwar
aus dem Umstande, dafs Hultsch in seiner Ausgabe (S. 260, 13—14)
eine Fliche, deren Benennung sich aus den Handschriften nicht er-
kennen lifst, cylindrisch genannt hat. obgleich dieselbe offenbar
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einen Punkt im Raume, der éiner Bedingung unterworfen ist,
-— vielleicht zugleich fir eine hewegliche Gerade') — also einen
Ort, der eine Oberflache wird. Da zugleich die Schriften in Pappus’
Verzeichnis, welche die Planimetrie betreffen, nur gerade Linien,
Kreise und Kegelschnitte behandeln, so mufs man annehinen,
dafs Euklid in den Oberflichendrtern nur solche geometrische
Orter behandelt hat, welche Ebenen (?), Kugeln, Kegel und
Cylinder werden, sowie andere Flichen zweiter Ordnung, falls
ihm solche bekannt waren.

Wenn man nun mit diesen Voraussetzungen genauere Auf-
schliisse in Pappus’ Hiilfssitzen?) zu der verlorenen Schrift
sucht, so mufs man zunichst darauf achten, wie nahe die im
ersten Hilfssatze gebrauchten Ausdriicke denjenigen kom-
men, welche man in einer Darstellung von Archimedes’ ana-
lytisch-stereometrischer Methode benutzen wiirde.

Dieser Hiilfssatz, den man bis dahin fiir unverstindlich
gehalten hat, ist vor kurzem von Tannery?) etwa auf folgende
Weise interpretiert worden, die fast nur eine Anderung der
Figur verlangt:

»Ist (Fig. 73) A B eine gerade Linie und C D einer gegebenen

Geraden parallel, und ist das Ver-

héltnis %@?;B gegeben, so liegt C

auf einem Kegelschnitt. Bewegt sich

nun die gerade Linie 4B, und sind

A und B nicht mehr gegeben, sondern

bewegen sie sich auf geraden Linien

Fig. 73. AE und EB von gegebener Lage,

so befindet sich der oberhalb der

Ebene liegende Punkt C auf einer der Lage nach gegebenen
Fliche.*

eine windschiefe Schraubenfliche ist, nimlich ganz dieselhe, die hin-
terher auf eine etwas weniger einfache Weise hestimmt und dann
Plektoide genannt wird.

1) Pappus, Ausg. v. Hultsch, 8. 362, s.

) Ausg. v. Hulteh, S. 1004 fF,

3) Bulletin des Sciences math. 2me série, T. VI. S. 149.
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Nach dieser Lesart wird hier ausgesagt, dals ein gewisser
geometrischer Ort, dargestellt auf dieselbe Weise wie bei
Archimedes (init Ausnahme des Umstandes, dafs die Linie 4 B,
statt sich parallel mit sich zu bewegen, dieselbe Linge behilt),
eine — nicht niaher bestimmle — Fliche ist. Ein solcher Satz
stimmt zu denen, welche Pappus an anderen Orten aufstelt
und beweist!), und die aussagen, dafs gewisse geometrische
Orter fir Punkte im Raume Kurven sind. Die Fliche, zu
der man hier gelangt, ist indessen sehr kompliciert und die
Untersuchung derselben war deshalb von zu geringem Nutzen,
als dafs wir annehmen dirften, Euklid habe sich in seiner
Schrift sonderlich lange bei derselben aufgehalten. Es isl mig-
lich, dals er er den erwiihnten geometrischen Ort gelegentlich
genannt hat, und dafs Pappus sich darum verpflichiet gefiihlt hat
anzugeben, dafs dieser Ort eine Flache wird. Auch ist es mog-
lich, dals Pappus (oder der Verfasser des Hilfssatzes) aus irgend
einem Umstande in Euklids Schrift Veranlassung genommen hat
diesen Ort zu erwihnen.

In beiden Fillen wiirde die nichstliegende Veranlassung
darin bestehen konnen, dafs Euklid in seiner Schrift den spe-
ciellen Fall untersucht hat, wo die Linien parallel sind, wo
also die Fliche eine Cylinderfliche wird, hervorgebracht durch
den mit 4 B sich bewegenden Kegelschnitt. Wie aus der Sorgfalt
hervorgeht, mit der Archimedes bemiiht ist kreisformige Grund-
flichen fir die Kegel- und Cylinderflichen zu finden, auf die
er stofst, hat diese Flache das, was die Alien unter der krum-
men Oberfliche eines Cylinders verstanden, doch nur dann
sein konnen. wenn der Cylinder sich zwischen zwei kreisfor-
migen Schnitten abschneiden liefs, wenn also der bewegliche
Kegelschnitt eine Ellipse war. In diesem letzten Falle konnte
es auch nicht schwierig sein die Kreisschnitte zu bestimmen,
wenn man nur anfinglich?) einen Schnitt senkrecht zur Er-
zeugenden des Cylinders legte. Dals dieser Schnitt eine Ellipse

') Ausg. v. Hultsch, S. 260, 1; 262, 16.
?) Archimedes 16st, wie bereits erwdhnt, dieselbe Aufgabe in Satz 9 des
Buches iiber Konoide und Sphiroide, wenn auch nur in einem speci-
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ist, und dafs ferner ein auf zweckmaifsige Weise durch die
grofse Axe oder parallel der grofsen Axe dieser Ellipse gelegter
Schnitt ein Kreis ist, liefs sich demnéichst durch dasselbe Ver-
fahren darthun, welches Archimedes sowohl auf Kegel- wie auf
Cylinder- und Umdrehungsflichen anwendet. Der Umstand,
dals parabolische und hyperbolische Cylinder von den Alten
nicht als Cylinderflichen aufgefalst wurden, spricht dbrigens
nicht absolut gegen die Moglichkeit, dals solche Flachen in
Euklids Schrift untersucht worden sind.

Wie bekannt kann das hier erwihnte Fehlen von Kreis-
schnitten nur eintreten bei Cylinderflichen, und nicht bei Ke-
gelflichen. Hierin konnte eine Aufforderung liegen, die Ver-
anlassung zum Hilfssatze etwas ferner zu suchen und anzu-
nehmen, dafs auch in Euklids eigenen Untersuchungen die Linien.
auf denen 4 und B liegen sollen, beliebig gewesen sind, dafs
aber die Linie 4B, statt eine konstante Linge zu besitzen,
ein gegebene Richtung gehabt habe. Die von ihm untersuchten
Flachen sind dann im allgemeinen Kegelflichen gewesen.

Vielleicht diirfte es selbst erlaubt sein eben diesen Hiilfs-
satz dahin zu dndern und anzunehmen, dafs er von dermnselben
Herausgeber, der die Figur mifshandelt hat, noch weiter mifs-
handelt worden sei; in solchem Falle braucht Tannerys Re-
stitution, welche die néchstliegende ist, nicht die richtige zu
sein. In der That wiirde es etwas iiberraschend sein, eine so
komplicierte Fliache wie die ist, die man bei konstanter Lange
von A B erhilt, unter den Hiilfssitzen in Pappus’ siebentem Buche
zu finden, die sich sonst niemals, ebenso wenig wie die kom-
mentierten Schriften, Giber Formen des zweiten Grades erheben.
Eine Anderung des Inhaltes, dahin gehend, dafs 4 B sich selbst
parallel bliebe und sich von einer der beiden festen Linien
bis zur anderen erstreckte, wiirde kaum grofse Anderungen des
Textes beanspruchen. Die Veranlassung zum Hilfssatze wiirde
dann darin bestehen konnen, dafs Euklid dieselben Oberflichen-
Orter — vielleicht allerdings in beschrénkter Weise — unter-

ellen Falle, der indessen allein it Riicksicht auf das Zeichnen der
Figur eine wirkliche Erleichterung mit sich bringt.
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suchte und fand, dafls sie Kegelflichen seien, dals aber Pappus
der Meinung war, es miisse vor einer Untersuchung, was fir
Flachen diese Orter seien, hervorgehoben werden, dafs sie
tberhaupt Flachen seien. Wenn am Schlusse des Hiilfssatzes
gesagt wird, dafs dies ,bewiesen sei, so kann man dabei an
die Anfangsworle denken, die in der That einen Beweis ent-
halten, oder daran, dafs Euklid durch den Beweis, dals der
Ort eine Kegelfliche ist, auch bewiesen hat, dals er eine
Fliache ist.

Indessen mochte ich doch nicht die Annahme wagen, dals
Euklid die Kegelflichen in so grolser Allgemeinheit behan-
delt hat, wie sich auf diesem Wege ergeben wiirde, wenn
die Ordinate CD eine ganz beliebige Richtung haben soll.
Was mich hiervon abhélt, ist nicht gerade der Umstand, dals
dann bereits Euklid alle mdglichen Schnitte auch an schiefen
Kegeln gekannt haben miifste. Meine Bedenken riihren viel-
mehr daher, dals dann bereits Euklid die Kreisschnitte an
jedem Kegel mit einem Kegelschnitt als Leitkurve hitte missen
bestimmen kénnen. Denn um das zu konnen, wére zunichst
die Bestimmung der Hauptschnitte des Kegels, die von einer
kubischen Gleichung abhiingen, erforderlich gewesen. Allerdings
war man nach meiner Meinung bereits zu Euklids Zeit in der
Behandlung kérperlicher Aufgaben durch kérperliche Orter wohl
bewandert; aber die hier berithrte Aufgabe ist von zu grofser
Bedeutung, als dafs sie in der gesamten Litleratur des Alter-
tums gar keine Spuren hitte hinterlassen kénnen, wenn schon
Euklid sie gelgst hatle. Hatte Euklid sie gelost, so wirde
Archimedes sich gewils damit begnigt haben auf ihn zu ver-
weisen stalt selbst Kreisschnitte in dem speciellen Falle zu
bestimmen, wo bereits ein Hauptschnitt bekannt war.

Wir gelangen also nicht zu voller Klarheit tiber den Hiilfs-
satz und iber den Satz bei Euklid, zu dem derselbe gehort.
Was wir idber seine Beschaffenheit gesagt haben, trigt indessen
jedenfalls dazu bei die Vermwutung zu stitzen, dafs Euklids
beide Biicher tber Oberflichentrter neben anderen Unter-
suchungen auch solche dber Orler enthielten, die Cylinder-
oder Kegelftichen waren, dals diese dargestellt und durch Be-
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nutzung der Darstellung auf ebensolche analytisch-stereometrische
Weise untersucht waren wie bei Archimedes. Der Hiilfssatz
bestitigt also durchaus die Vermutung, dafs die Voraussetzungen,
welche Archimedes in der Schrift iiber Konoide und Sphéaroide
mit Bezug auf methodische Auffassung und besondere Vor-
kenntnisse seiner Leser macht, aus Euklids Oberflichendrtern
zu entnehmen waren. Eben diese Voraussetzungen, auf die
wir schon hingedeutet haben, dirften deshalb vielleicht am
besten auf Einzelheiten schliefsen lassen, die in der letzt-
genannten Schrift enthalten waren.

Wenn man nun auf diesem Wege zu dem Ergebnis gelangt
ist, dafs Euklid aller Wahrscheinlichkeit nach sich in seiner
Schrift mit Kegelflichen, diese als geometrische Orter aufge-
fafst, beschiftigt hat, so wird man dadurch auch auf eine Ver-
mutung tber das gebracht, was Pappus mit seinem zweiten
Hiilfssatz beabsichtigt hat. Dieser, der uns bereits manche
Dienste bei unseren Untersuchungen tber die Bekanntschaft
der Alten mit Brennpunktseigenschaften geleistet hat, enthilt
die vollstindige Bestimmung der Kegelschnitte als Orter fiir
Punkte, deren Abstinde von einem gegebenen Punkte (Brenn-
punkt) und einer gegebenen Geraden (der entsprechenden Leit-
linie) in einem gegebenen Verhaltnis stehen. Waren nun diese
Orter zu Euklids Zeit vollstiindig bekannt (was gerade aus dem
Grunde, weil Pappus es fiir notwendig gehalten hat, Beweise
fir dieselben hinzuzufiigen, wahrscheinlich wird), so hat sich
gleichsam von selbst die Aufgabe dargeboten den Ort fir
Punkte zu bestimmen, deren Abstinde von einer gege-
benen Geraden und einer gegebenen Ebene in gege-
benen Verhéltnissen stehen.

Wir sind imstande vollstindig anzugeben, wie Euklid diese
Aufgabe gelost haben kann, wenn er wirklich auf den Gedanken
kam, sich dieselbe zu stellen. Durch den Hiilfssatz wird der
Ort namlich als eine Kegelfliche (nach unserem Sprachgebrauch)
hestimmt, die den Schnittpunkt zwischen der gegebenen Ge-
raden und der gegebenen Ebene zum Scheitelpunkt hat und
einen Kegelschnitt enthilt, der in einer senkrecht auf der gege-
benen Geraden stehenden Ebene liegt und seinen Brennpunkt
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in der Spur der gegebenen Geraden in dieser Ebene hat. Dalfs
diese Kegelfliche wirklich auch dem entspricht, was die Alten
unter einer solchen verstanden, hat durch Bestimmung der
Kreisschnitte bewiesen werden miissen. Da die Spitze des
Kegels senkrecht iiber dem Brennpunkt liegt, so hat diese Be-
stimmung sich etwa ebenso wie bei Archimedes ausfihren
lassen, wihrend freilich dieser, der einen allgemeineren Fall
behandelte, sich nicht mit einem Hinweis auf Euklid begniigen
konnte.

Indessen ist dic nachstliegende Ausdehnung der in Pappus’
zweitem Hillfssatze bestimmten geometrischen Orter auf den
Raum die Bestimmung des geometrischen Ortes fiir Punkte,
deren Abstinde von einem gegebenen Punkte und einer gege-
benen Ebene in einem gegebenen Verhilinis stehen. Diese
fihit zu den Umdrehungsflichen zweiter Ordnung, welche
einen Brennpunkt haben, oder zu denselben, welche Archimedes
unter dem Namen ,Konoide und Sphéroide* untersucht. Es ist
bekannt, dals diese Untersuchungsmethode zugleich ein frucht-
bares Mittel zur Darstellung der Eigenschaften dieser Flichen
abgiebt.

Chasles hat deshalb mit gutem Grunde die Vermutung
aufgestellt, dals Euklids Schrift dber Oberflichentrter iber
diese drei Flachen gehandelt hat, und auch ich wirde dieser
Vermutung vor der im Vorhergehenden festgehaltenen gewils
den Vorzug gegeben haben, wenn man sich allein auf Pappus’
zweiten Hilfssatz hitte stiitzen missen. Sollte es unrichtig sein,
wenn ich mit Tannery den ersten Hiilfssatz dahin gedeutet
habe, dafs die Punkte 4 und B (Fig.73) sich auf geraden
.Linien bewegen miissen, so wirde auch der erste Hiilfssatz in
nicht hoherem Grade auf Kegelflichen als auf irgendwelche
beliebige Fliachen zweiter Ordnung hinweisen. Wie jedoch
von den meisten Schriftstellern, die diese Frage spéter be-
handelt haben, bemerkt worden ist, spricht ein Umstand, der
von Chasles selbst zu Gunsten seiner Ansicht angefithrt wird,
erheblich gegen dieselbe, ndmlich Archimedes’ Behandlung
derselben drei Flichen. Die ganze Art und Weise nidmlich,
wie Archimedes diese Flichen, ihre Benennung und die zu-
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gehorigen Definitionen einfiihrt, deutet darauf hin, dafs er
ctwas neues darstellt. Wenn er seine Untersuchungen auf
etwas specielles richtet, nimlich auf die Volumina, die von
diesen Flichen und von Ebenen begrenzt werden, so konnte
das allerdings darauf deuten, dafs dieselben im voraus nach
anderen Richtungen untersucht worden seien; war das aber
der Fall, so mufste Archiedes sich, hier wie anderswo, damit
begnligen koénnen einen Teil von dem, was doch nicht dem
eigentlichen Ziel, das er errcichen wollte, angehérte, als von
andcren Schriftstellern her bekannt anzufiihren. Besonders
hervorzuheben ist es, dafs er von den Sitzen, fir die er selbst
keinen Beweis gicbt, nicht sagt, dals sie bekannt, sondern
dals sie leicht zu beweisen seien. .

Vielleicht reichen diese Umstinde nicht hin, um vollstandig
zu entscheiden, ob Euklid gar nichts iber Umdrehungsflichen
zweiter Ordnung angefihrt hat; denn es wire ja denkbar, dafs
Archimedes das Material nicht genau in der Forni, in der er
es gebrauchen mufste, vorgefunden habe. Inmmerhin machen
sie Chasles’ Annahme zu einer wenig wahrscheinlichen. Ist
dieselbe nicht richtig, so deuten beide Hiilfssalze auf eine Be-
handlung von Kegel- und Cylinderflichen hin, die nicht bei
der primitivsten Bestimmung dieser Flichen als geometrischer
Orter stehen geblieben ist. Jedoch steht der Annahme nichts
im Wege, dals auch Kugelflichen in derselben Schrift als
geometrische Orter bestimmt worden sind.

Welchen Gebrauch auch Euklid von der erwihnten ana-
lytisch-stereometrischen Darstellung gemacht hat: jedenfalls hat
sich ergeben, dals Archimedes diese Darstellung mit so
grofser Fertigkeit benutzte und ein solches Vertrautsein mit
derselben bei seinen Lesern voraussetzte, dals man erwarten
kénnte, dieselbe werde auch seinen Nachfolgern einen hervor-
ragenden Nutzen gewéhrt haben. Archimedes’ eigene Beweisfih-
rung fir die Bestimmung elliptischer Schnitte lafst sich unmit-
telbar anwenden auf alle moglichen ebenen Schnitte an allen
Umdrehungsflichen zweiter Ordnung, wenn man nur den durch
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Apollonius vervollstindigten Potenzsatz an Stelle der engeren
Form desselben Satzes setzt, die Archimedes benutzte. Das-
selbe Verfahren lafst sich durch eine Wiederholung benutzen
fir die Bestimmung aller méglichen ebenen Schnitte an jeder
Fliche zweiter Ordnung, wenn man dieselbe nur durch die
Gleichung

2
HP.PM]

darstellt, wo MM, eine Sehne eines Kegelschnittes hedeutet,
die sich parallel mit einer gegebenen Geraden bewegt, P einen
Punkt dieser Sehne und y die Linge einer von P aus in
gegebener Richtung gezogenen Ordinate. Bei einer hierauf
gegriindeten Untersuchung der Flichen zweiter Ordnung wird
man Keinen ernstlichen Schwierigkeiten begegnen, bevor man
in dem Falle, wo die Ordinaten nicht senkrecht auf der Grund-
fliche stehen, die Hauptschnitte bestimmen will. Diese Schwie-
rigkeiten sind indessen dieselben, welche sich bei den Kegel-
fliichen darbieten, und zu deren Uberwindung man, wenn
dieselbe auch Euklid nicht vollstindig gelang, spiter bessere
Hilfsmittel erwarb.

Wenn wir dies nun angefiihrt haben, um den Wirkungs-
bereich der beschriebenen Untersuchungsmethode zu zeigen,
die Archimedes mit vollstindiger Beherrschung und so vielem
Glick anwandte, so missen wir uns beeilen hinzuzufiigen, dals,
abgesehen von Apollonius’ Untersuchungen aller moglichen
Schnitte an Kegeln, in der dberlieferten Litteratur sich keine
Andeutung findet, dals irgend ein spéiterer Schriftsteller des
Altertums die von Archimedes betretene Bahn weiter verfolgt
habe. Wir besitzen durchaus keine Mittel, um zu entscheiden,
ob die Zeit des Verfalls eintrat, bevor ein anderer Forscher
wahrgenommen hatte, dafs hier ein Boden bereitet sei, aul
dem man mit Leichtigkeit neue und reiche Friichte ernten
konne, oder ob solche Arbeiten vielleicht entstanden, aber ver-
loren gingen, weil sie zu hoch lagen fiir diejenigen Minner
des spateren Altertums, denen wir die Uberlieferten
und Angaben iber verlorene Schriften aus der alten

= constans
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verdanken haben. Im zweiten Fall wire es vielleicht wesent-
lich der angesehene Name des Archimedes, der die Schrift dber
Konoide und Sphiroide vor dem Untergange bewahrt hat.

Zwanzigster Abschnitt.

Archimedes’ Bestimmungen von Flichen, Rauminhalten und Schwerpunkten.

Wie bekannt benutzten die Alten den sogenannten Ex-
haustionsbeweis um Resultate sicher zu stellen, die man
jetzt durch Infinitesimalrechnung findet. Zu allen Zeiten hat
man die exakte Strenge dieser Beweisart bewundert, und ich
brauche dieselbe deshalb hier nicht nachzuweisen. Wenn man
gleichzeitig liber die grofse Beschwerlichkeit derselben geklagt
hat, so muls man bedenken, dals diejenigen, welche in unseren
Tagen die Principien der Infinitesimalrechnung mit ausreichender
Grindlichkeit darlegen wollen, auch nicht sonderlich leichter
davon kommen, ja zum Teil genau dieselben Betrachtungsarten
benutzen, welche dem Exhaustionsbeweise zu Grunde liegen®).
Der Gebrauch jedoch, den die Alten von ihm machen, wird
dadurch beschwerlicher, dafls sie den ganzen Beweis bei jeder
einzelnen Anwendung wiederholen, wéhrend die entsprechenden
Betrachtungen jetzt dazu dienen, ein fiir allemal die allgemeinen
Methoden zu begriinden, die sich dann hinterher ohne die
in diesem Beweise liegende grofse Vorsicht anwenden lassen.

Dieser wichtige Unterschied, der zeigt, dals Untersuchungen
iber Infinitesimalgréfsen nicht zu einem Hiilfsmittel entwickelt
waren, welches in Jedermanns Hand brauchbar war, kann
indessen kein grofses Hindernis fir diejenigen Mathematiker

') Man vergleiche z. B. die ausfiihrliche Einleitung zu Duhamel.
Eléments de Calcul infinitésimal.
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abgegeben haben, welche auf diesem Gebiete Sicherheit genug
besalsen, um die einzelnen Anwendungen der erwihnten Be-
weisfiihrung machen zu konnen. Diese konnten nicht zweifel-
haft sein, welche Voraussetzungen erfillt werden mufsten, damit
derselbe Beweis in gegebenen Fillen durchgefiihrt werden konnte.
Da dieser Beweis selbst einen rein demonstrativen und gar
keinen deduktiven Charakter hat, so ist es weniger wesent-
lich, ob man denselben vor oder nach der Anwendung der-
jenigen Zerlegungen und Transformationen fiihrt, mit deren
Hilfe das Resultat gefunden wird: ob man, wie jetzt, diese
Zerlegungen erst benutzt, nachdem man zu Anfang der Infini-
tesimalrechnung die Beweisc fiir ihre Anwendbarkeit gefiihrt
hat, oder ob man, wie es im Altertum der Fall gewesen sein
mufs, damit beginnt, mit ihrer Hilfe Resultate und Griinde fiir
diese Resultate aufzusuchen, und sich dabei stets dessen bewulfst
bleibt, was erforderlich ist, um hinterher den vollstindigen for-
malen Beweis aufzustellen.

Dasjenige also, wonach wir in Ubereinstimmung mit dem
Zweck diesecr ganzen Arbeit fragen missen, sind nicht die
Formen des Exhaustionsbeweises, sondern der Umfang, in dem
die Alten die eben beriihrten deduktiven Hiilfsmittel kannten
und benutzten, die der Art nach ganz mit denen iberein-
stimmen, welche wir in unserer Infinitesimalrechnung benutzen.
Was wir davon finden, wirde — wenn wir von der damit
verwandten Proportionslehre im 5ten Buche Euklids absehen —
unter die Bestimmung von Tangenten, unter die An-
wendung konvergenter unendlicher Reihen und unter
die Anwendung von Integrationen gehoren, selbstver-
stindlich jedoch ohne dafs die beiden letzten Begriffe aufgestellt
worden wiiren.

Fir die Benutzung der Infinitesimalmethode zur Bestimn-
mung von Tangenten haben wir in dieser Arbeit keine
Verwendung, da diese Bestimmung hinsichtlich der Kegelschnitte,
wie wir (S.81ff.) gesehen haben, auf den Diorismus der qua-
dratischen Gleichung gegriindet wurde. Wir haben ferner nach-
gewicsen, wie andere Aufgaben iiber Beriihrung und dber die
Bestimmung von Maximis und Minimis bei den Alten auch an

98
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die Diorismen korperlicher Aufgaben angeschlossen wurden.
Bei Archimedes findet man dagegen eine Bestimmung einer
Tangente, namlich der Tangente einer Spirale, welche sehr
genau mit der Art und Weise ibereinstimmt, wie die Diffe-
rentialrechnung Tangenten an Kurven, die auf Polarkoordinaten
bezogen sind, bestimmt. Hier ist indessen durchaus nicht von
etwas allgemeinem die Rede, und der grolse Apparat, den die
exakte Beweisfilhrung verlangt, erhdlt nur diese eine Anwen-
dung in der uns tberlieferten griechischen Geometrie.

Grofseres Interesse heansprucht die mit der jetzigen voli-
kommen gleichartige Anwendung des Hiilfsmittels, welches wir
konvergente unendliche Reihen nennen, auf unter ein-
ander verschiedene Untersuchungen. Hierhin gehoren bei Euklid
(XII, 2 und 5) die Beweise dafiir, dafs die Flichen zweier
Kreise sich wie die Quadrate der Radien, und zwei dreiseitige
Pyramiden mit derselben Hohe sich wie die Grundflichen ver-
halten, Die vollkommene Ubereinstimmung zwischen den Be-
weisen, die wahrscheinlich von Eudoxus herriihren, ebensowohl
wie die unmittelbare Zusammenstellung von Anwendungen auf
verschiedenen Gebieten zeigen, dals man sich vollkommen be-
wufst war, dals die beiden Beweise auf demselben Princip
aufgebaut sind. Dieses Princip, das jedoch nicht ausgesprochen
wird, lafst sich nach moderner Ausdrucksweise vollkommen
genau folgendermafsen ausdriicken: wenn zwei Reihen von
Niherungswerten, die in einem konstanten Verhiltnis stehen,
bestimmte Grenzwerte haben, so stehen diese in demselben
Verhiltnis. Diese Beweise, unter welche wir die Beweise fiir
Satz 1 nebst 3 und 4 desselben Buches mit einbegriffen denken
wollen, haben den Zweck, einmal in jedem der beiden Falle
die Richtigkeit dieses gemeinschaftlichen Princips zu zeigen,
und zweitens den vollkommen exakten Nachweis zu fiihren,
dals alle Voraussetzungen, namentlich das Konvérgieren gegen
die angegebenen Grenzen, wirklich vorhanden sind.

Im ersten Falle werden die Néherungswerte der Kreise
durch einbeschriebene Polygone dargestellt, deren Seitenzahl
bestindig verdoppelt wird. Wenn man will, so kann man
dieselben als Reihen betrachten, deren Glieder die Summen
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der Dreiecke sind, welche bei jeder neuen Verdoppelung hin-
zugefiigt werden miissen. Jeder Kreis wird dann in Wirklich-
keit als die Summe der unendlichen Reihe betrachtet, welche
man erhdlt., wenn man die Verdoppelung der Seitenzahl bis
ins Unendliche fortsetat.

Diese Betrachtungsweise wird direkter auf die dreiseitigen
Pyramiden angewandt. Jede von diesen wird namlich in 2
Pyramiden und 2 Prismen zerlegt, alle mit einer Grundfliche,
die ein Viertel der Grundfliche oder einer Seitenfliche der
gegebenen Pyramide betrigt, und mit der halben dazu ge-
horigen Hohe, Werden die neuen Pyramiden, die den gege-
benen dhnlich sind, wieder auf dieselbe Weise zerlegt, =o
entstehen vier neue Prismen mit halb so grofsen Lingen-
dimensionen wie die beiden ersten. Die néachste Zerlegung giebt
wieder 8 Prismen u.s. w. Da nun ausdriicklich der Beweis
dafiir gefiihrt wird, dafs bei Fortsetzung des Verfahrens das an
der Pyramide Fehlende kleiner gemacht werden kann als jede
gegebene Grenze, so wird die Pyramide wirklich durch eine
— wie wir sagen — konvergente unendliche Reihe dargestellt,
deren Glieder aus den Summen der Prismen gebildet werden,
welehe bei jeder neuen Zerlegung des Restes entstehen. Der
Beweis, dafs die Pyramiden den Grundflichen proportional
sind, beruht auf der Proportionalitit der einander entspre-
chenden Glieder der beiden Reihen, welche die Pyramiden
darstellen.

Obgleich Euklid sich mit dieser Anwendung der Reihen
begniigt und fiir die weitere Bestimmung des Inhaltes einer
Pyramide die bekannte Teilung eines dreiseitigen Prismas in
drei Pyramiden benutzt, so kann es doch wegen des Vergleichs
mit der einen Bestimmung, welche Archimedes fiir die Flache
eines Parabelsegmentes giebt, von Interesse sein anzufihren, dafs
die zur Darstellung einer Pyramide benutzte Reihe, wenn inan
nur die im voraus bekannten Satze tber Prismen benutzt, fol-
gende geometrische Reihe wird:

1 1 1
H( e VLR )

wo [T ein Prisma mit dersclben Grundfliche und Hohe wie die
28
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Pyramide bedecutet. Dieselbe unendliche Reihe benutzt und
suminiert Archimedes.

Das Volumen der Pyramide liefse sich auch auf eine Weise
bestimmen, die mit der, durch welche Archimedes den
Schwerpunkt des Parabelsegmentes findet, Ahnlichkeit hat.
Dann miifste man zuerst aus der hier angewandten AuflGsung
geschlossen haben, dafs es zwischen den Pyramiden und Pris-
men mit derselben Grundfliche und Hohe, welche bei der
Zerlegung entstehen, ein konstantes Verhiltnis giebt. Nennt
man dieses r, so erhiilt man offenbar

r=—1+1r oder x = §}.

Unter den die Parabelsegmente betreffenden Bestim-
mungen, welche ich durch diese Bemerkungen vorbereitet habe,
ist diejenige, welche sich auf die Fliche des Parabelsegmentes
bezieht, die zweite von denen, welche sich in Archimedes'
Schrift tiber die Quadratur der Parabel [18—24] finden.
Archimedes selbst nennt sie die geometrische im Gegensatz
zu der sogenannten mechanischen, die, wie er selbst sagt,
ihn zuerst zum Ziele fihrte, die wir aber erst hinterherher be-
sprechen wollen.

In das Segment AB(' (Fig.74) wird das Dreieck ABC
beschrichen, dessen Spitze B auf dem zur Sehne A4C gehorigen

den Dreiccke A EB und BFC von gleicher Beschaffenheit he =
schriehen; EG und FII sind die entsprechenden Abschnitt =4
der Durchmesser. Da DA = 21F ist. wo IE die zum Durcl—

Durchmesser B liegt. In die ahgeschnittenen Segmente wer-—
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messer B D gehorige Ordinate von E bedeutet, so ergiebt sich,
dafs BI = 1 BD, nithin EG = ID— } BD = } BD. Ebenso
ist FH = } BD, woraus wiederum folgt, dafs

A AEB+ A BFC — } A ABC.

Beschreibt man nun wieder in jedes der vier Segmente AE,
EB, BF und FC ein Dreieck von gleicher Beschaffenheit, so
wird jedes von ihnen } von jedem der eben erwihnten, ihre
Summe also gleich (})?. A ABC. Fahrt man auf diese Weise
fort, so wird jedesmal dic Summe der neuen Dreiecke ein
Viertel von der Summe der eben vorher benutzten werden.
Es wird also
1 4

Segment A BC = 1+-1—-+—+... NABC = - N ABC.
4 4 ‘ 3

Es bedarf kaum der Erwihnung, dafs Archimedes bei Anwen-
dung hoherer Grenzen einen exakten Beweis dafiir fihrt, dals
die Reihe gegen die beiden Werte konvergiert, deren Gleichheit
auf diesem Wege gefunden wird.

Diesc Bestimmung beruht der Hauptsache nach darauf,
dals die Zerlegung des Parabelsegmentes in Dreiecke vollkom-
men unabhiingig von dessen eigener Gestalt und Grofse ist.
Diese Bemerkung gilt indessen nicht nur fiir die Grélsenver-
hiltnisse der successiven Dreiecke, sondern auch, mit Riicksicht
auf dic Beziehungen, welche bei Schwerpunktsbestimmungen
in Betracht kommen, fiir ihre gegenseitige Lage. Der Schwer-
punkt des Dreiecks A BC teilt die Linie BD nach einem ganz
bestimmten Verhiltnis, nimlich 2:1; nach demselben Ver-
héltnis teilen die Schwerpunkte der gleich grofsen Dreiecke
AEB und BFC die Linien EG und FH. Der Schwerpunkt
fir die Summe dieser Dreiecke fillt auf BD und teilt diese
Linie nach einem ganz bestimmten Verhiltnis. Da ferner das
Verhiltnis zwischen den Flichen von A ABC und von A AEB
4+ A BFC ein bestimmtes ist, so teilt auch der Schwerpunkt
fir die Surame aller 3 Dreiecke BD nach einem ganz be-
stimmten Verhdltnis. Dasselbe ist der Fall, wenn man die
vier Dreiecke hinzufiigt, die in die Segmente AFE, EB, BF, FC
beschriecben werden, ferner wenn man die acht folgenden hin-
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zufiigt u.s.w. Der Schwerpunkt, der sich auch dadurch be-
stimmen lafst, dafs man die einbeschriebene Figur in Trapeze
zerlegt, deren Grundlinien AC parallel sind, wird sich auf BD
mehr und mehr von D) entfernen; aber das Verhiltnis, nach
dem derselbe BD teilt, hiangt ausschliefslich davon ab, wie
weit man in der Hinzufigung von Dreiecken geht, und ist
unabhingig von der Beschaffenheit des Parabelseginentes, von
dem man ausgegangen ist. Da man in der Hinzufiigung von
Dreiecken so weit gehen kann, wie man will, so ergiebt sich,
dafs der Schwerpunkt eines Parabelsegmentes auf
dessen Durchmesser liegt., und dafs die Stiicke, in
welehe die Durchmesserabschnitte zweier Parabel-
segmente von den Schwerpunkten der Segmente
geteilt werden, proportional sind.

Ist S der Schwerpunkt des Parabelsegmentes 4ABC und
wird BD von GH in O geschnitten, so wird nach dem eben
angegebenen Hiilfssatz der Schwerpunkt N fir die Summe der
Segmente A KB und BFC bestimmt durch ON = } DS, da
wic oben bewiesen GE = HF = }DB. Ist ferner T der
Schwerpunkt des Dreiecks ABC, so mufs

TS = }SN
sein, da das Dreieck A BC dreimal so grofs ist wie die Summe
der kleinen Segmente. Setzt man nun DS =2z und DB =,
so crhilt man, da DT = }¢ und DO = }e,

r—fe =} (e —x+n) = je—fr = o} - §o),

woraus r--fc = e,
BS

x = %c, oder o = 3;

H SD ®

dadurch ist S bestimmt.

Diese algcbraische Bestimmung ist eine moglichst treue
Wicdergabe von Archimedes' eigener Bestimmung, die sich in
seinem zweiten Buche tiber das Gleichgewicht ebener Figuren
[¥] findet. Nur sind bei ihm wie gewohnlich die Abstande
von verschiedenen Punkten der Linie BD aus gerechnet. So
filrt Archimedes, statt den Ausdruck } (4¢ —x + }z), der ja
nur cine andere Form fiir § SN ist, in }¢ — }x umzuformen,
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einen Punkt K auf der Linie BD in die Figur ein, der dadurch
bestimmt ist, dals BK = }BD, also KO = }BD, KN =
lc— 1o oder SN = 3NK.

Auch den Gedankengang, der Archimedes zu dem vorher-
genannten Hiilfssatz gefiihrt hat, glaube ich genau so wieder-
gegeben zu haben, wie derselbe sich teils aus der Verwendung,
die Archimedes von ihm macht, teils aus der vorangehenden
Beweisreihe |2—7] ergiebt. Eine direkte Darstellung der Be-
weisreihe wiirde nicht dasselbe geleistet haben; denn einmal
hat Archimedes wie gewdhnlich nicht die Absicht gehabt in
dieser den leitenden Gedankengang darzustellen, welcher der
Beweisfilhrung vorangehen mufste, sondern er hat auf unan-
fechtbare Weise das dadurch gewonnene Resultat beweisen
wollen, und zweitens muls der Text hier eine grobe Entstel-
lung erfahren haben. Derselbe nennt und beweist in Wirklich-
keit nicht den von uns angefiihrten schénen Hiilfssatz, welcher
hinterher in der oben wiedergegebenen schliefslichen Bestimmung
des Schwerpunktes benutzt wird, sondern nur den Satz, dals
die Schwerpunkte zweier dhnlichen Parabelsegmente ihre
Durchinesserabschnitie in proportionale Teile teilen. Es liegt
auf der Hand, dals ein Schriftsteller, der den allgemeinen Satz
iiber zwei beliebige Parabelsegmente kennt und anzuwenden
versteht, nicht geglaubt haben kann sich mit dem Gber zwei
dhnliche Parabelsegmente begniigen zu dirfen. Die Unfrucht-
barkeit desselben springt in die Augen, wenn man bedenkt, dals
die Schwerpunkte von zwei beliebigen ihnlichen ebenen Figuren
ebensowohl einander homolog sind. Die angefiihrten Beweise
des ausgesprochenen Satzes passen nicht auf beliebige dhnliche
Figuren, sind aber in allem wesentlichen auf zwei ganz belie~
bige Parabelsegmente anwendbar.

Man muls deshalb annehinen, entweder dals diese
Beweise in Wirklichkeit von Archimedes fir zwei beliebige
Parahelscgmente gefiihrt worden sind, dals aber seine Aus-
driicke, Behauptungen und Figuren von einem dngstlichen
Herausgeber, der nicht die Tragweite seiner Begrindung und
deren spitere Anwendung verstand, so veriindert wurden, dals
nur noch von dhnlichen Segmenten die Rede war, oder dals
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ein wichtiger Teil des Textes ausgefallen ist!). Dieser kann
librigens sehr wohl ganz kurz gewesen sein und die Bemerkung
enthalten haben, dafs dieselben Beweise, welche fir ahnliche
Parabelsegmente geliihrt waren, sich auch fir beliebige Parabel-
segmente fihren liefsen. Archimedes beginnt namlich durch-
gehends mit den mehr speciellen Fallen und schliefst seine
allgemeine Begriindung an diese an.

Wir wollen uns nicht bei Archimedes’ Bestimmung des
Schwerpunktes eines zwischen zwei Parallelen abgeschnittenen
Parabelstreifens aufhalten. Das Interesse nidmlich, welches sich
hieran knipft, ist, wenn der Schwerpunkt des Segmentes erst
bestimmt ist, wesentlich statischer und algebraischer Natur.

Wahrend die letzgenannte Untersuchung keine absolute
Ubereinstimmung mit der modernen Benutzung unendlicher
Reihen darstellt, stimmen die bei Archimedes vorkommenden
Bestimmungen von Flichen und Volumina durch Zerlegung in
Teile, die alle beliebig klein werden kénnen, vollkommen genau
mit der Berechnung derselben durchIntegration iiberein. Dals
die Anzahl der Teile so grols gemacht werden kann, dals die
Summe ihrer Abweichungen von Grifsen, deren Summe man be-
rechnen kann, kleiner wird als eine beliebige gegebene Grenze,
ist nimlich dieselbe Betrachtung, welche uns in der Integralrech-
nung erlaubt eine Grifse als eine Summe von unendlich vielen
unendlich kleinen Gréfsen zu berechnen. Archimedes wendet
allerdings nur eine sehr begrenzte Anzahl hierher gehoriger
ullgemeinen Sitze oder — wie es bei unmittelbarer Ubersetzung
in die Terminologie der Gegenwart heifsen miifste — Integra-
tionsformeln an (namentlich (4) und (5) imn Folgenden); aber

1) Im dberlieferten Texte, Heibergs Ausgabe, Bd. II, S.204, 2, wird, was
hier vollkommen dberflissig ist, vorausgesetzt, ‘dafs der Satz, welcher
in der ganzen Beweisreihe fiir dhnliche Segmente bewiesen wird. fir
zwei gleich grofse, aber nicht dhnliche Segmente bekannt sei. Viel-
leicht kdnnte dieser Umstand darauf hindeuten, dafs Archimedes zu
dem allgemeinen Satze dadurch gelangt ist. dafs er den Satz zuerst fir
gleich grofse und darauf fir ahnliche Segmente bewies. So wie diese
Stelle hier steht, ist sie ein fernerer Beweis fiir die Mifshandlung, die
der ursprilngliche Text erlitten haben mulfs.
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da er dieselben auf ganz verschiedene Aufgaben!) anwendet,
die teilweise umgeformt werden missen, damit dies geschehen
kann, so giebt er deutlich zu erkennen, dafs er sie als allge-
meines Hilfsmittel betrachtet. Archimedes, der diese Sétze
einzeln und vollstandig begriindet, hat also einen soliden Grund
fir die Integralrechnung gelegt und auf diesem Grunde ist sie
auch, wie wir spater zeigen werden, wirklich in der neueren
Zeit aufgebaut.

Ubersetzen wir die Umformungen von Quadraturen und
Kubaturen in Summierungen, welche sich bei Archimedes
tinden, in die moderne Zeichensprache, so konnen wir sagen,
dafs er, von der formalen Aulstellung abgesehen, folgende
Integrale kannte und anwandte: erstens

asbkd-v M

als Ausdruck fiir eine Flache, bei welcher auf der der Abscisse
x entsprechenden Ordinate die Sehne k& abgeschnitten wird,
withrend ¢ und 6 die Grenzwerte fir x sind und « eine Kon-
stante, welche von dem Winkel zwischen Abscissen und Ordi-
naten?) abhiingt; zweitens

b
as Adr B )]
- als Ausdruck fir ein Volumen, bei dem auf der durch einen
gewissen Wert von r bestiminten Ebene die Fliche 4 abge-
schnitten wird. Des Zusammenhangs wegen wollen wir noch
hinzufigen, dafs Archimedes in der Schrift iber die Spiralen

1) Hermite sagt in der Einleitung zu seinem ,Cours d'Analyse de I'Ecole
Polytechnique*: Cest l'application répétée de ces mémes propriétés qui
constitue ce qu'on nomme la méthode infinitésimale.

Man hat zu beachten, dals die Alten in ihren geometrischen Sitzen
nicht das Verhiltnis von Strecken, Flichen oder Rauminhalten zu
einer im voraus angenommenen Einheit angeben, sondern nur
ihr Verhidltnis zu einander bestimmen oder homogene Gleichungen
zwischen ihnen entwickeln. In unserer Darstellung miissen wir also,
wenn die Koordinaten nicht rechtwinklig sind, einen Faktor 2 hinzu-
fiigen, der nicht in den Bestimmungen der Alten vorkommt, da er den
Grolsen gemeinsam ist, deren Verhiltnis bestimmt wird.

H



442 Zwanzigster Abschnitt.

die Formel fiir die Bestimmung des Flicheninhalts bei Polar-
koordinaten:

-

i\ iy, ®

L]

auf die genannten Kurven anwendet, fiir die jedoch ri = 7’;‘:9"
konstant ist!). Ferner besitzt Archimedes, da er den Satz
iber das statische Moment kennt, dasselbe Mittel wie die
moderne Mathematik, um die Bestimmung der Entfernung des
Schwerpunktes von einer Ebene oder einer Linie auf Inte-
grationen zuriickzufiihren. Die wichtigste von allen seinen
Integrationen, dic Berechnung der Kugeloberfliche durch
Umformungen, die aus unseren Elementarbiichern bekannt sind,
liegt uns hier ferner.

Fir die weitere Berechnung stehen Archimedes vor allem
die Sitze zu Gebote, welche folgenden Integrationsformeln ent-
sprechen:

S.r(l-r = Lt %)
und ’

ST’d.r = }c3, (3)

‘o

Dieselben werden selbstindig aufgestellt, der erste in der Ein-
leitung zu der Schrift Giber Konoide und Sphéroide ?), der zweite
in einem Korollar zu Satz 10 der Schrift Gber die Spiralen?),
und wiirden in mehr unmittelbarer Ubertragung folgende For-
men annehnien:

/,+2h+3h+...+-nlz>%—'h I
(4D)

2
/1-}—2/1—{-3]1—{-...—}—(n-——-l)h<-%—h" ]

') Bei Archimedes kommt, da er das Verhiltnis der Fliche zu einem
Kreise bestimmt, der Faktor § ebensowenig vor wie der Faktor a in
(1) und (2).

?) Ausg. v. Heiberg. 1. S. 290,

3} Ausg. v. Heiberg, 11, S. 40 ff.
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und
n3
-~ h?

he 4+ @24 B3R+ ... 4 (nh): > 3

I/

s (b)
he 4 (20) 4 (3h)E + ... + ((n— D) h)t <_3_hs.l

Bei dem ersten Satze bemerkt Archimedes, dafs der Beweis
leicht sei: die Richtigkeit desselben folgt auch aus den Aus-
dricken fiir die heiden Summen, welche im Altertum unter
dem Namen ,Dreieckszahlen* bekannt waren. Die Richtigkeit
des zweiten Satzes folgt aus der Gleichung
[+ 2R+ (Bh2 ...+ (nh)?]
=M+ D)mh)2-h(h+204+3h+...42k),

die in demseclben Satz 10 Gher die Spiralen aufgestellt und
bewiesen wird. Um hieraus auch die letzte Ungleichheit (5b)

zu erhalten, hat man nur die letate Ungleichheit!) in (4b) zu
benutzen und zu beachten, dafs

, nt
n(n-—1)t + 5 < ns,

Dafs Archiinedes die Ungleichheiten (4 b).und (5b) auf
dieselbe Weise benutzen konnte, wie wir die Integrale (4)
und (5) gebrauchen, ergiebt sich, wenn man & = dz und

') Der Umstand, dafs der genaue Ausdruck » ("T_-l) h hier nicht be-

nutzt wird oder nicht bereits benutzt ist, um den Ausdruck [iiber die
Spiralen 10| fiir die Summe der Quadrate der Glieder zu reducieven,
hat bei Cantor (Vorlesungen, S.269) einigen Zweifel wach gerufen,
ob Archimedes direkte Kenntnis von der Form besals, unter der wir
die Summe einer arithmelischen Reihe berechnen. Dieser Zweifel
erscheint mir unbegrindet, wenn man bedenkt, einmal dafs Archi-
medes hier nur Verwendung fiir die Ungleichheiten hat, und zweitens
dafs die Einfiilhrung jenes Ausdrucks ihm das Aussprechen des
Satzes 10 durchaus nicht erleichtert haben wiirde; nur in
unserer Zeichensprache wird dasselbe durch diesen Ausdruck
vereinfacht. — Zu bemerken ist noch, dafs ein Kunstgriff bei der Be-
rechnung der Summe der Quadrate im Beweise fiir 10 darauf hin-
deutet. dafs die Alten den Ausdruck fir die Summe der Glieder auf
dieselbe Weise gefunden haben, wie es jetzt geschieht, nur in geo-
metrischer Darstellung.
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nh = ¢ setzt. Neben diesen benutzt er, wie sich aus den
Anwendungen ergeben wird, auch einige von den Integrations-
principien, die am unmittelbarsten der Auffassung der Integrale
als Grenzen fiir Summen entsprechen. Auch diese werden
zum Teil unabhingig von den geometrischen Anwendungen auf-
gestellt.

Es konnte den Anschein haben, als ob eine weniger direkte
Ableitung den Alten nidher gelegen habe als die selbstindige
Aufstellung und Anwendung der den Integrationsformeln (4)
und (5) entsprechenden Relationen (4 b) und (3b). Die in den
Formeln (1) und (2) ausgedriickten Bestimmungen von Flichen
und Rauminhalten lassen sich nimlich auch auf Dreieck und
Pyramide anwenden. Die im voraus bekannten Ausdriicke fiir

c

diese werden dann die Bestimmungen von gxd.t und Sz' dx

*o *o
geben. Traf man dann bei anderen Untersuchungen auf diese
Integrale, so konnte man sie mit der Fliche eines Dreiecks
oder dein Volumen einer Pyramide vertauschen.

Diese indirekte Bestimmung liegt der direkten Aufstellung
von (4b) und (5b) nicht so fern, wie die moderne Darstellung
vermuten lassen kénnte. Das ergiebt sich, wenn man beachtet,
dafs die benutzten Summen von den Alten als Dreiecks-
zahlen und Pyramidalzahlen dargestellt werden. Die
angefiihrte Vertauschung findet ausdrickliche Anwendung in
dem neuen Beweise fiir Archimedes’ Bestimmung der Flache
des ersten Umganges einer Spirale, welcher sich in Pappus’
viertem Buche!) tindet. In diesem Beweise namlich wird das
Integral (5) dadurch vermieden, dafs durch Operationen, die
den Formeln (3) und (2) entsprechen, gezeigt wird, dafs
die Fliche in einem bekannten Verhdltnis zu dem Volumen
eines Kegels steht. Auch Archimedes weist bei einer An-
wendung des Integrals (4) in Satz 21 der Schrift iiber Konoide
und Sphiiroide deutlich auf dessen Zusammenhang mit der
Dreiecksflache hin. Das geschieht durch eine bei der Darstel-
lung benutzte Hiilfslinie A B.

') Ausg. v. Hultsch, 8. 236.
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Archimedes benutzt auch andere Ubertragungen von der-
selben Art wie die hier beschriebene. So werden wir gleich
sehen, dafs die Flache der Ellipse durch die des Kreises aus-
gedrickt wird, und im folgenden Beispiele wendet Archimedes
die im voraus bekannte Lage des Schwerpunktes eines Dreiecks
bei seiner ersten Bestimmung der Fliche eines Parabelsegmentes
an. Die Integration, welche er dadurch vermeidet, wirde
tibrigens gleichbedeutend sein mit derjenigen, die er an einer
anderen Stelle, ndmlich bei der Berechnung des Volumens eines
Ellipsoids, auf Anwendungen der Integrale (4) und (5) zuriick-
fihrt; wahrscheinlich kannte er aber damals noch nicht das
Integral (5). Ein bekanntes und sehr umfassendes Mittel zur
Wibertragung von Integrationsresultaten von einem Gebiete auf
ein anderes ist der spiter als Guldinsche Regel hezeich-
maete Satz, der sich bei Pappus?) findet.

Nun wollen wir die Anwendungen auf die Lehre von den
Megelschnitten und auf Flichen zweiter Ordnung anfibren, die
Archimedes von den zusammengestellten Principien macht.
“RVir beginnen mit seiner Anwendung der Formel (1) zur Be-
sstimmung der Flache der Ellipse. Er konstruiert einen Kreis
wiber der einen Axe « als Durchmesser. Wir wollen annehmen,
«lafs die Abscissen auf dieser gerechnet werden. und dafs der
WKreis auf der Senkrechten auf dieser Axe die Sehne &, ab-

sschneidet, wéhrend dic Ellipse anf derselben Senkrechten die
Sehne & abschneidet. Ist nun & die zweite Axe, so erhiilt man
{Ober Konoide und Sphiroide 4] fiir alle Werte von ux:

Vll'll x .
bk kdr % Ellipse
a k,  kdr S" S
A 1
In den folgenden Sitzen [5—6] werden hieraus Ausdricke
abgeleitet fir das Verhiltnis zwischen den Flichen einer El-
lipse und eines beliebigen Kreises oder zwischen zwei Ellipsen,

) Ausg. v. Hultsch, S. 682



146 Zwanzigster Abschnitt.

im besonderen der Satz, dals ahnliche Ellipsen sich wie die
Quadrate iiber den grofsen oder tber den kleinen Axen ver-
halten. Es ist klar, dals Archimedes ebenso leicht ein Segment
hitte bestimmen konnen, das von einer auf der Axe senk-
rechten Sehne begrenzt wird, oder, bei Benutzung schiefwink-
liger Koordinaten, ein von einer beliebigen Sehne begrenztes
Segment. Der Gedanke hieran kann ihm auch nicht fern
gelegen haben, da er die entsprechenden Bestimmungen am
Ellipsoid vornimmt; aber die Flichenbestimmung ist nur eine
Hiilfsuntersuchung, und von solchen beriicksichtigt er fiir ge-
wohnlich nur dasjenige, wofiir er Verwendung hat.
Archimedes’ zweite Anwendung derselben Formel (1) hat
dic Bestimmung der Flache eines Parabelsegmentes zum Gegen-

G

Fig. 11.

stand. Die hierauf abzielende Umformung der Gleichung der
Parabel haben wir bereits im zweiten Abschnitt erwihnt.
Daselbst wurde (S. 59 ff.) bewiesen, dafs, wenn (Fig. 11) eine
Sehne AC = a einer Parabel zur Abscissenaxe genommen
wird, und zwar ihr Endpunkt 4 zum Anfangspunkt, wéihrend
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die Ordinaten dem Durchmesser BD der Sehne parallel sind,

das Verhaltnis Y zwischen den Otdinaten der Parabel und ihrer

1
Tangente in C, welche derselben Abscisse x entsprechen, gleich

z . . . S .
- sei- Dies wird angewandt fir die Transformation

aS ydr = Sylr-d.t.
0 0

Diese Gleichung driickt Archimedes aus, indem er sagt,

dafs die Flache des Segments, angebracht an dem Ende cines
Hebelarms, dessen Linge gleich dem senkrechten Abstande
des Punktes C von der Linie AG ist, einem Dreieck AGC das
Gleichgewicht hélt, welches so an dem anderen Hebclarm
angebracht ist, dafs 4 im Unterstitzungspunkte liegt und die
Schwere parallel AG wirkt. Danm werden sich namlich die
demselben Werte von x entsprechenden Elemente das Gleich-
gzewicht halten. Da nun der Abstand des Schwerpunktes des
Dreiecks von AG gleich } des Abstandes des Punktes ¢ von
<erselben Geraden ist, so ist das Parabelsegment gleich § A AGC
= $ A ABC.

XNun hat Archimedes, wie am Schlusse des vierten Ab-
sschnittes (S. 103) angefiihrt ist, bewiesen [Uber Konoide und
SSpharoide 3], dals bei derselben Parabel die Flichen solcher
einbeschriebenen Dreiecke wie 4BC gleich grofs sind, wenn
«<lie Durchimesserabschnitte BD es sind. Dadurch ist dann, wie
er am selben Ort bemerkt, auch bewiesen, dals Segmente der-
selben Parabel gleich grofs sind, wenn die in denselben ent-
haltenen Abschnitte der zu den begrenzenden Sehnen gehoren-

den Durchmesser gleich grofs sind.

Weder in der hier mitgeteilten Bestimmung, noch in der
spileren ,geometrischen*, die wir bereits angefithrt haben,
benutzt Archimedes die Zerlegung des Parabelseginentes durch
Parallelen zur Grundlinie A C; dadurch vermeidet cr das Inte-
gral SVEd:c. Dagegen wird dic entsprechende Zerlegung der
Segmente von Umdrehungsflichen zweiter Ordnung, niamlich
durch Ebenen parallel der Grundfliche, benutzt bei der Be-



448 Zwanzigster Abschnitt.

stimmung des Volumens dieser Segmente in der Schrift dber
Konoide. .

Wie Archimedes selbst [19—22] wollen auch wir mit dem
Paraboloid beginnen; aber wihrend er zuerst ein Segment
durch einen senkrecht zur Axe gefiihrten Schnitt abschneidet,
wollen wir hier und bei den ibrigen Flichen sofort zu seiner
Benutzung eines beliebigen Schnittes (wie der ist, dessen Pro-
jektion auf die senkrecht auf ihm stehende Meridianebene in
Fig.75 durch AC dargestellt wird) dibergehen. Die Fliche der
Ellipse, in der das Paraboloid geschnitten wird, bezeichnen wir
mit G, das Stiick B&, welches auf dem durch den Mittelpunkt
dieser Ellipse gezogenen Durchmesser abgeschnitten wird, mit ¢,
und auf demselben Durchmesser rechnen wir die Abscissen r
von seinem Schnittpunkt B mit der Flache als Anfangspunkt.
Bestimmt wird das Verhdltnis des Paraboloidsegments zu einem
Cylinder mit der Grundfliche &, der zwischen dieser und der
ihr parallelen Beriihrungsebene des Paraboloids abgeschnitten
wird. Man erhilt dann durch (2) und (4), wenn y und g¢
(= G () diejenigen Halbaxen des durch = bestimmten Schnittes
und der Grundfliche bedeuten, welche in die auf G senkrechte
Meridianebene des Paraboloids fallen,

‘ Y Gd G
SAdx ? xr ¢ 7dr
Segment o 0 1

-_— . . . —_— 0 =
Cylinder — T e
ng:c SG(IJ: thlr
0 0

e

Hieraus zieht Archimedes [23] den Schlufs, dafs wenn in
zwei Segmenten die zugehorigen Durchmesserabschnitte gleich-
grofs sind, die Segmente es auch sind. Denn sind (Fig. 75)
(ABC) und (DEF) zwei Segmente mit den in AC und DF
projicierten Ellipsen als Grundflachen?!), wihrend BG und EH
die zugehorigen Durchmesserabschnitte darstellen, und sind

1) Dafs beide Grundfliichen senkrecht auf derselben Meridianebene stehen,
erreicht Archimedes dadurch, dals er die eine senkrecht zur Axe
sein lafst.
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ferner y und 2z die in ¢ und H senkrecht auf der gezeichneten

Meridianebene errichteten Ordinaten des Paraboloids, so crhalt
man aus dem gefundenen Resultat, dafs
(ABC) A ABC

(DEF) = ADEF’

Ist nun BG — EH, so ist A ABC = A DEF, wie am

Schlusse des vierten Abschnittes bewiesen wurde, und y = 2z,

¥
Z

Fig. 75.

weil die auf der Meridianebene senkrechten Schnitte durch BG
und EH kongruente Parabeln sind. Im allgemeinen verhalten
sich Segmente desselben Paraboloids wie die Quadrate von BG
und EH. Bei dem Beweise dieses Satzes [24] kann Archi-
medes sich auf Grund des bereits gewonnenen Resultates an
den Fall halten, wo die Grundflichen senkrecht auf der Axe
stehen.

Ein Segment eines Hyperboloids wird auf dieselbe Weise
bestimmt [25—26], nur tritt der Unterschied ein, dafs man
hier wegen der Gleichung der Hyperbel erhilt:

l’_ . .v(a—}-a:)_.

' c(ato)
Unter Hinweis auf die anderswo gefundene Bestimmung der
Integrale (4) und (5) wird hier nachgewiesen [2], dafs

Sir(a-+:r)d:r = e (Jua+ o). (6)

Durch eine Vertauschung von -+ mit — wiirde dieselbe
Bestimmung sich auf das Ellipsoid anwenden lassen; aber
29
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merkwiirdig genug benutzt Archimedes nicht die Flichen-
anlegung, um hier die Gleichung der Ellipse ebenso darzustellen,
wie frither die Gleichung der Hyperbel. Dagegen stellt er sie
in seiner Bestimmung des Volumens eines halben Ellipsoids
durch einen Gnomon dar, d. h. durch die Differenz zwischen
zwei Quadraten, die einen Winkel gemeinsam haben ; mit anderen
Worten: er bedient sich nicht der Scheitelgleichung der Ellipse,
y® = zxx(a — xr), wo x eine Konstante hedeutet, sondern ihrer

2
Mittelpunktsgleichung, y? = x (% — .c’). Dieser Umstand giebt

Archimedes Gelegenheit, das Integral g.v*d £ in einer neuen
‘o

Verbindung zu gebrauchen, namlich:

!;.
a? at a 1/a\3 2/a)\?3
S(I'”’)"‘ = T'?"?{(?) =7(7) ‘

0

Da Archimedes auf diesem Wege die Stiicke des Ellipsoids,
die durch einen Diametralschnitt senkrecht zur Axe [27] und
durch einen beliebigen Diametralschnitt [28] abgeschnitten
werden, gesondert bestimmt, und da er vorher bewiesen hat
[18], dals man in beiden Fillen das halbe Ellipsoid erhilt, so
hat er hier indirekt den Beweis fiir den Satz gefiihrt, der
mit Bezug aul das Umdrehungsellipsoid dem einen von Apol-
lonins' Sitzen ber Durchmesser im 7ten Buche entspricht. und
der sich unter anderem folgendermalsen ausdriicken 1afst: alle
umbeschriebenen Cylinder eines Umdrehungsellipsoids sind gleich
grofs. ,

Bei der Berechnung eines von cinem halben Ellipsoid ver-
schiedenen Segments wird das Integral (6) in einer neuen Ver-
bindung bennutzt. Fig.76 moge eine Meridianebene und AC
die Spur einer darauf senkrechten Ebene vorstellen. die das
Ellipsoidsegment (.4 BC) abschneidet. Dann werde der durch
dic Mitte D der Sehne AC gezogene Durchinesser zur Ab-
scissenaxe und D zum Anfangspunkt genommen. Setzen wir
nun OD = ¢ und wie vorhin DC == ¢, so ergiebt sich:
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Fig. 76
v (-;—2—(2 der—ua?
T (5
({5 eeenn

e .

Es kommt also darauf an, das Integral

SK%— e) (%+ e) —r(2e+ .1')] d.c

zu bestimmen, welches, da das crste Glied in der Klammer
konstant ist, von selbst zerfallt in

a
0 ¢

(%—e‘)z (:::+r)—S.r(“2e+.r) dx.

0

Hier ist das lctzte Integral dasjenige, welches wir (6) genannt
haben, und dessen Wert Archimedes ausdriicklich vorher he-
stimmt [2] und bei der Berechnung des Hyperboloidsegments
benutzt hat.

Die Unbeholfenheit, die Archimedes an den Tag zu legen

scheint, indem er verschiedene Behandlungsarten auf das Hyper-
20*
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boloid und das Ellipsoid anwendet und sich dadurch hinsichtlich
des letzteren scheinbar selbst Schwierigkeiten schafft, muls uns
allerdings befremden. Aber bei einem genaueren Eingehen auf
die Sache miissen wir zugeben, dals ein grofser Teil der Un-
beholfenheit seinen Grund hat in der Diirftigheit der Dar-
stellungsmittel, die ihm zu Gebote standen, namentlich
dann, wenn es sich um etwas so neues wie Integrationen han-
delte, und in den im Verhiltnis hierzu &aufserst strengen For-
derungen an die Vollstindigkeit der Darstellung, und dals diese
formalen Schwierigkeiten hier wie so oft in den Schriften der
griechischen Mathematiker dem Verfasser (elegenheit geben,
sachliche Stidrke zu zeigen.

Um gerecht urteilen zu kénnen, missen wir davon aus-
gehen, dafs die Sprache nun einmal so beschaffen war, dafs
es mit formalen Schwierigkeiten verbunden gewesen sein wirde,
den Beweis fir (6) so zu fihren, dafs gleichzeitig bewiesen
wurde, es sei

Siz;(a—:r)dx = c*(Ja—}o).

0
Der Satz, welcher sich in unserer mathematischen Sprache
durch diese Formel ausdricken liefse, wiirde also ein neuer
Hiilfssatz sein. Da vor ihm keine Integralrechnung existierte,
so konnte Archimedes sich nicht auf einen von friher her
existierenden Satz stiitzen wie der ist, den wir durch die Glei-
chung

S[¢(r)+¢(x)] dz = (p(x)dz +(g(x)dxr, )
ausdriicken, wie klar auch das in diesem enthaltene Princip
ihm vor Augen gestanden haben mag. Ein vollstindiger Beweis
dieses Satzes, der sowohl auf positive wie negative ¢ Riicksicht
nehmen mulfste, liefs sich auch nicht ohne Zerlegung in mehrere
Sitze fiilhren. Um den Apparat, der vorher bewiesen werden
mufste, so viel wie moglich einzuschrinken, begniigt sich des-
halb Archimedes, der aus der Schrift {ber die Spiralen dic
Formeln (4) und (5) zur Verfiigung hat, damit aulser Satz 1,
der an Stelle von {«dz — a{dz tritt, in Satz 2 die Formel (6)
zu beweisen. Statt die Anzahl von allgemeinen Integrations-
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formeln noch weiter zu vermehren, bemiiht er sich vielmehr,
die verlangten Kubaturen auf die wenigen zuriickfithren, die
hier angegeben sind. Das gelingt auf die dargestellte Art und
Weise, da die vorher nicht bewiesene Formel (7) in den Fillen,
wo ¢ (r) konstant ist, einfach genug wird, um die Beweise fiir
ihre Anwendung in die einzelnen Beweise hineinzichen zu
kdnnen.

Hierzu stimmt es, dafs Archimedes in der Schrift dber die

b b a
Spiralen nicht S = S — S als allgemeines Princip aufstellt,

a 0 0 e
sondern sich damit begniigt, nachdem er Sa:’ dz gefunden hat
a 0

[in 10], sx’ dz besonders zu berechnen [11).

Wir wollen nicht bei den Formen verweilen, in denen
Archimedes die gefundenen Resultate hervortreten lifst, son-
dern nur bemerken, dafs er an diese einige Aufgaben anschliefst,
welche er wahrscheinlich selbst gelost hat, und aus denen wir
deshalb einige Beispiele fiir korperliche Aufgaben, die von den
Alten behandelt worden sind, haben entnehmen kénnen.

Noch eine hierher gehorige Bestimmung hal Archimedes,
wie sich ergiebt, gekannt, nimlich die des Schwerpunktes
von einemn Segment eines Umdrehungsparaboloids, das
durch eine beliebige Ebene abgeschnitten wird!). Diese Be-
stimmung kann nicht wohl auf dhnlichem Wege vorgenommen
worden sein wie die entsprechende beim Parabelsegment; aber
ebenso wie die Bestimmung vom Schwerpunkte dieses letzteren
sich an die von dessen Flache anschlielst, kinnte man .auch
den Versuch machen, ob die Bestinmung vom Schwerpunkte
des Paraboloidsegments sich nicht auch an die von dessen
Volumen angeschlossen haben kiénne. Macht man diesen Ver-
such, so gelangt man zu demselben Verfahren, welches die

') Die Lage dieses Schwerpunktes wird direkt und indirekt im ganzen
zweiten Buch der Schrift dber schwimmende Kdrper benutat. Als
Beispiel fir eine Stelle, an der die Lage fiir ein schief abgeschnittenes
Segmnent bestimmt angegeben wird, will ich S.397, 9 und 11 des 2ten
Bandes von Heibergs Ausgabe anfihren.
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Integralrechnung jetzt anwendet, und es zeigt sich, dals weder
die Anwendung des Satzes vom statischen Moment noch die
Integrationen irgendwelche Schwierigkeit dargeboten haben
konnen, die Archimedes nicht anderswo tGberwunden hitte.
Eine Form, unter welcher der Satz vom statischen Moment
angewandt worden sein kann, lernten wir kennen bei der An-
wendung des statischen Moments eines Dreiecks auf die Be-
rechnung des Parabelsegments. Diese wollen wir auf den
gegenwiirtigen Fall Gbertragen. ABC sei die Spur des Para-
boloidsegmentes in der Meridianebene, welche senkrecht auf

c

/ ]
D] BR\\z\i

A

‘L— —— e
Fig. 77.

dessen Grundfliche steht, BF der durch die Mitte ¥’ der Sehne
AC gezogene Durchmesser, und das Segment sei so an einem
horizontalen Hebel BE mit dem Unterstiitzungspunkt in B
angebracht, dals die Schwere parallel zu der Spur AC der
Grundfliche wirkt. BJD sei der andere Arm des Hebels, an
dessen Endpunkt I) das ganze Gewicht /7 des homogenen
Paraboloidsegments aufgehingt ist. Dann wird Gleichgewicht
stattfinden, wenn BD = z gleich dem Abstande des Schwer-
punktes von der Berihrungsebene in B ist.
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Zerlegt man das Segment durch Schnitte parallel der Grund-
fiiche und setzt die Summen der Momente der einzelnen Schei-
ben, einmal an ijhrem eigenen Platze gelassen und zweitens
in D (als Teile von /1) angebracht, einander gleich, so erhilt
man

zs‘y’ dr = gy’rdr,
(] L]

wo die Ordinaten der Parabel diejenigen sind, welche zum
Durchmesser BF des Segments gehdren, wihrend die Abscissen
auf BE gerechnet werden und BE gleich ¢ ist. Hieraus erhiilt
man, wenn G der Schwerpunkt ist,

gy’rdx V;r* dr
__ %

*o

r“y’dz cgrdr
(] 0

Versucht man andere Arten der Bestimmung, so wird man
gewils finden, dals Archimedes’ eigene Bestimmung von der
hier dargestellten kaum in anderen Dingen sonderlich abwei-
chend gewesen sein kann, als darin, dals er vielleicht die Be-
nutzung von Integrationsformeln vermieden hat durch Zurdck-
fihrung auf die Bestimmmung des Schwerpunktes eincs Dreiecks;
dieser lifst sich durch dieselben Formeln beslimmen, welche
hier benutzt sind, ist aber von Archimedes schon friher im
ersten Buch iiber das Gleichgewicht ebener Figuren [14] als
Durchschnittspunkt der Medianen gefunden worden.

TURYSY

r4
_— == —
c

Einundzwanzigster Abschnitt.
Erster Ursprung der Lehre von den Kegelschnitten,

Im Vorhergehenden war es unser Hauptziel die griechische
Lehre von den Kegelschnitten in ihrer vollendetsten Gestalt
darzustellen, so wie sie uns bei Apollonius und, in Bezug
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auf einige Untersuchungen, zu denen Apollonius keinen neuen
Beitrag gelicfert hat, bei Archimedes entgegentritt. Wir be-
miihten uns klarzustellen, was man wufste, wie man es be-
grindete und wozu man es zu benutzen verstand. Indem
wir mit Riichsicht auf die Begriindung von solchen Darstellungs-
formen absahen, die nur der schriftlichen Behandlung wegen
ausgearbeitet zu sein scheinen und in keinem notwendigen
Zusamnmenhang mit dem zu Grunde liegenden fruchtbaren Ge-
dankengang stehen, glauben wir auch oftmals das Wesentliche
der Wege, welche zu so grofsen Resultaten gefiihrt haben,
dargelegt, also geometrische Beitrige zur Kenntnis der Ent-
wicklung geliefert zu haben, welche die Lehre von den Kegel-
schnitten bei den Griechen genommen hat.

Dagegen habe ich zu ciner eigentlich historischen Dar-
stellung dieser Entwicklung, die auch die zeitliche Aufcinander-
folge der verschicdenen Fortschritte hiitte beleuchten miissen,
kaumn andere Beitriige geliefert als Untersuchungen tber das,
was sich bei Apollonius als neu vorfand und was vor ihm
entweder durch Einzeluntersuchungen oder durch solche um-
fassende Werke wie Euklids Kegelschnitte und Aristius’ korper-
liche Orter bekannt war. Diese Untersuchungen waren fiir
mich notwendig, um das, was ich bei Apollonius vorfand,
richtig zu wirdigen. Sie brachten mich dahin, dem Apollonius
einen wichtigen Fortschritt in der Auffassung der Kegelschnitte
zuzuschreiben, nidmlich die konsequente Durchfihrung einer
gleichzeitigen Betrachtung der beiden Aste ciner Hyperbel. Es
mulste dahin gestellt bleiben, ob Apollonius zuerst solche
Schnitte an schiefen Kegeln, deren Ebenen nicht senkrecht auf
der Symimetrieebene stehen, untersuchte — oder wenigstens
die Untersuchung derselben durchfihrte — oder ob auch Ar-
chimedes in der Einleitung zu der Schrift tber Konoide und
Sphiiroide an diese Schnitte dachte. Ferner wurde nachgewiesen
oder wahrscheinlich gemacht, dafs nicht nur solche elementare
Theorien wie die Lehre von den konjugierten Durchimessern,
von Tangenten, Asymptoten und Brennpunkten, sondern auch
dic Erzeugung der Kegelschnitte als Orter zu vier Geraden und
die Umformungen dieser Erzeugungsart, ferner der Potenzsatz,
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der Salz iber Polaren, die einfachsten Erzeugungen der Kegel-
schnitte durch Tangenten und vor allem eine Menge von An-
wendungen zur Bestimmung kérperlicher Orter und Lésung
korperlicher Aufgaben vor Apollonius bekannt waren, soweit
dieselben sich ohne Benutzung der beiden Hyperbeliste auf-
stellen und beweisen lassen. Die eigenen bedeutenden Ent-
deckungen des Apollonius fallen zum Teil innerhalb dieses im
voraus gegebenen Rahmens, so seine Konstruktion der Nor-
malen mit zugehérigem Diorismus, seine Bestimmung der Rela-
tionen zwischen den Lingen konjugierter Durchmesser u.s. w.

Dafs man, wenn ein solcher Rahmen gegeben ist, den-
selben auszufiillen sich bemiiht, ist verstindlich genug; aber
in rein historischer Beziehung wiirde es von grifserem In-
teresse sein, das Entstehen eines solchen Rahmens zu beob-
achten. Deshalb ist es von Bedeutung, die Geschichte der
Lehre von den Kegelschnitten weiter zurick zu verfolgen und
zu untersuchen, wie diese Lehre zu der Gestalt gelangte,
die sie zu Euklids Zeit teils besafls, tcils erhielt. Fir eine
solche Untersuchung giebt es aber aufserordentlich wenig Hiilfs-
mittel, so wenig, dafs man sie durch Vermutungen ergénzen
mufs. Diese Vermutungen jedoch finden mit Ricksicht auf
das allererste Auftreten der Lehre von den Kegelschnitten so
viel Anhalt, dals sie wohl verdienen angefiihit zu werden.

Die vorhandenen Angaben beschrinken sich 1) auf die
Tradition!), dals Mendchmus, der Schiler von Plato und
Eudoxus, die Kegelschnitte gefunden und zur Verdoppelung des
Wirfels angewandt shabe, indem er die beiden mittleren Pro-

1) Diese tritt namentlich hervor in einem Briefe des Eratosthenes
dber die Verdoppelung des Wiirfels, der in Eutokius’ Koinmentar zu
Archimedes’ Schrift dber die Kugel und den Cylinder (Archimedes,
Ausg. v. Heiberg, III, S.102 f.) mitgeteilt wird, sowie in Eutokius’
besonderer Darstellung von Meniichmus’ Verdoppelung (a. a. 0., III,
S. 92—98). Eine Verdoppelung von Menidchimus wird zugleich von
Plutarch berihrt. An einer von Proklus (Ausg. v. Friedlein, S.111)
aufbewahrten Stelle bei Geminus wird Menichmus ausdricklich als
Erfinder der Kegelschnitte hezeichnet. Indessen fiihrt Cantor eine
Stelle bei Plutarch an, nach der bereits Demokritus sich mit Kegel-
schnitten heschiftigt haben soll (Vorlesungen, S. 164).
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portionalen mittels der Schnittpunkte zwischen zwei von den
Kurven

z? = ay, y?e=bx, 2y = ab (1)
konstruierte, und 2) auf den in unserem zweiten Abschnitt
erwihnten Umstand, dafs man in ilteren Zeiten nur Schnitte
betrachtete, die an Umdrehungskegeln durgh senkrecht zu
einer Erzeugenden gefiihrte Schnitte hervorgebracht wurden,
was Veranlassung zu den Namen gab, welche die Kegelschnitte
vor Apollonius hatten.

Die zweite von diesen beiden Angaben ist besonders
merkwiirdig. Sie enthdlt die Aufforderung, einer solchen Be-
stimmung der Haupteigenschaften der erwdhnten besonderen
Schnitte nachzuspiiren, welche sich nicht mit gleicher Leichtig-
keit auf beliebige Schnitte an Umdrehungskegeln anwenden
lafst. Ich habe denn auch versucht eine solche ausfindig zu
machen in der Hoffnung, auf diese Weise zu der urspriinglichen
Bestimmung der Kegelschnitte zu gelangen; aber wenigstens
hinsichtlich der Ellipse und Hyperbel ist diese Bemiihung ohne
Resultat geblieben. Die Ableitungen der planimetrischen Eigen-
schaften der Schnitte, die ich habe finden kénnen, waren alle
von solcher Beschaffenheit, dafs ich zu keiner anderen Vor-
stellung habe gelangen konnen, als dafs man zu Menichmus'
Zeit, wo Eudoxus seine Verbesserungen in die Proportionslehre
eingefiihit hatte und wo man solche Verallgemeinerungen vor-
nahm wie die der Flichenanlegungen sind, die sich in Euklids
sechstem Buche finden, sogleich hat beinerken miissen, dafs
dieselben sich ebenso leicht anwenden liefsen, wenn keiner der
Winkel zwischen der Schnittebene und den Eirzeugenden in der
zur Schnittebene senkrechten Diametralebene ein Rechter war.
Dals dieser Umstand, trotz der bestindig zunehmenden Be-
schiftigung mit den Kegelschnitten, gerade bis zu Apollonius’
Zeit unbeachtet geblieben sein sollte, war mir geradezu undenk-
bar; aber im zweiten und neunzehnten Abschnitt habe ich
denn auch nachgewiesen, dals dies nicht der Fall war.

Schon die Thatsache, dals man sich in der allerersten
Zeit damit begniigte Schnitte von Ebenen senkrecht zu einer
Erzeugenden zu behandeln, verlangt nach meiner Meinung eine
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Erklirung. Diese finde ich darin, dafs man es nicht als
seine Aufgabe betrachtete, ebene Schnitte an Kegel-
flachen zu suchen, sondern dafs man umgekehrt
eine Darstellung von Kurven suchte, von denen man
bereits Kenntnis besafs. Ein solches Ziel erreichte man
eben am besten durch eine vollkommen bestimmte und be-
grenzte Form der Darstellung.

Diese Erklirung stimmt gut zu dem, was tiber die Ver-
bindung zwischen der Entdeckung der Kegelschnitte und der
Verdoppelung oder Multiplikation des Wiirfels mitgeteilt wird.
Wie bereits friher angefiihrt, wird berichtet, dafs Hippokrates
von Chius die letztere auf die Konstruktion von zwei mittleren
Proportionalen # und y zwischen den gegebenen Strecken «
und & zuriickgefiihrt habe. Diese mittleren Proportionalen
werden bestimmt durch

a z y g

i @
Als man dies gefunden hatte, mufsten die Bestrebungen darauf
ausgehen zwei geometrische Orter zu finden, deren Schnitt-
punkte die Moglichkeit gewéihren diese Konstruktion auszufihren.
Gewifs war man von Anfang an bemiiht durch Umformung der
Proportionen solche Relationen zwischen z und y zu finden, die
sich durch Kreis und Gerade darstellen liefsen, also zu der
gewohnlichen geornetrischen Konstruktion fiihrten.

Zunachst boten sich dann die Verbindungen zwischen Ab-
scisse und Ordinate eines Punktes dar, die unmittelbar durch
die Proportionen (2) oder deren Umformungen (1) ausgedriickt
werden. Eine genauere Priifung der dadurch ausgedriickten
Verbindungen zwischen x und y zeigte indessen bald, dafs diese
Orter keine Geraden oder Kreise sind. Da auch Umformungen
und Kombinationen der Gleichungen nicht zu zwei solchen
Ortern fiihrten, so kehrte man zu den Proportionen (2) als
den einfachsten Relationen zurick. Diese wurden dann zum
Gegenstand einer immer eingehenderen Untersuchung gemacht.
Das Ziel dieser mufste darin bestchen herauszubringen, ob
sie nicht einen von Gerade und Kreis verschiedenen geome-
trischen Ort darstellten, auf den man entweder vorher schon
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getroffen war oder von dem man eine geometrische Defini-
tion geben konnte. Ohne eine derartige Definition wiirde man
nicht gewagt haben, die betreffenden Kurven als solche auf-
zustellen, wenn auch die vorliegende Untersuchung es fak-
tisch mit sich brachte, dieselben auf Grundlage der in der
Gleichung gegebenen Definition zu studieren. Das, was man
dem Mendchmus zu verdanken hat, wiirde dann die geome-
trische Bestimmung der fraglichen Kurven sein, und zwar als
Schnitte, die auf bestimmte Art an geraden Kegeln hervor-
gebracht werden. Es kam nur darauf an eine solche Bestim-
nmung zu erlangen als eine Art Biirgschaft dafiir, dafs man es
mit wirklichen Kurven zu thun habe; war dies geschehen, so
konnte man ruhig in der Anwendung der Gleichungen zur
weitcren Untersuchung dieser Kurven fortfahren. Ob dieselben
sich auch auf andere Weise als Schnitte an Kegeln hervor-
bringen liefsen, war unwesentlich. .

Diese stereometrische Bestimmung der Kurven, welche den
Relationen zwischen den beiden mittleren Proportionalen ent-
spricht, war, wie wir im elften Abschnitt erwdhnt haben, von
Archytas und Eudoxus vorbereitet. Um wissen zu kénnen,
wie weit diese Vorbereitung gelangt war, miifste man Eudoxus’
Losung kennen. Will man sich an Tannerys Hypothese hier-
tiber ') anschliefsen, so bestand dieselbe in einer Anwendung
von einer Projektion einer der Raumkurven, welche bei Ar-
chytas Losung benutzt werden. Dic Eigenschaften der Projek-
tion miifsten dann zuriickgefiihrt worden sein auf eine plani-
metrische Bestiinmung und auf eine Konstruktion der mittleren
Proportionalen mittels der Schnittpunkte zwischen dieser Kurve
und einem Kreise (der Spur von Archytas’ Cylinder), und wenn
die Konstruktion auch an sich in nichts anderem bestand als
in einer Ubertragung von Archytas’ Konstruktion auf eine
Ebene mit Hiilfe von Projektion und Schneidung, so miifste
man doch annehmen, dafs sie unabhéngig von jener und auf
planimetrischem Wege bewiesen worden sei. Wenn hier also
auch eine Ubertragung von Raumkurven und riumlichen Kon-

1) Mémoires de la Société de Bordeaux, 2me série, T, Il
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struktionen auf die Ebene und auf planimetrische Bestimmungen
und Konstruktionen vorliegen mag, so wird dieselbe dennoch
Mendchmus zum Vorbilde haben dienen kénnen, wenn er um-
gekehrt eine ihn befriedigende Bestimmung gewisser Kurven, deren
planimetrische Haupteigenschaften und planimetrische Anwen-
dung im voraus gegeben war, suchte und auf diesem stereo-
metrischen Wege fand?).

Diejenigen von den Kurven (1), die sich am unmittel-
barsten als Kegelschnitte haben darstellen lassen und bei denen
die eigentimliche Erzeugung durch Schnitte, die senkrecht auf
einer Erzeugenden stehen, in der That einige Erleichterung?)
gewihrt, sind die Parabeln. Es sei (Fig.78) T K C ein Axenschnitt
eines geraden und rechtwinkligen Kegels mit den Spitze 7 und
AP sei die Spur einer Schnittebene, die senkrecht auf der
Erzeugenden T K steht. Zwei Punkte der Kurve, in der diese
Ebene den Kegel schneidet, sind in P auf die Ebene der Figur
projiciert; den Abstand dieser Punkte von P wollen wir y
nennen, wihrend 4P gleich = ist. Wenn AI | GPH | KC,
so hat man

Yy = GP.PH = V2. AP. Al =V2.2.V2. AL = 24L.x,

'y Wenn (vergl. Cantor, Vorlesungen, S. 201) gesagt wird, dafs Plato
Archytas, Eudoxus und Menichmus getadelt habe, weil sie bei der
Verdoppelung des Wiirfels ihre Zuflucht zu mechanischen Arten des
Verfahrens genommen hitten, so erscheint dieser Tadel unbillig.
unter anderem auch aus dem Grunde, weil weder die Konstruktion
von Archytas noch die Bestimmung von Kurven als Schnitten an Kegeln
sonderlich leicht mechanisch auszufithren ist. Jedoch hatte Plato
einigen Grund zu seinem Tadel, wenn derselbe aussprach. dals die
erwiahnten Minner nicht gewagt hitten die Kurven, welche sie De-
nutzten — Mendchmus namentlich die Parabel und Hyperbel — als
augreichend definiert durch die planimetrischen Grundeigenschaflen zu
betrachten, die wir durch ihre Gleichungen und die Griechen auf
entsprechende Weise darstellen, sondern es fiir notwendig gehalten
hitten, denselben eine auf sinnlichen Vorstellungen ruhende Definition
zu geben, die doch bei der weiteren Untersuchung nicht benutzt
wurde.

) In der Ableitung der Haupteigenschaften der verschiedenen Schnitte,
die ich hier dem Meniichmus zuschreibe, weiche ich nicht wesentlich
ab von Bretschneider, Die Geometrie und die Geometer vor Euklid.
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wo L den Schnittpunkt zwischen der Axe des Kegels und der
Schnittebene bezeichnet. Dann erhélt der Schnitt die Gleichung

y* = pr,
wo p = 2AL = 2T A konstant ist. Umgekehrt lifst sich
— und das betrachtete man gewils als die Hauptsache —

Fig. 78.

jede solche Kurve durch Abtragen von I'A = }p auf die hier
angegebene Weise als Schnitt an einem geraden und recht-
winkligen Kegel bestimmen. Von der hier gegebenen Forin der
Bestimmung hat der halbe Parameter der Parabel den Namen
erhalten, der sich noch bei Archimedes findet [Uber Konoide
und Sphiroide 3 und anderswo]: ,Das Stick bis zur Axe=,
d. h. der Abstand AL vom Scheitelpunkt 4 des Schnittes bhis
zum Schnittpunkt L mit der Axe des Kegels.

Dals die dritte von den Kurven (1), némlich die auf ihre
Asymptoten bezogene Hyperbel, sich auch als ebener Schnitt
an einem Kegel darstellen lifst, hat man nicht so unmittelbar
erkennen konnen!). Die Gleichung ,ry = constans* fir die
auf ihre Asymptoten bezogene Hyperbel wird erst in Apollo-
nius’ zweitem Buche gewonnen, nachdem die Satze iber Durch-
messer gefunden sind. Am einfachsten erhilt man diese Glei-
chung aus dem Umstande, dals die Sehne, welche von einer

') In neu erschienenen Abhandlungen (Bulletin des Sciences Math. 1886,
S.61 und Hermathena, V, S. 422) iulsern Tannery und Allman
sogar Zweifel dariiber, ob Mendchmus dies iiberhaupt erkannt hat.
Doch wird man hier sehen. dals die Tradition iiber seine Benutzung
der Hyperbel geometrisch nicht unmaglich ist.
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Hyperbel auf einer beliebigen Geraden abgeschnitten wird,
dieselbe Mitte hat wie die von den Asymptoten abgeschnittene
" Sehne, und dieser Satz beruht wieder darauf, dafs alle Reihen
von parallelen Sehnen geradlinige Durchmesser haben. Indessen
ist es keineswegs leicht, diese Satze fiir alle Sehnenrichtungen
aus der Darstellung der Kurve als eines Schnittes am Kegel
abzuleiten, und nichts deutet darauf hin, dals man eine solche
Ableitung vorgenomimen habe.

Daher ist es wahrscheinlicher, dafs man die Asymptoten-
gleichung aus der Axengleichung abgeleitet habe und umgekehrt,
und dals man dann, wie Archimedes und Apollonius thaten, die
Axengleichung mit der Erzeugung der Kurve als Schnitt an einem
Kegel in Verbindung gebracht habe. Die Verbindung zwischen
der Asymptotengleichung und der Axengleichung ist namlich,
besonders fiir die gleichseitige Hyperbel, sehr leicht zu erken-
nen, nicht nur wenn man sich der modernen Darstellung der-
selben:

r—y x4y

Pyt = (x—y)(r+y) = 2. R

]

bedient, wo wl;%y und = -7;!{ die Abstinde des Punktes (z, y)
von den Asymptoten sind, sondern auch wenn man den Glei-
chungen ihre antike geometrische Form giebt. In diesem Falle
lafst sich derselbe Ubergang mit Hiilfe von Euklid 1I, 8 oder
durch unmittelbare Benutzung einer Figur bewerkstelligen. Sind

ON und OR (Fig. 79) die Asymptoten und O A die erste Axe
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einer gleichseitigen Hyperbel, OP = x und PM = y die auf
diese bezogenen rechtwinkligen Koordinaten eines Kurven-
punktes M, und sind die Linien M N und MR den Asymptoten
parallel, so ist

12?2 — 1 y? = Viereck OSMU = Rechteck ORMN,
da ANMU = ARSO.

Es kommt also nur darauf an herauszubringen, wie Me-
nichmus solche Schnitte an geraden Kegeln bestimmt haben
kann, welche die auf ihre Axen bezogene gleichseitige Hyperbel

y? — x?— }at?
ergeben oder, was mit Riicksicht auf die in Euklids zweitem
Buche enthaltenen und zu Menidchmus' Zeit wohl bekannten
Methoden und Resultate ganz gleichbedeutend war, die Hyperbel
y:=x.x,,
wenn r und z, die Abstinde des Fuflspunktes P der Ordinate
von den durch 4,0 = 04 = }a bestimmten Scheitelpunkten
A, und 4 bedsuten.

TKC (Fig.80) moége den Axenschnitt eines Umdrehungs-

kegels darstellen, dessen Scheitelpunktswinkel T wir vorlaufig

Fig. 80.

unbestimmt lassen; AP sei die Spur einer senkrecht zur Er-
zeugenden T'A gelegten Schnittebene und A, der Schnittpunkt
dieser Spur mit der Erzeugenden T'C. Die in einem Punkte P
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der Spur errichtete Ordinate y des Schnittes wird dann be-
stimmt durch

y* = GP.PH,
wenn GH | KC.

Um diesen Ausdruck weiter umzuformen, ziehe man
AI] KC, sowie die Axe des Kegels T L, und parallel zu der
letzteren IF und HQ. Dann findet man, da G, 4, H, Q auf
einem Kreise liegen, dafs

y* — GP.PH — AP.PQ — AP.-j~§—.A,P
241, '
= A AT

w0 AP =z und 4, P = x, die Abstinde des Fufspunktes P
der Ordinate von den festen Punkten 4 und 4, bedeuten.

Soll nun die dargestellte Hyperbel gleichseitig werden, so
mufs AL = 1A, 4 sein. Will man also eine Kegelfliche
durch eine gegebene gleichseitige Hyperbel legen — und hierauf
kam es namentlich an — so mufs man auf der Verlingerung
der Axe A, A uber A hinaus AL = } A4, A abtragen und
darauf das bei 4 rechtwinklige Dreieck 4, T4 so konstruieren,
dals TL den Nebenwinkel des Dreieckswinkels 7' halbiert.
Der um das Dreieck 4, AT beschriebene Kreis schneidet dann
LT in einem Punkte 8§, der auf der Mittelsenkrechten von
A, A liegen muls. Da Winkel 4, ST ein Rechter ist, so muls
der Punkt S ferner auf dem Kreise Gber 4, L als Durchmesser
liegen. Somit ist S und dadurch wieder 7' bestimmt.

Diese Bestimmung einer gleichseitigen Hyperbel als Schnittes
an einem geraden Kegel lifst sich ebenso leicht auf eine be-
liebige Hyperbel oder auf eine Ellipse anwenden; im letzten
Falle erhalten die verschiedenen Punkte eine etwas andere
Lage, aber alle Operationen bleiben dieselben. Das konstante

2 9
Verhaltnis b erhiilt nur statt 1 den Wert 24 L oder AL

zr, 4,47
wird der halbe Parameter. Diese Konstante wird also fir
die Ellipse und Hyperbel in vollkommener Ubereinstimmung
mit dem Namen bestimnit, den sie oben, wie wir gesehen
haben, von Archimedes fiir die Parabel erhielt, namlich als

30



266 Einundzwanzigster Abschnitt,

,das Stick bis zur Axe“, d. h. das Stick vom Scheitel-
punkt 4 der Kurve bis zuin Schnittpunkt mit der Axe der
Kegelfliche. Fir die Parabel ist diese Benennung eigentlich
nicht sehr bezeichnend; denn dasselbe Stiick kommt auch
anderweitig in der Figur vor (vergl. Fig. 78), niamlich als das
Stiick 7’4, welches der Schnitt auf der senkrecht auf ihm
stehenden Erzeugenden der Kegelfliche abschneidet, und auf
diese letztere Art wird in der That dic Kegelfliche am leich-
testen bestimmt, die durch eine gegebene Parabel gehen soll.
Fiir die Ellipse und Hyperbel benutzt man dagegen — wie wir
hinsichtlich der gleichseitigen Hyperbel, bei der p — a, gesehen
haben — gerade den halben Parameter, um den Punkt L,
durch den die Axe des Kegels gehen mufs, zu bestimmen. Es
ist deshalb anzunehmen, dals Archimedes’ Benennung fir den
halben Parameter der Parabel auch bei der Ellipse und Hy-
perbel, wo dieselbe bezeichnender ist als bei der Parabel.
Anwendung gefunden hat.

Die Annahme, dals bereits Meniichmus alle drei Kurven
auf diese Weise bestimmt habe, stimmt vollkommen zu der An-
gabe, dals er die drei Kegelschnitte gefunden habe!). Es ist
nicht unwahrscheinlich, dafs die Ellipse vorher schon bei den
Griechen, in deren Baukunst der Cylinder so hidufig vorkommt,
als Cylinderschnitt bekannt war. Auf ein so frihzeitiges
Vorkommen, das sclrwerlich auf einfacherem Wege als auf dem
genannten mdoglich war, deutet vielleicht der Umstand, dafs
die Ellipse ihren eigenen alten Namen (Jupeic)?) hatte. Me-
ndchmus kénnte also erkannt haben, dals diese im voraus be-
kannte Kurve sich als Schnitt an Kegeln auf dieselbe Weise
bestimmen liels, wie er Parabeln und die gleichseitige Hyperbel
bestimmt hatte. Dafs er bei Ableitung der Haupteigenschaften
der Schnitte im wesentlichen den hier beschriebenen Weg ge-
gangen ist, der abgesehen von der besonderen Lage der Schnitte

1) Die Mendchmische Triade; Eutokius’ Komnientar zu Archimedes, Ausg.
v. Heibery, III, S. 112

?) Vergl. Heiberg, Litterargeschichtliche Studien iiber Euklid, 8.8, wo
diese Namengebung jedoch dem Menidchmus zugeschrieben wird.



Andere Schnitte. 7

mit dem zusammenfallt, der spater von Archimedes hei seiien
Untersuchungen iiber verschiedene Schnitte an schiefen Kegeln
und von Apollonius bei seinen allgemeineren Untersuchungen
eingeschlagen wurde, scheint mir zweifellos zu sein, da ein
solches Verfahren zu allen vorliegenden Angaben stimmt und
keine Spuren von anderen Herleitungen aufbewahrt sind.

Ist man nun wirklich bei der Bestimmung von Schnitten
senkrecht zu einer Erzeugenden eines geraden Kegels in der
angegebenen Weise verfahren, so ist es einleuchtend, dals
man sofort auch die Beschaffenheit eines beliebigen Schnittes
an einem geraden Kegel oder cines Schnittes senkrecht zur
Symmetrieebene eines schiefen Kegels finden mufste, sobald
man nur auf die Idee kam danach zu fragen. Wenn
es mir auch gelungen ist dem Umstande, dals die Winkel bei .4
Rechte sind, eine formale Bedeutung zu geben, so gewihrt
die besondere Lage der Schnittebene dennoch keine wesent-
liche Vereinfachung bei der Bestimmung der planimetrischen
Eigenschaften der Schnittkurven, sondern nur bei der Bestim-
mung der zugehorigen Konstanten. Sollte nun wirklich einige
Zeit vergangen sein, ehe man fand, dals allgemeincre Bestim-
mungen der Lage der Schnitte nicht zu neuen Kurven fiihrten,
so kann der Grund dafiir nur der sein, dafs man gar keinen
Wert darauf legte Eigenschaften ebener Schnitte am Kegel zu
kennen, sondern dieses stercometrische Mittel nur anwandte,
um gewissen Kurven, die auf Grundlage planimetrischer Eigen-
schaften untersucht wurden, eine Definition zu geben, die man
fir strenger geometrisch hielt. Eine Veranlassung, ebene Schnitte
an Kreiskegeln im allgemeinen zu untersuchen, mulste die antike
Optik, d. h. Lehre von der Perspektive, wie wenig entwickelt
sie auch sein mochte, doch bald darbieten, und innerhalb der
oben angefiihrten Begrenzung konnten die Resultate dann nieht
ausbleiben.

Dafs man die engere stercometrische Definition und
die hieran sich anschliecfsenden Benennungen lange
festhielt, nachdem man gesehen hatte, dals dieselben Kurven
sich stereometrisch auch auf andere Art darstellen liefsen,
erkldrt sich ausschliefslich durch die einfache Form, welche die
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Konstantenbestimmung, wie wir gesehen haben, annimmt, wenn
dic Schnitte senkrecht zu einer Erzeugenden eines geraden
Kegels gefiihrt werden, da dann der halbe Parameter ,das
Stick bis zur Axe* wird, und durch die damit zusammen-
hingende einfache Art einen Kegel durch eine gegebene Kurve
zu legen.

Die alten Benennungen der Kurven finden sich, wie wir
hier und im zweiten Abschnitt erwahnt haben, noch bei Ar-
chimedes. Die ihnen entsprechende definitionsmafsige Dar-
stellung der Kegelschnitte fand sich, wie aus Pappus’ Erwih-
nung ') hervorzugehen scheint, noch in Aristdus’ korperlichen
Ortern, wo sie recht wohl etwa dieselbe Form gehabt haben
kann, welche wir hier der Bestiminung von Menichmus gegeben
hahen.

Dies kann durchaus zu dem Inhalt und den Zwecken
stimmen, die wir Aristius’ Biichern iiber kirperliche Orter bei-
gelegt haben: Behandlung solcher geometrischen Orter in der
Ebene, die Kegelschnitte werden. Hitte Aristaus im besonderen
eine slereomelrische Untersuchung beabsichtigt, wie der Name
seiner Schrift vielleicht erwarten lassen konnte, so wiirde er
sicherlich iiber die eng begrenzte Weise, in der er die Orter
als Schnitte an Kegeln darstellte, hinaus gelangt sein. Dagegen
ist es ganz natiirlich, dafs er seine Untersuchung tiber das
Vorkommen der Kegelschnitte als geometrischer Orter in der
Ebene mit dem Nachweise begonnen hat, dals die Kurven,
welche er behandelt, das Recht haben den Namen ,Kegel-
schnittet zu fiihren. Dafir war es ausreichend, dafs er, von
den ibrigen Darstellungsarten, die ihm moglicherweise bekannt
waren, absehend, sich mit einer einzigen, bestimmten be-
gniigte und zwar mit derjenigen, die von Anfang an der Be-
stimmung der Kegelschnitte zu Grunde gelegt worden war.

Pappus scheint nach seinen Ausspriichen weiter zu gehen
und dem Aristius die Einfihrung der Namen ,Schnitt eines
spitzwinkligen, rechtwinkligen und stumpfwinkligen Kegels* bei-
zulegen. Indessen darf man auf dieses Zeugnis kein sonder-

') Vergl. Anhang 2,
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liches Gewicht legen. Wenn Pappus in der Schrift des Ari-
stius, die er kannte und die ilter ist als die Schriften von
Euklid und Archimedes, in denen dieselben Benennungen vor-
kommen, eine Darstellung der Erzeugungsart angetroffen hat,
welche diesen Namen zu Grunde liegt, so kann dies Grund
genug fir ihn gewesen sein zu glauben, dafls Aristius diese
Namen eingefiihrt habe,

Indessen ist dieser Umistand von sehr geringer Bedeutung,
wenn es sich nur um di¢c Namen selbst handelt; denn diese
haben sich jedenfalls an die vorher gebriuchlichen Erzeugungs-
arten angeschlossen. Dalfls zugleich mit den Namen auch die
entsprechenden eigentiimlichen Erzeugungsarten, die tberall
sonst allen iilteren Schriftstellern zugeschrieben werden, erst
von Aristius herriihren sollten, halte ich fiir unannehmbar.

Zweiundzwanzigster Abschnitt.

Verfall der griechischen Geometrie; Ausblick auf die spatere Entwickelung
und Bedeutung der Lehre von den Kegelschaitten,

Aus der Zeit nach Apollonius kennen wir keinen einzigen
wesentlichen Fortschritt in der griechischen Lehre von den
Kegelschnitten. Jedoch darf man hieraus nicht schlielsen, dafs
kein solcher gemacht worden sei. Wir haben stets darauf hin-
gewiesen, dafs diese Lehre nicht in einer so entwickelten Ge-
stalt wie bei Apollonius auftreten konnte, ohne dals man gleich-
zeitig vieles fand, was in seinem Werke keinen Platz erhalten
konnte; aber man mufs auch sagen, dals dieses und dic daran
angeschlossenen Untersuchungen so viele Keime, so viele Auf-
gaben enthielten, welche tichtige Schiler der grofsen Geometer,
sogar ohne neue Bahnen zu brechen, zur Entwickelung bringen
oder l6sen konnten, dals aufserordentlich gewichtige &ufsere
Griinde nétig waren, um diec Entwickelung unmittelbar nach

/



470 Zweiundzwanzigster Abschnitt.

Apollonius zum Stillstand zu bringen. Einen wesentlichen
Grund dafiir, dals solche Arbeiten spurlos haben verloren
gehen kénnen, haben wir bereits angefiihrt, namlich den, dafs
sie, die auf der bei Aristius, Euklid, Archimedes und Apollo-
nius vorgefundenen Grundlage weiter aufgebaut wurden, zu
schwierig waren, als dals sie die Ménner interessieren konnten,
welche im spiteren Altertum die mathematischen Studien
wiederaufnahmen, und denen wir die Erhaltung einiger Schriften
der genannten Schriftsteller und Angaben (ber andere ver-
danken.

Indessen ist zugleich in dieser unserer Annahme enthalten.
dafs wir Apollonius’ Nachfolgern keine Entdeckungen zuschreiben,
die bedeutend genug gewesen wiiren, um bis zu der Grundlage
selbst durchzudringen und diese zu vereinfachen. Das Entstehen
solcher Entdeckungen, die ihrerseits wieder neue Untersuchungen
hitten hervorrufen missen, wiirde in noch hoherem Malse die
Erklirung des Verfalls erschweren, der ganz sicher nach diesem
.Zeitalter der Epigonen* ') nicht ausgeblieben ist.

Ein schr wesentlicher Teil der Griinde fir diesen Verfall®
lag in dufseren Umstinden; damit aber diese so stark wirken
konnten, dals tber anderthalb Jahrtausende dahin gingen,
bevor eine so kraftig entwickelte Wissenschaft wie die grie-
chische Geometrie neue Frichte ansetzte, mufsten auch gewisse
innere Bedingungen vorhanden sein. Diese wollen wir
hier zusammenzustellen versuchen, wenn wir auch schon im
Vorhergehenden auf dieselben hingewiesen haben.

Wir haben schon mehrfach hervorgehoben, dafs bei den
Griechen, namentlich wegen der zahlreichen Verwendung von
Figuren, die schriftliche Milteilung weit hinter der mindlichen
zurickstand. Dieser Umstand hat die fortgesetzte Blite der
Geometrie in hohem Grade von Zufilligkeiten abhangig gemacht,
und eine Wirkung dieses Umstandes liafst sich schon darin
erkennen, dafs die Mathematik in ihrer besten Zeit mit einer
einzelnen Stadt, Alexandria, so eng verkniipft war, dals sich
so weit man weils nur éiner der grofsen Mathematiker aulser-

1) Cantor, Vorlesungen, S.301.
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Thalb dieser Stadt aufhielt, mit der er jedoch in unausgesetzter
Verbindung stand. Ungliicksfalle, welche diese Stadt trafen,
mufsten deshalb auch die Wissenschafl treffen; sie mulsten die
miindliche Tradition unterbrechen, und fir diese gewihrte das
schwierige Studium der uiberlieferten Schriften keinen geniigenden
Ersatz. Ziemlich unbedeutende Umstinde kommnten deshalb
einen wesentlichen Riickschritt bewirken oder es doch vor-
laufig so schwierig machen die einmal gewonnenen Grenzen
festzuhalten, dafs man nicht daran denken konnte diesclben
durch Hineinziechen neuer Gesichtspunkte zu erweitern.

Welches waren nun die Grenzen, welche die griechische
Mathematik nicht iberschreiten konnte ohne neue Hiilfsmittel
zu schaffen? Oder, welcher Begrenzung unterlagen ihre Hiilfs-
mittel an und fir sich?

Die Antwort darf nicht lauten, dafs es an einer Algebra
oder an einem Organ fir die Behandlung allgemeiner Grofsen
gefehit habe; denn ein solches Organ besals man in der geo-
metrischen Darstellung dieser Grofsen durch Strecken, Flichen
und zum Teil durch Volumina. Die Begrenzung bestand darin,
dals dieses Organ, wie vortrefflich — wenigstens beim Selbst-
studium und bei perstnlicher Mitteilung — es auch in seiner
Anwendung auf Operationen vom zweiten oder hdchstens
dritten Grade sein mochte, doch duflserst schwierig zu hand-
haben war, wenn man zu Ausdriicken hoherer Grade gelangte,
die durch Zusammensetzung von Verhiltnissen dargestellt wer-
den mulsten. Eine hohere Potenz mwulste nimlich immer als
ein bhestimmtes Glied einer fortlaufenden Proportion oder, was
dasselbe ist, einer geometrischen Reihe dargestellt werden.
Dadurch wurde es bedingt, dafs man einerseits in der direkten
Behandlung quadratischer Gleichungen sowie in der Lehre von
den Kegelschnitten und der daran angeschlossenen Behandlung
von Gleichungen dritten und vierten Grades oder doch von
Aufgaben, die von diesen abhingen, sich so hoch erheben
konnte, wihrend andererseits alle Untersuchungen, welche hier-
dber hinausgingen, wie verdienstlich dieselben auch -ecinzeln
genommen sein mochten, durchaus der Allgenieinheit und Voll-
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stindigkeit entbehrten, die wir in der Lehre von den Kegel-
schnitten kennen gelerni haben.

Indessen diirfen wir bei der Thatsache nicht stehen blei-
ben, dals diese Grenze nun einmal existierte und dals keine
sonderliche Aussicht vorhanden war dieselbe zu tberschreiten,
nachdem die Zeit des Verfalls einmal begonnen hatte: es
sind positive Griinde erforderlich, um zu erklaren, weshalb die-
selbe nicht bereits wihrend der Bliitezeit entweder durch Bil-
dung einer wenn auch rudimentiren Zeichensprache oder mog-
licherweise auf andere Weise tberschritten wurde. Denn eine
Zeichensprache entsteht nicht plétzlich durch eine geniale Idee,
wird also auch nicht dauernd vermifst, wenn sie nicht von
selbst sich bei dem einen oder anderen einstellt: sie wird sich,
mit Abkulrzungen beginnend, einfinden, wenn das Bedirfnis
danach vorhanden ist, und dals sie griechischer Denkweise
nicht fremd war, sehen wir bei Diophantus. Nun sollte
man glauben, dafs dieses Bedirfnis leicht Gelegenheit gefunden
haben miifste sich geltend zu machen zu der Zeit, wo die
Geometrie sich ‘so kriftig entwickelte. Allerdings konnten die
neuen Ideen, welche in das Gebiet, das die griechische Algebra
beherrschen konnte, hineingetragen wurden, die Mathematiker
zur Genlge beschiftigen; aber zwischen den mathematischen
Aufgaben findet auch ein solcher Zusammenhang statt, dals
Beschiftigung auf éinem Gebiete die Gedanken stets auf ein
anderes hintiberleitet. Wie oft wird sich beispielsweise gezeigt
haben, dals eine Aufgabe, die ein Geometer als ebene Aufgabe
zu losen versuchte, die Benutzung einer Kurve hoherer Ord-
nung verlangte; diese ist dann manehmal in dem einzelnen
Falle bestimmt worden. Das Eintreten mehrerer solcher Fille
mulste dann die Aufforderung enthalten, solche gemeinsamen
Darstellungsmittel fiir diese linearen Orter zu suchen wie die
sind, welche man fiir die Kegelschnitte besals. Auch in mannig-
fachen anderen Formen mufste die Aufforderung zur Erweite-
rung der Algebra sich darbieten.

Um zu verstehen, weshalb die Algebra dennoch keine
solche Erweiterung erfuhr, muls man sich vergegenwirtigen,
was die Griechen in theoretischer Bezichung dadurch
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gewannen, dals sie die Algebra an eine geometrische Darstel-
lung und an die Lehre von den Proportionen anschlossen. Wir
haben im ersten Abschnitt erwihnt, dafs man die arithmetische
Bedeutung des Produktes zweier Zahlen dadurch nicht fahren
liefs, dals man dasselbe durch eine Fliche darstellte. Wenn
die Seiten ¢ und b eines Rechlecks in einem rationalen
Verhiltnis standen, so wurde das Rechteck geradezu benutzt,
um das Produkt der Zahlen darzustellen, welche das Verhiltnis
der Seiten zu einem gemeinschaftlichen Mafs ausdriickten. Waren
e und b dagegen inkommensurabel, so existierten nach griechi-
scher Auffassung ebenso wenig solche Zahlen wie ein Produkt
derselben. Das Rechteck war dann fir die Griechen kein Pro-
dukt, aber es trat an die Stelle eines solchen und gewihrte
ihnen denselben Nutzen wie dasjenige, was wir das Produkt
von zwei irrationalen Zahlen nennen. Durch die geometrische
Darstellung waren sie also imstande die Vorteile zu genielsen,
welche diese Erweiterung des Begriffes ,Produkt' den Mathe-
matikern der neueren Zeit gewihrt, ohne dafs sie notig hatten
diesen Begriff einzufihren, dessen Definition Schwierigkeiten
verursacht haben wiirde. Dafs die Griechen mit einigem Recht
die Bedeutung desselben ohne eine solche Definition nicht als
einleuchtend betrachteten, wird von den Mathematikern unserer
Zeit, die ja gerade auch auf diesem Gebiete eine moglichst
grofse Stringenz erstreben, eingerdumt. Dals die Alten ihrer-
seits sich in der That dieselben Skrupel machten und nicht
blofs durch die geometrische Darstellung praktische Vorteile
erstrebten, sehen wir aus ihrer Proportionslehre, wo die ge-
nannte Schwierigkeit nicht umgangen sondern iberwunden
wird, wo aber die allgemeine Grofse, welche rational oder
irrational sein kann, in der fiir praktische Operationen wenig
giinstigen Form eines Verhiltnisses auftritt, das nicht unmittel-
bar den fir Zahlen geltenden Rechenoperationen unterworfen,
sondern durch eine Zusammenkettung von Sitzen behandelt
wird.

Es mulste also die theoretische Bedeutung, welche die
angefiihrten Mittel der Darstellung besalsen, Furcht davor er-
wecken dieselben mit anderen Hiilfsmitteln zu vertauschen;
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denn diese mufsten mit einer dhnlichen Befestigung wie die
elementare Geometrie und die Proportionsiehre umgiirtet wer-
den, bevor man sich fir berechtigt halten durfte sie in Ar-
beiten, die Anspruch auf wissenschaftliche Stringenz erheben
sollten, anzuwenden. Der Umstand aber, dafs auch nicht die
Zwecke des praktischen Lebens die Furcht davor aufhoben mit
irrationalen Grofsen so zu operieren, als ob es Zahlengrifsen
wiren, findet seine Erklirung in der scharfen Trennung, welche
zwischen Geometrie auf der einen und Landmessen und Logi-
stik auf der anderen Seite bestand, und die ihren Grund in
den strengen logischen Forderungen hatte. die man innerhalb
der Geometric stellte. Das Bedirfnis nach einer Rechnung
mit Grofsen, die nur mit einer gewissen Annadherung bekannt
waren, mulste sich hiufig einstellen. Eine exakte Behandlung
solcher Aufgaben verlangte indessen jedesmal eine genaue Be-
stimmung der Grenzen, innerhalb deren der Fehler fiel. Dals
solche Bestimmungen. die freilich jedesmal eine ziemlich be-
deutende Arbeit verlangten, den Griechen nicht fremd waren,
wissen wir von Aristarch von Samus und von Archimedes.
Ob dagegen eine Annitherung in einem praktisch vorkommenden
Falle genau genug war, liels sich in der Regel durch eine
Schitzung entscheident), Jedoch war diese Entscheidung nicht
wissenschaftlich, jedenfalls nicht geometrisch, und wurde in die
Logistik verwiesen. Auf diese Weise gewdhnte man sich sicher-
lich daran vieles in die Logistik zu verweisen und dadurch
einer grindlicheren mathematischen Prifung zu entziehen, was
umgekehrten Falls einen befruchtenden Einfluls auf die Mathe-
matik selbst hiitte ausiiben konnen.

Was wir hier gesagt haben und was vor allem von der
Riicksichtnahme auf irrationale Grofsen gilt, lifst sich auch
vonl anderen dhnlichen Beziehungen sagen. Die Mathematik

Y} Dals der Niherungswert = = 3:- bekannt war. bevor Archimedes die
Richtigkeit desselben genau bewies, wird z. B. sowohl von Weissen-
born (Die irrationalen Quadratwurzeln bei Archimedes und Heron,
Betlin 1883) als von Heiberg in seiner Anzeige dieser Schrift in der

Révue Critique von 1884 angenommen,
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verschiirfte ihre Forderungen an strenge Beweisfiihrung mehr
und mehr; um diese zu sichern, band sie sich immer mehr an
bestimmte, erprobte Formen, und was sich in diese nicht hin-
einpassen liefs, schlols sie von sich aus und entzog es dadurch
einer tiefer gehenden wissenschaftlichen Behandlung. Jedoch
soll hiermit nicht gesagt sein, dafs Logistik und Landmessen
sich unabhingig von der Mathematik entwickelten. Was man
in dieser bewiesen hatte, kam selbstverstindlich jenen zu gute;
aber die Probleine, zu denen diese praktischen Fiicher Veran-
lassung geben konnten, nahm die Mathematik nicht mit be-
sonderem Interesse fiir weitere Behandlung und Entwicke-
lung auf.

Diese Verhiiltnisse mulsten schirfer hervortreten znr Zeit
des Verfalls, wo die einzelnen Forscher mehr und mehr ihre
mathematische Bildung in der Litteratur suchen mulsten und
nicht mehr durch miindlichen Unterricht aufmerksam gemacht
werden konnten auf die freiere Gedankenbewegung, welche
innerhalb oder hinter den strengen Formen mdoglich war und
deren Ausbeute sich spiter immer zur Ubereinstimmung mit
diesen bringen liefs.

Dafs der Riickgang der Geometrie begleitet war von einer
Verschiarfung der formalistischen Forderungen, kann man aus
Pappus’ Hilfssdtzen zu den Schriften der grofsen Mathe-
matiker erkennen. Mir fehlen die Bedingungen, um an den
Untersuchungen dariber, zu welcher Zeit diese Hiilfssiitze ent-
standen sind!?), teilnchmen zu kénnen. Ich mochte nur darauf
aufmerksam machen, ob nicht die héchst verschiedene geome-
trische Beschaffenheit dieser Hilfssdtze erfordert, dieselben in
verschiedene Zeiten zu verlegen oder versechiedenen Verfassern
zuzuschreiben. Einige derselben enthalten Siitze von wirklicher
Bedeutung. So fanden wir in Pappus’ Hilfssiten zu Euklids
Oberflichendrtern den Beweis fiir den Satz tber Brennpunkt
und Leitlinie, und in den Hiilfssitzen zu den Porismen den,

") P.Tannery hat im Bulletin des Sciences Math. 2me gérie, T. VII,
S. 241 die Aufmerksamkeit darauf gelenkt, dafs die Hillfssitze dem
Pappus kaum persdnlich zu verdanken seien.
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dals der Wert eines anharmonischen Verhiltnisses durch Pro-
jektion nicht verindert wird. Wurden diese Sitze in den
kommentierten Werken, die verloren sind, ohne Beweise be-
nutzt!), so hatte der Verfasser der Hilfssitze Grund genug
solche zu geben, wenn er sich nicht damit begniigen konnte
oder wollte auf die Werke hinzuweisen, die mdoglicherweise
Euklid erlaubt hatten von einem Beweise dieser Sitze abzu-
sehen. Der Umstand, dals gerade zu mehreren verlorenen
Werken solche Hiilfssitze gegeben sind, ist uns im Vorherge-
henden von grofsem Nutzen gewesen.

Wihrend man diese Sitze reale Hilfssitze nennen konnte,
sind andere — und auf diese deutete ich oben hin — von
rein formaler Art. Das gilt z. B. von den Hiilfssitzen zu
Apollonius’ Kegelschnitten, die uns allerdings keine Vorstel-
lung von dem Inhalte dieses Werkes wiirden geben koénnen,
wenn es verloren wire. Sie schliel[sen sich nimlich nur an
solche Fille an, in denen der Beweis nicht bis in alle Einzel-
heiten ausgefiihrt ist aus dem einfachen Grunde, weil die
Sache sofort jedem einleuchten mufste, der tiberhaupt die zum
Lesen dieses Werkes erforderliche Reife besafls, und weil ein
solcher Leser, wenn er den Wunsch hatte, leicht selbst die
gegebenen Beweise vervollstindigen konnte. Beim Lesen der
alten Schriftsteller, die sonst so wenig fiir die Ubersichtlichkeit
thun, gewidhren derartige kleine Spriinge sogar eine Erleichte-
rung. Der Verfasser der Hiilfssdtze scheint aber gemeint zu
haben, dals sie Liicken in der Beweisfiihrung darstellten, die
ausgefiilll werden mulflsten.

Hierbei wollen wir von den vollkommen iberfliissigen
Hiilfssatzen zu solchen Stellen absehen, an denen Apollonius

') Da wir nicht gut annehmen konnen, dafs in den kommentierten alten
Werken wirklich hedeutende Liicken auszufiillen waren. so missen
solche Sitze entweder aus anderen hekannten Werken entlehnt sein
oder implicite vom Beweise begleitet gewesen sein, wihrend sie in den
Hiilfssitzen selbstindig aufgestellt und bewiesen werden, vielleicht in
einer etwas allgemeineren Form. Dies gilt, wie sich erkennen lafst,
fiir einige der schwierigeren Halfssitze zu der iiberlieferten Schrift vom
Verhiltnisschnitt.
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unmittelbar einen bekannten Satz anwendet. wo der Beweis
also. den der Huilfssatz liefert. nur darin besteht diesen Satz
anzufahren. beispielsweise den Hilfssatz 3 zum dritten Buch.
der nur aussagt. dafs das Dreieck. welches von einem anderen
durch eine Parallele zu einer Seite abgeschnitten wird. zu
diesem anderen in dem -Verhiltnis der Quadrate homologer
Seiten steht. Ein deutlicheres Beispiel fir die Hilfssitze. an die
ich hier denke, ist dagegen der folgende Satz: haben ein Dreieck
und ein gleichgrofses Paralleltrapez einen Winkel gemeinsam,
so ist das Rechteck aus den Dreiecksseiten. welche den Winkel
einschliefsen. gleich dem Rechteck. welches aus der Summe
der parallelen Seiten des Trapezes und derjenigen von den
anderen Seiten gebildet wird, welche dem Winkel anliegt.
Dieser Satz, der ohne genauer angefiihrt oder bewiesen zu
werden in Apollonius’ Beweis fir Satz 50 des crsten Buches
benutzt wird. ist als Hiilfssatz 8 zu diesem Buche aufygestellt.
Dafls derselbe keinem Mangel abhilft, der sich wihrend des
Lesens von Apollonius’ Schrift fiihlbar gemacht haben konute,
wird sofort klar, wenn man beachtet, dals auch in dem Be-
weise des Hiilfssatzes als bekannt vorausgesetzt wird, dals ein
Trapez halb so grols ist wie das aus der Hohe und der halben
Summe der Seiten gehildete Rechteck. Die Absicht kann also
nicht die sein, Kenntnisse, die in dieser Beziehung moglicher-
weise fehlen konnten!)., zu ergéinzen, sondern sie wird wobhl
im wesentlichen darin bestanden haben, Apollonius’ Beweis
eine moglichst grofse Vollstindigkeit zu geben.

Beispiele dhnlicher Art, bei denen Apollonius auch ohne
sie namhaft zu machen die Proportionalitat von zwei Strecken
(in dem angefiihrten Beispiele war es die Proportionalitiit der
Hohe und einer Seite in jeder Figur) benutzt hat, die dem-
jenigen unmittelbar in die Augen fallen muflste. der withrend
des Lesens Apollonins’ Figur verfolgte, liefern die Hiiltssitze

') Jedoch weicht dieses Beispiel von den meisten iibrigen dadurch ab,
dafs der bekannte Satz, zu dem man zuriickgefithrt wird, und dessen
Beweis als vorher bekannt vorausgesetzt wird, sich nicht bei Fuklid
findet.
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7—11 zum zweiten Buch, 12 zum dritten und simtliche Hilfs-
séitze zum sechsten Buch.

Eine andere Hauptklasse von thatséchlich wenig niitzlichen
Hilfssitzen besteht aus solchen, welche gewisse Relationen
zwischen Punkten, die auf irgend eine Art auf einer Geraden
bestimmt werden, angeben, Relationen, von deren Richtigkeit
man sich, wenn dieselbe einem nicht bekannt ist oder nicht
sofort einleuchtet, heutigen Tages leicht durch cine Rechnung
iiberzeugen kann. In der Zeit, wo Apollonius die Biicher
schrieb, zu denen diese Hiilfssitze gehdren, muls man wohl
durch dhnliche bequeme Hiilfsmittel dasselbe haben erreichen
konnen; denn wenn Apollonius die oft recht hiibschen Kunst-
griffe fir notig gehalten hitte, durch welche die Begriindung
seiner Sitze bei Pappus auf bekannte Satze, namentlich auf
Siatze in Euklids zweitem Buche zurtickgefihrt wird, so wiirde
er die Begriindung kaum dem Leser iiberlassen haben. Man
mufls annehmen, dafs Apollonius sich den Beweis durch un-
mittelbare Anwendung der mit unserer Buchstabenrechnung
gleichbedeutenden geometrischen Algebra ausgefihrt gedacht
habe; ja fir den, der in dieser Fertigkeit besals, ist die Rich-
tigkeit der Behauptung vielleicht unmittelbar einleuchtend ge-
wesen. Die Hilfssiitze haben dann eine ahnliche Bedeutung
gehabt, wie wenn in einem modernen Buche ein Rechnungs-
resultat, das sich leicht als richtig nachweisen liefse und der
Ubersichtlichkeit wegen ohne Durchfiihrung der Rechnung hin-
geschrieben wire, kommentiert wiirde, nicht durch eine ein-
fache Ausfiihrung der Rechnung, sondern durch eine Yerwand-
lung derselben in eine — vielleicht elegantere — Anwendung
solcher Formeln wie derjenigen fir (a 4 4)2, (¢ + b) (@ — 1)
n. s W

Ein Beispiel fir einen Hiilfssatz dieser Art habe ich am ,
Schlusse des ersten Abschnittes angefiihrt; dort machte ich
zugleich aufmerksam auf die guten Mittel zur Eindbung der
geometrischen Algebra, die gerade diese Art von Hiilfssiitzen
gewihren kann, nicht durch Betrachtung der zu diesen Hilfs-
sitzen gehorenden Beweise, sondern indem man den Mitteln
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nachspiirt, die so unmittelbar zum Resultate fiihren, dals Apol-
lonius berechtigt war die Beweise fortzulassen.

Am nichsten wiirde die Annahme liegen, dafs die bei
Pappus aufbewahrten Hilfssidtze zu einer Zeit entstanden seien,
wo man noch im wesentlichen mit dem Wissen der besten
Zeit vertraut war, wo man sich jedoch mehr dafiir interessierte,
die Formen, in welche dasselbe eingeschlossen war, mdaglichst
unangreifbar zu machen als es selbst zu erweitern. Sollten
dagegen die Hiilfssitze Pappus selbst zu verdanken sein, so
stammen sie aus einer Periode des Aufblilhens nach langem
und tiefem Schlafe. In diesem Falle wiirden die hervorge-
hobenen Eigenschaften zeigen, dafs es die strenge, in den
Einzelheiten ausgearbeitete Form der Alten war, die man
spiater mit so grofser Begierde ergriff, dals man absichtlich
die Falle aufsuchte, in denen sich noch etwas in dieser
Hinsicht hinzufiigen liefs. Auch folgende Uberlegung macht
es wahrscheinlich, dafs man dies gethan habe. Nur durch
ein Eindringen in die Form konnte man den Inhalt kennen
lernen. Je grofsere Schwierigkeiten die Form darbot, um so
griindlicher nufste dieses Eindringen sein, um so mehr mufste
der Inhalt untrennbar werden von der durch die Autoritit der
Alten so ehrwiirdigen Form, und um so mehr konnte man
auch dahin gelangen, einen offenen Blick fir das in Wahrheit
bewunderungswiirdige dieser Form zu gewinnen. Zu diesen
bewunderungswiirdigen Eigenschaften indessen gehort nicht
die, ein bequemes Organ fiir die Ideenassociationen zu sein,
aus denen das Geriist fiir neue Anbauten aufgebaut wird; in
dieser Beziehung waren also diejenigen, welche nur durch
schriftliche Uberlieferung Schiiler der Alten sein konnten, nicht
gut ausgeristet.

Hierfiir wirden Pappus’ Hiilfssitze zu Apollonius’ Kegel-
schnitten ein Beispiel abgeben, wenn sie von ihm herriihren
soliten und nicht vielmehr — wie wir zuerst annahmen —
bereits aus dem Anfange der Verfallzeit herstammen. Wegen
der Wahrscheinlichkeit dieser letzteren Annahme ist Eutokius’
Kommentar zu derselben Schrift ein zuverliissigeres Beispiel.
Derselbe rithrt aus einer noch spiiteren Zeit des Aufbliihens
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her, die unsere grolste Anerkennung verdient wegen der Bei-
trage, die sie fir unsere Kenntnis der altgriechischen mathe-
matischen Litteratur geliefert hat; aber der Kommentar selbst
giebt uns nur formalistische Zusitze von der Art, auf welche
wir am wenigsten Wert legen. Wenn wir z. B. die Fertigkeit
bewundern, mit der Apollonius (ohne das Mittel zu besitzen,
welches die Benutzung von Vorzeichen uns gewahrt) Sétze und
Beweise zusammenzufassen versteht, welche Ellipse, Parabel
und Hyperbel betreffen und sich auf verschieden gestaltete dazu
gehorige Figuren auféinmal beziehen, so gewidhrt es nur wenig
Befriedigung von Eutokius zu erfahren, wieviele einzelne Falle
jeder einzelne Satz umfafsi. Er scheint die Zerlegung in solche
fiir einen wesentlichen Teil des vollen Verstehens zu halten. Als
Beispiel mag angefiihrt werden, dals er, wenn ein Schnitt an
einem Kegel eine Ellipse wird, es fiir nitig hilt zwischen den
Fallen zu unterscheiden, in denen diese eine verschiedene Lage
gegen die kreisférmige Grundfliche des Kegels einnimmt. Diese
~ Unterscheidung ist allerdings in sofern richtig, als der Schnitt,
wenn dessen Ebene die Grundfliache trifft, keine ganze Ellipse
sondern nur ein Teil einer solchen wird; sie ist auch in der
That nur eine weitere Fortfihrung der Zerstiickelung, zu der
die Alten selbst an vielen Stellen sich geneigt zeigen und die
namentlich auch von Apollonius benutzt wird sowohl in seiner
Schrift tiber den Verhéiltnisschnitt, als auch tberall da, wo in
seinen Kegelschnitten neue Sitze angefiihrt werden, die sich
auf zusainmengehorende Hyperbeliste beziehen.

Die alte griechische Geometrie besals also Eigenschaften,
die in dem Zeitraum des spéiteren griechischen Altertums, bis
zu dem sie sich fortpflanzte, einen hemmenden Druck auf
neue, freiere Untersuchungen ausiben mulsten.

Einen Druck dhnlicher Arl tibte die griechische Geometrie in
ihrer Grofse und ihrer strengen Form auch spiter auf die Volker
aus, welche dieselbe durch die tberlieferten Schriften kennen
lernten und sich in grifserem oder geringerem Grade den be-
deutenden Inhalt derselben und die in ihrer Art einzige Schirfe
des Gedankens, von der sie ganz durchdrungen ist, aneigneten.
Durch die Schriften konnte man sich die Forschungsiweise der
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griechischen Geometer selbst nicht aneignen, die imponierende
Grolse des Bauwerkes mulste die Hoffnung niederdricken, dafls
man die Grenzen, welche errcicht waren, tberschreiten konne,
und die Strenge der Formen mulste die Befirchtung erwecken,
dals die tastenden Versuche, ohne welche selten etwas neues
erreicht wird, innerhalb der Mathematik unzulissig seien.
Doch gilt das gesagte selbstverstindlich nur von den Vol-
kern, welche direkt auf den Werken der griechischen Mathe-
matiker weiter gebaut haben. Ich habe mit grofsem Interesse in
Cantors Vorlesungen den Nachweis iiber den Einfluls gelesen.
den die griechische Geometrie auf die indische Mathematik
ausgeibt hat, und im wesentlichen bin ich dadurch tberzeugt
worden!). Dafs dieser Einflufs sich nicht nur auf eigentliche
geometrische Sitze und deren Anwendung, sondern auch auf
wichtige algebraische Operationen, namentlich auf die Auflésung
der Gleichungen zweiten Grades erstreckt hat?), riume ich um
so bereitwilliger ein, als ich die numerische Losung dieser Glei-
chungen hei den Griechen viel weiter zuriickfihre, als Cantor
thut. Indessen ist dieser Einflufs nicht ausgeibt worden durch
Schriften oder in solchen Formen, die driickend wirken konnten,
sondern vielmehr durch die griechische von der Geometrie
beeinflufste Logistik. oder durch miindliche Mitteilung von
Regeln ohne Hinzufiigung einer Begriindung, die vor Gefahren,
fir welche die Inder doch kein Verstindnis hatten. schiitzen
sollle; er begegnete sich mit dem Zahlensinn und der grofsen
Rechenfertigkeit der Inder. konnte also nur befruchtend wirken.
Die schonste wissenschaftliche Ausbeute hiervon ist., wenn wir
von den mehr praktischen Ergebnissen absehen, die systema-
tische Behandlung von unbestimmten Gleichungen zweiten

') In einer Arbeit iiher Brahmaguptas Trapez (Tidsskrift for Mathe-
matik 1876) ging ich im Anschlufs an Hankel von einer entgegen-
gesetzten Anschauung aus. Mit einer gewissen Modifikation jedoch
werde ich die Erklirungen, welche ich damals: gab, festhalten konnen.
Namentlich hege ich keinen Zweifel iiber den Zusammenhany zwischen
dem sogenannten Trapez von -Brahmagupta und den Formeln fiir
sin (a t §).

?) Cantor, Vorlesunygen, S, 530,

3
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‘rades durch die Inder, welche die sporadische Behandlung
von Diophantus bei weitem ibertrifft.

Dals die Araber dagegen den" erwiahnten Druck der
gewaltigen griechischen Geometrie gefiihlt haben, kann ich
allerdings nicht aus ihren Schriften selbst nachweisen, weil ich
dieselben nur aus zweiter Hand kenne, nidmlich durch die
Werke von Hankel, Matthiessen und Cantor; jedoch glaube ich
¢s daraus schliefsen zu konnen, dals sie einerseits den Griechen
ihre urspriingliche Kenntnis der Geometrie verdankten und fort-
fuhren ihren Lehrern eine Ehrerbietung zu zeigen, durch welche
verschiedene Hauptwerke aufbewahrt worden sind, und dafls
sie andererseits in keinem einzigen Punkte der theoreti-
schen Geometrie und der damit verbundenen Algebra hin-
sichtlich des Inhalts {iber das hinausgelangt sind, womit die
griechischen Geometer in der besten Zeit vertraut gewesen sein
miissen. Wenn ich diese letzte Behauptung auf die Beschaffen-
heit der sogenannten Fortschritte stiitze, welche man den
Arabern Dbeilegt, und auf den Umstand, dafls die wirklichen
Fortschritte erst der europdischen Renaissance zugeschrieben
werden, so mufs ich doch die Moglichkeit zugestehen, dafls eine
Erweiterung unserer noch mangelhaften Kenntnis der arabischen
Mathematiker klarlegen kénnte, dafs verschiedene von diesen
letzteren Fortschritten den Arabern nicht unbekannt waren.
Ein spaterer Forscher wird vielleicht von den Arabern gegen-
tiber den Europdern der neueren Zeit etwas dhnliches behaupten
konnen wie das, was ich jetzt von den alten Grieehen gegen-
tiber den Arabern behaupte.

Was zunichst die eigentliche Lehre von den Kegelschnitten
betrifft, so erinnere ich mich nicht in dem, was den Arabern
zugeschrieben wird, einen einzigen wirklichen Fortschritt in
dieser Lehre gesehen zu haben. Man erhiilt vielmehr den
gerade entgegengesetzten Eindruck, wenn Cantor') es fir der
Miithe wert hilt idber zwei Konstruktionen von Punkten einer
Parabel bei AbW'l Wala zu berichten, die nur unmittelbare
Anwendungen der hekanntesten Konstruktionen von mittleren

) Vorlesungen. S. 640,
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Proportionalen auf die Bestimmung einer Ordinate als mittlerer
Proportionale zwischen der Abscisse und dem Parameter ent-
halten, also keine genauere Kenntnis der Parabel erkennen
lassen als diejenige ist, welche bereits Menichmus besafs. Dafs
die Araber sich dennoch in anzuerkennender Weise die grie-
chische Lehre von den Kegelschnitten aneigneten, das beweist
am besten die Form, in der sie uns die letzten Biicher von
Apollonius, die sonst verloren gegangen sein wiirden, tberliefert
haben. Die so erhaltene Ausgabe konnen wir allerdings nur
durch ihren mathematischen Wert kontrolieren; aber dieser
Wert zeigt uns, dafs der Ubersetzer, einerlei ob dic arabische
Ubersetzung mehr oder minder genau mit dem griechischen
Original dbereinstimmt, sich vollkommen in den Inhalt hinein-
versetzt hatte, :

Man denkt mehr an die Behandlung der Gleichungen,
wenn man den Arabern einen wesentlichen Fortschritt gegen-
iber den Griechen bheilegt. Doch ist das hinfillig mit Be-
zug auf die quadratischen Gleichungen; denn die Griechen
besafsen bereits vollstindige Kenntnisse auf diesem Gebiete,
da Euklids geometrische Behandlung die theoretische Begriin-
dung von Operationen darstellt, die man sehr wohl arith-
metisch anzuwenden verstand. Nur der Unterschied (der aller-
dings an und fiir sich von grofser Bedeutung ist, aber uns hier
weniger angeht) mag stattgefunden haben, dafs die Araber
eine grifsere Rechenfertigkeit besafsen, also mit grifserer Leich-
tigkeit das Ausziehen von Wurzeln und andere Rechnungen
bei der numerischen Anwendung der quadratischen Gleichungen
durchfihren konnten.

Was ferner Gleichungen dritten und vierten Grades und
solche Aufgaben betrifft, welche sich nur mit Hilfe dieser
lésen lassen, so kannten die Araber sowohl wie die Griechen
nur die Behandlung derselben durch Kegelschnitte. Allerdings
treffen wir bei ihnen Aufgaben und Ldosungen an, welche wir
bei griechischen Schriftstellern nicht gefunden haben, z. B.
neue Dreiteilungen des Winkels, und sie haben gewifs auch
viel von dem selbstindig erreicht, was den Griechen vorher
schon bekannt war; aber in ihrer Gesamtheit ist diese Behand-

31*
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lungsart eine Entlehnung von der griechischen Behandlung kor-
perlicher Aufgaben. Dals sie nur eine Entlehnung ist. folgt
auch aus dem Umstande, dals die Araber in der Regel unter-
lassen haben an diese Behandlung das anzuschlielsen, was der-
selben bei den Griechen wirklichen Wert verlieh. Da sie keines-
wegs ein bequemes Mittel fir praktische Lésungen ist, so
haben wir ihren eigentlichen Zweck in der Anwendung auf
Diorismen und in den hieran angeschlossenen theoretischen
Untersuchungen gesucht; aber hierfiir scheinen die Araber kein
grolses Interesse gehabt zu haben.

Dagegen darf man annehmen, dals der Beschaftigung der
Araber mit diesem Gegenstande ein Bestreben zu Grunde gelegen
hat, das allerdings bei ihnen selbst nicht mit Erfolg gekrint
wurde, das aber die Formulierung einer Aufgabe enthielt,
deren Losung spiiter von der grilsten Bedeutung werden sollte.
Wir sehen niimlich, dafls arabische Schriftsteller sich sorgfaltig
mit der kubischen Gleichung beschiftigen, die verschiedenen
Formen betrachten, welche dieselbe annehmen kann, und an
jede derselben eine Lésung durch Kegelschnitte anschliefsen.
Nun haben wir freilich im elften Abschnitt angenommen, dafls
bereits die Griechen sich auch eine Zeitlang mit eigentlichen
kubischen Gleichungen beschiftigten, dals sie aber gleich nach
Archimedes’ Zeit die besondere Beschiftigung mit diesen Glei-
chungen aufgaben, weil sie, nachdem sie eine geometrische
Aufgabe auf diese reduciert hatten, doch nur tber dieselben
Hiilfsmittel verfigten, welche sie dirckt ohne diese Reduktion
benutzen konnten. Fir die Araber dagegen, welche sich gewils,
cbenso wie die Inder, mehr als die Griechen mit eigentlich
numerischen Gleichungen beschiftigten, erhielt die kubische
Gleichung eine erneute Bedeutung, und es ist wahrscheinlich,
dafs sie eine Reduktion auf Ausziehen von Kubikwurzeln
gesucht haben, also das, was wir unter einer Losung der
kubischen Gleichungen verstehen. Von diesein Bestreben
zeugt dic eifrige Beschiiftigung mit diesen Gleichungen, ja wir
besitzen sogar ein ausdriickliches Zeugnis dafiir, dafs Al Mihani
versucht hat diese Gleichungen zu lésen !).

') Hankel, Zur Greschichte der Mathematik ete.. S.266.
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War das aber der Fall, so kommt den Arabern das Ver-
dienst zu die Aufgabe gestellt zu haben, durch deren
Losung die Europier, diesmal die Italiener, im fiinfzehnten
Jahrhundert wieder auf den mathematischen Schauplatz traten,
und wodurch seit den Zeiten der alten Griechen der erste
bedeutungsvolle Fortschritt auf dem Gebiete der immer noch
eng an die Geometrie angeschlossenen Algebra gemacht wurde.

Wenn auch auf diese thatsichliche Uberschreitung der
alten Grenzen der alten Mathematik bald die Losung der Glei-
chung vierten Grades folgte, und wenn auch innerhalb der
Mathematik im ganzen ein kriftiges Leben sich zu regen be-
gann, so war dennoch das damit verbundene Gefiihl selbstin-
diger Kraft noch nicht stark genug, um den Druck von Seiten
der antiken Geometrie, den wir hervorgchoben haben, abzu-
schiitteln. Das tritt auf eigentiiinliche Weise bei Vieta hervor
in seinen beiden Darstellungen von Gleichungen hoéherer
GGrade. Die erste derselben hat allerdings dem Wortlaut nach
die alte geometrische Form behalten, denn die verschiedenen
Potenzen der Unbekannten heifsen latus, quadratum und cubus,
und die gegebenen Koefficienten haben solche Benennungen
(planwm und solidum), dafs eine geometrische Homogenitat
hervorgebracht wird; dals aber dennoch keine anderen Gebilde
gemeint sind als solche, die aus einfacher arithmetischer Multi-
plikation hervorgehen, ergiebt sich daraus, dals Vieta — ebenso
wie Diophantus — diese Benennungen iiber den wirklichen
Raum hinausfiihrt, indem er hohere Potenzen der Unbekannten
mit quadrato-quadratum, quadrato-cubus, cubo-cubus, und gege-
bene Grolsen hoheren Grades mit plano-planum, plano-solidum
und sofido-solidum bezeichnet. Indessen kann es sich ereignen,
dafs die Groéfsen, welche auf diese Weise zu multiplicieren
sind, irrational werden. Gegen die Einwénde, welche sich
deshalb gegen die Allgemeingiiltigkeit der Darstellung erheben
lassen, sichert sich Vieta durch eine zweite Darstellung der
Gleichungen, welche er die geometrische nennt, und welche
namentlich in einer Darstellung der verschiedenen Potenzen
als Glieder einer fortlaufenden Proportion (geometrischen Reihe)
besteht. Da der Name ,geometrisch® etwas bezeichnen soll,

V4
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das wissenschaftlich strenger begriindet ist, so ersieht man,
dals Vieta sich auf diesem Wege in den Schutz der Propor-
tionslehre in Euklids finftem Buche hat stellen wollen und
zwar mit dem vollen Bewufstsein von der Bedeutung der
daselbst gegebenen exakten Begriindung.

Erst Descartes sprach gegeniiber den Fesseln der alten
Geometrie das befreiende Wort und wurde dadurch der Stifter
der Mathematik der neuern Zeit. Er durchschnitt nicht
diese Fesseln durch eine resolute aber unkritische Anerkennung
der auf Arithmetik aufgebauten Algebra und der reichen Halfs-
quellen, welche diese zu schaffen im Begriff war; nein! es
gelang ihm dieselben Hiilfsquellen durchaus von der Euklidi-
schen Proportionslehre abhingig zu machen und dadurch die
Anwendung der neueren Formen der Algebra und
namentlich der damit verbundenen Zeichensprache
zu vereinigen mit der Beobachtung der strengen
Forderungen, welche die alte Geometrie an die Strin-
genz der Beweisfiihrung stellte. Dies erreichte er auf
der ersten Seite seiner Geometrie auf eine Weise, die so einfach
und scheinbar so naheliegend ist, dafs — ein Genie ersten Ranges
notig war, um dieselbe zu finden. Er nimmt pamlich nur
eine willkirliche Grofse zur Einheit und verwendet diese fiir
erweiterte Definitionen der Multiplikation, Division und
der aus diesen gebildeten Rechnungen: die vierte Propor-
tionale zu der Einheit und zwei anderen Grofsen
suchen, nennt er die beiden letzteren multiplicieren
u. s. w, Er figt hinzu, dals er, ,um leichter verstanden zu
werden, sich nicht scheut diese arithmetischen Ausdricke in
die Geometrie einzufiihren“, und giebt dadurch zu erkennen,
dals er immer noch auf dem soliden Unterbau steht, den die
Alten der Geometrie gegeben hatten. Das geht auch daraus
klar hervor, dafls er fortfahrt eine allgemeine Grifse durch
eine Strecke darzustellen, die also mit der Einheit inkommen-
surabel sein kann, nicht durch eine Zahl, weshalb er auch im
folgenden den Zusammenhang zwischen der Bestimmung von
Grofsen durch Formeln und durch geometrische Konstruktion
erklart. Jedoch setzt der Zusammenhang mit der Geometrie
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der Bildung von Formeln keineswegs eine Grenze; denn er be-
merkt, dafs die Forderung nach geometrischer Homogenitit
fortfallt, wenn die Einheit einen bestimmten Werl hat.

Die einfache arithmetische Ausdrucksweise und die zu
dieser gehorende Zeichensprache hatte also vollkommene
Freiheit erhalten und vollkommene Berechtigung fir die An-
wendung auf alle Gebiete der Mathematik. Méglicherweise
sind Descartes’ Nachfolger, fiir welche die allgemeine Grofsen-
lehre sich mehr und mehr an die algebraische Darstellung
anschlols, wihrend die Geometrie nur ein Mittel zur Veran-
schaulichung wurde, sich nicht immer bewufst gewesen, dals
diese Berechtigung sich auf eine Entlehnung aus Euklids Geo-
metrie grindete — so lange man nicht eine entsprechende
Grundiage schuf. Aber gleichviel! Die Hauptsache bestand
vorldufig darin, dafls man die erworbene Freiheit benutzte.
Die arithmetische Auffassung der Grifsen, die bei den Indern
die allein herrschende gewesen war und bei den Arabern in
bestindigem Kampf mit der geometrischen gelegen hatte, war
deutlich genug hinter den letzten grofsen Fortschritten in der
Theorie der Gleichungen erkennbar gewesen, wenn man auch
glaubte eine exakte und sogenannte geometrische Begriindung
hinzufiigen zu miissen. Die dieser Auffassung entsprechende,
also der Zeit selbst eigentiimliche Sprache durfte man nunmehr
sprechen, statt jedesmal, wenn es sich uin exakte Darstellung
handelte, zu den geometrischen Darstellungsmitteln einer lingst
verschwundenen Zeit greifen zu miissen, zu Mitteln, mit denen
man nur schwierig ganz vertraut werden konnte und die nicht
einmal zu der Zeit, wo sie entstanden und wo man so gut
verstand dieselben bei personlicher Arbeit und bei miindlichen
Mitteilungen zu benutzen, zu schriftlicher Darstellung wohl
geeignet waren. Deshalb konnte nun selbst die hGhere Mathe-
matik auf weitere Kreise ausgedehnt und angewandt werden.
Gleichzeitig konnte der Forscher die neuen Darstellungsmittel
benutzen, um seine eigenen Gedanken festzuhalten, und dadurch
wurde den grofsten Fortschritten in der Mathematik der Weg
gebahnt.
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Descartes wandte die neuen Hiilfsmittel, die dazu be-
stinmt waren, die geometrische Darstellung von der gesamten
reinen Mathematik abzulésen, auf die Geometrie selbst an.
Dadurch muflste die analytische Geometrie von selbst
entstehen. Denn, wie wir gesehen haben, kannte und benutzte
man Parallelkoordinaten im Altertum und bezog eine Kurve
durch eine Gleichung, die in der geometrischen Algebra dar-
gestellt war, auf dieselbeu. Indem er statt durch diese die
bekannte Grundeigenschaft einer Kurve durch die neue Algebra
ausdriickte, gelangte Descartes zu der jetzt gebriuchlichen ana-
|ytisch-geometrischen Darstellung einer Kurve. Da diese Dar-
stellungsform der Hiilfslinien nicht bedarf, welche die geome-
trische Algebra benutzt und welche oft das zu Grunde gelegte
Koordinatensystem verbergen, sondern sich mit reinen Paraliel-
koordinaten begniligt, so mufste sie wegen ihrer Einfachheit
und Anschaulichkeit Descartes und seinen nichsten Nachfolgern
als ein so vortreffliches Werkzeug erscheinen, dafls sie glaubten,
dasselbe mit Beiseilesetzung der Arbeiten der Alten sofort aus-
schliefslich benutzen zu kdnnen.

Eine solche Auffassung wurde ohne Zweifel unterstitzt
durch die rasche Entwicklung der analytischen Geometrie selbst
und durch die leichte und weitgehende Anwendbarkeit der-
selben auf die Lehre von den Kegelschnitten; aber in Wirk-
lichkeit dirften diese Umstinde eine gerade entgegengesetzte
Ursache haben und geradezu der grofsen geometrischen Uber-
cinstimmung zu verdanken sein, die zwischen der Behandlung
stattfindet, welche die antike Lehre von den Kegelschnitten
und die analytische Geometrie denselben Fragen zu Teil werden
lassen. Wir haben hier also ein wichtiges Beispiel fiir den
Einflufs der antiken Geometrie, dem wir nachspiiren. Die erste
Aufgabe, welche der analytischen Geometrie gestellt war, be-
stand in der Wiederentwicklung der Resultate, welche aus
dem Altertumr bekannt waren. Nun isl die analytische Geo-
metrie ihrer ganzen Form nach besonders wohl geeignet zur
Wiederherstellung im voraus bekannter Resultate, und diese
mufste noech mehr erleichtert werden, wenn es sich um Resul-
tate handelte, deren erste Ableitung durch solche geometrische
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Untersuchungen gewonnen war, welche abgesehen von der
Form dieselben Wege wie die analytische Geometrie einge-
schlagen hatten. Ohne dafs man eine Ahnung davon hatte,
wie eng man sich an die Methoden der Alten anschlofs, konnte
man die eigentiimlich einfachen Darstellungsmittel der analyti-
schen Geometrie benutzen, um die Resultate weit grofseren
Kreisen als friher leicht zuginglich zu machen. Dagegen
konnte die analytische Geometrie innerhalb des von den Alten
behandelten Gebietes, also namentlich in der Lehre von den
Kegelschnitten, nicht zu neuen Resultaten fiihren, bevor
sie neue Impulse aus anderen Gebieten der Wissenschaft emp-
fangen hatte,

Ein Hauptgrund fiir die eigentiimliche und aufserordentlich
rasche Entwickelung der analytischen Geometrie war also
der, dafs sie sich in so hohem Mafse auf die griechische Lehre
von den Kegelschnitten stiitzen konnte, Ein Hauptgrund dafir,
dals sie eine so grofse wissenschaftliche Bedeutung erhielt,
lag dagegen in dem von uns erwithnten Unterschiede von der
antiken Lehre von den Kegelschnitten. An Stelle der geome-
trischen Algebra, auf der diese ruhte, und die sehr schwerfillig
arbeitete, wenn sie sich tiber Formen des zweiten Grades crhob,
war eine Algebra getreten, die formell Ausdriicke von allen
moéglichen Graden ebenso leicht darstellen konnte wie solche
vom zweiten Grade und nur durch faktische Schywierigkeiten
daran verhindert wurde, Probleme von allen Graden mit glei-
cher Leichtigkeit zu behandeln.

Die niichste Folge hiervon war die, dafs man fiir die Be-
handlung irgendwelcher algebraischen Kurven eine ebenso allge-
meine Form erhielt wie fiir die Behandlung der Kegelschnitte.
Dieser Vorteil wurde deutlich von Descartes erkannt, der sich
desselben namentlich gegeniiber den Kurven bedient, deren geo-
metrische Definition in Pappus’ siebentem Buch!) als Erweite-
rung der Definitionen von Ortern zu drei und vier Geraden
aufgestellt wird. Freilich begeht Descartes einen Irrtum, da er
anzunehmen scheint, dals der Ort zu 2n — 1 oder 2a Geraden

') Ausg. v. Hultsch, S. 680.
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der allgemeine Typus einer Kurve ater Ordnung sei!); — wenn
es so wire, so wiirde auch das Altertum in Pappus’ Defini-
tionen der genannten Orter eine allgemeingiiltige Grundlage fir
das Studium der Eigenschaften einer solchen Kurve besessen
haben. Aber das Princip selbst: ,Einteilung algebraischer Kurven
nach ihren Ordnungen‘ gehért ganz und gar Descartes’ analy-
tischer Geonretrie an.

Die Friichte der neuen analytischen Geometrie hat man
also nicht in der Lehre von den Kegelschnitten zu suchen;
aber innerhalb der Geometrie stellen die Lehre von den Kurven
dritter und vierter Ordnung und die Lehre von den
allgemeinen Eigenschaften algebraischer Kurven Ge-
bdaude dar, zu denen Descartes den besonderen Grund gelegt
hat. Von der Behandlung von Kurven beliebiger Ordnung ist
man in der neuesten Zeit durch cine neue Abstraktion dazu
iibergegangen, in der sogenannten abzidhlenden Geometrie
die Ordnungen und tberhaupt die Grade beliebiger Gleichungen
unter demn Namen ,Anzahl der Auflésungen‘ als solche ganze
Zahlen zu behandeln, welche die Unbekannten in einer Auf-
gabe sein konnen. Die abzihlende Geometrie ruht also gerade
auf dem Neuen in Descartes” Algebra und analytischer Geometrie,
und durch Zurickfiihrung auf diese erhélt sie in der That
erst die erforderliche wissenschaftliche Sicherheit und Bedeutung.
Ich hebe dies hervor, weil man so oft sieht, dals sie wegen
des Umstandes, dafs die Gleichungen, mit deren Graden operiert
wird, nicht hingeschrieben werden, als eine Art von ,reiner*
Geometrie betrachtet wird, die von der analytischen unab-
héngig sei.

Indessen gelangten die erwihnten Theorien erst in unserem
Jahrhundert, und nachdem die Lehre von den imaginiiren
Grofsen und die projektivische Betrachtungsweise neue Gesichts-
punkte erdffnet hatten, zu voller Entwicklung. Vorliufig hatte
die analytische Geometrie eine firr die gesamte Mathematik

') Geometria. Ausg. v. van Schooten, 1659, 8. 25. Dals Descartes die
Kurven von den Ordnungen 2r —1 und 2r zu éiner Klasse vereinigt,
kommt hier gleichfalls nicht in Betracht.
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und deren Anwendungen viel bedeutendere Leistung zu voli-
fihren. Ihre Darstellung algebraischer Kurven ist eine Dar-
stellung einer implicite gegebenen Funktion. Behandelt man
dagegen Gleichungen von der Form y = f(x), so erhilt man
eine explicite Darstellung von Funktionen. Auf diese Art ist
die analytische Geometrie die Grundlage geworden. auf der
sich die Liehre von den Funktionen und mit dieser die
Differential- und Integralrechnung sowie die ganze
héhere Analysis entwickelt hat. Fir diese Hauptrichtungen
in der Mathematik der neueren Zeit hat demnach die antike
analytische Geometrie, welche namentlich durch die griechische
Lehre von den Kegelschnitten reprisentiert wird, eine wesent-
liche, wenn auch nur indirekte Bedeutung als Unterbau fir
Descartes’ analytische Geometrie erhalten. Wir wollen hervor-
heben, dals der fiir die neuen Theorien so wichtige Begriff
der Kontinuitdt sich namentlich auf die griechische geome-
trische Darstellung der Grélsen stitzt. Dals dic Kontinuitat
auf arithmetischem Wege schwieriger wirklich zu erreichen ist,
muls jedenfalls gegenwirtig klar sein, wo man weils, dafs nicht
einmal die algebraisch-irrationalen Zahlen verbunden mit den
rationalen ein Kontinuum bilden.

Wie wir friher heriihrt haben, erhielt die antike Geometrie
jedoch zugleich einen direkteren Einfluls auf die Bildung der
Integralrechnung. Denn im Anschluls an die von Archi-
medes gefundenen Resultate unternahmen Keppler, Cava-
lieri, Fermat, Roberval, Wallis und Pascal neue
Quadraturen, Kubaturen und Schwerpunktsbestimmungen. bevor
es eine Differentialrechnung gab, welche zum Ausgangspunkt
fiir Integrationen gemacht werden konnte. Die Darstellungs-
form war in ihren Schriften geometrisch, wie hei den Schrift-
stellern des Altertums. Aber auch das Verfahren selbst hatte
sich herausgebildet durch weitere Entwicklung der Betrach-
tungsarten. welche die Alten kannten, tiber deren Standpunkt
man sich indessen nach und nach bedeutend erhob.

So zeigt Cavalieris urspriingliche Bestimmung!) von

’} Geometria indivisibilibus continuorum nova quadam ratione pronota,
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T
x?dx, an die sich spiter seine Bestimmungen von S:c‘ dx

] 0
r

und g:c*’d.z: anschlossen, eine weitgehende Ubereinstimmung

*0
mit der von Archimedes. Jedoch besteht der Unterschied, dafs,
wihrend Archimedes zuerst die Summe (12 1+ 22+, .. 4 2n?)

aus einer endlichen Anzahl von Gliedern berechnet und erst
hinterher den Ubergang zur Grenze macht, Cavalieri von
vornherein annimmt, dafs die Sumne, welche bherechnet werden
soll, aus einer unendlichen Anzahl von Teilen besteht. Dadurch
wurden neuc Wege gezeigt, welche bald von aufserordentlicher
Bedeutung fiir die Entwicklung der Mathematik werden sollten;
aber vorliufig konnte man nicht erwarten auf diesen Wegen
cine so sichere Begrlindung, wie die der Alten war, zu errei-
chen. Deshalb gab Cavalieri auch spiter cine neue Bestim-

X

mung!) von S.t* dx, namlich die, welche man darch Benut-
0

zung des auf anderem Wege gewonncenen Ausdrucks fir das
Volumen der Pyramide erhilt. Wir haben gesehen, dafs ein
solches indirektes Verfahren den Alten nicht unbekannt war,
wenn auch Archimedes es fiir angemessener gehalten hat. ein

fir allemal Sw’(lm direkt zu bestimmen (d. h. eine Regel zu
‘o
geben fiir die Berechnung von Grdfsen, welche jetzt von diesem
Integral abhingen).
Pascal erweiterte Cavalieris zuletzt angefiihrte stereome-
trische Behandlungsweise auf solche Art, dafs er dabei Inte-
grationsmethoden fand?), deren Allgemeinheit die gréfste Be-

Buch 2, XXIV, oder Exercitationes geometricae sex, exerc. prima,
XXIV.

') Geomnetria, Buch 7 oder exercitatio secunda.

1) Diese findet man ausfithrlich dargestellt hei Maximilien Marie, Histoire
des Sciences Mathématiques et Physiques, T.IV. Am selben Orte
finden sich Fermats und Wallis' Bestimmungen von Sx'"dx fiir

alle rationalen und positiven Werte von m. Von diesen ist die Be-
stimmung von Fermat durchaus eigentimlich; sie beruht auf einer
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wunderung erwecken mufs, wenn man sich vergegenwirtigt,
dafs dieselben der Differentialrechnung vorangehen. Als
diese erfunden wurde. bekam die Integralrechnung dadurch
zwar eine Grundlage. deren Fruchtbarkeit die dlteren Integra-
tionen vollkommen in den Schatten stellte: aber die hier er-
wihnten Vorarbeiten, zu denen der Grund von Archimedes
gelegl worden war. hatten die richtige Auffassung eines Inte-
grals sowie die Anwendungen von Integrationen wenigstens
vorbereitet.

Die griechische héhere Geometrie hat jedoch den grifsten
oder den am leichtesten nachweisbaren Einflufs auf die Mathe-
matik der neueren Zeit durch ihre Umwandlung in die ana-
Iytische Geometrie erhalten. Ein Hindernis fiir einen fortge-
setzten direkten Einflufs ergab sich aus dem Umstande, dals
die analytische Geometrie, nachdem sie sich einmal gebildet und
aus der antiken Geometrie das in sich aufgenommen hatte.
wofiir sie Verwendung zu haben glaubte, nicht mehr auf diese
Quelle zuriickging, aus der die Beispiele, denen sie ihre Ent-
wickelung verdankte, entnommen waren. Wenu man spiter
gelegentlich zu dieser zuriickkehrte, so lifst sich schwer ent-
scheiden, wieviel von dem, was dann geleistet wurde. nur als
Glied in der gesamten modernen mathematischen Entwickelung
zu betrachten, und wieviel dem Einflusse der Alten zuzuschrei-
ben ist. Jedoch kann es nicht Zufall sein, dafs der Mann,
welcher die grolse Bedeutung der Kegelschnitte fir dic Astro-
nomie!) physikalisch begrindete, in der Mitte des Kreises von
brittischen Mathematikern stand, welche vor etwa 200 Jaliren
das Studium der griechischen Geometrie mit dem grofsten
Eifer wiederaufgenommen hatten. Wir sind mehrfach auf
Newtons eifrige Beschiftigung mit der griechischen Lehre
von den Kegelschnitten zuriickgekominen, und wir haben nicht,
wie man es bisweilen thut, in dieser Beschiftigung eine blofe

solchen Wahl der Inkreinente (dx). dafs die Elemente der Summe
eine geometrische Reihe Dbilden. Dagegen Lifst Wallis. ebenso
wie Archimedes und Cavalieri, die Inkremente gleich grofs sein.

') Auch Keppler war mit der griechischen Mathematik vertraut,
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Liebhaberei sechen wollen, wenn auch Newton selbst eingerdumt
hat, dals es im allgemeinen leichter ist, Beweise in moderner
Form aufzustellen als in der antiken. Wir glauben nimlich,
dals jemand, der wirklich iiber das, was sich in der grie-
chischen Lehre von den Kegelschnitten findet, unterrichtet ist,
nicht daran zweifeln kann, dafs diese auf Newton, der selbst
sie so hoch stellte, in hohem Grade anregend gewirki und
dazu beigetragen hat ihn in die Wege hineinzufiihren, auf denen
er seine Resultate gefunden hat. Ein eigentiimliches Zeugnis
dafiir, dals Newton seine Impulsc nicht von der damaligen
modernen Mathematik cmpfangen haben kann, liefert der
Potenzsatz. Dieser Hauptsatz, welcher, wie wir gesehen
haben, den meisten derjenigen griechischen Untersuchungen
tiber Kcgelschnitte, die sich nicht an Durchmesser oder an-
dere besondere Linien oder an feste Punkte anschlossen, zu
Grunde lag, derselbc Satz, welcher eine Hauptrolle in Newtons
Principia spielt, hat spiter den Namen ,Theorem von New-
ton* bekommen. Dieser wichtige Satz, den Newton selbstver-
stindlich den Alten beilegt. und der von Geometern wie De
la Hire nicht unbeachtet geblieben war, wurde also erst durch
Newton den Mathematikern allgemein zum Bewulstsein gebracht.
Newtons Werke zeigen, dals nicht nur seine Arbeiten auf dem
Gebiete der physischen Astronomie von der griechischen Geo-
metrie beeinflulst sind.

Bei der Entwickelung der projektivischenGeometrie
zeigt sich dasselbe wie bei der Entstehung der analytischen
Yeometrie: ohne Bericksichtigung antiker Methoden und Be-
weise benutzte man die aus dem Altertum bekannten Resultate
iiber die Kegelschnitte als Ausgangspunkte oder als Mittel, um
die neuen Werkzeuge zu prifen, zu entwickeln und fir weiter-
gehende Benutzung geschickt zu machen. Descartes’ analy-
tische Geometrie hat in dieser Beziehung am meisten Nutzen
aus Apollonius’ beiden ersten Biichern gezogen; die projekti-
vische Geometrie dagegen beschiftigt sich mamentlich mit sol-
chen Fragen, wic sie in Apollonius’ drittem Buche behandelt
werden, und mit solchen Bestiinmungen von Ortern, wie der
antike Ort zu vier Geraden ist. Der Satz von der Polare
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findet sich, wie wir gesehen haben, bereits bei Apollonius und
hat sich von ihm aus fortgepflanzt und durch Arbeiten von
Mannern wie De la Hire weiter entwickelt, bis Poncelet
auf ihn die Lehre von den reciproken Polarfiguren griindete.
Die Hauptsitze iber die Erzeugung der Kegelschnitte durch
Tangenten, welche dem Dualitiitsprincip zu Grunde liegen,
finden sich zum Teil bei Apollonius und sind von Newton
weiter entwickelt worden.

Ein wesentlicher Unterschied jedoch existiert zwischen dem
Verhiltnis der analytischen Geometrie und dem der projektivi-
schen Geometrie zu der antiken Lehre von den Kegelschnitten,
Diese stellte. in geometrischer Beziehung, die vollstindige
Grundlage der analytischen Geometrie dar, welche deshalb,
solange sic nicht selbst projektivisch-geometrische Momente
aufgenommen hatte, nur auf Umwegen — z. B. durch Anwen-
dung von Sitzen uber allgemeine algebraische Kurven auf
solche Kurven, welche aus Kegelschnitten zusammengesetzt
sind — zu Sétzen dber Kegelschnitte gefiihrt hat, die dber das
hinausgingen, was man im Altertum kannte; die projektivische
Geometrie dagegen ist durch Hinzunahme eines neuen geome-
trischen Moments, ndmlich der Lehre von der Centralprojektion,
gebildet worden. Diese, welche Auwendung auf die Lehre von
den Kegelschnitten findet, wenn man die Kegelschnitte auf dem
Kreiskegel selbst untersucht, wurde, wie wir gesehen haben,
von den Alten aufserordentlich wenig benutzt: sie begniigten
sich im wesentlichen damit, auf diesem Wege eine cinzelne
planimetrische Eigenschaft abzuleiten, die dann der weiteren
Untersuchung zu Grunde gelegt wurde. Es wurde deshalb eine
neue Quelle fiir die Entdeckung geometrischer Wahrheiten er-
schlossen, als Descartes’ Zeitgenosse Desargues anfing An-
wendungen von der Centralprojektion zu machen, und es zeigte
sich bald, dafs auf diesem Wege der alten Lehre von den
Kegelschnitten ncue bedeutungsvolle Séatze zustrémen sollten.

Fir einen neuen Satz halten wir allerdings nicht das
sogenannte Theorem von Desargues, das nur eine spe-
ciellere Formi fiir die Bestimmung von Kegelschnitten als Ortern
zu vier Geraden ist und das auch die Alten, wie die Schrift
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iber den bestiminten Schnitt uns gezeigt hat, anzuwenden ver-
standen. Ein Satz dagegen, der im Altertum nicht bekannt
war, ist der von Pascal tber das einbeschriebene
Sechseck. Die Form desselben ist ndamlich so schén und
einfach, dafs man mit ziemlich grofser Sicherheit annehmen
darf, er wirde, wenn man ihn gefunden hitte, auch aufbe-
wahrt worden sein. Das widerstreitet nicht unserer friheren
Vermutung, dals die Alten die Erzeugung eines Kegelschnittes
als Ortes fiir eine Ecke eines Dreiecks gekannt haben, dessen
beide anderen Ecken auf geraden Linien gleiten, wahrend die
Seiten sich wm feste Punkte drehen; denn wie nahe diese
Erzeugungsart auch Pascals Satz kommen mag, so fehlt ihr
doch etwas, worauf es hier ankommt, nimlich die klare und
kurze Form. Wieviel neues sich noch auf demselben \Wege
zu den umfassenden Resultaten der antiken Lehre von den
Kegelschnitten hinzufiigen liels, ersicht man am besten spiter
aus dem projektivisch-geometrischen Hauptwerk: Traité des
Propriétés projectives von Poncelet.

Da Poncelet noch bestiindig die Projektion selbst als Haupt-
methode benutzt, also auf ganz anderen Wegen arbeitet als
die alten griechischen Mathematiker, so hat er von diesen
keine andere Unterstiitzung gehabt als dadurch, dafls er einen
Teil der von ihnen gewonnenen Resultate kannte. Poncelets
Nachfolger dagegen, welche teils unabhiingig von der analyti-
schen Geometrie, wie Steiner und Chasles, teils iin An-
schlufs an diese, wie Mobius und Pliicker, die projektivische
Geometrie in der Weise umformten, dals sie die allgemeineren
Formen selbst, zu denen man von den specielleren durch Pro-
jektion gelangen kann, zum Ausgangsobjekt nahmen, kamen
auch in den Methoden den Alten ndher, namentlich weil sie
die verschiedenen Eigenschaften der Kegelschnitte aus plani-
metrischen Grundeigenschaften ableiteten. In wie hohem Grade
man hierin einen der Einfliisse der antiken Geometrie auf die
Mathematik der neueren Zeit, denen wir nachspiiren, erblicken
darf, lifst sich schwer entscheiden. Die meisten der ange-
fiihrten Forscher arbeiteten ohmne daran zu denken, wie man
im Altertum bei &dhnlichen Untersuchungen verfulr. Es kann
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sich also hauptsichlich nur um einen indirekten Einfluls han-
deln, der namentlich davon herriihren kann, dafls teils die
Kenntnis der Resultate des Altertums in die verwandten Me-
thoden hineinfithrte, teils die analytische Geometrie auch von
den antiken Methoden beeinflufst war. Direkt unter dem Ein-
flusse der alten Geometrie stand wohl nur Chasles. Wenu
er auch erst, nachdem er auf anderem Wege die Eigenschaften
und die grofse Bedeutung projektivischer Punktreihen erkannt
hatte, seine Studien {iber deren Behandlung in Euklids Poris-
men begann, so darf man doch annehmen, dafs diese Studien
ihm bei seinen eigenen spateren geometrischen Arbeiten von
Nutzen waren, wenn auch nicht gerade durch direkte Beleh-
rung, so doch durch die Impulse, die ihm von daher erteilt
waren.

Aufser der projektivischen Geometrie, deren Hauptquelle
die Betrachtung der Kegelschnitte als Centralprojektionen von
Kreisen oder als Schnitte an beliebigen Kreiskegeln ist, miissen
wir als einen anderweitigen Fortschritt in der Lchre von den
Kegelschnitten, welcher ganz der neueren Zeit angehort, die
Bestimmung von Brennpunkten und Leitlinien ebener Schnitte
an Umdrehungskegeln von Dandelin nennen.  Diese gewinnt,
aufser durch ihre eigene grofse Einfachheit, Bedeutung durch
ihre Anwendung auf die Bestimmung von Uindrehungskegeln,
die durch’gegebene Kegelschnitte gehen, und hieran schliefst
sich wiederum die Lehre von konfokalen Flichen zweiter
Ordnung. Die Lehre von den Brennpunkten diirfte tiberhaupt
einer von den Abschnitten aus der- Lehre von den Kegel-
schnitten scin, in denen die neucre Zeit, abgeschen von den
Beitriigen der projektivischen Geometrie, dic meisten Siitze zu
denen hinzugefiigt hat, welche im Altertum bekannt waren.
Wir denken nichit nur an solche weitreichende Betrachtungen
wie die ist, welche sich an imaginiire Kreispunkte anschliefst,
sondern auch an solche elementare Siitze, welche die Griechen
leicht hiitten entdecken koénnen.

Hicrbei haben wir jedoch nur an die Lehre von den Kegel-
schnitten selbst gedacht und nicht an die damit verbundenc
Lehre von den Flichen zweiter Ordnung. Wenn wir auch bei

32
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Archimedes cine klare und einfache Grundlage fiir die ana-
lytisch-geometrische Behandlung dieser Lehre gefunden haben.
so ist dieselbe doch nur in geringem Umfange in den aus
dem Altertum dberlieferten Schriften entwickelt worden. Sie
ist also fast ganz in der neueren Zeit ausgearbeitet, sowohl
durch analytische Geometrie als durch projektivisch-geometrische
und andere rein geometrische Methoden, —

Dafs die antike Geometrie aufser durch den Einflufs, den
sic nach unserer Schilderung durch Inhalt und Methoden auf
die verschiedenen Fortschritte der neueren Mathematik aus-
gelibt hat, auch durch ihre Form und Stringenz dauernd wirk-
sam gewesen ist, diirfte allgemeiner anerkannt sein. Man sucht
noch heutigen Tages das Nachdenken der Jugend durch die
Benutzung von Lehrbiichern zu schiurfen, welche sich eng an
Euklids Elemente anschliefsen, ja dies Buch selbst wird in
einigen Lindern gebraucht, und in seinen Eléments de Cealonl
infinitésimal sehen wir Duhamel bei der Revision der Prin-
cipien der Infinitesimalrechnung die Archimedischen Integra-
lionsprincipien als Vorbild benutzen.
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Anhang L

Apollonius’ Vorreden zur Schrift iiber dic Kegelschnitte?).

1. Vorrede zum ganzen Werk.
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1) Nach Halleys Ausgabe.
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SUZ(ITUV .

“Apollonius grifst den Eudemux.
+  Wenn Du Dich kirperlich wohl
befindest und es Dir sonst nach
, Wunseh geht. so ist es mir lieh;
Als

ich mit Dir in Pergamon war, be-

auch mir geht es leidlich.

merkte ich, dafs Du begierig warst
in die von mir verfalsten Kegel-
el
Dir deshalb das erste Buch in ver-

schnitte einzudringen. habe
besserter Ausgabe geschickt; die
tibrigen werde ich Dir senden, wenn
ich damit zufrieden bin. Denn ich
‘glaube, Du erinnerst Dich von mir
gehort zu haben, weshalb ich diese
zu schreiben unternommnen habe,

niimlich aut die Aufforderang des
Geometers Naukrates hin, damals
als er nach Alexandrien gekommnen
war und sich bei mir aufhielt; und
weshall ich, nachdem icli diesel-
hen in  acht Biichern behandelt
halte, il diese sogleich mitgeteilt

habe, ohne sie mit dem gelibrigen

o
'P-!
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Anhang L

lFlcil's durchzuarbeiten (weil er so-
“hald als moglich sich einschiffen
wollte) ,
schreibend .

sondern alles zusammen-
s0 wie es mir einfiel,
in der Absicht es linterher durch-
zuschen.  Deshalh gebe ichi sie,
da ich nun Zeit bekommen habe,
S0 wie

Und da

dafs auch

nach und nach heraus,
ich sie verbessert habe.
es sich ereignet hat,
einige andere von denen, welche
beil mir waren, das erste und zweite
i Bueh erhalten haben hevor es ver-
so darfst Du Dich
wenn Du auf
in einer anderen Fassung triffst.
Von den Biiclhiern
enthalten die vier ersten die Ele-

bessert wurde,
nicht wundern, sie

acht nuan
mente (allgemeine Grundlage) dieser
Diseiplin.  Das erste von dicsen ent-
hiilt die Erzengung der drei Kegel-
schnitte und der gegentiberliegenden
Schnitte, sowie deren Haupteigen-
schaften, vollstiindiger und allge-
meiner behandelt als es von den
worden ist.
behandelt

was sich auf die Dureh-

fritheren
Das
" jenige.,

dargestellt
zweite Buch das
messer und die Axen der Schnitte
bezieht,
idm'es, was von allgemeiner und

die Asymptoten und an-

wesentlicher Bedeutung  fiiv  die
Diorismen ist: was ich aber Durch-
messer, und was ich Axen nenne,
fdas wirst Du aus diesem Buclhe
Das dritte Buch enthiht

lvivle und merkwiirdige Theoreme,

erfahren.
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Tt mwlelora xuda xat $val). &|die niitzlich sind fiir dic Synthesis

xat xatavojoavres ovvetdopey pp'und den Diorismus korperlicher
auvadéusvoy Ot EdxAsidon rt‘:v!()rter, und von denen die meisten
Ext tpsig xat téooupag rpay/ulg. Nachdem

ich diese gefunden hatte, nahm ich
0D, xat T0DT0 0bx ENTUYAC* o&{wa.hr, dafs von Euklid die Syn-
74p Owvatiy dvey t@y wpogevpy-;thesis des Ortes zu drei und vier
NEvewy Huty teletwdijvae tiy gvv- | Geraden nicht gegeben sei, son-
Yeow. t & téraproy moouy@g |dern nur ein Teil derselben und
at @y xdvov touat didfAacg te!dieser iiberdies nicht gliicklich;
xat 73 tod xOxdou mepupepein!denn es war nicht moglich, dafs
auppdAdovae, xat dAha €x wepio-;diese Synthesis richtig  vollendet
o0, @y 0j0étepov HTH T@Y zpl‘:iwurdc ohne das, was von mir

schén und neu sind.
’ v A ’ A M k]
w0V, dhie popwy T Tiyey ajl-!

U@y rérpatract xévoy Ttouy ¥
xixdov mepigépeu xai Ere dvre
xelpevae dvtixeyévarg xara Thoa!
anpusta ovpddidovat. |

T 08 Aomd éote mepovadia-
orxwTepa: E0Te yap th pév wept
Elayiarwy xat periotwy émtiéoy
™ 0% mept idwv xai dpotwy to-
1@y xwvove tH 08 mept Owpiote
x@v dewppudrwy: T 08 mpofiy-

pdtwy xwvex@y Owpopévay.

neu gefunden ist. Das vierte Buch
lehrt, auf wie viele Arten sich
Kegelschnitte unter sich und mit
einer Kreisperipherie schneiden kon-
nen, und anderes mehr, was bei-
des nicht von meinen Vorgingern
behandelt
ten ein Kegelschnitt oder ein Kreis
und gegeniiberliegende Schnitte sich
mit gegeniiberliegenden Schnitten

ist: in wie viel Punk-

schneiden.

Die ibrigen vier Bicher ent-
halten weitergehende Betrachtun-
gen. Das fiinfte handelt ndmlich
ausfiihrlicher iiber Minima und
Maxima; das sechste iiber kon-
gruente und dhnliche Kegelschnitte ;

das siebente iiber Theoreme, die

auf Diorisinen Bezug haben; das
achte behandelt (durch Diorismen)
abgegrenzte Aufgaben iiber Kegel-
schuitte.

§éva xaravovjoartes eSpousy 1y aviteiépsvoy

Pappus, Ausgabe v, Hultsch, 8. 676, 5-7.

") @v ra zleiova xai xala zal
ete.
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Doch, wenn alles dies heraus-
gegeben ist, kénnen die Leser dar-
tiber nach ilirem eigenen Ermessen

urteilen. Leb’ wohl!

2. Besondere Vorrede zum zweiten Buch.

Arodddviog Eddjuw yaipee.

Et brudvees yo dv xaddg,
xat adtog 6% petpiws Syw. Amol-
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yApolloniux grifst den Eudemus.
Wenn Du gesund bist, so freut
{es mich; mir selbst geht es leid-
lich. Ich habe meinen Sohn Apol-
lonius zu Dir geschickt, um Dir das
zweite Buch der von mir verfalsten
Kegelschnitte zu tiberbringen. Lies
dasselbe nun sorgfiltig durch und
teile es denen mit, die verdienen
dergleichen kennen zu lernen. Und
wenn der Geometer Philonides,
mit dem ieh Dich in Ephesus be-
kannt machte, in die Gegend von
Pergamon kominen sollte, so teile
Habe Acht auf
Lebe wohl.

es auch ihm mit.
deine Gesundheit.

3. Besondere Vorrede zam vierten Buch.

Aroddaveos Arrdiw yaipsw.

Ilpotepov pdv &édnxa, rpd-
gas wpog Eidyuoy v llepya-
HRYOV, TOV GUYTETUrHEV@Y UiV
Kovexwy év oxtw Bi3lieg ta
mpata tpiw. petnAlayitog d&
éxefvon, t Aotma Owyvwxdteg
npis oc ppddat, dua T gllote
petadai  oe petadapfdvey  td
xpar/mrewi;zeva, Te-
éxt tob mapovtog do

be' fudv
roppauey

Apollonius grifst den Attalus.
Bisher habe ich von den Kegel-
schnitten, die ich in acht Biichern
iverfafst habe, die drei evsten her-
ausgegeben, die ich an Eudemus
Da
er aber gestorben ist, und da ich
beschlossen habe die (brigen an
Dich senden, weil Du den
Wunsch hast meine Schriften ken-

;nen zu lernen, so schicke ich Dir

:von Pergamon gerichtet habe.

zu



Apollonius’ Vorreden zur Schrift dber die Kegelschnitte.

N ’ 14 N -~
) tétaprov. wepyee 08 TobTo
xard mion oypeia wAlota Ov-
vamy 6Tt Tag TOV XWYWY TOpaS
diifAdag T xai T T0D XiXA0V
aepegepein ouvpPdlicw, dv wep
1y Glat éxt Glag dpappilwary
£nt xawvoy Topi; xat xbxov wepe-
gépeta taig dvnixepévarg xata
’ -~ -~ ’
mboa ogueia whetota oupfdl-
b . v ’
lovae xat &t dvrxsiuevae dvte-
b by ’ A4
xal éxti¢ TobTWY dAAa

Gpota TobTog. TOVTOY

xequévaeg-
A v 52

ovX ONYa
Qé - 3 é K”

0t o pév mpoepyuévoy Kovay
LR AV ~ énl l’ 3 9 e
O Jdpeog €5Ednxe mpig Gpasy
oawy, oix opdag év tatg dmo-
osifeay  dvaotpageis: xal

’ A Frd k) , L W

petpiwg udtol  dvdjdato  Nexo-
téAns o Kvpyvatog. wept 0¢ b
Oeutépoy pyeiay pivov wemoinTae
o Nexotélyg év tfj mpog tov Ki-
vova dvtypagii, @§ dvvapévov
ostydfvae:  oscxvupbvg 8¢ olte
on' abrod tobre. o3Y Om dAiov
Twvog évretiyausy. ™ pév Tol
wpitov. xai t@ dida té duoyevi
oTog, amA@dg Omd 0bBevig ve-
voyréva elppra. mdvra 08 1
leydévta, Boog 0dx dvrétuya,
molddy xat mowidwv =pooedeito
§evelovewy Sewppdrwv: ov 1
(év wleiate wyydve év wig Tpe-
™ Tptot BeBhio éxredexwg, T
08 loema dv tovrw. Tabra O
dewpydévra ypeiav ixaviy napé-
JETQL TPOS TE TAS TMY TpPOPAY-
pdrwv ovvdéosg xai todg dw-
PLopoig.

L35}
ot

503

jetzt das vierte. Dies Buch zeigt, in
wieviel Punkten hdchstens Kegel-
schnitte sich unter einander oder
mit einer Kreisperipherie schneiden
kénnen, ohne ganz zusammenzu-
fallen, ferner in wieviel Punkten
hochstens ein Kegelschnitt und eine
Kreisperipherie
Schnitte schneiden, oder zwei ge-
geniiberliegende Schnitte zwei an-
dere, und auflserdem eine Reihe
!von ihnlichen Dingen. Cher den
Eersten von diesen Gegenstiinden hat
Konon von Samus an Thrasydius
geschrieben, ohne indessen die Be-

gegeniiberliegende

weise richtig durchzufithren, wes-
halb Nikoteles von Kyrene ihn
mit Recht angegriffen hat. Den
zweiten Gegenstand hat Nikoteles
in seiner Schrift gegen Konon nur
erwihnt als etwas, das sich be-
weisen lasse; ich habe es aber
weder von ihm nach von jemand
anders bewiesen gesehen. Der
dritte und die Ubrigen damit ver-
wandten sind, soviel ich gefunden
habe, iiberhaupt niemandem in den
Sinn gekommen. Alles das er-
withnte, soweit ich es nicht von
anderen bewiesen gefunden habe,
verlangt viele und verschiedene neue
Theoreme; die meisten von diesen
habe ich in den drei ersten Bii-
chern dargestellt, den Rest in die-
sem. Die Betrachtung derselben
gewihrt aber einen nicht geringen
Nutzen fiir die Synthesis und
Diorismus von Aufgaben.
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Zwar erklirt Nikoteles wegen
seines Streites mit Konon, dals
nichts von dem, was Konon ge-
funden habe, von Nutzen fiir den
Diorismus sci; aber das ist nicht
richtig; denn wenn man auch ganz
ohne dieses Diorismen geben kann,
"so wird doch vieles leichter mit
dessen Hiilfe begriffen: z. B. dals
cine Aufgabe mehrere Lisungen
hat und wie viele, oder dafs sie
gar keine hat. Eine solche Vorher-
bestimmung gewiihrt einen recht
guten Ausgangspunkt fiic die Unter-
suchungen, und fiir die Analysis der
Diorismen  sind
sehr niitzlich.

diese Theoreme
Aber auch abge-
sehen von diesem Nutzen sind sie
der Beweise selbst wegen wiirdig
aufgenommen zu werden.
;wir pflegen  vieles andere allein
“aus diesem (irunde in der Mathe-
,matik mit anzufiihren.

Denn

4. Besondere Vorrede zum fiinften Buche.!)

Apollonius griifst den Attalus.

In diesems fiinften Buche habe ich Sitze iiber Maxima und

Minima niedergeschrieben.

Man mufs aber wissen, dals diejenigen

welclic vor mir oder zu meiner Zeit lebten, sich mit der Lehre von
den Minimis nur oberflichlich befalst haben; deshalb haben sie
nur bewiesen, welche geraden Linien Kegelschnitte berithren, und
umgekehrt, welche Eigenschaften ihnen zukommen, weil sie Tangenten
der Kegelschnitte sind. Hieriiber habe ich im ersten Buche gesprochen,

1) Die letzten drei Vorreden nach der von Halley gegebenen lateinischen
(bersetznng des arabischen Textes,
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nur habe ich bei der Entwickelung die Lelwe von den Minimis aus-
geschlossen.  leli latte aber beschlossen in den Beweisen hierfiir
dieselbe Reihenfolge zu bewaliren, die ich in den vorangeschickten
Elementen der drei Kegelschnitte innegehalten habe, wo ich sie auf
cinen beliebigen Durchmesser bezog; da diesen aber unzihlige Eigen-
schaften zukommen, so habe ich fiir jetzt nur zn zeigen versucht,
wie die Sache siclt verhdlt mit Riicksicht auf die Axen oder die
Hauptdurchmesser. Aber diese Sitze iiber Minima habe ich sehr
genau in ihre Klassen eingeteilt und unterschieden, und diesen habe
ich die Siitze hinzugefiigt, welehe sich auf die oben erwihnte Lelire
von den Maximis beziechen. Denn dies ist fiir diejenigen, welche
diese Wissenschaft studieren, besonders notwendig sowohl fiir die
Einteilung und den Diorismus der Aufgaben, als auch fiir ihre Syn-
thesis; und aufserdem gehért diese Sache zu denen, welche an und
fir sich einer Betrachtung wiirdig scheinen. Leb™ wohl.

5. Besondere Vorrede zum sechsten Buch.
Apollonius grifst den Attalus.

Ich sende Dir das sechste Buch iiber die Kegelschnitte, wel-
ches Sitze iiber Kongruenz und Ahnlichkeit von Kegelschnitten und
Segmenten von Kegelschnitten enthilt, wie auch einiges andere, was
von meinen Vorgingern nicht behandelt ist. Denn im hesonderen
wirst Du in diesem Buclie finden, wie ein Kegelschnitt, der einem
gegebenen kongruent ist, durch einen Schnitt an einem geraden Kegel
hervorgebracht werden mufs, und wie ein gerader Kegel, der einem
gegebenen Kegel idlinlich ist, konstrniert werden mufs, damit er einen
gegebenen Kegelschnitt enthalte. Dies habe ich etwas vollstindiger
und klarer behandelt als diejenigen, die vor mir dariiber geschrieben
baben. Leb’ wohl.

6. Besondere Vorrede zum siebenten Buch.
Apollonius griifst den Attalus.

Hiermit sende ich Dir das siebente Buch iber die Kegelschnilte.
In diesem Buch sind sehr viele neue Sitze enthalten, die sich auf die_
Durchmesser der Kegelschnitte und die iber ihnen i
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Figuren bezichen; alle diese gewilren ihren Nutzen bei vielen Arten
von Aufgaben, namentlich bet den Diorismen derselben. Hierfiir findet
man inehrere Beispiele!) in den (durch Diorismen) abgegrenzten Auf-
gaben iiber Kegelschnitte, die ich im achten Buche gelost und be-
wiesen habe; dies achle Buch bildet gleichsam einen Anhang, und
ich werde dafiir sorgen, dafs es Dir so bald wie méglich zugeht.

Leh’ wohl.

Anhang IIL

Pappus’ Mitteilungen®) tiber Apollonius 8 Bticher iiber
die Kegelschnitte.

Kovexdy 4.

Ta Eixisidov feBhia & xew- Indem er Euklids vier Biicher
vix@y ‘Arolldviog dvaminpdeag iiber Kegelschnitte vervollstindigte
_und vier andere hinzufiigte, lieferte
+ Apollonius acht Bilcher iiber Kegel-
'schnilte.  Aristdus, der die noch
verbreiteten fiinf Biicher iiber kor-
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‘perliche Orter im Anschiufs an
dic Kegelschnitte geschrieben hat.
 hatte [wie die Vorginger des Apol-
lonius] von den drei komischen
Linien die eine Schnitt des spitz-
winkligen, die zweite Schnitt des
_rechtwinkligen, die dritte Schnitt

1) In Halley's Ausgabe steht plura. Vergl. die Anmerkung S. 404.

) Im ganzen folge ich hier der Ausgabe von Hultsch, 8.672—678. Die
in Eckklammern [ ] eingeschlossenen Stellen hilt Hultsch fiir zweifel-
haft, im wesentlichen wohl wegen der Schwierigkeiten, welche sie dar-

bieten.

Indessen fallen einige von diesen Schwierigkeiten fort durch

die Anderungen und Erklirungen. die mir Dr. Heiberg bereitwilligst

mitgeteilt hat und denen ich in

meiner Ubersetzung gefolgt bin.
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pévoy ai ' pivovrar ypappai,|des stumpfwinkligen Kegels ge-
dwrmopioag, & guiverat, ‘Amol-|nannt. Da aber an jedem von
Aoveog, <t 0fwote droxAypwauvres | diesen drei Kegeln je nach der
oi wpo admi Ty pEv éxdlouv! Art, wie sie geschnitten werden,
68urwyiov xavov topty Suvaué- | die drei Linien vorkommen, so ver-
vy xat dpSoywyiov xat dpuBlu-|mochte Apollonius, wie es scheint,
roviou eivar, v 0% &pﬂorww’ou!nicht zu erkennen, nach welchem
elvae Svvapévyy dévrwviov te xaliEinteihmgsprincip seine Vorginger
duPivywyvion, fv 6t duflvywvios | die eine Schnitt des spitzwinkligen
duvapévyy elvar déuywviov te xat ! Kegels genannt hatten, wihrend
SpYoywviov, petadels Ta dvépata sie auch an dem rechtwinkligen
xaist Ty ptv ofvywviou xalou-|und stumpfwinkligen gefunden wer-
pévyy Edewpey, Ty 0% dpdoyw-|den konnte, die andere Schnitt des
viov mapufoliyv, Ty 0% duflv-!rechtwinkligen, wihrend sie auch
rawviov dmepfodiv, éxdatyy dmé|ian dem spitzwinkligen und stumpf-
Twvog 1dtov aupfefinxitog. ywpiov - winkligen gefunden werden konnte,
rdp T Tapd Tva ypauuiy mapa- | die dritte endlich Schnitt des stumpf-
Buldipevoy dv pév 3 GSvrwviov | winkligen Kegels, wihrend sie aucl:
xdvou topy, éAAetmov riverar te- an dem spitzwinkligen und recht-
tpardvey, dv 0t tj dufdvrwviov | winkligen Kegel gefunden werden
bmepPdAdoy tezpayawve, év o tjj  konnte. Deshalb verinderte er die
spYoywvion ofre éAdeimov 03¢ |Namen und nannte die Linie, wel-
omepfdAdov. che Schnitt des spitzwinkligen Ke-
gels hiefs, Ellipse, diejenige, welche
Schnitt des rechtwinkligen Kegels
“hiefs, Parabel, und diejenige, wel-
che Schnitt des stumpfwinkligen
;Kege]s hiefs, Hyperbel, jede nach
ciner besonderen Eigenschaft. Denn
wenn ein Rechteck an eine gewisse

Linie angelegl wird, so wird es
beim Schnitt des spitzwinkligen Ke-
gels um ein Quadrat zu klein sein
(82Aetmewv), bei dem des stumpf-
winkligen um ein Quadrat zu grofs
sein (dmepfiéidew), und bhei den
des rechtwinkligen wird das an-

-
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! gelegte (mapafullipevov) weder
;zu klein nach zu grols sein. -

[w0070 & Exadev pj) zpocey- [Aber dies widerfulir ihm (Apol-
vojoug Gtt xutd Twva ldtay wréaw lonius)'), weil er nicht hemerkte,
zoh tépvovtog Emmédon tiv x@wvoy dals, entsprechend einem beson-
(xut yevvavrog Tpets ypappag) i deren Falle der Ebene, welche den
év Exdotw v xwvwy dAly xai Kegel schneidet (und die drei Li-
dAly t@v ypappdy yivetat, v’ nien erzeugl), an jedem einzelnen?)
ovopacay®) drd Tig Z&«Zmrf\)g i der Kegel die eine oder die andere
t0d xwvov. éav rap to téuvov von diesen Linien entsteht, welche
exizedoy dydy mwapdAdnlov peg mant) nach der Eigentiimliclikeit des
td xwvod TAevpd, rivetur piu Kegels benannt hatte. Denn wird
povY T@Y TPty ypappdy, det % idie schneidende Ebene parallel %)
abtyy, v avipacev 6 ‘dprotaiog zu einer Krzeugenden des Kegels
dxetvoy b rfzqﬂévmg xavoy to- gelegl, su entsteht nur eine von
7 den drei Linien und immer die-

"selbe, welche Aristius den Schnitt
dieses Kegels nannte.]

0 0" ody “Arolddveog nia ze-  Apollonius spricht tiber den In-
piyee wa 5T adtod  ppagévra halt der acht Biicher, welche er
xwvixay ) Py3dia Aéree xegadae iber die Kegelschnitte geschrichen
w0y Jeig mpodhAwary v T wpo- hat, indem er in der Vorrede des
oyl T0b TPWTOY TAITY .ersten Busches zusammenfassend

‘ folgende vorliufige Erklirung giebt:
[Hier folgt ein Auszug
aus Apollonius’ umstehend
‘mitgeteilter, erster Vorrede,
. der einen Bericht Gber den Inhalt
der einzelnen Biicher enthilt.]
dzniddviog piv tabra. Oy 0é'  Das sagt Apollonius; wenn er
¢row v T tpitw wroy Ext r’ xat aber im dritten Buch sagt, dals
& rpuppag pj) retedet@odae Hmi der Ort zu drei und vier Geraden

) Nach Hultsch Aristius.

2) Hultsch Gberselzt éxdorw tav durch quovis.
%) Hultech schreibt dropagey.

4) Niamlich die Vorgiinger.

3) Miifste sein: senkrecht (7).
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v

Esxlsioon, ond” dv witig fovvydy
036" dllog oddstg [dAX 06¢ pe-
xpov e Tpoadetvae toig Hmo Eb-
x4eidoy ypageiow] oul ye pbvwy
T@v wpudsdsrubvewy 70 xwye
-~ g ~ s g I3 ,
xiwy dypt vy xa7 kdxleidny, g
xal adtog paptopel Aérwyv ddu-
vatoy elvar tedetwdivac ywpig
v adtig mpoypdgew fyarxdody.
[ 0% Fixlciong dmodeyipevog
\ 2 o VA w L] »
tov Apataiov diwy ovta ¢ oig
707 mupudsdwxet xwyxols, xat
\ ’ M A
iy ¢8doug 3 py Seljoas éme-
’ ’ M k] M
xazuFdiecdur todTwy Y Wiy
Tpuyputsiay, EmEXéSTUTOS @V
xui =pog dmaviag eVpEVic Todg
xat xute TOOOV ouvaniswy dvva-
pévong v padfpaca, @ ost, xai
N y e,
unounds mposxpovetixhg Hmdp-
Jov, xul dxpydng pév odx dia-
Jovixdg 0% xuddrmep otog. doov
owvazov %y detéar Tob Wm0y O
t@wy éxetvov xwvix@y Eypugev,
k] b) Al ’ v \ h) ’
05x elnwy TEAng Eyay TO OEvy-
’ b kd 9y -~
piEvoyr TOTE pap Jv dvarxaioy
déeléyyew, vbv & 0ldundg. émel
ot xat antog 8y Tol XwIxXoig
dtedi ta wlsiata xuvakzdv 0bx
3 ’ - h )1 - ’
el8bverar. wpoadetvar 62 T THmg
T Astmipeva Oeddvyrar Tpogay-
. - r ~ .y b )
racwdeic toic Omo  Edxleioov
rerpuppévog 07 wept T0h TH>-
zov xut aveynldcag tolg Hmo
Fixicidoy padyraic v “dlzfav-
docin wlhsiazoy ypdvoy. 68¢ey Eaye
ogiq wAsiatoy ypivov. 74

1) Diexe nicht ganz klare Stelle ixt

von Euklid nicht vollstindig be-
handelt sei, so hiitte weder er noch
irgend ein anderer nur das aller-
geringste zu demn von Euklid ge-
schriebenen hinzufiigen kénnen, we-
nigstens nicht allein mit Hiilfe
dessen, was bis zu Euklids Zeit
iiber die Kegelschnitte hewiesen
war, wie er auch selbst bezeugt,
indem er sagt, dafls es unmdiglich
sei (jenes) auszufithren ohne das,
was er selbst gendtigt gewesen sei
vorher zu [Da aber
Euklid annahm, dafs Aristdus sich
verdient gemacht habe durch das,
was er bereits in der Lelre von
den Kegelschnitten geleistet hatte,
und da er ihm

schreiben.

nicht zuvorkam
dasselbe Leln-
auffithren
wollte!), weil er bescheiden war

und aueh nicht

gebiude noch einmal
und zugleich gegen alle, welche
die Mathematik auch nur ein wenig
firdern konnten, wohlwollend, wie
es sich gehort, und in keiner Weise
riicksichtslos, und wenn auch scharf-
sinnig, doch nicht prahlerisch wie
dieser —, so schrieb er so viel,
wie iiher diesen Ot durch die Kegel-
schnitte jenes (Aristius) zu zeigen
mdglich war, ohne zu sagen, dafs
die Entwicklung vollendet sei. Denn
in diesem Falle hiitte er (Euklid)
Tadel verdient; so aber verdient
er iln keineswegs, wenn doch er

S. 130 etwax freier wiedergegeben.
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xat v towasTyy Ew obx duady. ' selbst (Apollonius) nicht angeklagt
odtog 08 6 émt 1 xat & ypuppas wird, weil er in seinen Kegelschnit-
minug, 8¢’ @ péra gpovel mpoa-|ten sehr viel unvollendet gelassen
Seig ydpw ogeidov?) eldévar v hat.  Doch hat er (Apollonius)
zpdT ypdavte, towdtig égty.] diesem Ort das fehlende hinzufiigen
dav ydp, Séoet dedopévwy tpway konnen, weil er zum Verstindnis
endetay, dro twoeg [tod ajmod[ vorbereitet war durch das, was
onuetoy xatayddow Ext Tag rpeZgl bereits Euklid iiber diesen Ort ge-
év oedopévarg ywviaeg e3detay, ; schrieben hatte, und weil er lange
xai Aiyog 7 dodeig tod Omi 50 Zeit in Alexandria mit Euklids
zanmueku nepze/opsw)u :"oc.‘lo- Schiilern verkehrt hatte, denen er
rwviow Tpog tH dmh Thg Im"')ygiseme wissenschafiliche Richtung
tetpdywvov, To anpeiov ddetur Vverdankte. Aber dieser Ort zu drei

Jéaer dedopévov arepend THmov,
TOVTEGTY pUAG TAY TPIDY XWVIXDY

n

rpupp@v. xat éav £zt 8 eddelug

Néae: dedopévag ratuyddaw €5-

etar v Oedopévars ywvia, xai
Aiyog 7; dodeic tab dmo dvo xar-

yrpévey Tpog T OIH Ty Aot-
2@y 0o xatyypévwy, hHuotwg T
aynetoy ddstar Yéost é‘sc?o/te'w;g:
x&voy -l;/ig. [éav pdv rip émt:

éxinedog i tomog Oé-
dav 0% Emi

0 pivag,

dewxzat, Thetovag

rsrma’pwy, :2’¢sraz 0 oRusiny -
Punkt anf einem der Lage nach

Ty 05xéT pvwpipwy, dlid rpap-
p@v povoy Aeroubvov.

') dgedisey bei Hultsch.

3) Hultsch's Lesart, die von der der Handschriften abweicht,

andeven Sinn.

an vier

oder vier Geraden, wegen dessen
Hinzufiigung er sich so sehr riilunt,
wiihrend er doeh demjenigen, der
zuerst dariiber schrieb, dankbar
sein miifste 2), ist folgender]: Sind

' drei gerade Linien der Lage nach

gegeben, und zieht man von einem
[und demselben] Punkte an diese
drei unter gegebenen Winkeln ge-
rade Linién, und ist das Verhiltnis
zwischen dem Reehteck aus 7\\*vi
der

der dritten gegeben, so wird dcr

gezogenen und dem Quadra

gegebenen kdrperlichen Ont liegen,
ko-
Und wenn man

d. h. auf einer von den drei
nischen Linien.
der Lage nach gegebene

"Geraden unter gegebenen Winkeln

,gerade Linien zieht, und das Ver-

giebl einen
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hiiltnis zwischen dem Rechteck aus
jzweien und dem aus den beiden
"anderen gegeben ist, so wird der
Punkt gleichfalls anf einem der
“Lage nach gegehenen Kegelschnitt
“liegen. [Denn werden die Geraden
‘nur an zwei Linien gezogen, so
st der Ort, wie gezeigt worden
‘ist, eben]. Werden sie aber an
tmehr als vier gezogen, so wird
!dar Punkt nicht mehr auf Ortern
iliegeu. die bekaunt sind, sondern
die nur den Namen Linien haben.

(Mehr anzofithren st kein Grund vorhanden, da Pappus in
der Fortsetzung keine genaneren Angaben iiber das Verhiiltmis des
Apollonius zn scinen Vorgingern macht.)



