


TENSOREN UND DYADEN 

IM DREIDIMENSIONALEN RAUM 



TENSOREN UN-D DYADEN 
IM DREIDIMENSIONALEN RAUM 

EIN LEHRBUOH 

VON 

E. BUDDE 

MIT 10 TEXTFIGUREN 

SPRINGER FACHMEDIEN WIESBADEN GMBH 



ISBN 978-3-663-06416-9 ISBN 978-3-663-07329-1 (eBook) 
DOI 10.1007/978-3-663-07329-1 

Alle Rechte, 

namentlich das Recht der Übersetzung in fremde Sprachen, vorbehalten. 

Copyright, 1914, by Springer Fachmedien Wiesbaden 

Originally published by Friedr. Vieweg & Sohn in 1914 

Braunschweig, Germany. 



VORREDE. 

Dieses Buch verfolgt den Zweck, dem Leser, der mit den 
Elementen der Mechanik und der Vektorenlehre bekannt ist, 
die Theorie der Tensoren und der mit ihnen nächstverwandten 
Größen in leicht verständlicher Weise zugänglich zu machen, so 
daß er in den Stand gesetzt wird, die vorhandene Literatur mit 
Verständnis und mit der zuweilen erforderlichen Kritik zu lesen. 
Um von einer festen und eindeutigen Definition ausgehen zu 
können, wurden zunächst die Tensoren als symbolische Faktoren 

definiert. Bei der Durcharbeitung derselben stellte sich bald 
heraus, daß die Behandlung der von R. H. Weber eingeführten 
asymmetrischen Tensoren auf Resultate führte, die vollständig mit 
denjenigen übereinstimmen, welche von Gib bs mit Hilfe von 
Dyadentripeln erlangt wurden. Die nähere Untersuchung zeigte, 
daß die Gib bsschen Dyadentripel mit den asymmetrischen Ten
soren sachlich identisch sind. Es schien also zweckmäßig, für 
beide eine gemeinschaftliche Bezeichnung zu haben, und da habe 
ich das Wort "Diatensoren" vorgeschlagen, welches an die 
beiden ursprünglichen Namen anklingt. Herr R. H. Weber, dem 
ich den Vorschlag vorlegte, erklärte sich damit einverstanden; 

Herr W. Voigt legte hauptsächlich Wert darauf, daß der Name 
Tensor für die in seinen grundlegenden Arbeiten behandelten 

symmetrischen Gebilde erhalten bliebe; das ist geschehen. Auch 

zu der Mehrzahl der übrigen neu eingeführten Bezeichnungen 

habe ich die Zustimmung des Herrn R. H. Weber eingeholt -
die tiefergehenden allgemeinen Untersuchungen von W. Voigt 

kommen in diesem Buche nicht zur Verwendung. 



VI Vorrede. 

Die Diatensoren erweisen sich von selbst als das natürliche 

Mittel zur analytischen Behandlung deformativer Bewegungen. 

Sie werden also im ersten Teil im Zusammenhang mit der affin

projektivischen Raumtransformation behandelt, in der Art, wie 

dies bereits von Gib bs-W ilson geschehen ist. Dabei mußten 

naturgemäß manche Sätze, die Gib bs unter Benutzung der 

dyadischen Form aufgestellt hat, in der tensoriellen Form repro

duziert werden. Es versteht sich von selbst, daß ich, soweit 

dies geschehen ist, die Priorität von Gibbs anerkenne. Auf die 

komplizierteren Bildungen, wie die "double dot multiplication" 

von Gib bs, bin ich nicht eingegangen; sie liegen außerhalb des 

vorgesteckten Rahmens, und die mit ihnen erzielten Ergebnisse 

lassen sich, soweit sie in den Bereich des Buches fallen, mit den 

einfacheren Mitteln der Diatensorenrechnung schneller erzielen. 

Eine gewisse Breite der Darstellung schien mir mit Rücksicht 

auf das Maß der vorausgesetzten Vorkenntnisse erforderlich; ich 

hoffe, in dieser Beziehung annähernd das Richtige getroffen zu 
haben. 

Eingehende Anwendungen der Theorie vorzuzeigen wäre sehr 
erwünscht gewesen, verbot sich aber durch die Rücksicht auf den 

Umfang des Buches und den Wunsch, das Erscheinen zu be
schleunigen. 

Herr R. H. Weber hat die Güte gehabt, eine Korrektur zu 

lesen, und ich habe ihm für mancherlei wertvolle kritische Winke 

zu danken. 

Feldafing, 1m September 1913. 

E. Budde. 
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E r s te r T eil. 

Skalare Tensoren und Diatensoren, 

speziell als Mittel zur analytischen Behandlung 

der affin -proj ektivischen Bewegung. 



Vorbemerkungen. 

Bekanntschaft mit den Elementen der Vektorenrechnung wird 
im folgenden vorausgesetzt. Doch sind einige Bemerkungen VOl'an
zuschicken, von denen die ersten sich auf die benutzte Schreib
weise beziehen, während die anderen einige Sätze behandeln, die 
in den deutschen Lehrbüchern der Vektorenrechllung meist nicht 
oder nur unvollständig erwähnt sind, die aber in der Diatensoren
rechnung gebraucht werden. 

I. Schreibart. 
Pu n k t e werden durch arabische Ziffern bezeichnet; em 

Koordinatenanfang heißt in der Regel O. 

Eine Li nie, die von Punkt 1 zu Punkt 2 hingeht, kann 
geschrieben werden 1 ~ 2 (wo keine Verwechslung möglich ist, 
1 2) oder (2 -1). 

Das Wort Richtung wird immer einsinnig gebraucht, vom 
Punkt 1 zum Punkt 2 hin. Die doppelsinnige Bestimmung, wie 
sie durch die Gleichung einer unendlichen geraden Linie in 
kartesischen Koordinaten gegeben wird, heißt Doppelrichtung. 

Ab sol u t wer t e, vorzeichenlose , stets positiv genommene 
Quantitäten werden geschrieben, indem man den sie bezeichnenden 
Wert zwischen zwei vertikale Striche setzt: 1- xl = 1 xl-

Ein Skalar ist eine Größe, die durch Angabe eines Quantums 
und eines Vorzeichens bestimmt ist, und deren Vorzeichen sich 
nicht ändert, wenn man die Achsen des Koordinatensystems, in 
welchem er etwa auftritt, umkehrt. 

Ps eu dos kaI are sind Größen, die gleichfalls durch eine 
Quantität und durch ein Vorzeichen bestimmt sind, deren Vor
zeichen sich aber umkehrt, wenn man die Koordinatenachsen 
umkehrt. 

Budde, Tensoren u. Dyaden. 



2 Vorbemerkung I. Schreibweise. 

Ein Vektor ist jede Größe, die durch eine gerichtete Länge 
uargestellt werden kann. 

Winkel und Winkelkosinus werden, dem allgemeinen Gebrauch 
entsprechend, in der Regel durch kleine, nach Bedürfnis markierte, 
griechische Buchstaben bezeichnet. Winkel in der Regel durch 
fIJ, 1/1, w, Kosinus durch a, ß, Ä., p, usw. 

Mit dieser Ausnahme gilt durchweg die Regel, daß alle 
Vektoren mit deutschen, alle Skalare und Pseudoskalare 
mit lateinischen Buchstaben geschrieben werden, und zwar so, 
daß der Betrag eines Vektors" ohne weiteres durch den ent
sprechenden lateinischen Buchstaben v dargestellt wird. Ist ein 
Vektor mit einem Buchstaben markiert, so genügt es, wenn der 
Hauptbuchstabe deutsch geschrieben wird, um ihn als Vektor zu 
charakterisieren. 

Zwischen Komponenten und Komponentenbeträgen wird ent
sprechend unterschieden. Die mit Richtung gedachten Kompo
nenten von Il im System der x, y, s sind Il"" " y , Il., die skalaren 
Beträge derselben sind a"" ay, a.. Der Unterschied dokumentiert 
sich in den beiden Gleichungen: 

Il = Il", + Ily + "., 
a = Va: + a; + a;, 

von denen die erste vektoriell, die zweite algebraisch ist. 
Jeder mit einer Koordinatenrichtung markierte Skalar, z. B. vYl 

kann, ohne daß es erst besonders bemerkt wird, als Betrag der 
y-Komponente eines Vektors " aufgefaßt werden. 

Die skalare Division mit einem Vektor wird bekanntlich 

eindeutig durch die Konvention, daß ~ die Richtung von Il haben 
Il 

soll. Diese Konvention wird. akzeptiert. 
Ein Einheitsvektor von der Richtung Il und der Länge 1 

kann auf dreierlei Weise geschrieben werden: ~, "1 und 11\' In 
a 

dieser Schrift wird die letztere Bezeichnung geführt. 
Die Buchstaben i, j, f bleiben reserviert für die G run d -

v e k tor e n, d. h. Einheitsvektoren , welche in die Richtung der 
positiven Koordinatenachsen fallen. Wo ein Koordinatensystem 
angenommen wird, denke man sich die Grundvektoren gleich mit
gegeben und umgekehrt. "System der i, j, f" ist gleichbedeutend 
mit "System der x, y, s". 



Vorbemerkung II. Reziprokale Vektoren. 3 

Eine Ebene, welche durch zwei Vektorena und b bestimmt 
ist, wird "Ebene ab" geschrieben. Für Koordinatenebenen, die 
danach "Ebene der ~ k)" usw. heißen müßten, wird dem allgemeinen 
Gebrauch zuliebe eine Ausnahme gemacht; wir schreiben sie, 
wie üblich, "xy-Ebene" usw. 

Vektoren, die einer und derselben Ebene parallel sind, heißen 
komplanar, solche, die einer und derselben Doppelrichtung 
parallel sind, heißen kollinear. 

Das skalare Produkt aus zwei Vektoren a und b schreiben 
wir (a b) oder, wo kein Mißverständnis möglich ist, einfach ab. 
Ein Komma oder Punkt wird nur dann zwischengesetzt, wenn es 
sich darum handelt, die beiden Faktoren deutlich voneinander zu 
trennen, z. B. (a, m + u) ist das Produkt aus a und m + u. 

Das ve.ktorielle Produkt aus a und b wird geschrieben [ab]; 
auch hier wird ein Komma nur zwischengesetzt, wo es der Ab
grenzung wegen erforderlich ist. Nach der obigen Konvention ist 
für das aufgelöste Produkt [a b] zu schreiben: 

j t 
[ab] = ax ay az , 

bx by b. 

und es sind in der Determinante außer den i, j, t keine deutschen 
Buchstaben zu verwenden. 

11. Reziprokale Vektorensysteme nach Gi b b s. 

a) Tripelprodukt (abc). Sind a, b, c drei nichtkomplanare 
Vektoren, so ist bekanntlich 

a[bc]=b[ca]=c[ab], ....... (1) 

und jeder von diesen drei Ausdrücken ist der pseudoskalare 
Inhalt des Parallelepipeds mit den Seiten a, b, c. Da keine Ver
wechslung möglich ist, bezeichnen wir diesen Inhalt kurz mit 

(a b c). 
Der Inhalt dieser Klammer ist kommutativ unter der Bedingung, 
daß die zyklische Anordnung nicht gestört wird. Anderenfalls ist 

(abc) = -(acb), .•....••. (2) 

(ijt)=-(itj)=1. ....... (3) 

Sind die Vektoren a, b, c komplanar, so ist (a b c) = o. 
1* 



4 Vorbemerkung IL Reziprokale Vektoren. 

b) Determinantenformel für (a li c). Die Tripelprodukte 
der obigen Art aus drei Grundvektoren verschwinden sämtlich mit 
Ausnahme von (i j f) und (H i), weil (ii j) usw. komplanare Vek
toren enthalten. Schreibt man also: 

a = a",i + ayj + arf'} 
li = b", ~ + by ! + b.', ...... . . (1) 
c = C'" t + CII } + C., 

und führt damit die Berechnung von (d c) aus, so findet man: 
a", ay a. 

(a li c) = b", VII V.' .•.••••• (2) 

C'" cy C. 

c) Darstellung eines beliebigen Vektors durch drei 
andere nichtkomplanare Vektoren. Gegeben seien drei nicht
komplanare Vektoren a, li, Cj ein vierter Vektor b soll durch sie 
ausgedrückt werden. Der Ausdruck wird die Form haben: 

b = Za + mli + nc, ........ (1) 
wo 1, m, n Skalare sind, die bestimmt werden müssen. Multipliziert 
man mit [li c], so ergibt sich: 

b[lic] = Za[lic] + mli[lic] + nc[lic] ...•.. (2) 
Die beiden letzten Produkte auf der rechten Seite sind Null, 

weil sie komplanare Vektoren enthalten, also bleibt: 
. b[lic] = Z(alic), ..... (3) 

folglich mit zyklischer Fortsetzung: 

Z - ~blie) m _ (bea) n _ (vati) .... (4) 
- (alie)' - (liea)' - (eali) , 

oder v - (v li e) a + (vea) li + (vali) e (5) 
.- (alie) (lica) (cali) ..... 

Die Nenner sind sämtlich gleich. 

d) Reziprokale Systeme. Die Schlußgleichung des vorigen 
Paragraphen kann, da (a li c) pseudoskalar ist, geschrieben werden: 

_ ( [li c] ) ([ca] ) ([ a li] ) v- b(alic) a+ v(alic) li+ v(alic) c •.. , (1) 

Die drei Größen (~libc~) usw. sind Vektoren, welche der Reihe 

nach auf den Ebenen b c, ca und ab senkrecht stehen. Man be
zeichnet sie mit a', li', c'. Die vorstehende Gleichung lautet dann: 

b = (b a') a + (v li') li + (b c') c. • . • . . • (2) 
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n', b', C' heißen "das zu n, b, c reziprokale System". Daß 
n,\, c nichtkomplanar seien, ist wesentlich, dann sind auch n', b', c' 
nichtkomplanar, weil sie auf den Ebenen b, c usw. senkrecht stehen. 

Die Definitionen von n', b', c', der Deutlichkeit wegen heraus
gehoben, lauten: 

n' - j~l b' - J~~l. c' = _[~_11. . . . (3) 
-(nbe)' -(nbe)' (nbe) 

Es gelten für sie die folgenden Sätze. 

e) Die Reziprokalität ist gegenseitig. 
Beweis: Da a', b', e' nichtkomplanar sind, kann man setzen: 

1.1 = l' n' + rn' b' + n' c'. . ... (1) 

Da nun nach d) n' = (~bbC~) usw. ist, kann diese Gleichung 

ersetzt werden durch: 
(nbe)b = l'[be] + m'[en] + n'[nb]. ••... (2) 

Multipliziert man sie der Reihe nach skalar mit n, b, e, so 
erhält man: 

also: 

(nbe)(nb) = l'(nbe), 
(n b e) (h) = m' (n b e), 
( n b e) ( c b) = n' ( n b e) , 

l' = bn,) 
m' = ub, 
n' = be, 

. . . . (3) 

1.1 = (bn)n' + (bb)b' + (1.1 e) c', ...... (4) 
die zu d) (2) symmetrische Gleichung, welche den Satz beweist. 

f) Aus der Definition ergibt sich unmittelbar: 

(n'n) = (b'b) = (eie) = 1, ....... (1) 
(n'b) = (bin) = (b'e) = (e'b) = (c'n) = (nie) = 0 .. (2) 

Umgekehrt: Sind u, 1.1, wund n, b, e zwei Systeme, welche den 
Bedingungen genügen: 

und 
(un) = (bb) = (we) = 1 ..... . (3) 

(ub) = (n u) = (ue) = (nw) = (ve) = (b w) = 0, (4) 

so sind u, v, wund n, b, e reziprok al zueinander. 
Beweis: Drückt man u, v, w nach e), Gleichung (4), in n', b', c' 

aus, so erhält man: 

tt = (tt n) n' + ( u b) b' + ( u e) e', ) 
1.1 = (un)n'+(bb)b'+(ve)e', ...... (5) 
w = (wn)n'+(wb)b'+(we)e', 
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und wendet man hierauf die vorgeschriebenen Bedingungs
gleichungen an, so ergibt sich ohne weiteres: 

U= a', b = li', W = c' ....... (6) 

g) Aus der Gegenseitigkeit der Beziehungen folgt ohne weiteres: 

[li' c'] . _ [c' a'l _ [a' li '] a---- ti ~- c ~~. - (a' ti' c') , - (a' ti' c') , - (a' ti, c') 

h) Sind a', ti', c' und a, ti, c reziprokale Systeme, so ist 

(alic)(a'ti'c') = 1. ......... (1) 

Beweis: Definitionsgemäß ist (die Glieder des skalaren Pro
duktes sind; wie die des vektoriellen, durch ein Komma abgegrenzt) 

(a'ti'c') - ([ [tic] 1~1l1] [ati]) 
- (atic)' (atic) '(atic) 

1 = (iib C)3 ([[ti c] [c a ]], [a tiJ).. . . . . (2) 

Für das Produkt [[ti c] [c a]] liefert die Vektorentheorie den Satz: 

also: 
[[tic] [ca]J = (atic)c; . . . . . (3) 

a' ti' c' = (a: c )3 . (a li c) . (c [a ti J) = (a! c)· . (4) 

i) Reduktion eines Produktes (u b w)( a li c). Mittels des vor
stehenden Satzes kann die Aufgabe gelöst werden, das Produkt 
aus zwei. Tripelprodukten der hier behandelten Art durch neun 
rein skalare Produkte auszudrücken. a, ti, c seien drei nichtkom
planare Vektoren und U, v, W drei weitere. Setzt man: 

U = 11 a' + 12 ti' + 13C',} 
b = m1 a'+m2 ti'+m3 c', ....... (1) 

W = n1 a' + n 2 ti' + n3 c', 

zerlegt beiderseits nach den Achsen und berechnet damit (u v w) 
als ux(vyw.-v.Wy) +usw., so ergibt die umständliche, aber un
schwierige Ausrechnung: 

11 12 18 

(U\JW) = J1l 1 m2 m3 (a'ti'c') ......• (2) 
n1 n2 ns 
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Nach f), Gleichung (5), ist nun 71 = (ua), 12 = (ub) usw., 

und da außerdem (a'b'e') = (a!e) ist, so folgt: 

ua ub ue 
(uvw)(abe) = va vb ve ...... (3) 

wa wb we 
k) Drei rechtwinklig zueinanderstehende Einheitsvektoren 

sind ihre eigenen Reziprokalen; sie sind das einzige Vektoren
system, welches diese Eigenschaft hat. 

Leicht aus der Definition und f) zu beweisen. 



Erster Abschnitt. 

Diatensoren in tensorieller Form. 

Erstes Kapitel: Tensoren. 

1. Homogene lineare Vektorfunktion ; Diatensor . 

Die verwendeten Koordinatensysteme sind, wenn nicht das 
Gegenteil ausdrücklich bemerkt ist, ein für allemal rechtwinklig 
und rechtshändig gedacht. 

Es seien 
txx, tyy , fzz , f y ., tZY ' fzx, t xz , txy, tyx 

neun reelle Skalare. Es sei m: ein gegebener Vektor und die 
Beträge seiner Achsenkomponenten in einem System der x, y, z 
werden mit A x , A y , A z bezeichnet. Aus m: werde em neuer 
Vektor m gebildet durch die Operation 

m = (txxAx + txyAy + txzAz) i 1 
+ (tyxA x + tyyA y + ty.A.) j f' . . . . . (1) 
+ (tzxAx + tzyA y + t,zA,)!, 

dann heißt m eine homogene lineare Vektorfunktion von m:. 
Die Gleichung (1) heißt in dieser ganzen Schrift Grundgleichung. 

Wir setzen voraus, die Operation, welche durch die Glei
chung (1) ausgedrückt ist, werde in einem bestimmten Koordinaten
system der x, y, z ausgeführt, und die Werte der neun Koeffi
zienten txXl tyy usw. seien für eben dieses Koordinatensystem 
bekannt gegeben. 

Dann fassen wir die ganze Operation, welche durch die 
Gleichung (1) dargestellt wird, zusammen in die symbolische 
Gleichung 

m=(.)m: .... . . . . (2) 
und nennen (r) einen Diatensor, und zwar einen skalaren 
Diatensor, weil und solange die Voraussetzung beibehalten wird, 
daß seine Glieder Skalare sind. 
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Die Klammer, in welche. gesetzt wird, hat den Zweck, seine 
Bedeutung als Diatensor hervorzuheben; sie kann fortgelassen 
werden, wo kein Mißverständnis möglich ist. Die rechte Seite 
von (2) liest man als Produkt: Diatensorvektorprodukt • mal m:; 
das Diatensorvektorprodukt ist identisch mit einer linearen Vektor-
funktion von m:. m: heißt das Argument. 

Ein Diatensor ist hiernach definiert als symbolischer 
Faktor, welcher einen Vektor eindeutig in eine seiner 
linearen homogenen Vektorfunktionen überführt. 

Die Eindeutigkeit folgt daraus, daß die Gleichung (1) linear ist. 
Die symbolische Multiplikation mit (.) ersetzt die neun Einzel

multiplikationen der Gleichung (1). 
Der Diatensor (.) ist bestimmt durch seine neun Glieder. 

Man nennt diese Glieder auch seine Komponenten. Jedes ein
zelne Glied kann sowohl positiv wie negativ gedacht sein, sein 
Vorzeichen ist in beiden Fällen unabhängig von einer etwaigen 
Umkehrung der Koordinatenrichtungen. 

Anmerkung l. Statt des Wortes Diatensor findet sich in der Literatur 
die Bezeichnung "asymmetrischer Tensor" und" Tensortripel" ; Näheres hier
über weiter unten. 

Anmerkung 2. Statt des Ausdruckes Diatensorvektorprodukt findet 
sich in der Literatur zunächst das Wort Tensorvektorprodukt, dann auch 
der abgekürzte Ausdruck Tensorprodukt. Das Wort Produkt wird aber im 
folgenden noch so vielfach und in so mancherlei Beziehungen gebraucht, 
daß es der Deutlichkeit wegen zweckmäßig ist, die vollständige Bezeichnung 
beizubehalten. 

2. Tensor. 
Für viele Zwecke der theoretischen Physik kommt man mit 

Diatensoren aus, bei denen tzy = tyz , foot = t." t~x = t",y ist; 
sie heißen symmetrische oder orthogonale Tensoren, oder nach 
W. Voigt Tensoren schlechthin. Wir benutzen die letztere Be
zeichnung. Vollständig würde sie lauten "skalarer Tensor", 
doch wird der Zusatz "skalar" im folgenden in der Regel als 
selbstverständlich vorausgesetzt. Die Grundgleichung nimmt dem
nach für den Tensor die Gestalt der nachfolgenden Gleichung (1) 
an, und ein Tensor (.) ist definiert durch die Festsetzung: 

Wenn 

. (1) 
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so ist 
. . . . . . . . . (2) 

(1:)~ heißt ein Tensorvektorprodukt, und der Tensor (1:) hat die 
sechs Glieder txx , tyy , tu, tyz , tzx, txy. Soll der sechsgliedrige 
Tensor (1:) durch Angabe seiner Glieder charakterisiert werden, 
so schreiben wir ihn: 

oder 

(
txx txy tu 

(r) = txy tyy tyz 

tu tyt tzz • 

. . (3) 

...... (4) 

Die Glieder werden stets in der hier gegebenen Anordnung auf
gezählt. 

Die Glieder eines Tensors werden als Skalare mit lateinischen 
Buchstaben geschrieben, der Tensor selbst mit einem griechischen 
Buchstaben. 

Es wird sich im Laufe der Untersuchungen von selbst heraus
stellen, daß die Schreibart der Gleichung (4) die rationelle und 
allgemein durchführbare ist. Im Anschluß an dieselbe bezeichnen 
wir die drei Glieder txx , tyy , tzz als Diagonalglieder des Tensors; 
die übrigen heißen Seitenglieder. In der Literatur heißen 
txx, tyy , tzz meist Komponenten erster Art, die anderen solche 
zweiter Art. 

Das erste Kapitel beschäftigt sich ausschließlich mit den hier 
definierten Tensoren. 

3. Tensorellipsoid. 

Da eine Mittelpunktsfläche zweiten Grades durch sechs Kon
stanten bestimmt ist, kann eine solche immer dazu dienen, ein 
sechsgliedriges Gebilde geometrisch darzustellen. Wir stellen 
daher unseren Tensor, dessen Glieder txx usw. sind, dar durch 
die Fl~che 
2«1> = txxX2+tyyy2+tzzZ2+2 t~zyz+2tzxzx+2txyxy-l = O. (1) 

Das konstante Glied dieser Gleichung ist willkürlich. Als einfachsten 
Wert desselben wählen wir die Einheit, und zwar soll, um die Gleichung 
homogen zu machen, das Zeichen 1 das Quadrat der Längeneinheit bedeuten, 
wenn die Skalare t XT usw. reine Zahlen sind, was in vielen Fällen der An
wendung zutrifft; haben sie eine von Null verschiedene Dimension, die dann 
natürlich für alle tu. dieselbe sein muß, so wäre die Dimension der Eins 
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entsprechend zu ändern, was aber so einfach ist, daß es hier nicht weiter 
berücksichtigt wird. Sollte die ganze Fläche mit den gegebenen Werten 
der t",,,, usw. imaginär werden, so schreibt man + 1 statt - 1; auch dies 
wird im folgenden nicht besonders hervorgehoben. 

Die durch (1) dargestellte Fläche nennt man gewöhnlich das 
Tensorellipsoid, ohne damit sagen zu wollen, daß sie nicht 
auch ein anderes Gebilde zweiter Ordnung, z. B. ein Hyperboloid, 
ein Zylinder oder ein Degenerationsprodukt dieser Flächen sem 
kann. Ihr Mittelpunkt ist der Ko- F· 1 19 .. 
ordinatenanfang o. \ll: 

Wir fragen zunächst, wie sich 
die Abhängigkeit des V ektors ~ von 
m: vermittelst dieses Ellipsoids aus
drückt. Zu dem Ende denke man 
sich & und ~ an 0 angeheftet. 

Der von 0 aus gezogene Vektor m: 
schneidet das Ellipsoid in einem 
Punkt 1 (Fig. 1), dessen Koordinaten 
sind x, y, z. Legt man in diesem Punkt eine Tangentialebene an 
das Ellipsoid und nennt g, 't), S die laufenden Koordinaten dieser 
Ebene, so hat sie die Gleichung: 

o@ o@ o@ 
i3X(x-g)+oy(Y-1J)+~(Z-b)=O . .. (2) 

Nun ist nach (1) 
o@ oIP oIP 
~x+-d y+-,,-z = 1, ...... (3) 
uX y oz 

also nach (2) auch 

(4) 

Macht das von 0 auf die Tangentialebene gefällte Lot mit den 
Achsen die Winkel A, p" v, so ist bekanntlich 

O@ 
OX 

cos A = usw. 

V(~:Y+(~~Y+(~~Y 
oder, wenn man die Wurzel mit ~ bezeichnet, 

P 
o@ c@ o~ 

COSA = P7Ji' casp, = P-ay' cosv = p az· .. (5) 
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Nun ist, wie sich durch Differentiation von (1) ergibt, 

otP ax = txxx + txyY + tzxz. ...... (6) 

Nennt man r den Radiusvektor 01, also den Teil von ~, der 

zwischen 0 und der Fläche 2 tP liegt, und ist c das Verhältnis :' 
so ist 

x = cAx , Y = cAy, z = cA •.. .... (7) 
Also ist nach (6) 

otP ax = c (txxA x + txyA y + txz Az) = c B x,' . . . (8) 

und entsprechend in Y und z. Also folgt aus (5) 
COSA:COSp,:cosv = Bx:By:Bz .. ..... (9) 

Das heißt: ~ fällt in die Richtung des Lotes auf die Tangential
ebene, welche im Durchschnittspunkt von ~ an das Ellipsoid 
gelegt wird. Die Länge dieses Lotes ist bekanntlich 

1 

also dieselbe Größe, welche oben mit p bezeichnet wurde. Es ist 
nach (8) 

B verhält sich zu A, wIe 
1 

P 
zu r. 

. . . . (10) 

Somit ist durch (9) 

und (10) Richtung und Betrag von ~ eindeutig bestimmt. 

Das Ellipsoid kann in speziellen Fällen zum Rotationsellipsoid oder 
auch zur Kugel degenerieren; im letzteren Fall ist txy = t y z = tz x = 0, 

p wird identisch mit rund txx = t yy = tzs = t~2' Die durch die Grund

gleichung dargestellte Operation entartet also zur einfachen Multiplikation 

mit dem Skalar -;.. 
l' 

Sind zwei von den drei Achsen des Ellipsoids einander gleich, die 
dritte aber von bei den verschieden, so sind bekanntlich alle Durchmesser 
des Ellipsoids, die auf der dritten Achse senkrecht stehen, gleichwertig. 
Demgemäß kann man die beiden gleichen Durchmesser des Ellipsoids unter 
der Bedingung, daß ihre Rechtwinkligkeit beibehalten bleibt, beliebig in 
ihrer Ebene drehen, ohne daß der Tensor, dem das Ellipsoid entspricht, 
dadurch geändert wird. 
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4. Änderungen des Koordinatensystems. 
Beziehen sich die Werte von lxx usw. auf ein bestimmtes im 

Raum festgelegtes Koordinatensystem, so hat das Ellipsoid 2 cI> = 0 
eine feste Lage im Raum j 1 ist ein eindeutig bestimmter Punkt, die 
Tangentialebene in 1 ist eindeutig gegeben, ebenso pj also ist die Be
ziehung zwischen & und ~ eindeutig, wie es die Definition verlangt. 

Diese Eindeutigkeit besteht aber nur, solange das Tensor
ellipsoid im Raum festliegt. Denn denken wir uns ein zweites 
Ellipsoid, welches mit dem ersten gleiche Dimensionen, aber 
andere Lage hätte, während & seine anschaulich vorgezeigte Lage 
im Raum beibehält, so würde in diesem zweiten Ellipsoid ~ im 
allgemeinen einen anderen Betrag und eine andere Lage haben 
als im ersten. Die Gleichungen (9) und (10) des vorigen Para
graphen würden also im allgemeinen einen anderen V ektor ~ 
bestimmen als den dort behandelten. Es ergibt sich hieraus, daß 
die feste Lage des Tensorellipsoids im Raum eine notwendige 
Eigenschaft des zugehörigen Tensors (7:') ist, und daß, wenn man 
von dem zu Anfang gegebenen Koordinatensystem der x, y, z zu 
einem anderen System der ~, rJ, S übergeht, die sechs Glieder 
des Tensors (t) eine der .Änderung des Koordinatensystems ent
sprechende Transformation erfahren müssen. Die Art dieser 
Transformation ergibt sich einfach aus der Darstellung durch 
das Tensorellipsoid. Will man an Stelle der x, y, z ein anderes 
Koordinatensystem der g, rJ, seinführen, so hat man die Glei
chung 2 cI> = 0 nach bekannten Regeln auf die g, 11, ~ zu trans
formieren; die Koeffizienten von ~2, 1)2, ~2, 2 1) S, 2 S ~, 2 ~ 1) in 
dieser transformierten Gleichung sind die Glieder oder Kom
ponenten des Tensors (7:') in dem neuen Koordinatensystem. 

Sind die Kosinus der Winkel, welche die Achsen beider 
Koordinatensysteme miteinander machen, durch das Schema ge
geben (cosx,~ = a r usw.): 

x y z 

~ a r a2 OGs 

1) ßl ß2 ßs 

S 'Yr '1'2 'Ys, 

so lauten die Transformationsgleichungen, wie bekannt, 

x = OGI ~ + ßl 1') + 1'r S usw., 
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und wenn man dies in die Gleichung (1) des § 3 einführt, ergibt 
die Ausrechnung: 

t~~ = t xx (Xl + tyy (Xi + tu (Xs2 + t YZ(X2 (Xs + tzx (Xs (Xl + txy (Xl (X2' 

t~" = txxßl + tyyßi + tzzß} + tYZ ß2ßS + tzx ßs ßI + txyßI ß2' 
t~~ = txx 1'12 + tyyyi + tzzYl + tYZ Y2YS + tzxYs YI + tXYYI Ys, 
t,)~ = txXßIYI + tyy ß2Y2 + tußsYs + ty.·Hß2YS + ßSY2) 

+ tzx·i(ßSYI + ßIYS) + txy·i(ßI Y2 + ß2YI)' (1) 
t:;~ = txxYI (Xl + tlfY Y2(X2 + tzzYs(Xs + ty,' HY2(X:l + Ys (X2) 

+ t,x' t (Ys (Xl + YI as) + txy . t (Yl (X2 + Y2 (Xl)' 

th = txx (Xl ßI + tyy (X2 ß2 + tu (Xs ßs + tyz . H (X2 ßs + (Xs ß2) 
+ t,x. H (Xs ßI + (Xl ßs) + txy • H (Xl ß2 + (X2 ßI)' 

Die Kosinus treten in den Gleichungen sämtlich in zweiter 
Dimension auf; dies verweist darauf, daß sie nicht Richtungen, 
sondern Doppelrichtungen festlegen. In der Tat, von den beiden 
Hälften je einer Hauptachse des Ellipsoids ist die eine räumlich 
vor der anderen nicht ausgezeichnet, und für die Bestimmung 
der Stellung des Ellipsoids im Raum ist es gleichgültig, ob man 
die Richtung seiner Hauptachsen umkehrt. 

5. Hauptachsen, Konstituenten. 

Die Tatsache, daß das Ellipsoid des Tensors (r) im Raum 
eine bestimmte Stellung hat, weist darauf hin, daß dem Tensor 
als solchem drei bestimmte Doppelrichtungen im Raum zugeordnet 
sind. Es liegt nahe, die drei Hauptachsen des Ellipsoids als 
maßgebend für diese Doppelrichtungen anzusehen; wir nennen 
sie demgemäß die Hauptachsen des Tensors. 

Wir bezeichnen nun die Doppelrichtungen der Hauptachsen 
durch a, b, c, ihre Beträge durch ta , tb , tc , und markieren über
haupt die auf a, b, c bezogenen Größen entsprechend. Legt man 
drei Koordinatenachsen der ~, 1'}, 6 in die drei Doppelrichtungen 
a, b, c, so verschwinden bekanntlich die Produkte von je zwei 
Koordinaten aus der Gleichung des Ellipsoids, und sie nimmt die 

Form an: ta~2 + tb1'}2 + tc62 = 1. ....... (1) 

Die drei Größen ta , tb , tc heißen die Konstituenten des Ten
sors (1:). Im System der ~, 'fJ, 6 drückt 1;" sich aus durch 

lta 0 0 
1;" = 0 tb 0 . . . . . . . . . . (2) 

o 0 tc • 
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In einem beliebigen rechtwinkligen Koordinatensystem sind zur Be
stimmung der Doppelrichtungen a, b, c drei Angaben erforderlich; a wird 
durch zwei Winkel, die es etwa mit den Achsen der x und y macht, fest
gelegt; dann ist b durch einen weiteren ~Winkel bestimmt, und c ist durch 
die Rechtwinkligkeit des Systems mit bestimmt. Im ganzen bilden also die 
drei Angaben über a, b, c nebst den drei Konstituenten wieder sechs Be
stimmungsstücke, die den Tensor in einem beliebigen Koordinatensystem 
charakterisieren. 

Nennt man die Beträge der Halbachsen des "Ellipsoids" 
von (1:) ra, rb, rn so zeigt Gleichung (1) ohne weiteres, wie die 
Konstituenten durch diese Halbachsen ausgedrückt werden; es ist 

111 
ta = 2' tb = 2' tc = 2' ..... (3) ra rb rc 

Ferner reduziert sich die Grundgleichung auf 
$a = ta&a, $b = tb&b' $c = tc&c . ... (4) 

Die Hauptachsen des Tensors sind notwendig invariant, da 
ja die Transformation von einem Koordinatensystem auf das 
andere von vornherein auf ihre Invarianz gegründet wurde. 

6. Transformation von den Hauptachsen auf irgend ein 
Koordinatensystem und umgekehrt. 

Ist ein Tensor durch seine Konstituenten gegeben, so bietet 
sich die Aufgabe dar, seine Glieder für ein beliebiges Koordinaten
system der x, y, z auszudrücken. Lautet das Schema für die 
Winkelkosinus der Achsen 

abc 

y ßl ß2 ßs 
-I--r--

z rl r2 rs, 
so ergibt sich die Lösung unmittelbar aus § 4:. Man braucht 
in den dortigen Gleichungen nur txx = ta , tyy = tb, tzz = tn 
tyz = tyx = txy = 0 zu setzen und auf der linken Seite statt der 
griechischen Buchstaben lateinische zu schreiben, so erhält man: 

txx = ta (1,; + fb (I,:j + tc (1,32, 1 
tyy = taß; + tbßi + tcß?, 
tzz =tarj2+tbri+tcr32, () 
t yZ = taß! rl + tb ß2r2 + tCßsrs'j . . . . . 1 
tu = ta YIIX I + tb r2 (1,2 + tc rS lX3 , 
t xy = ta (I,! ß 1 + tb (1,2 ß2 + tc (l,S ßS' 



16 § 6. Transformation von den Hauptachsen auf irgend ein 

Die Achsenkomponenten von B in Aa, Ab, Ac ausgedrückt, sind 

B x = OGI ta A a + OG2 tb Ab + 0(3 tc Ac ,) 
B y = ßl taAa + ß2 tb Ab + ßa tc AC! . . . . . (2) 
B z = 1'1 tu Aa + 1'2 tb Ab + 1'3 tcAc. 

In A x, Am A z erhält man die Komponenten von B, indem 
man die Werte von txx, tyy usw. aus Gleichung (1) in die Grund
gleichung einsetzt. 

Die umgekehrte Aufgabe, a, b, C zu bestimmen, wenn txx, tyy , 

tu usw. gegeben sind, ist identisch mit der bekannten Aufgabe 
der analytischen Geometrie, die Hauptachsen eines Ellipsoids zu 
ermitteln, wenn das Ellipsoid durch seine Mittelpunktsgleichung 
in einem beliebigen Koordinatensystem der x, y, z gegeben ist. Sie 
wird später (§ 19) eingehend behandelt, hier sei nur der Satz 
vorweggenommen, daß sich für jeden Tensor drei reelle Haupt
achsen finden, so daß auf imaginäre Werte keine Rücksicht zu 
nehmen ist. 

Bei Betrachtung der Gleichung (1) sieht man, daß ihre rechten Seiten 
drei Kolonnen bilden, derart, daß in der ersten Kolonne nur ta vorkommt, 
in der zweiten und dritten nur tb bzw. tc• Das läßt sich offenbar dahin auf
fassen, daß jeder der Konstituenten für sich transformiert wird. Wäre z. B. 
nur ta gegeben, tb und tc aber bedeutungslos, so würden die Formeln lauten: 

txx = t a u]2, 

tyz = tat'typ 

t yV = ta ß12 , 

tzx = f aY1 ul' 

Man kann also ta für sich als eine Größe ansehen, die sich selbständig trans
formiert, ebenso tb und tc• Diese Auffassung wird später bei Betrachtung 
der Wirkungen eines Tensors bestätigt, da sich herausstellen wird, daß jeder 
der drei Konstituenten eine besondere Dehnung herbeiführt. Von ihr aus
gehend hat W. V oigt ursprünglich jede einzelne der drei Größen t a, tb, t c 

als einen Tensor, und ihre Gesamtheit als ein Tensortripel bezeichnet. 
Das ist völlig berechtigt; es ist indessen allgemein gebräuchlich geworden, 
den Namen Tensor auf die Gesamtheit der drei Konstituenten einschließlich 
ihrer Doppelrichtungen, also auf unser (r) anzuwenden. 

Mit einer allerdings sehr erheblichen Ausdehnung des Summenbegriffes 
kann man den Tensor auch als die Summe seiner sämtlichen Glieder auf
fassen. Auf Grund der im Eingang gegebenen Definition des Tensors liegt 
für diese Ausdehnung des Summenbegriffes keine Motivierung vor; eine 
solche ergibt sich aber, wenn der Tensorbegriff auf andere Aggregate 
von ähnlichem Charakter ausgedehnt wird, die nicht bloß als symbolische 
Faktoren gedacht sind, sondern als physikalische Vektorensysteme oder 
Eigenschaften selbständige Existenz haben. Vorläufig wollen wir von der 
Ausdehnung nur an dieser Stelle Gebrauch machen; dann ist der Einzeltensor 
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der Gleichung (3), da die Seitenglieder in ihm sämtlich doppelt vorkommen, 
zu schreiben: 

(r) = txx+tyy+t .. + 2 ty, +2 t,x + 2 txy, 
= ta"l + taß12 + taYl + 2 taß1Yl + 2 taYl"l + 2 ta"dl' .• (4) 

Dies stimmt genau überein mit der Formel für die Transformation eines 
Vektorquadrates. Soll der Vektor 1), der in die Doppelrichtung a fällt, vom 
Koordinatensystem der a, V, c auf diejenige der x, y, z transformiert werden, 
so ist bekanntlich 

also 
1)2 = v2 = V2 "12 + v2ßl + V~Y12 + 2 V2ß1 Yl + 2 V2Yl"1 + 2 v2a1ß1. 

Zerlegt man also 1)2 in die sechs hier auftretenden Summanden, so 
haben die einzelnen Summanden genau dieselben Koeffizienten, wie diejenigen 
in Gleichung (4). Man spricht dies ans in dem Satz: Tensoren trans
formieren sich wie die Quadrate von Vektoren. 

7'. Invarianten. 

Addiert man in Gleichung (1) des vorigen Paragraphen die 
drei Diagonalglieder, so erhält man: 

txx + iyy + tzz = ta + tb + tCl • • • • • • (1) 
d. h. die Summe der Diagonalglieder ist für einen gegebenen 
Tensor invariant gegen Drehungen des Koordinatensystems. Dieser 
Satz hängt offenbar mit dem geometrischen Satz zusammen, nach 
welchem die Summe der reziproken Quadrate eines Tripels von 
rechtwinklig zueinanderstehenden Semidiametern für ein gegebenes 
Ellipsoid konstant ist. Die vorstehende Gleichung folgt übrigens 
auch unmittelbar aus § 4:, Gleichung (1), wenn man die bekannten 
Beziehungen OG2OG3 + ß2ß3 + 'J'2'Y3 = 0 usw. benutzt. Durch direkte 
Ausrechnung mit Hilfe der Gleichung (1) des § 6 beweist man 
ferner die Invarianz der beiden folgenden Ausdrücke zweiten und 
dritten Grades: 

tyyt,. + tzzixx + lxxiyy - (ti. + t,2x + tx2y) = ibie + teta + tatb, (2) 

txxtyyt.z + 2 tyztzxtxy- (txxti, + tyyt/x + t.A1y) = iatbte • .. (3) 

Der Ausdruck auf der linken Seite von Gleichung (3) ist identisch 
mit der Determinante: 

txx txy t.x 
ixy tyy ty. 

tzx i!l' tz• 
Wir nennen diese die Determinante des Tensors. 

B u d d e, Tensoren u. Dyaden. 2 
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S. Wählbarkeit von Tensorgliedern; Oleichheit von Tensoren. 

Die sechs Glieder lxx, tyy usw. eines Tensors sind durch die 
Definition keiner Beschränkung unterworfen; auch mögen ihre 
Werte sein, welche sie wollen, man kann immer die in einem 
gegebenen Koordinatensystem zu ihnen gehörige Mittelpunkts
fläche bilden. Man kann also jederzeit sechs Zahlenwerte von 
beliebiger Größe als Glieder eines Tensors auffassen oder vor
schreiben, vorausgesetzt, daß man sie auf ein bestimmtes Ko
ordinatensystem bezieht und daß man ihnen die Eigenschaft zu
schreiben darf, sich bei .Änderungen des Koordinatensystems gemäß 
§ 4: zu transformieren. Das gilt auch, wenn es sich nicht um 
reine Zahlen, sondern um skalare physikalische Größen anderer 
Art handelt, dann aber selbstverständlich unter der Voraussetzung, 
daß die sechs in Frage kommenden Größen gleiche physikalische 
Dimension haben. 

Zwei Tensoren sind offenbar gleich, wenn ihre Glieder, in 
der vorgeschriebenen Reihenfolge angeordnet, in ein und demselben 
Koordinatensystem einander einzeln gleich sind. 

Als Spezialfall folgt hieraus: Zwei Tensoren sind gleich, 
wenn sie Hauptachsen von gleicher Doppelrichtung haben und 
wenn ihre den gleichgerichteten Achsen entsprechenden Kon
stituenten gleich sind. 

Da die Vektoren m: und ~ keinen bestimmten Ort im Raum 
haben, ist auch für einen Tensor, welcher m: in ~ überführt, 
kein solcher vorgeschrieben, und eine Verschiebung im Raum 
kommt für die Gleichheit zweier Tensoren nicht in Betracht. 
Tensoren sind begrifflich in demselben Sinne frei wie Vektoren. 
Im konkreten physikalischen Problem können die Tensoren ebenso 
wie die Vektoren an bestimmte Orte geknüpft sein. 

An das Vorstehende knüpft sich die Frage, ob und wie sich 
die Gleichheit zweier Tensoren durch ihre vorgeschriebene Wir
kung auf gegebene Vektoren bestimmen läßt. Soll der Tensor (r) 
einen gegebenen Vektor m: in einen zweiten gegebenen Vektor ~ 
überführen, so müssen seine Glieder die drei skalaren Gleichungen 
erfüllen: 

B x = t",xAx + IxyA y + Izx A") 
B y = txyA x + tyyA y + tyzA., ...... (1) 
B z = t. x Ax + tyz A y + tnAz • 



§ 9. Dehnungsellipsoid. 19 

Da aber der Tensor sechs Komponenten hat, enthalten diese 
Gleichungen sechs Unbekannte, zu deren Bestimmung die drei 
Gleichungen offenbar nicht ausreichen. Dazu sind vielmehr weitere 
drei Gleichungen derselben Art erforderlich. Also ergibt sich 
unmittelbar: Zwei Tensoren sind im allgemeinen einander gleich, 
wenn beide zwei nichtkollineare Vektoren m: und m:' in die gleichen 
V ektoren ~ und ~' überführen. 

Die Vektoren m: und m:' dürfen nicht kollinear sein, weil sie sonst 
nicht sechs voneinander unabhängige Gleichungen (1) liefern würden. 

9. Vorläufige Betrachtung der Wirkung eines Tensors; 
Dehnungsellipsoid. 

Die Wirkung eines Tensors auf einen Vektor, mit dem er 
multipliziert wird, wurde in § a, unter Bezugnahme auf das Tensor
ellipsoid, erläutert. Ist der Tensor durch seine Konstituenten 
gegeben, so reduziert sich die Hauptgleichung, wie schon in § I) 

gezeigt wurde, auf 
~a = t"m:a, ~b = tbm:b, ~c = teAc. . ... (1) 

Bei der symbolischen Multiplikation mit (r) werden also die 
drei in die Hauptachsen des Tensors fallenden Komponenten von 
m: mit drei im allgemeinen verschiedenen Skalaren multipliziert. 
Die tensorielle Multiplikation steht zur gewöhnlichen in einem 
analogen Verhältnis wie Affinität zu Ähnlichkeit. Vektoren, welche 
in eine der Doppelrichtungen a, b, c fallen, werden einfach gedehnt, 
alle übrigen werden gleichzeitig gedreht. 

Legt man alle denkbaren Vektoren vom Betrage 1 mit ihren 
Anfangspunkten in den Anfangspunkt 0 eines Koordinatensystems, 
so bilden ihre Endpunkte eine Kugel vom Radius Eins. Legt 
man die Koordinatenachsen in die Richtungen a, b, c, so hat der 
einzelne Einheitsvektor drei Komponenten n, &, c, deren Beträge 
der Kugelgleichung 

a2 + b2 + c2 = 1 . . . . . . . . . (2) 
genügen. Multipliziert man die sämtlichen Einheitsvektoren 
tensoriell mit (r) und bezeichnet ihre Komponenten nunmehr mit 
n', 6', c', so ist 

n' = tan, &' = tb 6, c' = teC; . ..... (3) 

n', &', c' genügen also nunmehr der Gleichung 

. . (4) 

2* 
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Aus der Kugel ist also ein Ellipsoid geworden; jedem Radius 
der Kugel entspricht ein Radiusvektor des Ellipsoids. Wir nennen 
dasselbe das Dehnungsellipsoid des Tensors. Es ist, wie aus 
Gleichung (4) unmittelbar hervorgeht, stets ein wirkliches Ellip
soid. Es gibt eine erste Vorstellung davon, wie ein räumliches 
Gebilde, die Kugel der Gleichung (2), durch die Multiplikation mit 
dem Tensor verändert wird. Diese Änderung heißt reine De
formation. Sie wird später noch näher betrachtet. 

Selbstverständlich kann die Dehnung auch Kompression sein. Es ist 
sehr gebräuchlich, eine Kompression als "negative" Dehnung zu bezeichnen; 
das ist aber nur dann genau, wenn die Dehnung additiv gedacht ist. Er
folgt die Dehnung durch Multiplikation, so ist die Kompression als "reziproke" 
Dehnung zu bezeichnen. Ist die Dehnung nach irgend einer Achsenrichtung 
reziprok, so ist der entsprechende Konstituent < 1, und nicht etwa< o. 
Hierauf ist zu achten, da in der Literatur tatsächlich Verwechslungen vor
kommen; negative Konstituenten bedeuten, wie sich später zeigen wird, nicht 
Kompressionen, sondern Spiegelungen. 

Anmerkung [betreffend additive Tensoren. Man kann einen 
Tensor leicht so umgestalten, daß die durch ihn hervorgerufenen Haupt
dehnungen als Differenzen erscheinen. Man braucht zu dem Ende nur zu 
schreiben 

. . . (5) 

dann hat der auf seine Hauptachsen bezogene Tensor die Gestalt: 

{ I ~~11 1: 022 ~] • . . . . • . . . . . (G) 

o 0 1+033' 
und es liegt auf der Hand, daß die hier auftretenden Größen a die Ver
längerungen nach den Richtungen der Hauptachsen additiv angeben. 

Da die Zahl 1 invariant ist, müssen sich die a ganz ebenso trans
formieren wie die t. Dies ist leicht zu verifizieren, wenn man auf (6) die 
Transformationsformeln des § 6 anwendet und nachträglich, wie es ja sein 
muß, t",,,, = 1 + a~l' tyy = 1 + a;2' tzz = 1 + a;3 setzt. Der trans
formierte Tensor hat dann die Gestalt 

p + a~l a~2' 

l a~2 1 +°22 
aSl a; 3 

a~l 

o;s 
1 + 0;3. 

Da die al" demselben Transformationsgesetz unterliegen wie die tu., 
kann man nun auch soweit gehen, daß man die a als Glieder eines besonderen 
Tensors (a) auffaßt und schreibt: 

{
all a12 a31 

(a) = a12 ({n a2_S 

0 31 ({23 a3S· 

(a) ist als "Addi tivtensor" zu bezeichnen. Soll mittels desselben ein Vektor b 
in die lineare Vektorfunktion ltJ übergeführt werden, so hat man natürlich 
zu setzen: 



§ 9 u. 10. Dehmtngsellipsoid j inverser Tensor. 

IV = (1+all)vX+aI2Vy+aSIv.)i 

+ (a I2 vX+ (1+a22)vy+a2svz)j 

+ (031 Vx + a2s vy + (1 + ass») f = r (11). 

21 

Der Tensor (a) hat also hier keine besondere Bedeutung, da man ihu für 
die zunächst vorliegende Verwendung doch immer erst auf die Form (l) 
bringen muß. Für ihn ist aber der Satz richtig, daß Kompression durch 
negative Werte der den Konstituenten von 1: entsprechenden Diagonalglieder 
angezeigt wird. Später wird auch (a) wichtig. 

N ach Gleichung (4) sind die Semidiameter des Dehnungs
ellipsoids der Reihe nach ta , tb1 tc• Die Semidiameter des Tensor-

ellipsoids sind dagegen .} , ~, )cc 1 die Quadrate der letzteren 
y ta V tb Y tc 

sind also die reziproken Werte zu den Semidiametern des Dehnungs
ellipsoids. 

10. Der inverse Tensor. 

Ist ~ = (.)5!l, so ist nach bekannten Sätzen der Algebra 
auch 5!l eine lineare Vektorfunktion von ~, und bildet man für 5!l 
die Grundgleichung in der Form 

5!l = (sxxBx + sxyBy + Sxz Bz)i 
+ (SyxBx + usw. 

so ist auch hier wieder Syx = Sxy uSW' l also läßt sich auch 5!l 
durch symbolische Multiplikation von ~ mit einem Tensor aus
drücken. Diesen Tensor nennen wir den inversen Tensor von 
(.) und schreiben ihn (.-1). Die Definition des inversen Tensors 
liegt also in dem Satz: 

Wenn 
~ = (.)5!l, so ist 5!l = (.-I)~ ...... (1) 

Die Konstituenten von (.-1) ergeben sich sofort aus Gleichung (4) 
des § 0; da 

so ist 

~a = ta 5!lal 1 
~b = tb 5!lb' i . 
~c = tc 5!lq J 

. . . . . . . . . (2) 
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Also: Die Konstituenten des inversen Tensors sind die reziproken 
Werte der Konstituenten des Tensors selbst. Die Hauptachsen
richtungen beider sind identisch. 

Die Gleichung des auf seine Hauptachsen bezogenen inversen 
Ellipsoids (Koordinatensystem der g, 1], b) wird 

2 "IJf = g2 + ~ + b2 -1 = O. . ..... (4) 
ta tb tc 

Seine Halbachsen haben also die Längen V ta , vt;;, V tc• Es ist 

o "IJf g 0 "IJf 1] 0 "IJf b 
ox = ta ' 6f1 = 4' 1ff = Tc' . . . (5) 

Wird das Lot von 0 auf die Tangentialebene, welche man im 
Punkte g, 1], b an das inverse Ellipsoid legt, mit ~' bezeichnet, 
so ist 

], = 1/(1)2 + (!L)2 + (1)2. . . . . . . (6) 
P r ta Ib tc 

R. H. Weber hat das Ellipsoid des inversen Tensors als "zweites 
Ellipsoid des Tensors 7:" bezeichnet. 

Die sechs Glieder des inversen Tensors in einem beliebigen 
Koordinatensystem der x, y, z bestimmen sich aus den Gleichungen (1) 
des § 6, wenn man in dieselben statt ta , tb und tc deren reziproke 
Werte einsetzt. 

11. Additive Eigenschaften. 

Sind & und ~ zwei Vektoren, so ist 

7:(&+~) = (7:)&+(7:)~ ........ (1) 

Dies folgt unmittelbar aus der Linearität der Grundgleichung, 
wenn man in dieselbe die bekannten Beziehungen (A + B)x = 
A x + B x usw. einführt. Der Satz läßt sich unmittelbar auf be
liebig viele Vektoren ausdehnen. 

Die Bedeutung der Addition von Tensoren ist, wie die Defi
nition des Tensors selbst, durch Zurückgreifen auf das Tensor
vektorprodukt zu definieren. Sind 7: und T' zwei Tensoren, so soll 
die Summe (7: + 7:') definiert sein durch die Festsetzung 

(7: + ~)& = (7:)& + (7:')& ........ (2) 

Aus der Linearität der Grundgleichung folgt dann ohne 
weiteres: man addiert zwei in demselben Koordinatensystem 
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gegebene Tensoren, indem man ihre entsprechenden Glieder einzeln 
addiert. Die Ausdehnung des Satzes auf drei und mehr Tensoren, 
sowie auf die Subtraktion, liegt auf der Hand. Auch folgt unmittel
bar 1: + 1:' = 1:' + 1: usw. 

Sind 'In unter sich gleiche Tensoren 1:, 1:', 1:" USW. zu addieren, 
so wird deren Summe im Anschluß an die elementare Definition 
eines Produktes als In 1: zu bezeichnen sein. Wir dehnen diese 
Bezeichnung definitorisch auf beliebige skalare Werte von maus, 
setzen also fest, daß allgemein 

lmtxx mtxy mtza; 
m1: = mtxy mtyy mt yz 

mt. x mty• mtzz 

(3) 

ist. "Man multipliziert einen Tensor mit 'In, indem man seine 
sämtlichen Glieder einzeln mit m multipliziert." Aus der Grund
gleichung folgt dann sofort 

(1111:)& = m(1:&) = 1/l1:& . ....... (4) 

Man beachte, was Gleichung (2) ausdrückt. Die Operation (r + 1') be
deutet: Die Operationen 1 und .' Bollen einzeln an dem ursprünglich ge
gebenen Vektor ~( vorgenommen und ihre Ergebnisse sollen nachträglich 
geometrisch addiert werden! 

Da jed8r Tensor den Symmetriebeziehungen t y • = tey usw. 
genügt, so tut das auch die Summe beliebig vieler Tensoren. Also 
durch Addition von beliebig vielen Tensoren erhält man immer 
wieder einen Tensor, d. h.: 

Werden beliebig viele reine Deformationen an einem Vektor 
oder einem durch Vektoren bestimmten räumlichen Gebilde (Bei
spiel die Kugel in §9) additiv zusammengesetzt, so ist das Er
gebnis stets wieder eine reine Deformation. 

12. Produktenskalar zweier Tensoren. 

Wir setzen definitorisch fest: Sind 1: und 1:' zwei Tensoren, 
so nennen wir die Größe 

txxt~x + tyyt~y + tz:t~z + 2 tyzt~z + 2 t.xt~x + 2 txyt~y. . (1) 

den Produktenskalar derselben und schreiben dafür ((1:)(t')) 
oder (1:, t'). Die Bezeichnung rührt daher, daß Größen dieser Art 
in den skalaren Produkten von zwei Vektoren auftreten, wenn 
einer von diesen ein Tensorvektorprodukt ist. 
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13. tens &~, tens &2. 

Es sei ~ = Cr;) &; es sei ~ ein dritter Vektor und es soll 
das skalare Produkt aus ~ und ~ gebildet werden. Dann ist 

(~,(~)&) = CxBx+CyBy+CzBz 
= (txxAx + txyAy + tz",Az)Cx 
+ (lxyAx + tyyAy + tyzAz) Cy 
+ (tz",A", + tyz A y + tzz A.) Cz. 

übersichtlich geordnet gibt dies: 

(~,(t)&) =tx",AxIC",+tyyAyCy+f.z:.~~ 1. 
+2tY'·2(AyC.+A.Cy)+_tzx 2(AzCx+A",Cz)J 
+ 2t",y·HA", Cy + A y Cx). 

(1) 

Nach dem vorigen Paragraphen kann der Ausdruck auf der 
rechten Seite dieser Gleichung aufgefaßt werden als der Produkten
skalar zweier Tensoren, von denen der erste der Tensor (~) ist, 
der zweite aber die sechs Glieder 

Ax Cx, A y Cy, Az C" HA y Cz + A, Cy), HA. C", + A x Cz), 
HA x Cy + AyC.,) 

besitzt. Diesen Tensor nennt man den "Tensor von &~" und 
schreibt ihn 

tens &<t. 
Seine Definition liegt also in dem Satz: 

tens & <t hat die sechs Glieder A x Cx , A y Cy, A z C., 
HA y Cz + Az Cy), HAz Cx + A", Cz), HA x Cy+A y Cx), 

und nachdem diese Definition einmal festgestellt ist, läßt sich die 
Gleichung (1) zusammenfassen in den Satz 

(~,(~)&) = ((t), tens&,~). . ..... (2) 

Es ist die Frage zu erörtern, wie die Hauptachsen von tens &,<t 
liegen. Dies erledigt sich einfach wie folgt: Ist eine der Koordi
natenachsen, z. B. die Achse der z, senkrecht zur Ebene &, ~ 
gelegt, so verschwinden die z-Komponenten von & und ~, also 
werden die Glieder HA y Cz + A z Cy) und HA. Ca; + Aa; Cz) zu Null; 
A x Cy + A y Ca; aber wird, wie man leicht findet, zu Null, wenn die 
Achse der x den Winkel &, ~ halbiert. Also die drei Seiten
glieder verschwinden, d. h. die Koordinatenachsen fallen in die 
Hauptachsenrichtungen von tens & <t, wenn die eine senkrecht auf 
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der Ebene &, <t steht, und wenn die beiden anderen die supple
mentaren Winkel &, <t und <t, & halbieren. (Die Frage der Rechts
händigkeit ist nicht aufzuwerfen, weil nur die Doppelrichtungen 
in Betracht kommen.) 

Bezieht man den tens & <t auf seine Hauptachsenrichtungen 
und bezeichnet diese mit g, 11, 6, so sind seine Konstituenten 

A~ C~, A,) C,), O. 

Sein "Ellipsoid" hat auf diese Hauptachsen bezogen die 
Gleichung 

(3) 
d. h. es ist ein Zylinder, dessen Erzeugungslinien senkrecht auf 
der Ebene &, <t stehen. (Ob der Zylinder elliptisch oder hyper
bolisch ist, hängt natürlich vom Vorzeichen der beiden Produkte 
A~ C~ und A,) C,) ab.) 

Zugleich ergibt sich hieraus: Die Hauptachsenrichtungen von tens ~ Ci: 
und damit auch die Werte A"C~ und A'IC,) sind von der Lage des Koordi
natensystems unabhängig, also ttns ~l Ci: ist invariant gegen Drehungen des 
Koordinatensystems. 

Ist <t mit & identisch, so wird aus unserem Tensor ein Tensor 
mit den sechs Gliedern 

A;, A~, A;, AyA., A z Ax, AxA y. 

Diesen bezeichnet man konsequenterweise als tens &2. Offen
bar fällt für ihn die eine Winkelhalbierungslinie mit & selbst 
zusammen; die beiden anderen Hauptachsen liegen in einer Ebene, 
welche senkrecht auf & steht, werden aber in dieser Ebene un
bestimmt und können beliebig gedreht werden. Das Tensorellipsoid 
entartet zu einem Ebenenpaar, dessen Gleichung, da A~ = A, 
lautet 

A2g2 = 1. 

Die bei den Ebenen liegen also im Abstande + ~ vom Nullpunkt. 

Daß tens &2 von der Lage des Koordinatensystems unabhängig 
ist, versteht sich nach dem Obigen von selbst. 

Gemäß Gleichung (1) kommt man auch auf den tens ~2, wenn man mit 
der Grundgleichung (1) des § 2 das skalare Produkt (~~) bildet. Die ein
fache Ausrechnung ergibt 

also 

(~I, l8) = txxA;'+tyy~I~+tzz~{~+2tYZAyAz+2tzxAzAx}. (4) 
+ 2txy AxA y, 

(~, (r)~) = (r), tcns ~2). .......... (5) 
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Man kann dieser Gleichung noch eine andere, nicht unwich
tige Form geben. Sind 7, m, n die drei Cosinus der Winkel, welche 
~ mit den Achsen macht, so ist A", = lA usw. Damit wird die 
vorstehende Gleichung 

(~,(r)~) = A2(t",,,,12 + tyy rl1 2 + tzz n2 + 2tyz mn + 2tz",n7\ • (6) 
+ 2t",ylm). J 

Der in der Klammer stehende Ausdruck bestimmt wieder den 
Produktenskalar zweier Tensoren. Der erste von diesen ist (t), 
der zweite hat die sechs Glieder 

12, m2, n2, mn, n1, 1m. 
Es sind nun 7, m, n die drei Komponentenbeträge eines 

Einheitsvektors, der die Richtung von ~ hat, also entsprechen 
die sechs Glieder einem Tensor, der zu schreiben ist tens l!!t 

Damit lautet die Gleichung (6) 

(~, (.)~) = A2 (C.), tens 1&2). . . . . . . (7) 

Auf die Hauptachsen bezogen hat irgend ein Tensorellipsoid 
nach dem Früheren die Gleichung 

ta~2+tb'l)2+tc(;2 = 1. ..... (8) 
Macht ein Radiusvektor r, der von 0 nach dem Punkte ~, '1), ~ 

des Ellipsoids geht, mit den Achsen die Winkelcosinus 7, m, n, so 
ist ~ = r I, 'I) = r m, b = r n, also liefert die vorstehende Glei
chung unmittelbar 

r2(ta12+tbm2+tcn2) = 1, . (9) 

1 ( 2 r2 = (.),tens1 r ) •. . (10) 

14:. Impuls- und Trägheitsmomente. 

Gegeben sei ein starres Gebilde a, welches sich um den 
festen Koordinatenlitnfang 0 drehen kann. Ein Elementarteil des 
Gebildes habe die Masse t-t, durch 0 sei ein rechtwinkliges Koordi
natensystem der x, y, 10 gelegt; ferner eine Gerade 01, deren 
Richtungscosinus I, m, n sind. Man bilde die aus der Mechanik 
bekannten Summen,' welche in der Theorie der Trägheitsmomente 
auftreten und setze abkürzend, wenn II die Koordinaten x, y, 10 hat, 

ZJ II (y2 + 10 2) = kxx , - ZJ llY 10 = kyz , 1 
ZJll(Z:+X:) _ ":yy, -ZJt-t zx _7':Z""J~' ... (1) 
ZJp,(x +y)-kZZl -ZJllXy-hxy. 
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Bekanntlich ist dann die Größe Kill, welche in der Mechanik 
das "Trägheitsmoment in bezug auf die Achse 0 1" heißt, bestimmt 
durch die Gleichung 

KIIl=kxaY+kyym2+kzzn2+2kyzmn+2kzxnl} .... (2) 
+ 2kxy lm. 
Wenn also ein Einheitsvektor der Richtung 01 mit 111l be

zeichnet wird, und wenn man die sechs Größen kxx , kyy usw. zu 
einem Tensor (x) zusammenfaßt, so ist 

Kill = (x), tens 1;). . . . . . . . . (3) 

Trägheitsmomente sind also die Produkten skalare von zwei 
Tensoren; der Tensor 

(x) = 'X(kxx , kyy , kzz , kyz , kzx , kxy) ... (4) 
ist nicht identisch mit dem Begriff Trägheitsmoment; er kann 
als Trägheitstensor bezeichnet werden. Dagegen ist das Ellip
soid des Tensors (x) identisch mit dem 
Poinsotschen Trägheitsellipsoid, wenn man 
die willkürliche Konstante in der Gleichung 
des letzteren = 1 setzt. (Die Dimension fl 

dieser 1 ist' Masse mal vierte Potenz der 
Längeneinheit.) 

Wir nehmen nun an, das Gebilde G r 

rotiere um 01 mit der Winkelgeschwindig
keit ltJ, die als Vektor auf der Achse 01 
dargestellt ist. Eines der Elemente p. hat 

o 
dann eine Geschwindigkeit Vj der Radius-

Fig.2. 

p 

vektor von 0 nach p. sei r und das Lot von p. auf 01 sei p. Dann 
ist (vgl. Fig.2) v = wp = Iw 1.1 r I sin ltJ, r, das ist, vorbehaltlich 
der Richtigkeit der Anordnung, 

v = [ltJr]. . ......... (5) 
Ist ltJ positiv, so würde v aus der Ebene der Zeichnung nach 

oben (vorn) herausweisen. Also folgen ltJ, r, v in dieser Ordnung 
rechtshändig aufeinander, d. h. die Anordnung der Gleichung (5) 
ist richtig. 

Die Bewegungsmenge oder der Impuls des Teilchens 
p,v = p. [ltJr]. ..... . 

Das Impulsmoment von p. in bezug auf 0 1 ist also 

[p.r [ltJ r]]-

P, ist 
. (6) 
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Die lebendige Kraft von /'" ist 

i/'" [w r J2. 
Hiermit bilden wir für das ganze Gebilde G zwei Summen: 

1. die vektorielle Summe 2:: [ !A r [w r]] = Impulsmoment J, 

2. "skalare ".~ L' /'" [w r J2 = lebendige Kraft T. 

Es ist nun 

[r[wrJ] = wr2-r(rw) ........ (7) 

Sind x, y, z, wie oben, die Koordinaten des einzelnen /"" so ist 

und 

also 

wr2=(w",i+~~'yj+wzf)(x2+y2+z2) , .. , (8) 

-r(rw) = -(X2U'", +XYU'Y+XZWZ)ij 
-(YXW",+y2Lt'y + yzwzH 

. -(zxw",+zywy +z2u'z)f; 

wr2 -r(rw) = ((y2+Z2)W",-xyu'y-zxWz)i } 
+ (-xyw", + (Z2 +X2)wy_yzw!)j 

+ (-ZXWx - yztry + (x2 + y2»)f. 

(9) 

.. (10) 

Multipliziert man mit /'" und summiert über alle /'" unter Be
achtung des Umstandes, daß w für die Summation konstant ist, 
so kommt 

J = (k",,,,tc,,, + kxy W y + k,,,, wo) ~ I 
+ (k",y U'", + k yy Wy + !cy • u'z) J '" 
+ (kz", w., + kyz U'y + kzz wz)f. 

. . (11) 

Also ist J eine lineare Vektorfunktion von w, und zwar 

J = (l() w. . . . . . . .. (12) 

Das Impulsmoment ist also das Tensorvektorprodukt aus dem 
Trägheitstensor und der Winkelgeschwindigkeit. 

Was die lebendige Kraft angeht, so ist zu bedenken, daß bei 
der Quadrierung von [w r] nur die Faktoren von i 2, p, f2 in Be
tracht kommen, weil i j = 0 usw. Also ist 

[wr]2 = (wyz - wz y)2 + (wzx - W",Z)2 + (w",y - U'yX)2 (13) 

= u';, (y2 + Z2) + w~ (Z2 + x2) + u'~ (X2 + y2)} , . 
- 2wyu'zYz - 2wz w",zx - 2 w",wyxy. 

(14) 
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Nach Multiplikation mit I-" und Summierung ergibt sich: 

2 T = k",xw;, + kyyw~ + kzzw; } 
+ 2kyz W yu,·z + 2kzx wzw", + 2k",yw",wy • 

. . . (15) 

Also 
T = t ((x) tens 1tJ2} . . . . . . . . (16) 

Setzt man tU", = w l usw., so ergibt sich [vgl. (3)]: 

T= ~1tJ2((x)tensll~) = ~KW2 • •••••• (17) 

In dieser letzteren Form tritt die lebendige Kraft in der gewöhn
lichen Mechanik auf. 

Die Gleichung (10) des vorigen Paragraphen führt dann auf 
die in der Mechanik übliche Konstruktion des Poinsotschen 
Trägheitsellipsoids, nach welcher die Radienvektoren des Ellip
soids dem Betrage des Trägheitsmomentes für die entsprechende 
Richtung umgekehrt proportional genommen werden. 

Zweites Kapitel: Der einzelne Diatensor. 

15. Der Diatensor. 

Der Tensor hat drei aufeinander senkrecht stehende Kon
stituenten. Wir betrachten nun ein von R. H. Weber eingeführtes 
allgemeineres Gebilde, welches drei Konstituenten t~, ·t~, t:; hat, 
und ordnen diesen drei Konstituenten drei entsprechende Achsen 1) 
zu, die aber beliebige Winkel miteinander machen können; 
dieses Gebilde nennen wir, vorerst ohne Rücksicht auf die in § 1 
gegebene Definition, einen Diatensor. Die Doppelrichtungen der 
Achsen bezeichnen wir als Doppelrichtungen der ~, r;,~. Einen 
gege benen Vektor & kann man erstens rechtwinklig, zweitens 
durch Parallelprojektion auf die Achsen der ~, r;, ~ projizieren. 
Hier werden ausschließlich die Parallelprojektionen gebraucht. 
Wir bezeichnen diese daher mit &~, &'1' &; und nennen sie die 

') In der Literatur heißen sie vielfach Hauptachsen; wir vermeiden 
dieses Wort und sagen "Achsen", weil das letztere genügt und weil das 
Wort "Hauptachsen" bei dem später auftretenden Ellipsoid und Tensor dann 
seine gewöhnliche Bedeutung beibehalten kann. 
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Koordinaten 1) des Vektors ~ im System der ~, '11, b. Da die drei 
Koordinaten die Kanten eines Parallelepipeds bilden, dessen 
Diagonale ~ ist, so ist 

. . (1) 

Den Diatensor mit den Konstituenten t~, t ,l , t~ bezeichnen 
wir mit (~) oder (T) und definieren ihn, wie oben ohne Rücksicht 
auf die in § 1 bereits gegebene Definition, durch den Satz 

(r) ~ = t~~~ + t'I~'1 + t, ~;. . ..... (2) 

Derselbe ist also charakterisiert dadurch, daß er die drei 
Koordinaten des Vektors ~ im System der~, 'YJ, b mit drei im 
allgemeinen verschiedenen Skalaren multipliziert, ohne ihre Rich
tung zu ändern, ähnlich wie das der Tensor mit den Komponenten 
von ~ in einem rechtwinkligen, durch seine Hauptachsen ge
legten System tut. 

(~)~ heißt das "Diatensorvektorprodukt ~ mal ~". 

16. Transformation von den Achsen des Diatensors auf ein 
rechtwinkliges Koordinatensystem. 

Das System der ~, 'YJ, b sei in einem rechtwinkligen Koordi
natensystem der x, y, z gegeben, und das Schema der Kosinus 
für die Winkel zwischen den Achsen sei 

x1y Z 

~ IXI IX2 o.:a 

'YJ ßl ß2 ßa 

b rl r2 rs· 

Dann bestehen die Beziehungen 

0.:12 + o.:i + o.:l = 1,] 
ßi + ßi + ßi = 1, 
rl + ri + rl = 1 

. . . . . . .. (1) 

1) Das Wort Komponenten wird vermieden, weil man unter der ~-Kom
ponente von ~ in der Regel die rechtwinklige Projektion von ~ auf ~ 
versteht. 
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und ()(lßl + ()(2ß2 + ()(sßa = COS g, '1'/, 1 
ßlYl + ß2Y2 + ßaYa = cos '1'/, ~'J . . . . . (2) 
Yl()(l + Y2()(2 + Ya O'a = cos~, g, 

aber keine anderen. 

Sind A"" A y , A z die Beträge der Komponenten von & In 

x, y, $, so ist 

A x = CGIA~ + ßlA'1 + YlA~,) 
A y ~ 1X2A~ + ß2A'1 + Y2A;, ...... (3) 
A z = CGsA~ + ßaA'1 + YaA~. 

Löst man diese Gleichungen nach A~, A'l' Ac; auf, so erhält man 

A~ = iXlA x + cx2 Av + CXs Az,} 
A'l = ~Ax + ~Ay + ~Az, ...... (4) 

A; = ylA, + Y2 A y + Ya Az • 

Hierin sind folgende Abkürzungen vorgenommen: Es ist gesetzt 

und 

CGl CG2 CGa 
ßl ß2 ßs = D. . . . . . . . . (5) 
Yl Y2 Ya 

ß2Ya - ßa Y2 
CGl = D 

ß- - 1'2 ()(s -:- Ya CG2 
1- D ' 

- CG2 ßa - CGa ß2 
Yl=--D~-' 

f.I _ Ya CG , - Yl CGa 
1"2 - lJ ' 

- CGa ßl - CG I ßa 
Y2 = D ' 

ßs = Yl ()(2 -; Y2 CGl, (6) 

CGl ß2 - IX2 ßl 
Ya = D . 

Es ist nun analog Gleichung (3), wenn (r) ~ = t8 gesetzt wird, 

Ba; = CG1 B~ + ßlB'1 + rlBi;,) 
By=CG2B~+ß2B'I+Y2Bi;, ...... (7) 

B z = ()(aB~ + ßSB'I+ YsBs, 
also, da B~ = t~A~, B'I = t'IB'1 USW., so ist mit Gleichung (4) 

Ba; = CGI t~ (~ A x + ~ A y + ~ A.),) 
+ ßl t'l (ßl Aa; + ß2 A y + ßa Az), . • . . . . (8) 

+ rtt. (rlAa; + r2 A y + rs Az). 

Entsprechende Ausdrücke finden sich für B y und B.. Setzt 
man also: 
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so ergibt sich 

txx = (Xl !Xl t~ + ßl ~ t'l + 7'11\ t~, 
txy = (Xl 'Ch2 t~ + ßl {j2 t'l + 7'1 Y2 t~, 

txz = (Xl!X3 t~ + ßl ßS t'l + )'1 Y3 t" 
tyx = (X2 'ChI t~ + ß2 1f1 t'l + 7'2Yl t~, 
tYY=(X2(X2t;+ß2ß2t'1+7'2Y2t;,' ..... (9) 

tyz = a2'Ch3t~ + ß2ßS t'1 + 7'2YS t;, 

t. x = as 'ChI t~ + ß3 ßl t'l + 7's Yl t;, 
tzy = lXs !X2 t~ + ßs ß2 t'l + 7's Y2 t;, 
tz• = lX3 'Chs t~ + ßs ßs t'l + 7'3 h t:;,J 

~ = (txxA c + txy A y + txz A.) i) 
+ (tyxAx+tyyAy+tyzAz)j 
+ (tzx Ax + i. y A y + tu Az) t. 

. . . (10) 

Dies ist die Grundgleichung des § 1. Es ergibt sich also: 
Die Definition des § 15 ist gleichbedeutend mit derjenigen des 
§ 1; der durch § 15, Gleichung (2) definierte Diatensor führt, 
wenn er mit dem Vektor & multipliziert wird, diesen in eine 
seiner homogenen linearen Vektorfunktionen über. Die Glei
chungen (9) sind die Gleichungen für die Transformation des 
Diatensors vom System der ~, 'Y}, ~ auf dasjenige der x, y, z. Sie 
liefern, der Grundgleichung entsprechend, neun Glieder des 
Diatensors. Diese führen wir auf in der Form 

1
txx txy txs 

1:' = tyx tyy ty .; ••••••••• (11) 
t,x t. x t. z , 

die schon in § 2 angegeben wurde, und diese Anordnung wird 
von jetzt ab festgehalten. Im allgemeinen ist tya; =1= txy usw. 

Ist der Diatensor auf seine Achsen bezogen, so schreiben 
wir ihn entsprechend 

l
t~ 0 0 

1:' = 0 t'lO 
o 0 t~, 

wobei zu beachten, daß die hier auftretende Benutzung schiefer Ko
ordinaten ein Ausnahmefall ist, der besonders erwähnt werden muß. 

Daß die durch den Diatensor dargestellte Operation gegen 
Drehungen des Systems der x, y, z inva~iant ist, ist selbstverständ
lich, da er ja unabhängig von diesem System definiert wurde. 
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17'. Beziehungen zwischen den Koeffizienten a., a •. 
Substituiert man A~, A'I usw. aus den Gleichungep. (4) des vorigen 

Paragraphen in die Gleichungen (3) oder umgekehrt A"" A y usw. aUB den 
Gleichungen (3) in die Gleichungen (4), so erhält mau: 

und 

A", = (tl (~lA", + ~Ay + ~3Az) 1 
+ ß1(~IA"'+!2.Ay+!a.Az)f ..••.•.. (1) 

+ 1'1 (1'1.A", + 1'2 .A y + l'a A z) 
usw. 

A~ = Ul«(tlA~+ß1A'I+?'lA~») 
+ u2«(t2 A ; + ß2A'1 + ?'2A~) 
+ ua("a.A~ + ßaA '1 + ?'aA~) 

usw. 

.....•.. (2) 

Hieraus ergeben sich einschließlich der zyklischen Fortsetzungen die 
Beziehungen: 

sowie 

(tl:1 + ß1 ~1 + 1'1 ~1 = 1,) 
(t2(~2+ß2i12+?'2?'2 = 1, .....•.... (3) 

(taas + ßst% + ?'srs = 1, 

(tl~1+((2~2+(tS~S = 1,) 
ß1 ß1 + ß2 ß2 + ßs ßa = 1, . 

?'ä1 + ?'2r2 + ?'ara = 1, 

. . . . . . . . . (4) 

(t1:2+ß1~2+?'l~2 = :1((2+~Iß2+~I?'2 = 0'1 
"2:a + ß2~ + ?'2~S = ct2 ((s + ß2ßa + ?'2?'S = 0, J . 
"a"l + ßaß1 + ?'a?'l = usw. = 0, 

.... (5) 

(t1~1 + ct2~2 + "a~ = 0, 1 
ß1?'l + ß2?'2 + ßs?'a = 0, f 

1'1 a1 + ?'2u2 + ?'sas = ° 
....... (6) 

usw. 

Löst man die Gleichung (4) des vorigen Paragraphen nach A"" A y , AB 
auf, so muß man die Gleichung (3) wieder erhalten. Bezeichnet man also 
die Wiederholung der Operation, durch welche a. aus a. gebildet wird, 
indem man U. noch einmal überstreicht, so erhält man die einfachen Be
ziehungen 

wo " = 1, 2 oder 3 ist. 
Bildet man nach Analogie der Gleichung (5) des vorigen Paragraphen 

eine Determinante aus den überstrichenen Kosinus und bezeichnet sie mit 15, 
so folgt: 

... (8) 

Budde, Tensoren u. Dyaden. 3 
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und die Ausrechnung mit den Gleichungen (6) des vorigen Paragraphen 
ergibt: 

. (9) 

Es ist also 
DD = 1. . (10) 

Eine geometrische Vorstellung von den Beziehungen der gestrichenen 
zu den ungestrichenen Kosinus erhält man wie folgt: Man denke sich auf 
den Achsen der ;, 1}, , drei· Einheitsvektoren 1', q, r abgeschnitten. Mau 
denke sich ferner ein zweites Koordinatensystem der r, 1]; f errichtet, dessen 
Winkelkosinus gegen die x, y, z seien al , a2' h usw., so daß die Schemata 
für die Kosinus lauten: 

x y z x y z 

; C', v. "a ~ 
- - -
(t, ". "a 

-
1} ß, ß. ßa 'J ßl ß. ß. 

- - -, Y, Y. Ya, , Y, Y2 Ys' 

Die Komponentenbeträge der 1', q, ~ usw. in x, y, z sind 

Px ="1' qx = ßl , 

Py = Cl2 ' gy = ß2 

usw. 

Px = Ci l ' _ _ usw. 
Py = «2 

usw. 

.... (11) 

Bildet man also die skalaren Produkte (1' .j)), (1' q) usw., so ergibt sich: 

(1'j) = "l al + Cl2 a2 + "sas = 1, (1'~) = "l~ + "2~2 + "s!s = O,} (12) 
(qq) = ßIßl +ß2ß2+ ßsßs = 1, (qr) = ßlYl +ß2Y2 + ßsYs = ° 

US\\". 

Alle skalaren Produkte mit gleichlautenden Buchstaben haben den Wert Eins, 
alle mit ungleichen den Wert Null. 

Das ist aber die Bedingung dafür [vgl. Vorbemerkung d)], daß 1', q, r 
und j), q, r reziprokale Vektorentripel sind. Demnach stehen die Achsen der 
~, 1]; f auf denen der ~, '1/, , senkrecht, und zwar f auf 'I,' usw. 

IS. Transformation von einem rechtwinkligen System auf ein anderes. 

Der Diatensor (I:') sei im System der x, y, z durch seine neun 
Glieder txx usw. gegeben. Derselbe soll auf ein zweites recht
winkliges System x', y', z' transformiert werden, wenn das Schema 
der Winkelkosinus lautet: 

x y Z 

x' Al A2 As 

y' f.ll f.l-2 f.l-a 

z' I VI V 2 Va' 
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Die Rechnung verläuft der im folgenden Paragraphen, Glei
chung (1) bis (5) durchgeführten so ähnlich, daß hier nur die 
Resultate angegeben werden: 

tx'x' = AI (Altxx + A2txy + Aatxz ) + A2(,1.ltYX+,1.2fyy+,1.afy.) } (1) 
+ Aa (Al tu + A2 tzy + A3 tz.), 

tx'Y' = Al (1-11 txx + P,2 txy + !La tx.) + A2(P,1 tyx + P,2 tyy + p'a ty.)} (2) 
+ Aa (111 t. x + !12 t. y + p's t .. ), 

lx'" = Al (VI txx + V2 txy + Vs tx.) + A2 (VI tyx + V2 tyy + Vs tyz )' (3) 
+ As (VI tzx + V2 tzy + Vs tu), J 

ty' x' = P,1(Altxx+A2tXy+Ast,,,.)+!12(Altyx+A2tyy+Astyz)} (4) 
+ P,3 (1..1 t. x + A2 tZY + As t •• ) 

usw. 

Bei der Fortsetzung treten der Reihe nach P,l' P,2' p's und 
VI' V2, Va vor dieselben Klammern, welche in den drei ersten 
Gleichungen auftreten. Der transformierte Tensor .' läßt sich 
auf Grund der vorstehenden Gleichungen in weit kürzerer Form 
darstellen. Dieselbe kann aber erst aufgestellt werden, wenn die 
Multiplikation von Diatensoren behandelt ist. Es sei deswegen 
auf die Anmerkung zu § 4:4: verwiesen. 

19. Aufsuchung der Achsen. 

Der Diatensor (r) sei im System der x, y, z durch seine neun 
Glieder txx, txy usw. gegeben; seine Achsen sollen aufgesucht 
werden. Die unbekannten Richtungen der letzteren nennen wir 
~, 'YJ, ~ und die Kosinus der Winkel, welche sie mit den x, y, z 
machen, benennen wir nach dem Schema: 

x y z 

~ OG I OG2 OGa 

'YJ ßl ß2 ßa 

~ 1'1 1'2 Ya' 

Sie erfüllen die Gleichungen (1) und (2) des § 16 sowie, wenn die 
Bezeichnungen aus 916 und § 17 beibehalten werden, die sämt
lichen Gleichungen des § 17. 

3* 
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Setzen wir (t) ~ = ~, so haben wir demgemäß: 

A", = IXIA~+ßIA~+YIA"1 
A y = 1X2AI; + ß2 A '1 + r2 A" 
A. = IXsAI; + ßSA'1 + rsA;, 

. . . (1) 

ferner 
B~ = ~IB", + u3 B y + ~aB., 1 
B~ = ~IB", + ~2By + ~;IB8' 1 
B, = yIBx+Y2By+YsB. 

und endlich nach der Voraussetzung: 

. . .... (2) 

B", = t",x A", + t",y Ay + tx• Azo I 
By=tyxA",+tyyAy+ty.A., ...... (3) 
B. = t. x A", + t. y A y + tu A •. 

Hiernach ergibt sich für eine der Koordinaten von ~, z. B. 
für die erste, durch Ausrechnung: 

B; = ä l (txxlXl A~ + t",,,,ßI A'l + tx",rl A, + txy IX2 A; + t",yß2A~ 
+ txy r2 A ; + txslXs A~ + tx.ßaA~ + tx.raA,) 

+ ä2(t"",IXIA~+t"XßIA~+ty",rIA,+t""1X2A~+t",,ß2A~ (4) 
+ t"y r2 A; + t"s IXS AI; + tyz ßs A~ + t"z ys A,) 

+ äs (t.a: IXI A~ + tu; ßI A~ + t.a; rl A~ + t'lI OG2 A~ + t." (32 A'l 
+ tzy r2 A, + t .. lXa A~ + t •• ßs A~ + t .. YaA~). 

Die entsprechenden Ausdrücke für B'l und B, erhält man, 

wenn man die Uu U2' as vor den Klammern durch ß~, ß2' {Ja und 
rl' r2' rs ersetzt. Sammelt man nun in jeder der Koordinaten 
B~ usw. die Faktoren von A~ usw., so hat man die Ausdrücke 
für tH, t~~ usw. Wir setzen abkürzend: 

txx lXl + txy IX2 + ta:. IXs = Pu 

t"xlXl + tyy IX2 + t"s IXS = P2 , 

tsx IXI + t." 1X2 + tu IXs = Ps, 
t",a:ßl + txy ß2 + txz ßs = Qu 

tYXßl + t"yß2 + tYI ßs = Q2' . . . . . . (5) 

tsx ßl + t." ß2 + tu ßs = Qa, 
fxxr,! + t"'YY2 + tx, rs = RI , 

t"xrl + t"y r2 + t"s ra = R2, 
t.x rl + t,y r2 + tu rs = Ra. 
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Dann findet sich mit dem Vorstehenden leicht: 

t~; = ÜlPl + Ct,2P2 + Ct,sPs, 
t~'1 = ül Ql + ü2 Q2 + IXs Q3, 

t;~ = Ct,lRl + ü2 R2 + üsRs, 

t'l; = ßlPl + ß2 P2 + ßsPs, 
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t'l'l = ~l Ql + ~2 Q2 + ß! Q3, r . . . . . . (6) 

t'l~ = {:Jl R l + ß2 R2 + ß3 R3, 

t~~ = Yl PI + Y2 P2 + 1'3 P3' 
t~'1 = 1'1 Ql + Y2 Q2 + Y3 Q3, 
t~~ = Yl RI + Y2 R2 + 1'3RS' J 

Die Aufgabe besteht nun darin, die Kosinus al , ßl usw. so 
zu bestimmen, daß in den Gleichungen (6) alle t~'1 usw. mit un
gleichen Marken zu Null werden. Zu dem Zweck nehmen wir 
zunächst die Gleichungen, welche P enthalten, die erste, vierte und 
siebente, heraus, multiplizieren die erste mit al , die vierte mit ßl' 
die siebente mit 1'1 und addieren. Man erhält: 

a l t~; + ßI t'l; + 1'1 t~; I 
= (al IXl + ßl ~l + 1'1 1'1) PI + (al Ü2 + ßl 132 + I'IY2)P2 (7) 
+ (al ü3 + ßl ß3 + 1'1 r3)P3, 

Nach § 17, Gleichung (i» und (5) bedeutet dies 

al t;; + ßl t'l; + 1'1 t~; = Pp . . . . . . . (8) 
Multipliziert man die erste Gleichung mit l't 2 , die vierte mit 

ß2, die siebente mit 1'2' dann mit a3, ßs usw., so ergibt sich auf 
dem gleichen Wege: 

a2t;~ + ß2 t 'l; + 1'2t~; = P2, .... 

a3 t~:; + ßs t'l; + 1'3 t~; -= PS' . . . . 
Sollen nun die t'l; usw. verschwinden, so bleiben 

alt;; = Pu (,(2 t:;:; = P2, ast:;; = P3 • 
oder 

(Xl (,(2 a3 

Setzt man hierin für die P ihre Werte, so erhält man: 

t",xal + txy l't2 + txz a3 = tYX(Xl + tyya2 + tyzaSj 
al a 2 

tzxal + tZY a2 + tzzas = . 
a s 

· (9) 

· (10) 

· (11) 

· (12) 

. . . (13) 
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Man sieht schon hier, daß diese beiden Gleichungen in Ver
bindung mit der Relation OG12 + ai + OG32 = 1 im allgemeinen 
genügen, um die Werte der drei OG zu finden. Wendet man das
selbe Verfahren auf die zweite, fünfte und achte, sowie auf die 
dritte, sechste und neunte Gleichung von (6) an, so finden sich 
für die ß und r Gleichungen, die den vorstehenden nicht bloß 
analog, sondern völlig gleich sind, nur mit dem Unterschiede, 
daß überall ß oder r statt OG steht. Die Gleichungen, welche zur 
Aufsuchung von ßu rl usw. dienen, sind also bis auf die Benennung 
der Unbekannten mit Gleichung (13) identisch. Es folgt, daß die 
Ausrechnung der OG für die ß und r mit ausreicht, wobei natür
lich, wenn kein innerer Widerspruch auftreten soll, die OG drei
deutig werden müssen. 

Nach Gleichung (11) kann man schreiben, indem man t~ als 
vierte Unbekannte in die Rechnung aufnimmt, 

txxOGl + txy OG2 + txzOGs = OGl t~,) 
tYXOG I + t yy OG2 + tyzrhs = rh2t~, . 

tzxal + tzy OG2 + tzzOGg = rhst;, 

. . . . . (14) 

oder 
(txx - tü rhl + txy OG2 + tx zas = 0, 1 
tyxrhl + (tyy - tÜOG2 + tyz OGB = 0, ( . . . . . . (15) 

t. x rh l + tzy rh2 + (tzz - t~) OGB = 0. J 
Eliminiert man hieraus die OG, so ergibt sich: 

txx - t~ tzy 

tyx tyy - t~ 

t. x tzy t •• - t~ 

=0. (16) 

Wir nennen diese Gleichung nach ihrem Urheber die 
Hamiltonsche. Sie ist eine kubische Gleichung, liefert also drei 
Werte von ts• Wie bekannt, sind diese drei Werte entweder alle 
drei reell oder zwei von ihnen sind konjugiert komplex. Für 
irgend einen reellen Wert von t~ berechnen sich aus (15) die Ver-

hältnisse rh2 und rhB und mit diesen aus OG12 + rhi + rh; = 1 die 
OGI rhl 

Werte der einzelnen OG, letztere in Form von Quadraten, weil es 
sich nicht um Richtungen, sondern um Doppelrichtungen handelt. 
Sind drei reelle Wurzeln vorhanden, so entsprechen den drei Werten 
von t~ drei Systeme der OG, von denen eins willkürlich als rhl , rh2, rhg, 

ein zweites als ßl' ß2' ßa, das dritte als rl' r2' ra zu benennen ist; 
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den drei Gruppen entsprechen dann die drei Werte von t~, die 
als t~, t~ und t~ zu benennen sind. Ist nur ein reelles t~ vor
handen, so erhält man für dieses drei Werte lXu 1X2, lXa, die, wie 
sich später zeigen wird, für die Diskussion genügen. 

Stellt man Gleichung (16) in der Form einer gewöhnlichen 
Gleichung dritten Grades 

t~ - 81 tE + 821 t~ - 83 = 0 . . . . . . (17) 

dar, so ergibt die Ausrechnung der Determinante für die Koeffi
zienten 81 , 8211 8a Ausdrücke von bemerkenswerter Symmetrie: 

81 = txx + tyy + tz.,' • • • • • • • (18) 

821 = I tyy t. y I + I t. z t xz I + I txx tyx I, (19) 
t yz tzz t zx txx txy t yy 

txx txy txz 

8a = tyx t yy tyz •• • . • • • . • . . • . (20) 

tzx tzy tzz 

Die Bezeichnungen 81 , 8n , und 8a für die vorstehenden Aus
drücke werden ein für allemal beibehalten; der Grund dafür, daß 
der Koeffizient der ersten Potenz in Gleichung (17) durch besondere 
Markierung ausgezeichnet ist, wird später einleuchten. Die 
Hamiltonsche Gleichung ist von grundlegender Wichtigkeit für 
die affine Transformation des Raumes und wird im Zusammen
hang mit dieser noch näher diskutiert. 

81 ist, wie man sieht, die Summe der Diagonalglieder des 
Diatensors, 83 wird, wie beim Tensor, als Determinante des 
Diatensors bezeichnet. 81 heißt auch der erste, 821 der zweite 
Skalar, 88 der dritte Skalar von r. 

In besonderen Fällen kann die Gleichung (17) zu einer Gleichung 
zweiten oder ersten Grades degenerieren. Solange nicht ausdrücklich das 
Gegenteil gesagt wird, nehmen wir an, daß das nicht der Fall oder daß die 
etwaige Degeneration für die gerade vorliegende Frage belanglos sei. 

20. Diatensor mit zwei oder drei gleichen Konstituenten; 
Versagen der 6leichung (15). 

Falls zwei Konstituenten eines Diatensors gleich sind, ändert 
sich der Diatensor nicht, wenn man die Achsenrichtung dieser 
beiden Konstituenten in ihrer Ebene beliebig variiert. 
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Es sei etwa t'i = t~. Führt man dies in die Gleichung (9) 
des § 16 ein, so erhält man: 

txx = IXI~lt~+ (ßI~1 + ')'l~l)t'i'} ...... (1) 
txy = a l a2t; + (ßI ß2 + ')'1 ')'2)t'l 

usw. 

Nach § 17, Gleichung (3) und (5) bedeutet dies: 

txx = al~lt;+(l-alOiI)t'I'} . ...... (2) 
txy = IXI a2(t~ - t'l) 

usw. 

Es hängen also sämtliche Komponenten des Diatensors nur 
von den a ab; er ist daher invariant gegen alle Änderungen, 
welche sowohl al wie (Xl usw. unverändert lassen. Wenn nun die 
Achsen der 1] und ~ sich drehen, so bleibt IXI unverändert. Für 
a l aber haben wir nach § 16, (5) und (6) in extenso: 

a l = ß2Ya-ß~Y2 .(3) 
al UJ2')'s - (3S')'2) + a2(ßsh - ßl ')'s) + C(S(ßl ')'2 - ß2')'1) 

Dieser Ausdruck ändert sich offenbar nicht, solange die Verhält-
nisse 

ß2YS - ßSY2 und ~3l'I~ ßl ')'8 

ßI Y2 - (32'Yl ßI'Y2 - ß2'Yl 
unverändert bleiben. 

Die allgemeine Gleichung einer durch den Nullpunkt gehenden 
Ebene, 

Ax+By+Oz = 0 ........ (4) 

bestimmt sich nun für den Fall, daß diese Ebene die Achsen 1] 

und ~ enthalten soll, durch die Bedingungen 

A ß2YS-ßS'Y2 B _ ßS'YI-ßI'YS - - .... (5) ° - ßl 'Y2 - ß2'YI ' ° - ßl 1'2 - ß2'Yl 
Solange also die Achsen der 1] und ~ sich in dieser Ebene be
wegen, ist die Gleichheit der beiden obigen Verhältnisse verbürgt, 
und damit die Unveränderlichkeit von (Xl' Das gleiche gilt für 
(X2 und (Xa, und damit ist der Satz bewiesen. 

Sind alle drei Konstituenten eines Diatensors gleich, so folgt 
unmittelbar, daß man seine Achsen in beliebige Richtungen legen 
kann. 

Aus dem Vorstehenden ergibt sich, daß die Winkel a" a., l'ta in Glei
chung (15) des vorigen Paragraphen im Falle zweier reellen Achsen von 
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gleicher Größe unbestimmt werden. Wie das zugeht, zeigt die folgende Er
wägung: Man lege die Achse der x in die ungleiche Achse des Diatensors. 
In der Ebene der beiden gleichen Achsen gibt es jedenfalls eine Gerade, die 
senkrecht auf x steht. In die Doppelrichtung derselben lege man die Achse 
der y. Dann muß der Diatensor jede x- und y·Komponente ohne Richtungs
änderung dehnen; das ist nur möglich, wenn er die Form hat: 

J 'xx 0 txz 

(l) = lOt y y t y z .•••••.•••. (6) 

o 0 tzz . 
Damit wird 

81 = txx+tyy+tzz, 821 = tyytzz+tzztxx+ txxtyy ' 

8g = txxtyytzz' 

also die Hamiltonsche Gleichung: 
s 2 ) t~-(txx+tyy+tzz)t~+(tyytzz+tzztxx+txxtyy)t~-txxtyytzz = O. (7 

Das ist aber die typische Form einer Gleichung, deren Wurzeln sind txx ' 
t yy und t .. , und da die beiden Achsen in y und z gleich sein sollen, so 
hat der Diatensor die Form: jtxx 0 t xz 

(l) = 00 t yy t vz ........... (8) 

o tyy 

und die Achsenwerte txx' t yy nnd tyy. Bildet man nun mit t~ = t yy die 
Gleichung (15), so erhält man: 

(txx - tyy) "1 + txZag = 0,) 
(tyy-tyy)at+tyz"g _ 0: .......... (9) 

(tyy tyy)as - 0, 

also erscheint "3 in der Form ~, und damit sind die betreffenden Achsen

richtungen unbestimmt. 
Sind alle drei Achsen gleich, so werden offenbar alle neun Kosinus in 

der gleichen Art unbestimmt. 

21. Invarianten. 

Addiert man die Ausdrücke für die Diagonalglieder In Glei
chung (9) des § 16, so findet sich: 

txx+tyy+t,. = tE +t~+t~ • ..•.•. (1) 
und damit ist bewiesen, daß der Ausdruck 81 des § 19 invariant ist. 

Die neungliederigen Ausdrücke für einen Diatensor wurden bisher stets 
durch Transformation auf ein rechtwinkliges Koordinatensystem gewonnen. 
Die Invarianz ist also nur für den übergang von einem rechtwinkligen 
System auf ein anderes bewiesen und der kurze Ausdruck "Invarianz" ist 
demgemäß hier und, solange nicht ausdrücklich das Gegenteil bewiesen wird, 
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auch im folgenden aufzufassen als Invarianz gegen Drehungen des 
rechtwinkligen Koordinatensystems, auf welches der Diatensor 
bezogen wird. 

Der Ausdruck 821 des § 19 ist gleichfalls invariant. Rechnet 
man den in Gleichung (19) des § 19 gegebenen Ausdruck für 821 
mit Gleichung (9) des § 16 um und sucht die Koeffizienten einer
seits von q, andererseits von t~ t, zusammen, so findet sich für q 
der Wert Null, für t'i t~ der Koeffizient 

Cß2rS - ßa Y2) (ß21'a - ßa1'2) 

+ (ßah - ßda)(ßa1'1 - ßl1'a) 
+ (ßl Y2 - ß2 Yl) (ßl 1'2 - ß2 1'1)' 

Nun ist nach § 16, Gleichung (6) und § 17, Gleichung (8) 

P2Ya - ßS1'2 = DfXu 

ß21'a - ßa1'2 = Däl 

usw., also, da DlJ = 1, wird der Koeffizient von t'it~ 

fX I (Xl + C(2(X2 + fXa (Xa = 1, 
also mit zyklischer Fortsetzung 

821 = t'i t~ + t; t~ + t~ t~, . 
womit die Invarianz von 821 erwiesen ist. 

Die Determinante 8a ist gleichfalls invariant. 

. . . . . (2) 

Beweis: Multipliziert man die aus § 16, Gleichung (5) bekannte 
Determinante D mit t~t'it;, so erhält man: 

I fXl t~ ßl t'i 'Yl t, 
t~t'it;D = ,fX2t~ ß2t'i 112t~. . ...... (3) 

: fXa ti; ßs t'i l1a t~ 
Multipliziert man diese Determinante nach den Regeln der De
terminantentheorie mit der aus den überstrichenen Kosinus des 

§ 19 gebildeten Determinante D, so ergibt sich, da D D = 1, 

t;t'i t~ = I (Xl alt~ + ßl ßlt'i + 'Yl 1'1 t~, (X2 Ul t~ + ß2ßl t'i + 'Y2 rlt;, (Xa ält;+ ßa ßl t'i + 'Ya ylt:; 

l (Xl~2t~+ ßl~2 t'i+ 'YI1'!t;, (:(2 ~2t~ + ß2 E2t'i + 'Y2 Y2t" (Xa ~2t~ + ßa ~2t'i + 1'a ?2t; 
(Xl (Xat~ + ßIßS t~ + 1'1 'Ysts, (X2 (Xst~ + ß2 (:lsi,/ + 'Y2'YSt;, (Xs (Xst~ + ßs ßst'i+ 'Ys 'Ys t:; 

Die einzelnen Posten dieser Determinante sind identisch mit 
den in § 16, Gleichung (9) gegebenen für txx, txy usw., also ist 
die vorstehende Determinante nichts anderes als 8a; es folgt: 

8a = t~t'lt; . .......... (4) 
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Das Bisherige läßt sich zusammenfassen in den Satz: Die 
Koeffizienten der Hamiltonschen Gleichung sind sämtlich 
invariant. 

Die Größen 81 und 8s sind unmittelbar aus den Gliedern des 
gegebenen Diatensors gebildet; bei 821 ist das, wie sich zeigen 
wird, nicht der Fall. Die Invariante zweiten Grades, welche 
direkt aus den Diatensorgliedern gebildet werden kann, lautet: 

J 2 = t~x + t~y + t;. + 2 (tyz tzy + tzx txz + t xy tyx)' • • (5) 

Um ihre Eigenschaft zu beweisen, bestimme man aus den

selben Gleichungen, § 16 (9), den Koeffizienten etwa von t~ in dem 
vorstehenden Ausdruck. Man findet 

(etl CX1)2 + (et2 ä2)2 + (ets ÜS)2 + 2 (et2 ets cx2 Üs + ()(s et1 CXs ul + et1 et2 ä1 ü2)· 

Dies ist (et1ä 1 + (X2ä2 + ()(SCXS)2, also 1. Zyklisch folgt, daß auch 

die Faktoren von t~ und t~ gleich 1 sind. Auf demselben Wege 
ergibt sich, daß die Faktoren von t~t'l usw. in J2 sämtlich zu Null 
werden, also erhält man: 

J 2 2 2 
2 = t~ + t'l + t~ . . . . . . . . (6) 

Man beweist leicht die Gleichung J 2 = 8l- 2 821 , welche den 
Zusammenhang zwischen J2 und 821 herstellt. 

22. Wählbarkeit; Oleichheit von Diatensoren. 

Die Definition des § 15 legt den t~, t'l' t; keine Beschränkung 
auf, und die Transformation des § 16 ergibt in allen Fällen, daß 
(1:),2( sich in Gestalt einer homogenen linearen Vektorfunktion 
darstellen läßt. Also: Konstituenten von beliebiger Doppelrichtung 
und Größe können irgend einem Diatensor zugehören. 

Dasselbe gilt für die neun Komponenten, da die Darstellung 
des Diatensorvektorproduktes durch diese das Produkt ohne 
weiteres in der Form einer homogenen linearen Vektorfunktion 
liefert. Dabei ist indessen vorauszusetzen, daß die neun Kompo
nenten für ein bestimmtes Koordinatensystem angegeben sind und 
daß man ihnen die Eigenschaft zuschreiben darf, sich nach § 18 
zu transformieren. 

Zwei Diatensoren sind definitionsgemäß gleich, wenn sie gleich
gerichtete Achsen und auf den entsprechenden Achsen gleiche 
Konstituenten haben. Zwei Diatensoren sind offenbar auch dann 
gleich, wenn der eine aus dem anderen durch Transformation 
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hervorgegangen ist. Es folgt, daß zwei durch ihre Komponenten 
gegebene Diatensoren gleich sind, wenn ihre neun Glieder in 
der vorgeschriebenen Anordnung und in demselben Koordinaten
system einander einzeln gleich sind. Da der Diatensor neun Glieder 
hat, sind zu seiner Bestimmung neun Daten erforderlich; also 
sind zwei Di~tensoren gleich, wenn sie drei nichtkompl!1nare 
Vektoren &, &', &" in die gleichen Vektoren m, m', m" überführen. 
Denn jede von diesen Bedingungen liefert drei Gleichungen, also 
liefern sie zusammen die neun zur Bestimmung der tl"' erforder
lichen Gleichungen. 

Die Vektoren &, &', &" dürfen aber nicht komplanar sein; denn wenn 
das der Fall wäre, könnte man einen derselben, etwa &", in der Form 
&" = In & + 11 &' durch die beiden anderen ausdrücken, es wären also In 

Wirklichkeit nur zwei Systeme von je drei Gleichungen vorgeschrieben. 

23. Konjugation, Symmetrie, Antimetrie. 

Wenn Größen so beschaffen sind, daß sie sich in n Zeilen zu 
n Kolonnen schreiben lassen, so nennen wir zwei von ihnen kon
jugiert, falls die Zeilen der einen mit den Kolonnen der anderen 
übereinstimmen. Demgemäß heißen zwei Diatensoren 'C und 'Ce kon
jugiert, wenn 

'C = ~ t yx tyy t y • und 'Ce = t xy tyy tzy ••• (1) 
r~x ~y ~. {~. 4. ~x 

l tzx tzy t.. txz t y • tz •• 

Die Größe, welche zu einer gegebenen Größe G konjugiert 
ist, wird ein für allemal mit Ge bezeichnet. 

Auf der Hand liegt der 
Satz I: Die Konjugation ist gegenseitig: 

('Ce)c = 'C. • • • • • • • (2) 
Sind 'C und (j zwei konjugierte Diatensoren mit den Elementen 

txx , Sxx usw., so ist 
txx = Sxx, tyy = Syy, txy = Syx usw ..... (3) 

Transformiert man beide nach § 18 und bezeichnet die trans
formierten Größen durch Striche, so sieht man ohne weiteres, daß 
s~x = t~x, S~y = t~y usw. Ferner ist 

t~y = Al (/11 txx + 112 txv + !L3 tx .) + A2 (!LI tyx + 112 tyy + !L3 ty .) 

+ Aa (!LI tzcc + !L2/zy + !L3 t zz ), 

S~x = !LI (AISXX + /l2Sxv + /lasxz) + 112(A I S yx + /l2 SyV + ASSYz ) 

+ l1a(/ljSzx + A2 Szy +).3SZZ)' 
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Mit Gleichung (3) sind die rechten Seiten dieser Gleichungen 
einander gleich, also ist s~x = t~y und daraus folgt zyklisch, daß 
auch s~x = t~z usw., also ist 6' = 1:"~, d. h.: 

Bei der Transformation konjugierter Diatensoren bleibt die 
Konjugation erhalten; kurz ausgedrückt: 

Satz II: Konjugation ist invariant. 

Satz III: Konjugierte Tensoren haben die gleiche Deter
minante 83 ; denn konjugierte Determinanten sind bekanntlich 
gleich. Sie haben auch gleiches 81 , weil sie die gleichen Diagonal
glieder haben. 

Ein Diatensor, der seinem Konjugierten gleich ist, heißt 
selbstkonjugiert oder symmetrisch. Die Begriffe "Tensor" 
und "symmetrischer Diatensor" sind identisch. 

Aus dem obigen Satz II folgt ohne weiteres 

Sa tz IV: Symmetrie ist invariant. Ein Tensor bleibt bei 
allen Transformationen symmetrisch. 

Dies ergibt sich auch einfach· aus den Gleichungen (9) des § 16. Stehen 
die drei Achsen ~, ~, , senkrecht aufeinander, so ist in diesen Gleichungen 
ä , = ", usw., und damit wird tyx = txy usw. Im ersten Kapitel wurde 
gezeigt, daß der Tensor drei rechtwinklige Achsen hat; hier ergibt sich, daß 
die Rechtwinkligkeit der Achsen die Symmetrie bedingt. 

Auf der Hand liegt 
Satz V: Konjugierte Tensoren sind einander gleich. 
Ein Diatensor heißt antimetrisch, wenn er seinem Kon

jugierten entgegengesetzt gleich ist. Da die Diagonalglieder von 
1:" und 1:"c dieselben sind, können sie einander nur dann entgegen
gesetzt gleich sein, wenn sie Null sind; also muß jeder anti
metrische Tensor die Form haben: 

Setzt man in den Gleichungen des § 18 txx = tyy = tzz = 0, 
tyx = - t xy usw., so findet sich tx'x' = 0, ty' x' = - tx ' y' usw., also 

Satz VI: Antimetrie ist invariant. 

Aus der Gleichung (1) ergibt sich sofort 

Satz VII: Die Summe zweier konjugierten Diatensoren ist 
stets symmetrisch, ihre Differenz ist stets antimetrisch. 
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Wir wenden die hier eingeführten Benennungen auch auf 
Diatensorvektorprodukte an: Ein solches Produkt heißt sym
metrisch oder antimetrisch, wenn der in ihm enthaltene Diatensor 
symmetrisch oder antimetrisch ist. Zwei Diatensorvektorprodukte 
heißen konjugiert, wenn ihre Diatensoren konjugiert sind. Die 
Sätze I bis VII gelten offenbar auch für die Diatensorvektor
produkte. 

24. Hamiltonsche OIeichung des Tensors. 

Daß drei reelle, aufeinander senkrecht stehende Hauptachsen 
stets zu einem symmetrischen Ausdruck für den Diatensor führen, 
wurde oben gezeigt. Es gilt auch der umgekehrte Satz: Die 
Hamil ton sehe Gleichung eines symmetrischen Tensors hat stets 
drei reelle Lösungen. Denn sie lautet 

(txx-t~) txy tzx 

t xy (tyy - t~) tyz = O. 
tzx tyz (tzz - tü 

Eine Gleichung von dieser Gestalt hat aber stets drei reelle 
Wurzeln. 

Der Beweis für diese Behauptung findet sich in der analytischen 
Geometrie bei Gelegenheit der Aufsuchung der Hauptachsen eines Ellipsoids. 
Er lautet kurz zusammengefaßt : Man multipliziere die drei Zeilen der 
Determinante der Reihe nach mit t yz ' tzx und txy ' subtrahiere hierauf von 
der ersten Zeile die zweite, von der zweiten die dritte und lasse die dritte 
unverändert, so kommt 

(txx - t~) t yz - txy tzx 

o 
txytyz - (tyy-t~)tzx 

(tyy- t~) tzx - t yz txy 

tyz txy 

o 
tyztzx-(tzz-t~)txy = O. 

(tzz - t~) txy 

Nun dividiere man die erste Kolonne mit tyzl die zweite mit tZXI die 
dritte mit txyl so findet sich: 

t t 
xy yz -(t -t-) 
t yy ~ 
zx 

o 

o 

tzz - t~ 
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Man setze abkürzend: 

txyt.x 
-t-=a, 

y. 

txx-a = L, 

dann findet sich: 
L-t; 

o 
a 

t"'yty: 
-t- = b, .x 

o 

tyz t. x 
-t- = c, xy 
t .. -c = N; 

t;-M 

M-t; 

b 

t;-N = o. 
N+c-t; 

Führt man diese Determinante aus, so ergibt sich leicht die Form: 
abc 

L-t~ + M-t; + N-t; + 1 = 0, 

und hierin haben die drei Größen a, b, c entweder alle drei das positive 
oder alle drei das negative Vorzeichen. Damit findet sich leicht, daß das 
Polynom der Gleichung dreimal im Reellen durch Null geht, wenn man 
dem t; der Reihe nach die Werte - 00, L, M, N, 00 gibt, und damit ist der 
Beweis erbracht. 

25. Imaginäre Achsen des antimetrischen Diatensors. 

Jeder antimetrische Diatensor hat zwei imaginäre Achsen. 
Beweis: Für den Diatensor ! 0 tl -t2 

-tl 0 ta 

t2 -ta 0 

findet sich mit den Gleichungen (18), (19) und (20) des § 19 sofort 

BI = 0, Ba = 0, Bu = ti+ti+tl; 
die Hamiltonsche Gleichung degeneriert also für ihn zu 

t~ + (q + ti + ti) = 0, 

und damit ist offenbar der Satz bewiesen. 

26. Identität eines vektoriellen Produktes mit einem antimetrischen 
Diatensorvektorprodukt. 

Bekanntlich ist 

[21$] = (AyBz-AzBy)i+ (A.Bx-AxB.H+ (AxB"-AyB,,,)f. (1) 
Das Produkt auf der rechten Seite dieser Gleichung ist offen

bar identisch mit dem Diatensorvektorprodukt (1:)$, wenn ! 0 -A. A y 

1: = A. 0 - A",. . . . . . . . (2) 
-A y A x 0 
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gesetzt wird; also jedes vektorielle Produkt kaun als antimetrisches 
Diatensorvektorprodukt ausgedrückt werden und umgekehrt kann 
jedes antimetrische Diatensorvektorprodukt in Form eines vek
toriellen Produktes geschrieben werden. 

Dieser Satz läßt sich auch schreiben in der Form: 

I 0 -AI Av 
[m: = AI 0 -A", 

-Av A", 0, 
. . . . . . . (3) 

wenn wir durch die vor m: gesetzte eckige Klammer kouventionell 
andeuten, daß der Vektor m: vektoriell mit einem nachfolgenden 
Vektor multipliziert werden soll. Das Zeichen m:] würde ent
sprechend anzeigen, daß der Vektor m: mit einem vorangehenden 
Vektor vektoriell multipliziert werden soll. Nach dem Satze, daß 
der antimetrische Diatensor seinem Konjugierten entgegengesetzt 
gleich ist, ordnen sich dann die vektoriellen Produkte dem Kon
jugationsbegriff unter. Es ist [~m:] = [m: ~]c' 

Ist der Diatensor in der Form 

1 0 t",v -tz", 
-txv 0 tv• 

tz", - fVI 0 

gegeben, so zeigt der Vergleich mit Gleichung (3), daß der ent
sprechende Vektor m: die Gestalt hat: 

m: = - tvli - tz",i - t",vI. 

Daraus, daß der anti metrische Diatensor durch einen Vektor v~rtreten 
werden kann, folgt, daß die allgemeinen Transformationsformeln sich für 
ihn entsprechend vereinfachen müssen. In der Tat, setzt man in den Glei
chungen des § 18 

so erhält man außer dem selbstverständlichen Ergebnis t""",. = tv'v' = t z• z' 

= 0: 

t",.v· = tvz (1.2 ,ug -I.g ,u2) + t.", (/·g,uI -1.1 ,ug) + t"'V(1.1,u2 - )'2 ,u1) 

= vlfy,+v2tl",+Vgt",y. 

Ebenso findet sich: 

tz''''' = ,uI tv• +,u2 t.", +,ug t",v' 
ty'" = 1.1 fvz +1.2 tlx + I.g t",y' 
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Die Größen tyz ' tzx ' txy transformieren sich also wie Vektoren nach 
dem Schema: 

I t y z tzx txy 

ty'Z ' 1.1 1.2 1.3 

tz'x' 111 112 113 

tx ' y' vI v 2 v 3 , 

wenn 1.1 ' 'U1 usw. die Kosinus der 'Vinkel sind, welche zwei rechtwinklige 
Koordinatensysteme miteinander machen. 

27. Ellipsoide. 
Man kann zu einem durch seine neun Glieder gegebenen Dia

tensor ein "Ellipsoid" konstruieren, welches dem Tensorellipsoid 
in § 3 entspricht. Dasselbe würde die Gleichung haben: 

2w = txx x 2 + tyy y2 + tzz z2 + (tyz + tzy) yz + (tz x + txz) ßX}. (1) 
+ (txy+tyx)xy+1 = 0. 

Es hat aber keine praktische Bedeutung, da sich eine Kon
struktion, welche der im § 3 für einen Tensor gegebenen analog 
wäre, für den Diatensor nicht geben läßt. 

Man kann ferner für den Diatensor auch ein Deformations
ellipsoid konstruieren. Denkt man sich alle möglichen Vektoren b 

vom Betrage 1 an den Anfangspunkt ° angeheftet, so bilden ihre 
Endpunkte eine Kugel um 0, die im System der x, y, i die 
Gleichung hat: 

v; + vi + vz2 = 1.. . (2) 
Transformiert man diese nach § 16 auf das dortige System 

der ~, 1], ~, so nimmt sie die Form an: 

V~2 + v~+ V~2 + 2v'I v~ cos~, fJ + 2 v~ v~ cos~, ~ + 2v~ V'I COS fJ, ~ = 1. (3) 
Multipliziert man nun irgend ein b mit dem Diatensor 't", 

dessen Konstituenten t~, t'l' t; sind, und nennt man das Diatensor
vektorprodukt 1tJ, so ist 

1tJ; = t~b~ ..... (4-) 

. (5) 

B u d d e, Tensoren u. Dyaden. 4 



50 § 27 u. 28. Ellipsoide, charakteristische Vektoren des Diatensors. 

Das ist die Gleichung eines Ellipsoids; aus der Kugel ist 
also ein Ellipsoid, das "Deformationsellipsoid", geworden. Auch 
dieses Ellipsoid hat vorerst nur die Bedeutung, daß es eine Vor
stellung gibt, da die Beziehung zwischen ihm und dem Diatensor 
keine gegenseitig eindeutige ist. Man sieht sofort, daß es zugleich 
das Dehnungsellipsoid desjenigen Tensors ist, dessen Konstituenten 
in seine Hauptachsen fallen und Werte haben, die gleich den 
Längen seiner halben Hauptachsen sind. Man braucht auch nur 
drei beliebige nichtkomplanare Durchmesser des Ellipsoids zu 
ziehen und willkürlich festzusetzen, daß etwa ihre positiven Hälften 
die drei Konstituenten eines Diatensors darstellen sollen; dann 
gehört' das Ellipsoid zu diesem Diatensor als Deformationsellipsoid. 
Insofern dasselbe Ellipsoid zu zwei verschiedenen Diatensoren 
gehört, entspricht der gleiche Durchmesser desselben im all
gemeinen zwei verschiedenen Durchmessern der Einheitskugel. 

2S. Hilfsgrößen I; charakteristische Vektoren des Diatensors. 

Ist der Diatensor 

. . . . . . . . (1) 

gegeben, so bilden wir zwei Vektorentripel : 

Erstens 

Zweitens 

txxi + txyj + txz ' = ll, 1 
ty xi + t y y j + t y z' = b, 
tzxi+tzyj+tzzf =C. 

. . . . . . . (2) 

txxi + tyxj + tzxl = lle, 1 
tXy~+tyy~+tzyf = bn ~ • 

tx z t + ty zJ + tzz f = Ce· J 
. . . . . . (3) 

Wir nennen ll, b, c die Zeilenvektoren, lle, be, Ce die 
Kolonnenvektoren des Diatensors (r). Diese Vektoren knüpfen 
nicht bloß den Diatensor an eine geometrische Vorstellung an; sie 
haben auch mancherlei wertvolle Eigenschaften und finden infolge
dessen öfters Verwendung. Zunächst geben sie Veranlassung zu 
einer vereinfachten Schreibweise des Diatensors , die vielfach be
quem ist. Setzt man die Gleichungen (2) und (3) voraus, so ist 
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offenbar txx = ax , txy = ay usw.; der Tensor't' kann also geschrieben 
werden: 

fax ay a. 
't' = {bx by bz • • • • • • • • • (4) 

l Ca; cy Cz • 

Da sonach der Diatensor durch die drei Vektoren a, b, c voll
ständig bestimmt ist, können wir ihn auch schreiben: 

('t') = 't' {a, b, cl. . . . (5) 
Für den konjugierten Diatensor folgt dann sofort 

('t')c = 't' {an be, ce}.. . . . • (6) 

Es ergeben sich ferner folgende Sätze: Das Parallelepiped 
aus den drei Vektoren a, b, c hat bekanntlich [vgl. Vorbemerkung b)] 
den Inhalt: 

c'" cy Cz 

Dies ist aber die Determinante 83 unseres Diatensors 't', also 
Satz I: 

83 = (ab c). . . (7) 

"Die Determinante 83 gibt den Inhalt des aus den Zeilen
vektoren gebildeten Parallelepipeds an." 

Da konjugierte Determinanten einander gleich sind, gibt 83 

auch den Inhalt des Parallelepipeds aus den Kolonnenvektoren an. 
In Gleichung (7) liegt zugleich der Beweis, daß die beiden Parallel
epipede (abc) und (a"bccc) inhaltlich invariant sind. 

Die beiden Parallelepipede sind identisch, wenn der Diatensor 
symmetrisch ist; anderenfalls haben sie zwar gleichen Inhalt, aber 
verschiedene Lage. 

Ferner: Ist u irgend ein Vektor, so ist, wenn der Diatensor ('t') 
in der Form (4) geschrieben wird: 

das heißt 
Satz II: 

't'u = (axvx + ayvy + a.vz) i 1 
+ (b", Va; + byvy + b.v.) j ~ 
+ (cx Vx + CyVy + c.v.) f; J 

. . . . . . . (8) 

't'u = (au)i+(bb)j+(cu)f ....... (9) 

"Das Diatensorvektorprodukt 't' u läßt sich darstellen als Summe 
von drei Komponenten, deren Beträge die skalaren Produkte aus 
den Zeilenvektoren und dem Argument u sind." 

4* 
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29. Bemerkung über die Tripelprodukte erster Art. 
Ist ein Tripelprodukt von der Gestalt ~ (~~) gegeben, so bietet die 

Vektoralgebra kein Mittel, den einen der bei den in der Klammer stehenden 
Faktoren, etwa ~,herauszusetzen. Die letzte Gleichung des vorigen Para
graphen enthält auf der rechten Seite drei derartige Tripelprodukte, und 
auf der linken Seite ist tJ herausgesetzt. Besagte Gleichung deutet also an, 
daß man mit Hilfe von Diatensoren die Aufgabe lösen kann, aus einem 
Tripelprodukt ~(~~) den einen in der Klammer stehenden Faktor, etwa ~, 
herauszusetzen ; das geschieht in der Tat auf folgende einfache ·Weise: Zerlegt 
man das skalare Produkt in seine drei Summanden, und den Vektor ~ in 
seine drei Achsenkomponenten, so erhält man 

_ (A",i + Ayj+Azf)~B",C",+ ByC~ + B z Cz) I 
- (A",B",C",+A",ByCy+A",BzCz)t ..... (1) 
+ (AyB", C'" + AyByCy +AyBz CzH 

+ (AzB",C",+AzByCy + AzBz Cz) f. 
Setzt man also: 

A",Bz 
AyBz •••••••••• (2) 

AzBz , 
so ist 

~(~~) = (r)~ ............ (3) 
und damit die Aufgabe gelöst. Man sieht, daß der zur Lösung dienende 
Diatensor im allgemeinen asymmetrisch ist. 

30. Hilfsgrößen 11; der Kodiatensor. 

In der Determinante des Diatensors, 
a", ay a z 

b", by b. , 

C", cy Cz 

gehört bekanntlich zu jedem Glied eine Adjunkte, welche gebildet 
wird, indem man die Zeile und Kolonne des fraglichen Gliedes 
ausschließt und die übrig bleibenden Elemente in der gegebenen 
Stellung zu einer Sub determinante zusammenfügt. Wir nehmen 
diese Adjunkten, versehen aber diejenigen, welche zu den Größen 
ay, b"" bz und cy gehören, mit negativem Vorzeichen 1) und be-

') Das Kriterium für die Vorzeichen spricht sich am einfachsten aus, 
wenn man die obige Determinante markiert wie folgt: 

l

all a12 alg I 
a2l an a23 . 
aBI ag 2 agg 

Es werden dann die Adjunkten derjenigen Glieder negativ genommen, deren 
Marken eine ungerade Summe haben. 
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zeichnen dann die zu a", gehörige Größe mit ;X"', die zu b", gehörige 
mit [j", usw. In extenso sind also 

- _[bybz [ ___ Ib",bzl __ I b",by 1 a",- , ay - , a. - , 
cyc. C",C. c",cy 

b", = _[ ayazl, by = 1 axa'l, - __ I aXaYI . (1) b. - . ,. 
cy C. C",C. C'" cy 

- laya.[ 
C", = byb. ' 

_ 1 a",a'l 
cy = - bxb. ' 

• _I aXay
! c. - . 

b",by 

Da die Größen a"" ay usw. sich zum Teil von den Adjunkten 
durch das abgeänderte Vorzeichen unterscheiden, kann man sie 
nicht wohl als Adjunkten bezeichnen. Wir nennen sie nach einem 
Vorschlag von Gib bs die Kofaktoren, so daß also ä", der 
Kofaktor von a"" b", der Kofaktor von b", heißt, usw. 

Aus den Kofaktoren bilden wir nun einen Diatensor , der, 
wenn der ursprüngliche Diatensor "z; heißt, mit "z;2 bezeichnet wird. 
Es soll also sein 

- J~'" ~y ~. 
"z;2 - I bx by b. . . . . (2) 

l c'" cy c •. 
Dieser Diatensor heißt im Anschluß an das Wort "Kofaktoren" 

der Kodiatensor von"z;. Er hat eine Reihe von wichtigen Eigen
schaften. 

Satz I: 
Ein Blick auf die Gleichung (19) des § 19 zeigt: Der Koeffi

zient 821 der Hamiltonschen Gleichung ist die Summe 
der Diagonalglieder (erster Skalar) des Kodiatensors. 

Daher stammt die Markierung dieses Gliedes. 
Die Determinante des Kodiatensors ist mit 823 zu bezeichnen. 

Schreibt man sie in extenso hin, so lautet sie: 

(byc.-b.cy) 1 (c.a",-c",a.)(axby-aybx)-(a.bx-axb.)( cxa"-cya,,,)} ) 
+ (b.cx-bxc.) {( c",ay-cyax )( ayb.-a.by)-( a",by-ayb",) ( cya.-c.ay)} (3) 
+(bxcy -bycx) {( cya.-c.a y)( a.b",-a",b.)-( ayb.- a.by) (c.a" -c",a.)}. 

Entnimmt man daraus die Faktoren von a~ und ax ay, so 
findet sich: 

a~(byc. - b.Cy)2 + 2 a",ay(byc. - b.cy) (b.cx - bxc.). 
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Daraus ergeben sich zyklisch die weiteren Posten 

a~ (h.c", - b",C.)2 + 2 ayaz(bzc", - bxcz) (h", cy - bycx), 
a~ (b",cy - byC",)2 + 2 az ax (b",cy - bycx)(bycz - bzcy). 

Die vorstehenden sechs Posten ergeben, wenn man sie addiert, 
das genaue Quadrat von 

a",(byc. - b.cy) + ay(bzc", - bxcz) + a. (b",cy - byc",), 

und dies ist die Determinante 83 des ursprünglichen Diatensors t', 

also folgt 

Satz II: 
823 = 832 ••••••••••• (4) 

Eine interessante Vereinfachung für die Schreibweise des 
Kodiatensors ergibt sich aus folgendem: Schreibt man ihn hin, 
indem man die Kofaktoren ausrechnet, so lautet er: 

lbycZ-b.cy bzc",-bxc. bxcy-bycx 
t'2 = CyG.-caay c.a"-c,,,a. c",ay-cya", . .. (5) 

ayb. - azby azbx - axbz axby - aybx. 

In der ersten Zeile dieses Ausdruckes stehen die drei Kom
ponentenbeträge von [lie], in der zweiten diejenigen von [ca], in 
der dritten diejenigen von [ab]. Also läßt sich der Kodiatensor 
schreiben: 

t'2 = t' {llie], [ca], [ali]} ........ (6) 

Versteht man nun [vgl. Vorbemerkung d)] unter a/, li/, c/ die zu 
a, li, e reziprokalen Vektoren, so ist, wie bekannt, [li e] = (ali e) a/ usw. 
Also ist 

t'2 = (a li e)t' {a/, li/, e/) ......... (7) 

Weitere Beziehungen des Kodiatensors ergeben sich im An
schluß hieran später. Seine wichtigste Eigenschaft aber geht aus 
folgender Betrachtung hervor. Es seien u und u irgend zwei 
Vektoren, dann ist, wie in § 28 gezeigt wurde, 

und damit 

t' U = (a u) i + (liu) j + (e u) f, . 
TU = (au)i+(liu)j+(eu)f,. 

j f 

(8) 

(9) 

[t'u, tu] = (au) (liu) (cu) ...... (10) 
(a \1) (li u) (e u) 
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Die x-Komponente dieses Ausdruckes ist 

[t"u, "l:U]", = i {(b",tI", + bytl.y + b.tI.) (c",v", + CyVy + c.v.) }. 
(11) 

- (b",vx + byvy + b.v.) (cxUx + Cytl y + c.u.)}. 

Andererseits ist 

"l:2 [UU] = ([be], [UUJ) i + ([ea], [uv])j + ([ab], [uv])f; . (12) 

die x-Komponente dieses Ausdruckes ist 

t"2x[UU] = i([be][uu]) 1 
= i((bycz-b.cy) (tlyVz- UzVy) 

+ (b. Cx - bxc.) (U.Vx - UxVz) ( 
+ (bxcy- byc",) (tlxVy - tlyV",)}. J 

. . . . . (13) 

Man überzeugt sich nun leicht, daß die rechte Seite dieser 
Gleichung mit derjenigen von Gleichung (11) genau übereinstimmt. 
Da das gleiche zyklisch in y und z gilt, folgt 

. . (14) 

Nun ist [uu] das (vektorielle) Parallelogramm mit den Seiten 
u und u. ["I: U, "I: v] ist das entsprechende Parallelogramm aus den 
transformierten Vektoren t" u und "I: u; also, da u und u ganz be
liebig sind, besagt Gleichung (14): 

Sa tz 111: "Multipliziert man irgend zwei Vektoren mit dem 
Diatensor "1:, so multipliziert man gleichzeitig das aus den beiden 
Vektoren u und v gebildete Parallelogramm mit "1:2 , und zwar, da 
Gleichung (14) vektoriell ist, nicht bloß bezüglich des Flächen
inhaltes, sondern auch bezüglich der Stellung des Vektors, welcher 
diesen Flächeninhalt darstellt." 

Es ist bemerkenswert, daß hiernach ein und dieselbe gerichtete Länge 
eventuell verschieden transformiert wird, je nachdem sie einen polaren oder 
axialen Vektor (Verschiebung oder Fläche) darstellt. Multiplizieren sich die 
polaren Vektoren mit T, so werden die aus ihnen gebildeten axialen mit 1 2 

multipliziert. 

Sind zwei Diatensoren konjugiert, so ist das bx des ersten 
gleich dem ay des zweiten usw. Geht man damit in Gleichung (5) 
ein, so findet sich leicht der 

Satz IV: Konjugierte Diatensoren haben konjugierte Kodia
tensoren. Und daraus folgt weiter 

Sa tz V: Der Kodiatensor eines Tensors ist ein Tensor. 
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31. Der Diatensor als Prä- und Postfaktor. 

In § 26 wurde darauf hingewiesen, daß [11m:] als [m:II]e auf
gefaßt werden kann. Diese Ausdehnung des Konjugationsbegriffes 
hat eine weitgehende Folge. Da nämlich [m: ersetzt werden kann 
durch einen antimetrischen Diatensor r, so folgt: Schreibt man 
[11 m:] = [m: 11 ]e, so hat man folgerichtigerweise auch zu schreiben 
IIr = (rll)e, und daraus folgt IIr = -rll, d. h. das Diatensor
vektorprodukt ist im vorliegenden Fall nicht kommutativ. Wir 
nehmen diese Folgerung nicht nur an, sondern dehnen sie auf 
alle Diatensoren aus, indem wir festsetzen: Es soll all-
gemein sein 

IIr = (rll)e. 
Gibbs hat eIDe für diesen Fall recht brauchbare Termino

logie eingeführt. Von den beiden Faktoren, aus denen ein Produkt 
besteht, nennt er den zuerst geschriebenen den Präfaktor, den 
nachfolgenden den Postfaktor. Die vorstehende Festsetzung 
lautet dann in Worten: Ein als Postfaktor stehender 
Diatensor hat dieselbe Bedeutung wie sein als Präfaktor 
stehender Konjugierter. Den mit dieser neuen Eigenschaft 
ausgerüsteten Diatensor bezeichnen wir von jetzt ab in der Regel 
mit dem Buchstaben 11> und reservieren die Buchstaben T und r 
für die bald auftretenden Teile desselben. Die soeben getroffene 
Festsetzung ist dann zu schreiben: 

1111> = (11)1I)e und 011 = (1111»e. • .••• (1) 
Bisher wurden die Diatensoren stillschweigend aber mit Ab

sicht ausschließlich als Präfaktoren geschrieben. Sie werden auch 
später für die wichtigsten Anwendungen so geführt werden, aber 
die aus Gleichung (1) gegebenen Beziehungen erweisen sich, 
namentlich für zwischenliegende Sätze und Beweise, als vielfach 
brauchbar. 

Zunächst entsteht die Frage, ob die bisher bewiesenen Sätze auch dann 
noch gültig sind, wenn der Diatensor als Postfaktol' steht. Soweit sie sich 
auf den allein hingeschriebenen Diatensor beziehen, ist das offenbar der Fall, 
aber ein Teil unserer Sätze wurde durch Rekurs auf das Diatensorvektor
produkt gewonnen, vor allem die Transformationsgleichungen. Es ist daher 
zu fragen, ob diese gültig bleiben. 

Es sei <p ein als Präfaktor gebrauchter Diatensor und </>1 derselbe auf 
ein anderes Koordinatensystem transformiert. Für jedes Argument ist dann 
cf>1 I) sachlich identisch mit cf> 1). 

Ist nun I) </> zu transformieren, so schreiben wir statt dessen (cf> I) )c' <P", 

transformiert sich nach § 18 und wird zu c[>'I). Setzt man in <plI) nun ty' aI 
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an die Stelle von tx'y' usw., so erhält man (<P'b)e und nach Gleichung (1) ist 
dies b<I>', das heißt: b<l" erhält man aus b<l' durch dieselbe Transformation, 
durch welche man aus <I'b erhält <I"b; mit anderen Worten: der Postfaktor <P 
transformiert sich ebenso wie der Präfaktor </'. Damit bleiben offenbar auch 
die Sätze der § 19, 20, 23 für den als Postfaktor gebrauchten Diatensor er
halten. 

Ist </' ein Tensor T, so leuchtet ohne weiteres ein, daß 

bT = Tb. 

Ist rein antimetrischer Diatensor, so ist entsprechend b r = - r b. 

32. Produkt u q, b. 

Da sowohl <P b wie U </' Vektoren sind, kann man beide weiter mit einem 
Vektor multiplizieren, und zwar sowohl skalar wie vektoriell. Für die skalare 
Multiplikation ergibt sich eine einfache Beziehung. Es ist nämlich, wenn 
<P = <P{a, b, cl, 

und 

(11, </' b) = (axvx + ay Vy + azvz)!tx ) 

+ (bxvx + by Vy + bzvz) Uy 

+ (cxvx+CyVy+czvz)uz 

. . . . . . . (1) 

(11 </', b) = (axux + bxuy + Cxuz)vx } 

+ (ay~tx+byuy+cyUz)Vy ......• (2) 

+ (azux+bzuy+czuz)vz· 

Der Vergleich zeigt, daß bei vollständiger Ausrechnung die Kolonnen 
von Gleichung (2) mit den Zeilen von (1) übereinstimmen. Also ist 

(11, <P b) = (Il <I>, b), . . . . . . • . . • • (3) 

und man kann für beide das einfache gemeinschaftliche Zeichen 

U </' b 
einführen. 

Ferner ist, wie leicht zu beweisen, 
11 Pb = b <Pe u ............. (4) 

33. Vollständige und unvollständige Diatensoren. 

Wir kommen nun auf die am Schluß von § 19 gemachte Bemerkung 
zurück. Ein Diatensor , dessen Ha m i 1 ton sehe Gleichung nicht zu einer 
Gleichung von geringerem als dem dritten Grade degeneriert, heißt voll
ständig, ein solcher, bei dem Degeneration eintritt, heißt unvollständig. 
Die Degeneration kann offenbar zwei Grade haben: Ist 83 = ° und 821 =1= 0, 
so wird die Ha mi lt 0 n sche Gleichung zu einer Gleichung zweiten Grades; 
der Diatensor heißt dann planar. Ist gleichzeitig 83 = 0 und 82l = 0, 
so wird die Hamiltonsche Gleichung linear, der Diatensor heißt dann 
linear. 

Da die Invarianz der Größen 83 und 821 bewiesen wurde, folgt, daß 
Vollständigkeit, Planarität und Linearität invariante Eigenschaften des 
Diatensors sind. 
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1. Voll s t ä n d i ger Dia te n s 0 r. Soll ein Diatensorvektorprodukt 
cf' {Il, lJ, c} 11 = IU sein, so müssen die skalaren Gleichungen erfüllt sein: 

axvx+ayvy+azvz 

bxvx+ byvy + bzvz 

cxvx + CyVy + c.vz 

= wx'l 
= U'y' 

= wz.J 
. . . . . . . . . (1) 

Es folgt zunächst: Sind 11 und IU vorgeschrieben, so sind die neun 
Größen ax ' ay usw. die Unbekannten. Da man zur Bestimmung derselben 
nur drei Gleichungen hat, sind 006 Lösungen möglich; man kann also jeder
zeit nicht nur einen Diatensor finden, der ein vorgeschriebenes 11 in ein 
vorgeschriebenes IU überführt, sondern man kann auch für diesen Diatensor 
noch sechs weitere Bedingungen willkürlich vorschreiben, kann z. B. zwei 
Zeilen oder zwei Kolonnen von vornherein festsetzen usw. 

Ist aber IU und cf> vorgeschrieben, so sind v"" Vy' 1'. die Unbekannten. 
Man hat also für die drei Unbekannten drei Gleichungen, und diese ergeben 
bekanntlich drei Lösungen, solange nicht die Determinante aus den Koef
fizienten der vx ' vy, v. verschwindet. Diese Determinante ist aber 83 , also: 
Zu jedem vorgeschriebenen Diatensor cf' läßt sich ein Argument 11 dann und 
nur dann so bestimmen, daß das Produkt cf'lI einen beliebig vorgeschriebenen 
Vektor wergibt, wenn der Diatensor vollständig ist. 

H. Planare Diatensoren. Ist 83 = 0, während 821 =l= 0, so hat 
die Hamiltonsche Gle~chung zwei von Null verschiedene Lösungen, und 
man kann ihr die dritte Lösung t~ = 0 zuschreiben. Von den drei durch 
die Gleichung bestimmten Konstituenten wird also einer zu Null, während 
die beiden anderen endlich sind. Da 83 = Cd c), ist das Parallelepiped aus 
den Zeilenvektoren Null, d. h. a, lJ und c müssen komplanar oder kollinear 
sein. Das letztere ist ausgeschlossen, solange 821 =F 0; denn, wie unten 
gezeigt wird, reduzieren sich für den Fall, daß a, lJ, c kollinear sind, alle 
Diatensorvektorprodukte auf Vektoren der gleichen Doppelrichtung-. Dem 
widerspricht aber die Tatsache, daß der planare Vektor zwei von Null ver
schiedene Konstituenten hat, daß also wenigstens die in die beiden Achsen 
fallenden Diatensorvektorprodukte verschiedene Richtung besitzen. Wir 
haben also damit zu rechnen, daß Il, lJ, c komplanar sind ohne kollinear zu 
sein. Dann ist, wenn I, m, n drei passend gewählte Skalare sind, 

III + m lJ + n c = 0, . . . . . . (2) 
und damit wird 

cf'lI = (ltll) (i- ! f)+(bll)(i-: f} ...... (3) 

Da (IllI) und (bu) skalar sind, heißt das: alle Diatensorvektorprodukte 
sind in unserem Fall komplanar mit einer Ebene, welche durch die beiden 

Vektoren' I f d' 111 f bestimmt ist. Diese Ebene nennen wir t-n un J- n 
schlechthin die E ben e des Dia t e n s 0 r s. Sie ist invariant; denn wenn sie 
mit dem gewählten Koordinatensystem variierte, so würden sich unendlich 
viele Vektoren 11 finden lassen, derart, daß das Diatensorvektorprodukt <Pli 
je nach der Wahl des Koordinatensystems in verschiedene Ebenen fiele, 
d. h. die Bestimmung der homogenen linearen Vektorfunktion durch cf> wäre 
nicht eindeutig. 

Der Ursprung der Bezeichnung "planarer Diatensor" ist hiermit deutlich. 
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Hat der Diatensor Po zwei reelle, von Null verschiedene Konstituenten, 
so wissen wir, daß ein Vektor IJ, der in eine der Achsen fällt, nach der 
Multiplikation mit q' noch immer in. derselben Achse liegt, also ist die 
Ebene des Diatensors komplanar mit der Ebene dieser beiden Konstistuenten. 

Das Lot auf der Ebene wird der Richtung nach bestimmt durch das 
vektorielle Produkt [n i -I fJ [n j - mf], d. i. nach Fortlassung des skalaren, 
also für die Richtung bedeutungslosen, Faktors n 

li+mj +nf. ............. (4) 

Der planare Diatensor vernichtet 'jede Komponente von IJ, die auf 
seiner Ebene senkrecht steht, vernichtet also das ganze IJ, wenn dieses auf 
seiner Ebene senkrecht steht. Innerhalb seiner Ebene kann das Produkt <llIJ 
offenbar jeden beliebigen Wert annehmen, da IJ sich immer so wählen läßt, 
daß die Faktoren (aIJ) und (1i1J) beliebige Größe haben. 

Spezialfälle. Jst 'I' symmetrisch und auf seine Hauptachsen bezogen, 
so muß der planare Diatensor nach dem Obigen eine der folgenden Formen 
haben: 

{ 
txx 0 
o 0 

o 0 

o 
o 

o 
{

txx 0 
o tyy 0 

o 0 O. 

Seine Ebene ist diejenige Ebene, in welcher die beiden endlichen Kon
stituenten liegen, und er vernichtet jede dazu senkrechte Komponente. 

Ist <ll antimetrisch, so ist es nach § 2;) planar. Schreibt man: 

......... (5) 

so ist nach Gleichung (2) 

-laz j+layf + mazi-maXf-nayi+naxi = 0, (6) 
also 

. . . . . . . (7) 

Darin, daß die dritte dieser Gleichungen durch die beiden ersten erfüllt 
wird, liegt die Verifikation del' Planarität. Man kann dafür mit Weglassung 
eines bedeutungslosen skalaren Faktors schreiben: 

I = ax ' m = ay , n = az . . . . . . . (8) 

Nach (4) ist also der Vektor, welcher auf der Ebene des Diatensors 
senkrecht steht, 

axi+ayi+azf . ............ (9) 

Dies ist aber nach § 26 der vektorielle Faktor [m, welcher den Diatensor 
vertritt, also ergibt sich:. Der Vektor m steht senkrecht auf der Ebene des 
mit ihm äquivalenten antimetrischen Diatensors. 

In. Lineare Diatensoren. Ist gleichzeitig 8 3 und 8 21 = 0, so 
bleibt nur eine, stets reelle, Lösung der Hamiltonschen Gleichung übrig, 
die von Null verschieden ist, solange nicht 81 = 0 ist und damit der ganze 
Diatensor verschwindet. Von den Konstituenten ist also nur einer endlich. 
Die Zeilenvektoren sind kollinear; zwischen ihnen bestehen zwei lineare 
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Gleiohungen und vermittelst derselben läßt sich e als mit, li als n It aus
drücken. Das Diatensorvektorprodu~t wird also 

Ptl = (all)i+(mlttl)j+(nlttl)f. . .. . .. (10) 
= (lttl)(i+mj+nf), 

d. h. alle Diatensorvektorprodukte sind kollinear mit dem Vektor 

i+mj+nf, ............. (11) 

dieser heißt die Gerade des Diatensors. Sie ist offenbar invariant und 
fällt zusammen mit der Doppelriohtung des von Null versohiedenen Kon
stituenten. Auf dieser Geraden kann <PtI bei passender Wahl von tI offenbar 
jeden beliebigen Wert annehmen, und der lineare Diatensor verniohtet jede 
Vektorkomponente, die senkrecht auf seiner Geraden steht. 

Ist er symmetrisch, so hat er, auf seine Hauptaohsen bezogen, eine der 
Formen: I t",,,, 0 0 

o 0 0 

o 0 0, 

o o o o 
o o tyy 0 

o 0, o 
Antimetrisohe Diatensoren kommen hier nicht in Betraoht, sie sind 

naoh § 26 entweder Null oder planar. 

Drittes Kapitel: Additive Eigenschaften, 
additive Zerlegung des Diatensors und die auf dieselbe 

gegründete Transformation des Raumes. 

34. Additive Eigenschaften. 

Die einfachen Erwägungen des § 11 gelten, weil sie auf der 
Linearität der Grundgleichung beruhen, auch für Diatensoren. 
Die folgenden Sätze leuchten daher unmittelbar ein: Es ist 

t1J(u + u) = WU + Wb. . ...... (1) 

Wir definieren ferner 

(W + w')u = wu + W'u. . ...... (2) 

Es folgt dann ohne weiteres: Man addiert zwei Diatensoren, 
indem man ihre entsprechenden Glieder einzeln addiert. Die 
Ausdehnung des Satzes auf drei und mehr Diatensoren sowie 
auf Subtraktion liegt auf der Hand, ebenso, daß die Summen 
distributiv sind. 
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Ebenso der S atz: Man multipliziert einen Diatensor mit 
einem Skalar 'In, indem man seine sämtlichen Glieder einzeln 
mit m multipliziert, nebst der Gleichung 

(mw)b = m(wu) = mc.Pu • .•.•..• (3) 
Wir haben hier nur nachzutragen, wie sich die Gleichungen 

(2) und (3) schreiben, wenn man den Diatensor W durch seine 
Zeilenvektoren ausdrückt. Es ergeben sich unmittelbar die Sätze: 

W(Il,6,c} + w(e,f,g} = W(1l + C, 6 + f, c + g), ... (4) 
mW(Il,6,c) = w(mll,m6,mc), ...... (5) 

die bewiesen sind, sobald man die W in extenso hinschreibt. 

35. Die erste fundamentale Zerlegung des Diatensors. 

Satz: Jeder Diatensor läßt sich additiv auf eine und nur 
eine Weise in einen symmetrischen und einen antimetrischen Teil 
zerlegen. 

Beweis: Es ist 

W = W ~ we + W 2 We , • • • • • • . (1) 

und damit ist der Beweis, daß die Zerlegung möglich, durch 
tatsächliche Herstellung geführt. Es ist noch zu zeigen, daß 
keine andere Zerlegung der verlangten Eigenschaft möglich ist. 
Sollte eine andere Zerlegung möglich sein, so müßte es einen 
Diatensor .Q geben, der die Eigenschaft hätte, daß von den beiden 
Größen 

w+we +.Q d w-we.Q ... (2) 2 un 2 - .. 

die eine symmetrisch, die andere antimetrisch wäre. Das wäre 
auf zweierlei Weise denkbar. 

W + ([J W - we Erster Fall. __ e +.Q soll symmetrisch, --- -.Q 
2 2 

soll antimetrisch sein; dann folgt 

W + ([Je +.Q = w e + W + .Q 
2 2 e, 

lP -We _.Q = _ We -lP + .Q 
2 2 e, 

und damit findet sich leicht 
.Q = .Qe = -.Q, 

was nur möglich ist, wenn .Q = o. 
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Z . F 11 tP - tPc .... 11 . h tP + tPc + .... weIter a. --2-- -.,,, so symmetnsc, 2 .,,, 

soll antimetrisch sein; dann folgt: 

tP + tPc +.Q, = _ tPc + tP _.Q, 
2 2 Cl 

tP - tPc tPc - tP --- -.Q, - ----.Q, 2 - 2 Cl 

und daraus ergibt sich leicht: 

.Q, = - tPc • 

Führt man dies in den Ausdruck (2) ein, so erhält man: 

tP - tPc und iJJ + tPc 

2 2 

wird also wieder auf die Ausdrücke in (1) geführt. Folglich sind 
diese die einzigen, welche den Bedingungen genügen. 

Die Gegenüberstellung der beiden Bestandteile, welche in 
Gleichung (1) gegeben ist, legt es nahe, die weitläufige Be
nennung "antimetrischer Diatensor" abzukürzen in "Antitensor". 
Wir führen diese Benennung ein, und dann lautet Gleichung (1) 
in Worten: Jeder Diatensor zerfällt additiv eindeutig in 
Tensor und Antitensor. 

Ist tP von vornherein symmetrisch oder antimetrisch, so ver
schwindet im ersten Fall der Antitensor, im zweiten der Tensor. 

Wir bezeichnen für die nächsten Zwecke den Tensor tP t tPc 

mit T, den Antitensor tP 2-tPc mit t". Schreibt man tP in extenso 

so ist also 

wenn 

T= 

r txx txy tu 

tP = ltyX tyy tyz 

tzx tzy tu, 

tP = T+ t", 

txx 
txy + tyx tzx + txz 

2 2 

txy + tyx tyy 
tyz + tzy 

2 2 

tzx + txz tyz + tzy tzz , 
2 2 

. . . . (3) 

(4) 
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I 0 

txy - tyx txz - tzx 

2 2 
_ ) t yx - txy 

0 
tyz - tzy (5) ~ - I 2 . 2 I tzx - txz tzy - tyz 

O. l~-- 2 

Bekanntlich läßt sich nun der Antitensor ~ ersetzen durch 
einen vektoriellen Faktor, welchen letzteren wir nunmehr mit 
[fj bezeichnen, und zwar ist nach § 26 

Es ist also 

" = tzy - tyz • + txz - tzx • + tyx - txy f 
'J 2 t 2 1 2 . (6) 

(,f)b = Tb + 1:b = Tb + [fjbJ. . . . (7) 
Da bereits bewiesen wurde, daß· Tc = T und fjJ = [fjc ist, 

ist die Zerlegung auf b (,f) ohne weiteres anwendbar und 

bt1>=bT+b~=Tb+[bfjJ. ...... (8) 

Bezeichnen wir nunmehr die Zeilenvektoren von T mit ~, ~, ~, 
diejenigen von 1: mit Il, b, C, so ist nach dem vorigen Paragraphen 

(,f)u = (~+",b)i+(~+b,b)j+(~+c,u)f ... (9) 
und gleichzeitig ist 

Il = - hz j + h y ~,} 
b = - hxf + hzt, ..... 

C = -hyi+hxj. 

. . . . (10) 

Konjugierte Diatensoren haben offenbar denselben Tensor und 
entgegengesetzt gleiche Antitensoren. 

Bezieht man den ganzen Diatensor auf die Hauptachsen 
von T als Koordinatenachsen der x, y, z, so nimmt er die Form an 

lL 0 0 
(,f) = 0 M 0 + [fj, . . . . . . . (11) 

o 0 N 
in welcher er für eine übersicht über seine Wirkungen besonders 
bequem ist. L, M, N sind drei Skalare, deren Werte, wenn nicht 
von vornherein bekannt, sich aus der Transformation auf die 
Hauptachsen ergeben. 

Gleichung (11) läßt sich aussprechen in der Form: Der 
Diatensor hat im allgemeinen drei orthogonale Konstituenten und 
einen vektoriellen "Zusatzfaktor". 
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Es folgt schon hieraus, daß die Teilung in Tensor und Antitensor für 
einen gegebenen Diatensor invariant ist. Dies ergibt sich auch einfach aus 
folgendem: Es sei ein Diatensor im Koordinatensystem der x, y, z gegeben, 
und es gelten dort die Bezeichnungen <I>, T, t; transformiert man dann <P, T 
und t auf ein Koordinatensystem der x', y', z' und bezeichnet die dortigen 
Werte mit </>', 7", r', so ist erstens <P' = T' + 7:', und zweitens ist T' ein 
Tensor, r' ein Antitensor, weil Symmetrie und Antimetrie invariant sind. 
Da nun <pI nur auf eine Weise in Tensor und Antitensor zerlegt werden 
kann, sind T' und 1;' schlechthin der Tensor und Antitensor von </". Nun 
hat T' dieselben Konstituenten wie T und 1;' die gleiche Achse mit 7:, also 
ist die Teilung von <p' geometrisch gleichbedeutend mit derjenigen von <P. 

36. Die Wirkung des Diatensors auf ein einzelnes Argument. 

Dieselbe liegt in der Gleichung 

Wu = Tu + t'u. . . . . . . . . (1) 
Tu ist nach § 3 zu konstruieren; die Multiplikation mit T 

verlängert die drei Komponenten ux , uy , u .. im Verhältnis 1) L: 1, 
M:l, N: 1. 

1:U = [~uJ ist ein Vektor, der der Zusatzvektor heißen 
möge. Er steht senkrecht auf ~ und u in dem Sinne, daß ~, u 
und [~u ] ein rechtshändiges System bilden. Sein Betrag ist gleich 
dem Inhalt des aus ~ und u gebildeten Parallelogrammes. 

W u erhält man, indem man die beiden Vektoren Tu und 
[~ uJ geometrisch addiert. 

uW = Tu - [~uJ. ......... (2) 
Zwei konjugierte Diatensorvektorprodukte desselben Argu

ments haben gleiche Tu und entgegengesetzt gleiche Zusatz
vektoren. Damit ist die geometrische Bedeutung der Konjugation 
dargetan. 

Alles dies ist nach dem Vorangegangenen selbstverständlich; 
es ist nur ein Blick auf gewisse Spezialfälle zu werfen. 

1. Negative Konstituenten von T. Sind die Konsti
tuenten L, M, N alle drei positiv, so bleibt bei der durch T 
dargestellten einfachen Deformation (vgl. § 9) die Richtung jeder 
einzelnen Komponente ux , uy oder Uz unverändert. Ist aber ein 

1) Um jedes Mißverständnis auszuschließen, sei bemerkt, daß man in 
Deutschland eine n malige Vergrößerung meist ausdrückt durch die Be
zeichnung" Vergrößerung im Verhältnis von 1: n". Wenn man sich aber 
an die allgemeine Regel hält, daß beim Niederschreiben eines Verhältnisses 
der Dividendus vorangesetzt wird, ist die Schreibweise" Vergrößerung im 
Verhältnis n: 1" sicherlich zulässig und wohl vorzuziehen. 
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Konstituent, etwa. N, negativ, so kehrt sich die Richtung der 
entsprechenden Komponente Uz durch die Multiplikation um: 
Lux +JJ1uy-Nuz ist das Spiegelbild von Lux + lJIuy+ Nuz , 

gespiegelt an der xy-Ebene. Ein negativer Konstituent bewirkt 
also Inversion mit der Ebene der beiden anderen Konstituenten 
als Spiegel; zwei negative Konstituenten bewirken entsprechend 
zweimalige Inversion (Interversion); drei bewirken völlige Um
kehrung (Reversion). 

H. Einheitstensor. Es kann L = M = N = 1 werden; 
dann ist Tu = u. Der Einheitstensor 

{i ~ ~ 
wirkt multiplikativ wie die algebraische Einheit. 

Tensoren wie 
o 0 
1 0 

o -1, 

(1 o o 
o 100 -1 

l 0 -1, 

{
-I 0 0 

o -1 0 
o 0-1 

liefern die Inversion, Interversion und Reversion ohne Größen
änderung, der dritte ist multiplikativ gleichbedeutend mit -1. 

IH. Unendlich kleine Antitensoren. Bezüglich des Anti
tensors sind analoge Spezialfälle nicht anzugeben. Der Vektor ij ist 
durch t1J nach Größe und Richtung gegeben, und der einzige Spezial
fall, der eine Besonderheit hat, besteht darin, daß ij unendlich 
klein wird, für welchen Fall wir d ij schreiben wollen. Es ist 
dann [d ij, u] ein unendlich kleiner Vektor, der in die Ebene von 'C 

fällt. Fügt man zu [d ij noch einen Einheitstensor, so repräsentiert 
das Diatensorvektorprodukt 

m ~ ~ +[d+ 
die Summe aus dem ursprünglichen Vektor und einem unendlich 
kleinen senkrecht zu u stehenden Vektor, d. h. es stellt den 
Vektor u dar, nachdem derselbe um einen unendlich kleinen 

Winkel Betrag VOn [d ij, u] gedreht ist. Also: Die Summe aus Ein-
v 

Budde, Tensoren u. Dyaden. 5 
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heitstensor und unendlich kleinem Zusatzfaktor stellt einen Faktor 
dar, der eine unendlich kleine Drehung des Arguments bewirkt. 
Die Achse dieser Drehung denke man sich in den Anfangspunkt 
von u verlegt und senkrecht zu v und ~. 

[d~, u] selbst ist die Dislokation, welche der Endpunkt von U 

durch die beschriebene Drehung erfährt. 

37'. Die affine Raumtransiormation. 

Gegeben sei ein (begrenzter oder unbegrenzter) Raum I. Wir 
wählen in demselben einen resten Punkt 0 aus und betrachten 
ihn als Koordinatenanfang. Irgend ein Punkt 1 des Raumes ist 
dann bestimmt durch den Fahrstrahl 0 1, welcher von 0 nach 1 
hinführt. Wir legen zugleich durch 0 ein rechtwinkliges Koordi
natensystem der x, y, z und denken uns die vorkommenden Ten
soren in diesem System bestimmt. Werden nun sämtliche Fahr
strahlen t in I mit einem Diatensor (JJ multipliziert, so wird 
dadurch der Raum I in einen zweiten Raum 11 umgewandelt, er 
wird "auf den Raum 11 transformiert" oder, was dasselbe 
sagt, er wird so "bewegt", daß er in die Lage 11 übergeht. Die 
Multiplikation sämtlicher Fahrstrahlen t mit·tP hat ohne weiteres 
die Folge, daß auch jeder beliebige andere Vektor 1 2 des Raumes 
mit dem gleichen Diatensor multipliziert wird; denn 1 2 ist ja 
t 2 - t l • Dadurch, daß die sämtlichen Vektoren direkt oder indirekt 
auf 0 bezogen sind, wird die ganze Transformation an den Punkt 0 
geknüpft, und 0 heißt deshalb auch der Mittelpunkt der Trans
formation. 

Die geometrische Grundeigenschaft dieser Transformation er
gibt sich aus folgender einfachen Erwägung. Es seien a, 6, c drei 
Vektoren in I und a', 6', c' dieselben nach der Transformation. 
Dann ist 

O~ = fxx Ox + usw., 1 
b~ = ta;a; bx + usw., ( 
Ca; = txa; Cx + usw. J 

. . . . . . . . (1) 

Sind nun ·die ursprünglichen Vektoren ll, 6, c komplanar, so 
kann man setzen c = rn a + n 6. Dann wird 
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und da die entsprechenden Gleichungen offenbar für alle Einzel
produkte tl" Ck gelten, so wird 

c'=mll'+n&', ......... (2) 

d. h. die transformierten Vektoren sind gleichfalls komplanar. 
Hieraus folgt sofort: Kollineare Vektoren bleiben kollinear, Ebenen 
in I bleiben Ebenen in ll, gerade Linien bleiben gerade Linien. 
Parallelogramme und Parallelepipede bleiben solche, ähnliche und 
ähnlich gelegene Figuren bleiben ähnlich und ähnlich gelegen, 
obgleich im allgemeinen die Richtungen sich ändern. 

Sind Il und & parallel, so ist & = m Il und demgemäß &' = m Il'. 
Also das Längenverhältnis paralleler Strecken bleibt unverändert; 
eine ebene Figur verwandelt sich durch die Transformation in 
eine ihrer (im allgemeinen vergrößerten oder verkleinerten) ortho
graphischen Projektionen. Das Verhältnis, in welchem die Vek
toren irgend einer durch die drei Kosinus (Xl' ßl' Yl bestimmten 
Richtung verlängert werden, nennen wir das der Richtung (Xl' ßl' Yl 
zugeordnete Elongationsverhältnis c. Bei Verkürzungen ist 
es natürlich < 1. 

Daß aus einer Kugel ein Ellipsoid wird, ist bereits bekannt. 
Die in § 27 angestellte Überlegung zeigt auch ohne weiteres, daß 
ein Ellipsoid sich wieder in ein Ellipsoid verwandelt (daß dabei 
im Spezialfall zwei oder alle drei Achsen gleich werden können, 
ist natürlich nicht ausgeschlossen). 

Sind a, b, C konjugierte Semidiameter eines Ellipsoids im 
Raum I und sind ihre Elongationsverhältnisse Ca, Cb, Ce) so haben 
die entsprechenden Vektoren in II die Beträge a' = Ca a usw., also 

wenn im Raum I die Gleichung galt !: + i: + ~: = 1, so gilt 
2 ~2 2 2 2 ~2 

im Raum II ~ + Cbb ,'YJ +!.;- = 1, d. h. drei Se mi diameter des 
a 2 2 C 2 

transformierten Ellipsoids sind konjugiert, wenn sie drei kon
jugierten Semidiametern des ursprünglichen Ellipsoids entsprechen. 

Eine Transformation von dieser Art heißt eine affin projek
tivische, abgekürzt eine affine oder nach Thomson und Tait 
eine homogene Transformation. Das Ergebnis lautet also: 

Die Multiplikation sämtlicher Vektoren eines Raumes 
mit einem Diatensor bewirkt eine affine Transformation 
des Raumes. Diese ist noch näher zu untersuchen. 

5* 
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38. Die Rolle von 4i, 4i2 und S3 bei der affinen Transformation. 

Multipliziert man den Vektor limit dem Diatensor 

tP = l~: :; :: 
Ca; Cy C., 

so erhält man 
ltPi = lae, 

und ebenso ergibt sich 

mtPj = mbe, ntPf = nCe. 

Ein Parallelepiped, welches im Raum I die orthogonalen 
Seiten B, mj und nf hatte, wird im Raum II zu einem Parallel
epiped mit den Seiten l ac, m be, n cc. Sein Volumen verändert sich 

also im Verhältnis (ac~eCe) oder (a:c), und da dies für alle par

allelepipedischen Elemente gilt, in die man den Raum I einteilen 
kann, so folgt: Durch die Transformation mit tP werden alle 
Volumina im Verhältnis (a b c) : 1 oder S8:1 vergrößert. Nimmt 
man d~zu den Satz III von § 30, Gleichung (14), so folgt: 

Multipliziert man alle Verschiebungsvektoren eines 
Raumes mit dem Diatensor tP, so multipliziert man gleich
zeitig alle ebenen Flächenräume desselben mit tP2 und 
alle Volumina mit S8' 

Daß die Transformation der V olumina vermittelst eines Skalars erfolgt, 
während VektOl'en und ebene Gebilde mit Tensoren multipliziert werden, 
liegt an der Tatsache, daß allgemein Gebilde von n Dimensionen in einem 
n-achsigen Raum Skalare oder Pseudoskalare sind, während Gebilde von 
weniger als n Dimensionen sich in demselben Raum als Vektoren darstellen 
lassen. 

39. Die endliche reine Deformation. 

Die Transformation des Raumes, welche durch einen Tensor 
hervorgebracht wird, heißt (§ 9) reine Deformation. Es können 
dabei dieselben Spiegelungen eintreten, die bereits in § 36 erwähnt 
wurden. Die Berücksichtigung derselben ist ganz einfach, sie 
werden daher im folgenden nicht weiter erwähnt. Daß und wie 
eine Kugel des Raumes I sich im allgemeinen in ein Ellipsoid 
des Raumes II verwandelt, wurde früher schon besprochen. Wir 
wollen hier noch die Frage behandeln: Was wird bei der Trans
formation aus einem rechtwinkligen Parallelepiped mit den drei 



§ 39. Die endliche reine Deformation. 69 

Kanten l', ", r'l Wir nehmen an, daß die drei Vektoren l', ", r 
mit ihren Anfangspunkten im Koordinatenanfang zusammentreffen 
und daß l' in die Richtung der x, " in die Richtung der y, r in 
die Richtung der z falle; dabei soll der Tensor gegen das KOOl'di
natensystem beliebig orientiert, also durch seine sechs Glieder 
txx usw, ausgedrückt sein, Zur Abkürzung setzen wir: 

tix + t;y + t;x = e12,] 

t;y+t~y+t~z = ei, . , 
tix + t~z + f;z = ei, 

. . . . . . (1) 

txyt,x + tyytyz + tyz tzz = t2S'] 
tzx txx + tzy txy + t •• t.'C = tS1' 
t",xtxy + txytyy + t""tyz = t12' 

. . . . . . (2) 

Voraussetzungsgemäß ist 

Px=P,Py=P.=O; q",=q.=O, qy=q; rx=ry=O, r.=z. 

Die Werte nach der Transformation seien durch Striche be
zeichnet. Dann ist 

p~ = txxP, 
q~ = txyq, 
r~ = tzx r, 

Es folgt 

p~ = txyP, 
q~ = tyyq, 
r~ = tyz r, 

P,~ = tzxP'j 
q.=tyzq, . 
r~ = tu r. 

. . . (3) 

p'2 = e12p2, q'2 = e22q2, r'2 = elr2 • ... (4) 

Danach sind eIl e2 , es die Werte des Elongationsverhältnisses s 
für die drei Kanten des Parallelepipeds. Ferner ist 

, txx 
cosl',~ =-, 

e1 

cos l",!) = tXY , 
e1 

, tzx 
cosl'd =-, e1 

und daraus folgt: 

, txy 
cos",~ = --, 

e2 

t 
cos ,,',!) = ~, 

e2 

tyz 
cos q',~ = -, e2 

, t. x I cosr,~ = f;' 

cosr',!) = ty., j .. (5) 
es 

cosr',& =~, 
es 

, , _ F qr , , _ F rp "f pq (6) cos ",r -/2S-,-" cosr,l' --/Sl-,-,' cos.)),q = 12-'-'· qr rp pq 

Die Größen t231 tSl und t12 wirken demnach mit bei der Be
stimmung der Änderung, welche die Kantenwinkel des Parallel
epipeds erleiden. 
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Denkt man sich 11, q, r als die drei Komponenten eines Vektors 
(Diagonale des Parallelepipeds), der vor der Transformation v, 
nach derselben 0' heißt, so ist 

" . (7) 

l1', q', r' sind nicht mehr rechtwinklige Komponenten, die ent
sprechende Formel lautet hier: 

V'2 = (t",,,,p + t",yq + tzxr)2 + (t",yP + tyyq + fyz r)2 I 
+ (tzxp + tyZ q + tzz 1")2 • (8) 

= e/p2 + eiq2 + ea2r2 + 2 f2sqr + 2 fSl rp + 2 f12Pq. 

Das Elongationsverhältnis c für einen durch seine drei Kom
v' 

ponenten 11, q, r gegebenen Vektor 0 ist als - durch (7) und (8) 
v 

auszudrücken. 
Die Kosinus der Winkel zwischen 0 und den Achsen sind 

p q r dieJ' enigen von v' sind v' v' v' 

also ist 
, f",,,,p2+fyyq2+fzzr2+2fyzqr+2tz,,,rp+2txypq (9) cas b 0 = . , v~ 

Sind zwei verschiedene Vektoren u und 0 gegeben, so ist der 
Kosinus des Winkels, den sie ursprünglich miteinander machen, 

(u 0) j der entsprechende nach der Transformation berechnet sich 
uv 

nach Analogie des Vorstehenden zu 

u'v' cas u/,o/ = e12 u",v", + e}uyvy + eluzvz + f~s(uyvZ + tlzVy)}. 
(10) 

+ tSl (uzv", + Ux vz) + f~ 2 (u",Vy + Uy vx ). 

Es ist bereits bekannt, daß 

(~'q'r/) = Ss(~qr) ......... (11) 

Gleichungen (8) und (10) lassen sich erheblich vereinfachen, 
wenn man die Größen e12, el, e}, f2 s, t~ 11 t~ 2 als Glieder eines 
Tensors ('IjJ) auffaßt (vgl. §§ 12 u. 13); dann steht nämlich auf 
der rechten Seite von (8) der Produktenskalar zweier Tensoren, 
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von denen (1jJ) der erste und tens U2 der zweite ist. Man er
hält also: 

V'2 = (1jJ)tensv 2) = (u,1jJu) ... (12) 

und ganz analog aus Gleichung (10): 

(u'v,) = (1jJ) tensuv) = (v,1jJu). ..... (13) 

Es wird sich später herausstellen, daß 1jJ in der Tat ein eng 
mit T zusammenhängender Tensor und nichts anderes ist, als das 
Quadrat des Tensors T. 

Im vorstehenden wurde stillschw~igend vorausgesetzt, daß 
T vollständig sei. Wird einer der drei Konstituenten von T zu 
Null, so reduziert sich das Dehnungsellipsoid auf seinen Schnitt 
mit der Ebene der beiden anderen Konstituenten, also auf eine 
Ellipsenfläche. Werden zwei zu Null, so bleibt von dem Dehnungs
ellipsoid nichts übrig als eine Gerade, welche in die von Null 
verschiedene Hauptachse fällt. Die Einzelheiten bieten kein be
sonderes Interesse und sind gegebellenfalls leicht zu errechnen. 

40. Der Zusatzfaktor für sich. 

Wir untersuchen jetzt die Transformation, welche der Raum I 
erleidet, wenn man seine Vektoren mit [~ allein multipliziert. 
Wie bekannt, ist ~ durch die Glieder des ursprünglichen Dia
tensors ä> eindeutig gegeben als 

.. _ t.y-ty •. +tx. __ t. x . +tYX-tXY~ (1) 

., - 2 t 2 J 2~)' . . . 

und die Aufgabe lautet dahin, festzustellen, wie sich der Raum I 
transformiert, wenn man zu seinen sämtlichen von 0 aus gezogenen 
Fahrstrahlen r den V ektor [~r ] addiert. [~ r] ist Null für jeden 
Vektor, der in die Richtung von ~ fällt, und für jeden anderen 
Vektor proportional dem Sinus des Winkels, den dieser mit ~ 

macht. Daraus ersieht man ohne weiteres, daß die Richtung 
von ~ für die Transformation, welche uns hier beschäftigt, die 
Rolle einer Zentralachse spielt. Wir erleichtern uns daher die 
übersicht, indem wir die Achse der x des benutzten Koordinaten
systems in die Richtung von ~ gelegt denken. Dann ist 

hx = h, hy = h. = 0.. . . . (2) 
Die Transformationsformeln werden 

r~ = rx , r~ = ry - hr., r~ = r. + hry. (3) 
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Die Quadrierung derselben ergibt 
riß = r2 + h2(r~ + r:) . ....... (4) 

und die Auflösung nach r x usw. 
, r~ + h r~ r~ - h r~ 

rx = rx , ry = 1 + h2' rz = -1 + h2 ' ••• (5) 

Aus Gleichung (4) folgt, daß ein Fahrstrahl seine Länge nur 
dann unverändert beibehält, wenn ry = rz = 0, also wenn er in 
der x-Achse liegt.· Aus Gleichung (3) folgt ferner, daß jeder 
Vektor, der nicht in der x-Achse verläuft, gedreht wird, und zwar 
ergibt die einfache Ausrechnung für den Kosinus des Drehungs
winkels rp: 

r 
cos rp = r" . . . . . . . . . . (6) 

Dies folgt auch anschaulich unmittelbar daraus, daß der Zu
satz vektor auf r senkrecht steht. Für zwei Fahrstrahlen r und ~, 

deren Winkelkosinus vor der Transformation (r~) war, ist nach 
rs 

der Transformation 
(r'~') = (r~) + h2 (rys + r.~y), . (7) 

(8) " (r' ~') 
cosr,~ = --..... 

r' S' 

Daß jede Ebene des Raumes I auch nach der Transformation 
wieder eine Ebene sein muß, ist bereits bekannt; ergibt sich auch 
aus der einfachen Tatsache, daß r' nach Gleichung (3) eine homo
gene lineare Vektorfunktion von rist. Jede Ebene des Raumes I, 
welche durch die Zentralachse geht, muß auch nach der Trans
formation durch dieselbe gehen, denn die Zentralachse gehört ja 
in ihrem unveränderten Zustand auch der transformierten Ebene 
an. Eine durch die x -Achse gehende Ebene hat die Gleichung 
rz = mry; mit Gleichung (5) wird daraus 

, m+h, 
rz = I_mhry .. ........ (9) 

Der Winkel, den die ursprüngliche Ebene mit der xy-Ebene 
machte, war are tg 1n; der Winkel, den die transformierte Ebene 

mit der xy-Ebene macht, ist nach Gleichung (9) aretg 1m + Zh~; 
-m 

d. h. der Winkel, um den die Ebene gedreht wurde, hat die Größe 

rp = arctg n. . . . . . . . . . (10) 
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Es werden also alle durch die x-Achse gehenden Ebenen um 
denselben Winkel q; gedreht. 

Man findet ferner sehr leicht mit den Gleichungen (5), daß 
eine Gerade, welche im Abstand 1 von der x-Achse parallel mit 
dieser verläuft, nach der Transformation den Abstand 1 V 1 + h2 

oder _1_ von der x-Achse hat. Ferner, daß eine Kugel sich 
cos ffJ 

durch die Transformation in ein Rotationsellipsoid verwandelt; die 
Durchmesser in der Ebene der y z vergrößern sich im Verhältnis 

V I + h2 : 1. 
Die gesamte Wirkung des Zusatzfaktors auf den Raum I be

steht hiernach in einer Drehung um den Winkel q; = arctgh, deren 
Achse der V ektor ~ ist, und in einer gleichzeitigen Dehnung aller 
Geraden, welche den V ektor ~ senkrecht schneiden, im Verhältnis 

von VI + h2 : 1. 

41. Versoren. 

Auch der Tensor hat in einem Falle eine Zentralachse, nämlich 
dann, wenn zwei seiner Konstituenten gleich sind. Der dritte 
Konstituent ist dann offenbar die Zentralachse der durch ihn 
hervorgerufenen Transformation. Ein Tensor dieser Art, dessen 
Zentralachse mit der Achse der x zusammenfallen soll, hat die 
Komponenten 

ta 0 0 
o tb 0 ., . . . . . . . . (1) 

o 0 ib • 

Wir können nun dem Tensorvektorprodukt dieses Tensors mit 
t einen additiven V ektor [~ r] hinzufügen, dessen Zentralachse gleich
falls in die x-Achse fällt, für den also 

hx = h, hy = h. = 0 . . . . . . . (2) 

ist, und können dann Tensor und Zusatzfaktor zu einem Diatensor 
zusammenfügen, dessen symmetrischer Teil durch (1) und dessen 
Zusatzfaktor durch (2) bestimmt ist. Die Komponenten dieses 
Diatensors müssen offenbar den Bedingungen genügen: 

t,y + ty• _ 0 
2 -, 

t. y - ty • _ h 1 
-2--~ ']" . . (3) 
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während txy, tyx , tu und txz Null sind. Aus (3) folgt tyz = - h, 
t. y = h. Der Diatensor, welcher die beiden durch (1) und (2) 
angedeuteten Operationen zusammenfaßt, hat also die Gestalt 

f ta 0 0 

<P=l~ ~ -~b' ....... (4) 

und hat die Achse der x zur Zentralachse. Es wird 

r~=tarx, r~=tbry-hrZ! r~=hry+tbrZ' .. (5) 
Es liegt nun nahe, die Frage aufzuwerfen, ob man die Glieder 

des Diatensors (4) so bestimmen kann, daß die durch den sym
metrischen Teil hervorgebrachte reine Deformation gerade aus
reicht, um die durch den Zusatzfaktor hervorgerufenen Elongationen 
aufzuheben. Zu dem Ende braucht man nur die Bedingung 
r' 2 = r2 einzuführen. Diese liefert mit (5) 

r; + r; + rz2 = t;r; + (t b2 + h2)(rJ + rn, ... (6) 
und diese Gleichung ist offenbar für alle r erfüllt, wenn man setzt: 

Der Diatensor 
ta = 1, tb = Y 1 h2• 0 • • • • • • (7) 

o 0 
Yl- h2 -h . . . . . . . . (8) 

h Y 1- h 2 

bewirkt also eine reine Drehung des ganz~n Raumes. Die Achse 
dieser Drehung ist die Achse der x. In Gemäßheit des Sinnes von 
[~r] ist der Sinn der Drehung derart, daß sie von der y-Achse auf 
kürzestem Wege zur z-Achse hin dreht. Für ein Auge, welches von 0 
aus nach der positiven Richtung der x hinschaut, erfolgt sie im Sinne 
des Uhrzeigers. Für ihren Betrag gilt die entsprechende Formel 
des vorigen Paragraphen nicht mehr, weil die Mitwirkung des 
Tensors in Betracht zu ziehen ist. Um denselben zu berechnen, 
betrachten wir einen Vektor, der in der yz-Ebene liegt. Der-

selbe hat vor der Transformation die Richtungskosinus ry und r., 
r r 

nachher sind sie 

also, wenn 

1/--1 y1-h2 ry -hr. 
r 

d hry+Yl-hiilr. 
un r " . 

der Drehungswinkel mit cp bezeichnet wird, 

1/lJi2 (r 2 + r2 ) 
cos cp = y - y • = Y 1 - h2• • • 

r 2 

. . (9) 

. . (10) 
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Es folgt 
sin g; = h.. . . . . . . .. (11) 

Wir bezeichnen nunmehr den Diatensor (8) durch das Zeichen 
cP; und können ihn dann auf Grund der Gleichungen (10) und (11) 
einfach schreiben: 

cP~ = {00
1 GO~ g; - ~in g; ...... (12) 

sin g; cos!p. 
Durch diese Umformung erledigt sich auch die Frage nach der zu

lässigen Größe von h. Nach den Gleichungen (10) und (11) würde ffJ un
mögliche Werte annehmen, wenn h > 1. Gleichung (12) aber zeigt, daß für 
die Drehung um einen beliebigen Winkel ffJ tatsächlich nur Werte von h in 
Anspruch genommen werden, die zwischen - 1 und + 1 liegen. 

cP; heißt wegen seiner rein drehenden Wirkung ein Versor. 
Das Vorstehende faßt sich also zusammen in den Satz: Der Versor 
der Gleichung (12) dreht den ganzen Raum um den Winkel !pj 

Achse der Drehung ist die Achse der x, der Sinn geht von y 
nach z hin. 

Anmerkung. Jeder Versol' muß eine Eigenschaft haben, welche der 
Moivreschen Binomialformel entspricht: Dreht man den Raum I um den 
Winkel rp, und dreht den so entstandenen Raum II nochmals um den Winkel
betrag 1/1, unter Beibehaltung der Achse, so ist das Ergebnis eine Drehung 
um den Winkelbetrag ffJ + l/J. Daß die Gleichung (12) diesem Erfordernis 
entspricht, kann hier noch nicht verifiziert werden, ergibt sich aber später 
aus der Theorie der Multiplikation von Tensoren, und dann so einfach, daß 
die Verifikation dem Leser überlassen bleibt. 

Es erübrigt nun noch, den speziell für die x-Achse gegebenen 
Versor auf ein beliebiges Koordinatensystem zu beziehen, in welchem 
seine Zentralachse die Richtungskosinus a, ß, r besitzt. 

Der symmetrische Anteil des Versors (12) 
o 0 

cos g; 
o 

o 
GOS g; 

transformiert sich nach den vereinfachten Formeln des § 20 mit 
U 1 = a, «2 = ß, U s = r, wobei, da die in Betracht kommenden 
Koordinatensysteme beide rechtwinklig sind, iG. = a, zu setzen ist. 
Man erhält: 

{

U2 + (1- u2) cos g; 
aß (1 - cos g;) 
ra (1- GOS g;) 

aß(l-cosg;) 
ß2 + (1- ß2)COS g; 

ßr(l-cosg;) 

ra(l - cos g;) 
ß r (1 - cos g; ) ( 13 ) 

r 2 + (1 - r 2) cos g;. 
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Der Vektor [ij = sin rp hat die Komponenten rx. sin rp, ß sin rp, 
y sin rp; er ist demnach äquivalent mit dem Antitensor 

{ 
0 - ysinrp 

ysinrp 0 -rx.sinrp····· (14) 
- ß sin rp rx.sin rp O. 

ß sin rp 

Die Addition von (13) und (14) ergibt für den allgemeinen 
Versor: 

</'<p = 

1 a2 + (1- a2) GaS tp, a {J (1 - GaS !p) - y sin tp, y a (1 - GOS !p) + (J sin tp (15) 
a {J (1 - GOs!p) + y sin!p, {J2 + (1 - (J2) GOS tp, {J Y (1 - cos !p) - a sin tp 

y a (1 - cos tp) - {J sin tp, {J y (1 - GaS rp) + a sin tp, y2 + (1 - y2) cos rp. 

Derselbe dreht den ganzen Raum um den Winkelbetrag rp, 
und seine Achse macht mit den Koordinatenachsen die Winkel 
rx., ß, y. Die Drehung ist für positives rp eine Rechtsdrehung. 

Spezialfälle. 

1. Quadrantaler Versor tp = ;, sin tp = 1, cos tp = 0: 

f a2 

</>7< = a{J +y 
2' tya-{J 

a{J-y 
{J2 

{Jy+ a 

H. Biquadrantaler Versol' !p = rr, sin tp = 0, cos'l' = - 1: 

12 a2 - 1 2 a {J 2 Y a 

</, 7t = 2 a {J 2 {J2 - 1 2 {J Y 
2')1a 2{Jy 2')12_1. 

Wie man sieht, ist der biquadrantale Versor symmetrisch; das muß auch 
sein, weil eine Drehung um 1800 sich durch Spiegelung ersetzen läßt. 

Legt man die Achse des biquadrantalen Versors in die Achse der x, 
so wird er 

f 1 0 0 

<f'~ = 0 -1 0 
to 0-1. 

Aus dieser Form ergibt sich unmittelbar, daß er die doppelte Spiegelung 
vertritt. 

42. Der Diatensor der einfachen Schiebung 

sei hier vorläufig erwähnt. Die "einfache Schiebung" besteht 
darin, daß eine Ebene des Raumes I, die Nullebene, unverändert 
bleibt und daß alle mit ihr parallelen Ebenen ihr parallel bleiben, 
aber in sich verschoben werden um Beträge, die ihrem Abstande 
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von der Nullebene proportional sind, wobei die Verschiebungs
richtung für alle Ebenen die gleiche ist. Wir wollen annehmen, 
die Nullebene sei die Ebene z = 0, und die Verschiebung soll in 
der Richtung der x erfolgen. Dann genügt den Bedingungen der 
Aufgabe der Diatensor 

o 
1 

o 

t xz 
o ......... (1) 

1 ; 

denn wenn man ihn mit einem beliebigen Vektor b multipliziert, 
erhält man: 

Wb = (V., + txzv )i + vyj + vzf. . ..... (2) 

Von den drei Koordinaten des Endpunktes von b bleiben also 
vy und v. unverändert, und v., wächst proportional mit v., d. h. 
jede mit der xy-Ebene parallele Ebene verschiebt sich in der 
Richtung der x um eine mit ihrem Abstand von der xy-Ebene 
proportionale Größe. Die Verschiebung ist Null für v. = 0, also 
für alle Punkte der xy-Ebene selbst. Man bemerke, daß der 
Diatensor (1) asymmetrisch ist, daß also die einfache Schiebung 
im Sinne unserer Definitionen nicht als reine Deformation gelten 
kann. Gibt man dem t y • in Gleichung (1) einen endlichen Wert, 
so erhält man statt (2) die Gleichung: 

!Pb = (vx + t.xzv.) i + (vy + tyzvz)j + VIf. •••• (3) 

Es behalten also nach wie vor alle mit der xy-Ebene parallelen 
Ebenen des Raumes I ihren Abstand von der xy-Ebene und 
werden in sich selbst verschoben um Beträge, die mit V. pro
portional sind. Die Richtung der Verschiebung ist aber nicht 
mehr die Achse der x, sie liegt vielmehr in der xy-Ebene und 

macht mit der x-Achse einen Winkel, dessen Tangente ttYI ist. 
XI 

Weiteres hierzu im fünften Kapitel. 
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Viertes Kapitel: Die Multiplikation der Diatensoren. 

43. Operative Multiplikation. 

Nimmt man an irgend einer Größe 0 eine Operation .Q, vor 
und schreibt das Ergebnis in Form eines Produktes .Q, 0, voll
zieht man dann an diesem Produkt eine weitere Operation .Q,', so 
ist das Ergebnis zu bezeichnen durch 

.Q,' (.Q,D), ....••..... (1) 

und zwar schreibt man dabei die zuerst vollzogene Operation der 
Größe 0 zunächst. Indem man dem Gebilde (1) die assoziative 
Eigenschaft beilegt, kann es 

.Q,' .Q, 0 oder (.Q,'.Q,) 0 . . . . . . . . (2) 

geschrieben werden, und die Operation .Q,'.Q, kann man als Pro
dukt der bei den Operationen S!,' und S!, bezeichnen. Ein solches 
Produkt ist z. B. log cos; die Bildung des Kosinus ist die zeitlich 
erste, die Logarithmierung die zweite Operation. Man ersieht 
aber schon aus diesem Beispiel, daß es unter Umständen zweck
mäßig sein wird, die Multiplikation von Operationen durch ein 
besonderes Beiwort zu charakterisieren; wir nennen sie, wo es der 
Deutlichkeit wegen erforderlich ist, operative Multiplikation. 
Man sieht von vornherein, daß sie im allgemeinen nicht kom
mutativ sein wird; sie hat diese Eigenschaft, wenn sie zur 
algebraischen Multiplikation degeneriert. 

Wenn man· einen der beiden Faktoren in (2) den ersten, 
den anderen den zweiten nennt, so ist man unter Umständen 
gegen Zweideutigkeit nicht gesichert, da der Faktor, welcher 
zeitlich zuerst auf das Argument 0 angewendet wird, im ge
schriebenen Text hintenansteht, solange 0 als Postfaktor geführt 
wird. Wir treffen daher folgende Konvention: Von zwei Faktoren 
.Q,' und .Q, soll derjenige, welcher dem Argument zunächst steht, 
der proximale, der andere der distale heißen; wo aber vom 
ersten und zweiten Faktor die Rede ist, soll der "erste" immer 
derjenige sein, der in der Schrift vorangeht. 

Haben zwei Operationen gleicher Art, etwa tP und W, die 
Eigenschaft, daß 

btP = (Wb)c und b W = (Wv)c, ..... (3) 
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so läßt sich das Produkt b eP 1fY leicht so umformen, daß das 
Argument zum Postfaktor wird, und umgekehrt. Es ist nämlich 

b<P qr = (b eP) qJ. = (eP b)e qr = lPe ePe u. . . . . (4) 

Dasselbe Verfahren läßt sich auch anwenden, wenn eine größere 
Anzahl von Operationen miteinander multipliziert ist und wenn 
das Argument an einem Ende der Reihe steht. Es ist z. B. 

b IP lJi" X = (eP b)e W X = Xe We eP e b, . . . . . (5 ) 

weil hier von der Voraussetzung ausgegangen wird, die Faktoren 
seien in derselben Reihenfolge geschrieben, in welcher sie auf 
ihr Argument angewendet werden. Steht dagegen das Argument 
zwischen den verschiedenen Faktoren, so hat ein Ausdruck wie 

ePbW . ........... (6) 

ohne weiteres keinen 'bestimmten Sinn. Er erhält erst einen 
solchen, wenn ausdrücklich angegeben wird, in welcher Reihen
folge die einzelnen Operationen vorgenommen werden sollen. Be
zeichnen wir z. B. die Reihenfolge in dem vorstehenden Beispiel 
durch untergesetzte Ziffern, so wird 

~u;= qJe IPU, ~ ....... (7) 
ePu qr = u WIPe = IPjqrcb'J 

2 1 

44. Operative Multiplikation zweier Diatensoren. 

Es sei, bezogen auf ein System der x, y, z, 

(1) 

und das Produkt E T heiße eP. Die Glieder von eP SeIen be
zeichnet durch 

f PXX pxy Pxz 
<p = tPYX p)/Y PY' . . . . . . 

Pu P.y Pu' 

Dann erwächst die Aufgabe, die p,... durch die s,... 
auszudrücken. 

.. (2) 

und t,... 

Nehmen wir die Diatensoren zunächst sämtlich als Prä
faktoren, und ist u irgend ein Vektor, so ist 



80 § 44. Operative M~tltiplikation zweier Diatensoren. 

also 

1 (txxvx + txyVy + t x • V.) i 
Tb = +(tyxVx+··············)j •. 

+ (i.x 1'x + .............. )t, 
. . . (3) 

X;Tb = i (Sxx(txxVx +txyVy+ txzVz)+Sxy(tyxvx+tyyt'y+tyzt·z) I 
+ Sxz (tzxvx + t.yVy + tz.vz)} 

+ j (Syx(txx Vx + txy Vy + fxzv z) + Syy(lyxvx+ tyyVy + tyzVz) \(4) 
+ Syz (fzx v ", + t zy v y + izzFz) 11 

+ f (Szx (txx Vx + txyVy + lxzvz) + Szy(tyxvx + iyyvy+iyz I'z) 

+ Szz (tzxvx + tzyVy +tzzvz)}' 

Führt man die Multiplikation durch, so findet sich: 

pxx = sxxlxx + sxytyx + sxztzx, I 
pxy = Sxxtxy + SXytyy + Sxzfzy, 

Pxz = sxxtxz + sxytyz + sxz f •• , I 
pyx = Sy < txx + Syy tyx + Syz tzx 

usw. J 

. . . . . (5) 

Das allgemeine Schema, nach dem diese Glieder fortschreiten, 
lautet: 

p,u. = s,uxtx> + sfLyty> + s,uzt ... •••.•• (6) 

Dies ist aber dasselbe ::5chema, nach welchem zwei Determi· 
nanten multiplikativ kombiniert werden. Diese Kombination kann 
bekanntlich auf viererlei Weise erfolgen: Zeile mit Zeile, Zeile mit 
Kolonne, Kolonne mit Kolonne und Kolonne mit Zeile. Hier liegt, 
wie Gleichungen (5) und (6) zeigen, die Kombination vor: Zeile 
von 2' mit Kolonne von T. Wir erhalten also: 

Satz I: Zwei Diatensoren , die in demselben Koordinaten
system gegeben sind, werden nach dem Schema der Multiplikation 
von Determinanten multipliziert, und zwar sind dabei zu kom
binieren die Zeilen des ersten mit den Kolonnen des 
z w e i t e n Diatensors. 

Steht das Argument b als Präfaktor, so haben wir 

b X; T = (X;c ll) T = TcX;c b. 

Es sind also zu kombinieren die Zeilen von Tc mit den Kolonnen 
von X;c' Die Zeilen von Tc sind aber die Kolonnen von T, und 
die Kolonnen von X;c sind die Zeilen von X;, also sind zu kom
binieren die Zeilen von X; mit den Kolonnen von T, und dieE 
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heißt wieder, die Zeilen des ersten mit den Kolonnen des zweiten 
Diatensors. Satz I gilt also in der vorstehenden Form auch für 
den Fall, daß das operative Produkt der beiden Diatensoren als 
Postfaktor steht. 

Aber Notabene die Anordnung des Produktes wird doch für 
voE T eine andere als für oE Tb, weil im ersten Falle Tc, im zweiten 
Falle oE vorangeht. Dies hat, wie sich leicht verifizieren läßt, den 
Erfolg, daß die Kolonnen von b JJ T mit den Zeilen von oE Tb 
übereinstimmen, d. h. daß b JJ T = (JJ Tb)c wird, wie es ja sein 
muß. 

Aus dem Satz I folgt sofort der weitere 

Sa tz II: Die Determinante des operativen Produktes von 
zwei Diatensoren ist gleich dem Produkt aus den Determinanten 
der einzelnen Diatensoren, eben weil die Diatensoren in der Form 
des Produktes ihrer Determinanten kombiniert sind. 

Die Voraussetzung, daß die beiden Faktoren oE und T in 
demselben Koordinatensystem bestimmt seien, gilt, wie aus der 
ganzen Rechnung hervorgeht, für alle Anwendungen der Glei
chung (4). Hat man zwei Diatensoren zu multiplizieren, die in 
verschiedenen Koordinatensystemen gegeben sind, so ist einer von 
ihnen auf das System des anderen zu transformieren, ehe man 
die Gleichung anwenden kann. Da aber die Determinanten in
variant sind, gilt Satz II auch für Diatensoren, die in verschiedenen 
Koordinatensystemen ausgedrückt sind. 

Anmerkung: Die Form der hier behandelten Produkte 
zeigt, daß man die Schreibweise der in § 18 gegebenen Trans
formation bedeutend verkürzen kann. Wird der Tensor f]) nach 
dem dortigen Winkelschema transformiert und heißt er nach der 
Transformation <P', so ist 

<P' = "IJf,Q, 

wenn man setzt 

f Al A2 Aa 

"IJf = ) [-LI [-L2 [-La 

lVI V2 Va, 

{
A1 txx+ 12 txy + Aa t,,;z, [-LltxX + [-L2 txy + [-La txz, V1 txx + V2 txy + va txz 

.Q= A1tyx+A2tyy+AatyZl llltYX+(l2tyy+(laty" v1tYX+V2tyy+Vaty. 

A1 tzx + A2 t,y + Aa tz I! (11 tzx + [-L2 tly + [-La flz , v j tzx + v2tzy + 1'a t,z' 
Budde, Tensoren u. Dyaden. 6 
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4:5. Die charakteristischen Vektoren bei der Multiplikation. 

Es seien zwei Diatensoren als <P 1 a, b, C I und "Ip' ( c, f, 9 I ge
geben. Führt man das Produkt <P"lJfb vollständig aus, so erhält man 

<P"lJfb = {(a",e", + ayfx + a,gx)vx + (a",ey + uyfy + a,gy)vy 1 
+ (axe, + ayf, + a.g.)v.li 

+ ((bx ex + by fx + b.gx) v", + (b", ey + by fy + b.gy) Vy 
+ (bxe. + bd. + b.g.)v.li I (1) 

+ ((CxCx + cdx + c.gx) Vx + (cxey + Cdy + c,gy)Vy 
+ (cxe, + cd, + c,gz)vz}f. 

Dies läßt sich wie folgt gruppieren: 

<P 1P"b = (axt + bxj + cxf)(exvx + eyvy + e.v.) 1 
+ (ayt + byj + cy f)(fxvx + fyvy + f~v,) 
+ (a, t + b.j + c,f)(gxvx + gyVy + gzv.). 

. . . (2) 

Es ist nun 

axi + bxj + cxf = ae'l 
ayt+byj+cyf = be, •••••••• (3) 

a. i + b. j + Cs f = ce, . 

und in den rechts stehenden Klammern der Gleichung (2) stehen die 
skalaren Produkte (c b) usw., also reduziert sich Gleichung (2) auf 

Satz I: 
q,"Ip'b = ae(cb) + be(fb) + Ce(gb) ...... (4) 

Das Diatensorvektorprodukt <p"Ip' b läßt sich auf drei Vektoren 
reduzieren. Jeder von diesen ist das Produkt aus einem Kolonnen
vektor des ersten Diatensors und aus dem skalaren Produkt des 
entsprechenden Zeilenvektors des zweiten Diatensors in das Argu
ment. 

Ist b Präfaktor, so haben wir 

b<P"Ip' = "lJfc <Pe b, ......... (5) 

und auf dieses Produkt kann Gleichung (4) angewendet werden. 
Die Kolonnenvektoren von "lJfe sind c, f, g, die Zeilenvektoren von 
<Pe sind ae, be, Ce, also 

b<P"IJf= c(aeb)+ Hbeb)+ g(Ceb) ...... (6) 

Satz II: Ist b Präfaktor, so vertauschen die in Gleichung (4) 
auftretenden charakteristischen Vektoren ihre Plätze. 

Satz III: Aus den Gleichungen (2) und (6) folgt: Das 
Produkt zweier Diatensoren bleibt unverändert, wenn man jede 
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Kolonne des ersten mit einem beliebigen Skalar multipliziert, und 
die entsprechende Zeile des zweiten mit demselben Skalar dividiert; 
in extenso, wenn l, 'in, n drei beliebige Skalare sind, 

r ~x ay a. lex 1 ey 1 e. 
r ax ay a. ex ey ez m n· 

by bs I ~' mfx mfy mf'=r by b •• fx fy f. (7) m n 
Cx cy Cs ngx ngy ng. Cx cy T c. gx gy gz· m n 

46. Potenzen. 
Das Produkt zweier gleichen Diatensoren t1J t1J schreiben wir 

t1J2, die Potenzierung kann beliebig weit fortgesetzt werden. Es 
ist der Mühe wert, das Quadrat von t1J { a, 6, c} in extenso hinzu
schreiben: 

ja; + aybx + a.cx, ax ay + ayby+ a.cy, axa. + ayb. + ascs 
t1J2 = bxax+bybx+bzcx, bxay+b: +bzcy, bxaz+bybz+b.c. (1) 

Cx ax+ cy bx + c.cx, cxay + cyby + c.cy, cxa.+ cyb. + c.2 • 

Ist t1J ein Tensor T, so folgt, da bx = ay usw.: 

ja; +a: +a.2 , axbx+ ayby +azbz, axcx +aycy+ azc. 
T2 = axbx+ayby+a.bz, b;+b;+b}, bxcx+bycy+bzc.(2) 

axcx+aycy+azc., bxcx+bycy+bzcz, c;+c;+c.2, 

oder kürzer 

{ 
a2 a li ac 

T2 = li a 62 6 c . . . . . • • . (3) 
ca c 6 c2• 

Es folgt: 1. das Quadrat eines Tensors ist wieder ein Tensor; 
2. der Vergleich von Gleichung (2) mit den Gleichungen (1) und 
(2) des § 39 ergibt, daß der dort benutzte Tensor mit den Gliedern 
ei, e22, ei, f23' f~l und f~2 in der Tat das Quadrat des dortigen 
Tensors T ist. 

4'"1. Konjugationsverhältnisse. 
Satz I: Das Produkt zweier konjugierten Diatensoren ist ein 

Tensor. 
Beweis: Nach Formel (6) des § « ist 

p!'. = s,uxtx. + s!,yty• + S,uz t .. , 1 
p.!' = s.",tx!, + S.yty,u + s .. tz,u' J 

. . (1) 

6* 
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Sind nun T und .E konjugierte Diatensoren, so ist t",. = S,,,, usw. 
und damit findet man sehr leicht, daß 

PIl> = P'Il' . . . . . . . . . . (2) 
womit der Satz bewiesen ist. 

Satz 11: Der Konjugierte zu einem Produkt zweier Dia
tensoren ist gleich dem Produkt aus dem Konjugierten der Faktoren, 
letztere in umgekehrter Reihenfolge genommen. 

(flJ 'qf)c = Wc f1Jc• • • • • • • • • • (3) 

Es ist dies nichts anderes als die bereits in § 4:3 gegebene Glei
chung (4). 

Ist einer der Faktoren ein Tensor, so kann das entsprechende 
c fortgelassen werden. Sind sie beide symmetrisch, so reduziert 
sich Gleichung (3) auf 

(flJ "IJT)c = Wf1J. . ... (4) 

Schließlich ist nachzuweisen, daß unsere Konvention über 
Prä- llnd Postmultiplikation sich ohne inneren Widerspruch der 
Gleichung (3) anschließt. Das geschieht durch die einfache Über
legung, daß die Konvention sich wie folgt aus Gleichung (3) er
gibt: Wie bei Satz I des § 4:4: gesagt wurde, ist b.ET = Tc.Ecb. 
Nach Gleichung (3) ist aber Tc.Ec = (.E T)c, also: 

b.ET = (.ET)cu = (ETu)c, . . (5) 
was die Konvention von § 31 ist. 

Anmerkung: Es ist Q.arauf aufmerksam zu machen, daß eine ein
fache Konjugationsbeziehung zwischen cJ> 'I' und 'I' cJ> im allgemeinen nicht 
existiert. Im allgemeinen sind die Konjugationsbeziehungen durch die 
Gleichungen b cJ> P = (cJ> Pb). und ('1'cJ»~ = 'Pe cJ>c erschöpft. Es gibt nur 
zwei Ausnahmen, die eine bildet Gleichung (4) für den Fall, daß beide 
Faktoren Tensoren sind, die andere ist in § 50 besprochen. 

48. Hebung von Diatensoren. 

Satz: Sind f1J, "IJT und .Q, drei Diatensoren und ist 

f1J.Q, = W.Q" 
so ist auch 

(1) 

(2) 

Be w eis: Denkt man sich f1J als f1J {Il, li, c}, ip' als "IJT {c, f, 9 I und 
.Q, als .Q, {l, m, n}, so repräsentiert Gleichung (1) neun lineare 
skalare Gleichungen von der Form 

a",l", + a"m., + asn., = e",l", + e"m., + e.n., usw. . . (3) 
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und da in all diesen Gleichungen ax und ex , ay und ey usw. die
selben Koeffizienten haben, können sie nur miteinander bestehen, 
wenn ax = ex , ay = ey usw. 

Genau so ergibt sich, daß Gleichung (2) auch dann folgt, 
wenn ,Q lP = ,Q"P". Beide Sätze lassen sich zusammen aussprechen 
in der Form: Zwei Diatensoren lassen sich gegeneinander heben 
wie gewöhnliche Faktoren, wenn sie in der gleichen Anordnung 
auf beiden Seiten einer Gleichung auftreten. 

Man könnte danach auch eine Division mit Diatensoren ein
führen, die aber im allgemeinen wenig Zweck hat, weil eine 

Gleichung wie lP = ~ nur dann einen bestimmten Sinn besitzt, 

wenn angegeben wird, ob das "P" als Präfaktor oder als Post
faktor von lP stehen soll. Ein Spezialfall, in welchem dieser 
Umstand fortfällt, wird im zweitnächsten Paragraphen behandelt. 

49. ~diatensor eines Produktes. 

Satz: Der Kodiatensor eines Produktes aus zwei Diatensoren 
ist gleich dem Produkt aus den Kodiatensoren der beiden Faktoren. 

Beweis: Es sei lP = lP { Il, 6, c} und "P" = "P" {e, f, g}. Be
zeichnen wir die Glieder von (lP "P")2 mit txx , txy usw., so ist lxx 
direkt aus § 45, Gleichung (1) zu entnehmen. Es ist nämlich 

ta!,x = (bxey + byfy + bzgy) (cxez + Cyt.~ + czgz) } 
- (cxey + cyfy + czgy) (bxez + bytz + bzgz). 

Andererseits ist nach § 30, Gleichullg (5): 

IbYCZ-bZCY bzcx-bxcz bxcy-bycx 
lP2 = cyuz-czay czax-cxaz cxay-cyax 

aybz- azby azba; - axbz ax by-l1ybx, 

I
fygz-t~gy fzgx-fxgz fxgy-t~gx 

<[1"2 = gypz-gzey gzex-gxe. gx{'y-gyea; 
eyfz-ezfy ezt~-exfz exfy-eyfx; 

also ist das erste Glied von lP2 <[1"2: 

. . (1) 

(bycz - bzcy) (fygz - fzgy) + (bzG", - bxc.) (gyr. - gzey) 
+ (bxGy - bycx) (eyt~ - ezt~)· 

Der Vergleich mit Gleichung (1) zeigt, daß das erste Glied 
von (lP "P")2 mit demjenigen von 1P2 <[1"2 übereinstimmt. Zyklisch 
gilt das gleiche für die Glieder tyy und tzz. 
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Das Glied txy in (IP "IJf)2 ist nach § 4:5, Gleichung (1): 

txy = (bxez + bd. + b.g.) (cxex + cyf~ + c. gx)}. . . (2) 
- (bxex + by{c + b.gx) (cxe. + cyfz + czgz) 

und das entsprechende Glied von 1P2 "1Jf2 ist: 

~~-~~ffi~-~~+~~-~~~~-~~ 
+ (bxcy - bycx) (e.{x - exf.). 

Auch diese stimmen überein, und daraus folgt zyklisch, daß 
alle Glieder von (11' "IJf)2 mit den entsprechenden Gliedern des 
Produktes 11'2 "lJf2 übereinstimmen. Damit ist der Satz bewiesen, daß 

(1P"IJf)2 = 1P2 "1Jf2 • (3) 
Es folgt unmittelbar: 

(4) 

50. Einheitstensor oder Idemfaktor. 

Wir bezeichnen mit I (sprich Jota) den bereits bekannten 
Einheitstensor: 

1= {~ ~ ~ 
o 0 1. 

. . . . . . . (1) 

Zu seiner schon bekannten Eigenschaft, daß 1'0 = bI = '0, 

tritt die weitere: 
111' = 11'1 = 11' ... . . . . . (2) 

Dieselbe ist leicht durc.h direkte Ausrechnung zu verifizieren. 
Ebenso leicht sieht man, daß 

1 2 = I, 1 3 = 1 2 • • • • (3) 
und damit auch, wenn n eine ganze positive Zahl, 

In = I ...... . (4) 
ist. Der Einheitstensor verhält sich also in allen diesen Beziehungen 
wie die Zahl Eins. (Negative Potenzen werden im nächsten Para
graphen untersucht.) Es stellt sich aber ein sehr beachtens
werter Unterschied heraus, wenn man auf gebrochene Potenzen 
eingeht. Es genügt, die Quadratwurzel zu betrachten. Ist U, 
irgend eine Operation, so wird man unter f.Q eine Operation ver
stehen, die zweimal nacheinander angewendet die Operation ,Q 

ergibt, so daß also V,Q)f.Q =,Q die Definitionsgleichung der 
operativen Quadratwurzel ist. Unter VI ist also jede Operation 
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zu verstehen, die, wenn sie zweimal nacheinander auf einen Vektor 
geübt wird, diesen Vektor in seiner ursprünglichen Lage und 
Größe wieder herstellt. Es gibt aber offenbar zwei Operations
arten, welche diesen Erfolg haben, nämlich: 

1. Man spiegelt den Vektor 2 moder 2 m + 1 mal an einer 
beliebigen Ebene, wo m eine ganze Zahl; wiederholt man diese 
Operation, so ~rd der Vektor 4 moder 4 m + 2 mal gespiegelt 
und wird dadurch offenbar in seiner ursprünglichen Lage und 
Größe wieder hergestellt. 

2. Man dreht den Vektor um irgend eine Achse um den 
Winkel 2mn oder (2m+ l)n; wiederholt man diese Operation, 
so wird er um 4 mn oder (2 m + 1) 2 n gedreht, d. h. er nimmt 
seine ursprüngliche Lage wieder ein. . 

Im ersten Fall ist die Ebene, an welcher man spiegelt, im 
zweiten die Achse, um welche man dreht, vollkommen willkürlich; 
in beiden Fällen ist außerdem m eine beliebige ganze Zahl. VI 
ist also unendlich vieldeutig. Dadurch unterscheidet sich der 
Einheitstensor von der Zahl Eins, deren Quadratwurzel bekanntlich 
nur zwei Werte + 1 hat. Er ist eben keine Zahl, sondern ein 
Tensor. Es ist daher zweckmäßig, den Einheitstensor von der 
algebraischen Einheit durch ein besonderes Zeichen zu unter
scheiden. Wir wählen dafür das obige L 

Gi b b s hat zwar den Einheitstensor in der obigen Form nicht 
gekannt, hat aber auf dem Gebiet der Dyadenrechnung eine mit 
unserem I vollkommen gleichwertige Größe behandelt und hat 
sie den Idemfaktor genannt. Die Bezeichnungen "Einheits
tensor" und "Idemfaktor" können also als gleichbedeutend ge
braucht werden. 

Sa tz: Sind fP und 'IJf zwei vollständige Diatensoren, und ist 
(JJ 'IJf = I, so ist auch 'lJffP = L 

Beweis: Soll fP 'IJf ein Einheitstensor sein und ist bein 
ganz beliebiger Vektor, so ist 

b fP 'IJf = b, 
also 

bfP 'IJf$ = bfP, 
und dies kann man lesen 

(b $) (W $) = b fP. 
Also 

(5) 

(6) 

(7) 
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Man kann danach die Gleichung (7) auch schreiben: 

I I 
tP = 1Jf und 1Jf = tP' . . . (8) 

weil hier die Anordnung von tP und 1Jf belanglos ist. 

51. Inverse oder reziproke Diatensoren. 

Ist tP 1Jf = I, so heißt 1Jf der inverse oder der reziproke 

Diatensor zu tP und wird ~ oder tP-1 geschrieben. Die Definitions

gleichung von tP-1 lautet also: 

tPtP-1 = $-ICP = L ....... (1) 

NB. I hat die Determinante 1, ist also ein vollständiger Diatensor. 
Demnach müssen auch </1 und qi vollständige Diatensoren sein, wenn sie die 
Gleichung (1) erfüllen sollen; hätte einer von ihnen die Determinante Null, 
so hätte der zweite die Determinante 00. Der Fall scheidet also als un
bestimmt aus. Von Reziprozität kann also nur bei vollständigen Dia-

I 
tensoren die Rede sein; unvollständige verhalten sich in dem Ausdruck q, 

wie eine Null. 

Da I-I = I, ist offenbar I-n = (I-l)n und damit gilt der 
Satz: 

I"=I, 

auch wenn n eine negative ganze Zahl ist. 
Es handelt sich nun zunächst darum, cP-l durch die Glieder 

von tP auszudrücken. Ist tP = tP {a, 6, c I und tP-1 = tP {a', 6', c'), 
so denke man sich die Multiplikation ausgeführt. Dann lauten 
etwa die drei Gleichungen der ersten Kolonne: 

{ 
axa~ + ayb~ + azc~ = 1, 
bxa~+ byb~ + bzc~ = 0, ... 

cxa~ + cyb~ + czc~ = 0. 

. . . . (2) 

Die Determinante des Systems ist das zu tP gehörige 83 , also 
erge ben sich für a~, b~ und c~ die Lösungen: 

Die Determinanten, welche hier auf der rechten Seite stehen, 
sind aber genau die Kofaktoren, welche die erste Zeile des Ko
diatensors tP2 bilden, also ergibt sich mit zyklischer Fortsetzung 
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Satz I: 
",,-1 _ W2 ""-1 _ W2 e • • • • • • • (4) 
'Pe - Sa' 'P - Sa ' 

eine neue wichtige Beziehung des Kodiatensors. 
Dividiert man sämtliche Glieder des Kodiatensors durch Sa, 

so dividiert man seine Determinante durch S33, also ist die De
terminante von W-l der reziproke Wert von Ss oder in leicht 
verständlicher Bezeichnung (vgl. § 30, Satz 11) 

Sa tz 1I: 
S.p-1 S = S;~,. . . . . • (5) 

wie es nach § 44, Satz 11, der Fall sein muß. 
Aus Gleichung (4) ergeben sich nun folgende Sätze: 
Satz 111: 

f/)-l1Jf-l = SW2S'!'2- = (WS 1Jfh = Cf/) "P)-l.. . . (6) 
.ps Pa .pPs 

Setzt man f/) = "1Jf, so ergibt sich (W-l)2 = (W2)-1 und 
durch Fortsetzung 

Satz IV: 
(W-1)n, = (wn)-l. . . . . . . . . . (7) 

Da (w2)c = (WC)2 ist (§ 30, Satz IV) und da außerdem kon
jugierte Diatensoren gleiche Determinanten haben, so folgt 

Satz V: 
(W-1)e = (We)-l;. . . . . .. (8) 

es kann also für die beiden Seiten dieser Gleichung das einfache 
Zeichen W-;1 eingeführt werden. 

Multipliziert man die erste Gleichung (4) mit wc, so erhält man 
Satz VI: 

w2 wc = SsL ......... (9) 

Wendet man die Gleichung (4) 

w-1 - W2 • • • • • • • • • • (10) 
C - Ss 

auf W-1 an, so lautet sie, da die Determinante von w-1 = ~a ist, 

Wc = (W-l)2'SS . ........ (11) 

Multipliziert man (10) und (11) miteinander, so ergibt sich 

1= W2(W-1)2, ..•...... (12) 
also 

Satz VII: 
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Endlich wurde in § 30, Gleichung (7), für den Kodiatensor 
von q, I a, &, c} der einfache Ausdruck gegeben: 

(a & e) q, lai, &1,e'J, 
wo a', &', c' die zu a, &, c reziprokalen Vektoren sind. 

Mit Gleichung (4) liefert dies für q,-l den einfachen Aus
druck 

Satz VIII: 
q,-lla,&,c} = q,ela',&'e') . ....... (14) 

Der reziproke Diatensor ist konjugiert mit dem Diatensor 
aus den Komponentenbeträgen der reziprokalen Zeilenvektoren. 

:)2. Vollständigkeit und Unvollständigkeit bei Produkten. 
Erster Hauptfall: Es sei zunächst <1' ein vollständiger Diatensor 

und '11 ein solcher, der vollständig, planar oder linear sein kann. Ist'[I 
vollständig, so folgt ohne weiteres, daß <1> 'li sowohl wie '11 <1> vollständig- ist, 
weil das Produkt zweier endlichen Determinanten wieder eine endliche 
Determinante ergibt. 

Ist '11 planal', so sieht man ohne weiteres, daß das Produkt der beiden 
planar sein muß, wenn '11 der distale Faktor ist; denn die Multiplikation 
von b mit dem proximalen Faktor liefert einen beliebigen Vektor, der durch 
die Multiplikation mit '11 ein planares Produkt erzeugt. Ist aber '11 der 
proximale Faktor, so liefert 'I' mit einem beliebigen Vektor ein planares 
Produkt, und dann folgt aus § 37, daß auch das Produkt von '[lb mit cp 
planar sein muß. 

Ist '11 linear, so ergibt dieselbe Erwägung, daß das Produkt aus <P 
und '11 linear ist. Die Unterfälle des ersten Hauptfalles lassen sich also zu
sammenfassen in den Satz: Das Produkt aus einem vollständigen und einem 
beliebigen Diatensor hat den Unvollständigkeitsgrad des letzteren. 

Zweiter Hauptfall: <1> sei planar, '11 zunächst gleichfalls planar. 
Dann liefert die Multiplikation eines beliebigen Vektors mit dem proximalen 
Faktor lauter Vektoren, die in einer Ebene liegen; die Multiplikation mit 
dem distalen Faktor vernichtet alle Komponenten, welche senkrecht zur 
Ebene des distalen Faktors stehen. Im allgemeinen also liefern zwei planare 
Diatensoren ein planares Produkt. Eine Ausnahme findet jedoch statt, wenn 
die Ebenen der beiden Diatensoren aufeinander senkrecht stehen. Werden 
in diesem Fall die sämtlichen Komponenten senkrecht zu der einen Ebene ver
nichtet, so bleiben nur Komponenten übrig, welche in die Durchschnittslinie 
der beiden Ebenen fallen. Also ergibt sich: Das Produkt zweier plan aren 
Diatensoren ist im allgemeinen planar, wird aber linear, wenn die Ebenen 
der beiden Faktoren senkrecht aufeinander stehen. 

Dieselbe Erwägung zeigt: Das Produkt aus einem planaren und aus 
einem linearen Diatensor ist im allgemeinen linear, wird aber Null, wenn 
die Gerade des linearen Diatensors senkrecht auf der Ebene des planaren steht. 

Dritter Hauptfall: <P und '11 sind linear: Ihr Produkt ist gleich
falls linear, wird aber Null, wenn die Geraden der beiden Faktoren auf
einander senkrecht stehen. 
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Fünftes Kapitel: Die Faktorenzerlegung 
und die auf dieselbe gegründete Behandlung 

der Transformation des Raumes. 

53. Faktorenzerlegung. 
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Zerlegt man einen Diatensor , wie das im dritten Kapitel 
geschah, in zwei Summanden T und T, und multipliziert diese 
mit einem beliebigen Vektor u, so bedeutet dies, wie dort hervor
gehoben wurde, daß die beiden Operationen T und TeinzeIn 
an dem Argument u vorgenommen und daß ihre Resultate 
geometrisch addiert werden sollen. Zerlegt man aber einen 
Diatensor in zwei Faktoren und multipliziert ihn in dieser Form 
mit u, so bedeutet das, daß zunächst die proximale Operation 
an u vorgenommen, und daß dann die distale an dem Erge bnis 
der ersten vorgenommen wird. Dieser letztere Vorgang ist im 
allgemeinen erheblich anschaulicher als der erstere, und darum 
ist die Faktorenzerlegung von besonderer Wichtigkeit. 

Es sei nun ein vollständiger Diatensor 

gegeben. 

und 

f tll t12 t13 

t1J = l tn t22 t2S 

tS1 t3 2 ts S 

Wir bilden zwei neue Diatensoren : 

. . . . . . . (1) 

{
A'" Ay A. 

T = B x B y B z • • • • . • • . (2) 

0", Oy O. 

{ 
a", ay az 

T = b", b" bz 

c'" cy Cz • 

. . . . . . . . (3) 

Wir bilden das Produkt TT und stellen die Bedingung, 
Tr: = t1J sein soll. Dann sind die Gleichungen zu erfüllen 

daß 

A",a", + Ayb", + Azc", = t11 '} 

A",ay + A"b" + Azcy = t12 , 

A",az + Aybz + Azcz = t13 , • 

B",a", + Bybx + Bzc", = t21 , 

usw. 

...... (4) 
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Das sind neun bilineare Gleichungen für 18 Unbekannte; man 
kann also der Lösung noch neun Bedingungen willkürlich vor
schreiben. 

In der nächstliegenden Form geschieht das, indem man den 
einen der beiden Faktoren willkürlich wählt; dann sind für den 
anderen neun lineare Gleichungen zu erfüllen, seine Glieder sind 
also eindeutig bestimmt. Es ergibt sich danach als erstes 
Resultat: 

Man kann jeden Diatensor IP in zwei Faktoren T {&, ~, <t} und 
"t" { a, li, e} zerlegen, so daß die Bedingung erfüllt wird (vgl. § 4.5, 
Satz I), wenn u ein beliebiger Vektor, 

~:lc(a u) + ~c(liu) + <tc (e u) = IPu, . . . . . (5) 

und man kann dabei für ~, ~, <t drei nicht komplanare Vektoren 
willkürlich auswählen, wo dann die a, li, e eindeutig bestimmt 
sind; oder man kann auch die a, li, e beliebig, aber nicht kom
planar auswählen, und dann sind die ~, ~, <t eindeutig bestimmt. 

Kehrt man die Reihenfolge von T und "t" um, so modifiziert 
sich Gleichung (f» zu 

a(~cb) + li(~cb) + e(<tcb) = blP ...... (6) 

In der beliebigen Wählbarkeit liegt schon der Satz, daß man 
den einen der beiden Faktoren mit einem beliebigen Skalar 
multiplizieren kann, wenn man den anderen mit demselben Skalar 
dividiert. Auch bleibt der Satz III des § 4:5 selbstverständlich 
erhalten. 

Weitere Zerlegungen ergeben sich in den späteren Para
graphen. 

54. Versoren in der Normalform. 

Wir nehmen zwei Koordinatensysteme der x, y, z und ~, 'YJ, b 
an, deren Kosinus seien cos~, x = oel , cos~, Y = (X2 usw. 

Im System der x, y, z bilden wir einen Diatensor, der speziell 
mit X bezeichnet werden möge: 

. . . . . . . . . (1) 
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Die drei Skalare desselben sind auf Grund der bekannten 
Eigenschaften der Kosinus 

81 = OGI + ß2 + 1'3' 821 = OGI + ß2 + 1'3' 83 = 1, . . (2) 

und es ist, wie die einfache Ausrechnung zeigt, der Kodiatensor 

X 2 = X . ........... (3) 

Es seien nun i, j, I die Grundvektoren in x, y, z und i', j', l' 
diejenigen in g, 11, b; dann ist 

i ' = OGI i + OG2 j + OG3 f. 

Bildet man das Produkt Xi', so erhält man 

Xi' = (OGl + ai + aX) i 
+ (aIßI + OG2ß2 + OG3ß3)j ...•. (4) 

+ (OGlrl + 1X2r2 + 1X3r3)! = i 

und mit zyklischer Fortsetzung 

Xi' = i, Xj' = j, XI' = l. . . . . . . (5) 

Der Diatensor X führt also die Vektoren i ', j', fl, ohne ihren 
Betrag zu ändern, in die Lage i, j, f über, d. h. er ist ein Versor, 
der das Koordinatensystem der g, 11, b in die Lage x, y, z dreht. 
Es leuchtet auch ein, daß man jede reine Drehung durch einen 
Diatensor der Form (1) darstelleu kaun; denn man kann offenbar 
jede beliebige Drehung dadurch charakterisieren, daß sie irgend 
ein rechtwinkliges Koordinatensystem der g, 1'}, b in ein zweites 
der x, y, z überführt. Die in Gleichung (1) gegebene Gestalt 
möge die No r m a lf 0 l' m des Versors heißen. 

Da die Determinante von X gleich 1, und da X2 = X ist, folgt 

X-I = XC' ...•.....• (6) 

"Konjugierte Versoren bewirken entgegengesetzte Drehungen 
von gleicher absoluter Größe um die gleiche Achse." Dies ist 
leicht zu verifizieren, wenn man entsprechend der Gleichung (4) 
die Gleichungen für Xc i usw. herstellt. 

Es liegt nun zunächst die Aufgabe vor, die Achsen und den 
Winkelbetrag der durch X bewirkten Drehung zu ermitteln. Zu 
dem Ende identifizieren wir unseren Versor X mit dem Versor cIJ<p 
von Gleichung (15) des § 41, nachdem in dem letzteren die 
Richtnngskosinus der Achse mit A., lL, v, statt mit IX, ß, r be
zeichnet sind. 
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Es findet sich 
OG1 = )..2 (1 - Gas rp) + Gas rp, 

OG2 = )"~(l-Gasrp)-vsinrp, 

OGa = vJ..(l- Gas rp) + ~sin<p, 
ßI = )"~(1- Gas <p) + v sin <p, 

ß2 = ~2 (1- Gas <p) + Gas <p, ...•.• (7) 
ßa = ~v(l - Gas <p) - )..sin <p, 

1'1 = v)"(l- Gas <p) -~sin<p, 

1'2 = ~v(I-Gas<p)+)..sin<p, 

1'3 = v2 (1 - Gas <p) + Gas <po 

Man findet aus der ersten, fünften und neunten dieser 
Gleichungen: 

)..2 _ OG I - Gas <p 
- 1 - Gas rp , . 

2 _ ß2 - Gas<p ........ (8) 
~ - 1 - Gas<p , 

. v2 = 1'3 - Gas rp • 
1 - Gas <p 

Zugleich ergibt sich durch Addition derselben Gleichungen 

und damit 

Gas <p = OG1 + ß2 + 1'3 - 1 
2 

).,2 _ 1 + OG I-=- ß2 - 1'3 ) 
- 3-OGI -ß2-1'3' 

(9) 

2 _ 1 - OGI + ß2 - 1'3 
~ - 3 - al - ß2 - 1'3' . . . • • . • (10) 

1 - OGI - P2 + 1'3 v2 = ~~-------. 
3 - OG1 - ß2 - 1'3 

Beständen diese Gleichungen für sich allein, so würden sie 
zusammen eine achtdeutige Lösung darstellen. Da aber ).,,~, v 
den sämtlichen Gleichungen (7) genügen müssen, sieht man leicht, 
daß sie nur sämtlich positiv oder sämtlich negativ sein können. 
Das System der Gleichungen (10) ist also in Wirklichkeit nur 
zweideutig. Es liefert die Doppelrichtung der Achse für die 
beiden konjugierten Systeme X und Xc' 
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Für O!l = ß2 = Ya = 1 erhalten A, l1, v die Form ~, aber 

m diesem Fall ist die Tatsache, daß die Drehung Null ist, von 
vornherein gegeben. 

Spezialfälle. 

I. Achsen der Drehung seien der Rcihe nach die Achsen der x, der y 
und der z. Man findet leicht, daß der Versol' für diese Fälle die Gestalt 
annimmt: 

{
I 0 0 {COS f/! 0 
o cos f/! - sin f/! und 0 1 
o sin q; cos qJ - sin rp 0 

sz·n rp { cos rp - sin rp 0 
o und sin rp cos Cf 0 

cos f/! 0 0 1. 

(11) 

II. Drehung- um 2 n 1l, wo n eine beliebige ganze Zahl, auch Null, sein 
kann. Offenbar wird X = I. 

1l 
III. Quadrantaler Versol', rp = 2; cos rp = O. Die Glieder des Versors 

bestimmen sich durch 

((1 = ).2, 

ß2 = ,u2, 

Ya = v 2 , 

(!2 = ).,U-v, 

ßl = P). + v, 

Yl = V).-,u, 

((a = ). v + P'} 
ßa = fI v - )., .... (12) 

Y2 = flv +).. 
Durch Elimination von )., p, vergeben sich hieraus die Kriterien dafür, 

daß ein gegebenes X ein quadrantaler Versol' ist. 

((1 + ß2 + Ya = 1; 

((2 = - VYa + ~ Vß2' 

((3 = Vß2 + liYa ~, 
PI = VYa + Ya;" Vß2, •......... (13) 

ßa = - V((l + Vß;.VYs, 
Yl = - Vß2 + VYa Val' 

Y2 = ~ + Vß2 VYa' 

Nimmt man sämtliche Wurzeln in diesen Gleichungen mit dem entgegen
gesetzten Vorzeichen, so erhält man Xc. (Deshalb sind die Produkte mit ge
trennten Wurzelzeichen geschrieben.) Die Bedingungen ((,2+ ai+ ((.2 = 1 usw. 
sind von selbst erfüllt. Die vorstehenden Gleichungen zeigen, daß der 
quadrantale Versol' bis auf das Vorzeichen vollständig gegeben ist, wenn 
man zwei seiner Diagonalglieder kennt; die Positionswinkel der Drehungs
achse sind leicht aus (12) zu entnehmen. 

IV. Biquadrantaler Versol', rp = 1l, COS rp = - l. 

Cll = 2).2 - 1, ßa = Y2 = 2 P ", } 
ß2 = 2 ,u2 - 1, Yl = Cla = 2 v)., 
Ya = 2,,2 -1, Cl2 = {Jl = 2 ).,U. 

Die Symmetrie des biquadrantalen Versors tritt hervor. 
terien sind: 

...• (14) 

Seine Kri-
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Legt man die Achse eines biquadrantalen Versors in die Achse der x, 
so nimmt er die Gestalt an 

{ 
1 0 0 
o -1 0 
o 0-1. 

........ (16) 

Nimmt man einen zweiten biquadrantalen Versor, dessen Achse in der 
x y -Ebene liegt und mit der Achse der x den Winkel '" macht, so ist für 
ihn " = cos 'iJ, fl = sin 1jJ, JI = O. Er hat also die Gestalt: 

{
2 cos21jJ-l 

2sin6cos", 
2 cos '" sin '" 0 
2 sin2 '" - 1 0······· (17) 

o -1. 

Multipliziert man (16) als Präfaktor mit (17), so erhält man 

{ 2 cos2 ",-1 2 cos '" sin 1jJ 0 

- 2 Sino'" cos '" 1- 2 sin2 1jJ 0 (18) 

0 1. 
Das ist: 

{ cos 2 '" sin 2 '" ,0 

- Si~ 2", cos 2 '" 0 (19) 
0 1, 

und dies ist der Versor, welcher eine Drehung vom Betrage - 2 '" um die 
Achse der z hervorbringt. Nimmt man dagegen bei der Multiplikation (16) 
als Postfaktor, so erhält man 

{ 
cos 2 '" 

sin 2 '" 
o 

- sin 2", 

cos 2 '" 
o 

o 
o .......... (20) 

1, 

also eine Drehung vom Betrage + 2.p. Es folgt: Zwei nacheinander aus
geführte biquadrantale Drehungen des Raumes um zwei Achsen, welche 
miteinander den Winkel '" machen, ergeben insgesamt eine Drehung vom 
Betrage 2 '" um eine Achse, welche auf den beiden Achsen der biquadrantalen 
Drehungen senkrecht steht. Die resultierende Drehung wechselt ihr Vor
zeichen, wenn man die Reihenfolge der biquadrantalen Drehungen umkehrt. 

Anmerkung: Der in § 11 aufgestellte Satz, daß aus der additiven 
Zusammensetzung reiner Deformationen immer wieder eine reine Deforma· 
tion hervorgeht, gilt nicht für den Fall, daß die Deformationen multi· 
plikativ kombiniert, also nacheinander ausgeführt werden; der vorstehende 
Satz ist ein Beispiel dafür. 

Man findet sehr leicht, daß das Produkt zweier Tensoren dann, und 
nur dann, ein Tensor ist, wenn deren Hauptachsen zusammenfallen. 
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Die Zeilenvektoren von X sind offenbar i', j', I'; die Kolonnen
vektoren sind die Reziprokalen dazu, also gleichfalls i', j', I', da ja 
diese ihre eigenen Reziprokalen sind. 

Man bemerkt, daß in den Gleichungen (6) und (7), welche 
Betrag und Achse der durch X dargestellten Drehung festlegen, 
nur die drei Diagonalglieder al , ß2' 'Ys von X auftreten. Die 
durch sie bestimmten Winkel sind auch unmittelbar vorstellbar, 
da sie die Winkel zwischen den gleichnamigen Achsen der beiden 
in Betracht kommenden Koordinatensysteme darstellen. Ist die 
Drehung durch g; und ,1., /-I, v gegeben, so liefern die Gleichungen 
(9) und (10) nur die Diagonalglieder von X. Es bleibt also die 
Aufgabe, die Seitenglieder von X festzustellen, wenn die Diagonal
glieder gegeben sind. Es stehen dafür die bekannten Bedingungs
gleichungen zur Verfügung, welche, wenn die bekannten Größen 
auf die rechte Seite gebracht werden, lauten: 

ßs 'Y2 = ß2 'Ys - a ll } 
'YlaS_'YSal-ß2' ........ (21) 
a2 ßl - OG1 ß2 - 'Ya, 

a~2 + a] = 1- al, ß} + ß/ = 1- ßi, 'Yj2 + 'Y22 = 1- Ys2'l(22) 
ß2+ 2-1 2 2+ ~-1 ß2 2+ß 2-1 2J I YI- -al' 'Y2 a2 - - 2' aJ :j- -'Ys' 

Aus (22) bildet sich leicht 

dazu aus (21) 
ß] + 'Y22 = 1 + a j

2 - ßi - 'Yl, 

2 ßS'Y2 = 2ß2'Ya- 2al; 

(ßs + 'Y2)2 = (1 - ad2 - (ß2 - 'Ys)2, 

(ßa - 'Y2)2 = (1 + ad2 - (ß2 + 'Ya)2. 
Daraus mit Fortsetzung 

{ 
2 ßs = 11(1- (1)2 - (ß2 - 'YS)2 + V(l + OG1)2 - ([:32 + YS)2, (23) 

2 'Y2 = Y(1- al )2 - (ß2 - 'YS)2 - Y(1 + (1)2 - (ß2 + Ya)2, 

{ 
2 Yl = 1(1 - ß2)2 - ('Ys - tXl )2 + y(1 + ß2)2 - ('Ys + a l )2, (24) 

2 aa = Y(1-- ß2)2 - (Ys - al )2 - W + (12)2 - ('Ys + 0<1)2, 

{ 2 a2 = Y(l- 'Ya)2 - (al - ß2)2 + V0 + 'YS)2 - (al + ß2)2, (25) 

2 ßl = 1"(1- Ya)2 - «(Xl - ß2)2 - y(1 + YS)2 - (al + ß2)2. 

In jedem dieser Gleichungspaare könnte nach der Herleitung 
auf der linken Seite noch das Zeichen + stehen. Dies würde 

Budde, Tensoren u. Dyaden. 7 
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dann auch den in den Gleichungen (21) und (22) ausgesprochenen 
Bedingungen genügen. Sie müssen aber auch die Bedingungen 
IXl ßl + IX2 ß2 + IXs Ys = 0 usw. erfüllen. Und das ist nur der Fall, 
wenn man die Vorzeichen so wählt, wie sie hier geschrieben sind, 
oder wenn man ßs mit Y2' IXs mit Yl und (;(2 mit ßl bezüglich der 
Vorzeichnung vertauscht. Die drei Gleichungspaare liefern also, 
wie es sein muß, die Seitenglieder für die beiden konjugierten 
Versoren X und Xc. 

55. Unendlich kleine Versoren. 

Wir nennen einen Versor unendlich klein, wenn sein Drehungs
winkel cp unendlich klein ist. In diesem Fall kann man bekannt-

lich sin cp durch cp und Gas cp durch 1 - ~2 ersetzen. Damit wird 

aus Gleichung (9) des vorigen Paragraphen 

1 _ cp2 _ Oll + ß2 + Ys - 1 
2 - 2 ' (1) 

(2) 

und damit vereinfachen sich die Gleichungen (7) des vorigen 
Paragraphen zu 

,i,2cp2 = 1 +IXI-ß2-YS') 
p,2cp2= l-1X1 +ß2-YS' ... 
V 2cp2 = 1-!Xl -ß2+YS' 

. . . . (3) 

Da jede der Größen !XI! ß2 und Ya nicht> 1 sein kann, folgt 
aus (2), daß sie sich in der Form 

!Xl = 1- Cl' ß2 = 1- c2' Ya = 1- cs .•. (4) 

darstellen lassen, wo Cl! c2' Ca unendlich kleine Größen sind. Setzt 
man diese in die Gleichungen (23), (24) und (25) des vorigen 
Paragraphen, so findet sich der Ausdruck für X in Cl' c2' cs, wenn 
die unendlich kleinen Größen höherer Ordnung fortgelassen 
werden: 

- VCI -82 + ca 

V- Cl + c2 + c3 

1- cS' 

(5) 
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Zugleich wird aus (3): 

l2qJ2 = - EI + E2 + ES,} 

p,~qJ2 = EI - E2 + Es, 

v 2 rp2 = EI + E2 - Es, 

. . . . . . . (6) 

und damit läßt (5) sich schreiben: 

f 1- EI 

X = t- v rp 1 - E2 

p,qJ -lqJ 

vrp -p,rp 
1 qJ . . . . . . (7) 

1- Es. 

Wir nehmen nuu einen zweiten unendlich kleinen Versor an: 

{
I - EI' v'qJ' - p,'qJ' 

X' = - v'qJ' 1 - E2' l'qJ'. 

p,'qJ' - ).'qJ' 1 - Es', 

. . . . (8) 

multiplizieren X mit X', bezeichnen das Produkt als X" und 
markieren alle Glieder von X" entsprechend. Dann sind die 
Diagonalglieder von X", wenn die unendlich kleinen Größen von 
höherer Ordnung in den einzelnen Posten fortgelassen werden, 

Es folgt: 

1-E/' = 1-EI-E/-VqJVlqJ,-p,qJP'qJ"} 

1 - E2" = 1 - E2 - E2' - ). rp ).' rp' - v qJ v' qJ', 

1 - Es" = 1 - Es - Es' - P, qJ p,' qJ' - ).qJ )., rp'. 
. . . (9) 

E/' = EI + Et' + v qJ V' rp' + p,qJ p'qJ', 1 
E2" = E2 + E2' + ).qJ ).'qJ' + v qJ v'qJ', . • . . . (10) 
Es" = Es + Es' + P qJ p,' rp' + ).qJ ).'qJ'. f 

Also ist nach (6): 

110 T - "'2 S I - 2 S I 2 S I T T (11) '''2 ro"2 - c "+ E "- E 11 - (E + E - E ) + (E ' + E 1_ E ') + 2 ). ro).' ro'} 
= ).2qJ2 + ).'2qJ'2 + 2 ).qJ).' qJ'. 

Rechts steht ein genaues Quadrat, also durch Wurzelausziehen 
und mit zyklischer Fortsetzung 

)." rp" = ).qJ + ).' rp', 
p,"rp" = prp +p,rp,,} ........ (12) 

v"rp" = vrp +v'rp'. 

d. h. 1. wegen der Symmetrie der Wurzeln: Führt man zwei 
unendlich kleine Drehungen nacheinander aus, so ist die Reihen
folge, in der sie genommen werden, für das Ergebnis gleichgültig. 

7* 
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2. Stellt man jede der Drehungen dadurch dar, daß man 
ihren Betrag auf ihrer Achse abschneidet, so setzen sie sich wie 
Vektoren zusammen. 

Löst man Gleichung (6) nach den E auf und setzt das Ergebnis 
in Gleichung (7), so erhält man die vollstäudige Darstellung vou X 
durch den Drehungswinkel rp und die Richtungskosinus der Achse: 

X= 

/L2 + v 2 
1 - --rp2 V rp - Ilrp 

2 

- vrp 
v2 +).2 

l--2-rp2 

-). rp 

).rp 

).2 + /L2 
l--2-rp2. 

56. Allgemeine Zerlegung und Normalform des Diatensors. 

Es ist bekannt, daß eine Einheitskugel durch Multiplikation 
mit einem beliebigen Diatensor in ein Ellipsoid übergeführt wird. 
Durch die einfache Betrachtung dieser Tatsache könnte man zu 
dem Schluß gelangen: Die Multiplikation mit einem beliebigen 
Diatensor läßt sich stets durch eine Drehung und eine nach
folgende reine Deformation oder durch dieselben Operationen in 
umgekehrter Reihenfolge ersetzen. Denn man braucht nur drei 
aufeinander senkrechte Radien der Kugel so zu drehen, daß sie 
in die Richtungen der Hauptachsen des Ellipsoides übergehen; 
fügt man dann eine reine Deformation nach diesen Hauptachsen 
zu, so ist das Deformationsellipsoid hergestellt. Der Schluß wäre 
aber falsch; denn es fehlt der Nachweis, daß die drei ausgewählten 
aufeinander senkrechten Radien der Kugel den Hauptachsen des 
Ellipsoids entsprechen, ja, daß sich überhaupt in der Kugel 
ein Tripel von drei aufeinander senkrechten Radien findet, welches 
den drei Hauptachsen des Ellipsoids entspricht. Dieser muß erst 
mittels einer näheren Betrachtung geführt werden. Wir nehmen 
an, die Radien der Einheitskugel seien mit einem Diatensor ([J 

multipliziert, nehmen die Hauptachsen des Deformationsellipsoids 
zu Doppelrichtungen eines Koordinatensystems der x, y, z und 
denken uns den Diatensor in diesem System ausgedrückt. Er 
kann dort in der allgemeinen Form geschrieben werden: 

I txx 

([J = tyx 

tzx tZY tzz • 

. . (1) 
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Die Grundvektoren im System der x, y, z seien i, j, t Sind 
dann (Xl' a2 usw. in der üblichen Reihenfolge die Winkel, welche 
irgend ein System der g, 11, b mit x, y, z macht, so sind 

i' = (Xl i + (X2 j + aa 1 und j' = ßl i + ß2 j + ßs1 

und l' = Yl i + Y2 j + Ya 1 

drei aufeinander senkrechte Einheitsvektoren , die, solange die 
(x, ß, Y unbestimmt sind, jede mit der Rechtwinkligkeit verträg
liche Lage im System der x, y, z annehmen können. Wir werfen 
die Frage auf, ob die drei Vektoren i', j', l' sich so bestimmen 
lassen, daß sie durch die Multiplikation mit ([J in die drei Halb
achsen des Ellipsoids übergeführt werden. 

Sind p, q, r drei Skalare von passender Größe, so sind pi, qj 
und d diese Halbachsen. Die Multiplikation von i', j', f' mit ([J 

ergibt der Reihe nach: 

(txxlXl + tXY (X2 + txz(Xa) i (txXßl + txy ß2 + txzßa)i 1 
+ (tyxlXl + tYY (X2 + lyzlXa)j + (tYXßl+ tyy ß2 + tyzßa)j 
+ (ttx (Xl + tZY lX2 + tzz (Xa) f, + (tzx ßl + tzy ß2 + tzz ßa) " 

r 
(2) 

(txxYl + tXY Y2 + txzYa)i 

+ (tyxYl + tYY Y2 +fyzYa)i J 
+ (tzx Yl + tzy Y2 + tzz Ya)f. 

Die gestellte Bedingung ist also erfüllt, wenn man die (x, ß, Y 
durch die Gleichungen bestimmt: 

txxlXl + tXY (X2 + txz(Xa = p, txXßl + txy ß2 + txzßa = 0,) 

tYX(Xl + tYY (X2 + tyz(Xa = 0, tYXßl + tyy ß2 + tyzßa = q, I 
tzx (Xl + tzy (X2 + tzz (Xa = 0, tzx ßl + tzy ß2 + ttZ ßa = 0, ~ 

{ (3) 
txxYl + fXY Y2 + txz Y3 = 0, J 
tyxYl + tYY Y2 + tyzYa = 0, 

tzx Yl ,+ tzy Y2 + tzz Ya = r. 

Multipliziert man die erste dieser Gleichungen mit (Xl' die 
vierte mit ßl' die siebente mit Yl und addiert, so erhält man txx 
= P (Xl' und durch die auf der Hand liegende Fortsetzung des 
Verfahrens findet man 

txx = plXll 
tyx = qßll 
tza: = rYll 

txy = P(X2, 
tyy = qß2, 
tzy =rY2, 

txz = P(Xa, 1 
tyz qßa'f··· (4) 
t zz ~ rYa· 
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Damit wird 
p2 = t;x + t;y + t;z, I 
q2 = t;x + t;y + tiEl . . . . 
r 2 = tz2x + tZ~1J + t;z 

. . . . (5) 

und 

. . . . (6) 

Es müssen nun die a, ß, 'Y den bekannten Bedingungsglei
chungen der Orthogonalitätgenügen, und zwar, wenn die Ablei
tung allgemein gültig sein soll, ohne daß dadurch Beziehungen 
zwischen den t vorgeschrieben werden, die nicht von selbst erfüllt 
sind. Aus den Gleichungen (5) und (6) ergibt sich ohne weiteres, 
daß die Bedingungen vom Typus ar + rxi + rx.? = 1 identisch er
füllt sind. Außerdem.aber müssen auch diejenigen Bedingungen 
erfüllt sein, in denen die mit verschiedenen Buchstaben, benannten 
Kosinus auftreten, also die Bedingungen vom Typus al + ßl + yt 
= 1 oder (Xl ßl + a2 (:12 + (X3 ß3 = O. Welchen Typus man wählt, 
ist gleichgültig, da bekanntlich der eine aus dem anderen folgt. 
Es muß also, wenn die letztere Form gewählt wird, 

txxtyx+txytyy+txztyZ = 0,) 
tyxtzx + tyytzy + tyz tzz = 0, 

textxx + tzy txy + tzz txz = ° 
. . . . . . (7) 

sein, und hierdurch werden anscheinend den t besondere Bedin
gungen auferlegt. 

Das ist aber nur dem Anschein nach der Fall; denn der 
Tensor (p ist an sich schon spezialisiert, und zwar durch die 
Voraussetzung, daß er auf die Hauptachsen seines Deformations
ellipsoids bezogen sei. Diese Voraussetzung involviert das Folgende: 

Wir betrachten zunächst den allgemeinen Fall, in welchem 
von den drei Größen p, q, r keine der anderen gleich ist. Mit 
der Voraussetzung, daß der Diatensor auf diese drei Achsen be
zogen sei, besteht dann die Tatsache, daß die drei Semidiameter 
des Deformationsellipsoids, welche in seine Hauptachsen fallen, 
Grenzwerte, Maxima oder Minima sind. Ist nun u ein beliebiger 
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Radius der Einheitskugel , und ist tu der mit q, multiplizierte 
Vektor b, so ist 

W", = t",,,,v,,, + t",,,v,, + f",s VS') 
W".= t"",v", + t"!lv" + fyz v., .....• (8) 
Ws = t.xv", + t.yvy + t .. Vs' 

Hat der beliebig gewählte Einheitsvektor b gegen i', j', " die 
Richtungskosinus 1, m, n, so ist 

b=li'+mj'+nf', ........ (9) 

und da i' = Gtl i + Gt2 j + Gts' usw., folgt 

tI = (lGtl + mßI + nYI)i + (lfX2 + mß2 + n Y2)i} . . (10) 
+ (lGts + mßs + nys)f. 

Setzt man n = 0, so fällt tI in die Ebene der i' j' und tu in 
die xy-Ebene. Man erhält also 

W",y = {t",,,,(lGtl + mßI) + t",y(lGt2 + mß2) + t",.(lGts + mßs)} i}. (11) 
+ {ty",(lfXI + mßl) + tyy{lGt2 + mß2) + tys(lGts + mßs)} j 
Läßt man nun auch m verschwinden, so reduziert sich tu auf 

p.i, also wird der Faktor von j zu Null, und zugleich wird 

W", = t",,,,(lGtI + mßI) + t",y(lGt2 + mß2) + t",.(lGts + mßs) . (12) 
ein Grenzwert für m = O. Wenn man also dem m statt des 
Wertes Null einen unendlich kleinen Wert dm erteilt, muß das 
entsprechende Wachstum von W", verschwinden. Da nun 1 und m 
unter allen Umständen der Gleichung 12 + m2 = 1 genügen müssen, 
so unterscheidet sich 1, wenn man m = dm setzt, von der Zahl 
Eins nur um eine unendlich kleine Größe zweiter Ordnung. 1 ist 
also für das Einsetzen von dm als konstant anzusehen. infolge
dessen läßt sich die Grenzfallbedingung ohne explizite Differentiation 
aus Gleichung (12) ohne weiteres ablesen. Es muß sein 

1 
dm (t"",.dmßI + txy dmß2 + t",sdmßs) = O. 

Mit zyklischer Fortsetzung erhält man also 

t",,,,ßI + ty",ß2 + tsxßs = 0, I 
tY"'YI+fYYY2+fy.YS=0, .••..• (13) 
t.", Gtl + fgy fX 2 + tu as = O. 

Diese Gleichungen sind aber identisch mit den Gleichungen (7), 
also folgen diese daraus, daß der Tensor q, auf die Hauptachsen 
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seines Deformationsellipsoids bezogen ist; sie sind durch die Vor
aussetzung identisch erfüllt. 

Der Beweis bleibt gültig, wenn zwei Hauptachsen des Defor
mationsellipsoids, etwa q und r, einander gleich sind, denn die 
Endpunkte von qj und d haben immer noch die Eigenschaft, 
Grenzwerte in y und in z zu sein. Degeneriert das Deformations
ellipsoid zur Kugel, so wird das Resultat der Untersuchung selbst
verständlich. 

Somit ergibt sich: Es lassen sich stets drei aufeinander senk
rechte Radien der Einheitskugel angeben, welche durch die 
Multiplikation mit (P in die aufeinander senkrecht stehenden 
halben Hauptachsen des Deformationsellipsoids übergeführt werden. 

Das heißt aber geometrisch: Man kann die ganze durch cP 
herbeigeführte Transformation dadurch ersetzen, daß man drei 
bestimmte aufeinander senkrechte Radien der Einheitskugel in die 
entsprechenden Achsenrichtungen des Deformationsellipsoids dreht 
und daß man die Kugel dann einer reinen Deformation mit den 
drei Konstituenten p, q, r unterwirft. Kürzer ausgedrückt: Jede 
affine Bewegung läßt sich durch eine Drehung und eine reine 
Deformation ersetzen. Aus den Glei~hungen (4) ergibt sich un
mittelbar die Form des Diatensors, welche diese Eigenschaft 
ausdrückt: 

P0l:2 pOl:g 

qß2 qßg .......• (14) 
rr2 ryg. 

Diese nennen wir seine Normalform. Sie läßt sich offenbar 
als Produkt schreiben: 

w= (~ 
0 

o r 01:2 OI:g 

q O· ßl ß2 ßs (15) 
0 r rl r~ rs· 

Der erste von diesen Faktoren ist der Tensor, der zweite der 
Ver80r der Operation. Der Versor ist proximal. 

Man sieht ohne weiteres geometrisch, daß die Reihenfolge der Opera
tionen sich auch umkehren läßt. Es ist nicht ohne Interesse, dies auch 
analytisch nachzuweisen. Wir nehmen drei Konstituenten pi, q', r' an, deren 
Beträge gleich p, q, r sind, die aber in die I:tichtungen der f, r,,' fallen. 
Um den aus ihnen gebildeten Tensor mit dem Versor der Gleichung (14) 
multiplizieren zu können, transformieren wir ihn auf das System der x, y, z. 
Man beachte, daß das Schema des § 18 quer zu lesen ist. Es ergibt sich 
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dann, wenn der vorliegende Tensor nach der Transformation mit T' be
zeichnet wird: 

{ ~ h ~ {~~ ~~ ~~ 
T' = "2 ß2 Y2' ß1 q' ß2 q' ßs q' 

CIS ßs Ys Y1 r' Y2 r' Ys I" 

oder ausgerechnet, in einer für die Multiplikation bequemen Anordnung: 

t~x = u12 1" + ß12 q' + Y12 r', 

t~x = «1 "21" + ß1 ß2 q' + Y1 Y2 r', 

I~x = «1"SP'+ß1ßsq'+Y1Ysr', 

t~y=t~a:' 

t~y = "221" + ßi q' + Y22 r', 

t~y = «2«SP'+ß2ßsq' +Y2Ysl', 

t~; = t~y' 

I~z = CI; 1" + ßa2 q' + Ys2 r'. 

Der aus diesen Gliedern gebildete Tensor ist nunmehr als Postfaktor 
mit dem Versor der Gleichung (14) zu multiplizieren. Die Ausführung der 
Multiplikation ergibt: 

{
«I "2 "3 (1" C!l 1" ((2 p' ((3 

ßl ß2 ßa . T' = q' ß1 q' ß2 q' ßa . . . . . . (16) 

Y1 Y2 Y3 11" Y1 r' ')'2 r' Ys . 

Also ist die zweite Zerlegung sachlich identisch mit derjenigen von (14), da 
ja die Beträge p', q', r' gleich p, '1, r sind. 

Die doppelte Zerlegung ergibt den geometrischen Satz: Jede 
affine Bewegung läßt sich (operativ 1) in eine Drehung und in 
eine reine Deformation zerlegen. Die Reihenfolge der Operationen 
ist gleichgültig, die Drehung ist in beiden Fällen dieselbe, die 
reine Deformation hat in beiden Fällen gleiche Parameter, aber 
wenn die Drehung zeitlich vorangeht, findet die Deformation in 
der Endlage, wenn die Drehung zeitlich nachfolgt, findet die 
Deformation in der Anfangslage statt. 

Das letztere ist selbstverständlich; es kommt aber hier auf 
den Nachweis an, daß die Analyse fähig ist, die geometrische 
Beziehung in voller Genauigkeit wiederzugeben. 
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Man bemerke: Der Diatensor hat in der Normalform (14) die 
Eigenschaft, daß seine drei Zeilen vektoren aufeinander senkrecht 
stehen. Die Beträge der Zeilenvektoren sind p, q, r, sind also 
identisch mit den Konstituenten seines Tensors. 

Der Tensor selbst läßt sich in drei Faktoren zerlegen: 

(
p 0 0 (P 0 0 (1 0 0 f 1 0 0 
o P 0 = 0 1 O· 0 q 0 . lO 1 O· . (17) 
o 0 q 0 0 1 0 0 1 0 0 r. 

"Die reine Deformation läßt sich ersetzen durch drei kon
sekutive Dehnungen nach drei aufeinander senkrechten Richtungen." 

Die Reihenfolge der Faktoren ist offenbar gleichgültig. 

37. Andere Zerlegungj Kriterien j Schieber. 

Jeder Diatensor hat wenigstens eine Achse, in die man will
kürlich die x-Achse eines rechtwinkligen Koordinatensystems legen 
kann. (In dem seiner Einfachheit wegen nicht mehr besonders 
hervorgehobenen Fall dreier gleichen reellen Achsen kann man 
diese Achse beliebig wählen; sind zwei gleiche reelle Achsen vor
handen, so wähle man die ungleiche Achse.) Geschieht das, so 
muß der Tensor einen in die x-Achse fallenden Vektor ohne 
Richtungsänderung dehnen, und m:1n sieht 
möglich ist, wenn er die Form hat 

leicht, daß das nur 

(

txx txy tx. 

(p = 0 tyy tyz 

o t. y tzz • 

(1) 

Hier bleibt die Richtung der y- und der z-Achse noch un
bestimmt. Hat der Diatensor bei beliebig angenommenen Achsen 
der y und z die Gestalt (1), so kann man noch die Achsen der y 
und der z um einen beliebigen Winkel drehen, dessen Kosinus f-t 
sei. Er ist dann auf die neue Lage mittels der Gleichungen des 
§ 18 zu transformieren, und man kann mittels dieser Transformation 
noch eine zusätzliche Bedingung erfüllen. Werden die transfor
mierten Glieder, wie in § 18, durch Strichelung bezeichnet und 
führt man die Umformung für t~y und t~. durch, so ergibt sich 

also 

t~y = p.2tyy + f-t 1fI p.2 (tyz + t. y) + (1- f-t2)t .. , 

t~. = (1- p.2) tyy - P. V 1 - f-t2 (ty • + t. y ) + p. 2 t .. , 

t~y - t~z = (1 - 2 p.2) (t •• - tyy ) + 2 f-t VI - p.2 (ty • + t. y). 
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Wir wollen die willkürlich wählbare Bedingung dahin formu
lieren, daß t~v = t~. werden soll, also 

(2ft2-I) (t .. -tylI) = 2ft VI ft~(ty.+ tzy). 
Dies gibt 

ft4 _ ft2 = _ -.!:. (t .. - tlly)2 
4 (t •• - tyy )2 + (tll • + t. y)2' 

also für ft eine zweideutige, jederzeit reelle Lösung j der Diatensor 
läßt sich also immer auf die Form bringen 

1 (xx txy tx, 
(lJ = 0 tVII ty , 

o t. y t yll ' 

. . . . (2) 

In dieser Gestalt 1) hat er die Eigenschaft, daß die Beträge 
seiner Konstituenten sich ohne weiteres angeben lassen. Seine 
drei Skalare sind nämlich 

81 = txx + 2tyy , 821 = tiy + 2txxtyy-ty.t.y,} . . (3) 
8a = txx(tiy-tv.t,v) 

Nehmen wir nun versuchsweise einen Diatensor (lJ' an, dessen 
Konstituenten seien 

txx, tyy + h, tyy - h, 
so verlangt die Hamil ton sehe Gleichung, daß für diesen 

8{=txa;+2tyy , 8:n=t;y+2ta;xtyy-h2,} ... (4) 
8~ = ta; x (t;y - h2) 

sei. Offenbar werden die S' und 1fJ' mit den 8 und lfJ identisch, 
wenn man setzt 

h2 = ty , f,y ••• 

also sind die drei Konstituenten von lfJ 

(a) 

txx, tyv+Vty.t. y, lvy-Vty,t'u .... (6) 
Hiernach hängt der Charakter des Diatensors (lJ von ty , und 

t'lI ab: 
Haben ty , und tsv gleiches Vorzeichen, so hat der Dia

tensor drei reelle Achsen. 
Haben tVI und tsv ungleiches Vorzeichen, so hat er nur 

eine reelle Achse. 
Im Grenzfall ty,tzlI = 0 hat der Diatensor drei reelle 

Achsen, von denen zwei einander gleich sind. 

1) Auch in der Form (1), aber die Kriterien werden dann weniger einfach. 



108 § 57. Schieber. 

I. Wir betrachten zunächst den Grenzfall tyz tzy = O. Man 
sieht leicht, daß es für die Diskussion gleichgültig ist, ob man 
t yZ oder tzy gleich Null nimmt; in dem einen Fall wird die charak
teristische Eigenschaft des Diatensors in die y-Hichtung, im an
deren Fall in die z-Hichtung verlegt. Wir setzen also willkür
lich tyz = O. 

Der Diatensor 
f txx txy txz ' 

lP = l 0 Jyy 0 ......... (7) 
o tzy tyy 

zerlegt sich dann, wie die Ausrechnung zeigt, glatt in die beiden 
Faktoren 

f 1 

und 

I ~ 
oder in bequemerer Schreibart 

fp 0 0 P 
t1J = l 0 q 0 'l 0 

o 0 q 0 

t xy t xz 

txx txx 

1 0 (8) 
tzy 

1 
tyy 

b c 
1 0 . . . . . . . (9) 
e 1. 

Der erste von diesen ist ein Tensor, der zweite ein Diatensor 
sui generis, den wir einen Schieber nennen und mit dem Buch
staben E bezeichnen. Multipliziert man ihn mit irgend einem 
Vektor u und nennt das Diatensorvektorprodukt Ill, so ist 

III = (vx + bvy + cvz)i + v~j + (evy + vz)l. ... (10) 

Es bleiben also bei der Schiebung alle y-Komponenten un
verändert erhalten, d. h. die Punkte aller Ebenen, welche der 
xz-Ebene parallel sind, werden in diesen Ebenen verschoben, und 
zwar in der x-Hichtung Um den Betrag b vy + C vz , in der z-Hichtung 
um den Betrag c V z• 

Sind im Spezialfall zwei der Seitenglieder von E Null, so 
reduziert er sich auf den einfachen Schieber des § 4:2, und man, 
sieht leicht, wie die Schiebungen parallel den Achsen sich modifi
zieren, je nachdem bund c oder bund e oder c und e gleich 
Null sind. 

Ist c allein gleich Null, so ist die ganze Schiebung pro
portional dem Abstand von der x z- Ebene und erfolgt in der 
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x-Richtung um den Betrag bvy, in der .c-Richtung um den Be
trag evy. 

Die hier hervorgehobene Eigenschaft des Diatensors mit zwei 
gleichen reellen Achsen beeinträchtigt die Tatsache nicht, daß 
derselbe alle Vektoren, welche in die Ebene seiner gleichen Achsen 
fallen bzw. mit ihr komplanar sind, einfach dehnt, ohne sie zu 
drehen. Man kann also den fraglichen Diatensor auf zwei ver
schiedene Arten darstellen, einmal als Diatensor mit zwei reellen 
Achsen, das andere Mal als Produkt aus Tensor und Schieber. 
Die Möglichkeit dieser doppelten Darstellung involviert den geo
metrischen Satz: Erteilt man einem Raum erst eine Schiebung, 
welche die Abstände von der xz-Ebene unverändert läßt, dann 
eine reine Deformation mit zwei gleichen Hauptachsen, deren 
dritte Hauptachse in die x-Richtung fällt, so gibt es stets ein 
Büschel von parallelen Ebenen, welche die Eigenschaft haben, 
daß die 'in ihnen liegenden Vektoren bei der Operation ohne 
Drehung gedehnt werden. 

11. Im allgemeinen Fall tyz tzy =+= 0 läßt sich der Diatensor 
nicht in reine Deformation und Schiebung zerlegen; die beiden 
Faktoren der Gleichung (9) enthalten nur sechs disponible Größen, 
während die allgemeine Formel (2) deren sieben verlangt. Wir 
fügen also versuchsweise eine Drehung hinzu, indem wir das Pro
dukt bilden 

11 b c fp 0 
IP=OlO.)Oq 

o e 1 lo 0 

Die Ausrechnung ergibt 

f p b q cos rp + c r sin rp 

IP = 1 0 q cos rp 
o e q cos rp + r s in rp 

o ! 1 0 o· 0 cos rp 
r 0 sin rp 

o 
- sin rp . . (11) 

cos rp. 

- b q sin rp + c r cos rp 
- q sin rp . (12) 

- eq sin rp + r cos rp. 

Soll das mit Gleichung (2) übereinstimmen, so müssen die 
Gleichungen erfüllt sein 

p = txx, q cos rp = tyy , 
bq cos r:p + er sin r:p = txy I 

eq cos r:p + r sin r:p = tzy I 

deren Lösungen lauten: 

- q sin r:p = tYZI 1 
- bq sin r:p + crcos r:p = tXII • (13) 
- eq sin r:p + r cos r:p = tyy, 
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txztyy - txytyz 
c = t2 _t 2 , 

yy zy 

t 
cos cp = --'lJt, 

q 
. -fyz 

szncp = --, 
q 

Sie sind sämtlich reell, also läßt sich jeder Diatensor in die 
drei Faktoren der Gleichung (11), Schieber, Tensor und Versor, 
zerlegen, und zwar so, daß die Achse des Versors in eine bzw. 
in die Hauptachse des Tensors fällt. Im Spezialfall ty z = ° wird 
cp = 0, und damit gelangt man wieder zu dem unter I behan
delten Fall. Die hier gegebene Zerlegung macht zwischen drei
achsigen und einachsigen Diatensoren nur den Unterschied, daß 
sie sich bei den ersteren auf drei verschiedene Achsen, für die 
letzteren nur auf die eine reelle Achse beziehen läßt; eine andere 
Reduktion, welche den Unterschied etwas schärfer hervortreten 
läßt, ergibt sich auf dem Boden der Dyaden so natürlich, daß 
wir ihre Behandlung dorthin verlegen (siehe § 81). 

5S. Übersicht über die möglichen Arten der Raumtransformation. 

Als Grundelemente aller Deformationsbewegungen ergeben 
sich aus dem Bisherigen die reine Deformation, dargestellt durch 
den Tensor T, die reine Drehung, dargestellt durch den Versol' X, 
und die Schiebung, dargestellt durch den Schieber E. Man kann 
danach die Modalitäten, welche der allgemeine Diatensor in sich 
schließt, einteilen. Als nächstliegendes Mittel dazu hat man an 
die H amil tonsche Gleichung oder, was praktisch gleichbedeutend 
ist, die im § 60 besprochene Hamilton-Cayleysche Gleichung 
gedacht. Es ist in der Tat der Versuch gemacht worden, auf diese 
Gleichung eine vollständige Einteilung der Diatensoren zu gründen. 
Derselbe ist aber nicht korrekt durchführbar aus dem einfachen 
Grunde, weil die Hamiltonsche Gleichung zur vollständigen 
Charakteristik der Diatensorelemente nicht ausreicht. Die ein
fache Ausrechnung zeigt, daß der Schieber 

fp b c 

10 q ° lo e q 
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dieselben drei Skalare, also auch dieselbe Hamil tonsche Gleichung 
hat wie der Tensor 

fp ° ° 
° q ° lo ° q. 

Dagegen reicht zur vollständigen Einteilung aus die in Glei
chung (2) des § 57 gegebene Diatensorform 

ftxx txy txz 

cP = lOt y y ty z ° tzy tyy , 

welche deshalb als diskriminierende Form bezeichnet werden 
kann. 

1. Hauptfall 1. tyztzy > 0. 
Der Diatensor hat drei reelle ungleiche Achsen. Er kann 

in Tensor, Versol' und Schieber zerlegt werden; dabei fällt die 
Achse des Versors in eine Achse des Diatensors, und da die drei 
Achsen des Diatensors gleichwertig sind, kann die Zerlegung auf 
drei verschiedene Arten ausgeführt werden. 

2. Grenzfall. tyz t zy = 0. 
Diatensor mit zwei gleichen reellen Achsen. Er zerfällt m 

Tensor und Schieber. 
3. Hauptfall H. tyztzy < 0. 
Der Diatensor hat nur eine reelle Achse. Er zerfällt wieder in 

Tensor, Versol' und Schieber, aber die Zerlegung ist nur mit Zu
grundelegung der einen reellen Achse ausführbar; die Achse des 
Versors fällt wieder mit derjenigen des Tensors zusammen. 

Spezialfälle können nun dadurch eintreten, daß der eine oder 
andere der in Betracht kommenden Faktoren zu Einheitstensoren 
degenerieren. 

Zum Hauptfall I: 
a) Der Schieber wird zu I. Der Diatensor zerfällt in Tensor 

und Versol' , wobei die Achse des Versors mit der ausgewählten 
Achse des Diatensors zusammenfällt. Drei Achsen sind möglich. 

b) Der Versol' wird zu I. Der Fall ist identisch mit dem 
Grenzfall. 

c) Versol' und Schieber werden beide zu I. Es bleibt eme 
reine Deformation; die Achsen des Diatensors stehen senkrecht 
aufeinander. 
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d) Der Tensor wird zu L Es bleibt eine Kombination von 
Drehung und Schiebung. 

e) Tensor und Schieber werden zu Ij reine Drehung. 
f) Tensor und Versol' werden zu I; reine Schiebung. 

Zum Grenzfall. 
Es sind die beiden Möglichkeiten 2J = I und T = I vor

handen, welche auf die vorstehenden Spezialfälle c) und f) führen. 
Außerdem kann der engere Spezialfall eintreten, daß alle drei 
Achsen einander gleich werden; Tensor, wobei das Erzeugnis der 
Deformation dem ursprünglich gegebenen Gebilde ähnlich ist. 

Zum Hauptfall II. 
Die Spezialfälle sind dieselben wie beim Hauptfall I; der 

Unterschied besteht nur darin, daß der Zerlegung nur eine Haupt
achse zugrunde gelegt werden kann. 

Die vorstehende Einteilung läßt den Satz des § 56, wonach 
jeder Diatensor in Tensor und Versol' zerlegt werden kann, un
berührt; das Neue, was sie bringt, liegt darin, daß hier, wenn 
ein Tensor und ein Versor verhanden ist, die Achsen beider 
zusammenfallen, während sie bei dem Satz des § 56 irgendwie 
gegeneinander gerichtet sein können. 

. Die Schieber 2J lassen sich noch weiter einteilen, je nachdem 
sie drei, zwei oder ein von Null verschiedenes Seitenglied ent
halten. 

Ist nur ein "Schiebungsparameter" vorhanden, so hat man 
mit einem "einfachen Schieber" zu tun. Die Zeile, in welcher der 
Parameter steht, bestimmt die Richtung, nach welcher die Schie
bung erfolgt; dIe Kolonne, in der er sich befindet, bestimmt die 
Stellung der Ebenen, welche ohne Verzerrung und Drehung ver
schoben werden. 

Sind zwei Parameter von Null verschieden, so hat man zwei 
Fälle zu unterscheiden. Sie können beide in derselben Kolonne 
oder in verschiedenen Kolonnen stehen. 

Beispiel. Es sei zunächst das erstere der Fall 

2J = {~ ~ ~ 
o e 1. 

Multipliziert man hiermit den Vektor b, so erhält man 

tu = (v", + bVy)i + vyj + (evy + v,)f. 
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Der Vektor, welcher die Schiebung darstellt, ist also 

vy(bi + ef). 
Er hängt demnach nur von vy ab, d. h. jede Ebene, welche der 
xz-Ebene parallel ist, wird ohne Verzerrung und ohne Drehung 
in sich verschoben; die x z-Ebene bleibt in Ruhe; die Schiebung 
erfolgt nicht in der Richtung einer Achse, sondern in einer Rich-

tung, welche mit der x-Achse den Winkel arctg~ macht. Es 

handelt sich demnach hier immer noch um eine einfache Schie
bung, die aber schief zu zwei Achsen erfolgt. 

Ist dagegen 

f 1 0 c 
~= 0 1 0 10 e 1, 

so ergibt sich durch Multiplikation von .!J mit IJ 

tu = (v", + cv.) i + vyj + (evy + v.)f. 

Die Punkte einer Eben,e Vy = const bleiben also sämtlich in 
dieser Ebene. Aber für einen Vektor der Koordinatenebene 
V y = 0 ist 

Es gibt also keine eigentliche "Nullebene", in der alle Punkte in 
Ruhe bleiben; vielmehr bleibt nur die Gerade v. = 0, also die 
Achse der x, in Ruhe, und in irgend einer Ebene Vy = const hängt 
die Bewegung der Punkte nicht allein von ihrem Abstand von 
der Ebene y = 0, sondern auch von v. ab. 

Dasselbe ist der Fall bei dem Schieber mit drei von Null 
verschiedenen Parametern. Derselbe kann aufgetaßt werden als 
Produkt der beiden Schieber 

Jl b 0 11 

to 1 o· 0 
o 0 1 0 

o c 
1 0 

e 1, 

und da der erste von diesen, wie am Beispiel gezeigt wurde, ein 
einfacher Schieber ist, unterscheidet sich dieser Fall nicht wesent
lich von dem des Schiebers mit zwei Parametern, welche in ver
schiedenen Kolonnen stehen. 

Die Untersuchung führt also darauf, daß die Schieber in zwei 
Unterklassen eingeteilt werden, 

Budde, Tensoren u. Dyaden. 8 
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1. solche mit einem Parameter oder mit zwei in derselben 
Kolonne stehenden Parametern, einfache Schieber, 

2. solche mit zwei Parametern, die in verschiedenen Kolonnen 
stehen, oder mit drei Parametern. 

Für die zweite Klasse hat Gib bs den Ausdruck "complex 
shearer" gewählt, der, wenn man ihn nachbilden will, etwa durch 
"komplizierter Schieber" zu übersetzen wäre. 

59. Die allgemeine Bewegung eines kleinen Volumens. 

Rein geometrisch betrachtet, besteht die Bewegung eines 
Körpers darin, daß seine Punkte ihre Lage irgendwie stetig ändern. 
Wir beschränken die Untersuchung auf einen sehr kleinen Teil K 
eines Körpers in der Umgebung eines Punktes 0 und verfolgen 
nicht den zeitlichen Verlauf der Bewegung, sondern begnügen uns 
damit, ihr Resultat, d. h. den Unterschied zwischen End- und 
Anfangslage zu betrachten. Dabei werde vorausgesetzt, der Betrag 
der Bewegung sei so klein, daß nur die erste Potenz einer jeden 
Dislokation in Betracht kommt. 

Zu Anfang falle der Punkt 0 des Körpers mit einem Punkt (i) 

des Raumes zusammen. Wir legen durch diesen gemeinschaft
lichen Punkt zunächst ein im Raum festes Koordinatensystem der 
;, 'YJ, ~, dann ein zweites System der x, y, z, welches sich mit dem 
Punkt 0 des Körpers verschiebt, und wir setzen fest, daß die ent
sprechenden Achsen beider Systeme parallel seien und während 
der Bewegung auch parallel bleiben sollen. 

Irgend ein Punkt unseres Körperteilehens K hatte zur Anfangs
zeit die Koordinaten ;, 'YJ, ~ und hat am Ende der Bewegung die 
Koordinaten ;', 'YJ', ~'. Er hat also eine Verschiebung erlitten, 
deren Komponentenbeträge sind 

u=~'-~, v='YJ'-rJ, W=~'-6. 

Der Punkt 0 des Körpers, welcher vor der Bewegung mit (i) 

zusammenfiel, hat nachher eine Verschiebung, deren Komponenten
beträge seien 

Irgend ein benachbarter Punkt 1 von K ist zu Anfang durch 
den Fahrstrahl 0 1 = r bestimmt, und r hat die drei Kompo
nentenbeträge x, y, z. Man kann den Betrag der Verschiebung 
des Punktes 1 nach der Taylorschen Reihe entwickeln und 
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kann dabei unter den gemachten Voraussetungen die zweite und 
alle höheren Potenzen in der Reihe vernachlässigen; so erhält man 

Uo +(~:)ox+G;)oY+(~~)oZ' ! 
Vo + G;)ox + G;)oY + G:)/, J 

w = Wo + G:)ox + (~;)oY + (~;)t 

U= 

v= . . . (1) 

Die Größen G :\ usw. sind die Differentialquotienten der 

Beträge der Seitenverschiebungen für den Nullpunkt 0; sie sind 
skalare Größen. 

Addiert man die Gleichungen (1) geometrisch und setzt 
ui + vi + W f = dr, so erhält man 

also 
dr= dro+«1Jr, 

wenn man unter llJ den Diatensor versteht, dessen Glieder sind 

(~:)o usw. 

Die Gesamtbewegung aller Punkte von K zerfällt demnach in 

1. Verschiebung eines beliebig ausgewählten Punktes 0, 
2. Transformation von K mit 0 als Transformationsmittelpunkt. 

(Auch die Verschiebung von K läßt sich als Koordinatenverschiebung 
auffassen, die Darstellung stimmt also damit, daß jede Bewegung 
eines Raumes als eine Transformation desselben aufgefaßt wer
den kann.) 

Die V erschie bung von 0 ist unmittelbar vorstellbar, es wird 
also im folgenden von ihr abgesehen. 

Heimholtz hat nun zuerst gezeigt, daß man den hier auf
tretenden Diatensor «1J durch additive Zerlegung in ZWeI einfache 

8* 
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Elemente teilen kann. In der Ausdrucksweise der Diatensoren
rechnung hat er den Satz benutzt: 

<P = <P ! <Pe + <P -;- <Pe,. • • • • • . • (2) 

und da es sich um eine unendlich kleine Bewegung handelt, 
repräsentiert der Antitensor in diesem Fall die durch eine 
Drehung hervorgebrachte Dislokation der Punkte von K (§ 36, IU). 
Damit ergibt sich der Helmholtzsche Fundamentalsatz: Jede 
unendlich kleine Bewegung eines kleinen Körperteilchens läßt sich 
außer der Verschiebung in eine reine Deformation und eine reine 
Drehung zerlegen. 

Man beachte übrigens, daß diese Zerlegung additiv ist. Bei 
Benutzung derselben muß man sich also vorerst vorstellen, daß 
jede der beiden Operationen an jedem einzelnen Fahrstrahl t in 
der ursprünglichen Lage von t vorgenommen wird, und daß 
die dabei auftretenden Verschiebungen des Endpunktes' von t 

geometrisch addiert werden. Stellt man sich die Bewegung des 
Körpers so vor, daß er erst gedehnt und hierauf in der gedehnten 
Form gedreht, oder erst gedreht und dann in der gedrehten Lage 
gedehnt würde, so gilt allerdings, auch für endliche affine Be
wegungen, ein Satz, der genau den gleichen Wortlaut hat, wie 
der Helmholtzsche, der aber nicht die additive Helmholtzsche 
Zerlegung, sondern die multiplikative Zerlegung des § 56 aus
drückt, also im allgemeinen einen wesentlich anderen Sinn hat 
und erst durch die Erörterung des § 56 bewiesen wird. Nur in 
einem Spezialfall, und zwar gerade in dem Helmholtzschen, 
sind die beiden Arten der Zerlegung gleichbedeutend. Es läßt 
sich nämlich zeigen, daß für unendlich kleine Bewegungen die 
multiplikative Zusammensetzung einer reinen Deformation mit 
einer Drehung äquivalent ist mit der additiven. 

Beweis: Es seien ~1l ~2' ~3 drei unendlich kleine Größen; 
dann läßt sich ein unendlich kleiner Tensor, auf seine Achsen 
bezogen, darstellen durch 

11 + ~1 
T= 0 

o 

o 
o ...... (3) 

1 + ~3' 
Ein unendlich kleiner Versor X von beliebiger Achsenlage ist 

dargestellt durch § 55, Gleichung (5). Bezeichnen wir in ihr die-
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jenige Wurzel, in welcher c. das negative Vorzeichen 
kürzend mit 'Y}" so ist der unendlich kleine V ersor 

X= 11=;: 
'Y}2 

'Y}s 

1 - C2 f}l 

- f}1 1- Ca j 
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hat, ab-

... (4) 

also ist das Produkt beider , 
kleinen Größen von höherer 

wenn in jedem Glied die unendlich 
Ordnung fortgelassen werden, 

f 1 + ~1 - Cl f}a - 'Y}2 

TX=·t -f}s 1+~2-C2 f}1 

'Y}2 - f}1 1 + ~a - Ca' 

. (5) 

Dies zerlegt sich aber in die Summe T + [ij, wenn 1) 

[ij = I = ~: ~3C2 ~~2 
1 'Y}2 - 'Y}l - Cs' 

. . . (6) 

Die Drehung, welche diesem [ij entspricht, erhält man nach 
§ 36, HI, wenn man zu [ij einen Einheitstensor addiert, d. h., sie 
ist darzustellen durch 

YJs J 1- Cl 

I -- f}s 1 - c2 111.····.· (7) 
l 112 - 'Y}1 1 - CS' 

Das ist aber der Versor X der Gleichung (4), und damit ist 
die Behauptung bewiesen. 

60. Die Hamilton-Cayleysche OIeichung. 

Satz: Der ganze Diatensor cP erfüllt eine Gleichung, welche 
mit der Hamiltonschen Gleichung des § 19 vollständig überein
stimmt, bis auf den Umstand, daß der Homogeneität wegen dem 
Skalar 8s der Faktor I zugesetzt werden muß. Die Gleichung 
lautet also (die Skalare haben dieselbe Bedeutung wie bisher): 

cps - SI cp2 -+- 821 cP - 8a I = O. . . . . . (1) 

und heißt die Hamilton-Cayleysche Gleichung, weil Cayley ihre 
Anwendbarkeit auf diatensorähnliche Gebilde ausgesprochen hat. 

1) In Gleichung- (5) sind die 1] unendlich klein erster Ordnung, die 8 
sind zweiter Ordnung. Letztere verschwinden also gegen die 1], und die 
Anwesenheit der 8 verstößt nicht dagegen, daß die Diagonalglieder eines 
Antitensors den Seitengliedern gegenüber verschwinden müssen. 
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Beweis: Es sei 

I']) = bx by b. . . . . . . . . . (2) lax ay a. 

dann ist 
Cx cy cs ; 

1 
a; + aybx + a.cx, axay + ayby + ascy, axas + aybs + a.c. 

1'])2= bxax+bybx+b.cx, bxay+bJ +b.cy, b.,a.+byb.+b.cz (3) 
Cx ax + cy bx + Cz cx , C., ay + cy by + Cz Cy, Cx az + cy bz + cz2 , 

und die beiden ersten Glieder von I'])a sind 

txx = ax(a; + ayb., + a.cx) + ay(bxax + bybx + b.c",) I 
+ a.(cxax + cyb., + czc",), 

txy = a.,(axay + ayby + a.cy) + ay(b",ay + bJ + bzcy) 
+ az (c",a y + cyby + CzCy). 

Ferner ist 

81 1'])2 = (ax + by + C.)1'])2, 1 
821 1']) _ {(bycz-bzcy) + (czax-cxaz) + (axby-aybx)ll']), f 

8a - ax(bycz-b.cy)+ay(bscx-b",cs) + a.(b.,cy-bycx), 

und es ist zu bedenken, daß 
o o 

. (4) 

. (5) 

I
Sa 

Sa I = ~ ~a o ........ (6) 

Sa· 
Bildet man mit den vorstehenden Gleichungen das erste Glied 

von jedem Term des Polynoms von Gleichung (1), so erhält man 
durch Addition 

ax(a; + ayb.,+ aSc.,) + ay(bxux + bybx + bscx) + as(cxux + cybx + csc"') 
- (a", + by + cs) (ai + aybx + a.cx) 
+~~~-~~+~~-~~+~~-~~ 
-~~~-~~-~~~-~~-~~~-~~ 

und die Durchrechnung ergibt, daß dieses Glied Null ist. Zyklisch 
folgt, daß auch diejenigen Gliedersummen, welche mit tyy und tu 
gebildet werden, Null sind. 

Das zweite Glied des Polynoms wird, entsprechend gebildet, 

~~~+~~+~~+~~~+~+~~+~~~+~~+~~ 
- (ax + by + cs) (axay + ayby + aScy) 
+ ay(byc. - b.cy + csax - cxa. + axby - uybx ) 

-0. 
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Auch dieses ist Null, und daraus folgt zyklisch, daß alle 
übrigen Glieder des Polynoms Null sind. Damit ist der Satz 
bewiesen. 

Für Leser, die sich in dem Buch von Gibbs-Wilson Rats erholen 
wollen, sei bemerkt, daß die dort gegebene Ableitung' der Gleichung (1) nicht 
bündig ist. Sie wird nur dadurch möglich, daß auf der rechten Seite der 
ersten Zeile (1. c., S.320, die Gleichung ist mit" by 68" bezeichnet) der später 
wieder erscheinende Faktor 1 ausgelassen ist und dadurch ein Diatensor 
gleich einem reinen Skalar gesetzt und dann mit diesem reinen Skalar zu
nächst weiter operiert wird, was nicht zulässig ist. 

Vollständig homogen ausgeschrieben lautet übrigens die 
Hamilton-Cayleysche Gleichung 

(pS - 81 (P21 + 821 (P12 - 8s 1S = O. 

Die abgekürzte Form (1) ist indessen zulässig, weil (P21 

= (p2 usw. ist. 



Zweiter Abschnitt. 

Diatensoren in Form von DyadentripeIn. 

Erstes Kapitel: Die einzelne Dyade. 

61. Definition der Dyade. 

In § 28 wurde die Gleichung aufgestellt: 

tP (a, 6, c) u = (a u) i + (6 u)j + (c u) t 
und in § 4:5 die entsprechende 

tP(a, 6, c}.tP(c, f, g)u = ac(eu)+ 6c(fu)+cc(gu). 
In § 29 wurde gezeigt, wie man die Größe u mittels eines 

Diatensors aus den Tripelprodukten heraussetzen kann, welche 
auf den rechten Seiten der vorstehenden Gleichungen vorkommen. 
Hätte man dieses Verfahren von vornherein an den hier rechts 
stehenden Größen durchgebildet, so würde man dadurch auf den 
Begriff des Diatensors geführt worden sein. Gib bs hat nun im 
Anschluß an Hamilton und Grassmann für dieselbe Aufgabe 
eine andere Lösung durchgebildet, welche von der Bildung einer 
besonderen Produktenart ausgeht. Es seien ~ und a zwei Vek
toren. Aus beiden werde ein Gebilde hergestellt, welches wir ~; a 
schreiben, und dasselbe werde definiert durch die beiden Glei
chungen 

(~ja)u = ~(au) .. ' ....... (1) 

u(~ja) = (u~)a ......... (2) 

~ j a heißt eine Dyade, und zwar, weil sie durch ein skalares 
Produkt definiert ist, eine skalare Dyade. 2l heißt der Ante
zedent, a der Konsequent der Dyade. (2l; a)u bzw. u (2l j a) 
heißt ein Dyadoprod ukt, u das Argument desselben. In Glei
chung (1) steht nach der bereits bekannten konventionellen Be
zeichnung die Dyade als Präfakfor, in Gleichung (2) steht sie als 
Postfaktor. Die Dyade wird der Deutlichkeit wegen gegen das 
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Argument durch Klammern abgegrenzt; wo sie allein steht, kann 
die Klammer fortgelassen werden 1). 

Man hat in den Gleichungen (1) und (2) zwei Operationen 
zu unterscheiden: 

1. diejenige, welche aus & und a die Dyade &; a bildet; diese 
besitzt, wie sich zeigen wird, die distributiven Eigenschaften der 
Multiplikation, kann also als eine erweiterte Grassmannsche 
Multiplikation angesehen werden; 

2. diejenige, welche aus der Dyade &; a und dem Argument u 
das Dyadoprodukt (&; a) u bildet. Diese hat den Charakter einer 
inneren Multiplikation, und wir geben ihr, wo die Deutlichkeit 
es erfordert, diese Benennung. Demnach wäre (&; a) u genau 
als "inneres Dyadoprodukt aus einer skalaren Dyade und dem 
Argument" zu benennen. Hier, wo keine Produkte anderer Art 
vorkommen, heißt es einfach Dyadoprodukt. 

Um den Ausdruck völlig sicherzustellen, ist noch darauf hin
zuweisen, daß wir ein für allemal das Wort Antezedent für den
jenigen Faktor der Dyade gebrauchen, der in der Dyade selbst 
vorangeht, einerlei, ob die Dyade Prä faktor oder Postfaktor ist. 
In den Gleichungen (1) und (2) ist also beide Male & der Ante
zedent. 

Ein Blick auf Gleichung (1) zeigt, daß die Operation, welche 
aus & und a eine Dyade bildet, nicht kommutativ ist: 

(&;a)u = &(au), während (a;&)u = a(&u); 

die beIden Produkte haben also verschiedene Richtung. 
Gleichung (2) setzt ferner gegenüber der Gleichung (1) fest, 

daß die innere Multiplikation, welche aus der Dyade und dem 
Argument das Dyadoprodukt bildet, nicht kommutativ sein soll. 

Man hat also ein für allemal bei Behandlung von Dyado
produkten streng auf die Reihenfolge der Bestandteile zu achten. 

Dyaden und Dyadoprodukte sind offenbar invariant, weil in 
ihre Definitionen nur Invarianten eingehen. 

Das skalare Produkt (&a) nennt man den Skalar der Dyade. 

1) Gibbs schreibt das skalare Produkt irgend zweier Vektoren n und & 
in der Form n· &, die aus n und & gebildete Dyade schlechthin n & ohne 
Zwischensatz. In unserer der Enzyklopädie sich anschließenden Schreibweise 
ist dies nicht zulässig, da n & das skalare Produkt (a &) bedeuten würde. Wir 
schreiben daher die Dyade im Anschluß an Ja umann, wie oben, mit zwischen
gesetztem Semikolon; man liest sie am bequemsten ~(dyas a. 
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62. Multiplikation mit einem Skalar. 

Ist m ein Skalar, so ergibt sich aus den Definitionsgleichungen 
sofort, daß 

(m&;a)u = (&;ma)u = m(&;a)u, . (1) 
also auch 

m(&;a) = (m&;a) = (&;ma) . .. (2) 

Man multipliziert also eine Dyade mit einem Skalar, indem 
man entweder den Antezedenten oder den Konsequenten mit diesem 
Skalar multipliziert. Es folgt unmittelbar 

( ! ; m a) = (&; a). . . . . . . . . (3) 

63. 6leichheit zweier Dyaden. 

Definitionsgemäß werden wir zwei Dyaden (&; a) und ()B; b) 
für gleich erklären, wenn für ein beliebiges Argument u 

und 

ist. 

(&;a)u = ()B;b)u . 

u (& ; a) = u ()B ; b) . 

(1) 

(2) 

Die hinreichende und notwendige geometrische Bedingung 
dafür lautet: Die Antezedenten der beiden Dyaden sind kollinear, 
ihre Konsequenten sind gleichfalls kollinear und ihre Skalare sind 
gleich. 

Diese Bedingungen sind hinreichend; denn sie sagen aus, daß 

~ = m & und b = ~ sein muß, wo m irgend ein Skalar. Dann 
m 

ist aber nach dem vorigen Paragraphen offenbar: 

a 
)B;b = m&;- = &;a. 

m 

Sie sind aber auch notwendig; denn da (&; a) u mit & und 
()B; b) b mit )B kollinear ist, so folgt aus Gleichung (l), daß & 
und )B kollinear sein müssen. Entsprechend folgt aus Gleichung (2) 
die Kollinearität von a und b, und daraus, daß die Beträge von 
(&;a)b und ()B;b)b gleich sein sollen, folgt, daß (&a) = ()Bb) 
sein muß. 

Es ergibt sich hieraus, daß eine Dyade in irgend einem 
Koordinatensystem durch fünf Angaben bestimmt ist. Die bei den 
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Richtungen von 2l und a erfordern je zwei Angaben, der Betrag 
ihres Skalars eine fünfte. 

Ist eine Dyade 2l; a gegeben, so sind hiernach ihre beiden 
Bestandteile bis auf einen skalaren Faktor m geometrisch bestimmt. 

a 
Jede Dyade, die ihr gleich sein soll, muß die Gestalt m2l·-

'm 
haben. 

Außerdem folgt noch: 

[m2l,~J=[2laJ. ........ (3) 

Das vektorielle Produkt [2l a] ist also auch eine charakteri
stische Größe der Dyade; J aumann nennt es den Rotor der 
Dyade. 

64. Dyaden aus Orundvektoren. 

Besonders einfach und deswegen im späteren verwendbar 
sind die speziellen "Grunddyaden", welche man aus den recht
winkligen Grundvektoren i, j, f bilden kann. Es ist 

(i; i)u = iCh) = ivx 

usw., also ergibt die Zusammenstellung: 

(i;i)u = ivx , (i;j)u = ivy, (i;f)u = iv., 
(j;i)u = jvx , (j;j)u = jvy, O;f)u = jvz , 

(f;i)u=fv~, (f;j)u= fv y , (f;f)u= h •. 

65. Freie Wählbarkeit des Dyadoproduktes. 

Ist ein Argument u gegeben und soll ein zweiter Vektor tu 
als Dyadoprodukt von u ausgedrückt werden, so daß, wenn 2l und 
a noch unbestimmt gelassen werden, 

tu = (2l; a) U. . . . . . . . . . (1) 
ist, so kann der Vektor tu beliebig vorgeschrieben werden, es läßt 
sich immer eine Dyade 2l; a angeben, welche der Gleichung (1) 
genügt. 

Denn tu = 2l(au); es läßt sich immer ein Vektor 2l angeben, 
der die Richtung von tu hat; man kann dem Vektor den Betrag 
mtu geben, wo m ein beliebiger Skalar, und man kann auch 
offenbar immer einen zweiten Vektor a so bestimmen, daß 

1 
I a I cos a, u = -I -I rn v 
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ist; dann ist (nu) =!, also ~(nu) = mw.!. Damit ist die 
m m 

gesuchte Dyade gefunden. Da m unbestimmt bleibt, läßt die 
Aufgabe unendlich viele Lösungen zu, entsprechend § 62, Glei
chung (3). 

Außerdem bilden die Vektoren, für welche I a I cos n, u = m ~ v I 
ist, offenbar einen Kegel um v als Achse, dessen halbe Öffnung 
durch eine Gleichung cos n, U = const bestimmt ist. Jede Er
zeugungslinie dieses Kegels kann als n dienen. Es gibt also 
00 2 Lösungen. 

66. Konjugierte Dyaden und Dyadoprodukte. 

Zwei Dyaden heißen konjugiert, wenn der Antezedent der 
ersten gleich dem Konsequenten der zweiten und umgekehrt ist. 
Konjugiert sind also z. B.: 

~ ; n und n ; ~. 

Zwei Dyadoprodukte heißen konjugiert, wenn sie mit kon
jugierten Dyaden und mit dem gleichen Argument in gleicher 
Stellung (Argument in beiden Fällen Postfaktor oder in beiden 
Fällen Präfaktor) gebildet sind. Die Konjugierte bezeichnen wir, 
wie früher, durch ein angehängtes c. 

Die Definitionsgleichungen zeigen sofort, daß 

(~; n)u = u(n; ~) .......... (1) 

Eine als Präfaktor gebrauchte Dyade ist äquivalent mit ihrer 
als Postfaktor gebrauchten Konjugierten, und 

(n ; ~) u = ( ~ ; n) u) c, 
u(llf; n) = (~ j n)u)c. 

(2) 

(3) 

"Zwei Dyadoprodukte aus der gleichen Dyade und dem 
gleichen Argument sind konjugiert, wenn das Argument das eine 
Mal als Präfaktor, das andere Mal als Postfaktor steht." Dyado
produkte zeigen also bezüglich der Konjugation dasselbe Ver
halten, welches wir für Diatensorvektorprodukte im Anschluß an 
die vektoriellen Produkte festgesetzt haben. 

Ferner ergibt sich 

(~jn)u-(nj~)b = ~(nu)-n(~b) ...... (4) 
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Die Größe auf der rechten Seite dieser Gleichung ist aber 

nach einem bekannten Satz der Vektorenrechnung [b [m nJ] oder 

[[nm]b]. 
Es folgt: 

(m;n)b-(n;m)b = [Enm]b]: ...... (5) 

"Die Differenz zwischen einem Dyadoprodukt und seinem 
Konjugierten ist gleich dem vektoriellen Tripelprodukt aus den 
drei Bestandteilen, letztere genommen in derjenigen Reihenfolge, 
in welcher sie im Subtrahendus auftreten. Die innere eckige 
Klammer [J tritt dabei an die Stelle von 0." Dies gilt, wie die 
einfache Ausrechnung zeigt, auch dann, wenn b Präfaktor ist. 

67. Addition bei Dyaden und Dyadoprodukten. 

Den Begriff "Summe zweier Dyaden", also die Bedeutung des 
Zeichens + zwischen zwei Dyaden, definieren wir durch die dem 
Wesen der inneren Multiplikation entsprechende Festsetzung: 

(m;n + ~;li)b = (m;n)b ± (~;li)b ...... (1) 

Im einzelnen ist hiernach 

(m+18;n)b = (m+~)(nb) = 2(nb)+~(nb) = (m;n+~;n)b, 
also 

m+~;n = m;n+~;n,. (2) 

und ebenso ergibt sich 

m;n+li = m;n+m;li,. . . . . .. (3) 

m + ~ ; n + li = m; n + ~ ; li + ~ ; n + ~; li. ( 4) 

Die Gleichungen (2), (3) und (4) besagen, daß die Operation, 
durch welche aus zwei Vektoren eine Dyade gebildet wird, dis
tributiv ist. Bestehen die Elemente der Dyade aus Summen, so 
sind dieselben in der Dyade genau so zu behandeln, als ob es 
sich um eine gewöhnliche Multiplikation handelte. Daraus ergibt 
sich die Berechtigung, die Dyadenbildung als eine Art der Multi
plikation zu bezeichnen. 

Ferner ist definitionsgemäß 

(m;n)(b + tu) = m(n, b+tu) = m(nb)+m(ntu), .. (5) 
also 
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Hiernach ist auch die Operation, welche aus der Dyade und dem 
Argument das Dyadoprodukt bildet, distributiv. 

Die Ausdehnung auf Differenzen, so wie auf Summen, welche 
mehr als zwei Terme enthalten, ist selbstverständlich. 

68. Symmetrische Dyaden. 

Eine Dyade oder Dyadensumme heißt selbstkonjugiert oder 
sym metrisch, wenn sie sich bei Vertauschung des oder der 
Antezedenten mit dem oder den Konsequenten nicht änd'ert. Die 
Einzeldyade kann natürlich nur dann symmetrisch sein, wenn der 
Konsequent dem Antezedenten gleich ist. Die Summe zweier 
konjugierter Dyaden ist symmetrisch: 

(Ilt i a + ai 2!)u = 2!(au) + a (2!u) 
= a(2!u)+2!(au) = (ai2!+2!ia)U. 

Der Beweisgang bleibt gültig, wenn u als Präfaktor steht. 

69. Operative Multiplikation von Dyaden. 

Was in § 4:3 über operative Multiplikationen gesagt wurde, 
gilt auch hier. Da das Dyadoprodukt ein Vektor ist, kann man 
es wieder mit ,einer Dyade multiplizieren. Es bietet sich also 
die Aufgabe dar, Dyaden operativ miteinander zu multiplizieren. 
Was bedeutet (~i lJ) (2! i a)? Bei Beantwortung dieser Frage ist 
nach § 4:3 vorauszusetzen, daß die Operation, welche zuerst vor
genommen werden soll, proximal zum Argument geschrieben wird. 
Die beiden Ausdrücke: 

(~i lJ) (2! i a)u und u(a i 2!)(lJ i~) 
sind also gleichbedeutend. Die beiden Ausdrücke: 

(~ilJ)(2!ia)u und u(2!ia)(~ilJ) 

sind nicht gleichbedeutend, entsprechen einander aber insofern, 
als in beiden die Multiplikation mit (2! i a) vorangehen soll. Die 
Ausrechnung ergibt: 

A. Mit \J als Postfaktor: 

(~ilJ)(2!;a)\J = (~ilJ)2!(a\J) = ~(lJ2!)(a\J) 

also 
= (~(lJ 2!) i a) u oder (~ i (lJ 2!) a) u, 

(~ilJ)(2!ia) = ~(lJ2!)ia = ~i(lJ2!)a ....... (1) 
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B. Mit b als Präfaktor : 

b(2l;a)(~;li) = (b2l)a(~;li) = (b2l)(a~)li 

= b (2l (a~); li) oder b (2l; (a~) li), 
also 

(2l;a)(~;li) = 2l(a~);li = 2l;(a~)li ....... (2) 

Das Ergebnis lautet in beiden Fällen: Das operative Produkt 
zweier Dyaden ist wieder eine Dyade. In ihr haben die Buch
staben dieselbe Anordnung wie in dem ursprünglichen Produkt, 
aber die beiden mittleren sind zu einem skalaren Produkt ver
bunden. Das Semikolon steht beliebig vor oder hinter diesem 
Skalar. 

Natürlich kann der Skalar auch herausgesetzt werden, so daß 
man hat: 

(2l;a)(~;li) = (a~)(2l;li) ........ (3) 

Man sieht sofort, daß die operative Multiplikation von Dyaden 
nicht kommutativ ist. (~; li)(2l; a) b liefert ein Produkt, welches 
die Richtung von ~ besitzt; (2l; a) (~; li) b dagegen hat die 
Richtung von 2l. 

Die operative Multiplikation ist definitionsgemäß assoziativ, 
solange das Argument an einem Ende des Produktes steht; denn 
die Vorschrift, daß die zuerst vollzogene Operation zunächst dem 
Argument geschrieben werden soll, sagt nichts anderes aus, als daß 

(~; li)(2l; a)b = (~; li) ((2l; a) b) 
sein soll. 

Zweites Kapitel: Dy:;tdentripel. 

70. Reduktion von Dyadensummen. 

Es sei b ein Zeichen, welches jeden beliebigen Vektor vertritt, 
und es seien &; g, ~'; g' usw. eine beliebige Anzahl von Dyaden. 
Wir bilden die Summe derselben und mit ihr das Dyadoprodukt 
des Argumentes b, zunächst mit b als Postfaktor, dann ist: 

(&; g+ &'; g' + ~"; g" + .. ·USW.)b = ~(gb)+ ~/(g'b)+ ... usw. (1) 

Sind nun 2l,~, ~ drei willkürlich angenommene, im all
gemeinen aber als nicht komplanar vorauszusetzende Vektoren, 
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so läßt sich nach Vorbemerkung c) jeder von 
&/, Gj// usw. in der .Form: 

& = 1 III + m ~ + n ~, 1 
Gj/ = 1/ III + m/ ~ + n/ ~, . 

usw. 

den Vektoren Gj, 

· . (2) 

ausdrücken, wo die 7, In, n Sakalare sind. Die Summe auf der 
rechten Seite von (1) nimmt also die .Form an 

und es ist 
Llll+M~+N~, 

L = l(gll)+l/(g/ll)+l"(g//ll)+ ... usw.} 
= (lg+l/g/+l//g"+ ... usw., ll) 

oder, wenn 1 9 + 1/ g/ + 1" g// + . .. usw. = a gesetzt wird, 

L III = III (a ll) = (lll; a) ll.. . . 
Offenbar erhält man auf dieselbe Weise: 

M~ = (~;li)lJ, N~ = (~;c)lJ; 

also ergibt sich: 

· . (3) 

· . (4) 

Die Summe der Dyadoprodukte auf der linken Seite VOll 

Gleichung (1) läßt sich stets darstellen in der Form: 

(21: ; a + ~ ; 6 + ~; c) lJ. 

Hierin sind lll, ~, ~ willkürlich angenommen, a, li, c aber 
nachdem diese willkürliche Annahme einmal erfolgt ist, eindeutig 
bestimmt. Denn in der Gleichung für a sind g, g/, g// USW. VOll 

vornherein gegeben, 1, 1/, 1// usw. aber durch die Gleichungen (2: 
eindeutig bestimmt. Multipliziert man die Summe von Dyado· 
produkten auf der linken Seite von Gleichung (1) mit II alt 
Präfaktor , so ergibt sich auf ganz analogem Wege, daß diesE 
linke Seite sich darstellen läßt durch 

ll(lll;a + ~;li + ~;c), 
und in dieser Summe sind dann a, li, c willkürlich anzunehmen 
21:, )B, ~ aber eindeutig bestimmt. 

Es folgt: "Jede beliebige Summe von Dyaden läßt sich er 
setzen durch ein Dyadentripel. In- diesem Tripel können di4 
Antezedenten willkürlich angenommen werden, und dann siD( 
die Konsequenten eindeutig bestimmt, oder man kann die Kon 
sequenten willkürlich annehmen, und dann sind die AntezedenteJ 
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eindeutig bestimmt." Die willkürlichen Annahmen sind nur be
schränkt durch die Bedingung, daß das willkürlich gewählte 
Vektorentripel im allgemeinen nicht komplanar sein darf, weil es 
anderenfalls nicht allgemein möglich wäre, die Vektoren ffi, ffi' usw. 
durch seine Glieder auszudrücken. 

71. DyadentripeI. 

Hiernach ist das Dyadentripel die typische Form, auf welche 
die Dyadengrößen sich im allgemeinen zurückführen lassen. Wir 
bezeichnen ein Dyadentripel mit W oder verwandten Buchstaben. 
Soll dasselbe bei dieser Bezeichnung durch Angabe seiner Bestand
teile näher charakterisiert werden, so schreiben wir die Ante
zedenten als untere, die Konsequenten als obere Marken an das 
4', letztere, wo keine Verwechslung mit Potenzen möglich ist, 
ohne Klammern; auch brauchen keine Komma zwischengesetzt 
zu werden. 

Es steht demnach: 

w~~\t für (m;It+~;li+~;c). 
Ist das Dyadentripel ausgeschrieben, so wird es der Deutlich

keit wegen gegen das Argument durch runde Klammern abgegrenzt; 
ist es durch W bezeichnet, so sind die Klammern überflüssig. 

Die Größe (mit) + (~li) + (~c) heißt der erste Skalar des 
Dyadentripels; die übrigen Benennungen bleiben dieselben wie 
bei der einfachen Dyade des § 61. 

Entsprechend heißt die Größe [m It] + [~li] + [~c] der Rotor 
des Dyadentripels. 

72. Distributive Eigenschaften des Dyadentripels. 

Aus den Eigenschaften der einzelnen Dyade ergeben sich 
ohne weiteres die folgenden Sätze, die auch dann gelten, wenn 
das Dyadentripel als Postfaktor steht, 

w(IJ+w) = WU+WW. 

Sind Wund flJ' zwei Dyadentripel, so ist: 

(w + w') IJ = W IJ + w' u. . 
Ist n ein Skalar, so ist 

n(WIJ) = (nw)u = w(nIJ) = nWIJ,. 
""nbc _ ~nbc _ ""Hn,nb,nc 

n'V'l1l8\t - 'Vn'll,H~,n\t - 'V'll~\t. 
B u d d e, Tensoren u. Dyaden. 

(1) 

(2) 

(3) 

(4) 
9 
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Ferner <P~Hl' = <P~ + <P~" 
<p1l + Il' _ <p1l + <p1l' 'l( - 'l( 'l(, 

Il+n',bl-O',t+t' not IlOt n'b'e' <pn'b't' ) 
<P'l(+'!(', lHlB', (!;+(!! = <P'l(lB(!; + <P'!('lB'(!;' + W'l(lB(!; + 'l('lB'(!;" (5 

Die letzten drei Gleichungen lassen sich, wie bei der Einzel
dyade, in den Satz zusammenfassen, daß die dyadische Multi
plikation von Summen im Inneren des Dyadentripels den Regeln 
der gewöhnlichen Multiplikation folgt. Es bedarf nicht der Be
merkung, daß die Additionen kommutativ sind, daß aber bei den 
Multiplikationen die Reihenfolge von Antezedenten und Kon
sequenten beibehalten werden muß. 

7'3. Konjugierte Dyadentripel ; Symmetrie. 
Wie zwei Dyaden, so heißen auch zwei Dyadentripel kon

jugiert, wenn die Antezedenten des einen die Konsequenten des 
anderen sind und umgekehrt: 

nim+lii~+Ci~ = (min+~;b+~iC)e .... (1) 
Der Satz 

<Pb = bWe .......... (2) 
gilt für die Dyadentripel, weil er für alle einzelnen .summanden 
in <p und <Pe gilt. Er kann auch geschrieben werden: 

<Pb = (b<P)e. . .•....•. (3) 
Der Schlußsatz des § 66 nimmt für das Dyadentripel folgende 

Form an: 

<P~~(!;b-<P~~t(!;b=m(nb)+~(liU)+~(Cb)} .... (4) 
- n(mb) -li(~b)- C(~b), 

das ist 
[[nm] + [li~J + [c~], b]. 

Hiernach ist die Differenz zweier konjugierten Dyadoprodukte 
gleich dem vektoriellen Produkt aus dem Rotor des subtrahierten 
Dyadentripels und dem (nachfolgenden) Argument. 

Ein Dyadentripel heißt symmetrisch, wenn es gleich seinem 
Konjugierten ist. 

Die Summe zweier konjugierten Dyadentripel ist immer sym
metrisch i denn 

min + nim +~ili + l1i~+ ~iC + Ci~ 
ändert sich offenbar nicht, wenn man die Antezedenten und Kon
sequenten überall vertauscht. 
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74. Operative Multiplikation von DyadentripeIn. 

Gegeben seien zwei Dyadentripel q, = 2(; a + ~; & + ~; c 
und q,' = 2('; a' + ~'; &' + ~'; c'; es erwächst die Aufgabe, ihr 
Produkt durch die Einzeldyaden, aus denen sie bestehen, darzu
stellen. Es ist 

q,'q,tJ = (2('; a' + ~'; &' + ~'; c') j2((a tJ) + ~ (& tJ) + ~(ctJ)}} 
= 2('j (a'2()(atJ) + (a'~)(litJ) + (a'~)(ctJ)) 
+ ~'l(&'2()(atJ)+(b'~)(&tJ)+(b'~)(ctJ)} (1) 

+ ~'j(c'2()(atJ)+ (c'~)(litJ) +(c'~)(cu)l. 

Nun ist nach § 69 2('(a'2() (a u) = (2('; a')(2(; a) tJ usw., also 
ergibt sich ohne weiteres: 

(2(';a' + ~';&' + ~'; c')(2(; a +~; & + ~;c) } 
= (2('; a') (2(; a) + (2('; a')(~; &) + (2(' j a')(~ j c) 2 

+ (~';&')(2(;a)+(~';&')(~;&)+(~';&')(~;c) .. ( ) 

+ (~'j c')(2(; a) + (~'; c') (~j &) + (~'j c') (~; c). 
Dyadentripel werden nach dem Schema gewöhnlicher Summen 

miteinander multipliziert. 
Das Produkt zweier gleichen Dyadentripel q, q, werden wir 

folgerichtig q,2 schreiben, und die Potenzierung läßt sich beliebig 
f.ortsetzen. 

Anmerkung. Das Quadrat einer einzelnen Dyade ,ist gleich dem 
Produkt aus der Dyade und ihrem Skalar. Für Dyadentripel besteht dieser 
Satz aber nicht. 

73. üleichheit zweier Dyadentripel. 

Definitionsgemäß werden wir zwei Dyadentripel q, und 1Jf für 
gleich erklären, wenn für jeden Wert von tJ 

q,tJ = ip"tJ (1) 
und 

tJq, = tJ1Jf. (2) 

Es genügt zur Gleichheit, wenn die Gleichungen (1) und (2) für 
drei nichtkomplanare Vektoren U1 , tJ2 , tJs erfüllt sind. Denn gelten 
sie für tJll tJ2 , tJs, so gelten sie auch für 7 tJ1 , rn u2 , n Ug , wo 1, rn, n 
beliebige Skalare. Sind aber 7, rn, n beliebig wählbar, so kann 
man aus l tJ1 , rn u2 und n tJs jeden beliebigen Vektor tJ zusammen
setzen, also sind bei der gemachten Voraussetzung die Haupt
kriterien erfüllt. 

9* 
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Zwei Dyadentripel sind offenbar auch dann gleich, wenn man 
ihnen willkürlich die gleichen Antezedenten vorschreibt, und wenn 
sie dabei dieselben Konsequenten haben oder umgekehrt. 

Soll für beliebige m:,~, <r die Gleichung 

m:~~+~~~+<r~~=m:~~+~~~+<r~~ 
erfüllt sein, so müssen offenbar die Gleichungen 

ab = a' b , 6 b = b' b , cu = c' u 
einzeln erfüllt sein. 

Hieraus ergibt sich, daß die Gleichheit zweier Dyadentripel 
mit neun skalaren Bedingungen äquivalent ist; denn die Rich
tungen von a', 6', c' liefern je zwei Bedingungen, und die Gleich
heit der drei skalaren Produkte liefert drei weitere, zusammen 
neun. 

76. Der dritte Skalar des Dyadentripels. 
Bildet man aus den Antezedenten das Parallelepiped (~~ <r) 

und ebenso aus den Konsequenten das Parallelepiped (abc), so 
heißt das Produkt 

(~~ <r)(a 6 c) 
der dritte Skalar des Dyadentripels. Seine Bedeutung erhellt 
aus § 79,11. 

77. Die Transformation des Dyadentripels I. 
Sie kann, der Natur des Gebildes entsprechend, zunächst 

darin bestehen, daß das Tripel auf andere Antezedenten oder 
andere Konsequenten bezogen wird. 

Gegeben sei ein Dyadentripel 
t1J=~;a+~;6+<r;c; ....... (1) 

dasselbe soll zunächst auf neue Antezedenten ~', ~', <r' trans
formiert werden. Es seien a', 6', c' die neuen Konsequenten, und 

~' = 11 ~ + m1 ~ + n1 <r'} 
~' = 12~ + m2~ + n2<r, ....... (2) 
<r' = 13~+ms~+'ns<r. 

Ist dann b ein beliebiger Vektor, so muß, wenn das neue 
Dyadentripel mit dem alten identisch sein soll, für jedes b die 
Gleichung erfüllt sein: 

~(au)+~(h)+<r(Cb) = {11~+m1~+n1<r}(a'u) 1 
+ {12~ + m2~ + 'n 2 <r}(6' u) + lls~ + ms~ + ns <r}(c'u).f . (3) 
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Faßt man rechts die Faktoren von ~ usw. zusammen, so er
gibt sich: 

'~(Il v) + ~ (6 v) + ~(cv) = ~ {l1 (Il'v) + 12 (6'v) + 18 (c' v)} }(4) 
+ ~{m1(Il'U)+ m2 (6'u)+ 1l1s (C'U)} + (&;{n1 (ll'u)+n2 (6'v)+ns(c'u)}. 

das heißt: 
1111' + 12 6' + 1a c' = Il,} 

m1 1l' + m2 6' + msc' = 6, ........ (5) 
1'11 11' + n2 6' + nac' = c. 

Wir führen nun Bezeichnungen ein, die den in § 16 bis 19 
gebrauchten analog sind. Wir schreiben Li für die Determinante 
der 32 Größen 1, m, n in Gleichung (5) und setzen: 

usw. 
Dann ergibt die Auflösung der Gleichungen (5) 

11' = ~11l + 1H1 6 + fl1 c,} 
6' = 12 11 + m26 + n2 c, ........ (6) 

c' = l a 11 + ma6 + ris c, 

und zwischen den Größen 1 und I usw. dieser Gleichungen be
stehen offenbar dieselben Beziehungen wie zwischen den IX und 
u usw. der § 16 usw. Demnach ist 

tJ) = 11 ~ + 1nt ~ + n1 ~ ; L1 11 + m1 6 + n1 C} 
+ 12 ~ + m2 ~ + n2 (&; ; ~21l + 1~26 + ~2 C ... (7) 
+ 1s ~ + 1ns ~ + 1'18 ~ ; lall + 1I/a6 + ns c 

mit beliebig wählbaren 11" 1111" 1'11' der Ausdruck für alle möglichen 
Transformationen, denen tJ) durch Wahl von neuen Antezedenten 
unterworfen werden kann. 

Sind ~', ~', (&;' vorgeschrieben, so sind die 111 , 11111 , n,u durch 
Gleichung (2) eindeutig bestimmt. Gleichung (6) liefert dann, 
ebenfalls eindeutig, die zugehörigen Konsequenten. 

Wählt man nicht neue Antezedenten, sondern neue Kon-
sequenten 11', 6', c' willkürlich und setzt 

": = !1 Il + ~16 + ~1 C, l 
6, = :21l+~26+~2C, f 
c = lall + 'l//a6 + rlsC, 

........ (8) 
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so erhält man durch eine analoge Rechnung genau die Formel (7), 
nur sind die skalaren Faktoren von ~, ~, ~ zweimal überstrichen. 
Da aber l = Z usw., dient die Formel (7) für beide Fälle. Be-, 
trachtet man die Z, m, n als primär willkürlich gewählt, so hat 
man die Transformation auf veränderte Antezedenten, und die 
Koeffizienten in den Konsequenten sind bestimmt durch die Be-
. - mn.-mn .-

zIehungen Zl = 2 ,I LI S 2 usw. Betrachtet man aber dIe 7, 

m, n als primär willkürlich gewählt, so hat man die Transformation 
auf geänderte Konsequenten, und die Koeffizienten 7, m, n be-

stimmen sich durch die Gleichungen Zl = 111 2 ns - 1I1s n2 usw. 
LI 

Das transformierte Dyadentripel tIJ' muß nun nicht bloß die 
durch Gleichung (3) dargestellte Bedingung tIJ'v = tIJ verfüllen, 
sondern auch die Bedingung v tIJ' = v tP. Diese liefert die Glei
chung: 

a(~v) + &(~v) + c(~v) = a'(ll ~ + ml ~ + n l ~,v) 1 
+ &'~72~ +, m2~ ~ n2~'V) + c'(ls~ + ms~+ns ~,v)f . (9) 
= (a Zl + & 72 + c 7s) ~ v + usw. 

Es folgt: 

71 a' + 72 &' + 7s c' = a'l 
m1 a' + 1112 &' + 1)1s C' = &, . 
n1 a' + n2 &' + nsc' = c. 

. . . . . . (10) 

Das sind aber dieselben Beziehungen, welche bereits durch 
Gleichung (5) ausgedrückt wurden. Die Bedingung vtP' = vtIJ 
liefert also nichts Neues. 

Nach dem Satze, daß eine Dyade unverändert bleibt, wenn 
man ihre Antezedenten mit einem Skalar multipliziert und den 
Konsequenten mit demselben Skalar dividiert, ist selbstverständlich, 
daß die Größen ~, a usw. in der Gleichung (7) die entsprechende 
Unbestimmtheit haben, und daß man demgemäß auch die sämt
lichen Antezedenten in Gleichung (7) mit einem beliebigen Skalar 
multiplizieren kann, wenn man die entsprechenden Konsequenten 
mit demselben Skalar dividiert. 

Wir können immer annehmen, in dem gegebenen Dyaden
tripel fallen ~, ~, ~ in die Achsen eines rechtwinkligen Koordi
natensystems der x, y, z, deren Lage willkürlich angenommen sei. 
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Die Konsequenten Il, b, c zerlegen wir nach den Achsen, indem 
wir Il = a.,i + ayi + azf usw. setzen. Dann wird das Dyadentripel: 

und 

W = Aax~;.~+Aay~:~+Aaz~:f 1 
+ Bbd,t+BbyJ,J+BbzJ,f J' .... (11) 
+ 0 C., f ; i + 0 Cy f; i + 0 Cz f; f. 

Sind nun p, q, r drei Skalare, so kann man immer setzen: 

p2 = (Aa",)2+ (AU y)2+ (Aaz)2'1 
q2 = (Bb.,)2 + (Bby)2 + (Bbz)2'J ..... (12) 
r2 = (0 C.,)2 + ( 0 Cy)2 + (0 cz)2 

Aa., =pOG1 , Aay =plX2 , Aaz _ POG3'1 
Bb., = qßll Bby = Qß2' Bbz - qßs'J" . (13) 
Oc", = rYl' OCy = rY2' OCz = rys· 

p, q, r sind stets als reelle Größen angebbar. Dle Wurzeln 
nehmen wir willkürlich positiv. OGu OG 2 , OGs sind die Kosinus der 
Winkel, welche Il mit den Achsen macht usw. Sie genügen den 
Bedingungen al + (X22 + (Xl = 1 usw. Im allgemeinen ist aber 
nicht (Xl + ßl + Yl = 1 usw., da nicht vorauszusetzen war, daß 
a, b, c aufeinander senkrecht stehen. Nach dem Vorstehenden 
wird 

Setzt man 

w = P (Xl ~; ~ + P lX2 ~; ~ + p (xs ~; f 1 
+ q ßtl ; t + q ßd ; J + q ßsJ ; f J 
+ ry l f;i+rY2 f ;i+rYs f;f. 

. . . . . (14) 

IXl ~ + (X2! + OGs f = l, 1 
ßl ~ + ß2 ~ + ßs f = m, f . . . . . . . (15) 

1'1 t + 1'2 J + l's f = u, 
so erhält man für w die Form: 

w=pi;l+qj;m+rf;u . ...... (16) 

Nimmt man einzelne oder alle der Faktoren p, q, r negativ, 
so würde man einfach dem entsprechenden Konsequenten die ent
gegengesetzte Richtung zu geben haben, dann bleibt die Gleichung 
unverändert. Die willkürliche Festsetzung, daß p, q, r positiv sein 
sollen, ist also berechtigt. Die Gleichungen für OG l , ßl usw. bleiben 
immer erfüllbar. 

Die Lage der Antezedenten i, j, f war nun bisher willkürlich 
gelassen, man kann also noch von dem erst angenommenen System 
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der i, j, f auf ein anderes Antezedententripel i', j', f' transformieren. 
Dann erhält man nach (6) drei neue Konsequenten l' m' n', und 
wenn das Schema der Kosinus für die Transformation lautet: 

. i I f 
-~J--I-

SO ist nach Gleichung (6): 

i' Al A2 ).a 

j' 111 112 113 

f' I VI V 2 Va, 

l' = Al 1 + 111 m + Vl n, 
m' = A21+112m+v2n, 
n' = Aal + 113 m + Va n. 

Da drei von den Kosinus willkürlich sind, lassen sich die 
A, p" V so bestimmen, daß 1', m', n' aufeinander senkrecht stehen 1); 
in diesem Falle nennen wir sie i, j, " erhalten also die Form: 

cP =pi';i+qj';j+rf;f, ...... (17) 

in welcher wieder p, q, r drei positiv zu nehmende Skalare sind 
und sowohl die Antezedenten wie die Konsequenten je ein ortho
gonales Tripel bilden. Diese Form heißt nach Gi b bs die N ormal
form des Dyadentripels. Die Doppelrichtungen der i, j, f sowohl 
wie der i', j', f' sind bestimmt. Es ist selbstverständlich nur eine 
Frage der Benennung, ob man die Antezedenten oder die Kon
sequenten mit gestrichelten Buchstaben schreibt. 

Ist cP symmetrisch, so muß es auch in der Normalform seinem 
Konjugierten gleich sein; das ist nur möglich, wenn i' mit i, j' 
mit j, f' mit f zusammenfällt. Das symmetrische Dyadentripel 
hat also in der Normalform die Gestalt: 

cP =pi;i+qj;i+rl;f. ...... (18) 

Hier kann man aber nicht mehr willkürlich festsetzen, daß 
p, q, r positiv sein sollen; denn wenn man einem der drei Kon
sequenten die umgekehrte Richtung geben wollte, würde die 
Identität der Richtung von Antezedenten und Konsequenten ver
loren gehen. Es können also in Gleichung (18) p, q, reinzeIn 
sowohl negativ wie positiv sein. 

1) Daß die Bestimmung stets im Reellen möglich ist, wird in § 80 un
abhängig nachgewiesen. 
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7'8. Transformation 11. 

Bei den im vorigen Paragraphen vorgenommenen Umformungen 
hat das Dyadentripel schließlich wieder seine Tripelform. Es 
kamen indessen schon in den Gleichungen (11) und (14) Gestalten 
vor, in denen es aus neun Einzeldyaden besteht. Solche ergeben 
sich allgemein, wenn man die einzelnen Vektoren, aus denen das 
Dyadentripel zusammengesetzt ist, transformiert. Die allgemeinste 
Gestalt des Herganges ist folgende: Gegeben sei ein Dyaden-
tripel 

f1) = m:;4+~;b+~;c, .. . . . . (1) 

und es seien ~, ~, ~ drei nichtkomplanare, übrigens beliebige 
Vektoren und t, ~',~' drei andere, gleichfalls nicht komplanar, 
übrigens beliebig. Wir transformieren die m:, ~, ~ auf ~, ~, ~ und 
die 4, b, c auf ~', ~', ~'. Sind l, m, n und p, q, r Skalare, so ist zu 
setzen: 

Damit wird 
4 = p~' + q~' + q'.' . 

m:;4 = Ip~;~' + lq~;~' + lq;~,} 
+ mp~;~' + mq~ ;~' +mr~;~' 
+ np~;~' + nq~;~' + nq;~'. 

(2) 

(3) 

. . . . . (4) 

Entsprechend erhält man, wenn l', m' usw., sowie 1", m" usw. 
zwölf neue Skalare sind, 

~ ; b = l' p' ~ ; t + l' q' ~ ; ~' + l' r' ~ ; ~' } . . . . (5) 
+ m'p'~;~' + usw. 

~;( = l"p"~;~' + usw. (6) 
Setzt man nun: 

so findet sich: 

lp + l'p' + ll/p" = t11 

lq + l'q' + l"q" = t12 ) ••••••• (7) 
mp +m'p' +m"p"'= t21 

usw., 

f1) = tll~ ;~' + f12~;~' + f13 ~;~' ) 
+ t21~;t+t22~;~'+t23~;~' 
+ t31~;~'+tS2~;~'+tS3~;~" 

. . . . . (8) 

Das Dyadentripel erscheint also hier in Gestalt einer Summe 
von neun Dyaden. Da die Vektoren ~, ~' usw. keine andere Be-



138 § 78 u.79. Nonionform, Dyadentripel als Diatensor. 

dingung zu erfüllen brauchen, als diejenige der Nichtkomplanarität, 
können wir willkürlich vorschreiben, daß sowohl l, ~, 3 wie l' ~' 3' 
gleich den Grundvektoren i, j, f ein und desselben rechtwinkligen 
Koordinatensystems der l, ~, 3 s'ein sollen. Dann ergibt sich für 
(JJ die Form: 

(JJ = t11 ~ j ~ + tu ~ j ~ + tl S ~ j f } 
+ t2djt + t22 1jl + f2aljf . 
+ tSlf;i+ts2fjj+tssfjf, 

. . (9) 

in welcher die Gruudvektoren i, j, I, immer unter der Voraus
setzung, daß sie rechtwinklig aufeinanderstehen, beliebige Lage 
im Raum haben können. Diese Form heißt nach Gibhs die 
Nonionform des Dyadentripels. 

Offenbar sind zwei Dyadentripel einander gleich, wenn sie 
in der Nonionform in demselben Koordinatensystem die gleichen 
skalaren Koeffizienten in der gleichen Reihenfolge haben. 

Ist das ursprüngliche Dyadentripel in der Normalform ge-
geben: 

(JJ = piji' + qjjj' + djl', ...... (10) 

so erhält man die Nonionform sofort, wenn man 

i' = OGI i + a2 j + OGs f 
usw. einführt. Es wird 

(JJ = P 0(1 ~ j ~ + P OG2 ~ j ~ + p OGs ~ j f } 
+ q ßl 1 j t + q ß2 1 j 1 + q ßs I j f 
+ ryl lji+rY2 I jj+rY3 f jl. 

79. Das Dyadentripel als Diatensor. 

.... (11) 

Die in dem vorigen Paragraphen gegebenen Ausdrücke für 
ein Dyadentripel sind sämtlich gleichwertig. Wir wählen die 
Form (9) und bilden mit ihr die beiden Dyadoprodukte (JJ bund 
b (JJ. Unter Berücksichtigung des § 64: erhält man: 

(JJu = (tu v'" + f12 Vy + tlsv.)i } 
+ (t2l V'" + t22 vy + t2s v.)j •.•.. (1) 
+ (tn v'" + ts 2 V y + tss v.)f, 

b (JJ = (tu v'" + t2l Vy + tSl V.) i } 
+ (tl 2 V'" + t22 Vy + tS2 v.)j 

+ (tlS V'" + t28 Vy + tS3 Va) f. 

. . . . . (2) 
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Die beiden Gleichungen (1) und (2) sagen nun aus: 
1. Das Dyadentripel ist identisch mit einem Dia-

tensor. Unser Dyadentripel t:P ist identisch mit dem Diatensor: 

{

tn t12 t1S 

t21 t22 t2S • • • • • • • • • • (3) 

tS1 ts 2 ts s· 

Dieser Diatensor ist in demselben Koordinatensystem der 
x, y, z bestimmt, auf welches das Dyadentripel bezogen war. 

2. Die in § 66 gegebene Definition der Konjugation 
ist gleichbedeutend mit der in § 23 gegebenen; denn der 
durch Gleichung (2) bestimmte Diatensor ist nach beiden Defini
tionen konjugiert zu dem durch Gleichung (1) bestimmten. 

Demgemäß stimmt auch die Definition der Symmetrie und 
Antimetrie fijr Dyadentripel und Diatensor inhaltlich überein. 

Sonach fallen Diatensor und Dyadentripel unter 
einen gemeinschaftlichen Begriff, und für diesen wollen wir 
nunmehr das Wort Diatensor gebrauchen; der Name wurde 
schon mit Rücksicht darauf gewählt, daß er gleichzeitig an die 
Worte Dyade und Tensor anklingt. Zugleich rechtfertigt sich der 
Gebrauch desselben Buchstabens t:P für beide. Wir unterscheiden 
nunmehr die Größe, welche im ersten Abschnitt Diatensor genannt 
wurde, und das Dyadentripel nur noch als formale Abarten des 
übergeordneten Begriffes Diatensor. Man kann die eine die 
dyadische, und die andere die enneadische Form des Diatensors 
nennen (EVVEOG = neun); doch bleiben auch die Ausdrücke 
dyadische und tensorielle Form gestattet, auch kann das Wort 
Dyadentripel noch gebraucht werden, wo es für die gerade vor-
liegende Form bequem ist. ' 

War das Dyadentripel in der Normalform gegeben, so wird 

{P~ pOG2 ' pOGs 

pi; i' + q j ; j' + d; t' = q ßl q ß2 q ßs . . 
rrl rr2 rrs, 

.. (4) 

und die enneadische Form ist damit in dem Koordinatensystem 
der i, j, f bestimmt. 

Es sind nun auf dem Boden der Dyadenrechnung einige Begriffe selb
ständig definiert worden, nämlich der erste Skalar, der dritte Skalar und 
der Rotor des' dyadischen Diatensors. Es ist festzustellen, wie sie sich in 
der enneadischen Form ausdrücken. 
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I. Erster Skalar. Da (i i') = ", usw., so lautet der Ausdruck für den 
ersten Skalar von pi; i ' + q j ; j' + r f ; (' 

P", + q P. + r 1'3; . . • . . . . • . . • (5) 

das ist die Summe der enneadischen Diagonalglieder von (4), also ist der 
erste Skalar der dyadischen Form identisch mit dem ersten Skalar S, der 
enneadischen. 

H. Der dritte Skalar des Dyadentripels in der Normalform ist nach § 76: 

(Pi,qj'd)(iljlfl)=pqr!;:;: ;:j=pqr ..... (6) 

1', 1'2 1'3 
Das ist aber die Determinante der rechten Seite von (4), also ist der 

dritte Skalar der dyadischen Form identisch mit demjenigen der enneadischen. 
HI. Der Rotor endlich wurde entwickelt als die Differenz cJ'-cJ~; das 

liefert ohne weiteres den Satz: Der Rotor der dyadischen Form ist identisch 
mit dem doppelten Antitensor der enneadischen. 

Ist tP in der enneadischen Form 

fax ay az 

tP = l bx by bz . . . . . . . . . (7) 
c'" cy Cz 

gegeben, so braucht man nur die Klammer fortzulassen und ax t; t 

statt ax, ayi; j statt ay, bxj; i statt bx usw. zu setzen; dann bat 
man das entsprechende Dyadentripel in Nonionform, von der 
man mittels der bereits angegebenen Transformationen zu irgend 
welchen anderen dyadischen Formen übergehen kann. 

Ist der Diatensor in der enneadischen Normalform des § 56 
gegeben: 

jp al P IX2 P IXa 

tP = qßl qß2 qßa 

rYl rY2 rYa, 
. (8) 

wo die IX, ß, ')I die Kosinus zwischen den Achsen zweier recht
winkligen Koordinatensysteme sind, so liefert die Umformung das 
Dyadentripel in der Gestalt: 

tP = P (Xl i; i + P IX 2 i ; j + P aa i ; f} 
+ q ßl j; ~ + q ß2 j; ~ + q ßa j; f ..... (9) 
+ r ')11 f ; t + r ')12 f ; 1 + r ')Ia f ; f 
= pi; i ' + q j ; j' + r f ; f'; 

d. h. die dyadische Normalform entspricht der enneadischen. Die 
Koordinatensysteme der x, y, z und ~, 1], b haben in beiden die
selbe Lage. 
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Da nun in § 56 . der Nachweis geliefert wurde, daß jeder 
enneadische Diatensor sich im Reellen auf seine Normalform 
reduzieren läßt, so ist hiermit auch der .Beweis erbracht, daß 
jedes Dyadentripel sich reell in seiner Normalform darstellen läßt. 

p ir, qj', d' sind gleichzeitig die Zeilenvektoren des Diatensors 
in der enneadischen Form. 

Es erübrigt noch zu ermitteln, wie sich das allgemeinst for
mulierte Dyadentripel 2(; Il + ~; 6 + (t; c in Nonionform oder, 
was praktisch dasselbe ist, in enneadischer Gestalt ausdrückt. 
Bezogen auf das feste System der x, y, z ist 

2( = Axi + Ayj + Azf, (10) 
Il = axi + ayj + azf . (11) 

usw. 
Multipliziert man die einzelnen Zeilen aus und faßt die Er

gebnisse nach Grunddyaden zusammen, so findet sich 

tP= 
f (Axax+Bxbx +Cxcx)~; ~ +(AXay+Bxby+ CXCy)~; ~ +(Axaz+Bxuz+ Cxcz)f; f 
) +(Ayax+Bybx+Cycx)J;l +(Ayay+Byby+Cycy)J;J +(Ayaz+Bybz+Cycz)f;f (12) 

l +(Azax +Bz bx + Czcx)f; i +(AZay+Bz by+ Czcy)f; j +(Azaz+Bzbz+Czcz)f; f. 

Die skalaren Koeffizienten von (12) sind die Glieder der ennea
dischen Form. 

Die Identität der bei den Diatensorformen ist im Grunde 
schon gegeben durch die formale übereinstimmung der beiden 
Gleichungen aus § 4:5 und § 61: 

tP{Q:,iY,~).tP{C,f,g)b = Q:c(ClJ)+g.c(flJ)+~c(glJ). (13) 
und 

(2(;Il+~;6+(t;c)lJ = 2((llb)+~(6u)+(t(clJ);. (14) 
denn diese sagt aus, daß das Dyadentripel ebensowohl wie das 
Produkt zweier tensoriell gestalteten Diatensoren ein symbolischer 
Multiplikator ist, welcher einen beliebigen Vektor lJ in eine seiner 
linearen Vektorfunktionen überführt. Aus d~r übereinstimmung 
folgt weiter: Stellt man einen Diatensor nach § 4:5 als ennea
disches Produkt <P (Q:, tr, G;) . tP {c, f, g) dar, so ist er mit 2(; Il 

~; 6 + (t; c identisch, wenn Q:c = 2(, trc = ~, G;c = (t und C = Il, 
f = li, 9 = c genommen wird. Es ergibt sich also 

fAx B x Ox 1 ax ay az 
~l;Il+~;li+(t;c = tAy B y 0Y' bx by bz .... (15) 

A z B z Oz Cx cy c., 
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wo die Größen rechts auf ein beliebig gewähltes System der x, y, z 
bezogen sind. Die Ausführung der Multiplikation rechts führt wieder 
auf Gleichung (12). - Schreibt man die vorstehende Gleichung 

mja + ~jb + ß:jC = wlmc~cß:c} .wla,b,c), ... (16) 

so hat man die Beziehung zwischen der dyadischen und ennea
dischen Form in der kürzesten Gestalt. 

so. Vergleichung der Normalformen. 

Die vollständige Behandlung der Raumtransformation mit 
Dyadentripein würde nach dem Vorstehenden, soweit nicht neue 
Elemente eingeführt werden (vgl. hierzu § 81), nur auf eine Reihe 
von Wiederholungen führen. Alle Sätze des ersten Abschnittes, 
in denen der Buchstabe W oder Tunaufgelöst benutzt wird, gelten 
einfach für die dyadischen Formen des Diatensors mit. Es han
delt sich demgemäß im folgenden zunächst nur um die Aufgabe, 
nachzuweisen, wie die wichtigeren Zusammenhänge sich in dya
discher Form darstellen. Wir legen hierbei die Normalformen 

W = ZJ i j i' + q j j j' + rf j f', . . . . . . (1) 
f P OG1 P OG 2 P fX.a 

c[J = I q ßl q ß2 q ßa ...... . 
~ r 'Yl r 'Yt r 'Ya 

(2) 

zugrunde, wobei immer im Auge zu behalten ist, daß bei Verwen
dung dieser Gleichungen die aus den vorangegangenen Paragraphen 
bekannten Koordinatensysteme der x, y, z und g, f/, b benutzt sind. 
Die OG, ß, 'Y sind durch die Winkel, welche die Achsen beider 
Systeme miteinander machen, bestimmt. Für ein symmetrisches W 
ist OG1 = ß2 = 'Ya = l. 

1. Hilfsgrößen und Achsen. Die Zeilenvektoren von (2) 
sind P OG I i + P OG2 j + pOGg f usw., d. h. sie sind, wie schon gesagt 
wurde, 

pi', q j', r f'. . . . . . . . . (3) 
Der Kodiatensor w2 hat die Glieder qr(ß2'Ya-ßa'Y2)' 

qr(ßa'YI-ßI'Ya), qr(ßI'Y2-ß27'1)' rp(7'2fX.a-'YgOG2) usw. Die 
Klammern sind aber der Reihe nach gleich OGll OG2, OGa, ßI usw., 

. (4) 
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Damit wird 
W21 = qrrx1 + rp ß2 + pq'Y3' . (5) 

83 ist, wie schon bekannt, pqr. . (6) 

Die Hamil tonsche Gleichung wird also 

t}-(Pet,l + qß2 + r'Y3)tt2 + (qret,l + rpß2 + pq'Y3)tt - pqr = O. (7) , , , 
Über ihre Lösung ist dasselbe zu sagen, wie früher. Ist der 

Diatensor symmetrisch, so reduziert sich die Hamil tousche Glei
chung auf 

t~3_ (p + q + r)t~2 + (qr + rp + pq)t~ - pqr = O. (8) 

mit den Lösungen p, q, r. 

H. Vollständigkeit und Unvollständigkeit. Die Unter
suchung der Vollständigkeit und Unvollständigkeit von Dyaden
tripein wurde von Gibbs auf getrennte Annahmen über die 
Antezedenten und Konsequenten gegründetj sie vereinfacht sich 
ungemein, wenn man die obigen Zeilenvektoren einführtj dann 
bleiben alle Folgerungen des § 33 erhalten. Der Diatensor ist 
auch in dyadischer Form planar und linear, wenn die Zeilen
vektoren komplanar oder kollinear werden. Ein unvollständiger 
Diatensor von der Gestalt 

piji' + qjjj' 
vernichtet offenbar, wenn er mit einem Vektor u multipliziert wird, 
die Komponente u~ dieses Vektors und führt die dazu senkrecht 
stehenden Komponenten in solche über, die in der i j- Ebene liegen. 

Entsprechend vernichtet ein unvollständiger Diatensor von 
der Form 

piji' 

jede Komponente mU'i + nus, welche mit der fl'-Ebene komplanar 
ist und führt die Komponente u~ in eine solche über, die mit i 
kollinear ist. Unvollständige Diatensoren dieser Art siud von 
Gibbs als "Annihilatoren" bezeichnet worden. 

IH. Einheitstensor oder Idemfaktor. Der Einheitstensor 
nimmt einfach die Gestalt an: 

I=iji+ijj+ljf. ........ (9) 

Die Richtigkeit der Behauptung ist unmittelbar durch Multi
plikation des Dyadentripels mit einem beliebigen Vektor u nach
ZUWeIsen. 
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IV. Inverse oder reziproke Diatensoren. Die Sätze des 
§ 51 bleiben sämtlich erhaltenj es handelt sich hier darum, die 
dyadische Form von c[J-l vorzuzeigen. Nach Satz I, Gleichung (4), 
in § 51 und mit der obigen Gleichung (6) ist, wenn der Diatensor 
selbst in Form der Gleichung (1) ge.schrieben wird, 

m-l _ W2C _1.".,+1.". '+!~I'f (1 ) "V _., - t,t J,J " ..... 0 
/Js P q r 

V. Tensoren. Die Gestalt des Tensors 
W = piji + qj;j + djf ..... (11) 

wurde bereits festgelegt. Derselbe läßt sich in drei Faktoren 
spalten: 

W = (piji + jjt + fjf) (iji + qjjj + fjf)(iji + jjj + djf), 
deren Reihenfolge offenbar willkürlich ist. Die Zerlegung ent
spricht der am Schlusse des § 56 gegebenen und hat dieselbe geo
metrische Bedeutung. 

VI. Versoren. Will man einen Versor durch den Drehungs
winkel cp und die Kosinus der Winkel, welche die Drehungsachse 
mit den Koordinatenachsen macht, dyadisch ausdrücken, s~ hat 
man einfach den in § 54:, Gleichung (7), angegebenen Diatensor
gliedern die Faktoren i j i, i j i usw. anzuhängen und sie sämtlich 
zu addieren. 

Fällt die Drehungsachse in eine der Koordinatenachsen, z. B. 
in die Achse der x, so erhält man mit Gleichung (12) des § 4:l sofort 

w(~ = iji + coscp(jjj + fjf) + sincp(fjj-jif) . .. (12) 

Hierin kann man für j j j + f j f schreiben I-i j i. Ferner ist, 
wie man leicht findet, (fjj-jjf)b = [ib], also können wir statt 
f j j - j j f schreiben Ei. Damit nimmt der Versor um die Achse 
der x die Form an: 

w; = iji + coscp(I-iji) + sincp[i, .... (13) 

in welcher er außer I nur noch den auf die Achse der x be
zogenen Einheitsvektor enthält. Man erhält also die entsprechende 
Form für Drehungen um eine beliebige Achse, wenn der Einheits
vektor in der Richtung dieser Achse mit.\) bezeichnet wird, in 
der Gestalt: 

w'" = .\)j.\)+ coscp(I-.\)j.\) + sincp[.\), .... (14) 
denn man kann die Achse der.\) ohne weiteres als x-Achse an
sehen. In der Tat, wenn man.\) = Jt i + !1 j + v f setzt, und damit 
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die vorstehende Formel ausrechnet, so erhält man tP in der Nonion
form, und die einzelnen skalaren Terme derselben werden identisch 
mit den in Gleichung (7) des § 54: gegebenen. Aus Gleichung (14) 
ergeben sich die allgemeinen Formeln für den quadrantalen und 
biq uadrantalen V ersor, wenn man das eine Mal cos cp = 0, sin cp 
= 1 und das andere Mal cos cp = -1, sin cp = 0 setzt: 

tP7t/ 2 = ~;~+sincp[~, ....... (15) 

tP7t = 2~;~-I. ......... (16) 

Will man den Versor dadurch ausdrücken, daß er das Koordi
natensystem der ~, t), 6 in die Stellung der x, y, z überführt, 
so ergibt sich aus Gleichung (1) des § 54: sofort: 

tP = a 1 i; i + a 2 i ; j + a s i; f ) 

+ ß1 j; i + ß2 j j j + ßs j; f Jl. . (17) 
+ 1''1 f;i + 7'2 1jj + 7's fjf = iji' + jjj' + fit'· 

Der reziproke V ersor, welcher das System der x, y, z in die 
Lage ~, t), 6 dreht, ist 

.... 1 "--Lß"+ ''';j o,v- = alt; t I 1 t; 1 7'1 t j ~ 

+ a 2 j; ~ + ß2 j; ~ + 7'2 j; 1 ..,.. 
+ as1;t+ßs1;1+7's fjf, 

. (18) 

und wenn man hier die Kosinus zu den Antezedenten zieht, 
findet man 

tP- 1 = i'j i + j'j j + 1'; f., . , , , .. (19) 

Der Vergleich mit Gleichung (17) bestätigt, daß der reziproke 
mit dem konjugierten Versor identisch ist, 

VII. Zerlegung in Tensor und Versor. Nach der Multipli
kationsformel für Dyaden ist 

(i j i)(i ; i') = i; i', (i j i)(j; j') = 0 usw. 
Damit wird 

piji' + qjjj' + djf' } 
= (piji + qj;j + djf)(iji' + jjj' + fjf'). '" (20) 

Ebenso ergibt sich 

piji'+qjjj'+d;t' } 
= (i j i' + j;j' + 1 j fHp i' j i' + q i' j i' + d' j f'). ... (21) 

Diese beiden Gleichungen stellen offenbar die in § 56 behan
delte doppelte Zerlegung der affinen Bewegung in reine Drehung 
und reine Deformation dar. Der Versor ist in beiden Fällen der-

Budde, Tensoren u. Dyaden. 10 
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selbe, der Tensor der Gleichung (20) liegt im System der x, y, z, 
derjenige der Gleichung (21) im System der ~, 1j, b. 

Auch die Zerlegungen des § 57 würden sich in dyadischer 
Form nachbilden lassenj hierfür soll aber ein neues von Gib bs 
angegebenes Hilfsmittel benutzt werden. 

VIII. Hamiltonsche Gleichung. Es möge noch angeführt 
werden, wie man nach Gib b s zur Ha m i lt 0 n sehen Gleichung 
gelangt, ohne auf die Transformationsformeln zurückzugreifen. 
Es sei u ein Vektor, der durch die Multiplikation mit Wohne 
Richtungsänderung im V erhältnis t~: 1 gedehnt wird, so daß 

Wu = t~u . .. 
Dann ist 

(W-t~I)u = 0,. 

. (22) 

. (23) 

also ist W - t~ I ein unvollständiger Diatensor, weil er den Vektor u 
auf Null reduziertj also muß seine Determinante Null sein. Der 
Diatensor W - t~ I lautet aber, wenn er in allgemeiner Nonionform 
dargestellt wird, 

(txx - t;)iji + txyijj + txz ij f 
+ ty x j j i + (t y y - t ~ ) i ; i + ty z j j f 
+ tzx fji + tzy fjj + (tz. - t~) fjt. 

Setzt man also seine Determinante gleich Null, so hat man die 
Hamil tonsehe Gleichung. 

SI. Einführung reziprokaler Vektorensysteme. 

Gi b b s hat diese Einführung vorgenommen. Sie läßt sich für 
die enneadische Form nachbilden 1), ergibt sich aber am natür
lichsten aus der dyadischen Form. Ihre Brauchbarkeit beruht 
darauf, daß die reziprokalen Vektoren Multiplikationseigenschaften 
von ähnlicher Einfachheit haben, wie die Grundvektoren, die ja 
ein Spezialfall der reziprokalen sind. Sind z. B. n, b, c und n', b', er 
reziprokale Vektol'entripel und ist ~ ein beliebiger Vektor, so ist 
nach Vorbemerkung f): 

(njn')(nj~) = nj~, (n;n')(b;~) = 0 usw., 
analog wie 

(iji)(i;~) = ij~, (iji)(j;~) = 0 usw. 

') Indem man vorschreibt, daß in cP = cJ' iWe, )Be' (tel' cJ' ia, b, c} die 
Vektoren tripel ~lc' )Be' (te und a, b, c reziprok al sein sollen. 
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Dies legt die Frage nahe, was aus den im vorigen Paragraphen 
behandelten Dyadentripeln wird, wenn man in ihnen die Grund
vektorensysteme durch reziprokale Vektorensysteme ersetzt. 

1. Idemfaktor. Der Einheitstensor nimmt dann die Ge
stalt an: 

1= a;a' + b;6' + c;c' ... . . (1) 

und bleibt, wie die Gleichung aussagt, ein Einheitstensor. Denn 
wenn man das Dyadentripel mit einem beliebigen Vektor b multi
pliziert, erhält man nach Vorbemerkung d) wieder b. Selbstver
ständlich können in Gleichung (1) die gestrichenen mit den un
gestrichenen Buchstaben vertauscht werden. Man beachte, daß 
a, b, c in Gleichung (1) nicht komplanar, sonst aber vollkommen 
willkürlich sind. Transformiert man also etwa I auf drei andere 
willkürlich gewählte Antezedenten c, f, g, indem man setzt: 

a = lrc+ 12f+ lSg,} 
6 = mr c + md + ms g, ....... (2) 
c = nr C + n2 f + ns g, 

so muß man erhalten: 

1= eic' + f;f' + g;g', ........ (3) 

was in der Tat der Fall ist. 

11. Diatensoren mit drei reellen Achsen. Verfährt man 
ebenso mit dem Tensor pi; i + q j; j + d; f, so erhält man: 

w=pa;a'+qb;b'+rc;c' . ...... (4) 

Dieses ([> ist aber dann nicht ein Tensor, sondern ein Dia
tensor. Multipliziert man Gleichung (4) der Reihe nach mit a, b, c, 
so erhält man leicht: 

wa=pa, wb = qb, tDc = rc • .... (5) 

tD ist also ein Faktor, welcher die drei Vektoren a, b, c ohne 
Richtungsänderung dehnt, d. h. <P ist ein Diatensor mit drei 
reellen Achsen, welche in die Doppelrichtungen von a, b, c fallen. 
Dabei können a, b, c beliebige Winkel miteinander bilden. Nur 
wenn sie senkrecht aufeinander stehen, ist ([> ein Tensor. Der 
Satz, daß die Antezedenten eines Dyadentripels frei gewählt werden 
können, verliert aber für die Form (4) seine Gültigkeit; denn er 
gilt offenbar unter der Voraussetzung, daß die Konsequenten, 
nachdem die Antezedenten einmal gewählt sind, frei berechnet 

10* 
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werden können, ohne an vorgeschriebene Bedingungen gebunden 
zu sein. Hier liegt aber die Bedingung vor, daß die Konsequenten 
zu den Antezedenten reziprokal sein sollen, und damit hört die 
freie Wählbarkeit der Antezedenten auf; anders gewählte Ante
zedenten bedingen einen anderen Diatensor. Man könnte ja auch 
sonst die Antezedenten eines beliebigen Diatensors rechtwinklig 
wählen, also jeden beliebigen Diatensor als Tensor darstellen. 

Wir untersuchen zunächst, was sich ergibt, wenn man einen 
der Antezedenten, etwa li, willkürlich durch einen neuen Vektor c 
ersetzt. Wir setzen also an Stelle von li einen Vektor c, der durch 
die Gleichung bestimmt sei 

c=ln+mli+ne, ........ (6) 

und schreiben für die neuen Konsequenten, die sich dann ergeben, 
n{, c' und e{. Es ist zunächst das Parallelepiped 

(nce) = l(nne) + m(nlie) + n(nee) = m(nlie), .. (7) 

da (nn c) und (n ce) Null sind. Hiermit ist 

n' - [ln+mli+ne,c] _l[ne]+m[lic] 
1 - m(nlic) - m(nlic) 

, [en] li' 
e = --=,;--:~ m(nbe) - m' 
, [ n, la + m li + ne ] m [nli] + n [ n e] 
~= = = m(alie) m(nlie) 

und daraus ergibt sich 

n'-~li' 
m ' 

e' -~li' 
m ' 

· (8) 

p n ; n{ + q c; c.' + re; e{ = p ( n ; n' - :~ n ; li') } 
· (9) 

+ q ( l n + li + ~ c) . li' + r (c . e' - ~ e 'li') 
m tn' 'm ' 

oder 

a' e' e' a' 6' e' ( ) ( 1 ) , ( n, !Paee -!Pabe = q-p - n;li + q-r)-c;li. 
m 111 

· (10) 

Wird nun der Vektor e komplanar mit li und einem anderen 
Antezedenten, etwa c, gewählt, so ist 1 = O. Die Differenz der 
vorstehenden Gleichung reduziert sich also auf 

(q - r): c; li', 

und dies wird offenbar Null, wenn r = q ist. 
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Das heißt, sind zwei der Achsenbeträge , etwa q und r, in 
Gleichung (4) einander gleich, so ändert sich der Diatensor nicht, 
wenn man an Stelle von b einen beliebigen anderen mit bund c 
komplanaren Vektor einführt. Aus Symmetriegründen gilt das 
gleiche ohne weiteres für C; man kann statt c einen beliebigen 
mit c und b komplanaren Vektor einführen, wenn q = r ist. Dies 
ist der Satz des § 20, nach welchem man zwei gleiche Konsti
tnenten in ihrer Ebene beliebig drehen kann. Anscheinend liegt 
eine Erweiterung darin, daß man dem Vektor e einen beliebigen 
Betrag vorschreiben kann; diese Erweiterung ist jedoch nur schein
bar, da die Dyade c; c' ihren Wert nicht ändert, wenn man e mit 
einem beliebigen Skalar multipliziert; c' wird dann ja mit dem
selben Skalar dividiert. 

Die aus Gleichung (10) gezogene Folgerung gilt auch dann, 
wenn (fJ ein Tensor der Form pi;i+qi;i+rf;f ist, weil ja i, i, f 
mit sich selbst reziprokal sind. 

Die Form (4) stellt nach dem Vorigen einen Diatensor dar, 
der drei reelle Achsen p, q, r besitzt. Umgekehrt kann jeder Dia
tensor, der drei reelle Achsen hat, auf die Gestalt (4) gebracht 
werden. Man suche die Achsen auf, lege Il, b, c in die Doppel
richtung derselben und setze p, q, r gleich den Beträgen der ge
gebenen oder errechneten Achsenbeträge; dann ist die Aufgabe 
gelöst. Da (- Il); ( - Il)' = Il; Il' usw., ist es dabei gleichgültig, 
ob man die eine oder die andere der beiden in jeder Doppel
richtung enthaltenen Richtungen für Il usw. in Anspruch nimmt. 
Hierin spricht sich auf dyadischem Gebiet die Tatsache aus, daß 
für den Diatensor nur Doppelrichtungen in Betracht kommen. 

III. Elliptische Versoren. Ersetzt man in dem Versor 
§ 80, Gleichung (12) die Grundvektoren durch reziprokale Vek
toren, so erhält man den Diatensor 

'IJf = Il; Il' + cos 9? (b ; b' + C; c') + sin 9? (c; b' - b ; c').. . (11) 

Multipliziert man 'IJf mit Il, so erhält man 

'iJf1l = Il, •.•.•..... (12) 

Il ist also eine, und da keine andere vorhanden ist, die reelle Achse 
von 'IJf. Außerdem läßt sich nach Analogie der Gleichung (13) 
des vorigen Paragraphen 'i]J ausdrücken als 

'IJf = Il; Il' + cos 9? (I - Il; Il') + sin 9? [ln,. . . . (13) 
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und diese immer noch allgemeine Form von 'IJf ist nur insofern 
von bund c abhängig, als der Wert von a' durch die Wahl von 
bund c bedingt wird. Da ergeben nun wieder die Gleichungen (8), 
daß a' nicht geändert wird, wenn man bund c innerhalb ihrer 
Ebene beliebig dreht. 

Wir können also von vornherein festsetzen, daß bund c auf
einander (im allgemeinen aber nicht auf a) senkrecht stehen. Man 
kann dann bund c als Halbachsen einer Ellipse E ansehen, deren 
Gleichung in einem durch bund c gelegten System der 1], ~ ist: 

1]2 ~2 b2+ c2 = 1. ......... (14) 

Wir nehmen ferner einen Vektor u an, der bestimmt sei durch 

u = b cos xi + esinxf, ....... (15) 

wo j und f die Grundvektoren in 1], ~ sind. Die Koordinaten des 
Endpunktes von u sind dann b eos X und c sin X, und da 

(b c~: X)2 + (e Sie~ X)2 = 1,. . . . . . . (16) 

gehört sein Endpunkt der Ellipse E an. Er macht nach Glei
chung (15) mit der Achse der 1] den Winkel X. 

Multipliziert man nun diesen Vektor mit 'IJf, so erhält man 

'IJf u = b eos rp cos X + c cos rp sin X + c .sin rp cos X - b sin rp sin X l (17) 
= bcos(rp+x)+csin(rp+X), j 

d. h. der Vektor 'lJfu liegt mit seinem Endpunkt auf der Ellipse E 
und ist zugleich gegen u um den Winkel rp im Sinne von 1] nach ~ 
hin gedreht. Nach Gibbs heißt 'IJf "elliptischer Versor". 

Vektoren, deren Beträge größer oder kleiner als der Betrag 
des Vektors u von Gleichung (15) sind, können einfach als Multipla 
des entsprechenden l.J angesehen werden; ihre Endpunkte bewegen 
sich auf Ellipsen, welche der Ellipse E ähnlich sind. 

IV. Diatensoren mit einer reellen Achse. Eine nahe
liegende Verallgemeinerung der Gleichung (11) erhält man durch 
Zufügung von zwei Skalaren p und q, indem man setzt: 

tP = pa i a' + q cos rp (b i b' + Ci c') + q sin rp (c i b' - bi c'). . (18) 

Dieser Ausdruck läßt sich in drei Faktoren zerlegen: 

cP = (paia' + bib' + Cic')(aia' + qbib' + qCiC') } 
'la i a' + cos rp (b i b' + ci c') + sin rp (c i b' - b; c'»), .. (19) 
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von denen die beiden ersten auch zu einem Diatensor mit zwei 
gleichen reellen Achsen zusammengefaßt werden können. Die 
Ausführung der Multipl~kation ergibt die Richtigkeit der Behaup
tung. Von den drei Faktoren sind die beiden ersten bekannte 
Diatensoren, der dritte bewirkt die soeben behandelte elliptische 
Drehung. Es ist nun die Frage aufzuwerfen, welche Diatensoren 
sich auf die Form (18) reduzieren lassen. Ein allgemeiner Dia
tensor sei gegeben in der diskriminierenden Form des § 57, Glei
chung (2): 

cp = txx i j i + txy ~ ~ ~ + txz ~ ~ f } 
+tyyJ,J+fyzJ,f ...... (20) 
+ tzy fjj + tyyfjf, 

wo er auf ein rechtwinkliges Koordinatensystem bezogen ist, dessen 
x-Achse mit seiner reellen Achse (bzw. mit einer seiner reellen 
Achsen) zusammenfällt. 

In diese Achse der x legen wir den Vektor Il der Gleichung (18) 
und lassen die Vektoren 6 und e dieser Gleichung beliebig. Dann 
sind die drei Vektoren Il, 6, e bestimmt durch die Gleichungen 

. . . . . (21) 

Damit wird 

und ferner 

I (by Cz - bzc,,) i + (bzcx - bxcz)j + (bx Cy - by cx) f 
Il= , 

a(bycz-bzcy) 

. ,_ ... + (bzcx-bxcz)ijj +(bxcy-bycx)ijl. 
1l,1l -t,t b b I yCz - zCy 

6'- czj-cyl 
- bycz-bzcy ' 

6.6' _ bxczijj - bxcy ijf + byczjjj - bycyjjf + bzcz fjj - bzcyfjf. 
, - bycz-bzcy , 

, - bzj + byf 
e = b' bycz - zCy 

, -cxbzijj +cxbyijf-cybzjjj +cybyjjf-czbzfjj +czbyfjf 
(je = . 

bycz-bzcy 
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Damit ergibt sich 
i...i..'+ ., _ ... +~.~+(bxc.-b.cx)ijj+(byc",-b",cy)ijl. 
u,u C,C - 1,J ',' b b yC. - .Cy 

Ferner wird der Zähler von 

Cj 6' = c",c.ijj - c"cyij f + cyc.jjj - cij.j l + c.2 fj j - cyc.lj f, 
6jc' = - b",b.ijj + b",byijf - byb.ijj + b; j;l- b; fjj + byb.fjf, 

und hiermit 

cj6'-6jc'=b 1 b ((b.b",+'c.cx)ijj-(bxby+cxcy)ijl 
y c. - .cy 

+ (bybz + cyc.)jjj -(bi + ci)jjf + (b.2 + c,2)fjj - (byb. + cycz)fjf). 

Sonach nimmt Gleichung (18) die Gestalt an: 

.rr; - '.' p(bzc",-bxcz)+q cos f/J (bxcz-bzcx)+ q sin rp (bzb,,+czc,,) "'] 
ov-pt,t+ b b t,l yCz- zCy 

+ P (b",cy-bycx) + q cos f/J(byc",-bxcy)-q sin f/J (bxby +Cxcy) i j f 

bycz- b.cy b 2 2 1(22) 
( . byb.+ CyCz).. . y +cy . ~ 

+ qCOSf/J+qStnf/Jb -b Ijl-qsmf/Jb -b Ij' yC. zCy yC. zCy 

. b.2 + c.2 f.· ( . hybz+ cy c.) f· f +qStnf/Jb -b ,J+ qcosrp-qsmrpb -b ' . 
y~ z~ y~ .~ 

Es müssen also, wenn Gleichung (20) auf (18) reduziert 
werden soll, die Faktoren der Grunddyaden in (20) und (22) 
übereinstimmen. Wir wollen die Gleichsetzung nicht in voller 
Allgemeinheit durchführen, greifen vielmehr nur die Faktoren von 
i j l und f j j heraus. Diese ergeben die Gleichungen 

aus denen folgt: 
ly. = b; +c; ..... , .. (24) 
t. y b.2 + c; 

Dies ist im Reellen nur möglich, wenn ty • und t. y entgegen
gesetzte Vorzeichen haben, also folgt [vgl. § 57, Gleichung (6)J: 
Die Reduktion auf die Form (18) ist auch bei allgemeinster Wahl 
der Vektoren 6 und C nur möglich für Diatensoren mit nur einer 
reellen Achse. Für diese ist sie aber offenbar allgemein möglich, 
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denn wir haben nur sieben Gleichungen für neun Unbekannte; 
man kann also zwei der letzteren noch willkürlich wählen und 
erhält bei passender Wahl reelle Lösungen. Die wirkliche Reduk
tion wollen wir zunächst vornehmen an dem 

Spezialfall A. Es sei txy = txz = 0; der gegebene Dia
tensor habe also die Gestalt 

o 
tyy 

o 

tzy tyy ; 

dann müssen die Faktoren der Grunddyaden i;j und i;l in Glei
chung (22) zu Null werden. Da diese sämtlich entweder bx oder Cx 

enthalten, kann man diese Bedingung schon erfüllen, indem man 
6 und c in die y,Z-Ebene legt, wo bx und Cx zu Null werden. 
Man kann aber noch weiter vereinfachen, indem man 6 in die 
y-Achse und c in die z-Achse verlegt, so daß bz = cy = 0 und 
6 = bj, c = cl wird. Die Gleichungen lauten dann: 

. b . c . . . (25) 
p = txx, qcosrp = tyy ,) 

q sm rp c = - ty Zl q sm rp b = tzy 

und liefern die Lösungen 

q2 = ti/y - tyz tzy , 1 
t y z tzy 

tang 2 rp = -~' I 
~=Ytz:Z' 

. . . . . . . (26) 

Von den beiden Beträgen bund c kann einer noch willkür
lich gewählt werden. Hierin liegt aber keine Unbestimmtheit der 
elliptischen Drehung; denn da c mit b proportional ist, werden 
die sämtlichen Ellipsen E, welche man mit ihnen konstruieren 
kann, einander ähnlich, haben also die gleiche geometrische 
Wirkung. In dem gegebenen Spezialfall reduziert sich also die 
Gesamtbewegung auf erstens eine reine Deformation mit den 
Konstituenten p, q und q, und zweitens eine elliptische Drehung 
senkrecht zu p; die Hauptachsen der Ellipsen E liegen in den 
Achsen der y und 'z, und die Lage dieser Achsen ist bestimmt 
durch die Bedingung, daß der gegebene Diatensor auf diejenige 
Form reduziert sein muß, in welcher tzz = tyy wird. 
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B. Der allgemeine Fall. txy und txz sind von Null ver
schieden. Dann ergibt sich auf folgende Weise sehr einfach die 
Reduktion: Wir lassen die Koordinatenachsen und die drei Vek
toren a, 6, C in derselben Lage wie im Spezialfall A, haben also 

a = ai, 6 = bj, c = cl, . (27) 

i , j , I 
a' = -, 6 = -b' c = -. . (28) a c 

Dem Ausdruck (18) setzen wir dann versuchsweise zwei Dyaden 
ai 6' und ai c' zu, nachdem wir eine von ihnen mit einem un
bestimmten Skalar 1 multipliziert haben. Wir setzen also 

q, = p ai a' + q cos <p (6 i 6' + Ci c') + q sin <p (c i 6' - 6 i c') }. 29 
+ ai6' + laic'. ( ) 

Mit den Gleichungen (27) und (28) liefert das 

t1J = pi i i + q cos <p (j i j + I i I) + q sin <p (* li j - ~ j i I) 1 
c . (30) 

a.. la. ~ + btiJ + cti '. 

Durch Gleichsetzung mit (20) findet sich 

p = txx, qcos<p = tyy , qsin<p f = tzy,) 
.. (31) 

. bat la 
-qsm<Pc=tyZ ' ti= xv' c=taz • 

Die Lösungen sind dieselben wie in Gleichung (26) mit den 
Zusätzen 

c 1 = txz -. •••• • • (32) 
a 

Es kann also hier wieder einer von den drei Beträgen a, b, c 
willkürlich gewählt werden und man erhält für willkürliches a 

b =~, c = ~1/ _ tZY , 1 = txz 1/ _ tZY • • (33) 
txv txv V tyz txy V tvz 

Der Ausdruck (29) zerlegt sich in 

t1J = {pai a' + q cos <p (6i 6' + Ci C') + q sin <P(Ci 6'- 6i t '») l 
1 1 • (34) 

. {ai a' + 6i6' + CiC' + pai6' + paic'}. J 
Der erste dieser beiden Faktoren ist das bereits bekannte 

Produkt aus Tensor und elliptischem Versor. Der zweite ist zu 
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untersuchen. Wir ersetzen ~ und ~ durch die einfachen Buch-
p p 

staben mund n, dann lautet er 

E = aia' + 6i6' + eic' + mai6' + naic', . ... (35) 

wofür man auch kürzer schreiben kann: 

E = I+mai6'+naic' . ....... (36) 

Ist ein Vektor b kollinear mit a, also gleich e a, so wird er 
durch Multiplikation mit E nicht geändert. Ein mit 6 kollinearer 
Vektor f6 wird durch Multiplikation mit E zu f6 + m f a. Sein 
Endpunkt wird also in der Richtung der x um den Betrag m fa 
verschoben. Die Achse der y neigt sich demgemäß in der x y-

Ebene um einen Winkel, dessen Tangente m ~ ist, und dasselbe 

tut jede ihr parallele Gerade der xy-Ebene. Entsprechend ver
schiebt sich der Endpunkt eines mit c kollinearen Vektors g c in 
der x-Richtung um ngai alle mit der z-Achse parallelen Geraden 

der xz-Ebene neigen sich in ihr um den Winkel arctgn~. Eine be-
c 

liebige Gerade, welche senkrecht auf der x-Achse steht und zu 
Anfang in der Ebene der beiden Geraden x = e, z = 0 und x = e, 
y = 0 liegt, neigt sich in der .x-Richtung so, daß sie auch nach 
der Bewegung mit beiden komplanar ist. 

Hiernach ist E, wie schon durch die Bezeichnung angedeutet, 
ein Schieber nach der x-Richtung. In der Tat ist Eidentisch 
mit dem bereits bekannten Schieber in enneadischer Form 

txy tx • 

I 0 
o 1. 

Auch hier ist zu bemerken: Die Eindeutigkeit der Schiebung 
wird dadurch, daß man einen der drei Beträge a, b, c frei wählen 
kann, nicht beeinträchtigt. Denn die Maßzahlen fund g sind 
umgekehrt proportional mit den für die Messung zugrunde ge
legten Einheiten bund c, also, da auch a proportional mit bund c 
ist, hat das Produkt (m f + n g) a für alle Beträge von a den 
gleichen Wert. 

Anmerkung l. Es ist von Interesse, die einfachste Form festzustellen, 
welche die Hamiltonsche Gleichung für den Diatensor mit einer reellen 



156 § 81. Dyadentripel aus reziprokalen Vektoren. 

Achse annehmen kann. Mit § 07, Gleichung (3), und mit den Gleichungen (31) 
dieses Paragraphen ergibt sich 

81 = P + 2q cos tp, 821 = q2 + 2 P q cos tp, 83 = P q2. 

Damit wird die Hamiltonsche Gleichung 

t! - (p + 2q costp) tf + (q2+ 2 pq cos tp) t~ -p q2 = O. 

Entsprechend dem Umstande, daß die eine Wurzel t~ = P schon be
kannt ist, läßt sich das Polynom dieser Gleichung durch t~ - P dividieren 
und man erhält 

(t~ - p)(t~2 - 2q cos tp t; + q2) = O. . . . . . . . (37) 

Wegen der bekannten Invarianzverhältnisse gilt dieser Ausdruck für 
die Diatensoren mit einer reellen Achse, einerlei, in welcher Form sie ge
geben sind, wobei aber den Größen p, q und tp immer die Bedeutung bei
zulegen ist, welche sie in den obigen Gleichungen haben. 

V. Diatensoren mit zwei gleichen reellen Achsen. 
Diese sind nach § 57 dadurch charakterisiert, daß für sie ent
weder tyz = 0 oder t. y = 0 ist. Wir setzen ty. = 0 und nehmen 
außerdem zunächst an, es sei auch txy = tx. = O. Dann ist also 
für die Reduktion gegeben der Diatensor 

o 0 

tyy 0 .... (38) 
tzy tyy • 

Die Reduktion ergibt sich einfach, wenn man die bisherige 
Lage des Koordinatensystems beibehält, in Gleichung (18) q; = 0 
setzt und außerdem eine Dyade c; 6' zufügt. Wir setzen also 

<P =PIl;Il' +q(6;6'+c;c')+c;6'. . .. (39) 

Mit den Gleichungen (27) und (28) wird daraus 

<P =pi;i+q(j;j+f;O+*f;j, ... (40) 

und es ergibt sich sofort 

q = tyy , 
c 
h = t. y • ••••• (41) 

(Will man nicht ty ., sondern tzy gleich Null nehmen, so hat 
man 6; c' statt c; 6' zuzusetzen und erhält ebenso einfach p = txx, 

q = tyy , ~ = tyz .) Der Ausdruck (38) zerlegt sich in die beiden 
c 

Faktoren 
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Der zweite von diesen ist sofort als einfacher Schieber kennt
lich, welcher die xz-Ebene in Ruhe läßt und allen mit ihr par-

allelen Ebenen y = eb eine Schiebung vom Betrage ~e in der 
q 

z-Richtung erteilt. (Ist tzy = 0, tyz = ~, so erhält man eine ent
e 

sprechende Schiebung in der y-Richtung.) 

Läßt man nun die Bedingung txy = txz = ° fallen, so ergibt 
sich auf demselben Wege die Lösung: 

q, = lpaja' + q (6j6' + eje')}. (I + iaj6' +} aje' + ~ej6').(43) 
Der zweite Faktor ist offenbar identisch mit dem allgemeinen 

Schieber von § 57, Gleichung (9). 
Der Diatensor mit zwei gleichen reellen Achsen zerlegt sich 

also ganz wie in § 57 in Tensor und allgemeinen Schieber. Das 
Deformationsellipsoid des Tensors ist ein Umdrehungsellipsoidj 
seine ungleiche Achse fällt in die ungleiche Achse des Diatensors. 

Anmerkung 2. Es liegt auf der Hand, daß die Reduktionen noch 
variiert werden können, und zwar in reichhaltiger Weise, weil die der 
Reduktion zugrunde liegenden Gleichungen in allgemeinster Gestalt zur vollen 
Bestimmung sämtlicher Unbekannten nicht ausreichen. So könnte man z. B., 
falls txy und t xz nicht Null sind, die entsprechenden Schieber dadurch über
flüssig machen, daß man der Achse der x eine andere Lage gibt. Bei Gib b s
Wilson ist eine mehr geometrische Methode bevorzugt, welche die Mannig
faltigkeit dieser Möglichkeiten nicht hervortreten läßt; daher k(')mmt es, daß 
die vorstehenden Darstellungen zwar auf dieselben Grundformen führen, wie 
bei Gibbs-Wilson, aber im einzelnen Abweichungen zeigen. Die vor
stehenden Reduktionen sind hier bevorzugt, weil sie die einfachsten Vorstel
lungen von der Lage der benutzten Koordinatensysteme geben. 

82. Einteilung der Transformationen. 

Die Einführung der reziprokalen Vektoren systeme läßt, worauf 
in § 57 hingewiesen wurde, den Unterschied zwischen dreiachsigen 
und einachsigen Diatensoren schärfer hervortreten als die bloße 
Benutzung der Grundvektoren. Der einachsige Diatensor ist hier 
dadurch charakterisiert, daß als einer seiner Faktoren der ellip
tische Versor auftritt. 

Im übrigen ergibt sich auf Grund der dyadischen Formen 
dieselbe Einteilung der möglichen Raumtransformationen, welche 
in § 58 gegeben wurde. 
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Anmerkung. Die bei Gibbs-Wilson gegebene Einteilung stützt sich 
ausschließlich auf die Hamilton-Cayleysche Gleichung; da hinter ihr die 
große Autorität von Gibbs steht, mag sie hier kurz richtiggestellt werden. 

Die Hamil ton-Cay leysche Gleichung lautet, vollständig homogen ge
schrieben (vgl. § 60): 

<ps _ 81 </>21 + 821 </>12 - 8s IS = o. 
Es seien nun p, q, r irgend drei Beträge, dann sind folgende Fälle möglich. 
Hauptfall I. Die Gleichung hat drei reelle Wurzeln, von denen wir 

zunächst voraussetzen, daß sie alle von I verschieden sind. Sie kann dann 
fOlgende Formen haben: 

Unter fall a): 
(<P - P 1)(</> - q I)(<P - r I) = o. 

Dehnung nach drei verschiedenen Richtungen; stehen 
recht aufeinander, so ist eine reine Deformation gegeben. 

Unterfall b): 
(<p-p I) (<P_qI)2 = o. 

dieselben senk-

Diatensor mit zwei gleichen Achsen; ersetzbar durch Tensor und Schie
bung. Stehen die Achsen aufeinander senkrecht, 80 ist wieder eine reine 
Deformation gegeben, deren Ellipsoide Rotationskörper sind. 

Unterfall c): 
(</'_pl)S = o. 

Reine Deformation, wobei der deformierte Raum dem ursprünglich ge-
gegebenen ähnlich ist. . 

Hauptfall H. Die Gleichung hat nur eine reelle Lösung: 
(<P-pl)(<P2-2qcostp<Pl+q212) = O. 

Dehnung nach einer Richtung, kombiniert mit elliptischer Drehung, 
deren Ebene senkrecht auf der Dehnungsrichtung steht, und im allgemeinen 
mit einer Schiebung. 

Spezialfälle ergeben sich dadurch, daß im Einzelfalle 1 als Lösung auf-
treten kann. 

Zu Hauptfall I. 
Spezialfall 1: (<P -I) (<P - q I)(<P -r I) = O. 

Spezialfall 2: (<P - 1)2 (<P - r I) = O. 

Im ersten Fall ergibt sich, soweit nur die Hamilton-Cayleysche Glei
chung in Betracht kommt, die Dehnung nach zwei Richtungen, im zweiten 
diejenige nach einer Richtung. 

Spezialisiert man nun noch weiter, indem man im Spezialfall 2 auch r 
zu Eins werden läßt, so tritt die Insuffizienz der Hamilton-Cayleyschen 
Gleichung deutlich hervor. Der Spezialfall 2 umfaßt nämlich sowohl den 
mit einem Tensor kombinierten Schieber 

TZ=U 
b c 
1 0 
e l' , 

wie den Tensor 

T=U 
0 0 
1 0 
0 r. 
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Setzt man nun l' = 1, so erhält man aus dem Spezialfall 2: 

(<1' - 1)3 = 0, 

d. h. man erhält nur den Einheitstensor, während der Sßhieber nicht zum 
Ausdruck kommt. Man muß also auch hier auf die diskriminierende Form 
des Diatensors zurückgreifen, und dann erhält man die Ergebnisse von § 58. 

Drittes Kapitel: Hinweise auf Begritfserweiterungen. 

83. Pseudoskalare Diatensoren. 

Die Vektoren teilen sich bekanntlich in polare (Typus Ver
schiebung), die ihr Vorzeichen wechseln, wenn man die Richtung 
der drei Koordinatenachsen umkehrt, und axiale (Typus Drehung 
bzw. eine durch Umlauf eines Punktes beschriebene Fläche), deren 
Vorzeichen durch Umkehrung der Koordinatenachsen nicht ge
ändert wird. 

Bisher wurde vorausgesetzt, daß die Glieder der betrachteten 
Diatensoren reine Skalare seien, deren Vorzeichen von der Lage 
irgend eines Koordinatensystems unabhängig sind. Solange dies 
der Fall ist, ändert die Multiplikation eines Vektors u mit dem 
Diatensor tP offenbar den Charakter von u nicht; ein polares u 
bleibt polar, ein axiales bleibt axial. 

Man kann nun, ohne im übrigen an den bisherigen Ent
wickelungen etwas Wesentliches zu ändern, diese Voraussetzung 
dahin erweitern, daß die Diatensorglieder auch pseudoskalar sein 
dürfen, d. h. daß zwar für sie keine Richtung in Betracht kommt, 
daß sie aber bei Umkehrung des Koordinatensystems ihr Vor
zeichen ändern. Multipliziert man dann einen polaren Vektor 
mit einem Diatensor tP, so erhält das Diatensorvektorprodukt tP u 
offenbar die Eigenschaft, daß sein Vorzeichen sich nicht mehr 
ändert, wenn die Koordinatenachsen umgekehrt werden; tP macht 
aus dem polaren Vektor einen axialen. Offen bar wird entsprechend 
durch Multiplikation mit tP aus dem axialen Vektor ein polarer. 

Es ist zu beachten, daß das letztere nur gilt, wenn das axiale u 
direkt mit dem pseudoskalaren Diatensor tP multipliziert wird. 
Sind dagegen in einem Raum polare Vektoren u und axiale vek
torielle Kombinationen u dieser Vektoren gegeben, und transfor
miert man den ganzen Raum mit dem pseudoskalaren Tensor tP, 



160 § 84. Rotorische Dyaden. 

so tritt der in § 38 aufgestellte Satz in Geltung: Während die u 
mit f1J multiplir.iert werden, also ihren Charakter ändern und 
axial werden, multiplizieren sich die u mit f1J2 ; f1J 2 besteht aber 
aus lauter paarigen Gliedern, wie tyy tzz usw., d. h. f1J2 ist rein 
skalar, auch wenn f1J pseudoskalar ist; die Vektoren u wechseln 
demnach bei der Transformation ihren Charakter nicht. 

84. Jaumanns rotorische Dyaden. 

Analog den für die skalare Dyade 2!; a gegebenen Definitions
gleichungen 

(2!;a)u = 2!(au), u(2!;a) = (u2!)a .... (1) 

hat J aumann eine Dyade definiert, die er "rotorische" Dyade 
nennt, und die, wenn sie aus den beiden Vektoren 2! und a zu
sammengesetzt wird, zu bezeichnen ist durch 2! ~ a. Dieselbe wird 
definiert durch die Gleichungen 

(2!:;<a)u=[2![auJ], u(2!:;a) = [cu2!]a], ... (2) 

wo die eckigen Klammern in bekannter Weise das .vektorielle 
Produkt aus den eingeschlossenen Vektoren bezeichnen. Da das 
vektorielle Produkt dieselben additiven und distributiven Eigen
schaften hat wie das skalare, leuchtet ein, daß die rotorische 
Dyade die gleichen additiven Eigenschaften besitzt wie die skalare. 
Man kann also analog, wie das bei skalaren Dyaden geschieht, 
ein "rotorisches Dyadentripel" bilden. 

Es ist nun nach einem bekannten Satz der Vektorentheorie 

[2![au]] = a(2!u)-u(2!a),. . . .. . (3) 
also 

(~~a)u = (a;2!)u-(2!a)u = (2!;a)cu-(2!a)u. . (4) 

Setzt man nun ein rotorisches Dyadentripel ,Q, aus drei Dyaden 
2! >< a, iB x 6 und ~ x c zusammen, so daß 

" , 
,Q, = 2!~a+iB:;6+~~c, ....... (5) 

und multipliziert es nach Gleichung (4) mit einem' Vektor u, so 
erhält man 

,Q,u = (2!;a + iB;6 + ~;c)cu-(2!a + iB6 + ~c)u •.. (6) 

Setzt man also 2!; a + iB; 6 + ~; c = f1J, so lautet die vor-
stehende Gleichung: 

,Q,u = f1Jcu- 81 u, ......... (7) 

wo 81 wie bisher den ersten Skalar von (JJ bezeichnet. 
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Das Produkt - SI l.l kann man aber als Tensorvektorprodukt 

o j SI 
- 0 SI 

o 0 

o 
o .l.l 
SI 

darstellen und kann es in dieser Gestalt zu dem Diatensorvektor-
produkt c]Jc \J addieren. So erhält man 

( rs, 0 

~ )., .Ql.l = c]Jc-l ~ SI 
0 SI 

also 

f SI 0 0 

.Q=c]JC-l~ SI 0 
0 SI' 

Ist demnach das skalare Dyadentripel c]J in Nonionform 
III enneadischer Form dargestellt durch 

. (8) 

. (9) 

oder 

m;a+~;b+<r;c = tyx jtxx 

. . . . (10) 

tz x tzy tzz , 

so läßt sich das entsprechende rotorische Dyadentripel .Q dar
stellen durch 

j-(tyy+tzz) tyx tzx 
m ~ a + ~ ';' b + <r ';' c = txy - (tzz + txx) tzy (11) 

txz tyz -(t",,,, + tyy). 

Angesichts dieser restlosen Reduktion auf einen skalaren 
Diatensor scheint dem rotorischen Dyadentripel keine besondere 
Bedeutung für die Raumtransformation zuzukommen. Sein Wert 
muß sich ausweisen, wenn es sich um die Frage handelt, ob eine 
physikalische Eigenschaft bzw. Vektorenkombination sich einfacher 
und naturgemäßer durch skalare oder durch rotorische Diaten
soren darstellen läßt. 

B u d d e, Tensoren u. Dyaden. 11 



A.nhang. 

Analytische Behandlung der einfachen Schiebun 

A. Einführung. 
Die Diatensoren sind - von anderen Verwendungen abgesehen - das 

naturgemäße Mittel zur analytischen Behandlung der deformativen Be
wegungen. Als Beispiel mögen hier einige Hauptsätze über die Kinematik 
der einfachen Schiebung behandelt werden. Man vergleiche dazu Thomson 
und Tait (als T. & T. zitiert), Theoretische Physik, S 171 ff. 

Vorab sei bemerkt, daß im folgenden alle zu multiplizierenden Vek
toren iJ als Postfaktoren gedacht sind. 

Ersetzt man im Einheitstensor eines der Seitenglieder durch eine 
endliche Zahl a, so hat man einen einfachen Schieber. Der "Schiebungs
parameter" a kann an jeder Stelle stehen, wo im Einheitstensor eine Null 
steht; wie bereits bemerkt, bestimmt die Zeile, in welcher er sich befindet, 
die Richtung der Schiebung, die Kolonne bestimmt, welche Ebene in Ruhe 
bleibt. 

Wir legen ihn in die erste 

z=U 
Zeile und dritte Kolonne, schreiben also 

o a 
1 0 = I + a i; f.. . . . . . . . . (1) 

o 1 

a muß eine reine Zahl sein, da der Schieber sonst nicht homogen wäre; 
demgemäß erscheinen die Schiebungsparameter in § 57 usw. stets als 
Quotienten zweier Größen von gleicher Dimension. Wir setzen ferner fest, 
daß a positiv sein soll; ist a negativ, so kehrt sich einfach die Richtung 
der Schiebung um, ohne daß im übrigen an den geometrischen Verhältnissen 
etwas geändert wird. Die Schiebung sei auf einen Transformationsmittel
punkt 0 und ein durch ihn gelegtes Koordinatensystem der x, '.1/, z bezogen, 
in welchem letzteren der Schieber die Gestalt (1) habe. 

Ist iJ ein von 0 aus gezogener Fahrstrahl und 1\1 das Produkt ZiJ, so ist 

1\1 = (vx+avzH+vyj+vzf . ......... (2) 

Der Endpunkt von iJ wird also in der x-Richtung um das afache 
seines Abstandes von der xy-Ebene verschoben. Die x'lj-Ebene bleibt 
danach in Ruhe, sie ist die "Nullebene" (T.&T.) der Schiebung; jede mit 
ihr parallele Ebene wird in sich selbst in der x-Richtung um den Betrag a I'; 

verschoben. In der xz-Ebene erleidet jede mit der x-Achse parallele Gerade 
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die entsprechende Verschiebung. Die z-Achse und mit ihr die yz-Ebene 
wird um den Winkel arc tg a geneigt. Jede ihr parallele Ebene desgleichen. 

a bedeutet den Betrag der Schiebung für den Abstand Eins und heißt 
nach T. & T. die Größe der Schiebung. 

B. Das Deiormationsellipsoid. 
Das Deformationsellipsoid ist zu ermitteln. Da der in die y-Achse 

fallende Radius der Einheitskugel unverändert bleibt, genügt es offenbar, 
den Schnitt des Ellipsoids mit der zx-Ebene zu untersuchen. In ihr bilden 
die Endpunkte der Einheitsvektoren einen Kreis, der die Gleichung erfüllt: 

v;+vz2 = 1. ............ (3) 

Nach der Schiebung ist 

w", = v",+avz' v'" = w",-aw z ' 

also wird aus (3) 
.... (4) 

Wir führen nun ein neues Koordinatensystem der ~, , ein, dessen 
;-Achse mit x den Winkel Cf! macht. Es ist dann 

w'" = W~COSfJJ-W~SinCf!'} . 

Wz = w; sin Cf! + w~ cos Cf!. 
. . . . . . . . . (5) 

Damit wird (4) 

W~2 (1 + a2 sin2 Cf! - 2 a cos Cf! sin Cf!) + W~2 (1 + a2 cos2 fJJ + 2 a cos Cf! sin Cf!) \ (6) 

+w~w,(2a2coSCf!sinCf!-2a(cos2Cf!-sin2fJJ») = 1. J 
Soll also eine Hauptachse der DeformationseIlipse in ; fallen, so ist ihre 
Lage bestimmt durch die Bedingung 

2 a2 cos Cf sin Cf! = 2 a (cos2 'P - sin2 'P), 
2 

tang 2 rp = a' ............ (7) 

Die Konstruktion von 'P liegt danach auf der Hand. Für a = 0 wird 

Cf! = :' für a = 00 'wird Cf! = 0, dabei ist ~: stets negativ, der Winkel Cf! 

liegt also stets zwischen 0 und 45°. 
Aus (7) folgt 

2 - ~ ~ 1/ __ 1 I cos Cf! - 2 + 2 Y a2 + 4 ' 

. 2 1 a 1/ 1 
sm cp = 2-2 Y U2+4'J 

cos Cf! sin 'P = Ya~ ~ 4 . 

......... (8) 

Die Vorzeichen sind dadurch bestimmt, daß nach Gleichung (7) cos cp > sin cp 
und beide > 0 sein müssen. Damit wird Gleichung (6) 

wl (1 + ~2 _ ; Va2 + 4) + W;2 (1 + (~2 + ~ Va 2 + 4) = 1. . . (9) 

11* 
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Die Koeffizienten von w~2 und w,2 haben die leicht zu verifizierende 
Eigenschaft, daß ihr Produkt = 1 ist. Außerdem sind sie genaue Quadrate, 
so daß die vorstehende Gleichung geschrieben werden kann 

2 2 
w~ w, 

---=-~-----=2 + 2 = 1. . . . . (lO) 

(; + ~ Va2+4) (-; + ~ Va~+4) 
Hier sind die Vorzeichen dadurch bestimmt, daß die Halbachsen Absolut
werte, also > 0 sind. 

Die große Halbachse der Ellipse ist bei T. & T. mit a bezeichnet. Die 

kleinere ist dann ~ . Offenbar ist a - ~ = a, also kann die Größe der 
a a 

Schiebung auch durch a - ~ angegeben werden. 
a 

T. & T. haben für die beiden Hauptachsen der Ellipse den Namen 
"Hauptachsen der Schiebung" eingeführt. a ist der Koeffizient der 

maximalen Elongation, ~ derjenige der stärksten Verkürzung. Die Einheit, 
a 

also die dritte Achse, welche in die Achse der y, 1j fällt, ist die mittlere 
Proportionale zwischen beiden. 

c. Die Drehungsbeträge der einzelnen Vektoren. 
Irgend ein Vektor v in der x z -Ebene hat anfänglich die Komponenten 

v",i und vzl; nach der Schiebung sind dieselben (v",+av.)i und vzl. Vorher 
v v 

macht er mit den Achsen der x und der z die Kosinus ~ und ...!.., nachher 
v v v",+av. V z 

---- und -, also wird er gedreht um einen Winkel w, wenn 
w 10 

V",2 + av",vz + vz2 
cosw = vw .••....... (11) 

Hieraus berechnet sich leicht 
. aVz2 

sm w = vw· . . . . . . . . . . . . (12) 

Die Drehung erfolgt in positiver Richtung von z nach x hin; dadurch 
ist das Vorzeichen von sin w begründet. 

In den vorstehenden Formeln sind die Drehungswinkel durch die 
Komponenten der Anfangslage ausgedrückt. Will man sie durch die Kom
ponenten der Endlage ausdrücken, so hat man 10", und W z statt v", und Vz 
einzuführen. Mit v", = 10", - awz und Vz = W z erhält man 

cos w = 10",2 =~~",w_z+ wz2 
} 

VW ' 
aw 2 •••••••• (13) 

. z 
S2nw = --. 

vw 

Es ist von Interesse, die Drehung desjenigen Vektors \Je festzustellen, 
der nach der Schiebung die große Achse der Ellipse bildet. Zu dem Ende 
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transformiere man die Gleichung (13) mit (5) auf das System der ~, 1), 1:. 
Man erhält 

vw cos W = W~2 (1- a cos rp sin rp) +w~2 (1 + a cos rp sin rp) 

- aw~ W~(COS2 IJ! - sin2 rp), 

vw sin W = a(w~2 sin2 rp + W,2 cos2 rp + 2 w~ w~cos cp sin cp). 

Für die große Achse der Ellipse wird w~ = 0, also, wenn der be
treffende Winkel mit we bezeichnet wird, 

t a sin2 rp 
ang we = 1 _ a cos rp sin rp , 

und wenn man hierin die Werte der Winkelfunktionen aus Gleichung (8) 
einsetzt, erhält man 

a a21/--1-
2-2 r li2+4 

tang wc= 1/ 1 

1 - a r a2+4 

a 2' ....... (14) 

Aus dem Vergleich mit Gleichung (7) ergibt sich 

tang We = cot 2 rp, 
11 

W = 2-2 rp. • ••••• (15) 

Fig.3 gibt eine Vorstellung davon, wie die Ellipse durch die Schiebung 
der Kreispunkte zustande kommt, und zugleich durch die Lage der Winkel rp 

Fig.3. 
z 

~1 

L-______ ~~~------J~-------x 

und we die einfache Konstruktion für die Größe von we' Punkt 1 liegt 
nach der Schiebung im Endpunkt 2 der großen Achse der Ellipse. 

Den Radius 01 der Fig.3 wollen wir den "bevorzugten Radius" 
nennen. Er liegt symmetrisch zu 0; in bezug auf die Halbierungslinie des 
Winkels xOz. 

Zwei Radien der Einheitskugel bleiben an Größe unverändert; sind 
I'x und va ihre Komponenten, so ist die Bedingung dafür offenbar 

(v",+avz)2+ vz2 = V",2 + vz2. 
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Die Gleichung liefert erstens die Lösung V z = 0, d. h. einer der unveränder· 
lichen Radien fällt in die x-Achse, wie es sein muß. Die zweite Lösung ist 

'vz 2 - == -~. 
V x (! 

Nach der Schiebung wird daraus 

2 
a 

In der Anfangslage steht der betrachtete Radius also senkrecht auf 

einer Geraden, welche mit der Achse der x den Winkel are t,q; oder we 

macht. In der Endlage macht er mit der Achse der x den Winkel 2 'P, und 
mit der z-Achse den Winkel we' d. h. er liegt, wie es sein muß, symmetrisch 
zur x-Achse in bezug auf die große Achse O~. Hier ist er der Radius 03 
der Fig. 3. Die beiden unveränderlichen Radien und die Parallelen zu ihnen 
in der xz-Ebene sind die Spuren der Kreisschnitte des Deformationsellipsoids 
in der xz-Ebene. Alle mit ihnen parallelen Vektoren teilen die Eigenschaft, 
daß ihre Beträge durch die betrachtete einfache Schiebung nicht geändert 
werden. 

D. Transformation des Schiebers. 
Die Fig.3 läßt deutlich erkennen, daß die seitliche Operation der 

Schiebung, wie es §06 verlangt, ersetzt werden kann durch eine Drehung 
und eine reine Deformation: Man drehe die ganze Einheitskugel um die 
Achse der y und um einen solchen Betrag we ' daß der bevorzugte Radius 0 1 
in die Richtung 02 wandert, und bringe dann eine reine Deformation an, 

welche in der Richtung 02 den Konstituenten a, senkrecht dazu ~ besitzt. 
a 

Dieses Ergebnis läßt sich nun durch rein tensorielle Erwägungen recht 
einfach erhalten. Transformiert man I auf ein beliebiges rechtwinkliges 
Koordinatensystem der ~, 'Y), , nach dem Winkelschema und den Gleichungen 
des § 18, BO sind die Produkte 1.1 txx + 1.2 txy + 1.3 txz usw., welche in den 
dortigen Gleichungen auftreten, der Reihe nach: 

1.1 + a 1.3 , 1.2 , 1.3 , 

PI + aps, P2' 'U3' 

VI + a Va, V2, Vs' 

Der transformierte Schieber stellt sich also im System der ~, 'I, , dar als 
das Produkt 

.. (16) 

Fassen wir den vorangehenden Versor als Repräsentanten einer Drehung 
vom Winkelbetrage W um die Achse der y auf, so wird 

1.1 = Va = cos w, fl2 = 1, 1.3 = - VI = sin w, ).2 = PI = P3 = v2 = O. 

Und wenn man nun diese Werte auch in den zweiten Faktor von Gleichung (16) 
einsetzt, erhält man 



I cos w 
.;E = 0 

-sinw 

o 
1 
o 
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sin w 
o 

cos w 

f cos w ~ a sin w 

1 S~n w 

o 
1 

o 

- sin w + a cos w 

o 
COSw. 
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(17) 

Der zweite Faktor wird ein Tensor, wenn 

-sinw+acosw = sinw, 

a 
tangw = 2' . • . . . . • .. (18) 

also wenn w = we ist. Man hat dann 

2 _ 4 
cos w - a2+ 4' 

. 2 _ a2 
sm w - a2 + 4' . . . . . . (19) 

und der Tensor nimmt die vereinfachte Form an 

fa2+ 2 
--2-cOS W 

T =) 0 
l sin w 

o 
1 

o 

sin w 

o (20) 

cos w. 

Die Zerlegnng von Z in Tensor und Versor ist damit ausgeführt. Die 
drei Skalare von T sind unter Berücksichtigung der Gleichung (19): 

a2 +4 1/--
8 1 = -2- cos w + 1 = 1 + f a2 + 4, 

a2 + 4 a2 + 2 . 
8 21 = --2- cos w + --2- cos2 w - s~n2 w 

a2 +4 a2 +4 --= --cosw+--cos2 w-1 =Va~+ 4 +1, 2 2 

a2+ 2 a2 + 4 = --2- cos2 co - sin2 w = --2- cos2 w -1 = 1. 

Damit wird die Hamiltonsche Gleichung von T 

tt3 -(1 + Yn2+ 4) tt2 + (Va2+ 4+ 1)tt -1 = 0, .. .. .. 
und nach Division mit tt - 1 

" 

also 

t~ = ~ Ya 2 +4+ ya2t4~-;- = + ~ + ~ Ya 2 +4 ... (21) 

in übereinstimmung mit Gleichung (10). 

E. Kombination von Schiebung mit Rückwärtsdrehung. 
~ach dem Obigen wird irgend ein Vektor iJ durch die Schiebung um 

den Winkel w gedreht. Man kann diese Drehung rückgängig machen, indem 
man den Schieber mit einem distalen Versor multipliziert, der um den 
Winkel - w dreht. Die Gesamtoperation von Schiebung und Rückwärts
drehung wird also ausgedrückt durch das Produkt 
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ros w 0 -sin w 11 0 a rosw 0 a cos w-sinw 
XI= 0 1 o 0 1 0= 0 1 0 (22) 

sin w 0 cos w 0 0 1 sin w 0 a sin w + cos w. 

Im allgemeinen liefert also die Kombination von Schiebung und nach
folgender Rückwärtsdrehung eines beliebig ausgewählten Vektors einen Dia
tensor. Derselbe wird zum Tensor, wenn 

a cos w - sin w = sin w, 

a 
tang w = 2' ...... (23) 

Es ergibt sich sonach: Wendet man die Schiebung und Rückwärts
drehung auf einen beliebigen Radius der Einheitskugel an, so erhält man 
im allgemeinen nicht eine reine Deformation, sondern eine Deformation mit 
Drehung; eine reine Deformation erfolgt d,ann und nur dann, wenn man .die 
Rückwärtsdrehung so ausführt, daß der bevorzugte Radius in seine ursprüng
liche Lage zurückkehrt. Der Hergang ist auch geometrisch leicht zu über
sehen: Der bevorzugte Radius wird durch die Schiebung zur großen Halb
achse des Deformationsellipsoids, und wenn man nun diese in die bevorzugte 
Richtung zurückdreht, so dreht sich das ganze Ellipsoid mit und es bleibt 
die reine Deformation, deren große Achse in die bevorzugte Doppel
richtung fiUIt. 

Durch vollständige Elimination von wergibt sich für diesen Fall 

Va 2 : 4 {l 0 
o . 0 1 

_2_ 00 
Ya 2 +4 

a l~ 0 
0= 0 1 

1 __ a_ 0 a2 +2 
Ya2 + 4 Ya2 + 4 . 

Ya2 +4 
o (24) 

Dieser Tensor hat noch eine bemerkenswerte Eigenschaft. 
ins Quadrat, so erhält man 

Erhebt man ihn 

(XI)e2 = J 0a
l ~ l 0 1 + a2• 

a 

o 

Hier ist die rechte Seite das gen aue Produkt zweier einfachen Schieber 
(Reihenfolge nicht verwechselbar I). 

(XI)e2 = U 0 

o r 0 a 
1 O· 0 1 O· ...... (25) 

0 1 0 0 1, 

Das heißt: Erteilt man einem Körper erst eine einfache Schiebung in der 
x-Richtung, parallel zur xz-Ebene, und dann eine zweite einfache Schiebung 
von gleicher Größe in der z -Richtung, parallel der y z -Ebene, so ist das 
Ergebnis eine reine Deformation mit den Elongationskoeffizienten a2 und 

\, deren große Achse in die Doppelrichtung des bevorzugten Radius des 
CI 

proximalen Schiebers fällt. 
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F. Kombination von Schieber und Tensor. 
Im vorigen wurde gezeigt, daß die Kombination von Schiebung und 

Versor einen Tensor liefern kann; e~ ist die Frage aufzuwerfen, ob um
gekehrt die Kombination von Schiebung und Tensor einen Versor liefern 
kann. Dabei ist offenbar vorauszusehen, daß die einfaohsten Ergebnisse 
erhalten werden, wenn zwei Hauptaohsen des Tensors in die xz-Ebene 
fallen. Wir beschränken uns auf diesen Fall und wählen einen Tensor von 

der Gestalt {~s ~ ~. Steht zunäohst ~ als Präfaktor, so wird 
o 1· 

o 
1 

o 
~ . J ~ ~ 
1 l s 0 

8 lP+a8 
o = 0 
I" 8 

o 
1 
o 1·. 

Soll das Produkt ein Versor sein, so müssen die Bedingungen erfüllt sein: 

p+as = r, -8 = 8+al", 1.2 +82 = 1. 

Diese liefern 

a2 +2 
p = Ya2 +4' 

2 
r = -=== Ya 2 +4 ' 

-a 
8 = Ya 2+ 4' 

also das Ergebnis: r 0 " 

J a2 + 2 0 
-a 

~{~ 
0 

a 
Ya 2 + 4 Ya 2 + 4 Ya2 +4 

010 '[ ~" 1 0 1 0 (26) 

0 0 1 0 
2 -a 

0 
2 

Ya 2 + 4 Va 2 + 4 Ya 2 +4 Va2 + 4· 

Steht I als Postfaktor, so findet sioh auf demselben Wege: 

1 V"':+4 
0 

-a 

{: 

0 I y",:+ , 
0 

a 

Ya 2 +4 
a 

Ya 2 +4 
1 0 1 0 - 1 0 (27) 

-a 
0 2+ a2 

0 
-a 

0 
2 

Va 2 +4 Va 2 +4 Va2 + 4 Ya2 + 4· 

Nennen wir den Tensor auf der linken Seite von (26) kurz T p ' den 
von (27) Td , so ergibt sioh: Man kann einen Versol' sowohl aus proximalem 
Schieber und distalem Tensor, wie aus proximalem Tensor und distalem 
Sohieber zusammensetzen. Wählt man den Tensor so, daß eine seiner Aohsen 
mit dem Wert 1 in di~ y-Riohtung fällt, so ist das in jedem der beiden 
Fälle nur auf eine Art möglich. Das Ergebnis der Operation ist in beiden 

Fällen dasselbe, eine Drehung um den Winkel w = ar·c tg ~ von z nach x 

hin; das ist derselbe Drehungswinkel, den die bevorzugte Richtung bei der 
Sohiebung erleidet. Der Tensor ist versohieden zu wählen, je nachdem die 
Schiebung zeitlich vorangeht oder nachfolgt. Tp hat in der ersten Zeile und 
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Kolonne dieselben Glieder wie Td in der letzten und umgekehrt, d. h. in den 
beiden in Frage kommenden Tensoren sind die Beziehungen zur x- und zur 
z-Richtung miteinander vertauscht; ihre großen Achsen liegen symmetrisch 
zu der Geraden, welche den Winkel zwischen der x - und der z -Achse 
halbiert. Ihre Ha m i I ton sehe Gleichung ist in beiden Fällen 

3 ,~ 2 Y--j ,r:;;-o; 
t~ - (1 + ra~ + 4) tt + 2 (t2 + 4 tt - ra 2 + 4 = 0 , , , 

mit den Lösungen 

t~ = 1, t~ = - ; + ~ Ya2 + 4 = ~, t~ = ~ + ~ Ya 2+ 4 = a. (28) 

Das Deformationsellipsoid für Tp und Ta hat also in beiden Fällen die Form 
des Deformationsellipsoides, welche dem Schieber zukommt, aber offenbar 
mit reziproken Achsenwerten : Geht die Schiebung zeitlich voran, 80 dreht 
sie den bevorzugten Radius (vgl. Fig.3) in die Richtung der ~ und verlängert 

ihn im Verhältnis a: 1; der Tensor T fällt mit dem Achsenwert ~ in die 
CI 

Richtung der ~, hebt also die Verlängerung auf, und es bleibt die reine 
Drehung um w. Geht die reine Deformation voran, so fällt ihre große Achse 
in die Richtung 0;1 der Fig.3, welche mit der Achse der z den Winkel rp 
macht, als<) in die bevorzugte Richtung; die Schiebung verkürzt diese im 

Verhältnis ~: 1 und dreht zugleich den Körper um den Winkel w; da 
a 

w = ; - 2 rp, fällt der bevorzugte Radius 0;1 nach der Operation in O~. 

0. Kombination von Schieber und Schieber. 
Um einen kurzen Ausdruck zu haben, wollen wir die Form (auch wenn 

sie enneadisch gefaßt ist) 
~ = 1+ a m ; u . . . , , , , . , , , , (29) 

(m = i, j od'er f, u = i, j oder f, m =E= u) 

die typische Form des Schiebers nennen, Wir betrachten zwei einfache 
Schieber, die in dem gleichen Koordinatensystem die typische Form haben, 
deren Schiebungen also gleichgerichtet sind oder senkrecht aufeinander stehen 
Multipliziert man zwei derselben, ~1 = I + am; u und ~2 = 1 + b ~ ; q 
miteinander, BO erhält man 

. , , (30) 

Hiernach zerfallen die Produkte zunächst formal in zwei Klassen: 

1. Solche, für welche u =l= J.I ist; bei ihnen ist der Faktor(m; u) (J.I; q) = 0, 
die Multiplikation wird also vollzogen, indem man einfach die entsprechenden 
Seitenglieder der enneadischen Form addiert, z, B. : 

H 
0 a f1 0 b 

U 
.0 a+b 

1 o 'l 0 1 0 1 0 
0 1 0 0 1 0 1, 

U 
0 

a r 0 0 

H 
0 a 

1 0 . b 0 1 1 0 
0 1 0 0 1 0 1. 
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Die Reihenfolge der Faktoren ist gleichgültig. 
Aus der ersten dieser Gleichungen folgt nebenbei, wenn n ein Ex

ponent ist: 
U+am;ut = 1 +nam;u . ... . . (31) 

2. Ist in Gleichung (30) u = ", so ist (m; u) (u ; q) = m; q. Das 
Produkt abtritt also in dem Produkt der beiden Schieber auf, wenn bei 
enneadischer Form die den Parameter enthaltende Zeile des zweiten Schiebers 
dieselbe Ordnungszahl hat wie die Parameterkolonne des ersten. Wir können 
immer annehmen, für I 1 sei die Achse der x in die Richtung der Schiebung 
und die Achse der y in die Nullebene gelegt, so daß I 1 die Form hat: 

o a 
1 0 
o 1. 

In I 1 I 2 tritt dann ab auf, wenn b in der dritten Zeile steht. Es sind 
aber hier noch die beiden Fälle möglich: 

o 
1 

b 

Im Fall a) ergibt sich 

o 
o 
1 

und 

ab a 
1 0 
b 1. 

o 
1 

o 

o 
o 
1. 

.......... (32) 

Dies ist nach § 58 ein komplizierter Schieber, und zwar in der diskrimi
nierenden Form. 

Im Fall b) dagegen kommt 

{
I +ab 

I 1 I 2 = ~ 

o 
1 
o 

a 
o 
1. 

......... (33) 

Hier steht rechts ein Diatensor (ist b = a, so haben wir den in 
Gleichung (25) bereits behandelten Fall vor uns). I 1 schiebt in der x-Rich
tung, und seine Nullebene ist die xy-Ebene. I 2 schiebt in der z-Richtung, 
und seine Nullebene ist die y z - Ebene. Also: Das Produkt zweier Schie
bungen ist eine allgemeine Deformation, wenn ihre Richtungen aufeinander 
senkrecht stehen und wenn ihre Nullebenen sich in einer Geraden schneiden, 
die auf beiden Schiebungsrichtungen senkrecht steht. Die Deformation ist 
rein, wenn beide Schiebungen gleiche Größe haben. 

Im anderen Fall läßt sich der Diatensor (33) leicht in eine Drehung 

und eine reine Deformation zerlegen. Falls b = - 1 -:. a2 ' fallen die Haupt

achsen der proximal gedachten Deformation in die Koordinatenachsen. 
Ferner ist für ihn 81 = 3+l!b, 821 = 3+ab, 83 = 1, und damit 

wird seine Hamil ton sehe Gleichung 

(t~-I){t~2-(2+ab)t~+I} = O. 
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Sie liefert also, wie es der Anschauung entspricht, in der xs-Ebene zwei 
reelle Achsen. 

Nach allem Vorstehenden teilen eich die Kombinationen zweier Schie
bungen sachlich in drei Klassen: 

1. Die Kombination (I + ant; n) (I + bn; nt) (die Parameter haben in 
der enneadischen Form symmetrische Stellimg gegen die Diagonale) liefert 
den zuletzt beschriebenen Diatensor. 

2. Die Kombination (l + a nt ; n) (I + b, ; n) (in enneadischer Form 
Iltehen die beiden Parameter in derselben Kolonne) liefert einen einfachen 
Schieber. 

3. Alle übrigen Kombinationen liefern komplizierte Schieber. 



Zweiter Teil. 

Additivdiatensoren, Derivative Beziehungen; 

Entwicklung des Tensorbegriffes aus 

Zerlegungs- und Transformationseigenschaften; 

Selbständige Tensoren und Diatensoren. 



Erster Abschnitt. 

Fortsetzung der Untersuchungen 
über den als symbolischen Faktor gedachten 

Diatensor. 

Erstes Kapitel: Additive Diatensoren. 

S5. Die Spezies der Diatensoren. 

Schon in § 9 wurde auf die Existenz von multiplikativen 
und additiven Tensoren hingewiesen. Wir dehnen die Unter
scheidung auf Diatensoren aus und benutzen für die Bezeichnung 
der Kategorien, da andere passende Ausdrücke schon vergriffen 
sind, das Wort "Spezies". 

Wird eine Länge 71 gedehnt, bis sie zur Länge 72 geworden 
ist, so kann man diese Operation auf zwei einfache Arten be-

schreiben: Erstens, man gibt das V erhältnis ~2. an; zweitens, man 
1 

l2 -l 
gibt die Differenz l2 - 11 oder den prozentischen Zusatz -t~ 

an. Das erste Verfahren wird man als multiplikative, das zweite 
als additive Beschreibung zu bezeichnen haben. Entsprechend 
kann man, wenn ein Vektor !8 eine homogene lineare Vektor
funktion von m: ist, die Beziehung zwischen beiden auf zweierlei 
Weise ausdrücken: 

Erstens: 

r txy txz 

!8 = <Pm: = tyx tyy tyz . m:, (1) 
tzx lzy t zz 

zweitens: 

f"" 
pxy Pxz 

!8 = m: + lJfm: = 21 + pyx pyy Pyz • ~(. (2) 
P.x pzy Pu 



176 § 85. Additivdiatensoren. 

Sowohl "lJf wie ~ ist ein Diatensor; wir haben demnach zwei 
Spezies von Diatensoren zu unterscheiden, den Verhältnis
diatensor oder multiplikativen Diatensor ~ und den 
Zusatzdiatensor oder additiven Diatensor qr. Daraus, daß 
~~ = qr~ + ~ ist, ergibt sich. sofort 

~ = qr+L .......... (3) 
Der Verhältnisdiatensor ist also immer um einen Einheits

tensor größer als der Zusatzdiatensor, welcher dieselbe Operation 
darstellt. Folglich sind die Seitenglieder der beiden gleich, aber die 
Diagonalglieder des Verhältnisdiatensors sind immer um 1 größer 
als diejenigen des Zusatzdiatensors. Man kann also, wenn qr 
dnrch die Gleichung (2) bestimmt ist, jederzeit schreiben: 

{
I + pxx pxy pxs 

~ = pyx 1 +Pyy PYI ••••• (4) 
p.x Psy 1 + pu' 

Offenbar ist qr symmetrisch, wenn ~ diese Eigenschaft hat 
und umgekehrt. Handelt es sich also um Tensoren und wird für 
diesen Fall tP mit T und qr mit II bezeichnet, so gilt die 
Gleichung T = II + L 

Wenn ein und dieselbe geometrische Operation durch zwei 
verschiedene analytische Darstellungen beschrieben werden kann, 
so wollen wir diese letzteren "korrespondierend" nennen und 
die Korrespondenz andeuten durch das Zeichen "'. Der Inhalt 
des Vorstehenden läßt sich damit zusammenfassen in den Satz: 
W enn ~ ~ qr ist, so ist ~ = "lJf + L Die bisherige Bedeutung 
des Zeichens = bleibt dabei offenbar erhalten. 

Anmerkung. Man könnte das Verfahren, durch welches pxx aus 
txx U8W. gebildet wird, offenbar fortsetzen und pxx = qxx + 1 usw. setzen. 
Hei dieser Fortsetzung wäre indessen zurzeit nicht viel zu gewinnen. Die 
beiden hier hervorgehobenen Spezies präsentieren sich aber als die natür
lichsten Beschreibungsweisen der an 21 hervorgebrachten Anderung, und dem
entsprechend präsentieren sich auch die später zu erwähnenden selbständigen 
oder angeblich selbständigen Tensoren und Diatensoren von selbst in den
jenigen Formen, die wir hier multiplikativ und additiv genannt haben. Die 
etwas nähere Untersuchung der Additivtensoren ist also angezeigt. 

86. Algebra der Additivdiatensoren. 

I. Transformation .. Da die Größe I invariant ist, trans
formiert sich qr genau so wie ~; leicht mit § 18 und 9 zu veri
fizieren. 
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11. Skalare. Wir bilden für 1p' drei Skalare nach derselben 
Regel, nach welcher die Skalare für Verhältnistensoren gebildet 
werden, und nennen sie SI' 82 , S3' Demgemäß ist 

SI = pxx + pyy + P.z, ) 
S21 = Pyypzz + Pz. pxx + PX1Pyy - (py; + Pz; + Px~), (1) 
S3 = Pxx Pyypzz + 2 Py. pzx pxy - (pxxpy; + Pyy Pz; + Pu Px~). 

Schreibt man c[J in Form der Gleichung (4) des vorigen Para
graphen, so sind die drei Skalare von c[J: 

SI = 3 + pxx + pyy + Pzz, I 
S21 = 3 + 2 pxx + 2 pyy + 2 pzz + Pyy pzz + pu Pxx + Pxx pyy 

- (py~ + Pz; + Px~), (2) 
S3 ~= 1 + pxx + Pyy + pzz + }!yypzz + PuPxx + Pxxpyy J 

+ pxxpyypzz + 2pyzPzxpxy 
- (Py~ + Pz; + px~) - (PxxPy; + pyyPz; + PzzPx~). 

Der Vergleich ergibt: 

SI = S1 + 3, 1 
S2l = 8 21 + 2 SI + 3, J....... (3) 
S3 = S3 + S21 + SI + 1. 

81 , S2, 83 sind offenbar invariant. 

Ur. Beträge der Achsen. Nach Satz I kann man 1p' so 
transformieren, daß seine Seitenglieder zu Null werg,en, daß es 
also auf seine Achsen P~, P~, P:; bezogen wird. Die Beziehung 
zwischen c[J und 'IJi' ist offenbar invariant, also folgen für diesen 
Fall die Gleichungen: 

t~=p~+l, t~=p'l+l, t~=p~+1. ... (4) 

Diese Gleichungen zusamt der Gleichung c[J = 'IJi' + I charak
terisieren die Beziehung zwischen c[J und '1]1'. Es folgt aus ihnen 
unter anderem: Wird eine Achse des Verhältnisdiatensors < 1, so 
wird die entsprechende Achse des korrespondierenden Zusatz
diatensors < 0. Im Zusatzdiatensor drückt sich also die Ver
kürzung als negative Verlängerung aus. 

IV. Richtung der Achsen. Geht man mit den Gliedern 
von 1p' in die Gleichung (15) des § 19 ein, so erhält man: 

(Pxx - P~)(;(.1 + pXY(;(.2 + pXZ(;(.3 0,) 
PYX(;(.I + (pyy - p~) (;(.2 + Pyz (;(.3 - 0, . 

Psx (;(.1 + Psy (;(.2 + (Psz - p~) (;(.3 = 0. 
Budde, Tensoren u. Dyaden. 

. . . . (5) 

12 
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Da nun pa;a; - P-; = txx - t~ und gleichzeitig pxy = txy usw., 
so sind die Gleichungen (5) identisch mit denjenigen für die 
Winkel, welche t;, t'l' t~ mit den Koordinatenachsen machen; 
d. h. die Achsen von "1]1" fallen der Richtung nach mit denjenigen 
von c]J zusammen. In der Tat sind die Achsen von c]J nichts 
anderes als die um die Längeneinheit verlängerten Achsen von "1]1". 

V. Die HamiltollBche Gleichung. Es ergibt sich un
mittelbar: Die beiden Hamiltonschen Gleichungen 

t~3 - 81t-;2 + 82l t; - 83 = 0 (6) 
und 

p;3 _ 81 p;2 + 821 P; - 83 = 0 (7) 

beziehen sich auf korrespondierende Diatensoren, wenn zwischen 
den 8 und den 8 die Gleichungen (3) bestehen. Dies ist leicht 
zu verifizieren: Führt man die Gleichungen (3) in (6) ein und 
setzt t~ = P; + 1, so erhält man (7). 

VI. Multiplikation mit einem Vektor. Die definierende 
Gleichung (2) des § 85 enthält schon den Satz, daß das Schema 
der Multiplikation mit einem Vektor für additive Diatensoren 
dasselbe ist wie für multiplikative. 

1Jf~ = (PxxAx + PxyAy + PxzAz) i } 
+ (Pyx Ax + pyyAy + pyzAz) j . 
+ (P.x Ax + p.y A y + p •• A.) l. 

. (8) 

Natürlich bedeutet das formale Produkt ~Jf~ geometrisch etwas 
wesentlich anderes als c]J~. Wird aus einem Vektor 1 ~ 2 
durch die Multiplikation mit c]J der Vektor 1 ~ 3, so ist 2 ~ 3 
der Vektor 1[1~. 

VII. Addition. Aus der Linearität der Gleichung (8) ergibt 
sich, daß für additive Tensoren dasselbe Additionsgesetz gilt 
wie für multiplikative. Man addiert sie, indem man ihre ent
sprechenden Glieder einzeln addiert. 

Bezüglich der geometrischen Bedeutung besteht wieder ein dem Vorigen 
entsprechender Unterschied, der der Deutlichkeit wegen durchkonstruiert 
werden möge. 

In Fig.4 sei 12 ein beliebig gegebener Vektor iJ. Es seien <P und 'l' 
zwei korrespondierende Diatensoren, <pI und 1.p1 desgleichen. Multipliziert 
man iJ mit <P, so erhält man irgend einen anderen Vektor 13, multipliziert 
man iJ mit <P', so erhält man einen dritten Vektor 1 4, also ist (</' + </") iJ 
die vektorielle Summe 13 + 14, d. i. die Diagonale 15 des aus 13 und aus 
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1 4 gebildeten Parallelogramms. Stellt man nun die gleiche Operation durch 
die Additivtensoren 'P und 111 ' dar, so ist 'PiJ gleich dem Vektor 2 3 und 
'P'iJ gleich dem Vektor 24. Die geometrische Addition dieserbeiden Vektoren 
ergibt die Diagonale 2 6 des aus 2 3 und aus 2 4 gebildeten Parallelogramms. 
Die entsprechenden Konstruktionen für 
die im Nächstfolgenden behandelten Fig.4. 
Operationen bleiben dem Leser über- 6 ----------------------~ 5 
lassen. Hervorzuheben ist aber noch / ". -- -- - " 
folgendes: ./ '. " 

Ist ' , 
und tJ)' ~ 'IJf', 

so ist 
tJ) + tJ)' 

= 1]J + P' + 2 I:::::::. 1Jf + 'IJf' + L 

Zunächst liegt hierin der Beweis, 
daß die Strecke 6 5 der Fig. 4 

'. 
, , 

I 

gleich und paraUel 12 ist. Ferner aber ersieht man, daß die 
Korrespondenz durch die Addition zerstört wird. Es sei eine 
Anzahl von multiplikativen Diatensoren nebst den korrespon
dierenden Additivdiatensoren gegeben, und es soll, beiderseits 
entsprechend, eine Anzahl m derselben zueinander addiert, eine 
andere Anzahl n von der Summe abgezogen werden. Die zu 
addierenden mögen tJ)a, die zu subtrahierenden tJ)s markiert sein. 
Dann ergibt sich, wie leicht zu sehen, aus dem Vorstehenden: 

2.:tJ)a-2:tJ)s:::::::.2:'lJfa -2:'lJfs +(m-n-1)L . (9) 

VIII. Multiplikation. Aus der Grundbeziehung tJ) = 'IJf + I 
folgt, wenn tJ) und tJ)' zwei Diatensoren, 

tJ) tJ)' = 'IJf 'lfJ ' + 'IJf I + 'lJf' I + L 

Stellt man die 'lJf und tJ) in enneadischer Form her, so findet 
sich leicht, daß diese Gleichung dann und nur dann erfüllt ist, 
wenn man für additive Diatensoren dasselbe Schema der Multi
plikation annimmt wie für die multiplihtiven. Demnach werden 
auch die Additivdiatensoren nach dem Schema der Multiplikation 
von Determinanten miteinander multipliziert, und es sind dabei 
die Zeilen des ersten mit den Kolonnen des zweiten zu kom
binieren. 

Selbstverständlich gilt auch hier die Bedingung, daß die 
beiden Faktoren in dem gleichen Koordinatensystem gegeben 
sein müssen. 

12* 
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IX. Faktorenzerlegung. Daraus folgt ohne weiteres, daß 
die für die Faktorenzerlegung im ersten Teil aufgestellten Sätze 
auch für Additivdiatensoren gelten und damit auch, soweit es sich 
um analytische Darstellungen handelt, die sämtlichen Sätze der 
§~ 4:3 bis 63. Auf die geometrische Bedeutung derselben wird 
nach Bedürfnis zurückzukommen sein. 

X. Additive Fundamentalzerlegung. Aus dem Additions
gesetz folgt, daß "IJf sich wie tP stets additiv in einen sym-

. h T'l 'P' +"lJfc d' .. h "IJf - "lJfc 1 metrlsc en el 2 un elllen antlmetrlSC en -~2- zer egen 

läßt. Auch sieht man sofort, daß 

"IJf ~ Wc tP 1 tPc _ I, . . . . . . . (10) 

. . . . . . (11) 

"Bei Zerlegung in Tensor und Antitensor werden die Ten
soren von tP und "IJf korrespondierend, die Antitensoren gleich." 

87. Dyadische Form des additiven Tensors und Diatensors. 

überträgt man den auf seine Hauptachsen bezogenen Tensor T 
III dyadische Normalform, so erhält man: 

T= t~i;i+t~j;i+t~f;f, ....... (1) 

und da t~ = p~ + 1 usw., so ist die Gleichung I1 = T - I augen
scheinlich erfüllt, wenn man setzt: 

(2) 

Handelt es sich um Diatensoren, so sei cP gleichfalls in der 
Normalform gegeben: 

tP = tl i ; i' + t2 j; j' + ts f; f', 

und dann wird offenbar 

(3) 

"IJf = (Pl + 1) i ; i' + (P2 + 1) j i j' + (Ps + 1) f ; f' - L. . ( 4 ) 

Dieser Ausdruck läßt sich nicht wesentlich vereinfachen; die 
Dyaden sind eben wesentlich multiplikativ gedacht und eignen 
sich daher weniger zu einer additiven Darstellung, solange nicht 
die Symmetrie zur Vereinfachung beiträgt. 
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88. Ellipsoide. 

I. Das "Ellipsoid" eines Additivtensors. Zu irgend einem 
Additivtensor II läßt sich selbstverständlich eine Mittelpunkts
fläche zweiter Ordnung konstruieren, welche der des § 3 voll
ständig analog ist. Sie hat die Gleichung 

2 A = pxx x 2 + Pyy y2 + Pu Z2 } • • • (1) 
+ 2pysYz + 2psxzx + 2pxy xy = + 1, 

und die im § 3 gegebene Betrachtung läßt sich für diesen Kegel
schnitt wörtlich wiederholen. Es ergibt sich: 

Legt man einen gegebenen Vektor b mit seinem Anfangs
punkt in den Mittelpunkt 0 der Fläche 2 A = 0, und schneidet 
b (eventuell verlängert) die Fläche im Punkt x, y, Z, 80 fällt das 
Tensorvektorprodukt llb in die Richtung des Perpendikels q, 
welches von 0 aus auf die in x, y, z an die Fläche gelegte 
Tangentialebene gefällt werden kann, und der Betrag von llu ist 
bestimmt durch die Gleichung: 

1 
Betrag nb : v = - : l' x 2 + 1/2 + Z2. 

q 

Die Halbachsen des Ellipsoids haben offen bar die Längen 
111 

l'P; , l'P'I' vp;,. 
Die Bedeutung Von nb ist natürlich im Auge zu behalten. 

Fig.5. 5 

Mit Rücksicht auf dieselbe läßt sich mit Hilfe der beiden "Ellipsoide" 
von T und n eine Konstruktion für die Produkte TlI und n 11 angeben. 
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Man denke sich zwei Ellipsoide I und II konstruiert, das erste mit den 
Hauptachsen 

1 1 1 

VP~' VP'I und YP";' 
das zweite mit den Hauptachsen 

1 1 

Vp~ + l' Vp~ + 1 
und 1 

Vp, + l' 
Der gegebene Vektor 11 sei durch 01 dargestellt, und er schneide das 
Ellipsoid I im Punkt 2, das Ellipsoid II im Punkt 3. Legt man in 2 eine 
berührende Ebene an das Ellipsoid I, und ist 04 das von 0 aus auf diese 
Ebene gefällte Perpendikel, 80 wissen wir, daß 04 die Richtung des Zusatz
vektors n \I ist. Legt man also eine Parallele zu 0 4 an 1 an und nennt 
sie 15, so muß der Endpunkt von T\I auf dieser Geraden liegen. T\I hat 
aber auch die Richtung des Perpendikels auf diejenige Berührungsebene, 
welche im Punkt 3 an das Ellipsoid II gelegt werden kann. Ist 0 6 dieses 
Perpendikel, 80 muß die Verlängerung von 06 die Gerade 15 schneiden, und 
wenn 5 der Durchschnittspunkt ist, so ist 0 5 das Produkt T\I und 1 5 ist n \I. 

U. Dehnungszusatzellipsoid. Die Transformation mit 
einem Additivdiatensor verwandelt offenbar, ganz ebenso, wie es 
beim Verhältnistensor der Fall ist, eine Einheitskugel in ein 
Ellipsoid. Wir nennen dieses das Dehnungszusatzellipsoid. 
Addiert man zu jedem einzelnen Radius - der Einheitskugel den 
entsprechenden Semidiameter des Dehnungszusatzellipsoids, so 
bilden die Endpunkte der so erhaltenen Vektorensummen das 
Dehnungsellipsoid des mit 1p' korrespondierenden cJ>. 

89. Kriterien. 

Ergibt sich aus physikalischen Eigenschaften oder Kom
binationen ein Diatensor, so kann die Frage von Wichtigkeit 
sein, zu welcher Spezies er gehört. Das Verhalten des fraglichen 
Diatensors bei Addition und Multiplikation kann offenbar kein 
Kriterium hierfür ergeben, da die beiden Spezies sich darin nicht 
unterscheiden; wohl aber kann die Schlußbemerkung des § 86, IU 
dazu dienen: Ändert man die physikalische Kombination, aus der 
der Diatensor hervorgegangen ist, so ab, daß ihre Wirkung sich 
in das Gegenteil verkehrt (wie z. B. Verlängerung in Verkürzung), 
so werden die Konstituenten des entsprechenden Diatensors ent
weder reziproke oder negative Werte- annehmen. Im ersteren Fall 
gehört er zur multiplikativen, im zweiten zur additiven Spezies. 
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Zweites Kapi tel: Derivative Ope "1tionen. 

90. Operationen am ganzen Dil,tensor. 

Bisher wurden die Diatensoren stets als konstant voraus
gesetzt. Man kann aber auch annehmen, der betrachtete Dia
tensor (JJ sei im Raum als Funktion des Ortes gegeben. Der 
Raum, in welchem er bestimmt ist, heißt dann ein Diatensor
feld. (JJ sei gegeben in der Form: 

lax ay az 
(JJ = bx by bz • ...•.... (1) 

Cx cy cz , 

wo die a, b, c nunmehr als Funktionen des Ortes zu denken sind. 
Wir bilden das Diatensorvektorprodukt (JJ v und setzen definitorisch 
fest, daß dieses Produkt nach einem Skalar t ebenso differenziiert 
werden soll wie ein gewöhnliches Produkt, d. h. es süll sein: 

d((JJv)=d(JJ +(JJdv. 
dt dt v dt (2) 

Offenbar folgt: 
dax da" daz 
df dt dt 

d(JJ dbx db" dbz (3) dt - df dt df 
dcx d cII dcz 
df df df· 

Man differentiiert (JJ nach einem Skalar, indem man seine Glieder 
einzeln differentiiert. Durch wiederholte Anwendung desselben 
Verfahrens ergibt sich: ldn ax dn ay 

dn (JJ __ d tn d tn 
. . . . . . . (4) 

dtn dn bx -- usw. 
dtn 

Ist der Skalar t von den Koordinaten unabhängig, so leuchtet 

ein, daß d;;, dda; usw. sich ebenso transformieren werden wie 

ax , a e~w In diesem Fall sind also die Differentialquotienten 
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von Wechte Diatensoren. Wenn aber t von den Koordinaten 

abhängt, so transformieren sich die Glieder von ~ ~ offen bar 

nicht m"ehr wie diejenigen von W. Die Differentialquotienten sind 
also dann nicht mehr Diatensoren. Aber sie teilen mit den 
eigentlichen Diatensoren zwei grundlegende Eigenschaften: Erstens 
die Form der Multiplikation mit einem Vektor, und zweitens die 
Linearität in bezug auf die Komponentenbeträge dieses Vektors. 
Infolgedessen gilt für sie auch dasselbe Additionsgesetz wie für 
die eigentlichen Diatensoren. Sie können daher mehrfach brauch
bar sein, und es wird zweckmäßig sein, sie durch eine besondere 
Benennung, etwa Formaldiatensoren, zu charakterisieren. 

Es liegt auf der Hand, daß ein symmetrisches W auch sym
metrische Differentialquotienten liefert, und daß eine Zerlegung 
der Differentialquotienten stattfinden kann, welche der fundamen
talen Additivzerlegung der Diatensoren entspricht: 

Ist 
W=T+T, 

. dw dT d'f 
so 1st dt = dt + elf .... (5) 

N h G·I . h (3) 1 . h d· G ··ß '0 w '0 w '0 w . ac e1C ung assen SlC 1e ro en ·'Ox' 3!j' iii III 

Form von drei Formaldiatensoren darstellen. Man kann auf diese 
den Hamiltonschen Operator anwenden und folgerichtig defi-
nieren: 

. . . . . (6) 

Man denke sich die '27 Glieder dieses Ausdruckes hingeschrieben 

d . d . h·· . . t· '0 ax + . al/x + ~ 0 a~ un Je r81 zusammenge onge, WIe '0 x 1 0 Y ~ 0 z· zu-

sammengefaßt, so erhält man: 

va. 
vb •....... (7) 

ve •. 
Läßt man W zu einem skalaren Faktor degenerierelI, indem 

man die Seitenglieder = 0 und die Diagonalglieder sämtlich 
= a setzt, so wird aus (7): 

V ~ = {y ~ a Ja, ....... (8) 
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also nicht ein einfacher Gradient, sondern ein Formaltensor, 
dessen Diagonalglieder Gradienten sind. v tP kann also nicht 
wohl als grab tP bezeichnet werden. Vorläufig erscheint es nicht 
geboten, ihm einen besonderen Namen zu geben. 

Man überzeugt sich ferner durch einfache Nachrechnung, daß 
eine zur Gleichung (2) analoge Beziehung 

\7 (tPu) = (v tP) u + tP(v u) 
nicht existiert. 

Die Operation v läßt sich wiederholen und man erhält: 

f v2ax v 2ay v 2az 

\72t!J = 1 v~bx v 2by v 2bz ' ••••• (9) 
v2cx v 2cy \72cz ' 

Da jedes einzelne Glied auf der rechten Seite von Gleichung (8) 
ein Skalar ist, gilt in bezug auf jedes einzelne der Gausssche 
Satz: Ist dx dy dz das Element eines Körpers K, und df das 
Element seiner Oberfläche, so ist 

Hf v 2 tuv dx dy dz = H (v t,u. df). . . . . . (10) 

Das Flächenintegral auf der rechten Seite dieser Gleichung, 
dessen Elemente skalare Produkte sind, kann bekanntlich ersetzt 

werden durch H v nt,u.d6, wo d6 der skalare Wert von df, und 

v" t,u. die zu d 6 senkrecht stehende Komponente von v t,u. ist. 
Man kann die neun Gleichungen (10) additiv zusammen

fassen, erhält aber dann als Integranden nicht etwa links v 2 tP, 
und rechts v tP, sondern links die Summe 

v 2ax + v 2ay + v 2az + v 2bx usw., 

und rechts eine entsprechende Summe. Die Summe aus den \72 

wollen wir 2: v 2 t nennen, und die entsprechende aus den 

vax usw. heiße 2: v t. Dann ergibt die Addition: 

Hf 2: v 2 t dx dy dz = H 2: vt d6. . ... (11) 

Im vorstehenden ist als bekannt vorausgesetzt, daß die Integration 
links über das ganze Volumen und rechts über die ganze Oberfläche von K 
auszudehnen ist. Die Normale von d (j" ist nach außen positiv gerechnet; 
bei denjenigen Autoren, welche sie nach innen positiv rechnen, erscheint 
auf einer Seite der Gleichung (10) usw. ein Minuszeichen. Diese Bemerkungen 
gelten aRch für das Folgende mit. 
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91. Erweiterungen des fiaussschen Satzes. 

1. Der Gausssche Satz beruht wesentlich darauf, daß ein 
op oq ot' . 

skalarer Ausdruck von der Form ox + oy + oz nach der MUltI-

plikation mit einem Körperelement d x d Y d z sofort drei teilweise 
Integrationen nach den Koordinatenrichtungen zuläßt. Um ihn 
also für die Anwendung auf Diatensoren zu erweitern, stellt man 
aus den Gliedern von (JJ Kombinationen von der Art des vor
stehenden Ausdruckes her. Man bildet zunächst einen Vektor @, 

der definiert ist durch die Gleichung: 

@ = (oax + oa,y + oaZ)i 1 ox oy oz 

+ (~~x + ~~q + ~~)i ) 
+ (OCx + .~~ + OCZ)l. ox oy oz 

. . . . . . (1) 

Läßt man nun c1J, wie oben, zu einem skalaren Faktor a degene
rieren, so wird & zu grllb a. & ist also folgerichtig, wie das 
R. H. Weber getan hat, als grab (JJ zu bezeichnen. Der Vektor & 
hat eine vom Koordinatensystem unabhängige geometrische Be
deutung. Der Beweis für diese Behauptung ergibt sich einfach, 
wenn man vorübergehend die konventionelle Festsetzung trifft, 

d ß 0 f··. 0 ax 0 f··. 0 ay .. d b l' b' a ax ~ ur ~, ay ~ ur --;::;-- USW. III Je em e 1e 1gen 
u X uX oy uy 

Koordinatensystem geschrieben werden soll. Dann ist formal 
& = (JJ v, und da sowohl (JJ wie v eine vom Koordinatensystem 
unabhängige geometrische Bedeutung hat, muß @ dieselbe Eigen
schaft besitzen. 

Man sieht, daß die drei Klammern auf der rechten Seite von 
Gleichung (1) nichts anderes sind als die Divergenzen der drei 
Zeilenvektoren ; die Gleichung kann also kürzer geschrieben werden: 

& = i div Il + i div li + f div e. • • . • • . (2) 

Wir bilden noch die skalare Summe der Divergenzen aus 
dieser Gleichung und nennen sie div (JJ, definieren also div c1J durch 
die Gleichung 

div (JJ = div Il + div li + div e. . . • . • . (3) 
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Wir wählen nun einen Einheitsvektor In der Richtung n, die 
mit den Koordinatenachsen die drei Richtungskosinus OG, ß, l' 
macht. Es ist dann 

In=OGi+ßj+r f , ..... 

und wenn man In mit f1J multipliziert, so ergibt sich: 

IP In = (aax + ßay + ra.)ij 
+ (OGbx + ßby + rb.)i ... 
+ (OGCx + ßcy + rc.)!. 

. . (4) 

. . . (5) 

Statt IP In schreibt man kürzer Wn, wo die deutsch geschriebene 
Marke daran erinnert, daß IPn ein Vektor ist. Auch hier ist 
zwischen Vektoren und Beträgen genau zu unterscheiden. Die 
drei Komponenten von IPn heißen Wnx, Wny , IPnz; ihre Beträge 
seien IPnx , cJ)ny, cJ)n" so daß also 

IPnx = OGax+ßay+ra. usw., ...... (6) 

und analog dem Obigen definieren wir das Zeichen "Wn schlechthin" 
durch die skalare Gleichung 

cJ)n = lPux + lP"y + IPn •• • • • • • . • (7) 

Es gilt nun für jeden der drei Vektoren Il, b, e der Gausssche 
Satz; ist K ein Körper, 6 seine Oberfläche, n die nach außen 
positiv genommene Normale der letzteren, so ist 

Hf div Il d x d y d z = H an d 6, ) 

HSdivbdxdydz = JSb n d6, ...... (8) 

Hf dive dxdydz = JS cn d6. 

Wenden wir nun die Gleichung (4) auf unsere Normale an, so 
ist an = OG ax + ß bx + l' Cx = wnx nach Gleichung (6) usw., und 
damit werden die vorstehenden Gleichungen: 

H~ divlldx dy dz = H wnX d6'j 
HJ divb dx dy dz = H IPny d6, 

Hf div e dx dy dz = H cJ) ... d6. 

. . . . . (9) 

Diese drei Gleichungen kann man auf zweierlei Art addieren, 
zunächst skalar. Auf der linken Seite stehen als Integranden 
richtungslose Divergenzen, auf der rechten Seite Skalare, die für 
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jedes Element d 6 als Abschnitte auf derselben Richtungslinie 11 

zu denken sind. Die Addition ergibt 

Hf ~iv cI> dx dy dz = SS €P n d6 ...... (10) 

und damit eine Erweiterung des Gaussschen Satzes auf Dia
tensoren, die ganz im Gebiete der skalaren Integration bleibt. 
Es haftet ihr aber die Tatsache an, daß die in ihr auftretenden 
Integrale nicht von der Wahl des Koordinatensystems unabhängig 
sind; denn da ~ und cI>n diese Eigenschaft haben, können die 
Größen, die man erhält, wenn man ihre Komponenten der Reihe 
nach durch i, j, l dividiert, nicht invariant sein. Dasselbe ergibt 
sich direkt daraus, daß die Zeilenvektoren a, 6, c im allgemeinen 
vom Koordinatensystem abhängen. 

Um zu einer Gleichung zu gelangen, deren Bestandteile in
variant sind, multiplizieren wir die erste Gleichung (9) mit i, die 
zweite mit j, die dritte mit f und addieren, dann ergibt sich 
sofort: 

JH~dxdydz=H€pnd6, . ...... (11) 

wobei aber zu beachten ist, daß diese Gleichung vektoriell ist 
und drei skalare Gleichungen repräsentiert, die nichts anderes 
sind als die Gleichungen (9). 

Bezüglich der Bezeichnungen bestehen in der Literatur Wider
sprüche. Der Vektor ~ heißt nach Gans div €P und bei M. Laue 
bib €P, letzteres im Anschluß an eine von A. Sommerfeld in die 
vierdimensionale Geometrie eingeführte Bezeichnung. Diese wird 
nicht berührt, wenn man in drei Dimensionen die Benennung 
grab €P für ~ benutzt. Hier wird also vorgeschlagen, dem div cI> 
diejenige Bedeutung zu belassen, die es in Gleichung (3) hat, 
und Gleichung (11) zu schreiben: 

HJgrabcI>dxdydz = HcI>nd6 . ..... (12) 

H. Wir wählen ferner irgend einen festen Anfangspunkt 0, 
nennen r den Fahrstrahl, der von ° aus nach dem Element 
d x d y d z unseres Körpers K gezogen wird, und bilden das Pro
dukt [r~]. Die x-Komponente von [r~] ist 

[r~l" = (yG.-zGy)i •. ...... (13) 

und wenn wir konventionell festsetzen, daß der Betrag dieser 
x-Komponente r r Glx geschrieben werden soll, so ist 
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[rG]", = (0 Ca: + ~St + ° Cz) _ Z (Ob", + oby + Ob.) . . (14) 
Y OX oy dz OX oy OZ 

Wir multiplizieren diese Größe mit dem Körperelement dx dy dz 
und integrieren über K. In dem so entstehenden Ausdruck 

ist y für die Integration nach x und z konstant, und z ist kon
stant für die Integration nach x und y. Die beiden Posten 

y ~ ~ unQ. z ~ ~ sind durch partielle Integration zu erledigen und 

liefern 

f y~~ = YCy- f cydy, f z~~ = z-b.- f bzdz . . (15) 

Man erhält also durch Ausführung der ganzen Integration: 

H (Y2 C"'2 - Yl Cxl - (Z2 b"'2 - Zl b"'l)} dy dz 1 
+ H {Y2 Cy2 - Yl Cyl - (Z2 bY2 - Zl byl)} dz dx l 
+ H (Y2 CZ2 -Y1Czl -(Z2 bz2 -zlbzt}} dXdYj 

- Hf (Cy - bz) dx dy dz, 

. . (16) 

wo die Marken 1 und 2 sich auf die Ein- und Austrittsstelle des 
Elementarbalkens beziehen, über den sich die Integration erstreckt. 

Nach bekannter Schlußweise ist nun dy dz an der Austritts
stelle = rx. d 6, an der Eintrittsstelle = - rx. d 6; also ist für die 
Summierung über die ganze Oberfläche (Y2 c'" 2 - Y1 C", 1) . d Y d fJ 

gleichwertig mit rx.yc",d6 usw. und damit wird Gleichung (14) 

Hf[rG]",dxdydz = - HSccy-bz)dxdydz I 
+ H {y (rx. Ca: + ßcy + rcz) - z(rx.b", + ßby + rbz)} d6. 

. (17) 

Der zweite Integrand rechts aber ist nach Gleichung C 5) gleich 
dem Betrage der x-Komponente' von [rlPnJ. Schreibt man also 
diesen Betrag nach der gleichen Konvention wie oben [r IPn]", , 

so folgt: 

Hf [r G]xdx dy dz = H [r IPn]",d 6 - Hf (cy-bz) dxdydz . . (18) 
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Ist tP symmetrisch, so ist cy = b. und die Gleichung vereinfacht 
sich zu 

Hf [rG]",dx dy dz = H [rtP .. ]",dd. • ... (19) 

Für [r G]y und [r G]. existieren die den Gleichungen (18) 
und (19) entsprechenden Formeln. Man kann nun hier, ganz 
wie oben, die drei Gleichungen sowohl skalar wie vektoriel1 
addieren. 

Im ersten Fall ergibt die skalare Addition links: 

1 1 1 
[rG]", + [r G]y + [rG], = x y z •. (20) 

div 11 div b dive 
und rechts: 

1 

[r tP .. ]", + [r tP .. ]y + [r tPn]. = x 
1 1 

Y z . . . (21) 
tP .. ", tP .. y tP,u 

Für die beiden Determinanten, welche hier auftreten, ist in den 
obigen Definitionen noch kein Ausdruck enthalten. Will man 
solche nach Analogie der Gleichungen (3) und (7) bilden, so 
wäre für die erste zu schreiben [r, div tP] und für die zweite [r, tP .. ]. 
Da man sich bei der Benutzung immer an die sehr spezialisierte 
Bedeutung dieser Ausdrücke erinnern muß, schreiben wir, ohne 
diese Abkürzungen anzuwenden: 

=JJ 
JJ J d~. dL d:" dxdgds 1(22) 

~ ~ ~ dd-JJJ{(Cy-b.f) + (a.-c",) J 
tP .. ", tP .. y tP... + (b", - ay)} dx dy dz, 

und wenn T ein Tensor ist, so fällt das zweite Integral auf der 
rechten Seite fort. Gleichung (22) ist rein skalar, hat aber 
wieder die Eigenschaft, daß die geometrische Bedeutung ihrer 
beiden Seiten von der Wahl des Koordinatensystems abhängt. 

Zweitens kann man die drei Gleichungen (19) der Reihe nach 
mit i, j, f multiplizieren und erhält dann durch Addition: 

i [r G]", + irr G]y +! [r G]. = [rGS], . (23) 
i [rtP .. ]", + i[rtP .. ]y + ![rtPnJ. = [rtPnJ. ..... (24) 
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Demnach ergibt sich als Schlußresultat : 

SJf[r,grabW]dxdydz = ff[rWnJdo } 

- Hf {Cy - b. + a.- Ca; + bx - ay)dx dy dz, 
.. (25) 

eine vektorielle Gleichung, welche die drei skalaren Gleichungen 
(19) repräsentiert. 

Ist Wein Tensor, so verschwindet das zweite Integral auf 
der rechten Seite von Gleichung (25); es bleibt: 

HHr,grabT]dxdydz = fHrTnJdo ..... (26) 

Da der Integrand rechts ein Vektorprodukt ist, ist seine Invarianz 
seI bstverständlich. 

Drittes Kapitel: Vektorfelder und Diatensoren. 

92. Bildung von Diatensoren aus den Differentialquotienten eines 
Vektors. 

Gegeben seien zwei Koordinatensysteme der x, y, z und ~, l'j, b 
mit dem Kosinusschema: 

x y z 

~ CG1 CG2 CGg 

1] ß1 ß2 ß3 

b 1'1 1'2 1'3' 

Für partielle Ableitung nach den Koordinatenachsen gelten 
bekanntlich die Grundsätze der Differentialrechnung: 

(7 (7 dx Q dy 0 oz 
o ~ = 0 x d ~ + 0 y ~ + 0 z 0 ~ usw., 

und es ist, wenn in jedem der folgenden Differentialquotienten 
der Divisor als das unabhängige Inkrement angesehen wird: 

dx d~ dx dr; 
d~ = dx = CGu dr; = dx = ßl USW. 
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Man kann also für die Differentiationen ein Schema auf
stellen, welches mit dem für die Richtungskosinus übereinstimmt 
und in ähnlicher Weise zu benutzen ist. Ist nun ein Vektor u 
gegeben, so bestehen die Gleichungen: 

Vt = OGI V'" + 0!2 Vy + OGaV., I 
v:/ = ßI V'" + ß2Vy + ßa v., ..... 

v~ = YI V'" + Y2 Vy + YaV •. 

. . (1) 

Differentiiert man die erste von diesen etwa nach ~, so er
gibt sich: 

also: 

oV; = OG 2 o V'" + 1X 2 oVy + OG. 2 Ov. } 
og 1 OX 2 oy 3 OZ (2) 

( 0 v. 0 Vy ) (0 v'" 0 v.) (0 Vy + 0 V",) + OG 2 OGa ~+3Z + OGa(XI a-;+i5X + OG I OG 2 ax ~. 
Differentiiert man dieselbe Gleichung nach 1], so ergibt sich 

auf die gleiche Weise: 

OV~ _ OVa; oVy Ov. 1 
01] - (XIßI ax + 1X2ß2 ~ + (Xaßa 3Z ! 

OVy ß oVz ß oVz (3) + 0!2 ßa a-; + (Xa 2 ~ + lXs I i5X .... 

OVa; ß 0 Va; ß 0 Vy I + OGI ßa az + OGI 2 ~ + (X2 I13X· 

Die Koeffizienten in den Gleichungen (2) und (3) sind aber, 
wenn man A, t-t, v statt OG, ß, Y schreibt, genau die Koeffizienten 
aus den Transformationsformeln des § 18, und es folgt zyklisch, 
daß auch für die übrigen Differentiationen, welche man an den 
Gleichungen (1) vornehmen kann, diese Übereinstimmung der 
Koeffizienten mit denjenigen der Transformationsformeln besteht. 
Also ergibt sich: 

Sa tz 1. Ist u ein beliebiger Vektor und sind Va;, vy, Vz seine 
Komponentenbeträge in einem beliebigen rechtwinkligen Koordi
natensystem, so bilden die neun Größen 
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OVa; OVa; OVx 
ox 'Oy oz 
OV ovy oVy 

ox oy oz 
'0 Vz o Vz o V. 
ox 'Oy 'Oz 

In dieser wie in der konjugierten Anordnung einen Diatensor. 
Denn sie besitzen die Transformationseigenschaften, welche 

den Gliedern eines solchen zugeschrieben werden müssen. 
Aus dem Satz, daß die halbe Summe zweier konjugierten 

Diatensoren einen Tensor bildet, folgt dann 
Satz 11. Die sechs Größen 

'Ovx oVy OVz ~(ov.+OVy) ~(OVa;+OV.), ~(OVy+OVx) 
ox' 'Oy' OZ' 2 oy oz' 2 oz OX' 2 OX oy 

sind Glieder eines Tensors. Man nennt denselben nach Gans die 
"Deformation von v" und schreibt ihn: 

defv. 

Ist endlich ~~ = ~~ usw., so ist der Vektor v ein Potential

vektor , und seine drei Komponentenbeträge lassen sich in be-

k t W · I D'ff 'I 't 0 U '0 U 0 U . ann er else a s 1 erenha quotIen en 0 x' '0 y' az eIDes 

Skalars U ausdrücken. Der Satz 11 nimmt dann die Gestalt an: 
Sa tz 111. Ist U ein stetig mit den Koordinaten veränderlicher 

Skalar, so bilden die sechs Größen 

02U 02D a2D 02U 02U 02U 
ox2 ' oy2' OZ2' oyoz' ozox' oxny 

einen Tensör, der auch def grab D geschrieben werden kann. 

93. Der derivative Diatensor eines Vektorfeldes. 

Ein Vektor sei als Funktion der Koordinaten gegeben, dann ist: 

d 'd (OVXd oVxd OVx 1 ). () 
Vx = t Vx = 0 x x + a:y y + 0 Z G Z t, . 1 

dVy=}'dv = (OVYdX+?VYdy+OVYdz)i, ,(2) 
ox oy 'Oz 

d ( 0 v. d '0 v. d 0 V. d ) ~ v. = fdv. = ox ,x+a:y Y+3Z z ,. , (3) 

B u d d e, Tensoren u. Dyaden. 13 
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Addiert man die drei Gleichungen geometrisch, so erhält man 
links du und rechts eine Größe, welche die Form eines Diatensor
vektorproduktes hat; denn d x, d y, d:: sind die Komponentenbeträge 
des Fahrstrahlelementes d r. In § 92 wurde nachgewiesen, daß die 

K ffi · oVx a Vy • h . T l' d t f . oe Zlenten -,,-, =-- USW. SIC WIe ensorg Ie er rans ormleren. 
cx oy 

~etzt man also: 

o v'" o v'" o v", 
ox oy 0:: 

.Qu = ovy ovy ovy . (4) ox oy 0:: 
o vz o vz o vz 

l~ oy -, 
0:: 

so ist 
du = .Qudr, . (5) 

und.Qu ist ein Diatensor, den wir den derivativen Diatensor 1) 

des Vektorfeldes nennen. Er ist durch (4) für jeden Punkt des 
Feldes bestimmt. In dem unendlich kleinen Bezirk, der einen 
Punkt 1 umgibt, kann man den Gliedern von .Qu konstante Werte 
zuschreiben; im allgemeinen werden sie von einer Stelle zur an
deren variieren. a u ist offenbar ein skalarer Diatensor. 

Mittels des derivativen Diatensors lassen sich die charakte
ristischen Größen des Feldes sehr einfach ausdrücken. Heißt zu
nächst, wie früher, Si der erste Skalar von .Qu, so ergibt Glei
chung (4) sofort 

Satz 1. 

S - ov'" + OVy + ov. - d' 
1 - :.;\ >< '::\ - tV u. u X uy u:: 

Die Divergenz von u wird also durch den ersten Skalar von 
.Qu ausgedrückt. 

Ferner läßt sich .Qu, wie bekannt, additiv in Tensor und 
Antitensor zerlegen. Heißt Tu der symmetrische Anteil von .Qu, 
so ist: 

') R. H. Weber hat in seiner Göttinger Abhandlung den Diatensor Qu 

als def\) bezeichnet, hat sich aber auf Anfrage damit einverstanden erklärt, 
daß die Namen von Q\J und Tu so gewählt werden, wie es hier geschehen 
ist, daß also dem def\) die von Gans gegebene Bedeutung bleibt. 
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f o V'" 

1 ox 
Tu = ~ ~(OV", + OVY) 

1
2 0 y ox 
~(OV. + eVa:) 

l2 OX OZ 

also nach § 92 kurz: 

Satz n. 

~(~Vy + OVx) 
2 ox oy 

oVy 

oy 
~(OVy + o V.) 
2 OZ oy 

Tu = defb. 

~(OV",+OV.) 
2 oe OX 

~(OV.+ OVy) . . (6) 
2 oy OZ 

ov. 
15Z' 

"Der in .Qu enthaltene Tensor ist identisch mit der Defor
mation von b. Zugleich ist der erste Skalar von Tu identisch 
mit demjenigen von .Qu." 

Der in .Qu enthaltene Antitensor t"u ist: 

j 0 ~(~~- ~;) 
t"u = l~(~; - ~~a:) 0 

~(ov._ oVa:) .!.-(ov._ OVY ) 

2 OX 0 Z 2 0 Y 0 Z" 

~(OVa: _ 0 V.) 
2 OZ OX 

~ (0 vy _ 0 V.) () 
2 'Oe oy·· 7 

o 

und kann ersetzt werden durch den V ektor [~, wenn 

2 [f,u = (~v. _ OVY) i + (ova: _ 0 Vz). + (~,vy _ oVa:) t ., oy OZ OZ OX 1 ox oy 
Hier steht aber rechts der Curl von b, also ergibt sich 

Satz In. 
end b = 2~u. 

Der Curl von b ist gleich dem doppelten Zusatzfaktor von .Qu. 

Sieht man nun davon ab, daß die Begriffe div und eud auf 
anderem Wege gewonnen sind, so kann man die Sätze I und In 
als Definitionen derselben ansehen und untersuchen, was sich für 
die allgemeine Vektorenlehre aus den bereits· bekannten Eigen
schaften der Diatensoren ergibt. Da findet sich: 

I . P t· I k . t h· oVy o V'" st b em oten la ve tor, so IS von vorn erem ax = ~ usw., 

also eud b = o. Ist II ein Curl, so ist .Qu von vornherein in Ge
stalt eines Antitensors gegeben, also ist sein erster Skalar 0, dem
nach div b = 0, und damit 

13* 
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Satz IV. "Jeder Curl ist quellen frei und jeder Gradient ist 
wirbelfrei. " 

Da.Q~ = T~+r~, folgt .Q~dr = T~dr+r~dr, d. h. 
Satz V. Jeder Vektor I) läßt sich in zwei Vektoren 1)1 und 1)2 

zerlegen, von denen der eine wirbelfrei, der andere quellenfrei ist. 
Die Divergenz des wirbelfreien ist identisch mit derjenigen des 
Vektors b selbst, und der Curl des quellenfreien ist gleich dem 
Curl von 1). 

Sind zwei Vektoren I) und Itl gegeben, deren derivative Dia
tensoren a~ und S""I\I heißen, heißt ferner a~ + 1\1 der derivative 

D· (). 0 (v", + w"') oVx oWx 1 latensor von b + Itl , so 1st -Bx~- = ax + 0 X usw., a so 

.Q~ + 1\1 = a~ + al\l, 
d(1) + Itl) = (a~ + .521\1) dr . ....... (8) 

Offenbar folgt: 
Sa tz VI. Die Divergenz einer Vektorensumme ist an jeder 

Stelle des gemeinschaftlichen Feldes gleich der Summe aus den 
Divergenzen der einzelnen Vektoren. 

Satz VII. Ebenso ist offenbar der Curl einer Vektorensumme 
gleich der Summe aus den Curlen der einzelnen Summanden. 

Wie bekannt, liefert die additive Zusammensetzung von be
liebig vielen Tensoren wieder einen Tensor, diejenige von Anti
tensoren wieder einen Antitensor; also 

Sa tz VIII. Die Summe von beliebig vielen Potentialvektoren ist 
ein Potentialvektor, diejenige von beliebig vielen Curlen ist ein Curl. 

Die Diatensorentheorie gestattet hiernach, einige bekannte 
Sätze sehr einfach abzuleiten. Für die Sätze jedoch, welche die 
Beziehung von Oberflächenintegralen eines Vektors zu Volumen
integralen einerseits und Linienintegralen andererseits aussprechen, 
hat sie keine Bedeutung. Der Gausssche Satz beruht auf der 
einfachen Tatsache, daß man einen Ausdruck von der Form 

fff(OU vU oU) J dx + dy + QZ dx dyilz nach jeder Achsenrichtung einmal 

integrieren kann. Da dies mit der Diatensorform des Quotienten 

~: nichts zu tun hat, ergibt die Einführung der Diatensoren keine 

Besonderheiten; die Ableitung erfolgt auch hier in der in der 
Vektorenrechnung ge bräuchlichen Weise. Dasselbe gilt für den 
Greenschen Satz, für den Satz von Stokes und für die sämtlichen 
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aus ihnen zu ziehenden Folgerungen, insbesondere auch für den 
Ausdruck eines Potentials durch die Divergenz und für den Aus
druck eines Vektorpotentials durch den Gurl des betreffenden 
Vektors. Auf diese Entwicklungen wird daher hier nicht ein
gegangen. Dagegen ergeben sich auf dem Boden der Diatensoren
theorie noch folgende Bemerkungen: 

a) Ist lJ ein Potentialvektor, so hat sein derivativer Diatensor 
im allgemeinen an jeder Stelle des Raumes drei aufeinander senk
recht stehende Hauptachsen, deren Doppelrichtungen g, 1'/, ~ heißen 
mögen. Da.52\1 variiert, so kann auch jede seiner Hauptachsen, 
z. B. die Achse der g, ihre Richtung von Ort zu Ort ändern; dabei 
werden offenbar sämtliche Lagen der g-Achse, die man erhält, wenn 
man von einem bestimmten Punkt 1 ausgeht, von einer Kurve ein
gehüllt, deren Elemente an jeder Stelle in die Richtung der dortigen 
g fallen. Entsprechendes gilt für die Achsen der 1'/ und~. Also 
folgt: Die Lagen der Hauptachsen des Tensors bilden drei Kurven
scharen , welche einander an jeder Stelle des Feldes orthogonal 
schneiden. Denkt man sich diese Kurven wie Vektorlinien derart 
verteilt, daß ihre Dichte an jeder Stelle gleich dem Betrage von 
t~ usw. ist, so stellen sie den Tensor S~\1 in ähnlicher Weise dar, 
wie ein Vektor durch seine Vektorlinien dargestellt wird. 

Das Element der g-Kurve hat in bezug auf die Achsen der 
x, y, z dieselben Richtungskosinus lX11 (X2' (X3 [§ 19, Gleichung (15)J, 
wie die g-Achse selbst an der gleichen Stelle, also sind die Diffe
rentialgleichungen der Kurve 

d x cl1! 
ds = (Xl' cl~ = (X2' 

dz 
cl s = (X:1' . . . . . (9) 

und hier sinel (Xll (X2' (X3 an jeder Stelle als bekannt anzusehen, 
ela sie aus elen Elementen von .52\1 berechnet werden können. Die 
Dreideutigkeit der (X entspricht den drei Kurven. 

b) Ist lJ ein quellenfreier Vektor, so erscheint sein derivativer 
Diatensor von vornherein in der Gestalt: 

I 0 -~~Y orx 

I o.:c oz 
ovy cv. a'=i 0 ----~ (10) ox oy 
oVx o Uz 

0, l-a; oy 
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und der .Qu vertretende Zusatzfaktor hat demgemäß die Form: 

[ h _ oVz.+ovx.+OVy~ (11) 
'lU - (;\ Y t d z 1 o.c l. • • • . . • 

Offenbar lassen sich für diesen Zusatzfaktor nach Analogie 
des Vorigen ~ -Linien konstruieren, deren Differentialgleichungen 
sind: 

dz oVy . - = --.... (12) 
ds OX 

c) Auf den durch Gleichung (10) dargestellten antimetrischen 
Diatensor läßt sich der Satz des § 56 anwenden, nach welchem 
jeder Diatensor als Produkt aus einem Versor und einem Tensor 
dargestellt werden kann, vorausgesetzt, daß für den Tensor ein 
bestimmtes Koordinatensystem der x, y, z gewählt werde. Sind 
also All A2 , A3 usw. die Winkel, welche die Achsen der x, y, z mit 
denjenigen eines zweiten Koordinatensystems der g, tj, b machen, 
so kann man setzen: 

A3 1 t" 0 0 
fL3' 0 t b 0 = XT. . . (13) 
V 3 0 0 0 

[Nach (10) ist .Qn In diesem Falle ein planarer Diatensor, 
also muß einer der beiden Faktoren in Gleichung (13) jedenfalls 
planar sein; der Versor hat bekanntlich immer die Determinante 1, 
also muß der Tensor planar sein. In Gleichung (13) ist willkürlich 
angenommen, die Doppelnchtung der z sei in diejenige des ver
schwindenden Konstituenten gelegt.] 

Aus Gleichung (13) ergibt sich, daß die Inkremente eines 
quellenfreien Vektors sich darstellen lassen als gedrehte Inkre
mente eines Potentialvektors. Multipliziert man d r zunächst mit 
dem' Tensor T, so erhält man das Inkrement du eines Potential
vektors, und diese du liegen jederzeit in der xy-Ebene der be
treffenden Stelle; dreht man dann du mittels des Versors X, so 
entsteht d b. Wir beschränken uns hier auf diese Andeutung. 

94. Dyadische Form des derivativen Diatensors. 

Das v konnte bisher mit einem Vektor vermittelst der inneren 
(v b = div iJ) und der äußeren (['7 b J= eud b) Multiplikation ver
bunden werden. vVie früher gezeigt, ist auch die Dyade eine Art 
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von Produkt; man kann also das v mit einem Vektor v auch in 
dyadischer Form multiplizieren, eine Dyade v; v bilden. Man 
hat folgerichtig zu definieren: 

v; v = (O'OX i-+- 00 Y } -+- a'Oz f); (vxi -+- Vy} -+- vzf). . . (1) 

Das ist ausgeführt: 

\7. - OVa; '.' -+- 'OVx '.' -+- 'OVx L'1 v,v-,,,, t,t 'CI J,t 'CI ~,t 
uX uy uZ 

1_ '0 t'y ••• -+- c V y ••• -+- '0 V y f" I 
T 8X t ,J -ayl,J 1iZ,J I 

-+- 0 Vz i' f -+- ~'/}~ .. f -+- öVz f' 1.1 
ox' 0 Y J, 0 z ' J 

. . . . . (2) 

Man ersieht daraus, daß v; v der konjugierte Diatensor zu a u ist: 

v;v = aue . .......... (3) 

Nimmt man für v den Fahrstrahl f, so ist V x = x, vy = y usw., 
aus Gleichung (2) wird also: 

V;f = i;i-+-};j-+-f;f = I. . ...... (4) 

Akzeptiert man die Schreibweise v; v, so muß man auch die 
konjugierte zulassen: v; v bat ebensowohl einen Sinn wie v; v, 
und es ist v; v = a u• Eine ähnliche Bemerkung gilt übrigens 
schon für das äußere Produkt [v v J. Die Konsequenz verlangt 
[vv] = [VV]e. 

Da das 'laus drei Elementen von verschiedener Richtung 
zusammengesetzt ist, ist v; v nicht eine Dyade, sondern ein 
Dyadentripel, und dies ist wohl zu beachten. Insbesondere ist 
es nicht erlaubt, den für die Einzeldyade gültigen definierenden 
Satz(2(;a)tt=~(att) auf v;v anzuwenden und (v;v)tt= v(vtt) 
zu setzen, ebensowenigwie es erlaubt sein würde,(~;i -+- !B;} -+- {t;f)tt 
= (21 -+- !B -+- (t) (i tt) zu schreiben 1). Man muß vielmehr das Dyaden
tripel, wenn man es mit einem Vektor multiplizieren will, vorher 
In seine Bestandteile auflösen. Damit kommt man immer wieder 

1) Durch Nichtbeachtung dieses Umstandes ist Jaumann gelegentlich 
zu befremdlichen Resultaten gelangt, z. B.: 

IJ = IIJ = (V;r)IJ = v (rb) = grail(rIJ). 

Danach würde jeder Vektor ein Potentialvektor sein. Die Gleichung 
IJ = grail(rIJ) ist nicht einmal dann bewiesen, wenn IJ wirklich ein Potential 
hat; die korrekte Fortsetzung ergibt nur (v; r) IJ = IJ. 
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zu der Gleichung (2), die praktisch mit Gleichung (4) des vorigen 
Paragraphen gleichwertig ist. Für die Anwendung bietet also das 
v; u keinen ersichtlichen Vorteil; ausgenommen gelegentlich die 
Kürze der Schreibweise. 

95. Homogene Vektorfelder. 
Ein Vektor u heißt homogen verteilt und sein Feld heißt 

homogen 1), wenn U an allen Stellen desselben bis auf einen kon
stanten Zusatz ein und dieselbe lineare Vektorfunktion des von 
irgend einem Mittelpunkt aus gezogenen Fahrstrahles r ist. Der 
homogen verteilte Vektor kann demnach als 

u = <Pr+e .......... (1) 
ausgedrückt werden, wobei die Glieder von <P konstant sind und e 
irgend einen unveränderlichen Vektor bedeutet. Wir nennen <P 
den direkten Diatensor, kürzer den Diatensor des Feldes. Sind 
1 und 2 zwei verschiedene Orte des Feldes und werden die Vek
toren entsprechend markiert, so folgt aus (1): 

U2 - u1 = <P(r2 - r1) ••••••••• (2) 
Der Unterschied zwischen u2 und u1 hängt also nur von der Länge 
und Richtung des Abstandes r2 - r1 ab, nicht aber von der Lage 
seines Anfangspunktes 1. Diese Eigenschaft und die Gleichung (1) 
bedingen einander offenbar gegenseitig, so daß man beliebig eine 
von ihnen als Definition des homogenen Vektorfeldes benutzen 
kann. 

Sind 0 und m zwei verschiedene Anfangspunkte und wird 
der Abstand m - 0 mit rl bezeichnet, heißt ferner r der Fahr
strahl von 0 nach einem Punkte 1 und r' der Fahrstrahl von m 
nach demselben Punkte 1, so ist 

<Pr + e = <P(r' + r1) + e, . . . . . . . (3) 
und da <P r1 ein konstanter Vektor ist, setzt sich <P r1 mit e zu 
einem neuen konstanten Vektor e' zusammen, so daß sich ergibt: 

<Pr = <Pr' + e'. . ........ (4) 

1) In der Physik beschränkt man nicht selten die Bezeichnung "homogen" 
auf Felder, welche die Bedingung IJ = const erfüllen. Als Beispiel eines 
Feldes, welches in dem weiteren Sinne des § 95 homogen ist, denke man 
etwa an einen Massenpunkt .,U, der im Inneren eines homogenen, im all
gemeinen aber anisotropen Körpers elastischen Kräften unterworfen ist. Die 
Kräfte sollen im Gleichgewicht sein, wenn ,U sich an einer bestimmten 
Stelle 0, dem der Gleichung (7) zugrunde gelegten Mittelpunkt, befindet. 
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Das Feld von 11 ist also für jeden beliebigen Anfangspunkt homogen 
und sein Diatensor ist für alle Anfangspunkte der gleiche. 

Gilt für einen vorgeschriebenen Anfangspunkt die Gleichung (1) 
mit einem bestimmt vorgeschriebenen Wert von e, so kann man 
offenbar in Gleichung (3) den Wert 1'1 so bestimmen, daß e' ver
schwindet. Die Bedingungen hierfür sind, wenn Xl' Yl, Zl die 
Koordinaten von w, und I]) = I]) 1 a, 6, c), 

axxl +aYYl + a,zl = - ex ,} 
bXxl +bYYl + b,zI = -ey, .. 

Cx XI +cy YI + C. Zl = - e •. 

. . . . . (5) 

Die Determinante dieses Gleichungssystems ist das zu I]) gehörige 
83, Man erhält also: 

-ex ay a. 
83 Xl = -ey by b. usw. . (6) 

-e. cy c. 

Es folgt: Im allgemeinen hat das homogene Vektorfeld einen 
ausgezeichneten Punkt, den "Mittelpunkt". Wählt man diesen 
als Bezugspunkt, so verschwindet der zusätzliche konstante Vektor 
der Gleichung (1) und das Feld wird beschrieben durch 

b = 1])1'. • • • • • • . . . • • (7) 

Der Mittelpunkt rückt offenbar ins Unendliche, wenn 83 = o. 
Wir nehmen im folgenden an, I]) sei vollständig und das Feld 

sei auf seinen Mittelpunkt reduziert. Dann ist 

vx = axx + Clyy + a.z, ........ (8) 

also, da die Glieder des Diatensors konstant sind, 

ovx 
oy = ay usw .. . . . . . (9) 

Die Glieder von I]) stimmen also überein mit den Gliedern des 
zugehörigen derivativen Diatensors .Qu in § 93. Es folgt, daß alle 
dort ausgesprochenen Sätze erhalten bleiben, wenn man .Qb durch I]) 
ersetzt. 

Wir bemerken über die Einzelfälle noch folgendes: 

I. Ist I]) ein Tensor, also bein Potentialvektor, so wird man 
die Koordinatenachsen in die Tensorachsen legen. Dann kann b 
an jeder Stelle des Feldes mit Hilfe eines "Ellipsoids" konstruiert 
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werden, dessen Hauptachsen parallel den Koordinatenachsen sind. 
Sind a, b, c die Konstituenten von IP, so ist 

\J = axi+byj+cd, . ....... (10) 

und wenll - U das Potential von \J ist, so ist 

. (11) 

Die drei Scharen der ~-, 11-, ~-Linien (§ 93, Bemerkung a) redu
zieren sich auf Parallelen zu den Koordinatenachsen. 

II. Ist zweitens IP ein Antitensor, \J ein quellenfreier Vektor, 
so sind die ~-Linien Gerade, da die Glieder VOll IP im homogenen 
Felde konstant sind. Legt man die Achse der x in die Richtung 
von ~, so stehen die \J-Linien senkrecht zur Achse der x und zu r, 
sind also sämtlich parallel mit der y z -Ebene und zugleich lot
recht auf r. Ihr Sinn ist dadurch bestimmt, daß ~, rund \J in 
dieser Anordnung ein Rechtssystem bilden. Ihre Länge ist gleich 
dem doppelten Inhalt des zwischen rund rx eingeschlossenen 
Dreiecks. 

Zugleich aber ergibt sich folgendes: Ist die Achse der x in 
die Richtung der ~ gelegt, so ist ~ h i und der Antitensor IP 
reduziert sich auf 

Dies zerlegt sich 
man setzt: 

x=u 
0 
0 
1 

~=U 
In die 

0 
-1 

0, 

o 
o 
h 

o 
-h 

o. 
. (12) 

beiden Faktoren X und T, wenn 

o 0 

h 0 ... (13) 
o h. 

Die Potentialfunktion - U, welche dem Tensor T entspricht, ist 
nach Gleichung (11) bestimmt durch 

71 _ 1 h( 2 + 2) U- 2 Y z, ... . . . . . . (14) 

ihre Niveauflächen y2 + Z2 = const sind Kreiszylinder, deren Achse 
in die Achse der x fällt. Die zu irgend einem Punkt 1 gehörige 
Vektorlinie Tr = u ist das Lot von 1 auf die Achse der x. Die 
Vektoren u sind also sämtlich der yz-Ebene parallel, wie es der 
Planarität von (12) und (13) entspricht. Entsprechend der Be
merkung c) des § 93 erhält man also durch die proximale Multi-
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plikation mit T zunächst Potentialvektoren. Die b ergeben sich 
aus diesen, wenn man sie mittels des Versors X dreht. Nun ist X 
ein Versor um die Achse der x, dessen Drehungswinkel der Be
dingung sin rp = 1 genügt. Es werden also die sämtlichen Vek
toren u parallel zur y z-Ebene um einen rechten Winkel gedreht 
und ergeben dann die Vektoren b. Man sieht leicht, daß dieses 
Ergebnis mit demjenigen der direkten Konstruktion des Vektor
produktes [~b ] übereinstimmt. 

96. Ersatz eines Vektorfeldes durch ein Diatensorfeld. 

Das Feld eines veränderlichen Vektors kann offenbar dadurch 
ersetzt werden, daß· man einen konstanten Vektor mit einem 
veränderlichen Diatensor multipliziert. Der konstante Vektor 
heiße t, es sei also der Vektor b, dessen Feld beschrieben werden 
soll, bestimmt durch die Gleichung 

b=lPt, ... . . . . (1) 

welches für IP = IP {a, 6, c I gleich bedeutend ist mit 

b = (ae)i + (6t)j + (ct)f . . ... (2) 

bei veränderlichen a, 6, c. Bildet man zunächst die charakteristi
schen Größen von b, so ergibt sich folgendes: 

1. Divergenz. Aus Gleichung (2) folgt: 

divb = o~ae) + o(be) + a(ee) ...... (3) 
ox oy CZ 

Bildet man andererseits mit Gleichung (7) des § 90 das Produkt 
aus dem Formaldiatensor v IP und dem Vektor t, so ergibt sich: 

das ist 

1 
(vax.ex+ Vay.cy + vaz.cz)i 

vlP.t= +(?,bx.ex+voy.cy+vbz.ez!i· .. (4) 
+ (v Cx • ex + v cy . cy + V Cz • ez) f; 

I ~(aXe";+aYC'l+azcz) ox 
Cl V eIl. t = 1 + 0: (bxCx + byey + bzcz) 

+ az (Cx (" + CyC y + CzCz). 

. (5) 
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Hier stehen auf der rechten Seite dieselben Werte WIe in 
Gleichung (3), also ist 

div 11 = v <P • e. . . . (6) 

11 ist quellenfrei, wenn dl:V Ile = div be = div Ce = o. 
H. Curl. Aus Gleichung (1) foigt unmittelbar: 

cud 11 = (0 (c e) _ 0 (b e )) i + (0 (Il e) _ ~!~l) j) 
o y Oß Oß OX • (7) 

+ (0 (b e) _ ~Ile)) f-
ox 'Oy 

Stellt man hieraus die Faktoren von ex zusammen, so erhält man 
i j f 
o '0 0 

OX oy oß 
ax bx Cx 

Das ist cud Ile ; mit zyklischer Fortsetzung folgt: 

cud 11 = ex CUdile + ey cud be + ez cud Ce; • • • • (8) 
11 ist wirbelfrei, wenn die Kolonnenvektoren Ile , bt! Ce einzeln 
wirbelfrei sind. 

IH. Derivativer Diatensor. Aus Gleichung (2) folgt: 

o_~x _ o(lle2 oVx = o(lle) usw.) 
OX 0.1:' oy öy 

. . . . (9) 9vy _ ~be) 
OX OI usw. 

und es liegt auf der Hand, wie mit diesen Größen der derivative 
Diatensor .Q~ sowie die Deformation und der Cud von 11 zu bilden 
sind. Für Divergenz und Curl ergeben sich wieder die Gleichungen 
(3) und (8). 

Ist der Vektor 11 als Funktion der Koordinaten gegeben, etwa 
in der Form "IJl r, so bestimmt sich der Diatensor <P sehr einfach. 
Es sei 

"IJl' = f txx txy txz und <P = {ax ay az .. (10) t tyz usw. bx usw. 

Dann muß, wenn beide übereinstimmen sollen, 

axex = txxx, ayey = txyY usw. . (11) 
also 

txx x txy Y . (12) ax =-- ay =-- usw. 
ex f'y 
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sein. Die Gleichungen (12) versagen also, wenn eine der Größen 
I'x, ey oder e. Null ist. Der konstante Vektor e darf nicht so 
gewählt werden, daß er in eine der Koordinatenachsen oder -ebenen 
fällt; im übrigen kann er beliebig gewählt werden. Dann liefern 
die Gleichungen (12) die Glieder von W. 

Viertes Kapitel: Orthogonale krummlinige Koordinaten. 

97. Einführung. 

Krummlinige Koordinaten können unter Umständen für die 
Formulierung von Grenzbedingungen von erheblichem Vorteil sein 
und werden deswegen in physikalischen Rechnungen häufig ver
wendet. In den meisten Fällen benutzt man orthogonale krumm
linige Koordinaten, wir beschränken daher die Betrachtung auf diese. 

Es sei ein System von krummlinigen Koordinaten u, v, w 
gegeben, die an jeder Stelle des Raumes aufeinander senkrecht 
stehen und rechtshändig angeordnet sind. Von einem gerad
linigen rechtwinkligen Koordinatensystem der x, y, z geht man 
zu den u, v, w über mittels dreier Gleichungen: 

x _ f~(u,~,W), 1 
y - f2(U,t,W)'J' . 
z = f2(U,V,W). 

. . . . . . (1) 

Setzt man in diesen w konstant, so stellen die Gleichungen eine 
Fläche dar j setzt man gleichzeitig v = const und w = const, so 
erhält man die Schnittkurve zweier Flächen, auf der u allein sich 
ändert. Das Linienelement dieser Kurve habe den pseudoskalaren 
Betrag d su, und wir ordnen ihm an jeder Stelle einen Einheits
vektor i' zu, der die Richtung der positiven d Su haben soll. Das 
mit Richtung gedachte Linienelement heiße d {$u, so daß d~" 
gleichbedeutend ist mit i' d su. Es hat nun der Differential-

quotient ! ~ irgend einen skalaren Wert eu, der eine Funktion 

der Koordinaten ist. Das gleiche gilt in v und w. Man erhält 
also die Zusammenstellung: 

dsu = eudu, dsv = evdv, c?sw = ewdw, (2) 

welche gleichbedeutend ist mit 

d{$u = eudu.i', d{$v = evdv.j', d~w = cwdw.f'. (3) 
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Die Elemente d Bu , d Bv , d Bw stehen senkrecht aufeinander, bilden 
also mit den Elementen d~, d ~, d 5 Winkel, deren Kosinus ge
geben seien durch das Schema: 

d~ oder i d ~ oder j d 5 oder f 

dBu oder i' Al A2 Aa 

d Bv oder j' [.ll [.l2 [.la 
. . (4) 

dBw oder f' VI V 2 Va 

Es ist gleichgültig, ob man hierin die gerichteten Elemente oder 
die Einheitsvektoren, welche ihre Richtung angeben, einführt. 

Die A, [.l, v findet man in den einfacheren Fällen leicht aus 
der geometrischen Anschauung. Allgemein erhält man etwa die 
A aus den Gleichungen (1), indem man die Schnittlinie, auf 
welcher u allein variiert, in x, y, z darstellt und die Kosinus der 
Winkel, welche ihre Tangente an der untersuchten Stelle mit 
den Achsen der x, y, z bildet, danach bestimmt. Die [.l und !I 

finden sich analog aus den beiden Schnittlinien, auf welchen v 
und wallein variieren. 

N ach dem Schema (4) ist 

d:r = Aleud~t+[.llevdv+VlewdW') 
dy = A2eur!u+P2cvdv+ J·2ewdw, 
d z = Aa eu du + [.la ev d v + Va ew d w. 

Hieraus folgt durch Auflösung: 

eu du = Al d X + A2 d Y + As d z, 1 
ev d v = [.ll d x + [.l2 d Y + [.ls d z, } . 

ewdw = VI dx + v2dy + vsdz.J 

. . . . (5) 

. . . . . (6) 

Für das Linienelement ci B, welches den Punkt u, v, w mit dem 
Punkt u + du, v + d v, w + d w verbindet, ergibt sich: 

dB = eudui' + cvdvj' + ewdwf', (7) 

und hieraus durch Quadrierung: 

ds2 = eu2du2+ev2dv2+ew2du;2 . ..... (8) 

Da dasselbe Linienelem.ent gleichzeitig die Komponenten d~, d~, d5 
hat, läßt sich diese Gleichung schreiben: 

dx2+dy2+dz2 = e,'1du2+ev2dv2+ew2dw2, . .. (9) 
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und damit ist das Mittel zur Bestimmung von eu , Cv und ew ge
geben: Bildet man mittels der Gleichungen (1) die Gleichung (9), 
so sind die Koeffizienten von d u2, d v2 und d w 2 in dieser Glei
chung die Quadrate von f u , eh ew • 

Das Gesagte möge an dem einfachen Beispiel von Zylinderkoordinaten 
erläutert werden, Man setze 

x = rcosq" y = l'sinrp, z = Z', 

Die Fläche r = const ist ein Kreiszylinder, dessen Achse in der z-Achse 
liegt, rp = Gonst ist eine durch die z'-Achse gehende Halbebene, z = Gonst 
eine Ebene parallel x y, Differentiiert man die vorstehenden Gleichungen, so 
erhält man leicht 

dx2+cl y2+clz' = cl1·2+r2cl'P2+clz', 

und die drei Inkremente cl 1', r cl rp, cl z stehen rechtshändig zueinander, 
wenn rp von x nach y hin gezählt wird, Sie sind also richtig angeordnet, 
wenn man r und x, IJ) und y, z und ,? als einander entsprechende Koordi
naten ansieht, Nach dem Obigen ist nun 

er=l, e,p=1', e.=l, 

dSr = cl 1', cls'p = rd rp, cls. = clz, 

Setzt man rp und " konstant, so hat das Inkrement clr die Richtung 
senkrecht zu z.Die Kurve sr ist also eine Gerade, welche senkrecht auf der 
z·Achse steht. In den Gleichungen für x und y ist COS'fJ und sin rp als konstant 

d,x; . d.'! . 
anzusehen, sie ergeben also durch Differentiation d I' = GaS rp, cl l' = sm rp, 

Außerdem steht sr senkrecht zu z, also folgt 

~2 = sin ({, 

Setzt man z = Gonst und l' = Gonst, so ist in r GaS 'P und l' sin rp das I' 

als konstant anzusehen, und es folgt x 2 + y' = r 2 ; die Kurve s'p ist ein 
Kreis vom Radius 1". Das Element ds,p dieses Kreises macht mit der Achse 

der x bekanntlich den Winkel rp + %, mit der Achse der y den Winkel 'P 

und steht senkrecht auf z, Also wird 

t-'l = - sin rp, ,112 = GaS rp, ,/13 = 0, 

Setzt man endlich l' und (fJ konstant, so bleibt als dritte Kurve s. eine 
Gerade parallel zur z-Achse. Damit wird offenbar 

}'1 = 0, 1'2 = 0, 1'3 = 1. 

Sonach reduziert sich für den Fall der Zylinderkoordinaten das Kosinus
schema auf 

i j I f 

i' cos rp sin 'P 0 

j' - sill rp COS rp 0 

f' 0 0 1 
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Aus Gleichung (5) ergibt sich: 

OX OX ox - = Ale", QV = ~lev, ;::-- = VI ew , ou Ow 
oy 
ou = A2 eu , 

oy 
OV = ~2ev, 

oy 
ow = v2 ew , (10) 

0$ 0$ 0$ 
ou = Aseu , ov = ~sev, ow = vsew , 

oder, wenn man abkürzend 11 für Al eu, 12 für A2 eu, 1'Ill für ~l Cl! usw. 
schreibt: 

ox ox ox - = 7u OV = 1'Ill , ow = nll ou 
oy oy oy 

(11) ou = l2, ov = 1n2 , - =n2 , ow 
oz oz öz 
- =ls, OV = 1'IIs, - =ns· ou ow 

Die A, p" V müssen den bekannten Orthogonalitätsbedingungen 
genügen. Daraus ergeben sich folgende Schlüsse: 

I. Bedeutet das Zeichen .2: eine Summierung über die drei Werte 
E = 1, 2 und 3, so folgt aus 

'2.:fl,'" = 2:",", = 2: ",fl, = 0, 

daß auch 

also 

d2x d2x .. 
Da ferner du dv = d v du usw., so erglbt slch aus (11): 

dl. dm, 
(}v - JU' 

dm, dn. 
dw - 7fV' 

dn. d l. 
au = ow' . . (13) 

~ dl. 
Wir bilden nun den Ausdruck L.J l. (fV' Aufgelöst lautet derselbe 

2: eu ", :v (e" ".), und damit ergibt die direkte Differentiation 
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Da nun "S 1.,2 = 1 und die Größe unter dem zweiten Summenzeichen der 

Differentialquotient von ~ "S 1.,2, also Null ist, so bleibt 

07, 0 eu 
'""' I -- - e -, , , , • • • , , , , , (14) 
.L..J 'ov - u 0 V 

Nach der ersten Gleichung (13) ist aber 

ole om. 0 "2: 1.(JV = "SI, ou = ~e"I.'ou(ev,u.), 
und wenn man bier die Differentiation auf der rechten Seite ausführt, 
erhält man: 

Hier ist die zweite Summe wieder Null, also bleibt 

~ I ~-~ = e e ~ I. o,u.. ...',." (15) 
.L..J • ou u v.L..J ' ou 

Der Vergleich von (15) mit (14) ergibt: 

~ I. ~,u. _ -.!.. oeu . • •. '" •• " (16) 
.L..J • 0 u - ev dv 

~ "" Of'. ~ 01., 
Zugleich ist wegen ~ 1., f'. = 0 auch ~).. du = - .L..J f'. ou' so daß 

man schließlich erhält: 

'""' O,U, "" 0).. 1 oeu 
.L..J 1.. du = - ~ ,u'''(};i = e (f/)' 

v 
.. , ... (17) 

Indem man das gleiche Verfahren auf die übrigen Größen der Gleichung (12) 
anwendet, findet man die folgende Zusammenstellung: 

"" 0 ,u. "" 0 1.. 1 0 eu 
~ 1.. du = - ~f',"(};i = e av' 

v 

\. , . , . , (18) 

B u d d e, Tensoren u. Dyaden. 14 
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11. Wir setzen nun abkürzend: 

2: m, n, = fu ' .2: n, l, = fv ' 2: l, m, = fw' . . (19) 

Durch direkte Differentiation erhält man: 

af" "" an, "" am, Tu = ~ m, (f;; + ~ n, (f;; , 

afv _ "" al, ~ an, 
(fV - ~ n,dV+ ~ l, dV' .....•. (20) 

afw ~ am, "" al, aw = ~ l, a 10 + ~ m, aw . 
an, al, am, 

Hierin kann man nach Belieben entweder die Werte Tu' (fV' aw in der 

ersten Kolonne rechts durch diejenigen ersetzen, die ihnen nach (13) zu
am, an, al, 

kommen, oder man kann dasselbe mit den Größen Tu ' av' a waus der 

zweiten Kolonne ausführen. So erhält man: 

af.. ~ al, ~ am, ~ an, ~ al, 
Tu = L.. m, a w + ~ n, (fU = ~ m, Tu + L.. n, av ' 
afv ~ am, "" an, "" al, ~ am, 
av = ~ n'~au+ ~ l, av = L.. n,av+ ~ l, aw' . (21) 

afw ~ an, ~ al, ~ am, "" an aw = L.. l, av+ 2.J m, aw = ~ l, a;v+ ~m. at: ' 
und damit findet sich leicht: 

afu afv afw ~ an, ~ am, 
-a:u-+av+ dw = 2 ~ l, av = 2 ~ l, aw ' 

a fu _ a fv a fw _ 2 ~ m ~ _ 2 ~ m an, 
au av + aw - ~ 'aw - ~ 'du' .. (22) 

a fu a fv _ a fw = 2 ~ n d m, = 2 "" n ~. 
au + av aw L..' au ~, iJv 

Da nun {", fv und f w sämtlich Null sind, so ergibt sich, daß die 

Summen .2: in (22) alle Null sind; Ferner ist leicht zu sehen, daß, wenn 

~ an, ~ aVE 
~ l, (fV = 0 ist, auch ~ 1., av = 0 sein muß, usw. Also erhält man 

schließlich: 

....... (23) 
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Man bemerke, daß in jedem Posten der Gleichungen (18) je zwei, in jedem 
Posten der Gleichungen (23) dagegen alle drei Koordinatenrichtungen ver
treten sind. Die oft nützlichen Beziehungen, die von R. H. We b er herrühren, 
sind an den Zylinderkoordinaten leicht zu verifizieren. 

Wie oben gezeigt, ist 

dsu = e"du, ds" = elJdv, dsw = ewdw. 

Von den Flächenelementen , welche ein Elementarparallelepiped 
begrenzen, heiße d 6" der Betrag desjenigen, welches die bei den 
Seiten d s" und d Sw hat usw. Demgemäß gelten für die skalaren 
Inhalte dieser Flächenelemente die Formeln: 

d6" = e"ewdvdw, d6" = ewe"dwdu, d6w = e"e"dudv, (24) 

und der Inhalt d S des Elementarparallelepipeds ist 

.. (25) 

98. Vektoren in krummlinigen Koordinaten. 

I. Komponenten. Irgend ein Vektor m: ist im System der 
x, y, z als li, mj, nf gegeben, wo l, m, n Skalare sind, die man 
gewöhnlich Ax , A y, A. nennt. In u, v, w ist i durch Al i' + fLd' + vtf' 
zu ersetzen usw. Man erhält also: 

oder 

A" = Al Ax + A2 A y + As Ag,) 
A v = /1t A x + /12 Ay + fLs A., .. 
A w = VI A~ + V 2 A y + V s Ag, 

1 0 x 1 0 Y 1 OZ 
Au = A x - ;;> + A y - ;;> + A. - ;;>, 

e" uU e" uU e" uU 

A - A ..!.. 0 x + A ..!.. 0 y + A • ..!.. oz 
,,- x evov Yevov e.,ov' 

A - A ..!.. oX+ A ..!.. oy +A ~ oz. 
w - x ew OW Yew OW • e". OW 

In Zylinderkoordinaten z. B. wird 

Ar = A" cos rp + A y sin rp, 

Ap = - A", sin rp + A y cos rp, 

A. = A •. 

. . . . (1) 

. . . (2) 

Il. Produkte. Wegen der Rechtwinkligkeit der Komponenten 
bleibt die Definition des skalaren und des vektoriellen Produktes 
erhalten: Sind m: und ~ zwei Vektoren, so ist 

14* . 
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(2(~)=A/{B,,+AvBv+AU'Bu" ..... (3) 

" l2(~] = " ,1(4) 
(AvBw - AwBv)t + (AwBu - AuB .. )} + (AuBv - AvB .. ) f. f 

Hf. Gradienten. Ist U ein Skalar, so ist: 

u- oD _~ oU" 1 
grab.. - 00" - eu du t, l 

\" U 1 oD " (-) gra"v = - -,,-1, .... , . . () 
ev ov I 

graDwU = ~oUf'. J 
ew ow 

Ist n die Richtung des maximalen Anstiegs von U, so ist graDn U 
= graD U schlechthin, und 

grab U = grabu D + graDv U + graDw U. . . . . (6) 

IV, Divergenz. Die Divergenz des Vektors 2( wird bekannt
lich definiert als der Quotient aus dem Oberflächenintegral von 2( 

über die Oberfläche eines Körperelementes und dem Inhalt dieses 

-u 

Fig.6. 
4~ _____ /'I7 

3tC---+-----'6V 
I 
I 
I 
I 
I 

././/~--------- ----- 5 

Elementes. Nehmen wir 
als Element das am 
Schluß des vorigen Para
graphen erwähnte Ele
mentarparallelepiped und 

u betrachten zunächst das 
Flächenpaar desselben, 
welches senkrecht auf u 

o 1 steht, so hat jede dieser 
beiden Flächen den Betrag ev ew d v d w, vgl. Fig. 6, wo 0 2 4 3 die 
erste, 1576 die zweite dieser Flächen darstellt. Auf 0243 hat 
das Oberflächenintegral offenbar den Wert -(Auevewdvdw)u; 
auf der entgegengesetzten Fläche ist der Wert + (Auevewdvdw)u+ du, 
also liefern die beiden betrachteten Flächen zu dem Oberflächen-
integral den Beitrag 

o 
-" -(Auev ew)du dvdw. 
ou 

Die beiden anderen F'lächenpaare liefern die Beiträge 

';10 (Aveweu)dudvdw und ",~(Aweuev)dudvdw. 
uv uW 
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Somit wird nach Division mit dem Volumen eu ev ew du d v d w: 

Für den Fall, daß ~ ein Poteutialvektor mit dem Potential - U 
ist, ergibt sich daraus: 

div grab U = ) 

_~_ f ~(ev ew oU) + ~(ew eu oU) + ~o (c"ev ?;U)}. (8) 
c"c"ew lau eu au cv Cv av ow ew aw 

V. Ourl. Der Ourl von ~ ergibt sich analog dem Vorigen, 
wenn man die Definition "der Our! ist gleich dem Quotienten 
aus dem über die Umrandung eines Flächenelements genommenen 
Linienintegral von ~ und dem Inhalt des Flächenelementes" auf 
ein Flächenelement des Parallelepipeds der Fig. 6 anwendet. Man 
findet leicht: 

Cltrl" \!! = Co ',Jo". (c. A.) - ö~, (",A,,) } I', 1 
curfv ~ = _l_{~(euA,,)-.}.(ewAw)}j', ~ ... (9) 

ewe" tOW cu J 
curfw~ = _l_{~(evAv)_",a (euA,,) }f, 

e"ev 0 u uV 

und es ist 
eurf m: = eurfu \Jl + curfv ~ + eurfw m:. . . . . . (10) 

99. Diatensoren in krummlinigen Koordinaten. 

Ist ein Diatensor im System der x, y, fJ durch seine neun 
Glieder t""", txy usw. gegeben, so ist für die Transformation auf 
u, v, tu die allgemeine TransformatlOnsformel des § 18 und 4:4: 
auf ihn ohne weiteres anwendbar. Es findet sich, wenn der trans
formierte Diatensor t1J' heißt, 

t1J1 = lA1 A2 I·a f.1.1txx+I'2tXy+~·stx.' ,ultxx+,u2txy+,u3fx.' VI txx+v2t",y+vStxZl 

,UI 112 ,u3 'tAI tYX+1.2tYY+~3ty., 'U I tyx+,u2tyy+,u3tyz' "1 tYX+V2tyy+VS t yZO 

VI "2 Vs .1.If.x+1.2t.y+l·st •• , ,ult,x+,u2tzy+,/1st •• , Vjt,x+V2t.y+vst.z, 

(1) 

wo die A, /1, v nunmehr aus dem Schema (4) des § 97 zu ent
nehmen sind. 
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Wir wollen mittels dieser Formel den derivativen Diatensor 
eines Vektors m: in u, v, wausdrücken. In x, y, z sind die Glieder 

d d . ti D' t . b k t oA", oA", D't es enva ven Ia ensors, WIe e ann , --::.-, --::.- USW. amI 
uX uy 

werden die beiden ersten Glieder von .Q~: 

t = A (A OA"'+A oA",+Ä. OA",) 
uu 1 1 0 X 2 0 Y 3 OZ 

+ A (A 0 A y + A 0 A y + .1. 0 A y) .... (2) 
2 1 OX 2 oy S OZ 

+ .1. (.1. 0 A. + A 0 A. + A 0 A.) 
8 1 ox 2 oy 8 OZ ' 

und 
t A ( 0 A", + 0 A", 0 Ax) 
u" = 1 tl1 ox P-2~+tlsTz 

+ A (OA y oAy OAy) 
2 tl1 ox + tl2 oy + 118 lfZ · . . . (3) 

+ .1. (OA. oA. OA.) 
3 tl1 0 X + tl2 ~ + P-8 Tz . 

Multipliziert man Gleichung (2) mit eu , Gleichung (3) mit e" 

und bedenkt, daß nach § 97, Gleichung (10) e" Al = ~: usw., so 

erhält man 

Hierin ist nun 

t _, 0 A x 0 A y ,0 A. 
e" u" - 11.1 --+ .1.2 --::.- + 11.8--::.-' • 

du uu uu 

t ' 0 A x ,0 A y ,0 A. 
e" "" = 1I.1--::.-+1I.2-.:;,-+lI.s--::.-· 

uV uV u V 

A x = .1.1 Au + P-1 A" + v1 A w , 

A y = A2 A" + P-2 A V + v2 A w , 

A. = As A" + P-s A" + Va Aw 

· ... (4) 

· . . . (5) 

zu setzen. Führt man dies aus, so erhält man zunächst für tuu : 

t _ 0 A" ~ , 2 0 A v ~ , 0 A w ~ , 
e" "" - ou .L.JII.. + OU .L.JII..p-. + OU .L.JII..v. 

o A (E = 1, 2, 3.) 
+ A,,2:;A. 0: + A,,2:;l. ~~ + A w 2:;AE ~~. 

In dieser Gleichung verschwinden der zweite, dritte und vierte 
Posten rechts, und wenn man auf die übrigen die Gleichungen (18) 
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des § 97 anwendet, erhält man nach Division mit eu die erste 
der nachfolgenden Gleichungen; die zweite ergibt sich durch 
Ausrechnung auf dem gleichen Wege, die übrigen folgen zyklisch: 

t - _?1-", + A v 0 eu + A w c eu 

uu - euou eu evov eu ewow' 

o Au A v oev 

evOv ev euou' 

tuw = oAu _ A w 01'", , 
ew 0 w ew euot~ 

cAv Au oeu 

eu 0 U - eu - ev 0 v ' 

t _ oA", A v oe" 
wv - ev OV -e;; ewow' 

tww = 0 A~ + Au 0 ew + A v 0 ew . 
ew 0 w ew eu 01,/, ew ev OV 

Der derivative Diatensor .Q,~ hat die neun vorstehenden 
Glieder. Aus diesen werden die Divergenz, die Deformation und 
der Antitensor von 2l nach den in § 93, Satz I, II und III, aus
gesprochenen Regeln gebildet, und es gelten auch die weiteren 
Bemerkungen desselben Paragraphen. Die Identität der in § 98 
gegebenen Ausdrücke für Divergenz und Cur! mit denjenigen, 
die aus den vorstehenden Gleichungen folgen, ergibt sich sofort, 
wenn man die Differentiationen in den ersteren ausführt. 



Zweiter Abschnitt. 

Die Voigtsche Ableitung des Tensorbegriffes 
und die selbständigen Tensoren. 

Erstes Kapitel: 

Die Voigtsche Ableitung des Tensorbegriffes. 

100. Der Einzeltensor. 

Ein Vektor hat Betrag und Richtung, welch letztere in einem 
rechtwinkligen Koordinatensystem der x, y, z durch drei Richtungs
kosinus (Xl' (X2, ()(g bestimmt ist. Gibt man den ()( umgekehrte 
Vorzeichen, so kehrt sich die Richtung des Vektors um. Die 
Betrachtung von deformierenden Bewegungen und Kräften führt 
nun zu der Wahrnehmung, daß Größen existieren, die nicht durch 
einen Betrag und eine Richtung, sondern durch einen Betrag und 
eine Doppelrichtung charakterisiert sind. Den einfachsten Fall 
dieser Art hat man vor sich, wenn man sich vorstellt, eine 
homogene Strecke werde, ohne daß die Lage ihres Schwerpunktes 
sich ändert, nach ihrer Doppelrichtung gedehnt. Für diese Deh
nung sind dann die bei den entgegengesetzten Richtungen, nach 
welchen sie stattfindet, offenbar gleichwertig. Während man 
einen Vektor anschaulich durch eine Strecke mit Pfeilspitze 

/ darstellt, kann das für die Dehnung durch eine Strecke 

mit zwei Pfeilspitzen geschehen, die / oder ~ 
zu zeichnen sind, je nachdem es sich um Verlängerung oder um 
Verkürzung handelt. Man kann den Doppelpfeil zur vollständigen 
Charakterisierung der Dehnung benutzen, indem man ihm die 
Doppelrichtung der Dehnung und zugleich eine Länge gibt, welche 
dem Betrag der Dehnung entspricht. Die doppelt gerichtete 
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Größe, welche die Dehnung einer Strecke darstellt, nennen wu' 
einen Einzeltensor. 

Die im ersten Teil behandelte reine Deformation ist bis hierher der 
einzige Fall, in dem wir einen zugleich vorstellbaren und jn seinen Eigen
schaften gut bekannten Fall von Größen, die durch Betrag und Doppelrichtung 
bestimmt sind, vor uns haben. Bis zur Erwähnung des Gegenteils werden 
wir also die Erörterungen dieses Kapitels an den Fall der reinen Deformation 
anschließen und die zu untermchenden Größen zunächst als Deformationen, 
solange vom Einzeltensor die Rede ist, als einfache Dehnungen vorstellen. 

Einen Vektor zerlegt man in Komponenten nach den Ko
ordinatenachsen, indem man ihn mit seinen Richtungskosinus 
multipliziert. Für den Einzeltensor ist eine derartige Zerlegung 
nicht zulässig, weil die Zweideutigkeit seiner Richtung dabei nicht 
zum Ausdruck kommen würde. Das letztere kann nur geschehen, 
wenn man für die Zerlegung des Einzeltensors gerade Potenzen 
der Richtungskosinus verwendet, weil dann die Bestimmungsstücke 
unverändert bleiben, wenn die OG entgegengesetzte Vorzeichen an
nehmen. Im einfachsten Fall, der eben der Tatsache entspicht, 
daß es sich um z w e i gleichzeitig entgegengesetzte Vorgänge 
handelt, wird man die Kombinationen zweiter Dimension der 
Richtungskosinus benutzen, also die Größen OGr\ OGl, (X.ö2, OG 2 fX 3 , fX 3 OG1 

und (XIOG2' Ein Einzeltensor heiße 7r und sein skalarer Betrag 
sei p, er dehne eine gegebene Strecke, welche die Richtungs
kosinus OG I , OG 2 , (X3 besitzt, in ihrer Doppelrichtung. Wir können 
ihm dann im System der x, y, z sechs Bestimmungsstücke zu
schreibeu, deren Beträge wir· Pxx, Pxy usw. nennen, und die 
bestimmt sein sollen durch die Festsetzungen: 

pxx = upp, pyy = Cl. 22p, pzz = OG}p, • (1) 
Pyz = OG 2 (X3 [I, Pzx = (X3 OG I P, J!xy = (Xl (X2 p. (:2) 

Die drei ersten in Gleichung (1) formulierten Größen heißen 
Bestimmungsstücke erster Art, die drei anderen solche zweiter 
Art. Aus (1) und (2) folgen unmittelbar die Gleichungen: 

für das erste Tripel: 

pxx + Jiyy + Pu = p,. . 
') ') .) 

(Xi: (Xi: u"- = pxx: Pyy: 1izz; 
für das zweite Tripel: 

12z,"--Pxy + pxy Py"- + EyzJ!zx = p, 
Pyz Pzx llxy 

111 
(XI :U2 :Cl.3 = -.-: -: --. 

]Jyz lizx pxy 

(3) 
(4) 

(5) 

(6) 
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Man sieht, daß im Fall des Einzeltensors jedes einzelne der 
Tripel genügt, um den Betrag und die Doppelrichtung von 7t zu 
bestimmen. Das liegt in der Natur der Sache, da der Einzel
tensor durch seinen Betrag und durch die beiden Winkel, welche 
seine Doppelrichtung festlegen, gegeben ist, also nur drei Be
stimmungsstücke besitzt. Fällt der Einzeltensor in eine der 
Koordinatenachsen, z. B. in die Achse der x, so wird Oll = 1, 
tx 2 = txs = O. Es verschwinden also die drei Bestimmungsstücke 
zweiter Art sämtlich, während von denen erster Art eins übrig
bleibt. Hierin liegt ein charakteristischer Unterschied zwischen 
den beiden Tripein. 

101. Transformation des Einzeltensors. 

Ist r ein vom Koordinatenanfang aus gezogener Fahrstrahl, 
der in die Doppelrichtung von 7t fällt, und ist x, y, z der End
punkt von r, so ist +x = /Xl r, ±y = a2r, +z = asr, also: 

x2 = a12r2, y2 = a]r2, Z2 = aa2r2,. (1) 

yz=a2asr2, zx=aSal r2, xy = Oll (X2r2. (2) 

Die Koeffizienten von r 2 in diesen Gleichungen stimmen mit 
denen von p in den Gleichungen (1) und (2) des vorigen Para
graphen überein. Daraus folgt offenbar: Die Bestimmungsstücke 
eines Einzeltensors transformieren sich wie die Quadrate und 
Produkte der Achsenkomponenten eines Vektors von gleicher 
Doppelrichtung. 

Eine Verschiebung des Anfangspunktes kommt dabei ebenso
wenig wie beim Vektor zur Geltung, weil in die Definition beider 
kein Anfangspunkt eingeht. 

Gilt für das System der x, y, z und für ein zweites recht
winkliges System der g, 'Y}, ~ das Kosinusschema 

~ Yl Y2 I Ys, 

so folgt aus x = Oll g + ßl'Y} + Yl ~ und g = Oll X + 012 Y + (Xs Z usw., 
daß man für die Transformation der Einzeltensoren ein Schema 
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der Koeffizienten aufstellen kann, welches dem für Vektoren 
ähnlich ist, bis auf eIDen gleich zu erwähnenden Unterschied. 
Es lautet 

Pxx Pyy Pss Pys Pzx Pxy 

P~~ OG 2 
1 OG 2 2 OG 2 

3 OG 2 OGs OGs OG I OGI OG 2 

P'i 'I ß12 ß} ß32 ß2ßS ßSßl ßl ß2 

P~~ 
2 

)'1 
2 

)'2 )'1 )'2)'S 'Ys 1'1 YIY2 

P~~ ßl'Y1 ß2'Y2 ßs'Ys (ß2'Ys + ßs 1'2) (ßs 1'1 + {il'Ys) (ßlY2 + P2'Yl) 

P,~ 2') OG~ 1'2 OG 2 'YsOG~ (Y2(XS + YS(X2) ('Ys (XI + 1'1 (Xs) (YI OG2 + Y2 OGI) 

p~~ OG I ßl ~2ß2 OGs ß:l (OG2ßa + OGa ß2) ((Xs ßI + (Xl ßa) (OGI ß2 + OG 2 ßI)' 

Bei Benutzung desselben muß man aber, wie die Ausrechnung 
von x 2 usw. zeigt, die einmal unterstrichenen Größen dann und 
nur dann mit 2 multiplizieren, wenn die Zeilen des Schemas in 
Anspruch genommen werden, und die zweimal unterstrichenen, 
wenn die Kolonnen in Anspruch genommen werden, z. B.: 

Pyy = OGi P~~ + ßi P'PI + )'l Ps'" + 2 ß2 1'2 P'I~ + 21'2 OG2 P;~ 
+ 2 a2 ß2P~ '1' 

P'I~ = ßl 1'1 Pxx + ß2 Y2P yy + ßa 'Ya Pss + (ß2'Ya + ßa 1'2) PyS 

+ (ßa 1'1 + ß~ )'a) Psx + (ßl)'2 + ß2Yl)Pxy' 

Darin, daß die Koeffizienten für die letzten Terme der Be
stimmungsstücke erster Art mit 2 multipliziert werden müssen, 
liegt der eben erwähnte Unterschied. Das Schema für Vektoren 
kann in der gleichen Gestalt von oben nach unten wie von links 
nach rechts benutzt werden; man bezeichnet diese Eigenschaft 
dadurch, daß man es "orthogonal" nennt; das Schema für den 
Einzeltensor ist nicht orthogonal, aber wenn man die Multiplikation 
mit 2 im Auge behält, gleichfalls bequem zu benutzen. 

Nimmt man an, ein Einzeltensor falle in die Achse der g, 
sei also bestimmt durch die Gleichungen P~~ == p, P'PI = P;; = 0, 
so wird nach dem obigen Schema: 

pxx = alp, Pyy = OGip, Psz = OG}p, .. (3) 
Pyz = OG2OGaP, P,x = IXsa!lJ, pxy = OG 1 OG2P, .. (4) 

d. h. die Transformation von einer in die Richtung des Einzel
tensors fallenden Achse auf ein beliebiges rechtwinkliges Ko-
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ordinatensystem liefert die Bestimmungsstücke des Einzeltensor8 
in diesem Koordinatensystem. Zerlegung nach den Koordinaten
achsen kann definiert werden als Transformation nach diesen 
Achsen. Mit einem alsbald zu erwähnenden Vorbehalt kann also 
das Transformationsgesetz als das entscheidende Kennzeichen für 
den Tensorcharakter angesehen werden. 

102. Die Spezies des Einzeldiatensors. 

Wir bleiben bei der Annahme, daß die Doppelrichtung des 
betrachteten Einzeldiatensors in die Achse der g falle. Seme 
Wirkung besteht dann darin, daß er einen Vektor von der Rich
tung + g dehnt, ohne ihn zu drehen. Dieselbe Operatiou läßt 
sich aber offenbar in der Ausdrucksweise des ersten Teiles dar
stellen durch einen auf die Achsen der g, 'Y}, ~ bezogenen Tensor 

f t~~ 0 0 
.,;/ = 1 0 1 0 ....... (1) 

l 0 0 1. 

Transformiert man diesen nach § 6 auf das System der :1', y, Z, 

so erhält man: 

txx = uft~~ + ß12 + 'Yl = 1 + uNt~~ - 1), 
tyy = 1 + lXi(I~~ -1), tzz = 1 + u}(t~~ -1), 

tyZ = U2u3t~~ + ß2 ß3 + '1'2'1'3 = 1X2 U 3 (t~~ -1), 

Setzt man hierin t~~ - 1 = p, so erhält man III :1', y, Z 

Es ist also 

f1 + ulp 
1; = { U j U2 1> 

l U 3 0(1 P 

Oll Ud) 

1 + U 22p 
U 2 U 3 P 

1; = 1t + I; 

UBU1P 

0I2 U BP 
1 + ul p. 

. . . . (2) 

jedes der Diagonalglieder von .,; ist um 1 größer als das ent
sprechende Diagonalglied von '/C. Das ist aber die Beziehung, 
welche ausspricht, daß .,; und '/C korrespondierende Tensoren sind. 
Es ergibt sich also der folgende Schluß: Man kann ein und 
denselben Einzeltensor auf zwei verschiedene Weisen darstellen, 
erstens als 'r;' nach den Grundsätzen des ersten Teiles, indem man 
ausdrückt, daß er als symbolischer Faktor einen Vektor in eine 



§ 102 n.108. Spezies des Einzeltensors, Tens01·. 221 

semer homogenen linearen Vektorfunktionen überführt, zweitens 
als n, indem man rein von seinen Transformationseigenschaften 
ausgeht. Tut man das letztere ohne weiteren Zusatz, so erhält man 
einen Additivtensor n, der mit dem Verhältnistensor 'r; korrespondiert. 

Der Unterschied rührt daher, daß die Bestimmung aus den 
Transformationseigenschaften allein nicht ganz vollständig ist, daß 
sie vielmehr noch eine additive Invariante zuläßt. 8chon in 
§ 9 und 86 wurde darauf hingewiesen, daß die Transformations
eigenschaften eines Tensors sich nicht ändern, wenn man ihm 
die Größe n I zusetzt, wo n irgend eine konstante Zahl ist. Auf 
Grund der bloßen Transformationseigenschaften kann man also 
7r + nI für n setzen. Aus Gründen, die in der Anmerknng zu § 85 
bereits dargelegt wurden, interessieren uns nur die Werte 1 und 0 
der Zahl n. Setzt man n = 1, so wird dElI' Tensor durch T, setzt 
man n = 0, so wird er durch n ausgedrückt. 

Im Anschluß hieran können wir die beiden Einzeltensoren 'r; 

und n in korrespondierender Form: 

und 

f 1X2 P 
n = { 1X1 1X2 P 

I (XaIXI P 

IX I IX 2 P 

lX}p 
1X2 IXaP 

lXa IXI P 
1X2IXaP 

lX}p 

11 + (Xl? P IXI (/,2P (/'a (/,1 P 
'r; = IXI (/,2 P 1 + (/,i P (/,2 (/'a P 

(/'a (Xl P 1X2 lXa P 1 + r:x.} P 

. . . . . (3) 

schreiben, und es gelten nunmehr für n die in Teil II, Abschnitt 1, 
Kapitel 1 gegebenen Erwägungen. 

103. Tensor. 

Es seien nun zwei aufeinander senkrechte multiplikative 
Einzeltensoren der Doppelrichtungen g und f} gegeben; nennen wir 
sie 1: und T' und drücken sie mit der letzten Gleichung des vorigen 
Paragraphen in P aus, so ist in leicht verständlicher Bezeichnung: 

f+"!P 1X1 (/,2P lXa(/,IP 

T = (/,j(X2P 1 + (1,2?P (/,2(/,3 P 
(1,a (1,11) (/'2 1Xa /) 1 + IXlp, 

(1) 
P + ßfp' ßlß2P' ßa ßIP' 

t'=tßIß2P' 1 + ßip' ß2ßaP' 

ßa ßl p' ß2ßaP' 1 + ßlp'. 
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Multipliziert man nach bekannter Regel 1:" mit 1:"', so findet man, 
daß die Terme, welche pp' enthalten, sämtlich verschwinden, und 
.es ergibt sich: 

fl +alp+ Np' 
n' = ~ (;GI a2P + ßI ß2 p' 

las alP + ßs ßIP' 

a l a2P + ßI ß2P' 
1 + aip+ ßip' 
(;G2(;GSP + ß2ßSP' 

(;GS(;GIP + ßs ßl p' 
(;G2 aSP + ß2ßSP' 
1 + alp + ßip'j 

(2) 

d. h. die operative Multiplikation von zwei aufeinander senkrecht 
stehenden Einzeltensoren, die beide in dem gleichen Koordinaten
system als Verhältnistensoren gegeben sind, vollzieht man, indem 
man die Glieder der entsprechenden Additivtensoren addiert und 
aus diesen durch Addition von I wieder einen Verhältnistensor 
herstellt. 

Dieser Satz läßt sich offenbar ohne weiteres auf drei auf
einander senkrecht stehende Einzeltensoren übertragen, denn die 
Multiplikation von 1:' 1:"' mit einem dritten in die Richtung der ~ 
fallenden Einzeltensor x" vollzieht sich in derselben Form WIe 
diejenige von 1:' mit x'. Es ergibt sich also: 

1:'1:"'1:"" = 11: + 11:' + Tl" + L (3) 

Das Produkt 1:" 1:" x" stellt in Gemäßheit dessen, was über 
operative Multiplikationen festgestellt wurde, drei sukzessive 
Dehnungen nach drei aufeinander senkrecht stehenden Achsen 
dar, es ist also ein Verhältnistensor T im Sinne der im ersten 
Teil gegebenen Definition (vgl. § 56 am Schluß). 

Die Summe 11: + Tl' + Tl" nennen wir einen Additivtensor n, 
und die Richtungen der :lT, Tl', Tl", welche mit denen der 1:", x', 1;" 

übereinstimmen, bezeichnen wir als seine Hauptachsenrichtungen. 
Die entsprechenden Größen p, p', p" sind die Beträge seiner Kon
stituenten. Es ist T = II + L 

Somit sind wir auf dem Wege über die Transformations
eigenschaften zu den aus dem Früheren bereits bekannten Defini
tionen von Verhältnistensor und Additivtensor gelangt. 

Es ist darauf aufmerksam zu machen, daß die hier gegebene 
Ableitung sich zwar an die Vorstellung der dehnenden Deformation 
anlehnt, aber nicht notwendig mit ihr verknüpft ist. Die Trans
formationen können auch gültig sein für Größen, die nicht 
Deformationen sind j darin liegt die größere Allgemeinheit, welche 
durch die Voigt sehe Ableitung gewährleistet wird. 
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Außerdem ergibt sich für den hier behandelten speziellen Fall die Be
merkung: Die (operative) :;Vlultiplikation zweier orthogonalen Einzeltensoren 
ist geometrisch gleichbedeutend nicht mit der Multiplikation, sondern mit 
der Addition der korrespondierenden Additivtensoren. Das gilt aber in dieser 
Einfachheit nur, wenn die Einzeltensoren aufeinander senkrecht stehen. 

Aus der Gleichung II = n + n' + n" folgt, daß man be
rechtigt ist, die Einzelgrößen n, n', n" als Komponenten von IJ 
zu bezeichnen. Daraus, daß in § 100 die Herstellung der Größen 
pxx, Pxy usw. als eine Zerlegung aufgefaßt wurde, folgt ferner, 
daß man auch diese Größen in Analogie mit den Komponenten 
eines Vektors als Komponenten des Einzeltensors auffassen und 
somit schließlich die Glieder eines Additivtensors allgemein als 
seine Komponenten bezeichnen kann, wie dies von W. Voigt 
geschehen ist. Hier ergibt sich also für die Ausdehnung des 
Summenbegriffes auf die tensorielle Zusammenfügung eine Be
gründung, die (vgl. § 6) auf dem Boden der in S 1 gegebenen 
Definition nicht vorhanden war. 

Zweites Kapitel: 

Selbständige Tensoren und Diatensoren. 

104. Der Voigtsche Spannungstensor für homogen verteilte, 
im 6leichgewicht befindliche Oberflächenkräfte. 

An den Anfang eines rechtwinkligen Koordinatensystems der 
x, y, z legen wir ein rechtwinkliges Parallelepiped mit den Seiten 
(Fig.7) 0 1 = a, 02 = b, 03 = c, so Fig.7. 
daß die drei Kanten a, h, c in die z 

Koordinatenachsen fallen. Von je zwei 
gegenüberliegenden Seitenflächen des 
Parallelepipeds markieren wir die
jenige, welche durch den Nullpunkt 
geht, mit einem unten angesetzten 
Minuszeichen, die gegenüberliegende c 
mit einem Pluszeichen, so daß also 

4 

y 

die Fläche 0243 cL, die gegenüber- o"------,a,..--~----x 

liegende cb+ heißt. 
Es sollen nun auf sämtliche sechs Flächen des Parallelepipeds 

Kräfte wirken, und zwar nehmen wir an, diese Kräfte seien 
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homogen verteilt, d. h. so, daß auf jede Einheit ein und der
selben Fläche gleich große und gleich gerichtete Kraftanteile 
kommen. Dann können die Kräfte für jede Fläche offenbar zu 
einer Resultante vereinigt werden, die im Mittelpunkt der Fläche 
angreift. Wird z. B. die Kraft, welche auf die Einheit einer 
Fläche b c wirkt, mit -\'x bezeichnet, so wirkt auf die ganze Fläche 
die Kraft b c -\'x usw. Man erhält daher, wenn man auch die Kräfte, 
die auf eine negativ markierte Fläche wirken, mit einer Minus
marke versieht, die folgende, ohne weiteres verständliche Liste von 
Kräften und Angriffspunkten: 

Fläche: Kraft: Angriffspunkt: ) b c 
bc bc-\'_x x=O, Y="2' z=2' 

bc+ bc-\,+x 
b c 

X= a, Y="2' z=2' 

a 
y = 0, 

c ca_ ca-\'_y x=2' z = 2' l 
( (1) 

a 
y = b, 

c 
ca+ ca-\,+y x=2' z=2' 

aL ab-\,_z 
a b 

z = 0, x=2' y = 2' 

ab+ ab-\,+. 
lt b 

x=2' Y=2' z == c, 

Wir stellen nun weiter die Bedingung, daß diese Kräfte an 
dem Parallelepiped im Gleichgewicht sein sollen. Das heißt, 
sowohl ihre Resultante wie ihre Momente in bezug auf die 
Koordinatenachsen sollen verschwinden. Die drei Achsenkompo
nenten von -\'+x mögen der Reihe nach -\'xx, -\'xy, -\'xz heißen, die
jenigen von -\,_y heißen -\'-yx usw. Dann ergibt sich 

erstens: die sechs Kräfte liefern 18 Komponenten, und wenn 
die Resultanten Null sein sollen, so muß sein 

-\'xx + -\'-xx = 0, 

-\''''11 + -\'-xy = 0, 
-\'x. + -\'-x. = 0, 

-\'yx + -\'-yx _ 0, -\'x. + -\'-x. _ 0'1 
-\,yy + -\'-yy - 0, -\'y. + -\'~ yz - 0'1· . (2) 
-\,yz + -\,_y. = 0, -\' •• + -\'_ .. = 0; 

zweitens: die y- und z -Komponenten der sechs In Liste (1) 
aufgestellten Kräfte sind der Reihe nach: 
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bc~_",y und bc~-xz, bc~xy und bC~X8' 
ca~_yy und ca~_y., ca~yy und ca~y., 
ab~_zy und ab~_zz, a b~zy und ab~zz' 
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Werden also die Beträge ihrer Momente in bezug auf die 
Achse der x der Reihe nach mit L 1 , L 2 usw. bezeichnet, so ist 
(p,u. der Betrag von ~,u.): 

L 1 = (~ P-xz- ~P_xy)bC, 

L g = (O.P-yz - ~ P_yY) ca, 

L 5 = (~p-zz-o.p_zy)ab, 

(3) 

und durch Addition dieser sämtlichen L. ergibt sich für das 
resultierende Moment unter Berücksichtigung von Gleichung (2): 

L = abc(pyz-pzy) . ........ (4) 

Soll dieses, wie die Gleichgewichtsbedingung verlangt, ver
schwinden, so muß mit zyklischer Fortsetzung sein: 

Pyz = P,y, Pu = PXZl p",y = PYX.' . . . . (5) 
Es bestehen also nunmehr zwischen den 18 Komponenten

beträgen die 12 Gleichungen (2) und (5), so daß nur 6 von 
jenen unabhängig sind. Nach Gleichung (2) sind die negativ 
markierten Kräfte durch die positiven mit bestimmt; sehen wir 
also die letzteren als bestimmend an, so sind die übrigbleibenden 
unabhängigen Größen die folgenden: 

Erste Gruppe. 

1'",x' Angriff Mitte b c+, Richtung-!;, bestimmt gleichzeitig 11- xx Richtung -!;, 

1'yy' "ca+,,, 1), 1'_yy -1), 

11,z' " "ab+, " 3,,, " 11- u " -5· 

Zweite Gruppe. 

11 y z liegt in ca +. Richtung 5, bestimmt gleichzeitig: 

11- yz in ca_ mit der Richtung - 3, 

11 zy "a b + " " 1), 

11- zy " ab_" " -1), 

1'.x liegt in ab+, Richtung /;, bestimmt 11- zx ' l'xz und 11- xz , 

11xy "bc+, " 1), " lJ- xy' lJ yx " lJ- yx' 
Budde, Tensoren u. Dyaden. 15 
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Wir fassen nun zunächst die entgegengesetzt gleichen und ein
ander gegenüberliegenden Kräfte ~xx und ~-xx zu einer Span
nung TCxx zusammen und mit zyklischer Fortsetzung: 

~xx und ~-xx zu 7Txx vom Betrage Pxx,} 

~yy " ~_yy "7Tyy ,, " Pyy ,'" 

~zz " ~- .. "7Tzz ,, " P zz • 

. (6) 

Es bietet sich hier die folgende Frage dar: Man setze irgend zwei 
entgegengesetzt gleiche Vektoren lJ und - lJ zu einem Einzeltensor zusammen. 
Welches ist der "Betrag" dieses Einzeltensors ? Soll man ihm den Wert '1.' 

oder den Wert 2 v zuschreiben? Auf dem Ge biete der reinen Tensoren 
finden sich keine Tatsachen, die zu einer Entscheidung dieser Frage Ver
anlassung geben; solche treten erst auf, wenn es sich um Diatensoren handelt, 
wo unter Umständen zwei Vektoren von entgegengesetzter Richtung und un
gleicher Größe zusammengesetzt werden müssen. Näheres in § 109. Hier 
sei vorgreifend bem~rkt, daß man durch die Betrachtung der Diatensoren 
dazu geführt wird, 2 v als den Betrag des aus lJ und - \J gebildeten Tensors 
anzusehen. Danach ist Pxx = 2 Pxx' P yy = 2 Pyy und Pzz = 2 P zz • 

Ferner: In Fig. 8 sind die vier Kräfte, in deren Marken, x 
und $ auftreten, eingezeichnet. Sie sind offenbar sämtlich senk
recht zur Achse der y und symmetrisch gegen die Gerade 4 5 

F · 8 gruppiert. Zwei gegenüberliegende 19. • ~ 

Pzx 

3~~----------~ 

+y~ ........... . 
4 ,~( --;:,----
,/ V-ZX 

oL-------------3 

entgegengesetzt gleiche Kräfte, wie 
~zx und ~-zx, bilden offenbar ein 
Kräftepaar, ebenso ~xz und ~-xz, 
und diese Kräftepaare haben gleiche 
Beträge, entgegengesetzten Sinn, und 
die Achse beider hat die Doppel
richtung der y. Sie bilden demnach, 
wenn sie auf ihrer Achse abgetragen 
werden, einen axialen Einzeltensor 
im Sinne des § 100. Wir fassen sie 

demnach zu einem solchen zusammen, nennen denselben TC ox und 
schreiben ihm den Betrag Pzx zu. Verfährt man ebenso für die 
vier Kräftepaare, welche senkrecht auf $, und für die weiteren 
vier, welche senkrecht auf x stehen, so erhält man insgesamt drei 
Einzeltensoren : 

" 

Betrag Py ., Doppelrichtung der Achsen 

" 
" 

" 
X') y, .. (7) 
z. " 

" " " 
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Die Größen TCxx , TCyy , 'lT zz sind die normalen oder Zugspan
nungen der Elastizitätslehre, die Größen TCyZl TCzx , TCxy sind die 
tangentialen oder Schubspannungen, auch scherende 
Spannungen genannt. Dem Begriff Spannung entspricht die 
Zweiseitigkeit der 'lT. 

Jedes TC hat nun offenbar die Zweiseitigkeit eines Einzel
tensors. Dies legt die Frage nahe, welches seine Transformations
gesetze sind. Um dieselbe zu beantworten, wählen wir zunächst 
eine von den Flächen des Parallelepipeds, etwa die Fläche bc+, 
aus und legen auf 
dieselbe (vgl. Fig. 9) 
ein unendlich kleines 
Tetraeder auf, dessen 
drei außerhalb der 
Fläche b c liegende 
Kanten im Punkte 0 
unter rechten Winkeln 
zusammenstoßen. Wir 
nehmen die Kanten 

c 

Fig.9. 

o 

, , ._
... ..--; 

- I 

~------------~3 

o 1, 0 2, 0 3 zu Achsen eines neuen K()ordinatensystems der ~,fj,~. 
Die frühere Achse der x hat dann die Richtung eines Lotes von 0 
auf die Fläche b c. Das Kosinusschema für die beiden Koordinaten
systeme sei das bisher benutzte. 

Der Flächeninhalt des Dreiecks 1 2 3, in welchem die Fläche 
bc das Tetraeder schneidet, heiße f, dann sind die drei Flächen 
o 2 3, 0 3 1 und 0 1 2 die Projektionen von f auf die Koordinaten
ebenen der 1J~, ~~, ~1], also ist: 

023 = (Xd, 031 = ßlf, o 1 2 = rd- . . (8) 

Wir woUen nun annehmen, daß auf die drei Seitenflächen 
des Tetraeders wiederum homogen verteilte, aber rein normale 
Zugkräfte angreifen. Dieselben seien pro Flächeneinheit 

auf 023 tl~, Richtung +~, Betrag s~, 

" 03 1 . . . . tl/I' 

" 01 2. . . . tl" 
" 
" 

" 
" 

Die resultierenden Kräfte, welche auf die drei Flächen wirken, 
haben dann die Beträge 

rds~, . .. . (9) 
15* 
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und wir wollen nunmehr diese Beträge so bestimmen, daß ihre 
Gesamtwirkung gleich ist der Wirkung, welche die ursprünglich 
an der Fläche b G gegebene Kraft ~x auf die Grundfläche f übte. 
Zu dem Ende müssen offenbar die drei Komponenten von f~x 

nach ~, 1], b mit den in (9) aufgezählten Komponenten identisch 
sein, d. h.: 

px GOS ~, ~x = a 1 s~, ) 
pxGos1],~x = ßIS~, 

px GOS b, ~x = 1'1 s,. 

· .. . . . . (10) 

Führt man dieselbe Konstruktion an den Flächen Ga und ab 
aus, so erhält man die weiteren sechs entsprechenden Gleichungen: 

und 

py GOS ~, ~y = OG2 S~') 
py GOS fJ, ~y = ß2 S'I' 

p!' GOS b, ~y = 1'2S" 

P. GOS ~,~. = (;(3 S~ , ) 
P.GOS1],~. = ßSS'I, 

P.GOS b,~. = 1'3 S;, 

· . . . . . . (11) 

· . . . . . . (12) 

Multipliziert man nun die erste Gleichung (10) mit (;(1' die 
zweite mit ßu die dritte mit 1'1 und addiert, so erhält man links 

px (al GOS~, ~x + ßl GOS 1], ~x + 1'1 GOS b, ~a;), 
und das ist 

Px( GOS ~, X GOS ~, ~x + GOS 1], x GOS 1], ~x +GOS b, x GOS b, ~x), 
also 

pa; GOS x, ~x oder pxx. 

Die Operation ergibt also 

pxx = OGls~ + ß 12 SI1 + 1'ls, . .••.•. (13) 

und mit zyklischer Fortsetzung 

pyy = ai s;+ßlSII+1't2S,,} 

Pu = ais; + ßlsll + 1'ls;. 
...... (14) 

Offenbar gelten Gleichungen mit denselben Koeffizienten für 
- p- xx, - p-yy und - p-zz. Fassen wir also nun wieder die 
einander gegenüberliegenden entgegengesetzt gleichen Kräfte der 
ersten Gruppe zu Spannungen zusammen und schreiben dann 
auch auf der rechten Seite S. statt s., so ergibt sich 
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Pxx = (1,12 S~ + ßl~ 8'1 + rl 8~, I 
Pyy = (1,22 8~ + ß22 8'1 + 1'22 8~, . . 
p •• = ai 8~ + ß328'1 + 1'32 8~. 
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. . . . . (15) 

Multipliziert man die erste Gleichung (11) mit (:(a, die zweite 
mit ßa, die dritte mit ra und addiert, so erhält man: 

py ((I,a cos~, ~y + ß3 COS 1], ~y + 1'3 cos~, ~y) = a2(:(3 S~ + ß2 ßs S'I + 1'2 rs s~. 

Hier steht links 

py(cos~,ZCOS~,~y+COS1],ZCOS1],~y+cos~,ZCOS~,~y) = py COSZ,~y = py., 

also mit zyklischer Fortsetzung: 

py. = (l,2aaS~ + ß2ß3 S'1 + Y2YaS,,) 
P.x = aa (1,1 S~ + ßa ß1 S'I + Ya 1'1 s;, .•.. (16) 
pxy = a1a2s~+ß1ß2S'I+YtY2S~. 

Multipliziert man die erste Gleichung (12) mit (1,2' die zweite 
mit ß2, die dritte mit 1'2' so findet sich auf dem gleichen Wege 
mit zyklischer Fortsetzung: 

pzy = (l,2(1,aS~ + ß2ßaS'1 + Y2YaS~ = py.,] 
px. = F.x, ... (17) 

pyx = Pxy· 

Faßt man nun wieder Py., P-YZl pzy und P-zy zu 
Spannung zusammen, so ergibt sich analog wie oben: 

Pyz = (l,2aa8~+ß2ßa8~+Y2Ya8~'1 
Pzx = (l,3 a1 8~ + ßaß1 8'1 + 1'31'1 S;, .. 
Pxy = (1,1 a2 8~ + ß1 ß2 8'1 + 1'1 1'2 8~. 

Je einer 

. . (18) 

Die Gleichungen (15) und (18) sind die Transformations
gleichungen für die uns beschäftigende Größe, und zwar geben 
sie die Transformation von den Achsen der $, 1], ~ auf diejenigen 
der x, y, z an. Sie stimmen vollständig überein mit den Trans
formationsgleichungen des § 6 für einen Tensor, der von seinen 
Hauptachsen auf irgend ein anderes rechtwinkliges Achsensystem 
transformiert wird. Sie ergeben also den Satz, daß die Beträge 
der Spannungen sich transformieren wie die Glieder eines Tensors, 
und sie zeigen zugleich, daß 8~, 8'1' 8~ die Konstituenten dieses 
Tensors sind. 

Die bisherige Deduktion bezieht sich unmittelbar nur auf 
das unendlich kleine Tetraeder der Fig. 9 und die entsprechenden 
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kleinen Tetraeder, welche man sich auf den Flächen ca und ab 
hergestellt zu denken hat. Man kann aber jede von den Flächen 
b c, ca und ab vollständig und kontinuierlich mit derartigen 
kleinen Tetraedern überdecken, deren gleichnamige Achsen säIlllt
lich die gleiche Richtung haben, wenn man die eine Hälfte der 
Tetraeder konvex, die andere konkav macht. Also gilt die 
Deduktion für alle Elemente der Flächen bc, ca und ab; d. h. 
sie gilt für die Flächen selbst. Hiernach kann man die sechs 
Einzeltensoren nxx , nxy usw. zu einem dreiachsigen Tensor zu
sammenfassen, den wir provisorisch schreiben: 

In dieser Zusammenstellung kann man noch n yx statt n xy usw. 
schreiben. Die rationellste Schreibweise erhält man, wenn man 
die Größen so zusammenstellt, daß in jeder Zeile die Kräfte, 
welche (siehe oben S.225, erste und zweite Gruppe) als bestim
mend angenommen sind, die gleiche Richtung haben. Das ist der 
Fall, wenn man schreibt: 

r· 'lryx nz;c 

II = 1rxy 1Tyy n z y ( 19) 

1f xz 'lryz n z z 

mit 

In Gleichung (19) gibt die erste Marke an jedem der n an, 
an welchem Flächenpaar der betreffende Einzeltensor angreift, 
die zweite Marke aber gibt die Richtung der bestimmenden 
Kräfte an. 

Fallen die Achsen der x, y, z in die Richtung der ~, 1], b, 
so fallen die Seitenglieder fort und es bleibt: 

1 
n~~ 

II = 0 

o 

o 0 
........ (20) 

Mittels der vorstehenden Ableitung hat W. Voigt das "Tensor
tripel ", unseren "Tensor", eingeführt. 
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105. Diatensor für nicht im Gleichgewicht befindliche 
Oberflächenkräfte. 

Das Parallelepiped und die homogene Kraftverteilung des 
vorigen Paragraphen werden beibehalten, auch sei zunächst die 
Resultante der Kräfte ~ nach wie vor Null. Wir wollen aber 
jetzt annehmen, das resultierende Moment der Kräfte ~ sei von 
Null verschieden. Es bleiben dann offenbar sämtliche Zerlegungen 
des vorigen Paragraphen bestehen. Da durch das Verschwinden 
der Momente Gleichung (4) die Gleichheit der tangentialen Kompo
nenten und damit die Gleichungen pxy = Pyz usw. bedingt sind, 
so besteht die eintretende Änderung darin, daß diese Gleichungen 
jetzt nicht mehr gelten. Bildet man also ganz wie' im vorigen 
Paragraphen den Diatensor 

f 1txx 1tyx 1tzx 

lI=~1txy 1tyy 1Tzy ....•..•. (1) 
l1r~;z Tf yz 1fzz , 

so bestehen die Gleichungen nxy = 1tyx usw. nicht mehr; 1I ist 
asymmetrisch. Man kann dann n nach der bekannten Gleichung 

1I = 1I ~ n + n 2 n. . . . . . . . (2) 

in Tensor und Antitensor zerlegen, und der Tensor ist identisch 
mit dem Spannnngstensor des vorigen Paragraphen. Der Anti
tensor kann ersetzt werden durch den V ektor ~ mit den Kompo
nenten beträgen: 

h x = Pyz - pzy, h y = Pzx - PXZl h. = pxy - Pyx· 

Diese bestimmen die Komponenten des überschießenden Momentes, 
welches das Parallelepiped zu drehen strebt, und zwar sind die 
drei Komponentenbeträge der gesamten auf die Flächen des 
Parallelepipeds wirkenden Momente: 

abchx , abchy, abchz· 

Sie sind positiv, wenn py z > P.y usw. ist. Vergleiche den 
Drehungssinn in Fig. 8. Die additive Fundamentalzerlegung der 
Gleichung (2) teilt also das gegebene Kraftsystem ohne weiteres 
in spannende und drehende Kräfte; der Diatensor (1) repräsentiert 
beide gleichzeitig. 
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Nimmt man ferner an, daß auch die Resultante der Kräfte V 
von Null verschieden sei, so erhält man offenbar außer dem Dia
tensor noch eine Resultante 91, welche gleich der Summe aller V 
ist. Es ergibt sich also für beliebige homogene Oberflächenkräfte, 
die an dem Parallelepiped abc angreifen, eine Zerlegung, welche 
derjenigen der allgemeinen unendlich kleinen Bewegung voll
kommen analog ist. Sie teilen sich in 

erstens eine Resultante, welche der Verschiebung des Punktes 0 
Im § 59 entspricht, und 

zweitens in einen Diatensor. 
Dieser zerfällt wieder additiv in ein Moment und einen Tensor, 

den Spannungstensor. Im Falle des Gleichgewichts bleibt der 
letztere allein übrig. 

Nach dem Vorigen lassen sich aus einem gegebenen System von Ober
flächenkräften die deformierenden Spannungen abtreunen und gesondert be
handeln. Infolgedessen ist die Elastizitätslehre in der Lage, die Spannungen 
so zu behandeln, als ob sie allein vorhanden wären; sie behandelt also ihre 
Probleme in erster Linie als Gleichgewichtsaufgaben, und daher haben 
gerade für sie die Tensoren eine besondere Wichtigkeit. 

106. Ablösung des Spannungstensors von der speziellen fiestalt 
des angegriffenen Körpers. 

Die historisch bedeutsame Ableitung des Begriffes "Span
nungstensor" , welche in § 104 reproduziert wurde, ist in ihrer 
Gültigkeit beschränkt dadurch, daß sie auf einen Körper von 
bestimmter Form, das Parallelepiped der Fig. 7, zugeschnitten ist. 
Diese Beschränkung ist indessen leicht abzustreifen. Man denke 
sich das Parallelepiped als körperliches Element eines elastischen 
Körpers, der äquilibrierten Oberflächenkräften unterliegt. Dann 
gilt die Deduktion des § 104 für dieses Element, und der Satz, 
daß jeder Tensor sich auf drei rechtwinklige Konstituenten 
reduzieren läßt, liefert unmittelbar das Ergebnis: An jedem 
Ort 1 des affizierten Körpers läßt sich ein Volumenelement d ~ d 11 d b 
so legen, daß an ihm drei aufeinander senkrechte Einzeltensoren 
wirksam sind. Diese lassen sich ohne weiteres zu einem Tensor 

o 
:lt'1 'I 

o 

o 
o 
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verelmgen, der die "Hauptspannungen" an der Stelle 1 darstellt. 
Das Elementarparallelepiped dient dabei nur zur Fixierung der 
Richtungen ;, 'I'}, b; man kann es also auch nachträglich aus der 
Vorstellung fallen lassen und au seine Stelle eine kleine Kugel 
gesetzt denken; das Ellipsoid mit den Hauptachsenrichtungen 
;, 'I'}, b, welches aus der Multiplikation der Kugelradien mit n 
hervorgeht. liefert dann durch sein Verhältnis zur Kugel die Vor
stellung von der Größe und der dreifachen Doppelrichtung des 
Spannungstensors an der Stelle 1. (Dieses Ellipsoid hat übrigens, 
wie aus dem ersten Satze des nächsten Paragraphen hervorgeht, 
die Spezies eines Zusatzdehnungsellipsoids und ist nicht zu 
verwechseln mit demjenigen Ellipsoid, welches die durch die 
Spannung hervorgebrachten Dehnungen angibt. Es repräsentiert 
unmittelbar nicht eine Deformation, sondern ein System von 
äquilibrierten Kräften.) 

107. Spezies und Klasse des Spannungstensors. 

I. S p e z i e s. Soll die Wirkung eines Spannungstensors um
gekehrt, soll also Druck in Zug oder Zug in Druck verwandelt 
werden, so müssen die Kräftedupel, aus denen er sich zusammen
setzt, nicht reziprok, sondern negativ genommen werden. Also 
gehört er nach § 89 zur Spezies der Additivtensoren. 

II. Klasse. Der skalare Tensor (Diatensor) hat einen Sinn 
nur als symbolischer Faktor. Seine Glieder sind Skalare ohne 
Doppelrichtungen - die Doppelrichtungen der Hauptachsen sind 
erst dem ganzen Tensor, nicht seinen Gliedern zugeordnet. Läßt 
man ibn dahin degenerieren, daß seine Konstituenten einander 
gleich werden, so entartet die Multiplikation mit (]J zur Multi
plikation mit einem Skalar. Man ist daher berechtigt, den skalaren 
Tensor als "Ultraskalar" zu bezeichnen. 

Der Spannungstensor hat wesentlich andere Eigenschaften. 
Er existiert als Kombination von Vektordupeln, ohne als Faktor 
gedacht zu sein; er besteht für sich, ist also ein selbständiger 
Tensor. Die Glieder, aus denen er zusammengesetzt ist, sind 
Einzeltensoren, haben also an sich je eine Doppelrichtung. Läßt 
man seine drei Konstituenten einander gleich werden, so entartet 
er nicht zu einem Skalar, sondern zu einem Spannungssystem, 
welches nach allen Richtungen gleichmäßig zieht oder drückt. 
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W oUte man für ihn also eine Benennung schaffen, die dem Worte 
Ultraskalar ganz analog wäre, so müßte man ihn einen "Ultra
doppelvektor" nennen. Deshalb wurden oben seine Glieder mit 
dem griechischen Buchstaben 7C geschrieben. 

Wir haben demnach zwei Klassen von Tensoren zu unter
scheiden: Erstens die unselbständigen oder Ultraskalare und 
zweitens die selbständigen oder, wie wir sie nennen wollen, die 
vektoralen 1) Tensoren. Selbständigkeit und vektorale Beschaffen
heit sind hiernach die Merkmale, welche unser n von dem 
früheren q, unterscheiden. 

Einen vektoralen Tensor II etwa mit einem Vektor in der 
Weise zu multiplizieren, wie man aus dem skalaren q, und einem 
Vektor tJ das Produkt q, tJ bildet, ist undenkbar; da n aus Vek
toren zusammengesetzt ist, könnte nur etwa von Kombination mit 
lJ in den Formen der skalaren oder vektoriellen Multiplikation 
die Rede sein; wohl aber ist ein Produkt q, II oder q,-1 II denkbar. 

lOS. Verallgemeinerung auf beliebige Vektoren; Charakter. 

Die Erwägungen, welche zur Bildung des Begriffes Spannungs
tensor führten, beruhen in letzter Linie auf den bekannten Zer
legungseigenschaften der Kräfte. Da nun alle Vektoren dieselben 
Zerlegungseigenschaften haben, bleiben die in § 104: ff. gezogenen 
Schlüsse unverändert, wenn man an Stelle des Wortes "Kräfte" 
das allgemeinere Wort "Vektoren" setzt. 

Ein einfaches Beispiel erhält man, wenn man sich statt der 
Kräfte Kraftmomente eingesetzt denkt. An die Stelle des Span
nungstensors tritt dann ein Drillungstensor. Wir beschränken 
die Betrachtung auf einen Einzeltensor , da, was für diesen gilt, 
sich ohne weiteres auf die Konstituenten eines Tensors über
tragen läßt. Denkt man sich (vgl. Fig. 10) an den Enden einer 
Strecke, die der bequemen Zeichnung wegen in die x-Achse gelegt 
sei, zwei Kräftepaare von entgegengesetzt gleichem Moment gegeben, 
so bilden diese einen Einzeltensor. Wie die Zweiseitigkeit des 
aus zwei Kräften zusammengesetzten Tensors sich dadurch äußert, 
daß dem Beobachter, der von der Verlängerung des Systems aus 
auf dasselbe hinschaut, immer eine Spitze zugekehrt ist, einerlei, 

1) Das Wort "vektoriell" wird vermieden, weil man es im allgemeinen 
für einseitig gerichtete Größen gebraucht. 
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ob er von den positiven oder von den negativen x aus blickt, 
so äußert sich die Zweiseitigkeit des Systems der Fig. 10 darin, 
daß das nächstgelegene Ende dem Beobachter als linksdrehend 
erscheint, einerlei, ob er von den entfernteren positiven oder von 
den entfernteren negativen x aus auf dasselbe hinblickt. 

Kräfte sind polare, Momente sind axiale Vektoren; man kann 
diesen Charakterunterschied in der Benennung des Tensors zum 
Ausdruck bringen. Dabei sind indessen zwei Wege möglich: 

1. Man schreibt dem Tensor willkürlich denselben Charakter 
zu, den die Vektoren haben, aus welchen er gebildet wird; dann 
ist z. B. ein Kräftetensor als polar, ein Momententensor als axial 
zu bezeichnen. Dies 
ist die von W. Voigt 
gegebene Benennung. 

2. Man untersucht 
nicht das Verhalten 

Y Fig.lO. 

der einzelnen Vektoren, ~ 
aus welchen der Tensor 7-+------'-----)------------------·-- x 
besteht, sondern das-
jenige des Gesamttensors und fragt, ob an ihm eine Änderung be
merklich wird, wenn man die drei Koordinatenachsen umkehrt. Da 
ergibt sich: Der einfache Doppelpfeil, der einen aus zwei polaren 
Vektoren zusammengesetzten Tensor darstellt, bleibt in seinen 
Beziehungen zum Koordinatensystem offenbar unverändert, wenn 
man das letztere umkehrt; es liegt stets eine Spitze in der 
positiven, die zweite in der negativen Hälfte der x-Achse und die 
beiden Spitzen sind nicht voneinander zu unterscheiden. Anders 
verhält sich ein Tensor, der aus axialen Vektoren zusammen
gesetzt ist: In Fig. 10 liegt, da wir Rechtshändigkeit voraussetzen, 
die Achse der z vor (bei horizontaler Lage der Zeichnungsebene 
über) der Zeichnung: Auf der positiven Seite dreht also das ein
gezeichnete Moment (auf dem kürzesten Wege) von der Achse der 
y zu der Achse der z hin. Kehrt man alle drei Achsen um, so 
verwandelt sich die eingezeichnete positive y-Achse in ihr Spiegel
bild an der xz-Ebene und die z-Achse liegt hinter (unterhalb) 
der Zeichnung. Es liegt also dann der gekrümmte Pfeil, welcher 
auf der linken Seite unserer Figur gezeichnet ist, auf der positiven 
Hälfte der x-Achse und dreht von + z nach + y hin. Nennt man 
den Einzeltensor der Figur positiv, so ist e'r nach Umkehrung der 
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Koordinatenachsen negativ geworden. Geht man also von den 
Eigenschaften des Gesamttensors aus, so kommt man zu der um
gekehrten Benennung wie im ersten Fall: Ein aus polaren Vek
toren zusammengesetzter Tensor wäre als axial, und ein aus 
axialen Vektoren zusammengesetzter Tensor wäre als polar zu 
bezeichnen. 

Die Auswahl zwischen beiden Verfahren ist willkürlich; das 
letztere scheint logischer, weil das Adjektiv "polar" oder "axial" 
in der gewöhnlichen Redeweise dem "Tensor" beigefügt wird; 
das Vorstehende zeigt jedenfalls, daß man bei Benutzung der 
Ausdrücke axialer und polarer Tensor angeben muß, in welchem 
Sinne sie gemeint sind. 

Man bemerke, daß der Klassenunterschied sich auch hier geltend macht. 
Ein symbolischer Faktor cJ' kann nur skalar oder pseudoskalar sein, polar 
oder axial ist erst das mit ihm gebildete Produkt <Pb; der selbständige 
Tensor n ist an sich polar oder axial. 

109. Zur Algebra der vektoralen Tensoren. 

Da die Glieder der skalaren Tensoren skalare, diejenigen der 
vektoralen Tensoren aber doppelt gerichtete Größen sind, gelten 
die für die ersteren bewiesenen Sätze keineswegs ohne weiteres 
für die letzteren. Doch vereinfacht sich die Sachlage dadurch, 
daß in zwei vektoralen Tensoren, die auf das gleiche Koordinaten
system bezogen sind, die entsprechenden Glieder dieselbe Doppel
richtung haben. 

1. Addition. Daraus folgt zunächst, daß sie algebraisch 
addiert werden können und daß diese Addition der geometrischen 
Addition der Kräftesysteme , aus welchen sie entstanden sind, 
entspricht, also ergibt sich der Satz: 

Vektorale Tensoren, die in demselben Koordinatensystem 
gegeben sind, addiert man wie skalare, indem man die ent
sprechenden Glieder addiert. 

11. Multiplikation mit einem Skalar. Ebenso leuchtet 
ein, daß, wenn man sämtliche Vektoren eines Systems mit dem 
Skalar m multipliziert, auch ihre Komponenten und die aus diesen 
zusammengefaßten Größen mit m multipliziert werden. Also folgt: 
Man multipliziert einen vektoralen Tensor mit einem Skalar m . , 
indem man seine Glieder einzeln mit m multipliziert. 
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IH. Multiplikation mit einem skalaren Tensor. Es sei 
T ein skalarer und Il ein vektoraler Tensor; die Bedeutung des 
Produktes T Il soll ermittelt werden. Man hat sich jeden einzelnen 
der Vektoren .v, aus welchen das System Il besteht, mit T multi
pliziert zu denken. Wir greifen auf die in § 104 gegebenen Zer
legungen zurück und betrachten etwa die Kräfte, welche auf die 
Flächen b c+ und bewirken. Nach dem Satz 

Tb + Tw = T(b + w) 

können wir annehmen, diese Kräfte seien, ehe die Multiplikation 
vorgenommen wird, bereits auf ihre Resultanten reduziert, können 
also die Multiplikation an diesen Resultanten vornehmen. 

Wir erhalten dann pro Flächeneinheit 

an bc+ die Kraft Tl-1 x mit den Komponentenbeträgen (Tpx)x' (Tpx)y' (TPX).' 

" bc_" " Tl-1_x" " (Tp_x)x' (Tp_x)y, (Tp_x).· 

Ist T = <P le, f, g), so sind diese Beträge (f", = ey usw.): 

Xx = (<pP",)x = expxx + eypx1l + e.PXZl 

X y = (<Ppx)y = fxPxx + fypxy + fzPxz, 

X. = (<PP",)z = gxp",x + gypxy + gzPxz, 

X_." = (c])P_",)x = CxP-xx + CyP-xy + e.p-XZ1 

X_ y = fxp-xx + fyp-xy + f~P-XZl 
X_ z = gxp-",x + gyp-xy + g.P-x.· 

. . (1) 

Man ersieht hieraus zunächst: Wenn, wie vorausgesetzt, 
P-p.v = - P,uv, so ist auch <P P-,uv = - <P P,uv, d. h. die Kräfte 
haben auch nach der Multiplikation mit c]) die Resultante Null. 
Es läßt sich demgemäß die auf die Flächeneinheit entfallende 
Kraft Xx mit der Kraft X-x wieder zu einem Einzeltensor zu
sammenfassen, und da offenbar in y und z dasselbe gilt, erhält 
man mit zyklischer Fortsetzung: 

In + x den Einzeltensor II;x vom Betrag 2 (ex pxx+ey pxy+ez pxz),) 

"+y,, " Il~y" " 2 (fxpyx+fypyy+f.py.), (2) 

"+z,, " n:z " ,,2 (gxpzx+gypzy+g.pzz). 

Zur Ergänzung stellen wir noch die Posten Yx = (tP py)x usw. 
her. Man findet leicht 
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Y x = expyx + eypyy + ezpyz, 

Y- x = exp_yx + fyP_y" + e~p-yZl 
Yz = !}xP"x + gypyy + gzPyz, 

Y- z = gxP-yx + gyp-yy + gzP-yz, 

Zx = expzx + eypzy + fzPzz, 

Z-x = exp-zx + fyP-zy + eZp-ZZl 

Zy = fxPzx + fypz" + f~PZZl 
Z_y = fxp-zx + f~p-zy + fzp-zz. J 

. . . . . (3) 

Die Gleichungen (1) und (2) bestimmen drei auf die Flächen
einheit reduzierte Gruppen von je zwei Kräften, die im Anschluß 
an die links gegebenen kürzeren Bezeichnungen als X, Y, Z und 
X_, Y _, Z_ zu bezeichnen sind. Von den 18 Komponenten der
selben sind 6 durch die Bildung von (2) ausgeschieden. Von den 
übrigen 12 betrachten wir im Anschluß an Fig.8 diejenigen, 
welche senkrecht auf der y-Richtung stehen, also X z und X-Z! 
Zx und Z-x. Die beiden ersten wirken an b c+ und b c_, repräsen
tieren also für die ganze Fläche die Werte bc X z und b c X_z. Sie 
bilden ein Kräftepaar vom Arm a, repräsentieren also (zum Vor
zeichen vgl. Fig. 8!) 

das Moment - abc X z j. 

Entsprechend liefern Zx und Z-x an den Flächen a b+ und a b_ 

das Moment + abc Zer j. 

Zusammen liefern sie also zwei Momente, die auf ihrer in die 
y-Richtung fallenden Achse nach der negativen und positiven 
Seite hin abzutragen sind, und die, wenn sie wieder auf die 
Flächeneinheit und zugleich auf die Einheit des Abstandes reduziert 
werden, die Beträge X z und Zx bei entgegengesetzter Richtung 
haben. 

Das gleiche gilt für die Kräfte, welche senkrecht auf der 
x- und auf der z - Achse stehen; man erhält also im ganzen die 
drei Dupel Yz und Zy, Zx und X z, X y und Yx , welche den 
Größen Pyz und Pzy usw. in § 104: entsprechen. Während aber die 
letzteren einander paarweise gleich sind, sind die hier auftretenden 
Größenpaare wie Y z und Zy nach den Gleichungen (1) und (3) 
ungleich. Sie liefern also, wenn sie zusammengefügt werden, 
nicht ohne weiteres einen Tensor, vielmehr ergibt sich aus ihrer 
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Zusammenfügung nach § 105 ein Diatensor , der sich aus Tensor 
und Antitensor zusammensetzt. Der Antitensor läßt sich ohne 
weiteres aus der Anschauung bestimmen. In dem Beispiel der 
Fig. 8 liefern die beiden entgegengesetzt gerichteten Momente Zx 
und X. offenbar ein überscbießendes Moment vom Betrage 
Zx - X z • Das entsprechende gilt für die Momentenpaare }"z 

und Zy, X y und Y x ' Diese drei überschießenden Momente sind 
die Komponenten eines Vektors m, wo 

m = (Yz - Zy)i + (Zx - XzH + (Xy - Yx) f, ... (4) 

und dieser Vektor ist äquivalent mit dem Antitensor 

Zx-Xz 
Zy- Y z •••••• (5) 

O. 

Diesem Antitensor entspricht der Tensor 

Zx+ X z 
Zy + Y z •.••.• (6) 

2 Zz, 

und beide lassen sich zusammenfassen in einen Diatensor mit 
den Beträgen 

f 2 Xx 
l 2 X y 

l2 Az 

2Zx 

2Zy 

2 Zz. 

. . . . . . (7) 

Dieser Ausdruck enthält nur Beträge als Glieder. Er rechtfertigt die 
in § lOt aufgestellte Behauptung, daß der Betrag eines Einzeltensors = 2 c 
zu setzen ist, wenn derselbe aus den Vektoren tJ und - tJ entsteht. Denn 
stellt man, von (7) ausgehend, rückwärts den Vektor m der Gleichung (4) 
her, so subsummiert sich das Verfahren nur dann den im ersten Teil ge
gebenen Regeln über die Beziehungen zwischen einem AntitensQr und dem 
entsprechenden Vektor, wenn man eben die in (7) gegebenen Werte zu
grunde legt. 

Dabei ist in (5) und (6) die Tatsache noch nicht zum Aus
druck gekommen, daß die Seitenglieder ebensowohl wie die 
Diagonalglieder eine bestimmte Doppelrichtung haben. Um dieses 
auszudrücken, setzen wir analog zu der Zusammenstellun~ (2): 

n;,x = Yx + X y mit der Doppelrichtung z, I 
n;y = Zy +}'z "" " x, . (8) 

n~z = ZT + X. ,," " y 
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und kehren die Reihenfolge der Marken auf der linken Seite 
dieser Gleichungen um, wenn die Reihenfolge der Summanden 
auf der rechten Seite umgekehrt wird. Dann ergibt sich als 
Schlußresultat : 

{ n~x n~x n;x { 0 
Tn = n~y n~y n~y + X y - Yx 

llxz n yz n zz X. - Zx Y z - Zy 

mit der Bedingung: 

Zx-x. 
Zy- Y. 

o 
(9) 

n~y = n~x, n~z = n;y, n;x = n~z' '" (10) 

Man denke sich nun die Beträge der Glieder von n in 
enneadischer Zusammenstellung hingeschrieben, dann nimmt das 
uns beschäftigende Produkt die Form an: 

{
ex ey e. f PXX Pyx p.x 
{x t~ {z' 2 . ·tPXY Pyy P.y ..... (11) 
gx gy g. pxz Pyz pzz· 

Führt man die Multiplikation nach der für skalare Diatensoren 
gültigen Regel aus und bezeichnet die Glieder des Produktes in 
der üblichen Reihenfolge mit t] j, t j 2 usw'l so ergibt sich: 

t]j = 2 (ex pxx + eypxy + ez Pxz), 1 
t]2 = 2(ex pyx+ eypyy+e.pyz), ..... (12) 
t21 = 2 ({xPxx +- {yPxy + (zPxz) J 

usw. 

Der Vergleich zeigt, daß 

tll = 2 Xx, tu = 2 Y X1 tu = 2 X y usw. . . (13) 

Außerdem sind diese Beträge mit denselben Doppelrichtungen zu 
denken, die den entsprechenden Gliedern des vektoralen Tensors n 
zukommen, also ergibt sich der 

Schlußsatz: Das Produkt aus einem skalaren und einem 
vektoralen Tensor ist nach demselben Schema her
zustellen, welches für die Multiplikation von skalaren 
Diatensoren gilt. 

(Die Bedingungen ey = (x usw. wurden bei der Ableitung 
dieses Satzes nicht in Anspruch genommen, also gilt er auch für 
die Multiplikation von n mit einem allgemeinen Diatensor.) 
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War der Tensor n von vornherein auf seine Hauptachsen 
bezogen, so sind seine Seitenglieder Null, und es bleibt unter 
Berücksichtigung der Bedingungen eIl = f., usw. 

Xx = e",p~~, 
X" = e"p~~, 
X. = e.p~;, 

Y", = e"p,PI' Za: = e.p~~,} 
Y" = ~"Pq'l' ZII = f.p~p ... (14) 

Y. = t.Pq•l , Z. = g.P~~. 
Die Asymmetrie dieser Ausdrücke zeigt auf die einfachste 

Weise, daß das Produkt T n im allgemeinen asymmetrisch ist. 
Fallen aber die Hauptachsen von T mit denjenigen von II zu
sammen, so ist e", = e, f" = f, g. = g, und eil usw. sind Null, 
also bleibt in diesem Fall 

{
enH 0 0 

TII = 0 fn'PI 0 
o 0 gn;~. 

. . . . (15) 

Das Ergebnis entspricht demjenigen, welches sich bei der 
Multiplikation skalarer Tensoren miteinander herausstellt: T n ist 
dann und nur dann ein Tensor, wenn die Hauptachsen der beiden 
Faktoren zusammenfallen. 

IV. Weitere Folgerungen. Aus dem obigen Schlußsatz 
ergibt sich sofort die Gültigkeit derjenigen Folgerungen, welche 
auf der analytischen Form des Produktes zweier Tensoren beruhen. 
Insbesondere folgt, daß man ein,en gegebenen vektoralen Tensor 
als Produkt aus einem vorgeschriebenen vektoralen Tensor' und 
einem zu bestimmenden skalaren Diatensor darstellen kann. Soll 
dieser Diatensor ein Tensor sein, so müssen die Achsen des vor
geschriebenen vektoralen Faktors mit denjenigen des gegebenen 
Produktes zusammenfallen. Die Mittel zur Ausrechnung des 
skalaren Faktors liegen auf der Hand. 

IlO. Die Klasse der physikalischen Eigenschaften von Kristallen. 

Wir setzen· voraus, die in Betracht gezogenen Körper seien 
fest und homogen. Wir halten uns ferner an die Begriffe der 
klassischen Physik. Die Größen, welche die physikalischen Eigen
schaften der Materie charakterisieren, sind dann zum Teil un
abhängig von der physikalischen Konstitution des Körpers, an 
dem sie in die Erscheinung treten. (Beispiel Masse.) Und wo 
das nicht der Fall ist, sind sie zum Teil derart, daß sie nur die Ver-

Budde, Tensoren u. Dyaden. 16 
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bindung zwischen zwei Skalaren herstellen. (Beispiel: Kapazitäts-
. Masse. Wärmezufuhr 

eigenschaften WIe -V I -- = DIchte, oder T t h o urnen empera urzuna me 
= spezifische Wärme unter den Umständen der Zufuhr). Der
artige Größen haben für die Tensorentheorie kein Interesse. 

Dagegen gibt es andere, welche die Verbindung zwischen 
gerichteten Größen herstellen. Wir betrachten zunächst Körper, 
die nicht nur homogen, sondern auch isotrop sind, dann sind die 
grundlegenden Größen die folgenden: 

Wärmeleitungsfähigkeit . 

Brechungskoeffizient . 

Dielektrizitätskonstante· 

Dichte des Wärmestroms . = Tem pera turgefäll e 

Lichtgeschwindigkeit im Vakuum 
. = Lichtgeschwindigkeit im Körper' 

Dielektrische Polarisation 
ElektrIsche Feldstärke ' 

Oh h· L·t f"h' k . Stromdichte 
msc e el ungs a Ig elt = EI kt··· h F Id t';~k ' e YlSC e e s ar e 

Permeabilität . . Magnetische Induktion 
- Magnetische Feldstärke 

In den sämtlichen physikalischen Eigenschaften steckt, wie bekannt, 
noch ein willkürlicher Zahlenfaktor, der aber durch passende Wahl der 
Einheiten auf den Wert 1 gebracht werden kann. Außerdem kann man 
überall die reziproken Werte 1) der auf den linken Seiten angegebenen Größen 
auch als physikalische Eigenschaften definieren; der Sprachgebrauch in dieser 
Beziehung hat sich durch zufällige Gewöhnung ausgebildet. Während man 
z. B. bei der Elektrizitätsleitung ganz allgemein neben und vor der Leitungs
fähigkeit ihren reziproken Wert, den "Widerstand", benutzt, ist der "Wider
stand gegen Wärmefiuß" nicht in Gebrauch gekommen. 

Mit einer leicht verständlichen Erweiterung des Begriffes 
Ursache und Wirkung, indem unter Ursache auch die "Ver
anlassung" einbegriffen ist, läßt sich die vorstehende Aufzählung 
in den Satz zusammenfassen: Die Ursache mit der physikalischen 
Eigenschaft multipliziert ergibt die Wirkung. Die Wirkung kann 
dabei dieselbe Dimension oder auch eine andere physikalische 
Dimension haben wie die Ursache; im ersten Fall hat die physi
kalische Eigenschaft die Dimension einer reinen Zahl, im anderen 

1) Im folgenden nicht mehr hervorgehoben; die entsprechenden Er
gänzungen sind selbstverständlich. 
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hat sie eine von Null verschiedene Dimension, die aber ihre 
Eigenschaft als Skalar nicht beeinträchtigt. 

Auch physikalische Eigenschaften, die sich von vornherein 
nicht in Form einer linearen Gleichung zwischen "Ursache" und 
"Wirkung" präsentieren, fallen bei näherer Besichtigung unter 
dieselbe Form. Die Absorption, welche ein Energiestrom beim 
Eindringen in einen Körper erfährt, wird in der Regel dargestellt 
durch eine Gleichung J = Joe- kx , wo x die Tiefe des Ein
dringens und k der Absorptionskoeffizient ist. Diese Gleichung 
läßt sich eben sowohl logarithmisch darstellen in der Form 

log J = log Jo - k x. 
Als die Größe, von der die Absorption abhängt, also als die 
"Ursache" in dem etwas verallgemeinerten Sinne des Vorigen, ist 
hier die Tiefe x des Eindringens anzusehen, und damit ergibt 
sich die Gleichung 

Ab t · k ffi' t _ Abnahme des Logarithmus der Strömung 
sorp IOns oe Zlen - 1" f d E' d . ~-. le e es m nngens 

Gewisse Größen, wie die Wärmeausdehnung, die immer nur 
an dreidimensionalen Körpern beobachtet werden können, lassen 
sich rein mathematisch in Elongationen nach drei aufeinander 
senkrechten Richtungen zerlegen; man gelangt dadurch zum 
Begriff der linearen Ausdehnung und zu den Gleichungen: 

. Lineare Ausdehnung 
Linearer AusdehnungskoeffizIent = T t h' empera urzuna me 

. . . .. . Einseitige elastische Dehnung Lmearer ElastizItatskoeffizIent = -~~~~--~~ ~-~~~----- . 
Zugkraft 

(In der letzten Gleichung kann der Elastizitätsmodul als reziproker 
Wert an die Stelle des Elastizitätskoeffizienten treten.) 

Man ersieht aus dem Vorstehenden, daß die Größen, welche 
irgend eine grundlegende physikalische Eigenschaft bestimmen, 
für homogene isotrope Körper oder Körperelemente sämtlich 
Skalare sind, und zwar skalare Faktoren, welche mit der 
Ursache multipliziert die Wirkung ergeben. Sie haben Existenz 
nur als solche Faktoren, und wenn keine Ursache vor
handen ist, zu der sie als Faktor dienen können, so treten 
sie überhaupt nicht in die Erscheinung. 

Läßt man nun die Annahme der Isotropie fallen, setzt also 
voraus, daß man mit kristallinischen Körpern zu tun hat, so 

16* 
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werden die Faktoren, die mit dem Vektor" Ursache" zu verbinden 
sind, verschiedene Werte annehmen, wenn die "Ursache" ver
schiedene Richtung annimmt. Aus den skalaren Faktoren werden 
also im einfachsten Fall Tensoren, aber auch diese Tensoren 
existieren nur als symbolische Faktoren, welche die Multiplikation 
nach drei aufeinander senkrechten Richtungen zusammenfassen, 
und sie haben ebensowohl wie die bei isotropen Körpern auf
tretenden Skalare einen Sinn nur als Faktoren, und daraus folgt: 
Die Tensoren, welche physikalische Eigenschaften der 
Kristalle darstellen, sind nicht selbständige, sondern 
skalare Tensoren. 

In § 105 wurde darauf hingewiesen, daß aus einem System 
beliebiger Kräfte, die an einem Körper tätig sind, diejenigen, 
welche im Gleichgewicht miteinander stehen, sich absondern. und 
durch einen Tensor darstellen lassen. Dementsprechend werden 
die Elastizitätseigenschaften stets als Gleichgewichtseigenschaften 
behandelt. Dasselbe gilt für die sämtlichen physikalischen Eigen
schaften, von denen oben die Rede war. Man nimmt an, daß in 
weitgehender Annäherung die physikalischen Eigenschaften eines 
Körpers durch seine etwaige Bewegung, mag diese nun von vorn
herein gegeben oder durch überschießende Resultanten und 
Momente verursacht sein, nicht geändert werden. Vektorielle 
Agentien, die etwa durch die Bewegung selbst ausgelöst werden 
(z. B. Zentrifugalkräfte), stellt man als besondere Vektoren in 
Rechnung. Dann hat man für die Deutung der Beobachtungen 
in erster Linie nur mit denjenigen physikalischen Eigenschaften 
zu tun, welche sich im Zustande der Ruhe und des Gleichgewichts 
beobachten lassen. Daher, daß diese sich in vielen Fällen durch 
Tensoren beschreiben lassen, kommt es, daß gerade die sym
metrischen Tensorenausdrücke in der Physik eine besonders hervor
ragende Rolle spielen. 

In der neueren Physik ist es denkbar geworden, daß die vorstehend 
erwähnte Annahme auch in den einfachsten Fällen nicht streng richtig ist, 
daß vielmehr alle physikalischen Eigenschaften durch Bewegung modifiziert 
werden. Während z. B. in der klassischen Mechanik die Masse (Trägheits
koeffizient) als unveränderliche Eigenschaft eines bestimmten Quantums von 
Materie definiert ist, führen neuere Erwägungen darauf, daß bei einem be
wegten Körperteilchen zwischen longitudinaler und transversaler Masse zu 
unterscheiden ist. Ist in gewissen Koordinatensystemen, auf deren Charak
terisierung hier nicht näher eingegangen werden kann, ein Massenteilchen 
in Ruhe, so hat es angreifenden Kräften gegenüber eine bestimmte "Ruhe-
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masse" mo; w.ird es von einer rein verschiebenden Kraft f affiziert, so hat es 

die Beschleunigung L. Ist es aber in Bewegung begriffen, etwa in der 
mo 

Richtung der x, so tritt für eine Beschleunigung in der Richtung .T an die 
Stelle von mo ein anderer Divisor, die "longitudinale l\'Iasse" 'ln l . Für eine 
Beschleunigung aber, die senkrecht auf x steht, tritt an die Stelle von 1110 

als Divisor die "transversale Masse" 111t. Nach der Theorie von Einstein, 
dx 

welche die einfachsten Formeln liefert, ist, wenn v = dt und c die Licht-

geschwindigkeit ist, 

Bezogen auf ein Koordinatensystem, dessen Achse der x in die Richtung der 
gerade vorhandenen Geschwindigkeit fällt, erscheint also die Masse als ein 
Formaltensol' 

I (i/ ,.)" 0 0 

mo 0 
c 

0 m= Vc2 "::::;; 

t 0 0 
C 

Vc2 v2 • 

Sind die Erwägungen, welche zu derartigen Formeln führen, richtig, 
so ist höchst wahrscheinlich, daß auch andere physikaliscqe Eigenschaften, 
die im ruhenden homogenen isotropen Körper durch reine Skalare aus
gedrückt werden, zu Tensoren oder Formaltensoren werden, sobald der 
Körper sich in Bewegung befindet. In Kristallen würden dann diejenigen 
Eigenschaften, die schon in der Ruhe durch Tensoren dargestellt werden, 
dargestellt sein durch die Überlagerung zweier Tensoren, von denen der 
eine die Ruheeigenschaft des Kristallelementes wiedergiht, der andere auf 
der Bewegung beruht. Sie werden also, da die Richtung der Bewegung 
zufällig ist, im allgemeinen nicht mehr durch Tensoren, sondern durch 
Diatensoren dargestellt werden. Diese Bemerkung hat Interesse für die 
mathematische Theorie; die Modifikation, welche die Bewegung hervorbringt, 
ist für tellurische und terrestrische Geschwindigkeiten meist so klein, daß sie 
sich für lange Zeit der Beobachtung entziehen wird. 

Schlußkapitel. 

111. Hinweise auf fernere Begriffserweiterungen. 

I. Die Erörterungen 
dreidimensionalen Raum. 
griffe ergibt sich, wenn 
Dimensionen anwendet. 

dieses Buches beschränken sich auf den 
Eine Erweiterung der behandelten Be

man sie auf Räume von mehr als drei 
Speziell die Anwendung auf vier Dimen-



246 § 111. Begriffserweiterungen. 

sionen hat durch die Arbeiten von Minkowski erhebliche 
Wichtigkeit erhalten. Man sehe dazu die im Literaturverzeichnis 
erwähnten Schriften von A. Sommerfeld und M. Laue. 

I!. W. V 0 i g t hat eine Begriffserweiterung nach anderer 
Richtung angegeben und benutzt. Er unterscheidet Größen, die 
sich transformieren wie die Koordinaten, solche, die sich trans
formieren wie die Quadrate und Produkte zweiter Dimension, 
dann weiter solche, die sich transformieren wie höhere Potenzen 
der Koordinaten. Wir wollen sagen, daß die betreffende Größe 
vom n ten "Range" ist, wenn sie sich transformiert wie eine 
Kombination n tel' Dimension der Koordinaten. Die Größen ersten 
Ranges sind dann Vektoren, die symmetrischen zweiten Ranges 
sind die Tensoren, diejenigen dritten Ranges nennt Voigt Tri
vektoren, diejenigen vierten Ranges Bitensoren. Die Größen ersten 
bis vierten Ranges finden in der Kristallphysik weitgehende Anwen
dung. Neuerdings hat M. Grossmann (siehe Literaturverzeichnis) 
eine noch weitergehende Verallgemeinerung angegeben. Er be
zeichnet Größen beliebigen Ranges als "Tensoren", so daß auch 
die Vektoren, Trivektoren und Bitensoren der Benennung" Tensor" 
subsummiert werden; die Verallgemeinerung besteht darin, daß 
seine Definitionen sich auf Gebilde nten Ranges im m-dimensionalen 
Raum erstrecken. 
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XV, 313 S. gr. So. uft S,-, in Lnwdbd. uft 9,-. 

-- Die Integralgleichungen und ihre Anwendungen in der mathe
matischen Physik. Vorlesungen an der Universität zu Breslau. VIII, 
243 S. 8°. 1911. uft 6,-, in Lnwdbd. uft 7,-. 

Laska, Dr. W., Sammlung von Formeln der reinen und angewandten 
Mathematik. Mit 3 Tafeln. XVI, 1071 S. gr. S0. 

uft 26,-, in Hlbfrzbd. uft 2S,-. 
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