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VORREDE.

Dieses Buch verfolgt den Zweck, dem Leser, der mit den
Elementen der Mechanik und der Vektorenlehre bekannt ist,
die Theorie der Tensoren und der mit ihnen nichstverwandten
GrofBen in leicht verstdndlicher Weise zuginglich zu machen, so
daf er in den Stand gesetzt wird, die vorhandene Literatur mit
Verstindnis und mit der zuweilen erforderlichen Kritik zu lesen.
Um von einer festen und eindeutigen Definition ausgehen zu
konnen, wurden zunichst die Tensoren als symbolische Faktoren
definiert. Bei der Durcharbeitung derselben stellte sich bald
heraus, dafl die Behandlung der von R. H. Weber eingefiihrten
asymmetrischen Tensoren auf Resultate fiithrte, die vollstindig mit
denjenigen iibereinstimmen, welche von Gibbs mit Hilfe von
Dyadentripeln erlangt wurden. Die nihere Untersuchung zeigte,
daf die Gibbsschen Dyadentripel mit den asymmetrischen Ten-
soren sachlich identisch sind. Es schien also zweckm#fBig, fiir
beide eine gemeinschaftliche Bezeichnung zu haben, und da habe
ich das Wort ,Diatensoren“ vorgeschlagen, welches an die
beiden urspriinglichen Namen anklingt. Herr R. H. Weber, dem
ich den Vorschlag vorlegte, erklirte sich damit einverstanden;
Herr W. Voigt legte hauptsichlich Wert darauf, daf der Name
Tensor fiir die in seinen grundlegenden Arbeiten behandelten
symmetrischen Gebilde erhalten bliebe; das ist geschehen. Auch
zu der Mehrzahl der iibrigen neu eingefithrten Bezeichnungen
habe ich die Zustimmung des Herrn R. H. Weber eingeholt —
die tiefergehenden allgemeinen Untersuchungen von W. Voigt
kommen in diesem Buche nicht zur Verwendung.



\'21 Vorrede.

Die Diatensoren erweisen sich von selbst als das natiirliche
Mittel zur analytischen Behandlung deformativer Bewegungen.
Sie werden also im ersten Teil im Zusammenhang mit der affin-
projektivischen Raumtransformation behandelt, in der Art, wie
dies bereits von Gibbs-Wilson geschehen ist. Dabei mubten
naturgemidl manche Sitze, die Gibbs unter Benutzung der
dyadischen Form aufgestellt hat, in der tensoriellen Form repro-
duziert werden. Es versteht sich von selbst, daf ich, soweit
dies geschehen ist, die Prioritdt von Gibbs anerkenne. Auf die
komplizierteren Bildungen, wie die ,double dot multiplication“
von Gibbs, bin ich nicht eingegangen; sie liegen aufllerhalb des
vorgesteckten Rahmens, und die mit ihnen erzielten Ergebnisse
lassen sich, soweit sie in den Bereich des Buches fallen, mit den
einfacheren Mitteln der Diatensorenrechnung schneller erzielen.

Eine gewisse Breite der Darstellung schien mir mit Riicksicht
auf das Mall der vorausgesetzten Vorkenntnisse erforderlich; ich
hoffe, in dieser Beziehung annihernd das Richtige getroffen zu
haben.

Eingehende Anwendungen der Theorie vorzuzeigen wire sehr
erwiinscht gewesen, verbot sich aber durch die Riicksicht auf den
Umfang des Buches und den Wunsch, das Erscheinen zu be-
schleunigen. ‘

Herr R. H. Weber hat die Giite gehabt, eine Korrektur zu
lesen, und ich habe ihm fiir mancherlei wertvolle kritische Winke
zu danken.

Feldafing, im September 1913,

E. Budde.
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Erster Teil

Skalare Tensoren und Diatensoren,
speziell als Mittel zur analytischen Behandlung

der affin-projektivischen Bewegung.




Vorbemerkungen.

Bekanntschaft mit den Elementen der Vektorenrechnung wird
im folgenden vorausgesetzt. Doch sind einige Bemerkungen voran-
zuschicken, von denen die ersten sich auf die benutzte Schreib-
weise beziehen, wihrend die anderen einige Sitze behandeln, die
in den deutschen Lehrbiichern der Vektorenrechnung meist nicht
oder nur unvollstindig erwihnt sind, die aber in der Diatensoren-
rechnung gebraucht werden.

I. Schreibart.

Punkte werden durch arabische Ziffern bezeichnet; ein
Koordinatenanfang heilit in der Regel 0.

Eine Linie, die von Punkt 1 zu Punkt 2 hingeht, kann
geschrieben werden 1 — 2 (wo keine Verwechslung moglich ist,
1 2) oder (2 —1).

Das Wort Richtung wird immer einsinnig gebraucht, vom
Punkt 1 zum Punkt 2 hin. Die doppelsinnige Bestimmung, wie
sie durch die Gleichung einer unendlichen geraden Linie in
kartesischen Koordinaten gegeben wird, heifit Doppelrichtung.

Absolutwerte, vorzeichenlose, stets positiv genommene
Quantitidten werden geschrieben, indem man den sie bezeichnenden
Wert zwischen zwei vertikale Striche setzt: | —z| = |z|.

Ein Skalar ist eine Grolle, die durch Angabe eines Quantums
und eines Vorzeichens bestimmt ist, und deren Vorzeichen sich
nicht dndert, wenn man die Achsen des Koordinatensystems, in
welchem er etwa auftritt, umkehrt.

Pseudoskalare sind Grofen, die gleichfalls durch eine
Quantitdt und durch ein Vorzeichen bestimmt sind, deren Vor-
zeichen sich aber umkehrt, wenn man die Koordinatenachsen
umkehrt.

Budde, Tensoren u. Dyaden. 1



2 Vorbemerkung I. Schreibweise.

Ein Vektor ist jede Grofle, die durch eine gerichtete Linge
dargestellt werden kann.

Winkel und Winkelkosinus werden, dem allgemeinen Gebrauch
entsprechend, in der Regel durch kleine, nach Bediirfnis markierte,
griechische Buchstaben bezeichnet. Winkel in der Regel durch
@, ¥, o, Kosinus durch e, 8, 4, u usw.

Mit dieser Ausnahme gilt durchweg die Regel, dal alle
Vektoren mit deutschen, alle Skalare und Pseudoskalare
mit lateinischen Buchstaben geschrieben werden, und zwar so,
daB der Betrag eines Vektors v ohne weiteres durch den ent-
sprechenden lateinischen Buchstaben v dargestellt wird. Ist ein
Vektor mit einem Buchstaben markiert, so geniigt es, wenn der
Hauptbuchstabe deutsch geschrieben wird, um ihn als Vektor zu
charakterisieren.

Zwischen Komponenten und Komponentenbetrigen wird ent-
sprechend unterschieden. Die mit Richtung gedachten Kompo-
nenten von a im System der z, y, # sind a,, ay, 0,, die skalaren
Betriige derselben sind as, ay, @, Der Unterschied dokumentiert
sich in den beiden Gleichungen:

o= na; + ay 4 ay,
a = Va,f + ay + a,
von denen die erste vektoriell, die zweite algebraisch ist.

Jeder mit einer Koordinatenrichtung markierte Skalar, z. B. vy,
kann, ohne daB es erst besonders bemerkt wird, als Betrag der
y-Komponente eines Vektors v aufgefat werden.

Die skalare Division mit einem Vektor wird bekanntlich

eindeutig durch die Konvention, da@ % die Richtung von a haben

soll. Diese Konvention wird akzeptiert.
Ein Einheitsvektor von der Richtung a und der Lénge 1

. . . a
kann auf dreierlei Weise geschrieben werden: om und 1,. In

dieser Schrift wird die letztere Bezeichnung gefiihrt.

Die Buchstaben i, i, ¥ bleiben reserviert fiir die Grund-
vektoren, d.h. Einheitsvektoren, welche in die Richtung der
positiven Koordinatenachsen fallen. Wo ein Koordinatensystem
angenommen wird, denke man sich die Grundvektoren gleich mit-
gegeben und umgekehrt. ,System der i, f, ¥ ist gleichbedeutend
mit ,System der z, y, 2



Vorbemerkung I1. Reziprokale Vektoren. 3

Eine Ebene, welche durch zwei Vektoren a und § bestimmt
ist, wird ,Ebene ab% geschrieben. Fiir Koordinatenebenen, die
danach ,Ebene der g y* usw. heilen miiiten, wird dem allgemeinen
Gebrauch zuliebe eine Ausnahme gemacht; wir schreiben sie,
wie iiblich, ,zy-Ebene“ usw.

Vektoren, die einer und derselben Ebene parallel sind, heilen
komplanar, solche, die einer und derselben Doppelrichtung
parallel sind, heiflen kollinear.

Das skalare Produkt aus zwei Vektoren a und b schreiben
wir (ab) oder, wo kein Milverstindnis moglich ist, einfach ab.
Ein Komma oder Punkt wird nur dann zwischengesetzt, wenn es
sich darum handelt, die beiden Faktoren deutlich voneinander zu
trennen, z. B. (a, m 4+ u) ist das Produkt aus a und m + .

Das vektorielle Produkt aus a und b wird geschrieben [ab];
auch hier wird ein Komma nur zwischengesetzt, wo es der Ab-
grenzung wegen erforderlich ist. Nach der obigen Konvention ist
fiir das aufgeloste Produkt [ab] zu schreiben:

i i ¢ ‘

b

[ab] =

Gz Oy 0y
| b, b, b,

und es sind in der Determinante auBer den i, j, ¥ keine deutschen
Buchstaben zu verwenden.

IT. Reziprokale Vektorensysteme nach Gibbs.
a) Tripelprodukt (abc). Sind a, b, ¢ drei nichtkomplanare
Vektoren, so ist bekanntlich
afbe] =b[eal =c[ab], . .. .. .. (1)
und jeder von diesen drei Ausdriicken ist der pseudoskalare

Inhalt des Parallelepipeds mit den Seiten @, b, ¢. Da keine Ver-
wechslung moglich ist, bezeichnen wir diesen Inhalt kurz mit

(nbo)
Der Inhalt dieser Klammer ist kommutativ unter der Bedingung,
dal die zyklische Anordnung nicht gestort wird. Anderenfalls ist
(abc) = —(ach), . . . . . . ... (2)
(i) =—(GtH =1 . ... ... (3)
Sind die Vektoren a, b, ¢ komplanar, so ist (abc) = 0.
1*



4 Vorbemerkung I1. Reziprokale Vektoren.

b) Determinantenformel fiir (abe). Die Tripelprodukte
der obigen Art aus drei Grundvektoren verschwinden siimtlich mit
Ausnahme von (ijf) und (i¥j), weil (iij) usw. komplanare Vek-
toren enthalten. Schreibt man also:

o= a,i -+ ayj + a,f,l
b="b,i+b,j+ bt - - . . .. (1)
¢ = cmi-l—cyj-}—c,fl
und fiihrt damit die Berechnung von (abe¢) aus, so findet man:
Ay Ay dp
by by b, |-
Cx Cy Cy

c) Darstellung eines beliebigen Vektors durch drei
andere nichtkomplanare Vektoren. Gegeben seien drei nicht-
komplanare Vektoren a, b, ¢; ein vierter Vektor v soll durch sie
ausgedriickt werden. Der Ausdruck wird die Form haben:

v=Ula+mb-+t+me, . ... .. .. €))

wo l,m,n Skalare sind, die bestimmt werden miissen. Multipliziert
man mit [be], so ergibt sich:

v[be] =Tlaf[bec] + mb{bc] + ne[be].. . . . . )]

Die beiden letzten Produkte auf der rechten Seite sind Null,
weil sie komplanare Vektoren enthalten, also bleibt:

(abe) =

v[be] =1(abe), . . . . . .. .. (3)
folglich mit zykhscher Fortsetzung:
__(vbe) __(ven) (vab)
@9 " TG T eany W
__(vbe) (ven) (naﬁ)
oder v = (abo) a + (bca) + (caﬁ) N ()

Die Nenner sind simtlich gleich.

d) Reziprokale Systeme. Die SchluBgleichung des vorigen
Paragraphen kann, da (abc¢) pseudoskalar ist, geschrieben werden:

[6c] [ca] [ab]
vy = < (abc)>a+<n(abc)>5+< (aﬁc)>c )
Die drei GroBen (Eﬁbcg) usw. sind Vektoren, welche der Reihe

nach auf den Ebenen be, ca und ab senkrecht stehen. Man be-
zeichnet sie mit o', ¥, ¢. Die vorstehende Gleichung lautet dann:

p = (vaya + (Wb)b 4+ (vche. . ... L. (2)
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o, b, ¢ heilen ,das zu a, b, ¢ reziprokale System“ Dal
0b,c nichtkomplanar seien, ist wesentlich, dann sind auch o', 9, ¢
nichtkomplanar, weil sie auf den Ebenen §, ¢ usw. senkrecht stehen.

Die Definitionen von o, §’, ¢/, der Deutlichkeit wegen heraus-
gehoben, lauten:

,_ I8 o [eal,  _ [ab]

T =y P T @by T @why 0 ®)
Es gelten fiir sie die folgenden Sitze.
e) Die Reziprokalitit ist gegenseitig.
Beweis: Da a/,0',¢' nichtkomplanar sind, kann man setzen:

vy =V +m'b' +n'c. ... ... (1)
Da nun nach d) o’ = gb% usw. ist, kann diese Gleichung

ersetzt werden durch:
(abe)v =V[be]+m'[ca]l +n'[ab]. . . . . . (2)
Multipliziert man sie der Reihe nach skalar mit a,b,¢, so

erhilt man:
(abc)(av) = V(abe), ' = va,

(abc)(by) = m'(abc), m =9vb,: . . . . (3)
(abe)(cw) = #/(abe), n = ve,
also:
v = (va)a' + (0B)0' + (ve)e, . ... L. (4)

die zu d) (2) symmetrische Gleichung, welche den Satz beweist.

f) Aus der Definition ergibt sich unmittelbar:
(') =W'b)=(c)=1,. . . .. .. €))
(a'b) = (b'a) = (b'c) = (¢'b) = (a) = (a'c) = 0. . (2)
Umgekehrt: Sind u, v, w und a, b, ¢ zwei Systeme, welche den
Bedingungen geniigen:
o) =) =(we)—1. .. . ... (3)

(ub) = (av) = (uc) = (aw) = (ve) = (bw) =0, . (4)
so sind u, v, w und a, b, ¢ reziprokal zueinander.
Beweis: Driickt man u, v, w nach e), Gleichung (4), in o', ¥, ¢!
aus, so erhilt man:
= (ua)a’ 4+ (ub)b’ 4+ (uc)c,
v = (va)a’ +(vb)b' + (ve)e, g - - - - . - ()
w= wa)a’ + (wb)¥’ 4 (wc)c,

und
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und wendet man hierauf die vorgeschriebenen Bedingungs-
gleichungen an, so ergibt sich ohne weiteres:

t=uva, wv=0V0, w=c . ... .. (6)

g) Aus der Gegenseitigkeit der Beziehungen folgt ohne weiteres:

o] o [ew). _ e
(al Blcl) ) (al Blcl) ’ (ul B'cl)

¢

n =

h) Sind o/, ¥, ¢’ und a, b, ¢ reziprokale Systeme, so ist
(abe)(@'b¥Vey=1.. .. ... ... (1)

- Beweis: Definitionsgemil} ist (die Glieder des skalaren Pro-
duktes sind, wie die des vektoriellen, durch ein Komma abgegrenzt)

w0 = ([ G 130

— o (a0l s8], . . . . @
Fiir das Produkt [[6¢][¢a]] liefert die Vektorentheorie den Sata:
[[bc)[eal] = (abe)e; . . . . . . . . (3)

also:
o' = -(Thlag.(abc)_(c[aﬁ]) — ﬁ. N Y]

i) Reduktion eines Produktes (uvw)(abc). Mittels des vor-
stehenden Satzes kann die Aufgabe gelost werden, das Produkt
aus zwei Tripelprodukten der hier behandelten Art durch neun
rein skalare Produkte auszudriicken. ua, b, ¢ seien drei nichtkom-
planare Vektoren und u, v, w drei weitere. Setzt man:

= Lo+ LV4 L,
b= mlu’+m25'+m3c’,}
w = n0 4+ 00" 4+ nyc,
zerlegt beiderseits nach den Achsen und berechnet damit (uvw)
als s (vyw, — v, wy) 4+ usw., so ergibt die umsténdliche, aber un-
schwierige Ausrechnung:
hilyly
0y My My
Ny Ny Ny

(uviv) =

@oe) . . ... @)
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Nach f), Gleichung (5), ist nun 7, = (ua), {; = (ub) usw,,

und da auflerdem (a’b’¢’) = (Tx%cj ist, so folgt:
na ub unc
(mvw)(abe) = [va b ve|- - - - - . - (3)
wa wh we

k) Drei rechtwinklig zueinanderstehende Einheitsvektoren
sind ihre eigenen Reziprokalen; sie sind das einzige Vektoren-
system, welches diese Eigenschaft hat.

Leicht aus der Definition und f) zu beweisen.




Erster Abschnitt.

Diatensoren in tensorieller Form.

Erstes Kapitel: Tensoren.
1. Homogene lineare Vektoriunktion; Diatensor.

Die verwendeten Koordinatensysteme sind, wenn nicht das
Gegenteil ausdriicklich bemerkt ist, ein fiir allemal rechtwinklig
und rechtshindig gedacht.

Es seien

tza:a tyya tZZ'I {yza tzya fzxa txz, t.’ty, tyz
neun reelle Skalare. Es sei A ein gegebener Vektor und die
Betrige seiner Achsenkomponenten in einem System der z, y, 2
werden mit A,, 4,, A, bezeichnet. Aus U werde ein neuer
Vektor B gebildet durch die Operation
% == (txxA-m + tzyA!/ + taczldz)i .
+ (tyode + tyydy + 40500 - - - - - ¢))
+ (tzan: + tzyAy + tzzAz) fJ
dann heiit 8 eine homogene lineare Vektorfunktion von N.
Die Gleichung (1) heifit in dieser ganzen Schrift Grundgleichung.

Wir setzen voraus, die Operation, welche durch die Glei-
chung (1) ausgedriickt ist, werde in einem bestimmten Koordinaten-
system der z, y, # ausgefithrt, und die Werte der neun Koeffi-
zienten .., t,, usw. seien fiir eben dieses Koordinatensystem
bekannt gegeben.

Dann fassen wir die ganze Operation, welche durch die
Gleichung (1) dargestellt wird, zusammen in die symbolische
Gleichung

B=OHA . ... ... ... (2)
und nennen (z) einen Diatensor, und zwar einen skalaren
Diatensor, weil und solange die Voraussetzung beibehalten wird,
daB seine Glieder Skalare sind.
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Die Klammer, in welche = gesetzt wird, hat den Zweck, seine
Bedeutung als Diatensor hervorzuheben; sie kann fortgelassen
werden, wo kein Milverstindnis moglich ist. Die rechte Seite
von (2) liest man als Produkt: Diatensorvektorprodukt ¢ mal %;
das Diatensorvektorprodukt ist identisch mit einer linearen Vektor-
funktion von . A heilit das Argument.

Ein Diatensor ist hiernach definiert als symbolischer
Faktor, welcher einen Vektor eindeutig in eine seiner
linearen homogenen Vektorfunktionen iiberfiihrt.

Die Eindeutigkeit folgt daraus, dafl die Gleichung (1) linear ist.

Die symbolische Multiplikation mit (z) ersetzt die neun Einzel-
multiplikationen der Gleichung (1).

Der Diatensor (r) ist bestimmt durch seine neun Glieder.
Man nennt diese Glieder auch seine Komponenten. Jedes ein-
zelne Glied kann sowohl positiv wie negativ gedacht sein, sein
Vorzeichen ist in beiden Fillen unabhiingig von einer etwaigen
Umkehrung der Koordinatenrichtungen.

Anmerkung 1. Statt des Wortes Diatensor findet sich in der Literatur
die Bezeichnung ,asymmetrischer Tensor“ und ,Tensortripel“; Naheres hier-
iiber weiter unten.

Anmerkung 2. Statt des Ausdruckes Diatensorvektorprodukt findet
gich in der Literatur zundchst das Wort Tensorvektorprodukt, dann auch
der abgekiirzte Ausdruck Tensorprodukt. Das Wort Produkt wird aber im
folgenden noch so vielfach und in so mancherlei Beziehungen gebraucht,

dal es der Deutlichkeit wegen zweckmaBig ist, die vollstindige Bezeichnung
beizubehalten.

2. Tensor,

Fiir viele Zwecke der theoretischen Physik kommt man mit
Diatensoren aus, bei denen t,, = t,., s = t;a, tyu = tzy ist;
sie heilen symmetrische oder orthogonale Tensoren, oder nach
W. Voigt Tensoren schlechthin. Wir benutzen die letztere Be-
zeichnung. Vollstindig wiirde sie lauten ,skalarer Tensor,
doch wird der Zusatz ,skalar® im folgenden in der Regel als
selbstverstindlich vorausgesetzt. Die Grundgleichung nimmt dem-
nach fiir den Tensor die Gestalt der nachfolgenden Gleichung (1)
an, und ein Tensor (r) ist definiert durch die Festsetzung:

Wenn

B = (ads + tuydy + Lo d))i
+ (txyAv+tyyAy +tyzA2)i ot (1)
+ (tzxAx + tysz + tzzAz) f,
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8o ist

B=m@A ... .......(?
(r)A heilit ein Tensorvektorprodukt, und der Tensor (r) hat die
sechs Glieder f,., tyy, tizy fyz tozy tzy. Soll der sechsgliedrige
Tensor (z) durch Angabe seiner Glieder charakterisiert werden,
so schreiben wir ihn:

(®) = T(toas tyys Lozy tysy tean tay) - - . . . . (8)
oder
txa: taf;y tn
) =tey tyy by o oo e (D)

ox ty: 1ge
Die Glieder werden stets in der hier gegebenen Anordnung auf-
gezahlt.

Die Glieder eines Tensors werden als Skalare mit lateinischen
Buchstaben geschrieben, der Tensor selbst mit einem griechischen
Buchstaben.

Es wird sich im Laufe der Untersuchungen von selbst heraus-
stellen, daf die Schreibart der Gleichung (4) die rationelle und
allgemein durchfiihrbare ist. Im Anschlufl an dieselbe bezeichnen
wir die drei Glieder ¢,., t,,, ;. als Diagonalglieder des Tensors;
die iibrigen heilen Seitenglieder. In der Literatur heiflen
texy tyys 1z, meist Komponenten erster Art, die anderen solche
zweiter Art.

Das erste Kapitel beschéftigt sich ausschlieflich mit den hier
definierten Tensoren.

3. Tensorellipsoid.

Da eine Mittelpunktsfliche zweiten Grades durch sechs Kon-
stanten bestimmt ist, kann eine solche immer dazu dienen, ein
sechsgliedriges Gebilde geometrisch darzustellen. Wir stellen
daher ,unseren Tensor, dessen Glieder ¢., usw. sind, dar durch
die Flache
20 =t 22+ by Y2+t 22+ 21 ,,y2 4 28,204+ 2t 2y—1 = 0. (1)

Das konstante Glied dieser Gleichung ist willkiirlich. Als einfachsten
Wert desselben wihlen wir die Einheit, und zwar soll, um die Gleichung
homogen zu machen, das Zeichen 1 das Quadrat der Liangeneinheit bedeuten,

wenn die Skalare ¢_, usw. reine Zahlen sind, was in vielen Fillen der An-

wendung zutrifft; haben sie eine von Null verschiedene Dimension, die dann
natirlich fiir alle ¢,, dieselbe sein muBl, so wire die Dimension der Eins
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entsprechend zu 4ndern, was aber so einfach ist, dal es hier nicht weiter
beriicksichtigt wird. Sollte die ganze Fliche mit den gegebenen Werten
der ¢,, usw. imaginir werden, so schreibt man -1 statt —1; auch dies
wird im folgenden nicht besonders hervorgehoben.

Die durch (1) dargestellte Fliche nennt man gewdhnlich das
Tensorellipsoid, ohne damit sagen zu wollen, dafl sie nicht
auch ein anderes Gebilde zweiter Ordnung, z. B. ein Hyperboloid,
ein Zylinder oder ein Degenerationsprodukt dieser Flichen sein
kann. Thr Mittelpunkt ist der Ko- Fig. 1.
ordinatenanfang 0. A

Wir fragen zunichst, wie sich
die Abhingigkeit des Vektors B von
A vermittelst dieses Ellipsoids aus-
driickt. Zu dem Ende denke man
sich % und B an 0 angeheftet.

Der von 0 aus gezogene Vektor %
schneidet das Ellipsoid in einem
Punkt 1 (Fig. 1), dessen Koordinaten
sind z, %, 2. Legt man in diesem Punkt eine Tangentialebene an
das Ellipsoid und nennt §, %, { die laufenden Koordinaten dieser
Ebene, so hat sie die Gleichung:

0D 00 0D .
%(x—g)-l—a—y(y—’?)—f‘w(Z—C)—O- - (2)
Nun ist nach (1)
0D D o

also nach (2) auch
a@%g_}—gn_}_%%g:l.. R )
Macht das von O auf die Tangentialebene gefillte Lot mit den
Achsen die Winkel 4, g, v, so ist bekanntlich
0P
k3

V(gfy-l- <%>2+ (%%)2 usw

. S | .
oder, wenn man die Wurzel mit P bezeichnet,

cos A =

oD (' oD
cosl:p%, cosy:pa—y, sy =po - )
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Nun ist, wie sich durch Differentiation von (1) ergibt,

(X e]
aiac._tmac—}—r,‘m,y—i-z‘mz. N ()

Nennt man r den Radiusvektor 01, also den Teil von ¥, der

zwischen O und der Fliche 2 @ liegt, und ist ¢ das Verhiltnis

A’
so ist
x=1¢4,, y=2¢4,, 2=¢A4,.. . . . . (7)
Also ist nach (6)
O o e(feudat toy Ay F s A) = ¢B,y . . . . (8)

und entsprechend in y und 2. Also folgt aus (5)
cosh:cosp:cosv = B,:B,:B,. . . . . .. (9)
Das heifit: B fillt in die Richtung des Lotes auf die Tangentlal-
ebene, welche im Durchschnittspunkt von ¥ an das Ellipsoid
gelegt wird. Die Linge dieses Lotes ist bekanntlich
1

YE (G ()

also dieselbe GroBe, welche oben mit p bezeichnet wurde. Es ist

nach (8) . .
= V( y + (%%

. (10)

e p 7
D verhdlt sich zu A, wie % zu r. Somit ist durch (9)
und (10) Richtung und Betrag von ¥ eindeutig bestimmt.

Das Ellipsoid kann in speziellen Fillen zum Rotationsellipsoid oder
auch zur Kugel degenerieren; im letzteren Fall ist boy = by, = t,, = 0,

p wird identisch mit 7 und ¢,, = by = 1, = %2 Die durch die Grund-

gleichung dargestellte Operation entartet also zur einfachen Multiplikation
mit dem Skalar 712—

Sind zwei von den drei Achsen des Ellipsoids einander gleich, die
dritte aber von beiden verschieden, so sind bekanntlich alle Durchmesser
des Ellipsoids, die auf der dritten Achse senkrecht stehen, gleichwertig.
Demgemili kann man die beiden gleichen Durchmesser des Ellipsoids unter
der Bedingung, daf ihre Rechtwinkligkeit beibehalten bleibt, beliebig in
ihrer Ebene drehen, ohne daB der Tensor, dem das Elhpsmd entspricht,
dadurch geindert wird.
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4. Anderungen des Koordinatensystems.

Beziehen sich die Werte von ¢,, usw. auf ein bestimmtes im
Raum festgelegtes Koordinatensystem, so hat das Ellipsoid 2@ = 0
eine feste Lage im Raum; 1 ist ein eindeutig bestimmter Punkt, die
Tangentialebene in 1 ist eindeutig gegeben, ebenso p; also ist die Be-
ziehung zwischen % und B eindeutig, wie es die Definition verlangt.

Diese Eindeutigkeit besteht aber nur, solange das Tensor-
ellipsoid im Raum festliegt. Denn denken wir uns ein zweites
Ellipsoid, welches mit dem ersten gleiche Dimensionen, aber
andere Lage hitte, wihrend U seine anschaulich vorgezeigte Lage
im Raum beibehdlt, so wiirde in diesem zweiten Ellipsoid p im
allgemeinen einen anderen Betrag und eine andere Lage haben
als im ersten. Die Gleichungen (9) und (10) des vorigen Para-
graphen wiirden also im allgemeinen einen anderen Vektor B
bestimmen als den dort behandelten. Es ergibt sich hieraus, daB
die feste Lage des Tensorellipsoids im Raum eine notwendige
Eigenschaft des zugehdrigen Tensors (z) ist, und daf, wenn man
von dem zu Anfang gegebenen Koordinatensystem der z, v, 2 zu
einem anderen System der &, 7, { ibergeht, die sechs Glieder
des Tensors (v) eine der Anderung des Koordinatensystems ent-
sprechende Transformation erfahren miissen. Die Art dieser
Transformation ergibt sich einfach aus der Darstellung durch
das Tensorellipsoid. Will man an Stelle der z, y, # ein anderes
Koordinatensystem der &, #, { einfithren, so hat man die Glei-
chung 2® — 0 nach bekannten Regeln auf die £, %, { zu trans-
formieren; die Koeffizienten von &2, 52, §2, 275§, 2£&, 2&n in
dieser transformierten Gleichung sind die Glieder oder Kom-
ponenten des Tensors (¢) in dem neuen Koordinatensystem.

Sind die Kosinus der Winkel, welche die Achsen beider
Koordinatensysteme miteinander machen, durch das Schema ge-
geben (cosx,& = o; usw.):
z{y| =~

& oy | 06| otg

n | B.] B Bs

E v 7|78
so lauten die Transformationsgleichungen, wie bekannt,

v =o&+Bin+ g usw,
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und wenn man dies in die Gleichung (1) des § 3 einfiihrt, ergibt
die Ausrechnung:

Ty = too0f +lyyo 4 t0f Fty 005+ 1,5 0504 4 Eoy oty 00,
by = taa ﬁf + tyyﬁz2 + 1287 + 1y 2BafBs + o fs B+ toy B Bas
bt = laa¥f + by V3 + Lo?d + Lye¥e¥s + ba Vs 1 Ly 11 75,

bt = teafi?r +tyyBave + e Bs¥s + tys- 5 (Be¥s + Bsv2)

+tea. 5 (Bs 1 + Br¥s) +tay- 3 (Br7e + Bar), (1)

g = taaPr oy by Patts + too 3ot + s 5 (Va0 4 75 04)
Ftineg (Va0 + v105) + oy 3 (9200 + yaosy),

bey = tr 0ty B+ tyy %, Bo + toros B + tys. % (“2 Bs + o ﬂz)
+ b ‘; (0‘3 B+ oy ﬂ3) + ta:y-%(o‘l By + oy ﬁ1)
Die Kosinus treten in den Gleichungen simtlich in zweiter
Dimension auf; dies verweist darauf, daB sie nicht Richtungen,
sondern Doppelrichtungen festlegen. In der Tat, von den beiden
Hailften je einer Hauptachse des Ellipsoids ist die eine riumlich
vor der anderen nicht ausgezeichnet, und fiir die Bestimmung
der Stellung des Ellipsoids im Raum ist es gleichgiiltig, ob man

die Richtung seiner Hauptachsen umkehrt.

5. Hauptachsen, Konstituenten.

Die Tatsache, daB das Ellipsoid des Tensors (r) im Raum
eine bestimmte Stellung hat, weist darauf hin, dal dem Tensor
als solchem drei bestimmte Doppelrichtungen im Raum zugeordnet
sind. Es liegt nahe, die drei Hauptachsen des Ellipsoids als
maligebend fiir diese Doppelrichtungen anzusehen; wir nennen
sie demgem#ll die Hauptachsen des Tensors.

Wir bezeichnen nun die Doppelrichtungen der Hauptachsen
durch a, b, ¢, ihre Betrige durch ¢,, t, t,, und markieren iiber-
haupt die auf a, b, ¢ bezogenen Grofen entsprechend. Legt man
drei Koordinatenachsen der £, %, { in die drei Doppelrichtungen
a, b, ¢, 80 verschwinden bekanntlich die Produkte von je zwei
Koordinaten aus der Gleichung des Ellipsoids, und sie nimmt die

Form an: et =1 . ... ... (1)
Die drei GroBen ¢, &, f, heiBen die Konstituenten des Ten-
sors (z). Im System der £, %, { driickt = sich aus durch

t. 0 0
T=<.0 40 . . . . .. .. (2)
0-0 ¢.
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In einem beliebigen rechtwinkligen Koordinatensystem sind zur Be-
stimmung der Doppelrichtungen a, b, ¢ drei Angaben erforderlich; a¢ wird
durch zwei Winkel, die es etwa mit den Achsen der x und y macht, fest-
gelegt; dann ist & durch einen weiteren Winkel bestimmt, und ¢ ist durch
die Rechtwinkligkeit des Systems mit bestimmt. Im ganzen bilden also die
drei Angaben iber a, b, ¢ nebst den drei Konstituenten wieder sechs Be-
stimmungsstiicke, die den Tensor in einem beliebigen Koordinatensystem
charakterisieren.

Nennt man die Betrige der Halbachsen des ,Ellipsoids#
von (t) 7a, 75, 7c, S0 zeigt Gleichung (1) ohne weiteres, wie die
Konstituenten durch diese Halbachsen ausgedriickt werden; es ist

1 1 1
taz;‘g, tb:?{?, tc‘——r—g (3)
Ferner reduziert sich die Grundgleichung auf
B, =t WU, Bpy=0W,,, B=1tNA. ... (4

Die Hauptachsen des Tensors sind notwendig invariant, da
ja die Transformation von einem Koordinatensystem auf das
andere von vornherein auf ihre Invarianz gegriindet wurde.

6. Transformation von den Hauptachsen auf irgend ein
Koordinatensystem und umgekehrt.

Ist ein Tensor durch seine Konstituenten gegeben, so bietet
gich die Aufgabe dar, seine Glieder fiir ein beliebiges Koordinaten-
system der z,y, # auszudriicken. Lautet das Schema fiir die
Winkelkosinus der Achsen
a|b]ec

z | oy | oy | g

y | BB Bs

P1| V2| Vs

so ergibt sich die Losung unmittelbar aus §4. Man braucht
in den dortigen Gleichungen nur t,, —=ta, t,y = 5, t.. = ¢,
tys = tye = tzy = 0 zu setzen und auf der linken Seite statt der
griechischen Buchstaben lateinische zu schreiben, so erhilt man:
tow = taot? + thod + toot ),
tyy == taﬁf + tbﬁ; + tcﬁg‘la l
b = tayl? + b 72‘) + tcy32’
tys = taBry1 + b Ba¥e + LB sy
b = tayi0q -+t Yoty + 1,75 @,
bay — ooty Bi 4 oot By 4 tc“sﬁa-]

i.....(l)
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Die Achsenkomponenten von B in A,, 4;, A. ausgedriickt, sind
B, = oyt Ay 4+ onty Ay + 051, Ae,y

By:ﬁltaAa+ﬂ2tbAb+ﬂ3tcAc, e e e . (2)
Bz:yltaAa+y2tbAb+73tgAc.

In A4,, 4, A, erhilt man die Komponenten von B, indem
man die Werte von t.,, fy, usw. aus Gleichung (1) in die Grund-
gleichung einsetzt.

Die umgekehrte Aufgabe, a, b, ¢ zu bestimmen, wenn ., {,y,
t., usw. gegeben sind, ist identisch mit der bekannten Aufgabe
der analytischen Geometrie, die Hauptachsen eines Ellipsoids zu
ermitteln, wenn das Ellipsoid durch seine Mittelpunktsgleichung
in einem beliebigen Koordinatensystem der =z, , 2 gegeben ist. Sie
wird spiter (§ 19) eingehend behandelt, hier sei nur der Satz
vorweggenommen, daf} sich fiir jeden Tensor drei reelle Haupt-
achsen finden, so dall auf imaginire Werte keine Riicksicht zu
nehmen ist.

Bei Betrachtung der Gleichung (1) sieht man, daB ihre rechten Seiten
drei Kolonnen bilden, derart, daf in der ersten Kolonne nur f, vorkommt,

in der zweiten und dritten nur ¢, baw. ¢{. Das laft sich offenbar dahin auf-

fassen, dafl jeder der Konstituenten fiir sich transformiert wird. Ware z. B.
nur ¢, gegeben, ¢, und ¢, aber bedeutungslos, so wiirden die Formeln lauten:

tmm = ta“127 tyy = ta18127 tzz = taylz’ 1
tyz = ta/glyl’ tzm = ta'yl“l’ tmy = t“al‘gl'

Man kann also t, fiir sich als eine GroBe ansehen, die sich selbstéindig trans-
formiert, ebenso ¢, und ¢, Diese Auffassung wird spater bei Betrachtung
der Wirkungen eines Tensors bestitigt, da sich herausstellen wird, daf jeder
der drei Konstituenten eine besondere Dehnung herbeifithrt. Von ihr aus-
gehend hat W. Voigt urspriinglich jede einzelne der drei GroBen i, t, ¢,
als einen Tensor, und ihre Gesamtheit als ein Tensortripel bezeichnet.
Das ist vollig berechtigt; es ist indessen allgemein gebriuchlich geworden,
den Namen Tensor auf die Gesamtheit der drei Konstituenten einschlieflich
ihrer Doppelrichtungen, also auf unser (¢) anzuwenden.

Mit einer allerdings sehr erheblichen Ausdehnung des Summenbegriffes
kann man den Tensor auch als die Summe seiner sémtlichen Glieder auf-
fassen. Auf Grund der im Kingang gegebenen Definition des Tensors liegt
fir diese Ausdehnung des Summenbegriffes keine Motivierung vor; eine
solche ergibt sich aber, wenn der Tensorbegriff auf andere Aggregate
von dhnlichem Charakter ausgedehnt wird, die nicht blof als symbolische
Faktoren gedacht sind, sondern als physikalische Vektorensysteme oder
Eigenschaften selbstindige Existenz haben. Vorliaufig wollen wir von der
Ausdehnung nur an dieser Stelle Gebrauch machen; dann ist der Einzeltensor
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der Gleichung (3), da die Seitenglieder in ihm simtlich doppelt vorkommen,
zu schreiben:

(1) = tygttyy Ft, 4+ 28, +2t, +2t,,
=tel -t 8ty 26,87y + 2ty e+ 28,08 .. (&)
Dies stimmt genau tberein mit der Formel fiir die Transformation eines
Vektorquadrates. Soll der Vektor v, der in die Doppelrichtung a fillt, vom

Koordinatensystem der «, U, ¢ auf diejenige der z, y, # transformiert werden,
so ist bekanntlich

*9 = b+ By,
p2 = 02 = o2l 40282 40y + 2028, v+ 202y, 0 -+ 202¢, ;.

Zerlegt man also 2 in die sechs hier auftretenden Summanden, so
hahen die einzelnen Summanden genau dieselben Koeffizienten, wie diejenigen
in Gleichung (4). Man spricht dies aus in dem Satz: Tensoren trans-
formieren sich wie die Quadrate von Vektoren.

also

¢ . Invarianten.

Addiert man in Gleichung (1) des vorigen Paragraphen die
drei Diagonalglieder, so erhdlt man:

toe Flyy+tl="to+b+t, . . . ... (1)
d. h. die Summe der Diagonalglieder ist fiir einen gegebenen
Tensor invariant gegen Drehungen des Koordinatensystems. Dieser
Satz hingt offenbar mit dem geometrischen Satz zusammen, nach
welchem die Summe der reziproken Quadrate eines Tripels von
rechtwinklig zueinanderstehenden Semidiametern fiir ein gegebenes
Ellipsoid konstant ist. Die vorstehende Gleichung folgt tibrigens
auch unmittelbar aus § 4, Gleichung (1), wenn man die bekannten
Beziehungen ay05 + 35 + 7275 = 0 usw. benutzt. Durch direkte
Ausrechnung mit Hilfe der Gleichung (1) des § 6 beweist man
ferner die Invarianz der beiden folgenden Ausdriicke zweiten und
dritten Grades:

lyyles + teotaa + loatyy — (B + 0% + t8) = blo + teta + tats, (2)
{xxtyytzz + 2 tyztzxtxy - (txmfyzz + tyytz%c + fzzfa?y) = tatth° . . (3)
Der Ausdruck auf der linken Seite von Gleichung (8) ist identisch
mit der Determinante:
tew toy Low
tx?l tll.’/ t.’/’
tzx

Wir nennen diese die Determinante des Tensors.
Budde, Tensoren u. Dyaden. 9

tye Loz s



18 § 8. Wihlbarkeit, Gleichheit von Tensoren.

8. Wihlbarkeit von Tensorgliedern; Gleichheit von Tensoren.

Die sechs Glieder .., t,, usw. eines Tensors sind durch die
Definition keiner Beschrinkung unterworfen; auch mdgen ihre
Werte sein, welche sie wollen, man kann immer die in einem
gegebenen Koordinatensystem zu ihnen gehérige Mittelpunkts-
fliche bilden. Man kann also jederzeit sechs Zahlenwerte von
beliebiger Grofe als Glieder eines Tensors auffassen oder vor-
schreiben, vorausgesetzt, dafl man sie auf ein bestimmtes Ko-
ordinatensystem bezieht und dal man ihnen die Eigenschaft zu-
schreiben darf, sich bei Anderungen des Koordinatensystems gemi3
§ 4 zu transformieren. Das gilt auch, wenn es sich nicht um
reine Zahlen, sondern um skalare physikalische Groflen anderer
Art handelt, dann aber selbstverstindlich unter der Voraussetzung,
dafl die sechs in Frage kommenden Grofen gleiche physikalische
Dimension haben.

Zwei Tensoren sind offenbar gleich, wenn ihre Glieder, in
der vorgeschriebenen Reihenfolge angeordnet, in ein und demselben
Koordinatensystem einander einzeln gleich sind.

Als Spezialfall folgt hieraus: Zwei Tensoren sind gleich,
wenn sie Hauptachsen von gleicher Doppelrichtung haben und
wenn ihre den gleichgerichteten Achsen entsprechenden Kon-
stituenten gleich sind.

Da die Vektoren ¥ und B keinen bestimmten Ort im Raum
haben, ist auch fiir einen Tensor, welcher ¥ in B iberfithrt,
kein solcher vorgeschrieben, und eine Verschiebung im Raum
kommt fiir die Gleichheit zweier Tensoren nicht in Betracht.
Tensoren sind begrifflich in demselben Sinne frei wie Vektoren.
Im konkreten physikalischen Problem konnen die Tensoren ebenso
wie die Vektoren an bestimmte Orte gekniipft sein.

An das Vorstehende kniipft sich die Frage, ob und wie sich
die Gleichheit zweier Tensoren durch ihre vorgeschriebene Wir-
kung auf gegebene Vektoren bestimmen 1at. Soll der Tensor (r)
einen gegebenen Vektor A in einen zweiten gegebenen Vektor B
iiberfiihren, so miissen seine Glieder die drei skalaren Gleichungen
erfiillen:

Bac - ta:an: + tacyAy + 1zxAza
By:twyAx+tyyAy+fyzsz ot (1)
B, =ty Au -ty Ay + i, A,
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Da aber der Tensor sechs Komponenten hat, enthalten diese
Gleichungen sechs Unbekannte, zu deren Bestimmung die drei
Gleichungen offenbar nicht ausreichen. Dazu sind vielmehr weitere
drei Gleichungen derselben Art erforderlich. Also ergibt sich
unmittelbar: Zwei Tensoren sind im allgemeinen einander gleich,
wenn beide zwei nichtkollineare Vektoren % und ' in die gleichen
Vektoren B und B’ iiberfiithren.

Die Vektoren A und ' diirfen nicht kollinear sein, weil sie sonst
nicht sechs voneinander unabhéngige Gleichungen (1) liefern wiirden.

9. Vorldufige Betrachtung der Wirkung eines Tensors;
Dehnungsellipsoid.

Die Wirkung eines Tensors auf einen Vektor, mit dem er
multipliziert wird, wurde in § 3, unter Bezugnahme auf das Tensor-
ellipsoid, erldutert. Ist der Tensor durch seine Konstituenten
gegeben, so reduziert sich die Hauptgleichung, wie schon in §
gezeigt wurde, auf

%a = ta%a, %b = tbglb, %c = tcAc. « e e (1)

Bei der symbolischen Multiplikation mit (z) werden also die
drei in die Hauptachsen des Tensors fallenden Komponenten von
A mit drei im allgemeinen verschiedenen Skalaren multipliziert.
Die tensorielle Multiplikation steht zur gewdhnlichen in einem
analogen Verhiltnis wie Affinitit zu Ahnlichkeit. Vektoren, welche
in eine der Doppelrichtungen ¢, b, ¢ fallen, werden einfach gedehnt,
alle iibrigen werden gleichzeitig gedreht.

Legt man alle denkbaren Vektoren vom Betrage 1 mit ihren
Anfangspunkten in den Anfangspunkt O eines Koordinatensystems,
so bilden ihre Endpunkte eine Kugel vom Radius Eins. Legt
man die Koordinatenachsen in die Richtungen a, b, ¢, so hat der
einzelne Einheitsvektor drei Komponenten a, b, ¢, deren Betrige

der Kugelgleich
T ORUBCEIOICNINE e =1 . @)

geniigen. Multipliziert man die simtlichen Einheitsvektoren
tensoriell mit (z) und bezeichnet ihre Komponenten nunmehr mit
o, 0, ¢, so ist
W =ta, O ==048, J=tc. .. ... (3)
o/, I, ¢’ geniigen also nunmehr der Gleichung
a2 b2 (2

'
E_l_ftb?—{—?c—f:l. e e e e e e e (4)
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Aus der Kugel ist also ein Ellipsoid geworden; jedem Radius
der Kugel entspricht ein Radiusvektor des Ellipsoids. Wir nennen
dasselbe das Dehnungsellipsoid des Tensors. Es ist, wie aus
Gleichung (4) unmittelbar hervorgeht, stets ein wirkliches Ellip-
soid. Es gibt eine erste Vorstellung davon, wie ein riumliches
Gebilde, die Kugel der Gleichung (2), durch die Multiplikation mit
dem Tensor verindert wird. Diese Anderung heilt reine De-
formation. Sie wird spiter noch niher betrachtet.

Selbstverstindlich kann die Dehnung auch Kompression sein. Es ist
sehr gebrauchlich, eine Kompression als ,negative Dehnung zu bezeichnen;
das ist aber nur dann genau, wenn die Dehnung additiv gedacht ist. Er-
folgt die Dehnung durch Multiplikation, so ist die Kompression als ,reziproke“
Dehnung zu bezeichnen. Ist die Dehnung nach irgend einer Achsenrichtung
reziprok, so ist der entsprechende Konstituent <C 1, und nicht etwa <CO0.
Hierauf ist zu achten, da in der Literatur tatsichlich Verwechslungen vor-
kommen; negative Konstituenten bedeuten, wie sich spater zeigen wird, nicht
Kompressionen, sondern Spiegelungen.

Anmerkung [betreffend additive Tensoren. Man kann einen
Tensor leicht so umgestalten, dal die durch ihn hervorgerufenen Haupt-
debhnungen als Differenzen erscheinen. Man braucht zu dem Ende nur zu

schreiben
la=14a;, {IT=14ag, f,=1+4a5; . ... (5
dann hat der auf seine Hauptachsen bezogene Tensor die Gestalt
14+a,; © 0
{ 00 1-4agy 0] - - « « oo oo (6)
0 0 1l4-ass,

und es liegt auf der Hand, dal die hier auftretenden Grofen a die Ver-
lingerungen nach den Richtungen der Hauptachsen additiv angeben.

Da die Zahl 1 invariant ist, miissen sich die @ ganz ebenso trans-
formieren wie die ¢. Dies ist leicht zu verifizieren, wenn man auf (6) die
Transformationsformeln des § 6 anwendet und nachtriglich, wie es ja sein
mu, t,. = 14+a},, byy = 1+ ayy, t,, =1+ ay, setzt. Der trans-
formierte Tensor hat dann die Gestalt

[1‘}““31 ayy' 31
l G lap, ays
a3y Gy3  1-ag;.

Da die Ay, demselben Transformationsgesetz unterliegen wie die L7
kann man nun auch soweit gehen, dafl man die a als Glieder eines besonderen
Tensors (@) auffalit und schreibt:

@11 Q12 O3
() = {a12 (g9 Qg3
(g1 (a3 A33.
(e) ist als ,Additivtensor® zu bezeichnen. Soll mittels desselben ein Vektor v

in die lineare Vektorfunktion w iibergefithrt werden, so hat man natiirlich
zu setzen:
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w = ((1—1—a11)vz—}—a120y—}—a31v2 i
+ (“12% + A F-ay)v, + ay57,)
+ (031%*]-(123%-}-(1 +a33))f = z(v).
Der Tensor («) hat also hier keine besondere Bedeutung, da man ihn fir
die zunichst vorliegende Verwendung doch immer erst auf die Form (t)
bringen muf. Fir ihn ist aber der Satz richtig, daf Kompression durch
negative Werte der den Konstituenten von : entsprechenden Diagonalglieder
angezeigt wird. Spater wird auch («) wichtig.
Nach Gleichung (4) sind die Semidiameter des Dehnungs-
ellipsoids der Reihe nach t,, f, t,.. Die Semidiameter des Tensor-

ellipsoids sind dagegen L L, die Quadrate der letzteren

1
Vi Vi Vi
sind also die reziproken Werte zu den Semidiametern des Dehnungs-
ellipsoids.

10. Der inverse Tensor.

Ist 8 = (), so ist nach bekannten Sdtzen der Algebra
auch A eine lineare Vektorfunktion von B, und bildet man fiir A
die Grundgleichung in der Form

A= (sxxBx+ SxyBy + S22 L;z)t
4 (Sy«Bs + usw.
so ist auch hier wieder s,, = s, usw., also ldft sich auch %A
durch symbolische Multiplikation von B mit einem Tensor aus-
driicken. Diesen Tensor nennen wir den inversen Tensor von
() und schreiben ihn (). Die Definition des inversen Tensors
liegt also in dem Satz:

Wenn
B=m0A, soist A=(E1)B. . . . .. (1)
Die Konstituenten von (z—!) ergeben sich sofort aus Gleichung (4)
des § H; da
%a - tama’]
55b:tb9Ib,}- R )
23c = tcmc,]
so ist
A, =8
@ T ta’ al
1
Wy = =By fe - - - (3)
b
1
A = E&.
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Also: Die Konstituenten des inversen Tensors sind die reziproken
Werte der Konstituenten des Tensors selbst. Die Hauptachsen-
richtungen beider sind identisch.

Die Gleichung des auf seine Hauptachsen bezogenen inversen
Ellipsoids (Koordinatensystem der &, #, §) wird

22If_—_§_2+i2+§_—1—_—0. ...... 4)
t. b te

Seine Halbachsen haben also die Lingen Vt., V&, Vt. Es ist
o ¢ ow n oW ¢
=2, =, I e e e e e (5)
ox . on &' 0 1

Wird das Lot von 0 auf die Tangentialebene, welche man im

Punkte £, %, ¢ an das inverse Ellipsoid legt, mit p’ bezeichnet,

80 ist
ORI ORI

R. H. Weber hat das Ellipsoid des inversen Tensors als ,zweites
Ellipsoid des Tensors ¥ bezeichnet.

Die sechs Glieder des inversen Tensors in einem beliebigen
Koordinatensystem der z, , z bestimmen sich aus den Gleichungen (1)
des § 6, wenn man in dieselben statt {., ¢, und ¢, deren reziproke
Werte einsetzt.

11. Additive Eigenschaiten.

Sind A und B zwei Vektoren, so ist

t(A+B) =) AL@B. . . . . . )

Dies folgt unmittelbar aus der Linearitit der Grundgleichung,
wenn man in dieselbe die bekannten Beziehungen (4 + B), =
A, + B, usw. einfithrt. Der Satz lafit sich unmittelbar auf be-
liebig viele Vektoren ausdehnen.

Die Bedeutung der Addition von Tensoren ist, wie die Defi-
nition des Tensors selbst, durch Zuriickgreifen auf das Tensor-
vektorprodukt zu definieren. Sind 7 und ¢’ zwei Tensoren, so soll
die Summe (v + t') definiert sein durch die Festsetzung

C+NA=OA+CA . . . . . .. (2
Aus der Linearitit der Grundgleichung folgt dann ohne
weiteres: man addiert zwei in demselben Koordinatensystem
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gegebene Tensoren, indem man ihre entsprechenden Glieder einzeln
addiert. Die Ausdehnung des Satzes auf drei und mehr Tensoren,
sowie auf die Subtraktion, liegt auf der Hand. Auch folgt unmittel-
bar t 4+t = 7' 4+ 7 usw.

Sind m unter sich gleiche Tensoren 7, ¢/, z”” usw. zu addieren,
so wird deren Summe im Anschlufl an die elementare Definition
eines Produktes als mt zu bezeichnen sein. Wir dehnen diese
Bezeichnung definitorisch auf beliebige skalare Werte von m aus,
setzen also fest, daf} allgemein

higy Migy Miy,
mT = Mgy miy, mty, . . . . .. . .. (3)
Mty mty,, mi,,

ist. ,Man multipliziert einen Tensor mit #2, indem man seine
simtlichen Glieder einzeln mit m multipliziert.¥ Aus der Grund-
gleichung folgt dann sofort

M)A =m@EWA) =mzA. . . . . ... 4

Man beachte, was Gleichung (2) ausdriickt. Die Operation (r -+ ') be-
deutet: Die Operationen 7 und 7/ sollen einzeln an dem urspriinglich ge-
gebenen Vektor A vorgenommen und ihre Ergebnisse sollen nachtriglich
geometrisch addiert werden!

Da jeder Tensor den Symmetriebeziehungen t,, = {,, usw.
geniigt, so tut das auch die Summe beliebig vieler Tensoren. Also
durch Addition von beliebig vielen Tensoren erhilt man immer
wieder einen Tensor, d. h.:

Werden beliebig viele reine Deformationen an einem Vektor
oder einem durch Vektoren bestimmten rdumlichen Gebilde (Bei-
spiel die Kugel in §9) additiv zusammengesetzt, so ist das Er-
gebnis stets wieder eine reine Deformation.

12. Produktenskalar zweier Tensoren,

Wir setzen definitorisch fest: Sind = und 7' zwei Tensoren,
80 nennen wir die Grofe

toatow + tyylyy + tectes + 285ty + 28,0000 + 2laytay. . (1)
den Produktenskalar derselben und schreiben dafiir ((r)(z'))
oder (z,t'). Die Bezeichnung rithrt daher, dafi Groflen dieser Art

in den skalaren Produkten von zwei Vektoren auftreten, wenn
einer von diesen ein Tensorvektorprodukt ist.
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13. tensUAB, tens N2,

Es sei 8 = (r)%; es sei € ein dritter Vektor und es soll
das skalare Produkt aus 8 und € gebildet werden. Dann ist

(€,®A) = C, B, +C,B,+C,B,
= (tewde + toy Ay + t,,4,)C,
+ (fxyAx + f?/yAy —I_ tyz Az) O?/
F (tow Ao+ tys Ay + .5 4,) C,.
Ubersichtlich geordnet gibt dies:

(6,(®)N) = tre Ao Cu+tyy Ay Cy+ 1., 4, C,
+ 2tyﬂ"~é(Ay Ce+ 4, Cy) + th‘%(Az Co+ A, CZ) ! (1)
‘Jr‘Qfxy'%(AxOy‘i‘AyOx)' J
Nach dem vorigen Paragraphen kann der Ausdruck auf der
rechten Seite dieser Gleichung aufgefalit werden als der Produkten-
skalar zweier Tensoren, von denen der erste der Tensor (z) ist,
der zweite aber die sechs Glieder
A.Coy  A4yCyy,  A:C,, (4,0 + A4.C), LA, C,+ 4,0),
(4. Cy + 4,C.)
besitzt. Diesen Tensor nennt man den ,Tensor von NG und
schreibt ihn
tens AE.
Seine Definition liegt also in dem Satz:
tens A€ hat die sechs Glieder A, C,, 4,¢C,, A,C,
3(4yC.+ 4.0y, (4.0, 4 4,C), 3(4.Cy~+4,C,),
und nachdem diese Definition einmal festgestellt ist, 1406t sich die
Gleichung (1) zusammenfassen in den Satz

((S, (OA) = ((r), tensA,€). . . . . .. (2)

Es ist die Frage zu erortern, wie die Hauptachsen von tens %,6
liegen. Dies erledigt sich einfach wie folgt: Ist eine der Koordi-
natenachsen, z. B. die Achse der z, senkrecht zur Ebene %A,€
gelegt, so verschwinden die z-Komponenten von % und €, also
werden die Glieder § (A4, C. + 4, C,) und (4, C, + 4, C,) zu Null;
4. Cy+ Ay C; aber wird, wie man leicht findet, zu Null, wenn die
Achse der z den Winkel %,€ halbiert. Also die drei Seiten-
glieder verschwinden, d. h. die Koordinatenachsen fallen in die
Hauptachsenrichtungen von tens A €, wenn die eine senkrecht auf
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der Ebene %, € steht, und wenn die beiden anderen die supple-
mentaren Winkel %, € und €, halbieren. (Die Frage der Rechts-
héndigkeit ist nicht aufzuwerfen, weil nur die Doppelrichtungen
in Betracht kommen.)
Bezieht man den tens A€ auf seine Hauptachsenrichtungen
und bezeichnet diese mit £ 5, £, so sind seine Konstituenten
A: Cs, 4, Cy, 0.
Sein ,Ellipsoid“ hat auf diese Hauptachsen bezogen die
Gleichung
A CeE2+ A, 02 =1; . . . . ... (3
d. h. es ist ein Zylinder, dessen Erzeugungslinien senkrecht auf
der Ebene %, € stehen. (Ob der Zylinder elliptisch oder hyper-
bolisch ist, hingt natiirlich vom Vorzeichen der beiden Produkte
Ag C; und 4, C, ab.)
Zugleich ergibt sich hieraus: Die Hauptachsenrichtungen von tensA €

und damit auch die Werte 4;C; und 4, C, sind von der Lage des Koordi-

natensystems unabhéngig, also tensA @ ist invariant gegen Drehungen des
Koordinatensystems,

Ist € mit A identisch, so wird aus unserem Tensor ein Tensor

mit den sechs Gliedern
Ai’ Ai’ Aia AyAza Az Axa AwAy

Diesen bezeichnet man konsequenterweise als tens 2. Offen-
bar fallt fiir ihn die eine Winkelhalbierungslinie mit ¥ selbst
zusammen; die beiden anderen Hauptachsen liegen in einer Ebene,
welche senkrecht auf 9 steht, werden aber in dieser Ebene un-
bestimmt und kdnnen beliebig gedreht werden. Das Tensorellipsoid
entartet zu einem Ebenenpaar, dessen Gleichung, da Az = A,
lautet

A28 — 1.

Die beiden Ebenen liegen also im Abstande ii

Dafi tens A2 von der Lage des Koordinatensystems unabhingig
ist, versteht sich nach dem Obigen von selbst.

Gemal Gleichung (1) kommt man auch auf den tens A% wenn man mit
der Grundgleichung (1) des §2 das skalare Produkt (A B) bildet. Die ein-
fache Ausrechnung ergibt

(O B) = 1o, A2+, W34 6, 420, 4, 4,420, 4,4,)
21, A A -

Ty Yy

vom Nullpunkt.

also

(A @A) = ((@)tens W) .. ... (5)
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Man kann dieser Gleichung noch eine andere, nicht unwich-
tige Form geben. Sind I, m, n» die drei Cosinus der Winkel, welche
A mit den Achsen macht, so ist A, = 1.4 usw. Damit wird die
vorstehende Gleichung

(U,(D)A) = A2(teol2 + tyym? +1,,m2 4 2ty mn + 28,01 ()
+ 2t,,lm). J

Der in der Klammer stehende Ausdruck bestimmt wieder den
Produktenskalar zweier Tensoren. Der erste von diesen ist (z),
der zweite hat die sechs Glieder

12, m2 n% mn, nl, Im.

Es sind nun I, m, » die drei Komponentenbetriige eines
Einheitsvektors, der die Richtung von 2 hat, also entsprechen
die sechs Glieder einem Tensor, der zu schreiben ist tens lg.

Damit lautet die Gleichung (6)

(A, @A) = A2 () tens1y’). . . . . . . (7)
Auf die Hauptachsen bezogen hat irgend ein Tensorellipsoid
nach dem Friiheren die Gleichung

gt tmettle=1 . .. .... (8

Macht ein Radiusvektor », der von 0 nach dem Punkte £, %, ¢

des Ellipsoids geht, mit den Achsen die Winkelcosinus I, m, n, so
ist § =rl, = rm, { = rn, also liefert die vorstehende Glei-

chung unmittelbar
r2(t 2 tm2tn2y=1,. ... ... (9

%_—_((r),tenslf). R ¢ ()

14. Impuls- und Trigheitsmomente.

Gegeben sei ein starres Gebilde G, welches sich um den
festen Koordinatengnfang 0 drehen kann. Ein Elementarteil des
Gebildes habe die Masse u, durch O sei ein rechtwinkliges Koordi-
natensystem der z, y, z gelegt; ferner eine Gerade 01, deren
Richtungscosinus {, m, » sind. Man bilde die aus der Mechanik
bekannten Summen, welche in der Theorie der Trigheitsmomente
auftreten und setze abkiirzend, wenn u die Koordinaten z, y, # hat,

ZH(W—}-ZQ):A‘M, _Z!‘yzzkyu]
Zu(erta?) =kyy, —Zupzx ="l - - - (1)
Ey’(xQ_*_yQ):kzz, —Zuxy_—:lxy
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Bekanntlich ist dann die Grofie K, welche in der Mechanik
das ,Trigheitsmoment in bezug auf die Achse 01% heilt, bestimmt
durch die Gleichung

K, :kaQ-{-kyymz_}_k”n?_}_Qkyzmn+2kmnl} ) -

+ 2kzylm.

Wenn also ein Einheitsvektor der Richtung 01 mit 1, be-
zeichnet wird, und wenn man die sechs Grofen k.., ky, usw. zu
einem Tensor (x) zusammenfalit, so ist

Ky = ((#),tensly). . . . . . . .. (3)

Trigheitsmomente sind also die Produktenskalare von zwei

Tensoren; der Tensor

(2) = #(boay kyy, Kooy Fyzy Fomy kay) . . . (4)
ist nicht identisch mit dem Begriff Trégheitsmoment; er kann
als Trigheitstensor bezeichnet werden. Dagegen ist das Ellip-
soid des Tensors (%) identisch mit dem
Poinsotschen Trdgheitsellipsoid, wenn man
die willkiirliche Konstante in der Gleichung
des letzteren — 1 setzt. (Die Dimension #
dieser 1 ist Masse mal vierte Potenz der
Léngeneinheit.)

Wir nehmen nun an, das Gebilde G T
rotiere um 01 mit der Winkelgeschwindig-
keit w, die als Vektor auf der Achse 01
dargestellt ist. Eines der Elemente u hat
dann eine Geschwindigkeit v; der Radius-
vektor von O nach u sei r und das Lot von w auf 01 sei p. Dann
ist (vgl. Fig.2) v = wp = |w|.|¢|sinw, v, das ist, vorbehaltlich
der Richtigkeit der Anordnung,

p=1[wre]l. .. ... ... .. ()

Ist w positiv, so wiirde v aus der Ebene der Zeichnung nach
oben (vorn) herausweisen. Also folgen w, v, v in dieser Ordnung
rechtshéindig aufeinander, d. h. die Anordnung der Gleichung (5)
ist richtig.

Die Bewegungsmenge oder der Impuls des Teilchens u ist

pb =pwr].. . . ... ... (6)
Das Impulsmoment von g in bezug auf 01 ist also

[p,r [ t]]

Fig. 2. 1

0



28 § 14. Impuls- und Trigheitsmomente.

Die lebendige Kraft von u ist
Fuwrl
Hiermit bilden wir fiir das ganze Gebilde ¢ zwei Summen:

1. die vektorielle Summe Z[yr[m r]] =— Impulsmoment oJ,

2. , skalare »  s2u[wr]2 = lebendige Kraft T.
Es ist nun
[r[wr]] =mwr2—r(rw) . . . . . .. (7)
Sind z,4,2, wie oben, die Koordinaten des einzelnen g, so ist
. wr2 = (weit+w,jt+w.fH@2+y2+22) . . . . (8)
un

— (Yrws+ 2wy +yzw,)i )

—r(rw) = — (22w, +axyuy+row,)i
—(fxw, + 2ywy + 22uw,) E

also
wr2—r(rw) = (124 Hws — 2y uy — 22w,)i
+ (—xywm—}—(z2+x2)zvy—yzwf)j . - (10)
+ (—zxwx——yzu'y—}—(x2—}—y2))f.

Multipliziert man mit g und summiert iiber alle p unter Be-
achtung des Umstandes, daBl w fiir die Summation konstant ist,
s0 kommt

+ (Foytes + kyywy + Fyws)
+ (kzx W+ kyz Wy + ks, wz)f.
Also ist J eine lineare Vektorfunktion von w, und zwar
J=0)w. . . ... (12)
Das Impulsmoment ist also das Tensorvektorprodukt aus dem
Tragheitstensor und der Winkelgeschwindigkeit.
Was die lebendige Kraft angeht, so ist zu bedenken, da8 bej

der Quadrierung von [wt] nur die Faktoren von 12 i3 £ in Be-
tracht kommen, weil if = 0 usw. Also ist

[we]t = (10,2 — )+ (0.2 — w20+ (oay — w0y )t - - (13)
= s e ey

— 2wy, Y2 — 2W, W8T — 2 Wy LY.

J = (kgatts + kaywy +kopw,)i }
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Nach Multiplikation mit g und Summierung ergibt sich:

2T = kyowi + kyywy + k., w} 15
+ 2k, wyws + 2k0w, wy + 2kpywary. o (19)
Also
T = }((x)tensw?)- « - - - - - . . (16)
Setzt man w, =— wl usw., so ergibt sich [vgl. (3)]:
T= %m%(x)teml,ﬁ) = j;Kw2. . .- . . . . (17)

In dieser letzteren Form tritt die lebendige Kraft in der gewdhn-
lichen Mechanik auf.

Die Gleichung (10) des vorigen Paragraphen fithrt dann auf
die in der Mechanik iibliche Konstruktion des Poinsotschen
Trigheitsellipsoids, nach welcher die Radienvektoren des Ellip-
soids dem Betrage des Trigheitsmomentes fiir die entsprechende
Richtung umgekehrt proportional genommen werden.

Zweites Kapitel: Der einzelne Diatensor.
15. Der Diatensor.

Der Tensor hat drei aufeinander senkrecht stehende Kon-
stituenten. Wir betrachten nun ein von R. H. Weber eingefiihrtes
allgemeineres Gebilde, welches drei Konstituenten fg, ¢y, #: hat,
und ordnen diesen drei Konstituenten drei entsprechende Achsen?)
zu, die aber beliebige Winkel miteinander machen konnen;
dieses Gebilde nennen wir, vorerst ohne Riicksicht auf die in § 1
gegebene Definition, einen Diatensor. Die Doppelrichtungen der
Achsen bezeichnen wir als Doppelrichtungen der & =, {. Einen
gegebenen Vektor A kann man erstens rechtwinklig, zweitens
durch Parallelprojektion auf die Achsen der £, %, §{ projizieren.
Hier werden ausschlieflich die Parallelprojektionen gebraucht.
Wir bezeichnen diese daher mit €, A,, A: und nennen sie die

1) In der Literatur heiflen sie vielfach Hauptachsen; wir vermeiden
dieses Wort und sagen ,Achsen® weil das letztere geniigt und weil das
Wort ,Hauptachsen® bei dem spiter auftretenden Ellipsoid und Tensor dann
seine gewShnliche Bedeutung beibehalten kann.
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Koordinaten?) des Vektors % im System der £ %, §. Da die drei
Koordinaten die Kanten eines Parallelepipeds bilden, dessen
Diagonale U ist, so ist

A= W+, +% . (D)

Den Diatensor mit den Konstituenten fr, ¢, f: bezeichnen
wir mit (v) oder (1) und definieren ihn, wie oben ohne Riicksicht
auf die in § 1 bereits gegebene Definition, durch den Satz

A = t:Ws +6W+6Ae o o 0L L (2)

Derselbe ist also charakterisiert dadurch, dafi er die drei
Koordinaten des Vektors ¥ im System der &, %, § mit drei im
allgemeinen verschiedenen Skalaren multipliziert, ohne ihre Rich-
tung zu dndern, dhnlich wie das der Tensor mit den Komponenten
von A in einem rechtwinkligen, durch seine Hauptachsen ge-
legten System tut.

() U heiBt das ,Diatensorvektorprodukt z mal A

16. Transformation von den Achsen des Diatensors auf ein
rechtwinkliges Koordinatensystem.

Das System der £, 7, { sei in einem rechtwinkligen Koordi-
natensystem der z, y, z gegeben, und das Schema der Kosinus
fiir die Winkel zwischen den Achsen sei

z1y| 2

Elag|agfos
7| B |Ba]Bs
Elvi|va] s

Dann bestehen die Beziehungen

ol + o) 4+ o] lvl
Bl +Bi+Bi =10« (1)
712+722+732———1]

Il

') Das Wort Komponenten wird vermieden, weil man unter der §-Kom-
ponente von ¥ in der Regel die rechtwinklige Projektion von U auf &
versteht.
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und o B + o By + 2385 = cos &, 1,
Biv:r + Bava + Bsvs = cosmy &y - - - - - (2)
V10 + Yooy + Y505 = 08 §, §,

aber keine anderen.
Sind 4,, A4,, 4, die Betrige der Komponenten von % in
Z, Y, 2, 80 ist

Ay = a3 g + By Ay + 72 4:,
A, = oz As -+ Py Ay + ps 4s.
Lost man diese Gleichungen nach Ag, Ay, A: auf, so erhilt man
As = o 4y + % 4, + &3Az1}

Ay = o, Ag 4 B Ay + 71 4¢, }

A’l == ﬁle + Esz + ﬂ_aAza
A = p1 4. + 724y + Vs 4.

Hierin sind folgende Abkiirzungen vorgenommen: Es ist gesetzt

oy Oy Clg
ﬁl ﬁg ﬂg :D ......... (5)
V1 V2 Vs
und
= Bays—Bsys - _Es%"‘ﬁl?’s — _ Biya—Flar
ul—ﬁ—r_s Oy = D y Oy = D ’
= oty — P50 — 0y — P10 — oty — Vo 0
ﬁl=l’2 3D73 2 ﬁ2_____1311)'}11__3_, ﬁs'———yl 2D7’2 L 4(6)
- P —agfy - sfi—ouby By —ayfy
n=""p o h="—p n=--p

Es ist nun analog Gleichung (38), wenn (z) A = B gesetzt wird,
B, = o, B + , By + 7, B,
B, = oy Bs + B, By + VnBCv}
B, = a3 B; + B3 By + s B,
also, da By = t; As, B, = t, B, usw., so ist mit Gleichung (4)
B, = ot (o s + 09 Ay + 05 4,),
+ Bity(Br As + oAy + FsAz),}
+ yit; (Pr Ao+ 72 Ay + 75 42)
Entsprechende Ausdriicke finden sich fir B, und B, Setzt
man also:
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tow = 00 0, Tz 4 B4 @trz‘{‘ Y1718,
oy = ot Gty + By Boty -+ p1 728,
bos = o O3ts + B B;,t»z + 71 st
bys = o900 1z 4 ﬂ2Elt'l + ve 1l
tyy = “25‘2t3+ﬁ2§2t'1+725’2t:a N )]
ty, = “2a3t§+ﬁzﬁ3t'z+7ﬂ’st:a
tie = agonts 4 fBs ﬁlt'l + vs 71 ts
tey == Og iy ls +ﬂsﬁztrz+7’3’)72t:a
by = w3058 + ﬂ33§;t'1 + 7575t

B = (tow A, + toy Ay + 1oy 4,)i
I

Y

£

3
<

|

so ergibt sich

+ (yoda +tyy Ay + 1, 45)j

+ (te A+ 1.y Ay + 1., A)E
Dies ist die Grundgleichung des § 1. Es ergibt sich also:
Die Definition des § 15 ist gleichbedeutend mit derjenigen des
§1; der durch § 15, Gleichung (2) definierte Diatensor fiihrt,
wenn er mit dem Vektor % multipliziert wird, diesen in eine
seiner homogenen linearen Vektorfunktionen iiber. Die Glei-
chungen (9) sind die Gleichungen fiir die Transformation des
Diatensors vom System der &, n, { auf dasjenige der z, y, 2. Sie
liefern, der Grundgleichung entsprechend, neun Glieder des

Diatensors. Diese fithren wir auf in der Form

th twy tacz
t:{twtwtw} N ¢ 8Y
tzx tz:c tzz’
die schon in § 2 angegeben wurde, und diese Anordnung wird
von jetzt ab festgehalten. Im allgemeinen ist ¢, = t;, usw.
Ist der Diatensor auf seine Achsen bezogen, so schreiben
wir ihn entsprechend
)
T = {0 t; 0

0 0 ¢,
wobei zu beachten, daB die hier auftretende Benutzung schiefer Ko-
ordinaten ein Ausnahmefall ist, der besonders erwihnt werden mus.
Dafi die durch den Diatensor dargestellte Operation gegen
Drehungen des Systems der z, y, # invariant ist, ist selbstverstind-
lich, da er ja unabhingig von diesem System definiert wurde.
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17. Beziehungen zwischen den Koeffizienten a,, a,.

Substituiert man Ag, A, usw. aus den Gleichungep (4) des vorigen
Paragraphen in die Gleichungen (3) oder umgekehrt 4, 4, usw. aus den
Gleictiungen (8) in die Gleichungen (4), so erhilt man:

Ay = (@ A, + Ty A, + 7))
+ 8,84, + Bpdy+Bs4) ¢ - oo (1)
+ @A, + 7.4, +7;4)
usw.
As = & (e dg + 8,4, + 7, 4)
+ (g ds +fody vy d:) ¢ - - o o 2
+ @g(ag Ag + 8,4, + v;4)

usw.

und

Hieraus ergeben sich einschlielilich der zyklischen Fortsetzungen die
Beziehungen :

“1‘—41"—5151‘*‘71’)—’1 =1,
gttt BaBotyayo = 1y g v 0 e e 3)
gty + B3B3+ 7575 = 1,

ot F gy agitg = 1,

BiBitBoBatBaBs=1,0- - oo oo 4)
. Y171+ veFat+ vs¥s = 1,
sowie _ ~

@y BBt 717 = g+ BBt Y1y = O,]
g+ PaBs + 7275 = Tous + Pafs +Vays =0, (+ ¢ ¢ - - ®)
3@ + B3 By + 7371 = usw. = 0,

@By + @By + 5B = 0,

B171tBa¥etBsys =0, 0 - - - - o oo (6)

Y1 + Yoty + vyl = 0 I

usw.

Loést man die Gleichung (4) des vorigen Paragraphen nach 4, 4,,4,
auf, so mul man die Gleichung (3) wieder erhalten. Bezeichnet man also
die Wiederholung der Operation, durch welche @, aus ¢, gebildet wird,
indem man @, noch einmal iiberstreicht, so erhélt man die einfachen Be-
ziehungen - B
G, =,y B, =By ¥y = Vyr - e e e e @)
wo » = 1, 2 oder 38 ist.

Bildet man nach Analogie der Gleichung (5) des vorigen Paragraphen

eine Determinante aus den iiberstrichenen Kosinus und bezeichnet sie mit D,
so folgt: _

Budde, Tensoren u. Dyaden. 3
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und die Ausrechnung mit den Gleichungen (6) des vorigen Paragraphen

ergibt: wD
pesmand -——1 ..............
¢ = D°D (€]
Es ist also _
DD =1. . ... ... ... .. (10)

Eine geometrische Vorstellung von den Beziehungen der gestrichenen
zu den ungestrichenen Kosinus erhdlt man wie folgt: Man denke sich auf
den Achsen der &, #, { drei Einheitsvektoren p, g, r abgeschnitten. Man
denke sich ferner ein zweites Koordinatensystem der &, 7, { errichtet, dessen
Winkelkosinus gegen die x, y, # seien &, @, 8; usw., so dal die Schemata
far die Kosinus lauten:

El e | og| ey H t?x o_c, (?3
n | B8] B ATARAR.
4 A 7 I3 P TS I

Die Komponentenbetrage der p, g, p usw. in z, y, £ sind

by = 11 4n = Fus I:Jx - E_z_“ USW. . ... . . 03))
Py = gy Gy = By Py = &
usw. usw.

Bildet man also die skalaren Produkte (pp), (pq) usw., so ergibt sich:
(Pg) = “121 + “2i—4_2+ “3‘_13 =1, (FE) = a;f1 +afat azBs = 07}(12)
@0) =B+ habet B =1  r) =Y+ BV +bY:s =0

usw.
Alle skalaren Produkte mit gleichlautenden Buchstaben haben den Wert Eins,
alle mit ungleichen den Wert Null.
Das ist aber die Bedingung dafiir [vgl. Vorbemerkung d)], da8 v, g, ¢
und §, g, v reziprokale Vektorentripel sind. Demnach stehen die Achsen der

& m, ¢ auf denen der &, %, { senkrecht, und zwar & auf 7, { usw.

18, Transformation von einem rechtwinkligen System auf ein anderes.

Der Diatensor () sei im System der x, y, z durch seine neun
Glieder ¢, usw. gegeben. Derselbe soll auf ein zweites recht-
winkliges System z/, ¢/, 2’ transformiert werden, wenn das Schema
der Winkelkosinus lautet:

ziy| 2z

A | A | As

Y| | g | us
"o, | vy | vs.
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Die Rechnung verlduft der im folgenden Paragraphen, Glei-
chung (1) bis (5) durchgefiihrten so &hnlich, daf hier nur die
Resultate angegeben werden:

twwr = 4 (ll tos + Aoty + lstm)+ Ay (/11 tyz + Aolyy + lstw) } (1)
+ Z’3 (x’ltlz + 1’2 tzy + }'3 tzz)a

toy = A (U1tes 4 Baloy + Usbos) + Ao (B bya 4 oty + Bstys) } @)
+ A (U tow + tatay + B tes)s

by = b (Vyitos+ Volay + Vbes) + Ag (Vi tye + Valyy + vsiy:) 1 (8)
+ A (Vi sz - voloy + v5t,0), J

ty'm’ =W (Z’l tmm + 2'2tacy + }'3tmz) + Hz(ll tym + lﬂtyy + }’3tyz) } (4)
+ s (&1 o+ Agloy + 45 t“)

usw.

Bei der Fortsetzung treten der Reihe nach g, u,, us und
v, Yy, v3 vor dieselben Klammern, welche in den drei ersten
Gleichungen auftreten. Der transformierte Tensor ¢’ lift sich
auf Grund der vorstehenden Gleichungen in weit kiirzerer Form
darstellen. Dieselbe kann aber erst aufgestellt werden, wenn die
Multiplikation von Diatensoren behandelt ist. Es sei deswegen
auf die Anmerkung zu § 44 verwiesen.

19. Aufsuchung der Achsen.

Der Diatensor (v) sei im System der z, ¥, # durch seine neun
Glieder t,,, .y usw. gegeben; seine Achsen sollen aufgesucht
werden. Die unbekannten Richtungen der letzteren nennen wir
&, n, ¢ und die Kosinus der Winkel, welche sie mit den z, y, 2
machen, benennen wir nach dem Schema:

x|yl e

Ejog | o] o
n | BBy Bs
1SS R RER

Sie erfiillen die Gleichungen (1) und (2) des § 16 sowie, wenn die
Bezeichnungen aus § 16 und § 17 beibehalten werden, die simt-

lichen Gleichungen des § 17.
g*
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Setzen wir (z) % — B, so haben wir demgemis:
As = oy As + py Ay + 7y, 4z,
Ay = oy Ag + B Ay + 72 4z,
A, = o3 s + B3 Ay + 5 4,

3 %1Bw+a‘_2By+zf3Bzal

Bn:ﬁle“l‘ﬁsz‘l‘lS:sza A (2)
B: =y, B, + 7, By + 3 B. ]

und endlich nach der Voraussetzung:

B, = t.. A, —}—txyAy—{—tqu,}

- (@)

ferner

=
I

By = tyo Ay +tyy Ay +1y: A,
Bz - tzz Am + tzy Ay + tzz Az-
Hiernach ergibt sich fiir eine der Koordinaten von 8, z. B.
tir die erste, durch Ausrechnung:

BE == 0_‘1 (tho‘l AS + tos ﬂl An + tza N AC + tmyo‘z AE + tmyﬂ2 An
Floyvo A +tosog As + 805 Ay 1275 A7)

+ %a(tyaon As + by By Ay + b0y Ar 4 tyyon As + 1,8, 4, (4)
+tyyva As + by 05 As 1y, Bs Ay + by v A7)
+ oy (fow oty As 4 L. By Ayt tonyy As + boy oty Ag 412y By 4y
Tty ys As F 054+ 1, Bs An +t2ps AC)-

Die entsprechenden Ausdriicke fiir B, und B; erhilt man,
wenn man die &, @, &; vor den Klammern durch §;, §,, B; und
P1y Pay 75 ersetzt. Sammelt man nun in jeder der Koordinaten
B usw. die Faktoren von A: usw., so hat man die Ausdriicke
fiir tgg, ¢4y usw. Wir setzen abkiirzend:

toolly + by 0ty +trs 003 = Py,
byaty +tyy oty + by: 05 = Py,
bow 00 + boy Ot + bsp 003 = Py,
tea Py + oy Bs + taz s = @,
tywﬂl + tyyﬁz + tyz ﬂs - Qza e (5)
ta By + tey By +t.. Bs = QSs
ooV + tay Ve + tea vs = By,
tya?1 + byy s + 1y s = R,
tic V1 + Loy Vo + b s = R,

)
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Dann findet sich mit dem Vorstehenden leicht:
ter = oy Py +&ZP2+&3P3a

tey = o @y 4 oy @y 4 5@,

tee = oy R, 4 &y Ry 405 B,

big = BIPI +52P2+ Esps»

t'm - Bl Q1 +B2Q2+ﬁ_3 Q3a """ . (6)

by = /;1 R1 + BzR2 +ﬂ_3Rsa

by = ?711)1 -|—772P2+7_/3P3,

by =" @+ 72 @ + 75 @55

te = 1 B, + 772R2 + 5’3R3-

Die Aufgabe besteht nun darin, die Kosinus o,, 3, usw. so

zu bestimmen, daf in den Gleichungen (6) alle f:, usw. mit un-
gleichen Marken zu Null werden. Zu dem Zweck nehmen wir
zuniichst die Gleichungen, welche P enthalten, die erste, vierte und

siebente, heraus, multiplizieren die erste mit ;, die vierte mit f3,,
die siebente mit y; und addieren. Man erhalt:

o tee 4 Bty + itk
} (M

= (00, + By ﬁ_1 + 71 71) Py + (o, & + Bi Ba 4 v172) Po
+ (o o5 + B1 Bs + v175) Ps-
Nach § 17, Gleichung (3) und (5) bedeutet dies
e tsy + Bibys+ b =P . . . ... . (8)
Multipliziert man die erste Gleichung mit «,, die vierte mit
B., die siebente mit p,, dann mit ez, f; usw., so ergibt sich auf
dem gleichen Wege:

toles + Batyr + pales = Py, . . . . . .. 9)
astes + Bty +ystie =Py . . . . . . .(10)
Sollen nun die t,z usw. verschwinden, so bleiben
oty = P,  ogtiy = Py, ogter =P,. . . .(11)
oder p_bP_B (12)
oy Oy Olg

Setzt man hierin fiir die P ihre Werte, so erhdlt man:
toally - Layts 4 los0s  Tyaoty B0y 4 y.00
221 o g
. tz:c“l + tzy OC2 + tzz“a'

g

.. (13)
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Man sieht schon hier, daB diese beiden Gleichungen in Ver-
bindung mit der Relation o+ @)+« = 1 im allgemeinen
geniigen, um die Werte der drei o zu finden. Wendet man das-
selbe Verfahren auf die zweite, fiinfte und achte, sowie auf die
dritte, sechste und neunte Gleichung von (6) an, so finden sich
fir die 8 und p Gleichungen, die den vorstehenden nicht blof3
analog, sondern vollig gleich sind, nur mit dem Unterschiede,
dafl iiberall 8 oder y statt « steht. Die Gleichungen, welche zur
Aufsuchung von f,, ¢, usw. dienen, sind also bis auf die Benennung
der Unbekannten mit Gleichung (13) identisch. Es folgt, daf die
Ausrechnung der o fiir die 8 und y mit ausreicht, wobei natiir-
lich, wenn kein innerer Widerspruch auftreten soll, die & drei-
deutig werden miissen.

Nach Gleichung (11) kann man schreiben, indem man ¢ als
vierte Unbekannte in die Rechnung aufnimmt,

ooty + luyly + Ly 005 = o0y T,
byatty + byl + by 0t = gtz e -« - - - . (14)
teaty 1oy 0t + oy = oty
(tow—t5) 0ty + ty0ty + tr 05 = O,
tywtty + (tyy —ts)ote + fy 005 == 1 R ¢ 15))
biaw Oy + Loy 0ty 4 (B — ) 043 = O'J
Eliminiert man hieraus die o, so ergibt sich:

oder

tmz - tE twy tmz

tye  Tyy—1t: 1y, =0 ..... (186

tz.’x: tzy tzz—t'E
Wir nennen diese Gleichung nach ihrem Urheber die
Hamiltonsche. Sie ist eine kubische Gleichung, liefert also drei
Werte von t,. Wie bekannt, sind diese drei Werte entweder alle
drei reell oder zwei von ihnen sind konjugiert komplex. Fiir
irgend einen reellen Wert von ¢ berechnen sich aus (15) die Ver-
héiltnisse % und ;& und mit diesen aus o+ ol 4«2 = 1 die

1 1

Werte der einzelnen «, letztere in Form von Quadraten, weil es
sich nicht um Richtungen, sondern um Doppelrichtungen handelt.
Sind drei reelle Wurzeln vorhanden, so entsprechen den drei Werten
von f¢ drei Systeme der «, von denen eins willkiirlich als o, oy, oz,
ein zweites als f,, f,, B;, das dritte als p,, 7, 7; zu benennen ist;
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den drei Gruppen entsprechen dann die drei Werte von ¢, die
als {z, t; und #;: zu benennen sind. Ist nur ein reelles # vor-
handen, so erhdlt man fiir dieses drei Werte o, oy, o5, die, wie
sich spéter zeigen wird, fiir die Diskussion geniigen.

Stellt man Gleichung (16) in der Form einer gewdhnlichen
Gleichung dritten Grades

8 — Siti+ Sputs — S, =0 . . . ... Q7

dar, so ergibt die Ausrechnung der Determinante fiir die Koeffi-
zienten S, S;;, S; Ausdriicke von bemerkenswerter Symmetrie:

Sy =tenttyyttiy . « oo ... (18)

Sor= |0 I T s (19)
tys tos| | |tum taw| | |fay tyy
th txy th

S =ty tyy tya |- =+« o o o o - - (20)
. b

Die Bezeichnungen S;, S,;, und S; fir die vorstehenden Aus-
driicke werden ein fiir allemal beibehalten; der Grund dafiir, daG
der Koeffizient der ersten Potenz in Gleichung (17) durch besondere
Markierung ausgezeichnet ist, wird spater einleuchten. Die
Hamiltonsche Gleichung ist von grundlegender Wichtigkeit fiir
die affine Transformation des Raumes und wird im Zusammen-
hang mit dieser noch niher diskutiert.

S; ist, wie man sieht, die Summe der Diagonalglieder des
Diatensors, S, wird, wie beim Tensor, als Determinante des
Diatensors bezeichnet. S, heifit auch der erste, S,; der zweite
Skalar, S; der dritte Skalar von .

In besonderen Fiallen kann die Gleichung (17) zu einer Gleichung
zweiten oder ersten Grades degenerieren. Solange nicht ausdriicklich das
Gegenteil gesagt wird, nehmen wir an, dafl das nicht der Fall oder daf die
etwaige Degeneration fiir die gerade vorliegende Frage belanglos sei.

20. Diatensor mit zwei oder drei gleichen Konstituenten;
Versagen der Gleichung (15).

Falls zwei Konstituenten eines Diatensors gleich sind, #ndert
sich der Diatensor nicht, wenn man die Achsenrichtung dieser
beiden Konstituenten in ihrer Ebene beliebig variiert.
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Es sei etwa ¢, — {.. Fiihrt man dies in die Gleichung (9)
des § 16 ein, so erhdlt man:

bow = o0t + (ﬂlél + 7’1771)t'1’ } e e e (1)
toy = o Gigt: + (B1 By + 71728y
usw.

Nach § 17, Gleichung (3) und (5) bedeutet dies:
bow = ooy t: 4 (1 -——oclo—cl)t,l,}'
toy = o ig(ts — 1)
usw.

Es hingen also sidmtliche Komponenten des Diatensors nur
von den o ab; er ist daher invariant gegen alle Anderungen,
welche sowohl ¢, wie &, usw. unverdndert lassen. Wenn nun die
Achsen der  und ¢ sich drehen, so bleibt «, unverdndert. Fiir
&, aber haben wir nach § 16, (5) und (6) in extenso:

o — Byys — Bsys -(3)
DT o (Bays — Bsve) + % (8511 — Brs) + s (Biya— Bavy)
Dieser Ausdruck dndert sich offenbar nicht, solange die Verhilt-
nisse

Brve— Bav1 Brve — Bav:
unverindert bleiben.
Die allgemeine Gleichung einer durch den Nullpunkt gehenden

Ebene,
Az +By+Ce =0 . . . . (4)

bestimmt sich nun fiir den Fall, dall diese Ebene die Achsen p
und ¢ enthalten soll, durch die Bedingungen

A _ Byys—=Fys B _ Bsri—bvs (5)
C Bve—Beri’ O Biya—Bams
Solange also die Achsen der # und § sich in dieser Ebene be-
wegen, ist die Gleichheit der beiden obigen Verhiltnisse verbiirgt,
und damit die Unveriinderlichkeit von ;. Das gleiche gilt fiir
¢y und o5, und damit ist der Satz bewiesen.
Sind alle drei Konstituenten eines Diatensors gleich, so folgt
unmittelbar, dafl man seine Achsen in beliebige Richtungen legen
kann.

Aus dem Vorstehenden ergibt sich, dal die Winkel «, ¢, ¢, in Glei-
chung (15) des vorigen Paragraphen im Falle zweier reellen Achsen von

Bays — Bsvs and Bsyi— B17s
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gleicher Grofe unbestimmt werden. Wie das zugeht, zeigt die folgende Er-
wagung: Man lege die Achse der x in die ungleiche Achse des Diatensors.
In der Ebene der beiden gleichen Achsen gibt es jedenfalls eine Gerade, die
senkrecht auf x steht. In die Doppelrichtung derselben lege man die Achse
der y. Dann mul der Diatensor jede x- und y-Komponente ohne Richtungs-
inderung dehnen; das ist nur moglich, wenn er die Form hat:

tyw O to,
=10 tyytye ®)
0 0 ¢,
Damit wird
Sl - tmx+tyy+tzz! S2l - tyy zz+tzz xm+ tzm yy?
SS = tocxtyytzz’

also die Hamilt onsche Gleichung:

3 2

t""—(tmx"l_tyy'l'tzz)tf_{_(tyy zz+tzz mc 2 yu)t toa yy t, =0 @
Das ist aber die typische Form einer Gleichung, deren Wurzeln sind ¢,
tyy und ¢,,, und da die beiden Achsen in y und 2 gleich sein sollen, so
hat der Diatensor die Form:

fxac 0 txz
@O=q0 t,t, ... .. ..., ®
0 0 ¢,
und die Achsenwerte ¢, 7, und £, . Bildet man nun mit ¢ = ¢,, die

Gleichung (15), so erhilt man:
(xac tyy)“ +tacz 3 = 0?
(tyy tyy)“z""tyz“s =0, .. ... ... (9)
(tyy —tyy)es = 0;

9, und damit sind die betreffenden Achsen-

also erscheint ¢, in der Form 5

richtungen unbestimmt.
Sind alle drei Achsen gleich, so werden offenbar alle neun Kosinus in
der gleichen Art unbestimmt.

21. Invarianten.

Addiert man die Ausdriicke fiir die Diagonalglieder in Glei-
chung (9) des § 16, so findet sich:

towdtyy -+l =tstto+tc. . . . ... (1)
und damit ist bewiesen, dal der Ausdruck S, des § 19 invariant ist.

Die neungliederigen Ausdriicke fiir einen Diatensor wurden bisher stets
durch Transformation auf ein rechtwinkliges Koordinatensystem gewonnen.
Die Invarianz ist also nur fiir den Ubergang von einem rechtwinkligen
System auf ein anderes bewiesen und der kurze Ausdruck ,Invarianz® ist
demgemiB hier und, solange nicht ausdriicklich das Gegenteil bewiesen wird,
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auch im folgenden aufzufassen als Invarianz gegen Drehungen des
rechtwinkligen Koordinatensystems, auf welches der Diatensor
bezogen wird.

Der Ausdruck S,; des § 19 ist gleichfalls invariant. Rechnet
man den in Gleichung (19) des § 19 gegebenen Ausdruck fiir S,,
mit Gleichung (9) des § 16 um und sucht die Koeffizienten einer-
seits von ¢, andererseits von ¢,f: zusammen, so findet sich fiir t:

der Wert Null, fiir ¢,¢ der Koeffizient

(@25’3 - f_;aﬂ) (Bavs — Bs7)
+ (B — 151773)(537’1 — B17s)
+ (Bi72— Ba71) (Buva — Ba 1)
Nun ist nach § 16, Gleichung (6) und § 17, Gleichung (8)

/7273 ﬁ372 = D“la
Bavs — Bsye = Dty
usw., also, da DD — 1, wird der Koeffizient von t,t;
0ty 0y + @glly + otz = 1,
also mit zyklischer Fortsetzung
Soy = tytstots+letyy . . . . . . . . (2)
womit die Invarianz von S,, erwiesen ist.
Die Determinante S; ist gleichfalls invariant.
Beweis: Multipliziert man die aus § 16, Gleichung (5) bekannte
Determinante D mit ?:¢,¢:, so erhdlt man:
orts Bity it
tstyt: D = |ogls oty patzc - - - - - - - (3)
i“atE Bsty vst:
Multipliziert man diese Determinante nach den Regeln der De-
terminantentheorie mit der aus den iiberstrichenen Kosinus des

§ 19 gebildeten Determinante D, so ergibt sich, da DD = 1,
A
oy Gyt + By /jlt'] + Y1 Pate, oatylet By ﬁ1trz +PaP1le, Ogoits+ B ﬂltrz +¥s Pals
oy Ol B + ﬁ1ﬁ2t +91Pals, G ligts+ Py ﬁatn + 7o Patty Ogigts+ Bs Baty+ys 7at:
|“1 Gats+ B1Bs byt y1 Pstey Oty BoBsty+ vo¥als, oglists+ By ﬁstn +957st;
Die einzelnen Posten dieser Determinante sind identisch mit

den in § 16, Gleichung (9) gegebenen fiir ¢,,, t,, usw., also ist
die vorstehende Determinante nichts anderes als S;; es folgt:

S; = dstyte . . . L. 4)




§ 21 w.22. Invarianten, Wihlbarkeit der Glieder, Gleichheit. 43

Das Bisherige 148t sich zusammenfassen in den Satz: Die
Koeffizienten der Hamiltonschen Gleichung sind simtlich
invariant.

Die Grofen S, und S; sind unmittelbar aus den Gliedern des
gegebenen Diatensors gebildet; bei S,, ist das, wie sich zeigen
wird, nicht der Fall. Die Invariante zweiten Grades, welche
direkt aus den Diatensorgliedern gebildet werden kann, lautet:

J-z — t.72cw + tsy + tzzn + 2 (tyz tzy + tzxtxz + tmytyx)- . (5)
Unm ihre Eigenschaft zu beweisen, bestimme man aus den-

selben Gleichungen, § 16 (9), den Koeffizienten etwa von ¢ in dem
vorstehenden Ausdruck. Man findet

(o0y 001)2 + (009 029) ~+ (065 0t5)2 - 2 (0tq 005 Gl Gy = 0t 00, 8 04y - 00 04y By %)
Dies ist (o006 + ag0ty + 0t5065)2, also 1. Zyklisch folgt, daB auch
die Faktoren von t¢; und #? gleich 1 sind. Auf demselben Wege

ergibt sich, daff die Faktoren von #:¢, usw. in J, simtlich zu Null
werden, also erhilt man:
2

Jy=ti+ta+t5. ... ()
Man beweist leicht die Gleichung J, = S?—28,;, welche den
Zusammenhang zwischen J, und S,; herstellt.

22, Wihlbarkeit; Gleichheit von Diatensoren.

Die Definition des § 15 legt den t, t,, ¢: keine Beschrinkung
auf, und die Transformation des § 16 ergibt in allen Fillen, daB
(), sich in Gestalt einer homogenen linearen Vektorfunktion
darstellen 146t. Also: Konstituenten von beliebiger Doppelrichtung
und GroBe konnen irgend einem Diatensor zugehoren.

Dasselbe gilt fiir die neun Komponenten, da die Darstellung
des Diatensorvektorproduktes durch diese das Produkt ohne
weiteres in der Form einer homogenen linearen Vektorfunktion
liefert. Dabei ist indessen vorauszusetzen, dafl die neun Kompo-
nenten fiir ein bestimmtes Koordinatensystem angegeben sind und
dafl man ihnen die Eigenschaft zuschreiben darf, sich nach § 18
zu transformieren.

Zwei Diatensoren sind definitionsgem48 gleich, wenn sie gleich-
gerichtete Achsen und auf den entsprechenden Achsen gleiche
Konstituenten haben. Zwei Diatensoren sind offenbar auch dann
gleich, wenn der eine aus dem anderen durch Transformation
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hervorgegangen ist. Es folgt, daf zwei durch ibre Komponenten
gegebene Diatensoren gleich sind, wenn ihre neun Glieder in
der vorgeschriebenen Anordnung und in demselben Koordinaten-
system einander einzeln gleich sind. Da der Diatensor neun Glieder
hat, sind zu seiner Bestimmung neun Daten erforderlich; also
gind zwei Diatensoren gleich, wenn sie drei nichtkomplanare
Vektoren A, A, A" in die gleichen Vektoren B, B, B" iiberfithren.
Denn jede von diesen Bedingungen liefert drei Gleichungen, also
liefern sie zusammen die neun zur Bestimmung der f,. erforder-
lichen Gleichungen.

Die Vektoren A, A/, A" diirfen aber nicht komplanar sein; denn wenn
das der Fall wire, konnte man einen derselben, etwa A", in der Form
A" = mA~+nW durch die beiden anderen ausdriicken, es wiren also in
Wirklichkeit nur zwei Systeme von je drei Gleichungen vorgeschrieben.

23. Konjugation, Symmetrie, Antimetrie.
Wenn Grofien so beschaffen sind, daBl sie sich in # Zeilen zu
n Kolonnen schreiben lassen, so nennen wir zwei von ihnen kon-
jugiert, falls die Zeilen der einen mit den Kolonnen der anderen
iibereinstimmen. Demgemil heiflen zwei Diatensoren 7 und 7. kon-
jugiert, wenn

1798 txy |29 tow tya: 17
T= 1ty tyy ty. und T, =1tsy t, ty . . . (1)
tzﬁ tzy tzz tmz tyz 122'

Die Grofle, welche zu einer gegebenen Gréfle G- konjugiert
ist, wird ein fiir allemal mit G, bezeichnet.
Auf der Hand liegt der
Satz I: Die Konjugation ist gegenseitig:
(tc)c:‘r...........(Q)
Sind 7 und 6 zwei konjugierte Diatensoren mit den Elementen
tyzy Szz USW., 80O ist
tow = Szmy  lyy = Syyy oy = Sz usw.. . . . (3)
Transformiert man beide nach § 18 und bezeichnet die trans-
formierten Groflen durch Striche, so sieht man ohne weiteres, daB
Swws = lyzy Syy = lyy usw. Ferner ist
toy = Ay (M Tos + tatay + Bales) 4 Ao (W tya + Malyy + #5ty.)
+ Ag(Urten + U lay + tste. ),
Sys = th (A1 Saz + Ao Suy + A5802) + s (A1 Syw + A2 Syy + A3 8y)
+ Hs(}q sz:c ‘[— '12821/ + Aa szz)-
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Mit Gleichung (3) sind die rechten Seiten dieser Gleichungen
einander gleich, also ist sy, = &, und daraus folgt zyklisch, dal
auch s,, = 1. usw., also ist ¢’ = 7., d. h.:

Bei der Transformation konjugierter Diatensoren bleibt die
Konjugation erhalten; kurz ausgedriickt:

Satz II: Konjugation ist invariant.

Satz III: Konjugierte Tensoren haben die gleiche Deter-
minante S,; denn konjugierte Determinanten sind bekanntlich
gleich. Sie haben auch gleiches S, weil sie die gleichen Diagonal-
glieder haben.

Ein Diatensor, der seinem Konjugierten gleich ist, heilit
selbstkonjugiert oder symmetrisch. Die Begriffe ,Tensor¢
und ,symmetrischer Diatensor¢ sind identisch.

Aus dem obigen Satz II folgt ohne weiteres

Satz 1V: Symmetrie ist invariant. FEin Tensor bleibt bei
allen Transformationen symmetrisch.

Dies ergibt sich auch einfach aus den Gleichungen (9) des § 16. Stehen
die drei Achsen & 5, ¢ senkrecht aufeinander, so ist in diesen Gleichungen
&, = «, usw., und damit wird ¢, = ?,, usw. Im ersten Kapitel wurde

gezeigt, dab der Tensor drei rechtwinklige Achsen hat; hier ergibt sich, dall
die Rechtwinkligkeit der Achsen die Symmetrie bedingt.

Auf der Hand liegt

Satz V: Konjugierte Tensoren sind einander gleich.

Ein Diatensor heift antimetrisch, wenn er seinem Kon-
jugierten entgegengesetzt gleich ist. Da die Diagonalglieder von
7 und 7, dieselben sind, konnen sie einander nur dann entgegen-
gesetzt gleich sein, wenn sie Null sind; also mull jeder anti-
metrische Tensor die Form haben:

J 0 t -1,
—t, 0 i
[ t, —t; 0.

Setzt man in den Gleichungen des §18 #,, = fyy = t.. = 0,

tys = — oy USW., s findet sich tyy = 0, ty» = — 1wy UsW, also

Satz VI: Antimetrie ist invariant.
Aus der Gleichung (1) ergibt sich sofort

Satz VII: Die Summe zweier konjugierten Diatensoren ist
stets symmetrisch, ihre Differenz ist stets antimetrisch.
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Wir wenden die hier eingefiihrten Benennungen auch auf
Diatensorvektorprodukte an: Ein solches Produkt heiit sym-
metrisch oder antimetrisch, wenn der in ihm enthaltene Diatensor
symmetrisch oder antimetrisch ist. Zwei Diatensorvektorprodukte
heilen konjugiert, wenn ihre Diatensoren konjugiert sind. Die
Sétze I bis VII gelten offenbar auch fiir die Diatensorvektor-
produkte.

24. Hamiltonsche Gleichung des Tensors.

Dal} drei reelle, aufeinander senkrecht stehende Hauptachsen
stets zu einem symmetrischen Ausdruck fiir den Diatensor fiihren,
wurde oben gezeigt. Es gilt auch der umgekehrte Satz: Die
Hamiltonsche Gleichung eines symmetrischen Tensors hat stets
drei reelle Losungen. Denn sie lautet

(tzz - tE) tacy tzac
tay (tyy— te) tys = 0.
17 tyz (tzz - tE)

Eine Gleichung von dieser Gestalt hat aber stets drei reelle
Wurzeln.

Der Beweis fiir diese Behauptung findet sich in der analytischen
Geometrie bei Gelegenheit der Aufsuchung der Hauptachsen eines Ellipsoids.
Er lautet kurz zusammengefafit: Man multipliziere die drei Zeilen der
Determinante der Reihe nach mit ¢,,, t,, und ¢,,, subtrahiere hierauf von
der ersten Zeile die zweite, von der zweiten die dritte und lasse die dritte
unveriandert, so kommt

(e =t btys—toytsn  toglys— (tyy—tt,, 0
0 (tyy_t":') b — tyz tzy tyz tzac_(fzz_ts) ta:y =0.
by tay tys tey (=1t by
Nun dividiere man die erste Kolonne mit ¢, ,, die zweite mit ¢,,, die
dritte mit ¢,,, so findet sich:
£yt t,,t
yzx Ty Yz
by — by — —p SYE (1 — ) 0
Yz zx
t.,t t,,t
yz ‘ay yz zx _
0 by~ e~ "}k_(tzz—tﬁ) =0
22 Ty
tzytzx tyz tzy t” — e
t t :
yz 2z
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Man setze abkiirzend :

txytzx —q laytys - tyz tzx —
tyz - tzx - txy -
by —a@ = L, tyy—b =M, t,,—c¢=N;
dann findet sich:
L—i te—M 0
o
0 M— tE tE —N | =o.
a b N+ c— t&
Fihrt man diese Determinante aus, so ergibt sich leicht die Form:

a b c

L—t; + M7 ty—gt1=0

§
und hierin haben die drei Grifen a, b, ¢ entweder alle drei das positive
oder alle drei das negative Vorzeichen. Damit findet sich leicht, dafl das
Polynom der Gleichung dreimal im Reellen durch Null geht, wenn man
dem te der Reihe nach die Werte — oo, L, M, N, oo gibt, und damit ist der

Beweis erbracht.

25. Imaginéire Achsen des antimetrischen Diatensors.

Jeder antimetrische Diatensor hat zwei imaginire Achsen.
Beweis: Fiir den Diatensor

0 t —t,
—t, 0 ¢
ty —t; 0

findet sich mit den Gleichungen (18), (19) und (20) des §19 sofort
8, =0, §=0, 8§, = i A A
die Hamiltonsche Gleichung degeneriert also fiir ihn zu
t? + @ + i+t = 0,

und damit ist offenbar der Satz bewiesen.

26. ldentitiit eines vektoriellen Produktes mit einem antimetrischen
Diatensorvektorprodukt.
Bekanntlich ist
[AB] = (4,B.-A4.B,)i+ (4.B,— 4.B,)i+ (4.By—4,B.,)t. (1)
Das Produkt auf der rechten Seite dieser Gleichung ist offen-
bar identisch mit dem Diatensorvektorprodukt (z)®, wenn
0 -4, A4,
T = A,O—Az........@)
-4, A, O
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gesetzt wird; also jedes vektorielle Produkt kann als antimetrisches
Diatensorvektorprodukt ausgedriickt werden und umgekehrt kann
jedes antimetrische Diatensorvektorprodukt in Form eines vek-
toriellen Produktes geschrieben werden.

Dieser Satz 1aBt sich auch schreiben in der Form:

0 —A, A,
M= 4, 0 -4, .. .....(03)
~4, A, O,

wenn wir durch die vor ¥ gesetzte eckige Klammer konventionell
andeuten, daf der Vektor % vektoriell mit einem nachfolgenden
Vektor multipliziert werden soll. Das Zeichen ] wiirde ent-
sprechend anzeigen, daf der Vektor % mit einem vorangehenden
Vektor vektoriell multipliziert werden soll. Nach dem Satze, daf3
der antimetrische Diatensor seinem Konjugierten entgegengesetzt
gleich ist, ordnen sich dann die vektoriellen Produkte dem Kon-
jugationsbegriff unter. Es ist [BA] = [AB].
Ist der Diatensor in der Form

0 tuy —lbi
N
tye —lyz O

gegeben, so zeigt der Vergleich mit Gleichung (3), daf} der ent-
sprechende Vektor % die Gestalt hat:

W — —ty,i— bynf — tay b

Daraus, daB der antimetrische Diatensor durch einen Vektor vertreten
werden kann, folgt, dal die allgemeinen Transformationsformeln sich fiir
ihn entsprechend vereinfachen miissen. In der Tat, setzt man in den Glei-
chungen des §18

by = tyy = b, =0 und t,, = —t,, b, = —t,t,, =—1,,
so erhiilt man auBer dem selbstverstandlichen Ergebnis £, = ¢, = t,,
= 0:
by = tys (otty —Agttg) + b, 5 (dgpty — Ay pig) 4 15 (A g — Ay ;)
= Vltyz+V2tza:+Vsta:y‘

Ebenso findet sich:

tz'x' =4 fyz+x“2tzac +1u3t:cy'
ty'z' = thyz -I—lztzx + Aata:y'
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Die GroBen t,,, ¢, ¢,, transformieren sich also wie Vektoren nach
dem Schema:

t t t,

yz|zz | ‘zy

A

2 }'3

| M1 | Hg | Mg

1| %2 | Vs>

wenn 4,, w, usw. die Kosinus der Winkel sind, welche zwei rechtwinklige
Koordinatensysteme miteinander machen.

27%. Ellipsoide.

Man kann zu einem durch seine neun Glieder gegebenen Dia-
tensor ein ,Ellipsoid* konstruieren, welches dem Tensorellipsoid
in §3 entspricht. Dasselbe wiirde die Gleichung haben:

20 = tmxﬂ+twy?+tzzzﬂ+(tyz+tzy>yz+(tm+tm)w}. (1)

+ oy +tyx)xy+1 =0.

Es hat aber keine praktische Bedeutung, da sich eine Kon-
struktion, welche der im §3 fiir einen Tensor gegebenen analog
wire, fiir den Diatensor nicht geben lafit.

Man kann ferner fiir den Diatensor auch ein Deformations-
ellipsoid konstruieren. Denkt man sich alle méglichen Vektoren v
vom Betrage 1 an den Anfangspunkt O angeheftet, so bilden ihre
Endpunkte eine Kugel um 0, die im System der z, y, # die
Gleichung hat:

vet+oitoi=1. .. ... ... (2

Transformiert man diese nach §16 auf das dortige System

der & %, {, so nimmt sie die Form an:

v; + v,‘;’-}— vi+ 2v, v, cos &+ 20, v cos§,E+ 20, v, €08 nE=1 (3)
Multipliziert man nun irgend ein v mit dem Diatensor =,

dessen Konstituenten f, £,, t- sind, und nennt man das Diatensor-
vektorprodukt w, so ist

Wy = f: g, w, = t,v,, wy=1{. . ... (4)
Damit erhélt man aus (3):
dow! o w! o wow, w, wy
st et t2 s+ 2—-—cos§ &
12 t 1 tt. t. 1,
< n s ns S . (5)
wew,
+2tt cos & n—= 1. |
£

Budde, Tensoren u. Dyaden. 4
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Das ist die Gleichung eines Ellipsoids; aus der Kugel ist
also ein Ellipsoid, das ,Deformationsellipsoid¥, geworden. Auch
dieses Ellipsoid hat vorerst nur die Bedeutung, da es eine Vor-
stellung gibt, da die Beziehung zwischen ihm und dem Diatensor
keine gegenseitig eindeutige ist. Man sieht sofort, daB es zugleich
das Dehnungsellipsoid desjenigen Tensors ist, dessen Konstituenten
in seine Hauptachsen fallen und Werte haben, die gleich den
Léngen seiner halben Hauptachsen sind. Man braucht auch nur
drei beliebige nichtkomplanare Durchmesser des Ellipsoids zu
ziehen und willkiirlich festzusetzen, daf} etwa ihre positiven Hilften
die drei Konstituenten eines Diatensors darstellen sollen; dann
gehort das Ellipsoid zu diesem Diatensor als Deformationsellipsoid.
Insofern dasselbe Ellipsoid zu zwei verschiedenen Diatensoren
gehort, entspricht der gleiche Durchmesser desselben im all-
gemeinen zwei verschiedenen Durchmessern der Einheitskugel.

28, HilfsgréBen I; charakteristische Vektoren des Diatensors.

Ist der Diatensor -

txz tacy t:vz\
R (1)
tzm tzy tzz
gegeben, so bilden wir zwei Vektorentripel:
Erstens
toat + toy] + 1ot = a,
byat +tyyf +ty.8 =8, ;- - - . . . . (2)
toidby,it+t.f=c.
Zweitens

tw'wi'{‘tyxi‘{"tzacf - “ca]
toyl+tyyj+tyf =0yt - -« o o . (3)
t“i—l—tyzi—l—t“f: Ce-

Wir nennen a, b, ¢ die Zeilenvektoren, a, b, ¢, die
Kolonnenvektoren des Diatensors (z). Diese Vektoren kniipfen
nicht blof den Diatensor an eine geometrische Vorstellung an; sie
haben auch mancherlei wertvolle Eigenschaften und finden infolge-
dessen Ofters Verwendung. Zunichst geben sie Veranlassung zu
einer vereinfachten Schreibweise des Diatensors, die vielfach be-
quem ist. Setzt man die Gleichungen (2) und (3) voraus, so ist
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offenbar ¢, = as, t,y = a, usw.; der Tensor z kann also geschrieben

werden:
{am ay a,

t=14b, by b, . . . . .. .. . @
Da sonach der Diatensor durch die drei Vektoren a, b, ¢ voll-
stindig bestimmt ist, konnen wir ihn auch schreiben:

@ =rz{a, by} . . ... .. (5)
Fiir den konjugierten Diatensor folgt dann sofort
(t)c T 4 {ac; Bc, Cc}. e e e e e e e (6)

Es ergeben sich ferner folgende Sitze: Das Parallelepiped
aus den drei Vektoren a, b, ¢ hat bekanntlich [vgl. Vorbemerkung b)]
den Inhalt:

Go Gy Oy
by by bs|-
Cx Cy C;
Dies ist aber die Determinante S; unseres Diatensors z, also
Satz I:
S;=1(abe). . . . .. .. ... (7

,Die Determinante S, gibt den Inhalt des aus den Zeilen-
vektoren gebildeten Parallelepipeds an.“

Da konjugierte Determinanten einander gleich sind, gibt S,
auch den Inhalt des Parallelepipeds aus den Kolonnenvektoren an.
In Gleichung (7) liegt zugleich der Beweis, daf die beiden Parallel-
epipede (abce) und (a.b.c;) inhaltlich invariant sind.

Die beiden Parallelepipede sind identisch, wenn der Diatensor
symmetrisch ist; anderenfalls haben sie zwar gleichen Inhalt, aber
verschiedene Lage.

Ferner: Ist v irgend ein Vektor, so ist, wenn der Diatensor (z)
in der Form (4) geschrieben wird:

T = (do¥e + Ay ¥y + a,0:)1
+ (b vz + byvy + b, 20) § i """" (8)
+ (v + cyvy + C0,) %
das heifit

Satz II:

o = (av)i+ (bv)j+(cw)f . . . . .. 9)

,Das Diatensorvektorprodukt zv 146t sich darstellen als Summe
von drei Komponenten, deren Betrige die skalaren Produkte aus
den Zeilenvektoren und dem Argument v sind.“

4*
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29. Bemerkung iiber die Tripelprodukte erster Art.

Ist ein Tripelprodukt von der Gestalt (B €) gegeben, so bietet die
Vektoralgebra kein Mittel, den einen der beiden in der Klammer stehenden
Faktoren, etwa @, herauszusetzen. Die letzte Gleichung des vorigen Para-
graphen enthilt auf der rechten Seite drei derartige Tripelprodukte, und
auf der linken Seite ist v herausgesetzt. Besagte Gleichung deutet also an,
da man mit Hilfe von Diatensoren die Aufgabe losen kann, aus einem
Tripelprodukt A (B E) den einen in der Klammer stehenden Faktor, etwa €,
herauszusetzen; das geschieht in der Tat auf folgende einfache Weise: Zerlegt
man das skalare Produkt in seine drei Summanden, und den Vektor ¥ in
seine drei Achsenkomponenten, so erhélt man

(Ayi+Ayj+4,H(B,C,+B,C,+ B,0,)
= (4,B,0,+4,B,0,+ 4,B,0,)i
+ (4,B,C,+4,B,0,+ 4,8, 0)j
+ (4,B,C,+4,B,C,+ 4,B,0)t.

Setzt man also:

l 4,B, 4,B, A,B,
t=1.4,B, AB, AB, .. ........ 2
A,B, A,B, A,B,

80 ist

ABEC)=®@®WEC ... ... .. .... 3)
und damit die Aufgabe gelost. Man sieht, daB der zur Losung dienende
Diatensor im allgemeinen asymmetrisch ist.

30. HilfsgréBen II; der Kodiatensor.
In der Determinante des Diatensors,

g Ay a,

by by b,

Cx Cy C;
gehort bekanntlich zu jedem Glied eine Adjunkte, welche gebildet
wird, indem man die Zeile und Kolonne des fraglichen Gliedes
ausschlieft und die iibrig bleibenden Elemente in der gegebenen
Stellung zu einer Subdeterminante zusammenfiigt. Wir nehmen
diese Adjunkten, versehen aber diejenigen, welche zu den Grofien
@y, by, b, und ¢, gehoren, mit negativem Vorzeichenl) und be-

") Das Kriterium fir die Vorzeichen spricht sich am einfachsten aus,
wenn man die obige Determinante markiert wie folgt:

011 thg O3
U1 Qgg Qg3
@3y QAzg dsg
Es werden dann die Adjunkten derjenigen Glieder negativ genommen, deren
Marken eine ungerade Summe haben.
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zeichnen dann die zu a, gehorige Grole mit &, die zu b, gehorige
mit b, usw. In extenso sind also

_ byb,| _ bb, _ bzby

Ay == ; ay - — s a; =— ,
CyCy CxCy CzxCy
- a,a = Az d = Az
yWz x4z Yy

b, = — 3 by = ’ b, = — \ ) (1)

CyCs CxCy Cx Cy
G = Ay Az 7 — [/ 2P Z Ay

x ~— y by — — ) 2 — .
byb, b.b, by by

Da die GroBen @, @, usw. sich zum Teil von den Adjunkten
durch das abgeiinderte Vorzeichen unterscheiden, kann man sie
nicht wohl als Adjunkten bezeichnen. Wir nennen sie nach einem
Vorschlag von Gibbs die Kofaktoren, so dal also @, der
Kofaktor von a,, b, der Kofaktor von b, heifit, usw.

Aus den Kofaktoren bilden wir nun einen Diatensor, der,
wenn der urspriingliche Diatensor t heilit, mit 7, bezeichnet wird.
Es soll also sein

Gy Ay g
zgzlzx by by o @)
Cy Cy Cp-

Dieser Diatensor heifit im Anschlufl an das Wort ,, Kofaktoren
der Kodiatensor von z. Er hat eine Reihe von wichtigen Eigen-
schaften.

Satz I:

Ein Blick auf die Gleichung (19) des § 19 zeigt: Der Koeffi-
zient S,,; der Hamiltonschen Gleichung ist die Summe
der Diagonalglieder (erster Skalar) des Kodiatensors.

Daher stammt die Markierung dieses Gliedes.

Die Determinante des Kodiatensors ist mit S,,; zu bezeichnen.
Schreibt man sie in extenso hin, so lautet sie:

(bycs—bacy) {(cs05—C20;) (Azby—ayba) —(a:b:—azb,) (2 ay—cyaz)}
+(b:¢2a— b)) {(Caty—cyaz)(ayb,—azby)—(azby—ay br) (cya.—c.ay)} +(3)
F(bacy—bycs) {(cya:—c,ay)(ab5—azb;) —(ay b, — asby) (c.0.— 2 az)).

Entnimmt man daraus die Faktoren von a 2 und a,ay, SO
findet sich:
a2 (byc, — byey)? + 2 agay(byc, — b, cy) (b, e — bacy).
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Daraus ergeben sich zyklisch die weiteren Posten

ay (bece — buc)® + 2aya,(h,c — by ¢,) (b 0y — bycs),
a? (bzcy — bycz)? + 2 a,a,(bycy — by ) (byc. — b,¢,).

Die vorstehenden sechs Posten ergeben, wenn man sie addiert,
das genaue Quadrat von

az (byc; — by¢y) + ay(bco — b)) + a, (bacy — by cy),
und dies ist die Determinante S; des urspriinglichen Diatensors r,
also folgt

Satz II:
823 == 832- e e e e e e a e e . (4)

Eine interessante Vereinfachung fiir die Schreibweise des
Kodiatensors ergibt sich aus folgendem: Schreibt man ihn hin,
indem man die Kofaktoren ausrechnet, so lautet er:

byc;—bsey bies—bac, bycy—byc,
Ty == Cyl;— Cally Colly — Cul; Caly—Cyly . . . (B)
ayb, — a;b, a.b.—azb, a.b,— a,b,.

In der ersten Zeile dieses Ausdruckes stehen die drei Kom-
ponentenbetrige von [b¢], in der zweiten diejenigen von [ca], in
der dritten diejenigen von [ab]. Also liaBt sich der Kodiatensor
schreiben :

T, = t{|bc], [ca], [ab)}. . . . . . .. (6)

Versteht man nun [vgl. Vorbemerkung d)] unter o, ¥/, ¢’ die zu
a, b, ¢ reziprokalen Vektoren, so ist, wie bekannt, [b¢] = (ab¢)a’ usw.
Also ist
T, = (abo)r{a’, 0, ¢} .. L L L L (N
Weitere Beziehungen des Kodiatensors ergeben sich im An-
schluB hieran spiter. Seine wichtigste Eigenschaft aber geht aus
folgender Betrachtung hervor. Es seien u und v irgend zwei
Vektoren, dann ist, wie in § 28 gezeigt wurde,

T = (aw)i-+ (bu)j+ (cw)t, . . . . . .. (8)
o = (av)i+ (bv)j+ (cv)f,. . . . . )
und damit
i i t
[ru, zv] = |(aw) (bu) (ecw). . . . . .. (10)

(av) (bv) (cv)
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' Die z-Komponente dieses Ausdruckes ist
{tu, 9], = 1{(basta + byuy + b, u,) (¢20s + cyvy + €, 0s)
— (bzvz + byvy + 0,v,) (Cotte + cyuty + cou,)).
Andererseits ist
tp[uv] = ([be], [uv])i+([ca], [wo])j + ([a 6], [uv])E; . (12)

die z-Komponente dieses Ausdruckes ist

boany

Tao[#9] = i([bc][uv]) l
= i{(bye, — b,c,) (uyv, — u,vy) NEE),
+ (b, ¢ — bae,) (W0, — Uz 0,) [
4 (bg ey — by €2) (Uzvy — Uy VL))

Man iiberzeugt sich nun leicht, dal die rechte Seite dieser
Gleichung mit derjenigen von Gleichung (11) genau iibereinstimmt.
Da das gleiche zyklisch in y und # gilt, folgt

Touv] = [ru,zv]. . . . . . .. (14)

Nun ist [uv] das (vektorielle) Parallelogramm mit den Seiten
1 und v. [zu, Tv] ist das entsprechende Parallelogramm aus den
transformierten Vektoren tu und zv; also, da u und v ganz be-
liebig sind, besagt Gleichung (14):

Satz IIl: ,Multipliziert man irgend zwei Vektoren mit dem
Diatensor z, so multipliziert man gleichzeitig das aus den beiden
Vektoren u und v gebildete Parallelogramm mit z,, und zwar, da
Gleichung (14) vektoriell ist, nicht blofl beziiglich des Flichen-
inhaltes, sondern auch beziiglich der Stellung des Vektors, welcher
diesen Flidcheninhalt darstellt.“

Es ist bemerkenswert, daf hiernach ein und dieselbe gerichtete Linge
eventuell verschieden transformiert wird, je nachdem sie einen polaren oder
axialen Vektor (Verschiebung oder Fliche) darstellt. Multiplizieren sich die
polaren Vektoren mit 7, so werden die aus ihnen gebildeten axialen mit 7,
multipliziert.

Sind zwei Diatensoren konjugiert, so ist das b, des ersten
gleich dem a, des zweiten usw. Geht man damit in Gleichung (5)
oin, so findet sich leicht der

Satz IV: Konjugierte Diatensoren haben konjugierte Kodia-
tensoren. Und daraus folgt weiter

Satz V: Der Kodiatensor eines Tensors ist ein Tensor.
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31. Der Diatensor als Pri- und Postiaktor.

In § 26 wurde darauf hingewiesen, daf [v¥] als [%v], auf-
gefalit werden kann. Diese Ausdehnung des Konjugationsbegriffes
hat eine weitgehende Folge. Da némlich [ ersetzt werden kann
durch einen antimetrischen Diatensor z, so folgt: Schreibt man
[vA] = [Av],, so hat man folgerichtigerweise auch zu schreiben
vz = (z9),, und daraus folgt vz — —rv, d. h. das Diatensor-
vektorprodukt ist im vorliegenden Fall nicht kommutativ. Wir
nehmen diese Folgerung nicht nur an, sondern dehnen sie auf
alle Diatensoren aus, indem wir festsetzen: Es soll all-
gemein sein

v = (T9),.

Gibbs hat eine fiir diesen Fall recht brauchbare Termino-
logie eingefiihrt. Von den beiden Faktoren, aus denen ein Produkt
besteht, nennt er den zuerst geschriebenen den Priafaktor, den
nachfolgenden den Postfaktor. Die vorstehende Festsetzung
lautet dann in Worten: Ein als Postfaktor stehender
Diatensor hat dieselbe Bedeutung wie sein als Prifaktor
stehender Konjugierter. Den mit dieser neuen Eigenschaft
ausgeriisteten Diatensor bezeichnen wir von jetzt ab in der Regel
mit dem Buchstaben @ und reservieren die Buchstaben T und =
fiir die bald auftretenden Teile desselben. Die soeben getroffene
Festsetzung ist dann zu schreiben:

yP = (Pv), und Py = (D). . . . . . (1)

Bisher wurden die Diatensoren stillschweigend aber mit Ab-

sicht ausschliefllich als Prifaktoren geschrieben. Sie werden auch

spiter fiir die wichtigsten Anwendungen so gefiihrt werden, aber

die aus Gleichung (1) gegebenen Beziehungen erweisen sich,

namentlich fiir zwischenliegende Sitze und Beweise, als vielfach
brauchbar.

Zunichst entsteht die Frage, ob die bisher bewiesenen Sitze auch dann
noch giiltig sind, wenn der Diatensor als Postfaktor steht. Soweit sie sich
auf den allein hingeschriebenen Diatensor beziehen, ist das offenbar der Fall,
aber ein Teil unserer Sitze wurde durch Rekurs auf das Diatensorvektor-
produkt gewonnen, vor allem die Transformationsgleichungen. Es ist daher
zu fragen, ob diese giiltig bleiben.

Es sei < ein als Prafaktor gebrauchter Diatensor und < derselbe auf
ein anderes Koordinatensystem transformiert. Fiir jedes Argument ist dann
&'y sachlich identisch mit v,

Ist nun v zu transformieren, so schreiben wir statt dessen (Pv), P
transformiert sich nach § 18 und wird zu ¢'v. Setzt man in <’y nun ty o
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an die Stelle von ¢,,, usw., so erhiilt man (¢'v)c und nach Gleichung (1) ist
dies v <&’, das heilit: <o’ erhilt man aus v durch dieselbe Transformation,
durch welche man aus v erhilt ¥'v; mit anderen Worten: der Postfaktor &
transformiert sich ebenso wie der Prafaktor ¢. Damit bleiben offenbar auch
die Satze der § 19, 20, 23 fur den als Postfaktor gebrauchten Diatensor er-
halten.
Ist <> ein Tensor T, so leuchtet ohne weiteres ein, dafl
VT = Th.

Ist ¢ ein antimetrischer Diatensor, so ist entsprechend vz — —zp.

32. Produkt u Py

Da sowohl b wie u< Vektoren sind, kann man beide weiter mit einem
Vektor multiplizieren, und zwar sowohl skalar wie vektoriell. Fir die skalare
Multiplikation ergibt sich eine einfache Beziehung. Es ist némlich, wenn
& = & {a, b, c},

(o, Pv) = (a,v,+ 0,0, 4 a,0)u,
+ (v, + by vy +0b,v, Uy ¢ 0o 1)
+ (czv,+ ¢y, ev)u,
und
(u,v) = (a,u,+ byu, +c u)v,
+ (ayux + byuy + CuUIVy o0 o e ©)
+ (a,u,+ 0, u,+cu)v,.

Der Vergleich zeigt, dal bei vollstindiger Ausrechnung die Kolonnen

von Gleichung (2) mit den Zeilen von (1) ibereinstimmen. Also ist

(uwPp)=QL,Y), . . ... ... 3)
und man kann fir beide das einfache gemeinschaftliche Zeichen
ndy
einfithren.
Ferner ist, wie leicht zu beweisen,
nby =vdu. . ... “)

33. Vollstindige und unvollstéindige Diatensoren.

Wir kommen nun auf die am SchluB von §19 gemachte Bemerkung
zuriick. Ein Diatensor, dessen Hamiltonsche Gleichung nicht zu einer
Gleichung von geringerem als dem dritten Grade degeneriert, heilit voll-
stindig, ein solcher, bei dem Degeneration eintritt, heiit unvollstindig.
Die Degeneration kann offenbar zwei Grade haben: Ist S3 = 0 und Sy, 5= 0,
so wird die Hamiltonsche Gleichung zu einer Gleichung zweiten Grades;
der Diatensor heift dann planar. Ist gleichzeitig S; = 0 und Sy; = 0,
so wird die Hamiltonsche Gleichung linear, der Diatensor heilt dann
linear.

Da die Invarianz der GroBen S; und Sy, bewiesen wurde, folgt, dab
Vollstindigkeit, Planaritdst und Linearitit invariante Eigenschaften des
Diatensors sind.
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I. Vollstindiger Diatensor. Soll ein Diatensorvektorprodukt
< {a,9,¢}v» = W sein, so miissen die skalaren Gleichungen erfullt sein:

a,v,+a,v,+ a0, = w,,
bzvx+byvy+ bzvz = u’y, ......... ¢))
czvz+cyvy+czvz = W,.

Es folgt zunichst: Sind v und w vorgeschrieben, so sind die neun
GréBen a,, a, usw. die Unbekannten. Da man zur Bestimmung derselben
nur drei Gleichungen hat, sind oo® Losungen mdglich; man kann also jeder-
zeit nicht nur einen Diatensor finden, der ein vorgeschriebenes ¥ in ein
vorgeschriebenes v tberfithrt, sondern man kann auch fiir diesen Diatensor
noch sechs weitere Bedingungen willkiirlich vorschreiben, kann z. B. zwei
Zeilen oder zwei Kolonnen von vornherein festsetzen usw.

Ist aber w und < vorgeschrieben, so sind v,, Vys T, die Unbekannten,
Man ‘hat also fiir die drei Unbekannten drei Gleichungen, und diese ergeben
bekanntlich drei Losungen, solange nicht die Determinante aus den Koef-
fizienten der v, Dy U, verschwindet. Diese Determinante ist aber Sj, also:
Zu jedem vorgeschriebenen Diatensor & 14t sich ein Argument ¥ dann und
nur dann so bestimmen, daB das Produkt < einen beliebig vorgeschriebenen
Vektor w ergibt, wenn der Diatensor vollstindig ist.

II. Planare Diatensoren. Ist S; = O, wihrend Sp; == 0, so hat
die Hamiltonsche Gleichung zwei von Null verschiedene Loésungen, und
man kann ihr die dritte Lésung ¢- = O zuschreiben. Von den drei durch
die Gleichung bestimmten Konstituenten wird also einer zu Null, wihrend
die beiden anderen endlich sind. Da S; = (abc), ist das Parallelepiped aus
den Zeilenvektoren Null, d.h. a, b und ¢ miissen komplanar oder kollinear
sein. Das letztere ist ausgeschlossen, solange Sy, == 0; denn, wie unten
gezeigt wird, reduzieren sich fiir den Fall, dal a, b, ¢ kollinear sind, alle
Diatensorvektorprodukte auf Vektoren der gleichen Doppelrichtung. Dem
widerspricht aber die Tatsache, dal der planare Vektor zwei von Null ver-
schiedene Konstituenten hat, dal also wenigstens die in die beiden Achsen
fallenden Diatensorvektorprodukte verschiedene Richtung besitzen. Wir
haben also damit zu rechnen, daf a, B, ¢ komplanar sind ohne kollinear zu
sein. Dann ist, wenn I/, m, n drei passend gewihlte Skalare sind,

lat+mbt+ne=0............ )
und damit wird
m

.1 .
Py = (ah)(t—;f)+(bn)(1—?f)- ------ ®)
Da (ap) und (bv) skalar sind, heiit das: alle Diatensorvektorprodukte
sind in unserem Fall komplanar mit einer Ebene, welche durch die beiden

Vektoren i—%f und j—%lf bestimmt ist. Diese Ebene nennen wir

schlechthin die Ebene des Diatensors. Sie ist invariant; denn wenn sie
mit dem gewéhlten Koordinatensystem variierte, so wiirden sich unendlich
viele Vektoren v finden lassen, derart, daf das Diatensorvektorprodukt < v
je mnach der Wahl des Koordinatensystems in verschiedene Ebenen fiele,
d. h. die Bestimmung der homogenen linearen Vektorfunktion durch % wire
nicht eindeutig.

Der Ursprung der Bezeichnung ,planarer Diatensor® ist hiermit deutlich.
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Hat der Diatensor ¢ zwei reelle, von Null verschiedene Konstituenten,
80 wissen wir, daB ein Vektor v, der in eine der Achsen fillt, nach der
Multiplikation mit % noch immer in derselben Achse liegt, also ist die
Ebene des Diatensors komplanar mit der Ebene dieser beiden Konstistuenten.

Das Lot auf der Ebene wird der Richtung nach bestimmt durch das
vektorielle Produkt [#i—1f] [#j— m¥], d.i. nach Fortlassung des skalaren,
also fiir die Richtung bedeutungslosen, Faktors »

lid+mjfnt. . ... 0o “)

Der planare Diatensor vernichtet jede Komponente von v, die auf
seiner Ebene senkrecht steht, vernichtet also das ganze v, wenn dieses auf
seiner Ebene senkrecht steht. Innerhalb seiner Ebene kann das Produkt v
offenbar jeden beliebigen Wert annehmen, da v sich immer so wahlen 1iBt,
daf die Faktoren (av) und (6v) beliebige Gréfe haben.

Spezialfalle. Jst &> symmetrisch und auf seine Hauptachsen bezogen,
80 mub der planare Diatensor nach dem Obigen eine der folgenden Formen
haben:

JO 0 0 tyy O O tpy O O
lo ty, O 0 0 0 0 t, 0
0 0 ¢, 0 0 ¢, 0 0 o.

Seine Ebene ist diejenige Ebene, in welcher die beiden endlichen Kon-
stituenten liegen, und er vernichtet jede dazu senkrechte Komponente.
Ist ¢ antimetrisch, so ist es nach §25 planar. Schreibt man:

x

I 0 —a, a,
e az 0 — @ e v e e e e e (5)
l—ay a, 0,

so ist nach Gleichung (2)

—lazj—{—layf-l—mazi—maxf—nayi-}—naxi:0,. ... (8)
also
m_tyooon_ % 1 _ % i
W T a wmoa @

z

Darin, daB die dritte dieser Gleichungen durch die beiden ersten erfiillt

wird, liegt die Verifikation der Planaritit. Man kann dafiir mit Weglassung
eines bedeutungslosen skalaren Faktors schreiben:

x

l=a, m = a,, =@ o 8)

Nach (4) ist also der Vektor, welcher auf der Ebene des Diatensors
senkrecht steht, . .

aitajtat o000 ©

Dies ist aber nach § 26 der vektorielle Faktor [, welcher den Diatensor
vertritt, also ergibt sich: Der Vektor % steht senkrecht auf der Kbene des
mit ihm &quivalenten antimetrischen Diatensors.

IIl. Lineare Diatensoren. Ist gleichzeitig S; und Sy; = 0, so
bleibt nur eine, stets reelle, Losung der Hamiltonschen Gleichung iibrig,
die von Null verschieden ist, solange nicht S; = 0 ist und damit der ganze
Diatensor verschwindet. Von den Konstituenten ist also nur einer endlich.
Die Zeilenvektoren sind kollinear; zwischen ihnen bestehen zwei lineare
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Gleichungen und vermittelst derselben laft sich ¢ als ma, b als na aus-
driicken. Das Diatensorvektorprodukt wird also

oy = (ap)i+ (mav)jfan)t. . . . .. ... (10)
= (av) (i +mj+n),
d. h. alle Diatensorvektorprodukte sind kollinear mit dem Vektor
it+mjt+nt ..o (11)

dieser heifit die Gerade des Diatensors. Sie ist offenbar invariant und
fallt zusammen mit der Doppelrichtung des von Null verschiedenen Kon-
stituenten. Auf dieser Geraden kann %9 bei passender Wahl von v offenbar
jeden beliebigen Wert annehmen, und der lineare Diatensor vernichtet jede
Vektorkomponente, die senkrecht auf seiner Geraden steht.

Ist er symmetrisch, so hat er, auf seine Hauptachsen bezogen, eine der
Formen:

tiy O O 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 t, 0 0 0 0
o o o, o o0 o, 0 0 ¢t

Antimetrische Diatensoren kommen hier nicht in Betracht, sie sind
nach §25 entweder Null oder planar.

Drittes Kapitel: Additive Eigenschaften,
additive Zerlegung des Diatensors und die auf dieselbe
gegriindete Transformation des Raumes.

34. Additive Eigenschaften.

Die einfachen Erwigungen des § 11 gelten, weil sie auf der
Linearitdt der Grundgleichung beruhen, auch fiir Diatensoren.
Die folgenden Sitze leuchten daher unmittelbar ein: Es ist

Put+v)=Qu4+Dy. . ... ... (1)
Wir definieren ferner
(P+DVW=Dv4+Dv. . ... ... (2

Es folgt dann ohne weiteres: Man addiert zwei Diatensoren,
indem man ihre entsprechenden Glieder einzeln addiert. Die
Ausdehnung des Satzes auf drei und mehr Diatensoren sowie
auf Subtraktion liegt auf der Hand, ebenso, daf die Summen
distributiv sind.
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Ebenso der Satz: Man multipliziert einen Diatensor mit
einem Skalar m, indem man seine simtlichen Glieder einzeln
mit m multipliziert, nebst der Gleichung

(m®)y = m(Pv) =mPv. . . . . . . . (3

Wir haben hier nur nachzutragen, wie sich die Gleichungen
(2) und (3) schreiben, wenn man den Diatensor @ durch seine
Zeilenvektoren ausdriickt. Es ergeben sich unmittelbar die Sitze:

D{a,b,c} + Dle,f, g} =Platebtfct+gl,. . . (4
mP{a,b,c} = @ {ma,mbyme}, . . . . . . (B)
die bewiesen sind, sobald man die @ in extenso hinschreibt.

33. Die erste fundamentale Zerlegung des Diatensors.

Satz: Jeder Diatensor 146t sich additiv auf eine und nur
eine Weise in einen symmetrischen und einen antimetrischen Teil
zerlegen.

Beweis: Es ist

o210 D0

. 1+ G (1)
und damit ist der Beweis, dall die Zerlegung méglich, durch
tatsachliche Herstellung gefiihrt. Es ist noch zu zeigen, dafB
keine andere Zerlegung der verlangten Eigenschaft méglich ist.
Sollte eine andere Zerlegung moglich sein, so miifite es einen
Diatensor £ geben, der die Eigenschaft hiitte, dal von den beiden
Grofien

@+¢‘ 4+ 2 und q)_‘;q%—
die eine symmetrlsch, die andere antimetrisch wire. Das wire
auf zweierlei Weise denkbar.

Erster Fall q)+(D ?— 2

+ & soll symmetrisch, —— — &
soll antimetrisch sein; dann folgt

2
@+@

+¢

+ £,
‘D_QQC—QZ— ——¢+Qc,
und damit findet sich leicht
Q =9, = —9,

was nur moglich ist, wenn & = 0.



62 § 35. Die erste fundamentale Zerlequng des Diatensors.

Zweiter Fall. ?’2*‘?‘_ £ soll symmetrisch, —;q}—” + L
soll antimetrisch sein; dann folgt:
) + % o 2 —2{—915 )
D—Q, D, —
—2‘_ - 'Q' - 2 cy
und daraus ergibt sich leicht:
QL= —07,.
Fiihrt man dies in den Ausdruck (2) ein, so erhilt man:
D — o, b1 0,
g wmd

wird also wieder auf die Ausdriicke in (1) gefiihrt. Folglich sind
diese die einzigen, welche den Bedingungen geniigen.

Die Gegeniiberstellung der beiden Bestandteile, welche in
Gleichung (1) gegeben ist, legt es nahe, die weitliufige Be-
nennung ,antimetrischer Diatensor® abzukiirzen in , Antitensor®.
Wir fiihren diese Benennung ein, und dann lautet Gleichung (1)
in Worten: Jeder Diatensor zerfidllt additiv eindeutig in
Tensor und Antitensor.

Ist @ von vornherein symmetrisch oder antimetrisch, so ver-
schwindet im ersten Fall der Antitensor, im zweiten der Tensor.

-HDc

Wir bezeichnen fiir die nichsten Zwecke den Tensor —

. . -0, . . .
mit T, den Antitensor 9—270 mit 7. Schreibt man & in extenso

txac tzy txz
D = \tya tyy tys
]tzx tzy tzz,

so ist also
@:T—{v——t,..(?))
wenn
t tzy + tyx tzx ‘I‘ f’xz
xx 2 2
toy + tys tys -+t
T—=/)=¥ 1 ¥z tyy yT“’(zL)

tzx + tmz ?yz + f’zy ¢
2 2 2
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ta:y—" fyac ta:z - tzac
[0 gt b
l‘x—ta; fz"—tz
,:‘{VQH 0 ___yzy....(5)
tzav - t.’vz tzy - fyz 0.

2 2
Bekanntlich 146t sich nun der Antitensor v ersetzen durch
einen vektoriellen Faktor, welchen letzteren wir nunmehr mit
[h bezeichnen, und zwar ist nach § 26

tzy - tyz

. ta:z _tza: : tya:_tac
f): D) t+ 9 1+ D) g ... (6)

Es ist also
Oy =Tov4+rv="Tov+[hv]. . . . .. . (7

Da bereits bewiesen wurde, dafi T, = T und §] = [}, ist,
ist die Zerlegung auf v® ohne weiteres anwendbar und
VO = 9T+ve=Tov+[vhl .. . ... (8
Bezeichnen wir nunmehr die Zeilenvektoren von T mit %, B, €,
diejenigen von ¢ mit a, b, ¢, so ist nach dem vorigen Paragraphen
Oy =A+a,0)i+B+5)ji+C+e,0)f. . . (9
und gleichzeitig ist

0 = —h,j+hk,
B:——hxf—}—hzi,}- <o e 2 (10)
¢ = — hyi+ k.

Konjugierte Diatensoren haben offenbar denselben Tensor und
entgegengesetzt gleiche Antitensoren.

Bezieht man den ganzen Diatensor auf die Hauptachsen
von T als Koordinatenachsen der z, ¥, 2, so nimmt er die Form an

0 0 N

in welcher er fiir eine Ubersicht iiber seine Wirkungen besonders
bequem ist. L, M, N sind drei Skalare, deren Werte, wenn nicht
von vornherein bekannt, sich aus der Transformation auf die
Hauptachsen ergeben.

Gleichung (11) 146t sich aussprechen in der Form: Der
Diatensor hat im allgemeinen drei orthogonale Konstituenten und
einen vektoriellen ,Zusatzfaktor¥.

L 0 0
CD:{OMO—}—[I;,.......(II)
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Es folgt schon hieraus, daB die Teilung in Tensor und Antitensor fiir
einen gegebenen Diatensor invariant ist. Dies ergibt sich auch einfach aus
folgendem: Es sei ein Diatensor im Koordinatensystem der wx, y, # gegeben,
und es gelten dort die Bezeichnungen @, 7, 7; transformiert man dann &, T
und z auf ein Koordinatensystem der z', y', 2/ und bezeichnet die dortigen
Werte mit &', 7', 7/, so ist erstens ¥' = 7’47/, und zweitens ist 7’ ein
Tensor, v ein Antitensor, weil Symmetrie und Antimetrie invariant sind.
Da nun &' nur auf eine Weise in Tensor und Antitensor zerlegt werden
kann, sind 7’ und 7' schlechthin der Tensor und Antitensor von 4. Nun
hat 7’ dieselben Konstituenten wie T und 7z’ die gleiche Achse mit z, also
ist die Teilung von <%’ geometrisch gleichbedeutend mit derjenigen von <.

36. Die Wirkung des Diatensors auf ein einzelnes Argument.

Dieselbe liegt in der Gleichung

Dy ="To+ev. . ........(Q

Tv ist nach § 3 zu konstruieren; die Multiplikation mit T
verlingert die drei Komponenten v,, v,, v, im Verhdltnis?) L:1,
M:1, N:1.

tv = [hv] ist ein Vektor, der der Zusatzvektor heillen
moge. Er steht senkrecht auf § und v in dem Sinne, dal §,v
und [§v] ein rechtshindiges System bilden. Sein Betrag ist gleich
dem Inhalt des aus § und v gebildeten Parallelogrammes.

®v erhilt man, indem man die beiden Vektoren Tv und
[hv] geometrisch addiert.

: v@ =Tv—[hv]. . . . . . . ... (2

Zwei konjugierte Diatensorvektorprodukte desselben Argu-
ments haben gleiche Tv und entgegengesetzt gleiche Zusatz-
vektoren. Damit ist die geometrische Bedeutung der Konjugation
dargetan.

Alles dies ist nach dem Vorangegangenen selbstverstindlich;
es ist nur ein Blick auf gewisse Spezialfille zu werfen.

I. Negative Konstituenten von T. Sind die Konsti-
tuenten L, M, N alle drei positiv, so bleibt bei der durch T
dargestellten einfachen Deformation (vgl. § 9) die Richtung jeder
einzelnen Komponente v,, v, oder v, unveriindert. Ist aber ein

') Um jedes MiBverstindnis auszuschliefen, sei bemerkt, dal man in
Deutschland eine nmalige Vergroflerung meist ausdriiekt durch die Be-
zeichnung ,VergréBerung im Verhéltnis von 1:#“ Wenn man sich aber
an die allgemeine Regel hélt, daf beim Niederschreiben eines Verhiltnisses
der Dividendus vorangesetzt wird, ist die Schreibweise ,Vergroferung im
Verhaltnis #:1% sicherlich zuldssig und wohl vorzuziehen.
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Kounstituent, etwa. N, negativ, so kehrt sich die Richtung der
entsprechenden Komponente v, durch die Multiplikation um:
Ly, + My, — Nv, ist das Spiegelbild von Lv,+ My, + Nv,,
gespiegelt an der xzy-Ebene. Ein negativer Konstituent bewirkt
also Inversion mit der Ebene der beiden anderen Konstituenten
als Spiegel; zwei negative Konstituenten bewirken entsprechend
zweimalige Inversion (Interversion); drei bewirken vollige Um-
kebrung (Reversion).

II. Einheitstensor. Es kann L = M = N — 1 werden;
dann ist Tv = v. Der Einheitstensor

1 00
{0 1 0
0 01

wirkt multiplikativ wie die algebraische Einheit.
Tensoren wie

1 0 0 [1 0 0 -1 0 0
{o 1 0 lo -1 0 { 0-1 0
0 0-—1, 0 0 -1, 0 0-1

liefern die Inversion, Interversion und Reversion ohne Grofen-
dnderung, der dritte ist multiplikativ gleichbedeutend mit —1.

III. Unendlich kleine Antitensoren. Beziiglich des Anti-
tensors sind analoge Spezialfille nicht anzugeben. Der Vektor § ist
durch @ nach Grofe und Richtung gegeben, und der einzige Spezial-
fall, der eine Besonderheit hat, besteht darin, dall § unendlich
klein wird, fiir welchen Fall wir d§ schreiben wollen. Es ist
dann [d},v] ein unendlich kleiner Vektor, der in die Ebene von =
fillt. Fiigt man zu [d}) noch einen Einheitstensor, so reprisentiert
das Diatensorvektorprodukt

1 0 0
({o 1 o+[dr,>n
00 1

die Summe aus dem urspriinglichen Vektor und einem unendlich
kleinen senkrecht zu v stehenden Vektor, d. h. es stellt den
Vektor v dar, nachdem derselbe um einen unendlich kleinen

Winkel Betrag vzn [(dY,v]

gedreht ist. Also: Die Summe aus Ein-

Budde, Tensoren u. Dyaden. 5
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heitstensor und unendlich kleinem Zusatzfaktor stelit einen Faktor
dar, der eine unendlich kleine Drehung des Arguments bewirkt.
Die Achse dieser Drehung denke man sich in den Anfangspunkt
von v verlegt und senkrecht zu » und .

[@8,v] selbst ist die Dislokation, welche der Endpunkt von v
durch die beschriebene Drehung erfihrt.

37. Die aifine Raumtransformation.

Gegeben sei ein (begrenzter oder unbegrenzter) Raum I. Wir
wihlen in demselben einen festen Punkt O aus und betrachten
ihn als Koordinatenanfang. Irgend ein Punkt 1 des Raumes ist
dann bestimmt durch den Fahrstrahl 0 1, welcher von 0 nach 1
hinfiihrt. Wir legen zugleich durch 0 ein rechtwinkliges Koordi-
natensystem der z, y, # und denken uns die vorkommenden Ten-
soren in diesem System bestimmt. Werden nun simtliche Fahr-
strahlen ¢ in 1 mit einem Diatensor @ multipliziert, so wird
dadurch der Raum I in einen zweiten Raum II umgewandelt, er
wird ,auf den Raum II transformiert¥ oder, was dasselbe
sagt, er wird so ,bewegt¥%, dall er in die Lage II iibergeht. Die
Multiplikation sdmtlicher Fahrstrahlen * mit @ hat ohne weiteres
die Folge, dafl auch jeder beliebige andere Vektor 12 des Raumes
mit dem gleichen Diatensor multipliziert wird; denn 1 2 ist ja
t, — ;. Dadurch, dal die simtlichen Vektoren direkt oder indirekt
auf O bezogen sind, wird die ganze Transformation an den Punkt 0
gekniipft, und 0 heilt deshalb auch der Mittelpunkt der Trans-
formation.

Die geometrische Grundeigenschaft dieser Transformation er-
gibt sich aus folgender einfachen Erwigung. Es seien a, b, ¢ drei
Vektoren in I und o, ¥, ¢’ dieselben nach der Transformation.
Dann ist

ay == typay + usw.,
by = taube+usw,gp - - - - . - - . (1)
€z = lgsz €y + USW.

Sind nun die urspriinglichen Vektoren a, b, ¢ komplanar, so
kann man setzen ¢ = ma 4+ nb. Dann wird

bowCe == Miys0y + ntacxbxa
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und da die entsprechenden Gleichungen offenbar fiir alle Einzel-
produkte ?,,c; gelten, so wird

¢ =ma +nb, . . ... .. (@)

d. h. die transformierten Vektoren sind gleichfalls komplanar.
Hieraus folgt sofort: Kollineare Vektoren bleiben kollinear, Ebenen
in I bleiben Ebenen in II, gerade Linien bleiben gerade Linien.
Parallelogramme und Parallelepipede bleiben solche, dhnliche und
dhnlich gelegene Figuren bleiben #hnlich und &hnlich gelegen,
obgleich im allgemeinen die Richtungen sich &ndern.

Sind a und b parallel, so ist b — ma und demgemil o' — ma'.
Also das Langenverhdltnis paralleler Strecken bleibt unverdndert;
eine ebene Figur verwandelt sich durch die Transformation in
eine ihrer (im allgemeinen vergroflerten oder verkleinerten) ortho-
graphischen Projektionen. Das Verhdltnis, in welchem die Vek-
toren irgend einer durch die drei Kosinus o, $,, y, bestimmten
Richtung verlingert werden, nennen wir das der Richtung o, f;, 9,
zugeordnete Elongationsverhiltnis & Bei Verkiirzungen ist
es natiirlich <1.

Dal aus einer Kugel ein Ellipsoid wird, ist bereits bekannt.
Die in §27 angestellte Uberlegung zeigt auch ohne weiteres, daf
ein Ellipsoid sich wieder in ein Ellipsoid verwandelt (daf dabei
im Spezialfall zwei oder alle drei Achsen gleich werden kénnen,
ist natiirlich nicht ausgeschlossen).

Sind a, b, ¢ konjugierte Semidiameter eines Ellipsoids im
Raum I und sind ihre Elongationsverhiltnisse &,, &, &, so haben
die entsprechenden Vektoren in II die Betrige o' = &, usw., also

2 2 2
wenn im Raum I die Gleichung galt %—}—2—2-}—% =1, so gilt
2 £2 2.9 269
im Raum II S;i + SZ,Z + E;,g =1, d. h. drei Semidiameter des

transformierten Ellipsoids sind konjugiert, wenn sie drei kon-
jugierten Semidiametern des urspriinglichen Ellipsoids entsprechen.

Eine Transformation von dieser Art heilt eine affin projek-
tivische, abgekiirzt eine affine oder nach Thomson und Tait
eine homogene Transformation. Das Ergebnis lautet also:

Die Multiplikation simtlicher Vektoren eines Raumes
mit einem Diatensor bewirkt eine affine Transformation
des Raumes. Diese ist noch ndher zu untersuchen.

5*
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38. Die Rolle von &, &, und S, bei der affinen Transformation.

Multipliziert man den Vektor ! mit dem Diatensor
ax ay a,
=15, b, b,
Cz Cy €y

so erhilt man
l@i = lac,

und ebenso ergibt sich
mdj— mb,, n®f = nc,.

Ein Parallelepiped, welches im Raum I die orthogonalen
Seiten !i, mj und »¥ hatte, wird im Raum II zu einem Parallel-
epiped mit den Seiten la., mb,, nc. Sein Volumen verindert sich

(acficcc) oder (afc)
allelepipedischen Elemente gilt, in die man den Raum I einteilen

kann, so folgt: Durch die Transformation mit @ werden alle
Volumina im Verhdltnis (abc):1 oder S;:1 vergrofiert. Nimmt
man dazu den Satz III von §30, Gleichung (14), so folgt:

Multipliziert man alle Verschiebungsvektoren eines
Raumes mit dem Diatensor @, so multipliziert man gleich-
zeitig alle ebenen Flichenridume desselben mit @, und
alle Volumina mit S,.

also im Verhiltnis

, und da dies fiir alle par-

DaB die Transformation der Volumina vermittelst eines Skalars erfolgt,
wihrend Vektoren und ebene Gebilde mit Tensoren multipliziert werden,
liegt an der Tatsache, dall allgemein Gebilde von % Dimensionen in einem
n-achsigen Raum Skalare oder Pseudoskalare sind, wihrend Gebilde von
weniger als n Dimensionen sich in demselben Raum als Vektoren darstellen
lassen.

39. Die endliche reine Deformation.

Die Transformation des Raumes, welche durch einen Tensor
hervorgebracht wird, heiit (§9) reine Deformation. Es konnen
dabei dieselben Spiegelungen eintreten, die bereits in § 36 erwihnt
wurden. Die Beriicksichtigung derselben ist ganz einfach, sie
werden daher im folgenden nicht weiter erwihnt. DaB und wie
eine Kugel des Raumes I sich im allgemeinen in ein Ellipsoid
des Raumes II verwandelt, wurde frither schon besprochen. Wir
wollen hier noch die Frage behandeln: Was wird bei der Trans-
formation aus einem rechtwinkligen Parallelepiped mit den drei
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Kanten p, g, t? Wir nehmen an, dafl die drei Vektoren p, g, ¢
mit ihren Anfangspunkten im Koordinatenanfang zusammentreffen
und dall p in die Richtung der z, q in die Richtung der ¢, ¢ in
die Richtung der z falle; dabei soll der Tensor gegen das Koordi-
natensystem beliebig orientiert, also durch seine sechs Glieder
tsz usw. ausgedriickt sein. Zur Abkiirzung setzen wir:

lio+ 13y + 8. = €],
tzy +tyy + by = €3, - (1)
tzgz + tgz + t?z - 6321

toytea + tyylys +lystes = foss

biales + tzy tmy Ftte = f31a
txzta;y + tzytyy + tzztyz == fl 2°

Voraussetzungsgemil ist

- (2)

Pe=D, 0y =P:=0; §a=¢ =0, ¢y=4¢; 1, =1y, =0, r,=2.
Die Werte nach der Transformation seien durch Striche be-

zeichnet. Dann ist
p;: = txxp1 p;/ = tzyp’ Z”z == tzz_pa
Qe = toyqy Gy = byyd, @ =ty - (3)
Ve ==l ¥y, ¥y =1y, 7, 1, =157
Es folgt
P = ep, q'? = ¢, r2=efrt . . . (4)

Danach sind e,, €,, ¢; die Werte des Elongationsverhéltnisses &

fiir die drei Kanten des Parallelepipeds. Ferner ist
txx ' ta: ’ t x
COSI)',@:——?, COSQaQZTZa COSI’,&:—;Z—,
ts 11 , t
cos ¥,y = Tya cos gy = %/1 oSty = 'gia - (5)
1 2 3
bow t 2
cosp'y3 = —ezl—, cos g3 = —éyj, cost'y 3 = e: ,
und daraus folgt:
qar rp ' pa
cos q',¢' = f”ﬁ’ cos v’y = 5, o cosy,q = f”p’T' (6)

Die GroBen f,5, f5; und fi, wirken demnach mit bei der Be-
stimmung der Anderung, welche die Kantenwinkel des Parallel-
epipeds erleiden.
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Denkt man sich p, g, ¢ als die drei Komponenten eines Vektors
(Diagonale des Parallelepipeds), der vor der Transformation v,
nach derselben v heilit, so ist

v=yptq4tr . ... .... (D

y, ¢/, v’ sind nicht mehr rechtwinklige Komponenten, die ent-
sprechende Formel lautet hier:

V"2 = (toap + toyq + t:0?)? + (Cayp + tyyq +1y.7)?
+ (Geap 1y q + toa7)? - (8)
= e'p? 67>+ e/ 4 2fo5qr + 2[5, rp 4211200

Das Elongationsverhiltnis ¢ fiir einen durch seine drei Kom-

/
ponenten p, g, ¢+ gegebenen Vektor v ist als% durch (7) und (8)

auszudriicken.
Die Kosinus der Winkel zwischen » und den Achsen sind
%, %, %; diejenigen von v’ sind
foab tx,glq T beat usw.;
also ist
2 2 2 1 9¢ 3
cos v, = loaD? Flyy @@+t 12+ 24, qr + 28,,7p + 21 yPq (9)

v

Sind zwei verschiedene Vektoren u und v gegeben, so ist der
Kosinus des Winkels, den sie urspriinglich miteinander machen,

(::—:’]—); der entsprechende nach der Transformation berechnet sich
nach Analogie des Vorstehenden zu
w'v' cos W, = elu, vy + el uyvy + efu, v, + fo5(uyv, + u,vy)
o1 (40 + UsV2) + f19 (U 0y + Uy v;). } (10)
Es ist bereits bekannt, daB
Wa'th) = Ss(pqr). . . . .. ...(1D

Gleichungen (8) und (10) lassen sich erheblich vereinfachen,
wenn man die Grolen e?, el, €2, fys, f51, f13 als Glieder eines
Tensors (¢) auffalit (vgl. §§12 w. 13); dann steht nimlich auf
der rechten Seite von (8) der Produktenskalar zweier Tensoren,
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von denen (1) der erste und temsv? der zweite ist. Man er-
hilt also:

v'e = ((¥) tenso?) = (,99) . ... .(12)
und ganz analog aus Gleichung (10):
(u’n’) = ((¥) tensuv) = (n,wu) ...... (13)

Es wird sich spéter herausstellen, daf ¢ in der Tat ein eng
mit T zusammenhédngender Tensor und nichts anderes ist, als das
Quadrat des Tensors T.

Im vorstehenden wurde stillschweigend vorausgesetzt, daf
T vollstindig sei. Wird einer der drei Konstituenten von T zu
Null, so reduziert sich das Dehnungsellipsoid auf seinen Schnitt
mit der Ebene der beiden anderen Konstituenten, also auf eine
Ellipsenfliche. Werden zwei zu Null, so bleibt von dem Dehnungs-
ellipsoid nichts iibrig als eine Gerade, welche in die von Null
verschiedene Hauptachse fillt. Die Einzelheiten bieten kein be-
sonderes Interesse und sind gegebenenfalls leicht zu errechnen.

40, Der Zusatziaktor fiir sich.

Wir untersuchen jetzt die Transformation, welche der Raum I
erleidet, wenn man seine Vektoren mit [§ allein multipliziert.
Wie bekannt, ist § durch die Glieder des urspriinglichen Dia-
tensors @ eindeutig gegeben als

j=to Tl ler ey fe sy gy
und die Aufgabe lautet dahin, festzustellen, wie sich der Raum I
transformiert, wenn man zu seinen simtlichen von 0 aus gezogenen
Fahrstrahlen ¢ den Vektor [§r] addiert. [§hr] ist Null fiir jeden
Vektor, der in die Richtung von § f&llt, und fiir jeden anderen
Vektor proportional dem Sinus des Winkels, den dieser mit §
macht. Daraus ersieht man ohne weiteres, dal die Richtung
von § fiir die Transformation, welche uns hier beschiftigt, die
Rolle einer Zentralachse spielt. Wir erleichtern uns daher die
Ubersicht, indem wir die Achse der 2 des benutzten Koordinaten-
systems in die Richtung von § gelegt denken. Dann ist

hy = h, hy="h,=0... ... .. (2)
Die Transformationsformeln werden
Vo =g Yy=1ty—hr, ri=r,+hr, . . . (8)
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Die Quadrierung derselben ergibt

Yi=r2Rh2(ry ). . ... (4)
und die Auflésung nach », usw.
1y k7 __ re—hr,

Yo == Tay Ty =

TR T rgm O

Aus Gleichung (4) folgt, da ein Fahrstrahl seine Linge nur
dann unveridndert beibehdlt, wenn #, = r, = 0, also wenn er in
der z-Achse liegt. - Aus Gleichung (3) folgt ferner, dafl jeder
Vektor, der nicht in der z-Achse verlduft, gedreht wird, und zwar
ergibt die einfache Ausrechnung fiir den Kosinus des Drehungs-
winkels @:

cosgo——':;-- ...... C . (6)

Dies folgt auch anschaulich unmittelbar daraus, dafl der Zu-
satzvektor auf v senkrecht steht. Fiir zwei Fahrstrahlen ¢ und 3,
deren Winkelkosinus vor der Transformation % war, ist mnach

der Transformation

('8) = (¥8) + h2(rys +7,8,),. . . . . . (M
cosr’,é’_—_—%j’).. e e e e e (8)

DaB jede Ebene des Raumes I auch nach der Transformation
wieder eine Ebene sein muB, ist bereits bekannt; ergibt sich auch
aus der einfachen Tatsache, dal ' nach Gleichung (3) eine homo-
gene lineare Vektorfunktion von r ist. Jede Ebene des Raumes I,
welche durch die Zentralachse geht, mull auch nach der Trans-
formation durch dieselbe gehen, denn die Zentralachse gehort ja
in ihrem unverdnderten Zustand auch der transformierten Ebene
an. Eine durch die z-Achse gehende Ebene hat die Gleichung
r, = mr,; mit Gleichung (5) wird daraus

’ 7n+h’ '
7z:l_mh7'y.. e e e e e e e (9)

Der Winkel, den die urspriingliche Ebene mit der xy-Ebene
machte, war arctgm; der Winkel, den die transformierte Ebene
m-4
1—mh’
d. h. der Winkel, um den die Ebene gedreht wurde, hat die Grifie

o =arctgh. . . . . . . . . .10

mit der zy-Ebene macht, ist nach Gleichung (9) arcty
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Es werden also alle durch die x-Achse gehenden Ebenen um
denselben Winkel ¢ gedreht.

Man findet ferner sehr leicht mit den Gleichungen (5), da8
eine Gerade, welche im Abstand ! von der z-Achse parallel mit
dieser verlduft, nach der Transformation den Abstand 1Y14 h?

oder coslq; von der z-Achse hat. Ferner, dall eine Kugel sich

durch die Transformation in ein Rotationsellipsoid verwandelt; die
Durchmesser in der Ebene der yz vergrofern sich im Verhiltnis
V1+he:l

Die gesamte Wirkung des Zusatzfaktors auf den Raum I be-
steht hiernach in einer Drehung um den Winkel ¢ = arctgh, deren
Achse der Vektor § ist, und in einer gleichzeitigen Dehnung aller
Geraden, welche den Vektor § senkrecht schneiden, im Verhiltnis

von V1 4 A2:1.

41. Versoren.

Auch der Tensor hat in einem Falle eine Zentralachse, ndmlich
dann, wenn zwel seiner Konstituenten gleich sind. Der dritte
Konstituent ist dann offenbar die Zentralachse der durch ihn
hervorgerufenen Transformation. Kin Tensor dieser Art, dessen
Zentralachse mit der Achse der x zusammenfallen soll, hat die
Komponenten

t, 0 O
0 t 0 -« « - v v (D)
0 0 .

Wir konnen nun dem Tensorvektorprodukt dieses Tensors mit
v einen additiven Vektor [ v] hinzufiigen, dessen Zentralachse gleich-
falls in die z-Achse fillt, fiir den also

hy == h, hy=h,=0 . ... ... (9

ist, und konnen dann Tensor und Zusatzfaktor zu einem Diatensor
zusammenfiigen, dessen symmetrischer Teil durch (1) und dessen
Zusatzfaktor durch (2) bestimmt ist. Die Komponenten dieses
Diatensors miissen offenbar den Bedingungen geniigen:

tzy‘{‘tyz_ ’zy_fy_é__ 1 .o
=0, H ey : (3)
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wihrend t,y, tye, t:e und t;, Null sind. Aus (3) folgt t,, = — A,
tsy = h. Der Diatensor, welcher die beiden durch (1) und (2)
angedeuteten Operationen zusammenfafit, hat also die Gestalt

I ta 0 0
b =:0 1y B .. (4)
lO h ty
und hat die Achse der x zur Zentralachse. Es wird
Ty = ba¥ay Ty = tyry—hr,, v,=hry+tr,. . . (B)

Es liegt nun nahe, die Frage aufzuwerfen, ob man die Glieder
des Diatensors (4) so bestimmen kann, dafl die durch den sym-
metrischen Teil hervorgebrachte reine Deformation gerade aus-
reicht, um die durch den Zusatzfaktor hervorgerufenen Elongationen
aufzuheben. Zu dem Ende braucht man nur die Bedingung
r'2 = r2 einzufithren. Diese liefert mit (5)

retry i =8r 4+ )0} 12, . . . (6)
und diese Gleichung ist offenbar fiir alle v erfiillt, wenn man setzt:

to=1, t=VI—h .. .... . (T

Der Diatensor

1 0 0
0 vl_hz —h e e e e e (8)
0 h Vl—k2

bewirkt also eine reine Drehung des ganzen Raumes. Die Achse
dieser Drehung ist die Achse der #. In Gem#Bheit des Sinnes von
[Br] ist der Sinn der Drehung derart, daf} sie von der y-Achse auf
kiirzestem Wege zur 2-Achse hindreht. Fiir ein Auge, welches von 0
aus nach der positiven Richtung der  hinschaut, erfolgt sie im Sinne
des Uhrzeigers. Fiir ihren Betrag gilt die entsprechende Formel
des vorigen Paragraphen nicht mehr, weil die Mitwirkung des
Tensors in Betracht zu ziehen ist. Um denselben zu berechnen,
betrachten wir einen Vektor, der in der yz-Ebene liegt. Der-

. .o LT T
selbe hat vor der Transformation die Richtungskosinus 7” und 7’,
nachher sind sie

— 2| _ _ i
V1 h:y hr, und hry-{—l/: hM,,‘ 9
also, wenn der Drehungswinkel mit ¢ bezeichnet wird,
1 — h2(r2 4 o2
COSq)::Vl h2(7‘y+7'z): V1i—nhz . . . .(10)

¥2
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Es folgt
sme="~h .. . ... ... (11

Wir bezeichnen nunmehr den Diatensor (8) durch das Zeichen
@, und konnen ihn dann auf Grund der Gleichungen (10) und (11)
einfach schreiben:

1 0 0
Dy =70 cos¢ —sing - - - - . .(12)
0 sing cos @.

Durch diese Umformung erledigt sich auch die Frage nach der zu-
lissigen Grofe von h. Nach den Gleichungen (10) und (11) wiirde ¢ un-
mogliche Werte annehmen, wenn % > 1. Gleichung (12) aber zeigt, da8 fiir
die Drehung um einen beliebigen Winkel ¢ tatsichlich nur Werte von 7 in
Anspruch genommen werden, die zwischen —1 und 41 liegen.

@, heilt wegen seiner rein drehenden Wirkung ein Versor.
Das Vorstehende fafit sich also zusammen in den Satz: Der Versor
der Gleichung (12) dreht den ganzen Raum um den Winkel g;
Achse der Drehung ist die Achse der z, der Sinn geht von y
nach # hin,

Anmerkung. Jeder Versor mufl eine Eigenschaft haben, welche der
Moivreschen Binomialformel entspricht: Dreht man den Raum I um den
Winkel #, und dreht den so entstandenen Raum Il nochmals um den Winkel-
betrag vy, unter Beibehaltung der Achse, so ist das Ergebnis eine Drehung
um den Winkelbetrag ¢+ . DaB die Gleichung (12) diesem Erfordernis
entspricht, kann hier noch nicht verifiziert werden, ergibt sich aber spiter
aus der Theorie der Multiplikation von Tensoren, und dann so einfach, dafl
die Verifikation dem Leser iiberlassen bleibt.

Es eriibrigt nun noch, den speziell fiir die x-Achse gegebenen
Versor auf ein beliebiges Koordinatensystem zu beziehen, in welchem
seine Zentralachse die Richtungskosinus e, 3,y besitzt.

Der symmetrische Anteil des Versors (12)

1 0 0
0 coso 0
0 0 cos @

transformiert sich nach den vereinfachten Formeln des § 20 mit
o, = o, oy = f3, ot = p, wobei, da die in Betracht kommenden
Koordinatensysteme beide rechtwinklig sind, &, = o, zu setzen ist.
Man erhilt:

!a2+(1—u2)cos¢p o f3 (1 — cos ) yo(l — cos )
ap(l—cosp) B2+ (1—p)eosp By(l—cosgp) (13)
| ye(l—coso) By(1—cosgp) 24 (1 —72)cos @.
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Der Vektor [§ = sing hat die Komponenten «sing, Bsing,
psing; er ist demnach dquivalent mit dem Antitensor

0 —ysime Bsing
ySinQ 0 —oasing - - - - - (14)
—Bstng SN @ 0.

Die Addition von (13) und (14) ergibt fiir den allgemeinen

Versor:

([)(p —

a2 +(1—a2)cos @, ef(l—cosg)—ysing, ya(l—cosg)+Bsing (15)
«B(l—cosp)+ysing, B2+ (1 —p2)cos gy, By (l—cosgp)—asing
ya(l—cosg)—pBsing, By(l—cosyp)+asing, y2+(1—y%)cosg.

Derselbe dreht den ganzen Raum um den Winkelbetrag o,
und seine Achse macht mit den Koordinatenachsen die Winkel
o, B,7. Die Drehung ist fiir positives ¢ eine Rechtsdrehung.

Spezialfalle.

I. Quadrantaler Versor ¢ = g , stngp = 1, cosp = 0:

[ @ er—y yets
Pz = -ty 52 By —«
? lw—ﬁ By+e ¥
II. Biquadrantaler Versor ¢ = 7, sin 9 = 0, cos¢p = —1:
202 —1 2ap 2ya
»_ =1 2« 28°—1 28y
2y e 28y 2y2—1.
Wie man sieht, ist der biquadrantale Versor symmetrisch; das mul} auch

sein, weil eine Drehung um 180° sich durch Spiegelung ersetzen 1af3t.
Legt man die Achse des biquadrantalen Versors in die Achse der a,

so wird er
1 0 0
=10 —1 0

0 0 —1.

Aus dieser Form ergibt sich unmittelbar, daB er die doppelte Spiegelung
vertritt.

42. Der Diatensor der einfachen Schiebung

sei hier vorldufig erwdhnt. Die ,einfache Schiebung® besteht
darin, daB eine Ebene des Raumes I, die Nullebene, unveréindert
bleibt und dal alle mit ihr parallelen Ebenen ihr parallel bleiben,
aber in sich verschoben werden um Betréige, die ihrem Abstande
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von der Nullebene proportional sind, wobei die Verschiebungs-
richtung fiir alle Ebenen die gleiche ist. Wir wollen annehmen,
die Nullebene sei die Ebene 2 =0, und die Verschiebung soll in
der Richtung der x erfolgen. Dann geniigt den Bedingungen der
Aufgabe der Diatensor

1 0 i,
0 0 1;

denn wenn man ihn mit einem beliebigen Vektor v multipliziert,
erhilt man:

Dy = (v, +tov)itoyit+wt. . .. oL (2)

Von den drei Koordinaten des Endpunktes von v bleiben also
vy und v, unveridndert, und v, wichst proportional mit v, d.h.
jede mit der zy-Ebene parallele Ebene verschiebt sich in der
Richtung der # um eine mit ihrem Abstand von der xy-Ebene
proportionale Grofle. Die Verschiebung ist Null fiir v, = 0, also
fiir alle Punkte der zy-Ebene selbst. Man bemerke, daf der
Diatensor (1) asymmetrisch ist, daf also die einfache Schiebung
im Sinne unserer Definitionen nicht als reine Deformation gelten
kann. Gibt man dem ¢,, in Gleichung (1) einen endlichen Wert,
so erhilt man statt (2) die Gleichung:

Dy = (v; +t50)1 + (vy +ty0)j+ 08 . . . . (3)

Es behalten also nach wie vor alle mit der zy-Ebene parallelen
Ebenen des Raumes I ihren Abstand von der zy-Ebene und
werden in sich selbst verschoben um Betriige, die mit v, pro-
portional sind. Die Richtung der Verschiebung ist aber nicht
mehr die Achse der z, sie liegt vielmehr in der zy-Ebene und
macht mit der z-Achse einen Winkel, dessen Tangente ty—"ist.

taz
Weiteres hierzu im fiinften Kapitel.
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Viertes Kapitel: Die Multiplikation der Diatensoren.

43. Operative Multiplikation.

Nimmt man an irgend einer Grofle O eine Operation £ vor
und schreibt das Ergebnis in Form eines Produktes £0, voll-
zieht man dann an diesem Produkt eine weitere Operation £/, so
ist das Ergebnis zu bezeichnen durch

RO, . . . (D)

und zwar schreibt man dabei die zuerst vollzogene Operation der
Grofe O zundchst. Indem man dem Gebilde (1) die assoziative
Eigenschaft beilegt, kann es

QLD oder (L0 . ... .... (2

geschrieben werden, und die Operation £'& kann man als Pro-
dukt der beiden Operationen &' und £ bezeichnen. Ein solches
Produkt ist z B. logcos; die Bildung des Kosinus ist die zeitlich
erste, die Logarithmierung die zweite Operation. Man ersieht
aber schon aus diesem Beispiel, dal es unter Umstéinden zweck-
mifig sein wird, die Multiplikation von Operationen durch ein
besonderes Beiwort zu charakterisieren; wir nennen sie, wo es der
Deutlichkeit wegen erforderlich ist, operative Multiplikation.
Man sieht von vornherein, daB sie im allgemeinen nicht kom-
mutativ sein wird; sie hat diese KEigenschaft, wenn sie zur
algebraischen Multiplikation degeneriert.

Wenn man’ einen der beiden Faktoren in (2) den ersten,
den anderen den zweiten nennt, so ist man unter Umstéinden
gegen Zweideutigkeit nicht gesichert, da der Faktor, welcher
zeitlich zuerst auf das Argument O angewendet wird, im ge-
schriebenen Text hintenansteht, solange O als Postfaktor gefiihrt
wird. Wir treffen daher folgende Konvention: Von zwei Faktoren
L' und K soll derjenige, welcher dem Argument zunichst steht,
der proximale, der andere der distale heilen; wo aber vom
ersten und zweiten Faktor die Rede ist, soll der ,erste¥ immer
derjenige sein, der in der Schrift vorangeht. '

Haben zwei Operationen gleicher Art, etwa @ und &, die
Eigenschaft, daf}

VO = (®Py), und v¥ = (¥y), . . . . . (3)
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80 laBt sich das Produkt »@ ¥ leicht so umformen, dafi das
Argument zum Postfaktor wird, und umgekehrt. Es ist ndmlich

POY — (b@)@': (@29) ¥ =P .Dp. . . . . 4)

Dasselbe Verfahren 146t sich auch anwenden, wenn eine grofiere

Anzahl von Operationen miteinander multipliziert ist und wenn
das Argument an einem Ende der Reihe stebht. Es ist z. B.

pP WX = (Pv), PX = X, B, Dy, . . . . . (5)

weil hier von der Voraussetzung ausgegangen wird, die Faktoren

seien in derselben Reihenfolge geschrieben, in welcher sie auf

ihr Argument angewendet werden. Steht dagegen das Argument

zwischen den verschiedenen Faktoren, so hat ein Ausdruck wie

L L ()

ohne weiteres keinen bestimmten Sinn. Er erhilt erst einen
solchen, wenn ausdriicklich angegeben wird, in welcher Reihen-
folge die einzelnen Operationen vorgenommen werden sollen. Be-
zeichnen wir z. B. die Reihenfolge in dem vorstehenden Beispiel
durch untergesetzte Ziffern, so wird

Oy = T, Dy,
1 2

QW =y T, = DE,o. - (M
44. Operative Multiplikation zweier Diatensoren,
Es sei, bezogen auf ein System der z, y, 2,
Sz Szy Sas tow tay tas
E=18ys Syy Sy: und T ={t,, by, t . . (1)
Sex  Szy  Suz bie toy  tezy

und das Produkt Z T heile @. Die Glieder von @ seien be-
zeichnet durch
Ipm Pzy  DPa:
(p:IPyx Puy Pys - - - - - - . - (2)
Pze Pzy  DPzze
Dann erwichst die Aufgabe, die p,, durch die s., und %,

auszudricken.
Nehmen wir die Diatensoren zundchst sdmtlich als Pra-

faktoren, und ist v irgend ein Vektor, so ist
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(toaVa + toyVy + tuz v)1
Ty — +(tysz_|_ .............. )1 o (3)
+(tzxz.x+ .............. )f,

also
ZTY = i{Sea(toaVettoyvy+ tests) + Soy(fya Vat 1yy vy +1y.22)
+ Saz (taVa+Lyvy +1,50,)}
+ 1 {Sya(toaVottay Oy +ta:02) + Syy (lyaVattyy vy + by, 0.) (4)
4 8y (oo Ly vy 4 t,,02) )
+ E{Ss0(toaVe + toy Oy + tas02) + Soy (fya Vo 41y vy - 1,,7,)
+ 822 (tzxvx+tzyvy+tzzvz)}'
Fithrt man die Multiplikation durch, so findet sich:

Pra — Spalex + sxytyx + sztzxa
Py = Sxxtxy + Swytyy + szfzy,

Prz = Spatz: + Sxytyz + Sazlss, ( -~ " - (5)
Pye = Syctox + Syylys -+ Systes I
usw. l

Das allgemeine Schema, nach dem diese Glieder fortschreiten,
lautet:

Puv = Suzley + Suylyy + Sustor. . . . . . . (6)

Dies ist aber dasselbe Schema, nach welchem zwei Determi-
nanten multiplikativ kombiniert werden. Diese Kombination kann
bekanntlich auf viererlei Weise erfolgen: Zeile mit Zeile, Zeile mit
Kolonne, Kolonne mit Kolonne und Kolonne mit Zeile. Hier liegt,
wie Gleichungen (5) und (6) zeigen, die Kombination vor: Zeile
von 2 mit Kolonne von 7. Wir erhalten also:

Satz I: Zwei Diatensoren, die in demselben Koordinaten-
system gegeben sind, werden nach dem Schema der Multiplikation
von Determinanten multipliziert, und zwar sind dabei zu kom-
binieren die Zeilen des ersten mit den Kolonnen des
zweiten Diatensors.

Steht das Argument v als Priifaktor, so haben wir

W ET = (Z,0)T = T, Z,v.

Es sind also zu kombinieren die Zeilen von 7T, mit den Kolonnen
von X, Die Zeilen von T, sind aber die Kolonnen von T, und
die Kolonnen von X, sind die Zeilen von X, also sind zu kom-
binieren die Zeilen von X mit den Kolonnen von 7T, und dies
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heilt wieder, die Zeilen des ersten mit den Kolonnen des zweiten
Diatensors. Satz I gilt also in der vorstehenden Form auch fiir
den Fall, daf das operative Produkt der beiden Diatensoren als
Postfaktor steht.

Aber Notabene die Anordnung des Produktes wird doch fiir
92 T eine andere als fiir X Ty, weil im ersten Falle T,, im zweiten
Falle X vorangeht. Dies hat, wie sich leicht verifizieren ldt, den
Erfolg, daf die Kolonnen von 92T mit den Zeilen von ZTv
iibereinstimmen, d. h. daf v X T = (X T'v), wird, wie es ja sein
mub.

Aus dem Satz I folgt sofort der weitere

Satz II: Die Determinante des operativen Produktes von
zwei Diatensoren ist gleich dem Produkt aus den Determinanten
der einzelnen Diatensoren, eben weil die Diatensoren in der Form
des Produktes ihrer Determinanten kombiniert sind.

Die Voraussetzung, dal die beiden Faktoren X und T in
demselben Koordinatensystem bestimmt seien, gilt, wie aus der
ganzen Rechnung hervorgeht, fiir alle Anwendungen der Glei-
chung (4). Hat man zwei Diatensoren zu multiplizieren, die in
verschiedenen Koordinatensystemen gegeben sind, so ist einer von
ihnen auf das System des anderen zu transformieren, ehe man
die Gleichung anwenden kann. Da aber die Determinanten in-
variant sind, gilt Satz 1I auch fiir Diatensoren, die in verschiedenen
Koordinatensystemen ausgedriickt sind.

Anmerkung: Die Form der hier behandelten Produkte
zeigt, dal man die Schreibweise der in § 18 gegebenen Trans-
formation bedeutend verkiirzen kaon. Wird der Tensor @ nach
dem dortigen Winkelschema transformiert und heifit er nach der
Transformation @', so ist

=T,
wenn man setzt
[ Ay Ay A
= H U3
lvl Vo ’”3)

!l1txx+i2tzy+l3txza H1txav+y’2txy+”3txz’ vltxx+v2txy+v3txz
& = \AityatAolyy+ Astyss tytye+ oyt Ustyss Vityza+valyy+vsty,
l/‘lqtzx‘{’ Agloy—+Astesy Urbsattotsy -+ Bstssy Vitowt vty 1351,

Budde, Tensoren u. Dyaden. 6
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43. Die charakteristischen Vektoren bei der Multiplikation.

Es seien zwei Diatensoren als @{a,b,¢} und ¥{e,f, g} ge-
geben. Fiihrt man das Produkt @ ¥v vollstéindig aus, so erhélt man
DTy = {(azes + ayfo + 0:92) vz + (azey + ayfy 4- a.g,) vy

+ (z: + ayfo + a: 9:) s}
+ {(Oas + by fo + b:g2) 0= + (bay + byfy + b2g,) vy 1)
+ (bxez + byfz + bzgt)vz}i
+ {(Cats + ¢yfe + €:92) vz + (eay + ey fy + C29y) vy
+ (coe: + ¢y fs + czgz) Uz} £
Dies 146t sich wie folgt gruppieren:
DTy = (a,it+ baf + o ¥) (€202 + €0y + €,0,)
+ (gt +byi + ¢y O (fova + fyvy + fav)
+ (a: 1+ bef + ¢:¥) (9202 + gy vy + 920s)-

st + b,i 4 ¢, f = ac,}

)

Es ist nun

ayt+b,j+c,t =0,
at + b4 + c.t = ¢,
und in den rechts stehenden Klammern der Gleichung (2) stehen die
skalaren Produkte (ev) usw., also reduziert sich Gleichung (2) auf
Satz I:
PPy = a.(ev) + b.(fv) +c.(gv). . . . . . 4)
Das Diatensorvektorprodukt @ ¥y 146t sich auf drei Vektoren
reduzieren. Jeder von diesen ist das Produkt aus einem Kolonnen-
vektor des ersten Diatensors und aus dem skalaren Produkt des
entsprechenden Zeilenvektors des zweiten Diatensors in das Argu-
ment.
Ist v Priafaktor, so haben wir

WOF — T, Dy, . . . . . .. .. (5)

und auf dieses Produkt kann Gleichung (4) angewendet werden.
Die Kolonnenvektoren von ¥, sind e, f, g, die Zeilenvektoren von
@, sind a,, b, ¢, also
VO = e(a.v)+ f(b.v) +g(ccv). . . . .. (6)
Satz II: Ist v Prafaktor, so vertauschen die in Gleichung (4)
auftretenden charakteristischen Vektoren ihre Plitze.
Satz III: Aus den Gleichungen (2) und (6) folgt: Das
Produkt zweier Diatensoren bleibt unverindert, wenn man jede
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Kolonne des ersten mit einem beliebigen Skalar multipliziert, und
die entsprechende Zeile des zweiten mit demselben Skalar dividiert;
in extenso, wenn [, m, n drei beliebige Skalare sind,

Oy Ay Qg

te b by lo la e owoa e e .

b, by, b,

l_ y_;z ;’/—. mfac mfy ”@fz= bac by bl’ fx fy fz . (7)
Co by s NGz NGy NY: Cx Cy C |9z Gy Y-

I m n l

46. Potenzen.
Das Produkt zweier gleichen Diatensoren @@ schreiben wir
@2, die Potenzierung kann beliebig weit fortgesetzt werden. Es
ist der Miihe wert, das Quadrat von @{a,b,¢} in extenso hinzu-
schreiben:
a2+ ayb, - a60,  azay-+aybytacy, aza.4ayb,4a.c,
D2 = bya,+byby+b,¢sy boay+0b}+b.¢yy  bpa,+byb,+bse, (1)
Co O+ Cy b+ €€y Cally+Cybytcocy, Cxtz+cyb-+c2.
Ist @ ein Tensor T, so folgt, da b, = a, usw.:
al+alta?, Uzbe+ ayby +a, b,y azce+aycy+azc,
T? ={a,b,+ayb,+a,b,, b2+b}+0b7?, boCotbycy+b,¢,(2)
Ay Crt Uy Cy+ A3 €5y byCotbycy—+bacoy €2+ cp 4,
oder kiirzer

a2 ab ac
T2 —=<3ba B2 be . . . . . . .. 3)
ca c¢b 2

Es folgt: 1. das Quadrat eines Tensors ist wieder ein Tensor;
2. der Vergleich von Gleichung (2) mit den Gleichungen (1) und
(2) des § 39 ergibt, daf der dort benutzte Tensor mit den Gliedern
el el €2, fasy f3; und fi, in der Tat das Quadrat des dortigen
Tensors T ist.

4%. Konjugationsverhéltnisse,
Satz I: Das Produkt zweier konjugierten Diatensoren ist ein
Tensor.
Beweis: Nach Formel (6) des § 44 ist
Boo = St F Sl b sten ] W
Pru = Svatau + Svylya + svztz‘u-]
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Sind nun T und X konjugierte Diatensoren, so ist t,, = s,, usw.
und damit findet man sehr leicht, daf

p,“,::p”“..........(Q)
womit der Satz bewiesen ist.
Satz II: Der Konjugierte zu einem Produkt zweier Dia-
tensoren ist gleich dem Produkt aus dem Konjugierten der Faktoren,
letztere in umgekehrter Reihenfolge genommen.

@), =D, . . .......(5

Es ist dies nichts anderes als die bereits in § 43 gegebene Glei-
chung (4). .

Ist einer der Faktoren ein Tensor, so kann das entsprechende
¢ fortgelassen werden. Sind sie beide symmetrisch, so reduziert
sich Gleichung (3) auf

(%) =%2. .. ......

SchlieBlich ist nachzuweisen, daB unsere Konvention iiber
Pri- und Postmultiplikation sich ohne inneren Widerspruch der
Gleichung (3) anschlieft. Das geschieht durch die einfache Uber-
legung, daB die Konvention sich wie folgt aus Gleichung (3) er-
gibt: Wie bei Satz I des § 44 gesagt wurde, ist W2 T = T, X,.
Nach Gleichung (3) ist aber T, X, = (X T)., also:

WET = (ZT)0 = (ETv)s . . . . . . (5)
was die Konvention von § 31 ist.

Anmerkung: Es ist darauf aufmerksam zu machen, dal eine ein-
fache Konjugationsbeziehung zwischen ® ¥ und ¥ < im allgemeinen nicht
existiert. Im allgemeinen sind die Konjugationsbeziehungen durch die
Gleichungen p P ¥ = (P ¥p), und (¥P), = ¥, ¥, erschopft. Es gibt nur
zwei Ausnahmen, die eine bildet Gleichung (4) fir den Fall, dal beide
Faktoren Tensoren sind, die andere ist in § 50 besprochen.

48. Hebung von Diatensoren.
Satz: Sind @, ¥ und L drei Diatensoren und ist

PR=PQ, . . ... .....()
so ist auch
O=%............00
Beweis: Denkt man sich @ als @ {a,b,¢}, ¥ als % {e,f, g} und
& als &{l, m, n}, so reprisentiert Gleichung (1) neun lineare
skalare Gleichungen von der Form

Az le + aymy + a,n, = exly + eym, + e;n, usw. . . (3)
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und da in all diesen Gleichungen a, und e,, a, und ¢, usw. die-
selben Koeffizienten haben, konnen sie nur miteinander bestehen,
WENN d, = €, (y — €, USW.

Genau so ergibt sich, daf Gleichung (2) auch dann folgt,
wenn QP — Q¥. Beide Sitze lassen sich zusammen aussprechen
in der Form: Zwei Diatensoren lassen sich gegeneinander heben
wie gewohnliche Faktoren, wenn sie in der gleichen Anordnung
auf beiden Seiten einer Gleichung auftreten.

Man konnte danach auch eine Division mit Diatensoren ein-
filhren, die aber im allgemeinen wenig Zweck hat, weil eine

Gleichung wie @ — % nur dann einen bestimmten Sinn besitzt,

wenn angegeben wird, ob das ¥ als Prifaktor oder als Post-
faktor von @ stehen soll. Ein Spezialfall, in welchem dieser
Umstand fortfillt, wird im zweitndchsten Paragraphen behandelt.

49. Kodiatensor eines Produktes.

Satz: Der Kodiatensor eines Produktes aus zwei Diatensoren
ist gleich dem Produkt aus den Kodiatensoren der beiden Faktoren.
Beweis: Es sei @ = ®@{n,b,¢} und ¥ = P{e,f,g}. Be-
zeichnen wir die Glieder von (@ ¥), mit {,., f,, usw., so ist t,,
direkt aus § 45, Gleichung (1) zu entnehmen. Es ist namlich
taw = (buty 4 byfy 1 b29y) (cze: + ¢y 4 c292) } C )
— (caby -+ ey fy + €:9y) (but: + byf + b:9.).
Andererseits ist nach § 80, Gleichung (5):
byc,—b,cy  bieo—bic, byey —bye,
Dy = cyt,—Cy  Colly— Coll; Coly— Cydy
ayb,— a,by a,by—azb, azby,—ayb,,
fy9:— 19y [:9:—1x9: [=9y— 149
Py ={9yts—g:6y Gs€c—Ggulc Yuy—Jybs
eyf: —efy efo—esfs efy—eyfs;
also ist das erste Glied von @, ¥,:
(byc: —b.cy) (fy9: —129y) + (bscz — bacs) (9ye: — gs¢y)
+ (baty — bycs) (ey fo— s fy)-
Der Vergleich mit Gleichung (1) zeigt, dal das erste Glied

von (@ %), mit demjenigen von @, ¥, iibereinstimmt. Zyklisch
gilt das gleiche fiir die Glieder ¢,, und {,..
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Das Glied t,, in (@ %), ist nach § 45, Gleichung (1):

tmy = (bxez + byfz —+ bzgz) (Cxex —+- cyfoc + ngx)} o
— (belz + byffz + 0:92) (ca: + cyfz + €292)
und das entsprechende Glied von @, ¥, ist:

(by e:— 0:¢)) (f 9= — [292) + (boCe — ba) (gs €2 — gues)
+ (bocy — byCz) (€:fx — €sf2)-
Auch diese stimmen iiberein, und daraus folgt zyklisch, daB
alle Glieder von (@ %), mit den entsprechenden Gliedern des
Produktes @, &, iibereinstimmen. Damit ist der Satz bewiesen, daf}

(@T), =B, %, . . . . .. ... (3)

- (2)

Es folgt unmittelbar:
@, =@ . . .. .. ....®

50. Einheitstensor oder Idemfaktor.

Wir bezeichnen mit I (sprich Jota) den bereits bekannten
Einheitstensor:

100
I:{Ol 0 . . ... )
00 1.

Zu seiner schon bekannten Eigenschaft, dall Tv —= vI = v,

tritt die weitere:
I =0I=@. . ... .. ... (2

Dieselbe ist leicht durch direkte Ausrechnung zu verifizieren.
Ebenso leicht sieht man, dal3

=1, Is=1I* ........(@
und damit auch, wenn % eine ganze positive Zahl,
In=1....... e (4)

ist. Der Einheitstensor verhilt sich also in allen diesen Beziehungen
wie die Zahl Eins. (Negative Potenzen werden im nichsten Para-
graphen untersucht.) Es stellt sich aber ein sehr beachtens-
werter Unterschied heraus, wenn man auf gebrochene Potenzen
eingeht. FEs geniigt, die Quadratwurzel zu betrachten. Ist £
irgend eine Operation, so wird man unter Y& eine Operation ver-
stehen, die zweimal nacheinander angewendet die Operation £
ergibt, so daB also Y2 }&Q = & die Definitionsgleichung der
operativen Quadratwurzel ist. Unter VI ist also jede Operation
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zu verstehen, die, wenn sie zweimal nacheinander auf einen Vektor
geiibt wird, diesen Vektor in seiner urspriinglichen Lage und
Grofle wieder herstellt. Es gibt aber offenbar zwei Operations-
arten, welche diesen Erfolg haben, ndmlich:

1. Man spiegelt den Vektor 2m oder 2m -+ 1mal an einer
beliebigen Ebene, wo m eine ganze Zahl; wiederholt man diese
Operation, so wird der Vektor 4m oder 4m - 2mal gespiegelt
und wird dadurch offenbar in seiner urspriinglichen Lage und
GroBe wieder hergestellt.

2. Man dreht den Vektor um irgend eine Achse um den
Winkel 2m =z oder (2m + 1)7; wiederholt man diese Operation,
so wird er um 4m= oder (2m - 1)2n gedreht, d. h. er nimmt
seine urspriingliche Lage wieder ein. ’

Im ersten Fall ist die Ebene, an welcher man spiegelt, im
zweiten die Achse, um welche man dreht, vollkommen willkiirlich;
in beiden Fillen ist auBerdem m eine beliebige ganze Zahl. yI
ist also unendlich vieldeutig. Dadurch unterscheidet sich der
Einheitstensor von der Zahl Eins, deren Quadratwurzel bekanntlich
nur zwei Werte &+ 1 hat. Er ist eben keine Zahl, sondern ein
Tensor. Es ist daher zweckmiBig, den Einheitstensor von der
algebraischen Einheit durch ein besonderes Zeichen zu unter-
scheiden. Wir wéhlen dafiir das obige L

Gibbs hat zwar den Einheitstensor in der obigen Form nicht
gekannt, hat aber auf dem Gebiet der Dyadenrechnung eine mit
unserem I vollkommen gleichwertige Grole behandelt und hat
gsie den Idemfaktor genannt. Die Bezeichnungen ,Einheits-
tensor“ und ,Idemfaktor“ konnen also als gleichbedeutend ge-
braucht werden.

Satz: Sind @ und ¥ zwei vollstindige Diatensoren, und ist
DY — T, so ist auch ¥FP = L.

Beweis: Soll @ ein Einheitstensor sein und ist v ein
ganz beliebiger Vektor, so ist

¥ =y, . . . .. (5)
also
VOTPDP =y,
und dies kann man lesen
GO)(FDP)=9D. . ... .. ... (6

Also
PO =1 ..........()
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Man kann danach die Gleichung (7) auch schreiben:
I I
D= 4 und Ty oo (8)
weil hier die Anordnung von @ und ¥ belanglos ist.

51. Inverse oder reziproke Diatensoren.

Ist @% = I, so heiit ¥ der inverse oder der reziproke
Diatensor zu @ und wird q_€ oder @1 geschrieben. Die Definitions-

gleichung von @' lautet also:
POt =¢10 =1 ....... ()
NB. 1 hat die Determinante 1, ist also ein vollstindiger Diatensor.
Demnach miissen auch < und ¥ vollstindige Diatensoren sein, wenn sie die
Gleichung (1) erfiillen sollen; hitte einer von ihnen die Determinante Null,

so hatte der zweite die Determinante oo. Der Fall scheidet also als un-
bestimmt aus. Von Reziprozitit kann also nur bei vollstindigen Dia-

tensoren die Rede sein; unvollstindige verhalten sich in dem Ausdruck é}—
wie eine Null.
Da I7* = I, ist offenbar I=* = (I7!)* und damit gilt der
Satz: ’
I =1,

auch wenn » eine negative ganze Zahl ist.

Es handelt sich nun zunichst darum, @—! durch die Glieder
von @ auszudriicken. Ist @ = @ {a,b,¢} und O = @ {da/,¥, ('},
s0 denke man sich die Multiplikation ausgefiihrt. Dann lauten
etwa die drei Gleichungen der ersten Kolonne:

boty + byby+bc =0, . . . . . .. (2)
€y €yby + o0 = Q.

Die Determinante des Systems ist das zu @ gehérige S,, also
ergeben sich fiir o, b, und ¢, die Losungen:

by b, b, b,
Cy € € Cy

:axa;v + ayb;c+ a ¢y = la

be byl

, S3b = ..
Cy Cy‘

) Ss Co = (3)
Die Determinanten, welche hier auf der rechten Seite stehen,
sind aber genau die Kofaktoren, welche die erste Zeile des Ko-

diatensors @, bilden, also ergibt sich mit zyklischer Fortsetzung

S;ay =
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Satz I:

_ D (e
;7 — F:, b1 = Szc’ ....... (4)

eine neue wichtige Beziehung des Kodiatensors.

Dividiert man sidmtliche Glieder des Kodiatensors durch S,
so dividiert man seine Determinante durch S,% also ist die De-
terminante von @—! der reziproke Wert von S; oder in leicht
versténdlicher Bezeichnung (vgl. § 30, Satz II)

Satz 1I:

S¢‘13 — S;;, .......... (5)
wie es nach § 44, Satz II, der Fall sein muf.

Aus Gleichung (4) ergeben sich nun folgende Sétze:

Satz III:

O P — 2,% _ (P¥),

= (@W)L . . . (6)

S¢3S¥’3 S¢¥'3
Setzt man @ = ¥, so ergibt sich (@1)2 = (®2)~! und
durch Fortsetzung
Satz IV:
@Yy, = (DL . ........ (7N
Da (@,). = (@.), ist (§ 30, Satz IV) und da aulerdem kon-
jugierte Diatensoren gleiche Determinanten haben, so folgt

Satz V:
(D) =(De)™. « . o v o (8)
es kann also fiir die beiden Seiten dieser Gleichung das einfache
Zeichen @; ' eingefiihrt werden.

Multipliziert man die erste Gleichung (4) mit @,, so erhélt man
Satz VI:

,0, — S, L . .. ... ... )
Wendet man die Gleichung (4)
- D
o =g’ (10
auf @1 an, so lautet sie, da die Determinante von @1 — qi ist,
L]
D, = (D). 8. . ... ... . (11)
Multipliziert man (10) und (11) miteinander, so ergibt sich
I=@, (DY, . . . . . . . .. (12)
also
Satz VII:

(@), = (B)' = D7 . . . . . . (13)



90 § 52. Vollstindigkeit und Unvollstindigkeit bei Produkten.

Endlich wurde in § 80, Gleichung (7), fiir den Kodiatensor
von @ {a,b,c} der einfache Ausdruck gegeben:
(abe)Di{a,0,c},
wo a',b',¢’ die zu a,b,¢ reziprokalen Vektoren sind.
Mit Gleichung (4) liefert dies fiir @' den einfachen Aus-
druck

Satz VIII:
@—1{a,b,¢} = D {a,b'¢} - - - - . .. (14)

Der reziproke Diatensor ist konjugiert mit dem Diatensor
aus den Komponentenbetrigen der reziprokalen Zeilenvektoren.

52. Volistindigkeit und Unvollstindigkeit bei Produkten.

Erster Hauptfall: Es sei zunichst & ein vollstandiger Diatensor
und ¥ ein solcher, der vollstindig, planar oder linear sein kann. Ist ¥*
vollstandig, so folgt ohne weiteres, daf < sowohl wie ¥ < vollstindig ist,
weil das Produkt zweier endlichen Determinanten wieder eine endliche
Determinante ergibt,

Ist ¥ planar, so sieht man ohne weiteres, dall das Produkt der beiden
planar sein mull, wenn ¥° der distale Faktor ist; denn die Multiplikation
von b mit dem proximalen Faktor liefert einen beliebigen Vektor, der durch
die Multiplikation mit 4¥* ein planares Produkt erzeugt. Ist aber 4 der
proximale Faktor, so liefert ¥ mit einem beliebigen Vektor ein planares
Produkt, und dann folgt aus § 87, dal auch das Produkt von ¥p mit <
planar sein muB.

Ist ¥ linear, so ergibt dieselbe Erwéagung, dal das Produkt aus <
und ¥ linear ist. Die Unterfille des ersten Hauptfalles lassen sich also zu-
sammenfassen in den Satz: Das Produkt aus einem vollstindigen und einem
beliebigen Diatensor hat den Unvollstandigkeitsgrad des letzteren.

Zweiter Hauptfall: < sei planar, ¥ zunichst gleichfalls planar.
Dann liefert die Multiplikation eines beliebigen Vektors mit dem proximalen
Faktor lauter Vektoren, die in einer Ebene liegen; die Multiplikation mit
dem distalen Faktor vernichtet alle Komponenten, welche senkrecht zur
Ebene des distalen Faktors stehen. Im allgemeinen also liefern zwei planare
Diatensoren ein planares Produkt. Eine Ausnahme findet jedoch statt, wenn
die Ebenen der beiden Diatensoren aufeinander senkrecht stehen. Werden
in diesem Fall die simtlichen Komponenten senkrecht zu der einen Ebene ver-
nichtet, so bleiben nur Komponenten ibrig, welche in die Durchschnittslinie
der beiden Ebenen fallen. Also ergibt sich: Das Produkt zweier planaren
Diatensoren ist im allgemeinen planar, wird aber linear, wenn die Ebenen
der beiden Faktoren senkrecht aufeinander stehen.

Dieselbe Erwagung zeigt: Das Produkt aus einem planaren und aus
einem linearen Diatensor ist im allgemeinen linear, wird aber Null, wenn
die Gerade des linearen Diatensors senkrecht auf der Ebene des planaren steht.

Dritter Hauptfall: & und ¥ sind linear: Ihr Produkt ist gleich-
falls linear, wird aber Null, wenn die Geraden der beiden Faktoren auf-
einander senkrecht stehen.
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Fianttes Kapitel: Die Faktorenzerlegung
und die auf dieselbe gegriindete Behandlung
der Transformation des Raumes.

53. Faktorenzerlegung.

Zerlegt man einen Diatensor, wie das im dritten Kapitel
geschah, in zwei Summanden T und 7, und multipliziert diese
mit einem beliebigen Vektor b, so bedeutet dies, wie dort hervor-
gehoben wurde, dafl die beiden Operationen T und z einzeln
an dem Argument v vorgenommen und daf ihre Resultate
geometrisch addiert werden sollen. Zerlegt man aber einen
Diatensor in zwei Faktoren und multipliziert ihn in dieser Form
mit v, so bedeutet das, daB zunichst die proximale Operation
an v vorgenommen, und dafl dann die distale an dem Ergebnis
der ersten vorgenommen wird. Dieser letztere Vorgang ist im
allgemeinen erheblich anschaulicher als der erstere, und darum
ist die Faktorenzerlegung von besonderer Wichtigkeit.

Es sei nun ein vollstdndiger Diatensor

tll t12 t13
qj:ltmtmtas cee e (D)
t31 t32 t33
gegeben. Wir bilden zwei neue Diatensoren:

A, A, A4,
T:{

B, B, B, - - )
C. ¢, C,
und
ay ay @
1:={bx by by, - o - - . - (8)
Cx Cy Cs

Wir bilden das Produkt Tz und stellen die Bedingung, dafl
Tt — @ sein soll. Dann sind die Gleichungen zu erfiillen
Aga, + Ayb, + A,ep =t
Asay + Ayby + A:cy = b,
Ax“z +Aybz +Azcz = {3, o (4)
Ba, + Bybm 4+ B¢, = tyq,

usw.
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Das sind neun bilineare Gleichungen fiir 18 Unbekannte; man
kann also der Losung noch neun Bedingungen willkiirlich vor-
schreiben.

In der nichstliegenden Form geschieht das, indem man den
einen der beiden Faktoren willkiirlich wihlt; dann sind fiir den
anderen neun lineare Gleichungen zu erfiillen, seine Glieder sind
also eindeutig bestimmt. Es ergibt sich danach als erstes
Resultat:

Man kann jeden Diatensor @ in zwei Faktoren T{W, B, €} und
v {a,b,¢c} zerlegen, so dal die Bedingung erfiillt wird (vgl. § 45,
Satz I), wenn v ein beliebiger Vektor,

A (av) + B, (bv) +C.(cv) =Dy, . . . . . (D)

und man kann dabei fiir A, B, € drei nicht komplanare Vektoren
willkiirlich auswihlen, wo dann die a, b, ¢ eindeutig bestimmt
sind; oder man kann auch die a, b, ¢ beliebig, aber nicht kom-
planar auswéhlen, und dann sind die %, B, € eindeutig bestimmt.

Kehrt man die Reihenfolge von T und z um, so modifiziert
sich Gleichung (5) zu

a(,0) 4+ B(Bew) £ e(Cv) = vd. . . . . . (6)

In der beliebigen Wihlbarkeit liegt schon der Satz, dal man
den einen der beiden Faktoren mit einem beliebigen Skalar
multiplizieren kann, wenn man den anderen mit demselben Skalar
dividiert. Auch bleibt der Satz III des §45 selbstverstindlich
erhalten.

Weitere Zerlegungen ergeben sich in den spiteren Para-
graphen. '

54. Versoren in der Normalform.
Wir nehmen zwei Koordinatensysteme der z, y, # und &, 7, §
an, deren Kosinus seien cos§,x — «;, cos&,y = oy usw.

Im System der z, y, # bilden wir einen Diatensor, der speziell
mit X bezeichnet werden moge:

o) Oy Olg
X:{ﬂl ﬂ2 ﬁs e e e e e e e . (1)
Y1 Ve Vs
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Die drei Skalare desselben sind auf Grund der bekannten
Eigenschaften der Kosinus

S =0+ B+7s Saa=o 4B+ S=1,.. (2
und es ist, wie die einfache Ausrechnung zeigt, der Kodiatensor
X=X . ... ... .. . (8)

Es seien nun i, j, ¥ die Grundvektoren in x, y, 2 und ¥, {, ¥
diejenigen in &, %, {; dann ist

V= oyt opj+ ok
Bildet man das Produkt X4#, so erhidlt man

X = (0} + a2 4+ a}) i
+ (e By + 0Py +o5fs)f - o - 4)
+ (o + cgys +ogys) =1t
und mit zyklischer Fortsetzung
Xi'=1 Xji'=14 X¥=%t......0)

Der Diatensor X fiihrt also die Vektoren i, {, ¥, ohne ihren
Betrag zu dndern, in die Lage {, §, € iiber, d. h. er ist ein Versor,
der das Koordinatensystem der &, 7, { in die Lage =z, y, # dreht.
Es leuchtet auch ein, da man jede reine Drehung durch einen
Diatensor der Form (1) darstellen kann; denn man kann offenbar
jede beliebige Drehung dadurch charakterisieren, dafl sie irgend
ein rechtwinkliges Koordinatensystem der &, 7, { in ein zweites
der z, y, # iiberfithrt. Die in Gleichung (1) gegebene Gestalt
moge die Normalform des Versors heiflen.

Da die Determinante von X gleich 1, und da X, — X ist, folgt

X' =X, . ... .... .. (6)

nKonjugierte Versoren bewirken entgegengesetzte Drehungen
von gleicher absoluter Grofe um die gleiche Achse.* Dies ist
leicht zu verifizieren, wenn man entsprechend der Gleichung (4)
die Gleichungen fiir X,i usw. herstellt.

Es liegt nun zunidchst die Aufgabe vor, die Achsen und den
Winkelbetrag der durch X bewirkten Drehung zu ermitteln. Zu
dem Ende identifizieren wir unseren Versor X mit dem Versor @,
von Gleichung (15) des § 41, nachdem in dem letzteren die
Richtungskosinus der Achse mit 4, g, », statt mit o«, 8, y be-
zeichnet sind.
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Es findet sich
oy = A2 (1 — cos @) + cos @,
otg == Ap (1 — cos ) — vsin g,
o3 = vA(l —cos @) 4 usin g,
B, = tu(l —cos @) +vsing,
Bo=w2(l—cosp)tcosg, ¢ - - - - - - (7)
B; = uv(l — cos @) — Asing,
y = vA(1 — cos ) —usin g,
?a = wv (1l —cos @) + Asin g,
ys = v2 (1 — cos @) + cos @.

Man findet aus der ersten, fiinften und neunten dieser

Gleichungen:

0, — COS @
1—cosp’|
s Bs—cosg
w= 1 —cosep’

p2 o Y3 COSP
' 1 —cosop

A2 —

Zugleich ergibt sich durch Addition derselben Gleichungen
o —1
1+ By j‘ Ys—2 L. (9)

&

cos p =

und damit
o Lo —f—n
38—ty —By— s’
_ }:jl‘l‘ﬁﬁ‘“?’:ﬁ
T 83— —fy—ys
. 1—‘“1—“ﬂz+73'
83— —fa—s

Bestinden diese Gleichungen fiir sich allein, so wiirden sie
zusammen eine achtdeutige Losung darstellen. Da aber 4, u, v
den sémtlichen Gleichungen (7) geniigen miissen, sieht man leicht,
dal} sie nur sidmtlich positiv oder simtlich negativ sein kénnen.
Das System der Gleichungen (10) ist also in Wirklichkeit nur
zweideutig. Es liefert die Doppelrichtung der Achse fiir die
beiden konjugierten Systeme X und X..

y’2

y2
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0
o aber
in diesem Fall ist die Tatsache, daB die Drehung Null ist, von
vornherein gegeben.

Fir o, = f, = p; = 1 erhalten 1, g, v die Form

Spezialfille.

I. Achsen der Drehung seien der Reihe nach die Achsen der x, der y
und der ¢z. Man findet leicht, dal der Versor fir diese Fille die Gestalt
annimmt:

1 0 0 cosp 0 sing cosp —sing 0
0 cosg —stng und 0 1 0 und {stney cosg O (11)
0 sing cos @ —sing 0 cosg 0 0 1.

II. Drehung um 2% 7, wo » eine beliebige ganze Zahl, auch Null, sein
kann. Offenbar wird X = I

III. Quadrantaler Versor, ¢ = %; cos ¢ = 0. Die Glieder des Versors

bestimmen sich durch

o =4, @=Aiu—v, o =Iivtuy
ﬁ2:Au27 51:4“}'-*"”1 [33:;11/—2., R (12)
ys =98 yp=vi—u, yy,=puv+i

Durch Elimination von 4, u, » ergeben sich hieraus die Kriterien dafir,

daB ein gegebenes X ein quadrantaler Versor ist.
e +pfty;=1;

@ = —Jys + V“—I VE;,

ag = Voo + Vs Veu,

b= Vs +ValBosgrrvooe (13)

B3 = _Val +VB;V2’_3‘7

1= — VB +VZ?:V“1,

o= Ve + Vs Vrs.

Nimmt man simtliche Wurzeln in diesen Gleichungen mit dem entgegen-

gesetzten Vorzeichen, so erhilt man X, (Deshalb sind die Produkte mit ge-

trennten Wurzelzeichen geschrieben.) Die Bedingungen «*-+ ¢ |- =1 usw.

sind von selbst erfiillt. Die vorstehenden Gleichungen zeigen, dal der

quadrantale Versor bis auf das Vorzeichen vollstindig gegeben ist, wenn

man zwei seiner Diagonalglieder kennt; die Positionswinkel der Drehungs-
achse sind leicht aus (12) zu entnehmen.

IV. Biquadrantaler Versor, ¢ = m, cos p = — 1.
o =23 —1, Bs = vy = 2uv,
By = 2u2—1, prI= ol == 2WA b e s e (14)

yg = 2v2 —1, @, = B = 22

Die Symmetrie des biquadrantalen Versors tritt hervor. Seine Kri-
terien sind:
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o +Potys=—1;

w4 = py = Vea(; +1) B+ 1),
Bs = vo = V(B + D (ys+ 1),
1= a3 = J(ys+1) (s + 1)

Legt man die Achse eines biquadrantalen Versors in die Achse der z,
so nimmt er die Gestalt an

1 0 0
0 —1 S (16)
0 0 -1

Nimmt man einen zweiten biquadrantalen Versor, dessen Achse in der
zy-Ebene liegt und mit der Achse der z den Winkel ¥ macht, so ist fir
ihn 4 = cosy, uy = sin ¢, » — 0. Er hat also die Gestalt:

2c082y—1 2 cos Y sin Y 0
2 stn Y cosy 2sm2yY —1 0 « « v v v an
0 0 —1.

Multipliziert man (16) als Prifaktor mit (17), so erhilt man

2cos2y—1 2cosyPsiny 0
—2smpcosy 1—2smiy 0 - - - - .- (18)
0 0 1.
Das ist:

—Ssm2y cos2y O ¢ o v e e e 19)

cos 2y stn 2y 0
0 0 1,

und dies ist der Versor, welcher eine Drehung vom Betrage — 2y um die
Achse der z hervorbringt. Nimmt man dagegen bei der Multiplikation (16)
als Postfaktor, so erhilt man

cos2y —sm2y 0
sin 2y cos 2y 0 - ¢ v e (20)
0 0 1,

also eine Drehung vom Betrage + 2 ¢. Es folgt: Zwei nacheinander aus-
gefithrte biquadrantale Drehungen des Raumes um zwei Achsen, welche
miteinander den Winkel y machen, ergeben insgesamt eine Drehung vom
Betrage 2 ¥ um eine Achse, welche auf den beiden Achsen der biquadrantalen
Drehungen senkrecht steht. Die resultierende Drehung wechselt ihr Vor-
zeichen, wenn man die Reihenfolge der biquadrantalen Drehungen umkehrt,

Anmerkung: Der in § 11 aufgestellte Satz, dal aus der additiven
Zusammensetzung reiner Deformationen immer wieder eine reine Deforma-
tion hervorgeht, gilt nicht fiir den Fall, daB die Deformationen multi-
plikativ kombiniert, also nacheinander ausgefithrt werden; der vorstehende
Satz ist ein Beispiel dafiir.

Man findet sehr leicht, dal das Produkt zweier Tensoren dann, und
nur dann, ein Tensor ist, wenn deren Hauptachsen zusammenfallen.
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Die Zeitenvektoren von X sind offenbar i, ', ¥; die Kolonnen-
vektoren sind die Reziprokalen dazu, also gleichfalls i, {, ¥, da ja
diese ihre eigenen Reziprokalen sind.

Man bemerkt, daf in den Gleichungen (6) und (7), welche
Betrag und Achse der durch X dargestellten Drehung festlegen,
nur die drei Diagonalglieder «;, 8,, y; von X auftreten. Die
durch sie bestimmten Winkel sind auch unmittelbar vorstellbar,
da sie die Winkel zwischen den gleichnamigen Achsen der beiden
in Betracht kommenden Koordinatensysteme darstellen. Ist die
Drehung durch ¢ und 4, u, v gegeben, so liefern die Gleichungen
(9) und (10) nur die Diagonalglieder von X. Es bleibt also die
Aufgabe, die Seitenglieder von X festzustellen, wenn die Diagonal-
glieder gegeben sind. Es stehen dafiir die bekannten Bedingungs-
gleichungen zur Verfiigung, welche, wenn die bekannten GriBen
auf die rechte Seite gebracht werden, lauten:

Bsys = Boys — o,y
Y103 = Y50 — ﬁza}
oy By = 04y By — ¥3,

o fof =1—0) BI+BI=1—F) pi+p =1-— 7'32’1

ﬁf‘l‘?’l?:l'—“l?’ 7}22+“;:1_ﬁ22a “3+ﬁ32: 1—732‘1

Aus (22) bildet sich leicht
ﬁ=;2+ 72.1 =1 +“12—ﬁg2_732a
dazu aus (21) 2837y = 2 Byys —20y;
(53 + )2 =(1— 0‘1)2 —(Bs —5)%
(ﬁs - ?’2)2 = (14 o) — (52 -+ 73)2-
Daraus mit Fortsetzung
{2 B = V(l —_ 0‘1)2 —(Ba—y3)2 + V(l + 0y)2 — (B2 + 75)%
29, = V(l — o) —(Ba— )2 — V(l + o) — (B + v5)%
{2 7= V(l — P! — (ys— &) + V(l + Bo)2 — (s + )3 (24
205 = V(l —Bo)2 — (y3— o) — V(l +B2)2— (¥s + )%
{2% = YA — 72 — (s — B + V(I + 72— (o + Bo)5,
28, = V(l — 73)2 - (“1 - 52)2 - V(l + ys)2 — (o + I32)2-

In jedem dieser Gleichungspaare konnte nach der Herleitung

auf der linken Seite noch das Zeichen + stehen. Dies wiirde
Budde, Tensoren u. Dyaden. 7

(22)

(23)

)

(25)
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dann auch den in den Gleichungen (21) und (22) ausgesprochenen
Bedingungen geniigen. Sie miissen aber auch die Bedingungen
o, B, + 0y By + g y; = 0 usw. erfiillen. Und das ist nur der Fall,
wenn man die Vorzeichen so wihlt, wie sie hier geschrieben sind,
oder wenn man f; mit p,, o; mit ;, und «, mit B, beziiglich der
Vorzeichnung vertauscht. Die drei Gleichungspaare liefern also,
wie es sein mull, die Seitenglieder fiir die beiden konjugierten
Versoren X und X,.

55. Unendlich kleine Versoren.

Wir nennen einen Versor unendlich klein, wenn sein Drehungs-
winkel @ unendlich klein ist. In diesem Fall kann man bekannt-

2
lich sin g durch ¢ und cos ¢ durch 1 —% ersetzen. Damit wird
aus Gleichung (9) des vorigen Paragraphen

LTS e e

&

P=8—a—f—r, . .. ...

und damit vereinfachen sich die Gleichungen (7) des vorigen
Paragraphen zu
A2 =1+ o — fy— s,
ulg? == 1_“1_‘_[32__7,3,[. e e e e (3)
V22 = 1—o; — s+ 7s.

Da jede der Groen e, f8, und p; nicht > 1 sein kann, folgt
aus (2), daB sie sich in der Form

oy =1—¢, fy=1—&, ps=1—¢& ... (4

darstellen lassen, wo &, &, & unendlich kleine Grofien sind. Setzt
man diese in die Gleichungen (23), (24) und (25) des vorigen
Paragraphen, so findet sich der Ausdruck fiir X in &, &, &, wenn
die unendlich kleinen Griéflen hoherer Ordnung fortgelassen
werden:

1—¢ V51+52_53 _V51—52+53
X = _‘/51‘*‘52“53 1—¢ V—e+eate (8)
‘/51‘52‘}‘53 _V—51+52+83 1 —é.
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Zugleich wird aus (3):

@2 = — & + &+ &,
pie? = 51_52+53,I e e e e (6)
v2QE = & + & — &,
und damit 146t (5) sich schreiben:
]1 —& VP —u@
X={—vyp 1—g¢g Y N ()
[ o —ip 1—&,.
Wir nehmen nun einen zweiten unendlich kleinen Versor an:
[1——81’ v  —u'g’
X ={—7vep 1—¢& N¢ ... ... (8)
W —Ne 1—g,

multiplizieren X mit X’, bezeichnen das Produkt als X” und
markieren alle Glieder von X' entsprechend. Dann sind die
Diagonalglieder von X", wenn die unendlich kleinen Gréfen von
héherer Ordnung in den einzelnen Posten fortgelassen werden,

l—g"=1—&—&'—vor ¢ ' —pugu'y
1—82”:1—52—52’—lq)l’q)'—vq>v’q>’,} - - (9)
l—g" =1—g—& —upu'9'—igply.
Es folgt:
81” —_ 81 + El’ +,’}q)vlq)! +Mq)qu)l,l
&' — ¢+ & +Liply +'”‘P”l‘plal oo (10)
&' =&+ &' Fupwe' +iely.
Also ist nach (6):
Vet =g, +&" —&" = (e, + & —&)+ (& +&' —& )+ 249l g’ (11)
=Ap2+ 2921+ 2491 ¢
Rechts steht ein genaues Quadrat, also durch Wurzelausziehen
und mit zyklischer Fortsetzung
ll/q)ll — lq) _I_ l’wl’l
M"Q’" — yq)_}_u’q)"J C e e e e e .(12)
Vo' —vep +v e
d. h. 1. wegen der Symmetrie der Wurzeln: Fiihrt man zwei
unendlich kleine Drehungen nacheinander aus, so ist die Reihen-
folge, in der sie genommen werden, fiir das Ergebnis gleichgiiltig.
7*
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2. Stellt man jede der Drehungen dadurch dar, daf man
ihren Betrag auf ihrer Achse abschneidet, so setzen sie sich wie
Vektoren zusammen.

Lost man Gleichung (6) nach den & auf und setzt das Ergebnis
in Gleichung (7), so erhdlt man die vollstdndige Darstellung von X
durch den Drehungswinkel ¢ und die Richtungskosinus der Achse:

2 /'/2
1—’%—9)2 vy —ug
2 2
X = —vQ l—v—g—l @2 Lo
A2 2
| wo —ig 1——;1"902-

56. Allgemeine Zerlegung und Normaliorm des Diatensors.

Es ist bekannt, dall eine Einheitskugel durch Multiplikation
mit einem beliebigen Diatensor in ein Ellipsoid iibergefiihrt wird.
Durch die einfache Betrachtung dieser Tatsache konnte man zu
dem Schlufl gelangen: Die Multiplikation mit einem beliebigen
Diatensor lifit sich stets durch eine Drehung und eine nach-
folgende reine Deformation oder durch dieselben Operationen in
umgekehrter Reihenfolge ersetzen. Denn man braucht nur drei
aufeinander senkrechte Radien der Kugel so zu drehen, dafl sie
in die Richtungen der Hauptachsen des Ellipsoides iibergehen;
fiigt man dann eine reine Deformation nach diesen Hauptachsen
zu, 80 ist das Deformationsellipsoid hergestellt. Der Schluf wire
aber falsch; denn es fehlt der Nachweis, daB die drei ausgewihlten
aufeinander senkrechten Radien der Kugel den Hauptachsen des
Ellipsoids entsprechen, ja, dal sich iiberhaupt in der Kugel
ein Tripel von drei aufeinander senkrechten Radien findet, welches
den drei Hauptachsen des Ellipsoids entspricht. Dieser muf erst
mittels einer niheren Betrachtung gefithrt werden. Wir nehmen
an, die Radien der Einheitskugel seien mit einem Diatensor @
multipliziert, nehmen die Hauptachsen des Deformationsellipsoids
zu Doppelrichtungen eines Koordinatensystems der z, y, # und
denken uns den Diatensor in diesem System ausgedriickt. Er
kann dort in der allgemeinen Form geschrieben werden:

tacac twy tacz
(D::tywtyytyZ""""'(l)

biw loy laze
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Die Grundvektoren im System der z, y, # seien i, j, £ Sind
dann o,, &, usw. in der iiblichen Reihenfolge die Winkel, welche
irgend ein System der &, 5, { mit «, 9, # macht, so sind

V=oitojtaf und j = Bi+ Boj+ Bst
und ¥ = p;i+ pyf+psf

drei aufeinander senkrechte Einheitsvektoren, die, solange die
o, B, y unbestimmt sind, jede mit der Rechtwinkligkeit vertrig-
liche Lage im System der x, y, # annehmen konnen. Wir werfen
die Frage auf, ob die drei Vektoren #, {, ¥ sich so bestimmen
lassen, daB sie durch die Multiplikation mit @ in die drei Halb-
achsen des Ellipsoids iibergefiihrt werden.

Sind p, ¢, r drei Skalare von passender GroBe, so sind pt, gi
und r¥ diese Halbachsen. Die Multiplikation von #, {, ¥ mit @
ergibt der Reihe nach:

(txxo‘l 4ty tty + trs0t5)i (tm By +tey B + tx2Bs)1
+ (byaotq + byt + 1y206) + (tya By + tyy Bs 4 ty2B5)i
+ (tzac o + tzy %y 41, 053) f, + (tm ﬁl + tzy ﬂz +tz2 [33)f,

(tzayy + toyPe + tass) i

+ (tyapr + tyy ¥a + 12 75)i

+ (tzm 1+ tyyatta 73)f-

Die gestellte Bedingung ist also erfiillt, wenn man die «, 3, ¥
durch die Gleichungen bestimmt:

toatly + tuyty + tua0ls = P, toa B + lay B 4 tos B = 0y
byathy 4 tyy oy + by 05 = 0, tya By +tyy B+ 1y:Bs = @,
boo 0 +boy oty + 1205 = 0, tow B1 1oy Bo + 122 s = 0, (3)
tax¥1 + toy Vs +tesys = 0,
tya?r +lyy V2 + .75 = 0,
b V1 Ty Yo+ L2y = 1
Multipliziert man die erste dieser Gleichungen mit o, die
vierte mit (3;, die siebente mit ¢, und addiert, so erhilt man ¢,,
= pa,, und durch die auf der Hand liegende Fortsetzung des
Verfahrens findet man

2)

txx = poy, txy = Py, txz = pPos,
tye =qB1,  tyy = a4y ’yzzqﬁs’j @
bew == 171, tzy:r?’m tzz—_'—7"73~
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Damit wird
202 - ta?z + tmgy + txzz,
q2:t5x+ty2y+ty22, e e e e e e (5)
r? :tz2x +tz2y +tz2z
und
P R
1 = pa 9 — pv 3 pa
[ t t, .
ﬁlz‘z—i ﬁz'_—%ya 63:%1 (6)
__tz:c ___tzy ___tzz
7’1'—71 72—‘71 73_7'

Es miissen nun die o, B, y den bekannten Bedingungsglei-
chungen der Orthogonalitéit -geniigen, und zwar, wenn die Ablei-
tung allgemein giiltig sein soll, ohne dafl dadurch Beziehungen
zwischen den ¢ vorgeschrieben werden, die nicht von selbst erfiillt
sind. Aus den Gleichungen (5) und (6) ergibt sich ohne weiteres,
da die Bedingungen vom Typus o2 4+ !+ «? = 1 identisch er-
fiilllt sind. AuBerdem aber miissen auch diejenigen Bedingungen
erfiillt sein, in denen die mit verschiedenen Buchstaben benannten
Kosinus auftreten, also die Bedingungen vom Typus ol + 24 p}
= 1 oder o, 8; + 06, 83 + ot5 85 — 0. Welchen Typus man wiihlt,
ist gleichgiiltig, da bekanntlich der eine aus dem anderen folgt.
Es mub also, wenn die letztere Form gewihlt wird,

ta:xtyx + twytyy +tz2 tyz =0,
tyactzz + f’yytzy + tyztzz == Oa
tzactxx + tzy twy + tzz txz =0

sein, und hierdurch werden anscheinend den ¢ besondere Bedin-
gungen auferlegt.

Das ist aber nur dem Anschein nach der Fall; denn der
Tensor @ ist an sich schon spezialisiert, und zwar durch die
Voraussetzung, daB er auf die Hauptachsen seines Deformations-
ellipsoids bezogen sei. Diese Voraussetzung involviert das Folgende:

Wir betrachten zuniichst den allgemeinen Fall, in welchem
von den drei Groflen p, q, r keine der anderen gleich ist. Mit
der Voraussetzung, daB der Diatensor auf diese drei Achsen be-
zogen sei, besteht dann die Tatsache, dal die drei Semidiameter
des Deformationsellipsoids, welche in seine Hauptachsen fallen,
Grenzwerte, Maxima oder Minima sind. Ist nun v ein beliebiger

- (M



§ 56. Normalform des Diatensors. 103

Radius der Einheitskugel, und ist w der mit @ multiplizierte
Vektor v, so ist

We = lyo¥s + toyy + trs ¥y
Wy = byoVp - tyyy +lys vy 0 - 0 0 o - ®)
Wy == bopVp 4 oy vy + 152 0,
Hat der beliebig gewdhlte Einheitsvektor v gegen ¥, {, ¥ die
Richtungskosinus I, m, n, so ist
b — I +mj' 4+nb, . ... ... . (9)
und da V' = ey i+ opf + o5 usw., folgt
v = (loy +mBy +ny)i+ (Log 4+ mpy + nyy)i) )
+ (ot + mBs + nys) t. J
Setzt man » = 0, so fillt v in die Ebene der i'{’ und w in
die zy-Ebene. Man erhalt also

Way = {taa(loy +mB1) + toy oty + mBy) +tos(lotg 4+ mBs) ) i l . (11)
+ {tyw(lo‘l +mBy) 4 tyy(loeg + mBy) + 1y, (los + m fs)} IJ
LiaBt man nun auch m verschwinden, so reduziert sich ww auf
pi, also wird der Faktor von j zu Null, und zugleich wird

Wo = taa(loty + mBy) + toy (Lotg + m B,) + 1oz (Lot + mB5) . (12)
ein Grenzwert fiir m — 0. Wenn man also dem m statt des
Wertes Null einen unendlich kleinen Wert dm erteilt, mufl das
entsprechende Wachstum von w, verschwinden. Da nun ! und m
unter allen Umstidnden der Gleichung 12 4 m2 = 1 geniigen miissen,
so unterscheidet sich I, wenn man m — dm setzt, von der Zahl
Eins nur um eine unendlich kleine GroBe zweiter Ordnung. 1 ist
also fiir das Einsetzen von dm als konstant anzusehen. Infolge-
dessen 1a6t sich die Grenzfallbedingung ohne explizite Differentiation
aus Gleichung (12) ohne weiteres ablesen. Es mull sein

dl—m(tm,c.dmﬁ1 + toydm By + t.,dmBy) = 0.

Mit zyklischer Fortsetzung erhilt man also

taafy + tya Bs+t:ufs = 0,
byo?1 +tyy Vet tyaps =0, 00 - - - -+ (13)
Tow O -ty 0ty + 1, 03 = 0.
Diese Gleichungen sind aber identisch mit den Gleichungen (7),
also folgen diese daraus, daB der Tensor @ auf die Hauptachsen
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seines Deformationsellipsoids bezogen ist; sie sind durch die Vor-
aussetzung identisch erfiillt.

Der Beweis bleibt giiltig, wenn zwei Hauptachsen des Defor-
mationsellipsoids, etwa ¢ und r, einander gleich sind, denn die
Endpunkte von ¢j und r¥ haben immer noch die Eigenschaft,
Grenzwerte in y und in # zu sein. Degeneriert das Deformations-
ellipsoid zur Kugel, so wird das Resultat der Untersuchung selbst-
verstiandlich.

Somit ergibt sich: Es lassen sich stets drei aufeinander senk-
rechte Radien der FEinheitskugel angeben, welche durch die
Multiplikation mit @ in die aufeinander senkrecht stehenden
halben Hauptachsen des Deformationsellipsoids iibergefithrt werden.

Das heillt aber geometrisch: Man kann die ganze durch @
herbeigefithrte Transformation dadurch ersetzen, dafl man drei
bestimmte aufeinander senkrechte Radien der Einheitskugel in die
entsprechenden Achsenrichtungen des Deformationsellipsoids dreht
und dall man die Kugel dann einer reinen Deformation mit den
drei Konstituenten p, ¢, r unterwirft. Kiirzer ausgedriickt: Jede
affine Bewegung 146t sich durch eine Drehung und eine reine
Deformation ersetzen. Aus den Gleichungen (4) ergibt sich un-
mittelbar die Form des Diatensors, welche diese FEigenschaft
ausdriickt:

(Do, Py poig
qj:lQﬁl qBs qfs - - - - - - - (14)
Y1 TPs TYs-

Diese nennen wir seine Normalform. Sie 146t sich offenbar
als Produkt schreiben:

[p 0 0 oy Oy O
D = 10 q 0-{B, By B; - - -+ - (1D)
0 0 r 1 Vs ¥s-

Der erste von diesen Faktoren ist der Tensor, der zweite der
Versor der Operation. Der Versor ist proximal.

Man sieht ohne weiteres geometrisch, dall die Reibenfolge der Opera-
tionen sich auch umkehren 1aBt. Es ist nicht ohne Interesse, dies auch
analytisch nachzuweisen. Wir nehmen drei Konstituenten p/, ¢/, 7/ an, deren
Betrage gleich p, ¢, r sind, die aber in die Richtungen der &, 7, { fallen.
Um den aus ihnen gebildeten Tensor mit dem Versor der Gleichung (14)
multiplizieren zu konnen, transformieren wir ihn auf das System der z, y, 2.
Man beachte, dall das Schema des §18 quer zu lesen ist. Es ergibt sich
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dann, wenn der vorliegende Tensor nach der Transformation mit 7T’ be-

zeichnet wird:
o BN ap ayp egp’
T = qeay By v - P1d Bad Bsd
g B3 3 yir' oyt ysr!

oder ausgerechnet, in einer fir die Multiplikation bequemen Anordnung:
tow = “121)' + ﬁ12 ¢+ 712 7,

tye = @ &P -+ F1 804 + 71727,

e = ayagp' 4+ B B30’ +y17s7s
t;y = t;lx,
t;/y = "‘22 v+ ﬂ22 7+ ’}’22 7/,

thy = cacgp'+Pafzq’ + o751,

r_ g
txz - 1290’

— t; ¥
t,, = “321’, + 532 9+ 732 7.
Der aus diesen Gliedern gebildete Tensor ist nunmehr als Postfaktor

mit dem Versor der Gleichung (14) zu multiplizieren. Die Ausfihrung der
Multiplikation ergibt: ‘

-
"

“ g @3 [p"ﬁ Py pleg
{ﬁ1 Bo B3 T ={dB B P - -+ - (16)
Y1 Y2 V3 17" 1 vy 75,
Also ist die zweite Zerlegung sachlich identisch mit derjenigen von (14), da
ja die Betrige p', ¢/, ' gleich p, g, r sind.

Die doppelte Zerlegung ergibt den geometrischen Satz: Jede
affine Bewegung lidBt sich (operativ!) in eine Drehung und in
eine reine Deformation zerlegen. Die Reihenfolge der Operationen
ist gleichgiiltig, die Drehung ist in beiden Fillen dieselbe, die
reine Deformation hat in beiden Fillen gleiche Parameter, aber
wenn die Drehung zeitlich vorangeht, findet die Deformation in
der Endlage, wenn die Drehung zeitlich nachfolgt, findet die
Deformation in der Anfangslage statt.

Das letztere ist selbstverstindlich; es kommt aber hier auf
den Nachweis an, daB die Analyse fihig ist, die geometrische
Beziehung in voller Genauigkeit wiederzugeben.
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Man bemerke: Der Diatensor hat in der Normalform (14) die
Eigenschaft, daB seine drei Zeilenvektoren aufeinander senkrecht
stehen. Die Betrige der Zeilenvektoren sind p, ¢, 7, sind also
identisch mit den Konstituenten seines Tensors.

Der Tensor selbst 146t sich in drei Faktoren zerlegen:

p 0 0 p 00 (1 0 0 11 0 0

{0p0={010-{0q0-010--(17)
0 0 ¢ 0 0 1 0 01 [0 0

,Die reine Deformation 148t sich ersetzen durch drei kon-

sekutive Dehnungen nach drei aufeinander senkrechten Richtungen.“
Die Reihenfolge der Faktoren ist offenbar gleichgiiltig.

57. Andere Zerlegung; Kriterien; Schieber.

Jeder Diatensor hat wenigstens eine Achse, in die man will-
kiirlich die z-Achse eines rechtwinkligen Koordinatensystems legen
kann. (In dem seiner Einfachheit wegen nicht mehr besonders
hervorgehobenen Fall dreier gleichen reellen Achsen kann man
diese Achse beliebig withlen; sind zwei gleiche reelle Achsen vor-
handen, so wihle man die ungleiche Achse.) Geschieht das, so
mufl der Tensor einen in die z-Achse fallenden Vektor ohne
Richtungséinderung dehnen, und man sieht leicht, daB das nur
moglich ist, wenn er die Form hat

txac tacy tacz
=10 tyytys . . .. .... . (1)
0 t,y t.c.

Hier bleibt die Richtung der y- und der z-Achse noch un-
bestimmt. Hat der Diatensor bei beliebig angenommenen Achsen
der y und # die Gestalt (1), so kann man noch die Achsen der y
und der # um einen beliebigen Winkel drehen, dessen Kosinus u
sel. Er ist dann auf die neue Lage mittels der Gleichungen des
§ 18 zu transformieren, und man kann mittels dieser Transformation
noch eine zusitzliche Bedingung erfilllen. Werden die transfor-
mierten Glieder, wie in §18, durch Strichelung bezeichnet und
filhrt man die Umformung fiir ¢,, und ¢,, durch, so ergibt sich

t;/y = w2y, + 0yl —pu (tyz + tzy) + (1 — u)t,,,
t: = (1—ud)ty,—u Vl — w2 (tys + tay) + 0,

tyy —tee = (1 —202) (f: — tyy) + 2#1/1 — u2(tys +tey)-

also
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Wir wollen die willkiirlich wihlbare Bedingung dahin formu-
lieren, daf t,, = t;, werden soll, also

Qw2 —1) (e —tyy) = 2p V1 —u2(ty: + bsy)-
Dies gibt
4y 1 (t:: —tyy)?
o= (te —1yy)? + (tyz + 1:y)*
also fiir w eine zweideutige, jederzeit reelle Losung; der Diatensor
136t sich also immer auf die Form bringen
[th tacy tacz
q)—_—i()tyyty,.........(Q)
0 ty tyy-

In dieser Gestalt?) hat er die Eigenschaft, daB die Betriige
seiner Konstituenten sich ohne weiteres angeben lassen. Seine
drei Skalare sind ndmlich

S = tyo + 28y, So1 =ty + 2teatyy — tystsy, } .- (3)
Sy = toa(tyy —tyztay)
Nehmen wir nun versuchsweise einen Diatensor @' an, dessen
Konstituenten seien
boay tyy+h, tyy_h,
so verlangt die Hamiltonsche Gleichung, daf fiir diesen
8 = tax 4 2tyy, S =ty + 2tmfyy—h2,} C @
83 = toa(ty'y — )
sei. Offenbar werden die S’ und @' mit den S und @ identisch,
wenn man setzt

W=t ty ... . (B)
also sind die drei Konstituenten von @

tows  tyy+ Vigatsy,  tyy—Viystey - . . . (6)

Hiernach hingt der Charakter des Diatensors @ von #,, und
t.y ab:

Haben t,, und ¢,, gleiches Vorzeichen, so hat der Dia-
tensor drei reelle Achsen.

Haben t,, und ¢,, ungleiches Vorzeichen, so hat er nur
eine reelle Achse.

Im Grenzfall ¢,,¢,, = 0 hat der Diatensor drei reelle
Achsen, von denen zwei einander gleich sind.

) Auch in der Form (1), aber die Kriterien werden dann weniger einfach.
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I. Wir betrachten zundchst den Grenzfall ¢,,t,, = 0. Man
sieht leicht, dafl es fiir die Diskussion gleichgiiltig ist, ob man
ty. oder t,, gleich Null nimmt; in dem einen Fall wird die charak-
teristische Eigenschaft des Diatensors in die y-Richtung, im an-
deren Fall in die #-Richtung verlegt. Wir setzen also willkiir-
lich ¢,, = 0.

Der Diatensor

lta:a: tmu 2?2
o)

by O L L (D)

lO tz!/ vy

zerlegt sich dann, wie die Ausrechnung zeigt, glatt in die beiden
Faktoren

() b b
0 ¢, 0 und 0 1 0 (8)
10 0 tyy 0 v
X tyy
oder in bequemerer Schreibart
[p 00 [1 b ¢
010 .......()

10 0 g lo e 1.

Der erste von diesen ist ein Tensor, der zweite ein Diatensor
sui generis, den wir einen Schieber nennen und mit dem Buch-
staben X bezeichnen. Multipliziert man ihn mit irgend einem
Vektor v und nennt das Diatensorvektorprodukt w, so ist

W= (v +bov, + cv)i+v,j+ (v, +v)E . . . (10)

Es bleiben also bei der Schiebung alle y-Komponenten un-
verdndert erhalten, d. h. die Punkte aller Ebenen, welche der
xz-Ebene parallel sind, werden in diesen Ebenen verschoben, und
zwar in der z-Richtung um den Betrag b vy + cv,, in der z-Richtung
um den Betrag cv,.

Sind im Spezialfall zwei der Seitenglieder von X Null, so
reduziert er sich auf den einfachen Schieber des § 42, und man
sieht leicht, wie die Schiebungen parallel den Achsen sich modifi-
zieren, je nachdem b und ¢ oder b und e oder ¢ und e gleich
Null sind.

Ist ¢ allein gleich Null, so ist die ganze Schiebung pro-
portional dem Abstand von der zz-Ebene und erfolgt in der
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2x-Richtung um den Betrag bv,, in der z-Richtung um den Be-
trag ev,.

Die hier hervorgehobene Eigenschaft des Diatensors mit zwei
gleichen reellen Achsen beeintrichtigt die Tatsache nicht, daf
derselbe alle Vektoren, welche in die Ebene seiner gleichen Achsen
fallen bzw. mit ihr komplanar sind, einfach dehnt, ohne sie zu
drehen. Man kann also den fraglichen Diatensor auf zwei ver-
schiedene Arten darstellen, einmal als Diatensor mit zwei reellen
Achsen, das andere Mal als Produkt aus Tensor und Schieber.
Die Moglichkeit dieser doppelten Darstellung involviert den geo-
metrischen Satz: Erteilt man einem Raum erst eine Schiebung,
welche die Abstinde von der zz-Ebene unveridndert lift, dann
eine reine Deformation mit zwei gleichen Hauptachsen, deren
dritte Hauptachse in die z-Richtung fillt, so gibt es stets ein
Biischel von parallelen Ebenen, welche die Eigenschaft haben,
dall die in ihnen liegenden Vektoren bei der Operation ohne
Drehung gedehnt werden.

II. Im allgemeinen Fall ¢,,t,, 4 0 146t sich der Diatensor
nicht in reine Deformation und Schiebung zerlegen; die beiden
Faktoren der Gleichung (9) enthalten nur sechs disponible Grofen,
wihrend die allgemeine Formel (2) deren sieben verlangt. Wir
fiigen also versuchsweise eine Drehung hinzu, indem wir das Pro-
dukt bilden

1bec¢ (p00 (1 0 0
®=:010:-{0qg 0-:0cosp —smme . .(11)
0 1 iOOr 0 singp  cos .
Die Ausrechnung ergibt
[p bgcosgp + crsingp —bgsing + crcose
D=0 q cos ¢ —gsing .. (12)
10 eqcosp +rsing —eq sing + 7 cos .

Soll das mit Gleichung (2) iibereinstimmen, so miissen die
Gleichungen erfiillt sein

P =tzzy, qCOSP =t,,, — g SimQ = ty,,
bgecosp +crsingp =1t,,, —bgsing 4 crcosep = t.;,¢ - (13)
eqeos @+ rsing =t,,, —eqsing+ rcosep — t,y,

deren Losungen lauten:
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t . — 1ty
P = teay Q——Vt y+tya’ COSq):—q—y, SZ%(}J:—TJ,
;— tey —t2 b — toylyy + tazty:
q tyy + 15
_laatyy —tayly: ¢ — tyy(tys + toy) |
tyy—tsy tyy + ty:

Sie sind sdmtlich reell, also 148t sich jeder Diatensor in die
drei Faktoren der Gleichung (11), Schieber, Tensor und Versor,
zerlegen, und zwar so, dal die Achse des Versors in eine bzw.
in die Hauptachse des Tensors fillt. Im Spezialfall ¢,, — 0 wird
¢ — 0, und damit gelangt man wieder zu dem unter I behan-
delten Fall. Die hier gegebene Zerlegung macht zwischen drei-
achsigen und einachsigen Diatensoren nur den Unterschied, daf
sie sich bei den ersteren auf drei verschiedene Achsen, fiir die
letzteren nur auf die eine reelle Achse beziehen 1ifit; eine andere
Reduktion, welche den Unterschied etwas schiirfer hervortreten
1a6t, ergibt sich auf dem Boden der Dyaden so natiirlich, daB
wir ihre Behandlung dorthin verlegen (siehe § 81).

58. Ubersicht iiber die moglichen Arten der Raumtransformation.

Als Grundelemente aller Deformationshewegungen ergeben
sich aus dem Bisherigen die reine Deformation, dargestellt durch
den Tensor T, die reine Drehung, dargestellt durch den Versor X,
und die Schiebung, dargestellt durch den Schieber X. Man kann
danach die Modalititen, welche der allgemeine Diatensor in sich
schlieBt, einteilen. Als nichstliegendes Mittel dazu hat man an
die Hamiltonsche Gleichung oder, was praktisch gleichbedeutend
ist, die im § 60 besprochene Hamilton-Cayleysche Gleichung
gedacht. Es ist in der Tat der Versuch gemacht worden, auf diese
Gleichung eine vollstindige Einteilung der Diatensoren zu griinden.
Derselbe ist aber nicht korrekt durchfithrbar aus dem einfachen
Grunde, weil die Hamiltonsche Gleichung zur vollstindigen
Charakteristik der Diatensorelemente nicht ausreicht. Die ein-
fache Ausrechnung zeigt, da der Schieber

p b e

0 ¢q O
IOeq
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dieselben drei Skalare, also auch dieselbe Hamiltonsche Gleichung
hat wie der Tensor
J p 00

0 ¢qg O
lO 0 gq.

Dagegen reicht zur vollstindigen Einteilung aus die in Glei-
chung (2) des §57 gegebene Diatensorform

txx t@y ta:z
D =10 ty, tys
l 0 ty fyy,
welche deshalb als diskriminierende Form bezeichnet werden
kann.

1. Hauptfall I. ¢,,¢,>0.

Der Diatensor hat drei reelle ungleiche Achsen. Er kann
in Tensor, Versor und Schieber zerlegt werden; dabei fillt die
Achse des Versors in eine Achse des Diatensors, und da die drei
Achsen des Diatensors gleichwertig sind, kann die Zerlegung auf
drei verschiedene Arten ausgefiihrt werden.

2. Grenzfall. ¢,,¢, — 0.

Diatensor mit zwei gleichen reellen Achsen. Er zerfillt in
Tensor und Schieber.

3. Hauptfall I. ¢,,¢, <<O.

Der Diatensor hat nur eine reelle Achse. Er zerfillt wieder in
Tensor, Versor und Schieber, aber die Zerlegung ist nur mit Zu-
grundelegung der einen reellen Achse ausfithrbar; die Achse des
Versors fillt wieder mit derjenigen des Tensors zusammen.

Spezialfille konnen nun dadurch eintreten, daf der eine oder
andere der in Betracht kommenden Faktoren zu Einheitstensoren
degenerieren.

Zum Hauptfall I:

a) Der Schieber wird zu I. Der Diatensor zerfillt in Tensor
und Versor, wobei die Achse des Versors mit der ausgewihlten
Achse des Diatensors zusammenféllt. Drei Achsen sind mdoglich.

b) Der Versor wird zu I. Der Fall ist identisch mit dem
Grenzfall,

¢) Versor und Schieber werden beide zu 1. Es bleibt eine
reine Deformation; die Achsen des Diatensors stehen senkrecht
aufeinander.
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d) Der Tensor wird zu I. Es bleibt eine Kombination von
Drehung und Schiebung.

e) Tensor und Schieber werden zu I; reine Drehung.

f) Tensor und Versor werden zu I; reine Schiebung.

Zum Grenzfall

Es sind die beiden Moglichkeiten £ = I und T = I vor-
handen, welche auf die vorstehenden Spezialfille ¢) und f) fithren.
AuBlerdem kann der engere Spezialfall eintreten, dafl alle drei
Achsen einander gleich werden; Tensor, wobei das Erzeugnis der
Deformation dem urspriinglich gegebenen Gebilde dhnlich ist.

Zum Hauptfall IL

Die Spezialfille sind dieselben wie beim Hauptfall I; der
Unterschied besteht nur darin, dafl der Zerlegung nur eine Haupt-
achse zugrunde gelegt werden kann.

Die vorstehende Einteilung 148t den Satz des §56, wonach
jeder Diatensor in Tensor und Versor zerlegt werden kann, un-
beriihrt; das Neue, was sie bringt, liegt darin, dal hier, wenn
ein Tensor und ein Versor verhanden ist, die Achsen beider
zusammenfallen, wihrend sie bei dem Satz des § 56 irgendwie
gegeneinander gerichtet sein konnen.

~ Die Schieber X lassen sich noch weiter einteilen, je nachdem
sie drei, zwei oder ein von Null verschiedenes Seitenglied ent-
halten.

Ist nur ein ,,Schiebungsparameter* vorhanden, so hat man
mit einem ,einfachen Schieber“ zu tun. Die Zeile, in welcher der
Parameter steht, bestimmt die Richtung, nach welcher die Schie-
bung erfolgt; die Kolonne, in der er sich befindet, bestimmt die
Stellung der Ebenen, welche ohne Verzerrung und Drehung ver-
schoben werden.

Sind zwei Parameter von Null verschieden, so hat man zwei
Fille zu unterscheiden. Sie konnen beide in derselben Kolonne
oder in verschiedenen Kolonnen stehen.

Beispiel. Es sei zunichst das erstere der Fall
150
2=3010
0e 1.
Multipliziert man hiermit den Vektor v, so erhilt man

= (v, + bv,)i + v,f + (v, + v ¥.
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Der Vektor, welcher die Schiebung darstellt, ist also
vy (bi+ ef).
Er hingt demnach nur von v, ab, d. h. jede Ebene, welche der
xz-Ebene parallel ist, wird ohne Verzerrung und ohne Drehung
in sich verschoben; die x2z-Ebene bleibt in Ruhe; die Schiebung
erfolgt nicht in der Richtung einer Achse, sondern in einer Rich-

tung, welche mit der x-Achse den Winkel arctg% macht. Es

handelt sich demnach hier immer noch um eine einfache Schie-
bung, die aber schief zu zwei Achsen erfolgt.
Ist dagegen
[ 10 ¢

E={010
]061,

s0 ergibt sich durch Multiplikation von X mit v
W= (v; 4+ cv,)i +vyi + (evy, +v,)E

Die Punkte einer Ebene v, — const bleiben also simtlich in
dieser Ebene. Aber fiir einen Vektor der Koordinatenebene
v, = 0 ist

w = (v; + cv,)t + o, L
Es gibt also keine eigentliche ,Nullebene¥, in der alle Punkte in
Ruhe bleiben; vielmehr bleibt nur die Gerade v, = 0, also die
Achse der z, in Ruhe, und in irgend einer Ebene v, = const hingt
die Bewegung der Punkte nicht allein von ihrem Abstand von
der Ebene y = 0, sondern auch von v, ab.

Dasselbe ist der Fall bei dem Schieber mit drei von Null
verschiedenen Parametern. Derselbe kann aufgefalit werden als
Produkt der beiden Schieber

Jl b 0 1
010-:-40
IO 01 0 e

und da der erste von diesen, wie am Beispiel gezeigt wurde, ein
einfacher Schieber ist, unterscheidet sich dieser I'all nicht wesent-
lich von dem des Schiebers mit zwei Parametern, welche in ver-
schiedenen Kolonnen stehen.

Die Untersuchung fiihrt also darauf, dall die Schieber in zwei

Unterklassen eingeteilt werden,
Budde, Tensoren u. Dyaden. 8

0 ¢
10
1

b
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1. solche mit einem Parameter oder mit zwei in derselben
Kolonne stehenden Parametern, einfache Schieber,

2. solche mit zwei Parametern, die in verschiedenen Kolonnen
stehen, oder mit drei Parametern.

Fiir die zweite Klasse hat Gibbs den Ausdruck ,complex
shearer“ gewihlt, der, wenn man ihn nachbilden will, etwa durch
ykomplizierter Schieber“ zu iibersetzen wire.

59. Die allgemeine Bewegung eines kleinen Volumens.

Rein geometrisch betrachtet, besteht die Bewegung eines
Korpers darin, dafl seine Punkte ihre Lage irgendwie stetig dndern.
Wir beschrinken die Untersuchung auf einen sehr kleinen Teil K
eines Koérpers in der Umgebung eines Punktes 0 und verfolgen
nicht den zeitlichen Verlauf der Bewegung, sondern begniigen uns
damit, ihr Resultat, d. h. den Unterschied zwischen End- und
Anfangslage zu betrachten. Dabei werde vorausgesetzt, der Betrag
der Bewegung sei so klein, dal nur die erste Potenz einer jeden
Dislokation in Betracht kommt.

Zu Anfang falle der Punkt 0 des Korpers mit einem Punkt o
des Raumes zusammen. Wir legen durch diesen gemeinschaft-
lichen Punkt zunéchst ein im Raum festes Koordinatensystem der
& m, &, dann ein zweites System der z, y, 2, welches sich mit dem
Punkt 0 des Korpers verschiebt, und wir setzen fest, daf die ent-
sprechenden Achsen beider Systeme parallel seien und wihrend
der Bewegung auch parallel bleiben sollen.

Irgend ein Punkt unseres Korperteilchens K hatte zur Anfangs-
zeit die Koordinaten &, %, { und hat am Ende der Bewegung die
Koordinaten £, %', §’. FEr hat also eine Verschiebung erlitten,
deren Komponentenbetrige sind ‘

u=§—-§ ovo=9—n w={-¢{

Der Punkt O des Korpers, welcher vor der Bewegung mit
zusammenfiel, hat nachher eine Verschiebung, deren Komponenten-
betrige seien

Yoy Vo, W,

Irgend ein benachbarter Punkt 1 von K ist zu Anfang durch
den Fahrstrahl 01 — r bestimmt, und * hat die drei Kompo-
nentenbetrige x,y, 2z Man kann den Betrag der Verschiebung
des Punktes 1 nach der Taylorschen Reihe entwickeln und
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kann dabei unter den gemachten Voraussetungen die zweite und
alle hoheren Potenzen in der Reihe vernachlédssigen; so erhilt man

o= () () ()7
R CAVRY AV P B

= () (e ()

Die GroBen (%) usw. sind die Differentialquotienten der
0
Betridge der Seitenverschiebungen fiir den Nullpunkt 0; sie sind
skalare Gréfen.
Addiert man die Gleichungen (1) geometrisch und setzt

wi-tvj+wf = dr, so erhilt man
VG + G+ (32)e |
teman )+ [(2): <>-w ot
G+ Gy + Gt

dr = dzr, + Pr,

also

wenn man unter @ den Diatensor versteht, dessen Glieder sind

<a_u> usw
0x/o )
Die Gesamtbewegung aller Punkte von K zerfillt demnach in

1. Verschiebung eines beliebig ausgewihlten Punktes 0,
2. Transformation von K mit 0 als Transformationsmittelpunkt.

(Auch die Verschiebung von K 146t sich als Koordinatenverschiebung
auffassen, die Darstellung stimmt also damit, daB jede Bewegung
eines Raumes als eine Transformation desselben aufgefalit wer-
den kann.)

Die Verschiebung von O ist unmittelbar vorstellbar, es wird
also im folgenden von ihr abgesehen.

Helmholtz hat nun zuerst gezeigt, dal man den hier auf-
tretenden Diatensor @ durch additive Zerlegung in zwei einfache

8*
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Elemente teilen kann. In der Ausdrucksweise der Diatensoren-
rechnung hat er den Satz benutzt:

q)'*2”¢”+¢2®°,. N ¢))
und da es sich um eine unendlich kleine Bewegung handelt,
repriasentiert der Antitensor in diesem Fall die durch eine
Drehung hervorgebrachte Dislokation der Punkte von K (§ 36, III).
Damit ergibt sich der Helmholtzsche Fundamentalsatz: Jede
unendlich kleine Bewegung eines kleinen Korperteilchens 146t sich
aufler der Verschiebung in eine reine Deformation und eine reine
Drehung zerlegen.

Man beachte iibrigens, daf diese Zerlegung additiv ist. Bei
Benutzung derselben mufl man sich also vorerst vorstellen, daf}
jede der beiden Operationen an jedem einzelnen Fahrstrahl ¢ in
der urspriinglichen Lage von r vorgenommen wird, und daB
die dabei auftretenden Verschiebungen des Endpunktes’ von ¢
geometrisch addiert werden. Stellt man sich die Bewegung des
Korpers so vor, dafi er erst gedehnt und hierauf in der gedehnten
Form gedreht, oder erst gedreht und dann in der gedrehten Lage
gedehnt wiirde, so gilt allerdings, auch fiir endliche affine Be-
wegungen, ein Satz, der genau den gleichen Wortlaut hat, wie
der Helmholtzsche, der aber nicht die additive Helmholtzsche
Zerlegung, sondern die multiplikative Zerlegung des § 56 aus-
driickt, also im allgemeinen einen wesentlich anderen Sinn hat
und erst durch die Erorterung des § 56 bewiesen wird. Nur in
einem Spezialfall, und zwar gerade in dem Helmholtzschen,
sind die beiden Arten der Zerlegung gleichbedeutend. Es 146t
sich ndmlich zeigen, dafi fiir unendlich kleine Bewegungen die
multiplikative Zusammensetzung einer reinen Deformation mit
einer Drehung #dquivalent ist mit der additiven.

Beweis: Es seien §, §,, {; drei unendlich kleine Grofen;
dann laBt sich ein unendlich kleiner Tensor, auf seine Achsen
bezogen, darstellen durch

o =

1+¢& O 0
T=1:0 14+¢& 0 I )
0 0 14¢;.

Ein unendlich kleiner Versor X von beliebiger Achsenlage ist
dargestellt durch § 55, Gleichung (5). Bezeichnen wir in ihr die-
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jenige Wurzel, in welcher & das negative Vorzeichen hat, ab-
kiirzend mit ,, so ist der unendlich kleine Versor
1— ¢ s — N2
X=3 —15; 1—g /R N €Y
Ny —n 11— &;
also ist das Produkt beider, wenn in jedem Glied die unendlich
kleinen Groflen von hoherer Ordnung fortgelassen werden,

146§ —4 s — N2
TX = — M3 14+8—¢& M1 ()
M2 — 1+ 85— &.
Dies zerlegt sich aber in die Summe T 4 [§, wenn?)
— & M3 — N
[h={—7n —& T N ()
P —Th &

Die Drehung, welche diesem [§ entspricht, erhélt man nach
§ 36, 1II, wenn man zu [§ einen Einheitstensor addiert, d. h., sie
ist darzustellen durch

¢ —ny 11— g /T ()
l LB —n 1—g.
Das ist aber der Versor X der Gleichung (4), und damit ist
die Behauptung bewiesen.

60. Die Hamilton-Cayleysche Gleichung.

Satz: Der ganze Diatensor @ erfiillt eine Gleichung, welche
mit der Hamiltonschen Gleichung des § 19 vollstindig iiberein-
stimmt, bis auf den Umstand, dall der Homogeneitit wegen dem
Skalar S; der Faktor I zugesetzt werden mull. Die Gleichung
lautet also (die Skalare haben dieselbe Bedeutung wie bisher):

D 8, D2+ 8y @ — S I=0. .. ... ()
und heifit die Hamilton-Cayleysche Gleichung, weil Cayley ihre
Anwendbarkeit auf diatensorihnliche Gebilde ausgesprochen hat.

1) In Gleichung (5) sind die 7% unendlich klein erster Ordnung, die &
sind zweiter Ordnung. Letztere verschwinden also gegen die 7, und die
Anwesenheit der & verstoft nicht dagegen, dall die Diagonalglieder eines
Antitensors den Seitengliedern gegeniiber verschwinden miissen.
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Beweis: Es sei
az dy a;

D —1b, by b, . . . ... (2)
‘ Ce Cy Cz;
dann ist
a2  +aybyt+ .6, asty -+ ayby+ ascy, aza,+ayb, 4 a.c,
by by be+b, ¢y boay+b;) +b.cy, bra,+byb,+b.c.(3)
Co U+ Cybp—-C; Coy Cotty+cyby+ Cacyy Cxaz+4c b4 c2,
und die beiden ersten Glieder von @3 sind

tow = az(a2 + ayb, + az¢z) + ay (bzaz 4 by b, + bzcx)]

+ a,(¢z 0 + ¢yl + c:2),
toy = az(azay + ayby + azcy) + ay(bsay + by + bscy)
+ az (czay + cyby 4 cscy).

2=

)

Ferner ist
S, @2 = (a + by + ¢;) P2, ]
S, @ = {(byc.— b, ey) + (€205 — ;) + (anby— a, b))} D, - (5)
Sy = a,(byc.—b.c))+ay(b,ce—bac:) + az(bzey— by cx),[
und es ist zu bedenken, dafl

S 0 0
Sg I = 0 S3 o . ... ... (6)
0 0 8.

Bildet man mit den vorstehenden Gleichungen das erste Glied
von jedem Term des Polynoms von Gleichung (1), so erhélt man
durch Addition

Ay (a3 + aybs+ a:¢5) + ay (b to+ bybe +b,c2) + az (ot ¢y by +coC)
—(az+ by +¢) ((1:::2 + ayba: +a, Ca:)
+ tx(byc; — b0y + c,00— coa, + azby — ayby)
—ag(byc;—b,cy) — ay (b 6o — byc.) — az (b cy — by cz),
und die Durchrechnung ergibt, daf dieses Glied Null ist. Zyklisch
folgt, dall auch diejenigen Gliedersummen, welche mit ¢,, und ¢,,
gebildet werden, Null sind.
Das zweite Glied des Polynoms wird, entsprechend gebildet,

a,(azay+ ayby +a,c,) + ay(baay+b; + bsey) + a.(czay+ cyby + c.cy)
— (@ + by + ) (@zay + ay by +a.cy)
A+ ay(byc. — b ey + C.05 — Cot, + Az by — uyby)
—0.
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Auch dieses ist Null, und daraus folgt zyklisch, daf alle
iibrigen Glieder des Polynoms Null sind. Damit ist der Satz
bewiesen.

Fiir Leser, die sich in dem Buch von Gibbs-Wilson Rats erholen
wollen, sei bemerkt, daB die dort gegebene Ableitung der Gleichung (1) nicht
biindig ist. Sie wird nur dadurch moglich, dal auf der rechten Seite der
ersten Zeile (L c., S. 320, die Gleichung ist mit ,by 68“ bezeichnet) der spiter
wieder erscheinende Faktor I ausgelassen ist und dadurch ein Diatensor
gleich einem reinen Skalar gesetzt und dann mit diesem reinen Skalar zu-
nichst weiter operiert wird, was nicht zulassig ist.

Vollstindig homogen ausgeschrieben lautet iibrigens die

Hamilton-Cayleysche Gleichung
@3 — S, @I} S, DI — 8,18 = 0.

Die abgekiirzte Form (1) ist indessen zulédssig, weil @21
= @2 usw. ist.



Zweiter Abschnitt.

Diatensoren in Form von Dyadentripeln.

Erstes Kapitelé Die einzelne Dyade.

61. Deiinition der Dyade.
In § 28 wurde die Gleichung aufgestellt:
D{a, b, c}v = (av)i-4 (bv)j (cv)¥
und in § 45 die entsprechende

Dfn, b, ¢} @ {e, §, g} v = 8.(eb) + be(fv) + c(gv).

In § 29 wurde gezeigt, wie man die Gréfe b mittels eines
Diatensors aus den Tripelprodukten heraussetzen kann, welche
auf den rechten Seiten der vorstehenden Gleichungen vorkommen.
Hitte man dieses Verfahren von vornherein an den hier rechts
stehenden Groflen durchgebildet, so wiirde man dadurch auf den
Begriff des Diatensors gefiihrt worden sein. Gibbs hat nun im
Anschlufl an Hamilton und Grassmann fiir dieselbe Aufgabe
eine andere Losung durchgebildet, welche von der Bildung einer
besonderen Produktenart ausgeht. Es seien U und a zwei Vek-
toren. Aus beiden werde ein Gebilde hergestellt, welches wir % ;a
schreiben, und dasselbe werde definiert durch die beiden Glei-
chungen

W)y =Aw) . .~ . . ... (1)
(W) = (Wa . . . . ... (2)

A;a heillt eine Dyade, und zwar, weil sie durch ein skalares
Produkt definiert ist, eine skalare Dyade. % heilit der Ante-
zedent, n der Konsequent der Dyade. (;a)v bzw. »(¥;n)
heiit ein Dyadoprodukt, v das Argument desselben. In Glei-
chung (1) steht nach der bereits bekannten konventionellen Be-
zeichnung die Dyade als Prifaktor, in Gleichung (2) steht sie als
Postfaktor. Die Dyade wird der Deutlichkeit wegen gegen das
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Argument durch Klammern abgegrenzt; wo sie allein steht, kann
die Klammer fortgelassen werden ?).

Man hat in den Gleichungen (1) und (2) zwei Operationen
zu unterscheiden:

1. diejenige, welche aus % und a die Dyade % ;a bildet; diese
besitzt, wie sich zeigen wird, die distributiven Eigenschaften der
Multiplikation, kann also als eine erweiterte Grassmannsche
Multiplikation angesehen werden;

2. diejenige, welche aus der Dyade % ;a und dem Argument v
das Dyadoprodukt (2;a)v bildet. Diese hat den Charakter einer
inneren Multiplikation, und wir geben ihr, wo die Deutlichkeit
es erfordert, diese Benennung. Demnach wire (€;a)b genau
als ,inneres Dyadoprodukt aus einer skalaren Dyade und dem
Argument“ zu benennen. Hier, wo keine Produkte anderer Art
vorkommen, heif}t es einfach Dyadoprodukt.

Um den Ausdruck vollig sicherzustellen, ist noch darauf hin-
zuweisen, dall wir ein fiir allemal das Wort Antezedent fiir den-
jenigen Faktor der Dyade gebrauchen, der in der Dyade selbst
vorangeht, einerlei, ob die Dyade Prifaktor oder Postfaktor ist.
In den Gleichungen (1) und (2) ist also beide Male A der Ante-
zedent.

Ein Blick auf Gleichung (1) zeigt, dal die Operation, welche
aus A und a eine Dyade bildet, nicht kommutativ ist:

AUs0)p = A(av), wihrend (a;AYv = a(Av);

die beiden Produkte haben also verschiedene Richtung.
Gleichung (2) setzt ferner gegeniiber der Gleichung (1) fest,
daf die innere Multiplikation, welche aus der Dyade und dem
Argument das Dyadoprodukt bildet, nicht kommutativ sein soll.
Man hat also ein fiir allemal bei Behandlung von Dyado-
produkten streng auf die Reihenfolge der Bestandteile zu achten.
Dyaden und Dyadoprodukte sind offenbar invariant, weil in
ihre Definitionen nur Invarianten eingehen.
Das skalare Produkt (% a) nennt man den Skalar der Dyade.

1) Gibbs schreibt das skalare Produkt irgend zweier Vektoren a und b
in der Form a-b, die aus a und b gebildete Dyade schlechthin ab ohne
Zwischensatz. In unserer der Enzyklopidie sich anschliefenden Schreibweise
ist dies nicht zuléissig, da ab das skalare Produkt (ab) bedeuten wiirde. Wir
schreiben daher die Dyade im Anschluff an Jaumann, wie oben, mit zwischen-
gesetztem Semikolon; man liest sie am bequemsten U dyas a.



122 § 62 w.63. Multiplikation, Gleichheit von Dyaden.

62. Multiplikation mit einem Skalar.

Ist m ein Skalar, so ergibt sich aus den Definitionsgleichungen
sofort, daf
(mAsa)o = (Asma)y = m(A;a)p, . . . . . 6))
also auch
m(Aj;0) = (mA50) = Wsma). . . . . .. (2)
Man multipliziert also eine Dyade mit einem Skalar, indem
man entweder den Antezedenten oder den Konsequenten mit diesem
Skalar multipliziert. Es folgt unmittelbar

<%—;ma>_—_(%;a). N )

63. Gleichheit zweier Dyaden.

DefinitionsgemaB werden wir zwei Dyaden (¥ ;a) und (B;b)
fiir gleich erkliren, wenn fiir ein beliebiges Argument v

F;)p=B;0)p . . . . ... (1)
vAsa)=v(B36) . . . . ... @

und

ist.

Die hinreichende und notwendige geometrische Bedingung
dafiir lautet: Die Antezedenten der beiden Dyaden sind kollinear,
ibre Konsequenten sind gleichfalls kollinear und ihre Skalare sind
gleich. '

Diese Bedingungen sind hinreichend; denn sie sagen aus, dal

B=mWA und b = 7% sein mul, wo m irgend ein Skalar. Dann

ist aber nach dem vorigen Paragraphen offenbar:
B:b=m¥;~ = Aja.
m

Sie sind aber auch notwendig; denn da (;a)y mit % und
(B;6)vy mit B kollinear ist, so folgt aus Gleichung (1), dall A
und B kollinear sein miissen. Entsprechend folgt aus Gleichung (2)
die Kollinearitit von a und b, und daraus, dall die Betrige von
(A;a)p und (B;b)v gleich sein sollen, folgt, dal (Aa) = (BD)
sein mub.

Es ergibt sich hieraus, daB eine Dyade in irgend einem
Koordinatensystem durch fiinf Angaben bestimmt ist. Die beiden
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Richtungen von A und a erfordern je zwei Angaben, der Betrag
ihres Skalars eine fiinfte.

- Ist eine Dyade A;a gegeben, so sind hiernach ihre beiden
Bestandteile bis auf einen skalaren Faktor m geometrisch bestimmt.

Jede Dyade, die ihr gleich sein soll, mufi die Gestalt m%[;%

haben.
Aullerdem folgt noch:

[mal,%]z[ma]. L ®

Das vektorielle Produkt {2 a] ist also auch eine charakteri-
stische Grofle der Dyade; Jaumann nennt es den Rotor der
Dyade.

64. Dyaden aus Grundvektoren.

Besonders einfach und deswegen im spiteren verwendbar
sind die speziellen ,Grunddyaden®, welche man aus den recht-
winkligen Grundvektoren {, j, f bilden kann. Es ist

)y =i@v) = iv,
usw., also ergibt die Zusammenstellung:
(D)0 = tv., (1)v =1iv,, ;5 =1iv,
;)8 =jva, (5D =1ivy, (89 = jos,
(E;H) = th, (Ef)v=1Ffv,, (£;Hv = fo,.

65. Freie Wihlbarkeit des Dyadoproduktes.

Ist ein Argument v gegeben und soll ein zweiter Vektor w
als Dyadoprodukt von v ausgedriickt werden, so daB, wenn ¥ und
a noch unbestimmt gelassen werden,

w=™a)p. . . .. .. ... @1
ist, so kann der Vektor w beliebig vorgeschrieben werden, es 146t
sich immer eine Dyade % ;a angeben, welche der Gleichung (1)
geniigt.

Denn w = A(ayv); es 1Bt sich immer ein Vektor A angeben,
der die Richtung von w hat; man kann dem Vektor den Betrag
mw geben, wo m ein beliebiger Skalar, und man kann auch
offenbar immer einen zweiten Vektor a so bestimmen, dal

1

|a|cosm,p = ——
mlovl
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1
m
gesuchte Dyade gefunden. Da m unbestimmt bleibt, 148t die
Aufgabe unendlich viele Losungen zu, entsprechend § 62, Glei-
chung (3).

ist; dann ist (av) :nl@’ also A(ap) = mw-—. Damit ist die

AuBerdem bilden die Vektoren, fiir welche |a|cosa,p :W

ist, offenbar einen Kegel um v als Achse, dessen halbe Offnung
durch eine Gleichung cosa,» — const bestimmt ist. Jede Er-
zeugungslinie dieses Kegels kann als a dienen. Es gibt also
o2 Losungen.

66. Konjugierte Dyaden und Dyadoprodukte,

Zwei Dyaden heiflen konjugiert, wenn der Antezedent der
ersten gleich dem Konsequenten der zweiten und umgekehrt ist.
Konjugiert sind also z. B.:

As;a und oA

Zwei Dyadoprodukte heiflen konjugiert, wenn sie mit kon-
jugierten Dyaden und mit dem gleichen Argument in gleicher
Stellung (Argument in beiden Fillen Postfaktor oder in beiden
Fillen Prifaktor) gebildet sind. Die Konjugierte bezeichnen wir,
wie frither, durch ein angehiingtes c.

Die Definitionsgleichungen zeigen sofort, daf

o)y =v(;™%). . ... ... (1)

Eine als Prafaktor gebrauchte Dyade ist dquivalent mit ihrer
als Postfaktor gebrauchten Konjugierten, und

(1Mo = (AWsa)0)ey . L (2)

p(As0) = (Wsa)0)e. . . . . L (3)

snZwei Dyadoprodukte aus der gleichen Dyade und dem

gleichen Argument sind konjugiert, wenn das Argument das eine

Mal als Prifaktor, das andere Mal als Postfaktor steht.“ Dyado-

produkte zeigen also beziiglich der Konjugation dasselbe Ver-

halten, welches wir fiir Diatensorvektorprodukte im Anschluff an
die vektoriellen Produkte festgesetzt haben.

Ferner ergibt sich
Asa)p—(a; W = A(ap)—a(Av). . . . . . (4)
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Die Grofie auf der rechten Seite dieser Gleichung ist aber
nach einem bekannten Satz der Vektorenrechnung [n R a]] oder
[[a2)0].

Es folgt:

@a)o —(a;2M)0 = [[ap]: . . . . .. ()

»Die Differenz zwischen einem Dyadoprodukt und seinem
Konjugierten ist gleich dem vektoriellen Tripelprodukt aus den
drei Bestandteilen, letztere genommen in derjenigen Reihenfolge,
in welcher sie im Subtrahendus auftreten. Die innere ‘eckige
Klammer [] tritt dabei an die Stelle von (). Dies gilt, wie die
einfache Ausrechnung zeigt, auch dann, wenn v Prifaktor ist.

6'¢. Addition bei Dyaden und Dyadoprodukten.

Den Begriff ,Summe zweier Dyaden¥, also die Bedeutung des
Zeichens + zwischen zwei Dyaden, definieren wir durch die dem
Wesen der inneren Multiplikation entsprechende Festsetzung:

HWsa+=B;0)p = WA;0)p + (B;0)v. . . . .. (1)
Im einzelnen ist hiernach
QA+ B;0)0 = (A + B)(ar) = Aav) + B(av) = (A;0 + B;0)y,

also

A+B;0 =50 4+Bya,. . . . . . .. 2
und ebenso ergibt sich
sa+50b=N;a+-As0,. . . . . . .. 3

A+B;a+b=WA;0a+B;04+B;a+B;b. . (4)

Die Gleichungen (2), (3) und (4) besagen, dal die Operation,
durch welche aus zwei Vektoren eine Dyade gebildet wird, dis-
tributiv ist. Bestehen die Elemente der Dyade aus Summen, so
sind dieselben in der Dyade genau so zu behandeln, als ob es
sich um eine gewohnliche Multiplikation handelte. Daraus ergibt
sich die Berechtigung, die Dyadenbildung als eine Art der Multi-
plikation zu bezeichnen.

Ferner ist definitionsgemds

(A;0) (v +w) = A(a, v+ w) = Ay) + Aaw), . . (5)
(A;0) (v 4 w) = (A;0) 0 + (A5 0)w.

also
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Hiernach ist auch die Operation, welche aus der Dyade und dem
Argument das Dyadoprodukt bildet, distributiv.

Die Ausdehnung auf Differenzen, so wie auf Summen, welche
mehr als zwei Terme enthalten, ist selbstverstindlich.

68. Symmetrische Dyaden.

Eine Dyade oder Dyadensumme heiit selbstkonjugiert oder
symmetrisch, wenn sie sich bei Vertauschung des oder der
Antezedenten mit dem oder den Konsequenten nicht dndert. Die
Einzeldyade kann natiirlich nur dann symmetrisch sein, wenn der
Konsequent dem Antezedenten gleich ist. Die Summe zweier
konjugierter Dyaden ist symmetrisch:

AWsn4a;W)o = Aay) + a(Av)
= a(Av)+ A(av) = (a; A 4 A;a)v.
Der Beweisgang bleibt giiltig, wenn v als Prifaktor steht.

69. Operative Multiplikation von Dyaden.

Was in § 43 iiber operative Multiplikationen gesagt wurde,
gilt auch hier. Da das Dyadoprodukt ein Vektor ist, kann man
es wieder mit einer Dyade multiplizieren. Es bietet sich also
die Aufgabe dar, Dyaden operativ miteinander zu multiplizieren.
Was bedeutet (B;0)(A;a)? Bei Beantwortung dieser Frage ist
nach § 43 vorauszusetzen, dafll die Operation, welche zuerst vor-
genommen werden soll, proximal zum Argument geschrieben wird.
Die beiden Ausdriicke:

(B;6)(A;a)y  und  v(a;A)(6;B)
sind also gleichbedeutend. Die beiden Ausdriicke:
B;0)(Asa)y und  v(Aj;0)(B;h)
sind nicht gleichbedeutend, entsprechen einander aber insofern,
als in beiden die Multiplikation mit (%;a) vorangehen soll. Die
Ausrechnung ergibt:
A. Mit v als Postfaktor:
(B;5) (W) = (B;0)A(av) = B(LA)(av)
= (B(6A);a)v oder (B;(6A)a)v,

also

(B;0)(As0) =BBAY;a = B;0A)a. . . . . . . (1)
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B. Mit v als Prafaktor:
v(As0)(B;0) = AWa(B;0) = (vA)(aB)b
=v(A(aB);b) oder v(A;(nB)b),
also
A;0)(B;0) = A(@B);0 = A;(aB)b. . . . . . . (2)
Das Ergebnis lautet in beiden Fillen: Das operative Produkt
zweier Dyaden ist wieder eine Dyade. In ihr haben die Buch-
staben dieselbe Anordnung wie in dem urspriinglichen Produkt,
aber die beiden mittleren sind zu einem skalaren Produkt ver-
bunden. Das Semikolon steht beliebig vor oder hinter diesem
Skalar.

Natiirlich kann der Skalar auch herausgesetzt werden, so daf
man hat: ,
(A;a)(B;0) = (aB)(A;6). . . . . . .. (3)

Man sieht sofort, daf die operative Multiplikation von Dyaden
nicht kommutativ ist. (B;b)(A;a)v liefert ein Produkt, welches
die Richtung von ¥B besitzt; (A;a) (B;0)v dagegen hat die
Richtung von .

Die operative Multiplikation ist definitionsgemil assoziativ,
solange das Argument an einem Ende des Produktes steht; denn
die Vorschrift, daB die zuerst vollzogene Operation zun#chst dem
Argument geschrieben werden soll, sagt nichts anderes aus, als daf§

(B;5)(A;0)v = (B;5) ((A;8)v)
sein soll.

Zweites Kapitel: Dyadentripel.

%0. Reduktion von Dyadensummen.

Is sel v ein Zeichen, welches jeden beliebigen Vektor vertritt,
und es seien @ ;g, ®';4’ usw. eine beliebige Anzahl von Dyaden.
Wir bilden die Summe derselben und mit ihr das Dyadoprodukt
des Argumentes v, zunfichst mit v als Postfaktor, dann ist:

(G;9+6';9'+6";8"+--usw.)y = G(gv)+ '(g'v)+---usw. (1)

Sind nun A, B, € drei willkiirlich angenommene, im all-
gemeinen aber als nicht komplanar vorauszusetzende Vektoren,
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so liBt sich nach Vorbemerkung ¢) jeder von den Vektoren ©,
@', " usw. in der Form:
=1UA+mB+nC,
@ = l'?[+an’$+n’($,}

usw.

. (@)

ausdriicken, wo die 7, m, » Sakalare sind. Die Summe auf der
rechten Seite von (1) nimmt also die Form an
LA+ M8 NGC,
und es ist
L=1(gy)+V(gv)+1"(g"0) +--- usw.|
=g+ Vg +1"g"+--- usw, v)
oder, wenn Ig -+ 1'g +1"g" + --- usw. = a gesetzt wird,
LU = A(av) = Asa)v. . . . . . . . . (4
Offenbar erhdlt man auf dieselbe Weise:
M®B = (B;h)v, NEC=(C;c)v;
also ergibt sich:

Die Summe der Dyadoprodukte auf der linken Seite von

Gleichung (1) laBt sich stets darstellen in der Form:
W50+ B8 6C;c)v.

Hierin sind %A, 8, € willkirlich angenommen, a, b, ¢ aber
nachdem diese willkiirliche Annahme einmal erfolgt ist, eindeutig
bestimmt. Denn in der Gleichung fiir a sind g, ¢, 4 usw. von
vornherein gegeben, 1, I/, I” usw. aber durch die Gleichungen (2
eindeutig bestimmt. Multipliziert man die Summe von Dyado-
produkten auf der linken Seite von Gleichung (1) mit v al
Prifaktor, so ergibt sich auf ganz analogem Wege, dall diese
linke Seite sich darstellen a6t durch

p(U;a-+B;6+ C;0),
und in dieser Summe sind dann a, b, ¢ willkiirlich anzunehmen
A, B, € aber eindeutig bestimmt.

Es folgt: ,Jede beliebige Summe von Dyaden la8t sich er
setzen durch ein Dyadentripel. In diesem Tripel konnen dic
Antezedenten willkiirlich angenommen werden, und dann sinc
die Konsequenten eindeutig bestimmt, oder man kann die Kon
sequenten willkiirlich annehmen, und dann sind die Antezedente:

- (3)
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eindeutig bestimmt.“ Die willkiirlichen Annahmen sind nur be-
schrinkt durch die Bedingung, dafl das willkiirlich gew#hlte
Vektorentripel im allgemeinen nicht komplanar sein darf, weil es
anderenfalls nicht allgemein méglich wire, die Vektoren &, ®' usw.
durch seine Glieder auszudriicken.

71, Dyadentripel.

Hiernach ist das Dyadentripel die typische Form, auf welche
die Dyadengrofien sich im allgemeinen zuriickfilhren lassen. Wir
bezeichnen ein Dyadentripel mit @ oder verwandten Buchstaben.
Soll dasselbe bei dieser Bezeichnung durch Angabe seiner Bestand-
teile niher charakterisiert werden, so schreiben wir die Ante-
zedenten als untere, die Konsequenten als obere Marken an das
@, letstere, wo keine Verwechslung mit Potenzen moglich ist,
ohne Klammern; auch brauchen keine Komma zwischengesetzt
zu werden.

Es steht demnach:

cbg([g@ fiir (W;0 48B30+ €;c).

Ist das Dyadentripel ausgeschrieben, so wird es der Deutlich-
keit wegen gegen das Argument durch runde Klammern abgegrenzt;
ist es durch @ bezeichnet, so sind die Klammern iiberfliissig.

Die Grofle (¥a)+ (Bb) 4 (€c) heilit der erste Skalar des
Dyadentripels; die iibrigen Benennungen bleiben dieselben wie
bei der einfachen Dyade des § 61.

Entsprechend heilit die Grofle [ a] 4 [Bb] + [€c] der Rotor
des Dyadentripels.

'¢2. Distributive Eigenschaften des Dyadentripels.

Aus den Eigenschaften der einzelnen Dyade ergeben sich
ohne weiteres die folgenden Sétze, die auch dann gelten, wenn
das Dyadentripel als Postfaktor steht,

Dv+w) =Dy +DPw. . . . . .. .
Sind @ und @’ zwei Dyadentripel, so ist:
(@+D)VY =Dy +DP'v. . .. ... . (2)
Ist n ein Skalar, so ist
n(Pv) = (nP)y = P(ny) = nPy,. . . . . 3)
n@glgﬁ = :tb%[in%,n(s = @;[%%‘i’”‘ """ (4)

Budde, Tensoren u. Dyaden. 9
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Ferner o — " o
Dy oy = Dy + Dy,
a+a a o’
Dyt = Dy + DBy,
o' b'e/ a'b'e’

Q&i"afff’gf’%‘f@ ¢ = q)g&;@ + q’;l?acs'(s' + Pygs + Pywe ()

Die letzten drei Gleichungen lassen sich, wie bei der Einzel-
dyade, in den Satz zusammenfassen, dafll die dyadische Multi-
plikation von Summen im Inneren des Dyadentripels den Regeln
der gewohnlichen Multiplikation folgt. Es bedarf nicht der Be-
merkung, daf die Additionen kommutativ sind, daf aber bei den
Multiplikationen die Reihenfolge von Antezedenten und Kon-
sequenten beibehalten werden muf.

¥3. Konjugierte Dyadentripel; Symmetrie.

Wie zwei Dyaden, so heiflen auch zwei Dyadentripel kon-
jugiert, wenn die Antezedenten des einen die Konsequenten des
anderen sind und umgekehrt:

a;A+6;84+¢;6€ = Asa+B5564+Cs¢). . . . (D)

Der Satz Dy =90, . . .. . .. e (2)
gilt fiir die Dyadentripel, weil er fiir alle einzelnen Summanden
in @ und @, gilt. Er kann auch geschrieben werden:

Py =(0D).. ... ......(3)

Der Schlufisatz des § 66 nimmt fiir das Dyadentripel folgende
Form an:

Pygev— O v =A@+ BED) L6 |
— a(Av) — b6(Bv)—c(Cv), RS
das ist
[[a 2]+ [68] + [c €], v].

Hiernach ist die Differenz zweier konjugierten Dyadoprodukte
gleich dem vektoriellen Produkt aus dem Rotor des subtrahierten
Dyadentripels und dem (nachfolgenden) Argument.

Ein Dyadentripel heifit symmetrisch, wenn es gleich seinem
Konjugierten ist.

Die Summe zweier konjugierten Dyadentripel ist immer sym-
metrisch; denn

sa+a;AL-B;61-6;84+C;¢c+¢;C€
andert sich offenbar nicht, wenn man die Antezedenten und Kon-
sequenten iiberall vertauscht.
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74. Operative Multiplikation von Dyadentripeln.
Gegeben seien zwei Dyadentripel @ — ;a0 + B;6 1 €;¢
und @' = W;a' | B';0' 4 E';¢'; es erwichst die Aufgabe, ihr
Produkt durch die Einzeldyaden, aus denen sie bestehen, darzu-
stellen. Es ist
D' Dy = (W;a' + B0 + €;¢') {A(av) + B(bv) + C(cv)}
= W{(a'W)(av) -+ (a’B)(bv) + (a'C)(cv)}
+ W) (av) + (B (bY) + (5') (cv)}
+ 6((¢ %) (av) + (¢ B) (6Y) + (¢ €)(¢v) |-
Nun ist nach § 69 ' (a’'A)(av) = (A';a")(A;a)v usw., also
ergibt sich ohne weiteres:
(5" + B0+ 6 ¢) (A;0+B;8 465
= (W;0")(Asa) + (A50") (B;5) + (A'50")(€50)
+ (B 0)(A5a) + (B;6) (B;6) + (B';6) (€5 ¢)
+ (5 ) (As0) + (€5 ) (B;5) + (€5 ¢) (€ 0).
Dyadentripel werden nach dem Schema gewdéhnlicher Summen
miteinander multipliziert.
Das Produkt zweier gleichen Dyadentripel @ @ werden wir
folgerichtig @2 schreiben, und die Potenzierung 148t sich beliebig
fortsetzen.

Anmerkung. Das Quadrat einer einzelnen Dyade ist gleich dem
Produkt aus der Dyade und ihrem Skalar. Fir Dyadentripel besteht dieser
Satz aber nicht.

)

- (2)

'¢S. (@leichheit zweier Dyadentripel.

Definitionsgem&al werden wir zwei Dyadentripel @ und ¥ fiir
gleich erkldren, wenn fiir jeden Wert von b

Py =%y . . ... .. ... (1)

und
e T e (2)

Es geniigt zur Gleichheit, wenn die Gleichungen (1) und (2) fiir
drei nichtkomplanare Vektoren v,, v,, v, erfiillt sind. Denn gelten
sie fiir v;, vy, vy, so gelten sie auch fir lv,, my,, nv;, wo I, m, n
beliebige Skalare. Sind aber I, m, » beliebig wihlbar, so kann
man aus lv;, mbv, und nv; jeden beliebigen Vektor v zusammen-
setzen, also sind bei der gemachten Voraussetzung die Haupt-

kriterien erfiillt.
9 *
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Zwei Dyadentripel sind offenbar auch dann gleich, wenn man
ihnen willkiirlich die gleichen Antezedenten vorschreibt, und wenn
sie dabei dieselben Konsequenten haben oder umgekehrt.

Soll fiir beliebige %, B, € die Gleichung

A(av) + B(bv)+ €(cv) = A(a'v) + B(b'v) + €(c'v)
erfiillt sein, so miissen offenbar die Gleichungen
ay = o'y, by = V¥'p, ¢ty =¢'p
einzeln erfiillt sein.

Hieraus ergibt sich, daB die Gleichheit zweier Dyadentripel
mit neun skalaren Bedingungen &Hquivalent ist; denn die Rich-
tungen von o', §’, ¢’ liefern je zwei Bedingungen, und die Gleich-
heit der drei skalaren Produkte liefert drei weitere, zusammen
neun.

96. Der dritte Skalar des Dyadentripels.

Bildet man aus den Antezedenten das Parallelepiped (%3 §)
und ebenso aus den Konsequenten das Parallelepiped (abc), so
heifit das Produkt

UABE)(abc)
der dritte Skalar des Dyadentripels. Seine Bedeutung erhellt
aus § 79, IL.

¥7¢. Die Transformation des Dyadentripels I
Sie kann, der Natur des Gebildes entsprechend, zunichst
darin bestehen, daB das Tripel auf andere Antezedenten oder
andere Konsequenten bezogen wird.
Gegeben sei ein Dyadentripel
O=W;a+B;6+-C5¢; . . ... .. (1)
dasselbe soll zunfchst auf neue Antezedenten A/, B, €' trans-
formiert werden. Es seien o', b’, ¢’ die neuen Konsequenten, und
W =1LA+mB+ nCE,
B =LA+ mB+nC, 0 - - - . . . (2)
C =1+ mB | nC.
Ist dann v ein beliebiger Vektor, so mull, wenn das neue
Dyadentripel mit dem alten identisch sein soll, fiir jedes v die
Gleichung erfiillt sein:

A (av) + B(6v) + C(cv) = (L, A+ m, B+ n, G} (a'v) |

LA myB 4 1, ) (B'v) + {1,% + my B+ 0y G} (¢'v). S + @)
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Fafit man rechts die Faktoren von % usw. zusammen, so er-
gibt sich:
A(a0) + B(6v) + E(cv) = A{T ('v) + 1,(B'v) + 15 (¢' )} }(4)
+ B{my (a'v)+ 1y (8'0) 15 (¢'0) } - C{n; (0 v)+ 15 (B 0) 415 (¢’ v)).
das heil3t:

mya’ + my b’ -+ mye’ = §,
na' + n W 4+ nge! =,

L4+ L+ e = a,}

Wir filhren nun Bezeichnungen ein, die den in § 16 bis 19
gebrauchten analog sind. Wir schreiben 4 fiir die Determinante
der 32 Grofen I, m, n in Gleichung (5) und setzen:

My Ng — Mg Ny
R

Ny ly — m3l, _

=4 71, R = my

usw.

Dann ergibt die Auflésung der Gleichungen (5)

o = la+in b +7n¢

b = La+ myb + #iy¢,

¢ = lya 4 ngh -+ 7igc,.

und zwischen den GroBen ! und 7 usw. dieser Gleichungen be-

stehen offenbar dieselben Beziehungen wie zwischen den o und
o usw. der § 16 usw. Demnach ist

D=1 N+mB+n6;la —}—mlﬁ—l—ﬁlc}

+ LA mB+ 1,65 Ty a 4 ingb + nye
+ LA m B+ 1,65l a i b+ 7ge

mit beliebig wihlbaren 1,, m,, n, der Ausdruck fiir alle méglichen
Transformationen, denen @ durch Wahl von neuen Antezedenten
unterworfen werden kann.

Sind A', B/, €' vorgeschrieben, so sind die I, mu, n, durch
Gleichung (2) eindeutig bestimmt. Gleichung (6) liefert dann,
ebenfalls eindeutig, die zugehdrigen Konsequenten.

W&hlt man nicht neue Antezedenten, sondern neue Kon-
sequenten a’, ¥, ¢’ willkiirlich und setzt

o =Tl a+m b+ n,c,
5'272a+m25+ﬁ2¢,l ......... (8)

- (7

¢ = La-+m b+ A,e,
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so erhalt man durch eine analoge Rechnung genau die Formel (7),
nur sind die skalaren Faktoren von %, B, € zweimal iiberstrichen.
Da aber { = [ usw., dient die Formel (7) fiir beide Fille. Be-
trachtet man die I, m, » als primédr willkiitlich gewiahlt, so hat
man die Transformation auf verinderte Antezedenten, und die
Koeffizienten in den Konsequenten sind bestimmt durch die Be-
My Ny — My Ny

=
m, 7 als primdr willkiirlich gewihlt, so hat man die Transformation
auf gednderte Konsequenten, und die Koeffizienten I, m, n be-

. . . . WyNg — MM
stimmen sich durch die Gleichungen I, — —2%—2 usw.

ziehungen I, = usw. Betrachtet man aber die I,

Das transformierte Dyadentripel @' mull nun nicht bloB die
durch Gleichung (3) dargestellte Bedingung @'v — ®v erfiillen,
sondern auch die Bedingung v @' — v ®. Diese liefert die Glei-
chung:

a(Av) +6(By) +¢(Cv) = o' (L, A+ m, B + 0, €,v)
+ (U + myB + 1y €,0) 4 ¢/ (A 4 my B+ ny (S,b)} - (9)
= (@'l + 01+ 1) Av + usw.

Es folgt:

mya’ + my b+ myc’ = b,
na’ + n b+ ngel =

Lia'+ LY+ I;¢ =a,
} .- - (10)

Das sind aber dieselben Beziehungen, welche bereits durch
Gleichung (53) ausgedriickt wurden. Die Bedingung »®' — y &
liefert also nichts Neues.

Nach dem Satze, dal eine Dyade unverdndert bleibt, wenn
man ihre Antezedenten mit einem Skalar multipliziert und den
Konsequenten mit demselben Skalar dividiert, ist selbstverstéindlich,
dall die Groflen %, a usw. in der Gleichung (7) die entsprechende
Unbestimmtheit haben, und daB man demgemil auch die simt-
lichen Antezedenten in Gleichung (7) mit einem beliebigen Skalar
multiplizieren kann, wenn man die entsprechenden Konsequenten
mit demselben Skalar dividiert.

Wir konnen immer annehmen, in dem gegebenen Dyaden-
tripel fallen 2, B, € in die Achsen eines rechtwinkligen Koordi-
natensystems der z, 4, £, deren Lage willkiirlich angenommen sei.
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Die Konsequenten a, b, ¢ zerlegen wir nach den Achsen, indem
wir & = a,i -+ ayj 4 @, ¥ usw. setzen. Dann wird das Dyadentripel:
= Aa,i;i+ dayi;j+ Aa,i;f
+ Bb:j;i+ Bbyj;j+ Bbj;t }

+ Cey k514 Ceyt5i+ Ce, £ 1.

Sind nun p, g, r drei Skalare, so kann man immer setzen:

p2 = (4da,)2+ (4 ay)2 + (A az)‘b’,l
Q2 = (B bm)2 + (Bby)2 + (Bbz)2, ..... (12)
r — (Coy + (Coy 4 (Cee )

Aa, = poy, Aay:po‘m Aa, = poy,
BbeQﬂla BbyZQﬁw Bbz:gﬁm S (13)
Ce, = ry,, Cey = r7y,, Oc,-_—ry3.J

C (1D

und

p, ¢, r sind stets als reelle Groflen angebbar. Die Wurzeln
nehmen wir willkiirlich positiv. &, oy, 3 sind die Kosinus der
Winkel, welche a mit den Achsen macht usw. Sie geniigen den
Bedingungen a? -+ o) 4 a2 = 1 usw. Im allgemeinen ist aber
nicht «?+ B2+ y2 = 1 usw., da nicht vorauszusetzen war, dal
u, b, ¢ aufeinander senkrecht stehen. Nach dem Vorstehenden
wird

D = po,i;itpoyi;j+ posist
+ abiisi+aBoisi+abeist - - o - (14)
+ Vylf;i+7"72f3i+7’?’3f;f-J
Setzt man
oyt opf ot =1, ]
ﬁ1i+ﬁ2i+ﬁ3f:maj """" (15)
nitrit+rnt=mn
80 erhilt man fir @ die Form:
O =pi;l+gjsm+rEn ... ... (16)

Nimmt man einzelne oder alle der Faktoren p, ¢, r negativ,
s0 wiirde man einfach dem entsprechenden Konsequenten die ent-
gegengesetzte Richtung zu geben haben, dann bleibt die Gleichung
unverindert. Die willkiirliche Festsetzung, dall p, g, » positiv sein
sollen, ist also berechtigt. Die Gleichungen fiir o, 3, usw. bleiben
immer erfiillbar.

Die Lage der Antezedenten i, j, ¥ war nun bisher willkiirlich
gelassen, man kann also noch von dem erst angenommenen System
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der i, §, t auf ein anderes Antezedententripel 1, {’, ¥ transformieren.
Dann erhélt man nach (6) drei neue Konsequenten I’ m' n', und
wenn das Schema der Kosinus fiir die Transformation lautet:

ilil¢
AR NN
i) | e us
¥ yv v s,

so ist nach Gleichung (6):
=404 mmt oy,
m' = Ayl 4 yom -+ vym,
=21+ u;m-+vn
Da drei von den Kosinus willkiirlich sind, lassen sich die

A,y v 50 bestimmen, dal I, m’, n’ aufeinander senkrecht stehen1);
in diesem Falle nennen wir sie i, j, ¥, erhalten also die Form:

@ =pisitqi;it+rtsE o ... 0 (A7)
in welcher wieder p, g, r drei positiv zu nehmende Skalare sind
und sowohl die Antezedenten wie die Konsequenten je ein ortho-
gonales Tripel bilden. Diese Form heit nach Gibbs die Normal-
form des Dyadentripels. Die Doppelrichtungen der 4, j, ¥ sowohl
wie der i, i, ¥ sind bestimmt. Es ist selbstverstindlich nur eine
Frage der Benennung, ob man die Antezedenten oder die Kon-
sequenten mit gestrichelten Buchstaben schreibt.

Ist @ symmetrisch, so muf} es auch in der Normalform seinem
Konjugierten gleich sein; das ist nur moglich, wenn ' mit i, §/
mit j, ¥ mit ¥ zusammenfillt. Das symmetrische Dyadentripel
hat also in der Normalform die Gestalt:

Q= pijitqisi+rHE o000 L (18)

Hier kann man aber nicht mehr willkiirlich festsetzen, daB
P, ¢, v positiv sein sollen; denn wenn man einem der drei Kon-
sequenten die umgekehrte Richtung geben wollte, wiirde die
Identitdt der Richtung von Antezedenten und Konsequenten ver-
loren gehen. Es konnen also in Gleichung (18) p, ¢, r einzeln
sowohl negativ wie positiv sein.

') Dal die Bestimmung stets im Reellen méglich ist, wird in § 80 un-
abhéngig nachgewiesen.
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<S. Transformation II.

Bei den im vorigen Paragraphen vorgenommenen Umformungen
hat das Dyadentripel schlieflich wieder seine Tripelform. Es
kamen indessen schon in den Gleichungen (11) und (14) Gestalten
vor, in denen es aus neun Einzeldyaden bestehit. Solche ergeben
sich allgemein, wenn man die ‘einzelnen Vektoren, aus denen das
Dyadentripel zusammengesetzt ist, transformiert. Die allgemeinste
Gestalt des Herganges ist folgende: Gegeben sei ein Dyaden-
tripel

D =Aa4+B;6+C5c,. . . . .. .. (1)
und es seien g, y, 3 drei nichtkomplanare, iibrigens beliebige
Vektoren und ¢, ¥, 3/ drei andere, gleichfalls nicht komplanar,
iibrigens beliebig. Wir transformieren die %, 8, € auf g, y, ; und
die a, b, ¢ auf ¢/, v, 3% Sind I, m, » und p, q, » Skalare, so ist zu
setzen:

A=1lg +my+mnz,. . . .. ... (2)

_ e =pg'4qy+rye. ... ... (8)
Damit wird

Wsa = Ipr;e'+ larsy + lrg;y
—{—mpl);g'—}—mqiy;l]'+mrl);5'}
+ npsit + nazy + nrgig.

Entsprechend erhdlt man, wenn UV, m' usw., sowie 1", '’ usw.

zwolf neue Skalare sind,
Bib = Z'P'Ew'—i—Z'Q'&;l)'—i—l'f'&;&'}
+ m'p'y;r 4+ usw.
Cie=1Vp"g;e'+usw. . .., .. .. .. (6)
Setzt man nun:
lp4 Vp'+ V'p" =1,

lg+ Vg + 1" =t - oo v e ™
mp sl 'y =t
usw.,

so findet sich:

+ ta1 58 +taa; Y + oy g

+ 1338 1233y + b33 3

Das Dyadentripel erscheint also hier in Gestalt einer Summe

von neun Dyaden. Da die Vektoren g, ' usw. keine andere Be-

D= t11€;£’+t122;9'+t13§;6'}
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dingung zu erfiillen brauchen, als diejenige der Nichtkomplanaritit,
konnen wir willkiirlich vorschreiben, daf sowohl g, ¥, 3 wie ¢’ y' 3§
gleich den Grundvektoren i, j, f ein und desselben rechtwinkligen
Koordinatensystems der g, y, 3 sein sollen. Dann ergibt sich fiir
@ die Form:
+ tar it taadsi+tasis ¥ )]
+ ta b i -G B,
in welcher die Grundvektoren i, j, f, immer unter der Voraus-
setzung, dal sie rechtwinklig aufeinanderstehen, beliebige Lage
im Raum haben konnen. Diese Form heiit nach Gibbs die
Nonionform des Dyadentripels.

Offenbar sind zwei Dyadentripel einander gleich, wenn sie
in der Nonionform in demselben Koordinatensystem die gleichen
skalaren Koeffizienten in der gleichen Reihenfolge haben.

Ist das urspriingliche Dyadentripel in der Normalform ge-
geben:

D = t11i5i+t12i;i+t13i3f}

D = pi;i' +qi;i +rEE .0 L. (10)
go erhilt man die Nonionform sofort, wenn man
V= o i+ a,j+ ot
usw. einfiihrt. Es wird
D =pouyisitpogi;jtposi;t
+Qﬂ1i;i+0ﬁzi;i+Qﬂsi;f} - (11)
+ rnbiitryBitry bt

¥9. Das Dyadentripel als Diatensor.

Die in dem vorigen Paragraphen gegebenen Ausdriicke fiir
ein Dyadentripel sind sidmtlich gleichwertig. Wir wihlen die
Form (9) und bilden mit ihr die beiden Dyadoprodukte @v und
v®. Unter Beriicksichtigung des § 64 erhilt man:

Dy = (10 + 190y + b150,) 1 }

+ (fa1 %2+ taavy + 502§ . (1)
+ (b3 00+ t300y + 135 0,)F,

VD = (b, 0, + tyy vy + t5,0,)1
+ (t12vw+t22’l)y+t32’vz)i } . (2)
+ (isva+tag vy +t550,) 8
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Die beiden Gleichungen (1) und (2) sagen nun aus:
1. Das Dyadentripel ist identisch mit einem Dia-
tensor. Unser Dyadentripel @ ist identisch mit dem Diatensor:

tll t12 t13
{121 P A )

t3l t32 t33'
Dieser Diatensor ist in demselben Koordinatensystem der
a, y, # bestimmt, auf welches das Dyadentripel bezogen war.

2. Die in § 66 gegebene Definition der Konjugation
ist gleichbedeutend mit der in § 23 gegebenen; denn der
durch Gleichung (2) bestimmte Diatensor ist nach beiden Defini-
tionen konjugiert zu dem durch Gleichung (1) bestimmten.

DemgemiB stimmt auch die Definition der Symmetrie und
Antimetrie fiir Dyadentripel und Diatensor inhaltlich iiberein.

Sonach fallen Diatensor und Dyadentripel unter
einen gemeinschaftlichen Begriff, und fiir diesen wollen wir
nunmehr das Wort Diatensor gebrauchen; der Name wurde
schon mit Riicksicht darauf gewihlt, dal er gleichzeitig an die
Worte Dyade und Tensor anklingt. Zugleich rechtfertigt sich der
Gebrauch desselben Buchstabens @ fiir beide. Wir unterscheiden
nunmehr die GroBe, welche im ersten Abschnitt Diatensor genannt
wurde, und das Dyadentripel nur noch als formale Abarten des
iibergeordneten Begriffes Diatensor. Man kann die eine die
dyadische, und die andere die enneadische Form des Diatensors
nennen (#wex =— neun); doch bleiben auch die Ausdriicke
dyadische und tensorielle Form gestattet, auch kann das Wort
Dyadentripel noch gebraucht werden, wo es fiir die gerade vor-
liegende Form bequem ist. '

War das Dyadentripel in der Normalform gegeben, so wird

pog poy pog
pi;i Hafi +rB¥ = {qﬁl 9By qBs - - - - (4)
V1 TV2 Vs
und die enneadische Form ist damit in dem Koordinatensystem
der i, f, ¥ bestimmt.
Es sind nun auf dem Boden der Dyadenrechnung einige Begriffe selb-
standig definiert worden, namlich der erste Skalar, der dritte Skalar und

der Rotor des dyadischen Diatensors. Es ist festzustellen, wie sie sich in
der enneadischen Form ausdriicken.
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I. Erster Skalar. Da (ii') = &, usw., so lautet der Ausdruck fiir den
ersten Skalar von pi;i’ 4 qj;i + rE;¥
pay 9B+ rys; oo oo o oo ®)

das ist die Summe der enneadischen Diagonalglieder von (4), also ist der
erste Skalar der dyadischen Form identisch mit dem ersten Skalar S, der
enneadischen.

II. Der dritte Skalar des Dyadentripels in der Normalform ist nach § 76:
@, ¢y o
Bi Bs Ba
Y1 72 Vs

Das ist aber die Determinante der rechten Seite von (4), also ist der
dritte Skalar der dyadischen Form identisch mit demjenigen der enneadischen.

III. Der Rotor endlich wurde entwickelt als die Differenz P—%; das
liefert ohne weiteres den Satz: Der Rotor der dyadischen Form ist identisch
mit dem doppelten Antitensor der enneadischen.

Ist @ in der enneadischen Form

(i, g, DAJE) = pygr =pgr. . ... (6)

a; ay a,
D=1b, b, b, . ... .. ... (D
lcm ¢y €,
gegeben, so braucht man nur die Klammer fortzulassen und a,i;i
statt a., a,i;f statt ay, b.i;i statt b, usw. zu setzen; dann hat
man das entsprechende Dyadentripel in Nonionform, von der
man mittels der bereits angegebenen Transformationen zu irgend
welchen anderen dyadischen Formen iibergehen kann.

Ist der Diatensor in der enneadischen Normalform des § 56
gegeben:

aBy 4By 9fs .. . . . ... (8)
TP "Va TV,
wo die «, 3, y die Kosinus zwischen den Achsen zweier recht-
winkligen Koordinatensysteme sind, so liefert die Umformung das
Dyadentripel in der Gestalt:
D = poyi;it+poyisj+pasist
+ abiiitabeisi+abistl 9)
+ornbitrybiitry s
=PV 45§ +ri ¥
d. h. die dyadische Normalform entspricht der enneadischen. Die
Koordinatensysteme der z, y, # und &, 5, ¢ haben in beiden die-
selbe Lage.

Db poy pog
@ _{
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Da nun in § 56 der Nachweis geliefert wurde, daf jeder
enneadische Diatensor sich im Reellen auf seine Normalform
reduzieren 146t, so ist hiermit auch der Beweis erbracht, dalb
jedes Dyadentripel sich reell in seiner Normalform darstellen 1:i6t.

pi, qf, r¥ sind gleichzeitig die Zeilenvektoren des Diatensors
in der enneadischen Form.

Es eriibrigt noch zu ermitteln, wie sich das allgemeinst for-
mulierte Dyadentripel ;a + B;6 + €;¢ in Nonionform oder,
was praktisch dasselbe ist, in enneadischer Gestalt ausdriickt.
Bezogen auf das feste System der z, y, # ist

A=A i+ A+ A%, . . . . ... (10)
o= ai+ aj+at .. ... .. (11
usw.

Multipliziert man die einzelnen Zeilen aus und fafit die Er-
gebnisse nach Grunddyaden zusammen, so findet sich
D —
(4,0,+B,b,+Cpe) 5t +(4,a,+B,b,+C c)tsi +(4,a,+B,b,+C,.c)t;t
{+(Ayaw+Bybx+Cycx)i;i +(d, a,+B,b,+Cpe)f;j +(4,a,+B,b,+Cyc)tst (12)
(4,0, +B,b,+C,e) b i +(d,a,+B,b,+0,c)85f +(4,0,+B,b,+C,c)E; 1.
Die skalaren Koeffizienten von (12) sind die Glieder der ennea-
dischen Form.
Die Identitdt der beiden Diatensorformen ist im Grunde

schon gegeben durch die formale Ubereinstimmung der beiden
Gleichungen aus § 45 und § 61:

2{6,%,6].2{e,f, 8} v = Cc(ev) + &.(fv) + Go(gv) . . (13)

und

;a4 B;0 4+ C50)v = A(av) + B(by) + C(ev); . . (14)
denn diese sagt aus, daf das Dyadentripel ebensowohl wie das
Produkt zweier tensoriell gestalteten Diatensoren ein symbolischer
Multiplikator ist, welcher einen beliebigen Vektor v in eine seiner
linearen Vektorfunktionen iiberfilhrt. Aus der Ubereinstimmung
folgt weiter: Stellt man einen Diatensor nach § 46 als ennea-
disches Produkt @{GC,§F, G}.D{e,f, g} dar, so ist er mit A;a
B;b + €;c identisch, wenn €, = A, F. = B, . = € und ¢ = u,
f—0>, g — ¢ genommen wird. Es ergibt sich also

A, B, C, (a. ay a,
Asa+B0+C;ce =14, B, Cy.{bx b, b, . . . . (15)
lA, B, C. ¢ ¢ ¢,
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wo die GroBen rechts auf ein beliebig gewdhltes System der «, y, 2
bezogen sind. Die Ausfithrung der Multiplikation rechts fithrt wieder
auf Gleichung (12). — Schreibt man die vorstehende Gleichung

Asa+B;0+C;c= D{ABEC}.D{a,b,c}, . . .(16)
so hat man die Beziehung zwischen der dyadischen und ennea-
dischen Form in der kiirzesten Gestalt.

80. Vergleichung der Normalformen.

Die vollstindige Behandlung der Raumtransformation mit
Dyadentripeln wiirde nach dem Vorstehenden, soweit nicht neue
Elemente eingefiithrt werden (vgl. hierzu §81), nur auf eine Reihe
von Wiederholungen fiithren. Alle Sidtze des ersten Abschnittes,
in denen der Buchstabe @ oder T unaufgelost benutzt wird, gelten
einfach fiir die dyadischen Formen des Diatensors mit. Es han-
delt sich demgem&l im folgenden zun#dchst nur um die Aufgabe,
nachzuweisen, wie die wichtigeren Zusammenhinge sich in dya-
discher Form darstellen. Wir legen hierbei die Normalformen

D =pi;i'+qi5i+rE, . . L. (D)
boy poy pog
D =1qB qBy qBs - - . . . .. (2)

(Y71 vV TYs

zugrunde, wobei immer im Auge zu behalten ist, dafl bei Verwen-
dung dieser Gleichungen die aus den vorangegangenen Paragraphen
bekannten Koordinatensysteme der a, y, 2 und &, #, { benutzt sind.
Die «, 8, y sind durch die Winkel, welche die Achsen beider
Systeme miteinander machen, bestimmt. Fiir ein symmetrisches @
ist o, =8, =y, = 1.

I. HilfsgroBen und Achsen. Die Zeilenvektoren von (2)
sind po, i+ poyj+ poyf usw., d. h. sie sind, wie schon gesagt

wurde, piy  qfs  rE. L. (3)
Der Kodiatensor @, hat die Glieder ¢ (8,75 — f57%,),
qr(ﬂ3'}"1_ﬁ173), (17’(1617’2—[3271), 7'2)(720‘3*7/3062) usw. Die
Klammern sind aber der Reihe nach gleich «,, oy, o, §; usw.,
also wird
qro, qro, qros
D, = rphy rphy rpBs = qri;i +rpisi +pet. . (9
Pa pq¥s PAaVYs
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Damit wird
@y, = qrog +rpPy+payse - . . . . . (5)
S; ist, wie schon bekannt, pgr.. . . . . . (6)

Die Hamiltonsche Gleichung wird also
té—(pou + 4By +rys)td + (qrey +rpBy+pays)t —pqr = 0. (7)
Uber ihre Lisung ist dasselbe zu sagen, wie friiher, Ist der
Diatensor symmetrisch, so reduziert sich die Hamiltonsche Glei-
chung auf
tP—(p+a+nt3+ @r+rp+p0te—per =10. (8)
mit den Losungen p, g, 7.

II. Vollstdndigkeit und Unvollstindigkeit. Die Unter-
suchung der Vollstindigkeit und Unvollstdndigkeit von Dyaden-
tripeln wurde von Gibbs auf getrennte Annahmen iiber die
Antezedenten und Konsequenten gegriindet; sie vereinfacht sich
ungemein, wenn man die obigen Zeilenvektoren einfiihrt; dann
bleiben alle Folgerungen des §33 erhalten. Der Diatensor ist
auch in dyadischer Form planar und linear, wenn die Zeilen-
vektoren komplanar oder kollinear werden. Ein unvollstindiger
Diatensor von der Gestalt

pi;t +qis
vernichtet offenbar, wenn er mit einem Vektor v multipliziert wird,
die Komponente v; dieses Vektors und fithrt die dazu senkrecht
stehenden Komponenten in solche iiber, die in der ij-Ebene liegen.

Entsprechend vernichtet ein unvollstindiger Diatensor von
der Form

P
jede Komponente mv, -+ nv;, welche mit der j'¥-Ebene komplanar
ist und fiihrt die Komponente vg in eine solche iiber, die mit i
kollinear ist. Unvollstindige Diatensoren dieser Art sind von
Gibbs als ,Annihilatoren® bezeichnet worden.

IIL. Einheitstensor oder Idemfaktor. Der Einheitstensor
nimmt einfach die Gestalt an:
I=14i+hHi4+6E 0 0000000 (9)
Die Richtigkeit der Behauptung ist unmittelbar durch Multi-
plikation des Dyadentripels mit einem beliebigen Vektor v nach-
Zuweisen.
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IV. Inverse oder reziproke Diatensoren. Die Sitze des
§561 bleiben sdmtlich erhalten; es handelt sich hier darum, die
dyadische Form von @—1 vorzuzeigen. Nach Satz I, Gleichung (4),
in § 51 und mit der obigen Gleichung (6) ist, wenn der Diatensor
selbst in Form der Gleichung (1) geschrieben wird,

D 1 1 1
_1_____15_:_'1.' i {1 _1," L.
o = ¢ pt,t+q1,1+rf,f (10)
V. Tensoren. Die Gestalt des Tensors
O =pit;it+qisit+orEE ..o L. (11)

wurde bereits festgelegt. Derselbe 1Bt sich in drei Faktoren
spalten:

@ = (pi;i+j;i+ EHEi+afii+ BEH it §i+r B,
deren Reihenfolge offenbar willkiirlich ist. Die Zerlegung ent-
spricht der am Schlusse des §56 gegebenen und hat dieselbe geo-
metrische Bedeutung.

VI. Versoren. Will man einen Versor durch den Drehungs-
winkel @ und die Kosinus der Winkel, welche die Drehungsachse
mit den Koordinatenachsen macht, dyadisch ausdriicken, so hat
man einfach den in §54, Gleichung (7), angegebenen Diatensor-
gliedern die Faktoren i;i, i;j usw. anzuhingen und sie simtlich
zu addieren.

F&llt die Drehungsachse in eine der Koordinatenachsen, z. B.
in die Achse der x, so erhilt man mit Gleichung (12) des § 41 sofort

Dy = it + cos @ (5§ + HE) + simp (i — ;). . . (12)
Hierin kann man fiir §;f + ¥;¥ schreiben I—1i;i. Ferner ist,
wie man leicht findet, (¥;§ —j;¥)v = [iv], also konnen wir statt

¥;1 —i;f schreiben [i. Damit nimmt der Versor um die Achse
der # die Form an:

D, = iji+cosp(I—i5i) +simeli, . . . .(13)
in welcher er aufler I nur noch den auf die Achse der x be-
zogenen Einheitsvektor enthdlt. Man erhalt also die entsprechende
Form fiir Drehungen um eine beliebige Achse, wenn der Einheits-
vektor in der Richtung dieser Achse mit p bezeichnet wird, in
der Gestalt:

Dy, = pip+coso(I—p;p)+simely, . . . . (14)
denn man kann die Achse der p ohne weiteres als z-Achse an-
sehen. In der Tat, wenn man p = A1+ uf-4 v¥ setzt, und damit
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die vorstehende Formel ausrechnet, so erhilt man @ in der Nonion-
form, und die einzelnen skalaren Terme derselben werden identisch
mit den in Gleichung (7) des §54 gegebenen. Aus Gleichung (14)
ergeben sich die allgemeinen Formeln fiir den quadrantalen und
biquadrantalen Versor, wenn man das eine Mal cos p = 0, sin ¢

= 1 und das andere Mal cosp = — 1, sinp = 0 setzt:
Dy =99 +singly, . . . . . . .(15)
G, =2p;p—L . ... .. ...(16

Will man den Versor dadurch ausdriicken, daf er das Koordi-
natensystem der & %, §{ in die Stellung der =z, y, 2z iiberfiihrt,
so ergibt sich aus Gleichung (1) des §54 sofort:

D = o it opi;f otk ’ l
+ Biisi+ Baisi+ Bsis¥ - - (A7)
+ nbitrhit b= i;i’+i;i’+f;f’-J

Der reziproke Versor, welcher das System der z, y, z in die

Lage &, 4, ¢ dreht, ist

Ot = o i5i+ B isi 5
+ st Bofsi+veist g - - - o - (18)
+ as ki B Ei 4 v 65,
und wenn man hier die Kosinus zu den Antezedenten zieht,
findet man
O =1{;i+15i+HE 6. L. (19)
Der Vergleich mit Gleichung (17) bestatlgt daf der reziproke
mit dem konjugierten Versor identisch ist.

VII. Zerlegung in Tensor und Versor. Nach der Multipli-
kationsformel fiir Dyaden ist
D6 =G, DG =0 usw
Damit wird

rit+aisi +rE¥ .. 20)
= (ptii+gisi +rEH GV 4§50+ 6 E).
Ebenso ergibt sich
pit 4+ gfsi +rE Y } @)
= GV + L FHEE) @V +aii e ).

Diese beiden Gleichungen stellen offenbar die in §56 behan-
delte doppelte Zerlegung der affinen Bewegung in reine Drehung

und reine Deformation dar. Der Versor ist in beiden Fallen der-
Budde, Tensoren u. Dyaden. 10
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selbe, der Tensor der Gleichung (20) liegt im System der =z, y, 2,
derjenige der Gleichung (21) im System der & 7, &.

Auch die Zerlegungen des §57 wiirden sich in dyadischer
Form nachbilden lassen; hierfiir soll aber ein neues von Gibbs
angegebenes Hilfsmittel benutzt werden.

VII. Hamiltonsche Gleichung. Es moge noch angefiihrt
werden, wie man nach Gibbs zur Hamiltonschen Gleichung
gelangt, ohne auf die Transformationsformeln zuriickzugreifen.
Es sei u ein Vektor, der durch die Multiplikation mit @ ohne
Richtungséinderung im Verhiltnis {::1 gedehnt wird, so daB

Dy —=tu. . .. .. e . (22)

Dann ist

@—t:Du=0,. . ... ... .(23
also ist @ — t: I ein unvollstindiger Diatensor, weil er den Vektor u
auf Null reduziert; also mul seine Determinante Null sein. Der
Diatensor @ —{; I lautet aber, wenn er in allgemeiner Nonionform
dargestellt wird,
+ ity st (tyy —te) 131+ tys s ¥
+ . Bi Ly b+ (tzz — ts)f;f'

Setzt man also seine Determinante gleich Null, so hat man die

Hamiltonsche Gleichung.

81. Einfiilhrung reziprokaler Vektorensysteme.

Gibbs hat diese Einfiihrung vorgenommen. Sie 14Bt sich fiir
die enneadische Form nachbilden?), ergibt sich aber am natiir-
lichsten aus der dyadischen Form. Thre Brauchbarkeit beruht
darauf, daf die reziprokalen Vektoren Multiplikationseigenschaften
von #hnlicher Einfachheit haben, wie die Grundvektoren, die ja
ein Spezialfall der reziprokalen sind. Sind z. B. a, b, ¢ und o', ¥/, ¢’
reziprokale Vektorentripel und ist p ein beliebiger Vektor, so ist
nach Vorbemerkung f):

(a;a’)(u;p):a;p, (a;al)(B;p):O usw.,
analog wie

GUIG IR (1) (;9) = 0 usw.

') Indem man vorschreibt, daBin & = &+ {%,, B,, 6} - P {n, b, ¢} die
Vektorentripel %, B,, €, und a, b, ¢ reziprokal sein sollen.
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Dies legt die Frage nahe, was aus den im vorigen Paragraphen
behandelten Dyadentripeln wird, wenn man in ihnen die Grund-
vektorensysteme durch reziprokale Vektorensysteme ersetzt.

I Idemfaktor. Der Einheitstensor nimmt dann die Ge-
stalt an:

IT=a5;a 050" +ce5¢. . . .. .. . (1)
und bleibt, wie die Gleichung aussagt, ein Einheitstensor. Denn
wenn man das Dyadentripel mit einem beliebigen Vektor v multi-
pliziert, erhdlt man nach Vorbemerkung d) wieder v. Selbstver-
stindlich kénnen in Gleichung (1) die gestrichenen mit den un-
gestrichenen Buchstaben vertauscht werden. Man beachte, daB
a, b, ¢ in Gleichung (1) nicht komplanar, sonst aber vollkommen
willkiirlich sind. Transformiert man also etwa I auf drei andere
willkiirlich gew#hlte Antezedenten e, f, g, indem man setzt:

o= Let Li+ Lag,
b= me 4 m,f+ myg, e e 2 (2)
¢ = me+ nf+ ngg,
so mull man erhalten:
IT=ce;e'+f;f+a38,. . ... ... ()
was in der Tat der Fall ist.

II. Diatensoren mit drei reellen Achsen. Verfihrt man
ebenso mit dem Tensor pi;i+ ¢f;j -+ r¥;¥, so erhdlt man:

D =pa;n’ g0 fre;e. L L L L (D)
Dieses @ ist aber dann nicht ein Tensor, sondern ein Dia-

tensor. Multipliziert man Gleichung (4) der Reihe nach mit a, 5, ¢,
so erhdlt man leicht:

Do =pa, OPb=gqb, Dec=vrc. . ... (B

@ ist also ein Faktor, welcher die drei Vektoren a, b, ¢ ohne
Richtungséinderung dehnt, d. h. @ ist ein Diatensor mit drei
reellen Achsen, welche in die Doppelrichtungen von a, b, ¢ fallen.
Dabei konnen a, b, ¢ beliebige Winkel miteinander bilden. Nur
wenn sie senkrecht aufeinander stehen, ist @ ein Tensor. Der
Satz, dal} die Antezedenten eines Dyadentripels frei gewahlt werden
konnen, verliert aber fiir die Form (4) seine Giiltigkeit; denn er
gilt offenbar unter der Voraussetzung, dall die Konsequenten,
nachdem die Antezedenten einmal gew#hlt sind, frei berechnet

10*
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werden konnen, ohne an vorgeschriebene Bedingungen gebunden
zu sein. Hier liegt aber die Bedingung vor, daf die Konsequenten
zu den Antezedenten reziprokal sein sollen, und damit hort die
freie Wihlbarkeit der Antezedenten auf; anders gewihlte Ante-
zedenten bedingen einen anderen Diatensor. Man konnte ja auch
sonst die Antezedenten eines beliebigen Diatensors rechtwinklig
wihlen, also jeden beliebigen Diatensor als Tensor darstellen.

Wir untersuchen zunichst, was sich ergibt, wenn man einen
der Antezedenten, etwa B, willkiirlich durch einen neuen Vektor e
ersetzt. Wir setzen also an Stelle von b einen Vektor e, der durch
die Gleichung bestimmt sei

e=ladmb+mne . .. .. ()]

und schreiben fiir die neuen Konsequenten, die sich dann ergeben,
ni, ¢ und ¢;. Es ist zunichst das Parallelepiped

(nec) =l(aac)+m(abc) 4 n(ace) = m(abe), . . (7)
da (aac) und (acc) Null sind. Hiermit ist

, [la—}—mﬁ—}—nc,c]:l[uc]—}—m[ﬁc] o1

I D) m@@be) T m

, _ [cal ¥

C = m@oe)  m’ - (®)
¢ — [a,laf-mb{nc] _ m[ab]l4nlac] LY

tT m(abc) —  m@be) " Tm

und daraus ergibt sich

pasa;4qese’ +rejel = p(ﬂ;u’—n—llu;li)
- (9)

l ! Ay R
+Q<—r—a—{—ﬁ—{——m c),ﬁ +r<c,c —~c,B>
oder

tele 'y l
g — Dy’ = (¢ —p) (g)a;ﬁ’—k(q—r)%c;f:’. . (10)

Wird nun der Vektor ¢ komplanar mit b und einem anderen
Antezedenten, etwa ¢, gewihlt, so ist I = 0. Die Differenz der
vorstehenden Gleichung reduziert sich also auf

n '
(q_r)ﬁcaﬁ,

und dies wird offenbar Null, wenn r — ¢ ist.
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Das heifit, sind zwei der Achsenbetrige, etwa ¢ und r, in
Gleichung (4) einander gleich, so #ndert sich der Diatensor nicht,
wenn man an Stelle von b einen beliebigen anderen mit 6 und ¢
komplanaren Vektor einfithrt. Aus Symmetriegriinden gilt das
gleiche ohne weiteres fiir ¢; man kann statt ¢ einen beliebigen
mit ¢ und b komplanaren Vektor einfithren, wenn ¢ =— r ist. Dies
ist der Satz des §20, nach welchem man zwei gleiche Konsti-
tuenten in ihrer Ebene beliebig drehen kann. Anscheinend liegt
eine Erweiterung darin, dafl man dem Vektor e einen beliebigen
Betrag vorschreiben kann; diese Erweiterung ist jedoch nur schein-
bar, da die Dyade e;e’ ihren Wert nicht dndert, wenn man e mit
einem beliebigen Skalar multipliziert; ¢’ wird dann ja mit dem-
selben Skalar dividiert.

Die aus Gleichung (10) gezogene Folgerung gilt auch dann,
wenn @ ein Tensor der Form pi;i-+ qf;f-+ rE;¥Eist, weil ja i, §, ¥
mit sich selbst reziprokal sind.

Die Form (4) stellt nach dem Vorigen einen Diatensor dar,
der drei reelle Achsen p, q, r besitzt. Umgekehrt kann jeder Dia-
tensor, der drei reelle Achsen hat, auf die Gestalt (4) gebracht
werden. Man suche die Achsen auf, lege a, b, ¢ in die Doppel-
richtung derselben und setze p, ¢, r gleich den Betrigen der ge-
gebenen oder errechneten Achsenbetrige; dann ist die Aufgabe
gelost. Da (—a);(—a) = a;a’ usw., ist es dabei gleichgiiltig,
ob man die eine oder die andere der beiden in jeder Doppel-
richtung enthaltenen Richtungen fiir a usw. in Anspruch nimmt.
Hierin spricht sich auf dyadischem Gebiet die Tatsache aus, dafB
fiir den Diatensor nur Doppelrichtungen in Betracht kommen.

III. Elliptische Versoren. Ersetzt man in dem Versor
§80, Gleichung (12) die Grundvektoren durch reziprokale Vek-
toren, so erhilt man den Diatensor

T =a;0' -+ cosp (b;0' + ;) +sing(e;"—b;¢). . . (11)

Multipliziert man % mit a, so erhilt man

Tao=ua, . ...... .. (12)

a ist also eine, und da keine andere vorhanden ist, die reelle Achse
von ¥. AuBerdem lafBt sich nach Analogie der Gleichung (13)
des vorigen Paragraphen ¥ ausdriicken als

T =0 +ecospI—a;sn)+sing[ly,. . . .(13)
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und diese immer noch allgemeine Form von ¥ ist nur insofern
von b und ¢ abhingig, als der Wert von o’ durch die Wahl von
b und ¢ bedingt wird. Da ergeben nun wieder die Gleichungen (8),
daB o' nicht geéindert wird, wenn man b und ¢ innerhalb ihrer
Ebene beliebig dreht.

Wir konnen also von vornherein festsetzen, dall b und ¢ auf-
einander (im allgemeinen aber nicht auf a) senkrecht stehen. Man
kann dann b und ¢ als Halbachsen einer Ellipse E ansehen, deren
Gleichung in einem durch b und ¢ gelegten System der , ¢ ist:

n? | 2

e + =1 ... ... ... (] 4)
Wir nehmen ferner einen Vektor v an, der bestimmt sei durch
v —=>bcosyjitcsing¥, . . .. . .. (15)

wo j und ¥ die Grundvektoren in 7, { sind. Die Koordinaten des
Endpunktes von v sind dann bcosy und c¢siny, und da

beosy)? | (csimx)?

Qeosit  sivt @
gehort sein Endpunkt der Ellipse £ an. Er macht nach Glei-

chung (15) mit der Achse der n den Winkel y.
Multipliziert man nun diesen Vektor mit %, so erhdlt man

Py = beospcosy+ ccospsiny + csing cosx—bsmq)smxl(”)
= beos(p + 1) + csin(p + 1),
d. h. der Vektor ¥p liegt mit seinem Endpunkt auf der Elhpse E
und ist zugleich gegen » um den Winkel ¢ im Sinne von % nach §
hin gedreht. Nach Gibbs heilit ¥ ,elliptischer Versor®.
Vektoren, deren Betrige grofler oder kleiner als der Betrag
des Vektors v von Gleichung (15) sind, konnen einfach als Multipla
des entsprechenden v angesehen werden; ihre Endpunkte bewegen
sich auf Ellipsen, welche der Ellipse F &hnlich sind.

IV. Diatensoren mit einer reellen Achse. Eine nahe-
liegende Verallgemeinerung der Gleichung (11) erhélt man durch
Zufiigung von zwei Skalaren p und ¢, indem man setzt:

D =pasa’+qgeosp(b;b'+c;¢") +gsing(c; ' —b;¢). . (18)

Dieser Ausdruck lift sich in drei Faktoren zerlegen:

D = (pa;a’ +b;8 + ¢;5¢) (30" + g b0 4 ge;e) .. (19)
-{asa’ 4+ cos @ (b;8 4+ ¢;¢') + sin g (¢;0'— b;¢')},
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von denen die beiden ersten auch zu einem Diatensor mit zwei
gleichen reellen Achsen zusammengefafit werden konnen. Die
Ausfiihrung der Multiplikation ergibt die Richtigkeit der Behaup-
tung. Von den drei Faktoren sind die beiden ersten bekannte
Diatensoren, der dritte bewirkt die soeben behandelte elliptische
Drehung. Es ist nun die Frage aufzuwerfen, welche Diatensoren
sich auf die Form (18) reduzieren lassen. Ein allgemeiner Dia-
tensor sei gegeben in der diskriminierenden Form des § 57, Glei-
chung (2):
D =ty 151+ Loyt + fas 138
Fyylsi -+t it p oo (20)
+ty i+t BT
wo er auf ein rechtwinkliges Koordinatensystem bezogen ist, dessen
xz-Achse mit seiner reellen Achse (bzw. mit einer seiner reellen
Achsen) zusammenfillt.
In diese Achse der x legen wir den Vektor a der Gleichung (18)
und lassen die Vektoren b und ¢ dieser Gleichung beliebig. Dann
sind die drei Vektoren a, b, ¢ bestimmt durch die Gleichungen

a = ut,
ﬁ:bxi-{—byj_}-bzf,}. e e e e (21)
¢ = Cifcyj+c.t
Damit wird
(abc) = a(byc.— b,c,)
und ferner

W = (byes—brey)i 4 (byee — boc))f + (bocy — byco) ¥
a(bye,— b,¢y) !

—bse) f 4 (bay — by ca) ¥

N (2
a;a’_—_t;t—}—( e

byc, — b.cy ’
¥ = CZi_‘cyf
byc,—b,c,’
b — boc.isi—bacy 58+ bycisi—byeyfst+ b b3 —bocy b5f
’ byc,— b,y ’
¢ — —_bzi+byf
byc,—b.c,’
e = — Gabatif + caby 58—y baf3i + cybyis ¥ —cabs¥sj 4 caby B

byc.— b, ey
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Damit ergibt sich
ﬁ;ﬁ'—%—c;c’ — i,i_l_f’f_{_(bxcz_
Ferner wird der Zahler von
;b = cci;f— e i EFoyefii—cl it 28— o 0B K,
b;¢' = —bob,isf + bobyisE— by b.d5) + b7 i3 E— b2 E;f + b, 0,838,

und hiermit

b,c)isi—+ (bycx—bxcy)i;f.
byc, —b,ey

, L 1 ‘ ce .
;b — by’ = b——ycz__bzcy{(bzbm—{—czcw)t,l (bsby + cuey) ik

+ (byb: + ey ) j5i— (04 + ¢5) i 8+ (b2 + ¢) 6§ — (bybs + ¢yc) £3 £}
Sonach nimmt Gleichung (18) die Gestalt an:

P(bsca—bsc)+qcos @ (byc,~bocr)+qsing (b, bz+czcz)
byc.—b,cy

p(b ey—by ) +qcos @ (byca—bacy)—qsin @ (baby+cacy) . iof
byc.—b,cy

D =pi;i+

(22)

+el
2 — b2y

byb,+cyc,

b}
<qcosq)+qsmcpby ¢ boc >1,1 qsmq;b

sin bQ—f +( qeos sin bb’+cyc‘z>f'f
+q 'Pbcz bcy ,I <q P—q ‘pby ——b ¢, y b

it

Es miissen also, wenn Gleichung (20) auf (18) reduziert
werden soll, die Faktoren der Grunddyaden in (20) und (22)
iibereinstinmen. Wir wollen die Gleichsetzung nicht in voller
Allgemeinheit durchfiihren, greifen vielmehr nur die Faktoren von
i;¥ und ¥;f heraus. Diese ergeben die Gleichungen

2
¢
—qs’”‘)”n%:’w’
2 Y Cee e (28)
b} + ¢l
(U oy syl
aus denen folgt:
tys __ b + ¢}
= b2+02.........(24)

Dies ist im Reellen nur mdglich, wenn ¢,, und ¢,, entgegen-
gesetzte Vorzeichen haben, also folgt [vgl. § 57, Gleichung (6)]:
Die Reduktion auf die Form (18) ist auch bei allgemeinster Wahl
der Vektoren b und ¢ nur moglich fiir Diatensoren mit nur einer
reellen Achse, Fiir diese ist sie aber offenbar allgemein méglich,
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denn wir haben nur sieben Gleichungen fiir neun Unbekannte;
man kann also zwei der letzteren noch willkiirlich widhlen und
erhilt bei passender Wahl reelle Losungen. Die wirkliche Reduk-
tion wollen wir zunichst vornehmen an dem

Spezialfall A. Es sei t,, = t,; = 0; der gegebene Dia-
tensor habe also die Gestalt

tye O 0
0 tyy tyz
0 by tyy;

dann miissen die Faktoren der Grunddyaden i;j und i;f in Glei-
chung (22) zu Null werden. Da diese sdmtlich entweder b, oder ¢,
enthalten, kann man diese Bedingung schon erfiillen, indem man
b und ¢ in die yz-Ebene legt, wo b, und ¢, zu Null werden.
Man kann aber noch weiter vereinfachen, indem man b in die
y-Achse und ¢ in die z-Achse verlegt, so dafl b, = ¢, = 0 und
b = bj, ¢ — c¥ wird. Die Gleichungen lauten dann:

P = tua geos @ = tyy,
- (25
gsz’ncp%:—tw, qsinq;%:tzy (25)
und liefern die Losungen
Q2 = tyy _‘fyztzya‘
.t
9 . yz'ay
tang* @ = 2 Ce e (26)
|
c Loy

Von den beiden Betrigen b und ¢ kann einer noch willkiir-
lich gewihlt werden. Hierin liegt aber keine Unbestimmtheit der
elliptischen Drehung; denn da ¢ mit & proportional ist, werden
die simtlichen Ellipsen E, welche man mit ihnen konstruieren
kann, einander #hnlich, haben also die gleiche geometrische
Wirkung. In dem gegebenen Spezialfall reduziert sich also die
Gesamtbewegung auf erstens eine reine Deformation mit den
Konstituenten p, ¢ und ¢, und zweitens eine elliptische Drehung
senkrecht zu p; die Hauptachsen der Ellipsen F liegen in den
Achsen der ¥ und #, und die Lage dieser Achsen ist bestimmt
durch die Bedingung, dall der gegebene Diatensor auf diejenige
Form reduziert sein mub, in welcher ¢,, = ¢,, wird.
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B. Der allgemeine Fall. t,, und £, sind von Null ver-
schieden. Dann ergibt sich auf folgende Weise sehr einfach die
Reduktion: Wir lassen die Koordinatenachsen und die drei Vek-
toren a, b, ¢ in derselben Lage wie im Spezialfall A, haben also

o = at, b = bj, ce=ct. . ... (27
, i i , f
W= B’:%, c:E......(gg)

Dem Ausdruck (18) setzen wir dann versuchsweise zwei Dyaden
;8 und a;c¢ zu, nachdem wir eine von ihnen mit einem un-
bestimmten Skalar ! multipliziert haben. Wir setzen also

@ = pa;a’ + qeos @ (6;8' + ¢;¢) + gsin @ (c;5' —b;¢’) . (29)
4+ a0 4 lase.
Mit den Gleichungen (27) und (28) liefert das
® = pisi+qeosg(isi+HE + qsmm(;?f;l—;l;f) (30)
a.. .9, ‘
—1—51,1—}—101,{
Durch Gleichsetzung mit (20) findet sich

¢
P = lyay qCOSQ =1y, gsing ;= oy
. . (3D)
. b a a
—(ZSW“PE:tyza E:tzy’ Zzzt“.
Die Losungen sind dieselben wie in Gleichung (26) mit den

Zusitzen

a = by b, l = thg. ...... (32)

Es kann also hier wieder einer von den drei Betrigen a, b, ¢
willkiirlich gewihlt werden und man erhilt fiir willkiirliches a

a a t |2 12
b — — 21 & = 22l 2. .
tey’ ‘ tay tys’ l toy tys (39)

Der Ausdruck (29) zerlegt sich in
D = {pa;u’+qcow(ﬁ;ﬁ’+c;c’)+qsinw(c;ﬁ’—5;€)}l
1 l - (34)
asal 0586 e + Sab +—ajd).
(a3 + 68 +e5¢ + 058+ ase) ]

Der erste dieser beiden Faktoren ist das bereits bekannte
Produkt aus Tensor und elliptischem Versor. Der zweite ist zu
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untersuchen. Wir ersetzen 1—1 undl% durch die einfachen Buch-

staben m und n, dann lautet er

Z=n;0' 4 b0 +-c;¢' +ma; 0 +na;d, . .. . (3D)
wofiir man auch kiirzer schreiben kann:
=I+ma; +-naze’. . ... 0L . (36)

Ist ein Vektor v kollinear mit a, also gleich ea, so wird er
durch Multiplikation mit X nicht geindert. Ein mit & kollinearer
Vektor fb wird durch Multiplikation mit X zu fb -+ mfa. Sein
Endpunkt wird also in der Richtung der # um den Betrag mfa
verschoben. Die Achse der y neigt sich demgemif in der xy-
@
b
tut jede ihr parallele Gerade der xy-Ebene. Entsprechend ver-
schiebt sich der Endpunkt eines mit ¢ kollinearen Vektors ge¢ in
der z-Richtung um nga; alle mit der z-Achse parallelen Geraden

Ebene um einen Winkel, dessen Tangente m -~ ist, und dasselbe

der zz-Ebene neigen sich in ihr um den Winkel arctg n%- Eine be-

liebige Gerade, welche senkrecht auf der x-Achse steht und zu
Anfang in der Ebene der beiden Geraden z =—=¢, 2 = 0 und z = e,
y = 0 liegt, neigt sich in der z-Richtung so, dalf sie auch nach
der Bewegung mit beiden komplanar ist.

Hiernach ist X, wie schon durch die Bezeichnung angedeutet,
ein Schieber nach der z-Richtung. In der Tat ist X identisch
mit dem bereits bekannten Schieber in enneadischer Form

(Lt
0o 1 0
10 o 1.

Auch hier ist zu bemerken: Die Eindeutigkeit der Schiebung
wird dadurch, daB man einen der drei Betrige a, b, ¢ frei wihlen
kann, nicht beeintrichtigt. Denn die MafBzahlen f und ¢ sind
umgekehrt proportional mit den fiir die Messung zugrunde ge-
legten Einheiten & und ¢, also, da auch a proportional mit & und ¢
ist, hat das Produkt (mf 4 ng)a fir alle Betrige von @ den
gleichen Wert.

Anmerkung 1. Es ist von Interesse, die einfachste Form festzustellen,
welche die Hamiltonsche Gleichung fiir den Diatensor mit einer reellen
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Achse annehmen kann. Mit § 57, Gleichung (3), und mit den Gleichungen (31)
dieses Paragraphen ergibt sich

S, =p+2qcsp, Sy = ¢?+2pgcosyp, S;=pg

Damit wird die Hamiltonsche Gleichung

t{ —(p+2qcos9)ts + (@ +2pqcosg) ty —pg? = 0.

Entsprechend dem Umstande, dal die eine Wurzel ¢z = p schon be-
kannt ist, 1aft sich das Polynom dieser Gleichung durch ¢z —p dividieren
und man erhélt

(te— ) (tf —2qcospts+ g =0. . .. . ... (37)

Wegen der bekannten Invarianzverhiltnisse gilt dieser Ausdruck far
die Diatensoren mit einer reellen Achse, einerlei, in welcher Form sie ge-
geben sind, wobei aber den GroBen p, ¢ und ¢ immer die Bedeutung bei-
zulegen ist, welche sie in den obigen Gleichungen haben.

V. Diatensoren mit zwei gleichen reellen Achsen.
Diese sind nach § 57 dadurch charakterisiert, daf fiir sie ent-
weder f,, = 0 oder t,, = 0 ist. Wir setzen t,, = 0 und nehmen
aullerdem zunichst an, es sei auch {,, = f,, = 0. Dann ist also
fiir die Reduktion gegeben der Diatensor

tew 0 O
®=10 ¢, O ........(38
l 0 tz?l tyy'

Die Reduktion ergibt sich einfach, wenn man die bisherige
Lage des Koordinatensystems beibehilt, in Gleichung (18) ¢ = 0
setzt und aullerdem eine Dyade ¢;0’ zufiigt. Wir setzen also

D =pasa’ 4 q(0;0 +e;)f ;0. L. . . (39)
Mit den Gleichungen (27) und (28) wird daraus
I .y Cc, .
? =phitaii+HED+586f - . . .. (40)
und es ergibt sich sofort
e
P =teey, q=1,y, Z:tzy' N (38

(Will man nicht ¢,,, sondern ¢,, gleich Null nehmen, so hat
man b;¢’ statt ¢;b’ zuzusetzen und erhdlt ebenso einfach p = ..,

q = tyy, bz_—_— tyz) Der Ausdruck (38) zerlegt sich in die beiden
Faktoren
D = (paja’ 4 q(b;b' + ¢;¢)} .<I—§—qlc;ﬁ’>. .. (42)
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Der zweite von diesen ist sofort als einfacher Schieber kennt-
lich, welcher die zz-Ebene in Ruhe 146t und allen mit ihr par-

allelen Ebenen y — eb eine Schiebung vom Betrage qfc in der

z-Richtung erteilt. (Ist t,, =0, t,, = b? so erhélt man eine ent-

sprechende Schiebung in der y-Richtung.)

LaBt man nun die Bedingung ¢,, = t,, = 0 fallen, so ergibt
sich auf demselben Wege die Losung:

1 1
@ = {paja’ -+ q(b;8 4 ¢;c)} -(I—{—Z)a;b’—}»%a;c'—i—ac;ﬁ’).(zl?))

Der zweite Faktor ist offenbar identisch mit dem allgemeinen
Schieber von § 57, Gleichung (9).

Der Diatensor mit zwei gleichen reellen Achsen zerlegt sich
also ganz wie in § 87 in Tensor und allgemeinen Schieber. Das
Deformationsellipsoid des Tensors ist ein Umdrehungsellipsoid;
seine ungleiche Achse fillt in die ungleiche Achse des Diatensors.

Apmerkung 2. Es liegt auf der Hand, daf die Reduktionen noch
variiert werden konnen, und zwar in reichhaltiger Weise, weil die der
Reduktion zugrunde liegenden Gleichungen in allgemeinster Gestalt zur vollen

Bestimmung samtlicher Unbekanuten nicht ausreichen. So konnte man z. B.,

falls bey und #_, nicht Null sind, die entsprechenden Schieber dadurch iiber-
fliissig machen, daf man der Achse der x eine andere Lage gibt. Bei Gibbs-
Wilson ist eine mehr geometrische Methode bevorzugt, weleche die Mannig-
faltigkeit dieser Moglichkeiten nicht hervortreten 14(t; daher kommt es, daB
die vorstehenden Darstellungen zwar auf dieselben Grundformen fiithren, wie
bei Gibbs-Wilson, aber im einzelnen Abweichungen zeigen. Die vor-
stehenden Reduktionen sind hier bevorzugt, weil sie die einfachsten Vorstel-
lungen von der Lage der benutzten Koordinatensysteme geben.

82, Einteilung der Transiormationen.

Die Einfithrung der reziprokalen Vektorensysteme laft, worauf
in § 57 hingewiesen wurde, den Unterschied zwischen dreiachsigen
und einachsigen Diatensoren schérfer hervortreten als die blofe
Benutzung der Grundvektoren. Der einachsige Diatensor ist hier
dadurch charakterisiert, daf} als einer seiner Faktoren der ellip-
tische Versor auftritt.

Im iibrigen ergibt sich auf Grund der dyadischen Formen
dieselbe Einteilung der moglichen Raumtransformationen, welche
in § 88 gegeben wurde.
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Anmerkung. Die bei Gibbs-Wilson gegebene Einteilung stitzt sich
ausschlieBlich auf die Hamilton-Cayleysche Gleichung; da hinter ihr die
groBe Autoritat von Gibbs steht, mag sie hier kurz richtiggestellt werden.

Die Hamilton-Cayleysche Gleichung lautet, vollstaindig homogen ge-
schrieben (vgl. § 60):

P3— 8 P2I+ 8y, P12 — Sy 13 = 0.
Es seien nun p, ¢,7 irgend drei Betrige, dann sind folgende Fille méglich.

Hauptfall I. Die Gleichung hat drei reelle Wurzeln, von denen wir
zunschst voraussetzen, daf sie alle von I verschieden sind. Sie kann dann
folgende Formen haben:

Unterfall a):

(P—pD(P—qI)(P—rI)=0.

Dehnung nach drei verschiedenen Richtungen; stehen dieselben senk-
recht aufeinander, so ist eine reine Deformation gegeben.

Unterfall b):

(P—pI)(P—qI)* = 0.

Diatensor mit zwei gleichen Achsen; ersetzbar durch Tensor und Schie-
bung. Stehen die Achsen aufeinander senkrecht, so ist wieder eine reine
Deformation gegeben, deren Ellipsoide Rotationskérper sind.

Unterfall ¢):

(P—pI) = 0.

Reine Deformation, wobei der deformierte Raum dem urspriinglich ge-
gegebenen dhnlich ist.

Hauptfall II. Die Gleichung hat nur eine reelle Losung:

(P—pD(P2—2qcospPI+q¢%1%) = 0.

Dehnung nach einer Richtung, kombiniert mit elliptischer Drehung,
deren Ebene senkrecht auf der Dehnungsrichtung steht, und im allgemeinen
mit einer Schiebung.

Spezialfille ergeben sich dadurch, daf im Einzelfalle I als Losung auf-
treten kann.

Zu Hauptfall I

Spezialfall 1: (P—D(P—qI)(P—rI) = 0.

Spezialfall 2: (P—12(P—rI) = 0.

Im ersten Fall ergibt sich, soweit nur die Hamilton-Cayleysche Glei-
chung in Betracht kommt, die Dehnung nach zwei Richtungen, im zweiten
diejenige nach einer Richtung.

Spezialisiert man nun noch weiter, indem man im Spezialfall 2 auch r
zu Eins werden 1a6t, so tritt die Insuffizienz der Hamilton-Cayleyschen
Gleichung deutlich hervor. Der Spezialfall 2 umfaft namlich sowohl den
mit einem Tensor kombinierten Schieber

1 b ¢
T=<:{0 1 0
0 r,
wie den Tensor
1 0 O
T=Z{0 1 0
0O 0 r.
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Setzt man nun # = 1, so erhilt man aus dem Spezialfall 2:
(P —1)3 =0,
d. h. man erhilt nur den Einheitstensor, wihrend der Schieber nicht zum

Ausdruck kommt. Man muB also auch hier auf die diskriminierende Form
des Diatensors zuriickgreifen, und dann erhilt man die Ergebnisse von § 58.

Drittes Kapitel: Hinweise auf Begriffserweiterungen.

83. Pseudoskalare Diatensoren.

Die Vektoren teilen sich bekanntlich in polare (Typus Ver-
schiebung), die ihr Vorzeichen wechseln, wenn man die Richtung
der drei Koordinatenachsen umkehrt, und axiale (Typus Drehung
bzw. eine durch Umlauf eines Punktes beschriebene Fliche), deren
Vorzeichen durch Umkehrung der Koordinatenachsen nicht ge-
andert wird.

Bisher wurde vorausgesetzt, daff die Glieder der betrachteten
Diatensoren reine Skalare seien, deren Vorzeichen von der Lage
irgend eines Koordinatensystems unabhingig sind. Solange dies
der Fall ist, andert die Multiplikation eines Vektors » mit dem
Diatensor @ offenbar den Charakter von v nicht; ein polares v
bleibt polar, ein axiales bleibt axial.

Man kann nun, ohne im iibrigen an den bisherigen Ent-
wickelungen etwas Wesentliches zu #ndern, diese Voraussetzung
dahin erweitern, daB die Diatensorglieder auch pseudoskalar sein
diirfen, d. h. daB zwar fiir sie keine Richtung in Betracht kommt,
daB sie aber bei Umkehrung des Koordinatensystems ihr Vor-
zeichen #ndern. Multipliziert man dann einen polaren Vektor
mit einem Diatensor @, so erhilt das Diatensorvektorprodukt @
offenbar die Eigenschaft, daB sein Vorzeichen sich nicht mehr
andert, wenn die Koordinatenachsen umgekehrt werden; @ macht
aus dem polaren Vektor einen axialen. Offenbar wird entsprechend
durch Multiplikation mit @ aus dem axialen Vektor ein polarer.

Es ist zu beachten, daB das letztere nur gilt, wenn das axiale v
direkt mit dem pseudoskalaren Diatensor @ multipliziert wird.
Sind dagegen in einem Raum polare Vektoren v und axiale vek-
torielle Kombinationen u dieser Vektoren gegeben, und transfor-
miert man den ganzen Raum mit dem pseudoskalaren Tensor @,
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so tritt der in § 38 aufgestellte Satz in Geltung: Wahrend die v
mit @ multipliziert werden, also ihren Charakter dndern und
axial werden, multiplizieren sich die # mit @,; @, besteht aber
aus lauter paarigen Gliedern, wie f,,%,, usw., d. h. @, ist rein
skalar, auch wenn @ pseudoskalar ist; die Vektoren u wechseln
demnach bei der Transformation ihren Charakter nicht.

84. Jaumanns rotorische Dyaden.

Analog den fiir die skalare Dyade %U;a gegebenen Definitions-
gleichungen
(Asa)v = A(av), »(Usn) = (Wa . . . .(D)
hat Jaumann eine Dyade definiert, die er ,rotorische“ Dyade
nennt, und die, wenn sie aus den beiden Vektoren ¥ und a zu-
sammengesetzt wird, zu bezeichnen ist durch € a. Dieselbe wird
definiert durch die Gleichungen

@xa)y = [A[av]], v@xe)=[PpUAe] . . . (2
wo die eckigen Klammern in bekannter Weise das vektorielle
Produkt aus den eingeschlossenen Vektoren bezeichnen. Da das
vektorielle Produkt dieselben additiven und distributiven Eigen-
schaften hat wie das skalare, leuchtet ein, dafl die rotorische
Dyade die gleichen additiven Eigenschaften besitzt wie die skalare.
Mau kann also analog, wie das bei skalaren Dyaden geschieht,
ein ,rotorisches Dyadentripel“ bilden.

Es ist nun nach einem bekannten Satz der Vektorentheorie

[X[av]]=a@@v)—v(Aa),. . . . . .. (3)

xa)y = (a;A)o—(An)y = Aja) v — Aa)v. . . (4)
Setzt man nun ein rotorisches Dyadentripel £ aus drei Dyaden
Asxa, Bxb und Cxc zusammen, so dafh
Q==Wxa+Bxb{Cxe, . ... ... (5)
und multipliziert es nach Gleichung (4) mit einem' Vektor v, so
erhilt man
Ly = W;a+B;0+C;c)v—NAa+ B+ Cc)v. . . (6)
Setzt man also A;a+ B;b + €;¢c = P, so lautet die vor-
stehende Gleichung:

also

Qy=@v— 8y, . .. ...... )
wo S; wie bisher den ersten Skalar von @ bezeichnet.
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Das Produkt — S;» kann man aber als Tensorvektorprodukt

S 0 o0
—20 5 0.
0 0 8

darstellen und kann es in dieser Gestalt zu dem Diatensorvektor-
produkt @.v addieren. So erhilt man

S 0 0
Ry = <LDC—— 0 S, 0 |y, - (8)
lo o s
also
ISI 0 0
R=0¢,—: 0 S 0 .« . ... 9
l 0 0 S;.

Ist demnach das skalare Dyadentripel @ in Nonionform oder
in enneadischer Form dargestellt durch

tow  loy  tos
Wa+B;04+Cie =8 ty . - - - -(10)
[P P PPN
so 1aBt sich das entsprechende rotorische Dyadentripel £ dar-
stellen durch

_(tyy+tzz) tyx tzx
Woxa + Bxh+ Exe = ey —(tiotten) by (11)
tavz tyz - (txx + ty y)-

Angesichts dieser restlosen Reduktion auf einen skalaren
Diatensor scheint dem rotorischen Dyadentripel keine besondere
Bedeutung fiir die Raumtransformation zuzukommen. Sein Wert
mul} sich ausweisen, wenn es sich um die Frage handelt, ob eine
physikalische Eigenschaft bzw. Vektorenkombination sich einfacher
und naturgemifler durch skalare oder durch rotorische Diaten-
soren darstellen 146t.

Budde, Tensoren u. Dyaden. 11



Anhang.

Analytische Behandlung der einfachen Schiebun

A. Einfiihrung.

Die Diatensoren sind — von anderen Verwendungen abgesehen — das
naturgemife Mittel zur analytischen Behandlung der deformativen Be-
wegungen. Als Beispiel mogen hier einige Hauptsitze itber die Kinematik
der einfachen Schiebung behandelt werden. Man vergleiche dazu Thomson
und Tait (als T. & T. zitiert), Theoretische Physik, §171 ff.

Vorab sei bemerkt, daB im folgenden alle zu multiplizierenden Vek-
toren v als Postfaktoren gedacht sind.

Ersetzt man im Einheitstensor eines der Seitenglieder durch eine
endliche Zahl a, so hat man einen einfachen Schieber. Der ,Schiebungs-
parameter® @ kann an jeder Stelle stehen, wo im Einheitstensor eine Null
steht; wie bereits bemerkt, bestimmt die Zeile, in welcher er sich befindet,
die Richtung der Schiebung, die Kolonne bestimmt, welche Ebene in Ruhe

bleibt.
‘Wir legen ihn in die erste Zeile und dritte Kolonne, schreiben also

1 0 a
={0 1 0 =I4aizt......... (1)
0 0 1

a mul} eine reine Zahl sein, da der Schieber sonst nicht homogen wire;
demgemsB erscheinen die Schiebungsparameter in § 57 usw. stets als
Quotienten zweier Grofen von gleicher Dimension. Wir setzen ferner fest,
daB @ positiv sein soll; ist a negativ, so kehrt sich einfach die Richtung
der Schiebung um, ohne daf im ibrigen an den geometrischen Verhiltnissen
etwas geéndert wird. Die Schiebung sei auf einen Transformationsmittel-
punkt O und ein durch ihn gelegtes Koordinatensystem der x, 'y, # bezogen,
in welchem letzteren der Schieber die Gestalt (1) habe.

Ist v ein von O aus gezogener Fahrstrahl und w das Produkt =v, so ist

W= (vx—{—avz)i—f—vyi—{-—vzf .......... 2)

Der Endpunkt von v wird also in der x-Richtung um das afache
seines Abstandes von der xy-Ebene verschoben. Die xy-Ebene bleibt
danach in Ruhe, sie ist die ,Nullebene“ (T.& T.) der Schiebung; jede mit
ihr parallele Ebene wird in sich selbst in der x-Richtung um den Betrag an,

verschoben. In der xz-Ebene erleidet jede mit der x- Achse parallele Gerade
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die entsprechende Verschiebung. Die z-Achse und mit ihr die yz-Ebene
wird um den Winkel arctg a geneigt. Jede ihr parallele Ebene desgleichen.

a bedeutet den Betrag der Schiebung fiir den Abstand Eins und heifit
nach T. & T. die GréB8e der Schiebung.

B. Das Deformationsellipsoid.

Das Deformationsellipsoid ist zu ermitteln. Da der in die y-Achse
fallende Radius der Einheitskugel unverindert bleibt, geniigt es offenbar,
den Schnitt des Ellipsoids mit der ¢x-Ebene zu untersuchen. In ihr bilden
die Endpunkte der Einheitsvektoren einen Kreis, der die Gleichung erfillt:

vl el =1L . ... ... ..., 3)
Nach der Schiebung ist
w, = v,+av,, w, = v,, Uy = Wy — AW,
also wird aus (3)
w2+ 1A+ a)w?—2aww, =1 . . ... ... )

Wir fihren nun ein neues Koordinatensystem der &, { ein, dessen
£-Achse mit «# den Winkel ¢ macht. Es ist dann

Wy, = W5 €08 § — Wy Sin @,
w, = wgsin ¢+ w; cos ¢.}
Damit wird (4)

w; (14 a?sin? 9 —2acos g sin w)—{—wc2 (14 a2cos? ¢ -+ 2 acos @ sin ¢)1(6)

+w§w§(2a2cos¢sin¢—2a(cosﬁ<p—sin2<p)) = 1. |
Soll also eine Hauptachse der Deformationsellipse in & fallen, so ist ihre
Lage bestimmt durch die Bedingung
2 a2 cos ¢ sin ¢ = 2a (cos? g — sin? @),

2
tang 2 ¢ = LI G
Die Konstruktion von ¢ liegt danach auf der Hand. Fir a = 0 wird
g = %, fir a = oo -wird @ = 0, dabei ist g% stets negativ, der Winkel ¢

liegt also stets zwischen 0 und 45°.

Aus (7) folgt
1 a 1
0 — L 2 2
sty =g +3 Va2+4’
1

1
sin2gp — —— ey 1 v o000 (8)

. 1
cos psin g = VW‘I
Die Vorzeichen sind dadurch bestimmt, da$ nach Gleichung (7) cos g > sin @
und beide > 0 sein miissen. Damit wird Gleichung (6)

N «? I
w§2<1—[—%2—%Va2+4)+w;2<1+—2——|—%1/a2+4):1. .0
11
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Die Koeffizienten von w; und wg haben die leicht zu verifizierende
Eigenschaft, daf ibr Produkt — 1 ist. AuBerdem sind sie genaue Quadrate,
so daB die vorstehende Gleichung geschrieben werden kann

2
+ =
o A S

Hier sind die Vorzeichen dadurch bestimmt, daB die Halbachsen Absolut-
werte, also >0 sind.

Die grofie Halbachse der Ellipse ist bei T. & T. mit « bezeichnet. Die

kleinere ist dann % Offenbar ist u——(IT =— a, also kann die Grofe der

1L ....(10)

Schiebung auch durch a-—% angegeben werden.

T. & T. haben fir die beiden Hauptachsen der Ellipse den Namen
psHauptachsen der Schiebung® eingefilhrt. « ist der Koeffizient der

maximalen Elongation, —“1— derjenige der stirksten Verkiirzung. Die Einheit,

also die dritte Achse, welche in die Achse der y, 5 fillt, ist die mittlere
Proportionale zwischen beiden.

C. Die Drehungsbetriige der einzelnen Vektoren.

Irgend ein Vektor v in der xz-Ebene hat anfinglich die Komponenten
v, i und v,¥; nach der Schiebung sind dieselben (v, + av,)i und v,% Vorher

v v
macht er mit den Achsen der # und der z die Kosinus % und 7’, nachher

v, +av,

v
2z . . .
und w0’ also wird er gedreht um einen Winkel w, wenn

v2+av,v, + 0,2

COSW == ——————————————————— s ¢ ¢ s+ e e 1)
VW
Hieraus berechnet sich leicht
av?
SN w — W Y (12)

Die Drehung erfolgt in positiver Richtung von # nach z hin; dadurch
ist das Vorzeichen von sin w begriindet.

In den vorstehenden Formeln sind die Drehungswinkel durch die
Komponenten der Anfangslage ausgedriickt. Will man sie durch die Kom-
ponenten der Endlage ausdriicken, so hat man w, und w, statt »_ und v,
einzufiihren. Mit v, = w, —aw, und v, = w, erhélt man

CoOS w — AR S Ld ,
v 13
. aw? 3
sinw = .
vw

Es ist von Interesse, die Drehung desjenigen Vektors v, festzustellen,
der nach der Schiebung die grofe Achse der Ellipse bildet. Zu dem Ende
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transformiere man die Gleichung (13) mit (5) auf das System der &, 7, L.
Man erhilt

VW COS w = w;(l~—-acos @ sin ¢)+w§2(1—|—acostpsm @)
— awg w(cos? g — sin? @),
VW SN W = a(w;‘ sin? ¢ 4+ wf cos? p + 2 wg g cos ¢ sin ¢).

Fir die grofie Achse der Ellipse wird w. = 0, also, wenn der be-
treffende Winkel mit w, bezeichnet wird,

tang o, — VS P
g @e = 1—acosgpsing’

und wenn man hierin die Werte der Winkelfunktionen aus Gleichung (8)
einsetzt, erhilt man

1_£V1

2

2 2 a;{—4 g_ 14)
l—aV——a2+4

Aus dem Vergleich mit Gleichung (7) ergibt sich

tang w,=

tang v, = cot 2 @, w=——2¢. ... ... (15)

Fig.3 gibt eine Vorstellung davon, wie die Ellipse durch die Schiebung
der Kreispunkte zustande kommt, und zugleich durch die Lage der Winkel ¢

Fig. 3.
5

We

und w, die einfache Konstruktion fiir die Gréfe von w, Punkt 1 liegt
nach der Schiebung im Endpunkt 2 der grolen Achse der Ellipse.

Den Radius 01 der Fig. 3 wollen wir den ,bevorzugten Radius“
nennen. Er liegt symmetrisch zu 0 in bezug auf die Halbierungslinie des
Winkels x0z.

Zwei Radien der Einheitskugel bleiben an GroBe unverdndert; sind
und v, ihre Komponenten, so ist die Bedingung dafiir offenbar

2 2 2
(v,+av)2+v, =v, +v,.

,Ux
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Die Gleichung liefert erstens die Losung v, = 0, d. h. einer der unverénder-
lichen Radien fillt in die x-Achse, wie es sein mufl. Die zweite Losung ist

Y 2

Ux a

Nach der Schiebung wird daraus

wz vz 2

w, Uyt av, a

In der Anfangslage steht der betrachtete Radius also senkrecht auf

einer Geraden, welche mit der Achse der x den Winkel arc tg% oder w,

macht. In der Endlage macht er mit der Achse der x den Winkel 2 ¢, und
mit der z-Achse den Winkel w,, d.h. er liegt, wie es sein muB, symmetrisch
zur x-Achse in bezug auf die grofe Achse 0§ Hier ist er der Radius 03
der Fig.3. Die beiden unverinderlichen Radien und die Parallelen zu ihnen
in der xz-Ebene sind die Spuren der Kreisschnitte des Deformationsellipsoids
in der xz-Ebene. Alle mit ihnen parallelen Vektoren teilen die Eigenschaft,
dafl ihre Betrige durch die betrachtete einfache Schiebung nicht geindert
werden.

D. Transformation des Schiebers.

Die Fig.8 laBt deutlich erkennen, dal die seitliche Operation der
Schiebung, wie es §56 verlangt, ersetzt werden kann durch eine Drehung
und eine reine Deformation: Man drehe die ganze Einheitskugel um die
Achse der y und um einen solchen Betrag w,, dafl der bevorzugte Radius 01
in die Richtung 02 wandert, und bringe dann eine reine Deformation an,

welche in der Richtung 02 den Konstituenten «, senkrecht dazu % besitzt.

Dieses Ergebnis 148t sich nun durch rein tensorielle Erwigungen recht
einfach erhalten. Transformiert man = auf ein belicbiges rechtwinkliges
Koordinatensystem der &, 7, { nach dem Winkelschema und den Gleichungen
des §18, so sind die Produkte 4, ¢,,+ 4 %,,+ 43¢, usw., welche in den
dortigen Gleichungen auftreten, der Reihe nach:

Mtadg, Ay, A,
urtaug, uy, U,
vitavy, vy, v

Der transformierte Schieber stellt sich also im System der &, #, { dar als

das Produkt
ol A Mtaly ptapg vitar
=1 Y My - L Mg &) ... (16)
i vy 3 A3 Us V3.
Fassen wir den vorangehenden Versor als Reprisentanten einer Drehung
vom Winkelbetrage w um die Achse der y auf, so wird
M=vy=cosw, ug=1, 3= —vyv;=stnw, =y = ug=vry,=0.
Und wenn man nun diese Werte auch in den zweiten Faktor von Gleichung (16)
einsetzt, erhalt man
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[ cos ® 0 sinw (cosw-tasinoe 0 —sinw-+acosw
X = 0 1 0 0 1 0 a7
—snw 0  cosw s w 0 €08 w.

Der zweite Faktor wird ein Tensor, wenn

—stnow-+tacosw = sinw,

tang 0 = %, ......... ..+ (18)
also wenn © = o, ist. Man hat dann
4 . a?
2 ) — 9y —
cos w_'a2—}—4’ sin w_u2+4, ...... (19)

und der Tensor nimmt die vereinfachte Form an

212
la + cos w 0 Sin w
T —

2
= 0 1 o ... (20)
] sin w 0 cos w.

Die Zerlegung von 2 in Tensor und Versor ist damit ausgefiithrt. Die
drei Skalare von T sind unter Beriicksichtigung der Gleichung (19):

2 -
S = a +4cosw+1 = 14 Va2 + 4,

2
2 2
Sy = ;_4cosw+a—g_—2c'os2w—sin2w
2.1 4 2 -
:a;l- cosw—l—a j4cos2w—1:1/a‘l+4+l,
2 2
S; = ¢ ;—2cos2¢u-—sin2w = %——éco#w—l = 1.

Damit wird die Hamiltonsche Gleichung von 7

te —(1+ Ve + 9 &'+ (i + 4+ Dt —1 =0,

und nach Division mit e — 1

te — Va2 + 4t = —1,

te :%Va2+4i]/“2j4—1 :i%+%1/¢¢2+4 CL @)

in Ubereinstimmung mit Gleichung (10).

also

E. Kombination von Schiebung mit Riickwirtsdrehung.

Nach dem Obigen wird irgend ein Vektor v durch die Schiebung um
den Winkel w gedreht. Man kann diese Drehung rickgéngig machen, indem
man den Schieber mit einem distalen Versor multipliziert, der um den
Winkel — w dreht. Die Gesamtoperation von Schiebung und Rickwarts-
drehung wird also ausgedriickt durch das Produkt
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cosw 0 —sinowfl 0 a cosw 0 acosw—sinw
Xz = 0 1 0 01 0= 0 1 0 (22)
sinw 0 cosw (0O 0 1 stnw 0 asino-4 coso.

Im allgemeinen liefert also die Kombination von Schiebung und nach-
folgender Riickwértsdrehung eines beliebig ausgewihlten Vektors einen Dia-
tensor. Derselbe wird zum Tensor, wenn

acosw—sinw = 8in w,
=2 = 23
t(mgw.—j, W= W, . ... (23)

Es ergibt sich sonach: Wendet man die Schiebung und Riickwirts-
drehung auf einen beliebigen Radius der Einheitskugel an, so erhilt man
im allgemeinen nicht eine reine Deformation, sondern eine Deformation mit
Drehung; eine reine Deformation erfolgt dann und nur dann, wenn man die
Riickwértsdrehung so ausfithrt, daf der bevorzugte Radius in seine urspriing-
liche Lage zuriickkehrt. Der Hergang ist auch geometrisch leicht zu iiber-
sehen: Der bevorzugte Radius wird durch die Schiebung zur groBen Halb-
achse des Deformationsellipsoids, und wenn man nun diese in die bevorzugte
Richtung zuriickdreht, so dreht sich das ganze Ellipsoid mit und es bleibt
die reine Deformation, deren groBe Achse in die bevorzugte Doppel-
richtung fallt,

Durch vollstindige Elimination von w ergibt sich fiir diesen Fall

20 _-—=% (104 2o ¢
Va2 + 4 Va2 + 4 Va2 + 4 Va2 + 4
(x3), = 0 1 0 {01 0= 0 1 0 (24)
a 0 2 0 0 a 0 a2+ 2 .
Va2 44 Va2 44 ! Va2 + 4 Va2 4 4

Dieser Tensor hat noch eine bemerkenswerte Eigenschaft. Erhebt man ihn
ins Quadrat, so erhilt man

1 0 a
xz2=1{0 1 0
a 0 14 a2
Hier ist die rechte Seite das genaue Produkt zweier einfachen Schieber
(Reihenfolge nicht verwechselbar!).
l 1 0 0 1 0 a
xx2={0 1 0-J0 1 0-...... (25)
1a o 1 (o o 1,
Das heilit: Erteilt man einem Ko6rper erst eine einfache Schiebung in der
x-Richtung, parallel zur xz-Ebene, und dann eine zweite einfache Schiebung

von gleicher Grofle in der z-Richtung, parallel der yz-Ebene, so ist das
Ergebnis eine reine Deformation mit den Elongationskoeffizienten «2 und

alz, deren groBe Achse in die Doppelrichtung des bevorzugten Radius des

proximalen Schiebers fillt.
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F. Kombination von Schieber und Tensor,

Im vorigen wurde gezeigt, daf die Kombination von Schiebung und
Versor einen Tensor liefern kann; es ist die Frage aufzuwerfen, ob um-
gekehrt die Kombination von Schiebung und Tensor einen Versor liefern
kann. Dabei ist offenbar vorauszusehen, daf die einfachsten Ergebnisse
erhalten werden, wenn zwei Hauptachsen des Tensors in die xz-Ebene
fallen. Wir beschrinken uns auf diesen Fall und wihlen einen Tensor von

p 0 s
der Gestalt {0 1 0. Steht zunichst = als Prafaktor, so wird
s 0 r
1 0 « (p 0 s p+as 0 s+tar
0o 1 0 01 0 = 0 1 0
0 0 1 s 0 7 s 0 .
Soll das Produkt ein Versor sein, so miissen die Bedingungen erfiillt sein:
ptas=r, —~8s=s4anr, 2452 = 1.
Diese liefern
p=212 P— 2 g —_—4
|/a2+4’ Va2+4’ Va2+4’
also das Ergebnis:
2 -
10a [2EZ 4 2 o %
Va2 4 4 Va2 4+ 4 Va2 + 4 Va2 + 4
010. 0 1 0 = 0 1 0 (26)
00 1 _—* 2 il _2 .
Va2 4 4 Va2 44 Va2 + 4 Va2 + 4
Steht = als Postfaktor, so findet sich auf démselben Wege:
2 —a 10a 2 4
Va2 + 4 Va2 4 4 Va2 4 4 Va2 4 4
0 0 010 = 0 0 (27
—a 2+ a? 00 1 —a 2
Va2 + 4 Va2 + 4 Va2 + 4 Va2 + 4

Nennen wir den Tensor auf der linken Seite von (26) kurz Ty den
von (27) T, so.ergibt sich: Man kann einen Versor sowohl aus proximalem
Schieher und distalem Tensor, wie aus proximalem Tensor und distalem
Schieber zusammensetzen. Wahlt man den Tensor so, dall eine seiner Achsen
mit dem Wert 1 in di¢ y-Richtung fallt, so ist das in jedem der beiden
Fille nur auf eine Art moglich. Das Ergebnis der Operation ist in beiden

Fallen dasselbe, eine Drehung um den Winkel w = arc ty% von z nach x

hin; das ist derselbe Drehungswinkel, den die bevorzugte Richtung bei der
Schiebung erleidet. Der Tensor ist verschieden zu wéhlen, je nachdem die
Schiebung zeitlich vorangeht oder nachfolgt. 7, hat in der ersten Zeile und
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Kolonne dieselben Glieder wie T in der letzten und umgekehrt, d. h. in den
beiden in Frage kommenden Tensoren sind die Beziehungen zur x- und zur
z-Richtung miteinander vertauscht; ihre grofen Achsen liegen symmetrisch
zu der Geraden, welche den Winkel zwischen der x- und der z-Achse
halbiert. Thre Hamiltonsche Gleichung ist in beiden Fillen

te —(+ Ve F 98+ 2V 4t —Vai 4 =0

mit den Ldsungen

a1 1 a 1 vy
tszl, t5=—?+w2—|(a2+ 2;, t5=—2—+~2—}/a2+4:a. (28)
Das Deformationsellipsoid fir 7, und 7, hat also in beiden Fillen die Form

des Deformationsellipsoides, welche dem Schieber zukommt, aber offenbar
mit reziproken Achsenwerten: Geht die Schiebung zeitlich voran, so dreht
sie den bevorzugten Radius (vgl. Fig. 3) in die Richtung der £ und verlingert

ihn im Verhéltnis «:1; der Tensor T fillt mit dem Achsenwert % in die

Richtung der &, hebt also die Verlingerung auf, und es bleibt die reine
Drehung um . Geht die reine Deformation voran, so fillt ihre grofie Achse
in die Richtung 0%, der Fig.3, welche mit der Achse der z den Winkel ¢
macht, also in die bevorzugte Richtung; die Schiebung verkiirzt diese im

Verhaltnis % :1 und dreht zugleich den Koérper um den Winkel w; da

0w = %——2 @, fallt der bevorzugte Radius 0% npach der Operation in 0&,

G. Kombination von Schieber und Schieber.

Um einen kurzen Ausdruck zu haben, wollen wir die Form (auch wenn
sie enneadisch gefalit ist)
o Z=I4am;n . ... (29)
(m=1{jodert, nw—=14joder¥, mtn)

die typische Form des Schiebers nennen. Wir betrachten zwei einfache
Schieber, die in dem gleichen Koordinatensystem die typische Form haben,
deren Schiebungen also gleichgerichtet sind oder senkrecht aufeinander stehen
Multipliziert man zwei derselben, = = I4+am;n und 2 = I+ by;q
miteinander, so erhilt man

23 =I14+am;nt+bdp;q+abm;n)p;q). . .. .. (30)
Hiernach zerfallen die Produkte zunichst formal in zwei Klassen:
1. Solche, fiir welche n=f p ist; bei ihnen ist der Faktor (m;n) (p;q) =0,

die Multiplikation wird also vollzogen, indem man einfach die entsprechenden
Seitenglieder der enneadischen Form addiert, z. B.:

{1 0 a (1 0¥ 11 0 atd
01 0-90 1 0 =240 1 0
0 0 1 10 0 1 lo o 1,
1 0 a (1L 0 0 1 0 a
{o 1 0-{b 0 1 = {b 1 0
o o 1 lo o 1 0 0 1.
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Die Reihenfolge der Faktoren ist gleichgiiltig.
Aus der ersten dieser Gleichungen folgt nebenbei, wenn 7 ein Ex-
ponent ist:
T4+aem;w)* =1+nam;n. . . . . ... .. (31)

2. Ist in Gleichung (80) n = p, so ist (m;n)(n;q) = m;q. Das
Produkt @b tritt also in dem Produkt der beiden Schieber auf, wenn bei
enneadischer Form die den Parameter enthaltende Zeile des zwelten Schiebers
dieselbe Ordnungszahl hat wie die Parameterkolonne des ersten. Wir kénnen
immer annehmen, fiir 3, sei die Achse der z in die Richtung der Schiebung
und die Achse der y in die Nullebene gelegt, so dal 3; die Form hat:

1 0 a
35 =40 1 0
o 0 1.

In 3 %, tritt dann ab auf, wenn b in der dritten Zeile steht Es sind
aber hier noch die beiden Fille méglich:

1 0 O 1 0 O
a) 3, =70 1 0 und b) 53 =40 1 0
0 b 1 b 0 1.

Im Fall a) ergibt sich

1 ab a
22 = 0 1 O « - « v e (32)
0o b 1.

Dies ist nach § 58 ein komplizierter Schieber, und zwar in der diskrimi-
nierenden Form,

Im Fall b) dagegen kommt

14+ab 0 a
22y = 0 1 O « « « « = v v ... (33)

b 0 1.

Hier steht rechts ein Diatensor (ist ¥ — @, so haben wir den in
Gleichung (25) bereits behandelten Fall vor uns). 3, schiebt in der z-Rich-
tung, und seine Nullebene ist die xy-Ebene. 3, schiebt in der z-Richtung,
und seine Nullebene ist die yz-Ebene. Also: Das Produkt zweier Schie-
bungen ist eine allgemeine Deformation, wenn ihre Richtungen aufeinander
senkrecht stehen und wenn ihre Nullebenen sich in einer Geraden schneiden,
die auf beiden Schiebungsrichtungen senkrecht steht. Die Deformation ist
rein, wenn beide Schiebungen gleiche Griofe haben.

Im anderen Fall 136t sich der Diatensor (33) Ieicht in eine Drehung

1+ 2’

achsen der proximal gedachten Deformation in die Koordinatenachsen.
Ferner ist fir ihn S; = 83+ ab, Sy; = 8+ ab, S3= 1, und damit
wird seine Hamiltonsche Gleichung

(t:—1) {t52—(2+a,b)t5+1} =

und eine reine Deformation zerlegen. Falls b = fallen die Haupt-
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Sie liefert also, wie es der Anschauung entspricht, in der zz-Ebene zwei
reelle Achsen.

Nach allem Vorstehenden teilen sich die Kombinationen zweier Schie-
bungen sachlich in drei Klassen:

1. Die Kombination (I 4 am;n) (I} bn;m) (die Parameter haben in
der enneadischen Form symmetrische Stellung gegen die Diagonale) liefert
den zuletzt beschriebenen Diatensor.

2. Die Kombination (I +am;#) (I 4bp;n) (in enneadischer Form
stehen die beiden Parameter in derselben Kolonne) liefert einen einfachen
Schieber.

3. Alle iibrigen Kombinationen liefern komplizierte Schieber.



Zweiter Teil.
Additivdiatensoren, Derivative Beziehungen;

Entwicklung des Tensorbegriffes aus

Zerlegungs- und Transformationseigenschaften;

Selbstéindige Tensoren und Diatensoren.



Erster Abschnitt.

Fortsetzung der Untersuchungen
tiber den als symbolischen Faktor gedachten
Diatensor.

Erstes Kapitel: Additive Diatensoren.

85. Die Spezies der Diatensoren.

Schon in § 9 wurde auf die Existenz von multiplikativen
und additiven Tensoren hingewiesen. Wir dehnen die Unter-
scheidung auf Diatensoren aus und benutzen fiir die Bezeichnung
der Kategorien, da andere passende Ausdriicke schon vergriffen
sind, das Wort ,Spezies®.

Wird eine Lénge 7, gedehnt, bis sie zur Linge I, geworden
ist, so kann man diese Operation auf zwei einfache Arten be-

schreiben: Erstens, man gibt das Verhiltnis %2 an; zweitens, man
1
gibt die Differenz I, —1, oder den prozentischen Zusatz lzvl_j
1

an. Das erste Verfahren wird man als multiplikative, das zweite
als additive Beschreibung zu bezeichnen haben. Entsprechend
kann man, wenn ein Vektor B eine homogene lineare Vektor-
funktion von U ist, die Beziehung zwischen beiden auf zweierlei
Weise ausdriicken :

Erstens:
txa: txy tacz
8= ="t, t,, t,.-% . ..... Q)
tzx tzy tzz
zweltens:
Pzz  Pxy Pzz
B=UA+TPUA=N+ pys Pyy Py A . . . .. (2)

pzac pzy pZZ
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Sowohl & wie @ ist ein Diatensor; wir haben demnach zwei
Spezies von Diatensoren zu unterscheiden, den Verhiltnis-
diatensor oder multiplikativen Diatensor @ und den
Zusatzdiatensor oder additiven Diatensor %. Daraus, dall
N = TUA+ A ist, ergibt sich sofort

S=TFL+L ..........0)

Der Verhiltnisdiatensor ist also immer um einen Einheits-
tensor groBer als der Zusatzdiatensor, welcher dieselbe Operation
darstellt. Folglich sind die Seitenglieder der beiden gleich, aber die
Diagonalglieder des Verhéltnisdiatensors sind immer um 1 grofer
als diejenigen des Zusatzdiatensors. Man kann also, wenn ¥
durch die Gleichung (2) bestimmt ist, jederzeit schreiben:

14 Pes  Poy Pz
D = Pyz  ltpyy Py oo o (4)
Pex Psy 1+ DPea.

Offenbar ist @ symmetrisch, wenn @ diese Eigenschaft hat
und umgekehrt. Handelt es sich also um Tensoren und wird fiir
diesen Fall @ mit T und % mit II bezeichnet, so gilt die
Gleichung T =— II+ L

Wenn ein und dieselbe geometrische Operation durch zwei
verschiedene analytische Darstellungen beschrieben werden kann,
so wollen wir diese letzteren ,korrespondierend* nennen und
die Korrespondenz andeuten durch das Zeichen ~. Der Inhalt
des Vorstehenden lift sich damit zusammenfassen in den Satz:
Wenn @ ~ ¥ ist, so ist = ¥+ I. Die bisherige Bedeutung
des Zeichens = bleibt dabei offenbar erhalten.

Anmerkung. Man kénnte das Verfahren, durch welches p, . aus
t,, usw. gebildet wird, offenbar fortsetzen und p,, = g,,+ 1 usw. setzen.
Bei dieser Fortsetzung wire indessen zurzeit nicht viel zu gewinnen. Die
beiden hier hervorgehobenen Spezies prisentieren sich aber als die natiir-
lichsten Beschreibungsweisen der an 9 hervorgebrachten Anderung, und dem-
entsprechend prisentieren sich auch die spéter zu erwihnenden selbstindigen
oder angeblich selbstandigen Tensoren und Diatensoren von selbst in den-

jenigen Formen, die wir hier multiplikativ und additiv genannt haben. Die
etwas nihere Untersuchung der Additivtensoren ist also angezeigt.

86. Algebra der Additivdiatensoren.

I. Transformation. Da die GroBe I invariant ist, trans-
formiert sich ¥ genau so wie @; leicht mit § 18 und 9 zu veri-
fizieren.
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II. Skalare. Wir bilden fiir % drei Skalare nach derselben
Regel, nach welcher die Skalare fiir Verhéltnistensoren gebildet
werden, und nennen sie S;, Sy, S3. Demgemil ist
81 = Pax + Pyy + P22y
Sa1 == PyyPss + Psz Paw + P Pyy— Dys + P2z + Poy)s (1
S5 = PaazPyyPss + 2 Pys Pew Poy — (PoaPyi + Pyy ol + Paz Doy)-
Schreibt man @ in Form der Gleichung (4) des vorigen Para-
graphen, so sind die drei Skalare von @:

Sl = 3+ Pao + Pyy + Pszs
Sy1 =3+ 2Puc + 2Pyy + 2 Poz + Pyy Pz + Pz Poz + Doz Pyy
'—(I’y?: +pz£ +px2u)a
S; =14 Puz -+ Dyy + ez + Pyy oz + PezPox + PoaPyy
+ PowPyyPzz + 2Py Pox Poy
— (Dy? +P:i + Pay) — (Poz Dyl + PyyPsd + DasDay):
Der Vergleich ergibt:
S, =s+3, 1
8212321+231+3’ e e e (3)
Sy = 85481+ + 1-J

S1, Sa, Sz sind offenbar invariant.

III. Betrige der Achsen. Nach Satz I kann man & so
transformieren, dall seine Seitenglieder zu Null werden, dal es
also auf seine Achsen Po D,y D: bezogen wird. Die Beziehung
zwischen @ und ¥ ist offenbar invariant, also folgen fiir diesen
Fall die Gleichungen:

te=p:+1, t,=p,+1, t=p+1 ... (4

Diese Gleichungen zusamt der Gleichung @ — ¥ 4 I charak-
terisieren die Beziehung zwischen @ und %#. Es folgt aus ihnen
unter anderem: Wird eine Achse des Verhiltnisdiatensors <71, so
wird die entsprechende Achse des korrespondierenden Zusatz-
diatensors < 0. Im Zusatzdiatensor driickt sich also die Ver-
kiirzung als negative Verlingerung aus.

IV. Richtung der Achsen. Geht man mit den Gliedern
von ¥ in die Gleichung (15) des § 19 ein, so erhilt man:

(Pow — D) 041 + Paytis + Pyt = 0,
Pyztts + (Pyy — Pg) % + Pyzots = 0,0 o = - -« ()
Daw 0y + Pay y + (pzz*pg)“s = 0.

Budde, Tensoren u. Dyaden. 12

(2)
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Da nun p,,— P = boa— 1t und gleichzeitig p,, = t., usw,
so sind die Gleichungen (5) identisch mit denjenigen fiir die
Winkel, welche #, t;, t: mit den Koordinatenachsen machen;
d. h. die Achsen von ¥ fallen der Richtung nach mit denjenigen
von @ zusammen. In der Tat sind die Achsen von @ nichts
anderes als die um die Léngeneinheit verlingerten Achsen von &.

V. Die Hamiltonsche Gleichung. Es ergibt sich un-

mittelbar: Die beiden Hamiltonschen Gleichungen

18 — Byt + Spute— S =0 . . . . .. (6)
und

PE—8pd +Sp—=0 . ... .. (7)
beziehen sich auf korrespondierende Diatensoren, wenn zwischen
den S und den s die Gleichungen (3) bestehen. Dies ist leicht
zu verifizieren: Fiithrt man die Gleichungen (3) in (6) ein und
setzt t, = p; + 1, so erhilt man (7).

VI. Multiplikation mit einem Vektor. Die definierende
Gleichung (2) des § 85 enthélt schon den Satz, daf das Schema
der Multiplikation mit einem Vektor fiir additive Diatensoren
dasselbe ist wie fiir multiplikative.

PU = (plex + Day Ay + paz:zAz)t
+ (Pye 4o+ Pyy Ay 1+ 0y 4.) cee - (8)
+ (Poz Az +Poy Ay +p::.45) £

Natiirlich bedeutet das formale Produkt ¥ geometrisch etwas
wesentlich anderes als @%A. Wird aus einem Vektor 1 — 2
durch die Multiplikation mit @ der Vektor 1 — 3, so ist 2 — 3
der Vektor ¥

VII. Addition. Aus der Linearitit der Gleichung (8) ergibt
sich, daf fiir additive Tensoren dasselbe Additionsgesetz gilt
wie fiir multiplikative. Man addiert sie, indem man ihre ent-
sprechenden Glieder einzeln addiert.

Beziiglich der geometrischen Bedeutung besteht wieder ein dem Vorigen
entsprechender Unterschied, der der Deutlichkeit wegen durchkonstruiert
werden moge.

In Fig.4 sei 12 ein beliebig gegebener Vektor . Es seien ¢ und ¥’
zwei korrespondierende Diatensoren, 4’ und ¥’ desgleichen. Multipliziert
man 9 mit <, so erhélt man irgend einen anderen Vektor 13, multipliziert
man p mit P’, so erhilt man einen dritten Vektor 14, also ist (& -+ <')p
die vektorielle Summe 13414, d. i. die Diagonale 15 des aus 13 und aus
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14 gebildeten Parallelogramms. Stellt man nun die gleiche Operation durch
die Additivtensoren ¥ und ¥’ dar, so ist ¥v gleich dem Vektor 23 und
¥’y gleich dem Vektor 24. Die geometrische Addition dieser beiden Vektoren
ergibt die Diagonale 26 des aus 23 und aus 24 gebildeten Parallelogramms.
Die entsprechenden Konstruktionen fiir
die im Nichstfolgenden behandelten
Operationen bleiben dem Leser iiber-
lassen. Hervorzuheben ist aber noch
folgendes:

Ist

O~ ynd P~ P,
so 1st

D@

=PLP L 2]~ L P L L
Zunichst liegt hierin der Beweis, 1
daf die Strecke 65 der Fig. 4
gleich und parallel 12 ist. Ferner aber ersieht man, daf die
Korrespondenz durch die Addition zerstort wird. Es sei eine
Anzahl von multiplikativen Diatensoren nebst den korrespon-
dierenden Additivdiatensoren gegeben, und es soll, beiderseits
entsprechend, eine Anzahl m derselben zueinander addiert, eine
andere Anzahl » von der Summe abgezogen werden. Die zu
addierenden mogen @,, die zu subtrahierenden @, markiert sein.
Dann ergibt sich, wie leicht zu sehen, aus dem Vorstehenden:

D00+ (m—n—1)L . (9)

VIII. Multiplikation. Aus der Grundbeziehung @ — ¥ | I

folgt, wenn @ und @' zwei Diatensoren,
O = TP L B[ P'ILL

Stellt man die ¥ und @ in enneadischer Form her, so findet
sich leicht, daf diese Gleichung dann und nur dann erfiillt ist,
wenn man fiir additive Diatensoren dasselbe Schema der Multi-
plikation annimmt wie fiir die multiplikativen. Demnach werden
auch die Additivdiatensoren nach dem Schema der Multiplikation
von Determinanten miteinander multipliziert, und es sind dabei
die Zeilen des ersten mit den Kolonnen des zweiten zu kom-
binieren.

Selbstverstindlich gilt auch hier die Bedingung, daf die
beiden Faktoren in dem gleichen Koordinatensystem gegeben
sein miissen.

12%*
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IX. Faktorenzerlegung. Daraus folgt ohne weiteres, dafl
die fiir die Faktorenzerlegung im ersten Teil aufgestellten Sitze
auch fiir Additivdiatensoren gelten und damit auch, soweit es sich
um analytische Darstellungen handelt, die sdmtlichen Sitze der
§8 43 bis 3. Auf die geometrische Bedeutung derselben wird
nach Bedirfnis zuriickzukommen sein.

X. Additive Fundamentalzerlegung. Aus dem Additions-
gesetz folgt, daf % sich wie @ stets additiv in einen sym-

W,

T _
und einen antimetrischen ——

metrischen Teil 5 5 ¢ zerlegen
1aBt. Auch sieht man sofort, dafl
P D+ D,
g ¢ t —L.......Q10
P D — O,
2°: 2(11)

sBel Zerlegung in Tensor und Antitensor werden die Ten-
soren von @ und ¥ korrespondierend, die Antitensoren gleich.“

87. Dyadische Form des additiven Tensors und Diatensors.

Ubertriigt man den auf seine Hauptachsen bezogenen Tensor T
in dyadische Normalform, so erhélt man:

T=tti+45i+668. . . . .. . Q)
und da ¢, = p, + 1 usw,, so ist die Gleichung II — T — I augen-
scheinlich erfiillt, wenn man setzt:

H:pgi;i—}—pni;j—{—p;f;t N )
Handelt es sich um Diatensoren, so sei @ gleichfalls in der
Normalform gegeben:
D =t iV +Lii +6EE ... ... (8)
und dann wird offenbar
P=m+DLi4+W+Dii+@+)EY—L. . (4)
Dieser Ausdruck it sich nicht wesentlich vereinfachen; die
Dyaden sind eben wesentlich multiplikativ gedacht und eignen

sich daher weniger zu einer additiven Darstellung, solange nicht
die Symmetrie zur Vereinfachung beitriigt.
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88. Ellipsoide.

I. Das ,Ellipsoid“ eines Additivtensors. Zu irgend einem
Additivtensor I7 laft sich selbstverstindlich eine Mittelpunkts-
fliche zweiter Ordnung konstruieren, welche der des §38 voll-
stindig analog ist. Sie hat die Gleichung

24 = Pax X + PyyY? + Pz 22 } L (1)
+2pyy2 + 20020+ 2Py = + 1,

und die im § 3 gegebene Betrachtung 146t sich fiir diesen Kegel-

schnitt wortlich wiederholen. Es ergibt sich:

Legt man einen gegebenen Vektor » mit seinem Anfangs-
punkt in den Mittelpunkt 0 der Fliche 2 4 — 0, und schneidet
v (eventuell verlingert) die Fliche im Punkt z, y, 2, so fillt das
Tensorvektorprodukt ITy in die Richtung des Perpendikels ¢,
welches von 0 aus auf die in #, y, # an die Fliche gelegte
Tangentialebene gefillt werden kann, und der Betrag von ITv ist
bestimmt durch die Gleichung:

Betrag Ilp:v = 211—: Va2 4 g2 + 22

Die Halbachsen des Ellipsoids haben offenbar die Lingen
S U O
Vo Vp, Vo
Die Bedeutung von IIp ist natiirlich im Auge zu behalten.

Fig. 5. 5

Mit Riacksicht auf dieselbe 14Bt sich mit Hilfe der beiden ,Ellipsoide
von 7 und Il eine Konstruktion fir die Produkte Tp und ZIp angeben.
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Man denke sich zwei FEllipsoide I und II konstruiert, das erste mit den

Hauptachsen

,l—und !

1
— ,
Vpg ' VP_,; VED:
das zweite mit den Hauptachsen
1 1

1
———y, ———— und ——.
Vo +1" Vp,+1 Vo +1

Der gegebene Vektor v sei durch 01 dargestellt, und er schneide das
Ellipsoid I im Punkt 2, das Ellipsoid II im Punkt 3. Legt man in 2 eine
beriihrende Ebene an das Ellipsoid I, und ist 04 das von O aus auf diese
Ebene gefillte Perpendikel, so wissen wir, daB 04 die Richtung des Zusatz-
vektors IIp ist. Legt man also eine Parallele zu 04 an 1 an und nennt
sie 15, so muB der Endpunkt von T auf dieser Geraden liegen. T hat
aber auch die Richtung des Perpendikels auf diejenige Beriihrungsebene,
welche im Punkt 83 an das Ellipsoid II gelegt werden kann. Ist 06 dieses
Perpendikel, so mull die Verlingerung von 06 die Gerade 15 schneiden, und
wenn 5 der Durchschnittspunkt ist, so ist 05 das Produkt 7v und 15 ist v,

II. Dehnungszusatzellipsoid. Die Transformation mit
einem Additivdiatensor verwandelt offenbar, ganz ebenso, wie es
beim Verhiltnistensor der Fall ist, eine Einheitskugel in ein
Ellipsoid. Wir nennen dieses das Dehnungszusatzellipsoid.
Addiert man zu jedem einzelnen Radius- der Einheitskugel den
entsprechenden Semidiameter des Dehnungszusatzellipsoids, so
bilden die Endpunkte der so erhaltenen Vektorensummen das

Dehnungsellipsoid des mit ¥ korrespondierenden .

89, Kriterien.

Ergibt sich aus physikalischen Eigenschaften oder Kom-
binationen ein Diatensor, so kann die Frage von Wichtigkeit
sein, zu welcher Spezies er gehort. Das Verhalten des fraglichen
Diatensors bei Addition und Multiplikation kann offenbar kein
Kriterium hierfiir ergeben, da die beiden Spezies sich darin nicht
unterscheiden; wohl aber kann die SchluBbemerkung des § 86, IIT
dazu dienen: Andert man die physikalische Kombination, aus der
der Diatensor hervorgegangen ist, so ab, dafl ihre Wirkung sich
in das Gegenteil verkehrt (wie z. B. Verldngerung in Verkiirzung),
so werden die Konstituenten des entsprechenden Diatensors ent-
weder reziproke oder negative Werte-annehmen. Im ersteren Fall
gehort er zur multiplikativen, im zweiten zur additiven Spezies.
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Zweites Kapitel: Derivative Ope ationen.

90. Operationen am ganzen Distensor.

Bisher wurden die Diatensoren stets als konstant voraus-
gesetzt. Man kann aber auch annehmen, der betrachtete Dia-
tensor @ sei im Raum als Funktion des Ortes gegeben. Der
Raum, in welchem er bestimmt ist, heilt dann ein Diatensor-
feld. @ sei gegeben in der Form:

Ay ay O
D =1b, by by - - -+ - - - (1)
Cx Cy Cay

wo die @, b, ¢ nunmehr als Funktionen des Ortes zu denken sind.
Wir bilden das Diatensorvektorprodukt @ v und setzen definitorisch
fest, daB dieses Produkt nach einem Skalar ¢ ebenso differenziiert
werden soll wie ein gewsohnliches Produkt, d. h. es soll sein:
%?:dd_‘berq;%. )
Offenbar folgt:
da, day da,

dt  dt  dt
ao _Jav, ay, av
dat — | dt dt dt

de, de, dc,

dt dt  dt
Man differentiiert @ nach einem Skalar, indem man seine Glieder
einzeln differentiiert. Durch wiederholte Anwendung desselben
Verfahrens ergibt sich:
d"a, d"ay

d" @ at*  di¢*
= T= s e e (4:)
at d"b,
—=  usw.
a
Ist der Skalar ¢ von den Koordinaten unabhingig, so leuchtet
ein, daf da, day usw. sich ebenso transformieren werden wie

dt’ dt
Gz, @ tw In diesem Fall sind also die Differentialquotienten
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von @ echte Diatensoren. Wenn aber ¢ von den Koordinaten

abhingt, so transformieren sich die Glieder von (%D offenbar

nicht mehr wie diejenigen von @. Die Differentialquotienten sind
also dann nicht mehr Diatensoren. Aber sie teilen mit den
eigentlichen Diatensoren zwei grundlegende Eigenschaften: Erstens
die Form der Multiplikation mit einem Vektor, und zweitens die
Linearitdt in bezug auf die Komponentenbetrige dieses Vektors.
Infolgedessen gilt fiir sie auch dasselbe Additionsgesetz wie fiir
die eigentlichen Diatensoren. Sie konnen daher mehrfach brauch-
bar sein, und es wird zweckm&lig sein, sie durch eine besondere
Benennung, etwa Formaldiatensoren, zu charakterisieren.

Es liegt auf der Hand, daB ein symmetrisches @ auch sym-
metrische Differentialquotienten liefert, und dafl eine Zerlegung
der Differentialquotienten stattfinden kann, welche der fundamen-
talen Additivzerlegung der Diatensoren entspricht:

Ist
., d®  dT drz .
® =T+, soist W_dt+dt R )
0D 0D 0D .

Nach Gleichung (3) lassen sich die Griofien FEA T H in
Form von drei Formaldiatensoren darstellen. Man kann auf diese
den Hamiltonschen Operator anwenden und folgerichtig defi-

nieren:
oD 7X¢/] oD

V@—ta——}—lw b5 - (8)
Man denke sich die 27 Glieder dieses Ausdruckes hingeschrieben
und je drei zusammengehorige, %x +i 5% + faax -

sammengefalt, so erhdlt man:
Va., Va, VVu,
V& =Vb, Vb, Vb, - - - - - . (7)
Ve Ve Ve,

Lift man @ zu einem skalaren Faktor degenerieren, indem

man die Seitenglieder — 0 und die Diagonalglieder simtlich
= a setzt, so wird aus (7):
Va 0 0
V=40 Va 0 - ... ... .. (8

0 0 Va,



§ 90. Derivative Operationen am Diatensor. 185

also nicht ein einfacher Gradient, sondern ein Formaltensor,
dessen Diagonalglieder Gradienten sind. YV @ kann also nicht
wohl als grad @ bezeichnet werden. Vorldufig erscheint es nicht
geboten, thm einen besonderen Namen zu geben.

Man iiberzeugt sich ferner durch einfache Nachrechnung, daf
eine zur Gleichung (2) analoge Beziehung

V(Py) = (VD)y+ @(V)

nicht existiert.

Die Operation Y/ 146t sich wiederholen und man erhélt:

lvzax Via, Y2a,
Ve = { /2, vzby veb, - - - - (9)
lec,@ Ve, V¢,

Da jedes einzelne Glied auf der rechten Seite von Gleichung (8)
ein Skalar ist, gilt in bezug auf jedes einzelne der Gausssche

Satz: Ist dx dy dz das Element eines Korpers K, und df das
Element seiner Oberfliche, so ist

[ Vetndadyde = [[(Vindp. . . . . .(10)
Das Flichenintegral auf der rechten Seite dieser Gleichung,
dessen Elemente skalare Produkte sind, kann bekanntlich ersetzt
werden durch U Vaturdd, wo de der skalare Wert von df, und
Vautey die zu de senkrecht stehende Komponente von /¢, ist.

Man kann die neun Gleichungen (10) additiv zusammen-
fassen, erhdlt aber dann als Integranden nicht etwa links V2@,
und rechts Y @, sondern links die Summe

Via, + V2a, + Via, + V2b, usw.,
und rechts eine entsprechende Summe. Die Summe aus den V2

wollen wir szt nennen, und die entsprechende aus den
V a, usw. heille ZVt. Dann ergibt die Addition:

jjjzvztdxdy(lz:JjZthﬁ. CoL. (1)

Im vorstehenden ist als bekannt vorausgesetzt, dal die Integration
links aber das ganze Volumen und rechts iber die ganze Oberfliche von K
auszudehnen ist. Die Normale von de¢ ist nach auBen positiv gerechnet;
bei denjenigen Autoren, welche sie nach innen positiv rechnen, erscheint
auf einer Seite der Gleichung (10) usw. ein Minuszeichen. Diese Bemerkungen
gelten auch fir das Folgende mit.
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91. Erweiterungen des Gaussschen Satzes.

I. Der Gausssche Satz beruht wesentlich darauf, daB ein
skalarer Ausdruck von der Form + + - nach der Multi-

plikation mit einem Kiirperelement d x d Y d z sofort drei teilweise
Integrationen nach den Koordinatenrichtungen zulifit. Um ihn
also fiir die Anwendung auf Diatensoren zu erweitern, stellt man
aus den Gliedern von @ Kombinationen von der Art des vor-
stehenden Ausdruckes her. Man bildet zunichst einen Vektor ©,
der definiert ist durch die Gleichung:

o- (g
+ ax +6 40 > ...... )
1 (883;_1_8% + ac,>_

Lafit man nun @, wie oben, zu einem skalaren Faktor a'degene-
rieren, so wird @ zu grada. © ist also folgerichtig, wie das
R. H. Weber getan hat, als grab @ zu bezeichnen. Der Vektor @
hat eine vom Koordinatensystem unabhéingige geometrische Be-
deutung. Der Beweis fiir diese Behauptung ergibt sich einfach,
wenn man voriibergehend die konventionelle Festsetzung trifft,

daB a, 0 fiir 0d 0 fiir oay usw. in jedem beliebigen

ox 2z Yoy oy

Koordinatensystem geschrieben werden soll. Dann ist formal
® = @V, und da sowohl @ wie VV eine vom Koordinatensystem
unabhingige geometrische Bedeutung hat, mufl & dieselbe Eigen-
schaft besitzen.

Man sieht, dafB die drei Klammern auf der rechten Seite von
Gleichung (1) nichts anderes sind als die Divergenzen der drei
Zeilenvektoren ; die Gleichung kann also kiirzer geschrieben werden:

G =idwa+tjdivb+fdive. . . . . . . (2

Wir bilden noch die skalare Summe der Divergenzen aus
dieser Gleichung und nennen sie div @, definieren also div @ durch
die Gleichung

div®d = dwa+diwb+dive. . . . . . . (3)
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Wir wihlen nun einen Einheitsvektor 1, der Richtung n, die
mit den Koordinatenachsen die drei Richtungskosinus e, 8, ¢
macht. Es ist dann

ly=owait+ i+ . . . .. ... @)
und wenn man 1, mit @ multipliziert, so ergibt sich:
D1, = (eay+ PBay +ya,)i
+ (#bs + Bby +yb)j ¢ - - - - - - ®
+ (wes + oy +ret
Statt @ 1, schreibt man kiirzer @,, wo die deutsch geschriebene
Marke daran erinnert, daf @, ein Vektor ist. Auch hier ist
zwischen Vektoren und Betriigen genau zu unterscheiden. Die
drei Komponenten von @, heiflen @D,,, P,,, P,,; ihre Betrige
seien D,y Ppy, Pnsy so dall also
D, — oa,+ fa,+ya, usw., . . . . .. (6)
und analog dem Obigen definieren wir das Zeichen ,,@, schlechthin“
durch die skalare Gleichung
Dy = Doyt Ppy+ Ppse . . - . . .. (7

Es gilt nun fiir jeden der drei Vektoren a, b, ¢ der Gausssche
Satz; ist K ein Korper, ¢ seine Oberfliche, » die nach aulien
positiv genommene Normale der letzteren, so ist

jjjdivadxdydz = Ha,,dﬁ,
[[fdivbdzdyds = [[bude,t - - - - - - (8)
”jdivcdxdydz:” cnda,

Wenden wir nun die Gleichung (4) auf unsere Normale an, so
ist a, = oay+ by + yc, = Dy, nach Gleichung (6) usw., und
damit werden die vorstehenden Gleichungen:

[[[divadzdydz = “q,mdﬁ’l
[[jdivbdz dyds = [[@uydo,p - - - - ©)
dez’vc dzdyds = H ‘Dnzdﬁ.l

Diese drei Gleichungen kann man auf zweierlei Art addieren,
zuniichst skalar. Auf der linken Seite stehen als Integranden
richtungslose Divergenzen, auf der rechten Seite Skalare, die fiir
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jedes Element d6 als Abschnitte auf derselben Richtungslinie #
zu denken sind. Die Addition ergibt

[[[dv@dzdyde = [[@pds . . . . . . (10)

und damit eine Erweiterung des Gaussschen Satzes auf Dia-
tensoren, die ganz im Gebiete der skalaren Integration bleibt.
Es haftet ihr aber die Tatsache an, dafl die in ihr auftretenden
Integrale nicht von der Wahl des Koordinatensystems unabhingig
sind; denn da & und @, diese Eigenschaft haben, konnen die
Grofen, die man erhilt, wenn man ihre Komponenten der Reihe
nach durch i, {, ¥ dividiert, nicht invariant sein. Dasselbe ergibt
sich direkt daraus, dafl die Zeilenvektoren a, b, ¢ im allgemeinen
vom Koordinatensystem abhingen.

Um zu einer Gleichung zu gelangen, deren Bestandteile in-
variant sind, multiplizieren wir die erste Gleichung (9) mit i, die
zweite mit {, die dritte mit ¥ und addieren, dann ergibt sich
sofort:

f[[@dvdyds = [[@ds, . . . . . .. (1)

wobei aber zu beachten ist, daB diese Gleichung vektoriell ist
und drei skalare Gleichungen reprisentiert, die nichts anderes
sind als die Gleichungen (9).

Beziiglich der Bezeichnungen bestehen in der Literatur Wider-
spriiche. Der Vektor ® heilt nach Gans div @ und bei M. Laue
div @, letzteres im AnschluBl an eine von A. Sommerfeld in die
vierdimensionale Geometrie eingefiihrte Bezeichnung, Diese wird
nicht beriihrt, wenn man in drei Dimensionen die Benennung
grad @ fiir @ benutzt. Hier wird also vorgeschlagen, dem div @
diejenige Bedeutung zu belassen, die es in Gleichung (3) hat,
und Gleichung (11) zu schreiben:

[[[orav@ dedy de = [[@ydo. . . . . . (12)

IL. Wir wihlen ferner irgend einen festen Anfangspunkt 0,
nennen t den Fahrstrahl, der von 0 aus nach dem Element
dz dy dz unseres Korpers K gezogen wird, und bilden das Pro-
dukt [¢®]. Die z-Komponente von [r @] ist

(6L, = WG.—26Gyi,. . . . . .. (13)

und wenn wir konventionell festsetzen, daf der Betrag dieser
x-Komponente [r G, geschrieben werden soll, so ist
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__ foc, | Oc oc, ob
[rG&l = y<8x+ y+dz> <8x+8yy - (19

Wir multiplizieren diese Grofle mit dem Korperelement dzdy dz
und integrieren iiber K. In dem so entstehenden Ausdruck

([RG5S = (Gat G+ 5o )| dwava

ist y fiir die Integration nach z und # konstant, und # ist kon-
stant fiir die Integration nach z und y. Die beiden Posten

0¢y 00,
Y 2y und 2 Py
liefern

acy__ abz .
ij_ch—j‘cydy, jzaz _zb,—j.b,dz. . (15)

Man erhilt also durch Ausfithrung der ganzen Integration:

sind durch partielle Integration zu erledigen und

jj {YsCao— ¥ Co1 — (83 bso — 2, b51)} dy d 2
+ [[tvacyo— s — (22by2 — 2 b)) de da
+ _” {?/2 Cz9 — Y1621 — (Zz bre — 2 bzl)} dx dy

— [, —byazdy az,

wo die Marken 1 und 2 sich auf die Ein- und Austrittsstelle des
Elementarbalkens beziehen, iiber den sich die Integration erstreckt.
Nach bekannter Schlufiweise ist nun dy d2 an der Austritts-
stelle = aed6, an der Eintrittsstelle —= —w«da; also ist fiir die
Summierung iiber die ganze Oberfliche (yycsz — ¥1¢z1).dy dz
gleichwertig mit «yc,d6 usw. und damit wird Gleichung (14)

rGldzdyds = — ¢, —b)dzxdydz

[[jlr6Lazdy [ffes—vydzay an
+ ” {y(oees + Bey +ve) —2(abs+ Bby + yb)} do.

Der zweite Integrand rechts aber ist nach Gleichung (5) gleich

dem Betrage der x-Komponente von [r@,]. Schreibt man also

diesen Betrag nach der gleichen Konvention wie oben [r®,].,
go folgt:

[{[lrGLdz dy ds = [[[ro.)do — [[f (¢, —b) dedydas. . (18)

- (16)
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Ist @ symmetrisch, so ist ¢, = b, und die Gleichung vereinfacht
sich zu

([[rGLdzdy as = [[roddo. . . . . (19)

Fiir [r @], und [r G], existieren die den Gleichungen (18)
und (19) entsprechenden Formeln. Man kann nun hier, ganz
wie oben, die drei Gleichungen sowohl skalar wie vektoriell
addieren.

Im ersten Fall ergibt die skalare Addition links:

1 1 1
[rGL+[rGl,+0rGl.=| =z y @ . . (20)
diva divb dive
und rechts:
1 1 1
[r @)+ [r@uly +r®@)= o y 2z |. .. (21)
D, Dny Dy,

Fiir die beiden Determinanten, welche hier auftreten, ist in den
obigen Definitionen noch kein Ausdruck enthalten. Will man
solche nach Analogie der Gleichungen (3) und (7) bilden, so
wire fiir die erste zu schreiben [7, dév @] und fiir die zweite [r, D,].
Da man sich bei der Benutzung immer an die sehr spezialisierte
Bedeutung dieser Ausdriicke erinnern muf}, schreiben wir, ohne
diese Abkiirzungen anzuwenden:

(11 1 1
z Yy 2z |dxdydz
J ldiwa divh dive (22)
1 1 1
= z y & |dd— {(ey—b5) + (a4, — ¢)
D, (Dny D, + (bm-——ay)} dx dy dz',

und wenn T ein Tensor ist, so fillt das zweite Integral auf der
rechten Seite fort. Gleichung (22) ist rein skalar, hat aber
wieder die Eigenschaft, dal die geometrische Bedeutung ihrer
beiden Seiten von der Wahl des Koordinatensystems abhéngt.

Zweitens kann man die drei Gleichungen (19) der Reihe nach
mit , §, ¥ multiplizieren und erhélt dann durch Addition:

ifrGl+ilrGy+EtrGl.=[x6G], . . . .. (23)
i[rDule+j[rPuly +Er Pl = [t DPn) . . . . . (24)
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Demnach ergibt sich als Schlufiresultat:
[[[x,grad @) da dy dz = [[[x D)o )
_.f”{cy—b,—}—a,——cx—i—bx—ay}dxdydz, - (

eine vektorielle Gleichung, welche die drei skalaren Gleichungen
(19) représentiert.

Ist @ ein Tensor, so verschwindet das zweite Integral auf
der rechten Seite von Gleichung (25); es bleibt:

[[] [, grad T)dw dy de = [[[e Tu]do.. . . . (26)

Da der Integrand rechts ein Vektorprodukt ist, ist seine Invarianz
selbstverstdndlich.

Drittes Kapitel: Vektorfelder und Diatensoren.

92, Bildung von Diatensoren aus den Differentialquotienten eines
Vektors.

Gegeben seien zwei Koordinatensysteme der z, %, # und &, n, §
mit dem Kosinusschema:

x|y |e#

E oy | oy | s
n|B8:i|B:|Bs
Y1 | V2| Vs

Fiir partielle Ableitung nach den Koordinatenachsen gelten
bekanntlich die Grundsiitze der Differentialrechnung:

0 odx 9 dy  © 0z
PE — oz dE By 9 07 oF

und es ist, wenn in jedem der folgenden Differentialquotienten

der Divisor als das unabhiingige Inkrement angesehen wird:
dx dé dx __dnq

E:%:ml, Ei—n—%:ﬁlusw'
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Man kann also fiir die Differentiationen ein Schema auf-
stellen, welches mit dem fiir die Richtungskosinus iibereinstimmt
und in #hnlicher Weise zu benutzen ist. Ist nun ein Vektor v
gegeben, so bestehen die Gleichungen:

Vg == 04 Vg + Gy Ty + o3 0;,
Uy = PyVs + Bovy + Bsvsy ¢ - - - o - o (D)
Ve = P10 + P2y + P30z

Differentiiert man die erste von diesen etwa nach &, so er-
gibt sich:

0vg 0 0 0
8_£= <“1a—x‘+“2@+“3§£>(“1”w+“2?)y+asvz)a
also:
0v ov 81; 81)
T8 2= 9% oY
0 “ oz +e + )

+“2“3<802+80y>+ o I(avx+a@z>+ ) 2(6%_}_3%)

Differentiiert man dieselbe Gleichung nach %, so ergibt sich
auf die gleiche Weise:

0V 8% ov 0V,
a;:alﬂlax 2ﬁ2 y+ 3‘6332’
0 bvz 0,
+0‘2ﬁ3 Uy 3ﬂ2 oy 3y =— Bz o (3)
avx 81),0 ov
+ 00 By 5— 82’ oty Py oy 0‘2/315%'

Die Koeffizienten in den Gleichungen (2) und (3) sind aber,
wenn man A, w, v statt «, B, ¢ schreibt, genau die Koeffizienten
aus den Transformationsformeln des § 18, und es folgt zyklisch,
dafl auch fiir die iibrigen Differentiationen, welche man an den
Gleichungen (1) vornehmen kann, diese Ubereinstimmung der
Koeffizienten mit denjenigen der Transformationsformeln besteht.
Also ergibt sich:

Satz I Ist v ein beliebiger Vektor und sind v, v,, v, seine
Komponentenbetrige in einem beliebigen rechtwinkligen Koordi-
natensystem, so bilden die neun Gréfen
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00y 0y 00y
Gz By 6s
ov 0wy oy
°x oy 0z
ov, 0V, 0,
ox oy 0z
in dieser wie in der konjugierten Anordnung einen Diatensor.
Denn sie besitzen die Transformationseigenschaften, welche
den Gliedern eines solchen zugeschrieben werden miissen.
Aus dem Satz, dafi die halbe Summe zweier konjugierten
Diatensoren einen Tensor bildet, folgt dann
Satz II. Die sechs Grofen

oo Dty B L(On Duy Lo Bu oy o)
22’ by’ B2 2<8y+8z>’ 2<az+ax ’ ( ey
sind Glieder eines Tensors. Man nennt denselben nach Gans die
sDeformation von p“ und schreibt ihn:

def v.

ovy 0V,
°ox = oy
vektor, und seine drei Komponentenbetrige lassen sich in be-
kannter Weise als Differentialquotienten ég, a—q, oU eines
ox’ 0y’ oz
Skalars U ausdriicken. Der Satz II nimmt dann die Gestalt an:
Satz III. Ist U ein stetig mit den Koordinaten verdnderlicher
Skalar, so bilden die sechs Grofien
02U 02U 22U 92U 0:U 02U
0x2' 0y’ 02’ ©oyoe 020z’ 0Oxdy

einen Tensor, der auch def gradb U geschrieben werden kann.

Ist endlich

usw., so ist der Vektor v ein Potential-

93. Der derivative Diatensor eines Vektorfeldes.
Ein Vektor sei als Funktion der Koordinaten gegeben, dann ist:

dnx:idvx:<%dx+%dy+%dz>i )
dv, = jdv ——(a ydx—}—a yd_j—f—a ydz) )

dnz_fdvz:<av’d +a”’ +a”’d >f . .3)

Budde, Tensoren u. Dyaden. 18
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Addiert man die drei Gleichungen geometrisch, so erhélt man
links dv und rechts eine Grofle, welche die Form eines Diatensor-
vektorproduktes hat; denn dz, dy, d z sind die Komponentenbetriige
des Fahrstrahlelementes dr. In § 92 wurde nachgewiesen, daf die

Koeffizienten %, %Zy usw. sich wie Tensorglieder transformieren.
Setzt man also:

0V, 0V 00y

ox oy 0z

0vy 0y ooy,

S ox oy 0z )
0v.  0v, 0
cx oy oz’

80 1st
dy = Qydr, . . . ... ....()

und £, ist ein Diateénsor, den wir den derivativen Diatensor?)
des Vektorfeldes nennen. FEr ist durch (4) fiir jeden Punkt des
Feldes bestimmt. In dem unendlich kleinen Bezirk, der einen
Punkt 1 umgibt, kann man den Gliedern von &, konstante Werte
zuschreiben; im allgemeinen werden sie von einer Stelle zur an-
deren variieren. &£, ist offenbar ein skalarer Diatensor.

Mittels des derivativen Diatensors lassen sich die charakte-
ristischen Grofien des Feldes sehr einfach ausdriicken. Heifit zu-
nichst, wie frither, S, der erste Skalar von £,, so ergibt Glei-
chung (4) sofort

Satz L

__0vy 0y , 00

S1———a—x ay—’raZ:de.

Die Divergenz von  wird also durch den ersten Skalar von
&, ausgedriickt.

Ferner 1Bt sich &,, wie bekannt, additiv in Tensor und
Antitensor zerlegen. Heillt T} der symmetrische Anteil von £,
80 1ist:

) R. H. Weber hat in seiner Gottinger Abhandlung den Diatensor 2,

als def'v bezeichnet, hat sich aber auf Anfrage damit einverstanden erklirt,
daf die Namen von £, und 7, so gewihlt werden, wie es hier geschehen

ist, daf also dem defv die von Gans gegebene Bedeutung bleibt.
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6vx 0y vz , 0,
:Gatay) 1(oe o)
1 Mz ov ov ov, , ov
T, =7~ Y = o z y
=L 5 oG e
1 avz CUy avy 0v, 0,
§< 62) < z +a;/> 0z’
also nach §92 k
Satz IL
Tn :defh.

»Der in £, enthaltene Tensor ist identisch mit der Defor-
mation von v. Zugleich ist der erste Skalar von T, identisch
mit demjenigen von &£,.¢

Der in £, enthaltene Antitensor z, ist:

0 L(Qnomy Lo
oy ox/ 2 W)
. va 0V 1/0v, ©ow,
fo = 2 oz ay) 0 §<* 0y> - (M)
<avz ?yg> 1 o, ooy 0
or 0z 82/ 65)

und kann ersetzt werden durch den Vektor [§, wenn

__[0v;  Owy)\. 0vs CV.\, ovy, 0,
Q[f’”_<8y_bz>t+<bz 8x>1+<b7_'0‘y>£

Hier steht aber rechts der Curl von v, also ergibt sich

Satz IIL
curl v — 2§,

Der Curl von v ist gleich dem doppelten Zusatzfaktor von £,.

Sieht man nun davon ab, dall die Begriffe div und curl auf
anderem Wege gewonnen sind, so kann man die Sétze I und III
als Definitionen derselben ansehen und untersuchen, was sich fiir
die allgemeine Vektorenlehre aus den bereits bekannten Eigen-
schaften der Diatensoren ergibt. Da findet sich:

Ist v ein Potentialvektor, so ist von vornherein % = %1;;
also enrly = 0. Ist v ein Curl, so ist &, von vornherein in Ge-
stalt eines Antitensors gegeben, also ist sein erster Skalar 0, dem-
nach divy = 0, und damit

usw.,

13%*
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Satz IV. ,Jeder Curl ist quellenfrei und jeder Gradient ist
wirbelfrei.“

Da &, = T, + 1, folgt &,dr = Tydr + rydr, d. h.

Satz V. Jeder Vektor v 1408t sich in zwei Vektoren v, und v,
zerlegen, von denen der eine wirbelfrei, der andere quellenfrei ist.
Die Divergenz des wirbelfreien ist identisch mit derjenigen des
Vektors v selbst, und der Curl des quellenfreien ist gleich dem
Curl von .

Sind zwei Vektoren v und w gegeben, deren derivative Dia-
tensoren &, und £,, heiBen, heit ferner £, ., der derivative

Diatensor von (v + w), so ist 0 (v”a+ wa) _ %?: + aw” usw., also
Ly pw = 8y + L,
dlv+w) = (& + Ly)de. . . . . .. .(8)

Offenbar folgt:

Satz VI Die Divergenz einer Vektorensumme ist an jeder
Stelle des gemeinschaftlichen Feldes gleich der Summe aus den
Divergenzen der einzelnen Vektoren.

Satz VII. Ebenso ist offenbar der Curl einer Vektorensumme
gleich der Summe aus den Curlen der einzelnen Summanden.

Wie bekannt, liefert die additive Zusammensetzung von be-
liebig vielen Tensoren wieder einen Tensor, diejenige von Anti-
tensoren wieder einen Antitensor; also

Satz VIII. Die Summe von beliebig vielen Potentialvektoren ist
ein Potentialvektor, diejenige von beliebig vielen Curlen ist ein Curl.

Die Diatensorentheorie gestattet hiernach, einige bekannte
Sitze sehr einfach abzuleiten. Fiir die Sitze jedoch, welche die
Bezichung von Oberflichenintegralen eines Vektors zu Volumen-
integralen einerseits und Linienintegralen andererseits aussprechen,
hat sie keine Bedeutung. Der Gausssche Satz beruht auf der
einfachen Tatsache, dal man einen Ausdruck von der Form

J” (dx + dy + 0 U> dz dy dz nach jeder Achsenrichtung einmal

integrieren kann. Da dies mit der Diatensorform des Quotienten

z—: nichts zu tun hat, ergibt die Einfithrung der Diatensoren keine

Besonderheiten; die Ableitung erfolgt auch hier in der in der
Vektorenrechnung gebriduchlichen Weise. Dasselbe gilt fir den
Greenschen Satz, fiir den Satz von Stokes und fiir die simtlichen



§ 93.  Derivativer Diatensor eines Vektorfeldes. 197

aus ihnen zu ziebenden Folgerungen, insbesondere auch fiir den
Ausdruck eines Potentials durch die Divergenz und fiir den Aus-
druck - eines Vektorpotentials durch den Curl des betreffenden
Vektors. Auf diese Entwicklungen wird daher hier nicht ein-
gegangen. Dagegen ergeben sich auf dem Boden der Diatensoren-
theorie noch folgende Bemerkungen:

a) Ist v ein Potentialvektor, so hat sein derivativer Diatensor
im allgemeinen an jeder Stelle des Raumes drei aufeinander senk-
recht stehende Hauptachsen, deren Doppelrichtungen £, 1, § heiflen
moégen. Da £, variiert, so kann auch jede seiner Hauptachsen,
z. B. die Achse der £, ihre Richtung von Ort zu Ort &ndern; dabei
werden offenbar simtliche Lagen der £-Achse, die man erhilt, wenn
man von einem bestimmten Punkt 1 ausgeht, von einer Kurve ein-
gehiillt, deren Elemente an jeder Stelle in die Richtung der dortigen
£ fallen. Entsprechendes gilt fiir die Achsen der % und & Also
folgt: Die Lagen der Hauptachsen des Tensors bilden drei Kurven-
scharen, welche einander an jeder Stelle des Feldes orthogonal
schneiden. Denkt man sich diese Kurven wie Vektorlinien derart
verteilt, dafl ihre Dichte an jeder Stelle gleich dem Betrage von
t: usw. ist, so stellen sie den Tensor £, in #dhnlicher Weise dar,
wie ein Vektor durch seine Vektorlinien dargestellt wird.

Das Element der &£-Kurve hat in bezug auf die Achsen der
z, ¥, # dieselben Richtungskosinus a,, oy, 25 [§ 19, Gleichung (15)],
wie die &-Achse selbst an der gleichen Stelle, also sind die Diffe-
rentialgleichungen der Kurve

?Ff:ul, Z—g:ag, Z—:zoc3,.....(9)
und hier sind e, o,, o; an jeder Stelle als bekannt anzusehen,
da sie aus den Elementen von £, berechnet werden konnen. Die
Dreideutigkeit der o entspricht den drei Kurven.

b) Ist v ein quellenfreier Vektor, so erscheint sein derivativer

Diatensor von vornherein in der Gestalt:

ovy 0y
O =% &
. ovy cv, .
Q=) = 0 — %y - (10)
0V o,
ICE oy 0,
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und der &, vertretende Zusatzfaktor hat demgemil die Form:

0v;., OV, Q?}q

[b”:@‘+dzl+6¢

£ ... (1

Offenbar lassen sich fiir diesen Zusatzfaktor nach Analogie
des Vorigen §-Linien konstruieren, deren Differentialgleichungen
sind:

do __ov,  dy _0v.  dz__0v 9
ds — oy’ ds 0z’ ds ¢z

¢) Auf den durch Gleichung (10) dargestellten antimetrischen
Diatensor 1aft sich der Satz des § 56 anwenden, nach welchem
jeder Diatensor als Produkt aus einem Versor und einem Tensor
dargestellt werden kann, vorausgesetzt, dafi fiir den Tensor ein
bestimmtes Koordinatensystem der z, y, 2 gewihlt werde. Sind
also 4,, 4,, 4; usw. die Winkel, welche die Achsen der z, y, # mit
denjenigen eines zweiten Koordinatensystems der £, 1, { machen,
80 kann man setzen:

A Ay Ay [t O

0
Qy=qwm w W30 H 0
vv vy, v |0 0 O

l

XT. . . (13)

[Nach (10) ist £, in diesem Kalle ein planarer Diatensor,
also mul einer der beiden Faktoren in Gleichung (13) jedenfalls
planar sein; der Versor hat hekanntlich immer die Determinante 1,
also mul der Tensor planar sein. In Gleichung (13) ist willkiirlich
angenommen, die Doppelrichtung der z sei in diejenige des ver-
schwindenden Konstituenten gelegt.]

Aus Gleichung (13) ergibt sich, daB die Inkremente eines
quellenfreien Vektors sich darstellen lassen als gedrehte Inkre-
mente eines Potentialvektors. Multipliziert man dr zunéichst mit
dem' Tensor T, so erhéilt man das Inkrement du eines Potential-
vektors, und diese du liegen jederzeit in der xzy-Ebene der be-
treffenden Stelle; dreht man dann du mittels des Versors X, so
entsteht dv. Wir beschrinken uns hier auf diese Andeutung.

94, Dyadische Form des derivativen Diatensors.

Das \/ konnte bisher mit einem Vektor vermittelst der inneren
(Vv = divy) und der duberen ([V v] = enrly) Multiplikation ver-
bunden werden. Wie friiher gezeigt, ist auch die Dyade eine Art
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von Produkt; man kann also das V mit einem Vektor v auch in
dyadischer Form multiplizieren, eine Dyade V;v bilden. Man
hat folgerichtig zu definieren:

c s o
Vin= (51 +a—y1+;—zf>s(vzt+vy1+vzf). NG

Das ist ausgefiihrt:

. _&vz. 81;,0._. 00z .
Vv i; t+ i azf i
a 01/1 -1 y <1 - . . . . .
+ s Bt gy ’1+6‘5f” (2)
4 302 f+avz 81;zf;£

Man ersieht daraus, dal ¥ ;v der konjugierte Diatensor zu £, ist:
Vid=8ye. . . .. . ... ..

Nimmt man fiir v den Fahrstrahl v, so ist v, = a, v, = y usw,,
aus Gleichung (2) wird also:

Vit=1i+jj+Hf=L. ... .. .{%

Akzeptiert man die Schreibweise V; ¥, so muBl man auch die
konjugierte zulassen: v;\/ bat ebensowohl einen Sinn wie V/;v,
und es ist »;V =— £,. FEine dhnliche Bemerkung gilt iibrigens
schon fiir das #ullere Produkt [\/v]. Die Konsequenz verlangt
[bV] =[V]

Da das YV aus drei Elementen von verschiedener Richtung
zusammengesetzt ist, ist ;v nicht eine Dyade, sondern ein
Dyadentripel, und dies ist wohl zu beachten. Insbesondere ist
es nicht erlaubt, den fiir die Einzeldyade giiltigen definierenden
Satz (A;a)u = A(au) auf V ;v anzuwenden und (V;v)u =V (vn)
zu setzen, ebensowenig wie es erlaubt sein wiirde, (%;i + B;i + €;f)u
= (A + B + €)(in) zu schreiben ). Man mul vielmehr das Dyaden-
tripel, wenn man es mit einem Vektor multiplizieren will, vorher
in seine Bestandteile auflosen. Damit kommt man immer wieder

1) Durch Nichtbeachtung dieses Umstandes ist Jaumann gelegentlich
zu befremdlichen Resultaten gelangt, z. B.:

v = Iv = (\/;1)p = \J/(vp) = grad (vv).
Danach wiirde jeder Vektor ein Potentialvektor sein. Die Gleichung

b = grad(rv) ist nicht einmal dann bewiesen, wenn v wirklich ein Potential
hat; die korrekte Fortsetzung ergibt nur (N/;)pv = b.
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zu der Gleichung (2), die praktisch mit Gleichung (4) des vorigen
Paragraphen gleichwertig ist. Fiir die Anwendung bietet also das
Vb keinen ersichtlichen Vorteil; ausgenommen gelegentlich die
Kiirze der Schreibweise.

95. Homogene Vektorielder.

Ein Vektor v heillt homogen verteilt und sein Feld heilt
homogen '), wenn v an allen Stellen desselben bis auf einen kon-
stanten Zusatz ein und dieselbe lineare Vektorfunktion des von
irgend einem Mittelpunkt aus gezogenen Fahrstrahles v ist. Der
homogen verteilte Vektor kann demnach als

p=®r+e . ... ... ...(1)
ausgedriickt werden, wobei die Glieder von @ konstant sind und e
irgend einen unverdnderlichen Vektor bedeutet. Wir nennen @
den direkten Diatensor, kiirzer den Diatensor des Feldes. Sind
1 und 2 zwei verschiedene Orte des Feldes und werden die Vek-
toren entsprechend markiert, so folgt aus (1):
Bp—9 =DP(r,—r) .. ... ... (2)
Der Unterschied zwischen v, und v, hingt also nur von der Linge
und Richtung des Abstandes v, —t; ab, nicht aber von der Lage
seines Anfangspunktes 1. Diese Eigenschaft und die Gleichung (1)
bedingen einander offenbar gegenseitig, so daB man beliebig eine
von ihnen als Definition des homogenen Vektorfeldes benutzen
kann.

Sind 0 und ® zwei verschiedene Anfangspunkte und wird
der Abstand @ — 0 mit v, bezeichnet, heiBt ferner r der Fahr-
strahl von O nach einem Punkte 1 und + der Fahrstrahl von o
nach demselben Punkte 1, so ist

Ort+e=P(r'+r)+e, ... ... .(3)
und da @r, ein konstanter Vekior ist, setzt sich @r, mit e zu
einem neuen konstanten Vektor ¢ zusammen, so daff sich ergibt:

Pr==0r+e. . ... .....@4

1) In der Physik beschrinkt man nicht selten die Bezeichnung ,homogen¥
auf Felder, welche die Bedingung v — const erfiillen. Als Beispiel eines
Feldes, welches in dem weiteren Sinne des § 95 homogen ist, denke man
etwa an einen Massenpunkt.u, der im Inneren eines homogenen, im all-
gemeinen aber anisotropen Koérpers elastischen Kriften unterworfen ist. Die
Krafte sollen im Gleichgewicht sein, wenn u sich an einer bestimmten
Stelle 0, dem der Gleichung (7) zugrunde gelegten Mittelpunkt, befindet.
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Das Feld von » ist also fiir jeden beliebigen Anfangspunkt homogen
und sein Diatensor ist fiir alle Anfangspunkte der gleiche.

Gilt fiir einen vorgeschriebenen Anfangspunkt die Gleichung (1)
mit einem bestimmt vorgeschriebenen Wert von ¢, so kann man
offenbar in Gleichung (3) den Wert v; so bestimmen, dal ¢ ver-
schwindet. Die - Bedingungen hierfiir sind, wenn z,, y,, 2, die
Koordinaten von @, und @ — @ {a, b, ¢},

Aoy 40yl + A:87 = — €a,
bowy +byyy + by = —ey, 0+« - -+ - - (D)
Caly +Cy Y+ €80 = — €.

Die Determinante dieses Gleichungssystems ist das zu @ gehérige
S;. Man erhélt also:

|—e ay  a
Sz, =|—e b, b, lusw. . . . . . .(6)

—e, ¢ G
Es folgt: Im allgemeinen hat das homogene Vektorfeld einen
ausgezeichneten Punkt, den ,Mittelpunkt®. W#&hlt man diesen

als Bezugspunkt, so verschwindet der zusétzliche konstante Vektor
der Gleichung (1) und das Feld wird beschrieben durch

y=®r. . ... ... ....(

Der Mittelpunkt riickt offenbar ins Unendliche, wenn S; — 0.
Wir nehmen im folgenden an, @ sei vollstindig und das Feld
sei auf seinen Mittelpunkt reduziert. Dann ist

Vg = Qe+ ayy+azz, . . . . . .. .(8)
also, da die Glieder des Diatensors konstant sind,
avx avx

a—x’—:aw, w:ayusw........(f))
Die Glieder von @ stimmen also iiberein mit den Gliedern des
zugehorigen derivativen Diatensors &, in § 93. Es folgt, daB alle
dort ausgesprochenen Sétze erhalten bleiben, wenn man £, durch @
ersetzt.

Wir bemerken iiher die Einzelfille noch folgendes:

L Ist @ ein Tensor, also v ein Potentialvektor, so wird man

die Koordinatenachsen in die Tensorachsen legen. Dann kann v
an jeder Stelle des Feldes mit Hilfe eines ,Ellipsoids“ konstruiert
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werden, dessen Hauptachsen parallel den Koordinatenachsen sind.
Sind a, b, ¢ die Konstituenten von @, so ist

v =azxitbyjtecet,. . . . . .. .(10)
und wenn — U das Potential von v ist, so ist
U= Lt(@az2+by2+c2?. . . . . .. .(11)

Die drei Scharen der £-, -, {-Linien (§ 93, Bemerkung a) redu-
zieren sich auf Parallelen zu den Koordinatenachsen.

I Ist zweitens @ ein Antitensor, v ein quellenfreier Vektor,
so sind die §-Linien Gerade, da die Glieder von @ im homogenen
Felde konstant sind. Legt man die Achse der x in die Richtung
von B, so stehen die v-Linien senkrecht zur Achse der 2 und zu r,
sind also sdmtlich parallel mit der yz-Ebene und zugleich lot-
recht auf r. Ihr Sinn ist dadurch bestimmt, daf §, r und v in
dieser Anordnung ein Rechtssystem bilden. Ihre Ldnge ist gleich
dem doppelten Inhalt des zwischen v und r, eingeschlossenen
Dreiecks.

Zugleich aber ergibt sich folgendes: Ist die Achse der z in
die Richtung der § gelegt, so ist § — Li und der Antitensor @
reduziert sich auf

0 0 0
@=10 0 —h ........(12
0 h 0.

Dies zerlegt sich in die beiden Faktoren X und T, wenn
man setzt:

1 0 0 0 0 0
X=1{0 0 —1 T=10 h 0 .. .13)
0 1 0, 0 0 7.

Die Potentialfunktion — U, welche dem Tensor T entspricht, ist
nach Gleichung (11) bestimmt durch

U=3ih(y2+29,. . ... ... .14
ithre Niveauflichen 42 4+ 22 = const sind Kreiszylinder, deren Achse
in die Achse der z fillt. Die zu irgend einem Punkt 1 gehorige
Vektorlinie Tr — u ist das Lot von 1 auf die Achse der . Die
Vektoren u sind also simtlich der yz-Ebene parallel, wie es der
Planaritdt von (12) und (13) entspricht. Entsprechend der Be-
merkung ¢) des § 93 erhélt man also durch die proximale Multi-
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plikation mit T zunidchst Potentialvektoren. Die v ergeben sich
aus diesen, wenn man sie mittels des Versors X dreht. Nun ist X
ein Versor um die Achse der x, dessen Drehungswinkel der Be-
dingung sin ¢ =— 1 geniigt. Es werden also die simtlichen Vek-
toren u parallel zur y2-Ebene um einen rechten Winkel gedreht
und ergeben dann die Vektoren v. Man sieht leicht, dafl dieses
Ergebnis mit demjenigen der direkten Konstruktion des Vektor-
produktes [§v] iibereinstimmt.

96. Ersatz eines Vektorfeldes durch ein Diatensorfeld.

Das Feld eines verinderlichen Vektors kann offenbar dadurch
ersetzt werden, dal- man einen konstanten Vektor mit einem
verdnderlichen Diatensor multipliziert. Der konstante Vektor
heifie e, es sei also der Vektor v, dessen Feld beschrieben werden
soll, bestimmt durch die Gleichung

v—Pe,. . . . . ... ... (1
welches fiir @ = @ {a,b,¢} gleichbedeutend ist mit
v = (ae)i+(be)j+(ee)t . . . . . . . (2

bei verinderlichen a, 6, ¢. Bildet man zunichst die charakteristi-
schen Grofen von v, so ergibt sich folgendes:

L. Divergenz. Aus Gleichung (2) folgt:

o(be)  ©o(ce)

Bildet man andererseits mit Gleichung (7) des § 90 das Produkt
aus dem Formaldiatensor /@ und dem Vektor e, so ergibt sich:

(Vaz.eo+ Vay.ey+ Va,.e)i
VO.¢ =+ Vbe.eot+ Vby.oy4+ Vb .e)j - - - (4)
+ (Vo o+ Vey.oy + Ve, .e)t;

vy — 2(1e)
divy = 57 -+

das ist

l a%(clzex+cryey+azez)
V@,e—l+£(bxcx+byey+bzcz) e e - (®)

0
+ %5 (Cuta + cyey+ c.0)
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Hier stehen auf der rechten Seite dieselben Werte wie in

Gleichung (3), also ist
divy =V®.e. .. .......(8)

v ist quellenfrei, wenn diva, = divb, = dive, = 0.
II. Curl. Aus Gleichung (1) folgt unmittelbar:

__(o(ce) o(be)\. 0(ane) O(ce)\,
oty = (550 = Z50) 1+ (00 =0 )i

(0ot .
ox oy /-
Stellt man hieraus die Faktoren von e, zusammen, so erhélt man
i i f
° o o
oxr 0y 0z

a; b, ¢
Das ist el a,; mit zyklischer Fortsetzung folgt:
eurl ¥ = e, emrla, + e enelb, + e, eurle,; . . . . (8)
b ist wirbelfrei, wenn die Kolonnenvektoren u., b, ¢, einzeln
wirbelfrei sind.
IIl. Derivativer Diatensor. Aus Gleichung (2) folgt:
00 _0(ae) v _ 0(ac)

% == oz ) a—y = ay usw., (9)
ovy __o(be) o
oz ox )

und es liegt auf der Hand, wie mit diesen Groflen der derivative
Diatensor £, sowie die Deformation und der Curl von v zu bilden
sind. Fiir Divergenz und Curl ergeben sich wieder die Gleichungen
(3) und (8).

Ist der Vektor v als Funktion der Koordinaten gegeben, etwa
in der Form %, so bestimmt sich der Diatensor @ sehr einfach.
Es sei

P — [foa tay tas und @ =1 W % -(10)
[z‘yz usw. b, usw.
Dann muf}, wenn beide iibereinstimmen sollen,
Oy = loa®, aye, = tyyy usw. . . . . .(11)
also
Ay = foa @ ay = v ¥ yew. . . . .. (12)

e ey
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sein. Die Gleichungen (12) versagen also, wenn eine der Grilen
fy, ey oder e, Null ist. Der konstante Vektor e¢ darf micht so
gewahlt werden, dal er in eine der Koordinatenachsen oder -ebenen
fallt; im iibrigen kann er beliebig gewihlt werden. Dann liefern
die Gleichungen (12) die Glieder von @.

Viertes Kapitel: Orthogonale krummlinige Koordinaten.
9. Einiiihrung.

Krummlinige Koordinaten konnen unter Umstinden fiir die
Formulierung von Grenzbedingungen von erheblichem Vorteil sein
und werden deswegen in physikalischen Rechnungen hiufig ver-
wendet. In den meisten Fillen benutzt man orthogonale krumm-
linige Koordinaten, wir beschrinken daher die Betrachtung auf diese.

Es sei ein System von krummlinigen Koordinaten wu, v, w
gegeben, die an jeder Stelle des Raumes aufeinander senkrecht
stehen und rechtshindig angeordnet sind. Von einem gerad-
linigen rechtwinkligen Koordinatensystem der z, %, # geht man
zu den w, v, w iiber mittels dreier Gleichungen:

r = fl(“avaw)a]
y:f;(u,@,w),‘. e v e e e e e (1)
z = fg(u,v,w).J
Setzt man in diesen w konstant, so stellen die Gleichungen eine
Fldche dar; setzt man gleichzeitig v — const und w = const, so
erhilt man die Schnittkurve zweier Flachen, auf der  allein sich
dndert. Das Linienelement dieser Kurve habe den pseudoskalaren
Betrag ds,, und wir ordnen ihm an jeder Stelle einen Einheits-
vektor i zu, der die Richtung der positiven ds, haben soll. Das
mit Richtung gedachte Linienelement heille d3,, so dall ds,
gleichbedeutend ist mit #'ds,. Es hat nun der Differential-
%‘ irgend einen skalaren Wert ¢,, der eine Funktion
der Koordinaten ist. Das gleiche gilt in v und w. Man erhilt
also die Zusammenstellung:
ds, = e,du, ds,=e,dv, ds, = e, dw, . . (2)
welche gleichbedeutend ist mit
s, = e, du.v, ds, = e, dv.i, d8, = e,dw.¥. . . (3)

quotient
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Die Elemente d8,, d8,, d8, stehen senkrecht aufeinander, bilden
also mit den Elementen dg, dy, d3 Winkel, deren Kosinus ge-
geben seien durch das Schema:

dy oder i|dy oderj | dj oder ¥
d$, oder i’ Ay Aq Ay
” - @)
d8, oder j Uy Uy ts
d 8, oder ¥’ v, v, v,

Es ist gleichgiiltig, ob man hierin die gerichteten Elemente oder
die Einheitsvektoren, welche ihre Richtung angeben, einfiihrt.

Die 4, u, v findet man in den einfacheren Fillen leicht aus
der geometrischen Anschauung. Allgemein erhilt man etwa die
A aus den Gleichungen (1), indem man die Schnittlinie, auf
welcher « allein variiert, in z, y, # darstellt und die Kosinus der
Winkel, welche ihre Tangente an der untersuchten Stelle mit
den Achsen der z, y, # bildet, danach bestimmt. Die g und v
finden sich analog aus den beiden Schnittlinien, auf welchen v
und w allein variieren.

Nach dem Schema (4) ist

dx = Ae,du+ u,e,dv -+ vy e,dw,
dy = Aeeydu -+ uye,dv+ voe,dw, LR (5)
de = dge,du 4+ pge,dov - vye, dw.
Hieraus folgt durch Auflésung:
eudu = A dxr+ Ady -+ A;d 2,
e dv = pydx + pody +psde, -
ewdw=v,dx + vydy + vydz.|
Fiir das Linienelement « 8, welches den Punkt u,v,w mit dem
Punkt w -+ dw,v + dv,w -+ dw verbindet, ergibt sich:

- (6)

a3 = e,dut + e, dvi +e,dw¥, . . . . . @)
und hieraus durch Quadrierung:
ds? = eldu+eldv:+eSdu. . . . . . (8)

Da dasselbe Linienelement gleichzeitig die Komponenten dg, dy, d3
hat, 146t sich diese Gleichung schreiben:

de? +dy?+ de2 = elduz+ e/ dv2 4 efdw?, . . . (9)
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und damit ist das Mittel zur Bestimmung von e,, ¢, und e, ge-
geben: Bildet man -mittels der Gleichungen (1) die Gleichung (9),
so sind die Koeffizienten von du? dv? und dw? in dieser Glei-
chung die Quadrate von e, e, €,.
Das Gesagte moge an dem einfachen Beispiel von Zylinderkoordinaten
erlautert werden. Man setze
X = 1cos ¢, Yy == rsin g, & = z.

Die Flache r — const ist ein Kreiszylinder, dessen Achse in der z-Achse
liegt, ¢ — const ist eine durch die z-Achse gehende Halbebene, : = const
eine Ebene parallel x y. Differentiiert man die vorstehenden Gleichungen, so
erhéalt man leicht

de*t+dy* 4+ de? = dr*+rtdygt4-d 22
und die drei Inkremente d», rd@, dz stehen rechtshéndig zueinander,
wenn ¢ von x nach y hin gezdhlt wird. Sie sind also richtig angeordnet,
wenn man ¢ und x,¢ und y, ¢ und 2 als einander entsprechende Koordi-
naten ansieht. Nach dem Obigen ist nun

e, = 1, ey =7, e, — 1,

ds, = dr, ds,,J = rdg, ds, = de.

Setzt man ¢ und 2 konstant, so hat das Inkrement d» die Richtung
senkrecht zu z. -Die Kurve s, ist also eine Gerade, welche senkrecht auf der
&-Achse steht. In den Gleichungen fir x und y ist cos ¢ und sin g als konstant

. . .. dax a .
anzusehen, sie ergeben also durch Ditferentiation ‘T: = cos ¢, T;l = sin ¢.

Aullerdem steht s, senkrecht zu 2, also folgt

Ay = cos ¢, dg == sin g, 3 =0.
Setzt man ¢ = const und » = const, so ist in 7 cos ¢ und r sin ¢ das »
als konstant anzusehen, und es folgt z®-4y* = »*; die Kurve s, ist ein

Kreis vom Radius ». Das Element ds, dieses Kreises macht mit der Achse

der x bekanntlich den Winkel ¢ 4 %, mit der Achse der y den Winkel ¢
und steht senkrecht auf 2. Also wird
U = —sin g, Uy = COS @, us = 0.

Setzt man endlich » und @ konstant, so bleibt als dritte Kurve s, eine

Gerade parallel zur 2-Achse. Damit wird offenbar
vy =0, ve = 0, vy = 1.

Sonach reduziert sich fiir den Fall der Zylinderkoordinaten das Kosinus-
schema auf

i i H
i cos @ sth @ 0
i —sing | cosy 0
4 0 0 1
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Aus Gleichung (5) ergibt sich:

0r _ Ae 0% _ uye or _ Vi€

au — 1 %uy av_yl v au)“"' 1%w>

oy __ oy oy o

a—u — lzeu, % = Ug €y, ow = Vg €y, (10)
¥ 0z 0z

a—u=l3eu, %:{13%7 a'w:’usewa

oder, wenn man abkiirzend [, fiir 4, e,, 1, fir A,¢,, m, fiir g, e, usw.
schreibt:

Bx_l % _ %—n

a_u’_'li av‘_ 19 row‘— 1)

° 0 °

5%=12a a—zz"’za 5—%:%, <o (1)
0z _q 0% _ %—n

ou ¥ ov ow ¥

Die 4, g, v miissen den bekannten Orthogonalititsbedingungen
geniigen. Daraus ergeben sich folgende Schliisse:

1. Bedeutet das Zeichen E eine Summierung iber die drei Werte
¢ =1, 2 und 3, so folgt aus

Zlu&ué :zyele :zlef%:O’
Zevewyévé =0 usw,

Zmene ='Znele = Zlémé =0 ...... 12)

0%z 0%z o
Da ferner uds = Ovon W SO ergibt sich aus (11):

daB auch

also

o1, om, om, on

dv ~ Ju’ dw ~ Ov’ Ju ow

- .- (18)

ol
Wir bilden nun den Ausdruck Zlfa_;' Aufgelost lautet derselbe

0 . Lo . .
E €, A, oo (e, 4,), und damit ergibt die direkte Differentiation

de 0
CMT:ZZE2+GM221£—5;E-
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Da nun 2282 = 1 und die Gr6Be unter dem zweiten Summenzeichen der
Differentialquotient von 1 Z}.f, also Null ist, so bleibt
Oe,

Z d Gyt e (14)

Nach der ersten Gleichung (13) ist aber
a1 om

El‘ga—;‘ = Zleo—u& f— zeu}'E%(()w 5)7

und wenn man hier die Differentiation auf der rechten Seite ausfithrt,

erhilt man:
euevz & du +Zeuz‘aue 0“7'

Hier ist die zweite Summe wieder Null, also bleibt

ol Ou,
Zlfd—; — gugvzle ou Ce e e e e e e (]_5)

Der Vergleich von (15) mit (14) ergibt:

du, 1 0e,
z byt = e (16)
Ou, 0,
Zugleich ist wegen Z A u, = 0 auch Z AEW = —Z L daB
man schlieBlich erhilt:
du oy 1 Oe

Z;Ed‘*;:_z‘uea_;:?aiv“. ...... a7

Indem man das gleiche Verfahren auf die iibrigen GréBen der Gleichung (12)
anwendet, findet man die folgende Zusammenstellung:

1 Oe

pIpR Du :—Z*‘eoﬁzqﬁ’
v, 02 1 Oe,
P D I P P

w

d, du, 1 Oe,
Dty =T 2 0y = o Ta ”

02, du, 10e, (777
Dty = 2 gy = gu

02, 0», 1 de,
2 = T2 e = o, u

du 2% 10e

z [ " & w
v = — E —— —_
e Jw e dw e, 0V

Budde, Tensoren u. Dyaden. 14
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II. Wir setzen nun abkiirzend:

zmens = fu> Znels = fu> zlems = fp- - - (19)

Durch direkte Differentiation erhilt man:

of, on, om,
ou :ZmEW+2nE ou'’
of, a1, on,
5y :Znéd_—i_zl'iﬁ’ ....... (20)

of a1,
61: _EZE 0w +2 édw‘

on, 0l dm,

Hierin kann man nach Belieben entweder die Werte —, =, =— in der
Jdu' dv’ dw

ersten Kolonne rechts durch diejenigen ersetzen, die ihnen nach (13) zu-
om, 0n, 0l

kommen, oder man kann dasselbe mit den Grifen )

-, =—, =— aus der
' 0v'ow

zweiten Kolonne ausfithren. So erhélt man:
of, a1, om, on, 01,
T = Dyt 2 e gy = e gy T2 ey
of, om, on, o1, om,
Fo =2 Megn T2k g = 2 "EWJFZ ZET’ - ey
Of on, a1,
w 22 ZEW—}—ZME Qw _E ¢ 0
und damit findet sich leicht:
of, = Of, Of, on, om,
Tttt =2k =2 2 kg
0fu of, 9f, 21, on,
Tu—dv Tow = 220 Mg = 22"%7“’ @
afu df’l) ofw
e S = e S
Da nun f,, f, und f, simtlich Null sind, so ergibt sich, dal die
Summen E in (22) alle Null sind: Ferner ist leicht zu sehen, dal, wenn

l ané . )’ 0 VE . -
Z gy = 0 ist, auch Z c 3y 0 sein mufj, usw. Also erhdlt man

schliefBlich :
v,

Z ¢ 9v —Z *Ow:O’

or

EMEEEZZ‘“ET)T;:O’} ........ (23)
E Edu ‘—2 Ve 00 :O’J
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Man bemerke, daff in jedem Posten der Gleichungen (18) je zwei, in jedem
Posten der Gleichungen (23) dagegen alle drei Koordinatenrichtungen ver-
treten sind. Die oft niitzlichen Beziehungen, die von R. H. Weber herrithren,
sind an den Zylinderkoordinaten leicht zu verifizieren.

Wie oben gezeigt, ist
ds, = e,du, ds, = e,dv, d Sy = e,dw.

Von den Flichenelementen, welche ein Elementarparallelepiped
begrenzen, heile do6, der Betrag desjenigen, welches die beiden
Seiten ds, und ds, hat usw. Demgemil gelten fiir die skalaren
Inhalte dieser Flichenelemente die Formeln:
de, = eye, dvdw, do, = e e, dwdu, dé, = e,e,dudv, (24)
und der Inbalt d S des Elementarparallelepipeds ist

dS =e,e,epdudvdw. . . . . . . . (25)

98. Vektoren in krummlinigen Koordinaten.
I. Komponenten. Irgend ein Vektor A ist im System der
z, 4, 2 als li, mi, n¥ gegeben, wo [, m, n Skalare sind, die man
gewohnlich A,, 4,, 4, nennt. In w,v,w ist i durch A,#'4 y, {4+ v, ¥
zu ersetzen usw. Man erhilt also:

Ay = A A+ 1, Ay—}—}.gAz,l

Ay = Aot Ay + s A . Q)
Ay =v, 4+ v, 4 y+"3 j
oder ]
1oa, 1oy, ,10s
Av = 4o u8u+4ye ou A’euau’
1oz 1oy 1 0%
Av——AmuaU+A eaU+Aza%a (2)
1 ox 1 oy 1 22

Ay = 4 ‘anFA €w g T4 ew 0w |

In Zylinderkoordinaten z. B. wird

A, = Axcos¢+Aysin @,
Ay = — A sing+- 4, cos @,
A4, = A4,.

II. Produkte. Wegen der Rechtwinkligkeit der Komponenten
bleibt die Definition des skalaren und des vektoriellen Produktes
erhalten: Sind % und B zwei Vektoren, so ist
14*
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(AD) = A4, B, + A, Bo + 4uBuy . . . . . (3)

(A-va - Aw Bv) i’ + (Aw -Bu - Au Bw)i’ + (A-u Bu - AvBu) f’-,‘

IIl. Gradienten. Ist U ein Skalar, so ist:

. oU 190U,
grad, U = 5%, — e ou
18U, .
grad, U= a 7()7)—]’ ....... (;))
.1 02U,
grad, U = o "’aﬁwf'

Ist u die Richtung des maximalen Anstiegs von U, so ist grad, U
== grad U schlechthin, und

gradU = grad, U + grad, U -+ grad,, U. . . . . (6)

IV. Divergenz. Die Divergenz des Vektors A wird bekannt-
lich definiert als der Quotient aus dem Oberflichenintegral von %
iiber die Oberfliche eines Kérperelementes und dem Inhalt dieses

Fig. 6. Elementes. Nehmen wir
4 7 als Element das am
Schlufl des vorigen Para-

3 : g graphen erwihnte Ele-
-~ —1 o mentarparallelepiped und
- H Y betrachten zunsichst das
s 8 Flachenpaar  desselben,

O/ . welches senkrecht auf u

steht, so hat jede dieser
beiden Flichen den Betrag e,e,dvdw, vgl. Fig. 6, wo 0243 die
erste, 1576 die zweite dieser Flichen darstellt. Auf 0243 hat
das Oberflichenintegral offenbar den Wert — (Aue, e dvdw),;
auf der entgegengesetsten Fliche ist der Wert 4 (A, e,e, 70 dw), ; 44,
also liefern die beiden betrachteten Flichen zu dem Oberflichen-
integral den Beitrag

,i(Au evew)dudvdw.
cu
Die beiden anderen Flichenpaare liefern die Beitrige

) . b}
P (dvewe)dudvdw und 5w (Aweyer)dudvdw.
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Somit wird nach Division mit dem Volumen e, e, e, dudvdw:

1 (38 " .
€y 6y Cw {ﬂ (Au o GW) + 67} (AL Cw eu) + Eﬁ (Aw (79 ev)} ) (7)

Fir den Fall, daB % ein Potentialvektor mit dem Potential — U
ist, ergibt sich daraus:

divd =

divgrad U =
1 (2 (eyen 0U\ |, ¢ fewe,0U\ | 8 (ece, 86U (8)
BB DA )
ey |OU\ €, 00U cv\ e ©Ov cw\ e, ow

V. Curl. Der Curl von A ergibt sich analog dem Vorigen,
wenn man die Definition ,der Curl ist gleich dem Quotienten
aus dem iiber die Umrandung eines Flichenelements genommenen
Linienintegral von % und dem Inhalt des Flichenelementes® auf
ein Flachenelement des Parallelepipeds der Fig. 6 anwendet. Man
findet leicht:

1 4@ o s

cuel, W = { 5 (e da) = (e ) |1,

1 7 4, .
uely W = L (e A) = o (ea AN e - ©)

1 (2 e ,

el A = {O—M (v ) — . (e Au) }f,

und es ist

enel A = curely, W 4 ewel, A - curl, A . . . . . (10)

99. Diatensoren in krummlinigen Koordinaten.

Ist ein Diatensor im System der x,v, 2 durch seine reun
Glieder t,,, tsy usw. gegeben, so ist fiir die Transformation auf
u, v, w die allgemeine Transformationsformel des § 18 und 44
auf ihn ohne weiteres anwendbar. Es findet sich, wenn der trans-
formierte Diatensor @' heifit,

D —
}'1 12 )'3 [21 txx+}'2tacy+)’3txz7 Yy tacac+tu2 txy'h“s fxz’ 61 ta:ac+’/2txy+"3 txz:
ll'.l fyx'*'lQ tyy-l—)'.s tyar tyx+‘u2fyy+‘u3 fyz’ vyt

At iy tzy+7'3 Cygs Uylyptlgt,, tugt

Uy Mg Ug. yx+"2tyy+’/3tyz’

v.i +V2fzy+1/ t

vy vy V3 221 Y1'22 3229

zy

wo die 4, u, v nunmehr aus dem Schema (4) des § 97 zu ent-
nehmen sind.
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Wir wollen mittels dieser Formel den derivativen Diatensor
eines Vektors ¥ in w, v, w ausdriicken. In z,y, # sind die Glieder
04, 04,
' ox ' 0y
werden die beiden ersten Glieder von .5291-

tw_l<
+12(xl%§;~’+xz ) @

des derivativen Diatensors, wie bekannt

+ 3

aA,,

und

o4, aAy
+ 4 <u1 op TH 81/

)
t“”=l<lax+2aj+3az>
52)

G

BA
+l<lax+ 2ay+ 3az>
Multipliziert man Gleichung (2) mit e,, Gleichung (3) mit e,
und bedenkt, daf nach § 97, Gleichung (10) e 4, =

erhilt man

% usw., so
ou 2

oA 04,

Cutuy = Ay —}—12 50 y-}_ st (4)
04,
Gy uu—-ll aU -‘—12 avy—*—lg 81; coe e (5)

Hierin ist nun
Ay =4 dutp, 4o +1 4

Ay = LAyt ps 4o + vy 4,
A, = AMA, +u A, +v; A

zu setzen. Fiihrt man dies aus, so erhdlt man zunichst fiir ¢,,:

04,
Culun = Z + ou ZMM—}—WZM%
. (¢ =1,23)
‘ou

0 e
‘gu T A

In dieser Gleichung verschwinden der zweite, dritte und vierte
Posten rechts, und wenn man auf die iibrigen die Gleichungen (18)
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des § 97 anwendet, erhdlt man nach Division mit e, die erste
der nachfolgenden Gleichungen; die zweite ergibt sich durch
Ausrechnung auf dem gleichen Wege, die iibrigen folgen zyklisch:

04, A, oe, . A, OCey
buw = €uoU Ze,,av—}' ey €wOW’
P 04, __14_” 06,

T e, 0v e, e,0u’
t . 04, ,_fiiﬂ?f’ﬂ
YT e ey e,0u’
P 04, _ﬂ ey

v T e 0 ey €,00]

0 A, A, oe, A, Oe,
o = o0 T4 ewa'ij_veubu
P 04, _ﬁ 0ey
VY T e 0W ey 6,00
t — aA“’ _é’f 7861‘7
WETT 01 €y ep0W’
;04w 4, 06
YU T e 00 ey €pow’

04, . A, Oey 0ey
bow = ew8w+ » euau—}_aﬁ,av'

Der derivative Diatensor ¢ hat die neun vorstehenden
Glieder. Aus diesen werden die Divergenz, die Deformation und
der Antitensor von % nach den in § 93, Satz I, II und III, aus-
gesprochenen Regeln gebildet, und es gelten auch die weiteren
Bemerkungen desselben Paragraphen. Die Identitdt der in § 98
gegebenen Ausdriicke fiir Divergenz und Curl mit denjenigen,
die aus den vorstehenden Gleichungen folgen, ergibt sich sofort,
wenn man die Differentiationen in den ersteren ausfiihrt.



Zweiter Abschnitt.

Die Yoigtsche Ableitung des Tensorbegriifes
und die selbstidndigen Tensoren.

Erstes Kapitel:
Die Voigtsche Ableitung des Tensorbegriffes.

100. Der Einzeltensor.

Ein Vektor hat Betrag und Richtung, welch letztere in einem
rechtwinkligen Koordinatensystem der z,y,# durch drei Richtungs-
kosinus o, oy, ot; bestimmt ist. Gibt man den o umgekehrte
Vorzeichen, so kehrt sich die Richtung des Vektors um. Die
Betrachtung von deformierenden Bewegungen und Kriiften fiihrt
nun zu der Wahrnehmung, dal Grofien existieren, die nicht durch
einen Betrag und eine Richtung, sondern durch einen Betrag und
eine Doppelrichtung charakterisiert sind. Den einfachsten Fall
dieser Art hat man vor sich, wenn man sich vorstellt, eine
homogene Strecke werde, ohne dafi die Lage ihres Schwerpunktes
sich dndert, nach ihrer Doppelrichtung gedehnt. Fiir diese Deh-
nung sind dann die beiden entgegengesetzten Richtungen, nach
welchen sie stattfindet, offenbar gleichwertigz. Wihrend man
einen Vektor anschaulich durch eine Strecke mit Pfeilspitze

/ darstellt, kann das fiir die Dehnung durch eing Strecke
mit zwei Pfeilspitzen geschehen, die / oder /

zu zeichnen sind, je nachdem es sich um Verlingerung oder um
Verkiirzung handelt. Man kann den Doppelpfeil zur vollstindigen
Charakterisierung der Dehnung benutzen, indem man ihm die
Doppelrichtung der Dehnung und zugleich eine Linge gibt, welche
dem Betrag der Dehnung entspricht. Die doppelt gerichtete
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GroBe, welche die Dehnung einer Strecke darstellt, nennen wir
einen Einzeltensor.

Die im ersten Teil behandelte reine Deformation ist bis hierher der
einzige Fall, in dem wir einen zugleich vorstellbaren und in seinen Kigen-
schaften gut bekannten Fall von Grofen, die durch Betrag und Doppelrichtung
bestimmt sind, vor uns haben. Bis zur Erwshnung des Gegenteils werden
wir also die Erorterungen dieses Kapitels an den Fall der reinen Deformation
anschliefen und die zu untersuchenden Groflen zunichst als Deformationen,
solange vom Einzeltensor die Rede ist, als einfache Dehnungen vorstellen.

Einen Vektor zerlegt man in Komponenten nach den Ko-
ordinatenachsen, indem man ihn mit seinen Richtungskosinus
multipliziert. Fiir den Einzeltensor ist eine derartige Zerlegung
nicht zuldssig, weil die Zweideutigkeit seiner Richtung dabei nicht
zum Ausdruck kommen wiirde. Das letztere kann nur geschehen,
wenn man fiir die Zerlegung des Einzeltensors gerade Potenzen
der Richtungskosinus verwendet, weil dann die Bestimmungsstiicke
unverdndert bleiben, wenn die o entgegengesetzte Vorzeichen an-
nehmen. Im einfachsten Fall, der eben der Tatsache entspicht,
dall es sich um zwei gleichzeitig entgegengesetzte Vorginge
handelt, wird man die Kombinationen zweiter Dimension der
Richtungskosinus benutzen, also die Groflen «}, o), o)y otg0rg, 00504
und o o,. Ein Einzeltensor heile # und sein skalarer Betrag
sei p, er dehne eine gegebene Strecke, welche die Richtungs-
kosinus o, &y, 0t; besitzt, in ihrer Doppelrichtung. Wir konnen
ihm dann im System der z, y, # sechs Bestimmungsstiicke zu-
schreiben, deren DBetrige wir - p,s, pzy usw. nennen, und die
bestimmt sein sollen durch die Festsetzungen:

Pow = &P, Pyy = @3P, P = 0ip, . . . (1)
Pys = Oglg Dy  Pae = O30 Dy  Pay == Ay 0apP. . . (2)

Die drei ersten in Gleichung (1) formulierten Gréfen heiflen
Bestimmungsstiicke erster Art, die drei anderen solche zweiter
Art. Aus (1) und (2) folgen unmittelbar die Gleichungen:

fir das erste Tripel:

PeatPyy+Pz=D0 - « « « . . . . ... (8
o0l 0 = Paz: PyyiPezy - -+ . . . ()
fiir das zweite Tripel:

PeaPay | PayPyz | PyzPex =
frefry y ey ByE g SWELEE oo ... (B
Py T Dza Doy P ®)

1 1 1
06 10y Oy .

o Pyz  Des Pmy‘
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Man sieht, daB im Fall des Einzeltensors jedes einzelne der
Tripel geniigt, um den Betrag und die Doppelrichtung von = zu
bestimmen. Das liegt in der Natur der Sache, da der Einzel-
tensor durch seinen Betrag und durch die beiden Winkel, welche
seine Doppelrichtung festlegen, gegeben ist, also nur drei Be-
stimmungsstiicke besitzt. Fillt der Einzeltensor in eine der
Koordinatenachsen, z. B. in die Achse der z, so wird o, — 1,
0y = a; =— 0. Es verschwinden also die drei Bestimmungsstiicke
zweiter Art simtlich, wihrend von denen erster Art eins iibrig-
bleibt. Hierin liegt ein charakteristischer Unterschied zwischen
den beiden Tripeln.

101. Transformation des Einzeltensors.

Ist ¢+ ein vom Koordinatenanfang aus gezogener Fahrstrahl,
der in die Doppelrichtung von = fillt, und ist z, 4, # der End-
punkt von v, so ist +a = «, 7, +y = a7, +2 = o7, also:

J— 2 —_ J— 2
22 = are, Y2 = alr 2=ualry ... (1)
Y2 = C,0572 BT == O 12 LY = 072 . . (2)

Die Koeffizienten von 72 in diesen Gleichungen stimmen mit
denen von p in den Gleichungen (1) und (2) des vorigen Para-
graphen iiberein. Daraus folgt offenbar: Die Bestimmungsstiicke
eines Kinzeltensors transformieren sich wie die Quadrate und
Produkte der Achsenkomponenten eines Vektors von gleicher
Doppelrichtung. :

Eine Verschiebung des Anfangspunktes kommt dabei ebenso-
wenig wie beim Vektor zur Geltung, weil in die Definition beider
kein Anfangspunkt eingeht.

Gilt fir das System der z, %, # und fiir ein zweites recht-
winkliges System der &, %, { das Kosinusschema

x|yl =

E oy fog|os

n|Bi| B Bs
Vi| V2 Vs

so folgt aus £ — o, E 4 By + v, und & — o, & + 0ty y + 0652 usw,,
daB man fiir die Transformation der Einzeltensoren ein Schema
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der Koeffizienten aufstellen kann, welches dem fiir Vektoren
ahnlich ist, bis auf einen gleich zu erwihnenden Unterschied.
Es lautet

Do Py, Dy, p,. P,y Dy
Pg| o e ot @5t ot
Py | B BB Babs Bs By B1 B
P | e v v Va¥s VsV V172
Py é,lf_l éﬁ}l @323, (Bovs+ 85 vs) (Bsvi-+Bivs) (ﬁ1 Yo+ B2¥1)
Peg | Vi Yol V3% (P2t vsota) (V300 + y10t5) (P10t +v201)
Pgy o B, o Bs ﬁs& (o Bs 4015 B5) (0t By + 01 P5) (0 By +- 029 B1)-

Bei Benutzung desselben mufl man aber, wie die Ausrechnung
von 2 usw. zeigt, die einmal unterstrichenen Gréfen dann und
nur dann mit 2 multiplizieren, wenn die Zeilen des Schemas in
Anspruch genommen werden, und die zweimal unterstrichenen,
wenn die Kolonnen in Anspruch genommen werden, z. B.:

Dy, = “222955 + ﬁ;pw + 7’2210;; +2 ﬂQ?’;’Pn; +2p50p;
+ 2a, B, p¢

Py = B Py Bs VoD, + Bs7s P,, + (Bavs -+ Bs V?)Pyz
+ (Bsy1+ Brvs) P+ (Brys + Be 7"1)19M~

Darin, dafl die Koeffizienten fiir die letzten Terme der Be-
stimmungsstiicke erster Art mit 2 multipliziert werden miissen,
liegt der eben erwihnte Unterschied. Das Schema fiir Vektoren
kann in der gleichen Gestalt von oben nach unten wie von links
nach rechts benutzt werden; man bezeichnet diese Eigenschaft
dadurch, dal man es ,orthogonal® nennt; das Schema fiir den
Einzeltensor ist nicht orthogonal, aber wenn man die Multiplikation
mit 2 im Auge behilt, gleichfalls bequem zu benutzen.

Nimmt man an, ein Einzeltensor falle in die Achse der &,
sei also bestimmt durch die Gleichungen p.. = p, p,, =p..=0,
so wird nach dem obigen Schema:

Pwm =S 0‘12}), Pyy - “;;Zp’ pzz = “fp1 c (3)
Pys = Ga0g Py DPow = UsOu P, Doy = Gty - - (4)
d. h. die Transformation von einer in die Richtung des Einzel-
tensors fallenden Achse auf ein beliebiges rechtwinkliges Ko-
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ordinatensystem liefert die Bestimmungsstiicke des Einzeltensors
in diesem Koordinatensystem. Zerlegung nach den Koordinaten-
achsen kann definiert werden als Transformation nach diesen
Achsen. Mit einem alsbald zu erwihnenden Vorbehalt kann also
das Transformationsgesetz als das entscheidende Kennzeichen fiir
den Tensorcharakter angesehen werden.

102, Die Spezies des Einzeldiatensors.

Wir bleiben bei der Annahme, dall die Doppelrichtung des
betrachteten Einzeldiatensors in die Achse der £ falle. Seine
Wirkung besteht dann darin, dafl er einen Vektor von der Rich-
tung + £ dehnt, ohne ihn zu drehen. Dieselbe Operation 146t
sich aber offenbar in der Ausdrucksweise des ersten Teiles dar-
stellen durch einen auf die Achsen der £, %, { bezogenen Tensor

ItggO 0
?=10 1 0 - .......Q
lo o 1.

Transformiert man diesen nach § 6 auf das System der z, y, 2,
so erhélt man:

boe = altse + B+ 7 = 14 al(tee — 1),

fyy =1+ 0‘22([35 - 1)a t,, =14+ “éz(t‘ES - 1)a
tye = Ggtigtss + Boffs + va¥s = o5 (fsz — 1),
fro = ogory (feg — 1), foy = o, 00 (fzz — 1).

Setzt man hierin fgg— 1 = p, so erhdlt man in x, y, 2

[1+“1217 oy P Gz 6 P
T = o 0p 1+oalp  oyosp
lwaulp 04 O3 L4 ofp.

t=x41I;, . ... ... ... (2
jedes der Diagonalglieder von z ist um 1 groBer als das ent-
sprechende Diagonalglied von = Das ist aber die Beziehung,
welche ausspricht, dall z und = korrespondierende Tensoren sind.
Es ergibt sich also der folgende Schluff: Man kann ein und
denselben Einzeltensor auf zwei verschiedene Weisen darstellen,
erstens als z nach den Grundsitzen des ersten Teiles, indem man
ausdriickt, dafl er als symbolischer Faktor einen Vektor in eine

Es ist also
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seiner homogenen linearen Vektorfunktionen iiberfiihrt, zweitens
als m, indem man rein von seinen Transformationseigenschaften
ausgeht. Tut man das letztere ohne weiteren Zusatz, so erhédlt man
einen Additivtensor m, der mit dem Verhéltnistensor ¢ korrespondiert.

Der Unterschied rithrt daher, daf die Bestimmung aus den
Transformationseigenschaften allein nicht ganz vollstdndig ist, daf
sie vielmehr noch eine additive Invariante zuldft. Schon in
§9 und 86 wurde darauf hingewiesen, dafl die Transformations-
eigenschaften eines Tensors sich nicht dndern, wenn man ihm
die Grofle nI zusetzt, wo n irgend eine konstante Zahl ist. Auf
Grund der bloBen Transformationseigenschaften kann man also
x -+ n I fir  setzen. Aus Griinden, die in der Anmerknng zu § 85
bereits dargelegt wurden, interessieren uns nur die Werte 1 und 0
der Zahl n. Setzt man n =1, so wird der Tensor durch 7, setzt
man # = 0, so wird er durch = ausgedriickt.

Im Anschlufl hieran kdnnen wir die beiden Einzeltensoren =
und = in korrespondierender Form:

[“121) 0y Oy P 03 06y P
T = {“10‘22’ s p 0o O3 P
05 06 06y Otg ) o0
und l31p0 203 P 3 P N )
[ L4 alp opop Oig 0 P
T= 00 p 1toa;p ogusp

Oz 0y P 0y Oz P 14+ alp
schreiben, und es gelten nunmehr fiir = die in Teil 1I, Abschnitt 1,
Kapitel 1 gegebenen Erwidgungen.

103. Tensor.

Es seien nun zwei aufeinander senkrechte multiplikative
Einzeltensoren der Doppelrichtungen £ und % gegeben; nennen wir
sie  und t’ und driicken sie mit der letzten Gleichung des vorigen
Paragraphen in p aus, so ist in leicht verstindlicher Bezeichnung:

1+alp ogonp Gz 0y P
T == 0q0p L4+ogp oyogp
03 0ty P g g P 1+ a/p, .
[ 14+ B2p BBy Bs By p’
T = iﬂlﬁﬂ’( 14650 Bafsp’
Bs By BuBsp’ 14 B

(1)
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Multipliziert man nach bekannter Regel ¢ mit 7/, so findet man,
daB die Terme, welche pp’ enthalten, samtlich verschwinden, und
es ergibt sich:

(L4 olp+ B0 ooyp+fifap’ ogonp+ B frpf
7"":J°‘10‘2P+ﬁ1ﬁ2lo’ 1+“;P+ﬁ§p/ oo 063 D + By Bs p’ (2)
[asu1p+ﬁsﬁ1p’ wg0tsp + BoBsp’ 1+ olp 4 BIp';

d. h. die operative Multiplikation von zwei aufeinander senkrecht
stehenden Einzeltensoren, die beide in dem gleichen Koordinaten-
system als Verhiltnistensoren gegeben sind, vollzieht man, indem
man die Glieder der entsprechenden Additivtensoren addiert und
aus diesen durch Addition von I wieder einen Verhdltnistensor
herstellt.

Dieser Satz 1406t sich offenbar ohne weiteres auf drei auf-
einander senkrecht stehende Einzeltensoren iibertragen, denn die
Multiplikation von 77’/ mit einem dritten in die Richtung der §
fallenden Einzeltensor t” vollzieht sich in derselben Form wie
diejenige von 7 mit v’. Es ergibt sich also:

1ttt =t +a"+L .00 (8)

Das Produkt z7'z” stellt in Gemiafheit dessen, was iiber
operative Multiplikationen festgestellt wurde, drei sukzessive
Dehnungen nach drei aufeinander senkrecht stehenden Achsen
dar, es ist also ein Verh#ltnistensor T im Sinne der im ersten
Teil gegebenen Definition (vgl. § 56 am Schluf).

Die Summe 7= + #’-+ =" nennen wir einen Additivtensor I7,
und die Richtungen der w, #', n”, welche mit denen der 7, ¢/, 7"
iibereinstimmen, bezeichnen wir als seine Hauptachsenrichtungen.
Die entsprechenden Grilen p, p', p” sind die Betrige seiner Kon-
stituenten. Es ist T = II + L

Somit sind wir auf dem Wege iber die Transformations-
eigenschaften zu den aus dem Friiheren bereits bekannten Defini-
tionen von Verhaltnistensor und Additivtensor gelangt.

Es ist darauf aufmerksam zu machen, dafi die hier gegebene
Ableitung sich zwar an die Vorstellung der dehnenden Deformation
anlehnt, aber micht notwendig mit ihr verkniipft ist. Die Trans-
formationen konnen auch giiltig sem fiir Groflen, die nicht
Deformationen sind; darin liegt die groflere Allgemeinheit, welche
durch die Voigtsche Ableitung gewahrleistet wird.
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Auflerdem ergibt sich fiir den hier behandelten speziellen Fall die Be-
merkung : Die (operative) Multiplikation zweier orthogonalen Einzeltensoren
ist geometrisch gleichbedeutend nicht mit der Multiplikation, sondern mit
der Addition der korrespondierenden Additivtensoren. Das gilt aber in dieser
Einfachheit nur, wenn die Einzeltensoren aufeinander senkrecht stehen.

Aus der Gleichung II = n + ' 4- o folgt, dall man be-
rechtigt ist, die Einzelgrofen =, n', " als Komponenten von I1
zu bezeichnen. Daraus, dafl in § 100 die Herstellung der Grofien
Pxay Puy USW. als eine Zerlegung aufgefalit wurde, folgt ferner,
dall man auch diese Groflen in Analogie mit den Komponenten
eines Vektors als Komponenten des Einzeltensors auffassen und
somit schlieflich die Glieder eines Additivtensors allgemein als
seine Komponenten bezeichnen kann, wie dies von W. Voigt
geschehen ist. Hier ergibt sich also fiir die Ausdehnung des
Summenbegriffes auf die tensorielle Zusammenfiigung eine Be-
griindung, die (vgl. §6) auf dem Boden der in § 1 gegebenen
Definition nicht vorhanden war.

Zweites Kapitel:
Selbstindige Tensoren und Diatensoren.

104. Der Voigtsche Spannungstensor fiir homogen verteilte,
im Gleichgewicht befindliche Oberfldchenkriite.

An den Anfang eines rechtwinklicen Koordinatensystems der
9, % legen wir ein rechtwinkliges Parallelepiped mit den Seiten
(Fig.7) 01 =a, 02 =40, 03 =¢, so Fig. 7.
daB die drei Kanten a, b, ¢ in die y
Koordinatenachsen fallen. Von je zwei
gegeniiberliegenden Seitenflichen des
Parallelepipeds markieren wir die-
jenige, welche durch den Nullpunkt
geht, mit einem unten angesetzten
Minuszeichen, die gegeniiberliegende | 977777 [
mit einem Pluszeichen, so dafB also b
die Fliche 0243 ¢b_, die gegeniiber- L X
liegende cb. heilt.

Es sollen nun auf simtliche sechs Flidchen des Parallelepipeds
Krifte wirken, und zwar nehmen wir an, diese Krifte seien
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homogen verteilt, d. h. so, dafl auf jede Einheit ein und der-
selben Flache gleich grofle und gleich gerichtete Kraftanteile
kommen. Dann konnen die Krifte fiir jede Flidche offenbar zu
einer Resultante vereinigt werden, die im Mittelpunkt der Fliche
angreift. Wird z. B. die Kraft, welche auf die Einheit einer
Fliache be wirkt, mit p, bezeichnet, so wirkt auf die ganze Fliche
die Kraft bcyp, usw. Man erhidlt daher, wenn man auch die Krifte,
die auf eine negativ markierte Flache wirken, mit einer Minus-
marke versieht, die folgende, ohne weiteres verstindliche Liste von
Kriften und Angriffspunkten:

Flache: Kraft: Angriffspunkt:
b ¢
be_ bCp_x z =0, y—:?’ 2:57
b ¢
bey beyiq r=a, Y=, &=,
ca ca z =2 =0 g =2
— p—y — 2? y - Y — 2, (1)
a 4
cay capiy z= 4 y=2b, 7=,
a b
ab_ aby_, x:a, y:i, z2 =0,
a b
ab+ abp_H x:§’ y:i, 2 =c,

Wir stellen nun weiter die Bedingung, dafll diese Krifte an
dem Parallelepiped im Gleichgewicht sein sollen. Das heifit,
sowohl ihre Resultante wie ihre Momente in bezug auf die
Koordinatenachsen sollen verschwinden. Die drei Achsenkompo-
nenten von p,, mogen der Reihe nach y,u, Poy, 9o, heilen, die-
jenigen von y_, heillen p_,, usw. Dann ergibt sich

erstens: die sechs Krifte liefern 18 Komponenten, und wenn
die Resultanten Null sein sollen, so mul sein

pxx_"‘ Voo = O’ pyx+ ’”—yx — 0, er}— Yoz = 0,

Yoy +¥—ay =0y Pyy+9—yy =0, Pot 9= 0,0+ - (2)

Yor + P22 = 0, Yy: + P_y: — 0, hzz‘l" Pz = 0;]

zweitens: die y- und z-Komponenten der sechs in Liste (1)
aufgestellten Krifte sind der Reihe nach:
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bey_zy und bey—o;, beypsy und bey,,,
cap_yy, und cap_y,, cap,, und cap,,
aby_,, und abp_,,, abp,, und aby,,.
Werden also die Betrige ihrer Momente in bezug auf die
Achse der x der Reihe nach mit L,, L, usw. bezeichnet, so ist
(puv der Betrag von p.,):

b ¢ b ¢

c c
L, = (0-1)_“—510—“/)0“, L, = (bpyz _gl’yy>caa 3

. b
Ly = <§p—u—0-p—w>“b’ Lo = <§1’”“ “Z”y>“b’

und durch Addition dieser simtlichen L, ergibt sich fiir das
resultierende Moment unter Beriicksichtigung von Gleichung (2):

L=abe(pys—Psy)- . . . . . . .. 4
Soll dieses, wie die Gleichgewichtsbedingung verlangt, ver-
schwinden, so mufl mit zyklischer Fortsetzung sein:

DPyz = Pzyy Pza = Pazy Pxy = Pyzs + + « + . (5)

Es bestehen also nunmehr zwischen den 18 Komponenten-

betrigen die 12 Gleichungen (2) und (5), so daB nur 6 von

jenen unabhiingig sind. Nach Gleichung (2) sind die negativ

markierten Kréifte durch die positiven mit bestimmt; sehen wir

also die letzteren als bestimmend an, so sind die iibrigbleibenden
unabhingigen Grofen die folgenden:

Erste Gruppe.
.., Angriff Mitte bc, , Richtung g, bestimmt gleichzeitig p__ . Richtung —g,
Pyyr  » n GOy, n L » » V_yy » )
p,. ” » “b+v » B » ” y_ ;. ” -3

Zweite Gruppe.
p,, liegt in ca, Richtung 3, bestimmt gleichzeitig:
b_,, in ca_ mit der Richtung — 3,

Py »oaby oy » Y,

by w @D o, —,
p,, liegt in ab_ , Richtung g, bestimmt p_,,, »,, und p_ .,
pxy » ” bc.p » Y, » p_xyv pyx n P_yz

Budde, Tensoren u. Dyaden. 15
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Wir fassen nun zunschst die entgegengesetzt gleichen und ein-
ander gegeniiberliegenden Krifte p,, und p_,, zu einer Span-
nung %, zusammen und mit zyklischer Fortsetzung:

P2 und p_.. zu 7., vom Betrage P,,,
Poy »n Poyy » Tyy » » Pyy, . e e . (6)
¥ n P2z »n Mz » ] Pzz.

Es bietet sich hier die folgende Frage dar: Man setze irgend zwei
entgegengesetzt gleiche Vektoren » und — v zu einem Einzeltensor zusammen,
Welches ist der ,Betrag dieses FEinzeltensors? Soll man ihm den Wert »
oder den Wert 2 v zuschreiben? Auf dem Gebiete der reinen Tensoren
finden sich keine Tatsachen, die zu einer Entscheidung dieser Frage Ver-
anlassung geben; solche treten erst auf, wenn es sich um Diatensoren handelt,
wo unter Umstéinden zwei Vektoren von entgegengesetzter Richtung und un-
gleicher Gréfle zusammengesetzt werden miissen. Néheres in § 109. Hier
sei vorgreifend bemerkt, daB man durch die Betrachtung der Diatensoren
dazu gefithrt wird, 2 als den Betrag des aus b und — v gebildeten Tensors
anzusehen. Danach ist P, = 2p_,, P, =2p, wd P, =2yp,.

Ferner: In Fig. 8 sind die vier Krifte, in deren Marken x
und # auftreten, eingezeichnet. Sie sind offenbar simtlich senk-
recht zur Achse der y und symmetrisch gegen die Gerade 45

Fig. 8. gruppiert. Zwei gegeniiberliegende
entgegengesetzt gleiche Krifte, wie
; Pzx 4 Y. und p_,,., bilden offenbar ein

! Kriftepaar, ebenso p., und yp_.,,

3 ; Pxz| und diese Krdftepaare haben gleiche
} Betrige, entgegengesetzten Sinn, und

P-xi§2 die Achse beider hat die Doppel-
A richtung der y. Sie bilden demnach,
4<—P_Z—x' wenn sie auf ihrer Achse abgetragen

0 2 4 werden, einen axialen Einzeltensor

im Sinne des § 100. Wir fassen sie
demnach zu einem solchen zusammen, nennen denselben x,, und
schreiben ihm den Betrag P,, zu. Verfihrt man ebenso fiir die
vier Kriftepaare, welche senkrecht auf z, und fiir die weiteren
vier, welche senkrecht auf « stehen, so erhiilt man insgesamt drei
Einzeltensoren:

7,5, Betrag P,,, Doppelrichtung der Achsen 2z,

sz ) P, ) » ) Yyq¢ - (7)
Ty, » Py, » ” ” 2.
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Die GroBen m,z, 7y, m,, sind die normalen oder Zugspan-
nungen der Elastizititslehre, die Grofen =,,, ,,, 7, sind die
tangentialen oder Schubspannungen, auch scherende
Spannungen genannt. Dem Begriff Spannung entspricht die
Zweiseitigkeit der a.

Jedes 7= hat nun offenbar die Zweiseitigkeit eines Einzel-
tensors. Dies legt die Frage nahe, welches seine Transformations-
gesetze sind. Um dieselbe zu beantworten, wihlen wir zunéchst
eine von den Flichen des Parallelepipeds, etwa die Flidche bey,
aus und legen auf Fig. 9.
dieselbe (vgl. Fig. 9)
ein unendlich kleines
Tetraeder auf, dessen
drei auBerhalb der
Fliche bc¢ liegende
Kanten im Punkte 0
unter rechten Winkeln
zusammenstofen. Wir
nehmen die Kanten
01, 02, 03 zu Achsen eines neuen Koordinatensystems der &, 7,¢.
Die frithere Achse der # hat dann die Richtung eines Lotes von 0
auf die Fliche b¢. Das Kosinusschema fiir die beiden Koordinaten-
systeme sei das bisher benutzte.

Der Flicheninhalt des Dreiecks 1238, in welchem die Fliche
bc das Tetraeder schneidet, heiBe f, dann sind die drei Flidchen
023,031 und 012 die Projektionen von f auf die Koordinaten-
ebenen der n¢, ¢£, £, also ist:

023 = o, f, 031 = B,f, 012 =9, f. . . (8
Wir wollen nun annehmen, daB auf die drei Seitenflichen

des Tetraeders wiederum homogen verteilte, aber rein normale
Zugkrifte angreifen. Dieselben seien pro Fldcheneinheit

auf 023 . . . . 8, Richtung + &, Betrag s,
” 03 ]. . e e 6,“ ” +’71 ” S']’
9 012 e o s e g;, 9 +§1 ” S;'

Die resultierenden Krifte, welche auf die drei Flichen wirken,
haben dann die Betrige
o sty Bifsu, yfse,. - -« .. (9

15%*
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und wir wollen nunmehr diese Betriige so bestimmen, dal} ihre
Gesamtwirkung gleich ist der Wirkung, welche die urspriinglich
an der Fliache bc gegebene Kraft p, auf die Grundfliche f iibte.
Zu dem Ende miissen offenbar die drei Komponenten von fy,
nach &, 9, { mit den in (9) aufgezéihlten Komponenten identisch
sein, d. h.:
Pz €SN, Pz = B, 8y, <. -2 (10)
D c0s & P = p,8;.
Fithrt man dieselbe Konstruktion an den Flichen ca und ab
aus, so erhilt man die weiteren sechs entsprechenden Gleichungen:

Prcos £y, = o Sg,}

Dy €08 §, Py = 04y St
pycosn,py:[gs,ﬁ} N €8]
Dy COS & Py = V280,

und
Pz€08 &y, = 03 St
Pz €087, P, = ﬁssua} """ (12)
P2€08 & = p35:.

Multipliziert man nun die erste Gleichung (10) mit &, die
zweite mit B,, die dritte mit », und addiert, so erhilt man links
Dz (0t €08 &, 9z + B cOS 1, P + py €08 &, Px)v

und das ist

D(cos &,z cos & Y 4 €08 1,  €0s 1, P + €05 §, 2 cos &, ¥.,),
also
Pz COS X, P, oder Pu,.

Die Operation ergibt also
Doz = ofss - Blsy+yfsc . . . .. .. (13)
und mit zyklischer Fortsetzung
Dyy = o355+ B8y 4 7-125Ca} )
Pz = “3235 + 632571 + 7323§°
Offenbar gelten Gleichungen mit denselben Koeffizienten fiir
—P—zey —P—yy und —p_,,. Fassen wir also nun wieder die
einander gegeniiberliegenden entgegengesetzt gleichen Krifte der

ersten Gruppe zu Spannungen zusammen und schreiben dann
auch auf der rechten Seite S, statt s,, so ergibt sich

C L (1)
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Ppp = ol S+ B Sy + 7 St
Pyy = o Se+ B Sy+ 95 S - - - - - - (15)
Pzz = 0‘3? SE + ﬂ32 S'] + 732 SC'
Multipliziert man die erste Gleichung (11) mit e, die zweite
mit B,, die dritte mit p; und addiert, so erhélt man:

Py (0t c0s &, 9, -+ B3 cos 1, py -+ ps 08 §, Py) = @038+ Ba B Syt Pa Vs St
Hier steht links

py(cos &,z cos &, p,~+cosm,2 cos 1, py-+cosE,2c088,9,) = py OS2, Py = Pyzs

also mit zyklischer Fortsetzung:

Pys = Ola 0385+ Ba fs Sy + PaysSy
Paw = 030485+ 3By Sy + Vs SQ,} (16)
. Doy = 01058t + B1PaSy+ y1 728
Multipliziert man die erste Gleichung (12) mit «,, die zweite
mit f,, die dritte mit y,, so findet sich auf dem gleichen Wege
mit zyklischer Fortsetzung:
Doy = Ca0l5 St + BafsSy+ V2 Vs S: = Py,
Pzz = Poxy } (17)
Pys = Pay-
Falt man nun wieder py,, p_,; p.y und p_,, zu je einer
Spannung zusammen, so ergibt sich analog wie oben:

Py, = oo S;+ BaBs Sy + 1275 S:s
P, :“30‘185’]{‘63[51&1‘1’73718&} - - (18)
Py = o0y Sc + B B2 Sy + 7172 S:.

Die Gleichungen (15) und (18) sind die Transformations-
gleichungen fiir die uns beschiftigende Grofe, und zwar geben
sie die Transformation von den Achsen der &, %, { auf diejenigen
der z, y, # an. Sie stimmen vollstdndig iiberein mit den Trans-
formationsgleichungen des § 6 fiir einen Tensor, der von seinen
Hauptachsen auf irgend ein anderes rechtwinkliges Achsensystem
transformiert wird. Sie ergeben also den Satz, dafl die Betrige
der Spannungen sich transformieren wie die Glieder eines Tensors,
und sie zeigen zugleich, daB Sg, S,, S; die Konstituenten dieses
Tensors sind.

Die bisherige Deduktion bezieht sich unmittelbar nur auf
das unendlich kleine Tetraeder der Fig. 9 und die entsprechenden
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kleinen Tetraeder, welche man sich auf den Flichen ca und ab
hergestellt zu denken hat. Man kann aber jede von den Flichen
be, ca und ab vollstindig und kontinuierlich mit derartigen
kleinen Tetraedern iiberdecken, deren gleichnamige Achsen simt-
lich die gleiche Richtung haben, wenn man die eine Hilfte der
Tetraeder konvex, die andere konkav macht. Also gilt die
Deduktion fiir alle Elemente der Flachen be¢, ca und ab; d. h.
sie gilt fiir die Flichen selbst. Hiernach kann man die sechs
Einzeltensoren =,,, 7., usw. zu einem dreiachsigen Tensor zu-
sammenfassen, den wir provisorisch schreiben:

Tpe Azy Toa
Ty Tyy Myz
Toa TAyz TMype

In dieser Zusammenstellung kann man noch =, , statt ., usw.
schreiben. Die rationellste Schreibweise erhilt man, wenn man
die GroBen so zusammenstellt, dafl in jeder Zeile die Krifte,
welche (siche oben S.225, erste und zweite Gruppe) als bestim-
mend angenommen sind, die gleiche Richtung haben. Das ist der
Fall, wenn man schreibt:

Tze Tyz Tz
I =17y 74y Ty . - . . . . .. (19)
Mgz Myz TMay
mit
Tay = Tyaz, Tae == Tyz, Tyz == My -

In Gleichung (19) gibt die erste Marke an jedem der = an,
an welchem Flichenpaar der betreffende Einzeltensor angreift,
die zweite Marke aber gibt die Richtung der bestimmenden
Krafte an.

Fallen die Achsen der z, y, # in die Richtung der £, 7, §,
so fallen die Seitenglieder fort und es bleibt:

wgg 0 O
HN={0 =y, O N 1)
0 0 .

Mittels der vorstehenden Ableitung hat W. Voigt das ,, Tensor-
tripel“, unseren ,Tensor¥, eingefiihrt.
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1035. Diatensor fiir nicht im Gleichgewicht befindliche
Oberildchenkriifte.

Das Parallelepiped und die homogene Kraftverteilung des
vorigen Paragraphen werden beibehalten, auch sei zunichst die
Resultante der Krifte p nach wie vor Null. Wir wollen aber
jetzt annehmen, das resultierende Moment der Krifte p sei von
Null verschieden. Es bleiben dann offenbar simtliche Zerlegungen
des vorigen Paragraphen bestehen. Da durch das Verschwinden
der Momente Gleichung (4) dic Gleichheit der tangentialen Kompo-
nenten und damit die Gleichungen p., = p,, usw. bedingt sind,
so besteht die eintretende Anderung darin, daB diese Gleichungen
jetzt nicht mehr gelten. Bildet man also ganz wie im vorigen
Paragraphen den Diatensor

[Fen yo Moo
H:)nxy Tyy TMzy o v o o e e e (1)
Tz ”yz o2y

so bestehen die Gleichungen m,, — m,, usw. nicht mehr; II ist
asymmetrisch. Man kann dann I7 nach der bekannten Gleichung

i1, II-—-11,

in Tensor und Antitensor zerlegen, und der Tensor ist identisch
mit dem Spannungstensor des vorigen Paragraphen. Der Anti-
tensor kanu ersetzt werden durch den Vektor § mit den Kompo-
nentenbetrigen:

hoc = Pyz— Pzy, hy = Pzaz — Paz hz = Py — Pya-
Diese bestimmen die Komponenten des iiberschiefenden Momentes,
welches das Parallelepiped zu drehen strebt, und zwar sind die
drei Komponentenbetrige der gesamten auf die Flichen des
Parallelepipeds wirkenden Momente:

abchy,, abchy, abceh,.

Sie sind positiv, wenn p,, > p,, usw. ist. Vergleiche den
Drehungssinn in Fig. 8. Die additive Fundamentalzerlegung der
Gleichung (2) teilt also das gegebene Kraftsystem ohne weiteres
in spannende und drehende Krifte; der Diatensor (1) repréisentiert
beide gleichzeitig.
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Nimmt man ferner an, dafl auch die Resultante der Krifte p
von Null verschieden sei, so erhdlt man offenbar auller dem Dia-
tensor noch eine Resultante R, welche gleich der Summe aller p
ist. Es ergibt sich also fiir beliebige homogene Oberflachenkrifte,
die an dem Parallelepiped abc angreifen, eine Zerlegung, welche
derjenigen der allgemeinen unendlich kleinen Bewegung voll-
kommen analog ist. Sie teilen sich in

erstens eine Resultante, welche der Verschiebung des Punktes O
im § 59 entspricht, und

zweitens in einen Diatensor.

Dieser zerfiallt wieder additiv in ein Moment und einen Tensor,
den Spannungstensor. Im Falle des Gleichgewichts bleibt der
letztere allein iibrig.

Nach dem Vorigen lassen sich aus einem gegebenen System von Ober-
flichenkréften die deformierenden Spannungen abtreunen und gesondert be-
handeln. Infolgedessen ist die Elastizititslehre in der Lage, die Spannungen
50 zu behandeln, als ob sie allein vorhanden wiren; sie behandelt also ihre
Probleme in erster Linie als Gleichgewichtsaufgaben, und daher haben
gerade fiir sie die Tensoren eine besondere Wichtigkeit.

106. Ablisung des Spannungstensors von der speziellen Gestalt
des angegriifenen Kérpers.

Die historisch bedeutsame Ableitung des Begriffes ,Span-
nungstensor®, welche in § 104 reproduziert wurde, ist in ihrer
Giiltigkeit beschrinkt dadurch, daB sie auf einen Korper von
bestimmter Form, das Parallelepiped der Fig. 7, zugeschnitten ist.
Diese Beschrinkung ist indessen leicht abzustreifen. Man denke
sich das Parallelepiped als korperliches Element eines elastischen
Korpers, der aquilibrierten Oberflichenkriften unterliegt. Dann
gilt die Deduktion des § 104 fiir dieses Element, und der Satz,
dall jeder Tensor sich auf drei rechtwinklige Konstituenten
reduzieren 148t, liefert unmittelbar das Ergebnis: An jedem
Ort 1 des affizierten Korpers 146t sich ein Volumenelement d&dyd¢
so legen, daB an ihm drei aufeinander senkrechte Einzeltensoren
wirksam sind. Diese lassen sich ohne weiteres zu einem Tensor

T 0 0
I1=?:0 Ty 0
0 0 @



§ 107.  Spezies und Klasse des Spannungstensors. 233

vereinigen, der die ,Hauptspannungen® an der Stelle 1 darstellt.
Das Elementarparallelepiped dient dabei nur zur Fixierung der
Richtungen £, %, {; man kann es also auch nachtriglich aus der
Vorstellung fallen lassen und an seine Stelle eine kleine Kugel
gesetzt denken; das Ellipsoid mit den Hauptachsenrichtungen
& m, &, welches aus der Multiplikation der Kugelradien mit II
hervorgeht. liefert dann durch sein Verhidltnis zur Kugel die Vor-
stellung von der Grofe und der dreifachen Doppelrichtung des
Spannungstensors an der Stelle 1. (Dieses Ellipsoid hat iibrigens,
wie aus dem ersten Satze des nichsten Paragraphen hervorgeht,
die Spezies eines Zusatzdehnungsellipsoids und ist nicht zu
verwechseln mit demjenigen Ellipsoid, welches die durch die
Spannung hervorgebrachten Dehnungen angibt. KEs reprisentiert
unmittelbar nicht eine Deformation, sondern ein System von
dquilibrierten Kriften.)

107. Spezies und Klasse des Spannungstensors.

I. Spezies. Soll die Wirkung eines Spannungstensors um-
gekehrt, soll also Druck in Zug oder Zug in Druck verwandelt
werden, so miissen die Kriftedupel, aus denen er sich zusammen-
setzt, nicht reziprok, sondern negativ genommen werden. Also
gehort er nach § 89 zur Spezies der Additivtensoren.

II. Klasse. Der skalare Tensor (Diatensor) hat einen Sinn
nur als symbolischer Faktor. Seine Glieder sind Skalare ohne
Doppelrichtungen — die Doppelrichtungen der Hauptachsen sind
erst dem ganzen Tensor, nicht seinen Gliedern zugeordnet. LaBt
man ihn dahin degenerieren, daf seine Konstituenten einander
gleich werden, so entartet die Multiplikation mit @ zur Multi-
plikation mit einem Skalar. Man ist daher berechtigt, den skalaren
Tensor als ,Ultraskalar“ zu bezeichnen.

Der Spannungstensor hat wesentlich andere Figenschaften.
Er existiert als Kombination von Vektordupeln, ohne als Faktor
gedacht zu sein; er besteht fiir sich, ist also ein selbstdndiger
Tensor. Die Glieder, aus denen er zusammengesetzt ist, sind
Einzeltensoren, haben also an sich je eine Doppelrichtung. Lt
man seine drei Konstituenten einander gleich werden, so entartet
er nicht zu einem Skalar, sondern zu einem Spannungssystem,
welches nach allen Richtungen gleichmiflig zieht oder driickt.
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Wollte man fiir ihn also eine Benennung schaffen, die dem Worte
Ultraskalar ganz analog wire, so miilite man ihn einen ,Ultra-
doppelvektor# nennen. Deshalb wurden oben seine Glieder mit
dem griechischen Buchstaben m geschrieben.

Wir haben demnach zwei Klassen von Tensoren zu unter-
scheiden: FErstens die unselbstindigen oder Ultraskalare und
zweitens die selbstédndigen oder, wie wir sie nennen wollen, die
vektoralen?) Tensoren. Selbstdndigkeit und vektorale Beschaffen-
heit sind hiernach die Merkmale, welche unser II von dem
fritheren @ unterscheiden.

Einen vektoralen Tensor II etwa mit einem Vektor in der
Weise zu multiplizieren, wie man aus dem skalaren @ und einem
Vektor v das Produkt @v bildet, ist undenkbar; da II aus Vek-
toren zusammengesetzt ist, konnte nur etwa von Kombination mit
v in den Formen der skalaren oder vektoriellen Multiplikation
die Rede sein; wohl aber ist ein Produkt & IT oder @—*II denkbar.

108. Verallgemeinerung auf beliebige Vektoren; Charakter.

Die Erwigungen, welche zur Bildung des Begriffes Spannungs-
tensor fithrten, beruhen in letzter Linie auf den bekannten Zer-
legungseigenschaften der Kréfte. Da nun alle Vektoren dieselben
Zerlegungseigenschdften haben, bleiben die in § 104 ff. gezogenen
Schliisse unveriindert, wenn man an Stelle des Wortes ,Krifte
das allgemeinere Wort ,Vektoren“ setzt.

Ein einfaches Beispiel erhdlt man, wenn man sich statt der
Krifte Kraftmomente eingesetzt denkt. An die Stelle des Span-
nungstensors tritt dann ein Drillungstensor. Wir beschrinken
die Betrachtung auf einen Einzeltensor, da, was fiir diesen gilt,
sich ohne weiteres auf die Konstituenten eines Tensors iiber-
tragen lift. Denkt man sich (vgl. Fig. 10) an den Enden einer
Strecke, die der bequemen Zeichnung wegen in die 2-Achse gelegt
sei, zwei Kriftepaare von entgegengesetzt gleichem Moment gegeben,
so bilden diese einen Einzeltensor. Wie die Zweiseitigkeit des
aus zwei Kriften zusammengesetzten Tensors sich dadurch dullert,
daB dem Beobachter, der von der Verlingerung des Systems aus
auf dasselbe hinschaut, immer eine Spitze zugekehrt ist, einerlei,

1) Das Wort ,vektoriell* wird vermieden, weil man es im allgemeinen
fiir einseitig gerichtete Grofien gebraucht.
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ob er von den positiven oder von den negativen x aus blickt,
so dullert sich die Zweiseitigkeit des Systems der Fig. 10 darin,
daf das nichstgelegene Ende dem Beobachter als linksdrehend
erscheint, einerlei, ob er von den entfernteren positiven oder von
den entfernteren negativen z aus auf dasselbe hinblickt.

Krifte sind polare, Momente sind axiale Vektoren; man kann
diesen Charakterunterschied in der Benennung des Tensors zum
Ausdruck bringen. Dabei sind indessen zwei Wege moglich:

1. Man schreibt dem Tensor willkiirlich denselben Charakter
zu, den die Vektoren haben, aus welchen er gebildet wird; dann
ist z. B. ein Kriftetensor als polar, ein Momententensor als axial
zu bezeichnen. Dies y  Fig.10.
ist die von W. Voigt !
gegebene Benennung.

2. Man untersucht ;
nicht das Verhalten :
der einzelnenVektoren,
aus welchen der Tensor D ' ) """"""""""" X
besteht, sondern das-
jenige des Gesamttensors und fragt, ob an ihm eine Anderung be-
merklich wird, wenn man die drei Koordinatenachsen umkehrt. Da
ergibt sich: Der einfache Doppelpfeil, der einen aus zwei polaren
Vektoren zusammengesetzten Tensor darstellt, bleibt in seinen
Beziehungen zum Koordinatensystem offenbar unverindert, wenn
man das letztere umkehrt; es liegt stets eine Spitze in der
positiven, die zweite in der negativen Hilfte der x-Achse und die
beiden Spitzen sind nicht voneinander zu unterscheiden. Anders
verhilt sich ein Tensor, der aus axialen Vektoren zusammen-
gesetzt ist: In Fig. 10 liegt, da wir Rechtshéndigkeit voraussetzen,
die Achse der # vor (bei horizontaler Lage der Zeichnungsebene
iiber) der Zeichnung: Auf der positiven Seite dreht also das ein-
gezeichnete Moment (auf dem kiirzesten Wege) von der Achse der
y zu der Achse der # hin. Kehrt man alle drei Achsen um, so
verwandelt sich die eingezeichnete positive y-Achse in ihr Spiegel-
bild an der zz-Ebene und die z-Achse liegt hinter (unterhalb)
der Zeichnung. Es liegt also dann der gekriimmte Pfeil, welcher
auf der linken Seite unserer Figur gezeichnet ist, auf der positiven
Hélfte der z-Achse und dreht von + 2 nach 4y hin. Nennt man
den Einzeltensor der Figur positiv, so ist er nach Umkehrung der
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Koordinatenachsen negativ geworden. Geht man also von den
Kigenschaften des Gesamttensors aus, so kommt man zu der um-
gekehrten Benennung wie im ersten Fall: Ein aus polaren Vek-
toren zusammengesetzter Tensor wire als axial, und ein aus
axialen Vektoren zusammengesetzter Tensor wire als polar zu
bezeichnen.

Die Auswahl zwischen beiden Verfahren ist willkiirlich; das
letztere scheint logischer, weil das Adjektiv ,polar® oder ,axial¥
in der gewGhnlichen Redeweise dem ,Tensor® beigefiigt wird;
das Vorstehende zeigt jedenfalls, daf man bei Benutzung der
Ausdriicke axialer und polarer Tensor angeben muf, in welchem
Sinne sie gemeint sind.

Man bemerke, dal der Klassenunterschied sich auch hier geltend macht.
Ein symbolischer Faktor &> kann nur skalar oder pseudoskalar sein, polar

oder axial ist erst das mit ihm gebildete Produkt ¥p; der selbstindige
Tensor II ist an sich polar oder axial.

109. Zur Algebra der vektoralen Tensoren.

Da die Glieder der skalaren Tensoren skalare, diejenigen der
vektoralen Tensoren aber doppelt gerichtete Grofien sind, gelten
die fiir die ersteren bewiesenen Sitze keineswegs ohne weiteres
fiir die letzteren. Doch vereinfacht sich die Sachlage dadurch,
daf} in zwei vektoralen Tensoren, die auf das gleiche Koordinaten-
system bezogen sind, die entsprechenden Glieder dieselbe Doppel-
richtung haben.

L Addition. Daraus folgt zunichst, daB sie algebraisch
addiert werden konnen und daf diese Addition der geometrischen
Addition der Kr#ftesysteme, aus welchen sie entstanden sind,
entspricht, also ergibt sich der Satz:

Vektorale Tensoren, die in demselben Koordinatensystem
gegeben sind, addiert man wie skalare, indem man die ent-
sprechenden Glieder addiert.

II. Multiplikation mit einem Skalar. Ebenso leuchtet
ein, dal, wenn man sdmtliche Vektoren eines Systems mit dem
Skalar m multipliziert, auch ihre Komponenten und die aus diesen
zusammengefalten Grofen mit m multipliziert werden. Also folgt:
Man multipliziert einen vektoralen Tensor mit einem Skalar m,
indem man seine Glieder einzeln mit m multipliziert.
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II1. Multiplikation mit einem skalaren Tensor. Es sei
T ein skalarer und II ein vektoraler Tensor; die Bedeutung des
Produktes TIT soll ermittelt werden. Man hat sich jeden einzelnen
der Vektoren p, aus welchen das System I besteht, mit T multi-
pliziert zu denken. Wir greifen auf die in § 104 gegebenen Zer-
legungen zuriick und betrachten etwa die Krafte, welche auf die
Flachen be, und bc¢_ wirken. Nach dem Satz

Ty + Tw = T(v+ w)

kénnen wir annehmen, diese Krifte seien, ehe die Multiplikation
vorgenommen wird, bereits auf ihre Resultanten reduziert, kénnen
also die Multiplikation an diesen Resultanten vornehmen.

Wir erhalten dann pro Flidcheneinheit
an bc, die Kraft TP, mit den Komponentenbetrigen (TP,) (Tp)yr (TP
n bc.._ n » Tp—z ” ” ” (Tp_z>za(Tp_z)y,(Tp-—x)z'

Ist T = @ {e,f,g}, so sind diese Betrige (f. = e, usw.):

Xo = (PPo)e = €uPsa+ CyPoy + €:Pzzs

Xy = (PPa)y = [aPzz+ [yPoy+ [ePars

X, = (PP = Yoozt YyPey + 9:Pas

X o= (PP—2)s = €xP—zz+ Py + P2z
X—y = pr—xx + fyp—my + fzp-ﬂcza

X = 0aP—cat JyP—oy + 2Pz

- (D)

Man ersieht hieraus zunichst: Wenn, wie vorausgesetzt,
Py = — Pus, 50 ist auch @p_., = — D p,,, d. h. die Krifte
haben auch nach der Multiplikation mit @ die Resultante Null.
Es 1aBt sich demgemil die auf die Flicheneinheit entfallende
Kraft X, mit der Kraft X_, wieder zu einem Einzeltensor zu-
sammenfassen, und da offenbar in y und 2z dasselbe gilt, erhilt
man mit zyklischer Fortsetzung:

In+- 2 den Einzeltensor I1;, vom Betrag 2 (&, Pzt €y Poy—€: Psz),

»TY » n,, ., w 2(falyatTyPyytTepyss g (2)
wte o, ” n;, ., w  2(92PiatYy Poyt9: Pzz)

Zur Ergénzung stellen wir noch die Posten Y, = (@ p,), usw.
her. Man findet leicht
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Yo = apyateypyy+ e:pys,

Y_ o= €up_yateyp_yy+ €p—ys

Y, = 9ePya+ GyPyy + 9: Py,

Yoo = 0Pyt 9yP—yy + 9:P—ys )
Zx = €z Pz ‘I‘ €y Py + €:Pz2,

Z_y = Pt ey P—zy + €2P—2z,

Zy = foPs+ fyPey 4 [Ds20

Z—y == fxp—zac + f?/p—zy + fzp-zz-

Die Gleichungen (1) und (2) bestimmen drei auf die Flidchen-
einheit reduzierte Gruppen von je zwei Kriften, die im AnschluB
an die links gegebenen kiirzeren Bezeichnungen als X, Y, Z und
X_, Y_,Z_ zu bezeichnen sind. Von den 18 Komponenten der-
selben sind 6 durch die Bildung von (2) ausgeschieden. Von den
tibrigen 12 betrachten wir im Anschluf an Fig. 8 diejenigen,
welche senkrecht auf der y-Richtung stehen, also X, und X_,,
Z,und Z_,. Die beiden ersten wirken an b¢, und bc—, reprisen-
tieren also fiir die ganze Flidche die Werte b¢ X, und be X_,. Sie
bilden ein Kriftepaar vom Arm a, reprisentieren also (zum Vor-
zeichen vgl. Fig. 8!)

das Moment —abc X, j.

Entsprechend liefern Z, und Z_, an den Flichen abd, und ad_
das Moment -+ abeZ,.j.

Zusammen liefern sie also zwei Momente, die auf ihrer in die
y-Richtung fallenden Achse nach der negativen und positiven
Seite hin abzutragen sind, und die, wenn sie wieder auf die
Fldacheneinheit und zugleich auf die Einheit des Abstandes reduziert
werden, die Betrige X, und Z, bei entgegengesetzter Richtung
haben.

Das gleiche gilt fiir die Kréfte, welche senkrecht auf der
x- und auf der z-Achse stehen; man erhélt also im ganzen die
drei Dupel Y, und Z,, Z, und X,, X, und Y,, welche den
GroBen p,, und p,, usw. in § 104 entsprechen. Wihrend aber die
letzteren einander paarweise gleich sind, sind die hier auftretenden
GroBenpaare wie Y, und Z, nach den Gleichungen (1) und (3)
ungleich. Sie liefern also, wenn sie zusammengefiigt werden,
nicht ohne weiteres einen Tensor, vielmehr ergibt sich aus ihrer
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Zusammenfiigung nach § 105 ein Diatensor, der sich aus Tensor
und Antitensor zusammensetzt. Der Antitensor 148t sich ohne
weiteres aus der Anschauung bestimmen. In dem Beispiel der
Fig. 8 liefern die beiden entgegengesetzt gerichteten Momente Z,
und X, offenbar ein iiberschieBendes Moment vom Betrage
Zy;— X,. Das entsprechende gilt fiir die Momentenpaare Y,
und Z,, X, und Y,. Diese drei iiberschieBenden Momente sind
die Komponenten eines Vektors m, wo

m=(Y.—Z)i+(Z—X)i+ (X, — Yt . . . (4)
und dieser Vektor ist dquivalent mit dem Antitensor
[ © Y.— X, Z.— X,
I X, — Y, 0 Zy—Y, - - ... (5)
I X.— 2, Y,— 2, 0.
Diesem Antitensor entspricht der Tensor
2X, Y.+ X, Z,+X,
X+ Y 2Y, . 44 Y, - - ()
X+ 2. Y, + 7, 27,

und beide lassen sich zusammenfassen in einen Diatensor mit
den Betrigen
2X, 2Y, 22,
loX, 2Y, 27, - - . .. (D
l2X, 2v, 2z
Dieser Ausdruck enthalt nur Betrige als Glieder. Er rechtfertigt die
in § 104 aufgestellte Behauptung, dall der Betrag eines Kinzeltensors — 2+
zu setzen ist, wenn derselbe aus den Vektoren » und — v entsteht. Denn
stellt man, von (7) ausgehend, riickwirts den Vektor m der Gleichung (4)
her, so subsummiert sich das Verfahren nur dann den im ersten Teil ge-
gebenen Regeln iber die Beziehungeu zwischen einem Antitensor und dem

entsprechenden Vektor, wenn man eben die in (7) gegebenen Werte zu-
grunde legt.

Dabei ist in (5) und (6) die Tatsache noch nicht zum Aus-
druck gekommen, dafl die Seitenglieder ebensowohl wie die
Diagonalglieder eine bestimmte Doppelrichtung haben. Um dieses
auszudriicken, setzen wir analog zu der Zusammenstellung (2):

,, = Y, + X, mit der Doppelrichtung 2,
U;y - Zy + Yz ”» ” ” &Ly T (8)
n:;‘z - Zm + Xz » ” ” Y
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und kehren die Reihenfolge der Marken auf der linken Seite
dieser Gleichungen um, wenn die Reihenfolge der Summanden
auf der rechten Seite umgekehrt wird. Dann ergibt sich als
Schlufiresultat:
TH =11, 1, I, + |X,—7, 0 Z,— Y, (9)
o, 1, II, X, —Z, Y,— 2, 0
mit der Bedingung:
I, = ., I, =1IL,, I,=I, ... (10)
Man denke sich nun die Betrige der Glieder von II in

enneadischer Zusammenstellung hingeschrieben, dann nimmt das
uns beschiftigende Produkt die Form an:

€z €y €4 Prz Pyx Pox
fo Ty 152 \Pey Pyy Doy - - - - - (11)
gm .‘/y gs l_pxz pyz _pzz'

Fiithrt man die Multiplikation nach der fiir skalare Diatensoren
giiltigzen Regel aus und bezeichnet die Glieder des Produktes in
der iblichen Reihenfolge mit ¢, ¢;, usw., so ergibt sich:

b1 = 2(€xPzz + €y Puy + € pzz)al
tig = 2(€xPys+ €yPyy + €:Py:), |

| . (12)
1‘21 == Q(fmpxx% fypzy+fszz) l
usw.
Der Vergleich zeigt, daB
t,=2X,, t,=2Y,, t,=2X,usw. . . (13)

Aullerdem sind diese Betriige mit denselben Doppelrichtungen zu
denken, die den entsprechenden Gliedern des vektoralen Tensors I1
zukommen, also ergibt sich der

SchluBisatz: Das Produkt aus einem skalaren und einem
vektoralen Tensor ist nach demselben Schema her-
zustellen, welches fiir die Multiplikation von skalaren
Diatensoren gilt.

(Die Bedingungen e, = f, usw. wurden bei der Ableitung
dieses Satzes nicht in Anspruch genommen, also gilt er auch fiir
die Multiplikation von II mit einem allgemeinen Diatensor.)
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War der Tensor 71 von vornherein auf seine Hauptachsen
bezogen, so sind seine Seitenglieder Null, und es bleibt unter
Beriicksichtigung der Bedingungen e, = f, usw.

X, = €z Pggo Y, = Cy Dy Ly = € P
X, = eyPesr Yy = fypmp Zy = [sD> t+ - - (14)

X, = € Do Y, = le),,,,, Z, = 9z Py
Die Asymmetrie dieser Ausdriicke zeigt auf die einfachste
Weise, dal das Produkt T'II im allgemeinen asymmetrisch ist.
Fallen aber die Hauptachsen von T mit denjenigen von IT zu-

sammen, 8o ist e, =e¢, f, =, 9. = ¢, und ¢, usw. sind Null,
also bleibt in diesem Fall

Ieﬂgg 0 0
T = 0 fmy O R ¢ 1))
0 0 gm:.

Das Ergebnis entspricht demjenigen, welches sich bei der
Multiplikation skalarer Tensoren miteinander herausstellt: T'I7 ist
dann und nur dann ein Tensor, wenn die Hauptachsen der beiden
Faktoren zusammenfallen.

IV. Weitere Folgerungen. Aus dem obigen Schlufisatz
ergibt sich sofort die Giiltigkeit derjenigen Folgerungen, welche
auf der analytischen Form des Produktes zweier Tensoren beruhen.
Inshesondere folgt, dal man einen gegebenen vektoralen Tensor
als Produkt aus einem vorgeschriebenen vektoralen Tensor und
einem zu bestimmenden skalaren Diatensor darstellen kann. Soll
dieser Diatensor ein Tensor sein, so miissen die Achsen des vor-
geschriebenen vektoralen Faktors mit denjenigen des gegebenen
Produktes zusammenfallen. Die Mittel zur Ausrechnung des
skalaren Faktors liegen auf der Hand.

110. Die Klasse der physikalischen Eigenschaiten von Kristallen.

Wir setzen voraus, die in Betracht gezogenen Korper seien
fest und homogen. Wir halten uns ferner an die Begriffe der
klassischen Physik. Die Grofen, welche die physikalischen Eigen-
schaften der Materie charakterisieren, sind dann zum Teil un-
abhiingig von der physikalischen Konstitution des Korpers, an
dem sie in die Erscheinung treten. (Beispiel Masse) Und wo
das nicht der Fall ist, sind sie zum Teil derart, daf sie nur die Ver-

Budde, Tensoren u. Dyaden. 16
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bindung zwischen zwei Skalaren herstellen. (Beispiel: Kapazitéts-
Masse Dichte. oder . Wirmezufuhr
Volumen ~— ’ Temperaturzunahme
= spezifische Wiarme unter den Umstinden der Zufuhr). Der-
artige GroBen haben fiir die Tensorentheorie kein Interesse.
Dagegen gibt es andere, welche die Verbindung zwischen
gerichteten Gréfen herstellen. Wir betrachten zunidchst Korper,
die nicht nur homogen, sondern auch isotrop sind, dann sind die

grundlegenden Groflen die folgenden:

eigenschaften wie

" . iy Dichte des Warmestroms
Wirmeleitungsfahigkeit - - = Temperaturgefalle

__ Lichtgeschwindigkeit im Vakuum
"7 Lichtgeschwindigkeit im Korper’

Brechungskoeffizient

Dielektrische Polarisation
Elektrische Feldstiarke ’

Stromdichte
rische Feldstarke’

__ Magnetische Induktion
"7 Magnetische Feldstirke

Dielektrizititskonstante - - —

Ohmsche Leitungsfiahigkeit — Elekt

Permeabilitit

In den simtlichen physikalischen Eigenschaften steckt, wie bekannt,
noch ein willkirlicher Zahlenfaktor, der aber durch passende Wahl der
Einheiten auf den Wert 1 gebracht werden kann. AuBerdem kann man
iiberall die reziproken Werte!) der auf den linken Seiten angegebenen GriBSen
auch als physikalische Eigenschaften definieren; der Sprachgebrauch in dieser
Beziehung hat sich durch zufillige Gewdhnung ausgebildet. Wihrend man
z. B. bei der Elektrizitatsleitung ganz allgemein neben und vor der Leitungs-
fahigkeit ihren reziproken Wert, den ,Widerstand®, benutzt, ist der , Wider-
stand gegen Wirmeflub*“ nicht in Gebrauch gekommen.

Mit einer leicht verstindlichen Erweiterung des Begriffes
Ursache und Wirkung, indem unter Ursache auch die ,Ver-
anlassung“ einbegriffen ist, 10t sich die vorstehende Aufzihlung
in den Satz zusammenfassen: Die Ursache mit der physikalischen
Eigenschaft multipliziert ergibt die Wirkung. Die Wirkung kann
dabei dieselbe Dimension oder auch eine andere physikalische
Dimension haben wie die Ursache; im ersten Fall hat die physi-

kalische Eigenschaft die Dimension einer reinen Zahl, im anderen

1) Im folgenden nicht mehr hervorgehoben; die entsprechenden Er-
génzungen sind selbstverstindlich.
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hat sie eine von Null verschiedene Dimension, die aber ihre
Eigenschaft als Skalar nicht beeintriichtigt.

Auch physikalische Eigenschaften, die sich von vornherein
nicht in Form einer linearen Gleichung zwischen ,,Ursache* und
»Wirkung¥ prisentieren, fallen bei niherer Besichtigung unter
dieselbe Form. Die Absorption, welche ein Energiestrom beim
Eindringen in einen Kérper erfahrt, wird in der Regel dargestellt
durch eine Gleichung J = Jye=%**, wo z die Tiefe des Ein-
dringens und £ der Absorptionskoeffizient ist. Diese Gleichung
158t sich eben sowohl logarithmisch darstellen in der Form

logd = log Jy — k.
Als die GroBe, von der die Absorption abhingt, also als die
»Ursache“ in dem etwas verallgemeinerten Sinne des Vorigen, ist
hier die Tiefe # des Eindringens anzusehen, und damit ergibt
sich die Gleichung
Abnahme des Logarithmus der Strémung
Tiefe des Eindringens )

Absorptionskoeffizient —

Gewisse Grofien, wie die Warmeausdehnung, die immer nur
an dreidimensionalen Korpern beobachtet werden konnen, lassen
sich rein mathematisch in Elongationen nach drei aufeinander
senkrechten Richtungen zerlegen; man gelangt dadurch zum
Begriff der linearen Ausdehnung und zu den Gleichungen:
Lineare Ausdehnung
Temperaturzunahme ’
Einseitige elastische Dehnung

Zugkraft ’
(In der letzten Gleichung kann der Elastizitdtsmodul als reziproker
Wert an die Stelle des Elastizitdtskoeffizienten treten.)

Man ersieht aus dem Vorstehenden, dall die GroBen, welche
irgend eine grundlegende physikalische Eigenschaft bestimmen,
fir homogene isotrope Korper oder Korperelemente simtlich
Skalare sind, und zwar skalare Faktoren, welche mit der
Ursache multipliziert die Wirkung ergeben. Sie haben Existenz
nur als solche Faktoren, und wenn keine Ursache vor-
handen ist, zu der sie als Faktor dienen konnen, so treten
sie iberhaupt nicht in die Erscheinung.

LaBt man nun die Annahme der Isotropie fallen, setzt also
voraus, daB man mit kristallinischen K6rpern zu tun hat, so

16*

Linearer Ausdehnungskoeffizient —

Linearer Elastizitatskoeffizient —
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werden die Faktoren, die mit dem Vektor ,Ursache“ zu verbinden
sind, verschiedene Werte annehmen, wenn die ,,Ursache¥ ver-
schiedene Richtung annimmt. Aus den skalaren Faktoren werden
also im einfachsten Fall Tensoren, aber auch diese Tensoren
existieren nur als symbolische Faktoren, welche die Multiplikation
nach drei aufeinander senkrechten Richtungen zusammenfassen,
und sie haben ebensowohl wie die bei isotropen Korpern auf-
tretenden Skalare einen Sinn nur als Faktoren, und daraus folgt:
Die Tensoren, welche physikalische Eigenschaften der
Kristalle darstellen, sind nicht selbstdndige, sondern
skalare Tensoren.

In § 105 wurde darauf hingewiesen, dafl aus einem System
beliebiger Krifte, die an einem Korper tétig sind, diejenigen,
welche im Gleichgewicht miteinander stehen, sich absondern und
durch einen Tensor darstellen lassen. Dementsprechend werden
die Elastizitdtseigenschaften stets als Gleichgewichtseigenschaften
behandelt. Dasselbe gilt fiir die simtlichen physikalischen Eigen-
schaften, von denen oben die Rede war. Man nimmt an, daB in
weitgehender Anniherung die physikalischen Eigenschaften eines
Korpers durch seine etwaige Bewegung, mag diese nun von vorn-
herein gegeben oder durch iiberschiefende Resultanten und
Momente verursacht sein, nicht geindert werden. Vektorielle
Agentien, die etwa durch die Bewegung selbst ausgelost werden
(z. B. Zentrifugalkrifte), stellt man als besondere Vektoren in
Rechnung. Dann hat man fiir die Deutung der Beobachtungen
in erster Linie nur mit denjenigen physikalischen Eigenschaften
zu tun, welche sich im Zustande der Ruhe und des Gleichgewichts
beobachten lassen. Daher, dafl diese sich in vielen Fillen durch
Tensoren beschreiben lassen, kommt es, daB gerade die sym-
metrischen Tensorenausdriicke in der Physik eine besonders hervor-
ragende Rolle spielen.

In der neueren P