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Vorwort. 
Whittakers Lehrbuch der Dynamik ist längst als eine der besten 

Darstellungen seines Gegenstandes bekannt. Es bedarf daher keiner 
besonderen Begründung, wenn mit der vorliegenden Übersetzung der 
Versuch gemacht wird, dieses Werk im deutschen Sprachgebiet zu­
gänglicher zu machen. Die Auswahl des Stoffes von den Elementen 
bis tief in die Probleme der höheren Mechanik, die eindringende und 
klare Gedankenentwicklung, die gründlichen historischen und litera­
rischen Verweisungen, die reiche Fülle der Beispiele und Aufgaben 
werden dem Werke auch bei dem Deutsch lesenden Publikum einen 
hervorragenden Platz sichern. 

Herr und Frau Dr. Mitteisten Scheid, die sich in dankenswerter 
Weise der Übersetzungsaufgabe unterzogen haben, sind dabei weit­
gehend von Dr. H. Kneser unterstützt worden. 

Besonderer Dank gebührt dem Autor und der Cambridge Uni­
versity i'ress für ihr Entgegenkommen bei der Überlassung des Über­
setzungsrechtes. 

Der Herausgeber. 



§ 1. 
§ 2. 
§ J. 
§ 4. 

§ 5-

6. 

§ 7-
§ 8. 
§ 9-
§ 10. 
§ 11. 
§ 12. 

§ 13. 
§ 14. 
§ 15. 
§ 16. 

1 7. 

18. 

§ 19. 
§ 20. 
§ 21. 
§ 22. 
§ 23. 
§ 24. 
§ 25. 
§ 26. 
§ 27. 
§ 28. 

Inhaltsverzeichnis. 

Erstes Kapitel. 

Einleitendes aus der Kinematik. 

Die Bewegung starrer Körper . . . . . . . . . . 
Der Eulersche Satz von der Drehung um einen Punkt 
Der Satz von Rodrigues und Rarnilton . . . . . . . 
Die Zusammensetzung entgegengesetzt gleicher Drehungen um par­

allele Achsen. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 
Der Chaslessche Satz von der allgemeinsten Bewegung eines starren 

Körpers .................... · · 
Halphens Satz von der Zusammensetzung zweier beliebiger Be-

wegungen ................ . 
Die analytische Darstellung einer Bewegung 
Die Zusammensetzung infinitesimaler Rotationen . . 
Eulers Parameterdarstellung der Rotation um einen Punkt 
Die Eulerschen Winkel. . . . . . . . . . . . . . . . . 
Zusammenhang der Eulerschen ·winke! mit den Parametern!;, 'I• 1;, X 
Zusammenhang der Rotation mit den linearen Transformationen; die 

Cayley-Kleinschen Parameter . . . . . . . . . . . . 
Vektoren ..................... . 
Geschwindigkeit und Beschleunigung; ihr Vektorcharakter 
Die Winkelgeschwindigkeit; ihr Vektorcharakter ..... 
Die Komponenten der Winkelgeschwindigkeit eines Systems als Funk­

tionen der Eulerschen Winkel bzw. der Eulerschen Parameter . 
Die zeitliche Ableitung eines Vektors, dessen Komponenten nach be­

wegten Achsen gegeben sind. . . . . . . . . . . . . . . . . 
Spezielle Komponentenzerlegung der Geschwindigkeit und Beschleuni­

gung .... 
Übungsaufgaben 

Zweites Kapitel. 

Die Bewegungsgleichungen. 

Die Begriffe der Ruhe und Bewegung 
Die Gesetze der Bewegung . 
Kraft 
Arbeit 
Kräfte, die keine Arbeit leisten 
Die Koordinaten eines dynamischen Systems 
Halonorne und nicht-holonome Systeme 
Die Lagrangeschen BewegungsgleichungeJJ. eines hulonumcn ~ystcms 
Konservative Kräfte; das kinetische Potential 
Die explizite Form der Lagrangeschen Gleichungen 

Seite 

1 

3 

3 

4 

G 

7 
8 
9 

10 

11 
14 
14 
15 

16 

17 

1'.1 
24 

28 
29 
31 
32 
33 
35 
36 
37 
40 
41 



§ 29. 

§ 30. 
§ 31. 

~ 32. 
§ 33. 

~ 34. 
§ 35-
§ 3i'i. 

§ 37-
§ 3S. 
§ 39-

§ 40. 
§ 41. 
§ 42. 

§ 43. 

§ 44. 
§ 45. 
§ 46. 
§ 47. 
§ 48. 

§ 49. 
§ so. 

§ 51. 
§ 52. 

§ 53. 
§ 54. 
§ 55. 

§ 56. 

Inhaltsverzeichnis. VII 

Seite 

Die Bewegung eines Systems, das gezwungen ist, gleichförmig um eine 
Achse zu rotieren . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 42 

Die Lagrangeschen Gleichungen in Quasi-Koordinaten . . . . . . 

Kräfte, die aus einer von den Geschwindigkeiten abhängigen Potential-
funktion entspringen . . . . . 

Anfangsbewegungen . . . . . . . . . . . . 
Ähnlichkeit dynamischer Systeme . . . . . . 
Bewegung bei Umkehrung der Kraftrichtung. 
Stoßbewegung . . . . . . . . . . . . . . 
Die Lagrangeschen Gleichungen der Stoßbewegung 
Übungsaufgaben . . . . . . . . . . . . . . . 

Drittes Kapitel. 

Integrationsprinzipien. 

Durch Quadraturen lösbare Probleme 

44 

47 
48 

49 

so 
51 

53 
54 

55 
Systeme mit zyklischen Koordinaten . . . . . . . . . . 57 

Spezielle Fälle der Reduktion: die Integrale der Bewegungsgröße und 
des Moments der Bewegungsgröße . . . . . . . . . . . 61 

Der allgemeine Satz von dem Moment der Bewegungsgröße . . . . 64 

Die Energiegleichung 
Reduktion eines dynamischen Problems auf ein Problem mit weniger 

Freiheitsgraden mit Hilfe der Energiegleichung . . . . . . . . 
Trennung der Veränderlichen; dynamische Systeme vom Liouville­

schen Typus . 
Übungsaufgaben 

Viertes Kapitel. 

Die lösbaren Probleme der Punktdynamik. 

Der Massenpunkt mit einem Freiheitsgrad; das Pendel . . 

65 

67 

71 
73 

75 
Bewegung eines Punktes auf einer bewegten Kurve 78 

Bewegungzweier freier Massenpunkte unter gegenseitiger Einwirkung 80 
Allgemeiner Fall der Zentralkräfte. Der Satz von Rarnilton. . . . 81 

Durch Quadraturen lösbare Fälle von Zentralbewegung; Integration 
mit Kreisfunktionen und elliptischen Funktionen . . . . . . . 85 

Bewegung nach dem Newtonsehen Anziehungsgesetz . . . . . . . 91 

Das Feld einer Zentralkraft und das Feld einer Parallelkraft in ihrer 
Wechselbeziehung. . . . . . . . . . . . . . . . . . 98 

Der Satz von Bonnet . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 99 

Bestimmung des allgemeinsten Kraftfeldes, in dem eine gegebene 
Kurve oder Kurvenschar beschrieben werden kann 100 

Das Problem der zwei Anziehungszentren . . . . . . . . . . . . 102 

Bewegung auf einer Fläche . . . . . . . . . . . . . . . . . . 104 

Bewegung auf einer Rotationsfläche; die durch Kreisfunktionen und 
elliptische Funktionen lösbaren Fälle . 108 

Der Satz von J oukowsky 11 5 
Übungsaufgaben . . . . . . . . . . . 11 7 



VIII 

§ 57. 
§ 58. 
§ 59. 

§ Go. 

§ 61. 
§ 62. 

§ 63. 
§ 64. 

§ 65. 

§ 66. 
§ 67. 
§ 68. 
§ 69. 
§ 70. 

§ 71. 

§ 72. 

§ 7J. 
§ 74. 
§ 75. 

Inhaltsverzeichnis. 

Fünftes Kapitel 

Das dynamische Verhalten starrer Körper. 
Definitionen. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 
Trägheitsmomente einfacher Körper . . . . . . . . . . . 
Bes~mmung des Trägheitsmoments um eine beliebige Achse aus dem 

Trägheitsmoment um eine parallele Achse durch den Schwerpunkt 
Der Zusammenhang der Trägheitsmomente in bezug auf verschiedene 

Koordinatensysteme mit gemeinsamem Ursprung . . . . . . . 
Die Hauptträgheitsachsen; das Cauchysche Trägheitsellipsoid . . . 
Berechnung des Moments der Bewegungsgröße eines bewegten starren 

Körpers ........................ . 
Berechnung der kinetischen Energie eines bewegten starren Körpers 
Unabhängigkeit der Bewegung des Schwerpunkts und der Bewegung 

relativ zum Schwerpunkt voneinander • 
Übungsaufgaben . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 

Sechstes Kapitel. 

Die lösbaren Probleme der Dynamik starrer Körper. 
Die Bewegung eines Systems mit einem Freiheitsgrad; Bewegung um 

Seite 

123 
124 

127 

128 
130 

130 
132 

133 
135 

eine feste Achse usw. . . . . . . . . . . . . . t3S 
Die Bewegung eines Systems mit zwei Freiheitsgraden 144 
Anfangsbewegungen . . . . . . . . . . . . . . . . 148 
Die Bewegung von Systemen mit drei Freiheitsgraden 151 
Kräftefreie Bewegung eines Körpers um einen festen Punkt. 152 
Die kinematische Darstellung der Bewegung nach Poinsot; l'olhodie 

und Herpolhodie . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1(>1 
Bewegung eines Kreisels auf einer völlig rauhen Ebene; Bestimmung 

des Eulerschen Winkels {} . . . . . . . . . . . . . . . . . . Hi4 
Bestimmung der übrigen Eulerschen Winkel und der Caylcy-Klein-

schen Parameter; der Kugelkreisel . . . . 168 
Die Bewegung eines Kreisels auf einer glatten Ebene 173 
Der Kowalewskische Kreisel 174 
Stoßbewegung 177 
Übungsaufgaben 180 

Siebentes Kapitel. 

Theorie der Schwingungen. 

§ 76. Schwingungen um eine Gleichgewichtslage 18S 
§ 77. Normalkoordinaten 190 
§ 78. Der Satz von Sylvester über die Realität der Wurzeln der Deter-

minantengleichung . , . 194 
§ 79. Integration der Differentialgleichungen. Die Perioden. Stabilität. 196 
§ 80. Beispiele von Schwingungen um eine Gleichgewichtslage 198 
§ 81. Die Wirkung einer neuen Bindung auf die Perioden eines schwingenden 

Systems . 202 
§ 82. Der stationäre Charakter der Normalschwingungen 204 
§ 83. Schwingungen um einen stationären Bewegungszustand 205 
§ 84. Die Integration der Gleichungen 208 
§ 85. Beispiele von Schwingungen um einen stationären Bewegungszustand 216 
§ 86. Schwingungen von Systemen mit veränderlichen Bindungen . 220 

Übungsaufgaben 221 



Inhaltsverzeichnis. IX 

Achtes Kapitel. 

Nicht-holonome Systeme. Systeme mit Energiezerstreuung. 
Seite 

§ 87. Lagrangesche Gleichungen mit unbestimmten Multiplikatoren 227 
§ 88. Bewegungsgleichungen, bezogen auf beliebig bewegte Achsen 229 
§ 89. Anwendung auf spezielle nicht-holomone Systeme. 231 
§ 90. Schwingungen nicht-holonomer Systeme . . . . . . 234 
§ 91. Systeme mit Energiezerstreuung. Reibungskräfte 240 
§ 92. Von der Geschwindigkeit abhängige Widerstandskräfte 242 
§ 93. Die Zerstreuungsfunktion von Rayleigh . . . . . . 244 
§ 94. Schwingungen von Systemen mit Energiezerstreuung 245 
§ 95. Der Stoß . . . . . . . . . . 247 
§ 96. Der Energieverlust beim Stoß 248 
§ 97. Beispiele für Stoßbewegungen. 249 

Übungsaufgaben . ' . . . . 252 

Neuntes Kapitel. 

Die Prinzipien der kleinsten Wirkung und kleinsten Krümmung. 

§ 98. Die Bahn eines dynamischen Systems . . . . . . . . . . . . . . 259 
§ 99. Das Hamiltonsche Prinzip für konservative holonome Systeme 259 
§ 100. Das Prinzip der kleinsten vVirkung für konservative holonome Systeme 261 
§ 101. Ausdehnung des Hamiltonschen Prinzips auf nicht-konservative dyna-

mische Systeme . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 263 
§ 102. Ausdehnung des Hamiltonschen Prinzips und des Prinzips der kleinsten 

Wirkung auf nicht-holonome Systeme . . . . . . . . . . . . 264 
§ 103. Sind die stationären Integrale Minima? Kinetische Brennpunkte 265 
§ 104. Darstellung der Bewegung eines dynamischen Systems mit Hilfe der 

geodätischen Linien . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 269 
§ 105. Das Gauß-Hertzsche Prinzip der geradesten Bahn . . . . . . . . 270 
§ 106. Die Krümmung der Bahn als Funktion der allgemeinen Koordinaten 272 
§ 107. Die Appellsehen Gleichungen 274 
§ 108. Der Bertrandsche Satz 276 

§ 109. 
§ 110. 
§ 11 t. 
§ 112. 
§ 113. 
§ 114. 
§ 115. 

§ 116. 
§ 117. 
§ 118. 
§ 119. 

Übungsaufgaben 277 

Zehntes Kapitel. 

Hamittonsehe Systeme und ihre Integralinvarianten. 

Die Hamiltonsche Form der Bewegungsgleichungen 
Aus Variationsproblemen hervorgehende Gleichungen 
Integralinvarianten . . . . . . . 
Die Variationsgleichungen 
Integralinvarianten erster Ordnung 
Relative Integralinvarianten . . . 
Eine allen Hamiltonschen Systemen gemeinsame relative Integral-

invariante . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 
Über die Systeme mit der relativen Integralinvariante f 2:P öq 
Die Integralinvarianten als Funktionen der Integrale 
Der Satz von Lie und Koenigs . 
Der letzte Multiplikator . . . . . . . 

279 
281 
283 
284 
285 
287 

288 
289 
290 
291 
292 



X Inhaltsverzeichnis. 

Seite 
§ 120. Ableitung eines Integrals aus zwei Multiplikatoren . . . . . . . . 296 
§ 121. Anwendung der Theorie des letzten Multiplikators auf Hamiltonsche 

Systeme; Benutzung eines einzigen bekannten Integrals . . . . 297 
§ 122. Integralinvarianten, deren Ordnung gleich der Ordnung des Systems ist 300 
§ 123. Reduktion von Differentialgleichungen auf die Lagrangesche Form. 301 
§ 124. Der Spezialfall, daß die kinetische Energie eine quadratische Funktion 

der Geschwindigkeiten ist 302 
Übungsaufgaben . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 303 

Elftes Kapitel. 

Die Transformationstheorie der Dynamik. 

§ 125. Barniltons charakteristische Funktion; Berührungstransformationen. 306 
§ 126. Berührungstransformationen im Raum von beliebig vielen Dimensionen 311 
§ 127. Die bilineare Kovariante einer allgemeinen Differentialform .... 314 
§ 128. Die Bedingungen für eine Berührungstransformation, ausgedrückt 

durch die bilineare Kovariante. . . . . . . . . . . . . . 315 
§ 129. Die Bedingungen für eine Berührungstransformation, dargestellt mit 

Hilfe der Lagrangeschen Klammerausdrücke . . . . . 316 
§ 130. Die Poissonschen Klammerausdrücke . . . . . . . . . . . . 317 
§ 131. Die Bedingungen für eine Berührungstransformation, dargestellt mit 

Hilfe der Poissonschen Klammerausdrücke . . . . . . . . 319 
§ 132. Die Untergruppen der Mathieuschen Transformationen und erweiterten 

Punkttransformationen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 320 
§ 133. Infinitesimale Berührungstransformationen ............ 321 
§ 134. Die neue Auffassung der Dynamik auf Grund der Berührungstransfor­

mationen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 323 
§ 135. Der Reziprozitätssatz von Helmholtz .............. 323 
§ 136. Der Jacobische Satz von der Transformation eines gegebenen dynami­

schen Systems in ein anderes dynamisches System . . . . . . 325 
§ 137. Darstellung eines dynamischen Problems durch eine Differentialform 326 
§ 138. Die Hamiltonsche Funktion der transformierten Gleichungen 328 

139. Transformationen, bei denen auch die unabhängige Veränderliche trans-
formiert wird . . . . . . . . . . . . 330 

§ 140. Neue Formulierung des Integrationsproblems 330 

§ 141. 

§ 142. 
§ 143-

§ 144. 

§ 145-
§ 146. 

§ 147-

Übungsaufgaben . . . . . . . . . . . . 331 

Zwölftes Kapitel. 

Die Eigenschaften der Integrale dynamischer Systeme. 

Reduktion der Ordnung eines Hamiltonschen Systems mit Hilfe des 
Energieintegrals . . . . . . . . . . . . . . . . . 

Die Hamiltonsche partielle Differentialgleichung . . . . . . . 
Das Hamiltonsche Integral als Lösung der Hamiltonschen partiellen 

Differentialgleichung . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 
Der Zusammenhang der Integrale mit den infinitesimalen Transfor-

mationen des Systems . . . . . . . . . 
Der Poissonsche Satz . . . . . . . . . . . . . . 
Die Konstanz der Lagrangeschen Klammerausdrücke 
Involutionssysteme 

333 
334 

337 

339 
340 
342 

342 



Inhaltsverzeichnis. XI 

Seite 

§ 148. Lösung eines dynamischen Problems, von dem die Hälfte der Integrale 
bekannt ist . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 343 

§ 149. Der Satz von Levi-Civita . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 346 
§ 150. Systeme mit in den Bewegungsgrößen linearen Integralen 349 
§ 151. Bestimmung der auf ein System wirkenden Kräfte, wenn ein Integral 

bekannt ist . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 352 
§ 152. Anwendung auf das Problem eines Massenpunktes, dessen Bewegungs­

gleichungen ein in den Geschwindigkeiten quadratisches Integral 
besitzen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 353 

§ 153. Allgemeine dynamische Systeme mit Integralen, die quadratische 
Funktionen der Geschwindigkeiten sind 

Übungsaufgaben . . . . . . . . . . . . . . . 

Dreizehntes Kapitel. 

Die Reduktion des Dreikörperproblems. 

356 
357 

§ 154. Einleitung . . . . . . . . . . . . . . 360 
§ 155. Die Differentialgleichungen des Problems 361 
§ 156. Die J acobische Gleichung . . . . . 363 
§ 157. Reduktion auf die 12. Ordnung mit Hilfe der Integrale der Schwer-

punktsbewegung . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 364 
§ 158. Reduktion auf die 8. Ordnung mit Hilfe der Integrale des Moments 

der Bewegungsgröße und der Elimination der Knoten 366 
§ 159. Reduktion auf die 6. Ordnung . . . . . . . . . . . . . . . . . 369 
§ 160. Eine andere Methode zur Reduktion des Systems von der 18. auf die 

6. Ordnung . . . . . . . . . . . 370 
§ 161. Das ebene Dreikörperproblem. . . . . 373 
§ 162. Das eingeschränkte Dreikörperproblem. 376 
§ 163. Übertragung auf das n-Körperproblem 379 

Übungsaufgaben . . . . . . . . . . 379 

Vierzehntes Kapitel. 

Die Sätze von Bruns und Poincare. 

§ 164. Der Satz von Bruns 
§ 165. Der Satz von Poincare. 

Fünfzehntes Kapitel. 

Allgemeine Theorie der Bahnkurven. 

381 
406 

§ 166. Einleitung . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 414 
§ 167. Periodische Lösungen ..................... 414 
§ 168. Poincares Normalkoordinaten für eine bekannte periodische Bahnkurve 415 
§ 169. Ein Kriterium zur Auffindung periodischer Bahnkurven. . . 416 
§ 170. Lagranges drei Massenpunkte . . . . . . . . . . . . . 419 
§ 171. Die Stabilität der Lagrangeschen Massenpunkte; benachbarte perio-

dische Bahnen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 422 
§ 172. Die Differentialgleichung der Normalverrückung aus einer Bahnkurve 424 
§ 173. Der Satz von Karteweg • . • . . . . . . . . . . . . . . . . . 425 



XII 

§ 174. 
§ 175. 
§ t 76. 
§ 177. 
§ 178. 
§ 179. 

Inhaltsverzeichnis. 

Der Stabilitätsindex 
Charakteristische Exponenten . . . . . . . . . 
Eigenschaften der charakteristischen Exponenten . 
Anziehende und abstoßende Bereiche eines Kraftfeldes 
Anwendung des Energieintegrals auf das Stabilitätsproblem 
Verwertung von Integralinvarianten für Stabilitätsuntersuchungen 
Übungsaufgaben . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 

Sechszehntes Kapitel. 

Integration durch trigonometrische Reihen. 

Seite 

427 
429 
431 
432 
436 
437 
437 

§ 180. Reihen, die für alle Werte der Zeit konvergieren; Poincaresche Reihen 440 
§ 181. Die Regularisierung des Dreikörperproblems . . . . . . . . 441 
§ 182. Trigonometrische Reihen .................... 443 
§ 183. Beseitigung von Gliedern 1. Grades aus der Energiefunktion 444 
§ 184. Bestimmung der Normalkoordinaten durch eine Berührungstransfor-

mation .......................... 445 
§ 185. Transformation von H in die trigonometrische Form ....... 448 
§ 186. Andere Bewegungstypen, die auf Gleichungen derselben Form führen 450 
§ 187. Beseitigung eines periodischen Gliedes aus H 451 
§ 188. Beseitigung weiterer periodischer Glieder aus H 454 
§ 189. Rückkehr zu den ursprünglichen Koordinaten 455 

Übungsaufgaben 456 

)i"amenverzeichnis 457 
Sachverzeichnis.. 459 



Erstes Kapitel. 

Einleitendes aus der Kinematik. 

§ 1. Die Bewegung starrer Körper. 

Die analytische Mechanik untersucht mit den Hilfsmitteln der mathe­
matischen Analysis die Bewegung materieller Körper, wie sie sich aus 
ihrer Einwirkung aufeinander ergibt. 

Es liegt nahe, von den Ursachen der Bewegung zunächst abzusehen 
und mit der Betrachtung der verschiedenen möglichen Bewegungs­
formen zu beginnen. Diese Problemstellung ist die der Kinematik. Ihr 
gehören die in diesem Kapitel hergeleiteten Lehrsätze an, die für die 
späteren Untersuchungen von Nutzen sein werden. 

Die Kinematik ist selbst eine umfangreiche Wissenschaft, für deren Studium 
der Leser auf besondere Darstellungen verwiesen sei, z. B. auf das von Koenigs 
(Paris, 1897). Im folgenden beschränken wir uns auf solche Lehrsätze, die für 
die Anwendung der Kinematik auf die Dynamik von Bedeutung sind. 

Ein materieller Körper heiße starr, wenn der gegenseitige Abstand je 
zweierseiner Punkte unveränderlich ist, so daß der Körper sich weder 
ausdehnen, noch zusammenziehen, noch sich sonst deformieren, wohl aber 
seine Lage in bezug auf seine Umgebung ändern kann. 

Geht ein starrer Körper aus einer Lage in eine andere über, so heißt 
die Lagenänderung eine Bewegung des Körpers. Einige besondere Be­
wegungsarten haben eigene Namen erhalten: bleiben alle auf einer Gera­
den L gelegenen Punkte des Körpers im Raume fest, so heißt die Be­
wegung eine Drehung (Rotation) um die Gerade L; bleibt ein Punkt P des 
Körpers im Raume fest, so heißt die Bewegung eine Drehung (Rotation) 
um den Punkt P; sind die Verbindungslinien der Anfangs- und Endlage 
eines jeden Punktes des Körpers parallele Strecken von der Länge l, 
so daß die Orientierung des Körpers im Raum ungeändert bleibt, dann 
heißt die Bewegung eine Schiebung (Translation) in Richtung der Ver­
bindungslinien um die Strecke l. 

§ 2. Der Eulersche Satz von der Drehung um einen Punkt. 

Ein Punkt eines starren Körpers sei auf irgend eine Weise im Raume 
festgehalten; der Körper soll sich beliebig um diesen Punkt bewegen 
können; wir betrachten zwei beliebige Lagen des Körpers und bezeichnen 

Whittaker, Dynamik. 
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sie als die Lagen P bzw. Q. Wir beweisen nun, daß sich der Körper 
aus der Lage P in die Lage Q durch eine Drehung um eine bestimmte 
Gerade durch den festen Punkt überführen läßt, daß also eine Drehung 
um einen Punkt gleichwertig ist einer Drehung um eine Gerade durch den 
Punkt. 

Zum Beweise dieses von Euler 1) herrührenden Satzes bezeichnen 
wir den festen Punkt mit 0. OA und OB seien Strecken auf zwei im 
Körper festen, mitbewegten Geraden durch 0 in der Lage P, OA' und OB' 
die entsprechenden Strecken derselben Geraden in der Lage Q. Wir legen 
senkrecht zu der Ebene AOA' die Halbierungsebene des Winkels AOA' 
und senkrecht zu der Ebene BOB' die Halbierungsebene des Winkels 
BOB'. OC sei die Schnittgerade der beiden Ebenen, wenn sie nicht zu­
sammenfallen, andernfalls verstehen wir unter OC die Schnittgerade der 
Ebenen OAB und OA 'B'. 

In beiden Fällen steht die Gerade OC zu den Geraden OA', OB' 
in derselben Beziehung wie zu den Geraden OA und OB, d. h. die Winkel 
AOC und BOG sind bezüglich gleich den Winkeln A'OC und B'OC. Folg­
lich bleibt die Lage von OC ungeändert, wenn das System OABC so um 0 
rotiert, daß die Geraden OA und OB in die Lagen OA' und OB' kommen. 
Da die Bewegung die Gerade OC fest läßt, kann sie dargestellt werden 
als eine Drehung um OC durch einen bestimmten Winkel. Damit ist der 
Satz bewiesen. 

Ein Körper bewege sich um einen seiner Punkte, der im Raume 
fest sei. Nach dem Eulerschen Satz kann man die Bewegung aus der 
Lage zur Zeit t in die Lage zur Zeit t + At durch Rotation des Körpers 
um eine bestimmte Gerade durch den festen Punkt erhalten. Die Grenz­
lage dieser Geraden für ein verschwindend kleines Zeitintervall At heißt 
die momentane Rotationsachse des Körpers zur Zeit t. 

Bewegt sich ein Körper um einen seiner Punkte, der im Raume fest ist, so 
ist der Ort der momentanen Rotationsachsen im Körper ein Kegel, dessen Scheitel 
in dem festen Punkt liegt; der Ort der momentanen Rotationsachsen im Raume ist 
ebenfalls ein Kegel, dessen Scheitel in dem festen Punkt liegt. Man zeige, daß man 
die Bewegung des Körpers erhalten kann durch Abrollen des ersten mit dem Körper 
starr verbundenen Kegels auf dem zweiten im Raume festen Kegel. (Poinsot.) 

Ein ähnlicher Beweis zeigt, daß eine ebene Figur aus einer gegebenen 
Lage in eine vorgeschriebene Lage in derselben Ebene durch Rotation um 
einen Punkt der Ebene oder d~trch eine Verschiebung übergeführt werden 
kann. Dieser Punkt heißt das Rotationszentrum. 

Bewegt sich der Körper stetig, so kann die in einem unendlich 
kleinen Zeitintervall stattfindende Verrückung im allgemeinen durch eine 
Rotation um einen Punkt hervorgebracht werden. Dieser Punkt heißt 
das momentane Rotationszentrum. 

Aufgabe 1. Ein ebenes Flächenstück bewege sich beliebig in seiner Ebene. 
Man zeige, daß in jedem Augenblick der geometrische Ort derjenigen Punkte, 

1) Novi Comment. Petrop. Bd. 20, S. 189, § 25. 1776. 
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die in Wendepunkten ihrer Bahn angekommen sind, ein Kreis ist, der den geo­
metrischen Ort der momentanen Rotationszentren auf dem Flächenstück und 
in der Ebene berührt. 

Aufgabe 2. Ein zweidimensionaler starrer Körper wird nacheinander zwei 
endlichen Verrückungen in seiner Ebene unterworfen. Es sei D 2 die Verbindungs­
linie der beiden Rotationszentren, D 1 diejenige Gerade, die durch die halbe erste 
Verrückung, d. h. durch Drehung durch den halben Winkel, in die Lage D 2 ge­
bracht wird, endlich D 3 diejenige Lage, in die D 2 durch die halbe zweite Ver­
rückung gebracht wird. Man zeige, daß der Schnittpunkt von D 1 und D 3 das 
Zentrum der Gesamtrotation ist. 

§ 3. Der Satz von Rodrigues und Hamitton 1). 

Zwei beliebige aufeinander folgende Rotationen um einen festen 
Punkt können durch eine einzige Rotation ersetzt werden auf Grund des 
folgenden Satzes: 

Drei aufeinander folgende Rotationen um drei im Raum feste Achsen 
durch einen Punkt vom Betrage der doppelten Winkel der durch die 
Achsen bestimmten Ebenen führen einen Körper in seine Ausgangslage 
zurück. 

Die Achsen seien OP, OQ, OR. Man errichte im Punkte 0 die Lote 
Op, Oq, Or auf den Ebenen QOR, ROP, POQ. Dreht sich der Körper 
durch zwei Rechte um Oq und durch zwei Rechte um Or, so kehrtOP in 
seine ursprüngliche Lage zurück, während Oq in sein Spiegelbild in bezug 
auf die Gerade Or übergeführt wird. Bezeichnet R PQ den Winkel der 
Ebenen PR und PQ, so ist die Gesamtwirkung die einer Drehung um 0 P 
durch den doppelten Winkel RPQ. Daraus ergibt sich, daß aufeinander 
folgende Rotationen um OP, OQ, OR durch die doppelten Winkel RPQ, 
PQR, QR P gleichwertig sind mit aufeinander folgenden Rotationen 
durch zwei Rechte um die Geraden Oq, Or, Or, Op, Op, Oq. Diese Rota­
tionen bewirken aber zusammengenommen keine Lagenänderung des 
Körpers. Damit ist der Satz bewiesen. 

§ 4. Die Zusammensetzung entgegengesetzt gleicher 
Drehungen um parallele Achsen. 

Von besonderem Interesse ist der Fall, in dem ein Körper nach· 
einander zwei Drehungen von gleichem Betrag, aber entgegengesetztem 
Sinn um zwei parallele Achsen unterworfen wird. Bei keiner der beiden 
Bewegungen wird ein Punkt des Körpers in einer Richtung parallel zu 
den Achsen verschoben; dies gilt daher auch für die resultierende Be­
wegung. Eine Gerade des Körpers in einer zu den Achsen senkrechten 
Ebene erfährt überdies bei der ersten Bewegung eine Drehung durch den 

1) Rodrigues, 0.: ]ourn. de Math. Bd. 5. S. 380. 1840; Hamilton: Lectures 
on Quaternions, § 344; der hier wiedergegebene Beweis rührt von Burnside her: 
Acta Math. Bd. 25. 1902. 

1* 
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Rotationswinkel und bei der zweiten Bewegung dieselbe Drehung im 
umgekehrten Sinn. Ihre Endlage ist also parallel zur Anfangslage. Dies 
kann für eine beliebige Gerade senkrecht zu den Achsen nur dann gelten, 
wenn die Gesamtbewegung einer Translation äquivalent ist. Demnach 
sind zwei aufeinander folgende gleich große und entgegengesetzt ge­
richtete Drehungen um parallele Achsen einer Translation senkrecht zu 
den Achsen äquivalent; mit anderen Worten: Eine Rotation um eine 
Achse kann ersetzt werden durch eine Rotation von gleichem Winkel um 
eine beliebige parallele Achse zusammen mit einer Translation senkrecht zu 
den Achsen. 

Es gilt auch die Umkehrung: Eine Rotation eines starren Körpers 
um eine Achse zusammen mit einer Translation senkrecht zu dieser Achse 
ist einer Rotation des Körpers um eine parallele Achse äquivalent. Der 
Satz ist im wesentlichen gleichbedeutend mit dem Ergebnis des § 2, 
daß jede Bewegung in einer Ebene als Drehung um einen Punkt dieser 
Ebene aufgefaßt werden kann. Betrachtet man die Winkel zwischen 
der Anfangs- und Endlage einer beliebigen im Körper festen und mit­
bewegten Geraden senkrecht zur Achse, so sieht man, daß die Rotations­
winkel um die beiden Achsen gleich sind. 

§ 5. Der Chaslessche Satz von der allgemeinsten Bewegung 
eines starren Körpers 1). 

Wir betrachten nun Bewegungen von allgemeinerem Charakter. 
Offenbar kann ein frei beweglicher starrer Körper aus einer beliebigen 
Anfangslage P im Raum auf folgende Art in eine beliebige Endlage Q 
gebracht werden: man führt zunächst einen beliebigen Punkt des Kör­
pers aus seiner Lage in P in seine Lage in Q über, während alle anderen 
Punkte des Körpers parallel verschoben werden (so daß die Orientierung 
des Körpers im Raum dieselbe bleibt). Sodann dreht man den Körper 
um diesen Punkt, bis er die Lage Q erreicht hat. Nach dem Eulerschen 
Satz kann die letztere Bewegung einfach durch eine Drehung des 
Körpers um eine Gerade durch den Punkt bewirkt werden. Die all­
gemeinste Bewegung eines starren Körpers läßt sich also aus einer Trans­
lation und einer Rotation um eine Gerade zusammensetzen. 

Wir zeigen nun: Die Rotationsachse kann so gewählt werden, daß die 
Translation parallel zu ihr erfolgt. Es sei nämlich A die Anfangslage eines 
willkürlich gewählten Punktes, B seine Lage nach Ausführung der Trans­
lation. AK sei die Parallele durch A zur Rotationsachse, K sei der 
Fußpunkt des Lotes von B auf AK. Dann kann die Translations-

1) Mozzi: Discorso matematico sopm il rotamento momentaneo dei corpi. Neapel 
1763; Cauchy: Exercices de J'vlath. Bd. II, S. 87. Paris 1827; Oeuvres (2) Bd. VII, 
S. 94; Chasles: Bulletin Univ. des Seiences (Ft!russac) Bd. 14, S. 321. 1830; Com­
ptes Rendus de l' Acad. Bd. 16, S. 1420. 1843. 
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bewegungoffenbar in zwei Schritten ausgeführt werden; eine Translation 
parallel zur Rotationsachse bringt den Punkt A in die Lage K, und eine 
weitere Translation senkrecht zur Rotationsachse bringt den Punkt K 
in die Lage B. Nach § 4 ist aber die zweite Translation zusammen mit 
der auf sie folgenden Rotation einer einfachen Rotation um eine zur 
ersten parallele Achse äquivalent. Nimmt man daher als Ausgangs­
punkt A einen Punkt dieser Achse, so kann die ganze Bewegung zusam­
mengesetzt werden aus einer Translation des Körpers in Richtung einer 
bestimmten Geraden durch diesen Punkt und einer Rotation um diese 
Gerade. Damit ist der Satz bewiesen. 

Die Zusammensetzung einer Translation und einer Rotation um 
eine Achse parallel zur Translationsrichtung heißt eine Schraubung; 
das Verhä~tnis der Größe der Translation zum Winkel der Rotation 
heißt die Höhe der Schraube. Offenbar ist bei einer Schraubung die 
Reihenfolge von Translation und Rotation gleichgültig. 

§ 6. Halphens Satz von der Zusammensetzung zweier 
beliebiger Bewegungen. 

Halphen hat eine geometrische Konstruktion für die Schraubenbewegung 
angegeben 1), die aus zwei gegebenen Schraubungen hervorgeht. 

Seien A1, A 2 die Achsen der beiden gegebenen Schraubungen, A12 ihr gemein­
sames Lot. Sei B 1 diejenige Gerade, die in die Lage A12 durch die halbe erste 
Schraubung gebracht wird (d. h. durch die halbe Translation und Rotation durch 
den halben Winkel). B 2 sei diejenige Gerade, in die A 12 durch die halbe zweite 
Schraubung übergeführt wird. C sei die gemeinsame Normale der Geraden BI 
und B 2 • Halphen findet nun: Die Achse der resultierenden Schraubenbewegung ist C, 
und die Schraubung ist die doppelte derjenigen, die BI in B 2 überführt. 

Sind nämlich D1 und D 2 so gewählt, daß die halben gegebenen Schraubungen 
die Gerade A12 in die Lage Di bzw. D 2 in die Lage A12 überführen, und sei C' die 
gemeinsame Normale von D 1 und D 2, so fallen die so entstandene Figur und die 
aus ihr durch Drehung um die Achse A12 durch zwei Rechte hervorgehende offen­
bar zusammen. Daraus folgen die Relationen: 

Abschnitt auf B 1 durch A1 und C Abschnitt auf D 1 durch A1 und C', 
Abschnitt auf B 2 durch A2 und C = Abschnitt auf D2 durch A 2 und C', 
Abschnitt auf C durch B 1 und B 2 = Abschnitt auf C' durch DI und D 2 , 

Winkel der Ebenen A 1 B 1, B 1 C = Winkel der Ebenen A1 D 1 , D 1 C'. 
Winkel der Ebenen A2 B 2, B 2 C = Winkel der Ebenen A2 D 2 , D 2 C', 
Winkel der Geraden BI und B 2 = Winkel der Geraden D 1 und D 2 • 

Daraus folgt, daß die Schraubung um A 1 die Gerade C in die ursprüngliche 
Lage von C' überführt, da der Schnittpunkt von B 1 und C in die ursprüngliche 
Lage des Schnittpunkts von D 1 und C' gebracht wird, und daß die Schraubung 
um A2 die Gerade C' in die ursprüngliche Lage von C überführt, da der Schnitt­
punkt von D2 und C' in die ursprüngliche Lage des Schnittpunktes von B 2 und C 
gebracht wird. Also ist C die Achse der resultierenden Schraubung, und die Trans­
lation beträgt das Doppelte der auf C durch B1 und B 2 abgeschnittenen Strecke. 

1) Nouvelles Annales de Math. (3) Bd. 1, S. 298. 1882. Der hier wiederge­
gebene Beweis ist von Burnside: Mess. of Math. Bd. 19, S. 104. 1889. 
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Ferner wird die Gerade B 1, die durch die erste Schraubung -in die Lage D 1 gebracht 
wird, durch die zweite in eine Lage übergeführt, in der sie den gleichen Winkel 
mit B 2 einschließt, wie B 2 mit B 1. Mithin beträgt die Rotation der resultierenden 
Schraubung das Doppelte des Winkels zwischen B 2 und B1 . Damit ist der Satz 
von Halphen bewiesen. 

Aufgabe: Man zeige, daß jede infinitesimale Bewegung eines starren Körpers 
aus zwei infinitesimalen Rotationen um Gerade zusammengesetzt werden kann, 
und daß eine ... der beiden Geraden willkürlich wählbar ist. 

§ 7. Die analytische Darstellung einer Bewegung. 
Wir gehen nun zu der analytischen Darstellung einer beliebigen 

Bewegung eines starren Körpers über. 
0 x y z sei ein rechtwinkliges, im Raume festes Koordinaten­

system. Es ·sei ein Rechtssystem, d. h. wenn 0 z senkrecht aufwärts 
und Oy nach Norden zeigt, dann weise Ox nach Osten. Die be­
trachtete Bewegung setze sich zusammen aus einer Rotation vom 
Winkel w um eine Achse mit den Richtungswinkeln IX, ß, r durch 
einen Punkt A mit den Koord\naten a, b, c und einer Translation um 
die Strecke d in Richtung dieser Achse. Der Winkel w ist mit dem rich­
tigen Vorzeichen zu nehmen: bei senkrecht aufwärts gerichteter Achse 
{IX, ß, y) ist er positiv, wenn die Drehung von Süden nach Norden über 
Osten geht. Der Punkt P mit den Koordinaten x, y, z werde durch die 
Bewegung in den Punkt Q (X, Y, Z) übergeführt; durch die Translation 
allein werde P in den Punkt R ($, 'YJ, ~) gebracht. Dann gilt offenbar: 

~= x + dcosiX, 'fJ = y + dcosß, ~ = z + dcosy. 

K sei der Fußpunkt des Lotes aus R (oder Q) auf die Rotations­
achse, und L sei der Fußpunkt des Lotes aus Q auf KR. Dann ist X-~ 
gleich der Projektion des Linienzuges R L Q auf die Achse 0 x; dabei sind 
die Projektionen mit dem richtigen Vorzeichen zu nehmen, so daß die 
Projektion einer Strecke AB auf die x-Achse gleich XE - XA, nicht 
gleich XA -XE ist. 

Nun ist die Projektion von KR auf die x-Achse 

~ - a - (Projektion von AK auf die x-Achse) 
oder 

~- a- cosiX {(~- a) cosiX + (1]- b) cosß + (b"- c) cosy}, 

und da R L = - ( 1 - cos w) KR ist, so folgt : die Projektion von R L 
auf die x-Achse ist 

- (1- cosw)[~- a- cosiX {(~- a) cos/X + (1]- b) cosß + (C- c) cosy}]. 

Überdies steht die Strecke LQ senkrecht auf der Ebene RKA; ihre Rich­
tungskosinus sind daher proportional den Größen 

(~- c) cosß- ('f}- b) cosy, (~- a) cosy- (C- c) cos/X, 

(1]- b) cos/X- (~- a) cosß. 
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Da die Summe der Quadrate dieser drei Größen dividiert durch 
{(.;- a)2 + ('YJ- b)2 + (i;- c)2} das Q~adrat des Sinus des Winkels 
RAK darstellt, so ist die Summe der drei Quadrate gleich (K R)2 , 

und die drei Größen selbst sind die Achsenprojektionen der in Richtung 
der Geraden LQ aufgetragenen Strecke± KR. Wegen LQ =+KR sinw 
ist die Projektion von LQ auf die x-Achse 

± sinw {(i;- c) cosß- (1]- b) cosy}. 

Hierin ist das obere Vorzeichen zu wählen, wie man erkennt, wenn 
man die Rotationsachse z. B. in die z-Achse legt. Also ergibt sich 

X-; 
= -(1-cosw) {(;-a)-cos2cr..(.;-a)-coscr..cosß(1J-b)-coscr..cosy(( -c)} 

+ sinw {cosß ((- c) - cosy (1] - b)}. 

Drücken wir t 17, i; durch x, y, z aus, so erhalten wir 

X= x + dcosrX 
- (1 - cosw) {(x- a) sin2 cr..- coscr.. cosß (y- b)- coscr.. cosy (z- c)} 
+ sinw{cosß (z- c)- cosy (y- b)}. 

Ahnlieh ergibt sich 

Y= y + dcosß 
- (1- cosw) {(y- b) sin2 ß- cosß cosy (z- c)- cosßcoscr.. (x- a)} 
+ sinw{cosy (x- a) - coscr.. (z- c)} 

und 

Z=z+dcosy. 
- (1 - cosw) {(z- c) sin2y- cosy coscr.. (x- a)- cosy cosß (y- b)} 
+ sinw {coscr.. (y- b) - cosß (x- a)}. 

Diese Gleichungen stellen die neuen Koordinaten X, Y,Zals Funk­
tionen der Koordinaten x, y, z der Anfangslage des Punktes und der 
Größen dar, die die Bewegung charakterisieren. 

§ 8. Die Zusammensetzung infinitesimaler Rotationen. 
Wir wenden das vorstehende Ergebnis auf eine Bewegung an, die 

aus einer infinitesimalen Rotation um eine Achse durch den Koordinaten­
ursprung ohne Translation besteht. An die Stelle von w trete• b1p, wo 
bv• eine kleine Größe ist, deren Quadrat vernachlässigt werden kann. 
Die Gleichungen des letzten Paragraphen gehen dann über in 

X= x + (z cosß - y cosy) b 1p, 

Y = y + (x cosy - zcoscr..) b1p, 

Z = z + (y cos er..- x cosß) <5 'ljJ. 

Die nämlichen Gleichungen erhalten wir aber, wenn wir den Körper 
nacheinander in beliebiger Reihenfolge infinitesimalen Rotationen 
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cos(X · b1p um Ox, cosß • b1p um Oy, cosr · b1p um Oz unterwerfen. 
jede infinitesimale Rotation d1p um eine Gerade OK ist also äquivalent 
den aufeinander folgenden infinitesimalen Rotationen d 1p · cos K 0 x um 
Ox, d1p • cosKOy um Oy, d1p · cosKOz um Oz, wo Ox, Oy, Ozirgend 
drei zueinander senkrechte Geraden durch einen beliebigen Punkt 0 von 
OK sind. 

§ 9. Euters Parameterdarstellung der· Rotation um einen 
Punktl). 

Der analytische Ausdruck für die in einer Bewegung enthaltene 
Translation ist, wie wir sahen, außerordentlich einfach; weniger einfach 
ist der Ausdruck für die Rotation, mit dem wir uns weiter beschäftigen. 
Ein starrer Körper erfahre eine Drehung vom Winkel w um eine Achse 
durch den Ursprung mit den Richtungswinkeln (X, ß, r. Nach § 7 sind 
die Koordinaten X, Y, Z der neuen Lage eines Punktes mit den Anfangs­
koordinaten x, y, z gegeben durch die Gleichungen 

X= x- 2sin2 tw(xsin2 (X- ycos(Xcosß- zcos(Xcosy) 

+ 2sintwcostw (zcosß- ycosr), 

Y = y- 2sin2fw (ysin2ß- zcosßcosy- xcosßcos(X) 
+ 2sintwcostw (xcosr- zcosiX), 

Z = z- 2sin2 tw (zsin2 y- xcosycos(X- ycosycosß) 
+ 2sintwcostw {ycos(X- xcosß). 

Wir führen nun Parameter ~. 1], ~.X ein durch die Definitions­
gleichungen 

~ = cos(X sintw, 

~ = cosr sintw' 

17 = cosßsintw, 

X= costw. 

Zwischen ihnen besteht offenbar die Relation 

~2 + 1]2 + ~2 + xz = 1 . 

Die obigen Gleichungen lassen sich dann in der Form darstellen 

x = CEZ - 172 - ~2 + x2) x + 2 (~ 11 - ~ x> y + 2 < u + 11 x> z, 

Y = 2 (~ YJ + ~ x> x + <- ~ + 172- ~2 + x2) Y + 2 (YJ ~- ~ x> z, 

Z = 2(U -YJx)x + 2('1 C + ~X)Y + (- ~2 _172+ ~z+ X2)z. 

Wenn daher die Koordinatenachsen mit OX Y Z bezeichnet werden 
und ein bewegliches Achsensystem, das vor der Bewegung mit dem ersten 
zusammenfällt, durch die gegebene Rotation in die Lage Oxyz gedreht 
wird, so bestimmen sich die Richtungskosinus der beiden Achsentripel 
in bezug aufeinander aus dem folgenden Schema: 

1 ) Novi Comment. Petrop. Bd. 20, S. 208, § 6ff. 1776. 
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X y z 
X ~-=------;;--_ 'z + xz -~ -;< ~ 1J-+c x) I 2(H -17 x) 

y 

Man erkennt leicht, daß die Parameter ~", rJ'', \:", x" der Resultierenden 
zweier aufeinander folgender Drehungen /;', r;', C', x' und /;, r;, \:, X bestimmt 
sind durch 

/;" = /; x' + r; C' - C r;' + X e, 
r;" =- /; C' + 17 x' + \: /;' + X r;', 

C" = !; r;'- r; ~' + C x' +XC', 
x" = x x' - I; I;' - '1 r;' - ?: C'. 

Diese Formeln, die unabhängig voneinander und zu verschiedenen Zeiten 
von Gauss, Rodrigues, Rarnilton und Cayley gefunden wurden, stellen zugleich 
das Multiplikationsgesetz der Quaternionen dar. Denn X·/;, r;, (;, können als Kom­
ponenten einer Quaternion 1) X + /; i + r; j + C k aufgeiaßt werden, wo i, j, k den 
Gleichungen genügen 

ij=-ji=k, j k = -kj = i, k i = -i k = j. 

Die obigen Formeln sind dann alle in der einen Gleichung enthalten 

x" + i;"i + r/'j + ?:"k = (x + i;i + r;j + Ck) (x' + i;'i + r;'j + C'k). 
Der mit der Quaternionentheorie vertraute Leser wird bemerken, daß die 

Wirkung einer Rotation auf einen beliebigen Vektor (! darin besteht, ihn in den 
Vektor qeq-t zu transformieren, wo q die Quaternion X+ /;i + r;j + l;k be­
deutet. Diese selbst ist nicht der Rotationsoperator. 

§ 10. Die Eutersehen Winkel. 
Die praktisch wertvollste Methode der Parameterdarstellung für 

die Rotation eines starren Körpers um einen festen Punkt stammt 
ebenfalls von Euler2). Zwar hat sie den Nachteil mangelnder Symmetrie; 
aber sie ist sonst sehr einfach und bequem anwendbar. 

Sei 0 der feste Punkt, um den die Rotation stattfindet, OXYZ ein 
im Raume festes rechtwinkliges rechtshändiges Achsensystem. 0 x y z sei 
ein im Körper festes mitbewegtes rechtwinkliges Achsensystem, das so 
gewählt ist, daß vor der Bewegung die Systeme OXYZ und 0 x y z zu­
sammenfallen. OK sei die Normale auf der Ebene zOZ und zeige nach 
Osten, wenn OZ senkrecht nach oben und die Projektion von Oz senkrecht 
zu OZ nach Süden gerichtet ist. Die Winkel zQZ, YOK, yOK seien mit 
bzw. {}, cp, 1p bezeichnet. Diese drei Eutersehen Winkellegen die Richtung 
der Achsen Oxyz gegen die Achsen OXYZ fest. 

Zur Bestimmung der Richtungskosinus von Ox, Oy, Oz gegen OX 
bemerken wir, daß sie gleich den Projektionen der auf OX abgetragenen 

1) Der Tensor dieser Quaternion ist gleich der Einheit. 
2) Novi Comment. Petrop. Bd. 20, S. 189. 17'76. 
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Einheitsstrecke auf die Geraden Ox, Oy, Oz sind. Diese Einheits­
strecke hat die Projektionen costp auf OL und -sintp auf OK, wenn 
OL die Schnittlinie der Ebenen XOY und ZOz ist. Die Strecke cosg; 
auf OL hat die Projektionen cosrp sin# auf Oz und cosrp cos1'} auf OM, 
wenn OM die Schnittlinie der Ebenen xOy und ZOz ist. Die Strecke 
costp cos {} auf OM hat die Projektionen cosrp cosfJ coslJ' auf Ox und 
-cosrp cos & sin 'II' auf 0 y. Die Strecke -sinrp auf OK hat die Pro­
jektionen -sinrpsinljJ auf Ox und -sintp cos1p auf Oy. Endlich 
sind also die Projektionen der Einheitsstrecke längs 0 X 

cosrp cos# cos 'II' - sinrp simp auf 0 x, 
-cos cp cos ifsin lf' - sin rp cOS'IJ' auf Oy, 

cosrp sin {} auf 0 z. 

Auf diese Weise erhalten wir für die Richtungskosinus der beiden Achsen­
tripel gegeneinander das folgende Schema: 

X Y Z 
x ~-=-~~s~~~~;;;-=-~g;-~i~·T---;~ ~~os'~~' +-~~~;p-~~~;-1·-=-si~ ii~o_:~' __ : 

Y._- cosrp cos#sin·lf'- sinrp cosv' I - sinrp cos1'f sinv; + coscp cosv' I sin#sin·l/'___[ zL--_ _______ cos_rpsir:-6 _____ l--·-- ~~~-0----------- cos# I 

§ 11. Zusammenhang der Eutersehen Winkel mit den 
Parametern g, "1• ;, X· 

Man kann die Relationen zwischen den Eulerschen Winkeln#, cp, V' 
und den Parametern ~' 'Yf, !;, x des § 9 durch Vergleich der Tabellen für 
die Richtungskosinus in den §§ 9 und 10 erhalten; direkt findet man sie 
folgendermaßen. 

Das Achsensystem 0 x y z gehe aus dem festen System 0 X Y Z 
hervor durch eine Rotation vom Winkel w um eine Gerade OR mit den 
Richtungswinkeln cx, ß, y. Wir legen um 0 als Mittelpunkt die Einheits­
kugel, die also von Ebenen durch 0 in größten Kreisen und von Geraden 
in Punkten geschnitten wird. Dann hat das sphärische Dreieck RZ z die 
Seiten y, y, 1'f, und der Winkel bei Rist w. Daraus folgt die Beziehung: 

sint.ß- = siny sintw. 

Weiter soll v den Winkel RZYbezeichnen, so daß RZz= !.n- g;-v 
wird. Dann wird der Bogen R Z ir, die LageRz gebracht durch die suk­
zessiven Rotationen tp um Z, # um den Pol von Z z und lJ' um z. Die 
erste transformiert RZ in einen Bogen, der im Punkt Z mit Z z den 
Winkel t.n- rp - v + tp = t.n - v einschließt; die zweite führt diesen 
in einen Bogen über, der denselben Winkel t.n- v mit Zz einschließt, 
aber durch den Punkt z geht; nach der dritten Rotation schließt der 
Bogen durch den Punkt z den Winkel {-.n - ,, + 1f' mit Z z ein. Aber dieser 
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. Winkel muß gleich n- RzZ oder n- RZz oder n- (tn- q;- v) 
oder tn + q; + v sein; also haben wir 

tn+q;+v=~n-v+ 'I' 
oder 

V={- (;p- q;) • 

Daraus folgt, da das sphärische Dreieck RZX die Seiten LX, y, }n 
und bei Z den Winkel 1-n- v oder t(n -1p + q;) hat, 

oder 

coslX = siny sint(~p- q;). 

Setzt man für siny den schon gefundenen Wert ein, so ergibt sich 

coslX sintw = sin~ {} sini (1p- q;) 

~ = sin !ff sin i(1f'- q;) · 

Entsprechend erhalten wir aus dem sphärischen Dreieck RZY 

cosß = siny cos!(1f'- gJ}, 

und nach Elimination von sin y 

cosßsin!w = sin!ßcos!(1J1- q;) 
oder 

'YJ = sin!ß cos!(1f'- q;). 

Da wir gezeigt haben, daß das sphärische Dreieck RZ z die Seiten 
y, y, {} und die Winkel ·Hn-rp-q;), !(n- 1p- q;), w besitzt, erhal­
ten wir überdies die Relationen 

und 

oder 

cos!w = cos!ffcos!(1f' + q;) 

sin !w cosy = cos! ß sin H11' + gJ} 

X = cos !ß cos !(1J' + q;), '= costßsin!(1f' + gJ). 

Die vier Parameter ~. 'YJ, ,, x werden daher als Funktionen der 
Eutersehen Winkel 1?, f(', 'I' dargestellt durch die Gleichungen: 

~ = sin !lf sin Hlf'- cp), 
'YJ = sin!lfcos!('ljl- q;), 

' = cos! ß sin i (1p + gJ), 
X = cos !·r'J cos Hljl + q;). 

§ 12. Zusammenhang der Rotationen mit den linearen 
Transformationen; die Cayley-Kleinschen Parameter. 

Auf der Oberfläche einer Kugel seien beliebige Figuren S gezeichnet. Durch 
stereographische Projektion, für die etwa der höchste Punkt der Kugel zum Pro­
jektionszentrum, die Tangentialebene im tiefsten Punkt zur Projektionsebene ge­
wählt sei, sollen den Figuren S die Figuren P der Ebene entsprechen. Die Kugel 
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vollführe eine Drehung von bestimmtem Winkel um einen ihrer Durchmesser; 
die Figuren S seien in der neuen Lage mit 5' bezeichnet. Durch stereographische 
Projektion aus demselben Zentrum auf dieselbe Ebene seien ihnen die Figuren P' 
zugeordnet. Der Rotation der Kugel, die S in S' überführt, entspricht dann in 
der Ebene eine Transformation, die P in P' überführt. Diese Transformation 
wollen wir näher untersuchen. 

Ist eine der Figuren P in der Ebene ein Kreis, so ist auch die zugehörige 
Figur S auf der Kugel ein Kreis, da die stereographische Projektion Kreise in Kreise 
überführt. Also ist auch S' ein Kreis und desgleichen P'. Den Rotationen der Kugel 
entsprechen mithin Transformationen der Ebene, die Kreise in Kreise überführen. 

] ede derartige Transformation läßt sich folgendermaßen analytisch darstellen 1 ): 

Sei z = x + i y, wo x, y die rechtwinkligen Koordinaten eines beliebigen Punk­
tes der Ebene sind, so daß diesem Punkt ein bestimmter Wert der komplexen 
Veränderlichen z zugeordnet ist. Entsprechend sei z' =.x' + i y', wo x', y' dem­
jenigen Punkt zugehören, in den (x, y) durch die Transformation übergeht. Dann 
kann jede umkehrbar eindeutige Transformation der Ebene, die Kreise in Kreise 
verwandelt 2 ), definiert werden durch eine Gleichung von der Form 

z'-az+b 
-cz+d' 

wo a, b, c, d reelle oder komplexe Konstanten bedeuten, mit der noch eine Spiegelung 
an einer der Koordinatenachsen verbunden werden kann. 

Eine durch eine Gleichung von der Form 

z'= _az + b 
cz + d 

charakterisierte Transfortnation bezeichnet man als linear. Mithin entsprechen 
gewisse lineare Transformationen einer Ebene den Rotationen eines starren Körpers 
um einen festen Punkt derart, daß vermöge der Zuordnung zweierlinearer Trans­
formationen zu zwei Rotationen die aus den beiden Transformationen resultierende 
lineare Transformation der Resultierenden der beiden Rotationen entspricht3 ). 

Wir wenden uns nun der analytischen Darstellung des Zusammenhanges 
zwischen linearen Transformationen und Rotationen zu. Dazu ersetzen wir die 
Parameter ~. TJ, I;, X durch Parameter IX, /1, y, ~ vermöge der Gleichungen 

~-ß-r ß+r t= IX-~ _IX+~ 
- 2 ' 'l = ~' - 2i ' X- 2 . 

Der Zusammenhang mit den Eulerschen Winkeln {}, rp, "!' ist dann gegeben durch 

i {} 2 (<p+•p) 
IX= cos- · e 

2 

. - 1'1 { (1p-'l') 
)l=lsm 2 -e 

. . {} ~ (<p- 'f') 
fJ=tSID--•e 

2 
~= 

{} ~ (- 'P- 'f') 
cos- • e 

2 

Diese Parameter, die sogenannten Cayley-Kleinschen Parameter, genügen offen-
bar der Relation IX~ _ ß y = 1. 

Drückt man in der Tabelle der Richtungskosinus aus § 9 die ~. 11• 1;, X als Funk­
tionen der IX, ß, y, ~ aus, so erhält man für die Richtungskosinus als Funktionen 
der IX, fJ, y, ~ die folgende Tabelle: 

1) Vgl. L. R. Ford: An introduction to the theory of automorphic functions. 
London 1915. 

2) Eine Gerade ist als Kreis aufzufassen. 
3 ) Klein: Ges. math. Abh. Bd. 2, S. 275; Cayley: Math. Ann: Bd. 15, 

s. 238. 1879-



§ 12. Zusammenhang der Rotationen mit den linearen Transformationen. 13 

X y z 
x ~ (cx 2 + ß2 + y2 + ll2 ) I ~ (- cx2 - ß2 + y2 +.52 ) i (cx l' + ß il) 

y f (cx• - ß2 + y2 - ll•) I ~ (cx• - p• - y2 + tP} -<X i' + p ll 

z -i(<XP+r~--~-~-~~-+~- I <XIl+ßr 

Man beweist leicht, daß die Parameter <X", ß", y", ll" der Resultante zweier 
aufeinanderfolgender Bewegungen (<X', ß', y', <l') und (<X, ß, y, <l) durch die Glei­
chungen gegeben sind: 

cx" = <X' <X + y' fJ ' 
r" = " <X' + <l r' ' 

Diese Gleichungen zeigen, daß 

ß" = <X ß' + p ll', 
il"=rß' +<lll'. 

die Transformation 

<X" z + ß" z' = ---
l'" z + ll" 

die Resultierende der beiden nacheinander ausgeführten Transformationen 

z' = "'' z + ß~ und z' = Ci z + p 
y'z+<l' rz+ll 

darstellt; damit ist der Zusammenhang der Rotationen und der linearen Trans­
formationen analytisch zum Ausdruck gebracht. 

Ein Vorteil der Cayley-Kleinschen Parameter gegenüber den Parametern 
~. 7), C, )( besteht darin, daß sie ähnlich einfache Kompositionsregeln haben, dazu 

aber nur das übliche Symbol i = y-1- verwenden an Stelle der ungebräuchlichen 
i, f, k der Hamiltonschen Quaternionen. 

Aufgabe 1. {}, ((!, 'ljJ seien die Eulerschen Winkel. Der Vektor aus dem Ko­
ordinatenursprung durch einen mit dem Achsensystem 0 x y z bewegten Punkt habe 
vor der Bewegung die Winkel {}1 , <f'1o nach der Bewegung die Winkel fJ(, <p~ 

in bezugauf das feste System 0 X Y Z. Man bezeichne i'~'• tg 401 mit <:"1, e'"'•' tg !~ 
mit Ci und zeige, daß 

j-> -i<p l{} . l{} C1 ei'P = ~, e . cos'! - s1n'i . 
Ci e-•<p sintfJ + cos!ß> 

Aufgabe 2. Man bilde mit Hilfe der Gleichungen 

X 1 = IX x1 + ß x 2 , 

x.=rxl +llx. 
die Größen Xi, X~, X,X2 und fasse sie als reine Rechengrößen auf. Dann ersetze 
man Xi,X~,X1X2 ,xi,x~,x1x2 durch -Y+iX, Y+iX, Z, -y+ix, 
Y + i x, z. Man zeige, daß man so die Gleichungen erhält 

- Y + i X = <X2 ( -y + i x) + 2 e< ß z + ß2 (y + i x) , 
Y + i X= y2 ( -y + i x) + 2 r (j z + <l2 (y + i x), 

z =<X r ( -y + i x) + (e< <l + ß r) z + ß <l (y + i x), 

und daß diese Gleichungen den Zusammenhang der Koordinaten X, Y, Z eines 
Punktes im System OXYZ mit seinen Koordinaten x, y, z im System Oxyz 
wiedergeben. 

Aufgabe 3. Es sei 

-y + ix : y + ix : z = }.).' : 1: !(J. + J.') 
und - Y + iX: Y + iX: Z = J.,J.i: 1: i(J., + J.i). 
Man zeige, daß 

1, = ; : tt und J.i = ~ ~ ~1· 
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§ 13. Vektoren. 
Wir gehen nunmehr zu der Untersuchung der wesentlichen Eigen­

schaften der Translationsbewegung eines festen Körpers über. 
Die Translation an sich, ohne Beziehung auf den festen Körper, hat 

folgende Eigenschaften: 
1. Sie ist vollständig bestimmt durch eine der einander gleichen und 

parallelen Strecken des Raumes von gegebener Länge und Richtung, 
nämlich der Länge und Richtung der Translation, da eine solche Strecke 
alle zu der Beschreibung der Operation notwendigen Bestimmungsstücke 
liefert. 

2. AB sei eine solche Strecke und ACD E ... KB ein ihre Endpunkte 
verbindender gebrochener Streckenzug. Dann ist die durch AB dar­
gestellte Operation äquivalent der Summe der durch AC, CD, DE, ... KB 
dargestellten Operationen. 

Diese Eigenschaften 1. und 2. hat die Translation mit vielen Ope­
rationen und Größen gemein; eine solche Operation oder Größe heißt 
Vektorgröße oder Vektor. 

Nach 2. ist ein Vektor der Summe dreier Vektoren AK, KL, LB 
äquivalent, die zu drei gegebenen rechtwinkligen Koordinatenachsen 
parallel sind und die Punkte in einem gebrochenen Streckenzuge ver­
binden. Diese drei Vektoren nennt man die Komponenten des Vektors 
AB in bezugauf die gegebenen Achsen. Hat der Vektor AB die Länge l 
und die Richtungswinkel IX, ß, y, so haben die Vektorkomponenten 
offenbar die Länge l cos~X, l cosß, l cosy, da sie die Projektionen von 
AB auf die Achsen sind. 

Ein einzelner Vektor, der einer Anzahl gegebener Vektoren äqui­
valent ist, heißt ihre Resultante. 

Betrachtet man einen Vektor in seiner Abhängigkeit von einem 
Parameter (etwa der Zeit), so ist die Differenz der zu zwei Werten des 
Parameters gehörenden Vektoren wieder ein Vektor. Daher ist der Diffe­
rentialquotient des Vektors nach dem Parameter auch ein Vektor. Seine 
Kompo11enten sind die Differentialquotienten der entsprechenden Kom­
ponenten. Er heißt die Ableitung des Vektors nach dem Parameter. 

§ 14. Geschwindigkeit und Beschleunigung; 
ihr Vektorcharakter. 

Ein Körper vollführe eine stetige, nicht notwendig immer gleich­
gerichtete Translationsbewegung, ohne seine Orientierung zu ändern. 
Seine Gesamttranslation zu der Zeit t ist eine Vektorgröße; das Verhält­
nis, in dem sie sich mit der Zeit ändert, also ihre zeitliche Ableitung, 
ist demnach wieder ein Vektor, der die Geschwindigkeit des Körpers 
heißt. Sind x, y, z die Koordinaten eines im Körper festen, mit ihm 
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bewegten Punktes in einem festen Achsensystem, dann sind die Kom­
ponenten der Geschwindigkeit nach diesen Achsen die Ableitungen von 
x, y, z, nämlich .i, y, z (wo ein Punkt die Differentiation nach der Zeit 
bedeutet). 

Entsprechend ist die Ableitung der Geschwindigkeit wieder ein 
Vektor mit den Komponenten x, y, z (wo zwei Punkte die zweimalige 
Differentiation nach der Zeit andeuten); er heißt die Beschleunigung des 
Körpers. 

Bewegen sich zwei Punkte P, Q, so ist offenbar der Vektor, der die 
Translation (oder Geschwindigkeit oder Beschleunigung) von Q darstellt, 
die Summe des Vektors, der die Translation (oder Geschwindigkeit oder 
Beschleunigung) von P darstellt, und desjenigen Vektors, der die Trans­
lation (oder Geschwindigkeit oder Beschleunigung) von Q relativ zu P 
darstellt, d. h. von Q, bezogen auf ein Achsensystem, dessen Ursprung 
sich mit P bewegt und dessen Richtungen fest sind. 

§ 15. Die Winkelgeschwindigkeit; ihr Vektorcharakter. 

Wir betrachten nun einen Körper, der sich stetig um eine Gerade 

dreht. Ist {} der zu der Zeit t durchlaufene Winkel, so stellt D die 
Geschwindigkeit der Umdrehung zu der Zeit t dar. Trägt man auf der 
Rotationsachse von einem willkürlich gewählten Punkt aus eine Strecke 

von der Länge ·0 ab, so charakterisiert diese Strecke vollkommen die 
Rotationsbewegung zur Zeit t oder, wie man gewöhnlich sagt, die 
Winkelgeschwindigkeit des Körpers. Die Richtung der abgetragenen 
Strecke ergibt sich aus dem Drehsinn der Rotation auf Grund der Über­
einkunft, daß die Rotation von Süden über Osten nach Norden geht, 
wenn die Strecke senkrecht aufwärts gerichtet ist. 

Eine Winkelgeschwindigkeit wird demnach durch eine Strecke von 
bestimmter Länge und Richtung dargestellt. Nun kann nach § 8 die 
Bewegung eines Körpers, der eine infinitesimale Drehung lJ 1p um eine 
beliebige Gerade OK durch einen festen Punkt 0 des Körpers erfährt, 
durch eine Folge von Rotationen /J1p coscX, /J1p cosß, /J1p cos;v um 
bezügliche Achsen 0 x, 0 y, 0 z ersetzt werden. 0 x y z ist ein Recht­
winkelsystem durch 0, in dem 0 K die Richtungswinkel cX, ß, ;v besitzt. 
Daraus folgt, daß eine durch eine Strecke 1jJ auf 0 K dargestellte Winkel­
geschwindigkeit ersetzt werden kann durch Strecken 1jJ coscX, V' cosß, 
v}cos;v, die auf den bezüglichen Achsen Ox, Oy, Oz abgetragen sind. 

Dies ist aber eine Fundamentaleigenschaft der Vektoren, so daß 
wir sagen können: Winkelgeschwindigkeiten lassen sich zerlegen und zu­
sammensetzen wie Vektoren. · 

Zu bemerken ist jedoch, daß eine Winkelgeschwindigkeit nicht alle 
Definitionseigenschaften eines Vektors besitzt: eine Winkelgeschwindig­
keit um eine Gerade ist nicht äquivalent einer Winkelgeschwindigkeit 
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von gleicher Größe um eine parallele Gerade. Eine Winkelgeschwindig­
keit muß daher als ein Vektor auf einer bestimmten Geraden aufgefaßt 
werden. 

Aufgabe. Ein gerader Kreiskegel vom halben Offnungswinkel ß rolle ohne zu 
gleiten auf einer Ebene. Man bestimme $eine momentane Rotationsachse und seine 
Winkelgeschwindigkeit um diese Achse als Funktion der Winkelgeschwindigkeit der 
Berührungsgeraden t'n der Ebene. 

Da alle Punkte der Seitenlinie des Kegels, die die Ebene berührt, in momen­
taner Ruhe sind, weil keine Gleitbewegung stattfindet, ist diese Seitenlinie die 
momentane Rotationsachse des Kegels. Sei w die Winkelgeschwindigkeit des 

Kegels um diese Seitenlinie, {} die \Vinkelgeschwindigkeit der Berührungsgeraden 
in der Ebene. Dann kann die Bewegung der Kegelachse durch eine Winkelgeschwin-

digkeit J. um die Normale der Ebene dargestellt werden; aus dieser Bewegung 
aber und einer Rotation um seine Achse setzt sich die Gesamtbewegung des Kegels 
zusammen. Folglich hat die Komponente der Winkelgeschwindigkeit des Kegels 

um eine Senkrechte zur Kegelachse durch den Scheitel die Größe 1ß cosß; sie muß 
gleich der Komponente w sinß von w in dieser Richtung sein. Also gibt 

w = IJ.ctgß 

die gesuchte Beziehung zwischen w und 1J . 

§ 16. Die Komponenten der Winkelgeschwindigkeit eines 
Systems als Funktionen der Eutersehen Winkel bzw. der 

Eutersehen Parameter. 
Die momentane Lage eines starren Körpers, der sich stetig um einen 

festen Punkt dreht, beschreibt man am besten mit Hilfe zweier recht­
winkliger Achsensysteme: 0 X Y Z sei im Raume fest, 0 x y z im Körper 
fest und mitbewegt. Die Lage des Körpers ist dann bestimmt durch die 
drei Eulerschen Winkel{}, cp, ·tp, die die Lage des Systems Oxyz gegen 
das System 0 X Y Z festlegen. Wir berechnen für einen beliebigen Zeit­
punkt die Komponenten der Winkelgeschwindigkeit des Körpers in 
Richtung der mitgeführten Achsen. 

OK sei die Schnittlinie der Ebenen XOY und xOy. Die Winkel­
geschwindigkeit des Körpers setzt sich offenbar zusammen aus den 

Winkelgeschwindigkeiten if um OK, rp um OZ, ·~· um Oz. Nach den 
Vektorgesetzen kann man die erste zerlegen in Winkelgeschwindigkeiten 
#sinv' um Ox und {} cos1p um Oy, die zweite in Winkelgeschwindigkeiten 
-rp sin# cos'tp um Ox, rp sinif sinV' um Oy und rp cos{} um Oz. Sind 
endlich wt> w 2 , w3 die Komponenten der Winkelgeschwindigkeit des 
Körpers in Richtung der Achsen Ox, Oy, Oz, so haben wir 

w1 = if sin V' -- cp sim~ cosv', 

w 2 = iJ. cosv1 - cp sin·ß sin !J', 

W 3 = lfj + ,P cos{}. 
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Aus diesen Gleichungen können wir die Werte von w 1, w2 , w 3 als 

Funktionen der symmetrischen Parameter ~. 'YJ, i;, x des § 9 herleiten. 
Denn wir haben 

~ = :t (~-i2:) - :t (lp 4 _9?) 

= ~ (arctgf) - ~ (arctg f) 
dt X dt 'YJ 

=~~-'YJ~ +xC-Ci. 
~2 + 'YJ2 1;2 + x2 

Entsprechend ergibt sich 

. -~~+'YJ~, xt-cx 
V' = ~2 + 'YJ2- I -/;2 + X2. ' 

und es ist 
cos-& = -.~2- 'YJ2 + i;2 + x2. 

Führen wir diese Werte in die Gleichung w 3 =V' + if> cosiJ ein, 

so folgt Wa = 2 (1} i- ~ ~ +X t- i; x>. 
Die Werte von w1 und w2 erhält man daraus durch zyklische Ver­

tauschung, und so werden die Komponenten der Winkelgeschwindigkeit 
gegeben durch die Gleichungen: 

(()1 = 2 <x ~ + i; ~ - 'YJ t - ~ x), 
W2 = 2 ( -i; ~+X iJ + ~ (- 'YJ ;k), 

w3 = 2 (1] ~ - ~ ~ + X t- i; X)· 

§ 17. Die zeitliche Ableitung eines Vektors, dessen 

Komponenten nach bewegten Achsen gegeben sind. 

Ein Vektor sei in jedem Zeitpunkt t gegeben durch seine Komponen-
ten ~. 'YJ, i; in bezug auf die augenblickliche Lage eines rechtshändigen 
Achsensystems 0 x y z, das seinerseits in Bewegung ist. Zu bestimmen ist 
derjenige Vektor, der die zeitliche Ableitung des gegebenen Vektors 

darstellt. 
w 1, w 2 , w3 seien die Komponenten der Winkelgeschwindigkeit des 

Systems 0 x y ~ in bezug auf die augenblickliche Lage der Achsen 0 x, 

Oy, Oz. 
Die zeitliche Ableitung des gegebenen Vektors ist die Vektorsumme 

der zeitlichen Ableitungen der einzelnen Komponenten~. 'YJ, i;. Der Vek­

tor ~ aberwächst im Zeitintervall d tauf die Länge ~ + ~ dt an und ändert 
gleichzeitig seine Lage durch die Bewegung der Achsen. Infolge der 
Winkelgeschwindigkeit um die Achse 0 y wird er aus seiner Lage in der 
ursprünglichen Ebene zOx um den Winkel w 2 dt von Oz weggedreht, in­
folge der Winkelgeschwindigkeit um die Achse Oz aus seiner Lage in der 

Whittaker, Dynamik. 2 
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ursprünglichen Ebene xOy um den Winkel w 3 dt auf Oy zu. Die Koordi­
naten seines Endpunktes nach Ablauf des Zeitintervalles dt in bezug auf 
die Lage der Achsen zu Beginn des Intervalles dt sind deshalb (unter 
Vernachlässigung der unendlich kleinen Größen von höherer als erster 
Ordnung) 

Also sind die Vektorkomponenten der zeitlichen Ableitung von ~ 

~, Ws ~ • - W2 ~ • 

Entsprechend erhält man die Vektorkomponenten der zeitlichen 
Ableitung von 'Y) bzw. l; zu 

und 
t. 

Durch Addition findet man endlich die Komponenten der zeitlichen 
Ableitung des gegebenen Vektors 

i - 'Yj Wa + l; W2 , 

~ -l;w1 + ~w3 , 

t - ~ 0)2 + 'Yj ())1 ° 

Dies Ergebnis kann unmittelbar zur Bestimmung der Geschwindig­
keit und Beschleunigung eines Punktes benutzt werden, dessen Koordi­
naten x, y, z zur Zeit t in bezug auf Achsen gegeben sind, die eine 
Winkelgeschwindigkeit mit den Komponenten w 1 , w2 , w3 in Richtung 
dieser Achsen selbst besitzen. 

Denn setzen wir diese Werte in die vorstehenden Formeln ein, so 
werden die Geschwindigkeitskomponenten 

x - y w3 + z w 2 , y - z w1 + x Ws, z - x w2 + y w1. 

Wenden wir nun dieselben Formeln auf den Fall an, daß der Vektor, 
dessen zeitliche Ableitung gesucht wird, die Geschwindigkeit ist, so 
erhalten wir die Komponenten der Beschleunigung des Punktes in der 
Form 

d 0 • • 

dt (x- y w 3 + z w2) - w 3 (y- z w1 + x Ws) + w2 (z- x w2 + y w1), 

~ (y- z w1 + x ws)- w1 (z- x w2 + y w1) + w3 (x- y w3 + z w2), 

d 0 • 0 

dt (z - x w 2 + y w 1 ) - w2 (x- y w3 + z w2) + w1 (y- z w1 + x w 3). 

Findet die Bewegung in einer Ebene statt, die wir zur x-y-Ebene 
wählen, so haben wir nur zwei Koordinaten x, y und eine Komponente {} 
der Winkelgeschwindigkeit. Dabei bedeutet {} den Winkel der bewegten 
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Achsen gegen ihre Lage zu einer bestimmten Zeit. Setzt man also in den 
obigen Ausdrücken zv w1 und w 2 gleich Null, so erhält man für diesen 
Spezialfall die Geschwindigkeitskomponenten 

x - y ß und y + x ß-. 
Die Komponenten der Beschleunigung sind 

x- 2yif- ylJ- xß-2 und ji + 2xi1 + xD- yiJ2 • 

Aufgabe. Man zeige, daß es bei der Bewegung eines starren Körpers im all­
gemeinen in jedem Zeitpunkt einen bestimmten in endlicher Entfernung gelegenen 
Punkt gibt, der, wenn man ihn als mit dem Körper starr verbunden betrachtet, 
keine momentane Beschleunigung besitzt. "Im allgemeinen" heißt dabei, daß die 
Richtung der Schraubachse im Augenblick nicht stationär ist. 

§ 18. Spezielle Komponentenzerlegung der Geschwindigkeit 
und Beschleunigung. 

Die Ergebnisse des letzten Paragraphen setzen uns in den Stand, 
viel benutzte Formeln für die Komponenten der Geschwindigkeit und 
Beschleunigung eines bewegten Punktes nach verschiedenen aus­
gezeichneten Richtungen anzugeben. 

I. Geschwindigkeit und Beschleunigung in Polarkoordinaten. 
Die Lage eines Punktes sei durch Polarkoordinaten r, {}, rp bestimmt, 

die mit den Koordinaten X, Y, Z des Punktes in einem festen Achsen­
system OXYZ durch die Gleichungen verknüpft sind 

X = r sin {} cos rp , 
Y = rsin{}sinrp, 
Z = rcos{}. 

Gesucht sind die Komponenten der Geschwindigkeit und der Beschleu­
nigung d~s Punktes in Richtung des Radiusvektors r, in der dazu senk­
rechten Richtung in der durch rund OZ bestimmten Ebene (man nennt 
sie gewöhnlich Meridianebene) und in der Richtung senkrecht zu der 
Meridianebene. Diese drei Richtungen ·werden häufig kurz als r-, ß-, 
rp-Richtung bezeichnet. Man wähle eine Gerade durch den Ursprung 0 
parallel der {}-Richtung als bewegliche x-Achse, eine Gerade durch 0 
parallel der rp-Richtung als y-Achse und eine Gerade durch 0 parallel der 
r-Richtung als z-Achsc. Die drei Eulerschen Winkel, die die Lage des 
bewegten Systems Oxyz gegen das feste System OXYZ bestimmen, 
sind {}, rp, 0. Also sind (§ 16) die Komponenten der Winkelgeschwindig­
keit des Systems Oxyz nach den Achsen Ox, Oy, Oz selbst 

(1)1 = -rp sin {}' (()2 = #' w3 =er cos{}. 
Der bewegte Punkt hat im bewegten System die Koordinaten 

0, 0, r. Folglich sind nach §17 die Komponenten der Geschwindigkeit des 
Punktes nach den bewegten Achsen 

r ~~' r rp sin {}, r, 
2* 
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und die Komponenten der Beschleunigung in der{}-, q;- und r-Richtung, 
wiederum nach § 17, 

:t (r ~) - r ~2 sin .0 cos-D + r iJ oder r if. + 2Y ö-- r ~2 sin # cos#, 

oder 1 d(2"2~"· ---~- - r sm ·u ![!) 
r sm .0 dt ' 

und 

Bewegt sich der Punkt in einer Ebene, so können wir die z-Achse 
in diese Ebene legen und zum Ausgangsstrahl .0 = 0 eines Systems 
ebener Polarkoordinaten wählen, die mit den bisher benutzten Größen 
r und {} übereinstimmen. Die Größen r und 1'f werden dann gewöhn­
liche ebene Polarkoordinaten. Da cp verschwindet, sind die Kompo­
nenten der Geschwindigkeit und Beschleunigung in der r- und 1'1-
Richtung 

r und r~ 
und 

;: - r {jz und r !f. + 2 r {} 0 

2. Geschwindigkeit und Beschleunigung in Zylinderkoordinaten. 
Die Zylinderkoordinaten z, f!, q; eines Punktes sind mit seinen 

Koordinaten X, Y, Z in einem festen rechtwinkligen Achsensystem ver­
knüpft durch die Gleichungen 

X= ecosq;, y = esinq;, Z=z, 

Gesucht sind die Komponenten der Geschwindigkeit und Beschleunigung 
des Punktes parallel zur z-Achse, in Richtung des Lotes ·aus dem 
Punkt auf die z-Achse und in der zu diesen beiden senkrechten Rich­
tung. Man bezeichnet sie gewöhnlich kurz als z-, Q- und q;-Richtung. 
Die Koordinate q; heißt das j!zimut des Punktes. 

In diesem Falle legen wir die bewegten Achsen Ox, Oy, Oz durch den 
Nullpunkt parallel zur e-, q;- bzw. z-Richtung. Die Komponenten der 
Winkelgeschwindigkeit des Systems 0 x y z in bezug auf die Achsen 0 x, 
0 y, 0 z selbst sind offenbar 

Die Koordinaten des bewegten Punktes im bewegten System sind 
e, 0, z. Nach § 17 ergibt sich für die Komponenten der Geschwindigkeit 
des Punktes in diesen Richtungen 

z, 

für die Komponenten der Beschleunigung 

e- e c;,2 , e ;p + 2 e cp, z. 
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3. Geschwindigkeit und Beschleunigung als Funktionen der 
natürlichen Koordinaten. 

Wir benutzen die Formeln des§ 17 ferner dazu, die Komponenten 
der Geschwindigkeit -und Beschleunigung eines im Raume beliebig be­
wegten Punktes nach der Tangente, Haupt- und Bi normalen seiner Bahn­
kurve zu bestimmen. 

Wir betrachten zunächst den Fall der Bewegung eines Punktes in 
einer Ebene. Durch einen festen Punkt 0 legen wir als x- und y-Achse 
Parallele zu der Tangente und inneren Normalen der Bahnkurve des 
Punktes. Diese Achsen rotieren um 0 mit der Winkelgeschwindigkeit rp, 
wenn cp der Winkel der Tangente an die Bahnkurve mit einer beliebigen 
festen Richtung in der Ebene ist. Bezeichnet v die Geschwindigkei~ 
des Punktes, s das zur Zeit t durchlaufene Bogenstück, e den Krüm­
mungsradius der Bahnkurve, so haben wir 

ds 
V=dt' 

ds 
ll=-· 
"' dcp' 

die Winkelgeschwindigkeit der Achsen läßt sich demnach in der Form 

v schreiben. 

Da die Komponenten der Geschwindigkeit in Richtung der be­
wegten Achsen v, 0 sind, so folgt aus§ 17, daß die Komponenten der 

2 

Beschleunigung in Richtung der gleichen Achsen v und!:._ sind. Wegen 
(! 

. dv ds dv dv 
v=-=--=v--

dt dt ds ds 

ergibt sich, daß die Beschleunigung des bewegten Punktes in Richtung 

k l. G ß dv . R' h d . der Tangente der Bahn urve c Je rö e v ds , m IC tung er mneren 
v2 

Normalen die Größe - hat. 
e 

Nun ist die Geschwindigkeit eines bewegten· Punktes bekannt, 
wenn man zwei aufeinander folgende Lagen des Punktes kennt; die 
Beschleunigung ist daher durch drei aufeinander folgende Lagen be­
stimmt. Wenn nun auch die Bahnkurve des Punktes nicht mehr eben 
ist, so kann man sie doch zur Bestimmung der Beschleunigung in jedem 
Augenblick als in ihrer Schmiegungsebene gelegen auffassen, da diese 
Ebene ja drei benachbarte Bahnpunkte enthält. Deshalb sind die 
Komponenten der Beschleunigung des Punktes in Richtung der Tan­
gente, Haupt- und Binarmalen 

0. 
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4. Die Beschleunigung in Richtung des Radiusvektors und der 
Tangente. 

Für die Beschleunigung eines Punktes mit ebener Bahnkurve läßt 
sich noch eine andere Komponentenzerlegung angeben1). Sei r der 
Radiusvektor von einem fest gewählten Koordinatenursprung der Ebene 
nach dem bewegten Punkt, p das Lot aus dem Ursprung auf die Tangente 
der Bahnkurve, s das zur Zeit t durchlaufene Bogenstück der Bahn, f! der 
Krümmungsradius der Kurve in dem Punkt, v oder s die Geschwindig­
keit des Punktes zur Zeit t, h das Produkt p v . Dann kann die Beschleu-

nigung des Punktes in eine Komponente ;:~ in Richtung des Radius-

vektors zum Ursprung und eine Komponente ; 2 ~~in Richtung der Tangente 
zerlegt werden. d 

Denn die Beschleunigung kann in Komponenten v dv in Richtung der 
2 s 

Tangente und ..!:.. in Richtung der Normalen zerlegt werden. Nun läßt 
f! 

sich ein Vektor F, der in Richtung des Radiusvektors nach außen 

weist, zusammensetzen aus den Vektoren -F p_ in Richtung der inneren 
. d r 

Normalen und F / in Richtung der Tangente. Der in Richtung der 
s v2 

inneren Normalen weisende Vektor- hat daher in Richtung des Radius-
(! 

vektors nach innen die Komponente r~, in Richtung der Tangente die 

K rv2 dr D" B hl .e h ·h· d. K omponente - d- . re esc eumgung at mit m re omponenten eP s 
dv rv2 dr V-+--­
ds eP ds 

m Richtung der Tangente und 

eP 
in Richtung des Radiusvektors nach innen. 

Die letztere Komponente ist ;:~ , und die erstere läßt sich in der 
Form darstellen 

1 dv2 v2 dp 
zds- + pas oder 

1 d (v2 p2) 
----
2p2 ds 

Damit ist Siaccis Ergebnis bestätigt. 

oder 
h dh 
p2 ds · 

Aufgabe t. Man bestimme die Komponenten der Beschleunigung eines Punktes, 
der sich auf der Ringfläche 

x = (c + a sinß) cosq;, y = (c + a sinß) sin<p, z = a cos{} 
bewegt, in Richtung der Meridiankurve, der Normalen und des Breitenkreises. 

1 ) Sie stammt von Siacci: Atti della R. Ace. di Torino Bd. 14, S. 750. 
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P habe die Koordinaten {}, ((!; 0 sei der Mittelpunkt der Ringfläche, C der 

Mittelpunkt des Meridianschnittes, auf dem P liegt. Die Polarkoordinaten von C 
in bezug auf 0 sind c, 'P, und die Polarkoordinaten von P in bezug auf C sind 

a, {}, <p . Also sind die Komponenten der Beschleunigung von C gegen 0 

und 

und 

c<p in Richtung des Breitenkreises 

-c~• in Richtung von 0 C nach außen, d. h. 

-c~2 sin{} in Richtung der Normalen 

-c~2 cos{) in Richtung des Meridians. 

Die Komponenten der Beschleunigung von P gegen C sind 

a jj - a ~· sin {) cos {) in Richtung des Meridians, 

si: {) :t (sin 2 {} • ~) in Richtung des Breitenkreises, 

-a iJ• - a ~2 sin2 {) in Richtung der Normalen. 

Daraus bestimmen sich endlich die Komponenten der Beschleunigung von P im 

Raum: 
a {} - (c + a sin {}) q;2 cos{} in Richtung des Meridians, 

-a fJ2 - a q?2 sin2{)- c ~2 sin {} in Richtung der Normalen, 

c ip + _;:_,_ !_ (sin2 {) . ~) in Richtung des Breitenkreises. 
smß> dt 

Aufgabe 2. Die Tangential- und Normalkomponente der Beschleunigung eines 

in einer Ebene beweglichen Punktes seien konstant. Man beweise, daß die Bahnkurve 
des Punktes eine logarithmische Spirale ist. 

Die 

also 

und 

Voraussetzungen besagen : 

dv 
v ds = a, wo a konstant ist, 

v2 = as 
v• 
- = c, wo c konstant ist, 
(! 

also s = C (! , wo C konstant ist, 

ds 
oder s = C -- , wo ((! den Winkel der Tangente mit einer festen Rich-
tung bedeutet. d((J 

Durch Integration dieser Gleichung folgt 

s = A eB•p, 

wo A und B konstant sind. Dies ist die natürliche Gleichung der logarithmischen 

Spirale. 
Aufgabe 3. Die Beschleunigung eines Punktes zu bestimmen, der sich auf 

einer logarithmischen Spirale mit konstanter Winkelgeschwindigkeit um den Pol 

bewegt. h2r 
Nach dem Satze von Siacci sind die Komponenten der Beschleunigung - 3 -

h dh p (! 

in Richtung des Radiusvektors und - - in Richtung der Tangente. Ist aber 
p• ds 

w die konstante Winkelgeschwindigkeit, so wird h = w r 2 • Also sind die Kom­

ponenten der Beschleunigung: 

und 
2m2 r 3 dr 
p•- ds' 
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Da ; , ; und ~: auf der Spirale konstant sind, sind beide Beschleunigungs­

komponenten dem Radiusvektor direkt proportional. 

Übungsaufgaben. 
1. Die momentane Rotationsachse eines um einen festen Punkt beweglichen 

Körpers sei in dem Körper fest. Man zeige, daß sie dann auch im Raume fest ist, 
daß also die Bewegung eine Drehung um eine feste Achse ist. 

2. Ein Punkt sei auf rechtwinklige Achsen Ox, Oy bezogen, die um den Ur­
sprung mit der Winkelgeschwindigkeit w rotieren. 

Er habe gegen den Punkt x = a , y = 0 eine Beschleunigung vom Be­
trage nsroa mal Abstand. Man zeige, daß die Bahnkurve alsdann folgender­
maßen konstruiert werden kann: 

1. Man nimmt einen Punkt x = n2af(n -1), y = 0; 
2. eine gleichförmige Kreisbewegung mit der Winkelgeschwindigkeit 

( n- 1 ) ro um diesen Punkt; 
3. eine gleichmäßige Kreisbewegung mit der Winkelgeschwindigkeit (n+ 1 )w 

in entgegengesetztem Sinn um die letztere. 
3. Die Geschwindigkeit eines Punktes in einer Ebene ist die Resultierende 

einer Geschwindigkeit v in Richtung des Radiusvektors nach einem festen Punkt 
und einer Geschwindigkeit v' parallel zu einer festen Richtung. Man beweise, daß 

dv v v' dv' vv' 
dt + rcos{) und dt +-;-

die zugehörigen Beschleunigungen sind, wo {) der Winkel des Radiusvektors mit 
der festen Richtung ist. 

4. Ein in einer Ebene beweglicher Punkt sei bezogen auf schiefwinklige 
Koordinatenachsen, die mit einer festen Richtung in der Ebene die Winkel IX, fJ 
bilden, wo IX, fJ gegebene Funktionen der Zeit sind. Man zeige, daß 

x - x IX ctg (fJ - IX) - . y ß und 
sm ({J- IX) 

• X IX 
y + y fJ ctg({J- ~X)+ --o---­

sm ({J- IX) 

die Komponenten der Geschwindigkeit des Punktes sind und berechne die Kom­
ponenten der Beschleunigung. 

s. Ein Punkt bewegt sich in einer Ebene. {) sei der Logarithmus des Quo­
tienten seiner Abstände von zwei festen Punkten der Ebene, rp der von ihnen 
eingeschlossene Winkel, 2 k der Abstand der beiden festen Punkte. Man zeige, daß 

kf~ 
IJ;of {) - cos 'P 

die Geschwindigkeit des Punktes ist. 
6. Ein Punkt durchlaufe zweimal dieselbe Bahnkurve, und das Produkt der 

Geschwindigkeiten in entsprechenden Stellen der beiden Durchlautungen sei kon­
stant. Man zeige, daß die Beschleunigungen sich wie die Quadrate der Geschwin­
digkeiten verhalten und daß sie gleich große aber entgegengesetzt gerichtete Winkel 
mit der Normalen der Bahnkurve bilden. (J. v. Vieth.) 

7. Ein Punkt bewege sich auf einer Parabel vom Parameter 4a. Im Ab­
stand r vom Brennpunkt hat er die Geschwindigkeit v. Man zeige, daß sich seine 
Beschleunigung zusammensetzt aus Beschleunigungen R und N in Richtung des 
Radiusvektors und der Normalen, wo 

dv 
R=v-, 

dr 

ai d 
N=- -(v 2 r). 

2r~ dr 
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8. Die Achsen x und y rotieren mit den Winkelgeschwindigkeiten w1 bzw. w1 

und schließen den Winkel 1f ein. Man zeige, daß der Punkt (x, y) die Komponenten 
der Beschleunigung 

i- xw~- (xw1 + 2 iw1) ctgtp- (y w2 + 2yw2) -.1-, smv• 
;; - y (0~- (x rul + 2 iwl) -.-1- + (y w2 + 2y w2) ctgtp 

smtp 

in Richtung der Achsen besitzt. 
9. Die Geschwindigkeit eines Punktes setze sich zusammen aus Komponenten 

u, v in Richtungen, die mit einer festen Geraden die bezüglichen Winkel {), tp 

bilden. Man beweise, daß die Komponenten f, f der Beschleunigung des Punktes 
in diesen Richtungen gegeben sind durch 

• V 9'J 
I = ü - u {) ctg x - -.- , 

smx 

f . + uD + . =v -.- vcpctgz, 
smx 

wo X der Winkel der beiden Bezugsrichtungen ist. Haben die Verbindungslinien 
des bewegten Punktes mit zwei festen Punkten die Längen r, sunddie Neigungen 
{), tp gegen die Verbindungsgerade der beiden festen Punkte, so bestimme man 
die Beschleunigung des Punktes als Funktion von w, w', den Ableitungen von{), qo. 

10. A, B, C seien drei feste Punkte, u, v, w die Geschwindigkeitskomponenten 
eines Punktes P in bezug auf die Richtungen PA, PB, P C. Man leite für die Be­
schleunigungen in den nämlichen Richtungen den Ausdruck 

. { t cosAPB) ( 1 cosAPC) 
u+uv PB- PA +uw P-C- PA 

und zwei entsprechende ab. 
1 t. Die Bewegung eines ebenen Flächenstückes ist gegeben durch die Winkel­

geschwindigkeit w und die Geschwindigkeitskomponenten u, v des Ursprungs in 
Richtung der Achsen Ox, Oy auf dem Flächenstück. Zu bestimmen sind die Ge­
sch~digkeitskomponenten eines beliebigen Punktes (x, y) des Flächenstückes. 
Man zeige, daß die Gleichungen 

'!__ arctg(u- y w) = +w 
dt V+ XW. -

zwei Kreise auf dem Flächenstück darstellen. Der eine ist der geometrische Ort 
derjenigen Punkte, die auf Rückkehrpunkten ihrer Bahnen in der Ebene ange­
kommen sind; der andere ist der geometrische Ort der Krümmungsmittelpunkte 
d_er in der Ebene gelegenen Hüllkurven aller Geraden des Flächenstückes. 

12. Ein Punkt beschreibt eine Raumkurve. Man zeige, daß seine Beschleuni­
gung in zwei Komponenten zerlegt werden kann: eine in Richtung des Radius­
vektors aus der Projektion eines festen Punktes auf die Schmiegungsebene, eine 
in Richtung der Tangente. Ihr Wert· ist 

und 

Darin ist e der Krümmungsradius, q der Abstand des festen Punktes von seiner 
Projektion auf die Schmiegungsebene; r und p sind die Abstände dieser Projektion 
von dem bewegten Punkt und der Tangente, T ist eine willkürliche Funktion 
(das Produkt aus p und der Geschwindigkeit) und s der Bogen. (Siacci). 

13. Ein Kreis, eine Gerade und ein Punkt liegen in einer Ebene. Die Lage 
des Punktes ist bestimmt durch die Länget der von ihm an den Kreis gezogenen 
Tangente und die Länge p des aus ihm auf die Gerade gefällten Lotes. Seine Ge-
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schwindigkeit habe die Komponenten u, v in den durch die beiden Strecken t, p 
bestimmten Richtungen, die miteinander den Winkel {) einschließen mögen. 
Man zeige, daß 

ü - uv cos{)ft und v + uv/t 

die Komponenten der Beschleunigung in den Richtungen t, p sind. 
14. Ein Punkt durchläuft einen Kreisbogen. r, r' seien die Abstände des 

Punktes P von den Endpunkten A, B einer festen Sehne. Man zeige, daß P in 
den Richtungen AP, BP die Beschleunigungen 

dv vv' 
dt + r r' (r - r cos lX} und 

dv' v v' -·- + - (r' - r cos lX} 
d t rr' 

hat, wenn man mit v, v' die Geschwindigkeiten in den Richtungen r, r' und mit 
lX den Winkel A.PB bezeichnet. 

Ein Punkt beschreibt einen Halbkreis unter der Wirkung von Beschleuni­
gungen, die ständig auf die Endpunkte eines Durchmessers hin gerichtet und in 
jedem Punkt den Abständen r, r' von den Endpunkten des Durchmessers umge­
kehrt proportional sind. Man zeige, daß die Beschleunigungen den Wert 

und 

haben, wo a den Radius des Kreises und V die Geschwindigkeit des Punktes in 
Richtung des Durchmessers bedeutet. 

15. Die Bewegung eines starren Körpers in zwei Dimensionen ist definiert 
durch die Geschwindigkeit tt, v eines beliebigen Punktes C des Körpers und seine 
Winkelgeschwindigkeit cu. Man bestimme die Koordinaten eines Punktes I gegen 
C, der die Geschwindigkeit 0 hat, und zeige, daß sich jeder andere Punkt P senk­
recht zu PI bewegt. 

Man bestimme ferner die Koordinaten eines Punktes I von verschwindender 
Beschleunigung und stelle die Beschleunigung von P als Funktion seiner Koor­
dinaten in bezug auf den Punkt I dar. 

16. Ein Punkt auf einer Ebene bewegt sich mit konstanter Geschwindigkeit V 
gegen die Ebene, die sich gleichzeitig um eine zu ihr senkrechte Gerade mit der 
Winkelgeschwindigkeit w dreht. Man zeige, daß die Bahn des Punktes gegeben 
ist durch die Gleichung 

,!" ~ = Jfr2- a 2 + ~ arc cos ~ , 
w w r 

wo r und {} in bezug auf feste Achsen gemessen sind und a der kürzeste Abstand 
des Punktes von der Rotationsachse ist. 

17. Die Beschleunigung eines bewegten Punktes Q sei in jedem Augenblick 
durch wa dargestellt, wo w ein fester Punkt ist und a sich gleichförmig auf einem 
Kreis mit dem Mittelpunkt cu bewegt. Man beweise, daß in jedem Augenblick 
die Geschwindigkeit von Q durch Op dargestellt wird, wo 0 ein fester Punkt ist 
und p sich gleichförmig auf einem Kreis bewegt. Man bestimme die Bahnkurve 
von Q. (Camb. Math. Tripos, Part I, 1902). 

18. Ein Punkt bewegt sich auf der Durchdringungskurve des Ellipsoids 
x2 y2 z2 x2 y2 z2 --.. +- +--;; = 1 unddeseinschaligen Hyperboloids - 2-----;, + --2 ---, + -2--. = 1, 
a• b 2 c• a - " b - '· c -). · 
und seine Geschwindigkeit in dem Punkt, wo die Bahnkurve das zweischalige 

. x2 y2 z2 • . 
Hyperboloid --- + --- + ---· = 1 tnfft, 1st 

a2 - /{ b2 - /{ c2 - fl 

h {(a"=- ,,J~i~ ~ :; (c-c-;;J· 
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wo h konstant ist. Man bestimme die Beschleunigungskomponente des Punktes 
in Richtung der Flächennormalen des Ellipsoids zu 

ha ab c (fl - ).) 

(a2 - fl) (ba - tt) (ca - fl) 0 . 
19. Ein starrer Körper rollt, ohne zu gleiten, auf einer Ebene. Seine Winkel­

geschwindigkeit hat in jedem Augenblick die Komponenten rol' roa in Richtung 
der Tangenten an die Krümmungslinien im Berührungspunkt des Körpers, ro 3 in 
Richtung der Normalen seiner Oberfläche. Man zeige, daß der berührende Punkt 
des Körpers die Beschleunigungskomponenten 

-Ra ro1 ro3 , -R1 roa w 3 , R 1 ro~ +Ra roi 

besitzt, wo R 1 , R 2 die Hauptkrümmungsradien der Oberfläche des Körpers im 
Berührungspunkt sind. 



Z w e i t e s K a p i t e 1. 

Die Bewegungsgleichungen. 

§ 19. Die Begriffe der Ruhe und Bewegung. 
In dem vorhergehenden Kapitel haben wir häufig von "ruhenden" 

und "bewegten" Systemen gesprochen. Solange es sich um rein kine­
matische Betrachtungen handelte, war es nicht notwendig, auf den 
letzten Sinn dieser Worte einzugehen. Wir verstanden unter der "Be­
wegung" eines Systems nichts weiter als eine Änderung seiner ursprüng­
lichen Konfiguration in bezug auf ein anderes als "ruhend" bezeich­
netes System, ohne uns Rechenschaft darüber abzulegen, was absolute 
·"Ruhe" bedeutet. 

Gehen wir aber dazu über, die Bewegung der Körper als Folge 
bestimmter Ursachen zu betrachten, so dürfen wir diese Frage nicht 
länger unbeachtet lassen. 

In der Umgangssprache gebraucht man das Wort "ruhend" von 
irdischen Dingen gewöhnlich, um zum Ausdruck zu bringen, daß sie 
eine unveränderliche Lage in bezug auf die Erdoberfläche an der be­
treffenden Stelle einnehmen. Aber die Erde dreht sich um ihre Achse 
und läuft gleichzeitig um die Sonne, während die Sonne ihrerseits mit­
samt allen Planeten sich mit großer Geschwindigkeit in einer nicht sehr 
genau bekannten Richtung im Raume fortbewegt. Deshalb scheint jeder 
Versuch, irgend etwas tatsächlich "Ruhendes" zu finden, aussichtslos 
zu sem. 

Im neunzehnten Jahrhundert hielt man den Äther im Raum, den 
Träger des Lichtes und der elektrischen und magnetischen Erschei­
nungen, abgesehen von kleinen Schwingungen, für ruhend. Damit 
hatte man eine Basis für absolute Ruhe. Dieser Auffassung wurde jedoch 
durch das moderne Relativitätsprinzip!) die Grundlage entzogen. Dieses 
besagt nämlich, daß es selbst im Bereich der elektromagnetischen Er­
scheinungen unmöglich ist, absolute Ruhe von einer allen Teilen des 
Systems eigenen gleichförmigen Translationsbewegung zu unterscheiden. 

Demgemäß setzen wir auch in der Dynamik, wenn wir von der Be­
wegung der Körper sprechen, immer die Existenz eines Koordinaten-

1) Vgl. Whittaker: History of the Theories of Aether and Electricity, Kap. 12. 
London 1910; oder Conway: Relativity. London 1915. 
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systems voraus, in bezug auf welches die Bewegung betrachtet wird. 
Es ist üblich, dies Bezugssystem als "ruhend" zu bezeichnen, ohne damit 
absolute Ruhe behaupten zu wollen. Betrachten wir die Bewegungen 
irdischer Körper an einer Stelle der Erdoberfläche, so nehmen wir das 
Bezugssystem als ruhend gegen die Erde an. Es zeigt sich, daß alsdann 
die im folgenden anzugebenden Gesetze die Beobachtungstatsachen mit 
einem genügenden Grad von Genauigkeit erklären. Mit andern Worten: 
die durch die Bewegung der Erde verursachte Störung ist so gering, daß 
man sie bei der Bewegung irdischer Körper in den meisten fällen ver­
nachlässigen darf. 

Weiter müssen wir uns über den Sinn klar werden, der dem Wort 
"Zeit" beizulegen ist. In dem vorhergehenden Kapitel bezeichnete es 
nur einen Parameter, von d~m die Konfiguration des betrachteten Systems 
stetig abhing. Das Relativitätsprinzip enthüllt die großen Schwierig­
keiten, mit denen jeder Versuch einer Erklärung des Zeitbegriffs be­
haftet ist. Insbesondere ist es durchaus nicht leicht, die Gleichzeitigkeit 
zu definieren, also zu erklären, was man unter der Aussage versteht, 
daß zwei Ereignisse an vers<;hiedenen Stellen des Raumes "gleichzeitig" 
stattfinden. Jedoch können wir die folgende Methode der Zeitmessung 
angeben, die mit den gebräuchlichen Instrumenten ausführbar ist und 
unsern gegenwärtigen Zwecken genügt: Wir nehmen an, daß das Zeit­
intervall zwischen zwei Ereignissen gemessen wird durch den Winkel, 
den die Erde bei ihrer Achsendrehung zwischen dem Eintritt der beiden 
Ereignisse durchläuft. Dabei wird der Winkel gegen die Fixsterne ge­
messen, deren kleine Eigenbewegungen bei dieser Beobachtung vernach­
lässigt werden können. Diese Winkelmessung kann in die übliche 
Messung in mittleren Sonnenstunden, -minuten und -sekunden umge­
rechnet werden, wenn man den Winkel von 360° der Zeitdauer von 
24.3651 
-- - - Stunden gleichsetzt 

)66{· . 

§ 20. Die Gesetze der Bewegung 1). 

Als einfachsten Fall der Bewegung irdischer Körper mit der Erde 
als Bezugssystem betrachten wir die Bewegung eines freien Massenpunk­
tes im Vakuum, d. h. eines sehr kleinen materiellen Körpers, der sich 
vollkommen unabhängig von seiner Umgebung bewegt. Man beobachtet 
die zu verschiedenen Anfangsbedingungen der Bewegung gehörenden 
Bahnen des Massenpunktes und berechnet daraus, nach den Methoden 
des vorangehenden Kapitels, die Beschleunigung in beliebigen Punkten 
der Bahnen. Dabei ergibt sich, daß die Beschleunigung für alle Bahnen 

1) Die Bewegungsgesetze wurden von Newton gefunden. Pkilosophiae 
naturalis principia mathematica. London 1687, S. 12. (Im f?lgenden zitiert als 
Principia.) 
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konstante Größe und Richtung - senkrecht abwärts - besitzt. Diese 
Beschleunigung heißt Schwere oder Gravitation und wird allgemein mit g 

bezeichnet. Ihre Größe beträgt in unseren Breiten ungefähr 981 ~~2 • 
sec 

Auf Grund dieser Erfahrungstatsache können wir die Bahn eines 
beliebigen freien irdischen Massenpunktes im Vakuum berechnen, 
sobald die Anfangsbedingungen bekannt sind. Die Rechnung führen 
wir an dieser Stelle nicht aus, da sie in ein späteres Kapitel gehört. 

Der nächst einfache Fall einer Bewegung ist der zweier Massen­
punkte, die durch einen gewichtslosen undehnbaren Faden verbunden 
sind und sich im Vakuum an der Erdoberfläche bewegen können. 
Solange der Faden ungespannt ist, bewegt sich jeder der beiden Massen­
punkte mit der Schwerebeschleunigung, als ob der andere nicht vor­
handen wäre. Sobald der Faden aber gespannt ist, beeinflussen sie ihre 
Bewegung gegenseitig. Wir können, wie zuvor, die Bahn eines der beiden 
beobachten und daraus die Beschleunigung berechnen, die seine Be­
wegung in jedem Augenblick erfährt. Daraus ergibt sich das Erfahrungs­
gesetz: Die Beschleunigung läßt sich in jedem Augenblick als Resultante 
zweier Vektoren darstellen, von denen einer die Beschleunigung g ist und 
der andere in die momentane Richtung des Fadens fällt. 

Die Wirkung des einen Massenpunktes auf die Bewegung des 
anderen äußert sich also darin, daß der Schwerebeschleunigung eine 
andere Beschleunigung überlagert wird, die in Richtung der Verbin­
dungslinie der beiden Punkte wirkt und sich mit der Schwere vektoriell 
zusammensetzt. Aus den beobachteten Bahnen der mit A und B be­
zeichneten Punkte können wir die Größe der momentanen Beschleu­
nigung /1 bzw. / 2 berechnen, die A durch B bzw. B durch A erfährt. 
Diese Rechnung ergibt, daß das Verhältnis /1 : / 2 während der Bewegung 
konstant ist. Untersuchen wir Bewegungen mit verschiedenen Anfangs­
geschwindigkeiten, bei verschiedenen Temperaturen u. dgl., so kommen 
wir zu dem Ergebnis, daß dieses Verhältnis eine den Körpern A, Beigen­
tümliche physikalische Konstante istl). 

Aus der Beobachtung komplizierterer Systeme ergibt sich, daß diese 
experimentell gewonnenen Gesetze sich so verallgemeinern lassen, daß 
sie eine ausreichende Grundlage sowohl für die irdische als auch für die 
kosmische Dynamik bilden. Das verallgemeinerte Erfahrungsgesetz 
läßt sich so aussprechen: Bei der Bewegung eines Systems untereinander 
verbundener Massenpunkte setzt sich die Beschleunigung eines einzelnen 
Massenpunktes zusammen aus derjenigen, die der Punkt bei völlig freier 
Bewegung haben würde, und aus Beschleunigungen in Richtung der Ver-

1 ) Dieses Verhältnis ist tatsächlich der Quotit>nt der Gewichte von B und A. 
Das Verhältnis der an der gleichen Stelle der Erdoberfläche beobachteten Gewichte 
zweier irdischer Körper ist eine wohldefinierte Größe und variiert nicht mit dem 
Beobachtungsort. · 
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bindungslinien mit den übrigen Massenpunkten, die seine Bewegung be­
einflussen. Oberdies kann man den Punkten A, B, C ... Zahlen mA, mB, 
m0 •.• zuordnen derart, daß die Beschleunigung in der Richtung AB, die 
von der Einwirkung von B auf A herrührt, zu der Beschleunigung in der 
Richtung BA, die von der Einwirkung von A auf B herrührt, im Verhältnis 
mB : mA steht. Die Quotienten der Zahlen mA, mB ... sind physikalische 
Konstanten der Massenpunkte. 

Die durchgängige Übereinstimmung der Beobachtungsresultate 
mit den auf dieses Gesetz gegründeten Rechnungen der Dynamik ist als 
Beweis für seine Gültigkeit anzusehen. 

Man beachte, daß durch das Gesetz nur die Quotienten der Zahlen 
mA, mB . . . bestimmt sind. Man legt nun einem bestimmten Punkt A 
die Einheit der Masse bei und bezeichnet dann die Quotienten mBfm .. , 
m0 jmA, ... als die Massen der Punkte B, C, ... 

Es ergibt sich, daß die Masse eines aus zwei oder mehr materiellen 
Punkten zusammengesetzten Massenpunktes die Summe der Massen 
der einzelnen Punkte ist. Infolge dieser additiven Eigenschaft der Masse 
kann man von der Masse eines endlich ausgedehnten Körpers beliebiger 
Größe und Gestalt sprechen. Nach Übereinkunft wählt man als Massen­
einheit die Masse des tausendsten Teiles eines gewissen Platin~tücks, des 
Urkilogramms. Diese Einheit heißt ein Gramm, und die Zahl, die das 
Verhältnis der Masse eines beliebigen Körpers zu dieser Masseneinheit 
angibt, ist die in Gramm ausgedrückte Masse des Körpers. 

§ 21. Kraft. 
Wir haben gesehen, daß die gegenseitige Einwirkungzweier Massen­

punkte A und B sich immer in der Entstehung einer Beschleunigung f A 

von A und einer Beschleunigung fs von B äußert, und daß diese Beschleu­
nigungen den Massen mA bzw. mB umgekehrt proportionale Vektoren 
in Richtung AB bzw. BA sind. Die Vektorgröße mA/A ist daher gleich 
der Vektorgröße msfs, hat aber entgegengesetzte Richtung. mA!A heißt 
die von dem Massenpunkt B auf den Massenpunkt A ausgeübte Kraft, 
ms /B die von dem Massenpunkt A auf den Massenpunkt B ausgeübte 
Kraft. 

Mit Hilfe dieser Ausdrucksweise können wir das Gesetz der gegen­
seitigen Einwirkung in einem System verbundener Massenpunkte so 
aussprechen: Die gegenseitigen Kräfte eines jeden Paares verbundener 
Massenpunkte aufeinander sind gleich und entgegengesetzt. Man bezeichnet 
es als das Gesetz von Aktion und Reaktion. 

Setzt inan die Kräfte, die auf einen Massenpunkt A infolge seiner 
Verbindung mit anderen Massenpunkten wirken, vektoriell zusammen, 
so ergibt die resultierende Kraft den Gesamteinfluß der übrigen Punkte 
auf A. Durch m..t geteilt ist sie gleich der Beschleunigung, die A durch die 
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andern Punkte erfährt; die Resultierende dieser Beschleunigung und 
derjenigen, die A in völlig freiem Zustand haben würde (z. B. infolge der 
Schwere), stellt die wirkliche Beschleunigung des Massenpunktes A dar. 

Allgemein gilt das Folgende: Erfährt ein Punkt der Masse m infolge 
irgendwelcher Ursachen eine durch einen Vektor f dargestellte Be­
schleunigung, so heißt der Vektor mf die infolge jener Ursache auf den 
Massenpunkt wirkende Kraftl). Die Resultierende aller infolge beliebiger 
Ursachen wirkenden Kräfte heißt die auf den Punkt wirkende Gesamt­
kraft. Sind also in einem beliebigen Augenblick X, Y, Z die Kom­
ponenten der gesamten auf den Punkt wirkenden Kraft nach festen 
rechtwinkligen Achsen, x, y, z die Komponenten der Beschleunigung, 
mit der die Bahn beschrieben wird, so bestehen die Gleichungen 

mx=X, my=Y, mz=Z. 

Wir führen hier noch zwei andere häufig benutzte Begriffe ein. 
Unter dem Moment einer Kraft um eine Gerade L versteht man 

das Folgende: Die vom Angriffspunkt der Kraft ausgehende Strecke K, 
deren Richtung und Länge die Richtung und Größe der Kraft dar­
stellt, wird senkrecht auf eine Ebene senkrecht zu L projiziert. Das 
Produkt der Länge der Projektion in den Abstand der Geraden L von 
der K enthaltenden Geraden heißt das Moment der Kraft um die 
Gerade L. 

Sind die Komponenten X, Y, Z der Kraft auf einen einzelnen freien 
Massenpunkt x, y, z gegebene Funktionen der Koordinaten des Punk­
tes, so definieren sie ein Kraftfeld. 

§ 22. Arbeit. 
Wir betrachten nun ein System von Massenpunkten, dessen Be­

wegung entweder vollkommen frei oder gewissen Beschränkungen unter­
worfen ist. Diese Beschränkungen rühren entweder von einem gegebenen 
Zusammenhang der Massenpunkte untereinander her oder von Bin­
dungen, die durch nicht zu dem System gehörende Massenpunkte verur­
sacht werden. Ein Punkt der Masse m habe bei einer bestimmten Kon­
figuration des Systems die rechtwinkligen Koordinaten x, y, z. X, Y, Z 
seien die Komponenten der dabei auf ihn wirkenden Gesamtkraft. 
x + dx, y + dy, z + dz seien die Koordinaten eines dem Punkt x, y, z 
benachbarten Punktes, in den der Massenpunkt m ohne Verletzung der 
dem System auferlegten Bedingungen verschoben werden kann. (Ist m 
z. B. gezwungen, sich auf einer gegebenen Fläche zu bewegen, so müssen 
beide Punkte auf der Fläche liegen.) Dann heißt 

Xbx+ Ydy+Zdz 

1) Die Kraft ist die vis motrix in Newton : Principic1 I. def. 8. 
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die Arbeit1), die an dem Punkt m von den darauf wirkenden Kräften 
während der infinitesimalen Verschiebung aus der Lage (x, y, z) in die 
Lage (x + b x, y + b y, z + b z) geleistet wird. 

Offenbar kann man diesen Ausdruck physikalisch deuten als das 
Produkt der Strecke, um die der Punkt verschoben ist, und der Kom­
ponente der Kraft (X, Y, Z) in dieser Richtung. 

Da Kräfte sich vektoriell zusammensetzen, ist die Summe der 
Komponenten beliebig vieler in einem Punkt angreifender Kräfte in 
einer bestimmten Richtung gleich der Komponente ihrer Resultierenden 
in dieser Richtung. Daher ist die Arbeit einer Kraft an einem Punkt bei 
einer gegebenen Verrückung gleich der Summe der Arbeitsmengen, die bei 
der gleichen Verrückung von Kräften geleistet werden, in die die gegebene 
Kraft zerlegt werden kann. 

Der Massenpunkt m werde im Verlauf einer Bewegung des Systems 
aus einer beliebig gewählten Anfangslage in eine in endlichem Abstand 
befindliche Endlage übergeführt. Als die während der endlichen Ver­
rückung an dem Punkt von den auf ihn wirkenden Kräften geleistete 
Arbeit definieren wir die Summe der Arbeitsmengen, die bei den sukzes­
siven infinitesimalen Verrückungen geleistet werden, aus denen die end-

.liche Bewegung zusammengesetzt gedacht werden kann. Diese Arbeit 
wird also dargestellt durch das Integral 

f(Xdx + ydy +Zdz)ds, 
ds ds ds 

wo die Integration zwischen der Anfangs- und Endlage über den Bogens 
der von dem Massenpunkt beschriebenen Bahn zu erstrecken ist. 

Diese Definitionen können nun auf das gesamte Punktsystem aus­
gedehnt werden. Aus einer beliebigen Anfangskonfiguration heraus 
mögen die Massenpunkte irgendwelche Verrückungen erfahren, die mit 
dem Zusammenhang des Systems und den darin bestehenden Bindungen 
verträglich sind. Unter der an dem System von den darauf wirkenden 
Kräften bei der Bewegung geleisteten Gesamtarbeit verstehen wir dann 
die Summe der an den Punkten des Systems geleisteten Arbeitsmengen. 

§ 23. Kräfte, die keine Arbeit leisten. 
In dynamischen Systemen kommen häufig Kräfte vor, die dadurch 

charakterisiert sind, daß sie während der Bewegung an dem System keine 
Arbeit leisten. 

Wir erwähnen unter ihnen: 
1. Die Reaktionskräfte ruhender glatter Oberflächen; das 

Wort glatt besagt, daß die Reaktionskraft senkrecht zur Fläche 

1) Newton definiert die actio agentis als Produkt der Geschwindigkeit in die 
Komponente der Kraft in Richtung der Bewegung; sie ist offenba>: der Differential­
quotient der Arbeit nach der Zeit. Vgl. Principia Bd. I, S. 25. ed. 1687. 

Whittaker, Dynamik. 3 
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wirkt und daß aus diesem Grund bei jeder infinitesimalen Verrückung 
der Punkt, in dem die Reaktionskraft angreift, senkrecht zur Richtung 
der Reaktionskraft verschoben wird, so daß keine Arbeit geleistet wird. 

2. Die Reaktionskräfte ruhender vollkommen rauher Oberflächen; 
die Bezeichnung vollkommen rauh besagt, daß ein die Fläche berührender 
Körper darauf nur rollen, nicht gleiten kann und daß aus diesem Grunde 
der Punkt, in dem die Reaktionskraft angreift, bei einer infinitesimalen 
Verrückung bis auf unendlich kleine Größen von höherer als erster 
Ordnung nicht verlagert wird, so daß keine Arbeit geleistet wird. 

3· Die gegenseitigen Reaktionskräfte zweier starr verbundener 
Massenpunkte; es seien nämlich x1, y1, z1 und x2, y2, z2 die Koordinaten 
dieser Massenpunkte und X, Y, Z die Komponenten der Kraft, die der 
erste Punkt auf den zweiten ausübt, so daß -X, - Y, - Z die Kom­
ponenten der von dem zweiten Punkt auf den ersten ausgeübten Kraft 
sind. Dann ist die Gesamtarbeit dieser Kräfte bei einer willkürlichen 
Verrückung 

X (c'Jx2 - bx1) + Y (by2 - by1) + Z (bz2 - Oz1). 

Da der Abstand der beiden Punkte fest bleibt, haben wir 

b {(x2- x1) 2 + (y2- Y1) 2 + (z2- zt) 2} = 0 
oder 
(x2 - x1) (bx2 - Ox1) + (y2 - y1) (by2 - by1) + (z2 - z1) (bz2 -- bz1) = 0. 

Weil die Kraft in Richtung der Verbindungslinie der Massenpunkte 
wirkt, ist 

Die beiden letzten Gleichungen ergeben zusammen 

X (Ox2 - Ox1) + Y (by 2 - by1) + Z (bz2 - Oz1) = 0. 

Also wird an dem System durch die gegenseitige Kraft der Punkte 
aufeinander keine Arbeit geleistet. 

4. Vom Standpunkt der Dynamik aus wird ein starrer Körper als 
System von Massenpunkten aufgefaßt, die untereinander so verbunden 
sind, daß ihr gegenseitiger Abstand unveränderlich ist. Aus 3· folgt, daß 
die Reaktionskräfte zwischen den Punkten, die bewirken, daß diese 
Bedingung erfüllt ist (man nennt sie Molekularkräfte im Gegensatz zu 
äußeren Kräften wie etwa die Schwere), bei einer beliebigen Bewegung des 
Körpers keine Arbeit leisten. 

5. Die Reaktionskräfte in einem ruhenden Zapfen, um den ein 
Körper des Systems drehbar ist, in einem Schraubengewinde oder einem 
Scharnier zwischen zwei Körpern gehören offenbar ebenfalls zu den 
Kräften, die keine Arbeit leisten. 

Bei der Berechnung der Gesamtarbeit aller an einem System wäh­
rend einer beliebigen Verrückung angreifenden Kräfte sind derartige 
Kräfte zu vernachlässigen. 
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§ 24. Die Koordinaten eines dynamischen Systems. 
Vom Standpunkt der Dynamik aus besteht ein materielles System 

aus Massenpunkten, die Bindungen und Zusammenhängen verschiedener 
Art unterworfen sind. So wird. ein starrer Körper als ein System von 
Massenpunkten angesehen, die durch geeignete innere Reaktionskräfte 
in unveränderlichem Abstand voneinander gehalten werden. 

Ist die Konstitution eines solchen Systems gegeben, nämlich Gestalt, 
Größe und Masse seiner Teile und die darauf wirkenden Zwangskräfte, 
so kann seine Konfiguration zu beliebiger Zeit als Funktion gewisser 
Größen angegeben werden, die mit der Konfiguration variieren und die 
Koordinaten des Systems heißen. So ist die Lage eines einzelnen freien 
Massenpunktes im Raum vollkommen festgelegt durch seine drei recht­
winkligen Koordinaten x, y, z, bezogen auf irgend ein ruhendes Achsen­
system. Die Lage eines einzelnen Massenpunktes, der sich nur in einer 
ruhenden, beliebig gebogenen engen Röhre bewegen kann, ist durch eine 
Koordinate völlig bestimmt, nämlich durch die Länge s des Röhren­
bogens zwischen dem Punkt und einem als Nullpunkt gewählten be­
liebigen Punkt der Röhre. Die Lage eines starren Körpers; von dem ein 
Punkt festgehalten wird, ist durch drei Koordinaten völlig bestimmt, 
nämlich durch die drei Eulerschen Winkel {}, rp, "P des § 10. Die Lage 
zweier durch einen gespannten unelehnbaren Faden verbundener Punkte 
kann durch fünf Koordinaten festgelegt werden, nämlich durch die drei 
rechtwinkligen Koordinaten eines der Punkte und zwei der Richtungs­
kosinus des Fadens; denn wenn diese fünf Größen bekannt sind, ist 
die Lage des zweiten Punktes eindeutig bestimmt. 

Aufgabe. Wieviel unabhängige Koordinaten bestimmen die momentane Lage 
eines starren Körpers, der bei seiner Bewegung ständig eine gegebene ruhende 
glatte Fläche berühren muß? 

Wir werden gewöhnlich die Anzahl der zur Bestimmung der Kon­
figuration eines Systems erforderlichen Koordinaten, der Lagenkoordi­
naten, mit n bezeichnen und uns auf solche Systeme beschränken, für 
dien endlich ist. Die Koordinaten selbst bezeichnen wir mit qv q2 •.. . , qn. 
Wenn die Bindungen des Systems mit der Zeit variieren (wenn das System 
z. B. aus einem Massenpunkt besteht, der sich auf einer Fläche bewegen 
muß, die ihrerseits mit konstanter Winkelgeschwindigkeit um eine feste 
Achse rotiert), so kann es zur Bestimmung der Konfiguration des Systems 
notwendig werden, den Koordinaten q1, q2, ••• , qn die Zeit t hinzuzufügen. 

Die Größen q1, q2 , ••• , izn werden häufig die den Koordinaten 
q1, q2, ••• , qn entsprechenden Geschwindigkeiten genannt. 

Ein schwerer biegsamer Faden, der sich frei im Raum bewegen kann, ist ein 
Beispiel für diejenigen dynamischen Systeme, die durch die Beschränkung auf 
endliches n ausgeschlo~sen sind; denn die Konfiguration des Fadens läßt sich 
nicht mit Hilfe endlich vieler Parameter darstellen. 

3* 
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§ 25. Holonome und nichtholonome Systeme. 
Wir müssen nun zwei Arten dynamischer Systeme auseinander­

halten, deren Verschiedenheit für die analytische Behandlung der Be­
wegung große Bedeutung hat. Der Unterschied möge an einem einfachen 
Beispiel· erläutert werden. 

Wir betrachten die Bewegung einer Kugel von gegebenem Radius, 
die zwangläufig eine gegebene feste Ebene berührt, die wir zur 
x-y-Ebene machen. Die Lage der Kugel ist in jedem Augenblick durch 
fünf Koordinaten völlig bestimmt, nämlich durch die beiden recht­
winkligen Koordinaten x, y des Kugelmittelpunktes und die drei 
Eutersehen Winkel ß>, lfi, 1jJ des§ 10, die die Drehung der Kugel um ihren 
Mittelpunkt festlegen. Die Kugel kann jede beliebige Lage annehmen, 
sofern sie in Berührung mit der Ebene bleibt; daher können die fünf 
Koordinaten x, y, ß>, lp, 1jJ völlig willkürliche Werte haben. 

Ist nun die Ebene glatt, so ist die Verrückung aus einer Lage 
mit den Koordinaten x, y, ß, lp, 1jJ in eine benachbarte, die durch die 
Koordinaten x + b x, y + b y, # + b {), lfi-+ b lfi, "P + b "P definiert ist, 
wo b x, (} y, ~ #, b lfi, b 1p willkürliche unabhängige infinitesimale Größen 
sind, eine mögliche Bewegung, d. h. die Kugel kann sie ausführen, ohne 
die dem System auferlegten Bedingungen zu verletzen. Ist die Ebene aber 
vollkommen rauh, so ist dies bei willkürlicher Wahl von bx, by, IJ{), brp, ll1p 
nicht mehr der Fall. Denn nun muß die Verrückung des Berührungs­
punkts (bis auf Glieder höherer als erster Ordnung) verschwinden. Dies 
besagt, daß die Größen IJ x, IJ y, IJ ß>, IJ rp, IJ ljJ nicht mehr unabhängig sind. 
In der Tat müssen sie zwei nicht- integrablen linearen Differential-· 
gleichungen genügen. Für eine Kugel auf einer vollkommen rauhen Ebene 
ist also eine durch willkürliche infinitesimale Koordinatenänderungen 
definierte Bewegung nicht notwendig eine mögliche Bewegung. 

Ein dynamisches System heißt holonom, wenn eine durch willkür­
liche infinitesimale Koordinatenänderung dargestellte Bewegung stets 
eine mögliche Bewegung ist (Beispiel: die Kugel auf der glatten 
Ebene); wenn diese Bedingung nicht erfüllt ist, heißt es nicht-holonom 
(Beispiel: die Kugel auf der rauhen Ebene). 

Die willkürlichen infinitesimalen Koordinatenänderungen 

IJql, bq2, • • ., bqn 
eines dynamischen Systems, die für ein holonomes System stets 
eine mögliche Bewegung definieren, müssen für ein nicht-holonomes 
System eine Anzahl, etwa m, Bedingungsgleichungen erfüllen, um einer 
möglichen Bewegung zu entsprechen. Die Zahl n- m heißt die Anzahl 
der Freiheitsgrade des Systems. Halonorne Systeme sind also dadurch 
charakterisiert, daß die Anzahl der Freiheitsgrade gleich der Anzahl der 
unabhängigen Koordinaten ist, die die Konfiguration des Systems fest­
legen. 
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§ 26. Die Lagrangeschen Bewegungsgleichungen eines 
holonomen Systems 1). 

Wir betrachten nun die Bewegung eines holonomen Systems 
mit n Freiheitsgraden. Seine Konfiguration zur Zeit t sei durch die 
Koordinaten q1, q2, ••• , qn bestimmt. xi, Yi, z; seien die Koordinaten eines 
Punktes mit der Masse m; in einem ruhenden rechtwinkligen Achsen­
system. Diese Koordinaten eines einzelnen Systempunktes sind (ver­
möge unserer Kenntnis der Konstitution des Systems) bekannte Funk­
tionen der Lagenkoordinaten q1, q2, ••• , qn und möglicherweise der Zeit. 
Diese Abhängigkeit sei dargestellt durch die Gleichungen 

Xi = Ii (ql, q2, · · ., qn, t), 
Yi = fPi(ql, q~, • • ., qn, t), 
Zi = 'Pi(ql, q2, · · ., qn, t). 

Es seien Xi, Yi, Zi die Komponenten der gesamten (molekularen und 
äußeren) auf den Punkt m; einwirkenden Kraft. Dann lauten die 
Bewegungsgleichungen dieses Punktes 

m;xi=Xi, m;)~;=Y;, m;z;=Z;. 
Wir multiplizieren diese Gleichungen bezüglich mit 

iJf; df[!; d1jJ; 

oq, , aq, , aq, , 
addieren sie und summieren über alle Punkte des Systems. So erhalten wir 

"" ( _ iJj; _ fJrpi .. fJ1p;) ""' ( iJ[, OfP; ß1JJi) 
~mi x;a+Yia+z;T =~ X;a+Y;a+Z;T, 

i q, q, q, i q. q, q. 

wo das Symbol1: die Summation über alle Punkte des Systems bedeutet, 
also entweder eine Integration (wenn die Punkte starren Körpern an­
gehören), oder eine Summation über eine Anzahl Punkte. Es ist aber 

iJx; a (' ati . ati . Bf; . of;) ati 
fJq, = fJq~ . fJql ql + fJq2 q2 + ... + oqn qn + 7ft = aq;' 

1) Lagrange: 1\1.ecanique Analytique 1788, Seconde Partie, Section IV. Die 
Gleichungen finden sich zuerst in einer früheren Abhandlung von Lagrange: 
Miscell. Taurin. Bd. 2. 1760. 
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daher ist 

(- ati .. oq;i .. a?fi) 
m; x; -- + Yi --+ z; --

iJq, aq, aq, 

_ 1 ~ d { a <·2 ·2 ·2)} 1 ~ a (·~ ·2 ·2) - 2 ~ m; dt oq, X; + Yi + Z; - 2 ~ m; oq, xi + Yi + Z; . 

Nun stellt die Größe 

!2' mi (x; + y; + z7) 
die Summe der Massen aller Punkte des Systems dar, jede multipliziert 
mit dem halben Quadrat der zugehörigen Geschwindigkeit. Diesen 
Ausdruck bezeichnet man als die kinetische Energie des Systems1). 

Vermöge unserer Kenntnis der Konstitution des Systems können wir die 
kinetische Energie als Funktion von 

ql, q2, · · ., qn, ql, q2, · · ., IJn, t 

berechnen2). Wir bezeichnen sie künftig mit 

T (ql, q2, · · ·• IJn, ql, q2, · · ·• qn> t) 
und setzen voraus, daß sie als Funktion ihrer Argumente bekannt ist. Da 

. of; . 2/; . of; . of; 
X; = Bq--;_ ql + iJq2 q2 + ... + iJqn qn + at 

ist und y1 und i; gleichfalls lineare Funktionen von q1 , q2, ••• , qn sind, 
erweist sich T als quadratische Funktion von q1, q2, .• • , lJn· Wenn die­
Funktionen /, q;, 1.p die Zeit nicht explizit enthalten, (was immer der Fall 
ist, sobald die Bindungen des Systems von der Zeit unabhängig sind), 
sind x, y, z homogene lineare Funktionen von q1, q2, ... , lJn, und T ist 
eine homogene quadratische Funktion von q1, q2, •• • , lJn· 

Aus der Definition folgt, daß die kinetische Energie eines Systems wesent­
lich positiv ist; T ist daher eine positiv definite quadratische Form in q1 , q2, •• • , iJn· 
Deshalb sind die Diskriminante und ihre Hauptunterdeterminanten beliebiger Ord­
nung positiv. 

Aus den Bewegungsgleichungen haben wir so die Gleichung ge­
wonnen 

!:_ (a!)- aT = ~ (xi~ti. + Y.i oq;; + z. a;~Pi). 
dt . iJq, iJqr ' ~ r'Jqr oqr oqr 

Die linke Seite dieser Gleichung hängt von den einzelnen Punkten des 
Systems nur noch insoweit ab, als sie zu der kinetischen Energie T bei­
tragen. Wir versuchen nun auch die rechte Seite in eine Form zu bringen, 
in der die einzelnen Punkte nicht mehr explizit auftreten. 

1) Das Produkt aus Masse und Quadrat der Geschwindigkeit dnes Punkte> 
nannte Leibniz die vis viva: Acta erud. 1695. 

2) Die Methoden zur Ausführung dieser Berechnung für starre Körper werden 
im 5. Kapitel dargestellt. 
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Dazu lassen wir das System eine Bewegung ausführen, bei der 
die Koordinate q, in q, + ~q. übergeht, während die Koordinaten 
qv q2, ••• , qr-t. q,+l, .. . , qn und die Zeit- sofern sie als Koordinate auf­
tritt - ungeändert bleiben. Da das System holonom ist, kann dies 
ohne Verletzung der Systembedingungen geschehen. Die Koordinaten 
des Punktes m; gehen bei dieser Bewegung über in 

ofi .i ocp; iJ1p; .i . 
X;+ -,;--- uq11 Yi + ~ ~q., Zi + ~ uq,. oq, uq, uq, 

Daher ist die Gesamtarbeit aller in den Punkten des Systems an­
greifenden Kräfte 

~ (xi _ati + Yi ocp; + zi ~_'IJ1_;,_) bq,. 
~ oq, oq, aq, 

Unter den auf das System wirkenden Kräften sind nun solche, die 
keine Arbeit leisten. Zu ihnen gehören, wie wir in § 23 sahen: 

1. Die molekularen Kräfte zwischen den Punkten starrer Körper 
des Systems; 

2. Die Druckkräfte in Gelenkstangen invarianter Länge, die Re­
aktionskräfte in festen Zapfen und die Zugkräfte in gespannten unelehn­
baren Fäden; 

3. Die Reaktionskräfte ruhender glatter Flächen oder Kurven, 
mit denen Körper des Systems in Berührung bleiben müssen, oder die­
jenigen rauher Flächen, soweit diese in holonomen Systemen auftreten 
können; 

4. Die Reaktionskräfte glatter Flächen oder Kurven, mit denen 
Körper des Systems in Berührung bleiben müssen, während diese 
Flächen oder Kurven selbst vorgeschriebene Bewegungen ausführen. 
Denn die oben betrachtete Bewegung vollzieht sich unter der Voraus­
setzung, daß t, sofern es überhaupt als Koordinate auftritt, nicht variiert, 
d. h. daß die Flächen oder Kurven während des Ablaufs der betrachteten 
Bewegung ruhen. Damit ist dieser Fall auf den vorigen zurückgeführt. 

Die Kräfte, die neben diesen ohne Arbeitsleistung wirkenden Kräften 
an dem System angreifen, heißen äußere Kräfte. Daraus folgt, daß 

~ (xi _ati + Y; ~Pi+ zi ~'IJ1i) ~q. 
~ oq, aq, aq. 

die von den äußeren Kräften geleistete Arbeit bei der Bewegung dar­
stellt, die dem Übergang von q, zu q, + f3q, entspricht, während die 
übrigen Koordinaten ungeändert bleiben. Da wir die Konstitution des 
Systems und die angreifenden Kräfte kennen, ist diese Größe eine be­
kannte Funktion von q1, q2, ••• , qn, t. Wir bezeichnen sie mit 

Q, (ql> q2, · · ., qn, t) · 
Demnach ist 

!:_(iJT) _ oT -Q 
dt oq. oq,- r 

(r = 1, 2, ... , n) . 
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So erhalten wir n gewöhnliche Differentialgleichungen zweiter Ordnung, 
in denen q1, q2, ••• , qn die abhängigen Veränderlichen, t die unabhängige 
Veränderliche sind. Da die Zahl der Differentialgleichungen gleich 
der Zahl der abhängigen Variablen ist, sind die Gleichungen theoretisch 
hinreichend zur Bestimmung einer Bewegung mit gegebenen Anfangs­
bedingungen. Dieses Ergebnis fassen wir folgendermaßen zusammen: 

Es sei T die kinetische Energie eines dynamischen Systems und 
Q1 bq1 + Q2 bq2 + ... + Qn bqn die Arbeit der äußeren Kräfte bei einer will­
kürlich gewählten Lagenänderung ( bq1, bq2, ••• , /3qn), wobei T, Q1, Q2, ••• , Qn 
vermöge unserer Kenntnis der Konstitution des Systems bekannte Funktio­
nen der q1, q2, ••• , qn, q1, q2, •• • , qn, t sind. Dann kann man die Bewegungs­
gleichungen des Systems in der Form schreiben 

d (aT) oT 
dt aq_, - aq, = Q, (r = 1, 2, ... , n). 

Man nennt sie die Lagrangeschen Bewegungsgleichungen. Die unbekann­
ten Reaktionskräfte (z. B. die Zwangskräfte) gehen in die Gleichungen 
nicht ein. Die Bestimmung dieser Reaktionskräfte ist Aufgabe eines 
besonderen Zweiges der Mechanik, der Kinetostatik1). Man kann also 
sagen: In den Lagrangeschen Gleichungen sind die kinetostatischen Kräfte 
eliminiert. 

§ 27. Konservative Kräfte; das kinetische Potential. 
Gewisse Kraftfelder haben die Eigenschaft, daß die von den Kräften 

des Feldes geleistete Arbeit bei der Bewegung eines dynamischen Systems 
nur von der Anfangs- und Endlage des Systems abhängt; d. h. sie hat 
denselben Wert, gleichviel aus welcher Folge infinitesimaler Verrückun­
gen die endliche Bewegung sich zusammensetzt. 

Die Schwere erzeugt bekanntlich ein Kraftfeld dieser Art. Die Arbeit der 
Schwerkraft bei der Bewegung eines Punktes der Masse m aus einer Lage in der 
Höhe h in eine andere Lage in der Höhe k über der Erdoberfläche ist mg (h- k), 
hängt also nicht von dem Weg ab, auf dem der Punkt aus der einen Lage in die 
andere übergeführt wird. 

Kraftfelder dieser Art heißen konservativ. 
Die Konfiguration eines dynamischen Systems sei durch die Koordi­

naten q1, q2, •• • , qn gegeben. Man nimmt eine Konfiguration des Systems, 
etwa die zu den Koordinaten 

q,= a, (r = 1, 2, ... , n) 

gehörige, als Grundkonfiguration. Sind die auf das System wirkenden. 
äußeren Kräfte konservativ, so ist die von diesen Kräften bei einer 
Verrückung des Systems aus der Konfiguration (q1, q2, ••• , qn) in die 
Grundkonfiguration geleistete Arbeit eine bestimmte Funktion der 

1) Vgl. Heun: Jahresber. d. D. Math. V. Bd. 9, S. 1. 1900. 
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q1, q2, ••• , qn, die von der Art der Verrückung unabhängig ist. Diese 
mit V(q1, q2, ••• ; qn) bezeichnete Funktion nennt man die potentielle 
Energie1) des Systems in der Konfiguration (qv q2, ••• , qn)· Die Arbeit 
der äußeren Kräfte bei einer willkürlichen Lagenänderung bqv bq2, ••• , bqn 
ist dann offenbar gleich der infinitesimalen Abnahme der Funktion V, 
also gleich 

av av av 
- ~ {Jql - ~ {Jq2 - · · • ~ ~ bqn · 

vql uq2 vqn 

Die Lagrangeschen Gleichungen nehmen daher die Form an 

(r = 1, 2, ... , n) . 

Führen wir eine neue Funktion L der Variablen q1, q2, .. . , qn, qv q2, ••. , qn, t 
ein vermöge der Gleichung 

L = T- V, 

so können wir die Lagrangeschen Gleichungen so schreiben 

(r = 1, 2, ... , n). 

Die Funktion L heißt kinetisches Potential oder Lagrangesche Funktion. 
Sofern nur dynamische Untersuchungen in Frage kommen, wird ein 
holonomes System unter der Einwirkung konservativer Kräfte durch 
diese Funktion allein vollständig charakterisiert. 

§ 28. Die explizite Form der Lagrangeschen Gleichungen. 
Wir zeigen nun, wie man aus den Lagrangeschen Gleichungen die 

zweiten Ableitungen der Koordinaten nach der Zeit explizit erhalten 
kann. 

Die Konfiguration des dynamischen Systems sei durch die Koordi­
naten q1, q2, •• • , qn allein, ohne t, völlig bestimmt, so daß die kinetische 
Energie des Systems eine homogene quadratische Funktion von 
tj1, rj2, ••• , qn wird. Nach § 26 ist dies stets der Fall, wenn die Nebenbedin­
gungen von der Zeit unabhängig sind, im allgemeinen aber nicht, wenn 
die Nebenbedingungen erzwungene Bewegungen einschließen (wie bei der 
zwangläufigen Bewegung eines Punktes auf einer rotierenden Kurve). 

Die kinetische Energie sei also 
n n 

T = t 2' 2:, akl CJk ql, 
k=lt=l 

wo a,.1 = a1,. ist und. die Koeffizienten akl bekannte Funktionen von 
qv q2, ••• , qn sind. 

1) Die Potentialfunktion wurde durch Lagrange 1773 eingeführt: Oeuvres 
Bd. 6, S. 335. Der Name Potential rührt von Green her (1828). 
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Die Lagrangeschen Bewegungsgleichungen des Systems lauten 

oder 
:t (:D- ~~ = Q, (r = 1, 2, ... , n) 

d ( ~ . ) 1 ~ ~ ßakz . . Q 
dt ~ a.,q. - 2t:i 1ft -oq, qkql = r (r = 1, 2, ... , n) 

oder 

(r=1,2, ... ,n), 

WO dasChristoffelscheSymboll) [lm] die Größe J.. (Oaz~ + oam_!- Oazm) 
r 2oq oq oq bedeutet. m l r 

Da diese Gleichungen linear in den Beschleunigungen sind, können 
sie nach den ij, aufgelöst werden. D sei die Determinante 

I~~~.~~~·.·.·.~~~ 
und A,. ihre zu a,. gehörende Unterdeterminante. Multiplizieren wir 
die n Gleichungen des obigen Systems mit A 1v, A 2v, ... , An•·· 
addieren wir sie und berücksichtigen wir, daß 2: A,v a,. den Wert D 
oder Null hat, je nachdem, ob s = 'V oder s =!= 'V ist, so erhalten wir 

oder 
n n n n 

q,.=- ~~~~A,,.[1 ~]qziJrn+ ~~A ... Q, (v=1,2 ... ,n). 
1=1 m=l r=l r=l 

Diesen Gleichungen, die ij1, q2, ••• , q,. explizit als Funktionen von 
q1 , q2 , ••• , iJn, q~, q2 , ••• , qn darstellen, sind den Lagrangeschen Be­
wegungsgleichungen äquivalent. 

§ 29. Die Bewegung eines Systems, das gezwungen ist, 
gleichförmig um eine Achse zu rotieren. 

In vielen dynamischen Systemen ist ein Teil durch äußere Ein­
wirkung gezwungen, sich mit konstanter Winkelgeschwindigkeit um 
eine ruhende Achse zu drehen. Die Bewegung einer Glasperle auf einem 
rotierenden Draht ist ein einfaches Beispiel dafür. Zwar kann man, wenn 
das System holonom ist, auch dann die Lagrangeschen Gleichungen 

1 ) Das Symbol wurde von ChristoHel eingeführt: Journal für Math. Bd. 70. 
1869; es ist von Bedeutung für die Theorie der quadratischen Differcntialformen. 
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benutzen. Bequemer ist jedoch oft die Anwendung des im folgenden 
abgeleiteten Satzes, der die Untersuchung eines derartigen Systems auf 
die eines solchen zurückführt, in dem keine erzwungene Rotation statt­
findet. 

Das System möge, ohne Berücksichtigung der erzwungenen Rota­
tion, n Freiheitsgrade haben. Wählen wir die gegebene Achse als z­
Achse, und rechnen wir das Azimut g; von einer durch diese Achse gehenden 
Ebene an, die mit der vorgeschriebenen Winkelgeschwindigkeit rotiert, 
so können die Zylinderkoordinaten eines beliebigen Punktes m des 
Systems als von der Zeit t unabhängige Funktionen der Koordinaten 
q1, q2, ••• , qn dargestellt werden, in die die Zeit t nicht eingeht. Ist 
dann T die kinetische Energie des Systems bei der tatsächlichen Be­
wegung und Q1 () q1 + Q2 () q2 + ... + Qn ()qn die Arbeit der äußeren 
Kräfte bei einer willkürlichen infinitesimalen Bewegung, wo Q1, Q2, •.. , Qn 
nur von den Koordinaten q1, q2, ••• , qn abhängen sollen, und ist T1 die 
kinetische Energie des Systems, wenn die erzwungene Winkelgeschwin­
digkeit gleich Null gesetzt wird, so ist 

T = i 1:m{z2 + r2 + r2 (fj; + w)2}, 

Tl=! 1: m{z2 + r2 + r2fj;2}. 

Da wir das System kennen, ist !-1: m r2 = W eine bekannte Funk­
tion von qv q2, ••• , qn. Die Größe 1: m r 2 fj; ist ebenfalls eine bekannte 
Funktion der q1, q2, ••• , qn, q1, q2 , ••• , qn, und zwar ist sie linear in 
q1, q2, ••• , qn. Sie wird Null, wenn bei verschwindendem w kein Punkt eine 
Bewegungskomponente in der g;-Richtung besitzt. Ist n = 1, also nur 
eine Koordinate q vorhanden, so wird die Größe die totale Ableitung 
einer Funktion von q nach t. Diese beiden Fälle kommen am häufigsten 
vor, und wir tragen beiden Rechnung durch die Annahme, daß 1: m r 2 fj; 
. dY 

d1e Form dt hat, wo Y eine gegebene Funktion der Koordinaten 

qv q2, ••• , qn ist. Daher ist 

T - T dY 2 
- 1 +wdt+w W, 

und die Lagrangeschen Gleichungen 

!___(.~·~)- oT =Q, (r=1,2, ... ,n) 
at aq, aq, 

können in der Form geschrieben werden 

!:_(iJ~~) + !:__( w iJY)- ~!.!- w !___(iJ_,Y)- w2~~ = Q, (r = 1, 2, ... , n) 
dt aq, dt\ aq, aq, dt oq, oq, 
oder 

a (oT1) BT1 ~ a 2 _ -d ~ -~----,--(-w W)+Q, (r-1,2, ... ,n). 
t uq, vq, cq, 
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Diese Gleichungen zeigen, daß die betrachtete Bewegung sich so voll­
zieht, als wäre die erzwungene Winkelgeschwindigkeit Null und als erhielte 
die potentielle Energie das Zusatzglied -!~ mrZro2• Durch eine Ab­
änderung der potentiellen Energie können wir also von einem System 
mit erzwungener Rotation um eine gegebene Achse zu einem solchen 
ohne diese Rotation übergehen. Die Scheinkräfte, mit deren Hilfe man 
hier die Wirkung der erzwungenen Rotation darstellt, bezeichnet man 
auch als Zentrifugalkräfte. 

§ 30. Die Lagrangeschen Gleichungen in Quasi-Koordinaten. 
In der in§ 26 ge_gebenen Form der Lagrangeschen Gleichungen sind 

die Variablen die Koordinaten qv q2, ••• , q,. und die Zeit t. Da die 
Kenntnis dieser Größen zusammen mit der des Systems zur Bestimmung 
der Lage jedes Systempunktes hinreicht, bezeichnet man ql> q2, ••• , q,. als 
wahre Koordinaten des Systems. Welche Form nehmen aber die Lagrauge­
sehen Gleichungen an, wenn wir die Beschränkung auf wahre Koordi­
naten fallen lassen1)? 

Ein durch n wahre Koordinaten q11 q2, ••• , qn definiertes System 
habe die kinetische Energie T. Die Arbeit der äußeren Kräfte bei einer 
Verrückung (bq1,l>q2, ••• ,bq,.) sei Q1 l>q1 +Q2 bq2 + ... +Q,.l>qn. Dann 
lauten die Lagrangeschen Gleichungen 

(1) :t(!~)-:~=Qx {x=1,2, ... ,n). 

Es seien n voneinander unabhängige Linearkombinationen 
rov ro2, ••• , ro,. der Geschwindigkeiten q1 , q2, ••• , fJn definiert durch die 
Gleichungen 

(2) Wr = IX}r ql + IX2r Ct2 + ... + Olnr qn (r = 1, 2, ... , n), 

wo IX1v Ol 21 , ••• , 1Xn~ gegebene Funktionen der q1, q2, ••• , q,. bedeuten. 
Ferner seien n Linearkombinationen d n 1, d n 2, ••• , d nn der Differentiale 
dq1, dq2, • •• , dqn definiert durch die Gleichungen 

dn, = IX17 dq1 + IX2 ,dq2 + ... + 1Xnr dqn (r = 1, 2, ... , n), 

deren Koeffizienten IX mit denen des vorstehenden Gleichungssystems 
übereinstimmen. 

Diese letzteren Gleichungen würden unmittelbar integrabel sein, 
OIX OO(, 

wenn die Relationen ~ ~ für alle Werte x, r, m erfüllt wären. 
uqm oqx 

In diesem Falle würden wahre Koordinaten n, existieren. Da die Glei-

1) Spezielle Fälle des in diesem Abschnitt behandelten Satzes waren Lagrange 
und Euler bekannt. Die verallgemeinerte Form der Gleichungen ist von Boltzmann: 
Wiener Sitzungsberichte Bd. 111, S. 1603. 1902; und Harne!: Zeitschr. f. Math. u. 
Phys. Bd. 50, S. 1. 1904. 
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chungen aber nicht notwendig integrabel sind, sind auch d:n1, d:n2, •• • , d:nn 
nicht notwendig Differentiale von Koordinaten :n1, :n2, ••• , :nn. Wir be­
zeichnen sie als Differentiale von Quasi-Koordinaten. 

Die nach q1, q2, ••• , qn aufgelösten Relationen (2) mögen die 
Gleichungen 

(3) q,.=ß,.rwt+ßx2w2+ ... +ß .. nWn (x=1,2, ... ,n), 

ergeben. Durch Multiplikation der Lagrangeschen Gleichungen (1) mit 
ßtr, ß2r, •. . , ßnr und Addition erhalten wir 

~ ß,., {:t (~~) - ~T} = ~ ß,.,Q,. · 
" q,. q,. " 

Nun ist J: Q" llq,. die Arbeit der äußeren Kräfte an dem System bei 
X 

einer willkürlichen Verrückung, daher ~ ß,. 1 Q,. ll:n, die Arbeit bei einer 
" Verrückung, beider alle Größen ll:n mitAusnahmevon ll:n, verschwinden. 

Wenn also die Arbeit der äußeren Kräfte an dem System bei einer will­
kürlichen infinitesimalen Verrückung (ll:n1, ll:n2, • •• , ll:nn) gleich 

Ill J:nl + Il2 ll:n2 + · · · + IIn c5nn 
ist, so haben wir + ß .. ,{:t (:~) - :~} = II,. 

Vermöge der Gleichungen (3) können wir q1 , q2, ••• , qn aus der 
Funktion T eliminieren, so daß T eine Funktion von w1, w2, ••• , Wn, 
q1, q2, ••• , qn wird. (Zur Vereinfachung nehmen wir an, daß t in T nicht 
explizit vorkommt.) Diese Form von Twerde mit T bezeichnet. Dann ist 

~-!_ = ~ :r Gl:" •• 
vq" 8 W 8 

und deshalb 

~ { ~ d ( oT) ~ o T d Gl:", o T} 
~ ß,., "'7- Gl:,., dt ow, + -7- Bw. -;it - oq" = II,. 

Nun ist 

~ß -{Ofürr=l=s, ...::::.. ",tX,.,-
,. 1fürr=s. 

Daher erhalten wir 

d ( iJT) ~ ~ dlX"• oT ~ oT 
dt iJw, + ~ "'7- ß,., ---at ow. - ~ ß,., oq,. = II, · 

Außerdem ist 

~T _ oT +2af ow, =~T +~ 2of oGl:m•q 
oq,.- oq,. 8 ow, oq,. iJq,. • m ow, aq.. m' 
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folglich 

d (af) + ~~~ß", oT qm(otx.,.. -~cx.m•) _ _2;ß,., oT =ll,. 
d t ow, ow. oqm oq,. oq, 

x s m x 

"' oT d "'af oq,. .. d af d 11 ~ ß,., a 0 er ~ a a wur en nun a arste en, wenn 
" q,. X q" n, n, oT 

n, eine wahre Koordinate wäre. Wir benutzen dafür das Symbol ~, 
vn, 

gleichviel ob n, eine wahre Koordinate ist oder nicht. Der Ausdruck 

"'"' ß,., ßmz (~!Xxs - O!Xms_) 
~~ ßqm oq,. 

hängt nur von der Beziehung zwischen den wahren Koordinaten und 
den Differentialen der Quasi-Koordinaten ab und ist unabhängig von der 
Beschaffenheit und Bewegung des Systems. Wir bezeichnen ihn mit 
{rsl. Somit erhalten wir 

d ( af) "'"' af af 
dt iJw, +-+' "'7-' l'rol Wz OOJ• - on, = fl, (r=1,2 ... ,n). 

Diese n Gleichungen sind die Bewegungsgleichungen in Quasi-Koordi­
naten. Sind die Quasi-Koordinaten wahre Koordinaten, so sind die 

Größen l'rsl alle Null, da die Bedingungen OIX,., = a;~ erfüllt sind, und 
iJqm q,. 

die Gleichungen 
Gleichungen 

reduzieren sich auf die gewöhnlichen Lagrangeschen 

d (oT) t'T -ll 
dt oir, - on, - r 

(r=1,2, ... ,n). 

Aufgabe. Ein starrer Körper sei um einen seiner Punkte drehbar. Als 
Koordinaten des Körpers kann man die drei Eulerschen Winkel fJ, r:p, tp 

wählen, die (§ 10) die Lage der im Körper festen mitbewegten Achsen Oxyz 
gegen die im Raum festen Achsen OXYZ bestimmen. Die willkürliche Be­
wegung ({){}, {Hp, {J1p) des Körpers sei der Resultante der infinitesimalen 
Rotationen Jn1, Jn2, Jn3 um Ox, Oy, Oz äquivalent, so daß man d.n:1, dn2, d:n3 als 
Differentiale von Quasi-Koordinaten wählen kann. w1, w2, w3 seien die Kompo­
nenten der momentanen Winkelgeschwindigkeit des Körpers nach den Achsen 
Oxyz, so daß d:cv dn2, d,.3 die den Geschwindigkeiten w1, w2, w3 entsprechenden 
Differentiale der Quasi-Koordinaten sind. Man beweise, daß die Bewegungs­
gleichungen des Körpers lauten 
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Darin ist T die kinetische Energie des Körpers, dargestellt als Funktion von 
w1, w2, w3, {}, tp, "!'; ll1 , I12, ll3 sind die Momente der auf den Körper wirkenden 

äußeren Kraft um die Achsen Ox,Oy,Oz. Unter ~T_ ist zu verstehen: 
u.;T,. 

iJT iJ{} iJT iJrp oT o•p 
iJ{} a-;;., + B"i iJ;;r, + iJ"P -iJ~ • 

Später wird sich zeigen, daß T nur von w 1, w 2 , w3 abhängt, so daß die Glieder 
a"T 
, - wegfallen. 

C);cr 

§ 31. Kräfte, die aus einer von den Geschwindigkeiten 
abhängigen Potentialfunktion entspringen. 

Gelegentlich kann eine Potentialfunktion oder die potentielle Energie 
auch für solche dynamische Systeme eingeführt werden, deren wirkende 
Kräfte nicht allein von der Lage, sondern auch von den Geschwindig­
keiten und Beschleunigungen des Körpers abhängen. 

Ein dynamisches System habe die Lagenkoordinaten q1, q2, ... , qn. 
Die Arbeit der äußeren Kräfte bei einer willkürlichen Verrückung 
Öq1, Öq2, ... , Öqn sei 

Ql Ö ql + Q2 (j q2 + · · · + Qn (j qn · 
Läßt Q, sich dann in der Form darstellen 

BV d BV 
Q,=- -+~--­

Bq, dt Bq, 
(r=1,2, ... ,n), 

wo V eine gegebene Funktion von q1, q2, ... , qn, q1, q2, ••. , qn ist, so 
werden die Lagrangeschen Bewegungsgleichungen 

(r= 1,2, ... ,n). 

Definieren wir daher ein kinetisches Potential L durch die Gleichung 

L=T-V, 

so erhalten die Gleicliungen die übliche Gestalt 

d (BL) ßL 
dt Bq, - Bq,= 0 (r=1,2, ... ,n). 

Die Funktion V kann als eine Verallgemeinerung der potentiellen 
Energie. aufgefaßt werden. Ein Beispiel für ein derartiges System gibt 
die Bewegung eines Punktes, der dem Webersehen Gesetz der elektro­
dynamischen Anziehung1) nach einem festen Punkt unterworfen ist. 
Dabei wirkt auf den Punkt die Kraft pro Masseneinheit 

!_ (1 _ r2 - zr:Y) 
r2 c2 ' 

1) Weber, W.: Annalen d. Phys. Bd. 73, S. 193. 1848. Vgl. Whittaker: 
History of the Theories of Aether and Electricity S. 226-231. 



48 I I. Kapitel: Die Bewegungsgleichungen. 

wo r den Abstand des Punktes von dem Anziehungszentrum bedeutet. 
In diesem Fall ist 

V= .!_ (1 + !:~) · 
r c2 

Aufgabe. Die Kräfte Q1, Q2, ••• , Qn eines dynamischen Systems mit den 
Lagenkoordinaten q1, q2, ••• , qn leiten sich aus einer verallgemeinerten Potential­
funktion V ab, so daß 

iJV d (oV) 
Q, = - oq, + dt Bq, • 

Man beweise, daß Q1, Q2, ••• , Qn lineare Funktionen von q1, q2, ••• , ii'n sind, die 
den n (2 n - 1) Gleichungen genügen 

BQ, oQk 
oqk = aq_i- • 

iJQ, + iJQk = _!.__ (oQ; + ~Qk) 
a;lk oiJ, . dt oqk oij; • 
ag, _ ag_~ _ _!__!.__ (oQ, _ oQk) 
oqk oq, - 2 d t oifk oq; · 

Über die allgemeinen Bedingungen für die Existenz eines kinetischen Po-
tentials der Kräfte vgl. 

Helmholtz: Journal für Math. Bd. 100. 1896. 
Mayer: Ber. d. Sächs. Ges. d. Wiss., Math.-phys. Kl. Bd. 40. 1896. 
Hirsch: Math. Annalen Bd. 50. 1898. 

§ 32. Anfangsbewegungen. 
Im allgemeinen lassen sich die Bewegungsgleichungen eines dyna­

mischen Systems nicht in geschlossener Form durch bekannte Funktio­
nen lösen. Jedoch kann man ein System von Differentialgleichungen 
immer (außer in der Umgebung gewisser Singularitäten, die wir hier 
nicht zu betrachten brauchen) durch Potenzreihen integrieren, d. h. 
für die abhängigen Variablen q1 , q2 , •• • , qn Ausdrücke der Form 

q1 = a1 + b1 t + c1 t2 + d1 t3 + : .. , 
q2 = a2 + b2 t + c2 t2 + d2 t3 + ... , 

qn = an + bn t + Cn t2 + dn t3 + ... 
finden. In der Tat bestimmen sich die Koeffizienten a, b .. . durch 
Einsetzen dieser Reihen in die Differentialgleichungen und Nullsetzen 
der Koeffizienten der verschiedenen Potenzen von t. Die Entwicklungen 
konvergieren im allgemeinen für Werte von t innerhalb eines bestimmten 
Konvergenzkreises der komplexen t-Ebene. 

Offenbar geben diese Reihen völligen Aufschluß über den Anfangs­
charakter der Bewegung; denn wenn man t vom Beginn der Bewegung 
an rechnet, so sind a1, bl> ... die bezüglichen Anfangswerte von q1, q1, ..• 

Das folgende Beispiel zeigt, wie man nach dieser Methode die Anfangs­
bewegung eines Systems untersuchen kann. 
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Beispiel. Ein Punkt von der Masse 1 sei in einer Ebene beweglich und ur­
sprünglich in Ruhe. Auf ihn wirke ein Kraftfeld, das in einem beliebigen Punkt 
(x, y) der Ebene die Komponenten X, Y in Richtung fester rechtwinkliger Achsen 
hat. Man bestimme den Krümmungsradius der Bahn zu Beginn der Bewegung. 

Es seien x + ~, y + 'YJ die Koordinaten eines dem Ausgangspunkt (x, y) 
benachbarten Punktes, wo ~ und 'YJ infinitesimale Größen sind. Dann lauten die 
Bewegungsgleichungen 

$ = X(x + L y + YJ) 

_ X( ) + " oX(x, y) + oX(x, y) + 
- x, Y ' ax YJ a", · · · · 

• _ Y( ) + ~ oY(x,y) + oY(x, y) + 
11 - x,"' ax '7 a", · · · · 

Setzen wir für ~ und 1} die Entwicklungen an 

!; = a t2 + b t3 + c t4 + ... , 
1]=dt2 +et3 +ft'+···· 

(sie enthalten keine niedrigeren Potenzen als 12, da!;, YJ, g, ij für t = 0 verschwinden), 
und führen wir sie in die Differentialgleichungen ein, so ergibt der Vergleich der Ko­
effizienten der verschiedenen Potenzen von t die Relationen 

1 
a ='2X(x, y), b = 0, 1 ( ax ax) 

c = 24 x -ox + Y Ty ' 

1 
d = '2 Y(x, y), 1 ( av av) f=- X-~-+Y!l. 

24 CX uy 
c =0. 

Die Bahn des Massenpunktes in der Umgebung von (x, y) ist daher gegeben durch 
die Reihen 

wo u = ~ t 2 ist. 
Sind die Koordinaten 1;,1) einer Kurve Funktionen des Parameters u, so 

ist der Krümmungsradius im Punkte u bekanntlich 

{(:fr+ (~~rP 
d 2 1] dl; d2 !; drJ • 

du2 du- dU2 du 

Der gesuchte Krümmungsradius der Bahnkurve im Anfangspunkte u = 0 ist daher 

3 (X2 + yz)~ 
(x av . Y av) x _ (x ax v ax) Y 

ax + oy ox + a", 

§ 33. Ähnlichkeit dynamischer Systeme 1 ). 

Zu irgend einem System miteinander verbundener Massenpunkte 
und starrer Körper kann man auf Grund veränderter Maßstäbe ein 

1) Newton: Principia Lib. 11, Sect. 7, Prop. 32. 

Whittaker, Dynamik. 4 
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ähnliches System konstruieren. Stehen die Massen bzw. Kräfte der 
beiden Systeme, die wir das Urbild und Abbild nennen können, je in 
festem Verhältnis zueinander, so sind die Wirkungen beider Systeme 
ähnlich, erfolgen aber nicht mit derselben Geschwindigkeit, sondern 
mit Geschwindigkeiten, die in konstantem Verhältnis zueinander stehen. 

Wir bestimmen die Beziehung zwischen den verschiedenen Maß­
stabsänderungen. Die linearen Abmessungen des Urbilds und Abbilds 
mögen sich wie x : 1 verhalten, die Massen entsprechender Punkte wie 
y : 1, die Geschwindigkeiten wie z : 1, so daß die Zeiträume zwischen 
entsprechenden Phasen im Verhältnis 1 : z stehen. Die Kräfte endlich 
mögen sich wie w : 1 verhalten. 

Jeder Massenpunkt genügt einer Bewegungsgleichung der Form 

mx=X. 
Ändert sich also m im Verhältnis y : 1, x im Verhältnis x z2 : 1, X im 
Verhältnis w: 1, so muß 

w=xyz2 

sein. Dies ist die gesuchte Beziehung zwischen den Zahlen x, y, z, w. 
Beispiel. Sind die wirkenden Kräfte die der Schwere, so ist w = y und folg­

lich x z2 = 1. Die Geschwindigkeiten verhalten sich also umgekehrt wie die 
Quadratwurzeln aus den linearen Dimensionen. 

Sind die Kräfte diejenigen der gegenseitigen Gravitation der Punkte, so daß 
jeder Punkt jeden anderen mit einer Kraft anzieht, die dem Produkt aus den 
Massen und dem reziproken Quadrat der Entfernung proportional ist, so wird 

2 

w = ;. Die Geschwindigkeiten stehen daher im Verhältnis yi: xl. 
X 

§ 34. Bewegung bei Umkehrung der Kraftrichtung. 
Wir betrachten den speziellen Fall der Ähnlichkeit w = - 1. 
Die Bewegung eines Systems, dessen Bindungen von der Zeit unab­

hängig sind und dessen wirkende Kräfte nur von der Lage des Massen­
punktes abhängen, ist bestimmt durch die Lagrangeschen Gleichungen 

:t (~T,) - :;, = Qr (r = 1, 2, ... , n). 

Darin ist die kinetische Energie T eine homogene quadratische Funk­
tion der Geschwindigkeiten q1, q2, ••• , qn, die noch beliebig von den 
Koordinaten qv q2, ••• , q11 abhängt, während Qr eine Funktion der 
Lagenkoordinaten q1, q2, ••• , q11 allein ist. Wir führen eine neue un­
abhängige Variable ein durch die Gleichung • = i t, wo i = y=1 ist. 
Akzente sollen Differentiationen nach dieserneuen Variablen • andeuten. 

d (aT) oT . . . 
Da dt oiJ.r und oqr homogen vom (- 2)ten Gradem dt smd, gehen dte 

obigen Gleichungen über in 

:. (::) - :~ = -Qr (r = 1, 2, ... , n), 
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wo :t in derselben Weise von q{, q2, ... , q~ , q1, q2, ••• , q,. abhängt wie T 
von eh, q2, ... , q,., q1, q2, · · ·• q,.. 

Bedeutet aber • an Stelle von t die Zeit, so sind die letzteren Glei-
chungen die Bewegungsgleichungen des ursprünglichen Systems unter 
der Einwirkung gleich großer, aber entgegengesetzt gerichteter Kräfte. 
Sind überdies "'1, "'2, ••• , "'"' ß1, ß2, ••• , ßn die Anfangswerte von 
q11 q2, ••• , q,., q1, q2, •• • , q,. für eine spezielle Bewegung des ursprünglichen 
Systems, so sind "'1, "'2, ••• , "'"' -iß1, -iß2 , ••• , -iß,. die entsprechen­
den Werte in dem transformierten Problem. So erhalten wir den 
Satz: In einem beliebigen dynamischen System, dessen Bindungen von 
der Zeit unabhängig und dessen wirkende Kräfte Funktionen der Lagen­
koordinaten allein sind, bleiben die Integrale der Bewegungsgleichungen 
reell, wenn man t durch i• und die Anfangsgeschwindigkeiten ß1, ß2, ••• , fJn 
durch -iß1, -iß2, ••• , -iß,. ersetzt. Die so erhaltenen Ausdrücke stellen 
die Bewegung des Systems für den Fall dar, daß an ihm, unter sonst 
gleichen Anfangsbedingungen, gleich große, aber entgegengesetzt gerichtete 
Kräfte angreifen. 

§ 35. Stoßbewegung. 
In bestimmten Fällen, z. B. bei dem Stoß starrer Körper, andern 

sich die Geschwindigkeiten der Massenpunkte eines dynamischen Systems 
so schnell, daß die dabei verstrichene Zeit in der analytischen Darstellung 
des Vorganges vernachlässigt werden kann. 

Die Gesetze1) derartiger "impulsiver Bewegungen" zeigen weit­
gehende Analogie mit denen der Bewegung infolge endlicher Kräfte 
und lassen sich folgendermaßen aussprechen. Das Produkt aus dem. 
Betrag der Masse des Punktes und dem Vektor seiner momentanen. 
Geschwindigkeit ist ein Vektor auf einer Geraden durch den Punkt 
und wird als die momentane Bewegungsgröße des Punktes bezeich­
net2). Die Bewegungsgröße eines Punktes mit der Masse m und 
den rechtwinkligen Koordinaten x, y, z hat daher in Richtung 
der Achsen die Komponenten mx, my, mz. Als Komponente der 
Bewegungsgröße eines Systems von Massenpunkten in einer bestimmten 
Richtung bezeichnet man die Summe der Komponenten der Bewegungs­
größen aller Punkte in dieser Richtung. Die impulsive Geschwindigkeits­
änderung in einem System kann damit erklärt werden, daß den einzelnen 
Systempunkten plötzlich Bewegungsgrößen erteilt worden sind, 

Die Größe einer Einwirkung, die eine impulsive Bewegung eines 
Systems verursacht, ist durch diejenige Bewegungsgröße zu messen, 

1) Sie waren in den von Wallis und Wren 1668 entdeckten Stoßgesetzen 
enthalten: Phil. Trans. Nr. 43, S. 864, 867. 

2) Bewegungsgröße ist die quantitas motus in Newton: Principia Buch I, 
Def. 2. Die Idee kann bis auf Descartes zurück verfolgt werden. 

4* 
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die sie einem einzelnen freien Massenpunkte erteilen würde. Hat ein 
Punkt der Masse m vor dem Impuls die Geschwindigkeitskomponenten 
u0 , v0 , w0 in Richtung im Raume fester Achsen, nach dem Impuls die 
Geschwindigkeitskomponenten u, v, w, dann stellt der Vektor mit den 
Komponenten 

m(u-u0 ), m(l•-v0 ), m(w-w0 ) 

auf einer Geraden durch den Punkt den auf den Massenpunkt wirkenden 
Impuls dar. 

Für die Diskussion der impulsiven Bewegung eines Systems ver­
bundeJ)er Punkte ist offenbar ein Erfahrungsgesetz notwendig, ähnlich 
dem Gesetz der Aktion und Reaktion endlicher Kräfte. Wir können es 
so aussprechen: Der Gesamtimpuls auf einen Massenpunkt des Systems 
setzt sich zusammen aus dem äußeren Impuls auf den Punkt und aus 
Impulsen in Richtung seiner Verbindungslinien mit allen Punkten des 

Systems, die durch Bindungen seine Bewegung beeinflußen. Der äußere, 
d. h. der dem Punkt von außerhalb des Systems erteilte Impuls wird da­
bei gemessen durch die Bewegungsgröße, die er als freier Punkt erhalten 
würde, und die von zwei verbundenen Massenpunkten einander erteilten 
Impulse sind von gleichtr Größe, aber entgegengesetzter Richtung. 

Werden die Komponenten eines Impulses als Zeitintegrale der 
Komponenten einer gewöhnlichen endlichen Kraft von außerordentlicher 
Größe, aber sehr kurzer Wirkungsdauer aufgefaßt, so steht das soeben 
ausgesprochene Gesetz im Einklang mit dem Gesetz der Aktion und 
Reaktion endlicher Kräfte. 

Anderung der kinetischen Energie infolgc von Impulsen. 
Die Änderung der kinetischen Energie eines dynamischen Systems, auf dessen 

Punkte eine gegebene Impulsfolge einwirkt, kann folgendermaßen bestimmt werden. 
Ein Punkt der Masse m erleide einen Impuls I, dessen Richtungskosinus 

gegen feste Koordinatenachsen .i., I'• Y sind. Seine ursprüngliche Geschwindig­
keit v0 in einer durch die Kosinus L 0 , M 0 , N 0 bestimmten Richtung werde in 
eine Geschwindigkeit v in Richtung L, M, N übergeführt. Die Gleichungen der 
impulsiven Bewegungen sind 

m(v L- v0 L 0 ) =I}., m(v M- v0 M 0 ) = Ip, m (vN- v0 N 0 ) = Iv. 

Multipliziert man diese Gleichungen beziehungsweise mit 

i(vL + v0 L 0 ), 

und addiert, so erhält man 

!(vM+v0 M 0 ), t(vN+v0 N 0 ) 

!mv2 - 4mv~ = !Iv (L}. + M 1~ + Nv) + 4fv0 (L 0 l + M 0 p + N 0 v). 

Die Änderung der kinetischen Energie des Systems ist daher gleich dem 
'Pro dukt aus dem Impuls und dem Mittelwert der Geschwindigkeitskomponenten 
,de~ Massenpunktes vor und nach dem Stoß in Richtung des Impulses. 

Wir betrachten nun ein dynamisches System, das aus verbundenen Massen­
punkten und starren Körpern zusammengesetzt ist, denen gegebene Impulse erteilt 
werden. Wenden wir unser Resultat auf jeden .einzelnen Bestandteil des Systems 
,an und. summieren, so ergibt sich: Die Anderung der kinetischen Energie des Systems 
ist gleich der Summe der ihm erteilten Impulse, deren .jeder multipliziert ist mit dem 
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11-!ittelwert der G:eschwindigkeitskomponenten des betreffenden Angriffspunktes vor und 
nach dem Impuls in Richtung des Impulses. Dabei können offenbar die gegen­
seitigen Impulskräfte der Moleküle der starren Körper des Systems vernachlässigt 
werden. 

§ 36. Die Lagrangeschen Gleichungen der Stoßbeweg;ung. 
Die Gleichungen der Stoßbewegung eines dynamischen Systems 

können in eine Form 1) gebracht werden, in der sie den Lagrangeschen 
Gleichungen der Bewegung unter dem Einfluß endlicher Kräfte analog sind. 

Es seien X;, Y;, Z; die Komponenten des gesamten (äußeren und 
molekularen} Impulses auf einen Massenpunkt m; des Systems mit den 
Koordinaten x;, y;, z; . Die Gleichungen der impulsiv:en Bewegung 
des Punktes sind dann 

m; (x;- iw) =X;, m; (y;- YiO) = Y;, m, (z;- z; 0} = Z;, 

wo X;o, y; 0 , z; 0 und x;, y;, z; die Geschwindigkeitskomponenten des 
Massenpunktes vor und nach dem Impuls bedeuten. 

Sind q1, q2, •• • , qn die n unabhängigen Lagenkoordinaten des 
Systems, so ist daher 

~ J(. . ) ox; (. . ) oy; (. . ) oz;) 
...::.. mn X;- X;o a + Yi- Yio a- + Z;- Z;o a f = 

.; t q, q, q, 

= ~(X;~X; + Y; ~~ +Z; ~Z;), 
i oq, oq, oq, 

wo die Summation über alle Punkte des Systems zu erstrecken ist. 
Führt man die Summation auf der rechten Seite· dieser Gleichung 

aus, so ergibt sich wie in § 26, daß die molekularen Impulse zwischen 
::\1assenpunkten des Systems fortgelassen werden können. Die Größe 

~(x, ox; + Y, a~i +Z; oz;) + aq, aq, oq, 

kann daher leicht bestimmt werden, wenn die äußeren Impulse bekannt 
sind. Wir bezeichnen sie mit Q,. Dann wird also 

~ J(. . ) ox; (. . ) oy; (. . ) oz;} Q ...::.. m; l X;- X;o -A- + Yi - Yio a + Z; - Zio a = r. 
·i ~ oq, q, q, 

Wie in § 26 ist aber 

iJx; 

oq, 
und entsprechend 

also 

1 ) Vgl. Lagrange: Mec. Anal. (2e ed.) Bd. 2, S. 183. 
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wo q,0 und q, die zu der Koordinate q, gehörenden Geschwindigkeiten 
vor und nach dem Stoß bedeuten. Ist also 

T 1 ~ ( '2 '2 "2) = Jr..::..., mi X;+ Y; + Z; 
,; 

die kinetische Energie des Systems nach dem Impuls, so kann die obige 
Gleichung in der Form geschrieben werden 

~! - (~!) = Q,, q, oq, o 

(iJT) oT . wo ~ der Größe ~ im Augenblick vor dem Impuls entspncht. 
vq, 0 vq, 

Analoge Gleichungen ergeben sich für die übrigen Koordinaten 
q1, q2, ••• , q.". Wir erhalten daher das System der n Lagrangeschen 
Gleichungen der Stoßbewegung 

~~- (~!) =Qi (r=1,2, ... ,n). 
vq, vq, 0 

Es sind algebraische Gleichungen zur Bestimmung von qv q2, ••• , qn 
als Funktionen von q10, q20 , ••• , qno• nicht Differentialgleichungen wie 
die Lagrangeschen Gleichungen für endliche Kräfte, da die zweiten Ab­
leitungen der Koordinaten nach der Zeit nicht eingehen. 

Übungsaufgaben. 
1. Zwei im Raum bewegliche starre Körper sind durch einen gespannten 

undehnbaren Faden verbunden, der von einem Punkt des einen zu einem Punkt 
des anderen führt. Außerdem ist einer der Körper gezwungen, auf einer gegebenen 
ruhenden Fläche zu rollen ohne zu gleiten. \Vie viele Freiheitsgrade hat das System, 
und durch wie viele unabhängige Koordinaten ist seine Konfiguration bestimmt? 

2. Ein Punkt sei auf krummlinige Koordinaten a, b, c bezogen, und das Quadrat 
seiner Geschwindigkeit sei 

2 T = A a2 + B b2 + C c2 + 2 F b c + 2 G c d + 2 Hab. 
Man zeige, daß die Geschwindigkeitskomponenten p, q, r in Richtung der Tangenten 
an die Koordinatenkurven durch drei Gleichungen vom Typus 

!_ (~) - {) T = p YA + H q + (~ ·I' 
dt {Ja iJa VB ye 

gegeben sind. 
3. Ein im Raum frei beweglicher Punkt sei ursprünglich im Nullpunkt in 

Ruhe und unterliege der Einwirkung eines Kraftfeldes, dessen Komponenten 
X, Y, Z in einem willkürlichen Punkt (x, y, z) durch die Entwicklungen gegeben 
sind: 

X = a + b x + quadratische und höhere Glieder in x, y, z, 
Y = c x + quadratische und höhere Glieder in x, y, z, 
Z = d x2 + kubische und höhere Glieder in x, y, z. 

Man bestimme die Krümmung und Tol:sion der Bahnkurve im Nullpunkt. 



Drittes Kapitel. 

lntegrationsprinzipien. 

§ 37· Durch Quadraturen lösbare Probleme. 

Im letzten Kapitel haben wir gezeigt, daß die Bestimmung 
der Bewegung eines holonomen dynamischen Systems mit einer end­
lichen Anzahl von Freiheitsgraden von der Lösung eines Systems ge­
wöhnlicher Differentialgleichungen abhängt. Sind q1, q2, ••• , q,. die Ko­
ordinaten, die die Konfiguration des Systems zur Zeit t bestimmen, und 
ist n die Anzahl der Freiheitsgrade, so besteht das System der Be­
wegungsgleichungen aus n Differentialgleichungen zweiter Ordnung mit 
q1, q2, •• • , q,. als abhängigen Veränderlichen, t als unabhängiger Ver­
änderlicher. Das Gleichungssystem ist von der Ordnung 2n; dabei 
versteht man unter der Ordnung des Systems die Summe der Ord­
nungen der höchsten in den Gleichungen auftretenden Ableitungen 
der abhängigen Veränderlichen. Aus der Theorie der gewöhnlichen 
Differentialgleichungen ist bekannt, daß die Anzahl der willkürlichen 
Integrationskonstanten in der allgemeinen Lösung eines Systems von 
Differentialgleichungen gleich der Ordnung des Systems ist. Folglich 

enthält die allgemeine Lösung eines holonomen dynamischen Problems 
von n Freiheitsgraden 2n Integrationskonstanten. 

Nun kann jedes System kter Ordnung von Differentialgleichungen 
auf die Form 

dx,. { ) dt =X, x1, x2, •.• , xk, t (r = 1, 2, ... , k) 

gebracht werden, wo XI, Xz, ... , xk bekannte Funktionen ihrer Argu­
mente sind. Dazu führt man als neue Veränderliche x1, x2, ••• , Xk die 
ursprünglichen abhängigen Veränderlichen und ihre Ableitungen ein 
bis zu den höchsten in den ursprünglichen Gleichungen auftretenden 
Ableitungen, diese selbst ausgenommen. Z. B. kann das Gleichungs­
system vierter Ordnung 

d2q1 Q . . ) 
dt2 = 1 (ql, qz, q!, qz • 

(in dem Q1, Q2 beliebig gewählte Funktionen der angegebenen Argumente 
sein sollen) durch die Substitution 
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in das System 

dx1 
dt=Xa, 

dx2 dt =X4, 

übergeführt werden. 
Man kann daher 

(r = 1, 2, ... k) 

als die Normalform eines Differentialgleichungssystems ktcr Ordnung 
betrachten. 

Hat eine Funktion f (x1, x2, •• • , Xk. t) die Eigenschaft, daß :: 

verschwindet, wenn man für x 1, x 2, .• • , xk beliebige Funktionen von t 
einsetzt, die den obigen Differentialgleichungen genügen, so heißt die 
Gleichung 

I (x1 , x 2, •• • , xk. t) = konst. 

ein Integral des Systems. Die Bedingung dafür, daß eine gegebene Funk­
tion I ein Integral des Systems liefert, ist leicht zu finden. Denn aus der 

df 
Gleichung d t = 0 folgt 

ol . a1 . a1 . a1 
~XI + -"- X2 + ... + -0 - Xk + -0 = Ü 
vx1 vx2 xk t 

oder 

Diese Relation muß identisch erfüllt sein, damit die Gleichung 

f (x1, X 2, ••. , xk> t) = konst. 

ein Integral des Systems der Differentialgleichungen sem kann. 
Zuweilen bezeichnet man auch die Funktion I selbst, nicht die Gleichung 

I = konst., als Integral des Systems. 

Die vollständige Lösung des Systems der Differentialgleichungen 
k1er Ordnung ist gegeben durch k Integrale 

(r = 1, 2, ... , k) 

mit den willkürlichen. Konstanten a1, a2, •• • , ak. wenn die Integrale 
unabhängig sind, d. h. wenn keines von ihnen eine Folge der übrigen ist. 
Denn sind 

die \.Yerte von x1, x2, •• • , Xk als Funktionen von t, a1, a2, •• • , a~;, die man 
aus diesen Gleichungen finden kann, und wählt man dann ein beliebiges 
System von Funktionen x1, x2, • •• , Xk von t, die den Differential-
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gleichungen genügen, so hat man nach dem oben gesagten den will­
kürlichen Konstanten a, nur geeignete Werte zu erteilen, damit die 
Gleichungen 

(r=1,2, ... ,k) 

für diese bestimmten Funktionen x1, x2, ••• , Xk erfüllt sind. Daher ist 
dies System von Funktionen x1 , x2, ••• , Xk in den durch die Glei­
chungen x, = q;, definierten Funktionen enthalten. Die Lösung· eines 
dynamischen Problems von n Freiheitsgraden ist mithin äquivalent der 
Bestimmung der 2 n Integrale eines Systems von Differentialgleichungen 
2 nter Ordnung. 

So hat z. B. die Differentialgleichung zweiter Ordnung 

die beiden Integrale 
q= -q 

q2 + q2 = al' 

arctg.%. - t = a 2 , 
q 

wo a1, a 2 willkürliche Konstanten sind. Die Auflösung dieser Gleichungen nach 
q und q ergibt 

q = a! cos (t + a 2) • 

Diese Gleichungen stellen die Lösung der Differentialgleichung dar. 

Wir beschäftigen uns zunächst mit den elementareren' Problemen 
der Dynamik, die durch elementare Funktionen oder unbestimmte 
Integrale elementarer Funktionen, also durch sogenannte Quadraturen, 
vollständig gelöst werden können. Im allgemeinen sind die Probleme 
der Dynamik nicht durch Quadraturen lösbar. Diese Möglichkeit ist 
vielmehr immer durch eine besondere Beschaffenheit des kinetischen 
Potentials bedingt. Das vorliegende Kapitel erörtert die besonderen 
Formen, in denen das kinetische Potential der durch Quadraturen lös­
baren Probleme am häufigsten auftritt, und den tieferen Grund der Lös­
barkeit derselben. 

§ 38. Systeme mit zyklischen Koordinaten. 
Die Bewegung eines konservativen holonomen dynamischen Systems 

von n Freiheitsgraden mit den Koordinaten q1, q2, .•• , qn und dem 
kinetischen Potential L ist nach § 27 bestimmt durch die Differential-

gleichungen !!.__ (oL) _ oL = 0 
d !)' !l (r=1,2, ... ,n). t vq, vq, 

Die Größe ~~ heißt die zu der Koordinate qr gehörende Impulsgröße 
oq, 

oder das Moment. 
Es kann sein, daß einige der Koordinaten, etwa q1 , q2, ••• , ql:, in L 

nicht explizit vorkommen, während die zugehörigen Geschwindigkeiten 
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q1, q2, ••• , qk explizit auftreten. Dann bezeichnet man diese Koordinaten 
als ignorierbar oder zyklisch. Das Auftreten zyklischer Koordinaten ist, 
wie sich zeigen wird, eine der häufigsten Ursachen für die Lösbarkeit 
spezieller Probleme durch Quadraturen. 

Zu den k zyklischen Koordinaten gehören die Lagrangeschen Be-
wegungsgleichungen !:.__ (iJL) = 

dt oq, 0 (r=1,2, ... ,k). 

Ihre Integration ergibt 
fJL 
-,-. = ß, 
dq, 

(r=1,2, ... ,k), 

wo ß1, ß2, ••• , ß~c Integrationskonstanten sind. Diese Gleichungen sind 
offenbar k Integrale des Systems. 

Wir zeigen nun, wie man mit Hilfe dieser k Integrale die Ordnung des 
Systems der Lagrangeschen Differentialgleichungen reduzieren kann1). 

Wir setzen k 

"""" . iJL L-~q,y=R. 
r=l q, 

Mit Hilfe der k Gleichungen 
iJL 
7)'-=ßr q, 

(r=1,2, ... ,k) 

können wir die den zyklischen Koordinaten entsprechenden Geschwindig­
keiten q 1, q2, ... , qk als Funktionen von 

qk+l• qk+2• · · ·' qn, qk+l• qk+2• · · · • qn, ßv ßz, · · ·' ßk 
darstellen und damit R durch diese Größen ausdrücken. 

Nun bezeichne ~/ den Zuwachs einer Funktion f von 

qk+l• qk+2• · · ., qn, ql> q2, · · ., qn 

oder qk+l• qk+2• · · ., qn, qk+l• qk+2• · · ., qn, ßt, ßz, · · ., ß~c 
bei willkürlichen infinitesimalen Änderungen 

~qk+l• ~qk+2• ·· ., /Jqn, ~ql, ~q2, · · ., ~qn 
der Argumente. Dann ist nach der Definition von R 

( 
k • fJL) ~R = ~ L - ~ q, y . 

r=l r 

Es ist aber 
n iJL k oL . n oL . 

~L= ~a~q,+ ~a.-~q.+ ~Taq, 
r=k+l q, r=l q, r=k+l q, 

und 

1) Die folgende Transformation ist tatsächlich ein Spezialfall der im zehnten 
Kapitel besprochenen Hamiltonschen Transformation. Sie wurde jedoch von 
Routh 1876 selbständig entwickelt, etwas später auch von Helmholtz. 
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wegen iJL 
aq; = ß,. 

Daher ist n iJL n iJL . k . 

lJR = 2 TlJq, + 2 ~-lJq,-~ q,lJß,. 
r=k+l q, r=k+l q, r=l 

Da die infinitesimalen Größen auf der rechten Seite dieser Gleichung 
willkürlich und unabhängig sind, ist die Gleichung äquivalent mit dem 
folgenden. Gleichungssystem 

iJL iJR 
(r = k + 1, k + 2, ... , n), 

aq, oq, (r = k + 1, k + 2, ... , n), 

. oR 
q,= -~ß c , 

(r=1,2, ... ,k). 

Setzen wir diese Werte in die Lagrangeschen Bewegungsgleichungen 

so folgt d (oR) oR 
- ~ -~=0 (r=k+1,k+2, ... ,n). 
dt vq, uq, 

ein, 

Nun ist R eine Funktion der Veränderlichen 

fJk+l• fJk+2• · · ., fJn, qk+l• qk+2• · · ·• qn 

und der Konstanten ß1 , ß2 , ••• , ßk allein. Somit haben wir ein neues La­
grangesches Gleichungssystem erhalten, das wir als zu einem neuen dyna­
mischen Problem mit n-k Freiheitsgraden gehörig auffassen können. 
Die neuen Koordinaten sind qk+l• qk+ 2, ... ,qn, das neue kinetische 
Potential ist R. Sind die Veränderlichen qk+l• qk+2, .. . , qn durch die 
Lösung des neuen dynamischen Problems als Funktionen von t be­
stimmt, so findet man die übrigen ursprünglichen Koordinaten, näm­
lich q1, q2, ••• , qk, au~ den Gleichungen 

q,=-J~;,dt (r=1,2, ... ,k). 

Ein dynamisches System mit n Freiheitsgraden und k zyklischen Koordi­
naten kann also auf ein dynamisches Problem mit nur n-k Freiheits­
graden zurückgeführt werden. 

Die Grundlage dieser Reduktion ist die Tatsache, daß man, sobald das 
kinetische Potential nicht explizit von der Koordinate q,, wohl aber von der zu­
gehörigen Geschwindigkeit q, abhängt, ein Integral der Bewegungsgleichunget: 

unmittelbar angeben kann, nämlich ~:S = konst. Es ist dies ein Spezialfall eines 
uq, 

viel allgemeineren Satzes, den wir später ableiten werden. Er besagt, daß, wenn 
ein dynamisches System eine bekannte infinitesimale Berührungstransformation 
gestattet, ein Integral des Systems sofort angegeben werden kann. 

Bezieht sich das ursprüngliche Problem auf ein konservatives 
dynamisches System, dessen Bindungen von der Zeit unabhängig sind, 
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so zerfällt das kinetische Potential L in zwei Teile: die kinetische Energie, 
die eine homogene quadratische Funktion in i~t. q2, ••• , qn ist und von 
qk+ 1, qk+ 2, .. . , qn in beliebiger Weise abhängt, und die potentielle 
Energie (mit entgegengesetztem Vorzeichen), inderallein qk+l• qk+2• ... ,qn 
auftreten. Aber in dem neuen dynamischen System, das durch die 
Reduktion entstanden ist, läßt sich das kinetische Potential R nicht 
derartig zerlegen. Tatsächlich enthält R im allgemeinen die Geschwindig­
keiten auch linear. Ganz allgemein gilt: wenn die Lösung eines Systems 
Lagrangescher Differentialgleichungen auf die Lösung eines zweiten 
Lagrangeschen Gleichungssystems mit kleinerer Variablenzahl zurück­
geführt ist, so zerfällt das kinetische Potential des neuen Systems nicht 
mehr notwendig in zwe! Teile, die einer kinetischen und einer potentiellen 
Energie entsprechen. Wir bezeichnen gelegentlich Systeme Lagrange­
seher Gleichungen, deren kinetisches Potential nur Glieder nullten und 
zweiten Grades in den Geschwindigkeiten enthält, als natürliche Systeme, 
als nicht-natürliche diejenigen, die dieser Bedingung nicht genügen. 

Als Beispiel führen wir die Reduktion des dynamischen Systems von zwei 
Freiheitsgraden aus, das die kinetische Energie 

T- 1 qi 1 ·• 
- 2 a + b q~ + 2 q. 

und die potentielle Energie 
V= c + dqg 

besitzt, wo a, b, c, d gegebene Konstanten sind. 
Offenbar ist q1 eine zyklische Koordinate; denn q1 kommt in T und V nicht 

explizit vor. 
Das kinetische Potential des Systems ist 

• 2 1 
L = ~ ____ii_ + - q· 2 - c - d q? 

2 a + b q~ 2 2 2 ' 

das det· zyklischen Koordinate entsprechende Integral ist daher 

+qlb_ -:;- = fJ' 
a q;:, 

wo der Wert der Konstanten ß durch die Anfangsbedingungen der Bewegung 
bestimmt ist. 

Das kinetische Paten tial des neuen durch die Reduktion erhaltenen Systems ist 

8L 
R = L- q1 ."-;-

oql 

= t q~- c- dq~- -fßZ(a + bq~), 
Das Problem ist demnach zurückgeführt auf die Lösung der einen Gleichung 

.!!..._ ( 8R) - _iJ__R_ = o 
a t 8q2 oq2 

oder 
ii. + (2 d + b {12) q. = 0 . 

Die Lösung dieser linearen Differentialgleichung mit konstanten Koeffizien­
ten ist 

q2 = A sin { (2 d + b ß2)l t + e} , 
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wo A und e Integrationskonstanten sind, die sich aus den Anfangsbedingungen 
der Bewegung bestimmen. Diese Gleichung stellt die Koordinate q2 als Funktion 
der Zeit dar; der Wert von q1 als Funktion der Zeit ergibt sich aus 

zu 
q1 = {J J<a + bq~) dt 

{JbA 2 
q1 =({Ja+! {JbA 2) t- -----1 sin2 {(2d + bß2)l t + e}. 

4 (2d + b{J2) 

Damit ist das Problem vollständig gelöst. 

§ 39. Spezielle Fälle der Reduktion: die Integrale der 
Bewegungsgröße und des Moments der Bewegungsgröße. 

Wir betrachten nun die beiden häufigsten Typen zyklischer Ko­
ordinaten in dynamischen Problemen. 

I. Systeme mit einem Integral der Bewegungsgröße. 
Ein konservatives holonomes dynamisches System mit n Freiheits­

graden habe die Koordinaten q1, q2, ••• , qn. die kinetische Energie T 
und die potentielle Energie V. Seine Bewegungsgleichungen sind dann 

~t\~~,)- ~~r =- ~~r (r=t,2, ... ,n). 

Eine Koordinate, etwa q1 , sei zyklisch und habe überdies die Eigen­
schaft, daß einer Änderung von q1 um den Wert l, bei der die Koor­
dinaten q2, q3, ••• , qn ungeändert bleiben, eine Translation des ganzen 
Systems um die Strecke l in einer bestimmten Richtung im Raum 
entspricht. Diese Richtung machen wir zur x-Achse eines ruhenden 
rechtwinkligen Koordinatensystems. Da q1 eine zyklische Koordinate 
ist, haben wir das Integral 

ar 
fi- = konst. 

ql 

Wir untersuchen nun die physikalische Bedeutung dieser Gleichung. 
Es ist 

iJT 1 (J ~ ( ·2 ·o ·o} y = - if.,-..:::,. m; X; + Yi + z; , 
ql 2 ql 

wo die Summation über alle Punkte des Systems zu erstrecken ist, oder 

ar ~ (. ax; . o)~; . azi) 
~ =..:::,. m; x;y + Y;y + z;y 
vql ql ql ql 

= ~m;x;. 
ox· oy; ßz; _ 

da in diesem Fall ~ = 1, !1 = 0, ""- - 0 ist. 
vql vql vql 
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Nun stellt ~m; X; nach § 35 die x-Komponente der Bewegungs­
größe des Systems der Punkte m; dar. Dies ist also in diesem Fall 

ßT 
die physikalische Bedeutung der Größe fj' • 

Daher können wir das Integral q1 

ßT 

folgendermaßen deuten: 
-0 . = konst. 

q; 

Läßt sich ein dynamisches System wie ein starrer Körper in einer 
gegebenen Richtung verschieben, ohne die Nebenbedingungen zu verletzen, 
und bleibt die potentielle Energie dabei ungeändert (die Abhängigkeit der 
kinetischen Energie von den Geschwindigkeiten wird offenbar durch die 
Translation nicht beeinflußt, so daß die entsprechende Koordinate 
zyklisch ist), so ist die Komponente der Bewegungsgröße in dieser Richtung 
konstant. 

Dies ist der Satz von der Erhaltung der Bewegungsgröße1). Man sagt, 
daß Systeme, für die er gilt, ein Integral der Bewegungsgröße besitzen. 

li. Systeme mit einem Integral des Momentes der Bewegungsgröße. 
Wir wählen wieder ein System mit den Koordinaten q1, q2, ••• , qn, 

der kinetischen Energie T und der· potentiellen Energie V; überdies 
sei die Koordinate q.1 zyklisch und so beschaffen, daß einer Änderung von 
q1 um eine Größe~. bei der alle anderen Koordinatenungeändert bleiben, 
eine Rotation des gesamten Systems um eine gegebene, im Raum feste 
Gerade durch den Winkel <X entspricht. Diese Gerade sei die z-Achse 
eines ruhenden rechtwinkligen Koordinatensystems. 

Da q1 eine zyklische Koordinate ist, ergibt sich das Integral 
oT 

(1) oql=konst., 

das wir nun physikalisch zu deuten haben. 
Wie vorher ist 

oT """' (· OX; . oy; . oz,) 
{Jql =.:::;.; m; X; oql + Yi oql + Z; oql ' 

wo über alle Punkte des Systems zu summieren ist. Setzen wir aber 

so ist 

also 

x; = r; cos cp;, 

1) Dieses Gesetz ist hervorgegangen aus Newtons Bemerkung (Principia 
Buch I, Einleitung zu Abschnitt XI), daß der gemeinsame Schwerpunkt einer 
Anzahl starrer Körper, die allein unter der Einwirkung ihrer gegenseitigen An­
ziehung stehen, in Ruhe ist oder sich gleichfönnig geradlinig bewegt. 
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und daher 

(2) 

Bedeutet r den momentanen Abstand eines Punktes der Masse m 
von einer gegebenen Geraden, w die Winkelgeschwindigkeit des Punktes 
um die Gerade, so bezeichnet man das Produkt mr2 w als das Moment 
der Bewegungsgröße des Punktes um die Gerade. 

Der bewegte Punkt gehe im Zeitintervall d t aus der Lage P in die 
benachbarte Lage P' über. Dann ist das Moment seiner Bewegungs­
größe um eine beliebige Gerade OK durch einen willkürlich gewählten 

Punkt 0 offenbar der Grenzwert des Quotienten :I; X doppelter Flächen­

inhalt der Projektion des Dreiecks OPP' auf eine zu OK senkrechte 
Ebene. 

Sind also l, m, n die Richtungskosinus von OK, Ä, p,, v die der 
Normalen der Ebene OPP', so ist das Moment der Bewegungsgröße um 
OK gleich dem Produkt von ll + m ft + n v in das Moment der Be­
wegungsgröße um die Normale der Ebene OPP'. Versteht man daher 
unter h1, h2, h3 die Momente der Bewegungsgrößen eines Punktes um 
drei zueinander rechtwinklige Achsen 0 x y z, so ist nach dem vorigen 
das Moment der Bewegungsgröße um eine beliebige Gerade durch 0 
mit den Richtungskosinus l, m, n gegen die Achsen 

lh1 + mh2 + nh3 • 

Dieses Ergebnis können wir so aussprechen: 
Momente der Bewegungsgrößen um Achsen durch einen Punkt setzen 

sich wie Vektoren zusammen. 
Das Moment der Bewegungsgröße eines dynamischen Systems um 

eine gegebene Achse wird definiert als die Summe der Momente der 
Bewegungsgrößen der einzelnen Punkte um die Achse. Insbesondere ist 
das Moment der Bewegungsgröße eines Systems von Punkten mit den 
Massen m; und den Koordinaten xi, Yi, zi um die z-Achse ~ m, ri cp, wo 

x; = r; cos fPi, Yi = ri sin cp; 

und die Summation über alle Punkte des Systems erstreckt ist. Dieser 
Ausdruck für das Moment der Bewegungsgröße eines Systems kann in 
der Form geschrieben werden 

~m; (y;X;- X;y;). 

Der Vergleich mit Gleichung (2) lehrt, daß das Moment der Bewegungs­

größe des betrachteten Systems um die z-Achse gleich aiJ! ist. 
ql 

Gleichung (1) besagt daher, daß das Moment der Bewegungsgröße 
des Systems um die z-Achse konstant ist. Daraus folgt: Läßt sich ein 
dynamisches System wie ein starrer Körper um eine gegebene Achse drehen, 
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ohne die Nebenbedingungen zu verletzen, und bleibt die potentielle Energie 
dabei ungeändert, so ist das Moment der Bewegungsgröße des Systems um 
diese Achse konstant. 

Dies ist der Satz von der Erhaltung des Moments der Bewegungs­
größe1). 

Aufgabe. Ein System von n freien Massenpunkten bewege sich unter dem 
Einfluß der gegenseitigen Anziehungskräfte. Diese Kräfte seien Ableitungen eines 
kinetischen Potentials V, das die Koordinaten und Geschwindigkeitskomponenten 
der Punkte enthält, so daß die Bewegungsgleichungen der Punkte lauten 

.. ov a(ov) 
m,x,= iJx,- dt ox, usw. 

Man beweise, daß diese Gleichungen die Integrale besitzen 

~( m,x, + ~~) = konst., 
r 

~( m,y, + ~~) = konst., 
Yr 

T 

~( m, z, + ~:) = konst.: 
T 

"""'{ ( . . ov ov} k ..::::.,. m, y,z,- z,y,) + y, oi, - z, oy~ = onst., 
r 

~{ ( . . iJV iJV} k mr z,x,-x,z,) + z,~- x,~ = onst., 
ux, oz,. 

r 

"""'{ ( . . oV iJV} k ..::::.,. m, x,y,- y,x,) + x, iJy, - y, ox, = onst. 
r 

Diese Integrale können als Verallgemeinerungen der Integrale der Bewegungs· 
größen und der Momente der Bewegungsgrößen aufgeiaßt werden. (Levy.) 

§ 40. Der allgemeine Satz von dem Moment der 
Bewegungsgröße. 

Der Satz von der Erhaltung des Moments der Bewegungsgröße ist 
ein Spezialfall eines allgemeineren Satzes, der in der folgenden Weise 
abgeleitet werden kann. 

Wir betrachten ein System aus einer Anzahl freier oder verbundener 
aufeinander wirkender Massenpunkte. Sind sie noch anderen Bin­
dungen als den gegenseitigen Reaktionskräften unterworfen, so 
rechnen wir diese zu den äußeren Kräften. Wir nehmen eine be­
liebige im Raum feste Gerade und wählen eirie der Lagenkoordinaten 
des Systems, etwa q1 , so, daß eine Anderung von q1 allein, ohne Anderung 
der übrigen Koordinaten, eine Rotation des Systems als Ganzes um die 

1 ) Keplers Gesetz, daß der Radius von der Sonne zu einem Planeten in 
gleichen Zeiträumen gleiche Flächenräume überstreicht, wurde von Newton auf 
alle Bewegungen unter dem Einfluß einer Zentralkraft ausgedehnt. Daraus hat 
sich das Gesetz von der Erhaltung des Moments der Bewegungsgröße entwickelt. 
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gegebene Gerade bewirkt, und zwar um einen: Winkel, der gleich der 
Anderung von q1 ist. Die Bindungen der Punkte seien so beschaffen, 
daß diese Bewegung des Systems möglich ist. 

Die Lagrangesche Bewegungsgleichung für die Koordinate q1 lautet 

d (oT) oT 
dt oq1 - oq1 = Q1 • 

Sie reduziert sich auf 
d (oT) 
dt oq1 = Q1 , 

da der Wert von q1 (zum Unterschied von qJ keinen Einfluß auf die 

kinetische Energie haben kann, so daß ~T = 0 ist. Nun ist ~! das 
ql ql 

Moment der Bewegungsgröße des Systems um die gegebene Gerade, 
Q1 1Jq1 ist die Arbeit der äußeren Kräfte an dem System bei einer infini­
tesimalen Verrückung 1Jq1 , d. h. bei einer infinitesimalen Rotation des 
Systems um die gegebene Gerade durch den Winkel1Jq1• Daraus ergibt 
sich Q1 als Moment der äußeren Kräfte um die gegebene Gerade. Wir 
haben daher den Satz: Die zeitliche A nderung des Momentes der Be­
wegungsgröße eines dynamischen Systems um eine gegebene Gerade ist 
gleich dem Moment der äußeren Kräfte um diese Gerade. Wenn das 
Moment der äußeren Kräfte verschwindet, folgt hieraus offenbar der 
Satz von der Erhaltung des Moments der Bewegungsgröße. 

Ahnlieh läßt sich der Satz ableiten: Die zeitliche Anderung der 
Bewegungsgröße eines dynamischen Systems in einer festen Richtung ist 
gleich der Komponente der gesamten auf das System wirkenden äußeren 
Kräfte in dieser Richtung. 

Für impulsive Bewegung gelten die entsprechenden Sätze: 
Die impulsive Zunahme der Komponente der Bewegungsgröße eines 

Systems in einer bestimmten Richtung ist gleich der Komponente aller 
äußeren auf das System wirkenden Impulse in dieser Richtung. 

Die impulsive Zunahme des Moments qer Bewegungsgröße eines 
Systems um eine beliebige Achse ist gleich dem Moment der äußeren auf 
das System wirkenden Impulse um diese Achse. 

§ 41. Die Energiegleichung. 

Wir führen nun ein Integral ein, das in allen dynamischen Unter­
suchungen, ja in allen physikalischen Fragen, eine große Rolle spielt. 

Die Bindungen eines konservativen dynamischen Systems mit den 
Lagenkoordinaten q1, q2, ••• , q,. und das kinetische Potential L seien 
von der Zeit unabhängig, so daßLeinegegebene Funktion der Variablen 
q1, q2, ••• , q,., q1, q2, ••• , q,. allein ist, in der t nicht explizit vorkommt. 
Weitere Beschränkungen legen wir L zunächst nicht auf; die Unter­
suchung gilt also sowohl für natürliche Systeme als auch für nicht-

Whittaker, Dynamik. 5 
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natürliche Systeme, die durch Reduktion aus Systemen mit zyklischen 
Koordinaten entstehen. 

Es ist dL = ~ q ~!:- + ~ q ~1:_ 
dt 6t r cq, 6t r oq, 

= ~ .. oL {-,. _!:___ (!.L) 6t q, aq_, +1ft q, dt oq, 
d { n . oL) 

= Tt \6 q, aq, ' 

Durch Integration ergibt sich den Lagrangeschen Gleichungen zufolge 

n . iJL 2 q, ·~ .····- L = h, 
r= 1 oq, 

wo h eine Konstante ist. Diese Gleichung ist ein Integral des Systems; 
man nennt sie das Integral der Energie oder das Gesetz von der Erhaltung 
der Energie 1). 

In natürlichen Systemen, deren Bindungen von der Zeit unab­
hängig sind, läßt sich, wie wir gesehen haben, das kinetische Potential L 
in der Form T- V darstellen, wo die kinetische Energie T des Systems 
eine homogene Funktion zweiten Grades in den Geschwindigkeiten ist, 
während V von den Lagenkoordinaten allein abhängt. In diesem Fall 
wird also das Integral der Energie 

n oL 
h= ;21Jry-L 

r=l q, 

n . oT 
= 2q•(i-- T+ V 

r=l q, 
=2T- T+ V= T+ V, 

da T homogen zweiten Grades in q1, q2 , .•• , iJ.n ist. 
Daraus folgt: In konservativen natürlichen Systemen ist die Summe 

von kinetischer und potentieller Energie konstant. Diesen konstanten 
Wert h bezeichnet man als die Gesamtenergie des Systems. 

Das vorstehende Ergebnis kann man auch direkt aus den elemen­
taren Bewegungsgleichungen ableiten. Denn aus den Bewegungs­
gleichungen für einen einzelnen Massenpunkt 

1) Galilei war die Tatsache bekannt, daß die Geschwindigkeit eines aus der 
Ruhelage auf einer schiefen Ebene herabgleitenden Massenpunktes nur von der 
Höhe des zurückgelegten Fallraumes abhängt. Von diesem elementaren Spezial­
fall aus entwickelten Huygens, Newton, J ohann und Daniel Bernouilli sowie Lagrange 
das Prinzip. 
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folgt 
~ m; (xix; + y;)i; + z;z;) = 1: (Xix; + Y;)\ + Z;z;), 
i i 

wo die Summation über alle Punkte des Systems zu erstrecken ist, oder 

d1: imi(x; + y; + z~) =1:(X dx + Ydy + Z dz). 
i i 

Die Zunahme der kinetischen Energie des Systems auf einem infini­
tesimalen Stück seiner Bahn ist daher gleich der Arbeit der Kräfte an 
dem System auf dieser Wegstrecke, mithin gleich der Abnahme der poten­
tiellen Energie des Systems. Die Summe von kinetischer und potentieller 
Energie des Systems ist folglich konstant. 

Die Energiegleichung 

d t m (%2 + y2 + z2) = X d x + Y d y + Z d z 

(wo zur Vereinfachung das System als aus einem einzigen Punkt bestehend an­
genommen wird) gilt nicht allein, wenn x, y, z Koordinaten in einem ruhenden 
System bedeuten. Das Bezugssystem kann auch eine gleichförmige Translations­
bewegung in einer bestimmten Richtung ausführen. 

Es seien nämlich~. >J, 1; die Koordinaten des Punktes in bezugauf ein im Raum 
festes System, das dem bewegten System 0 x y z parallel· ist, so daß 

x=~-at, Y=rJ-bt, z=l;-ct, 

wo a, b, c die konstanten Geschwindigkeitskomponenten des Ursprungs 0 des 
bewegten Systems sind. Nun ist schon bewiesen, daß 

d t m (~2 + ~ 2 + i 2) =X d ~ + Yd 17 + Z d 1; 
oder 
d{m{(x + aJ2+ (y+ b) 2 + (z + c) 2 } = X(dx + adt) + Y(dy + bdt) + Z(dz+ cdt) 
oder 
d4-m(x2 +y2+z2) +dm(ax+by +cz) =Xdx+ Ydy+Z dz+ (aX + bY+cZ)dt. 

Es ist aber 
d m (a x + b y + c.i) = m (a x + b ji + cJJ) d t 

= m (a $ + b fj + c C) d t 

= (aX+bY+cZ)dt, 
daher 

d 4 m (x2 + y2 + z2) = X d X + y d y + z d z ' 

womit der Satz bewiesen ist. 
Es sei noch bemerkt, daß man aus diesem Resultat die drei Bewegungs• 

gleichungen des Punktes ableiten kann. Man setzt nämlich x = ~- a t usw. und 
zieht die Energiegleichung in den Koordinaten x, y, z von der Energiegleichung 
in den Koordinaten ~. 1J, 1; ab. 

§ 42. Reduktion eines dynamischen Problems 
auf ein Problem mit weniger Freiheitsgraden mit Hilfe der 

Energiegleichung. 
Ein konservatives dynamisches Problem mit nur einem Freiheitsgrad 

kann auf Grund der Energiegleichung durch Quadraturen allein gelöst 
werden. Denn ist q die Koordinate, so stellt das Integral der Energie 

. oL L- h 
q aq_- -

5* 
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eine Beziehung zwischen q und q her. Bestimmt man aus dieser Gleichung 
q explizit als Funktion von q: 

q=f(q), 

so ergibt weitere Integration die Lösung des Problems 

! dq 
t = /(q) + konst. 

Hat das Problem mehr als einen Freiheitsgrad, so reicht das Energie­
integral allein für die Lösung nicht aus. Doch kann es, wie die zu zyk­
lischen Koordinaten gehörenden Integrale, zur Reduktion des Systems 
auf ein System mit weniger Freiheitsgraden benutzt werden1). 

Dazu ersetzt man in der Funktion L die Größen q2 , q3 , •.• , q,. durch 
• I • I • I • I- dq, . d F k. d qi q2, q1 q3, ... , q1 q," \\O qr- -d Ist. Die resultieren e un tion wer e 

ql 
mit Q (q1, q2, q~ ... , q;" q1 , q2, ... , qn) bezeichnet. Durch Differentiation 
der Gleichung 

L (q1, ql, · · · • q,., q1_, q2, · · ., qn) = Ü (qt, q?,, q~, · · ., q;" ql, q2, · · ., q,.) 
folgt 

( 1) 

(2) 

(3) 

oq~ = ql -ä-q;. 
iJL iJQ 
oq, = oq, 

Die Gleichungen (1) und (2) ergeben 

iJQ iJL {--, q, iJL 
(4) aq; = oq~ + ~ ql oq-; · 

In dem Integral der Energie 

n . oL 
~q,r -L=h 
r=l q, 

(r = 2, 3, ... , n), 

(r=1,2,J, ... ,n). 

ersetzt man nun q, durch q1 q; für alle Werte r von 2 bis n einschließ­
lich und berechnet aus dieser Gleichung q1 als Funktion der Größen 
q2, q'g, ... , q~, q1 , q2, ... , qn. Mit Hilfe dieses Ausdruckes für q1 stellt 
man dann die Funktion 

als Funktion von q;, q'g, ... , q~, q1, q2, ... , q,. dar. Die so erhaltene 

1) Whittaker: Mess. of Math. Bd. 30. 1900. 
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Funktion werde mit L' bezeichnet. Aus Gleichung (4) ergibt si~h dann, 
iJQ 

daß L' mit ~ übereinstimmt, nur anders ausgedrückt ist. 
vql 

Die Energiegleichung, die nach (4) in der Form 
. (){J n 
ql fJq~ - ;:,~ = h 

geschrieben werden kann, wird als Relation aufgefaßt, die q1 implizit 
als Funktion der Veränderlichen q2, q;, ... , q~. q1 , q2 , ••• , q,. darstellt, und 
nach q; bzw. q, differenziert. Dann ergibt sich 

• fJ2Q aq_1 aQ . aaQ 
(5) q] BIJ.i aq,. = Bq~- ql aq_l Bq~ , 

(6) 
. ()2!:} fJql- iJQ - . i}2Q 

ql oqi aq, - Bq, q1 aq_l aq, . 

Aus der Differentiation der Gleichung 

L'- iJQ 
- fJql. 

die als Identität in den Variablen q2, q~, ... , q~, q1 , q2 , ••• , q,. aufgefaßt 
wird, folgt aber 

(7) 
iJL' {)2Q ß2Q fJqt 
-·~- ;- = - ··-:-~--, + -~ -, . 
oqr fJqlcq,. fJqi oq,. 
oL' iJ2Q iJ2Q aq1 

------- = -~----- + -.-2 -, 
oq, oql oq, iJql aq, 

(8) 

Durch Vergleich von (5) und (7) findet man 

oL' 1 oQ 
aq;. 

und durch Vergleich von (6) und (8) 

iJL' 1 iJQ 

aq--; = q1 aq, 

(r=2,3, ... ,n), 

(r = 1, 2, ... , n). 

Kombiniert man diese Gleichungen mit (2) und (3), so wird 

iJL' oL oL' 1 oL 
und aq;. = ·aq, 

Die Einführung dieser Werte in die Lagrangeschen Bewegungs­
gleichungen ergibt das System 

:t (~~i)- ql -~t- = 0 (r = 2, 3, ... , n) 

!-__ (~L') _ fJL' = 0 
dt aq~ aq, 

oder endlich 
(r=2,3, ... ,n). 
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Di~se Gleichungen können aber als die Bewegungsgleichungen eines neuen 
dynamischen Systems angesehen werden, in dem L' das kinetische Potential 
und q2 , q3, ••• , qn die Koordinaten bedeuten, während q1 die Rolle der 
Zeit als unabhängige Veränderliche spielt. Im allgemeinen wird das neue 
System, ebenso wie die durch Reduktion der Systeme mit zyklischen 
Koordinaten erhaltenen Systeme, nicht-natürlich sein, d. h. L' wird 
nicht nur Glieder nullten und zweiten Grades in den Geschwindigkeiten 
q2, q's, ... , q~ enthalten. Da die Gleichungen des Systems aber die La­
grangesche Form haben, sind die meisten Sätze über dynamische Systeme 
auch hier anwendbar. DasEnergieintegral ermöglicht demnach die Reduktion 
eines gegebenen dynamischen Systems mit n Freiheitsgraden auf ein anderes 
dynamisches System mit nur n- 1 Freiheitsgraden. 

Im allgemeinen besitzt das neue dynamische System kein Energie­
integral, da die unabhängige Veränderliche q1 in dem neuen kinetischen 
Potential L' explizit auftritt. Ist aber q1 in dem ursprünglichen System 
eine zyklische Koordinate, dann kommt q1 bei keinem Schritt des vor­
stehenden Reduktionsprozesses explizit vor, also auch nicht in L'. 
Daraus folgt, daß in diesem Fall auch das neue System ein Integral 
der Energie besitzt, nämlich 

~ iJL' , 
~ q; -ti' - L = konst. 
T=2 qT 

Dies kann nun seinerseits benutzt werden, um die Anzahl der Freiheits­
grade des Systems weiter zu vermindern. 

Nach den vorangehenden Sätzen kann ein beliebiges konservatives 
dynamisches System mit n Freiheitsgraden und n- 1 zyklischen Koordi­
naten durch Quadraturen vollständig gelöst werden. Dazu können wir 
entweder so verfahren, daß wir zunächst die Reduktion mit Hilfe der 
zyklischen Koordinaten vornehmen und so zu einem System mit nur 
einem Freiheitsgrad gelangen, das ein Energieintegral besitzt und des­
halb in der zu Beginn dieses Paragraphen angegebenen Weise gelöst 
werden kann. Oder wir erniedrigen zunächst mit Hilfe des Energie­
integrals die Anzahl der Freiheitsgrade um 1, mit Hilfe des Energie­
integrals des neuen Systems wieder um 1 usw., bis wir endlich ein 
System von einem Freiheitsgrad erhalten, dessen Lösung wieder m 
der angegebenen Weise gefunden werden kann. 

Aufgabe. Das kinetische Potential eines dynamischen Systems sei 

L = t /(q2) izi + t iz~ - •p(q2) · 

Man zeige, daß die Relation zwischen den Veränderlichen q1 und q2 durch die 
Differentialgleichung d ( oL') oL 

gegeben ist, wo 

d ql oq~ - fJq2 = o 

q4 = ~q2 und L' durch die Gleichung definiert ist 
ql 

L' = {2 h- 2'f'(q2)}! {/(q2) + q~ 2}!. 
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Man zeige ferner, daß das durch die Differentialgleichung definierte nicht-natür· 
liehe System ein Energieintegral besitzt, und löse mit seiner Hilfe das Problem 
durch Quadraturen. 

§ 43. Trennung der Veränderlichen; dynamische Systeme 
vom Liouvilleschen Typus. 

Eine besondere Klasse durch Quadraturen lösbarer dynamischer 
Gleichungssysteme bilden diejenigen Systeme, deren kinetische und 
potentielle Energie die spezielle Form haben 

T = fvl (ql) qi + !v2(q2) q~ + · · · + tv,.(q,.) q,~, 

V= wl(ql) + w2(q2) + · · · + Wn(qn), 

wo Vv v2, •. . , v .. , Wv w2, ••• , w,. willkürliche Funktionen ihrer Argumente 
sind. Das kinetische Potential zerfällt dann in eine Summe von Gliedern, 
deren jedes nur von einer Veränderlichen und ihrer Ableitung abhängt. 

In diesem Falle werden nämlich die Lagrangeschen Gleichungen 

oder 
:t {v,(q,) q,}- ! v~(q,) q; = --w~(q,) (r = ·I, 2, ... , n) 

(r= 1, 2, ... ,n). 

Diese Gleichungen können unmittelbar integriert werden und ergeben 

i;v,(q,) q; + w,(q,) = c, (r = 1, 2, ... , n), 

wo c1 , c2 , ••• , c,. Integrationskonstanten sind. Diese neuen Gleichungen 
können wieder integriert werden, da die Veränderlichen q, und t ge­
trennt sind. So erhalten wir 

t =f{-____11.:_(q~----}td q, + y, (r = 1, 2, ... , n), 
2 c, - 2 w,(q,) 

wo Yv y2 , ••• , l'n Integrationskonstanten sind. Die letzteren Gleichungen 
stellen die Lösung des Problems dar. 

Eine bedeutende Erweiterung dieser Klasse dynamischer Probleme 
vollzog Liouville1); er zeigte, daß alle dynamischen Probleme, deren 
kinetische und potentielle Energie auf die Form 

T = Hu1(q1) + u2(q2) + · · · + u,.(q,.)}{vt(ql) qi + v2(q2) q~+ · · · +v,.(q,.) q~}' 

V_ wt(ql) + W2(q2) + .. : + w,.(q .. ) 
- ul(;Zt) + u2(q2) ~-. + u,.-(;j;.) 

gebracht werden kann, durch Quadraturen lösbar sind. 
Ersetzt man nämlich die Veränderlichen q1, q2 , ••• , qn durch die 

Veränderlichen q;, q~, .. . , q~, wo 

f {v~(q,) d q, = q;. (r = 1, 2, ... , n) 

1) Journal de Math. Bd. 14, S. 257. 1849. 
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ist, und läßt man dann die Akzente wieder fort, so erhält die kinetische 
bzw. potentielle Energie die Form 

mit 

oder 

T = iu (t]i + q~ + ... + q~). 
1 

V= -{wl(ql) + W2(q2) + · • · + Wn(qn)} u 

U = U1(q1) + U2(q2) + · · · + Un(qn) · 

Die Lagrangesche Gleichung für die Koordinate q1 lautet 

:t ( :[) - :~ = - ~~ 
d ( . ) 1 au ( .2 •2 • 2) _ av 
dt uql --2 -~- ql + q2 + · · · + q" -- -~- · 

oql oql 

Mit 2ui11 multipliziert ergibt die Gleichung 

d 2 ;.2) . au (. 2 ;.2 . 2 ) _ . av 
dt (u '11 - uql oql ql + '12 + ... + q,. -- 2uql oq~. 

Aus dem Energieintegral folgt aber 

iu(qi +q~ + ... + q;;) = h- V, 

wo h konstant ist. Die Gleichung für die Koordinate q1 kann daher in 
. der Form geschrieben werden 

d .2 • au . av 
dt (u2ql) = 2(h- V)ql a-q--;- 2uql iJql 

Durch Integration folgt 

. () 
= 2ql oq--;_{(h- V)u} 

= 2ql co~- {hul(ql)- wl(ql)} 
vql 

d 
= 2 dt {hul(qi)- wi(qi)}. 

iu2 q~ = hul(qi)- wi(qi) + l't' 
wo y1 eine Integrationskonstante ist. Entsprechende Gleichungen er­
halten wir für alle Koordinaten q1, q2 , ••• , q,.. Die zugehörigen 
Konstanten l'v )'2, ... , l'n müssen auf Grund des Energieintegrals des 
Systems der Bedingung y1 + )'2 + ... + l'n = 0 genügen. 

Die Gleichungen ergeben 

{hul(qi)- wl(ql) + l'I)}-ldql = {hu2(q2)- w2Cq2) + l'2}-ldq2 = · · · 
= {hun(q,.)- Wn(qn) + l'n}-idq,.. 
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Dieses System von Gleichungen, die sich durch Trennung der Ver­
änderlichen unmittelbar integrieren lassen, gibt die Lösung des Problems. 

Für weitere Untersuchungen über diesen Gegenstand sei verwiesen auf 
Hadamard: Bull. des Sc. Math. Bd. 35, S. 106. 1911; und Burgatti: Rom. Ace. 
L. Rend. (5) Bd. 20, S. 108. 1911. 

Übungsaufgaben. 

1. Auf einen Punkt einer Ebene mit den Koordinaten x, y und der Masse m 
wirke eine Kraft, deren Komponenten X, Y die Zeit t nicht enthalten. Man zeige, 
daß durch Elimination vontausder Differentialgleichung die Lösung des Problems 
abhängig wird von der Lösung der Differentialgleichung dritter Ordnung 

~~Y- X~~~- 2X = o. 
dx d2y 

dxi 

2. Ein System freier Massenpunkte sei in Bewegung. Ihre potentielle Energie, 
die allein von ihren Lagenkoordinaten abhängt, bleibe ungeändert, wenn das System 
in beliebiger Konfiguration eine Translation um eine beliebige Strecke in beliebiger 
Richtung wie ein starrer Körper ausführt. Welche Integrale der Bewegung kann 
man sofort hinschreiben? 

3. In einem dynamischen System mit zwei Freiheitsgraden sei die kinetische 
Energie 

die potentielle Energie 
V= c + dq2 , 

wo a, b, c, d Konstanten sind. Man zeige, daß q2 als Funktion der Zeit durch eine 
Gleichung der Gestalt 

(q2 - k) (q2 + 2 k) 2 = h (t- t0) 2 

gegeben ist, wo h, k, t0 Konstanten sind. 
4. Das kinetische Potential eines dynamischen Systems ist 

tir 1 . • a 
L = aq;-+l> + 2q• + 2q. + cq2, 

wo a, b, c gegebene Konstanten sind. Man zeige, daß q2 als Funktion von t durch 
die Gleichung q2 = p(t + e) 

gegeben ist, wo e eine willkürliche Konstante und p die Weierstraßsche elliptische 
Funktion ist. 

5. Man beweise, daß in einem System mit zyklischen Koordinaten die kine­
tische Energie die Summe einer quadratischen Funktion T' der Geschwindigkeiten 
der nicht-zyklischen Koordinaten und einer quadratischen Funktion K der zu den 
zyklischen Koordinaten gehörenden Impulsgrößen ist. 

Im Falle dreier Koordinaten x, y, <p, von denen 'P zyklisch ist, bestimme man 
die Bewegungsgleichungen vom Typ 

~ (a.~') _ f!T' + a.K + av + ky {_j_ (j~-) _ ~- ( a~-)} = o. 
d t dx ox dx ux f!x oy f!y iJx 

Darin bedeutet V die potentielle Energie, K die zyklische Impulsgröße; die Diffe­
rentialquotienten von cp nach .i" und y sind aus der linearen Gleichung berechnet, 
durch dieK als Funktion von i, y, cp dargestellt wird. (Camb. Math. Tripos, 1904.) 
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6. Das kinetische Potential eines dynamischen Systems von zwei Freiheits-
graden ist .. 

L = !h__ + q2qf + l2qf. 
4q2 

Man zeige unter Benutzung des Energieintegrals, daß die Lösung von der Lösung 
des Problems mit dem kinetischen Potential 

L' = ( q;• + q2 + za)! 
4q2 

abhängt. Mit Hilfe des Energieintegrals dieses letzteren Systems zeige man weiter, 
daß zwischen q1 und q2 die Beziehung 

cq2 = p(q1 + e)- /; (2cl2 - 1) 

besteht, wo c und s Integrationskonstanten sind und p die Wcierstraßsche ellip­
tische Funktion bedeutet. 

7- Die kinetische Energie ,eines dynamischen Systems sei 

T = 1 (qi + q~) (qi + q~) • 
die potentielle Energie 

V= __ 1 __ _ 

q: + q~ 
Man zeige (mit Hilfe des Satzes von Liouville oder auf andere Weise), daß 

zwischen ql und q2 die Beziehung 

a 2 qi + b 2 q~ + 2ab q1 q2 easy= sin2 y 

besteht, wo a, b, )' Integrationskonstanten sind. 
8. Die kinetische Energie eines Massenpunktes mit den rechtwinkligen Ko-

ordinaten x, ,, ist t (x 2 + y2 ), die potentielle Energie 

A A' B B' - +- + - + - + C (xz + y•) ' x2 y2 r r' 

wo A, A', B, B', C Konstanten sind und r, r' die Abstände des Punktes (x, y) 
von den Punkten (c, 0) und(- c, 0) bedeuten, wo c konstant ist. Man zeige durch 
Einführung der neuen Veränderlichen t (r + r') und t (r - r'), daß das System 
vom Liouvilleschen Typus ist, und gebe seine Lösung an. 

9- Die Beobachtung, daß eine Katze immer auf ihre Füße fällt, gab Anlaß 
zu dem folgenden Problem: 

Ein System, dessen momentaner Zustand durch die Lage und Geschwindig­
keit jedes Elements bestimmt ist, habe ursprünglich keine Geschwindigkeit gegen 
den freien Raum im Vakuum. Kann es in einem späteren Zeitpunkt seine ursprüng­
liche Konfiguration wiedererlangen, aber mit anderer Orientierung gegen den 
Raum? Man zeige, daß die Frage zu bejahen ist für ein nicht konservatives System 
oder für ein System, dessen Kräfte von einem nicht einwertigen Potential abgeleitet 
sind, daß sie aber zu verneinen ist für konservative Systeme mit einem einwertigen 
Potential. (V gl. Painlevc: Comptes Rendus Bd. 139, S. 1170. 1904. 



Viertes Kapitel. 

Die lösbaren Probleme der Punktdynamik. 

§ 44. Der Massenpunkt mit einem Freiheitsgrad; das Pendel. 
Als Beispiel für die in den voraufgehenden Kapiteln behandelten 

Methoden diskutieren wir die Fälle der Bewegung eines einzelnen Massen­
punktes, die eine Lösung durch Quadraturen gestatten. 

Wir betrachten zunächst die Bewegung eines Punktes der Masse m, 
der sich reibungslos auf einer ruhenden Raumkurve unter Einwirkung 
von Kräften bewegt, die nur von seiner Lage auf der Kurve abhängen. 

Der Punkt sei zur Zeit t um ein Bogenstück s dieser Kurve von 
einem darauf willkürlich gewählten festen Punkt entfernt. Die Tangen­
tialkomponente der äußeren Kraft sei j (s). 

Die kinetische Energie des Punktes ist 
tms2, 

die potentielle Energie offenbar 
• - J j(s) ds, 

Bo 

wo s0 eine Konstante ist. Die Energiegleichung lautet daher 
8 

tms2=jf(s)ds+c, 
•• 

wo c eine Konstante ist. 
Die Integration dieser Gleichung ergibt 

8 • 

(m)l '{/ · }-! t= 2) f(s)ds+c ds+l, 
So So 

wo l eine zweite Integrationskonstante ist. Diese Gleichung stellt die 
Lösung des Problems dar, da sie eine Beziehung zwischen s und t mit 
zwei Integrationskonstanten ist. . 

Die Konstanten c und l können mit Hilfe der Anfangsbedingungen 
der Bewegung des Punktes physikalisch gedeutet werden. Denn bewegt 
sich der Punkt zur Zeit t = t0 aus dem Punkt s = s0 mit der Geschwindig­
keit u, so findet man durch Einsetzen dieser Werte in die Energieglei­
chung 
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und durch Einsetzen derselben Werte in die letzte Gleichung zwischen 
s und t: 

Das berühmteste Problem von diesem Typus ist das des mathematischen 
Pendels. Hier hat die Kurve die Gestalt eines Kreises vom Radius a in 
einer senkrechten Ebene, und die einzige äußere Kraft, die an de;m Punkt 
angreift, ist die Schwere1). Bezeichnet {}den Winkel des abwärts gerich­
teten Lotes mit dem Radiusvektor aus dem Kreiszentrum nach dem 
Massenpunkt, so ist 

s = a{) und f(s) =- mg sin {), 

daher die Energiegleichung 

a{j2 = 2gcos{) + konst. = -4gsin2 i1J + konst. 

a2 {;2 
Im niedrigsten Punkt des Kreises möge --· den Wert h haben. 

2g 
Dann kann man die letzte Gleichung in der Form schreiben 

a2 #2 = 2 g h - 4 g a sin 2 i {} . 
Für sin l lr = y geht sie über in 

y2 = 1.. (1 _ y2) (-h __ _ yz). 
a 2a 

Nun gibt es zwei verschiedene Typen von Pendelbewegungen, 
nämlich die "Oszillationen", bei denen der Massenpunkt um den tiefsten 
Punkt des Kreises hin- und herschwingt, und die "Kreisbewegung", 
bei der die Geschwindigkeit des Punktes so groß ist, daß sie ihn über den 
höchsten Punkt der Bahnkurve hinüberträgt, so daß er den Kreis in 
demselben Sinne wieder und wieder beschreibt. Wir behandeln diese 
Fälle getrennt. 

1. Bei der Oszillatorischen Bewegung kommt der Punkt zur Ruhe, 
bevor er den höchsten Punkt des Kreises erreicht hat; y verschwindet 

daher für einen Wert y < 1. Also muß .!!_ < 1 sein. Setzen wir 
2a 

h = 2ak2 , 

wo k eine neue positive Konstante und kleiner als eins ist, so wird die 
Gleichung 

1) Bei einem wirklichen Pendel wird die Kurve durch eine starre Stange 
ersetzt, die den Punkt mit dem Kreiszentrum verbindet und dem gleichen Zweck 
dient, den Punkt auf einer Kreisbahn zu halten. - Der Isochronismus kleiner 
Pendelschwingungen wurde von Galilei 1632 entdeckt; die Formeln für die Periode 
gab Huygens 1673- Schwingungen endlicher Amplitude untersuchte zuerst Euler 
( 1736). 
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Ihre Lösung ist 1) 

y = k sn {V! (t- t0), k}, 

wo t0 eine willkürliche Konstante ist. 
Diese Gleichung stellt die Lösung des Pendelproblems für die 

Oszillationen dar. Die beiden willkürlichen Konstanten der Lösung 
sind t0 und k; sie müssen aus den Anfangsbedingungen bestimmt 
werden. Aus den bekannten Eigenschaften der elliptischen FunkHon sn 
ergibt sich, daß die Bewegung periodisch ist. Ihre Periode, d. h. die 
Zeit zwischen zwei aufeinander folgenden gleichsinnigen Pendeldurch· 

gängen durch denselben Punkt, hat die Größe 4 V!!:... K, wo 
l g 

K=j(1-t2)-i(1-k2 t2)-!dt. 
0 

2. Bei der Kreisbewegung des Pendels ist h > 2 a . Setzen wir 
also 2a = hk2, so ist k < 1. 

Die Differentialgleichung wird dann 
. g 
y2 = ak2 ( 1 - y2) ( 1 - k2 y2) . 

Ihre Lösung ist 

y = sn {V~ ~-~ ~0 , k} . 

Die darin auftretenden beiden Konstanten t0 und k müssen aus den 
Anfangsbedingungen bestimmt werden. 

3. Endlich möge h = 2 a sein, so daß der Massenpunkt gerade den 
höchsten Punkt des Kreises erreicht. Dann lautet die Gleichung 

y2 = ! (1 - y2)2 

oder 

Ihre Lösung ist 

y = ~g {V! (t - t0)} • 

Appell2) hat bemerkt, daß man mit Hilfe des Satzes aus § 34 einen Einblick 
in die Bedeutung der imaginären Periode der elliptischen Funktionen bekommt, 
die in der Lösung des Pendelproblems auftreten. Denn für einen Punkt, der ohne 
Anfangsgeschwindigkeit in einem Kreispunkt in der Höhe h über dem tiefsten 
Punkt des Kreises losgelassen wird, ist die Bewegung gegeben durch 

wo k2 = ..!!.._. 
2a 

1) Vgl.' Whittaker and Watson: Modern Analysis § 22, 11. 
2) Comptes Rendus Bd. 87. 1878. 
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Würde die Schwere senkrecht aufwärts wirken, so wäre, bei sonst gleichen 
Anfangsbedingungen, nach § 34 die zugehörige Bewegung gegeben durch 

y = k sn { i V! (t - t 0), k}. 
Diese Bewegung hat aber die gleiche Periode wie eine Bewegung aus der Höhe 
2a- h bei abwärts gerichteter Schwere. Diese letztere ist gegeben durch 

y = k'sn{Vf (r- r 0), k'}, wo II' = 1- k 2 • 

Sie hat die reelle Periode 41/ ;- K'. Daher muß die Funktion 

sn{iV! (r-r0),k} 

die Periode 4 vf K' haben, die Funktion sn ( u, k) also die Periode 4 i f('. Die 

doppelte Periodizität der elliptischen Funktionen ist damit aus dynamischen 
Betrachtungen hergeleitet. 

Aufgabe. Ein Punkt der Masse 1 bewegt sich auf einer Epizykloide, die ein 
Punkt der Peripherie eines Kreises vom Radius b beschreibt, der auf einem festen 
Kreise vom Radius a rollt. Auf den Punkt wirkt eine abstoßende Kraft f< r aus 
dem Zentrum des festen Kreises, wo r den Abstand vom Zentrum bedeutet. Man 
zeige, daß die Bewegung periodisch ist und die Periode 

{(a + 2b) 2 - a 2}! 2n 2 
tta 

hat. (Dies Resultat erhält man am einfachsten, wenn man die Gleichung der 
Epizykloide in der Form 

a2s2 
(a+2b) 2 -r2 = ---··­

(a + 2b)2 - a2 

nimmt, wo der Bogen s vom Scheitel der Epizykloide aus gerechnet ist.) 

§ 45. Bewegung eines Punktes auf einer bewegten Kurve. 

Wir behandeln nun einige Fälle der reibungslosen Bewegung eines 
Massenpunktes auf einer gegebenen Raumkurve, die selbst erzwungene 
Bewegungen ausführt. 

I. Gleichförmig rotierende Kurve. 

Wir setzen zunächst voraus, daß die Kurve mit gleichförmiger 
Geschwindigkeit um eine im Raume feste Achse rotiert. Ohne Be­
schränkung der Allgemeinheit können wir dem Punkt die Masse eins 
beilegen. 

Überdies setzen wir voraus, daß das Feld der äußeren auf den 
Punkt wirk;enden Kraft aus einem Potential abgeleitet werden kann, 
das in bezug auf die feste Achse symmetrisch ist, sich also als Funktion 
der Zylinderkoordinaten z und r darstellen läßt, wo z parallel zu der 
festen Achse gemessen wird und r den Abstand von der Achse bedeutet. 
Für einen Punkt der Kurve kann die potentielle Energie daher als 
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Funktion des Bogenssausgedrückt werden. Wir bezeichnen sie mit V(s) 
und schreiben die Gleichung der Kurve in der Form 

r = g(s). 

Nach § 29 ist die Bewegung des Punktes die gleiche, als wäre die 
erzwungene Winkelgeschwindigkeit w Null, während die potentielle 
Energie ein Zusatzglied - i r 2 w2 erhielte. Daher können wir die Energie­
gleichung angeben: 

fs2- iw2{g(s)}2 + V(s) = c, 

wo c eine Konstante ist. 
Ihre Integration ergibt 

8 

t = j[2c + w2 {g(s)}2 - 2 V(s)]-!d s + konst. 

Diese Relation zwischen t und s stellt die Lösung des Problems dar. 
Aufgabe 1. Die rotierende Kurve sei eben, und der Punkt durchlaufe sie mit 

konstanter Geschwindigkeit, wenn die Rotationsachse senkrecht und in der Ebene 
der Kurve gelegen ist und das Kraftfeld nur von der Schwere herrührt. Man 
zeige, daß die Kurve dann die Gestalt einer nach oben geöffneten Parabel mit 
senkrechter Achse hat. 

Aufgabe 2. Ein Massenpunkt bewegt sich unter dem Einfluß der Schwere 
auf einem Kreis vom Radius a, der gleichförmig um eine senkrechte Achse rotiert, 
die gegen die Ebene des Kreises um den Winkel IX geneigt ist. {} sei die in Winkel­
maß gemessene Entfernung des Massenpunktes von dem tiefsten Punkt des Kreises. 
Man zeige, daß 

1 a w 2 cos IX {l/gcos IX } ·-- = --- + gJ -- (t- t0) 
cos{} 6g 2a 

ist, wo p mit den Wurzeln 

a w2 COSIX 
e1 = 1- --··--

6g 

a w 2 cos IX 
c2 = - 1 - ---- , 

6g 
gebildet und t0 eine Konstante ist. 

2. Die Kurve bewegt sich mit konstanter Beschleunigung 
in einer festen Richtung. 

Wir betrachten nun die Bewegung eines Punktes auf einer Geraden, 
die gegen die Wagerechte um den Winkel "'geneigt und gezwungen ist, 
sich der durch sie gelegten senkrechten Ebene mit konstanter wage­
rechter Beschleunigung I zu bewegen. 

Nehmen wir die x-Achse wagerecht, die y-Achse senktecht aufwärts 
gerichtet und den Nullpunkt in der Anfangslage des Massenpunktes 
an, so ist die kinetische Energie 

mit 
T = i(.X2 + y2) , 

x = y ctg"' + !f t2 , 

also 
T = i (y ctg "' + 1 t) 2 + ! y2 

- 1 "2 1 . 1 
- 2y sin2o.c + y ltctgo.c + 2 f t2. 



80 IV. Kapitel: Die lösbaren Probleme der Punktdynamik. 

Die potentielle Energie ist 
V=gy. 

Die Bewegungsgleichung 

ergibt daher 

oder 

d (aT) av 
dt a-y =- ay 

3_ (--J'-- + I t ctg .x) = - g 
dt sm11 1X 

ji = (- g -lctgiX) sin2 1X. 

Die Integration unter der Annahme, daß der Punkt ursprünglich 
in Ruhe ist, ergibt 

y = i t2 (- g sin IX -I cos IX} sin .x 
und daher 

x = ! t2 (- g cos IX + 1 sin IX) sin IX • 

Diese Gleichungen stellen die Lösung des Problems dar. Das System 
enthält die Zeit explizit; daher existiert kein Integral der Energie. 

§ 46. Bewegung zweier freier Massenpunkte unter gegen­
seitiger Einwirkung. 

Als nächstes Problem untersuchen wir die Bewegung zweier im 
Raum frei beweglicher Punkte der Massen m1, m2 unter dem Einfluß 
gegenseitiger Anziehung oder Abstoßung, die in der Richtung der Ver­
bindungsgeraden wirken und von dem gegenseitigen Abstand der Punkte 
abhängen soll. · 

Das System hat sechs Freiheitsgrade, da die drei rechtwinkligen 
Koordinaten jedes Punktes beliebige Werte annehmen können. Als 
Lagenkoordinaten des Systems wählen wir daher die Koordinaten 
X, Y, Z des Schwerpunkts der beiden Punkte, bezogen auf ein beliebiges 
festes Achsensystem, und die Koordinaten x, y, z des Punktes m8 in 
bezugauf bewegte Achsen, deren Nullpunkt in m1 liegt und deren Achsen 
den festen Achsen parallel sind. 

Die Koordinaten von m1 und m2 in bezug auf die festen Achsen sind 

X +--mtx y + miy ' 
ml + m2 ' ml + mz 

Daher ist die kinetische Energie des Systems 
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oder 

T = _!_ (m + m ) (X2 + Y2 + Z2) + _!_ m1 m~ (x2 + ,,2 + z2) . 
2 1 2 2 m1 +m2 -' 

Die potentielle Energie des Systems hängt allein von der gegenseitigen 
Lage der Massenpunkte ab, kann also als Funktion von x, y, z dargestellt 
werden. Sie werde mit V(x, y, z) bezeichnet. 

Die Lagrangeschen Bewegungsgleichungen des Systems sind 

Z=O, 

Die drei ersten Gleichungen besagen, daß der Schwerpunkt sich gleich­
förmig geradlinig bewegt. Aus den drei übrigen Gleichungen ergibt sich, 
daß m 2 sich so gegen m1 bewegt, als ob m1 fest wäre und m 2 mit einer Kraft 

m +m . 
anzöge, die von der potentiellen Energie 1 2 V abgelertet ist 1). 

m1 
Aufgabe. Bewegen sich zwei Punkte frei im Raum nach irgend einem Gesetz 

gegenseitiger Anziehung, so schneiden die Tangenten an ihre Bahnkurven eine 
beliebige feste Ebene in zwei Punkten, deren Verbindungslinie durch einen festen 
Punkt geht. (Mehmke.) 

§ 47· Allgemeiner Fall der Zentralkräfte. Der Satz von 
Hamilton. 

Nach dem vorigen Paragraphen läßt sich die gegenseitige Einwir­
kung zweier freier Massenpunkte aufeinander auf die Anziehung oder 
Abstoßung eines einzelnen freien Massenpunktes von einem festen 
Zentrum zurückführen. Dies ist das bekannte Problem der Zentralkräfte. 
Es bedeutet offenbar keine Beschränkung der Allgemeinheit, wenn wir 
dem Punkt die Einheit der Masse beilegen. 

Wird der Punkt zu Anfang in beliebiger Weise fortgeschleudert, 
so bleibt er immer in der Ebene durch das Kraftzentrum und die Rich­
tung, in der er fortgeschleudert wurde. Denn zu keiner Zeit wirkt eine 
Kraft auf ihn, die ihn aus dieser Ebene hinaustreiben könnte. Daher 
läßt sich die Lage des Punktes durch Polarkoordinaten r, {} in dieser 
Ebene festlegen, in der das Kraftzentrum zum Nullpunkt gemacht wird. 
Es sei P die auf das Zentrum der Kraft gerichtete Beschleunigung. 
Vorläufig braucht P nicht notwendig eine Funktion von r allein zu sein. 

Die kinetische Energie des Punktes ist T = ! (r2 + r 2 &2}, die 
Arbeit der Kraft bei einer infinitesimalen Verrückung (~ r, ~ #) ist 

-P~r. 

1 ) Newton: Principia Buch I, Abschnitt 11. 

Wbittaker, Dynamik. 6 
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Daher sind die Lagrangeschen Bewegungsgleichungen des Punktes 

r-r1~2 =-P, 
d . 
dt (r2iJ) = 0. 

Die Integration der zweiten Gleichurig ergibt 

r2 D=h, 
wo h konstant ist. Dies Integral entspricht der zyklischen Koordinate fl 
und kann physikalisch als das Integral des Moments der Bewegungsgröße 
um das Kraftzentrum gedeutet werden. 

Um die Differentialgleichung der Bahnkurve zu bestimmen, elimi­
nieren wir d t aus der ersten Gleichung mit Hilfe der Relation 

d h d 
dt = r 2 dlf. 

So erhalten wir die Gleichung 

h d (h dr) h2 

y2 d{} y2 d{} - y3 = - p 
1 

oder für u = -: 
r 

. 
Dies ist die Differentialgleichung der Bahnkurve1) in Polarkoordi­

naten. Ihre Integration ergibt neben h zwei neue willkürliche Konstanten. 
Eine vierte tritt auf bei der Bestimmung von t aus der Gleichung 

t = !Jr2 dil + konst. 

Oft wird auch die Differentialgleichung der Bahnkurve in r-p­
Koordinaten benutzt. (p bezeichnet den Abstand des Kraftzentrums 
von der Tangente an die Bahnkurve.) Man erhält sie unmittelbar mit 
Hilfe des Satzes von Siacci (§ 18). Da das dort eingeführte h hier konstant 
ist, folgt sofort h2 

P=-r­

oder 
pae 
h2 dp 

P= pa dr. 

Dies ist die Differentialgleichung der Bahnkurve. 
Da h = v p ist, wo v die Bahngeschwindigkeit bedeutet, so folgt aus dieser 

Gleichung e p 
v1=P­

r 

1) Im wesentlichen findet sie sich in Newton: P,-incipia Buch I, §§ 2 und 3 
und in Clairaut: TMorie de la Lune 1765. In der obigen Form ist sie in Whewell: 
Dynamics 1823, enthalten. 
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oder 

wo q die durch das Kraftzentrum gehende Sehne des Kr~\mmungskreises der Bahn-
kurve ist. · 

Man fragt häufig nach dem Kraftgesetz, unter dessen Einfluß ein 
Massenpunkt eine vorgeschriebene Bahn durchläuft. Es ist unmittelbar 
bestimmt durch die Gleichung 

wenn die Gleichung der Bahnkurve in Polarkoordinaten gegeben ist. 
Ist sie dagegen in r-p-Koordinaten gegeben, so ist die Kraft bestimmt 
durch 

Ist die Gleichung der Kurve in rechtwinkligen Koordinaten gegeben, 
so verfahren wir folgendermaßen: 

Das Kraftzentrum sei der Ursprung und f (x, y) = 0 die Gleichung 
der gegebenen Kurve. Das Integral des Moments der Bewegungsgröße ist 

xy-yi=h. 

Differentiation der Kurvengleichung ergibt 

t.,i-f11 y=O, wo 
of 

f., = ox. 

Mit Hilfe dieser beiden Gleichungen erhalten wir 

. -h/y . hf., 
X= ---- y = -----

xf.,+Yfv' xf.,+Y/11 • 

Eine zweite Differentiation ergibt 

- . ox . ox 
X=X-.-+y-·--

iJx oy 
- h/y a ( h/y ) hfx 0 ( hfv ) 
- x/: + Y /y fJx X fx + Y /y - X fx + Y /y oy X fx + y fv . 

Führt man die Differentiationen aus, so folgt 

_ h2 x(-f;fxx+2f.,f11 fxv-(;,fvu> 
X= (xfx + Yfu)3 .. 

Daraus ergibt sich aber die gesuchte Kraft P; denn es ist .i =- Pxfr. 
Daher haben wir 

P= h2 r(f;/xx- 2/xfufxv+f';fuu) 
(x fx + Y /y)3 • 

Diese Gleichung gibt die gesuchte Zentralkraft. 

6* 
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Der wichtigste Sonderfall ist der, daß die vorgeschriebene Bahn­
kurve ein Kegelschnitt ist: 

2/ (x, y) = a x2 + 2 h x y + b y2 + 2 g x + 2 f y + c = 0 . 
Dann hat der Ausdruck 

fxxf:- 2fxyfxfy + fyvf'f: 
für die Punkte des Kegelschnittes den konstanten Wert 

- (abc + 2fgh- af2 - bg 2 - ch2), 

während die Größe of iJf 
x---+y-

iJx iJy 
den Wert -(gx+fy+c) 

hat, also ein konstantes Vielfaches der Senkrechten aus dem Punkt (x, y) 
auf die Polare des Nullpunkts in bezug auf den Kegelschnitt ist. Für die 
Zentralkraft, unter deren Einwirkung ein gegebener Kegelschnitt durch­
laufen wird, erhalten wir so den folgenden von Rarnilton 1) herrührenden 
eleganten Ausdruck: Die Kraft auf den Massenpunkt in der Lage (x, y) 
ist direkt proportional dem Radius aus dem Kraftzentrum nach dem Punkt 
(x, y), umgekehrt proportional der dritten Potenz der Senkrechten aus (x, y) 
auf die Polare des Kraftzentrums. 

Die beiden folgenden Sätze, deren Beweis dem Leser überlassen sei, können 
zusammen als die Umkehrung des Satzes von Hatnilton betrachtet werden. 

1. Bewegt sich ein Punkt unter der Wirkung einer Kraft, die auf einen festen 
Punkt hin gerichtet und dem Abstand von dem festen Punkt direkt, der dritten 
Potenz des Abstandes von einer gegebenen Geraden umgekehrt proportional ist, 
so ist die Bahnkurve ein Kegelschnitt. 

2. Bewegt sich ein Punkt unter der \Virkung einer auf den Nullpunkt hin 
gerichteten Kraft von der Größe 

fl (x2 + y2)t (a x2 + 2 ß x y + y y2) -~ • 
wo x, y rechtwinklige Koordinaten und fl· a, (i, y Konstanten 
Bahnkurven Kegelschnitte, die die Geraden 

berühren. a x2 + 2 ß x y + ?' y 2 = 0 

sind, so sind die 

Darboux (Comptes Rendus Bd. 84, S. 936) hat gezeigt, daß diese beiden 
Kraftgesetze die einzigen sind, für die die Bahnen immer Kegelschnitte sind, wenn 
die Kraft nur von der Lage der Punkte abhängt. Suchar (Nouv. Ann. Bd. 6, S. 532) 
hat andere Kraftgesetze gefunden, in die die Geschwindigkeitskomponenten des 
Punktes eingehen. 

Aufgabe 1. Ein Kegelschnitt werde unter der Einwirkung der durch den 

Hamiltonschen Satz gegebenen Kraft fl r beschrieben. Man zeige, daß die Um-
2 Jl pa 

Iaufszeit = p0! ist, wo Po die Senkrechte aus dem Mittelpunkt des Kegelschnitts 
Vt-t 

auf die Polare des Kraftzentrums bedeutet. (Glaisher.) 
Aufgabe 2. Man zeige, daß ein Punkt bei passend gewählter Anfangs­

geschwindigkeit unter der Einwirkung der Kraft 
,_.,. 

(A x 2 + 2 H x y + B y2 + J)3 

1 ) Proc. Roy. Irish Acad. 1846. 
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einen Kegelschnitt \furchläuft, dessen Asymptoten den Geraden 

A x2 + 2 H x y + B y2 = o 
parallel sind. 

§ 48. Durch Quadraturen lösbare Fälle 

(Glaisher.) 

von Zentralbewegung; Integration mit Kreisfunktionen und 
elliptischen Funktionen. 

·Der wichtigste Fall der Zentralbewegung ist der, in dem die Größe 
der Zentralkraft allein von dem Abstand r abhängt. Bezeichnet /(r) die 
Kraft, so lautet die Differentialgleichung der Bahn 

d2 u f(r) 
d{}2 + u = h2u2 . 

Ihre Integration ergibt , 

( du)2 2 ·· . 
dfi =c- h2jf(r)dr-u2, 

\VO c eine Konstante ist. Durch nochmalige Integration findet man die 
Gleichung der Bahnkurve in Polarkoordinaten: 

r r 

lf =f{c- 2-jf(r) dr - _!_}-!- dr. 
h2 r2 r2 

Ist mit Hilfe dieser Gleichung r als Funktion von {} bestimmt, so ergibt 
sich die Zeit durch das Integral 

.~ 

t = * jr2 dß + konst. 

Das Problem der Zentralbewegung ist also stets durch Quadraturen 
lösbar, wenn die Kraft von dem Abstand allein abhängt. 

Aufgabe. Man zeige, daß die Differentialgleichungen der Bewegung eines 
Massenpunktes P stets durch Quadratur lösbar sind, wenn die Zentralkraft F 
die Form hat 

F - --- --~'_lßj --
- r2 (at+b)' 

wo <P eine Funktion von 17 allein ist, während a und b willkürliche Konstanten 
sind. (Armellini.) 

Wir nehmen nun speziell an, daß die Zentralkraft einer positiven 
oder negativen ganzen Potenz der Entfernung, etwa der nten, propor­
tional ist, und untersuchen die Fälle, in denen die Quadraturen mit Hilfe 
bekannter Funktionen ausführbar sind. 

Dazu stellen wir zunächst die Probleme auf, die mit Kreisfunktionen 
gelöst werden können. Das obige Integral zur Bestimmung von{} läßt 
sich in der Form schreiben 

"'} = j(a + bu2 + cu-n-1)-t du, 
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wo a, b, c Konstanten sind, ausgenommen den Fall n =- 1, wo ein 
Logarithmus an die Stelle von u-n- 1 tritt. Soll das Problem durch 
Kreisfunktionen lösbar sein, so darf das Polynom unter der Wurzel des 
Integranden höchstens den Grad 2 haben. Aus dieser Bedingung folgt: 

- n -1 = 0, 1, 2, 
also 

n=-1,-2,-J. 

Der Fall n = - 1 ist jedoch auf Grund des oben Bemerkten. aus­
zuschließen. Dagegen ist der Fall n = 1 mit aufzunehmen, da der 
Radikand durch Einführung von u 2 als neuer Veränderlicher in eine 
quadratische Form übergeführt werden kann. 

Sodann bestimmen wir die Fälle, in denen die Integration mit 
Hilfe elliptischer Funktionen 1) ausführbar ist. Dazu muß das Polynom 
unter der Wurzel des Integranden vom ddtten oder vierten Grade2) 

in der Integrationsvariablen sein. Diese Bedingung ist aber erfüllt für 
n = 0, - 4, - 5, wenn u als unabhängige Veränderliche genommen wird, 
n = 3, 5, - 7, wenn u 2 als unabhängige Veränderliche genommen wird. 

Das Problem der Zentralbewegung, deren Kraft der nten Potenz des 
Abstandes proportional ist, kann also mit Hilfe von Kreisfunktionen oder 
elliptischen Funktionen integriert werden in den Fällen: 

n = 5, 3, 1, 0,- 2,- J,- 4,- 5, -7. 
Aufgabe. Man zeige, daß das Problem durch elliptische Funktionen gelöst 

werden kann, wenn n die Werte 

hat. n=-~-.- },-J,--~.-i 

Den allgemeinen Fall gebrochener Werte von n diskutierte Nobile: Giornale 
di Mat. Bd. 46, S. 313. 1908. 

Die Probleme, die mit Kreisfunktionen integriert werden können, 
die also den Werten n= 1,- 2,-3 entsprechen, sind von besonderem 
Interesse. Der Fall n = -2 wird im nächsten Paragraphen behandelt. 
Für n = 1 und n = - 3 kann man folgendermaßen vorgehen: 

1.n=1. 
Die anziehende Kraft ist 

f(r) = fH, 

also wird die Gleichung der Bahnkurve 

V 

=- !f(c v- .f!:_- v2)-! dv 
2 h2 ' 

1) Diese Fälle sind zuerst untersucht von Legendre: TMories des Fonctions 
Elliptiques 1825; dann von J. F. Stader: ]ourn. f. Math. Bd. 46, S. 262. 1853. 

2) Whittaker and Watson: Modern Analysis § 22, 7· 
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wo u 2 = v ist, also 

oder 

_ fv{(cz #) ( c)z}-i 21}-- 4- h2 - v-2 dv 

c 
v--

2 (/}- y) = arccos -- ~i, 
(!':. - Jl) 

4 h2 

wo y eine Integrationskonstante ist, oder 

1 c ( c2 p, )! - =- + --- cos(2i}- 2y). 
r 2 2 4 h2 

Dies ist die Mittelpunktsgleichung einer Ellipse (wenn p, > 0) oder einer 
Hyperbel (wenn ,u < 0). Die Bahnen sind mithin Kegelschnitte, deren 
Mittelpunkt im Kraftzentrum liegt 1). 

2. n = -3· 
Die Zentralkraft ist 

p 
f(r) = r3, 

also wird die Gleichung der Bahnkurve 

fu{ (Jl ) ~-! 
'!9 = - c + h2 - 1 u2 J du. 

Ihre Integration ergibt 

u = A cos (k 1} + t:), wo k 2 -1 p 
- - h2' wenn 

~t = A ~of (k {J + ~-:), wo k 2 = p -1 h2 , wenn 

u=Aß+e, wenn 

,u -<h2 , 

Jl > h2' 

.u = h2, 

wo A und E in allen drei Gleichungen Integrationskonstanten bedeuten. 
Diese Kurven werden zuweilen als Cotessche Spiralen bezeichnet. Die 
letzte ist die reziproke Spirale 2). 

Im Zusammenhang mit den Kräften, die der dritten Potenz des Abstandes 
umgekehrt proportional sind, mag noch folgendes bemerkt werden: Sei 

r = /(fJ) 

die Bahn bei der Einwirkung einer auf den Ursprung hin gerichteten Zentral­
kraft P(r), dann kann die Bahnkurve 

r = f(k{}), 

1) Newton fand, daß, wenn eine nach einem festen Punkt gerichtete Kraft 
einen Körper auf einer Ellipse um diesen Punkt als Mittelpunkt führt, die Kraft 
dem Abstand proportional ist. Principia Buch I, § 2, Prop. X. 

Z) Newton: Principia Buch I, § 2, Prop .. IX; R. Cotes: Harmonia Mensu­
rarum S. 31, 98. 
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~ 

wo k eine beliebige Konstante ist, unter dem Einfluß einer Zentralkraft P(r) + 3 
. . r 

beschrieben werden, wo c eine Konstante ist. Dabei ist das Zeitintervall, in dem 
der Radiusvektor aus dem Kraftzentrum nach dem Massenpunkt von dem Wert 
r1 zu dem Wert r 8 übergeht, für beide Bahnen gleich groß. 

Denn es ist, wenn gestrichene Buchstaben ~ich auf die zweite Bahnkurve 
beziehen, 

Wählen wir daher die neue Konstante h' des Moments der Bewegungsgröße so, 
daß h' = hk wird (diese Gleichung beweist die oben behauptete Gleichheit der 
Zeitintervalle, denn sie läßt sich in der Form schreiben: dt'fr' 2 = dt/r2 ), so ist 

P' - P - h2 ( 1 - k2) 
- y3 I 

womit der Satz bewiesen ist. Man nennt ihn zuweilen Newtons Satz von den 
rotierenden Bahnen. 

Die Formen der Zentralbewegung, die zu 

n = 5, ), 0,- 4.- 5,- 7 

gehören, führen, wie wir sahen, auf elliptische Integrale. Kehren wir 
die Integrale um, so erhalten wir die Lösung in elliptischen Funktionen. 
Als Beispiel behandeln wir den Fall n = -5. 

Es sei p,u5 die auf das Zentrum der Anziehung hin gerichtete Kraft. 
Wir setzen voraus, daß dem Massenpunkt eine geringere Anfangs­
geschwindigkeit erteilt wird, als er haben würde, wenn er aus dem Unend­
lichen bis zum Anfangspunkt der Bewegung fallen würde, so daß seine 
Gesamtenergie 

negativ ist. Wir bezeichnen sie mit - ! )' . 
Die Energiegleichung 

und die Gleichung 

ergeben zusammen 

y2 + y2 f)2 - !!__ + )' = 0 
2r4 

y21} = h 

(!:!__)2 = _1.. y4 - y2 + _/!._ 
dt} h2 2 h2 • 

Führt man durch die Gleichung 

(p,)t 1 

r =: 2 h (e + i) l 
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die neue Veränderliche e an Stelle von r ein, so geht die Differential­
gleichung über in 

(~:Y=4(e+ ~)(e2 ~ ~ ~ ~ ~f:4). 
Die Wurzeln der quadratischen Gleichung 

(!2 ~ !!_ ~ 2_ ~ ,uy = 0 
3 9 2h4 

sind reell, wenn y positiv ist. Ihre Summe ist t. und die kleinere der 
beiden ist kleiner als - J. Bezeichnet man die größere der Wurzeln mit 
e1 , die kleinere mit e3 und - } mit e2 , so ist 

also 

e1 + e2 + e3 = 0 , 

el > e2 > ea, 

(de)2 
d{} = 4 (e ~ el) (e ~ e2) (e ~ ea) , 

(! = ~(ß. ~ c:) ' 

wo e eine Integrationskonstante bedeutet und die Funktion fiJ mit den 
Wurzeln ev e2, e3 gebildet wird. Also ist 

r = (~Y h{fiJ({} ~-~)--+ t}t · 
Nun ist r positiv und kann, wie aus der Energiegleichung folgt, 

4-

nicht größer als V__!!:_ sein. Daher ist fiJ(ß. ~ c:) +i-positiv reell undhat 
2y 

eine positive untere Grenze. Wenn aber e1 > e2 > e3 ist, so bleibt die 
Funktion fiJ({}- c:) reell und über einer endlichen unteren Grenze für 
alle reellen Werte von{} nur dann, wenn c: reell ist. Folglich ist e reell 
und kann gleich Null gesetzt werden, wenn {} von einer geeigneten 
Anfangsgeraden aus gerechnet wird. Daher ist 

( )
I 1 

r= ~ h{fiJ(tf)+ii 

die Gleichung der Bahnkurve in Polarkoordinaten1). 

Die Zeit kann aus der Gleichung 

t = -~jr2d{} 
oder 

f-l f d{} t~--- ----
~ 2 h3 fiJ({}) ~ e2 

1) Die Bahnkurven wurden diskutiert und klassifiziert von W. D. MacMillan: 
Amer. Journ. Math. Bd. 30, S. 282. 1908. 
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bestimmt werden. Die Ausführung dieser Integration ergibt für t die 
Gleichung 

ft h- s { 1 p' ( 1~) } 
t =- 2 (e2 - e1) (e2 - e3) !;(iJ) + 2 p-(ti}-e;;- + e2 {} ' 

wo !;(iJ) die Weierstraßsche Zeta-Funktion istl). 
Aufgabe 1. Man zeige, daß die Gleichung der Bahnkurve eines Massen-

punktes, der sich unter dem Einfluß einer anziehenden Zentralkraft ~ bewegt, 
die Form hat ro 

r = a sn ( K - Jl 1 :-k2 , k) 
oder 

a ( -~ ) --;- = k sn K- jlt +-k2 , k , 

vorausgesetzt, daß h2 > 4 f-l E > 0 ist, wo h das Moment der Bewegungsgröße 
um das Kraftzentrum und E der Überschuß der Gesamtenergie über die poten-
tielle Energie im Unendlichen ist. (Cambridge Math. Tripos, Part I. 1894.) 

Aufgabe 2. Ein Massenpunkt wird vom Nullpunkt mit konstanter Beschleuni­
gung f-l angezogen. Man zeige, daß der Radiusvektor r, das Argument {} und die 
Zeittals Funktionen eines reellen Hilfswinkels u dargestellt werden können durch 
Gleichungen von der Form 

r = g:J(iu + w1)- p(w2 +a), 

( ~ t t = i((w1 + iu) + up(w2 + a}- iC(w1), 

ei'~ = e-2iu((w,+a) a(wl + iu + w 2 j_- a) a(w1 - w 2 - a) 
a(w1 + iu- ro2 - a) a(w1 + ro2 + a) 

(Schonte.) 

Von besonderem Interesse sind die Punkte der Bahnkurve, in denen 
der Radiusvektor nach zeitweiligem Wachsen abzunehmen oder nach 
zeitweiliger Abnahme zu wachsen beginnt. Ein Punkt der ersteren Art 
heißt Apozentrum, ein Punkt der letzteren Art Perizentrum, beide ge­
meinsam Apsiden. Ist die Apsis kein singulärer Punkt der Bahn, etwa 
eine Spitze, so gilt dort dr 

d{)-=0. 

Diese Gleichung besagt, daß die Tangente der Bahnkurve auf dem Radius­
vektor senkrecht steht. 

Ist die Sonne das Kraftzentrum, so bezeichnet man Apozentrum 
und Perizentrum gewöhnlich als Aphel und Perihel. 

Aufgabe. Ein Massenpunkt wird von einem festen Punkt mit der Kraft 

fl I' 

r2 + -;3 
angezogen. Man zeige, daß der Winkel zwischen den Radienvektoren nach zwei 
aufeinanderfolgenden Apsiden die Größe 

:.Il 

Vt-~ 
hat, wo h die Konstante des Moments der Bewegungsgröße ist. 

1 ) Vgl. \Vhittaker and Watson: Modern Analysis § 20, 4. 
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§ 49. Bewegung nach dem Newtonsehen Anziehungsgesetz 1). 

Von den durch Kreisfunktionen lösbaren Problemen der Zentral­
bewegung, bei der die Kraft einer ganzen Potenz des Abstandes propor­
tional ist, bleibt noch der Fall n = - 2 zu untersuchen. Er ist von 
besonderer Bedeutung für die Himmelsmechanik, da nach dem all­
gemeinen Newtonsehen Gravitationsgesetz die gegenseitige Anziehung 
zweier Himmelskörper mit dem reziproken Quadrat ihres Abstandes 
variiert. 

I. Die Bahnkurven. 
Wir betrachten also die Bewegung eines Massenpunktes, der von 

einem festen, zum Koordinatenursprung gewählten Punkt mit der Kraft 
,u u 2 angezogen wird. Dabei ist u die reziproke Entfernung von dem festen 
Punkt. Der Massenpunkt möge in dem Bahnpunkt mit den Polar­
koordinaten c, IX eine Anfangsgeschwindigkeit von der Größe v0 haben, 
die mit c den Winkel I' einschließt, so daß das Moment der Bewegungs­
größe den Wert hat 

h = cv0 siny. 

Die Differentialgleichung der Bahnkurve ist 

Diese lineare 
hat das Integral 

d2 u P fl ---- + u = ----- = ~-----
d{}2 h2 u2 vöc2 sin2 y · 

Differentialgleichung mit konstanten Koeffizienten 

wo e und w Integrationskonstanten sind. Sie ist die Gleichung eines 
Kegelschnitts in Polarkoordinaten, dessen einer Brennpunkt im Ur­
sprung liegt, dessen Exzentrizität e ist, und dessen Halbparameter l 
durch die Gleichung 

ft 

gegeben wird. Die Konstante w bestimmt die Lage der Apsidenlinie 
und heißt Perihellänge. 

Daß der Brennpunkt des Kegelschnitts mit dem Kraftzentrum zusammen­
fällt, stimmt mit dem Hamiltonschen Satz iiberein. Denn dann ist das Lot auf 
die Polare des Kraftzentrums gleich dem Lot auf die Leitlinie und daher r pro-

1 
portional, so daß nach dem Satz von Rarnilton die Kraft proportional r 2 wird. 

Zur Bestimmung der Konstanten e und w als Funktionen der An­
fangswerte c, IX, ·y, v0 bemerken wir, daß zu Beginn der Bewegung 

1 du 1 
~9 = x, u =---;;, d{} = ----;;ctgy 

1) Newton: Principia Buch I, § 3, Prop. XI, XII, XIII. 
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ist. Führen wir diese Werte in die Gleichung der Bahnkurve und die aus 
ihr durch Differentiation nach {} abgeleitete ein, so folgt 

v~csin2 y = p, + p,ecos(lX- w). 
V~ C sin y COS y = f.t e sin ( lX - W) . 

Die Auflösung dieser Gleichungen nach e und w ergibt 

2 v6c2sin2y 2v~csin2r 
e = 1 + ----- ----~-·-~, p,2 p, 

- - p, ctg(lX- w) = + tgy c v5 sin r cos r . 
Ist der Kegelschnitt eine Ellipse, so bezeichnet man die große Halb­

achse gewöhnlich als die mittlere Entfernung a des Punktes. Es ist 
l 

a=1-e2' 

und nach Substitution der schon gefundenen Werte von l und e2 wird 

vö=~.t(~- ~). 
Diese Gleichung bestimmt a als Funktion der Anfangswerte. 

Die Zeit, die der Massenpunkt braucht, um die elliptische Bahn 
einmal zu durchlaufen, die Umlaufszeit, ist 

2 h X Flächeninhalt der Ellipse, 

da h die doppelte Flächengeschwindigkeit ist, mit der die Ellipse von 
. . . 2nab 

dem Radiusvektor überstrichen wird. Die Umlaufszeit Ist daher -C , 
wo b die kleine Halbachse bedeutet. Es ist aber 1 

1-- ·vp, h = V0 C sin y = f ftl = b ;,i , 

die Umlaufszeit also gleich 2nfa3fp,. Es ist üblich, die Größe p,ia-~ mit 
n zu bezeichnen; die Umlaufszeit wird dann 2nfn. n heißt mittlere 
Bewegung, da es der Mittelwert von ,~ für einen vollständigen Umlauf ist. 

Bertrand und Koenigs haben gezeigt, daß von allen Kraftgesetzen, bei denen 
die Kraft im Unendlichen verschwindet, das Newtonsehe Gesetz das einzige ist, 
dessen Bahnkurven sämtlich algebraisch sind, und zugleich das einzige, dessen 
Bahnkurven sämtlich geschlossen sind. 

Aufgabe. Man zeige, daß für eine mit dem reziproken Quadrat der Entfernung 
variierende abstoßende Kraft die Bahnkurve ein Hyperbelast is·t, für den das 
Kraftzentrum äußerer Brennpunkt ist. 

2. Die Geschwindigkeit. 

Wir betrachten nun den Fall, daß die Bahnkurve eine Ellipse ist; 
die Gleichung 
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stellt einen Zusammenhang zwischen der mittleren Entfernung a, der 
Geschwindigkeit v0 und dem Radiusvektor c im Anfangspunkt der Be­
wegung her. Da jeder Punkt der Bahn Anfangspunkt sein kann, läßt 
sich die Gleichung so schreiben 

v2 = # (~- ;) , 

wo v die Geschwindigkeit des Massenpunktes in einem Punkt mit dem 
Radiusvektor r ist. 

Ist die Bahnkurve eine Hyperbel mit der großen Halbachse a, so 
findet man entsprechend 

v2 = # (~ + !_) . ,. a 

Für eine Parabel lautet die Gleichung 

v2 = 2 #. 
r 

Daraus folgt, daß die Bahnkurve eine Ellipse, Parabel oder Hyperbel 

ist, je nachdem v~ ~ 2-1!_ ist, d. h. ie nachdem die Geschwindigkeit zu Be-
c 

ginn der Bewegung kleiner ist als die infolge eines Falles aus der Ruhelage 
im Unendlichen in die Anfangslage erreichte, gleich dieser Geschwindigkeit 
oder größer als sie ist. 

Weiter läßt sich zeigen, daß die Geschwindigkeit in jedem Punkte der 

Bahn in eine Komponente ~ senkrecht zu dem Radiusvektor und in eine 
ue . 

Komponente 7; senkrecht zur großen Achse des Kegelschnittes zerlegt 

werden kann, daß also diese beiden Komponenten konstant sind. 
Denn es sei S das Kraftzentrum, P der Ort des Massenpunktes, 

G der Schnittpunkt der Normalen des Kegelschnittes in P mit der großen 
Achse, GL das Lot aus G auf SP, SY das Lot ausSauf die Tangente in P. 
Dann stehen die Seiten des Dreiecks SPG offenbar senkrecht auf der 
Geschwindigkeit und auf den Komponenten der Geschwindigkeit in 
den beiden angegebenen Richtungen. Daher ist die Komponente senk­
recht zum Radiusvektor 

v-SP h·SP h h # 

PG SY · PG PL h 
und die Komponente senkrecht zu der Achse gleich der Komponente 
senkrecht zum Radiusvektor multipliziert mit SGfSP, also gleich e#fh. 
Damit ist die Behauptung bewiesen. 

Aufgabe 1. Man beweise, daß bei elliptischer Bewegung nach dem Newton­
sehen Gesetz die Projektionen zweier Geschwindigkeiten auf die äußere Winkel­
halbierende der zugehörigen Radienvektoren gleich sind und daß die Summe 
der Projektionen auf die innere Winkelhalbierende gleich der Projektion einer 
Strecke konstanter Länge und Richtung ist. (Cailler.) 
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Aufgabe 2. Man beweise, daß bei elliptischer Bewegung nach dem Newton­
sehen Gesetz das über einen vollen Umlauf genommene Integral fTdt, wo T die 
kinetische Energie bedeutet, nur von der mittleren Entfernung, nicht von der 
Exzentrizität abhängt. (Grinwis.) 

Aufgabe 3. In einem bestimmten Punkt einer Ellipsenbahn, die unter der 

Einwirkung der Kraft 1~ durchlaufen wird, erleidet die Konstante f~ plötzlich eine 
I' 

geringe Änderung. Man beweise, daß der Punkt ein Endpunkt der kl~inen Halb­
achse sein muß, wenn die Exzentrizitäten der ursprünglichen und der neuen Bahn­
kurve übereinstimmen sollen. 

3. Die Anomalien bei elliptischer Bewegung. 

Beschreibt ein Massenpunkt eine Ellipse unter der Einwirkung einer 
Zentralkraft im BrennpunktS, so wird der Winkel ASP, wo A die dem 
Brennpunkt nächstgelegene Apsis bedeutet, als die wahre Anomalie {} 
des Massenpunktes in P bezeichnet. Der zu dem Punkt P gehörende 
exzentrische Winkel ASQ, wo Q der dem Ellipsenpunkt Pentsprechende 
Punkt auf dem Hilfskreis mit einer der Halbachsen ist, heißt die exzen­
trische Anomalie u des Massenpunktes in P. Wenn n die mittlere Be­
wegung und t die Zeit bedeutet, in der der Bogen AP durchlaufen wird, 
so heißt die Größe n t die mittlere Anomalie des Massenpunktes in P. Wir 
suchen nun den Zusammenhang zwischen den verschiedenen Anomalien. 

Die Beziehung zwischen {f und u ergibt sich folgendermaßen: 
Es ist l 

-=1+ecos{} 
r 

und r = a - e x, wo x die rechtwinklige Koordinate von P in bezug auf 
den Mittelpunkt der Ellipse als Nullpunkt bedeutet, oder 

r = a (1 - e cos u). 
Daraus folgt 

(1- ecosu) (1 + ecos{}) = 1- e2 • 

Diese Gleichung kann in der From geschrieben werden 

u (1 - e)l 1) 
tg2 = 1 + e tg2 

oder . (1 - e2)l sin {} 
s1n u = · -· --···--. 

1 + e cos{} 
Die Beziehung zwischen u und n t erhält man so: 
Es ist 

t = h2 X Flächeninhalt ASP= _2_b !!_X Flächeninhalt ASQ na a · 

= - 2 2 (Flächeninhalt ACQ- Flächeninhalt SCQ), 
na . 

wo C der Mittelpunkt der Ellipse ist, 

2 {a2 a2 e . } 
= näi Tu- 2smu • 
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also endlich 
n t = u - e sin u . 

Dies ist die sogenannte Keplersche Gleichung. 
Ein Nomogramm für die Auflösung dieser Gleichung ist von H. Chretien 

beschrieben worden: Assoc. Franc;. Congr~s Reims 1907, S. 83. Die Lösung durch 
Reihenentwicklung ist von vielen Autoren behandelt; eine bedeutendeneuere Arbeit 
über diesen Gegenstand ist von Levi-Civita: Atti della R. A cc. dei Lincei, Rendieanti 
(5) Bd. 13, S. 260. 1904. 

Endlich ergibt sich die Beziehung zwischen {} und nt aus 

n t = u - e sin u . 

Ersetzt man u durch seinen Wert als Funktion von {}, so wird 

_ . J_( 1 - e2)t sin {}} e ( 1- e2)! sin {) 
nt- arcsm l 1 + e cos{} - -1+ecos# 

die gesuchte Beziehung, die die Zeit als Funktion der wahren Anomalie 
{} des Massenpunktes darstellt. 

Eine auf geometrischen Überlegungen beruhende Berechnung der wahren 
Anomalie aus der mittleren fand sich unter Newtons unveröffentlichten Auf­
zeichnungen, 

Aufgabe 1. Man beweise, daß 

~ 1 . 
1t = nt + 2..:::;..;--; I,(re) smrnt 

r =I 

ist, wo I, die Besselsche Funktion yter Ordnung bezeichnet 1 ). 

Es ist nämlich 

1 d 1t 

ndt 1- ecosu 
2;-r 

1 f d (nt). =- --------·-·-··-···-· 
2n 1- ecostt 

0 

2=t" 00 2n 

1 J """'cosrnt { . = 2n du+..:::;..;-------;;--·. cos{r(u-esmtt)}dtt 

o r =I o 

= 1 + 2 2; I,(re) cosrnt 3 ). 

r=l 

Die Integration liefert das gewünschte Ergebnis. 
Aufgabe 2. Man beweise, daß 

{) = n t + 2 e sinnt + l e2 sin 2 n t + . . . 

1) Diese Reihenentwicklung wird gewöhnlich nach Bessel benannt, obwohl 
sie schon von Lagrange stammt: Oettvres Bd. IJI, S. 130. 

2) Fouriersehe Reihenentwicklung, vgl. Whittaker and Watson: Modern 
Analysis Chapt. 9· 

3) Ebenda Chapt. 17. 
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Aufgabe 3. Man zeige, daß bei hyperbolischer Bewegung nach dem Newton­
sehen Gesetz 

tl-ta~t=log{(e+ tJ!cosiil- (e __ -t)lsintD}+e(e~- t)l sinil 
(e + t)! cos t D + (e- 1}! sin t il 1 + e cos {} 

und daß bei parabolischer Bewegung 

(-z"; 3Yt= tg ~ + + tga ~· 
ist, wo p den Abstand des Brennpunkts vom Scheitel bedeutet. 

Aufgabe 4. Man beweise, daß bei elliptischer Bewegung nach dem Newton­
sehen Gesetz die Summe der vier vom Perihel aus gemessenen Zeiten bis zu den 
Schnittpunkten der Ellipse mit einem Kreise konstant ist für alle konzentrischen 
Kreise und konstant bleibt, wenn der Mittelpunkt des Kreises parallel zur großen 
Achse verschoben wird. (Oekinghaus.) 

4. Der Satz von Lambert. 
Lambert bewies 1761, daß bei elliptischer Bewegung nach dem 

Newtonsehen Gesetz die Zeit, in der ein Bogenstück durchlaufen wird, 
nur von der großen Achse, der Summe der Abstände des Kraftzentrums 
von dem Anfangs- und Endpunkt und von der Länge der Verbindungs­
sehne dieser letzteren beiden Punkte abhängt. Durch diese Bestim­
mungsstücke ist die Zeit daher festgelegt, unabhängig von der Gestalt der 
Ellipse 1). 

u und u' mögen die exzentrische Anomalie im Aniangs- und End­
punkt der Bewegung bedeuten. Dann ist 

n X Durchlaufungszeit = u' - e sin U 1 
- (u - e sin u) 

1 . U1-U U1+u 
= (tt - u) - 2 esm ----- cos · ---. 

2 2 

Bezeichnet nun c die Länge der Sehne, r und Y1 die Radien­
vektoren, so ist 

r+rl 1 u+u1 U 1-U 
= 1 - e cos u + 1 - e cos u = 2 - 2 e cos ~--- cos- ~ 

und 

also 

a 2 2 

c2 = a2 (cos U 1
- cos u) 2 + b2 (sin U 1 - sin u) 2 

Daher ist 

. u' - u ( u + U 1
) = 4a2 sm2 -·-- 1- e2 cos2 ----

2 2 ' 

c . U 1
- u ( u + u')! - = 2 sm --- 1 - e2 cos2 ----- • 

a 2 2 

r + r' + c {U1
- u ( u + U1

)} ___ a ___ = 2 - 2 cos --2- + arccos e cos - 2 --

1) Lamberts ursprünglicher Beweis war geometrisch und synthetisch; der 
Satz wurde verallgemeinert und analytisch bewiesen von Lagrange: Oeuvres de 
Lagrange Bd. IV, S. 559- 1778. 
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und 
r + r' - c { u' - u ( u + u')} _a ___ = 2 - 2 cos - ~-2- + arccos e cos - 2- , 

. 1 (r + r' + c)i u' - u ( u + u') 2arcsm 2 ···--a,-~ = 2 - + arccos ecos-2--

und 
1 (r + r'- c)i u'- u (. u + u') 2 arcsin 2 ~--a~- = - ~-2- + arccos e cos~-2~- . 

Führt man die Größen IX und ß ein durch die Gleichungen 

. lX _! (r + r' + c)l sin f = _! (r + r'- c)i 
sm2 = 2 a ' 2 2 a ' 

so folgt aus den vorangehenden Gleichungen 

lX+ß u+u' 
cos~~- = e cos---. 

2 2 
lX- ß = u'- u, 

Daher ist endlich 

n X Durchlaufungszeit =IX- ß- 2cos lX + ß sin lX- ß 
2 2 

= (lX - sin lX) - (ß- sinß). 

Dies ist der Satz von Lambert. 
Aufgabe 1. Man untersuche den Grenzfall, daß die kleine Halbachse ver­

schwindet, die Bewegung also geradlinig wird. 
Aufgabe 2. Welche Form nimmt der Lambertsche Satz für parabolische 

Bewegung an ? 
Um diese Frage zu entscheiden, lassen wir den mittleren Abstand a sehr 

groß, die Winkel a, fl also sehr klein werden. Dann wird der Satz von Lambert 
näherungsweise: 

aa- pa 
gesuchte Zeit = ~ 

= ( ~) i i { ( r + :' + c) ~ _ ( r + ~- c) ~} 
= ~ {<r + r' +eH- (r + r'- c)~}. 

6!' 

Damit hat man die gesuchte Form2). 
Aufgabe 3. Man leite den Lambertschen Satz für parabolische Bewegung 

direkt aus den Formeln für die parabolische Bewegung her. 

1) Man beachte, daß in dem Lambertschen Satz durch das Auftreten der 
Wurzeln ein Vorzeichen unbestimmt bleibt. Der Leser wird ohne Schwierigkeit 
entscheiden können, welches Vorzeichen einer gegebenen Anfangs- und Endlage 
entspricht. 

2) Dies Resultat gab Euler in seiner Determinatio Orbitae Cometae A nni 1742 
( 1 74 3 ), ehe Lambert den allgemeinen Satz veröffentlichte. 

Whittaker, Dynamik. 7 
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§ 50. Das Feld einer Zentralkraft und das Feld einer 
Parallelkraft in ihrer Wechselbeziehung. 

Befindet sich bei der Zentralbewegung das Kraftzentrum in großer 
Entfernung von dem betrachteten Teile des Kraftfeldes, so wirkt die 
Zentralkraft in den verschiedenen Lagen des Massenpunktes nahezu 
in gleicher Richtung. Im Grenzfall eines unendlich entfernten Kraft­
zentrums ergibt sich so das Problem der Bewegung eines Massenpunktes 
in dem Felde einer Parallelkraft. 

Für die Untersuchung dieses Problems führen wir in der Ebene der 
Bewegung rechtwinklige Achsen Ox, Oy ein derart, daß Ox der Kraft­
richtung parallel ist. X(x) sei die Größe der Kraft, die von y unab­
hängig sei. Die Bewegungsgleichungen lauten 

x =X (x), y = o, 
so daß die Bewegung dargestellt wird durch die Gleichung 

z 

t = ay + b = j{2jX(x) dx + c}-!dx + l, 
wo a, b, c, l Integrationskonstanten sind. Ihre Werte bestimmen sich 
aus den Anfangsbedingungen, d. h. den Anfangswerten von x, y, i, y. 

Läßt sich so einerseits die Bewegung in dem Feld einer Parallel­
kraft als Grenzfall der Zentralbewegung behandeln, so genügt anderseits 
die Lösung jenes spezielleren Problems, um die des allgemeineren an­
geöen zu können. Denn wenn ein Massenpunkt von einer Zentralkraft 
der Größe P im Koordinatenursprung angezogen wird, sind die Be­
wegungsgleichungen 

.. px 
x=- ;· 

.. p y 
y=- -. 

r 

Das Moment der Bewegungsgröße des Massenpunktes um den 
Ursprung hat den konstanten Wert xy- yi = h. Wir führen neue 
Koordinaten X, Y ein vermöge der linearen Transformation 

X X Y=_! 
= y' y 

und definieren eine weitere neue Veränderliche T durch die Gleichung 

T =I' dt . 
• y2 

Dann ist 

~-~ = :t (~) :: = (~- :~)y2 = -h, 

~~ = :t (D :~ =- ; 2 yz =- y. 
daher 
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Wenn T als die Zeit gedeutet wird, so besagen diese Gleichungen, 
daß ein Massenpunkt mit den Koordinaten X, Y sich so bewegt, als wirkte 

Pya 
auf ihn eine Kraft parallel zur Y-Achse von der Größe - --. Da man 

r 
aus der Lösung dieses transformierten Problems die Lösung des ursprüng­
lichen ableiten kann, so folgt, daß sich das Problem der Zentralbewegung 
auf das Problem der Bewegung in dem Feld einer Parallelkraft zurück­
führen läßt. 

Aufgabe 1. Man zeige, daß ein Massenpunkt, der einzig der Schwere unter­
liegt, eine nach unten geöffnete Parabel mit senkrechter Achse beschreibt. 

Aufgabe 2. Man zeige, daß die Größe der zur x-Achse parallelen Kraft, unter 
deren Einwirkung die Kurve f(x, y) = 0 durchlaufen werden kann, ein konstantes 
Vielfaches der Größe 

(jf__)-3{- ~1 (a')2+ 2 _i!j_ a1 jj__ _ ö2f (jf__)2} 
OX ox2 oy ox oy OX oy iJy 2 ox 

sein muß. 
Aufgabe 3. Beschreibt ein Massenpunkt in dem Feld einer Parallelkraft bei 

beliebigen Anfangsbedingungen stets einen Kegelschnitt, so ist die Kraft der dritten 
Potenz des Abstandes von einer Geraden senkrecht zur Kraftrichtung umgekehrt 
proportional. 

§ 51. Der Satz von Bonnet. 
Wir untersuchen nun die Bewegung eines Massenpunktes, der von 

mehreren Kraftzentren gleichzeitig angezogen wird. Die Lösung für 
unendlich viele Bewegungsprobleme dieses Typus ergibt sich aus dem 
folgenden Satze von Bonnetl): 

Wenn eine gegebene Bahnkurve unter dem Einfluß jedes einzelnen 
von n gegebenen Kraftfeldern beschrieben werden kann, wobei die Geschwin­
digkeit in einem beliebigen Punkt P der Bahn bzw. v1, v2, ••• , vn ist, so 
kann dieselbe Bahn beschrieben werden unter der Wirkung desjenigen 
Kraftfeides, das sich aus der Überlagerung aller n Kraftfelder ergibt, wobeidie 
Geschwindigkeit in dem Punkt P nunmehr gleich (vi + v§ + ... + v;;)i ist. 

Wir nehmen an, dem durch Überlagerung der einzelnen Kraftfelder 
entstandenen Kraftfeld müßte noch eine Zusatzkraft R senkrecht zur 
Bahnkurve hinzugefügt werden, damit der ::VIassenpunkt die betreffende 
Bahnkurve beschreibt. Er gehe von einem Bahnpunkt A aus derart, daß 
das Quadrat der Geschwindigkeit in A gleich der Summe der Quadrate 
der Geschwindigkeiten ist, die der Massenpunkt an der Stelle A unter der 
Wirkung der einzelnen Kraftfelder hat. Vergleicht man die Energie­
gleichung dieser Bewegung mit der Summe der Energiegleichungen der 
n ursprünglichen Bewegungen, so erweist sich die kinetische Energie 
als Summe der kinetischen Energien der ursprünglichen Bewegungen. 
Das bedeutet aber, daß die Geschwindigkeit in einem willkürlichen 
Punkt P gleich (vi + v~ + ... + v7,)~ ist. 

1) J ourn. de math. Bd. 9, S. 113. 1844; und Note IV von Bd. II der letzten 
Auflage von Lagranges Mtc. A ltal.; Oeuvres de Lagrange Bd. XII, S. 353. 

7* 
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Die Kraft in Richtung der Normalen der Bahnkurve ist daher 

''+ 2+ + 2 m Vi v2 . . . Vn = FI + F2 + ... + Fn + R. 
(! 

wo m die Masse des Punktes, e den Krümmungsradius der Bahn, 
F 1, F 2, ••• , Fn die Normalkomponenten der ursprünglichen Kräfte im 
Punkte P bedeuten. 

Da aber 
9 2 2 

mvi_F mv2 mvn=F 
(! - I• 0 =F2, ... , (! n 

ist, muß die Zusatzkraft R = 0 sein. Die gegebene Bahn ist mithin eine 
mögliche Bahnkurve des durch Überlagerung der ursprünglichen Kraft­
felder entstandenen Kraftfeldes. 

Aufgabe. Man zeige, daß ein Massenpunkt eine Ellipse durchlaufen kann, 
wenn in Richtung auf die Brennpunkte die Kräfte wirken 

r 3 + 8 a 3 r'3 + 8 a 3 

fl 8a3r2 und fl ~i2· 

Die Behauptung folgt unmittelbar aus dem Satz von Bannet, wenn man berück· 

sichtigt, daß die gegebenen Kräfte gleichwertig sind mit den Kräften ~ bzw. f;2 
in Richtung auf die Brennpunkte zusammen mit einer Kraft 4ft 3 X Abstand in 
der Richtung nach dem Mittelpunkt der Ellipse. a 

§ 52. Bestimmung des allgemeinsten Kraftfeldes, in dem 
eine gegebene Kurve oder Kurvenschar beschrieben werden 

kann. 

Die Gleichung einer Kurve sei 

r]J (x, y) = c. 

Faßt man die Konstante c als Parameter auf, so stellt die Gleichung 
eine Kurvenschar dar. Unter der Voraussetzung, daß die Kraft allein 
von der Lage des Massenpunktes abhängt, soll das allgemeinste Kraftfeld 
bestimmt werden, in dem die gegebene Kurvenschar eine Schar möglicher 
Bahnkurven des Massenpunktes darstellt. 

Der Massenpunkt habe die Geschwindigkeit v, die auf die Massen­
einheit ausgeübte Kraft die Komponenten X, Y in Richtung der 
Koordinatenachsen. Da alsdann die Tangential- bzw. Normalkompo-

cl B l . l . h 1 dv2 v2 . 
nente er esch eumgung g e1c --d bzw. - 1st, so ergibt sich 

2 s e 
X - - v2 n. (m2 ..1>2) -t- !_ dv2 n. (rr.2 m2) -t 

- '~'x 'Y3: + 'lf:y. d 'Yy 'Yx + '~'11 • e 2 s · 

Y -- v2 m (m2 m2)-i !_ dv2 
rli. (m2 r1o2)-! 

- '~'y '~'x + '~'y + d 'Yx 'I'X + 'Y., · e 2 s · 
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1 
Wird für sein Wert 

eingesetzt, so folgt 

1>; lj)xx - 2 1>., lj)'l 1>.,11 + ~ f/)'1111 
(~+ qJ~)i 

X= _ lj) 2 ~ 1>.,., - 2 lj)x tPy tPxv + ~ 1>11'11 _ !_ dv2 lj) (cJft.. l}>':,) -l 
x V ( ~ + ~)2 2 ds II "' + 11 

d 
Führt man v2 = - u ( (].)~ + ~) ein und ersetzt ds durch 

(1>~ + cJ>t) -1 ( tPx a: - tPy a~)' 
so geht die Gleichung über in 

1 du 
X= U (tP., 1>1111 - W'l tPx11) +- 1>11 -d (cp; + ~)i. 

2 s 

Nun ist u willkürlich, da es von der Geschwindigkeit abhängt, mit 
der die gegebenen Bahnkurven durchlaufen werden. Da X, Y Funktionen 
der Lage des Massenpunktes sein sollen, kann u als willkürliche Funktion 
von x, y angenommen werden. Es ist daher 

X= u (1>., lj)llll- lj)l/ tPX'I/) +! cp" (tP.,Uy- tPyU:r;) 
und entsprechend 

Y = U (tPy tPxx- tPx tPX'I/) +! t/Jx (t/J11 u"- tPxuy), 

wo u eine willkürliche Funktion von x, y ist. Diese Darstellung des 
Kraftfeldes, in dem eine gegebene Kurvenschar eine Schar möglicher 
Bahnkurven ist, wurde zuerst von Dainelli angegeben 1). 

Aufgabe 1. Man zeige, daß ein Massenpunkt eine gegebene Kurve unter der 
Einwirkung willkürlicher Kräfte P1 , P 2, • • • nach gegebenen festen Punkten 
durchlaufen kann, wenn diese Kräfte den Gleichungen 

~ ~ !:___ (PkPie) = 0 "'f- pk ds rk 

genügen; darin ist rk der Radiusvektor vom kten gegebenen festen Kraftzentrum, 
Pk das Lot aus ihm auf die Tangente und e der Krümmungsradius der gegebenen 
Bahn kurve. 

Die Tangential- bzw. Normalkomponente der auf den Punkt wirkenden 
Kraft ist nämlich 

Aus der Gleichung 
dv 2 d 

2 T = ---;JS = di (e N) 

folgt daher ""'{z P drk + ..!_ (P ePk)} = 0 .of' k ds ds k rk 

1) Giornale di l'vlat. Bd. 18, S. 271. 1880. 
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oder 

Aufgabe 2. Ein Massenpunkt kann eine vorgeschriebene Kurve unter der 
Wirkung jeder beliebigen der gegebenen Kräfte <[>1, <1>2, • • • durchlaufen, die in 
gegebenen (verschiedenen) Richtungen wirken. Damit dieselbe Kurve unter der 
vereinten Wirkung von Kräften F 1, F 2, ••• durchlaufen wird, deren Richtungen 
mit denen von t[>1 , t[>2, • • • zusammenfallen, muß die Bedingung erfüllt sein 

2'cktf>kd(~k) =0, 
k k 

wo ck die Sehne des Krümmungskreises der Kurve in Richtung von tf>k bedeutet. 
(Curtis.) 

Aufgabe 3. Ein Punkt bewegt sich in einem zweidimensionalen Kraftfeld 
mit der Potentialfunktion V. Man zeige, daß eine Kurve konstanten Potentials 
eine mögliche Bahnkurve ist, wenn V der Gleichung genügt: 

_ {oW (oV)2 o2V oV oV ()2V (CIV)2} {(CIV)2 (c9v)2l.2 0-f(V) -~ - -2----+-- + - -I--ox2 oy oxoy ox oy oy2 OX ox ' oy f. 

§ 53. Das Problem der zwei Anziehungszentren. 

Im allgemeinen kann man die Gleichungen der Bewegung eines 
Massenpunktes in einer Ebene unter der Einwirkung willkürlicher Kräfte 
nicht durch Quadraturen lösen. Neben dem Problem der Zentral­
bewegung ist das bekannteste lösbare Problem dieser Art das Problern 
der zwei Anziehungszentren: die Bewegung eines Massenpunktes in einer 
Ebene zu bestimmen, der nach dem Newtonsehen Gesetz von zwei 
festen Punkten der Ebene angezogen wird. Euler entdeckte die Lösbar­
keit des Problems1). 

Der Abstand der beiden Kraftzentren sei 2 c, der Mittelpunkt ihrer 
Verbindungslinie der Ursprung, die Verbindungslinie selbst die x-Achse. 
Die Koordinaten der beiden Zentren sind demnach (c, 0) und (- c, 0). 
Der Punkt, dessen Masse 1 sei, hat dann die potentielle Energie 

V=_ ,u{(x _ c)2 + yz}-t _ ,u'{(x + c)2 + y2}-t, 

wo die Konstanten ,u, ,u' ein Maß für die anziehende Kraft der beiden 
Zentren sind. 

Wirkt eines der beiden Kraftzentren allein, so ist jede Ellipse oder 
Hyperbel, die die beiden Kraftzentren zu Brennpunkten hat, eine mög­
liche Bahnkurve. Nach dem Satz von Bonnet ist demnach jede dieser 
konfokalen Ellipsen oder Hyperbeln auch dann eine mögliche Bahnkurve, 
wenn beide Zentren gleichzeitig wirken. Daher empfiehlt es sich, die 
Lage des Massenpunktes durch sogenannte elliptische Koordinaten~. tj 

1 ) Euler: JYUm. de Berlin 1760, S. 228; Novi Comm. Petrop. Bd. 10, S. 207. 
1764; Bd. 11, S. 152. 1765; Lagrange: .'Vlem. de Turin Bd. 4, S. 118, 215. 
1766-69, oder Oeuvres Bd. II, S. 67. 
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darzustellen, die mit den rechtwinkligen Koordinaten x, y zusammen­
hängen durch die Gleichungen 

x = c Q:oj ~ cos 1J , y = c 6\n ~ sin 1J • 

Die Gleichungen ; = konst., 'YJ = konst. stellen dann die konfokalen 
Ellipsen bzw. Hyperbeln dar, deren .Brennpunkte die beiden Kraft­
zentren sind. Sie bilden eine spezielle Schar von Bahnkurven. 

Die potentielle Energie wird als Funktion von ~. 'f} 

V= - ___ !!'___ - t-t' 
C (Q:oj;- COS'f}) C (Q:of ~ + COS 'f})' 

während die kinetische Energie T gegeben ist durch die Gleichung 

T= !x2 + !y2 

= c2 (Q:oj2 ~ - cos21J) (i2 + ~2) . 
2 

Offenbar ist das Problem vom Liouvilleschen Typus (§ 43), kann 
daher nach den dafür entwickelten Methoden integriert werden. Die 
Lagrangesche Gleichung für die Koordinate ~ ist 

a . . av 
c2 di {(Q:of2 ~- cos217);}- c2[of; 6\n ~ W + ~2) = - ß~ 

oder 
d 0 • 0 

c2 dt {(Q:o[2 ~- cos2 'Y/) 2 ~2}- 2c2 [oj ~ 6in ~ (Q:oj2 ~- cos21JH (~2 + ~2) 
. av 

= - 2 (Q:o)2 ~ - COS2 1]) ~ ---ai 

oder unter Benutzung der Energiegleichung T + V= h: 

d ' 
c2 _ { (Q:of2 ~ _ COS21J )2 ~2} 

dt 
. av · . a 

= -2 (Q:o\2 ~- cos217) ~ -0~ + 2 (h- VH 2~ (Q:of2;- cos217} 

.() 
= 2 ~ B{ {(h- V) (Q:of2 ~- cos2 'YJ)} 

= 2 ~ -!t {h([oj2~- COS21J) + ft (Q:of ~ + COS'I)) + p,' (Q:oj ~- COS1))} 
0~ ' c ' c 

= 2 }_ (h Q:oj2 ~ + ft + ,J [of ~) . 
dt c 

Die Integration ergibt 

c2 . + ' 
2 (Q:of2~- cos211)2;2 = h [of2; + !!~[of ~- r, 

wo y eine Integrationskonstante ist. 
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Zieht man diese Gleichung von der Energiegleichung ab, die sich 
in der Form schreiben läßt 

c2 . 
2 ([of2~ _ cos2'i])2(~2 + ~2) 

= h ([of2 ~- cos2 'tl) + ,u (~of ~ + cos'tl) + ,u' ([of ~- cos17), 
c c 

so folgt 
c2 '- ,u 
- ([of2 ~- COS2 'i]) 2 ~2 = -hcoS2'i]- _,U __ COS'i] + y. 
2 c 

Durch Elimination von dt zwischen diesen Gleichungen ergibt sich 

(d~)2 (d'i])2 

+ I ,1-,u 
h [of2 ~ + L___l!_ [of ~ - y - h cos2 'i7 - --cos fJ + y 

c c 

Nach Einführung einer Hilfsveränderlichen u ist daher 

!{ + ' }-! u = h[of2 ~ + L-!-[of ~- y d~, 

u = f {- h cos2 'i] - ,u' ~ ,u cos 1] + r r! d'i] . 

Die Integrale sind elliptisch, also lassen sich ~. fJ als elliptische Funk­
tionen des Parameters u darstellen, etwa in der Form 

~ = x(u)' 'i7 = 9?(u). 

Durch diese Gleichungen, in denen die elliptischen Koordinaten ~. fJ 
als Funktionen eines Parameters u erscheinen, ist die Bahnkurve des 
Massenpunktes bestimmt!). 

§ 54· Bewegung auf einer Fläche 2). 

Wir betrachten nun die Bewegung eines Massenpunktes unter der 
Einwirkung beliebiger Kräfte, wenn der Punkt gezwungen ist, auf einer 
glatten Fläche zu bleiben. 

Die auf den Massenpunkt wirkende äußere Kraft, zu der wir die 
Zwangskraft, die ihn aut der Fläche hält, nicht rechnen, soll in Richtung 
fester rechtwinkliger Koordinatenachsen die Komponenten X, Y, Z 
haben. Der Massenpunkt habe an der Stelle (x, y, z) die Geschwindigkeit 
V; s sei der Bogen, e der Krümmungsradius seiner Bahnkurve, X der 

1 ) Einige Verallgemeinerungen des Problems der zwei Gravitationszentren 
finden sich in einer Abhandlung von Hiltebeitel: Amer. ]ourn. Math. Bd. 33, 
s. 337. 191 f. 

2) Die früheste Untersuchung einer Bewegung auf einer Fläche ist Galileis 
Untersuchung der Bewegung eines schweren Massenpunktes auf einer schiefen 
Ebene. Die Bewegung eines schweren Massenpunktes auf einem wagerechten Kreis 
einer Kugel wurde von Huygens untersucht: Horologium osciUatorium 1673-
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Winkel der Hauptnormalen der Bahn mit der Flächennormalen; Ä, fl, Y 

mögen die Richtungskosinus der in der Tangentialebene gelegenen 
Bahnnormalen zur Zeit t bedeuten. Die Masse des Punktes sei eins. 

Die Beschleunigung des Massenpunktes setzt sich zusammen aus 
einer Komponente v dvfds in Richtung der Tangente und einer Kom­
ponente v2fe in Richtung der Hauptnormalen der Bahnkurve. Die 
letztere läßt sich ihrerseits zerlegen in eine Komponente (v21e) sin X 
in Richtung der Geraden mit den Richtungskosinus l, p,, Y und in 
(v2fe) cosx in Richtung der Flächennormalen. Daher bestehen die 
Bewegungsgleichungen 

(A) v dv = X dx + y dy + z dz , 
ds ds ds ds 

(B) ( : 2
) sin X= X Ä + Y p, + Z Y. 

Mit der Flächengleichung zusammen reichen sie zur vollständigen 
Bestimmung der Bewegung aus. Denn aus der Flächengleichung läßt 
sich z als Funktion von x und y bestimmen, so. daß mit Hilfe dieses 
Ausdrucks alle Größen in den Gleichungen (A), (B) sich als Funktionen 
von x, y, .X, y, .i, y darstellen lassen. Die Gleichungen (A), (B) werden 
so ein Differentialgleichungssystem vierter Ordnung zur Bestimmung 
von x und y als Funktionen von t. 

Sind die wirkenden Kräfte konservativ, so ist die Größe 

-X dx - Y dy - Z dz 

das Differential einer Potentialfunktion V(x, y, z). Daher läßt sich die 
Gleichung (A) integrieren und ergibt die Energiegleichung 

i v2 + V(x, y, z) = c, 

wo c eine Konstante ist. Führt man den so gewonnenen Wert von v2 

in die Gleichung (B) ein, so ergibt sich 

2 (c- V) sm X =X Ä + Y ft + Z Y. 
(} 

Dies ist (nach Elimination von z mit Hilfe der Flächengleichung) 
eine Differentialgleichung zweiter Ordnung in x und y für die Bahn­
kurven auf der Fläche. 

Im allgemeinen lassen sich die Differentialgleichungen der Bewegung 
auf einer Fläche nicht durch Quadraturen integrieren; in zwei Fällen 
jedoch läßt sich das Problem so formulieren, daß in anderem Zusammen­
hang gewonnene Ergebnisse hier verwertet werden können. 

1. Kräftefreie Bewegung, 
Wirken keinerlei äußere Kräfte auf den Massenpunkt, so ergibt die 

Gleichung (B) : X = 0, d. h. die Bahnkurve ist eine geodätische Linie der 
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Fläche1). Aus dem Energieintegral folgt, daß die geodätische Linie mit 
konstanter Geschwindigkeit durchlaufen wird. 

Aufgabe. Ein Punkt bewegt sich kräftefrei auf einer ruhenden glatten Regel­
fläche, deren Striktionslinie die z-Achse ist, und deren Erzeugende im Punkte z 
die Richtungskosinus 

. z . . z 
stn~ cos-, 

m 
sm~ sm-, 

m 
cos~ 

hat. Man bestimme die Bewegung. 
Bedeutet v den längs der Erzeugenden gemessenen Abstand des Flächen­

punktes (x, y, z) von der Striktionslinie, die die Erzeugende im Punkte (0, 0, Cl 
schneiden möge, so ist 

. ;; 
x = v stn~ cos- , 

m 
. . c; 

y =v sm~ sm-, 
m 

Der Massenpunkt hat die kinetische Energie 

1 
T = 2 (x2 + y2 + z2). 

z =!; + v cos~. 

1 ( . v2 • . ) 
=- v2+!;2 ----.sin2 ~+?;2 +2Cvccs~. 

2 m-

Die Koordinaten v, ,. kö_nnen als Lagenkoordinaten des Massenpunktes gewählt 
werden. Die Koordinate !; ist offenbar zyklisch; ihr entspricht das Integral 
iJT 
-. = k, wo k konstant ist, oder 
iJ!; 

( v2 ) . 
m 2 sin2 ~ + 1 {; + v cos~ = k. 

Das Energieintegral ist 
T = h, 

wo h konstant ist. Die Elimination von C zwischen den beiden Integralen ergibt 

v2 (v 2 + m2 ) = 2 h v2 + (2 h - k 2) m2 ...,.-1 - . 
sm2 ~ 

Wenn v zu Beginn der Bewegung genügend groß gegen C ist, so wird 
(2h- k2 ) > o. Machen wir diese Annahme und schreiben wir 

m2 
(2h- k 2) .. 2 = 2h}.2 , 

Slll ~ 

wo }. eine neue Konstante ist, dann wird die Gleichung 
iJ2 (v2 + m2) = 2h (v2 + J.2). 

Sie läßt sich integrieren, wenn man die reelle Hilfsveränderliche u einführt durch 
die Gleichung 

V 

u = J {(m2 + t• 2) (J.2 + v2)} -t dv. 
0 

Für v = J.mx-i wird daraus 

X 

Diese Gleichung ist äquivalent mit 

x = !·J(u) -e1 , 

1 ) Dieser Satz ist von Euler: Mechanica Bd. II, Kap. 4. 1736. 
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wo die Wurzeln e1, e2, e3 der S'J-Funktion reell und durch die Gleichungen 

e1 - e2 = 12, e1 - e3 = m2, e1 + e2 + e3 = 0 

definiert sind. Der Zusammenhang zwischen den Veränderlichen v und u wird 
also dargestellt durch die Gleichung · 

v = lm {iJ(u) - e1} -!. 

Setzen wir diesen Wert in die Gleichung zwischen v und t ein, so wird 

(2 h)i t =J (e1 - 63) {p(14) - e2 } du + konst. 
p(u)- e1 

=.! {- e3 + p(u + ro1)} du+ konst.I) 

= - e3 u - (;(u + ro1) + konst. 

Diese Gleichung stellt t als Funktion der Hilfsveränderlichen u dar, gibt also mit 
der Gleichung 

v = J.m {p(u) - e1} -! 

den Zusammenhang zwischen v und t. 

2. Bewegung auf einer abwickelbaren Fläche. 

Bewegt sich der Punkt auf einer abwickelbaren Fläche, so leiten 
sinx 

wir mit Hilfe des bekannten Satzes, daß der Bogens und die Größe --
!! 

bei der Abwicklung der Fläche auf eine Ebene ungeändert bleiben, aus 
den obigen Bewegungsgleichungen das folgende Ergebnis ab: Wird 
eine abwickelbare Fläche, auf der sich ein Massenpunkt unter der Ein­
wirkung beliebiger Kräfte bewegt, auf eine Ebene abgewickelt, so durchläuft 
der Massenpunkt die aus seiner Bahn entstehende ebene Kurve mit der 
gleichen Geschwindigkeit wie die ursprüngliche Bahn, wenn die Kraft bei 
der ebenen Bewegung gleiche Größe und Richtung gegen die zugehörige 
Bahnkurve hat wie die Kraftkomponente in der Tangentialebene bei der 
Bewegung auf der Fläche. 

Aufgabe 1. Ein Massenpunkt wird auf der Oberfläche eines geraden Kreis­
kegels mit senkrechter Achse und aufwärts gerichteter Spitze mit der Gechwindig­
keit geworfen, die er beim Falt aus der Ruhelage an der Spitze erreicht haben 
würde.· Man zeige, daß d~e Bahnkurve auf dem Kegel, in eine Ebene abgew,·ckelt, 
die Gleichung hat 

,.; sin -~ {) = a~ . 

Durch die Abwicklung des Kegels auf eine Ebene entsteht das Problem 
einer ebenen Bewegung unter der Einwirkung einer konstanten abstoßendeil Kraft 
im Ursprung, wobei der Massenpunkt eine Geschwindigkeit hat, die mit der Ge­
schwindigkeit Null im Ursprung vereinbar ist. 

Daher existieren die Integrale 

f2 + r2 02 = C r, wo C eine Konstante ist, 

r 2 D=h, 
Diese Gleichungen ergeben 

wo h eine Konstante ist. 

( 1 d r )2 -- +t r d{} 

1 ) Vgl. \Vhittaker and Watson: Modern Analysis § 20, 33. 
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wo a eine neue Konstante ist. Für u = .!_ wird daher 
r 

also 

(d u)2 = 1 - a3 u3 , 

d {} a 3 u 

f alul du 
{} = (1- a3 u3)l 

2 J d v wo v = ul a~ = 3 (t - v2)i ' 
2 . 

=- arc smv. 
3 

Diese Gleichung ist äquivalent mit 

rl sin ·~ {} = a~ . 
Aufgabe 2. Wenn bei der Bewegung eines Punktes P auf einer abwickelbaren 

Fläche die Tangente I P an die Rückkehrkante der Zeit proportionale Flächen­
räume überstreicht, so beweise man, daß die in der Tangentialebene gelegene Kraft-

komponente senkrecht zu I P proportional 1 ~4 ist, wo (! den Krümmu~gsr~dius 
der Rückkehrkante bedeutet. (HazzJdakJs.) 

§ 55. Bewegung auf einer Rotationsfläche ; die durch 
Kreisfunktionen und elliptische Funktionen lösbaren Fälle 1). 

Der wichtigste Fall einer durch Quadraturen lösbaren Bewegung 
eines Punktes auf einer Fläche ist der folgende: ein Massenpunkt bewegt 
skh reibungslos auf einer Rotationsfläche unter der Einwirkung einer 
Kraft, die ein in bezug auf die Rotationsachse symmetrisches Potential 
besitzt. 

Die Lage des Punktes im Raum sei durch Zylinderkoordinaten 
i, r, q; festgelegt, wo z in Richtung der Rotationsachse gemessen wird, 
r der Abstand des Punktes von dieser Achse ist und das Azimut q;'den 
Winkel von r mit einer festen Ebene durch die Achse bedeutet. Die Glei­
chung der Fläche ist eine Beziehung zwischen z und r allein, etwa 

r = f(z). 
Die Potentialfunktion ist eine Funktion von z und r (sie kann infolge 
ihrer Symmetrie zur Rotationsachse q; nicht enthalten). Für Punkte auf 
der Fläche kann sie als Funktion V(z) von z allein dargestellt werden, 
wenn r durch seinen Wert f(z) ersetzt wird. Die Masse des Punktes sei 1. 

Nach § 18 ist die kinetische Energie 
T = i (z2 + ;-2 + r21ji2), 

= !{(/'(z)2 + 1) z2 + /(z)2rp2}. 

Offenbar ist q; eine zyklische Koordinate; ihr entspricht das Integral 
ar 
ocf; = k, 

1) Die Bewegung eines Massenpunktes auf einer Rotationsfläche wurde 
untersucht von Newton: Prindpia Buch I, Abschnitt 10. 
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wo k eine Konstante ist, oder 

/(z)2 (p = k. 

Diese Gleichung kann als Integral des Moments der Bewegungsgröße um 
die Rotationsachse aufgeiaßt werden. 

Die Energiegleichung lautet 

T +V= h, 

wo h eine Konstante ist. Führen wir darin den Wert von ~ aus der 
vorigen Gleichung ein, so wird 

[f'(z)2 + 1] z2 + k2 j(z)- 2 + 2 V(z) = 2h. 

Ihre Integration ergibt 

t = j[f'(z) 2 + 1]l[2h- 2 V(z}- k2 f(z)- 2]-! dz + konst. 

Die Beziehung zwischen t und z ist also durch eine Quadratur zu 
erhalten. Die Werte von r und rp bestimmen sich aus der Flächen-
gleichung und aus 

f(z) 2 (p = k. 

Wir untersuchen nun die Bewegung auf denjenigen Flächen, für 
die diese Quadratur mit Hilfe bekannter Funktionen ausgeführt werden 
kann, wenn die Achse senkrecht nach oben zeigt (so daß z nach oben 
positiv zu rechnen ist) und die Schwere die einzige äußere Kraft ist, also 

V(z) = gz. 

I. Der Kreiszylinder. 

Für den Kreiszylinder r = a wird das obige Integral 

t=J(2h-2gz- ::r 1az. 
Wählt man den Koordinatenursprung so, daß 2ha2 = k2 ist, so wird 

oder 

wo t0 eine Konstante ist. 
Die Gleichung 

ergibt dann 

t = J (- 2g z)- l dz 

k 
rp - 'Po = 2 (t - to} , 

a 

wo cp0 eine Konstante ist. 

Z. Die Kugel. 

Der Fall, daß die Fläche die Kugel 

r = (l2 - z2}t 
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ist, ergibt das Problem des sphärischen Pendels1). Es kann realisiert 
werden durch einen schweren Massenpunkt, der mit einem festen Punkt 
durch eine gewichtslose starre, um den festen Punkt frei bewegliche 
Stange verbunden ist. 

Die Quadratur ergibt hier für t den Ausdruck 

!{ z2 }t{ k2 }-! 
t = [2 _ z2 + 1 2h- 2gz- ZZ· _ z2 dz, 

oder 
t = lj{(2h- 2gz) (l2- z2)- k2} -tdz. 

Rechts steht ein elliptisches Integral, das auf die Weierstraßsche 
kanonische Form gebracht werden soll. Die Wurzeln der kubischen 
Gleichung 

2 (h - g z) (l 2 - z2) - k2 = o 
seien mit z1, z2 , z3 bezeichnet. Da der Ausdruck 

2 (h - g z) (l2 - z2) - k2 

für z = l und z = - l negativ ist, dagegen positiv für große positive 
Werte von z und auch für die in unserem Problem auftretenden Werte 
von z (die zwischen - l und + l liegen müssen, da der Massenpunkt 
auf der Kugel bleibt), so muß eine der Wurzeln, etwa z1, größer als l 
sein, und die anderen beiden, z2 und z3 (wo z2 > z3 sein soll), müssen 
zwischen l und - l gelegen sein. Die Werte von z bei der wirklichen Be~ 
wegung liegen zwischen z2 und z3 , da der Radikand für sie positiv 
sein muß. 

Wir setzen h 2l2 
z=-+-l;. 

3g g 

wo l; eine neue Veränderliche ist, und 
h 2l2 

z,=- + -e, 
3g g 

so daß e1, e2, e3 neue Konstanten sind, die die Gleichung 

el + e2 + ea = 2~2 ( zl + z2 + Za - ; ) = 0 

und die Bedingungen e1 > e2 > e3 befriedigen. 
Die Gleichung zwischen t und z wird dann 

oder 
t = /{4(?;- e1) (?;- e2) (?;- e3)} -idl; 

(r=1,2,3), 

1 ) Lagrange: .lUcanique Analytique. Die vollständige Lösung mit Jacobischen 
elliptischen Funktionen gab A. Tissot: Journ. de math. (1) Bd. 17, S. 88. 1852; 
J acobis eigene Lösung des Problems eines rotierenden starren Körpers mit Hilfe 
elliptischer Funktionen war schon vorher ( 1839) veröffentlicht. Das Problem 
des sphärischen Pendels kommt im wesentlichen auf die Behandlung der Lame­
schen Differentialgleichung zweiter Ordnung hinaus. 
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wo e eine Integrationskonstante ist und die p-Funktion mit Hilfe der 
Wurzeln e1, e2, e3 gebildet wird. 

Sind e1, e2, e3 reell und abnehmend geordnet, so sind p(u) und p'(u) 
beide reell, wenn u reell, 8'1(u) also größer a:ls e1 ist, und wenn u die 
Gestalt hat: w3 + reelle Größe, wo Ws die der Wurzel e3 entsprechende 
Halbperiode ist. In diesem letzteren Fall liegt S:J(u) zwischen e2 und e3 • 

Da bei der tatsächlichen Bewegung z zwischen z2 und Zs liegt, so liegt ?; 
zwischen e2 und e3 ; die Konstante e muß daher aus einem imaginären 
Teil w3 und einem reellen Teil bestehen, der von dem Anfangspunkt der 
Zeitrechnung abhängt. Durch passende Wahl des zeitlichen Nullpunktes 
kann dieser Teil von E zum Verschwinden gebracht werden, so daß 

h 2l2 
z =- + -p(t + w 3 ) 

3g g 
den Zusammenhang zwischen z und t darstellt. Das Azimut bestimmt 
sich aus der Gleichung 

k kdt 
dcp= 2dt= -l2 2, r -z 

so daß 

p- p,~J 1 h :~ r 
} l2 - 3 g + g p (t + w 3) 

wird, wo cp0 eine Integrationskonstante ist. 
Zur Ausführung der Integration setzen wir 2 und p, gleich den (imagi­

nären) Werten von t + w3 , die den Werten z = l und z = - l ent­
sprechen, so daß 2 und p, neue durch die Gleichungen 

h 2l2 • h 2l2 
l- - = -- p(.A.) , - l- - = -- p(p,) 

3g g 3g g 
definierte Konstanten sind. Diese Gleichungen ergeben 

, .1. , ikg 
p ( ) = p (,tt) = 2l3 . 

Das Integral wird dann 

kg2J' dt 
cp- Cf!o =- -4t4 {p(t + w 3)- p(A.)}{p(t +Ws)- p(p,)} 

kg '{ dt dt } 
=- 4l3 J p(t +Ws)- &J(A) p(t +Ws)- p(p,) 

i j'{ p'().)dt p'(,tt)dt } 
2 sJ(t + Wa) - p(A) - p(t + Ws) - fp(p,) • 

Es ist aber 1) 

~z-t~~~(i) = ?;(z - 2) - ?;(z + 2) + 2 ?;(.1.) , 
----

1) Vgl. Whittaker and Watson: J1odern A~lalysis § 20, 53, Ex. 2. 
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daher 

also 

f (o)'(l)dt o(t + co3 - l) 
(oJ(t + coa) - &J{).) = log o(t + Wa + lY + 2 C(l) t' 

e2i(<p- 'To> = e2{~(,u)- W.)}t ~(!_+ Wa -::::_ fl) o(t + -~3 + ){ 
o(t + ro3 + {l) o(t + ro8- l) · 

Diese Gleichung, die den Winkel cp als Funktion von t darstellt, bringt 
die Lösung des Problems zum Abschluß. 

Es zeigt sich,. daß, wenn t um 2 w1 wächst, cp1 zunimmt um 
- 2iro1 {C(,u)- C(l)}- 2i171(l- p). 

Aufgabe. Die Spitze eines sphärischen Pendels führe periodische Schwin· 
gungen zwischen zwei Parallelkreisen der Kugel aus. Man zeige, daß die Azimut­
differenz zwischen einem Bahnpunkt auf dem oberen Parallelkreis und dem nach 
einer halben Periode erreichten Punkt auf dem unteren Parallelkreis zwischen 
nf2 und n liegt. (Puiseux und Halphen.) 

Die periodischen Lösungen des Problems des sphärischen Pendels sind unter· 
sucht von F. R. Moulton: Palermo Rend. Bd. 32, S. 338. 1911. 

3. Das Paraboloid. 
Wir untersuchen nun die Bewegung auf dem Paraboloid 

r = 2 a! z~. 

In diesem Fall ergibt die Quadratur 

t = J(a + z)t (2hz- 2gz2- ::) -l dz. 

Um die Lösung des Problems in elliptischen Funktionen zu erhalten, 
führen wir eine Hilfsgröße v ein durch die Gleichung 

z 

f ( k9
)-

1 v= (a+z)-i 2hz-2gz2 - 4 : 'dz. 

Sind lX und ß (IX> ß) die Wurzeln der quadratischen Gleichung 
k2 

2hz- 2gz2 -- = 0, 
4a 

so läßt sich das Integral in der Form schreiben 
z 

v=(- ;r1{4(z+a)(z-ß)(z-lX)}-idz. 

Eine neue Veränderliche I; sei definiert durch die Gleichung 

z =- (a +IX) I;+- a + lX + ß. 
3 

e1 , e2, e3 seien die den Werten - a, ß, lX von z entsprechenden Werte 
von C. Dann wird das Integral 

{ g(a_~ lX)Yv = /{4(1;- e1 ) (I;- e2) (C- e3)}-tdt;, 
; t 
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und es läßt sich leicht zeigen, daß 

e1 + e2 + ea = 0 , e1 > e2 > e3 • 

Die Hilfsgröße v kann nun durch eine Hilfsgröße u ersetzt werden, 
die durch die Gleichung 

{ 2 }* v- u 
- g(a + ~) 

definiert ist. Die Umkehrung des Integrals ergibt dann 

l; = KJ(U + e) , 

wo e eine Integrationskonstante ist und die p-Funktion mit Hilfe der 
Wurzeln e1, e2 , ea gebildet wird, die gegeben sind durch die Gleichungen 

2a + a + ß - a + a- 2ß - a- 2 a + ß 
e - e - e - -------'-..:..... 

1 - J(a + a) ' 2 - 3(a + ~) ' a- 3(a + ~) · 
Da bei der tatsächlichen Bewegung z offenbar zwischen iX und ß 

liegt, muß p(u + e) zwischen ea und e2 liegen; daher muß (weil u reell 
werden soll) der imaginäre Teil der Konstanten e die Halbperiode w3 

sein. Der reelle Teil kann gleich Null angenommen werden, da er nur 
von der unteren Grenze des Integrals für u abhängt. 

Daher ist 
h-ag 

z=- (a + a)p(u + w3) +--, 
3g 

da 
h 

~+ß=-. 
g 

Die Gleichung zur Bestimmung von t lautet 

t= j(a+z)dv 

{ 2(a + ~)}! 
=- g j{f.J(u + Wa)- e1}du, 

{ 2(a + ~>}* t = - g {- l;(u + w3) - e1 u}. 

Damit ist t als Funktion der Hilfsveränderlichen u bestimmt. 
Endlich ist noch das Azimut qJ zu berechnen. Es ist 

d - kdt - kdt 
qJ- --;z- 4az 

= }!__ { 2 V ~(u + w3) - el du 
~~a g(a + (\_) f ( ) - a + ~ + ß · 

&() u + Wa - 3(a + iX) 
und daher 

4a{g(a+~>V T --2 -f (qJ- (/Jo) 

{-a+~+ß )~ du 
= u + 3(a + Ö.)-- elf ( + ) - a + ~ + ß 

fJ u w3 - )(a + ~) 
=U-a(a+(\_)i(-2g)!J p'(l)du , 

k p(u + w3) - p(l) 

W b i t t a k er , Dynamik. 8 
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wo ({lo eine Integrationskonstante ist und l eine Hilfskonstante, die 
definiert ist durch 

-a+IX+ß p(l) = -----
3(a + IX) ' 

also ' k !'I (l) = -----------
(- 2g)l (a + IX}~ • 

Die Gleichung läßt sich nun schreiben 

ku ij' p'(l)du 
({'- ({lo = a{8g{a-+1X)}f- 2 p(u + ro3)- p(l) 

Ihr Integral ergibt sich (wie bei dem Problem des sphärischen Pendels) als 

[ - ZiE_ +2/:(l)Ju a(u + w - l) 
e2i(<p-<po) = e a{flg(a+.x)}! _____ ___3 __ • 

a(u + ro 3 + l) 
Diese Gleichung stellt ({' als Funktion der Hilfsveränderlichen u dar und 
löst so das Problem vollständig. 

4. Der Kegel. 
Wir betrachten nun die Bewegung auf dem Kegel 

r = z tg~X, 

wo IX den halben Öffnungswinkel bedeutet. 
Da diese Fläche abwickelbar ist, läßt sich der Satz des § 54 an­

wenden. Demnach wird die Bahnkurve eines Massenpunktes auf dem 
Kegel unter der Einwirkung der Schwere bei der Abwickelung des Kegels 
auf eine Ebene die gleiche, die ein Punkt der Masse 1 in der Ebene be­
schreibt, der mit einer konstanten Kraft g cos IX von einem festen Kraft­
zentrum angezogen wird. (Das Kraftzentrum der Ebene entspricht 
dem Scheitel des Kegels.) Dies ist (§ 48) einer der bekannten Fälle, 
in denen das Problem der Zentralbewegung durch elliptische Funktionen 
lösbar ist; diese Lösung ergibt also sofort die Lösung des Problems der 
Bewegung auf dem Kegel. 

Aufgabe 1. Man zeige, daß die Bewegung eines Massenpunktes auf einer 
Rotationsfläche mit senkrechter Achse unter der Einwirkung der Schwere sich 
durch elliptische Funktionen darstellen läßt, wenn die Fläche durch eine der fol­
genden Gleichungen gegeben ist; 

9ar2 =:: (::- 3a) 2, 

21'4 + 3a2 r 2 - 2za3 = 0. 

(r2 - a z - ~- a 2)2 = a3 z. 
(Kobb und Stäckel.) 

Aufgabe 2. Man zeige, daß das gleiche Problem sich mit elliptischen Funktionen 
lösen läßt, wenn die Fläche dargestellt ist durch 

(x2 + y2)3 + 2 as = 8 aa z (x2 + y 2J. (Salkowski.) 

Aufgabe 3. Man zeige, daß, wenn eine algebraische Rotationsfläche die 
Eigenschaft hat, daß die geodätischen Linien sich durch elliptische Funktionen 
eines Parameters darstellen lassen, die Fläche so beschaffen ist, daß r 2 und z als 
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rationale Funktionen eines Parameters ausgedrückt werden können. D. h. die 
Gleichung der Fläche, als Beziehung zwschen r~ und z aufgefaßt, ist die Glei­
chung einer unikursalen Kurve. Dabei sind z, r, rp die Zylinderkoordinaten eines 
Flächenpunktes. (Kobb.) 

Aufgabe 4. Man zeige, daß in den folgenden Fällen der Bewegung eines 
Massenpunktes auf einer Rotationsfläche alle Bahnkurven geschlossen sind: 

1. wenn die Fläche eine Kugel ist und die Kraft in Richtung der Tangente 
an den Meridian wirkt und proportional sin- 2 !9· ist, wo 1? die Polhöhe des Punktes 
ist (die Bahnkurven sind sphärische Kegelschnitte mit einem Brennpunkt im Pol); 

2. wenn die Fläche eine Kugel ist und die Kraft in Richtung der Tangente 
an den Meridian wirkt und proportional sin {} cos- 3 {} ist [die Bahnkurven sind 
sphärische Kegelschnitte mit dem Zentrum im PoP)]. 

§ 56. Der Satz von Joukowsky. 
Es soll nun die Potentialfunktion bestimmt werden, bei der eine 

gegebene Kurvenschar einer Fläche eine Schar möglicher Bahnkurven 
eines Massenpunktes ist, der gezwungen ist, auf der Fläche zu bleiben. 

Die drei rechtwinkligen Koordinaten eines Flächenpunktes lassen 
sich als Funktionen zweier Parameter u, v darstellen, so daß das Linien­
element auf der Fläche gegeben ist durch 

ds 2 = E du 2 + 2F dudv + Gdv 2, 

wo du, dv die Differentiale der Parameter, E, F, G bekannte Funktionen 
von u und v sind. 

Die Kurvenschar, die unter der Wirkung der gesuchten Kraft 
beschrieben wird, sei gegeben durch 

q (u, v) = konst. , 

und es sei p (u, v) = konst. 

die zugehörige Schar orthogonaler Trajektorien. Dann können p, q an Stelle 
von u, v als Parameter auf der Fläche gewählt werden. Das Linienelement 
möge sich mit Hilfe dieser Parameter in der Form darstellen lassen 

ds 2 = E'dq2 + G'dp2. 

Das Glied in dp dq fehlt, da die Kurven p = konst., q = konst. sich recht­
winklig schneiden; E' und G' sind bekannte Funktionen von p und q. 

Die kinetische Energie eines sich auf der Fläche bewegenden Massen­
punktes ist 

T = (! E'q2 + G'p2). 
Daher lauten die Lagrangeschen Gleichungen der Bewegung 

d (E'') 1 (oE' . 2 iJG'. 2) _ av Tt q - 2 Tq q + Tq P - - ·aq ' 

d , ) 1 ( iJE' . • oG' . ) av 
dt (G P - 2 ap q" + ap P2 = - ap • 

wo V die gesuchte unbekannte Potentialfunktion ist. 
1 ) Darboux hat die Möglichkeit weiterer Fälle untersucht: Bull. de la Soc. 

de France Bd. 5. 1877. 

8* 
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Diese Gleichungen sollen erfüllt sein für q = 0. Daher vereinfachen 
sie sich zu 

1 oG' .• av 
2 a-qP· = fii' 

__!__ ~(G'p2)=- av_ 
2 ap ap 

Nach Elimination von P2 folgt 

i_ (G'av. oG')· + av = 0 
ap Bq · aq ap · 

Integration ergibt 
,av cG' 

G Bq : 7iq- + V = f(q) , 

mit einer willkürlichen Funktion f oder 

o fJG' 
Bq (V G') = Tq- f(q), 

und daher 
g(p) 1 f fJG' 

V= -(;1- + G' Bq f(q)dq, 

mit einer willkürlichen Funktion g. 

Nun ist ~~ der Differentialparameter erster Ordnung L1 1(p) 1) der 

Funktion p. Mithin ergibt sich der von Joukowsky 1890 ausgesprochene 
Satz: Ist q = konst. eine Kurvenschar auf einer Fläche, p = konst. die 
Schar ihrer ortlwgonalen Trajektorien, so sind die Kurven q = konst. 
mögliche Bahnkurven eines Massenpunktes auf der Fläche, wenn auf ihn 
eine Kraft wirkt, die aus der Potentialfunktion 

V=L1 1(P)g(p) +Ll~(P)jf(q) 0~ {L11~p)}dq 
hergeleitet ist. Darin bedeuten f, g willkürliche Funktionen, L1 1 ist der 
Differentialparameter erster Ordnung. 

1 ) Ist das Linienelement auf einer Fläche gegeben durch 

d s2 = E d u2 + 2 F du dv + G dv 2 , 

so ist der Differentialparameter erster Ordnung einer Funktion <p(u, v) definiert 
durch 

Der Differentialparameter ist eine Biegungsinvariante der Fläche; d. h. beim 
Übergang von den Veränderlichen u, v zu neuen Veränderlichen u', v' trans­
formiert sich der Differentialparameter in einen Ausdruck, der in derselben Weise 
aus den neuen Veränderlichen u', v' mit den entsprechenden neuen Koeffizienten 
E', F', G' zusammengesetzt ist. 
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Die obige Gleichung ergibt 

_1_p·z = .?E. oG' =- __!__V+ f(q) 
2 oq . Bq G' G' . 

Daher wird die Energiegleichung der Bewegung 

! G' P2 + V = f(q) . 

Übungsauf gaben. 

117 

1. Ein Massenpunkt bewegt sich reibungslos unter dem Einfluß der Schwere 
auf der Zykloide 

s = 4a sinqo, 

wo s den Bogen, 'P den Winkel der Kurventangente mit der Horizontalen bedeutet. 

lfa Man zeige, daß die Bewegung die Periode 4 :n: y g hat. 

2. Ein Massenpunkt bewegt sich reibungslos auf einem Kreis unter der Ein­
wirkung einer Kraft, die auf einen festen Punkt hin gerichtet und dem Abstand 
von ihm proportional ist. Man zeige, daß die Bewegung von derselben Art ist 
wie die des Pendels. 

3. Ein Massenpunkt bewegt sich auf einer Geraden unter der Einwirkung 
zweier Kraftzentren von gleicher Stärke ,u im Abstand 2c voneinander, deren 
abstoßende Kräfte dem Quadrat der Entfernung umgekehrt proportional sind. 
Im Abstand k c, k < 1, von dem Mittelpunkt ihrer Verbindungslinie habe der 
Massenpunkt die Anfangsgeschwindigkeit Null. Man zeige, daß er Schwingungen 
von der Periode 

2 y~s -{1--- k2) r"( I 
- k2 sin2 8} d {) 

,, 0 

ausführt. (Camb. Math. Tripos, Part I. 1899-) 
4. Ein Massenpunkt fällt auf einer Kurve aus der Ruhelage in einem gegebenen 

Punkt 0. Man zeige, daß die Kurve eine Lemniskate ist, wenn der Punkt jeden 
Bogen OP in der gleichen Zeit durcheilt, in der er die zugehörige Sehne OP zurück­
legen würde. 

5. Ein Massenpun!d bewegt sich auf der Kurve ya + ax2 = 0 mit der An­

fangsgeschwindigkeit 5 (2ag)t aus dem Nullpunkt abwärts. Die x-Achse sei 
wagerecht. Man zeige, daß die Geschwindigkeit eine konstante senkrechte Kompo-
nente hat. (Nicomedi.) 

6. Aus den Punkten mit den Polarkoordinaten {} = 0, r = a, {} = :n:, r = a 
wirken Kräfte, die der dritten Potenz des Abstands umgekehrt proportional sind. 
Ein Massenpunkt beschreibt unter ihrem Einfluß die Kurve r 2 = 2 a 2 cos 2 {}. 
Man zeige, daß, wenn f.t die Kraft im Abstand 1 ist und die Geschwindigkeit im 

Knoten der Bahn 2t~i Ja beträgt, eine Schleife der Bahn in der Zeit :n: a 2/2 f.ti 
durchlaufen wird. (Camb. Math. Tripos, Part I. 1898.) 

7. Ein freier Massenpunkt beschreibt eine Raumkurve unter der Wirkung 
einer Kraft, deren Richtung eine gegebene Gerade beständig schneidet. Man zeige, 
daß die Geschwindigkeit umgekehrt proportional ist dem Abstand des Punktes 
von der Geraden und dem Kosinus des Winkels, den die Ebene durch den Punkt 
und die Gerade mit der Normalebene der Bahnkurve bildet. (Dainelli.) 

8. Ein schwerer Massenpunkt bewegt sich zwangläufig auf einer Geraden, 
die mit konstanter Winkelgeschwindigkeit w um eine feste, in gegebenem Abstand 
befindliche senkrechte Achse rotiert. Man zeige, daß die Bewegungsgleichung lautet 

r = A e"'t cos IX + Be-rot cos IX , 
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wo r den Abstand des Punktes von einem festen Punkte auf der Geraden, c:x den 
Winkel der Geraden mit der Horizontalen bedeutet und A und B Konstanten 
sind. (H. am Ende.) 

9. Ein schwerer Massenpunkt bewegt sich zwangläufig auf einer Geraden, 
die mit gegebener veränderlicher Winkelgeschwindigkeit um eine feste wage­
rechte Achse rotiert. Man zeige, daß die Bewegungsgleichung lautet 

r = + g sin"' sin {} - r 1?2 sin2 c:x + a iJ sin oc , 

wo c:x den Winkel zwischen der Geraden und der Rotationsachse, {} den Winkel 
der Senkrechten mit der kürzesten Entfernung a der beiden Geraden, r den Ab­
stand des Punktes von dem Schnittpunkt dieser kürzesten Entfernung mit der 
rotierenden Geraden bedeutet. (Vollhering.) 

10. Ein Massenpunkt gleitet reibungslos auf einer Geraden, die mit gleich­
förmiger Winkelgeschwindigkeit 01 um eine senkrechte Achse rotiert. Man zeige, 
daß, wenn der Massenpunkt aus relativer Ruhe in dem Punkt, in dem die kürzeste 
Entfernung zwischen der Achse und der Geraden die Gerade trifft, losgelassen 
wird, er in der Zeit t auf der Geraden die Strecke 

2 g ~~s~ 6in2 (.!.. w t sinc:x) 
w 2 sm2 cx 2 

zurücklegt, wo tx die Neigung der Geraden gegen die Senkrechte bedeutet. 
(Camb. Math. Tripos, Part I. 1899.) 

11. Ein Punkt, auf den keine äußere Kraft wirkt, ist gezwungen, auf einem 
Kreis zu bleiben, der seinerseits um einen festen Punkt seiner Ebene rotiert. Man 
zeige, daß die Bewegung des Massenpunktes den Charakter einer Pendelbewe· 
gung hat. 

12. Eine Glasperle gleitet auf einem kreisförmig gebogenen Draht vom 
Radius a, der mit gleichförmiger Winkelgeschwindigkeit w um einen seiner Punkte 
rotiert. Die Perle befindet sich anfänglich im Endpunkt des Durchmessers durch 
das Rotationszentrum und erhält dort eine Relativgeschwindigkeit 2wb gegen 
den Draht. Man zeige, daß die Lage der Perle zur Zeit t gegeben ist durch 

sin<p = snb wtfa (modafb) 
oder 

sin<p = (bfa)snwt (modbfa), 

je nachdem a < b oder a > b ist. Dabei ist <p der Winkel, den der Radiusvektor 
nach der Perle mit dem Durchmesser durch das Rotationszentrum bildet. 

(Camb. Math. Tripos, Part I. 1900.) 
13. Die Kurve 

x3 + ya = a3 

werde unter Einwirkung einer senkrecht zu ihrer Asymptote gerichteten Kraft 
durchlaufen. Man zeige, daß die Kraft proportional ist 

xy (x2 + y•)-a. 

14. An einem Massenpunkt greift eine Kraft an, deren Komponenten X, Y 
in Richtung fester Achsen konjugierte Funktionen der Koordinaten x, y sind. 
Man beweise, daß das Problem stets durch Quadraturen lösbar ist. 

15. Es sei C eine geschlossene Bahnkurve, die ein Massenpunkt unter der 
Einwirkung einer Zentralkraft beschreibt, 5 das Kraftzentrum, 0 der Schwer­
punkt der Kurve C, G der Schwerpunkt der Kurve C unter der Voraussetzung, 
daß die Dichte in jedem Punkt der Geschwindigkeit umgekehrt proportional ist. 
Man zeige, daß die Punkte S, 0, G auf einer Geraden liegen und daß 2 S G = 3 S 0 ist. 

(Laisant.) 
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16. Man zeige, daß die Bewegung eines Punktes, der sich in einer Ebene 
unter dem Einfluß einer konstanten, auf einen Punkt außerhalb der Ebene hin 
gerichteten Kraft bewegt, durch elliptische Funktionen darstellbar ist. 

17. Man zeige, daß die Kurven 

ax+by+c=xt(:). 
wo a, b, c willkürliche Konstanten sind und f eine gegebene Funktion bedeutet, 
sämtlich unter Einwirkung derselben Zentralkraft im Nullpunkt beschrieben 
werden können. 

18. Man zeige, daß, wenn ein Kreis unter Einwirkung einer auf einen Punkt 
der Peripherie hin gerichteten Anziehungskraft durchlaufen wird, die Kraft der 
fünften Potenz des Abstands umgekehrt proportional ist. 

19. Ein Massenpunkt durchläuft die in bezug auf einen beliebigen Punkt 
der Ebene gebildete Fußpunktkurve eines Kreises unter dem Einfluß einer 
Zentralkraft in diesem Punkt. Man zeige, daß 

A B 
r 4 + rö 

das Kraftgesetz ist, wo A und B Konstanten sind. 
Man zeige ferner, daß das gleiche Kraftgesetz gilt, wenn die inverse Kurve 

einer Ellipse in bezug auf einen Brennpunkt durchlaufen wird. (Curtis.) 
20. Ein Massenpunkt, der aus dem Punkt r = R, {} = 0 mit einer Geschwin• 

digkeit V in einer Richtung geworfen wird, die mit dem Radiusvektor nach dem 
Punkte hin den Winkel <X bildet, beschreibe eine Bahnkurve f (r, {}, R, V, sin <X) = o. 
Man beweise, daß er bei denselben Anfangsbedingungen, aber mit einer Zusatz­
zentralkraft ft/r3 die Bahn 

t[r,n{},R,V(n2 sin2 <X + cos2<X)t, nsin<X(n2 sin2 lll + cos2 <X)-!] = o 
durchläuft, wo 

2 ,~ 

n =I- V2R2sin2~. 

21. Ein Punkt der Masse 1 beschreibt eine Bahn unter der Einwirkung einer 
Anziehungskraft P im Ursprung und einer transversalen Kraft T senkrecht zum 
Radiusvektor. Man beweise, daß die Differentialgleichung der Bahn gegeben ist 
durch 

d 2u P 
d7f2 + u = h2'u2 

Ferner beweise man, daß 

T = fl y2 cos- ' IX-3 

T du 
h2u3 d{} • 

und h = (~ sin "'cos cx)i rcos-'"' 

ist, wenn die anziehende Kraft ständig Null ist und der Punkt sich auf einer loga­
rithmischen Spirale vom Neigungswinkel lX gegen den Radiusvektor bewegt. 

(Camb. Math. Tripos, Part I. 1901.) 
22. Ein Massenpunkt, der einer auf den Punkt 0 hin gerichteten, der Ent­

fernung proportionalen Zentralkraft unterworfen ist, wird aus einem Punkt P 
derart fortgeschleudert, daß er einen Punkt Q erreicht, für den 0 P = OQ ist. 
Man zeige, daß die geringste dazu ausreichende Anfangsgeschwindigkeit gleich 
OP(t~sinPOQ)t ist, wo ~OP die in P auf die Masseneinheit ausgeübte Kraft ist. 

(Camb. Math. Tripos, Part I. 1901.) 
23. Man bestimme eine ebene Kurve derart, daß sie und ihre Fußpunktkurve 

in bezug auf einen willkürlichen Punkt der Ebene von Massenpunkten unter der 
Einwirkung auf jenen Punkt hin gerichteter Anziehungskräfte gleichzeitig durch-
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laufen werden kann. Dabei sollen sich die beiden Massenpunkte ständig an ent­
sprechenden Stellen der Kurve und der Fußpunktkurve befinden. Ferner bestimme 
man das Kraftgesetz für die Fußpunktkurve. (Camb. Math. Tripos, Part I. 1897.) 

24. Es sei l(x, y) eine homogene Funktion ersten Grades. Damit die Kurve 
l(x, y) = 1 mit einer auf den Ursprung hin gerichteten, nur von der Entfernung 
abhängigen Beschleunigung durchlaufen werden kann, ist notwendig und hinrei­
chend, daß I der Bedingung genügt 

fJ2f fJ2f 
fJx2 + fJy2 + F(r) = 0. 

Auf Grund dessen zeige man, daß alle Kurven dieser Art enthalten sind unter 
den durch die Gleichung 

r(A + Bsin{} + Ccos{}) = 1 

dargestellten Kurven. Man diskutiere ferner den Fall, daß l(x, y) homogen 
nten Grades ist. 

25. Eine Ellipse mit dem Mittelpunkt C wird unter Einwirkung eines Kraft­
zentrums im Punkte 0 der großen Achse der Ellipse durchlaufen. Man zeige, daß 

nt = u-esinu 
2n 

ist, wo n die Umlaufszeit, e das Verhältnis von CO zu der halben großen Achse, 

u der exzentrische Winkel ist, den der Punkt in der Zeit t vom Scheitel aus erreicht. 
26. Die beiden freien Massenpunkte fl und M bewegen sich in einer Ebene 

unter der Einwirkung einer auf den festen Punkt 0 hin gerichteten Zentralkraft. 
Man zeige, daß der Quotient aus der Geschwindigkeit des Punktes fl in einem will­
kürlichen Punkt m seiner Bahn und aus der Geschwindigkeit, die die Zentral­
projektion des Punktes M auf die Bahn von fl im Punkte m besitzt, gleich dem 
konstanten Verhältnis der Flächenräume ist, die die Radien Oft, OM in der Zeit­
einheit überstreichen, multipliziert mit dem Quadrat einer gewissen Funktion I 
der Koordinaten des Punktes m, die das Verhältnis von OM zu Om darstellt. 

( Dainelli.) 
27. Ein Massenpunkt bewegt sich frei auf einer Parabel unter Einwirkung 

einer auf den Brennpunkt hin gerichteten Anziehungskraft. Man zeige, daß, 
wenn man in jedem Augenblick einen Punkt auf der Tangente durch den Massen­
punkt im Abstand 4acos·~{}f({} + sin-&) von dem Massenpunkt wählt; dieser 
Punkt eine auf den Brennpunkt zentrierte Bahn durchläuft, wobei die überstri­
chenen Flächenräume im selben Verhältnis stehen wie bei der Parabel. Dabei ist 
4 a der Parameter, {} der vom Scheitel aus gegen die Apsidenlinie gemessene Winkel 
des Massenpunktes. (Camb. Math. Tripos, Part I. 1896.) 

28. Im Punkte größter Sonnenferne erfahre die Geschwindigkeit eines perio­
dischen Kometen eine kleine Zunahme lJv. Man zeige, daß alsdann die größte 
Sonnennähe des Kometen vergrößert wird um 

4lJv{a3 (1-e)ffl(1 +e)}l. 

29. Ist POP' die Brennpunktsehne einer elliptischen Bahn um die Sonne, 
so zeige man, daß die Bahnzeit von P' nach P über das Perihel gleich der Zeit 
eines Falles aus der Entfernung 2a bis zur Entfernung a(1 + costx) auf die 
Sonne zu ist, wo tx = 2n- (u'- u) und u'- u die Differenz der exzentrischen 
Anomalien der Punkte P, P' ist. (Cayley.) 

30. Ein Massenpunkt bewegt sich in einer Ebene unter Wirkung von An­
ziehungskräften fl/ra r'2, fl/r2 r'3 aus zwei festen Punkten im Abstand 2d. Man 
zeige, daß, wenn seine Anfangsgeschwindigkeit der Geschwindigkeit gleich ist, 
die er durch einen Fall aus der Ruhelage im Unendlichen bis zu seiner Ausgangs-
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Iage erlangt haben würde, eine mögliche Bahn ein Kreis ist, in bezug auf den 
die beiden festen Punkte invers sind, und daß, wenn der Kreis den Radius a hat, 

4:ra2,u-i (a2 + d2)i 
die Umlaufszeit ist. 

31. Auf der Innenseite einer glatten Kugelfläche wird ein schwerer Massen­
punkt im Winkelabstand 0t von dem senkrechten Durchmesser mit der Geschwin­
digkeit v wagerecht geworfen. Man zeige, daß der Massenpunkt nie unter den 
Ausgangsbreitenkreis herabfallen oder über ihn aufsteigen kann, je nachdem 

v2 ~ ag sinOt tg<X . 

32. Ein Massenpunkt wird auf der Innenseite einer glatten Kugelfläche vom 
Radius a an einer Stelle mit der Winkelerhebung "' über dem tiefsten Punkt 
mit der Geschwindigkeit V wagerecht geworfen. Man zeige, daß der höchste 
Kugelpunkt, den er erreicht, von dem tiefsten Kugelpunkt um den Winkel fJ ent­
fernt ist, wo fJ der kleinere der Werte 'fll· X ist, die gegeben sind durch die 
Gleichungen 

(3 COS1Jl- 2 COSOt)ag + V2 = Ü, 

(cosx + cosOt) V 2 - 2agsin2z = o. 
33. Die Bewegung eines sphärischen Pendels der Länge a verlaufe vollständig 

zwischen den wagerechten Ebenen im Abstand ·~ a, ·~· a von dem Aufhängepunkt. 
Man zeige, daß die Pendelspitze nach dem Zeitintervall t nach dem Durchgang 
durch einen tiefsten Punkt sich um 

(mod. Jl675 ) 

unter dem Aufhängepunkt befindet und daß eine Horizontalkoordinate in bezug 
auf den Aufhängepunkt als Nullpunkt definiert ist durch die Gleichung 

x=gx J_12+2snztl/13g}· 
a I 7 5 V 14 a 

die ein Fall der Lameschen Gleichung ist. 
34. Man zeige, daß, wenn ein sphärisches Pendel kleine Schwingungen aus­

führt, die Projektion der Spitze auf eine wagerechte Ebene eine Ellipse beschreibt, 
deren Achse sich im Bewegungssinn mit der Winkelgeschwindigkeit 

' lfl i {)J ßo V g 
dreht, wo ..?-0 den Winkel der stärksten, 01 den der geringsten Abweichung von 
der Senkrechten bedeutet, l die Pendellänge und g die Schwerebeschleunigung ist. 

{Resal.) 
35. Ein Massenpunkt bewegt sich zwangsweise auf einer Kugelfläche und 

wird von einem Punkt M auf der Kugel mit einer zu r- 2 (d2 - r 2)- ~ proportionalen 
Kraft angezogen. Dabei bedeutet d den Durchmesser der Kugel, r den geradlinigen 
Abstand des Massenpunktes von dem Punkt M. Die Lage des Massenpunkts auf 
der Kugel sei festgelegt durch die Breite ß und Länge ({' in bezug auf Mals Pol. 
Man zeige, daß aus den Bewegungsgleichungen die Differentialgleichung 

1 (di}) 2 1 ' 
~{) d- + ..,----20 =actg-8 1 b 
Sln" · · ({' Sln · · 

folgt, wo a und b Konstanten sind. Man integriere diese Gleichung und zeige, 
daß die Bahnkurve ein sphärischer Kegelschnitt ist. 

36. Ein Punkt der Masse m bewegt sich auf der Innenseite eines Kreiskegels 
vom halben Scheitelwinkel "' unter der \Virkung einer abstoßenden Kraft m,u/r3 
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von der Achse. Das Moment der Bewegungsgröße des Punktes um die Achse 
ist m J1,Utg IX. Man zeige, daß die Bahnkurve ein Hyperbelast mit der Exzentrizität 
cos -la ist. (Camb. Math. Tripos, Part I. 1897-) 

37. Man zeige, daß die Bahn eines auf einem Kegel beweglichen Punktes 
unter dem Einfluß einer Zentralkraft nach der Spitze nur dann ein ebener 
Schnitt des Kegels ist, wenn die Kraft den Wert 

A B 
r2- r3 

hat. 
38. Ein Punkt der Masse 1 bewegt sich auf der Innenseite eines Rotations­

paraboloids vom Parameter 4a unter der \Virkung einer abstoßenden Kraft /Ir 
von der Achse, wo r den Abstand von der Achse bedeutet. Man zeige, daß der 
Massenpunkt eine Parabel beschreibt, wenn man ihm auf der Fläche eine Anfangs­

geschwindigkeit 2api senkrecht zur Achse erteilt. 
39. Ein Massenpunkt bewegt sich auf einer glatten Schraubenfläche z = a<p 

unter der Wirkung einer Kraft 11 r pro Masseneinheit, die in jedem Punkte der 
Erzeugenden nach innen gerichtet ist. Dabei ist r der Abstand von der z-Achse. 
Der Massenpunkt erhält auf der Fläche in einem Punkt, wo die Tangentialebene 

den Winkel IX mit der x-y-Ebene bildet, die Anfangsgeschwindigkeit fit a senkrecht 
zu der Erzeugenden. Man zeige, daß die Projektion der Bahnkurve auf die 
x-y-Ebene die Gleichung hat 

a 2 1 
lf = --2 - Q:oj2 (<p COSIX)- 1. 
r cos IX 

(Camb. Math. Tripos, Part I. 1896.) 

40. Man zeige, daß das Problem der kräftefreien Bewegung eines Massen­
punktes auf einer Regelfläche, deren Erzeugenden die Striktionslinie unter kon­
stantem Winkel schneiden und für die das Verhältnis der Länge der-gemeinsamen 
Normalen zweier benachbarter Erzeugenden zur Größe des Winkels dieser Erzeu-
genden konstant ist, durch Quadraturen gelöst werden kann. (Astor.) 

41. Ein Punkt (x, y, z) mit der potentiellen Energie ax2 + by2 + cz2 be­
wegt sich zwangläufig auf der Kugel x2 + y 2 + z2 = 1. Man bestimme seine 
Bewegung. (Neumann, C.: Journal für Math. Bd. 56, S. 46. 1859.) 
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Das dynamische Verhalten starrer Körper. 
§ 57. Definitionen. 

Bevor wir zur Untersuchung der durch Quadraturen lösbaren Pro­
bleme der Dynamik starrer Körper übergehen, führen wir eine Anzahl 
Größen ein, die einem starren Körper zugeordnet sind und von seiner 
Massenverteilung abhängen. Sie bestimmen sein dynamisches Ver­
halten. 

Der Punkt mit der Massemund den Koordinaten x, y, z in einem 
festen rechtwinkligen Achsensystem sei der Repräsentant der Massen­
punkte, aus denen - vom Standpunkt der Dynamik aus - der gegebene 
starre Körper zusammengesetzt ist. 

Die Größe 
~m(y2 + z2)' 

wo das Symbol1: eine über alle Massenpunkte des Systems erstreckte 
Summation bedeutet, heißt das Trägheitsmoment des Körpers um die 
Achse 0 x 1). Entsprechend wird das Trägheitsmoment um eine beliebige 
Achse definiert als die Summe der Massen aller Punkte des Körpers, 
jede multipliziert mit dem Quadrat des zugehörigen Abstands von der 
Achse. An die Stelle dieser Summationen treten bei Körpern mit stetig 
im Raum verteilter Masse offenbar Integrationen. So ist 2: m (y2 + z2) 

gleichbedeutend mit jjj(y2 +z2)edxdydz, wo e die Dichte des 
Körpers (Masse pro Volumeinheit) im Punkt (x, y, z) bedeutet. 

Die Größe 
.:fmxy 

heißt das Deviationsmoment des Körpers um die Achsen Ox, Oy; ent­
sprechend sind 1: m y z und ,1: m z x die Deviationsmomente um die 
anderen Achsenpaare. 

Für die Trägheits- und Deviationsmomente in bezug auf die Ko­
ordinatenachsen benutzt man gewöhnlich die Bezeichnungen 

A = 2: m (y2 + z2 ) , B = 2: m (z2 + x2 ) , C = 2: m (x2 + y2) , 

F=2:myz, G=.:fmzx, H=1:mxy. 

1 ) Huygens führte zuerst die Trägheitsmomente ein in seinen Untersuchungen 
über das Pendel: Horolog. oscill. 1673- Der Name stammt von Euler. 
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Zwei Körper, die gleiche Trägheitsmomente in bezug auf alle 
Geraden des Raumes haben, heißen äquimomental. Es wird sich später 
ergeben, daß dies zugleich die Übereinstimmung der Deviationsmomente 
der Körper in bezug auf alle Paare zueinander senkrechter Geraden nach 
sich zieht. 

Ist M die Masse des Körpers und k eine Größe derart, daß Mk2 

gleich dem Trägheitsmoment des Körpers um eine gegebene Gerade ist, 
so heißt k der Trägheitsradius des Körpers um die Gerade. 

Das Trägheitsmoment eines ebenen Körpers um eine Gerade senk­
recht zu seiner Ebene bezeichnet man häufig als das Trägheitsmoment 
um den Punkt, in dem die Gerade die Ebene trifft. 

§ 58. Trägheitsmomente einfacher Körper 1). 

I. Das Rechteck. 
Es soll das Trägheitsmoment einer homogenen rechteckigen Platte 

von der Seitenlänge 2a bzw. 2b um eine Gerade durch ihren Mittel­
punkt 0 parallel zu der Seite 2a bestimmt werden. Ist diese Gerade 
die x-Achse, die Parallele zu der anderen Seite durch 0 die y-Achse, so 
ist das gesuchte Trägheitsmoment 

b a 
oder ( J o y2 d x d y , 

-·b -a 

wo o die Masse der Platte pro Flächeneinheit, d. h. die Flächendichte, 
bedeutet. Die Auswertung des Integrals ergibt für das Trägheitsmoment 

-i o a b3 oder Masse des Rechtecks X -§ b2 . 

Man kann aus diesem Ergebnis das Trägheitsmoment eines homo­
genen Stabes um eine Gerade durch seinen Mittelpunkt senkrecht zum 
Stabe ableiten. Dazu betrachtet man den Stab als Rechteck, in dem 
ein Seitenpaar sehr klein ist. Daher ist das zugehörige Trägheitsmoment 

Masse des Stabes x t b2 , 

wo 2b die Länge des Stabes ist. 

2. Das Rechtkant. 
Ein Rechtkaut habe die Kantenlängen 2a, 2b, 2c. Sein Trägheits­

moment um eine Achse 0 x durch seinen Mittelpunkt parallel zur 
Kante 2a ist zu bestimmen. Es ist 

a b e 

oder J J j e (y2 + z2) d z d y d x , 
-a-b-c 

1) Für praktische Zwecke werden die Trägheitsmomente eines Körpers ex~ 
perimentell bestimmt; dazu geeignete Vorrichtungen beschreiben W. H. Derriman: 
Pkil.Mag. Bd. 5, S.648. 1903; und W. R. Cassie: Phys. Soc. Proc. Bd. 21, S.497- 1909. 
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wo (! die Dichte bedeutet. Die Auswertung dieses Integrals ergibt 

8 (! a_!!~ (b2 + c2) oder Masse des Rechtkants X k (b2 + c2}. 
3 

3. Ellipse und Kreis. 
Nun soll das Trägheitsmoment einer homogenen elliptischen Platte 

mit der Gleichung 
x2 y2 
~+b2= 1 

um die x-Achse bestimmt werden Es ist 

!(a'-x'J! 
a a 

( ( a y2 d y d X , 

-a il 1 -a (a'-x') 

wo a die Flächendichte ist. 
Die Auswertung dieses Integrals ergibt 

t n a b3 a oder Masse der Ellipse X t b2 • 

Das Trägheitsmoment eines Kreises vom Radius b um einen Durch­
messer ist daher 

Masse des Kreises x -1- b2 • 

4. Ellipsoid und Kugel. 
Entsprechend ergibt sich bei einem homogenen massiven Ellipsoid 

der Dichte (! mit der Gleichung 

x2 y2 z2 
2+-b2 +2= 1 a c 

für das Trägheitsmoment um die x-Achse 

J J J (! (y2 + z2) d x d y d z, 
über das Ellipsoid integriert. 

Zur Ausführung dieses Integrals setzen wir 

x=a~, y=brJ, z=cl;, 

wo ~. rJ, I; neue Veränderliche sind. Dann wird das Integral 

(! a b3 c f J J rJ 2 d ~ dt) d I;+ e ab c3 J J J 1;2 d ~ d rJ d I;, 

wo die Integration nun über das Innere einer Kugel mit der Gleichung 
~2 + 'r/2 + 1;2 = 1 

zu erstrecken ist. Da die Integrale 

f I! rj2d~ drj dt;, 

offenbar gleich sind, lassen sich die gesuchten Trägheitsmomente in der 
Form schreiben 
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+1 
n e a b c (b2 + c2) N2 ( 1 - ;2) d; 

-1 

_i4n n (!ab c (b2 + c2) 

Masse des Ellipsoids x 1; (b 2 + c2). 

Das Trägheitsmoment einer homogenen Kugel vom Radius a um 
emen Halbmesser ist daher 

Masse der Kugel X f a2 • 

5. Das Dreieck. 
Nun soll das Trägheitsmoment einer homogenen dreieckigen Platte 

mit der Flächendichte o in bezug auf eine beliebige Gerade ihrer Ebene 
bestimmt werden. Die Lage der Geraden sei gegeben durch die Längen 
.x, ß, r der Lote, die aus den Ecken des Dreiecks auf die Gerade gefällt 
werden. 

Sind x, y, z die Schwerpunktkoordinaten eines Punktes der 
Platte, so ist der Abstand dieses Punktes von der gegebenen Geraden 
.X X + ß y + r z. Daher wird das gesuchte Trägheitsmoment 

O j j (.xx -t ßy -t [Z) 2dS, 
wo d S das Flächenelement der Platte bedeutet. 

Ist nun Y die Länge des Lotes aus dem Punkt (x, y, z) auf die Seite c 
des Dreiecks, X der Abschnitt der Seite c zwischen der Ecke A und dem 
Fußpunkt dieses Lotes, so ist 

und 
Y = zbsinA 

X sin A - Y cos A = Lot aus (x, y, z) auf die Seite b 

= ycsinA. 
Daher ist 

o(y, z) 1 1 
dydz= B(X, Y)dXdY=-bc-sl;-1~4 dXdY= 2 AdS, 

wo A die Fläche des Dreiecks bedeutet. Also kann das Integral I I y 2 d S, 
das über die Fläche des Dreiecks zu erstrecken ist, in der Form 
2A j j y 2 dydz geschrieben werden, wo die Integration über alle posi­
tiven Werte y und z zu erstrecken ist, deren Sumhle kleiner als eins ist. 
Es ist gleich 1 

2A(y2 (1-y)dy 
0 

oder /; .cl. Aus Symmetriegründen haben die Integrale J I x 2 dS und 
j j z2 d S denselben Wert, und eine ähnliche Rechnung zeigt, daß die 
Integrale 

JfyzdS, 
alle den Wert 1\ A haben. 

j jzxdS, JixydS 
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Führen wir diese Werte in o /.((Oi-x + ßy + yz) 2 dS ein, so ergibt 
sich für das Trägheitsmoment des Dreiecks um die gegebene Gerade 

~-oLl (Oi-2 + ß2 + Y2 + ßr + YOi- + Oi-ß) 
oder 

1 . . {(ß + y)2 (y + 0(,)2 (0(, + ß)2\ :r X Masse des Dre1ecks X - 2--- + --2-- + 2 - f. 

Dieser Ausdruck stellt aber offenbar das Trägheitsmoment dreier 
Punkte in den Seitenmitten des Dreiecks um die gegebene Gerade dar, 
wenn die Masse eines jeden Punktes gleich einem Drittel der Masse des 
Dreiecks ist. Das Dreieck unrl das System dieser drei Punkte sind also 
äquimomental. 

Aufgabe. Man beweise, daß ein homogenes massives Tetraeder der Masse 1'.1 
dasselbe Trägheitsmoment besitzt wie ein System von fünf Punkten, von denen 
vier mit der Masse -.}0 _71,1 in den Ecken des Tetraeders angeordnet sind, während 
der fünfte mit der Masse t, M im Schwerpunkt des Tetraeders liegt. 

§ 59. Bestimmung des Trägheitsmoments um eine beliebige 
Achse aus dem Trägheitsmoment um eine parallele Achse 

durch den Schwerpunkt. 
Die in dem vorigen Paragraphen bestimmten Trägheitsmomente be­

ziehen sich meist auf Geraden, die eine ausgezeichnete Lage zum Körper 
haben. Mit Hilfe dieser Resultate kann man jedoch die Trägheitsmo• 
mente der gleichen Körper in bezug auf andere Geraden bestimmen 
Dazu braucht man den im folgenden abzuleitenden Satz. 

Es sei f(x, y, z, x, y, z, x, y, z) ein (nicht notwendig homogenes) 
Polynom zweiten Grades in den Koordinaten und den Komponenten 
der Geschwindigkeit und Beschleunigung eines' Punktes der Masse m. 
Es seien x, y, z die Koordinaten des Schwerpunktes eines aus derartigen 
Massenpunkten zusammengesetzten Körpers. vVir setzen 

x = x + x1 , y = y + Yi , z = z + zi . 

Führen wir diese Werte in die Funktion f ein, so entstehen 
1. Glieder, die x1, y1, z1 nicht enthalten; offenbar ergeben sie zu-

sammen 
t(x,JI,z, t}i.~. x,y,z); 

2. Glieder, die x, y, z nicht enthalten; offenbar ergeben sie zu-
sammen 

t (xi, YI• ZI, XI, YI• ZI, XI, j\, zl); 

3· Glieder, die in x1, y1, zv x1, y1, z-I, x1, YI• z1 linear sind. Wird 
der Ausdruck 1: m I (x, y, Z; X, y, z, X, y, z) gebildet, so verschwinden 
diese Glieder infolge der Beziehungen 

1:mx1 = 0, ~my1 = 0, 1:mz1 = 0. 
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Daher ergibt sich die Gleichung 

L. m f(x, y, Z, X, y, z, x, y, z) = L. m f(xl, Yt· Zv X!, YI• Zv XI,}\, zl) 

+ f(x, y, z, ~. y, ~ X, y, z) 1: m. 

Folglich ist der Wert von L m f in bezug auf ein beliebiges Koordi­
natensystem gleich der Summe seines Wertes in bezug auf ein System 
dazu paralleler Achsen durch den Schwerpunkt des Körpers und des 
Produktes aus der Masse des Körpers in den Wert der Funktion f im 
Schwerpunkt, gebildet in bezug auf das ursprüngliche Koordinaten­
system. 

Daraus folgt sofort, daß die Trägheits- und Deviationsmomente eines 
Körpers in bezugauf willkürliche Achsen übereinstimmen mit der Summe 
der entsprechenden Trägheits- und Deviationsmomente in bezugauf parallele 
Achsen durch den Schwerpunkt des Körpers und der entsprechenden Träg­
heits- und Deviationsmomente der im Schwerpunkt konzentrierten Gesamt­
masse des Körpers in bezug auf die ursprünglichen Achsen. 

Als Beispiel für dieses Ergebnis soll das Trägheitsmoment eines geraden 
homogenen Stabes der Masse M und der Länge l um eine Gerade durch ein Ende 
des Stabes senkrecht zu ihm berechnet werden. Aus dem vorigen Paragraphen 
folgt, daß das Trägheitsmoment um eine Parallele durch den Mittelpunkt des 

Stabes gleich l M ( ~ r ist. Daraus ergibt sich nach dem obigen S~tz für das 

gesuchte Trägheitsmoment 

M (~r + ~M (~r = lMl2. 

§ 6o. Der Zusammenhang der Trägheitsmomente in bezug 
auf verschiedene ~oordinatensysteme mit gemeinsamem 

Ursprung. 

Im vorigen Paragraphen haben wir die Beziehung zwischen den 
Trägheitsmomenten in bezug auf parallele Achsensysteme abgeleitet. 
Wir zeigen nun, daß man die Trägheitsmomente eines Körpers in bezug 
auf beliebige rechtwinklige Achsen finden kann1 wenn sie in bezug auf 
ein rechtwinkliges System mit dem gleichen Ursprung bekannt sind. 

Es seien A, B, C, F, G, H die Trägheits- und Deviationsmomente 
in bezug auf ein System 0 x y z, das mit dem System 0 x' y' z' den 
Ursprung gemeinsam hat. Die Richtungskosinus eines jeden Achsen­
systems in bezug auf das andere seien gegeben durch das Schema 

x' y' z' 

x l1 jl2 jl3 

y -;;;~-~ r,;;; 
z nl j nzJ ~a 
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Werden die Trägheits- und Deviationsmomente in bezug auf die 
Achsen 0 x' y' z' mit A', B', C', F', G', H' bezeichnet, so ist 

A' =2m (y'z + z'2), 

wo die Summation über alle Massenpunkte des Körpers zu erstrecken ist, 

= ~ m {(12 x + m2 y + n 2 z)2 + (l3 x + m3 y + n3 z) 2} 

= 2: m {x2 (~ + zn + y 2 (m§ + m~) + z2 (n~ + n~) + 2 y z (mz n2 + ma ng) 
+ 2 z x (n2 Z2 + n3 13) + 2 x y (12 m2 + l3 m 3)} 

= 2: m {x2 (m~ + ni) + y2 (ni + Zi) + z2 (l~ + mi) - 2 m1 n 1 y z 
- 2n1 l1 zx- 2l1 m 1xy} 

= L m {Ii (y2 + z2) + mr (z2 + x2) + ni (x2 + y 2) - 2 ml nl yz - 2 nlll z X 

-211 m1 xy} 

= A Zf + B mi + C ni - 2 F m1 n1 - 2 G n1 11 - 2 H 11 m1 

und entsprechend 

B' = A l~ + B m~ + C n~ - 2 F m2 n2 - 2 G n 2 12 - 2 H 12 m2 , 

C' = A 15 + B m~ + C n~ - 2 F m3 n 3 - 2 G n3 13 - 2 H l3 m3 • 

Es ist ferner 

F' = _Lmy' z' 

= 2m (12 x + m2 y + n2 z) (l3 x + m3 y + n3 z) 

= l2 l3 _Lmx2 + m2 m3 _Lmy2 + n2 n32;mz2 + (m2 n 3 + m3 n2)2;myz 
+ (n2 l3 + n 3 12) ,2: m z x + (l2 m3 + /3 m2) L m x y 

= !12 / 3 (B +C-A)+ !m2 m3 (C +A-B)+ !n2 n3 (A + B- C) 
+ (m2 n 3 + m3 n 2) F + (n2 l 3 + n 3 l2) G +(/2 m3 + 13 m2)H 

oder 
- F' = A l2 l3 + B m2 m 3 + C n2 n3 - F (m2 n3 + m3 n 2) - G (/3 n2 + l2 n 3) 

- H (l2 m3 + l3 tnz) 
und entsprechend 

- G' = A l3 l1 + B m3 m1 + C n3 n 1 - F (m3 n 1 + m1 n 3) - G (/1 n 3 + l3 n 1) 

- H (13 m1 +/1 m3), 

- H' = A l 1 l2 + B m1 m2 + C n1 n3 - F (m1 n2 + m2 n 1) - G (l2 n 1 + l1 n 2) 

- H (11 m2 + 12 m1) • 

Damit sind die Größen A', B', C', F', G', H' bestimmt. Dies Er­
gebnis zusammen mit dem des vorigen Paragraphen ermöglicht die 
Bestimmung der Trägheits- und beviationsmomente eines gegebenen 
Körpers in bezug auf ein beliebiges rechtwinkliges Achsensystem, wenn 
sie in bezug auf irgend ein rechtwinkliges Achsensystem bekannt sind. 

Aufgabe. Der Schwerpunkt sei der Koordinatenursprung. Man beweise, daß 
die Trägheits- und Deviationsmomente in bezug auf drei aufeinander senkrechte 
sich schneidende Geraden mit den Koordinaten 

(ll,ml,nl, J.I,fli•"l), (l2,m2,n2, Ä2•ft2,Y2), (la,ma,na, 2a,fta•"a) 

W h i t t a k e r , Dynamik. 9 
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die Form haben 

A' + M(l~ + fl~ + vn usw. und 

wo A', B', C', F', G', H' dieselben Werte wie oben haben und M die Masse des 
·Körpers ist. 

§ 61. Die Hauptträgheitsachsen ; das Cauchysche 
Trägheitsellipsoid. 

Wir betrachten die Fläche zweiten Grades 

Ax2 +By2 +Cz2 - 2Fyz- 2Gzx- 2Hxy = 1, 

wo A, B, C, F, G, H die Trägheits- und Deviationsmomente eines ge­
gebenen Körpers in dem Bezugssystem 0 xy z sind. Aus der Gleichung 

A' = Ali + Bm~ + Cni- 2Fm1 n1 - 2Gn1 l1 -2Hl1 m1 

folgt dann, daß das reziproke Quadrat eines jeden Radiusvektors der 
Fläche gleich dem Trägheitsmoment des Körpers um diesen Radius­
vektor ist. Daher ist die Fläche zweiten Grades invariant gegenüber der 
Wahl des Koordinatensystems, wenn nur der Ursprung festgehalten 
wird. Ihre Gleichung in einem rechtwinkligen System 0 x' y' z' mit dem­
selben Ursprung ist daher 

A' x'2 + B' y' 2 + C' z' 2 - 2 F' y' z' - 2 G' z' x' - 2 If x' y' = 1 , 

wo A', B', C', F', G', H' die Trägheits- und Deviationsmomente in bezug 
auf diese Achsen sind. 

Diese Fläche zweiten Grades wird als das Trägheitsellipsoid des 
Körpers in bezug auf den Punkt 0 bezeichnet. Ihre Hauptachsen heißen 
Hauptträgheitsachsen des Körpers durch den Punkt 0. Die auf diese 
Achsen bezogene Gleichung der Fläche enthält keine Produktglieder. 
Die Deviationsmomente um diese Achsen verschwinden also. Die 
zugehörigen Trägheitsmomente heißen Hauptträgheitsmomente des Kör­
pers in bezug auf den Punkt 0 1). 

Die polar-reziproke Fläche des Trägheitsellipsoids in bezug auf seinen Mittel­
punkt ist wieder ein Ellipsoid, das zuweilen als Gyrationsellipsoid bezeichnet wird. 

Aufgabe. Die Höhe eines massiven homogenen geraden Kreiskegels ist halb 
so groß wie der Radius der Grundfläche. Man zeige, daß sein Trägheitsellipsoid 
in bezug auf die Kegelspitze eine Kugel ist. 

§ 62. Berechnung des Moments der Bewegungsgröße eines 
bewegten starren Körpers. 

Wir bestimmen nun das Moment der Bewegungsgröße eines be­
wegten starren Körpers um eine beliebige Gerade für einen beliebigen 
Zeitpunkt seiner Bewegung. 

1 ) Die Hauptträgheitsachsen entdeckten Euler: ]\;fem. de Berlin 1 7 58, und 
J. A. Segner: Specimen Theoriae Turbinum 1 7 5 s. Das Trägheitsellipsoid wurde 
1827 von Cauchy eingeführt: Exerc. de math. Bd. 2, S. 93. 
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Es sei M die Masse des Körpers; sein Schwerpunkt G habe die 
Koordinaten x, y, z und zur Zeit t die Geschwindigkeitskomponenten 
ü, v, w in einem (ruhenden oder bewegten) rechtwinkligen Achsensystem 
Oxyz, dessen Ursprung 0 fest ist. Ferner seien Wv w2, w8 die Komponen­
ten der Winkelgeschwindigkeit des Körpers um G in bezug auf Achsen 
G x1 y1 z1 durch G parallel zu 0 x y z. Es sei m ein Repräsentant der 
Massenpunkte des Körpers mit den Koordinaten x, y, z und den Ge­
schwindigkeitskomponenten u, v, w zur Zeit t. Wir setzen 

x = x + x1 , y = y + y1 , z = z + z1 , 

u = ü + u1 , v = v + v1 , w = w + w1 , 

so daß infolge der Eigenschaften des Schwerpunktes die Gleichungen 
bestehen 

Lmx1 =0, 

Da überdies (§ 17) 

Ux = zl w2 - Yx Wa' vl = xl Wa- zl Wx ' Wx = YI wl - xl w2 
ist, so folgt 

L m u1 = 0, L m v1 = 0, L m w1 = 0. 

Bezeichnet daher h3 das Moment der Bewegungsgröße des Körpers 
um die Achse 0 z, so ist 

h8 = 2;m (xv- yu) 
= 2;m{(x + xi) (ii + v1)- (y + y1) (ü + u1)} 

= 2: m (x v - y ü) + .2m (x1 vi - Y1 u1) 

= M (x v - y ü) + L m (xi w3 - X1 z1 W1 - Y1 z1 w2 + Yi wa) 
= M(xv- yü)- Gw 1 - Fw2 + Cw3 , 

wo A, B, C, F, G, H die Trägheits- und Deviationsmomente des Körpers 
in bezug auf die Achsen G xi y1 z1 bedeuten. 

Entsprechend ergibt sich für die Momente der Bewegungsgrößen 
um Ox bzw. Oy 

hl = M (yw- zv) + A wl- H w2- G Wa' 
h2 = M (z ü - x w) - H w1 + B w2 - F w3 • 

Das Moment der Bewegungsgröße um eine beliebige Gerade durch 
den Ursprung kann daraus nach § 39 gefunden werden. 

Zusatz. Bewegt sich der Körper zwangläufig um einen seiner 
Punkte, der im Raum fest ist, so braucht man den Schwerpunkt nicht 
einzuführen. Es seien nämlich Wv w2, w3 die Komponenten der Winkel­
geschwindigkeit des Körpers um den festen Punkt in bezug auf beliebige 
rechtwinklige (ruhende oder bewegte) Achsen durch diesen Punkt, 
ferner A, B, C, F, G, H die Trägheits- und Deviationsmomente in bezug 
auf diese Achsen. Die Komponenten u, v, w der Geschwindigkeit eines 
Massenpunktes m mit den Koordinaten x, y, z sind (§ 17) 
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Das Moment der Bewegungsgröße um die z-Achse, nämlich 2'm(xv- yu), 
läßt sich daher schreiben 

~m(x2 w3 - xzw1 - yzw2 + y2 w 3} 

oder 
- G w1 - F w 2 + C w 3 • 

Entsprechend sind die Momente der Bewegungsgröße des Körpers 
um die x- und y-Achse 

und 

§ 63. Berechnung der kinetischen Energie eines bewegten 
starren Körpers. 

Die kinetische Energie eines in Bewegung befindlichen starren 
Körpers läßt sich in gleicher Weise berechnen wie die Momente der 
Bewegungsgrößen. \Vendet man den allgemeinen Satz des § 59 auf den 
Fall an, daß das Polynom f (x, y, z, x, y, z, .X, y, z) die Gestalt 
x2 + y2 + z2 hat, so erhält man unmittelbar das Ergebnis: Dt:e kinetische 
Energie eines bewegten starren Körpers der Masse Jtf ist gleich der Summe 
der kinetischen Energie eines Punktes der Masse M im Schwerpunkt des 
Körpers und der kinetischen Energie der Bewegung des Körpers relativ zum 
Schwerpunkt. 

Zur Bestimmung der kinetischen Energie des Körpers relativ zum 
Schwerpunkt G wählen wir rechtwinklige (ruhende oder bewegte) Achsen 
mit dem Ursprung im Schwerpunkt. Es seien w1, w 2, w3 die Komponen­
ten der Winkelgeschwindigkeit des Körpers um G in bezug auf diese 
Achsen; x, y, z seien die Koordinaten eines Repräsentanten m der 
Massenpunkte des Körpers. Die Geschwindigkeitskomponenten des 
Massenpunktes in Richtung dieser Achsen bei der Bewegung relativ zum 
Schwerpunkt sind (§ 17) 

Daher ist die kinetische Energie der Bewegung relativ zum Schwerpunkt 

l ~ m { (z w 2 - y w3) 2 + (x w3 - z w1) 2 + (y m1 - x w2) 2} 

oder 
! (A wi + B w§ + C w5 - 2 F w 2 w3 - 2 G w3 w1 - 2 H w1 w2) , 

wo A, B, C, F, G, H die Trägheits- und Deviationsmomcnte in bezugauf 
diese Achsen sind. 

Dieser Ausdruck läßt sich mit Hilfe des § 60 deuten als das halbe 
Quadrat der resultierenden \Vinkelgeschwindigkeit des Körpers bei der 
Bewegung relativ zum Schwerpunkt, multipliziert mit dem Trägheits­
moment des Körpers um die momentane Rotationsachse dieser Bewegung. 
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Zusatz. Ist ein Punkt des Körpers im Raume fest, so braucht man 
den Schwerpunkt nicht einzuführen. Es seien nämlich ro1, w 2, w3 die 
Komponenten der Winkelgeschwindigkeit des Körpers um den festen 
Punkt 0 nach beliebigen (ruhenden oder bewegten) Achsen 0 x y z durch 0, 
x, y, z die Koordinaten eines Repräsentanten m der Massenpunkte 
des Körpers in bezugauf diese Achsen. Die Geschwindigkeitskomponen­
ten des Massenpunktes sind (§ 17) 

Entsprechend ergibt sich daraus für die kinetische Energie der Bewegung 

i (A wi + B w~ + C w~ - 2 F w 2 w 3 - 2 G w 3 WJ. - 2 H w 1 w 2) , 

wo A, B, C, F, G, H die Trägheits- und Deviationsmomente des Körpers 
in bezug auf die Achsen 0 x y z bedeuten. 

Daraus folgt: Ist eine Koordinatenachse, etwa die x-Achse, die 
momentane Rotationsachse des Körpers, so ist die kinetische Energie 
gleich ! A wi. Da die Richtungen der Koordinatenach<;en willkürlich 
gewählt werden können, so ist die kinetische Energie eines Körpers, 
der sich um einen seiner Punkte dreht, der im Raume fest ist, gleich 
!lw2 , wo I das Trägheitsmoment des Körpers um die momentane 
Rotationsachse und w die Winkelgeschwindigkeit des Körpers um diese 
Achse bedeutet. 

Aufgabe. Ein Ebenenstück rotiert frei um eine horizontale Achse in seiner 
eigenen Ebene, und die Achse rotiert um eine feste, sie schneidende Senkrechte. 
Ist t:p das Azimut der Wagerechten, tp die Neigung der Ebene gegen die Senk­
rechte, so ist die kinetische Energie 

4 A ( .p2 + <j;2 sin 2 tp) + t B <j; 2 + H 1j; t:p cos tp , 

wo A, B, H die Trägheits- und Deviationsmomente um die Wagerechte und eine 
zu ihr Senkrechte in ihrem Schnittpunkt mit dem Lot bedeuten. 

§ 64. Unabhängigkeit der Bewegung des Schwerpunkts und 
der Bewegung relativ zum Schwerpunkt voneinander. 

Nach dem vorigen Paragraphen kann die kinetische Energie eines 
bewegten Körpers in zwei Teile zerlegt werden, deren einer von der 
Bewegung des Schwerpunkts abhängt, während der andere die kinetische 
Energie der Bewegung relativ zum Schwerpunkt ist. Wir werden nun 
nachweisen, daß man die beiden Teile der Bewegung des Körpers unab­
hängig voneinander behandeln kannl). 

Ein starrer Körper der Masse M bewege sich unter der Wirkung 
beliebiger Kräfte. Die Lagenkoordinaten seien die drei rechtwinkligen 
Koordinaten x, y, z des Schwerpunkts G, bezogen auf im Raum feste 
Achsen, und die drei Eulerschen Winkel -&, cp, 'lfJ, die die Lage eines 
beliebigen rechtwinkligen, von dem Körper mitgeführten Achsensystems 

1) Euler: Scientia Navalis Bd. I, § 128. 1749. 
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durch den Schwerpunkt gegen das ruhende System bestimmen. Die 
kinetische Energie ist dann 

T = ! M(x2 + y2 + z2) + f(fJ, rp, VJ, ?9, ,p, 1/;) , 
wo f({}, rp, VJ, #, rp, "P) die kinetische Energie der Bewegung relativ zu G 
bezeichnet. 

Es sei 
X·öx + Y öy + Z Öz + 8!5·& + ([Jörp + 'PÖVJ 

die Arbeit der äußeren Kräfte an dem Körper bei einer willkürlichen 
Verrückung (Öx, by, bz, b{}, brp, ÖVJ) des Körpers. Die Lagrangeschen 
Bewegungsgleichungen sind 

Mx= X, My= Y, Mz=Z, 

!:___(~')- of = e 
dt aß 0/1 ' 

!:___ (!1) - !1 = ([J 
d t aq; orp ' 

_!_ (!1)- ~ = 'P. 
d t o1f; OVJ 

Die drei ersten Gleichtmgen lehren: Der Schwerpunkt des Körpers 
bewegt sich so, wie sich die in ihm konzentrierte Gesamtmasse des Körpers 
bewegen würde, wenn auf sie den gesamten äußeren Kräften äquivalente 
Kräfte von gleicher Richtung wirkten. Denn offenbar wäre die Arbeit 
an der Gesamtmasse im Schwerpunkt bei einer willkürlichen Ver­
rückung gleich Xbx+ Yby+Zbz. 

Aus den drei übrigen Gleichungen ergibt sich: Der Körper bewegt 
sich so um seinen Schwerpunkt, als würde der Schwerpunkt festgehalten, 
während der Körper den gleichen Kräften ausgesetzt ist. Denn bei der 
Bewegung des Körpers relativ zum Schwerpunkt ist seine kinetische 

Energie f({}, rp, VJ, #, rj;, 'lj;,) und die Arbeit der Kräfte bei einer willkür­
lichen Verrückung ist f>ö{} + ([J(Jrp + 'PfJVJ. 

Offenbar gelten diese Resultate auch für Stoßbewegung. 
Zusatz. Ein ebener starrer Körper (z. B. eine Scheibe von beliebiger 

Gestalt) bewegt sich in seiner Ebene. x, y seien die Koordinaten seines 
Schwerpunktes, M sei seine Masse, {} der Winkel einer im Körper festen 
Geraden mit einer in der Ebene festen Geraden, Mk 2 das Trägheitsmoment 
des Körpers um seinen Schwerpunkt, X, Y seien die Komponenten der 
gesamten wirkenden äußeren Kraft in Richtung der Achsen, L sei das 
Moment der äußeren Kräfte um den Schwerpunkt. Dann ist die kine­
tische Energie 

! M (x2 + y2 + k2 .02) , 

und die Arbeit der äußeren Kräfte bei einer Verrückung (bx, by, b{}) ist 

Xbx+ Yby+Lb{}. 
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Daher lauten die Bewegungsgleichungen 

Mx=X, My=Y, Mk2D=L. 
Aufgabe. Man leite eine der Bewegungsgleichungen eines zweidimensionalen 

starren Körpers in der Gestalt 

M(pf + k2 Ü) = L 

ab, wo M die Masse des Körpers bedeutet, f die Beschleunigung des Schwerpunkts, 
p das Lot aus dem Ursprung auf diesen Vektor, Mk 2 das Trägheitsmoment um 
den Ursprung, {) den Winkel einer im Körper festen Geraden mit einer in der 
Ebene festen, L das Moment der äußeren Kräfte um den Ursprung bedeutet. 

Übungsauf gaben. 
1. Ein homogener gerader Kreiskegel hat die Masse M, den halben Scheitel­

winkel fJ und die Seitenlänge l. Man zeige, daß sein Trägheitsmoment um die Achse 
gleich 

J'l0 Ml2 sin2 fJ, 
sein Trägheitsmoment um eine Gerade durch den Scheitel senkrecht zur Achse gleich 

~ Ml2(1 - t sin2 /1), 

sein Trägheitsmoment um eine Erzeugende gleich 

~Ml2 sin2 /J(cos2 ß + -!) 
ist. 

2. Man zeige, daß das Trägheitsmoment des von den beiden Schleifen der 
Lemniskate 

,.a = a2 cos2{) 

umschlossenen Flächenstückes um die Achse der Kurve gleich 

(3.;r- S)al X Masse des umschlossenen Flächenstücks ist. 
48 

3. Eine Anzahl Punkte liegt in einer Ebene. Ihre Massen seien m1, m2, ••• , 

ihre gegenseitigen Abstände d12, ••• , die bezüglichen überstrichenen Flächen h12, • •• , 

die relativen Geschwindigkeiten v12, • • • Man beweise, daß 

bzw. das Trägheitsmoment um den Schwerpunkt, das Moment der Bewegungs­
größe um den Schwerpunkt und die kinetische Energie relativ zum Schwerpunkt 
darstellen. 

4. Man beweise, daß das Trägheitsmoment eines hohlen Würfels um eine 
Achse durch den Schwerpunkt senkrecht zu einer der Seitenflächen gleich 

10 Ma2 
9 

ist, wo M die Masse des Würfels und 2a die Kantenlänge bedeutet. Dabei sind 
die Wände des Würfels sehr dünn angenommen. 

5. Man zeige, daß eine Torusfläche um ihre Achse das Trägheitsmoment 

2.:rrq2a2c(c2 + 'l a2) 

besitzt, wo a der Radius des erzeugenden Kreises, c der Abstand seines Mittel­
punktes von der Achse der Ringfläche, e die Dichte ist. 

6. Man zeige, wie sich bestimmen läßt, ob und für welchen Punkt eine 
gegebene Gerade eine Hauptträgheitsachse eines Körpers ist; wenn ein solcher 
Punkt vorhanden ist, so bestimme man die beiden anderen durch ihn gehenden 
Hauptträgheitsachsen. 
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Ein homogenes quadratisches Ebenenstück wird begrenzt von der x- und 
y-Achse und den Geraden x = 2c, y = 2c. Die Gerade xfa + yfb = 2 schneidet 
davon eine Ecke ab. Man zeige, daß die beiden in der Ebene gelegenen Haupt­
trägheitsachsen dieses Ebenenstücks durch den Mittelpunkt des Quadrats gegen 
die x-Achse um die durch 

ab - 2 c (a + b) + 3 c2 
tg2~=~--~~~~~~~ 

(a - b) (a + b - 2c) 

gegebenen Winkel geneigt sind. 
7.- Man zeige, daß die Enveloppe derjenigen Geraden in der Ebene eines Flächen­

stücks, um die das Flächenstück konstante Trägheitsmomente besitzt, eine Schar 
konfokaler Ellipsen und Hyperbeln ist. Daraus bestimme man die Richtung 
der Hauptträgheifsachsen in einem beliebigen Punkt. 

8. Man bestimme die Hauptträgheitsmomente im Scheitel eines Ebenen­
stücks, das von einer Parabel vom Parameter 4 a und einer zur Achse senkrechten 
Geraden im Abstand h vom Scheitel begrenzt ist. 

Man beweise, daß, wenn 1 5 h > 28 a ist, zwei Hauptträgheitsachsen in 

( 4ah 3h2 ')! dem Parabelpunkt mit der Abszisse - a + a 2 - - 5- + -- mit der Tangente 
und der Normalen zusammenfallen. 7 

9. Man untersuche, wie die Hauptträgheitsachsen eines ebenen Körpers 
angeordnet sind. Man gebe die Bedingungen dafür an, daß Massenpunkte m, 
in (x;, y1), i = 1, 2, . . . mit einer gegebenen ebenen Platte äquimomental sind. 
Man zeige, daß die sechs Größen m1, m2, x1, x2, y1, y2 aus diesen Bedingungen 
eliminiert werden können. 

Ist ein System aus drei gegebenen Massenpunkten mit einer gegebenen Platte 
äquimomental, so ist der Flächeninhalt des von ihnen gebildeten Dreiecks gleich 

3 }"f multipliziert mit dem Produkt der Hauptträgheitsradien im Schwerpunkt. 
10. Ein homogenes, von der Ellipse b2 x2 + a2 y 2 = a2 b2 begrenztes Ebenen­

stück hat ein elliptisches Loch (Halbachsen c, d), dessen große Achse in die 
Gerade x = y fällt und dessen Mittelpunkt um die Strecke r vom Nullpunkt 
entfernt ist. Man zeige, daß 

{} 8abxy- cd[4 (x y2- r) (y yz- r) - (c 2 - d2)_J_ 
tg2 =----~-~~~-~~~~~-~--~~ 

ab [4 (x2 - y2) + a 2 - b2]- cd[2 (xy2-- r)2 - 2 (y y2-- r) 2] 

ist, wenn ~ der Winkel der x-Achse,_mit einer der Hauptträgheitsachsen im Punkt 
(x, y) ist. 

11. Ein System von Körpern oder Massenpunkten werde in beliebiger Weise 
bewegt oder deformiert. Man zeige, daß die Summe der Produkte der Masse 
jedes einzelnen Massenpunktes in das Quadrat der zugehörigen Verrückung gleich 
dem Produkt der Gesamtmasse des Systems in die in beliebiger Richtung genom­
mene Projektion der Verrückung des Schwerpunkts ist, vermehrt um die Summe 
der Produkte ·der Punktmassen in die Quadrate der betreffenden Entfernungen, 
die sie zur Erreichung ihrer Endlage durchlaufen müssen, nachdem sie eine der 
Projektion der Schwerpunktsverrückung gleiche Strecke in der gleichen Richtung 
zurückgelegt haben. (Fouret.) 

12. Die Hauptträgheitsmomente eines Körpers in bezug auf seinen Schwer­
punkt seien A, B, C. Man füge dem Körper eine kleine Masse hinzu, die um 
die gleichen Achsen die Hauptträgheitsmomente A', B', C' hat. Mall beweise, 
daß der zusammengesetzte Körper um seine neuen Hauptträgheitsachsen in bezug 
auf seinen neuen Schwerpunkt die Hauptträgheitsmomente 

A + A', B + B', C + C' 
besitzt, abgesehen von unendlich kleinen Größen höherer als erster Ordnung. 

(Hoppe.) 
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13. Man beweise, daß in einem beliebigen Punkt eines gegebenen materiellen 
Systems die Hauptträgheitsachsen mit den Normalen der durch den Punkt gehen­
den drei Flächen zweiter ·Ordnung eines gewissen konfokalen Systems zusammen­
fallen. 

Es- seien l, m, n, J., t-t, v, die sechs Koordinaten einer Hauptträgheitsachse, 
und das zugehörige Cartesische Koordinatensystem falle mit den Hauptträgheits­
achsen durch den Schwerpunkt zusammen. Man zeige, daß 

AIJ.+Bmtt+ Cnv=O 

ist, daß mithin alle Hauptträgheitsachsen eines gegebenen Systems einem qua­
dratischen Komplex angehören. 

14. Ein Rahmen wird gebildet aus zwei Paaren von Stäben der Masse m 
bzw. m' und der Länge 2a bzw. 2b, die mit reibungslosen Scharnieren zti einem 
Parallelogramm zusammengefügt sind. In den vier Ecken sind Massen M an­
gebracht. Man stelle das Moment der Bewegungsgröße des Systems um den Ko­
ordinatenursprung als Funktion der Koordinaten x, y des Schwerpunkts und der 
Winkel {}, rp der beiden Seitenpaare gegen die x-Achse dar. 



Sechstes Kapitel. 

Die lösbaren Probleme der Dynamik 
starrer Körper. 

§ 65. Die Bewegung eines Systems mit einem Freiheitsgrad ; 
Bewegung um eine feste Achse usw. 

Wir wenden die in den vorhergehenden Kapiteln entwickelten 
Prinzipien nunmehr zur Bestimmung der Bewegung holonomer Systeme 
starrer Körper in solchen Fällen an, die eine Lösung durch Quadra­
turen gestatten. 

Naturgemäß untersuchen wir zunächst Systeme mit einem Frei­
heitsgrad. Nach § 42 gestattet ein solches System eine Lösung durch 
Quadratur, sobald es ein Integral der Energie besitzt. Dies Prinzip 
reicht in den meisten Fällen für die Integration aus. Zuweilen jedoch 
(z. B. bei Systemen, in denen eine Bedingungsfläche oder -kurve eine 
Zwangsbewegung ausführt) hat das Problem in seiner. ursprünglichen 
Fassung kein Energieintegral, läßt sich aber (z. B. mit Hilfe des Satzes 
des § 29) auf ein Problem zurückführen, für das ein Energieintegral vor­
handen ist. Nach Ausführung dieser Reduktion kann es dann integriert 
werden. 

Die folgenden Beispiele erläutern dies Verfahren. 

I. Bewegung eines starren Körpers um eine feste Achse. 
Wir betrachten die Bewegung eines einzelnen starren Körpers um eine im 

Raum und im Körper feste Achse. Es sei I das Trägheitsmoment des· Körpers 

um diese Achse, so daß die kinetische Energie gleich }I 02 ist, wo{} den Winkel 
einer im Körper festen und mitbewegten Ebene durch die Achse mit einer im 
Raum festen Ebene durch die Achse bezeichnet. Es sei 8 das Moment der äußeren 
am Körper angreifenden Kräfte um die Achse, so daß diese Kräfte bei der infini­
tesimalen Verrückung, die dem Übergang von {} zu {} + IJ{} entspricht, die Arbeit 
8/J{} am Körper verrichten. Die Lagrangesche Bewegungsgleichung 

:1(:;)- :~ =8 
ergibt dann 

Iß = e. 
eine Differentialgleichung zweiter Ordnung zur Bestimmung von l}. 
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Sind die Kräfte konservativ und bedeutet V(ti) die potentielle Energie, 
so wird diese Gleichung zu 

- av 
Iti =- (}{} 

deren Integration die Energiegleichung ergibt 

tz#2 + V(U) = c, 

wo c eine Konstante ist. Nochmalige Integration ergibt 

t = It j {2 (c- V)} -t dU·+ konst. 

Durch diese Beziehung zwischen ti und t, deren beide Integrationskonstanten 
sich aus den Anfangsbedingungen berechnen, ist die Bewegung des Körpers 
bestimmt. · 

Der wichtigste Fall ist der, daß die Achse wagerecht und die Schwere die 
einzige wirkende äußere Kraft ist. Es sei dann G der Schwerpunkt des Körpers, 
C der Fußpunkt des Lotes aus G auf die Achse, ferner CG = h. Die potentielle 
Energie ist -Mg h cos ti, wo M die Masse des Körpers und ti den Winkel von 
CG mit der abwärts gerichteten Senkrechten bedeutet; die Bewegungsgleichung 
lautet dann 

Sie stimmt überein mit der Bewegungsgleichung eines mathematischen 

Pendels der Länge ...!___ Daher läßt sich die Bewegung wie in § 44 mit Hilfe 
Mh 

elliptischer Funktionen darstellen; die Lösung hat die Gestalt 

sin ~ =ksn{(Mt)1(t-t0),k} 

für den Fall der Oszillationen, 

. {} {1 (Mgh)i } sm 2 = sn k -I- (t - t0), k 

für die Kreisbewegung. Die Länge ...!___ des äquivalenten mathematischen Pendels 
Mh 

bezeichnet man als die reduzierte Pendellänge. I 
Ist 0 ein Punkt der Geraden CG derart, daß 0 C = Mh ist, so bezeichnet 

man 0 als Schwingungsmittelpunkt, C als Aufhiingepunkt. Es ergibt sich die über­
raschende Tatsache, daß der Schwingungsmittelpunkt und der Aufhängepunkt ver­
tauschbar sind; d. h. ist 0 der Schwingungsmittelpunkt, während C der Aufhänge­
punkt ist, so wird C der Schwingungsmittelpunkt, wenn 0 zum Aufhängepunkt 
gemacht wird. Zum Beweise dieser Behauptung bemerken wir nach §59 

Trägheitsmoment des Körpers um 0 = Trägheitsmoment um G + M · G 0 2 

= I-M·CG2 + M·G02 • 

Daher ist 

Trägheitsmoment des Körpers um 0 
Abstand des Schwerpunkts von 0 

I- Mh2+M (~- hr 

_!__h 
Mh 

=Mh +M (~h- h) 
I 

=h. 



140 VI. Kapitel: Die lösbaren Probleme der Dynamik starrer Körper. 

Wäre also der Körper ·in 0 aufgehängt, so würde die Bewegungsgleichung 
immer noch lauten 

·· Mgh . 
~+-1-smfJ=O, 

womit die Behauptung bewiesen ist. Offenbar ist die Schwingungsperiode um 
die Punkte C und 0 dieselbe. 

2. Bewegung eines Stabes, auf dem ein Insekt kriecht. 
Die Enden eines homogenen geraden Stabes der Masse m und der Länge 2 a 

können auf der Peripherie eines glatten ruhenden wagerechten Kreises vom Ra­
dius c gleiten. Ein Insekt; dessen Masse gleich der Masse des Stabes sei, krieche 
mit konstanter Relativgeschwindigkeit v an dem Stab entlang. 

Der Stab schließe zur Zeit t mit einer festen Richtung der Ebene den 
Winkel fJ ein, und das Insekt habe von der Mitte des Stabes aus die Strecke ~ 

zurückgelegt .. Die kinetische Energie des Stabes ist : m (cz - 2 ; 2) iJ.2; die 

kinetische Energie des Insekts rührt her von einer Geschwindigkeitskomponente 
x- (c2- az)l b in Richtung des Stabes und von einer Geschwindigkeitskom­
ponente x iJ. senkrecht zu dem Stabe. Die gesamte kinetische Energie des Systems 
ist daher 

T= .!..m (cz- 2a2) öz + .!..m{x- (c2- az)liJ.Y + .!..mxzJz. 
2 3 2 2 

Das System besitzt keine potentielle Energie. 

oder 

oder 

Da x = v t ist (t wird von dem Zeitpunkt ab gerechnet, wo x = 0 ist), so ist 

1 ( 2 a2) . 1 { ! "}2 1 · T=-m c2 -- {}2 +-m v-(c2 -a2) ~ +-mv2 t2 fJ 2 • 
2 3 2 2 

Die nunmehr einzige Koordinate {) ist zyklisch. Daher wird 

(JT 
---: = konst. 
(){} 

m (cz- 2;-2)6- m(c2- a 2)* {v- (c2 - a 2)liJ} + mv2t2U = konst. 

Die Integration dieser Gleichung ergibt 

~- {) 0 = k arctg{vt (2c2- ~ az)-l}, 

wo {}0 und k Konstanten sind. Diese Formel bestimmt die Lage des Stabes in 
jedem Zeitpunkt. 

3. Bewegung eines Kegels auf einer völlig rauben schiefen Ebene. 
Ein homogener massiver gerader Kreiskegel von der Masse M und dem halben 

Scheitelwinkel fJ bewege sich auf einer um den Winkel IX gegen den Horizont ge­
neigten völlig rauben Ebene (d. h. auf einer Ebene, auf der er nur rollen, nicht 
aber gleiten· kann). Die Seitenlinie des Kegels habe die Länge l, und die die Ebene 
berührende Erzeugende schließe zur Zeit t mit der Geraden stärkster Neigung 
in der Ebel!-e den Winkel {} ein. Ist dann X der Winkel der Kegelachse gegen die 
aufwärts gerichtete Senkrechte, so ist X eine Seite eines sphärischen Dreiecks, dessen 
Ecken bzw. auf der Ebenennormalen, der aufwärts geriGhteten Vertikalen und 
der Achse des Kegels liegen. Die beiden anderen Seiten sind IX und ~ :n: - {1, 
der von ihnen eingeschlossene Winkel ist :n: - {}. Daher ist 

cos z = cos IX sin {J- sin IX cos {J cosl}. 
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Die ;enkrechte Erhebung des Schwerpunkts des Kegels über den Scheitel ist 
!J; l cos ß cos l, und die potentielle Energie des Kegels ist gleich dieser Höhe; 
multipliziert mit Mg. Ist daher V die potentielle Energie des Kegels, so ist (bis 
auf ein konstantes Glied) 

V=- -}Mglsin!Xcos2 ßcosl'J. 

Zur Berechnung der kinetischen Energie des Kegels brauchen wir seine 
Trägheitsmomente um die Achse und um eine Senkrechte zur Achse durch den 
Scheitel. Sie bestimmen sich leicht (durch direkte Integration, bei der man 
den Kegel aus Scheiben senkrecht zur Achse zusammengesetzt denkt) zu 
i'o 1\1!2 sin2 /1 und } Ml2 (cos2 ß + .\ sin2 /i). Daher ist nach dem Satz des § 60 
(da die Richtungskosinus einer Erzeugenden als sinß, 0. cosß in bezugauf recht­
winklige Achsen durch den Scheitel des Kegels, dessen Achse die z-Achse ist, 
angenommen werden können) das Trägheitsmoment um eine Erzeugende 

-~ Ml2 (cos2 ß + l sin2 ß) sin2fl + },rMl2 sin2fJ cos2ß 
oder }Ml2 sin2 fl (cos2fl + 1). 

Nun befinden sich alle Punkte der die Ebene berührenden Erzeugenden in 
Ruhe, da die Bewegung eine reine Rollbewegung ohne Gleitung ist. Diese Erzeu­
gende ist demnach die momentane Rotationsachse des Kegels. Ist w die Winkel­
geschwindigkeit des Kegels um diese Erzeugende, so ist seine kinetis<ilie Energie 
(§ 63, Zusatz) 

Nach § 15 ist aber 
w = /} ctgfl. 

und nach Einführung dieses Wertes für ro ergibt sich endlich für die kinetische 
Energie des Kegels der Wert 

T= Ä Ml2 cos2 fl (cos2fl + ~) &2. 
Die Lagrangesche Bewegungsgleichung 

d (oT) ar 
dt aö - ofJ 

av 
(){} 

wird daher 

oder 
1 M/2 cos2 ß (cos2 ß + Al Ü + i Mgl siniX cos2 ß sin {} = 0 

- gsiniX . {} + --··· .. ·--sm{} = o. 
l ( cos2 fJ + !, ) 

Sie stimmt überein mit derjenigen eines mathematischen Pendels der Länge 

l 
--:-- ( cos2 fJ + +-) • 
Slll lX '' 

Ihre Integration kann daher mit Hilfe elliptischer Funktionen ausgeführt werden 
wie in § 44. 

4. Bewegung eines Stabes in einem rotierenden Rahmen. 

Die Enden eines homogenen schweren Stabes gleiten reibungslos auf der 
wagerechten bzw. senkrechten Leiste eines Rahmens, der mit konstanter Winkel­
geschwindigkeit ro um die senkrechte Rahmenleiste rotiert. 

Es sei 2 a die Länge des Stabes, M seine Masse, {} seine Neigung gegen die 
Senkrechte. Nach § 29 wird der Wirkung der Rotation Rechnung getragen, wenn 
die potentielle Energie ein Zusatzglied 

- { ro2e J x 2 sin2 &dx 
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erhält, wo (! die Dichte des St<j.bes und x den Abstand von dem die senkrechte 
Leiste berührenden Stabende bedeutet. Integriert ergibt dies Glied 

- -} Mw 2 a2 sin2 19>. 

Der andere, von der Schwere herrührende Teil der potentiellen Energie ist 

- Alga cos!9>, 

so daß die gesamte potentielle Energie gegeben wird durch 

. V= - Mga cos{)- -~ Mw 2 a2 sin2 D. 

Die wagerechte und die senkrechte Geschwindigkeitskomponente des Schwer­

punkts des Stabes sind a J sin 19> und a IJ. cos 19> • Daher ist der von der Be­
wegung des Schwerpunkts herrührende Teil der kinetischen Energie gleich 

~- Ma2 iJ2. Da der Stab um seinen Schwerpunkt das Trägheitsmoment JMa 2 

hat, ist der von der Bewegung des Stabes um seinen Schwerpunkt herrührende 

Teil der kinetischen Energie gleich-~ Ma 2 iJ 2 • Für die gesamte kinetische Energie 
erhalten wir demnach die Gleichung 

T = fMa2J2. 

Also wird das Integral der Energie 

~Ma2 Ö·2 - Mga cosD- (. Mw 2 a 2 sin2 ß = konst. 

oder für cos 0 = x: 

x2 = (1- x2) {e2- (w X- 4~~n, 
wo e eine Konstante bedeutet. Sie muß offenbar positiv sein, da x2 und 1 - x 2 

positiv sind. Wir machen die Annahme, daß s nicht groß ist und daß -~[_ < 
3g E 4aw2 

ist, so daß x zwischen den Werten 4 aro2 ±-;; schwankt. 

Zur Ausführung der Integration setzen wir1) 

wo~ eine neue abhängige Veränderliche bedeutet. Die Einführung dieses Wertes 
für x in die Differentialgleichung ergibt 

~2 = 4 (~ - e1) (; - e2) (.; - e3) , 

wo die Werte 

den Werten 

X= -1, 
3g E 

x = 4a<u2 - ~' 
3g E 

X=--+-
4aw2 w 

entsprechen. Man sieht leicht, daß e1 + e2 + e3 = 0 und e1 > e2 > e3 ist. 
Daher ist i; = !J(t + y), wo die p-Funktion mit Hilfe der Wurzeln e1, c2 , c3 

gebildet und y eine Konstante ist. Da e1 > e2 > e3 ist und p{l + y) für reelle 

Werte von t zwischen e2 und e3 liegt (denn x liegt zwischen __l.f2 - .!... und 
4aw w 

3g -2 + .!...) , muß der imaginäre Teil der Konstanten y gleich der Halbperiode 
4aw <u 

1 ) Vgl. Whittaker and Watson: A Course oj1Vodern Analysis § 20, 6. 
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w3 sein. Der reelle Teil von y kann gleich Null gesetzt werden, da er nur von 
der Wahl des zeitlichen Nullpunktes abhängt. Daher ist 

also 
$ = p(t + w3), 

__!_ w2 (1 - _l..L_- ..:,_) (1 - _l_L + .!.) 
{} +. 2 4aw2 w 4aw2 w 

cos = 1 ---------,---;:-------;;---.."-
3g 5w2 3g2 e2 

p(t + wa) + 8a -12- 64a2 w 2 +Tz 
Diese Gleichung bestimmt {} als Funktion von t. 

5. Bewegung einer Scheibe, die an einem Punkt zwangläufig 
geführt wird. 

Eine Scheibe von der Masse M liegt auf einer völlig glatten wagerechten 
Ebene, in der ein Punkt A der Scheibe zwangläufig einen Kreis vom Radius c 
mit konstanter Winkelgeschwindigkeit w beschreibt. 

Es sei G der Schwerpunkt der Scheibe und AG = a. Der Punkt A hat 
die Beschleunigung c w2 in Richtung der inneren Normalen des Kreises. Erteilen 
wir ·daher allen Punkten der Scheibe die Beschleunigung cw 2 in Richtung der 
äußeren Normalen und halten wir den Punkt A fest, so erhalten wir die Relativ­
bewegung gegen A. Die resultierende Kraft, die bei der Relativbewegung gegen A 
auf die Scheibe wirkt, ist demnach gleich Mcru 2• Sie greift in G in Richtung 
der äußeren Kreisnormalen an. 

Die Gerade AG und die äußere Normale mögen mit einer festen Richtung 
in der Ebene die Winkel {} bzw. w einschließen. Dann ist die Arbeit dieser Kraft 
bei einer kleinen V errückung b {} 

Mcw 2 a sin(cp- {}) MJ, 

und die kinetische Energie des Körpers ist } Mk 2 #2, wo Mk 2 das Trägheits­
moment des Körpers um den Punkt A bedeutet. Daher lautet die Lagrangesche 
Bewegungsgleichung 

Mk 2 Öo = Macw2 sin(tp- {}). 

Da ip = w ist, wird rp = 0; für {} - <P = 1p ist daher 

.. acw2 . 
1p + k-2- sm 1p = 0 . 

Diese Gleichung stimmt mit der Gl!;ichung eines mathematischen Pendels 
.. k2g 

von der Lange --- überein. Die Integration kann also wie in § 44 mit ellip­
acw2 

tischen Funktionen ausgeführt werden. 

6. Bewegung einer Scheibe, deren Rand auf einer zwangläufig 
bewegten Scheibe abrollt. 

Zwei gleiche Kreisscheiben vom Radius a und der Masse }V! mit völlig rauhen 
Rändern werden in einer senkrechten Ebene mit den Rändern in Berührung ge­
halten durch eine homogene Stange der Masse m, die die Mittelpunkte verbindet. 
Der eine Mittelpunkt ist fest, und die zugehörige Scheibe A muß mit gleich­
förmiger Winkelbeschleunigung IX rotieren. Man soll die Bewegung der Scheibe B 
und der verbindenden Stange bestimmen. 

Zur Zeit t bilde die Stange mit der Richtung senkrecht abwärts den Winkel tp, 

und die Scheibe A habe sich um den Winkel {} gedreht. Die Winkelgeschwindig-

keit der Scheibe A ist IJ, die Geschwindigkeit der einander gerade berührenden 
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Punkte der beiden Scheiben ist daher a {}. Da der Mittelpunkt der Scheibe B 
die Geschwindigkeit 2acp hat, ist die Winkelgeschwindigkeit der Scheibe B um 

ihren Mittelpunkt gleich 2<P- iJ. Jede Scheibe hat um ihren Mittelpunkt das 
Trägheitsmoment t M a 2 ; daher ist die kinetische Energie des Systems 

1 a 2 · t a 2 • 1 1 4 a 2 
T = -M -{}2 + -M -(2<jJ- {})2- -M(2a)2<jJ2 + -m -- ,P2 

2 2 2 2 2 2 3 

und iJ. = at + s, wo s eine Konstante ist. 
Die potentielle Energie des Systems ist 

V= --(2M+ m) ag cosrp, 

und die Langrangesche Bewegungsgleichung lautet 

d (f;T) ()T cV 
d t 8<j; - Orp- = - ~Ocp-

oder 
d . 
dt {(6M + tm)a2 tj:>- Ma2 t~} =:-(2M+ m)agsinrp. 

Da iJ = "' ist, ergibt diese Gleichung 

(6M + ~-m)a2 (j;- Ma 2 "' +(2M+ m)agsinrp = 0. 

Integriert ergibt sie 

(3M+ im)a2 <f2 - M a2 <X rp- (2M+ m)agcosrp = c, 

wo c eine von den Anfangsbedingungen abhängige Konstante ist. Da die Veränder­
lichen t und rp separierbar sind, kann auch diese Gleichung durch Quadratur 
integriert werden. Das Endintegral stellt die Bewegung dar. 

Aufgabe. Das System sei anfänglich in Ruhe und die Stange senkrecht abwärts 
gerichtet. Man zeige, daß die Stange die wagerechte Lage erreicht, wenn 

"' > ~- ( 1 + ___!!!____ __ ) • 
na 2M 

§ 66. Die Bewegung eines Systems mit zwei Freiheitsgraden. 

Wie in der Punktdynamik, so hängt auch in der Dynamik starrer 
Körper die Möglichkeit, ein Problem mit zwei Freiheitsgraden durch 
Quadraturen zu lösen, im allgemeinen von dem Vorhandensein einer 
zyklischen Koordinate ab. Das der zyklischen Koordinate entsprechende 
Integral läßt sich physikalisch oft als Integral der Bewegungsgröße oder 
des Moments der Bewegungsgröße deuten. Die Herleitung und Lösung 
der Differentialgleichung geschieht unter Anwendung der in den vorher­
gehenden Kapiteln entwickelten Prinzipien. Wir erläutern dies Verfahren 
durch die folgenden Beispiele. 

I. Stab durch Ring. 
Zuerst untersuchen wir die Bewegung eines homogenen geraden Stabes, 

der durch einen engen, auf einer wagerechten Ebene feststehenden Ring geführt 
ist und der durch den Ring gleiten und sich um ihn in der Ebene drehen kann. 

Zur Zeit t sei der Mittelpunkt des Stabes um die Strecke r von dem Ring 
entfernt, und der Stab bilde mit einer festen Geraden in der Ebene den Winkel {}. 
Der Stab habe die Länge 21 und die Masse M. 
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Dann ist das Trägheitsmoment des Stabes um seinen Mittelpunkt gleich 
t M l2, so daß die kinetische Energie 

T = !M(r2 + r2iJ2 + tl2D2) 

wird. Potentielle Energie ist nicht vorhanden. 
Die Koordinate {} ist zyklisch; ihr entspricht das Integral 

iJT 
~= konst. 
i){} 

oder 
(r2 + t l2) D = konst. 

Das Energieintegral ist 

;.2 + r2 ,02 + } 12 fJ2. = konst. 

Dividiert man das zweite Integral durch das Quadrat des ersten, so folgt 

wo c konstant ist, oder 

J + konst. = J { (r2 + t z2) (c r2 + -1 c 12 - 1)} -i d r. 

Für c r 2 = s wird daraus 

{) + konst. = J {4s(s + tcl2) (s + -Acz2 -1)}-! ds. 

Bezeichnet also p die Weierstraßsche elliptische Funktion mit den Wurzeln 

dr 
die der Beziehung e1 > e2 > e3 genügen, sobald der Anfangswert von d{) hin-
reichend groß ist, so folgt _ ({} {} ) s- p - o - el, 

wo {)0 eine Integrationskonstante ist. Da s positiv ist, ist &o(fJ- fJ0) > e1 für 
reelle Werte von fJ, die Konstante {)0 daher reell. 

Die Lösung des Problems ist also enthalten in der Gleichung 

c r2 = f!({}- {}o) + :\-- tc [2. 

2. Ein Zylinder rollt auf einem andern unter dem Einfluß der Schwere. 

Ein schwerer, völlig rauher massiver homogener Zylinder von der Masse m 
und dem Radius r rolle auf der Innenfläche eines Hohlzylinders von der Masse M 
und dem Radius R, der sich um seine ( wagerecht angenommene) Achse drehen kann. 

Zur Zeit t bilde die durch die Zylinderachsen gehende Ebene mit der abwärts 
gerichteten Senkrechten den Winkel ({J, und der Zylinder von der Masse M habe 
von einem festgesetzten Zeitpunkt ab sich um den Winkel {} gedreht. Die Winkel­
geschwindigkeiten der Zylinder um ihre Achse ergeben sich leicht als iJ bzw, 
(R - r) q; - R iJ 

r 
Die Trägheitsmomente der Zylinder um ihre Achsen sind bzw. 

M R 2 und t m r2• Die kinetische Energie des Systems ist daher 

T=!MR 2 02+-i·mr2(R--;r q,- :iJ.)\tm(R-r)2q;2, 
die potentielle Energie 

V=- mg(R- r) costp. 

Wh i t ta ker, Dynamik. 10 
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oder 

Offenbar ist die Koordinate -& zyklisch; ihr entspricht das Integral 

BT 
........,. = konst. 
{j{} 

MR 2 if-!mR{(R-r),P-RÜ}=k, 

wo k eine Konstante ist. 
Das Energieintegral ist 

wo h eine Konstante ist, oder 

-4 M R 2 ,92 + i-m { (R - r) <P - R rf}2 + t m (R - r)2 ,p2- mg(R - r) COS'f' = h. 

Die Elimination von iJ zwischen den beiden Integralen ergibt die Gleichung 

m(3M+m) R 2 "2 R k2 
2(2M + m) { - r) lp - mg( - r) cosrp = h- (2M~+-m-,-)--oR=2 

Sie stimmt überein mit der Energiegleichung eines mathematischen Pendels 
von der Länge 

3M+m 
---(R-r). 
2M+m 

Ihre Lösung läßt sich wie in § 44 in elliptischen Funktionen bestimmen. 

3. Stab in einem Reifen. 
Die Enden eines Stabes gleiten auf einem senkrechten glatten kreisförmigen 

Reifen, der sich um seinen festgehaltenen senkrechten Durchmesser drehen kann. 
Der Stab habe die Masse m und die Länge 2 a der Reifen die Masse NI und 

den Radius r. Zur Zeit t sei der Stab um den Winkel {) gegen die Wagerechte 
geneigt, und der Reifen habe gegen eine feste senkrechte Ebene das Azimut q>. 

Das Trägheitsmoment des Stabes um eine Achse durch den Mittelpunkt 
des Reifens senkrecht zu dessen Ebene ist m (r2 - ~- a 2). Das· Trägheitsmoment 
des Stabes um den senkrechten Durchmesser des Reifens ist 

m{ (r2 - a 2) sin2 {} + -~ a2 cos2 {}} . 

Das System besitzt daher die kinetische Energie 

T = -4 m(r2 - Ja2 ) ß2 + i Mr2 ,P2 + 4 m <f2(r2 sin2-&- a2 sin2 {J + ~ a2 cos2 {}). 

Seine potentielle Energie ist 

oder 

V = - mg{r2 - a 2)i cos/J. 

Offenbar ist die Koordinate lp zyklisch; ihr entspricht das Integral 

i'JT 
'17 = konst. 
G'f' 

! Mr2 <P + m ,P {r2 sin2{J-- a2 sin2-{) + ,\ a2 cos2 t?) = k, 

wo k eine Konstante ist. Führen wir den ~'ert von ip aus dieser Gleichung in 
das Integral der Energie 

ein, so wird 

_!_m(r2- ~a2)02= h + mg(r2- a2)l- cost9- k 2 
_____ _ 

2 3 .'lfr2+2m(r2 sin2 tt·-a2 sin2 ll-+ Ja2 cos2 ll) · 

In dieser Gleichung lassen sich die Veränderlichen {} und t trennen; eine 
weitere Integration ergibt daher ,?, als Funktion von t und damit die Lösung des 
Problems. 
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4. Reifen und Ring. 
Das bewegte System bestehe aus einem homogenen glatten kreisförmigen 

Reifen vom Radius a, der auf einer glatten wagerechten Ebene liegt und auf einer 
festen Geraden der Ebene rollen, sonst keine Bewegung ausführen kann, während 
ein kleiner Ring, dessen Masse gleich 1/J. der Masse des Reifens ist, auf ihm gleitet. 
Zu Anfang ruht der Reifen, und der Ring erhält in dem am weitesten von der 
festen Geraden entfernten Punkt die Anfangsgeschwindigkeit v. 

Sei <p der Winkel, um den sich der Reifen in dem Zeitintervall t nach Beginn 
der Bewegung gedreht hat. Der durch den Ring gehende Durchmesser des Reifens 
soll sich alsdann um den Winkel 'P gedreht haben. Wird dem Ring die Masse 1 
beigelegt, so daß die Masse des Reifens gleich J. ist, so hat letzterer um seinen 
}l.'littelpunkt das Trägheitsmoment J.a 2• Der Mittelpunkt bewegt sich mit der 
Geschwindigkeit a<j;, während sich die Geschwindigkeit des Ringes aus Kom­
ponenten a<j; und a,P zusammensetzt, deren Richtungen miteinander den Winkel 'I' 
einschließen. Das System hat daher die kinetische Energie 

T = tJ.a2q. 2 + ila2<j;2 + i<a2<jJ2 + a2>f 2 + 2a•q,.pcos>p) 

= i<2l + 1)a2 <p2 + !a2 ,P2 + a 2 rp>jlcos•p. 

Die potentielle Energie ist Null. 
Offenbar ist die Koordinate <p zyklisch; ihr entspricht das Integral 

c!T -,--,- = konst. 
d<p 

oder 
(22 + 1)a2<j; + a2,Pcos>p = av, 

da a v der Anfangswert ist. 
Die Integration dieser Gleichung ergibt 

, . vt 
(2A + 1) <p + Slll'f'-- = 0, 

a 

da die linke Seite für t = 0 verschwindet, oder 

<p = •--1 - (::..!. - sin V') . 
2J. + 1 a 

Diese Gleichung bestimmt <p als Funktion von >p. 
Die Energiegleichung lautet 

T = TI,=DJ = -§v•. 

vja - >jl COS!fl 
Führen wir darin für rp den Wert 21 + 1 ein, sO folgt 

daher 
a 2 (2l + sin2 >p)>jl2 = 2J.v2, 

V' 

t = -~--;- {<ü + sin 2 >p)id>p. 
V l12 A • 

0 
Für sin ·•p = x wird daraus 

X 

a ;· f=-----ccc· <2l+x2)!-(1-x2)-ldx. 
vY2). 

0 

Zur Auswertung dieses Jutegrals führen wir eine Bilisveränderliche u ein, 
die definiert sei durch 

X 

u = ( (2). + x2)- !- ( 1 - x•)- t d :r. 
6 

10* 
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Durch die Substitution x2 = 2J.(~, wo ~ eine neue Veränderliche ist, geht 
dieses Integral über in 

00 

u = J {H<~ + 1) <~- 22>} -!d~. 
Ii 

Dies ist gleichbedeutend mit 

~ = ,ro(u) - J ( 1 - 2 A) , 

wo die p-Funktion mit Hilfe der Wurzeln 

e1 =} (1 + 4 A), e2 = 1 (1 - 2A), e3 = -} (1 + ).) 
gebildet ist. Diese Wurzeln sind reell und genügen der Bedingung e1 > e2 > e3• 

Also ist p{ u) · reell und größer als e1 für reelle \Verte u . 

oder 

Nun ist 

dt = ~ (22 + xl)!{1- x2)-ldx 
vt2J. 

vy'21a~~={22+ 2). }d 
f.J(U)- Bz U. 

Durch Integration folgt daraus 

vty2A- ..!_ 1 }. u u _: p'(u) 
a - 3 ( + 4 .) + (( ) + 2 p(u)-} (1- 2l) 

wo C(u) die Weierstraßsche Zeta-Funktion bedeutet. 
Für die Darstellung von 'I' und t als Funktionen einer Hilfsveranderlichen u 

finden sich also endlich die Gleichungen 

. 2 2l 
sm 'P = gJ(Ul- t {1 ....::·21)' 

v ty2A 1 ). 1 p'{u) 
-a- = 3 (1 + 4 ) u + C(u) + Z: &J{U)- }(1- 21.) 

§ 67. Anfangsbewegungen. 

In§ 32 haben wir die allgemeinen Prinzipien entwickelt, nach denen 
man den Anfangscharakter der Bewegung eines Systems bestimmt, 
das zu einer gegebenen Zeit die Ruhelage verläßt. Die folgenden Bei­
spiele erläutern das Verfahren für starre Körper. 

1. Ein Punkt der Masse m hängt an einem Faden von der Länge b von 
einem Randpunkt einer Scheibe von doppelt so großer Masse und dem Radius a 
herab. Die Scheibe kann um ihre wagerecht angenommene Achse rotieren, und der 
durch den Befestigungspunkt des Fadens gehende Durchmesser liegt zu Beginn der 
Bewegung wagerecht. Es soll die Anfangsbewegung des Massenpunktes bestimmt 
werden. 

Zur Zeit t nach Beginn der Bewegung habe sich die Scheibe um den Winkel {} 
gedreht, und der Faden sei um den Winkel <p gegen die Senkrechte geneigt. 
Die wagerechte und die (abwärts gerichtete) senkrechte Koordinate des Massen. 
punkts in bezug auf den Mittelpunkt der Scheibe sind 

a cos ß + b sin 1' , a sin {} + b cos 1' . 

Das Quadrat seiner Geschwindigkeit ist daher 

a2fJ2 + b21j;2- 2absin(ß + <p)Jif;, 
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die kinetische Energie des Systems also 

T = ma2iJ2 + ~mb2 q;2 - mabsin(8 + cp)iJrj;, 

die potentielle Energie 

oder 

V=- mg(asint9> + bcoscp). 

Die Lagrangeschen Bewegungsgleichungen lauten 

a (ar) BT av 
at aiJ - aD =- o8 • 

d (ar) iJT _ av 
dt ar;, - crp - - ocp 

2a2J- abcos({) + cp)rj;2 :- gacos8- absin(!?· + cp)cp = 0, 

b2 ;p - a b cos ( tJ. + cp) /}2 + g b sin cp - a b sin ( {) + <P) J = 0 . 

149 

Anfänglich sind die Größen fJ, rp, ß, rjJ Null. Die Gleichungen ergeben daher 

für den Beginn der Bewegung lJ = ..ff_ und cp = 0. Die Entwicklung von tJ. 
t2 2a 

beginnt also mit einem Glied !!___ , diejenige von cp mit höheren als zweiten Po-
4a 

tenzen von t . Wir machen den Ansatz 

gt2 3 4 
tJ. = 4 a +At + Bt + ... , 
cp = C ta + D t4 + E t• + Ft6 + . 

führen diese Werte in die obigen Differentialgleichungen ein und setzen zur Be­
stimmung von A, B, C, • . . die Koeffizienten der entsprechenden Potenzen 
von t einander gleich. So ergibt sich 

at2 
19=_;>_+ü·t4+ ... , 

4a 

- g2 t4 g3 t6 
'P- 32ab - 1920ab2 + · 

Sind x und y die Koordinaten des Massenpunktes in bezug auf eine wage· 
rechte und eine (abwärts gerichtete) senkrechte Achse durch seine Anfangslage, 
so ist näherungsweise 

und 

g3 t6 
x = a(1- cos{})- bsincp = 4 a1J.2 - b cp = ---

1920ab 

gt2 
y = asintJ. + b(coscp- 1) = atJ. =-. 

4 

Durch Elimination von t zwischen diesen Gleichungen ergibt sich 

y 3 =30abx. 

Dies ist die gesuchte angenäherte Gleichung der Bahn des Massenpunktes in der 
Umgebung seiner Anfangslage. 

2. Ein Ring der Masse m kann auf einem homogenen Stab der Masse Mund 
der Länge 2 a gleiten, der um eines seiner Enden drehbar ist. Zu Beginn der Be­
wegung liegt der Stab wagerecht, und der Ring ist um die Strecke r0 von dem fest­
gehaltenen Ende entfernt. Man bestimme die Anfangskrümmung der Bahnkurve 
des Ringes im Raum. 
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Es seien r, f) die Polarkoordinaten des Ringes zur Zeit t, bezogen auf das 
feste Ende des Stabes und eine Horizontale, wobei {} von dieser Geraden aus 
nach unten gerechnet wird. Für die kinetische und potentielle Energie ergibt sich 

oder 

1 · 1 4 a 2 · 
T = 2 m(r2 + r2 ß2) + 2 M 3 1)2, 

V = - m r g sin {} - Mag sin {} . 

Die Lagrangeschen Bewegungsgleichungen lauten 

d (ar) 
dt 7fT 

!... (ar) 
dt &b 

ar av 
- er =- Tr' 

av 
(5{} 

r - r Ö·2 - g si;_ f} = 0 , 

~ M a2 /} + mr2 J + 2mri-6- M ga cos{}- mgr cos{) = 0. 

Da r, {}, {} zu Beginn der Bewegung Null sind, können wir Entwicklungen 
der Form 

r = r0 + a2 t 2 + a 3 t 3 + a4 t4 + ... , 
{} = bz t2 + ba tJ + ... 

annehmen; führen wir diese Ausdrücke in die Differentialgleichungen ein und setzen 
die Koeffizienten entsprechender Potenzen von t einander gleich, so finden wir 

a 2 =0, a 3 =0, a4 =-{1 b2 (g+4b2 r0 ). 

b _ 3g(Ma+mr0 ) 

2 - 2(4M a 2 + 3mr~) 
Die Koordinaten des Massenpunktes in bezug auf eine wagerechte und eine 

senkrechte Achse durch seine Anfangslage sind 

x = rcos{)- r0 , y=rsin{} 
oder näherungsweise 

x = (a4 -}r0 bDt4 , y = r0 b2 t2 • 

Die Krümmung der Bahnkurve ist bestimmt durch 

1 . . 2x 2a4 1 - = hm --.- == --.----. - - . 
12 y b2 r0 r0 

Nach Einsetzen der obigen ·werte für b2 und a4 ergibt sich 

M a(4a- 3r0 ) 

12 9 rg (M a + m r0) 

Dies ist die gesuchte Anfangskrümmung der Bahn des Ringes. 
Aufgabe. Zwei homogene Stäbe AB, BC mit den Massen m1, m 2 und den 

Längen a, b sind in dem Punkt B durch ein Gelenk verbunden und um den 
festgehaltenen Punkt A drehbar. Zu Beginn der Bewegung sei AB wagerecht, 
BC senkrecht. Man zeige, daß, wenn C losgelassen wird, die Gleichung der an­
fänglichen Bahn des näher an C gelegenen Dreiteilungspunktes der Strecke BC 
sich in der Form darstellen läßt 

y 3 = 60 ( 1 + ~~:2 ) a b ,-r, 

(Camb. Math. Tripos, Part I. 1896.) 
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§ 68. Die Bewegung von Systemen mit drei. Freiheitsgraden. 

Die Möglichkeit, Bewegungsprobleme von.Systemen mit drei Frei­
heitsgraden durch Quadraturen zu lösen, ist im allgemeinen, wie bei 
den Systemen mit zwei Freiheitsgraden, bedingt entweder durch das 
Auftreten zyklischer Koordinaten, die die Existenz von Integralen der 
Bewegungsgrößen oder der Momente der Bewegungsgrößen zur Folge 
haben, oder durch die Möglichkeit, die Veränderlichen in dem kinetischen 
Potential zu trennen. Die folgenden Beispiele erläutern das Verfahren. 

I. Bewegung eines Stabes in einem gegebenen Kraftfeld. 
Ein homogener Stab der Masse m und der Länge 2 a kann sich auf einer glatten 

wagerechten Ebene bewegen. Jedes Stabelement werde von einer festen Geraden 
der Ebene mit einer Kraft angezogen, die seiner Masse und seinem Abstand von 
der Geraden direkt proportional ist. 

Der Mittelpunkt des Stabes habe die Koordinaten x, y, und der Stab sei 
gegen die feste Gerade um den Winkel {} geneigt. Die kinetische Energie ist 

die potentielle Energie 
T= tm(.i-2 + y2+ ta2U2)' 

+a 

V= mf.lj(Y + rsin#)2 dr, 
4a 

-a 
wo f' eine Konstante ist, oder 

V= f.1 m(l);y2 + ·h a 2 sin2 !9>). 

Die Lagrangeschen Bewegungsgleichungen lauten daher 

X=O, 

Y=-ttY, 
zl} + f.1Sin2# = o. 

Die beiden ersten Gleichungen ergeben 

x=ct+d, 

y = fsin(f'!tt + e), 

wo c, d, f, e Integrationskonstanten sind. Der Mittelpunkt des Stabes beschreibt 
demnach eine Sinuskurve in der Ebene. Die Gleichung für {) ist vom Typ der 
Pendelgleichung, kann daher wie in § 44 integriert. werden. 

2. Bewegung eines Stabes und eines Zylinders auf einer Ebene. 
Das System setze sich zusammen aus einem homogenen massiven glatten 

Kreiszylinder von der Masse M und dem Radius c, der sich auf einer glatten wage­
rechten Ebene bewegen kann, und aus einem schweren geraden Stab von der 
Masse m und der Länge 2 a, der in der senkrechten Ebene rechtwinklig zur Achse 
durch den Schwerpunkt des Zylinders auf dem Zylinder und mit einem seiner 
Enden auf der Ebene liegt. 

Zur Zeit t sei der Stab um den Winkel {} gegen die Senkrechte geneigt, und 
die Berührungsgerade des Zylinders und der Ebene habe in der Ebene die Strecke x 
zurückgelegt. Die Koordinaten des Stabmittelpunktes in bezug auf eine wage­
rechte und eine senkrechte Achse mit dem Ursprung auf der ursprünglichen Be­
rührungsgeraden des Zylinders und der Ebene sind, wie man leicht sieht, 

x- cctg (~- ~) + asin{} und acosß. 
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Zur Zeit t habe sich der Zylinder um den Winkel cp gedreht. Das System 
hat die kinetische Energie 

T = .!. m a 2 iP + .!. m {x - ~ /} sin - 2 ( '!_ - !}_) + a -iJ cos D 11 
2 

6 2 2 4 2 

+.!. ma2Ö2sin2D +.!. M x2 + -~ M c2 q;2 . 
2 2 4 

Seine potentielle Energie ist gegeben durch 

V= mgacos{}. 

Offenbar sind die Koordinaten x und <p zyklisch; ihnen entsprechen die 
Integrale 

iJT 
- 0 -;- = konst., 

Cl X 

fJT 
~ = konst. 
oq; 

Das erste kann gedeutet werden als Integral der Bewegungsgröße des Systems 
parallel zur x-Achse, das zweite als Integral des Moments der Bewegungsgröße 
des Zylinders um seine Achse. Man kann ihnen die Form geben 

{ . c ß . 2 (n IJ-) i o} M . m x- 2 sm- 4 - 2 +aO-cos'- + x=konst., 

t M c2 ,p = konst. 

Führt man die aus diesen Gleichungen erhaltenen Werte für x und ,P in 
das Integral der Energie 

T +V= konst. 
ein, so ergibt sich 

· •[ 1 M J c (n IJ-)}2] 
{}2 J a2 + a2sin2 0. + m + M lacosO.- 2 sin- 2 4 - 2 = d- 2gacos1J, 

wo d eine Konstante ist. Da die Veränderlichen t und {} zu trennen sind, läßt sich 
auch diese Gleichung integrieren, woraus sich {} als Funktion von t ergibt. Die 
oben gefundenen beiden Integrale liefern dann x und cp als Funktionen von t . 

§ 69. Kräftefreie Bewegung eines Körpers um einen festen 
Punkt. 

Eines der wichtigsten Probleme in der Dynamik der Systeme mit 
drei Freiheitsgraden ist das folgende: Die Bewegung eines starren Körpers 
zu bestimmen, von dem ein Punkt 0 festgehalten wird, und auf den keine 
äußeren Kräfte wirken1). Dies Problem findet sich realisiert (§ 64) in 
der Bewegung eines starren Körpers um seinen Schwerpunkt unter der 
Wirkung von Kräften, deren Resultante durch den Schwerpunkt geht. 

In diesem System ist das Moment der Bewegungsgröße des Körpers 
um jede im Raume feste Gerade durch den Unterstützungspunkt kon­
stant (§ 40). Folglich ist diejenige Gerade durch den Unterstützungs­
punkt, für die das Moment der Bewegungsgröpe den größten Wert an­
nimmt, im Raume fest. Diese Gerade, die sogenannte invariable Gerade, 

1) Euler: Memoires de Berlin 17 58. Elliptische Funktionen wurden zuerst 
zur Lösung des Problems verwandt von Rueb: Specimen inaugurale ... 
Utrecht: 1834; die Lösung wurde vervollständigt durch Jacobi: Journ. f. Math. 
Bd. 39, S. 293. 1849. 
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werde zur Achse OZ"gemacht; OX und OY seien zwei andere zueinander 
und zur Achse OZ senkrechte Geraden durch den Unterstützungspunkt. 
Die Momente der Bewegungsgrößen um die Achsen OX und OY ver­
schwinden; andernfalls würde der Resultierenden der Momente 
der Bewegungsgrößen um OX, OY, OZ eine Gerade entsprechen, deren 
zugehöriges Moment der Bewegungsgröße größer als dasjenige um OZ 
sein würde, was der Voraussetzung widerspricht. Nach § 39 ist daher das 
Moment der Bewegungsgröße um eine beliebige Gerade durch 0, die mit 
OZ den Winkel {f einschließt, gleich d costf, wo d das Moment der Be­
wegungsgröße um 0 Z bedeutet. 

Die Lage des Körpers zu einer beliebigen Zeit t ist bekannt, wenn 
man die momentane Lage der drei Hauptträgheitsachsen in dem Unter­
stützungspunkt kennt. Diese Achsen werden zum mitbewegten System 
Oxyz gewählt. {), q:;, '1/1 seien die Eulerschen Winkel, die die Lage der 
Achsen Oxyz gegen die Achsen OXYZ bestimmen. A,B,C seien die 
Hauptträgheitsmomente des Körpers in 0, und zwar seien sie abnehmend 
geordnet, ferner w1, w2 , w3 die Komponenten der Winkelgeschwindigkeit 
des Systems um die Achsen Ox, Oy, Oz, so daß nach §§ 10, 62 die 
Gleichungen bestehen 

oder (§ 16) 

A w 1 = - d sin tf cos 'l.f1, 

d sin {} sin 'lf1• 

d costf 

iJ sin 'l.f1 - lj; sin {} cos 'l.f1 = - ~ sin {} cos 'l.f1, 

.IJ. cos V' + lj; sin {} sin 'l.f1 = ~ sin {} sin 'l.f1, 

• • <l d .<l 
'ljJ + ({J COS 11' = c COS 'U • 

Damit sind drei Integrale der Bewegungsgleichungen des Systems 
gefunden. Sie enthalten jedoch nur eine willkürliche Konstante, näm­
lich d, da unser spezielles Achsensystem so gewählt ist, daß die beiden 
andern Integrationskonstanten verschwinden. Wir wählen daher an 
Stelle der Lagrangeschen Bewegungsgleichungen diese drei Gleichungen 
zur Bestimmung von tf, q:;, '!fJ· 

Die Auflösung nach 1~, q;, 1j; ergibt 

iJ = {1._=-B) ~ sin {} cos w sin w 
AB ' ' ' 

. d 2 d . 2 
rp = A cos 'l.f1 + B sm 'l.f1, 

. ( d d 2 d . ) .<l 
'l.f1 = C- Acos V'- Bsm2 '1j1 cosu. 
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Das Energieintegral (das eine Folgerung aus diesen drei Glei­
chungen ist) läßt sich nach § 63 sofort angeben. Es ist 

A wi + B w§ + C w~ = c, 

wo c eine Konstante ist. Ersetzen wir wl> w 2, w3 durch ihre Werte als 
Funktionen von {} und lp, so läßt sich die Gleichung in den beiden 
Formen schreiben 

A-B. 2 2 Bc-d2 B-C 2 
AB-sm ßcos 1p=--1yj"2-+-BC-cos {} 

oder 
A-B . 2-<l . 2 --- sm u sm 1p = 

AB 
Ac-d2 A-C 
~-··--- - ··--- cos2 {} 

Ad2 AC . 

Da A > B > C sein soll, ist die Größe cA- d2 oder B(A- B) w~ 
+ C(A - C) w~ positiv und c C - d 2 negativ. Die Größe B c - d 2 

kann positiv oder negativ sein. Wir nehmen an, sie sei positiv. 
Die erste der drei Differentialgleichungen läßt sich unter Benutzung 

der letzten Gleichungen folgendermaßen schreiben 

d f B c - d2 B - C 1f{A c- d2 A - C }l a:t ( cos tJ) = - d l- - B d2-- + B c- cos2 {} f --;fa""2 - -Iee·- cos2 f} . 

Durch diese Gleichung erweist sich cosß als eine Jacobische ellip­
tische Funktion1) einer linearen Funktion von t. Die beiden vorher­
gehenden Gleichungen ergeben, daß sinß cos1p und sinfJ sin1p die 
beiden anderen Jacobischen Funktionen sind. 

Deshalb setzen wir 

sin {} cos 1p = P cn u , sin tJ· sin 1p = Q sn u , cos {} = R dn u , 

wo P, Q, R Konstanten sind und u eine lineare Funktion von t ist, etwa 
u = l t + e. Die Größen P, Q, R, A. und der Modul k der elliptischen 
Funktionen müssen derart gewählt werden, daß die obigen Gleichungen 
übereinstimmen mit den folgenden 

k 2 cn2 u = - k'2 + dn2u, 

k2 sn2 u= 1-dn2 u, 

d 
-- - dn u = - k2 sn u cn u . 
du . 

Vergleichung der Koeffizienten ergibt 

A(d2- cC) ·., B(d2 - cC) R2 __ _f(cA - d2) 
p2 = d2 (A - C) ' Q- = ·ai(B - Cf ' d2(A - C) ' 

k2 = (A - B) (d2 - cC) l 2 = (B ~- C)_(cA ~-~'j 
(B - C) (Ac - d2) ' ABC . 

1) Wegen der hier und im folgenden benutzten Theorie der elliptischen Funk­
tionen sei verwiesen auf W1üttaker and Watson: Modern Analysis Kap. 20-22. 
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Die Gleichung für k 2 zeigt, daß k reell ist, und die Gleichung 

1 - k2 = (A_=~L@::_- d2) 
(B - C) (A c ..,.... d2) ' 

daß 1 - k 2 > 0, d. h. k < 1 ist. Offenbar sind die Größen P, Q, R, A. 
gleichfalls reell. 

Eine reelle Größe a möge nun definiert sein durch die gleichzeitig 
bestehenden Gleichungen 

. . {C(A c- d2)}* . { d2(A- C) }* . {B(A - C)}t 
snza = t A(d2~~C) , cma = A(d2-cCj , dnta = A(B-C) . 

Da 

k'-td . {}00 (iaj2K) nta = ."=__:__,-.c,-

{}01(ia/2K) 

ist, wo die Theta-Funktionen definiert sind durch die Reihenentwicklungen 

{}OO (v) = 1 + 2 q COS 2 Jl V + 2 q4 COS 4 Jl V+ 2 q9 COS 6 Jl V+ ••• , 

fJ01 (v) = 1- 2qcos2nv + 2q4 cos4nv- 2q9 cos6n1• + ... , 
1't10 (1•) = 2q~cosnv + 2qtcos3 nv + 2q~cos5 nv + ... , 
{}11 (v) = 2 qt sinn v - 2 q't sin 3 n1• + 2 qV sin 5 n 1• + .. . 

und q = e-nK'/K ist, so haben wir 

1 + ~_qC\:of2 y + 2 q4 0:of 4 y + ... = (k') -t{B (A -=il}* 
1- 2q0:of2y + 2q4 0:of4y-... A (B- C) ' 

wo y = naj2K gesetzt ist. Aus dieser Gleichung kann man durch sukzes­
sive Näherung y (und somit a) berechnen. 

Die Eulerschen Winkel {}, '~P für den Zeitpunkt t sind nun bestimmt 
durch die Gleichungen 

. cn (J. + e) 
Sill {} cos V' = -

cnia ' 

. {} . dniasn (1-t_+ <") sm · sm V' = --------
cn i a ' 

sn i a dn (J. t + t:) cos {} = ------- ---··---­
icn ia 

oder (wenn man E fortläßt) 

. ,. _ {}01 (iaf2K) fJ10f}t/2Jil 
sm 'Ir cos V' - B10 (i a/2 K) 1'}01 (2 f/2 K) ' 

sin {} sin V' = 't~0()(i a/2 K)_I!_n (2 t/2/i~. 
{}10 ( i af2 K) fJ01 (l t/2 K) ' 

cos·{} = !~·gi_iaj2K) fJ00 (2tf2K) 
i'f}10(iaf2K) 1J01(2tj2K). 
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Der Modul k der elliptischen Funktionen ist bekannt; daher kann 
man den Parameter q der Theta-Funktionen durch die Gleichung be-
stimmen 

oder durch die schneller konvergierende Reihe 

q = ! tg2 ß + T\- tglO ß + oll'l tglS ß + ... , 
wo cos ß = k'l ist. K läßt sich dann berechnen aus der Reihe 

(2Kfn)l = {)00 = 1 + 2q + 2q4 + 2q9 + ... 
Damit ist die Periode 4 Kj). der Neigung der Achsen Oxyz gegen die 
Gerade OZ bestimmt. 

Setzen wir nun naj2K = y und nlj2K = fl, so ist 

. -" (1- 2q~of2y + 2q4 ~of4y- ... )(cosJ.lt + q2 cos)mt+ ... ) 
Sin·u COS 1jJ = --- , 

(~of y + q2 ~of3 y + ... ) (1 - 2q cos2 ttt + 2q4 cos4ttt + ... ) 
. -" . (1 + 2q ~of2y + 2q4 ~of4y + ... ) (sinttt- q2 sin3,ut + ... ) 

Sill -u· Sill 1jJ = , --- , 
(~of y + q2 ~of3 y + ... ) (1 - 2q cos2ttt + 2q4 cos4,ut + ... ) 

cosfJ = (6iny- q2 6in3 y + ... ) (1 + 2q cos2 ttt + 2q4 cos4,ut + .. ) 
(~ofy + q2 ~of3 y + ... ) (1- 2qcos2,ut + 2q4 cos4,ut + ... ) · 

Die Größen q, ,u, y können als die die Bewegung charakterisierenden 
Konstanten aufgefaßt werden. 

Aufgabe. Der Körper sei ein homogenes Ellipsoid der Dichte 1 mit den 
drei Halbachsen 

a = 1, b = 2, 

Die drei Hauptträgheitsmomente sind 

A = 14,.:n:abc(b2 + c2) = 20,8:n:, 

c = 3-

B= 16:n:, 

Die anfänglichen Rotationsgeschwindigkeiten um die Hauptachsen seien 

w3 = 1. 

Dann ist die Energiekonstante 

c = A wi + B w~ + C w~ = 13,3 :n:, 

und die Konstante des Moments der Bewegungsgröße ist gegeben durch 

d2 = A 2 wi + B2 w~ + C2w~ = 155,04 n 2 , 

so daß 

d=12,452:n:; Ac-d2 =121,60n2 ; Bc-d2 =57,76:n:2 ; d2 -cC=48,64n2• 

Der Modul der elliptischen Funktionen ist gegeben durch die Gleichung 

k2 _ (A - B) (d2 - c C) _ 
- (B - C) (A c - d2) - 0,240 . 
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Daraus folgt also 

k' 2 = 1 - k2 = 0,760' 

1 1 - k'! { 1 1 - kd }5 

q=2'1+k'f+2 2'1f.-kd + ... =0,0171, 

also 

also 

und 

(~:) 1= 1 + 2q + 2q4 + 2q9 + ... = 1,0342, 

K = 1.68013, 
K 

K'=- -logq = 2,176. 
;r 

Ferner ist 

). 2 _ (B - C) (A c - d2) 
. - ABC = 0,3654 , 

;. = 0,6045 

:n:l 
p. = 2K = 0,5651. 

Die Periode der Winkel{} und 1p ist 4K/J. oder 2 :n:/[t und hat den Wert 11,118. 
Um {} und 1p in trigonometrische Reihen nach t zu entwickeln, müssen wir 

y bestimmen. Dazu benutzen wir die Beziehung 

B(A -C) 
A(B- C) = 1,2308. 

also 

{ B(A- C)}t 
A (B _ C) = 1,1094; 

unter Vernachlässigung von q4 ist daher 

Daraus folgt 

1 + 2q ~o[2y 
1- 2q ~o[2y 

1,1094 

0,9337 

~oi 2 r = 2,503 • 
2 r = 1.568. 

l' = 0,784. 

Die Größe a bestimmt sich dann aus der Gleichung 

2K 
a = - r = 0,8385 . 

:n: 

In dem Grenzfall A = B des allgemeinen Problems wird k = 0 . Die 
elliptischen Funktionen gehen also in Kreisfunktionen über. Dann kann man die 
Lösung folgendermaßen schreiben 

. cosl t 
sml} cos1p = ~o[ a , 

mit den Werten 

. . sini.t 
Slll {) Slll1p = ---- , 

~ofa 
cos{} = ~ga 

Die Bewegung besteht demnach in einer gleichförmigen Präzession um die in· 
variable Gerade OZ, wobei der Körper sich gleichzeitig um seine eigene Symmetrie­
achse Oz dreht. 
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Ein anderer Grenzfall ist der, daß d2 = cB ist, so daß k2 = 1 wird und 
die elliptischen Funktionen in hyperbolische Funktionen ausarten. Dafür geben 
wir die folgenden Beispiele. 

Aufgabe 1. Ein starrer Körper bewegt sich kräftefrei um einen festen Punkt; 
man zeige, daß, wenn (in den obigen Bezeichnungen) d2 =Be ist, und wenn 
w 2 = 0 für t = 0 ist, während w1 und w3 für t = 0 positiv sind, die Richtungs­
kosinus der B-Achse zur Zeit t in bezug auf die ursprüngliche Richtung der Haupt­
achsen gleich 

COSfl 

<farx · 
cx sin fl 

r :tgx + Q:ofx 
sind, wo 

dt 
''= ß. 

_dt f(A -B)(B-C)}t 
X- B l AC ' 

_ {~B- C)}t 
"'- B(A- C) ' 

, = {-C(A- B)li 
r B(A- C)j 

gesetzt ist. (Camb. Math. Tripos, Part I. 1899.) 

Zum Beweise bemerken wir, daß für B c = d2 

Differentialgleichung 
die #-Koordinate der 

d( 1) (B-C)i{Ac-d2 1 
dt cos{} = d ""l.3C · -·A."d2- cos2l} 

genügt, die das Integral 

cos# = ____)'___, 
@:ofx 

hat, wo r und X die oben definierten Größen sind. Die Gleichung 

A-C A-B Ac- d2 
---··· sin2ß·sin2tp = -·-

AB Ad2 
--- cos2 ,9· 

AC 

ergibt dann sin {} sin tp = %g 1.. , 

und die Gleichung . d 2 d . 2 
'P = A cos tp + B Sill 1p 

ergibt sin (<p- fl) =- r sin1p. 

Diese Gleichungen zeigen, daß die Richtungskosinus der B-Achse in bezug 
auf die Achsen OXYZ, nämlich(§ 10) 

- cos <p cos {l sin tp - sin <p cos tp , 

sich in der Form 

schreiben lassen. 

sinlt 
- @:of 1..' 

- sin <p cosfJ sin 1p + cos .. p costp. 

cos,u 

<5:of X· 

sin {) sin tp 

Es mögen W1o· W2o· w 30 die ursprünglichen Richtungen der Hauptachsen be­
zeichnen. Da 

A 2 wf + C2 w~ = d2 =Be= B(A wi + Cw5) 

ist, so daß A w 1 = iX d und C w 3 = i' d ist, ergibt sich für die Richtungskosinus 
von "'Jo• w 20• w 30 in bezug auf 0 X Y Z das Schema 

X Y Z 

"'1o ~- _)' I 0 I ~ I 
w 20 . 0 1 I 0 : 

Wao • ~;I ü T~: 
Daher sind die Richtungskosinus der B-Achse, bezogen auf fo10, <o20, w30 gleich 

- i' sinl' . ·--·- + "'%gx, 
@:of X 

cos,u 

<Ioii · 
iX sin I' 
O:oix +I ;tgx. 
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Aufgabe 2. Man zeige, daß für d2 =Be die Achse Oy auf einer Kugel um 
den festen Punkt eine Loxodrome in bezug auf die Meridiane durch die invariable 
Gerade beschreibt. 

Indem wir uns nun wieder dem allgemeinen Fall zuwenden, haben 
wir den dritten Eulerschen Winkel qy als Funktion der Zeit auszudrücken. 

Es ist . d ( 1 1 ) . 
cp = A + d B - A sm2lf'' 

aber cnl.t 
ctg1p = dn i a sn ,t t ' 

woraus folgt . 2 dn2 i a snz l t 
sm lf' = 1 - k2 sn2 i a sn2 lt · 

Diese Funktion verschwindet mit t und hat Pole in den Nullstellen des 
Nenners, d. h. in den Punkten, für die 

sn J. t = + ---1-~ = + sn ( i a + i K') - ksn~a - -

ist. Daher hat sie in einem Periodenparallelogramm (2 K, 2 i K') Pole in 
den Punkten lt = ia + iK' und J..t = -ia + iK'. 

In der Umgebung des ersteren gilt für A. t = i a + i K' + 1'. und unter 
Vernachlässigung der höheren Potenzen von c: 

. dn2ia/k2 sn2 ia 
,.;m211' = 1- {sn2 iafsn2 (ia -f.~)} 

dn2 ia 
= k 2 sn 2 i a + 21'. k2 sn i a cn i a dn i a ~ k2 sn27~ · 

In diesem Pol ist daher das Residuum von sin2 1p, als Funktion von 
}. t betrachtet, gleich 

_ _51~~~-_ oder 1 ___ { (B- C) (Ac- a2)A!!_}! 
2k2 sniacnia 2id(A-B) C · 

Demnach ist .in diesem Punkt das Residuum von d (; - ! ) sin 2 1p 

(als Funktion von A. t betrachtet) : · 

1 I(B - C) (A c - d2) V A 
2i \--~ABC--~-1 oder 2i · 

Infolgedessen ist das Residuum, wenn A.t/2K als die Veränderliche 
angesehen wird, gleich - i A. f 4 K. Da wir nunmehr die N ullstellen, 
Pole und Residuen dieser Funktion kennen, können wir sie als Summe 
von logarithmischen Ableitungen von Theta-Funktionen darstellen. 
In der Tat, da U·01 (v) in v = !w = iK'j2K eine einfache Nullstelle 
hat, so ist 

. d iA. 1 U~,t (lt i~'!) rJ~t (~!_&~) #~~ ( 2.z.·K·a· )} 

q; = A - 4R #01 (lt~ia)- #01 e·t :Kia) + 2 #01 Gk) ' 



160 VI. Kapitel: Die lösbaren Probleme der Dynamik starrer Körper. 

und daher 

{}01 (At- ia) {2id+!:_ ·1~, (ia/2l!l}t 
2 · k 2K A K >101 (ia/2Kl 

e ~'P = onst. (, . ) e 
{} At+za 

o1 2K . 

Nun hat {} 01 ( A.t 2 ~ a ) / 1J 01 e t :~ a) als Funktion von t die reelle 

Periode 2KfA.. Daher gibt die Exponentialfunktion auf der rechten 
Seite die mittlere Bewegung von cp, d. h. die Präzessionsbewegung des 
Systems um die invariable Gerade. Es ist 

1J01 (v) = 1- 2qcos2nv + 2q4 cos4nv- ... , 

ß01 (v) = 4nqsin2nv- 8nq4 sin4nv + ... . 
Demnach läßt sich der Koeffizient von t in cp, d. h. der konstante Teil 
von iJ, oder die Präzession 

d A. 1J~l1 (iaf2K) 
A + 2iK -:&01 (iaf2K) 

in der Form schreiben 

!:__ + 4 • q 6in 2 y - 2 q4 6in ~L±_._._._ 
A ft 1 - 2 q ~o) 2 y + 2 q4 ~of 4 y . . . ' 

m der sie sich leicht berechnen läßt. 
1. Beispiel. Für das oben behandelte Ellipsoid mit den Halbachsen a = 1, 

· b = 2, c = 3 ist 

2y = 1,568, 6in 2y = 2,294, Q:o[ 2y = 2,503 , 

d = 12,452n, A = 20,8n, ft = 0,5651 , q = 0,0171 . 

Daher ist die mittlere Bewegung von rp, die sich unter Vernachlässigung von 
q4 in dt.>r Form 

d q 6in2y 
A + 4 ,_. 1 - 2 q Q:o[ 2 r 

schreiben läßt, gleich 
0,5986 + 0,0970 = 0,6956. 

2. Beispiel. Auf eine homogene Kn·isscheibe, deren Mittelpunkt 0 fest­
gehalten wird, wirken keine äußeren Kräfte. Man erteilt ihr eine anfängliche 
Winkelgeschwindigkeit Q um einen Durchmesser, der im Raum mit 0~ zusammen­
fällt, und eine Winkelgeschwindigkeit n um ihre im Raum mit 0 t; zusammenfallende 
Achse. Man beweise, daß in einem b~liebigen späteren Zeitpunkt 

X= 2 arc sin [--!~ sin {(!22 + 4 n 2J*. t t}], 
(!12 + 4 n2)• 

w = arcctg [~~!~ tg {(Q2 + 4 n 2)t· ft}] 
(Q2 + 4 n2) 

ist, wo X den \Vinkel zwischen 0 t; und der Achse Oz der Scheibe, w den V'iinkel 
zwischen den Ebenen I; 0 ~ und I; 0 z bedeutet. 
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Es sei wie gewöhnlich OZ die invariable Gerade. In dem sphärischen Drei­
eck Z ~ z, dessen Ecken von den Durchdringungspunkten der Geraden 0 Z, 0 ~. 0 z 
mit einer Kugel um den PunktO gebildet werden, ist Z z = 1}, -9:: ~ Z z = cp. Überdies 
gilt für die Scheibe C = 2B = 2A. Daher ist 

d2 = A2[.J2 + C2n2 = A2(.Q2 + 4n2) 
und 

Die Bewegungsgleichungen für 1} und cp lauten demnach 

*=0, 
also 

" ,_ 2n 
'II = Z" = arccos (!.12 + 4 n2)!, 

In dem sphärischen Dreieck Z I; z ist daher 

Z!; = Zz = arc cos __ :2_~--, <):: ~ Z z = (ü2 + 4n2)! t, <):::Z!; z = w, !; z= X. 
(fl2 + 4n2)t 

Daraus folgt 

und 

sin ~X= sinZ!; sin J!; Z z = __ '?__~ sin {(.Q2 + 4 n2)!• 4 t} 
(fl2 + 4n2)• 

ctg w = cos Z (;tg } !; Z z = --2 n ! tg { (.Q2 + 4 n 2)t · 4 t} . 
(Q2+4n2) 

Damit haben wir die gesuchten Gleichungen. 

§ 70. Die kinematische Darstellung der Bewegung nach 
Poinsot ; Polhodie und Herpolhodie. 

Eine elegante Methode zur kinematischen Darstellung der kräfte­
freien Bewegung eines Körpers um einen festen Punkt verdankt man 
Poinsotl). 

Das Trägheitsellipsoid des Körpers in bezug auf den festen Punkt 
hat in dem mitbewegten Achsensystem 0 xy z die Gleichung 

Ax2 + By2 + C z2 = 1. 

Wir betrachten die zu der invariablen Geraden senkrechte Tangen­
tialebene des Ellipsoids. Ist p das Lot auf diese Tangentialebene aus 
dem Ursprung, so ist, da p die Richtungskosinus A w1/d, B w.Jd, C w3fd 
besitzt, 

= ~ = konst d2 . 

1 ) Poinsot: Theorie nouvellc dc la rotation des corps. Paris 1834. 

W h i t t a k er , Dynamik. 11 
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Da das Lot auf die Ebene nach Größe und Richtung konstant ist, 
so ist die Ebene im Raume fest. Das Trägheitsellipsoid berührt also 
ständig diese invariable Ebene. 

Sind x', y', z' die Koordinaten des Berührungspunktes des Ellip­
soids und der Ebene, so ergeben sich durch Identifizieren der Gleichungen 

Axx' + Byy' + Czz' = 1 und Aw1 x + Bw2 y + Cw3z = pd 

die Werte 

, W2 W2 

Y = pd = 1/c · x' = wl 
pd 

z' = Wa 
pd 

Demnach ist der Radiusvektor nach dem Punkt (x', y', z') die momentane 
Rotationsachse des Körpers. Daraus folgt: Der Körper bewegt sich so, als 
rollte das mit ihm starr verbunden gedachte Trägheitsellipsoid um den festen 
Punkt auf einer festen Ebene senkrecht zu der invariablen Geraden ohne 
zu gleiten. Dabei ist seine Winkelgeschwindigkeit dem Radiusvektor nach 
dem Berührungspunkt proportional, so daß die Komponente der Winkel­
geschwindigkeit um die invariable Gerade konstant ist. 

Aufgabe 1. Ein um einen festen Punkt beweglicher Körper sei ursprünglich 
in Ruhe und dann der stetigen Einwirkung eines nach Größe und Richtung kon­
stanten Kräftepaares unterworfen. Man zeige, daß die Poinsotsche Konstruktion 
alsdann noch gültig bleibt, daß aber die Komponente der Winkelgeschwindig­
keit um die invariaHe Gerade nicht mehr konstant, sondern der Zeit proportional ist. 

In jedem Zeitintervan dt erfährt nämlich das Moment der Bewegungsgröße 
des Körpers um die feste Achse OZ des Kräftepaares den Zuwachs Ndt. Zur 
Zeit t ist also das Moment der Bewegungsgröße des Systems um OZ gleich Nt. 
Nun sind die Komponenten des Moments der Bewegungsgröße um die Haupt­
trägheitsachsen Oxyz bzw. Awl'Bw2 ,Cw3 , wobei A,B,C die Hauptträgheits­
momente und w1 , w2 , w3 die Komponenten der \Vinkelgeschwindigkeit sind. 
Daher ist 

Bw 2 = Nt sin {} sin 'P, Cw3 = Ntcos{), 

wo #, <p, 1p die Eulerschen Winkel bedeuten, die die Richtung der Achsen 0 x y z 
gegen feste Achsen 0 X Y Z bestimmen. Diese Gleichungen unterscheiden sich 
aber von denjenigen der kräftefreien Bewegung eines Körpers nur durch das 
Auftreten von tdt an Stelle von dt. Die Bewegung unterscheidet sich also von 
der kräftefreien Bewegung nur dadurch, daß die Geschwindigkeiten mit t multi­
pliziert sind, womit die Behauptung bewiesen ist. 

Aufgabe 2. Bei der kräftefreien Bewegung eines Körpers um einen festen 
Punkt sei ein Hyperboloid mit dem Körper derart starr verbunden, daß seine 
Achsenrichtungen die der Hauptträgheitsachsen des Körpers im festen Punkt sind, 
und daß die Quadrate seiner Achsenlängen bzw. den Größen d2 - Ac, d2 - Be, 
d 2 - Ce proportional sind, wo A, B, C die Trägheitsmomente des Körpers im festen 
Punkt, c den doppelten Betrag seiner kinetischen Energie, d das resultierende 
Moment der Bewegungsgröße bedeuten. Man zeige, daß man die Bewegung dieses 
Hyperboloids dadurch darstellen kann, daß man es ohne Gleiten auf einem Kreis­
zylinder rollen läßt, dessen Achse durch den festen Punkt geht und der Achse des 
resultierenden Moments der Bewegungsgröße proportional ist. (Siacci.) 

Die Kurve, die der Berührungspunkt des Ellipsoids und der in­
variablen Ebene bei der Poinsotschen Konstruktion auf clem Ellipsoid 
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beschreibt, heißt die Polhodie. Ihre auf die Hauptträgheitsachsen be­
zogene Gleichung ist offenbar gegeben durch die Gleichung des Ellipsoids 
zusammen mit der Gleichung p = konst., d. h. also 

A x2 + By2 + C z2 = 1, 

A2x2 + ß2y2 + C2z2 = d2jc. 

Aufgabe 1. Man zeige, daß die Polhodie ein Kreis ist, wenn A = B ist. 

Aufgabe 2. Es sei A > B > C. Man zeige, daß es zwei Arten von Pol­
hodiekurven gibt, nämlich solche, die die z-Achse des Trägheitsellipsoids ein­
schließen und dem Fall c B > d 2 > c C entsprechen, und solche, die die x-Achse 
einschließen und dem Fall c A > d 2 > c B entsprechen. Den Übergang zwischen 
beiden Arten vermittelt eine singuläre Polhodiekurve, die dem Fall cB- d2 = 0 
entspricht und aus zwei Ellipsen durch die Endpunkte der mittleren Achse besteht. 

Die Kurve, die der Berührungspunkt des Ellipsoids und der in­
variablen Ebene in der Ebene beschreibt, heißt die Herpolhodie. 

Zur Bestimmung der Gleichung der Herpolhodie wählen wir (], X 
als Polarkoordinaten des Berührungspunktes mit dem Fußpunkt des 
Lotes aus dem festen Punkt auf die invariable Ebene als Ursprung. 
Sind x', y', z' die Koordinaten desselben Punktes in bezug auf die 
bewegten Achsen 0 x y z, so ist x'2 + y'2 + z'2 gleich dem Quadrat des 
Radiusvektors vom lJnterstützungspunkt zum Berührungspunkt, also 

Führt man für x', y', z' die durch die Gleichungen 

x' = m1/VZ" =- d sin /} cos1pjA yZ", 
y' = w2Ji~ = d sin {} sin tpfB y~·, 

z' = w3/V~ = d cos{}fC(c. 

gegebenen \Verte ein, so wird 

0 c d2 • 0 d2 d2 
.o·=-- + -- sm2 {J.cos·t" +-- sin2 {)sin2 w+-C-2 c-cos2 {). - d2 A 2 C r B2 C -r 

\Verden {) und tp durch ihre Werte als Funktionen von t ersetzt, 
so wird 

02 = (cA --=__~2 ) (d'l_- cC) {AC B 2 _ (B - C) (A - B) d2} 
" cd2 A 2 B 2 C2 p(t)-e3 

(cA- d2) (d2 - cC) p(t)- S·7(l + w) 
c d2 AC --~~(t) - e~-

wo w die der Wurzel e1 entsprechende Halbperiode bedeutet. Diese 
Gleichung stellt den Radiusvektor der Herpolhodie als Funktion der 
Zeit dar. 

Zur Bestimmung von X als Funktion der Zeit bemerken wir, daß 

y~-ri xfd gleich dem sechsfachen Rauminhalt des Tetraeders ist, dessen 

11* 
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Ecken gebildet werden vom Unterstützungspunkt, vom Fußpunkt des 
Lotes aus dem Unterstützungspunkt auf die invariable Ebene und zwei 
benachbarten Berührungspunkten, dividiert durch das zugehörige 
ZeitintervalL Diese Größe läßt sich darstellen in der Form 

x' 
A cx'fd2 

x' 

y' 

Bcy'fd2 

Y' 

z' 
Ccz'jd2 

., 
z 

oder C I I I 

d2x y z 

1 

A 

x' fx' 

1 

B 

y'fy' 

1 

c 
zjz' 

Mit Ausnahme von X sind alle vorkommenden Größen bekannte 
Funktionen von t. Führt man ihre Werte als Funktionen vonteinund 
kürzt, so folgt 

X= B{p(t)-~(f-t- w)} {go(t)- (B-q_~~-~~=--~)~~-}. 
Diesem Ausdruck kann man die Form geben 

. d i si(l + w) 
X = B + 2 so(t) - p(l + (o). 

Die Gleichung läßt sich ebenso integrieren wie diejenige für den Euler­
schen Winkel cp. Sie ergibt 

e2iCx-xol = e{2id/B-2W+ü>))t ~-(~_j-_i_+ __ (()) 
a(t -l- w)' 

wo Xo eine Integrationskonstante ist. Die laufenden Koordinaten (!, X 
der Herpolhodie sind damit als Funktionen von t dargestellt. 

Aufgabe 1. Ein Massenpunkt bewegt sich derart, daß das Moment der Bewe­
gungsgröße um den Ursprung eine lineare Funktion des Quadrates des Radius­
vektors ist, während das Quadrat seiner Geschwindigkeit eine quadratische Funk­
tion des Quadrats des Radiusvektors ist, in der der Koeffizient der höchsten Potenz 
negativ ist. · Man zeige, daß die Bahn die Poinsotsche Herpolhodie ist, wobei 
jedoch A, B, C nicht mehr auf positive ·werte beschränkt sind. 

Aufgabe 2. Man diskutiere die Fälle, in denen die Polhodie besteht aus 
a) zwei sich auf der mittleren Achse des Trägheitsellipsoids schneidenden Ellipsen, 
b) zwei Parallelkreisen, c) zwei Punkten. In diesen Fällen ist die Herpolhodie 
eine Spirale (deren Gleichung sich mit elementaren Funktionen darstellen läßt), 
ein Kreis oder ein Punkt. 

§ 71. Bewegung eines Kreisels auf einer völlig rauben 
Ebene; Bestimmung des Eutersehen Winkels {}. 

Ein Kreisel ist ein Körper mit einer Symmetrieachse, der an einem 
Ende der Achse in einer scharfen Spitze endet. 

Wir untersuchen die Bewegung eines um seine Achse rotierenden 
Kreisels, der mit der Spitze 0 auf eine völlig raube Ebene aufgesetzt 
ist, so daß 0 praktisch als fester Punkt betrachtet werden kann. Das 
Problem kommt hinaus auf die Bestimmung der Bewegung eines Um-
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drehungskörpersunter dem Einfluß der Schwere, wenn ein Punkt seiner 
Achse im Raum festgehalten wird 1). 

Es seien A, A, C die Trägheitsmomente des Kreisels in der Spitze, 
bezogen auf rechtwinklige mitgeführte Achsen Oxyz, deren Nullpunkt 
in der Kreiselspitze liegt, während die z-Achse mit der Kreiselachse 
zusammenfällt. Ihre Richtungen gegen im Raum feste rechtwinklige 
Achsen OXYZ, wo OZ senkrecht aufwärts zeigt, werden bestimmt durch 
die Eulerschen Winkel fJ, cp, 1p. 

Nach § 63 ist die kinetische Energie 

T= !(Awi +Aw~ + Cw~), 
wo Wv w2, w3 die Komponenten der Winkelgeschwindigkeit des Kreisels 
nach den mitbewegten Achsen bedeuten. Für sie gilt nach § 16 

w1 = tJ sin 1fJ - cp sin 1't cos 1fJ , 

w2 = iJ cos 1.p + cp sin fJ sin ·tp , 

w3 = "P + g) cos {}. 

Die kinetische Energie ist daher 

T = f A Ü2 + ! Aif2 sin2 {} + ! C{vj + cp cos {})2 , 

die potentielle Energie V= Mg h cos {), wo lvf die Masse des Kreisels, 
h die Entfernung des Schwerpunktes von der Spitze bedeutet. 

Das kinetische Potential ist deshalb 

L = T- V= ! A iJ 2 + ! A <f-2 sin2 fJ + i C (,P + cp cos fJ) 2 - Mg h cos {}. 

Offenbar sind die Koordinaten cp und tp zyklisch; ihnen entsprechen 
die Integrale 

iJT iJT 

oder 

·---:- = konst., 
ocp 

;:;~~.,... = konst. 
utp 

A cp sin2 {) + C(ljj + <P cos 1~) cos ?'} = a, C(,P + cp cos{}) = b, 

wo a, b Konstanten sind. Sie lassen sich deuten als Integrale der Mo­
mente der Bewegungsgrößen um die Achsen OZ und Oz und ergeben sich 
daher von vornherein aus allgemeinen dynamischen Prinzipien. 

Das abgeänderte kinetische Potential des reduzierten Systems 
(§ 38) ist 

R = L .:._ acp- b!Jj 
· (a-bcos{}) 2 b2 

= fA192- 2Asin2-ff -- 2c- MghcosfJ. 

Da das Glied -b 2/2C konstant ist, kann es vernachlässigt werden. 
Die Bewegungsgleichung lautet 

~ (*)- ~~ =0, 

1) Lagrange: Mec. Anal., Oeuvres Bd. 12, S. 251. 
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{f ändert sich alsogenauso wie in einem dynamischen System mit einem 

Freiheitsgrad und der kinetischen Energie ! A iJ2 und der potentiellen 
Energie 

(a - b cos {}) 2 

A . 2-{} + Mghcos{}. 
2 Sill 

Den Zusammenhang von {} und t ergibt daher das Energieintegral 
des reduzierten Systems, nämlich 

· (a-bcos{})2 
iAH2 =- ----.-------- Mgh cosH + c, 

2 A sm2 {} 

wo c eine Konstante ist. 
Für x = cos {} wird diese Gleichung zu 

A 2 x2 =- (a- bx)2 - 2 AM g h (x- x3) + 2Ac (1- x2). 

Ihre rechte Seite ist ein Polynom dritten Grades in x; für x =- 1 

ist es negativ; für gewisse reelle \Verte von {}, d. h. für gewisse Werte 
von x zwischen -1 und +1 muß es positiv sein, da die linke Seite der 
Gleichung dann positiv wird; für x = 1 ist es wieder negativ, für x = + c:x> 

positiv. Es hat demnach zwei reelle \Vurzeln in dem Intervall ( -1, +1); 
die dritte ist gleichfalls reell und größer als 1. Die drei Wurzeln seien 
bezeichnet mit 

COSIX, cosß, 

wo cos ß > cos IX , so daß IX > ß ist. 

Dann wird die Differentialgleichung zu 

(~ ~ hy dt = {4(x- cos IX) (x- cos ß) (x- Clof y)}-! dx. 

Setzen wir 
2A 1 2A 2Ac+b2 

x = Mg h z + 3 ( cos IX + cos ß + Q:of r) = Mg h z + -6 AM g h , 

so ist daher 
t + konst. = J { 4 (z - e1 ) (z - e2) (z - e3)}- t d z, 

wo die Konstanten e1, e2, e3 gegeben sind durch die Gleichungen 

Mgh _ 2Ac + b2 

e1 = 2A Q:ol )' - -----nA:2- . 

Mgh 2Ac + b2 

e2 = TA-cosß- -12"1J.2 , 

M glz 2Ac + b2 
e3 = 2A cos x - -----:t2A_-2 --- , 

so daß e1, e2, e3 reell sind und den Relationen genügen 
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Zwischen z und t besteht daher der Zusammenhang 

z = so(t + e), 

wo e eine Integrationskonstante und die p-Funktion mit den Wurzeln 
c1, e2, c3 gebildet ist. Daraus folgt 

2A 2Ac+b2 
x ~~ Mghso(t + e) + 6A.Mgh . 

Damit x für reelle Werte von t reell ist, muß x offenbar zwischen 
cos 1X und cos ß liegen, d. h. so(t + e) muß für reelles t zwischen c2 und c3 

liegen. Daher muß der imaginäre Teil der Konstanten e die der Wurzel 
c3 entsprechende Halbperiode w3 sein. Der reelle Teil von e hängt von 
dem Beginn der Zeitrechnung ab, kann also durch geeignete Wahl des 
zeitlichen Nullpunktes zum Verschwinden gebracht werden. Daher ist 
emUich 

2A 2Ac + b2 
cos fJ = - --- so(t + w ) + - - · - . 

Mgh 3 6AMgh 

Diese Gleichung stellt den Eulerschen Winkel {} als Funktion der Zeit 
dar 1). 

Aufgabe 1. Der Kreisel möge so in Bewegung gesetzt werden, daß die An­
fangswerte 

{}=60°, Ü=O, ljJ=2(Mghf3A)Is, 'P=(3A-C)(Mghf3AC2)t 

sind. Man zeige, daß der Wert von ,9 zu einer beliebigen Zeit t gegeben ist durch 
die Gleichung 

1 1 
--=1+-··-·.-
cos-o (l/Mgh)' U:of ~t 

so daß sich die I<reiselachse immer mehr der Senkrechten nähert. 
Wir finden nämlich für die Konstanten a, b, c leicht die Werte 

c=Mgh, 

so daß die Differentialgleichung zur Bestimmung von x gleich 

(dx)2= Mr;h (1 -- x2) (2x- 1) 
dt A 

wird, woraus die Behauptung folgt. 
Aufgabe 2. An einem Rotationskörper, der sich um einen festgehaltenen Punkt 

seiner Symmetrieachse frei bewegen kann, greifen Kräfte an, die von der Potential· 
funktion ft ctg2 {} abgeleitet sind, wo fJ den Winkel der Achse mit einer festen Geraden 
bedeutet. Man zeige, daß dze Bewegungsgleichungen sich durch elementare Funli· 
Iianen integrieren lassen. 

Gehen wir nämlich gerade so vor wie im Fall des Kreisels auf der völlig 
rauhen Ebene, so finden wir für das Energieintegral des reduzierten Problems die 
Gleichung 

1 ) Das vorliegende Problem kann auf dasjenige des sphärischen Pendels 
(§55) zurückgeführt werden, wenn die Größen M, C, A, h, a, b, c, cosiJ, q;, l, k er· 
setzt werden durch bzw. 1, 0, 12, l, k, 0, h, zjl, q;, J., ft. 
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Für cos {} = x wird daraus 

A 2 i 2 = - (a - b x)2 - 2 Ap x 2 + 2A c ( 1 - x 2) • 

Die quadratische Form auf der rechten Seite ist negativ für x = 1 und 
x = -1, positiv für gewisse Werte von x zwischen -1 und +1, da die linke Seite 
für gewisse reelle Werte von {} positiv wird. Sie hat daher zwei reelle Nullstellen 
zwischen -1 und +1. Werden diese mit COSIX und cosß bezeichnet, so erhält 
die Gleichung die Gestalt 

).2%2 = (costX- x) (x- cosß). 
Ihre Lösung ist 

x = coscr.sin2(t/2J.) + cosßcos2(t/2i.). 

§ 72. Bestimmung der übrigen Eutersehen Winkel und der 
Cayley-Kleinschen Parameter; der KugelkreiseL 

Nachdem im vorhergehenden der Eulersche Winkel {} als Funktion 
der Zeit bestimmt ist, muß das gleiche für die übrigen Eulerschen Winkel 
ffJ und tp geschehen. Dazu benutzen wir die beiden den zyklischen Ko­
ordinaten f(l, tp entsprechenden Integrale. Ihre Auflösung nach q; und ·tjJ 
ergibt 

. a- bcos{} 
<p = A sin 21? . 

. b (a- bcos{})cos{} 
'lf = C- A sin2{} 

Betrachten wir die Bewegung in ihrer Abhängigkeit von den Kon · 
stauten M, A, C, h des Körpers und den Integrationskonstanten 
a, b, c, so zeigen diese Gleichungen und die Gleichung für .ß, daß C 
einzig in dem konstanten Glied des Ausdrucks für 1jJ auftritt. Daher 
können wir einen Hilfskreisel mit den Trägheitsmomenten A, A, A 
derart in Bewegung setzen, daß seine Symmetrieachse dauernd dieselbe 
Lage einnimmt wie die Symmetrieachse des gegebenen Kreisels. Der 
einzige Unterschied in der Bewegung der beiden Kreisel besteht darin, 
daß der Hilfskr.eisel eine konstante Zusatzrotation b (C - A)JA C um 
seine Achse vollführt. Ein derartiger Kreisel mit lauter gleichen Träg­
heitsmomenten wird als Kugelkreisel bezeichnet. Die Bewegung eines 
beliebigen Kreisels läßt sich also mit Hilfe der Bewegung eines Kugel­
kreisels einfach darstellen. Ohne Beeinträchtigung der Allgemeinheit 
kann daher an Stelle eines beliebigen Kreisels stets ein Kugelkreisel 
betrachtet werden. 

Setzen wir demnach C = A, so werden die Bestimmungsgleichungen 
für ffJ und lf' 

f(l= 

tp= 

a-b cos{} 
A sin2{} 

b- acosfJ 
Asin2 {} 

a+b a-b 
zACcos-J: +1T- 2A(cos·;g,·~ 1) , 

a+b a-b 
-..,...,----"-----,-- _L ----·- . . 

2A(cos{} + 1) ' 2A(cos{}- 1) 
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Führen wir für cos {} den aus der Gleichung 

2A 2A c + b2 

coslf = Mgh SJ(t +Ws)+ 6 AMgh-

folgenden Wert ein und setzen wir 

~J(l) = Mgh _ 2Ac ±_~_2 
2A 12Az ' 

Mgh 2Ac + b2 
~J(k) = - 2A- - -----:tZ~' 

so daß l und k bekannte imaginäre Konstanten (nämlich die den Werten 
{} = 0 und {} = n entsprechenden Werte von t + w3) sind, so gehen die 
Differentialgleichungen über in 

. Mgh(a+b) 1 Mgh(a-b) 1 
rp =. .. 4:.42- . p(t + w3)- &;(k)- - 4A 2 !P(t +Ws) -g;J(j)-' 

. Mgh(a+b) 1 Mgh(a-b) _1 __ 
lf = ---~-- · ~(t + w3)::=&;(k) + --4 A 2 -- • !P(t +Ws)- p{if 

Der Zusammenhang der g;~-Funktion mit ihrer Abgeleiteten p' läßt 
sich nun sogleich angeben, wenn der Wert von x aus der Gleichung 

2A 2A c + b2 

x = -Mgh p(t +Ws)+ 6AMgh 
in die Gleichung 

A 2 (~;r =- (a- bx) 2 - 2AMgh(x- xs) + 2A c{1- x 2) 

eingeführt wird. Ist k das Argument der j:J-Funktion, so folgt aus der 
Definition von k, daß der zugehörige Wert von x gleich -1 ist. Daher 
ergibt die letzte Gleichung 

A 2 {2Ap'(k)/Mgh} 2 =- (a + b)2 
oder 

p'(k) = iMgh(a -i- b)j2A 2 • 

Ahnlieh folgt 
SJ'(l) = iMgh(a -- b)/2Az. 

Daher lassen sich die Gleichungen für rp und 1fJ in der Form schreiben 

_ ____:IP:__' ( k) g/ ( l) 
2 t (p = ~1(t + w3) - p(k) p(t + ms) - lfJ(l) ' 

. . p'(k) p'(l) 
21 1jJ = -p-(T+ w 3)'=-i)(kf + i:J(t + waf= 9(lf-

Nun ist 
IP' (k) 

-----·-~----

!P(t + w 3) - i:J(k) 
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eine elliptische Funktion, deren Pole in jedem Periodenparallelogramm 
den Werten t = ±k- w3 kongruent sincl. Die zugehörigen Resi­
duen sind 1 und -1; die Funktion hat Nullstellen für t + w3 = 0. 
Daher ist 

also 

} • l(k) dt o(t + w 3 - k) 
-~--c-(t_+__:_____:w'-'3f=:.:_-~-(k-) = log -0 ((+-a:;;_+_k_) + 2 C(k) t + konst. 

Folglich lassen sich die Integrale der Gleichungen für qJ und 1p in der 
Form schreiben 

e2iC'r- ,,.,J- e2{.;-0;J- ,:-cl)}t a(t + Wa- k) a(t + Wa + l) 
- a(t + w3 + k) a(t + w3 - l) ' 

e2i(v·- 'i'ol = e2{W:J + <:"(l))t a(t + Wa- k) a(t + Wa ~__!)___' 
a(t + w3 + k) a(t + w 3 + l} 

wo q;0 und 1p0 Integrationskonstanten sind. 
Diese Gleichungen führen auf einfache Ausdrücke für die Cayley· 

Kleinsehen Parameter tX, ß, y, b des § 12, die die Lage der mitbewegten 
Achsen 0 x y z gegen feste Achsen 0 X Y Z bestimmen. Denn nach der 
Definition ist 

oder 

tX = cos!ß. eti<q + v·!, 

y =-c= i sin !ß · e!i<v•- 'PI, 

Andererseits ist aber 

2 C0»2 ! {} = 1 + COS {}, 

ß = isin!ß · eli<''- '''', 

l' = cos! 1'} • e- !i(q· + •rl • 

2A 2Ac + b2 
= 1 + --:~{gh~.J(t + wa) + -6AMgh 

2A 
= ----i.J(i + w)- &J(k) 

Mgh 3 

2A o(t + w3 + k) a(t + w 3 - k) 
----------

Mgh o2(k) o2(t + w3) 

cos!IJ = ( -A --)t {o(t + o>3 + k) o(t + w 3 - k)}! 
Mg h a(k) o(t + w3) 

Ahnlieh finden wir 

sin!·{} = (-A-)t {a(t + w 3 + l) a(t + w 3 -l)}l 
Mg h a(l) o(t + wa.) 
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Die Kombination dieser Gleichung~n mit den schon gefundenen Aus­
drücken für e2 i" und e2 i'l' ergibt 

ct = ( if:h r eti(~k;-~ a(:; ;~,~ k~ etelk)' 

= (-=-A-)l eli('fo-~ a(t + w3 + l) e-t!;(l), 

f1 Mgh a(l) a(t + a>3) · 

)' = ( ,-;; :h y eii(:~-zf~rol a(:; :~~ _ll et~"(l) ' 

ä = -·---- e-t,(kJ. ( -A )i e-!i('/o + 'l'ol a(t + Wa + k) ,. . 
Mgh a(k) a(t + w3) 

Diese Gleichungen stellen die Parameter cx, ß, (', 15 als Funktionen 
der Zeit dar. 

Aufgabe 1. Ein Kreiset der l'vl asse M bewegt sich um einen festgehaltenen 
Punkt seiner Symmetrieachse. Die Trägheitsmomente um die Figurenachse und 
eine dazu senkrechte Gerade durch den Unterstützungspunkt sind C bzw. A. Der 
Schwerpunkt befindet sich im Abstand h vom Unterstützungspunkt. Der Kreisel 

werde so gehalten, daß seine Achse den Winkel arc cos ( 1/V3) mit der abwärts gt·· 
richteten Senkrechten einschließt, und man erteile ihm die Winkelgeschwindigkeit 

fAMgh(J/C um seine Achse. Man zeige, daß die Achse, wenn man sie nun los­
läßt, den Kegel 

sin2 0 sin 2<p = (- cos {) - 1/f3)~ (- cos t9 + Y3)t 
oder 

beschreibt, wo <p den Azimutwinkel und 1?· die Neigung der Achse gegen die auf-
wärts gerichtete Senkrechte bezeichnet.. (Camb. Math. Tripos, Part I. 1894.) 

Die Anfangswerte sind nämli<:h 

cos 0 = - 1/V3' 'P = 0' iJ = 0' rp = 0' 

Sie ergeben 

a = - (MAgh;i(3. c = -Mghfy3. 

Setzt man in die allgemeine Differentialgleichung für 1} ein, nämlich 

1 · 2 (a - b cos .9)2 
2A'? =- -·2Asin2•~ -Mghcos{}+c, 

so folgt 

A 02 sin2 t? =- Mgh(cos,? + 1/{3) (YJ + 2 cosO) (- cos{} + y3), 
während die Gleichung 

ergibt 

. a-b cos{} 
'P = -- ... _ 

Asin2 ·{) 

rP = -l;'ll,tghj3. cos& + 1/Y3. 
A sin2 {} 
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Dividieren wir diese Gleichung dl!rch die Quadratwurzel aus der vorher­
gehenden, so wird 

q; = 3-l-j"(- cos {}- 1/fi)l (fi + 2 cos D) -! (- cos {} + }"3) -l ~-'!,. , 
Sill 'Ir 

q;=3fj(x-1fYJ)~(VJ-2x)-i(x+YJ)-!(1-x2)- 1 dx, wox=-cos.?. 

Setzen wir nun 
2t = (x- 1/VJ)I (x + }"3)i ((3'/2- x) -!, 

so folgt durch Differentiation 

du=~ (1- z2) (x- 1/VJ)l- (x + (3)-! (YJ/2- x)-~ 
dx 2 

und 

Daher ist endlich 

oder 

oder 

tg2q; = 3f2-1 (- cos{)- 1/YJ)~ (- cos{} + I"J)l (YJ/2 + cos·,?)-1, 

was der obigen Behauptung äquivalent ist. 
Aufgabe 2. Man zeige, daß die Logarithmen der Cayley-Kleinschcn Para­

meter, als Funktionen von cos {} betrachtet, elliptische Integrale dritter Gattung 
sind. 

Aufgabe 3. Man leite die obigen Ausdrücke für die Cayley-Kleinschcn Para­
meter als Funktionen der Zeit dadurch ab, daß man zeigt, daß sie Differential­
gleichungen vom Typ 

genügen. Darin ist Y eine doppeltperiodische Funktion von t; die Gleichungen 
sind vom Hermite-Lameschen Typ, also lösbar durch elliptische Funktionen 
zweiter Art. 

Eine einfache Form der Kreiselbewegung ist die, bei der die Kreisel­
achse eine konstante Neigung gegen die Senkrechte behält; bei dieser 
sogenannten stationären Kreiselbewegung sind iJ und '~ständig Null. Da 

1 A _<i2 (a-b cos1'f)2 M h _,1 
- 'U =- . - g COSV + C 
2 2Asm2 {) 

ist, so folgt 
d {(a-b cos/})2 } 

O=dfi ~sin2T+Mghcos{} · 

Nach Ausführung der Differentiation und Einsetzen des ·wertes 
Acpsin2 {) von a-bcos{f erhalten wir 
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Diese Gleichung gibt die Beziehung zwischen den Konstanten rp, {) 
und b (welch letztere von der Geschwindigkeit der Kreiselbewegung um 
die Achse abhängt) bei der stationären Bewegung. 

§ 73. Die Bewegung eines Kreisels auf einer glatten Ebene. 
Die Spitze eines um seine Achse rotierenden Kreisels sei auf eine 

glatte wagerechte Ebene aufgesetztl). Die Reaktionskraft der Ebene 
wirkt senkrecht aufwärts, die wagerechte Korn ponen te der Geschwindigkeit 
des Schwerpunktes G des Kreisels ist daher konstant. Ohne Beschränkung 
der Allgemeinheit können wir also voraussetzen, daß diese Komponente 
Null ist, so daß der Punkt sich auf einer festen senkrechten Geraden be­
wegt, die wir zur Z-Achse machen. Zwei im Raum feste wagerechte 
zueinander senkrechte Geraden bilden die X- und Y-Achse. 

Es seien G x y z die Hauptträgbei tsachsen des Kreisels in G, 
A, A, C die zugehörigen Trägheitsmomente, so daß also Gz die 
Symmetrieachse ist. Ihre Lage gegen die Achsen X, Y, Z sei bestimmt 
durch die Eulerschen Winkel fJ, q;, 1.p. 

Die Erhebung von G über der Ebene ist h cos {}, wenn h die Ent­
fernung des Schwerpunktes von der Spitze bedeutet. Der von der 
Bewegung von G herrührende Teil der kinetischen Energie ist demnach 

!Mh2sin21? • 1~ 2 , wo M die Masse des Kreisels bedeutet. Daher ist, wie 
in § 71, die gesamte kinetische Energie 

T = i Mh2 sin2 {}. {j2 + i A ß2 + ! Arp2 sin2 fJ + ! C(,P + rp cos ·1?)2 

und die potentielle Energie 

V= MghcosfJ. 

Wir verfahren wie in § 71 und erhalten zwei den zyklischen Ko­
ordinaten q; und 1.p entsprechende Integrale, nämlich 

A rp sin ~ fJ + C(v·, + rp cos#) costf = a, 

C{1JJ + rp cosfJ) = b, 
wo a und b Konstanten sind. Für das Problem mit reduzierter Koordi­
natenzahl findet sich das abgeänderte kinetische Potential 

1 . . , • (a - b cos {}) 2 
-(A + Mh2sm 2 {}) {}2- ---~--- Mghcos{}. 
2 2Asm2 /f 

fJ ändert sich demnach gerade so wie in einem System mit einem Frei­
heitsgrad, das die kinetische Energie 

und die potentielle 

besitzt. 

i (A + Mh2sin21?) /; 2 

Energie 

(a-b COS1'f) 2 · --··-·- + Mg h cos 1'1 
2A sin~/t 

1 ) Poisson: Traüe de Mecanique Bd. II, S. 198. 1811. 
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Der Zusammenhang zwischen 1} und t wird dargestellt durch das 
Energieintegral des letzteren Systems, nämlich 

1(A Mh2'9fJ)-Q.:, (a-bcos#)2 Mh _n 2 + sm ~ · u·~ = - :2 A sin 2{}- - g cos u + c , 

wo c eine Konstante ist. Für cos 1} = x wird daraus 

A(A + Mh 2 -Mh2x 2)x2 =- (a- bx) 2 - 2AMgh(x-x3) + 2Ac(1-x2). 

In dieser Gleichung sind die Veränderlichen x und t getrennt, die 
Lösung ist also durch eine Quadratur zu erhalten. Die Auswertung des 
Integrals jedoch erfordert im allgemeinen hyperelliptische Funktionen 
oder automorphe Funktionen vom Geschlecht zwei. 

§ 74. Der Kowalewskische Kreisel. 
Das Problem der Bewegung eines der Schwere unterworfenen Kör­

pers, von dem ein Punkt im Raume fest ist, läßt sich im allgemeinen 
nicht durch Quadraturen lösen. Die in§ 69 bzw. § 71 behandelten Sonder­
fälle, daß der Unterstützungspunkt mit dem Schwerpun~<t zusammen­
fällt, die Schwere die Bewegung also nicht beeinflußt bzw. der Unter­
stützungspunkt und der Schwerpunkt auf einer Symmetrieachse des 
Körpers liegen, waren lange die einzig bekannten durch Quadraturen lös­
baren Fälle. Sonja Kowalewski bewies jedoch 18881), daß das Problem 
auch für den Falllösbar ist, daß zwei Hauptträgheitsmomente im Unter­
stützungspunkt einander gleich und doppelt so groß wie das dritte sind, 
so daß A = B = 2 C ist, während zugleich der Schwerpunkt in der 
Ebene der gleichen Trägheitsmomente liegt. 

Die Gerade durch den Unterstützungspunkt 0 und durch den um 
die Strecke a von ihm entfernten Schwerpunkt sei die x-Achse. Die Euler­
schen Winkel{}, q;, 'IP sollen die Lage der Hauptträgheitsachsen Oxyz 

gegen feste rechtwinklige Achsen OXYZ bestimmen, deren Z-Achse senk­
recht aufwärts zeigt. Es seien w1 , w 2, m3 die Komponenten der Winkel­
geschwindigkeit des Körpers um die Achsen 0 x y z, die Masse sei M. Die 
kinetische und potentielle Energie sind alsdann gegeben durch die 
Gleichungen 

oder 

T = ! (Awr + Am~+ Cw5) 

= C{1~2 + fj;2 sin 2 ·& +! (v:• + fj;cos#) 2}, 

V = - Mg a sin {} cos 'ljJ • 

Die Koordinate q; ist offenbar zyklisch und ergibt ein Integral 
iJT 
aq; = konst. 

2 fjJ sin2 {} + (tjJ + fjJ cos {}) cos 1} = k, 

1 ) Acta Math. Bd.12, S.177. 1888. 
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wo k eine Konstante ist. Das Energieintegral lautet 

T+ V=konst. 
oder 

1~2 + cp2 sin2 {} + ~ (1/J + cp co3 /}) 2 - ]'.~ a sin {} cos1p = h. 
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S. Kowalewski fand nun ein weiteres algebraisches Integral, das 
sich folgendermaßen bestimmen läßt. 

Das kinetische Potential ist 

L = C1?2 + Cqhin2 ß + i C(1p + cp cos{})2 + Mgasin /fcos1p, 

und die Bewegungsgleichungen lauten 

:t (~~) - -~~ = 0 , 

.!.__ ( oL) _ DL = 0 
dt oljJ a"'' • 

-:t (-~~) = 0. 

Die erste ist 

ö ( . .Q • ) • • {} Mga n 2 V = ([! COS v - lj! cp Sill · + C- COS 1I COS 'ljJ ,. 

und die Elimination von ip zwischen der zweiten und dritten ergibt 

d ( . . _Q) ( . .Q . ) ; Mg a .u . 2 d t Cfl Sill 'U = - (fl CüS 'U -- 'ljJ {} + c- COS U Slll 'lj! • 

;\lultiplizieren wir die erste dieser Gleichungen mit i und addieren 
wir sie zu der zweiten, so folgt 

d ( . . Q • -") • ( • .u . ) ( . . _Q • 0) . "~! g a .u . 2 d t ({! Sill 11' + t ·u = t ({! COS U - 1j! ({! Stn u· + t 11 + t C-COS ·u· e- l Y'. 

Diese Gleichung können wir auf die Form bringen 

.!.__ {(cp sin 1'1 + iiJ) 2 + Mg a sin ß· e- i '"} 
dt c 

= i (cp cos {} -1/J) { (cp sin {} + i0) 2 + Jl,~a sin {} e-iy•} 
oder 

1 dU .( . .Q • ) u ([{ = t ({! COS 'U' - 'ljJ , 

WO 

U ( ... u .. <i) 2 Mga . {} . 
= (/J Slll U + t u· + ·· c-Slll e -• Y' . 
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Aus 

V= (q) sin ß> + iiJ) 2 + M~ sin {} ei''' c 
folgt ähnlich 

1 dV . . u .) 
V dt =- ~(!f!COS1r- 'ljJ • 

Demnach ist 
1 dU 1 dV ;___ + ---· = 0 
U dt V dt 

oder 
UV= konst. 

Daher besteht die Gleichung 

{ (rpsin {} + iß)2+ Mfa siniJe-i'l'}{ (q)sin ß>- iÖ)2+ Mfa siniJei'l' }= konst. 

oder 

(Ö2 + q72 sin2 -ß-) 2 + ( MfaYsin2 ß 

+ Mga sin ß>{ei'"(cP sin {} + i!J)2 + e-i'l'(q)sin {}- iß)2} = konst. c 
. Dies 1:st das gesuchte dritte algebraische Integral des S'j'stems. 

Diese drei intermediären Integrale bilden ein System von Differen­

tialgleichungen erster Ordnung zur Bestimmung von Ii, q), ljJ, die an die 
Stelle der ursprünglichen Differentialgleichungen der Bewegung treten 
können. Da die Veränderliche q; darin nicht explizit vorkommt, kann q7 
mit Hilfe einer der Gleichungen aus den beiden anderen eliminiert werden. 
Dann haben wir ein System von zwei Differentialgleichungen erster 
Ordnung .zur Bestimmung von ß> und VJ. S. Kawalewski hat gezeigt, 
daß diese Gleichungen sich mit hyperelliptischen Funktionen intet,rrieren 
lassen. Für die Lösung sei auf die schon angeführte Abhandlung ver­
wiesen1). 

Aufgabe. Es seien ;•1, )'~, ;'3 die Richtungskosinus von Ox, Oy, Oz gegen OZ 
und die Variablen x, y, z seien definiert durch die Gleichungen 

1 ) V gl. ferner Kötter: Acta M ath. Bd. 1 7, S. 209. 1893; Stekloff, Gorjatschew 
und Tschapligin: Trav. Soc. Imp. Nat. Moscou Bd. 10. 1899; Bd. 12. 1904; 
G. Dumas: Nouv. Ann. Serie 4, Bd. 4, S. 355. 1904; Husson: Taulause Ann. 
Serie 2, Bd. 8, S. 73- 1906; Husson: Acta Math. Bd. 31, S. 71. 1907; N. Kowa­
levski: lvlath. A nn. Bd. 65, S. 528. 1908; P. Stäckel: Math. Arm. Bd. 65, S. 538. 1908; 
0. Olsson: Arkiv för Jl!lat. Bd. 4, Nr. 7. 1908; R. Marcolongo: Rom. Ace. Rend. 
Serie 5. Bd. 17, S. 698. 1908; F. de Brun: Arkiv for Mat. Bd. 6, Nr. 9. 1910; 
P. Burgatti: Rend. d. Palermo Bd. 29, S. 396. 1910; 0. Lazzarino: Hend. d. Soc. 
Reale di N apoli Serie 3 a, Bd. 17, S 68. 1911. 
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z ( • • + Mgayl )f( + Mgays)• • .1 w2 x = w1- w2 --C-- t Ws w1 --C-- - w3 w•f 

2 ( Mgay3 ){( Mgay3 )
2 2 ·' w2 y = 2 w1 w2 + --C-- ws w 1 + --C-- - w3 w. 1 

( Mgay3 ) ( 2 2 Mgay1 ) - 2 ros w2 ws w1 + --c-- w, - w2 + --c-- . 

"d {( Mgay3 )
2 2 •} Wz ~ = w3 W 1 + --C-- + ro 3 W 2 dt. 

Man beweise mit Hilfe des Kowalewskischen Integrals (ohne Benutzung der 
Integrale der Energie und des Moments der Bewegungsgröße), daß man den Be­
wegungsgleichungen die Form geben kann 

d2 x oV 
d~· =- ox. 

av 
- iJy. 

wo V eine Funktion von x, y allein ist, so daß das Problem zurückgeführt ist 
auf dasjenige der Bewegung eines Massenpunktes in einem ebenen konservativen 
Kraftfeld. (Kolossow.) 

R. Liouville1 ) hat nachgewiesen, daß der einzige weitere allgemeine Fall, 
in dem die Bewegung eines der Schwere unterworfenen starren Körpers um einen 
festen Punkt ein drittes algebraisches Integral besitzt, derjenige ist, für den 

1. das Trägheitsellipsoid im Unterstützungspunkt ein Rotationsellipsoid ist; 
2. der Schwerpunkt des Körpers in der Äquatorebene des Trägheitsellipsoids 

liegt; 
3. das Verhältnis 2 CjA eine willkürlich wählbare ganze Zahl ist, wobei 

A, A, C die Trägheitsmomente im Unter~tützungspunkt sind. 
Man vergleiche dazu die in der Fußnote auf S. 1 76 angeführten Abhandlungen. 
Aufgabe. Ein schwerer Körper rotiert um den festen Punkt 0, in dem die 

zugehörigen Hauptträgheitsmomente in der Beziehung stehen: A = B = 4 C. 
Der Schwerpunkt des Körpers liegt in der Äquatorialebene des Trägheitsellipsoids 
im Abstand h von 0. Man zeige, daß, wenn die Konstante des Moments der Be­
wcgungsgrößc um die Senkrechte durch 0 verschwindet, ein Integral 

w 3 (wi + w~) + g h w 1 cos {} = konst. 

vorhanden ist, wo w 1, w 2 , w 3 die Komponenten der Winkelgeschwindigkeit um 
die Hauptachsen 0 x y z bedeuten, wobei 0 x die Gerade durch 0 und den Schwer­
punkt ist. Ferner zeige man, daß das Problem durch Quadraturen lösbar ist 
und auf hyperelliptische Integrale führt. (Tschapligin.) 

§ 75~ Stoßbewegung. 
Wie in § 36 bemerkt worden ist, hängt die Lösung von Problemen 

der Stoßbewegung nicht von der Integration von Differentialgleichungen 
ab, sondern kann im allgemeinen mit einfachen algebraischen Methoden 
bewirkt werden. Die folgenden Beispiele führen verschiedene Typen 
von Systemen mit Stoßbewegung vor. 

1 ) Acta -Math. Bd. 20, S. 239. 1897. 

\V h i t t a k er , Dynamik. 12 
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Aufgabe 1. Zwei hdmogene Stäbe AB, BC von gleicher Länge 2a sind in B 
durch ein Gelenk reibungslos verbunden und liegen auf einer wagerechten Ebene 
rechtwinklig zueinander. Man gebe dem Mittelpunkt des Stabes AB einen Stoß, 
so daß die beiden Stäbe sich wie ein starrer Körper in Bewegung setzen. Man 
bestimme die dazu notwendige Richtung des Stoßes und beweise, daß die Ge­
schwindigkeiten der Endpunkte A, C sich wie fi3: 1 verhalten. 

Ohne Beschränkung der Allgemeinheit können wir annehmen, daß jeder 
Stab die Masse 1 hat. Es seien x, y die Geschwindigkeitskomponenten von B 
in bezugauf feste Achsen Ox, Oy, die den Stäben BA, BC in ihrer Anfangslage 

parallel sind. Ferner seien IJ, <P die Winkelgeschwindigkeiten von BA und BC. 

Die Geschwindigkeitskomponenten des Mittelpunktes von AB sind x, y + aO, 
die Geschwindigkeitskomponenten des Mittelpunktes von B C sind x - a<P, :Y. 
Daher ist die kinetische Energie des Systems 

T = ! ;t-2 + ~ (y + a fi.)2 + -~ a2 {J2 + t (x _ a ,P)2 + ! y2 + -~ a2 q,2. 

Der Impuls möge in Richtung der Achsen die Komponenten I,] haben. 
Der Punkt, dem der Impuls erteilt wird, erleidet bei einer kleinen Verrückung 
des Systems eine Verschiebung mit den Komponenten lJ x, lJ y + a (){). Die 
Gleichungen des § 36 ergeben hier 

oder 

i)T . , 

ox =I, 

I= 2x- a <j>, 

]=2'Y+al'i, 

ar ---,-=Ja, ar; 
oT 
-- =0 aq, 

J a = a y + ~ a2 iJ , 
0 = - a x + ;\ a 2 q, . 

Die Bedingung, daß das Stabsystem sich wie ein starrer Körper bewegt, besagt, 

daß t~ ·= p ist. Diese Gleichungen ergeben 

.P='Y=kat'J=;\arfJ=.\I=U-

Daraus folgt: I = ], d. h. der Impuls ist um den ·winkel4 5° gegen BA geneigt. 
Da A und C die Geschwindigkeitskomponenten x,y + 2a.fJ bzw. x-2a<p,Y 

besitzen, so haben A und C die Geschwindigkeiten y(ß y bzw. Y5 y, stehen also 
im Verhältnis y1J: 1, wie behauptet war. 

Aufgabe 2. Ein Rahmen wird aus zwei Paaren homogener Stäbe gebildet, 
deren Enden durch Gelenke reibungslos verbunden sind. Die Stäbe mögen die 
Längen 2a, 2b, die Massen m, m' und die Trägheitsradien k, k' besitzen, Das 
Parallelogramm bewegt sich ohne Drehung der Seiten mit der Geschwindigkeit V 
in Richtung einer Diagonale; es stößt gegen eine glatte feste Wand, mit der die 
Seiten die Winkel {}, <p, die Geschwindigkeit V einen rechten Winkel bilden. Die 
anstoßende Ecke wird durch den Stoß zum Stillstand gebracht. Man zeige, daß 
der Stoß gegen die Wand die Größe hat 

2V {(m + m') -l + (mk 2 + m' a 2) - 1 a 2 cos2ll + (mb 2 + m' k'2) - 1 b2 cos2 tp)} -l. 

Es seien x, y die Koordinaten des Mittelpunktes des Parallelogramms, wo x 
senkrer"'t auf die Wand zu gemessen wird. Die kinetische Energie ist 

T = (m + m1)(x2 + -yz) + (mk2 + m'a2)ß.2 + (mb2 + m'k'2)rj;2. 

Der Berührungspunkt hat die X-Koordinate x + a sin {} + b sin <p. Er erleidet 
daher bei einer willkürlichen Verrückung ( lJ x, lJ y. lJ ~~, lJ <p) in Richtung der x-Achse 
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eine Verrückung ~ x + a cos {} ~ {} + b cos rp (j rp. Wird der Impuls mit I bezeichnet, 
so lauten die Bewegungsgleichungen 

oder 

iJ T (dJ-) = - I ox i:H 0 ' 

(? ~) = - I a cos {}, 
(){) 0 

iJT ((JT 
0 ~ - ag;) 

0 
= - I b cos rp, 

2 ( m + m')(x - V) = - I, 

2(mk2+m'a2),j = -Iacosi}, 

2(mb2 + m'k12 )<jJ =- Ib cosrp. 

Da der Berührungspunkt die Endgeschwindigkeit 0 hat, so ist überdies 

x + a iJ cos {f + b ,P cos 9' = 0 . 

Die Elimination von x, IJ, rp aus diesen Gleichungen ergibt 

{ 1 a 2 cos2 ,'} b2 cos2 rp } 
V= I 2 (m-.f-~') + 2{m k 2+-m' a2) + 2 (mb 2 + m' k'2) ' 

womit die Behauptung bewiesen ist. 

Das nächste Beispiel betrifft einen Fall von plötzlicher Bremsung. 
Wird ein Punkt (oder eine Gerade) eines frei bewegten Körpers plötzlich 
angehalten und gezwungen, sich in vorgeschriebener Weise zu bewegen, 
so vollzieht sich eine impulsive Änderung in der Bewegung des Körpers. 
Man kann sie charakterisieren durch die Bedingung, daß das Moment 
der Bewegungsgröße um eine beliebige Gerade durch den festgehaltenen 
Punkt (oder um die festgehaltene Gerade) bei der Bremsung ungeändert 
bleibt. Dies folgt aus der Tatsache, daß der Bremsimpuls kein Moment 
um den betreffenden Punkt oder die Gerade besitzt. 

Aufgabe J. Eine homogene Kreisscheibe rotiert mit der Winkelgeschwindig­
keit Ü um einen Durchmesser. Ein Punkt P des Randes werde plötzlich angehalten. 
Man beweise, daß dt"e Geschwindigkeit des Mittelpunktes unmittelbar nach der Brem­
sung gleich A der Geschwindigkeit des Punktes P unmittelbar vor der Bremsung ist. 

Es sei m die Masse der Scheibe und ,x der Winkel zwischen dem Radius durch 
den Punkt P und dem Durchmesser, um den die Scheibe ursprünglich rotiert. Die 
Anfangsgeschwindigkeit des Punktes P ist gleich ü c sin IX, wo c der Radius der 
Scheibe ist. Die Achse des ursprünglichen Moments der Bewegungsgröße um P 
ist parallel zu der ursprünglichen Rotationsachse der Scheibe; es hat die Größe 
,\ m c2 !.! und bleibt bei der Bremsung von P ungeändert; das Moment der 
Bewegungsgröße um die Tangente in P nach der Bremsung ist daher gleich 
im c2 fl sin IX. Die Scheibe hat aber um die Tangente in P das Trägheits­
moment ~· m c2 • Hiernach ist die Winkelgeschwindigkeit um die Tangente in P 
gleich !, !.! sin IX. Der Mittelpunkt der Scheibe hat daher die Geschwindigkeit 
A!:! c sin IX, die gleich f. der ursprünglichen Geschwindigkeit von P ist. 

Aufgabe 4. Eine ebene Platte der Masse m in Form eines Parallelogramms 
trägt glatte Zapfen in jedem der Mittelpunkte zweier paralleler Seiten. Sie wird 
von einem Punkt der Masse m in einem Eckpunkt getroffen, und der Massenpunkt 
bleibt nach dem Anprall dort haften. Man zeige, daß die Reaktion an einem der 
Zapfen verschwindet. 

12* 
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Übungsauf gaben. 
1. Eine Scheibe kann sich frei um eine beliebige wagerechte Achse senkrecht 

zu ihrer Ebene drehen. Man zeige, daß der Ort der Aufhängepunkte, für die das 
äquivalente mathematische Pendel eine gegebene Länge L hat, aus zwei Kreisen 
besteht. Man beweise ferner, daß, wenn A ein Punkt des einen, B ein Punkt des 
anderen Kreises und L' die Länge des äquivalenten mathematischen Pendels mit 
dem Aufhängepunkt im Mittelpunkt von AB ist, der Trägheitsradius der Scheibe 
um ihren Schwerpunkt gegeben ist durch 

k2L'2 = (t L2- c2) (LI2- t L2 + c2)' 

wo c die Länge von A B bedeutet. 
2. Ein schwerer starrer Körper kann sich um eine feste wagerechte Achse 

drehen. Wie muß man die Achse im Körper durch einen vorgeschriebenen Punkt 
legen, damit das äquivalente mathematische Pendel eine gegebene Länge hat? 
Es erweist sich, daß die Achse, die der Bedingung genügt, Erzeugende eines 
Kegels vierter Ordnung sein muß. 

3. Eine Kugel vom Radius b rollt ohne zu gleiten die Zykloide 

x = a({} + sin{}), y = a(1- cos{l) 

herab. Anfangs befindet sie sich mit dem Mittelpunkt auf der Wagerechten y = 2 a 
in Ruhe. Man zeige, daß ihr Mittelpunkt im tiefsten Punkt die Geschwindigkeit 

v 2 =\''g(2a-b) hat. 

4. Ein homogener glatter Würfel der Kantenlänge 2a und Masse M ruht 
symmetrisch auf zwei gleichen Leisten der Breite b und Masse m, die an Wänden 
im Abstand 2 c voneinander befestigt sind. Man zeige, daß, wenn eine der Leisten 
nachgibt und sich um die Kante zu drehen beginnt, mit der sie an der Wand be­
festigt ist, der Würfel die anfängliche Winkelbeschleunigung 

Mg (c- a) 2 (c- b) +} mgb (c- a) (c- b + a) 

M(c - a) 2 {k2 + (c - b) 2} + l(c - b + a) 2 

erhält, wo Mk 2 und I die Trägheitsmomente des Würfels um seinen Mittelpunkt 
bzw. der Leiste um ihre Kante sind. (Camb. Math. Tripos, Part I. 1899.) 

5. Ein homogener Stab der Masse M und Länge 2a bewegt sich auf einer 
wagerechten Ebene, und ein Ende gleitet zwangläufig ohne Reibung auf einer 
festen Geraden. Der Stab stehe ursprünglich senkrecht zu der Geraden und er­
halte an dem freien Ende einen Stoß I in Richtung der Geraden. Man zeige. 
daß nach der Zeit t der senkrechte Abstand y des Stabmittelpunktes von der 
Geraden gegeben ist durch 

1 

J (1 - ~ x2)I (1 - x2)- t dx = 3 Itj2M a. 
vta 

6. Vier gleiche homogene Stäbe der Länge 2a sind durch reibungslose Ge­
lenke zu einem Rhombus ABCD verbunden. Das Gelenk A ist fest, während C 
sich auf einem glatten senkrechten Stab durch A bewegen kann. Ursprünglich 
fällt C mit A zusammen, und das ganze System dreht sich mit der Winkel­
geschwindigkeit w um die senkrechte Achse. Man beweise, daß 

aoJ2 cosa = 3g sin2 a 

ist, wenn in der darauffolgenden Bewegung 2a der kleinste Winkel zwischen den 
oberen Stäben ist. (Camb. Math. Tripos, Part I. 1900.) 

7. Auf einer glatten wagerechten Ebene liegt eine Kreisscheibe der Masse M, 
in die eine glatte kreisförmige Rinne vom Radius a, die durch ihren Schwerpunkt 
geht, eingeschnitten ist. Ein Punkt der Masse ·~ M wird in der Rinne im Schwer-
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punkt in Bewegung gesetzt. Man bestimme die Bewegung. Es sei a<p der von 
dem Massenpunkt zurückgelegte Bogen, {} der Winkel, um den sich die Scheibe 
gedreht hat. Man beweise, daß alsdann 

k (a2 + k2)t 
tg ~ 'P =--- tg--···-(~ 'P- {}) 

- (a2+ k2)l k -

ist. Dabei bedeutet Mk 2 das Trägheitsmoment der Scheibe um eine Senkrechte 
durch den Schwerpunkt. 

8. Ein starrer Körper kann sich unter der Wirkung der Schwerkraft frei 
bewegen und dreht sich mit der Winkelgeschwindigkeit w um eine Achse durch 
seinen Schwerpunkt senkrecht zu der Ebene seiner Bewegung. Man zeige, daß 
die momentane Drehungsachse einen parabolischen Zylinder vom Parameter 
((4ti + jl2g jw) 2 beschreibt. Der Scheitel dieser Parabel liegt um {2gajw über 
demjenigen der Bahn des Schwerpunktes, die den Parameter 4 a besitzt. 

9. Ein Punkt der Masse m liegt in einer glatten homogenen Röhre, die sich 
in einer senkrechten Ebene um ihren Mittelpunkt drehen kann_ Das System 
wird in Bewegung gesetzt, wenn die Röhre wagerecht liegt. Ist {} die Neigung 
der Röhre gegen die Senkrechte in dem Augenblick, in dem ihre Winkelgeschwin­
digkeit ein Maximum w erreicht, so zeige man, daß 

4 (mr2 + Mk2)w4 - 8mgrw2 cos{} + mg2 sin2 {} = 0 

ist, wo Mk 2 das Trägheitsmoment der Röhre um ihren Mittelpunkt, r den Ab­
stand des Massenpunktes von dem Mittelpunkt bedeutet. 

10. Vier homogene Stäbe, die an ihren Enden durch Gelenke reibungslos 
verbunden sind, bilden ein Parallelogramm, das sich auf einer wagerechten Ebene 
reibungslos bewegen kann, wobei einer der Eckpunkte festgehalten wird. Die 
Stäbe bilden ursprünglich rechte Winkel miteinander, und das System wird so in 
Bewegung gesetzt, daß ein Paar Gegenseiten die Winkelgeschwindigkeit Q hat, 
das andere die Winkelgeschwindigkeit Null. Man zeige, daß das System die Winkel­
geschwindigkeit Q hat, sobald der Winkel der Stäbe gegeneinander ein Maximum 
oder Minimum ist. 

11. Zwei homogene rauhe Kugeln von gleichem Radius a und den Massen 
m, m' ruhen auf einer glatten wagerechten Ebene derart, daß die Kugel m' auf 
dem höchsten Punkt der Kugel m liegt. Man zeige, daß, wenn das System gestört 
wird, die Neigung der gemeinsamen Normalen {} gegen die Senkrechte gegeben 
ist durch die Gleichung 

aÜ 2 (7m + 5 m' sin2 {}) = 5g (m + m') (1 - cos{}). 

12. Ein homogener Stab AB der Länge 2a ist an einem Ende mit einem 
leichten undehnbaren Faden der Länge c verbunden. Das andere Ende des Fadens 
ist in dem Punkt 0 einer glatten wagerechten Ebene befestigt, auf der sich der 
Stab bewegt. Zu Anfang bilden OAB eine Gerade, und der Stab wird ohne Dre­
hung mit der Geschwindigkeit V senkrecht zu seiner eigenen Richtung in Bewegung 
gesetzt. Man beweise, daß der Kosinus des größten Winkels, den der Stab bei der 
darauf folgenden Bewegung jemals mit dem Faden einschließt, gleich 1 - a/6 c ist. 

13. Die Enden zweier Stäbe der Länge 2 a sind in einem festen Punkt durch 
ein Gelenk reibungslos verbunden. Auf ihnen gleitet - vermöge an den Enden 
befestigter glatter Ringe - ein dritter ihnen gleicher Stab. Ursprünglich liegen 
alle drei Stäbe in einer wagerechten Geraden, wobei die Enden des dritten Stabes 
sich in den Mitten der beiden anderen befinden. Infolge eines Impulses beginnen 
die Stäbe in einer wagerechten Ebene mit der Winkelgeschwindigkeit {,) zu 
rotieren. Man zeige, daß der dritte Stab von den beiden anderen unter der Wir­
kung der Schwere abgleitet, wenn nicht 

!l2 > 2gfa tJ. 
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14. Ein dünnwandiger Hohlzylinder vom Radius a und der Masse M wird 
in wagerechter Lage auf einer um den Winkel IX geneigten rauhen Ebene fest­
gehalten. In ihm sitzt ein Insekt der Masse m auf der Berührungsgeraden mit 
der Ebene. Der Zylinder wird in dem Augenblick losgelassen, in dem das Insekt 
sich mit der Geschwindigkeit V in Bewegung setzt. Man zeige, daß, wenn diese 
Relativgeschwindigkeit beibehalten wird und der Zylinder bergauf rollt, er zu 
momentaner Ruhe kommt, wenn der Radius durch das Insekt mit der Senk­
rechten den Winkel {} bildet, der bestimmt ist durch 

V2 {1- cos({}- IX)}+ ag(cosiX- cosD) = (1 + M/m)ag({} -IX) siniX. 

15. Eine homogene glatte ebene Röhre kann sich reibungslos um eine feste, 
in ihrer Ebene gelegene, sie schneidende Achse drehen. Das Trägheitsmoment 
der Röhre um die Achse sei I. Zu Anfang rotiert die Röhre mit der Winkel­
geschwindigkeit ü. Ein Punkt der Masse m wird in der Röhre aus dem Schnitt­
punkt mit der Achse mit der Geschwindigkeit V geworfen. Dann sollen sonst 
keine Kräfte mehr auf das System wirken. Man zeige, daß, wenn der Massenpunkt 
sich im Abstand r von der Achse befindet, das Quadrat seiner Geschwindigkeit 
relativ zur Röhre gleich 

ist. 
16. Ein homogener gerader Stab der Masse M ist derart quer über zwei 

wagerechte Pflöcke gelegt, daß jedes Ende über den betreffenden Pflock hinaus­
ragt. Ein zweiter homogener Stab der Masse m und Länge 2l ist mit dem ersten 
in einem zwischen den Pflöcken gelegenen Punkt durch ein Kugelgelenk verbunden. 
Er wird zu Anfang wagerecht und in Berührung mit dem ersten Stab gehalten, 
dann losgelassen, so daß er in der senkrechten Ebene durch den ersten Stab hin­
und herschwingt. Es sei {} der Winkel, den der erste Stab zu beliebiger Zeit mit 
der Senkrechten bildet, x die Strecke, um die sich der erste Stab aus der Ruhelage 
bewegt hat. Man beweise, daß 

(M + m)x + mlsinif = ml 
und 

(; - -;;;_-;r:-M cos2 1'1) l /)2 = 2g cos 0 

ist. 
17. Ein ebener Körper kann sich in seiner Ebene um einen festen Punkt 

frei drehen, ein zweiter ebener Körper kann frei an einer Geraden des ersten 
Körpers reibungslos entlang gleiten, wobei er sich in der gleichen Ebene bewegt 
wie der erste. Man zeige, daß zwischen der Größe x der relativen Gleitung und 
dem Winkel 1'1 der Drehung, wenn keine äußeren Kräfte an dem System an­
greifen, eine Beziehung von der Form 

(~~·)\ p~!. + Q = 0 
d{} d{} 

besteht, wo P nnd Q eine lineare bzw. eine quadratische Funktion von x2 bedeuten. 

18. Ein Pendel besteht aus einem geraden Stab, der an seinem Ende eine 
kreisförmige Dose in senkrechter Lage trägt. Darin befindet sich eine glatte 
Scheibe von der Gestalt eines Kreissegments. Der Abstand des Mittelpunktes C 
der Dose von dem Aufhängepunkt 0 und dem Schwerpunkt G des Segments ist l 
bzw. c. Es seien 1\1, m die Masse des Pendels und des Segments, k, k' ihre bezüg· 
liehen Trägheitsradien um 0 bzw. G, D und 'P die Winkel, die OC und CG mit 
der Senkrechten bilden. Man beweise, daß der doppelte Betrag der von der Schwere 
an dem System bei der Bewegung aus der Ruhelage geleisteten Arbeit gleich 

(Mk2 + m t2) ,02 + m (k'2 + c2) q>2 +2m c l cos ({}- <p) {} r;, 
ist. 
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19. Ein Punkt der Masse m ist an einem Ende eines dünnen Fadens be­
festigt, der über den Rand eines Rades der Masse M läuft und mit dem anderen 
Ende an einem Punkt des Randes befestigt ist. Zu Beginn der Bewegung ist 
noch das Stück l des Fadens gerade. Das Rad mit dem Radius a und dem Träg­
heitsradius k kann sich um eine feste senkrechte Achse durch seinen Mittelpunkt 
drehen. Der Massenpunkt, der auf einer glatten wagerechten Ebene ruht, wird 
im rechten Winkel zu dem Faden fortgeschleudert, so daß der Faden sich auf 
das Rad zu wickeln beginnt. Man zeige, daß, wenn der Faden sich von dem Rade 
wieder abwickeln sollte, sein gerader Teil mindestens die Länge hat: 

(/2 _ a2 _ Mk2fm)l. 

20. Ein Wagen rollt auf einer um den Winkel IX gegen den Horizont geneig­
ten Ebene gerade herab, ohne daß seine Räder auf der Ebene gleiten. Der Boden 
des Wagens ist der Ebene parallel, und eine rauhe Kugel ruht frei darauf. Man 
zeige, daß der Wagen gegen die Ebene die Beschleunigung 

14M+4M'+ 14m . 
14M+ 4 M' + 21 mgsmiX 

hat, wenn M die Masse des Wagens ohne die Räder, m die Summe der Massen 
der Räder (die homogene Kreisscheiben sein sollen), M' die Masse der Kugel be­
deuten. Die Reibung zwischen Rädern und Achsen ist vernachlässigt. 

21. Ein homogener Stab der Masse 11Zt und der Länge 2a kann sich frei 
um sein festgehaltenes oberes Ende drehen und hat zu Beginn der Bewegung 
die Neigung nf6 gegen die Senkrechte. Ein zweiter Stab der Masse m2 und Länge 
2a ist mit dem unteren Ende des ersten reibungslos verbunden und befindet 
sich anfänglich in wagerechter Lage und um 2n/3 gegen den ersten Stab geneigt 
in Ruhe. Man zeige, daß 3 m1 = 14m2 ist, wenn der Mittelpunkt des unteren 
Stabes sich in einer um nf6 gegen die Senkrechte geneigten Richtung zu bewegen 
beginnt. 

22. Eine homogene Kreisscheibe ist an zwei elastischen Fäden symmetrisch 
aufgehängt. Sie sind im höchsten Punkt der Scheibe befestigt, um den Winkel cx 
gegen die Senkrechte geneigt und haben in ungespanntem Zustand die Länge c. 
Einer der Fäden werde durchschnitten. Man zeige, daß die Bahnkurve des Mittel­
punktes der Scheibe zu Anfang der Bewegung die Krümmung 

(c sin 4a- b sin 21X} fb (b- c) 

hat, wo b die Länge der Fäden im anfänglichen Zustande des Gleichgewichts ist. 
23. Zwei Stäbe AC, CB von gleicher Länge 2a sind in C durch ein Gelenk 

reibungslos verbunden. Der Stab AC kann sich um den festgehaltenen Punkt A 
frei bewegen. Der Endpunkt B des Stabes C B ist mit A durch einen undehnbaren 
Faden der Länge 4 a / y3- verbunden. Das System befinde sich im Gleichgewicht, 
und der Faden werde durchschnitten. Man zeige, daß der Krümmungsradius 
der Anfangsbahn von B im Punkte B die Größe 

1:1~~~r·a 
hat. (Camb. Math. Tripos, Part I. 1897.) 

24. Ein Stab der Länge 2 a wird durch zwei gewichtslose Fäden in wage­
rechter Lage erhalten, die über zwei glatte in gleicher Höhe im Abstande 2 a 
voneinander angebrachte Stifte laufen und am anderen Ende Gewichte tragen, 
deren jedes halb so schwer wie der Stab ist. Ein Faden wird durchschnitten. Man 
zeige, daß das Stabende, an dem der Faden durchschnitten wurde, eine Bahn mit 
der Anfangskrümmung 2 7/ 2 5 a beschreibt. 
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25. Eine schwere gerade rauhe Planke kann sich in einer senkrechten Ebene 
um eine wagerechte Achse drehen, die vom Schwerpunkt um die strecke c ent­
fernt ist. Eine rauhe schwere Kugel wird auf der vom Schwerpunkt abgewandten 
Seite im Abstand b von der Achse auf die Planke gelegt. Diese wud dabei wage­
recht gehalten. Nun läßt man das System los. Man beweise, daß der Mittelpunkt 
der Kugel eine Bahn beschreibt, die die Anfangskrümmung 21 b {) / (5 - 11 iJ) 

besitzt, wo {} = (mb- Mc)f(mb + Ma) ist, m, M die Massen der Kugel und der 
Planke bezeichnen und Mab das Trägheitsmoment der Planke um die Achse ist. 

26. Ein leichter starrer Stab der Länge 2c trägt zwei Punkte gleicher Masse m 
im Abstand k zu beiden Seiten des Mittelpunktes. An den Enden des Stabes sind 
die Enden eines undehnbaren Fadens der Länge 2a befestigt, auf dem sich ein 
Ring der Masse m' befindet. Ursprünglich liegen Faden und Stab in einer Geraden 
auf einer glatten wagerechten Ebene, wobei der Faden gespannt ist und der Ring 
sich in der Verlängerung des Stabes im fernsten Punkt befindet. Der Ring wird 
dann senkrecht zu dem Stab geworfen. Man zeige, daß die Relativbewegung 
OSzillatorischen Charakter hat, wenn 

c2 fk 2 > 1 + 2m/m'. 

27. Drei homogene gleiche Stäbe der Länge c sind zu einem gleichseitigen 
Dreieck ABC vom Gewicht W starr verbunden. Eine homogene Stange von der 
Länge 2 b und dem Gewicht W' wird durch ein Gelenk mit dem Dreieck im Punkt C 
frei beweglich verbunden. Das System befindet sich im Gleichgewicht, während 
es die Oberfläche einer ruhenden glatten Kugel vom Radius a berührt, wobei die 
Seite AB wagerecht liegt und die Kugel berührt und die Stange in der senk­
rechten Ebene durch den Mittelpunkt des Dreiecks liegt. Die Stange und der 
Mittelpunkt des Dreiecks befinden sich auf verschiedenen Seiten der Senkrechten 
durch C. Man beweise, daß die Ebene des Dreiecks gegen den Horizont um den 
Winkel geneigt ist, dessen Tangens gleich 

[ab fl + 2cÄ2J/[nfl(a2 + {c2) + i..2tt- 2abc] 
ist. Dabei ist 

;..•=a2 + ~c2 --!bc, n=WfW'. 

(Camb. Math. Tripos, Part I. 1896.) 
28. Ein Körper, auf den keine Kräfte wirken, bewegt sich so, daß die Kom­

ponente seiner Winkelgeschwindigkeit nach einer der Hauptträgheitsachsen kon­
stant ist. Man zeige, daß die Winkelgeschwindigkeit des Körpers konstant sein 
muß, und bestimme ihre Komponenten nach den beiden anderen Hauptträgheits­
achsen unter der Voraussetzung, daß die Trägheitsmomente um diese Achsen 
einander gleich sind. 

29. Man beweise, daß die Herpolhodie keinen Wendepunkt besitzen kann. 
(Hess.) 

(Einen einfachen Beweis dieses Satzes gibt Lecornu: Bull. de la Soc. Math. 
de France Bd. 34, S. 40. 1906.) 

30. Man zeige, daß bei der kräftefreien Bewegung eines Körpers um einen 
festen Punkt jede zu dem Trägheitsellipsoid in bezug auf den festen Punkt homo­
zyklische Fläche zweiter Ordnung, die mit dem Körper starr verbunden gedacht 
ist, sich so bewegt, als ob sie auf einer festen Rotationsfläche zweiter Ordnung 
rollte ohne zu gleiten, deren Mittelpunkt im festen Punkt liegt und deren Achse 
die invariable Gerade ist. (Gebbia.) 

31. Man zeige, daß bei der kräftefreien Bewegung eines Körpers um einen 
festen Punkt die drei Durchmesser des Trägheitsellipsoids in bezug auf den festen 
Punkt und die Durchmesser des zu diesem reziproken Ellipsoids, die definiert 
sind durch die Schnitte der invariablen Ebene mit den drei Hauptebenen und 
mit der zu der momentanen Rotationsachse senkrechten Ebene, der Zeit propor-



Übungsaufgaben. 185 

tionale Flächenräume überstreichen, so daß die Beschleunigungen in den End-
punkten auf den Mittelpunkt hin gerichtet sind. (Siacci.) 

32. Ein um einen festen Punkt beweglicher Körper wird von Kräften an­
gegriffen, deren Moment um die momentane Rotationsachse ständig Null ist. 
Man zeige, daß die Rotationsgeschwindigkeit demjenigen Radiusvektor des 
Trägheitsellipsoids proportional ist, der in die Richtung der Achse fällt. 

Man zeige, daß dieser Satz auch dann noch gilt, wenn der um einen festen 
Punkt bewegliche Körper gezwungen ist, an einer festen Fläche zu gleiten. 

(Flye St. Marie.) 
33. Ein ebenes Flächenstück bewegt sich anfangs mit gleicher Winkel­

geschwindigkeit {J um die Hauptachsen des größten und kleinsten Trägheits­
momentes in seinem Schwerpunkt und hat keine Winkelgeschwindigkeit um die 
dritte Hauptachse. Man stelle die Winkelgeschwindigkeiten um die Achsen als 
elliptische Funktionen der Zeit dar unter der Voraussetzung, daß keinerlei Kräfte 
auf das Flächenstück wirken. 

Ist {} der Winkel zwischen der Ebene des Flächenstücks und einer festen 
Ebene, so beweise man die Relation 

~:~ + 2{} {{}2 - (~~) 2}1 dn (Q t) = {[)2- (~:) 2} ctg{}. 

(Camb. Math. Tripos, Part I. 1896.) 
34. Ein starrer Körper besitzt kinetische Symmetrie um eine Achse, die 

durch einen oberhalb des Schwerpunkts gelegenen festen Punkt geht. Er wird 
in beliebiger Weise in Bewegung gesetzt. Man zeige, daß der Schwerpunkt bei 
der darauf folgenden Bewegung (mit einer Ausnahme) niemals senkrecht über den 
festen Punkt gelangen kann. Man bestimme seine höchste mögliche Erhebung. 

35. Man zeige, daß es bei der Bewegung des Kreisels auf der rauhen Ebene 
ein Achsensystem 0 ~ >) C gibt, das in bezug auf die festen Achsen OXYZ und 
auch in bezug auf die mitgeführten Achsen 0 x y z eine Poinsot-Bewegung voll· 
führt. Im ersteren Fall ist die wagerechte Ebene die invariable Ebene, im letzteren 
die Ebene senkrecht zu der Figurenachse. 

36. Ein homogener Drehkörper bewegt sich derart um einen Punkt, daß 
seine Bewegung durch das gleichförmige Rollen eines im Körper festen Kegels 
vom halben Scheitelwinkel <X auf einem gleichen im Raum festen Kegel dar­
gestellt werden kann, wobei die Achse des ersteren die Rotationsachse ist. Man 
zeige, daß zur Aufrechterhaltung der Bewegung ein Kräftepaar von der Größe 

~ !J2 tg a { C + ( C - A) cos 2 a} 

notwendig ist, wo !J die resultierende Winkelgeschwindigkeit, A und c•die Haupt­
trägheitsmomente in dem festen Punkt bedeuten, ferner, daß das Kräftepaar in 
der Ebene der Kegelachsen gelegen ist. 

37. Eine senkrechte Ebene drehe sich gleichförmig um eine in ihr gelegene 
senkrechte Achse. Die Spitze eines rauhen Drehkegels ist in einem Punkt dieser 
Achse befestigt. Die Berührungsgerade bilde mit der Senkrechten den Winkel {}; 
{1, y seien die Extremwerte von {}; <X sei der halbe Scheitelwinkel des Kegels. Man 
beweise, daß 

k 2 (d {}) 2 = 2 h sin 2 <X ( cos i} - cos ß) ( cos y -=- c~<>i'J 
dt g cos<X cosß + cosy 

ist, wo h die Entfernung des Schwerpunkts des Kegels von dem Scheitel, k der 
Trägheitsradius um eine Erzeugende ist. (Camb. Math. Tripos, Part I. 1896.) 

38. Ein Körper kann sich frei um eine feste senkrechte Achse drehen, um 
die er das Trägheitsmoment I hat. Der Körper trägt einen zweiten Körper in 
Form einer Scheibe, die sich um eine wagerechte Achse drehen kann und die 

·senkrechte Achse schneidet. In der Gleichgewichtslage sind die Trägheits- und De-
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viationsmomente der Scheibe in bezug auf die senkrechte und wagerechte Achse 
gleich A, B, F. Man beweise, daß, wenn das System sich in Bewegung setzt, 
während die Scheibe um den Winkel IX gegen die Senkrechte geneigt ist, der erste 
Körper Schwingungen von der Amplitude 

2 F t { Bi sin cx } 
---~ arc g 
{B(A+I)}t (A+I)l 

ausführt. 
39. Ein Gyrostat besteht aus einem schweren symmetrischen Schwungrad, 

das in einem schweren kugelförmigen Gehäuse frei beweglich angebracht ist. Er 
hängt an einem Faden, der an dem Gehäuse befestigt ist, von einem festen Punkt 
herab. Die Schwerpunkte des Rades und des Gehäuses fallen zusammen. Das 
Ganze befindet sich in gleichförmiger Bewegung mit der Winkelgeschwindigkeit Q 
um die Senkrechte, wobei der und Faden die Achse des Gyrostaten um die Winkel IX, ß 
gegen die Senkrechte geneigt sein sollen. Man zeige, daß alsdann 

Q2 (l siniX + a sinß + b cos{l) = g tg cx 
und 

IQ. R AQ2 • R R M asin(ß-cx)+bcos(ß-IX} 
Slll p - Slllp COS p = g -cÖs IX 

ist, wo M die Masse des Gyrostaten bedeutet, a, b die Koordinaten des Punktes 
sind, in dem der Faden befestigt ist, bezogen auf Achsen, die mit der Achse des 
Rades und einer dazu Senkrechten zusammenfallen, I das Moment der Bewegungs­
größe des Schwungrades um seine Achse, A das Trägheitsmoment um eine Senk· 
rechte zu dieser Achse bedeuten. (Camb. Math. Tripos, Part I. 1900.) 

40. Ein dynamisches System bestehe aus einer beliebigen Anzahl von gleichen 
homogenen Stäben, die an den Enden gelenkig verbunden sind und ursprünglich 
in einer Geraden liegen. Gegen einen beliebigen ihrer Punkte werde ein zu den 
Stäben senkrechter Stoß geführt. Sind u, v, w die Anfangsgeschwindigkeiten der 
Mittelpunkte von drei beliebigen aufeinander folgenden Stäben, so zeige man, 
daß u + 4 v + w = 0 ist. 

41. Eine beliebige Anzahl homogener Stäbe der Massen A, B, C, ... , Z 
sind durch Gelenke reibungslos miteinander verbunden und werden in einer 
Geraden auf einen glatten Tisch gelegt. Das Ende Z sei frei, und das Ende A 
werde mit der Geschwindigkeit V senkrecht zu der Stabrichtung bewegt. Dann 
sind die Anfangsgeschwindigkeiten der Gelenke (A B), (B C), ... und des Endes Z 
gleich a, b, c, ... , z, wo 

0 = A(V+ 2a) + B(2a + b}, 0 = B(a + 2b) + C(2b + c), ••• , 

und 
0 =Y(x + 2y) + Z(2y + z) 

y + 2z = 0. 

42. Sechs gleiche homogene Stäbe sind zu einem regelmäßigen Sechseck ge­
lenkig verbunden. Man stoße rechtwinklig gegen einen der Stäbe in seinem 
Mittelpunkt und zeige alsdann, daß der gegenüberliegende Stab sich mit 1/ 10 der 
Geschwindigkeit des gestoßenen Stabes in Bewegung setzt. 

(Camb. Math. Tripos. 1882.) 
43. Ein ruhender Körper, der an einem Punkt 0 festgehalten wird, erhält 

einen Stoß. Man zeige, daß die anfängliche Rotationsachse des Körpers die in 
bezug auf das Trägheitsellipsoid polare Gerade der Ebene des auf den Körper 
wirkenden impulsiven Kräftepaares ist. 

44. In dem positiven Oktanten des Ellipsoids x 2fa 2 + y2fb2 + z2fc 2 = 1 
werde der Nullpunkt festgehalten. Man zeige, daß, wenn ein impulsives Kräftepaar 
in der Ebene 

.:.b + !. = ~ (.:: + ~) !.. 
a 2 b a c 

auf den Oktanten wirkt, er um die z-Achse zu rotieren beginnt. 
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45. Ein Ellipsoid rotiert um seinen Mittelpunkt mit den Winkelgeschwindig­
keiten wi> w2, w3 in bezug auf seine Hauptachsen. Der Mittelpunkt ist frei, und 
ein Punkt (x, y, z) der Oberfläche wird plötzlich gebremst. Man bestimme die 
Stoßreaktion dieses Punktes. 

46. Zwei durch ein Gelenk in B reibungslos verbundene gleiche Stäbe AB, B C 
bilden miteinander den Winkel ,x. A wird plötzlich gezwungen, sich parallel zur 
äußeren Winkelhalbierenden des Winkels ABC zu bewegen. Man beweise, daß 
die anfänglichen Winkelgeschwindigkeiten von AB, B C in dem Verhältnis stehen 

2 + 3 sin2 ~ : 2 - 15 sin ~. 
2 2 

47. Ein homogener Kegel rotiert mit der Winkelgeschwindigkeit w um 
eine Seitenlinie. Man läßt diese plötzlich los und hält statt dessen den sie schnei­
denden Durchmesser der Grundfläche fest. Man beweise, daß die neue Winkel-
geschwindigkeit gleich 

(1 +h2/8k 2)wsin.x 

ist, wo h die Höhe, .x den halben Scheitelwinkel, k den Trägheitsradius um einen 
Durchmesser der Grundfläche bedeuten. 

48. Eine rauhe Kreisscheibe kann sich um eine zu ihrer Ebene senkrechte 
Achse drehen, und ein rauher Kreiskegel ruht auf der Scheibe mit der Spitze in 
der Achse. Man lasse die Scheibe mit der Winkelgeschwindigkeit Q rotieren 
und zeige, daß der Kegel dadurch eine kinetische Energie vom Betrage 

erhält. 
49. Ein Ende eines undehnbaren Fadens ist an einen festen Punkt geknüpft, 

das andere an einen Punkt der Oberfläche eines Körpers der Masse M. Der Körper 
fällt frei unter dem Einfluß der Schwere ohne Drehung. Man zeige, daß in dem 
Augenblick, nachdem der Fa.den sich gestrafft hat, der Verlust an kinetischer 
Energie infolge des Stoßes gleich 

..!_ v2j{_!_ + ~ + fl2 + ~} 
2 M A B C 

ist, wo V die Geschwindigkeitskomponente des Körpers in Richtung des Fadens 
unmittelbar vor dem Stoß ist, wenn der Faden den Körper nur in dem Befestigungs­
punkt berührt. l, m, n, J., ft• v sind die Koordinaten des Fadens in dem Augen­
blick, in dem er sich strafft, A, B, C die Hauptträgheitsmomente des Körpers 
in bezug auf die Hauptachsen in seinem Trägheitsmittelpunkt. 



Siebentes Kapitel. 

Theorie der Schwingungen. 

§ 76. Schwingungen um eine Gleichgewichtslage. 
In der Dynamik haben wir es häufig mit Systemen zu tun, für die 

eine Gleichgewichtslage existiert, d. h. eine Lage, in der das System ständig 
im Zustand der Ruhe verharren kann. Zum Beispiel nimmt das sphä­
rische Pendel eine Gleichgewichtslage ein, wenn seine Spitze sich senk­
recht über oder unter dem Aufhängepunkt befindet. Sind q1, q2 , ••• , qn 
die Lagenkoordinaten eines Systems mit dem kinetischen Potential L, 
~1 • ~2 , ••• , ~n die Werte dieser Koordinaten in einer Gleichgewichts­
lage, so müssen die Bewegungsgleichungen 

!:_ (oL) _ ~L = 0 
dt aq, aq, (r=1,2, ... ,n), 

erfüllt sein für das Wertsystem 

· · ·, qn = 0, q1 = 0, q2 = 0, - . · , qn = 0, 

ql = ~1 • q2 = ~2 • • • · • qn = ~n· 

Die Werte der Koordinaten für die verschiedenen möglichen Gleich-
gewichtslagen erhält man demnach dadurch, daß man die Gleichungen 

iJL 
-.,-=0 (q=1,2, .. . ,n), 
oq, 

in denen q1, q2, ••. , fJn Null gesetzt sind, nach q1, q2, ••• , qn auflöst. 
Befindet sich das System zu Beginn der Bewegung in der Nähe 

einer Gleichgewichtslage und erhalten seine Massenpunkte sehr kleine 
Anfangsgeschwindigkeiten, so wird in vielen Fällen die Abweichung 
von der Gleichgewichtslage nie beträchtlich groß. Alle Massenpunkte 
bleiben nahe bei ihrer Ausgangslage und erlangen keine großen Ge­
schwindigkeiten. Wir untersuchen nun Bewegungen dieses Typus1), 

die als Schwingungen um eine Gleichgewichtslage bezeichnet werden2). 

1 ) Genauer gesagt untersuchen wir in diesem Kapitel die Grenzform, die 
diese Bewegung annimmt, wenn die ursprüngliche Abweichung von der Ruhe 
in der Gleichgewichtslage gegen Null strebt. Die Untersuchung der Bewegung, 
die bei einer kleinen Abweichung endlicher Größe von der Ruhe in der Gleich­
gewichtsJage entsteht, folgt im 16. KapiteL Die Entwicklungen des vorliegenden 
Kapitels können als erste Annäherung derjenigen des 16. Kapitels gelten. 

2) Die Theorie der Schwingungen nahm ihren Ausgang von Galileis Unter­
suchungen kleiner Pendelschwingungen. In der ersten Hälfte des 18. Jahrhunderts 
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Wir beschränken uns natürlich auf die Schwingungen dynamischer Systeme 
mit endlich vielen Freiheitsgraden. Die Theorie der Schwingungen von Systemen 
mit unendlich vielen Freiheitsgraden findet man in V\erken über Akustik. 

Das System sei definiert durch seine kinetische und potentielle 
Energie T und V, seine Lage durch die Koordinaten q1, q2, •• • , qn. 
unter denen die Zeit t nicht enthalten ist, so daß t in T nicht explizit 
auftritt. Ferner setzen wir voraus, daß keine Reduktion durch Beseiti­
gung zyklischer Koordinaten stattgefunden hat. T ist demnach eine 
homogene quadratische Funktion von q1, q2, ••• , qn mit Koeffizienten, 
die beliebige Funktionen von q1, q2, ••• , qn sind. Offenbar können wir 
ohne Beschränkung der Allgemeinheit annehmen, daß die Gleich­
gewichtslage den Nullwerten der Lagenkoordinaten q1, q2, ••• , qn ent­
spricht. q1, q2, ••• , qn, ql> q2, •.• , iJ.n sollen also während der ganzen 
betrachteten Bewegung sehr klein sein. 

Die Koeffizienten der Quadrate und Produkte von q1, q2, ••• , lJn 
in T sind Funktionen von q1, q2, ••• , qn. Da jedoch alle Koordinaten 
und Geschwindigkeiten klein sein sollen,-können wir uns als Annäherung 
an die Bewegung auf die Glieder niedrigster Ordnung in T beschränken. 
Daher ersetzen wir die sämtlichen Koeffizienten durch di.e konstanten 
Werte, die sie für verschwindende q1, q2, ••• , qn annehmen. Dadurch 
wird die kinetische Energie eine homogene quadratische Funktion der 
q1, q2, ••• , fJn mit konstanten Koeffizienten. 

In der Entwicklung der Funktion V nach steigenden Potenzen von 
ql> q2 , ••• , qn kann das von q1, q2, ••• , qn unabhängige Glied fort­
gelassen werden, da es die Bewegungsgleichungen nicht beeinflußt. 
Überdies sind keine in q1, q2, ••• , qn linearen Glieder vorhanden, da 

av 
andernfalls die Größen -5 - für die Gleichgewichtslage nicht alle ver-

uq, 
schwinden würden, was aber notwendig ist. Die Entwicklung von V 
beginnt daher mit quadratischen Gliedern in q1, q2, ••• , qn. Vernach­
lässigen wir die Glieder höherer Ordnung, so erhalten wir also für V eine 
homogene quadratische Form in q1, q2, .•. , qn mit konstanten Koeffi­
zienten. 

Das Problem der Schwingungen um eine Gleichgewichtslage verlangt 
demnach die Integration von Lagrangeschen Bewegungsgleichungen, in 
denen die kinetische und potentielle Energie homogene quadratische Formen 
in den Geschwindigkeiten bzw. Koordinaten mit konstanten Koeffizienten 
sind. 

wurden die Schwingungen einer gespannten Saite von Brook Taylor, d' Alembert, 
Euler und Daniel Bernouilli untersucht. Letzterer sprach 1753 das Prinzip von 
der Zerlegung aller zusammengesetzten Schwingungen in unabhängige einfache 
Schwingungen aus. Die allgemeine Theorie der Schwingungen eines dynamischen 
Systems mit endlich vielen Freiheitsgraden entwickelte Lagrange 1 762-65: 
Oeuvres Bd. I, S. 520. 
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§ 77. Normalkoordinaten. 
Für die Integration der Bewegungsgleichungen eines schwingenden 

Systems setzen wir die kinetische bzw. potentielle Energie in der Form an 

T =!(an qi+azz q~+. .. +a,.,. q~ + 2 a12q1 q2 + 2 a13 t/1 t/3+ ··· + 2a,. -I,n q,. -1 q,.), 
V=! (bn qf-f-b22q~+ ··· +bnn q~-f-2 ba q1 qz-f-2b13 q1 q3-f- ... -f-2bn-1,nqn -1 q,.). 

Nach § 26 ist T eine positiv definite quadratische Form, und die Deter­
minante der Koeffizienten a,. ist nicht Null. (Andernfalls würde T 
von weniger als n unabhängigen Veränderlichen abhängen.) Die Be­
wegungsgleichungen lauten 

d (ar) av 
dt aq, = - aq, (r= 1, 2, ... , n). 

Bei einem Übergang zu neuen Koordinaten q;, q~, ... , q~, die Linear­
kombinationen von q1, q2 , ••• , q,. seien, gehen die Bewegungsgleichun-
gen über in 

(r= 1, 2, ... , n). 

Diese Gleichungen sind offenbar Linearkombinationen der ursprüng­
lichen. 

Die ursprünglichen Gleichungen sollen nun1) der }(eihe nach mit 
unbestimmten Konstanten m 1, m2 , .•• , mn multipliziert und addiert 
werden. Die resultierende Gleichung hat die Form 

d2Q 

dti +.I.Q=O, 
wo 

Q = h1 q1 + hzqz + · · · + h,.q,. 
ist, wenn die Konstanten m1, m2, ••• , m,., h1 , h2, •• • , hn, ?. den Glei­
chungen genügen 

b11 m 1 + b12 m2 + ... + b1 n m" = 2 ( a11 m 1 + a12 m2 -1- ... + a1 n mn) = i.. h1 , 

b21 m1 + b22 m 2 + ... + b2,.m,. = .A. (a21 m 1 + a22 m 2 + ... -1- aznmn) = ?.h2 , 

b,. 1 m1 + b,. 2 m 2 + ... + b",.m,. = l (a .. 1 m 1 -1- a .. 2 m2 -1- ... + a .... m .. ) = i.hn. 

Diese Gleichungen können nur dann gleichzeitig bestehen, wenn ?. eine 
Wurzel der folgenden Determinantengleichung ist: 

au ;. - bn al2;. - biz ... al n .A. - bl n 

a21 A- bu a22). -- bzz · · · a2n ;. - b2n 
= 0. 

1) Diese Beweismethode rührt von Jordan her: Comptes Rendus Bd. 74, 
s. 1395. 1872. 
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Überdies können wir, wenn ..l. = ..l.1 eine Wurzel dieser Gleichung ist, 
aus den vorhergehenden Gleichungen ein mögliches Wertsystem von 
m1, m2, ••• , mn. h1, h2, ••• , hn bestimmen. Diese Werte können in ge­
wissen Fällen teilweise unbestimmt sein, immer aber läßt sich auf diesem 
Wege wenigstens .eine Funktion Q bestimmen, die der Gleichung genügt 

d2Q 
dt2 + ;.1 Q = 0. 

Es soll nun eine lineare Koordinatentransformation stattfinden derart, 
daß die so bestimmte Größe Q eine der neuen Veränderlichen ist. Es wird 
kein Mißverständnis entstehen, wenn wir auch die neuen Veränderlichen 
mit qv q2, .•• , qn bezeichnen. q1 soll mit Q identisch sein, so daß die obigen 
Gleichungen befriedigt werden für die Werte h1 = 1, h2 = 0, ... , hn = 0. 
Da Teine positiv definite Form ist, sind die Koeffizienten a22, a33 , ••• , ann 
der Quadrate von q2, q3 , ••• , iJn nicht Null. An Stelle von q2, q3, ••• , q,. 
können wir deshalb nochmals neue Variable einführen, nämlich 

al2 ala al n 
q2+-ql, qa+-ql, ... , qn+-ql. 

an aa ~ .. 

Durch diese Transformation wird T von den Gliedern q1 q2 , q1 q3 , ... , ih iJ.n 
befreit; wir können daher annehmen, daß a2v a31 , ••• , an 1 Null sind. 

Kombinieren wir die Bedingungen h1 = 1, h2 = 0, h3 = 0, ... , hn = 0, 
a21 = 0, a31 = 0, ... , an1 = 0 mit den Bestimmungsgleichungen für 
m1, m2, ••• , mn, h1, h2 , •• • , h,., so erhalten wir die Werte 

m 1 = 1/ a11 , 

bll = A1 au • 

m3 = 0, ... , m,. = 0, 

ba1 = 0 ' ... ' bnl = 0 . 

Folglich hat die Gleichung 

~ (~~) =- ~~ 
die Form 

d2ql 
at2 + ;.1ql = o, 

während die Gleichungen 

die Gestalt haben 

wo 

d (aT) 
dt aq, 

d (oT'' av' 
dt aqJ = - aqr 

T' = T- t a11 qi , V'= V- i 21 a11 qi 

(r= 2, 3, ... , n), 

(r = 2, 3, ... , n), 

ist, so daß T' und V' die Größen q1 bzw. q1 nicht enthalten. 
Das letzte Gleichungssystem kann als zu einem Schwingungsproblem 

mit n -- 1 Freiheitsgraden gehörig angesehen werden. Wird es in 
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gleicher Weise behandelt, so gelingt die Isolierung einer weiteren Ko­
ordinate, etwa q2, derart, daß für 

T''= T'- ta22 qL V''= V'- !J.2a22q~ 
(wo 22 und a22 gewisse Konstanten sind), T" und V" dann q2 bzw. q2 
nicht mehr enthalten. Die Koordinaten q3, q4 , ••• , qn sind bestimmt 
durch die Gleichungen eines Schwingungsproblems mit n- 2 Freiheits­
graden und der kinetischen und potentiellen Energie T" und V". 

Durch Fortsetzung dieses Verfahrens erreichen wir endlich eine 
solche Wahl der Koordinaten, daß die kinetische und potentielle Energie 
des ursprünglichen Systems sich als Funktionen der neuen Veränder­
lichen in der Form darstellen lassen 

T = t ( <Xn tii + <X22 q~ + · · · + <Xnn q;) ' 
V=! (ßuqr + ß22q~ + · · · + ßnnq';.)' 

wo <X 11, <X22• ••• , <Xnn. ß11 , ß22, ••• , ßnn Konstanten sind. • 
Führen wir endlich noch die Größen fCX 11 q 1, y~22 q2, • • ·, Y <Xn n qn 

als Koordinaten an Stelle von q1, q2, ••• , qn ein, so erhalten die kinetische 
und potentielle Energie die Gestalt 

T = ! (qi + q~ + ... + q;,) , 
v =! (f-tlqr + .u2q~ + ... + .unq7.), 

WO fl,. = ß""j <X",. ist. 
Bei dieser Reduktion fällt es nicht ins Gewicht, ob die Determi­

nantengleichung lauter verschiedene Wurzeln besitzt oder Gruppen mehr­
facher Wurzeln. Das Endergebnis kann dahin zusammengefaßt werden: 
Sind die kinetische und potentielle Energie eines schwingenden Systems 
gegeben in der Form 

T = ! ( au tii + a22 q§ + · · · + an n q;, + 2 al2 q 1 q 2 + · · · + 2 an- 1, n q n- 1 q nl ' 
V= ! (bu qi + b22 q~ + · · · + bnn q';, + 2 b12 q1 q2 + · · · + 2 bn-1,n qn-1 qn)' 

so kann man immer eine solche lineare Transformation der Koordinaten 
finden, daß die kinetische und potentielle Energie in den neuen Koordinaten 
die Form annehmen: 

T=! (qi + q~ + ... + q;,), 
V=! (pl qi + fl2q~ + · · • + flnq'7,) • 

wo die Größen p 1 , p 2 , ••• , ,Un Konstanten s1:nd. Diese neuen Veränder­
lichen werden als Normalkoordinaten oder Hauptkoordinaten des schwin­
genden Systems bezeichnet. 

Nach einem bekannten Lehrsatz der Algebra sind die Wurzeln der 
Determinantengleichung 

a11 A- b11 a12 A- b12 ... a1 nA- b1n 

a21 A - b21 a22 A - b22 • · · a2 n A - b2 n 
=0 

............................... ·I 

anl A- bnl an2 A- bn2 · · · ann A- bnn I 
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diejenigen Werte von 2, für die der Ausdruck 

(au J. - bu) qi + (a22). --- b22) q~ + · · · + (ann J. - bnn) q7, 
+ 2 (a12A -- bl2) qlq2 + .. -+ 2 (an-J,nA -- bn-J,n) qn-Iqn 

durch weniger als n unabhängige Veränderliche ausgedrückt werden 
kann (die lineare Funktionen von q1 , q2 , ••• , qn sein müssen). Da 
diese Eigenschaft bei einer beliebigen linearen Substitution der Ver­
änderlichen bestehen bleibt, erweist sich die Determinantengleichung 
als invariant, d. h. wenn q~. q~ . ... , q~ beliebige unabhängige lineare 
Funktionen von q1, q2, ••• , qn sind und T und V als Funktionen von 
q~. q~ . ... , q~ die Form 

T '~~ !( a; 1 qf + a~J q~ + .. . + 2 a;2 q~ q~ + ... ) , 
V= ! ( b't 1 q? + b~J q~~ + . . . + 2 b'tt q't q~ + ... ) 

annehmen, so stimmen die Wurzeln der neuen Determinantengleichun!Z 
'I a;._,). - h;, II = 0 mit den Wurzeln der ursprünglichen Gleichung 
:: a,.,). - b, .• )l = 0 überein. 

Sind aber die kinetische und potentielle Energie durch Einführung 
der Normalkoordinaten auf die Form 

T = -! ( qi + q~ + · · · + q7,) . 
V= ! (/.11 iJT + fl2 q~ + · · · + ,lln IJ7,} 

gebracht, so geht die Determinantengleichung über in 

). - ,u1 0 o
0 

0 ..... 0 II 

0 J.-,u2 0 ..... 0 

0 0 A-jl3 0 ..... 0 =0. 

0 0 0 

Ihre Wurzeln sind demnach flv p 2 , ... , fln. Daraus folgt: Die 
Konstllnten p 1, p 2, ••. , fln, die in der potentiellen Energie als Koeffizienten 
der Quadrate der Normalkoordinaten auftreten, sind die n (einfachen oder 
mehrfachen) Wurzeln der Determinantengleichung II a,, ), - b,,, II = 0, wo 
aw a12, ••• , b1v b12, •.• die Koeffizienten in den ursprünglichen Aus­
drücken für die kinetische und potentielle Energie sind. 

Offenbar ist das Problem der Reduktion der kinetischen und potentiellen 
Energie auf ihre Form als Funktion der Normalkoordinaten gleichbedeutend mit 
dem Problem der gleichzeitigen Reduktion von zwei gegebenen homogenen quadra­
tischen Formen in n Veränderlichen auf je eine Summe von Quadraten von 1t neuen 
Veränderlichen. Denn die Tatsache, daß Teine Funktion der Geschwindigkeiten, 
V aber eine Funktion der Koordinaten ist, ist unwesentlich, da die Geschwindig­
keiten q1, q2, ••• , lJn sich in gleicher Weise transformieren wie die Koordinaten 
ql, q2, ' · • • q n • 

Nach dem Vorausgehenden könnte man meinen, daß eine derartige gleich­
zeitige Reduktion von zwei homogenen quadratischen Formen immer möglich 
wäre. Das ist aber nicht der Fall. Zum Beispiel ist es unmöglich, die beiden 
quadratischen Formen 

a.x2 + bxy + az2 und cx2 + dxy + cz2 

Wh i t t a k er, Dynamik. 13 
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in die Formen 
~2 + 11 2 + '2 und <X~2 + p11 2 + y~2 

zu transformieren, wo ~. tJ, f; lineare Funktionen von x, y, z sincl. 
Die notwendigen Bedingungen dafür, daß zwei gegehem' quadratische 

Formen 
a11 xi + a22 x~ + · · · + 2a12 x1 x2 + · · · , 
b11 xj + b22 x~ + ... + 2b12 x1 x2 + · · · 

sich gleichzeitig auf die Formen 

<Xn ~~ + <X22 ~~ + · ' ' + lXnn ~; • 
ßn~i + ß22~; + · · · + ß •• ~;. 

reduzieren lassen, besteht darin, daß die Elementarteiler der Determinante 
il a .. ). ~ b,. II linear sind 1 ). Ist jedoch eine der beiden gegebenen Formen definit 
(was für die kinetische Energie unseres dynamischen Systems zutrifft), so sind 
die Elementarteiler stets linear; die gleichzeitige Reduktion auf Summen von 
Quadraten ist daher möglich. Damit ist erklärt, weshalb diese Reduktion bei 
dem dynamischen Problem der Schwingungen immer ausführbar ist. 

Weierstraß bewies 1858 2), daß die Reduktion auf Normalkoordinaten für 
dynamische Systeme immer möglich ist. Frühere Forscher hatten (in Anlehnung 
an Lagrange) vermutet, daß in Fällen mehrfacher Wurzeln der Determinanten­
gleichung kein System von Normalkoordinaten existieren würde, und daß in den 
Endintegralen der Bewegungsgleichungen die Zeit nicht nur in trigonometrischen 
und Exponentialfunktionen auftreten würde. 

§ 78. Der Satz von Sylvester über die Realität der Wur'zeln 
der Determinantengleichung. 

Wir sahen im vorhergehenden, daß sich durch Einführung neuer 
Veränderlicher, die lineare Funktionen der ursprünglichen sind, kinetische 
und potentielle Energie eines schwingenden Systems immer auf die Form 
bringen lassen 

T = ! (qi + q~ + · · · + q~) , 
V= ! (J.l qi + Äzq~ + · • · + Anq7.) · 

Es erhebt sich nun die Frage, ob diese Transformation reell ist, 
d. h. ob die Koeffizienten m1, m2, •.• , mn, h1, h2, ••• , hn der Trans­
formation reell oder komplex sind. Da diese Koeffizienten durch lineare 
Gleichungen bestimmt sind, deren Koeffizienten - die Wurzeln 
Äv Ä2, ••• , Än der Determinantengleichung möglicherweise ausgenommen­
gewiß reell sind, so reduziert sich diese Frage auf die Untersuchung, ob 
die Wurzeln der Gleichung 

a11Ä- b11 

azi Ä- h21 

a12Ä- b12 

azzA- bzz 

alnÄ- bln 

a2nl- b2n 
=0 

1) Vgl. Muths Abhandlung: Elementarteiler. Leipzig 1899; oder Böcher: 
Einführung in die höhere Algebra. Leipzig 1910. 

2) Vgl. Weierstraß: Gesammelte Werke Bd. I, S. 233. 
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reell sind oder nicht. Dabei ist bekannt, daß die Größen a,. und b" 
reell sind, und daß 

auqi + azzq~ + · ·. + an,JJ~ + 2a12qlq2 +. ·. + 2an-J,nqn- 1 qn 
eine positiv definite Form ist. 

Es bezeichne 1) A die Determinante II a., A - brsll, L1 1 die aus 
ihr durch Streichung der ersten Zeile und der ersten Spalte hervor­
gegangene Determinante, L1 2 die aus L1 durch Streichung der zwei 
ersten Zeilen und der zwei ersten Spalten hervorgegangene Determinante 

. usw. Für eine beliebige symmetrische Determinante, etwa 

Xu iX12 · • • iX1 n 

iX21 iX22 • • • iXzn 

D= WO iX, 8 = iX8 r, 

ist bekanntlich 

DD iJD _ ( iJD_)2 = D -~--
OiXu 0iX22 °iX12 °1Xn °iXzz · 

oD o2D 
Wenn also -e~-- verschwindet, müssen die Größen D und , 0 ent-

viXu diXu Xzz 

gegengesetzte Vorzeichen haben. Daraus folgt, daß, wenn in der Reihe 

ein Glied für einen gegebenen Wert von ). verschwindet, die beiden 
benachbarten Glieder für den gleichen Wert von A entgegengesetzte 
Vorzeichen haben müssen. 

Es bezeichne LI. die Determinante, die aus LJ, entsteht, wenn man 
A durch die Einheit und alle Größen b., durch Null ersetzt. 1:1, ist dem­
nach der Koeffizient der höchsten Potenz von ). in LJ.. Da 

auqi + a22 q~ + ... + annq~ + 2a12 q1 q2 + ... + 2an- 1 ,nqn_ 1 qn 
eine positiv definite Form ist, ist Ar positiv für alle r von Null bis n. 
Demnach haben die Koeffizienten der höchsten Potenzen von A in den 
Funktionen Ll, L1 1 , ... , An alle das gleiche Vorzeichen. Geht A von 
- oo bis + oo, so verliert also diese Funktionenreihe n Vorzeichen­
wechsel. 

Da nun An nicht Null ist und L1._ 1 , L1,+1 entgegengesetzte Vor­
zeichen haben, wenn A, verschwindet, so kann die Funktionenreihe 
LJ, L1 1 , L1 2 , ••• , L1n einen Vorzeichenwechsel nur dann verlieren oder 
gewinnen, wenn A durch eine Nullstelle von L1 geht. Wächst A von - oo 
bis + oo, so verliert die Funktionenreihe n Vorzeichenwechsel; demnach 

1 ) Dieser Beweis ist von Nanson: Mess. of Math. Bd. 26, S. 59. 1896. 

13* 
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sind alle n W~trzeln der Determinante LI reell. Die Transformation auf 
Normalkoordinaten ist somit immer reelll). 

Da das Funktionenpaar LI, A1 immer dann einen Vorzeichen­
wechsel verliert, wenn l durch eine Nullstelle von LI geht, so muß 
offenbar A1 in dem Intervall zwischen zwei Wurzeln l von LI das Vor­
zeichen wechseln. Demnach sind die n Wurzeln von LI voneinander 
getrennt durch die n- 1 Wurzeln von A1• Entsprechend sind die 
Wurzeln einer jeden Funktion LI, voneinander getrennt durch die 
\Vurzeln der Funktion Ll,+I· Nun hat A,. keine Wurzeln; wenn .1,._ 1 

für l = 0 und l = -oo das gleiche Vorzeichen besitzt, kann die Wurzel 
der Funktion .1,._ 1 nicht negativ sein. Hat auch .1,._ 2 für l = 0 und 
l = -oo das gleiche Vorzeichen, so kann keine der Wurzeln von L1,._ 2 

negativ sein. Denn unter dieser Voraussetzung muß .1,._ 2 entweder 
zwei oder keine negativen Wurzeln haben, und zwei negative Wurzeln 
können nicht auftreten, da keine negative \Vurzcl von L1,._ 1 vorhanden 
ist, die sie trennen könnte. Allgemein ergibt sich die Bedingung: Damit 
keine der Funktionen in der Reihe LJ, L1 1 , L1 2 , ••• , LJ,. eine negative 
Wurzel besitzt, muß jede der Funktionen für ). = 0 und l = -oo das 
gleiche Vorzeichen haben. Damit alle Wurzeln von A positiv sind, 
muß demnach jede Größe A, für l = 0 das gleiche Vorzeichen besitzen 
wie ( -1t · ', d. h. alle Determinanten 

bn bl2 · · • bin b22 b23 · · · b2n I 
b21 b22 · · · bzn ba2 b33 · · · b:l n 

' · · ·' br1n 

b,.l b,.2 ... b,.,. b,. 2 b,.~ ... b,.,. 

müssen positiv sein. Dies sind bekanntlich die Bedingungen dafür, daß 
die quadratische Form 

bu qi + b22q~ + · · · -1- b,.,.q~ + 2 bl2ql qz + · · · + 2 bn-J,nqn-I q,. 
positiv definit ist. Es ergibt sich also endlich: Damit die Determinanten­
gleichung II a,.l - b,,l[ = 0 lauter positive Wurzeln hat, muß die quadratische 
Form 

bn qi + bzzq~ + · · · + b,.,.q~ + 2bl2 ql qz + · · · + 2bn-I,nqn--I q,. 
positiv definit sein, d. h. die potentielle Energie der Schwingungsbewegung 
muß wesentlich positiv sein. 

§ 79· Integration der Differentialgleichungen. Die Perioden. 
Stabilität. 

Um die Konfiguration eines schwingenden Systems als Funktion 
der Zeit darzustellen, bestimmen wir zunächst die Normalkoordinaten 

1) Sylvester: Phil. Mag. Serie 4, Bd. 4, S. 138. 1852; Colt. Papers Bd. I, S. 378. 
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des Systems und drücken die kinetische und potentielle Energie darin aus. 
Diese erhalten also die Form 

T = ~ (qi + q~ + ... + q7,) , 
V= -~ (21 qi + A2 q~ + ... + .iln q~,) , 

wo q1, q2, ••• , q,. die Normalkoordinaten, }.1, A2, ••• , .il,. die Wurzeln 
der Determinantengleichung Ii a,. 2 - b,. !I = 0 bedeuten, die nach 
dem Vorigen sämtlich reell sind. 

Die Lagrangesche Gleichung für eine beliebige Koordinate 

lautet daher 

d (ar) oT 
dt aq, - oq~-

q, + .il,q, = 0. 

av 

Diese Gleichung hat die Integrale 

q, = A,cos ({I, t + B,) für A7 > 0, 

q,=A,t+B, für 2,=0, 
q, = A, cl::i.,t + B, c··l-J.,t für 2, < 0, 

wo A,, B, Integrationskonstanten bedeuten. 
Aus diesen Integralen ersieht man: vVenn alle Normalkoordinaten, 

mit Ausnahme einer einzigen, etwa q,, zu Beginn der Bewegung Null 
sind und die der nicht verschwindenden Koordinate q, entsprechende 
Konstante 2, positiv ist, dann sind die Koordinaten q1 , q2, .•. , q,_ 1 , 

qr+v ... , qn dauernd Null, und das System vollführt Schwingungen, 
bei denen sich allein q, ändert. Überdies wiederholt sich die Konfigura­
tion des Systems nach dem Zeitraum 2nfl/Ir. Diese Tatsache spricht 
man gewöhnlich so aus: jeder Normalkoordinate q,, deren zugehörige 
Konstante A, positiv ist, entspricht eine unabhängige Schwing'!tngsform des 
Systems mit der Schwingungsperiode 2nfVf,. 

Wird das System auf beliebige andere Koordinaten bezogen, die 
nicht Normalkoordinaten sind, so sind diese neuen Koordinaten lineare 
Funktionen der Normalkoordinaten. Die den einzelnen Normalkoordi­
naten entsprechenden Schwingungen vollziehen sich völlig unabhängig 
voneinander. Demnach kann jede erdenkliche Schwingung des Systems 
als das Resultat der Überlagerung vonnunabhängigen Normalschwin­
gungen betrachtet werden. Dies ist der von Daniel Bernouilli1) aus­
gesprochene Satz von der Oberlagerung der Schwingungen. 

Sind die Größen Av 22, ••• , An nicht alle positiv, so folgt aus den 
obigen Integralen, daß die zu den nicht positiven Wurzeln .il, gehörenden 
Normalkoordinaten q, bei einer kleinen Verrückung des Systems aus der 
Gleichgewichtslage nicht Schwingungen um ihren Nullwert ausführen. 

1 ) Histoire de l'Academie de Berlin 1753, S. 147. 
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Sie wachsen vielmehr im allgemeinen derart an, daß unsere Voraussetzung 
bei der ganzen Untersuchung, nämlich die Möglichkeit, die höheren 
Potenzen der Koordinaten zu vernachlässigen, hinfällig wird. In diesem 
Fall findet überhaupt keine Schwingung statt; die Gleichgewichtslage 
wird als labil bezeichnet. Vollzieht sich aber die Störung des Gleich­
gewichts derart, daß die zu nicht positiven Wurzeln 2,. gehörenden Normal­
koordinaten q, davon nicht betroffen werden, so vollführt das System 
Schwingungen, bei denen die übrigen ~ormalkoordinaten um den Wert 
Null schwanken. 

Die zu Normalkoordinaten mit positiven Werten cler Wurzeln J., 
gehörenden Schwingungsformen werden als stabil bezeichnet. Sind alle A., 
positiv, so heißt die Gleichgewichtslage stabil. Die Bedingung für clie 
Stabilität einer Gleichgewichtslage besteht-nach dem vorigen Paragraphen 
darin, daß die potentielle Energie des schwingenden Systems eine positiv 
defimte Form ist. 

Dieses Ergebnis hätten wir auch aus dem Energieintegral ableiten können. 
Dieses ist 

wo T und V die quadratischen Formen für die kinetische und potentielle Energie 
sind, h eine Konstante bedeutet. h ist klein, wenn die ursprüngliche Abweichung 
von der Gleichgewichtslage klein ist. T ist aber eine positiv definite Form; wenn 
nun auch V eine positiv definite Form ist, so müssen T und V beide kleiner 
als h sein; beidc bleiben also während der Dauer der Bewegung klein. Daher ent­
fernt sich das System nie sehr weit von der Gleichgcwichtslagc, d. h. diese ist stabil. 

§ 80. Beispiele von Schwingungen um eine 
Gleichgewichtslage. 

Zur Erläuterung behan(\cln wir einige Beispiele von Schwingungen 
um eine Gleichgewichtslage. 

1. Die Schwingungsperiode eines Zylinders von behcbigem Querschnitt zu be­
stimmen, der auf der Außenseite eines rauhen ruhenden Zylinders mllen kann. 

Der Berührungspunkt habe auf dem ruhenden Zylinder von der Gleichgewichts­
lage aus den Bogen s zurückgelegt. (!, e' sollen die Krümmungsradien des festen 
und des bewegten Zylinders im Berührungspunkt in der Gleichgewichtslage sein. 
Dabei sind (!, e' positiv gerechnet, wenn die Zylinder sich von außen berühren. 
M sei die Masse des bewegten Zylinders, M k 2 sein Trägheitsmoment um den 
Schwerpunkt, c die Entfernung des Schwerpunktes von der Anfangslage des Be­
rührungspunktes auf dem bewegten Zylinder. 

Ist IX der ursprüngliche Winkel zwischen der gemeinsamen Zylindernormalen 
. und der Senkrechten, so ist IX + sfe der Winkel zwischen der gemeinsamen Nor­
malen und der Senkrechten zur Zeit t, IX + sje + sfe' der Winkel der Senkrechten 
mit der Geraden, die den Krümmungsmittelpunkt des bewegten Zylinders mit 
dem ursprünglichen Berührungspunkt des bewegten Zylinders verbindet, sfe + sje' 
der Winkel der Senkrechten mit der Geraden, die den letztgenannten Punkt mit 
dem Schwerpunkt des bewegten Zylinders verbindet. Der bewegte Zylinder hat 
daher die Winkelgeschwindigkeit 

. ( 1 1 ) s - +- . 
e e' 
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Also ist seine kinetische Energie 

T= -~ M(k 2 + c2) (-~ ·t· .!.) 2s2 • 
2 e e' 

Die potentielle Energie ist 
V= Mg X Erhebung des Schwerpunkts des bewegten Zylinders über einer 

festen Ausgangslage, 

= Mg { (e + e') cos( rx + ~) - e' cos (IX + ~ + ? ) + c cos (; + ? ) } . 
Unter Vernachlässigung von s3 folgt daraus 

V=!..Mg{e+e' cosiX-c(R.+__i) 2}sz. 
2 (!~ ~~ 

Die Lagrangesche Bewegungsgleichung 

d (oT) oT rJV 
di i!s - & =- os 

ergibt 

M(k2 +c2) -+- s+Mg. --COSIX-C --- s=O. (1 1)2 {(! + o' (' + e')z} 
e e' ee' ee' 

Die Schwingungen werden demnach dargestellt durch die Gleichung 
s = A cos (l t + e), 

wo A und e aus den Anfangsbedingungen zu bestimmende Integrationskonstanten 
sind und l gegeben ist durch die Gleichung 

A2 = k 2 ~ c2 h e_:~-, cos IX - c} • 

Die Schwingungsperiode ist 2:n:/l . 
2. Die Perioden der Normalschwingungen eines Punktes zu bestimmen, der 

auf einer ruhenden glatten Fläche unter dem Einfluß der Schwere um seine Gleiclt­
gewichtslage schwingt. 

Die Tangentialebene in dem Flächenpunkt, in dem der Massenpunkt sich 
im Gleichgewicht befindet, ist offenbar wagerecht. Als x- und y-Achsen wählen 
wir die Tangenten an die Krümmungslinien der Fläche in diesem Punkt. als 
z-Achse die aufwärts gerichtete Senkrechte. Die Gleichung der Fläche lautet 
dann näherungsweise 

x2 yz 
Z=-+·-, 

2 e1 2 (!2 

wo [>1, e2 die nach oben positiv gerechneten Hauptkrümmungsradien bedeuten. 
Die kinetische nnd potentielle Energie sind näherungsweise 

T = ! m (xz + jl2) , wo m die Masse bedeutet, 

und V=mgz 

= mK{;;l + f~) · 
Aus diesen Gleichungen ergibt sich, daß x und y die Normalkoordinaten sind. 

Die Bewegungsgleichungen lauten 

.:+ g X --x=O, 
!!t 

Die Perioden der Normalschwingungen sind daher 
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3. Die Normalschwin{{ttngen eines starreu Körpers zu bestimmen, der in einem 
Punkt festgehalten wird, während er unter der ~Virkung eines beliebigen Systems 
konservativer Kräfte um eine stabile G!cichgcwichtslagc schwingt. 

Als festes Bezugssystem 0 X Y Z wählen wir die Gleichgewichtslage der Haupt­
trägheitsachsen des Körpers im festen Punkt. Die mitgeführten Achsen sollen wie 
gewöhnlich mit den Hauptträgheitsachsen zusammenfallen. Die Lage des Körpers 
zu beliebiger Zeit sei durch die symmetrischen Parameter ~- r;, t., l des § 9 be­
stimmt. Wir betrachten ~- r;, t, als die unabhängigen Systemkoordinaten, wäh­
rend l durch sie bestimmt ist vermöge der Gleichung 

~2 + '72 + i;2 + l2 ~ 1 . 

Die Komponenten der Winkelgeschwindigkeit des Körpers um die mit-
geführten Achsen sind nach § 16: 

"'1 = 2 <x ~ + t.i1 - 'I t:- ~ x) • 
w 2 = 2 (- t. i; + X i1 + ~ t - 1] .d , 
013 = 2 ( '7 '~ - !;Ii + X ( - t. 1.) · 

Da die Schwingung klein sein soll, betrachten wir g, r;, i:, als klein von erster 
Ordnung. X unterscheidet sich daher von 1 um eine kleine Größe zweiter Ordnung. 
Also ist, bis auf kleine Größen höherer als erster Ordnung, 

(1)1 =-= 2!; J 

Die kinetische Energie des Körpers, die durch die Gleichung 

2 T = A w~ + B w~ + C w5 
gegeben ist, wo A, H, C die Hauptträgheitsmomente im Unterstützungspunkt 
sind, kann in der Form geschrieben werden 

T = 2 ( A ~2 + lJ i1 2 + C h . 
Die potentielle Energie des Körpers, die eine gewisse Funktion seiner Lage 

und somit der Parameter ~- r;, i:, ist, werde mit V(g, r;, () bezeichnet. 
Da der Gleichgewichtslage die Nullwerte von g, r;, i:, entsprechen, so treten 

bei der Entwicklung von V nach steigenden Potenzen von ~. r;, ( keine linearen 
Glieder auf. Die niedrigsten Terme sind also von zweiter Ordnung, so daß wir, 
unter Vernachlässigung der Glieder höherer Ordnung, schreiben können: 

V= a ~2 + b 17 2 + c ( 2 + 2/r; t, + 2 g t,::; + 2 h f r; , 

wo a, b, c, f, g, h Konstanten sind. 
Das Problem der Bestimmung der Normalkoordinaten ist also gleichbedeu­

tend mit demjenigf'n der Transformation der beiden quadratischen Formen 

in die Formen 

A ::;z + ß '12 + C ~2 , 

a $2 + b r1 2 + c ' 2 + 2 /'I i:, + 2 g t.l; + 2 Ii !: 'I 

Atxz + Bty2 + ct_.z, 

alx2 + bly2 + ctz2' 

wo x, y, z Linearformen in ~. r;, I; sind. 
Nun lautet die auf die festen Achsen bezogene Gleichung des Trägheits­

ellipsoids in seiner Gleichgewichtslage 

AX2 + ßY2 + CZ2 = 1. 

Wir betrachten gleichzeitig die Fläche zweiter Ordnung mit der Gleichung 

aX2 + b Y2 + cZ2 + 2/ Y Z + 2gZ X+ 2hX Y = 1 , 
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die wir als das "Ellipsoid gleicher potentieller Energie" bezeichnen wollen, und 
bestimmen das gemeinsame System konjugierter Durchmesser beider Ellipsoide. 
Es seien X', Y', Z' die auf diese konjugierten Durchmesser bezogenen Koordi­
naten eines Punktes, der in dem festen System die Koordinaten X, Y, Z hat. 
Der Zusammenhang von X', Y', Z' und X, Y, Z werde hergestellt durch die 
Gleichungen 

X 11 X' -t- m 1 Y' -t- 11 1 Z' , 

Y = l2 X' -t- 111 2 Y'-\- n2 Z', 

Z = la X' -t- m,1 Y' -t- n3 Z' . 

Vermöge dieser Transformation werden die Gleichungen der Ellipsoide auf 
die Form gebracht 

A 1 X' 2 -t- B1 Y' 2 -\- C1 Z' 2 = 1, 

a1 X'" -t- b1 Y' 2 -t- c1 Z' 2 = 1. 

Daher ist die Transformation, die die Normalkoordinaten des Systems liefert, 

~ = li x + ml y + ni z ' 

'l ~ /2 x + m2 Y + H2 z. 

t:, c~ /:l X + 11/3 y + f/3 Z • 

Daraus folgt, daß bei derjenigen Normalschwingung, bei der x allein sich 
ändert, die Größen !;, 'Y), t; ständig im Verhältnis 

!; : 'I : t; ~ I I : 12 : l:l 
stehen. 

Nach den Definitionen des § 9 sind i;, 'Y), t; offenbar, bis auf kleine Größen 
höheier als erster Ordnung, den Richtungskosinus der Rotationsachse des starren 
Körpers proportional. Folglich besteht diese Normalschwingung des starren 
Körpers aus einer kleinen Schwingung um eine Gerade mit der Gleichung 

d. h. um die Gerade 
Y' ~~ o, Z' = 0, 

die einer der den beiden Ellipsoiden gemeinsamen konjugierten Durchmesser ist. 
Allgemein ergibt sich so: Die Normalschwingungen des J.{örpers sind kleine 

Schwingungen um die gemeinsamen konjugierten Durchmesser des Trägheitsellipsoids 
und des Ellipsoids gleicher potentieller Energie. 

4. Die Nurmalkoordinaten und Perioden der Normalschwingung eines Systems 
mit drei Freiheitsgraden zu bestimmen, für das 

T = i (.i-2 + y2 + ;z), 

V = i [P 2 (x 2 + y2 ) + 2 Ci z (x -t- y) + q2 z 2 ] 

ist, wo IX klein gegen p und q ist. Es ist ferner zu zeigen: Wird ein solches System 
derart aus der Ruhelage losgelassen, daß y und z ursprünglich Null sind, so kommt 
die x-Schwingung nach der Zeit :rt p (q 2 - p 2 )/tX 2 momentan zur Ruhe, und es ist 
alsdann eine y-Schwingung von der Amplitude der ursprünglichP-n x-Schwingunr. 
vorhanden . 

. Die Form der kinetischen und potentiellen Energie legt die Transformation 
nahe 

x-y=2>]. 
Sie ergibt 

T = ;2 + '12 + ! ;,z • 
v = pz ;z + pz 'Y)z + 2 ca ~ + ! q2 z2 •. 
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I'} ist daher eine Normalkoordinate. Zur Reduktion der übrigen Teile der 
kinetischen und potentiellen Energie auf Summen von Quadraten setzen wir 

~ = rp + -" IX_p __ -,, (; . 
q•- . 

Daraus folgt 

' -- "2 { . 21X2 } "2 l f 21X" .. l --. 
T-I'J + t+(q2-p2)2 cp +--zt1+(t-P2)•fC:' 

V 2 2 { 2 IX2 (2q2-4p2)} 2 1 { 2 (4 q2- 2P") IX2} -· = P I'J + P - - (q2 _ p2)2- 'P + 2 q + (qz-:::___ -j)2)2-- ( · 

1'}, rp, I; sind demnach die Normalkoordinaten. 
Ursprünglich sei 

y = 0, 

y =0, 

z ~= 0' 

i= o, 

und k sei so klein, daß sein Produkt mit anderen kleinen Größen vernachlässigt 
werden kann. Bei diesem Grad der Annäherung ist dann ursprünglich 

I'J=!k, rr=P, /;=o: 
Die Schwingungen für die Normalkoordinaten 1'/• rp sind daher gegeben durch 

die Gleichungen 
'I= ~-kcospt, 

p - (q2 :::___ p2)2-[ 12 IX 2 (2 q2 
- 4 p2)lt] 

rp = p cos --- - . - 2-;x~ - 0 

1 + T_q?.--=p2Jf 

Der letzten Gleichung kann man die Gestalt geben 

1 [ { IX 2 11 m = -kcos pt 1- -------~ 
,. 2 p2 (q2 + p2) J 

oder 
1 tX 2 t 1 .. tX 2 t 

rp=-kcosptcos +-ksmptsm ------- -
2 p(q2 - p2) 2 p(q2 - p2) 

Die Anfangsbewegung läßt sich somit näherungsweise darstellen durch 

'7 = tk cospt, rr=tkcospt 
oder 

x = k cospt, y =0. 

Nach dem Zeitraum :rp (q 2 - p2)f1X 2 wird die Bewegung näherungsweise 
dargestellt durch 

I'J = !kcospt, rp=-ikcospt 
oder 

X =0, y =- k cospt, 

womit die Behauptung bewiesen ist. 

§ 81. Die Wirkung einer neuen Bindung auf die Perioden 
eines schwingenden Systems. 

Wir untersuchen nun, wie die Perioden der Normalschwingungen 
eines dynamischen Systems um eine stabile Gleichgewichtslage sich 
ändern, wenn die Zahl der Freiheitsgrade des Systems durch Einführung 
einer neuen Bindung verringert wird. 
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Das ursprüngliche System sei bezogen auf seine Normalkoordinaten 
q1 , q2 , •• .. , qn, so daß seine kinetische und potentielle Energie die Form 
haben 

T = ! <tir + ti~ + ... + q;,) , 
v = Hl1 qr + 1'.! q~ + ... + ;." q;) . 

Die neue Bindung sei dargestellt durch die Gleichung 

f(ql, q2, · • · • qn) = 0 · 

Da q1, q2 , ••• , qn klein sind, brauchen wir in der Entwicklung der 
Funktion f nach steigenden Potenzen von q1, q2 , ••• , qn nur die ersten 
Glieder zu berücksichtigen. Demnach stellen wir die Bindung dar in der 
Form 

At qt + Az q2 + · · · + An qn = 0, 

wo A1, A 2 , ••• , An Konstanten sind. Da die Gleichgewichtslage mit 
der Bindung verträglich sein soil, ist kein konstantes Glied vorhanden. 
Mit Hilfe dieser Gleicbung läßt sich q11 eliminieren. Dann wird 

T 1 {. 2 . 2 . '.! 1 (A . A . ) 2} 
= l q1 + q2 + · · · + qn-1 + A;, 1 ql + • • · + n-1 qn-1 ' 

1 f' '.! ' 2 l,. (A A )2l 
V= 2t1q1 + · · · +.ll.n·1qn-1 +A~ 1q1 + • · · + n 1qn-1 J · 

Die Lagrangeschen Bewegungsgleichungen des der Bindung unter-
worfenen Systems bestehen daher aus den n - 1 Gleichungen 

- .l. 1 f 1 (A ·· A .. ) l,. (A 1 )} -q,+ ,q,+L r).A~ lqJ+···+ n-1qn-1 +.A_2 lqt+···+.ln-tqn-1 -0 
\ 11 n 

(r=1,2, ... ,n-1) 

oder 
q.,+l,q,+p,A,=O (r=1,2, ... ,n-1), 

WO 

t~=d:~(A1ijt+ ··· +A,._tijn-tl+~~(AtqJ-f- ··· +A,._tqn-tl 
Jt N 

'iJn l,. !Jn 
= -- An - fl-;;-

ist. Die Bewegungsgleichungen des Systems mit der Bindung lassen sich 
daher in Form der n Gleichungen schreiben 

q,-f-l,q,+p,A,=O (r=12, ... ,n), 
wo fl unbestimmt ist. 

Eine Normalschwin6'1mg des abgeänderten Systems sei definiert 
durch die Gleichungen 

q1 = X 1 COS yi t , q2 = x 2 cos l'I t, ... , qn = lXn cos -yi t, 

p,=vcos-yit. 
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Einsetzen in die Bewegungsgleichungen ergibt 
1X1 (A1 -A)+vA 1 =0 (r=1,2, ... ,n). 

Führen wir die durch diese Gleichungen bestimmten Werte von 
IX1, IX2, ••• , IXn in die Gleichung 

AtiXt + A2IX2 + · · · + An1Xn """ 0 
ein, so folgt 

Ar A~ A~ 
;,1 -l + l2-). + ... + ;,~-::_), o--= 0 . 

Diese Gleichung in ). hat n - 1 Wurzeln, die - nach der Form der 
Gleichung zu schließen - offenbar in den Intervallen zwischen den Grö­
ßen .Ä.1, .Ä.2, ••• , An liegen. Die diesen Wurzeln entsprechenden Größen 

2nfyl sind die Perioden der Normalschwingungen des der Bindung 
unterworfenen Systems. Folglich liegen die n - 1 Perioden der Normal­
schwingungen des der Bindung unterworfenen Systems zwischen den 
n Perioden des ursprünglichen Systems. 

§ 82. Der stationäre Charakter der Normalschwingungen. 
Ein dynamisches System werde so vielen Bindungen unterworfen, 

daß es nur einen Freiheitsgrad behält. Welche Wirkung bringt dies 
hervor? Es seien qv q2, •.• , q11 die Normalkoordinaten des ursprüng­
lichen Systems; die Bindungen sollen, wie im vorigen Paragraphen, 
durch lineare Gleichungen zwischen den Koordinaten dargestellt sein, 
können also hier in der Form angesetzt werden 

ql = /11 q • q2 = fl2q • · · · • q., = flnq • 
wo flv f12, ••• , fln Konstanten sind und q eine neue Veränderliche ist, 
die die Konfiguration des den Bindungen unterworfenen Systems zur 
Zeit t bestimmt. 

Die kinetische und potentielle Energie des ursprünglichen Systems 
seien 

r = ~ (qr + t?~ + ... + q;,). 
V= i(21qi+.Ä.1q~+ ·. · .Ä."q;,). 

Die Perioden seiner Normalschwingungen sind daher 

2nfY.Ä.1 , 2njf[;, ... , 2nff.Ä.n, 
Die kinetische und potentielle Energie des gebundenen Systems sind 
dann 

T = HuH- p~ -1- ... :- f1;,)q2 , 

V= k (21f1I + 22/1~ + ... + 2"jl-.;,)q2 • 

Die Periode einer Schwingung des gebundenen Systems ist demnach 

2 n/{i, wo ). bestimmt ist durch die Gleichung 
' 2 ' 2 ' 2 ). = ~1/11 + "2/12 + · · · -±-~nfl-u 

fli + p~ + ... + fl-;, . 
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Werelen die Bindungen geändert, so behält dieser Ausdruck einen 
festen Wert, sobald n - 1 der Größen p.1, p.2, •.• , fln Null sind. Dieser 
feste Wert ist eine der Größen A1 , l 2, •.• , An. Daher haben wir den Satz: 
Wird ein System so vielen Bindungen unterworfen, daß die Zahl seiner 
Freiheitsgrade sich auf 1 reduziert, so hat die Periode des geoundenen 
Systems einen festen Wert für alle Bindungen, bei denen die Schwingung 
eine Normalschwingung des ursprünglichen Systems ist. 

§ 83. Schwingungen um einen stationären 
Bewegungszustand. 

Eine Bewegungsform, die in einer gewissen Analogie zu der Gleich­
gewichtslage steht, ist die sogenannte stationäre Bewegung eines Systems 
mit zyklischen Koordinaten. Darunter verstehen wir einen Bewegungs­
zustand, bei dem die nicht-zyklischen Koordinaten des Systems kon­
stante Werte haben, während die zu den zyklischen Koordinaten gehören­
den Geschwindigkeiten gleichfalls konstant sind. 

Ein Beispiel für stationäre Bewegung ist die in § 72 besprochene spezielle 
Kreiselbewegung. Als weiteres Beispiel führen wir die Bewegung eines Massen­
punktes in einer Ebene unter dem Einfluß einer Zentralkraft an, deren potentielle 
Energie allein von der Entfernung vom Kraftzentrum abhängt. Dabei ist eine 
mit konstanter Geschwindigkeit durchlaufene Kreisbahn immer eine mögliche 
Bahn. Diese Bewegung ist stationär; denn der Radiusvektor ist konstant, und 

die der zyklischen Koordinate {) entsprechende Winkelgeschwindigkeit ,j. ist gleich­
falls konstant. 

Weicht der anfängliche Bewegungszustand eines Systems wenig 
von einer gegebenen stationären Bewegungsform ab, und bleibt diese 
Abweichung im Verlauf der ganzen Bewegung gering, so wird die Be­
wegung als Schwingung um den stationären Bewegungszustand bezeichnet. 

Sie heißt stabill), wenn die Schwingung mit gegen Null strebender 
anfänglicher Abweichung von der stationären Bewegung gegen eine 
Grenzform strebt, nämlich gegen die stationäre Bewegung selbst. 

Es seien Pv p2, ••. , pk die zyklischen, q1, q2, ••• , qn die nicht­
zyklischen Koordinaten des Systems. Den k zyklischen Koordinaten 
entsprechen die k Integrale 

oL 
T=f3, 

Pr 
(r= 1, 2, .. . , k), 

wo ß1, ß2, ... , ßk Konstanten sind. Wir nehmen an, daß diese Kon­
stanten bei der Schwingungsbewegung den gleichen Wert haben wie bei 
der ungestörten stationären Bewegung, als deren Störungsform sie an­
gesehen wird. Das bedeutet nur, daß wir jede Schwingungsform 
einer bestimmten stationären Bewegung zuordnen. 

1) Diese Definition stammt von Klein und Sommerfeld. 
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Das System soll konservativ sein; seine Bindungen seien von der 
Zeit unabhängig. Die kinetische Energie sei 

n n n k k k 
T -1'~,~ . , ,,,,b,. I''"-, .. 

-- 2..:;.....:;... aiJ qi qi + ..:.... ..:.... u q; P1 + 2..:;.....:;... cii p; Pi, 
i=li=l i=li=l i=lj=l 

\NO die Koeffizienten a·iJ, biJ, c;1 Funktionen von q1, q2, ••• , qn sind. 
Die den zyklischen Koordinaten entsprechenden Integrale sind 

"2:, C;J ·Pi + "2:, bij q i = (-J; (j = 1 , 2 , , . . , k) . 
i i 

Es sei C;1 die Unterdeterminante von c;1 in der Koeffizientendeterminante 
der Cii> dividiert durch diese Determinante. Die Auflösung der letzten 
Gleichungen nach den Größen p, ergibt 

Pr= L c,.(ß.- L ht.lfzl. 
8 l 

Bei Einführung dieser Größen p1 , p2 , ••• , pk in die obige Gleichung 
für T ergibt sich unter Berücksichtigung der Eigenschaften der Unter­
determinanten 

T =! 2: (aij- 2,C~s bil bj,) q;qj + t2:Ctsßtßs · 
i, j l, s l, 8 

Nun wird das System durch Beseitigung der zyklischen Koordi­
naten reduziert. Es sei R das abgeänderte kinetische Potential: 

k 

R = T- V- "2:, p, ß, 
r=l 

=! L (aii- 2:Cz, bil bjs) q; qj + 2,Crs ßr hts lft- i :f:Ctsßt ßs- V. 
~~ ~s l.~s l,s 

Ohne Beschränkung der Allgemeinheit können wir annehmen, 
daß für die stationäre Bewegung alle Größen qv q2, ••• , qn den Wert 
Null haben. Werden dann in der Entwicklung der Koeffizienten von R 
nach steigenden Potenzen von q1, q2, ••• , qn alle Glieder von höherem 
als zweitem Grad in fJv q2, ••. , qn, q1, q2, ••• , qn vernachlässigt gegen 
die Glieder zweiten Grades, so bleibt für R ein Ausdruck aus linearen 
und quadratischen Gliedern in fJv q2, .•• , fJn• q1, q2, ••• , qn. Die in 
iJt, q2, ••• , qn linearen und von qv q2, ••• , q11 unabhängigen Glieder 
fallen aus den Bewegungsgleichungen 

d ( iJR) iJR ---- --=0 
d t Bq, uq, (r = 1, 2, ... , n) 

von selbst heraus, können daher von vornherein weggelassen werden. 
Da die Gleichungen auch erfüllt sind für beständig verschwindende 
Werte von qv q2, •.• , qn, so enthält R offenbar auch keine in q1, q2, ••• , qn 
linearen, von q1 , q2 , ••• , qn unabhängigen Glieder. Die Lösung des 
Problems der Schwingungen um einen stationären Bewegungszustand 
hängt also ab von der Integration Lagrangescher Bewegungsgleichungen, 
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deren hnetisches Potential eine homogene quadratische Funktion der 
Geschwindiglceiten und Koordinaten mit konstanten Koeffizienten ist. 

Der Unterschied zwischen Schwingungen um eine Gleichgewichts­
lage und um einen stationären Bewegungszustand besteht darin, daß im 
letzteren Falle in dem kinetischen Potential Glieder vom Typus q, q. 
(also Produkte einer Koordinate in eine Geschwindigkeit) auftreten 
können. Man bezeichnet sie als gyroskopische Glieder. Schwingungen 
um eine stationäre Bewegungsform sind tatsächlich nichts anderes als 
Schwingungen um die Gleichgewichtslage des reduzierten oder nicht­
natürlichen (§ 38) Systems, auf das das ursprüngliche System durch 
Beseitigung zyklischer Koordinaten zurückgeführt ist. 

Die Bewegungsgleichungen des schwingenden Systems lantcn claher 

:t (~f,)- ~~ = 0, 

wo R in der Form dargestellt werden kann 

R - t ~' . . .1. ' ' ß ..._., . - "2 ",;;..., cx,,, q, q, + 2...:.... ,. q, q. + ...:.... y,. q, q,, (r, s = 1, 2, ... , n), 
T, 8 r, ,,;; 

wo 
CXrs == lXsr' ßrs = ßs r ' 

aber )'r• im allgemeinen von Ysr verschieden ist. In entwickelter 
Form lauten die Bewegungsgleichungen 

CXu !J1 - f1u (h + IX12 !J2 + (Y2t -- Ytzl qz - ßtz q2 + CXta !Ja 

+ (Y31 - Yl3) q3- ß13 qa + · · · = 0, 

(\21 ql + (Yt2-:- Yztl ql -- ßz1 ql + CXzz qz - ßzz qz + lX-23 iia 

+ (Y32 - Yzs) q3 - ß23 q3 + · · · = 0 , 

Es sind lineare Gleichungen mit konstanten Koeffizienten, die im 
ganzen den gleichen Charakter haben wie die entsprechenden Gleichungen 
im Fall der Schwingungen um die Gleichgewichtslage. Sie unterscheiden 
sich nur durch das Auftreten der gyroskopischen Glieder mit den 
Koeffizienten (Ysr- J'rs)- Infolge ihres Auftretens läßt sich das System 
nicht auf Normalkoordinaten transformieren1). Wir werden aber 
sehen, daß die Haupteigenschaft der Schwingungen um die Gleich­
gewichtslagebeibehalten ist, daß nämlich jede Schwingung als Resultat 
(1er Überlagerung von n rein periodischen Schwingungen aufgefaßt wer­
den kann. Diese werden wir wie vorher als Normalschwingungen des 
Systems bezeichnen. 

1) D. h. das System läßt sich nicht durch eine Punkttransformation auf 
Normalkoordinaten bringen, wohl aber durch eine Berührungstransformation, 
wie im sechzehnten Kapitel näher ausgeführt wird. 
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§ 84. Die Integration der Gleichungen. 
Die Integration der Bewegungsgleichungen wird uns weitere Auf­

schlüsse über die Natur der Schwingungen geben. 
Wir transformieren die Gleichungen zunächst in ein System von 

Gleichungen erster Ordnung. Es sei R das abgeänderte kinetische 
Potential des Systems, so daß R für das Schwingungsproblem eine 
homogene quadratische Funktion der q1, q2 , ••• , qn, q1 , q2 , ••• , qn ist. 
Wir setzen 

(r=1,2, ... ,n), 

so daß qn+t• qn+ 2 , ••• , q2 n lineare Funktionen von q1, q2, •• • , qn sind und 
umgekehrt. Die Bewegungsglei~Imngen nehmen dann die Gestalt an 

. oR ( ) 
qn+r=aq~ r=1,2, ... ,n. 

Bedeutet nun t-5 den Zuwachs einer Funktion der Veränderlichen 
'Jv q2 , •. , qn, qn+v ... , q2 n bei einer kleinen Anderungder Veränderlichen, 
so ist 

n 

= 2: (qn+r oq, + qn+r !5q,) 
r=l 

( n ) n 
= t-5 ~ qn+TqT + ~ (qn+T !5q,- q, Oqn+r) • 

Die als Funktion von q1, q2, ••• , q2 n dargestellte Größe 

werde mit H bezeichnet; H ist also eine bekannte homogene quadratische 
Funktion der Veränderlichen q11 q2, ••• , q2 n. Die letzte Gleichung geht dann 
über in n 

15 H = ~ (q, Öqn+r- qn+r bq,). 
r=l 

Das System der Bewegungsgleichungen zweiter Ordnung kann demnach 
ersetzt werden durch ein System von 2n Gleichungen erster Ordnung, 
nämlich . iJH . iJH 

q, = iJq-' qn+r =- Dq,· 
n+r 

(r=1,2, ... ,n), 

mit den unabhängigen Veränderlichen q1, q2, •.• , q2 n 1). 

Wir werden nachweisen, daß die an Stelle der charakteristischen 
Funktion R der Gleichungen getretene Funktion H die Summe der 

1 ) Diese Transformation ist ein Spezialfall der im zehnten Kapitel dargestcll· 
ten Hamiltonschen Transformation. 
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kinetischen und potentiellen Energie des betrachteten dynamischen 
Systems darstellt. 

R enthält nämlich Glieder zweiten, ersten und nullten Grades in 
rlen Geschwindigkeiten, und 

n ~R 

L:q,~~---
r=l uq, 

ist nach dem Eulerschen Satz gleich der Summe der doppelten Glieder 
zweiten Grades und der Glieder ersten Grades. Deshalb ist die Funktion 
H, die nach Definition gleich 

~- DR 
~!Jr",.----R 
•·= 1 fi!Jr 

ist, gleich der Summe der Glieder zweiten Grades und der Glieder nullten 
Grades von R, letztere mit umgekehrten Vorzeichen. Der Vergleich 
mit den auf Seite 206 gegebenen Ausdrücken für T und R ergibt: 

Hc=T+V. 
Demnach ist H die Gesamtenergie des dynamischen Systems als Funktion der 
Koordinaten q1, q2, ••• , qtn· 

Für die Schwingungen um eine Gleichgewichtslage war (lie Stabili­
tätsbedingung, daß die potentielle Energie ebenso wie die kinetische 
Energie positiv definite quadratische Formen sind. Eine ähnliche Vor­
aussetzung machen wir nun für den Fall der Schwingungen um einen 
stationären Bewegung"zustand, nämlich daß die Gesamtenergie H eine 
positiv definite quadratische Form in den Veränderlichen q1, q2, ••• , q2 n ist. 
Unter dieser Annahme beweisen wir, daß die stationäre Bewegung stabil 
ist und die Bewegungsgleichungen sich folgendermaßen integrieren 
lassen1). 

Wir betrachten das System linearer Gleichungen in den Veränder­
lichen q1, q2 , ••.• q~": 

. {:lf(ql, 1/2' · · · • Cfzn) 
S 1/11 t r + -- -;_; ····· - · = .J.'r • 

(•q, (r=1,2, ... ,n). 
. f'lf(ql • f/2 • · · · • IJ2n) ---sq,+ ~, · · =:Vnfr 

C !Jn+r 

Wird die Determinante dieses Systems mit f(s) bezeichnet, die zu der 
Jten Reihe und p.1'" Spalte gehörige Unterdeterminante mit 

f(s);_," (.lc. ,rt = 1, 2, ... , 2n), 
so sind q1, q2, ••• , iJ2n als Funktionen von y1, y2, ••• , Y2 n gegeben durch 
die Gleichungen 2 ''-, f(s); 11 

q" = ~ ---/(~·)'-- y;. (tt = 1, 2, ... , 2n), 
I.::: t 

1) Die folgende Integrationsmethode wurde angegeben von Weierstraß: 
1-Jerl. Monatsberichtt: 1879. 

\V bitt a k er, Dyllamik. 14 
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wo f(s) in s vom Grade 2n ist, f(s}l 1, von keinem höheren als dem 
(2n- 1)1"11 Grad. 

Zur Integration der BewegungsglPichungen betrachten wir Aus­
drücke für q1 , q2, •.. , q~,. von der Form 

q =J·pl,0)_e•(t-t0)ds 
"' f(s) 

() 

{Jt=1,2, .. . ,2n), 

wo die Integration über den Rand eines großen Kreises C erstreckt ist, 
der alle Wurzeln der Gleichung f(s) = 0 einschließt. Diese Werte von 
q1 , q2, ••• , q-Jn genügen den Bewegungsgleichungen, wenn die Gleichungen 

j.e•(t- t,) [_ s p + O![iEI• P2'---.:__:___·, P2nHf _!_!_ = 0 
c l n+r cp, f(s) ' 

fe"(t-t,) Jl __ sp, + iJH(pl,p2~~·· P2nlfl !l'.s_ =-c 0 
0 ßp,.+r f(s) 

(r=1,2, ... ,n), 

erfüllt sind. Sind daher p1, p2 , ••• , p2 ,. solche Polynome in s, daß die 
in den Klammern unter den Integralzeichen stehenden Ausdrücke in 
den Nullstellen der Gleichung f(s) = 0 verschwinden, so sind die Glei­
chungen befriedigt, da der Integrand dann im lnnern des Kreises C 
keinerlei Singularitäten besitzt!). p1 , p2 , ••• , P2 n muß daher ein Lösungs­
system der Gleichungen 

iJH(pl, P2, · · ·• P2n) sp,.+r + --- ap, ·-- - = 0, 

iJH(pl, P2• · · ·, P2n) 
- S Pr+ ··-----· ----· · · ·· -- = 0 

iJPn+r 

(r=1,2, ... ,n), 

sein, wenn s eine Wurzel der Gleichung f (s) = 0 ist. Diese Bedingung 
wird erfüllt durch den Ansatz 

P1,(s) = a1 /(s)t ,« + a2 f(sh 1, + ... + a-2n f(s)2,., 1, (~-t = 1, 2, ... , 2n), 

wo a1, a 2, .•• , a2 n willkürliche Konstanten sind. 
Die Bewegungsgleichungen werden demnach befriedigt <1urch die 

Werte: 
q1, =Koeffizient von 1/sin<1er Laureutsehen Entwicklung2) <1esAusdrucks 

e"(l- 1") 

{al f(s) 1 1, + a2 f(s) 2,« + · · · + a2n f(s)zn,,u} f(S)" (lt = 1, 2, · · ·, 2 n) 

nach positiven und negativen Potenzen von s. 
Die Untersuchung der Determinante f(s) ergibt nun, daß die Unter­

determinanten vorn Typ 

und f(s),u,n+t• 

1 ) Whittaker and \Vatson: A Cmnsc of klodnn Analysis § 5, 2. 
~) Ebcncla, § 5, G. 
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in s vom Grade 2 n - 1 sind, die übrigen Unterdeterminanten in s 
vom Grade 2n- 2. Daher ist der Koeffizient von 1/s in der Laurentschen 
Entwicklung von f(s);., uJI(s) Null, außer wenn A. = n + fl oder fl = n+ A. 
ist. Im ersteren Fall 'ist der Koeffizient -1, im letzteren +1. Setzen 
wir t = 10 , so sehen wir also, daß 

die Werte von 

zur Zeit t0 sind. 
Setzen wir daher q1 (!};.,~, = Koeffizient von 1/s in der Laureutsehen 

Entwicklung von 

l(~ hu e• (Ho) 

I (s) ' 

und sind q1 , q2 , ••• , q2 ,. die einem bestimmten Wert t0 von t entsprechen­
den Werte von q1 , q2 , ••. , q2,., so ist 

n 

q,, == 2: {qnte< tp(t)c<,.u -(!<X tp(t}n+rx,ft} (fl= 1,2, ... ,211). 
""-1 

Zur Berechnung der Größen tp(t};._" müssen wir die Wurzeln der 
Determinantengleichung f(s) = 0 näher untersuchen. Es sei k i + l, 
wo i = y·.:_ 1 ist und k, l reell sind, eine beliebige Wurzel dieser Glei­
chung. Dann können die 2 n Gleichungen 

(k i + t) q,. f " + -ß!!_(q_!.!__q_2 :...:.- • ~ q~'!'L = o, 
ßq"' 

(' · l} iJH(q1, q2, • · · q2n) 
(x = 1, 2, ... , n). 

- Iet + qot + . = 0 
r!qn+"' 

durch Werte von q1, q2, •• • , q2 n erfüllt werden, die nicht sämtlich Null 
sind. Es sei 

~1 + ir;I, ~2 + ir;2, · · ., ~2n + ir;2n 

einderartiges\Vl'rtsystem,wo ~1 , ~2 , ••• , ~tn. 1]1 , 1] 2 , 

Größen sind. Setzen wir dann 

iJH(ql' q2, · · ·' qin) 
- -- _/)______ -- = (H(q!, q2, · · ·' q2,.),,} • 

q·" 

f/2 n reelle 

so folgt nach Trennung des Reellen und Imaginären aus den letzten 
Gleichungen 

H(~l> ~2' · · ·' ~2n}a -/- l ~n+a -- k rJn+e< = 0, 

H(~I>~2' ····~2n)n+" --n"' -+-kr;"' =0, 

H(r;1, fl2, · · ·, rh,.)rx -1- l rJn+a + /~ ~n+a = 0, 

H(r;l,f12• .. . ,rhn)n+"'- lr;a -k~tX "~0 

(x=1,2, ... ,n) 

14* 
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Da aber H eine homogene Funktion zweiten Grades der Argumente 
ist, so gilt 

2n 

2 H (~1' ~2' • • •, ~2n) = Z ;;, H (~1• ;2, · • • • ~2n);. • 
A~J 

Zusammen mit den beiden ersten der vorhergehenden Gleichungen ergib 
dies 

n 

(A) 2H(tl> ~2' • • ., ;2n) = k 2;(~"' 1]n+O< -17"' tn+a) • 
"'~1 

Entsprechend folgt 
n 

(A) 2 H (171> 1J2, • · ·, 1}2n) = k L (~"' 1/n+a - 1/a ~n+"') • 
"'~1 

Multiplizieren wir die erste der vorhergehenden Gleichungen mit 17"'' die 
zweite mit 1Jn+a, addieren und summieren wir über IX von 1 bis n, so 
erhalten wir 

2n n 

L 1J;.H(;l, t2, · · ·, ;2nh = l ~(;,. 1]n+"'- 1]"' ; .. +<X) 
!.~1 a=l 

und entsprechend 
2n n 

:t: ;;_H(1lt, 172• • · ·, 1]~nh = -l 2;;(~" 1]n+"' -1]"' ~n+"') · 
). ~ 1 IX ·o J 

Da die linken Seiten dieser Gleichungen übereinstimmen, so ist 
n 

l J: (~"' ?Jn+<X - 1}"' ~n+<X) = 0. 
ct=l 

Da H eine positiv definite Form ist, so folgt aus den Gleichungen (A), daß 
n 

weder k noch_1:(~a1Jn+"'-1]"'~"+"') Null sein kann; daher ist/gleich 
<X~l 

Null. Also hat die Gleichung l(s) = 0 lauter Wurzeln der Gestalt ki, wo k 
eine reelle von Null verschiedene Größe ist. 

Hat die Gleichung I (s) = 0 eine j-fache Wurzel s', so ist jede der 
Funktionen l(s);.,~, durch (s- s')i-l teilbar. 

Es sei nämlich c1, c2 , ••• , c2 ,. ein System bestimmter reeller Größen; 
wir definieren ein Wertsystem ql> q2, .•• , q2n durch die Gleichungen 

(B) 

so daß 

wird. 

sqn+a+H(ql,q2, ... ,q2n)"'=Ca, 

-S qa + H(q1, q2, · · ·, qzn)n+" '= Cn+cx 

2n 
- ""'Vl (s);.,, 

q·" - ..::;.. I (s) c;. 
!.=1 

(1X'·""1,2, ... ,n), 

(.u = 1, 2, ... , 2n), 

Sei s1 i eine beliebige Wurzel der Gleichung I (s) = 0 und m die 
kleinste positive ganze Zahl, für die alle Funktionen 

(s ·- s i)"' f(sl_!,~, 
I /(s) 
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für s = s1 i t;ndlich sind. Wird s genügend nahe an s1 i gewählt, so 
können wir q,. in die Reihe 

(g,n + h1, i)(s- s1 i) -m + (g,;, + h,;,i)(s- s1 i) -m+l + ... 
entwickeln, wo g,.., ht<, f4, h;,, . . . reelle Konstanten bedeuten. Die 
Größen c1 , c2 , •• • , c2 n mögen so gewählt sein, daß die Größen gu und h1, 

nicht Null werden. Führen wir diesen Wert von q1, in die Glei~hungen 
(B) ein und setzen wir die Koeffizienten von (s - s1 i) -m einander gleich, 
so folgt 

(C) 

H (gl' g2, ... 'g2n)IX -- slhn+e< = 0' 

H(gl, g2, ... ' g2n)n+IX + slhiX = 0' 

H (hl, h2, --., h2n)IX + s!gn+cx = 0' 

H(h1 ,h2 , ••. ,h2n)n+IX-s1 giX =0, 

(cX=1,2, ... ,n). 

Nun ist nach dem Eulcrschen Satz über homogene Funktionen 

2n 
2H(gl,g,;, · · .,g2n) = ~1g;.H(gl,g2, · · .,g2n)J. 

oder irrfolge von (C): 
n 

2 H(gl' g2, ... , g2nl = sl L (ge<hn+e<- hiXgn+O<) 
IX=l 

und entsprechend 
n 

2H(hl, h2, .. . , h2n) = sl;E(ge<hn+e<- he<gn+IX), 
a=l 

n 
woraus offenbar folgt, daß 'J:(g,,J.z.n+"' --- h.xgn+"') nicht Null ist. 

"'=1 

Überdies ergeben die beiden ersten Gleichungen (C): 

2n n 

(E) ~ h~H(gl, g2, · · ., g2nh + S1~1(h"'h~+"'- h~hn+e<) = 0, 

die beiden letzten Gleichungen (C): 

2n n 

(F) &:g~H(h1 ,h2, ... , h2nh- S1~(g"'(n+o<- g~gn+<x) = 0. 



214 VII. Kapitel: Theorie der Schwingungen. 

Für m > 1 folgt aber aus den beiden ersten Gleichungen (D): 
2n n 

,&: h;,.H(g!, g2, ... , g2,.);.- s1 ~ (h"'h;,+"' - h:hn+"') 
(G) 

" ~ (g"'hn+a< - h"'g"+"') = 0, 
0<=1 

aus den beiden letzten Gleichungen (D): 
2n n 

~g;.H(hl,h2, .. . , h2,.);. + s1 2'(g"'g~+"'- g~gn+"') 
l=1 a<+l 

" 
(H) 

+ ~ (g"'hn+a< - h"'gn+"') = 0. 
<>:=1 

Da Hin seinen Argumenten homogen vom zweiten Grade ist, be­
stehen die Idcntitäten 

2n 2n 

(K) 2: h).H(g1 , g2 , ... , g2 ,.);. = 2::, g;.H(h!, h~, . .. , h~ 11 );., 
).=1 i.=l 

lln 2n 

(L) ~ giH(h1 , h2 , ••• , h2 ,.);. = ~ h;..H(g1. g2 .... , g!!,,.)J.. 
l=l Ä=l 

Aus den Gleichungen (E), (H), (K) folgt 
n n 
~(ga<hnu- hagn+a) = sl~(h"h~u- h~hn+<>:) 
a=l a=1 

und aus den Gleichungen (F), (G), (L) folgt 

n n 

~(gahn+a- hagn+a) '--"- sl~(h"'h;,+<>- h~hn+<>> 
IX=l IX=l 

n 

+ s1 J: (g"'g;,+<> - g~gn+<>) · 
<>=1 

Die Vergleichung dieser Formeln ergibt 
n 

2: (gahn+<>- hagn+<>) = 0, 
<>=1 

was dem schon Bewiesenen widerspricht. Die Annahme m > 1, die der 
Ableitung der Gleichung (G) zugrunde liegt, muß daher falsch sein, es 
ist folglich m = 1. Also sind, wenn f(s) durch (s - s1 i)k teilbar ist, alle 
Funktionen /(s)J..~< durch (s - s1 i)k- 1 teilbar. 

Nun seien s1, s2, ••• , sr die absoluten Beträge der voneinander 
verschiedenen Wurzeln der Gleichung /(s) = 0, so daß die Funktionen 
f(s);.~</f(s) nur für s = +s1 i, ±s2 i, ... , +sri unendlich werden. Be­
zeichnen wir den Koeffizienten von (s - sei) - 1 in der Laureutsehen 
Entwicklung von f(s);." f f(s) nach Potenzen von (s ·- sf.! i) mit 

(2, .u>e+ i(Ä, ,u)~. 
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wo (l, f.l)!.! und (l, p); reell sind, und bemerken wir, daß die Funktionen 
/(s)1.1,/ f(s) nur in den Punkten s = ± sl! i Pole, und zwar einfache Pole 
besitzen, so ist 

~~~H!'- =~ {Y::_ttl; !- !~~, ~Jg + 0~fl):~-1~~ ttl;}. 

Daher ist cp (t);_ 1, der Koeffizient von 1/ s in der Laureutsehen Entwick­
lung von 

e• <t _ t,) ~ J (l, fl)(: ± i(l, ttld + ~~-'-'~)g -=---~(l, !.[)~ \ 
..:;..l s--si s+si f e=l - e 1! 

nach Potenzen von s. 
Aber der Koeffizient von 1/ s in der Entwicklung von e• (t-t,) / (s- sei) 

ist e"e<t-t,Ji' und der Koeffizient von 1/ s in der Entwicklung von 
e•<t-t,)/( + .) . t -~l!<t-t,)i D h . t s s0 ~ 1s e . a er 1s 

r 
cp(th,n = 2 ~ { (l, Jl) 12 cos s12 (t - t0) - (l, f1); sinsl!(t - t0)}. 

e=I 
also endlich 

n r 

q,,. = 2z 2.;[tln+<x {(<X, tt)l! coss12 (t- t0 ) - (<X, ttl; sinse(t- t0 )} 
«=lf.!=l 

-- q" {(n + c:x:, tt)12 cos Se (t- t0 ) -- (n + cX, f1); sin sl! (t- t0)}] 

(tt=1,2, ... ,2n). 

Diese Formel stellt das allgemeine Integral der Differentialgleichung 
der Bewegung dar. Es ergibt sich demnach: Wenn die gesamte Energie 
eines um einen Zustand stationärer Bewegung schwingenden Systems eine 
positiv definite quadratische Form ist, so läßt sich die Schwingungs­
bewegung mit Hilfe trigonometrischer Funktionen von t darstellen, und die 
stationäre Bewegung ist stabil. Die Perioden der Normalschwingungen sind 
2n / s1 , 2 n f s2 , ••• , wo ± i s1 , ± i s2 , ... die Wurzeln der Determinanten­
gleichung f (s) = 0 sind, deren Grad in s2 gleich der Anzahl der nicht­
zyklischen Koordinaten des Systems ist. 

Die Untersuchung gilt sowohl für einfache wie für mehrfache 
Wurzeln der Determinantengleichung. 

Zwischen den Koeffizienten (Ä, f')e' (Ä, ft); bestehen die Beziehungen 

().' f')l! = - (f'' Ä)!?' (Ä' /1); = (f'' ).);. 

So ist insbesondere (Ä, Ä) = o. 
12 

Sie folgen aus den vermöge der Definition von j(s), j(s);_ 1, bestehenden 
Gleichungen 

f(s) = /(- s), 

/(s)1_1, = /(- s)1,;.. 

Aufgabe. Die Zahl der Freiheitsgrade des Systems nach der Reduktion auf 
Grund der zyklischen Koordinaten sei gerade. Man zeige, daß, wenn die zyklischen 
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Geschwindigkeiten groß sind (was z. B. für den Fall, daß die zyklischen l{oor­
dinaten die Winkel sind, um die gewisse Schwungräder sich gedreht haben, be­
deuten würde, daß diese schnell rotieren), dann die eine Hälfte der Schwingungs­
perioden sehr lang, die andere sehr kurz ist. Die eine Hälfte ist nämlich den 
zyklischen Geschwindigkeiten direkt, die andere umgekehrt proportional. 

Poincare wies darauf hin 1), daß die Untersuchung der Stabilität 
nach der Methode der kleinen Schwingungen einige Möglichkeiten außer 
acht läßt, die tatsächlich vorkommen. Betrachten wir z. B. 2) einen 
Massenpunkt auf der Innenseite einer glatten kugelförmigen Schale, 
die mit konstanter Winkelgeschwindigkeit um den senkrechten Durch­
messer rotiert. Ist die Schale völlig glatt, so ist das Gleichgewicht des 
Massenpunktes in der tiefsten Stelle zweifellos stabil, da die Rotation 
der Schale dann keinen Einfluß auf ihn ausübt. Findet aber die geringste 
Reibung zwischen dem Massenpunkt und der Schale statt, und über­
schreitet die Winkelgeschwindigkeit der Schale einen gewissen Wert, 
so sucht der Massenpunkt seinen Weg nach außen auf einer Spirale bis zu 
der Stelle, an der er mit der Schale rotiert wie die Spitze eines konischen 
Pendels. 

§ 85. Beispiele von Schwingungen um einen stationären 
Bewegungszustand. 

Zur Erläuterung behandeln wir eine Reihe von Beispielen für 
Schwingungen um einen stationären Bewegungszustand. 

1. Ein Massenpunkt durchläuft den Kreis r = a, z == b in dem zylindrischen 
. rJV 

Kraftfeld mit der potentiellen Energie V= rp(r, z), wo r 2 = x 2 + y 2 zst und oz = 0 

sein soll für r = a, z = b. Man bestimme die Bedingungen für die Stabilität der 
Bewegung. 

Setzen wir 
,". = rcos{}, y = rsin {}, 

so hat der Punkt mit der Masse m die kinetische und potentielle Energie 

T~· 4 m(r2+ r~ä2+ z"), 
V= rp(r, z). 

Der zyklischen Koordinate 0 entspricht das Integral m r 2 .? •= k, wo k eine 
Konstante ist. Das abgeänderte kinetische Potential ist daher 

i?==T--V-kii, 

1 .. , 1 .. , k2 

~ 2 m r + 2 m z· - rp(r, z) - 2~,1ir" . 
Für die stationäre Bewegung muß 

iJR 
iJr = o' 

1 ) Acta Math. Bd. 7, S. 259. 1885. 

() 

') Dies Beispiel ist von Lamb: Proc. Roy. Soc. Bd. 80, S. 168. 1908. 
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sein. Die letztere Bedingung ist durch die Voraussetzung erfüllt; die erstere 
ergibt k2 = m as8,pjoa. Daher ist 

1 . 2 1 .. , a3 O!f! 
R =- mr + -- mz· -- !f!(r, z)---. 

2 2 2 r2 Ba 

Setzen wir 

und vernachlässigen wir Glieder von höherem als zweiten Grad in (! und !;., so ist 

1> 1 . 2 1 ,:2 1 2 ( 3 . ) ,. 1 '2 
'=2mg +2m" -2(! 'l'aa+a•q;" ·-Q'-'Pab-2(, 'Pbb· 

Da keine in i! oder t linearen Glieder auftreten, stimmt das Problem im 
wesentlichen mit demjenigen der Schwingungen um eine Gleichgewichtslage 
überein. Die Stabilitätsbedingung (§ 79) ist demnach, daß 

[!2 ('Paa+ ~'Pa) -f- 2[!/;'Pab+ /; 2 q'bb 

eine positiv definite Form sein muß, d. h. daß ( 'Paa + ~ 'Pa) 'Pbb- 'f'~b und 'Pbb 

beide positiv sind. Dies ist die gesuchte Stabilitätsbedingung der stationären 
Bewegung. 

Zusatz. Beschreibt ein Punkt der Masse 1 eine ebene Kreisbahn vom H.adius a 
unter Einwirkung einer Zentralkraft im Kreismittelpunkt, wobei <p(r) die poten­
tielle Energie und r der Abstand vom Mittelpunkt ist, so ist das abgeänderte 
kinetische Potential 

1 ·• 1 2( 3 ) 2 u· - z-U 'l'aa + a 'Pa , 

wo r = a + (! ist, so daß die Stabilitätsbedingung lautet 

3 
'Paa + a 'Pa > 0 . 

Die Periode einer Schwingung um die Kreisbewegung ist dann gleich 

{ 3 l- ~ 
2:;r; 'l'aa + a "'"J . 

2. 1\-fan bestimme die Periode der Schwingungen um die stationäre Kreis­
bewegung für einen Massenpunkt, der sich unter dem Einfluß der Schwere auf einer 
Rotationsfläche mit senkrechter Achse bewegt. 

Die Fläche habe die Gleichung z = f(r), wo z, r, rp Zylinderkoordinaten 
sind und die Symmetrieachse der Fläche mit der z-Achse zusammenfällt. Erhält 
der Massenpunkt in einem beliebigen Flächenpunkt in Richtung der wagerechten 
Tangente eine geeignete Anfangsgeschwindigkeit, so beschreibt er auf der Fläche 
einen wagerechten Kreis mit konstanter Geschwindigkeit. Es sei a der H.adius 
dieses Kreises und die Masse des Punktes gleich 1, was die Allgemeinheit nicht 
beschränkt. 

Das kinetische Potential ist 

L = t (r2 + r2 ,92 + z2) - Ii z , 

= l f2 ( 1 + f(r)2) + ! rz,~z -- g f(r). 

Der zyklischen Koordinate ,') entspricht das Integral r 2 ~~ = k; das ab­
geänderte kinetische Potential des reduzierten Systems ist daher 
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Das Problem ist damit auf die Bestimmung der Schwingungen um die Gleich­
gewichtslage für ein System mit einem Freiheitsgrad nnd dem kinetischen Poten­
tial R zurückgeführt. Die Gleichgewichtsbedingung lautet 

(i)R) 
ar r=a = 0 oder 

Daraus folgt 
R = ! r2 ( 1 + /'(r) 2) ~ g f(r) - g a3f'(a)(2 r2. 

Setzen wir r = a + (!, wo (! klein ist, und entwickeln wir nach Potenzen 
von (!, so ist 

R = ~ 1? 2 ( 1 + /(a) 2) ~ ~ g !!2 (f"(a) + ~ f'(a)) . 

Die Bewegungsgleichung 

lautet daher 

!!__(an_-) 
d t 8(! 

cill 
---n-=0 

()(! 

i_i(1 + /'(a) 2) + g(! (t"(a) +~/'Ca))= o. 
Die Stabilitätsbedingung lautet 

f"(a) + lf'(a) > 0, 
a 

und die Schwingungsperiode ist 

2n { 1 + f1(a)2 }! 
Jlg f"~i-+ 3/'(a)/a · 

Aufgabe. Die Fläche sei ein nach oben geöffnetes Rotationsparaboloid mit 
senkrechter Achse. Man zeige, daß die Schwingungsperiode gleich 

7r. (!2 +_~)t 
g! 

ist, wo l den Halbparameter des Paraboloids bedeutet. 
3- Die Schwingungen um die stationäre Bewegung eines auf einer rauhcn Ebene 

spielenden J{reisels zu bestimmen. 
Es sei A das Trägheitsmoment des Kreisels um eine zu der Symmetrieachse 

senkrechte Gerade durch die Spitze, {) der Winkel der Achse gegen die Senkrechte, 
M die Masse des Kreisels, h der Abstand des Schwerpunktes von der Spitze. Wir 
haben in § 71 gesehen, daß nach Reduktion des Systems auf Grund der zyklischen 
Koordinaten tp und 'I' der Winkel {} durch Integration der Bewegungsgleichung 
desjenigen dynamischen Systems gefunden wird, das bestimmt ist durch das 
kinetische Potential 

1 · 2 (a--b cosiJ)2 . 
H=--AO -· --klghco~;,') 

2 2A sin2U. • 

wo a und b von der Anfangsbewegung abhängige Konstanten sind. 
Es seien 0< und n die Werte von {) und q:, bei der stationären Bewegung. Dann 

ist (§ 72) 
An2 cosO< + Mgh = bn, Ansin2 <X = a ~ bcos<X. 

Um die Schwingungsbewegung des Kreisels um diesen stationären Bewegungs­
zustand zu untersuchen, setzen wir {} = 0< + x, wo x klein ist, und entwickeln R 
nach steigenden Potenzen von x unter Vernachlässigung höherer als zweiter Po­
tenzen. Nach Elimination von a, b mit Hilfe der beiden letzten Gleichungen er­
halten wir für R den Wert 

R = !A x2 - !A x2 {n2 sin2<X + (n cos <X~ MghfAn) 2}. 
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Daher ist die Bewegungsgleichung für x: 

x + { n 2 sin2 tX + (n cos lX - 1\Ig h/A n) 2 } x = 0. 

Da der Koeffizient von x positiv ist, ist dieser stationäre Bewegungszustand 
stabil. Die Periode einer Schwingung hat die Größe 

2n{n2 - 2Mgh coslXjA + M2g2h2fA2n2} -1. 

4. Der aufrechte Kreisel. 
Für diejenige stationäre Bewegung des Kreisels, bei der lX = 0, die Kreiscl­

achse also ständig senkrecht aufwärts gerichtet ist, während der Kreisel um sie 
mit konstanter Winkelgeschwindigkeit rotiert, muß die in dem vorigen Beispiel 
angewandte Methode abgeändert werden. Denn nun ist die stationäre Bewegung 
mit einer kleinen Konstanten lX als Schwingung um die zu lX = 0 gehörende 
stationäre Bewegung aufzufassen. So werden wir hier zwei voneinander unab­
hängige Perioden von Normalschwingungen erhalten, denen im vorigen Beispiel 
die Periode der stationären Bewegung und die Periode der Schwingung um letz­
tere entsprechen. 

Wie in § 71 sind die kinetische und potentielle Energie des Kreisels 

T = } A D2 + t A .p2 sin2 ~ + } C( •i' + <j.' cos 0)2 , 

V=Mghcos~. 

Der zyklischen Koordinate 1p entspricht das Integral 

b = C('i' + ip cos3). 
Nach der Reduktion hat das kinetische Potential des Systems den Wert 

R = t A -D- 2 + l A q>2 sin 2 {} + b cj; cos .~ --- Mg h cos ~ . 

In den beiden letzten Gliedern kann cos -.'} durch cos ~- 1 ersetzt werden, 
da die so hinzugefügten Cliedcr - b d; und Mg h aus den Bewegungsgleichungen 
herausfallen. 

Da q; während der ganzen Bewegung klein ist, führen wir an Stelle von {} 
und rp die Koordinaten /;, 1J ein, die bestimmt sind durch die Gleichungen 

l; = sin {} cos rp , '1 = sin -.'} sin <p • 

Aus diesen Gleichungen erhalten wir unter Vernachlässigung der höheren 

als quadratischen Glieder in ~. '1· ~. •i: 

Daher ist 

,jz + cj>2 sin2 {} = $2 + tj" • 

rj; sin2 {} = /;~ - 1}/;, 

- cos •J = ! ($2 + 1} 2) • 

R = ~A$2 + ~A 1j2- }b(~iJ- 1Ji) + ~ Mgh(~2 + "12). 

oder 

Die Bewegungsgleichungen lauten 

!__ (~~-) 
d t Ü'J 

A~-l-b~-Mgh~=O, 

Aij +b~-Mgh1J =0. 

=0 
(j,/ 

Ist 2:n:j{i die Periode einer Normalschwingung, so erhalten wir nach Ein­

führung von ; =I eif'It, 'I = I< ciVAt in diese Differentialgleichungen und Eli­
mination von I und K die Gleichung 

-A.A--Mgh 

-iby.f 
iby.f I -o 

-A.A- Mgh 
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oder 
(J.A + Mgh) 2 - b2_J. = o. 

Die beiden Wurzeln dieser in ). quadratischen Gleichung ergeben die den 
beiden Normalschwingungen entsprechenden Werte von J.. Wir müssen diese 
Wurzeln also näher untersuchen. 

Die quadratische Gleichung hat die Lösung 

i. = 1 {b2- 2AMvh + b(IJ2 - 4AM"h)I} · zA2 to __ o , 

daher ist 

yJ.~=::L 1 {b+(b2 -4A./\Juhll}. 2A -·-

Demnach sind die Werte von yX reell oder nicht, je nachdem b2 größer oder 
kleiner als 4 .M A gb ist. Im ersteren Fall ist die stationäre Hotation um die 
Senkrechte stabil, im letzteren labil. 

Bei der labilen Bewegung braucht sich die Kreiselachse nicht notwendig 
weit von der Senkrechten zu entfernen . .,Labil" bedeutet nur, daß für /; 2 < 4 AM g h 
die gestörte Bewegung sich bei einer verschwindend kleinen Störung nicht einer 
mit der störungsfreien Bewegung zusammenfallenden Grenzform nähert. 

Tatsächlich kann die Kreiselachse, wenn b2 - 4 AM g h zwar negativ, aber 
sehr klein ist, bei dieser labilen Bewegung ständig in der Nähe der Senkrechten 
bleiben. Die größte Abweichung von der Senkrechten kann aber in diesem Fall 
bei gegebenen b nicht beliebig klein gemacht werden, indem man die Anfangs­
störung klein genug wähltl). 

§ 86. Schwingungen von Systemen mit veränderlichen 
Bindungen. 

Unterliegt ein dynamisches System einer mit der Zeit veränderlichen 
Bindung (bewegt sich z. B. ein Massenpunkt des Systems auf einem 
gl'Ltten Draht oder einer Fläche, die gleichmäßig um eine gegebene Achse 
rotieren); so enthält die kinetische Energie nicht notwendig nur Glieder 
zweiten und nullten Grades in den Geschwindigkeiten, sondern möglicher­
weise auch lineare Glieder. In den Schwingungsgleichungen eines der­
artigen Systems treten also im allgemeinen gyroskopische Glieder auf, 
auch wenn die Schwingung um eine relative Gleichgewichtslage statt­
findet. Die Integration kann nach den für Schwingungen um einen 
stationären Bewegungszustand entwickelten Methoden ausgeführt 
werden. Das folgende Beispiel diene zur Erläuterung. 

Aufgabe: Man bestimme die Perioden der Normalschwingungen eines schweren 
Massenpunktes um seine Gleichgewichtslage im tiefsten Punht einer Fläche, die mit 
konstanter Winkelgeschwindigkeit "' um eine Senkrechte durch den Punkt rotiert. 

Es seien x, y, z die Koordinaten des Punktes bezogen auf von der Fläche 
mitgeführte Achsen, von denen die z-Achse senkrecht aufwärts zeigt, während 
die x-und y-Achse Tangenten an die Krümmungslinien im tiefsten Punkt der 
Fläche sind. Die Gleichung der Fläche sei 

.\'2 y2 
z = - + - -- + Glieder höherer Ordnung. 

2(11 2(?2 

1) Eine Untersuchung der Stabilität des aufrechten Kreisels von Klein 
findet sich: Bull. Amer. Math. Soc. Bd. 3, S. 129, 292. 1897-
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Die kinetische und potentielle Energie des Massenpunktes sind 

T = ! m { (x - y w )2 -1- (Y -1- X (I) ) 2 + i 2} ' 

V= Mgz. 

Das Schwingungsproblem hat daher das kinetische Potential 

!. =! m {x2 -1- :Y2 -1- 2w(-r:Y -- yx) -1- ",2(x2 -1- y2)}- mg( x 2 

21?1 
Die Bewegungsgleichungen lauten 

!:._ (iJL) _ (JL ~ 0 
dt fJx iJx ' 

oder 
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Ist 2n/j/ }. die Periode einer Normalschwingung, so folgt (nach Einführung 

von x = Ae·iV!.t, y = BeiV1t in die Differentialgleichung und Elimination von A 
und B): 

1

- }. - (Ll 2 ~ gfih 

2<•! qiJ. 
oder 

(J. + W 2 -- rdrh)(i. !- w 2 - !ihh) - 4l.w2 . c 0. 

Die \Vurzeln dieser quadratischen Gleichung in 1 bestimmen die Perioden 
der Normalschwingungen. 

Übungsauf gaben. 

1. Ein Massenpunkt bewegt sich auf einer Kurve, die sich gleichförmig um 
eine feste Achse dreht. Dabei hängt die potentielle Energie V(s) des Massen­
punktes allein von seiner durch den Kurvenbogen s bestimmten Lage ab. Man 
zeige, daß die Periode einer Schwingung um eine relative Ruhelage auf der Kurve 
gleich · 

2nf- ~.V:.!!_Jog(- r_dr/ds)\ -! 
\ ds ds dVjds f 

ist, wo r den Abstand des Massenpunktes von der Achse bedeutet. 
2. Man bestimme die Schwingungen eines massiven, wagerecht liegenden 

Kreiszylinders, der auf der Innenseite eines wagerechten Hohlzylinders mit fester 
Achse rollt. Man zeige, daß das äquivalente mathematische Pendel die Länge 
(b - a) (3M+ m)f(2M + m) besitzt. Dabei ist b der Radius, M die Masse 
des äußeren Zylinders, a der Radius, m die Masse des inneren Zylinders. 

3. Eine dünnwandige halbkugelförmige Schale von der Masse M und dem 
Radius a befindet sich auf einer rauhen wagerechten Ebene. Ein Punkt der Masse m 
liegt auf ihrer glatten Innenseite. Das System vollführe kleine Schwingungen, 
wobei die Bahn des Massenpunktes und der Schwerpunkt der Schale in einer 
Ebene liegen sollen. Man zeige, daß die Normalschwingungen die Perioden 
2n(yi1 , 2n/JfJ.2 haben, wo 21 , }.2 die Wurzeln der Gleichung 

maJ.g- (g - td}(.} g -- ·~ aJ.)M = 0 
sind. 

4. Ein Faden der Länge 4a ist in gleichen Abständen mit drei Gewichten 
m, M, m belastet und in zwei Punkten A , B symmetrisch aufgehängt. M soll 
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kleine Schwingungen in der Senkrechten ausführen. Man zeige, daß das äqui­
valente mathematische Pendel die Länge 

a cos<X cosß sin(.x- ß> cos(,x- tJ> 
- 5illi\!:ü52cx +-siil7Fco~2ß 

hat, wo cx, ß die Neigungen der Fadenteile gegen die Senkrechte sind. 
5. Ein homogener Stab der Länge 2a ist an einem kurzen Faden der Länge l 

aufgehängt. Man zeige, daß die Schwingungsdauer angenähert im Verhältnis 
1 + 9 l/32 a : 1 größer ist, als die Dauer einer Schwingung des Stabes um eines 
seiner Enden sein würde. 

6. Ein elliptischer, durch zwei zu seiner Achse senkrechte Ebenen begrenzter 
Zylinder ruht auf zwei zueinander senkrechten festen glatten Ebenen, die beide 
gegen den Horizont um 45 ° geneigt sind. Man zeige, daß es zwei stabile und 
zwei labile Gleichgewichtslagen gibt, und daß im ersteren Fall das äquivalente 
mathematische Pendel die Länge 

ab(a2 + b2)/2 (i(a- b)2 (a + Ii) 
hat, wo a und b die Längen der Halbachsen bedeuten. 

7. Ein rauher Kreiszylinder vom Radius a und der Masse m ist so belastet, 
daß sein Schwerpunkt den Abstand h von der Achse hat. Er liegt auf einem Brett 
von gleich großer Masse, das sich auf einer glatten wagerechten Ebene bewegen 
kann. Das System erfahre in einer stabilen Gleichgewichtslage eine geringe 
Störung. Man beweise, daß das äquivalente mathematische Pendel die Länge 
k2fh + ! (a - h)2fh hat, wo mk2 das Trägheitsmoment des Zylinders um eine 
wagerechte Achse durch seinen Schwerpunkt ist. 

8. Ein Ende eines homogenen Stabes der Länge b und Masse m ist mit einem 
Punkt einer glatten senkrechten Wand durch ein Gelenk verbunden, das andere 
Ende in gleicher Weise mit einem Punkt der Oberfläche einer homogenen Kugel 
der Masse M vom Radius a, die an die vVand gelehnt ruht. Man zeige, daß die 
Schwingungen um die Gleichgewichtslage die Periode 2n/P haben, wo 

p2 {sinßsin2(a- ß) + f. coscxsin(cx- fJ) + N sinßcos2ß} 

= __ g __ (a sincx cos2 .x + b sinß cos2 ß) 
ab COS<X 

ist, während <X, ß gegeben sind durch 

a sin cx + b sin fJ - a = 0, 

( f m + M) tg ß - M tg cx = 0 . 

9. In einem dünnwandigen Kreiszylinder von der MasseMund dem Radius b, 
der auf einer muhen wagerechten Ebene ruht, befindet sich eine rauhe Kugel 
von der Masse m und dem Radius a. Das System erfahre eine Störung in einer 
Ebene senkrecht zu den Erzeugenden. Man bestimme die Gleichungen der end­
lichen Bewegung und zwei intermediäre Integrale. Man zeige ferner, daß für 
eine kleine Bewegung das äquivalente mathematische Pendel die Länge 

14M(b- a)/(10M + ]m) 

hat. (Camb. Math. Tripos, Part I. 1899-) 
10. Eine Kugel vom Radius c wird auf einen wagerechten zu einer Ellipse 

mit den Achsen 2a, 2b gebogenen Draht gelegt. Man zeige, daß die Dauer einer 
Schwingung um die stabile Gleichgewichtslage unter dem Einfluß der Schwere 
mit derjenigen eines mathematischen Pendels der Länge l übereinstimmt, die ge­
geben ist durch b2dl = (a2 - b2) (d2 + k2), wo 112 = zc•fs, d• = c2- b2 ist. 

11. Ein Rhombus, der aus vier durch Gelenke verbundenen homogenen glei­
chen Stäben der Länge a besteht, liegt auf einer glatten wagerechten Ebene. 
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Ein Winkel sei gleich 2a. Die einander gegenüberliegenden Ecken sind durch 
gleichartige elastische Schnüre der natürlichen Länge 2 a cos a, 2 a sin 1X verbunden. 
Eine Schnur werde leicht gedehnt und der Rhombus alsdann losgelassen. Man 
zeige, daß bei der darauf folgenden Bewegung die Perioden, während deren die 
eine hzw. andere Schnur ausgedehnt ist, sich verhalten wie 

(cnsCI')~: (sin~)~. 

12. Ein Punkt der Massemist durch n gleiche elastische Schnüre der natür­
lichen Länge a mit dem festen Eckpunkt eines regulären n-Ecks verbunden, dessen 
umschriebener Kreis den Radius c hat. Man zeige, daß der Punkt bei einer kleinen 
Verrückung in der Ebene des Polygons aus der Gleichgewichtslage geradlinige 
harmonische Schwingungen ausführt, für die das äquivalente mathematische 
Pendel die Länge 2mgacfn .l. (2c - a) hat, daß dagegen für Schwingungen senkrecht 
zu der Ebene des Polygons die äquivalente Pendellänge gleich mgacjn2(c - a) ist, 
wo I. den Elastizitätsmodul der Schnüre bedeutet. 

(Camb. Math. Tripos, Part l. 1900.) 
13. Die Energiegleichung eines Massenpunktes lautet 

/(x).~2 .•. 2tp(x) + konst., 

und 'f'1 (x) verschwindet für x - a. Es sei tp(:!.p) (x) die erste für x =" a nicht ver­
schwindende Ableitung von rr(x). Man zeige, daß eine Schwingung um x "~ a 
die Periode 

;,1'~ l 1'(:~;~~ ~) {- ~;2;r1~fi~}! 
hat, wo h den Wert von x - a für die stärkste Abweichung bedeutet. (Elliott.) 

14. Der Schwerpunkt eines Kegels, der im übrigen die gewöhnliche kinetische 
Symmetrie in bezug auf den Scheitel besitzt, liegt um die Strecke c von der Achse 
entfernt. Der Kegel vollführe Schwingungen auf einer wagerechten Ebene. Man 
zeige, daß er einem mathematischen Pendel von der Länge 

(cosa/Mc) (A sin2 a + C cos2 a) 

äquivalent ist, wenn die Ebene rauh ist, dagegen einem Pendel von der Länge 

(cosa/Mc)(sin2 a/A + cos2 1XJC), 
wenn sie glatt ist. 

15. Eine Anzahl gleicher homogener Stäbe der Länge 2 a ist in den Enden 
mit einem Punkt gelenkig verbunden und wie die Stangen eines Regenschirms 
in gleichen Winkelabständen angeordnet. Dieser aus den Stäben gebildete Kegel 
wird über eine glatte ruhende Kugel vom Radius b gestülpt, wobei alle Stäbe 
die Kugel berühren, und ruht im Gleichgewicht. Das System werde ein wenig 
angcstoBen, so daß das Gelenk an der Spitze kleine senkrechte Schwingungen 
um die Gleichgewichtslage vollführt. Man zeige, daß diese die Periode 

2n( 3r~ ~!}~:::) 1sinl~ 
besitzen, wo sin1Xfcosaa = ajb ist. (Camb. Math. Tripos, Part I. 1896.) 

16. Eine schwere rechteckige Platte wird in wagerechter Lage durch vier 
leichte elastische Schnüre an den Ecken in einem senkrecht über ihrem Mittel­
punkt gelegenen festen Punkt symmetrisch aufgehängt. Man zeige, daß die senk· 
rechte Schwingung die Periode 

( g 4c22)-! 
2n 7 + k"JVi 

hat, wo c der Gleichgewichtsabstand der Platte von dem festen Punkt, a die 
Länge einer halben Diagonale, k = (a2 + c2) !, ;. der Elastizitätsmodul ist. 
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17. Ein schweres Ebenenstück hängt im Gleichgewicht wagerecht an drei 
senkrechten undehnbaren Schnüren ungleicher Länge. Man zeige, daß die Normal­
schwingungen bestehen aus 1. Rotationen um zwei senkrechte Geraden in einer 
Ebene durch den Schwerpunkt der Aufhängepunkte, wenn jedem als Masse die 
reziproke Länge der Schnur beigelegt wird, 2. einer wagerechten Schwingung 
parallel zu dieser Ebene. 

18. Ein homogener Stab der Länge 2a ist um ein Ende beweglich aufgehängt; 
von dem anderen geht ein Faden der Länge b aus, der in einem Punkt der Ober­
fläche einer homogenen Kugel vom Radius c befestigt ist. Die Massen des Stabes 
und der Kugel seien gleich. Man bestimme die Bewegung des Systems bei einer 
geringen Störung seiner senkrechten Anordnung und zeige, daß die Perioden sich 
aus der Gleichung bestimmen: 

2abctt3 - g,u2 (Gbc + 19ca + Sab) + g2 ft(35a + 15b + 21c)- g3 = 0. 

19. Ein homogener Draht in Form einer Ellipse mit den Halbachsen a, b 
ruht auf einer rauben wagerechten Ebene so, daß die kleine Achse senkrecht auf­
wärts zeigt. Ein Punkt gleich großer Masse hängt an einem dünnen Faden der 
Länge l vom höchsten Punkt herab. Man zeige, daß die Schwingungen in einer 
senkrechten Ebene die gleiche Periode haben wie die Schwingungen eines mathe­
matischen Pendels der Länge x, die bestimmt ist durch die Gleichung: 

{x(3b- 2a 2jb) -f- 5b 2 + k 2 } lx -- l) + 4b 2 l = 0, 

wo k der Trägheitsradius um den Schwerpunkt ist. 
20. Die Enden eines dünnenundehnbaren Fadens sind an zwei festen, in gleicher 

Höhe befindlichen Stiften angebunden, deren Abstand 3f4 der Fadenlänge beträgt. 
Der Faden geht durch zwei glatte Ringe, die an den Enden eines homogenen 
geraden Stabes befestigt sind, der halb so lang ist wie der Faden. Der Stab hängt 
wagerecht im Gleichgewicht und erhält in der senkrechten Ebene durch den Faden 
einen kleinen Anstoß. Man zeige, daß zu Beginn der Bewegung die Normal­
koordinaten als Funktionen der Zeit gleich Lcos(pt + 01:) und Mli:ojlqt + ß) 
sind; dabei bedeuten p2 und - q2 die Wurzeln der Gleichung: 

r3 g • 3 g2 
;;4 -----x- -- -- --- cc o. 

4 a 4 a 2 

21. Ein schwerer homogener Stab der Länge 2 a, der von einem festen Punkt 
an einem Faden der Länge b herabhängt, erfährt eine geringe Störung seiner senk­
rechten Lage. Man zeige, daß die Normalschwingungen die Perioden z:;rfp 1 und 
2:;rfp2 haben, wo Pi. p~ die Wurzeln der Gleichung 

a h P4 - - ( 4 a + 31, )I; p 2 + 3 ;;2 - 0 

sind. 
22. Eine Kreisscheibe der Masse M ist durch eine Schnur aus ihrem Mittel­

punkt an einem festen Punkt aufgehängt. Ein Punkt der Masse m ist in einem 
Randpunkt P der Scheibe befestigt. Man stelle die Gleichungen der Bewegung 
in einer senkrechten Ebene als Funktionen der Winkel i) und tp auf, die OC und 
CP mit der Senkrechten bilden, und zeige, daß bei einer Schwingung des Systems 
um die Gleichgewichtslage die Perioden dieser Koordinaten bestimmt sind durch 

(M + m)(/J2 a -- g) {(M + 2m)cp 2 ---2m~;}= 2m 2cap 4 , 

wo a die Länge des Fadens OC und c den Radius der Scheibe bedeutet. 
23. Eine halpkugelförmige Schale vom Radius 2b steht auf einem glatten 

Tisch, so daß die Ebene ihres Randes wagerecht ist. Darin befindet sich im Gleich­
gewicht eine rauhe Kugel vom Radius b, deren Masse gleich 1/ 4 der Masse der 
Schale ist. Es erfolge eine kleine Verrückung in einer senkrechten Ebene durch 
die Mittelpunkte der Kugel und der Schale. Man zeige, daß die dadurch eintretende 
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Schwingung die Perioden 2njp1 und 2:njp2 hat, wo Pi und p~ die Wurzeln der 

Gleichung sind: 156b2x2-260bxg-t-75g2=0. 

24. Eine homogene Kreisscheibe von der Masse m und dem Radius a wird 
auf einer glatten wagerechten Ebene im Gleichgewicht gehalten durch drei gleiche 
elastische Bänder mit dem Elastizitätsmodul l, der natürlichen Länge l 0 und 
der Strecklänge l. Die Bänder sind an der Scheibe in den Endpunkten dreier 
um den gleichen Winkel gegeneinander geneigter Radien befestigt, ihre freien 
Enden in Punkten der Ebene in der Verlängerung dieser Radien. Man zeige 
dall die Scheibe die Schwingungsperioden 

2:n {tlj(2l - l0l) ~ und 2:n {tw/4 (a + l) (l - 10))! 
besitzt, wo l' = 2mll0 /3). ist. (Camb. Math. Tripos, Part I. 1898.) 

25. Ein Massenpunkt beschreibt einen Kreis unter dem Einfluß einer An­
ziehungskraft im Zentrum, die der nten Potenz der Entfernung proportional ist. 
Man zeige, dall dieser Bewegungszustand für n < - 3 labil ist. 

Man zeige ferner, daß für eine mit r- 2 e- ''" variierende Kraft die Bewegung 
stabil oder labil ist, je nachdem der Radius des Kreises kleiner oder größer als a ist. 

26. Ein Massenpunkt bewegt sich im freien Raum unter der Wirkung einer 
dem reziproken Quadrat des Abstandes proportionalen Zentralkraft und eines 
konstanten Kraftfeldes. Man zeige, daß eine gleichförmige Kreisbewegung eine 
mögliche stationäre Bewegungsform darstellt, daß sie aber nur dann stabil ist, 
wenn der Kreis vom Kraftzentrum aus gesehen auf einem geraden Kreiskegel 
liegt, dessen halber Scheitelwinkel größer als arc cos 'Ia ist. 

27. Ein Massenpunkt durchläuft gleichförmig eine Kreisbahn unter der Ein­
wirkung zweier Kraftzentren, deren Anziehungskräfte dem Quadrat der Entfernung 
umgekehrt proportional sind. Man beweise, daß die Bewegung stabil ist, wenn 
3 cos 1J cos <p < 1 ist. Dabei sind 1J und <p die Winkel, unter denen ein Radius des Krei-
ses von den Kraftzentren aus erscheint. (Camb. Math. Tripos, Part. I. 1889.) 

28. Ein schwerer Massenpunkt wird an der Innenfläche eines nach oben ge­
öffneten Kegels mit senkrechter Achse wagerecht geworfen. Der ursprüngliche 
Abstand von der Spitze sei c, der halbe Scheitelwinkel IX. Man suche die Be­
dingung dafür, daß der Punkt einen wagerechten Kreis beschreibt. Man zeige 
weiter, daß die Dauer einer Schwingung um diese stationäre Bewegung mit der­
jenigen eines mathematischen Pendels der Länge 'Ia clcos IX übereinstimmt. 

29. Durch den Mittelpunkt einer Kreisscheibe ist senkrecht zu ihrer Ebene 
ein dünner Stab geführt, dessen Länge gleich dem Radius der Scheibe ist. Man 
zeige, daß das System bei senkrechter Lage des Stabes nur dann wie ein Kreisel 
spielen kann, wenn die Geschwindigkeit eines Randpunktes der Scheibe ·größer 
ist als die Geschwindigkeit, die ein Körper durch einen Fall aus der Ruhelage 
in einem Fallraum gleich dem zehnfachen Radius der Scheibe erlangen würde. 

30. Ein symmetrischer Kreisel rotiere mit senkrechter Achse so schnell, daß 
die Bewegung stabil ist. Man zeige, daß die beiden Bewegungsformen, die sich von 
dieser stationären Bewegung wenig unterscheiden und durch einfache harmo­
nische Funktionen der Zeit bestimmt sind, die Grenzformen stationärer Bewe­
gungen sind, bei denen die Achse wenig gegen die Senkrechte geneigt ist, daß ferner 
die Schwingungsperiode der Grenzwert derjenigen ist, die zu einer stationären 
Bewegung mit kleiner Achsenneigung für verschwindende Neigung gehört. 

31. Ein Ende eines homogenen Stabes der Länge 2a, dessen Trägheitsradius 
um ein Ende gleich k ist, beschreibt zwangläufig einen wagerechten Kreis vom 
Radius c mit konstanter Winkelgeschwindigkeit w. Man zeige, daß, wenn die 
Bewegung stationär ist, der Stab in der senkrechten Ebene durch den Kreismittel­
punkt liegt und mit der Senkrechten den Winkel IX einschließt, der bestimmt ist durch 

w 2(k2 + acfsincx) = ag/cosiX. 

Whittaker, Dynamik. 15 
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Man zeige, daß die Normalschwingungen die Perioden 2:rj}.1 , 2~•/2 2 haben, 
wo 21 , ). 2 die Wurzeln der Gleichung bedeuten: 

(k2 i.2 sin 01' - w 2 a c) (k 2 }.2 sin 01' - w 2 a c - w 2 k 2 sin31X) = 4 w2 k4 ).2 sin2 1X cos2 1X . 

(Camb. Math. Tripos, Part I. 1889.) 
32. Man untersuche die Bewegung eines konischen Pendels, das durch eine 

kleine senkrechte harmonische Schwingung des Aufhängepunktes in seiner statio­
nären Bewegung gestört wird. Kann die stationäre Bewegung durch eine solche 
Störung labil werden? 

33. Der Mittelpunkt einer Seite eines homogenen Rechtecks wird festgehalten, 
während seine Verbindungsgerade mit dem Mittelpunkt der gegenüberliegenden 
Seite gezwungen ist, mit konstanter Winkelgeschwindigkeit einen Kreiskegel 
vom halben Scheitelwinkel 01' zu beschreiben. Das Rechteck sei im übrigen frei. 
Man bestimme die möglichen stationären Bewegungsformen und beweise, daß 
die Schwingungsdauer um einen stabilen stationären Bewegungszustand gleich 
der durch sin1X dividierten Umlaufszeit ist. 

34. Ein Rotationskörper, der eine zu seiner Achse senkrechte Symmetrie­
ebene durch den Schwerpunkt besitzt, hängt an einem Faden der Länge b, der 
an einem Ende der Achse befestigt ist, von einem festen Punkt herab. Die Achse 
hat die Länge 2 a. M sei die Masse des Körpers, A, A, C seien seine Hauptträg­
heitsmomente im Schwerpunkt. Der Körper erfahre eine geringe Störung in 
dem stationären Bcwegungszustand, bei dem seine Achse und der Faden senk­
recht gerichtet sind, während er mit gleichförmiger Winkelgeschwindigkeit um 
die Achse rotiert. Man zeige, daß die Normalschwingungen die Perioden 2:rjp1 

und 2:rjp. haben, wo Pi, p~ die Wurzeln der Gleichung 

Ma2 gp 2 = (g- bp 2)(Mag + Cnp- Ap•) 
sind. 

35. Ein symmetrischer Kreisel dreht sich mit senkrecht aufwärts gerichteter 
Achse, während seine Spitze in einem festen Lager ruht. Ein zweiter sich gleich­
falls drehender Kreisel wird auf den ersten gesetzt, wobei die Spitze auch in einem 
kleinen Lager ruht. Man zeige, daß das System stabil ist, wenn die Gleichung 

(M cg x2 + CQx + A) {(M'c' + M h)g x2 + C'fJ'x + (A' + M h2 )} = M 2 h2 c2 

lauter reelle Wurzeln hat. Dabei sind D, U' die Rotationsgeschwindigkeiten 
des oberen bzw. unteren Kreisels, J\11, M' ihre Massen, C, C' ihre Trägheitsmomente 
um die Figurenachsen, A, A' ihre Trägheitsmomente um wagerechte Achsen 
durch die Spitzen, c, c' die Abstände der Schwerpunkte von den Spitzen, h der 
Abstand der Spitzen voneinander. (Camb. Math. Tripos, Part I. 1898.) 

36. Ein homogener Körper rotiert auf einer glatten wagerechten Ebene in 
stabiler stationärer Bewegung mit der Winkelgeschwindigkeit w um die Senk­
rechte durch Berührungspunkt und Schwerpunkt. Er ist symmetrisch in bezug 
auf zwei Ebenen durch die Senkrechte. Die Hauptkrümmungsradien in dem 
Berührungspunkt sind lh, (! 2 • Die Trägheitsmomente um die Hauptachsen im 
Schwerpunkt (die den Krümmungslinien parallel sind) sind A und B, dasjenige 
um die Senkrechte ist C. Der Schwerpunkt liegt um a ,= a1 + e1 = a2 + e2 

über dem Berührungspunkt. Der Körper hat das Gewicht l w•. Man zeige, daß 
die Bewegung stabil ist, wenn die folgenden Bedingungen erfüllt sind: 

I. (la1 +A-C)(la2 +B-C)>O, 
II. }.(a1 A + a2 B) <AB+ (A- C)(B- C). 

III. Der Wert von 2 darf nicht zwischen den beiden Werten 

(A + B- C) [y'B{a1A + a2 (A - C)}l J: y'.A{a2 B + a1 (B- C)2}q2j(a1A - a2B)2 

gelegen sein, wenn die vorkommenden Wurzeln beide reell sind. 
(Camb. Math. Tripos, Part I. 1897.) 
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Nicht-holonome Systeme. Systeme mit 
Energiezerstreuung. 

§ 87. Lagrangesche Gleichungen mit unbestimmten 
Multiplikatoren. 

Wir. gehen nunmehr zur Untersuchung nicht-holonomer dynamischer 
Systeme über. Nach § 25 ist in einem solchen System die Zahl der zur 
Bestimmung der Systemkonfiguration zu beliebiger Zeit notwendigen 
unabhängigen Koordinaten qv q2, ••• , qn größer als die Zahl der Frei­
heitsgrade, weil das System einer Reihe von Bindungen unterliegt, die 
selbst keine Arbeit leisten sollen und dargestellt werden durch eine An­
zahl nicht-integrablcr 1) kinematischer Relationen der Form 

A 1 kdq1 + A 2 kdq2 + ... + A"kdq" + Tkdt = 0 (k = 1, 2, ... , tn), 

wo A11 , A12, ••. , Anm, T 1 , 1'2 , •.• , T", gegebene Funktionen von 
q1, q2 , .•. , q" und t sind . 

. Das bekannteste Beispiel eines solchen Systems ist ein Kiirper, der zwang­
läufig auf einer gegebenen fc~ten Fläche rollt, ohne zu gleiten. Die Bedingung 
dafür, daß kein Gleiten stattfindet, wird durch zwei Relationen von dem obigen 
Typ ausgedrückt. Ein noch einfacheres Beispiel bietet ein Rad mit scharfem 
Rand, das auf einem horizontalen Blatt Papier rollt wie bei dem Integraphen 
von Abdank-Abakanowicz und dem Pascalsehen Integrator: Das H.ad bewegt 
sich nur in seiner eigenen momentanen Ebene, denn die Reibung an dem scharfen 
Rand verhindert ein Seitwärtsgleiten. Sind x, y die rechtwinkligen Koordinaten 
des Berührungspunktes mit dem Papier, t:p das Azimut der Ebene des Rades, so 
lautet die nicht-holonome Bedingungsgleichung 

d y - tg t:p d X = 0 . 

Ist m clie Zahl der kinematischen Relationen, so ist n - m die 
Zahl der Freiheitsgrade. Wir können die Lagrangeschen Bewegungs­
gleichungen auf ein derartiges System nicht direkt anwenden. ·wohl 
aber Jassen sie sich derart verallgemeinern, daß wir die Diskussion der 
Bewegung nicht-holonomer Systeme in derselben \Veise ausführen 
können wie die der holonomcn Systeme. 

1) ·wären diese H.elationen integrabel, so ließen sich einige der Koordinaten 
q1, q2, ••• , q. als Funktionen der anderen darstellen. Die n Koordinaten wären 
also - im Gegensatz zu unserer Annahme - nicht voneinander unabhängig. 

15* 
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Die Konfiguration eines nicht-holonomen Systems zu beliebiger 
Zeit sei durch die Koordinaten q1, q2, ••• , qn völlig bestimmt. Die 
zugehörige kinetische Energie sei T, und die durch die nicht-holonomen 
Bindungen verursachten kinematischen Bedingungen seien dargestellt 
durch die Relationen 

Alkdq1 + A2kdq2 + ... + Ankdqn + Tkdt = 0 (k = 1, 2, ... , m). 

Nun steht es uns frei, das System entweder als diesen kinematischen 
Bedingungen unterworfen zu betrachten oder als unter der Wirkung ge­
wisser äußerer Zusatzkräfte stehend, nämlich derjenigen, die von den 
Bindungen ausgeübt werden müssen, damit das System die kinematischen 
Bedingungen erfüllt. Wir entscheiden uns vorläufig für die letztere 
Auffassung. Es sei 

Q~ ~ql + Q~ ~qz -1- · · · + Q;, ~qn 
die von diesen Zusatzkräften an dem System geleistete Arbeit bei einer 
willkürlichen Verrückun'g (~q1 , 1Jq2, •• • , ~qn) (die nunmehr ilicht der 
Beschränkung unterliegt, daß sie mit den kinematischen Bedingungen 
verträglich sein muß), und es sei 

(jl ~ql + Q2 fJq2 -1- -· · + Qn (jqn 

die an dem System von den ursprünglichen äußeren Kräften bei dieser 
Verrückung geleistete Arbeit. Da die Einführung von Zusatzkräften 
an Stelle der kinematischen Bedingungen das System holonom gemacht 
hat, lassen sich die Lagrangeschen Gleichungen anwenden. Daher 

sind d ((;T). cJT 
dt aq; - oq~ = (j, -1- Q~ (r = 1, 2, ... , n) 

die Bewegungsgleichungen des Systems. 
Die Kräfte Q;, Q~, ... , Q~ sind unbekannt; aber sie haben die 

Eigenschaft, bei einer jeden mit den momentanen Bindungen verträg­
lichen Verrückung keine Arbeit Zll leisten. Infolgedessen ist die Größe 

Q;dql + Q~ dq2 + ... + (j;, dq .. 

Null für alle Werte der Verhältnisse dq1 : dq2 : ... : dq,., die den Glei­
chungen 

Alkdql -1- A2kdq2 -1- ... -1- Ankdqn = o 
genügen. Dazu ist notwendig, daß 

Q~ = ll1 Art -1- ll2 Ar2 -1- ... -1- ll",A"" (r = 1, 2, ... , n) 

ist, wo die Größen 11. 1, A2, ••• , J..m von r unabhängig sind. Daher haben 
wir im ganzen die n + m Gleichungen: 

d (aT oT 
-.t-. -~··, .. ) - ·:l = Q, -1- 11.1 An -1- 2. A, 2 -1- ... -1- Am A,",, (r = 1, 2, ... , n), 
1 t d q,. vq, • 

A1kq1 -1- A2kq2 -1- ... -1- Ankqn -1- Tk = 0 (k = 1, 2, ... , m), 
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und diese reichen hin zur Bestimmung der n + m unbekannten Größen 
q1, q2, ••• , qn, Ä1 , Ä2, ••• , Ä",. Das Problem ist damit auf die Integration 
dieses Gleichungssystems zurückgeführt 1). 

§ 88. Bewegungsgleichungen, bezogen auf beliebig bewegte 
Achsen. 

Die im vorigen Paragraphen entwickelte Methode hängt wesentlich 
ab von der Zurückführung des nicht-holonomen Systems auf ein holo­
nomes System vermöge der Einführung der durch die Bindungen be­
dingten Kräfte. In der Praxis geschieht dies häufig am bequemsten 
dadurch, daß man die Bewegungsgleichungen für jeden Körper des 
Systems getrennt aufstellt. Überdies ist es oft vorteilhaft, ein weder im 
Raum noch im Körper festes Bezugssystem zu verwenden. Daher wollen 
wir nunmehr die Bewegungsgleichungen eines starren Körpers für ein 
Achsensystem aufstellen, das sich um seinen Ursprung im Schwer­
punkt des Körpers beliebig bewegt2). 

G sei der Schwerpunkt des Körpers, G x y z das bewegte Achsen­
system. Die Geschwindigkeitskomponenten des Schwerpunktes nach 
diesen Achsen seien u, v, 1v, die Komponenten der Winkelgcschwinc1ig­
keit des Bezugssystems Gxyz nach den Achsen selbst seien {11 , {) 2 , {}3 , 

die Komponenten der Winkelgeschwindigkeit clcs Körpers nach den 
Achsen seien w1, w2, Wa· Dann bewegt sich (§ 64) c]er Schwerpunkt G 
so, als ob auf die in ihm konzentriert gedachte Gesamtmasse Af des 
Körpers die sämtlichen äußeren Kräfte wirkten. (Dabei sind die Zwangs­
kräfte mit Ausnahme der molekularen Reaktionen zwischen den Massen­
punkten des Körpers mitzurechnen.) Diese äußeren Kräfte sollen in 
Richtung der Achsen G x y z die Komponenten X, Y, Z besitzen. 

G hat in der Richtung G x die Geschwindigkeitskomponente u, daher 
(§ 17) die Beschleunigungskomponente u- 7J {)3 + w {)". Demnach be­
steht die Gleichung 

M (ü- v 1'}3 + w 1'12) = x, 
die die Form erhalten kann 

:~ (-~E) - 1~3 -~~ + 1~2 ~r = x. 
wo T die kinetische Energie des Körpers als Funktion von u, v, w, 
w10 w2, w3 bedeutet. Entsprechende Gleichungen ergeben sich für die 
Bewegung des Schwerpunktes G in Richtung der Achsen Gy und G z. 

1) Die Ausdehnung der Lagrangeschen Gleichungen auf nicht-holonome 
Systeme stammt von Ferrcrs: Quart. ]ourn. Math. Bd. 12, S. 1. 1871; C. Neumann: 
Leipziger Berichte Bd. 40, S. 22. 1888; und Vierkandt: Monatshefte f. Math. u. 
Phys. Bd. 4, S. 31. 1892. 

2) Bei der Anwendung dieser Methode wählt man die Achsen gewöhnlich 
so, daß die darauf bezüglichen Trägheits- und Dcviationsmomente konstant sind. 
Diese Bedingung ist für die Methode aber nicht wesentlich. 
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\Vir betrachten nun die Bewegung des Körpers relativ zum Schwer­
punkt G, die (§ 64) von der Bewegung vonGunabhängig ist. Nach §§ 62, 
63 ist das Moment der Bewegungsgröße des Körpers um die Achse G x 
gleich iJTjo w 1• Die Zunahme des Moments der Bewegungs[,>Töße um 
eine im Raum feste und momentan mit G x zusammenfallende Achse ist 
demnach 

1i (;r~) -- ~~3 {~; + H2 ~~3 • 

Sind L, M, N die Momente der äußeren Kräfte um dieAchsenG x y z, 
so haben wir (§ 40) die Gleichung 

!!__ ( ar) _ o _a_'!_ + ~~ -~L = L 
dt awl 3 ow2 2 0(1)3 

und zwei entsprechende Gleichungen. 
Demnach ist die Bewegung des Körpers bestimmt durch die sechs 

Gleichungen 

_d:__ (OT_) _ fJ-. _(JT_ + 1?· ~T =X' !!__ ( oT) _ IJ- _iJT + .,~ _(Jj_~ _I 
dt ou 3 ov 2 ow dt owl 3 i3w2 2 OW:l- ~, 

:t ( 88~) - 1?1 ~~~ + ,?~ ~~ = Y, ~~ (a~I-) -- oc%-f3 + 1~3 ~~:; = M, 

_c!__ (-~!_) _ 1? OT_ -+- O OT = Z, _c!._ (· tJT) {} iJT + lJ iri~ __ N 
dt '(JW 2 CU 1 ov dt 0(1)3 - 2 aw1 1 iJw2- . 

Man beachte, daß diese Gleichungen tatsächlich Lagrangeselle 
Bewegungsgleichungen für Quasikoordinaten sind, elenmach mit Hilfe 
cles Satzes in § 30 abgeleitet werden könnten. 

Aufgabe. Der Ursprung der bewegten Achsen sei im Körper nicht fest, son­
dern habe die Geschwindigkeitskomponenten u1, u 2 , zt3 in <Ieu momentanen 
Achsenrichtungen. {}1 , {)2 , Üa seien die I<omponenten der Winkelgeschwindigkeit 
der Achsen in bezug auf diese selbst, v1 , v2 , v3 die Ceschwindigkeitskomponcnten 
des im Augenblick mit dem Ursprung zusammenfallemlen Kiirperpunktes, 
w1• w2 , w 3 die Komponenten der \Vinkelgeschwindigkcit des Körpers gleichfalls 
in bezug auf die bewegten Achsen. Man zeige, daß die Bewegungsgleichungen 
in der Form geschrieben werden können 

!:.._ ( [!_'C) - {} _(!T + ,? {JT = X 
dt i)v 1 3 cv2 2 i)v3 ' 

d ( iJT ) i!T , ()]' 
-- ~ ··- - Ü1 --- -j- # 3 0 - =-c Y, 
d t n• 2 Ov 3 r,v 1 

_d__ (~T) - fJ (;T -+- {}1 __ riT c~ z. 
dt ~3 2 &. &2 

d ( r)T ) r'JT t1T 61' rJT 
d t Dw1 - Ua i.J;; 2 + u 2 (7v-; - 03 T•u;; + {}2 (lW3 c= J_ • 

d ( cT) c!T ()T iJT (JT 
-- ·-"-·- - u1 -,-- + u3. ,:--- - {)1 -,, - + ·t?a --- =~ Jll' 
d f (-U!z CV 3 tV 1 ('UJ3 iJw1 

!:.._ (-~! .) - tt2 ~T-- t u1 r~T - t?2 ~T -f- 171 ~! =~ N . 
d f iJw3 CV l (•Vz CJ(•J 1 OW 2 

wo X, Y, Z, L, M, N die Komponenten und Momente der äußeren I<räfte in 
bezug auf die bewegten Achsen bedeuten. 
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§ 89. Anwendung auf spezielle nicht-holonome Systeme. 
Zur Erläuterung der Theorie der nicht-holonomen Systeme betrach­

ten wir jetzt einige Beispiele. 
Aufgabe 1. Eine Kugel rollt auf einer festen Kugel. 
Es soll die Bewegung einer rauben Kugel vom Radius a und der Masse m 

bestimmt werden, die - einzig unter der Wirkung der Schwere - auf einer festen 
Kugel vom Radius b rollt. 

b, {}, <p seien die Polarkoordinaten des Berührungspunktes, bezogen auf den 
Mittelpunkt der festen Kugel, mit der Senkrechten als Polarachse. Wir wählen 
bewegte Achsen GAB C, wo G der Mittelpunkt der bewegten Kugel ist, GC die 
Verlängerung der Verbindungslinie der Kugelmittelpunkte, GA die Wagerechte 
senkrecht zu GC, GE das Lot auf GA und GC in Richtung wachsender{}, 

In bezug auf diese Achsen ist, in den Bezeichnungen des vorigen Paragraphen 

'191 = -if, {) 2 =- cj> sin{), {}3 = cj> cosfJ, 

u = - (a + b) q, sin -.9 , v = (a + b) /J, w = 0 , 

1 { 2 2 '' 2 a• 2 2 • } T = im u + v + w· + S- (w 1 + w 2 + m:;) • 

Bedeuten F, F' die Komponenten der Kraft in dem Berührungspunkt in den Rich 
tungen GA und G B, so ist 

X=F, Y = mg sin.?- + F', 

L = F'a, JJI = --Fa, N = 0 . 

Die Bewegungsgleichungen des vorigen Paragraphen gehen daher über in 

m (ti- t•'l7 3) ~~ F = -X am (ui2 - # 1 wa + •7 3 r•>1), 

m(v + ul?a)- m!J sin1'f = F'= X am (<;J1 - {}3 m2 + {}2 m3), 

<•ia - •?z wl + 1\ w2 = 0 . 

Oberdies sind 1t- aw2 und v + aw1 die Geschwincligkcitskomponcnlen 
des Berührungspunktes in den Richtungen GA und G B; daher lauten die kine­
matischen Bedingungsgleichungen dafür, daß der Berührungspunkt nicht gleitet, 

u - a w 2 = 0 , v + a w 1 = 0 . 

Nach Elimination von F, F', w 1, m2 erhalten wir 

tt - V 11 ~ - i a {}1 rn 3 ~~ 0 , 

v + tt>?3 - i a {}2 ro3 - ~ Ii sin 1'f = 0, 

(;,a = 0. 

Die letzte Gleichung ergibt w3 =c n, wo n konstant ist. Setzen wir für 
11, 11, {)1, l'f2 ihre Werte als Funktionen von 1?, if, tj> in die beiden ersten Gleichungen 
ein, so folgt 

d . . i . 2 . 
(a -f b) --" (rp sm 0) + (a + b) 17" rp cos {} -- --- a 1t H = 0 , 

dt 7 
Ia + b) /i - (a + b) rp 2 cos {} sin {} + '! an cp sin {) - ~ g sin {) = 0 . 

Die erste Gleichung läßt sich nach Multiplikation mit sin {) sofort inte­
grieren und ergibt 

(a + b) rp sin 2 {} + j an cos{} = k, 

wo k konstant ist. Multiplizieren wir die zweite Gleichung mit {/, die erste mit 
r sin {} und addieren, so erhalten wir wieder eine integrable Gleichung, aus der folgt 

. 10 g 
{}2 + q,z sin•{) +-. cos{) = h, 

7 a + b 
wo h eine Konstante ist. Dies ist die Energiegleichung des Systems. 
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Die Elimination von rj' zwischen den beiden intermediären Integralen ergibt 

(a. + IJ)2 sin2 ,'} ./}2 = - (k - i an cos l'i) 2 - 1,0 t; (ll + IJ) sin2 ,'} cos,'} + lt (a + IJ) 2 sin2 ,'), 

woraus für cos{} .1: wird: 

(a + 1!)2 .i: 2 = h (a + b) 2 (1 -· x 2) -- (ll .. _ ~an x)2 - \" t; Ia + {,) x (1 - x 2). 

Das Polynom dritten Grades in x auf der rechten Seite ist positiv fiir x + oo, 
negativ für x = 1, positiv fiir gewisse reelle Werte von ,'}, d. h. also fiir gewisse 
\Verte von x zwischen -1 und + 1. Daher hat es eine Wurzel, die größer als 1 ist 
und zwei Wurzeln zwischen -1 und + 1. Wir bezeichnen sie mit 

(Iof Y , 
wo cos ß > cos 1X ist. Dann ist 

cos{f, COSCI:, 

( 10 g )! ( _, --- - (1-/-<)= {(x-{Iofy)(x-cosß)(x-cosiX)} •dx, 
7 a + b · 

wo e eine Integrationskonstante ist. 
Für 

14 a-j-b 1 , 14 a-j-b 71t(a-j-b)2 -/-1a2 n 2 
x =- ---z +- ({\:ofy + cosß + cosiX) = ----- z + ---- ------ -

5 g 3 5 g JOg(a-/- I>) 

wird daraus 

oder 
Z = ,\•1 (t -/- E) , 

wo die 8:~-Funktion mit I-filfe der Wurzeln 

~'I = 14(}~ b) { (Io[ )' - Jh_(';:/;l~-:l:)a" n2}' 

e,= 14(~~/J) {cosfl- _?_!t~~I:lg~;,2:::t~!!."...}. 

c3 = M&+b) {coSIX- _7h_~a3tio/~~t-1~)~~~} 
gebildet ist. Die Größen e1 , c2, e3 sind reell und befriedigen die Helationen 

e1 + e2 + e3 = 0, e1 > e2 > e3 . 

Nun ist x reell für reelle Werte von t und liegt (da i reell ist) zwischen 
cos c< und cos ß· Daher ist z reell und liegt zwischen e2 nnd c3 . Der imaginäre 
Teil der Konstanten s im Argument der ,p-Funktion ist demnach die der Wurzel 
e3 entsprechende Halbperiode, die mit w bezeichnet werde. Der reelle Teil von 
e kann durch geeignete Wahl des zeitlichen Nullpunktes zum Verschwinden 
gebracht werden. Daher ist endlich 

14a-j-b 71t(a-j-b)2 -j-Ja2 n2 
cos!?· =- --- S'J(t + w) + ....... - -----.... -- .. ·. 

5 g 30g(a-j-b) 

Diese Gleichung stellt die Veränderliche {} als Funktion der Zeit dar. Die 
zweite Koordinate <p des Mittelpunktes der bewegten Kugel finden wir durch 
Integration der Gleichung 

k- ~ancos{} 
rj) = ----'-- -·-· 

(a + b) sin2 1~ 

Sie läßt sich ähnlich ausführen wie diejenige des § 72, die zur Bestimmung der 
Eulerschen Winkel als Lagenkoordinaten eines auf einer rauhen Ebene spielenden 
Kreisels diente. 
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Aufgabe 2. Eine raube Kugel rollt unter dem Einfluß der Schwere auf einer 
ruhenden rauben Kugel. Es seien z2, z3 die größte bzw. geringste Höhe ihres 
Mittelpunktes während der Bewegung, z die Höhe zur Zeit t, gerechnet von dem 
Augenblick an, in dem z c= z2 war. Man beweise, daß 

(z2 - z) [p(t)- e2J = (z2 -- z3 ) (e1 - e2) 

ist, wo e1, c2 , e3 ( = - e1 - e2 ) reelle Größen sind, und ,,, > e2 > e3 ist. 
Aufgabe 3. Eine Kugel rollt auf einer bewegten 1\ugtl. 
Wir betrachten die Bewegung einer rauben Kugel vom Radius a und der 

Masse m, die unter dem Einfluß der Schwere auf einer zweiten Kugel vom Radius b 
und der Masse NI rollt, die sich um ihren festgehaltenen Mittelpunkt drehen kann. 

Es seien ,'), rp die Polarkoordinaten des Berührungspunktes in bezug auf im 
Raum feste Achsen mit dem Ursprung im festen Kugelmittelpunkt. Dabei soll 
die Achse {) = 0 senkrecht aufwärts gerichtet sein. 

Für die Aufstellung der Bewegungsgleichungen der Kugel m wählen wir 
wie in der ersten Aufgabe bewegte Achsen GABC, wobei GC die Verlängerung 
der Verbindungslinie OG der Kugelmittelpunkte und GA wagerecht ist. •7·1 , 1'J2, {}3 

seien die Komponenten der Winkelgeschwindigkeit des Koordinatensystems in 
bezng auf die Achsen selbst, w1 , m 2, w3 die Komponenten der Winkelgeschwindig­
keit der Kugel m in bezng auf dieselben Achsen. Dann ist wie in der Aufgabe 1 

fJ, =- ,7. 
u = - (a + b) q' sin iJ, 

.? 2 = - rp sin ,') , 

v = (a + b) /J., 

1. 1 { • j 2 '- • -1- 2 a2 
( 2 j z -1- 2}} ==- ~- 111, U, .. -- V -~ W"' -s--- (J)1 -- W2 (0:1 • 

{}3 = <jJ cos {} • 

W=O, 

Sind F, l" die Komponenten der auf die Kugel m im Berührungspunkt wirkenden 
Kraft in den Richtungen GA und GE, so ist 

( 1) 
(2) 

(3) 

X = F , Y = m g sin .?· -+ F' , 
L=F'a, M=-Fa, N=o. 

Daher werden die Bewegungsgleichungen 

m (ü- v fJ·3 ) = F = - i, a m (oj2 - 1?1 m3 + //3 w 1), 

m (v + u fJ 3 ) - m g sin {} ~~ F' ~-~ i, a m ( ~: 1 -- 1?3 w 2 -+ t? 2 w 3 ) , 

Um die Bewegung der Kugel M zu bestimmen, legen wir bewegte Achsen 
parallel zu GA BC durch den Punkt 0. [J1, [}2, !)3 seien die Komponenten der 
Winkelgeschwindigkeit der Kugel in bezug auf diese Achsen. Dann gilt für die 
Kugel M 

T = ! Mg h2 (.Qi -1- .Q~ -1- Q~), 

und ihre Bewegungsgleichungen lauten 

(4) 

( 5) 

(6) 

- f. b M (Q2 - {)1 !23 + fJ3 U1) = F, 

~ b M (Ö1 - 03 Ü 2 + {}2 Ua) = F', 

Üa - {)2 D, + {}, !22 = 0 . 

Die Bedingungen dafür, daß im Berührungspunkt keine Gleitung statt­
findet, sind 
(7) u - a w2 = b !22 , v + a w1 = - b !21 • 

Zur Integration dieses Gleichungssystems multiplizieren wir die Gleichungen 
(3) und (6) mit a bzw. b und addieren. Dann wird unter Berücksichtigung von (7): 

a W3 -f- b !)3 -f- U 1?1 -f- V 192 = 0 
oder 

=0, 
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Die Integration ergibt 

wo n konstant ist. 
Überdies folgt aus den Gleichungen (4) und (7): 

- f. M (u - a co2 - b 1J1 D3 - {)3 v - {}3 a w1 ) = F. 

Die Elimination von F und o\ + {}3 w 1 zwischen dieser und Gleichung (l 
ergibt 

oder 

(A) 

7M+Sm. --- ----- (u- {}3 v) =an {}1 
2M 

:!__ ( rp sin D) + iJ <i> cos {} - - 2 M a_ n -·~-- - - - = o . 
dt (7M+Sm)(a+b) 

Ähnlich folgt aus den Gleichungen (5) und (7): 

~ M (-V - a wl - H {}3 + a {}3 0)2 + b {)2 Da) = F'. 

Die Elimination von F' und w1 - {)3 w 2 zwischen dieser nnd Gleichung (2) 

ergibt 
5 m + 7 M . 5 (M + m) . 
------- (v + tt /}3) =an {}2 + · · g sm {} 

2M 2M 
oder 

(B) iJ - qhin {} cos {} - (: ~M+ ~ ;})~=i:t1b) = - ~C:-:fl; 5m2 :[7 M tp sin t? . 

Nun haben die Gleichungen (A) und (B), aus denen {}und rp als Funktionen 
von t zu bestimmen sind, im wesentlichen den gleichen Charakter wie die Be­
stimmungsglcichungen von {} und <p in der ersten Aufgabe. Die früheren Glei­
chungen lassen sich tatsächlichaus den vorliegenden ableiten, wennlvisehr groß gegen 
m angenommen wird. Daher ist die Integration hier genau wie dort auszuführen. 

Aufgabe 4. Eine homogene Kugel rollt auf einer rauhen wagerechten Ebene 
unter \'Virkung von Iüäften, deren Resultante durch ihren Mittelpunkt geht. 
Man zeige, daß der Mittelpunkt sich bewegt wie ein Massenpunkt, auf den die 
gleichen, aber im Verhältnis 5 : 7 verkleinerten Kräfte wirken. 

Aufgabe 5- Man bilde die Bewegungsgleichungen für eine rauhe Kugel, die 
unter dem Einfluß der Schwere auf der Innenseite eines geraden Kreiszylinders 
rollt, dessen Achse um den Winkel IX gegen die Senkrechte geneigt ist. Man zeige, 
daß, wenn für die Kugel k 2 = -~ a2 ist, wo a den Radius und k den Trägheits­
radius um einen beliebigen Durchmesser bedeuten, und wenn sie ruht, während 
die axiale Ebene durch ihren Mittelpunkt mit der senkrechten axialen Ebene 
den Winkel ß einscqließt, der Mittelpunkt in Richtung der Achse, wenn dieser 
Winkel gleich {} ist, die Geschwindigkeit 

1 (3 "IJ2 cos2 a)!J _ (cos .\ D) (sin .1,1? )\ -- --'---.-- \ sm \ {} arc (&o[ -~ -- + cos .\ D arc cos -. --- f 
2 s1n a - · , cos ~ ß - s1n f ß 

besitzt, wo b + a der Zylinderradius ist. 
(Camb. Math. Tripos, Part I. 1895-) 

Weitere Beispiele findet man bei Woronetz: M ath. A nn. Bd. 70, S. 410. 1911. 

§ 90. Schwingungen nicht-holonomer Systeme. 
Wir untersuchen nun die kleinen Schwingungen eines nicht-holo­

nomen Systems. Für Schwingungen um eine Gleichgewichtslage erweist 
sich dabei der Unterschied zwischen holonomen und nicht-holonomcn 
Systemen als unbedeutend. 
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Wir betrachten also die Schwingungen um eine Gleichgewichtslage 
eines nicht-holonomen Systems mit n unabhängigen Koordinaten und 
n - m Freiheitsgraden, dessen Bindungen von der Zeit unabhängig 
sind. T sei die kinetische, V die potentielle Energie, für das Schwingungs­
problem somit Teine homogene quadratische Funktion von q11 q2, ••• , ifn, 
V eine homogene quadratische Funktion von q1, q2, ••• , qn, beide mit 
konstanten Koeffizienten. Die n Gleichungen vom Typus 

A1kq1 +A2kq2 + ... +Ankcin=O (k=1,2, .. . ,m) 

sollen die nicht-holonomen Bindungen ausdrücken; die Bewegungs­
gleichungen lauten nach § 87 

: (~!)=-~v_+21Arl+lzAr2+ ··· -t-lmArm (r=1,2, ... ,n). 
t q, q, 

Aus diesen Gleichungen sehen wir, daß A.v 22, ••• , Arn im allgemeinen 
klein von der Ordnung der Koordinaten sind. Für das Schwingungspro­
blem haben wir demnach nurdie konstanten Teile von A11, A 12, ••• , Anm 
zu berücksichtigen. Die Schwingung verläuft also gerade so, als ob 
die Koeffizienten A11 , A12, ... , Anm von den Koordinaten unabhängige 
Konstante wären. In diesem Falle lassen sich aber die Gleichungen 

A!kq1 -1- A2kih -1- · · · + AnkiJn = 0 (k = 1, 2, ... ,1n) 

integrieren. Sie ergeben 

A!kq1 -1-- A~~,;q2 + ... -1- An~.:qn == 0 (k ~"' 1, 2, ... , m), 

denn die Integrationskonstanten sind alle Null, da das \Vertsystem 

ql = 0' q2 = 0' ... , q,. = 0 

ciue mögliche Ltge des Systems bestimmt. 
Daher stimmt die Schwingungsbewegung des gegebenen nicht­

holonomen Systems überein mit derjenigen des holonomen Systems, 
dessen Bindungen sich in der integrierten Form 

A!kq1+A2kq2 + ... Ankqn=O (k=1, 2, ... , m) 

darstellen lassen. Wie können also die Schwingung dadurch bestimmen, 
daß wir vermöge dieser Gleichungen m <ler Koordinaten q1 , q2, ••• , qn 
aus T und V eliminieren. Dann erhalten wir ein holonomes System von 
n - m Freiheitsgraden, dessen kinetische und potentielle Energie als 
Funktionen von n - m Koordinaten und den zugehörigen Geschwindig­
keiten dargestellt sind. Die Schwingungen dieses Systems lassen sich nach 
dem im vorigen Kapitel entwickelten üblichen Verfahren bestimmen. 

Als Beispiel betrachten wir das folgende Problem1): 

Eine schwere homogene Halbkugel ruht im Gleichgewicht auf einer rauhen 
wagerechten Ebene mit der gcktümnzten Seite nach unten. Eine zweite schwere homogene 

1 ). Angegeben von Frau Kcrkhoven-Wythoff: Nieuw Archief voor Wiskunde 
Deel IV. 1899. 
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Halbkugel ruht in gleicher Weise auf der rauhen Begrenzungsebene der ersten, und 
der Berührungspunkt ist der Mittelpunkt der Fläche. Das Gleichgewicht erfahre 
eine geringe ,':,törun~:; man bestimme die Schwingungen des Systems. 

Als Bezugsachsen wählen wir: 
1. ein in der oberen Halbkugel festes rechtwinkliges Achsensystem z~ X V z 

mit dem Ursprung im Schwerpunkt Z 2 ; 

2. ein in der unteren Halbkugel festes rechtwinkliges Achsensystem Z1 ~ 17 C 
mit dem Ursprung im Schwerpunkt Z 1 ; 

). ein im Raum festes rechtwinkliges Achsensystem R l m n, dessen Ur­
sprung der Berührungspunkt der unteren Halbkugel mit der Ebene im Gleich­
gewicht ist. 

Wir definieren diese Achsen weiter durch die Annahme, daß in der Gleich­
gewichtslage die Achsen Z 2 z, Z 1 C und Rn senkrecht sind, also zusammenfallen, 
während die Achsen Z 2 x, Z 1 ~ und R l parallel sind, so daß also auch die Achsen 
Z 2 y, Z 1 17 und R m parallel sind. 

Wir nehmen an, daß zur Zeit t die Koordinaten eines Punktes in bezug 
auf diese verschiedenen Achsensysteme untereinander verbunden sind durch die 
Gleichungen 

~=IX+ IX1X + IX2y + tX 3 Z, 

1J = ß + ß1x + ßzY +ßaz, 

( = /' + )'lX + /'zY + )'aZ • 

l = a + a1 ~ + a2 17 + a3 C, 
m = b + b1 i; + b2 1] + b3 C , 
n = c + c1 i; + c2 17 + c3 t. . 

Die 24 Koeffizienten dieser Transformationsformeln bestimmen die Lage 
des Systems völlig für jeden beliebigen Zeitpunkt. Da das System aber nur sechs 
Freiheitsgrade besitzt, müssen 18 Beziehungen unter diesen Koeffizienten oder 
ihren Ableitungen bestehen. Zwölf davon sind die üblichen Bedingungen der Gestalt 

cx; +IX~+ a~ = 1, cxd1 + cx2 ß2 + cx3 ß3 = 0, 

ai + a~ + a~ = 1 , a1 b1 + a 2 b2 + a3 b3 = 0 , 

die die Orthogonalität der Achsen ausdrücken. Die übrigen sechs enthalten die 
Bedingungen des Berührens und des Rollens, die wir nunmehr aufstellen. 

Es seien Rv R 2 die Radien der unteren und oberen Halbkugel, /1, / 2 die 
Entfernungen der Schwerpunkte von den Begrenzungsebenen, also /1 = -if H1, 

12 = l R 2 • Der Berührungspunkt der oberen und unteren Halbkugel hat die 
Koordinaten 

Die Bedingungen dafür, daß dieser Punkt gegen die untere Halbkugel in Ruhe 
bleibt, lauten 

ä + IX1 Xz + liz Yz + lia Zz = 0. 

/J + P1 Xz + ßz Yz + ßa Zz = 0, 

i• + Y1 Xz + i'2 Yz + Ya Zz = 0 · 

Die letzte Gleichung ergibt y + 12 y3 = o. Diese Gleichung entsteht durch 
Differentiation aus der Gleichung 

l1 - i' - i'alz = - Rz, 
die die Bedingung des Berührens der beiden Halbkugeln ausspricht. Aus den beiden 
ersten Gleichungen dagegen folgt 

ä - 1X1 R 2 y1 - IX2 R 2 y2 + IX3 (12 - R 2 y3) = 0 , 

ß - P1 Rz i'1 - ß~ Rz i'z + ß~ {lz - Rz l'a) = 0 · 
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Durch sie wird ausgedrückt, daß die obere Kugel auf der unteren rollt. Sie er­
geben als erste Annäherung 

ci: = <Xa (R2 - 12). ß = /Ja (R2 - l2). 
integriert: 

Entsprechend lautet die Gleichung für die Berührung der unteren Halb­
kugel mit der Horizontalebene 

und die Bedingung des Rollens 

a = 1Xa (Hl -ll) • 

Damit haben wir die 18 Gleichungen, die die 24 Koeffizienten untereinander 
verbinden. Wählen wir als die sechs unabhängigen Koordinaten des Systems 
a 2, ß3, )'1 , a2, b3 , c1 und lösen wir die Gleichungen nach den übrigen 18 als Funk­
tionen dieser Koeffizienten auf, so ergibt sich mit der notwendigen Annäherung 

0( c= 1'1 (!2 -- H2) ' a = cl (ll - Rl)' 

a, = 1 - !- (a~ + )'il . "1 = 1 - l (a~ + ~'il. 
a:1= -rr· aa= --ci. 

fJ = Pa CN2 --· l2), h = ba (RI - /1) ' 

ßl= -0(2• bl ~~ -a2, 

!J2 = 1 · - i (a~ + ß!.l. b2 = 1 -- t (a~ + b~). 
c = R1 - 11 { 1 - t (ci + bi)}, 

c2 = -ba, 

Ya = 1 - ~ (J•i + ß~) · c3 = 1 - t (ci + bD. 
Die potentielle Energie des Systems ist 

V= M 1gc + M 2 r;(c + c1 <X + cdl + c3 y) 

oder, bei Vernachlässigung höherer als zweiter Potenzen kleiner Größen, 

Vf« = b~ C",, N1 M 1 - t"n R 2 lv12 )- ~-lv12 R2 h3 ß3 + ,"., ßiM2 R2 

+ cf (,"., R 1 1\-11 - ,''., R 2 M 2) - ~ M 2 R 2 c1 y1 -f- ,"., M 2 R 2 yi. 
Stellen wir nunmehr die Koordinaten l, m, n eines beliebigen Punktes der 

oberen oder unteren Halbkugel als Funktionen 5einer Koordinaten in den Sy· 
stemen z2 X y z bt.w. z, ~ rJ I; dar. bilden für jede Halbkugel die Summe 

l.L; m (l2 + m" -j- ,;t 2 ) unter Vernachlässigung aller Glieder, die klein von höherer 
als zweiter Ordnung sind, und berücksichtigen, daß die Hauptträgheitsmomente 
im Schwerpunkt einer Halbkugel von der Masse M und dem Radius R gleich 
f. MR 2, ,;'~",. M R 2, ,,",,'',. 111 U2 sind, so finden wir für die kinetische Energie T des 
Systems 

2 T ··~ f. ä~ (M 1 Uf + M 2 H~) + !, ä 2 a2 M 2 R~ + i, a~ M 2 R~ 

+ b~ Ui: HfMl + M2W: R~ + l R1R2 + Ri)} -t- 2b3p3M2R20g R" + ~ Rl) 

-j- ·~~ /J~M2 H~ + i:i U;: Ri M 1 + M 2 (1il R~ + l R 1 R 2 + Ri)} 

+ 2i:If•tM2R2(~ Hl + g R2) -t- ~g yiM2R~. 

Offenbar zerfallen die Bewegungsgleichungen in drei verschiedene Systeme, nämlich 
1. Die Gleichungen für die Koordinaten a 2 und a 2 • Sie enthalten keine 

Glieder in V. Zu diesen Koordinaten gehören keine eigentlichen Schwingungen. 
Tatsächlich erleiclet das Gleichgewicht keine Störung, wenn jede der Halbkugeln 
durch beliebige Winkel um ihre Rotationsachse gedreht wird. Diese Gleichungen 
können wir also außer acht lassen; 

2. Gleichungen in den Koordinaten b3 und /13 ; 
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3. Gleichungen für die Koordinaten c1 und y1• Diese sind offenbar denjenigen 
für b3 und {J3 analog, so daß wir nur letztere zu untersuchen haben. 

mit 

Die Gleichungen für b3 und ß3 lauten ausführlich geschrieben: 

0~ Rpi1 + M.(Ri + ~ R1R2 + l:: RU b~ + MzRz(~ Rl + ~:: u.)P:: 
+ g (~ R 1 M 1 - ~ R 2 M 2) b3 - ~ g ;H2 R 2 ß" = 0, 

(~ Rl + ) :: Rz) I;~ + l i] Rz ß~ - ~ g b3 + ~ g ßa = 0 · 

Die zugehörige Determinantengleichung für J., wo 2;c/Vi. eine Periode ist, lautet 

I~ ~l=o 
A = {l;; Ri M 1 + M 2 (Rf + :l R 1 R 2 +);;um}.-!;(~ N1 M 1 - ~ H 2 1'v12), 

13 = (~ H 1 + ~ :: R 2 )J. + ~ g, 

C=MzRz(~ 1?1 + L: R.)J. + ~g1'v12R2, D= 0:: u.;.- ~g. 

Sie ist eine quadratische Gleichung für l; offenbar sind ihre Wurzeln posi­
tiv, wenn 

9R1 M 1 < 40R2 M 2 

ist. Dies ist die Bcdiugung für die Stabilität des Gleichrvwü:hts. 

Die Schwingungen nicht-holonomer Systeme um einen stationären 
Bewegungszustand lassen sich am besten mit Hilfe der in § 88 ange­
gebenen Bewegungsgleichungen untersuchen. Wir erläutern die Methode 
an dem folgenden Beispiel. 

Aufgabe. Ein Rotationskörper mit einer äquatorialen Symmetrieebene voll­
führt eine stationäre Bewegung auf einer rauhen wagerechten Ebene, indem er mit 
senkrechter Aquatorebene und der Winkelgeschwindigkeit n um seine A chsc rollt. 1'v1 an 

bestimme die Periode einer Schwingung bei einer kleinen Stürunr; der Bewegung. 
G sei der Schwerpunkt des Körpers, C und A seien seine Trllgheitsmomente 

um die Achse und um eine zu ihr senkrechte Achse durch G. Das bewegte Bezugs­
system sei G x y z, wo G z clie Achse des Kürpers ist, Gy senkrecht auf der Ebene 
durch G z und den Berührungspunkt steht (so daß Gy wagerecht ist), und G x senk­
recht auf der Ebene Gy z steht. F, F', H seien die Komponenten der im Be­
rührungspunkt am Kiiq)er angreifenden Kraft, wobei F in der Ebene G x z liegt, 
F' parallel Gy ist, H aur tlcr Ebene senkrecht steht. /)1 , -{)2 , -f)3 und w 1, "'•· uJ3 

seien wie gewöhnlich die Komponenten der 'Winkelgeschwindigkeit der Achsen 
und des Körpers, u, v, w die Komponenten der Geschwindigkeit von G in Rich­
tung der llcwegten AchsetL Ferner sei (! der Krümmungsradius des KiJrper­
meridians am Äquator, a der Radius des Äqnatorkreises, -{) der Winkel von G z 
mit der Senkrechten, 'J' der V\'inkel zwischen (; y und der Lage von Gy im un­
gestörten System. Dann ist 

{)3 = q, cos {) • 

und die kinetische Energie ist 

T = } M (u 2 + v + w 2) + JA (wf + w~) + J C w~. 
Die Gleichungen de:; ~ 18 ergeben demnach, wenn 1' der Berührungspunkt, 

PK das Lot aus diesem Punkt auf die Achse, G N das Lot aus(; auf die wagerechte 
Ebene ist, 

M (u - v {)3 + w {}2 ) = F cos {) - ( R - Mg) sin f), 
1\J (b - w /)1 + u iJ.3 ) = F' , 

M(w- u {)2 + v fJ1 ) = (R- Mg) cos{) + F sin.,'J. 
A w1 - A w2 {)3 + Cw3 {)2 = -F'. GK, 

A o)2 - C w 3 1J1 + A w1 {},. = -- F · G N -- H · NI', 
C w3 = F' . l' K . 
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In diesen Gleichungen sind GI< und NP positiv gerechnet in Richtung der 
positiven x-Achse und der wagerechten Projektion dieser l{ichtung. 

Die Bedingungen dafür, daß in P keine Gleitung stattfindet, sind 

u cos i) + w sin {} - G N w 2 = 0 , 

=0, 

und die Bedingung dafür, daß der Körper die Ebene berührt, ist 

w cos {) - u sin {) = ~ (- GI< cos {) + PI< sin {)) . 
dt 

Diese Gleichungen bestimmen die Bewegung in dem allgemeinen Fall, daß 
die Störung der stationären Bewegung nicht als klein vorausgesetzt ist. \Vird diese 
Annahme aber gemacht, so ist 

V=-an+'l• 

wo 7., w, 'I klein sind. Auch F, F', u, w, w1 , w 2, fJ1 , {)2 , /Ja sind klein, während R 
nahezu gletch Mg ist. Überdies ist NP = (I? - a) X. Die Gleich ungcn werden 
daher 

WO 

JIJ(rl + an{}a) =- R +Mg. 

M~ = F', 

M(w- an{}1 ) = F, 

Aw1 +Cn&2 =0, 

A .;,2 - Cn{)1 o·c- Fa- Jl!fK((!- a) X, 

ct, o= F' a 

n-1-aw o=O 

Eliminieren wirF, F', N und ersetzen wir /}1 , /}2, fJ3, w1, w 2 durch ihre \Verte, 
so gehen die Gleichungen über in 

Aq•-CIIj{==O, 

.4 X+ (C + M a2) 11 q• +Mg (g - a) X+ ;u a uj o= 0, 

C ,i; ~· M a >j , 
w = af.. 
'1 = -aw. 

Aus der dritten und fünften Gleichung. erkennen wir, daß w und •i Null. 
o) und 'I also konstant sind. Tlie drei übrigen Gleichungen ergeben nach Elimina· 
tion von w 

Aip-Cnf.=O. 

(NT a 2 + A) x + (C + M a 2) n .p + M 1: (e- a) 7. = 0. 

Daher ist die Bestimmungsgleichung für 7. 

A (A-!- Ma2)i + {1\iTgA (e- a) + Cn2 (C + Ma 2))x = o. 

Sie ergibt für eine Schwingungsperiode den Wert 

{ A (A + M a2) }! 
2 n MgA(e-a)-!-Cn2 (C-!-Ma2) · 
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§ 91. Systeme mit Energiezerstreuung. Reibungskräfte. 
Wir gehen nunmehr zur Untersuchung solcher Systeme über. für 

die das Prinzip von der Erhaltung der dynamischen Energie nicht mehr 
gilt, deren Energie vielmehr ständig in andere Formen (z. B. Wärme) 
übergeführt wird, die die Dynamik nicht kennt. Wir betrachten zuerst 
Systeme mit Reibung. 

Berühren sich zwei nicht völlig glatte starre Körper, so läßt sich ihre 
Reaktionskraft im Berührungspunkt zerlegen in eine Komponente in Rich­
tung der gemeinsamen Flächennormalen in dem Berührungspunkt, die als 
Normaldruck bezeichnet wird, und in eine Komponente in der gemein­
.samen Tangentialebene, die sogenannte. Reibungskraft. Sie unterliegt 
dem folgenden experimentell gefundenen Gesetz 1): Zwei Körper gleiten 
nicht aufeinander, solange die zur Verhinderung der Cleitung erforderl-iche 
Reibungskraft das p-fache des Normaldrucks nicht überschreitet, wo f.L eine 
nur vom Material der berührenden Oberflächen abhängige Konstante, der 
sogenannte Reibungskoeffizient, ist. Sobald die zur Verhütung des Gleitens 
erforderliche Kraft größer als der ,n-fache Normaldrucl~ ist, findet im Be­
rührungspunkt eine Gleitung statt, un:.l die auftretende Reibungskraft ist 
p-mal so groß wie der Normaldruck. 

Painleve hat nachgewiesen, daß die vier Annahmen - 1. daß die obigen 
Reibungsgesetze bestehen; 2. daß es starre Körper gibt; 3. daß der Normal­
druck zwischen Körpern nicht negativ sein kann; 4. daß alle Beschleunigungen 
und Spannungen endlich sind - zusammengenommen in gewissen Fällen zu 
Widersprüchen gegen die Grundgesetze der Dynamik führen. Man vergleiche 
die darauf bezüglichen Erörterungen von Painleve, Lecornu, de Sparre und Klein: 
Comptes Rendus Bd. 140, S. 635, 702, 847. 1905; cbenda Bd. 141, S. 310, 401, 
546. 1905; Klein: Ges. matlt. Abh. Bd. 2, S. 704. 

Wir geben im folgenden Beispiele für die Bewegung von Systemen 
mit Reibungskräften. 

Aufgabe 1. ßcwcgung eines l'vlasscnpunktcs auf einer ruhenden rauhen el>eni'n 
A'urvc. 

Ein Massenpunkt sei gezwungen, sich in einer ruhenden rauhen engen Rühre 
in Form einer ebenen Kurve unter der Wirkung solcher Kräfte zu bewegen, die 
nur von seiner Lage in der Röhre abhängen. f(s), g(s) seien die Tangential­
und Normalkomponente der Kraft pro Masseneinheit. Dabei ist s der in der 
Bewegungsrichtung gemessene Abstand des Punktes von einem festen Punkt, 
gemessen längs der Röhre; H sei die Normalreaktion pro Massencinheit, I' der 
Reibungskoeffizient. 

Da die Beschleunigung des Massenpunktes in Richtung der Tangente und 
Normalen die Komponenten v d v I d s und v 2 I e besitzt, wo v die Geschwindigkeit 
des Massenpunktes und e der Krümmungsradius der Kurve ist, so bestehen die 
Gleichungen 

dv 
v- = f(s) - td?, 

ds 

v2 
-=g(s) +R. 
(! 

1) G. Amontons entdeckte daß die Reibung dem Normaldruck proportional 
ist. Paris Mlm. 1699, S. 206. 
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Nach Elimination von U ist 

dL 2 2ft 2 
ds + /!-v = 2/ls) + 2,nr;(s). 

Die Integration ergibt 

v2 = ce-· 21' 'f' + 2c- 2•"'1) e21' 'J' {/(s) + ftg(s)) d s, 

wo rp = ( d sfe und c eine von den Anfangsbedingungen der Bewegung abhängige 
Konstan.te ist. 

Die rechte Seite der Gleichung ist eine bekannte Funktion von s, die mit 
F (s) bezeichnet werde. Dann ist 

( 
d '2 d;) =F(s). 

Zwischen s und t besteht demnach der Zusammenhang 

t- t0 '= /{F(s)}-1 ds. 

Damit ist das Problem gelöst. 
Aufgabe 2. Ein Kreisreifen der Masse M steht auf einer rauhen Ebene. An 

einem Ende des wagerechten Durchmessers ist ein Punkt der 111asse m befestigt. 111 an 
entscheide, ob der Reifen rollt oder gleitet. 

Wir nehmen an, daß der Reifen rollen kann, und untersuchen, ob die für 
diese Bewegung erforderliche Reibung größer oder kleiner ist als die tatsächlich 
vorhandene, d. h. als das t<-fache des zugehörigen Normaldrucks. Der Reifen 
habe sich seit Beginn der Bewegung um den Winkel {} gedreht, und der Schwer­
punkt des Systems habe in bezug auf die Wagerechte und die (abwärts gerichtete) 
Senkrechte durch seine Anfangslage die Koordinaten x, y. 

Dann ist 
rn a 

x = a {}- lvl + m. ( 1 - cos..'}), 
ma . /) 

y = M + m sm· ' 

wo a clcn Radius des Reifens bedeutet. 
Die kinetische und potentielle Energie sind 

T= M a 2 ·B·2 + ma2 iJ.2 (1- sin{}), 
V= - rn g a sin {}. 

Daher lautet die Lagrangesche Bewegungsgleichung 
d . . 
dt [2a 2 {} {M + m (1 - sin{})}] + rn a 2 i}2 coslJ = mga cosH. 

Für die Anfangsbewegung ergibt diese Gleichung 

2aJ(M + rn) = mg; 
ursprünglich ist also 

x=aiJ.= rng ' 
2(M-t-m) 

.. m .. m•g 
y = -- -- a {} = ------ . 

M + m 2 (lvl + m) 2 

Ist nun F die Reibungskraft, R der Normaldruck, so ist also zu Beginn 
der Bewegung 

F X m(M+m) 

2M2 + 4 M m + m2 • 

Der Reifen wird daher rollen oder gleiten, je nachdem der Heibungskoeffi­
zient größer oder kleiner ist als 

m(M+m) 
2M 2 +-~TM m + ;.,;2 · 

Wh i t t a k e r , Dynamik. 16 
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Aufgabe 3. Ein Massenpunkt bewegt sich unter dem Einfluß der Schwere 
auf einer rauhen Zykloide, deren Ebene senkrecht, deren Grundlinie wagerecht 
ist. 'fJ sei die Neigung der Tangente gegen die Horizontale in einem beliebigen 
Punkt, so daß die Zykloidengleichung lautet 

s = 4a sin rp. 

tg Ii sei der Reibungskoeffizient. Man zL'ige, daß die Bewegung dargestellt wird 
durch die Gleichung 

c c'r tg' sin (<r + <) --, cos (I/~~ _ _!_ ___ ), 
' " 2 cos r. 

wo c eine Konstante ist. 

§ 92. Von der Geschwindigkeit abhängige Widerstandskräfte. 

Die Bewegung eines Geschosses in der Luft gibt ein Beispiel für 
eine andere Art von Systemen mit Energiezerstreuung, da der Luft­
widerstand von der Geschoßgeschwindigkeit abhängt. Man kennt kein 
allgemeingültiges Verfahren für die Lösung von Problemen, in denen 
derartige Kräfte auftreten. Ein Sonderfall jedoch, der von praktischer 
Bedeutung ist, nämlich die Bewegung eines Geschosses unter Einwirkung 
der Schwere und eines Widerstandes, der einer Potenz der Geschoß­
geschwindigkeit proportional ist, läßt sich folgenc1ermaßen behandeln. 

Für kleine Geschwindigkeiten (unter 30m/sec) ist der Luftwiderstand eines 
Geschosses nahezu dem Quadrat der Geschwindigkeit proportional. Für große 
Geschwindigkeiten (etwa 600 mjsec) ist der Luftwiderstand näherungsweise eine 
lineare Funktion der Geschwindigkeit. 

Es sei v die Geschoßgeschwindigkeit zur Zeit t, !? vn der Widerstand 
pro Masseneinheit, I} die Neigung der Bahn gegen die Wagerechte, 
(! ihr Krümmungsradius. Die Beschleunigung des Geschosses hat in 
Richtung der Bahntangente und Bahnnormalen die Komponenten 
v d vfd s und v2j(!. Daher lauten die Bewegungsgleichungen 

oder 

vdvfds = -gsin&- kv"', 
v2fe = g cosB. 

Nach Division der ersten Gleichung durch die zweite erhalten wir 

1 dv tg1't k 
1/'+1 d'{) v" gcosO 

d~ un) + -~; d~ ( n log CO~'O) = - ~{ cÖsif . 
Integration ergibt 

--1--- + konst. =-'!!._~(--!I! - . 
vn cosn ·t't g v cosn + L,'} 

Diese Gleichung stellt v als Funktion von ·t'i dar_ Die Gleichung 
v2 = (! g cos#· bestimmt t durch 

j vdH 
gt=- - ' . 

cosH 
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und da v eine bekannte Funktion von {} ist, stellt diese Gleichung 
t als Funktion von IJ dar. Die rechtwinkligen Koordinaten x, y des 
Massenpunktes lassen sich nunmehr bestimmen aus 

y = J v sin {) d t . 

Damit ist die Lösung des Problems auf Quadraturen zurückgeführt. 
Widerstandskräfte, die v, v2 oder a v + b v2 proportional sind, untersuchte 

Newton: Principia Buch II, §§ 1, 2, 3. Der Fall eines einer beliebigen Potenz 
der Geschwindigkeit proportionalen Widerstandes wurde dann von Johann Her­
noullil) 1711 untersucht. 

D' Alembert 2) zeigte, daß, wenn g tt das Verhältnis des Widerstandes zur 
:\fasse des Geschosses bedeutet, die Integration ausführbar ist in den vier Fällen 

U = a + bvn, 

u = a + b logv, 

U = a vn + R + b V- n, 

u o= a(logv)n + R !ogv +I>, 

wo a, b, n willkürliche Konstanten, R eine weitere von ihnen abhängige bedeuten. 
Siacci3) fand viele weitere intcgrable Fälle, von denen der folgende erwähnt sei: 

r 1 j" du 1 du log v du ~ - c - -· c --c-----c-c- + C , 
. 2. 1--l-a(u ···1)' 2 1 +h(u+1)' 

wo a, b, c, C willkürliche Konstanten sind. Diese Gleichung bestimmt v als Funk­
tion von u; die Zahl der auftretenden Glieder ist endlich, wenn c rational ist. 

Poisson4) entdeckte 1806, daß die Theorie der singulären Lösungen der Dif­
ferentialgleichungen Anwendungen in der Dynamik findet, unter denen das Pro­
blem eines Massenpunktes unter der Wirkung einer Widerstandskraft besonders 
bemerkenswert ist. Die Bewegungsgleichung eines geradlinig bewegten Massen­
punktes unter Wirkung einer Widerstandskraft, die der Quadratwurzel aus der 
Ceschwindigkeit proportional ist, lautet 

dvfdt=-avl. 

Ist c2 die Anfangsgeschwindigkcit, so wird die Bewegung dargestellt durch das 
allgemeine Integral 

11=(c-~at)2 , 

solange t < 2cja ist, danach durch die singuläre Lösung 

V= 0 · 

Aufgabe 1. Ein schwerer Massenpunkt fällt in einem Medium, dessen Wider­
stand der Geschwindigkeit proportional ist, aus der Ruhelage im Nullpunkt senk­
recht herab. Man zeige, daß er zur Zeit t die Strecke 

g t - {?_ + !L e _,, t 
ft ft f'-2 

urückgelegt hat, wo ft v der Widerstand pro Masseneinheit ist. 

1 ) Opi?ra Bd. I, S. 502. 
2) Traite de l'equilibre et du mouvement des fluides. Paris 1744. 
3 ) Comptes Rendus Bd. 132, S. 1175. 1901. . 
4 ) Journal de l'Ecole l'olyt. Bd. 6, Heft 13, S. 60. 

16* 
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Aufgabe 2. Ein schwerer Massenpunkt fällt in einem Medium, dessen Wider­
stand dem Quadrat der Geschwindigkeit proportional ist, aus der H.uhelage im 
Nullpunkt senkrecht herab. Man zeige, daß er zur Zeit t die Strecke 

1 .-
-;; log (Io[ V g ,u t 

zurückgelegt hat, wo p. v 2 den \"'i derstand pro Masseneinheit bedeutet. 

§ 93. Die Zerstreuungsfunktion von Rayleigh. 
Unterliegt ein System äußeren Widerstandskräften, die Jen Ge 

schwindigkeiten ihrer Angriffspunkte direkt proportional sind, so lassen 
sich die Bewegungsgleichungen des Systems in allgemeinen Koordinaten 
mit Hilfe der kinetischen und potentiellen Energie und einer einzigen 
neuen Funktion darstellen. 

Die Energie, die dem Systeiil: infolge der in dem Systempunkt m 
mit den Koordinaten x, y, z angreifenden Widerstandskraft bei einer 
willkürlichen Verrückung ~x. r5y, ö z verloren geht, sei nämlich 

kx xfh + kyyöy + k.ziJz, 

wo l~x• ky, kz Funktionen von x, y, z allein sind. Die Bewegungsglei­
chungen des für das System typischen Massenpunktes m werden dann 

mx= -kxx+X, 

my= -k/y+ Y, 

mz =- kzz +Z, 

wo X, Y, Z die Komponenten der gesamten (äußeren und molekularen) 
auf den Punkt m wirkenden Kraft mit Ausnahme des Widerstandes sind. 

Wir definieren nunmehr eine Funktion F durch die Gleichung 

F = i _2' (kx x2 + ky y2 + kz z2) , 

wo die Summation über alle Massenpunkte des Systems zu erstrecken ist. 
Die Zerstreuungsfunktion F mißt demnach die zeitliche Abnahme der 
Energie des Systems infolge der widerstrebenden Kräfte. q1, q2, ••• , qn 
seien die Lagenkoordinaten des Systems. 

Multiplizieren wir die Bewegungsgleichungen des Massenpunktes 
m beziehentlieh mit Bxjßq,, oyj8q,, BzjDq, und summieren über alle 
Massenpunkte des Systems, so erhalten wir 

:2 ( .. ßx .. oy .. iJz ) :2 ( . Dx . Dy k . Dx ) 
m X .. -+- y ~-- + z -l - = - kxx- -- + kyy ---;:--- + zZ ::--

c'q,. Oqr ( q, oq, dqr uqr 

( ax ay oz ) + " X T- + Y ---- + Z --- . ...:::;_; (,q, iJq, . Bq, 

Wie m § 26 ist 

:2m (x ~f+ y :~~ + :z ;~~) = ~ (~r)- ~~;. 
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wo T die kinetische Energie bedeutet, und 

~ ( iJx . iJy r oz ) 
L.J x 7Jq, + v aq; + z 7Jq, = Q, , 

wo Q/Jq1 + Q/Jq2 + ... + Qn(~qn die Arbeit der äußeren Kräfte (mit 
Ausnahme der Widerstände) bei einer willkürlichen infinitesimalen 
Verrückung bedeutet, während 

( . iJx . iJy . iJz ) 
- kxx····-~ + kyy- ·- + k,Z-,.;-

iJq, iJq, oq, 

ist. 

~( . ax . ay . az) oF 
= -- L,; kx x -iJq, + ky y -Bq~ + kz z -0i = - (if, 

Demnach lassen sich die Bewegungsgleichungen des Systems in den 
Koordinaten q., q2, ••• , qn darstellen in der Form 

:t (~~)- ~f + -~i = Q, (r c= 1, 2, ... , n). 

Aufgabe. Die Widerstandskräfte sollen nur von den relativen (im Gegensatz 
zu den absoluten) Geschwindigkeiten ihrer Angriffspunkte abhängen, so daß die 
auf zwei Punkte (x1 , y 1, z,), (""' y 2 , z,1 ) wirkenden Kräfte die Komponenten 

- kx(xl ~ ·"2l. ~ k,(:h ~ Yz). - k,(zl- :~2) 
und 

besitzen. Man zeige, daß man die Bewegungsgleichungen in allgemeinen Ko­
ordinaten mit dem Ausdruck 

! 2;(kx(xl- i-2)2 + ky(Yl ~ Yz)z + k,(il ~ Zz)z 

als Zerstreuungsfunktion aufstellen kann. 

§ 94. Schwingungen von Systemen mit Energiezerstreuung. 

Ist ein dynamisches System charakterisit~rt durch seine kinetische 
und potentielle Energie und die Zerstreuungsfunktion, so können wir mit 
ähnlichen Methoden wie im siebenten Kapitel an die Untersuchung der 
kleinen Schwingungen des Systems um eine Gleichgewichtslage heran­
gehen. 

Um die Rechnung zu vereinfachen, wählen wir ein System mit nur 
zwei Freiheitsgraden. Wie in § 76 zeigt es sich, daß für das Schwingungs­
problem die kinetische Energie und die Zerstreuungsfunktion als homo­
gene quadratische Funktionen der Geschwindigkeiten, die potentielle 
Energie als homogene quadraitsche Funktion der Koordinaten, alle drei 
mit konstanten Koeffizienten, angesetzt werden können. 

Wählen wir als Koordinaten diejenigen, die beim Fehlen einer 
Zerstreuungsfunktion Normalkoordinaten des Systerns sein würden, so 
erhalten wir für die drei Funktionen die Ausdrücke 

T= !@+ q~)' 
F =! (aqi + 2hq1q2 + bq~), 
V = ! (J.l qi + A2 q~} , 
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wo 21, 22 positiv sein sollen. Das Gleichgewicht würde also stabil sein, 
wenn keine zerstreuenden Kräfte vorhanden wären. 

oder 

Die Bewegungsgleichungen lauten 

--~- (~:q- BT + ~F --1-- _av = o (r = 1, 2) 
dt Bq,, Bq, iJq, ' Bq, 

qt + aqr + hiz2 + Ä.I ql = 0 , 

ij2 + hql + bq2 + Ä.2q2 = 0. 

Wir versuchen, eine Lösung dieser Gleichung zu finden durch den 
Ansatz 

qt = AeP t' q2 = B ePt . 

Die Einführung dieser Werte in die Differentialgleichungen ergibt 

A(p2 + ap + i.1) -1- Bhp = o, 
A hp + B(p2 + bp + Ä.2) = 0. 

Daraus folgt, daß p eine Wurzel der Gleichung 

(pz + ap + Ä.I)(pz + bp + l2) - hzpz = 0 
sein muß. 

Nehmen wir an, daß die zerstreuenden Kräfte verhältnismäßig klein 
sind, so daß die Quadrate der Größen a, h, b vernachlässigt werden 
können, dann bestimmen sich die Wurzeln der Gleichung leicht zu 

NachEinführung der Wurzel p1 finden wir aus der zweiten der A und 
B verbindenden Gleichungen 

B ihy11 

A l~-~-i;. 

Eine partikuläre Lösung der Differentialgleichungen ist 1lcmnach 

q1 = (Ä.1 -- 12) e- Iat (co; fl~ t + i sin "fl1 t) , 

q2 = h fÄ.1 e- ~at (i cos Vl~ t- sin y).~ t) . 

Eine zweite partikuläre Lösung entsteht daraus, wenn wir i dureil - i 
ersetzen. Folglich sind zwei unabhängige reelle partikuläre Lösungen der 
Differentialgleichungen gegeben durch 

q1 = (Ä.1 - 12) e-!atcos ~~ 
I .. und 

q2 = -- h Jl1 e-Iatsin J'11 t 

q1 = (11 - Ä.2) e-~atsin V1~t 

q2 = h fl1 ll- !"tcos "f11 t. 

Also ist die allgemeinste mit er•d gebildete reelle Lösung, 

q1 = (Ä.1 -12) Ae-Iatsin (}1X~t + e) 

q2 = h fl 1A e-! at sin ( J'11 t + % + f:) , 
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wo A und e reelle willkürliche Konstanten sind. Sie stellt eine Normal­
schwingung des Systems dar. Fügen wir die entsprechende Lösung mit 
eP• 1 hinzu, so erhalten wir schließlich die allgemeine Lösung des Schwin­
gungsproblems, nämlich 

q1 = (l1 - Ä.2)Ae-lat~in(yi.1 t + e) + h yi. 2 Be-1btsin (y;.2 t + ~ + r), 
q2 = h iÄ.1 A e- ~atsin (fÄ.1 t + ~ + e) + (Ä.2 - Ä.1) Be-}btsin(y'i~-t+ y), 

wo A, B, e, r vier aus den Anfangsbedingungen der Bewegung zu be­
stimmende Konstanten sind. 

Nun machen wir die weitere Annahme, die Reibungskräfte seien 
so beschaffen, daß das System ständig Energie verliert, daß also F 
eine positiv definite Form ist, cl. h. a und b positiv sind. Die letzten 
Gleichungen zeigen dann, daß die Schwingungen infolge des Auftretens 
der Faktoren e-iat und e-!bt allmählich abklingen. Die Perioden der 
Nonnalschwingungen sind -wenn wir die Quadrate von a, h, b vernach­
lässigen - die gleichen wie für eine Schwingung ohne Reibungskräfte. 
Bei einer Normalschwingung ist die Amplitude der Schwingung einer 
Koordinate klein gegen die Amplitude der Schwingung der anderen 
Koordinate, während die Phasen der Schwingungen ständig um eine 
Viertelperiode gegeneinander verschoben sind. 

Eine ähnliche Untersuchung führt zu entsprechenden Ergebnissen 
für Systeme mit mehr als zwei Freiheitsgraden. Unter der Annahme, 
daß die Reibungskräfte klein, die Zerstreuungsfunktion und die 
potentielle Energie positiv definit sind, ergibt sich, daß die Perioden der 
Normalschwingungen (unter Vernachlässigung der Quadrate der Koeffi­
zienten cler Zerstreuungsfunktion) durch das Auftreten der Reibungs­
kräfte nicht geändert werden, und daß die Schwingungen allmählich 
abklingen. Sind ferner q1, q2, ••• , q,. die Normalkoordinaten des 
Systems ohne Reibungskräfte, dann gibt es eine Normalschwingung 
des Systems mit Reibungskräften, deren Schwingungsamplituden in 
q2, q3, ... , qn klein sind gegen die Amplitude der Schwingung in q1 , 

und deren Schwingungsphasen in q2, q3 , ••• , qn um eine Viertelperiode 
gegen clic Phase der Schwingung in q1 verschoben sind. 

Aufgabe. Man untersuche die Schwingungen eines Systems unter Einwir­
kung periodischer äußerer Kräfte, die die gleiche Periode haben wie die freien 
Normalschwingungen de~ Systems, und weise die Bedeutung selbst kleiner zer­
streuender Kräfte für diesen Fall nach. 

§ 95. Der Stoß. 
Die Energie cmes u.ynamischcn Systems kann noch auf andere 

Weise verlorengehcn 1), z. B. durch Zusammenstoß zum System ge-

1) D. h. für das System als dynamisches System verlorengehen: die Energie 
wird nicht vernichtet, sondern erscheint in anderen Formen, z. B. als Wärme. 
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höriger Körper. Ein Zusammenstoß verursacht im allgemeinen eine 
Abnahme der dynamischen Energie. 

Die analytische Untersuchung des Zusammenstoßes gründet sich 
auf das folgende experimentell gefundene Gesetz1): Bei dem Stoß 
zweier Körper stehen die Beträge der relativen Geschwindigkeiten der ein­
ander berührenden Oberflächen, deren Richtung sen!?recht zu den Ober­
flächen angenommen wird, unmittelbar vor und nach dem Stoß in einem 
bestimmten Verhältnis zueinander, das nur von dem 111atcrial der Körper 
abhängt. 

Dieses Verhältnis wird ge\vöhnlich mit -- e bezeichnet. Körper, für 
die e = 0 ist, heißen unclastisch. 

Das allgemeine Problem des Stoßes ist demnach auf das Problem 
einer Stoßbewegung zurückgeführt, bei der die unbekannten Stoß­
kräfte in dem Berührungspunkt der Körper aus der Bedingung zu 
bestimmen sind, daß die Änderung der relativen Normalgeschwindig­
keit der Körper nach dem obigen Gesetz vor sich geht. 

§ 96. Der Energieverlust beim Stoß. 
Wir bestimmen nunmehr den Verlust an kinetischer Energie, der 

den Zusammenprall zweier glatter Körper begleitet. 
Ein Punkt der Masse m sei ein für beide Körper typischer Massen­

punkt; seine Geschwindigkeit vor und nach dem Stoß habe die Kom­
ponenten ~t0 , v0 , w0 'bzw. u, v, w. Die gesamte (äußere und moleku­
lare) Stoßkraft, die auf diesen Punkt wirkt, habe die Komponenten 
U, V, W. Die Gleichungen cler impulsiven Bewq,'<mg (§ 35) ergeben 
dann 

m (ü - tt0) = U, m(v- v0) =V, rn (w - w0) = W. 

Multiplizieren wir diese Gleichungen mit u + c u 0, v + c v0 , 

w + c w0 , addieren und sununieren wir über alle Massenpunkte beider 
Körper, so erhalten wir 

2: rn {(tt- U0 )(u + e ~t0 ) + (11 - v0)(11 + e V11) + (w -- w11 )(m + c W 11)} 

= _2: {U(u + cu11 ) + V(·o + c1•11 ) +- W(w + C<C'r>);. 

Nun ist, wweit molekulare Stoßkr~lfk ins Spiel koniilll'll, 

2 (Uu + Vv + Ww) = 0 und 2 (Uu0 -+ Vv0 + Ww0)- 0, 

da die einander nach dem Gesetz von Aktion und Reaktion entsprechen­
den Stoßkräfte zu diesen Summen Beiträge geben, die sich gegenseitig 
aufheben. 

Da nach dem Stoßgesetz der von clcr Normalkomponente clcr 
Geschwindigkeit herrührende Teil von u + c u0 für je zwei zusammen-

1 ) Die Stoßgesetze wurden 1668 gefunden von John Wallis: Phil. Trans. 
Nr. 43, S. 864; und Christophcr Wren: ebenda S. 867. 
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stoßende Massenpunkte denselben \Vert hat, so kann die Stoßkraft 
der Körper aufeinander zu der Summe 2; U (u -t-- e u11) und entsprechend 
zu .2: V (1! + c v0) und ~ W (w + c w0) keinen Beitrag geben. Daher ist 

2; {U(u + M~11 ) -+- V(v + ev0 ) + W(w + e1o0)} = 0 

und infolgedessen 

,Lm<(u -- tt11)(u + cu11) --t- (v -- 1111)(v-/- e1;0) --1-- (w -- w11)(w + cw0)} = 0 

oder 

2: m (tt2 + v2 + w2) - -- 2,,' m (uX + v~ + wg) 
1 --- - e 
T-te·2;m{(tt -- uo)2 + (v- vu)2 + (w- wo)2}. 

Diese <;lcichung hesagt: Die bei dem Stoß verlorene kinetische Energie 
ist das (1 - e)/(1 + e)-fache der kinetischen Energie derjenigen Bewegung, 
die .mit der Bewegung unmittelbar vor dem Stoß zusammengesetzt werden 
müßte, um dt'c unmittelbar nach dem Stoß stattfindende Bewegung hervor­
zubringen. 

§ 97. Beispiele für Stoßbewegungen. 
Die impulsive Bewegungsänderung bei dem Zusammenstoß zweier 

freier starrer Körper im Raum kann am einfachsten durch die folgenden 
Überlegungen bestimmt werden. 

Die Bewegung eines jeden Körpers vor und nach dem Stoß wird 
(lurch sechs Größen bestimmt (z. B. die drei Geschwindigkeitskomponen­
ten des Schwerpunktes und die drei Komponenten der Winkelgeschwin­
digkeit des Körpers um Achsen durch den Schwerpunkt). Zur Bestim­
mung der impulsiven Bewegungsänderung sind also zwölf Gleichungen 
erforderlich. Sechs dieser Gleichungen ergeben sich unmittelbar aus der 
Bedingung, daß das Moment der Bewegungsgröße jedes Körpers um 
eine beliebige Gerade durch den Berührungspunkt ungeändert bleibt 
(da die Stoßkräfte in diesem Punkt wirken). Eine weitere Gleichung 
folgt aus der Bedingung, daß die Bewegungsgröße des Systems senkrecht 
zur Fläche im Berührungspunkt erhalten bleibt (denn die Stoßkräfte der 
beiden Körper aufeinander in Richtung der Normalen im Berührungs­
punkt sind gleich und entgegengesetzt). Eine weitere Gleichung ergibt 
sich aus dem Stoßgesetz. Für völlig glatte Körper Jassen sich die vier 
übrigen Gleichungen aus der Bedingung gewinnen, daß die lineare Be­
wegungsgröße beider Körper in Richtung beliebiger Tangenten an die 
Oberfläche im Berührungspunkt ungeändert bleibt (denn bei glatten 
Körpern findet in der Tangentialeben~ kein Impuls statt). Dagegen 
ergibt für teilweise oder völlig rauhe Körper die Bedingung, daß die 
lineare Bewegungsgröße in tangentieller Richtung im Berührungspunkt 
erhalten bleibt, nur zwei Gleichungen. Für völlig rauhe Körper folgen die 
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beiden anderen aus der Bedingung, daß nach dem Stoß die Relativ­
geschwindigkeit der Körper in beliebiger tangenHeller Richtung Null 
ist. Dagegen sind sie für nur teilweise raube Körper mit dem Reibungs­
koeffizienten p, abzuleiten aus den Bedingungen, daß 

1X) nach dem Stoß die Relativgeschwindigkeit in beliebiger tangen­
tieller Richtung Null ist, wenn die dazu notwendige Tangentialkom­
ponente des Impulses nicht das p,-fache der Normalkomponente des 
Impulses übertrifft; 

ß) wenn diese letzte Bedingung nicht erfüllt ist, ein Tangential­
impuls vorhanden ist, der das p,-fache cles Normalimpulses zwischen den 
Körpern beträgt. 

In jedem Falllassen sich also die erforderlichen zwölf Gleichungen 
aufstellen. 

Findet die Bewegung in einer Ebene statt, oder wird einer der Kör­
per festgehalten, so kann man nach einigen naheliegenden Abänderungen 
dasselbe Verfahren anwenden. 

Die folgenden Beispiele erläutern die Grundzüge dieses Verfahrens 
näher. 

Aufgabe 1. Eine unelasfische Kugel der Masse M fällt mit der Geschwindigkeit V 
auf einen völlig rauhen unelasfischen Keil, dessen Oberfläche um den Winkel 01 gegen die 
glatte wagerechte Ebene geneigt ist, auf der er ruht. Man zeige, daß die Geschwindit;­
keit des J(ugelmittelpunktes in senkrechter Richtung unmittelbar nach dem Stof.! die 
Größe besitzt 

5(M + m)Vsin2 o.: 
]M + zm +sm-sin2 o.: • 

Es sei U die Geschwindigkeit des Keils nach dem Stoß, u die Geschwindig­
keit der Kugel parallel und relativ zu der Seitenfläche, vj die Winkelgeschwindig­
keit der Kugel, a ihr Radius. 

Der Satz von der Erhaltung der wagerechten Bewegungsgröße ergibt 

m (u cos IX- U) = MU. 

Die kinematische Bedingung im Berührungspunkt lautet 

aw = u. 

Die Bedingung für die Übereinstimmung des Moments der Bewegungsgröße 
der Kugel um den Berührungspunkt vor und nach dem Stoß ist 

mVa sinOI = ~ ma2 w + ma(u- U cosiX). 

Aus diesen drei Gleichungen folgt durch Elimination von w und U: 

. 5 (M + m) V sin2 o.: 
u Sill IX = 7 M+-2m_+_ 5 msin2 0( ' 

womit die Behauptung bewiesen ist. 
Aufgabe 2. Eine Kugel vom Radius a rotie1 t mit der Wü~kelgeschwindigkcit Ü 

um eine Achse, die um den Winkel IX gegen die Senkfechte geneigt ist und shh in 
der senkrechten Ebene durch die Achse mit der Geschwindigkeit V in einer Hichtunf; 
bewegt, die mit dem Horizont den Winkel IX einschließt. Dabei trifft die Kugel auf 
eine völlig rauhe wagerechte Ebene, die in tangentialer Richtung unelasfisch sei. Man 
bestimme acn Winkel, den die die neue Bewegungsrichtung enthaltende senkrechte 
Ebene mit der ursprünglichen bildet. 
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Wir legen rechtwinklige Achsen Oxyz durch den Berührungspunkt 0, so 
daß 0 z vertikal und y 0 z die ursprüngliche Ebene der Bewegung ist. w1, w 2 seien 
die Komponenten der Winkelgeschwindigkeiten um 0 x, 0 y nach dem Stoß, M- sei 
die Masse der Kugel. 

Setzen wir den Anfangs- und Endwert des Moments der Bewegungsgröße 
um Ox gleich, so folgt 

llfaVcos<X = l,-Ma 2 w1 • 

Setzen wir den Anfangs- und Endwert des Moments der Bewegungsgröße 
um Oy gleich, so folgt 

;, Ma2 üsin~X = 7, Ma2w 2 . 

Der Neigungswinkel der neucn Ebene der Bewegung gegen die Ebene y 0 z 
hat dann (infolge der völligen Rauheit der Ebene) den Tangens w 2(w 1• Dieser 
ist also gleich 

oder 

f. Jvl a2 Q sincx 
--iiaVcös IX 

f. aW(V) tg~X. 

Aufgabe 3. Eine völlig rauhe J{reisscheibe vom Radius c mit der Jvlasse M 
stüßt an einen Stab der Masse m und Länge 2a, dtr sich frei mn einen Zapfen in 
seinem lvlittelpunkt drehen kann. Der Stoß erfolge im Abstand b von dem Zapfen, 
und der Mittelpunkt der Scheibe bewege sich in einer Richtung, die mit dem Stab 
vor und nach dem Stoß die Winkel IX, ß einschließt. Man zeige, daß 

2 (3 Mb 2 + ma2 )tg/f = 3(ema2 - 3Mb2 ) tg IX. 

Es sei V die Anfangsgeschwindigkeit der Scheibe, v ihre Endgeschwindigkcit, 
D ihre Endwinkelgeschwindigkeit. 

Da im Berührungspunkt keine Gleitung stattfindet, haben wir 

vcosß+c!J=O. 

Bezeichnet w die Endwinkelgeschwindigkeit des Stabes, I den Normal­
impuls zwischen Stab und Scheibe, so wird die Bewegungsgleichung des Stabes 

Ib = ·~· ma2 w. 

Die Gleichung der impulsiven Bewegung der Scheibe senkrecht zum Stabe 
lautet 

M (v sinß + V sin IX) = I, 

und das Stoßgesetz ergibt die Beziehung 

v sinß + bw = eVsin~X. 

Aus der Gleichheit der Momente der Bewegungsgrößen der Scheibe um den 
Berührungspunkt vor und nach dem Stoß folgt 

Vcos~X = v cosß- 4 cü. 

Die Elimination von v, Q, I, w aus diesen Gleichungen ergibt 

2tgß(3Mb2 + ma2 j = 3tg~X(mca2 - 3Mb2), 

womit die Behauptung bewiesen ist. 
Aufgabe 4. Ein kreisförmiger Reifen, der sich ohne Drehung in seiner Ebene 

bewegt, stö{Jt darin auf ein festes rauhes Hindernis in Form einer geraden Kante. 
Der Reifenmittelpunkt bewegt sich vor dem Stoß mit der Geschwindigkeit V in 
einer Richtung, die mit der Kante den Winkel IX einschließt. Der Reibungskoeffi­
zient sei f.t. Man bestimme die impulsive Bewegungsänderung. 

u und v seien die in Richtung der Kante und senkrecht zu ihr genommenen 
Geschwindigkeitskomponenten des Reifenmittelpunktes nach dem Stoß. w sei 
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die V\"inkelgeschwindigkeit, M die Masse, a der Radius des Reifens. Setzen wir 
die Momente der Bewegungsgrößen um den Berührungspunkt vor und nach dem 
Stoß einander gleich, so folgt 

- Ma 2 w +Mau= MVacosiX. 
Das Stoßgesetz ergibt die Gleichung 

v = eVsiniX. 
Da die Ebene rauh ist, verschwindet u + aw nach dem Stoß, wenn der 

dazu notwendige Reibungsimpuls nicht das r-t-fache des Normalimpulses über­
trifft. Andernfalls ist der Reibungsimpuls gleich dem f-t-fachen Normalimpuls. 

F sei der Reibungsimpul<i, R der Normalimpuls. Dann ist 

M(u- VcosiX) "" -F, 

Daher haben wir 

und für 1~ + a w ~ o ist 

M(v + V sin IX) = R, 

R = M(1 + e)VsiniX, 

F = 1 MV COSIX. 

Die Größe u + a w wird daher nach dem Stoß verschwinden, wenn 

ft > ctg~X/2 (1 + e) 

ist; genügt f-l dieser Ungleichung nicht, so wird 

F = [lM(1 + e)VsiniX. 

Für fl ~~ ctg tx/2 ( 1 + e) ist also die Bewegung bestimmt durch 

u = V cos.x + a w, v = cV sin.x, tt+am=O, 

während sie für fl < ctg IX/2 (1 + e) bestimmt ist durch 

u = Vcos.x + aw, v = eVsin.x, aw = -r<(1 + e) VsiniX. 

Übungsaufgaben. 
1. Man läßt eine völlig rauhe Kugel vom Radius a um einen festen senk­

rechten Durchmesser mit konstanter Winkelgeschwindigkeit n rotieren. Eine 
homogene Kugel vorn Radius b wird in einem um a IX vorn höchsten Punkt ent­
fernten Punkt darauf gelegt. Man bestimme die Bewegung und die Winkel­
geschwindigkeit der Kugel in einem beliebigen Punkt. Man zeige, daß die Kugel 
die rotierende verläßt, wenn der Berührungspunkt um den Winkel {} von dem 
höchsten Punkt entfernt ist, wo 

10 4 a 2 n2sin21X 
COS {} = - COS IX + ---- ----- . 

17 119 (a+b>g 
(Carnb. Math. Tripos, Part. I, 1889.) 

2- Eine rauhe Kugel vom H.adi us a rollt unter dem Einfluß der Schwere auf 
der Oberfläche eines Rotationskegels, der sich mit aufgerichteter Spitze und 
gleichförmiger Winkelgeschwindigkeit n um seine senkrechte Achse drehen muß . 
.x sei der halbe Scheitelwinkel des Kegels, r sin 0< die Entfernung des Kugel­
mittelpunktes von der Kegelachse, 1J1 der Winkel, um den sich die senkrechte 
Ebene durch den Kugelmittelpunkt gegen den Kegel gedreht hat, w 3 die Dreh­
geschwindigkeit der Kugel um die gemeinsame Normale. Man beweise, daß 

. 2 + 5 sin2 0< (A )z " 
7r 2 + --49-- r + nr + ß - 10gr COSIX = v, 

. coSIX (A ) (2+ Ssin2 1X)B 
a (w3 - nsllliX) = -- - + nr + -·--, 

7 r 14 COS<X 
(7tP- 6n)r2 =A, 

wo A, B, C gewisse Konstanten sind. (Camb. Math. Tripos, Part. I, 1897-l 
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3. Ein homogener Rotationskörper der Masse M mit einer ebenen kreis­
förmigen Grundfläche vom Radius c rollt ohne zu gleiten mit seiner Kante auf 
einer rauhen wagerechten Ebene. Man zeige, daß 1), w, {J bestimmt sind durch 
die Gleichungen 

d . ~ 
Mac ([1) (fl cos21Jl - M c2 !1 cos2 1J = (C + M c2l cos 1) dtF , 

d 
(A(C + Mc 2l- M 2 a 2 c2 } fi-:& (!Jcos2i}J + C (C + Mc 2lw cos1J -- M acC ücos2{} = 0, 

(A + Mc2l iJ2 +A !J2cos21)_ 2Macw!lcos1J+(C +Mc2 )w2+2Mg(a sinß+ecos-8>) ;konst,, 

wo -{} die Neigung der Körperachse gegen den Horizont bedeutet, [) die Winkel­
geschwindigkeit der senkrechten Ebene durch die Körperachse, w die Winkel­
geschwindigkeit des Körpers um seine Achse, A das Trägheitsmoment um einen 
Durchmesser der Grundfläche, C das Trägheitsmoment des Körpers um seine 
Achse, a der Abstand des Schwerpunktes von der Grundfläche ist. 

(Camb. Math. Tripos, Part. I, 1898.) 
4. Ein Rad mit 4 n symmetrisch angeordneten Speichen rollt mit wage­

rechter Achse auf einer völlig rauhen wagerechten Ebene. Rad und Speichen mögen 
aus dünnem schwerem Draht bestehen. Man zeige, daß die Stabilitätsbedingung 
lautet 

V 2 3 2n + n 
>44n-l-3nga, 

wo a der Radius des Rades, V seine Geschwindigkeit ist. 
5- Ein Körper rollt unter dem Einfluß der Schwere auf einer festen wage­

rechten Ebene, die zur y-z-Ebene gemacht werde. Man beweise, daß 

1: m { (y - y Al z - (z - z Al y } = konst. 

ist, wo x, y, z die Koordinaten eines Massenpunktes m, xA, YA· zA die Ko­
ordinaten des Berührungspunktes bedeuten und die Summation über alle Massen-
punkte des Körpers erstreckt ist. (Neumann.) 

6. Eine wagerechte Ebene ist zur Hälfte völlig glatt, zur Hälfte völlig rauh. 
Ein homogenes schweres Ellipsoid mit den Halbachsen a, b, c bewegt sich mit 
senkrechter b-Achse und der Geschwindigkeit v in der Richtung seiner a-Achse 
in der glatten Halbebene auf die rauhe zu. Man zeige, daß, wenn 

b2 + k2 
v 2 < 2 g --~ (a -- bl 

ist, wo k den Trägheitsradius um die c-Achse bedeutet, das Ellipsoid auf die glatte 
Halbebene zurückkehrt, und daß die Bewegung alsdann aus einer Schwingung 
um einen stationären Bewegungszustand besteht. 

Für den Spezialfall a = 2 b beweise man, daß nach der Rückkehr des 
Ellipsoids auf die glatte Halbebene die b-Achse mit der Senkrechten keinen größeren 

Winkel einschließen kann als arc tg l'T-
7- Eine Kapsel in der Form eines gestreckten Rotationsellipsoids, deren 

Schwerpunkt mit ihrem Mittelpunkt zusammenfällt, enthält einen symmetrischen 
Gyrostaten, der mit der vVinkelgeschwindigkeit w um seine Achse rotiert, und 
dessen Mittelpunkt und Achse mit denjenigen des Ellipsoids zusammenfallen. 
Man zeige, daß bei der stationären Bewegung des Ellipsoids auf einer völlig rauben 
wagerechten Ebene, bei der sein Mittelpunkt einen Kreis vom Radius c mit der 
Winkelgeschwindigkeit !J beschreibt, die Neigung IX der Achse gegen die Senk­
rechte gegeben ist durch 

{Mbc (a ctgiX + bl -Ab cosiX + C(asiniX + c)}!J2 -i- C'b w Q- M gb (a- bctgiX) =0. 

Dabei bedeuten M die Gesamtmasse von Kapsel und Gyrostat, A das Trägheits­
moment von Kapsel und Gyrostat zusammengenommen um eine Gerade durch 
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den Mittelpunkt senkrecht zur Achse, C, C' die Trägheitsmomente der Kapsel 
bzw. des Gyrostaten um die Achse, a den in Richtung der Achse gemessenen Ab­
stand des Berührungspunktes der Kapsel mit der Ebene von dem Mittelpunkt, 
b seinen Abstand von der Achse. (Camb. Math. Tripos, Part I. 1899.) 

8. Eine homogene rauhe Kugel vom Radius a rollt aus der Ruhelage 
zwischen zwei windschiefen, zueinander senkrechten Stäben herab, deren kürzester 
Abstand voneinander 2c ist, und die beide um den Winkel <X gegen die Senkrechte 
geneigt sind. Es seien eo, I!J die ursprünglichen Entfernungen der Berührungs­
punkte von den Punkten kürzesten Abstandes de> Stäbe voneinander, (!, e' die 
Entfernungen in einem späteren Zeitpunkt, in dem die Geschwindigkeit V er­
reicht ist. Man zeige, dall 

und 

,. __ 2 {e2 e'"- a• (e• + e' 2l} iJ iJ' 
~ -- 16 c -·- ------------·--

{ 16 c4 - {e2 - e' 2) 2 } (! e' 

v• { 28 a 2 __ ---:: 20 c2 - 5 e• _-=-l_e' 2 } 

4 a 2 -- 4 c2 - (!2 - (!12 

1üg{((! -1?o +I!'-(!(,) COS<X + 41C(Q2- I?~- 1?'2 + Q.j2) v=-CoS2<X}. 

(Camb. Math. Tripos, Part I. 1889.) 

9. Ein Massenpunkt bewegt sich unter dem Einfluß der Schwere auf einer 
rauhen Schraubenlinie mit senkrechter Achse, dem Radius a und dem Winkel )'· 
Man zeige, daß sich die Geschwindigkeit v und der zurückgelegte Kurvenhagen s 
als Funktionen eines Parameters {} darstellen Jassen in der Form 

- -~ cos r · s ~~.f 1J. {,Z-cü:i-,,--~1 :tu{}:~:r&f-2si-;;;.)y- · 

v 2 = _jJ_!l __ (lt- _1_) . 
2 cos;• ·{} 

10. Ein Massenpunkt wird mit der Geschwindigkeit u auf einer rauhen 
geneigten Ebene wagerecht geworfen, so daß er auf ihr gleitet. Man untersuche 
seine Bewegung und beweise, daß er unter der Bedingung 

2 2 2 t' ctg <X > 1 

sich asymptotisch einer Geraden stärkster Neigung im Abstand 

u 2 2 p. COS<X 
g 4 ,;-. cos2-<X -- sin2 <X 

nähert, wo fl der Reibungskoeffizient der Ebene, <X ihre Neigung ist. 

11. Eine rauhe Röhre in Form eines Zykloidenbogens steht senkrecht, 
und der Scheitel befindet sich im höchsten Punkt. Der Hadius des erzeugenden 
Kreises sei a. Aus dem Scheitel werde ein Massenpunkt mit der Geschwindigkeit 
V·i'~g sin <X geworfen. Man zeige, daß er die Spitze der Zykloide mit der Ge­
schwindigkeit 

[ 4 a g cos2 c.: { 1 - 2 sinc.: e- <!·n- a) tg"'}]! 

erreicht, wo <X der Reibungswinkel ist. 

12. Ein schwerer Stab der Länge 2a bewegt sich derart in einer senkrechten 
Ebene, daß ein Ende beständig eine rauhe senkrechte Wand berührt, während 
das andere sich auf der ebenfalls rauhen wagerechten Ebene bewegt. Die beiden 
rauhen Flächen mögen den Reibungskoeffizienten tg e haben. Man zeige, daß 
die Neigung des Stabes gegen die Senkrechte zu einer beliebigen Zeit bestimmt 
ist durch 
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13. Im tiefsten Punkt einer dünnwandigen kugelförmigen Schale auf einer 
rauhen wagerechten Ebene liegt ein Punkt endlicher Masse. Der Reibungskoef­
fizient des Massenpunktes und der Schale sei gegeben, während derjenige der 
Schale und der Ebene praktisch unendlich groß sei. Eine Bewegung mit zwei Frei­
heitsgraden wird dadurch verursacht, daß man der Schale durch einen Stoß eine 
Winkelgeschwindigkeit Ü erteilt. Man stelle eine Gleichung zur Bestimmung 
desjenigen Winkels auf, um den sich die Schale gedreht hat, wenn der Ma.<;sen­
punkt zu gleiten beginnt. 

14. Eine senkrechtstehende Kreisscheibe vom Radius a berührt eine raube 
(!') Platte, die sich frei um eine durch den Schwerpunkt gehende wagerechte 
Achse auf ihrer Oberseite drehen kann. Der Punkt, in dem sie die Scheibe berührt. 
ist um die Strecke b von dieser Achse entfernt. Eine Schnur ist an der Scheibe 
in dem am weitesten von der Platte abstehenden Punkte befestigt und führt 
parallel zu der Oberfläche der Platte zu einem auf der Platte senkrechten mit 
ihr starr verbundenen Arm, der durch die Achse geht. Der Schwerpunkt der 
Platte mit Arm liegt auf der Achse. In dem Augenblick, in dem das System sich 
in Bewegung setzt, möge der Scheibenmittelpunkt in der wagerechten Ebene durch 
die Achse liegen. Man zeige, daß die Scheibe zu gleiten beginnt, wenn die Platte 
gegen die Senkrechte um den Winkel {} geneigt ist, der sich aus 

, A + a 2 + 61t ab -1- 3 b2 
tg{} ~~ ···--- . -·---- ·- ----·--

2 f' A + 7 I' a 2 + ~ a Ii 

bestimmt. Dabei ist A das durch die Masse der Scheibe dividierte Trägheits­
moment der Platte um die Achse. 

15. Ein l{eifen wird mit der Geschwindigkeit V auf einer um den Winkel IX 

geneigten Ebene talwärts in Bewegung gesetzt. Der Reibungskoeffizient sei 
·" ( > tg IX). Der l{cifen besitzt ursprünglich eine solche rückwärts gerichtete 
H.otationsgeschwindigkeit t.!, daß er nach der Zeit t1 bergan zu rollen beginnt und 
während des Zeitraumes t2 in dieser Bewegung verharrt, dann erneut abwärts 
rollt. Man zeige, daß 

(t1 + !2) 1: sin <X = a !1 - V 

ist, wenn die Bewegung in einer zu der gegebenen geneigten Ebene senkrechten 
Vertikalebene vor sich geht. 

16. Ein }{ing vom Radiusaist auf einer glatten wagerechten Ebene befestigt. 
Ein zweiter Hing wird so auf die Ebene gelegt, daß er den ersten von innen berührt. 
Er wird in Richtung der Tangente des Berührungspunktes mit der Geschwindig­
keit V, aber ohne l{otation in Bewegung gesetzt. Man bestimme, wann er auf­
hört, auf dem ersten zu gleiten, wenn /t der H.eibungskoeffizient ist, und beweise, 
<laß der Berührungspunkt in dieser Zeit einen Bogen von der Länge (a log 2)/tt 
zurückgelegt hat. 

Ferner untersuche man die Bewegung, die entsteht, wenn der äußere Ring 
in dem Augenblick losgelassen wird, in dem der innere zu gleiten aufhört, und 
beweise, daß der Mittelpunkt des äußeren Ringes die Strecke 

_Mm (a- b)(:n2 + 4)t -+m . 
zurücklegt, während der innere Ring an der halben Peripherie des äußeren ent­
lang rollt. Dabei bedeuten m, M die Massen des inneren bzw. äußeren Ringes, 
b den H.adius des inneren Ringes. (Camb. Math. Tripos, Part I. 1900.) 

17. Man zeige, daß bei der Fallbewegung eines schweren Massenpunktes in 
einem Medium, dessen Widerstand dem Quadrat der Geschwindigkeit propor· 
tional ist, die Grüße 
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wo k v2 den Widerstand, 01: und ß die in zwei aufeinanderfolgenden gleich großen 
Zeitintervallen " zurückgelegten Strecken bedeuten, nur von r abhängt, nicht 
aber von der Anfangsgeschwindigkeit. 

18. Man beweise, daß ein schwerer Massenpunkt beim Fall aus der Ruhelage 
in einem Medium, dessen Widerstand dem Quadrat der Geschwindigkeit pro­
portional ist, in der Zeit t die Geschwindigkeit U :tg (gt/U) erlangt und den Weg 
U 2 log C&of (gt/U)/g zurücklegt, wo U die Endgeschwindigkeit in dem hetreffenden 
Medium .bedeutet. 

Ferner beweise man, daß der Winkel {} der Asymptoten der vollständigen 
Bahn eines Geschosses in einem derartigen Medium bestimmt ist durch 

U 2fV 2 = 9ltc®in ctg& + ctg{}jsin/J, 

wo V die Geschwindigkeit des Geschosses im Augenblick der wagerechten Bewe­
gung bedeutet. 

19. Man zeige, daß die Koordinaten x, y eines Massenpunktes, der unter 
dem Einfluß der Schwere in einem Medium vom Widerstande U fällt, der Glei­
chung genügen: 

d3 y 2gR --+· ---=0. 
dx3 v 4 cos3 rp 

Dabei ist v die Geschwindigkeit, rp die Neigung der Tangente gegen die Wagcrcchtc. 
20. Ein Massenpunkt bewegt sich unter dem Einfluß der Schwere in einem 

Medium, dessen Widerstand der Geschwindigkeit proportional ist. Man zeige, 
daß die auf eine senkrechte Asymptote und eine Gerade parallel zu der Bewe­
gungsrichtung für unendlich große Geschwindigkeit (t = - <XJ) bezogene Gleichung 
der Bahnkurve sich in der Form schreiben läßt 

y = b log (xfa). 

21. Man zeige, daß bei der Bewegung eines Geschosses im widerstehenden 
Mittel, das eine Verzögerung k va verursacht, wo k klein ist und <las Geschoß mit 
der Geschwindigkeit V wagerecht abgeschossen wird, die Bahnkurve näherungs­
weise dargestellt wird durch 

- gx2_ k r; x3 ( 1 g2 x2 ). 
y - 2 V 2 + 3 V + 10 V 4 • 

Dabei ist k 2 vernachlässigt, und die x-Achse ist in tlie Abschußrichtung, die y-Achse 
senkrecht abwärts gelegt. 

22. Ein Massenpunkt bewege sich geradlinig kräftefrei in einem Medium 
vom Widerstand (v 2 -v3logs)fs, wo v die Geschwindigkeit, s den Abstand von 
einem gegebenen Punkt der Geraden bedeutet. Man zeige, <laß der Zusammen­
hang von s und t dargestellt wird durch eine Gleichung der Form 

t = a + i c s2 + s log s , 
wo a und c Konstanten sind. 

23. Ein Massenpunkt bewegt sich in einem widerstehenden Mittel unter 
Einwirkung einer anziehenden Zentralkraft. Es sei H die durch den Widerstanti 
des Mittels bewirkte Verzögerung, v die Geschwindigkeit. Man zeige, daß die 
Flächengeschwindigkeit des Radiusvektors nach dem Kraftzentrum proportional ist 

- (-~-dt 
e -

24. Man beweise, daß ein Massenpunkt in einem widerstehenden Mittel eine 
Parabel beschreiben kann unter Einwirkung einer auf den Brennpunkt gerich­
teten Zentralkraft, die der Entfernung proportional ist, wenn der Widerstand in 

einem Punkt, wo die Geschwindigkeit gleich v ist, die Größe k { v (v -- v0)) l hat. 
Dabei ist v0 die Geschwindigkeit im Scheitel. Man bestimme k . 
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25. Ein Massenpunkt bewegt sich in einem widerstehenden Mittel unter 
dem Einfluß einer Zentralkraft P. R sei der vViderstand. Man zeige, daß 

- J>p2 __ , =- 2Rp2 d { dr) 
ds dPJ 

ist, wenn r den Radiusvektor, p das Lot auf die Tangente bedeutet. 

Es sei u = _1_, 1' = u u 2 , R = k v 2 ; k 2 und höhere Potenzen mögen vernach-
r ' 

lässigt werden. Man zeige, daß die Differentialgleichung der Bahn lautet: 

p r:.- - 3 (~ ~r = 2 ~; ( 1. =-__:~ u2)l ' 

wo h eine gewisse Konstante ist. 
26. Ein Massenpunkt, der von einer Zentralkraft 'f' (r) im Ursprung ab­

gestoßen wird, befindet sich in einem widerstehenden Mittel, dessen verzögernde 
Kraft gleich der k-fachen Geschwindigkeit ist. Man beweise, daß die Bahnkurve 
gegeben ist durch 

wo h eine Konstante ist. 
27. Ein Massenpunkt beschreibt einen Kreis unter der Einwirkung einer 

Anziehungskraft aus einem inneren Punkt, die der Entfernung proportional ist. 
Der Wide-rstand des Mittels ist gleich der mit dem Quadrat der Geschwindigkeit 
multiplizierten Dichte. Man beweise, daß die Dichte in einem beliebigen Punkt 
proportional dem Tangens des \Vinkels ist, den die Verbindungslinien mit dem 
Kraftzentrum und dem Kreismittelpunkt einschließen. 

28. Ein Stab der Länge a rotiert um ein festgehaltenes Ende; dabei wirken 
auf ihn keinerlei Kräfte mit Ausnahme des Luftwiderstandes. Der Widerstand 
bewirke für ein Längenelement dx die Verzögerung Adx X Quadrat der Ge­
schwindigkeit. Man beweise, daß die Winkelgeschwindigkeit zur Zeit t bestimmt 
ist durch 

1 1 Aa4 
-;;;- !1 = 4MkZ. t, 

wo Mk 2 das Trägheitsmoment um das feste Stabende und !.J eine Konstante 
bedeutet. 

29. Eine glatte ovale Scheibe der Masse M, die sich auf einer glatten wage­
rechten Ebene mit der Winkelgeschwindigkeit w ohne Translationsgeschwindig­
keit dreht, trifft einen glatten wagerechten Stab der Masse m in seinem Mittel­
punkt. Man beweise, daß die Winkelgeschwindigkeit sich im Verhältnis 

(M + m)k 2 - mex2 : (M + m)k 2 + mx2 

verkleinert, wo e der Elastizitätskoeffizicnt, x der Abstand des Schwerpunktes 
von der Normalen im Punkt des Zusammenstoßes, k der Trägheitsradius um eine 
senkrechte Achse durch den Schwerpunkt ist. 

30. Zwei Stäbe, beide von der Länge a und Masse m, sind in den oberen 
Enden gelenkig verbunden. Das System fällt symmetrisch mit senkrechter Ebene 
auf eine glatte unelastischc Ebene. Unmittelbar vor dem Aufprall hat das Gelenk 
die Geschwindigkeit V und jeder Stab die Winkelgeschwindigkeit D, die seine 
Neigung IX gegen den Horizont vergrößert .. Man zeige, daß der Impuls zwischen 
jedem der Stäbe und der Ebene 

m(k2 + c2 sin2 <X) (V+ aü cos oi)j{k2 + c2 + a (a- 2 c) cos2 <X} 

ist, wo c den Abstand des Schwerpunktes eines jeden Stabes von dem Gelenk 
und m k 2 das Trägheitsmoment eines jeden Stabes um seinen Schwerpunkt bedeutet. 

\V h i t t a k e c, Dynamik. 17 
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31. Drei gleiche homogene Stäbe AB, B C, CD, die die Länge 2 a haben 
und in den Punkten B und C gelenkig verbunden sind, befinden sich in einer 
(~eraden und bewegen sich mit gegebener Geschwindigkeit in einer wagerechten 
Ebene senkrecht zu ihrer Längsrichtung. Die Enden A und D treffen gleich­
zeitig auf zwei feste unelastische Hindernisse, die A und D zur Ruhe bringen. 
Man stelle fest, wann sie ein gleichseitiges Dreieck bilden und beweise, daß 1/ 5 

der ursprünglichen Bewegungsgröße durch den Stoß verlorengeht. 
32. Ein glatter homogener Würfel kann sich frei um eine wagerechte, durch 

die Mittelpunkte zweier Gege1Jfiächen gehende Achse d1·ehen und befindet sich mit 
zwei wagerecht liegenden Seitenflächen in Ruhe. Ein ihm gleicher Würfel wird 
mit der (;eschwindigkeit tt und ohne Rotation so herabgeworfen, daß er den ersten 
in einer zu der festen Achse parallelen und von der senkrechten Ebene durch diese 
um die Strecke c entfernten .Geraden trifft. Man beweise, daß die dem unteren 
Würfel erteilte Winkelgeschwindigkeit gleich 

(1 + e)cu 
C"+ /i2 -t~ ·a2 ( 1 --sin 2 "'l 

ist, wo IX die Neigung der Unterseite des fallenden Würfels gegen den Horizont, 
2 tt die Kantenlänge, k der Trägheitsradius, e die Konstante aus § 95 ist. 

Man bestimme ferner die Bewegung des oberen Würfels unmittelbar nach 
dem Stoß. 

33. Eine völlig elastische Kreisscheibe der Masse M vom Radius c stößt 
ohne Rotation auf einen Stab der Masse m und Länge 2 a, der sich um einen 
Zapfen in seinem Mittelpunkt drehen kann. Der Zusammenstoß erfolgt im Ab­
stand b von dem Zapfen. Man beweise, daß 1Vlb 2 = rna 2 ist, wenn die Geschwin­
digkeit des Scheibenmittelpunktes senkrecht zu dem Stab durch den Stoß um 
die Hälfte verringert wird, unter der Voraussetzung, daß die Reibung gwß 
genug ist, um ein Gleiten zu verhindern. 

34. Eine völlig rauhe Kugel vom Radius a wird mit der Geschwindigkeit V 
aus einem Punkt in der Höhe h über einer wagerechten Ebene wagerecht geworfen. 
Die Kugel besitzt ursprünglich auch eine Winkelgeschwindigkeit !l um ihren 
w<Lgerechten Durchmesser senkrecht zu der Ebene ihrer Bewegung. Man zeige, 
r\af.l sie in wagerechter Richtung die Strecke 

2(i .,/h e 
-· · i -- -----.-(SV+ 2aU) 

7 {,' 1- c 

zurücklegt, bevor sie aufhört, auf der Ebene zu hüpfen. Dabei ü;t e cler Elastizitäts­
koeffizient, und die Strecke wird von dem Punkt des ersten Aufpralls aus gerechnet. 

Man vergleiche die kinetische Energie zu Anfang und zu Ende. 
35. Eine homogene elastische Kugel (Elastizitätskoeffizient c) wird derart 

gegen eine völlig rauhe senkrechte \Vand geworfen, daß ihr Mittelpunkt sich in 
einer zu der \Vand senkrechten Ebene bewegt. Der Mittelpunkt habe ur­
sprünglich die Geschwindigkeitskomponenten tt, v, und die anfängliche Drehung 
finde mit der \Vinkelgeschwindigkeit f2 um eine zu der senkrechten Ebene senk­
rechte Achse statt. Man bestimme die Bewegung nach dem Anprall an die Wand 
und zeige: !(ehrt der Mittelpunkt nach seinem Ausgangspunkt zurück, so sind 
die Koordinaten des Punktes, in dem der Anprall stattfindet, bezogen auf den 
Ansgangspunkt, 

2eu (7t: +- 5)v ·+ 2aSJ ·+a. 
7-1- 101' +· 7c2 " M 

wo u der Kugt•lradius ist. 

Zr {(7c + 5)v + 2a!l} (v(7 -+-Se)-- 2ad2) 
Ii . 7 + 10 e + 7 e2 



Neuntes Kapitel. 

Die Prinzipien der kleinsten Wirkung und 
kleinsten Krümmung. 

§ 98. Die Bahn eines dynamischen Systems. 

Den Hauptgegenstand der Untersuchung in der Dynamik bildet 
die Veränderung der Lagenkoordinaten qv q2 , ••• , qn eines dynamischen 
Systems mit der Zeit. Hat das System drei oder weniger Freiheitsgrade, 
so erzielen wir zuweilen eine größere Klarheit der Darstellung, wenn wir 
dem Problem eine geometrische Deutung geben: Die Bahn eines Raum­
punktes, dessen rechtwinklige Koordinaten in bczug auf ruhende Achsen 
die Lagenkoordinaten q1, q2, q3 des Systems sind, kann zur Veran­
schaulichung der Zustandsfolge des Systems dienen. Für n > 3 läßt 
sich die Bewegung des Systems in derselben \Veise durch die Bahn eines 
Punktes mit den Koordinaten qv q2, ••• , qn im n-dimensionalen Raume 
darstellen. Wir bezeichnen seine Bahn als die Systembahn und gebrau­
chen von nun an auch geometrische Bezeichnungen wie "schneiden", 
"benachbart" usw. in bezug auf Bewegungszustände oder -formen des 
dynamischen Systems. 

§ 99. Das Hamiltonsche Prinzip für konservative holonome 
Systeme. 

Wir betrachten ein beliebiges konservatives holonomes dynamisches 
System, dessen Konfiguration zu einer beliebigen Zeit durch n unab­
hängige Lagenkoordinaten qv q2, •.. , qn bestimmt ist. L sei das seine 
Bewegung charakterisierende kinetische Potential. Ein gegebener 
Kurvenbogen AB im n-dimensionalcn Raum möge ein Stück einer System­
bahn darstellen, und es sei CD ein benachbarter Kurvenbogen, der nicht 
notwendig ein Stück einer Systembahn ist. Natürlich könnte CD durch 
Einführung gewisser Zusatzkräfte zu einer solchen gemacht werden. 
Der das System darstellende Punkt (q1, q2, ••• , qn) möge sich zu der 
Zeit t in dem Punkt P des Bogens AB befinden. Wir nehmen an, daß 
jedem Punkt auf CD ein bestimmter Zeitpunkt zugeordnet ist, so daß 
es auf CD (oder auf der Kurve, der der Bogen CD angehört) einen Punkt 

17* 
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Q gibt, der zu dem gleichen Zeitpunkt gehört wie P. Bei der Durchlau­
fung des Bogens CD sollen sich die zugeordneten Werte der Zeit im 
gleichen Sinne stetig ändern. Beschreibt ein Punkt den Bogen CD, so ist 
seinen aufeinander folgenden Lagen eine stetige Folge von Wertsystemen 
q1 , q2 , ••• , qn, t zugeordnet; jedem Punkt auf CD entspricht denmach 
ein Wertsystem qv q2, ••• , iJn. 

Mit b bezeichnen wir die Variation, durch die wir von einem Punkte 
auf AB zu demjenigen Punkt auf CD übergehen, der dem gleichen 
Zeitpunkt zugeordnet ist. Mit t0 , t1 , t0 + LI t0 , t1 + LI t1 bezeichnen wir 
die den Grenzpunkten A, B, C, D bzw. zugeordneten Werte von t, mit 
LR den Wert der Funktion L in einem beliebigen auf einem der beiden 
Kurvenbogen gelegenen Punkt R. 

Bilden wir dann die Differenz der Werte des Integrals 

jL(ql,q2, ·· .,i:Jn, ql, q2, ·· ., qn,t)dt 

erstreckt über die Bögen AB bzw. CD, so erhalten wir 

t, 

{ I.d t - f Ld t = L 8 11 t1 --- LA LI t0 + J äL d t 
CD AB ~ 

1' n ( iJL . DL . ) 
= LnLI t1 - LALl t0 + J 2 -ä-.--- r'Jq, + /;-- öq, dt 

to r=l q, q, 

t. n {oL . d(iJL) } =L8 Lit -LALlt+[~ --:-r5q,+- --. bq, dt 
1 o iu "fft aq, dt aq, 

(nach den Lagrangeschen Gleichungen) 

n---,iJL ) ( n iJL ) 
= Lwd t1 - LALl f0 + (~ fJq, r'Jq, 8 - .J; aq~ äq, A. 

Bezeichnet VI q,)8 den Zuwachs von q, bei dem Übergang von B 
zu D, so ist 

und bedeutet (LI q,)A entsprechend den Zuwachs von q, bei dem Über­
gang von A zu C, so ist 

folglich 
r n fJL n iJL . -B f Ld t - j Ld t = [2 iT A qr + (L -2 a---c- q,) LI t] . 

CD All - r=l q, r••l q, A 
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Nun möge C mit A, D mit B zusammenfallen und dem Punkt C bzw. 
D die Zeit t0 bzw. t1 entsprechen, so daß also L1 q1, L1 q2, ••. , L1 qn, L1 t 
in A und B verschwinden. Dann geht die letzte Gleichung über in 

f Ld t - f Ld t = 0 , 
CD AB 

und wir erkennen daraus: Das Integral J Ld t hat für ein beliebiges Stück 
AB einer Systembahn einen stationären Wert, wenn als Vergleichskurven 
Nachbarkurven CD zugelassen werden, die zwischen denselben Grenz­
punkten verlaufen und denselben zeitlichen Grenzen zugeordnet sind. Dieser 
Satz wird als Hamiltonsches Prinzip 1) bezeichnet. 

Enthält das kinetische Potential L die Zeit nicht explizit, so können 
wir die Bedingung, daß die Zeit für beide Kurvenbogen die gleichen 
Anfangs- und Endwerte haben muß, offenbar durch die Bedingung er­
setzen, daß die Zeit der Durchlaufung von AB und CD gleich ist. Die 

n oL 
Größe ,2 q, :1--o- ~ L, die die Gesamtenergie des Systems darstellt, 

1"=1 oq,. 
ist nämlich in diesem Falle konstant. 

Helmholtz: ]ourn. f. Math. Bd. 100, S. 151, fand, daß die Bedingungen für 
einen stationären Wert von 

(wo die Variablen {} und q als unabhängige Veränderliche anzusehen sind) lauten: 

fJL d ( fJL) o- .. ·---
- fJq, dt fJ{}, 

(r=1,2, ... ,11), 

so daß wir wieder auf die Lagrangeschen Gleichungen geführt werden. 

§ 100. Das Prinzip der kleinsten Wirkung für konservative 
holonome Systeme. 

\Vir nehmen nunmehr an, das kinetische Potential des dynamischen 
Systems enthalte die Zeit nicht explizit, so daß das Energieintegral 

11 • dL 
_2q,y-L=h 
r=l q, 

existiert. Es sei wieder AB ein Stück einer Systembahn, CD ein Stück 
einer Nachbarkurve, deren aufeinander folgende Punkte den Punkten 
eines Zeitintervalls derart zugeordnet sind, daß die Gleichung besteht 

n . iJL 
~ q,. -~ - L = h + L1 h, 
r=l q, 

1) Hamilton: Phil. Trans. 1834, S. 307; ebenda 1835. S. 95. 



262 IX. Kapitel: Die Prinzipien der kleinsten Wirkung und kleinsten Krümmung. 

wo L1 h eine kleine Konstante ist. Dann haben wir: 

= ( (lt-1- /J 1t) d t -- / h d t + ( Lclt J Ld t 
UD AB (!l) AB 

= ( h + L1 h) (t1 + L1 !1 -· 10 ·- .::1 t0 ) -- h (t1 -- t0) + ) , . ,J q r - h !I t I. '~ dL JB 
H dq, A 

" iJL . . ,11 =fY.~.-!Iq,+-t.-1h . 
~ dq, ... 1 

Lassen wir nun C mit A, JJ mit B zusammenfallen und .-1 h gegen 
Null gehen, so wird 

!( {c..,. iJL) . Aus dieser Gleichung folgt: Das Integral ..:::;.; q, a'· dt hat einenstatw-
r=I q, 

nären Wert fiir ein beliebiges Stück einer Systembahn, verglichen mit 
Nachbarkurven zwischen den gleichen Grenzpunkten, fiir die die zugehörigen 
Werte der Zeit den Koordinaten derart zugeordnet sind, daß sie dieselbe 
Energiegleichung befriedigen. Das Integral 

'( ~-, (jJ) 1 _/ iJ, -~.-- dt 
" ~ (lfr ,. __ 1 

wird als die J.Virkung, der Satz als das Prinzip der kleinsten Wirkung 
bezeichnet. 

Für natürliche Systeme, bei denen ja L die Differenz der kinetischen 
Energie T, einer homogenen Funktion zweiten Grades in den Geschwin­
digkeiten, und der von den Geschwindigkeiten unabhängigen potentiellen 
Energie V darstellt, ist (§ 41) 

~n, d] q ... ~ -- .., T 
r Dq, -..... ' 

,._, 1 

das stationäre Integral hat also hier die Gestalt J Td t . 
Das Prinzip der kleinsten Wirkung ging hervor aus dem Versuch von Mau­

pertuis: JYiem. dc l'Acad. 1744, S. 417, für die Korpuskulartheorie des Lichtes 
einen dem Permatschen ,.Prinzip der kürzesten Zeit" analogen Satz aufzustellen. 
Euler bewies das Prinzip von Maupertuis für einen einzelnen Massenpunkt unter 
der Wirkung einer Zentralkraft {Zusatz II, S. 309 in JYiethodus inveniendi lineas 
curvas, 1744 ). Lagrange übertrug es auf viel allgemeinere Probleme: Miscelt. 
Taurin. Bd. 2. 1760-61; Oeuvres Bd. I, S. 365. 
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Aufgabe 1. Man zeige, daß das Prinzip der kleinsten Wirkung sich folgender-
maßen auf Systeme übertragen läßt, die kein Energieintegral besitzen. Die Größe 

,, . r1.L 
.::;,.. q, >'o· - L 
:r=l ( r 

werde mit lt bezeichnet. Dann hat das Integral 

r( )'", ~~ + t ~) dt 
.. ~ oq, dt 

einen stationären vVert für ein beliebiges Stück einer Systembahn, verglichen 
mit Kurven zwischen denselben Grenzpunkten, für die h dieselben Grenzwerte hat. 

Aufgabe 2. Ein dynamisches System, für das ein Energieintegral existiert, 
werde wie in § 42 auf ein System von niedrigerer Ordnung zurückgeführt. Man 
beweise, daß das Prinzip der kleinsten Wirkung für das ursprüngliche System 
mit dem Hamiltonschcn Prinzip für das reduzierte System identisch ist. 

§ 101. Ausdehnung des Hamittonsehen Prinzips auf 
nicht-konservative dynamische Systeme. 

Wir dehnen nun den Geltungsbereich des Hamiltonschen Prinzips 
auf holonome dynamische Systeme aus, deren Kräfte nicht mehr als 
konservativ vorausgesetzt werden. Es bezeichne T die kinetische 

n 
Energie eines solchen Systems, 1: Q, J q, die von den äußeren Kräften 

T=l 

an dem System geleistete Arbeit bei einer willkürlichen Verrückung 
(Jq1 , Jq2 , •.. , ~qn)· Die Bewegungsgleichungen des Systems lauten 
dann 

d ((JT) iJT 
cft aq; -- Dq, = (j, (r=1,2, ... ,n). 

IX sei ein Stück einer Systembalm, ß ein Stück einer Nachbarkurve 
mit den gleichen Emlpunkten. Diesen sollen auf dem Bogen ß die gleichen 
Grenzwerte t0 , t1 der Zeit entsprechen wie auf dem Bogen .x. Bezeichnet 
dann d die Variation, durch die wir von einer Lage auf IX zu der gleich­
zeitigen Lage auf ß übergehen, so haben wir 

t, n . t., n ( 9 T D T , 
/ (r~T + """(J,,5q,) dt = {""" r~ r~q, + -, r~q, -1-- (!,.r5q,) dt 
. ~ . ~ uq, oq, 
t, r~l t.,r=l 

t! d ( ~ ar ) 
= { "'. -;.;~ r5q, dt . dt ~ Lq, 

l0 1'c:= 1 

[ ."'-, oT Jt., = '5 Cl. dq, ...._. vq, 
1' __ : 1 to 

=0. 
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Dies Ergebnis 
t1 n 

j(dT + 'L,Q,dq,)dt = o 
t, r= 1 

wird (wie der Satz von § 99, der einen Spezialfall des vorliegenden 
darstellt) als Hamiltonsches Prinzip bezeichnet. 

§ 102. Ausdehnung des Hamiltonschen Prinzips 
und des Prinzips der kleinsten Wirkung auf nicht-holonome 

Systeme 1). 

Wir zeigen nunmehr, daß das Hamiltonsche Prinzip in geeigneter 
Fassung auch für nicht-holonome dynamische Systeme gilt. 

Die Variationen der n Koordinaten q1, q2, ••• , q.. eines nicht­
holomonen konservativen Systems mögen durch die m nicht-integrablen 
kinematischen Gleichungen verbunden sein: 

in denen A11 , A 12 , ••• , A .. .", TI> ... , Tm gegebene Funktionen von 
q1, q2 , ••• , q., sind. Ist L das kinetische Potential, so ist die Bewegung 
also bestimmt (§ 87) durch die n Gleichungen 

d ( aL) oL 
d- fi: - T =Al Ar I+ A2Ar2 + ... + A",A,". t q, q, (r=1,2, ... ,n), 

zusammen mit den obigen kinematischen Gleichungen. Dabei sind 

die Unbekannten. 
Es sei AB ein Stück einer Systembalm, und die Kurve CD gehe 

aus AB durch Verrückungen hervor, die mit den momentanen kine­
matischen Gleichungen verträglich sind, d. h. mit den obigen kinema­
tischen Gleichungen ohne die Glieder Tkdt. Im allgemeinen ist CD 
selbst keine Bahn, die der Punkt im Einklang mit den kinematischen 
Bedingungen stetig durchlaufen kann, ist also eine kinematisch unmög­
liche Bahn. 

Hier erhebt sich von selbst die Frage, warum wir nicht für CD eine kine­
matisch mögliche Bahn wählen. Dazu ist zu sagen, daß alsdann die Übergänge 
von AB zu CD nicht mit den kinematischen Bcdingnngen im Einklang stehen 
könnten; in zwei nicht-holonomen Systemen ist nämlich der Übergang zwischen zwei 
gegebenen benachbarten möglichen Konfigurationen im allgemeinen kinematisch 
unmöglich. Es gibt unendlich viel mehr mögliche Nachbarlagen als mögliche 
Verschiebungen aus der gegebenen Lage. 

Wie bei dem Beweis des Hamiltonschen Prinzips in § 99 be­
zeichnen wir mit (j die Verrückung, die aus einem Punkt auf AB 

1) Vgl. Hölder: Gött. Nachr. 1896, S. 122; und Voss: Gött. Nachr. 1900, S. 322. 
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zu dem gleichzeitigen Punkt auf der Vergleichskurve CD führt, und 
bilden 

t, " ( "T iJL ) f Ld t-f Ldt =Ln L1 t1 - LA LI t0 + !.2 -~": bq, + ·a- bq, dt 
CD AB t, r~l q, q, 

=Ln LI t1 - LALl t0 + 
t, " { iJL d ( oL ) } +(""' -~r5q,+-d :>'- bq,-(21AT1+ ··· +Ä111 A, 111 )(5q, dt. 
-~ 0~ t v~. 

t, -r~ 1 

Da die Verrückungen den Gleichungen 

Alköqt + A21;bq2 + ... + A"käqn = 0 

genügen, so folgt, daß die Glieder vom Typus l,A 18 bq, in dem Integral 
sich gegenseitig zerstören. Daher ist 

· t, n oL . d ( oL ) } 
}Ldt-jLdt =Ln !I t1 - LA /1 t0 + J.2{ii--o- bq, + dt y bq, dt. 

CD AB t, r~l q, q, 

Der Beweis wird nun wie in § 99 weitergeführt. Dann ergibt sich: 
Das Hamiltonsche Prinzip gilt für alle dynamischen Systeme, holonome 
und nicht-holonome. Die Vergleichskurven müssen dabei aus den System­
bahnen immer durch solche Variationen hervorgehen, die die kinematischen 
Gleichungen für die Bindungen nicht verletzen. A her nur für holonome 
Systeme ist die variierte Bewegung zugleich eine mögliche; vergleichen 
wir also die tatsächliche Bewegung mit benachbarten Bewegungen, die 
den kinematischen Bedingungen für die Bindungen genügen, so gilt das 
Hamiltonsche Prinzip nur für holonome Systeme. 

Offenbar gilt genau dasselbe für das Prinzip der kleinsten Wirkung 
und das Hamiltonsche Prinzip in der Anwendung auf nicht-konservative 
Systeme. 

§ 103. Sind die stationären Integrale Minima? Kinetische 
Brennpunkte. 

Bisher haben wir nur gezeigt, daß die Integrale des Hamiltonschen 
Prinzips und der kleinsten Wirkung für die Systembahnen stationär 
sind im Vergleich mit Nachbarkurven. Wir fragen nun, ob sie Maxima 
oder Minima darstellen? 

Wir entscheiden diese Frage für das Prinzip der kleinsten Wirkung 
und nehmen zur Vereinfachung der Rechnung an, das dynamische 
System habe zwei Freiheitsgrade, so daß die Bewegung definiert ist 
durch eine kinetische Energie 

T = ! au (ql, q2) qi + al~ (ql, q2) iJ.1 iJ.2 + i a22 (ql, q2) q~ 

und eine potentielle Energie 

V= 1p (qt, q2) · 
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Die Untersuchung läßt sich leicht auf das Hamiltonsche Prinzip 
und auf Systeme mit beliebig vielen Freiheitsgraden ausdehnen. Das 
Prinzip der kleinsten Wirkung besagt für das obige System (§ 100), 
daß das Integral 

einen stationären Wert hat für eine System bahn, verglichen mit anderen 
Bahnkurven zwischen denselben Grenzpunkten, für die dt mit den 
Differentialen der Koordinaten durch dieselbe Energiegleichung 

T+ V=h 
verknüpft ist. 

Diese letztere Gleichung ergibt 

a11 q~ + 2a12 q1 q2 + a22 q~ = 2(h ··- 1p) 

oder dt = {2 (h -- 1p)} l (a11 dqY + 2a12 dq1 dq2 -+ a22 dq~)~. 

Das stationäre Integral kann daher in der Form 

I= j (h - 1p)l (a11 -+ 2 a12 q; + a22 q?) dq1 

angenommen werden, wo q; = d q2fd q1 gesetzt ist. Dies Integral wird 
zwischen Grenzen genommen, für die die zugehörigen Werte q1, q2 

gegeben sind. 
Wir schreiben die Gleichung in der Form 

I= /f(qp qz, q~) d ql 
und untersuchen die Natur der Extremwerte (Jacobi führte als erster 
diese Diskussion durch) nach einer Methode von CulverwelP). 

Wir betrachten eine Anzahl Nachbarkurven der eigentlichen 
Systembahn. Sie mögen zwischen denselben Grenzpunkten verlaufen 
und stetig sein, können aber endlich viele Knickpunkte haben. Der 
Punkt (q1, q2 + f5q2 ) einer derartigen Bahn möge einem Punkt (q1, q2) 

der eigentlichen Systembahn zugeordnet sein. Wir ersetzen nun häufig 
f5q2 durch tMp, wo die kleine Konstante lX die Größenordnung der auf­
tretenden Ausdrücke bestimmt und rp in den Grenzpunkten des Inter­
valls verschwindet. 

Die Entwicklung der Funktion 

/(iJJ• iJz + lX'f'' q~ + o..rp') 
nach steigenden Potenzen von lX laute 

f(qp q2, q~) + 1X(U0 rp + U 1 q/) + l~X2 ( U011 rp2 + 2 Um q' q>'-1- U n q/2 ) I· ... , 
M sei das die Größe .x linear enthaltende Glied, r52 I das Glied in cX2 

von r f(ql, iJz + iX rp, q~ + iX rp') d ql. 
in einem beliebigen Punkt eines kleinen Integrationsintervalles ist 

der Wert von rp' groß gegen den Wert von 'fl. Denn da rp in den Grenz-
punkten verschwindet, ist R 

q' = jrp'dq1' 
p 

1) Proc. Land. Math. Snc. Bd. 23, S. 241. 1892. 
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wo P und R die Grenzpunkte bedeuten. Ist also ß der numerisch größte 
Wert von q/ zwischen P und R, so folgt, daß q; den Wert (q1(R)- q1 (pJ) ß 
nicht überschreiten kann, daß also durch Verkleinerung des Intervalls 
das Verhältnis q; : q;' unendlich klein gemacht werden kann. 

Wenn das Intervall klein ist, so überwiegt also in lJ21 das Glied 
t/U11 q;'2 dq1 , das stets das gleiche Vorzeichen hat wie U11 (das Vor­
zeichen von dq1 wird positiv angenommen). Für kleine Intervalle 
ist demnach I ein Maximum oder Minimum, je nachdem U11 negativ 
oder positiv ist. Nun ist 

Ü2 / .. ' /') - :t ., ull = 2q? = (h - 'l')' (an -I 2al2 q~ + a22 q~·) '(au a~2 -- al?)", 

also positiv, da die kinetische Energie eine positiv definite Form, dem­
nach a11 a22 - a1~ > 0 ist. Somit haben wir clen Satz: Für hleinc 
Bereiche ist die Wirkung auf der Systembahn ein Minimum1). 

1 ) Diese Betrachtung liefert in der hier gegebenen, von Culverwell her­
rührenden Form keinen zwingenden Beweis für das Vorhandensein des Mini­
mums. Man kann z. B. einwenden, daß sich zwar so beweisen läßt, daß die 
Systembahn innerhalb einer sie enthaltenden, von einem Parameter IX stetig ab­
hängenden Schar von Vergleichskurven ein Minimum des Integrals ffd q1 liefert, 
nicht aber notwendig im Vergleich mit allen genügend benachbarten Vergleichs­
kurven. Ferner braucht durchaus nicht an allen Stellen des Integrationsgebietes tp' 
groß gegen rp zu sein. Doch kann man den Beweis etwa in der folgenden Weise 
vervollständigen. Es sei q2 im Intervall a ~ q1 ;:;_;; b eine Lösung der Lagrauge­
sehen Gleichung 
(1) (/,,~)' --1." = 0 

(partielle Ableitungen werden durch Suffixe, Ableitungen nach q1 durch Striche 
angedeutet}. Der Funktion ·•p legen wir die Beschränkungen 

(2} I lj! I< C, !>t>'l< C, lf>(a) = >f'(h) c~ 0 

auf. In diesem Cebict mögen die partiellen Ableitungen zweiter und dritter Ord­
nung der Funktion /(q1 , q2 ·1 .. •p, q; -1- tp1 ) absolut genommen unterhalb der 
Schranke 11/ und /1;,1; oberhalb rler positiven Schranke m liegen. Um die Integrale ,, 

und 
r. 

I' j't('ft· ''" 1 .. >p, q; I·'!'') rl'/t 

zu vergleichen, benutzen wir die Taylorsche Formel mit dem Hestglied dritter 
Ordnung. Aus ihr folgt 

\f(qi, qz + tp, q~ + •p') ..... f( 1II• q", q~,} -- /,"(ifi· 'b if~) 'P .. - f.:.('ft· 'ft. q~) •p' 

-- i f q;' "' ('fl• if2• if~) 1P" -- /,le ,,;(ql, q2, if~) 1/' 1P1 - b /.,;.,;, (if I• q2, q~) >p' 2 I 

<A1 (1•t•l 3 13lvh/"I1-Jivnp'"I+I'P'I3 l 
(, 

~~!. ( I•P I" -+· I 'l''l3 l · 
j 

/(1/t· ifz +'I'· qj + •p') .... f(ift· 1/2· q'") · · /,,, 1P --f"·,•t>' 

m ', 111 ,, I ' I 4 M \ \a ' ' Ia >-tpc---•p--111 'i''P - ( 'P -1-,·•p ). 
2 2 3 
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Nun wählen wir einen Punkt A auf einer Systembahn und betrach­
ten eine zweite durch A gehende Systembahn, die mit der ersten einen 
kleinen Winkel einschließt. Sie möge die erste in einem weiteren 
Punkte B treffen. Die Grenzlage des Punktes B für einen verschwindend 
kleinen Winkel zwischen den Bahnen wird als der kinetische Brenn­
punkt von A auf der ursprünglichen Systembahn oder als der zu A 
konjugierte Punkt bezeichnet. 

Wir weisen nun nach, daß die Wirkung auch für endlich große 
Bereiche ein Minimum ist, wenn der Endpunkt nicht jenseits des zu 
dem Anfangspunkt konjugierten Punktes auf der ursprünglichen 
Systembahn liegt. 

Es seien nämlich P und Q die Grenzpunkte des Intervalls; wir 
sahen, daß für ein nahe bei P gelegenes Q die Größe /J2 I immer positiv 
und von der Ordnung .x2 ist, verglichen mit dem Wert von I in den 
Grenzen P und Q. Wenn wir also Q mehr und mehr von P entfernen, 
so kann 1521 offenbar erst dann negativ werden, wenn Q den Punkt 
überschritten hat, in dem 1521 bei einem passend gewählten Wert von 
.xqy verschwinden kann. 

Integrieren wir von a bis b, so fallen wegen ( 1) und (2) die beiden letzten 
Glieder links weg, und es wird 

" " ( ,, b ) 

1'-1>; P-~l1Jl2 dq1 -Mf11Jltp1 \dq1 - 4 ; f\tp\3dq1+j\1Jl'\3dq1 

(P=/1Jl'2dq} 
Mit Hilfe der bekannten Schwarzsehen Ungleichung 

(fuvt-c_Ju2Jv2 
folgt weiter 

( ~ )~ tp(qtJ2 < [\tp'\·1 · dq1 ~-~ P(b- a), 

" f•p2dql ~" P(b - a)2' 
n 

(j \tptp' I dqlr ~ P2(b - a)2' 

h 

I ltp Ia dql c·.; c P(b- a)2' 
a 

(, 

I 1'1'' 13 dql :-:·::; c 1', 
a 

so daß schließlich 

1' -1 >P {m - M (b- a) 2 - M(b- a)- 4 M~- [1 + (b- a)2]fl 
2 2 3 

wird. Die geschweifte Klammer ist positiv, wenn nur c und b-a klein genug 
sind; daher ist dann I'> I, außer im Falle P = 0, d. h. 1jJ = o. 
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Es sei also PB Q ein Stück einer wirklichen Systembahn und Q 
der erste Punkt, durch den man eine variierte Kurve P H Q legen 
kann, für die IJ2I Null ist. Wir weisen nach, daß die variierte 
Kurve P H Q selbst eine Systembahn ist. Ist nämlich P H Q keine 
Systcmbahn, so verbinden wir zwei ihrer Punkte A, C, die nahe 
beieinander liegen, durch eine Systembahn A D C. Dann ist das über 
die Kurve A D Cerstreckte Integral kleiner als das über A H C erstreckte, 
daher das über PA D C Q erstreckte Integral kleiner als das über P H Q 
erstreckte, das nach Voraussetzung gleich dem über PB Q erstreckten 
ist. Daher ist Ö21 auf PA D CQ negativ, und Q kann nicht der erste Punkt 
sein, für den beim Fortschreiten aus P die Variation aufhört, positiv 
zu sein. Das widerspricht dem schon Bewiesenen. Folglich ist PA H C Q 
eine Systemhahn und Q der kinetische Brennpunkt von P. Die Wir­
kung ist also ein Minimum, wenn der Endpunkt des Intervalls auf der 
Systembahn vor dem kinetischen Brennpunkt des Anfangspunktes liegt. 

Nun untersuchen wir noch den Fall, daß der kinetische Brennpunkt 
des Anfangspunktes auf der Systembahn vor dem Endpunkt liegt. Wir 
benutzen die vorigen Bezeichnungen und nennen den Anfangs- und 
Endpunkt P und R. Auf der Kurve P H Q und auf dem Bogen Q R 
wahlen wir einen Punkt E und einen Punkt F so nahe beieinander, 
daß die sie verbindende Systembahn ein Minimum ergibt. Da das 
Integral über E G F kleiner als dasjenige über E Q F ist, muß das über 
PE G FR crstreckte Integral kleiner als das über PE Q R erstreckte sein. 
Letzteres ist gleich dem Integral über PB Q R, da die Integrale von P 
bis Q übereinstimmen. Daher ist das Integral über PB Q R kein Mini­
mum. Es ist aber auch kein Maximum, da das über einen beliebigen 
Teil dieses Intervalles erstreckte Integral ein Minimum ist. Liegt also 
der zum Anfangspunkt gehörige Brennpunkt vor dem Endpunkt des Inter­
valles, so ist die Wirkung weder ein Maximum noch ein Minimum. 

Ein einfaches Beispiel zur Erläuterung der Ergebnisse dieses Paragraphen 
gibt die kräftefreie Bewegung eines Massenpunktes auf einer glatten Kugel. Die 
Systembahnen sind größte Kugelkreise, und die über eine beliebige Kurve {System­
bahn oder nicht) erstreckte Wirkung ist der Weglänge proportional. Der kine­
tische Brennpunkt eines beliebigen Punktes A ist der Gegenpol A' der Kugel, 
da zwei größte Kugelkreise durch A sich wieder in A' schneiden. Unsere Sätze 
führen also hier zu dem Ergebnis, daß der zwei Punkte A, B verbindende Bogen 
eines grüßten Kreises dann und nur dann die kürzeste Verbindung von A, B 
darstellt, wenn der Gegenpol A.' von A nicht auf dem Bogen liegt, d. h. wenn 
dieser kleiner als ein halber größter Kreis ist. 

§ 104. Darstellung der Bewegung eines dynamischen 
Systems mit Hilfe der geodätischen Linien. 

Vermöge des Prinzips der kleinsten Wirkung läßt sich eine inter­
essante Transformation der Bewegung eines natürlichen dynamischen 
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Systems mit zwei Freiheitsgraden ausführen. Das System habe die 
kinetische Energie 

Hau (ql, qz) qf + 2alz(ql, qz) tl1 ih + azz(qp qz) q~} 

und die potentielle Energie 'lfJ(q1, q2). Nach § 100 sind die zu den 
Lösungssystemen mit der Gesamtenergie h gehörenden Bahnkurven 
bestimmt durch die Bedingung, daß 

J (an iJ12 + 2al2 tl1 q2 + az2 q)) dt 
stationär ist für ein beliebiges Stück einer wirklichen Systembahn, ver­
glichen mit Kurven zwischen den nämlichen Grenzpunkten, für die 
d t mit den Differentialen der Koordinaten verbunden ist durch die 
Gleichung 

! (an qr + 2al2 ql qz + az2 q~) + 'lfJ(ql, q2) = h · 

Das Integral 

j(h- '~p)!(audqi + 2a12 dq1 dq2 + a22 dq~p 
ist daher stationär. Es spricht das Prinzip der kleinsten Wirkung für 
die kräftefreie Bewegung eines Massenpunktes auf einer beliebigen 
Fläche aus, deren Linienelement gegeben ist durch 

ds 2 = (h -- tp)(andq12 + 2a12 dq1 dq2 + a2zdq/), 

ist demnach die Definitionsgleichung der geodätischen Linien dieser 
Fläche. Die Gleichungen der Bahnkurven des gegebenen dynamischen 
Systems fallen also mit den Gleichttngen der geodätischen Linien auf dieser 
Fläche zusammen. 

Aufgabe 1. Man beweise, daß die parabolischen Bahnen eines freien schweren 
c;eschosses den geodätischen Linien einer gewissen Rotationsfläche entsprechen. 

Aufgabe 2. Man zeige, daß die unter der Wirkung einer Zentralkraft r' (r) 
in einer Ebene durchlaufenen Bahnkurven den geodätischen Linien einer Rotations-
fläche entsprechen, deren Meridiankurve die Gleichung ~ /('.!) hat, wo 

/'('.!) ~~ {(udrfrrluf 1) I 
und r und I! durch die Beziehung 

1!2 c· r2 :. 'f'(r) + h) 
verbunden sind. 

§ 105. Das Gauß-Hertzsche Prinzip der geradesten Bahn. 
Wir besprechen nunmehr ein Prinzip, das - wie das Hamiltonsche 

-- zur Definition der Bahnkurven eines dynamischen Systems dienen 
kann, aber von der Integrationsrichtung unabhängig ist. 

Es' seien x" Yro z, die Koordinaten eines für clas dynamische 
(holonome oder nicht-holonome) System typischen Massenpunktes m, 
zu der Zeit t und X,, Y,, Zr die Komponenten der auf den Punkt wirken­
den äußeren Kraft. vVir betrachten die Funktion 

'·· , .. 1(:·. ._\",')~+ (··. -- v ___ -')2+ (:; - z __ ~_,. )2\. , /i'] i' l .\ r ~ r "' i' (' ...., m,. . ·m, . m,. 1 
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wo die Summation über alle Massenpunkte des Systems erstreckt wird 
und x" }'" z, sich auf eine beliebige, kinematisch mögliche Bahn be­
ziehen, deren Koordinaten und Geschwindigkeiten in dem betreffenden 
Zeitpunkt mit denjenigen einer wirklichen Systembahn übereinstimmen. 
Diese Funktion stellt dar, was Gauß den Zwang, Hertz die Krümmung1 ) 

der betrachteten kinematisch möglichen Bahn nennt. (Hertz unter­
suchte vorwiegend den Fall verschwindender äußerer Kräfte.) Wir 
bedienen uns der Hertzsehen Bezeichnungen. 

Nun ist der Nachweis zu führen, daß unter allen mit den Bindungen 
(die keine Arbeit leisten sollen) verträglichen Bahnkurven die eigentliche 
Systembahn die kleinste Krümmung besitzt 2). 

In dem einfachen Fall der kräftefreien Bewegung eines einzelnen Massen­
punktes auf einer glatten Fläche bedeutet dieser Satz offenbar nur die Tatsache, 
daß die räumliche Krümmung (im gewöhnlichen Sinne) der Kurve die kleinste 
ist, die sich mit der Bedingung vereinbaren läßt, daß der Massenpunkt auf der 
Fläche bleibt. 

Beim Beweise dieses Satzes nehmen wir an, daß die Gleichungen 
für die Bindungen lauten 

(k cc-c 1, 2, ... , m), 

wo wir mit x, eine beliebige der drei Koordinaten eines Punktes bezeich­
nen und die Koeffizienten Xkr gegebene Funktionen der Koordinaten 
sind. Aus diesen Gleichungen folgt durch Differentiation 

(k = 1, 2, m). 

Es sei .X, eine typische Beschleunigungskomponente auf der be­
trachteten Bahn (die als kinematisch möglich, aber nicht notwendig 
als wirkliche Systembahn angenommen wird) und .X, 0 die ihr ent­
sprechende Beschleunigungskomponente auf der Systembahn. Subtra­
hieren wir die letzte Gleichung, gebildet für eine eigentliche Systembahn, 
von derselben Gleichung, gebildet für eine kinematisch mögliche Ver­
gleichsbalm, so erhalten wir 

2: xkr(x, ·-· x,o) = 0, 

da die Geschwindigkeiten für beicle Bahnen übereinstimmen. 
Diese Gleichung lehrt, daß eine kleine Verrückung des Systems, 

bt>i der die Verrückung bx, der Koordinate x, proportional (x,- x, 0 ) 

ist, mit den Bindungen vereinbar, also eine mögliche Verschiebung ist. 

1) Genau genommen bezeichnete Hertz die Quadratwurzel aus dieser Funk­
tion als Krümmung. 

2) Gauß: ]oum.f. Math. Bd. 4, S. 232. 1829; Werke Bd. 5, S. 23. Gauß 
maß den Zwang durch die Summe der Produkte aus den Massen der Punkte in 
<lie Quadrate der zugehörigen Abweichungen von der zwangsfreien Bewegung. 
Der obige analytische Ausdruck wurde zuerst von H. Scheffler augegehen: Zeit­
sthrift f. Math. Bd. 3, S. 19i- 18SR. Die Hertzsehe Theorie findet sich in seiner 
Mechanik. 
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Die Komponenten der durch die Bindungen verursachten Kräfte 
werden dargestellt durch m, x, 0 - X,, und diese Zwangskräfte leisten 
bei einer möglichen Verrückung keine Arbeit. Daher erhalten wir 

1: (m,x, 0 - X,)(x,- .X,o) = o. 
r 

Diesen Gleichungen können wir die Form geben 

2; m, ( x, - ~!_) 2 = 2; m, (x, 0 - X,)2 + 2; m,(x, -- i,o)2 

r " m, r m, r 

oder (wenn wir die Koordinaten wieder mit x, y, z be:1eichnen) 

"" {(- X,)2 (·· Y,)2 (·· Z,)2} 4 m, x, - :,n; + y, - m, + _z, - m; 
r 

"" {(·· X,)2 (" Y,)2 (.. z, )2} 
= 4 m, x,o- m, + Yro- m, + \Zro -- rn; 

r 

"" {" .. )2 (" .. )2 f- (" .. )2\ + 4 m, x, - Xro + Yr -- Yro - z, - z,o J · 

r 

Da alle Glieder der letzten Summe auf der rechten Seite positiv 
sind, folgt 

"" {(- X,)2 (" Y,)2 (·.. z, )2} 4 m, x, - m, + y, -· m;· + z,- m, 
r 

"" {(.. X,)2 (" Y,)2 (· z, )2} > 4 m, Xro - m,· + Yro - m, + z,o - m.; ' 
r 

womit die Behauptung bewiesen ist. 

§ 106. Die Krümmung der Bahn als Funktion der 
allgemeinen Koordinaten. 

Lipschitzl) hat bewiesen, daß die Krümmung einer kinematisch 
möglichen Bahn eines holonomen dynamischen Systems mit n Freiheits­
graden als Funktion der Ableitungen der n unabhängigen Lagenkoor­
dinaten des Systems dargestellt werden kann. 

Die Koordinaten seien q1 , q2 , ••• , qn; auf einer beliebigen kine­
matisch möglichen Bahn mögen ihnen die Beschleunigungen ij1 , ij2 , ••• , iin 
entsprechen, während ij10 , ij20 , ••. , iino die zu denselben Werten 
q1 ,q2 , ••• ,qn, q1 ,q2 , •• . ,qn gehörigen Beschleunigungen auf der wirk­
lichen Systembahn sind. Bezeichnen wir wieder eine beliebige der 
drei rechtwinkligen Koordinaten eines beliebigen Massenpunktes m, 

1) ]ourn.f. Math. Bd. 82, S. 323. Vgl. fcrnerWassmuth: Wien. Sitz. Bd.104.1895-
Für weitere mit dem Prinzip der ldeinsten Krümmung zusammen hängende Unter­
suchungen sei verwiesen auf. Leitinger: Wien. Sitz. Bd. 116, S. 1321. 1908; und 
Schenk]: I.Vicn. Sitz. Bd. 122, S. 721. 1913. 
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mit x,, die zugehörige Kraftkomponente mit X,, so wird die Gauß­
Hertzsche Bahnkrümmung 2: m, (.X,- X,jm,) 2• Im letzten Paragraphen 

r 
ist gezeigt worden, daß man statt dessen schreiben kann: 

;E m, (X70 - X,jm,) 2 + z m, (x, -- X70) 2 • 
r r 

Die erste Summe stimmt für alle Vergleichskurven überein, da sie nur 
von der wirklichen Systembahn abhängt; wir können sie daher fort­
lassen, ohne daß der Gesamtausdruck seine Minimumeigenschaft ver­
liert, und die übrigbleibende Summe 2: m, (x7 - %, 0) 2 als Krümmung 
der Bahn bezeichnen. 

Die kinetische Energie sei 

T = i _2: z akl qk riz ; 
k l 

wo die Größen akl gegebene Funktionen von q1, q2, ••• , qn sind; D sei 
die Determinante der Größen akz, Akz die zu ak1 gehörende Unter­
determinante. 

Aus der Gleichung 

2;m,x; = .2:2 akzqkqz 
r k l 

folgt 

Nun ist 
Xr = ""'~Xr ijk + ""' ""'--~2~~ qk iJz, 4- aqk 4' 4' aqk oqz 

da die Koordinaten und Geschwindigkeiten für alle betrachteten Bahnen 
übereinstimmen, haben wir also 

.. .. ~ox, (" .. ) 
X1 - Xro = ,.::::.. fj-- qk- qko · 

k qk 

Setzen wir aber 

sk = ddt (~f)- ··~~-~ ~;: x, (k=1,2,.--,n), 

so erhalten wir, da dieser Ausdruck auf der wirklichen Systembahn 

verschwindet: d ((JT) 
Sk =Differenz der Werte von d a-;- für die Vergleichsbahn und 

die wirkliche Systembahn oder t qk 

Daraus folgt 

also 

sk = 2 akl (ijz- iizo) 
l 

ijk- iiko = ~ ~ AkzSz 
I 

.. .. 1 ""' ~ ox, A c x, - Xro = D ,.:::;.. .::;... (!-- kl·.Jl • 
k l qk 

Whittaker, Dynamik. 

(k = 1, 2, ... , n). 

(k = 1, 2, ... , n), 

18 
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Die Krümmung 2: m, (x,- x, 0) 2 ist demnach gleich 
r 

oder 

~2~ ~ ~ ~a~ciAklAi;SlS1 . 
lc I i j 

Nach einem bekannten Determinantensatz ist aber 

Daher llann die Krümmung als Funktion der allgemeinen Koordinaten 
q1, q2, ••• , q11 und ihrer Ableitungen dargestellt werden in der Form 

~ ~ ~ AuS1 S1 • 
I j 

§ 107. Die Appellsehen Gleichungen. 

Das Gauß-Hertzsehe Gesetz der kleinsten Krümmung führte 
Appell auf den Vorschlag 1) einer allgemeinen Form für die Differential­
gleichungen der Dynamik, in der sie gleichzeitig die holonomen und 
nicht-holonomen Systeme umfassen. 

Wir untersuchen ein beliebiges dynamisches System. Die Varia­
tionen der allgemeinen Koordinaten qv q2, ••• , q11 mögen durch die 
nicht-integrablen Gleichungen 

Au,dq1 + At~cdq2 + ... + A"kdqn + Tkdt = 0 (k = 1, 2, ... , m) 

verknüpft sein. Für holonome Systeme sind derartige Gleichungen 
selbstverständlich nicht vorhanden. 

S bezeichne die Funktion i 2: mk (x% + ji% + Zi,), wo m,. die 
Masse eines Systempunktes bedeutet, der zu cler Zeit t die rechtwink­
ligen Koordinaten xk, Yk· zk besitzt. Vermöge der Gleichungen, die 
clie Lage der Massenpunkte zu beliebiger Zeit t durch Koordinaten 
q1 , q2 , ••• , q,. darstellen, können wir 5 ausdrücken als Funktion der 
Koordinaten q1, q2, ••• , q" und ihrer ersten und zweiten zeitlichen 
Ableitungen. Überdies gelingt es, unter Benutzung der Gleichungen für die 
Bindungen, m der Geschwindigkeiten q1 , q2, ••• , q11 als Funktionen 
der übrigen darzustellen. Die diesen letzteren entsprechenden Koor­
üinaten mögen mit p1 , p2 , ... , Pn m bezeichnet werden. Durch Dif­
ferentiation dieser Relationen können wir iiv q2 , ••• , ij" als Funktionen 
der Größen p1, p2 , ••• , Pn-m• p1 , p2, •• • , Pn-m• q1 , q2, •• • , q71 ausdrücken. 
Folglich erscheint auch 5 als Funktion dieser Veränderlichen. 

1 ) journ. f. Math. Bd. 112. S. 310. 1900. 
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Nun kann eine beliebige kleine Verrückung, die mit den Bindungen 
verträglich ist, durch die Änderungen 15p1, öp2, ••• , JPn-m der Größen 

n-m 

Pv P2, ••• , Pn-1/• definiert werden. ,1; Pr tJP, möge die von den äußeren 
r=l 

Kräften bei einer solchen Verrückung geleistete Arbeit sein. Wie in 
§ 26 ist dann 

"'-, (·· ox~c .. oyk .. Dz~c) 
~ m~c xk t"p, + Yk 7JP,. + zk Cip, = P,. 

Die Gleichung, die die Änderung von xk als Funktion der Ände­
rungen von p1, p2, ••• , Pn-m darstellt, möge 

n-m 
Öxk = ~ :!Tr 15p, 

T= 1 

sein, wo nv n 2, ••• , nn-m bekannte Funktionen der Koordinaten sind. 
Die Gleichungen dieses Typus sind natürlich nicht integrabel. Daraus 
erhalten wir iJxkfDp, = n.. Die Gleichung, die i~c als Funktion von 
Pv P2, ••• , Pn--m darstellt, erhält demnach die Gestalt 

n-m 
xk = 2: n, p, + 1X , 

r=l 

wo 1X eine Funktion der Koordinaten bedeutet. Die Differentiation 
dieser Gleichung ergibt 

_ n-m . .. n-mdnr. d1X 

X1c = .'2 n, Pr+ .'2 -dt Pr -1-- di ; 
r=l r=l 

hieraus folgt 

Die Gleichungen eines holonomen oder nicht-holonomen 
stems können also in der Form 

oS - l) ()""'- --- . r 
Pr 

(r = 1, 2, ... , n-m) 

geschrieben werden, wo S die Funktion ~- ~ m~c (xt + :Y% + z~) bedeutet 
und die Zahl der Koordinaten Pv p2, •• , , Pn-m gleich der Zahl der 
Freiheitsgrade des Systems istl). 

1) Über den Zusammenhang dieser Gleichungen mit dem Prinzip der kleinsten 
Wirkung vgl. H. Brell: Wien. Sitzungsber. Bd 122, S. 933. 1913. 

18* 
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Offenbar gilt dieser Satz auch dann, wenn die Größen Pt> P2, ••• , Pn-m 
nicht wahre Koordinaten, sondern Quasi-Koordinaten sind. 

Aufgabe. Man leite aus den Appellsehen Gleichungen die Gleichungen 

A w1 - (B - C) w 2 w3 = L , 
Bw2 - (C- A)ro3 w1 = M, 
C w3 - (A - B) w 1 w 2 = N 

für die Bewegung eines starren Körpers mit einem festen Punkt ab. Darin sind 
wl> w 2, w 3 die Komponenten der Winkelgeschwindigkeit des Körpers in Richtung 
seiner eigenen Hauptträgheitsachsen im Unterstützungspunkt, A, B, C die 
Hauptträgheitsmomente, L, 1VI, N die Momente der äußeren Kräfte um die Haupt­
achsen. 

§ 108. Der Bertrandsche Satz. 
Zu der Gruppe von Sätzen, der das Gauß-Hertzsche Prinzip der 

kleinsten Krümmung angehört, ist auch der folgende Satz von Bertrand 1) 

zu rechnen: Werden verschiedenen Punkten eines bewegten (holonomen 
oder nicht-holonomen) Systems gegebene Stöße erteilt, so ist die kine­
tische Energie der resultierenden Bewegung größer als diefenige, die das 
System bei den gleichen Stößen erlangen würde, wenn zu den ursprüng­
lichen Bindungen beliebige Zusatzbindungen treten, die verursacht sind 
durch die Reaktionen völlig glatter oder völlig rauher Flächen oder starrer 
Verbindungen zwischen den Massenpunkten des Systems. 

Es sei nämlich m die Masse eines für das System typischen Punktes, 
der vor der Erteilung der Stöße, nachlier und bei der Vergleichs­
bewegung die bezüglichen Geschwindigkeitskomponenten u, v, w; 
u', v', w'; ui, vi, wi haben möge. 

Es seien X, Y, Z die Komponenten der auf den Punkt wirkenden 
äußeren Stoßkraft, X', Y', Z' die von den Bindungen des Systems her­
rührenden Stoßkomponenten, X'+ XI' Y' + YI' Z' + zl die von den 
Bindungen herrührenden Stoßkomponenten bei der Verglcichsbewegung. 

Die Gleichungen der Stoßbewegung lauten 

m(u'-u) =X +X', 
m (v'- v) = Y + Y', 
m (w'- w) = Z + Z', 

Subtraktion ergibt 

m(ui -u) =X +X'+ XI, 

m(v1 - v) = Y + Y'+ Y1 , 

m(w1 - w) =Z +Z'+Z1 • 

Wir multiplizieren diese letzten Gleichungen mit ui, vi, w1 bzw., 
addieren und summieren über alle Massenpunkte des Systems. Dann 
erhalten wir 

2' m {(ui- tt') u1 + (vi- v')v1 + (w1 - w')wi} =2'(XI ui + YI vi + ZI wi). 

1 ) Bertrands Anmerkungen zu Lagranges l'oUc. Anal. und Journal de Liou­
ville {1), Bd. 7, S. 166. 1842. 
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Aus der Natur der Bindungen ergibt sich nun, daß auf die Massen­
punkte des Systems wirkende endliche den Stoßkräften X1, Y1, Z1 

proJX>rtionale Kräfte bei einer Verschiebung, deren KomJX>nenten den 
Größen u1, v1 w1 proportional sind, im ganzen genommen keine Arbeit 
leisten. Daher ist 

oder 
~ (X1 u1 + Y 1 v1 + Z1 w1) = 0 

2'm{(u1 - u')u1 + (v1 - v')v1 + (w1 - w') w1 } = 0. 

Diese Gleichung kann in der Form geschrieben werden 

~m(u'2 + v' 2 + w' 2)-~m(u~ + v~ + w~) 
= 2' m {(u'- u1) 2 + (v'- v1) 2 + (w'- w1) 2}. 

Diese lehrt, daß 

i2;m(u'2+ v' 2 + w'2) > !2'm(ui + vi + wi) 

ist, und beweist so den Bertrandschen Satz. 
Der Satz läßt sich leicht auf den Fall übertragen, daß die Kräfte 

nicht impulsiv, sonelern stetig wirken. Dann wird der Zuwachs an kine­
tischer Energie in der Zeiteinheit vermindert durch die Einführung 
neuer Bindungen, die die potentielle Energie nicht beeinflussen. 

Der folgende Satz, der von Lord Kelvin herrührt und allgemein als der 
Thomsonsche Satz 1 ) bekannt ist, kann ähnlich wie der vorige bewiesen werden: 
Werden beliebig viele Massenpunkte eines dynamischen Systems plötzlich mit vor­
gegebenen Geschwindigkeiten in Bewegung gesetzt, so ist die kinetische Energie der 
resultierenden Bewegung kleiner als die jeder anderen kinematisch möglichen Be­
wegung, die das System mit den vorgeschriebenen Geschwindigkeiten ausführen kann. 
Der Oberschuß ist gleich der Energie derjenigen Bewegung, die mit einer der beiden 
zusammengesetzt werden muß, um die andere hervorzubringen. 

Lord Rayleigh 2 ) fand, daß die Sätze von Thomson und Bertrand sich 
dahin zusammenfassen lassen, daß die Einführung neuer Bindungen die Trägheit 
oder das Trägheitsmoment eines Systems vergrößern. 

Aufgabe. Eine aus n - 1 gleichen diagonal aneinandergereihten Rhomben 
bestehende Nürnberger Schere mit zwei offenen Enden - jedes in Gestalt eines 
halben Rhombus - wird aus 2n gleichen Stäben gebildet, die in den Rhomben­
ecken paarweise gelenkig verbunden sind. Den freien Stabenden an einer Seite 
werden Stöße P senkrecht auf die Diagonale zu erteilt. Man zeige, daß die Stab­
enden der anderen Seite in Richtung der Diagonale die Anfangsgeschwindigkeit 

3 P sin IX cos IX 

m cos2 (X + n 2 sin2 (X 

haben; dabei bedeutet m die Masse des einzelnen Stabes, 2 cx den Winkel zweier 
Stäbe in ihrem Kreuzungspunkt. (Camb. Math. Tripos, Part I. 1896.) 

Übungsauf gaben. 
1. Das Problem der Bewegung eines Punktes auf einer Fläche mit dem 

Linienelement 
ds 2 = Edu2 + 2Fdudv + Gdv2 

1) Thomson and Tait: Natural Philosophy § 317. 
2) Theory of Sound Bd.1, S. 100. 
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unter der Wirkung von Kräften mit der potentiellen Energie V(u, v) sei lösbar. 
Man beweise, daß man alsdann auch das Problem der Bewegung eines Massen­
punktes auf einer Fläche mit dem Linienelement 

ds 2 = V(tt, v) (Edu 2 + 2Fdudv + Gdv 2 ) 

unter Wirkung von Kräften mit der potentiellen Energie 1 /V(u, t•) lösen kann. 
(Darboux.) 

2. Die Systembahnen zweier dynamischen Systeme mit der kinetischen 
Energie :f:,a;kqiqk bzw. :f:,b,kqiqk und der potentiellen Energie U bzw. V sollen 
übereinstimmen, aber mit verschiedenen Geschwindigkeiten durchlaufen werden. 
Die Relationen zwischen den Koordinaten q1 , q2, ••• , qn sind also in beiden 
Bewegungen die gleichen. Man weise nach, daß 

V=~U-j-ß 
)•U-t- o 

ist, wo a, ß, y, o Konstanten sind, und daß 

~b,kdq;dqk = (yU + o):f:,a;kdq; dqk. 
( l'ainleve.) 

J. Die sämtlichen Bahnen eines Massenpunktes in einer Ebene unter Ein­
wirkung von Kräften mit der potentiellen Energie V(x, y), zu denen der ·wert h 
der Energiekonstanten gehört, mögen der Transformation 

X= cp(X,Y), y ·~ tp(X, Y) 

unterworfen werden, wo cp und •p konjugierte Funktionen von x und y sind. Man 
beweise, daß die so erhaltenen neucn Kurven die Bahnen eines Massenpunktes 
unter der Einwirkung von l(räften darstellen, die aus der potentiellen Energie 

abgeleitet werden können, und daß die zugehörige Energiekonstante Null ist. 
(Goursat.) 

4. T und V mögen die kinetische und potentielle Energie eines dynamischen 
Systems bedeuten. Man beweise, daß 

') J~V: _I."'" m({:2. I_ -ji2 -1· z2) 
- dt2 1 ".::.. ' · 

sich von 

L ~ {(mx + ~~f+ (my + ~.~~)\ (mz + ~~r} 
um eine von den Beschleunigungen unabhängige Größe unterscheidet, daß also 

d2 T 1 ,, ..• + "2 + "2 
d t" - -2-""'- m(x· y z ) 

ein Maximum ist, wenn die Beschleunigungen die der tatstichliehen Bewegung 
entsprechende Größe haben, verglichen mit allen mit den Bindungen verträg­
lichen Bewegungen, die demselben Energieintegral genügen, und die in dem 
Augenblick der Beobachtung die gleichen Werte für die Koordinaten und Ge-
schwindigkeiten haben. (Förster.) 



Zehntes Kapitel. 

Hamiltonsche Systeme und ihre 
Integralinvarianten. 

§ 109. Die Hamittonsehe Form der Bewegungsgleichungen. 

Für die Differentialgleichungen cler Bewegung eines konservativen 
holonomen dynamischen Systems leiten wir nunmehr eine Form ab, 
die die Grundlage fast der gesamten weitergehenden Theorie der Dyna­
mik bildet. 

Das System habe die Koordinaten q1 , q2 , ••• , qn und das kine­
tische Potential L (q1, q2 , ••• , q,., iJv q2 , •.. , iJn, t), so daß die Bewe­
gungsgleichungen in der Lagrangeschen Form lauten: 

(r==1.2, ... ,n). 

Wir setzen 

(r '"c 1, 2, .. . , n), 

so daß 

ist. 

. rJL 
Pr~ c r•q,. 

(r:=1,2, .. .,n) 

Vermöge des ersten dieser beiden Gleichungssysteme können wir 
die Größen einer der beiden Reihen q1 , q2 , •.. , iJn und P1, P2 , ••. , Pn 
als Funktionen der Größen der anderen Reihe ansehen. 

Bezeichnet J den Zuwachs einer beliebigen Funktion der Veränder­
lichen q1 , q2 , .. . , qn, P1 , P2 , ... , Pn oder q1 , q2 , .. . , qn, (]1 , ij2 , ... , iJn 
bei kleinen Änderungen der Argumente, so ist 

n 
~('P,Jq,- p.,Jqr) 
r=l 

n n 

= J~ p,.q,. + LJftrJq, --- iJr~Pr) 
r= 1 r= 1 
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oder 

Wird die alsFunktionder Veränderlichen q1, q2, .•• , q,., P1 , P2, ••. , p,., t 
n 

dargestellte Größe 2: p,ij,- L mit H bezeichnet, so haben wir also 
r=l 

( 1) 

oder 

(2) 

n 
(~H = ~ (q, (>Pr- Pr(> q,) 

r=l 

dp, 
dt 

-
iJH 
oq, (r= 1, 2, ... , n). 

Die Bewegung des dynamischen Systems kann durch diese Gleichungen 
definiert werden, die man als die Hamiltonschen oder kanonischen Glei­
chungen bezeichnet. Die abhängigen Veränderlichen sind q1 , q2 , ••• , q ,., 
p1 , p2 , ••• , Pn. und das System umfaßt 2n Gleichungen erster Ordnung, 
während das Lagrangesche System aus n Gleichungen zweiter Ordnung 
besteht. 

Hamilton stellte diese Gleichungen 1834 aufl). Seine Ergebnisse waren von 
den großen französischen Mathematikern teilweise vorweggenommen. Poisson2 ) 

tat bereits 1809 einen Schritt in dieser Richtung, indem er eine Funktion 

einführte und als Funktion von q1, q2 , ••• , q,., p1 , p2 , •• • , p,. darstellte und 
schon die eine Hälfte der Hamiltonschcn Gleichungen ableitete. Dagegen hatte 
Lagrange3) 1810 ein spezielles Gleichungssystem (für die ·variation der Bahnelcmentc) 
in der Hamiltonschen Form aufgestellt, in dem die Störungsfunktion die Stelle 
der Funktion H vertritt. Überdies hatte die Theorie der nicht-linearen partiellen 
Differentialgleichungen erster Ordnung auf Systeme gewöhnlicher Differential· 
gleichungen in dieser speziellen Form geführt. Denn wie Pfaff4) 1814-15 und 
Cauchy") (in Ergänzung früherer Arbeiten von Lagrange und Mongel 1819 nach­
wiesen, haben die Differentialgleichungen der Charakteristiken einer partiellen 
Differentialgleichung 

wo 

ist, die Gestalt 

dx1 dx2 

('Fifäp~ 75/;op; 

1) Brit. Ass. Hcp. 1834, S. 513; Phil. Trans. 1835. S. 95. 
2) Journal de l'Ecole poly!. Bd.8, H.15, S.266. 1809. 
3) Mem. de l'Inst. 1809. S. 343. 
4) Berl. Abhandl. 1814-15, S. 76. 
0 ) Bull. Soc. philomath. 1819, S. 10. 
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Hatniltons Untersuchungen wurden 1848-50 von Ostrogradskil) und 1854 
von Donkin2) auf die Fälle ausgedehnt, in denen das kinetische Potential die Zeit 
enthält u. a. m. 

Gleichung (1) wird zuweilen die Hamittonsehe Gleichung der virtuel­
len Arbeit genannt. Sie kann symmetrischer geschrieben werden: 

.,. n 

r~(L Pr dq,- H dt) = d(~ Pr lJq,- H M), 
r=l r=l 

in welcher Gt:stalt sie sofort die Bedeutung der Differentialform 
n 

"1:, Pr dqr- H dt 
r=l 

in Verbindung mit den Differentialgleichungen der Dynamik erkennen 
läßt. (Vgl. § 137-) 

Enthält das kinetische Potential L die Zeit t nicht explizit, so 
gilt das gleiche offenbar auch für die Hamiltonsche Funktion H; das 
System besitzt alsdann ein Energieintegral, nämlich 

n . iJL 
~q,-..;-.- -L=h, 
r= 1 oq, 

wo h eine Konstante ist. Statt dieser Gleichung können wir schreiben 

H(ql,q2, ... ,qn, PI,p2, ..• ,p,.) =h. 

Sie stellt das Energieintegraldes dynamischen Systems dar, dessen Hamilton­
sche Funktion H die Zeit nicht expliz-it enthiilt. Aus § 41 folgt sogleich, 
daß H für natürliche Systeme die Summe von kinetischer und poten­
tieller Energie ist. 

Aufgabe. Man zeige, daß die Bewegungsgleichungen des mathematischen 
Pendels lauten 

wo 

dq 
dt 

oH dp iJH 
d.i =-a---q· 

H= 1/ 2 P2 -gt-'cosq 

ist und q den Winkel des Pendels mit der Senkrechten zur Zeit t, l die Pendellänge 
bedeutet und die Masse des Pendels gleich 1 angenommen ist. 

§ 110. Aus Variationsproblemen hervorgehende Gleichungen. 

In dem vorigen Kapitel haben wir erkannt, daß die ganze Theorie 
der Dynamik auf den stationären Charakter gewisser Integrale gegrünnet 
werden kann, nämlich der Integrale des Hamiltonschen Prinzips und 
des Prinzips der kleinsten Wirkung. In ähnlicher Weise lassen sich die 
Differentialgleichungen der meisten physikalischen Probleme aus Pro­
blemen der Variationsrechnung herleiten. 

1) Melange,~ de l'Acad. de St.-Pet., Okt. 1848; Mem. de l'Acad. de St.-Pet. 
Bd. 6, S. 385. 1850. 

2) Phil. Trans. 1854, S. 71. 
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Zum Beispiel kann da.<> Problem der Bestimmung des thermischen Gleich­
gewichtes in einem isotropen leitenden Körper, dessen Oberflächenpunkte auf 
gegebenen Temperaturen erhalten werden, folgendermaßen formuliert werden: 
Unter allen Funktionen V, die auf der Oberfläche gegebene \illerte annehmen, 
ist diejenige Funktion zu bestimmen, für die der Wert des über den ganzen Körper 
erstreckten Integrales 

.. 'f(6V)2 (c9V)2 (2V)2\ 
}}./\ r!.;, + i'y -j- .tz, fd.vdydz 

ein Minimum wird. 

Wir beweisen nunmehr , daß alle a·us Variationsproblemen hervor­
gehenden Differentialgletchungen mit einer unabhängigen Veränderlichen 
attf die Hamittonsehe Form gebracht werden könncn1). 

Um die Rechnung übersichtlicher zu gestalten, beschränken wir 
uns auf zwei abhängige Veränderliche. Der Beweis läßt sich aber in 
derselben Weise für eine beliebige Variablenzahl führen. 

E · L ( . " (ml ' " (nl) ' F k ' 1 b s se1 t,y,y,y, ... ,y,z,z,z, ... ,z e1ne 'Un bonceruna-
hängigen Veränderlichen t, der abhängigen Veränderlichen y, z und 
ihrer Ableitungen bis zu den Ordnungen m bzw. n. 

Die Bedingung für den stationären Charakter des Integrals 
- . ~ ' ~ j L (t, y, y, ... , y , z, z, ... , z ) d t 

kann, nach dem gewöhnlichen Verfahren der Variationsrechnung, in 
der Form geschrieben werden 

0 = ~L __ d_d (c~L) + _ ....... _ ... + 
vy t ay 

O= ~~ --1t(~~)+·········-··+ 
Nunmehr setzen wir 

Pt = ~~ - :t ( ~t ) + -- · .... -.. · -t- ( 
d"' I 

- 1 )"' 1 
dt"' l 

iL d (oL) ')'' -- -lt .."-;;-;- + ... + ( - l)m cy c oy 

~ dllt-2 

dt"' ~ 

Put === 

P-m+t = ~~- - t!__ ( ~~) + ........... -+ ( uz dt oz 

P-m+3 = 

Pm+n= 

1 ) Vgl. Ostrogradski: Mem. de l'Acad. de St.-Pet. Bd. 6, S. 385. 1850-
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und setzen 
(111 1) (11 I) 

1J1=y, 1J2=y, ... , IJm=Y 'IJm~tt=Z, IJm-J-2=--=Z, ... , lfm""~z 

Wenn dann 
(111) 

ll=-L+Ptq~+P:~.IJa+ ... +Pm--JIJm+PmY+f>",+tiJ",+~+ ··· 
(11) 

+ Pm+n-1 IJm+n + Pm+nZ 

ist (wo H als Funktion von t, IJt, q2 , ••• , IJm+n• Pt• ... , Pm+n dar­

gestellt ist), die Größen<')/ und <;' nämlich mit Hilfe der Gleichungen 
(m) (n) 

Pm= tJLjoy, Pm+n= oLjoz eliminiert sind und <5 den Zuwachs bei 
kleinen Änderungen der Argumente q1 , q2 , ••• , IJm+n. Pt, P2 , ••• , Pm+n 
bedeutet, so erhalten wir 

m~ iJL 
1>H=- ~ ···~ diJ+t-

oL <"'' ~ fJL fJL <"' 
1",1 dy- ..:::;"; -~(;) bqrn+r+l --~ dz ~ ,(>! r 

r~~o cy oy r~o {)z dz 

m ·~ I m ~- J 

-t """""' t '(m) """""' ~ + (m) ' -.::;,. f'r OIJr+I +Pm oy + ..:::;"; IJr+ 1 oj>,. Y opm 
r -1 r= 1 

m f·n I m+n 1 

+ :2 l'r (5q, H + l'm +n oi') + :2 IJr+ I op, + z oPm+n. 
r~cm+l r -m-t-1 

Unter Benutzung der Gleichungen 

oL . oL . oL . fJL 
~/Fy- = Pt • ' · = P2 + />1' ----;-::- = Pa + P2 • · · ·' "<ym) = Pm' · · · oy uy u 

geht dieser Ausdruck über in 
m+n m+n 

r5H =-.:!:Pr r)q, + L q, öp,. 
r=l r~J 

Ist also H als Funktion der Veränderlichen t, P1 , P2 , .•• , Pm+n, 
IJt, IJ2 , ••• , IJm+n dargestellt, so ist 

dq, 
dt 

oH 
ap.,. , 

dp, 
dt 

oH 
aq, (r=1,2, ... ,m+n), 

und wir erhalten somit die Differentialgleichungen des Problems in der 
Hamittonsehen Form. 

§ 111. Integralinvarianten. 

Der besondere Charakter der Hamiltonschen Differentialgleichung 
hängt aufs engste zusammen mit den Eigenschaften gewisser Ausdrücke, 
denen Poincare1) die Bezeichnung Integralinvarianten beigelegt hat. 

1 ) Acta Math. Bd. 13. 1890. 
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Gegeben sei ein System gewöhnlicher Differentialgleichungen 

dx1 _ X dx2 " dx,. 
dt- I> dt-=X2, ... , ([t=X,., 

wo X 1 , X 2 , •.• , X,. gegebene Funktionen von x1 , x2 , ••• , x .. , t sind. 
Wir können sie als die Bewegungsgleichungen eines Punktes mit den 
Koordinaten x1 , x 2 , ••• , x,. im Raum von n Dimensionen auffassen. 

Eine aus derartigen Punkten bestehende Menge, die zu Beginn 
der Bewegung ein p-dimensionales Gebiet ( 0 einnimmt, wird auch in 
jedem späteren Zeitpunkt ein p-dimensionales Gebiet ?; erfüllen. Ein über 
?; erstrecktes p-faches Integral heißt eine Integralinvariante, wenn es 
für alle Zeiten t den gleichen Wert behält. Die Zahl p wird als Ord­
nung der Integralinvariante bezeichnet. 

So ist z. B. bei der Bewegung einer inkompressiblen Flüssigkeit 
das Integral für das Flüssigkeitsvolumen, erstreckt über alle Flüssig­
keitselemente, die anfänglich in einem gegebenen Bereich enthalten 
waren, eine Integralinvariante; denn das von diesen Elementen ein­
genommene Gesamtvolumen ändert sich nicht mit c1er Zeit. 

Aufgabe 1. Die kräftefreie Bewegung eines Massenpunktes in der Ebene 
ist zu bestimmen. x, y seien seine Koordinaten, u, v seine Geschwindigkeits­
komponenten. Die Bewegungsgleichungen lassen sich in der Form schreiben 

X=U, Y'=V, Ü=O. ?i~=O. 
Das Integral 

I= J (fix-t llu), 

in einem vierdimensionalen H.aum mit den Koordinaten x, y, u, v über den 
Kurvenbogen erstreckt, der zur Zeit t der Ort aller Punkte ist, die sich anfänglich 
auf einem gegebenen Kurvenbogen befinden, ist eine Integralinvariante. Die 
Lösung des dynamischen Problems ist nämlich gegeben durch die Gleichungen 

u=a, v=b, x=at-t-c, y=bt-t-d, 

wo a, b, c, d Konstanten sind. Daher erhalten wir 

l=J(tlla-t-llc-töa) 

=J1lc, 

und dies Integral ist von t unabhängig . 
. Aufgabe 2. Man beweise, daß 

j(ullx-xl5u) 

eine Integralinvariante für die ebene Bewegung eines Massenpunktes mit den 
Koordinaten x, y und den Geschwindigkeitskomponenten u, v ist, der vom 
Koordinatenursprung mit einer der Entfernung proportionalen Kraft angezogen 
wird. 

§ 112. Die Variationsgleichungen. 

Die Integralinvarianten eines gegebenen Differentialgleichungs­
systems liefern die Integrale eines zweiten Systems von Differential­
gleichungen, das aus dem ersten abgeleitet werden kann. 



§ 113. Integralinvarianten erster Ordnung. 285 

Das gegebene Gleichungssystem sei nämlich 

dx, ( -dt = X, x1 , x2 , ••• , X 11 , t) (r= 1, 2, ... , n). 

Xv x 2, •.• , Xn und x1 + ()x1, x 2 + ()x2, ••• , Xn + bxn seien die Werte 
Jer abhängigen Veränderlichen zur Zeit t für zwei benachbarte Lö­
sungen dieses Gleichungssystems. Dabei bedeuten ()xv ()x2, ••• , ()xn 

infinitesimale Größen. Dann haben wir 
d 
dt (x, + ()x,) = X,(x1 + bx1, X2 + bx2 , ••. , Xn + ()x11, t) (r = 1, 2, ... , n), 

und folglich 

d iJX, ax, axn ) 
d- bxr = ~- ()x1 + -::,- DX2 + ... + -----;:::-- ()xn (r = 1, 2, ... , n . 

t ox1 ux2 cxn 

Diese letzten n Gleichungen zusammen mit den n ursprünglichen 
Gleichungen können als ein System von 2 n Differentialgleichungen mit 
den abhängigen Veränderlichen x1, x2, ••• , Xn, ()x1, ()x2, ••• , ()xn auf­
gefaßt werden. 

Ist nun 
f 2 F, (xl, x2, ... , Xn) ()x, 

r 

eine Integralinvariante des ursprünglichen Systems, so muß die Größe 

dd 2 F, (x1 , x2 , .•• , Xn) tSx" 
t r 

da der Integrationsweg völlig willkürlich ist, gleich Null sein vermöge 
des erweiterten Systems von Differentialgleichungen; daher ist also 

'1: F, (x1, x2 , ••• , x11) äx, = konst. 
r 

ein Integral dieser Gleichungen. Einer Integralinvariante erster Ordnung 
des ursprünglichen Gleichungssystems entspricht also ein Integral des er­
weiterten Gleichungssystems und umgekehrt. 

Ist eine partikuläre Lösung xi> x2, ••• , Xn der ursprünglichen 
Gleichungen bekannt, so können wir die zugehörigen Werte in die er­
weiterten Differentialgleichungen einführen. Auf diese Weise erhalten wir 
n lineare Differentialgleichungen zur Bestimmung von () x1, () x2 , ••• , () x11 , 

d. h. zur Bestimmung derjenigen Lösung der ursprünglichen Gleichungen, 
die der bekannten partikulären Lösung benachbart ist. Diese n Glei­
chungen werden als die Variationsgleichungen bezeichnet. 

§ 113. Integralinvarianten erster Ordnung. 
Wir stellen nunmehr die Bedingung dafür auf, daß 

/ (M1 <5x1 + M2 <5x2 + ... + Mn dxn), 
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wo Mv M 2, ••• , M,. Funktionen von x1, x2, ••• , Xn, t sind, eine 
Integralinvariante erster Ordnung des Systems der Differentialgleichungen 

ist. 
Dazu muß 

d 
dt (M1 l5.x1 + M~ l5x2 + ... + M,. l5xn) = 0 

(r=1,2, ... ,n) 

sein, wo die Ableitungen von l5x1, !5x2, ••• , rh,. aus dem im vorigen 
Paragraphen eingeführten erweiterten System von Differentialgleichun­
gen zu bestimmen sind. Daher ist 

{-r (dM, dx + M _dß_~r) = 0 
..:;",. dt r r dt 
r=l 

oder 

~(DM, _ {-r i'M, ~ 2X, ) 
..:;",. - (?( uXr -1·..:::.,. ()).;-- Xk Öx, -j- M, ..:;",. iJx.- rh~; = 0. 
r=l k=l k k=l k 

Da !5x1, dx2, ••• , l5x,. voneinander unabhängig sind, müssen die 
Koeffizienten aller Größen 15 x, in dieser Gleichung verschwinden. Folg­
lich lauten die Bedingungen für die Integralinvarianz 

aM, ~ (JM, ~ ax" 
- 9-- + ..:;",. --" -X" + ..:;",. Mk ", = 0 (r = 1, 2, ... , n) . 

ct k=l dxk k=I (JXr 

Zusatz 1. Ist ein Integral der Differentialgleichungen bekannt, etwa 

F(x1, x2, ••• , x", t) = konst., 

so läßt sich eine Integralinvariante unmittelbar bestimmen. \-Vir haben 
nämlich 

Daher ist der A usdrucll 

eine I niegralinvariante. 
Zusatz 2. Es gilt auch die Umkehrung von Zusatz 1: Ist 

r n au 
"" -- rh,. etne Integralinvariante der Differentialgleichungen, wo 

..:;",. Dx 
•' r=l r 
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U eine gegebene Funktion der Veränderlichen ist, so kann man ein Integral 
des Systems bestimmen. Wir haben nämlich: 

folglich ist der Ausdruck 
iJU n DU 
at + .2 a-x~ x", 

k;l 

der eine gegebene Funktion von x1 , x2, .•• , Xm t ist, von Xv x2, ••• , Xn 

unabhängig. Bezeichnen wir seinen Wert mit rp (t), so ist diese Größe 
also bekannt. 

Dann haben wir 
dUjdt = rp(t) 

oder 
U-J rp(t) dt = konst. , 

und dies ist em Integral des Systems. 

§ 114. Relative Integralinvarianten. 
Bisher haben wir nur solche Integralinvarianten in Betracht 

gezogen, die die Invarianteneigenschaft besitzen, wenn der Bereid1 
der Anfangswerte, über den integriert wird, völlig willkürlich gewählt 
werden kann. Sie werden zuweilen als absolute Integralinvarianten 
bezeichnet. Nunmehr gehen wir zu solchen Integralen über, die die 
Eigenschaft der Invarianz nur dann besitzen, wenn der Integrations­
bereich eine geschlossene Mannigfaltigkeit ist (um in der Sprache der 
n-dimcnsionalen Geometrie zu reden). Sie werden als relative Integral­
invarianten bezeichnet. 

·Die Theorie der relativen Integralinvarianten läßt sich folgender­
maßen auf die Theorie der absoluten Integralinvarianten zurückführen. 

Es sei 

eine relative Integralinvariante der Gleichungen 

dx,jdt =X, (r ~-= 1, 2, ... , n), 

wo 1\I1, 1'Vl2, .•• , Al", Xp X~, ... , Xn Funktionen von x1 , x2, ... , Xn, t 
sind. Dieser Ausdruck ist also invariant in bezug auf t, wenn die Inte­
gration in dem Raum mit den Koordinaten x11 x2, •.• , Xn über die­
jenige geschlossene Kurve erstreckt wird, die zur Zeit t der Ort aller 
anfänglich auf einer bestimmten geschlossenen Raumkurve gelegenen 
Punkte ist. 
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Nach dem Satz von Stokes ist dies Integral gleich dem Integral 

ff~(oAfi_ oAf1)~~~~. 
. . OXj oxi 
t, 1 

wo die Integration nunmehr über ein von der Kurve begrenztes Flächen­
stück erstreckt ist. Dies Flächenstück kann als der Ort der Punkte 
zur Zeit t angesehen werden, die sich ursprünglich auf einem bestimmten 
von der Anfangslage der geschlossenen Kurve begrenzten Flächenstück 
befinden. Da das Flächenstück keine geschlossene Fläche ist, stellt 
dies Integral eine absolute Integralinvariante zweiter Ordnung der 
Gleichungen dar. 

Entsprechend kann man mit Hilfe einer Verallgemeinerung des 
Stokessehen Satzes nachweisen, daß jede relative Integralinvariante 
pter Ordnung einer absoluten Integralinvariante (p + 1)ter Ordnung 
äquivalent ist. 

§ 115. Eine allen Hamittonsehen Systemen gemeinsame 
relative Integralinvariante. 

Wir gehen nun zu dem Fall über, daß das System der Differential­
gleichungen ein Hamiltonsches System ist, sich also in der Form schrei­
ben läßt 

dq, oH 
dt lip,' (r=1,2, .. . ,n), 

wo H eine gegebene Funktion von q1, q2, .•• , qn, P1, P2, • • ·, Pn• t ist. 
Für dieses System sei Q = J Ldt das Hamiltonsche Integral, so 

daß L das kinetische Potential bedeutet. Ferner seien ~X1 , ~X2 , ••• , ~Xn, 

(11, ß2, ••• , ßn die Anfangswerte der Veränderlichen q1 , q2, ••• , qn, 
P1, P2, •.• , Pn; !) bezeichne den Übergang von einem Punkt einer Bahn­
kurve zu dem gleichzeitigen Punkt auf rlcr benachbarten Bahnkurve. 
Nach § 99 haben wir dann 

Es sei C0 eine beliebige geschlossene Kurve im Raum von 2p Di­
mensionen mit den Koordinaten qv q2, ••• , qn, P1, P2 , ••• , Pn, C die 
geschlossene Kurve, auf der sich die ursprünglich auf C0 gelegenen 
Punkte zur Zeit t befinden. Die Integration der letzten Gleichung über 
das System der C0 und C verbindenden Systembahnen ergibt 

{ n • n 

J,?.; Pr ~q, =} ~ßr ~IX,· 
0 c. 

n 
Diese Gleichung zeigt, daß die Größe J~ p, c)q, eine relative Integral-

r=t 
invariante eines J"eden Hamittonsehen Di!ferentialgleichungssystems ist. 
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§ 116. Uber die Systeme mit der relativen Integralinvariante 
f2.pöq. 

Wir untersuchen nunmehr das durch das Ergebnis des vorigen 
Paragraphen nahegelegte umgekehrte Problem: die Bestimmung aller 
Systeme von Differentialgleichungen, die die relative Integralinvariante 

~~: p, dq, besitzen, wo q1, q2, ••• , q,. die eine Hälfte, P1, P2, • • • , Pn 
die andere Hälfte der abhängigen Veränderlichen darstellen. 

Vorgelegt sei ein System gewöhnlicher Differentialgleichungen der 
Ordnung 2 n, deren Veränderliche sich in zwei Reihen q1 , q 2 ••• , q,. 
und P1, P2, ••• , Pn derart zerlegen lassen, daß 

J (pl {Jql + P2 /Jq2 + · · · + Pn lJq,.) 

eine relative Integralinvariante der Gleichungen, nach dem Satz von 
Stokes also 

f f (/Jpl /Jql + /Jp2 /Jq2 + ... + /Jp,. /Jq,.) 

eine absolute Integralinvariante darstellt. 
Das System der Differentialgleichungen sei 

dp, 
- ··-=P dt , (r=1,2, .. . ,n), 

wo Q1, Q2, ••• , Q,., P 1, P 2, ••• , P n gegebene Funktionen von q1, q2, ••• , q,., 
P1, p2, ••• , p,., t bedeuten. Da der Integrationsbereich der absoluten 
Integralinvarianten zweidimensional ist, können wir annehmen, daß 
jeder Punkt durch zwei Größen ..l., p festgelegt wird, die sich mit der 
Zeit nicht ändern, sondern für diejenige Systembahn charakteristisch 
sind, auf der der fragliche Punkt liegt. Die absolute Integralinvariante 
läßt sich demnach in der Form darstellen 

ff( ~ o(qi>Pi)) dl dtt. 
oJ tft 8()., p,) 

Da l, p nicht mit der Zeit variieren, ist also 

Od{'r 

oder 

Wh i t taker. Dynamik. 19 
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Infolge der Willkür in der Wahl des Integrationsbereiches und der 

G ··ß ~ .. ct· K ff' · aq" cpi fJqi fJqlc d op" api ro en r •. f.l mussen Ie oe IZienten von -- .. -- , --0 -- ---- un -- ;,--
. fJ;. aft ol fJft a;. Oft 

in dieser Gleichung einzeln verschwinden. Dadurch erhalten wir 

(;Qi i)plc 

oq" + ap, =c 0 

fJPi fJP1c 
~ ·~-=0 (i,k=1,2, ... ,n). 
oqk oqi 

fJQi --- ~Qlc = 0 
ap" api 

Diese Gleichungen lehren, daß es eine Funktion 

H(qv q2, · · ·, q,., PI• P2• · · ·. p,., t) 
gibt, derart, daß 

Qr = cJHjiJp,, Pr= - DHfDq, (r = 1, 2, ... , n) 

Besitzt ein (;leichungssystem ist. So haben wir das Ergebnis: 

dq~ = () 
d t ~r' 

dp_,=]> ( 1) ) dt . r r = '~ •... , n 

die relative I niegralinvariante 

J (Pt bql + Pz ~q2 + · · · + Pn 0 q") • 
so haben die Gleichungen die H amiltonschc Form 

dq, oll dp, fJH 
. ----- ·--

d t Dp,' d t iJq, 
(r = 1, 2, ... , n) . 

Dies ist die Umkehrung des im vorigen Paragraphen bewiesenen Satzes. 
Zusatz. Ist 

J (PI 0 q 1 + P2 0 q2 + · · · + Pn 0 q,.) 

eine relative Integralinvariante eines Gleichungssyst<'ms 

dq,fdt = Q,, dp,fdt = P, (r = 1, 2, ... , ll), 

wo k > n ist, so folgt in derselben Weise, daß die Gleichungen 
ql, q2, ... , q,., Pv P2 • .•• , p,. ein Hamiltonsches System 

für 

dq, iJH dp, fJH 
-··- -

dt ap,' dt iJq, 
(r = 1, 2, ... , n) 

bilden, wo H eine Funktion von q1• q2, ••• , q,., Pv p2, ••• , p,., t allein 
ist, unabhängig von qn+l, qn+ 2, • •. , qk, Pn+l> .. . , h · 

§ 117. Die Integralinvarianten als Funktionen der Integrale. 
Ist die Lösung eines Systems von Differentialgleichungen 

(r = 1, 2, ... , n) 
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bekannt, so lassen sich die absoluten und relativen Integralinvarianten 
des Systems leicht aufstellen. 

Es seien etwa 
y1 (x1, x2, ... , x,.,t) = c1, y2 (xp x2 , ••• , x,., t) = c2 , •• • , y.,.(x1 , x2, ... , x,., t) = c,., 

wo c1, c2, ••• , c,. Konstanten sind, die n Integrale des Systems. Offen · 
bar sind dann die absoluten Integralinvarianten erster Ordnung gegeben 
durch die Formel 

j(Nl ~Y1 + N2~Y2 + · ·. + N,.~y,.), 
wo N 1, N2, •.• N,. willkürliche Funktionen von Yv y2, •• • , y,. sind, 
die t nicht enthalten. Die relativen Integralinvarianten erster Ord­
nung oagegcn sind gegeben durch 

j(Nlöyl +N2~Y2+ ··· -J-N,.~y,.+~F), 
wo F eine willkürliche Funktion von xv x2, ••• , x,., t ist, da das Glied 
j ~F für einen geschlossenen Integrationsbereich verschwindet. 

Daraus ergibt sich, daß iedes System von ,Differentialgleichungen 
unendlich viele absolute und relati1•c Integralinvarianten erster Ordnung 
besitzt. 

§ 118. Der Satz von Lie und Koenigs. 
Die vorstehenden Ergebnisse ermöglichen uns den Beweis eines 

Satzes von Lie 1) und Koenigs 2) über die Reduktion eines Systems 
gewöhnlicher Differentialgkichungen auf die Hamiltonsche Form. 

Es sei 

dx, =X 
dt r 

das gegebene Gleichungssystem, 

J (~1 Öx1 + ~2 Öx2 + ... + $k eh,!:) 

(r= 1,2, ... ,k) 

eine beliebige relative oder absolute Integralinvariante erster Ordnung 
dieses Systems, wo ~1 , ~2 , ••• , ~k gegebene Funktionen der Veränder­
lichen sind. Wir sahen im vorigen Paragraphen, daß es unendlich viele 
derartige Integralinvarianten gibt. 

Nun möge die Differentialform 

~I ~X1 + ~2(h2 + ... + $~c~X~c 
auf die kanonische Form 

PI~ql + p2~q2 + ... + p,.~q,.- (jQ 

gebracht sein, wo 

1) Archiv for Math. og Naturv. Bd. 2, S. 10. 1877. 
2) Comptes Rendus Bd. 121, S. 875. 1895. 

19* 
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unabhängige Funktionen von x1, x2, ••• , xk sind, deren Anzahl k nicht 
übersteigt; dabei kann Q gleich Null sein1). Es sei u1, u 2, ••• , uk_ 2,. 

ein weiteres System von Funktionen von x1, x2, ••• , xk von der Art, 
daß die k Größen u 1 , u 2, •• • , uk_ 2 ,., q1, q2, •• • , q,., P1, p2, •• • , Pn un­
abhängige Funktionen von x1, x 2, ••• , xk darstellen. Weiter möge das 
System der Differentialgleichungen durch die Einführung dieser k Funk­
tionen als unabhängige Veränderliche übergehen in 

dq,jdt = Q,, dp,jdt =P,. (r = 1, 2, ... , n), 
du,jdt= u. (s=1,2, ... ,k-2n), 

wo Q1, Q2, ••• , Q,., ~. 12, ••• , P,., U1, U2, ••• , Uk_ 2 ,. Funktionen der 
neuen Veränderlichen sind. 

Die Größe 
f (Pt <5 ql + P2 <5 q2 + . · . + p,. <5 q,.) 

ist eine (relative oder absolute) Integralinvariante dieses Systems, da 
die Integralinvarianz durch Transformationen der hier ausgeführten 
Art nicht beeinflußt wird. Daher folgt (§ 116), daß die ersten 2n Glei­
chungen die Form 

dq, fJH dp, fJH 
a t op,' a t oq, (r=1,2, ... ,n) 

haben, wo H eine Funktion von q1, q2, ••• , q,., p1, p2, •••. Pn, t allein 
ist. Das gegebene System von Differentialgleichungen ist somit auf 
ein Hamiltonsches System der Ordnung 2n und auf k- 2n Zusatz­
gleichungen 

zurückgeführt. 

du.~= U 
dt s 

(s = 1, 2, ... , k --- 2 n) 

§ 119. Der letzte Multiplikator. 
Bevor wir zur Betrachtung von Integralinvarianten höherer Ord­

nung übergehen, führen wir den von Jacobi2) im Jahre 1844 angegebenen 
Begriff des letzten Multiplikators emes Gleichungssystems ein. 

Es sei 
dx1 dx2 dx,. dx 
X~- = X2 = ... = Xn ·x.·' 

wo X 1, X 2, ••• , Xn, X gegebene Funktionen der Veränderlichen 
x1, x2, ••• , x,., x sind, ein gegebenes Gleichungssystem. Wir nehmen 
an, daß n - 1 Integrale dieses Systems bekannt sind. Sie seien 

j,(x1, x2, ••. , x,.,x) = a, (r= 1, 2, ... , n- 1). 

1) Den Beweis für die Möglichkeit dieser Reduktion (die jedoch im allge­
meinen die Lösung einer Anzahl gewöhnlicher Differentialgleichungen erfordert) 
findet man in jedem Lehrbuch über das Pfaffsche Problem. 

2) journ. f. Math. Bd. 27, S. 199; Bd. 29, S. 213, 333. 
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Vermöge dieser Gleichungen seien xl> x2, ••• , Xn- 1 als Funktionen 
von Xn und x dargestellt. Dann bleibt nur noch die Lösung der einen 
Gleichung erster Ordnung 

auszuführen. Dabei bedeuten die Akzente, daß Xv x2, ••• , Xn- 1 in Xn 
und X durch die oben erhaltenen Werte ersetzt sind. 

Wir weisen nach, daß das Integral dieser Gleichung lautet 

f ~' (X'dxn- X~dx) = konst., 

wo M eine Lösung der partiellen Differentialgleichung 

a a a a 
~ (MX1) + -=;-- (MX2) + ... + ~ (2~1Xn) + -0 (MX)= 0 
ux1 ux2 vXn X 

und L1 die ]acobische Funktionaldeterminante bedeutet: 

LI- 0(/t,/2, · · .,fn-tl 
- o(xv ~xn-1). 

Die Funktion M wird der letzte Multiplikator des Systems der 
Differentialgleichungen genannt. 

Zum Beweise dieses Satzes bedienen wir uns des folgenden Hilfssatzes: 
Wird ein System von Differentialgleichungen 

dx,Jdt =X, (r = 1, 2, ... , n) 

durch Koordinatentransformation in ein anderes System 

dy,Jdt = Y, 
übergeführt, so ist 

n n 27 ax, _ 1 27 o(DY,) 
r=t ox, - D r=t ·-ay-;-' 

wo D die Funktionaldeterminante 

bedeutet. 

B(x1, x2 , ••• , Xn) 

o(yt, Y2• · · ., Yn) 

(r= 1,2, .. . ,n) 

Der Beweis läßt sich folgendermaßen führen. Es ist 
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In diesem Ausdruck ist der Koeffizient von oYkfo y, gleich 

. n _ay. _ _fJx, . 
er hat den Wert Null oder Eins, je nachdem s ungleich k 

r=l ox, oylc' 
oder s gleich k ist. Ferner ist oy.fox, = A .. fD, wo A,8 die Unter­
determinante von ox,foy, in der Determinante D bedeutet. Daher 
kann der Koeffizient von Yk in dem obigen Ausdruck, der gleich 

t, t, :~: at~~~~ 
ist, in der Form geschrieben werden 

n n , 2 n !\ ( !\ / ~ ) 
_!__ .J: ~ A,. ~!:__ oder_!__~ v xl, x2, ... , Xr-J• vx, oyk, Xr+l• .• . , Xn_ 

D r=l •=1 oy, oy~c D r=l o(yv Y2• ... , Yn) 
oder 

Also haben wir 

t ~~: = t ~Y_~ + i~ ~k ~-12 
r=l r k=l Yk k=l Yk 

11 

_ 1 ~ o(DYk) 
- D 1c = 1 ------ay;;- ' 

womit der Hilfssatz bewiesen ist. 
Nun setzen wir in dem ursprünglichen Problem 

d x1 = ~ ::~ = ... = ~ .~"! = d x = d t 
X 1 X2 . Xn X 

und vollziehen den Übergang von den Veränderlichen x1, x2, •.. , Xn, x 
zu a1 , a2, ••. , an_ 1 , Xn, x. Nach dem Hilfssatz ist dann 

ax_1 + ~X2 + ... + axn + ax = L1 {_!____ (x:·) + ~ (x:-)}: 
oxl cx2 dXn ax OXn L1 dX L1 

daher genügt die Größe M, die eine Lösung der Gleichung 

1 dM iJX1 oX2 axn ax 
M dT + oxl + ox2 + ... + OXn + ax = 0 

ist, der Gleichung 

-~~ .. i'li. +-~(X~)+~ (X') = 0 
L1 M dt OXn Ll' ax Ll' 

oder 

_!____ (X~M') !!__(X' M') = 
OXn LJ' + OX LJ' O . 



§ 119. Der letzte Multiplikator. 295 

Letztere zeigt, daß 

~'(X' dxn- X~dx) 
das vollständige Differential einer Funktion von Xn und x darstellt, 
womit der Satz vom letzten Multiplikator bewiesen ist. 

Die hydrodynamische Darstellung des letzten Multiplikators nach Bo!tzmann 
und Larmor. 

Der Satz vom letzten Multiplikator kann auch mit Hilfe physikalischer Über­
legungen abgeleitet werden. Zur Vereinfachung beschränken wir die Zahl der 
Veränderlichen auf drei, so daß die Differentialgleichungen die Gestalt 

dx dy dz 

u V w 

annehmen, wo u, v, w gegebene Funktionen von x, y, z sind und der letzte 
Multiplikator der Gleichung genügt 

iJ iJ iJ 
~ (Mu) + .."- (Mv) + -;;- (Mw) = 0. 
vx oy dz 

Diese Gleichung lehrt, daß in dem hydrodynamischen Problem der stationären 
Flüssigkeitsbewegung mit den Geschwindigkeitskomponenten u, v, w im Punkt 
(x, y, z) die Kontinuitätsbedingung erfüllt ist, wenn M als die Dichte der Flüssig­
keit im Punkt (x, y, z) gedeutet wird. 

Nun sei 
rp(x, y, z) = C 

ein Integral der Differentialgleichungen. Dann verläuft die Strömung zwischen 
den Flächen der durch diese Gleichung dargestellten Schar. Es genügt daher, 
äie Strömung in der durch zwei benachbarte Flächen C und C + liC begrenzten 
zweidimensionalen Schicht zu betrachten. Die Strömung durch den Zwischenraum 
zwischen zwei beliebigen gegebenen Punkten P und Q auf C muß für alle P und Q 
auf der Fläche verbindenden Kurvenbogen gleich groß sein. Da die Strömung 
durch die Bogenstücke PR und R Q zusammengenommen geradeso groß ist wie 
die Strömung durch den Bogen PQ, so läßt sich die Strömung durch ein beliebiges 
Bogenstück PQ in der Gestalt /(Q) - /( P) darstellen. Bedeutet also d s ein 
Bogenelement, r: die (veränderliche) Dicke der Schicht, so daß 

r = { (drpfiJx) 2 + (O(!J/dy) 2 + (i)rpfiJz) 2 } -l (j C 

ist, und $ die Geschwindigkeitskomponente senkrecht zu d s, so ist 
Q 

( M $ r d s = /(Q) - f(P) • 
p 

also M $ .". ds das vollständige Differential einer Ortsfunktion. Man erkennt leicht, 
daß dieser Ausdruck sich in der Form M liC (v dx- u d y)j(iJrpfoz) schreiben läßt. 
Infolgedessen ist 

M(v dx- udy) 
- iJrp/fJz __ _ 

ein vollständiges Differential. Dies ist der Satz vom letzten Multiplikator für den 
vorliegenden Fall. 

Für $ d s finden wir leicht den Wert 

dx dy dz 

V w 

'Pz 'Pv 'Pz 
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So besagt der Satz tatsächlich, daß M ('P; + '1'! + '1'~)- ~ein integriere IIder Faktor 
der Gleichung 

dx dy dz ! 
I 

·u V w I =0 

'Pz 'PI! <p, I 
ist. Dies ist, wie Appell: Comptes Rendus Bd. 155. S. 878. 1912, bemerkte, eine 
symmetrische Form des Satzes vom letzten Multiplikator. 

§ 120. Ableitung eines Integrals aus zwei Multiplikatoren. 
Wir nehmen an, daß wir zwei verschiedene Lösungen M und N 

der partiellen Differentialgleichung für den letzten Multiplikator gefun­
den haben, so daß 

( () () {) ü) 
X --~ + X ------ + ... + X -.- + X-- log M 

1 ox1 2 ox2 n dx,. ox 

ax BX1 ax.. iJXn + --- + -- --"'- + ... + -~- + 
oxl ox2 ox,. 

~ =~ 0 
ux 

und 

( a iJ a a) 
X - ----- + X. -- + ... + X -- + X -"- log N 

1 clx1 2 2x2 n cix,. ox 

ax1 ax2 ax,. ax + - + - + ... + ---~ ---- + -~- -= 0 
oxl Bx2 ()Xn ox 

ist. 
Die Subtraktion dieser Gleichungen ergibt 

( a a a a) M 
X1 --~- + X 2 -_,- + ... -t Xn ~ +X"' log N = 0. 

ox1 ux2 oxn ux 

Dies ist aber die Bedingung dafür, daß die Gleichung 

log(M /N) = konst. 
em Integral des Systems 

dx1 dx2 dxn dx 

X1 X2 Xn X 

darstellt. Wir haben daher den Satz: Der Quotient zweierletzter Multi­
plikatoren eines Systems von Differentialgleichungen ist ein Integral des 
Systems. 

Der mit der Theorie der infinitesimalen Transformationen vertraute Leser 
wird ohne Schwierigkeit beweisen können, daß, wenn die Gleichung 

iJt iJf iJt iJt 
X 1 -8 -t X 2 -8---- -t ... -t Xn 'l -t X ~8 = 0 

x 1 x2 CXn x 

die infinitesimalen Transformationen 

(i=1,2, ... ,n) 



§ 121. Anwendung der Theorie des letzten Multiplikators. 297 

zuläßt, der reziproke Wert der Determinante 

ein letzter Multiplikator ist. 

X 1 X 2 •.• x. x 
~11 ~12 .•. ~~- ~1 

§ 121. Anwendung der Theorie des letzten Multiplikators 
auf Hamittonsehe Systeme ; Benutzung eines einzigen 

bekannten Integrals. 
Ist das betrachtete System von Differentialgleichungen ein Hamil­

tonsches, so ist offenbar ,1: iJXr f iJx, = 0, also M = 1 eine Lösung der ,. 
partiellen Differentialgleichung zur Bestimmung des letzten Multi­
plikators. Der letzte Multiplikator eines Hamittonsehen Gleichungs­
systems ist mithin die Einheit. 

Aus diesem Ergebnis können wir einen Satz herleiten, der die voll­
ständige Integration eines konservativen holonomen dynamischen 
Systems mit zwei Freiheitsgraden auszuführen gestattet, wenn neben 
dem Energieintegral ein weiteres Integral bekannt ist. 

Das System sei 

dql 
-aii 

dq~ 
·afi 

dpt dp2 
- - = ----- = dt 

iJH iJH 
apt ap2 oql oq2 

und außer dem Energieintegral H(qt, q2, Pt• p2) = h sei ein Integral 
V(qt, q2, PI> P2) = c bekannt. Nach dem Satz vom letzten Multi­
plikator ist 

Ia(V: H) {~h dql- -~~ dq2} = konst. 

a(p~, P2) 
ein weiteres Integral. Dabei sollen in dem Integranden Pt und p2 durch 
ihre aus den bekannten Integralen H und V gewonnenen Werte als 
Funktionen von qt und q2 ausgedrückt sein. 

Wenn aber die Auflösung der Gleichungen H = h und V= c 
nach Pt und P2 die Gleichungen 

ergibt, so gilt identisch 

Pt= ft (qt, q2, h, c), 

P2 = /2 (qt, q2, h, c) 



298 X. Kapitel: Hamiltonsche Systeme und ihre Integralinvarianten. 

und daher 
oHfop2 

T(V,H)' 

7J(p1' p2) 

-iJHjiJpi 
··arV.)/)-. 

o(pl, P2) 

Der Satz vom letzten Multiplikator ist also gleichwertig mit der Behauptung, daß 

/"(iJf1 dq + of2 dq ) 
~ iJc 1 iJc 2 

ein Integral ist. 
Dies Ergebnis führt unmittelbar zu dem schon erwähnten Satz, 

den wir folgendermaßen aussprechen1): Hat das durch die Gleichungen 

dq, iJH dp, iJH 
Tt ap,, Tt - aq_; (r=1,2) 

definierte dynamische System das Energieintegral H(qv q2 , p1, P2) = h 
und ein weiteres Integral V(q1, q2 , Pv P2) = c, das die Zeit nicht explizit 
enthält, so ist der Ausdruck P1 d q1 + P2 d q2, in dem p1, P2 die aus diesen 
Integralen berechneten Werte haben, das vollständige Differential einer 
Funktion{} (q1 , q2, h, c), und die beiden anderen Integrale des Systems sind 

iJ {} iJ {} Be = konst., iJ h = t + konst. 

Dieser Satz besagt: Wird eine einfach unendliche Schar von Bahn­
kurven ausgewählt (z. B. die von einem Punkt q1 = tX1 , q2 = tX2 aus­
gehenden Bahnkurven), die die gleiche Energie besitzen, so daß jedem 
Punkt (q1, q2) bestimmte Werte p1, p2 zugeordnet sind (nämlich die 
Werte Pv p2, die der durch den Punkt (q1, q2) gehenden und der Schar 
angehörenden Bahnkurve entsprechen), so ist der Wert des über eine 
beliebige Verbindungskurve zweier bestimmter Punkte (q10, q20) und 
(q11, q21) erstreckten Integrals ( (p1 d q1 + P2 d q2) unabhängig von dem 
'~eg. . 

Zur Vervollständigung des Beweises leiten wir durch Differentiation 
der Gleichungen H = h, V = c die Gleichungen ab 

oH + ~!!- ~ + ~1!- -~b - o 
iJql 0 Pt aql · ap2 iJql- ' 

av av ofl av iJ/2 -+--+--=0 
oql apl iJql ap2 iJq1 · 

1 ) Dieser Satz ist nichts anderes als eine Anwendung der bekannten Lösungs· 
methode für partielle Differentialgleichungen erster Ordnung. Die Gleichungen 
des dynamischen Systems sind nämlich die Gleichungen der Charakteristiken der 
partiellen Differentialgleichung. Als Satz der Dynamik wurde er von J acobi 
1836: Comptes Rendus Bd. 3, S. 59, zunächst für einen Spezialfall (Bewegung 
eines einzelnen Massenpunktes) ausgesprochen, in der obigen allgemeinen Form 
von Poisson 1837: ]ourn. de Math. Bd. 2, S. 317, und Liouville 1840: ]ourn. 
de ~Math. Bd. 5, S. 351. 
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Aus ihnen folgt 

oder 

o(V, H) 
a 12 --arr;~:PJ 
-oq1 = iJ(V, H) ' 

i3(pl, p2) 

o(V, H) 
B(p2, q2l 
ii(V, Hf. 

7J(Pv Pi 
Da aber V = c ein Integral ist, haben wir 

av . av . av . av . 
iiit ql + apt Pt+ oq2 q2 + ap2 P~ = o 

daher 
8!2 oft ---=0 a qt oq2 . 

Diese Gleichung lehrt, daß /1 dq1 + /2 d q2 das vollständige Differen­
tial einer Funktion {} (q1 , q2 , h, c) ist, und das oben aus der Theorie 
des letzten Multiplikators abgeleitete Ergebnis zeigt dann, daß 
8 {}fo c = konst. ein Integral ist. 

Überdies ist 

und daher 

dql dq2 
dt = BHfap---;_ = 8Hf0p2 

av av 
ap~ dql- ·ap~ dq2 

dt = ------------
c(V, H) · 

o(p2-:plf 
Wenn wir o /1/o h und iJ / 2/8 h in der gleichen Weise ausrechnen 

Wie Oftfoc und o/2/oc, SO erhalten wir 

of1 av J o(V, H) of2 av i o(V, H) 
ali = op2/ o(p;~p!) · oli = opl I ii(pl, P2l · 

Folglich ist 

oder 
(){} 

t = oh + konst.' 

womit der Beweis des Satzes vollständig geführt ist. 
Aufgabe. In dem Problem der zwei Anziehungszentren (§53) seien r, r' 

die Radienvektoren nach den Kraftzentren, {}, ,'}! die Winkel, die r, r' mit der 
Verbindungslinie der Zentren bilden. Man leite das Integral 

r2 r'2 -ö iY - 2 c (ft cos {) + ft' cos{}') = konst. 
ab und vervollständige die Lösung mit Hilfe des obigen Satzes. 
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§ 122. Integralinvarianten, deren Ordnung gleich der 
Ordnung des Systems ist. 

Die Theorie des letzten Multiplikators eines Differentialgleichungs­
systems hängt zusammen mit der Theorie der Integralinvarianten, deren 
Ordnung mit der Ordnung des Systems übereinstimmt. 

Es sei 
dx, 

-=X dt r 
(r=1,2, ... ,k), 

wo Xl, X2, ... , xk gegebene Funktionen von XJ, x2: ... , Xk, t sind, 
ein System gewöhnlicher Differentialgleichungen. Unter welcher Be­
dingung ist 

wo M eine Funktion der Veränderlichen ist, eine Integralinvariante? 
Es sei Cv c2, ••• , ck ein beliebiges System von Integrations­

konstanten dieser Gleichungen, so daß nach Auflösung der Gleichungen 
Xv x 2, ••. , xk als Funktionen der c1, c2, ••• , ck> t dargestellt werden 
können. Dann haben wir · 

f IM .s: s s J J fJ(xi, X2, ... , xk) ~ ~ s . . . u x1 u x2 . .. u xk = . . . fv[ ~( --- · )- u c1 u c2 ... u ck. 
v c1, c2, ••• , ck 

Die Bedingung für ~ntegralinvarianz lautet daher 

~ {M fJ(x1, x2, ••. , xk)_} _ 0 
d t fJ(c1, c2, ••• , ck) -

oder 

Die letzte Gleichung besagt, daß M ein letzter Multiplikator des Glei­
chungssystems sein muß. 

Dies Ergebnis führt unmittelbar auf den Satz: Ist die Bewegung 
eines dynamischen Systems bestimmt durch die Gleichungen 

d p, fJH 
dt =- fJq, (r=1,2, ... ,n), 
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wo H eine willkürliche Funktion von qv q2, ••• , qn, P1• P2 , ••• , Pn• t ist, 
so ist der Ausdruck 

f. .. f ~ql ~q2 ... ~qn ~pl ~p2 ... opn 

eine Integralinvariante des Systems. Der letzte Multiplikator ist in 
diesem Falle nämlich gleich Eins. Dieser Satz ist wichtig bei der An­
wendung der Dynamik auf die Thermodynamik. 

Aufgabe. In einem System mit zwei Freiheitsgraden habe das nach p1 auf­
gelöste Energieintegral die Form 

Man zeige, daß für alle zu demselben Wert der Energiekonstanten gehörigen 
Bahnkurven die Größe 

unabhängig von t und auch von der Wahl der Koordinaten ist. Ferner zeige man, 
daß die Systembahnen sich deuten lassen als Stromlinien der stationären Bewegung 
einer Flüssigkeit mit der Dichte iJH' jiJh. 

§ 123. Reduktion von Differentialgleichungen auf die 
Lagrangesche Form. 

Ein weiteres Problem, in dem die Theorie des letzten Multiplikators 
Anwendung findet, ist das folgende: Unter welchen Bedingungen ist 
ein gegebenes System gewöhnlicher Differentialgleichungen zweiter 
Ordnung qlc = f1c (q1, q2, •.. , q,., q1 , q2, ..• , qn) (k = 1, 2, ... , n) einem La­
grangeschen System 

:t (;~-) - ~f; = 0 (r= 1,2, ... ,n) 

äquivalent, in dem Leine Funktion von q1 , q2 , ••• , iJn. q1 , q2 , •• • , qn, t 
bedeutet? 

Sind die beiden Systeme äquivalent, so müssen sich die Gleichungen 

n 

""( ~2L. ii~c+--~2f-q_~c)+ J:__~ __ OL =0 (r=1,2, ... ,n) t:t iJq, iJqk oq, oqk oq, iJt iJq, 

offenbar auf Ieientitäten reduzieren, wenn die Größen ijk durch f1c 
ersetzt werden. Daher besteht die gesuchte Bedingung in der Existenz 
einer Funktion L, die den simultanen partiellen Differentialgleichungen 

~ ( iJ2L iJ2L . ) iJ2L iJL 
~ ---l~c+-.--qk + ----=0 
k= 1 oq, oiJ~c oq, iJqk aq_, Bt oq, 

(r= 1,2, ... ,n) 

genügt, wo q1, q2, •.. , qn, q1, q2, ••. , qn, t die unabhängigen Veränder­
lichen sind. 
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Für n = 1 läßt sich diese Aufgabe mit Hilfe des letzten Multi­
plikators lösen. Denn L muß dann der Gleichung genügen: 

o2L o2L . o2L oL 
7J"r;2- I+ ar; a-q·q + äqot oq = 0 ; 

aus ihr folgt 

- aar; (~:: t) = -:q ( :;~q q + t~~t --- ~f) 
fJaL . fJ3L 

· aq2 aq q + lJiiilt · 
Setzen wir also o2Ljoq2 = M, so genügt M der Gleichung 

a a oM 
aq_ (M tl + ä(j (M ifl + ·-a,- = o. 

Diese aber definiert den letzten Multiplikator M des Gleichungssystems 

dt = ~q = __ d q_ 
q f(q, q, t) 

Für n = 1 ist also die Bestimmung der Funktion L attf die Bestimmt-mg 
des letzten Multiplikators des Systems zurücl?geführt. 

§ 124. Der Spezialfall, daß die kinetische Energie eine 
quadratische Funktion der Geschwindigkeiten ist. 
Für n > 1 ist der wichtigste Fall der, daß jede der Funktionen f zusammen­

gesetzt ist aus einer homogenen quadratischen Funktion F, in q1, q2, ••• , q,. 
und einer von q1, q2, ••• , q,. unabhängigen Funktion G,. Es ist also 7.11 unter­
suchen, ob die Gleichungen 

ij, = F, + G, (r = 1, 2, ... , n) 
einem System 

d (i:JT ) ()T 
d t oiJ,- -- --a-q~ = Q, (rc--•1,2, ... ,11) 

äquivalent sind, wo T eine homogene quadratische Funktion von ql' q2 , ••• , ,j,. 
ist, deren Koeffizienten von den Veränderlichen q1, q2, ••• , q,. abhängen, und 
Q1 , Q2, ••• , Q,. Funktionen von q1 , q2, ••• , q,. allein sind. 

Offenbar hängt T nicht von G1 , G2, ••• , G" ab; daherkönnen wir annehmen, 
daß G1, G2, ••• , G,. alle Null sind, und das Problem nntersucl1en: Eine Funktion 
T zu bestimmen derart, daß die Gleichungen 

(r=1,2, ... ,n) 
dem System 

(r=1,2, ... ,n) 

äquivalent sind. 
Die Bedingung dafür ist das Vorhandensein einer Funktion T, die den par-

tiellen Differentalgleichungen genügt 

~ o2 T ~ o2 T ()T 
.:::;. oq, oq k F k + .:::;. oq, dq k (fk - Bq; = 0 
k=l k=l 

(r=1,2, ... ,n). 
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n 

Da F" homogen ist, so ist 2; q. iJF kfoq, = 2 Fk , also 
.~=1 

" () n or A • n n ()2F 'T 
~ 2_"' q, oq, (~ 2_, -~i.k -~;J -L; q, ~ ~ -äqjJ~ ~q~ (r = 1, 2, ... , n). 

x==l k=l &=1 k=l 

Da aber oFfoq, homogen vom ersten Grade ist, haben wir 

iJFk ~· o2Fk ·aq. = -ft q, oiJ, oiJ. ' 
also 

Die (~leichungen, denen T genügen muß, können folglich die Gestalt erhalten 

" () " 91' iJT 1 .!!.., iJF k iJT n--, o2 T . iJT 
~ q, clq, G ~,((~; aq;J --2 ~ oq, Bi/, + ~ cliJ, aq: <J, -- ·aq~ -c 0 

(r=1,2, ... ,n) 
odt>r 

i,ij. (j~~ G i, ~~~k ~f + :~-)- G i, ~~~ :~ + ~D ~ o 
.~:_:I k= I_ J.-,;.:·1 

(r=1,2, ... ,n). 

Sie können offenbar ersetzt werden durch 

(r = 1, 2, ... , n). 

Setzen wir dann wieder f, = G, + F,, so haben wir den Satz: Läßt sielt 
das Gleichungssystem 

•• -I q,- Ir ! r = 1, 2, ... , 11) , 

wo /, aus einem homogenen in den Geschwindigkeiten quadratischen Teil und aus 
t.'i11em von den GP-schwindigkeiten unabhängigen Teil ln·steht, in dit' Forrn 

d ( iJT) iJT 
dt iJq, - iJq, =Q, (r = 1, 2, ... , 11) 

iihl'rjühreu, so ist T notwendig ein Integral des Systems 

(r=1,2, ... ,11). 

Übungsaufgaben. 
1. In dem Problem der zwei Anziehungszentren ist der Abstand der beiden 

Zentren gleich 2 c, und die großen Halbachsen der beiden durch den bewegten 
Massenpunkt gehenden in bezug auf die Zentren konfokalen Kegelschnitte haben 
die Größen q1, q2• Man setze 

• • d p - ql - q. _!ll 
1 - q~- c2 dt ' 

'.! i! d p _ ql- q, qz 
2 - c2 - q~ d t 
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und beweise, daß die Bewegungsgleichungen lauten 

dq, fJH dp, fJH 
Tt = ap, • Yt - a-q,-

wo 

ist und !'1, !'2 Konstanten sind. 
2. Man zeige, daß 

(r = 1, 2), 

wo die Summation über die ~ n (n - 1) Kombinationen der Indizes i, j erstreckt 
wird, eine Integralvariante eines beliebigen Hamiltonschcn Systems mit den 
Veränderlichen q1, q2, ••• , q,., p1, p2, ••• , p,. ist. (Poincare.) 

3. Man zeige, daß das durch die Gleichungen 

definierte Problem, für das 

H = qtPt- q2P2- aqi + bq~ 
ist, ein Integral 

e2 ~ b q2 = konst. 
ql 

besitzt; daß ferner nach § 127 die beiden anderen Integrale lauten 

q1 q2 = konst., 

log q1 = t + konst. 

(r = 1,2) 

4. M sei ein letzter Multiplikator eines Systems von Differentialgleichungen 

dx1 dx2 dx,. dx 
·x~- = x 2 = · · · = x,. = ·x · 

für das 
I (x1• x2, •••• x,., x) = konst. 

ein bekanntes Integral ist. Ein Akzent an einer Funktion von x1, x2, ••• , x,., x 
besage, daß x,. in der Funktion durch seinen aus dem obigen Integral berechneten 
Wert ersetzt ist. Man beweise, daß alsdann M' j(fJ/jfJx~) ein letzter Multiplikator 
des reduzierten Systems 

dx1 dx2 dx,._ 1 dx 

X' 1 X~ X' 
ist. (J aco bi.) 

s. Es sei D1 = konst., D2 ~ konst., ...• {},. = konst. ein System von Integralen 
der Gleichungen 

Man zeige, daß 

dx 

X 

ein letzter Multiplikator ist. 

X,.. 

6. u 1 , u2 , ••• , u,. seien n abhängige Veränderliche, 11 , I 2 , ••• , I,. lineare 
Differentialausdrücke, die definiert sind durch die Gleichungen 

.. 
I, = 2; {Prk(t) uk + qn(t) Ük + r,k(t) ük} 

k=l 
(r = 1, 2, ... , n). 
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Es seien v1 , v2 , ••• , v,. solche Funktionen von t, daß 

v1 l 1 + v2 / 2 + ... + v,.I,. 

ein vollständiges Differential wird. Man zeige, daß die Funktionen v1 , v2 , ••• , v,. 
alsdann einem System von n linearen Differentialgleichungen genügen, das dem 
System der linearen Differentialgleichungen 

I,= 0 
adjungiert genannt wird. 

Es bezeichne F, die Größe 

d (aL) 
dt oq, 

aL 
7Ji,. 

(r = 1, 2, ... , n) 

(r=1,2, ... ,n), 

wo L irgend eine gegebene Funktion von q1 , q2 , ••• , q,., q1 , q2 , ••• ,q,., t ist; 
beweise, daß das System linearer Differentialgleichungen 

man 

""' ( oF, 6F, . oF, .. ) .::;.... a uk + r uk + --er- uk = 0 
k qk qk qk 

(r = 1, 2, ... , n) 

sich selbst adjungiert ist. 
Man beweise, daß auch die Umkehrung dieses Satzes gilt. (Hirsch.) 

\V h i t t a li; er , Dynamil;; 20 



Elftes Kapitel. 

Die Transformationstheorie der Dynamik. 

§ 125. Hamittons charakteristische Funktion ; 
Berührungstransformationen. 

Wir haben gesehen1), daß die Integration eines durch Quadraturen 
lösbaren dynamischen Problems im allgemeinen dadurch auszuführen 
ist, daß man das System in ein anderes mit weniger Freiheitsgraden 
transformiert. In dem vorliegenden Kapitel entwickeln wir nun die 
allgemeine Theorie, die diesem Verfahren und darüber hinaus jeder 
Lösung dynamischer Probleme zugrunde liegt. 

Ihren Ausgang nahm diese Theorie von der berühmten Abhand­
lung über Optik, die Hamilton im Jahre 1824 der KgL Irischen Aka­
demie vorlegte2). Die dort entwickelten Prinzipien übertrug ihr Ent­
decker später auf das Gebiet der Dynamik. 

Um Rarniltons Gedankengang folgen zu können, müssen wir auf 
<lie Zusammenhänge von Dynamik und Optik eingehen, Zusammen­
hänge, die heute wohl weniger deutlich zutage liegen als zu Hamiltons 
Zeit, in der die Korpuskulartheorie des Lichtes noch in weitem Um­
fang aufrechterhalten wurde. Die Bahn eines Lichtstrahles in einem 
optisch heterogenen, aber isotropen Medium mit dem Brechungsindex p 
im Punkt (x, y, z) läßt sich nach dem Permatschen Prinzip3) bestimmen: 
Das Integral 

jp(x,y,z)ds 

hat einen stationären Wert, wenn die Integration über die wirkliche 
Lichtbahn zwischen zwei gegebenen Grenzpunkten erstreckt wird, 
verglichen mit allen Nachbarkurven durch dieselben beiden Punkte. 
Anderseits kann die Bahn eines freien Massenpunktes der Masse 1 
in einem konservativen Kraftfeld mit der potentiellen Energie q; (x, y, z) 

l) Vgl. drittes Kapitel, §§ 38-42. 
2) Trans. U. Irisk Amd. Bel. 15, S. G!). 1828; Bel. 16, S. 4, 93. 1830; Bd. 17, 

s. 1. 1837. 
:1) Vgl. des VPrfassen; INstory of the Throries nf Arther anti Electririty S. ')--10, 

102--103. 
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und der Energiekonstanten h mit Hilfe des Prinzips der kleinsten Wir­
kung (§ 1 00) bestimmt werden, das in diesem Falle besagt: Das Integral 

J {h- rp(x, y, z)}~ d s 

hat einen stationären Wert für die wirkliche Bahnkurve im Vergleich 
mit allen Nachbarkurven durch den gleichen Anfangs- und Endpunkt. 
Der Vergleich dieser beiden Sätze ergibt: Die Bahnllurven des Massen­
punktes des dynamischen Problems fallen zusammen mit den Lichtbahnen 
des optischen Problems, wenn eine geeignete Beziehung 

p. = (h - (p)I · 

zwischen der potentiellen Energie des einen und dem Brechungsindex 
des anderen Problems hergestellt wird. 

Die Korpuskulartheorie des Lichtes glaubte aus dieser Tatsache 
eine Erklärung der optischen Erscheinungen zu erhalten, da sie ja den 
Lichtstrahl als eine Aufeinanderfolge schnell bewegter Massenteilchen 
auffaßte. Das ohige Gesetz besteht aber, gleichviel welche Hypothese 
über die Natur des Lichtes zugrunde gelegt wird; so ermöglicht es also 
eine Verknüpfung der Dynamik auch mit der ·Wellentheorie des Lichtes. 
Dieser Geclanke.stellt den Ausgangspunkt der Hamiltonschen Theorie dar. 

Legen wir die ·Wellentheorie zugrunde, so können wir die Fort­
pflanzung des Lichtes auf zwei verschiedene Weisen mathematisch be­
handeln: durch die Betrachtung von Lichtstrahlen oder von Wellen­
fronten. Die letztere von Huygens 1690 eingeführte Methode läßt sich 
folgendennaßen darstellen: 

Eine Wellenfront, der Ort der Erregung eines optischen Mediums 
zu einer bestimmten Zeit t, habe die Gestalt einer Fläche a. Jedes 
Element dieser Wellenfront kann als Quelle einer sich nach außen ver­
breitenden Sekundärwelle angesehen werden, so daß in einem späteren 
Zeitpunkt t' die aus einem Punkt (x, y, z) der ursprünglichen Wellen­
front herrührende Erregung über eine Fläche ausgebreitet ist. Um die 
Gleichung dieser Fläche aufzustellen, bemerken wir, daß die Dauer der 
Ausbreitung des Lichtes von ein"em willkürlichen Punkt (x, y, z) zu 
einem anderen willkürlichen Punkt (x', y', z') des Mediums nur von den 
sechs Größen x, y, z, x', y', z' abhängt. Sie werde mit V(x, y, z, x', y', z') 
bezeichnet. Diese Funktion V(x, y, z, x', y', z') nannte Hamilton die 
charakteristische Funktion des betreffenden Mediums. Eine von dem 
Punkt (x, y, z) der ursprünglichen Wellenfront zur Zeit t ausgehende 
Erregung wird also zur Zeit t' über die Fläche ausgebreitet sein, dPren 
Gleichung in den Koordinaten x', y', z' lautet: 

(1) V(x, y, z, x', y', z') = t'- t. 

Nach dem Huygensschen Prinzip der Wellenausbreitung wird nun 
die Gesamterregung zur Zeit t' dargestellt durch die Wellenfront, die 
die Einhüllende der von den verschiedenen Elementen der ursprüng-

20* 
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liehen Wellenfront ausgehenden Sekundärwellen ist. Wir bezeichnen 
sie mit -2, die Richtungskosinus der Normalen der Wellenfront a im 
Punkt (x, y, z) mit l, m, n, diejenigen der Normalen der Wellenfront 2: 
in dem zugeordneten 1) Punkt (x', y', z') mit l', m', n'. Sie sind die 
Richtungskosinus der Lichtstrahlen in (x, y, z) bzw. (x', y', z'), da in 
isotropen Medien der Strahl auf der Wellenfront senkrecht steht 2). Da 
2: die Einhüllende der Flächen V ist, die den Punkten auf a entspre­
chen, so muß die Gleichung 

av av av 
-~ dx+---dy+-dz=O 
ox ay az 

für alle diejenigen Werte dx: dy: dz erfüllt sein, die Richtungen in 
der Tangentialebene an a entsprechen, d. h. für solche, die der Glei­
chung genügen 

ldx + mdy + ndz = 0. 

Daher haben wir 

(2) 
1 av 1 av 1 av 

T "fix = m "dy = n ßz- · 

Da l', m', n' die Richtungskosinus der Normalen der Fläche V nn 
Punkte (x', y', z') sind, so ist überdies 

(3) 
1 ov 1 av 1 av 

Nun geht ein Lichtstrahl, der zur Zeit t in dem Punkt (x, y, z) die 
Richtung (l, m, n) hat, zur Zeit t' durch den Punkt (x', y', z') in der 
Richtung (l', m', n'). Die Gleichungen (1), (2), (3) zusammen mit der 
Gleichung 
(4) l'2+m' 2 +n' 2 =1 

sind sechs Gleichungen zur Bestimmung der sechs Größen x', y', z', 
l', m', n' als Funktionen von x, y, z, l, m, n. Durch diese Gleichungen 
wird das Verhalten des Lichtstrahles· in dem Medium mit Hilfe einer 
einzigen Funktion V(x, y, z, x', y', z') vollständig charakterisiert. Man 
beachte, daß es keine Differentialgleichungen sind, sondern daß sie die 
Anderung eines Strahlensystems nach einer endlichen Zeit der Aus­
breitung in dem Medium in integrierter Form wiedergeben. Offenbar 
erfordert also jedes optische Problem die Bestimmung der Hamilton­
schen charakteristischen Funktion für das Medium oder das System von 
Medien, in dem die Strahlen sich ausbreiten. 

1) Der Punkt (x', y', z') heißt dem Punkt (x, y, z) zugeordnet, wenn die 
von (x, y, z) ausgehende Sekundärwelle die Einhüllende 2.' in (x', y', z') berührt. 

2) Zur Vereinfachung nehmen wir ja an, daß das Medium zwar optisch 
heterogen, aber isotrop ist. Barnilton untersuchte auch den allgemeineren Fall 
eines kristallinischen Mediums. 
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Vom rein mathematischen Standpunkt aus betrachten wir den 
Übergang von dem System der Veränderlichen x, y, z, l, m, n zu dem 
System x', y', z', l', m', n' oder (geometrisch gesprochen) den Über­
gang von den Flächen a zu den Flächen .S als eine Transformation. Die 
Funktion V bestimmt also gleichsam eine Transformation des Raumes, 
bei der jede Fläche a in eine neue Fläche .S übergeführt wird. Berühren 
sich zwei Flächen a, a' in einem Punkt, so berühren sich offenbar auch 
die entsprechenden transformierten Flächen .S, .S' in dem zugeordneten 
Punkt. Aus diesem Grunde hat S. Lie diese Transfonnation als Be­
rührungstransformation bezeichnet. Eine Funktion V(x, y, z, x', y', z') 
definiert somit eine Berührungstransformation, die jede Wellenfront a in 
diejenige Wellenfront .S überführt, die aus ihr durch die Ausbreitung der 
Erregung in dem Medium in dem Zeitintervall t'- t hervorgeht. 

Ein einfaches Beispiel einer Berührungstransformation ist die bekannte 
geometrische sogenannte Polarentransjormation. Um die Polare einer gegebenen 
Fläche t1 in bezug auf eine gegebene Fläche zweiten Grades zu gewinnen, ordnen 
wir jedem Punkt (x, y, z) auf t1 eine Ebene zu, nämlich die Polarebene von (x, y, z) 
in bezug auf die Fläche zweiten Grades. Nimmt der Punkt (x, y, z) auf a jede 
mögliche Lage an, so umhüllt die Ebene eine Fläche X, die die Polare von a ist. 
Der Übergang von o zu 2' stellt offenbar eine Berührungstransformation dar. 
In diesem Fall ist die Hamiltonsche Funktion V linear in x, y, z und auch in 
x', y', z'. 

Wir fahren nunmehr in der Darstellung der Hamiltonschen Theorie 
fort und geben den Gleichungen (2) und (3) die Form 

av av av 
-a;:=xl ay--=xm, -0z=xn, 

av , , ax: = ,.,z, av " , 
----;;::--;=Am, 
oy ~: = ln', 

wo die Größen x, 1 bisher noch unbestimmt sind. Ihre Bestimmung 
läßt sich jedoch leicht ausführen: Die Gleichungen lassen sich in der 
Form schreiben 
(5) dV = x(ldx + mdy + ndz) + A.(l'dx' + m'dy' + n'dz'). 

Beim Fortschreiten aus (x', y', z') in Richtung tles Strahles um 
ein Bahnelement ds' wächst V um die Zeit, die das Licht zum Zurück­
legen der Strecke d s' braucht. Wählen wir aber die Einheiten so, daß 
die Lichtgeschwindigkeit im freien Äther gleich 1 ist, so hat die Licht­
geschwindigkeit im Punkt (x', y', z') den Wert 1 f p,', wo p/ den Brechungs­
index des Mediums in dem Punkt (x', y', z') bedeutet. Das Licht legt 
also die Strecke d s' in der Zeit 

p,'ds'= p,'(l' 2 + m'2+ n' 2)ds'= p,'(l'dx'+ m'dy'+ n'dz') 
zurück. Der Vergleich mit (5) ergibt A. = p/. Ahnlieh folgt x = - p-, 
wo f1 den Brechungsindex im Punkt (x, y, z) bedeutet. Demnach lautet 
Hatniltons allgemeine Formel 

dV = p'(l'dx' + m'dy' + n'dz') - fl(l dx + mdy + ndz). 
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Setzen wir 

,nl= ~. !J-m = 17, ftn =?;, 1_/m'= rj', 

so nimmt sie die Form an 

(6) dV= tdx' + 17'dy' + t;'dz' -- i;dx- 17dy- i; dz. 

Die Größen /;, 17, i;, i;', 1]1
, ?;' heißen nach Hamilton die Komponenten 

der normalen Langsamkeit der Wellenausbreitung in (x, y, z) und (x', y', z'). 
Nunmehr betrachten wir den besonderen Fall, daß das Zeitinter­

vall t'- t zwischen den Lagen a und X der gleichen Wellenfront klein 
ist. Es sei mit At bezeichnet. Die zugehörige Berührungstransformation 
heißt dann infinitesimal. Wir setzen 

x' = x + IX II t , y' = y + ß il t , 
(7) ;'=i;+uL1t, 1J'=1J+vilt, 

V=Wilt. 

Gleichung (6) geht dann über in 

z'= z+ yAt, 
(=1;--j-w;lt, 

d w A t = ( i; + td t) ( d X + d IX A t) + ( 1J + V /J t) ( d y !- d (J A t) 
+ (?; + wilt) (dz + dy"1t) -- i;dx- 17dy- t;dz 

= u LI t d X+ VA tdy + wil t dz + !; A td IX + 1J iJ td ß + ?; LI t d r 
oder 

dW= udx + vdy + wdz + i;diX + YJdß + i;dy 
oder 

d( 1; IX + 11 ß + t; r - W) = IX d 1; + ß d 11 + r d t;- u d x - v d y - w d z . 

Bezeichnen wir also die Funktion !; IX + 1J ß + i; r -- w mit H und 
fassen wir H als Funktion von x, y, z, !;, 17,?; auf, so erhalten wir 

(~) dH = IXd/; + ßdYJ + yd?;- udx --- vdy- wdz. 

Nun wird in der Grenze offenbar u = t!__{, IX= 1x usw. Demnach 
.. l . dt dt 

Wlf( 

dx . dy dz di; dYJ di; 
dH=o.--di;+--dtJ--1--di;- -dx --- dy--- dz. 

dt dt dt dt dt dt 

Die zci tl ichcn Ableitungen der seohs Größen X, y, Z, /;, 1], /; sind Ja her 
gegeben durch 

dx (!Jj dy (i}f dz (j}f 

dt d/; . dt ti1J dt ~;.. . 
(;c, 

(9) 
di; iJH d1J (JH dl; ()}[ 

ox . oy 
-·· ·- . (;i" dt dt dt 

Dies ist aber ein Hamiltonsches System von Differential{{leichungen, wie 
wir es aus der Dynamik kennen. Unsere Untersuchung hat erwiesen, daß 
es als analytischer Ausdruck einer infinitesimalen Berührungstransfor­
mation attfgefaßt werden kann, d. h. der Bewegung einer Wellenfron 
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aus einer Lage in die benachbarte. Die Integrale dieses Hamiltonschen 
Systems sind die obigen Gleichungen (1), (2), (3), (4). Sie stellen eine 
endliche Berührungstransformation dar, d. h. die Bewegung einer 
Wellenfront aus einer Lage in diejenige, die sie nach einem endlichen 
Zeitintervall einnimmt. Hamilton lwnntc also mit Hilfe der Wellen­
theorie des Lichtes an Stelle der Differentialgleichungen eine integrierte 
Form der Gleichungen angeben, in der sie von einer einzigen unbekannten 
Funhtion abhängen. 

§ 126. Berührungstransformationen im Raum von beliebig 
vielen Dimensionen. 

In dem noch verbleibenden Teil des Kapitels behandeln wir ehe 
Anwendung der im vorhergehenden entwickelten Hamiltonschen Ge­
danken auf den allgemeinen Fall eines dynamischen Systems von be­
liebig vielen Freiheitsgraden und den Zusammenhang der Ergebnisse 
mit gewissen Sätzen von Lagrangc, Poisson, Pfaff und Jacobi. 

Wir definieren zunächst eine Berührungstransformation im n-di­
mensionalen Raum und bedienen uns dazu einer Verallgemeinerung der 
Gleichung (6) des vorigen Paragraphen. 

Es seien 
ql, q2, · · ., qn, pl, P2, · · ., Pn 

2n Vcräll(lerliche, Q1 , Q2 , •• . , Q,., P 1 , P 2 , •. • , Pn 2n weitere Veräncler­
lichc, die durch 2 n Gleichungen als Funktionen der ersteren definiert 
sind. Die Transformation der Veränderlichen q1 , q2 , ... , qn, p1 , P2 , ••• , p.,. 
in Q1 , Q2, .. . , Qn, P 1 , P2 , •• • , Pn heißt eine Bcriihrungstransformation, 
wenn die verbindenden Gleichungen der beiden Systeme von Veränder­
lichen von der Art sincl, daß die Differentialform 

PldQl + P2 dQ2 + · · · + PndQ,. -- P1dq1- Pzdq2 -- · · ·- Pndq,. 

als Funktion der Größen q1 , q2 , •• . , qn, p1 , p2 , •• • , Pn und ihrer Differen­
tiale das vollständige Differential einer Funktion von q1 , q2 , •• • , q,., 
P1 , P2 , ... Pn wird. 

Beiläufig ~ei bemerkt, daß <lietie Ddiniliun von derjenigen auweichl, die 
man im Hinblick auf die Anwendungen der Berührungtitransformationen in der 
Geometrie und der Theorie der partiellen Differentialgleichungen gewühnlich gibt. 
Letztere lautet nämlich HO: Als Berührungstransformation wird eine Trans­
formation von Zn-+- 1 Veränderlichen q1 ,q2 , ... ,q", p1 ,p2 , •.• ,p,.,z in die 
Veränderlichen Q1 , Q2 , ••• , Q,., T\, P 2 , .•. , l'n, Z bezeichnet, für die die (;leichung 

dZ- P 1 dQ 1 - 1'2 dQ 2 - ... --- PndQ,. = e(dz- p1 dq1 - p2 dq 2 -- .•. - p"dq,.) 

erfüllt iHt, wobei (! eine Funktion von q1 , q2 , .•. , q", p1 , p2 , •.. , Pn. z l>edcutet. 

Sind die n Veränderlichen Q1,Q2 , ••• ,Qn Funktionen von 
q1 , q2 , •• • , qn allein, so heißt die Berührungstransformation, die 
ql, q2, · · ., q,., Pt, P2, · · ., Pn in Ql, Q2, · .. , Qn, P 1, P2, ... , Pn über-
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führt, eine erweiterte Punkttransformation; die Gleichungen, die 
q1 , q2 , •• • , qn mit Q1 , Q2 , •• • , Qn verbinden, werden in diesem Fall 
als Punkttransformation bezeichnet. 

Aus der Definition ist ersichtlich, daß zwei nacheinander ausgeführte 
Berührungstransformationen eine Transformation der Veränderlichen 
hervorbringen, diewieder eine Berührungstransformation ist. Geschieht der 
Übcrgangvonq1 ,q2 , ••. ,qn, P1 P2 , ••• ,pnzuQ1 ,Q2 , ... ,Qn, P1 ,P2 , ... ,Pn 
durch eine Berührungstransfonnation, so vollzieht sich offenbar auch der 
Übergangvon Qv Q2 , •• • , Qn, P 1 , P 2 , ••. , Pnzuq1 , q2 , ••• , qn, P1 , P2 , ••• , Pn 
durch eine Berührungstransforma.tion. Diese Tatsache spricht man 
gewöhnlich so aus: DieInverse einer Berühmngstransformation ist wieder 
eine Beriihrungstransformation. Mit dem Vorhergehenden zusammen­
genommen zeigt dies: Die Berührungstransformationen besitzen die 
Gruppeneigenschaft. 

Aufgabe 1. Man zeige, daß die durch die Gleichungen 

Q = (2q)i ek cosp, 

P = (2q)le-ksinp 

definierte Transfonnation eine Berührungstransformation ist. 
Hier ist nämlich 

Pd Q - p d q = (2q)t sin p { (2 q)- I cos p dq - (2 q)l sin p d p} - p dq 

= d(q sinp cosp - q p) 

ein vollständiges Differential. 
Aufgabe 2. Man zeige , daß die Transformation 

Q = log ( ~ sin p) , 
P = q ctgp 

eine Berührungstransformation ist. 
Aufgabe 3. Man zeige, daß die Transformation 

Q =log (1 + qt cosp), 

P = 2 (1 + ql cosp) ql sin/J 

eine Berührungstransformation ist. 

Wir entwickeln nunmehr die explizite analytische Darstellung einer 
Berührungstransformation. 

Der Übergang von den Veränderlichen q1 , q2 , •• • , qn, P1 , P2 , •• • , p" 
zu Q1 ,Q2 , ••• ,Qn, P 1 , P 2 , •• • , Pn sei eine Berührungstransformation, 
so daß also 

n 
2: (P,dQ,- p,dq,) = dW 
r=l 

ist, wo dW ein vollständiges Differential bedeutet. 
Möglicherweise kann man aus den Gleichungen, die Q1 ,Q2 , ••• ,Q,., 

P 1 ,P2 , ... ,Pn als Funktionen von q1 ,q2 , ... ,qn, p1 ,p2 , ... ,pn defi­
nieren, die Größen P 1 , P2 , •• • , Pn, p1 , p2 , •• • , Pn vollständig elimi-
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nieren, so daß man eine oder mehrere Gleichungen zwischen Q1, Q2 , •• • , Q,., 
q1 ,q2, ... ,q .. erhält; ihre Anzahl sei k, und sie seien bezeichnet durch 

(A) !J,(qt,q2, ... ,q .. ,Q1 ,Q2, ... ,Q .. )=O (r= 1,2, ... ,k). 

Die Bedeutung dieser Gleichungen können wir dadurch erläutern, daß wir 
für den Augenhlicl{ zu der geometrischen Theorie der Berührungstransformationen 
im gewöhnlichen dreidimensionalen Raum zurückkehren, wo drei Fälle zu unter­
scheiden sind. 

<X) Es besteht nur eine Gleichung zwischen den alten und neuen Veränder­
lichen, etwa 

!J(x, y, z, x', y', z') = 0. 

Sind x, y, .~ gegeben, so stellt sie, als Funktion von x', y', ::' betrachtet, 
eine Fläche dar; jeder Punkt (x, y, z) geht also in eine Fläche über, die wir als 
!!-Fläche bezeichnen wollen. Eine willkürliche Fläche " wird demnach in eine 
Fläche Z übcrgeführt, die die Einhüllende der zu den einzelnen Punkten von o 
gehörenden !!-Flächen ist. Dies ist der allgemeine Fall, und ihn allein haben wir 
in § 125 behandelt. 

/1) E;; bestehen zwei Gleichungen der Art, etwa 

!J1(x, y, z, x', y', z') = 0 , Ü 2(x, y, z, x', y', z') = 0. 

Sind x, y, z gegeben. so stelleil diese Gleichungen in x', y', z' eine Kurve 
dar. Jeder Punkt (x, y, z) geht also in eine Kurve über, die wir als K-Kurve be­
zeichnen wollen. Eine willkürliche Fläche a wird demnach in eine Fläche 2 über· 
geführt, die die Einhüllende der den einzelnen Punkten von o entsprechenden 
K-Kurven ist. 

y) Es bestehen drei derartige Gleichungen, etwa 

Ü 1(x, y, z, x', y', z') = 0, .02(x, y, z, x', y', z') = 0, !.?3(x, y, z, x', y', z') = 0. 

Jeder Punkt (x, y, z) wird dann in einen Punkt (x', y', z') übergeführt, eine 
willkürliche Fläche " in eine Fläche 2 , die der Ort aller den einzelnen Punkten 
von " entsprechenden Punkte ist. 

Da die Variationen dq1 , dq2 , ... , dq.,, dQ1 , dQ2, ... , dQn in der 
Gleichung 

_2: (P.dQ. -- p,dq,) = dW 
einzig den Bedingungen 

() {). () fl. () Q. 
~---dql-/- -~- dq2-/- ... -/- --;')--dqn 
o~ o~ c~ 

an. a u, , 
-/- i(rl dQl-/- .. -/- -"Q dQ,.=O (r=1,2, ... ,k) 

c~l u n 

unterworfen sind, so ist notwendig 

P,= 

(B) 

aw oD1 aQk 
oQ, + Al oQ-; + ... + Ak aQ • . 

()Qk 
- Ak -"--

dq. 

(r = 1, 2, ... , n), 

wo A1 , A2 , .•• , Ak unbestimmte Multiplikatoren sind, W eine Funk­
tion von q1 ,q2 , ... ,q .. , Q1 ,Q2, ... ,Qn ist. Die Gleichungen (A} und 
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(B) zusammen bilden ein System von 2 n + k Gleichungen zur Be­
stimmung der 2n + k Größen Qv Q2, •• . , Q .. , P 1, P2, .. • , Pn, A1, A2, .•• , Ak 
als Funktionen von q1 , q2 , ... , qn, p1 , p2 , ..• , Pn. Diese Gleichungen 
können demnach als explizite analytische Darstellung der Berührungs­
transformation mit Hilfe der für sie charakteristischen Funktionen 
W, Ü 1 , Ü 2 , ••• , Ük angesehen werden. 

Sind umgekehrt k + 1 beliebige Funktionen W, !21, !22, ••• , ük der 
Veränderlichen q1, q2, ••• , qn, Qv Q2, ••• , Qn gegeben, wo k ::< n ist, und 
sind Q1, Q2, •.• , Qn, Pv P 2, ••. , Pn, A1 , A2, .•. , Ak als Funktionen von 
q1 , q2, •.. , q11 , P1, P2, ••• , Pn definiert vermöge der Gleichungen 1) 

!.1, (qv q2, · · · , qn, Qv Q2, · · ·, Qn) = 0 (r = 1, 2, · · . , k) , 

aw oü oQk 
P, = ·~-Q-··· + 21 ~ + + Ak -".-Q- (r = 1, 2, ... , n), 

v r vQ, V r 

(r= 1,2, .. . ,n), 

so ist der Obergang von qv q2, .•. , qn, P1, P2, ••• , P11 zu Q1, Q2, ••• , Qn, 
Pv P 2, ••• , P,. eine Berührungstransformation. Denn die Größe 

n 
L, (P,dQ, -- p,dq,) 
r=l 

wird infolge dieser Gleichungen gleich dW, also ein vollständiges 
Differential. 

Aufgabe. Es sei 

Mau zeige, daß 

ist. wo 

Q ~ (2q)l h- I cosp, 

c}W 
P= ·~ . 

GQ 

w c~ 1 Q (2q k- k 2 Q2)~- qarccos{i.l Q/(21j)!}' 

daß also dtJr Übergang von q, p zu Q, l' eine Berührungstransformation ist. 

§ 127. Die bilineare Kovariante einer allgemeinen 
Differentialform. 

Wir betrachten eine Differentialform 

X 1 dx1 +X2 dx2 -f- ... +X .. dx,., 

in den n Veränderlichen x1, x2, ••• , xn, in r1er Xv X 2, ••• , X,. willkür­
liche Funktionen von Xv x2, ••• , xn bedeuten. Eine derartige Form 

1 ) Diese Gleichungen finden sich erstmalig in Jacobis Vorlesungen über 
Dynamik 1866, S. 4 70, wo ihre Bedeutung für die Tran~formation der partiellen 
Differentialgleichungen erster Ordnung (auf die ~ich die dynamischen Probleme 
zurückführen la.-;sen) entwickelt wird. Ihre Bedeutung für die Theorie der Be­
rührungstransformationen entdeckte Lie. 
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wird als Pfaffscher Ausdruck 1) in den Veränderlichen x1 , x2 , ••• , xn 
bezeichnet. Wir gebrauchen dafür das Symbol lfa und setzen 

'11,) = X 1 ~x1 + X 2 ~x2 + ... + Xn t5xn, 
wo ~ das Symbol für ein unabhängiges System von Variationen ist. 
Dann haben wir 

,5,7d -- d{},l = ~ (X1 dx1 -+- X 2 dx2 + ... + X 11 dxn) 
-d (X1 rh1 + X 2 rh2 + ... + Xnbx,.), 

= r)X1 clx1 -f- ... +r5X11 dXn+X1 c'ldx1 + ... +Xnbclxn 
- d X 1 rh1 --- ... - dXn dxn- X 1 d(jx1 - ••• -- Xndbx,.. 

Benutzen wir die Beziehungen bdx, = d~x,, die infolge der Un­
abhängigkeit der Variationen d und (j bestehen, und ersetzen wir d X" 
~~X, durch 
iJX, oX, 

- 0--- d X 1 -/- .•• -/- · , d X" 
ox1 dXn 

bzw. 

so erhalten wir 
n n 

r) -ß II - d fh = L L aij d X; ~X; , 
i=l j= l 

WO a;j die Größe oXifoxj ~ axj;oxi bezeichnet. 
Es seien y1, Y2· ... , Yn neue Veränderliche, die aus Xv x2, ••• , x,. 

durch eine Transformation hervorgehen, und in denen die Differential­
form die Gestalt erhält 

Y 1dy1 -/- Y 2 dy2 + ... -/- YndYn· 

Die Größe oYJoyj- oYifoyi werde mit b,;; bezeichnet. Da nun rlic 
Größe rHJd -- d -ß,1 offenbar den gleichen Wert hat, in welchen Ver­
änderlichen sie auch dargestellt ist, so haben wir 

11, n n n 

2:2: au dx; bx1 = 2: 2: biJ dy; byj. 
i·dj=l i=lj~l 

Auf Grund dieser Gleichung wird die Größe 2: a;j d xi (j X; die 
n 

uilincare Kovariante der Form 2: X, d x, genannt. 
1'= 1 

§ 128. Die Bedingungen für eine Berührungstransformation 
ausgedrückt durch die bilineare Kovariante. 

Die Veränderlichen Q1, Q2 , ••• , Qn• P 10 P 2, ••• , Pn mögen mit 
q1, q2, ••• , q11 , P1, P2, ••• , Pn durch eme Berührungstransformation 

n n 
zusammenhängen, so daß :f;P, dQ,. sich von 2:, p, d q, um ein voll-

r=l r~l 

ständiges Differential unterscheidet. 

1 ) Die darauf bezügliche berühmte Abhandlung von Pfaff wurde der Berliner 
Akademie 1815 vorgelegt. Abharull. d. Akad. d. Wiss. 1814-15, S. 76. 
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Nach dem vorigen Paragraphen ändert sich die bilineare Kovariante 
einer Differentialform offenbar nicht, wenn zu der Form ein vollstän­
diges Differential hinzugefügt wird; sie hängt ja nur von den Größen 
oX;joxJ -- iJXJJox.i ab, die für ein vollständiges Differential ver­
schwinden. Wir haben ferner gezeigt, daß die bilineare Kovariantc 
einer Form bei einer willkürlichen Transformation in die bilineare 
Kovariante der transformierten Form übergeht. Daraus folgt, daß 

n n 
die bilinearen Kovarianten der Formen :f:P,dQ, und :f.p,dq, em-
ander gleich sind, d. h. daß r=l r=l 

n n 
:f. (/JP, dQ.,- dP,(JQ,) = 2:, (/Jp, d q,- dq, bp,) 
r~l r=l 

ist. Wenn also der Obergang von q1, q2, ••• , q11 , P11 ••• , Pn zu (!1, (!2, ... , Q .. , 
P1, ... , P .. eine Berührungstransformation ist, so ist die Größe 

n 
:E (/Jp, dq, -· dq, /Jp,) 
r=l 

invariant gegenüber dieser Transformation. 
Aufgabe. Für die durch die Gleichungen 

Q = (2q)! k-t cosp. P = (2q)t kt sinp 

definierte Transformation ist 

dP= (2q)-lkisinpdq + (2q)lklcospdp, 

dQ = (2 q)- i k- l cosp dq - (2q)! k-! sinp () p, 

dP~= (2q)-ikisinpllq+ (2q)!ktcosp~p. 

dQ = (2q)-i k-i cospdp- (2q)! k-isinpdp. 

Nach Multiplikation ergibt sich 

dP~Q- dPdQ =- sin2p (dq dp - oq dp) + cos2p (dp ~q- ~p dq) 

= dp ~q - dp dq 0 

Folglich i:;t die Transformation eine Berührungstransformation. 

§ 129. Die Bedingungen für eine Berührungstransformation 
dargestellt mit Hilfe der Lagrangeschen Klammerausdrücke. 

'Wir geben nunmehr den Bedingungen, unter denen der Übergang 
von den Veränderlichen q1 , q2, ••• , q .. , p1, ••• , p .. zu den Veränder­
lichen Q1 , Q2 , ••• , Q .. , P 11 ••• , P n eine Berührungstransformation ist, 
eine neue Form. 

Sind q1 , q2, ••• , qn, P1 , ••• , Pn beliebige Funktionen der beiden 
Veränderlichen u, v (und vielleicht noch beliebiger anderer Veränder­
licher), so heißt der Ausdruck 

~ (!!' ~~r- ~~r :~~) 
r=l 
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ein Lagrangescher Klammerausdruck 1); er wird gewöhnlich durch das 
Symbol [u, v] bezeichnet. 

Sind nun q1 , q2, ... , qn, p1 , ••• , Pn beliebige Funktionen von 
2n Veränderlichen Q1 , Q2 , ••• , Q,., P 1, •.• , Pn, so können wir in dem 
Ausdruck n 

2Jdp,oq,- op,dq,) 
rc~ 1 

dp, durch 

~ ~ ~ ~ ~ 
-~Q---dQ 1 + -"Q- dQ2 + ... + -~Q dQn + "P dPI + ... + -::lp-dPn 
OI V2 On VI Cn 

ersetzen; entsprechend auch die übrigen. So erhalten wir zusammen­
fassend n 

};(d p, (5q,- /5 Pr d q,) = L,[uk, Ut] (d tft o uk- OUz duk), 
r= 1 k, l 

wo die Summation auf der rechten Seite über alle Paare von Veränder­
lichen uk,u1 des Systems Q1 ,Q2 , ••• ,Qn, PI, ... ,Pn erstreckt ist. 

Ist aber die Transformation von den Veränderlichen q1 , q2 , ••• , qn, 
PI' ... ' Pn in QI' Q2' ... ' Qn' p I• •.. ' p n eine Berührungstrans­
formation, so ist 

n n 
L, (d p, oq,- 0 Pr d q,) = L, (dP, IJQ,- oP, dQ,). 
r= 1 r= l 

Dies gilt für alle Arten der Variationen o und d der Größen. Der Ver­
gleich mit der obigen Gleichung ergibt daher 

[P;, Pe] = 0, [Q;, Qk] = 0 (i, k = 1, 2, ... , n), 

LQ;, Pk] = o (i,k=1,2, ... ,n;i<k), 
[Qi, Pi]= 1 (i = 1, 2, ... , n). 

Diese Gleichungen können als diejenigen partiellen Differentialglei­
chungen aufgejaßt werden, denen q1 , q2, ... , qn, p1 , ••• , Pn als Funk­
tionen von Q1 , Q2, ... , Qn, P 1 , •.. , Pn genügen müssen, damit der Über­
gang von dem einen System von Veränderlichen zu dem anderen eine 
Be1·ühntngstransjormation ist. Diese Gleichungen stellen in expliziter 
Form die Bedingungen dar, die in der Invarianz des Ausdrucks 

n 
2:, (d Pr /j q, - (j Pr d q,) 
r~1 

enthalten sind. 

§ 130. Die Poissonschen Klammerausdrücke. 

Wir führen noch eine andere Art von Klammerausdrücken ein, die 
mit den Lagrangeschen eng zusammenhängen. 

1) Lagrange: Mem. dc /'Institut d1' Trance 1808; Oruvres Bd. 6, S. 713. 



318 XI. Kapitel: Die Transformationstheorie der Dynamik. 

Sind u, v zwei beliebige Funktionen der Veränderlichen q1 , q2 , ••• , qn 
P1 , ••• , Pn. so heißt die Größe 

~ (iJu iJv iJu iJv) 
1ft aq, ap, - ap, iJq, 

ein Poissonscher Klammerausdruck1 ) für die Funktionen u und v und 
wird mit dem Symbol (u, v) bezeichnet. 

Es seien u1 , u2 , ••• , u 2 n 2n unabhängige Funktionen der Ver­
änderlichen q1 , q2 , ••• , qn, p1, ••• , Pn, so daß umgekehrt q1 , q2 , ••• , qn, 
p1 , p2 , ••• , Pn Funktionen von u 1 , u 2 , ••• , Uan sind. Offenbar besteht 

. ein Zusammenhang zwischen den Poissonschen und Lagrangeschen 
Klammerausdrücken [u,, u,] bzw. (u,, u,), den wir nun aufsuchen. 

Es ist 

~ (ut> u,) [u~., tt.] = ~ ~ ~(~ut ~u, _ ou1 ~"!·) (Dq1 ~h _~Pi _iJq1). 
~ ~ ~ ~ iJ qJJPi upi V qi ihte f) u, 0 Ut ßu, 
t=l t=l &=1 ]=1 

Wir führen die Multiplikation auf der rechten Seite aus und berück­
sichtigen, daß 

beide Null 
ferner 

und 
2n 
~out?Pt 
~ api out 
t=1 

nachdem i ~ i bzw. 

2n ~ 2n , 
~ ~_t 0 PJ und ~Cl~~~ ~'!t 
~ aq. out ~ api out 
t=1 t=l . 

i = i ist, daß 

beide Null sind. Dann geht die Gleichung über in 

L:2A ( ~n (au, ap. ou, oq•) u1, u,) [ut, u.] = -- -"- + -;;--· ---
t=l iool ap. ou. oqi au. 

und folglich in 
2n 
2: (u~., u,) [u,. u,] = 0 für r~s, 
t~l 

und 2n 
2:(ut, 1~,) [u1, u,] = 1. 
t=l 

Dies sind aber die Bedingungen dafür, claß die beiden Determi­
nanten 

[u1 ,u1][u1 ,u2] ••• [~t1 ,u2 n] 

[ u2 , u1][u2, u2] ••• [ u2 , u2 nl 
und 

1 (u1 ,u1) (u2,t41) ••. (u2n,tt1) J 

· (u1 , u2) (u2 , u2) ••• (u2n, U 2) \ 

..................... ·I 
: (u1 , U2n) .••• • · • (u2n, U~n) I 

1 ) Poisson: Journal de l'Ecvle polytrclm. Bd. R, H. 15, S. 266. 1R09. 
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reziprok sind, d. h. daß jedes Element der einen gleich der Unter­
determinante des entsprechenden Elementes der anderen geteilt durch 
diese Determinante ist: das Produkt der beiden Determinanten ist 
nämlich gleich Eins. Die Lagrangeschen und Poissonschen Klammern 
hängen also derart zusammen, daß die aus ihnen gebildeten Determinanten 
reziproll sind. 

Aufgabe 1. Es seien f, q;, 'ljJ drei beliebige Funktionen von ql' q2, ••• , q,., 
P1 , ••• , p,.. Man beweise, daß 

((/, cp). V') + ((cp, tp); /) + ((tp, /) cp) = 0. 

Aufgabe 2. Es seien F und rp Funktionen von /1 , / 2 , ••• , /k. die ihrerseits 
Funktionen von q1 , q2 , ••• , q,., p1 , p2 , ••• , Pn sind. Man zeige, daß 

"', ( (;F ci<P iJF ßrp)· 
(F. <T>) =..:::... at; at.- at. at. u •. t.l 

'·' 
ist, wo die Summation über alle Kombinationen Ir. f, erstreckt wird. 

§ 131. Die Bedingungen für eine Berührungstransformation 
dargestellt mit Hilfe der Poissonschen Klammerausdrücke. 

Nun seien Q1 , Q2 , ••• , Qn, P1, ••• , Pn 2n Funktionen von 2n 

Veränderlichen qJ, q2 , ••• , qn, p1 , ••• , Pn. Wir führen den Nachweis, 
daß die Bedingungen dafür, daß die Transformation des einen Systems 
von Veränderlichen in das andere eine Berührungstransformation ist, die 
Form erhalten können 

(Pi,Pj)=O, (Qi,Qi)=O (i,j=1,2, ... ,n), 

(Qi, Pi)= 0 (i,j=1,2, ... ,n; i§j), 

((J;, P;) =• 1 (i = 1, 2, ... , n). 

In § 129 haben wir ja die Bedingungen in der Form abgeleitet 

[Pi, Pi.l = 0, [Qi, Qi] = 0 

[Qi, Pi]= 0 

[Qi, Pil = 1 

Daher gehen die Gleichungen 
2n 

(i, j = 1, 2, ... , n), 
(i,j= 1,2, ... ,n; i§j). 
(i = 1,2, ... ,n). 

~ (u1 ,1~,)[u11 u.] = 0 (r ~ s) 
1-··1 

des vorigen Paragraphen über in 

(Q-i,Qi)=O, (Pi,Pi)=O (i,j=1,2, ... ,n), 
(Pi,Qi) = 0 (i,j = 1, 2, ... , n; i§J), 

während die Gleichungen 
2n 

~ (u1, tt,)[nt. tt,] = 1 
ergeben: t-~ 1 

(Q.,-, P;) = 1 

womit der Satz bewiesen ist. 

(i =~ 1, 2, ... , n), 
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Aufgabe 1. Es sollen Q1 , Q2 , ••• , Q,., 1\, •.. , P,. mit qp q2 , ••• , q,., P1 , ••• , Pn 
durch eine Berührungstransformation zusammenhängen. Man zeige, daß 

ist, so daß also die Poissonschen Klammern zweier beliebiger Funktionen '1'. 'I' in 
bezug auf die beiden Systeme von Veränderlichen übereinstimmen. 

Aufgabe 2. Es seien Q1, Q2, ••• , Q .. gegebene Funktionen von q1, q2, ••• , q", 
p1, ••• , p,., die den partiellen Differentialgleichungen 

(Q,, Q,) = 0 (r, s :.:-:: r, 2, .. . , u) 

genügen. Man zeige, daß sich n Funktionen !'1, P 2, ••• , P .. bestimmen lassen, 
derart, daß die Transformation von q1, q2, ••• , q .. , P1 , p2 , ••• , p,. in Q1, Q.!, .. . , Q,., 
l't, ... , I',. eine Berührungstransformation ist. (Lie.) 

§ 132. Die Untergruppen der Mathieuschen Transforma­
tionen und erweiterten Punkttransformationen. 

Existiert in einer Transformationsgruppe ein System von Trans­
formationen von der Art, daß die Zusammensetzung zweier Trans­
formationen des Systems wieder eine Transformation des Systems er­
gibt und daß die Umkehrung jeder Transformation des Systems selbst 
in dem System enthalten ist, so wird dies System von Transformationen 
als Untergruppe der Gruppe bezeichnet. 

Eine Untergruppe der allgemeinen Gruppe der Berührungstrans­
formationen wird offenbar von denjenigen Transformationen gebildet, 
die der Gleichung 

genügen. Mathieu 1} hat diese Transformationen untersucht. 
Sie stimmen im wesentlichen mit den von Lie als .,homogene Berührungs­

transformationen in ql> q~, ... , q .. , p 1, ••• , P .. " bezeichneten überein. 
Nach§ 126 bestimmen sich hier Q1, Q2, ... , Qn, P 1, •.. , P,. durch 

Elimination von il1 , il2, ... , ilk aus den 2 n + k Gleichungen 

Q, {ql, q2, · · ., qn,Ql,Q2, · · .,Q,.} = 0 {r = 1, 2, ... , k}, 

2Ql f}Q2 f}f}k 
P, = il1 iJQr + il2 ·aQr + ... + Ak DQ; {r = 1, 2 .... , n}, 

iJ Ql iJ Q2 iJ f}k Pr=- A1 -~-- il2 -"-- •.• -- Ak-.c~- (r = 1, 2, ... ,n}. 
cq, uq, uqr 

Aus der Form dieser Gleichungen erkennt man, daß, wenn 
P1 , P2 , ••• , p,. alle mit einer beliebigen Größe f1. multipliziert wer­
den, auch die Größen P 1 , P 2 , ••• , P,. sich alle mit fl multiplizieren. 

1 ) Journal de Matlt. Bel. 19, S. 265. 1874. 
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Daher sind P 1 , P 2 , ••• , Pn homogen ersten Grades (nicht notwendig 
aber ganz) in P1 , P2 , ••• , Pn· 

Innerhalb der Gruppe der Mathieuschen Transformationen bilden die­
jenigen Transformationen eine Untergruppe, für die P 1 • P 2 , ••• , Pn 
nicht nur homogen ersten Grades in Pt, p2 , ••• , p .. , sondern auch ganz, 
d. h. also linear in p1 , p2 , ••• , Pn sind. Für sie gelten Gleichungen 
der Form 

n 

P, = L Pk frk (ql' q2' · · · • q .. ) 
k=l 

Führen wir diese Werte in die Gleichungen 
n n 
~ P,dQ,- L p, dq, = 0 
r~"l r~I 

(r = 1, 2, ... , n). 

ein und setzen wir die Koeffizienten von pk gleich Null, so erhalten wir 
n 

2J,,.(ql' q2' ... ' q .. ) d Q, c= d q/c (k = 1' 2, ... ' n) ; 
r=l 

q1 , q2 , ••• , q", sind also Funktionen von (j 1 , Q2 , ••• , Qn allein, unr1 
es ist 

f,~c = 8q~cfoQ,. 

Folglich erhalten wir derartige Transformationen, wenn wir will­
kürliche Beziehungen zwischen den Veränderlichen q1 , q2 , ••• , q", und 
Q1 , Q2 , ••• , Q,. ansetzen und dann P 1 , P 2 , ••. , P n aus den Gleichungen 

{-, 8qk 
P, =..:::;.. Pka-·· 

k=l Q, 
(r = 1, 2, ... , n) 

bestimmen. Diese Transformationen sind erweiterte Punkttransforma­
tionen (§ 126). 

Aufgabe. Es sei 
n n 

1:P,dQ, = "i:,P,dq,. 
r "1 r~ l 

Man zeige, daß 

§ 133. Infinitesimale Berührungstransformationen. 
Wir gehen nun zu Transformationen über, in denen die neuen Ver-

änderlichen Q1 , Q2 , ... , Q .. , P 1 , ... , P n sich von den ursprünglichen 
qt, q2 , ••• , q .. , Pt, ... , p", um infinitesimale Größen unterscheiden, 
die mit iJq1 ,Aq2 , •.• ,iJq,.,iJp1 , ••. ,JJp .. bezeichnet seien, wo 

A q, = cp, (qt, q2, · · · , q,., P1 P2 • · · ·, P .. ) At 
(r = 1 2, ... , n) 

/IP,='If',(ql,q2, · . . ,q",,pl,p., · . . ,pn)At 
W h i t t a k e r , Dynamik. 21 
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und L1t eme willkürliche infinitesimale Konstante ist. Dann ist also 

Q, = q, + t1q, = q, + cp,dt 
(r = 1, 2, ... , n), 

P, = p, + Apr = p, + lfi,Lit 

und die Transformation wird bestimmt durch die Funktionen 
ffJI • Cfi2 • · · ·, Cfin• lfl1 • lfl2 • · • ·, lf!rt • 

Nun soll die Transformation eine Berührungstransformation sein. 
Deshalb ist 

n 
2:, (P,dQ,- p,dq,) = dW, 
r~l 

wo W eine beliebige Funktion von q1 , q2 , ••• , qn, P1 , P2 , ••• , Pn ist, oder 
n 

,2; { (p, + lflr L1 t) (d q, + d Cf!r L1 t) -- Pr d q,} = dW 
oder r~l 

n 
Llt L (VJ, dq, + p, dcp,) = dW. 

r=l 

Offenbar enthält die Funktion W die Größe L1 t als Faktor. Setzen wir 
W = U LI t, wo U eine beliebige Funktion von q1 , q~, ... , q,., Pt, ... , Pn 
ist, so geht die Gleichung über in 

n 
2:, (1p, d q, + Pr d cp,) = dU. 
r= l 

Daher haben wir 

also 

n n 

L(lfl,.dq,- (p,dp,) = d(U- 2:Prcp,) 
r=l r~J 

= -di< (ql, qz, · · ·, q,., P1, · · ·, Pn) • 

(}!( 
1Pr =- -~­

oq, 
(r = 1, 2, ... , n) . 

Demnach wird die allgemeinste 
definiert durch die Gleichungen 

(}!( 
Q, = q, + -d L1 t, 

Pr 

infinitesimale Berührungstransformation 

i)J( 
P,=p,--:,-Llt (r=1,2, ... ,n), 

vq, 

wo K eine willkürliche Funktion von q1, q2, ••• , qn, p1, ••• , Pn und At 
eine willkürliche, von q1, q2, • - • , qn, p1, ... , p,. unabhängige infinitesimale 
Größe ist. 

Eine beliebige Funktion f(q 1, q2, ••• , q,., P1• P2, ••• , p,.), deren Argu­
mente qt, q2, ••• , q,., Pt, ... , Pn dieser Transformation unterworfen 
werden, erfährt den Zuwachs 

oder 
(/, K)At. 
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Aus diesem Grunde bezeichnet man die Poissonsche Klammer (/, K) als 
das Symbol der allgemeinsten infinitesimalen Transformation der unend~ 
liehen Gruppe, die aus allen Berührungstransformationen der 2n Ver­
änderlichen q1 q2 , ••• , q11 , P1, •.• , Pn besteht. 

§ 134. Die neue Auffassung der Dynamik auf Grund der 
Berührungstransformationen. 

Der im vorigen Paragraphen gewonnene Satz ermöglicht uns, den 
am Schluß des § 125 für gewisse einfache dynamische Systeme aus~ 
gesprochenen Satz auf alle konservativen holonomen Systeme mit einer 
beliebigen Anzahl von Freiheitsgraden auszudehnen. Denn die Bewe­
gung wird dargestellt (§ 109) durch Gleichungen der Form 

dq, iJH dp, iJH 
dt (ip,' -dt = -~}q, (r = 1 , 2, . . . , n) , 

und nach dem vorigen Paragraphen lassen sich diese Gleichungen dahin 
deuten, daß der Übergang von den Werten der Veränderlichen zur Zeit t 
zu den Werten zur Zeit t + dt eine infinitesimale Berührungstrans­
formation ist. Der ganze Verlauf der Bewegung eines dynamischen Systems 
kann daher als ein allmähliches Sich-Entfalten einer Berührungstrans­
formation aufgejaßt werden. Dieses Ergebnis ist nur eine Verallgemeine­
rung des Satzes, daß der Weg der Lichtstrahlen eines Büschels durch das 
allmähliche Fortschreiten einer Wellenfront bestimmt werden kann. Zu­
sammen mit der Gruppeneigenschaft der Berührungstransformation 
bildet dieser Satz die Grundlage der Transformationstheorie dynamischer 
Systeme. 

Daraus folgt sofort: Sind q1, q2, ••• , qn, P1 , ... , Pn die Ver­
änderlichen eines dynamischen Systems, a:1, a: 2, ••• , ~Xm ß1, ••• , ßn ihre 
bezüglichen Werte zu einer gewissen Zeit t = t0 , so stellen die Glei­
chungen, die q1, q2, ••• , q,., P1 •••• , Pn als Funktionen von (X1, a:2, ••. , ~Xn, 

ß1, ..• , ßn, t ausdrücken (und die die Lösungen der Differentialglei­
chungen der Bewegung sind), eine Berührungstransformation von 
lXI> (X2• • • ·, ~Xn, ß1, • •• , ßn in q1, q2 , • • ·, qm P1, ••• , Pn dar. Dabei wird t 
nur als ein Parameter aufgefaßt, der in die Definitionsgleichungen der 
Transformation eingeht. 

§ 135. Der Reziprozitätssatz von Helmholtz. 
Da die Werte der Veränderlichen q1, q2 , ••• , qn, P1, .•• , Pn eines 

dynamischen Systems zur Zeit t durch eine Berührungstransformation 
aus ihren Werten a:1, a:2 , ..• , a:,., ß1 , ••• , ßn zur Zeit t0 abgeleitet 
werden könnm, ist (§ 128) 

n n 
2 (LI Pi Jqi - Jp; LI q;) = 2 (11 ß; diX; - d ßi A IX;) J 

i~l i~1 

21 * 
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wo die Symbole LI und~ Koordinatenänderungen beim Übergang von 
einer gegebenen Systembahn zu zwei verschiedenen Nachbarkurven 
entsprechen. 

Nun möge ~ den Übergang zu derjenigen Kurve bezeichnen, 
die definiert ist durch die Werte ~1 , ~2 , ••• , ~n• ß1, ß2, •• • , ß, ·-1, 

ßr + ~ß,, ßr+l• ... , ßn zur Zeit f0 , LI den Übergang zu derjenigen Kurve, 
die definiert ist durch die Werte qv q2, ••• , qm P1, ••• , Ps-I> Ps+ Ap., 
Ps+1• .. . , Pn zur Zeit t 1 • Dann geht die obige Gleichung über in 

LJp,~q. =- (jßrAar. 

Die Zunahme von q, bei einer Zunahme von ßr (bei der ~1 , a 2 , ..• , CXn, 
ß1 , • •. , ßr-1• ßr+1• ... , ßn nicht variiert werden) ist also entgegengesetzt 
gleich der Zunahme von ~,, die einer Zunahme von p, (bei der ql> q2, ••• , qn, 
P1, •• • , Ps-1• Ps+1• ... , Pn nicht variiert werden) von der Größe der schon 
erwähnten Zunahme von ß, entspricht. 

Helmholtz1) bemerkte, daß dieses Ergebnis sich für viele Systeme 
physikalisch deuten läßt. Ein kleiner dem System erteilter Impuls 
kann nämlich durch die hervorgerufene Änderung einer der Bewegungs­
größen Pv P2, ••• , Pn gemessen werden, und die Änderung von a, 
infolge einer Änderung von p, läßt sich in der Umkehrung der Bewegung 
realisieren, d. h. in der Bewegung des Systems, die aus einer gegebenen 
Lage mit den der Lage entsprechenden Geschwindigkeiten - aber alle 
mit umgekehrtem Vorzeichen - erfolgt, so daß also die Zukunft des 
Systems mit seiner rückwärts durchlaufenen Vergangenheit überein­
stimmt. Wir können das Ergebnis folgendermaßen zusammenfassen: 
Die in einem beliebigen Zeitintervall bei der ursprünglichen Bewegung 
durch eine impulsive Anderung einer anfänglichen Bewegungsgröße ßr 
hervorgerufene Anderung einer Koordinate q,, (s = r oder s t r) ist 
entgegengesetzt gleich der in dem gleichen Zeitintervall bei der umge­
l~ehrten Bewegung durch eine gleich große impulsive Anderung der an­
fänglichen Bewegungsgröße p, an der Koordinate a, hervorgerufenen An­
derung2). 

Aufgabe. Bei der elliptischen Bewegung mit einem festen Kraftzentrum im 
Mittelpunkt soll dem Massenpunkt beim Durchgang durch einen der Endpunkte 
der großen Achse eine kleine Geschwindigkeit lJv in Richtung der Normalen er­
teilt werden. Man zeige, daß er nach einem Viertelumlauf eine tangentiale Ab­

weichung 1~- i lJv erlangt hat, wo ~ die Konstante des Kraftgesetzes bedeutet. 
Ferner zeige man, daß eine Tangentialgeschwindigkeit lJv, die dem Massenpunkt 
in einem Endpunkt der kleinen Achse erteilt wird, nach einem Viertelumlam 

eine normale Abweichung von der gleichen Größe ,u -! lJv hervorbringt. (Lamb.) 

1) Journal f. Math. Bd. 100. 1886. 
2) Vgl. Lamb: Proc. Lond. Math. Soc. Bd. 19, S. 144. 1898. 
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§ 136. Der J acobische Satz von der Transformation eines 
gegebenen dynamischen Systems in ein anderes dynamisches 

System. 
Aus § 116 ergibt sich, daß bei der Transformation eines Hamilton­

schen Differentialgleichungssystems 

dqr oH 
Tt= apT • (r=1,2, ... ,n) 

vermöge einer Transformation der Veränderlichen das neue System von 
Differentialgleichungen wieder die Hamiltonsche Gestalt 

dQ, oK dP, oK 
-dt = oPr' dt =- oQ, (r = 1, 2, ... , n) 

hat, wenn die neuen Veränderlichen Q1, Q2, ••• , Q .. , P 1,. •• , P,. von 
der Art sind, daß 

fP~~Qt + P2~Q2 + · ·. + P .. ~Q .. 
eine (relative oder absolute) Integralinvariante des ursprünglichen 
Systems ist. 

Eine derartige Transformation ist im allgemeinen dem betrachteten 
Problem eigentümlich, d. h. sie führt zwar das gegebene, nicht aber jedes 
willkürlich gewählte Hamiltonsche System wieder in ein Hamiltonscbes 
System über. Jedoch sind unter diesen Transformationen solche ent­
halten, die jedem ihnen unterworfenen dynamischen System die Hamil­
tonscbe Form bewahren. Man kann sie folgendermaßen erhalten. 

Nach § 115 ist 

eine relative Integralinvariante eines jeden Hamiltonscben Systems. Es 
sei Q1,Q2 , ••• ,Q .. , P 1, ••• ,Pn ein System von 2n Veränderlichen, die 
aus q1, q2, ••• , q ... P1, •.• , Pn durch eine Berührungstransformation her­
vorgehen, so daß also 

ist, wo dW ein vollständiges Differential bedeutet. Die die Trans­
formation definierenden Gleichungen können zwar die Zeit ex­
plizit enthalten, so daß Q1, Q2, ... , Q ... Pv ... , P .. Funktionen von 
q1,q2, ••• ,qn,Pv····Pn•t sind. Jedoch soll bei der mitdbezeichneten · 
Variation in dieser Gleichung die Zeit nicht mit variiert werden. vVird 
auch t variiert, so geht die Gleichung über in 

n n 
'L,PrdQr-'L,P,dq, = dW + Udt, 
r=l r=l 

wo U eine beliebige Funktion der Veränderlichen bedeutet. 
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Nun bedeutet die durch b bezeichnete Variation in der Integral­
invariante den Übergang von einem Punkt einer Bahn zu dem gleich­
zeitigen Punkt einer Nachbarbahn. Fassen wir also die Veränderlichen 
als Funktionen von a1, a2 , •• • ,a2 n, t auf, wo a 1, a2, •• • ,a2 n die Inte­
grationskonstanten sind, die in der Lösung der Bewegungsgleichungen 
auftreten, so vollzieht sich die Variation r5 so, daß a 1, a2 , ••• , a2n sich 
ändern, t aber ungeändert bleibt. Folglich erhalten wir als Spezialfall 
der letzten Gleichung 

" n 
2.,'PrbQr -2:,p,bq, = bW; 
r= 1 r= 1 

daher ist 

eine relative Integralinvariante. Das transformierte Problem der Dif­
ferentialgleichungen, in denen Q1, Q2, ••• , Qn, P 1, ••• , P,. als abhängige 
Veränderliche aufgeiaßt werden, hat also die Hamiltonsche Gestalt und 
läßt sich in der Fonn darstellen 

dQ, (;]{ 
dt fJ P, , (r=1,2, ... ,n), 

woKeine Funktion von Qv Q2, ••• ,Q", P 1 , •• • ,Pn, t ist. 
Eine Berührungstransformation der Veränderlichen q1, q2, ••• , qn, 

p1, ••• , Pn• eines beliebigen dynamischen Systems läßt also die Hamittonsehe 
Form des Systems ungeändert 1). Bei einer gewöhnlichen Koordinaten­
transformation des dynamischen Problems, bei der Q1, Q2, ••• ,Qn Funk­
tionen von qv q2, ••• , qn allein sind, ist die Berührungstransformation 
nur eine erweiterte Punkttransformation. 

A uf~;a/Jc. Man zeige, daß die durch die Gleichungen 

q = (2Q)tk-icosP, p = (2Q)lklsinl' 

definierte Berührungstransformation das System 

mit 

in das System 

mit 

überführt. 

dq oH dp 
7it-c!F' dt 

dQ 
dt 

]( = kQ 

oi< 
i!Q 

§ 137. Darstellung eines dynamischen Problems durch eine 
Differentialform. 

Die Bedeutung der Berührungstransformation für die Dynamik 
tritt klarer hervor, wenn eine gewisse mit dem dynamischen System in­
variant verbundene Differentialform eingeführt wird. 

1) Dieser wichtige Satz wurde zuerst von Jacobi ausgesprochen: Comptes 
Rendus Bd. 5, S. 61. 183 7. 
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Es sei 
X 1dx1 +X2dx2 + ... +X2n+tdX2n+t 

eine beliebige Differentialform in 2n + 1 unabhängigen Veränderlichen 
x1, x2, ••• ,x2n+ 1 • Nach § 127 ist ihre bilineare Kovariante 

wo aij die Größe oX; I oxi - oXj I OX; bezeichnet, mit der Form in­
variant verbunden. Setzen wir die Koeffizienten von t:5x1 , t:5x2 , ••• , t5x2 n+J 

einzeln gleich Null, so erhalten wir die 2n + 1 Gleichungen 

2n+l 
~ai 1 dx; = 0, 
i=l 

2n+l 
.2; a;,2n+J dx, = 0. 
i=l 

Da die Determinante der Größen a;J schiefsymmetrisch und von un­
gerader Ordnung ist, hat sie den Wert Null, und die Gleichungen sind 
miteinander verträglich. Sie sind als das zu der Differentialform 
~n+l 

~X,dx, gehörige erste Pfaffsche Gleichungssystem bekannt und sind 
-= 1 nach ihrem Bildungsgesetz mit der Form invariant verbunden. Wenn 

also eine Koordinatentransformation stattfindet derart, daß die neuen 
Veränderlichen y1, y2 , ••• , y2 n+ 1 gegebene Funktionen von x1, x2 , ••• , x2 ,.+ 1 

sind und die Differentialform dadurch in 

übergeht und 

2n+l 2n+l 2n+l 

~b; 1 dy;=O, 
i= 1 

~ bi2 d Yi = 0, · · ·, 
i=l 

~ b;, 2 n + 1 d Yi = 0 
i=l 

das aus der Differentialform 
2n+l 
~Y,dy, 
r=l 

abgeleitete erste Pfaffsche System ist, so ist dieses System äquivalent 
dem System 

2n+l 
2: ai 1 dxi = 0, 
i=l 

2n+l 
2: a; 2 d X;= 0, ... , 
i=l 

2n+l 

2: ai,2n+t dxi = 0. 
i= 1 

Nunmehr betrachten wir die spezielle Differentialform 

Ptdqt + P2dq2 + ... + Pndqn- Hdt 

in den 2 n + 1 Veränderlichen q1, q2 , ••• , qn, Pv P2, ••• , Pn, t, wo H 
eine beliebige Funktion von ql> q2, ••• , qn, p1, p2, ••• , Pn, t ist. Bilden 
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wir die zugehörigen Größen aii> so ergibt sich für diese Differentialform 
als erstes Pfaffsches System von Differentialgleichungen 

iJH 
--dp,--aq,dt=O (r=1,2, ... ,n), 

iJH 
dqr- ap/t = 0 (r = 1, 2, ... , n), 

iJH 
dH---;;-dt=O. 

ot 

Die letzte dieser Gleichungen ist eine Folge der anderen; daher können 
w1r an Stelle dieses Systems schreiben 

dq, iJH dp, oH 
di ap: -ctJ = - oq, (r-1,2, ... ,n). 

Dies sind aber die Bewegungsgleichungen eines dynamischen 
Systems, dessen Hamiltonsche Funktion gleich H ist. Daraus folgt: 
Das dynamische System mit der Hamittonsehen Funktion Histinvariant 
verbunden mit der Differentialform 

P1dq1 + P2dq2 + ... + Pndq,.- H dt, 

insofern als die Bewegungsgleichungen des dynamischen Systems in be­
liebigen Veränderlichen x1, x2, ... , x2 ,., t das erste Plattsehe Gleichungs­
system der Differentialform 

X 1dx 1 + X 2 dx2 + ... + X 2 n. dx2 n. + Td-r 

bilden, die aus der Form 

Ptdql + P2dq2 + ... + p,.dqn- Hdt 

durch die Transformation der Veränderlichen q1, q2, ••• ,qn, p1, •• • ,p,., t 
in x 1 , x2 , ••• ,x2 n, -r hervorgeht. 

§ 138. Die Hamittonsehe Funktion der transformierten 
Gleichungen. 

Aus dem Ergebnis des vorigen Paragraphen folgt ein neuer Beweis 
des Satzes, daß die Gleichungen der Dynamik 

dq, iJH dp, iJH 
dt = ap; • -iT = - aq; (r = 1, 2, ... , n) 

die Hamiltonsche Form bewahren gegenüber allen Berührungstransfor­
mationen von q1 , q2 , ••• , qn, p1 , ••• , Pn. Überdies können wir daraus die 
Hamiltonsche Funktion K des neuen Systems finden: 

dQ, iJK dP, oK 
Tt oP,' d t - oQ, (r=1,2, ... ,n). 
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Die Berührungstransformation sei nämlich definiert durch die 
Gleichungen 

n,.=o (r = 1, 2, ... , k) , 

aw a~ a~ a~ 
P, = BQ, + ;.1 iT(!~- + ;.2 -oQ, + ... + ;.k -iJQ~ (r = 1, 2, ... , n), 

wo [)1> !J2, ••• , [)k, W beliebige Funktionen der Veränderlichen 
ql, q2, .. ·, qn, Ql, Q2, ... , Q11 , t sind. 

Infolge dieser Gleichungen gilt identisch 

daher ist (wenn d das Symbol für eine Variation ist, bei der alle Ver­
änderlichen mit Einschluß von t sich ändern): 

~ d ~ aw ~ uü • ..:::;.. p, q, =..:::;.. P,dQ, + (ii- dt- dW +..:::;.. ;.•iTtdt 
r=l r=l s=l 

oder 
n n ( _ k ·n n dW d~ ~pdq -Hdt= ""'PdQ- H---- ""'1---)dt-dW 

...:::.,; r r ..:::::... r r a t ..:::::... 8 ßt . 
r=l r=l s=l 

Das auf der rechten Seite stehende vollständige Differential dW 
kann vernachlässigt werden, da es das erste Pfaffsche System der Dif­
ferentialform nicht beeinflußt. Daher führt die Berührungstransforma­
tion das Gleichungssystem 

in das System 

über, wo 

dq, ßH dp, oH 
dt ap, ' dt aq, 

dQ, oK dP, BK 
dt oP, ' dt iJQ, 

K = H- aw- ~ l a!l. 
ßt 1ft 8 ßt 

(r = 1, 2, ... , n) 

(r=1,2, ... ,n) 

und K als Funktion von Q1 , Q2, ••• , Qn, P 1, ••• , P,., t aufzufassen ist. 
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§ 139. Transformationen, bei denen auch die unabhängige 
Veränderliche transformiert wird. 

Das Ergebnis des § 137 ermöglicht ferner die Bestimmung der 
Transformationen des ganzen Systems der 2 n + 1 Veränderlichen 
q1, q2, ••• , qn, p1, ••• , Pn• t in ein neues System Qv Q2, ••• ,Qn, Pv ... , 
P n• T, bei der ein Hamiltonsches System 

dq, 8H dp, 
-aT ap,' aJ 

wieder in ein Hamiltonsches System 

dQ, fJK dP, 
-di 8P,' dT 

8H 

oK 

oQ, 

(r=1,2, ... ,n) 

(r = 1, 2, ... , n) 

übergeht. Dies Problem ist nämlich gleichbedeutend mit demjenigen, 
die Transformation zu bestimmen, die die Differentialform 

P1dql + P2dq2 + · · • + Pndqn + h. dt, 

deren Veränderliche q1, q2, ••• , qn, p1, p2, ••• , Pn• t, h durch die Glei­
chung 

H(qv q2, • · .,qn, P1• · · .,pn, t) + h = 0 

verbunden sind, in die Differentialform 

P1dQ 1 + P2dQ2 + ... + PndQn + kd T +vollständiges Differential 

überführen, deren Veränderliche Q1, Q2 , ••• ,Qn, P 1, P 2, ••• , Pn, T, k 
verbunden sind durch die Gleichung 

K(Ql, Q2, . .. ,Qn, P1, .. .. Pn, T) + k = o. 
Nun erfüllt aber jede Berührungstransformation der 2n + 2 Ver­

änderlichen q1, q2, ••• , qn, t, p1, p2, ••• , p", h in neue Veränderliche 
Qv Q2, ••• , Qn, T, Pv P 2, ••• , Pn, k diese Bedingung. Ist diese 
Transformation aufgestellt, so bestimmt sich K durch Einsetzen der 
Werte von q1, q2, ••• , qn, t, p1, p2, ••• , Pn. h als Funktionen von 
Q1, Q2 , ••• , Qn, T, Pv ... , Pn, k in die Gleichung 

H(ql, q2, · · · • qn, P1• P2· · · • Pn, t) + h = 0 
und ihre Auflösung nach k. Die Gleichung erhält so die Form 

K(Qt, Q2, ... , Qn, P1, •.. , Pn. T) + k = 0, 

und die gesuchte Transformation ist dadurch vollständig bestimmt. 

§ 140. Neue Formulierung des lntegrationsproblems. 
In § 137 sahen wir, daß bei einer Transformation der Veränder­

lichen in dem dynamischen System 
dq, _ oH dp, fJH 
Tt - ap,' Tt - Dq, (r=1,2, ... ,n) 
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die neuen Differentialgleichungen das erste Pfaffschc System der-· 
jenigen Differentialform bilden, die aus 

P1 d ql + P2 d q2 + • • • -J- Pn d qn - H d l 

durch die Transformation hervorgeht. 
Wir nehmen an, es sei eine durch ein Gleichungssystem 

q, = q;,({!l, Q2, · · ., Qn, Pl, · · ., Pn, t) 
(r = 1, 2, ... , n 

Pr= tp, (Ql, Q2, · · ., Qn, Pv · · ., Pn, t) 

definierte Transformation gefunden, für die die obige Differentialform 
als Funktion der neuen Veränderlichen in 

übergeht. Dabei ist dT das vollständige Differential 
der Veränderlichen QI> Q2, ... , Qn, P1, P2, ... , Pn, t. 
zugehörige erste Pfaffsche Gleichungssystem 

einer Funktion 
Dann ist das 

dQr=O, dP,=O (r=1,2, ... ,n). 

Die Integrale dieser Gleichungen sind also 

Q, = konst. , P, = konst. 

Mithin stellen die Gleichungen 

qr = fPr (Qv Q2, · · ., Qn, Pl, · · ., Pn, t) 

Pr= tp,{Ql, Q2, · · ., Qn, Pl, · · ., Pn, t) 

(r = 1, 2, ... , n). 

(r = 1, 2, ... , n) 

die Lösung des dynamischen Gleichungssystems dar, wenn die Größen 
Q1, Q2, ••• , Qn, P 1 , ••• , Pn als 2n willkürliche Integrationslwnstanten 
aufgejaßt werden. 

Damit ist das Integrationsproblem zurückgeführt auf die Bestimmung 
einer Transformation, für die das letzte Glied der Dilferentialform ein 
vollständiges Dilferential wird. 

Übungsaufgaben. 
1. Man zeige, daß die durch die Gleichungen 

Ql = q~ + ).2 P~' Q2 = q~ + ;,z p~' 

P 1 = arctg U;)- arctg (!;;), P 2 = 2 arctg (/~;) 
definierte Transformation eine Berührungstransformation ist, und daß sie das 
dynamische System mit der Hamiltonschen Funktion {-(Pi+ p~ +).- 2 q~ +).- 2 q~) 
auf das dynamische System mit der Hamiltonschen Funktion Q2 zurückführt. 

2. Es seien x1 , x2, ••• , x2,. beliebige Funktionen von q1, q2, ••• , qn, P1 • ••• , Pn· 
Ferner sei 

P1 dq1 + P2 dq 2 + ... + p,. dq,. = X 1 dx1 + X 2 dx2 + ... + X 2 ,. d x 2 n. 

und a., .. bedeute fJX .. fox,.- i:JX,.jox .. , D die aus a .. ,. gebildete Determinante, 
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Aik die Unterdeterminante von a,k in D geteilt durch D, u, v seien willkürliche 
Funktionen der Veränderlichen. Man zeige, daß 

n ( ou ov ou Ov ) n n iJv ou 
~ oq, ßp~ - ap, Bq, = J.: ~ Aik ox; -axk · 
r=l '=1 k=l 

(Clebsch.) 
3. Man zeige, daß für ein beliebiges Hamiltonsches System die Integral-

invarianten 

I ... I ~ql ~q2 ... ~q.~pl ~p2 ... ~P.' 
I ··I~Ql~Q2···~Q.~P1~p2···~P. 

erstreckt über einander entsprechende Bereiche gleich sind, wenn q1, q2, ••• , q., 
P1, ... , P. und Q1, Q2 , ••• , Q., P1, ... , P. durch eine Berührungstransformation 
verbunden sind. 

4. Man beweise, daß die durch die Gleichungen 

ql = ;.,-l (2 Ql)l cos PI + ;.;l (2 Q2)t cos p2' 

q2 = ·- J.,- t (2 Ql)l cos PI + }.,- t (2 Q2)I cos p2' 

P1 = 4- (2 .l.1 Q1)! sin P 1 + ~ (2 .l.2 Q2)t sin P 2 , 

p2 ~~' - f (2 J.I QI)l sin PI+ t (2 ).2 Q2)t sin p2 

definierte Berührungstransformation das System 

mit 

in das System 

mit 

überführt. 

dq, 
dt 

aQ, oK 
at = oP,' 

·dp, 
dt 

dP, 
dt 

aH 
oq, 

Man integriere dieses System und damit das ursprüngliche. 

(r = 1, 2) 

(r = 1, 2) 



Zwölftes Kapitel. 

Die Eigenschaften der Integrale 
dynamischer Systeme. 

§ 141. Reduktion der Ordnung eines Hamittonsehen Systems 
mit Hilfe des Energieintegrals. 

In § 42 haben wir gezeigt, wie die Ordnung der Lagrangeschen 
Bewegungsgleichungen eines konservativen holonomen Systems mit 
Hilfe des Energieintegrals des Systems reduziert werden kann. Wir 
wollen nun den entsprechenden Satz für die Bewegungsgleichungen in 
der Hamiltonschen Form ableiten. 

Die Hamiltonsche Funktion H eines dynamischen Systems mit n 
Freiheitsgraden enthalte die Zeit nicht explir.it, so daß 

H + h = o, 
wo h konstant ist, das Energieintegral des Systems darstellt. 

Diese Gleichung möge nach der Veränderlichen p1 aufgelöst werden, 
so daß sie lautet 

K(p2, Pa, • · ., Pn, ql, • • ., qn, h) + P1 = 0 . 

.Zu dem System gehört die Differentialform 

P1dq1 + P2dq2 + • •. + Pndqn + hdt, 
deren Veränderliche q1, q2, ••• , qn, p1, p2, ••• , Pn, h, t durch die vor­
hergehende Gleichung verbunden sind. Die Differentialform läßt sich 
daher in der Gestalt schreiben 

P2dq2 + P3 dqa + ... + Pndqn +hdt- K(Ps,Pa, ... ,pn, ql> ... ,q.",h)dql, 
in der wir q1, q2 , •• • , qn, p2, ••• , Pn• h, t als die 2n + 1 Veränder­
lichen ansehen können. 

Zu dieser Form gehören aber (§ 137) die Differentialgleichungen 

dq, oK dp, oK 
dcfi ap, ' iq~ = - oq, 

dt oK dh 
·----=0. 
dql 

(r = 2, 3, ... , n), 
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Das letzte Gleichungspaar kann von den übrigen Gleichungen des 
Systems getrennt werden, da die 2n - 2 ersten Gleichungen t nicht 
enthalten und h konstant ist. Die ursprünglichen Differentialgleichungen 
lassen sich demnach ersetzen durch das reduzierte System 

dq, (}!( dp, i)f{ 

dq1 ap;' dq1 iJq, 
(r = 2, 3, ... , n) , 

das mtr n - 1 Freiheitsgrade hat. 
Dieses Ergebnis ist gleichbedeutend mit dem des § 42, wie sich 

durch direkte Transformation nachweisen läßt. 
Aufgabe. Man betrachte das System der Gleichungen 

dq, eH dP, ciH 
Tt = ap, • dt - oq, (r = 1, 2), 

wo 

H - ! p2 + _1_ 2 - _.!!:..._ 
- 2· • 2 2 p, 2 2 q. q. 

und f' eine Konstante ist. Es ist leicht zu sehen, daß dies die Bewegungsgleichungen 
eines Massenpunktes sind, der aus einem festen Zentrum mit einer der dritten Po­
tenz der Entfernung umgekehrt proportionalen Kraft angezogen wird. q2, q1 

sind die Polarkoordinaten (H.adiusvektor bzw. Polarwinkel) des Massenpunktes 
in bczug auf das Kraftzentrum. 

Wir setzen H = - h und führen mit Hilfe des obigen Satzes die Glei­
chungen auf das System 

zurück, für das 

I< = - (.u - q~ p~ - 2 h q~) l 
ist. 

Da I< die Koordinate q1 nicht enthält, ist die Gleichung K = konst. ein 
Integral des letzteren Systems; daher können wir unser Verfahren wiederholen; 
wir setzen ]{ = ~ k und erhalten 

p2 = (f' ~ k2 - 2 h)~ = - '-. 
q. 

Dann reduziert sich das System auf die einzige Gleichung 

dq1 =eiL= !!_(t'_~k~_ 217 )-! 
dq2 iJk q~ q~ ' 

deren Integral (bei der Annahme 1, < k 2 ) lautet: 

_1 1. 1 
q2 = (k 2 - tt)' (- 2h)-' -··· -,;--. ---

cos {(1 - tt/k2)' (ql + E)} 

wo E eine willkürliche Konstante bedeutet. Dies ist die Bahngleichung des Massen­
punktes in Polarkoordinaten. 

§ 142. Die Hamittonsehe partielle Differentialgleichung. 
Werden die Veränderlichen 

dq, vH 
dt op, · 

eines durch die Gleichungen 
dp, 
dt 

fJH 
(r = 1, 2, ... , n) 
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definierten dynamischen Systems einer Berührungstransformation unter­
worfen, die definiert ist durch die Gleichungen 

aw aw 
P, = - iJQ, , p, = iJq, (r = 1, 2, ... , n), 

wo Weine gegebene Funktion von q1, q2 , •• • , q", Q1 , Q2, ••• , Q,., t ist, 
so geht das System nach § 138 über in 

mit 

dQ, fJK 
dt ~5p~. 

dP, 
dt 

K = H + iJWjot. 

(r~1,2, ... ,n) 

Ist diese Funktion K gleich Null, so sagt man, das Problem sei in 
das Gleichgewichtsproblem transformiert. Nun verschwindet die Funk­
tion K, wenn W der Bedingung genügt: 

iJ 
o.t W(ql, q2' .. . , q,., Ql, Q2' ... , Q,., t) + H(ql, q2, .. . , q," Pt' ... , Pn, t) = 0' 

d. h. wenn W als Funktion der Veränderlichen q1, q2, ••• , q,., t der 
partiellen Differentialgleichung genügt 

aw ( aw aw aw ) aT + H ql, q2, ... , q,., fJq~ , aq2, .. . , aq,.. t = o. 

Dies ist die zu dem gegebenen dynamischen System gehörige 
Hamittonsehe partielle Differentialgleichung, die von Rarnilton 1834 ver­
öffentlicht wurde1). Sie ist die für die Dynamik geltende Verallgemeine­
rung der von Rarnilton zehn Jahre früher im Zusammenhang mit 
seinen optischen Untersuchungen aufgestellten partiellen Differential­
gleichung. 

Nun sei ein "vollständiges Integral" dieser Gleichung, d. h. eine 
Lösung mit n willkürlichen Konstanten neben der additiven Konstan­
ten, bekannt. Die willkürlichen Konstanten seien IXv IX2 , ••• , IX,., so daß 
die Lösung in der Form geschrieben werden kann 

W(ql, q2, •• • ,q,., IX], lle2, .•• , IX,., t). 

Dann möge das ursprüngliche dynamische System einer Berührungs­
transformation von den Veränderlichen q1 , q2 , ••• , q,., p1, ••• , p,. in 
IX1, IX 2 , ••• , IX,., ß1 , ß2 , ••• , ßn unterworfen werden, die definiert wird 
durch die Gleichungen 

aw 
p,=a· q, 

aw 
ßr = - -"-- -

V IX, 

1 ) Phi/. Tran$. 1834, S. 247; ebenda 1835, S. 95. 

(r= 1,2, .. . ,n). 
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Da W der Hamiltonschen Gleichung genügt, so ist die Hamilton­
sche Funktion des Systems gleich Null, und seine Gleichungen lauten: 

drx, dp, 
di=O, -di=O (r~-=1,2, .... ,n), 

so daß rx 1 , rx 2 , ••• , 1Xn, (11, ••• , Pn während der ganzen Bewegung kon­
stant sind. Daraus folgt: StelltWein vollständiges Integral der Hamilton­
schen partiellen Differentialgleichung dar, das n willkürliche Konstanten 
rx1, 1X2, ••• , 1Xn enthält, so bilden die Gleichungen 

aw aw 
ß, =- acx , p, = aq- (r = 1. 2, ... , n) 

r r 

die Lösung des dynamischen Problems, da sie die Veränderlichen 
qv q2 , •• • , qn, p1, ••. , Pn als Funktionen von t und 2n willkürlichen 
Konstanten cx 1 , cx 2 , ••• , !Xn, ß1 , ••• , Pn darstellen1). Auf diese Weise 
hängt die Integration eines dynamischen Systems mit n Freiheitsgraden 
ab von der Lösung einer einzigen partiellen Differentialgleichung erster 
Ordnung mit n + 1 unabhängigen Veränderlichen. 

Es sei erwähnt, daß die Umkehrung dieses Satzes - nämlich der Satz, daß 
die Lösung einer partiellen Differentialgleichung von der Art der Hamiltonschen 
abhängt von der Integration eines Systems gewöhnlicher Differentialgleichungen 
(der Differentialgleichungen der Charakteristiken), die in diesem Spezialfall die 
Hamiltonsche Form haben - von Pfaff und Cauchy in Weiterführung früherer 
Untersuchungen von Lagrange und Monge ausgesprochen wurde, bevor Hamiltou 
und J acobi das Problem von der Dynamik her in Angriff nahmen. 

Über die Benutzung eines unvollständigen Integrals der Hatniltonschen 
partiellen Differentialgleichung (d. h. eines Integrals mit weniger als n will­
kürlichen Konstanten neben der additiven Konstanten) vgl. Lehmann-Filhes: 
Astr. Nachr. Bd. 165, S. 209. 1904. 

Ferner sei noch erwähnt, daß die Hamiltonsche partielle Differentialglei­
chung in der obigen Form nicht für nicht-holonome Systeme gilt. Über eine für 
diese Systeme gültige Verallgemeinerung vgl. Quanjel: Rendieanti di Palermo 
Bd. 22, S. 263. 1906. 

Die Integration der Hamiltonschen Gleichung durch Trennung der Ver­
änderlichen untersucht F. A. Dall'Acqua: Math. Ann. Bd. 66, S. 398. 1908. 

wo 

Aufgabe. Man betrachte das System 

dq 
dt 

dp 
dt 

1 fl 
H = -pz- -

2 q 

und f' eine Konstante ist. Zu diesem System gehört die Hamiltonsche Gleichung 

o = i}; + ~ (~rr- ~~. 
für die sich ein vollständiges Integral folgendermaßen finden läßt. Wir setzen an 

w = /(t) + ({J(q) • 

1) Dieser Satz wurde von Jacobi ausgesprochen: Journ. f. Math. Bd. 27, 
S. 97. 1837; und Journal de Math. Bd. 3, S. 60, 161. 1837. 
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wo f und fJJ Funktionen der betreffenden Argumente sind. Dann ist 

0 = /'(t) + _!_ { g;'(q) }2 - !!:. . 
2 q 

Dieser Gleichung genügen wir durch den Ansatz 

f'(t) = ttfq - 1 { g;'(q)} 2 = ft/IX, 

wo IX eine Konstante ist. Sie ergibt 

f(t) = ,utf!X, !p(q) = (2f1.1X)!arcsin(q/1X)! + {2ttq(IX- q)j1X}i, 

W= fd/IX + (2ft1X)!arcsin(q/1X)t {2ttq(1X- q)/1X}t. 

Daher ist die Lösung des ursprünglichen Problems gegeben durch die Glei­
chungen ß =- fJWjiJIX, p = iJWjoq, wo IX, fl die beiden Integrationskonstanten 
sind. 

§ 143. Das Hamiltonsche Integral als Lösung der 
Hamittonsehen partiellen Differentialgleichung. 

Die Hamiltonsche partielle Differentialgleichung besitzt unendlich 
viele vollständige Integrale, deren jedes eine Berührungstransformation 
der Veränderlichen q1 , q2 , ••• , qn, p1 , ••• , Pn des dynamischen Systems 
in die Veränderlichen .x1 , .x2 , .•. , <Xn, ß1 , •.. , ßn darstellt (die Trans­
formation erstreckt sich auch auf t), so daß die Bewegungsgleichungen 
des Systems, dargestellt in <X1 , iX-2 , ..• , <Xn, ß1 , ••. , ßn in die Glei­
chungen des Gleichgewichtsproblems übergehen, d. h. die Größen 
<X1, iX2, · · ., <Xn, ß1 , •.. , ßn konstant sind. 

Unter diesen unendlich vielen Transformationen ist eine bestimmte 
von besonderem Interesse, nämlich diejenige, bei der die Größen 
<Xl, <X2, • • ., <Xn, ß1 , ... , ßn mit den Anfangswerten von ql, q2, • • ., qn, Pt• · · ., Pn 
übereinstimmen, d. h. mit den Werten in einem Zeitpunkt t0 , von dem 
ab die Bewegung gerechnet wird. Dann läßt sich eine explizite Form 
des zugehörigen vollständigen Integrals der Hamittonsehen partiellen 
Differentialgleichung angeben. 

Das Integral des Hamiltonschen Prinzips (§ 99) ist 
t 

{Ldt, 
t, 

wo L das kinetische Potential desdynamischen Systems ist. ~ bedeute eine 
Variation infolge kleiner Änderungen ~<X 1 , J.x2 , ... , C><Xn, bß1, C>ß2 , ••• , C>ßn 
der Anfangswerte. 

Dann ist nach § 99 
t n 

· () {Ldt = ~ (PrC>qr- ßrC><X,) · 
to r=l 

t 
Die Größe J Ldt werde nach Ausführung der Integration als 

t, 
Funktion von q1 , q2 , ••• , qn, <X1 , •.. , <Xn, t dargestellt. (Wir nehmen an, 
dies sei möglich, d. h. es sei unmöglich, ß1 , ß2 , ... , ßn, P1 , •• • , Pn aus den 

Wh i t t a k e r , Uyuamil{. 22 
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Verbindungsgleichungen von 01.1 , IX2 , ••• , IX,., ß10 ••• ,ß,., q1, ••• , q,., P1, •• • ,p,. 
zu eliminieren, so daß Gleichungen zwischen q1 , ••• , q,., IX1 , ••. , 01.,. 

allein entstehen.) Die so erhaltene Funktion, die Rarnilton die Haupt­
funktion nennt, werde mit W(q1 , q2 , ••• , q,., IX1 , ••• , a~.,.) bezeichnet. Dann 
erhalten wir 

aw 
a=P,. q, 

aw 
iJrx =- ß, 

r 
(r= 1, 2, ... , n). 

Die Transformation von q1 , q2 , ••• , q,., P1 , ••• , p,. in 01.1 , IX2 , ••• , rx,., 
/11 , ..• ß,. ist demnach eine Berührungstransformation, und das Integral 
über das kinetische Potential ist die die Transformation bestimmende 
Funktion 1). 

Ferner ist 

oder 

oder 

dW _ aw + {-, aw dq, 
Tt - 7ft 1ft aq, di 

aw " . 
L = at-- + 2 p, q, 

r~l 

aw O=ae+H. 
Also genügt das Integral über das kinetische Potential der Gleichung 

aw ( aw aw ) 
~ +H q1 , q2 , ••• , q,.,~, ... , ""?>--, t =0, 
vt vq1 vq11 

d. h. der Hamittonsehen partiellen Differentialgleichung. 
Aufgabe. Es seien IX1 , IX2 , ••• , IX,., {11 , ••• , {J,. die Anfangswerte (zur Zeit t0) 

von q1 , q2 , ••• , q,., p1 , ••• , p. des dynamischen Systems, das dargestellt ist 
durch die Gleichungen 

dq, oH 
dt = iJp,-. (r = 1, 2, ... , n). 

Angenommen, aus den IX1 ,oc2 , ••• ,IX,., {11 •• •• , {J,. mit q1 , q2 , • •• , q,., Pt• ... , p,. 
verbindenden Gleichungen können {11• {12, ••• , p,., P1 • ••• , p,. vollständig eliminiert 
werden, so daß etwa m verschiedene Gleichungen zwischen q1 , q1 , ••• , q,., IX1 , .•. , IX,. 

allein bestehen. Diese sollen nach oc1 , IX1 , ••. , IX". aufgelöst werden, also über­
gehen in 

F, = /,{q1 , .•• , q,., 1Xm+t• • •• , oi,., t) - IX, = 0 (r = 1, 2, ... , m). 

1 ) Hamilton: Pkil. Trans. 1834, S. 307; ebenda 1835, S. 95. In seinen ersten 
dynamischen Untersuchungen benutzt Hamilton eine "charakteristische Funk­
tion", die der mit so viel Erfolg in die Theorie der Optik eingeführten charak­
teristischen Funktion genau entspricht, nämlich das Wirkungsintegral als Funk­
tion der Anfangs- und Endwerte der Koordinaten. Er fand jedoch, daß diese Funk­
tion in der Dynamik die Energiekonstante enthält und ersetzte sie deshalb durch 
die oben eingeführte Hauptfunktion. 



§ 144. Der Zusammenhang der Integrale mit den Transformationen. 339 

t 
V bezeichne das Hamiltonsche Integral J L d t des Systems als Funktion von 

t. 
q1 , q2 , •• • , q,., ot".+t• ... , ot,.. Man stelle die Gleichungen auf: 

Pr= 
m av ,.., , aFk .. +..:::;..ll.k--

oq, k=l iJq, ' 

av L!".,, aFk P .. = - · - - t..k --. a ot, a ot, 
k=l 

wo .i1 , l 2 , ••• , l". willkürlich sind, und beweise, daß die Funktion 

ein Integral der partiellen Differentialgleichung 

ist. 
~~ + H ( q1, q2 .••• , q,., :~ , ... , ~i , t) = 0 

§ 144. Der Zusammenhang der Integrale mit den 
infinitesimalen Transformationen des Systems. 

Es seien dp, 
dt 

iJH 
oq, (r= 1, 2, ... , n) 

die Gleichungen eines beliebigen dynamischen Systems, und es sei 

(p(ql, q2, · · ·, qn. P1• ... , Pn, t) = konst. 

eines seiner Integrale. Wir beweisen nunmehr, daß wir mit Hilfe 
dieses einen Integrals eine partikuläre Lösung der Variationsglei­
chungen angeben können (§ 112). 

Die Variationsgleichung für /Jq, lautet nämlich 

d o2H i 2H iJ2H (;2H 
dt lJq, = :)-l"p- (Jql + · · · + ~ -,p /Jqn + i)·-p·--<>p {Jpl + .. · + "p .<:>p CJpn; <.qlc r (,qn(. r lv r U nv r 

es ist aber 

o2H O(p tJ2H ocp o2H ocp __ iJ2H ocp 
oq1 iJp, ap_;_ + · · . + ~7-q-;:ap; (ipn-- Dp~ ap; Bq~- - apn ap, oqn 

= a~,( -i~~~~ ~j:-:2~qi ~q~)-:2 ~: ap:2-~p;+ :2~P~- -aq-~~c2~p, 
k=l k=l k=l A:=l 

22* 
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Daher werden die Variationsgleichungen für ~q1 , ~q2 , ••• , ~qn be­
friedigt durch die Werte 

fJrp 
()p,=- 8-oq, (r= 1, 2, ... , n), 

wo s eine kleine Konstante ist. Entsprechend läßt sich nachweisen, daß 
dieselben Werte den Variationsgleichungen für ~Pv ~p2, ••• , ~Pn ge­
nügen. Demnach stellen die Gleichungen 

arp arp 
()q,=sap,-, ~P.=-siJq, (r=1,2, ... ,n), 

wo 1:: eine kleine Konstante und Cf' ein Integral der ursprünglichen Glei­
chung ist, eine Lösung der Variationsgleichungen dar. 

Offenbar läßt sich dieses Ergebnis so aussprechen: Die infinitesi­
male Berührungstransformation der Veränderlichen q1, q2, ••• , qn, 
p1, ••• , Pn, die definiert ist durch die Gleichungen 

. chp orp 
öq,=Eifr' ~P,=-t:iJq, (r=1,2, ... ,n), 

transformiert jede Bahnkurve in eine benachbarte Bahnkurve, also die 
Gesamtheit der Bahnkurven in sich selbst. In der Sprache der Gruppen­
theorie sagen wir, daß das dynamische System diese infinitesimale Be­
rührungstransformation zuläßt. Demnach besteht der Satz: Die Inte­
grale eines dynamischen Systems und die Berührungstransformationen, 
die das System in sich überführen, sind ihrem Wesensgehalt nach ein 
und dasselbe. Jedes Integral 

rp(ql, q2, · · ·, qn, Pv ... , Pn, t) = konst. 

entspricht einer infinitesimalen Berührungstransformation, deren Symbol 
(§ 133) die Poissonsche Klammer (rp, /) ist. 

Offenbar beruht die Reduktion eines dynamischen Systems auf Grund zy­
klischer Koordinaten auf dem Spezialfall dieses Satzes, in dem das Integral 
p, = konst. lautet, wenn q, die zyklische Koordinate ist. Dazu gehört diejenige 
Transformation, bei der sich von allen Koordinaten allein q, ändert. 

§ 145. Der Poissonsche Satz. 

Das vorstehende Ergebnis führt auf einen von Poisson1) 1809 aus­
gesprochenen Satz, mit dessen Hilfe sich aus zwei bekannten Integralen 
eines dynamischen Systems ein weiterer Ausdruck gewinnen läßt, der 
längs jeder Bahnkurve des Systems konstant ist, der somit (wenn er 
sich als von den bekannten Integralen unabhängig erweist) ein neues 
Integral des Systems darstellt. 

1 ) Journ. de l'Ecole polyt. Bd. 8, S. 266. 1809. 
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Die beiden bekannten Integrale seien 

rp(qv q2, • • ·, qn. Pv ... , Pn. t) = konst., 

1p(q1, q2, • • ·, qn. Pt• ... , Pn. t) = konst.; 

wir betrachten die infinitesimale Berührungstransformation mit dem 
Symbol (j, 'lf!); da 'lf! ein Integral ist, führt sie (§ 144) jede Bahnkurve 
in eine benachbarte über. 

Bei dieser Transformation erfährt die Funktion rp den Zuwachs 
e (rp, 1p), wo e eine kleine Konstante ist. Da aber rp ein Integral dar­
stellt, hat rp längs der ursprünglichen Bahnkurve und ihrer Nachbar­
bahn konstante Werte. Folglich muß der Wert von (rp, 'lf!) während 
der ganzen Bewegung konstant sein. Damit erhalten wir den Satz von 
Poisson: Sind rp, 'lf! zwei Integrale des Systems, so ist die Poissonsche 
Klammer (rp, ''.P) während der ganzen Bewegung konstant. 

Reduziert sich der Klammerausdruck (lfJ, 1p), der eine Funktion 
der Veränderlichen q1, q2 , ••• , qn, Pv ... , Pn, t ist, nicht auf eine 
Konstante, und ist er überdies nicht als Funktion von !p, 1p oder 
anderen bekannten Integralen auszudrücken, so stellt die Gleichung 

(lfJ, 'lf!) = konst. 

em neues Integral des Systems dar 1). 

Das folgende Beispiel zeigt, wie sich der Poissonsche Satz zur Auffindung 
neuer Integrale eines dynamischen Systems aus zwei schon bekannten Integralen 
verwenden läßt. 

Wir betrachten die Bewegungen eines Punktes der Masse 1 mit den recht­
winkligen Koordinaten qv q2 , qs und den Geschwindigkeitskomponenten Pt• p2 , p", 
der sich im Raum unter der Wirkung einer Zentralkraft im Ursprung frei bewegen 
kann. Die Integrale des Moments der Bewegungsgröße um zwei der Achsen lauten 

p3 q2 - q3 p2 = konst. , 

Pt q3 - q1 Pa = konst. 

Wir betrachten sie als die bekannten Integrale q;, 'P; dann wird die Poissonsche 
Klammer 

~-, (iJq; otp o•p orp ) (rp, 1p) =..::::.,. ---- ---- --- -- =Pa ql- qd1 · 
r=l iJq, op, oq, op,, 

In der Tat ist 

ein weiteres Integral des Systems, nämlich das Integt·al des Moments der Be­
wegungsgröße um die dritte Achse. 

1) Diesen Satz diskutiert Bertrand in Note VII der 3- Auflage von La.~;rangcs 
Mec. Anal. 1853; vgl. Oeuvres de Lagrange. Bel. 11, S. 484. Für die Ausdehnung 
des Poissonschen Satzes auf nicht-holonome Systeme vgl. Dautheville: Bult. de la 
Soc. math. de France Bd. 37, S. 120. 1909. 
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§ 146. Die Konstanz der Lagrangeschen Klammerausdrücke. 
Der Satz von Poisson besitzt, wie zu erwarten ist, ein Analogon 

in der Theorie der Lagrangeschen Klammerausdrücke. 
Die Integrale 

u, = a, (r = 1, 2, ... , 2n) 

mögen eine vollständige Lösung eines dynamischen Systems mit n Frei­
heitsgraden darstellen. Dabei sind die Größen u, gegebene Funktionen 
der Veränderlichen qv q2 , ••• , q", Pt• p2, ••• , p", t und die a, will­
kürliche Konstanten. Vermöge dieser Gleichungen können wir 
qt, q2, ••• , q", P1 •••• , p,. als Funktionen von av a2, ••• , a:J", t dar­
stellen und .. die Lagrangeschen Klammerausdrücke [a,, a,] bilden, wo 
ar, a8 zwei beliebige der Größen av a2 , ••• , a2n bezeichnen. 

Da die Transformation von den Vcrämlerlichcn q1, q2 , ••• , q", 
p1 , ••• , Pn zur Zeit t in ihre Werte zur Zeit t + d t eine Berührungs­
transformation ist, so haben wir (§ 128) 

wo die Symbole LI und ~ sich auf voneinander unabhängige Übergänge 
von einer Bahnkurve zu der Nachbarbahn beziehen. Bezeichnen wir 
nun mit LI eine Variation, bei der sich von allen Größen av a2, ••• , a2 n 

allein a; ändert, mit b eine Variation, bei der sich allein a1 ändert, so 
geht die vorige Gleichung über in 

~ ~( oq, ~Pr_ ~q, ap~) = 0 
dt _L.; oa· oa- iJa. oa· 

r=l. • J J • 

oder 

die besagt: Der l,agrangesche Klammerausdr-uck La,, aJ ist während der 
ganzen Bewegung längs jeder Bahnkurve konstant. Diesen Satz sprach 
Lagrange 1808 aus. 

Lagranges Ergebnis - im Gegensatz zu dem Poissonschcn - er­
möglicht nicht die Auftindung neuer Integrale; denn es müssen alle 
Integrale bekannt sein, ehe der Lagrangesche Klammerausdruck auf­
gestellt werden kann. 

§ 147. Involutionssysteme. 
Es seien r Funktionen u1 , u 2 , ••• , u, der 2n unabhängigen Ver­

änderlichen q1, q2 , ••• , q", Pt• ... , p .. gegeben. Lassen sich alle Poisson­
schen Klammern {tt;, uk) als Funktionen von u1, u2, ... , u, darstellen, 
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so bilden die Funktionen u1, u2, ••• , u, eine sogenannte Funktionen­
gruppe 1). Jede Funktion von uv u2, ••• , u, gehört dieser Gruppe an. 

Sind alle Größen (ui, uk) gleich Null, so heißen die Funktionen 
u1, u2, ••• , u, zueinander involutorisch, sie bilden ein Involutionssystem. 

Nun seien u1, u2 , ••• , u, involutorische Funktionen, und die 
Gleichungen v = 0, w = 0 mögen als Folgen der Gleichungen 

u 1 = 0, 112 = 0, ... , u, ~ 0 

bestehen. Wir beweisen, daß v und w der Gleichung genügen: 

(v, w) = 0. 

Da nämlich u1, u2, ••• , u, involutorisch sind, so gestattet jede 
der Gleichungen u1 = 0, u2 = 0, ... , u, = 0 jede der r infinitesimalen 
Transformationen mit den Symbolen (u1 , f), (u2 , f), ... , (u,, f). Da 
nun die Gleichung v = 0 eine Folge aus diesen Gleichungen darstellt, 
muß sie ebenfalls die sämtlichen Transformationen zulassen. Das 
bedeutet, daß 

(k = 1, 2, ... , r) 
ist. Jede der Gleichungen 

u1 = o , u2 = 0 , ... , u, = 0 

gestattet also die infinitesimale Transformation mit dem Symbol (v, /). 
Da nun die Gleichung w = 0 eine Folge aus diesen Gleichungen dar­
stellt, muß auch sie diese Transformation zulassen. Daher ist 

(v, w) = 0, 

womit die Behauptung bewiesen ist. 
Es ergibt sich also: Sind die Funktionen u1 , u2 , ••• , u, involu­

torisch und die Gleichungen 

V 1 = 0 , V2 = 0 , ... , Vr = 0 

eine Folge der Gleichungen 

u1 ==c 0 , u2 = 0 , ... , u, = 0, 

so sind auch die Funktionen v1 , v2 , ••• , v, involutorisch. 

§ 148. Lösung eines dynamischen Problems, von dem die 
Hälfte der Integrale bekannt ist. 

Der in § 121 für Systeme von zwei Freiheitsgraden bewiesene Satz 
kann nun auf Systeme mit einer beliebigen Anzahl von Freiheitsgraden 
ausgedehnt werden. Er lautet dann 2): Die Gleichungen 

rp,(ql, q2 · · · , qn, P1, · · ·, Pn, t) = a, (r = 1, 2, ... , n) 
~~-- -~---- . 

1) Lie: Math. Ann. Bd. 8, S. 215. 1875· 
2 ) Dieser Satz enthält im wesentlichen die auf die Hamiltonsche partielle Dif­

ferentialgleichung augewandte bekannte Methode zur Bestimmung der vollstän­
digen Lösung einer nicht-linearen partiellen Differentialgleichung erster Ordnung. 
Als Satz der Dynamik wurde er von Liouville ausgesprochen. journ. de Math. 
Bd. 20, S. 137. 1855. 
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mit willkürlichen Konstanten at, a2 , ••• , an mögen n bekannte unab­
hängige Integrale des dynamischen Systems 

dq, oH ap, oH 
dt = ap,' dt =--Bq~ (r,= 1, 2, .. . ,n) 

darstellen, in dem H eine gegebene Funktion von q1, q2, ••• , q", Pt• ... , p,., t 
ist, und die Funktionen 'Pt, f{!2 , ••• , 'Pn seien involutorisch. Löst man die 
Gleichungen 'Pr= a, nach P1 , p2 , ••• , p,. auf, so daß sie übergehen in 

Pr= f,(qt, qz, · .. , q", a1 , ... , a,., t) (r = 1, 2, ... , n), 

und führt man ft,f2 , •• • ,j,. an Stelle von p1 ,p2 , ••• ,p" indenAusdruck 

Ptdql + P2dqz + ... ·+· p,.dqn- Hdt 

ent, so geht dieser in ein vollständiges Differential 

dV(q1 , q2, ... , qn, a1, ••• , a", t) 

über, und die übrigen Integrale des Systems lauten 

av 
iJa, = b, (r = 1, 2, .... n), 

wo b1 , b2 , ••• , bn willkürliche Konstanten sind. 
Da nämlich die Funktionen 'Pt - av 'Pz - a2, ••• , 1p,. - a,. involu­

torisch sind, gilt nach dem vorigen Paragraphen dasselbe von den 
Funktionen Pt - /1 , P2 - / 2 , ••• , p,. - fn. Daher ist 

oder 

Ferner ist 

und daher 

(p, - /ro Ps - /8) = 0 (r, s = 1, 2, ... , n) 

of. of, 
- ---=0 aq, aq., 

uf, __ iJH n, BH at. 
Bt -- - Bq, - ~ !Jp. Bq, 

s~l 

iJH] 
- oq,, 

(r, s = 1, 2, ... , n). 

wo H 1 die als Funktion der Argumente q1 , q2 , ••• , q", a1 , ••• , an, t 
dargestellte Funktion H bedeutet. 
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Die Gleichungen 

lehren, daß 

of. - u f, 
aq,- fii.' 

das vollständige Differential einer Funktion V (q1 , q2 , ••• , q,., av ... , at., t) 
ist, womit der erste Teil der Behauptung bewiesen ist. 

Bezeichnet nun d das vollständige Differential der Funktion V in 
bczug auf alle ihre Argumente, so ist 

. ~av 
dV= /1dq1 + /2 dq2 + ... + j,.dq,. -·ll1 dt +..:::;. aa· da,. 

r r 

Werden in dieser Gleichung die Größen a, durch ihre Werte gy, 
ersetzt, so geht sie in eine Identität in q1 , q2 , ••• , q,., pJ, ... , p,., t 
über, nämlich 

av 
dV-2 oa drp,=P1dq1 +P2dq2+ ... +Pndq .. -Hdt, 

r r 

auf deren linker Seite in dV und oVfoa, die Größen a 1 , a2 , ••• , a" 
durch ihre Werte gy1, gy2, ••• , (/Jn ersetzt sein sollen. Diese Gleichung 
lehrt, daß die Differentialform 

P1dq1+P2dq2+ ... +P,.dq"-Hdt 

dargestellt in ql> q2 , ••• , qn, gy1 , gy2 , ••• ; Tn, t übergeht m 

" av -2 a~- dgJ, + dv, 
r=1 r 

daß also die Differentialgleichungen des ursprünglichen dynamischen 
Problems gleichwertig sind mit dem ersten Pfaffschen System dieser 
Differentialform, nämlich mit 

d (oVfoa,) = o, dcp, = 0 (r = 1, 2, ... , n) . 

Folglich sind die Größen oVfiJa, während der ganzen Bewegung 
konstant, d. h. die Gleichungen 

oVjoa, = b, (r = 1, 2, ... , n), 

wo b1 , b2 , ••• , b" neue willkürliche Konstanten bedeuten, sind Inte­
grale des Systems. Damit ist der Satz vollständig bewiesen. 

Aufgabe. Bei der kräftefreien Bewegung eines Körpers um einen Unter­
stützungspunkt seien {}, rp, 1jJ die drei Eulerschen Winkel, die die Lage des Kör­
pers gegen willkürliche feste Achsen OXYZ durch den festen Punkt bestimmen, 
A, B, C die Hauptträgheitsmomente des Körpers um den festen Punkt, während 
a die Energiekonstante, a1 das Moment .de.r Bewegungsgröße um die feste Achse OZ, 
a2 das Moment der Bewegungsgröße um das Lot auf die invariable Ebene bedeuten. 
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Ferner sollen Dv 'Pl• 1p1 die Größen oTJoif. oTJo,P. oT/otjJ bezeichnen. Man leite 
die Gleichungen ab: 

{} = arctg {(a~- a~- {}nl;a1} - arctg {(a~- V'i- fJ:)l/1p1} , 

'PI= -al, 

%- 'P = arctg {{}1 (a~ - V'i- fJWl} + arctg {- ~ ~~~: = :~~ ~ }~~--== ~?-:W 
Ferner zeige man, daß 

{} d {}1 + 1p d 1p1 + a 1 d 9' 
das vollständige Differential einer Funktion V ist, und daß die übrigen Integrale 
des Systems lauten 

av oa = b- t. 

wo IJ, b1, 1!2 willkürliche Konstanten sind. (Siacci.) 

§ 149. Der Satz von Levi-Civita. 
Levi-Civita1) hat einen Zusammenhang aufgezeigt, der zwischen 

den Integralen eines dynamischen Systems und gewissen Scharen parti­
kulärer Lösungen der Bewegungsgleichungen besteht. 

Wir betrachten zunächst ein System mit einer Anzahl zy­
klischer Koordinaten, und zwar seien · q1, q2, ... , q". die zyklischen, 
qm+I• qm+2• •.• , qn die nicht-zyklischen Koordinaten; L sei das 
kinetische Potential. 

Den zyklischen Koordinaten entsprechen die Integrale 

iJLjoq, = konst. (r = 1, 2, ... , m); 

ihnen entspricht eine Schar partikulärer Lösungen des Systems, nämlich 
die Schar derjenigen stationären Bewegungen, bei denen q1 , q2 , ••• , fJ111 

konstante, willkürlich wählbare Werte haben, während die konstanten 
Werte von qm+l· qm+ 2, .. . , qn sich aus den Gleichungen bestimmen: 

iJLjiJq, = o (r = m + 1, m + 2, ... , n) . 

Da die m konstanten Werte q1, q2, ••• , q". und die m Anfangswerte 
von q1 , q2, ••• , qrn willkürlich angenommen werden können, gibt es 
oo2 "' dieser Partikularlösungen. Der Satz von Levi-Civita, zu dessen 
Ableitung wir nun übergehen, kann als Verallgemeinerung dieses Er­
gebnisses gelten. 

Es seien 
dq, iJH 

dt ap, · 
dp, 
dt 

iJH 
aq, (r = 1, 2, ... , n) 

die Bewegungsgleichungen eines dynamischen Systems, dessen Funktion 
H die Zeit nicht explizit enthalte. 

Ferner sei 
(A) (r= 1, 2, .. . ,m) 

1) Rend. dcllaR.Acc. deiLincei Bd.10, S.3. 1901. Vgl.Burgatti: ebenda Bd.1t, 
s. 309. 1902. 
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ein System von m Gleichungen, die, nach p1, p2, ••• , Pm aufgelöst, 
ü hergehen in 

(Al) p,. =Ir (ql, q2, · • ·, q", Pm+l• • · ·, Pn) (r = 1, 2, · · ·, m) 

und invariant sind in bczug auf die Hamiltonschen Gleichungen. (D. h. 
die Differentiation der Gleichungen (A1) nach t ergebe Gleichungen, die 
vermöge der Hamittonscheu Gleichungen und der Gleichungen (A1) 

selbst identisch erfüllt sind.) Diese invarianten Gleichungen umfassen 
insbesondere Integrale des Systems; in diesem Falle enthalten sie will­
kürliche Konstanten. 

Irrfolge der Invarianz der Gleichungen (A1) ist 

- ~-qll = ~~ = --2 }pl~ ~-qit_ +i,:q~ ~fp[_ 
r i~m+l J -' i~l 1 J 

(r = 1, 2, ... , m) . 

Setzen wir 

so wird daraus 

( 1) iJH ~~oll olr -+{H,I,}+ ----=0 aq, •= 1 ap. aq, (r = 1, 2, ... , 1n) . 

Diese Gleichung geht in eine Identität über, wenn für jede der Größen 
P1, P2, ••• , Pm die entsprechende Funktion Ir eingesetzt wird. 

Überdies nehmen wir an, daß die Gleichungen (A) oder (A1) unter­
einander involutorisch sind. Diese Bedingung lautet 

(2) _21, - ~ls_ + {I,, 1.} = 0 aq. aq, (r, s = 1, 2, ... , m) . 

Die Funktion H, in der die Größen p1, p2, ••• , Pm durch ihre 
Werte lv /2, ••• , Im ersetzt sind, möge mit K bezeichnet werden. 
Dann ist also 

(3) 

(4) 

iJH dl\ "" iJH iJf. 
- --- =- -- ""'-----ap, ap, ,L.; op. ap, 

•=1 

2H 
aq, 

iJK ~iJH iJI., 
a(z, - ,L.; ap. aq, 

8=1 

oH iJK "' oH BI, - = ··--- - ""'-- -----oq, aq, 1ft ap. aq, 
Aus (3) folgt 

(r=m+ 1,m+2, .. . ,n), 

(r = 1, 2, ... , m). 

"" oH 
{H, /,} = {K, 1,} + 6 ßp~ {/,_. /.} (r = 1, 2, ... , m) , 
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was mit (4) zusammen ergibt 

fJH {H I} fJK 'K /} ~fJH [ at. 1 t>] a + . ' r = ß- + \ ' r + .::::;.; ßp - a- + \fr, • . 
~ ~ 8=1 • ~ 

Führen wir diesen Wert von oH/iJq, + {H, /,} in (1) ein und be­
nutzen wir (2), so erhalten wir die Gleichungen 

fJK 
(5) -Bq,- + {K, /,} = o (r = 1, 2, ... , m) . 

Wir zeigen nun, daß das System der Gleichungen 

Pr= fr (Prn+I• Pm+2• ···,Pm q!> · · ·, q,.) (r = 1, 2, · · ·, m), 

iJK iJK 
-- = 0, --- = 0 (r = m -+- 1, m + 2, ... , n) ap, vq, (B) 

invariant ist in bezug auf die Hamiltonschen Gleichungen, d. h. daß 

d (ciK) und d (fJK) dt ßp, dt Bq, (r = m + 1, m + 2, ... , n) 

Null sind vermöge der Gleichungen (A), (B), (1), (2), (3), (4), (5). 

(6) 

Aus den Hamiltonschen Gleichungen folgt 

d (ciK) { fJK} ~ fJ2K iJH 
dt ap, = H, op, + -6i ap, aq. ap~ 

~- (iJ~) = f H i!_~} + ~, uzK iJH 
d t ap, l ' aq, .::::;.; oq, iJ q. ap. 

8=1 

(r=m+1, ... ,n). 

Die Differentiation von (5) unter Benutzung von (B) ergibt 

- iJ2K + {~l~' t.} = 0 
ap, aq. ap. 

(7) (s = 1, 2, ... , m ,· r = m + 1, m + 2, ... , n,'. 

a;:~q; + { ~~, t.} = o 

Unter Berücksichtigung von (B) folgt aus (3): 

~H __ ~fJH &f. 
ap, - -:ft ap. ap, 

fJH m ßH ßj, 
-~ =- ~-~­
oq, .::::;.; ap. cq, 

8=1 

Daher gehen die Gleichungen (6) über in 

d o]{ "' fJH [ fJ 2K {iJK }] 
d7 (apJ ""':2 ap. ap, aq, + ap; · 1• 

•. ~1 

(r=m+1,m+2, .. . ,n). 

(r = m + 1, m + 2, ... , n) 
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oder nach (7) in 

:t (::.) = 0, (r = m + 1, m + 2, ... , n), 

womit bewiesen ist, daß das System der Gleichungen (A) und (B) in 
bezug auf die Hamiltonschen Gleichungen invariant ist. 

Nun seien die Veränderlichen P1, P2, •• ·,Pm qm+I• ... , qn ver­
möge der Gleichungen (A) und (B) als Funktionen von q1, q2 , ••• , qrn 
dargestellt. Auf Grund der Invarianz von (A) und (B) erhalten wir 
durch Einführen dieser Werte in die Hamiltonschen Gleichungen m 
voneinander unabhängige Gleichungen, nämlich diejenigen, die 
dq1/dt,dq2jdt, .. . , dqmfdt als Funktionen von q1, q2, ••• , qmdarstellen, 
während die übrigen identisch erfüllt sind. Die allgemeine Lösung dieses 
Systems, die m willkürliche Konstanten enthält, ergibt oom Partikular­
lösungen der Hamiltonschen Gleichungen. Die Integration dieses Sy­
stems kann unter Benutzung des Energieintegrals auf die Lösung eines 
Systems der Ordnung m - 1 zurückgeführt werden. So ergibt sich 
der Satz von Levi-Civita: ]edem involutorischen System von m invarian­
ten Gleichungen, die zu einem Hamittonsehen System gehören, entspricht 
ei1te oom-fache Schar partilculärer Lösungen des Hamittonsehen Systems, 
deren Bestimmung von der Integration eines Systems (m - 1)ter Ordnung 
abhängt. 

Sind die invarianten Gleichungen (A) Integrale des Systems, so 
enthalten sie m weitere willkürliche Konstanten. Einem involutorischen 
System von m Integralen eines Hamittonsehen Systems entspricht also 
im allgemeinen eine oo2 m-jache Schar von Partikularlösungen des Sy­
stems, die sich durch Integration eines Systems der Ordnung m - 1 
bestimmen lassen. 

Aufgabe. Man beweise, daß für ein durch die Hamiltonsche Funktion 

H = q1P1- qzP2- aqf + bq~ 
definiertes dynamisches System die (nach Levi-Civita) dem Integral 

(p2- b q2)/q1 = konst. 

entsprechenden partikulären Lösungen gegeben sind durch 

wo E eine willkürliche Konstante ist. 

§ 150. Systeme mit in den Bewegungsgrößen linearen 
Integralen. 

Wir gehen nun zu der Untersuchung 
Integrale besonderer Art besitzen. 

Das durch die Gleichungen 

dq, EH 
ciT = op;· 

dp, 
dt 

solcher Systeme über, die 

DH 
cqr 

(r = 1, 2, ... , n) 
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dargestellte dynamische System habe ein in p1, p2, ... , Pn lineares 
homogenes Integral, etwa 

f1P1 + /2P2 + · ·. + fnPn = konst., 

wo / 1, / 2, ••• , fn gegebene Funktionen von q1, q2, ••• , qn sind. 
Wir betrachten das Gleichungssystem (n- 1)ter Ordnung 

dql dq2 dqn 
y--r;- ... ~:·· 

Sein Lösungssystem bestehe aus den n - 1 Integralen 

Q~(q1 , q2, ••• , qn) = konst. (r = 1, 2, ... , n- 1), 

und eine Funktion Qn sei definiert durch 

Q =fdql 
n /1 ' 

in der die Veränderlichen q2, q3, ••• , qn des Integranden vor der 
Ausführung der Integration durch ihre Werte als Funktionen von 
q1, Ql, Q2, ••• , Qn- 1 ersetzt sein sollen. 

Werden die Veränderlichen so variiert, daß Q1, Q2, ••• , Qn-I 
konstant bleiben und Qn sich ändert, so ist infolgc der obigen Gleichung 

dql = d_~= ... = dqn =dQn. 
/1 /2 fn . 

Sehen wir also Q1, Q2 , ••• , Qn als neue Veränderliche an, m denen 
q1, q2, ••• , qn sich darstellen lassen, so erhalten wir 

(k = 1, 2, ... , n). 

Wir betrachten nun die Berührungstransformation, die die Erwei­
terung der Punkttransformation von q1, q2, .•• , qn in Q1, Q2, ••• , Qn 
ist, so daß die neuen Veränderlichen P 1, P 2 , ••• , Pn definiert sind 
(§ 132) durch die Gleichungen 

n ~ 

""" uqk P, =..:::.. pk 8 ·-
k=l Q. 

(r = 1, 2, ... , n). 

Vermöge dieser Transformation gehen die Differentialgleichungen 
des dynamischen Systems in ein neues Hamiltonschcs System 

dQr DK dP, ßK 
dt - uP, • Tt- - oQ. 

über, und das bekannte Integral wird zu 

Pn = konst. 

(r = 1, 2, ... , n) 

Da dPnfdt=O ist, haben wir iJKfoQn=O, die Funktion K 
enthält also Qn nicht explizit. So ergibt sich der Satz: Besitzt ein 
dynamisches System ein in p1, p2, ••• , Pn lineares homogenes Integral, 



§ 150. Systeme mit in den Bewegungsgrößen linearen Integralen. 351 

so gibt es eine Punkttransformation der Veränderlichen qv q2, ••• , qn 
in neue Veränderliche Qv Q2, ••• , Qn von der Art, daß die transformierte 
Hamittonsehe Funktion Qn nicht enthält. Das transformierte System 
besitzt also eine zyklische Koordinate, und wir haben den Satz: In 
den Bewegungsgrößen lineare Integrale besitzen nur diejenigen dynami­
schen Systeme, die zyklische Koordinaten haben oder durch eine erweiterte 
Punkttransformation in Systeme mit zyklischen Koordinaten übergeführt 
werden können. 

Offenbar gilt auch die Umkehrung des Satzes. 

Dieses Ergebnis hätten wir auch dem Satz ( § 144) entnehmen können, daß 
die Differentialgleichungen der Bewegung die infinitesimale Transformation mit 
dem Symbol (lf!, f) gestatten, wenn 

<p(ql, q2, • ·., q,., P1 •••• , p,., t) = konst. 

ein Integral des Systems ist. Wenn nämlich 1f! linear und homogen in p1, p2, ••• , p,. 
ist, so ist diese Transformation (§ 132) eine erweiterte Punkttransformation. Wird 
diese Punkttransformation durch eine Koordinatentransformation in diejenige mit 
dem Symbol iJf/iJQ,. verwandelt, so kann offenbar die Hamiltonsche Funktion 
der transformierten Gleichungen Q,. nicht explizit enthalten. 

Nun betrachten wir ein spezielles System, dessen kinetisches 
Potential sich zusammensetzt aus einer kinetischen Energie 
T(iJ.1• q2, ••• , iJ.n, qv •.. , qn), die eine quadratische Funktion der Ge­
schwindigkeiten ifv iJ.2, ••• , iJ.n ist, und aus einer potentiellen Energie 
V(q1, q2, ••• , qn), die von den Geschwindigkeiten nicht abhängt. Da­
mit nun ein in den Geschwindigkeiten lineares Integral vorhanden ist, 
muß das System eine zyklische Koordinate besitzen oder durch eine 
Punkttransformation in ein System mit einer zyklischen Koordinate 
überzuführen sein. In beiden Fällen jedoch gestatten die Funktionen 
T und V offenbar dieselbe infinitesimale Transformation, nämlich die­
jenige, die, wenn die Koordinaten so gewählt sind, daß eine von ihnen 
zyklisch ist, in einer kleinen Änderung der zyklischen Koordinate be­
steht, während alle übrigen und die Geschwindigkeiten ungeändert 
bleiben. Umgekehrt: Gestatten T und V die nämliche infinitesimale 
Transformation, so ist ein in den Geschwindigkeiten lineares Integral 
vorhanden. Dieses Ergebnis ist bekannt als der Levysche Satz, den 
Levy1) 1878 veröffentlichte. 

Aufgabe 1. Man beweise, daß, wenn die Bewegungsgleichungen eines Massen­
punktes ein in den Bewegungsgrößen lineares Integral besitzen, die Wirkungs­
richtung der Kraft einem linearen Komplex angehört. 

(Cerruti: Collect. math. in mem. D. Chelini. V gl. P. Grossi: Rend. di Palermo 
Bd. 24. S. 25. 1907.) 

Aufgabe 2. Die Gleichungen 

-~ ( iJT_) --~ = Q 
dt iJq, iJq, ' 

(t=1,2, ..• ,n), 

1) Comptes Rendus Bd. 86. 
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" n 
wo T = ~~ '(;1aikqiqk ist und Q1, Q2, ••• ,Q,., aw a12, .•• , a,.,. gegebene Funk-

tionen von q1, q2, ••• , q,. sind, mögen ein Integral der Form 

C1 q1 + C2 q2 + ... + C,.q,. + C = konst. 

besitzen, wo C1, C2, ••• , C,., C Funktionen von q1, q2, ••• , q,. sind. Man zeige, 
daß man ein invariables System aus jeder seiner Lagen im Raum S,., der definiert 
ist durch die Form 

n n 

ds2 =1; }:,aikdqidqk 
i=l k=l 

in einer Richtung verschieben kann. 
Man zeige, daß die dazu notwendige und hinreichende Bedingung darin 

besteht, daß ds2 sich so transformieren läßt, daß eine der Veränderlichen aus den 
Koeffizienten verschwindet. (Cerruti und Levy.) 

§ 151. Bestimmung der auf ein System wirkenden Kräfte, 
wenn ein Integral bekannt ist. 

Ehe wir zur Untersuchung der Systeme fortschreiten, die in den 
Geschwindigkeiten quadratische Integrale besitzen, leiten wir einen 
von Bertrand ausgesprochenen Satz ab 1): Bei der Bewegung eines 
dynamischen Systems von gegebener kinetischer Energie, aber mit un­
bekannten Kräften (die jedoch nur von den Koordinaten der Angriffs­
punkte, nicht von ihren Geschwindigkeiten abhängen sollen), lassen 
sich die unbekaimten Kräfte bestimmen, sobald ein Integral bekannt 
ist. Dieses Integral kann übrigens nicht völlig willkürlich gewählt wer­
den, sondern muß gewissen Bedingungen genügen. 

Es seien q1, q2, ••• , q .. die n unabhängigen Lagenkoordinaten des 
Systems, T sei die kinetische Energie; die unbekannten Kräfte, die 
nur von qv q2, ••• , qn abhängen sollen, mögen mit Q1, Q2, •••. Qn 
bezeichnet sein. Dann lauten die Bewegungsgleichungen 

(r = 1, 2, ... , n). 

Es sei 
CfJ (ql, if2, · · · , q.., ql, q2, ... , qn, t) = konst. 

ein Integral des Systems; durch Differentiation erhalten Wir daraus 

~ acp .. ~ ocp . acp 
~ cq,-q,+ ~ a-q q,+Tt=o. 
r=l r r=l r 

Führen wir in diese Gleichung die Werte von iiv q2, ••• , ii.. aus 
den Bewegungsgleichungen ein, so entsteht eine in Q1, Q2, •.• , Qn 
lineare Gleichung. Diese muß eine Identität sein, da sie allein die 
Größen q1, q2, ••• , i] .. , qv q2, ••• , qn, t enthält, denen sämtlich will­
kürliche unabhängige Werte beigelegt werden können. Daher dürfen 

1) Journ. de Math. Bd. 17, S. 121. 1852. 
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wir sie nach qv q2, ••• , qn differenzieren und gewinnen so n neue 
Gleichungen, die, da auch sie Qv Q2, ••• , Qn linear enthalten, im 
allgemeinen zur Berechnung dieser unbekannten Größen ausreichen. 
Das Integral gehört nur dann auch wirklich zu einem System, wenn die 
Größen Qv Q2, ••• , Qn der Gleichung genügen 

{-, acp .. {, arp . acp 
.L.,; a · q, + .L.,; a q, + a"t = o · 
r=l q, r=l q, 

Sind die Gleichungen zur Berechnung von Qv Q2, ••• , Qn nicht von­
einander unabhängig, so daß Qv Q2, ••• , Qn unbestimmt werden, so 
gehört das Integral zu mehreren voneinander verschiedenen dynami­
schen Problemen. 

Aufgabe. Man beweise, daß ein Integral der Bewegungsgleichungen eines 
Punktes in einer Ebene, das zu zwei verschiedenen Problemen gehören soll, not­
wendig die Form hat: 

F(q/, x, y, t) konst., 

wo x, y rechtwinklige Koordinaten sind und 'P' die zeitliche Ableitung einer 
Funktion 'P(X, y) bedeutet, die, einer Konstanten gleichgesetzt, die Gleichung einer 
Geradenschar darstellt. (Bertrand.) 

§ 152. Anwendung auf das Problem eines Massenpunktes, 
dessen Bewegungsgleichungen ein in den Geschwindigkeiten 

quadratisches Integral besitzen. 
Als Anwendung der Bertrandschen Methode behandeln wir das 

folgende Problem: Wie muß die potentielle Energie V beschaffen sein, 
damit die Bewegungsgleichungen eines Massenpunktes, der sich in der 
Ebene unter Einwirkung konservativer Kräfte 

_ av 
X=---~ 

ox' 
.. av 
y=--

ey 

frei bewegen kann, neben dem Energieintegral ein Integral der Form 

p _i2 + Q x y + R y2 + 5 y + T .X + K = konst. 

besitzt, wo P, Q, R, 5, T, K Funktionen von x und y sind? 
Differenzieren wir die letzte Gleichung und führen wir die Werte 

von x, ji aus den Bewegungsgleichungen ein, so erhalten wir 

j .3 oP . oR .. (oP oQ) .. (oQ oR) P. av x ·--+v3 --+x2 y -- + -- +y2x- +- -2 x--
ox - ay ay ax ay ax a x 

(A) Q ( . a v . a v) . a v a 5 . 2 a T . 2 I - X- + V-- - 2 R y · ······- + --- y + -X 
oy ' ox iJy iJy iJx 

··(25 ar) aK. oK. av av 
+xy cx + By- + iJxx+ iJyy-5 oy- T iJx =0. 

Whittaker, Dynamik. 23 
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Setzen wir die Glieder dritten Grades in x, y gleich Null, so folgt 

~~ = 0 , oR = 0 , ap + ~Q = 0 , oQ + ~~ = 0 . 
ßx oy iJy ox iJy iJx 

Daraus ist leicht abzuleiten, daß die quadratischen Glieder des Inte­
grals die Gestalt haben müssen 

(ay2 + by + c) x2 + (ax2 + b'x + c')y2 + (-2axy- b'y- bx + c1)iy, 

wo a, b, c, b', c', c1 Konstanten sind. 
Setzen wir die in x, y quadratischen Glieder in Gleichung (A) gleich 

Null, so erhalten wir 

as 
oy = o, 

iJT 
ox =O, 

as iJT 
iJx + iJy =0. 

Aus diesen Gleichungen schließen wir 

S=mx+p, T= -my+q, 

wo m, p, q Konstanten sind. 
Setzen wir die von x, y unabhängigen Glieder in Gleichung (A) 

gleich Null, so erhalten wir 

5 av + 7 av =o 
iJy iJx 

oder 
av av 
--(mx+P)--~ (my-q)=O. 
ßy ox 

Diese Gleichung lehrt, daß die Kraft auf ein festes Zentrum mit 
den Koordinaten - pfm und qfm hin gerichtet ist, wenn m, p, q 
von Null verschieden sind. Diesen einfachen Fall schließen wir aus; 
die Konstanten m, p, q sollen also sämtlich verschwinden, das Inte­
gral keine in %, y linearen Glieder enthalten. 

Setzen wir die in x, y linearen Glieder von (A) gleich Null, so er­
halten wir av av iJK 

-2P---Q- + · =0 
iJx oy ox ' 

av av aK 
- 2 R oy - Q ax + By = 0 . 

Werden die Gleichungen nach y bzw. x differenziert und die so er­
haltenen Werte von o2 K I iJ X oy einander gleichgesetzt, so wird 

2 p o2V + 2 oV iJP + Q azv + BQ oV 
ax ay ox ay ay2 ay- oy 

azv iJR av iJQ av 22 V 
= 2 R ox iJy + 2 iJ X By + Bx ay + Q ßx2- • 
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Ersetzen wir dann noch P, Q, R durch ihre oben gefundenen Werte, 
so wird 

(o2V o2V) ß2V 
---- (-2axy-b'y-bx+c )+2----(ay2-ax2+by-b'x+c-c') 
oy2 ox2 1 ox iJy 

ov av ~ + iJx ( 6 a Y + 3 b) + iJy- (- 6 a X - 3 b ) = 0 , 

Nach Darboux1) läßt sich diese partielle Differentialgleichung für 
die Funktion V folgendermaßen integrieren. 

Sehen wir ab von dem Sonderfall, daß die Konstante a verschwin­
det, so läßt sich das gegebene Integral durch eine Koordinatentrans­
formation stets in die vereinfachte Form überführen 

! (xy- yx) 2 + ci2 + c'y2 + k = konst. 

Damit gleichbedeutend ist die Annahme, daß 

a = i, b = 0 , b' = 0 , c1 = 0 

ist; ersetzen wir überdies c- c' durch ! c2, so geht die partielle 
Differentialgleichung für V über in 

(ß2V o2V) o2V av av 
x y -- - - + (y2 - x2 + c2) --+ 3 y- - 3 x -~- = 0. ßx2 oy2 ox oy ox oy 

Zur Integration dieser Gleichung bilden wir die Differentialglei­
chung der Charakteristiken 

xy(dy2 - dx 2) + (x 2 - y 2 - c2) dxdy = 0. 

Sehen wir in dieser Gleichung x2 und y2 als neue Veränderliche an, 
so geht sie in eine Clairautsche Gleichung über, hat daher das Integral 

(m + 1) (mx2 - y 2)- mc2 = 0, 

wo m die willkürliche Konstante bedeutet. Nach einer einfachen Ände­
rung der Bezeichnungsweise können wir diesem Integral die Form geben 

x2 y2 
~+~=1, 
iX "" - c 

wo nun cx die willkürliche Konstante ist. Diese Form der Gleichung 
läßt die interessante Tatsache erkennen, daß die Charakteristiken der 
partiellen Differentialgleichung aus zwei Scharen konfokaler Kegel­
schnitte bestehen. 

Werden die Parameter IX, ß der konfokalen Ellipsen und Hyperbeln 
als neue Veränderliche gewählt, so daß 

cxß 
X=- ' c 

1) Archives Neerlandaises (2), Bd. 6, S. 371. 1901. 

23* 
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ist, dann geht nach der allgemeinen Theorie die partielle Differential­
gleichung über in 

azv av av 
a(Xciß+A-aa,+B of'J +o, 

wo A, B Funktionen von (X, ß sind. In der Tat erhalten wir beim Über­
gang zu diesen Veränderlichen die Gleichung 

azv av av 
(ß2 - (X2) --- -- + 2 ß - - 2 (X - = 0 

a(Xoß a(X ap • 

die sofort integriert werden kann. Sie ergibt 

((X2- ß2) V= !((X) - q;(ß), 
wo f, q; willkürliche Funktionen ihrer Argumente sind. Daraus folgt: 
Die Bewegung eines Massenpunktes in einer Ebene unter Einwirkung 
konservativer Kräfte hat dann und nur dann neben dem Energieintegral 
ein in den Geschwindigkeiten quadratisches Integral, wenn die potentielle 
Energie die Form 

hat, wo (X, ß die Parameter konfokaler ElHpsen und Hyperbeln bedeuten. 
Da wir durch Differentiation die Gleichung 

_i2 + y2 = ((X2- ß2) (--~ + ~) (X2 _ c2 c2 _ pz 

erhalten, so ist die kinetische Energie 

T= !((Xz- ßz) -~-- + ----- ' (
, ·z ßz ) 
(Xz _ c2 c2 _ pz 

und die Gestalt von T und V zeigt, daß derartige Probleme vom Liou­
villeschen Typ (§ 43) sind, daher durch Quadraturen integriert 
werden können. 

§ 153. Allgemeine dynamische Systeme mit Integralen, die 
quadratische Funktionen der Geschwindigkeiten sind. 

Die vollständige Bestimmung der expliziten Form des allgemeinsten dyna­
mischen Systems, dessen Bewegungsgleichungen neben dem Energieintegral ein 
in den Geschwindigkeiten quadratisches Integral besitzen, ist noch nicht durch­
geführt worden. Aus § 43 ist jedoch zu sehen, daß alle dynamischen Systeme, 
die vom Liouvilleschen Typ oder durch eine Punkttransformation darauf zurück­
führbar sind, derartige Integrale besitzen. Außerdem hat man noch einige allgemei­
nere Typen mit dieser Eigenschaft gefunden 1 ). 

Aufgabe 1. Es seien 
(k,l~= 1,2, ... ,n) 

n 2 Funktionen, die allein von den angegebenen Argumenten abhängen, und es bedeute 
n 

if> -= ~ 'Pkt if>,d (l = 1, 2, ... , n) 
k=l 

1 ) Vgl. G. di Pirro: Annali di IVlat. Bd. 24, S. 315. 1896. 
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die aus diesen Funktionen gebildete Determinante. Man beweise, daß, wenn die 
kinetische Energie eines dynamischen Systems auf die Form 

1 ,, </> 

2..:::... (j)q~ 
k=l kl 

zurückgeführt werden kann und die potentielle Energie Null ist, nicht allein das 
Energieintegral 

,, <[J "2 

..:::... (_j)- lfk =<XI 
._,, kl 

vorhanden ist, sondern daß es überdies n- 1 weitere in den Geschwindigkeiten 
homogene und quadratische Integrale gibt, nämlich 

,, </><h!.. q_o = <Xz 
6' <l>h k 

(l = 2, 3, .. , , n), 

wo <XI, lX2, ••• , <Xn willkürliche Konstanten bedeuten, und daß das Problem durch 
Quadraturen lösbar ist. (Stäckel.) 

Aufgabe 2. Die Bewegungsgleichungen eines dynamischen Systems mit zwei 

Freiheitsgraden seien .!:_ (ßT_) _ ?!.. = 0 (r = 1' 2)' 

d t o!J, oq, 
wo 

ist und a, h, b beliebige Funktionen der Koordinaten qi, q2 sind. Dieses System 
besitze ein Integral 

a'qi + 2h'q1 ~ 2 + b'q~ = konst., 

das in den Geschwindigkeiten quadratisch und von dem Energieintegral verschie­
den ist; a', h', b' sind Funktionen der Koordinaten. Wir setzen ab- h 2 ~~ L1, 
a'b'- k' 2 ~= Ll', und es sei 

T' = ..!._ (-.. L1 ) 2
( 7 1q ' 2 -l- 2 h'q' q' I b'q' ") 2 /V I 1 I l :aT ~ 7 

wo dq,fdt' = q~ gesetzt ist; man zeige, daß die Gleichungen 

d ({)T') 
dt' if?, (r = 1, 2) 

die nämlichen Beziehungen zwischen den Koordinaten q1, q2 herstellen wie die 
ursprünglichen Bewegungsgleichungen und daß das eine Gleichungssystem sich 
in das andere überführen läßt durch die Transformation 

L1 d t = L1' d t'. 

Übungsaufgaben. 

1. Ein dynamisches System ist definiert durch seine kinetische Energie 

1 ( fj2 q~ q~ ) 
2 f{J ·;p~ + <[J:~ + ... + -;pnl ' 

(wo <P die Determinante 

'Iu 'I'I2 · · · 'PI n 

'f'2I '1'22 ... 'f'2" 

'f'ni 'Pn2• • • 'l'nn 
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bedeutet, in der die Elemente der kten Zeile Funktionen von qk allein sind und 
<l>kl die zu 'Pkl gehörige Unterdeterminante bedeutet) und durch seine potentielle 
Energie 

wo 
'P = Pulpl + Pnlp2 + · · · + Pnn lpn 

ist und 1pk eine Funktion von qk allein bedeutet. Man beweise, daß ein vollständiges 
Integral der Hamilton-J acobischen Gleichung 

iJW 1 { (iJW)2 (iJW)2 (iJW)2} IJI 
)Jt + 2 rp <l>u iJq1 + <~>21 iJq~ + .. · + <P,.l Bq~ - P = 0 

lautet 

W= -alt +±j{Oi1'fil + IX2'fi2 + ... + Oin'Pin + 2~p;}fdq;, 
i=l 

wo !Xv IX2, ••• , 1Xn willkürliche Konstanten sind. 
2. Es sei 

(Goursat.) 

ein Integral eines dynamischen Systems mit einem EnergieintegraL Man zeige, 
daß auch 

iJrp 8t = konst., 
iJ2cp 
fi?i" = konst., ... 

Integrale sind. 
3. Ein Gleichungssystem 

dq, 
dt=A,(ql,q2, ... ,q .. , P1·····Pn,t) 

dp, B dt= ,(ql,q2, ... ,q .. , P1, ... ,pn,t) 

(r= 1,2, ... ,n) 

hat die Eigenschaft, daß die aus zwei beliebigen Integralen t:p, 1p gebildete Poisson­
sche Klammer (t:p, 1p) wieder ein Integral ist. Man zeige, daß die Gleichungen die 
Hamiltonsche Form 

'!..!!.:._ 
dt 

iJH 
-aq: (r = 1,2, ... ,n) 

haben müssen. (Korkin.) 
4. Es seien 

a 1 = konst., 01'2 = konst., ... txk = konst., 

ß1 = konst., ß2 = konst ..... ßk = konst. 

2 k beliebige Integrale eines Hamiltonschen Systems von Differentialgleichungen 
mit den Veränderlichen q1, q2 , ••• ,qn. p1, ••• ,Pn· Man zeige, daß auch 

,__, 1 O 0:1 O 012 0 Oik _a ß1 _iJ & J..f!_~-
~TiJ a ···a a a ···-

J." ... ,}.k-- q;_, q;., q;.k P;., P;., up;_k 

ein Integral ist. 
5. Die Größe 

(Hl,H2, ... ,Hn) = ..;;~o(H!_~_H2, . ._.~Hn)' 
~ 0(x1 i,Xzi, ... , x,.t'i) 

(Laurent.) 

woH1 , H 2, •.. , HnFunktionendcrnYVeränderlichenxi; (j = 1, 2, ... , n; i= 1, 2, .. . ,Y) 
sind, werde als Poissonsche Klammer nter Ordnung bezeichnet. Es seien G1 , G2, ••• , Gh 
hY Funktionen von y 11, y 12, ••• , y1,y; x11 , x12, ••• , xk>.; a1, ••• , ah,., wo h + k = n 

ist, und es bezeichne 
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diesämtlichen aus jenFunktionenG gebildeten Poissonschen Klammern. Man zeige, 
daß 

P,(G") = 0 

die notwendigen und hinreichenden Bedingungen dafür sind, daß die Funk­
tionen 

(s= 1,2, ... ,h, t= 1,2, ... ,v), 

die durch Auflösung der Gleichungen 

Gi = 0 (i = 1, 2, ... , hv) 

entstehen, den simultanen partiellen Differentialgleichungen erster Ordnung 

genügen, wo P 1(yh, F) den Ausdruck bedeutet, den wir erhalten, wenn in P 1 (F") 
h der Funktionen F durch ebenso viele y ersetzt werden. 

6. Ein Punkt der Masse 1, der in bezug auf feste rechtwinklige Achsen die 
Koordinaten x, y hat, kann sich in einer Ebene unter Einwirkung von Kräften 
mit der potentiellen Energie f(x, y) bewegen, während h die Gesamtenergie bedeutet. 
Man beweise, daß, wenn die orthogonalen Trajektorien der Kurven 

1 (CJ2 CJ2) 
h _I (x, y) (3_;2 - oy2 log {h- f (x, y)} = konst. 

seine Bahnkurven sind, die Bewegungsgleichungen des Massenpunktes ein in den 
Geschwindigkeiten x, y lineares homogenes Integral besitzen. 

7. Die Bewegungsgleichungen eines freien Systems von m Massenpunkten lauten 

d2x 
-'·=X dt2 .• 

Es bestehe ein Integral der Form 

3m 
~ /, .i, - C t = konst. , 
s~l 

(s = 1, 2, ... , 3 m). 

wo /1 ,/2 , ••• ,/3 m Funktionen von x1 ,x2 , ••• ,x3 m sind; C seieine Konstante. 
Man beweise, daß das Integral die Gestalt erhalten kann 

3m 3m 
~ k.i, + 1: a .. (x,i,- x,i,)- Ct = konst., 

s=l r,s~J 

wo die Größen k, und a,. konstant sind. (Pennacchietti.) 
8. Zwei Massenpunkte bewegen sich auf einer Fläche unter Einwirkung 

verschiedener Kräfte, die bei jedem nur von der Lage abhängen. Ihre Be­
wegungsgleichungen mögen ein von der Zeit unabhängiges Integral gemeinsam 
haben. Man zeige, daß die Fläche alsdann auf eine Rotationsfläche abwickelbar ist. 

(Bertrand.) 



Dreizehntes Kapitel. 

Die Reduktion des Dreikörperproblems. 

§ 154. Einleitung. 
Das berühmteste dynamische Problem, das sogenannte Dreikörper­

problem, läßt sich folgendermaßen aussprechen: 
Drei Massenpunkte ziehen einander nach dem N ewtonschen Gesetz 

an, nach dem zwischen ie zweien eine Anziehungskraft besteht, die dem 
Produkt aus den Massen beider Punkte direkt, dem Quadrat ihres Ab­
standes umgekehrt proportional ist; sie können sich im Raum frei bewegen 
und sollen ursprünglich in einem beliebigen Bewegungszustand sein. Ihre 
weitere Bewegung ist zu ermitteln. 

Die praktische Bedeutung dieses Problems beruht auf seiner An­
wendung in der Himmelsmechanik; die Körper des Sonnensystems 
ziehen einander nach dem N ewtonschen Gesetz an, und da sie näherungs­
weise die Gestalt von Kugeln haben, deren Dimensionen klein sind 
verglichen mit ihren gegenseitigen Abständen, so idealisiert man ihr 
Bewegungsproblem, indem man jeden Körper durch einen in seinem 
Schwerpunkt befindlichen Punkt von der Gesamtmasse des Körpers 
ersetzt1). 

Das Dreikörperproblem läßt sich mit Hilfe der in der Analysis 
bisher bekannten Funktionen nicht in geschlossener Form integrieren. 
Diese Schwierigkeit war ein so starker Anreiz für die Forschung, daß 
seit dem Jahre 1750 über 800 Abhandlungen, die zum Teil von den 
größten Mathematikern herrühren, über diesen Gegenstand veröffent­
licht sind 2). In dem vorliegenden Kapitel beschäftigen wir uns mit 

1 ) Die Bewegung der Körper um ihren Schwerpunkt, bei der man ihre Größe 
und Gestalt natürlich nicht mehr außer acht lassen kann, wird getrennt unter­
sucht, z. B. in der Theorie der Präzession und Nutation. In besonderen Fällen 
jedoch (z. B. bei den Satelliten der großen Planeten) übt die Abplattung eines 
der Körper eine so bedeutende Wirkung aus, daß eine derartige Zerlegung des 
Bewegungsproblems nicht statthaft ist. 

2) Zur Geschichte des Dreikörperproblems vgl. A. Gautier: Essai historiq%e 
s%r le Probleme des trois corps. Paris 181 7; R. Grant: History of Physical Astronomy 
from the earliest ages to the middle of the nineteenth cent%ry. London 18 52; E. T. 
Whittakcr: Report an the progress of the sol%tion of the Problem of Three Bodies. 
Brit. Ass. Rep. 1899, S. 121; E. 0. Lovett: Quart. ]o%rn. 1\!ath. Bd. 42, S. 252. 
1911; der letztere bespricht die Abhandlungen aus den Jahren 1898-1908. 
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den bekannten Integralen des Systems und ihrer Anwendung zur Re­
duktion des Problems auf ein dynamisches Problem mit weniger Frei­
heitsgraden. 

§·I 55· Die Differentialgleichungen des Problems. 

Es seien P, Q, R die drei Massenpunkte, m1 , m2 , m3 ihre Massen, 
r 23 , r 31 , r 12 ibre gegenseitigen Entfernungen. Wir wählen ein festes 
rechtwinkliges Achsensystem 0 x y z, in dem q1, q2, q3, q.1, q5, q6, q7, qs, q9 
die bezüglichen Koordinaten von P, Q, R seien. Das System hat die 
kinetische Energie 

T = ~m1 (lli + q~ + q~) + !m2 @ + qg + q~) + !ma@ + q~ + qÖ); 
zwischen m1 und m2 wirkt die Anziehungskraft k 2 m1 m2 rt2 2, wo k 2 

die Konstante des Anziehungsgesetzes bedeutet; die Einheiten mögen 
so gewählt werden, daß k 2 = 1, die Anziehungskraft also gleich 
m 1 m2 rt2 1 wird. Ihr entspricht in der potentiellen Energie das Glied 
- m1 m! r 1; 1• Das System hat demnach die potentielle Energie 

V = __ 1!!._2 m!l _ __ !}"!a ml _ ~~ m2 
r2a Yal Y12 

= - m2 ma {(q4- q7)2 + (q5 -· qs)2 + (q6- q9)2}-! 
- ma ml {(q7- q1)2 + (qs- q2)2 + (qg- qa)2}-l 
- ml m2 {(ql- q4)2 + (q2- qs)2 + (qa- qs)2}-t 

Die Bewegungsgleichungen des Systems lauten 

.. av 
mkqr =-Bq~ (r = 1, 2, ... , 9) 

wo k die größte Zahl ;;...:.: -fr (r + 2) bedeutet. Dieses System umfaßt 
9 Differentialgleichungen 2. Ordnung, ist also selbst von der 18. Ordnung. 

Setzen wir 

und 
9 p2 

H = """-r + V, ~2mk 
r~l 

(r=1,2, ... ,9) 

so erhalten die Gleichungen die Hamiltonsche Gestalt 

dqr oH dPr ßH 
d t ap, ' d t aq, (r = 1, 2, ... , 9). 

Damit haben wir 18 Differentialgleichungen 1. Ordnung zur Bestimmung 
der Veränderlichen q1, q2, ••• , q9 , P1, P2 , ••• , P9• 

Lagrange1) hat nachgewiesen, daß sich dieses System auf ein 

1) Recueil des pieces qui ont remporte les prix de l'Acad. de Paris Bel. 9. 1772. 
Natürlich führte Lagrange das System nicht in die Hamiltonsche Form über. 
"Cber eine verbesserte Lagrangesche Reduktion vgl. Bohlin: Kongl. Sv. Vet.-Handl. 
Bd. 42, Nr. 9. 1907. 
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System 6. Ordnung zurückführen läßt. Daß diese Reduktion möglich 
sein muß, erhellt aus den folgenden Überlegungen. 

Einmal ist, da außer den gegenseitigen Anziehungskräften keine 
Kräfte wirken, die Bewegung des Schwerpunktes des Systems gleich­
förmig geradlinig. Diese Tatsache wird ausgesprochen durch die sechs 
Integrale 

P1 + P4 + P1 = al, 

P2 + p., + Ps = aa, 

Pa + Ps + Ps = a5, 

m1q1 + m2q1. + maq?- (PI+ P.t + P1) t = a2, 

m1q2 + m2qs + maqs- (p2 + Ps + Ps) t = a4, 
m1qa + m2qs + maqg- (Pa+ Ps + Ps) t = as, 

wo a1, a 2, ••• , a6 Konstanten sind. Es ist also zu erwarten, daß mit 
Hilfe dieser Integrale eine Reduktion des Systems von der 18. auf die 
12. Ordnung möglich ist. 

Ferner sind aber die Momente der Bewegungsgrößen der drei Kör­
per um die Koordinatenachsen während der ganzen Bewegung konstant. 
Diese Tatsache wird analytisch ausgedrückt durch die Gleichungen 

q1P2- q2P1 + qtPs- qsP~. + q?Ps- qsP? = a7, 

q2Pa- qaP2 + qsPa- qsPs + qsPs- qsPs = ag, 

qaP1- q1Pa + qsP4- qds + qsP?- q?Ps = ag, 

wo a7, a8 , a9 Konstanten sind. Mit Hilfe dieser drei Integrale können 
wir also voraussichtlich die Ordnung des Systems von der zwölften 
auf die neunte herabdrücken. Wird aber als eine der Lagenkoordinaten 
des Systems das Azimut <p eines der Körper in bezug auf eine feste 
Achse (etwa die z-Achse) gewählt, während die anderen Koordinaten 
die Lage des Systems gegen die Ebene mit diesem Azimut festlegen, 
so ist <p eine zyklische Koordinate, und das zugehörige Integral - eines 
der oben angeführten Integrale des Moments der Bewegungsgröße -
kann dazu dienen, die Ordnung des Systems um zwei Einheiten herab­
zudrücken. Auf diese Weise läßt sich das System der Bewegungs­
gleichungen sicherlich auf die 8. Ordnung bringen. Diese Tatsache, die 
zwar in der schon angeführten Abhandlung von Lagrange implizit ent­
halten ist, wurde zuerst von Jacobi 1) 1843 ausdrücklich ausgesprochen. 

1) ]ourn. f. Math. Bd. 26, S. 115. In der Sprache der Theorie der partiellen 
Differentialgleichungen können wir die Tatsache so ausdrücken, daß die Integrale 
der Momente der Bewegungsgrößen Anlaß zu einem Involutionssystem geben, 
das besteht aus zwei gegenseitig und in bezug auf H involutorischen Funktionen. 
Deshalb kann die Hamilton-J acobische partielle Differentialgleichung mit 6 unab­
hängigen Veränderlichen auf eine partielle Differentialgleichung mit 6- 2 = 4 
unabhängigen Veränderlichen zurückgeführt werden, nämlich in die Hamilton­
Jacobische partielle Differentialgleichung des reduzierten Systems. 
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Man bezeichnet diese Reduktion gewöhnlich als Elimination der 
Knoten. 

Endlich ist es möglich, die Ordnung des Systems wie in § 42 unter 
Benutzung des Energieintegrals und durch Elimination der Zeit noch 
um zwei Einheiten zu verringern. Die Bewegungsgleichungen lassen sich 
also auf ein System 6. Ordnung zurückführen. 

§ 156. Die J acobische Gleichung. 
Jacobil) hat für die Bewegung einer beliebigen Anzahl im Raume freier 

Massenpunkte, die einander nach dem Newtonsehen Gesetz anziehen, die Funktion 

...!.._ ~m1 m1 2 

2.::::.... M r,J 
i, j 

eingeführt, in der m,, m1 die Massen zweier für das System typischer Punkte, 
rii ihre Entfernung zur Zeit t, M die Gesamtmasse der Punkte ist und die Summa­
tion sich über alle Punktepaare des Systems erstreckt. Diese Funktion spielt eine 
Rolle in Untersuchungen über die Stabilität des Systems und wird als die ]acobi­
sche Funktion ifJ bezeichnet. 

Der Schwerpunkt des Systems befinde sich in Ruhe. X;, y,, Z; seien die 
Koordinaten des Massenpunktes m, in bezug auf feste rechtwinklige Achsen 
mit dem Ursprung im Schwerpunkt. Das System hat die kinetische Energie 

T = t 1; m, (xf + :Yt + zf> ; 
i 

daher ist 
2MT = (~m1) • ~m, (if + yf + zf). 

• • 
Nun ist aber 

wo die Summation auf der rechten Seite über alle Punktepaare des Systems er­
streckt wird. lnfolge der Schwerpunktseigenschaften ist 1; m; x, = 0. 

So ergibt sich i 

T = 2~~m,mj {(x,- xj) 2 +(Y i- YJ)2 + (Z;- Zj)2} .. , 
- I ~ 2 
- -M,.:;..mimivii' 

2 i,i 

wo v,1 die Geschwindigkeit des Punktes m, relativ zu m1 bedeutet. 

ist. 

Entsprechend läßt sich zeigen, daß 

t 1;m, (x; + yf + zf) = ifJ 
i 

Bezeichnet nun V die potentielle Energie des Systems, deren willkürliche 
Konstante durch die Bedingung bestimmt ist, daß V verschwindet, wenn die 
Massenpunkte sich in unendlich großem Abstand voneinander befinden, so haben wir 

V=-~m,mi. 
i,i riJ 

1) Vorlemngen über Dynamik S. 22. 
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Die Bewegungsgleichungen des Massenpunktes m1 lauten 

• oV • 8V .. DV 
m,x, = - Dx,, m,y, = - oy,, m, z, = - oz,. 

Multiplizieren wir sie bezüglich mit :>:1, y 1, z1, addieren und summieren wir 
ü her alle Punkte des Systems, so ergibt sich, da V homogen vom ( -1 ) ten Grade 
in den Veränderlichen ist, 

oder 

oder 

;t;m,(x,%1 + y;Y, + z1 z,) =V 
i 

d2 <[> 
dt2- = 2T+ V. 

Dies ist die ]acobische Gleichung. 

§ 157. Reduktion auf die 12. Ordnung mit Hilfe der 
Integrale der Schwerpunktsbewegung. 

Wir führen nunmehr die erwähnten Reduktionen aus 1). Dabei 
erweist es sich, daß die Hamiltonsche Form der Gleichungen bei allen 
Transformationen bewahrt werden kann. 

Nehmen wir die Gleichungen des Dreikörperproblems in der in 
§ 15 5 abgeleiteten Gestalt 

dq,. oH ap, 
dt ap, · dt aq, 

oll 
(r = 1, 2, ... , 9) 

so haben wir zunächst dieses System mit Hilfe der Integrale der Schwer­
punktsbewegungvon der 18. auf die 12. Ordnung zurückzuführen. Dazu 
unterwerfen wir die Veränderlichen der durch die Gleichungen 

ow aw 
q, c~ -cp, · p;. =Bq~ (r = 1, 2, ... , 9) 

definierten Bcrührungstransformation, für die 

w = PI q~ + P2 q~ + p3 q~ + p,l q't + p5 q,; + p6 q;; + (pl + p4 + p7) q~ 

+ (p2 + P~ + P8) q;" + (Pa + P6 + P9) q~ 
ist. 

1) Die in § 157 benutzte Berührungstransformation rührt von Poincare her: 
Compt. Rend. Bel. 123. 1896; diejenige des § 158 von dem Verfasser. Letz­
tere wurde zuerst in der 1. Auflage dieses Buches ( 1904) veröffentlicht. Sie ver­
dient hervorgehoben zu werden, da sie eine erweiterte Punkttransformation ist, 
woraus hervorgeht, daß die Reduktion der Gleichungen in der Lagrangeschen 
Form (im Gegensatz zu den Gleichungen in der Hamiltonschen Form) durch ein­
fache Punkttransformationen allein gelingt. Die zweite Transformation der später 
behandelten Reduktion (§ 160) ist keine erweiterte Punkttransformation. Eine 
weitere Reduktionsmethode des Dreikörperproblems gründet sich auf die Liesche 
Theorie der Involutionssysteme. Vgl. Lie: lVlath. Arm. Bd. 8, S. 282; ferner 
\Voronetz: Bult. Univ. Kiew 1907; und Levi-Civita: Atti del R. Ist. Veneto 
Bd. 74, S. 907. 1915. 
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Die Deutung dieser Gleichungen läßt leicht erkennen, daß 
q;, q~, q(1 die Koordinaten von m1 relativ zu m3, q~, qfi, qa diejenigen 
von m2 relativ zu m3 , q7, q~, q~ diejenigen von m3 sind. Ferner be­
deuten Pi, p~, p~ die Komponenten der Bewegungsgröße von mv 
P~, P5·, P6 diejenigen von m2, P7, P~, P9 diejenigen des ganzen Systems. 

Die Differentialgleichungen gehen nun über (§ 138) in 

dq~ oH ap~ oH 
dt ·äp~' d t iJq~ 

(r = 1, 2, ... , 9), 

aus denen nach Einführung der neuen Veränderlichen an Stelle der 
alten folgt : 

H = ( .. i._ + _1_) (p~2 + p~2 + p;2) + (· 1 + _1_) (p42 + p;2 + p~2) 
2~ 2~ 2~ 2~ 

+ ;JP1P~+P~P~+P~P~+ ~ P?+ ~ P82 + ~P92 -PHP1+P4) 
- P8 (p~ + P5) - P9 (P'a + p;;)} 

- mzma{q? + q52 + q62}-l- maml {q12 + q~2 + q~2}-t 
- m1 m2 {(q; __ q~)2 + (q~ _ q;)z + (q{: _ q6)2}-t. 

Da nun q7, q~. q; in H nicht auftreten, sind sie zyklische Koordi­
naten; ihnen entsprechen die Integrale 

P7 = konst., Ps = konst., P9 = konst. 

Ohne Beeinträchtigung der Allgemeinheit können wir diese Inte­
grationskonstanten gleich Null setzen, da dies nur bedeutet, daß der 
Schwerpunkt ruht. Das auf Grund der zyklischen Koordinaten redu­
zierte kinetische Potential geht demnach aus dem ursprünglichen da­
durch hervor, daß P7, Ps, P9 gleich Null gesetzt werden. In gleicher 
Weise geht die neue Hamiltonsche Funktion aus H hervor. Das System 
12. Ordnung, auf das die Bewegungsgleichungen des Dreikörperproblems 
nunmehr reduziert sind, läßt sich daher (wenn die Akzente wieder fort­
gelassen werden) in der Form schreiben: 

mit 

dq, 
dt 

iJH 

ap~· 
(r = 1, 2, ... , 6) 

H = (2 !n + 2 ~-) (Pi + P~ + PN) + (2k- + 2 ~ ) (p~ + P5 + P~) 
1 s 2 3 

1 + m- (PIP4 + PzPs +PaPa) 
3 

- mz ma {q~ + q~ + qä}-!- maml {qi + q~ + qä}-I 

- ml mz {(ql- q4)2 + (q2- qs)2 + (qa- qa)2}-t · 
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Dieses System besitzt ein Energieintegral 

H = konst. 

und drei Integrale des Moments der Bewegungsgröße, nämlich 

q2Pa - qsP2 + qsPo - qoPs =Al, 

qaP1- q1Ps + qsP«- q4Ps = A2, 

q1P2- qsPt + q,Ps- q5p, = Aa, 

wo A 1 , A 2 , A8 Konstanten sind. 

§ 158. Reduktion auf die 8. Ordnung mit Hilfe der 
Integrale des Moments der Bewegungsgröße und der 

Elimination der Knoten. 

Das im vorigen Paragraphen abgeleitete System 12. Ordnung 
soll nunmehr auf die 8. Ordnung zurückgeführt werden, und zwar 
mit Hilfe der Integrale des Moments der Bewegungsgroße und der Eli­
mination der Knoten. 

Wir unterwerfen die Veränderlichen der Berührungstransformation, 
die definiert ist durch die Gleichungen 

ow , aw 
q, = op, , p, = -tJq~ (r = 1, 2, ... ,6}, 

wo 

W=~~~~-~~~~~+~~~~+~~~~~+h~~~ 

+~~~~-,~~~~+h~~~+~~~~~+h~~~ 
ist. 

Die neuen Veränderlichen lassen sich offenbar folgendermaßen 
physikalisch deuten: 

Neben den festen Achsen Oxyz wählen wir ein neues System be­
wegter Achsen 0 x' y' z'; 0 x' soll der Schnitt oder Knoten der Ebene 
Oxy mit der Ebene der drei Körper sein, Oy' eine dazu Senkrechte 
in der Ebene der drei Körper, 0 z' die Normale auf der Ebene der drei 
Körper. Dann sind q~, q; die Koordinaten von ~ in bezug auf Achsen 
durch m3 parallel zu 0 x', Oy'; q3, q~ sind die Koordinaten von m2 in bezug 
auf dieselben Achsen; q[, ist der Winkel zwischen Ox' und Ox, q(; der 
Winkel zwischen 0 z' und 0 z; P1 und P2 sind die Komponenten der 
Bewegungsgröße von m1 in bezug auf die Achsen Ox', 0 y'; p~. P4 sind die 
Komponenten der Bewegungsgröße von m2 in bezug auf dieselben 
Achsen, p;,, p~ die Momente der Bewegungsgrößen des Systems in bezug 
auf die Achsen Oz und Ox'. 

Die Bewegungsgleichungen in den neuen Veränderlichen lauten 
(§ 138) 

dq~ an 
dt iFf',-' 

dp~ an 
dt =- aq~ (r = 1 , 2, . . . , 6) , 
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wo H als Funktion der neuen Veränderlichen definiert ist durch 

1 {<PI I PI I+ PI I PI 1) I t I + P5q4 +PI I} - -:-(q--:-2rh--=3-_-q;· q,j)2 1 q2- 2q1 3q4- 4q3 q4 c g q6 sinq6 6 qa • 

{ 
I I 1 1 1 1 1 1 1 I P5 q~ I I}] • (plq2-p2q1+Paq1-p4q:J)q2ctgq6+sinqß+Psq1 -

- m2ma(~2+q42)-l-mam1(qi 2+q~2)-•- mi m2{ (qi-q3)2+(q2-q4)2} -!, 

Nun tritt die Koordinate q~ in H nicht auf, ist also zyklisch. Ihr 
entspricht das Integral 

P5 = k, 
wo k konstant ist. 

Die Gleichung dq[jdt = oH/ok läßt sich durch einfache Quadratur 
integrieren, wenn die Integration der übrigen Bewegungsgleichungen 
geleistet ist; die Gleichungen für qf, und P5 fallen daher aus dem System 
heraus, das sich so auf das System 10. Ordnung 

dq; iJH dp~ iJH 
d t ap; ' Tt = - a q; (r = 1, 2, 3, 4, 6) 

reduziert, wo p~ in H überall durch die Konstante k zu ersetzen ist. 
Wir haben bisher eines der drei Integrale der Momente der Be­

wegungsgrößen, nämlich p;, = k, und die Elimination· der Knoten 
benutzt. Die beiden übrigen Integrale der Momente der Bewegungs­
größen gehen, in den neuen Veränderlichen geschrieben, über in 

I I I I I I I I CQS q5 I I I ' ! - (p~ql- P1q2 + P4qa- Paq4) -.-1 + kcosq5ctgqs + p6smq5 = A 2 • 
smq6 

Die Werte der Konstanten Av A2 hängen von der Lage der festen 
Achsen 0 x y z ab; als Achse 0 z nehmen wir die Achse des resultierenden 
Moments der Bewegungsgröße des Systems; dann verschwinden die 
Konstanten A1 und A 2 (§ 69). Die so eingeführte spezielle x-y-Ebene 
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wird als invariable Ebene des Systems bezeichnet. Die beiden letzten 
Gleichungen gehen dann über in 

kcosq6 = p~q{- Mq~ + P4q~- P3q~, % = 0 · 

Diese Gleichungen bestimmen qß und P6 als Funktionen der übrigen 
Veränderlichen, können also in dem System an die Stelle der Gleichungen 

dqß oH dp(; iJH 
dt ap~ , Tt = - aq~; 

treten. Das System geht somit über in 

mit 

H = (--~- + - 1 -)[P? + P? + 2m1 2m3 

dp; _ oH 
dt-- cq; (r = 1, 2, 3, 4) 

+ --,,-q?_;--., 2 {(P~ q~ - P2 qi + p; q~ - p~ q~) ctg q(; + :. k ,}21 
(q2qs- qlq,) smq,; . 

+ (--!____ + _1_)[P? + p~2 + 
2m2 2m3 

+ q? {<P'' P' '+P'' P' ')ct '+-.!!_-}2
] ·(-, ,----- -")2 1 q2 - 2 ql s q4 - 4 q:; g qr, sin qc 

q2q3-q1q4 " 

+ _!__ [P~P~ + P~P~-
ma 

q; q~ { , , , , , , , , , k }2] 
- (q[,_qf, ~ q{q4)2 (p1q2-Pzql + Psq4- P.1q3)ctgqu + sinq(; 

-m2m3(q~2 + q42)-i- m3m1 (q? + q~2)-! 
- mim2{(q~- q3)2+ (q2- q4)2}-t. 

Darin ist, nachdem die Ableitungen von H gebildet sind, q[; durch seinen 
Wert aus der Gleichung 

k cos q6 = p; q~ - p~ rh. + P~ q; ·- P3 q; 
zu ersetzen. 

Nun werde die Funktion H, in die dieser Wert von q6 eingeführt ist, 
mit H' bezeichnet. Bedeutet dann s eine der Veränderlichen q{, q~, q~, q~, 
pf, pt,, P3, P't, so ist 

iJH' oH iJH aq;1 -·· - -- + -·- .... --
ds -- ds iJq~ os · 

Da aber P[; = 0 ist, haben wir iJH/Bq6 = p(; = 0, also 

iJH' oH 
-as- as · 

Mit anderen Worten: Wir können den Wert von q(; in H einführen, 
bevor die Ableitungen von H gebildet werden. Lassen wir die Akzente 
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wieder fort, so sind also die Bewegungsgleichungen 
problems reduziert auf das System 8. Ordnung 

des Dreikörper-

dq, aH dp, oH 
Tt ap: Tt =- oq, (r=1,2,3,4) 

mit 

( 1 1 ) 2 2) ( 1 1 ) 2 2) 1 ) H= 2~--+-2 -- (Pt+P2 + -2 - +-2 (Pa+Pl +-CPtPa+P2P4 
ml ma m2 ma ma 

-9{( 1 1 ) 9 ( 1 1 ) 9 q2 q 4} +(q2q3- ql q4) - - +. ·-·· q4 + - + -- q?,-- . 
2m1 2m3 2m2 2m3 m 3 

· {k2 - (p2ql -- P1q2 + P4q3- Paq4)2}-

- m2m3(q~ + q1) -t_ mamt (qi +q~) -t_ ml m2{Cq1 -- qa)2 + (q2- q4)2}-l. 

Einige der in H auftretenden Größen haben eine einfache physi­
kalische Bedeutung; so ist z. B. q2 q3 - q1 q4 gleich dem doppelten 
Flächeninhalt des von den Körpern gebildeten Dreiecks. Ferner ist 

- ~"~! _11!J_!!!:_3 {(-1- + 1 -) qi + (--1- + _1_) q~ - ~ q2 q 4} 
m1 + m2 + m 3 2 m1 2 m3 2 m2 2m3. m3 

das Trägheitsmoment der drei Körper um diejenige Gerade, in der die 
Ebene der Körper die durch ihren Schwerpunkt gelegte invariable 
Ebene schneidet. 

Es sei noch erwähnt, daß der Wert von H sich von dem Wert von H für 
verschwindendes k um Glieder unterscheidet, die die Veränderlichen p,, p2 , p3, p, 
nicht enthalten. Diese Glieder in H können deshalb als Bestandteil der potentiellen 
Energie angesehen werden. Das System unterscheidet sich dann von dem ent­
sprechenden System für verschwindendes k nur durch einen abweichenden Wert 
der potentiellen Energie. Es ist leicht nachzuweisen, daß für verschwindendes k 
die Bewegung in einer Ebene stattfindet. 

§ 159. Reduktion auf die 6. Ordnung. 
Eine weitere Reduktion der Bewegungsgleichungen von der 8. auf 

die 6. Ordnung geschieht nun mit Hilfe des Energieintegrals 

H = konst. 

und der Elimination der Zeit. Nach dem Satz des § 141 kann bei 
dieser Reduktion die Hamiltonsche Form der Differentialgleichungen 
erhalten bleiben. Da wir im folgenden die eigentliche Reduktion nicht 
benutzen, soll sie hier nicht ausführlich entwickelt werden. 

Das so erhaltene Hamittonsehe System 6. Ordnung stellt nach dem 
gegenwärtigen Stand der Theorie das auf die niedrigste Ordnung ge­
brachte System der Bewegungsgleichungen des allgemeinen Dreikörper­
problems dar. 

Wh i t t a ker, Dynamik. 24 
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§ 160. Eine andere Methode zur Reduktion des Systems 
von der 18. auf die 6. Ordnung. 

Wir entwickeln nun eine andere Art der Reduktion 1 ) des allge­
meinen Dreikörperproblems auf ein Hamiltonsches System 6. Ordnung. 

Wir unterwerfen das ursprüngliche Hamiltonsche System der Be­
wegungsgleichungen (§ 15 5) der Berührungstransformation 

, aw aw 
qr=ap', Pr=!'.- (r=1,2, ...• 9) r vq, 

mit 

W = P~ (q4- ql) + P~(q5- q2) + P~(qs- qa) 

+ P4 (q7 _ ml qJ + m2 q4) + p; (qs _ m1 q2 + m2 qs) 
ml +m2 ml +m2 

+P'( m1g3+m2qs) '( ) 6 q9- m~~+ m2 - + P1 mlql + m2q4 + m3q7 

+~~~+~~+~~+~~~+~~+~~­
Die in den neuen Veränderlichen dargestellten Integrale der Schwer­

punktsbewegung lauten 

q7 = q~ = fJ9 = P7 = P8 = P~ = o; 
das transformierte System ist folglich nur von der 12. Ordnung. Es lautet, 
wenn die Akzente an den neuen Veränderlichen fortgelassen werden, 

dq, oH dpr iJH 
~aT = ap~ • Tt = - oq, (r = 1, 2, ... , 6) 

und 

1 ) Sie wurde von Radau angegeben: Annales de l'Ecole Norm. Sup. Bd. 5, 
s. 311. 1868. 
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Die neuen Veränderlichen lassen sich folgendermaßen physikalisch 
deuten: Es sei G der Schwerpunkt von m1 und m2 . Dann sind q1, q2, q3 

die Projektionen der Strecke m1 m2 auf die festen Achsen, q.1, q5 , q6 die 
Achsenprojektionen von G m3 • Ferner ist 

(r = 1, 2, 3); (r = 4, 5, 6). 

Offenbar stellt das neue Hamiltonsche System die Bewegungs­
gleichungen zweier Massenpunkte dar, deren einer von der Masse p, 
sich in dem Punkt mit den Koordinaten q1, q2, q3 befindet, der andere 
von der Masse p,' im Punkt q.1, q5 , q6• Die Massenpunkte bewegen sich 
dabei frei im Raum unter Einwirkung von Kräften mit einer potentiellen 
Energie, die dargestellt wird durch die von den Größen p unabhängigen 
Glieder in H. So ist das Dreikörperproblem ersetzt durch das Problem 
der zwei Körper, die sich unter der Einwirkung dieses bestimmten Kräfte­
systems bewegen. Die vorstehende Reduktion ist in Jacobis Ab­
handlung aus dem Jahre 1843 1) der Idee nach schon enthalten; sie 
wurde 1852 von Bertrand 2) zuerst explizit angegeben. 

Wir nehmen an, daß die Achsen derart gewählt sind, daß die 
x-y-Ebene die invariable Ebene für die Bewegung der Massenpunkte 
fl, 11' ist, d. h. daß die Momente der Bewegungsgrößen der Massen­
punkte um alle Geraden der Ebene 0 x y verschwinden. 

Das Hamiltonsche System 12. Ordnung werde der durch die Glei­
chungen 

(r = 1, 2, ... , 6) 

definierten Berührungstransformation unterworfen, wo 

W = (P2 sinqf, + P1 cosqf,) q~ cosq~ + q~ sinq~ {(P2 cosqf,- P1 sinq,;) 2 + Pn1 

+ (P5 sinqß + p4 cosq~) q~ cosq4 + q~ sinq4{(p5 cosq(;- P4 sinq~) 2 + P~}1. 
Man erkennt leicht die folgende physikalische Bedeutung der neuen 

Veränderlichen. q~ bzw. q~ ist die Länge des Radiusvektors aus de:m 
Ursprung nach dem Punkt 11 bzw. p,'; q~ ist der Winkel zwischen ift 
und dem Schnitt (oder Knoten) der invariablen Ebene mit der Ebene 
durch zwei aufeinanderfolgende Lagen von q~ (die wir als Ebene der 
momentanen Bewegung von ft bezeichnen), q~ ist der \Vinkel zwischen 
q~ und dem Knoten der invariablen Ebene auf der Ebene der momen­
tanen Bewegung von p,', q;, ist der \Vinkel zwischen Ox und dem ersteren 
Knoten, q~ der Winkel zwischen Ox und dem letzteren Knoten; ferner 
ist p~ gleich .ft q_;, p~ gleich p' q~, p~ das Moment der Bewegungsgröße 
von f1 um den Ursprung, p~ das Moment der Bewegungsgröße von p,' 
um den Ursprung, p,; das Moment der Bewegungsgröße um das Lot 

1 ) ]ourn. f. Math. Bd. 26, S. 115. 
2 ) ]ourn. de math. Bd. 17, S. 393. 

24* 



372 XIII. Kapitel: Die Reduktion des Dreikörperproblems. 

aus dem Ursprung auf die invariable Ebene, p~ das Moment der Be­
wegungsgröße von p.' um dieselbe Gerade. 

Die Bewegungsgleichungen lauten in der neuen Gestalt (§ 138) 
dq~ oH dp; _ BH 
f1t ap~· fit---aq;- (r= 1• 2• · ··• 6), 

wo H als Funktion der neuen Veränderlichen dargestellt sein soll. 
Dieses System werde der Berührungstransformation 

" aw ,· aw ( 6) Pr = aq~ , q,. = ap~- r = 1, 2, ... , 

mit 

W=~~-~+~~+~+~M+~~+~~+~~ 
unterworfen. 

Dann gehen die Bewegungsgleichungen über in 

dq~ oH dp~ oH 
(it-= ap~' dt oq~ (r= 1• 2• ... , 6)· 

H enthält aber q;( nicht, wie aus der Darstellung von H mit Hilfe 
der neuen Veränderlichen oder auch daraus folgt, daß q~ von der will­
kürlich angenommenen Lage der Achse 0 x abhängt, von der keine der 
übrigen Koordinaten abhängig ist. Daher haben wir 

P'6 =- 8Hf8q'6 = 0, also Pß = k, 

wo k konstant ist. Diese Gleichung ist tatsächlich eines der drei Inte­
grale des Moments der Bewegungsgröße. Führen wir k an Stelle von 
p; in H ein, so läßt sich die Gleichung 

q;; = BHfck 
durch Quadratur lösen, nachdem die übrigen Gleichungen integriert 
sind. Demnach lassen sich die Gleichungen für p~( und rfr( von dem 
System abtrennen, das sich somit auf das System 10. Ordnung re­
duziert: 

dq';. oH 
dt-- = ap;· • (r = 1, 2, ... , 5). 

Wir haben noch von den beiden übrigen Integralen des Moments 
der Bewegungsgröße Gebrauch zu machen. Es ist leicht zu sehen, daß 
sie in den neuen Veränderlichen lauten 

. q;; = 90c, kp5 = p;r2- P'f2. 
Da die x-y-Ebene die invariable Ebene ist, gehen keine willkürlieben 
Integrationskonstanten darin ein. 

Das System läßt sich demnach ersetzen durch diese beiden Glei­
chungen und die Gleichungen 

d " q .. 
dt 

ßH 
(r = 1, 2, 3, 4). 
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In diesem letzten System kann q;; durch 90° ersetzt werden, bevor 
die Ableitungen von H gebildet werden, und p~ muß durch W; 2 - P7 2)fk 
ersetzt werden, nachdem die Ableitungen von H gebildet sind. H' be­
deute die aus H durch diese Substitution für p~ hervorgegangene Funk­
tion, s sei eine beliebige der Veränderlichen q~, q~, q;;, q';, p~, p~, p;;, p;. 
Dann ist 

iJH' iJH iJH oM: oH ." EW: oH 
-- = -~- + - .... --, -·· = -+ q" -- = """- . iJs OS ap;; cis iJs . Os OS 

Demnach dürfen wir die Substitution für p7, in H auch vornehmen, 
bevor die Ableitungen von H gebildet werden. Das System der Be­
wegungsgleichungen ist damit auf ein System 8. Ordnung zurück­
geführt, das - nach Fortlassung der Akzente - dargestellt wird durch 

dq, 
dt 

iJH dp, 
dt 

oH 
ßq, 

(r=1,2,3,4). 

Darin ist, wenn die angegebenen Transformationen in Hausgeführt sind. 

{ ~ 2ml ql q2 ( k2 -P~-p~ . . ) mf 9t 1 
-- m2 m3 q2+ cosq3 cosq4 ------smq3 smq4 +-(·-····- ··--)2qiJ. 

ml + m2 2PaP4 m1+m2 

Nach dem in § 141 angegebenen Verfahren, nämlich mit Hilfe des 
Energieintegrals und der Elimination der Zeit, lassen sich die Bewe­
gungsgleichungen weiter auf ein System 6. Ordnung zurückführen. 
Diese Reduktion soll jedoch im einzelnen nicht ausgeführt werden, da 
w1r s1e 1m folgenden nicht benutzen. 

§ 161. Das ebene Dreikörperproblem. 
Wir wollen nun annehmen, daß die Bewegung der drei Körper 

nicht im dreidimensionalen Raum, sondern in einer Ebene vor sich 
geht. Dies ist offenbar immer dann der Fall, wenn die Anfangsge­
schwindigkeiten der drei Körper in der Ebene der drei Körper ge­
legen sind. 

Dieser Sonderfall ist unter dem Namen des ebenen Dreikörper­
problems bekannt. Wir reduzieren nun seine Bewegungsgleichungen 
auf ein Hamiltonsches System von möglichst niedriger Ordnung. 

Es seien q1, q2 die Koordinaten von m1, q3, q1 die Koordinaten 
von m2, q5, q6 die Koordinaten von m3 in bezug auf ein beliebiges 
festes Achsensystem 0 x y in der Ebene der Bewegung. Ferner sei 
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Pr= mkq,, wo k die größte ganze Zahl ::::; ! (r + 1) 
Bewegungsgleichungen lauten wie in § 15 5 

dqr oH dpr oH 
dt ap, ' dt - -a-q~ 

mit 

H = _21 (Pi+ p~) + _21 (P5 + P~H- 2m1 (p~ + P5) 
ml m2 s 

bedeutet. Die 

(r = 1, 2, ... , 6) 

- m2 ms {(qa - qs)2 + (q4 --- qs) 2} -!- ma ml {(qo - qJ) 2 + (qa- q2) 2}- t 

- mlm2{(ql- qa)2 + (q2- q4) 2} -t · 

Diese Gleichungen werden nun mit Hilfe der vier Integrale der 
Schwerpunktsbewegung von der 12. auf die 8. Ordnung reduziert. 
Dazu werden die Veränderlichen der durch die Gleichungen 

aw , aw 
q, = ap, , p, = oq'; (r = 1, 2, ... , 6) 

mit 

W=~~+~~+~~+~~+~+~+N~+~+~+~~ 
definierten Berührungstransformation unterworfen. 

Man sieht leicht, daß <ft, q; die Koordinaten von m1 in bezug 
auf feste den ursprünglichen parallele Achsen durch m3 sind, q~. q~ 
die Koordinaten von m 2 in bezug auf die gleichen Achsen, q;, q~ die 
Koordinaten von m3 in bezug auf die ursprünglichen Achsen, p!, p~ die 
Komponenten der Bewegungsgröße von mv p;, p~ die Komponenten 
der Bewegungsgröße von m 2 , p~, p~ die Komponenten der Bewegungs­
größe des Systems. 

Wie in § 15 7 fallen die Gleichungen für q;,, q~. p;, p~ aus dem 
System heraus; werden die Akzente der neuen Veränderlichen wieder 

·fortgelassen, so reduzieren sich die Bewegungsgleichungen auf das 
System 8. Ordnung 

dq, iJH 
dt iJPr' 

mit 

oH 
oq, (r=1,2,3,4) 

H = (-1- + - !_) W + p~) + (--1_- + __ 1 ·) (p2 + PJ) + ..!_ (p p + p p ) 
2 m1 2m3 1 - 2m2 2m3 ~ · m3 1 3 2 4 

- m2ma(q~+q~)- !_ m3m1 (qi+ q~) -i+mlm2{(ql- qa) 2+ (q2-q4)2} -t. 

Dieses System besitzt, wie wir nun nachweisen werden, eine zyklische 
Koordinate, die eine Reduktion um weitere zwei Einheiten ermöglicht. 

Wir unterwerfen das System der Berührungstransformation, die 
definiert ist durch die Gleichungen 

aw 
q,. = --,---' cp,. 

, aw 
Pr = --.---,­

cq,. 
(r=1,2,3,4) 



mit 
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W = P1 q~ cosq~ + P2 q~ sinq4 +Pa (q~ cosq4- q; sinq4) 

+Pdq2sinq4 -l-q3cosq4). 

;375 

Diese Transformation hat folgende physikalische Bedeutung: 
q~ ist die Entfernung m1 m3 ; q~, q~ sind die Projektionen von m2 m3 

auf bzw. senkrecht zu m 1m3 ; ~ist der Winkel von m 3m1 mit der x-Achse, 
p~ ist die Komponente der Bewegungsgröße von m1 in Richtung m3 m1 ; 

p~, p~ sind die Komponenten der Bewegungsgröße von m2 parallel bzw. 
senkrecht zu m3 m1 ; p~ ist das Moment der Bewegungsgröße des Systems. 

Die Differentialgleichungen lauten in den neuen Veränderlichen 

dq;. 
dt 

tJH 
ap;., 

dp;. iJH 
dt =- aq:. (r=1,2,3,4) 

Da die Koordinate tft in H nicht enthalten ist, ist sie zyklisch. 
Ihr entspricht das Integral p~ = k, wo k konstant ist; es läßt sich 
als Integral des Moments der Bewegungsgröße des Systems deuten. 
Die Gleichung q~ = iJHjap~ kann durch Quadratur gelöst werden, 
wenn die Integration der übrigen Gleichungen geleistet ist. So fallen 
die Gleichungen für p~ und ct aus dem System heraus. 

Schreiben wir die neuen Veränderlichen nun wieder ohne Akzente, 
so lauten die Bewegungsgleichungen 

dqr _ iJH 
(JJ- -ap~' 

dp,. 
dt 

iJH 
iJqT 

1 { Pa ( k)} ( > ")- t + ma P1 P2 -- q
1 

Paq2- P2qa- - m2 m3 q?, + qp, 

- mamJ qt l --· ml m2{(ql- q2)2 + q§}-1. 

(r = 1, 2, 3) 

Dieses System 6. Ordnung läßt sich nach dem Verfahren des § 141, 
also mit Hilfe des Integrals der Energie und der Elimination der Zeit, 
auf die 4. Ordnung zurückführen. 
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§ 162. Das eingeschränkte Dreikörperproblem. 
Ein weiterer Spezialfall des Dreikörperproblems, der in neueren 

Untersuchungen einen bedeutenden Raum einnimmt, ist das sogenannte 
eingeschränkte Dreikörperproblem. 

Zwei Körper S und ] 1} umlaufen auf Kreisbahnen ihren gemein­
samen Schwerpunkt 0 unter dem Einfluß ihrer gegenseitigen Anziehungs­
kraft. Ein dritter Körper P, der masselos, d. h. so beschaffen ist, daß 
er selbst zwar von S und J angezogen wird, aber ihre Bahnen nicht 
beeinflußt, bewegt sich in der gleichen Ebene wie S und ]. Das ein­
geschränkte Dreikörperproblem besteht darin, die Bewegung des Kör­
pers P, des sogenannten Planetoiden, zu bestimmen. 

Es seien mv m2 die Massen von S und J. Wir setzen 

mi m2 
F=sp+jp· 

In der Ebene der Bewegung legen wir feste rechtwinklige Achsen 
OX, OY durch den Punkt 0. P habe dann die Koordinaten X, Y 
und die Geschwindigkeitskomponenten U, V. Die Bewegungsglei­
chungen lauten 

d2X BF d2 Y BF 

dt2 8X' dt2 ßy 
oder in Hamiltonscher Form: 

mit 

ist, 

die 

WO 

dX 8H dY oH dU iJH dV oH 
dt au' dt iJV' dt iJX' dt iJY 

H = l (U2 + V2} - F. 
Da Feine Funktion nicht nur von X und Y, sondern auch von t 
so ist die Gleichung H = konst. kein Integral des Systems. 
Wir unterwerfen die Veränderlichen der Berührungstransformation, 
definiert ist durch die Gleichungen 

aw aw 
X= iJU' y = oV' 

c;w 
u= ·a;;, 

ow 
V~-= ay 

W = U(xcosnt -· ysinnt) + V(xsinnt + ycosnt} 
und n die vVinkelgeschwindigkeit von S] ist. Die Gleichungen gehen 
über in 

dx BK dy 

dt 

2K du 
dt 

BK 
. ' ux 

dv 
dt 

iJK 

1) Die Bezeichnung erinnert daran, daß der ganze Ansatz darauf abzielt, 
die Bewegung eines Planeten von sehr kleiner Masse unter dem Einfluß der 
Anziehung von Sonne und Jupiter zu ermitteln, wobei die Störungen durch die 
übrigen Planeten und die Abweichungen der Sonne und des Jupiter von der 
Kreisbewegung vernachlässigt werden. 
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mit (§ 138) 

aw 1 ( 2 2) ( ) F' K = H-- =- u + v + n uy- vx - . 
Dt 2 · 

Man erkennt sogleich, daß x, y die Koordinaten des Planetoiden in 
bezugauf die mitbewegte Gerade 0] als x-Achse und eine zu ihr senk­
rechte durch 0 als y-Achse sind. Fist nun eine Funktion von x und y 
allein, so daß t in K nicht explizit enthalten und 

K = konst. 

ein Integral des Systems ist, das sogenannte ]acobische Integratl) des 
eingeschränkten Dreikörperproblems. 

Wir erhalten noch eine andere Form der Bewegungsgleichungen, 
wenn wir auf das letzte System die Berührungstransformation 

mit 

ausüben. 

aw 
X=-··. au ' 

Die neuen Veränderlichen können direkt definiert werden durch 
die Gleichungen 

d 
pl = dt (OP)' 

und die Bewegungsgleichungen gehen über in 

dq, ()H 
d t ap,' (r = 1, 2) 

mit 

H 1 ( 2 p;) F 
= 2 p, + qi - n Pz -· . 

Eine andere Form2) nehmen sie an, wenn die letzten Gleichun­
gen der Berührungstransformation 

mit 

aw 
p, = ?F-, q, 

q, 

aw 
q;. == 0 p~ 

I f P2~ 2 1 t w = p.,q. + {- -- +-- -- .... } dtt 
. " 2 ttz u P'" 

Pi {Pi - (Pi' - P~') l } l 

1 ) Jacobi: Comptes Rendus Bd. 3, S. 59- 1836. 

(r = 1, 2) 

2 ) In dieser Form finden sie sich in Poincares Methades Nouvelles de la l'v18c. 
Celeste. 
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unterworfen werden, in der u die Integrationsveränderliche bezeichnet. 
Diese Gleichungen lassen sich auch so schreiben: 

Man erkennt dann leicht, daß q~ die mittlere Anomalie des Planetoiden in 
der Ellipse bedeutet, die er um einen im Raume festen Körper der Masse 1 
in 0 beschreiben würde, wenn er aus seiner momentanen Lage mit 
seiner momentanen Geschwindigkeit geworfen würde. q; ist die von 
0 J aus gemessene Apsidenlänge dieser Ellipse, p~ ist gleich a*, p; ist 
gleich {a (1 - e2)}*, wo a die große Halbachse, c die Exzentrizität 
der Ellipse bedeutet. H enthält t nicht explizit; daher ist H = konst. 
ein Integral der Bewegungsgleichungen, die nun lauten: 

dq~ i!H 
JJ= -ap;.' (r = 1, 2). 

Setzen wir die Summe der Massen von S und J gleich 1 und be­
zeichnen diese mit 1 - fl bzw. fl, so erhalten wir 

- 1 ( 2 p§) 1 - fl fl 
H- 2 pl + qi - npz- SP-- JP. 

Diese analytische Funktion von p;, p~, q;, q;, fl ist in q~, q; periodisch 
mit der Periode 2 n. Um nun das von fl unabhängige Glied in H zu 
finden, setzen wir fl = O; da SP dann gleich q1 wird, ist 

H = ~ (~ - p~f)- np~- ; 1 =- :z-~~2- nP2. 

Werden die Akzente wieder fortgelassen, so können also die Bewegungs­
gleichungen des eingeschränkten Dreikörperproblems in der Form 

dq, i!H dpr iJH 
dt Bpr' di = --aq; (r= 1,2) 

angenommen werden, wo H in eine Potenzreihe nach ft: 



Übungsaufgaben. 

entwickelt werden kann und 
1 

Ho=- 2pi- np2 
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ist, während H 1 , H 2, • • • in q1, q2 periodische Funktionen mit der 
Periode 2 :n sind. 

Die Gleichungen dieses Systems 4. Ordnung lassen sich auf ein 
Hamiltonsches System 2. Ordnung zurückführen unter Benutzung des 
Integrals H = konst. und Elimination der Zeit wie in § 141. 

§ 163. Übertragung auf das n-Körperproblem. 

Ein Teil der in dem vorliegenden Kapitel zur Reduktion des Drei­
körperproblems benutzten Transformationen kann so erweitert wer­
den, daß sie auf das allgemeine Problem der n Körper übertragbar sind, 
die einander nach dem Newtonsehen Gesetz anziehen. In ihrer ursprüng­
lichen Fassung bilden die Gleichungen des n-Körperproblems ein 
System 6nter Ordnung. Dieses läßt sich mit Hilfe der sechs Integrale 
der Schwerpunktsbewegung, der drei Integrale des Moments der Be­
wegungsgröße, des Energieintegrals, der Elimination der Zeit und der 
Elimination der Knoten auf ein System (6 n - 12)ter Ordnung zurück­
führen. 

Die Reduktion wurde ausgeführt von T. L. Bennett: Mess. of Math. (2) 
.Bd. 44, S. 113. 1904. 

Übungsaufgaben. 
1. In dem Dreikörperproblem seien die Einheiten so gewählt, daß das Energie­

integral lautet 

1 ( " 1- 2 2) 1 1 1 1 - v;- v, + v3 =-+-+---
2 r23 r 31 r12 r 

wo r12 die Entfernung der zwei Körper mit den Geschwindigkeiten v1 und v2 , 

r eine positive Konstante bedeutet. Man zeige, daß das Moment der Bewegungs-

größe des Systems um den Schwerpunkt nie größer als 3Nz ist. 

(Camb. Math. Tripos, Part I. 1893.) 
2. Es sei <P die J acebische Funktion des Dreikörperproblems, Q der Winkel 

einer bestimmten Geraden der invariablen Ebene mit dem Knoten der Ebene 
der drei Körper auf der invariablen Ebene, i die Neigung der Ebene der drei Körper 
gegen die invariable Ebene, '7 der Flächeninhalt des durch die drei Körper be­
stimmten Dreiecks. Man beweise, daß 

dQ k 
-dt- = <i>' 

ist, wo k das Moment der Bewegungsgröße des Systems um das Lot auf die inva-
riable Ebene ist. (De Gasparis.) 

3. Das Dreikörperproblem werde wie in § 160 ersetzt durch das Problem der 
zwei Körper f' und 1/. q1, q2 seien die Entfernungen von I' und tl vom Nullpunkt, 
q3, q4 seien die Winkel zwischen q1 , q2 und dem Schnitt der Körperebene mit der 
invariablen Ebene. p1, P2 mögen bezüglich f' q1 , ,u' q2 bezeichnen, p3, p4 die Korn-
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ponenten des Moments der Bewegungsgröße von p, bzw. p,1 in der Ebene durch die 
Körper und den Ursprung sein. Man zeige, daß man den Bewegungsgleichungen 
die Form geben kann 

(Y =' 1, 2, J, 4), 

wo H = konst. das Energieintegral ist. (Bour.) 
4. Man unterwerfe das Hamiltonsche System 18. Ordnung, das(§ 155) die 

Bewegung der drei Körper bestimmt, der durch die Gleichungen 

q1 = {(q,- q7)2 + (qs- qs)2 + (q& - qg)z}i' 

q~ = {(q7- qt)2 + (qs- q2)2 + (qg- qa)2}t, 

q~ = {(ql- q,)2 + (qz- qs)2 + (qa- q&)2} 1 • 

qr = b1 (qi + i qz) + bz (q, + i qs) + ba (q7 + i qs) • 

q~ = clq3 + czqa + Caqs • 

q~ = m1q1 + mzq, + maq? • 

q~ = mtqz + mzqs + maqs • 

q~ = m1qa + mzqs + m3q9 • 

I al (ql + i qz) + az (q, + i qs) + as (q? + i qs) 
qo = b1 (q1 .f.iijJ~- b2 (q4 +·~ q5)-+ b3(q; +iq~)' 

8 O 1 

"""' 1 qk P. =..::::;.. PA:(J-q 
k=O r 

definierten Berührungstransformation, wo ·i == J'=-·1 ist und 
c1 , c2, c3 neun beliebige, den Gleichungen 

a 1 + a 2 + a 3 = 0 , b1 + b2 + b3 = 0 , c1 + c2 + c3 = 0 , 

genügende Konstanten sind. 

(r=O, 1,2, ... ,8) 

Man zeige, daß die Integrale der Schwerpunktsbewegung lauten 

q~ = q~ = q~ = p~ =-= p; = p~ = 0 . 

Ferner zeige man, daß, wenn die invariable Ebene zur x-y-Ebene gemacht 
wird, die Veränderliche p~ gleich Null wird und das Integral des Moments der ßc­
wegungsgröße um das Lot auf die invariable Ebene die Gestalt 

p~ q~ = k 

annimmt, wo k konstant ist. 
Dann zeige man noch, daß die Bewegungsgleichungen sich auf das System 

8. Ordnung 
dq;. iJH 
dT = Bp~ • 

dp~ iJH 
dt -fJq~· (r = 0, 1, 2. 3) 

reduzieren, wo 

+ -, p' PI I 2 -1- '2 '2 
H = """'p~ 2 q~ 2 mz ms + "'- ~ ;' ~- ..... : .... !f..a .~!!.2.. . 

..::::;.. 2m2 m3 ~ q2 qa 2m1 

~ 1 { 1 1 } {p~ 1 P~ 1 } 2·'msms + - Po (a1 - b1 q0) + k b1 ...., (a3 - b3 q0) - 1 (a2 - b2 q0) - ··----1 - • 
ml q, q. q, 

Man führe dieses System mit Hilfe des Satzes aus § 141 auf ein System 
6. Ordnung zurück. (Bruns.) 
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Die Sätze von Bruns und Poincare. 

§ 164. Der Satz von Bruns. 

I. Formulierung des Satzes. 
Wir sahen (§ 155), daß man für das Dreikörperproblem zehn Inte­

grale angeben kann, nämlich die sechs Integrale der Schwerpunkts­
bewegung, die drei Integrale des Moments der Bewegungsgröße und 
das Energieintegral, die sogenannten klassischen Integrale des Problems. 
Sie sind sämtlich algebraische Integrale, d. h. sie haben die Form 

f(ql, q2, · · · ,q9, P1, P2, · · · ,p9, t) = konst., 

wo j eme algebraische Funktion der Koordinaten q1 , q2 , ••• , q9 , 

P1 , P2 , ••• , P9 und der Zeit t ist. 
Man hat zahlreiche aber erfolglose Versuche gemacht, weitere 

von diesen unabhängige (d. h. nicht aus ihnen zusammengesetzte) al­
gebraische Integrale des Dreikörperproblems zu finden. Bruns1) hat 
dann 1887 nachgewiesen, daß es keine weiteren algebraischen Integrale 
gibt. Mit anderen Worten: Die klassischen Integrale sind die einzigen 
~tnabhängigen algebraischen Integrale des Dreikörperproblems. 

Es sei noch bemerkt2), daß das Nichtvorhandensein algebraischer Integrale 
nicht notwendig eine große Kompliziertheit des Systems bedingt. Eine der ein­
fachsten Differentialgleichungen, nämlich die lineare Differentialgleichung mit 
konstanten Koeffizienten 

X - (lll + 112) i + I'I 112 X = 0 

hat kein algebraisches Integral, außer wenn t<dt< 2 eine rationale Zahl ist. In 
diesem Falle läßt sich das erste Integral 

(x- fl2xt' 

(x - 1'1 x)l'• 

in ein algebraisches Integral überführen. 

= konst. 

1 ) Berichte der Kgl. Sächs. Ges. d. Wiss. 1887, S. 1, 55; Acta Math. Bd. 11, 
S. 25. Vgl. auch Forsyth: Theory of Differential Equations Bd. 3. Kap. 17. 1900. 

2 ) Vgl. K. Bohlin: Astron. ]akttagelser och Unders. ä Stockholms Observ. Bd. 9, 
Nr. 1. 1908. 
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2. Darstellung eines Integrals als Funktion der wesentlichen 
Koordinaten des Systems. 

Wir gehen nun zu einem Beweise des Brunsschen Satzes über, 
bei dem wir zunächst diejenigen Integrale betrachten, die t nicht ex­
plizit enthalten. 

Die Bewegungsgleichungen des Problems können (§ 160) in der Form 

dq, oH dp, eH 
Tt ·op~ ' Tt = - aq, ( 1) (r = 1, 2, ... , 6) 

geschrieben werden mit 
H=T-U, 

T = 2 ~ (Pi + P~ + P~) + 2 ~~ (PJ + P~ + P~) , 
U = m1 m2 (qi + q~ + qD-l 

{ 2 2 2 2m2 ( ) +m1ma q4+q5+q6+ + q1q4+q2q5+qaqs 
mi mz 

Wir setzen 

so daß 

I 
fl4 = fls = ft6 = fl • 

6 9 

T= ~_1;. 
r=l 2 flr 

wird. Die Koordinaten der drei Körper seien (q1, q;, q~), (q~. q5, qD, 
( q~, q~, q6) , und es sei mk i[ = p~, wo k die größte ganze Zahl -;; ~- (r + 2) 
bedeutet. Die Integrale, deren Existenz wir untersuchen wollen, haben 
die Gestalt 

( I I I PI PI) <p ql, q2, · · · , q9, 1, • · · , 9 = a, 
wo a eine willkürliche Konstante und <p eine algebraische Funktion 
ihrer Argumente ist. Die Formeln des § 160 erlauben die Darstellung 
der Veränderlichen q~, lh, ... , q;, P1, ... , p~ als lineare Funktionen 
von q1 ,q2 , · . . ,q6 , PI> ... ,p6 • Wenn wir diese Werte in das Integral 
einführen, erhalten wir daher eine Gleichung 

(2) 
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Ist das Integral (/' aus den Integralen der Schwerpunktsbewegung zu­
sammengesetzt, so reduziert sich I offenbar auf eine Konstante; andern­
falls ist I eine algebraische Funktion der Veränderlichen q1 , q2 , ••• , q6 , 

p1 , .. . ,p6 • Wir haben also zu untersuchen, ob die Gleichungen (1) 
Integrale der Form (2) besitzen. 

3. Die Integrale enthalten die Bewegungsgrößen. 

Zunächst beweisen wir, daß ein Integral der Form (2) Größen p 
enthalten muß, d. h. keine Funktion von q1 , q2 , ••• , q6 allein sein kann. 

Denn angenommen, das Integral 

l(qi,q2, ... ,qs) =a 

enthalte p1 , p2 , ••• , p6 nicht. Die Differentiation nach t ergibt 

6 iJI . 6 iJI p, 
0 = ~ ßq, q, = 6 ßq, Ihr • 

Daher müssen die Gleichungen 

a1 
~--~ = 0 
ßq, 

(r = 1, 2, . . . , 6) 

identisch erfüllt sein, d. h. I enthält auch q1 , q2 , ••• , q6 nicht, ist also 
eine Konstante. 

4. Nur eine Irrationalität tritt in dem Integral auf. 

Da die gegenseitigen Entfernungen der Körper irrationale Funk­
tionen von q1 , q2 , ••• , q6 sind, ist die Funktion U eine irrationale Funk­
tion dieser Veränderlichen. Bezeichnet man die Summe der drei gegen­
seitigen Abstände mit s, so läßt sich, wie man leicht sieht, jede der 
Entfernungen als rationale Funktion der sieben Größen q1 , q2 , ••• , q6 , s 
darstellen, mit anderen Worten: die in den Entfernungen enthaltenen 
Irrationalitäten können alle durch die Irrationalität s ausgedrückt 
werden. Daher dürfen wir annehmen, daß U als rationale Funktion 
von q1 , q2 , ••• , q6 , s dargestellt ist. 

Nun ist die Funktion I algebraisch, aber nicht notwendig rational 
in den Veränderlichen q1 , q2 , ••• , q6 , Pv ... , p6• Die Gleichung (2) 
werde auf eine rationale Form gebracht und die resultierende Gleichung 
nach Potenzen von a geordnet, so daß sie übergeht in 

(3) a"'+ a"'~ 1 'P1 (ql, q2, · · ., q6, P1, · · ., Pe) +am~ 2Cf2(q1, q2, · · .,qs, Pt• ·· .• Pa)+··· 
+cp".(ql, .. . ,q6,pl, ... ,p6) =0, 

wo cp1 , cp2, ... , Cfm rationale Funktionen von q1, q2, ... , q6, P1, ... , P6 
sind. Ist die linke Seite dieser Gleichung reduzibel in den Veränderlichen 
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qi, q2, ... , q6 , Pt, ... , P6 , s, d. h. läßt sie sich in Faktoren zerlegen, 
die alle die Gestalt haben 

(4) a1 + a1- 1"Pt(qt,q2 , •• • , qs, Pv · · ., Ps• s) + · · · + "Pz(qi, · · .,qs, Pv · · ., Ps, s) = 0 

wo tp1, tp2, ••• , "Pt rationale Funktionen von qt, ... , q6 , Pv ... , p6 , s 
sind, so ergibt eine der letzteren Gleichungen den Wert von a, der der 
Gleichung (2) entspricht, und wir betrachten diese Gleichung an Stelle 
der Gleichung (3). Da der durch (4) dargestellte Gleichungstyp den 
durch (3) dargestellten als Sonderfall mit umfaßt, können wir an­
nehmen, daß a durch eine in qt, ... , q6, Pv ... , p6, s irreduzible Glei­
chung der Form (4) gegeben ist. 

Differenzieren wir nach t und benutzen wir die Gleichung (1), so 
erhalten wir 

(5) a l- 1 ("PI• H) + a1- 2(tp2, H) + ... + (IJlz, H) = 0, 

wo ("Pr. H) wie gewöhnlich die Poissonsche Klammer von "Pr und H be­
deutet. 

Zunächst nehmen wir an, daß die Ausdrücke (VJ,, H), die rationale 
Funktionen von qt, ... , q6 , p1 , ••• , p6 , s sind, nicht sämtlich ver­
schwinden. Dann haben die Gleichungen (4) und (5) mindestens eine 
gemeinsame Wurzel a; infolgedessen ist Gleichung (4) reduzibel in 
qt, q2, ••• , q6, Pt• ... , p6 , s. Da diese Gleichung aber irreduzibel ist, 
führt die Annahme zu einem Widerspruch; die Ausdrücke (VJ,, H) 
müssen also sämtlich verschwinden. Das bedeutet, daß alle Koeffi­
zienten 'lflv ~p 2 , ••• , 'l.flz der Gleichung (4) Integrale der Gleichungen (1) 
sind. Das Integral I läßt sich somit algebraisch zusammensetzen aus 
anderen Integralen, die rationale Funktionen von qi> q2, •.• , q6 , P1, ••• ,p6, s 
sind. 

5. Darstellung eines Integrals als Quotient von zwei reellen Polynomen. 

Von nun an können wir uns also auf die Betrachtung von Integralen 
des Typs 
(6) l(qv q2, · · ·, q6, PI• · · ·, Ps• s) = a 

beschränken, wo I eine rationale Funktion der angegebenen Argumente 
ist. Die Form von I läßt sich mit Hilfe der folgenden Überlegungen 
noch näher bestimmen. Ersetzen wir in den Bewegungsgleichungen 
q" Pr• t bezüglich durch q, k2 , Pr k-t, t k2, wo k eine Konstante ist, so 
bleiben die Gleichungen ungeändert. Führt man diese Substitutionen 
in der Gleichung (6) aus, so bleibt diese Gleichung immer ein Integral 
des Systems, wie k auch gewählt sein mag. 

Nun ist I eine rationale Funktion der Argumente, läßt sich demnach 
:1ls Quotient von zwei Polynomen in q1 , q2 , ••• , q6 , Pv ... , p6 , s dar­
stellen. Ersetzen wir in diesen Polynomen q" p" s bezüglich durch 
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q, k2, p, k--t, s k2, so erhält die Funktion I (nachdem Zähler und Nenner 
mit einer geeigneten Potenz von k multipliziert sind) die Gestalt 

f = A0~j--~ 1 kP_::_t_± __ ~-:~_+ A'p_ 
B 0 kq + B 1 kq-t + ... +Bq ' 

wo A0, A1, ••• , Bq Polynome in q1, ••• , q6, p1, ••• , p6, s sind. Da 
dffdt = 0 ist, haben wir 

(dA dA ) 
(Bokq + Btkq-t + ... +Bq) d-r kP + ... + df-

- (A 0 k1' + A 1 kP-t + ... + Ap) (dd~_(l_ kq + ... + d:eq) = 0. 

Nun ist k willkürlich; daher müssen die Koeffizienten der einzelnen 
Potenzen von k in dieser Gleichung verschwinden. Also ist 

-B 1~~-A dBo 
0 - 0 dt 0 dt ' 

O=B dAo_+B d~l_-A dB0 _A dB1 
1 dt 0 dt 1 dt 0 dt ' 

O=B dAP -A dB~. 
q dt p dt 

Diese q + p + 1 Gleichungen sind gleichwertig mit dem System 

1 dA 0 1 dA 1 1 dA 11 1 dB0 1 dBq 
A 0 dt = A1 -dT = ... = A 11 dT = B0 dt = ... =Bq d{' 

woraus hervorgeht, daß 

AJ 
A' 0 

jede der Größen 

ein Integral ist. Damit haben wir den Satz: Jedes Integral der Gestalt I 
kann aus anderen Integralen der Gestalt 

G2 (qt, q2, · · ., q6, Pt• · · ., P&, s) _ k t -- ons. 
Gl (qv q2, · · ., q6, Pt• · · ·• P&, s) 

zusammengesetzt werden, in denen die Funktionen G1, G2 Polynome in 
den Argumenten sind, die sich nur mit einer Potenz von k multiplizieren, 
wenn die Veränderlichen q,, p .. s bezüglich durch q,k2, p,k- 1, sk2 ersetzt 
werden. Wir brauchen also nur Integrale dieser Form zu untersuchen. 

Weiter bemerkt man, daß die Funktionen G1, G2 ohne Beschrän­
kung der Allgemeinheit als reell angenommen werden können. Be­
zeichnen nämlich P und iQ den reellen und imaginären Teil eines, 
Integrals 

P + iQ = konst., 

Wh i t t a k er, Dynamik. 25 
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so ist 
dP .dQ 
--+t-·-=0 
dt dt 

identisch erfüllt. 
Da die Differentialgleichungen keine imaginären Glieder enthalten, 

müssen auch dPjdt und dQjdt reell sein. Daher verschwinden dPjdt 
und dQjdt einzeln; P und Q sind also selbst Integrale, und jedes 
komplexe Integral läßt sich aus reellen Integralen zusammensetzen. 
Daher nehmen wir künftig G1/G2 als reell an. 

6. Ableitung von Integralen aus Zähler und Nenner des Quotienten. 

Wir zerlegen die Funktion G1 in ein Produkt unzerlegbarer Poly­
nome in Pv p2, ••• , Pa• deren Koeffizienten rationale Funktionen vdn 
q1 , q2, ••• , qa, s sind. 'lJ.I sei ein derartiges Polynom, das }.-mal in G1 

als Faktor vorkommt, während X das Produkt der übrigen Faktoren 
von G1 bedeutet, so daß 

Gl = 'lJ.I;.X· 

Ist G1 irreduzibel, so ist natürlich G1 = 'lj.l und X= 1. 
Die Gleichung 

ergibt 
}. d 'lJ.I 1 d X 1 d G2 ---+------=0 

'lJ.I d t X d t G2 d t 
oder 

d 'lJ.I ( 1 d G2 1 d X) 
di='lJ.I ).G2 dt- lxdt · 

Nun ist d'lJ.Ifdt ganz rational in p1, •.• , p6 ; auch 'lJ.I ist ganz rational 
in p1, ••• , Pa, aber von einem um 1 niedrigeren Grade als d 'lJ.I/d t. 
Ferner hat 'lJ.I mit G2 oder x keinen Faktor gemein. Daraus folgt, daß 

1 d G2 1 d X 
----~-

A.G2 dt A.x dt 

ganzrational LOrdnungin Pv ... ,p6 ist. WirbczeichnendiesesPolynom 
mit w. Dann haben wir 

d·tp 
dt=W'lj.l. 

In gleicher Weise läßt sich zeigen, daß alle übrigen irreduziblen 
Faktoren von G1 einer derartigen Gleichung genügen. Bezeichnen wir 
die verschiedenen Faktoren von G1 mit 'lj.l', 'lj.l", ... derart, daß · 
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ist, und sind die Gleichungen, denen sie genügen: 

1dv/ 1 1dv/' 11 

1J''-fit=w, "P"(it=w, ... , 

so haben wir 

1 d Gt ft d 1J'1 V d 1J'11 
' II 

Gt dt = "P' dt + "P" dt + ... = ft CO + V CO + ... = CO, 

wo die Funktion w ganz rational 1. Ordnung in Pv ... , p6 und 
rational in q1, q2, ••• , q6 , s ist. Somit genügt G1 der Gleichung 

dG1 dt = wGt, 

und, da G1/G2 ein Integral ist, genügt auch G2 der Gleichung 

dG2 Tt = wG2. 

Da Gt und G2 dieselbe Differentialgleichung befriedigen, bezeichnen 
wir künftig beide Funktionen mit demselben Buchstaben rp; rp bedeutet 
also ein reelles Polynom in Pt• ..• , p6 , q11 ••• , q6, s, das der Gleichung 
<P = w rp genügt. 

Nun multipliziert sich rp nur mit einer Potenz von k, wenn q,, p,, s 
bezüglich durch q,k2, p,k-I, sk2 ersetzt werden. Da nun 

w = _! ~<E = ~ _! (iJrp p, + iJrp iJU) 
rp d t .L.. rp aq, ~-t ap, _ oq, 

r=l · 

ist, multipliziert sich w bei dieser Substitution mit k- 3. Folglich kann 
w kein von Pt• ... , p6 unabhängiges Glied enthalten; denn ein solches 
würde sich mit einer geraden Potenz von k multiplizieren; w hat dem­
nach die Form 

w = rot Pt + W2 P2 + · · · + Wa Ps' 
wo jede der Größen w, homogen von ( -1)ten Grade in q1, ••• , q6, s ist. 

Ferner sei eines der Glieder von rp in Pt• ... , p6 von mter Ordnung, 
in qt, ... , q6, s von nter Ordnung, während ein anderes Glied in 
Pt• ... , p6 von der Ordnung m' und in q1, ••. , q6, s von der Ordnung 
n' ist. Da sich diese Glieder bei der obigen Substitution mit der gleichen 
Potenz von k multiplizieren, ist 

-m+2n= -m'+2n', 

also m - m' eine gerade Zahl. Folglich kann rp so geordnet werden: 

rp = fPo + (/J2 + (/J4 + · ·-' 
wo rp0 die Glieder höchster Ordnung in PI> ... , p6 , ferner rp2 die Glieder 
von einer um 2 niedrigeren Ordnung usw. bezeichnen. Jede dieser 
Größen rp, ist ein Polynom in Pt• ... , p8, qt, ... , q6, s, das in Pt• ... , P6 

und auch in qt, .•. , q6, s homogen ist. 

25* 
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Wir beweisen nunmehr: Kommt s in rp0 nicht vor, so kann rp durch 
Multiplikation mit einer geeigneten rationalen Funktion von q1, ... , qs 
in ein Integral verwandelt werden. 

Denn angenommen, rp0 enthalte s nicht, dann ergibt die Gleichung 

dq; 
"{[i = w rp 

oder 

d (/Jo drp2 
dt + dt + · · · = (w1P1 + w2P2 + · · · + woPs) (To + T2 + · · .) 

durch Vergleich der Glieder höchsten Grades in p1, ••. , Ps: 

~ Pr d(/Jo ( p ) ..::;,.; - -tr- = w1 1 + w2 P2 + · · · + Ws P6 q:;0 • 
r~t Ihr q, 

Nun kann 'Po die Größe p6 als Faktor enthalten; um dieser Möglich­
keit Rechnung zu tragen, setzen wir 'Po = P~ cp~, wo cp~ nun p6 nicht 
mehr als Faktor enthält, und wo insbesondere k = 0, cp~ = rp0 sein 
kann. Führen wir p~ cp0 an Stelle von 'Po in die Differentialgleichung 
ein, so geht sie über in 

~ p, ocp~ ( p + , + p ) , ..::;,.; - -"- = W1 1 · • • Ws 6 'Po · 
r:t Pr oq, 

Mit cp() seien die Glieder von cp~ bezeichnet, die Ps nicht enthalten. 
Setzen wir die von Ps unabhängigen Glieder auf beiden Seiten der Glei­
chung einander gleiCh, so erhalten· wir 

5 p 0 " 
~......!... 7t0 = (wl PI+ · · · +Ws Ps) cp({. 
r~t Ihr q, 

Ist cp() eine Funktion von q1, q2, ••• , q6 allein, so bezeichnen wir 
sie mit R. Dann ist 

oder 

daher 

1 oR 
- --= w,R 
Pr oq, 

1 oR 
ftr Wr = R -"­oq, 

a a oq, (p, w,) = iJq, (11, w,) 

(r = 1, 2, ... , 5) 

(r = 1, 2, ... , 5) , 

(r, s = 1, 2, ... , 5). 

Enthält aber cp0 Größen p1, ••• , p5 , so nehmen wir an, es trete 
etwa p5 als Faktor auf, und setzen q;()= P~ cp0', wo cp[;' keinen Fak­
tor p5 enthält. Die Gleichung geht dann über in 
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Mit qyJV seien die Glieder von qy~' bezeichnet, die p5 nicht ent­
halten. Setzen wir die von p5 freien Glieder auf beiden Seiten der Glei­
chung einander gleich, so erhalten wir 

~ Pr oqy~v ( ) IV 
~ --0-= wtPt+···+w4p4 (j)o • 
r=1 ftr q, 

Fahren wir in dieser Weise fort, so ergibt sich endlich die Alter­
native, daß entweder 

ist, oder daß eine Funktion 1p existiert, die ein Polynom in q1, ••• , q6, Pt, P2, 

und zwar homogen in qv ... , q6 wie in Pt• P2 ist und keine Faktoren 
enthält, die lediglich Potenzen von Pt und p2 sind, und die der Differen­
tialgleichung genügt 

Pt iJ1p P2 01p 
- iJ- + - a = (wt Pt + m2 Pz) 1f'. 
fl-1 ql fl-2 q2 

Es sei nun 
1p = a P~ + b P~ + c Pi -l P2 + ... ; 

setzen wir die Koeffizienten von M+ 1 und p~+l auf beiden Seiten der 
letzten Gleichung einander gleich, so ergibt sich 

1 a'a 1 ob 
W1 = - -- ' W2 = -- · 

fl-1 a iJql fl-2 b oq2 

Die Größen a, b, c, . . . sind Polynome in q1, ••• , q6• Sie können 
em Polynom Q als gemeinsamen Faktor enthalten, so daß also 

ist. 
Es sei 

also 

Dann ist 

mit 

a = a'Q, b = b'Q' ... 

1f'=Qvl. 

= ( W1- ~- ~Q) Pt + ( W2 - - 1 ~Q) P2 
Q fll oql Q fl-2 oq2 

= w~ Pt+ w; P2 

I 1 oa' 
wl =--,-.-' 

!1-t a oqt 
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also 

PI ~tp' + p2 -~tp' = ( wl PI + w~ P2) tp' · 
f-!1 uqi f-!2 uq2 

Die linke Seite dieser Gleichung ist ganz rational in qi, q2, ••• , q6 , Pv P2• 

Enthält aber a' auch qi, so enthält wl auch a' oder einen Faktor von a' 
im Nenner. Daher muß tp' entweder a' oder einen Faktor von a' als 
Faktor besitzen. Dies ist aber unvereinbar mit der Voraussetzung, 
daß a', b', ... keinen gemeinsamen Faktor besitzen. Daher kann a' 
nicht q1 enthalten, d. h. w{ ist Null. Entsprechend folgt, daß w~ gleich 
Null ist. 

So ist 
1 oQ w ---···· 

1 - Q !!I aqi , 
1 oQ 

w =----
2 Q f-!2 aq2, 

daher 
0 i) 

-o- (!li W1) = ,-- (f-!2 w2) · 
cq2 . dqi 

Die zweite Möglichkeit der Alternative ist somit auf die erste zurück­
geführt; d. h. die letzte Gleichung gilt in jedem Fall. 

Endlich läßt sich allgemein zeigen, daß 
i) i) 

oq, (!-!. w,) = äq. (f-!r w,) 

ist. Wir dürfen also schreiben 
1 oR 

f-!r w, = R Bq,' 

wo R eine rationale Funktion von q1, ••• , q6 ist. 
So erhalten wir 

oder 

daher 

~ p, 1 aR 
wlpi + w2P2 + · · · + WsPs =..::;.; --; R (J 

r=l Ir q, 

1 d ({) 
({) dt 

6 

= ""'~ ~R dq, fit R iJq, dt 

1 dR 
R dt' 

~ = konst. 

qy läßt sich demnach durch Multiplikation mit einer geeigneten 
rationalen Funktion, nämlich 1/ R, in eine Konstante überführen, womit 
die Behauptung bewiesen ist. 
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Tritt s in den Gliedern q;0 von G1 und G2 nicht auf, so können wir 
also G1 und G2 durch Multiplikation mit passend gewählten rationalen 
Funktionen von q1 , q2 , ••• , q6 in Integrale verwandeln. Daher er­
halten wir, wenn sich noch nachweisen läßt, daß die Glieder rp0 von G1 

und G2 die Größe s nicht enthalten, den Satz, daß jedes algebraische 
Integral des Dreikörperproblems sich zusammensetzen läßt aus Inte­
gralen, die Polynome in p1, p2, ••• , p6 und rational in qi> q2, ••• , q6 , s 
sind. 

7. Nachweis, daß C}Jo die Irrationalität s nicht enthält. 

Die obige Untersuchung berücksichtigt nicht den Fall, daß s in 
rp0 enthalten ist. Wir werden aber nun nachweisen, daß keine reelle 
Funktion q;0 , die einer Gleichung 

6 

~ p, afJ!o ( ) 
~ --;; a = wl P1 + ... + ms Ps q;o 
r= 1 ' ' q, 

genügt, s enthalten kann, daß also die Funktionen q;0 unseres Problems 
s nicht enthalten, so daß das vorstehende Ergebnis ganz allgemein gilt. 

Wir nehmen an, es gäbe eine Funktion q;0, die s enthält und der 
obigen Differentialgleichung genügt. Werden die acht verschiedenen 
Werte von s nacheinander in rp0 eingesetzt, so nimmt q;0 eine Reihe 
verschiedener Werte an, die wir durch rp~, rp~, ..• bezeichnen wollen; 
sie genügen Gleichungen der Form 

6 

~ Pr _?_rp(, = w' m' 
~ a. -ro• 
r= l f.lr q, 

6 
~ f!_r ~rp({ _ II II 

"L..; a - w (/Jo ' ... ' 
r= 1 f.lr q, 

wo w', w", ... die Werte von w sind, die durch Substitution der den 
Werten tp[1, rp((, ... entsprechenden s-vVerte entstehen. 

Es sei 

Dann haben wir 
6 6 

_!_ ~ p, _a <P_ = ~ p, (_!.._ arp;, + _1_ arp;; + ) 
..ti."L_; " ~ I ~ II' ••• 
'P r=l f.lr oq, r=l f.lr (/Jo cq, (/Jo c'q, 

= w' + w" + ... 
=fl, 

wo Ü eine lineare Funktion von p1 , p2, ••• , p6 ist, deren Koeffizienten 
rationale Funktionen von q1, q2 , ••• , q6 sind. 

Nun ist die Funktion Q nach ihrem Bildungsgesetz rational in 
q1, q2, ••• , q6 und enthält s nicht. Ferner ist sie offenbar ein Poly­
nom in P1, p2 , ••• , p6• Somit lassen sich auf (Jj die schon erlangten 
Ergebnisse anwenden, die besagen, daß (wenn (Jj mit einer rationalen 
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Funktion von q1, q2, ••• , q6 multipliziert wird) Q gleich Null ist, und 
daß ffJ daher der Gleichung genügt 

6 "f!J 
~ p,~,---=0. 
r= 1 flr oq, 

Für diese partielle Differentialgleichung in W mit sechs unabhän­
gigen Veränderlichen lassen sich fünf unabhängige Lösungen sofort 
angeben, nämlich 

Folglich ist fP eine Funktion der Größen 

q_2P_1 _ q_1P_2 ~6P1 _ qxPs 
' ... ' 

flt fla 

allein. 
Nun unterscheiden sich die Faktoren von fP nur dadurch vonein­

ander, daß zu ihrer Bildung verschiedene Wurzeln s verwandt sind. 
Besteht also ein solcher Zusammenhang zwischen q1, q2, ••• , q6 , daß 
zwei der Wurzeln s einander gleich werden, so stimmen auch zwei Fak­
toren von (jj miteinander überein. Wird (jj = 0 als Gleichung in p1 

aufgefaßt, so werden also wenigstens zwei Wurzeln einander gleich. 
Besteht diese Beziehung 

f (qv qz, · · ·, qs) = 0 

zwischen qv q2, ••• , q6 , so ist daher aw 1 op1 = o, und entsprechend 
verschwinden acp 1 ap2 , ••• , a cp 1 op6 sämtlich. 

Da (jj in p1 , p2 , ••• , p6 homogen ist, so ist die Gleichung 

iJ (jj iJ (jj iJ (jj 
PI apl + P2 ap2 + ... + Pa aps = o 

gleichwertig mit (jj = 0. Folglich stellt (jj = 0 keine von den Glei­
chungen i)(jj I opl = 0' ... ' i)(jj I op6 = 0 unabhängige Gleichung dar. 

Erteilt man den Veränderlichen, die der Gleichung c]J = 0 genügen, 
kleine Ändef11ngen, so sind diese letzteren untereinander verbunden 
durch die Gleichung 

~(acp ~q,+~cp ~p,)=o. fft aq, ap, 
Genügen aber q1, q2, ••• , q6 , p1, ••• , p6 den Gleichungen iJcpf opr = o, 
so geht diese Gleichung über in 

6 iJ (jj 
~ 75- 15q, = o. 
r=l q, 



§ 164. Der Satz von Bruns. 3H3 

Daher muß diese Beziehung zwischen den Anderungen /Jq., gleichbedeu­
tend sein mit der Relation 6 

~ :Lc}q.r= 0. 
r=l q., 

Folglich sind die Gleichungen 

Of I cql of I iq2 of I aqs 
aw1aq.; aw;aq; a-w1aq.~ 

'"'"I" ~p,a(JJ Folgerungen aus den Gleichungen v (p op, = 0, und, da~- ---;c:-- = 0 
r=l f-lr uq, 

ist, erhalten wir für Wertsysteme q.11 q2, ••• , q6 , p1, ••• , p6 , die diesen 
Gleichungen genügen, 

6 p, of 
~--a-=0. 
r=l f-lr q., 

6 "f 
D h . d d. GI . h . d ""V Pr 0 I emnac sm 1e e1c ungen 1 = 0 un ~ - ....,;-- = 0 a ge-

r=l f-tr oq, 
braisch aus den Gleichungen i)f[J I ap, = 0 ableitbar. Nun sind die wirk­
lichen Werte von q11 ••• , q.6 bei dieser algebraischen Elimination be­
deutungslos. Wir können q., also in allen Gleichungen durch (q, + p,t /Pr) 
ersetzen. Daraus ist ersichtlich, daß die Gleichungen 

I (qr + ht, ... , q6 + Ps t) = o, 
fl-1 ,u6 

6 

"""p, a t( PI Ps ) ~ - 75- q! +- t, ... ' q6 +- t = 0 
r= r 1-lr q, I-li 1-ls 

algebraische Folgerungen aus den Gleichungen 

iJ t a . 
--;;--p W(q!, q2, · · ., qs, Pr· ... , Ps)-- -a- lJ! (ql, ... , qs, P1, ... , Ps) = o 
(! r f-lr q, 

(r=1,2, ... ,6) 
darstellen. 

Das Ergebnis der Elimination von t zwischen den Gleichungen 

I (q1 + Pr t, ... , qs + Ps t) = o, 
f-ti /16 

iJ I ( + Pr Pa ) --;;- ql - t' ... , q6 + - t = 0 
d t Pr 116 

muß deshalb eine algebraische Kombination der Gleichungen 

a t a 
-.- (/j (qr' · · ·, q6 • Pr• · · ·' Ps) -- ----:;-- (/j (ql, · · ·' q6 • P1• · · ·,Po) = 0 op, P·r vq, 

(r = 1, 2, ... , 6) 
sein. 
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Eine derartige algebraische Kombination dieser Gleichungen ist nun 

<P(ql, · · .,qa, Pt, ... ,ps) = o, 
denn sie entsteht dadurch, daß die Gleichungen bezüglich mit Pv ... , p6 

multipliziert und addiert werden. Wir weisen nach, daß sie gerade das 
erwähnte Eliminationsresultat darstellt. 

Dieses sei etwa mit lJI bezeichnet; dann muß die Gleichung 
6 o'Jf olJI ~(--- bqr + --;;:;- bp,) = 0 .:::;.; oq, cp, 

r=l 

eme Kombination der Gleichungen 

6 ol ( t ) ~-- bq,+-IJPr =0 
r= 1 oq, #r 

und 

f_i_ 8L~Jp,+ ~~Pr- (;2! -(bq.+~bp,+ Ps bt)=o 
_ flr oq, ~ ~ f-1-r iJq, dq. f1s Ps 

r -1 r --- l s -1 

sein. 
Da die letztere Gleichung bt enthält, kann sie offenbar in die Kom­

bination nicht eingehen; so ist 

a 'Jf I iJqi a lJf I Bq2 a 'Jf I oqs a lJI t a 'If 
7J!TtTq: = Bf! oq2 = ... = BI I Bqs , 75-p; = p,,. aq; (r = 1, 2, ... '6). 

Die Übereinstimmung dieser Gleichungen mit den schon gefundenen 
für <P zeigt, daß die Gleichungen <P = 0 und lJI = 0 gleichwertig sind. 
Also ist <P = 0 das Eliminationsresultat der Gleichungen 

I ( PI p6 ) qi + - t ' ... ' q6 + - t = 0' 
f1t !16 

i} I ( PI p6 ) T ql + - t, · · ·, q6 + - t = 0. 
vt #1 Ps 

Nun lassen sich die Gleichungen I (q1, q2, ... , q6) = 0, die Be­
dingungen dafür, daß die Gleichung für s mehrfache Wurzeln hat, leicht 
angeben. Dieses Ergebnis wiederum ermöglicht uns die Auffinclung 
aller möglichen Polynome W und damit zugleich - durch Zerlegung 
von W in Faktoren - aller möglichen Polynome fPo. 

Die acht Wurzeln s sind die acht Werte des Ausdrucks± r1 + r2 + r3 , 

wo r1 , r 2, r3 die gegenseitigen Abstände bedeuten. Daher können wir 
zwei übereinstimmende \Vurzeln s als Folge jeder der Gleichungen 

r1 =0, r2 =0, r 3 =0, r2 =±r3 , r3 =±r1 , r1 =±r2 , r1 ±r2 ±r3 =0 

auffassen. 
Die Gleichung r 1 = 0 ergibt 

qi + q~ + q~ = 0 ' 
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und das Eliminationsresultat von 

und 

ist 

Der in diesem Zusammenhang gewonnene \Vert von C/J ist somit 

(jj= (!b}2 _ q2P1)2+ (q2Pa _ !!iP2)2+ (qaP1 _ qtPa)2· 
f1·2 ftt fla fl2 Pt fla 
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Dieser Ausdruck ist nicht in reelle Faktoren zerlegbar, so daß sich hier 
kein reelles Polynom cp0 ergibt. 

Ein ähnliches Ergebnis kann im Zusammenhang mit den Glei­
chungen r2 = 0 und r3 = 0 abgeleitet werden. 

Wir betrachten nun die Gleichung 

r2=±ra, 

die sich in der Form schreiben läßt: 

Ersetzen wir q,durch (q, + p,tj p,) und bilden wir die Diskriminante 
der so erhaltenen Gleichung in bezug auf t, so finden wir 

1> = {2(q1 q4 + q2qs + qaq6) + m1 ~ m2 (qi + q~ + q~)} · ml m2 

·{2 (PtP4 +b}s + PaP6) + m~-~(Pi + p§ + P~)} 
ftt f1·4 ,u2 fl.s fla ftG rni + m2 ;.tf ;l4 pg 

_ {Cf.l_P4 + q4P1 + q2Ps + qsP2 + qaP6 + q6Pa 
,u4 ftt fls fl2 f.t6 fla 

+ "2__:-:--m~(Cf.l_Pt + q2P2 + qaPa)}2
• 

mt + m2 P.t P.2 Pa 

Dieser Ausdruck läßt sich nicht in Polynome cp0 zerlegen, die linear 
m p1, p2 , ••• , p6 sind. Hier ergeben sich also keine Funktionen cp0 • 

Ähnlich läßt sich nachweisen, daß in Verbindung mit den Glei­
chungen r3 = + r1 , r 1 = ± r2 keine Polynome cp0 hervorgehen können. 
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Endlich lauten die Gleichungen 

r1 ± r2 + r3 = 0 
in rationaler Form 

(r~- r§ + ri) 2 - 4r~ri = 0. 
Für r1 = 0 geht dieser Fall in den zuletzt besprochenen über; da 

das Polynom W in diesem Spezialfall unzerlegbar war, gilt das gleiche 
für den allgemeinen Fall. 

Es gibt also keine reellen, s enthaltenden Polynome cp0 • 

Zusammenfassend können wir sagen: Wir haben bisher nachgewiesen, 
daß jedes von t unabhängige algebraische Integral der Differential­
gleichungen eine algebraische Funktion von Integralen cp ist, deren 
jedes sich in der Form 

fPo + fP2 + flJ4 + · · · 
darstellen läßt, wo <p0 ein homogenes Polynom etwa k1"0 Grades in 
den Veränderlichen p und eine homogene algebraische Funktion etwa 
zten Grades in den Veränderlichen q ist; q;2 ist ein homogenes Polynom 
(k - 2)1cn Grades in den Veränderlichen p und eine homogene alge­
braische Funktion (l - 1)tcn Grades in den Veränderlichen q; cp_1 ist 
ein homogenes Polynom (k- 4)ten Grades in den p und eine Funktion 
(l - 2) 100 Grades in den q usw. 

8. Nachweis, daß die Funktion p 0 nur von den Bewegungsgrößen 
und den Integralen der Momente der Bewegungsgrößen abhängt. 

Wir führen nun den Nachweis, daß ein durch diese Eigenschaften 
gekennzeichnetes Integral eine algebraische Funktion der klassischen 
Integrale ist. 

Ersetzt man in 

dq; 
--=0 
dt 

der Gleichung 

oder ~(12 -~?. + ~U -~-P-) = o 
..::::... /(r oq, cq, ap, 
r=l 

cp durch cp0 + cp2 + cp4 + ... und setzt die Glieder vom selben Grade 
einander gleich, so ergibt sich 

6 

O = ~0Cf'_o_ Pr, 
..::::... aq, ,u, 
r=l 

6 " ~ ocp2 p, 01Po a u 
0 = ~ oq. /4 + opr Bq, ' 

6 ~ ~ "U 
O = ~ -~_!p_k Pr+ ccr:_k-2 (} _ , --6. cq, P..r op, aq, 

6 

0= ~~~~ ~~· 
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Die erste dieser Gleichungen ist eine sogleich lösbare lineare par­
tielle Differentialgleichung für rp0 ; sie ergibt 

fPo = fo (P2, Pa, · · ·• P s• PI• Ps• · · · • Ps) 
mit 

P, = q!.b - 'fr_q~ 
!'I !'r 

(r = 2, 3, ... , 6). 

rp2 sei in den Veränderlichen qi, P 2, ••• , P 6, PI• ... , Pa dargestellt 
durch 

Es ist 

oder 

(q, = fLIPr + f'IPrqi) 
Pt tt•P1 

PI of2 _ ~p, orp2 _ ~ orp0 au 
p,1 aq-; - ~ "' aq_;· - -~ ap, aq, · 

r=l r=l 

Durch Integration finden wir 
6 fp,1 ~orp0 au 

/2 = 1. (P2, Pa,···' Ps, PI• · · · 'Ps)- p- ~-~- ::;--- dqi · 
1 r=l op, vq, 

Daher können in J X d q1 keine logarithmischen Glieder enthalten sein, wo 
X die durch 

6 
X= ~orp0 ~U "!ft ap, oq, 

( ofo ~ ofo q,) au ~(ofo ofo ql) au 
= .ap; + 4- aP, "I aq; + ~ ap, - a P, "' aq, 

s-2 r-2 • 

= ~ ofo_~U + ~ o(o__(!l• ~l!_ _ qi ~u) 
"!ft_ ap, aq, ~ ap, \,u1 oq1 "' aq, 

definierte Funktion von q1, P 2, ••• , Pa, P1, ••• , Pa bedeutet. 
Bezeichnet V die in den Veränderlichen q1, P 2, ••• , Pa, PI• ... P6 , 

dargestellte Funktion U, so ist 

~."l!__ =PI ~~ (r> 1) und au av ~ av p, 
oq, p,1 oP, oq-;_ = oq1 - ~ lfP,p,,. 

•=2 

Man erkennt, daß diejenigen Glieder von X, die Anlaß zu logarith­
mischen Gliedern in J X dq1 geben könnten, lauten: 

6 6 
~ ofo_{p,v + p,ql ~ av p, + q1P1 ~v} 
~ oP, !'rP1 ttrPt ~ oP,p,, f'r!'t oP, . 
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Daher sind die Glieder, die in J X d q1 logarithmisch sein könnten, 
6 6 6 

~ __p!. ___ o fo Jvaqz + ~ ~_ato__t!_,_l!!__i_Jq~Vdqz 
~ p,p1 oP, ~ ~ oP,p,p.P1 oP. 

Nun ist V die Summe dreier Glieder, deren jedes die Form 
(A +Bq1 +Cq~)-l hat. Nehmen wir diese Glieder einzeln, so er­
halten wir für den transzendenten Teil des letzten Ausdrucks 

6 
~8/0 p, 1 . 2Cq1 +B 
~ !lp -p ,11 __ arc stn (B2 _ -A- C)l 
r=2u ,p, zr-C 4 

6 6 
~ ~ of0 p,p, 1 oB . 2Cq1 + B 

- ~ ~ oP,p,p,pz 2Cy_:__·c fJP, arc sm(W- 4AC)i 

6 
~ofo Pz 1 fJB . 2Cq1 +B 

- ~ aP,.- PrPz2C V c fJP, arc sm (B2 - 4AC)! . 

Daher muß für jeden der Brüche (A + Bq1 + Cq~)-! gelten 

c ~ ofo p, ~ ~ fJto p,p. 1 oB ~ iJfo P1 1 iJB 
~ 8P,p,p1 - ~ ~ oP,p,p.p1 2iJP,-~ iJP~p,p1 2iJP, = O. 

Nun haben wir für den ersten dieser Brüche, nämlich 
( q~ + qi + q;) -!, die Beziehungen 

A - PI (P2 + p2) - p~ 2 3 ' 

2p2 2p2 
C= 1 +P1 ~+Pt a 

14Pi t-t~Pi. 

Deshalb lautet die erste der drei Gleichungen 

( 
2 2 9 .) 6 81 6 of 2 2 2 ~) 

1 +Pt P2 +Pi Pa ~ _ o _12_ _ ~-o __l_!_ ("'t P2_ + l!:_t_P:s 
!4P~ p~p~ ~ oP,p,Pt ~ oP,p,pt !4P~ t-t~Pf 

_ ( ofo tt~ P2 + _ofo_ Pz Ps) = 0 
ßP2 P.~Pz oPa t-t~Pz 

oder 
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oder (da p 1 = p 2 = P·a ist): 

~ of 
(A) .";:;;;.. p, af = o, 

r=4 r 

und die Auflösung dieser Gleichung lehrt, daß /0 eine Funktion von 

PI> P2, .. . , Ps· P2, Pa, P.1qs- Psq4, P.1qs- Psq, 
ist. 

Da die drei Ausdrücke (A + B q1 + C qi) lineare Funktionen der 
drei Größen (qi + q~ + qi), (q1 q.1 + q2q5 + qaqs), (q~ + q~ + qX) 
sind, können wir sie für den gegenwärtigen Zweck durch diese drei 
Größen ersetzen. Als zweiten Ausdruck (A + B q1 + C qD wählen 
wir daher etwa (q1 q4 + q2 q5 + q3 q6) oder 

q1 (ttP4 + P_P4 q1) + (PP2 + P2q1) ('j,Ps + P~sqi) 
pl lj, PI PI pl pl p PI 

+ (ttPa + Paq1) (ttPs + P~sq1). 
P1 Pt Pt tt P1 

Für ihn gilt also 

pP4 pPsP2 P2P2Ps !j,PsPa tt2 PaPs 
B = -:p; + --Pi + p' Pf-- + --pf- + -jlp~ .. ' 

c = PP4 + l!:_f!_'!_P5 +PP~.!!_ 
P:P1 tt'Pi tt'Pt ' 

und die zugehörige Gleichung lautet 

(B) 

ofo ) 0/o cfo (ttP~ 2) ap (p2p4- Pds + ti'F (PaP4- PIPs)+ iJP -, - p1 
2 3 4 p 

+ ?JQ_ (PP~[o __ p p) + of.!!_ (ttP4Ps _ p p) = 0 oPs p' 2 1 iJPs p' l a . 

Als dritten Ausdruck (A + B q1 + C qi) können wir q~ + q~ + q~ 
annehmen; es zeigt sich, daß die zugehörige Gleichung mit der Glei­
chung (A) übereinstimmt, also vernachlässigt werden kann. So brau­
chen wir nur die Gleichungen (A) und (B) zu betrachten; verein­
fachen wir (B) mit Hilfe von (A), so lassen sie sich in der Form 
schreiben 
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Diese Gleichungen sind offenbar algebraisch unabhängig, und die 
Jacobischen Existenzbedingungen sind für sie identisch erfüllt, da 
die Koeffizienten der Ableitungen iJj0 joP die Größen P nicht ent­
halten. Die beiden Gleichungen bilden daher ein vollständiges System 
mit fünf unabhängigen Veränderlichen P 2, P 3, P4, P6 , P 6 • Sie müssen 
also 5 - 2 = ) unabhängige Integrale besitzen, und jedes weitere 
Integral ist eine Funktion von diesen drei Integralen und p1 , P2 , ••• , P6 • 

Man verifiziert leicht, daß drei unabhängige Lösungen gegeben 
sind durch 

oder 

wo 

P2Ps- PaP2 + PsPs- P&Ps, 

PsP1 + PsP4- P4ps, 
- P2P1 + PilPs- Psp4, 

L = q2 Pa - qa P2 + qs Ps - qs Ps, 
M = qaP1- q1Pa + qsP4- q4Ps· 

N = ql P2 - q2 P1 + q4 Ps - qs P4 

ist. Die drei Gleichungen 

L = konst., M =konst., N = konst. 

sind die drei Integrale des Moments der Bewegungsgröße des Systems. 
Damit haben wir gefunden, daß cp0 eine Funktion von L, M, N, 
P1 , p2 , ••• , Ps allein ist. 

9. Nachweis, daß p 0 eine Funktion von '1', L, M, N ist. 

Da cp0 als Funktion von q1 , q2 , ••• , q6 , p1 , ••• , p6 ganz rational in 
P1 , P2 , ••• , P6 ist, so ist cp0 offenbar eine ganze rationale Funktion der 
Argumente L, M, N, p1 , p2 , ••• , p6 • Wir setzen 

cp0 = G(L, M, N, P1 , •.• , P6 ), 

so daß wir haben: 

dcp0 ~ oG dp, *' oG iJU 
dt =...:::. ap, Tt =...:::. ap, 2q~- ; 

r=l r=l 

und die Gleichung für / 2 lautet 

6 'G 
/2 = x<P2, ... , Ps, pl, ... , Ps>- P-l :2 ~--fY,dql, 

pl r=l op, 

wo Y, die als Funktion von q1 , P 2 , ••• ,P6 , p1 , •• . ,p6 dargestellte 
Größe 8Ufoq, bezeichnet. Daher haben wir 
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fli ~ 8G ;·y d 
PI 1ft ap, r ql 

= (tti{~ (av _ ~ av p,) +PI av ac_ + +PI ~l-"'_ ac \ dq 
• PI api Bqi ..::::... oP,fl, 111 oP2 ap2 ·· · fli oPs apsf 1 

= ,u1 _acj av dq1 + ~~ av (~ _ tt1 p, ac) dq1 
PI api oqi &z a P, ap, Pr PI api 

fli 8G ~ ( 8G fli p, oG ) iJ f 
=PI api V+~ ap, - flrPl apl oP~ Vdqi 

= ;: ;~ ~ (X+-;~~t c qi}t 
A 

( oB oB oA iJA) 
I ~(oG fllPr ac) ~mim2 -2A liP,.-qiBlfii.+BfiP,.+2Cqi ap; 

T ~ ap--;- flrfrt api + {B2 - 4AC) (A + Bql + Cqi)t ' 

wo 2:: die Summation über die drei Werte des Ausdrucks A + B qt + C qi 
bedeutet. 

Nun können aus X {P2 , ••• , P 6 , p1 , ••• , p6) keine Glieder hervor­
gehen, die A + B q1 + C q~ im Nenner enthalten. Daher müssen 
alle mit dem Ausdruck (A + B q1 + C it)! zu multiplizierenden Glie­
der den gleichen Charakter wie ({! 2 haben, d. h. sie müssen als Funk­
tionen von qt, q2 , ••• , q6 , Pt, ... , P6 ganz rational in Pt, ... , P6 sein. 
Also ist der Ausdruck 

oB 1 oB 1 iJA iJA 
G -A---q B-·······+-B-+Cq ---

fll ac + 2 ~(BCi__tt1 P, ac) oP, 2 1 iJP, 2 oP, tap, 
P1 8p1 ~ op, flr P1 opt B2 - 4A C 

als Funktion von p1 ,. .. , p6 , q1 , ... , q6 ganz rational in p1 , ... , p6• 

Setzen wir zuerst A + B q1 + C q~ = qi + q~ + q~, so geht der Aus­
druck über in 

3 
f.t1 oG ~ (8G fli p, oG) 
PI api - ~ ap, - flr PI apl 

-P,{tt(P~ +P~)+qi (P2P2+ PaPa)} +P,{tt(P2P2+PaPa)+q~ (Pr+ P~+ Pm 
-····--·-······- 2{PiP~+PiP*+(P2Pa-P3P2)2} ----

oder (wenn ein Faktor fl fortgelassen wird) 

;I;~- j; (:f- ~~:: ~;J 
-p,{pl (q~ + q~) - P2 ql q2 - Pa qi qa} + (q,pl - Pr ql) (PI qi + Pz q2 + P3 qa) 

2 P1 {(qzPI- Pz ql)2 + (qaPt- P3ql)2 + <P2 q3- Pa q2)2} 

W h i t t a k e r , Dynamik. 26 
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oder 
( oG fl1 P2 iJG) ( ,, ,, 7JP:- ~~Fj;_ - P2qp,- P2qi + P1q1q2 + Paq2qs) 1 ac 

P1 apl- 2{(q2P1- q1P2)2 .f- (qaPI- qiPa)2 + (qaP2- q2Pa)2} 

(i)G fll Pa oG) 2 9 ap; -fia Pr ep; (- Paq2- Pa{[i + q3q1 P1 + qaq2P2) 

2 {(q2P1 -· q1P2)2 + (qaPI- qiPa)2 + (qaP2- q2Pa)2} 

Der letzte Bruch stellt ein Polynom in PI• p2, ••• , p6 dar. Der 
Zähler muß also durch den Nenner teilbar sein. 

Nun ist G ein Polynom in L, M, N, so daß also 

ac fl1 P2 ac ac P-I Pa ac 
und 

ap2 fl2 pl ap;_ ap3 - Pa PI api. 
ganze rationale Funktionen in L, M, N sind, wobei qv q2 , q3 nur 
in L, M, N auftreten. Sie enthalten also entweder überhaupt keine 
Glieder in qi, q2, q3 - und dann kann der Nenner kein Teiler des 
Zählers sein - oder sie enthalten von q1, q2, q3 freie Glieder -, 
dann kann der Nenner ebenfalls kein Teiler des Zählers sein. Die 
Bedingung ist also nur zu erfüllen durch die Annahme, daß 

ac p1 p2 ac ac p 1 Pa ac -------o ----- --o 
iJP2 fl2P1 opl - ' ops PaPI opl - . 

Wie man schon aus Symmetriegründen erwartet, ergeben die aus 
den anderen Wertsystemen von A, B, C abgeleiteten Bedingungen 

DG fliPr oG ::;-·-- -~- = 0 (r = 4, 5, 6). 
op, flr PI 0 P1 

Daher genügt die Funktion G diesen fünf Gleichungen, die offen­
bar ein vollständiges System von fünf unabhängigen Gleichungen 
mit sechs unabhängigen Veränderlichen bilden, deshalb nur eine un­
abhängige Lösung besitzen. Sie ergibt sich leicht zu 

6 p• J; :2/~: oder T. 

Die FunktionGenthält daher PI• p2 , ••• , p6 nur vermöge der Funktion T; 
da G ein Polynom in Pv p2 , ••• , p6 ist, muß G auch ein Polynom in 
T sein. 

Da tp0 in q1, q2, ••• , q6 wie auch in Pv p2, ••• , p6 homogen ist 
und die Ausdrücke L, M, N alle in qi, ... , q6 linear sind, während 
T die Veränderlichen qv ... , q6 nicht enthält und in Pv ... , P6 vom 
2. Grade ist, muß T in tpo offenbar - sofern es darin überhaupt 
enthalten ist - als Faktor auftreten. Daher können wir setzen 

tp0 = h (L, M, N) Tm, 

wo h eme homogene ganze rationale Funktion der Argumente ist. 
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10. Beweis des Brunsschen Satzes für von der Zeit t unabhängige 
Integrale. 

also 

Die Gleichung zur Bestimmung der Funktion / 2 lautet 

Pt oG 
/2= x,(P2, · .. , Ps,Pt• · ··Ps)-- a U · 

Pt Pt 
Es ist aber 

Pt 2G ,ut iJG oT -t 
- - -- = - -- ·-- = m h (L M N) T'" 
Pt apl Pt 8T iJP1 ' ' ' 

/2 = x,(P2, · · ·, Ps, Pt• ... , P6)- mh (L, M, N) Tm-tU. 

So ergibt sich 

rp = Po + P2 + rp 4 + · · · 
=h(L, M, N)(T'"-m Tm-t U)+x,(P2 , ••• , P6, Pv .. . , Ps)+rp4 +Ps+· · · 

Das Integral p läßt sich daher aus zwei anderen Integralen zu­
sammensetzen, nämlich aus 

1. dem Integral h (L, M, N) (T - U)m, das selbst aus den klas­
sischen Integralen zusammengesetzt ist, und 

2. dem Integral rp', wo 

1p' = p~ + rp~ + p~ + ... ' 
rp[,=x,(P2, ·· .,Pß,pt, · · ··Ps), 

' m ( m - 1 ) h L M N) """ - 2 U2 P2 = ([!4---2!·- ( , , 1 · , 

Das Integral cp' bat aber den gleichen Charakter wie rp, abge­
sehen davon, daß sein höchstes Glied, rpb, in Pv ... , p6 einen um 
zwei Einheiten niedrigeren Grad hat als das höchste Glied tp0 von rp. 
Nun haben wir gezeigt, daß cp sich aus den klassischen Integralen 
und dem Integral rp' zusammensetzen läßt. Ähnlich läßt sich rp' zu­
sammensetzen aus den klassischen Integralen und einem Integral rp", 
das den nämlichen Charakter wie tp hat, dessen Ordnung in den Ver­
änderlichen p aber um vier Einheiten geringer als die Ordnung von 
tp ist. Fahren wir so fort, so erweist sich rp als zusammengesetzt aus 
den klassischen Integralen und einem Integral rp<nJ, das in Pt, •.. , P6 

von der Ordnung 1 oder 0 ist. Ist cp<n) in p1, ••• , p6 von der Ord­
nung 1, so muß in der Gleichung 

g;<nJ = cp~l = h (L, M, N) Tk 

offenbar k = 0 sein. In diesem Fall setzt sich also cp<n) aus den 
klassischen Integralen zusammen. Hat dagegen die Funktion cp<n) in 

26* 
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p1 , ••• , p6 die Ordnung 0, so ist sie eine Funktion von qv ... , q6 

allein. Wir haben aber schon gezeigt, daß es solche Integrale nicht 
gibt. ffJ kann daher immer aus den klassischen Integralen algebraisch 
zusammengesetzt werden. Damit ist der Satz von Bruns bewiesen: 
Jedes die Zeit nicht enthaltende algebraische Integral der Differential­
gleichungen des Dreikörperproblems läßt sich rein algebraisch atts den 
klassischen Integralen zusammensetzen. 

II. Erweiterung des Brunsschen Satzes auf Integrale, die die Zeit 
enthalten. 

Wir gehen nunmehr zur Betrachtung solcher algebraischer Inte­
grale des Dreikörperproblems über, die die Zeit explizit enthalten. 

Zu diesem Zweck nehmen wir die Bewegungsgleichungen als ein 
System 18. Ordnung an (§ 15 5); wir haben also Integrale der Form 

f(qv q2, • · ·, qg, Pt• · · ·, Ps, t) = a 

zu untersuchen, wo I eine algeb~·aische Funktion der Argumente, 
a eine Konstante ist. 

Die Funktion I ist nicht notwendig rational in den Argumenten. 
Die letzte Gleichung sei in eine rationale Form in bezug auf t ge­
bracht, so daß sie sich folgendermaßen schreiben läßt: 

am +am-lfPt(qt, ... , qs,Pt· .. , pg,t) + am- 2cp2(qt, ... , qg,pl, . .. , Ps,t) +·· 

+Pm (ql' · · ·' qg, Pv · · ·, Ps, t) = 0, 

wo die Funktionen ffJ rational in t und algebraisch in den übrigen 
Argumenten q1, ••• , q9 , p1, ••• , p9 ·sind. Diese Gleichung kann als 
in t irreduzibel angenommen werden, d. h. sie kann nicht in Faktoren 
zerlegt werden, die von niedrigerem Grad in a und in t rational sind. 
Wäre sie reduzibel, so könnte sie durch denjenigen ihrer irreduziblen 
Faktoren ersetzt werden, der der ursprünglichen Gleichung f = a 
entspricht. 

Die Differentiation nach t ergibt 

a m-1 dfPt + am-2 dcp2 + + dffJm = 0 
dt dt . . . dt . 

Nun sind die Größen d p,fd t als Funktionen von q1, ••. , q9 , 

Pv ... , p9 , t rationale Funktionen von t. Die ursprüngliche Glei­
chung müßte also in t reduzibel sein, wenn diese letztere Gleichung 
nicht identisch erfüllt wäre. Daher ist 

dcp, 
dt=O (r = 1, 2, ... , m). 

Demnach sind die Größen fPr selbst Integrale. Das Integral f läßt 
sich also zusammensetzen aus anderen Integralen rp, die rationale Fu,nk­
tionen von t und algebraische Funktionen von q1 , ••• , q9 , Pt• ... , p9 sind. 
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Ein derartiges Integral sei in Faktoren 1. Grades in t zerlegt, 
so daß es sich darstellt als 

P(t- tpl)m, (t- r'2)m• ... (t- Cfik)mk 
(t - 1J1I)m, (t - 1Jl2)m, ... (t - 1Jlt)nl ' 

wo P, q;1, rp 2, ••• , Cf!k, 1p1, ••• , "Pt algebraische Funktionen von q1 , ••• , q9, 

Pv ... , p9 sind. Da dieser Ausdruck ein Integral ist, so haben wir 

1 dP m1 ( d rp1) mk ( d Cfik) n1 ( d 1Jl1 ) p Tt + t-__ cp~ 1 - tiT + ... +t- Tk 1 - Tt - t -1p1 
1 --dT 

- ___!!i_ (1- d1p~) = 0. 
t-1pl \ dt 

dP dcp1 dcpk d1J11 d1Jlt d h ·h W 
Werden dt , dt, .. . , dt, dt , ... , -dt urc 1 re erte 

(P, H), (cp1 , H), ... , (1Jlt H) ersetzt, so muß diese Gleichung in eine 
Identität übergehen. Das ist aber nur möglich, wenn 

dP d<p1 dcpk 
dt = 0 ' 1 - -dt = 0' ... ' 1 - dt = 0 ' 

d 1Jll d1Jll 1--tlt=O, ... ,1-dt=O 

ist, d. h. wenn die Ausdrücke 

P, t - cp1 , t - cp2, ••• , t - ({Jk> t - 1p1 , ... , t - 1Jlt 

sämtlich Integrale sind. Folglich läßt sich fedes algebraische Integral 
des Dreikörperproblems, das t enthält, zusammensetzen 

1. aus algebraischen Integralen, die t nicht enthalten, 
2. aus Integralen der Form 

t - q; = konst. , 

wo cp eine algebraische Funktion von q1, ... , q9, P1, .•. , P9 ist. 
Nun ist bekanntlich 

t - mt ql + m2 q4 f ma 9_7_ = konst. 
P1 + P4 + P1 

em Integral. Daher kann jedes algebraische Integral des Problems, 
das t enthält, zusammengesetzt werden aus 

1. algebraischen Integralen, die t nicht enthalten, 
2. Integralen der Form 

ml ql + m2 q4 + ms q7 cp- -······· ··-·- = konst., 
PI+ p4 + P7 

wo cp eine algebraische Funktion von q1, ... , q9 , P1, ••• , P9 ist, 
3. dem klassischen Integral 

t _ mlql + m2q4 + maq7. 
P1 + P4 + P1 
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Die Integrale unter (1) und (2) sind jedoch algebraische Integrale, 
die die Zeit nicht enthalten. Mithin sind sie nach dem früher Bewie­
senen Kombinationen der klassischen Integrale. 

So haben wir endlich bewiesen: jedes algebraische Integral des 
Dreikörperproblems, mag es die Zeit enthalten oder nicht, läßt sich aus 
den klassischen Integralen zusammensetzen. 

Der Satz von Bruns wurde erweitert durch Painleve1 ), der nachwies, daß 
jedes Integral des n-Körperproblems, das die Geschwindigkeiten algebraisch ent­
hält, gleichviel ob die Koordinaten algebraisch eingehen oder nicht, eine Kom­
bination der klassischen Integrale ist. 

§ 165. Der Satz von Poincare. 
vVir beweisen nun einen zweiten Satz über die Nichtexistenz ge­

wisser Integraltypen des Dreikörperproblems, der in mancher Hin­
sicht ein Analogon zu dem Satz von Bruns darstellt. Er wurde 1889 
von Poincare2) gefunden. 

I. Die Bewegungsgleichungen des eingeschränkten Dreikörper­
problems. 

Für das eingeschränkte Dreikörperproblem lassen sich die Be­
wegungsgleichungen des Planetoiden (§ 162) in der Form schreiben 

wo 

dq, iJH dp, iJH 
Tt ap, ' dt oq, 

H=Ho + flHl + f12H2 + 
1 

Ho= - 2 PI- n p2 

(r=1,2), 

ist und H 1 , H 2 , ••• periodische Funktionen von q1 , q2 mit der Periode 
2n sind. 

Die Hessesehe Determinante 

iJ2H1 
·apf 
ß2Ho 

aplap; 

()2Ho 

ap; ap; 
f:;2Ho 
·-apf 

ist offenbar gleich Null; da dieser Umstand beim Beweise des Poin­
careschen Satzes hinderlich sein würde, formen wir die Gleichungen 
derart um, daß die Hessesehe Determinante des Systems nicht mehr 
verschwindet. 

1) Bult. Astr. Bd.15, S. 81. 1898. 
2) Acta Math. Bd. 13, S. 259. 1890; Meth. Nouv. de la Jl.lfec. Cel. Bd. 1, 

s. 233- 1892. 
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Wir setzen H 2 = K; H = h sei das EnergieintegraL Dann ist 

dq, 1 oK dp, 1 BK 
dt = iii ap,, di- = -2/i aq_~ (r=1,2). 

Wählen wir nun Kj2h als neue Funktion H, so können wir den Dif­
ferentialgleichungen des eingeschränkten Dreikörperproblems die 
Form geben 

dq, oH dp, _ oH 
d t ap, ' lit - - aq, 

wobei sich H für genügend kleine Werte p, in eine 
dem Parameter ft entwickeln läßt: 

H=H0 + ,uH1 + p,2 H 2 + ... , 
wo 

(r=1,2), 

Potenzreihe nach 

ist, die Hessesehe Determinante von H0 nun nicht mehr ver­
schwindet und Hv H 2, • • • periodische Funktionen von q1 , q2 mit 
der Periode 2n sind. 

2. Formulierung des Satzes von Poincare, 
Es sei W eine Funktion von qv q2, Pv p2, ft, die eindeutig und 

regulär ist für alle reellen Werte von q1 und q2 , für unterhalb einer 
festen Grenze gelegene Werte ft und für \Verte Pv p2, die einem 
beliebig kleinen Bereich D angehören; ferner sei W periodisch in qv q2 

mit der Periode 2n. Unter diesen Bedingungen läßt sich W in eine 
Potenzreihe nach p, entwickeln, etwa in 

W = Wo + ft Wl + ft2W2 + · · · , 
wo Wo, wl, (/)2, ... eindeutige analytische Funktionen von ql> q2, Pv P2 
und periodisch in qv q2 sind. Der Satz von Poincare besagt: Es gibt 
kein Integral des eingeschränkten Dreikörperproblems (mit Ausnahme 
des ]acobischen und gleichwertiger Integrale) von der Form 

(/) = konst., 
wo Weine Funktion der angegebenen Art ist. Der folgende Beweis gilt 
für jedes dynamische Problem, dessen Bewegungsgleichungen vom 
nämlichen Typ sind wie die Gleichungen des eingeschränkten Drei­
körperproblems. 

Die notwendige und hinreichende Bedingung dafür, daß W = konst. 
ein Integral ist, wird durch das Verschwinden der Poissonschen 
Klammer (H, W) ausgedrückt, so daß also 

(Ho, (/jo) +,u{ (Hl, (/jo) +(Ho,Wl)} +,u2{(H2, Wo)+(Hl, <PI)+ (Ho, W2)}+ ... =0 

und daher 

ist. 
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3. Nachweis, daß <Po keine Funktion von Ho ist. 

Wir zeigen zunächst, daß (/}0 keine Funktion von H0 sein kann. 
Denn angenommen, es bestände eine Relation W0 = 'ljJ (H0), so erhalten 
wir aus der Gleichung H 0 = H 0 (p1 , P2) durch Auflösung nach P1 

eine Gleichung der Form P1 = {}(H0 , P2), wo{} eine eindeutige Funk­
tion der beiden Argumente ist, wenn iJH0jop1 in dem Bereich D von 
Null verschieden ist. Ersetzen wir PI in der Funktion W(q1, q2, pi, P2) 

durch seinen Wert {}, so erhalten wir eine Gleichung der Gestalt 

([Jo (qi, q2, P1• P2) = "P (qt, q2, H o• P2) , 

und da (/}0 eindeutig ist, wird 1p eine eindeutige Funktion von 
q1, q2, H 0 , P2• Nach Voraussetzung hängt aber 'ljJ nur von H 0 ab; 
folglich ist 1p eine eindeutige Funktion von H0 , solange die Veränder­
lichen p1, P2 auf den Bereich D beschränkt sind und iJH0 jop 1 in D 
von Null verschieden ist oder, allgemeiner, eine der Ableitungen 
iJH0jiJp1, oH0 jßp2 in D von Null verschieden ist, eine Bedingung, die 
im allgemeinen offenbar erfüllt sein wird. Da 1p eine eindeutige 
Funktion ist, stellt die Gleichung 1p (H) = konst. ein eindeutiges 
Integral der Differentialgleichungen dar. Damit ist auch 

(/)- 1p (H) = konst. 

ein eindeutiges Integral, das sich in eine Potenzreihe nach p ent­
wickeln läßt. Überdies ist es durch p teilbar, da (/}0 - "P(H0) = o ist. 
Setzen wir demgemäß : 

f]J- "P (H) = p(/J', 

so ist (/J' = ko nst. ein eindeutiges analytisches Integral. Setzen wir 

1Y = ([JG + pw; + p2~ + ... , 
so ist die Funktion Wb im allgemeinen keine Funktion von H0 • Ist 
sie jedoch eine Funktion von H 0 , so wiederholen wir das Verfahren 
und erhalten ein drittes eindeutiges analytisches Integral, dessen von 
ft unabhängiger Teil im allgemeinen keine Funktion von H 0 ist, usw. 
Offenbar gelangen wir auf diese Weise endlich zu einem Integral, 
das sich für verschwindendes p nicht auf eine Funktion von H 0 redu­
ziert, außer wenn W eine Funktion von H ist; dann sind aber die 
Integrale W und H nicht unabhängig. 

Gibt es also ein eindeutiges analytisches, von H verschiedenes 
Integral W, für das aber W0 eine Funktion von H0 ist, so läßt sich aus 
(/) stets ein neues Integral von gleichem Charakter ableiten, das sich 
jedoch für verschwindendes p nicht auf eine Funktion von H 0 reduziert. 
Daher können wir von vornherein annehmen, daß i.P0 keine Funktion 
von H 0 ist. 
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4. Nachweis, daß f/Jo die Veränderlichen q1, q2 nicht enthält. 
Enthält die Funktion W0 die Veränderlichen q1, q2 , so können 

wir cfJ0 als periodische Funktion dieser Veränderlichen in der Form 
schreiben 

wobei m1 , m 2 positive oder negative ganze Zahlen sind, i = Y- 1 

ist, die Größen Am m von p1, p2 abhängen und l; den Exponential­
faktor von Am,,m, b~d~utet. H0 enthält qv q2 nicht; daher haben wir 

iJHo ()c[Jo iJHo i)c[Jo 
-(Ho, {/jo) = --~-- + -~- -- · 

ap! aql up2 oq2 
Es ist aber 

daher geht die Gleichung (H0 , W0) = 0 über in 

""" ( oH0 iJHo) ..:;;;.Am,,m, m 1 op + m2 ap l; = 0; 
m,., nta 1 2 

da diese Gleichung eine Identität ist, so gilt 

( iJH0 iJHo) 
A".,,m, mt ap! + m2 -op2 = o. 

Daher ist entweder 

oder 

Das letztere ist aber nur dann möglich, wenn mv m 2 beide verschwin­
den, oder wenn die Hessesehe Determinante von H0 gleich Null ist, 
was nicht der Fall ist. Folglich sind alle Koeffizienten A". m mit 
Ausnahme von Ao,o gleich Null; W0 enthält also die Veränd~rlichen 
q1, q2 nicht. 

5. Nachweis, daß die Existenz eines eindeutigen Integrals mit dem 
Ergebnis von 3. im allgemeinen Fall unverträglich ist. 

Wir betrachten nun die Gleichung 

(Hv ifl0) + (H0, {/)1) = 0 
oder 

2 2 
~ iJcpo iJHt ~ oHo iJcpt _ 

.::::.. Ta - .::::.. a-a - 0 · 
r=l Pr qr r=l Pr qr 

Da die Funktionen H 1 und W1 in q1 , q2 periodisch sind, gestatten 
s1e die Reihenentwicklungen 

H ="""B ei(m,q,+m,q,)='..,B r 
I ~ m1,m2 ~ 1nbma ~, 

»t.,m: 1nhm2 
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wo m1 , m2 positive oder negative ganze Zahlen und die Koeffizienten 
Bm"m, und C.n"m, nur von Pv p2 abhängig sind. vVir haben daher 

also geht die Gleichung 

2 [J~l[>o ~!!.J..- 2 O_Ho [Jol[>I = 0 
r= 1 op, oq, r= 1 cp, oqr 

über m 
2 2 

27 Bm"mJ (2: m,~:o)- 27 Cmhm,C (27 mr ~~o) = 0 
mhm2 r=l r m1,m~ r:;::.l r 

Diese Gleichung gilt für alle Werte Pv p2 ; daher ist für Werte 
von Pv P2• die der Gleichung 

oH0 8H0 

ml apl + m2 7Tp~; = o 
genügen, entweder 

oder 

Wir sagen, daß der Koeffizient Bm,,m, säkular wird, wenn P1, P2 

Werte annehmen, für die ml aHo I apl + mz 8Ho I ap2 = 0 wird. 
Da die Funktion H gegeben ist, sind die Koeffizienten Bm,,m, 

gegeben. In dem durch Differentialgleichungen der betrachteten Art 
dargestellten allgemeinen Fall dynamischer Systeme verschwindet 
keiner der Koeffizienten, wenn er säkular wird. Diesen Fall betrach­
ten wir zuerst. Die Gleichung 

fJ<Po awo 
m -o- +m ---- =0 

I opl 2 clp2 

ist dann eine Folge der Gleichung ml oHo I apl + m2 iJHo I 6p2 = 0. 
Nun seien k1, k2 zwei ganze Zahlen. Wir erteilen P1 und P2 

solche Werte, daß die Gleichung 

1 fJH0 

Ii; -ap: 
1 8H0 

Ii; ap2 

gilt. Dann lassen sich unendlich viele Paare ganzer Zahlen mv m2 be-
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stimmen, so daß m1 k1 + m2 k2 = 0 ist. Für jedes dieser Systeme 
ganzer Zahlen ist m1 oH0 IcP 1 + m2 oH0 IcP2 = O; folglich ist auch 

a l/Jo 0 l[Jo 
ml apl + m2 7Jp2 = 0 . 

Der Vergleich dieser beiden Gleichungen lehrt, daß 

fJHol 0 Pt 

o l/Jo I 0P1 

oH01 8p2 

ol/JoTap2 

ist. Die Jacobische Determinante o(H0 , l/J0)/o(p1,p2) ist also gleich 
Null für alle Werte Pv P2 , für die iJH01 8p1 und 8H01 op2 in rationalem 
Verhältnis stehen. Folglich gibt es in jedem noch so kleinen Bereich 
unendlich viele Wertsysteme (p1 , p2), für die die Jacobische Deter­
minante verschwindet; da sie aber eine stetige Funktion ist, muß 
sie identisch Null sein, d. h. l/J0 ist eine Funktion von H 0 • Das wider­
spricht aber dem Ergebnis von ). ; daher muß die grundlegende An­
nahme über die Existenz des Integrals ifJ irrig sein, d. h. die Hamilton­
schcn Gleichungen haben außer H = h kein eindeutiges analytisches 
Integral, vorausgesetzt daß keiner der Koeffizienten Bm,,m, ver­
schwindet, wenn er säkular wird. 

6. Aufhebung der Beschränkungen ·für die Koeffizienten Bm1• m,.. 
Es bleibt nun noch der Fall zu untersuchen, daß wenigstens ein 

Koeffizient Bm m verschwindet, wenn er säkular wird. vVir bezeich­
nen zwei Paar~ ~on Indizes (m1 , m2), (m;. m~) als zur selben Klasse 
gehörig, wenn sie der Relation genügen: m1 lm~ = m2 lm~; dann sollen 
auch die Koeffizienten Bm,,m, und B".J.,m~ als zur selben Klasse ge­
hörig bezeichnet werden. 

Wir beweisen zunächst, daß das Ergebnis von 5. über das Nicht­
vorhandensein eines eindeutigen Integrals auch dann gilt, wenn in 
jeder Klasse mindestens ein Koeffizient Bm,,m. enthalten ist, der 
nicht verschwindet, wenn er säkular wird. - Wir nehmen an, der 
Koeffizient Brn,.m, sei gleich Null, aber der Koeffizient Bmi,m; un­
gleich Null. Für Werte von p1, p2, für die m1 oH0 18P1 +m2oH0 IiJP2 

verschwindet, ist m; aHo I apl + m~ ()Ho I ap2 = 0, folglich 

obgleich die Relation m1 o<P0 IoP1 + m2 orJJ0 IoP 2 = 0 aus der ersten 
dieser Gleichungen nicht geschlossen werden kann, läßt sie sich doch 
aus der zweiten folgern. Sonst verläuft der Beweis ganz wie in 5. 

Nun wird eine Klasse durch das Verhältnis der Indizes m1lm2 

vollständig bestimmt. Es sei l eine rationale Zahl und C die Klasse 
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der Indizes, für die m1fm2 = Ä ist. Wir sagen kurz, daß die Klasse C 
zu einem gegebenen Bereich gehört oder in diesem Bereich liegt, 
wenn sich in dem Bereich ein Wertsystem p1, p2 finden läßt, für das 

;.~l_!__o_ + iJHo = 0. 
apl ap2 

Wir beweisen, daß der Satz auch dann noch gilt, wenn es in jedem 
noch so kleinen Teilbereich <5 von D unendlich viele Klassen gibt, 
für die nicht alle Koeffizienten verschwinden, wenn sie säkular werden. 

Es sei nämlich Pv p2 ein Wertsystem derart, daß 

). fJHo iJHo-
apl + ap2 - o 

ist, und es werde angenommen, l sei rational und für die zu diesem 
Wert l gehörige Klasse verschwinden nicht sämtliche Koeffizienten, 
wenn sie säkular werden. Dann lassen sich die früheren Überlegun­
gen auf dieses Wertsystem anwenden; für diese Werte p1, p2 ist also 
die Jacobische Determinante o(H0 , C/J0)/o(p11 p2 ) gleich Null. Nach 
Voraussetzung gibt es aber für jeden in D enthaltenen, noch so kleinen 
Bereich ~ unendlich viele derartige Wertsysteme von p1, p2 . Folg­
lich verschwindet die Jacobische Determinante in allen Punkten 
von D, und C/J0 ist eine Funktion von H 0 • Es gibt also auch in diesem 
Falle kein von H verschiedenes eindeutiges Integral. 

7. Beweis des Satzes von Poincare. 

In den vier voraufgehenden Abschnitten haben wir Gleichungen 
vom Typ 

dq, 
dt 

fJH 

ap; 

untersucht, wo H die Gestalt hat 

dpr 

dt 

oH 
oq, 

H = H 0 + ftH1 + fJ-2 H 2 + ... 

(r=1,2) 

und die Hessesehe Determinante von H 0 in bezug auf p1, p2 nicht 
verschwindet, H 0 die Veränderlichen q1 , q2 nicht enthält und H 1, H2, ••• 

periodische Funktionen von q1, q2 sind. Wir haben dann nachge­
wiesen, daß kein von dem Energieintegral verschiedenes Integral 
existiert, das eindeutig und regulär für alle reellen Werte q11 q2 und 
für Werte ft unter einer bestimmten Schranke und für Werte Pv P2 

ist, die einen Bereich D bilden. Dabei wird vorausgesetzt, daß in 
jedem noch so kleinen Teilbereich von D unendlich viele Quotienten 
m1fm 2 vorhanden sind, für die nicht alle entsprechenden Koeffizienten 
Bm,,m, verschwinden, wenn sie säkular werden. 
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Dieses Ergebnis läßt sich unmittelbar auf das eingeschränkte 
Dreikörperproblem anwenden; denn wir haben in 1. gesehen, daß die 
Bewegungsgleichungen dieses Problems von der obigen Art sind, und 
bei der Bestimmung der Funktion H 1 durch eine wirkliche Reihen­
entwicklung zeigt sich, daß die letzte Bedingung auch erfüllt ist. 
Damit ist der Satz von Poincare bewiesen. 

Der Satz von Poincare stellt das Nichtvorhandensein von Integralen fest. 
die eindeutig in bezug auf die Keplerschen Veränderlichen sind, worin die Ein­
deutigkeit in der Umgebung aller Bahnkurven mit einbegriffen ist, die eine gemein­
same oskulierende Ellipse besitzen. Damit ist aber nicht die Existenz von Inte­
gralen ausgeschlossen. die in Bereichen anderer Art eindeutig sind. Vgl. Levi­
Civita: Acta Math. Bd. 30, S. 305. 1905. 

Poincare hat den Satz auf das allgemeine Dreikörperproblem ausgedehnt. 
Vgl. Meth. Nouv. de la Mec. cez. Bd. 1, S. 253; auch Painleve hat ihn erweitert: 
Campt. Rend. Bd. 130, S. 1699. 1900. 



Fünfzehntes Kapitel. 

Allgemeine Theorie der Bahnkurven. 

§ 166. Einleitung. 
Wir untersuchen nunmehr allgemein Gestalt und Charakter der 

Bahnkurven dynamischer Systeme. Um der Einfachheit willen be­
trachten wir in diesem Kapitel hauptsächlich die Bewegung eines 
Massenpunktes in einer Ebene unter der Einwirkung konservativer 
Kräfte. Doch lassen sich viele der Ergebnisse unmittelbar auf all­
gemeinere dynamische Systeme übertragen. 

In § 104 haben wir schon darauf hingewiesen, daß die Bestimmung 
der Bewegung eines Massenpunktes mit zwei Freiheitsgraden unter der 
Wirkung konservativer Kräfte sich auf das Problem zurückführen läßt, 
die geodätischen Linien einer Fläche mit gegebenem Bogenelement zu 
bestimmen. Eine Darstellung der Eigenschaften geodätischer Linien 
scheint daher wohl in den Rahmen unserer Untersuchungen zu gehören. 
Jedoch haben manche der Eigenschaften für unseren gegenwärtigen 
Zweck keine Bedeutung. Da überdies eine vollständige Theorie der 
geodätischen Linien in zahlreichen Lehrbüchern der Differentialgeo­
metrie enthalten ist, beschränken wir uns hier auf Sätze, die von aU­
gemeinem Interesse für die Dynamik sind. 

Die wichtigsten bisher erlangten Ergebnisse betreffen periodische 
Bahnkurven (§§ 167-171), die Stabilität einer gegebenen (insbesondere 
periodischen) Bahnkurve bei kleinen Verrückungen aus ihr (§§ 172 
bis 176) und die Stabilität einer gegebenen Bahnkurvenschar in bezug 
auf die Zeit, d. h. die Frage, wie weit die Bahnkurven im Verlauf eines 
langen Zeitabschnitts ihren allgemeinen Charakter bewahren (§§ 177 
bis 179). 

§ 167. Periodische Lösungen. 
In den letzten Jahren hat man mit besonderem Interesse die spe­

ziellen Bewegungsformen derjenigen dynamischen Systeme untersucht, 
bei denen die gleiche Konfiguration sich nach regelmäßigen Zeitabschnit­
ten wiederholt, die Bewegung also rein periodisch ist. Diese Bewegungs­
formen werden als periodische Lösungen bezeichnet. Von periodischer 
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Lösung spricht man auch dann, wenn eine relative, nicht eine absolute 
Konfiguration sich periodisch wiederholt; im Dreikörperproblem z. B. 
heißt eine Lösung periodisch, wenn die gegenseitigen Entfernungen der 
Körper periodische Funktionen der Zeit sind, obwohl die Körper zu 
Ende des Zeitabschnitts nicht notwendig die gleiche Lage im Raum 
zu haben brauchen wie zu Anfang. 

Bei der Bewegung eines Massenpunktes in einer Ebene oder auf 
einer ruhenden glatten Fläche unter der Einwirkung konservativer 
Kräfte wird es offenbar in der Umgebung jeder stabilen Gleichgewichts­
lage des Massenpunktes eine Schar periodischer Bahnkurven geben, 
nämlich die den Normalschwingungen des Massenpunktes um diese 
Gleichgewichtslage entsprechenden Bahnen. Für eine labile Gleich­
gewichtslagekönnen die Perioden beider Arten von Normalschwingungen 
imaginär sein, so daß es in der Umgebung keine periodischen Bahn­
kurven gibt, oder die Periode einer der Normalschwingungen kann reell 
sein, so daß diese reellen Normalschwingungen eine Schar periodischer 
Bahnkurven ergeben. Letztere sind jedoch offenbar labil, während die 
Bahnkurven in der Umgebung einerstabilen Gleichgewichtslage stabil sind. 

§ 168. Poincares Normalkoordinaten für eine bekannte 
periodische Bahnkurve. 

Die Definitionsgleichungen einer periodischen Bahnkurve stellen 
sich am bequemsten in einer von Poincare1) angegebenen Form dar. 

Die Bewegung des betrachteten dynamischen Systems sei definiert 
durch die Gleichungen 

dq, 
dt 

iJH 
ap, , 

dp, 
dt 

aH 

wo die Funktion H die Zeit t nicht explizit enthält; 

(r=1,2), 

ql = rpl (t) ' q2 = rp2 (t) ' pl = 1fJl (t), p2 = '1'2 (t) 
seien die Definitionsgleichungen einer bekannten periodischen Bahn­
kurve dieses Systems. Offenbar beschränken wir die Allgemeinheit 
nicht durch die Annahme, daß die Veränderlichen qv q2 , p1 nach dem 
Ablauf einer Periode zu ihren Anfangswerten zurückkehren, während 
p2 um 2 n gewachsen ist. 

Aus diesen Gleichungen läßt sich t eliminieren; das Ergebnis der 
Elimination werde dargestellt in der Form 

ql = f)l (p2) ' q2 = {}2 (p2) ' pl = {}3 (p2) ' 
so daß die Funktionen {}1, {}2 , ·{}3 die Periode 2 n besitzen2). 

1 ) Mtth. Nouv. de la Mec. Cel. Bd. 2, S. 369. 
2) Die Funktionen {}1, {}2 , {}3 werden nur dann eindeutig, wenn p2 dauernd 

zu- oder abnimmt; doch läßt sich dies im allgemeinen durch eine vorher­
gehende Transformation erreichen. 
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Wir unterwerfen das System der Berührungstransformation, die 
definiert ist durch 

mit 

aw 
P, = ßQ, (r = 1, 2) 

W=QzP2 +QrPr + Ptf}r (Pz) -- Qr{}3 (p2) + j{{}2(P2)- &3(P2l d-~~~:2)}ap2. 
Diese Transformationsgleichungen lassen sich in der Form schreiben 

Ql = ql - {}1 (p2) ' 
- d ·/}3 (p2) \ d{Jr(p2) 

Q2- q2- {}2 (P2l + {ql- {}1 (p2)}- d p;_-· -{Pt- {}a (Pz)J ----;:p;-, 
P1 = Pt - {}a (P2l , 

P2= P2 · 
In den neuen Veränderlichen lauten die Bewegungsgleichungen des 

dynamischen Systems 

oH iJH 
(r=1,2). 

BQ, 

Aus den obigen Transformationsgleichungen geht hervor, daß die perio­
dische Lösung nun dargestellt wird durch die Gleichung 

Ql =0, P2 = "Pz (t) · 

Diese Form der Bahngleichungen wird als die Poincaresche Normalform 
bezeichnet. 

§ 169. Ein Kriterium zur Auffindung periodischer 
Bahnkurven. 

Wir zeigen nun, daß sich die Existenz und Lage periodischer Bahn­
kurven mit Hilfe eines Analogons derjenigen Sätze untersuchen läßt1), 

die die Lage der Wurzeln einer algebraischen Gleichung auf Grund 
der Vorzeichen von Ausdrücken bestimmen, die aus der Gleichung ent­
nommen werden. Zur Vereinfachung nehmen wir als dynamisches Pro­
blem die Bewegung eines Punktes der Masse 1 in einer Ebene unter der 
Einwirkung konservativer Kräfte; das Ergebnis läßt sich ohne Schwie­
rigkeit auf allgemeinere Systeme übertragen2). 

Es seien x, y die auf beliebige feste rechtwinklige Achsen in der 

1 ) Whittaker: Monthly Notices R. A. S. Bd. 62, S. 186. 1902. Vgl. 
A. Signorini: Rend. d. Lincei Bd. 21, S. 36. 1912; Rend. d. Palermo Bd. 33, S. 187. 
1912; L. Tonelli: Rend. d. Lincei Bd. 21, S. 251, 332. 1912. 

2 ) Zur Übertragung auf das eingeschränkte Dreikörperproblem vgl. Monthly 
Notices R. A. S. Bd. 62, S. 346. 1902. 
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Ebene bezogene Koordinaten des Massenpunktes zur Zeit t, und V(x, y) 
sei die potentielle Energie, so daß die Energiegleichung lautet 

! (x2 + y2) + V(x, y) = h, 

wo h die Energiekonstante ist. 
Die Differentialgleichungen der Bewegung des Massenpunktes bil­

den ein System 4. Ordnung; ihre allgemeine Lösung enthält folglich 
vier willkürliche Konstanten. Eine dieser Konstanten jedoch tritt 
rein additiv zu t,. bestimmt also den Beginn der Zeitrechnung auf der 
Bahnkurve; es gibt daher in Wirklichkeit nur oo3 verschiedene Bahn­
kurven. Faßt man die Bahnkurven mit demselben Wert der Energie­
konstanten h zusammen, so ordnet sich die dreifach unendliche Mannig­
faltigkeit von Bahnkurven in ein einfach unendliches System zweifach 
unendlicher Kurvenscharen. Eine derartige zweifach unendliche Schar 
kann analytisch mit Hilfe des Prinzips der kleinsten Wirkung (§ 100) 
definiert werden, das besagt, daß die Bahnkurve zwischen zwei gegebenen 
Punkten (x0, y0) und (xv y1) die Eigenschaft hat, dem Integral 

J {h-V(x, y)}t {(dx)2 + (d y)2}t 

einen stationären Wert im Vergleich mit anderen Kurven zwischen den 
Endpunkten (x0, y0) und (x1, Y1 ) zu erteilen1). 

Wir betrachten eine einfache geschlossene Kurve C in der x-y-Ebene 
und zeichnen eine zweite C umschließende und sich nur wenig von ihr 
unterscheidende einfache geschlossene Kurve C'. Die Kurve C' möge 
definiert werden durch eine Gleichung der Form 

1J P = fP (r) ; 

dabei ist 1Jp der auf der von C nach außen gerichteten Normalen ge­
messene und daher stets positive Abstand der Kurven C und C', y die 
Neigung der Normalen gegen die x-Achse. Ist dann I der Wert des 
über die Kurve C erstreckten Integrals 

J {h- V(x, y)}~ {dx2 + dy2}i-
I+ M der Wert des über die Kurve C' erstreckten Integrals (so daß 
also (JJ den Zuwachs beim Übergang von C zu C' bedeutet), so haben wir 

M = J {dx2 + dy2}t J{h- V(x,y)}t + J {h- V(x,y)}!1J{dx2 + dy2}t. 

Nun ist aber 

() {h- V(x, y)}! = - ~ {h- V(x, y)}-i (~~ 1Jx + ~~ Jy) 

=- ~ {h- V(x, y)}-t (~~easy+~~ sinr) IJp 

1 ) Nach Painleve: Journal de math. (4) Bd. 10. 1894, bezeichnet man eine 
Schar von Bahnkurven mit der gleichen Energiekonstanten häufig als natürliche 
Schar. 

Whittaker, Dynamik, 2i 
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und 

b {dx2 + dy2}! = bp • d y = bp {dx2 + dy2}t, 
e 

wo e den Krümmungsradius der Kurve C im Punkt (x, y) bedeutet. 
Demnach erhalten wir 

M =! {dx2 + dy~}! { h- V(;1;.1:2_ _ _!__ cos y iJV _ _!__ sin y o~V} IJ p. 
{h-V(x,y)}t e 2 ox 2 oy 

Diese Gleichung lehrt, daß IJJ negativ ist, wenn die Größe 

h- V(x, y) 1 av 1 . av 
----- -cosy-- --smy- -e 2 . iJx 2 iJy 

in allen Punkten von C negativ ist. Das Integral I wird also kleiner, 
wenn an Stelle von C irgend eine C umschließende Nachbarkurve als 
Integrationsweg gewählt wird. 

Angenommen, es läßt sich eine einfache geschlossene C umgebende 
Kurve D finden, in deren sämtlichen Punkten die Größe 

h - V 1 ( 8 V . c V) ----e-- 2 cosy ox + smy oy 

positiv ist; dann können wir in gleicher Weise zeigen, daß das Integral 
I kleiner wird, wenn an Stelle von D irgend eine einfache geschlossene, 
von D umschlossene Nachbarkurve zum Integrationsweg gemacht wird. 

Betrachten wir also die Gesamtheit der einfachen geschlossenen 
Kurven in dem durch C und D begrenzten ringförmigen Bereich - in 
dem keine Singularität der Funktion V(x, y) enthalten sein möge -, 
so kann die den kleinsten \Vert von I ergebende Kurve offenbar weder 
C oder D sein ·noch :mit C oder D stückweise zusammenfallen. Unter 
den einfachen geschlossenen Kurven der Gesamtheit gibt es daher eine 
oder mehrere Kurven K, für die I einen kleineren \Vert annimmt als 
für alle übrigen Kurven der Gesamtheit. Da K mit C oder D nicht 
stückweise zusammenfällt, gehören alle Nachbarkurven von K der 
Gesamtheit an; K ergibt also einen stationären ·wert von I im Ver­
gleich mit allen Nachbar kurven, ist demnach eine Bahnkurve des dyna­
mischen Systems. Damit haben wir den Satz bewiesen: Begrenzen zwei 
geschlossene Kurven ein ringförmiges Gebiet, und ist die Große 

h- V(x, y) 1 av 1 . av 
- -cosy-- -smy--

(! 2 ax 2 ay 
negativ in allen Punkten der inneren, positiv in allen Punkten der äußeren 
Randkurve, so liegt in dem ringförmigen Bereich eine zu dem Wert h 
der Energiekonstanten gehörige periodische Bahnkurve des dynamischen 
Systems. Die Größe 

h- V(x, y) 1 av 1 _ av 
- -cosy-- -smy-

2 ax 2 ay 
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läßt sich für alle Punkte der Kurven C und D unmittelbar berechnen, 
da sie nur von der potentiellen Energie und den Kurven selbst abhängt; 
der Satz ermöglicht also unter Umständen, das Vorhandensein perio­
discher Bahnkurven zu behaupten. 

§ 170. Lagranges drei Massenpunkte. 

Wir behandeln nun insbesondere einige periodische Lösungen des 
Dreikörperproblems. 

Eine wertvolle Zusammenstellung von Sätzen über Scharen periodischer 
Bahnkurven des eingeschränkten Dreikörperproblems gibt F. R. Moulton: Proc. 
Internat. Gong. oj Math. Cambridgc Bd. 2, S. 182. 1912. 

Die Beziehungen periodischer Bahnen zu den Stoßbahnen, bei denen zwei 
der Körper in einem Zeitpunkt die gleiche Lage einnehmen, untersucht Moulton: 
Proc. L. M. S. (2) Bd. 11, S. 367. 1912. 

Eine Klasse nicht-ebener periodischer Bahnkurven des Dreikörperproblems 
behandelt Pavanini: Annali di Mat. (3) Bd. 13, S. 179. 1906. 

Wir nehmen die Bewegungsgleichungen des Problems in der in 
§ 160 hergeleiteten reduzierten Form und fragen zunächst, ob sie eine 
partikuläre Lösung besitzen, bei der die gegenseitigen Entfernungen 
der Körper während der ganzen Bewegung invariant sind. 

Die gegenseitigen Entfernungen sind 

{ " 2m2 q1 q2 ( k2 -p~-pj . . ) m~ ~}l 
qi, q-;;,- m~·-+--1"1z~ cosqacosq4- -2-PaP4 -- smqasm q4 +(mi +m2)2 q! , 

{ ., 2 ml qi q2 ( k2 - P~ - Pi . . ) mi "}t 
q~+--·:.:-- cosq3cosq4 - p p smq3smq4 +(-+-)2qi . 

ml t- m2 2 a 4 ml m2 

Daraus folgt, daß für die betrachtete partikuläre Lösung die Größen 

k2 - P5- P~ . . 
ql> q2, COS q3 COS q4 - - Sill q3 Sill q4 

2PaP4 
und folglich die Funktionen U, oUj(}ql, oUjoq2, WO u = ~ ml m2 r;;} 
ist, konstant sein müssen. 

Die Gleichungen 

. oH P1 • eH P2 
0 = ql = -- = -' 0 = q2 = --,- = ' apl f1, up2 fl 

lehren, daß p1, p2 ständig Null, die Gleichungen 

. oH p~ au . oH 
0 - p - - -- - -- + -- 0 = P2 = - c'·'q2 - 1- oql - flq~ oql , 

p~ au -. +---
!l' q~ oq2 , 

daß p3, P4 konstant sein müssen. 
Überdies zeigen die Gleichungen 

. oH 
o =Pa=- oqa' 

27* 
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daß die Ausdrücke 

also 

oder 

Diese Gleichung läßt erkennen, daß die Ebenen der momentanen Be­
wegung der Körper f-l und p,' mit der Ebene durch diese Körper und 
den Ursprung zusammenfallen; mit anderen \Vorten: p und p,' bewegen 
sich in einer Ebene; demnach findet auch die Bewegung von m 1, m2, m2 

in einer Ebene statt. 
Nehmen wir an, daß der Schwerpunkt 0 des Systems ruht, so folgt 

also, daß die Massenpunkte m1, m2, m3 die mit P, Q, R bezeichnet seien, 
Kreisbahnen um 0 beschreiben. \:Vir haben nun noch zu untersuchen, 
ob eine derartige Bewegung möglich ist. 

Notwendig erfüllt sein muß offenbar die Bedingung, daß die resul­
tierende Anziehung zweier Massenpunkte auf den dritten in die Ver­
bindungsgerade des dritten mit dem Schwerpunkt fällt. Das ist einmal 
der Fall, wenn die drei Massenpunkte in einer Geraden liegen. Tun sie 
dies nicht, so ergibt die Bedingung: 

~2 sin PRO = Qm~2 sinQRO 

und zwei entsprechende Gleichungen. 
Da aber 0 der Schwerpunkt des Systems ist, so gilt 

m1 sinPRO 
m2 sinQRO 

sinQPR 
sinPQR 

QR 
pff.· 

Aus dieser und der vorangehenden Gleichung folgt PR= QR; ähnlich 
ergibt sich PR= PQ. 

Die Körper müssen also entweder auf einer Geraden liegen oder ein 
gleichseitiges Dreieck bilden. 

Wir betrachten zunächst den ersten FalL a1, a2, a3 seien die in 
derselben Richtung positiv gerechneten Abstände der Körper von dem 
Schwerpunkt. Ohne Beeinträchtigung der Allgemeinheit können wir an-
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nehmen, daß a1 < a2 < a3 ist. Da die auf P wirkende Kraft einer 
Kreisbewegung um 0 entsprechen muß, ist 

n2 al =- m2 (a2- al)-2- ma(aa- al)-2, 

wo n die Winkelgeschwindigkeit der Geraden PQR bedeutet; ent­
sprechend ergibt sich 

n2a2 =- ma(aa- a2)-2 + ml(a2- al)-2, 
n2 a3 = m1 (a3 - a1)- 2 + m2 (a3 - a2)- 2. 

Aus diesen Gleichungen folgt unmittelbar 

m1 k2 {(1 +k)3-1}+m2 (1 +k)2 (k3-1) +m3 {k3 - (1 '-k)3}=0, 

wo k den Quotienten (a3 - a2)/{a2 - a1) bedeutet. 
Dies ist eine Gleichung fünften Grades in k mit reellen Koeffi­

zienten. Da die linke Seite der Gleichung für k = 0 negativ, für 
k = + oo positiv ist, besitzt sie mindestens eine positive reelle Wurzel. 
Eine derartige Wurzel bestimmt eindeutig reelle \Verte der Verhält­
nisse a1 : a2 : a3; ist n gegeben, so lassen sich die Abstände a1, a2, a3 
vollständig berechnen. Es gibt also unendlich viele Lösungen des Drei­
körperproblems, bei denen die Körper in konstanten Abständen auf einer 
Geraden verharren; die Gerade rotiert gleichförmig; ist ihre W inkelgeschwin­
digkeit (willkürlich) vorgegeben, so sind die gegenseitigen Abstände der 
Körper dadurch bestimmt. 

Nun betrachten wir den Fall, daß die Körper ein gleichseitiges 
Dreieck mit der Seitenlänge a und der Winkelgeschwindigkeit n bilden. 
Da die auf m3 wirkende Kraft einer Kreisbewegung um 0 entspricht, so ist 

m m 
- 2

1 cos PRO+ ~cosQRO = n2 0R. a a~ 

Diese Bedingung reduziert sich auf 

mi + m2 + ma = n2 a3. 
Auf dieselbe Beziehung führen die Bedingungen für die Bewegung 

von Q und R. Daher ist eine Bewegung dieser Art möglich, wenn n 
und a durch diese Beziehung verbunden sind. Es gibt somit unendlich 
viele Lösungen des Dreikörperproblems, bei denen das von den Körpern 
gebildete Dreieck gleichseitig und von konstanter Größe bleibt und in der 
Ebene der Bewegung gleichförmig rotiert; aus der willkürlich vorzugebenden 
Winkelgeschwindigkeit der Rotation bestimmt sich die Größe des Dreiecks. 

Man bezeichnet diese beiden besonderen Bewegungsformen als 
die der Lagrangeschen kollinearen bzw. äquidistanten Massenpunkte1). 

1 ) Lagrange fand sie 1772: Oeuvres de Lagrange Bd. VI, S. 229. Zur Literatur 
über die Erweiterung dieser Ergebnisse auf das n-Körperproblem vgl. man den 
Artikel des Verfassers in der Enzyklopädie d. math. Wiss. Bd. VI 2, 12, S. 529. 
Neben den dort erwähnten Abhandlungen seien noch genannt: E. 0. Lov~tt: 
Annali di Mat. (3) Bd. 11, S. L 1904; W. R. Longley: Bull. Amer. Math. Soc. 
Bd. 13, S. 324. 1907; F. R. Moulton: Annals of Math. Bd. 12, S. 1. 1910. 
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Länger als ein Jahrhundert legte man der Lagrangeschen Ent­
deckung nur theoretische Bedeutung bei. 1906 fand man jedoch, 
daß ein neuer kleiner Planet, 588 Achilles, einen ebenso großen mitt­
leren Abstand hat wie Jupiter. In der Tat ließ sich nachweisen, 
daß Sonne, Jupiter und Achilles wenigstens angenähert ein Beispiel 
für die Lagrangesche gleichseitige Dreieckskonfiguration bilden. Kurz 
darauf erfolgte die Entdeckung von drei weiteren Asteroiden, 617 Pa­
troklus, 624 Hektar, 659 Nestor, für die das gleiche giltl). Von dieser 
"Trojaner-Gruppe" hat Patroklus die Länge - 6o 0 , während die drei 
anderen die Länge + 60° haben, von Jupiter aus gemessen. 

Aufgabe. Man zeige, daß es partikuläre Lösungen des Dreikörperproblems 
gibt, bei denen die Körper immer kollinear oder immer äquidistant sind, obwohl 
die gegenseitigen Entfernungen nicht konstant, sondern periodische Funktionen 
der Zeit sind. 

Sie sind offenbar periodische LösungP-n des Problems und enthalten die 
Lagrangeschen Massenpunkte als Grenzfälle. 

§ 171. Die Stabilität der Lagrangeschen Massenpunkte ; 
benachbarte periodische Bahnen. 

In § 167 haben wir bemerkt, daß es in der Umgebung einer jeden stabilen 
Gleichgewichtslage oder stationären Bewegungsform im aLLgemeinen eine Schar 
periodischer Lösungen gibt, nämlich die Normalschwingungen um die Gleich­
gewichtslageoder den stationären Bewegungszustand. Wir folgen diesem Gedanken 
in dem FaLL der auf das eingeschränkte Dreikörperproblem augewandten Lagrauge­
sehen Dreieckslösung des eingeschränkten Dreikörperproblems und erhalten so 
gewisse Scharen periodischer Bahnkurven des Planetoiden. 

Es seien S und] die Körper endlicher Masse m1 und m2 , 0 sei ihr Schwer­
punkt, n die Winkelgeschwindigkeit von Sj; x, y seien die Koordinaten des Plane­
toiden P in bezug auf 0 als Ursprung und 0] als x-Achse. Die Bewegungsglei­
chungen des Planetoiden lauten (§ 162) 

dx iJK dy iJK du iJK dv ()]{ 

dt (JU dt 8V dt CX dt - iJy-

wo 
K= t (u2 + v2) + n (uy- v x)- m1/SP- m2/]P. 

Es seien a, b die Werte von x, y in der betrachteten relativen Gleich­
gewichtslage; für den kollinearen FaLL gilt dann: b = o, für den äquidistanten Fall: 
a = t (m1 - m2 ) lj(m1 + m2 ), b = t y3T, wo l den Abstand SJ bedeutet, so 
daß (§ 46) 

ist. 
Man sieht leicht, daß u, v in der relativen Gleichgewichtslage die Werte 

-n b bzw. n a haben. 
Wir setzen 

U=-nb+{}. v=na+<p, 

1 ) Vgl. F.J.Linders: Arkiv för Math. Bd.4, Nr.20. 1908. 
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wo ~' rJ, ~' q; klein sein sollen. Unter Vernachlässigung eines konstanten Gliedes 
erhalten wir: 

K = t (02 + q?2) + n (rJ {} - .; 'I") - n 2 (a.; + b >7) 

-m1{(a + _ _!!!_L +~)2+ (b + r;)2}-! 
ml + m2 

-m2{(a- mll +~)2+<b+>J)2}-!. 
mt+m2 

Entwickeln wir und vernachlässigen wir dabei Glieder höheren als zweiten 
Grades in den kleinen Größen, so erhalten wir einen Ausdruck für K, mit dessen 
Hilfe sich die Gleichungen für die Schwingungen um die relative Gleich­
gewichtstage aufstellen lassen. Wir betrachten etwa den Fall der Schwingungen 
um die äquidistante Konfiguration; dann wird 

1 
K = - (02 + '1"2) + n (>J {) -.; q;) 

2 

n 2 { - 2 • 
- 8(ml + m2) 4(ml + m2) (.;2 + f/2)- 3 ml (; + Y3 rJ) -3m2(.;- y'J;jt}. 

Die Bewegungsgleichungen lauten 

iJK 
<P = -~-

Lösen wir diese Gleichungen nach dem im 7. Kapitel angegebenen Verfahren, 
so bestimmt sich die Periode einer Normalschwingung zu 2:n:j1; dabei ist 1 eine 
Wurzel der Gleichung 

WO k = 3 (3 m 1 - m2 • 

4 m1 + m2 

Die beiden durch diese Gleichung gegebenen 'Werte von ).2 sind, falls sie 

reell sind, positiv, da (27 - k2) positiv ist; sie sind aber reell, wenn 4 ( 27 - k2) < 1 
16 16 ' 

oder (m1 + m2 ) 2 > 27 m1 m2 ist. Diese Bedingung wiederum ist erfüllt, sobald 
eine der Massen S, I genügend groß gegen die andere ist. Wenn diese Bedingung 
erfüllt ist, gibt es zwei Scharen periodischer Bahnkurven des Planetoiden in der Um­
gebung seiner äquidistanten Konfiguration relativen Gleichgewichtes. Die Perioden 
sind in erster Annäherung 2:n:/11 und 2n/J.2 , wobei lf,l~ die Wurzeln der Glei­
chung in 12 

bedeuten. 
Eine ähnliche Überlegung führt zu dem Ergebnis, daß die kollineare Anord­

nung der Lagrangeschen Massenpunkte labil ist. Die Gleichung für die Perioden 
der Normalschwingungsformen hat jedoch immer eine reelle Wurzel; daher gibt es 
in der Umgebung einer relativen Gleichgewichtslage des Planetoiden auf der Geraden SI 
eine Schar labiler periodischer Bahnkurven1 ). 

Aufgabe. Man beweise, daß die Konstante der relativen Energie für eine 
der Normalschwingungsformen des Planetoiden in der Umgebung der äquidistanten 
Konfiguration größer als in der relativen Gleichgewichtslage ist, während sie für 
die andere Schwingungsform kleiner ist. (Charlier.) 

1 ) Für weitere Literatur über Bahnkurven in der Nähe der Lagrangeschen 
Lösungen vgl. die in dem Enzyklopädieartikel des Verfassers angeführten Abhand­
lungen (S. 530); ferner Lovett: Astr. Nachr. Bd. 159, S. 281. 1902; Strömgren· 
Astr. Nachr. Bd. 168, S. 105. 1905; Moulton: Math. Ann. Bd. 73, S. 441. 1912. 
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§ 172. Die Differentialgleichung der Normalverrückung aus 
einer Bahnkurve. 

Wir untersuchen nun allgemein die Stabilität der Bahnkurven. 
Angenommen, wir kennen eine partikuläre Lösung der Bewegungs­

gleichungen eines Punktes der Masse 1 in einer Ebene unter der Wir­
kung von Kräften, die aus einem gegebenen Potential V hergeleitet 
sind. Dann betrachten wir eine der bekannten Lösung unmittelbar 
benachbarte mit dem gleichen Wert der Energiekonstanten. 

P und Q seien die Lagen des Massenpunktes auf der bekannten und 
der benachbarten Bahn zur Zeit t. QN sei das Lot auf die bekannte 
Bahn, und es sei PN = ~' NQ = ~~. 0 ein fest gewählter Nullpunkt 
auf der bekannten Bahn. Es sei der Bogen OP = a, der Bogen ON= s, 
also s - a = ~' ferner (} der Krümmungsradius der Bahn in P. Durch 
die Größen u und s bestimmen wir die Lage jedes Punktes der Nach­
barkurve. 

Die kinetische Energie des Massenpunktes beim Durchlaufen der 
Nachbarbahn ist 

Seine Lagrangeschen Bewegungsgleichungen lauten daher 

Man kennt ein Integral dieser Gleichungen, nämlich das Energieintegral 

- u2 + - 1 + - s2 + V= h, 1 . 1 ( u ) 2 . 

2 2 (} 

wo h konstant ist. 
Aus der ersten Lagrangeschen Gleichung und dem Integral folgt 

ü-!!...(;2 -~ll:__ = -{(?~) + ~(~) +u(ß2V) }, ri 1: d e iJ u p iJ u o a P iJ u2 P 
(}p + c;-

da 

1 ( 2u) ( .2 • 1:.) (av) (ov) h - 1 +~ o +2ac; +Vp+~ -",-- +u -;;-- = . 
2 e oa p ou p 

Da 

und 
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ist, gehen die beiden letzten Gleichungen über in 

ii _ ~a~ _ ~.l_a i- ~ ö) = -u (a2~-) 
(!2 (! i) u2 P' 

.· .. 2u6-2 
a~-~a+--=0. 

(! 

Durch Elimination von ä ~- ~ ä erhalten wir die Gleichung 

ü + {(CJ2V) + 3 a~} u = 0 
0 u2 p ri 

425 

oder, wenn wir s an Stelle von t als unabhängige Veränderliche ein­
führen und v an Stelle von ä schreiben, 

d2 .. 1-t 1 dv du r 1 (c2 V) 3} -+---+ 1- --- +- ~t=O 
d s2 v d s d s l v2 o u2 P e2 • 

Damit haben wir die Differentialgleichung der benachbarten Bahn. 
Aus dieser Gleichung lassen sich sofort Schlüsse über die Stabilität 

der bekannten Bahn ziehen. Der Sturmsehe Satz 1) besagt nämlich: 
Liegt für eine Differentialgleichung der Form 

d2 u 
d{i + I(t) u = 0 

die Größe I(t) für einen bestimmten Wertbereich von t zwischen zwei 
reellen positiven Größen a 2 und b2 , so hat jede Lösung n, die für einen 
Wert t0 des Bereichs verschwindet, eine weitere Nullstelle für einen 
Wert t des Bereichs, wobei t- t0 zwischen nja und njb liegt, wenn der 
Bereich so groß ist, daß er dieses Intervall einschließt. Daraus folgt, 
daß die bekannte Bahn stabil ist, wenn (o 2 Vjou2)P+3v2 fri in allen 
Bahnpunkten positiv ist 2); d. h. jede Nachbarbahn, die sie einmal 
schneidet, bleibt in ihrer Nähe und schneidet sie unendlich oft. Der 
Ausdruck ( iJ2 Vj o u2)p + 3 v2 / rl kann daher als Stabilitätskoeffizient der 
Bahn bezeichnet werden. 

§ 173. Der Satz von Korteweg. 
Die bekannte Bahn, von der aus die Normalverrückung u gemessen 

\Vird, sei eine periodische Bahn mit dem Umfang S; ist dann u = cp (s) 

1) Vgl. Darboux: Th. gen. des Surfaces Bd. 3-
2) In den Stabilitätsuntersuchungen der §§ 172-176 sind bei der Aufstel­

lung der Differentialgleichungen der Nachbarbahnen alle höheren als ersten Po­
tenzen der Verrückung vernachlässigt. Levi-Civita: Annali di J\1at. Bd. 5, S. 221. 
1901, hat den Einfluß der vernachlässigten Glieder auf die Stabilität untersucht 
und gefunden, daß sie in gewissen Fällen, die bei Berücksichtigung von Gliedern 
ausschließlich 1. Ordnung stabil erscheinen, Instabilität verursachen. Dies 
tritt ein, wenn a Tj2ni eine rationale Zahl ist, wobei IX der charakteristische 
Exponent, T die Periode der Lösung ist. Vg!. ferner A. R. Cigala: Annali di Mat. 
Bd. 11, S. 67. 1904. 
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die Gleichung einer Nachbarbahn, so ist offenbar tt = tp(s + nS), wo 
nirgend eine ganze Zahl ist, ebenfalls die Gleichung einer Nachbarbahn. 
Die durch diese beiden Gleichungen dargestellten Bahnen fallen tat­
sächlich zusammen; aber die zugeordneten, die Bahnen durchlaufenden 
Punkte haben einen Abstand von einer oder mehreren Perioden. 

Für eine der gegebenen benachbarte Bahn bezeichne Un, Un+l• 

Un+ 2 (wo n eine ganze Zahl ist) die Normalverrückung aus demselben 
Bahnpunkt in der nten, (n + 1)ten, (n + z)ten Periode. Wir können 
also setzen 

Un = tp[s + (n -1)5], Un+l = tp(s + n5), u,.+ 2 = tp[s + (n + 1)5], 

wo u = tp (s) eine Lösung der Gleichung 

d2!!_ + ...!_ dv !:_!!_ + {...!_ (~2v) + 1__} u = 0 
d s2 v d s d s v2 o u2 0 rl 

bedeutet. 
Da Un, Un +1 , Un +2 drei Lösungen dieser linearen Differential­

gleichung sind, stehen sie in einer Beziehung der Form: 

wo k und k1 von s unabhängig sind. 
Wir zeigen zunächst, daß die Konstanten k und k1 von der Wahl 

der Nachbarbahn und der Zahl n unabhängig sind, daß sie also auch 
zu einem beliebigen anderen System 

u:" = lf'[S + (m- 1)5], u;"+l = lf'(S + m5), u'm+ 2 = lf'[S + (m + 1)5] 

gehören. 
Denn u;" ist eine lineare Funktion der Lösungen Un und Un+l, 

etwa 

Fügen wir zu dem Argument s Perioden hinzu, so erhalten wir daher 

Aber aus den Gleichungen 

folgt 
C1Un+2 + C2Un+3 = k(clun+l + C2Un+2) + kl(clun + C2Un+l). 

Daher ist 
u'm+ 2 = ku;"+l + k 1u'm. 

Also treten in der linearen Beziehung zwischen u;"+ 2, u;"+l, u;" die 
gleichen Konstanten auf wie in der linearen Beziehung zwischen Un+2, 

Un+I> Un• 
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Sodann bestimmen wir den Wert der Konstanten k1• Aus den 
Gleichungen 

d2 u 1 dv du 
_ ___..!':_ +- __ __!!_ 

ds2 v ds ds 
=0, 

Die Integration ergibt daher 

dun dun+I C 
Un+I ds - Un ·---;r;:- = --;; , 

wo c konstant ist. 
Ersetzen wir s durch s + S, so erhalten wir 

c 

V 

also ist 

Demnach hat k1 den Wert -1. Damit ist der Satz 1) bewiesen: Sind 
Un, Un+I, Un+ 2 die Normalverriickungen der Nachbarbahn einer be­
kannten periodischen Bahn bei drei au.feinanderfol{!;enden Durchlaufungen, 
so hat der Quotient k = (un+ 2 + Un) / Un+l einen konstanten, für alle 
Nachbarbahnen übereinstimmenden Wert. 

§ 174. Der Stabilitätsindex. 

Der konstante Wert k = (un+ 2 + Un) / Un+l, wo Un, Un+I• Un+ 2 Nor­
malverrückungen aus einer periodischen Bahn bei drei aufeinander­
folgenden Durchlaufungen sind, heißt aus Gründen, die wir nun dar­
legen wollen, der Stabilitätsindex der periodischen Bahn. 

Die Natur der Lösung der Differenzengleichung 

1) Korteweg: Wiener · Sitzungsber. Bd. 93- 1886. 
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hängt bekanntlich davon ab, ob die Wurzeln der quadratischen Gleichung 

.1..2 - kl. + 1 = 0 

reell sind oder nicht, d. h. davon, ob I k I > 2 oder I k I < 2 ist. 
Es sei zunächst k positiv und größer als 2; wir setzen k = 2 Q:of cx • 

Dann hat die quadratische Gleichung die Wurzeln erx und e-rx, und zwei 
unabhängige Lösungen der Differenzengleichungen haben bekanntlich 
die Form 

<X8 IX8 

u=eScp(s), u=e-stp(s), 

wo cp (s) und tp (s) Funktionen von s mit der Periode S sind. Wählt 
man diese Funktionen derart, daß die Lösungen u der Gleichung 

d2tt + ~ dv t!...'l!. + {i. (?~) + l.}tt = 0 
ds• V ds ds V2 dU2 0 (i 

genügen (woraus sich lineare Differentialgleichungen 2. Ordnung für 
die Funktionen cp und V' ergeben), so erhalten wir zwei unabhängige 
Lösungen der Differenzengleichung, aus denen sich die allgemeine Lö­
sung linear zusammensetzt. Folglich hat die allgemeine Gleichung der 
Nachbarbahnen der bekannten Bahnkurve für k > 2 die Gestalt 

!X8 "'" tt=KJ8cp(s)+K2 e s,'P(s), 

wo KI> K 2 willkürliche Konstanten sind, cp (s) und 'lfJ (s) die Periode S 
besitzen. 

Ahnlieh ergibt sich für k < -2, wenn k = -2 ~of 1X gesetzt 
wird, die allgemeine Gleichung der Nachbarbahnen der bekannten Bahn­
kurve in der nämlichen Form 

IX8 

u = K 1 eBcp(s) + K 2 e-Stp(s), 

wo K 1, K 2 willkürliche Konstanten, cp und tp Funktionen von s sind, 
die der Gleichung genügen 

q* + 5) = -q;(s), tp(s + S) = -tp(s). 

Endlich nehmen wir an, daß I k I< 2, also -2 < k < 2 ist; 
wir setzen k = 2 cos (X, Dann finden wir in derselben Weise, daß die 
allgemeine Gleichung der Nachbarbahnen der bekannten Bahn lautet 

u=Kcos(s; +A)cp(s)+ Ksin(s; +A)tp(s), 

wo K und A willkürliche Konstanten, cp und tp Funktionen von s mit 
der Periode S sind. 

Aus diesen Ergebnissen lassen sich wichtige Schlüsse über die 
Stabilität der bekannten periodischen Bahnkurve ziehen. Denn für 
I k j > 2 schließt man aus den für u erhalteneh Ausdrücken, daß die 
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Abweichung von der periodischen Bahnkurve (oder, wenn cp und "P 
reelle Nullstellen haben, die Schwingungen um die Bahn) mit wachsen­
dem s immer größer werden; dagegen wird für !kl < 2 die Normal­
verrückung durch Kreisfunktionen mit reellen Argumenten dargestellt, 
bleibt also innerhalb fester Grenzen. So erhalten wir den Satz: Eine 
periodische Bahnkurve ist stabil oder labil, je nachdem der zugehörige 
Stabilitätsindex absolut genommen kleiner oder größer als 2 ist. 

Die Ergebnisse des vorstehenden Paragraphen sind im Einklang mit dem 
folgenden Satz, aus dem sie sich auch herleiten lassen. Die allgemeine Lösung 
einer Differentialgleichung des Typus 

d2 u ( 2ns 4ns ) 
([52 + a0 + a 1 cos S + a2 cos S + . . . u = 0 

hat die Gestalt 
u = aecs cp(s) +be-es tp(s), 

wo a, b willkürliche Konstanten sind, c eine bestimmte Konstante ist, cp und tp 
periodische Funktionen mit der Periode S sind. Vgl. Whittaker and Watson: 
Modern Analysis Kap. XIX. 

Aufgabe. Man untersuche den Grenzfall, daß der Stabilitätsindex einen der 
Werte ±2 hat, und zeige, daß die Gleichung der Nachbarbahnen eine der Formen 
erhält 

u = K 1 {cp(s) + stp(s)} + K 2 tp(s), 

u = ](1 9? (s) + !{2 'P (s)' 

wo cp und tp entweder die Periode S haben oder den Gleichungen genügen 

cp(s + 5) = -qi(s), tp(s + 5) = -tp(s), 

und daß die bekannte Bahnkurve stabil oder labil sein kann. (Korteweg.) 

§ 175. Charakteristische Exponenten. 

Die Stabilität der Bewegungsformen allgemeinerer dynamischer 
Systeme läßt sich mit Hilfe gewisser Konstanten untersuchen, die 
Poincare als charakteristische Exponenten1) bezeichnet. 

Für ein System von Differentialgleichungen 

dxi =X· 
dt t 

(i=1,2, ... ,n), 

wo X 1 , X 2 , ••• , Xn Funktionen von x1 , x 2 , •• • , Xn und möglicher­
weise auch von t sind, die in t eine Periode T besitzen, sei eine perio­
dische Lösung bekannt, die definiert ist durch die Gleichungen 

xi = cp;(t) (i = 1, 2, ... , n), 

wo cpi(t+T)=cpi(t) (i=1,2, ... ,n). 

1) Acta Math. Bd. 13, S. 1. 1890; Meth. Nouv. de la Mec. Cet. Für das 
allgemeine Stabilitätsproblem sei verwiesen auf die ausführliche Abhandlung von 
A. Liapunow, die erstmalig 1892 von der 11Iath. Ges. in Charkow veröffentlicht 
und von E. Davaux ins Französische übersetzt wurde: Annales de Taulause 
(2) Bd. 9, S. 203. 1907. 
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Zur Untersuchung der benachbarten Lösungen setzen wir 

xi=f!!i(t}+~i (i=1,2, ... ,n), 
wo ~1 , ~2 , ••• , ~n klein sein so1len und durch die Variationsgleichungen 
( § 112) 

(i=1,2, ... ,n) 

bestimmt sind. 
Für diese linearen Differentialgleichungen mit in der unabhängigen 

Veränderlichen t periodischen Koeffizienten hat nach der allgemeinen 
Theorie der linearen Differentialgleichungen eine jede Veränderliche ~i 
die Gestalt 

n 

.::f:e"'kt sik' 
k=l 

WO die Funktionen sik in t die Periode T haben und die Größen iXj: 

Konstanten, nämlich die sogenannten charakteristischen Exponenten der 
periodischen Lösung sind. 

Sind alle charakteristischen Exponenten rein imaginär, so lassen 
sich die Funktionen ~1 , ~2 , ••• , t,. offenbar als Summen und Produkte 
rein periodischer Glieder darstellen, was nicht der Fall ist, wenn die 
charakteristischen Exponenten nicht sämtlich rein imaginär sind. 
Die Stabilitätsbedingung für die periodische Bahn besteht also darin, 
daß alle charakteristischen Exponenten rein imaginär sind. 

Wir stellen nunmehr die Gleichung zur Bestimmung der charak­
teristischen Exponenten einer gegebenen Lösung auf. 

Für eine der gegebenen periodischen Bahn benachbarte Bahnkurve 
seien ß1 , ß2 , ••• , ßn die Anfangswerte von ~1 , ~2 , ••• , ~ .. und ß, + 1p; 

die \Verte von ~i nach Verlauf einer Periode. Da die Größen 'ljJ1, 'ljJ2, ••• , 'ljJn 
eindeutige Funktionen von ß1 , ß2 , ••• , ßn sind, die verschwinden, wenn 
ß1 , ß2 , ••• , ß,. sämtlich Null sind, so ist unter Vernachlässigung der 
Glieder zweiten Grades in ß1 , ß2 , ••• , ß,. nach dem Taylorschen Satz 

CJ'!jJi ci'ljJ; ihp., 
'ljJ; =aß~- ßt + ap

2 
ß2 + · · · + Bß,. ß,. (i = 1, 2, ... , n). 

Ist iXk einer der charakteristischen Exponenten, so wird eine der 
benachbarten Bahnkurven definiert durch Gleichungen der Gestalt 

so daß 
ß; + 'ljJ; = e"'> T Sik (0} = e"> 2'ß; 

ist. Folglich existiert ein Wertsystem ßv ß2, ••• , ß,., 
chungen 

d'ljJi d'ljJi ( d'ljJi " T) 
dßl ßt + ap-2- ß2 + ... + \oßi + 1 - e k ß; + 

(i=1,2, ... ,n} 

für das die Glei-

c'ljJi 
+ oß-;,ßn = 0 

(i=1,2, ... ,n) 
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erfüllt sind; die Größe IXk ist also eine Wurzel der Gleichung in IX: 

ihpl 
oß-;. 

01p2 

Bßn 

• d1pn G1pn 01pn "T I 
I aßt- aß~ · · · · · · · · · · · oßn + 1 - e 

=0. 

Die charakteristischen Exponenten sind somit die Wurzeln dieser 
Determinantengleichung. 

§ 176. Eigenschaften der charakteristischen Exponenten. 

Tritttin den Funktionen XI, X 2 , •• • , Xn nicht explizit auf, so 
ist offenbar, wenn 

xi = cpi(t) (i = 1, 2, ... , n) 

eine Lösung der Gleichungen ist, auch 

xi = Cfii (t + E) (i = 1, 2, ... , n) 

eine Lösung, wo e eine willkürliche Konstante bedeutet. Die Gleichungen 
a 

fi= 0 Ecpdt+<) (i= 1,2, ... ,n) 

definieren mithin eme partikuläre Lösung der Variationsgleichungen; 
da aber ocpi (t + c)joe offenbar eine periodische Funktion von t ist, 
reduziert sich in diesem Fall der Koeffizient e"'kt auf 1. Tritt also t in 
den ursprünglichen Differentialgleichungen nicht explizit auf, so verschwin­
det für jede periodische Lösung ein charakteristischer Exponent. 

Wir nehmen nun an, daß das System ein Integral der Form 

F(xi, x2 , ••• , xn) = konst. 

besitzt, wo F eine eindeutige Funktion von xi, x2, ••• , xn ist, die t 
nicht enthält. In der Bezeichnungsweise des letzten Paragraphen ist 

F {cpi(O) + ßi + V'i} = F {cpi(O) + ßi}, 

wo F(x1, x2, ••• , xn) kurz durch F(xi) bezeichnet ist. Die Differen­
tiation dieser Gleichung nach ß; ergibt 

oF o 1p1 oF o 1p2 oF o "Pn ) 
-"---+-;;----+ ... +--~-=0 (i= 1,2, .. . ,n, 
cJ xl fj ßi o x2 () ßi . o Xn u ß;, 

WO die Größen XI, Xz, ... 'Xn in oFjiJxl> oFjox2, ... 'oFjoxn durch 
cp1 (0), cp2 (0), ... , Cf!n(O) zu ersetzen sind. AusdiesenGieichungenfolgt,daß 
entweder die Funktionaldeterminante 8(1p1, 1p2, ••• , "Pn)fo(ß1, ß2, • • ·, ßn) 
gleich Null ist oder alle Größen 8FfiJx1, oFjox2, ••• , iJFjiJxn für t = 0 
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verschwinden. Trifft das letztere zu, so sehen wir, daß, da der zeitliche 
Nullpunkt willkürlich gewählt werden kann, die Gleichungen 

oFjiJx1 = 0, iJFjox2 = 0, ... , oFJßxn = 0 

in allen Punkten der periodischen Bahnkurve erfüllt sein müssen. Da 
dies offenbar ein sehr spezieller Fall ist, wird im allgemeinen die erstere 
Möglichkeit zutreffen. Verschwindet aber die Funktionaldeterminante, 
so wird die Determinantengleichung für die charakteristischen Expo­
nenten offenbar durch den Wert e"'T = 1, d. h. ,x = 0 befriedigt. 
Einer der charakteristischen Exponenten ist dann also gleich Null. 
Besitzen also die Differentialgleichungen ein eindeutiges Integral, so ver­
schwindet einer der charakteristischen Exponenten. 

Der Vergleich der§§ 173, 174 mit der Theorie der charakteristischen 
Exponenten lehrt, daß bei der Bewegung eines Massenpunktes in einer 
Ebene unter der Einwirkung konservativer Kräfte die charakteristischen 
Exponenten einer beliebigen periodischen Bahnkurve die Werte 
0, 0, ,x, -<X haben, wobei der charakteristische Exponent ,x mit dem 
Stabilitätsindex k und der Periode T durch die Gleichung 

k = 2 [oj ,x T 
verknüpft ist. Die Bahn ist stabil oder labil, je nachdem ,x rein imaginär 
ist oder nicht. 

Aufgabe t. Die Differentialgleichungen mögen die Zeit nicht explizit ent­
halten und p eindeutige von t unabhängige Integrale Fl' F 2, ••• , FP besitzen. 
Man beweise, daß dann entweder p + 1 charakteristische Exponenten verschwin­
den oder alle in der Matrix 

(i = 1, 2, ... , p; k = 1, 2, ... , n) 

enthaltenen Determinanten in allen Punkten der betrachteten periodischen Bahn-
kurve verschwinden. (Poincare.) 

Aufgabe 2. Die Differentialgleichungen mögen ein Hamiltonsches System bilden; 
man zeige, daß die charakteristischen Exponenten einer beliebigen periodischen 
Bahnkurve sich paarweise anordnen lassen, so daß die Exponenten eines jeden 
Paares von gleicher Größe, aber entgegengesetztem Vorzeichen sind. (Poincare.) 

§ 177. Anziehende und abstoßende Bereiche eines 
Kraftfeldes. 

Den allgemeinen Charakter der Bewegung eines konservativen holo­
nomen Systems erläutert ein Satz, den Hadamard1) 1897 veröffentlicht 
hat. Zur Vereinfachung nehmen wir an, daß das System aus einem Punkt 
der Masse 1 besteht, der sich auf einer gegebenen glatten Fläche unter 
der Einwirkung von Kräften bewegen kann, die ein Potential V besitzen. 
Für kompliziertere Systeme läßt sich ein ähnlicher Satz leicht ableiten. 

Die Parameter u, v mögen die Lage des Massenpunktes auf der 
Fläche festlegen, deren Bogenelement gegeben sei durch 

ds 2 =Edu2 + 2Fdudv + Gdv 2 , 

1) Journ. de Math. (5) Bd. 3. S. 331. 
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wo E, F, G gegebene Funktionen von u und v sind. Der Massenpunkt 
hat die kinetische Energie 

T = ! (E u2 + 2 F u v + G iJ2) , 

und die Lagrangeschen Bewegungsgleichungen lauten 

d (ar) ar av d (iJT) ar av 
d t ou - ou = - ou ' d t ov - iJv = - av . 

Sie können auf die Form gebracht werden 

. av av . ( oF 1 iJE 1 2E) (E G - P) u = - G- + F --;:;-- + u2 F- - - G- - - F-
ou ov ßu 2 ßu 2 ßv 

+uv(F~G -GßE)+v2(~caG +~FiJ,G -GoF), 
ou av 2 ßu 2 ov ßv 

(EG-P)v=F§V -Eav +u2(!EoE +~FoE -E~F) 
ßu ov 2 ßv 2 au ou 

+ uv (FoE- E ~G) + v2 (FaF- ~EiJG- !p 0G). 
ov ou ov 2 ov 2 au 

Durch Differentiation ergibt sich 
. av. c:v. 
V= --u+-----v 

ou ov ' 

V• _ oV .. o V.. o2 V .2 o2V . . o2V .2 
- -~-U +-;:,V+ "32U + 2~TUV + ~2 V . 

dU vV CU vU vV OV 

Führen wir für ü und v ihre Werte aus den vorhergehenden Glei­
chungen ein, so ergibt sich 

V=- (EG- P)· 1 {E (2V)2
- 2FoVoV + G (8V)2Jt + W(u, v), 

~ 0 V OU 0 V 0 U 

wo 

gesetzt ist. 

Whi t t aker, Dynamik. 28 
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Die m diesen Gleichungen auftretenden Größen lassen sich als 
Funktionen von Biegungsinvarianten darstellen1). Die Hauptbiegungs­
invarianten einer Fläche mit dem Bogenelement 

ds 2 = Edu2 + 2Fdudv + Gdv2 

sind die Differentialparameter 

LI ('J', 'lf') = (EG- F 2) - 1 {E orp o1p- F (8-P -~_'!!_ + ~T_ 8VJ) + G ~rp ~1/1}, 
. ov ov iJu dv ov ou 01~ du 

LJ (€f')=(EG-P)- 1 {E(arp)2 -2F a€f' ~€f' +G(-8p_)2
}, 

1 • ov iJu ov ou 

.d (rp) = (EG -F2) -t[,~- {(EG- P)i (c -~-p__- F ~!!!.-)} 
2 ou ou ov 

iJ { ( O€f' D€f' )\] +--. (EG-P)i -F-+E"- f, 
ov iJu ~ 

wo rp und 1p willkürliche Funktionen der Veränderlichen u und v sind. 
In dieser Bezeichnungsweise geht die letzte Gleichung über in 

V= -LidV) + W(u, v). 

Benutzen wir die Energiegleichung 

Eu2 + 2Fuv + Gv2 = 2(h- V) 

und beachten wir, daß der Ausdruck 

P(u, v) P(oVjov, -i'Vjou) 
Eu2 + 2Fui· + Gv2 E(BVfov) 2 - 2F(av;a:V)(avjou)-t---c(avjiiu)2 
die Größe u a Vf a u + V av; a V als Faktor enthält, so können wir 
schreiben 

-- . 2(h- V)Iv • . . · 
V= -LI1(V) + ---d

1
(V)- +(Au+ p.v)V, 

wo A. und fk nur die Größe 

E (iJV)2- 2F &_V ~y + G (~V:)z 
ov ov ou du 

im Nenner enthalten und I v den Ausdruck 

cfJ(oVjiJv,- BVjiJu)f(EG -P) 

bedeutet; wir finden dann leicht, daß I v sich darstellen läßt in der Form 

Iv = Ll1 (V)LI 2 (V)- !LI {V, Ll1 (V)}. 

Wir betrachten auf der Bahnkurve des Massenpunktes einen Punkt, 
in dem V ein Minimum hat; dort ist V= 0 und V positiv. Da L1 1 (V) 
wesentlich positiv ist (das Bogenelement der Fläche ist ja eine positiv 

1) Die Biegungsinvarianten sind in der Fußnote auf S. 116 definiert. 
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definite Form), so folgt, daß I v > 0 ist, und zwar gilt das Gleichheits­
zeichen nur dann, wenn Ll 1 (V) gleich Null ist, d. h. für eine Gleich­
gewichtslage. 

Während der Massenpunkt eine Bahnkurve durchläuft, nimmt die 
Funktion V entweder nacheinander unendlich viele Maxima und Minima 
an (dies ist der allgemeine Fall), oder aber (in speziellen Fällen) die 
Funktion V ändert sich von einem bestimmten Punkt der Bahnkurve 
an immer in demselben Sinne. Wir nehmen zunächst an, das erstere sei 
der Fall. Zerlegen wir dann die gegebene Fläche in zwei Gebiete, in 
denen I v positiv bzw. negativ ist, so folgt aus dem oben Bewiesenen, 
daß das erstere dieser Gebiete alle Punkte der Bahn enthält, in denen V 
einen Minimalwert annimmt, d. h. es enthält im allgemeinen unendlich 
viele verschiedene Stücke der Bahnkurve, alle von endlicher Länge; 
dagegen kann der Massenpunkt in dem anderen Gebiet, in dem I v 
negativ ist, nicht dauernd bleiben. Diese beiden Teile der Fläche werden 
aus diesem Grunde als der Anziehungs- und Abstoßungsbereich bezeichnet. 
Im allgemeinen sind beide Gebiete vorhanden; denn man erkennt leicht, 
daß jeder isolierte Punkt der Fläche, in dem V ein Minimum ist, d. h. 
jeder Punkt, in dem stabiles Gleichgewicht möglich ist, in einem An­
ziehungsbereich liegt, jeder Punkt, in dem V ein Maximum ist, in einem 
Abstoßungsbereich. 

Es ist von Interesse, dieses Ergebnis mit dem entsprechenden für die Be­
wegung eines Massenpunktes mit einem Freiheitsgrad zu vergleichen, z. B. eines 
Massenpunktes, der sich auf einer Kurve unter der Wirkung einer Kraft bewegen 
kann, die allein von seiner Lage abhängt. In diesem Falle legt der Massenpunkt 
entweder eine unendlich große Entfernung in einer Richtung zurück oder er 
schwingt um eine stabile Gleichgewichtslage. Das Anziehungsgebiet bei der Be­
wegung mit zwei Freiheitsgraden entspricht der stabilen Gleichgewichtslage bei 
der Bewegung mit einem Freiheitsgrad. 

Wir machen nun die entgegengesetzte Annahme, nämlich, daß von 
einem bestimmten Zeitpunkt ab V sich im gleichen Sinne ändert. Wir 
nehmen an, daß die Fläche keine sich ins Unendliche erstreckenden 
Mäntel besitzt und in allen Punkten regulär ist, und daß V eine durch­
'weg reguläre Ortsfunktion auf der Fläche ist. Da sich V ständig im 
gleichen Sinne ändert, muß V also gegen einen festen endlichen Grenz­
wert streben, während V und V gegen Null gehen. Aus der Gleichung 

V= -LII(V) + 2(h- V)fv/ Lll(V) + (i.ü + ftV)V 

sehen wir, daß A. und fl endlich sind und das letzte Glied auf der rechten 
Seite unendlich klein ist, wenn LJ1 (V) nicht sehr klein ist. Folglich 
gibt es entweder beliebig große Werte t, für die Iv positiv ist (dann 
überschreitet die Länge des in das Anziehungsgebiet fallenden Stückes 
der Bahnkurve jede angehbare Größe), oder aber Ll1 (V) strebt 
gegen Null. Letzteres kann nur dann der Fall sein, wenn o V/ ou und 
iJVjcv verschwinden. Gibt es also (was im allgemeinen der Fall ist) 

28* 
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nur endlich viele Gleichgewichtslagen auf der Fläche, so nähert sich der 
Massenpunkt mit gegen Null strebender Geschwindigkeit einer dieser 
Gleichgewichtslagen. Eine solche asymptotisch angenäherte Gleich­
gewichtslagekann aber nicht stabil sein; denn bei der Umkehrung dieser 
asymptotischen Bewegung bleibt der Massenpunkt, der ursprünglich in 
der Nähe der Gleichgewichtslage eine kleine Geschwindigkeit hatte, 
nicht in ihrer Umgebung. Dies ist aber im Widerspruch mit der Defi­
nition der Stabilität. 

So ergibt sich endlich der Satz von Hadamard, den wir folgender­
maßen aussprechen: Kann sich ein Massenpunkt auf einer durchweg 
regulären Fläche frei bezvegen, die keine ins Unendliche verlaufenden 
Mäntel besitzt, 1md auf der die potentielle Energie überall regulär ist und 
nur endlich viele Jlcfaxima und Minima besitzt, so ist entweder die Länge 
des in den Anziehungsbereich fallenden Stückes der Bahnkurve größer als 
jede angehbare Zahl, oder aber die Bahnlmrve strebt asymptotisch gegen 
eine Lage labilen Gleichgewichtes. 

Aufgabe. Man beweise, daß, wenn alle Werte von t von -oo bis +oo berück­
sichtigt werden, ein Teil der Bahnkurve des Massenpunktes in das Anziehungs­
gebiet fällt. 

§ 178. Anwendung des Energieintegrals auf das Stabilitäts­
problem. 

In vielen Fällen kann man mit Hilfe der Energiegleichung den 
Charakter einer gegebenen Bewegungsform eines dynamischen Systems 
einfach bestimmen. Für einen einzelnen Punkt der Masse 1, der sich 
in einer Ebene unter der Einwirkung von Kräften mit einem Potential 
V(x, y) bewegt, lautet die Energiegleichung 

! (i2 + y2) = h - V(x, y). 

Nun zerlegen die Zweige der Kurve V(x, y) = h die Ebene in 
Gebiete, in denen V(x, y) - h bezüglich positiv und negativ ist. 
Da aber x2 + y2 wesentlich positiv ist, kann eine Bahnkurve mit der 
Gesamtenergie h nur in den Gebieten verlaufen, in denen V(x, y) < h 
ist. Befindet sich also der Massenpunkt zu irgendeiner Zeit innerhalb 
eines geschlossenen Zweiges der Kurve V(x, y) = h, so muß er in diesem 
Gebiet verbleiben. Stabil nennt man häufig Bewegungsformen, bei 
denen der bewegte Massenpunkt auf bestimmte begrenzte Gebiete be­
schränkt ist. In diesem Sinne können wir also die fragliche Bewegung 
des Massenpunktes als stabil bezeichnen. 

Die vorstehende Methode wurde von Hill 1), Bohlin 2) und Darwin 3) 

hauptsächlich beim eingeschränkten Dreikörperproblem benutzt. 

1) Amer. ]. of Math. Bd. 1, S. 75. 1878. 
2 ) Acta Math. Bd. 10, S. 109. 1887. 
3) Acta Math. Bd. 21, S. 99. 1897. 
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§ 179. Verwertung von Integralinvarianten für Stabilitäts­
untersuchungen. 

In abweichendem Sinne bezeichnet Poisson ein System als stabil, wenn es 
im Lauf der Zeit seiner Ausgangslage unendlich oft beliebig nahekommt, während 
die inzwischen erfolgenden Abweichungen von endlicher Größe sind. Poincare 
hat gezeigt, daß sich die Theorie der Integralinvarianten für die Untersuchung der 
Poissonschen Stabilität verwerten läßt. 

Wir betrachten das System der Differentialgleichungen 

(r=1,2, ... ,n), 

das die Integralinvariante 
j. .. Jt5x1 <5x2 •.• bxn 

besitzt, als Definitionsgleichungen der Bahnkurve eines Punktes P mit den Ko­
ordinaten x1 , x2, ••• , Xn im n-dimensionalen Raum. Haben die Bahnkurven 
keine ins Unendliche verlaufenden Zweige, so läßt sich zeigenl), daß es zu einem 
beliebigen kleinen Gebiet R des Raumes Bahnkurven gibt, die R unendlich oft 
durchsetzen; in der Tat ist die \Vahrscheinlichkeit dafür, daß eine von einem 
Punkt von R ausgehende Bahnkurve das Gebiet nicht unendlich oft durchsetzt, 
gleich Null, wie klein R auch gewählt sein mag. Poincare hat diese Methode nach 
verschiedenen Richtungen hin erweitert und nachgewiesen, daß sie sich unter 
gewissen Bedingungen auf das eingeschränkte Dreikörperproblem anwenden läßt. 

Übungsauf gaben, 
1. Man beweise, daß die Bewegung des Massenpunktes auf einer Ellipse unter 

der Einwirkung von zwei festen :Newtonschen Kraftzentren stabil ist. (Nowikow.) 
2. Ein Punkt der Masse 1 kann sich in einer Ebene unter der Wirkung mehrerer 

Kraftzentren frei bewegen, die ihn nach dem Newtonsehen Gesetz umgekehrt 
proportional dem Quadrat des Abstandes anziehen. V(x, y) sei die resultierende 
potentielle Energie des Punktes. :Man zeige, daß das Integral 

__!__ {j [( ~22 + ~22) log{h- V (x, y)}] dx dy, 
2n. cx oy 

erstreckt über das Innere einer periodischen Bahnkurve mit der Energiekonstanten h 
(wobei die Kraftzentren durch Kreise von beliebig kleinem Radius aus dem Inte­
grationsbereich auszuschließen sind), gleich der um zwei verminderten Anzahl der 
von der Bahnkurve umschlossenen Kraftzentren ist. 

(Monthly Notices R. A. S. Bd. 62, S. 186.) 
3. Eine Schar ebener Bahnkurven sei definiert durch eine Differential­

gleichung 
J2y 
dx2 = cp(x, y), 

wo x, y die laufenden rechtwinkligen Koordinaten eines Punktes auf einer Bahn 
der Schar sind, und es sei J. der Normalabstand des Punktes (x, y) von einer 
bestimmten Nachbarbahn der Schar. Man zeige, daß Cln der Gleichung 

d 2 Cln 
dt2 +I Cln = o 

genügt, wo 

I= {1 + (dy) 2
} (- fJcp + dy cr.p) + {cp(x, YW 

dx f)y dx 8x 

1) Poincare: Acta Math. Bd. 13, S. 67. 1890; Meth. Nouv. de la Mec. 
Cel. Bd. 3, Kap. 27; Caratheodory: Berl. Sitzungsber. 1920, S. 580. 
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ist und die Veränderliche t definiert wird durch diE Gleichung 

~~=t+(~~r. 
(Sheepshanks Astron. Exam.) 

4. Ein Massenpunkt bewegt sich unter der Einwirkung einer abstoßenden 
Kraft aus einem festen Zentrum. Man zeige, daß die Bahn stets hyperbolischen 
Charakter hat und das Kraftzentrum niemals einschließt; daß ferner die Asymptoten 
nicht durch das Zentrum gehen, wenn eine endlich große Arbeit gegen die Kraft 
geleistet werden muß, um den Massenpunkt aus dem Unendlichen an seinen Ort 
zu bringen; daß aber, wenn diese Arbeit unendlich groß ist, die Asymptoten durch 
das Zentrum gehen und die Dauer der ganzen Bewegung endlich sein kann. 

(Schonten.) 
5. Man beweise, daß bei der Bewegung eines Massenpunktes auf einer ruhen­

den glatten Fläche unter dem Einfluß der Schwerkraft die Grenzkurve der An­
ziehungs- und Abstoßungsgebiete der Fläche sich zusammensetzt aus dem Umriß 
der Fläche bei senkrechter Projektion und dem Ort der Punkte mit einer wage­
rechten Asymptotenrichtung. 

6. Ein Massenpunkt bewegt sich frei im Raum unter der Einwirkung von 
zwei Newtonsehen Anziehungszentren. Man beweise, daß der Punkt, wenn die 
Energiekonstante negativ ist, eine Spirale um die Verbindungsgerade der Zentren 
beschreibt, die in einem von zwei Rotationsellipsoiden und zwei Rotationshyper­
boloiden mit den Brennpunkten in den Kraftzentren begrenzten röhrenförmigen 
Bereich verläuft. Man zeige ferner, daß der Punkt, wenn die Energiekonstante 
Null oder positiv ist, eine Spirale beschreibt, die innerhalb eines von einem Ellipsoid 
und zwei ins Unendliche verlaufenden Schalen von Hyperboloiden desselben kon-
fokalen Systems begrenzten Gebietes verbleibt. (Bonacini.) 

7. Die notwendige und hinreichende Bedingung dafür, daß eine durch eine 
Differentialgleichung 

y" = rp (x, y, y') 

definierte zweiparametrige Kurvenschar ein System von Bahnkurven mit der 
gleichen Energiekonstanten ist, besteht darin, daß 

( oqJ rp y' ) d 
oy' - 31+72 x 

ein vollständiges Differential ist. Die potentielle Energie ist dann ein konstantes 
Vielfaches von 

e- 2 J (~ ;; - }!~) dx. 

{P. Frank.) 
8. Bei der ebenen Bewegung eines Massenpunktes unter Einwirkung von 

Kräften, die nur von der Lage abhängen, erhält man eine einparametrige Schar 
von Bahnkurven, wenn man Massenpunkte aus einem gegebenen Punkte in einer 
gegebenen Richtung mit allen möglichen Geschwindigkeiten schleudert. Man 
beweise, daß der Ort der Brennpunkte der oskulierenden Parabeln ein durch den 
Punkt gehender Kreis ist. Man zeige, daß, wenn die Anfangsrichtung variiert 
wird, der Ort der Mittelpunkte der resultierenden einfach unendlichen Kreisschar 
ein Kegelschnitt mit dem gegebenen Punkt als Brennpunkt ist, der im Fall konser­
vativer Kräfte in eine doppelt überdeckte Gerade ausartet. 

9. Damit ein fünffach unendliches System von Raumkurven, von denen 
durch jeden Punkt in jeder Richtung eine einfach unendliche Schar geht, die 
Schar der Bahnkurven eines Massenpunktes in einem willkürlichen Lagenkraftfeld 
darstellen kann, ist es notwendig (aber nicht hinreichend), daß das System die 
folgenden Eigenschaften besitzt: 
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c.:) Die Schmiegungseberien der durch einen gegebenen Punkt gehenden zwei­
fach unendlichen Kurvenschar bilden ein Büschel, d. h. sie gehen durch eine 
feste Gerade. 

{J) Die Schmiegungskugeln der durch einen gegebenen Punkt in einer ge­
gebenen Richtung gehenden einfach unendlichen Kurvenschar bilden ein Büschel, 
d. h. ihre Mittelpunkte liegen auf einer Geraden. 

10. Man zeige, daß die zweifach unendlich vielen Kurven einer natürlichen 
Schar, die eine beliebige Fläche orthogonal durchsetzen, co1 Flächen orthogonal 
durchsetzen, d. h. eine Normalenkongruenz bilden. (Die fraglichen Flächen sind 
die Flächen gleicher Aktion.) (Hamilton.) 

11. Man beweise, daß die in Aufgabe 10 erwähnte Eigenschaft nur den 
natürlichen Scharen zukommt. 

12. Einevierfach unendliche Raumkurvenschar ist dann und nur dann eine 
natürliche Schar von Bahnkurven, wenn 

.x) die Schmiegungskreise in einem Punkt p aller durch den Punkt gehenden 
Kurven der Schar einen zweiten Punkt P der Schar gemein haben, also ein Bündel 
bilden. Infolgedessen haben drei Kreise eines solchen Bündels eine vierpunktige 
Berührung mit den zugehörigen Kurven; 

ß) wenn diese drei hyperoskulierenden Kreise einander unter rechten Winkeln 
schneiden. 

13. Die einzigen Punkttransformationen, die jede natürliche Schar in eine 
natürliche Schar überführen, sind diejenigen der konformen Gruppe. 

(Die Aufgaben 8, 9, 11, 12, 13 sind Abhandlungen von E. Kasner in den 
Transactions of the Amer. Math. Soc. 1906/09 entnommen. Für weitere Literatur 
in dieser Richtung sei verwiesen auf Kasners Princeton Colloquium Lectures : 
Differential Geometrie Aspects of Dynamics.) 

14. Zwei einfach unendliche ebene Kurvenscharen, die ein Orthogonalsystem 
bilden, seien Bahnkurven eines gewissen konservativen Kraftfeldes. Es sei U 
die Aktion eines Massenpunktes in einem Punkt (x, y) bei seiner Bewegung auf 
einer Kurve der ersten Schar, V die Aktion in (x, y) bei seiner Bewegung auf einer 
Kurve der zweiten Schar. Man beweise, daß U und V konjugierte Funktionen von 
x und y, und daß die Kurvenscharen U = konst., V = konst. mit den Bahn-
kurven identisch sind. (P. G. Tait und K. Ogura.) 



Sechzehntes Kapitel. 

Integration durch trigonometrische Reihen. 

§ 180. Reihen, die für alle Werte der Zeit konvergieren ; 

Poincaresche Reihen. 

In § 32 haben wir schon hervorgehoben, daß die Differentialglei­
chungen der Bewegung eines dynamischen Systems sich durch Reihen 
integrieren lassen, die nach steigenden Potenzen der von einem bestimm­
ten Augenblick an gerechneten Zeit fortschreiten. Im allgemeinen kon­
vergieren diese Reihen für Werte von i innerhalb eines endlichen Kon­
vergenzkreises der i-Ebene, geben infolgedessen die Werte der Koor­
dinaten nur für ein begrenztes ZeitintervalL Mittels analytischer Fort­
setzung1) könnte man aus diesen Reihen aufeinanderfolgende Systeme 
neuer Potenzreihen ableiten, die für \Verte der Zeit außerhalb dieses 
Intervalls konvergieren. Für die Praxis ist das Verfahren der analy­
tischen Fortsetzung jedoch zu umständlich, und die dabei erhaltenen 
Reihen gewähren keine Einsicht in den allgemeinen Charakter der Be­
wegung des Systems und keinen Aufschluß über den ferneren Verlauf. 
Die Bemühungen der Forscher haben sich deshalb dem Problem zu­
gewandt, die Koordinaten eines dynamischen Systems durch Reihen­
entwicklungen darzustellen, die für alle Werte der Zeit konvergieren. 
Eine Methode2) erreicht dieses Ziel vermöge einer Transformation der 
i-Ebene. Nimmt man an, daß die Bewegung des Systems durchweg 
regulär ist (d. h. daß keine Zusammenstöße oder andere Unstetigkeiten 
vorhanden und die Koordinaten immer endlich sind), so treten in den 
Punkten der reellen Achse der /-Ebene keine Singularitätendes Systems 
auf. Die nach einem gewissen Zeitintervall auftretende Divergenz der 
Potenzreihen in i- /0 hat daher ihren Grund im Vorhandensein von 
Singularitäten der Lösung in dem im Endlichen, aber außerhalb der 
reellen Achse gelegenen Teil der i-Ebene. Die der reellen Achse nächst-

1 ) Vgl. Whittaker and Watson: Modern Analysis § 5. 5. 
2 ) Diese Methode wurde entwickelt von Poincare: Acta Math. Bd. 4, S. 211. 

1884. 
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gelegene Singularität!) habe von ihr den Abstand h, und eine neue Ver­
änderliche T sei definiert durch die Gleichung 

2h 1 + T 
t - t0 = -;-log 1 _ r . 

Ein Streifen der Breite h, der sich symmetrisch auf beiden Seiten der 
reellen Achse der t-Ebene erstreckt, entspricht offenbar dem Innern 
des Kreises 1 r j = 1 der T-Ebene. Die Koordinaten des dynamischen 
Systems sind daher in allen Punkten innerhalb dieses Kreises reguläre 
Funktionen von T, Jassen sich folglich in Potenzreihen nach T entwickeln, 
die im Innern dieses Kreises konvergieren. Diese Reihen konvergieren 
demnach für alle reellen Werte von T zwischen -1 und +1, d. h. für 
alle reellen Werte von t zwischen - oo und + oo. Diese Reihenent­
wicklungen gelten somit für alle Werte von t. 

§ 181. Die Regularisierung des Dreikörperproblems. 
In dem vorigen Paragraphen machten wir den Vorbehalt, daß für 

reelle vVerte von t keine Zusammenstöße oder andere Unstetigkeiten 
auftreten sollten. Painleve 2) hat zuerst auf die Bedeutung der Zusam­
menstöße für die mathematische Theorie des Dreikörperproblems hin­
gewiesen. Er zeigte, daß die Bewegung der Körper für alle Werte der 
Zeit regulär ist (d. h. daß ihre Koordinaten reguläre Funktionen von t 
sind), falls die Anfangsbedingungen den Fall ausschließen, daß zwei der 
Körper nach einem endlichen Zeitintervall zusammenstoßen. Die Be­
ziehungen, die zwischen den Anfangswerten der Veränderlichen bestehen 
müssen, damit schließlich ein Zusammenstoß von zweien der drei Körper 
stattfindet, hat Levi-Civita3) für das eingeschränkte Dreikörperproblem 
untersucht, wo eine derartige Beziehung vorhanden ist, Bisconcini4) 

für das allgemeine Problem, wo zwei derartige Beziehungen vorhanden 
sind. Diese sind analytisch, aber durch ziemlich komplizierte unendliche 
Reihen dargestellt und nur dann unmittelbar zu gebrauchen, wenn das 
Zeitintervall zwischen dem Beginn der Bewegung und dem Zusammen­
stoß hinreichend klein ist. 

Es war ein beträchtlicher Fortschritt, als K. F. Sundman5) be­
wies, daß die einem Zusammenstoß zweier Körper in den Differential-

1 ) Es wird angenommen, daß die Singularitäten der reellen Achse nicht 
beliebig nahekommen. 

2) Lec;ons sur la thtorie anal. d. tq. diff. S. 583. Paris 1897-
3) Annali di Mat. (3) Bd. 9, S. 1. 1903; Comptes Rendus Bd. 136, S. 82, 

221. 1903. 
4 ) Acta Math. Bd. 30, S. 49. 1905. Vg!. ferner H. Block: Medd. frlin 

Lunds Obs., Serie II, Nr. 6. 1909; Arkiv f. Math.; Astr. och Fys. Bd. 5, Nr. 9. 
1909. 

5) Acta Math. Bd. 36, S. 105. 1912. Der Hauptinhalt der Abhandlung wurde 
zuerst veröffentlicht in Acta Societatis Scient. Fennicae 1906, 1909. 
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gleichungen entsprechende Singularität keine wesentliche ist, sondern 
sich durch eine geeignete Transformation der unabhängigen Veränder­
lichen völlig beseitigen läßt. Mit anderen Worten: Die die Bewegung 
charakterisierenden Veränderlichen und die unabhängige Veränderliche 
lassen sich derart wählen, daß die Differentialgleichungen der Bewegung 
auch dann regulär sind, wenn zwei der drei Körper die gleiche Lage im 
Raum einnehmen 1). So erhalten wir eine reelle Fortsetzung der Bewe­
gung über den Zusammenstoß hinaus2); die Koordinaten lassen sich 
für alle Werte der Zeit t von - oo bis + oo berechnen, gleichviel ob 
Zusammenstöße stattfinden oder nicht, und für die beiden größeren 
der gegenseitigen Entfernungen findet sich eine positive untereSehranke l. 
Dabei ist nur ein Fall auszunehmen, nämlich der des gleichzeitigen Zu­
sammenstoßes der drei Körper. Dieser kann aber nur bei der sehr spe­
ziellen Bewegungsform eintreten, daß alle Konstanten der Momente der 
Bewegungsgrößen gleichzeitig verschwinden 3). 

Sundman, der den Fall des dreifachen Zusammenstoßes beiseite 
läßt, führt eine neue unabhängige Veränderliche ein vermöge der 
Gleichung 

( . r,) ( r,) ( r,) 
dt = 1 - e l 1- e t 1- e t dw 4), 

wo r0 , rv r2 die drei gegenseitigen Abstände bedeuten, l die schon er­
wähnte untere Schranke ist. Die Koordinaten der Körper und die Zeit 
sind alsdann reguläre Funktionen von w innerhalb eines Streifens der 
w-Ebene von endlicher Breite 2 Q, der begrenzt wird durch zwei Par­
allelen zur reellen Achse, die auf verschiedenen Seiten von ihr verlaufen. 
Es besteht eine stetige eindeutige Zuordnung zwischen den reellen 
Werten von w und den reellen \Verten von t, derart, daß w zugleich 
mit t von - oo bis + oo geht. 

Endlich benutzt Sundman die Poincaresche Transformation 

2Q 1+• 
w =--log--·, 

Jl 1-T 
um den Streifen derw-Ebenein den Einheitskreis der Ebene einerneuen 
Veränderlichen -r überzuführen. Die Koordinaten der drei Körper und 

1 ) Levi-Civita beseitigte die Singularitäten der Differentialgleichungen des 
eingeschränkten Dreikörperproblems durch eine elementare Transformation. Vgl. 
Acta Math. Bd. 30, S. 306. 1906. In einer späteren Abhandlung: Rend. d. 
Lincei Bd. 24, S. 61. 1915, übertrug er sein Verfahren auf das ebene Drei­
körperpro blem. 

2) Die Veränderlichen lassen sich nach steigenden Potenzen von (t1 - t)+ 
entwickeln, wo t1 den Augenblick des Zusammenstoßes bedeutet; die Bahnkurven 
weisen im Punkt des Zusammenstoßes Spitzen auf. 

3 ) Diese letztere Tatsache war Weierstraß bekannt. Vgl. Acta Math. 
Bd. 36, S. 55. Die Bewegung findet dann in einer Ebene statt. 

4 ) Für das eingeschränkte Dreikörperproblem gab C. Armellini eine ein­
fachere~Gleichung: Comptes Rendus Bd. 158. S. 253. 1914. 
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die Zeit werden dadurch reguläre Funktionen von r im Innern des Ein­
heitskreises der r-Ebene. Sie können daher für alle reellen Werte der 
Zeit in lwnvergente Potenzreihen nach r entwickelt werden, gleichviel ob 
Zusammenstöße stattfinden oder nicht; dabei ist einzig der Fall des drei­
fachen Zusammenstoßes auszunehmen. 

§ 182. Trigonometrische Reihen. 

Gegen alle in den vorangehenden Paragraphen auftretenden Reihen 
läßt sich der Einwand erheben, daß sie keine offenkundigen Angaben 
über den Charakter der Bewegung des Systems nach Ablauf eines großen 
Zeitintervalls enthalten; auch werfen sie kein Licht auf die Anzahl und 
Art der verschiedenen für das System möglichen Bewegungsformen; 
endlich ist die wirkliche Ausführung der beschriebenen Prozesse mit 
großen Schwierigkeiten verknüpft. Deshalb untersuchen wir nun 
Reihenentwicklungen von ganz anderer Art. 

Betrachten wir die oszillatorische Lösung des Problems des mathe­
matischen Pendels (§ 44) und ersetzen wir die elliptische Funktion durch 
eine trigonometrische Reihenentwicklung1), so erhalten wir 

sin i_-ß. = ~~ ~ qH2s-1) sin (2s- 1) n!l (~_=-__!f!l 
2 K .;;;;;;.. 1 - q2 s -l 2 K ' 

s~l 

wo {}die Neigung des Pendels gegen die Senkrechte zur Zeit t bedeutet, 
K und t0 als die beiden willkürlichen Konstanten des Integrals betrachtet 
werden können und f1 eine bestimmte Konstante ist, während q gleich 
e-:n:KJK' ist, wo K' das zu K komplementäre vollständige elliptische Inte­
gral ist. Diese Entwicklung, in der jedes Glied eine trigonometrische 
Funktion von t ist, gilt für alle Werte der Zeit. Ist die Konstante q 
nicht groß, so ergeben schon die ersten Glieder der Reihe eine gute An­
näherung der Bewegung für alle Werte von t. Ahnlieh kann auch die 
Kreisbewegung des Pendels durch eine trigonometrische Reihe von dem 
gleichen allgemeinen Charakter dargestellt werden. 

In der Himmelsmechanik gelten trigonometrische Reihen schon 
lange als das geeignetste Mittel zur Darstellung der Koordinaten der 
Glieder des Sonnensystems. Sie sind vom Typus 

~an,, n,, .•. , nk cos (n1 '!91 + n2 ß2 + ... + nkßk), 

wo die Summation über positive und negative ganzzahlige Werte von 
n1 , n2 , ••• , nk erstreckt wird, -f}r die Form 2,t + e, hat und die Größen 
a, l, E Konstanten sind. Delaunay2) bewies 1860, daß die Koordinaten 
des Mondes sich derartig darstellen lassen; Kewcomb3) erhielt 1874 ein 

1) Vgl. Whittaker and \Vatson: Modern Analysis § 22, 6. 
2) Theorie du mouvement de la lune. Paris 1860. 
3) Smithsonian Gontributions 1874. 
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ähnliches Resultat für die Koordinaten der Planeten, und verschiedene 
spätere Autoren 1) haben Verfahren zur Lösung des allgemeinen Drei­
körperproblems auf diesem Wege angegeben. Diese Verfahren lassen 
sich auch auf andere dynamische Systeme anwenden, deren Bewegungs­
gleichungen von ähnlichem Typus sind wie die des Dreikörperproblems. 
In den folgenden Paragraphen entwickeln wir eine Methode 2), die sich 
auf alle dynamischen Systeme anwenden läßt und auf Lösungen in 
Gestalt trigonometrischer Reihen führt. Wie sich zeigen wird, besteht 
sie hauptsächlich in der wiederholten Ausführung von Berührungstrans­
formationen, die das Problem endlich auf das Gleichgewichtsproblem 
zurückführen. 

§ 183. Beseitigung von Gliedern 1. Grades aus der 
Energiefunktion. 

Wir betrachten nun ein dynamisches System mit den Bewegungs­
gleichungen 

dq, DH dp, iJH 
dt ap, · dt uq, (r = 1, 2, ... , n), 

dessen Energiefunktion H die Zeit t nicht explizit enthält. 
Die algebraische Lösung der 2 n simultanen Gleichungen 

iJH iJH 
--=0 ~-=0 iJp, ' uq, 

(r = 1, 2, ... , n) 

liefert im allgemeinen ein oder mehrere \Vcrtsysteme a1, a2, ••• , an, 
bv b2 , ••• , bn der Veränderlichen q1, q2 , ••• , qn, p1 , ••• , Pn, und ein jedes 
dieser vVertsysteme entspricht einer Gleichgewichtslage oder (wenn 
die obigen Gleichungen zu einem reduzierten System gehören) einem 
stationären Bewegungszustand des Systems. 

vVir greifen eines dieser \Vertsysteme a1 , a2, ••• , an, b1, ••• , bn 
heraus und zeigen, wie sich Reihenentwicklungen zur Darstellung der 
Lösung des Problems finden lassen, wenn die Bewegung von dem Typus 
ist, dessen Grenzform dieser Gleichgewichtszustand oder stationäre Be­
wegungszustand ist. Betrachten wir z. B. beim mathematischen Pendel 
den Gleichgewichtszustand, bei dem das Pendel senkrecht herabhängt, 
so ist unser Ziel die Aufstellung von Reihen, die die Lösung des Pendel­
problems für den Oszillatorischen Fall darstellen. 

In den neuen Veränderlichen q;_, q~, ... , q~, p~, p~, ... , p~, die 
definiert sind durch die Gleichungen 

q, = a, + q~ , p, = b, + p~ (r=1,2, ... ,n), 
lauten die Bewegungsgleichungen 

dq~ CJH 
7{T = ap~ · (r=1,2, ... ,n). 

1) Z. B. Lindstedt, Tisserand und Poincare. 
2) Whittaker: Proc. Lond. Math. Soc. Bd. 34, S. 206. 1902. 
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Für genügend kleine Werte der neuen Veränderlichen läßt sich die 
Funktion H in eine Potenzreihe der Form 

H=H0 +H1 +H2 +Ha+ ... 

entwickeln, wo Hk ein homogenes Polynom kten Grades in den Ver 
änderlichen q~, q~, ... , q~, , P~, ... , p~, bezeichnet. 

Da H 0 keine der Veränderlichen enthält, kann es fortgelassen wer­
den, und die Tatsache, daß die Differentialgleichungen befriedigt sind, 
wenn q~, q;, ... ,q;,, p~, ... ,p~ dauernd Null sind, zeigt, daß H 1 

identisch verschwindet. Die Entwicklung von H beginnt daher mit 
dem Gliede H 2, das sich (unter Fortlassung der Akzente der neuen Ver­
änderlichen) in der Form schreiben läßt 

H 2 = !l:(a,,q;. + 2a,.q,q8) + :f.b,8 q,p. + il:(c,1 p;. + 2c,.p,p,), 
wo 

aber brs nicht notwendig gleich b,, ist. Werden die Glieder H3, H_1, ... 

gegen H 2 vernachlässigt, so geht die Gleichung in diejenige eines Schwin­
gungsproblems über (7. Kap.). 

§ 184. Bestimmung der Normalkoordinaten durch eine 
Berührungstransformation. 

Wir unterwerfen das System nunmehr einer Berührungstransforma­
tion, um H 2 einfacher auszudrücken 1), genauer, um Veränderliche 
zu erhalten, die den Normalkoordinaten bei kleinen Schwingungen des 
Systems entsprechen. 

oder 

Wir betrachten das System der 2 n Gleichungen 

a 
sy, + a x, H2(xl, X2, .•• , x,., YI• ... , y,.) = 0, 

a 
-sx,+-0-H2(x1 ,x2 , ••• ,Xn, y 1 , ••. ,yn)=O 

Yr 

(r = 1, 2, ... , n) 

- sy, = anx1+ a, 2 x2+ ... + a,nXn +bny1+ ... + brnYn• ) (r = 1, 2, ... , n . 
SXr = blTxl + b2 ,x2 + .. + bnrXn + CnY1+ .. . + CrnYn 

Die Auflösung dieser Gleichungen ergibt für s die Determinanten­
gleichung, die in § 84 durch f(s) = 0 bezeichnet wurde; wir nehmen 
H 2 als positiv definite Form an und nennen die \Vurzeln der Gleichung 
± i s1 , + i s2 , ••• , + i Sn ; die Größen s1 , s2 , ••• , Sn sind sämtlich reell, 
und zur Vereinfachung nehmen wir an, daß sie alle voneinander ver­
schieden sind. 

1) Die Transformation dieses Paragraphen ist nach einem Verfahren ab­
geleitet, zu dem der Verfasser von Herrn Bromwich angeregt wurde, und das 
die Transformation direkter liefert als das ursprünglich benutzte. 
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Jeder Wurzel entspricht ein Wertsystem für die Verhältnisse der 
Größen x 1 , x 2 , ••• , Xn, y1 , ••• , Yn ; das der Wurzel i s, entsprechende 
Wertsystem werde mit rXl, ,x2' ... , rXn, rYJ' ... , rYn, das der Wurzel 
-is, entsprechende mit _,x1 , _,x2,. · ., _,xn, -rY1> · · ., -rYn be­
zeichnet. Dann haben wir 

-is, rYp = apl rXl + aP2 rX2 + · · · + apn rXn + bPl rYJ + · · · + bpn rYn, 
is, rXp = blP rXl + b2P rX2 + · · · + bnp rXn + Cpl rY1 + · · · + Cpn rYn · 

Multiplizieren wir diese Gleichungen bezüglich mit ~P und kYv. ad­
dieren sie und summieren über p, so erhalten wir die Gleichung 

WO 

n 

is, J: (,xp kYv - kXp rYr,) = H (r, k)' 
p=l 

H (r, k) = a11 ,x1 kx; + a12 (,x1 kx2 + ~1 ,x2) + ... 

ist, 
+ bu (,xl kYl + kx1 rY1) + · · · + Cn rY1 kYJ + · · · 

so daß H (r, k) in r und k symmetrisch ist. 
Die Vertauschung von r und k ergibt 

daher ist 

n 

isk,L(kxp rYv- 1Xp kYp) = H(r, k); 
p=l 

n 

(s, + sk) L (kxp rYp - rXp kYp) = 0 · 
p=1 

So erhalten wir, falls s, + s" =io 0 ist, 
n 

L (,xP kYp - kXp rYp) = 0 · 
p=l 

Folglich ist H (r, k) = 0. Ist s, + sk = 0, so ist 

daher n 
is,_L(,xp -rYv- -rXp rYp) = H(r, -r). 

p=1 

Definieren wir nun neue Veränderliche q~ , q; , ... , q~ , 
durch die Gleichungen 

p~' ... ,p~ 

q,= 1x,q't+ 2x,q~+···+nx,q;,+_ 1x,p;+···+-nx,p;" ( _ ) 
I I q', I + I r - 1 > 2, • • • / n > 

Pr= 1Yrq1 + 2Yrq2 +. · •+ nYr 11 +-1YrP1 • · ·+-nYrPn> 

und bezeichnen wir mit o und L1 zwei beliebige unabhängige Arten 
der Variation, so ist offenbar der Koeffizient von /Jq',. J P~ in 

n n 
~ ( oqt j Pt - j qz 0 Pt) gleich J: (,Xz - kYl - - ~~ rYt) und verschwindet 
t=l 1=1 
daher, wenn r von k verschieden ist. Demnach enthält 

n 
J: (o qz L1 Pz- J qt opt) 
t= 1 
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nur Glieder der Gestalt c5 q~ L1 p~ - L1 q;. b p;., und der Koeffizient dieses 
G Iiedes lautet n 

~(rXl -rYl- _,Xz rYl) · 
1=1 

Nun sind die wirklichen Werte von rXt, rYt bisher nicht festgelegt, 
sondern nur ihre Verhältnisse aus den Definitionsgleichungen bestimmt. 
Die Werte selbst können demnach so gewählt werdep., daß 

n 
2 (.Xz -rYl- -rXz rYl) = 1 
l= 1 

ist ; dann erhalten wir 
n n 

(r = 1, 2, ... , n) 

2(c5qtL1 Pt- J qtbPt) = ~(bq~Jp~- Jq;.Jp~). 
l=l r=l 

Die Transformation der Veränderlichen q1 , q2 , ••• , qn, PI, ... , Pn in 
die Veränderlichen qi , q; , ... , q~, P'r , ... , p~ ist also (§ 128) eine Be­
rührungstransformation. Führen wir in H 2 die Werte von qi, q2 , ••• , qn, 
PI, ... , Pn als Funktionen von qi, q;, ... , q~, Pi , ... , p~ ein, so er­
halten wir überdies 

oder 

n 
H 2 = 2H(r, -r)q~p~ 

r=l 

n 
H .,.., I PI 
z=t~s,q,. r· 

r=l 

Nunmehr unterwerfen wir dieVeränderlichen qi, q;, ... , q~, p;,, ... ,p~, 
der Berührungstransformation, die definiert ist durch die Gleichungen 

" aw 
qr = [ip'j' 

wo 

I aw 
Pr=--;..,." 

o'ir 

n 

W = .2: (p;~ q~ + _!_ i p~z - _!_ i Sr q?) 
r= 1 2 Sr 4 

ist. Daraus folgt 
n 

Hz= i 2 (p;'2 + s; q~2). 
r=l 

(r=1,2, ... ,n), 

Da alle ausgeführten Transformationen linear sind, ergeben sich 
H3, H 4, ••• als homogene Polynome 3., 4., ... Grades in den neuen 
Veränderlichen. Lassen wir die Akzente wieder fort, so haben wir also 
das Ergebnis: Die Bewegungsgleichungen des dynamischen Systems sind 
auf die Form 

gebracht, wo 

dq, 
dt 

ßH 
ap,, (r = 1, 2, ... , n) 



448 XVI. Kapitel: Integration durch trigonometrische Reihen. 

ist und H, ein homogenes Polynom rten Grades in den Veränderlichen 
bedeutet; dabei ist insbesondere 

Vernachlässigen wir H 3 , H1, ••• gegen H 2 und integrieren wir die 
Gleichungen, so ist die Lösung offenbar identisch mit derjenigen des § 84. 

§ 185. Transformation vonHin die trigonometrische Form. 
Das System wird nun einer Berührungstransformation der Ver­

änderlichen q1, q2, ••• , qn, p1, ••• , Pn in neue Veränderliche q~, q~, ... , 
q~, P~, ... , p~ unterworfen, die definiert ist durch die Gleichungen 

aw aw 
P~= 8-,, qr=ap- (r=1,2, ... ,n), 

q,. 7 

wo 
n 

W - "" [ ' . p, + l_r_ { ' - p2 }! ] - ,L.; q,. arcsm ( ')t 2 s, q,. ,. 
r=l 2s,q,. 2s, 

ist, so daß 

Pr= (2 s,q~)t sinp;., q, = (2q~)l s,.} cosp; (r = 1, 2, ... , n) 
wird. 

Die Differentialgleichungen gehen über in 

dq;. oH 
d t iJp~' 

dp~ aH 
d t aq;. (r=1,2, ... ,n), 

wo 
H = s1 ifi + s2 q2 + ... +Sn q;, + H 3 + H4 + . ·. 

ist und Hr Glieder umfaßt, die in den Größen q', homogen vom Grad ! r 

und in den Größen cosp~, sinp; homogen vom Grade r sind. 
Da ein Potenzprodukt von cosp~, sinp~ als Summe von Sinus 

und Kosinus von Winkeln der Form n1 P't + n 2 p; + ... + nnP~ dar­
gestellt werden kann, wo n., n 2, ••• , nn ganze Zahlen oder Null sind, 
so läßt sich H, als Summe endlich vieler Glieder ausdrücken, deren jedes 
die Gestalt hat 

WO 

m1 + m 2 + ... + mn = ! r, I n, I ~2m, 
und folglich 

I nl I + I n~ I + ... + I nn I :c;: r 
ist. 

Für die Funktion H erhalten wir so die Darstellung 

H= ""Am,,m,, ... ,mnq'm'q'm, q'mn stn(n P'+n P'+ +n P') 
~ n" nz, . .. , nn 1 2 • · • ' n COS 1 1 2 2 · • • n n , 
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wo für jedes Glied 

I nl I + I n2l + · · · + I nn I :::::: 2 (ml + m2 + · · · + mn) 
ist. Offenbar konvergiert die Reihe absolut für alle Werte von 
p;, p;, .. . , p;,, solange q~, q~, ... , q;, gewisse Grenzen nicht überschreiten. 
Irrfolge der absoluten Konvergenz können die Glieder willkürlich um­
geordnet werden. Fassen wir alle Glieder gleichen Argumentes 
n1 p~ + n2 p; + ... + nn p;, zusammen, so erhält H die Gestalt 

H = a,,,o, . .. ,o + L an"n,, ... , nn cos (n1 p~ + n 2 p~ + ... + nn p;,) 

+ L bn,.n,, ... , nn sin (n1 P~ + n2 P~ + ... + nn P~). 

Dabei sind die Koeffizienten a und b Funktionen von q~, q~, ... , q~, 
und die Entwicklung von an" n,, ... , n,. oder bn,, n,, ... , nn nach Potenzen 
von q1, q't, ... , q;, enthält keine Glieder niedrigerer Ordnung als 
l {I nl I + I n2 I + ... + I nn \}; die Summation ist über alle ganz­
zahligen Werte von n1 , n.,, ... , nn zu erstrecken, ausgenommen die Kom­
bination 

nl = n2 = ... = nn = 0 . 

Überdies beginnt die Entwicklung von a0, 0, ..• , 0 , des sogenannten 
nicht-periodischen Teiles der Funktion, deren übrige Glieder als der 
periodische Teil bezeichnet werden, mit den Gliedetn 

s1 q~ + s2 q't + ... + snq;,. 

Dies sind die wichtigsten Glieder von H, wenn q~, q~, ... , ~ klein sind, 
da sie von q~, q~, ... , q;, unabhängige Glieder für die Differential­
gleichungen ergeben. 

Wir werden häufig q~, q2, ... , q;, als "klein" bezeichnen, um eine 
bestimmte Vorstellung von der relativen Bedeutung der auftretenden 
Glieder zu erhalten. Dabei ist nicht gemeint, daß ift, q2, ... , q~ infini­
tesimal sind. Tatsächlich ist ihre Größe nicht weiter beschränkt, als 
zur Sicherung der Konvergenz der auftretenden Reihen nötig ist. 

Zur Vereinfachung vernachlässigen wir die Glieder 

2; bn" n,, ... , nn sin (n1P1 + ... + nn p;,) 
von H, da sie sich in derselben Weise wie die Glieder 

L an,, n,, .. .. nn COS (n1 P~ + ... + nn P~) 

behandeln lassen und die späteren Entwicklungen nur komplizieren, 
aber nicht wesentlich abändern. 

Nach Fortlassung der Akzente hat das Problem somit die Form 
erhalten: Die Bewegungsgleichungen lauten 

dq, oH dp, 
dt ap, · a t 

oH 
(r=1,2, ... ,n), 

wo 
H = ao,o,. · · ,o + L an,,n,, ... ,n,. cos (n1 P1 + n2P2 + ... + nn Pn) 

Whittaker, Dynamik. 29 
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ist und die Koeffizienten a Funktionen von q1, q2, ••• , qn allein sind. 
Oberdies ist der periodische Teil von H klein gegen den nicht-periodischen 
Teil ao, o, ... , o· Der Koeffizient an,, n,, .. . , "• eines Gliedes vom Argument 
n 1P1 + n 2 P2 + ... + nnPn hat in den kleinen Größen q1, q2, ••• , qn 
mindestens die Ordnung ! {I n 1 \ + I n2 j + ... + I nn I} , und die Ent­
wicklung von ao, o, ... , o beginnt mit den Gliedern s1 q 1 + s2 q2 + ... + Sn qn. 

Daraus folgt, daß die Veränderlichen q1, q2, ••• , qn sich sehr lang­
sam ändern, wenn sie klein sind, während dieVeränderlichen p1, p2, ••• , p" 
ungefähr der Zeit proportional variieren .. 

§ 186. Andere Bewegungstypen, die auf Gleichungen 
derselben Form führen. 

Wir haben gezeigt, daß die zuletzt aufgestellten Gleichungen für 
Bewegungsformen gelten, die von einem stationären Bewegungszustand 
oder einem Gleichgewichtszustand nicht stark abweichen, z. B. für die 
oszillatorische Bewegung des mathematischen Pendels oder die in § 171 
untersuchten Bewegungen beim Dreikörperproblem. Diese Gleichungen 
sind aber auch für Bewegungen ganz anderer Art zu verwenden, insbe­
sondere für die Bewegung der Planeten um die Sonne oder des Mondes 
um die Erde I). 

Wir gehen et.wa aus von den Bewegungsgleichungen des Dreikörper­
problems in der Gestalt des § 160 und unterwerfen sie der Berührungs­
transformation, die definiert ist durch die Gleichungen 

WO 

aw 
Pr===·~-' cq, 

(r=1,2,3,4), 

j'!'{' ,u' 2 mim~ 2 11' m1 m3 q?}! + - --q~" + ci2 - -qr dq2 

ist. Die neuen Veränderlichen lassen sich folgendermaßen deuten. An­
genommen, im Augenblick t hören alle am Massenpunkt angreifenden 
Kräfte auf zu wirken mit Ausnahme einer auf den Ursprung hin gerich­
teten Kraft der Größe m1 m2 / qi; es sei a die große Halbachse, e die 
Exzentrizität der von diesem Augenblick an durchlaufenen Ellipse. 
Dann ist 

q~ = {m1 m2 ;ta (1 --- e2)}~, q~, = {m 1m2 f.ta}l. 

Werden die unteren Grenzen der Integrale geeignet gewählt, so 
ist p; + q3 die wahre Anomalie, - p; die mittlere Anomalie von ,u in 

1 ) Delaunay: Theorie de la Lune; Tisserand: Annales de l'Obs. de Paris, 
Memoires Bd. 18. 1885. 
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der Ellipse. Die Veränderlichen q~, q~, p~, p~ stehen in entsprechender 
Beziehung zu dem Massenpunkt ft'. 

Die Bewegungsgleichungen erhalten nunmehr die Gestalt 

d q',. BH d p;. eH 
d t ap;. ' d t cq~ 

(r= 1, 2, 3, 4). 

Haben die Punkte m2 und m3 kleine Massen im Vergleich mit ml> und 
beschreiben sie Bahnkurven vom Charakter der flanetenbahnen um 
ml> so kann H, wie man leicht erkennt, als Funktion der neuen Ver­
änderlichen i'n der Form 

H = ao, o, o, o +~an" n,, n,, n, cos (nlp~ + n2P?. + naP~ + n4P4) 

dargestellt werden. Dabei sind die Koeffizienten a Funktionen von 
qi, q'2 , q;1, q~ allein; die Summation erstreckt sich über positive und 
negative ganzzahlige und verschwindende \Verte von nl> n2, n3, n 1, und 
der Koeffizient a0, o, o, 0 ist das wichtigste Glied der Reihe. :Qa diese 
Entwicklung für H den gleichen Charakter wie diejenige des § 185 hat, 
so folgt, daß die in den nächsten Paragraphen dargestellte Lösungs­
methode anwendbar ist für Bewegungen sowohl vom Typus der Pla­
netenbewegung als auch von dem in § 171 untersuchten Typus. 

§ 187. Beseitigung eines periodischen Gliedes aus H. 

\Vir unterwerfen das System nun einer neuen Berührungstransfor­
mation, die eines der periodischen Glieder aus H beseitigt. Dadurch 
wird die schon erwähnte Tatsache noch stärker betont, daß der nicht­
periodische Teil von H den periodischen Teil an Bedeutung weit über­
trifft1). 

Ein periodisches Glied von H sei herausgegriffen, etwa 

an" n,, .. . , rln cos (nl PI + n2 p2 + ... + nn Pn). 
Wir setzen 

H = ao,o ... . ,0 +an,, n,, .. . , nn cos (nlpl + nzPz + ... + nnPn) + R' 

so daß R clie übrigen periodischen Glieder von H bezeichnet. \Vollen 
wir die Argumente hervortreten lassen, von denen an,, n,, .. . , "• abhängt, 
so schreiben wir 

Wir unterwerfen das System der Berührungstransformation, die 
definiert ist durch die Gleichungen 

, aw 
Pr= cq' , 

I' 

aw 
qr = dp~ (r= 1, 2, .. ,n), 

1) Der mit der Himmelsmechanik vertraute Leser wird die Ähnlichkeit dieses 
Verfahrens mit dem der Delaunayschen Mondtheorie erkennen. Die Rechnung 
ist von derjenigen Delaunays verschieden, aber der Grundgedanke ist im wesent­
lichen derselbe. 

29* 
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WO 

W = qipl + q~p2 + · · · + q;,pn + l(q;, q;, · · ·, q;" 19) 
und 

{} = n1P1 + nzP2 + · · · + nnPn 

ist. Dabei nehmen wir I als eine vorläufig unbestimmte Funktion der 
angegebenen Argumente an. Das Problem wird nun ausgedrückt durch 
die Gleichungen 

WO 

dp;. oH 
CiT =- aq;. (r=1,2, ... ,n), 

(. , iJ I , a 1) 
H = ao, o, ... , o ql + nl aß, · · ·, q" + nn ß{} 

( , a1 , BI) +an n, . .. nn ql + nl -..:.· .. ' ... ' qJI + nn -~·{}· .. COSl? + R 
1 ' ' ' CY - d 

ist uncl {} und R als Funktionen der neuen Veränderlichen vermöge der 
Transformationsgleichungen 

dargestellt sind. 

'- iJI Pr - Pr + --;;-,·' oq,. 
, o I 

qr = q,. + n, -".-'}­
Cl 

(r=1,2, ... ,n) 

Die bisher unbestimmte Funktion I steht noch zu unserer Ver­
fügung. Wir wählen sie so, daß fJ aus dem Ausdruck 

ao, o, ... , o ( q~ + n1 0°~ , ... , q;, + nn :; ) 

( , a1 , a1) + an.,n,, .. . ,nn ql + n1 [;.,'}, ... 'q)/ + nn aii cos{} 

identisch verschwindet, dieser also eine Funktion von q;, q~, ... , q;, 
allein, etwa 

aü,o .... , o (q;, q;, ... , q;,) 

wird. Dann bestimmt die Gleichung 

( ' iJf ' iJI) ao, o, ... , o qt + nl ol} , • · · , qn + n .. <M 

+ ( , + of , + at) {} , an,, n,, ... , nn ql nl afi.' ... 'qn n"iJli cos = ao, 0, 0, ... , 0 

iJifiJ# als Funktion von qi, q'2 , ••• ,q~, ao,o, ... ,o und cos#. 
Angenommen, die Lösung dieser Gleichung für iJ lfiJ# sei in Form 

einer Reihe dargestellt, die nach den Kosinus der Vielfachen des Win­
kels fJ fortschreitet (was z. B. durch sukzessive Näherung geschehen 
kann), so daß 

a1 ~, iJ {} = C0 +k-ft Cft COS k {} 

ist, wo c0 , cv ... bekannte Funktionen von q;_, q;, ... , q~, a~. o, ... , 0 sind 
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Nun können wir über die bisher unbestimmte Größe a~, o, ... , 0 

noch verfügen. Verlangen wir, daß c0 verschwinden soll, so wird da­
durch a0, o, ... , 0 als Funktion von qi, q;, ... , q~ bestimmt; führen wir 
diesen Wert in die Reihe für fJ ffiM ein, so wird 

00 

df/ fJ{} = :;[ c~c cos k{}, 
k~l 

wo c1 , c2 , c3 , • • • nun bekannte Funktionen von q~, q;, ... , q~ sind. 
Integrieren wir diese Gleichung nach {} und nehmen für unsere Zwecke 
die Integrationskonstante gleich Null an, so erhalten wir 

~ ck . k-" f=~ Tsm u. 
k~l 

Die Definitionsgleichungen der Transformation gehen nun über in 

1 ~ 1 fJck . k{} Pr = p, + ~ k 0 1 sm 
k=l qr 

00 

q, = q;. + n, 2: ck cosk{} 
k~l 

(r= 1,2, ... ,n). 

Wir multiplizieren das erste dieser Gleichungssysteme bezüglich mit 
n1 , n2 , ••• , nn und addieren; setzen wir 

so wird 

' ~ 1 ( ac,. fJck oc,.) . 
{} = {) + ~ k n 1 2' + n2 F + ... + n,. 7i' sm k{}. 

k=1 ql q2 q" 

Die Umkehrung dieser Reihe ergibt 
00 

{} = {}' + ~ dk sin MJ', 
k=1 

wo d1, d2 , • • • bekannte Funktionen von q~, q~, ... , q~ sind. Führen 
wir diesen Wert von {} in die Transformationsgleichungen ein, so gehen 
sie über in 

00 

Pr = p;. + 2: rCk sin k'ßl 
k=l 

(r=1,2, ... ,n), 
00 

q, = q;. + n, ~ gk cosk{}' 
k=l 

wo alle Koeffizienten ,ek und gk bekannte Funktionen von q~, q;, ... , q~ 
sind. 

Nun war die Funktion R vor der Transformation eine Summe der 
Gestalt 
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In diesen Ausdruck führen wir die für q1 , q2 , ••• , qn, P1 , ••• , Pn ge­
fundenen Werte ein und ersetzen in der Reihe die Potenzen und Pro­
dukte trigonometrischer Funktionen von Pi, p~, ... , p~ durch Kosinus 
von Summen von Vielfachen von P't, p;, ... ,p~. Dann gehtRoffenbar 
in eine Summe von der Gestalt 

R = ~ a;n" m, ... . , mn COS (m1 P~ + m2 P~ + ... + mn p;,) 
über, wo die Koeffizienten a' bekannte Funktionen von q't, q~, ... , q;, 
sind. 

Lassen wir die Akzente wieder fort, so haben wir das Ergebnis: 
Nach Ausführung der Transformation wird das System wiederum durch 
Gleichungen der Form 

dargestellt, wobei 

dqr 
dt 

BH 
"fJpr-' 

dpr 
dt 

iJH 
(r=1,2, ... ,n) 

H = ao,o, ... ,0 + ~ a;""m,, ... , mn cos(mlpl + m2p2 + ... + mnPn) 

ist und die Koeffizienten a' bekannte Funktionen von q1 , q2 , ••• , qn sind. 
Überblicken wir rückschauend die ganze \:Virkung der Trans­

formation, so hat die Differentialgleichung der Bewegung die gleiche 
allgemeine Form wie vorher; aber aus der Gleichung 

ao,o, ... ,o + an,,n,, ... ,nn cos (n1P1 + n2 P2 + ... + nn Pn) = ao,o, ... ,o 

erkennen wir, daß ein Glied aus dem periodischen Teil von H in den 
nicht-periodischen Teil übergeführt ist. Der periodische Teil von H 
ist, verglichen mit dem nicht-periodischen Teil, weniger wichtig als vor 
der Transformation. 

§ 188. Beseitigung weiterer periodischer Glieder aus 11. 

Nachdem so ein periodisches Glied von dem nicht-periodischen 
Teil von H aufgenommen worden ist, führen wir durch eine Wieder­
holung des Verfahrens ein periodisches Glied der neucn Entwicklung 
von H in den nicht-periodischen Teil über. Auf diese '''eise können wir 
den nicht-periodischen Teil von H auf Kosten des periodischen Teiles 
ständig vergrößern; letzterer wird, nachdem die Transformation mehr­
mals ausgeführt ist, so unbedeutend, daß wir ihn vernachlässigen können. 
Die Endtransformation führe auf die Veränderlichen iXv CX2, ... , cx". 
ß1, • • • ,ßn; dann lauten die Bewegungsgleichungen 

drxr oH dßr i::H 
dt aßr , dt = - Cicx, (r= 1,2 .... ,n), 

wo die Funktion H, die nur noch aus dem nicht-periodischen Teil be­
steht, von rx1, rx 2 , ••• , rxn allein abhängt. Daher ist 

if:_d~!.=O, ßr=-J::;dt (r=1,2, ... ,n), 
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woraus folgt, daß die Größen <X Konstanten und die Größen ß von der 
Form BH 

ßr = ftr t + f,' p, =--
r 0 <Xr 

(r = 1, 2, ... , n) 

sind, wo die Größen Er willkürliche Konstanten bedeuten und der von 
<X1, <X 2, ••• , <Xn unabhängige Teil von ,1;,, gleich - s, ist. 

§ 189. Rückkehr zu den ursprünglichen Koordinaten. 
Nachdem wir die Bewegungsgleichungen in ihrer endgültigen Form 

gelöst haben, sind noch die ursprünglichen Veränderlichen als Funk­
tionen der letzten Koordinaten <X 1 , <X 2 , ••. , <Xn, ß1 , ••• , ßn darzustellen. 
Da die Zusammensetzung einer beliebigen Zahl von Berührungstrans­
formationen wieder eine Berührungstransformation ergibt, so· erkennt 
man leicht, daß die zu Ende des § 185 benutzten Veränderlichen 
q,, q2, · •• , qn, p,, ... , Pn sich als Funktionen von <X 1, <X2 , • - - , <Xn, ß1 • • • , ßn 
darstellen lassen vermöge der Gleichungen 

oder 

ß _ p 1 ~iJkm,,rn,, ... ,mn . ( p --"-- p + + p) r - r -,- ---"-- --- Sln m1 1 , m 2 2 . • . mn n , 
u <X, 

q, =<X,+ l;m,km,,m, ..... mn cos (m,p, + m2 P2 + ... + mn Pn) 
(r = 1, 2, ... , n), 

q,= /,(<X,, <X 2, ••• , <Xn) + .:f:,am,,m,, ... ,mncos(m1 (11 + m2 f32 -t- ... + mnßn), 
Pr= A + Lr bml,m,, ... ,mn sin (m,ß, + m2(12 + ... mnßn) 

(r = 1, 2, ... , n) 

wo die Koeffizienten a und b Funktionen von <X1, <X2 , .•• , <Xn sind. 
Daraus folgt, daß die Veränderlichen q1, q2, •.. , qn, P1 , •.. , Pn 

des § 183, in denen die Konfiguration des dynamischen Systems ur­
sprünglich dargestellt war, die Gestalt trigonometrischer Reihen er­
halten, die nach Sinus und Kosinus von Summen von Vielfachen der 
n Winkel ß1, ß2 , ••• , ßn fortschreiten. Diese Winkel sind lineare Funk­
tionen der Zeit von der Form ftr t + Er. Die Größen ~>, sind n der 2 n 
willkürlichen Integrationskonstanten, \Vährend die Größen Pr die Form 

f.l, = - s, + .1: ck,. "'·· .. _. "'" <X,"'' <Xl• . . . <Xn "'" 
kl.k2, . .. 

haben, wo die Koeffizienten c von den Integrationskonstanten unab­
hängig sind. Die Koeffizienten der trigonometrischen Reihen sind Funk­
tionen der willkürlichen Konstanten <X1, <X2, ... , <Xn allein. 

Die so erhaltenen Entwicklungen stellen eine Schar von Lösungen 
des dynamischen Systems dar, deren Grenzglied die Gleichgewichtslage oder 
der stationäre Bewegungszustand ist, von denen wir ausgingen. 

Offenbar erhalten wir durch Anwendung des Integrationsverfahrens 
der §§ 187-189 auf die Bewegungsgleichungen des § 186 für den Fall 
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der Bewegung nach Art der Planeten eine Lösung des Dreikörperproblems 
in trigonometrischen Reihen der angegebenen Art. 

Für weitere Ausführungen über die Theorie des vorliegenden Kapitels in 
Verbindung mit dem Dreikörperproblem sei auf Abhandlungen über Himmels­
mechanik verwiesen; insbesondere enthält der zweite Band von Poincares 111i!thodes 
Nouvelles de la Mecanique Geleste eine Zusammenstellung verschiedener Methoden 
zur Reihengewinnung nebst einer Untersuchung der Konvergenz der Reihen. Die 
neuesten Untersuchungen über diesen Gegenstand finden sich in einer Abhandlung 
des Verfassers: On the Adelphie Integral of the Differential Equations of Dynamics 
(Proc. Roy. Soc. Ed1:n., Nov. 1916). 

Übungsauf gaben. 
1. Es sei tp eine Funktion der Veränderlichen qt. q2 • •••• q. Pt• ... , Pn eines 

dynamischen Systems mit dem Energieintegral H (q1• q2 • •••• q,., Pt• ... , Pnl = konst., 
at, a2, ••• , a., b1, ••• , b. seien die \Verte von qt, q2 • ••• , q •. p1 , •• ., Pn zur 
Zeit t = !0 , und es sei {f, g} der Wert der Poissonschen Klammer(/, g), wenn darin 
die Größen q1 • q2, ... , q., P1 .... , Pn bezüglich durch at• a2 , ... , a •. b1 , ... , b,. 
ersetzt sind. 

wo 

Man beweise, daß 

'P (ql• q2• • · ·• q .. , Pv •.. , Pn) =~ tp (at, a2, . · ., a., bt• ... , b") +(I- 10) {tp, ll} 
(I- lo)2 + ----1--{{tp,H},H}-!-- ... 

2. 

2. Man beweise, daß das dynamische System mit den Bewegungsgleichungen 

dp 
dt 

1 [4 k2 
H = -P2+---

2 2 q2 

ist, eine Schar von Lösungen besitzt, die, unter Vernachlässigung von Gliedern 

von höherer Ordnung als ai dargestellt werden durch 

3 cx ( 2 cx)t 3 cx q=l+-k-l + k cos(J-illcos2(J, 

wo 

ist und cx und " willkürliche Konstanten sind. 
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