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Erstes Kapitel.

Einleitendes aus der Kinematik.

§ 1. Die Bewegung starrer Korper.

Die analytische Mechanik untersucht mit den Hilfsmitteln der mathe-
matischen Analysis die Bewegung materieller Korper, wie sie sich aus
ihrer Einwirkung aufeinander ergibt.

Es liegt nahe, von den Ursachen der Bewegung zunichst abzusehen
und mit der Betrachtung der verschiedenen moglichen Bewegungs-
formen zu beginnen. Diese Problemstellung ist die der Kinematik. Ihr
gehoren die in diesem Kapitel hergeleiteten Lehrsitze an, die fir die
spiteren Untersuchungen von Nutzen sein werden.

Die Kinematik ist selbst eine umfangreiche Wissenschaft, fiir deren Studium
der Leser auf besondere Darstellungen verwiesen sei, z. B. auf das von Koenigs
(Paris, 1897). Im folgenden beschrinken wir uns auf solche Lehrsitze, die far
die Anwendung der Kinematik auf die Dynamik von Bedeutung sind.

Ein materieller Kérper heile starr, wenn der gegenseitige Abstand je
zweier seiner Punkte unverdnderlich ist, so daB der Korper sich weder
ausdehnen, noch zusammenziehen, noch sich sonst deformieren, wohl aber
seine Lage in bezug auf seine Umgebung andern kann.

Geht ein starrer Korper aus einer Lage in eine andere iiber, so heiBt
die Lageninderung eine Bewegung des Korpers. Einige besondere Be-
wegungsarten haben eigene Namen erhalten: bleiben alle auf einer Gera-
den L gelegenen Punkte des Korpers im Raume fest, so heiBit die Be-
wegung eine Drehung (Rotation) um die Gerade L ; bleibt ein Punkt P des
Korpers im Raume fest, so heiBt die Bewegung eine Drehung (Rotation)
um den Punkt P; sind die Verbindungslinien der Anfangs- und Endlage
eines jeden Punktes des Kérpers parallele Strecken von der Liange I,
so daB die Orientierung des Korpers im Raum ungedndert bleibt, dann
heilt die Bewegung eine Schiebung (Translation) in Richtung der Ver-
bindungslinien um die Strecke l.

§ 2. Der Eulersche Satz von der Drehung um einen Punkt.

Ein Punkt eines starren Kérpers sei auf irgend eine Weise im Raume
festgehalten; der Korper soll sich beliebig um diesen Punkt bewegen
konnen; wir betrachten zwei beliebige Lagen des Kérpers und bezeichnen

Whittaker, Dynamik. 1



2 1. Kapitel: Einleitendes aus der Kinematik,

sie als die Lagen P bzw. Q. Wir beweisen nun, daB sich der Kérper
aus der Lage P in die Lage Q durch eine Drehung um eine bestimmte
Gerade durch den festen Punkt dberfithren 148t, daf also eine Drehung
um einen Punkt gleichwertig ist etner Drehung um eine Gerade durch den
Punkt.

Zum Beweise dieses von Euler?) herrithrenden Satzes bezeichnen
wir den festen Punkt mit 0. OA und OB seien Strecken auf zwei im
Korper festen, mitbewegten Geraden durch O inder Lage P, 04’ und OB’
die entsprechenden Strecken derselben Geraden in der Lage Q. Wir legen
senkrecht zu der Ebene 404’ die Halbierungsebene des Winkels 404"
und senkrecht zu der Ebene BOB’ die Halbierungsebene des Winkels
BOB’. OC sei die Schnittgerade der beiden Ebenen, wenn sie nicht zu-
sammenfallen, andernfalls verstehen wir unter OC die Schnittgerade der
Ebenen OAB und OA’B’.

In beiden Fallen steht die Gerade OC zu den Geraden OA’, OB’
in derselben Beziehung wie zu den Geraden 04 und OB, d. h. die Winkel
AOC und BOC sind beziiglich gleich den Winkeln A’0C und B’OC. Folg-
lich bleibt die Lage von OC ungeédndert, wenn das System 04 BC so um O
rotiert, daBl die Geraden O4 und OB in die Lagen 04’ und OB’ kommen.
Da die Bewegung die Gerade OC fest 14aBt, kann sie dargestellt werden
als eine Drehung um OC durch einen bestimmten Winkel. Damit ist der
Satz bewiesen.

Ein Korper bewege sich um einen seiner Punkte, der im Raume
fest sei. Nach dem FEulerschen Satz kann man die Bewegung aus der
Lage zur Zeit ¢ in die Lage zur Zeit ¢ 4 A¢ durch Rotation des Kérpers
um eine bestimmte Gerade durch den festen Punkt erhalten. Die Grenz-
lage dieser Geraden fiir ein verschwindend kleines Zeitintervall 4¢ heifit
die momentane Rotationsachse des Korpers zur Zeit 2.

Bewegt sich ein Koérper um einen seiner Punkte, der im Raume fest ist, so
ist der Ort der momentanen Rotationsachsen im Koérper ein Kegel, dessen Scheitel
in dem festen Punkt liegt; der Ort der momentanen Rotationsachsen im Raume ist
ebenfalls ein Kegel, dessen Scheitel in dem festen Punkt liegt. Man zeige, da8 man

die Bewegung des Korpers erhalten kann durch Abrollen des ersten mit dem Kérper
starr verbundenen Kegels auf dem zweiten im Raume festen Kegel. (Poinsot.)

Ein dhnlicher Beweis zeigt, daB3 eine ebene Figur aus einer gegebenen
Lage tn cine vorgeschriebene Lage tn derselben Ebene durch Rotation um
einen Punkt der Ebene oder durch eine Verschicbung iibergefiihrt werden
kann. Dieser Punkt heiBt das Rotationszentrum.

Bewegt sich der Korper stetig, so kann die in einem unendlich
kleinen Zeitintervall stattfindende Verriickung im allgemeinen durch eine
Rotation um einen Punkt hervorgebracht werden. Dieser Punkt heiBt
das momentane Rotationszentrum.

Aufgabe 1. Ein ebenes Flachenstiick bewege sich beliebig in seiner Ebene.
Man zeige, daB in jedem Augenblick der geometrische Ort derjenigen Punkte,

1) Novs Comsment. Petrop. Bd. 20, S. 189, §25. 1776.
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die in Wendepunkten ihrer Bahn angekommen sind, ein Kreis ist, der den geo-
metrischen Ort der momentanen Rotationszentren auf dem Fliachenstiick und
in der Ebene beriihrt.

Aufgabe 2. Ein zweidimensionaler starrer Koérper wird nacheinander zwei
endlichen Verriickungen in seiner Ebene unterworfen. Es sei D, die Verbindungs-
linie der beiden Rotationszentren, D, dicjenige Gerade, die durch die halbe erste
Verriickung, d. h. durch Drehung durch den halben Winkel, in die Lage D, ge-
bracht wird, endlich D, diejenige Lage, in die D, durch die halbe zweite Ver-
riickung gebracht wird. Man zeige, daB der Schnittpunkt von D, und D, das
Zentrum der Gesamtrotation ist.

§ 3. Der Satz von Rodrigues und Hamiltonl).

Zwei beliebige aufeinander folgende Rotationen um einen festen
Punkt kénnen durch eine einzige Rotation ersetzt werden auf Grund des
folgenden Satzes:

Drei aufeinander folgende Rolationen um drei im Raum feste Achsen
durch einen Punkt vom Betrage der doppelten Winkel der durch die
Achsen bestimmien Ebenen fiihven einen Korper in seine Ausgangslage
2uriick.

Die Achsen seien OP, OQ, OR. Man errichte im Punkte O die Lote
0p, Og, Or auf den Ebenen QOR, ROP, PO(Q. Dreht sich der Kérper
durch zwei Rechte um Og¢ und durch zwei Rechte um Oz, so kehrt OP in
seine urspriingliche Lage zuriick, wihrend Og in sein Spiegelbild in bezug
auf die Gerade Or iibergefithrt wird. Bezeichnet R PQ den Winkel der
Ebenen PR und PQ, so ist die Gesamtwirkung die einer Drehung um O P
durch den doppelten Winkel RP(Q. Daraus ergibt sich, daB aufeinander
folgende Rotationen um OP, 0Q, OR durch die doppelten Winkel -RPQ,
PQR, QR P gleichwertig sind mit aufeinander folgenden Rotationen
durch zwei Rechte um die Geraden Ogq, O7, Or, Op, Op, Og. Diese Rota-
tionen bewirken aber zusammengenommen keine Lagenidnderung des
Korpers. Damit ist der Satz bewiesen.

§ 4. Die Zusammensetzung entgegengesetzt gleicher
Drehungen um parallele Achsen.

Von besonderem Interesse ist der Fall, in dem ein Korper nach-
einander zwei Drehungen von gleichem Betrag, aber entgegengesetztem
Sinn um zwei parallele Achsen unterworfen wird. Bei keiner der beiden
Bewegungen wird ein Punkt des Korpers in einer Richtung parallel zu
den Achsen verschoben; dies gilt daher auch fiir die resultierende Be-
wegung. Eine Gerade des Korpers in einer zu den Achsen senkrechten
Ebene erfihrt iberdies bei der ersten Bewegung eine Drehung durch den

1) Rodrigues, O.: Journ. de Math. Bd. 5. S. 380. 1840; Hamilton: Lectures
on Quaternions, § 344; der hier wiedergegebene Beweis rihrt von Burnside her:
Acta Math. Bd. 25. 1902.

1%
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Rotationswinkel und bei der zweiten Bewegung dieselbe Drehung im
umgekehrten Sinn. Ihre Endlage ist also parallel zur Anfangslage. Dies
kann fiir eine beliebige Gerade senkrecht zu den Achsen nur dann gelten,
wenn die Gesamtbewegung einer Translation iquivalent ist. Demnach
sind zwei aufeinander folgende gleich gro8e und entgegengesetzt ge-
richtete Drehungen um parallele Achsen einer Translation senkrecht zu
den Achsen dquivalent; mit anderen Worten: Eine Rotation um eine
Achse kann ersetzt werden durch eine Rotation von gleichem Winkel um
eine beliebige parallele Achse zusammen mit etner Translation senkvecht zu
den Achsen.

Es gilt auch die Umkehrung: Eine Rotation eines starrem Korpers
um eine Achse zusammen mit einer Translation senkrecht zu dieser Achse
ist einer Rotation des Korpers um eine parallele Achse dquivalent. Der
Satz ist im wesentlichen gleichbedeutend mit dem Ergebnis des § 2,
daB jede Bewegung in einer Ebene als Drehung um einen Punkt dieser
Ebene aufgefaBt werden kann. Betrachtet man die Winkel zwischen
der Anfangs- und Endlage einer beliebigen im Korper festen und mit-
bewegten Geraden senkrecht zur Achse, so sieht man, daf die Rotations-
winkel um die beiden Achsen gleich sind.

§ 5. Der Chaslessche Satz von der allgemeinsten Bewegung
eines starren Korpersl).

Wir betrachten nun Bewegungen von allgemeinerem Charakter.
Offenbar kann ein frei beweglicher starrer Korper aus einer beliebigen
Anfangslage P im Raum auf folgende Art in eine beliebige Endlage Q
gebracht werden: man filhrt zunichst einen beliebigen Punkt des Kor-
pers aus seiner Lage in P in seine Lage in @ iiber, wiahrend alle anderen
Punkte des Korpers parallel verschoben werden (so daB die Orientierung
des Korpers im Rauin dieselbe bleibt). Sodann dreht man den Kérper
um diesen Punkt, bis er die Lage Q erreicht hat. Nach dem Eulerschen
Satz kann die letztere Bewegung einfach durch eine Drehung des
Koérpers um eine Gerade durch den Punkt bewirkt werden. Die all-
gemeinste Bewegung eines starren Korpers laft sich also aus einer Trans-
lation und einer Rotation um eine Gerade zusammensetzen.

Wir zeigen nun: Die Rotationsachse kann so gewdhit werden, daf} die
Translation parallel zu ihr erfolgt. Es seindmlich 4 die Anfangslage eines
willkiirlich gew#hlten Punktes, B seine Lage nach Ausfithrung der Trans-
lation. AK sei die Parallele durch 4 zur Rotationsachse, K sei der
FuBpunkt des Lotes von B auf AK. Dann kann die Translations-

1) Mozzi: Discorso matematico sopra il rotamento momentaneo dei corpi. Neapel
1763; Cauchy: Exercices de Math. Bd. 11, S. 87. Paris 1827; Oeuvres (2) Bd. VII,
S. 94; Chasles: Bulletin Uwniv. des Sciences {Férussac) Bd. 14, S. 321. 1830; Com-
ptes Rendus de ' Acad. Bd. 16, S. 1420. 1843.
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bewegung offenbar in zwei Schritten ausgefithrt werden ; eine Translation
parallel zur Rotationsachse bringt den Punkt 4 in die Lage K, und eine
weitere Translation senkrecht zur Rotationsachse bringt den Punkt K
in die Lage B. Nach § 4 ist aber die zweite Translation zusammen mit
der auf sie folgenden Rotation einer einfachen Rotation um eine zur
ersten parallele Achse dquivalent. Nimmt man daher als Ausgangs-
punkt A einen Punkt dieser Achse, so kann die ganze Bewegung zusam-
mengesetzt werden aus einer Translation des Koérpers in Richtung einer
bestimmten Geraden durch diesen Punkt und einer Rotation um diese
Gerade. Damit ist der Satz bewiesen.

Die Zusammensetzung einer Translation und einer Rotation um
eine Achse parallel zur Translationsrichtung heiit eine Schraubung;
das Verhiditnis der GroBie der Translation zum Winkel der Rotation
heiBt die Héhe der Schraube. Offenbar ist bei einer Schraubung die
Reihenfolge von Translation und Rotation gleichgiiltig.

§ 6. Halphens Satz von der Zusammensetzung zweier
beliebiger Bewegungen.

Halphen hat eine geometrische Konstruktion far die Schraubenbewegung
angegeben?), die aus zwei gegebenen Schraubungen hervorgeht.

Seien 4,, 4, die Achsen der beiden gegebenen Schraubungen, A4,, ihr gemein-
sames Lot. Sei B, diejenige Gerade, die in die Lage 4,, durch die halbe erste
Schraubung gebracht wird (d. h. durch die halbe Translation und Rotation durch
den halben Winkel). B, sei diejenige Gerade, in die A,, durch die halbe zweite
Schraubung ibergefithrt wird. C sei die gemeinsame Normale der Geraden B,
und B,. Halphen findet nun: Die Achse der vesultierenden Schraubenbewegung ist C,
und die Schraubung ist die doppelte devjenigen, die B, tn B, iberfiihvt.

Sind namlich D, und D, so gewihlt, daB die halben gegebenen Schraubungen
die Gerade 4,, in die Lage D; bzw. D, in die Lage 4,, iiberfithren, und sei C’ die
gemeinsame Normale von D, und D,, so fallen die so entstandene Figur und die
aus ihr durch Drehung um die Achse 4,, durch zwei Rechte hervorgehende offen-
bar zusammen. Daraus folgen die Relationen:

Abschnitt auf B, durch 4, und C = Abschnitt auf D, durch 4, und C’,
Abschnitt auf B, durch 4, und C = Abschnitt auf D, durch 4, und C’,
Abschnitt auf C durch B, und B, = Abschnitt auf C’ durch D, und D,,
Winkel der Ebenen 4,B,, B,C = Winkel der Ebenen 4,D,, D,C’,
Winkel der Ebenen A4,B,, B,C = Winkel der Ebenen 4,D,, D,C’,
Winkel der Geraden B, und B, = Winkel der Geraden D, und D,.

Daraus folgt, da8 die Schraubung um A4, die Gerade C in die urspriingliche
Lage von C’ uiberfiihrt, da der Schnittpunkt von B, und C in die urspriingliche
Lage des Schnittpunkts von D, und C’ gebracht wird, und daB die Schraubung
um A, die Gerade C’ in die urspriingliche Lage von C tuiberfithrt, da der Schnitt-
punkt von D, und C’ in die urspringliche Lage des Schnittpunktes von B, und C
gebracht wird. Also ist C die Achse der resultierenden Schraubung, und die Trans-
lation betriagt das Doppelte der auf C durch B; und B, abgeschnittenen Strecke.

1) Nouvelles Annales de Math. (3) Bd. 1, S.298. 1882. Der hier wiederge-
gebene Beweis ist von Burnside: Mess. of Math. Bd. 19, S. 104. 1889.
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Ferner wird die Gerade B,, die durch die erste Schraubung in die Lage D, gebracht
wird, durch die zweite in eine Lage ubergefithrt, in der sie den gleichen Winkel
mit B, einschlieBt, wie B, mit B;. Mithin betragt die Rotation der resultierenden
Schraubung das Doppelte des Winkels zwischen B, und B;. Damit ist der Satz
von Halphen bewiesen.

Aufgabe: Man zeige, daB jede infinitesimale Bewegung eines starren Kérpers
aus zwei infinitesimalen Rotationen um Gerade zusammengesetzt werden kann,
und daB eine”der beiden Geraden willkiirlich wahlbar ist.

§ 7. Die analytische Darstellung einer Bewegung.

Wir gehen nun zu der analytischen Darstellung einer beliebigen
Bewegung eines starren Korpers iiber.

Oxyz sei ein rechtwinkliges, im Raume festes Koordinaten-
system. Es sei ein Rechtssystem, d. h. wenn Oz senkrecht aufwirts
und Oy nach Norden zeigt, dann weise Ox nach Osten. Die be-
trachtete Bewegung setze sich zusammen aus einer Rotation vom
Winkel @ um eine Achse mit den Richtungswinkeln «, 8, y durch
einen Punkt A mit den Koordinaten a, b, ¢ und einer Translation um
die Strecke 4 in Richtung dieser Achse. Der Winkel w ist mit dem rich-
tigen Vorzeichen zu nehmen: bei senkrecht aufwirts gerichteter Achse
(%, B, y) ist er positiv, wenn die Drehung von Siiden nach Norden iiber
Osten geht. Der Punkt P mit den Koordinaten x, y, z werde durch die
Bewegung in den Punkt Q (X, Y, Z) iibergefiihrt; durch die Translation
allein werde P in den Punkt R (¢, %, {) gebracht. Dann gilt offenbar:

E=x-+dcosax, n=7y 4 dcosf, {==z-+dcosy.

K sei der FuBpunkt des Lotes aus R (oder Q) auf die Rotations-
achse, und L sei der FuBpunkt des Lotes aus Q auf KR. Dannist X — &
gleich der Projektion des Linienzuges R LQ auf die Achse Ox; dabei sind
die Projektionen mit dem richtigen Vorzeichen zu nehmen, so daf} die
Projektion einer Strecke AB auf die x-Achse gleich xp — x4, nicht
gleich x4 — xp ist.

Nun ist die Projektion von KR auf die x-Achse

& — a — (Projektion von AK auf die x-Achse)
oder
' &—a— cosa{(&— a)cosa + (5 — b)cosB + (£ — ¢) cosy},
und da RL =—(1 —cosw) KR ist, so folgt: die Projektion von RL
auf die x-Achse ist

— (1 —cosw)[& — a— cosa{(&— a)cosa + ( — b)cosf + (£ —c) cosy}].
Uberdies steht die Strecke LQ senkrecht auf der Ebene RK 4 ; ihre Rich-
tungskosinus sind daher proportional den GréBen
(¢ —c)cosf — (n — b) cosy, (& — a) cosy — (£ ~ ¢) cosex,
(p — B)cosa — (& — a) cosf.
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Da die Summe der Quadrate dieser drei GréBen dividiert durch
{(—a2+ (n—0)2%+ ({ —c)2} das Quadrat des Sinus des Winkels
RAK darstellt, so ist die Summe der drei Quadrate gleich (K R)3?,
und die drei GroBen selbst sind die Achsenprojektionen der in Richtung
der Geraden L() aufgetragenen Strecke - KR. Wegen LQ =+ KRsinw
ist die Projektion von LQ auf die x-Achse
+sinw {(£ — ¢) cosff — (n — b) cosy}.

Hierin ist das obere Vorzeichen zu wihlen, wie man erkennt, wenn
man die Rotationsachse z. B. in die z-Achse legt. Also ergibt sich

X-—-¢
= —(1—cosw){(§—a)—cos?x (§—a)—cosa cos B (n—b)—cosa cosy ({—c)}
+sinw{cosf({ — ¢) — cosy(n — b)}.
Driicken wir &, %, { durch %, y, z aus, so erhalten wir
X =x-+dcosa :
— (1 — cosw) {(x — a) sin?x — cosx cosf (¥ — b) — cosa cosy (z — ¢)}
+ sinw{cosp (z — ¢) — cosy (y — b)}.
Ahnlich ergibt sich
Y=y+dcosp _
— (1 — cosw) {(y — b)sin2 — cosficosy(z — c) — cosfcosx (x — a)}
+ sinw{cosy (x — @) — cos& (z — ¢)}
und
Z=2z+dcosy
— (1 — cosw) {(z — ¢)sin?y — cosy cosex (x — a) — cosy cosB (y — b)}
+ sinw {cosx (y — b) — cosf(x — a)}.
Diese Gleichungen stellen die neuen Koordinaten X, Y, Z als Funk-
tionen der Koordinaten x, y, z der Anfangslage des Punktes und der
Groflen dar, die die Bewegung charakterisieren.

§ 8. Die Zusammensetzung infinitesimaler Rotationen.

Wir wenden das vorstehende Ergebnis auf eine Bewegung an, die
aus einer infinitesimalen Rotation um eine Achse durch den Koordinaten-
ursprung ohne Translation besteht. An die Stelle von w trete:dy, wo
O eine kleine GréBe ist, deren Quadrat vernachlissigt werden kann.
Die Gleichungen des letzten Paragraphen gehen dann iiber in

X=x+4 (zcosff —ycosy)dy,
Y =y + (xcosy — zcosa)dy,
Z=z+(ycosa— xcosf)oy.

Die namlichen Gleichungen erhalten wir aber, wenn wir den Korper

nacheinander in beliebiger Reihenfolge infinitesimalen Rotationen
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cosa -0y um Ox, cosf-dy um Oy, cosy-dy um Oz unterwerfen.
Jede infinitesimale Rotation 0y um eine Gerade OK ist also dquivalent
den aufeinander folgenden infinitesimalen Rotationen Oy -cos KO x um
Ox, 8y -cos KOy um Oy, 8y - cosKOzum Oz, wo Ox, Oy, Oz irgend
drei zueinander senmkvechte Geraden durch einen beliebigen Punkt O von
OK sind.

§ 9. Eulers Parameterdarstellung der Rotation um einen
Punkt?).

Der analytische Ausdruck fiir die in einer Bewegung enthaltene
Translation ist, wie wir sahen, aulerordentlich einfach; weniger einfach
ist der Ausdruck fiir die Rotation, mit dem wir uns weiter beschaftigen.
Ein starrer Kérper erfahre eine Drehung vom Winkel @ um eine Achse
durch den Ursprung mit den Richtungswinkeln &, 8, y. Nach § 7 sind
die Koordinaten X, Y, Z der neuen Lage eines Punktes mit den Anfangs-
koordinaten x, v, z gegeben durch die Gleichungen

X = x — 2sin?} @ (¥sin?o — y cOSX COS f — 2COSX COSY)
+ 2sinfwcosiw (zcos f — ycosy),

Y =y — 2sin2} w (ysin?f — zcos B cosy — x cos fcos &)
+ 2sinfwcosfw (x cosy — zcosx),

Z = z — 2sin?} w (zsin%?y — x cosy cosx — ycosy cos )
+ 2sind wcos{w (ycosa — xcosf).

Wir fithren nun Parameter &, %, , x ein durch "die Definitions-
gleichungen

£ =cosasinjw, 7 =cosfsin}w,
{ = cosy sinfw, L =costw.

Zwischen ihnen besteht offenbar die Relation

4+ 3+ 2=1.

Die obigen Gleichungen lassen sich dann in der Form darstellen
X=@—np-0+r+2én—lny+2Ei+n)2,
Y=20n+lps+(—E+n—C+ )y +20¢0—E2)2,
Z=20¢C—mx+2l+ENy+ (—E -2+ 2+ y)z.

Wenn daher die Koordinatenachsen mit O X Y Z bezeichnet werden
und ein bewegliches Achsensystem, das vor der Bewegung mit dem ersten
zusammenfillt, durch die gegebene Rotation in die Lage Oxyz gedreht
wird, so bestimmen sich die Richtungskosinus der beiden Achsentripel
in bezug aufeinander aus dem folgenden Schema:

1) Novi Comment. Petrop. Bd. 20, S. 208, § 61f. 1776.
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X Y Z
i Bopoptp | 2@n+Cn | 2@C—np |
y 2(&n—2C2) — 8+ 9= 24 22 2C+ &y
: 2L+ 2t —Ey) |- Bt

Man erkennt leicht, daB die Parameter &7, %”,l”,3” der Resultierenden
zweier aufeinander folgender Drehungen &', %/, {', 3 und &, #, £, ¥ bestimmt

sind durch Pl Syl — ot E
==&ty + 8+ s
= Ety—¥+ iy +url,
= =¥ —yy =L
Diese Formeln, die unabhingig voneinander und zu verschiedenen Zeiten
von Gauss, Rodrigues, Hamilton und Cayley gefunden wurden, stellen zugleich
das Multiplikationsgesetz dev Quaternionen dar. Denn 2, &, 7, {, konnen als Kom-
ponenten einer Quaternion!) yx + &7 + 57 4+ {k aufgefaBt werden, wo 7, 7, k den
Gleichungen geniigen

=t hl=1, ij=—ji=k, jhk=—kj=i,  hi=—ik=j.

Die obigen Formeln sind dann alle in der einen Gleichung enthalten
HE A+ =+ LR ET+ 9T+ TR).
Der mit der Quaternionentheorie vertraute Leser wird bemerken, da8 die
Wirkung einer Rotation auf einen beliebigen Vektor @ darin besteht, ihn in den

Vektor 409~ zu transformieren, wo ¢ die Quaternion x - &%+ 974 Lk be-
deutet. Diese selbst ist nicht der Rotationsoperator.

§ 10. Die Eulerschen Winkel.

Die praktisch wertvollste Methode der Parameterdarstellung fiir
die Rotation eines starren Korpers um einen festen Punkt stammt
ebenfalls von Euler?). Zwar hat sie den Nachteil mangelnder Symmetrie;
aber sie ist sonst sehr einfach und bequem anwendbar.

Sei O der feste Punkt, um den die Rotation stattfindet, OXYZ ein
im Raume festes rechtwinkliges rechtshindiges Achsensystem. Oxy z sei
ein im Korper festes mitbewegtes rechtwinkliges Achsensystem, das so
gewiahlt ist, daB vor der Bewegung die Systeme OXYZ und Oxyz zu-
sammenfallen. OK sei die Normale auf der Ebene 20Z und zeige nach
Osten, wenn OZ senkrecht nach oben und die Projektion von Oz senkrecht
zu OZ nach Siiden gerichtet ist. Die Winkel 20Z, YOK, yOK seien mit
bzw. ¥, @, y bezeichnet. Diese drei Eulerschen Winkel legen die Richtung
der Achsen Oxyz gegen die Achsen OXYZ fest.

Zur Bestimmung der Richtungskosinus von Ox, Oy, Oz gegen OX
bemerken wir, daB sie gleich den Projektionen der auf OX abgetragenen

1) Der Tensor dieser Quaternion ist gleich der Einheit.
2) Novi Comment. Petrop. Bd. 20, S. 189. 1776.
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Einheitsstrecke auf die Geraden Ox, Oy, Oz sind. Diese Einheits-
strecke hat die Projektionen cosg auf OL und —sing auf OK, wenn
OL die Schnittlinie der Ebenen XOY und Z0z ist. Die Strecke cosg
auf OL hat die Projektionen cosg sin® auf Oz und cosg cos® auf OM,
wenn OM die Schnittlinie der Ebenen xOy und Z0z ist. Die Strecke
cosg cos ¥ auf OM hat die Projektionen cosg cos®cosy auf Ox und
—cos@ cos?siny auf Oy. Die Strecke —sing auf OK hat die Pro-
jektionen —singsiny auf Ox und —sing cosy auf Oy. Endlich
sind also die Projektionen der Einheitsstrecke 1ings 0 X

cosg cosd cosy — sing siny auf Ox,
—cos@ cos #siny — sing cosy auf Oy,
cosg sind auf Oz.

Auf diese Weise erhalten wir fiir die Richtungskosinus der beiden Achsen-
tripel gegeneinander das folgende Schema:

X Y Z
x| " cosq cosd cosy — sing siny ' sing cos® cosy + cospsiny | — sin 9 C(;w
Y| — cosg cos¥siny — sing cosy | — sing cos? siny + cosg cosy sind sim/{u_i
z| cosgsind ’ sing sind | cos

§ 11. Zusammenhang der Eulerschen Winkel mit den
Parametern 3, 1, §, 7.

Man kann die Relationen zwischen den Eulerschen Winkeln 9, ¢, v
und den Parametern &, 7, £, x des § 9 durch Vergleich der Tabellen fiir
die Richtungskosinus in den §§ 9 und 10 erhalten; direkt findet man sie
folgendermaBen.

Das Achsensystem Oxyz gehe aus dem festen System OXYZ
hervor durch eine Rotation vom Winkel w um eine Gerade OR mit den
Richtungswinkeln «, f, y. Wir legen um O als Mittelpunkt die Einheits-
kugel, die also von Ebenen durch O in gré8ten Kreisen und von Geraden
in Punkten geschnitten wird. Dann hat das spharische Dreieck RZz die
Seiten y, ¥, #, und der Winkel bei R ist w. Daraus folgt die Beziehung:

sin{d =sinysin}w.

Weiter soll » den Winkel RZY bezeichnen, sodaB RZz=3n—¢@p—v»
wird. Dann wird der Bogen R Z in die Lage Rz gebracht durch die suk-
zessiven Rotationen ¢ um Z, 4 um den Pol von Zz und ¥ um z. Die
erste transformiert RZ in einen Bogen, der im Punkt Z mit Zz den
Winkel 47 — ¢ — v + @ = {7 — v einschlieBt; die zweite fithrt diesen
in einen Bogen iiber, der denselben Winkel 37 — » mit Zz einschlieBt,
aber durch den Punkt z geht; nach der dritten Rotation schlieBt der
Bogen durch den Punkt zden Winkel 47 — » + v mit Zzein. Aber dieser
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~Winkel muB3 gleich # — RzZ oder # — RZz oder #— ({7 — @ —»)
oder 37 + @ 4 v sein; also haben wir
ntoptrv=4n—v4+y
oder _
v=4% —9).
Daraus folgt, da das spharische Dreieck RZX die Seiten «, y, =
und bei Z den Winkel 47 — v oder 4 (7w — y + @) hat,
cosa = siny sin{y — ).
Setzt man fiir siny den schon gefundenen Wert ein, so ergibt sich
cose singw = siny dsind (y — @)
oder
E=sin}dsini(y — ¢).
Entsprechend erhalten wir aus dem sphirischen Dreieck RZY

cosf =siny cos{y — @),
und nach Elimination von siny
cosfsinjw =sin} Jcos}(y — @)
oder
n = sin} P cosi(y — @).
Da wir gezeigt haben, daB das sphirische Dreieck RZz die Seiten
v, ¥, & und die Winkel }(n—y—¢), 3(r —yw — @), w besitzt, erhal-
ten wir iiberdies die Relationen
costw = cos§d cos i (y + @)
und . :
sindw cosy = cos}Psini(y + @)
oder
x = cos}dcos iy + @),

{=cos3dsin}(y + ¢).
Die vier Parameter &, 4, C, y werden daher als Funktionen der
Eulerschen Winkel 9, @, y dargestellt durch die Gleichungen:
E=sin}¥sin(y — @),
n =sin}d cosf(y — @),
{=-cos}dsing(y + ¢),
x = cos$Pcosk(y + ¢).

§ 12. Zusammenhang der Rotationen mit den linearen
Transformationen; die Cayley-Kleinschen Parameter.

Auf der Oberfliche einer Kugel seien beliebige Figuren S gezeichnet. Durch
stereographische Projektion, firr die etwa der héchste Punkt der Kugel zum Pro-
jektionszentrum, die Tangentialebene im tiefsten Punkt zur Projektionsebene ge-
wahlt sei, sollen den Figuren S die Figuren P der Ebene entsprechen. Die Kugel
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vollfithre eine Drehung von bestimmtem Winkel um einen ihrer Durchmesser;
die Figuren S seien in der neuen Lage mit S’ bezeichnet. Durch stereographische
Projektion aus demselben Zentrum auf dieselbe Ebene seien ihnen die Figuren P’
zugeordnet. Der Rotation der Kugel, die S in S’ iiberfiithrt, entspricht dann in
der Ebene eine Transformation, die P in P’ iiberfithrt. Diese Transformation
wollen wir naher untersuchen.

Ist eine der Figuren P in der Ebene ein Kreis, so ist auch die zugehdrige
Figur S auf der Kugel ein Kreis, da die stereographische Projektion Kreise in Kreise
iiberfithrt. Also ist auch S’ ein Kreis und desgleichen P’. Den Rotationen der Kugel
entsprechen mithin Transformationen dev Ebewe, die Kretse in Kreise tiberfiihven.

Jede derartige Transformation 148tsich folgendermaBen analytisch darstellent):

Sei z = x+ iy, wo #, y die rechtwinkligen Koordinaten eines beliebigen Punk-
tes der Ebene sind, so daBl diesem Punkt ein bestimmter Wert der komplexen
Veranderlichen z zugeordnet ist. Entsprechend sei 2/ =.x"-}-73’, wo #/, 9 dem-
jenigen Punkt zugehéren, in den (x, ¥) durch die Transformation iibergeht. Dann
kann jede umkehrbar eindeutige Transfovmation der Ebene, die Kreise in Kreise
vevwandelt?), definiert werden durch eine Gleichung von dev Form

, az—+b
2 =
cz4+a’

wo a, b, ¢, d reelle oder komplexe Konstanten bedeuten, mit der moch eine Spiegelung
an einer dev Koovdinatenachsen vevbunden werden kann.
Eine durch eine Gleichung von der Form
L
cz+d

charakterisierte Transformmation bezeichnet man als linear. Mithin entsprechen
gewisse lineare Transformationen einer Ebene den Rotationen eines starren Kérpers
um einen festen Punkt derart, daBl vermége der Zuordnung zweier linearer Trans-
formationen zu zwei Rotationen die aus den beiden Transformationen resultierende
lineare Transformation der Resultierenden der beiden Rotationen entspricht3).
Wir wenden uns nun der analytischen Darstellung des Zusammenhanges
zwischen linearen Transformationen und Rotationen zu. Dazu ersetzen wir die
Parameter &, 7,{, x durch Parameter &, f,7, d vermoge der Gleichungen

B—7 _B+y _a—9 x4 8
== 1= b= 1=
Der Zusammenhang mit den Eulerschen Winkeln &, @, y ist dann gegeben durch

9 é(tpﬂp) LD %(w-qv)
&= cos—-¢& ’ y=is8in—.e .
2 2
i i
L. 3le-w) 9 sl-9-v)
,B:zsm~2—oe2 ’ d = cos;-e2 .

Diese Parameter, die sogenannten Cayley-Kleinschen Parameter, geniigen offen-
bar der Relation 60— By=1.

Driickt man in der Tabelle der Richtungskosinus aus § 9 die &,7,{, ¥ als Funk-
tionen der «&, B, %, 8 aus, so erhilt man fir die Richtungskosinus als Funktionen
der «,f,7,9 die folgende Tabelle:

1) Vgl. L. R. Ford: An introduction to the theory of automorphic functions.
London 1915.

2) Eine Gerade ist als Kreis aufzufassen.

3) Klein: Ges. math. Abh. Bd. 2, S. 275; Cayley: Math. Ann. Bd. 15,
S. 238. 1879.
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X Y .z
S @B | S—a Rt | ey +f0)
y| @ k=) | D=8 | —art
z| —i(af+7y4) —af+7ro xd+ By

Man beweist leicht, daB die Parameter «”, §”,y”, 8” der Resultante zweier
aufeinanderfolgender Bewegungen (&', £/, ¥/, &) und (&, B, y, ) durch die Glei-
chungen gegeben sind:

a/lzala_*_y’ﬂ, ﬂ’,:“ﬂ,.!—ﬂ{s,,
Y=yol 48y, =yp 8.
Diese Gleichungen zeigen, dal die Transformation

z’— a//z + ﬁh’

- mff
die Resultierende der beiden nacheinander ausgefiihrten Transformationen
g XEEE g g _xitB
yz4 & yz+6

darstellt; damit ist der Zusammenhang der Rotationen und der linearen Trans-
formationen analytisch zum Ausdruck gebracht.

Ein Vorteil der Cayley-Kleinschen Parameter gegeniiber den Parametern
&, u, L, x besteht darin, daB sie zhnlich einfache Kompositionsregeln haben, dazu
aber nur das tibliche Symbol 7 = ]/ji verwenden an Stelle der ungebrauchlichen
%, j, k der Hamiltonschen Quaternionen.

Aufgabe 1. J, ¢, v seien die Eulerschen Winkel. Der Vektor aus dem Ko-
ordinatenursprung durch einen mit dem Achsensystem O x ¥ z bewegten Punkt habe
vor der Bewegung die Winkel &, ¢;, nach der Bewegung die Winkel 9{, ¢}

in bezug auf das feste System O X YZ. Man bezeichne &n tg4d, mit &y, ei‘p"tg 1
mit ¢ und zeige, da

4 Pl cos{d — sinid
C;e";q’singﬂ + cos§d ’
Aufgabe 2. Man bilde mit Hilfe der Gleichungen
Xy =oax+ fx,
Xy=yx + 0,
die GréBen X2, X3, X, X, und fasse sie als reine Rechengrofen auf. Dann ersetze
man X3i, X%, X, X, #1s 2%, 4%, durch —Y 4+4X, Y+iX, Z, —y+ix,
Y+ tx, z. Man zeige, daB man so die Gleichungen erhilt
~Y4+iX=a(—y+ix)+2afz+ 0 +i5),
Y+iX=p(—y+ia)+ 270248 +1ix),
Z=oay(—y+ix)+(xd+Br)z+Bo(y+ %),
und daB diese Gleichungen den Zusammenhang der Koordinaten X, Y, Z eines
Punktes im System O XYZ mit seinen Koordinaten x, y, z im System Oxyz
wiedergeben.
Aufgabe 3. Es sei

—y dix sy fix iz =4V 114 + 1)

£y et

und Y X Y iXZ =1 4+ 4.
Man zeige, daB ’
i, = ad+ B 4 U= “_;',;’.'J? .
yi+ 90 y A+ 6
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§ 13. Vektoren.

Wir gehen nunmehr zu der Untersuchung der wesentlichen Eigen-
schaften der Translationsbewegung eines festen Korpers iiber.

Die Translation an sich, ohne Beziehung auf den festen Kérper, hat
folgende Eigenschaften:

1. Sie ist vollstandig bestimmt durch eine der einander gleichen und
parallelen Strecken des Raumes von gegebener Linge und Richtung,
nidmlich der Linge und Richtung der Translation, da eine solche Strecke
alle zu der Beschreibung der Operation notwendigen Bestimmungsstiicke
liefert.

2. AB sei eine solche Strecke und ACDE . . . KB ein ihre Endpunkte
verbindender gebrochener Streckenzug. Dann ist die durch AB dar-
gestellte Operation dquivalent der Summe der durch AC, CD, DE, ... KB
dargestellten Operationen.

Diese Eigenschaften 1. und 2. hat die Translation mit vielen Ope-
rationen und Gréflen gemein; eine solche Operation oder GroBe heifit
Vektorgrofle oder Vektor.

Nach 2. ist ein Vektor der Summe dreier Vektoren AK, KL, LB
dquivalent, die zu drei gegebenen rechtwinkligen Koordinatenachsen
parallel sind und die Punkte in einem gebrochenen Streckenzuge ver-
binden. Diese drei Vektoren nennt man die Komponenten des Vektors
AB in bezug auf die gegebenen Achsen. Hat der Vektor AB die Lange [
und die Richtungswinkel «, f, ¥, so haben die Vektorkomponenten
offenbar die Liange /cosa, lcosf, lcosy, da sie die Projektionen von
AB auf die Achsen sind.

Ein einzelner Vektor, der éiner Anzahl gegebener Vektoren dqui-
valent ist, heiBt ihre Resultante.

Betrachtet man einen Vektor in seiner Abhingigkeit von einem
Parameter (etwa der Zeit), so ist die Differenz der zu zwei Werten des
Parameters gehérenden Vektoren wieder ein Vektor. Daher ist der Diffe-
rentialquotient des Vektors nach dem Parameter auch ein Vektor. Seine
Komponenten sind die Differentialquotienten der entsprechenden Kom-
ponenten. Er heiBt die Ableitung des Vektors nach dem Parameter.

§ 14. Geschwindigkeit und Beschleunigung;
ihr Vektorcharakter.

Ein Koérper vollfithre eine stetige, nicht notwendig immer gleich-
gerichtete Translationsbewegung, ohne seine Orientierung zu &ndern.
Seine Gesamttranslation zu der Zeit ¢ ist eine VektorgroBe; das Verhilt-
nis, in dem sie sich mit der Zeit dndert, also ihre zeitliche Ableitung,
ist demnach wieder ein Vektor, der die Geschwindigkeit des Korpers
heiBt. Sind x, ¥, z die Koordinaten eines im Korper festen, mit ihm
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bewegten Punktes in einem festen Achsensystem, dann sind dic Kom-
ponenten der Geschwindigkeit nach diesen Achsen die Ableitungen von
%, 9, 2, namlich %, ¥, z (wo ein Punkt die Differentiation nach der Zeit
bedeutet).

Entsprechend ist die Ableitung der Geschwindigkeit wieder ein
Vektor mit den Komponenten #, , 2 (wo zwei Punkte die zweimalige
Differentiation nach der Zeit andeuten); er heiBt die Beschleunigung des
Korpers,

Bewegen sich zwei Punkte P, Q, so ist offenbar der Vektor, der die
Translation (oder Geschwindigkeit oder Beschleunigung) von  darstellt,
die Summe des Vektors, der die Translation (oder Geschwindigkeit oder
Beschleunigung) von P darstellt, und desjenigen Vektors, der die Trans-
lation {oder Geschwindigkeit oder Beschleunigung) von Q relativ zu P
darstellt, d. h. von Q, bezogen auf ein Achsensystem, dessen Ursprung
sich mit P bewegt und dessen Richtungen fest sind.

§ 15. Die Winkelgeschwindigkeit; ihr Vektorcharakter.

Wir betrachten nun einen Korper, der sich stetig um eine Gerade

dreht. Ist @ der zu der Zeit ¢ durchlaufene Winkel, so stellt 9 die
Geschwindigkeit der Umdrehung zu der Zeit ¢ dar. Trégt man auf der
Rotationsachse von einem willkiirlich gew#hlten Punkt aus eine Strecke

von der Linge 9 ab, so charakterisiert diese Strecke vollkommen die
Rotationsbewegung zur Zeit ¢ oder, wie man gewthnlich sagt, die
Winkelgeschwindigkeit des Korpers. Die Richtung der abgetragenen
Strecke ergibt sich aus dem Drehsinn der Rotation auf Grund der Uber-
einkunft, daB die Rotation von Siiden iiber Osten nach Norden geht,
wenn dic Strecke senkrecht aufwarts gerichtet ist.

Eine Winkelgeschwindigkeit wird demnach durch eine Strecke von
bestimmter Liange und Richtung dargestellt. Nun kann nach § 8 die
Bewegung eines Korpers, der eine infinitesimale Drehung dy um eine
beliebige Gerade OK durch einen festen Punkt O des Korpers erfahrt,
durch eine Folge von Rotationen §wpcosa, dycosf, dycosy um
beziigliche Achsen Ox, Oy, Oz ersetzt werden. Oxyz ist ein Recht-
winkelsystem durch O, in dem OK die Richtungswinkel &, f, y besitzt.
Daraus folgt, daB eine durch eine Strecke v auf O K dargestellte Winkel-
geschwindigkeit ersetzt werden kann durch Strecken v cosa, v cosp,
y cosy, die auf den beziiglichen Achsen Ox, Oy, Oz abgetragen sind.

Dies ist aber eine Fundamentaleigenschaft der Vektoren, so daf
wir sagen konnen: Winkelgeschwindigkeiten lassen sich zerlegen und zu-
sammenselzen wie Vektoren.

Zu bemerken ist jedoch, daB eine Winkelgeschwindigkeit nicht alle
Definitionseigenschaften eines Vektors besitzt: eine Winkelgeschwindig-
keit um eine Gerade ist nicht dquivalent einer Winkelgeschwindigkeit
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von gleicher Grée um eine parallele Gerade. Eine Winkelgeschwindig-
keit mufl daher als ein Vekior auf einer bestimmien Geraden aufgefaBt
werden.

Aufgabe. Ein gerader Kreiskegel vom halben Offnungswinkel f wolle ohne zu
gleiten auf etner Ebene. Man bestimme seine momentane Rotationsachse und seine
Winkelgeschwindigkeit um diese Achse als Funktion der Winkelgeschwindigkeit der
Beviihrungsgeraden tn dev Ebene.

Da alle Punkte der Seitenlinie des Kegels, die die Ebene beriihrt, in momen-
taner Ruhe sind, weil keine Gleitbewegung stattfindet, ist diese Seitenlinie die
momentane Rotationsachse des Kegels. Sei @ die Winkelgeschwindigkeit des

Kegels um diese Seitenlinie, d die Winkelgeschwindigkeit der Berithrungsgeraden
in der Ebene. Dann kann die Bewegung der Kegelachse durch eine Winkelgeschwin-

digkeit # um die Normale der Ebene dargestellt werden; aus dieser Bewegung
aber und einer Rotation um seine Achse setzt sich die Gesamtbewegung des Kegels
zusammen. Folglich hat die Komponente der Winkelgeschwindigkeit des Kegels

um eine Senkrechte zur Kegelachse durch den Scheitel die GroBe & cos f; sie muB
gleich der Komponente @ sinf von @ in dieser Richtung sein. Also gibt

w = ctgp

die gesuchte Beziehung zwischen @ und &.

§ 16. Die Komponenten der Winkelgeschwindigkeit eines
Systems als Funktionen der Eulerschen Winkel bzw. der
Eulerschen Parameter.

Die momentane Lage eines starren Korpers, der sich stetig um einen
festen Punkt dreht, beschreibt man am besten mit Hilfe zweier recht-
winkliger Achsensysteme: O XY Z sei im Raume fest, Oxyz im Koérper
fest und mitbewegt. Die Lage des Korpers ist dann bestimmt durch die
drei Eulerschen Winkel 9, @, v, die die Lage des Systems Oxyz gegen
das System O X Y Z festlegen. Wir berechnen fiir einen beliebigen Zeit-
punkt die Komponenten der Winkelgeschwindigkeit des Korpers in
Richtung der mitgefithrten Achsen.

OK sei die Schnittlinie der Ebenen XOY und x0y. Die Winkel-
geschwindigkeit des Korpers setzt sich offenbar zusammen aus den

Winkelgeschwindigkeiten 9 um OK,  um OZ, ¥ um Oz Nach den
Vektorgesetzen kann man die erste zerlegen in Winkelgeschwindigkeiten

$siny um Ox und ¥ cosy um Oy, die zweite in Winkelgeschwindigkeiten
—@ sind cosy um Ox, @ sind siny um Oy und @ cos@ um Oz. Sind
endlich w,, w,, w, die Komponenten der Winkelgeschwindigkeit des
Korpers in Richtung der Achsen Ox, Oy, Oz, so haben wir

w, = ¥ siny — @sindcosy,

wy, = Hcosy — @sind siny,

=y -+ ¢ cos?.
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Aus diesen Gleichungen kdnnen wir die Werte von w,, w,, @, als
Funktionen der symmetrischen Parameter &, #, £, x des § 9 herleiten.

Denn wir haben
(Y;tf) __i(w-—fv
T 2 at\ 2

d(arct C) d(a t E)
B TAN at\ee Yy

_En—n§+xC-Cx
£+t 42
Entsprechend ergibt sich
—&1+7é . 1E—2Cx
g+ 2y
cost=—&—n?+ 2+ °.
Fithren wir diese Werte in die Gleichung w; = + @ cos? ein,
so folgt ws=2(ﬂé_;ﬁ+Xé“Ci)-
Die Werte von w; und w, erhilt man daraus durch zyklische Ver-

tauschung, und so werden die Komponenten der Winkelgeschwindigkeit
gegeben durch die Gleichungen:

=20 &+ L7 —nt—E7),
W= 2(—LE+ 77+ EE—n7)
=20é—én+ b=

g =

und es ist

§ 17. Die zeitliche Ableitung eines Vektors, dessen
Komponenten nach bewegten Achsen gegeben sind.

Ein Vektor sei in jedem Zeitpunkt ¢ gegeben durch seine Komponen-
ten &, 1, ¢ in bezug auf die augenblickliche Lage eines rechtshandigen
Achsensystems Oxy z, das seinerseits in Bewegung ist. Zu bestimmen ist
derjenige Vektor, der die zeitliche Ableitung des gegebenen Vektors
darstellt.

®,, ®,, w, seien die Komponenten der Winkelgeschwindigkeit des
Systems O xyz in bezug auf die augenblickliche Lage der Achsen Ox,
0y, Oz.

Die zeitliche Ableitung des gegebenen Vektors ist die Vektorsumme
der zeitlichen Ableitungen der einzelnen Komponenten &, 7, {. Der Vek-
tor & aber wichst im Zeitintervall d¢ auf die Linge & 4+ £d# an und &ndert
gleichzeitig seine Lage durch die Bewegung der Achsen. Infolge der
Winkelgeschwindigkeit um die Achse Oy wird er aus seiner Lage in der
urspriinglichen Ebene 20 x um denWinkel w,dt von Oz weggedreht, in-
folge der Winkelgeschwindigkeit um die Achse Oz aus seiner Lage in der

Whittaker, Dynamik. 2
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urspriinglichen Ebene x 0y um den Winkel w,d¢ auf Oy zu. Die Koordi-
naten seines Endpunktes nach Ablauf des Zeitintervalles d¢ in bezug auf
die Lage der Achsen zu Beginn des Intervalles d¢ sind deshalb (unter
Vernachlissigung der unendlich kleinen GréB8en von héherer als erster
Ordnung) .
E4-&dt, wgzédt, —w,Edt.

Also sind die Vektorkomponenten der zeitlichen Ableitung von &
é, w3 &, —wy &

Entsprechend erhiilt man die Vektorkomponenten der zeitlichen
Ableitung von 7 bzw. { zu

—wWg7, 7, wpn
w,y L, —oy g, Z.

Durch Addition findet man endlich die Komponenten der zeitlichen
Ableitung des gegebenen Vektors

und

§—nw;+ Lw,,
"7 - C wl —{'_ 5 w3 ’
{—Ewy +nw,.

Dies Ergebnis kann unmittelbar zur Bestimmung der Geschwindig-
keit und Beschleunigung eines Punktes benutzt werden, dessen Koordi-
naten x, y, z zur Zeit ¢ in bezug auf Achsen gegeben sind, die eine
Winkelgeschwindigkeit mit den Komponenten w,, w;, @w; in Richtung
dieser Achsen selbst besitzen.

Denn setzen wir diese Werte in die vorstehenden Formeln ein, so
werden die Geschwindigkeitskomponenten

X —ywy+ 2w0,, ¥ — 2w, + % wg, z—xw, +yw,.

Wenden wir nun dieselben Formeln auf den Fall an, daB der Vektor,
dessen zeitliche Ableitung gesucht wird, die Geschwindigkeit ist, so
erhalten wir die Komponenten der Beschleunigung des Punktes in der
Form

d,. , _
Gy 03+ 20)) — w5 (y — 20y + xwg) + 0y (2 — x 0y + y @),
d, . _

Zi‘t(y—_zwl_'_xwa)_wl(z_xw2+yw1)+w3(x—yw3+zw2),

d . . .
;i_t(z_xwz‘*‘ywl)“wz(x—ywa+Zw2)+w1(y_z“)1+st)-

Findet die Bewegung in einer Ebene statt, die wir zur x-y-Ebene

wihlen, so haben wir nur zwei Koordinaten #, y und eine Komponente ?
der Winkelgeschwindigkeit. Dabei bedeutet ¢ den Winkel der bewegten
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Achsen gegen ihre Lage zu einer bestimmten Zeit. Setzt man also in den
obigen Ausdriicken z;, w; und w, gleich Null, so erhilt man fiir diesen
Spezialfall die Geschwindigkeitskomponenten
x—yd und y+xd.
Die Komponenten der Beschleunigung sind
i—299—yd—xd? und j 4259+ xd—yd2.

Aufgabe. Man zeige, daB es bei der Bewegung eines starren Korpers im all-
gemeinen in jedem Zeitpunkt einen bestimmien in endlicher Entfernung gelegenen
Punkt gibt, der, wenn man ihn als mit dem Kérper starr verbunden betrachtet,

keine momentane Beschleunigung besitzt. ,,Im allgemeinen‘‘ heit dabei, daB die
Richtung der Schraubachse im Augenblick nicht stationar ist.

§ 18. Spezielle Komponentenzerlegung der Geschwindigkeit
und Beschleunigung.

Die Ergebnisse des letzten Paragraphen setzen uns in den Stand,
viel benutzte Formeln fiir die Komponenten der Geschwindigkeit und
Beschleunigung eines bewegten Punktes nach verschiedenen aus-
gezeichneten Richtungen anzugeben.

1. Geschwindigkeit und Beschleunigung in Polarkoordinaten.

Die Lage eines Punktes sei durch Polarkoordinaten 7, ¢, ¢ bestimmit,
die mit den Koordinaten X, Y, Z des Punktes in einem festen Achsen-
system OXYZ durch die Gleichungen verkniipft sind

X = rsin?cose,

Y =#sindsing,

Z =rcosd.
Gesucht sind die Komponenten der Geschwindigkeit und der Beschleu-
nigung dés Punktes in Richtung des Radiusvektors 7, in der dazu senk-
rechten Richtung in der durch » und OZ bestimmten Ebene (man nennt
sie gewShnlich Meridianebene) und in der Richtung senkrecht zu der
Meridianebene. Diese drei Richtungen werden hiufig kurz als »-, 9-,
@-Richtung bezeichnet. Man wihle eine Gerade durch den Ursprung O
parallel der #-Richtung als bewegliche x-Achse, eine Gerade durch O
parallel der ¢-Richtung als y-Achse und eine Gerade durch O parallel der
r-Richtung als z-Achse. Die drei Eulerschen Winkel, die die Lage des
bewegten Systems Oxyz gegen das feste System OX YZ bestimmen,
sind &, @, 0. Also sind (§ 16) die Komponenten der Winkelgeschwindig-
keit des Systems Oxyz nach den Achsen Ox, Oy, Oz selbst

w; = —@sind, w, =1, w; = @ cosP.

Der bewegte Punkt hat im bewegten System die Koordinaten
0,0, r. Folglich sind nach §17 die Komponenten der Geschwindigkeit des
Punktes nach den bewegten Achsen

rd, r@sind, 7,
2%
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und die Komponenten der Beschleunigung in der #-, ¢- und r-Richtung,
wiederum nach § 17,

%(719)~r¢2sinz9cos-ﬁ+%ﬁ oder rd+ 2%-5-r¢zsinﬂcosb‘,

;t (ro §in19) +4-#@sind + » 9 ¢ cos? oder ;—;;@ dit (#?*sin?¢ @),
und

¥ — 792 — 7 @ sin?.

Bewegt sich der Punkt in einer Ebene, so kénnen wir die z-Achse
in diese Ebene legen und zum Ausgangsstrahl ¢ = 0 eines Systems
ebener Polarkoordinaten wihlen, die mit den bisher benutzten GroéBen
r und ¥ ibereinstimmen. Die GréBen » und & werden dann gewéhn-
liche ebene Polarkoordinaten. Da ¢ verschwindet, sind die Kompo-
nenten der Geschwindigkeit und Beschleunigung in der »- und -

Richtung .
v und »9
und

¥— 792 und &+ 278,

2. Geschwindigkeit und Beschleunigung in Zylinderkoordinaten.

Die Zylinderkoordinaten z, o, @ eines Punktes sind mit seinen
Koordinaten X, Y,Z in einem festen rechtwinkligen Achsensystem ver-
kniipft durch die Gleichungen

X =g cosg, Y = psing, Z=z,

Gesucht sind die Komponenten der Geschwindigkeit und Beschleunigung
des Punktes parallel zur z-Achse, in Richtung des Lotes ‘aus dem
Punkt auf die z-Achse und in der zu diesen beiden senkrechten Rich-
tung. Man bezeichnet sie gewthnlich kurz als z-, o- und @-Richtung.
Die Koordinate @ heilt das Azimut des Punktes.

In diesem Falle legen wir die bewegten Achsen Ox, Oy, Oz durch den
Nullpunkt parallel zur ¢-, ¢- bzw. z-Richtung. Die Komponentén der
Winkelgeschwindigkeit des Systems Oxyz in bezug auf die Achsen Ox,
Oy, Oz selbst sind offenbar

w, =0, Wy, =0, Wy =@ .

Die Koordinaten des bewegten Punktes im bewegten System sind
@, 0, z. Nach §17 ergibt sich fiir die Komponenten der Geschwindigkeit
des Punktes in diesen Richtungen

» e, 0P, zZ,
fiir die Komponenten der Beschleunigung

6— 092, ep+209, z.
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3. Geschwindigkeit und Beschleunigung als Funktionen der
natiirlichen Koordinaten.

Wir benutzen die Formeln des § 17 ferner dazu, die Komponenten
der Geschwindigkeit -und Beschleunigung eines im Raume beliebig be-
wegten Punktes nach der Tangente, Haupt- und Binormalen seiner Bahn-
kurve zu bestimmen.

Wir betrachten zunichst den Fall der Bewegung eines Punktes in
einer Ebene. Durch einen festen Punkt O legen wir als x- und y-Achse
Parallele zu der Tangente und inneren Normalen der Bahnkurve des
Punktes. Diese Achsen rotieren um O mit der Winkelgeschwindigkeit ¢,
wenn ¢ der Winkel der Tangente an die Bahnkurve mit einer beliebigen
festen Richtung in der Ebene ist. Bezeichnet v die Geschwindigkeit
des Punktes, s das zur Zeit ¢ durchlaufene Bogenstiick, ¢ den Kriim-
mungsradius der Bahnkurve, so haben wir

_ 4 _4s .
oar’ Q—d(p’

die Winkelgeschwindigkeit der Achsen 148t sich demnach in der Form
v .
0 schreiben.

Da die Komponenten der Geschwindigkeit in Richtung der be-
wegten Achsen v, 0 sind, so folgt aus § 17, daB die Komponenten der

2
Beschleunigung in Richtung der gleichen Achsen v und % sind. Wegen

dv _dsdv  dv

Tdt " dtds  ds

ergibt sich, daB die Beschleunigung des bewegten Punktes in Richtung
d . .
der Tangente der Bahnkurve die GroBe v% , in Richtung der inneren
2
Normalen die Grole %hat.

Nun ist die Geschwindigkeit eines bewegten -Punktes bekannt,
wenn man zwei aufeinander folgende Lagen des Punktes kennt; die
Beschleunigung ist daher durch drei aufeinander folgende Lagen be-
stimmt. Wenn nun auch die Bahnkurve des Punktes nicht mehr eben
ist, so kann man sie doch zur Bestimmung der Beschleunigung in jedem
Augenblick als in ihrer Schmiegungsebene gelegen auffassen, da diese
Ebene ja drei benachbarte Bahnpunkte enthilt. Deshalb sind die
Komponenten der Beschleunigung des Punktes in Richtung der Tan-
gente, Haupt- und Binormalen

dv

v v 0
ds’ 0, .
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4. Die Beschleunigung in Richtung des Radiusvektors und der
Tangente.

Fiir die Beschleunigung eines Punktes mit ebener Bahnkurve 148t
sich noch eine andere Komponentenzerlegung angebenl). Sei » der
Radiusvektor von einem fest gewédhlten Koordinatenursprung der Ebene
nach dem bewegten Punkt, p das Lot aus dem Ursprung auf die Tangente
der Bahnkurve, s das zur Zeit ¢ durchlaufene Bogenstiick der Bahn, ¢ der
Kriitmmungsradius der Kurve in dem Punkt, » oder § die Geschwindig-
keit des Punktes zur Zeit ¢, % das Produkt p v. Dann kann die Beschleu-

. . Wro . . .
nigung des Punkies in eine Komponente ;; in Richtung des Radius-

3
vektors zum Ursprung und etne Komponenie wn Richtung der Tangente

2
zerlegt werden. p ds

dv
Denn die Beschleunigung kann in Komponenten v = in Richtung der
92

Tangente und — in Richtung der Normalen zerlegt werden. Nun 148t
sich ein Vektor F, der in Richtung des Radiusvektors nach auBen
welst zusammensetzen aus den Vektoren —F £ in Richtung der inneren
Normalen und F —— in Richtung der Tangente Der in Richtung der

inneren Normalen welsende Vektor —Q— hat daher in Richtung des Radius-

. . 7 v
vektors nach 1nnen dle Komponente —

ep’
Die Beschleunigung hat mithin die Komponenten

do | rordr
ds  opds
in Richtung der Tangente und

in Richtung der Tangente die

Komponente

pd

rv?
ep
in Richtung des Radiusvektors nach innen.

Die letztere Komponente lst , und die erstere 1Bt sich in der

3
Form darstellen j>
1 dv? v: dp 1 d(v?p?) h dh
Bl T I Al S d 27,
2 ds + p ds oder 2p%  ds oder pds

Damit ist Siaccis Ergebnis bestitigt.

Aufgabe 1. Man bestimme die Komponenten der Beschleuniguny eines Punktes,
der sich auf der Ringfliche
x = (¢ + asind) cosg, y = {¢ + asind)sing, z = a cos
bewegt, in Richtung der Mevidiankurve, der Normalen und des Breitenkreises.

1) Sie stammt von Siacci: At della R. Acc. di Torino Bd. 14, S. 750.
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P habe die Koordinaten ¥, @; O sei der Mittelpunkt der Ringflache, C der
Mittelpunkt des Meridianschnittes, auf dem P liegt. Die Polarkoordinaten von C
in bezug auf O sind ¢, ¢, und die Polarkoordinaten von P in bezug auf C sind
a, ¥, ¢. Also sind die Komponenten der Beschleunigung von C gegen O

cp in Richtung des Breitenkreises
und
—c@? in Richtung von O C nach auBen, d. h.
—cp?sind in Richtung der Normalen
und

—c @2 cos? in Richtung des Meridians.
Die Komponenten der Beschleunigung von P gegen C sind
ad—a ¢?sind cosd in Richtung des Meridians,
a d
sind dt
—ad—a ¢?sin?d in Richtung der Normalen.

(sin%2d - @) in Richtung des Breitenkreises,

Daraus bestimmen sich endlich die Komponenten der Beschleunigung von P im

R : . . . -
aum ad — (c + asind} g2 cosd in Richtung des Meridians,

—ad—a ¢?sin?29 — ¢ ¢p¥sind in Richtung der Normalen,
cop -+ Aa_ i
¥ 7 sing di
Aufgabe 2. Die Tangential- und Normalkomponente der Beschleunigung eines
in einer Ebene beweglichen Punktes seien konstant. Man beweise, dap die Bahnkurve
des Punktes cine logarithmische Spivale ist.
Die Voraussetzungen besagen:
dv

(sin®*$ - ¢) in Richtung des Breitenkreises.

v — = a, wo a konstant ist,
as
also v2=as
112
und — = ¢, wo ¢ konstant ist,
e
also s = Cp, wo C konstant ist,

d . .
oder s=0C as , wo @ den Winkel der Tangente mit einer festen Rich-
tung bedeutet. ?

Durch Integration dieser Gleichung folgt
s=AeB7,
wo A und B konstant sind. Dies ist die natiirliche Gleichung der logarithmischen

Spirale.
Aufgabe 3. Die Beschleunigung eines Punktes zu bestimmen, dev sich auf
einer logavithmischen Spivale mit konstanter Winkelgeschwindigkeit wm den Pol

bewegt. K2y
Nach dem Satze von Siacci sind die Komponenten der Beschleunigung 50

h dh
in Richtung des Radiusvektors und ?’? s in Richtung der Tangente. Ist aber

® die konstante Winkelgeschwindigkeit, so wird » = wr?% Also sind die Kom-
ponenten der Beschleunigung:
w? 8 2023 dr

70 und —Pz— e




24 1. Kapitel: Einleitendes aus der Kinematik.

d
Da -1-, 2 und —-E auf der Spirale konstant sind, sind beide Beschleunigungs-

e
komponenten dem Radiusvektor direkt proportional.

Ubungsaufgaben,

1. Die momentane Rotationsachse eines um einen festen Punkt beweglichen
Korpers sei in dem Korper fest. Man zeige, daB sie dann auch im Raume fest ist,
daB also die Bewegung eine Drehung um eine feste Achse ist.

2. Ein Punkt sei auf rechtwinklige Achsen Ox, Oy bezogen, die um den Ur-
sprung mit der Winkelgeschwindigkeit @ rotieren.

Er habe gegen den Punkt » =a, ¥ = 0 eine Beschleunigung vom Be-
trage n2w? mal Abstand. Man zeige, daB die Bahunkurve alsdann folgender-
maBen konstruiert werden kann:

1. Man nimmt ejnen Punkt x = n2z/(r —1), ¥ = 0;

2. eine gleichférmige Kreisbewegung mit der Winkelgeschwindigkeit
(n—1)w um diesen Punkt;

3. eine gleichmaBige Kreisbewegung mit der Winkelgeschwindigkeit (n+1)w
in entgegengesetztem Sinn um die letztere.

3. Die Geschwindigkeit eines Punktes in einer Ebene ist die Resultierende
einer Geschwindigkeit v in Richtung des Radiusvektors nach einem festen Punkt
und einer Geschwindigkeit v’ parallel zu einer festen Richtung. Man beweise, daB

dv vo’ dv’ | vy’

E? -+ TCOSI’ und 7{ '—r‘
die zugehoérigen Beschleunigungen sind, wo ¢ der Winkel des Radiusvektors mit
dér festen Richtung ist.

4. Ein in einer Ebene beweglicher Punkt sei bezogen auf schiefwinklige
Koordinatenachsen, die mit einer festen Richtung in der Ebene die Winkel «, §
bilden, wo «, f gegebene Funktionen der Zeit sind. Man zeige, daB

. . v . ; x &
x® —xoctg(f — «) TS —a) und  y +ypctg(f — «) +si_nm5

die Komponenten der Geschwindigkeit des Punktes sind und berechne dic Kom-
ponenten der Beschleunigung.

5. Ein Punkt bewegt sich in einer Ebene. # sei der Logarithmus des Quo-
tienten seiner Abstinde von zwei festen Punkten der Ebene, ¢ der von ihnen
eingeschlossene Winkel, 2 ¥ der Abstand der beiden festen Punkte. Man zeige, da8

B9 + g
Cof & — cosg

die Geschwindigkeit des Punktes ist.

6. Ein Punkt durchlaufe zweimal dieselbe Bahnkurve, und das Produkt der
Geschwindigkeiten in entsprechenden Stellen der beiden Durchlaufungen sei kon-
stant. Man zeige, daB die Beschleunigungen sich wie die Quadrate der Geschwin-
digkeiten verhalten und daf sie gleich groBe aber entgegengesetzt gerichtete Winkel
mit der Normalen der Bahnkurve bilden. (J. v. Vieth.)

7. Ein Punkt bewege sich auf einer Parabel vom Parameter 42. Im Ab-
stand » vom Brennpunkt hat er die Geschwindigkeit v. Man zeige, daB sich seine
Beschleunigung zusammensetzt aus Beschleunigungen R und N in Richtung des
Radiusvektors und der Normalen, wo

dv . N at d w27).

R=0v22, -2
vd?’ 2,§d7
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8. Die Achsen x und y rotieren mit den Winkelgeschwindigkeiten w; bzw. wg
und schlieBen den Winkel v ein. Man zeige, daB der Punkt (x, ¥) die Komponenten
der Beschleunigung

F—rol — (xa, + 27wy ctgy — (y g+ 27 ©y)
1
siny

sin Y !

J—yoi— (o, + 27w 4 e + 27 ;) ctgy
in Richtung der Achsen besitzt.

9. Die Geschwindigkeit eines Punktes setze sich zusammen aus Komponenten
u, v in Richtungen, die mit einer festen Geraden die beziiglichen Winkel ¢, ¢
bilden. Man beweise, daB die Komponenten f, // der Beschleunigung des Punktes
in diesen Richtungen gegeben sind durch

. ; v
— i —udctey —
f=u uﬂ.cgl sing’

. ud .
f=q +Sinx+v<pctgx,

wo z der Winkel der beiden Bezugsrichtungen ist. Haben die Verbindungslinien
des bewegten Punktes mit zwei festen Punkten die Lingen 7, s und die Neigungen
?, @ gegen die Verbindungsgerade der beiden festen Punkte, so bestimme man
die Beschleunigung des Punktes als Funktion von w, »’, den Ableitungen von 9, ¢.

10. A4, B, C seien drei feste Punkte, «, v, w die Geschwindigkeitskomponenten
eines Punktes P in bezug auf die Richtungen P4, PB, PC. Man leite fur die Be-
schleunigungen in den nimlichen Richtungen den Ausdruck

ot up 1 cos APB 1 cosAPC
+ (FB“—M—) + (ﬁa—T)
und zwei entsprechende ab.

11. Die Bewegung eines ebenen Flichenstiickes ist gegeben durch die Winkel-
geschwindigkeit @ und die Geschwindigkeitskomponenten u, v des Ursprungs in
Richtung der Achsen Ox, Oy auf dem Flichenstiick. Zu bestimmen sind die Ge-
schwindigkeitskomponenten eines beliebigen Punktes (#, y) des Flachenstiickes.
Man zeige, daB die Gleichungen

u—9yw

7 w5 2)
7 arctg(v el = 4o

zwei Kreise auf dem Flichenstiick darstellen. Der eine ist der geometrische Ort
derjenigen Punkte, die auf Riickkehrpunkten ihrer Bahnen in der Ebene ange-
kommen sind; der andere ist der geometrische Ort der Krimmungsmittelpunkte
der in der Ebene gelegenen Hillkurven aller Geraden des Flichenstiickes.

12. Ein Punkt beschreibt eine Raumkurve. Man zeige, daB seine Beschleuni-
gung in zwei Komponenten zerlegt werden kann: eine in Richtung des Radius-
vektors ans der Projektion eines festen Punktes auf die Schmiegungsebene, eine
in Richtung der Tangente. Ihr Wert ist

r T? d T dT T? dg

pe M pa TR
Darin ist ¢ der Krimmungsradius, ¢ der Abstand des festen Punktes von seiner
Projektion auf die Schmiegungsebene; » und p sind die Abstinde dieser Projektion
von dem bewegten Punkt und der Tangente, T ist eine willkiirliche Funktion
(das Produkt aus p und der Geschwindigkeit) und s der Bogen. (Siacci).

13. Ein Kreis, eine Gerade und ein Punkt liegen in einer Ebenc. Die Lage
des Punktes ist bestimmt durch die Lange ¢ der von ihm an den Kreis gezogenen
Tangente und die Linge p des aus ihm auf die Gerade gefallten Lotes. Seine Ge-
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schwindigkeit habe die Komponenten #, » in den durch die beiden Strecken ¢, p
bestimmten Richtungen, die miteinander den Winkel # einschlieBen mégen.

Man zeige, daf3
% — uy cosd/t und v uvft

die Komponenten der Beschleunigung in dem Richtungen ¢, p sind.

14. Ein Punkt durchliuft einen Kreisbogen. 7, 7 seien die Abstinde des
Punktes P von den Endpunkten A4, B einer festen Sehne. Man zeige, dal P in
den Richtungen AP, BP die Beschleunigungen

dv v’
7%

hat, wenn man mit », v* die Geschwindigkeiten in den Richtungen 7, #’ und mit
o« den Winkel 4APB bezeichnet.

Ein Punkt beschreibt einen Halbkreis unter der Wirkung von Beschleuni-
gungen, die stindig auf die Endpunkte eines Durchmessers hin gerichtet und in
jedem Punkt den Abstinden 7, ' von den Endpunkten des Durchmessers umge-
kehrt proportional sind. Man zeige, daB die Beschleunigungen den Wert

4t V2 4a4V2

— und —e
#3472 72,78

— (r — 7 cos o) wnd —- —{— (r — 7 COs &)

haben, wo a den Radius des Kreises und V die Geschwindigkeit des Punktes in
Richtung des Durchmessers bedeutet.

15. Die Bewegung eines starren Korpers in zwei Dimensionen ist definiert
durch die Geschwindigkeit #, v eines beliebigen Punktes C des Korpers und seine
Winkelgeschwindigkeit w. Man bestimme die Koordinaten eines Punktes I gegen
C, der die Geschwindigkeit 0 hat, und zeige, daB sich jeder andere Punkt P senk-
recht zu PI bewegt.

Man bestimme ferner die Koordinaten eines Punktes I von verschwindender
Beschleunigung und stelle die Beschleunigung von P als Funktion seiner Koor-
dinaten in bezug auf den Punkt I dar.

16. Ein Punkt auf einer Ebene bewegt sich mit konstanter Geschwindigkeit V
gegen die Ebene, die sich gleichzeitig um eine zu ihr senkrechte Gerade mit der
Winkelgeschwindigkeit @ dreht. Man zeige, daB die Bahn des Punktes gegeben

ist durch die Gleichung
—— =} a2+ — arccos—

wo 7 und & in bezug auf feste Achsen gemessen sind und @ der kiirzeste Abstand
des Punktes von der Rotationsachse ist.

17. Die Beschleunigung eines bewegten Punktes Q sei in jedem Augenblick
durch wa dargestellt, wo @ ein tester Punkt ist und 4 sich gleichférmig auf einem
Kreis mit dem Mittelpunkt @ bewegt. Man beweise, daB in jedem Augenblick
die Geschwindigkeit von Q durch Op dargestellt wird, wo O ein fester Punkt ist
und p sich gleichférmig auf einem Kreis bewegt. Man bestimme die Bahnkurve

von Q. (Camb. Math. Tripos, Part I, 1902).
18. Ein Punkt bewegt sich auf der Durchdringungskurve des Ellipsoids

2y g2 . . . 22 y2 22

p -+ o + 2= 1 und des einschaligen Hyperboloids e + o] + oy e 1,

und seine Geschwindigkeit in dem Punkt, wo die Bahnkurve das zweischalige

Hyperboloid —.%- y? & trifft, ist
erboloid — % — 4+ -+ " .1 trifft, is
yperholol az—-/t+b2—,u+cz-—,u

e —ae =)
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wo h konstant ist. Man bestimme die Beschleunigungskomponente des Punktes
in Richtung der Flichennormalen des Ellipsoids zn

habe(p—2)
(a® — ) (0% — 1) (* — p) Viu
19. Ein starrer Korper rollt, ohne zu gleiten, anf einer Ebene. Seine Winkel-
geschwindigkeit hat in jedem Augenblick die Komponenten w,, @, in Richtung
der Tangenten an die Kriimmungslinien im Beriihrungspunkt des Korpers, g in
Richtung der Normalen seiner Oberfliche. Man zeige, daB der berithrende Punkt
des Korpers die Beschleunigungskomponenten

—R, 0y w3, —R, wy wy, R, 0} + R, w}

besitzt, wo R;, R, die Hauptkrimmungsradien der Oberflache des Koérpers im
Berithrungspunkt sind.



Zweites Kapitel.
Die Bewegungsgleichungen.

§ 19. Die Begriffe der Ruhe und Bewegung.

In dem vorhergehenden Kapitel haben wir haufig von ,,ruhenden’’
und ,,bewegten’’ Systemen gesprochen. Solange es sich um rein kine-
matische Betrachtungen handelte, war es nicht notwendig, auf den
letzten Sinn dieser Worte einzugehen. Wir verstanden unter der ,,Be-
wegung*‘ eines Systems nichts weiter als eine Anderung seiner urspriing-
lichen Konfiguration in bezug auf ein anderes als ,,ruhend* bezeich-
netes System, ohne uns Rechenschaft dariiber abzulegen, was absolute
.,,Ruhe‘ bedeutet.

Gehen wir aber dazu uber, die Bewegung der Korper als Folge
bestimmter Ursachen zu’ betrachten, so diirfen wir diese Frage nicht
langer unbeachtet lassen.

In der Umgangssprache gebraucht man das Wort ,,rubend” von
irdischen Dingen gewohnlich, um zum Ausdruck zu bringen, daB sie
eine unverinderliche Lage in bezug auf die Erdoberfliche an der be-
treffenden Stelle einnehmen. Aber die Erde dreht sich um ihre Achse
und lauft gleichzeitig um die Sonne, wihrend die Sonne ihrerseits mit-
samt allen Planeten sich mit groBer Geschwindigkeit in einer nicht sehr
genau bekannten Richtung im Raume fortbewegt. Deshalb scheint jeder
Versuch, irgend etwas tatsdchlich ,,Ruhendes zu finden, aussichtslos
zu sein.

Im neunzehnten Jahrhundert hielt man den Ather im Raum, den
Trager des Lichtes und der elektrischen und magnetischen Erschei-
nungen, abgesehen von kleinen Schwingungen, fiir ruhend. Damit
hatte man eine Basis fiir absolute Ruhe. Dieser Auffassung wurde jedoch
durch das moderne Relativititsprinzip?) die Grundlage entzogen. Dieses
besagt namlich, daB es selbst im Bereich der elektromagnetischen Er-
scheinungen unmdéglich ist, absolute Ruhe von einer allen Teilen des
Systems eigenen gleichférmigen Translationsbewegung zu unterscheiden.

DemgemiB setzen wir auch in der Dynamik, wenn wir von der Be-
wegung der Korper sprechen, immer die Existenz eines Koordinaten-

1) Vgl. Whittaker: History of the Theories of Aether and Electricity, Kap. 12.
London 1910; oder Conway: Relativity. London 1915.
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systems voraus, in bezug auf welches die Bewegung betrachtet wird.
Es ist iiblich, dies Beaugssystem als ,,ruhend’’ zu bezeichnen, ohne damit
absolute Ruhe behaupten zu wollen. Betrachten wir die Bewegungen
irdischer Kérper an einer Stelle der Erdoberflache, so nehmen wir das
Bezugssystem als ruhend gegen die Erde an. Es zeigt sich, daB} alsdann
die im folgenden anzugebenden Gesetze die Beobachtungstatsachen mit
einem geniigenden Grad von Genauigkeit erklaren. Mit andern Worten:
die durch die Bewegung der Erde verursachte Stérung ist so gering, da3
man sie bei der Bewegung irdischer Kérper in den meisten Fallen ver-
nachlissigen darf.

Weiter miissen wir uns iiber den Sinn klar werden, der dem Wort
,,Zeit' beizulegen ist. In dem vorhergehenden Kapitel bezeichnete es
nur einen Parameter, von dem die Konfiguration des betrachteten Systems
stetig abhing. Das Relativititsprinzip enthiillt die groBen Schwierig-
keiten, mit denen jeder Versuch einer Erklirung des Zeitbegriffs be-
haftet ist. Insbesondere ist es durchaus nicht leicht, die Gleichzestigkeit
zu definieren, also zu erkldren, was man unter der Aussage versteht,
dafl zwei Ereignisse an verschiedenen Stellen des Raumes ,.gleichzeitig*
stattfinden. "Jedoch kénnen wir die folgende Methode der Zeitmessung
angeben, die mit den gebrauchlichen Instrumenten ausfithrbar ist und
unsern gegenwirtigen Zwecken geniligt: Wir nehmen an, da8 das Zeit-
intervall zwischen zwei Ereignissen gemessen wird durch den Winkel,
den die Erde bei ihrer Achsendrehung zwischen dem Eintritt der beiden
Ereignisse durchlduft. Dabei wird der Winkel gegen die Fixsterne ge-
messen, deren kleine Eigenbewegungen bei dieser Beobachtung vernach-
lassigt werden konnen. Diese Winkelmessung kann in die iibliche
Messung in mittleren Sonnenstunden, -minuten und -sekunden umge-
rechnet werden, wenn man den Winkel von 360° der Zeitdauer von

3651
24-3654 Stunden gleichsetzt.
4

§ 20. Die Gesetze der Bewegungl).

Als einfachsten Fall der Bewegung irdischer Kérper mit der Erde
als Bezugssystem betrachten wir die Bewegung eines freien Massenpunk-
fes im Vakuum, d. h. eines sehr kleinen materiellen Kérpers, der sich
vollkommen unabhingig von seiner Umgebung bewegt. Man beobachtet
die zu verschiedenen Anfangsbedingungen der Bewegung gehérenden
Bahnen des Massenpunktes und berechnet daraus, nach den Methoden
des vorangehenden Kapitels, die Beschleunigung in beliebigen Punkten
der Bahnen. Dabei ergibt sich, dal die Beschleunigung fiir alle Bahnen

!) Die Bewegungsgesetze wurden von Newton gefunden. Philosophiae
naturalis principia wmathematica. London 1687, S.12. (Im folgenden zitiert als
Principia.) ‘
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konstante GroBe und Richtung — senkrecht abwirts — besitzt. Diese

Beschleunigung heifit Schwere oder Gravitation und wird allgemein mit g
cm

bezeichnet. Ihre Grofe betrigt in unseren Breiten ungefihr 981 Sect

Auf Grund dieser Erfahrungstatsache kénnen wir die Bahn eines
beliebigen freien irdischen Massenpunktes im Vakuum berechnen,
sobald die Anfangsbedingungen bekannt sind. Die Rechnung fiihren
wir an dieser Stelle nicht aus, da sie in ein spiteres Kapitel gehort.

Der nichst einfache Fall einer Bewegung ist der zweier Massen-
punkte, die durch einen gewichtslosen undehnbaren Faden verbunden
sind und sich im Vakuum an der Erdoberfliche bewegen konnen.
Solange der Faden ungespannt ist, bewegt sich jeder der beiden Massen-
punkte mit der Schwerebeschleunigung, als ob der andere nicht vor-
handen wire. Sobald der Faden aber gespannt ist, beeinflussen sie ihre
Bewegung gegenseitig. Wir konnen, wie zuvor, die Bahn eines der beiden
beobachten und daraus die Beschleunigung berechnen, die seine Be-
wegung in jedem Augenblick erfahrt. Daraus ergibt sich das Erfahrungs-
gesetz: Die Beschleunigung 1ift sich in jedem Augenblick als Resultante
zweter Vektoren darstellen, von denen einer die Beschleunigung g ist und
der andere in die momentane Richtung des Fadens fillt.

Die Wirkung des einen Massenpunktes auf die Bewegung des
anderen #ufert sich also darin, daB der Schwerebeschleunigung eine
andere Beschleunigung iiberlagert wird, die in Richtung der Verbin-
dungslinie der beiden Punkte wirkt und sich mit der Schwere vektoriell
zusammensetzt. Aus den beobachteten Bahnen der mit A und B be-
zeichneten Punkte konnen wir die GroBe der momentanen Beschleu-
nigung f, bzw. f, berechnen, die A durch B bzw. B durch A erfihrt.
Diese Rechnung ergibt, daBl das Verkdltnis f, : f, wihrend der Bewegung
konstant ist. Untersuchen wir Bewegungen mit verschiedenen Anfangs-
geschwindigkeiten, bei verschiedenen Temperaturen u. dgl., so kommen
wir zu dem Ergebnis, daB dieses Verhiltnis eine den Korpern A, B eigen-
tiimliche physikalische Konstante ist').

Aus der Beobachtung komplizierterer Systeme ergibt sich, daBl diese
experimentell gewonnenen Gesetze sich so verallgemeinern lassen, daB
sie eine ausreichende Grundlage sowohl fiir die irdische als auch fiir die
kosmische Dynamik bilden. Das verallgemeinerte Erfahrungsgesetz
148t sich so aussprechen: Bei der Bewegung eines Systems untereinander
verbundener Massenpunkie seizt sich die Beschleunigung eines einzelnen
Massenpunktes zusammen aus derjenigen, die deyr Punkt bei villig freier
Bewegung haben wiivde, und aus Beschleunigungen in Richtung der Ver-

1) Dieses Verhaltnis ist tatsiachlich der Quotient der Gewichte von B und 4.
Das Verhialtnis der an der gleichen Stelle der Erdoberfliche beobachteten Gewichte
zweier irdischer Korper ist eine wohldefinierte Gré8e und variiert nicht mit dem
Beobachtungsort. ‘
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bindungslinien mit den iibrigen Massenpunkien, die seine Bewegung be-
einflussen. Uberdies kann man den Punkten A, B, C . .. Zahlen m4, mg,
Mg ... zuovdnen derart, dafl die Beschleunigung in der Richtung AB, die
von der Etnwirkung von B auf A herriihrt, zu der Beschleunigung in der
Richtung BA, die von der Evnwirkung von A auf B herriihyt, tm Verhilinis
mp : my steht. Die Quotienten der Zahlen my4, mp . . . sind physikalische
Konstanten der Massenpunkite.

Die durchgingige Ubereinstimmung der Beobachtungsresultate
mit den auf dieses Gesetz gegriindeten Rechnungen der Dynamik ist als
Beweis fiir seine Giiltigkeit anzusehen.

Man beachte, daB durch das Gesetz nur die Quotienten der Zahlen
M4, mp ... bestimmt sind. Man legt nun einem bestimmten Punkt 4
die Einheit der Masse bei und bezeichnet dann die Quotienten mg/m ,,
moim, ... als die Massen der Punkte B, C, ...

Es ergibt sich, daB die Masse eines aus zwei oder mehr materiellen
Punkten zusammengesetzten Massenpunktes die Summe der Massen
der einzelnen Punkte ist. Infolge dieser additiven Eigenschaft der Masse
kann man von der Masse eines endlich ausgedehnten Korpers beliebiger
GroBe und Gestalt sprechen. Nach Ubereinkunft wahlt man als Massen-
einheit die Masse des tausendsten Teiles eines gewissen Platinstiicks, des
Urkilogramms. Diese Einheit heillt ein Gramm, und die Zahl, die das
Verhiltnis der Masse eines beliebigen Korpers zu dieser Masseneinheit
angibt, ist die in Gramm ausgedriickte Masse des Korpers.

§ 21. Kraft.

Wir haben gesehen, daf} die gegenseitige Einwirkung zweier Massen-
punkte A und B sich immer in der Entstehung einer Beschleunigung f4
von A und einer Beschleunigung fp von B duBert, und daB diese Beschleu-
nigungen den Massen my4 bzw. mp umgekehrt proportionale Vektoren
in Richtung AB bzw. BA sind. Die Vektorgrofe m, f4 ist daher gleich
der VektorgroBSe mp fg, hat aber entgegengesetzte Richtung. m4f4 heiBt
die von dem Massenpunkt B auf den Massenpunkt A ausgeiibte Kraff,
mpg fg die von dem Massenpunkt 4 auf den Massenpunkt B ausgeiibte
Kraft.

Mit Hilfe dieser Ausdrucksweise kénnen wir das Gesetz der gegen-
seitigen Einwirkung in einem System verbundener Massenpunkte so
aussprechen: Die gegenseitigen Krifte eines fjeden Paares verbundener
Massenpunkie anfeinander sind gleich und entgegengesetzt. Man bezeichnet
es als das Gesetz von Aktion und Reakiion.

Setzt man die Krifte, die auf einen Massenpunkt A infolge seiner
Verbindung mit anderen Massenpunkten wirken, vektoriell zusammen,
so ergibt die resultierende Kraft den Gesamteinflu der iibrigen Punkte
auf A. Durch m, geteilt ist sie gleich der Beschleunigung, die A durch die
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andern Punkte erfihrt; die Resultierende dieser Beschleunigung und
derjenigen, die 4 in véllig freiem Zustand haben wiirde (z. B. infolge der
Schwere), stellt die wirkliche Beschleunigung des Massenpunktes 4 dar.

Allgemein gilt das Folgende: Erfihrt ein Punkt der Masse m infolge
irgendwelcher Ursachen eine durch einen Vektor f dargestellte Be-
schleunigung, so heit der Vektor mf die infolge jener Ursache auf den
Massenpunkt wirkende Kraft'). Die Resultierende aller infolge beliebiger
Ursachen wirkenden Krifte heiBlt die auf den Punkt wirkende Gesami-
kraft. Sind also in einem beliebigen Augenblick X, Y,Z die Kom-
ponenten der gesamten auf den Punkt wirkenden Kraft nach festen
rechtwinkligen Achsen, %,y,z die Komponenten der Beschleunigung,
mit der die Bahn beschrieben wird, so bestehen die Gleichungen

mx =X, my =Y, mz=272.

Wir fithren hier noch zwei andere hiufig benutzte Begriffe ein.

Unter dem Moment einer Kraft um eine Gerade L versteht man
das Folgende: Die vom Angriffspunkt der Kraft ausgehende Strecke K,
deren Richtung und Lange die Richtung und GréBe der Kraft dar-
stellt, wird senkrecht auf eine Ebene senkrecht zu L projiziert. Das
Produkt der Linge der Projektion in den Abstand der Geraden L von
der K enthaltenden Geraden heiBt das Moment der Kraft um die
Gerade L.

Sind die Komponenten X, Y, Z der Kraft auf einen einzelnen freien
Massenpunkt x, %,z gegebene Funktionen der Koordinaten des Punk-
tes, so definieren sie ein Krafifeld.

§ 22. Arbeit.

Wir betrachten nun ein System von Massenpunkten, dessen Be-
wegung entweder vollkommen frei oder gewissen Beschrinkungen unter-
worfen ist. Diese Beschrinkungen rithren entweder von einem gegebenen
Zusammenhang der Massenpunkte untereinander her oder von Bin-
dungen, die durch nicht zu dem System gehérende Massenpunkte verur-
sacht werden. Ein Punkt der Masse m habe bei einer bestimmten Kon-
figuration des Systems die rechtwinkligen Koordinaten x,y,2. X,Y,Z
seien die Komponenten der dabei aufihn wirkenden Gesamtkraft.
%+ 6x, y 4 0y, z - 0z seien die Koordinaten eines dem Punkt x,y, z
benachbarten Punktes, in den der Massenpunkt # ohne Verletzung der
dem System auferlegten Bedingungen verschoben werden kann. (Ist.m
z. B. gezwungen, sich auf einer gegebenen Fliche zu bewegen, so miissen
beide Punkte auf der Fliche liegen.) Dann heiBt

Xdx+Yoy+Zéz

) Die Kraft ist die vis motvix in Newton: Principia 1. def. 8.
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die Arbeitl), die an dem Punkt m von den darauf wirkenden Kriften
wihrend der infinitesimalen Verschiebung aus der Lage (x,y,2) in die
Lage (x+ 0%, v+ 06y, 24 02) geleistet wird.

Offenbar kann man diesen Ausdruck physikalisch deuten als das
Produkt der Strecke, um die der Punkt verschoben ist, und der Kom-
ponente der Kraft (X,Y,Z) in dieser Richtung.

Da Krifte sich vektoriell zusammensetzen, ist die Summe der
Komponenten beliebig vieler in einem Punkt angreifender Krifte in
einer bestimmten Richtung gleich der Komponente ihrer Resultierenden
in dieser Richtung. Daher ist die Avbeit einer Kraft an einem Punkt bet
einer gegebenen Verriickung gleich der Summe der Arbeitsmengen, die bei
der gleichen Verriickung von Krifien geleistet wevden, in die die gegebene
Kraft zerlegt wevden kann.

Der. Massenpunkt # werde im Verlauf einer Bewegung des Systems
aus einer beliebig gewihlten Anfangslage in eine in endlichem Abstand
befindliche Endlage iibergefiihrt. Als die wihrend der endlichen Ver-
riickung an dem Punkt von den auf ihn wirkenden Kraften geleistete
Arbeit definieren wir die Summe der Arbeitsmengen, die bei den sukzes-
siven infinitesimalen Verriickungen geleistet werden, aus denen die end-

liche Bewegung zusammengesetzt gedacht werden kann. Diese Arbeit
wird also dargestellt durch das Integral

dx dy dz
JxZE+vZezg)a,

wo die Integration zwischen der Anfangs- und Endlage {iber den Bogen s
der von dem Massenpunkt beschriebenen Bahn zu erstrecken ist.

Diese Definitionen kdnnen nun auf das gesamte Punktsystem aus-
gedehnt werden. Aus einer beliebigen Anfangskonfiguration heraus
mogen die Massenpunkte irgendwelche Verriickungen erfahren, die mit
dem Zusammenhang des Systems und den darin bestehenden Bindungen
vertriglich sind. Unter der an dem System von den darauf wirkenden

Kriften bei der Bewegung geleisteten Gesamfarbeit verstehen wir dann
die Summe der an den Punkten des Systems geleisteten Arbeitsmengen.

§ 23. Krifte, die keine Arbeit leisten.

In dynamischen Systemen kommen hiufig Krifte vor, die dadurch
charakterisiert sind, daB sie wihrend der Bewegung an dem System keine
Arbeit leisten.

Wir erwihnen unter jhnen:

1. Die Reaktionskrifte ruhender glatter Oberflichen; das
Wort glatt besagt, daBl die Reaktionskraft senkrecht zur Fliche

1) Newton definiert die actio agentis als Produkt der Geschwindigkeit in die

Komponente der Kraft in Richtung der Bewegung; sie ist offenbar der Differential-
quotient der Arbeit nach der Zeit. Vgl. Principia Bd. I, S.25. ed. 1687.

Whittaker, Dynamik. 3
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wirkt und daB aus diesemn Grund bei jeder infinitesimalen Verriickung
der Punkt, in dem die Reaktionskraft angreift, senkrecht zur Richtung
der Reaktionskraft verschoben wird, so daB keine Arbeit geleistet wird.

2. Die Reaktionskrifte ruhender vollkommen rauher Oberflichen;
die Bezeichnung vollkommen rauh besagt, daB ein die Flache beriihrender
Korper darauf nur rollen, nicht gleiten kann und daB aus diesem Grunde
der Punkt, in dem die Reaktionskraft angreift, bei einer infinitesimalen
Verrlickung bis auf unendlich kleine GréBen von héherer als erster
Ordnung nicht verlagert wird, so daBl keine Arbeit geleistet wird.

3. Die gegenseitigen Reaktionskrifte zweier starr verbundener
Massenpunkte; es seien ndmlich x4, y,, z; und x,, ¥,, 2, die Koordinaten
dieser Massenpunkte und X, Y,Z die Komponenten der Kraft, die der
erste Punkt auf den zweiten ausiibt, so daB —X, —Y, —Z die Kom-
ponenten der von dem zweiten Punkt auf den ersten ausgeiibten Kraft
sind. Dann ist die Gesamtarbeit dieser Krafte bei einer willkiirlichen
Verriickung

X (0x,—0x) + Y (0y,— Ov) +Z (02, — 0z,).
Da der Abstand der beiden Punkte fest bleibt, haben wir

(e —x)2 + (2 — )2 + (2 — )% =0
oder
(% — %) (0%, — 0x)) + (¥2— ¥1) (09, — Oyy) 4 (22— 21) (02, 62) = 0.
Weil die Kraft in Richtung der Verbindungslinie der Massenpunkte
wirkt, ist

X:Y:iZ=@—x): 0 —y) i (5—2).
Die beiden letzten Gleichungen ergeben zusammen

X (02— 0x)) + Y (Oy,— 6y)) +Z (02, —62) =0.

Also wird an dem System durch die gegenseitige Kraft der Punkte
aufeinander keine Arbeit geleistet.

4. Vom Standpunkt der Dynamik aus wird ein starrer Kérper als
System von Massenpunkten aufgefaBt, die untereinander so verbunden
sind, daB ihr gegenseitiger Abstand unveranderlich ist. Aus 3. folgt, daB
die Reaktionskrifte zwischen den Punkten, die bewirken, daB diese
Bedingung erfiillt ist (man nennt sie Molekularkrifte im Gegensatz zu
duferen Kriften wie etwa die Schwere), be1 einer beliebigen Bewegung des
Korpers keine Arbeit leisten.

5. Die Reaktionskrifte in einem ruhenden Zapfen, um den ein
Korper des Systems drehbar ist, in einem Schraubengewinde oder einem
Scharnier zwischen zwei Korpern gehéren offenbar ebenfalls zu den
Kriften, die keine Arbeit leisten.

Bei der Berechnung der Gesamtarbeit aller an einem System wih-
rend einer beliebigen Verriickung angreifenden Krifte sind derartige
Krifte zu vernachlissigen.
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§ 24. Die Koordinaten eines dynamischen Systems.

Vom Standpunkt der Dynamik aus besteht ein materielles System
aus Massenpunkten, die Bindungen und Zusammenhingen verschiedener
Art unterworfen sind. So wird ein starrer Kérper als ein System von
Massenpunkten angesehen, die durch geeignete innere Reaktionskrifte
in unveranderlichem Abstand voneinander gehalten werden.

Ist die Konstitution eines solchen Systems gegeben, nimlich Gestalt,
GroéBe und Masse seiner Teile und die darauf wirkenden Zwangskrafte,
so kann seine Konfiguration zu beliebiger Zeit als Funktion gewisser
Groflen angegeben werden, die mit der Konfiguration variieren und die
Koordinaten des Systems heilen. So ist die Lage eines einzelnen freien
Massenpunktes im Raum vollkommen festgelegt durch seine drei recht-
winkligen Koordinaten x, y, z, bezogen auf irgend ein ruhendes Achsen-
system. Die Lage eines einzelnen Massenpunktes, der-sich nur in einer
ruhenden, beliebig gebogenen engen Réhre bewegen kann, ist durch eine
Koordinate véllig bestimmt, niamlich durch die Linge s des Roéhren-
bogens zwischen dem Punkt und einem als Nullpunkt gewahlten be-
liebigen Punkt der Rohre. Die Lage eines starren Kérpers, von dem ein
Punkt festgehalten wird, ist durch drei Koordinaten véllig bestimmt,
namlich durch die drei Eulerschen Winkel &, ¢, v des § 10. Die Lage
zweier durch einen gespannten undehnbaren Faden verbundener Punkte
kann durch fiinf Koordinaten festgelegt werden, namlich durch die drei
rechtwinkligen Koordinaten eines der Punkte und zwéi der Richtungs-
kosinus des Fadens; denn wenn diese fiinf GroSen bekannt sind, ist
die Lage des zweiten Punktes eindeutig bestimmt.

Aufgabe. Wieviel unabhangige Koordinaten bestimmen die momentane Lage
eines starren Korpers, der bei seiner Bewegung stindig eine gegebene ruhende
glatte Flache beriithren muB?

Wir werden gewohnlich die Anzahl der zur Bestlmmung der Kon-
figuration eines Systems erforderlichen Koordinaten, der Lagenkoordi-
naten, mit # bezeichnen und uns auf solche Systeme beschrianken, fiir
die n endlich ist. Die Koordinaten selbst bezeichnen wir mit ¢,, ¢, . - ., g,
Wenn die Bindungen des Systems mit der Zeit variieren (wenn das System
z. B. aus einem Massenpunkt besteht, der sich auf einer Fliche bewegen
muB, die ihrerseits mit konstanter Winkelgeschwindigkeit um eine feste
Achse rotiert), so kann es zur Bestimmung der Konfiguration des Systems
notwendig werden, den Koordinaten ¢,, gs, . . ., ¢, die Zeit ¢ hinziizufiigen.

Die GréBen ¢y, gy, ..., g, werden hiufig die den Koordinaten
91 92 - - -, qn entsprechenden Geschwindigkeiten genannt.

Ein schwerer biegsamer Faden, der sich frei im Raum bewegen kann, ist ein
Beispiel fiir diejenigen dynamischen Systeme, die durch die Beschrankung auf

endliches # ausgeschlossen sind; denn die Konfiguration des Fadens 148t sich
nicht mit Hilfe endlich vieler Parameter darstellen.

3*
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§ 25. Holonome und nichtholonome Systeme.

Wir miissen nun zwei Arten dynamischer Systeme auseinander-
halten, deren Verschiedenheit fiir die analytische Behandlung der Be-
wegung grofie Bedeutung hat. Der Unterschied mége an einem einfachen
Beispiel erldutert werden.

Wir betrachten die Bewegung einer Kugel von gegebenem Radius,
die zwanglaufig eine gegebene feste Ebene berithrt, die wir zur
x-y-Ebene machen. Die Lage der Kugel ist in jedem Augenblick durch
fiinf Koordinaten vollig bestimmt, nidmlich durch die beiden recht-
winkligen Koordinaten x, ¥ des Kugelmittelpunktes und die drei
Eulerschen Winkel 4, ¢,y des § 10, die die Drehung der Kugel um ihren
Mittelpunkt festlegen. Die Kugel kann jede beliebige Lage annehmen,
sofern sie in Berithrung mit der Ebene bleibt; daher konnen die fiinf
Koordinaten x, y, ¥, @, w vollig willkiirliche Werte haben.

Ist nun die Ebene glatt, so ist die Verriickung aus einer Lage
mit den Koordinaten x, y, #, @, ¥ in eine benachbarte, die durch die
Koordinaten x +6x,y + dy, 9+ 63, ¢+ S, w4+ Sy definiert ist,
wo dx, 8y, 8, 8 ¢, dy willkiirliche unabhingige infinitesimale GréBen
sind, eine mogliche Bewegung, d.h. die Kugel kann sie ausfiihren, ohne
die dem System auferlegten Bedingungen zu verletzen. Ist die Ebene aber
vollkommen rauh, so ist dies bei willkiirlicher Wahl von dx, 8y, 8¢, d¢, 8y
nicht mehr der Fall. Denn nun muB die Verriickung des Beriihrungs-
punkts (bis auf Glieder hoherer als erster Ordnung) verschwinden. Dies
besagt, daB die GroBen dx, dy, 69, 6 @, 6y nicht mehr unabhingig sind.
In der Tat miissen sie zwei nicht-integrablen linearen Differential-
gleichungen geniigen. Fiir eine Kugel auf einer vollkommen vauhen Ebene
ist also eime durch willkiirliche infinitesimale Koordinateninderungen
definierte Bewegung wicht notwendig eine mogliche Bewegung.

Ein dynamisches System heit holonom, wenn eine durch willkiir-
liche infinitesimale Koordinatendnderung dargestellte Bewegung stets
eine mogliche Bewegung ist (Beispiel: die Kugel auf der glatten
Ebene); wenn diese Bedingung nicht erfiillt ist, heiBt es nicki-holonom
(Beispiel: die Kugel auf der rauhen Ebene).

Die willkiirlichen infinitesimalen Koordinatendnderungen

0g1, gy, -+, Odn

eines dynamischen Systems, die fiir ein holonomes System stets
eine mogliche Bewegung definieren, miissen fiir ein nicht-holonomes
System eine Anzahl, etwa m, Bedingungsgleichungen erfiillen, um einer
moglichen Bewegung zu entsprechen. Die Zahl # — m hei3t die Anzahl
der Fyeiheitsgrade des Systems. Holonome Systeme sind also dadurch
charakterisiert, daB die Anzahl der Freiheitsgrade gleich der Anzahl der
unabhingigen Koordinaten ist, die die Konfiguration des Systems fest-
legen.
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§ 26. Die Lagrangeschen Bewegungsgleichungen eines
holonomen Systems?).

Wir betrachten nun die Bewegung eines holonomen Systems
mit #» Freiheitsgraden. Seine Konfiguration zur Zeit # sei durch die
Koordinaten ¢, ¢, - - -, ¢ bestimmt. %, ¥;, 2; seien die Koordinaten eines
Punktes mit der Masse #; in einem ruhenden rechtwinkligen Achsen-
system. Diese Koordinaten eines einzelnen Systempunktes sind (ver-
moge unserer Kenntnis der Konstitution des Systems) bekannte Funk-
tionen der Lagenkoordinaten ¢, ¢y, - - ., g tnd mdglicherweise der Zeit.
Diese Abhingigkeit sei dargestellt durch die Gleichungen

%=fi{qu 92 qn )
¥i = @ilq1 @us - - qns 0),
zi=i(qu 92 - - > G B)-
Es seien X, Y;, Z; die Komponenten der gesamten (molekularen und
auBeren) auf den Punkt m; einwirkenden Kraft. Dann lauten die
Bewegungsglelchungen dieses Punktes
m;%; = X;, m;y; =Y, m; 4 =2;.
Wir multiplizieren diese Gleichungen beziiglich mit
of; Op; Oy;
og,”  9d¢,"  0g,’
addieren sie und summieren iiber alle Punkte des Systems. So erhalten wir

a% a?l) i ) . ( Of i a(Pv, aWi)
zml(xl Crng) =S (xg v Zegr)

wo das Symbol Z die Summatlon iiber alle Punkte des Systems bedeutet,
also entweder eine Integration (wenn die Punkte starren Korpern an-
gehoren), oder eine Summation iiber eine Anzahl Punkte. Es ist aber

Oxt _ 6fz . f fl - af’l) _ aft
%G %, (aq 1+6q Gt ot gt )= oy
also
5 Ofi _ . 0%
X5 = X;
g, qr

* dq
( ) . d (09@-\
X aé;)
% 0%

ox\ . & . 0, .
( aq,) ((9q 0q, nt 0g,9q, ot t 0q,, 9q, ”_l_é’t@g,)
~i<-._a_"_t)_ ]
— a\"6g,] "0,

_d { 0 (1 )} d (1 .2)
X A3 \5 %)
g, \ 2 Ogq, \ 2
—_-—1)71:;éra.nge Meécanique Analytigue 1788, Seconde Partie, Section IV. Die
Gleichungen finden sich zuerst in einer fritheren Abhandlung von Lagrange:

Miscell. Tawrin, Bd. 2. 1760.

_a
dt
d
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daher ist

of; 0% >
Z'm( * 0q, + 9 + 'aq
1 d . o | - 1 '
= EZ"%;;{&—% (x?+y;+2?)} - "z‘ZmiT(b(xZ-l‘yzf%-zfz)-

Nun stellt die GroBe
32> m (4 + 97 + )
die Summe der Massen aller Punkte des’Systems‘ dar, jede multipliziert
mit dem halben Quadrat der zugehorigen Geschwindigkeit. Diesen
Ausdruck bezeichnet man als die kinetische Energiec des Systems?).

Vermoge unserer Kenntnis der Konstitution des Systems kénnen wir die
kinetische Energie als Funktion von

ql’ 9as - « s Qm q.l’ 42’ s én’t
berechnen?). Wir bezeichnen sie kiinftig mit

T (G0 G2 Gns G1s G2 - - - G )
und setzen voraus, daB sie als Funktion ihrer Argumente bekannt ist. Da

. _Of; ofi . 5/‘1 : 3f@

x aq ql + aq 2 + + n +
ist und y, und 2, gleichfalls lineare Funktionen von ¢, gz, .- qn sind,
erweist sich T als quadratische Funktion von ¢,, 4, - .., ¢». Wenn die-

Funktionen f, @, v die Zeit nicht explizit enthalten, (was immer der Fall
ist, sobald dic Bindungen des Systems von der Zeit unabhingig sind),
sind x, y, z homogene lineare Funktionen von ql, 2 - - -, gn, und T ist

eine homogene quadratische Funktion von gy,¢s, .. ., ¢x.

Aus der Definition folgt, daB die kinetische Energie eines Systems wesent-
lich positiv ist; T ist daher eine positiv definite quadratische Form in gy, go, « «+, gy
Deshalb sind die Diskriminante und ihre Hauptunterdeterminanten beliebiger Ord-
nung positiv.

Aus den Bewegungsgleichungen haben wir so dic Gleichung ge-
wonnen

d (9T) aT ( 6fl 8(pi ay)i>
)~y = 3 e v 2,
Die linke Seite dieser Gleichung hé’mgt von den einzelnen Punkten des
Systems nur noch insoweit ab, als sie zu der kinetischen Energie T bei-

tragen. Wir versuchen nun auch die rechte Seite in eine Form zu bringen,
in der die einzelnen Punkte nicht mehr explizit auftreten.

1) Das Produkt aus Masse und Quadrat der Geschwindigkeit eines Punktes
nannte Leibniz die vis viva: Acta erud. 1695. )

2) Die Methoden zur Ausfithrung dieser Berechnung fir starre Kérper werden
im 5. Kapitel dargestellt.
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Dazu lassen wir das System eine Bewegung ausfithren, bei der
die Koordinate ¢, in g¢,+ dg, {iibergeht, wihrend die Koordinaten
G192 - s Qr-1.9r+1, - - -, gn und die Zeit — sofern sie als Koordinate auf-
tritt — ungedndert bleiben. Da das System holonom ist, kann dies
ohne Verletzung der Systembedingungen geschehen. Die Koordinaten
des Punktes s, gehen bei dieser Bewegung iiber in

ai P %
xi+§g—6q71 y1+ (? 697: zl+ w 6

Daher ist die Gesamtarbeit aller in den Punkten des Systems an-
greifenden Kriifte

Z( i3 L+ Y ’9%+Z )6q,

Unter den auf das System w1rkenden Kraften sind nun solche, die
keine Arbeit leisten. Zu ihnen gehéren, wie wir in § 23 sahen:

1. Die molekularen Krifte zwischen den Punkten starrer Korper
des Systems;

2. Die Druckkrifte in Gelenkstangen invarianter Linge, die Re-
aktionskrifte in festen Zapfen und die Zugkrafte in gespannten undehn-
baren Fiaden;

3. Die Reaktionskrifte ruhender glatter Flichen oder Kurven,
mit denen Korper des Systems in Berithrung bleiben miissen, oder die-
jenigen rauher Flichen, soweit diese in holonomen Systemen auftreten
konnen;

4. Die Reaktionskrifte glatter Flichen oder Kurven, mit denen
Korper des Systems in Berithrung bleiben miissen, wahrend diese
Flichen oder Kurven selbst vorgeschriebene Bewegungen ausfithren.
Denn die oben betrachtete Bewegung vollzieht sich unter der Voraus-
setzung, daB ¢, sofern es iiberhaupt als Koordinate auftritt, nicht variiert,
d. h. daB die Flichen oder Kurven wihrend des Ablaufs der betrachteten
Bewegung ruhen. Damit ist dieser Fall auf den vorigen zuriickgefiihrt.

Die Krifte, die neben diesen ohne Arbeitsleistung wirkenden Kriften
an dem System angreifen, heillen dufere Krifte. Daraus folgt, daB

2(}( f‘—}—YO%-i—Zw——)éqr

die von den #uBleren Kriften geleistete Arbeit bei der Bewegung dar-
stellt, die dem Ubergang von ¢, zu ¢, -+ ¢, entspricht, wihrend die
iibrigen Koordinaten ungeiindert bleiben. Da wir die Konstitution des
Systems und die angreifenden Krifte kennen, ist diese GréBe eine be-
kannte Funktion von ¢y, ¢s, ..., ¢, ¢ Wir bezeichnen sie mit

Qr (@1 925 -+ 1 Inr ¥) -

d ar) oT
EE(Tq, — 5= r=1,2...m).

Demnach ist
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So erhalten wir » gewohnliche Differentialgleichungen zweiter Ordnung,
in denen ¢y, ¢s, . . ., ¢» die abhdngigen Verinderlichen, ¢ die unabhingige
Verdnderliche sind. Da die Zahl der Differentialgleichungen gleich
der Zahl der abhingigen Variablen ist, sind die Gleichungen theoretisch
hinreichend zur Bestimmung einer Bewegung mit gegebenen Anfangs-
bedingungen. Dieses Ergebnis fassen wir folgendermaBen zusammen:

Es sei T die kinetische Energie eines dynamischen Systems und
010q, + Q2 0, + . .. + Qp Ogy die Arbeit der duferen Krifte bei einer will-
kiirlich gewihlten Lagendnderung (0q,, 0qs, . . ., 0q,), wobei T, 0y, Q, . . ., Q,,
vermige unserer Kenntnis der Konstitution des Systems bekannte Funktio-

nen der 4y, s, « - -, > Q1> 2o « - -» G, & Sind. Dann kann man die Bewegungs-
gleichungen des Systems in der Form schreiben

a (c’)T) oT

% B—q? _EE_.Q, (r=1,2,...,n).

Man nennt sie die Lagrangeschen Bewegungsgleichungen. Die unbekann-
ten Reaktionskrifte (z. B. die Zwangskrifte) gehen in die Gleichungen
nicht ein. Die Bestimmung dieser Reaktionskrifte ist Aufgabe eines
besonderen Zweiges der Mechanik, der Kinefostatik'). Man kann also
sagen: In den Lagrangeschen Gleichungen sind die kinetostatischen Krifte
eliminiert.

§ 27. Konservative Krifte; das kinetische Potential.

Gewisse Kraftfelder haben die Eigenschaft, da3 die von den Kriften
des Feldes geleistete Arbeit bei der Bewegung eines dynamischen Systems
nur von der Anfangs- und Endlage des Systems abhingt; d. h. sie hat
denselben Wert, gleichviel aus welcher Folge infinitesimaler Verriickun-
gen die endliche Bewegung sich zusammensetzt.

Die Schwere erzeugt bekanntlich ein Kraftfeld dieser Art. Die Arbeit der
Schwerkraft bei der Bewegung eines Punktes der Masse m aus einer Lage in der
Hohe % in eine andere Lage in der Hohe % iwber der Erdoberflache ist mg (A — k),
hangt also nicht von dem Weg ab, auf dem der Punkt aus der einen Lage in die
andere iibergefuhrt wird.

Kraftfelder dieser Art heiflen komservativ.

Die Konfiguration eines dynamischen Systems sei durch die Koordi-
naten ¢, g, . - ., ¢» gegeben. Man nimmt eine Konfiguration des Systems,
etwa die zu den Koordinaten

qr = G (r=1,2,...,n
gehérige, als Grundkonfiguration. Sind die auf das System wirkenden
duBleren Krifte konservativ, so ist die von diesen Kriften bei einer

Verriickung des Systems aus der Konfiguration (¢;, ¢s, .. ., ¢a) in die
Grundkonfiguration geleistete Arbeit eine bestimmte Funktion der

1) Vgl. Heun: Jahkvesber. d. D. Matk. V. Bd. 9, S. 1. 1900.
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71> Gos - - - gn, die von der Art der Verriickung unabhingig ist. Diese
mit V(¢ ¢o, - - .; gn) bezeichnete Funktion nennt man die pofentielle
Energiet) des Systems in der Konfiguration (g,, ¢s, . . ., gx). Die Arbeit
der duBeren Krifte bei einer willkiirlichen Lageninderung dq,, dg,, .. ., 49,
ist dann offenbar gleich der infinitesimalen Abnahme der Funktion V,
also gleich
' oV v ov
—=—0¢; — 5—0¢y— ... —5—0q,.
g, ql 9q, - 0gn 7
Die Lagrangeschen Gleichungen nehmen daher die Form an
d(on)_or__ov

dt \0q, dq, oq, _
Fithren wir eine neue Funktion L der Variablen gy, g5, - - -, ¢u> 41, 92>+ « -s Ins ¢
ein vermége der Gleichung

L=T-7,
so konnen wir die Lagrangeschen Gleichungen so schreiben
d (0L\ oL
3?(59_,/—0—57,~ (r=1,2,...,n).

Die Funktion L heiBt kinetisches Potential oder Lagrangesche Funkiton.
Sofern nur dynamische Untersuchungen in Frage kommen, wird ein
holonomes System unter der Einwirkung konservativer Krifte durch
diese Funktion allein vollstindig charakterisiert.

§ 28. Die explizite Form der Lagrangeschen Gleichungen.

Wir zeigen nun, wie man aus den Lagrangeschen Gleichungen die
zweiten Ableitungen der Koordinaten nach der Zeit explizit erhalten
kann.

Die Konfiguration des dynamischen Systems sei durch die Koordi-
naten ¢, ¢, . - ., ¢ allein, ohne ¢, véllig bestimmt, so daB die kinetische
Energie des Systems eine homogene quadratische Funktion von
G1» G - - -» gn Wird. Nach § 26 ist dies stets der Fall, wenn die Nebenbedin-
gungen von der Zeit unabhingig sind, im allgemeinen aber nicht, wenn
die Nebenbedingungen erzwungene Bewegungen einschlieBen (wie bei der
zwangliufigen Bewegung eines Punktes auf einer rotierenden Kurve).

Die kinetische Energie sei also

n,E L
T= %Z Zakl‘lk%,
i=1l=1
wo ar; = ay; ist und die Koeffizienten aj; bekannte Funktionen von

ql’ q2: « ey q”, Sind.

1) Die Potentialfunktion wurde durch Lagrange 1773 eingefithrt: Oeuvres
Bd. 6, S. 335. Der Name Potential rithrt von Green her (1828).
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Die Lagrangeschen Bewegungsgleichungen des Systems lauten

0
0%<2_Z) T_Q’ (r=1,2,...,n)
oder o
d Oaz; . . .
E_(Zasqu)—’—zz qulcql (7:1,2,...} n)
oder

n n n
Qs Gs + [7}91%:@ (7:1»2;-”:");
s§=1 =1 m=1

wo das Christoffelsche Symbol?) [ ] die GréBe > (c’)al, + %aml _ éa,m>
bedeutet. O Q oq,

Da diese Gleichungen linear in den Beschleunigungen sind, kénnen
sie nach den §, aufgelést werden. D sei die Determinante

Ay Ay - - am‘

Ay Gyy - - . Aoy

Apy QAno---Adng

und A,, ihre zu a,, gehorende Unterdeterminante. Multiplizieren wir
die # Gleichungen des obigen Systems mit A4,,, 4,,, ..., 4a»r
addieren wir sie und befﬁcksichtigen wir, daB > 4,,4,, den Wert D
oder Null hat, je nachdem, ob s=1» oder s+ » ist, so erhalten wir

Dy, +222An [lm] Q1 Gm = ZAWQ,

oder =1 m=1r=1
ZZZArv[ " vt + 5 ZAnQr =120, m).
=1 m=1 r=1
Diese n Gleichungen, die gy, @y, ..., ¢, explizit als Funktionen von
g1, 99> - - -» Gn> G35 G2, - - -, gn darstellen, sind den Lagrangeschen Be-

wegungsgleichungen 4quivalent.

§ 29. Die Bewegung eines Systems, das gezwungen ist,
' gleichformig um eine Achse zu rotieren.

In vielen dynamischen Systemen ist ein Teil durch #duBere Ein-
wirkung gezwungen, sich mit konstanter Winkelgeschwindigkeit um
eine ruhende Achse zu drehen. Die Bewegung einer Glasperle auf einem
rotierenden Draht ist ein einfaches Beispiel dafiir. Zwar kann man, wenn
das System holonom ist, auch dann die Lagrangeschen Gleichungen

1) Das Symbol wurde von Christoffel eingefithrt: Journal fiir Math. Bd. 70.
1869; es ist von Bedeutung fir die Theorie der guadratischen Differentialformen.
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benutzen. Bequemer ist jedoch oft die Anwendung des im folgenden
abgeleiteten Satzes, der die Untersuchung eines derartigen Systems auf
die eines solchen zuriickfiihrt, in dem keine erzwungene Rotation statt-
findet.

Das System mége, ohne Beriicksichtigung der erzwungenen Rota-
tion, » Freiheitsgrade haben. Wahlen wir die gegebene Achse als z-
Achse, und rechnen wir das Azimut ¢ von einer durch diese Achse gehenden
Ebene an, die mit der vorgeschriebenen Winkelgeschwindigkeit rotiert,
so konnen die Zylinderkoordinaten eines beliebigen Punktes m des
Systems als von der Zeit ¢ unabhingige Funktionen der Koordinaten
41 G, - -+, @n dargestellt werden, in die die Zeit ¢ nicht eingeht. Ist
dann T die kinetische Energie des Systems bei der tatsdchlichen Be-
wegung und Q,9¢, + Qy30¢, + ...+ Qndg, die Arbeit der ZuBeren
Krafte bei einer willkiirlichen infinitesimalen Bewegung, wo Q,, Q,, . . ., On
nur von den Koordinaten gy, ¢y, . . ., ¢» abhidngen sollen, und ist T, die
kinetische Energie des Systems, wenn die erzwungene Winkelgeschwin-
digkeit gleich Null gesetzt wird, so ist

T =} m{E+ 7+ 7+ o),
T,=} 2> m{+ 7+ 72 ¢%).

Da wir das System kennen, ist } > m 7> = W eine bekannte Funk-
tion von ¢y, gy, - - -, ga- Die GroBe D> mr2@ ist ebenfalls eine bekannte
Funktion der ¢, ¢a, .-, ¢n, ¢1» g2, - - .» gn, und zwar ist sie linear in
41> Ga» - - - n- Sie wird Null, wenn bei verschwindendem  kein Punkt eine
Bewegungskomponente in der @-Richtung besitzt. Ist » =1, also nur
eine Koordinate ¢ vorhanden, so wird die GroBe die totale Ableitung
einer Funktion von ¢ nach ¢. Diese beiden Falle kommen am hiufigsten
vor, und wir tragen beiden Rechnung durch die Annahme, daB > mr2¢

Y . .
die Form % hat, wo Y eine gegebene Funktion der Koordinaten

41 G2» - - -» gn ist. Daher ist
ay .
T= Tl—l—wﬁ—{—w W,
und die Lagrangeschen Gleichungen
d (61") oT
— |5 | — =0, =1,2,...,
7i\az,) " ag, @ =1 ")

kénnen in der Form geschrieben werden
4(0T) A, 0) T d08) W,

dt W dt w?q: ui@q, w7 oq, éq,
oder
d aTl) 6T1_ 0 2 ) o
| Ei(aq, - ag,*—g—x(_,;( W)+ Q, (r=1,2,...,0).
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Diese Gleichungen zeigen, daB die betrachtete Bewegung sich so voll-
zieht, als wire die erzwungene Winkelgeschwindigkeit Null und als erhielte
die potenticlle Energie das Zusatzglied —}% > mr*w?, Durch eine Ab-
anderung der potentiellen Energie konnen wir also von einem System
mit erzwungener Rotation um eine gegebene Achse zu einem solchen
ohne diese Rotation iibergehen. Die Scheinkrifte, mit deren Hilfe man
hier die Wirkung der erzwungenen Rotation darstellt, bezeichnet man
auch als Zentrifugalkrifte.

§ 30. Die Lagrangeschen Gleichungen in Quasi-Koordinaten.

In der in § 26 gegebenen Form der Lagrangeschen Gleichungen sind
die Variablen die Koordinaten g¢,,¢s,...,¢, und die Zeit ¢. Da die
Kenntnis dieser Grofen zusammen mit der des Systems zur Bestimmung
der Lage jedes Systempunktes hinreicht, bezeichnet man g¢,, g,, .. ., g als
wahre Koordinaten des Systems. Welche Form nehmen aber die Lagrange-
schen Gleichungen an, wenn wir die Beschrinkung auf wahre Koordi-
naten fallen lassen?)?

Ein durch » wahre Koordinaten g¢,,4qs,,...,¢, definiertes System
habe die kinetische Energie 7. Die Arbeit der duBeren Krafte bei einer
Verriickung (8g,, 0gs, . . ., 0¢,) sei Q,0q, -+ 020g, + ... + Qn0gs. Dann
lauten die Lagrangeschen Gleichungen

a (02‘) oT
W @ \eq,) ~ 7,

Es seien # voneinander wunabhingige Linearkombinationen
Wy, W,, ..., 0, der Geschwindigkeiten ¢,,4,, ..., ¢, definiert durch die
Gleichungen

(2) wf:aqu.1+0‘2rg.2+"'+‘xnrén (7’:1,2,...,71),

=0, x=1,2,...,m).

WO Gy, Oy, - .., &ny gegebene Funktionen der gy,¢s, - .., g bedeuten.
Ferner seien # Linearkombinationen dn,, d 7,, . . ., d , der Differentiale
dqy, dq,, ..., dqs definiert durch die Gleichungen

Adn, =0, dqy + 8grdqy+ ...+ &pydq, (F=1,2,...,n),
deren Koeffizienten &« mit denen des vorstehenden Gleichungssystems
iibereinstimmen.

Diese letzteren Gleichungen wiirden unmittelbar integrabel sein,

. . o, oa
wenn die Relationen 7-’ = ﬂ‘;"' fiir alle Werte x, 7, m erfiillt wiren.
, n »

In diesem Falle wiirden wahre Koordinaten s, existieren. Da die Glei-

1) Spezielle Fille des in diesem Abschnitt behandelten Satzes waren Lagrange
und Euler bekannt. Die verallgemeinerte Form der Gleichungen ist von Boltzmann:
Wiener Sitzungsberichte Bd. 111, S. 1603. 1902; und Hamel: Zestschr. f. Math. u.
Phys. Bd. 50, S. 1. 1904.
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chungen aber nicht notwendig integrabel sind, sind auch dn,, dn,, . . ., dn,,
nicht notwendig Differentiale von Koordinaten 7,, 7,,...,7,. Wir be-
zeichnen sie als szferentmle von Quasi-Koordinaten.

Die nach ¢4, .-.,¢s aufgelosten Relationen (2) mogen die
Gleichungen

() q,‘=ﬂ”1w1+ﬂ,¢2w2+...+ﬂmwn (x=1,2,_“,n)’

ergeben. Durch Multiplikation der Lagrangeschen Gleichungen (1) mit
Bir, Bar, - . ., Bur und Addition erhalten wir

Zﬂ"f{dt(fq::) qu} Zﬂwa.

Nun ist > Q. 8¢, die Arbeit der ZuBeren Krifte an dem System bei
einer willkiirlichen Verriickung, daher Z Bxr Qs 67, die Arbeit bei einer

Verriickung, bei der alle GréB8en 2 mit Ausnahme von d7, verschwinden.
Wenn also die Arbeit der dufleren Krifte an dem System bei einer will-
kiirlichen infinitesimalen Verriickung (d=,, dn,, . .., 87,) gleich

I, 8 + I dmy + ... + T, 8,

d 6T) 6T}
Z ﬂ’"{ﬁ (a—q'; o) =1
Vermoge der Gleichungen (3) kénnen wir ¢y, gy, ..., ¢, aus der
Funktion T eliminieren, so daBl T eine Funktion von w,, w,, ..., ®,,

43, 92, - - -, gn Wird. (Zur Vereinfachung nehmen wir an, da8 ¢ in T nicht
explizit vorkommt.) Diese Form von T werde mit T bezeichnet. Dann ist

ist, so haben wir

und deshalb

ol S g G) + 28 - G-

Nun ist
Z o fir »+s,
,er Rys = { . *

1 flir r=s.
Daher erhalten wir

d aT) Aoty 0T 6T
Ez(?m +22ﬂ"'—dt G, i Prr g =1L
AuBerdem ist

oT oT oT dw, _ oT 0T Ocps .
0.~ 0g. T < 5w, 0g. 5;*“2;6(», ag.
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folglich
d (0T oT . (00:,,8 aam,> oT
i) + D2 Dbl =)~ Sy 1
oT T dg,. _ .. oT
Zﬂméa; Z 3, O, wiirden nun o darstellen, weEn

7T, eine wahre Koordinate wire. Wir benutzen dafiir das Symbol
ta

gleichviel ob 7, eine wahre Koordinate ist oder nicht. Der Ausdruck

2 2 e (e — )

hangt nur von der Beziehung zwischen den wahren Koordinaten und
den Differentialen der Quasi~-Koordinaten ab und ist unabhéngig von der
Beschaffenheit und Bewegung des Systems. Wir bezeichnen ihn mit
Vrsz. Somit erhalten wir

d (0T 0T oT
d—t(a—a)r)+227rszwzga7‘~§;=m (r=12...,n).

Diese n Gleichungen sind die Bewegungsgleichungen in Quasi-Koordi-
naten. Sind die Quasi-Koordinaten wahre Koordinaten, so sind die

a(x"” erfiillt sind, und

an aq,,
die Glelchungen reduZIeren sich auf die gewo6hnlichen Lagrangeschen
Gleichungen d ( 6T) oT o . ot )
dt\on,) 0=, 7 TR ST

Aufgabe. Ein starrer Koérper sei um einen seiner Punkte drehbar. Als
Koordinaten des Korpers kann man die drei Eulerschen Winkel V]
wahlen, die (§ 10) die Lage der im Korper festen mitbewegten Achsen Oxyz
gegen die im Raum festen Achsen OXYZ bestimmen. Die willkiirliche Be-
wegung (0#, d¢, Oy) des Korpers sei der Resultante der infinitesimalen
Rotationen dx,, d=,, 07, um Ox, Oy, Oz 4quivalent, so daB man dux,, dny, dizg als
Differentiale von Quasi-Koordinaten wihlen kann. o,, @, w; seien die Kompo-
nenten der momentanen Winkelgeschwindigkeit des Koérpers nach den Achsen
Oxyz, so daB duxy, dny, dag die den Geschwindigkeiten w,, w,, @, entsprechenden
Differentiale der Quasi-Koordinaten sind. Man beweise, daB die Bewegungs-
gleichungen des Korpers lauten

d [ 0T oT 0T T
27(‘&5;) @3 gn T P2 g0 T Ty = T
c7T> T dT  aT
((7(,02 ®13, (9 ot es aml a”_z 11,
d [ oT oT 0T 4T
dt (5«7;;) T Oy T 1 G Ow,  Omg =1
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Darin ist T die kinetische Energie des Korpers, dargestellt als Funktion von
w,, 0, 0, P, @, w; I, I, II, sind die Momente der auf den Xérper wirkenden

auBeren Kraft um die Achsen Ox, Oy, Oz. Unter —g_? ist zu verstehen:
“tr

oF ey , T oy OF oy,
00 6x, ' Op Ox, ' Oy Om,’

Spater wird sich zeigen, daB T nur von ®,, @,, w, abhingt, so daB die Glieder

3; wegfallen.
§ 31. Krifte, die aus einer von den Geschwindigkeiten
abhingigen Potentialfunktion entspringen.

Gelegentlich kann eine Potentialfunktion oder die potentielle Energie
auch fiir solche dynamische Systeme eingefithrt werden, deren wirkende
Krifte nicht allein von der Lage, sondern auch von den Geschwindig-
keiten und Beschleunigungen des Korpers abhédngen.

Ein dynamisches System habe die Lagenkoordinaten ¢, g5, . . . , @,.
Die Arbeit der ZuBeren Krifte bei einer willkiirlichen Verriickung
0gy, 0y, ..., 0qn sei

Q1001+ Q20q:+ ...+ 0ndgn.

LaBt Q, sich dann in der Form darstellen

oV 4 oV
= 4T =12
Qr aqr+dt 697 (r 1:~)- yn))
wo V eine gegebene Funktion von ¢,,¢,, ..., n ¢4, 92 - - - » gn iSt, SO
werden die Lagrangeschen Bewegungsgleichungen
d a:r) oT oV 4 (OV)
E(—a—q—r—b—q‘;———-@;—l—d—ta_qr (7’—'],2,...,71«).
Definieren wir daher ein kinetisches Potential L durch die Gleichung
L=T-7,
so erhalten die Gleichungen die iibliche Gestalt
a 6L) cL
E(a_q, __a—qr_ (r=1,2,...,n)

Die Funktion ¥V kann als eine Verallgemeinerung der potentiellen
Energie, aufgefalit werden. Ein Beispiel fir ein derartiges System gibt
die Bewegung eines Punktes, der dem Weberschen Gesetz der elektro-
dynamischen Anziehung!) nach einem festen Punkt unterworfen ist.
Dabei wirkt auf den Punkt die Kraft pro Masseneinheit

1 72— 2r¥
72 1= c? ’

1) Weber, W.: Annalen d. Phys. Bd.73, S.193. 1848. Vgl. Whittaker:
History of the Theovies of Aether and Electricity S.226—231.
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wo # den Abstand des Punktes von dem Anziehungszentrum bedeutet.
In diesem Fall ist .
1 72
==~ (1 + "é‘) .
v ¢

Aufgabe. Die Krifte Q, @y, ..., Qn eines dynamischen Systems mit den
Lagenkoordinaten gy, g, ..., g» leiten sich aus einer verallgemeinerten Potential-
funktion ¥V ab, so daB

ov d (oV
@=—9, Tu (‘a?)
Man beweise, daB Q;, Q,, ..., U lineare Funktionen von &, 45, ..., 4, sind, die
den #(2n — 1) Gleichungen geniigen
90 _ 60
0 0’
@ 00 (00 00)
6% 0% ) 0g © 0,

dq: ~ Oq; 2dt\0q, 04

Uber die allgemeinen Bedingungen fiir die Existenz eines kinetischen Po-
tentials der Krafte vgl.

Helmholtz: Journal fiir Matk. Bd. 100. 1896.

Mayer: Ber. d. Sdchs. Ges. d. Wiss., Math.-phys. Kl. Bd. 40. 1896.

Hirsch: Math. Annalen Bd. 50. 1898.

0Q; 00, 1 d (aQi 6Qk) )

§ 32. Anfangsbewegungen.

Im allgemeinen lassen sich die Bewegungsgleichungen eines dyna-
mischen Systems nicht in geschlossener Form durch bekannte Funktio-
nen lésen. Jedoch kann man ein System von Differentialgleichungen
immer (aufler in der Umgebung gewisser Singularititen, die wir hier
nicht zu betrachten brauchen) durch Potenzreihen integrieren, d. h.
fiir die abhédngigen Variablen ¢,, ¢,, . . ., g, Ausdriicke der Form

gi=a,+bt+c a3+ ees

g =g+ byt F Cot +dp B+ ...,

Gn="0n+ byt +c, 2+ d 24 ...
finden. In der Tat bestimmen sich die Koeffizienten a, b... durch
Einsetzen dieser Reihen in die Differentialgleichungen und Nullsetzen
der Koeffizienten der verschiedenen Potenzen von ¢. Die Entw1ck1ungen
Jkonvergieren im allgemeinen fiir Werte von ¢ innerhalb eines bestimmten
Konvergenzkreises der komplexen #-Ebene.

Offenbar geben diese Reihen volligen AufschluB iiber den Anfangs—
charakter der Bewegung; denn wenn man ¢ vom Beginn der Bewegung
an rechnet, so sind a,, by, . . . die beziiglichen Anfangswerte vong,, ¢, . . .
Das folgende Beispiel zeigt, wie man nach dieser Methode die Anfangs-
bewegung eines Systems untersuchen kann.
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Beispiel. Ein Punkt von der Masse 1 sei in einer Ebene beweglich und ur-
spriinglich in Ruhe. Auf ihn wirke ein Kraftfeld, das in einem beliebigen Punkt
(%, ) der Ebene die Komponenten X, Y in Richtung fester rechtwinkliger Achsen
hat. Man bestimme den Kriimmungsradius der Bahn zu Beginn der Bewegung.

Es seien x4 &, y+ # die Koordinaten eines dem Ausgangspunkt (x, ¥)
benachbarten Punktes, wo & und % infinitesimale GroBen sind. Dann lauten die
Bewegungsgleichungen

E=Xx+& v+

ox X (x,

= X(x,y) + & (xy)+naa(;y)+...,
Y| Yix, v

= Y(xy) +& (xy)-i—zaa(’; 4.

Setzen wir fiir £ und # die Entwicklungen an
E=at?+ b8 +ctt4 ...,
n=df e+ [+
(sie enthalten keine niedrigeren Potenzen als 2, da §, 7, £, 4 fiir ¢ = 0 verschwinden),

und fithren wir sie in die Differentialgleichungen ein, so ergibt der Vergleich der Ko-
effizienten der verschiedenen Potenzen von ¢ die Relationen

1 1 (204 ex
u=—2—X(x,y), b=o0, c=_(X6x+Ya—y)’

1 1 oY oY
d=7¥Ymy), =0, ’=2_4<XW+Y07)‘

Die Bahn des Massenpunktes in der Umgebung von (#, ¥) ist daher gegeben durch

die Reihen
1 122:¢
f=Xut o (xE v ).

1 oY Y
=Y ——(X— Y———~) 24+,
7 u+ 3 % + Jy u?+
wo u = § £2 ist.
Sind die Koordinaten &,7 einer Kurve Funktionen des Parameters u, so
ist der Kriitmmungsradius im Punkte % bekanntlich
) ()}
{5) + (5
d*n d§ d?ﬁ dy *
dutdu du?du »
Der gesuchte Kriitmmungsradius der Bahnkurve im Anfangspunkte # = 0 ist daher
3(X2 4 Y2>%

(xmrrg) x-Sy

§ 33. Ahnlichkeit dynamischer Systemel).

Zu irgend einem System miteinander verbundener Massenpunkte
und starrer Kérper kann man auf Grund verdnderter Mafstibe ein

1) Newton: Principia Lib. 11, Sect. 7, Prop. 32.

Whittaker, Dynamik. 4
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dhnliches System konstruieren. Stehen die Massen bzw. Krifte der
beiden Systeme, die wir das Urbild und Abbild nennen konnen, je in
festem Verhiltnis zueinander, so sind die Wirkungen beider Systeme
ahnlich, erfolgen aber nicht mit derselben Geschwindigkeit, sondern
mit Geschwindigkeiten, die in konstantem Verh#ltnis zueinander stehen.
Wir bestimmen die Beziehung zwischen den verschiedenen Ma83-
stabsinderungen. Die linearen Abmessungen des Urbilds und Abbilds
mogen sich wie x :1 verhalten, die Massen entsprechender Punkte wie
y:1, die Geschwihdigkeiten wie z:1, so daB die Zeitraume zwischen
entsprechenden Phasen im Verhiltnis 1 :z stehen. Die Krafte endlich
mogen sich wie w :1 verhalten.
Jeder Massenpunkt geniigt einer Bewegungsgleichung der Form
mi=2X.
Andert sich also m im Verhiltnis y :4, % im Verhiltnis x22:1, X im
Verhiltnis w:1, so mul
w==xy2®
sein. Dies ist die gesuchte Beziehung zwischen den Zahlen x,y, 2, w.
Beispiel. Sind die wirkenden Krafte die der Schwere, so ist w = y und folg-

lich #22=1. Die Geschwindigkeiten verhalten sich also umgekehrt wie die
Quadratwurzeln aus den linearen Dimensionen.

Sind die Krafte diejenigen der gegenseitigen Gravitation der Punkte, so da8
jeder Punkt jeden anderen mit einer Kraft anzieht, die dem Produkt aus den
Massen und dem reziproken Quadrat der Entfernung proportional ist, so wird

2
w= ;—JE. Die Geschwindigkeiten stehen daher im Verhialtnis y* sk,

§ 34. Bewegung bei Umkehrung der Kraftrichtung.

Wir betrachten den speziellen Fall der Ahnlichkeit w = —1.

Die Bewegung eines Systems, dessen Bindungen von der Zeit unab-
hingig sind und dessen wirkende Krifte nur von der Lage des Massen-
punktes abhingen, ist bestimmt durch die Lagrangeschen Gleichungen

d 6T) oT

E(Oq, —a—qr—Q, (7'—1,2,...,”).
Darin ist die kinetische Energie T eine homogene quadratische Funk-
tion der Geschwindigkeiten g,, éz, e [1,,, die noch beliebig von den

Koordinaten g¢y,¢,, - .., gn abhidngt, wihrend @, eine Funktion der
Lagenkoordinaten ¢, gy, . . ., ¢» allein ist. Wir fiihren eine neue un-
abhingige Variable ein durch die Gleichung 7 = if, wo i = }—1 ist.
Akzente sollen Differentiationen nach dieser neuen Variablen 7 andeuten.

a (o T) aT ten . . .
Da 7 <c9_q: und o, homogen vom (— 2)**® Grade in d¢ sind, gehen die
obigen Gleichungen iiber in .
a 6%) 0x '
E(—a—‘q‘,’“ —6—%-——0, (7—1,2,..-,”),
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wo & in derselben Weise von ¢4, ¢, . - -, 9n , §1, 93, - - -» n abhdngt wie T
VO §1, s + < +» Gns G1s s + + » In-

Bedeutet aber 7 an Stelle von ¢ die Zeit, so sind die letzteren Glei-
chungen die Bewegungsgleichungen des urspriinglichen Systems unter
der Einwirkung gleich groBer, aber entgegengesetzt gerichteter Krafte.
Sind iiberdies oy, &g, ..., &n, Py, By - - ., Bn die Anfangswerte von
9192 - - > Gn> 1 Ga» - - -, §n TUr eine spezielle Bewegung des urspriinglichen
Systems, so sind &, &, . . ., &n, —if3, —iPs,. . ., —iPs die entsprechen-
den Werte in dem transformierten Problem. So erhalten wir den
Satz: In einem beliebigen dynamischen System, dessen Bindungen von
der Zeit unabhingig und dessen wirkende Krifte Funktionen der Lagen-
koordinaten allein sind, bleiben die Integrale der Bewegungsgleichungen
reell, wenn man t durch it und die Anfangsgeschwindighkeiten By, B, . . ., Br
durch —ify, —ify, . . ., —ifn ersetzt. Die so erhaltenen Ausdriicke stellen
die Bewegung des Systems fiir den Fall dar, daf3 an ihm, unter sonst
gleichen Anfangsbedingungen, gleich grofe, aber emtgegengeseizt gerichiete
Krifte angreifen. '

§ 35. StoBbewegung.

In bestimmten Fillen, z. B. bei dem Stof starrer Korper, dndern
sich die Geschwindigkeiten der Massenpunkte eines dynamischen Systems
so schnell, daB die dabei verstrichene Zeit in der analytischen Darstellung
des Vorganges vernachlassigt werden kann. ‘

Die Gesetze!) derartiger ,,impulsiver Bewegungen‘* zeigen weit-
gehende Analogie' mit denen der Bewegung infolge -endlicher Krafte
und lassen sich folgendermafBlen aussprechen. Das Produkt aus dem,
Betrag der Masse des Punktes und dem Vektor seiner momentanen,
Geschwindigkeit ist ein Vektor auf einer Geraden durch den Punkt
und wird als die momentane Bewegungsgréffe des Punktes bezeich-
net?). Die Bewegungsgroe eines Punktes mit der Masse m und
den rechtwinkligen Koordinaten =x, y, z hat daher in Richtung
der Achsen die Komponenten mx, my, mz. Als Komponente der
Bewegungsgrifie eines Systems von Massenpunkten in einer bestimmten
Richtung bezeichnet man die Summe der Komponenten der Bewegungs-
groBen aller Punkte in dieser Richtung. Die impulsive Geschwindigkeits-
inderung in einem System kann damit erklirt werden, daB3-den einzelnen
Systempunkten plétzlich BewegungsgroBen erteilt worden sind.,

Die GroBe einer Einwirkung, die eine impulsive Bewegung eines
Systems verursacht, ist durch diejenige Bewegungsgrofe zu messen,

1) Sie waren in den von Wallis und Wren 1668 entdeckten StoBgesetzen
enthalten: Phil. Trans. Nr. 43, S, 864, 867.

2) BewegungsgréBe ist die quantitas motus in Newton: Principia Buch I,
Def. 2. Die Idee kann bis auf Descartes zuriick verfolgt werden.

4%
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die sie einem einzelnen freien Massenpunkte erteilen wiirde. Hat ein
Punkt der Masse m vor dem Impuls die Geschwindigkeitskomponenten
‘#g, Vg, We in Richtung im Raume fester Achsen, nach dem Impuls die
Geschwindigkeitskomponenten #, v, w, dann stellt der Vektor mit den
Komponentern

m(u — ug), m{@w—1vo), mw— w,)

auf einer Geraden durch den Punkt den auf den Massenpunkt wirkenden
Impuls dar.

Fir die Diskussiori der impulsiven Bewegung eines Systems ver-
bundener Punkte ist offenbar ein Erfahrungsgesetz notwendig, @hnlich
dem Gesetz der Aktion und Reaktion endlicher Krifte. Wir kénnen es
so aussprechen: Der Gesamtimpuls auf einen Massenpunkt des Systems
setzt sich zusammen aus dem duffeven Impuls anf den Punkt und aus
Impulsen in Richtung seiner Verbindungslinien wmit allen Punkten des
Systems, die durch Bindungen seine Bewegung beeinfluflen. Der dufere,
d. h. der dem Punki von auflerhalb des Systems erteilte Impuls wird da-
bei gemessen durch die Bewegungsgrofe, die er als freier Punkt erhalten
wiirde, und die von zwei verbumdenen Massenpunkien einander erteilten
Impulse sind von gleicher GrofSe, aber enfgegengesetzter Richtung.

Werden die Komponenten eines Impulses als Zeitintegrale der
Komponenten einer gewthnlichen endlichen Kraft von auBerordentlicher
GroBe, aber sehr kurzer Wirkungsdauer aufgefaft, so steht das soeben
ausgesprochene Gesetz im Einklang mit dem Gesetz der Aktion und
Reaktion endlicher Krifte.

Anderung der kinetischen Enevgie in/olgcv von Impulsen.

Die Anderung der kinetischen Energie eines dynamischen Systems, auf dessen
Punkte eine gegebene Impulsfolge einwirkt, kann folgendermaBen bestimmt werden.

Ein Punkt der Masse m erleide einen Impuls I, dessen Richtungskosinus
gegen feste Koordinatenachsen 4, s, » sind. Seine urspriingliche Geschwindig-
keit v, in einer durch die Kosinus L, M, N, bestimmten Richtung werde in
eine Geschwindigkeit v in Richtung L, M, N iibergefithrt. Die Gleichungen der
impulsiven Bewegungen sind

mwL —vyLy) =12, m@M—ovM))=1Ipn, m@EN—y,Nyj)=1Ir.

Multipliziert man diese Gleichungen beziehungsweise mit
$@WLHvelg), $@MLuv,My), ${uNvNp)
und addiert, so erhilt man
dmo: —{mod=4Iv (LA +Mp+4 Nv) -+ $Tvy (Lyd + Myu 4 Nyv) .

Die Anderung der kinetischen Energie des Systems ist daher gleich dem
‘Pro dukt aus dem Impuls und dem Mittelwert der Geschwindigkeitskomponenten
des Massenpunktes vor und nach dem Sto8 in Richtung des Impulses.

Wir betrachten nun ein dynamisches System, das aus verbundenen Massen-
punkten und starren Kérpern zusammengesetzt ist, denen gegebene Impulse erteilt
werden. Wenden wir unser Resultat auf jeden .einzelnen Bestandteil des Systems
an und summicren, so ergibt sich: Die Anderung der hinetischen Energie des Systems
ist gleich der Summe dev ihm evteilten Impulse, deven jeder multipliziert ist mit dem



§ 36. Die Lagrangeschen Gleichungen der StoBhbewegung. 53

Mittelwert dev Geschwindigkeitskomponenten des betveffenden Angriffspunkies vor und
nach dem Impuls in Richtung des Impulses. Dabei konnen offenbar die gegen-
seitigen Impulskrafte der Molekiile der starren Korper des Systems vernachlassigt
werden.

§ 36. Die Lagrangeschen Gleichungen der StoBbewegung.

Die Gleichungen der StoBbewegung eines dynamischen Systems
kénnen in eine Form?) gebracht werden, in der sie den Lagrangeschen
Gleichungen der Bewegung unter dem Einflul} endlicher Krifte analogsind.

Es seien X;, Y;, Z; die Komponenten des gesamten (duBeren und
molekularen) Impulses auf einen Massenpunkt m; des Systems mit den
Koordinaten x;, 9, 2. Die Gleichungen der impulsiven Bewegung
des Punktes sind dann

m; (¥, — %) = X, m; (Vi — Yio) = Y5, my (2 — Zi0) = 25,
WO %0, Vio, 2o und x;, i, z; die Geschwindigkeitskomponenten des
Massenpunktes vor und nach dem Impuls bedeuten.

Sind ¢y, ¢, - - -, ¢» dic # unabhingigen Lagenkoordinaten des
Systems, so ist daher

axl . . 0 i . . .
th ¥; — %) 3, + (i — Vig) —y—+ (zi—zio)TI:

wo die Summation tber alle Punkte des Systems zu erstrecken ist.
Fihrt man die Summation auf der rechten Seite dieser Gleichung

aus, so ergibt sich wie in § 26, daf3 die molekularen Impulse zwischen

Massenpunkten des Systems fortgelassen werden kénnen. Die GroBe

S
% qr 6g,

kann daher leicht bestimmt werden, wenn die duBBeren Impulse bekannt
sind. Wir bezeichnen sie mit @,. Dann wird also

P -
Zml ) gt o= i) ! e — ) %}2@_
ch in § 20 ist aber
0x; 0x; . Ox; o 1 .,
%ZFQT’ also xi-éz—: 3 <_ -3)
und entsprechend
xio(zﬁ = '-f?—- (1 9&%) R
¢gy  Ogro \2°°

1) Vgl. Lagrange: Méc. Anal. (2¢ éd.) Bd. 2, S. 183.
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wo gro und ¢, die zu der Koordinate ¢, gehorenden Geschwindigkeiten
vor und nach dem StoB bedeuten. Ist also
T =3} m (% + 9+ 2)
12

die kinetische Energie des Systems nach dem Impuls, so kann die obige
Gleichung in der Form geschrieben werden

oT oT
T (oq,) O

oT
wo ( % ) der GroBe im Augenblick vor dem Impuls entspricht.
r’0 T

Analoge Gleichungen ergeben sich fiir die iibrigen Koordinaten
91 G2+« gn- Wir erhalten daher das System der n Lagrangeschen
Gleichungen der Stoflbewegung

oT oT .
—3_97_(3%) Q: (r=1,2,...,n).

Es sind algebra1sche Glelchungen zur Bestimmung von ¢,, ga, - - - q,,
als Funktionen von gy, ¢a0, - - -» gno, nicht Differentialgleichungen wie
die Lagrangeschen Gleichungen fiir endliche Krifte, da die zweiten Ab-
leitungen der Koordinaten nach der Zeit nicht eingehen.

Ubungsaufgaben.

1. Zwei im Raum bewegliche starre Korper sind durch einen gespannten
undehnbaren Faden verbunden, der von einem Punkt des einen zu einem Punkt
des anderen fithrt. AuBerdem ist einer der Korper gezwungen, auf einer gegebenen
ruhenden Fliache zu rollen ohne zu gleiten. Wie viele Freiheitsgrade hat das System,
und durch wie viele unabhangige Koordinaten ist seine Konfiguration bestimmt?

2. Ein Punkt sei auf krummlinige Koordinaten &, b, ¢ bezogen, und das Quadrat
seiner Geschwindigkeit sei

2T=Aa+Bb24+Cé2+2Fbi+2Géd+2Hab.

Man zeige, daB die Geschwindigkeitskomponenten p, g, » in Richtung der Tangenten
an die Koordinatenkurven durch drei Gleichungen vom Typus

d (67‘) G
i\ 5a) ~a =PVA+ et
gegeben sind.

3. Ein im Raum frei beweglicher Punkt sei urspriinglich im Nullpunkt in
Ruhe und unterliege der Einwirkung eines Kraftfeldes, dessen Komponenten
X, Y, Z in einem willkiirlichen Punkt (#, y, 2z) durch die Entwicklungen gegeben
sind:

X = a + bx + quadratische und hohere Glieder in #, y, 2,
Y = c¢x + quadratische und héhere Glieder in %, 9, 2,
Z = d x? 4 kubische und hé&here Glieder ‘in %, ¥, 2.

Man bestimme die Krimmung und Torsion der Bahnkurve im Nullpunkt.



Drittes Kapitel.
Integrationsprinzipien.

§ 37. Durch Quadraturen lésbare Probleme.

Im letzten Kapitel haben wir gezeigt, daB die Bestimmung
der Bewegung eines holonomen dynamischen Systems miit einer end-
lichen Anzahl von Freiheitsgraden von der Losung eines Systems ge-
wohnlicher Differentialgleichungen abhingt. Sind ¢, 4,, .. ., g» die Ko-
ordinaten, die die Konfiguration des Systems zur Zeit ¢ bestimmen, und
ist # die Anzahl der Freiheitsgrade, so besteht das System der Be-
wegungsgleichungen aus » Differentialgleichungen zweiter Ordnung mit
1> G, - - - gn als abhangigen Verinderlichen, ¢ als unabhéngiger Ver-
inderlicher. Das Gleichungssystem ist von der Ordnung 2n; dabei
versteht man unter der Ordnung des Systems die Summe der Ord-
nungen der hochsten in den Gleichungen auftretenden Ableitungen
der abhingigen Verinderlichen. Aus der Theorie der gewéhnlichen
Differentialgleichungen ist bekannt, daB die Anzahl der willkiirlichen
Integrationskonstanten in der allgemeinen Losung eines Systems von
Differentialgleichungen gleich der Ordnung des Systems ist. Folglich
enthilt die allgemeine Losung eines holonomen dynamischen Problems
von n Freiheitsgraden 2n Integrationskonstanten.

Nun kann jedes System %' Ordnung von Differentialgleichungen
auf die Form

ax.

P S S

gebracht werden, wo X, X,, ..., Xi bekannte Funktionen ihrer Argu-
mente sind. Dazu fithrt man als neue Verdnderliche x,,x,,..., 2 die
urspriinglichen abhéngigen Verinderlichen und ihre Ableitungen ein
bis zu den hochsten in den urspriinglichen Gleichungen auftretenden
Ableitungen, diese selbst ausgenommen. Z. B, kann das Gleichungs-
system vierter Ordnung

az .o az .

ng = Q1 (91 92 91, 92) » _d?%z = Q2 (91, 92 91, 9)
(in dem Q,, Q, beliebig gewahlte Funktionen der angegebenen Argumente
sein sollen) durch die Substitution

Xy =gy X9 = (o, X¥3 =G Xy = (qg
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in das System

dx ax. dx dx
“z‘f = X3, d—; = Xq, d; = Qy (%1, %, X3, %a) 7; = Qq (%1, %y, %3, %y)

ibergefithrt werden.
Man kann daher
d
-df‘t—’zx,(xl,xz,...,x,,,z) r=1,2,...%
als die Normalform eines Differentialgleichungssystems "' Ordnung
betrachten.

. . - d
Hat eine Funktion f(x,, %, ..., 4 ¢) die Eigenschaft, daB d—tf
verschwindet, wenn man fir x,, x,, ..., % beliebige Funktionen von ¢

einsetzt, die den obigen Differentialgleichungen geniigen, so heif3t die
Gleichung
f (%1, %, - . ., %z, £) = konst.

ein Integral des Systems. Die Bedingung dafiir, daB eine gegebene Funk-
tion £ ein Integral des Systems liefert, ist leicht zu finden. Denn aus der

a
Gleichung Zi—f = 0 folgt

of . of . of . ,of

T gttt gt =0
oder

of of of of

EXl‘*‘EXz‘f"----l—'ax—ka*l"&'——o-

Diese Relation muB identisch erfiillt sein, damit die Gleichung
f (%4, %5, . . ., 2%z, t) = konst.

ein Integral des Systems der Differentialgleichungen sein kann.

Zuweilen bezeichnet man auch die Funktion f selbst, nicht die Gleichung
f = konst., als Integral des Systems.

Die vollstindige Lésung des Systems der Differentialgleichungen
k*r Ordnung ist gegeben durch % Integrale

fr (%1, %9y . o oy Zp, B) = a, (r=1,2,..., k)
mit den willkiirlichen. Konstanten a,,4,,...,a, wenn die Integrale
unabhingig sind, d. h. wenn keines von ihnen eine Folge der iibrigen ist.
Denn sind

%= (ay, 4y, .. ., O, 1)
die Werte von X3, %g, « . ., % als Funktionen von ¢, a,, 4,, .. ., 4, die man

aus diesen Gleichungen finden kann, und wihlt man dann ein beliebiges
System von Funktionen x,,%,,...,5% von ¢, die den Differential-
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gleichungen geniigen, so hat man nach dem oben gesagten den will-
kiirlichen Konstanten a, nur geeignete Werte zu erteilen, damit die
Gleichungen

fr (g, %9, o ooy X, 8) = ay r=1,2,...,k)
fiir diese bestimmten Funktionen x,, x,, . . ., xz erfiillt sind. Daher ist
dies System von Funktionen x,, x,, ..., x; in den durch die Glei-

chungen x, = @, definierten Funktionen enthalten. Die L&sung' eines
dynamischen Problems von # Freiheitsgraden ist mithin dquivalent der
Bestimmung der 2# Integrale eines Systems von Differentialgleichungen
2n' Ordnung.
So hat z. B. die Differentialgleichung zweiter Ordnung
g=—9q

die beiden Integrale

¢+ ¥ =ay,

. g
atctgg —t=a,,

WO a,, a, willkiirliche Konstanten sind. Die Auflésung dieser Gleichungen nach
g und ¢ ergibt .
g =aisin(t + ay),

q= a? cos (¢ —{—vaz) .

Diese Gleichungen stellen die Losung der Differentialgleichung dar.

Wir beschiftigen uns zunichst mit den elementareren’ Problemen
der Dynamik, die durch elementare Funktionen oder unbestimmte
Integrale elementarer Funktionen, also durch sogenannte Quadraturen,
vollstindig gel6st werden konnen. Im allgemeinen sind die Probleme
der Dynamik nicht durch Quadraturen lésbar. Diese Moglichkeit ist
vielmehr immer durch eine besondere Beschaffenheit des kinetischen
Potentials bedingt. Das vorliegende Kapitel erortert die besonderen
Formen, in denen das kinetische Potential der durch Quadraturen 15s-
baren Probleme am haufigsten auftritt, und den tieferen Grund der Los-
barkeit derselben. .

§ 38. Systeme mit zyklischen Koordinaten.

Die Bewegung eines konservativen holonomen dynamischen Systems
von 7 Freiheitsgraden mit den Koordinaten ¢, ¢, ..., ¢, und dem

kinetischen Potential L ist nach § 27 bestimmt durch die Differential-
gleichungen d (oL oL
d_t(é)—q_,)_c')—q,zo (7’=1,2,..,,ﬂ).

Die Grolle %I;— heiit die zu der Koordinate g, gehorende Impulsgrofe
r
oder das Moment.
Es kann sein, daf} einige der Koordinaten, etwa ¢;, g, - - -, g3, in L
nicht explizit vorkommen, wihrend die zugehorigen Geschwindigkeiten
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g1 G - - - » @ €xplizit auftreten. Dann bezeichnet man diese Koordinaten
als sgnorierbar oder zyklisch. Das Auftreten zyklischer Koordinaten ist,
wie sich zeigen wird, eine der hiufigsten Ursachen fiir die Losbarkeit
spezieller Probleme durch Quadraturen.

Zu den k zyklischen Koordinaten gehéren die Lagrangeschen Be-

wegungsgleichungen d (0L
A —(—.)z (r=1,2,..., %)
di\og,
Ihre Integration ergibt oL
=8 (r=1,2,...,k)
dq,. r )~
wo By, Ba, ..., Bx Integrationskonstanten sind. Diese Gleichungen sind

offenbar % Integrale des Systems.
Wir zeigen nun, wie man mit Hilfe dieser % Integrale die Ordnung des
Systems der Lagrangeschen Differentialgleichungen reduzieren kann?).

Wir setzen E oL
L= bz =
r=1 T

Mit Hilfe der % Gleichungen

oL

5;::[3, (r=1,2,...,%)
konnen wir die den zyklischen Koordinaten entsprechenden Geschwindig-
keiten ¢,, ¢y, - - -, , als Funktionen von

9k+1, 9k+2,-~-,9n, Te+1, 9k+2,---,%, ﬁp ﬁzy-'wﬂk

darstellen und damit R durch diese GréBen ausdriicken.
Nun bezeichne df den Zuwachs einer Funktion f von

Gh+1s Gr+2s - -5 Gns 915 Gos -+ -5 Gn
oder Qi+1s Gr+2s -+ > Gns Qo+ 1o Gkvzs - - Gns Bro Bas -5 Bi
‘bei willkiirlichen infinitesimalen Anderungen
Odr+1s OQk+2s -+ » Oqn, 04, 0G5, ..., Oqy
der Argumente. Dann ist nach der Definition von R

6R=6(L-—Zk1q',§—.l':>.
=
Es ist aber
oL “Z '+2 -9 +2 o,
ey il
und

- 6(2’01 & 39,) 2 ~0g, + 2 4: 0B,

1) Die folgende Transformation ist tatsichlich ein Spezialfall der im zehnten
Kapitel besprochenen Hamiltonschen Transformation. Sie wurde jedoch von
Routh 1876 selbstandig entwickelt, etwas spater auch von Helmholtz.
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wegen oL
ag, = P .
Daher ist n &
6L oL .
6R = dq, + —0g, — g, 6p,.
r%l 2:1 og, r=21

Da die infinitesimalen GréBen auf der rechten Seite dieser Gleichung
willkiirlich und unabhingig sind, ist die Gleichung dquivalent mit dem
folgenden. Gleichungssystem

%%=%§ (r=ht 1, k2.,
%;=%§ r=k41, k2., m),
¢:_%§ (r=1,2,..., k).
. Setzfz?g:vir diese Werte in die Lagrangeschen Bewegungsgleichungen
ein, so %(%)_%zo r=k+1,k+2...,n).

Nun ist R eine Funktion der Verdnderlichen

Qk+1> k+2s - o> Gns Tot1s Gh+25 - -5 Gn
und der Konstanten f;, f,, - .-, B allein. Somit haben wir ein neues La-
grangesches Gleichungssystem erhalten, das wir als zu einem neuen dyna-
mischen Problem mit #—% Freiheitsgraden gehorig auffassen konnen.
Die neuen Koordinaten sind ¢x+1, gk+2,--.,qn, das neue kinetische
Potential ist R. Sind die Verinderlichen ¢x+1, 9k+2, - - -» §» durch die
Lésung des neuen dynamischen Problems als Funktionen von ¢ be-
stimmt, so findet man die tibrigen urspriinglichen Koordinaten, nim-

lich ¢y, ¢, . . ., gx, aus den Gleichungen
OR
qr= — 3ﬂ,dt (r=1,2,...,k).

Ein dynamisches System mit n Fretheitsgraden und k zyklischen Koordi-
naten kann also auf ein dynamisches Problem mit nur n—Fk Fretheits-
graden zuriickgefiihrt werden.

Die Grundlage dieser Reduktion ist die Tatsache, daB man, sobald das
kinetische Potential nicht explizit von der Koordinate g,, wohl aber von der zu-
gehorigen Geschwindigkeit ¢, abhingt, ein Integral der Bewegungsgleichungen

unmittelbar angeben kann, namlich g»li = konst. Es ist dies ein Spezi‘alfall eines
r
viel allgemeineren Satzes, den wir spater ableiten werden. Er besagt, dal3, wenn

ein dynamisches System eine bekannte infinitesimale Beriihrungstransformation
gestattet, ein Integral des Systems sofort angegeben werden kann.

Bezieht sich das wurspriingliche Problem auf ein konservatives
dynamisches System, dessen Bindungen von der Zeit unabhéngig sind,
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so zerfallt das kinetische Potential L in zwei Teile: die kinetische Energie,
die eine homogene quadratische Funktion in ¢;, ¢y, . . ., ¢, ist und von
Gk+1s Qk+2, - - -» gn in beliebiger Weise abhingt, und die potentielle
Energie (mit entgegengesetztem Vorzeichen), inder allein gz +1, g5 +2, .- -»¢n
auftreten. Aber in dem neuen dynamischen System, das durch die
Reduktion entstanden ist, 14Bt sich das kinetische Potential R nicht
derartig zerlegen. Tatsdchlich enthélt R im allgemeinen die Geschwindig-
keiten auch linear. Ganz allgemein gilt: wenn die Ldsung eines Systems
Lagrangescher Differentialgleichungen auf die Losung eines zweiten
Lagrangeschen Gleichungssystems mit kleinerer Variablenzahl zuriick-
gefiihrt ist, so zerfillt das kinetische Potential des neuen Systems nicht
mehr notwendig in zwei Teile, die einer kinetischen und einer potentiellen
Energie entsprechen. Wir bezeichnen gelegentlich Systeme Lagrange-
scher Gleichungen, deren kinetisches Potential nur Glieder nullten und
zweiten Grades in den Geschwindigkeiten enthilt, als natiirliche Systeme,
als nichi-natiirliche diejenigen, die dieser Bedingung nicht. geniigen.

" Als Beispiel fithren wir die Reduktion des dynamischen Systems von zwei
Freiheitsgraden aus, das die kinetische Energie

o q? 1.,
T 2a-4bg: + 2 I
und die potentielle Energie
V=c+dg

besitzt, wo a, b, ¢, d gegebene Konstanten sind.

Offenbar ist ¢, eine zyklische Koordinate; denn ¢; kommt in T und ¥ nicht
explizit vor.

Das kinetische Potential des Systems ist

14 L
L= — — 4+ —42—c—dg?,
'2a—|—bq:§+2q2 ¢ 72
das der zyklischen Koordinate entsprechende Integral ist daher
@ _
atbg P

wo der Wert der Konstanten § durch die Anfangsbedingungen der Bewegung
bestimmt ist.
Das kinetische Potential des neuen durch die Reduktion erhaltenen Systems ist
oL

A s

Od
={@—c—dg3—§p e +0g3),
Das Problem ist demnach zuriickgefiihrt auf die Losung der einen Gleichung
d (OR oR
az (aT) BT

R=L—¢

oder
g+ (28408, =0.

Die Losung dieser linearen Differentialgleichung mit konstanten Koeffizien-

ten ist
g = A sin{(2d +- )t + ¢},
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wo A und ¢ Integrationskonstanten sind, die sich aus den Anfangsbedingungen
der Bewegung bestimmen. Diese Gleichung stellt die Koordinate g, als Funktion
der Zeit dar; der Wert von ¢, als Funktion der Zeit ergibt sich aus

0 =8f(a+bg)dr
BbA?

4 (24 + b7
Damit ist das Problem vollstindig gelost.

zu

= (Ba + { BbA2) ¢ sin2 {(2d + bt 4 ).

§ 39. Spezielle Fille der Reduktion: die Integrale der
Bewegungsgréfle und des Moments der BewegungsgroBe.

Wir betrachten nun die beiden haufigsten Typen zyklischer Ko-
ordinaten in dynamischen Problemen.

I. Systeme mit einem Integral der Bewegungsgréfle.

Ein konservatives holonomes dynamisches System mit # Freiheits-
graden habe die Koordinaten g¢,,¢,, ..., gs, die kinetische Energie T
und die potentielle Energie V. Seine Bewegungsgleichungen sind dann

d (6T> or 9V
dt \ 0q, oq, 9q,

Eine Koordinate, etwa ¢,, sei zyklisch und habe iiberdies die Eigen-
schaft, daB einer Anderung von ¢, um den Wert I, bei der die Koor-
dinaten g,, ¢, .. ., g» ungeandert bleiben, eine Translation des ganzen
Systems um die Strecke ! in einer bestimmten Richtung im Raum
entspricht, Diese Richtung machen wir zur x-Achse eines ruhenden
rechtwinkligen Koordinatensystems. Da g, eine zyklische Koordinate
ist, haben wir das Integral

r=1,2,...,1).

oT

—- = konst.
99,

Wir untersuchen nun die phy51kalische Bedeutung dieser Gleichung.

Es 1st
—_ 2
'1—2541 Emzx—H/. ),

wo die Summation iiber alle Punkte des Systems zu erstrecken ist, oder

_ . 0y, 8')
&q‘; Zmz( a + 16q + zaql

) r?x, . Oy, . z,;)
= St v i
=Zmi5c,~,
ax,; 6}/7' aZ'

da in diesem Fall ot =1, 2% =0, — = 0 ist.
oq, 99, 99,
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Nun stellt Zm; %; nach § 35 die x-Komponente der Bewegungs-
grofle des Systems der Punkte m; dar. Dies ist also in diesem Fall

oT
die physikalische Bedeutung der GréBe =+,

Daher kénnen wir das Integral N
oT
6_q'; = konst.

folgendermaBen deuten:

Laft sich ein dynamisches System wie ein starver Korper in einer
gegebenen Richtung verschicben, ohne die Nebenbedingungen zu verletzen,
und bleibt die potentielle Energie dabei ungedndert (die Abhingigkeit der
kinetischen Energie von den Geschwindigkeiten wird offenbar durch die
Translation nicht beeinflufit, so daB die entsprechende Koordinate
zyklisch ist), so ist die Komponente der Bewegungsgrofe in dieser Richtung
konstant. '

Dies ist der Satz von der Evhaltung der Bewegungsgrifie'). Man sagt,
daB Systeme, fiir die er gilt, ein Infegral der Bewegungsgrife besitzen.

II. Systeme mit einem Integral des Momentes der BewegungsgroBe.

Wir wihlen wieder ein System mit den Koordinaten ¢, ¢, . . . , ¢y,
der kinetischen Energie T' und der potentiellen Energie V'; iiberdies
sei die Koordinate ¢, zyklisch und so beschaffen, daB einer Anderung von
¢, um eine GroBe &, bei der alle anderen Koordinaten ungesindert bleiben,
eine Rotation des gesamten Systems um eine gegebene, im Raum feste
Gerade durch den Winkel « entspricht. Diese Gerade sei die z-Achse
eines ruhenden rechtwinkligen Koordinatensystems.

Da ¢, eine zyklische Koordinate ist, ergibt sich das Integral

’ oT
(1) Py konst.,
das wir nun physikalisch zu deuten haben.

Wie vorher ist

. Ox; oy, )
—b—q—l—zml(xih +taq+za

wo iiber alle Punkte des Systems zu summieren ist. Setzen wir aber

X; == ¥; COS @; , vy =7;sing;,
so ist
d P = d »
also 7 a
Ox; Ox; . ay; Oy; 0z
A = = —r;Sing; =—y,,. = F—=r,co8¢;=%;, — =0,
g,  Op; P TV B, T o 7 dg,

1) Dieses Gesetz ist hervorgegangen aus Newtons Bemerkung (Principia
Buch I, Einleitung zu Abschnitt XI), daB der gemeinsame Schwerpunkt einer
Anzahl starrer Korper, die allein unter der Einwirkung ihrer gegenseitigen An-
ziehung stehen, in Ruhe ist oder sich gleichférmig geradlinig bewegt.
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und daher

3T
(2) q _Zmz( xzyw + yzxz)

Bedeutet 7 den momentanen Abstand eines Punktes der Masse m
von einer gegebenen Geraden, w die Winkelgeschwindigkeit des Punktes
um die Gerade, so bezeichnet man das Produkt m»2w als das Moment
der Bewegungsgréfie des Punktes um die Gerade.

Der bewegte Punkt gehe im Zeitintervall d¢ aus der Lage P in die
benachbarte Lage P’ iiber. Dann ist das Moment seiner Bewegungs-
groBe um eine beliebige Gerade OK durch einen willkiirlich gewahlten

Punkt O offenbar der Grenzwert des Quotienten % X doppelter Flachen-

inhalt der Projektion des Dreiecks OPP’ auf eine zu OK senkrechte
Ebene.

Sind also I, m, n die Richtungskosinus von OK, 4, u, » die der
Normalen der Ebene OPP”, so ist das Moment der BewegungsgréBe um
OK gleich dem Produkt von I4 +- mu + nv in das Moment der Be-
wegungsgroBe um die Normale der Ebene OPP’. Versteht man daher
unter A&, k,, #, die Momente der BewegungsgréBen eines Punktes um
drei zueinander rechtwinklige Achsen Oxyz, so ist nach dem vorigen
das Moment der BewegungsgréB8e um eine beliebige Gerade durch O
mit den Richtungskosinus /, m, # gegen die Achsen

Lhi+mhy+nhy.
Dieses Ergebnis konnen wir so aussprechen:

Momente der Bewegungsgrifien um Achsen durch einen Punkt setzen
stch wie Vektoren zusammen.

Das Moment der Bewegungsgrofe eines dynamischen Systems um
eine gegebene Achse wird definiert als die Summe der Momente der
BewegungsgroBen der einzelnen Punkte um die Achse. Insbesondere ist
das Moment der Bewegungsgrofle eines Systems von Punkten mit den
Massen m; und den Koordinaten %;, ¥;, z; um die z-Achse D m; 72 ¢, wo

X, = ¥;COS@;, ¥ = 7;sin ¢
und die Summation iiber alle Punkte des Systems erstreckt ist. Dieser
Ausdruck fiir das Moment der Bewegungsgrofie eines Systems kann in
der Form geschrieben werden
D (VoXs — Xy -
Der Vergleich mit Gleichung (2) lehrt, daB das Moment der Bewegungs-
grife des betrachieten Systems um die z-Achse gleich %qz ist.
1

Gleichung (1) besagt daher, daBl das Moment der BewegungsgroBe
des Systems um die z-Achse konstant ist. Daraus folgt: Laf¢ sich ein
dynamisches System wie ein starrer Korper um eine gegebene Achse drehen,
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ohne die Nebenbedingungen zu verletzen, und bleibt die potenticlle Energic
dabei ungedndert, so ist das Moment der Bewegungsgrife des Systems wm
diese Achse konstant.

Dies ist der Satz von der Evhaltung des Moments der Bewegungs-
grofet).

Aufgabe. Ein System von » freien Massenpunkten bewege sich unter dem
EinfluB der gegenseitigen Anziehungskrafte. Diese Krifte seien Ableitungen eines

kinetischen Potentials ¥V, das die Koordinaten und Geschwindigkeitskomponenten
der Punkte enthilt, so dal die Bewegungsgleichungen der Punkte lauten

ov d (QV)
Ox, dt\0z,

Man beweise, daB diese Gleichungen die Integrale besitzen

o 24) e,

m,.;'é, =

usw.

: {mr (yr‘ér— zrjlr) + yrj*l/v — 2, 7} = konst.,

r

]
. . ov ov
Z{m, (2,4, — x,2) + 2,0—;,% — %, o“—z,} = konst.,
)

r

. . ov
Z{mr(xryr_yrxr) + xra_j’r - er;

T

= konst.

Diese Integrale konnen als Verallgemeinerungen der Integrale der Bewegungs-
groBen und der Momente der BewegungsgréBen aufgefaBt werden. (Lévy.)

§ 40. Der allgemeine Satz von dem Moment der
BewegungsgréBe.

Der Satz von der Erhaltung des Moments der BewegungsgroBe ist
ein Spezialfall eines allgemeineren Satzes, der in der folgenden Weise
abgeleitet werden kann.

Wir betrachten ein System aus einer Anzahl freier oder verbundener
aufeinander wirkender Massenpunkte. Sind sie noch anderen Bin-
dungen als den gegenseitigen Reaktionskriften unterworfen, so
rechnen wir diese zu den duBleren Kriften. Wir nehmen eine be-
liebige im Raum feste Gerade und wihlen eine der Lagenkoordinaten
des Systems, etwa ¢, so, daB eine Anderung von ¢, allein, ohne Anderung
der iibrigen Koordinaten, eine Rotation des Systems als Ganzes um die

1) Keplers Gesetz, daB der Radius von der Sonne zu einem Planeten in
gleichen Zeitranmen gleiche Flichenriume uberstreicht, wurde von Newton auf
alle Bewegungen unter dem EinfluB einer Zentralkraft ausgedehnt. Daraus hat
sich das Gesetz von der Erhaltung des Moments der BewegungsgrioSe entwickelt.
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gegebene Gerade bewirkt, und zwar um einen’ Winkel, der gleich der
Anderung von ¢, ist. Die Bindungen der Punkte seien so beschaffen,
daB diese Bewegung des Systems moglich ist.

Die Lagrangesche Bewegungsgleichung fiir die Koordinate g, lautet

LT
dt 6q1 691 B

Sie reduziert sich auf _d_ ( ﬂ) —0
dt \oq,) v

da der Wert von ¢, (zum Unterschied von ¢,) keinen EinfluB auf die
kinetische Energie haben kann, so daB %qz =0 ist. Nun ist %Z— das
Moment der Bewegungsgrofie des Sys’cems1 um die gegebene Gelrade,
Q,9q, ist die Arbeit der duBeren Krifte an dem System bei einer infini-
tesimalen Verriickung d¢,, d. h. bei einer infinitesimalen Rotation des
Systems um die gegebene Gerade durch den Winkel dg,. Daraus ergibt
sich Q, als Moment der duBeren Krifte um die gegebene Gerade. Wir
haben daher den Satz: Die zeitliche Anderung des Momentes der Be-
wegungsgrofe eines dynamischen Systems um eine gegebene Gerade ist
gleich dem Moment der duferen Krifte wm diese Gerade. Wenn das
Moment der duBeren Krifte verschwindet, folgt hieraus offenbar der
Satz von der Erhaltung des Moments der BewegungsgroBe.

Ahnlich 148t sich der Satz ableiten: Die zeitliche Anderung der
Bewegungsgrifle eines dynamischen Systems in einer festen Richtung ist
gleich der Komponente der gesamien auf das System wirkenden duferen
Krifte in dieser Richtung.

Fiir impulsive Bewegung gelten die entsprechenden Sitze:

Die impulsive Zunahme der Komponente der Bewegungsgrofie eines
Systems tn einer bestimmien Richtung ist gleich der Komponente aller
dufleren auf das System wirkenden Impulse in dieser Richiung.

Die impulsive Zunahme des Moments der Bewegungsgrife eines
Systems um eine beliebige Achse ist gleich dem Moment der duferen auf
das System wirkenden Impulse um diese Achse.

§ 41. Die Energiegleichung.

Wir fithren nun ein Integral ein, das in allen dynamischen Unter-
suchungen, ja in allen physikalischen Fragen, eine groBe Rolle spielt.

Die Bindungen eines konservativen dynamischen Systems mit den
Lagenkoordinaten ¢, ¢y, - - -, ¢, und das kinetische Potential L seien
von der Zeit unabhiingig, so daB L eine gegebene Funktion der Variablen
G199 -« +» Qns G1o G - « -5 Gy, 2llein ist, in der ¢ nicht explizit vorkommt.
Weitere Beschrinkungen legen wir L zunichst nicht auf; die Unter-
suchung gilt also sowohl fiir natiirliche Systeme als auch fiir nicht-

Whittaker, Dynamik. 5
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natiirliche Systeme, die durch Reduktion aus Systemen mit zyklischen
Koordinaten entstehen.

s i
s 1st ﬁ _Zq’ aqr +Zq' aqr
*29' 3, +Z I ar (aq,)
T (qu 6q,>

Durch Integration ergibt sich den Lagrangeschen Gleichungen zufolge

Zq’aq, L=k,

wo & eine Konstante ist. Diese Gleichung ist ein Integral des Systems;
man nennt sie das Iniegral der Energie oder das Gesetz von der Evhaltung
der Energie?).

In natiirlichen Systemen, deren Bindungen von der Zeit unab-
hingig sind, 148t sich, wie wir gesehen haben, das kinetische Potential L
in der Form T — V darstellen, wo die kinetische Energie T des Systems
eine homogene Funktion zweiten Grades in den Geschwindigkeiten ist,
wihrend ¥V von den Lagenkoordinaten allein abhingt. In diesem Fall
wird also das Integral der Energie

:Z"q,j—L—
r=1 r

r=1
=2T— T+ V=T+YV,
da T homogen zweiten Grades in ¢y, ¢, - . ., ¢, ist

Daraus folgt: In konservativen natiirlichen Systemen ist die Summe
von kinetischer und potentieller Energie konstant. Diesen konstanten
Wert % bezeichnet man als die Gesamienergiec des Systems.

Das vorstehende Ergebnis kann man auch direkt aus den elemen-
taren Bewegungsgleichungen ableiten. Denn aus den Bewegungs-
gleichungen fiir einen einzelnen Massenpunkt

mix; = X, miy; =Y, miz; =2,

1) Galilei war die Tatsache bekannt, daB die Geschwindigkeit eines aus der
Ruhelage auf einer schiefen Ebene herabglcitenden Massenpunktes nur von der
Hohe des zuriickgelegten Fallraumes abhangt. Von diesem elementaren Spezial-
fall aus entwickelten Huygens, Newton, Johann und Daniel Bernouilli sowie Lagrange

das Prinzip.
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folgt 2mi(Ex + v + z2) =2 (Xx + Yoy + Zi2)
(3 ?
wo die Summation iber alle Punkte des Systems zu erstrecken ist, oder
a3 il + 9+ 8) =3 (X dx + Ydy + Zd2).

? ]
Die -Zunahme der kinetischen Energie des Systems auf einem infini-
tesimalen Stiick seiner Bahn ist daher gleich der Arbeit der Krafte an
dem System auf dieser Wegstrecke, mithin gleich der Abnahme der poten-
tiellen Energie des Systems. Die Summe von kinetischer und potentieller
Energie des Systems ist folglich konstant.

Die Energiegleichung '
ddm @2+ 924 ) = Xdx+ Ydy + Zdz

(wo zur Vereinfachung das System als aus einem einzigen Punkt bestehend an-
genommen wird) gilt nicht allein, wenn x, y, z Koordinaten in einem ruhenden
System bedeuten. Das Bezugssystem kann auch eine gleichférmige Translations-
bewegung in einer bestimmten Richtung ausfithren.

Es seien namlich &, %, { die Koordinaten des Punktes in bezug auf ein im Raum
festes System, das dem bewegten System Oxyz parallel ist, so daB

x=£&—at, y=n—>bt, 2=C(—ct,

wo a, b, ¢ die konstanten Geschwindigkeitskomponenten des Ursprungs O des
bewegten Systems sind. Nun ist schon bewiesen, daB

Aym(E 42+ = Xdi+ Ydy + Zd¢
oder
dym{(i 4 a)t+ G+ b)2+ @ +0)2 = X (@dx +adt) + Y (dy +bd ) + Z([dz+cd)
oder
dim(E2 492+ 2 fdm(ax+by+ci)=Xdx+Ydy+Zdz+(a X+ bY+cZ)dt.

Es ist aber
dm(ai +by +ci)=mai+by+ch)dt
=m@E4 b7+ cl)dt
= (@X+bY+c2)dt,
daher

dydm@E® 492+ %) =Xdx +Ydy + Zdz,

womit der Satz bewiesen ist.

Es sei noch bemerkt, daB man aus diesem Resultat die drei Bewegungs-
gleichungen des Punktes ableiten kann. Man setzt namlich x = & — a¢ usw. und
zieht die Energiegleichung in den Koordinaten #, ¥, z von der Energiegleichung
in den Koordinaten &, 7%, { ab.

§ 42. Reduktion eines dynamischen Problems
auf ein Problem mit weniger Freiheitsgraden mit Hilfe der
Energiegleichung.

Ein konservatives dynamisches Problem mit nur einem Freiheitsgrad
kann auf Grund der Energiegleichung durch Quadraturen allein geldst
werden. Denn ist ¢ die Koordinate, so stellt das Integral der Energie

. 0L
q s — L=~

5*
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eine Beziehung zwischen ¢ und ¢ her. Bestimmt man aus dieser Gleichung
¢ explizit als Funktion von g:

7 =1,
so ergibt weitere Integration die Losung des Problems

_ (%
¢ /f(q)+ onst.

Hat das Problem mehr als einen Freiheitsgrad, so reicht das Energie-
integral allein fiir die Lsung nicht aus. Doch kann es, wie die zu zyk-
lischen Koordinaten gehorenden Integrale, zur Reduktion des Systems
auf ein System mit weniger Freiheitsgraden benutzt werden?),

Dazu ersetzt man in der Funktion L die GréBen g,, ¢,., . .., ¢, durch
. . . d .
9193, 9193, -+ -, 91 qps WO @ = d—g—'— ist. Die resultierende Funktion werde
1

mit £2(9,,95, 95,94 91»9s> - - -, qn) bezeichnet. Durch Differentiation
der Gleichung

L(él:éﬂ: . ':qn’ qil ‘12: M "qn) = !2 (q.ll qg" 93» . '1q;n (11: f]z; v -»‘In)
folgt

AL 00 Mg, 00
) ==

0, 0 & 4o’

oL 1 ¢Q
2 i T TR 732; ,--":n))
) 99, ¢ Oq ( )

oL e

—_— = (7:1,2,3,...,”).
(3) 9g, oq,

Die Gleichungen (1) und (2) ergeben
8Q OL >y ¢, OL
(4) 641 B aql Z q.l aqr )

r=2

In dem Integral der Energie

n
. 0
Db~ L=
e Ir
ersetzt man nun ¢, durch ¢, ¢, fiir alle Werte » von 2 bis # einschlieB-

lich und berechnet aus dieser Gleichung ¢, als Funktion der .Grt'iBen
GorGas s Qps 91592 - - qn- Mit Hilfe dieses Ausdruckes fiir g, stellt

man dann die Funktion "
ZEL__?:
& 0g, 4y

als Funktion von ¢5,¢5,..., 4, ¢1,92, .-, ¢, dar. Die so erhaltene

1) Whittaker: Mess. of Math. Bd. 30. 1900.
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Funktion werde mit L’ bezeichnet. Aus Gleichung (4) ergibt si¢h dann,

00
daB L’ mit —= iibereinstimmt, nur anders ausgedruckt ist.

04,
Die Energiegleichung, die nach (4) in der Form
oQ
N aql

geschrieben werden kann, wird als Relation aufgefaBt, die ¢, implizit
als Funktion der Verédnderlichen g3, 45, . . ., g5, 41, 95, - - ., ¢, darstellt, und
nach ¢, bzw. ¢, differenziert. Dann ergibt sich

) . 022 8q, 002 . 920
"og g " o e, 00
. 0202 dg, 092 . 2R
6 = — -
© 15g 6q, — 9q, ~ M 76g, 0,
Aus der Differentiation der Gleichung
0Q
LI ==,
0g,

die als Identitdt in den Variablen ¢5,45, - .., 9%, 41,92, - - -, g, aufgefaBt
wird, folgt aber
oL’ a0 0t oq,
7 AR AR A
' oL’ a0 020 94
(8) = %

oq, 0q ‘E __ﬁ dg,’
Durch Vergleich von (5) und (7) findet man
oL’ 1 o
R, = Y= 2; 3. s 1),
aqr ql qu ( 3 )
und durch Vergleich von (6) und (8)
oL’ 1002
_— = = 1’=1,2,..., .
g, 41 9g, ( ")
Kombiniert man diese Gleichungen mit (2) und (3), so wird
oL' oL nd oL’ 1 0L
i = =g u ) = — .
oy, 0g, dq, ¢, 99,

Die Einfiihrung dieser Werte in die Lagrangeschen Bewegungs-
gleichungen ergibt das System

N LT
dt aq; AT ('_)_qr y=2, 3: ’n)
oder endlich i ( f)L') or *2

at\ag) ~ og, = r=23....m
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Diese Gleichungen kinnen aber als die Bewegungsgleichungen eines neven
dynamischen Systems angesehen werden, in dem L' das kinetische Potential
und 9y, Gy, . . ., qn die Koordinaten bedeuten, wihrend q, die Rolle der
Zeit als unabhingige Verdnderliche spielt. Im allgemeinen wird das neue
System, ebenso wie die durch Reduktion der Systeme mit zyklischen
Koordinaten erhaltenen Systeme, nicht-natiirlich sein, d. b. L’ wird
nicht nur Glieder nullten und zweiten Grades in den Geschwindigkeiten
g2,43, ..., qn enthalten. Da die Gleichungen des Systems aber die La-
grangesche Form haben, sind die meisten Sitze iiber dynamische Systeme
auch hier anwendbar. Das Energieintegral evmoglicht demmach die Reduktion
etnes gegebenen dynamischen Systems mit n Fretheitsgraden auf etn anderes
dynamisches System mit nur n — 1 Freiheitsgraden.

Im allgemeinen besitzt das neue dynamische System kein Energie-
integral, da die unabhingige Verinderliche ¢, in dem neuen kinetischen
Potential L’ explizit auftritt. Ist aber ¢, in dem urspriinglichen System
eine zyklische Koordinate, dann kommt ¢; bei keinem Schritt des vor-
stehenden Reduktionsprozesses explizit vor, also auch nicht in L’
Daraus folgt, daB in diesem Fall auch das neue System ein Integral
der Energie besitzt, nimlich

L AT’
’ OL .
E qr “éa“ — L’ = konst.

Dies kann nun seinerseits benutzt werden, um die Anzahl der Freiheits-
grade des Systems weiter zu vermindern.

Nach den vorangehenden Sitzen kann ein beliebiges konservatives
dynamisches System mit # Freiheitsgraden und » — 1 zyklischen Koordi-
naten durch Quadraturen vollstindig gelost werden. Dazu kdnnen wir
entweder so verfahren, dafl wir zunichst die Reduktion mit Hilfe der
zyklischen Koordinaten vornehmen und so zu einem System mit nur
einem Freiheitsgrad gelangen, das ein Energieintegral besitzt und des-
halb in der zu Beginn dieses Paragraphen angegebenen Weise gelGst
werden kann. Oder wir erniedrigen zunachst mit Hilfe des Energie-
integrals die Anzahl der Freiheitsgrade um 1, mit Hilfe des Energie-
integrals des neuen Systems wieder um 1 usw., bis wir endlich ein
System von einem Freiheitsgrad erhalten, dessen Losung wieder in
der angegebenen Weise gefunden werden kann.

Aufgabe. Das kinetische Potential eines dynamischen Systems sei

L= {£(g:) 47+ § 8 — v(ga) -
Man zeige, daB die Relation zwischen den Veranderlichen ¢, und ¢, durch die

Differentialgleichung d ( o L’) oL
—_— — e = 0
i dgy \ dg; 9q,
gegeben ist, wo g5 = —‘53 und L’ durch die Gleichung definiert ist
1

L= {2h — 2vy(g2) ) {#(g) + a52}}.
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Man zeige ferner, da das durch die Differentialgleichung definierte nicht-natiir-
liche System ein Energieintegral besitzt, und 16se mit seiner Hilfe das Problem
durch Quadraturen.

§ 43. Trennung der Veridnderlichen; dynamische Systeme
vom Liouvilleschen Typus.

Eine besondere Klasse durch Quadraturen losbarer dynamischer
Gleichungssysteme bilden diejenigen Systeme, deren kinetische und
potentielle Energie die spezielle Form haben

T =301(91) 41 + 322002 3 + - - - + 3valgn) 47,
V =w(q) + w,(qy) + oo walgn)

WO Uy, Vg, . -, Uy, Wy, Wy, . .., W, willkiirliche Funktionen ihrer Argumente
sind. Das kinetische Potential zerfillt dann in eine Summe von Gliedern,
deren jedes nur von einer Verinderlichen und ihrer Ableitung abhingt.

In diesem F alle werden niamlich die Lagrangeschen Gleichungen

T, {v, 9:) 4y — 300(q) §r = —wi(gy) r=1,2,...,n)
oder
Up(q7) ¢ + 302{q0) 47 = —wi(g,) (r=1,2,...,n).

Diese Gleichungen kénnen unmittelbar integriert werden und ergeben

1udg) ¢ + wilg) = ¢, (r=1,2,...,n),
WO &4, €y, - - -, C, Integrationskonstanten sind. Diese neuen Gleichungen
konnen wieder integriert werden, da die Verdnderlichen ¢, und ? ge-
trennt sind. So erhalten wir

b3
—f{26r~2w,g,)} gr + 7r (r=1,2,...,n),

WO ¥3, Vs, - - -, ¥n Integrationskonstanten sind. Die letzteren Gleichungen
stellen die Losung des Problems dar.

Eine bedeutende Erweiterung dieser Klasse dynamischer Probleme
vollzog Liouvillel); er zeigte, daB alle dynamischen Probleme, deren
kinetische und potentielle Energie auf die Form

T= %(“1(‘11 +1u5(q0) + - - - A+ (g }{”1(‘]1) ‘ﬁ + v5(q5) q% + ... algn) ‘15) >

wl(fh) + wy(q,) + + Wn(qn)
""1(91) + #y(q2) + L+ Un(qn)

gebracht werden kann, durch Quadraturen 16sbar sind.
Ersetzt man nimlich die Verdnderlichen ¢, g5, . . ., g« durch die
Verinderlichen ¢y, 43, - - ., ¢,, WO

[Vl de, =g, r=1,2,...,1)

1) Journal de Math. Bd. 14, S.257. 1849.
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ist, und 148t man dann die Akzente wieder fort, so erhilt die kinetische
bzw. potentielle Energie die Form

T—ju@+ i+ +d,
1
V= ;(wl(%) + wy(gy) + -+ - + walgn)}

mit
U = u(q1) + ty(qa) + - - - + tn(ga) -
Die Lagrangesche Gleichung fiir die Koordinate ¢, lautet

i(a_T) _oT _ v
di ~a‘?1 9q, 9q,
oder a 0 ov
. 1 0u ., .9 o OV
77 (9 — i (G+a@+...+q)= P

Mit 2#¢, multipliziert ergibt die Gleichung
d . Ou . . . ov
22 —ua. 2% 2 2N = 2yd
dt(u q%) “%aql((h-f—qg"f“--""%) 2“71 &QI
Aus dem Energieintegral folgt aber

du@+@E+ ...+ @) =h—V,

wo % konstant ist. Die Gleichung fiir die Koordinate ¢, kann daher in
_der Form geschrieben werden

.9
=241 5 {huy(gy) — wy(g))}

d
=2 i {huy(q,) — wi(q0)} -
Durch Integration folgt
Yutql = hu,(q)) — wi(g)) + 71,

wo 7, eine Integrationskonstante ist. Entsprechende Gleichungen er-
halten wir fiir alle Koordinaten ¢,,¢,,...,¢s. Die zugehorigen
Konstanten y4, 75, . . ., Y» miissen auf Grund des Energlelntegrals des
Systems der Bedingung y; 4+ 75+ ... + 7» = 0 geniigen.

Die Gleichungen ergeben

{huy(qy) — wy(qy) + 71)y " Hd gy = {huy(qs) — wo(qy) + vo) Hdgy =
= <h“n(qn) - wn(qn) + }’n}_*d%n .
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Dieses System von Gleichungen, die sich durch Trennung der Ver-
inderlichen unmittelbar integrieren lassen, gibt die Losung des Problems.

Far weitere Untersuchungen {iber diesen Gegenstand sei verwiesen auf
Hadamard: Bull. des Sc. Math. Bd. 35, S.106. 1911; und Burgatti: Rom. Acc.
L. Rend. (5) Bd. 20, S.108. 1911.

Ubungsaufgaben.

1. Auf einen Punkt einer Ebene mit den Koordinaten x, ¥ und der Masse m
wirke eine Kraft, deren Komponenten X, Y die Zeit ¢ nicht enthalten. Man zeige,
daB durch Elimination von ¢ aus der Differentialgleichung die Losung des Problems
abhingig wird von der Losung der Differentialgleichung dritter Ordnung

dy
d Y——X‘—i; 2X =0
dx a2y -
ax?

2. Ein System freier Massenpunkte sei in Bewegung. Ihre potentielle Energie,
die allein von ihren Lagenkoordinaten abhingt, bleibe ungeandert, wenn das System
in beliebiger Konfiguration eine Translation um eine beliebige Strecke in beliebiger
Richtung wie ein starrer Korper ausfithrt. Welche Integrale der Bewegung kann
man sofort hinschreiben?

3. In einem dynamischen System mit zwei Freiheitsgraden sei die kinetische
Energie

ro_ Bt
2(@+bgy) 2 77
die .potentielle Energie
V=c+dg,,

wo a, b, ¢, d Konstanten sind. Man zeige, daB g, als Funktion der Zeit durch eine
Gleichung der Gestalt
(g2 —R) (g2 + 2 B)2 = h (¢ — 2y

gegeben ist, wo %, k, ¢, Konstanten sind.
4. Das kinetische Potential eines dynamischen Systems ist

1.
L=l g~ @it 2g+ca,,
: .

ag,+0b
wo a, b, ¢ gegebene Konstanten sind. Man zeige, da8 g, als Funktion von ¢ durch
die Gleichung s = plt 4+ )

gegeben ist, wo ¢ eine willkiirliche Konstante und p die WeierstraBsche elliptische
Funktion ist.

5. Man beweise, daB in einem System mit zyklischen Koordinaten die kine-
tische Energie die Summe einer quadratischen Funktion 77 der Geschwindigkeiten
der nicht-zyklischen Koordinaten und einer quadratischen Funktion K der zu den
zyklischen Koordinaten gehérenden ImpulsgroBen ist.

Im Falle dreier Koordinaten x, ¥, ¢, von denen ¢ zyklisch ist, bestimme man
die Bewegungsgleichungen vom Typ

d (0T’ 0T’ 0K  dv (O [Op g [Op
)~ wrataria (&) -5 (@)=
Darin bedeutet V' die potentielle Energie, K die zyklische ImpulsgréBe; die Diffe-
rentialquotienten von ¢ nach # und ¥ sind aus der linearen Gleichung berechnet,
durch die K als Funktion von #, ¥, ¢ dargestelit wird. (Camb. Math. Tripos, 1904.)
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6. Das kinetische Potential eines dynamischen Systems von zwei Freiheits-
graden ist a2
H . .
L= -+ ad+Pd.
92

Man zeige unter Benutzung des Energieintegrals, daBl die Losung von der Lésung
des Problems mit dem kinetischen Potential

’” b
17— ( & 12)
492 o
abhangt. Mit Hilfe des Energieintegrals dieses letzteren Systems zeige man weiter,

daB zwischen ¢, und ¢, die Beziechung
cqp=plg+ e — j(2cP—1)
besteht, wo ¢ und ¢ Integrationskonstanten sind und g die WecierstraBsche ellip-

tische Funktion bedeutet.
7. Die kinetische Energie eines dynamischen Systems sei

=31+ a@ i+,
1
V= .
4+ a3
Man zeige (mit Hilfe des Satzes von Liouville oder auf andere Weise), daB
zwischen ¢, und ¢, die Beziehung

die potentielle Energie

a?q} + b2g; + 2ab g, g, cosy = sin’y
besteht, wo a, b, y Integrationskonstanten sind.
8. Die kinetische Energie eines Massenpunktes mit den rechtwinkligen Ko-
ordinaten x, v ist §(#2 4 y?), die potentielle Encrgie

A A’ B B’
—;2—-)—3’—2—}——7—--}—7—{—(:(%2%-)/2),

wo A, A’, B, B', C Konstanten sind und 7, ' die Abstinde des Punktes (x, y)
von den Punkten (¢, 0) und (— ¢, 0) bedeuten, wo ¢ konstant ist. Man zeige durch
Einfithrung der neuen Veranderlichen §(# 4 #’) und §(» —#'), daB das System
vom Lijouvilleschen Typus ist, und gebe seine Losung an.

9. Die Beobachtung, daB eine Katze immer auf ihre FuBe fallt, gab AnlaB
zu dem folgenden Problem:

Ein System, dessen momentaner Zustand durch die Lage und Geschwindig-
keit jedes Elements bestimmt ist, habe urspriinglich keine Geschwindigkeit gegen
den freien Raum im Vakuum. Kann es in einem spiteren Zeitpunkt seine urspring-
liche Konfiguration wiedererlangen, aber mit anderer Orientierung gegen den
Raum? Man zeige, daB die Frage zu bejahen ist fiir ein nicht konservatives System
oder fiir ein System, dessen Krifte von einem nicht einwertigen Potential abgeleitet
sind, daB sie aber zu verneinen ist fiir konservative Systeme mit einem einwertigen
Potential. (Vgl. Painlevé: Comptes Rendus Bd. 139, S. 1170. 1904.



Viertes Kapitel.
Die 16sbaren Probleme der Punktdynamik.

§ 44. Der Massenpunkt mit einem Freiheitsgrad; das Pendel.

Als Beispiel fiir die in den voraufgehenden Kapiteln behandelten
Methoden diskutieren wir die Fille der Bewegung eines einzelnen Massen-
punktes, die eine Losung durch Quadraturen gestatten.

Wir betrachten zunichst die Bewegung eines Punktes der Masse m,
der sich reibungslos auf einer ruhenden Raumkurve unter Einwirkung
von Kriften bewegt, die nur von seiner Lage auf der Kurve abhiingen.

Der Punkt sei zur Zeit £ um ein Bogenstiick s dieser Kurve von
einem darauf willkirlich gewihlten festen Punkt entfernt. Die Tangen-
tialkomponente der duBeren Kraft sei f(s).

Die kinetische Energie des Punktes ist

$ms?,
die potentielle Energie offenbar

—[ 1) s,

wo s, eine Konstante ist. Die Energiegleichung lautet daher

Ims*={f(s)ds+c,

wo ¢ cine Konstante ist.
Die Integration dieser Gleichung ergibt

t:(—’;—)é/f{f/‘(s)ds.—k c}_%ds—{— l,

S 8o
wo [ eine zweite Integrationskonstante ist. Diese Gleichung stellt die
Losung des Problems dar, da sie eine Beziehung zwischen s und ¢ mit
zwei Integrationskonstanten ist. .

Die Konstanten ¢ und ! konnen mit Hilfe der Anfangsbedingungen
der Bewegung des Punktes physikalisch gedeutet werden. Denn bewegt
sich der Punkt zur Zeit ¢ = #, aus dem Punkt s = s, mit der Geschwindig-
keit #, so findet man durch Einsetzen dieser Werte in die Energieglei-

chung c— ymu
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und durch Einsetzen derselben Werte in die letzte Gleichung zwischen
s und ¢:
I=4,.

Das berithmteste Problem von diesem Typusist das des mathematischen
Pendels. Hier hat die Kurve die Gestalt eines Kreises vom Radius @ in
einer senkrechten Ebene, und die einzige duBere Kraft, die an dem Punkt
angreift, ist die Schwerel). Bezeichnet ¥ den Winkel des abwiirts gerich-
teten Lotes mit dem Radiusvektor aus dem Kreiszentrum nach dem
Massenpunkt, so ist

s=a?¥ und f(s) =—mgsind,
daher die Energiegleichung
a2 = 2gcos 9 + konst. = — 4 gsin? 39 + konst.

a9

Im niedrigsten Punkt des Kreises moge den Wert 4 haben.

Dann kann man die letzte Gleichung in der Form schreiben
@29 =2gh —4gasin?}d.

Fiir sin $4% =1y geht sie iiber in
2= B a2 (ﬁ,__ 2)
==, )

Nun gibt es zwei verschiedene Typen von Pendelbewegungen,
ndmlich die ,,Oszillationen®, bei denen der Massenpunkt um den tiefsten
Punkt des Kreises hin- und herschwingt, und die ,,Kreisbewegung®,
bei der die Geschwindigkeit des Punktes so groB ist, daB sie ihn iiber den
hichsten Punkt der Bahnkurve hiniibertrigt, so daB er den Kreis in
demselben Sinne wieder und wieder beschreibt. Wir behandeln diese
Fille getrennt.

1. Bei der oszillatorischen Bewegung kommt der Punkt zur Ruhe,
bevor er den héchsten Punkt des Kreises erreicht hat; y verschwindet

L h . .
daher fiir einen Wert y<<1. Also muB 5;<1 sein. Setzen wir

h=2ak?,

wo % eine neue positive Konstante und kleiner als eins ist, so wird die
Gleichung

2 gkz< _ 2y_2>( _Q'i)

v 4 1—k 2 1 )

1) Bei einem wirklichen Pendel wird die Kurve durch eine starre Stange
ersetzt, die den Punkt mit dem Kreiszentrum verbindet und dem gleichen Zweck
dient, den Punkt auf einer Kreisbahn zu halten. — Der Isochronismus kleiner
Pendelschwingungen wurde von Galilei 1632 entdeckt; die Formeln fiir die Periode
gab Huygens 1673. Schwingungen endlicher Amplitude untersuchte zuerst Euler

(1736).
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v=Fksn {V%(t — 1), k} )

wo £, eine willkiirliche Konstante ist.

Diese Gleichung stellt die Losung des Pendelproblems fiir die
Oszillationen dar. Die beiden willkiirlichen Konstanten der L&sung
sind {, und k; sie miissen aus den Anfangsbedingungen bestimmt
werden. Aus den bekannten Eigenschaften der elliptischen Funktion sn
ergibt sich, daB die Bewegung periodisch ist. Thre Periode, d. h. die
Zeit zwischen zwei aufeinander folgenden gleichsinnigen Pendeldurch-

Ibre Losung ist?)

gangen durch denselben Punkt, hat die GroBe 4V£K , WO
g
1
K=[(1 -1 —ke)-tde.
0
2. Bei der Kreisbewegung des Pendels ist £ > 2a. Setzen wir
also 2a = hk?, so ist & << 1.
Die Differentialgleichung wird dann

vt =L =y (1 — ).

y:mwgiaé_

Ihre Losung ist

Die darin auftretenden beiden Konstanten #, und %k miissen aus den
Anfangsbedingungen bestimmt werden.

3. Endlich mége 2 = 2 a sein, so daB der Massenpunkt gerade den
hochsten Punkt des Kreises erreicht. Dann lautet die Gleichung

g2 =L —yy

oder ~
s B — a2
y%laﬂ ¥ .

y—z /£ e —u).

Appell2) hat bemerkt, daB man mit Hilfe des Satzes aus § 34 einen Einblick
in die Bedeutung der imaginiren Periode der elliptischen Funktionen bekommt,
die in der Losung des Pendelproblems auftreten. Denn fiir einen Punkt, der ohne
Anfangsgeschwindigkeit in einem Kreispunkt in der Hohe 2 tiber dem tiefsten
Punkt des Kreises losgelassen wird, ist die Bewegung gegeben durch

y=ksn{l/—;?a(l-—to),k}. wo kzziéa—'.

1) Vgl.” Whittaker and Watson: Modern Analysis § 22, 11.
2) Comptes Rendus Bd.87. 1878.

Thre Losung ist
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Wiirde die Schwere senkrecht aufwirts wirken, so wire, bei sonst gleichen
Anfangsbedingungen, nach § 34 die zugehorige Bewegung gegeben durch

y;ksn{z’V% (z — 7q), k}.

Diese Bewegung hat aber die gleiche Periode wie eine Bewegung aus der Héhe
2a — h bei abwirts gerichteter Schwere. Diese letztere ist gegeben durch

y:k’sn{]/—g—(r—zo),k’}, wo K =1— k2,

Sie hat die reelle Periode 4]/ % K’, Daher muB die Funktion

sn{ﬁl/% (v — 7o), k}

die Periode 4 l/ %-K’ haben, die Funktion sn («, %) also die Periode 47 K’. Die

doppelte Periodizitat der elliptischen Funktionen ist damit awns dynamischen
Betrachtungen hergeleitet.

Aufgabe. Ein Punkt der Masse 1 bewegt sich auf einer Epizykloide, die ein
Punkt der Peripherie eines Kreises vom Radius b beschreibt, der auf einem festen
Kreise vom Radius a rollt. Auf den Punkt wirkt eine abstoB8ende Kraft #7 aus
dem Zentrum des festen Kreises, wo » den Abstand vom Zentrum bedeutet. Man
zeige, daB die Bewegung periodisch ist und die Periode

(a + 25)% — a2}
27—
{ nat }
hat. (Dies Resultat erhdlt man am einfachsten, wenn man die Gleichung der
Epizykloide in der Form

22
(@428 — 2= azs

@ 2o —a

nimmt, wo der Bogen s vom Scheitel der Epizykloide aus gerechnet ist.)

§ 45. Bewegung eines Punktes auf einer bewegten Kurve.

Wir behandeln nun einige Fille der reibungslosen Bewegung eines
Massenpunktes auf einer gegebenen Raumkurve, die selbst erzwungene
Bewegungen ausfiihrt.

. Gleichférmig rotierende Kurve.

Wir setzen zunichst voraus, daB die Kurve mit gleichformiger
Geschwindigkeit um eine im Raume feste Achse rotiert. Ohne Be-
schrinkung der Allgemeinheit konnen wir dem Punkt die Masse eins
beilegen.

Uberdies setzen wir voraus, daB das Feld der #uBeren auf den
Punkt wirkenden Kraft aus einem Potential abgeleitet werden kann,
das in bezug auf die feste Achse symmetrisch ist, sich also als Funktion
der Zylinderkoordinaten z und 7 darstellen 148t, wo z parallel zu der
festen Achse gemessen wird und 7 den Abstand von der Achse bedeutet.
Fiir einen Punkt der Kurve kann die potentielle Energie daher als
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Funktion des Bogens s ausgedriickt werden. Wir bezeichnen sie mit ¥ (s)
und schreiben die Gleichung der Kurve in der Form

r =g(s).

Nach § 29 ist die Bewegung des Punktes die gleiche, als wire die
erzwungene Winkelgeschwindigkeit w Null, wihrend die potentielle
Energie ein Zusatzglied —% #2 w? erhielte. Daher konnen wir die Energie-
gleichung angeben:

152 — o {g(s)2 + V(s) =
wo ¢ eine Konstante ist.
Thre Integration ergibt

8
t=[[2¢+ 0®{g(s)}* — 2V(s)]-¥d s + konst.
Diese Relation zwischen £ und s stellt die Lésung des Problems dar.

Aufgabe 1. Die rotierende Kurve sei eben, und der Punkt durchlaufe sie mit
konstanter Geschwindigkeit, wenn die Rotationsachse senkrecht und in der Ebene
der Kurve gelegen ist und das Kraftfeld nur von der Schwere herrithrt. Man
zeige, dal die Kurve dann die Gestalt einer nach oben getffneten Parabel mit
senkrechter Achse hat.

Aufgabe 2. Ein Massenpunkt bewegt sich unter dem EinfluB der Schwere
anf einem Kreis vom Radius a, der gleichférmig um eine senkrechte Achse rotiert,
die gegen die Ebene des Kreises um den Winkel & geneigt ist. & sei die in Winkel-
mafl gemessene Entfernung des Massenpunktes von dem tiefsten Punkt des Kreises.

Man zeige, daB
1 a w? cosx / é_cos_zx
cosd 6g T {] 2a t°)}

ist, wo p mit den Wurzeln

gebildet und ¢, eine Konstante ist.

2. Die Kurve bewegt sich mit konstanter Beschleunigung
in einer festen Richtung.

Wir betrachten nun die Bewegung eines Punktes auf einer Geraden,
die gegen die Wagerechte um den Winkel & geneigt und gezwungen ist,
sich der durch sie gelegten senkrechten Ebene mit konstanter wage-
rechter Beschleunigung f zu bewegen.

Nehmen wir die x-Achse wagerecht, die y-Achse senkiecht aufwirts
gerichtet und den Nullpunkt in der Anfangslage des Massenpunktes
an, so ist die kinetische Energie

T=3}@E+5%,
x=yctga + [,
=%(yctg<x+ft)2+ 3y

mit

also

—

-+ yfictga + ——/‘215z

si n2
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Die potentielle Energie ist v

=gy.
Die Bewegungsgleichung
a(or)__ov
dt \oy] oy
ergibt daher i -
dt (Slnz *+ftctga«> = —-g

oder § = (—g— fctga)sinx .

Die Integration unter der Annahme, daB der Punkt urspriinglich
in Ruhe ist, ergibt
y =4 (—gsina — fcosa)sin

und daher x=}#(—gcosa - fsina)sin« .

Diese Gleichungen stellen die Lésung des Problems dar. Das System
enthilt die Zeit explizit; daher existiert kein Integral der Energie.

§ 46. Bewegung zweier freier Massenpunkte unter gegen-
seitiger Einwirkung.

Als nichstes Problem untersuchen wir die Bewegung zweier im
Raum frei beweglicher Punkte der Massen m,, m, unter dem EinfluB
gegenseitiger Anziehung oder AbstoBung, die in der Richtung der Ver-
bindungsgeraden wirken und von dem gegenseitigen Abstand der Punkte
abhingen soll.

Das System hat sechs Freiheitsgrade, da die drei rechtwinkligen
Koordinaten jedes Punktes beliebige Werte annehmen kénnen. Als
Lagenkoordinaten des Systems wihlen wir daher die Koordinaten
X, Y, Z des Schwerpunkts der beiden Punkte, bezogen auf ein beliebiges
festes Achsensystem, und die Koordinaten %, ¥, z des Punktes m, in
bezug auf bewegte Achsen, deren Nullpunkt in m; liegt und deren Achsen
den festen Achsen parallel sind.

Die Koordinaten von #, und m, in bezug auf die festen Achsen sind

My % My y My 2

x— Mt oy MY g ThE

Wy = My my + my ' my -+ my

1% My y ™My 2

+-~—-——. Y4 ——, Z+—".

Wy + My my + my my + m,

Daher ist die kinetische Energie des Systems

. 2 . \2 7 s 2
T:iml(X_ mx )+1ml( _ ™y )+_ (_ Mgt
2 my + iy 2 my - i, ml—}—m2
1 : 21 - myy \2 .1 myz \?
o 2T b 2 T )
+2m2< +m1+m2 T3 +m1+m2 T ml—l—m2
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oder
T= %(m1 + my) (X2 + V2 4 22) +% T M

2 2 52
ml—l-mz(x + 4% + 2%).

Die potentielle Energie des Systems hiangt allein von der gegenseitigen
Lage der Massenpunkte ab, kann also als Funktion von x, y, z dargestellt
werden. Sie werde mit V(x, v, z) bezeichnet.

Die Lagrangeschen Bewegungsgleichungen des Systems sind

X=0, Y =0, Z=0,

M OV mm _ V mm OV
my+my Ox ’ m1+m2y_ dy * my+my” 6z

Die drei ersten Gleichungen besagen, daf der Schwerpunkt sich gleich-
formig geradlinig bewegt. Aus den drei itbrigen Gleichungen ergibt sich,
daf my sich so gegen m, bewegt, als ob m, fest wire und my mit einer Kraft
M ¥ My V abgeleitet isth).

1

Aufgabe. Bewegen sich zwei Punkte frei im Raum nach irgend einem Gesetz
gegenseitiger Anziehung, so schneiden die Tangenten an ihre Bahnkurven eine
beliebige feste Ebene in zwei Punkten, deren Verbindungslinie durch einen festen
Punkt geht. (Mehmke.)

anzdge, die von der potentiellen Energie

§ 47. Allgemeiner Fall der Zentralkrdfte. Der Satz von
Hamilton.

Nach dem vorigen Paragraphen 148t sich die gegenseitige Einwir-
kung zweier freier Massenpunkte aufeinander auf die Anziehung oder
AbstoBung eines einzelnen freien Massenpunktes von einem festen
Zentrum zuriickfithren. Dies ist das bekannte Problem der Zentralkrifte.
Es bedeutet offenbar keine Beschrankung der Allgemeinheit, wenn wir
dem Punkt die Einheit der Masse beilegen.

Wird der Punkt zu Anfang in beliebiger Weise fortgeschleudert,
so bleibt er immer in der Ebene durch das Kraftzentrum und die Rich-
tung, in der er fortgeschleudert wurde. Denn zu keiner Zeit wirkt eine
Kraft auf ihn, die ihn aus dieser Ebene hinaustreiben kénnte. Daher
1aBt sich die Lage des Punktes durch Polarkoordinaten », ¥ in dieser
‘Ebene festlegen, in der das Kraftzentrum zum Nullpunkt gemacht wird.
Es sei P die auf das Zentrum der Kraft gerichtete Beschleunigung.
Vorliufig braucht P nicht notwendig eine Funktion von 7 allein zu sein.

Die kinetische Energie des Punktes ist T = }(#2 4 729%), die
Arbeit der Kraft bei einer infinitesimalen Verriickung (67, 0 ¥) ist

—Pdr.

1) Newton: Principia Buch I, Abschnitt 11.

Whittaker, Dynamik. 6
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Dabher sind die Lagrangeschen Bewegungsgleichungen des Punktes

;——1'192:-P,
a .

L ed=o0.

dt(rﬁ) 0

Die Integration der zweiten Gleichung ergibt
i =h R
wo 4 konstant ist. Dies Integral entspricht der zyklischen Koordinate ¢
und kann physikalisch als das Integral des Moments der BewegungsgrioBe
um das Kraftzentrum gedeutet werden.
Um die Differentialgleichung der Bahnkurve zu bestimmen, elimi-
nieren wir d¢ aus der ersten Gleichung mit Hilfe der Relation
d _h d
it = 7 dd’
So erhalten wir die Gleichung

ﬁi(ﬁﬂ) 2 _ 5
’ 72 d) \2 dd 73
oder fiir u = —;
7 d?u P
a0 T e

Dies ist die Differentialgleichung der Bahnkurve?) in Polarkoordi-
naten. Thre Integration ergibt neben /% zwei neue willkiirliche Konstanten.
Eine vierte tritt auf bei der Bestimmung von ¢ aus der Gleichung

t= %frzdﬁ -+ konst.

Oft wird auch die Differentialgleichung der Bahnkurve in 7-p-
Koordinaten benutzt. (p bezeichnet den Abstand des Kraftzentrums
von der Tangente an die Bahnkurve.) Man erhilt sie unmittelbar mit
Hilfe des Satzes von Siacci (§ 18). Da das dort eingefiihrte % hier konstant

ist, folgt sofort ey
— p,
oder i; Qd
_ 1 ap
P= ar

Dies ist die Differentialgleichung der Bahnkurve.

Da » = vp ist, wo v die Bahngeschwindigkeit bedeutet, so folgt aus dieser
Gleichung S P et
¥
1) Im wesentlichen findet sie sich in Newton: Principia Buch I, §§2 und 3
und in Clairaut: Théorie de la Lune 1765. In der obigen Form ist sie in Whewell:
Dynamics 1823, enthalten.
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oder v? =4} Pq,
wo ¢ die durch das Kraftzentrum gehende Sehne des Krimmungskreises der Bahn-
kurve ist.

Man fragt hiaufig nach dem Krafigesetz, unter dessen Einflufi ein
Massenpunkt eine vorgeschricbene Bahn durchlduff. Es ist unmittelbar
bestimmt durch die Gleichung

' dzu)
= h2u? -
P = hu (u —+ 79%)
wenn die Gleichung der Bahnkurve in Polarkoordinaten gegeben ist.
Ist sie dagegen in #-p-Koordinaten gegeben, so ist die Kraft bestimmt
durch B dp
opddr’
Ist die Gleichung der Kurve in rechtwinkligen Koordinaten gegeben,
so verfahren wir folgendermafen:
Das Kraftzentrum sei der Ursprung und f(x, ¥) = 0 die Gleichung
der gegebenen Kurve. Das Integral des Moments der Bewegungsgrof3e ist

xy—yx=h.
Differentiation der Kurvengleichung ergibt
. . 0
fox—fyy =0, WO f’:a_i'

Mit Hilfe dieser beiden Gleichungen erhalten wir

- —h]'_y__ c k.
x_xfx’l‘yfy, Y xfz+yfy.

Eine zweite Differentiation ergibt

F=i o +y§;‘
_ Ry ,ﬂ( hfy )_ ht, 4@( Rf, )
xfz+y/y 0x xfz+yfy ~xfx+yfy ay xfa:"‘l'yfy '

Fithrt man die Differentiationen aus, so folgt
7= hx (_" f;fzz + zfzfyfzy - féfyy)
(xfe + y1y)? '

Daraus ergibt sich aber die gesuchte Kraft P; denn es ist ¥ = — Pux/r,
Daher haben wir :

p— hzr(fygfxx — 2fxfyfzy + fﬁfw)
wfot 1) '

Diese Gleichung gibt die gesuchte Zentralkraft.

6*
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Der wichtigste Sonderfall ist der, daB die vorgeschriebene Bahn-
kurve ein Kegelschnitt ist:
2f(x,y) =ax?+2hxy+by2+2gx+2fy+c=0.
Dann hat der Ausdruck .
f:cxf;z - Zfa:yf:vfy + fyyf;z
fir die Punkte des Kegelschnittes den konstanten Wert
—{abc+2fgh—af*—bg®*— ch?,

wahrend die GroBe of of
x % +y a_y
den Wert —(gx+fy+o

hat, also ein konstantes Vielfaches der Senkrechten aus dem Punkt (x, ¥)
auf die Polare des Nullpunkts in bezug auf den Kegelschnitt ist. Fiir die
Zentralkraft, unter deren Einwirkung ein gegebener Kegelschnitt durch-
laufen wird, erhalten wir so den folgenden von Hamilton 1) herriihrenden
eleganten Ausdruck: Die Kraft auf den Massenpunkt in der Lage (%, v)
ist direkt proportional dem Radius aus dem Kraftzentrum nach dem Punkt
(x, v), umgekehrt proportional der dritien Potenz der Senkrechten aus (x, v)
auf die Polare des Kraftzentrums.

Die beiden folgenden Sitze, deren Beweis dem Leser iiberlassen sei, kénnen
zusammen als die Umkehrung des Satzes von Hamilton betrachtet werden.

1. Bewegt sich ein Punkt unter der Wirkung einer Kraft, die auf einen festen
Punkt hin gerichtet und dem Abstand von dem festen Punkt direkt, der dritten
Potenz des Abstandes von einer gegebenen Geraden umgekehrt proportional ist,
so ist die Bahnkurve ein Kegelschuitt.

2. Bewegt sich ein Punkt unter der Wirkung einer auf den Nullpunkt hin
gerichteten Kraft von der Grole

p oyt a4 28xy +yy%)7E,
wo #, y rechtwinklige Koordinaten und u, &, f, » Konstanten sind, so sind die
Bahnkurven Kegelschnitte, die die Geraden
berithren. axt+ 285y +yy?=0

Darboux (Compites Rendus Bd. 84, S.936) hat gezeigt, daB diese beiden
Kraftgesetze die einzigen sind, fiir die die Bahnen immer Kegelschnitte sind, wenn
die Kraft nur von der Lage der Punkte abhingt. Suchar (Nouv. Ann. Bd. 6, S. 532)
hat andere Kraftgesetze gefunden, in die die Geschwindigkeitskomponenten des
Punktes eingehen.

Aufgabe 1. Ein Kegelschnitt werde unter der Einwirkung der durch den

Hamiltonschen Satz gegebenen Kraft f;—: beschrieben. Man zeige, da8 die Um-
2n

laufszeit ~— pO% ist, wo p, die Senkrechte aus dem Mittelpunkt des Kegelschnitts
"

auf die Polare des Kraftzentrums bedeutet. (Glaisher.)
Aufgabe 2. Man zeige, daB ein Punkt bei passend gewdhlter Anfangs-
geschwindigkeit unter der Einwirkung der Kraft
wr
A2+ 2Hzy + By  + 1)°
1)y Proc. Roy. Irish Acad. 1846.
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einen Kegelschnitt durchliuft, dessen Asymptoten den Geraden

Ax*4+2Hxy-+ By2=0
parallel sind. (Glaisher.)

§ 48. Durch Quadraturen l6sbare Falle
von Zentralbewegung ; Integration mit Kreisfunktionen und
elliptischen Funktionen.

‘Der wichtigste Fall der Zentralbewegung ist der, in dem die Grofie
der Zentralkraft allein von dem Abstand 7 abhéingt. Bezeichnet f(r) die
Kraft, so lautet die Differentialgleichung der Bahn

Pu fr)
a2 tH= h2u?’

Thre Integration ergibt

(e~ wrer—s,

wo ¢ eine Konstante ist. Durch nochmalige Integration findet man die
Gleichung der Bahnkurve in Polarkoordinaten:

T

2 ] 1 )-tdy
P = {C—ﬁ[f(y)df'—?z*} 72-.

Ist mit Hilfe dieser Gleichung # als Funktion von # bestimmt, so ergibt
sich die Zeit durch das Integral

P
f = ;;L—_/‘rgdﬁ -+ konst.

Das Problem der Zentralbewegung ist also stets durch Quadraturen
losbar, wenn die Kraft von dem Abstand allein abhingt.

Aufgabe. Man zeige, daB3 die Differentialgleichungen der Bewegung eines
Massenpunktes P stets durch Quadratur lsbar sind, wenn die Zentralkraft F
die Form hat

_ )

T at + b))’
wo @ eine Funktion von ¥ allein ist, wahrend a und b willkiirliche Konstanten
sind. (Armellini.)

Wir nehmen nun speziell an, da die Zentralkraft einer positiven
oder negativen ganzen Potenz der Entfernung, etwa der #'*", propor-
tional ist, und untersuchen die Fille, in denen die Quadraturen mit Hilfe
bekannter Funktionen ausfithrbar sind.

Dazu stellen wir zunichst die Probleme auf, die mit Kreisfunktionen
geldst werden kénnen. Das obige Integral zur Bestimmung von ¥ 1aBt
sich in der Form schreiben

& = [(a+bu? + cu ")t du,
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wo a, b, ¢ Konstanten sind, ausgenommen den Fall # = —1, wo ein
Logarithmus an die Stelle von #~"~1 tritt. Soll das Problem durch
Kreisfunktionen Iésbar sein, so darf das Polynom unter der Wurzel des
Integranden hochstens den Grad 2 haben. Aus dieser Bedingung folgt:

—n—1=0,1,2,
also
n=—1,—2,—3.

Der Fall # == —1 ist jedoch auf Grund des oben Bemerkten, aus-
zuschlieBen. Dagegen ist der Fall # =1 mit aufzunehmen, da der
Radikand durch Einfithrung von #2? als neuer Verdnderlicher in eine
quadratische Form iibergefithrt werden kann.

Sodann bestimmen wir die Fille, in denen die Integration mit
Hilfe elliptischer Funktionen?) ausfithrbar ist. Dazu muB das Polynom
unter der Wurzel des Integranden vom dritten oder vierten Grade?)
in der Integrationsvariablen sein. Diese Bedingung ist aber erfiillt fiir

#n =0, — 4, — 5, wenn # als unabhingige Verinderliche genommen wird,
n=3, 5, —7,wenn %?alsunabhingige Verinderliche genommen wird.

Das Problem der Zeniralbewegung, deren Kraft der n*™ Potenz des
Abstandes proportional ist, kann also mit Hilfe von Kreisfunktionen oder
elliptischen Funktionen integriert werden in den Fillen:

n=5:3:1:07_2ﬁ_3)—4;—51_7-

Aufgabe.. Man zeige, daB das Problem durch elliptische Funktionen geldst
werden kann, wenn n die Werte

hat. n=—4% =% =4 =5 —3
Den allgemeinen Fall gebrochener Werte von #» diskutierte Nobile: Giornale
di Mat. Bd. 46, S.313. 1908.
Die Probleme, die mit Krelsfunktlonen integriert werden konnen,
die also den Werten n—=1, — 2, — 3 entsprechen, sind von besonderem

Interesse. Der Fall # = —2 wird im néchsten Paragraphen behandelt.
Fir # =1 und # = —3 kann man folgendermaBen vorgehen:
1. n =1.
Die anziehende Kraft ist
fn=ur,

also wird die Gleichung der Bahnkurve

3
——/( —————u2) du
1 o -
=‘5/(¢”—ﬁ—”2) @,

1) Diese Fille sind zuerst untersucht von Legendre: Théories des Fonctions
Elliptiques 1825; dann von J. F. Stader: Jowrn. f. Math. Bd. 46, S.262. 1853.
2) Whittaker and Watson: Modern Analysis § 22, 7
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wo #2 = v ist, also

0=l -5 b2l

oder
¢
v — ——
) 2
2 (¢ — y) = arccos -
& u )
4

wo y eine Integrationskonstante ist, oder

2 3
-:5: -;— + (—Z: — %)cos(zﬂ—zy).
Dies ist die Mittelpunktsgleichung einer Ellipse (wenn u > 0) oder einer
Hyperbel (wenn u << 0). Die Bahnen sind mithin Kegelschnitte, deren
Mittelpunkt tm Kraftzenirum liegt?).

2. = —3.

Die Zentralkraft ist

=5,

also wird die Gleichung der Bahnkurve

u ] _1
M -
'0:—/{0%—(;&——1)#] du.
Ihre Integration ergibt
u=2Acos(kd+¢, wo k2=1~i wenn  u<<h?,

u=ACoj (k¥ +¢, wo k2:ﬁ—1, wenn  u> A%,

u=A79 4 ¢, wenn  u=h?,

wo 4 und ¢ in allen drei Gleichungen Integrationskonstanten bedeuten.
Diese Kurven werden zuweilen als Cotessche Spiralen bezeichnet. Die
letzte ist die reziproke Spirale2).
Im Zusammenhang mit den Kriften, die der dritten Potenz des Abstandes
umgekehrt proportional sind, mag noch folgendes bemerkt werden: Sei
r =)
die Bahn bei der Einwirkung einer auf den Ursprung hin gerichteten Zentral-
kraft P(r), dann kann die Bahnkurve
r =1k D),

1) Newton fand, daB, wenn eine nach einem festen Punkt gerichtete Kraft
einen Korper auf einer Ellipse um diesen Punkt als Mittelpunkt fithrt, die Kraft
dem Abstand proportional ist. Principia Buch I, § 2, Prop. X.

2) Newton: Principia Buch I, § 2, Prop. IX; R. Cotes: Harmonia Mensu-
rarum S.31, 98.
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wo % eine beliebige Konstante ist, unter dem EinfluB einer Zentralkraft P(r) :—3
beschrieben werden,v wo ¢ eine Konstante ist. Dabel ist das Zeitintervall, in dem
der Radiusvektor aus dem Kraftzentrum nach dem Massenpunkt von dem Wert
7, zu dem Wert #, ibergeht, fiir beide Bahnen gleich gro8.
Denn es ist, wenn gestrichene Buchstaben sich auf die zweite Bahnkurve
beziehen, dPu
(o £2)
u?lu - 7078
K2 dtu
=Wt
’2

2
=W 4 s (P — B,

Wiahlen wir daher die neue Konstante 4 des Moments der BewegungsgroBe so,
daB A’ = hk wird (diese Gleichung beweist die oben behauptete Gleichheit der
Zeitintervalle, denn sie 148t sich in der Form schreiben: d#//y’2 = d¢/r?), so ist

204 _ p2
P h2(1 — &%)

P =
,3

B

womit der Satz bewiesen ist. Man nennt ihn zuweilen Newfons Satz von den
rotievenden Bahnen.

Die Formen der Zentralbewegung, die zu
=530 —4 —5 —7

gehoren, fithren, wie wir sahen, auf elliptische Integrale. Kehren wir
die Integrale um, so erhalten wir die Losung in elliptischen Funktionen.
Als Beispiel behandeln wir den Fall # = —5.

Es sei uu5 die auf das Zentrum der Anziehung hin gerichtete Kraft.
Wir setzen voraus, daB dem Massenpunkt eine geringere Anfangs-
geschwindigkeit erteilt wird, als er haben wiirde, wenn er aus dem Unend-
lichen bis zum Anfangspunkt der Bewegung fallen wiirde, so daB seine
Gesamtenergie R .
— — 292 L
27T
negativ ist. Wir bezeichnen sie mit — 3.

Die Energiegleichung

i'2+72192—»2%+7=0
und die Gleichung .
o =h
ergeben zusammen
(ﬂy=“l”-ﬂ+ﬁa
ad h* 2 h?

Fithrt man durch die Gleichung

& (%)%;(‘Qigf
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die neue Verinderliche ¢ an Stelle von # ein, so geht die Differential-
gleichung iiber in

(G5 sl 3)le-§-5-20)

Die Wurzeln der quadratischen Gleichung

sind reell, wenn y positiv ist. Ihre Summe ist 4, und die kleinere der
beiden ist kleiner als — 4. Bezeichnet man die groBere der Wurzeln mit
e,, die kleinere mit ¢, und — & mit ¢,, so ist
e, + e +¢6=0,
€ > €6y > ¢3,
do\?

(ZQ=4@—wQ@—%H@~%%

also
o= p(d—¢),

wo ¢ eine Integrationskonstante bedeutet und die Funktion ¢ mit den
Wurzeln e, ¢,, e, gebildet wird. Also ist

’:@%h{pw:e) + B

Nun ist  positiv und kann, wie aus der Energiegleichung folgt,

4
nicht gréBer als ‘/% sein. Daher ist p(& — ¢) + 4 positivreell und hat

eine positive untere Grenze. Wenn aber ¢, > e, > ¢, ist, so bleibt die
Funktion @(# — ¢) reell und iiber einer endlichen unteren Grenze fiir
alle reellen Werte von & nur dann, wenn ¢ reell ist. Folglich ist & reell
und kann gleich Null gesetzt werden, wenn ¥ von einer geeigneten
Anfangsgeraden aus gerechnet wird. Daher ist

i 1
B
2/ K{p®) + %)
die Gleichung der Bahnkurve in Polarkoordinatent).
Die Zeit kann aus der Gleichung

tz-;‘— 72dd

oder b f s
P() — e

2 K3
1) Die Bahnkurven wurden diskutiert und kla551flz1ert von W. D. MacMillan:
Amer. Journ. Math. Bd. 30, S.282, 1908.
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bestimmt werden. Die Ausfilbrung dieser Integration ergibt fiir ¢ die
Gleichung ,
w)

- @+ a0,

2(e— &) (6 — ¢,)
wo ((¥) die. WeierstraBsche Zeta-Funktion ist?).
Aufgabe 1. Man zeige, daB die Gleichung der Bahnkurve eines Massen-

punktes, der sich unter dem EinfluB einer anziehenden Zentralkraft {—;- bewegt,

die Form hat 9
y=asn|K — ——, %
V1 + 42

i:ksn(K——ﬁ:,k)

4 ViR )

vorausgesetzt, daB 4% > 4 # E > 0 ist, wo % das Moment der BewegungsgroSe

um das Kraftzentrum und E der UberschuB der Gesamtenergie itber die poten-

tielle Energie im Unendlichen ist. (Cambridge Math. Tripos, Part 1. 1894.)
Aufgabe 2. Ein Massenpunkt wird vom Nullpunkt mit konstanter Beschleuni-

gung p angezogen. Man zeige, daB8 der Radiusvektor 7, das Argument ¢ und die

Zeit t als Funktionen eines reellen Hilfswinkels « dargestellt werden kénnen durch

Gleichungen von der Form

v = p{lu + ) — plwy +a),

(L)} = it + 1) + wploy + @) — it(wy),

oder

id _ ,~2iul(w+a) O(@1 + 1% + 0 + a) o(w; — 0y —a)

o(wy + 1% — wy — a) o(wy + wy + a)
(Schoute.)

Von besonderem Interesse sind die Punkte der Bahnkurve, in denen
der Radiusvektor nach zeitweiligem Wachsen abzunehmen oder nach
zeitweiliger Abnahme zu wachsen beginnt. Ein Punkt der ersteren Art
heit Apozentrum, ein Punkt der letzteren Art Perizentrum, beide ge-
meinsam Apsiden. Ist die Apsis kein singuldrer Punkt der Bahn, etwa
eine Spitze, so gilt dort dr

a9~ 0

Diese Gleichung besagt, daB die Tangente der Bahnkurve auf dem Radius-
vektor senkrecht steht.

Ist die Sonne das Kraftzentrum, so bezeichnet man Apozentrum
und Perizentrum gewdhnlich als Aphkel und Perihel.

Aufgabe. Ein Massenpunkt wird von einem festen Punkt mit der Kraft

e

1z 4
7w
angezogen. Man zeige, daB der Winkel zwischen den Radienvektoren nach zwei

aufeinanderfolgenden Apsiden die GréSe
T

/ v
1/1 -

hat, wo % die Konstante des Moments der BewegungsgroBe ist.
1) Vgl. Whittaker and Watson: Modern Analysis § 20, 4.
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§ 49. Bewegung nach dem Newtonschen Anziehungsgesetz?).

Von den durch Kreisfunktionen losbaren Problemen der Zentral-
bewegung, bei der die Kraft einer ganzen Potenz des Abstandes propor-
tional ist, bleibt noch der Fall # = — 2 zu untersuchen. Er ist von
besonderer Bedeutung fir die Himmelsmechanik, da nach dem all-
gemeinen Newtonschen Gravitationsgesetz die gegenseitige Anziehung
zweier Himmelskérper mit dem reziproken Quadrat ihres Abstandes
variiert.

l. Die Bahnkurven,

Wir betrachten also die Bewegung eines Massenpunktes, der von
einem festen, zum Koordinatenursprung gewihlten Punkt mit der Kraft
nu? angezogen wird. Dabei ist # die reziproke Entfernung von dem festen
Punkt. Der Massenpunkt moge in dem Bahnpunkt mit den Polar-
koordinaten ¢, « eine Anfangsgeschwindigkeit von der GréBe v, haben,
die mit ¢ den Winkel y einschliet, so daB das Moment der Bewegungs-
groBe den Wert hat .

h = cugsiny.

Die Differentialgleichung der Bahnkurve ist

a2u P "
o tu= hut oic2sinZy’

Diese lineare Differentialgleichung mit konstanten Koeffizienten

hat das Integral

) ~
u:‘vﬁcz_sl_l’l‘2;{1 +€COS(’0—CL))},
wo ¢ und @& Integrationskonstanten sind. Sie ist die Gleichung eines
Kegelschnitts in Polarkoordinaten, dessen einer Brennpunkt im Ur-
sprung liegt, dessen Exzentrizitit e ist, und dessen Halbparameter !
durch die Gleichung 9 o
v ctsin®y
u

gegeben wird. Die Konstante & bestimmt die Lage der Apsidenlinie
und heilt Perihellinge.

i

DaB der Brennpunkt des Kegelschnitts mit dem Kraftzentrum zusammen-
fallt, stimmt mit dem Hamiltonschen Satz iiberein. Denn dann ist das Lot auf
die Polare des Kraftzentrums gleich dem Lot auf die Leitlinie und daher » pro-

1
portional, so daB nach dem Satz von Hamilton die Kraft proportional pey wird.

Zur Bestimmung der Konstanten ¢ und & als Funktionen der An-
fangswerte ¢, &, ¥, v, bemerken wir, daB zu Beginn der Bewegung

1 1
=& = = ——ct
J=u, u o CCg}’

1) Newton: Principia Buch I, § 3, Prop. XI, XII, XIII.
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ist. Fiihren wir diese Werte in die Gleichung der Bahnkurve und die aus
ihr durch Differentiation nach ¥ abgeleitete ein, so folgt

vicsin?y = u + uecos(x — @),
viesiny cosy = uesin(x — @).
Die Auflésung dieser Gleichungen nach ¢ und & ergibt
vpc?sin?y 20§ csin?y

f=1+- st
ILL

I

—F gy

ctg(x — &) = cugsiny cosy

Ist der Kegelschnitt eine Ellipse, so bezeichnet man die groe Halb-
achse gewéhnlich als die mittlere Entfernung a des Punktes. Es ist
l
“=r—a
und nach Substitution der schon gefundenen Werte von / und e? wird

o 2 1
V=M 7—;‘ .

Diese Gleichung bestimmt @ als Funktion der Anfangswerte.
Die Zeit, die der Massenpunkt braucht, um die elliptische Bahn
einmal zu durchlaufen, die Umlaufszest, ist

72[ X Fldcheninhalt der Ellipse,
da 4 die doppelte Flichengeschwindigkeit ist, mit der die Ellipse von

2mab
dem Radiusvektor iiberstrichen wird. Die Umlaufszeit ist daher _fh_“ ,

wo b die kleine Halbachse bedeutet. Es ist aber
- E /'
h=uwv,csiny = Yul==0 l/';—t—,

die Umlaufszeit also gleich 27 Ja3/u. Es ist iiblich, die GréBe uta =3 mit
n zu bezeichnen; die Umlaufszeit wird dann 2z/n. 7 heiBt mattlere
Bewegung, da es der Mittelwert von # fiir einen vollstandigen Umlauf ist.

Bertrand und Koenigs haben gezeigt, daB von allen Kraftgesetzen, bei denen
die Kraft im Unendlichen verschwindet, das Newtonsche Gesetz das einzige ist,
dessen Bahnkurven samtlich algebraisch sind, und zugleich das einzige, dessen
Bahnkurven siamtlich geschlossen sind.

Aufgabe. Man zeige, daB fur eine mit dem reziproken Quadrat der Entfernung
varijerende abstoBende Kraft die Bahnkurve ein Hyperbelast ist, fir den das
Kraftzentrum duBerer Brennpunkt ist.

2. Die Geschwindigkeit.
Wir betrachten nun den Fall, daBl die Bahnkurve eine Ellipse ist;
die Gleichung (2 1
=p
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stellt einen Zusammenhang zwischen der mittleren Entfernung a, der
Geschwindigkeit v, und dem Radiusvektor ¢ im Anfangspunkt der Be-
wegung her. Da jeder Punkt der Bahn Anfangspunkt sein kann, 148t
sich die Gleichung so schreiben

2 1
2,02 _ 2
v lu(r a)’

wo v die Geschwindigkeit des Massenpunktes in einem Punkt mit dem

Radiusvektor 7 ist.
Ist die Bahnkurve eine Hyperbel mit der groBen Halbachse a, so
findet man entsprechend

2 1
e — {212,
w=uft+])
Fir eine Parabel lautet die Gleichung
o 2H
7 .
Daraus folgt, daf die Bahnkurve eine Ellipse, Parabel oder Hyperbel
2 C
ist, j¢ nachdem vﬁ% C‘Lf ist, d.h. je nachdem die Geschwindigkeit zu Be-

ginn der Bewegung kleiner ist als die infolge eines Falles aus der Ruhelage
im Unendlichen in die Anfangslage erveichte, gleich dieser Geschwindigkeit
oder grofier als sie ist.

Weiter 1afit sich zeigen, daf die Geschwindigkeit in jedem Punkie der
Bahn i eine Komponente % senkrecht zu dem Radiusvektor und in eine

Komponente ’L;L—e senkrecht zur grofen Achse des Kegelschnittes zerlegt

werden kann, daf also diese beiden Komponenten konstant sind.

Denn es sei S das Kraftzentrum, P der Ort des Massenpunktes,
G der Schnittpunkt der Normalen des Kegelschnittes in P mit der groBen
Achse, GL das Lot aus G auf SP, SY das Lot aus S auf die Tangente in P.
Dann stehen die Seiten des Dreiecks SPG offenbar senkrecht auf der
Geschwindigkeit und auf den Komponenten der Geschwindigkeit in
den beiden angegebenen Richtungen. Daher ist die Komponente senk-
recht zum Radiusvektor

v-SP _ h-SP ok ou

PG SY.-PG PL T &
und die Komponente senkrecht zu der Achse gleich der Komponente
senkrecht zum Radiusvektor multipliziert mit SG/SP, also glelch eufh.
Damit ist die Behauptung bewiesen.

Aufgabe 1. Man beweise, daB bei elliptischer Bewegung nach dem Newton-
schen Gesetz die Projektionen zweier Geschwindigkeiten auf die duBere Winkel-
halbierende der zugehérigen Radienvektoren gleich sind und daB die Summe
der Projektionen auf die innere Winkelhalbierende gleich der Projektion einer
Strecke konstanter Linge und Richtung ist. (Cailler.)
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Aufgabe 2. Man beweise, daB bei elliptischer Bewegung nach dem Newton-
schen Gesetz das tber einen vollen Umlauf genommene Integral [Td¢, wo T die
kinetische Energie bedeutet, nur von der mittleren Entfernung, nicht von der
Exzentrizitit abhingt. (Grinwis.)

Aufgabe 3. In einem bestimmten Punkt einer Ellipsenbahn, die unter der

Einwirkung der Kraft % durchlaufen wird, erleidet die Konstante x plétzlich eine

geringe Anderung. Man beweise, daB der Punkt ein Endpunkt der kleinen Halb-
achse sein mufl, wenn die Exzentrizititen der urspriinglichen und der neuen Bahn-
kurve iibereinstimmen sollen.

3. Die Anomalien bei elliptischer Bewegung.

Beschreibt ein Massenpunkt eine Ellipse unter der Einwirkung einer
Zentralkraft im Brennpunkt S, so wird der Winkel ASP, wo A4 die dem
Brennpunkt nichstgelegene Apsis bedeutet, als die wakre Anomalie ¥
des Massenpunktes in P bezeichnet. Der zu dem Punkt P gehorende
exzentrische Winkel 4S5Q, wo @ der dem Ellipsenpunkt P entsprechende
Punkt auf dem Hilfskreis mit einer der Halbachsen ist, heillt die exzen-
trische Anomalie w des Massenpunktes in P. Wenn # die mittlere Be-
wegung und ¢ die Zeit bedeutet, in der der Bogen 4P durchlaufen wird,
so heiBt die GroBe ¢ die mittlere Anomalie des Massenpunktes in P. Wir
suchen nun den Zusammenhang zwischen den verschiedenen Anomalien.

Die Beziehung zwischen © und wu ergibt sich folgendermaBen:

Es ist l
v = 1 + ecos?

und 7 = a — e x, wo x die rechtwinklige Koordinate von P in bezug auf
den Mittelpunkt der Ellipse als Nullpunkt bedeutet, oder
r=a(1—ecosu).

Daraus folgt
(1 —ecosu) (1 + ecosV¥) =1 — ¢2.

Diese Gleichung kann in der From geschrieben werden

o ¥ (1 _;e)*t 9
€7 7 €3

14e
oder cing (1 — et)tsind
1+ ecosd
Die Beziehung zwischen w und nt erhalt man so:
Es ist

¢ = 2\ Flicheninhalt ASP — —2— 2 % Flacheninhalt 4SQ
h naba

— ’—faé (Flacheninhalt ACQ — Flicheninhalt SCQ),
wo C der Mittelpunkt der Ellipse ist,

2 {a2u @e smu}
T nat 2 2
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also endlich
nt=u—esinu.

Dies ist die sogenannte Keplersche Gleichung.

Ein Nomogramm fir die Auflosung dieser Gleichung ist von H. Chrétien
beschrieben worden: Assoc. Frang. Congrés Reims 1907, S. 83. Die Losung durch
Reihenentwicklung ist von vielen Autoren behandelt; eine bedeutende neuere Arbeit
iiber diesen Gegenstand ist von Levi-Civita: A#7 della R. Acc. det Lincei, Rendiconty
(5) Bd. 13, S.260. 1904.

Endlich ergibt sich dic Beziehung zwischen ¥ und nt aus
nt=u—esinu.
Ersetzt man # durch seinen Wert als Funktion von ¢, so wird
f(1 — e?)tsin 1‘}} e(1— e2)tsind
1 + ecos? T T 14 ecosd

#n¢ = arcsin

die gesuchte Beziehung, die die Zeit als Funktion der wahren Anomalie
# des Massenpunktes darstellt.

Eine auf geometrischen Uberlegungen beruhende Berechnung der wahren
Anomalie aus der mittleren fand sich unter Newtons unversffentlichten Auf-
zeichnungen,

Aufgabe 1. Man beweise, daB

o0
u=mnt-} 22% I.(re)sinrnt
r=1
ist, wo I, die Besselsche Funktion 7ter Ordnung bezeichnet?).
Es ist namlich
1 du 1
7 dt 1= ecosu
2 oo 2x
_ 1 _c_i_gn_'t), +Zcosrnt [f:gg,rntd(nt) )

T 27/ 1 —ecosu 7T 1 —ecosu

0 r= 0
2z P 2z
=21—nfdu +2cosj:?€fcos {r(v —esinu)} du
0 r=1 0
o0
=14 22],(75) cosrnt 3).
r=1

Die Integration liefert das gewiinschte Ergebnis.
Aufgabe 2. Man beweise, da

d=mnt+2esinnt 4+ jedsin2nt 4 ...

1) Diese Reihenentwicklung wird gewdhnlich nach Bessel benannt, obwohl
sie schon von Lagrange stammt: Oeuvres Bd. II1, S. 130.

2) Fouriersche Reihenentwicklung, vgl. Whittaker and Watson: Modern
Analysis Chapt. 9.

3) Ebenda Chapt. 17.
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Aufgabe 3. Man zeige, daB bei hyperbolischer Bewegung nach dem Newton-
schen Gesetz

,u"l'az‘t = log{

e+ 1)tcos§d — (e — 1)tsing ot — 1)t sin
(e +1)tcostd + (e — 1) sinf o 1+ecosd
und daB bei parabolischer Bewegung
w \t 39 1 9
Tt =tg — — tp3 —
(2p8) gy T35
ist, wo p den Abstand des Brennpunkts vom Scheitel bedeutet.

Aufgabe 4. Man beweise, daB bei elliptischer Bewegung nach dem Newton-
schen Gesetz die Summe der vier vom Perihel aus gemessenen Zeiten bis zu den
Schnittpunkten der Ellipse mit einem Kreise konstant ist fiir alle konzentrischen
Kreise und konstant bleibt, wenn der Mittelpunkt des Kreises parallel zur groBen
Achse verschoben wird. (Oekinghaus.)

4. Der Satz von Lambert.

Lambert bewies 1761, daBl bei elliptischer Bewegung nach dem
Newtonschen Gesetz die Zeit, in der ein Bogenstiick durchlaufen wird,
nur von der groBen Achse, der Summe der Abstinde des Kraftzentrums
von dem Anfangs- und Endpunkt und von der Linge der Verbindungs-
sehne dieser letzteren beiden Punkte abhingt. Durch diese Bestim-
mungsstiicke ist die Zeit daher festgelegt, unabhingig von der Gestalt der
Ellipse ).

# und #’ mogen die exzentrische Anomalie im Anfangs- und End-
punkt der Bewegung bedeuten. Dann ist

#n X Durchlaufungszeit = %’ — esinu’ — (4 — ¢ sin u)
W —u  utu
- COS - ~——.
2 2
Bezeichnet nun ¢ die Liange der Sehne, » und 7’ die Radien-
vektoren, so ist

= (W — u) — 2esin

r 7 , U+ o w—u
+ - =1 —e¢cosu+1—ecosy =2 — Zecos—+-—~cos—' —
a 2 2
und
¢% = a® (cos u’ — cos u)? 4 b2 (sin #’ ~ sin u)?2
LU —u w4 u
=4 a?sin® —— (1 — 2 cos? ——_l_»—) )
2 2
also
c U —u u 4+ w'\}
— = 2sin (1 — €2 cos? —-—t—) .
a 2 2
Daher ist
A —

— =2 —2cos {u + arccos (e cos MAE :u)}

a

1) Lamberts urspriinglicher Beweis war geometrisch und synthetisch; der

Satz wurde verallgemeinert und analytisch bewiesen von Lagrange: Oeuvres de
Lagrange Bd. IV, S.559. 1778.
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und
’ ’ ‘4
- w —u U+ u
4 fl';_f =22 cos{— ———— ~+ arccos (e cos —j-—)} ,
a 2 2
also?)
A fr+Y 4\t w—u u 4 u
2 arcsin — ( tr T ) = + arccos (e coS —t—)
2 a 2 2
und .1 (r—{—r’—c)* w—u ( u—{—u’)
2 arcsin — = — + arccos | e cos————) .
2 a 2 2

Fithrt man die GréSen & und B ein durch die Gleichungen

! ) o\
Y e X A Y (S
2 2 a 2 2 a

so folgt aus den vorangehenden Gleichungen

6—f=u—u, cosa—-}_—fg:ecosu—ti.
2 2
Daher ist endlich
n X Durchlaufungszeit = ¢ — f — 2c08> _2‘_ b sin ; p

= (x — sinx) — (f — sinf).

Dies ist der Safz von Lambert.
Aufgabe 1. Man untersuche den Grenzfall, daB die kleine Halbachse ver-

schwindet, die Bewegung also geradlinig wird.
Aufgabe 2. Welche Form nimmt der Lambertsche Satz fiir parabolische

Bewegung an?

Um diese Frage zu entscheiden, lassen wir den mittleren Abstand @ sehr
groB, die Winkel «, f also sehr klein werden. Dann wird der Satz von Lambert
niherungsweise:

o — g8
6n

= (@) - (5

=—i—{(r—|—r’+c)i— (r—{—r’—c)%}.
6/1*

gesuchte Zeit =

Damit hat man die gesuchte Form?2).
Aufgabe 3. Man leite den Lambertschen Satz fiir parabolische Bewegung
direkt aus den Formeln fiir die parabolische Bewegung her.

1) Man beachte, daB in dem Lambertschen Satz durch das Auftreten der
Wurzeln ein Vorzeichen unbestimmt bleibt. Der Leser wird ohne Schwierigkeit
entscheiden konnen, welches Vorzeichen einer gegebenen Anfangs- und Endlage
entspricht.

2) Dies Resultat gab Euler in seiner Determinatio Orbitae Cometae Anni 1742
(1743), ehe Lambert den allgemeinen Satz versffentlichte.

Whittaker, Dynamik, 7
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§ 50. Das Feld einer Zentralkraft und das Feld einer
Parallelkraft in ihrer Wechselbeziehung.

Befindet sich bei der Zentralbewegung das Kraftzentrum in groBer
Entfernung von dem betrachteten Teile des Kraftfeldes, so wirkt die
Zentralkraft in den verschiedenen Lagen des Massenpunktes nahezu
in gleicher Richtung. Im Grenzfall eines unendlich entfernten Kraft-
zentrums ergibt sich so das Problem der Bewegung eines Massenpunktes
in dem Felde einer Parallelkraft.

Fiir die Untersuchung dieses Problems fithren wir in der Ebene der
Bewegung rechtwinklige Achsen Ox, Oy ein derart, daB Ox der Kraft-
richtung parallel ist. X(x) sei die GroBe der Kraft, die von y unab-
hingig sei. Die Bewegungsgleichungen lauten

x=X(x), y=o0,
so daB die Bewegung dargestellt wird durch die Gleichung

T
t=ay+b=[{2fX(x)dx+c}‘*dx—%—l,

wo a, b, ¢, I Integrationskonstanten sind. Ihre Werte bestimmen sich
aus den Anfangsbedingungen, d. h. den Anfangswerten von x, y, %, ¥.

LaBt sich so einerseits die Bewegung in dem Feld einer Parallel-
kraft als Grenzfall der Zentralbewegung behandeln, so geniigt anderseits
die Losung jenes spezielleren Problems, um die des allgemeineren an-
geben zu konnen. Denn wenn ein Massenpunkt von einer Zentralkraft
der GréBe P im Koordinatenursprung angezogen wird, sind die Be-
wegungsgleichungen

. p% S 4
x=—P S y=—P ot
Das Moment der BewegungsgroBe des Massenpunktes um den

Ursprung hat den konstanten Wert xy —yx= Ak, Wir filhren neue
Koordinaten X, Y ein vermége der linearen Transformation

x=%, y=1
y y
und definieren eine weitere neue Verdnderliche T durch die Gleichung
dt
T=|—"
/5
Dann ist
ax :_d_(f> 4t = (f —Z}—)yz:—h,
ar dt\y/ aT y y?
@ _i(i)ﬂ_‘__i e _
aT — dt\y/ dT — yzy_ ¥
dah
aner ex _ EY o
ar= = g VYT
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Wenn T als die Zeit gedeutet wird, so besagen diese Gleichungen,
daB ein Massenpunkt mit den Koordinaten X, Y sich so bewegt, als wirkte
auf ihn eine Kraft parallel zur Y-Achse von der GréBe — P_y Da man
aus der Loésung dieses transformierten Problems die Lésung des urspriing-
lichen ableiten kann, so folgt, daB sich das Problem der Zentralbewegung
auf das Problem der Bewegung tn dem Feld einer Parallelkraft zuriick-
fithren 1dft.

Aufgabe 1. Man zeige, daB ein Massenpunkt, der einzig der Schwere unter-
liegt, eine nach unten geoffnete Parabel mit senkrechter Achse beschreibt.

Aufgabe 2. Man zeige, daB die Gré8e der zur x-Achse parallelen Kraft, unter

deren Einwirkung die Kurve f(x, y) = 0 durchlaufen werden kann, ein konstantes
Vielfaches der GroBe .

e E s Es - s )
sein mub.

Aufgabe 3. Beschreibt ein Massenpunkt in dem Feld einer Parallelkraft bei
beliebigen Anfangsbedingungen stets einen Kegelschnitt, so ist die Kraft der dritten
Potenz des Abstandes von einer Geraden senkrecht zur Kraftrichtung umgekehrt
proportional.

§ 51. Der Satz von Bonnet.

Wir untersuchen nun die Bewegung eines Massenpunktes, der von
mehreren Kraftzentren gleichzeitig angezogen wird. Die Losung fiir
unendlich viele Bewegungsprobleme dieses Typus ergibt sich aus dem
folgenden Satze von Bonnet!):

Wenn eine gegebene Bahwnkurve unter dem Einfluf jedes einzelnen
von n gegebenen Kraftfeldern beschrieben werden kann, wobei die Geschwin-
digkeit in einem beliebigen Punkt P der Bahn bzw. vy, v,, . . ., v, 1st, SO
kann dieselbe Bahn beschricben werden unier der Wirkung desjenigen
Kraftfeldes, das sich aus der Uberlagerung aller n Kraftfelder ergibt, wobes die
Geschwindighkeit in dem Punkt P nunmehr gleich (vi -+ v% + ...+ v2)3 {sz.

Wir nehmen an, dem durch Uberlagerung der einzelnen Kraftfelder
entstandenen Kraftfeld miiBte noch eine Zusatzkraft R senkrecht zur
Bahnkurve hinzugefiigt werden, damit der Massenpunkt die betreffende
Bahnkurve beschreibt. Er gehe von einem Bahnpunkt A aus derart, daB
das Quadrat der Geschwindigkeit in 4 gleich der Summe der Quadrate
der Geschwindigkeiten ist, die der Massenpunkt an der Stelle A unter der
Wirkung der einzelnen Kraftfelder hat. Vergleicht man die Energie-
gleichung dieser Bewegung mit der Summe der Energiegleichungen der
n urspriinglichen Bewegungen, so erweist sich die kinetische Energie
als Summe der kinetischen Energien der urspriinglichen Bewegungen.
Das bedeutet aber, daB die Geschwindigkeit in einem willkiirlichen
Punkt P gleich (3 + 93+ ...+ v2)t ist.

1) Journ. de math. Bd.9, S. 113. 1844; und Note IV von Bd. II der letzten
Auflage von Lagranges Méc. Anal.; Oeuvres de Lagrange Bd. XII, S. 353.

7*
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Die Kraft in Richtung der Normalen der Bahnkurve ist daher
i R
m
0
wo m die Masse des Punktes, ¢ den Kriimmungsradius der Bahn,
F,, F,, ..., F, die Normalkomponenten der urspriinglichen Krifte im

Punkte P bedeuten.
Da aber

=F,+F,+...+F,+R,

m v} mve

=F,, ..., Q":F,.

m v}

=F
0 Voo
ist, muB} die Zusatzkraft R = 0 sein. Die gegebene Bahn ist mithin eine
mogliche Bahnkurve des durch Uberlagerung der urspriinglichen Kraft-
felder entstandenen Kraftfeldes.
Aufgabe. Man zeige, dal ein Massenpunkt eine Ellipse durchlaufen kann,
wenn in Richtung auf die Brennpunkte die Krafte wirken

73 4+ 84 73 4 8ad

BTt und B g,

Die Behauptung folgt unmittelbar aus dem Satz von Bonnet, wenn man beriick-

sichtigt, daB die gegebenen Krifte gleichwertig sind mit den Kréften ’uz bzw. ,%

in Richtung auf die Brennpunkte zusammen mit einer Kraft 3 X Abstand in
der Richtung nach dem Mittelpunkt der Ellipse.

§ 52. Bestimmung des allgemeinsten Kraftfeldes, in dem
eine gegebene Kurve oder Kurvenschar beschrieben werden
kann.

Die Gleichung einer Kurve sei

D(x,y)=c.
Faft man die Konstante ¢ als Parameter auf, so stellt die Gleichung
eine Kurvenschar dar. Unter der Voraussetzung, daf3 die Kraft allein
von der Lage des Massenpunktes abhingt, soll das allgemeinste Kraftfeld
bestimmt werden, in dem die gegebene Kurvenschar eine Schar moglicher

Bahnkurven des Massenpunktes darstellt.
Der Massenpunkt habe die Geschwindigkeit v, die auf die Massen-
einheit ausgeiibte Kraft die Komponenten X, Y in Richtung der

Koordinatenachsen. Da alsdann die Tangential- bzw. Normalkompo-
2

2
nente der Beschleunigung gleich %d_vs bzw. % ist, so ergibt sich
y2 o 1 dv 5
X = = BB B = By (B )

Y= — 20, (8 + B)- *+‘—dl¢ (2 4+ @)}
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1 .
Wird fiir — sein Wert

D, — 2D, D, D, + DD,
(D% + D)}

eingesetzt, so folgt

. 2
BD,— 20, 8,9, + 2D, iﬂfs_gpu(@iJr @2 -t

= — 42
X=—®d,v (@ 1 &) 574

. a
Fiihrt man v = — % (9 -+ @2) ein und ersetzt s durch

) 0
2 2y -4 — P,
@+ 81 (2p — By51).
so geht die Gleichung iiber in

1 d
X=u(¢z¢yy“‘(pv¢zu)+5¢yd—z(¢i+ d%)*

Nun ist # willkiirlich, da es von der Geschwindigkeit abhangt, mit
der die gegebenen Bahnkurven durchlaufen werden. Da X, Y Funktionen
der Lage des Massenpunktes sein sollen, kann #% als willkiirliche Funktion
von %, ¥ angenommen werden. Es ist daher

X=u(®,d,— D, D) + 3D, (P, 0, — Dyu,)
und entsprechend
Y=u(®,D,, — D, D,,) + LD (D, 00, — D),

wo # eine willkiirliche Funktion von x, y ist. Diese Darstellung des
Kraftfeldes, in dem eine gegebene Kurvenschar eine Schar moglicher
Bahnkurven ist, wurde zuerst von Dainelli angegeben1).

Aufgabe 1. Man zeige, daB ein Massenpunkt eine gegebene Kurve unter der
Einwirkung willkiirlicher Krafte P,, P, ... nach gegebenen festen Punkten
durchlaufen kann, wenn diese Krifte den Gleichungen

1 4 (PkPh’) =90
= p; ds\ 7 -
geniigen; darin ist #; der Radiusvektor vom kten gegebenen festen Kraftzentrum,

px das Lot aus ihm auf die Tangente und ¢ der Kriimmungsradius der gegebenen
Bahnkurve.

Die Tangential- bzw. Normalkomponente der auf den Punkt wirkenden
Kraft ist namlich

Tz—;P,‘&, N=*'pkii’°_,
ds 7
Aus der Gleichung
dv? d
2T= 4 =5 M

folgt daher

1) Giornale di Mat. Bd. 18, S.271. 1880.
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oder 5 1 d [Ppple _
Taa(r) e
Aufgabe 2. Ein Massenpunkt kann eine vorgeschriebene Kurve unter der
Wirkung jeder beliebigen der gegebenen Krafte &,, &,, ... durchlaufen, die in
gegebenen (verschiedenen) Richtungen wirken. Damit dieselbe Kurve unter der
vereinten Wirkung von Kriften F,, F,, ... durchlaufen wird, deren Richtungen
mit denen von @;, Py, ... zusammenfallen, muf die Bedingung erfiillt sein

F
Seid (k) =0,
k Py
wo ¢, die Sehne des Kriummungskreises der Kurve in Richtung von ¢, bedeutet.
(Curtis.)
Aufgabe 3. Ein Punkt bewegt sich in’einem zweidimensionalen Kraftfeld
mit der Potentialfunktion V. Man zeige, daB eine Kurve konstanten Potentials
eine mogliche Bahnkurve ist, wenn V der Gleichung genigt:

{5 (G —eim S a e &) +H{E) (5

§ 53. Das Problem der zwei Anziehungszentren.

Im allgemeinen kann man die Gleichungen der Bewegung eines
Massenpunktes in einer Ebene unter der Einwirkung willkiirlicher Krafte
nicht durch- Quadraturen losen. Neben dem Problem der Zentral-
bewegung ist das bekannteste 19sbare Problem dieser Art das Problem
der zwet Anziehungszentren: die Bewegung eines Massenpunktes in einer
Ebene zu bestimmen, der nach dem Newtonschen Gesetz von zwei
festen Punkten der Ebene angezogen wird. Euler entdeckte die Losbar-
keit des Problems?).

Der Abstand der beiden Kraftzentren sei 2¢, der Mittelpunkt ihrer
Verbindungslinie der Ursprung, die Verbindungslinie selbst die x-Achse.
Die Koordinaten der beiden Zentren sind demnach (¢, 0) und (—c, 0).
Der Punkt, dessen Masse 1 sei, hat dann die potentielle Energie

V=—p{lx— o+t — w{x+o)*+ ¥4,
wo die Konstanten u, u’ ein MaB fiir die anziehende Kraft der beiden
Zentren sind.

Wirkt eines der beiden Kraftzentren allein, so ist jede Ellipse oder
Hyperbel, die die beiden Kraftzentren zu Brennpunkten hat, eine mog-
liche Bahnkurve. Nach dem Satz von Bonnet ist demnach jede dieser
konfokalen Ellipsen oder Hyperbeln auch dann eine mogliche Bahnkurve,
wenn beide Zentren gleichzeitig wirken. Daher empfiehlt es sich, die
Lage des Massenpunktes durch sogenannte elliptische Koordinaten &,

1) Euler: Mém. de Berlin 1760, S. 228; Novi Comm. Petrop. Bd. 10, S. 207.
1764; Bd. 11, S. 152. 1765; Lagrange: Mém. de Turin Bd. 4, S. 118, 215.
1766—69, oder Oeuvres Bd. 1I, S. 67.
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darzustellen, die mit den rechtwinkligen Koordinaten #, y zusammen-
hiangen durch die Gleichungen
x=cCofécosy, y=cGinsinyg.

Die Gleichungen & = konst., # = konst. stellen dann die konfokalen
Ellipsen bzw. Hyperbeln dar, deren Brennpunkte die beiden Kraft-
zentren sind. Sie bilden eine spezielle Schar von Bahnkurven.

Die potentielle Energie wird als Funktion von &,

4

@ _ 2
¢(Cof & —cosy) ¢ (Cofé& + cosy)’
wihrend die kinetische Energie T gegeben ist durch die Gleichung
T=}it + 45

V=—

2 .
= = (Gof? & — cost) (&2 + 7).

Offenbar ist das Problem vom Liouvilleschen Typus (§43), kann
daher nach den dafiir entwickelten Methoden integriert werden. Die
Lagrangesche Gleichung fiir die Koordinate & ist

c? ;tﬂ {(Cof2& — cos?n) &} — 2Cof EGin& (&2 4 72) = — 9&?

oder
c? % {(®of2 & — cos?y)? €2} — 262 Cof & Gin & (Cof2 & — cos?n) £ (82 + 7?)
.0V
= — 2 (€of?& — cos?y) T
oder unter Benutzung der Energiegleichung T 4V = &:
ct i {(@072 & — cos?)? £2)
2 (Cof?& — cos?y) 5 oE -{- 2 (k V) E— ' (@of & — cos?n)

"5 (V) (©0f2 & — cos?y)}
=2¢ 8{ (€oj2& — cos?y) + -’L—L(C&oié—i—cosn)+’%,((S,oié——cosn)}

:
- ﬁi(woizu LK ).

Die Integration ergibt

I
[ 8]
re.

2 . /
% (Cof2 & — cos?y)282 = A Qof?& + !‘.“E‘i Cojé&—vy,

wo y eine Integrationskonstante ist.
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Zieht man diese Gleichung von der Energiegleichung ab, die sich
in der Form schreiben 14t

£ (Gofe — cost (@ +
= h(Cof2& — cos?n) + — (@vf &+ cosy) + £ (@of & —cosn),

so folgt
2
%(@0725——005277)21}2: —hcoszn—— cosn—f—y
Durch Elimination von d# zwischen diesen Gleichungen ergibt sich
(d8)? _ (dn)*
hCo i2é'+'u+/u@0’|'$ —hcoszn——‘u—}«cosn—}—y

Nach Einfithrung einer Hilfsverinderlichen # ist daher

“ -——f{h@oi"‘é‘ + ﬂ;—"'@ofé - 7}—%1115.

—f{ hcos?y —

Die Integrale sind elliptisch, also lassen sich &, 5 als elliptische Funk-
tionen des Parameters # darstellen, etwa in der Form
E=y(w), n=0opH).
Durch diese Gleichungen, in denen die elliptischen Koordinaten &, 4
als Funktionen eines Parameters % erscheinen, ist die Bahnkurve des
Massenpunktes bestimmt?).

¥
cosn + y} dn.

§ 54. Bewegung auf einer Fliche?).

Wir betrachten nun die Bewegung eines Massenpunktes unter der
Einwirkung beliebiger Krifte, wenn der Punkt gezwungen ist, auf einer
glatten Fliache zu bleiben.

Die auf den Massenpunkt wirkende duBere Kraft, zu der wir die
Zwangskraft, die ihn aut der Fliache hilt, nicht rechnen, soll in Richtung
fester rechtwinkliger Koordinatenachsen die Komponenten X, Y, Z
haben. Der Massenpunkt habe an der Stelle (x, y, z) die Geschwindigkeit
v; s sei der Bogen, ¢ der Kriimmungsradius seiner Bahnkurve, y der

1) Einige Verallgemeinerungen des Problems der zwei Gravitationszentren
finden sich in einer Abhandlung von Hiltebeitel: Amer. Journ. Math. Bd. 33,
S. 337. 1911.

2) Die fritheste Untersuchung einer Bewegung auf einer Flache ist Galileis
Untersuchung der Bewegung eines schweren Massenpunktes auf einer schiefen
Ebene. Die Bewegung eines schweren Massenpunktes auf einem wagerechten Kreis
einer Kugel wurde von Huygens untersucht: Horologium oscillatorium 1673.
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Winkel der Hauptnormalen der Bahn mit der Flichennormalen; 4, u, »
mogen die Richtungskosinus der in der Tangentialebene gelegenen
Bahnnormalen zur Zeit ¢ bedeuten. Die Masse des Punktes sei eins.

Die Beschleunigung des Massenpunktes setzt sich zusammen aus
einer Komponente v dv/ds in Richtung der Tangente und einer Kom-
ponente 2o in Richtung der Hauptnormalen der Bahnkurve. Die
letztere 1aBt sich ihrerseits zerlegen in eine Komponente (v%/p)siny
in Richtung der Geraden mit den Richtungskosinus 4, #, » und in
(v*/p) cosy in Richtung der Flichennormalen. Daher bestehen die
Bewegungsgleichungen

v adx dy dz
(A) v—E—de_*—Yds +st'
2
(B) (%)sinx=X/1+Yy+Zv.

Mit der Flichengleichung zusammen reichen sie zur vollstindigen
Bestimmung der Bewegung aus. Denn auvs der Flachengleichung 1a8t
sich z als Funktion von x und y bestimmen, so. dafl mit Hilfe dieses
Ausdrucks alle GréBen in den Gleichungen (4), (B) sich als Funktionen
von %, ¥, %, ¥, %, ¥ darstellen lassen. Die Gleichungen (4), (B) werden
so ein Differentialgleichungssystein vierter Ordnung zur Bestimmung
von x und ¥ als Funktionen von ¢&.
Sind die wirkenden Krifte konservativ, so ist die GroSe

—Xdx —Ydy —Zdz

das Differential einer Potentialfunktion V(x, y, z). Daher 148t sich die
Gleichung (4) integrieren und ergibt die Energiegleichung

124+ Vx,y,2) =c,
wo ¢ eine Konstante ist. Fithrt man den so gewonnenen Wert von v2
in die Gleichung (B) ein, so ergibt sich

2(c—V)

Dies ist (nach Elimination von z mit Hilfe der Flichengleichung)
eine Differentialgleichung zweiter Ordnung in x und y fiir die Bahn-
kurven auf der Fliche.

Im allgemeinen lassen sich die Differentialgleichungen der Bewegung
auf einer Fliche nicht durch Quadraturen integrieren; in zwei Fillen
jedoch 148t sich das Problem so formulieren, daB in anderem Zusammen-
hang gewonnene Ergebnisse hier verwertet werden konnen.

siny

=X1+Yu+42Zv.

1. Kréftefreie Bewegung,

Wirken keinerlei dulere Krifte auf den Massenpunkt, so ergibt die
Gleichung (B) : x = 0, d. h. die Bahnkurve ist eine geoditische Linie der
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Fliche'). Aus dem Energieintegral folgt, daB die geodatische Linie mit
konstanter Geschwindigkeit durchlaufen wird.

Aufgabe. Ein Punkt bewegt sich kriftefrei auf einer ruhenden glatten Regel-
flache, deren Striktionslinie die z-Achse ist, und deren Erzeugende im Punkte 2
die Richtungskosinus

. z . 1
sin& cos—, sinx sin—, cosx
12 m
hat. Man bestimme die Bewegung.
Bedeutet v den lings der Erzeugenden gemessenen Abstand des Flachen-

punktes (x, y, 2) von der Striktionslinie, die die Erzeugende im Punkte (0, 0, {)
schneiden moge, so ist

o -

. s T 4
x¥ = v sinx cos— , y = v sing sin—, z=¢(+vcosx.
m m
Der Massenpunkt hat die kinetische Energie

T=— (452 + 5,
1 .op? . .
— ;2 2 102 2 A
= (v +¢ mgsmzx-}—c +2;vcosa>.

Die Koordinaten v, { kénnen als Lagenkoordinaten des Massenpunktes gewihlt
werden. Die Koordinate { ist offenbar zyklisch; ihr entspricht das Integral
orT
—— = k&, wo k konstant ist, oder
¢
v ., P
(Wsm a+1)£+vcosa=k.

Das Energieintegral ist
T=h,

wo h konstant ist. Die Elimination von { zwischen den beiden Integralen ergibt

1
52 (2 2 2 — B2 m? —
92 (024 m?) =2he2 4+ (22 k)msin%c'
Wenn ¢ zu Beginn der Bewegung geniigend groB gegen ¢ ist, so wird
(2h — k2) > 0. Machen wir diese Annahme und schreiben wir

(2h—k2) =2hi%,

sin2x
wo A eine neue Konstante ist, dann wird die Gleichung

V2 (2 4 m?) =24 (V2 -+ 2%).
Sie 148t sich integrieren, wenn man die reelle Hilfsveranderliche # einfithrt durch
die Gleichung

v
u= [{(m*+ % (2409} ddv.
0 .
Fir v = Amx~% wird daraus

(=)
u= [{ax(x+2) (r + m}} tdx.
x
Diese Gleichung ist aquivalent mit

x = @(u) —e,

1) Dieser Satz ist von Euler: Mechanica Bd. 1I, Kap. 4. 1736.
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wo die Wurzeln e}, ¢,, ¢; der @-Funktion reell und durch die Gleichungen
ey — ey = A%, ey — &3 = m?, ey + ey +e3=0
definiert sind. Der Zusammenhang zwischen den Verdnderlichen v und # wird
also dargestellt durch die Gleichung-
v=4im {pu) — el}_i’.
Setzen wir diesen Wert in die Gleichung zwischen v und ¢ ein, so wird
2yt =f (e = e {90 — ea} ;) 1 yonst.
Plu) — e
f{—— es + p(u + wy)} du + konst.l)
—egu — {(u + w,) + konst.
Diese Gleichung stellt ¢ als Funktion der Hilfsveranderlichen # dar, gibt also mit
der Gleichung

I

v = im{p(u) — e} ¥

den Zusammenhang zwischen v und /.

2. Bewegung auf einer abwickelbaren Fliche.

Bewegt sich der Punkt auf einer abwickelbaren Flache, so leiten
wir mit Hilfe des bekannten Satzes, daB der Bogen s und die Grée g 4

bei der Abwicklung der Fliche auf eine Ebene ungeandert bleiben, aus
den obigen Bewegungsgleichungen das folgende Ergebnis ab: Wird
eine abwickelbare Fliche, auf der sich ein Massenpunki unter der Ein-
wirkung beliebiger Krifte bewegt, auf eine Ebene abgewickelt, so durchliuft
der Massenpunkt die aus seiner Bahn entstchende ebeme Kurve mit der
gleichen Geschwindigkeit wie die urspriingliche Bahn, wenn die Kraft bei
der ebenen Bewegung gleiche Grifle und Richtung gegen die zugehOrige
Bahnkurve hat wie die Kraftkomponente in der Tangentialebene bei der
Bewegung auf der Fliche.

Aufgabe 1. Ein Massenpunkt wivd auf dev Oberfliche eines gevaden Kreis-
kegels mit senkvechter Achse und aufwdrts gevichteter Spitze mit der Gechwindig-
keit geworfen, die ev beim Fall aus dev Ruhelage an der Spitze evreicht haben
wiirde, Man zeige, daf die Bahnkurve auf dem Kegel, in eine Ebene abgewickelt,
die Gleichung hat .
risingd = al.

Durch die Abwicklung des Kegels auf eine Ebene entsteht das Problem
einer ebenen Bewegung unter der Einwirkung einer konstanten absto8enden Kraft
im Ursprung, wobei der Massenpunkt eine Geschwindigkeit hat, die mit der Ge-
schwindigkeit Null im Ursprung vereinbar ist.

Daher existieren die Integrale

72 41292 = Cr, wo C eine Konstante ist,

Y =r, wo & eine Konstante ist.
Diese Gleichungen ergeben |
1 dr )2 cr
(7 a5 T =
#3
T

1) Vgl. Whittaker and Watson: Modern Analysis § 20, 33.
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i .
wo a eine neue Konstante ist. Fir » = pn wird daher

(du)z_ 1 —a®ud
a9/ adu

P f adutdu
(1— a“u")i

= f , wo v=ubal
3 1 — v?)

= — arc sinv .
3

also

Diese Gleichung ist dquivalent mit
visin3 & = ab.
Aufgabe 2. Wenn bei der Bewegung eines Punktes P auf einer abwickelbaren
Flache die Tangente IP an die Riickkehrkante der Zeit proportionale Flachen-
riume iberstreicht, so beweise man, daf3 die in der Tangentialebene gelegene Kraft-

komponente senkrecht zu I P proportional 1Pt P‘ ist, wo ¢ den Kriiommungsradius
der Riickkehrkante bedeutet. (Hazzidakis.)

§ 55. Bewegung auf einer Rotationsfliche; die durch
Kreisfunktionen und elliptische Funktionen 16sbaren Fille!).

Der wichtigste Fall einer durch Quadraturen lgsbaren Bewegung
eines Punktes auf einer Fliche ist der folgende: ein Massenpunkt bewegt
sich reibungslos auf einer Rotationsfliche unter der Einwirkung einer
Kraft, die ein in bezug auf die Rotationsachse symmietrisches Potential
besitzt.

Die Lage des Punktes im Raum sei durch Zylinderkoordinaten
2,7, @ festgelegt, wo z in Richtung der Rotationsachse gemessen wird,
7 der Abstand des Punktes von dieser Achse ist und das Azimut ¢°den
Winkel von 7 mit einer festen Ebene durch die Achse bedeutet. Die Glei-
chung der Fliche ist eine Beziehung zwischen z und 7 allein, etwa

7 = f(2).
Die Potentialfunktion ist eine Funktion von z und 7 (sie kann infolge
ihrer Symmetrie zur Rotationsachse ¢ nicht enthalten). Fiir Punkte auf
der Fliche kann sie als Funktion V(z) von z allein dargestellt werden,
wenn r durch seinen Wert f(2) ersetzt wird. Die Masse des Punktes sei 1.

Nach § 18 ist die kinetische Energie
T= %(22+i’2+r2 %,
= @2+ 1) 2 + ()27} .

Offenbar ist ¢ eine zyklische Koordinate; ihr entspricht das Integral
T,

o

1) Die Bewegung eines Massenpunktes auf einer Rotationsfliche wurde
untersucht von Newton: Principia Buch I, Abschnitt 10.
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wo k eine Konstante ist, oder
1P e =*k.
Diese Gleichung kann als Integral des Moments der Bewegungsgrofe um
die Rotationsachse aufgefa3t werden.
Die Energiegleichung lautet
T+ V=h,
wo % eine Konstante ist. Fithren wir darin den Wert von ¢ aus der
vorigen Gleichung ein, so wird
(F@)2+1]22+R2f(z)~2+2V () =2h.
Ihre Integration ergibt
t=[[f@?+ 112k — 2V(z) — R f(2) 2]~} dz + konst.
Die Beziehung zwischen ¢ und z ist also durch eine Quadratur zu

erhalten. Die Werte von 7 und ¢ bestimmen sich aus der Flachen-
gleichung und aus )2 =k

Wir untersuchen nun die Bewegung auf denjenigen Flachen, fiir
die diese Quadratur mit Hilfe bekannter Funktionen ausgefiihrt werden
kann, wenn die Achse senkrecht nach oben zeigt (so daB z nach oben
positiv zu rechnen ist) und die Schwere die einzige duBere Kraft ist, also

V({z) =gz
1. Der Kreiszylinder.
Fiir den Kreiszylinder 7 = a wird das obige Integral

B2\ -}
t=f(2h—2gz——;2—) dz .

Wihlt man den Koordinatenursprung so, daBl 2ka? = k2 ist, so wird

t=f(—2gz)'*dz
oder

z=—3g(t— 1),
wo ¢, eine Konstante ist.

Die Gleichung
a2p ==~k
ergibt dann
k

P—go=—5(t—1%)),

wo ¢, eine Konstante ist.

2. Die Kugel.
Der Fall, daB die Fliche die Kugel

y = (l? . ZZ)Q
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ist, ergibt das Problem des sphéirischen Pendels'). Es kann realisiert
werden durch einen schweren Massenpunkt, der mit einem festen Punkt
durch eine gewichtslose starre, um den festen Punkt frei bewegliche
Stange verbunden ist.

Die Quadratur ergibt hier fiir # den Ausdruck

R I
= 12—z2+1 2_2“’72_1‘3—,22 z,

t=1[{(2h— 2g2) (2 — 22) — k) "*dz.

Rechts steht ein elliptisches Integral, das auf die WeierstraBsche
kanonische Form gebracht werden soll. Die Wurzeln der kubischen

Gleichung 2(h _ gZ) (lz — 22) —k2=0

seien mit z;, 2,, z, bezeichnet. Da der Ausdruck
2(h —gz) (12 — 2%) — k2

fir z=17und 2= —1 negativ ist, dagegen positiv fiir groBe positive
Werte von z und auch fiir die in unserem Problem auftretenden Werte
von z (die zwischen — ! und + / liegen miissen, da der Massenpunkt
auf der Kugel bleibt), so mufl eine der Wurzeln, etwa z,, groBer als /
sein, und die anderen beiden, z, und z; (Wo 2z, > z, sein soll), miissen
zwischen ! und — [ gelegen sein. Die Werte von z bei der wirklichen Be-
wegung liegen zwischen 2z, und z,, da der Radikand fiir sie positiv
sein muf.

oder

Wir setzen
h 2102
Z = — + - C ’
3g 4
wo { eine neue Veridnderliche ist, und
h 212
Z,=—-—+h6 (721,2, )’
3¢ g )

so daB e, e,, e; neue Konstanten sind, die die Gleichung
h
el+e2+e3———;,%<zl+z2+z3—-g—)=0

und die Bedingungen ¢, > ¢, > ¢, befriedigen.
Die Gleichung zwischen ¢ und z wird dann

t=[{4(C —e)) (L — &) ( —e)) FdL
Z == 5’7(t + 8) ’

1) Lagrange: Mécanique Analytigue. Die vollstandige Losung mit Jacobischen
elliptischen Funktionen gab A. Tissot: Journ. de math. (1) Bd. 17, S, 88. 1852;
Jacobis eigene Losung des Problems eines rotierenden starren Kérpers mit Hilfe
elliptischer Funktionen war schon vorher (1839) veroffentlicht. Das Problem
des spharischen Pendels kommt im wesentlichen auf die Behandlung der Lamé-
schen Differentialgleichung zweiter Ordnung hinaus.

oder
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wo ¢ eine Integrationskonstante ist und die p-Funktion mit Hilfe der
Waurzeln ¢y, ¢,, ¢, gebildet wird.

Sind e,, ¢,, ¢, reell und abnehmend geordnet, so sind g(#) und @’ ()
beide reell, wenn u reell, @(u) also groBer als ¢, ist, und wenn # die
Gestalt hat: w,; + reelle Grofe, wo w, die der Wurzel ¢; entsprechende
Halbperiode ist. In diesem letzteren Fall liegt @ (%) zwischen e, und e,.
Da bei der tatsichlichen Bewegung z zwischen z, und z; liegt, so liegt
zwischen ¢, und ¢,; die Konstante <ns1:XMLFault xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat"><ns1:faultstring xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat">java.lang.OutOfMemoryError: Java heap space</ns1:faultstring></ns1:XMLFault>