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Vorrede zum vierten Bande. 
Mit dem Bande IV, dessen ersten Teil ich hiermit dem Publikum 

vorlege, beginnt gemiiss dem Plan der Encyklopadie die Reihenfolge 
der drei Bande, welche den Anwendungen der Mathematik auf Nanvr
wissenschaft und Technik gewidmet sein sollen, also der Mechanik, der 
theoretischen Physik und der Geonomie und Astronomie. Wie Hr. 
v. Dyck in seinem "Einleitenden Bericht" in Band I bereits ausein
andergesetzt hat, will die Encyklopadie in diesen Banden mehr sein 
als eine blosse Zusammenstellung der fertig ausgearbeiteten mathe
matischen Theorieen; sie mochte der ferneren mathematischen Ent
wickelung der in Betracht kommenden wissenschaftlichen Disziplinen 
allgemein die Wege ebnen, indem sie ihren Lesern neben den Resul
taten auch die Ansiitze zur Kenntnis bringt, mit denen die Fach
verstiindigen der verschiedenen Gebiete versucht haben, den ihnen 
vorliegenden Bedingungen der Wirklichkeit mathematisch gerecht zu 
werden. 

Die Schwierigkeiten, welche sich der Durchfiihrung dieses Pro
gramms sogleich bei der Inangriffnahme der Bande und dann Schritt 
fUr Schritt bei der weiteren Arbeit entgegenstellten und fortgesetzt 
entgegenstellen, sind in der Tat sehr bedeutende. Denn die Ent
wickelung im 19. Jahrhundert ist im ganzen die gewesen, dass sich 
die verschiedenen Gebiete der mathematischen Praxis von dem Betriebe 
del' rein en Mathematik immer mehr abgetrennt haben, so dass die 
sachliche und namentlich auch die personliche Verbindung, welche 
die notwendige V oraussetzung flir die Durchfiihrung unseres Planes 
ist, von Fall zu Fall immer erst miihsam hergestellt werden muss. 

Hr. v. Dyck hat in seinem "Einleitenden Bericht" bereits des 
nSheren dargelegt, wie sich diesen Verhaltnissen gegeniiber der 
Gedanke der Encyklopiidie allmiihlich durchgesetzt hat. Den Anfang 
machte vor nun zehn Jahren eine allgemeine Orientierung nach der 
personlichen Seite, unter direkter Bezugnahme mit hervorragenden 
Vertretern der verschiedenen Gebiete im Inlande und Auslande, wofiir 
die Akademieen in dankenswerter Weise die Mittel zur Verfiigung 
gestellt hatten. Die Redaktion del' Biinde V (Theoretische Physik) 
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und VI (Geonomie und Astronomie) konnte bald hernach hervor
ragenden jiingeren Kraften iibertragen werden. Die Bearbeitung von 
Band IV aber (Mechanik) iibernahm ich selbst (Herbst 1899) und 
dies um so lieber, als mil' die Herstellung normaler Beziehungen 
zwischen theoretischer und angewandter Mechanik nach dem Gange 
Meiner personlichen Entwickelung von je Herzenssache gewesen ist. 

Ein besonderes Mittel, sich in Gebiete, die ihm ferner liegen, einzu
arbeiten, ist filr den deutschen Universitatsdozenten, der in hohem Masse 
iiber die besondere Richtung seiner Lehrtatigkeit frei verfiigen kann, die 
Abhaltung geeigneter V orlesungen und tThungen. Ich habe von diesem 
Mittel im Interesse meiner Tatigkeit an Band IV der Encyklopiidie 
aUe die Zeit hindurch vielseitigen Gebrauch gemacht. Insbesondere las 
ich im Winter 1899-1900 iiber Hydrodynamik und verband damit 
Seminariibungen iiber Schiffstheorie; - Vorlesung und Ubungen waren 
nicht mehr als ein erster Versuch, abel' sie haben mir denjenigen 
Mitarbeiter zugefuhrt, der mil' fUr meine Aufgabe sehr bald die ailel'
wesentlichste Hilfe werden soUte, Hrn. Oonrad H MUller. Ich bezeichne 
den Umfang seiner Mitwirkung am einfachsteD, indem ich angebe, 
dass er nui' an den drei Referaten Voss, Schonflies-Griibler und 
Abraham (IV 1, 3 und 14) nicht direkt mitgearbeitet hat; bei allen 
anderen hat er durch eindringendes Sachstudium und sorgfaltigste 
KontroUe sowohl del' allgemeinen Exposition als del' bib1iographischen 
und drucktechnischen Einzelheiten zur V ollendung der endgiiltigen 
DarsteUung ausserordentlich viel beigetragen, was von samtlichen be
teiligten Verfassem gewiss mit Dankbarkeit bestatigt werden diirfte. 
Hr. Miiller war, als unser Zusammenarbeiten begann, noch Student. 
El' ist dann spater zwei Jahre lang bei mir Assistant gewesen und 
folgeweisp. in die Bibliothekarlaufbahn eingetreten. Ich habe del' 
Verwaltung del' hiesigen Universitatsbibliothek wie dem vorgesetzten 
Ministerium Meinen besten Dank dafiir auszusprechen, dass Hr. 
Mfiller seit dem 1. Juli 1906, wo er zum Hiilfsbibliothekar berordert 
wurde, im Interesse seiner Arbeit an del' Encyklopadie fiir lingere 
Zeit beurlaubt worden ist. Seit Ende 1904 wird Hr. Miiller auf dem 
Titel von Band IV neben mir ausdrficklich als Mitherausgeber genannt. 

Was die Abgre;nswng del' Mechanik gegen die Nachbargebiete 
angeht, 80 ist diese dem Wesen del' Sache nach in hohem Masse 
willkftrlich. Fi1r eine abstrakte Auffassung ist die Mechanik, wie sie 
hier verst&nden wird, nur ein Teil del' theoretischen Physik und die 
Lehre von del' Bahnbestimmung der Gestirne hinwiederum nur eine 
Anwendung del' Mechanik. Fitr den Umfang von Band IV glaubten 
wir una statt' dessen im ganzen an das historische Herkommen halten 
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zu sollen, wie es der Hauptaache nach durch Lagra.nges Mecanique 
analytique festgelegt ist. Elastizitii.t und Akustik haben wir noch mit 
zur Mechanik gerechnet, dagegen Kapillaritat und kinetische Gastheorie 
nicht mehr, ebensowenig Thermodynamik. Die astronomischen Einzel
heiten bleiben dem Bande VI vorbehalten. Auch treten hier diejenigen 
Entwickelungen zuriick, deren Schwerpunkt nach seiten der reinen 
Geometrie liegtj nach dem Plan der Encyklopadie gehOren sie in den 
Band III. 

lnnerhalb des so umgrenzten Bereiches haben wir dann gemass 
den oben genannten Grundsatzen nach moglichster Vielseitigkeit des 
Inhaltes gestrebt. Neben der analytischen Formulierung kommt die 
anschauungsmassige Behandlung zu ihrem Recht, neben Untersuchungen, 
welche die hochsten Mittel der Analysis erfordern I die elementar ge
haltene Darstellung. Insbesondere aber haben wir iiberall die besonderen 
Ansii.tze und Approximationsmethoden zur Geltung gebracht, deren sich 
die Physiker und Ingenieure zur Erledigung der ihnen entgegentreten
den mechanischen Aufgaben bedienen. Auf diese Weise sind aus dem 
urspriinglich einheitlich gedachten Band IV allmahlich vier Teilbande, 
jeder im Umfange von etwa 40 Bogen, geworden, die selbstandig 
paginiert sind und auf den Titelblattern der einzeln ausgegebenen 
Hefte ala IV 1 (bezw. IV 1, I), IV 1, II, IV 2 (bezw. IV 2, I) und IV 2, II 

unterschieden wurden. 
Die Disposition des Gesamtstoffes wird sich erst ganz iiber

sehen lassen, wenn die gesamten Teilbande samtlich vollendet vor
liegen; ich behalte mir vor, in einem Schlussworte zu IV 2, II auf die 
hierher gehOrigen Fragen zuriickzukommen. Dort soIl dann auch ein 
alphabetisch geordnetes Register fiir den Gesamtband gegeben werden. 
Vielleicht sber dan schon hier hervorgehoben werden, duss die Dis
position trotz aller Verschiebungen, die sich im Laufe der Ausfiihrung 
einstellten, einer gewissen Symmetrie nicht entbehrt. In der Tat 
stehen zu Anfang und Ende Artikel, die sich mit der Frage nach der 
philosophischen Begriindung der Mechanik befassen (der Artikel Voss 
liber die Prinzipien der rationellen Mechanik und del' urspriinglich 
von Boltzmann iibernommene Artikel iiber das Eingreifen der Wahr
scheinlichkeitsrechnung in die Mechanik der aus sehr zahlreichen 
diskreten Teile bestehenden Systeme), wahrend die zwischellgelagerten 
Artikel sich ziemlich zu gleichem U mfange auf die Mechanik der 
Systeme von endlichem Freiheitsgrad und die Mechanik der Kontinua 
verteilen. 

Dies eine wird man uns jedenfalls zugestehen, dass eine ausser
ordentliche Menge von Stoff kritisch durchgearbeitet und nach einem 



vrn Vorrede znm vierten Bande. 

einheitlichen Plane geordnet worden ist. Dass dabei vieles noch un
vollkommen und unvollstiindig geblieben ist, ist niemandem besser 
bewusst als der Redaktion. Aber immer sind die ersten wichtigen 
Schritte auf das im Eingang dieser Vorrede bezeichnete Ziel hin getan. 
Der Studierende, der sich eine Ubersicht iiber das Gesamtgebiet der 
Mechanik verschaffen will, erfiihrt doch zum mindesten von dem 
Vorhandensein der verschiedenen, neben einander herlaufenden U nter
suchungsrichtungen und der zugehorigen Litteratur. Mogen un sere 
Bibliotheken ein iibriges tun und dafiir sorgen, dass diese Litteratur 
iiberall zuganglich sei. Mogen namentlich auch die elementaren Lehr
biicher ihre vielfach einseitig gehaltenen Darstellungen an der Fiille 
des gebotenen Stoffes einer Revision unterziehen. 

",Vir meinen also, wenn erst Band IV vollendet vorliegt, etwas 
Bestimmtes und Niitzliches geleistet zu haben. Aber freilich ist es, 
yom hoheren Standpunkte, nur eine Vorbereitung. Mechanik, iiber
haupt angewandte Mathematik, kann nur durch intensive Beschiiftigung 
mit den Dingen selbst gelernt werden; die Litteratul" giebt nur eine 
Beihilfe. Anleitung zum Beobachten mechanischer Vorgange von 
friiher Jugend an, und auf hoherer Stufe Verbindung des mathe
matischen N achdenkens mit der Arbeit im Laboratorium, das ist, was 
behufs gesunder Weiterbildung der Mechanik dane ben und vor allen 
Dingen in die Wege geleitet werden muss. Die moderne Entwickelung 
hat ja auch in dieser Hinsicht in vielversprechender Weise eingesetzt. 
Moge die Wissenschaft der Mechanik, die eine Grunddisziplin alIer 
N aturwissenschaft ist, solcherweise einer neuen BIiite entgegengefiihrt 
werden. Moge insbesondere auch das Wort Leonardo da Vincis sich 
wieder bewahrheiten, dass die Mechanik das Paradies der Mathe
matiker ist! 

Es eriibrigt, dass ich allen Denen namens der Redaktion danke, 
die uns mit hingebender Arbeit unterstiitzt haben oder weiter zu 
unterstiitzen bereit sind. Zuniichst unseren geehrten Referenten, deren 
guten 'Villen wir vielfach auf eine harte Probe gestellt haben, indem 
wir immer wieder genauere Darlegungen oder vielseitigere Darstellung 
verlangten. Dann aber nicht minder der Verlagsbuchhandlullg, welche 
die vielen weitgehenden Anderungen des Textes, die im Laufe der 
Arbeit notwendig schienen, immer in entgegenkommendster Weise 
aufgenommen und zur Ausflihrung gebracht. hat. Mogen sie aHe die 
Befriedigung empfinden, die aus dem Bewusstsein entsteht, an einer 
guten Sache in hervorragender Weise mitgewirkt zu haben. 

Gottingen, Weihnachten 1907. F. Klein. 
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I. Begriff und Aufgabe der Mechauik. 

1. Einleitung. Die Erscheinung, dass die Resultate mathema
tischer Lehrgebaude von grundlegender Wichtigkeit oft eine lange 
Zeit hindurch ihrer strengen wissenschaftlichen Begriindung voraus
geeilt sind, hat sich in weit hi:iherem Grade bei der Mechanik, wie 
bei der Arithmetik oder der Infinitesimalrechnung wiederholt. Man 
kann den Standpunkt, welchen die systematische Entwicklung der 
Mechanik in ihrer gegenwartigen Gestalt einnimmt, etwa mit dem 
der Infinitesimalrechnung vor Cau.chy vergleichen, auf den sich fast 
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wortlich die Bemerkungen von Hertz 1) in seiner Einleitung zur 
Mechanik anwenden lassen. Die folgende Darstellung, welche die 
Prinzipien der Mechanik, wie sie sich im Laure des 19. Jahrhunderts 
entwickelt haben, darzulegen bemiiht ist, erhebt nicht den Anspruch 
darauf, die vorliegenden logischen Schwierigkeiten iiberall zu beseiti
gen, sie wiinscht vielmehr nur dazu beizutragen, dass eine befriedigende 
Einigung iiber diese Prinzipien, die ein unabweisbares Bediirfnis ist, 
allmahlich getroffen werden konne 2). 

1) Siehe die Bemerkung von Herts, Mechanik, p. 8, tiber das bei der Ex
position der Grundlagen der Mechanik haufig hervortretende Bestreben, tiber 
die Schwierigkeiten und Verlegenheiten in denselben mBglichst bald hinaus und 
zu konkreten Beispielen zu kommen. 

Dass wir aus der neueren Zeit verschiedene vorztigliche Darstellungen der 
Mechanik besitzen, Boll hier keineswegs unterschatzt werden j tiberhaupt liegt 
dem ganzen Arlikel eine polemische Tendenz vollig fern. Ein Blick auf den 
gegenwarligen Zustand der Werke tiber Mechanik, soweit sich dieselben nicht 
auf eine rein mathematische Behandlung, sondem auf die Entwicklung der 
eigentlich mechanischen Vorstellungen beziehen, diirfte indes zeigen, dass unter 
dens eIben, da wo es sich nicht um stereotype Wiederholung gewisser Wendungen 
handelt, die grBssten Verschiedenheiten hinsichtlich der Prinzipien bestehen. 
Zur Gewinnung einer mBglichst objektiven Pri"ifung ist sowohl im Text, als 
auch in den Fussnoten eine U"bersicht tiber zum Teil ganz verschiedene An
sichten gegeben. 

2) Die Forderung eines einsigen allgemein verbindlichen Lehrgebiiudes solI 
damit nicht bedingungslos erhoben werden. Ob sich dieselbe iiberhaupt befrie
digen lasst, kann um so mehr zweifelhaft erscheinen, als auch in der reinen 
Mathematik zur Zeit iiber grundlegende Fragen noch verschiedene theoretische 
Auffassungen bestehen. 

Dass eine Darlegung der Prinzipien der Mechanik eine allgemeine 
Kenntnis der mechanischen Untersuchungen bereits 'lJoraussetsen muss, ist wohl 
selbstverstandlich. Die folgende Ausfiihrung bestrebt sich indessen, soviel wie 
mBglich, die direkte Ankntipfung an spezielle mathematische Theorieen zu ver
meiden. 

Die in den letzten dreissig Ja.hren entstandene umfangreiche Litteratur 
sur kritischen Betrachtung der Mechanik ist bisher noch sehr wenig gesichtet. 
Diihring's kritische Geschichte der Mechanik enthalt tiber die alteren Perioden 
viele interessante Bemerkungen, die sich in schlichterer und angemessenerer 
Darstellung zum Teil auch Bchon in Whewell's History of the inductive sciences 
findenj eine eigentliche Kritik ist indessen in Diihring's Werk nicht versuchtj 
auch fehlte dem Verfasser vollstaudig das Verstaudnis der mit Lagrange's 
Arbeiten beginnenden Entwicklung der Mechanik. Maxwell's Matter and motion 
erscheint nicht frei von schwer zu vereinigenden Widerspriichen und bezieht 
sich vorzugsweise doch auf Gegenstande der physikalischen Mechanik. Die 
Mechanik von Mach, welche von einer einheitlichen Grundanschauung aus mit 
dem feinsten Verstaudnis der Entstehung der mechanischen Prinzipien nach
geht, wird man in vielfacher Beziehung wohl als grundlegend ansehen diirfen. 
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2. Prinzipe und Prinzipien der ]/[eohanik. Der Ausdruek 
Prinzipe oder Prinzipien wird in der Mechanik in sehr versehiedener 
Weise angewendet. Unter Prinsipien versteht man in irgend einer 
Wissensehaft, hier speziell der Mechanik, erstens Aussagen, die nieht 
wieder auf andere demselben wissenschaftlichen Gebiete angehOrige 
Behauptungen zuruekgefiihrt, sondern als Ergebnis anderer Resultate 
der Erkenntnis angesehen werden 8), z. B. die .Axiome oder Posflulate 4), 
und die teils logischer oder methodologischer teils metaphysischer oder 
physikalischer Art sein konnenj zweitens allgemeine a;us den Grund
vorstellungen tier Mechanik gewonnene Satze, die wenn auch in ihren 
einfacheren Fiillen auf Grund friiherer deduzierbar, doeh in ihrem 
weitesten Umfange thatsachlich nicht mehr vollstandig beweisbar 
erscheinen (z. B. das Prinzip der virtuellen Geschwindigkeiten, das 
d'Alembert'sche resp. Gauss'sche Prinzip); drittens 5) allgemeine rein 

Auch hier ist aber - allerdings in Rlicksicht auf den ganzen Plan des Werkes 
- die Ausbildung der Mechanik im 19. Jahrhundert insbesondere in ihrem 
Zusammenhang mit der gleichzeitigen Vertiefung der mathematischen Methoden 
nur an wenigen Stellen beriihrt, wlihrend der vorliegende Artikel den Versuch 
macht, diese Epoche . in den Vordergrund zu riicken und mit HUlfe der ge
samten Litteratur historisch und kritisch dem allgemeinen VerstlLndnis nliher 
zu bringen. Hertz' kritische Einleitung erscheint, auch wenn man von einzelnen 
MissverstlLndnissen absieht, im ganzen doch zu einseitig bestimmt durch die in 
ihrer nitheren Ausfiihrung leider unvollendet gebliebene Absicht, aus einem ein
zigen Grundprinzip alles zu deduzieren. M. Cantor beriicksichtigt in seiner 
Geschichte der Mathematik die Entwicklung der Mechanik nur bis zur Zeit von 
Galilei. Ausgezeichnet sind durch die Klarheit der analytischen Darstellung 
C. Neumann's liber fast aIle Gegenstlinde der Mecha.nik und mathematischen 
Physik sich erstreckende Arbeiten. Von grosser Bedeutung erscheinen fiir die 
neuere Entwicklung der physikalischen Mechanik die zusammenfassenden Ge
sichtspunkte von Duhem im Commentaire sur les principes de 180 thermodyna
mique; besondlfrs beachtenswert sind auch die in ganz mgdernem Geiste ab
gefassten Lectures on natural philosophy von Th. Young. Auf eine weitere 
Darlegung der Vorarbeiten zur kritischen Untersuchung der Prinzipien der 
Mecha.nik glauben wir hier nicht eingehen zu sollen. 

S) Hertz, Mecha.nik, p. 4. 
4) tiber den Unterschied zwischen Axiom und Postulat in physikalischer 

Hinsicht vgl. P. Volkmann, Theor. Physik, p. 11. 
6) Die methodologische Stellung der Prinzipien zweiter und dritter Art 

zueiD&nder wird sem verschieden beurteilt. Auch wenn man beide, wie viel
fach zu gesohehen schemt, gleichsam als BeschwBrungsformeln ansieht, in denen 
em lange fortgesetzter Prozess induktiver Erkenntnis semen Ausdruck gefunden 
hat, besteht doch ein sehr wesentlicher Unterschied in dem Grade der Ab
straktion, der in beiden FilJIen eintritt. - Die im. TeIte getroifene Unterschei
dung von Prinzipien verschiedener Art kann fiberhaupt nur eme allgemeine 
sein; an welcher Stelle jede einzelne der mannigfa.ltigen ala "Prinzipe" im Laufe 
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mathematische Methoden fur die Behandlung der mechanischen Probleme, 
die an sich zunachst vollig auf Grund von Prinzipien der zweiten 
Art erweisbar, zur rein deduktiven Behandlung ausgedehnter Teile 
der Mechanik ausreichend sind, in ihrer weitesten Ausdehnung aller
dings wieder einen heuristischen Charakter erhalten (Hamilton'sches 
Prinzip, Prinzip der kleinsten Aktion), endlich nach C. G. J. Jacobi 6) 
analytische Methoden, Integralgleichungen der dynamischen Differen
tialgleichungen zu gewinnen. Hinsichtlich der Prinzipe der letzteren 
Art verweisen wir auf IV 11 a. Eine Ubersicht iiber den Einf1;uss 
der mathematischen Methodik auf die gegenwarlige Darstellung und 
Behandlung der mechanischen Probleme gehOrt ihrem Wesen nach aller
dings in die Lehre von den Prinzipien der Mechanik. Wir treten 
indes hier auf eine solche Erorterung nicht ein, da die speziellen 
mathematischen Methoden in den folgenden Artikeln des vorliegenden 
Bandes der Encyklopadie zum grossten Teil eine ausfiihrliche Dar
stellung erfahren. 

3. Begriff und Aufgabe der Mechanik. Die Mechanik 7) ist die 
Grtmdlage der gesamten physikalischen Wissenschaften, d. h. der Wissen
schaften, die V organge in der N atur dnrch nach bestimmten Gesetzen 
geordnete Zahlwerte 8), deren Abhlingigkeit durch das mathematische 
Bild der Funktion dargestellt wird, beschreiben 9). Seit Aristoteles 10) 
ist die durch den metaphysischen Begriff der Identitat begriindete 
Ansicht mehr oder weniger maassgebend gewesen, dass eine solche 
Erklarung nur durch Zuriickfiihrung aller Erscheinungen auf Be
wegungsvorgange raumlich unveranderlicher Substanzen geliefert wer
den kanne 11). Diese Ansicht aber kann moglicherweise zu enge 

der Zeit bezeichneten Aussagen einzuordnen ist, wird von den oft schwanken
den Vorstellungen abhangen, die den Ausdruck Prinzip begleiten. 

6) Jacobi, Dynamik, 1842, herausg. v. A. Olebsch, p. 2. Wir rechnen dahin 
die analytische Verwendung des Satzes von der lebendigen Kraft, die Schwer
punktsintegrale, das Prinzip der Flachen, des letzten Multiplikators, Hamilton's 
Prinzip der variierenden Wirkung, das Poisson-Jacobi'sche Prinzip, die mannig
fachen Transformations- und Aquivalenzprinzipe etc. etc. 

7) Das Wort Mechanik zuerst in den Aristoteles zugeschrie benen /l-1/xavtxtX 
1t(lof3i..7}!I-ct'/:a (Erklarung einer Reihe sinnreicher Erfindungen), iibers. yon F. Th. 
PoseZger, Berlin, Abhandlungen d. Akademie 1829, p. 06. 

8) V gl. J. C. Maxwell, On Faraday's lines of force, 1855, Scientific 
Papers 1, p. 155; auch Ostwald, K. B. Nr. 69. 

9) E. du Bois-Reymond, Reden, zweite Folge 1848, p. 6, Leipzig 1887. 
10) Vgl. W. Wundt, Physikal. Axiome, p. 6 if.; K. Lasswitz, Atomistik 1, 

p. 89; 2, p. 1. 
11) So auch Wundt in seiner Logik, 2, p. 225 if.; desgl. H. Petrini, 
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gefasst sein 12); auch findet trotz der vielleicht entgegenstehenden 
philosophischen Bedenken, die in dem Begri:ff der Substam liegen, 
die modeme physikalische Anschauung keine Schwierigkeit darin, von 
verschiedenen nicht weiter zu erklii.renden Zustii,nrkn einer SUbstane 1S) 
zu reden, deren funktionelle, auch in der Zeit veranderliche, Beziehung 
zu ermitteln lediglich eine Aufgabe der mathematischen Darstellung 
ist; es sei hier nur ausser der ganzen durch Maxwell eingeleiteten 
Forschungsrichtung an die Ausbildung einer chemischen Statik und 
Dynamik erinnerl, welche z. B. Losungs- und Reaktionsgeschwindig
keiten mit Hiilfe von Formein bestimmt. 

Abgesehen von dieser sehr wesentlichen Erweiterung der Gesichts
punkte handelt es sich aber in erster Linie bei den rein physikalischen 
Wissenschaften um die Betrachtung derjenigen. Vorgange, die durch 
V orstellung der Bewegung verstandlich gemacht werden. Insofem ist 
dann die Mechanik die Lehre von der Bewegung, und ihre Aufgabe, 
aus einem als gegeben vorausgesetzten Bewegungszustande aile seine 
Foigen herzuleiten. 

Da es sich lediglich um Zahlwerte handelt, ist die Mechanik 
ebenso wie die analytische Geometrie angewandte Mathematik; sie wird 
wie die Geometrie an gewisse Voraussetzungen gebunden sein. Wah
rend aber diese in der Geometrie friiher in der begri:fflichen Formulie
rung a priori gewisser Aussagen gesucht wurden, sind dieselben in der 
Mechanik von Anfang an ganz anderer Art gewesen. Die naive An
sicht der friiheren Zeit wollte durch das Wirken der Dinge aufein
ander den 'l"eaZen Verlauf der Erscheinungen begreifen und erkliiren: 
so vermischen sich denn von Anfang an mit den rein mathematischen 
Elementen der Bewegungslehre metaphysisehe Spekulationen. Das 
Wirken der Dinge besteht hiemach darin, dass sie Krii(te aufeinander 
ausiiben, d. h. BeschleUnigungswrsachen fUr einander sind 14.). 
Kritisohe Studien liber die grundlegenden Prinzipien der Meohanik, Arehiv fUr 
system. Philosophie 1 (1895), p. 204. 

12) E. Mach, Gesohichte d. Satzes v. d. Erhaltung d. Arbeit, Prag 18'12, 
bemerkt, p.23, dass keine Notwendigkeit vorliegt, sich alles Geda.ohte bIos ritum
lich vorzusteIlen, so z. B. sei die Auft'assung von fiinfatomigen isomeren MolekiUen, 
die nur duroh Beziehung eweier Punkte sich unterscheiden sollen, im dreidimen
sionalen Raum unmilglioh, ib. p. 29; desgl. Mach, Mechanik, p. 486: "Dass aIle 
physikalisohen Vorginge mechanisoh zu erklitren seien, halten wir fUr ein Vor
urteil." Vgl. auch P. Beck, Der Substanzbegrilf in d. NaturwisSenBchafien, Diss. 
Leipzig 1896, p. 59. 

18) P. Df"IJde, Physik d . .lthers, Stuttgart 1894, p. 10; bei w: 17Iomson 
treten diese Ideen schon 184'1 auf (papers' 1, p. 76); vgl. anoh P. Duhem, Traite 
elementaire de mecanique chimique, 4 vola., Paris 1897,/99, Bd. 1, p.29. 

14) Diese bekannte Definition der Mechanik schon bei P. Varignon, Non-
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Gewiss halten auch jetzt noch viele an diesem Kausalitiitsgedanken 
fest, der aIle V organge durch das Verhiiltnis von Ursache und Wirkung 
"erklaren" will. Aber immer mehr macht sich die Auffassung von 
der Notwendigkeit una Eindeutigkeit 15) des Naturgeschehens geltend: 
das einzig thatsachlich Feststellbare lauft darauf hinaus, dass gewisse 
vollkommen quantitativ bestimmte Erscheinungsklassen in unloslicher 
und eindeutiger Verbindung mit anderen so verknupft sind, dass die 
eine als zeitliche Folge der anderen erscheint16). 

Lasst man die V oraussetzung einer metaphysis chen Kausalitiit 
fallen 17), so bleibt als Aufgabe der reinen Mechanik einzig und aHein 
die, den gesetzmassigen Verlauf der Bewegungen zu bestimmen, resp. 
zu besrltreiben 18). Diese durch Kirchlw/f's Autoritat fur weite Kreise 

velIe mecanique (1687), 1725, Bd. 1, p. 1: La mecanique en general est la science 
du mouvement, de sa cause et de ses effets. 

15) J. Petsoldt, Das Gesetz der Eindeutigkeit, Vierteljahrsschrift fUr wiss. 
Philosophie 19 (1895), p.257, in tJbereinstimmung mit H. v. Helmholtz, Wiss. Abh. 
1, p. 13 u. 68: "Ich habe mir erst apliter klar gemacht, dass das Prinzip der Kau
salitlit nichts anderes ist, als die Voraussetsung der Gesetzlichkeit." Auch 
P. Volkmann, Erkenntnistheor. Grundzuge der Naturwiss., Leipzig 1896, desgl. 
Theoretische Physik, p. 39, lehnt die Kausalitlitsidee grundslitzlich ab; nach 
E. Mach, Die Prinzipien der Wlirmelehre, Leipzig 1896, p. 433 ist der Kausali
tatsgedanke nichts anderes, als Fetischismus; vgl. auch Mach, Das Prinzip der 
Vergleichung in der Physik, Leipzig 1894, p. 12: "lch hoffe, dass die kiinftige 
Naturwissenschaft die Begriffe Ursache und Wirkung ihrer formalen Unklarheit 
wegen beseitigen wird." 

16) H. Weber, fiber Kausalitlit in den Naturwissenschaften, Leipzig 1881, 
will allerdings den philosophischen Begriff der Kausalitlit festhalten, ihn aber 
mit der V orstellung, dass der notwendige Verlauf der Erscheinungen yom that
slichlichen nicht verschieden sei, vereinigen. 

17) So wie aber der Fortschritt der mathematischen Wissenschaften fast 
unabhii.ngig von den allgemeinen Untersuchungen uber die erkenntnistheoreti
Behan Grundbegriffe von der Zahl gewesen ist, so zeigt auch der geschichtliche 
Verlauf, dass gerade besonders erfolgreiche Erweiterungen in der Erkenntnis dlYl' 
Natwrerscheinungen von solchen MiinnlYl"n ausgegangen sind (z. B. Poncelet, Fa
raday, R. Mayer, auch Maxwell und Helmholtz in ihren anfanglichen Schriften), 
die von besonders lebhaften und konkreten Kausalitiitsideen erfiillt waren. Die 
prinzipielle Unterdriickung derselben wiirde, wie es scheint, auch dem forschen
den Physiker einen grossen Teil der lebendigen Anschauung raub en , welche 
man z. B. in Kirchhoff's abstrakten Darstellungen vermisst. Das Ideal der 
Wissenschaft in ihrer vollkommensten Gestalt kann dabei ganz wohl in einer 
Weise gefasst werden, welche dem jeweiligen Standpunkte der Erkenntnistheorie 
besser zu entsprechen scheint; man wird aber stets zu beachten haben, dass 
unBere abstrakten Begriffe in einer bestlindigen Anpassung und Weiterbildung 
durch die AnBchauung und Beobachtung sich befinden mUSBen. 

18) G. Kirchhoff, Mechanik, p. III u. 1-5. fiber BeBchreibung und Er-
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maassgebend gewordene Auffassung mag n!lch weiterer erkenntnis
theoretischer Erliuterung bedfirfen, jedenfalls ist sie allgemein genug, 
um in erweiterler Form auch noch der obigen allgemeinen Begriffs
bestimmung der Mechanik sich anzupassen. 

Sieht man von der naiven, durch Kant ein fiir allemal beseitigten 
Auffassung ab, dass sich fiber das Wirken der Dinge an sich auf ein
ander etwas erkennen lasse, so folgt, dass die metaphysische Erklarung 
der Naturvorgange fiberhaupt keine Aufgabe der Naturwissenschaft 
ist 19), sondern dass die Mechanik ebenso wie die Geometrie mit den 
idealen durch Axiome der Anschauung definierlen Raumvorstellungen 
operierl, aber auf Grund bestimmter in Axiomen und Postulaten 
formulierler Erfahrungsthatsachen ein Bud der Wirklichkeit 90) zu 
entwerfen sucht, dessen Brauchbarkeit durch die Erfahrung zu be
statigen, resp. weiter zu erproben bleibt. Selbstverstandlich kann sich 
die Aufgabe, ein solches Bild zu entwerfen, nur insoweit losen lassen, 
aIs die' betreft'enden Vorgange in ihren gegenseitigen quantitativen 
Beziehungen bereits als hinreichend bekannt vorausgesetzt werden 
dfirfen. Ob dies in Bezug auf die Erscheinungen des organischen 
Lebens in weiterem Umfange schon zutriffi, kann hier nicht unter
sucht werden 20&). 

klll.rung vgl. Wundt, Logik 2, p. 282j Mach, Wl!.rmelehre, p. 480 :If.; O. Neu
mann, Prinzipien der Galilei'schen Theorie, p. 18 u. 22. 

19) V gl. H. BurkhOl1'dt, Mathematisches u. naturwissenschaftliches Denken, 
Beilage MUnch. Allg. Zeitung 1897, Nr. 264. 

20) Dies ist die wesentlich durch Ma:ewell, On Faraday's lines of force, 
Papers 1, p. 165 und On the math. classification of physical quantities, Lond. 
Math. Soc. Proc. 8 (1871) = Scientific Papers 2, p. 257, eingeleitete Vorstellungj 
vgl. auch Ma:ewel', p. 68 in Ostwald's K. B. Nr.69. V gl. auch L. BoZtsmann, tJber 
die Entwicldung der theoret. Physik in neuerer Zeit, Deutsche Math.-Ver. 8 
(1900), p. 71. lhnlich auOO O. Neumann, Prinzip. d. GallI. Theorie, 1870. Die 
Existenz der Green'schen und I!.hnliOOer Funktionen, die Eindeutigkeit gewisser 
L6sungen in anderen Problemen hat man geradezu daraus geschlossen, daBS in 
de'/' Wirklichkeit der durch jene Funktionen bezeichnete Zustand vorhanden sein 
miisse. Dieser metaphysische Grund wird hinfl!.llig, wenn man die Theorieen 
der Mechanik nur als Bilder ansieht, deren tJbereinstimmung mit den ErsOOei
nungan keineswegs a priori feststeht. Damit soll natiirliOO der heuristische 
Wert Bolcher Vorstellungen niOOt bestritten werden. 

20") V gl. J. Larmor, Aether and matter, p. 288, Herts, Mechanik, p. 165. -
Gegeniiber der ganz abstrakten Auffassung modemer Theorieen mag hier noch 
daram hingewiesen werden, dass die Untersuchungen von G. G. Stokes, Helmholts, 
namentlioo aber von W. Thomson doch im allgemeinen von der Voraussetzung 
einer durch meOOanisehe Konstruktionen begriindeten EinfiIhrung der allgemei
nen Koordinaten ausgehen, von der erst Ma:ewell in seiner Herleitung der Elek. 
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Die Mechanik geht dabei allerdings suniichst von den karperUchen 
Dingen aus, welche Eindruck auf unsere Sinne machen. Aber schon 
die einfachsten Vorgiinge haben von jeher dazu gefuhrt, uber dieses 
rein sinnliche Erfahrungsgebiet hinaussugehen, von Atomen, Mole
kiilen, materiellen Punkten zu reden, neben den ponderablen alsbald 
auch imponderable Substanzen einzufuhren. Sehen doch manche 
gegenwiirtig das voUendete Bild der N aturwissenschaft in einer Lehre, 
welche aUe V orgiinge als Zustandsanderungen des .lthers auffassen will. 

Als Gesichtspunkte, nach denen man den Wert der Darstellung 
physikalischer Theorieen in diesem Sinne zu beurteilen hat, bezeichnet 
Herlz OOb) "diese Bilder mussen so beschaffen sein, dass die denknot
wendigen Folgen der Bilder stets wieder Bilder seien von den natur
notwendigen Folgen der abgebildeten Gegenstiinde"; sie mussen 10-
gisch zuliissig, eirifach und zweckmiissig und moglichst umfassend sein. 

Diese Anschauung befreit uns zugleich von der Verpfiichtung, 
in der Mechanik selbst den psychologischen Ursprung dieser Bilder zu 
entwickeln, so wichtig das auch in anderer Beziehung, z. B. bei einer 
piidagogischen Behandlung sein mag 21). Denn eine innere Wahrheit 
an sieh, welche sich durch psychologisehe Analyse erweisen liesse,· 
besitzen dann diese Bilder uberhaupt nicht; ihre einzige Berechtigung 
liegt in ihrer Zweekmiissigkeit. Und wir glauben daher hier die 
Frage, woher diese besonderen Formen der meehanischen Grundvor
steUungen stammen, dem Gebiet der philosophisehen Analyse uber
lassen zu sollen, in demselben Sinne wie wir etwa in den Grundlehren 
der Arithmetik damuf verzichten konnen, die primitiven Verknupfungs
gesetze des Zahlens selbst noch psychologisch besonders zu recht
fertigen. 

4. Verschiedene Zweige der Mechanik lila). Man pfiegt theorefJische, 
reine, rationelle, allgemeine (mecanique generale, rationelle, theoretical 

trizitatsbewegung aus den Lagrange'schen Gleichungen den letzten Rest ab
gestreift hat. 

20b) Herts, Mechanik, Einl. p. I; vgl. auch H. Kleinpeter, Entwicklung des 
Raum.- und Zeitbegriffs in der neueren Mathematik u. Mechanik und seine Be
deutung fiir die Erkenntnistheorie, Archiv fiir system. Philosophie 4, p. 32 (1898). 

21) Man vgl. in dieser Hinsicht Mach, Beitrage zur Analyse der Empfin
dungen, Jena 1886; Warmelehre, p. 422 if.; F6ppl, Mechanik 1., p.21; Klein u. 
Sommerfeld, Theorie d. Kreisels, p. 70, Leipzig 1897; Budde, Mechanik 1, 
p. 111; Lasswits, Atomistik 2, p. 23. 

21") Vgl. Newton, Principia, praefatio ad lectorem: Mechanicam vero du
plicem veteres constituerunt: rationalem, quae per demonstrationes accurate pro
cedit, et practicam. Quo sensu mechanica rationalis erit scientia motuum qui ex 
tiribus quibuscunque resultant. Newton's mechanica practica ist indes Technik. 
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mechanics) Mechanik von der angewandten zu unterscheiden und letztere 
a.ls astronomische Mechanik, mathemaUsche Physik und angewandte Mecha
nik (mecanique appliquee, applied mechanics) zu charakterisieren. 

Eine vollig scharf definierle Grenze lasst sich zwischen diesen 
Disziplinen nicht ziehen Blb). Von jeher sind einzelne Teile der 
astronomischen Mechanik (z. B. Planetenbewegung) und mathematischen 
Physik (z. B. Hydrodynamik, Elastizitiitstheorie) in den rein theo
retischen Werken iiber Mechanik behandelt. Sieht man es als die 
Aufgabe der Mechanik an, vollstiindig klare Bilder der Erscheinungen 
in mathematischer Darstellung zu lief ern , so ist insbesondere der 
Charakter der t"ationellen Mechanik durch die Forderung bestimmt. 
dass diese Bilde.- ausschliesslich auf de.- V Ot"stellung t"eine.- Bewegungs
ve.-hiiltnisse bemhen sollen. Dem entspricht freilich die astronomische 
Mechanik in hohem Maasse; wahrend aber die reine Mechanik ihre 
Probleme selbst insoweit auswahlt, als die mathematische Bearbeitung 
derselben mit den Mitteln der Analyse sich vollstandig wenigstens 
im Prinzip durchfuht"en lasst - wobei die Gewinnung numerischer End
!esultate oft ala Nebensache erscheint - sah man sich in der Astro
nomie bestimmten Aufgaben gegeniiber, die nur mit Hiilfe von Nahe
rungsprozessen zu erledigen waren, deren Grenzen sich durch die sich 
verfeinernde Beobachtungskunst stets ve.-schieben. - Anders liegen 
wieder die Verhiiltnisse in der mathematischen Physik; hier sind es 
vorzugsweise eigentiilmliche mathematische Methoden, die, mit der Poten
tialtheorie beginnend, vermoge der {heen'schen Satze sowie der voll
standig ausgesprochenen Ve.-sichtleistung auf die ErkliWung der physi
kalischen Er-scheinungen im alien Sinne den Untersuchungen ihr be
sonderes Geprage verleihen. 

Die angewandte Mechanik endlich hat im weitesten Sinne zur 
Aufgabe die statische und dynamische Untersuchung der Baukon
struktionen und Maschinen (siehe IV 8 u. 23), sowie die Lehre von 
den mechanischen Theorieen derjenigen physikalischen Vorgiinge, die bei 
der Durchfdhrung der Prjj.zisionsmessungen in der Physik in Betracht 
kommen (IV 7 u. 25). Da. bier schon die aus der Erfahrung zu 
entnehmenden Voraussetzungen vorzugsweise durch Mittelwe.-te aus
gedriickt sind, welche durch die ve.-anderliche Natur der Materialien 
bedingt sind, so hat die rein mathematische Durchfiihrung, selbst 
wenn sie moglich ware, iiberhaupt keinen eigentlichen Zweck mehr 
und muss duroh besondere, stete durch die Erfahrung zu kontrollierende 

21 b) Auch die folgenden Erllrterungen sind nur als ein Versuch zu be-
trachtenl diese Gebiete in a.ngeinessener Weise gagen einander a.bzugrenzen. 
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Mittelwertschatzungen ersetzt werden, durch welche zugleich eine Be
wa.ltigung der mathematischen Schwierigkeiten uberhaupt erst moglich 
wird. Zudem verlangen die Aufgaben der angewandten Mechanik fast 
immer die Berucksichtigung solcher Erscheinungen, bei denen infolge 
der unbekannten Natur der Krafte (insbesondere derjenigen del' 
Reibung, Zalugkeit und unvollkommenen Elasticitat) Energieande
rungen im dissipativen Sinne eintreten, fUr die die rationelle Mecha
nik nur die allgemeinen Schemata zu entwickeln p:£legt (siehe IV 8). 
Selbstverstandlich sind ihrem allgemeinen Ansatz nach auch hier die 
Probleme im Sinne einer rein mathematischen Behandlung zu fassen. 

In Rucksicht auf diese Erorterungen rechnen wir im folgenden 
zur rationellen Mechanik alle Untersuchungen, welche bei der Zuriick
fiihrung del' N aturvorgange auf Bewegungen keine andern als mathe
matisch scharf definierte Bilder verwenden und ohne Riicksicht auf 
eine unmittelbare praktische Verwendung die Losung del' Probleme 
mit derjenigen Genauigkeit anstreben, welche der jeweilige Zustand 
der mathematischen Analyse gestattet. 

5. Bistorische Bemerkungen. Galilei's Untersuchungen in den 
Discorsi und der Scienza meccanica enthalten neben der Dynamik der 
fallenden Korper die Theorie der einfachen Maschinen, die Anfange 
der Festigkeitslehre etc. Yarignon fa sst in seiner Nouvelle mecani
que die Mechanik als Statik, Euler in seiner Mechanica sive motus 
sci entia ausschliesslich als Dynamik auf. Newton kann man als Be
grunder, Laplace als eigentlichen Vollender del' mit Clairaut, d'Alem
bert, Lagrange und anderell beginnenden klassischen Epoche der astro
nomischen Mechanik ansehen; Lagrange gab der rationellen Mechanik 
ihre charakteristische Form in der Mecanique analytique. Daneben 
entwickelt sich unter den Bernoulli auch die technische Mechanik sowie 
die mathematische Physik als Hydrostatik und Hydrodynamik. Mit 
Poncelet und CorioUs beginnt die eigentliche schOpferische Zeit der 
technischen Mechanik, allerdings mit vorwiegend dynamischer Farbung; 
sie wird spater durch Culmann namentlich in Riicksicht auf die sta
tischen Fragen ausgebaut, wahrend die Ausbildung der mathematischen 
Physik vorzugsweise durch Fourier, Cauchy, Poisson, Green, Gauss, 
Lame, B. de Saint- Yenant, F. E. Neumann, Stokes, Maxwell, W. Thom
son, Kirchhoff, v. Helmlwltz und andere erfolgte. 

Enc;rkiop. d. math. Wiuenlch. IV 1. 2 
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II. Die allgemeinen Prinzipien der Mechallik. 

A) Philosophisohe Prinzipien. 

6. Das Kausalitatsprinzip und der Satz yom zureichenden 
Grunde. Die allgemeinen, d. h. nicht erst auf dem speziellen Gebiete 
der mathematischen Analyse entstandenen Prinzipien der Mechanik 
kann man einteilen in philosophische, rein mathematische und mecha
nisch-physikalische. 

Von den philosophischen Prinzipien muss hier neb en dem schon 
oben erwahnten Kausalitiitsprinzip der Satz vom zureichenden Grunde 
hervorgehoben werden. Man schloss aus dem letzteren, dass der in 
B~wegung unabhangig von allen anderen Dingen vorgestellte materielle 
Punkt seine Richtung nicht andern konne 22), wahrend ein Gleiches 
auch von der Grosse der Geschwindigkeit zu behaupten erst durch 
die dialektische Unterscheidung von Ursache und Wirkung moglich 
wird, welche die Ursache ausserhalb des Bewegten verlegt 23). Auch 
bei der Entwicklung des Kraftbegriffes, den Beweisen fur das Paral
lelogramm der Krafte, der Betrachtung der Fernewirkung zwischen 
zwei materiellen Punkten etc., spielt dieser Satz eine historische 
Rolle 24). 

Dass man aus bloss logischen Pramissen keine Entscheidung liber 
reale Verhaltnisse treffen kann, wird gegenwartig wohl nicht be
zweifelt 25). Anders aber steht es, wenn del' Satz vom zureichenden 
Grunde in der Form eines logischen Schlusses auf tritt, dessen Pra
m'issen vollstandig als aus der Erfahrung bekannt vorausgesetzt werden. 
Nimmt man z. B. an, dass die Resultante von auf einen materiellen 

22) Euler, Mechanica, § 56, Theoria motus, § 83, auch Recherches sur l'origine 
des forces, Berlin, Mem. de l'Acad. 1750, p. 419; Laplace, Mec. celeste (Oeuvres 1, 
p. 15); desgl. S. D. Poisson, Mecanique, ed.2 (iibers. v. Stern), p. 167. Siehe 
auch Fussn. 142. 

23) So z. B. Wundt, Axiome, p. 121. 
24) Zu einer systematischen Deduktion der physikalischen Axiome benutzte 

Wundt diese Uberlegungen (Axiome, p. 115 if.) 
25) Treifend bemerkt Mach, Mechanik, p. 135, der Satz "cessante causa 

cess at eifectus" sei ebenso richtig wie sein Gegenteil, jenachdem man ihn fiir 
den Begriff der Geschwindigkeit oder Beschleunigung zur Anwendung bringt. 
Ahnlich Helmholtz, Erhaltung der Kraft, Ostwald, K. B. p. 58: "Was viele als 
Gipfel von Mayer's Leistungen ansehen, namlich die metaphysischen Schein
beweise fiir die apriorische Notwendigkeit dieses Gesetzes, wird jedem an strenge 
wissenschaftliche Methodik gew5hnten Naturforscher gerade ala die schwachste 
Seite seiner Anschauungen erscheinen." 



6. Das Kausalitatsprinzip etc. 7. Teleologische Prinzipien. 19 

Punkt wirkenden Kraften eindeutig und vollstandig durch die Lage 
und Grosse del' letzteren bestimmt sei, so (olgt daraus, dass die Re
sultante zweier entgegengesetzt gleicher Krafte odeI' dreier gleicher 
unter Neigungswinkeln von 1200 gleich Null ist; unter del' Voraus
setzung, dass fur das Gleichgewicht des Hebels allein die relative 
Lage del' Krafte zu demselben maassgebend ist, folgt, dass der beharr
liche Ruhezustand del' einzig mogliche fUr den in del' "Ruhelage" 
gleichfOrmig belasteten gleicharmigen Hebel ist. 

7. Teleologische Prinzipien. Von ganz wesentlichem Einflusse 
sind fur die Entwicklung del' Mechanik teleologische Prinzipien ge
wesen. Das Prinzip del' kleinsten Wirkung ist g.eradezu von Euler 25a) 

aus einem solchen Gesichtspunkte abgeleitet; Gauss' Prinzip des 
kleinsten Zwanges, sowie gewisse Prinzipe der Elastizitatstheorie 25b) 

knupfen ebenfalls an solche Vorstellungen an. - Die Frage, ob in 
del' Natur wirklich Thatsachen vorliegen, welche den Gedanken be
statigen, dass mit dem kleinsten Aufwande von Mitteln del' grosste 
Effekt erreicht werde, braucht man indessen hier nicht zu beriihren. 
Bei Uberlegungen diesel' Art diirfte meistens ein sicheres Maass 
wedel' del' aufgewandten Mittel noch des erreichten Efl'ektes zugrunde 
gelegt sein, sodass die Behauptung einen klaren Sinn iiberhaupt nicht 
besitzt. Was abel' die Anwendung desselben in del' Mechanik be
trifft, so sind diese teleologischen Gesichtspunkte irn eigentlichen Sinne 
schon urn deswillen ganz unzutrefl'end 26), weil keineswegs - wedel' 
beirn Prinzip del' kleinsten Aktion, noch beim Gauss'schen Prinzip'
die wirkliche Bewegung durch eine Minimumeigenschaft VOl' allen 
andel'll ebenfalls moglichen ausgezeichnet ist, sondel'll nul' gegeniiber 
gewissen rein fingierten, im allgemeinen abel' unmoglichen Bewegungell. 
Thatsachlich habell sich allerdings diese teleologischen Gesichtspunkte 
fUr den Ansban derWissenschaft als sehr fOrdeIiich erwiesen, und 

25&) Siehe Fussn. 257. 
25 b) Siehe Nr. 39 und FUBsn. 224. 
26) Vgl. O. Hiildm', Die Prinzipien von Hamilton unJ. Maupertuis, Gott. 

Nachr. 1896. Nach J. Petzoldt, Maxima, Minima und Okonomie (DiBs. Got
tingen, Altenburg 18(1) beseitigen diese mechanischen Maximum-Minimum-Prin
zipien gerade die teleologischen Vorurteile. V gl. auch R. Henke, tiber den Zu
sammenhang der Naturerscheinungen mit der Methode del' kleinsten QuaJ.rate 
(Dresden 1868, 2. Auff. Leipzig 18(4). 

Ahnliche Vorstellungen entwickelt in einer weit bestimmteren mathemati
schen Form, welche als ganz speziellen Fall das Prinzip der kleinsten Wirkung 
umfasst, W. Gosiewski in Prace mat. fiB., 3, Warschau 1892 (vgl. das Heferat in 
den FOl'tBchr. d. Math. 24, p. 73 [1892]). 

2* 
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es erscheint in mehrfacher· Beziehung von Interesse, die allgemeinen 
Griinde hierfiir aufzusuchen 27). 

8. Mach's formale Prinzipien. Mach 28) hat dagegen auf andere 
Prinzipien aufmerksam gemacht, welche alIer Naturauffassung zu
grunde liegen sollen, die der Okonomie und Einfachheit. N ach ihm 
ist es das Ziel alIer Wissenschaft, das Gebiet der einzelnen Er
fahrungen durch zusammenfassende Beschreibung derart zu ersetzen, 
dass durch den geringsten Aufwand an Gedankenarbeit dasselbe iiber
sehen werden kann. Dies ist naturlich nur dadurch moglich, dass 
man die den einzelnen Erfahrungen zugrunde liegenden Elemente 
aufsucht und durch deren gesetzmassige Konstruktion eine Erklarung 
der Vorgange liefert, fur deren forlschreitende Ausbildung dann wieder 
rein formale Prinzipien, wie das der Kontinuitat und Stetigkeit, - dem 
Hankel'schen 29) Prinzip der Permanenz der formalen Gesetze vergleich
bar -, vor aHem aber die Prinzipien der Analogie 30), d. h. die Uber
tragung gewisser Gedankenreihen, welche flir ein Gebiet vollstandig 
entwickelt sind, auf neue Gebiete, maassgebend werden. 

B) Mathematische Prinzipien. 
9. Mathematische Voraussetzungen iiber die Natur der FUnk

tionen. Insbesondere ergeben sich aus dem Prinzip der Einfachheit 
gewisse allgemeine Gesichtspunkte rein mathematischer Art. Solche liegen 

27) Siehe Mach, Mechanik, p. 443 if. Auch Petzoldt sucht a. a. O. p. 11 
einen logischen Grund fUr das haufige Auftreten dieser Max. - Min. - Sl1tze 
anzufiihren; man vgl. das von W. Ostwald (Leipz. Ber. 45 (1893), p. 599; 47 (1895), 
p. 37) spater ausgesprochene Prinzip des ausgezeichneten Falls, das allerdings in 
seiner Allgemeinheit sehr unklar ausgedriickt zu sein scheint. 

28) E. Mach, Almanach d. Wiener Akad. 1882, p.293, Mechanik, p. 471, 
481, Warmelehre, p. ·872, 494; vgl. Petzold, Max., Min. u. Okonomie, p. 54; desgl. 
auch Mach, Popular-wiss. Vorlesungen, Leipzig 1896, p. 203 if. Selbstverstand
lich lassen sich hier noch viele Betrachtungen heranziehen, z. B. Newton's 
regulae philosophandi; in der klarsten Weise finden sich diese Ideen schon von 
Galilei ausgesprochen; vgl. Wundt, Axiome, p. 38; P. Natorp, Galilei als Philo
soph, Phil. Monatshefte 18, p. 193 (1882). Ahnliche Gesichtspunkte auch haufig 
in metaphysischem Sinne, z. B. P. de Fermat, Opera 1, Paris 1891, p.173 (1662); 
Naturam operari per modos faciliores et expeditiores .. , non ut plerique: na
turam per lineas brevis simas operari. 

29) H. Hankel, Theorie d. komplexen Zahlensysteme, Leipzig 1867, p. 11. 
30) tJber Prinzipien der Analogie vgl.Mach, Mechanik, p.131, P. Volkmann, 

Theoretische Physik, p. 32. Eine Aufzahlung der bemerkenswertest.en Analo
gien bei L. Boltzmann, iTher Faraday's Kraftlinien, Ostwald K. B. Nr.69; vgl. 
auch W. Dyck, tJber die wechselseitigen Beziehungen zwischen der reinen u. an
gewandten Mathematik, Miinchen 1897, p. 25. 
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vor, wenn wir den Bewegungsraum als Euklidischrm, mit seiner unend
lichen Theilbarkeit31), die Koordinaten der Bahnen der Punkte als 
stetige, beliebig oft differentiierbare Funktionen der ZeitS2), wenigstens 
insoweit von einzelnen singularen Stellen abgesehen wird, ansehen, 
wenn wir demgemass von den Grenzwerten s, S 83) d. h. den Geschwin
digkeiten und Beschleunigungen reden M), wenn wir voraussetzen, dass 
das Verhaltnis von Masse zum V olum bei kontinuierlicher Raumer
fiillung bei stets abnehmender Grosse des letzteren sich einem be
stimmten, iiberdies wieder differentiierbarem Grenzwerte, der Dichtig
keit nahere. Die Mathematik ist freilich gegenwartig so weit ent
wickelt, dass auch bei Zugrundelegung des allgemeinen Begriffes der 
stetigen Funktion noch bestimmte Aussagen moglich sind, doch hat 
sich bisher kein Bediirfnis gezeigt, in die Mechanik diese von der 
anschaulichen Form der Bewegungsvorgange weit abliegenden Abstrak
tionen aufzunehmen M"'). Man betrachtet es ferner als ein allgemeines 
Prinzip, dass eine durch Krafte definierte Bewegung durch ihren An
fangszustand vollkommen bestimmt seiS5); ausreichend ist dafiir, die 

31) Vgl. H. Hertz, Mechanik, p. 53. Die nicht-euklidische Auffassung iet 
bereits in umfangreicher Weise und zahlreichen Arbeiten auch in die Kinematik, 
Statik und Dynamik eingefi"ihrt. Wir gehen hierauf nicht weiter ein, da sich 
bisher keine Veranlassung gezeigt hat, durch die Erscheinungen einer nicht
euklidischen Mechanik iiber die Moglichkeit eines von Null verschiedenen 
Kriimmungsmaasses Aufschluss zu gewinnen. Man vgl. auch die Bemerkung von 
O. Heaviside (Electromagnetic theory, 2 vols., London 1883/99, Bd. 1, p. 2): Now 
the real object of true naturalists, when they employ mathematics to assist 
them, is not to make mathematical exercises (through that may be necessary) 
but to find out the connection of the phenomena. 

32) Diese Voraussetzung bei Helmholtz, Dynamik, p. 7; ausfiihrlicher Boltz
mann, Mechanik, p. 10. 

33) Die Differentialquotienten nach der Zeit sollen hier der Kiirze halber 
und in Riieksieht auf den historisehen Charakter dieses Artikels nach Newton's 
(Traetatus de quadratura eurvarum (1706), Opuscula, Lausannae 1744, Bd. 1, p. 203), 
namentlieh bei englisehen Sehriftstellern (Thomson und Tait) gebrauehlieher, 

·b d h· dx.. d!x tc b . h t d Sehrel art urc x = (it' x = dt! e . ezelC ne wer en. 

34) F. A. Muller, Das Problem der Kontinuitat in der Mathematik und 
Mechanik, Diss. Ma.rburg 1886, sehreibt Leibniz (Mathem. Schriften 3, ed. Ger
hO/l'dt, p. 538 ff.) das Prinzip der Kontinuitat von Gesehwindigkeiten und Be
sehleunigungen zu. 

34&) P. Appell u. Jannaud, Remarques snr l'introduction de fonctions con
tinues n'ayant pas de derivee dans les elements de la dynamique, Paris C. R. 
93 (1881), p. 1005; auch Arehiv f. Math. u. Physik 67 (1882), p. 160. - In Bezug 
auf die Anwendung stetiger Funktionen in der Potentialtheorie vgl. O. Holder, 
Potentialtheorie, Diss. Tiibingen 1882. 

35) Bei anderen Annahmen kann die Bewegung sehr wohl mehrdeutig 
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Krafte als eindeutige beliebig oft differentiierbare, insbesondere als 
regulare ~"unktionen der Koordinaten und Geschwindigkeiten voraus
zusetzen. 

Die hiermit beriihrte modeme Entwicklung der Mathematik nach 
der kritischen Seite hin, welche F. Klein als Arithmetisierung der 
Mathematik85a) bezeichnet, insofem als einzige Grundlage derselben der 
strenge Zahlbegriff erscheint, hat bisher nur in geringerem Grade 
Einfluss auf die Mechanik gehabtj ja man kann in letzterer gegen
wartig hie und da ein geringeres Maass von Strenge und Systematik 
bemerken, als friiher ublich war. Trotzdem wird man nicht bezwei
feIn, dass die arithmetisierte Mathematik wenigstens als Ausgangspunkt 
fiir alIe Fragen der Anwendung festzuhalten sein wird. Zunachst 
wiirde in der Mechanik die sorglose Verwendung der unendlich kleinen 
Grossen wenigstens prinzipiell zu beseitigen sein, wie dies neuerdings 
z. B. von Maggi 85b) versucht istj von Bedeutung erscheinen hier 
femer die Untersuchungen von Poincare 85C) iiber die exakte Fest-. 
stellung der Konvergenz der Reihen in den Problemen der Astronomie, 
sowie der ganze Kreis der Fragen, die sich um die Existenz der 
Losungen von Systemen von Differentialgleichungen, namentlich mit 
Bezug auf das Dirichlet'sche Prinzip drehen. Daneben treten aber 
auch andere Fragen auf, welche sich auf die praktische Verwendung, 
insbesondere Vereinfachung der mathematischen Methoden beziehen, 
als deren letztes Ziel hier doch nicht die abstrakt formulierten Zahl
grossen, sondem nur solche Abschatzungen derselben verlangt werden, 
welche in Riicksicht auf die Ungenauigkeit aller durch die Erfahrung 

werden, vgl. Poisson, J. ec. polyt., cah. 13, p. 63 u. 106 (1806); desgl. P. PainletJe, 
Le90ns, p. 549 :If., der Poisson's Beispiel li = kia/I., welches fUr t = 0, 0; = 0, 
x = 0 die Losungen 0; = 0 und x == eta hat, durch eine ganze Reihe kompli
zierterer vermehrt. Auf die Betrachtungen von J. Boussinesq (paris C. R. 74, 
p. 362 [1877]), der 80 die Notwendigkeit eines principe directeur, das in die 
mechanische Unbestimmtheit nach den Gesetzen der Freiheit eingreife, beweisen 
und dadurch 'den absoluten Determinismus in einer sonat streng mechanistischen 
Weltanschauung vermeiden will (vgl. J. Boussinesq, Conciliation du veritable 
determinisme mecanique avec l'existence de la vie et la liberM morale, Paris 
1878), gehen wir hier nicht ein; liber die mathematische Untersuchung Bolcher 
singularer Lagen eines Systems siehe PainZeve, Le90ns, p. 562. 

35&) F. Klein, fiber Arithmetisierung der Mathematik, Gott.Nachr. 1895, p. 82. 
3Sb) G . ..4.. Maggi in den Principii del movimento; in kinematischer Hin

sicht vgl. man J. Tannery, Deux le9Qns de cinematique, Ann. ec. norm. (3) 3 
(1886), p. 43. 

3SC) H. Poincare, Methodes nouvelles de la mecanique celeste, 2 Bde., Paris 
1892/93; sur les equations aux derivees de la physique matMmatique, Amer. J. 
of math. 12 (1896), p. 220. 
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kontrollierbarer V organge eine hinreichend begrenzte Genauigkeit be
sitzen S5d) j Fragen, welche gegenuber der gegenwarligen N eigung der 
mathematischen Analyse zu moglich abstraktester Verliefung wichtig 
genug sind, um eine besondere Behandlung zu verdienen, und in um
fassender Weise bisher nicht erorlerl zu sein scheinen. 

10. Das Homogeneitii.tsprinzip. Hierher gehorl auch das Homo
geneitiitsprinzip. Die Begriffe der Mechanik erfordern die Festsetzung 
einer Reihe fundamentaler Einheiten (z. B. filr Lange, Zeit, Masse in 
der reinen Kinetik), aus denen weitere Begriffe (wie z. B. Geschwindig
keit, Beschleunigung, Kraft etc.) abgeleitet werden. Es liegt nun in 
der Natur der Sache, dass bei vielen Betrachtungen Beziehungen 
zwischen diesen Begriffen von aer Wahl dieser Grundeinheiten unab
hiingig sein mussen. Solche Gleichungen bleiben daher invariant, wenn 
die Fundamentaleinheiten der Maassbestimmung durch irgend welche 
andere unabhiingig von einander ersetzt werden. In diesem Charakter 
der Invarianz besteht das Prinzip aer Homogeneitiit 86) j durch dasselbe 
wird denjenigen Gleichungen der Mechanik, welche zur Beschreibung 
von den gewahlten Einheiten unabhangiger V organge dienen sollen, 
ein formeller Charakter zugeschrieben, der sich zur Priifung solcher 
Gesetze selbst nutzlich erweistS7)j siehe den Artikel Maass und Messen, 
Band V. In einer etwas anderen Form kommt das Prinzip bei der 
Un~rsuchung dynamischer Verhiiltnisse als Prinzip aer .ithnlichkeit 
(principe de similitude) zur Verwendung 37a.). - Endlich sei noch an das 
Superpositionsprinzip, als einer unmittelbaren Folgerung aus den Eigen
schaften der Losungen linearer homogener Differentialgleichungen, er
innert. 

30d) Man vgl. das Gutachten der Philosoph. Fakultli.t zu G/jttingen iiber 
die zur Erlangung des Beneke-Preises fUr 1898 eingelaufenen Arbeiten, Gott. 
Nachr. 1901 und Math. Ann. 65 (1901), p. 143. 

36) Die von J. B. Fourier, 1822 (Oeuvres 1, p. 137) stammende Lehre von 
den Dimemionen hat Poisson zuerst in seinen traite aufgenommen (Mechanik 1, 
p. 23); man Babe auch Maxwell, Elektricitlit u. Magnetismus 1, § 3; in W. Voigt's 
Kompendium in besonders ausfiihrlicher physiklJolischer Dnrchfiihrung. 

37) fiber die Verwendung des Prinzipes in methodologischer Hinsicht 
scheinen auch gegenwli.rtig noch Unklarheiten zu bestehen, vgl. z. B. die Artikel 
von F. Pietzker und anderen, Unterrichtsblil.tter f. Mathem. u. Naturwiss. 4 (1898), 
p. 64 If.; 0 (1899), p. 3t. 

37a) Dasselbe ist von Newton zuerst, Principia, p. 294, aufgestellt; man 
vgl. J. Bertrand, J. ec. polyt., cab. 32 (1848), sowie F. Reech, Cours de meca
nique, p. 260. 
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C) Mechanisch·physikalische Prinzipien. 
11. Das Kontinuitatsprinzip. In naher Beziehung stehen zu den 

mathematischen Prinzipien die mechanisch-physikalischen, insbesondere die 
Kontinuitatshypothese, die man uber die Materie 38), die bewegliche Sub
stanz, zugrunde legt. Es erscheint nicht angebracht, hier zu erortern, 
ob die Mechanik ein Interesse daran hat, den Begriff der Materie 
neben dem fur sie aHein maassgebenden der Masse beizubehalten. Die 
Mechanik geht zunachst von dem Begriff des materiellen Punktes 39) 
d. h. eines geometrischen aber vermoge seiner Masse unserer Beobach
tung zuganglichen Punktes, dann von dem System n solcher Punkte 
aus, und man wird geneigt sein, die Vorgange bei einem beliebig 
grossen n, wenigstens soweit allgemeine Theoreme in Frage kommen, 
hiernach zu beurteilen. Es ist aber leicht zu sehen, dass man auf 

38) Dieser nach K. Pearson, Grammar, p. 251, fiir die Naturwissenschaft 
ganz nutzlose Begriff ist durch Descartes eingefiihrt (vgl. P. Beck, Substanz etc. 
Fussn. 12, p. 25). tjber verschiedene Auffassungen des Begriffs der Materie vgl. 
z. B. P. G. Tait, Properties of matter, Edinburgh 1885, deutsch von G. Siebert, 
Wien 1888, p. 13 u. 288. 

39) Lagrange kennt die Bezeichnung "materieller Punkt" noch nicht, sondern 
gebraucht dafiir, wie Euler, der in seiner Mechanica, dem ersten Lehrbuch der 
analytischen Mechanik, den Punkt als Element aller dynamischen Betrachtungen 
einfiihrt, und d' Alembert das Wort (petit) corps, das an die Korpuskulartheorieen 
des 18. Jahrhunderts (Hobbes) erinnert; Laplace beginnt ohne nahere Angabe 
die Mecanique celeste mit dem equilibre du point materiel. Mit Recht bemerkt 
E. Bour (Mecanique 2, p. 6), dass die prinzipiellen Aussagen der Mechanik 
einen deutlichen Sinn nur fUr den geometrischen mit Masse behafteten Punkt 
haben, den er als etre de raison bezeichnet, 80 auch Th. Despeyrous, Me
canique 1, p. 5; daneben wird man natiirlich gern daran festhalten, dass in 
Bezug auf mittlere Abschatzungen auch kleine Systeme (Korper) als materielle 
Punkte angesehen werden konnen, so lange es sich nicht um rotatorische Er
scheinungen an denselben handelt (so z. B. F. Reech, Cours de mecanique, p. 39; 
A. F6ppl, Mechanik 1, p. 17). Boltzmann versteht unter materiellen Punkten 
"einzelne aus einem Korper herausgegriffene Punkte" (Mechanik, p. 7); bei 
Poisson (Mechanik 1, § 1), Kirchhoff (Mechanik, p. 2) ist der materielle Punkt 
von unendlich kleiner Dimension (so auch C. Neumann, Leipz. Ber. 39 [1887], 
p.135), eine Bezeichnung, die nur dann Sinn zu haben scheint, wenn man das 
Unendlich-kleine, das doch nur ein mathematischer Hiilfsbegriff ist, als existie
rend ansieht. Bei H. Resal (Mecanique generale, 2. ed. 1, p. 71) heisst es: "on 
regarde une molecule comme un point geometrique dit materiel. La matiere 
etant indestructible, elle ne peut se diviser indefiniment, son dernier etat de 
division est la molecule." Vollig einwurfsfrei ist die auf dem Begriffe del' figura 
materiale gegriindete Auffassung bei Maggi (Principii, p. 149), der auch Love 
(Mechanics, p. 85) sich anschliesst. 
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diesem Wege nicht unmittelbar zu der V orstellung der Bewegung 
eines kontinuierlich mit Masse erfiillten Raumes kommt40). 

Ubrigens ist es fUr die mechanische Auffassung nicht wesent
lich, ob bei der Vorstellung der Kontinuitat die Masse so, wie die naive 
Ansicht es sich von einer Fliissigkeit vorstellt, den Raum erfiillt, 
sondem dass aUe bewegungsbestimmenilen Merlr!male stetige Funktionen 
des Ortes sind, wobei auch an beliebig vielen Stellen noch leere Raume 
bleiben konnen'l). Die Mechanik der Kontinua'2) beruht demnach 
gegeniiber der Mechanik n-gliedriger Systeme auf weit engeren mathe
matischen Voraussetzungen, wie z. B. erhellt, wenn man die Unter
suchungen iiber das Problem der n Korper mit denen der Hydro
dynamik vergleicht; sie werden im wesentlichen durch Euler's Kon
tinuitatsgleichung und durch den Ubergang von gewohnlichen zu 
partiellen Differentialgleichungen ausgedriickt. 

Diese Kontinuitatsfragen spielen auch eine wesentliche Rolle in 
der Entwicklung der Elastizitatstheorie4.ll) und der Kapillaritat. Die 
alte Theorie NavieJr's erhielt fUr die Druckkomponentlm sechsfache 
Summen, die Navier durch Integrationen bestimmte"), hierbei wird 
aber vorausgesetzt, dass die Wirkung unmittelbar benachbarter Teil
chen ebenso verschwindet, wie ein iiber ein beliebig kleines Gebiet 
erstrecktes (uneigentliches) Integral, eine Voraussetzung, die sich 
wenigstens bisher nicht vollstandig hat rechtferligen lassen45). 

40) Die Mathematik entwickelt nach Weierstrass in strenger Weise den 
Begriff des Kontinuums; vgl. G. Cantor, Math. Ann. 21 (1883), p. 575, vgl. auch 
I A 5, p.201. 

41) tiber die Frage, ob zur Beurleilung der Eigenschaften scheinbarer 
Kontinua notwendig die V orstellung der bis ins Unendliche gehenden Theilbar
keit des idealen Raumes herangezogen werden miisse, vgl. Mach, WlI.rme
lehre, p. 71. 

42) tiber die Vorstellung des Kontinuums vgl. Pearson, Grammar, p. 171. 
H. Poincare zeigt (Amer. J. of math. 12 [18961, p. 288), wie sich beim tibergang 
yom molekularen zum kontinuierlichen Medium die gew6hnlichen Differentialglei
chungen in partielle verwandeln: "C'est par un veritable passage a la limite, 
qu'on passe en suite de l'hypothese moIeculaire a celIe de la matiere continue." 

Unstetige Funktionen treten dann nur noch vermoge dar Anfang8zustll.nde 
und Grenzbedingungen auf; vgl. Cauchy, Memoire sur les fonctions discontinues, 
Paris C. R. 28 (1849); p. 27 = Oeuvres (1) 9, p. 120. 

43) Poincare, Amer. J. of math. 12 (1896), p. 290. 
44) C. L. Navier (1821), Paris, Mem. de l'Acad. 7 (1827), p.881. 
45) Siehe Cauchy, Exerc. 1828 = Oeuvres (2) 8, p. 286; Bolt,fn(JfI,f& erhebt 

denselben Einwand gegen GaUBB' Molekulartheorie der Kapillaritil.t, Ann. Phys. 
Chem. 141 {1870), p. 682. 
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12. Fernewirkung und Feldwirkung. Ausgehend von Galilei's 
einfacher Beschreibung der FaIlbewegungen erweiterl sich in Newton's 
Prinzipien die Aufgabe dahin, vermoge der beschleunigenden Krafte, 
die das Gravitationsgesetz liefert, die Bewegungen der Himmelskorper 
ala notwendige Folge der allgemeinen Mechanik zu erkliiren. Diese Me
chanik der Fernkrafte, die in Laplace's Mecanique celeste sich geradezu 
die Aufgabe stellt, alle Vorgange der Natur auf Wirkungen materieller 
Punkte auf einander, wie sie nach dem Schema des Gravitations
gesetzes erfolgen, zurUckzufiihren46), und deren mathematische Form 
dureh Lagrange ein einheitliehes Geprage erhalten hatte, das kaum 
noeh einer weiteren V ollendung zu bediirfen sehien, feierl ihre grossten 
Erfolge in den theoretischen Resultaten, welche bis in die fernsten 
Zeiten den Lauf der himmlisehen Korper, wie es scheint, voraussagen, 
ja selbst die Entdeckung bisher unbekannter veranlassen. 

Neue Impulse erhielt die Mechanik der Fernkritfte dureh die er
folgreiehe Anwendung auf die Theorieen des Magnetismus und der 
Elektrizitat, welche, dureh Laplace und Poisson begonnen, zuletzt in 
dem Weber'schen Gesetze 4'1) gipfeln, das aIle Erseheinungen auf diesem 
Gebiete durch eine fundamentale Formel begreifen will. 

Es ist interessant, die Wandlungen zu verfolgen, welche die Vor
stellung der Fernkrafte im Laufe der Zeit erfahren hat. Galilei steht 
in seinen Ansehauungen vollig auf dem Boden der Erkenntnislehre 
Maxwell's, welche iiberhaupt keine physikalisehen Theorieen, sondern 
nur eine Beschreibung der Vorgange auf Grund der notwendigen 
mathematischen Relationen geben will 48). Die Theorie der Fernkrafte 
fa.ud zuerst lebhaften Widerspruch 49). Erst durch die Erfolge der 

46) Laplace, Mee. eel. 1, p. 1: .,Je me propose de presenter, soua un meme 
point de vue ces theories, dont l'ensemble, embrassant tous les resultats de 10. 
gravitation universelle sur l'equilibre et sur les mouvements des corps ... forme 
10. mecanique celeste. II importe extremement d'en bannir tout empirique ... " 

47) W. Weber, Elektrodynamische Maassbestimmungen, Leipzig 1846. Werke, 
6 Bde., Berlin 1891/94, Bd. 3, p. 132. 

48) Galilei, II saggiatore (Opere 6, p. 232): La :6.10so:6.a e scritta in questo 
grandissimo llbro, che continuamente ci sta aperto innanzi a gli occhi Go 
dico l'universo), mai non si puo intendere,' se primo non s'impara a intender 
10. lingua e conoscer i earatteri, nei quali e seritto. Egli e scritto in lingua 
matematica e i caratteri sono triangoli cerchi ed altre figure matematiche. 

49) Leibniz, Mathem. Sehriften, ed. Gerhardt, 3, p. 964: Ita quidquid ex 
naturis rerum inexplicabile est, quemadmodum attractio generalis materiae 
Neutoniana aliaque hujus modi vel miraeulosum est vel absurdum. tl'brigens 
sagt Newton selbst in dem bekannten Brief an Bentley: DaBS ein Korper aus 
der Ferne durch ein Vakuum hindurch . .. einen Korper beeinflusilen kanne, 
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astronomischen Mechanik gewohnte sich das Denken an das bis iiber 
die Mitte des 19. Jahrhunderls herrschende Dogma derselben 50). 

Indessen ergab sich auch, dass keineswegs zur Untersuchung der 
Verhiiltnisse kontinuierlich ausgedehnter Korper immer die Theorie der 
punktuellen Fernkrii.fte erforderlich ist. Die Theorieen iiber das Gleich
gewicht und die Bewegung der Fliissigkeiten sind kaum je durch solche 
Vorstellungen beeinflusst worden; sie zeigen, dass hierbei derartige An
sichten ganz iiberfliissig sind, und dass es sich nur um Differential
gleichungen handelt, welche fUr die unmittelbar benachbarten Teilchen 
die Veranderung der Lage charakterisieren. Allerdings verwendet die 
Theorie der Fliissigkeiten den Begrift' des inneren Druckes, iiber den 
auch wohl oft solche Spelrulationen angestellt werden, doch tritt der
selbe schon bei Lagrange in Form des analytischen im Variations
problem anzuwendenden Faktors A. auf, der ein vollig abstraktes Ele
ment der Beschreibung wird. Auch die Kapillaritatserscheinungen, 
welche von Lapktce und Gauss 51) nach dem Prinzip der Fernkraft
wirkungen erklii.rt werden, lassen sich einfacher durch solche Diffe
rentialformeln darstellen. 

Von entscheidender Bedeutung aber wurde die Elastizitatstheorie. 
Freilich gewinnt auch hier Navier 51&) die Gleichungen der elastischen 
Medien auf Grund von molekularen Anschauungen, aber Caucky's 
Arbeiten zeigen, dass es sich hier nur im 8inne F aradaly's um Feld
wirkungen handelt, durch welche die Vorgange in der Niihe eines 
jeden Punktes ga.nz unabhangig von solchen Hypothesen beschrieben 

ist fUr mich eine so grosse Absurditat, dass ich glaubq, niemand, der in philo
sophischen Dingen hinlll.ngliche Denkfi!.higkeit besitzt, kann jemals darauf 
verfallen. (Vierter Brief an R. Bentley, 25. Febr. 1693, vgl. F. Rosenberger, 
Newton, p. 267.) tiber die Lehre von der Femewirkung in historischer Be
ziehung vgl. auch J. C. F. Zollner, Wissenschaftliche Abhandlungen, 4 Bde., 
Leipzig 1878, insbes. Bd. 1, p. 16; 2, p. 1 u. 18l. 

60) E. du Bois-Beymond, "Ober die Grenzen des Naturerkennens, Reden 1, 
p. 106, bezeichnet noch 1872 als Erkenntnis der Natur die Auflosung aller Vor
gll.nge in mit Zenkalkrii.ften begabte Atome, wie sie systematisch zuerst R. 
G. Boscovich, Theoria philosophiae naturalis, Veneto 1768 gelehrl hatte (vgl. 
auch G. Th. Fechner, die physikalische und philosophische Atomenlehre, Leipzig 
1864, p. 163 u. 239). Von diesem Ideal des Laplace'schen Geistes (Essai philo
sophique sur les probabiliMs 1814 = Oeuvres 7, p. VI) sind wir gegenwarlig 
weiter entfemt, wie je zuvor. V gl. J. Larmor, Aether and matter, p. 272. 

61) Laplace, Theorie de l'action capillaire, Mec. celeste 4; GaU88, Prin
cipia generalia theoria.e figurae fluidorum 1829 = Werke 6, p.29. Vgl. Volkmann, 
Theoret. Physik, p. 240; desgl. Fussn. 46. 

61 ") Siehe Fusen. 44, dann die Historical introduction der theory of 
elasticity von Love, 1, p. 1-34; 2, p. 1-24. 
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werden konnen. So gewinnt OO/UChy neben den Druckkom'ponenten, 
die thatsii.ehlich nur noch an das Vorhandensein eines schief zur Tren
nungsHii.che gerichteten Druckes52) ankniipfen, und die gegenwii.rtig 
als stress oder Spannung bezeichnet werden, mittelst des Deformations
ellipsoides die Komponenten der Deformation, des strain oder der 
elastischen Formanderung. So wird die Meehanik der physikalischen 
Korper zur Analysis von stress und strain 58) bezw. der Beziehung 
zwischen beiden Grossensystemen; damit gelang es auch, die irrtiim
lichen Folgerungen der alten Navier-Poisson'schen Theorie zu beseitigen 
und eine viel allgemeinere und zutrefl'endere Ansicht iiber das Wesen 
der elastischen Konstanten zu gewinnen 54). 

Der mathematisch physikalische Takt, der ofl'enbar bei der Hand
habung der Feldwirkung erforderlich wird, hat sich freilich an den 
Leitmotiven der Molekulartheorieen herangebildet, und erscheint noch 
weit mehr in Anspruch genommen bei den durch Faraday's !deen 
veranlaBsten Theorieen Maxwell's, die in den letzten 30 Jahren der 
Lehre von der Feldwirkung 55) die entscheidende Stellung, welche sie 
gegenwii.rtig einnimmt, verliehen haben. In prii.gnanter Weise kommt 
diese Darstellung zum Ausdruck in der Mechanik der deformierbaren 
Korper des Treatise von Thomson und Tait, sowie in der Hertz'schen 56) 
Entwicklung von Maxwell's Grundgleichungen. 

Die allgemeinen Ansichten iiber den erkenntnistheoretischen Wert 
d(Jf' atomistischen Vorstellung, die durch Fernkrii.fte verbundene mate
rielle Punkte annimmt, und der phiinomenologischen Auffassung des Kon
tinuums werden dadurch auch gegenwartig nur mittelbar beeinHusBt. Es 
ist hier nicht der Ort, auf diese zum Teil von der Individualitat des 
einzelnen Forschers abhangigen Fragen einzugehen 57). Entscheidend 

62) So Oauchy schon 1828 im Paris, Soc. Philom. Bull. = Oeuvres (2) 8 
(noch nicht erschienen); vgl. Exercices 1827 = Oeuvres (2) 7, p. 61. 

68) Diese Bezeichnungen von Rankine (Cambr. and Dubl. Math. J. 1861 = 
Misc. scientific papers, London 1881, p. 68; Lond. Roy. Soc. Proc. 1866, p. 119). 

64) Poisson, Paris, Mem. de l'Acad. 18 (1842), p. 8, hat freilich allgemeinere 
Annahmen gemacht, welche diese Miingel beseitigen sollen; durch W. Voigt's 
Annahme von molekularen Drehungsmomenten wird dies allerdings erreicht, 
Gott. Abh. 84 (1887), p. 11. 

06) So Maxwell seit 1864 in der Dynamical theory of the electromagnetic 
field = Papers 1, p.266. W. Thomson, Phil. Mag. (4) 1 (1861), p. 179. 

56) Herte, ffiltt. Nachr. 1890, p. 106. 
67) H. Poincare, ElectriciM et optique, introd. p. VI: "Les anciennes 

theories de la physique nous donnaient une satisfaction complete; ils semblent 
vouloir donner a. chacune des branches de.la physique la meme precision, qu'a. 
III. mecanique celeste." Nach Boltemarm (Verhandl. deutscher Naturf., Leipzig 
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wird diejenige Ansicht sein, welche die grossten Erfolge aufzuweisen 
hat. Der Physiker wird nicht im Zweifel sein, wo dieselben liegen j doch 
ist zu bemerken, dass gerade fiir das klassische Beispiel der Ferne
wirkung, di{l Gravitation, sich bisher keine allgeme:in befriedigende Ab
lei tung aus der V orstellung einer kontinuierlich verbreiteten Materie er
geben hat. Wer vermag iiberhaupt zu sagen, ob die phanomenologische 
Auffassung sich nicht zu einer psychologischen umgestalten kann, 
welche an Stelle scheinbar kontinuierlicher V organge Mittelwerte aus 
diskontinuierlichen Prozessen setztj Vorstellungen, welche in der mecha
nischen Theorie der Gase bereits weitlaufig ausgebildet vorliegen, und 
auch in anderen allgemeinen Ideen der Gegenwart 'Verbreitet er
scheinen. Bei einer exakten Verfolgung derselben gewinnen die Unter
suchungen der WahrscMinlichkeitsrechnung eine hervorragende Bedeu
tung, die auch fiir die prinzipielle Auffassung der rationellen Mechanik 
in Betracht kommen kann. Wir treten indes auf dieselben hier nicht 
ein, da sie in systematischer Weise in der letzteren bisher nicht auf
genommen sind, und verweisen auf IV 26, sowie auf Band V. 

Auf die eigentlich energetische Phanomenologie hier schon naher 
einzugehen, ist nicht un sere Absicht. Wahrend die alte Fernewirkung 
auf Grund expliciter Kraftformeln, die meist mit Hille von dreifachen 
Integralen gewonnen werden, die Bewegung der kleinsten Teilchen der 
Materie zu erforschen sucht 58), setzt die Feldwirkung an die Stelle 
Relationen zwischen Differentialausdriicken, welche die Beziehungen 
zwischen den benachbarten Teilchen regeIn, ohne dass solche zu den 
anderen Teilen des Raumes bekannt zu sein brauchen. N och ein dritter 

1900, p. 112) ist die "alte" Mechanik die einzige, welche klare Vorstellungen 
enthaltj derselbe macht (Uber die Unentbehrlichkeit der Atomistik in der 
Naturwissenschaft, Ann. Phys. Chem. (2) 60 [1897], p. 231) das Argument gel
tend, dass die Beschreibung des kontinuierlichen Mediums durch Differential
gleichungen einen Sinn nur vermoge des Grenziiberganges von atomistischen 
Vorstellungen aUB hat. 

Das Entgegengesetzte behauptet Volkmann (Uber die notwendige und nicht 
notwendige Verwertung der Atomistik in den Naturwiss., Ann. Phys. Chem. (2) 61 
(1897), p. 196), obwohl (Theor. Physik, p. 242) fiir gewisse physikalische Vor
gange atomistische Bilder bis jetzt noch wesentlich erscheinen. 

Nach Mach, Warmelehre, p. 428, ist der Atomismus der Versuch, die Sub
Btanzvorstellung in ihrer naivBten und rohesten Gestalt zur Grundlage der 
Physik zu machen. tiDer die gegenwirtigen, vielfach zwischen atomistischen 
Vorstellungen und der Voraussetzung des Kontinuums schwankenden physika
lischen Theorieen vgl. das Beneke-Preis Gutachten der Gottinger Philos. FakultiLt, 
Gott. Nachr. 1901 und Math. Ann. 55 (1901), p. 143. 

58) Hertz, Mechanik, p. 15, beschreibt Behr anschaulich den nicht nur 
mathematisch komplizierten Charakter dieBer Anschauung. 
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Standpunkt ist moglich: der, mit Hilfe von Integralformeln die be
stimmenden Verhaltnisse ganzer Systeme zu anderen auszudriicken, 
ohne dabei auf die Zwischenzustiinde achten zu miissen, welche dabei 
jene Systeme durchlaufen haben. Dies ist die Richtung, nach der sich 
die energetische Behanillungsweise der Mechanik 58a), wenigstens in ihrer 
methodologischen Form, entwickelt hat. 

III. Die Grundbegriffe der Mechanik. 

A) Phoronomische Grundbegriffe. 

13. Die Anschauungen von Raum und Zeit. Die Grundbegriffe 
der Mechanik sind zunachst rein phoronomischer Art, insoweit sie den 
blossen Bewegungsvorgang 59) in Raum und Zeit betreffen; man kann 
es als ein Axiom ansehen, dass jede Ortsveranderung nur in der Zeit 
vor sich geht 60). Dass aIle Bewegungen stetige Ortsveranderungen 
sind, denen stetig sich andernde Zeitwerte entsprechen, scheint zu 
unseren fundamentalsten Anschauungen zu gehoren 60 a). Die Zeit er
scheint dabei zunachst als eine stets wachsende Variabele, doch findet 
die Betrachtung negativer Zeitgrossen, besonders in dar Mechanik um
kehrbarer Prozesse, fortwahrend Anwendung 60b). Es lasst sich natiir
lich eine reine Bewegungslehre denken, welche der Geometrie vollig an 
die Seite zu stellen ist und mit dem abstrakten Raum, als dem Sub
strat alIer geometrischen Konstruktion und den abstrakten Zeitgrossen, 
welche dann die Rolle einer vierten Variabeln spielen, operiert61). Aber 

58") Siehe Nr. 47. 
59) Vgl. im folgenden namentlich L. Lange, Bewegungsbegriff, Leipzig 1886. 
60) So schon Jak. Hermann in seiner Phoronomia, Amstelod. 1716, p.l, 

einer im Anschluss an Newton's Principia abgefassten Dynamik der festen und 
fliissigen Korper. 

60") W. K. Clifford entwickelt gelegentlich, Lectures and essays 1, 
p. 112, auf Grund bekannter optisch-physiologischer Erscheinungen die Vor
stellung, dass die Zeit aus diskreten Momenten besteht, denen ebenso diskrete 
Positionen der "bewegten" Korper entsprechen. 

60 b) 1Jbrigens kann auch die Anwendung imaginarer Zeitgrossen als spe
zieller Fall von projektiven Transformationen niitzlich werden, vgl. z. B. P. Appell, 
Sur une interpretation des valeurs imaginaires du temps en mecanique, Paris C. 
R. 87 (1878), p. 1074, ~uch L. Lecornu, ibid. 110, p. 1244; P. Painleve, Leyons 
sur l'integrat., p. 226. Die Einfiihrung imaginarer Zeiten wird vom rein mathe
matischen Gesichtspunkt aus schon bei ganz einfachen Problemen notig, wenn 
man die Koordinaten als eindeutige analytische Funktionen allgemein darzustellen 
wUnscht; vgl. z. B. F. Klein, The mathematical theory of the top, Princeton 
lectures, New-York 1897, p. 33,52. 

61) Die Idee einer solchen Bewegungslehre (Phoronomie, Kinematik), welche 
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dawn feklt der prinzipieUe Zusammenhang mit der Mechanik am Wirk
Uchkeit, in der doch die Bewegungen ihrem zeitlichen Verlaufe nach 
erkannt werden sollen 61&). 

Newton sah sich daher veranlasst, sowohl dem Raume als der 
Zeit eine aIlerdings transcendente ReaUtiit beizulegen 62). Der New
ton'sche absolute Raum ist ein immaterielles Medium, an sich unbe
weglich und unerkennbar 6S), das gleichwohl das feste Bezugsystem 
filr aIle Bewegungen abgeben solI, und die absolute Zeit ist einer 
N ormaluhr zu vergleichen, die aIle Vorgange mit ihrem Pendelschlag 
begleitet. Die in dieser V orstellung liegenden Schwierigkeiten wurden 
schon von Euler sehr deutlich ausgesprochen, wahrend man sich spater 
damn gewohnte, iiber sie als unvermeidliche hinwegzusehenj so wird 
es zur stehenden Redensarl in der MechanikM) "on ne definit ni Ie 

man oft auf A. M. Ampere, Essai sur 1110 classification des sciences, 2 Bde., Paris 
1834-43; 1, p. 50, zurUckfiihrt, ist schon in Kant's metaphysischen Anfangs
grunden, 1786, ausgesprochen. - Vom Standpunkt des reinen Analysten sagt z. B. 
LagrO/f!ge, Theorie des fonctions, ed. 2 (1818), p. 311: Ainsi on peut regarder 1110 

mecanique comme une geometrie a. quatre dimensions et l'analyse mecanique 
comme une extension de l'analyse geometrique. Derartige Ansichten bestehen 
auch noch gegenwartig, vgl. z. B. O. Rausenberger, Analyt. Mechanik, p.l. 
Man kann natiirlich auch den Weg einschlagen, zuerst ein widerspruchsloses, 
vollig abstraktes Bild der Erscheinungen vermoge der geometrisch-mechanischen 
Fundamentalbegriffe zu entwickeln, und dann die weiteren Bestimmungsweisen 
einzufiihren, welchen letztere in Riicksicht auf die Moglichkeit einer Beziehung 
auf die Wirklichkeit unterworfen werden miissen; bei dieser Anordnung wiirde 
die reine Bewegungslehre z. B. eine andere systematische Stellung einnehmen. 
Dies ist die von Hertz, Mechanik, p. 53 und 157 scharf festgehaltene An
schauung. 

61 a) Die Disziplin der Kinematik, vgl. IV 4, kann sich natiirlich auf diesen 
abstrakten Zeitbegriff als methodisches HUlfsmittel bei ihren Beweisen stiitzen. 
Sie bildet einen wichtigen Teil der descriptiven Mechanik, die seit Poncelet's 
Vorlesungen (1836) sich zur graphischen Darstellung von Geschwindigkeiten und 
Beschleunigungen (in Bezug auf letztere bei R. Proell, Versuch einer graphi
schen Dynamik, Leipzig 1874) und damit zu der Idee einer graphischen Dynamik 
sich fortbildet, deren allgemeine Ziele freilich erst neuerdings durch K. Hewn 
skizziert sind (K. Heun, Die kinetischen Probleme der wissenschaftlichen Technik, 
Deutsche Math.-Ver.9 (1900), p. 112). A. SchOnflies entwickelt den Begriff einer 
reinen Geometrie der Bewegung in synthetischer Darstellung, Leipzig 1886, 
welche die Begriffe Geschwindigkeit und Beschleunigung in den Beweisen ver
meidet. 

62) Newton, Principia, p. 5-7; vgl. Lange, p.47-72; Laplace beginnt 
die Mecanique cel. p. 4 mit den Worten: On s'imagine un espace, sans bomes, 
immobile et penetrable pour 1110 matiere, c'est aux partiees de cat espace reel 
ou ideal que nous rapportons par la pensee 1110 position des corps. 

63) Newton, Princ. p. 7: Verum quoniam hac spatii partes videri nequeunt. 
64) Newton, Princ. p. 5: Nam tempus spatium locum et motum ut omni-
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temps ni l'espaee"j Mehstens hielt man es filr notig, den Begrift' 
gleieher Zeiten zu erortem. 

Aber seit KantMa) ist die Erkenntnis allgemein durchgedrungen, 
dass Raum und Zeit Formen unserer Anschauung sind, denen nur 
transcendentale Realitat zukommt, und an dieser Einsicht werden lIouch 
alle tiefem psyehologisch-physiologischen Erkenntnisse fiber den Pro
sess der Entstehung und weiteren Ausbildung dieser Anschauungs
formen nichts ii.ndem 6&). Damit ist aber zugleich lIousgesprochen, dass 
man von Bewegung im mechanisch -mathematischen Sinne nur reden 
kann, wenn man ein Koordinatensystem angiebt, in Bezug auf das 
die Lage des sich bewegenden Punktes definiert ist 66). 

Schon EUler 67) spricht es vollkommen klar aus I dass alle Be
wegung, d. h. Ortsverii.nderung, nur relafrilv sei, freilich nicht ohne 
hinzuzufiigen, dass man doch an der IIobsoluten Bewegung festhalten 

bus notissima non definio; Poisson, Mecanique 1, § 112: Duhamel, Mecanique 1, 
p. 8: "La notion de temps est une de celles, qui ne sont pas susceptibles de 
definition, mais ce qu'il faut definir, c'est l'egalite des temps." 

Allerdings ist es ein naives, des wissenschaftlichen Betriebes unkundiges 
Verlangen, aUes definieren zu wollen (Boltsmawn, Wien. Ber. 106 (1897), p. 88). 
Wenn es aber auch nicht die Aufgabe der einzelnen Wissenschaft ist, durch 
psychologische Analyse ihre Begriffe voUstandig zu definieren, so muss sie doch 
jedenfaUs den ihr eigentiimlichen Sinvn, derselben genau bezeichnen. 

64-) Die Ansicht, dass Raum und Zeit keine objektive Realitu.t besitzen, 
ist natilrlich weit ilJter, als Kant's Kritik der reinen Vemunft (1781). Schon 
Euler polemisiert (Refiexions sur l'espace et Ie tems, Berlin, Mem. de l'Acad. 
1748, p.824), gegen die "Metaphysiker", welche dieser AnsiOOt waren, die ibm 
fur die Mechanik unannehmbar erschien. Nach dem auf Kant's Terminologie 
zuriickgehenden Gebrauche bezeichnet man als transcendent Gegenstande, die 
jenseits dar Grenzen dar Erfahrung liagen, dann auch Behauptnngen, die sich 
auf solche GegenstiLnde beziehen. 1ranscendental, d. h. die Voraussetzungen 
der Erkenntnis betreffend, heissen dagegen Untersuchungen, die sich auf solche 
V oraussetzungen beziehen, sowie diese letzteren selbst. Die Lehre von dem 
V orhandensein eines absoluten Raumes, einer absoluten Zeit, ist hiema.ch eine 
transcendente; die Lehre von der Idealitll.t von Zeit und Raum eine transcen
denta.le. 

65) Dagegen filJlt mit der Beseitigung der Kanfschen Lehre von der Aprio
ritu.t des Raumes und der Zeit in dem Sinne, wie ihn Kant selbst gewollt 
hat, auOO das Dogma, dass in der Mechanik nur das als zeitlich und ril.umlich 
Aufgefasste als objektiv wahr anzusehen sei; vgl. P. Beck, Diss. p. 37. 

66) V gl. Pearson, Grammar, p. 238. Die Frage Bach dem tra.nscendentalen 
Cha.ra.kter der Bewegung iiberhaupt (vgl. z. B. ..4.. Hofler, Studien, p. 127, 133) 
ben1hren wir niOOt; sie geMrt nicht in die Mechanik. 

67) Euler, Theoria. motus (1765); deBgl. Reflexi.ons Bur l'espace et Ie tams, 
Berlin, M~m. de l'Acad. 1748, p.324, 'Ober Euler's Ansichten vgL Lange, 
Bewegungsbegriif, p.87-97. 
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miisse 68). Weit scharfer sagt Kant 69): "Der absolute Raum ist an sich 
Dichts und gar kein Objekt, ... sondern bedeutet nur einen jeden einzel
nen relativen Raum ... , den ich mir iiber jeden gegebenen .. hinausriicke. 
Ihn /tUm wirklichen Dinge zu maehen .. , heisst die Vernunft in ihrer Idee 
missverstehen", will aber gleichwohl die Rotationsbewegung als etwas 
Wirkliches ansehen. Obwohl sich von seiten der Mathematik die Lehre 
von der relativen Bewegung70) zu grosster Vollkommenheit ausbildete, 
blieb doch fiir die Mechanik die V oraussetzung des absolut festen Ko
ordinatensystems 71) (sowie auch der absoluten Zeit, in die noch dazu 
astronomische Erorterungen iiber das Maass der Zeit in unklarer Weise 
eingemischt werden) bestehen. 

Duhamel und C. Neumann haben 72) in nachdrUcklicher Weise auf 
diese Mangel aufs neue aufmerksam gemacht. Nach Neumann ist das 
Prinzip der Tragheit vollig unverstiindlich 78), wenn nicht hinzugefiigt 
wird, in Bezug auf welches Koordinatensystem sich der "sich selbst 
iiberlassene" materielle Punkt geradlinig bewegt und was gleichformige 
Bewegung ist; man muss, um diese Aussagen verstehen zu konnen, 
einen hypostasierten unbeweglichen Raum 74), "den starren Korper A" 

68) Theoria motue, § 81. 
69) Kant, Metapb. Anfangsgriinde, Wiener Ausgabe, p. 16; bei Lange, 

p.97-108. 
70) G. Coriolis, J. ec. polyt. cab. 24 (1835), p. 142. 
71) So z. B. F. Minding, Mechanik, p. 1: "Es iet klar, daBS jedem Korper 

eine absolute Bewegung zukommt." Dagegen kann man sich mit der Ausse
rung von R. Hoppe (Archiv f. Math. (2) 16 [1898], p. 8) die AuffasBung der Be
wegung ala absolute sei eine Bedingung der Erkenntnis, noch immer einver
standen erkl1iren, auch wenn man die Relativitat der Bewegung vollig zugiebt. 

72) J. M. C. Duhamel, Sur les principes de la science des forces, Paris, 
C. R. 69 (1869), p. 773 und ausfiihrlicher in den Methodes 4, (1870), p.454 sagt: 
Le mouvement absolu generalement admis .iusqu'ici est une pwre chimere, fondee 
sur une autre chimere, celIe d'un espace eternel et absolu. Nons avons encore 
a combattre une conception anssi chimerique que celIe de l'espace, qui fait du 
temps un etre reel necessaire independant de toute creation; vgl. auch daselbst 
p. 224 und XVI im avant-propos. Die Ansichten Duhamel's scheinen weniger 
beachtet zu sein. F. Reech, Cours de mecanique, Paris 1852, aussert sich schon 
friiber folgendermassen: Cette loi d'inertie ne sera plus un principe ni un fait 
d'experience, mais une pure convention, und will die Statik begriinden, sans 
qu'il jamais il faille invoquer ni l'hypothese de la rigidite des corps, ni celie 
d'un etat absolu de repos, ni celie d'un etat absolu de mouvement rectiligne 
uniforme dans l'espace. tJbrigens entwickelt Th. Young in seinen Lectures 1, 
p. 18 und 2, p. 27 am.fUhrlich ganz ahnliche Gesichtspunkte wie Duhamel. -
C. Neumann, Die Prinzipien der Ga.lilei-Newton'schen Theorie, Leipzig 1870. 

73) Neumann, Prinzipien, p. 14. 
74) Neumann, Prinzipien, p. 15. 

Encyklop. d. math. Wil •• nlch. IV 1. 3 
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als existierend annehmen, dessen drei Haupttragheitsaxen die Koordi
natenaxen liefern. Dagegen schien ihm im Zusammenhange dieser 
Auffassung eine neue Wendung fiir das Zeitmaass zu gelingen: Je zwei 
sich selbst iiberlassene materielle Punkte bewegen sich so, dass gleichen 
Wegstrecken des einen stets gleiche des anderen korrespondieren 75). 
Bezeichnet man dann die Zeiten, in denen der eine gleiche Strecken 
zUrUcklegt, als gleich, so spricht das Tragheitsgesetz die Behauptung 
aus, dass jeder sich selbst iiberlassene Punkt gleichformig und gerad
linig fortschreitet 76). 

14:. Die Zeitmessung. D' Alembert 71) suchte eine metaphysische 
Definition gleicher Zeiten zu gewinnen: Gleiche Zeiten sind solche, in 
denen identische Korper identische Bewegungsvorgange unter identi
schen Umstanden ausfiihren. So anschaulich diese Definition zu sein 
scheint - man denkt dabei etwa an ein mathematisches Pendel, das 
in gleichen Elongationen schwingt -, so muss dabei doch schon die 
erkennbare Identitiit der Wirkungen vorausgesetzt werden. 

Diese Schwierigkeit hangt eng zusammen mit der V oraussetzung 
des unbeeinflussten Bezugsystems, die sowohl der Neumann'schen, als auch 
spateren Auffassungen (Lange, Streintz) zugrunde liegt, bezw. des 
materiellen Punktes. Man wird vielleicht sagen, ein Punkt sei dann 
unbeeinHusst, wenn er durch keine Lagenveranderung der ausser ihm 
vorhandenen Korper irgend welche Anderungen seines Bewegungs
zustandes erfahrt 78). Aber der letztere kann doch schliesslich nur 
durch das Fehlen von Unterschieden in den Koordinaten und Ge
schwindigkeiten, d. h. durch zeitliche Bestimmungen erkannt werden, 
setzt also schon das Zeitmaass voraus. 

So scheint man sich in der That immer weiter in unauflOsliche 
Widerspriiche zu verlieren. Ein Ausweg scheint hier nur moglich, wenn 

75) Neumann, Prinzipien, p. 18. 
76) Neumann's Zeitvorstellung auch bei Maxwell, Substanz und Be

wegung, p. 35. 
77) d'Alembert, Traite 2. ed. (1758); in der iThers. v. A. Korn, Ostwald 

K. B., Nr. 106, findet sich diese Stelle nicht; ahnlich auch Poisson, Yecanique 
2, § 111, von dessen Auffassung sich H. Streintz (Grundlagen, p. 85) befriedigt 
erklart. Euler sagt einfach, Theoria motus, § 18: Was gleiche Zeiten sind, sieht 
ein jeder ein, auch wenn vielleicht rue in beiden gleiche Anderungen eintreten, 
aus denen auf jene Gleichheit geschlossen werden konnte. Die d' Alembert'sche 
Auffassung findet sich weit vollstandiger schon von J. Locke (1690) entwickelt. 

78) P. Duhem (Commentaire 1892, p. 274) spricht von dem Begriff un
abhangiger Systeme, falls die Parameter derselben unabhangig von den Para
metem anderer Systeme sich andem konnen, wogegen sich vom abstrakten 
Standpunkt aus nichts einwenden 1l~s8t. 
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man entweder von der ganz abstrakten Auffassung der V oraussetzung 
des absoluten Determinismus ausgeht, bei der alie variabeln Grossen, 
welche die Natur der Korper bestimmen, nur von einer Grundvari
abeln abhangen, die nun t genannt wird 79), oder, was der Riickkehr 
~ einer natiirlichen Auffassung mehr zu entsprechen scheint, sich durch 
den praktischen Hinweis auf das thatsachliche Zeitmaass befriedigt er
kliirt, welches durch die Dauer der Erdrotation resp. durch die besten 
Chronometer, welche sich anfertigen lassen, gegeben wird 80). 

Dabei ist es denn unwesentlich, ob wegen der an einem Chrono
meter von idealer Vollendung in langeren Zeitraumen nachweisbaren 
Ungleichformigkeit der Erdrotation das Zeitmaass etwa durch die 
Schwingungsdauer des Lichtes einer bestimmten Farbe, etwa einer 
der Natriumlinien 81), oder die durch Maxwell, Helmholtz u. a. vor
geschlagene Umlaufszeit eines idealen Planeten urn einen Central
korper ersetzt wird. 

15. Philosophische Ansichten der Gegenwart. Man sieht hier
aus, dass eine allgemeine Einigung fiber diese dem Grenzgebiet der 
Philosophie und Mechanik angehOrenden Fragen bisher trotz mancher 
Versuche nicht erreicht ist. Auch die philosophischen Ansichten gehen 
noch diametral auseinander. Volkmann bezeichnet die Existenz einer 
absolut gleichformig dahinHiessenden Zeit als ein notwendiges Postu
lat8!), ganz ebenso aussert sich auch Liebmann83); andere geben rfick
haltlos die Relativitat von Zeit und Raum zu. AIle diese Schwierig
keiten sind schon ausffihrlich von Locke hervorgehoben 84), aber auch 
III den neuesten Arbeiten nicht beseitigt. 

J. Epstein 85) will analog mit den Helmholtz'schen Axiomen der 

79) Verm<lge dieser Auffassung kommt man dann wieder zu Lagrange's 
Standpunkt, Fussn. 61. 

80) So Hertz, Mechanik, p. 158; Boltzmann, Mechanik, p.8; Love, Me
chanics, p. 3 if. 

81) Thomson u. Tait, Treatise 1, part 1, p. 226. Fib: die Langeneinheit 
derartige Untersuchungen bei A. A. Michelson, Les methodes interferentielles 
en metrologie, J. de phys. (3) 3 (1894), p. 1. - Die auf der gegenwartigen 
Dauer der Erdrotation gegriindete Bestimmung der Zeitmessung steht mit der 
Vorstellung, dass diese an ein und demselben idealen Chronometer gemessene 
Dauer im Lauf der Zeit wechseln k<lnne, nicht im Widerspruch. 

82) Volkmann, Theor. Physik, p. 51 u. 71. 
83) O. Liebmann, Zur Analysis der Wirklichkeit, p. 70 if., 87, 93-95; 

Wundt, Logik 1, p. 430, scheint der entgegengesetzten Ansicht zu sein. 
84) J. Locke, An essay concerning human understanding, book 2, chapt.14, 

§ 3 (1690); vgl. die Ausg. Oxford 1894, vol. 1, p. 249; siehe Fussn. 77. 
86) J. Epstein, Die logischen Prinzipien der Zeitmessung, Diss. Leipzig 

1887 (Berlin 1887). 
3* 
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Geometrie als Axiome der Zeitmessung ansehen, dass die Dauer eines 
V organgs unabhangig von der Zeit und dem Orte seines Stattfindens 
ist 86). Ob sich mit dieser Aussage ein klarer Sinn verbinden liisst, 
mag dahinstehen; jedenfalls besteht ein Unterschied zwischen der 
Raum- nnd Zeitanschauung, del' eine so analoge Behandlung unmog
lich macht. 

Dass wir in unserer Raumanschauung das Vermogen besitzen, 
auf Grund del' axiomatischen Aussagen vollig definierte Konstruk
tionen vorzunehmen, insbesondere die Gleichheit zweier Strecken durch 
"Aufeinanderlegen" definieren zu konnen, scheint ebenso unzweifelhaft, 
als dass diese Konstruktionen sich auf unser raumliches Bild von der 
Wirklichkeit anwenden lassen. Abel' von diesel' Dogmatik grundver
schieden ist die andere, welche ein ahnliches fur die V orstellung del' 
Zeit behaupten will. In uns finden wir zunachst nul' die V orstellung 
des Nacheinander, dann die der Dauer, welche abel' sobald nicht gleich
zeitige Ereignisse verglichen werden, sondern solche, von denen das eine 
fruher endet wie das andere, nur auf den unbestim~ten Empfindungen 
der Ermiidung und Erholung beruht87). Auf keine Weise aber konnen 
wir in unserer innern Anschauung zu verschiedenen Zeiten stattfindende 
Ereignisse hinsichtlich ihrer Dauer vergleichen, was erforderlich ist, 
wenn man mit Epstein eine auf Axiome del' Anschauung gegriindete 
Zeitmessung analog zu dem Verfahren der Geometrie einfiihren will 88). 

16. Das Bezugsystem der Mechanik. Ratte C. Neumann durch 
die Forderung des existierenden Korpers A drastisch das Fehlen eines 
Bezugsystems bezeichnet, so suchte nun Streintz 89) dasselbe zu liefern. 
Absolute Translation ist ihm selbstverstandlich etwas Unerkennbares; 
die Aussage, dass das Bezugsystem keine absolute Translationsbeschleu
nigung besitzen dad, ersetzt er daher durch die Forderung, dass das
selbe unbeeinflusst sein soIl. Dagegen halt Streintz fest an del' Mog
lichkeit einer absoluten Rotationsbewegung 90); diese kann dann natiil'-

86) So auch Maxwell, Substanz und Bewegung, p. 15. 
87) Dagegen behauptet O. Lodge, Phil. Mag. (5) 36 (1893), p. 8: "The 

conception of uniform motion is based on a simple primary muscular sensation." 
88) Unveratandlich bleibt es daher auch, wenn Hertz, Mechanik, p. 53, 

einfach die Zeit als die "unserer innem Anschauung" definiert; desgleichen, 
wenn man physiologisch offenbar erworbene Fahigkeiten, wie Zahlen im Takt 
u. dgl., ala primare ansehen will. 

89) H. Streintz, Die physikal. Grundlagen der Mechanik, Leipzig 1883. 
Ahnliche Ideen zum Teil schon bei Mach in der Mechanik von 1883; siehe 
des sen Kritik der St1·eintz'schen Betrachtungen, Mechanik, p. 232. 

90) Diese direktionelle Ruhe ni=t auch Maxwell an, Substanz und Be-
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lich an den scheinbaren Eigenbewegungen eines .qyroskopischen Kom
passes, d. h. eines nach der Methode Oardani'scher Aufhangung um 
eine freibewegliche Axe rotierenden Rotationskorpers, eines Gyroskops 
erkannt, und, wenn man die betreft'enden Lehrsatze der Mechanik 
kennt, auch verstanden werden. In praktischer Hinsicht ist zuzugeben, 
dass man in den gyroskopischen Kompass ein Mittel besitzt, um Be
zugskorper zu gewinnen, in Bezug auf die das Galilei'sche Prinzip 
gilt 91); zu beanstanden aber bleibt hier die Annahme der absoluten 
Rotation, die mit den gegenwarligen erkenntnistheoretischen Grund
satzen schwer vereinbar ist, sowie in methodischer Hinsicht die Ein
fiihrung eines komplizierlen Versuches als V oraussetzung der weiteren 
Erkenntnis, dessen Verstandnis erst nach manchen Vorbereitungen in 
der Dynamik gegeben werden kann. 

L. Lange hat diese Liicke auszufiillen gesucht, indem er ein 
System angab, welches wenigstens keinen logischen resp. methodo
logischen Fehler besitzt und zugleich nicht, wie Neumann's Korper A, 
transcendent real, sondern nur ideal ist 92). Es ist dies das folgende: 

Schon W. Thomson 98) hatte vorgeschlagen, als Bezugsystem die 
Konfiguration von vier materiellen Punkten anzusehen, die gleichzeitig 
von einem Orte aus geschleuderl werden. Nach Lange ist jedes etwa 
Descartes'sche Koordinatensystem, dessen als starre Drahte, auf denen 

wegung, p. 95. B. u. J. Friedliinder, Absolute und relative Bewegung (Berlin 
1896), wolleD; sogar durch Versuche diese Frage zu entscheiden suchen. Eine 
allgemeine Einigung iiber diese Frage (vgl. auch Kant, metaphys. Anfangs
griinde, p. 96) ist bisher noch nicht erfolgtj man vgl. die Kritik der verschie
denen Anschauungen bei Mach, Mechanik, p. 221-240. L. Lange (Bewegungs
begriff, p. 63) bemerkt treffend, dass man aus den Kraften, die doch nur Aussagen 
i"iber wahrgenommene Bewegung enthalten, keine AufkliLrung iiber die absolute 
Natur der Bewegung gewinnen konne, wie dies das Newton'sche Rotations
experiment, Principia, p. 9, will. 

91) Das Gyroskop bestimmt Korper, die nicht in Bezug auf ein Streintz
sches Fundamentalsystem rotieren, keineswegs aber Korper, von denen sich das 
Nichtvorhandensein einer absoluten Rotation aussagen liesse; letztere ist nach 
Mach, Mechanik, p. 218, eine ganz iiberfliissige metaphysische Vorstellung. 

92) L. Lange, tJber das Beharrungsgesetz, Leipz. Ber. 37 (1885), p. 353; die 
wissenschaftl. Fassung des Galilei'schen Beharrungsgesetzes, Phil. Studien 2, 
p. 266, 539; vgl. auch das Referat von H. Seeliger, Vierteljahrsschr. d. astro
nomischen Gesellsch. 22 (1887), p. 252. 

93) Thomson u. Tait, Treatise 1, part 1, p. 242. Ein ahnliches Koordinaten
system betrachtet J. Tilly, der iibrigens an den Vorstellungen der absoluten Be
wegung festhalt (Brux. Bull. de l'Acad. Roy. (3) 14 (t887»), schon 1878 in dem 
Essai sur les principes fondamentaux de la geometrie et de la mecanique, Bor
deaux, Mem. (2) 3 (1878), p. 1. 
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jene Punkte wie glatte Kugeln gleiten konnen, vorgestellte Axen be
stii.ndig durch drei von einem Punkt aus (nach verschiedenen rii.umlichen 
Richtungen) geschleuderte Punkte hindurchgehen, ein GaZilei'sches 
Bezugsystem; es ist dann leicht zu zeigen, dass jedes solche System 
in Bezug auf ein anderes wieder den Charakter eines solchen hat. 
In Bezug auf ein solches System wird nun die Bahn des sich selbst 
iiberlassenen Punktes als Gerade definiertj wird der Zeitbegriff dann 
nach NeurYHlnn eingefiihrt, so hat man die weitere Aussage, dass 
jeder Punkt in Bezug auf ein Inertialsystem und eine lnerfJialseitskaZa 
sich gleichformig und gradlinig bewegt. 

Eine allgemeine Konvention iiber diese Fragen ist bis jetzt noch 
nicht erreicht, und aus der Thatsache, dass noch neuerdings die alten 
Zweifel iiber absolute und relative Bewegung und fiber den Sinn der 
Newton'schen Lehre ausfiihrlich Besprechung gefunden haben, muss 
man wohl schliessen, dass diese fundamentalen Fragen noch immer 
nicht vollig aufgeklii.rt und durchdacht sind 9Sa). 

Indessen ist darauf hinzuweisen, dass James Thomson 94.) schon 
in ii.hnlicher Weise wie Lange auf die N otwendigkeit eines "frame of 
referenceUg5), etwa eines Thomson-Tait'schen Koordinatentetraeders, 
hingewiesen hat; in mehr logischer W'Bise sucht Muirhead die dem 
Newton- Galilei'schen System zugrunde liegenden Gesichtspunkte zu 
skizzieren, wenn er sagt 96) : 

,,It is possible to choose the masses of the solar system, the axes, 
the chronometry .. , so that the masses shall correspond with those of 
astronomy and the forces shall be resolvable into such as will be 
expressed by the law of universal gravitation ... Then true time, ab
solute velocity and mass-measurement being defined from this system, 
there would be a further law of physics, that the forces of the various 

98&) Vgl. das Referat iiber eine in verschiedenen englischen Zeitschriften 
zwischen Love, Me Gregor, A. Basset, E. Di:x:on, Me AuZay, A. Gray, O. Lodge 
gefUhrte Diskussion tiber absolute und relative Bewegung von E. Lampe, Fort
schritte d. Mathem. 26 (1897), p.1818, Bowie eine Reihe von Noten von E. Goed8eels, 
P. Mansion, Pasquier, E. Vicaire in den Bruxelles, Ann. Soc. Scientif. 16-21 
(1890-1897). 

94) J. Thomson, On the law of inertia, Edinb. Roy. Soc. Proc. 12 (1882/84), 
p. 668,780. 

96) J. Thomson a. a. 0.; P. G. Tait, Edinb. Roy. Soc. Proc. 12, p. 748. 
96) F. Muirhead, The laws of motion, Phil. Mag. (6) 23 (1887), p. 478. 11m

lich auch Petrini, Fussn. 11, p. 231 11'.; desgl. Love, Mechanics, p. 92, sowie 
auch J. Harlamaril, Sur lea principes fondamentaux de 1& m~canique, Bordeaux, 
Ann. Soc. Phys. (1897). 
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particles composing the members of the solar system and others are 
expressed by our various physical laws or theories." 

Es liegt indessen nahe einen anderen weniger abstrakten Stand
punkt zu wahlen, um die vorliegenden Schwierigkeiten zu heben. 
Betrachtet man in Bezug auf irgend ein uns zur Verfugung stehendes 
Koordinatensystem die Beschleunigung als Maass der Kraft, welche diese 
Bewegung "hervorbringt", so wird, falls letztere Null ist, fiir den be
treft'enden materiellen Punkt die gleichfOrmige geradlinige Bewegung 
entstehen. Auf Grund dieser Voraussetzung wird man zu bestimmten 
Aussagen gelangen, welche entweder mit der Wirklichkeit in geniigen
der Ubereinstimmung sind oder nicht. 1m letzteren Falle wird man 
das Bezugsytem als ungeeignet verwerfen 97); es ergiebt sich aber zu
gleich die Thatsache, dass es bisher immer, wenigstens in der Mecha
nik der ponderablen Korper, gelungen ist, dann ein anderes einzu
fiihren, welches den Erscheinungen der Wirklichkeit mit hinreichender 
Annaherung sich anpasst. So geht man von den Erscheinungen des 
Falles, der in Bezug auf irgend ein Bezugsystem auf der Erde betrachtet 
wird, iiber zu einem geocentrischen System, welches an der Rotation 
der Erde nicht teilnimmtj bei erweiterten Fragen iiber zu einem 
System, dessen Anfang der Sonnenmittelpunkt, dessen Z-Achse die 
Normale auf der invariabeln Ebene sind, resp. zu einem System, dessen 
Achsen durch die Richtungen bestimmter Fixsterne bestimmt sind. 
In diesem FaIle bleibt der Zweifel, ob es wirklich ein fundamentales 
Bezugsystem giebt, ab~r die Erwartung ist berechtigt, dass es auch 
bei der Vertiefung in weitere Fragen immer gelingen werde, die An
wendungsiahigkeit eines solchen erprobt zu sehen. 

17. Neuere Theorieen. Dieser, neuerdings wieder mehrfach ver
tretene, wenn auch sehr populare Standpunkt diirfte vorlaufig, soweit es 
die Mechanik ponderabler Korper betrifft, einen V orzug verdienen vor 

97) Die Wahl des "frame of reference" steht in unserem Belleben; die 
Beschreibung der Bewegungen wird aber verschieden je nach dieser Wahl aus
fallen, vgl. Love, Mechanics, p. 8. Dies scheint auch der Standpunkt von Hertz, 
Mechanik, p. 158, von A. Foppl, Mechanik 1, p. 1, zu sein. Vgl. auch P. Du
hem, Commentaire 1892, p. 271: "Si nous regardons comme exacte une hypothese 
ou intervient la consideration du mouvement absolu et si cette hypothese, 
appliquee aux mouvements relatifs a un certain triedre, conduit a des resultats 
inexacts, nous deelarons que ce triedre n'est pas absolument fixe"; desg!. Mach, 
Mechanik, p. 236: "Der natiirlichste Standpunkt bleibt der, das Tragheitsgesetz 
zunachst als eine hinreichende Annaherung zu betrachten, dasselbe raumlich 
auf den Fixsternhimmel, zeitlich auf die Rotation der Erde zu beziehen, und 
die Korrektur von einer erweiterten Erfahrung zu erwarten." 
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denjenigen Betrachtungen, welche durch die Voraussetzung eines den 
Raum erfullenden Mediums, des Athers, den Newton'schen absoluten 
Raum wieder - allerdings nur in gewissem Sinne - einfiihren wollen. 
Fiir die altere Auffassung, die durch Bewegungsverhiiltnisse des Athers die 
Licht- und Warmeerscheinungen beschreibt, ist diese Wendung allerdings 
unmoglich. Anders steht es aber, wenn in der fortgebildeten Max
well'schen Theorie der Ather als ein vorhandenes, in seiner geometri
schen Konfiguration unveriinderliches Medium mit bestimmten wohl
definierten Eigenschaften aufgefasst wird 98). Es ist hierbei nur daran 
zu erinnern, dass die elektrischen und magnetischen Vorgiinge nicht 
mehr als Bewegungen, sondern als Zustande der Polarisation etc. auf
gefasst werden, die man nun auch wieder unter dem Bilde einer Stro
mung sich vorstellen kann. Gegen einen solchen Ather, welcher dann 
das absolute Bezugsystem bildet, iiber des sen absolute Ruhe 99) damit 
freilich nichts ausgesagt werden kann und soU, und dessen Zustiinde 
durch beobachtbare Vorgange in einem Felde definierbar sind, lassen 
sich dann auch Relativbewegungen 100) der "ponderablen" Korper denken, 
so lange man noch nicht dazu gelangt ist, alle Erscheinungen als Zu
stande des Athers iiberhaupt zu beschreiben. Vielleicht ist letzteres 
die Tendenz einer elektrischen Weltanschauung, die gegenwartig bei 
manchen Physikern verbreitet ist; es wird vor allem darauf ankommen 
inwieweit durch Versuche entschieden werden kann, ob die thatsach
lichen Erscheinungen mit der V oraussetzung eines ruhenden A.thers, 
fiir die die Aberration des Lichtes eine bekannte Stiitze bildet, in 
Einklang sind oder nicht. Die formalen Grundlagen der Mechanik 
wiirden damit einen ganz anderen Charakter annehmen konnen, als 
bisher; doch scheint es verfriiht, hierauf weiter einzugehen. 

In einer eigentiimlichen Weise hat neuerdings im Anschluss an 
die Ideen von F. Reech, im Cours de mecanique 1852, Andrade 101) ver-

98) Vgl. daB Referat VOn W. Wien, Uber die Fragen, welche die translato
rische Bewegung des Lichtathers betreffen, Beibl. Ann. Phys. Chem. (2) 65 (1898). 

99) H . .11. Lorentz, Versuch einer Theorie der elektrischen und optischen 
Erscheinungen in bewegten Korpern, Leiden 1895, p. 4; desgl. J. Larmor, Aether 
and matter including a discussion of the influence of the earths motion in op
tical phenomena, Cambridge 1900. Auch schon friiher bei J. J. Thomson, An
wendungen, p.40. 

100) Vgl. z. B. Volkmann, Theor. Physik, p.54; E. Budde, Mechanik 1, 
p. 112,135; desgl. Mach, Mechanik, p. 220. Den Versuch, eine Mechanik in 
diesem Sinne zu skizzieren, macht W. Wien, Uber die Moglichkeit einer eIek
tromagnetischen Begriindung der Mechanik, Livre Jubilaire dedie a. H . .A. Lorentz, 
La Haye 1901, p. 96, auch Ann. Phys. Chem. (3) 5 (1901), p. 501. 

101) F. Beech, Cours de mecanique, Paris 1852, p. 21; J . .Attdrade, Le90ns 
de mecanique physique, Paris 1898. 
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sucht, eine formale Mechanik zu begriinden, ohne tiber das Tragheits
prinzip von vornherein zu entscheiden. Bei ihm werden die Krafte 
statisch, durch Spannungen gemessen. Er unterscheidet dann bei 
jedem materiellen Punkte eine Endbeschleunigung j (acceleration finis
sante) und eine Anfangsbeschleunigung (acc. commenyante) J, 102) deren 
vektorielle Differenz in Bezug auf irgend ein relatives Koordinaten
system von der Beschaffenheit desselben nach den Ooriolis'schen For
meln 103) tiber relative Bewegung unabhangig ist und setzt voraus, 
dass in der Formel 

F = m (J -j) T 

fur die relative Kraft die Grosse T ein nur vom Zeitmaass abhangen
der Faktor ist. Da beim Ubergang zu einem neuen Zeitmaasse t', das 
mit dem aIten t durch die Gleichung t' = f(t) verbunden ist, 

(J - j) dt 2 = (J' - j') dt'2 
wird, so folgt 

F = m (J' _ j') (~t;) 2 T; 

man kann daher lmmer eine absolute Zeitskala einftihren, fur die 

(~t;r T= 1 

ist. Allerdings muss die acceleration finissante oder der Verlauf der 
nattirlichen Bewegung bekannt sein, wenn diese Formeln eine prak
tische Verwendung finden sollen. 

B) Die Grundbegriffe der Statik. 

18. Die Krafte in der Statik. Wir gehen weiter auf die me
chanischen Grundbegriffe ein. Die Mechanik hat sich durch die Be
trachtung der einfachsten Maschinen, dann durch die geometrischen 
Lehren des Archimedes tiber den Schwerpunkt entwickelt; sie tritt zu
nachst als Btatik auf, in der die Krafte direkt durch Zug- und Druck
wirkungeu, wie sie von menschlichen Handen oder Gewichten an ge
spann ten Seilen ausgehen, also noch ganz anthropomorphistisch gefasst 
werden 104). Es ist keinem Zweifel unterworfen, dass diese statischen 

102) A.ndmde, LelYons, p. 51 if. 
103) G. Coriolis, Memoire sur les equations du mouvement relatif des systemes 

de corps, J. ec. polyt. cab. 24 (tome 15) (1835), p. 142. 
104) So z. B. bei Galilei in der Scienza della meccanica (1592), Opere 2; 

bei Varignon in der Mecaruque nouvelle u. s. w.; allmahlich verschwinden diese 
handgreiflichen lllustrationen und gehen in die jetzt iibliche vektorielle Bezeich
nung durch gerichtete Strecken (Vektoren) iiber. Auch C. Neumann Bpricht von 
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Kriifte durch bestimmte Gewichtseinheiten gemessen und in Zahlen durch 
riiumlicke Vektoren ausgedriickt werden konnen. Auf diesem Wege 
entwickelt sich namentlich durch Varignon's Einfluss die Statik tier 
starren Korper, die ihre Vollendung in der von Poinsot geschaffenen 
Theorie der Kraftepaare (couples) zu erreichen schien, und in voll
kommener Strenge, sobald man die mehr oder weniger scharf ausge
sprochenen axiomatischen Grundlagell zugiebt, zu den Gleichgewichts
bedingungen des starren Korpers hinleitet. 

Zwei ~riifte sind dann gleich, wenn sie in entgegengesetzter Rich
tung angebracht sich im Gleichgewicht halten; nimmt man ferner an, 
dass Krafte, in gleicher oder entgegengesetzter Richtung, sich durch 
algebraische Summation vereinigen, so bleibt nur noch die Aufgabe, 
die Zusammensetzung verschieden gerichteter Krafte an demselben 
mathematischen Punkte vermoge der Regel des Parallelogramms zu 
beweisen. 

Der soeben beriihrte Begriff des stwrren Kiirpers ist ein von der 
Statik selbst gescha:ffener, der urspriinglich nur die V orstellung einer 
ihrer geometrischen Konfiguration nach unveriinderlichen Substanz 
enthalt, fiir deren Punkte die Verlegbarkeit der Krafte in der Rich
tung ihrer Angriffslinie als Axiom, als Prinzip der VerZegung des An
gri/fspwnlctes der Kraft in ihrer Richtung festgesetzt wird. Solche Vek
toren werden passend von E. Budde (Mechanik 2, p.537) linienflUch
tige im Gegensatze zu den freien (z. B. Kraftepaaren) genannt. 

Diese Untersuchungen, in die im weiteren Verlaufe, namentlich 
wo es sich um Wirkungen verschiedener starrer Korper auf einander 
beim Stoss und verwandten Fragen handelt, auch die V orstellung 
einer jedem starren Korper eigentiimlichen Masse (und damit die 
gauze Lehre von der Geometrie der Massen (siehe IV 3) in ihrer iiber 
die barycentrischen Lehren des Archimedes weit hinausgehenden Aus
fiihrung mit Hiilfe der lnfinitesimalmethoden) hineinbezogen wird, 
stehen ihrem historiscken Charakter nach ausser Zusammenhang mit 

BefehZen, welche sich die Karper eneilen, Prinzipien, p. 5, auch Math. Ann. 1 (1869), 
p. 817}. Trefl'ende Ausserungen dieser Art sind gewiss nicht wenlos. Dass die 
abstrakte wissenschaftliche· Darstellung damach strebt, die anthropomorphisti
schen Anschauungen zu beseitigen, ist wohl selbstverstiLndlich; aber auch in 
allgemeiner Beziehung kann es nur voreilig erscheinen, diese einem ganz be
schrll.nkten Gebiet von Empfindungen entnommenen V orstellungen als fur alle 
Erscheinungen maassgebend anzusehen. In dieser Beziehung beachte man auch 
die Bemerkung von Th. Young, Lectures 1, p. 28: We must not imagine, that 
the idea of force is naturally connected with that of labour or difficulty, this 
association is only derived from habit. 
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der eigentlichen Dynamik. Ihr steht die dynamische Vorstellung des 
starren KiYrpers gegeniiber, welche denselben von vornherein als Aggre
gat von Massenteilchen auffasst, die durch Krafte, welche jede Ver
anderung der Konfiguration verhindern 104&), zu einem System verbunden 
sind. Diese scheint in viel ungezwungener Weise zu der Idee eines 
allgemeinen materiellen Systems hiniiberzuleiten, bei der die eigen
tiimlichen FaIle der statischen Unbestimmtheit (siehe IV 5 und 22) 
nicht auftreten. Der grundlegende Wert der Statik beruht iibrigens 
nicht so sehr auf dieser doch nur in sehr beschranktem Maasse an die 
Wirklichkeit angepassten Unveranderlichkeit der Konfiguration, son
dern in der Entwicklung der Lehre von der Aquivalenz der Kriifte, 
welche auch die dynamischen Anschauungen spater bestandig begleitet; 
auf den wertvollen methodischen Inhalt der Statik, wie er namentlich 
in der Theorie der Momente auf tritt, und den wichtigen Dualismus 
zwischen Statik und Bewegungslehre, den die Theorie der Vektoren 
und Schrauben darlegt, kann hier nur hingewiesen werden. 

19. Das Parailelogramm. der Krafte. Newton und Varignon 105) 

hatten diesen Fundamentalsatz, den Stevinus nach Cantor (V orlesungen 
2, p. 449), doch als solchen nicht ausdriicklich ausgesprochen hatte, 
unmittelbar aus der Lehre von der Zusammensetzung der Bewegungen 
entnommen. Fiir den strengen statischen Kraftbegriff, den man hier 
im Auge haben muss, erscheint aber die Rekursion auf eine Bewegung, 
die gar nicht zustande kommt 106), nicht unmittelbar zulassig. Aus dieser 
Ansicht entspringen die mannigfachen Versuche, das Parallelogramm 
der Kriifte auf Grund an sich leichter zu iibersehender Axiome, d. h. 
spezieller FaIle des Satzes selbst, zu beweisen. Sie erscheinen auch 

104 a) Die im Texte gewahlte abstraktere Fassung ersetzt man gewohnlich 
durch die V orstellung , dass bei kleiner Veranderung der Konfiguration sehr 
grosse entgegenwirkende Krafte auftreten; das Gleichgewicht bezieht sich dann 
auf diesen eigentlich doch unbekannten Deformationszustand. 

105) Newton, Principia, p. 13: "Corpus viribus componentis diagonalem 
parallelogrammi eodem tempore describere quo latera separatis." Varignon, 
Nouvelle mecanique, 1 (1725); dort zuerst die bekannte Regel iiber das Gleich
gewicht zwischen drei an einem Punkt angreifenden Kraften. 

106) Joh. Bernoulli, Opera 4, p.256: "Peccant, qui compositionem virium 
cum compositione motuum confundunt"; desg!. H. Lambert, Beitrage zum Ge
brauche der Mathematik 2, Berlin 1770, p. 451; F. Reech, Cours de mecanique, 
p. 61: Nous rejetterons absolument toutes les pretendues demonstrations du 
tht'ioreme du parallelogramme des forces au moyen de la regIe evidente du 
paralleIogramme des vitesses en geometrie"; E. Bowr, Mecanique 2, p.16; 
vgl. auch R. Heger, Schul-Programm Dresden, Nr. 498 (1887), p. xvn. Thom
son u. Tuit, Treatise 1, part 1, p. 244, sind anderer Ansicht. 
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gegenwartig nicht wertlos, obwohl Mach bemerkt, dass bei vielen 
dieser Beweise gerade eine schwierig zu erwerbende Induktion fiber 
das Wesen der zu erwartenden Erscheinungen zugrunde liegt. 

Von dem rein statischen Begriffe der Kraft ausgehend ver
suchten zuerst Dan. Bernoulli 108), spater d' A.lembert 109) und andere, die 
Resultante zweier Krafte zu bestimmen. Die von letzterem gefundene 
Funktionalgleichung tritt in etwas anderer Form bei Poisson llO) auf; 
bei dem Beweis rekurriert man auf die Zusammensetzung zweier 
gleichgerichteter Kriifte durch algebraische Addition, unter der V or
ausetzung, dass die eindeutig bestimmte Resultante R den inneren 
Winkel 2 x zweier gleicher Krafte P halbiert und der Grosse nach 
durch die stetige Funktion 

R = p·qy(x) 
gegeben ist; dabei ist dann R = 2P ffir x = 0, fUr x = 60° nach dem 
Symmetrieprinzip R = P. Ersetzt man jede der Krafte P durch zwei 
gleiche Krafte Q, die mit P den Winkel z bilden und setzt voraus, 
dass dadurch die Resultante nicht geandert wird, so muss qy der 
Gleichung 

qy(x + z) + qy(x - z) = qy(x). qy(z) 111) 

107) Mach, Mechanik, p. 45. - Es sei noch einmal betont, dass es sich 
in der Ausfiihrung des Textes nur urn den statischen Kraftbegriff handelt. 

108) D. Bernoulli, Comm. Ac. Sc. imp. Petrop. (1726), 1 (1728), p. 126. 
109) d' Alembert, Opusc. math. 1, Paris 1761, p. 269; vgl. auch D. de Foncenex, 

Melanges de philosophie et mathematique, Turin 1760/61, p. 305; ferner d' Alembert, 
Berlin, Mem. de l' Acad. 1750, p. 350; in vereinfachter Form bei Aime, J. de math. 1 
(1836), p.B35. tlber die altere Litteratur vgl. C.Jacobi, Praecipuorum inde a Newtone 
conatuum compositionem virium demonstrandi recensio, Dias. Gottingae 1817. 
Die kritische Besprechung der Beweise fUr das Parallelogramm durch A. H. C. 
Westphal (Diss. Gottingen 1868) ist weder vollstandig, noch in ihrem allzu 
abstrakten Schematismus iibersichtlich; eine bis in die neueste Zeit reichende 
ausfiihrliche Darstellung iet trotz Mach's geringschatzendem Urteil (Mechanik, 
p. 48) iiber diese allerdings mehr. methodologisch-mathematische Frage wohl 
nicht uberflussig. In neuern Darstellungen der Mechanik treten die Beweise fur 
das Parallelogramm iiberhaupt nicht mehr auf. O. Heaviside (Electromagnetic 
forces, 1, p. 147, London 1883) bemerkt: Is it not sufficient to recognise, that 
a quantity is a vector, to know that it follows the laws of the geometrical 
vector? Scharfer sagt A. E. H. Love (Mechanics, p. 89): We define the force 
exerted upon the particle m to be a vector localised at a point. Man ver
gleiche dazu die Bemerkung in Fussn. 61. 

110) Poisson, Du parallelogramme des forces, COlTesp. de l'ec. polyt. 1, 1804/8, 
p. 357; Mecanique 1, p. 6 in d. Ausg. v. Stern. 

111) Diese schon bei d'Ale'mbert, Paris, Mem. de l'Acad. 1769, p. 278; eine 
andere Funktionalgleichung bei d'AZembert, Opusc. math. 6 (1773), p. 360; ein
facher bei O. SchUimilch, Zeitschr. f. Math. Phys. 2 (1857), p. 85. - P. S. Laplace, 
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geniigen, woraus wegen cp (0) = 2 cos 0, cp (1/;/3) = 2 cos ,,/3 folgt, dass 
fur aJ,le 'rationalen Werte a 

cp e3:7t) = 2 cos (at), 
mithin unter Ausdehnung auf das irrationale Gebiet 

cp(x) = 2 cos x 
wird. Von dem Fall zweier gleichen Krafte kann man dann mittelst 
des Ubergangs zu rechtwinkligen Kraften durch die elementare Be
trachtung von Bernoulli zum allgemeinen Fall iibergehen 112). 

Den von Bour 113) nnd Mach 114) gemachten Einwand, dass die 
Resultanten ausser den Bedingungen der Eindeutigkeit, Stetigkeit und 
Differentiierbarkeit als innere Winkelhalbierende vorausgesetzt werden 
miissen, suchte Boltzmann durch eine etwas andere Anordnung der 
Poisson'schen Darstellung zu vermeiden 116). 

Ein gewisser Abschluss in der ganzen Frage ist durch Darboux 
erreicht1l6), der bei der Zusammensetzung abweichend von den meisten 
friiheren Autoren 11") riiumliche Betrachtungen hinzuzieht und so die 
d'Alembert'sche Funktionalgleichung vermeidet. Unter der Voraus
setzung, dass die Resultante von n Vektoren P 1 P 2 •• P,. erstens ein
deutig bestimmt ist, zweitens sich nicht andert, wenn man beliebig 
viele der P durch ihre Resultanten ersetzt, drittens von der Lage der 
Vektoren gegen das Koordinatensystem unabhii.ngig ist, ergiebt sich, 
dass dieselbe der nach der Parallelogrammregel aus 

cp (P1), cP (Pi) ... cP (P .. ), 

Mec. celeste, p. 3 - 8, giebt einen Beweis, der zuerst die Grosse der Resultante 
bei rechtwinkligen Komponenten bestimmt, ihre Richtung aber mittelst wenig 
iibersichtlicher InfinitesimaIbetrachtungen findet; iiJmlich Cauchy (Exerc. de math., 
1826, p. 29), doch wird die Richtung nur durch eine Funktionalgleichung ge
funden; !l.hnlich wieder W. G. Imschenetzky, Charkow. Ges. (2) 2, p.l08. An
dere Beweise von E. Brassinne, Nouv. ann. de math. (3) 1 (1882), p. 320; lJe
legue, ibid. (2) 12 (1873), p. 496. Ausgezeichnet durch sorgfll.ltige Ausfiihrung 
der V orauBsetzUDgen iBt die DarsteUung von Mobius, Statik 1, p. 22 - 39 (vgl. 
auch J. f. Math. 42 (1861), p.179), Bowie von Pomsot, EMmens de statique, 
11. ed., p. 11-26. 

112) lJ. Bernoulli FusBn. 108, p. 134, prop. III. 
113) BOUT, Mecanique 2, p. 46. 
114) Mach, Mechanik, p. 48. 
116) Boltzmann, Mechanik, p. 81. 
116) G. lJarboux, Bull. Bcienc. math. 9 (1576), p. 281; anch als Note 1 in 

Bd. 1 der Mecanique von lJcspeyrous, p. 371. 
117) Zum Tell finden sich solche schon in dem von Andrade A. Morin zu

geschriebenen Beweise, Mecanique, p.867, den F.Siacei, Napoli, Rend. Accad. reale 
1899 wieder aufgenommen hat. 
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gebildete Vektor ist, falls qJ eine willkiirliche Funktion bedeutet und 
jedes qJ (Pi) bei positivem Werte auf der Richtung von Pi abgetragen 
wird. Unter der Voraussetung der Addition gleichgerichteter Vektoren 
folgt nun 

qJ(P + Q) = qJ(P) + qJ(Q), 

woraus qJ (x) = A· x folgt, wenn man vierlens entweder qJ (x) als stetig 
oder qJ(x) als positiv voraussetzt118). 

0) Die Grundbegrift'e der Dynamik. 

20. Galilei und die Principia von Newton. Galilei erkannte 
in dem Begriffe der Beschlewnigung die Moglichkeit einer einfachen 
Beschreibung der N aturerscheinungen 119). Es ist sehr merkwiirdig, 
dass der Begriff der Geschwindigkeit dazu nicht ausreicht li1l), sondern 
die grossten Komplikationen herbeifiihren wiirde, und daBs es anderer
seits bisher nicht notwendig geworden ist, zu dem Begriff der Be
schleunigung hoherer Ordnung iiberzugehen, der doch den Vorgang 
der Bewegung auf eine viel allgemeinere Weise charakterisiert. Auf 
Grund des Galilei'schen Gedankens erhebt sich das Newton'sche Lehr
gebaude, welches mit Hiilfe des Begriffes der Masse m als Wit-kung 
der Kraft K die Beschleunigung qJ = K: m definiert. 

Newton stellt an die Spitze seiner Principia vier Definitiones und 
drei Axiomata sive leges motus: 

1) Definitiones 1ll1). 

1) Quantitas materiae est mensura ejusdem orta ex illius densitate 
et magnitudine conjunetim j 

2) Quantitas motus est mensura. ejusdem orta ex veloeitate et 
quantitate materia.e conjunctimj 

118) Noch allgemeiner zeigt Darboua:, Math. Ann. 17 (1880), p. 66, dass 
die Gleichung rp(x) -= A· x schon dann folgt, wenn an Stelle der Voraus
setzungen 4) des Textes nur angenommen wird, dass rp(a;) in irgend einem end
lichen Intervall nur positive oder negative Werte annimmt, deren absoluter Be
trag unter einer endlicken Grenze liegt. 

119) GaZilei, Opere 2, vgl. namentlich p. 261 de motu accelerato mit der 
Definition der Beschleunigung. 

120) Dies ist natiirlich in R\tcksicht auf die thatsii.chliche Entwicklung 
der Mechanik zu verstehen, welche die Bewegungen durch Di:fferentialgleichungen 
der Bahnkurven der Punkte definiert. Die energetischen Vorstellungen, welche 
- vielleicht mit Recht - auf so detaillierte Bilder verzichten, wiirden aller
dings auch eine andere Beschreibung der Vorgii.nge ala denkbar erscheinen 
lUBen. 

121) Principia, p. 1. 
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3) Materiae vis insita est potentia resistendi, qua corpus unum 
quodque quantum in se est, perseverat in statu suo vel quiescendi vel 
movendi uniformiter in directumi_ 

4) Vis impressa est actio in corpus exercita, ad mutandum ejus 
statum vel quiescendi vel movendi uniformiter in directum. 

2) Axiomata sive leges motus 122). 

1) Corpus omne perseverare in statu suo quiescendi vel movendi 
uniformiter in directum, nisi quatenus a viribus impressis cogitur 
statum ilium mutare i 

2) Mutationem motus proportionalem esse viri motrici impressae 
et fieri secundum line am rectam, qua vis ilia imprimituri 

3) Actioni contrariam semper et aequalem esse reactionem, sive 
corporum duorum actiones in se mutuo semper esse aequales et III 

partes contrarias dirigi. 

21. Die dynamische Bewegungslehre. Auf Grund der vor
stehenden allgemeinen Principien hat sich allmahlich im Anschluss 
an eine durchgebildete Phoronomie das System der klassischen Mecha
nik des 19. Jahrhunderts entwickelt, bei dessen Darlegung wir die an 
die V orstellung von Raum und Zeit ankniipfenden Pragen nun nicht 
weiter beriihren. 

Die reine Bewegungslehre, welche die Lage des Punktes durch 
seine drei als Funktionen der Zeit t gegebenen Koordinaten x, y, z 
beschreibt, geht davon aus, dass bei der Bewegung auf beliebiger Bahn 

1· 60s f" t t Im 60t ur = 0 

in Bezug auf den durchlaufenen Weg 8 - 80 = 6s und das zugehOrige 
Zeitintervall t - to = 6 t einen vollig bestimmten Grenzwert, die Ge
schwindigkeit v des Punktes, darstellt. Wird die Bewegung auf irgend 
eine Axe X, etwa durch Parallelprojektion, projiziert, so ist die Ge
schwindigkeit der projizierten Bewegung gleich der Projektion von v. 
Durch die Projektion auf drei am bequemsten zu einander rechtwinklige 
Koordinatenaxen x, y, z gilt die Bewegung als vollkommen bestimmt, und 

x = ~~ = fl (x, y, z, t) 

if = ~~ = f2 (x, y, z, t) 

i = ~: = fa (x, y, z, t) 

sind die drei Differentialgleichungen erater Ordnung, welche bei ge-

122) Principia, p. 12. 
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gebener Anfangslage (xo, Yo, zo, to) die Koordinaten x, '!I, z als em
deutige Funktionen von t bestimmen. 

Bei der selbstandigen SteHung, welche jede der Geschwindig
keiten, z. B. x fUr einen Beobachter, der die Projektionsbewegung in 
der YZ-Ebene mitmacht, besitzen, nennt man diese die Komponenten; 
ihre Resultante ist der Vektor v. Durch diese Betrachtung, welche 
jeder Bewegung ihre orthogonalen oder auch allgemeinen Parallel
projektionen auf irgend welche Axen zuordnet, werden die uberflussigen 
Untersuchungen uber Zusammensetzung und Zerlegung der Geschwindig
keiten vermieden, wahrend zugleich die Vorstellung, welche einem 
Punkte gleichzeitig mehrere Bewegungen zuschreibt, als eine rein 
logische, allerdings durch die Anschauung vermittelte, Abstraktion 
hervortritt, der ein reales Verhalten gar nicht entspricht. 

Bei konstanten x, y, z ist die Bahn eine gerade Linie, die gleich
fOrmig durchlaufen wird. In jedem andern Falle kommt zum Vektor v 
ein unendlich kleiner Vektor dv in der Zeit dt hinein, der als Maass 
der Geschwindigkeitsanderung angesehen wird; auch hier betrachten 
wir diese Beschleunigung als einen nach Richtung und Grosse voll
kommen bestimmten Grenzwert. Bei dieser Auffassung ist es selbst
verstandlich, dass sich die Beschleunigungen ebenfalls nach dem 
Parallelogrammgesetze zusammensetzen; insbesondere erhellt dies durch 
Hamilton's Begriff des Hodographen 122 fl.). Und umgekehrt definieren 
die Gleichungen 

x = f1 (x, y, z, x, y, z , t) 
ii = f2 (x, '!I, z, x, y, z, t) 
ii = fa (x, y, z, x, y, i, t) 

bei gegebenem Anfangszustande (xo, Yo, zo, xo, Yo, zo, to) wieder unter 
geeigneter Beschrankung der Funktionen die Bewegung vollstiindig. 
Der hierdurch eingeleitete Prozess der phoronomischen Begriffsbildung 
ist damit noch nicht abgeschlossen, doch hat die Dynamik keine Ver
anlassung, von den hoheren Beschleunigungen Gebrauch zu machen 122 b). 

122 &) W. R. Hamilton, Dublin, Trans. 3 (1846), p. 345 j Elements of Quater
nions, London 1866, p. 100,718, 2. ed., 2 vols., London 1899/1901; der Begriff des 
Hodographen indess schon 1843 bei Mobius, Mechanik des Himmels = Werke 4, 
Leipzig 1887, p. 36 u. 47. 

122 b) Schon C. G. J. Jacobi weist 1825 (Werke 3, p. 44) auf die Theorie 
der hiiheren Beschleunigungen hin, deren allgemeinen Begriff Mobius, J. f. Math. 
36 (1838), p. 91, verwendet. A. Transon, Note sur les principes de la meca
nique, J. de math. (1) 20 (1843), p. 320, fiihrt neben mx geradezu mil;· als 
virtualitti motrice ein, wahrend H. Resal (Traite de cinematique pure, Paris 
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22. Das System der klassischen Dynamik 118). Den tThergang 
zur Dynamik des materiellen Punktes gewinnt man nun in den ge
brii.uchlichen Darstellungen durch die folgenden 114.) als Abstraktionen 
aus der Erfahrung anzusehenden Grundsatze: 

1) So oft ein materieller Punkt sich niOOt gleichidrmig und 
geradlinig bewegt, sind immer andere Korper vorhanden, deren Lage 
und Bewegungszustand als bestimmende Bedingungen fur diese Ab
weichung von der Trii.gheitsbahn erscheinen; man sagt, dass wirkende 
Kriifte vorhanden sind, welche die betreffende Beschleunif!WYl1J er
t&7en 125). 

2) Masse ist diejenige Eigenschaft der materiellen Punkte, unter 
gleiOOen Bedingungen dieser Art skalar verljchieden grosse Beschleuni
gungen zu erhalten; die Einheit der Masse ist will.kiirlich wahlbar. 

3) Einheit der Kraft ist diejenige, welche der Einheit der Masse 
die Beschleunigung Eins erteilt. Jede Masse, die "vermoge" der Kraft 
Eins die Beschleunigung Eins erhalt, reprii.sentiert die Masseneinheit. 

4) Wird die Masseneinheit von mehreren Krafteinheiten sugleich 
ergriffen, so wirkt jede einzelne genau so, als ob die ubrigen gar nicht 
vorhanden waren. Man gewinnt so die V orstellung der Kraft n, 
welche der Masseneinheit die Beschleunigung n erteilt. 

5) Ein materieller Punkt, der unter dem Ein:O.uss der Kraft n 
die Beschleunigungseinheit erhalt, besitzt die Masse n. Ein materieller 

1862) eine systematische Theorie der Beschleunigungen erster und zweiter Ord
nung liefert, die seitdem von anderen noch viel weiter ausgefiihrt wurde. 

128) Wir verstehen darunter etwa die Lehren, welche durch den Einfluss 
der rranz(lsischen Mathematiker in der ersten Hi!Jfte des 19. Jahrhunderts ziem
lich allgemeine Geltung erlangt haben. 

124) Diese Grundlagen der Dynamik erscheinen meistens mit metaphysi
schen !dean tiber Tritgheit, Ursache etc. verbunden (vgl. z. B. die Darstellung 
bei E. Bow, Mechanik 2, p. 5, Duhamel und anderen); der bier gewithlte Text 
beabsichtigt, soweit wie mJjglich, sich bereits neueren VorsteUungen anzupassen. 
Vgl. z. B. Streints, Grundlagen, p.991f. Es ist daher auch das Tritgheits
prinzip durch die Aussage Nr. 1 ersetzt. Der Zusammenhang dieser axiomati
schen Grundsittze mit der Erfahrung wird nicht selten durch Berufung auf ganz 
unkontrollierbare Beobachtungen in iibertriebener Weise dargestellt; so z. B. 
von Ooriolis, M6canique, p. 5: si la force F vane pendant la dur6e du mouvement, 
l'obsertJation fait voir que Ie rapport tp (Beschleunigung) varie de 180 m1\me 
maniere; c'est a. dire que les valeurs de tp demeurent proportionelles aux valeurs 
de F. 

125) Selbst Kirchhoff und Mack sprechen von wirkenden Krl!.ften. Nach 
..4.. Hofler, Studien, p. 56 ist Wirken eine besondere Art der Relation, nimlich 
eine Notwendigkeitsbeziehung von Realitllten gewisser Art, deren Vorstellung 
anthropomorphistische Elemente gar nicht enthll.lt. 

Encyldop. d. math. Wi.Mnlch. IV 1. 4 
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Punkt mit del' Masse 'In erhiilt daher durch die Kraft F = mn die 
Beschleunigung ffJ = n; mithin wird 

F= mffJ. 

6) Bei den ponderablen materiellen Punkten kann die Pro portio
nalitiit von Masse und Gewicht durch Versuche, in ihrer einfachsten 
Form z. B. durch die Atwood'sche Fallmaschine, bestatigt werden 126). 

23. Kritische Bemerkungen fiber das System der Dynamik. 
Dass die Definitiones von Newton zum Teil im Ausdrucke recht sorg
los gewahlt sind, z. B. quantitas materiae durch densitas, vis durch 
actio erklaren, etc. ist oft bemerkt worden 127). Noch weniger' passend 
scheint es zu sein, von einer vis inertiae 128) zu reden; es ist hier 

126) Dahin gehOren auch die Resultate von F. Bessel's Arbeit "Versuche 
iiber die Kraft, mit welcher die Erde Karper von verschiedener Beschaffenheit 
anzieht", Berlin, Abhand. d. Akad. 1830, p. 41, auch Ann. Phys. Chem. 25 
(1832), p. 401. Bessel's Untersuchungen sind neuerdings mit noch feineren Hiilfs
mitteln wieder aufgenommen durch R. v. E6tvijs, Uber die Anziehung der Erde 
auf verschiedene Substanzen, Mathematische und naturwissenschaftliche Berichte 
aus Ungarn 8 (1891), p. 65; vgl. auch Ann. Phys. Chem. (2) 59 (1896), p. 354. 

127) Diese Ansicht wird nicht von allen geteilt. Thomson und Tait sagen 
(Treatise (1) 1, p. 279): the introduction to the principia contains in a most lucid 
form the general foundations of dynamics. Ahnlich aussert sich auch Volk
mann, Theor. Physik, p. 70. Es ist namentlich in England iiblich, aus New
ton's kurzen Satzen viel weitergehende Konzeptionen, 7.. B. das d'Alemberl'sche 
Prinzip, die Erhaltung der Energie, u. s. w. herauszulesen. Wir lassen diese 
- ubrigens auch in England keineswegs allgemein vertretenen - Ansichten 
dahingestellt. Beachtet man indess die Thatsache, dass trotz der mangelhaften 
ausseren Form aus Newton's Prinzipien sich die ganze Dynamik entwickelt hat, 
ohne dass man bis in die neuere Zeit es fUr unerlasslich fand, die Anzahl der 
axiomatischen Aussagen wesentlich zu vermehren, so wird man geneigt sein, 
sich ebenso sehr zu hiiten, in Newton's Gedanken zu wenig hineinzulegen. Dass 
iibrigens die Newton'schen leges, welche den Bediirfnissen der astronomischen 
Mechanik vollstandig angepasst sind, fiir die Deduktion der Mechanik bedingte1' 
materieller Systeme allgemeiner Art nicht ausreichen, diirfte gegenwartig kaum 
bezweifelt werden. 

128) Die vis inertiae, das sogen. Beharrungsverm6gen, kann als ein ganz 
iiberfliissiger scholastischer Begriff erscheinen; schon Etder weist ihn in den 
Reflexions sur l'espace auf's entschiedenste zuriick. A. M. Ampere entwickelt 
bei Gelegenheit seines ganz niitzlichen Deviationsbegriffes der Bewegung des 
materiellen Punktes sagar die Vorstellung, dass die force d'inertie der wirken
den Kraft bestandig entgegengesetzt gleich sei (J. de math. 1 (1836), p. 211). 
Die damit zusammenhangende Unterscheidung der Krafte in bewegende und be
schleunigende oder forces d'inertie (a.ls 80lche treten noch gegenwartig ill d'Alem
bert'schen Prinzip die - mx, - my, -mz auf) scheint ebenfalls nicht sehr 
gliicklich. Hierauf beruhen auch die falschen Auffassungen uber die Centrifugal
kraft, in denen Hertz sogar einen wesentlichen Mangel der iiblichen Mechanik 



28. Kritische Bemerkungen iiber das System der Dynamik. 51 

nicht der Ort, diese formellen Fragen zu behandeln; unerlasslich er
scheint aber eine kurze sachliche Besprechung der Axiome. 

1) Die Unabhiingigkeit der Axiome. Weit grosser sind die 
Schwierigkeiten, welche sich dem Verstandnis der Newton'schen Axiome 
entgegenstellen; sie haben eine ausgedehnte Litteratur hervorgerufen, 
von der hier indes nur das Wesentlichste angefiihrt werden kann. 
Wir erwahnen zunachst die Fragen, welche sich auf die gegenseitige 
Unabhangigkeit der Aussagen beziehen. Dass z. B. das erste Ge
setz in dem zweiten enthalten ist, wird wohl allgemein anerkannt. 
O:ffenbar konnen diese Fragen durch eine rein logisch~mathematische 

Untersuchung entschieden werden, in welche wir indessen hier nicht 
eintreten. Auch scheint es noch zweifelhaft, ob die bisherigen Be
strebungen, welche namentlich in der englischen Litteratur auftreten 129), 

bereits zu einem wirklich abschliessenden Ergebnis gelangt sind. Es 
sei dabei an die Schwierigkeiten erinnert, welche analoge Unter
suchungen in dem viel durchsichtigeren geometrischen Gebiete zeigen, 
und die erst in der neuesten Zeit durch Hilbert eine entscheidende 
Forderung erhalten haben 130). 

2) Der Begriff der Masse. Newton und Poisson erkHiren Masse 
als Quantitiit der Materie 131). Hertz bezeichneVS2) ein Massenteilchen 
als ein Merkmal, durch das man einen geometrischen Punkt von einem 
anderen unterscheiden kann, und geht zur Gewinnung eines rein pho
ronomischen Massenbegriffs auf die Zahlung hypothetischer Atome in 
einer bestimmten Volumeinheit zuriick, wahrend er in der Dynamik 
"greifbare" (ponderable) Massen dem Gewichte proportional setzt. 
Franzosische Mathematiker 1SS) definieren Masse durch das Verhaltnis der 

zu erblicken glaubte (Mechanik, p. 6); man vgl. dariiber Boltzmann, Mechanik, 
p.45. 

129) Vgl. namentlich J. Me. Gregor, On the fundamental hypotheses of 
abstract dynamics, Canada, R. Soc. Trans. 3 (1892); desgl. Phil. Mag. (6) 36 
(1892), p. 134; 36 (1893), p. 243, sowie Canada, R. Soc. Trans. 6 (1896), p. 96. 

130) D. Hilbert, Uber die Grundlagen der Geometrie, Festschrift zur Ent
hiillung des Gauss-Weber-Denkmals zu Gottingen, Leipzig 1899; auch franz.: 
Lea principes fondamentaux de 1a geometrie, trad. L. Laugel, Paris 1900. 

131) So auch Kant, Metaphysische Anfangsgriinde, p. 96; diese Ausdrucks
weise auch noch gegenwarlig bei Physikern, z. B. W. Voigt, Kompendium 1, 
p. 14; sie hat nur dann Sinn, wenn man von einer abstrakten Materie redet, 
welche sich Buperponieren kann und dadurch fahig wird, Zustande verschiedener 
Dichtigkeit anzunehmen. L. N. M. Carrwt (principes 1803) definierl Masse iiber
haupt nicht. 

132) Bertz, Mechanik, p.64. Ahnlich auch &hell, Mechanik 1, p. 2, 72. 
133) So z. B. Duhamel, Mecanique 1, p. 93; P. Appell, Mecanique 1, p.86; 

H &Sal, Mecanique 1, p. 132. 
4* 
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Kraft zur Beschleunigung; selbstverstandlich muss dann zuvor die Kraft 
definirt sein, was dann nur im statischen Sinne durch Gewichte ge
schehen kann. Bei Kirchhoff 184) erscheint die Masse einfach als ein 
in den Differentialgleichungen der Bewegung von Systemen eingefiihrlet 
Zahlenkoeffizient, durch den die Moglichkeit einer eindeutigen Be
schreibung der Bewegung nicht aufgehoben wird, bleibt also vollig un
definierl. Nach Andrade 135) lasst sich aus den Erscheinungen des 
Stosses von zwei materiellen Punkten ein Massenbegriff konstruieren, 
der von der Voraussetzung eines bestimmten Koordinatensystems und 
einem bereits gewiihlten Zeitmass ganz unabhiingig ist. Andere begniigen 
sich mit blossen Nominaldefinitionen, so z. B. wenn Masse als Be
schleunigungskapazitat bezeichnet wird 136). 

Am eingehendsten hat sich Mach 137) mit dem Massenbegriff be
schiiftigt. Nach ihm sind Korper gleicher Masse solche, die auf ein
ander wirkend sich gleiche entgegengesetzte Beschleunigungen erleilen. 
Diese Aussage schliesst natiirlich die mit der Erfahrung iiberein
stimmende und von Mach noch weiter begriindete lS8) Voraussetzung 

134) Kirchhoff, Mechanik, p. 13-21; ahnlich auch wohl O. Newmann, Grund
ziige der analytischen Mechanik, Leipz. Ber. 39 (1887), p. 155. Dass Kirchhoff's 
einleitende Betrachtungen in einem auffallenden Gegensatz zu der sorgfaltigen 
analytischen Darstellung der spli.teren Teile stehen, welche sich nur an wenigen 
Stellen beanstanden lassen, wird gegenwli.rtig wohl nicht bezweifelt werden. 

135) Andrade, Mecanique, p. 54. Die Erscheinungen des Stosses an und 
fUr sich sind natiirlich schon vie! friiher herangezogen; in Beziehung auf ex
perimentelle . Priifung vgl. man z. B. W. M. Hicks, Elementary dynamics of 
solids and fluids, London 1890. 

136) So z. B. A. Hofler, Studien, p. 70. Ok. Freycinet vergleicht (Essais 
sur la philosophie des sciences, Paris 1896, p. 177), die Masse als capacite dy
namique mit der spezifischen W!l.rme. Bei Euler iilt Masse die Grlisse der 
Trll.gheit (Theoria motus § 153); Volkmann, Theoret. Physik, bezeichnet den Be
griff der Masse als einer sich beim Wechsel der Erscheinungen erhaltenden 
Grlisse als ein Postulat; dies wird man natiirlich bei jeder Erlirterung iiber 
diesen Gegenstand im Auge zu behalten haben. Die Mechnik der Punkte mit 
veriinderlicker Masse, auf welche Jacobi (Dynamik, Ausg. A. Olebsch, p. 57) hin
zudeuten scheint, wird man zun!l.chst als eine ganz abstrakte Erweiterung der 
Differentialgleichungen der Dynamik ansehen. Sie kann indessen bei gewissen 
Fragen (z. B. allm!l.hliche Anderung der Masse del' Himmelsklirper durch Auf
nahme kosmischer Massen) Anwendung finden; doch handelt es sich dann 
eigentlich nicht um jene Abstraktion, Bondem um eine Untersuchung von Stoss
erscheinungen; man vgl. J. Mestsckersky, Dynamik des Punktes mit ver!l.nderlicher 
Masse, Referat in den Forlschr. d. Mathematik 28 (1897), p. 645. 

137) Mach, Mechanik, p. 210. 
138) Mack, Mechanik, p. 213. In Verbindung dieses Massenbegrift's mit der 

Erfahrungsthatsache, dass die Beschleunigungen, welche mehrere Klirper Au 
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ein, ws zwei Korper ~ und ~, welche im Vergleich mit einem 
Einheitskorper .A gleiche Masse haben, auch in Bezug auf jeden 
anderen Vergleichskorper B sich so verhalten. Diese Fassung, welche 
den neuesten Darstellungenu 9) zugrunde liegt und dem Vorschlage 
von Andrade nahe kommt, scheint sich ebenso sehr wie dieser 
letztere zu empfehlen; eine allgemeine Einigung ist bis jetzt nicht 
erfolgt. 

Es scheint iibrigens kein Hindernis zu bestehen, auf den ganz popu
laren Standpunkt zurUckzugreifen und einfach die Masse der ponde
rablen Korper zunachst dem Gewichte proportional zu setzen 140) mit 
Berufung auf bestimmte Erfahrungsthatsachen iiber die Abhangigkeit 
derselben von Ort, Zeit und sonstigen physikalischen Zustanden, als
dann die Einfiihrung anderer Massen der Analogie vorzubehalten, 
welche bei der Betrachtung verborgener Massen wie bei Hertz ohne
dies eintreten muss. In dies em Sinne hat man iibrigens von jeher 
die Einfuhrung nicht gravitierender (elektrischer, magnetischer etc .... 
positiver und negativer) Massen 1(1) vorgenommen, indem man die 
Einheit derselben auf die bereits gewonnene Einheit der Kraft zurUck
fiihrte; dies ist auch notwendig, wenn der Begriff der Arbeit einen 
allgemeinen Sinn erhalten solI. 

3) Das Triigheitsprinzip. Das erste Axiom von Newton ist unter 
dem Namen des GaUlei'schen Triigheitsprinzips bekannt: der sich 
selbst iiberlassene unabhangig von allen anderen Korpern vorgestel1te 
Punkt bewegt sich gleichformig und geradlinig l 4,ll). Abgesehen von 
den schon oben besprochenen Schwierigkeiten, welche in der Vor
stellung des unbeeinHussten Punktes liegen, erscheint dieses Axiom 

A~, Aa an einem Kl!rper A bestimmen, von einander unabhll.ngig sind (siehe 
Alinea 4 des Textes) gelangt Mach, Mechanik, p. 242 zu einem System von 
Aussagen, welche geeignet erscheinen, die Fassung in Nr. 22 zu ersetzen. 

189) Siehe LUlJe, Mechanics, p.87; Maggi, Principii, p. 150; Boltzmann, 
Mechanik, p. 22. 

1(0) Die Einwiinde gegen diese Ansicht, vgl. z. B. G. A. Greenhill, On 
weigth, Nature 46 (1892), p. 247; ibid. 51 (1894), p. 105, sind bekannt; sie 
schein en aber bei genauer Abwll.gung schliesslich nicht grl!sser als die Schwierig
keiten, welche bei der Definition einer physikalischen LlI.ngeneinheit vorliegen. 

1(1) A. Coulomb, Paris, Mem. de l'Acad. 1745, p. 569, Ostwald, K. B. Nr. 18; 
O. F. Gauss, Intensitas vis magneticae terrestris etc. 1888 = Werke 5, p. 79. 

1(2) Galiki, Discorsi, dritter uud vierter Tag, Ostwald, K. B. Nr. 24, p. 57,81. 
Nach E. Wohlwill, Zeitschr. f. Yl!lkerpsychologie u. Sprachwissenschaft 15 (1888/84), 
p. 104 hat Galilei, bei dem eine apriorische Begriindung des Trll.gheitsprinzips 
im Binne von Fussn. 22 sich iiberhaupt nicht zu finden scheint, iibrigens seine 
Aussa.ge auf die Yorgltnge an der Erdoberfill.che beschrll.nkt; die Erweiterung 
auf die Mechanik des Himmels riihrt von Newton her. 



54 IV 1. A. Voss. Die Prinzipien der rationellen Mechanik. 

iiberhaupt iiberfliissig. Uberdies ist es eine Tiiuschung 143), wenn man 
glaubt, dass sich in der Erfahrung dasselbe nachweisen lasse. Aller
dings lasst sich erkennen, dass die Abweichungen von der Tritgheits
bahn kleiner und kleiner werden, je mehr man gewisse die Bewegung 
beeinflussende "Umstande" beseitigt; dass aber, wenn der Punkt sich 
gleichformig und geradlinig bewegt, solche Umstande nicht mehr vor
handen sind, wird schon vorausgesetzt und liegt jenseits aUer mog
lichen Erfahrung l44). Einen wirklichen, dann aber auch nur meta
physischen Sinn hat das Tragheitsprinzip aHein dann, wenn man neben 
Newton's realem Raum, in dem die Bewegung des einzelnen Punktes 
betrachtet werden kann, auch ein reales absolutes Zeitmass annimmt. 

4) Der Kraftbegriff. Die rein dynamische Definition der Kraft 
als einer bloss abkiirzenden Bezeichnung ft"ir die Thatsache, dass ein 
Massenteilchen eine gewisse Beschleunigungskomponente besitzt, steht aHer
dings in keinem Zusammenhang mit dem statischen Kraftbegriff. Man 
wird sich aber um so eher entschliessen, den letzteren aufzugeben, 
und damit den schon von Gauss 145) geriigten Dual1:smus zwischen 

143) Uber die logischen Schwierigkeiten, die im Tragheitsgesetz liegen, 
und zum grossen Teil durch Missverstandnisse selbst geschaffen sind, vg1. 
F. Poske, Der empirische Ursprung von der Allgemeingiiltigkeit des Beharrungs
gesetzes, Vierleljahrsschr. f. wiss. Philo sophie 8 (1884), p. 385, mit Zusatz von 
W. Wundt, p. 405; desgl. L. Weber, Uber das Galilei'sche Prinzip, Kiel 1891; 
P. Johannesson, Uber das Beharrungsgesetz, Schul-Programm, Berlin 1896, Nr. 98. 

144) Man kann sich daher sehr wohl eine Mechanik denken, bei der die 
Bewegung des unbeeinfiussten Punktes eine ganz andere ware, so z. F. Reech im 
Cours de mecanique, vgl. Fussn. 72; dann J. Andrade, Mecanique physique; 
ahnlich aussern sich auch H. Poincare und P. Painleve [Revue de metaphys. (8) 
5 (1900), p.557]; auch schon weit fruher Jacobi in seiner Vorlesung 1847/48, p. 1. 

145) Gauss, J. f. Math. 4 (1829), p. 233: "So fordert doch der Geist den 
umgekehrten Gang, wobei die ganze Statik als ein besonderer Fall der Dynamik 
erscheint"; Laplace, Mec. ce1., p. 16 will noch die Proporlionalitat von Kraft und 
Beschleunigung beweisen, so auch Poisson, Mecanique, 2. ed., 1, § 116. 

Eine allgemeine Einigung liber diese beiden Auffassungen des Kraft
begriffs ist bisher nicht erzielt. Wahrend die abstrakte Dynamik, fur die die 
Statik nur ein Gi'enzfall ist, den Begriff mlJl als ausreichend betrachtet, gehen 
die auf die Anwendungen gerichteten Darstellungen der Mechanik zunachst von 
den statischen Erscheinungen (als den scheinbar einfacheren) aus, d. h. von der 
Messung der Krafte durch Gewichte, resp. durch die Formanderungen elastischer 
Systeme (Federwagen, Dynamometer). V g1. die ausfiihrliche Dariegung bei (]h. Frey
cinct, ESEaiS sur 1a philosophie, Paris 1896, p. 153 ff. A. Ritter, Lehrbuch der 
analytischen Mechanik, 2. Auf!.. Leipzig 1883, p. 66, dessen Anschauung gewiss 
von vielen geteilt wird, definierl zwar Kraft durch mlJl, will aber die Masse 
selbst nur durch die Krafte messen. "Es muss vielmehr vorausgesetzt werden, 
dass es erfahrungsmassig noch ein anderes Kriterium giebt, um die Gleichheit 
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Statik und Dynamik zu beseitigen, als eine befriedigende Darstellung 
del' statischen Vorgange als solcher, bei denen die Beschleunigung 
Nun ist, nicht allein gelingt, sondern damit zugleich weitere Voraus
setzungen entbehrlich zu werden scheinen. Das Unabhiingigkeits
prinzip u6), das nach Ansicht mancher englischer Autoren in Newton's 
lex secunda enthalten ist, und auf das sich del' Parallelogrammsatz 
griindet, ist erst spater in del' franzosischen Schule mit besonderem 
Nachdrucke hervorgehoben. Dasselbe scheint iiberfliissig zu werden, 
wenn man die Lehre von der Zusammensetzung der Beschleunigungen 
einfach als Forderung auf die Beschreibung der Erscheinungen durch 
den Kraftbegriff iibertriigt147). Ais Ausdruck del' dynamischen Grund
vorstellungen geIten nun die Bewegungsgleichungen des freien materiellen 
Punktes 

mx=X 
my= Y 

mz =Z, 

in denen die X, Y, Z als die durch Beobachtung del' Beschleuni
gungen und Massen resp. der statischen Wirkungen, je nach dem zu
grunde gelegten Kraftbegriff, zu gewinnenden Werte del' Kraftkom
ponenten aufzufassen sind 148). 

zweier Krafte zu erkennen", namlich die Identitat der Formanderungen am 
Dynamometer; ahnlich auch bei A. Ritter, Lehrbuch der technischen Mechanik, 
7. Aufl. Leipzig 1896, p. 42; vgl. auch E. Budde, Mechanik 1, p. 111. 

146) Siehe dessen Fassung bei Duhamel, Mechanik 1, p.338; E. Bour, 
Mecanique 2, p.7. Von D. Bernoulli (Co=. Ac. Petrop. 1728, p. 126) ist das
selbe suerst ausgesprochen. Poisson legt es seiner Mechanik von 1811 (p. 277) 
zugrunde j in der 2. ed., 1, p. 172 sucht er dasselbe durch eine Betrachtung zu 
beseitigen, auf deren Haltlosigkeit schon der Ubersetzer M. A. Stern aufmerk
sam macht. Der willkiirliche, aber einer bequemen Beschreibung der Be
wegungsvorgange angemessene Charakter des Unabhangigkeitsprinzips ist wohl 
selten bezweifelt worden. Poincare (vgl. Fussn. 144) bemerkt neuerdings, dass 
das Verhalten magnetiseher Massen mit dem Gesetze nicht unmittelbar in Ein
klang stehej vgl. dazu die Bemerkung von Painleve "Les principes de 180 meca
nique Bont des conventions que l'experience ne pourra jamais mettre en defaut". 

147) So z. B. Tait, Encycl. Brit., 9. ed. (1881), Arl. Mechanics, p. 701j 
Me. Gregor, On the hypotheses, Fussn.129j F. Muirhead, On the laws of motion, 
Phil. Mag. (5) 23 (1887), p. 489. 

148) Es besteht kein Hindernis, diese Werle der X, Y, Z als abhangig 
vom Bewegungszustande, d. h. den x, '!I, 15, X, ii, Z anzusehen; enthalten sie 
auch die X, y, z, so ergiebt sich durch Auflosung nach denselben ein analoges 
Problem. Ein ganz anderes Verhalten aber tritt ein, wenn die Krafte von noch 
hOheren Derivierten abhangen, da nun der Anfangszustand (im gewohnlichen 
Sinne) uberhaupt nicht mehr zur Bestimmung hinreichtj dies wird nicht immer 
hervorgehoben. 



56 IV 1. A. Voss. Die Prinzipien der rationellen Mechanik. 

5) Das Gesetz der Aktion und ReaktWn, Newton's lex tertia, wel
ches in Nr. 22 nicht unter die Lehren der klassischen Dynamik auf
genom men wurde, iet fur die akademischen Beispiele der Bewegung 
freier Punkte nicht erforderlich, enthiilt aber fur die Betrachtung von 
materiellen Systemen gerade den wichtigsten Teil der Newton'schen 
Mechanik. Nach Hertz, der dasselbe fUr die Wirkungen zwischen 
Teilsystemen als eine Folge seines Grundgesetzes beweist 149), ist das
selbe in seiner Ausdehnung uber diesen Fall hinaus eine unerweis
bare, vielleicht nicht einmal richtige Behauptungj uberdies sind in 
der Elektrodynamik und Elastizitiitstheorie allgemeinere Formen dieses 
Gesetzes aufgetreten 150). Es erscheint nicht unrichtig, wenn PefJrini 151) 

in dem Gesetz eine - im Interesse der Einfachheit nutzliche - Me
thode zur angemessenen Begrenzung der Untersuchungen sieht. 

24. Die momentanen Krafte, StoBse oder Impulse 152). Da jede 
Kraft K in der Zeit dt in ihrer Richtung nur die geradlinige Ab
weichung oder Deviation 159) 

dagegen die unendlich kleine Geschwindigkeit 

K dt 
m 

hervorbringt, so ist die abstrakte Mechanik zunachst nicht im stande, 
die scheinbar plOtzlichen lnderungen des Bewegungszustandes zu er
klaren, welche man beim Stosse wahrzunehmen glaubt. Ohne auf die 
fruhere Behandlung dieser Fragen durch Huygens 154) und andere ein
zugehen, sei nur bemerkt, dass sich gegen die Vorstellung 154 .. ) nichts 

149) Hertz, Mechnik, p. 216. 
1(0) Erweiterung desselben bei Volkmann, Theoretische Physik, p. 131 j 

nach anderer Richtung bei Voigt, KompendiUUl 1, p. 79. 
1(1) H. Petrini; Fussn. 11, p. 221. 
1(2) Die Bezeichnung ist an sich natiirlich gleichgiiltig; der Ausdruck Im_ 

puls (nach Thomson und Tait (Treatise (1) 1, p. 283) gewii.hlt, obwohl dies 
auch nichts anderes als StORS bedeutet), z. B. bei E. Budde, Mechanik 1, p. 411, 
scheint allgemeiner in Gebrauch zu kommen. V gl. Klein u. Sommerfeld, Theorie 
des Kreisels, p. 69 fr. 

1(3) Diese Formel zuerst bei Euler, Decouverte d'un nouveau principe de 
mecanique, Berlin, Mem. de l'Acad. 1760 (1762), p. 186; Theoria motus, § 169. 

164) tjber Hwygens und seine Vorgll.nger vgl. z. B. Mach, Mechanik, p.300 
-826; desgl. Galile..,s Untersuchungen iiber den Stoss, Ostwald, K. B. Nr.26, p.87. 

1M·) In der Mechanik von Hertz, p. 288, ist die Vorstellung gerade um
gekehrt; es handelt sich um wahre Unstetigkeiten der Bewegung, welche ver
m()ge der existierenden Zeitintegrale der Beschleunigungen beschrieben werden. 
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einwenden zu lassen scheint, dass es sich hierbei um V orgiinge kon
tinuierlicher Art handelt, die in so kurzer Zeit ablaufen 155), dass eine 
scheinbare Diskontinuitat entsteht. Wenn in der Formel 

mx=X 
t 

oder m(x - xo) = jXdt= P 
t. 

X als sehr gross angesehen wird, kann selbst in einem ausserordent
lich kleinen Zeitintervall t - to die rechte Seite einen unter einer end
lichen Grenze liegenden mit den gewohnlichen Grossenordnungen ver· 
gleichbaren Wert P annehmen, den man nun als Intensitiit des Stosses 
ode:r Impulses bezeichnet; links steht der Zuwachs an Bewegungsgrosse 
(quantite de mouvement, momentum). Die momentanen Krafte oder 
Impulse werden daher dur~h den vek~oriellen Zuwachs an Bewegungs
grosse gemessen, welche sie in einem ausserordentlich kleinen Zeitraum 
erzeugen. Da gleichzeitig 

t 

x-xo= Iledt 
t. 

ist, so erfahrt der materielle Punkt m bei einer Lagenanderung von 
der Ordnung t - to einen Geschwindigkeitszuwachs Ie - leo' 156) In 
erster Annaherung gestattet man sich,von einer plOtslichen Geschwin
digkeitsiinde:rung bei unveriinde:rte:r Lage des Punktes und von dem 
Integralwert bei gegen Null konvergierendem t - to zu reden. So 
unbefriedigend diese Auffassung in mancher Hinsicht ist, deren Inhalt
losigkeit nur formal durch die benutzten Integralzeichen 157) verdeckt 
wird, so hat sich doch gegen diese in der franzosischen Schule be
sonders nachdriicklich ausgebildete Vorstellung, die mit den Beobach
tungen in geniigender Ubereinstimmung zu sein scheint, ein Wider
spruch bislang nicht erhoben. 

Die Vorstellung; dass die Bewegungsgrosse mv eines materiellen 

155) Dies ist die Stossseit, time of impact der englischen Schriftsteller, 
vgl. Thomson und Tait, Treatise (1) 1, p. 274. 

156) Theoretisch sind natiirlich ganz andere Falle denkbar, da es sich urn 
die Grenswerte handelt, gegen welche die Integrale konvergieren sollen; so z. B. 
der, wo ONne Geschwindigkeitsanderung noch eine endliche Verschiebung bei 
gegen Null konvergierender Zeit erfolgt; Beispiele dieser Art bei G. Darboux, 
Bull. sciences math. (2) 4 (1880), p. 128. 

157) Diese Integrale in Poisson's Mecanique, bei Duhamel, Mechanik 2, 
p. 81. Insbesondere vgl. man G. Darboux, Etude geometrique sur la percussion 
et Ie choc les corps, Paris C. R. 78 (1874) und Bull. sciences math. (2) 4 (1880), 
p. 126; dort auch momentane Reibungsimpulse. 



58 IV 1. A. Voss. Die Prinzipien der rationellen Mechanik. 

Punktes mit der Masse m einem Impulse P = mv aquivalent ist, der 
dem ruhenden Punkte plotzlich die Geschwindigkeit v mitteilt, ist 
iibrigens keine nur nebensachliche; dies zeigt sich insbesondere, wenn 

man die generalisierten Impulse p. = ~T, vgl. Nr.26, als solche 
q. 

betrachtet, die den generalisierten Koordinaten q. die Geschwindig
keiten iJ.. erteilen. Sie tritt sogar von vornherein als gleichberechtigt 
neben die der kontinuierlichen Krafte. Ubrigens handelt es sich dabei 
nicht eigentlich um eine diskontinuierliche Auffassung, da die Impulse 
doch selbst wieder als stetig wechselnd im allgemeinen angesehen 
werden. d'Alembert scheint auf sein Prinzip urspriinglich durch Be
trachtung von Impulsen gekommen zu sein 157a); auch Lagrange be
riicksichtigt in seiner Mecanique gleichmassig beide V orstellungen, die 
spater besonders in Poinsot's synthetisch-dynamischer Theorie der 
Bewegung des starren Korpers hervortreten 157b). 

Diese verallgemeinerte Auffassung des Impulsbegriffes, auf die 
Maxwell seine allerdings bestrittene Herleitung der dynamischen 
Differentialgleichungen griindete, sowie der reiche Inhalt der verschie
denen Theoreme, welche Thomson und Tait in Verfolgung der Oar
not'schen und Berlrand'schen Satze 157C) entwickeln, kommt in der 
deutschen Litteratur neuerdings in methodisch entwickelter Form zur 
Geltung in Klein und Sommerfeld's Theorie des Kreisels 157d). 

25. Druck und Oberflitchenkritfte; verallgemeinerter Kraft
begriff. Bei der Annahme einer kontinuierlichen Massenverteilung 
hat man sich genotigt gesehen, neben den direkt gegebenen Krii.ften, 
die dann gewohnlich auf die Masseneinheit bezogen durch X, Y, Z 
bezeichnet werden, also fUr die Masse Qd-r: gleich XQd-r:, YQd't, 
Zl/d.,; sind, noch Oberflachenkrafte und Druckkrafte einzufiihren. 
Dynamisch bildet die Vorstellung einer iiber eine Oberflache ver
breiteten Druckkraft gewisse Schwierigkeiten, da diese Krafte .iiber
haupt nicht mehr an den Massenteilchen haften, sondern nur als 

157&) Siehe die Dynamik von d'Alembert, Ostwald, K. B. Nr.l06, p. 138. 
157b) L. Poinsot, Theorie nouvelle de la rotation, Paris 1834, dann J. de 

math. (1) 6 (1851), p. 9 u. 289; Sur la percussion des corps, ibid. (2) 2 (1857), 
p. 281 und (2) 4 (1869), p. 421; vgl. auch Schell, Theorie d. Bewegung 2, p. 352 if. 

1570) Vgl. Thomson u. Tuit, Treatise (1) 1, p.284; E. J. Routh, Dynamik 1, 
p. 335, 350, sowie die dort gegebene Litteratur; hierher gehOrt auch die der 
englischen Litteratur eigentiimliche Betrachtung der Anfangsbewegungen (initial 
motions) z. B. bei Routh, Dynamik 1, p. 420. 

157d) F. Klein und A. Sommerfeld, Theorie des Kreisels, Leipzig 1897, 
p. 69 if., 93, etc. 
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statische Resultanten auftreten, welche zwischen starren masselosen 
Trennungsflachen nach den Gesetzen des Gleichgewichts auftreten. 
In dieser Weise ist namentlich durch Oauchy 158) die V orsteUung 
eines inneren Druckes bei kontinuierlicher Massenverteilung begriindet; 
manche lusserungen anderer Autoren deuten darauf hin, dass dieselbe 
noch keineswegs vollig entwickelt ist 159). 

Wir schliessen hieran noch einen kurzen Hinweis auf weitere 
Verallgemeinerungen des Kraftbegriffs. Dass die Mechanik geneigt 
scheint, nicht nur von bewegenden, sondern schliesslich ganz allge
mein von zustandsandernden Kraften zu handeln, wurde schon in N r. 3 
bemerkt. Aber auch die im Sinne der ersteren gefassten Gesetze 
werden mannigfach erweitert. Schon das Weber'sche Gesetz fiihrt zu 
von den Beschleunigungen abhangigen Kraften, die O. Neumann 159&) 
durch die Unterscheidung eines emissiven und receptiven Potentials, 
d. h. einer zeitlichen Fortpflanzung der Fernewirkung den gewohnlichen 
V oraussetzungen wieder unterordnete; die mannigfachen Spekulj1tionen 
fiber die mit der Gravitationslehre in Zusammenhang stehenden Fern
kraftgesetze begrenzt derselbe passend durch die Forderung, stabile 
Gleichgewichtszustande elektrischer Massen hervorrufen zu konnen. 
Rein mathematischer N atur, aber fUr die Methodik der Dynamik 
wichtig, sind die umfangreichen seit 1896 fortgesetzten Untersuchungen 
von Koenigsberger 159b) iiber die Analogieen, welche unter Voraussetzung 
von kinetischen Potentialen aUgemeinster Art bei dem Gebrauch des 
Hamilton'schen Prinzips hervortreten. 

158) Cauchy, Exerc. de math. 1827 = Oeuvres (2) 7, p. 60; 1828 (Oeuvres 
(2) 8, p. 253 if.); 1829 (Oeuvres (2) 9, p. 41); desgl. Poisson, Sur les equations 
generales de l'equilibre .. des corps Bolides elastiques et fluides, J. ec. polyt. 
20 (1831), p. 1; ganz abstrakt ist die Darstellung bei Kirchhoff, Mechanik, p. 110, 
der die Begriffsbestimmungen des inneren Druckes mittelst Green's partieller 
Integration gewinnt. 

159) Duhem, Le potentiel thermodynamique, Ann. ec. norm. (3) 10 (1893), 
p. 186, 213. V gl. auch J. Larmo1', Aether and matter, p. 270. 

159&) C. Neumann, Die Prinzipien der Elektrodynamik, Tiibingen 1868; die 
Vorstellung einer zeitlichen Fortpflanzung tritt schon 1845 bei Gauss auf (Brief 
an Weber), Werke 5, p. 269. - C. Neumann, Allgemeine Untersuchungen iiber 
das Newton'sche Potential, Leipzig 1896, p. 227; vgl. H. Seeliger, mer das 
Newton'sche Gravitationsgesetz, Miinch. Ber. 26 (1896), p. 373. 

159b) L. Koenigsberger, Die Prinzipien der Mechanik, Leipzig 1901. Hier 
wird p. 127 die in Fussn. 159& erwahnte Neumann.'sche Vorstellung auf eine 
ganz andere Weise, namlich durch Zuziehung verborgener Bewegungen, wieder 
den gewohnlichen untergeordnet. 
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D) Die rein kinetisohen Theorieen. 

26. Dia Elimina.tion dar Kra.ft in dar Xinatik von W. Thomson 
(Lord Xal vin). Wir gehen endlich zu einigen neueren Fortbildungen 
der Mechanik fiber. Durch die Lagrange'schen Differentialgleichungen 
der Bewegung 160) in allgemeinen Koordinaten (vgl. Nr. 37) 

d aT aT 
dt Fii - aq = Q. 

• • 
wird man veranlasst, die Q. als Kraftkomponente genommen nach der 
Koordinate q., als generalisierte Kraft, zu bezeichnen, was auch in dem 
bei beliebigen Transformationen der q. in andere unabhangige Varia
bele r. invarianten Ausdruck fUr die Arbeit 

~Q.dq8 
seine Begrfindung findet; eine ahnliche VeraUgemeinerung tritt em 
in Bezug auf die generalisierten ImpUJlskoordinaten 

aT 
y, q. 

welche bei vielen Problemen eine besonders anschauliche Bedeutung 
besitzen 161). 

Weit wichtiger erscheinen aber die Gedankengange, welche auf 
die vollstandige Elimination des Kraftbegriffs, als des einzigen, der 
von metaphysis chen Ideen fiber das Wirken der Dinge aufeinander 
schon infolge unserer gewohnten Ausdrucksweise sich schwer los
lost, abzielen. 

Insbesondere hat W Thomson sich mit Vorliebe immer aufa 
neue der Absicht zugewandt, durch bis ins einzelne ausgeffihrte 
Bilder und Modelle die allgemeine Moglichkeit einer rein kinetischen 
Dynamik zu erliiutern, deren Erfolge auf dem speziellen Gebiet der 
kinetischen Theorie der Gase bereits erkannt Waren. 

Ein erater Ansatz dazu wurde von Thomson 1876 mit Hiilfe der 
von Helmholtz 1858 entdeckten Eigenschaften der Wirbelbewegung 162) 

- bezfiglich deren auf Band IV 16, 3 b hier verwiesen werden moge -
auf das Verhalten der Wirbelringe, als in gewissem Sinne unzer-

160) Es muss hier vorgreifend die Bekanntschaft mit den Lagrange'schen 
Gleichungen der Dynamik vorausgesetzt werden, weiche in Nr. 37 herge
leitet werden. 

161) Vgl. namentlich F. Klein und A. Sommerfeld, Theorie d. Kreisels. 
162) Helmholtz, Integrale der hydrodynamischen Gleichungen, J. f. Math. 55 

(1868), p. 26; bei Cauchy (Oeuvres (1) 1, p. 39) schon 1815. 
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sti:irbaren 163) Gebilden in einer idealen Fliissigkeit, und den scheinbaren 
Kraften, welche dieselben aufeinander ausiiben, gegriindet; Thomson 
bezeichnet sie geradezu als die Atome des "Seienden" 164). Eine wirk
lich allgemeine Ausfiihrung hat er indessen ebenso wenig von diesem 
kiihnen Aperr;u gegeben 165), wie von der etwas spiiter von ihm be
grundeten, durch seine Schuler weiter behandelten Theorie der Gyro
staten, welche geradezu die Kraftwirkungen der elastischen Materie 
zu erkliiren bestimmt sind. Ein solcher Gyrostat besteht in seiner 
einfachsten Form aus einem um eine Achse rotierenden Rotationskorper 
(Schwungrad). N achdem Thomson zuerst das Gleichgewicht eines 
durch masselose starre Verbindungen von Gyrostaten angeordneten 
Systems dieser Art untersucht hatte 166), dehnt er diese V orstellung 
auch auf die elastischen Schwingungen eines Systems um seine Gleich
gewichtslage aus 167). 

27. Die kinetische Theorie der Kraft von J. J. Thomson. 
Von dieser auf die Theorie der Gyrostaten begriindeten kinetischen 
Theo1-ie der Kraft ist nur noch ein Schritt zu der ganz abstrakten 
und vollig neuen Wendung, welche J. J. Thomson eingeschlagen 
hat 168). Wenn niimlich bei den Gleichungen eines kriiftelosen ma
teriellen Systems (Nr. 26) 

163) Namentlich bleibt der Zusammenhang geschlossener Wirbelringe im 
Sinne der Analysis situs unveranderlich. 

164) W. Tlwmson, On vortex atoms, Phil. Mag. (4) 34 (1867), p. 15; Edinb. 
Roy. Soc. Proc.6 (1869), p. 44; Edinb. Roy. Soc. Trans. 25 (1869), p. 217. Letz
tere beginnt so: Diese Arbeit wurde unternommen, um zu zeigen, dass durch· die 
Hypothese, der Raum sei erfiillt mit einer inkompressibelen Fliissigkeit, auf die 
keine ausseren Krafte wirken, alle materiellen Phiinomene erkliil·t werden konnen; 
vgl. ferner Edinb. Roy. Soc. Proc. 7 (1872), p. 576, vgl. auch A. E. H. Love, On 
recent English researches in Vortex motion, Math. Ann. 30 (1887), p. 326. 

165) The possibility of forming a theory of elastic solids and liquids may 
be anticipated Phil. Mag. (4) 34 (1867), p. 15; Maxwell bemerkt indes dazu 
(Encycl. Brit., 9. ed. 3, p. 45): "The difficulties of this method are enormous, but 
the glory of surmounting them would be unique"; vgl. auch: W. Thomson, 
On vortex statics, Phil. Mag. (5) 10 (1880), p. 97; J. J. Thomson, On the motion 
of vortex rings, London 1883. 

166) On oscillations and waves in an adynamic gyrostatic system, Edinb. 
Roy. Soc. Proc. 12 (1883). 

167) Steps towards a kinetic theory of matter, Brit. Assoc. Rep. (Montreal 
1884), p. 613, London 1885; desgl. On a gyrostatic adynamic constitution for 
ether (1889); Math. and Phys. Papers 3, p. 366; J. Larmor, On the propagation 
of a disturbance in a gyrostatically loaded medium, Lond. Math. Soc. Proc. 
23 (1891), p. 127. 

168) J. J. Thomson, Lond. Phil. Trans. 176 (1885), p. 307; On some appli-
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(1) ~(i3;£\ _ i3T = 0 
dt ()"q.,) i3q, 

in der lebendigen Kraft T gewisse generalisierte Koordinaten (jj nur 
durch ihre i1J enthalten sind, und auch keine Produkte q.i1J vor
kommen, falls die iibrigen Koordinaten durch qi bezeichnet werden, 
so hat man aus 1) fiir s = i 

(2) ~ (13 T) _ 13 T = 0 
dt i3izi i3qi 

und fUr s =j 

(3) 
i3T 
~=Cj. 
uq, 

Geht nun durch Elimination der i1J 169) vermoge (3) T in (T) 
iiber, so ist 

~ (i3 CT») _ i3(T) = ~ ~ (c . .. ) 
dt i3q. i3q. oq . .r::.; J(}j, , , , 

wo rechter Hand vermoge (3) nun aIles als Funktion der qi dar
gestellt werden kann. Fasst man die rechte Seite als Kraftefunktion 
U auf, so hat man die von J. J. Thomson 170) namentlich im Sinne der 
allgemeinen dynamischen Theorie Maxwell's ausgefiihrte Moglichkeit, 
mit Hiilfe der kinosthenischen Koordinaten qi das Auftreten von Krafte
funktionen rein kinetisch zu deuten und so die potentieIle Energie 
auf kinetische Energie "ignorierter" Massen zuriickzufiihren. 

28. Die Mechanik von H. Hertz. Diese Auffassung ist von 
Hertz in seiner Mechanik zu dem Ideal einer vollig kraftelosen Dy
namik ausgebildet. Hertz kennt nur Systeme von materieIlen Punkten, 
die durch Bedingungen verbunden sind, und deren Bewegung durch 
das Gauss'sche Prinzip des kleinsten Zwanges geregelt ist, welches 
er in einer an Newton's lex prima erinnemden Ausdrucksweise als 
Grundgesetz der Bewegung in geradester Bahn 171) bezeichnet. Der 

cations of dynamical principles to physical phenomena, London 1888; auch 
deutsch: Anwendnngen der Dynamik auf Physik und Chemie, Leipzig 1890. 

169) Dieser wichtige Schritt ist zuerst von E. J. Routh, Essay on stability 
of motion (1877), p. 61, gemacht. Diese Koordinaten q. heissen bei J. J. Thomson 
kinosthenische, bei Thomson u. Tait (Treatise (1) 1, ;. 318) ignored coordinates; 
diese Vorgii.nge sind spater von Helmholtz als verborgene Bewegungen bezeichnet 
(J. f. Math. 100 [1887], p. 147). 

170) J. J. Thomson, Anwendungen (Fussn. 169) p. 16, 23-97. 
171) Hertz, Mechanik, p. 162: Systema orone liberum perseverare in statu 

IIUO quiescendi vel movendi uniformiter in directissimam. tJber Hertz, Mechanik 
vgl. Mach, Mecbanik, 4. Aufi. p. 269; J. Larmor, Brit. Assoc. Rep., LODdon 
1900, p. 620. 
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materielle Punkt als Einzelobjekt ist bei dieser Auffassung eine in 
gewissem ~inne iiberflUssige Fiktion, sodass zugleich die rein mathe
matischen Beispiele der Bewegung einzelner Punkte, welche die ana
lytische Mechanik der friiheren Zeit mit Vorliebe pflegte und auch 
als Mittel zur :Fortbildung und Erweiterung der analytischen Theo
rieen nicht entbehren kann, aus den eigentlich mechanischen aus
scheiden. 

Allerdings redet auch Hertz von Kraften, sie bestehen aber nun 
wirklich' nur in den Beschleunigungswel'ten, welche jeder Teil eines 
Systems auf jeden anderen ausiibt. Diese systematische Konstruktion 
der Krafte aUf Grund einer rein kinetischen Theorie 172), welche nur 
in ganz allgemeinen Ziigen von J. J. Thomson skizziert war, im Ein
zelnen vollig ausgefiihrt zu haben, ist das eine Hauptverdienst del' 
Hertz'schen Mechanik 173). Denn die Einfiihrung des Grundgesetzes, 
auf welches er die Entwicklung seiner Dynamik zuriickfiihrt, ist schon 
vorher von J. J. Thomson in einer ganz ii.hnlichen auf die V orstellung 
der brachistochronischen Bewegung in einer n-fachen Mannigfaltigkeit 
bezogenen :Form ausgesprochen. Allerdings wird Hertz dabei ge
notigt, jedes System als Teilsystem anderer aufzufassen, d. h. neben 
den sichtbaren Massen noch verborgene mit den ersten durch Be
dingungen gekoppelte anzunehmen. Eine weitere Ausfiihrung diesel' 
allgemeinen Ideen auf die Behandlung bestimmter :Fragen liegt nicht 
VOl', und die zerstreuten Bemerkungen, welche von anderen Seiten in 
dieser Richtung hinzugefiigt sind 175), lassen nicht erwarten, dass 

172) Hertz, Mechanik, p. 207-235. 
173) Das andere besteht in der ausserordentlich anschaulichen Form, in 

der Hertz die Geometrie der n-dimensionalen Mannigfaltigkeit fUr seine spe
ziellen Zwecke gedeutet hat, sowie in dem von ihm eingefiihrten konsequenten 
System von Begriffen. Charakteristisch ist dabei der Begriff der Grosse s del' 
Verruckung von Massenteilchen mi aus der Lage mit den Koordinaten Xi' in die 
Lage x;: 

Ms'=Im;(x;-x;)'j 3M=Imi ; 

sowie des Winkels (Sri) von zwei Verritckungen eines Systems 
MSri cos (Sri) = Imi(xi-x;) (Yi- y'J, 

welche den durch Xi' X;j Yi' Y; bezeichneten Koordinaten entsprechen. V'bri
gens definiert schon Dukem im Commentaire 1892, p. 269, Kraft und Arbeit 
genau in dem Sinne von Hertz. 

174) J. J. Thomson, Anwendungen, p.17; schon von Jacobi wurden 1847 die 
dynamischen Probleme alB brachistochronische betrachtet. In anderer Weise 
zeigt R. Liouville, Sur les equations de 1110 dynamique, Paris C. R. 114 (1892), 
p. 1171, wie jedes dynamiBche Problem im alten Sinne auf das der geodatischen 
Linien reduziert werden kann. 

175) Nach Mach, Mechanik, p.253, kann die gleichtOrmige Bewegung 
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Herts's Gedankengang in der nachsten Zeit eine wesentliche Vervoll
kommnung nach dieser Richtung hin finden wird. 

Eine besondere Schwierigkeit bereitet hier der Umstand, dass zu 
einer passend begrenzten Behandlung der Frage, wie einem gegebenen 
System andere verborgene Massen zu adjungieren sind, keinerlei Vor
schriften vorhanden sind, vielmehr unendlich viele Losungen meser 
Aufgabe sich angeben lassen 176). 

So hat sich die Mechanik, ausgehend von der bedingungslosen 
Fernewirkungstheorie, allmahlich zur kraftelosen Dynamik von Lord 
Kelvin, J. J. Thomson und Hertz entwickelt. In der Mitte steht noch 
immer das System der klassischen Mechanik, das in der padagogischen 
Litteratur wahrscheinlich auch zunachst den V orrang behaupten wird, 
welches mit Kraften urtd Bedingungen operiert. Als Vertreter der 
bedingungslosen Mechanik kann man gegenwartig in Deutschland 
Boltzmann und O. Neumann, in Frankreich J. Boussinesq ansehenj 
doch scheinen die gesteigerteu Anforderungen der mathematischen 
Physik und die Eigenartigkeit ihrer Probleme allmahlich dahin zu 
drangen, die Vorstellung reiner von der Entfernung abhangiger 
Fernkrafte als zu enge auch in der theoretischen Mechanik durch 
allgemeinere Bilder zu ersetzen. 

TIl. Die speziellen Prlnzipien der rationellen Mechanik. 

A) Elementare Variations- oder Differentia.lprinzipe. 

«.. Die Statik. 
29. Begrift' des Gleichgewichts. Die elementare Statik suchte 

schon friih an den einfacken Masckinen zu ermitteln, wann an einem 
ruhenden materiellen System unter Einfluss gegebener Krafte keine 
Bewegung hervorgerufen wird, den Fall des Gleickgewickts. Erst mit 

eines materiellen Punktes im Kreise 'I" durch Koppelung mit einer verborgenen 
Masse im Abstande 2'1" ersetzt werden; siehe auch A. Brill: 'Ober die Mechanik 
von Hertz, Mitth. d. math. Vereins in Wiirttemberg, Stuttgart 1899; desgl.: 'Ober 
ein Beispiel des Herm Boltzmann zur Mechanik von Hertz, Deutsche Math.-V. 8 
(1900), p. 200. 

176) So bemerkt Poincare (ElectriciM et optique, preface p. XII), dass nach 
Ma:x:well alle physika.lische Erklirung darauf beruht, die beiden Teile T und V 
der in irgendwelchen Parametem q bei einem dyna.mischen Problem (nach P. 
Stii.ckel's Bezeichnung J. f. Math. 107 (1891), p.319) ausgedriickten Energie durch 
ein System von 4n Grllssen zu befriedigen, welche aus den n Massen und den 
3n Koordinaten beRtehen, wobei n beliebig gross sein kann. 
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Varignon 171) beginnt aber die Zuriickfiihrung aller Gleichgewichtsprobleme 
auf die Zusammensetzung der Kriifte am einzelnen materiellen Punkte. 
Bei einem solchen handelt es sich indes nicht um die Frage der '1'ela
tiven RUM gegen ein Koordinatensystem, sondem um den Fall, wo 
unter Einwirkung der Krafte keine Anderung des Bewegungszustandes, 
d. h. keine Beschleunigung entsteht. Fur die Statik aUein reicht es 
allerdings aus, nur den Fall der relativen Ruhe gegen das Bezugs
system anzunehmen; fur die Anwendungen derselben auf die Dynamik 
aber ist es erforderlich, den Begriff des Gleichgewichts in der an
gedeuteten Weise zu erweitern. 

In Rucksicht auf diese Betrachtung ergiebt sich auch der Begriff 
des Gleichgewichts eines materiellen Systems, d. h. einer Vereinigung 
beliebig vieler materielien Punkte, welche durch teils geometrische 
Bedingungen der KonfigUlf'ation, teils durch innere Kraftwirkungen mit 
einander verknupft sind: unter der axiomatischen Annahme 178), dass 
die Bedingungen ebenfalls durch Krafte ersetd werden konnen, wird 
Gleichgewicht bestehen, wenn die Beschleunigung eines jeden, jetzt 
als vollig frei zu betrachtenden Punktes Null ist. Selbstverstandlich 
kann man diese Definition mit Boltzmann 179) auch auf den Fall aus
dehnen, dass an einem in beschleunigter Bewegung befindlichen 
Systeme unter Einwirkung irgend einer Gruppe von Kraften Gleich
gewicht besteht, wenn keine Veriinderung dieses Bewegungszustandes 
durch diese Gruppe hervorgerufen wird. 

Triigt man indessen Bedenken, den Begriff des Gleichgewichtes 
von vornherein so zu erweitern, so muss man, insbesondere wegen 
der Anwendung auf das d'Alem'berfsche Prinzip, folgendes Axiom 
(oder ein ahnliches) aussprechen: 

Befindet sich ein materielies System A zur Zeit t in irgend einem 
Bewegungszustande, so kann man ihm stets ein zweites mit ihm im 
Momente t zusammenfallendes System B adjungieren, dessen samtliche 
Punkte vermoge der namlichen geometrischen Bedingungen mit den
selben Geschwindigkeiten wiihrend der Zeit t bis t + dt sich bewegen, 

177) P. Varignon, Preface im tome.l der Nouvelle mecanique: "Enfin je 
m 'appliquai a chercher l'equilibre lui meme dans sa source, ou pour mieux dire, 
dans S8 generation." 

178) Giebt man zu, dass jede Beschleunigung durch geeignete Krll.fte auch 
gebindert werden kilnne, so lil.Bst sich diese Annahme auch weiter verfolgen; 
vgl. A. L. Cauchy, Exerc. de math. 1826 (Oeuvres (2) 7, p. 11); freilich nur unter 
Zuhiilfenahme eines weiteren Axioms. 

179) Boltzmann, Mechnik, p. 233; vgl. auch Deutsche Math.-V. 6 (1898), 
p.142. 

Enclklcp. d. math. Wi •• enlch. IV 1. 5 
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wie A, und dies em ein drittes im Momente t ebenso beschaffenes C, 
das wiihrend dieser Zeit in relativer Ruhe gegen das Koordinaten
system verharrt 1793). Das System A ist dann und nur dann unter dem 
Einfluss der wirkenden Kriifte im Gleichgewicht, wenn dies bei dem 
System C unter dem Einfluss der bei A vorhandenen Reaktionen, die 
durch die Verbindungen hervorgerufen werden, und der wirkenden 
Krafte der Fall ist. 

30. Das Prinzip der virtuellen Geschwindigkeiten. Dass das 
Gleichgewicht nicht auf besonderen, nur auf jeden einzelnen Fall an
wendbaren Bedingungen beruht, ward bei den einfachen Maschinen 
schon von Stevin, Galilei und anderen erkannt 180), bei Joh. Bernoulli 181) 

tritt ohne Beweis vermoge einer genialen Induktion die allgemeine 
Regel auf, welche unter dem Namen des Prinzips der virtuellen Ge
schwindigkeiten oder der virtuellen Verschiebungen (V erruckungen) 

179") Das System 0, welches mit B im Momente t zusammenfallt und 
dessen Punkte wahrend der Zeit t bis t + dt ruhen, was bei B nicht der Fall 
ist, kann vieIleicht entbehrlich erscheinen. Die Einfiihrung eines derartigen 
Axioms (dessen Fassung im Texte als ein vorlaufiger Versuch betrachtet sein 
mlige) wird indes nlitig, weil eine ubersichtliche Entwicklung der Gleieh
gewichtsbedingungen nur zu gelingen scheint, wenn das betreffende System in 
(relativer) Ruhe gegen das Koordinatensystem oder frame of reference sich be
findet (wie dies nun bei C der Fall ist). Sobald dies nicht mehr zutrifft, sondern 
die Punkte des .Systems sich in beliebigem Bewegungszustande befinden, lasst 
sich die Frage, wann eine in dem betreffenden Momente eingefiihrte neue Kraft
gruppe keine Anderung dieses Zustandes bewirkt, nicht mehr unmittelbar auf 
den friiheren Fall zuriickfiihren; vgl. Fussn. 208. 

180) Bei S. Stevin (Hypomnemata mathematica 4, lib. 3, p. 172, Leiden 1608) 
heisst es: "Ut spatium agentis ad spatium patientis, sic potentia patientis ad 
potentiam patientis; Galilei (Opere 2, p. 183 if.): Quanto si guadagna di forza, 
tanto perdersi in velocita (p. 172); erste Anfange einer Regel schon bei G. Ubaldo 
(Cantor, Geschichte der Mathem. 2, p. 524), nach Cantor lassen sich schon in Ari
stoteles' Mechanik solche Ideen indea erkennen (daselbst 1, p. 219). Whewell, Hist. 
of induct. sciences 2, p. 31, schreibt dem Tractatus de motu von Varro (1584) 
die erste bestimmte Fassung zu. Galilei hat das Prinzip schon im discorso in
torno aIle cose che stanno in aequa (Opere 4, p. 3), dann in der scienza mee
canica (ed. Mersenne, Leiden 1634, Opere 2, p. 152) auf das Gleichgewicht von 
Flussigkeiten angewandt; so auch schon B. Pascal, vgl. Mach, Mechanik, p.52, 
86, 96, sowie F. Montucla, Histoire 3, p. 609. 

181) Varignon, Nouv. mec. 2, p. 174, Brief von Joh. Bernoulli v. 26. Jan. 
1717: "En tout equilibre de forces queleonques en quelque maniere qu'eIles 
aoient appliquees les unes sur les autres ou immediatement ou mediatement, 111. 
somme des energies affirmatives sera egale a 111. somme des energies negatives 
prises affirmativement." Diese Energie ist Pp cos (pP), und p cos (pP) heisst 
dort die virtuelle Geschwindigkeit. 
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bekannt ist. Aber erst Lagrange schuf darauB das analytische Grund
prinzip der Mechanik, die er damit zur analytiscken erhob. 

Wir betrachten zunachst nur Systeme, deren materielle Punkte 
durch Bedingungsgleichungen mit einander verbunden sind, und von 
irgend welchen gegebenen Kraften P ergriffen werden. 

1st Pi die Kraft, welche auf den Punkt mit den Koordinaten 
Xi' Y., Si wirkt, dessen unendlich kleine V erschiebungen ~ Si die Pro
jektionen ~x., ~Yi' ~Zi haben, so ist zum Gleichgewicht notwendig und 
hinreichend, dass 

~Pi cos (Pi ~Si) ~S. = ~(X. ~Xi + Yo ~y. + ~ ~Si) = 0 

ist, falls die ~Xi' ~Yi' ~Si zuliissige virluelle, fakultative 182) Verschie
bungen bedeuten, d. h. solche, die den Bedingungen der Beweglichkeit 
des Systems 

(1) ~(aik ~Xi + bik ~Yi + cil• hz.) = 0 
(k=l, 2, ... ,r) 

geniigenj kurz es muss die Summe der virlJuellen Arbeiten 183) fUr alle 
zuliissigen Verschiebungen verschwinden. 

31. Der Beweis deB PrinzipB der virtuellen GeBohwindigkeiten. 
Hier erhebt sich nun die Frage nach dem Beweise des Prinzipes, 
wobei es nach den Erorterungen in Nr. 29 geniigt, denselben unter 
V oraussetzung relativer Ruhe gegen das Koordinatensystem zu ftihren. 
Giebt man zu, dass jedes System von Bedingungen (1) Nr.30) durch 
geeignete Reaktionskriifte mit den Komponenten =., Hi, Z. ersetzt 
werden kann, so miissen fur jeden PunJd die Gleichungen 

182) So Gauss im Brief an Mobius 1837 (0. Neumann, Leipz. Ber. 31 
(1879), p. 61). 

183) V gI. tiber diesen von G. Ooriolis eingeftihrten Ausdruck: Mem. sur 180 
m80niere d'et8oblir les differents principes de la mecanique, J. ec. polyt. 15 (1834), 
p. 95. In der Mechanik spricht man gegenwll.rtig noch fast allgemein von un
endlich kleinen Verschiebungen, als ob diese bestimmte sehr kleine Strecken 
bezeichnen konnten. Die lI.ltere Auffassung suchte dies durch den Begriff del' 
virtuellen Geschwindigkeiten, der den Fluxionen Newton's entnommen ist, zu ver
meiden. Man kann die strengen Begriffe der Differentialrechnung in der Me
chanik (ebenso wie in der Geometrie) festhalten, wenn man zunll.chst von vir
tuellen endlichen Bewegungen ausgehend, die Geschwindigkeiten derselben 
einfiihrt; n80tiirlich muss dann auch die virtuelle Arbeit ala eine Intensitll.ts-

lmderung, also nicht als ~(X6:x; + Y6y + Z6I), sondern als 

~ (X 6:x; + ylJy + zit) 
~ dt dt dt 

gefasst werden. 1m Texte Behlen es schon der Kiirze wegen (aber auch aus 
anderen GrUnden) geboten, die jetzt noch iibliche Ausdrucksweise beizubehalten. 

0" 
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Xi + =i= 0, 
(1) 1'; + Hi = 0, 

Zi+Zi=O 
bestehen. Multipliziert man dieselben mit den willkiilrlichen Variationen 
8xi , 8Yi' 8z;, so folgt 

~(X8x + Yoy + Z8z) + ~(=8x + H8y + Z8z) = 0 
oder 

(2) oA+oA=O. 
Verschwindet (2) bei allen Variationen, so erhalt man (1) wieder: 
dann ist also sicher Gleichgewicht vorhanden. Statt des sen ist aber 
auch schon notwendig und hinreichend, wenn (2) bei allen zuliissigen 
Verschiebungen verschwindet. Ware dies nicht der Fall, so wurde 
man an jedem der als vollig frei zu betrachtenden Punkte die ent
stehende Beschleunigung fIJi durch eine geeignete Kraft - mifIJi auf
heben konnen, daher ist jetzt nach (2) 

(3) 8A + 8A - ~miflJi OSi cos (OSi' fIJi) = 0, 

welche Gleichung, da der letzte Teil fur ein 8si von der Richtung 
des fIJi unter der Summe nur positive Glieder enthalt, nach (2) er
fordert, dass aIle fIJi = 0 sind 184). 

Bis so weit beruht der Beweis auf rein logischer Basis, brauchbar 
aber wird das Princip erst dann, wenn man zeigt, dass oA bei allen 
zuliissigen Verschiebungen fur sich verschwindet. Dieser wesentliche 
Teil des Beweises, den Laplace 185) fur unnotig gehalten zu haben 
scheint, erfordert ein genaueres Eingehen auf die Natur der aus den 
Bedingungen entspringenden Reaktionen (Spannungen). 

Betrachtet man das starre System als gebildet aus Punkten, die 
in unveranderlicher Entfernung durch entgegengesetzt gleiche in den 
Hichtungen der Verbindungslinien von je zwei Punkten wirkende 
Krafte gehalten werden, so ist diese Arbeit offenbar Null, dasselbe 
filldet auch statt, wenn Punkte des Systems ausserdem auf vollig 
glatten Kurven oder Flachen 185 a) gezwungen sind zu bleiben, resp. Teile 

184) Dieser Schluss schon bei Laplace, Mec. cel. 1, p. 46; s. auch Fourier, 
Fussn. 186; vgl. Poisson, Mecanique, § 336. 

185) Mec. cel. 1, p. 43; L. Poinsot, Sur une certaine demonstration du 
principe des vitesses virtuelles, J. de math. 3 (1838), p. 244, macht darauf auf
merksam, dass mit lJA = 0 eo ipso auch d'A = 0 bewiesen ware. Fiir eine 
Mechanik, die Bedingungen aUBschliesst, kommen die weiteren Uberlegungen 
nicht in Betracht, so z. B. in Boltzmann's Mechanik. 

185") Eine Kurve (Flache) heisst vollig glatt, wenn durch dieselbe die Be-
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solcher Systeme mit vollig glatten Oberflachen sich beriihren etc. 
Ohne Zweifel kann man in der Schilderung solcher Verhaltnisse weiter 
gehenj in allen derartigen Fallen lasst sich dann das Prinzip erweisen. 
Ein allgemeiner Beweis kann natiirlich auf dies em Wege, den zuerst 
Fourier eingeschlagen hat 186), nicht erbracht werden, und man wird 
so genotigt, das Prinzip fiir den Fall ganz unbestimmt gelassener 
Bedingungsgleichungen als eine Regel anzusehen, deren Folgen that
sachlich mit der Erfahrung in Einklang sind. 

32. Die Beweise von La.gra.nge, Poinsot und anderen. Andere 
Beweise suchen diese Mangel zum Teil zu beseitigen. Lagrange selbst 
hat zwei Beweise geliefert, die beide auf der axiomatischen V orstellung 
unwusdehnsamer Faden 187), in denen iiberall dieselbe Spannung herrscht, 
dem Principe des poulies oder des Flaschenzugs beruhen. 

In dem ersten Beweise 188) von Lagrange werden die Krafte als 
kommensurable, d. h. als ganzzahlige Vielfache mq> einer Kraft 2p 
angenommen 189). 

Ordnet man nun jedem Punkte Ai des Systems einen festen 
Punkt B; zu, indem man einen Faden von Bl nach Al und zuriick 
in m1 maliger Wiederholung fiihrt 190), sodann weiter in derselben 
Weise bei ~, B21 ... , An' Bn verfahrt, so kann man das ganze 

weglichkeit in ihr ebenso wenig beschrankt wird, wie ihre Koordinaten durch 
die sie darstellenden Gleichungen; die Reaktionen sind dann stets normal zur 
Kurve (Flache). 

186) J. B. Fourier, J. ec. polyt., cah. 5 (1798), p. 20 (Oeuvres 2, p. 477, 
insbes. p. 489); daselbst auch der Flaschenzugbeweis von Lagra.nge (p. 115), so
wie ein Beweis von R. Prony (p. 191). 

187) Ahnliche Gesichtspunkte entwickelt gleichzeitig, aber vor Lagrange 
J. B. Fourier, Oeuvres 2, p. 500, der auf L. N. M. Carnot (Essai sur les machines 
en general [1783]) verweist, mit der Bemerkung: nest naturel de penser, que 
Jean Bernoulli connaissait quelque construction analogue. 

188) Siehe Fussn. 187; sodann in der Mecanique analytique von 1811 
(Oeuvres compH~tes 11, p. 23) mit der Bemerkung: Quant a 130 nature du principe 
des vitesses virtuelles (das in der ed. von 1788 als Axiom benutzt war) il faut 
convenir, qu'il n'est pas assez evident par lui meme pour pouvoir etre erige en 
principe primitif; ahnlich auch E. Mathieu, Dynamique analytique (1878), p. 2. 

189) Die Beseitigung dieser Annahme soll dann nach den Euklidischen 
Methoden der Verhaltnislehre erfolgen; aber diese Prozesse lassen sich streng 
genommen nur mit den idealen geometrischen Konstruktionen, mit einem idealen 
mechanischen System nur dann vomehmen, wenn man demselben in jeder Hin
sicht die Eigenschaften derselben beilegt. 

190) Dazu hat man sich in jedem der Punkte A, B einen vollkommen 
glatten Ring (resp. eine Rolle) von beliebig kleiner Dimension zu denken, durch 
den der Fa.den gefiihrt wird. 
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System der Krafte durch eine einzige an dem freien Ende des Fadens 
wirkende Kraft, etwa ein Gewicht p, darstellen. Sicher wird im 
Gleichgewichtsfall dieses Gewicht nicht sinken, und bei einer virtuellen 
Verschiebung der Systempunkte wird die virtuelle Arbeit samtlicher 
Krafte gleich der mit p multiplizierten Gesamtverlangerung des Fadens. 
Hieraus folgt aber keineswegs, dass bei jeder zuliissigen Verschiebung 
des Systems diese Arbeit Null sein musse, weiI 191), "wenn diese Arbeit 
nicht Null ware, die entsprechende Fadenverlangerung durch das Gewicht, 
das immer die Tendenz hat zu sinken, hervorgebracht werden wiirde". 
Denn beim Gleichgewicht sinkt das Gewicht iiberhaupt nicht, und die 
nur in der Vorstellung bestehende virtuelle Verschiebung steht mit dieser 
Thatsache in keiner Verbindung. Man darf daher auch nicht an
nehmen, dass das Gewicht sinke: diese formal unzulassige Schluss
weise, auf der gleichwohl die bis in die neueste Zeit geruhmte Evi
denz des Lagrange'schen Flaschenzugbeweises beruht, hat schon Jacobi 192) 

geriigt; andere 198) haben dagegen als Mangel dieses Schlussverfahrens 
bezeichnet, dass das Gewicht nur urn eine unendlich kleine Grosse 
erster Ordnung dabei nicht sinken darf, sowie die auf der Einfiih
rung gespannter Faden und RoUen beruhende V orsteUung. 

Von diesen Mangeln ist Lagrange's zweiter 194), weit weniger be
kannter, Beweis frei, der die aus den Bedingungen entspringenden 
Krafte durch eine ahnliche Fadenkonstruktion ersetzt. Es geniigt, 
die Idee desselben fUr Punkte PH"" Pn , zwischen denen eine Be
dingungsgleichung 195) 

(1) f(xl1Yl1Z1; x2 ,Ys,Z2; ''';Xn,Yn,zn) =0 
besteht, zu erlautern. Setzt man voraus, dass 

Y( Of)2 (Of)2 (Of)S oXi + oY; + oZi = 2mi P; (i=l,- .. n) 

191) Mec. anal. = Oeuvres completes 11, p. 24. 
192) Jacobi, Heft von Scheibner, p. 17 :If., insbes. p. 21; man vgl. die fol

gende FU8snote iiber FOUIT'ier. 
193) Siehe die Note von J. Bertrand, Mec. anal. 1, p. 24; Jacobi, Fusen. 192, 

p. 21; Mach, Mechanik, p. 64; Boltzmann, Mechanik, p. 133; E. J. Routh, Trea
tise on analytica.l statics, 2. ed., Cambridge 1896, 1 p. 182. 

In Fourier's Memoire sur 1110 statique (Oeuvres 2, p. 500) wird dagegen ganz 
richtig gesa.gt: Wenn die Summe der Momente bei einer Verschiebung Null iat, 
kann durch die wirkenden KriLfte diese Verschiebung nicht entstehen, mag nun 
Gleichgewicht vorhanden Bein oder nicht. 

194) Lagrange, Theorie des fonctions, 2. ed., Paris 1813, p. 350. 
195) Ohne wesentliche Anderung kann diese Gleichung durch die allge

meinere Nr. 80 (1) ersetzt werden; vgl. A. Voss, Ober die Di:lferentialgleichungen 
der Mecha.nik, Math. Ann. 25 (1885), p. 258. 
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ist, wo die m. wieder ganze positive Zahlen sind, so kann man 
of .,.-- = 2m. p cos a· 
uXi • • 

of 
OYi = 2m.p cos Pi 
'Of az. = 2mi P cosri 

• 
setzen und dem Punkte Pi die durch ihn gehende Richtung cos ail cos Pi' 
cos ri zuordnen, welche einen um li von Pi entfernten festen Punkt Qi' 
dessen Koordinaten ai' b;, ci sind, enthiilt. Fiihrt man nun wie vorhin 
in m; maliger Wiederholung einen Faden von Ql nnch PI und zuriick 
und so fort, bis man am letzten Punkte Q .. anlangt, wo der Faden 
wieder befestigt wird, so bestehen nur noch diejenigen Bewegungs
moglichkeiten, bei denen 

oder 

d. h. 

2mIli + 2m212 + ... + 2m"1,, = con st. 

~df=O 
p 

ist. Macht man die, allerdings von Lagrange nicht besonders erwiihnte 
V oraussetzung, dass der Einfluss der Bedingungsgleichungen nur von 
den ersten Di:fferentialquotienten der Bedingungsgleichung (1) abhii.ngt, 
oder dass Bedingungsgleichungen, welche dieselben zuliissigen Verschiebungen 
gestatten, meckanisck iiquivalent sind, so darf man dieselben hier durch 
die Bedingung der Unveranderlichkeit der Fadenliinge ersetzen, bei 
welcher die in dem Faden entstandene Spannung in der That bei 
jeder zuliissigen Verschiebung keme Arbeit leistet. Dieser Beweis 
zeigt zugleich, dass der EinHuss jeder beliebigen Bedingungsgleichung 
durch das System der Kriifte 

A. ... l(ji)2 + ( (; 1')2 + (!L)~ V '0 Xi OYi OZi 

mit den Richtungscosinus cos exi' cos Pi' cos ri ersetzt werden kann. 
Andere Beweise suchen die Lagrange'schen Voraussetzungen durch 

ZUlll Teil weniger abstrakt scheinende zu ersetzen. J edenfalls beruht 
das Gleichgewicht eines Bedingungen unterworfenen Systems darauf, 
dass vermoge derselben die Beschleunigungen in allen llloglichen Be
wegungsrichtungen aufgehoben werden. So gelangt man zu der axioma
tischen Voraussetzung, dass das Gleickgewickt nicht gesrort wird, wenn 
man zu den bestehenden Bedingungen noelt beliebig viel neue, den alten 
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nicht widersprechende hinsufUgt 196). Man kann nun so viele hinzufUgen, 
dass, wie bei einer idealen Maschine, die Verschiebung eines einzelnen 
Punktes die aUer anderen eindeutig bestimmt, oder das System zwa;ng
liiufig wirdj diese Verschiebung stent dann eine ganz willkiirliche 
virtueUe des urspriinglichen Systems vor. Diesen zuerst in dieser 
Allgemeinheit von Ampere betretenen Weg 197) hat Duhamel zu einem 
besonders iibersichtlichen Beweise benutzt; ahnliche VorsteUungen 
finden sich iibrigens auch bei Poinsot 198), dessen Beweis fast un
geandert von Minding reproduziert ist 199). 

JedenfaUs kann man unter den angegebenen Voraussetzungen zu 
einem Beweise des Prinzipes fUr ein System diskreter Punkte gelangen. 
Auch fiir Faden mit kontinuierlicher Massenverteilung werden diese 
Beweise noch anwendbar sein, weil die Vorstellung von den inneren 
Spannungen, welche den ausseren Kraften Gleichgewicht halten, noch 
eine vollig bestimmte hleibt. Dagegen ist die daruber hmausgehende 
Anwendung, welche Lagrange von dem Prinzipe auf zwei- oder drei
dimensionale Systeme mit kontinuierlicher Massenverteilung (Fliichen 
und elastische Systeme) macht, ofl'enbar nicht mehr durch die Moglich
keit gestutzt, die geometrische Konstruktion des Flaschenzuges oder 
irgend eine andere festzuhalten. Man wird auch hier zu der Forde
rung gedrangt, die iiber die fruher erwahnten Falle hinausreichende 
Giiltigkeit des Prinzips als ein mit der Erfahrung in seinen Folgerungen 
iibereinstimmendes Axiom anzusehenj insbesondere wird diese Auf
fassung durch die Ubedegung notwendig, dass alle Beweise doch 
immer von der V oraussetzung diskreter Systeme mit einer endlichen 
Anzahl von Freiheitsgraden ausgehen, wahrend der Satz selbst auch 
fur Systeme mit unendlich vielen Graden der Beweglichkeit zur An-

196) So Poinsot, De l'equilibre et du mouvement des systemes, J. ec. polyt. 
cab. 12, an 12, p. 206; Poinsot wendet indes ein spezielleres Prinzip an: "l'un 
des premiers eMmens de la tMorie generale de l'equilibre est cet axiome, que si 
des forces se font actuellement equilibre sur un systeme quelconque variable, 
l'equilibre ne cessera point en supposant que la systeme Boit rendu tout a coup 
invariable." Vgl. aucb C. Neumann, tTher eine einfache Methode zur Begriin
dung des Prinzipes der virtuellen Geschwindigkeiten, Leipz. Ber. 38 (1886), p. 70. 

197) A. M. Ampere, Demonstration generale du principe des vitesses vir
tuelles, J. ec. polyt. cab. 13 (1806), p.247; Ch. Duhamel, Mecanique, 3. ed. 
1862, deutsch von H. Eggers, Leipzig 1853, 1, p. 114, 119; dieser Beweis aucb 
bei Th. Despeyrous, Mecanique 2, p. 305; vgl. aucb F. JJfoigno, Le90ns de 
mecanique, Paris 1868, p. 281 ff. 

198) Poinsot, Theorie generale de l'equilibre, J. ec. polyt. cab. 13 (1806), 
p.208. 

199) Ii'. Minding, Handbuch 2 (1838), p. 165. 
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wendung gebracht wird, und in dieser Form schon von Lagrange in 
seiner Herleitung der Gleichgewichtsbedingungen der Fliissigkeiten 
benutzt wurde. 

33. Zusammenfassung. Die einzelnen Beweise erscheinen darum 
nicht wertlos. Denn woher stammt die 'Uberzeugung von der un
beschrankten Giiltigkeit des Prinzips? Zum Teil doch gewiss aus 
der unzahligemal gepriiften 'Ubereinstimmung mit der Erfahrung und 
der Moglichkeit, durch weitere Detaillierung der konstruktiven Be
weismethode die Frage auch bei allgemeineren Voraussetzungen er
ledigen zu konnen, sowie aus der Gleichformigkeit der Resultate 
bei ganz verschiedenen Ansatzen 199&). Zum anderen Teil aber beruht 
diese 'Uberzeugung wohl auf dem in Verbindung mit dem Prinzipe 
von der Erhaltung des Gleichgewichts bei Einfiihrung neuer Ver
bindungen benutzten energetischen Gedanken, dass wenn die Krii£te 
jene zwanglaufige Verschiebung mit einer gewissen Geschwindigkeit 
hervorbrachten, derselben eine Vermehrung der Energie ohne Arbeits
leistung entsprache, falls das virtuelle Moment der Krii£te Null ist. 
Auf diesen Standpunkt stellen sich auch Thomson und Tait bei ihrer 
Darlegung des principle of virtual velocities 9(0). 

34. Daa Fourier'ache Prinzip; materielle Syateme aJlgemei. 
nerer Art. Die vorhergehenden Betrachtungen gehen iiberall von der 
ganz abstrakten Voraussetzung aus, dass die Bedingungen durch Glei
chungen (entweder explicite Gleichungen zwischen den Koordinaten oder 
totale Differentialgleichungen zwischen ihren Differentialen) ausgedriickt 
sind. Solche geniigen der Forderung, dass neben jeder virtuellen Ver
schiebung auch die entgegengesetzte zulii.ssig sei. Bereits Fourier iOl) 

hat indessen ganz allgemein auch einseitige Bedingungen, welche durch 
Ungleichungen zwischen diesen Elementen ausgedriickt werden, in 
seiner Untersuchung herangezogen und dem Prinzipe der virtuellen 
Geschwindigkeit die Form gegeben, dass 

199&) Eine kritische tThersicht uber die Beweise des Prinzips der virtuellen Ge
schwindigkeiten fiklt bisher nock vollstandig. 

200) Thomson u. Tait, Trea.tise (1) 1, p. 265. Es sei hier zugleich an 
Stevin's beriihmte Bemerkung uber das Gleichgewicht der homogenen Kette 
auf der schiefen Ebene erinnert; fande es nicht sta.tt, ce mouvement n'aurait 
Rucun fin, ce qui est absurde; Werke (ed. A. Girard, Leiden 16340), 2, p. 448. 

201) Fourier, Oeuvres 2, p. 488. Fourier definiert indes das Moment der 
virtuellen Arbeit als Fluxion, d. h. mit dam entgegengesetzten Zeichen, wie jetzt 
ublich, p. 479. Die von Lagrange allein betrachteten Bedingungen (allgemeiner 
die in Nr.30, 1), heissen auch wohl doppelseitige, conditions bilaterales, so 
P. Dukem im Commentaire. 
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~(X6x + Y6y + Z6s) <0 

die notwendige und hiMeichende Bedingung fUr das Gleichgewicht ist. 
Auf dieseu von Lagrange nicht beriicksichtigten Fall hat unabhangig 
von FO'Uf'ier erst wieder Gauss 202), dann OsfJrogradsk;y 203) hingewiesen. 

Die von FfYWf'ier im Memoire sur la statique 204) erdachte Hebel
konstruktion ist von C. Neumann 20lI) in einer sehr anschaulichen 
Weise fUr diesen Fall zur Verwendung gekommen. Ein in sich 
zuriicklaufender nicht ausdehnbarer Faden, der sich nur nach einer 
(positiven) Richtung hin in sich selbst verschieben bnn, ist offenbar 
im Gleichgewicht, wenn die in der Richtung des Fadens wirkenden 
Kraftkomponenten ~ der Bedingung geniigen, dass bei allen vir
tuellen Verschiebungen 6s 

6S~Xi<0 

ist, denn entweder ist dann ~X null oder negativ. Denkt man sich 
nun das System einseitig zwanglliufig gemacht, so kann man durch 
ein System von Hebelvorrichtungen bewirken, dass an Stelle jedes 
wirklichen Punktes Pk des Systems, dessen virluelle Verschiebung 
6 Sk ist, ein anderer Pk' tritt, wobei nun alle Pk' dieselbe Verschie
bungsgrofse 6's bei ungeanderter Richtung besitzen. Bezeichnet man 
die in Richtung der zwangHiufigen Verschiebung von Pk wirkende 
Komponente mit Xk' die entsprechende, nach dem Hebelgesetz ihr 
aquivalente bei P; mit X;, so ist 

X k ~'s 
X'=8S' k k 

also 
~Xk' 6's = ~Xk6s" < 0 

die notwendige und hinreichende Bedingung. 
1m vorigen sind nur die traditionell eingefiihrlen Falle von Be

dingungen behandelt. An und fiir sich liegt kein Grund vor, nicht 

202) Gauss, 1829, Werke 6, p. 27. 
203) M. Ostrogradsky, Considerations generales sur les momens, 1834, Petersb. 

Mem. de l'Acad. (6) 1 (1838), p. 129; daher heisst in Russland das Prinzip von 
Fowrier auch wohl das von Ostrogradsky. In Frankreich iet Fourier's Prinzip 
nicht so unbeachtet geblieben; A. A. Oournot entwickelt schon 1827 die Glei
chungen von OstrogradBky; siehe dessen Extension du principe des vitesses vir
tuelles au cas ou les conditions de liaison du systeme sont exprimees par des 
inegalite8, Bull. sciences math. de Ferussac, 8 (1827), p. 166. 

204) Fourier, Oeuvres 2, p. 496. 
206) O. Neumann, 'Ober das Prinzip der virtuellen oder fakultativen Ver

riickungen, Leipz. Ber. 31 (1879), p. 63. 
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auch homogene quadratische, resp. hOhere, Gleichungen zwischen den 
virluellen Verschiebungen vorauszuseben. Wir gehen darauf nicht 
ein, da abgesehen von speziellen einfachen Fillien Bedingungen dieser 
singuliiren Art bisher kaum allgemeiner untersucht sind. 

Weit wesentlicher ist die folgende Erweiterung. Die Bedingungen 
fUr die Beweglichkeit eines Systems konnen im allgemeinen iiberhaupt 
nicht auf die Voraussetzung von Relationen zwischen den virtuellen 
Verschiebungen beschrankt werden. Dies tritt schon dann ein, wenn 
die Vorgange der Reibung betrachtet werden sollen; in noch weiterem 
Umfange - obwohl man hier auch von anderen Anschauungen aus
gehen kann - wenn das System in einer von seinem urspriinglichen 
Zustande verschiedenen Deformation (strain) betrachtet wird, in wel
cher es unter Einwirkung gegebener (ausserer) Krafte sich im Gleich
gewicht befindet. In allen diesen Fallen muss man selbstverstandlich 
die Kriifte, welche den Einfluss der Reibung, des stress, etc. vertreten, 
den in Nr.30 allein betrachteten Kraften P hinzufiigen, wenn man 
das Prinzip der virluellen Geschwindigkeiten anwenden will. 

Materielle Systeme von endlichem Freiheitsgrad, d. h. solche, 
deren viftuelle Verschiebungen durch eine endliche Zahl von unab
hangigen Parametern bestimmt sind, kann man nach Painleve iiber
haupt als Systeme mit und ohne Reibung (f'1'ottement) charakterisieren. 
Denn welche Vorstellung man sich auch iiber die Natur der Reak
tionskrafte R bilden mag, die an den Punkten des Systems angreifen, 
man wird stets die Gruppe R auf eine einsige Art in zwei Gruppen 
R,., ~ so zerlegen konnen, dass die virtuelle Arbeit der Reaktionen 
R bei allen zulassigen Verschiebungen gleich der der Gruppe R, ist, 
und zugleich das Vektorensystem der R, einer virtuellen Verschiebung 
entsprichtlO5a). Die Gruppe R,. stellt dann "die aus den Bedingungs
gleichungen entspringenden Reaktionen/, die Gruppe R, die "lleWungs
widersfiinde" vor. 

36. Die Gleiohgewiohtsbedingungen. Da die Gleichungen 
Nr.30 (1) jedenfalls von einander unabhiingig sein miissen, also nicht 
aUe r-reihigen Determinanten der aw bw Cik verschwinden diirfen, 
erhliIt man durch Lagrange's Methode der Multiplikatoren die Gleich
gewichtsbedingungen in der Form 1(6) 

200&) P. Painleve, Lec;:ons sur l'inMgration, p. 04 fT. tJber ii.hnliche Zer
legungen vgl. auch J. KOnig: tTher eine neue Interpretation der Fundamental
gleichungen der Dynamik, Math. Ann. 31 (1888), p. 1. 

206) So zuerst bei Lagrwnge in der M~c. anal. von 1788. 
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Xi = ~Ikaik' 
(1) y; = ~Ikbik' 

Z. = ~Ikcik . 
Sind dagegen Ungleichungen gegeben 2(7), also etwa 

wo 

~(aikJxi + bikhy. + Cikhzi ) = Ek 
(k = 1, 2, ... r), 

Ek < 0, 
so erhalt man jedenfalls wieder, wenn die Bedingungen den Fall 
Ek = 0 einschliessen, die Gleichungen (1). Da nun aus ihnen folgt 

~(Xihxi + Y;~Yi + Z;hzi ) = ~lkEk' 
so ergiebt sich, dass die samtlichen Koeffizienten Ik positiv sein 
miissen, wenn das Moment bei negativen Werten der willkiirlichen 
beliebig kleinen Ek nie positiv werden darf; ihre Vorzeichen bleiben 
eben nur dann willkiirlich, wenn das zugehorige Ek ausschliesslich 
auf den Wert Null beschrankt ist. Bedingungen, bei denen der 
Fall Ek = 0 iiberhaupt nicht eingeschlossen ist, sind selbstverstii.ndlich 
fortzulassen. 

Die rechten Seiten der Gleichungen (1) stellen die aus den Be
dingungen entspringenden Reaktionen vor; man sieht nun, wie jeder 
Bedingung eine bestimmte dem Ii zugehOrige Komponente dieser Art 
entspricht. Die Bedingungen fiir die gegebenen Kriifte Xo y;, Zi 
selbst erhiilt man, wenn man die aus r der passend auszuwiihlenden 
Gleichungen (1) berechneten Werte der I in die iibrigen einsetzt. 

fl. Die Dynamik. 
36. Das d'Alembert'sche Prinzip 207&). Hat man sich einmal 

iiber die Auffassung des Prinzips der virtuellen Geschwindigkeiten ge
einigt, so besteht kein weiteres Hindernis mehr, nach d'Alemberl!s 
fundamentaler Betrachtung zu den allgemeinen Gleichungen der Dynamik 
zu gelangen 2(8). 

207) So bei Oournot und Ost1·ogradsky, Fussn.203; bei letzterem auch mit 
Beispielen (Seilpolygon, inkompressible Fliissigkeiten, etc.); ausser den gebrauch
lichen Lehrbiichern vgl. auch L. Henneberg, J. f. Math. 113 (1894), p. 179. 

20P) Nach F. Montucla, Histoire 3, p. 44 u. 627 hat A. Fontaine schon 
1739 ein ahnliches Prinzip ausgesprochen. 

208) Nach der Ansicht vieler beruht das d'Alembert'sche Prinzip auf einem 
neuen Axiom, insofern die Gleichungen des Gleichgewichts auf den Fall eines 
bereits in Bewegung begriffenen Systems iibertragen werden, so z. B. Jacobi 
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Ein System materieller Punkte mit den Mass en mi befinde sich 
zur Zeit t unter dem Einfiuss der an mi angreifenden Kraftkompo
nenten XH ~,~ in beliebigem Bewegungszustande; die Koordinaten 
seien Xi' 'Yi' Zi' Sind dieselben ausserdem beliebigen Bedingungs
gleichungen 

h = 0, f2 = 0, ... , fk = ° 
unterworfen, welche zunachst t nicht enthalten mogen, so werden in
folge dieser Verbindungen die Beschleunigungen Xi Yi' Zi im all
gemeinen so beschaffen sein, dass die 

Xi - mix;, ~ - miYi' Zi - miz, 
nicht verschwinden. Diese Krafte werden also vermoge der Be
dingungen aufgehoben, also sind sie "in Riicksicht auf die letzteren" 
im Gleichgewicht; ware dies nicht der Fall, so wiirden sie dem Sy
steme ausser den vorausgesetzten Beschleunigungen Xi' Yi' Zi noch 
andere mitteilen - gege:n die V oraussetzung. In dieser Gestalt ist 
das d'Alembert'sche Prinzip 209) eine rein logische Uberlegung, welche 

(Dynamik, ed. (Jlebsch, p. 63ff.); a. Neumann (Leipz.Ber.31 (1879), p. 61). lch bnn 
darin nur eine zu enge Begriffsfassung des Gleichgewichts sehen, sodass die 
hier vorhandene Schwierigkeit, vgl. Nr. 29, schon das Prinsip der virtueZlen Ge
schwindigkeiten selbst trifft. 

209) J. d' AZembert's (TraiM de dynamique, Paris 1743) urspriingliche Be
trachtung ist hiervon nicht wesentlich verschieden (vgl. Poisson, Mecanique, § 350). 
d'AZembert's eigene Worte lauten: Soient A, B, a, ... les corps qui composent 
Ie systeme, et supposons qu'on leur ait imprime les mouvemens a, b, c, .. , 
qu'ils soient forces, a cause de leur action mutuelle, de changer dans les mou
vemens a, P, r, ... n est clair qu'on peut regarder Ie mouvement a imprime 
au corps A comme compose du mouvement a, qu'il a pris, et d'un autre mouve
ment a'; qu'on peut de meme regarder les mouvemens b, c, ... comme com
poses du mouvement p, P'; r, r', ... , d'on il s'ensuit que Ie mouvement des 
corps A, B, C, .... entr'eux auroit eta Ie meme, si au lieu de leur donner les 
impulsions a, b, c on leur ellt donne a la fois les doubles impulsions a, a' j p, p', ... 
Or par la supposition les corps A, B, 0- ont pris d'eux memes les mouvemens 
a, p, r, ... ; donc les mouvemens a', (i', r', ... doivent etre tels qu'ils ne de-
rangent rien dans les mouvemens a, p, r, . .. , c'est a dire que si les corps 
n'avoient re9u que les mouvemens a', p', r', .. . ; ces mouvemens auroient dll se 
detruire inutuellement at Ie systeme demeul'er en repos. De la resulte Ie prin
cipe suivant... Decomposez les mouvemens a, b, c, . . . chacun en deux autres 
a, a'; p, p', .. . qui soient tels que si l'on n'eiit imprime aux corps que les 
mouvemens a, p, r, . .. ils eussent pu conserveJ; les mouvemens sans se nuire 
reciproquement; et que si on ne leur ellt imprime que les mouvemens a', P', 
r', ... Ie systeme flIt demeure en l'epos; il est clair, que a, p, r, ... soient les 
mouvemens que lee corps prendront en vertu de leur action. Ce qu'il falloit 
trouver. 
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man nach Lagrange nur mit dem Prinzip der virtuellen Geschwindig
keiten zu verbinden hat, um zur Grundformel der Dynamik 

~[(X - mx) ~x + (Y - my) ~y + (Z - mz) d'z] = 0 

zu gelangen, welche man auch in der kurzen Fassung: die virtuelle 
Arbeit der verlorenen Kriifte muss verschwinden, ausdriicken kann. 

Die fast iiberall gebrauchte Wendung "in Riicksicht auf die Be
dingungen" muss freilich genau prazisiert werden. Eine vollstandig 
klare Einsicht, welche sich auf die Grundlagen der Mechanik stiitzt, 
kann nur entstehen, wenn man jeden Punkt des Systems durch Zu
fiigung der Reaktionen =i! Hi, Zi wieder in einen vollig freien ver
wandelt; diese letzteren sind es, welche an dem System sich nach der 
eben dargelegten Uberlegung im Gleichgewicht halten. Dabei kann 
man nun auch an Stelle von Gleichungen, welche von t unabhangig 
sind, mit der Zeit veranderliche Bedingungen einfiihren, falls nur jene 
Anderung in stetiger Weise geschieht. Vermoge des Axioms Nr. 29 
iiber die Ausdehnung der Gleichgewichtszustande auf bewegte Systeme 
niimlich ergiebt sich ~ann sofort, dass das Gleichgewicht nun auf die 
Grenzgestalt der Bedingungsgleichungen zur Zeit t oder, wie man ge
wohnlich sagt, auf die virtuellen Verschiebungen unabhiingig von der 
Zeit t zur Anwendung zu bringen ist. Bei den allgemeineren in 
N r. 34 betrachteten materiellen Systemen sind natiirlich die aus den 
anderweitigen V oraussetzungen entspringenden Reaktionen den Kraften 
X, Y, Z hinzuzufiigen. 

37. Die Lagrange'schen Gleichungen. Die Einfiihrung von 
Differentialgleichungen 

(1) ~(aiJ,dXi + bo,dy, + Cikdz,) = 0 
oder allgemeiner 

(2) ~(aikdxi + bikdYi + Cikdzi) + ckdt = 0 

wo die Koeffizienten Funktionen der x, y, z, t sein konnen, an Stelle 
endlicher Bedingungsgleichungen ist ausfiihrlich im Zusammenhange 
mit den Prinzipien der Mechanik zuerst von Voss 1110) dargestellt. 

Auch spll.tere Schriftsteller haben keine wesentliche Anderung an dem Aus
druck des Prinzips herbeigefiihrt. Ziemlich iiberfliissig erscheint die Termino
logie der tJeTlcWlmen Xriifte, der forces d'inertie, der effets dynamiques (Ost1·0-
grailsky); keineswegs klarer die Ausdrucksweise G. B. Airy's (E. J. Routh, Dy
namics 1, p. 52); wie an manchen anderen Stellen der Mechanik zeigt sich auch 
hier in der Litteratur eine Neigung zu stereotypen Ausdrucksweisen. 

210) A. Voss, Math. Ann. 25 (1884), p. 258. 
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Derartige Falle sind jedoch bei Problemen iiber rollende Bewegung 
schon weit friiher vereinzelt aufgetreten und auch von anderen be
reits allgemein vorausgesetzt worden 211). Hertz, welcher infolge einer 
zu speziellen Auffassung des Hamilton'schen Prinzips die Voraussetzung 
nicht integrabeler Differentialrelationen als wesentlich verschieden von 
dem Fall expliciter Bedingungsgleichungen ansah 212) , hat die Be
dingungen hiernach als nicht-holonome und holonome unterschieden 213). 

Aus dem d' Alembert'schen Prinzip erhalt man nun durch La
grange's Multiplikatorenmethode die Gleichungen der Bewegung so
fort in der GestaIt214) 

(3) 

mixi = Xi + :s AkaW 

miYi = ~ + :SAkbW 

m i Zi = Zi + :s AkCW 

welche zuerst Lagrange gegeben hat, da d' Alembert nm in synthe
tischer Weise 215) sein Prinzip zur Losung einzelner Aufgaben be
nutzte. Dass iibrigens die Gleichungen, welche das d'Alembert'sche 
Prinzip liefert, auch hinreichend zur vollstandigen Bestimmung der 
x, y, z sind, hat d'Alembert nicht fiir notig gehalten zu beweisen. 
Dieser Beweis, der auf der Unabhangigkeit der Bedingungsgleichungen 
beruht, ist mit Bezug auf die Gleichungen (3) von Jacobi gegeben 216); 
bei Lagrange erscheint derselbe erst als Konsequenz aus der Einfiih
rung unabhangiger Koordinaten. Die Bestimmung der Reaktionskom
ponenten (der Summengrossen in den Gleichungen (3» erfolgt iibrigens 
dadurch, dass man in den Gleichungen (2) nach der Differentiation 
in Bezug auf die unabhangige Variabele t die Ausdriicke ffir die Be
schleunigungen aus (3) eintragt und aus den entstehenden fur die A 

211) So bei M. Ostrogradsky, Petersb. Mem. de l'Acad. (6) 1 (1858), p. 565; 
N. M. Ferrers, Quart. J. of math. 12 (1873), p. 1; auch F. Minding, Dorpater Gra
tulationsschr. 1864 (vgl. A. Kneser, Zeitschr. f. Math. Phys. 45 (1900), literar. 
histor. Abt., p. 118). 

212) Hertz, Mechanik, p. 23. Vgl. hieriiber namentlich O. Holder, Gott. 
Nachr. 1896, p. 122. 

213) Hertz, Mechanik, p. 91. Der eigentumIiche Unterschied zwischen holo
nomen und nichtholonomen Bedingungen ist p. 96 scharf prazisiert. 

214) Bei expliciten Bedingungsgleichungen fk = 0 sind naturlich die aik , 

bik , Cik durch die Differentialquotienten der fk nach Xi' Yi' Zi zu ersetzen. 
215) Die Gleichungen der Dynamik in Bezug auf drei rechtwinklige Axen 

in der heute ublichen Form sind erst von C. Maclaurin (A complete treatise 
on fluxions, Edinburgh 1742) eingefiihrt. 

216) Jacobi, Dynamik, ed. Clebsch, p. 133. 
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linearen Relationen die Werte derselben, welche alsdann Funktionen 
zweiten Grades der Geschwindigkeitskomponenten werden, berechnet. 
Man erhiUt daher bei Bedingungen immer Gleichungen, welche die 
zweiten Di:fferentialquotienten durch Funktionen zweiten Grades der 
ersten ausdrucken. Durch Lagrange's Einfuhrung unabhiingigel' Ko
ordinaten, zu der wir nunmehr ubergehen, gelingt die Herstellung 
dieser Gleichungen auf eine viel ubersichtlichere Weise. 

Sind nur k Bedingungsgleichungen 

ft = 0, ~ = 0, ... , {,. = 0, 
in expliciter Form zwischen den 3n Koordinaten gegeben, so kann 
man auf unendlich viele Arlen die letzteren als Funktionen von t 
und 3n - k unabhiingigen Parametern 

gu g2' ... , gr (r = 3n - k) 
(Lagrange'sche oder allgemeine, generalisierte, Koordinaten 217») auf
fassen. Vermoge der jetzt bestehenden Identititten 

(a) ~ (ark ox; + ark 01h + ark OZi) = ° 
~ OXi Oq. OYi oq. OZi Oq. 

erhitlt man aus (3) 

falls 

und 
(c) 

~ ( •. OX; + .. OYi + .. OZ;) Q 
~ mi Xi 0 q, Y. 0 q. /OJ 0 q. = " 

217) Nach Thomson und Tait, Treatise (1) 1, p. 286, generalized co-ordinates. 
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mithin wegen 

oT ~ (O'x. 0'1/. o'e.) 
Oil, = ...:..oJ mi Xi oq,dt + ihaq,dt + SiOq,~t 

(4) !!(O T) _ oT = Q 218) 
dt 0 il. all,' . 

In diesen allgemeinen Grunrl{jleichungen der Dynamik bedeutet T, die 
lebendige Kraft oder kinetische Energie U8a) des Systems, eine bestiindig 
positive gooze rationale Funktion zweiten Grades der allgemeinen Ge
schwindigkeiten iJ., welcbe fur den von Lagrange 219) Russchliesslicb 
behandelten Fall, wo die Bedingungsgleicbungen von t unabhiingig 
sind, eine homogene definite positive Form zweiten Grades der iJ. ist. 

Die Wicbtigkeit dieser Gleicbungen berubt darauf: dass nun
mehr als einzige Grossen, von denen die dynamischen Probleme ab
hangen, T und die Q, auftreten, wobei zugleicb die Anzahl der Varia
belen auf die kleinste, resp. eine je nacb der Form der Aufgabe ge
eignete kleinere Zahl zuruckgefiibrt ist 220). 

Die Gesamtbeit der Gleicbungen (4) ist invariant bei beliebigen 

218) In ausgefiihrter Gestalt lauten diese Gleichungen bei featen Verbin
dungen, d. h. Bolchen, die explicite von t unabhll.ngig sind, 

~ "+~a "_Q ... aiaq, ... or. gi gr- ., 
wo 

o ail oar. oa,r 
2air • = oqr + aq. - o'l.. 

das Christoffel'sche Symbol bezeichnet. 
218&) Die in Deutschland und Frankreich iibliche Bezeichnung: lebendige 

Kraft, force vive, vgl. Fussn. 295, so wenig passend sie auch erscheinen mag, 
scbien bier beibehalten werden zu mussen. 

219) Erst durch J. Vieille, J. de math. 14 (1849), p. 201 wurden die Formeln 
unter der erweiterten Voraussetzung hergeleitetj in deutschen Lehrbiichern wird 
dieRelbe nicht beriicksichtigt, daher die ausfiibrliche Darstellung im Texte. 

220) Es ist in Deutschland, neuerdings auch in Italien ublich geworden, 
die GIeichungen (3) und (4) als Lagrange'sche GIeichungen erster und Iweiter 
.Art zu unterscheiden. Lagrange selbst machte diese Unterscheidung nickt und 
liess es iiberdies frei, auch nur eine teilweise Einfiihrung unabhangiger Para
meter vorzunehmen (Mecanique, Oeuvres 11, p. 325 u. 336), ein Gedanke, den 
Routh spi!.ter weiter ausgefiihrt hat (Stability of motion 1877, Dynamik 1, p.375). 
JfU!obi (Heft von Scheibner, p. 166) spricht in seiner Vorlesung von 1847 aller
dings von einer ersten Form der Lagrange'schen Gleichungen j erst in der von 
Glebsch 1866 besorgten Ausgabe 'der Dynamik tritt diese Bezeichnung ge
druekt auf (Dynamik, p. 63 u. 141; auch im Inhaltsverzeichnis), die sich vielleicht 
schon friiber durch JfU!obi's und seiner Schiller Einfiuss verbreitet hatte. An 
und fiir sich ist die Unterscheidung nicht unzweckmlLssig. 

F.ncyklcp. d. matb. Wi .... n ... b. IV 1. 6 
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Transformationen der q in ebenso viel neue Variabele k vermoge der 
Gleichung 

~ (:t (~q~) - ~~) dq. = ~ (:t (~D - ~~) dk •. 

Bei der Einfiihrung der allgemeinen Koordinaten wird - namentlich 
in rein theoretischen Werken - die Bestimmung der Reaktionen dann 
oft weiter nicht mehr beriicksichtigt; sie geschieht iibrigens am ein
fachsten, indem man wieder zu den rechtwinkligen Koordinaten zurii-ck
kehn. Fiir die Anwendungen kann unter Umstanden die Bestimmung 
dieser Krafte ebenso wichtig sein, wie die Ermittelung der Bewegung 
selbst. Dies ist iibrigens schon dann der Fall, wenn die Bedingungen 
von einseitigem Charakter sind, also die Grossen A in den Glei
chungen (3), vgl. Nr. 35, bestimmte Vorzeichen haben miissen, und 
der ganze Ansatz iiber eine Stelle hinaus, an der einige der A beim 
Durchgang durch Null ihr Zeichen wechseln, seine Giiltigkeit verlie:rt; 
man vergleiche die bekannten Beispiele der Bewegung des schweren 
Punktes im vertikalen Kreise, auf der Kugelflache, die Bewegung des 
schweren Stabes, dessen Enden auf gegebenen Flachen oder Kurven 
bleiben, u. s. w. 

38. Nicht-holonome Systeme. Die Transformation ist dagegen 
auf den Fall holonomer Bedingungen beschrankt. Um bei nicht-holo
nomen eine formale Transformation ausfiihren zu konnen, betrachtet 
Appe1l 221) an Stelle von T die Grosse 

S - ~ '" C·· 2 + ··2 + .. 2) - 2 ...:::;.; mi Xi Yi z,' 

welche bei der paniellen Differentiation nach den Grossen q die 
Gleichungen der Mechanik in der Form 

oS 
F=Q· IJ.. 

liefert; es ist jedoch zu bemerken, dass gerade der Vorteil, welcher 
in der Einfiihrung des nur von den e:rsten Differentialquotienten ab
hangigen T liegt, damit grosstenteils verloren geht. Die Gestalt der 
dynamischen Gleichungen im nicht-holonomen FaIle ist iibrigens 
folgende: 

Hat man an Stelle der Variabeln x, y, z irgendwelche neue Para
meter ql ... qk eingefiihrt, zwischen deren Variationen noch die 1 Be
dingungen 

221) P. Appell, Paris C. R. 129 (1899), p. 317, 423, 459; J. f. Math. 121 (1900), 
p.l; J. de math. (5) 6 (1900), p. 5; ibid. (5) 7 (1901), p. 5. 
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bestehen, so kann man samtliche 8x, 8y, 8z von k -l unabkiingigen 
Variationen 8q, (8 = 1,2, ... , k -l) abhii.ngig machen, so dass 

8x, =:E ai' 8q, 

8'!/i = :Eb" 8q. 

8f!i =:Eci.8q, 

wird. Die Gleichungen der Bewegung sind dann, wenn 

:E Xiai • + y'bi • + Z.c,. = Q. 
gesetzt wird, 

Q. = :E(aiaxi + bi.Yi + ci.Z,)mi 

= :t.2: (a. a x, + bi,y, + Ci,Zi) mi - E., 
wobei 

"" (0 dai • 0 db.. 0 dC;.) 
E, = £.; mi Xidt + Yidt + Zidt 

ist. Aus den Gleichungen 

folgt nun 

:t(~~) - E. = Q" 

aber E, ist selbst dann noch nicht gleich ~ T, wenn die im allge-
q. 

meinen von allen Variabelen ql"'" qk abhangenden Koeffizienten ail, 
bi ., Ci. nur von den Variabelen qu ... , qk-l abhiingig sind, was bei 
vielen Fragen, namentlich den einfachen Problem en rollender Bewe
gung von Korpern zutrifft. Dies ist nicht immer beachtet worden, 
vielmehr hat man wiederholt gerade in dem letzteren Falle T mit 
Hulfe der Ausdriicke fur die Xi' Yo Zi von den scheinbar iiberzahligen 
Koordinaten q befreit, und auf den so entstehenden Ausdruck T, den 
O. Neumann die nicht legitime Form der lebendigen Kraft nennt, die 
Lagrange'schen Gleichungen angewandt, was natiirlich zu unrichtigen 
Resultaten fiihrt 221&). 

221a) Vgl. dariiber A. Vierkandt, tJber gleitende und rollende Bewegung, 
Monatsh. f. Math. Phys. 3 (1892), p. 31; J. Hadamard, Sur les mouvements de 
roulement, Bordeaux, Mem. (4) 6 (1895); O. Holder, Die Prinzipien von Hamilton 
und Ma.upertuis, Gott. Nachr. 1896, § 11; D. J. Korteweg, tJber eine ziem
lich verbreitete unrichtige Behandlung eines Problems der rollenden Bewegung, 
Nieuw Archief voor Wiskunde (2) 4 (1899); P. Appell, Les mouvements de rou
lement en dynamique, Sammlung Scientia, Phys. ma.th. Nr.4, Paris 1899. 

6· 
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39. Das Prinzip des kleinsten Zwanges von Gauss. Dasselbe 
lautet in Gauss' eigenen Worten 222): Die Bewegung eines Systems 
materieller, auf was immer fiir eine Art unter sich verkniipfter Punkte, 
deren Bewegungen zugleich an was immer fiir aussere Beschrankungen 
gebunden sind, geschieht in jedem Augenblick in moglich grosster 
Ubereinstimmung mit der freien Bewegung oder unter moglich klein
stem Zwange, indem man als Maass des Zwanges, den das ganze 
System in jedem Zeitteilchen erleidet, die Summe der Produkte aus 
dem Quadrate der "Ablenkung jedes Punktes von seiner freien Be
wegungtl223) in seine Masse betrachtet. 

Wird die Lage des Punktes mi zur Zeit t + 2dt mit 

+2' dt+" dt t 
Xi Xi XiT' 

dagegen die Lage, welche er vermoge der wirkenden Krafte elll
nehmen wiirde, wenn er vollig frei ware, durch 

x. 
Xi + 2xi dt + -2 • dt 2 

mi 

(und entsprechend fUr die iibrigen Koordinaten) bezeichnet, so ist der 
Zwang Z gegeben durch 224) 

~22) J. f. Math. 4 (1829) = Werke 5, p. 23. 
228) Von E. Schering sind, G1)tt. Abh. 18 (1873), p. 3, 11, diese Worte so 

interpretiert worden, dass es sich dabei' um eine ganz willkurliche freie Be
wegung handeln konne. Dem entgegen macht R. Lipschitz (J. f. Math. 82 (1877), 
p. 821) darauf aufmerksam, dass bei der Ablenkung im Gauss'schen Prinzip 
weder x noch x, sondern nur die Beschleunigungen Ii: variiert werden durfen. 

224) Bei Lipschitz (J. f. Math. 82 (1877), p. 316) erscheint Z ala C()'/)ariante 
bei beliebigen Transformationen der als unabhangig zu betrachtenden Variabeln 
x, y, z; vgl. auch A. Wassmuth, Ann. Phys. Chem. (2) 54 (1895), p. 164; siehe 
iibrigens A. Voss, Bemerkungen uber die Prinzipien der Mechanik, Miinch. Ber. 
1901, p. 167. Das Gauss'sche Prinzip kann auch als Prinzip der kleinsten Arbeit 
der verlorenell Krafte formuliert werden: vgl. Rachmaninoff, ZeitBchr. f. Math. 
Phys. 25 (1879), p. 206. Hiermit hangt auch das Principle of least resistance 
von Moseley (Rankine, A manual of applied mechanics, London 1864, ed. 3, p.215) 
sowie das Menabrea-Castigliano'sche Minimumprinzip, L. F. Menabrea, Rom, 
Rend. dell' Acc. dei Lincei (2) 2 (1869), p. 201, zusa=en; siehe auch A. Casti
gliano, Theorie de l'equilibre des systemes elastiques et ses applications, Turin 
1879, deutsch von E. Hauff, Wien 1886; A. F. B. Miiller-Breslau, Die neueren 
Methoden der Festigkeitslehre, Leipzig 1886; sowie: tJber die Elasticitat der Defor
mationsarbeit, Civilingenieur (2) 32 (1886), p. 553, und das Referat von F. Kotter, 
Fortschritte d. Math. 18 (1886), p.950; von anderen, namentlich O. Mohr, Civil
ingenieur (2) 32 (1886), p. 395 wird indes die diesem Prinzipe gegebene Ausdrueks
weise bestritten. - V gl. endlich C. Neumann, Das Ostwald'sche .Axiom des 
Energieumsatzes, Leipz. Ber. 44 (1892), p. 185. 
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Wird nun irgend eine nach Gauss variierte Lage durch 

Xi + 2xi dt + ~ (X; + 8x;) dt S 

ausgedriickt, so muss in Riicksicht auf die Bedingungen, mogen die
selben nun holonome oder nicht-holonome sein, 

~(a;k8xi + b;k~Yi + Cik 8zi) = 0 
werden. Multipliziert man daher die Lagrange'schen Gleichungen (3) 
mit den 8x;, 0YiI 8zi und addiert, so ergiebt sich 

(1) ~[(Xi - miX;) OX; + (1'; - miYi) 0Yi + (Zi - mizi) oZ;] = 0 
und dies ist die Bedingung dafiir, dass Z in Riicksicht auf aIle 
variierten Lagen ein Minimum ist. 

Das Prinzip von Gauss ist daher in diesem FaIle vollig iiqUiva
lent mit dem d'Alembert'schen, welches letztere nun auch in der 
Form (1) geschrieben werden kann 225), die ihm zuerst durch Gibbs 
erteilt wurde. Derselbe bemerkt zugleich, dass fiir den Fall von 
Bedingungsungleichungen diese Form des d'Alembert'schen Prinzips 
eine direkte Entscheidung iiber den wirklichen Verlauf der Be
wegungen gestatte 226). 

Dass man umgekehrt aus dem Gauss'schen oder d' Alembert'schen 
Prinzip den ganzen Inhalt der Mechanik, insbesondere auch die 
Lehren der Statik (Satz vom Parallelogramm der Krafte etc.) her
leiten kann, hat zuerst Ritter 227) in seiner noch von Gauss selbst 
begutachteten Dissertation gezeigt; in etwas anderer Ausdrucksweise 
hat Hertz das Gauss'sche Prinzip als Grundgesetz seiner kraftelosen 
Dynamik ausgesprochen 228). 

40. Die Di:fferentia.lgleichungen der Bewegung bei Ungleichungs
bedingungen. Betrachtet man die Variation en , welche im Prinzip 

226) Es kommt daher auf dasselbe hinaus, bestimmte Aufgaben dieser Art 
durch das Gauss'sche oder das d' Alembert'sche Prinzip zu losen. tIber Anwen
dungen des ersteren in diesem Sinne auf Beispiele der Statik und Dynamik vgl. 
K. Hollefreund, Schul-Programm Berlin 1897, Nr. 97. 

226) J. W. Gibbs, On the fundamental formulae of dynamics, Amer. J. of 
math. 2 (1897), p. 49; vgl. auch Boltzmann, Mechanik, p. 230 u. 223. 

227) A. Ritter, tIber das Prinzip des kleinsten Zwanges, Diss. Gottingen 1853; 
C. G. Reuschle, tIber das Prinzip des kleinsten Zwanges, Archiv f. Math. Phys. 
6 (1846), p. 238; H. Scheffler, Uber das Gauss'sche Grundgesetz d. Mechanik, 
Zeitschr. f. Math. Phys. 3 (1858), p. 197; A. Buckemlahl, tjber das Prinzip des 
kleinsten Zwanges, Diss. G15ttingen 1873. 

228) He,.tz, Mechanik, p. 185. 
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der virtuellen Geschwindigkeiten aufireten, als gleichbedeutend mit 
den Variationen der Beschleunigungen bei ungeanderlen Xi und Xii so 
kann man die Fourier'sche Erweiterung des genannten Prinzips auch 
a.uf den Fall der beschleunigten Bewegung ausdehnen und erhli.lt so 
die allgemeinste Form des Gauss'schen Prinzips 229) 

(1) ~[(Xi - mixi) 6xi + (y. - miYi) !JYi + (Zi - mizi) 6zi] < o. 
Schon Gauss bemerkte, dass sein Prinzip auch auf die Statik 

Anwendung findet. Man erreicht dies dadurch, dass man die Xi' YII Zi 
gleich Null voraussetzt. Mb"bius 280) hat diesem Gedanken eine andere 
Wendung gegeben. Bezeichnet man die Koordinaten des auf jeder 
Kraftrichtung um die Intensitat der Kraft vom Angriffspunkte Xi Yi ei 

entfernten Punktes durch ai bi Ci , so ist 

X; = a, - Xii Y. = bi - Yo Zi = C. - ei , 

also. 
~(X;6Xi + y'6Yi + Zi6ei) 

= ~(ai - xJ6xi + (bi - YJ6Yi + (ci - eJ6ei ) < 0 

die Bedingung ffir das Gleichgewicht, welche nun ausdruckt, dass 

~(a --' X)2 + (b - y)2 + (c - 18)2) 

in Riicksicht auf aUe euliissigen Verschiebungen ein Minimum ist. 
In Rucksicht auf die dynamischen Probleme erhebt sich hier 

nun die zuerst von Ostrogradsky 281) aufgeworfene, aber nicht voU
standig beantworlete Frage, inwieweit durch Gleichung (1) die Be
wegung uberhaupt bestimmt wird. A. Mayer hat dieselbe neuerdings 
wieder aufgenommen IIS2) und unter Anwendung des Gauss'schen Prill
zips einen einfachen, allerdings auch nicht direkten Weg zur Losung 
gezeigt, welcher geeignet ist, aHe unbrauchbaren Losungen mit Sicher-

229) In dieser Allgemeinheit leitet W. Schell (Mechanik 2, p. 502) den Satz 
her, doch iet dabei libersehen, dars aus dem Vorzeichen einer Summe nicht auf 
die Vorzeichen der Summanden geschlossen werden kann. Auch in Boltsmann!s 
Darstellung (Mechanik, p. 217) wird dem Begriff der virtuellen Verschiebungen 
eine andere als die ursprlingliche Bedeutung gegeben. Diesen Bedenken gegen
liber scheint es angemessen, das Gauss'sche Prinzip in seiner erweiterlen Form 
als em aus den friiheren Prinsipien strenge nicht beweisbares Grundprinsip an
zusehen; so auch fUr den (im Texte nicht behandelten) Fall, wo die Bedingungs
gleichungen die x, y, s; x, iJ, ; ganz willkiirlich enthalten. 

230) Mo'bius, Statik 1, p. 330 ff., vgl. indes Euler, Berlin, Mem. de l' Acad. 
1752,.p.246. 

231) M. 08trogradsky, Sur les deplacements instantanees, Petersb. Mem. de 
l' Acad. (6) 1 (1838), p. 566. 

232) A. Mayer, 'Ober die Aufstellung der Differentialgleichungen der Be
wegung reibungsloser Punktsysteme, Leipz. Ber. 51 (1899), p. 224 u. 246. 
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heit auszuschliessen. Dass aber iiberhaupt eine bestimmte Losung vor
handen ist, hat Mayer nur in dem Falle von ein und zwei Bewegungs
freiheiten erwiesen; von Zermelo 233) ist indessen diese Liicke gerade 
auf dem Wege, den Jacobi 234.) schon in seinen Vorlesungen andeutet, 
namlich durch Berufung auf die besondere Natur des hier vorliegenden 
M.inimums 235), welches die Existenz mehrerer Minima ausschliesst, 
vollstandig ausgefiillt. 

4:1. Das d'Alembert'sche Prinzip fUr Impulse. Integriert man 
die Gleichung 

~(m/ii - Xi) 8xi + ... = 0 

nach Multiplikation mit dt iiber einen belie big kleinen Zeitraum 0 bis 't, 
wahrend dessen die Xi' •. , Xi . .. stets von demselben Zeichen sind 236), 

so kann man, falls in Riicksicht auf die Impulse 
.: .: 

J~dt=QiI JZ;dt=R; 
o 0 

gesetzt wird, nach dem ersten Mittelwertsatze der Differentialrechnung 

~(\mix;l~ 8xi + \ miff; I~ 8Yi+ I mizi l~ 8zi) = ~(Pi8xi+ Q;8Yi+ Ri8z;) 

setzen; unter 8 Xi . . werden Mittelwerle der virluellen Verschiebungen 
verstanden. Unter Voraussetzung eines gegen Null konvergierenden 1:, 

bei der zugleich alle diese Mittelwerle in die Verschiebungen zur 
Zeit 0 iibergehen, erhalt man so die Gleichung 

~[mi(xi - (x~o) - Pi] 8x; + ... = 0 

zur Bestimmung der plOtzlichen Geschwindigkeitsanderungen vermoge 
der Impulsvektoren P, Q, R. Man kann dieselbe auch direkt erhalten, 
wenn man die d'Alembert'sche Uberlegung anstatt auf die durch kon
tinuierliche Kriifte erzeugten Beschleunigungen auf die durch Impulse 
erzeugten Geschwindigkeiten anwendet 237). 

Diese Betrachtung liisst sich auch auf den Fall anwenden, wo 

233) E. Zermelo, Gott. Nachr. 1899, p. 306 benutzt iibrigens an der ent
scheidenden Stelle eine wohl von D. Hilbert herriihrende Betrachtung. 

234) Jacobi, Heft v. Scheibner, p. 83 ff. 
235) Schon A. Rittm' behandelt in seiner Diss. (1853) diesen Fall, allerdings 

in nicht ganz strenger Darstellung, mit den Methoden der Mannigfaltigkeitslehre. 
236) Dies ist hier als Voraussetzung eingefiihrt, obwohl eine von 0 bis or 

stetige Funktion, die eine bestimmte Zahl von Derivierlen daselbst hat, mr hin
reichend kleine positive t immer von konstantem Zeichen ist, auch wenn sie mr 
t = 0 verschwindet, falls nur nicht alle diese Derivierlen verschwinden. 

237) So zuerst Lagrange in der Mecanique 1, Oeuvres 11, p.272; dann 
Duhamel, Note Bur divers points de mecanique, J. ec. polyt. 15 (1832), p. 1. 
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die Bedingungen des Systems plOtzlich dttrch andere ersetzt werden. 
Treten etwa an Stelle der bisherigen Gleichungen 

f1 =0, f2=0, . .. , fk=O 

vom Zeitpunkt 0 an die neuen 

CP1 = 0, ... , CPI = ° 
ein, so erhiilt man auf iihnliche Weise 

~ mj { Xi - (xi)o} b Xi + ... = 0, 

wobei die Verschiebungen den cP = ° zu genugen haben 238). Selbst
verstandlich lassen sich diese Fortneln auch fUr allgemeine Koordinaten 
q entwickeln 289). Aus den Gleichungen Nr. 37, 4) folgt namlich unter 
den vorhin angegebenen Voraussetzungen 

" (~~) - (~~) =JQ.dt = p •. 
q. q. 0 0 

Enthiilt nun T keine in den q. linearen Glieder, so wird, falls zur 
Zeit 0 aHe q verschwinden 

()T 
F=P" q. 

wie schon in N r. 24 bemerkt wurde. 

B) Eigentliche Variations-(isoperimetrische )Prinzipe. 

42. DaB Hamilton'Bche Prinzip. Die im vorstehenden behan
delten Prinzipe kann man in Rucksicht auf ihre gebrauchliche Form 
als elementare Variations- oder Differentialprinzipe bezeichnen; formal 
handelt es sich bei ihnen um einen Variationsausdruck. Sie bilden in ihrem 
direkten Zusammenhange mit den Vorstellungen uber Krafte und Be
schleunigungen die eigentliche Grundlage der Mechanik der materiellen 
Systeme. Von diesen unterscheiden wir die eigentlichen Variations
oder isoperimetrischen Prinzipe 240), deren Evidenz nicht mehr auf einer 

238) Vgl. Ok. Sturm, Paris C. R. 13 (1841), p. 1046, auch Mecanique, p. 353, 
sowie die zusammenfassende Darstellung bei Routh (Dynamik 1, p. 335). 

239) So schon Lagrange in der Mecanique 2, Oeuvres 12, p. 173, dann 
W. D. Niven, Mess. of math. 4 (1867); J. Routh, Dynamik 1, p. 361; P. Appell, 
J. de math. 12 (1896), p. 5. tJber die Lagrange'schen Gleichungen fUr den 
Fa.ll der Reibung vgL P. AppeU, Paris C. R. 114 (1892), p. 331. 

240) tibrigens sind diese Prinzipe, im weiteren Sinne genommen, keine 
wirklich isoperimetrischen mehr, da es sich um einen ganz andern Variations
begrlff handelt; vgl. A. Voss, tJber die Differentialgleichungen der Mechanik, 
Ma.th, 4I)Jl, 25 (1885), p. 264. 
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unmittelbaren Verwendung mechanischer Begriffe, sondern erst auf 
dem Nachweis beruht, dass sich mit ihrer Halfe ebenfalls die Glei
chungen der Dynamik ergeben 241). Wahrend die bei den Differential
prinzipen auftretenden Ausdriicke nur die Eigenschaft von Kovarianten 
(siehe Nr.37 am Ende) besitzen, ergeben sich bei den eigentlichen 
Variationsprinzipen invariante Formen, die /Weil sie nur erste Diffe
rentialquotienten (unter den gewohnlichen Annahmen iiber die Natur 
der Krafte) enthalten, sich von hervorragendem N utzen in Bezug auf 
Transformationen der Koordinaten erweisen. Dagegen findet insofern 
eine Beschrankung statt, als bei der analytischen Behandiung Be
dingungsgleichungen vorausgesetzt werden. Eine dritte Klasse, von 
der erst weiterhin, Nr. 45, die Rede sein wird, bilden die eigentlichen 
IntegralprinfiJipe. 

Wir betrachten nun zunachst unter der V oraussetzung, dass 
Xii y;, Zi partieUe Differentialquotienten einer Funktion .A. nach den 
Koordinaten Xi' Yo fiJi sind, welche auch t enthalten kann, die Grosse 

t 

.A. = f ~(Xx + Yy +Zz)ot 
to 

und bilden ihre Variation bei ungeandertem t. So wird 

oA= 1~(Xox +Yoy +ZOfiJ) I:o~ 
also wenn samtliche ox, . .. bei to verschwinden: 

o.A. = ~(Xox + Yoy + ZOfiJ). 24S) 

Bei beliebigem X, Y, Z definiere man statt dessen 

o.A. = ~(Xox + Yoy + ZOfiJ) 

d. h. als virtuelle .A.rbeit 242&). Nimmt man nun auch die Variationen 
der x, . .. bei t1 gleich Null an, so ergiebt sich fur 

t1 t1 

oH= ofTdt+ joAdt 
to to 

die folgende Form: 

241) Dadurch wird nicht ausgeschlossen, dass dieae Prinzipe von einem 
anderen Standpunkte aua wieder ala prim are angesehen werden Mnnen. 

242) Diea ist der einzige Fall, wo unter den angegebenen Voraussetzungen 
die Variation der Arbeit zugleich die vinuelle Arbeit darstellt. 

242 8 ) tjber den Begriff der Arbeit siehe Nr. (6. 
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Die Aussage 

ist demnach vollig aquivalent mit den Differentialgleichungen der Me
chanik, sie heisst das Hamilton'sche Prinzip. Man wird durch dieselbe 
vollig unabhangig von der besonderen Form, in der die Koordinaten 
und die Bedingungen auftreten, und kann insbesondere bei holonomen 
Systemen mit den allgemeinen unabhangigen Koordinaten q. 

tl 

DH= J(DT+~Q.Dq.)dt= 0 
to 

setzen. 
Wenn wieder, wie Hamilton 243) annahm, X, Y, Z partielle Diffe

rentialquotienten einer Kraftefunktion U sind, so kann man das so
genannte Hamilton'sche Integral 

t 

H= J(T+ U)dt 
to 

einfiihren; das Prinzip verlangt nach wie vor, dass DH = 0 sei. Zu-
gleich wird: 

oder bei unabhangigen allgemeinen Koordinaten und holonomen 
Systemen 

!!.. (o~ = 0 (T + (1), 
dt oq;} oq; 

woraus weiter folgt: 

d(~q.~~ -(T+ U»)+;t(T+ U)dt=O. 

1st T + U explicite unabhangig von t, so wird 

243) W. R. Hamilton, Lond. Phil. Trans. 1834 ging zuerst yom Prinzip der 
kleinsten Wirkung aus, das im Text in der folgenden Nummer ausfiihrlich be
sprochen wird. Erst auf p. 307 fiihrte er daB seinen Untersuchungen in Lond. 
Phil. Trans. 1835, p. 95 zu Grunde liegende Integral H ein, ohne iibrigens den ihm 
eigentiimlichen Variationsprozess, den man in Lagrange's Mecanique eigentlich 
schon vollstandig vorgebildet sehen kann, besonders hervorzuheben. Jacobi hat 
(Dynamik, Werke, Suppl. p. 58) dasselbe als Hamilton'sches Integral, das Varia
tionsprinzip als Hamilton'sches Prinzip bezeichnet. In England scheint diese 
Bezeichnung nicht gebrauchlich; auch wiirde es weit angemessener sein, Hamil
ton's eigentliche Entdeckung, das Prinzip der variierenden Wirkung, so zu be
zeichnen (Lond. Phil. Trans. 1835, p. 99); H heisst dabei die Prinzipalfunktion, 
U + T nach Routh (Dynamik 1, p.375) die Lagrange'sche Funktion, bei Helm
holtz das kinetische Potential. tJber den Ausdruck Kraftefunktion vgl. Fussn. 295. 
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~ q,~:r - (T + U) = const., 
~ 9., 

also, wenn T eine homogene Funktion zweiten Grades der q. ist, 

T- U=const. 
Dieser wichtige Sats, der Unribhiingigkeit der Bedingungen und der 
Kriiftefunktionen von der Zeit vorausset~t, heisst das Prin~ip der leben
digen Kraft'«); von seiner Bedeutung wird in Nr.4:6 ausfiihrlich 
gehandelt. 

Die an das Weber'sche Gesetz sich anschliessenden Untersuchungen 
haben veranlasst, auch solche Kriiftefunktionen zu betrachten, welche 
von den Geschwindigkeiten und hOheren Differentialquotienten der 
Koordinaten abhangig sind, d. h. soleke Werte der X, Y, Z ~u suchen, 
fur die unter diesen erweiterten Umstiinden 

~(Xdx +Ydy + Zd~) 
das vo71stiindige Differential einer einwertigen (vgl. iibrigens Fussn. 806) 

Funktion wird. Diese durch Riemann 245) und O. Neumann 246) be
gonnene Untersuchung ist von Schering 247) in allgemeinster Weise 
ausgefiihrt worden; bei Kraftefunktionen dieser Art lasst sich dann 
auch eine Form des Hamilton'schen Prinzips angeben, bei der eine 
wirklicke Variation unter dem Integral stattfindet 248). 

Bei den meisten Untersuchungen wird sich das Hamilton'sche 
Prinzip wegen seiner Einfachheit mit grossem Vorteile zugrunde legen 
lassen 249). Insbesondere kann man sich nun auch auf den Standpunkt 
stellen, dasselbe ohne vorherige deduktive Begriindung mit Hiilfe von 
nach gewissen Analogieen gebildeten Kraftefunktionen zur Ableitung 
der Gleichungen ffir Systeme, uber deren wirkende Kriifte noah keine 
expUcite Vorstellung vorZiegt, zu verwenden 250). So gewinnt man mittelst 

244) Genaueres siehe Nr. 4:6. 
245) B. Riemann, Schwere, Elektrizitli.t und Magnetismus, herausg. v. 

K. Hattentiurff, Hannover 1880. 
246) O. Neumann, Die Prinzipien der Elektrodynamik, Tiibingen 1868 

= Math. Ann. 17 (1880), p. 200; auch Math. Ann. 1 (1869), p. 317. 
247) E. Schering, HamiZton-Jacobi'sche Theorie der KriUte, deren Maaas 

von der Bewegung der Korper abhiingt, Gott. Abh. 18 (1873), p.32; vgl. W. Voigt, 
Kompendium 1, p. 24; sowie L. Koenigsberger, Die Prinzipien der Mechanik, 
Leipzig 1901. 

248) Auaaer den genannten Arbeiten vgl. G. HoZlmt"lller, Zeitschr. f. Math. 
Phys. 16 (1870), p. 69; C. Neumann, Allgemeine Untersuchungen iiber daa 
Newton'ache Prinzip, Leipzig 1896, p. 227 if.; E. Budde, Mechanik 1, p. 339 u. 372: 

249) So fUr die Untersuchung der relativen Bewegung, vgl. z. B. C. Neu
mann, Leipz. Ber. 51 (1899), p. 371. 

260) Auaaer den bekannten Arbeiten von W. Thomson (Edinb. Roy. Soc. 
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derselben die Grundgleichungen der Elastizitat, der Hydrodynamik 
(vgl. Band IV 15), die Maxwell'schen Gleichungen der Elektrodynamik; 
man sehe die speziellen Untersuchungen. 

Dass das Hamilton'sche Prinzip unter den angegebenen V oraus
setzungen vollig aquivalent mit dem d'Alembert'schen ist, geht aus 
der obigen Darstellung unmittelbar hervor. Allerdings muss man bei 
nicht-holonomen Bedingungen genau auf den virtuellen Charakter der 
Variationen achten. Indem Hertz dies nicht beachtete, kam er in 
seiner Mechanik 1894 zu der Anschauung, dass fiir Sys.teme dieser 
Art das Hamilton'sche Integral nicht zur Anwendung gebracht werden 
konne, obwohl Voss schon 1884 auf die Art hingewiesen hatte, wie 
dasselbe in Riicksicht auf die virtuellen Variationen zur Anwendung 
gebracht werden muss 251). 

4:3 .. Das Prinzip der kleinsten Aktion 252). Weit mehr Schwie
rigkeiten hat das richtige Verstandnis des Prinzips der kleinslen Wir
kung, oder wie man eigentlich sagen solIte, der kleinsten Aktion, be
reitet, da es sieh hier um einen Variationsbegriff handelt, der bei 
den eigentlichen isoperimetrischen Problemen nicht zur Anwendung 
kommt. 

Bei einem System, dessen Anfangs- und Endlage, denen die Zeiten 
to und t1 zugehoren, festgehalten werden, besteht eine Variation der 

Trans. 1863, Math. and Phys. Papers 3, p. 386; Kirchhoff, Mechanik, p. 57,118) 
vgl. man u. a.: A. Walther, Hamilton's Methode und die Grundgleichungen 
der Elastizitat, Diss. Berlin 1868; Boltzmann, Uber das Prinzip v. Hamilton, 
J. f. Math. 73 (1871), p. 111, mit der Berncksichtigung von mehrfach tusammen
hltngenden mit Fliissigkeit erfiillten Mumen; C. Neumann, Beitrage zur mathe
matischen Physik, Leipzig 1893, p. 193ff.; desgl. Die elektrischen Krafte 2, p. 347; 
W. Wien, Hydrodynamik, p. 47, Leipzig 1900; H. v. Helmholtz, Das Prinzip der 
kleinsten Wirkung in der Elektrodynamik, Berl. Ber. 1892, p. 459; desgl. Uber 
die physikalische Bedeutung des Prinzips der kleinsten Wirkung, J. f. Math. 100 
(1887), mit der Bemerkung p. 143: "Jedenfalls scheint mir die Aligemeingiiltig
keit des Prinzips so weit gesichert, dass es als ein heuristisches Prinzip und 
als Leitfaden fUr das Bestreben die Gesetze neuer Klassen von Erscheinungen 
zu formulieren, einen hohen Wert in Anspruch nehmen kann." So bezeichnet 
auch schon C. Neumann (Ann. di mat. (2) 2 (1868), p. 2) das Prinzip als forma 
suprema et sacrosancta, nullis exceptionibus obvia. 

251) A. Voss, Math. Ann. 25 (1885), p. 263; vgl. O. Holder, 'Ober die Prin
zipien von Hamilton und Maupertuis, Gott. Nachr. 1896. 

252) Die mehr politisch-soziale Vorgeschichte dieses Prinzips, die sich an 
den Namen Maupertuis knlipft, ist im Texte nicht in Betracht gezogenj siehe 
ausser Montucla, Histoire 3, p. 645: A. Mayer, Zur Geschichte des Prinzips der 
kleinsten .A.ktion, Leipzig 1877; E. du Bois-Reymond, Maupertuis, Berl. Ber. 1892, 
p. 393; desgl. M. Cantor, Vorlesungen liber Geschichte d. Mathematik 5, p. 579. 
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wirklichen Bewegung darin, dass in der variierlen Bahn etwa mit der 
Zeit to beginnend jedem Punkt P der urspriinglichen ein Punkt 
P + 6 P zugeordnet wird. Dabei. tritt nicht nur eine Variation der 
Koordinaten 6x, 6y, 6s ein, sondern auch eine solche der Zeit, nam
lich der Unterschied der Zeiten in den Systemlagen P und P + 6 P. 
1st ferner (PPi) = ds, (P + 6P, Pi + 6Pi) = ds + «fds, so ist 
d t + 6 d t die zur Durchlaufung des variierten Bahnelementes durch
laufene Zeit, also 

dB +8ds 
dt + Bdt 

die variierle Geschwindigkeit, welche fUr eiMn Punkt des Systems 
willkurlich festgesetzt, allgemeiner willkurlich einer Bedingung unter
worfen werden kann. Man kann sie daher insbesondere so wii.hlen, 
dass die Variation der totalen Energie 

«fT-6'U 

Null ist, wobei unter J' U der Ausdruck 

~(X«fx + YJy + Z«fs) 
verstanden wird. 

Aus der identischen Gleichung 

'I 
f(2Td6t+ (6T + 6' U)dt 
t. 

11 

= f ~[(X - mli)6x + (Y - my)6y + (Z - mi)6s]dt 
t. 

folgt, wenn die Zeit nicht variiert wird, d. h. fur 6t = 0, wieder das 
Hamilton'sche Prinzip. Wird dagegen uber 6t mittelst der nach der 
obigen Bemerkung zulassigen Bedingung 

6T= J'U 
verfligt, so ergiebt sich 

'1 11 

62fTdt= f ~[(X -mx)6x + .. ·]dt=O. 
to to 

Dies ist das Prinsip der kleinsten Wirkung, dessen vollkommene l.qui
volens mit dem d'Alembert'schen Prinsip bei dieser Ableitung evident 
ist. Es ist dies aber eine (Yweiterre Form desselben, welche weder 
bei den Krii.ften eine von t explicite freie Kriiftefunktion noch bei 
den holonomen oder nicht-holonomen Bedingungen Unabhii.ngigkeit 
von der Zeit voraussetzt, wii.hrend allerdings die Variationen 6x, Jy, 6s 
ohne Rucksicht auf die Zeit zu behandeln sind, also im allgemeinen 
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einer Lagenanderung entsprechen, welche mit den Bedingungen der 
wirklich erfolgenden Bewegung in gar keinem Zusammenhang steht 258). 

Das Prinzip der kleinsten Aktion lautet daher 2M) : 
Die Variation des Integrals 

t, 

fTdt 
t. 

ist in Bezug auf alle virtuellen Variationen der wirklich erfolgenden 
Bahn des Systems, welche neben der Grenzbedingung der fiir das 
if Alembert'sche Prinzip erforderlichen Variationsbedingung geniigen, 
und bei denen die Variation der totalen Energie in jedem Augenblicke 
Null ist, selbst gleich Null, und umgekehrt liisst sich aus dieser For
derung auch wieder das d' Alembert'sche Prinzip, d. h. iiberhaupt das 
System der Differentialgleichungen der Dynamik herleiten. 

1st insbesondere eine Kraftefunktion U vorhanden, so wird 
~'U=8U, 

ist U ferner unabhangig von t und findet dies auch fUr die Be
dingungen statt, so hat man das Prinzip der kleinsten Aktion in der 
von Lagrange ausgesprochenen Form. 

Bei der Einfiihrung des allgemeinsten V ariationsbegriffs, der ge
radezu seine bestimmte Gestalt erst durch die Absicht gewinnt, die 
Differentialgleichungen der Bewegung zu erhalten, wird indes die be
sondere Form des unter dem Integral aufzunehmenden Ausdruckes 
v611ig gleichgiiltig. Man kann, wie Voss bemerkt, an Stelle desselben 
schliesslich eine ganz willkurliche Funktion der Koordinaten und Ge
schwindigkeiten setzen, obwohl die historischen Formen T + U und T 
durch Einfachheit und Allgemeinheit selbstverstandlich ausgezeichnet 
sind 255). 

253) Diese virluellen Bahnen sind hier a.lso - wie da.s ubrigens immer im 
Charakter allgemeiner virtueller Verrnckungen liegt - im allgemeinen unmog
liche, was im direkten Gegensatze zum Ostwald'schen Prinzip dea ausgezeichneten 
Falls steht, vgl. Fussn. 27. 

254) So bei A. Mayer mit in Bezug auf das Variationsproblem vollig 
korrekter Ausdrucksweise: "Gehorcht die Bewegung eines Systems .. dem Prin
zipe der lebendigen Kraft, und sind die Positionen zur Zeit to und zu einer un
bekannten Zeit tl gegeben, so £aUt die Aufgabe, die Bewegung des Systems zu 
bestimmen, mit der zusammen, diejenigen Werle der Koordinaten und den Werl 
tl zu bestimmen, welche der Differentialgleichung 

T= U+h 
t, 

geniigen und welche 8 J T d t = 0 machen" j Leipz. Ber. 38 (1886), p. 354. 
t. 

255) A. Voss, Bemerkungen tiber die Prinzipe der Mechanik, Munch. Ber. 
1901, p. 167. 
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44. Historisches iiber das Prinzip dar kleinsten Aktion. Euler 
hat das in ganz unklarer und unrichtiger Weise von Maupertuis~56) 
ausgesprochene Prinzip zuerst aus teleologischen Gesichtspunkten 257) 

hergeleitet und insbesondere auf Centralkrafte268) angewandt; erst 
Lagrange 259) bewies dasselbe allgemein unter der V oraussetzung einer 
Kraftefunktion und von der Zeit unabhiingiger Bedingungen. Da aber 
Lagrange den von ibm benutzten Variationsprozess nicht genauer de
finiert hatte, entstanden bald Missverstandnisse tiber die Moglichkeit, 
aus dem Lagrange'schen Integral die Differentialgleichungen der Be
wegung zu gewinnen. Insofem namlich die Variation bei konstanter 
Energie ausgefiihrt wurde, wahrend die Variation der Zeit nicht ex
plicite in Betracht gezogen wird, schienen die ~x, ~y, ~z nicht mehr 
von einander unabhiingig IOU sein 260). Allerdings hat schon Rodrigues 261) 

in vollig zutreffender Weise im Lagrange'schen Integral auch die Zeit 
variiert und so mit Hilfe der Multiplikatorenmethode die Differen
tialgleichungen der Bewegung gewonnen; aber diese Arbeit ist un
beachtet geblieben. 

Jacobi 262), der ebenfalls von der Voraussetzung ausging, dass die 

2M) Moreau de Maupertuis (Fussn. 262) zuerst in den Mem. de l'Acad. de 
Paris 1740, dann in der .A.rbeit: Des lois de mouvement et de repos deduites 
d'un principe metaphysique, Berlin, Mem. de l'Acad. 1746, p. 276, insbes. 286. 

267) Euler im additamentum 11 de motu projectorum p. 309 der "methodus 
inveniendi", Lausannae 1744: Quoniam omnes naturae eifectus sequuntur quandam 
maximi minimive legem, dubium est nullum, quin in lineis curvis, quas corpora 
projecta describunt si a viribus quibuscunque sollicitantur, quaepiam maximi 
mininrive proprietas locum habeat. 

268) Ibid., jedoch mit der Bemerkung: Tam late ergo hoc principium patet, 
ut solus motus a resistentia medii perturbantis excipiendus videatur. 

259) Lagrange, Misc. Taur. 2 (1760/61), Application de 180 methode des 
maxima et minima a 180 resolution de difi'erents problemes de 180 dynamique, 
Oeuvres 1, p. 353. Das Prinzip der kleinsten Aktion nimmt librigens in La
grange's Mecanique eine nur nebensachliche Stelle ein, obwohl es Lagrange 
vielleicht urspriinglich naher gelegen hatte, dasselbe analog zum Prinzip der 
virtuellen Geschwindigkeiten in der Statik als ein (allerdings nicht ganz all
gemeines) Grundprinzip der Dynamik anzusehen. Spater schenkte man ihm 
noch weniger Beachtung; Poisson sagt bei der Anwendung von Hamilton's 
Prinzip der variierenden Wirkung, J. de math. 2 (1837), p. 333: "ee principe 
de la moindre action, qui n'est qu'une regIe inutile aujourd'hui." 

260) Siehe A. MayfJ/', Leipz. Ber. 38 (1886), p. 343. 
261) Olinde Rodrigues, Correspond. sur 1'ec. polyt. 3, p. 169, Paris 1816. 
262) Jacobi, Werke, Suppl. p. 44: "Das Prinzip wird in fast allen Lehr

bilchem so dargestellt, dass es nach meiner Ansicht nicht zu verstehen ist. Es 
wird zwar g6sa.gt, dieser Sa.tz gelte nur, so lange der Satz der lebendigen Kraft 
gelte, aber es wird zu sagen vergessen, dass man durch den Satz der lebendigen 
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Zeit nicht variierl werden solle, gab der Frage daher eine ganz 
neue Wendung, indem er mit Hiilfe des Prinzips der lebendigen Kraft 
die Zeit vollstandig unter dem Integral eliminierle. Es entsteht so 
ein sozusagen neues Variationsprinzip, das man etwa als Jacobi'sches 
bezeichnen kann; bei ihm treten unter dem Integral nur noch die 
geomeilrischen Elemente der Bahn auf 26S). Wird nun das Integral so 
variiert, dass die Koordinaten Variationen erhalten, die wegen der 
Unabhangigkeit der Bedingungen von der Zeit samtlich auch mog
lichen Bahnanderungen entsprechen, so ergeben sich in der That die 
Gleichungen der Dynamik. 

Man hat namlich aus 
T- U=h, 

wenn zur Abkiirzung 

gesetzt wird, 

dt= -VU!h' 
Dadurch wird 

J - fTdt fy'S(U + h)j 

und in der That liefert 

wenn zur Abkiirzung wieder 

dt= -V U!h 
eingefiihrt wird, die aus den Lagrange'schen durch Elimination der 
Zeit entspringenden Gleichungen. 

M. Ostrogradsky dagegen, der ebenfalls mit Nachdruck die unrich
tige Begrilndung des Prinzips hervorhob, gelangte zu der Ansicht, dass 
das Lagrange'sche Minimumprinzip bei richtiger Behandlung im Sinne 

Kraft die Zeit aus obigem Integral eliminieren und alles auf Raumelemente redu
zieren miisse." Dabei ist aber gerade der Umstand nicht erwahnt, welcher dem 
damaligen Verstil.ndnis en\gegen war. Dass die Variation des Integrals verm6ge 
der Gleichungen der Bewegung verschwindet, wurde nie besweifeltj es handelt 
sich nur um die Umkehrung des Satzes (Lagrange, Mec. anal. 1, p. 211). 

263) Das Jacobi'sche Prinzip ist daher von ganz speziellem Charakterj a.uch 
ist nur der Fonn nach eine neue Aussage duin entbalten. Siehe FusBD. 174. 
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des Hamuton'schen zu fasean sei 264). Erst SWudsky 265) betonte wieder, 
auf Rodrigues zuriickgehend, dass das letztere yom Prinzip der kleinsten 
Aktion wesentlich verschieden seii sodann gab A. Mayer 266) im An
schluss an diese Arbeiten den wahren Sachverhalt, der ubrigens in 
England durch Routh 267) z. B. Hingst bekannt war. Helmholtz 268) lenkte 
von neuem das Interesse auf das Prinzipi erst HOlder hat aHe Zweifel, 
welche dasselbe betrafen, vollig beseitigt und das Prinzip in seinem 
weitesten Umfange ausgesprochen 269). 

Nach dem Prinzip der kleinsten Wirkung in seiner urspriinglichen 
Form ist ~ fTdt = 0, also die Ma:rimum-Minimum-Bedingung fur das 
Integral erfullt. Die Untersuchung nach dem Vorzeichen der zweiten 
Variation 270), d. h. den Nachweis, dass es sich hier in der That um 
ein Minimum fUr hinlanglich kleine Intervalle handelt, beruhren wir 
hier nicht, da sie vorzugsweise dem rein mathematischen Gebiet an
gehOrt. 

C) Eigentliche Integralprinzipe. 

4:5. Das Prinzip der lebendigen :Kraft. Aus den Fundamental
gleichungen der Dynamik Nr. 37, 3) 

mx, = X. + ~ l.a •• , etc. 

264) M. OBflrogradsky, Equations differentielles dans Ie probleme des isop!lr~
metres, Petersb. Mem. de l'Acad. (6) 4 (1850), p. 886; vgI. besonders p. 416 f. 

266) Th. SZmJ,dsky, Nouv. ann. de math. (2) 18 (1866), p. 198. 
266) A. Mayer, Die beiden allgemeinen Satze der Variationsrechnung, 

welche den beiden Formen des Prinzips der kleinsten Wirkung entsprechen, 
Leipz. Ber. 88 (1886), p. 848. 

267) E. J. Routh (Dynamics of a system of rigid bodies, 4. ed. 2, p. 244) be
nutzt wie Rodrigues die Multiplikatormethode; ohne dieselbe Ieitet K. Ucker
mann, Diss. Marburg 1893, das Prinzip her. 

268) H. v. Helmholtz, Day Prinzip d. kleinsten Aktion, Beri. Ber. 1887, 
p. 226. Gegen seine DarstelluDg sind malJche Einwendungen zu machen, vgl. 
Hiilder's Ai-beit, FUBsn. 269. 

269) O. Holder, tiber die Prinzipien von Hamilton u. Maupertuis, Glltt. Nachr. 
1896, p. 160. Man sehe ferner E. Mathieu, Dynamique analytique, 1877, p. 42; 
G. Sabinine, Sur Ie principe de Ia moindre action, Ann. di mat. (2) 12 (1888), 
p.287; Sur Ie minimum d'une integrale, ibid. 14 (1887), p.18; Sur les consi
derations d'Ostrogradsky et de Jacobi relatives au principe de Ia moindre action, 
ibid. 16 (1888), p. 27; M. Rtthy, tJber das Prinzip der kleinsten WirkUDg und 
das Hamilton'sche Prinzip, Math. Ann. 48 (1897), p.614; A. Voss, Glltt. Nachr. 1900. 

270) Siehe J. A. Serret, Paris C. R. 72 (1871), p. 697 oder Bull. sciences 
math. 2 (1871), p. 97; desgi. G. Darboux, Le90ns sur la theorie generale des 
surfaces, Bd.2, p.480, Paris 1896; D. Bobylew, Petersb. Abh. d. Aka.d. 69 (1889); 
G. Kobb, Sur Ie principe de la moindre a.ction, Toui. Ann. 6 (1891), p. 1-8. 

Encyklop. d. math. Wlalenach. IV 1. 7 
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und den Bedingungsgleichungen, daselbst 2) 

~ea,/x. + b,'!h+ e,.s.) + e, = 0 
erhiilt man durch Multiplikation mit den Xi' iii' Z, und Summation 
vermoge der Einfiihrung der lebendigen Kraft oder kinetischen Energie 
T die Gleichung 

~; =~eXiXi+~Y+ZiSi)-2')..e" 
in der unter den Xi' ~,Zi samtliche Krafte mit Ausnahme der aus den 
Bedingungsgleichungen hervorgehenden zu verstehen sind. Sind ins
besondere die c. aUe gleich Nul~ so foIgt durch Integration: 

t1 

T- To =2'!eXidxi + ~d'!Ji + Z.dz.). 
t. 

Dieser allgemeine Satz der lebendigen Kraft oder de;r kinetisehen 
Energie 271): Die Zunahme der lebendigen Kraft oder kinetischen Energie 
ist gleich der von den samtlichen Kriiften in der zugehOrigen Zeit ge
leisteten Arbeit, gilt daher bei allen auch nicht-holonomen Bedingungen, 
falls nur die c. = 0 sind 272); bei durch endliche Gleichungen vertre
tenen Bedingungen 

also jedenfaUs dann, wenn dieselben von t explicite unabhangig sind. 
Denkt man sich die Xi' ~,Zi in die Bestandteile 

Xi=X/+X/" 
Y;= Y; + Y/" 
z;=Z/+Zr 

zerlegt, von denen die ersteren eine von der Zeit explicite unabhangige 
Kraftefunktion U besitzel'l, so wird unter denselben Voraussetzungen 

T- To= U - Uo + !~eX"dx + Y"dy + Z"dz), 

oder, wenn man an Stelle von U die Funktion 

V=-U 
einfiihrt: 

T + V = To + Vo + !~eX"dx + Y" dy + Z"dz). 

271) Einfacher erhil.lt man diese Gleichung direkt aUB dem d'Alemberl
schen Prinzip unter der Voraussetzung, dass die wirklichell Bahnelemente 
dx., dy., dB. unter den virtuellen enthalten sind, wobei der holonome oder 
nicht holonome Charakter vllllig gleichgiiltig iat. 

272) So wohl zuerst bei ..4. Voss, nber die Differentialgleichungen der 
Mechanik, Math. Ann. 25 (1885), p. 266. 
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Ist insbesondere das Arbeitsintegral rechter Hand gleich Null, so er
halt man 

T + V= To+ Yo' 

Dieser letztere Satz, der wieder das Prinsip rkr Erkaltung rkr liben
digen Kraft oller rkr kinetischen Energie ausspricht, liefert fiir aile 
mechanischen Systeme mit einem Freiheitsgrad, bei denen nur konser
vative, d. h. aus einer von t explicite unabhangigen Kraftefunktion 
entspringende, Krafte wirken und bei den vorhin angegebenen Voraus
setzungen iiber die Bedingungen, die Losung durch Quadraturen, und 
ist iiberhaupt das Fundamentaltheorem, an das sich die weitere Dis
kussion jedes mechanischen Problems zunachst anschliesst. 

Weit wichtiger fiir die gesamte mechanische Anschauung ist 
indessen die, wie es scheint, durch Helmholts 273) zuerst eingefiihrte 
Umformung, welche die negative Krii£tefunktion als potentielle, T als 
kinetische, T + Y als totale Energie auffasst, womit der Satz von der 
lebendigen Kraft zum Energieprinsip, d. h. zur Lehre von der Erhal
tung der Energie hiniiberleitet. 

Die Betrachtung der Energie in rein mathematischer Hinsicht 
bietet Vorteile, welche besonders deutlich bei den Stabilitiitsfragen 
hervortreten. Wir erwahnen hier nur die weitreichenden Verallge
meinerungen, welche Routh 274.) in das Lagrange'sche, zuerst von Di
richlet 276) vollstiindig bewiesene, Stabilitatskriterium eingefiihrt hat. 

Andererseits stehen hiermit in enger Verbindung aile die Ge
sichtspunkte, welche mit der Fortbildung dar analytischen Geometrie 
zur mehr-dimensionalen Raumauffassung hervortreten. Vor allem sei 
hier an die Untersuchungen iiber das Linienelement1l76), das als Quadrat· 
wurzel aus dem Differential der (doppelten) kinetischen Energie auf
tritt, an die Theorie der quadratischen Formen im Problem der kleinen 

273) Helmholte, Erhaltung der Kraft, Ostwald, K. B. Nr.l, p.ll; auch von 
Clausius wird die Auffassung, die im einzelnen vielleicht schon friiher bestanden 
hat, in ihrer allgemeinen Form auf Helmliolte zUriickgefiihrt (Ann. Phys. Chem. 
160 (1873), p. 109). 

274) Routh, Essay on stability of motion; Dynamik 2, p. 76f. 
276) P. G. Lejeune-Dirichlet, tTher die Stabilitll.t des Gleichgewichts, J. 

f. Math. 32 (1846), p. 86; A. LiaPQunoff, Sur l'instabilite de l'equilibre dans 
certains cas ou la fonction de forces n'est pas maximum, J. de math. (6) 3 
(1897), p. !;1; J. Hadamard, Sur certaines proprietes des trajectoires en dynamique, 
ibid. p. 364. 

276) Sie beginnen mit J. LiOtWille's Abhandlung: Expression remarquabJe 
de 10. quantite qui est un minimum en vertu du principe de 10. moindre action, 
J. de math. (2) 1 (1866), p. 297. 

7* 
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Schwingungen 277), an die Lehre von der Aquivalenz der mechanischen 
Probleme 278), sowie an die Vorstellungen der Gruppen- und Transfor
mationstheorie 279) erinnert. 

Von prinzipieller Wichtigkeit ist endlich das Auftreten der to
talen Energie E = T + V in der Poisson-Hamilton'schen Transforma
tion der Lagrange'schen Gleichungen, Nr. 37, (4). Zerlegt man die 
Variabelen q., s = 1, 2, ... , r in zwei Gruppen q. und r a' S1 = 1, 
2, ... ,l; o=1,2, ... ,l'; l+l'=r und setzt • 

{)T 
or[ = Pa., 

a. 

so folgt fur T' = (T) -;EP.Jl,,, falls (T) der aus T durch die Sub
stitution der PSI an Stelle der rjs. entstehende Wert ist, sodass T' 
eine Funktion der q,., ps., r a, r a wird, 

dPa• () T' 
at = a;;- + Q'l' 

"-Sl 

dq. 0 T' 
Tt =- oPal' 

d (OT') oT' 
dt Ora - ora = Qa, 

oder, wenn die Gruppen qa und q,. zusammenfallen, 

dPa oT' 
7ft = oq, + Qs, 

dQ. 0 T' 
7ft=--op" 

In dem besonderen FaIle, wo T eine homogene quadratische Funktion 
der fJ., ist (Nr. 37), wird T' = - (T); setzt man nun auch 

oV 
Q'=-Oq 

• voraus, so entsteht fur 
E= (T) + V 

die kanonische Gestalt der Differentialgleichungen der Mechanik: 

dq. _ + oE 
7ft - op.' 

dp,=_ oE 
dt oq.' 

277) Siehe namentlich E. J. Routh, Dynamics of a system rigid bodies, vol. 
1 u. 2. 

278) P. Stackel, J. f. Math. 107 (1891), p. 819. 
279) Ausser den Gesamtarbeiten von S. Lie vgl. die Untersuchungen von 

P. Painleve, P. Stiickel u. a., sowie die Artikel 11-14 von Bd. IV. 
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wodurch das ganze Problem nur von der Energiefunktion E ab
hangt279a). 

46. Historische Bemerkungen 'fiber Arbeit, lebendige Kraft, 
Energie. Der Satz der lebendigen Kraft findet sich in seiner ein
fachsten Form schon bei Galilei 280), dem bekannt war, dass die End
geschwindigkeit des auf der schiefen Ebene fallen den Korpers nur 
von der H6he abhangt; in weit prinzipiellerer Form abertritt das 
Prinzip der Erhaltung der lebendigen Kriifte bei Huygens 281) als Axiom 
auf. Joh. Bernoulli 282) spricht bereits von der conservatio virium vi
varum, von der Fahigkeit der lebendigen Kraft, in verschiedenen 
Formen Arbeit zu leisten. 

In seiner eigentlichen, der analytischen Mechanik angehOrigen 
Form, findet sich der Satz aber zuerst bei Dan. Bernoulli, der ihn 
bereits fiir die Probleme der himmlischen Mechanik entwickelt 283); bei 
Lagrange 284) entstand dann der Begriff der Potentialfunktion fiir dis
krete, bei Laplace 285) fiir kontinuierliche Massen. 

279 A) Diese kanonische Form der Differentialgleichungen del' Dynamik, in 
welche nach Ostrogradsky, Petersb. Mem. de l' Acad. (6) 4 (1850), p. 403, jedes 
isoperimetrische Problem gebracht werden kann, findet sich schon in einer un
veroffentlichten Arbeit von Cauchy in Turin, Mem. (1831); vergleiche A. Cayley, 
Brit. Assoc. Rep. 1862, London 1863, p. 184; liber das Auftreten der kanonischen 
Gleichungen bei Lagrange, Poisson, Hamilton, Routh vgl. ArtikelU& von Bd. IV. 

280) Vgl. Mach, Mechanik, p. 342. Ahnliche Betrachtungen bei P. Varignon, 
Proprietes communes aux chutes rectilignes dans Ie vuide, Paris, Mem. de 
l'Acad. 1720, p. 107 (Paris 1722). 

281) Ck. Huygens im horologium oscillatorium, Paris 1673. Vgl. ausaer 
Lagrange, Mecanique 1, p. 249, Mach, Mechanik, p. 180: "Wir hoffen dieses 
Prinzip (des Schwingungsmittelpunkts) ala identisch mit dem Satze der leben
digen Krafte hier in das richtige Licht gestellt zu haben." Zur genaueren 
Untersuchung vgl. die grundlegenden Arbeiten von Jacob Bernoulli, Demonstra
tion generale du centre de balancement, Paris, Mem. de l'Acad. 1703, p. 78; 
Opera, 2 Bde. Genevae 1744, Bd. 1, p. 930; Demonstration dU principe de M. 
Huyghens, Paris, Mem. de l'Acad. 1704, p. 136; Opera 1, p. 947. 

282) Joh. Bernoulli, Comm. Ac. Petrop. 2 (1729), p. 200, Theoremata selecta 
pro conservatione virium vivarum; desg!. Opera 3, p. 243 (aus den Acta erud. 
Lips. 1735), de vera notione virium vivarum, mit der merkwiirdigen Bemerkung 
p. 246: "Hinc patet, vim vivam quae aptius vocatur facultas agendi esse aliquid 
reale et substantiale quod per se Bubstitit et quantum in se est, non dependet 
ab alio." 

283) D. Bernoulli, Remarques sur Ie principe de la conservation des forces 
vives pris dans son sens general, Berlin, Mem. de l'Acad. 1748, p. 356; daselbst 
fur das Problem der n Korper p. 363. 

284) Lagrange, Berlin, Mem. de l'Acad. 1777, p. 155. Der Name Potell
tialfunktirm stammt bekanntlich von G. Green (An essay of the application of 
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Aus der speziellen Formel mv9 = 2ghm ist nun auch die ganze 
Lehre von der Energie entsprungen. Urspriinglich galt als Ausdruck 
fiir die lebendige Kraft die Grosse mvl • Ein ebenso primitiver Be
griff ist ferner der einer gewissen Leistung Ph, welche stattfindet, 
wenn ein Gewicht P die Niveauanderung h erfahrt; er wurde all
mahlich auf aIle durch Gewichte ausdriickbare (zunachst konstante) 
Krafte iibertragen. 

Diese Grosse wird bald als Effekt der Kraft, alS puissance meca
nique 286), ala moment d'activiM287), als effet dynamique, als quantite 
d'action288) (Coulomb); von andern (Ch. Dupin 289), Hachette~90), Prony291») 
jedoch auch schon als Arbeit, travail, labour, bezeichnet. 

Aber erst durch Poncelefs Einfluss hat sich der von Coriolis 299) 

vollkommen scharf definierte Begriff der Arbeit, work, travail, lavoro, 
einer veriinderlichen Kraft bei beliebiger Bahn vollstandig eingebiirgert. 
Diese beiden franzosischen Forscher, deren Ideen sich vielfach beriih
ren, zum Teil auch wohl durch gegenseitige Beeinflussung sich modi
fiziert haben, wenden den Satz der lebendigen Kraft in voller Allge
meinheit auf die zwanglaufige Bewegung der Maschinen an 998): so 
entsteht die Coriolis-Poncelet'sche Formel 

{~m(v2-vo2) = Tm-Tr-TJ-Tc, 

wo die Grossen rechter Hand die Arbeiten der bewegenden Krafte 
und der verschiedenen Widerstande resp. Stosse bezeichnen. 

math. analysis, Nottingham 1828), ausser in den Math. Papers auch abgedruckt 
J. f. Math. 39, 44, 47 (1850/64); deutsch herausg. v. A. Wangerin, Ostwald, K. B. 
Nr. 61. 

285) Laplace, Paris, Mem. de l'Acad. 1782, p. 119. 
286) So z. B. schon J. Smeaton in Lond. Phil. Trans. 66 (1776), p.450 als 

mechanical power. 
287) Oarnot, Principes fondamentaux. 
288) So G. Monge und J. P. Hachette. 
289) Ok. Dupin, Geometrie et mecanique des arts, 3 (1826), p.477. 
290) J. P. Hachette, Traite eIementaire des machines, 4. ed. 1828, p. 19. 
291) R. Prony, Annales des mines 1826, p. 33; vgl. die Angaben von 

Poncelet im Cours de mecanique, § 6. 
292) G. OarioUs sagt in der Vorrede zur 1. ed. des Traite de 10. mecanique 

des corps Bolides et du cal cuI de l'eft'et des machines 1829, ed. 2 (1844): "Je 
designe par le nom de travail 10. quantite qu'on appelle assez communement 
puissance mecanique" etc. . .. Daselbst auch, sowie bei Poncelet der grund
legende Satz von der .£1rbeit der Resultaflten. 

293) Nach O. L. NatJier, Details historiques sur l'emploi du principe des forces 
vives dans 10. theorie des machines (Ann. de chimie 9 (1818), p. 146), hat indessen 
schon L. N. Oarnot in seinem Essai sur les machines en general (1788), mit 
dieser Ausdehnung begonnen. 
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Erst von S. Carnot 294) wurde diese Gleichung auch auf in da
maligem Sinne nicht mechanische Vorgange, thermodynamische 
Probleme, angewandt, und dam it der Grund zu der heutigen Lehre 
von der Energie gelegt, wahrend namentlich durch Green's Arbeiten 
und Hamilton's allgemeinen Begriff der Kriifte{unktion (force function) 295) 

auch die mathematische Formulierung sich weiter entwickelte. 
Die noch auf die rein mechanischen V organge des Stosses von 

bewegten Massen etc. beschrankte Vorstellung von Th. Young 296), den 
Korpern Energie zuzuschreiben, vermoge deren sie Arbeit leisten 
konnen, die schon bei L. N. Carnot als force vive virtuelle (die jetzige 
potentielle Energie) neb en der force vive zum Ausdruck gekommen 
war, bildet sich unter Coriolis 297) und Poncelet 298) zu dem Prinzipe 
de la transmission du travail, d. h. der Lehre von dem Umsatz der 
.Arbeitsgrosse in den Maschinen, aus. 

Unter R. Mayer's299) kiihner und ganzlich origineller Gedanken-

294) Sadi Carnot, 1824; abgedruckt Ann. ec. norm. (2) 1 (1872), p. 393, 
295) W. R. Hamilton, On a general method in dynamics, Lond. Phil. Trans. 

1884, p. 249. Der Name Kraftefunktion ist durch Jacobi 1836, J. f. Math. 17 (1838). 
p. 97, eingefiihrt. Die pragnante Bezeichnung als Ergal durch Clausius, Ann. Phys. 
Chem. 150 (1873), p. 136, neuerdings wieder bei E. Budde, Mechanik 1, p. 430. 

296) Th. Young, A course of lectures of natural philosophy, Bd. 1, p. 78; 
Bd. 2, p. 51; dort auch p. 79 die Bemerkung "The labour expended in produ
cing any motion is proportional not to the momentum, but to the energy, which 
is obtained." Energie bewegter Korper indes schon bei d' Alembert, Encyclo
pedie (4 Bde., 2. ed. Paris 1785) Bd. 2, p. 82, Art. Mathematiques. 

297) Corio lis, TraiM ed. 1844, p. 39 u. 114. Von Corio lis riihrt auch (aver
tissem. zur ed. 1, ,,je me suis encore permis une Ugere innovation, en appelant force 
vive Ie produit du poidB par la hauteur") die jetzige Definition der lebendigen Kraft 
her, welche gerade diese Aquivalenz von Arbeit und lebendiger Kraft ausdriickt; 
diese scheinbar nur formale .A.nderung ist ebenso wichtig, wie die in Helmholtz' 
Erhaltung der Kraft durch Umkehrung des Zeichens der Potentialfunktion ge
wonnene Erkenntnis, daBS die totale Energie konstant ist. Erst sehr langsam 
ist der Ausdruck mv! aufgegeben; auch gegenwartig besteht derselbe noch viel
fach, so z. B. W. Schell, Theorie d. Bewegung 2, p. 530; namentlich bei franzos. 
Autoren, z. B. H. Resal, Mecanique 2, p. 235; R. Liouville, Paris C. R. 114 (1892), 
p. 1171; P. Appell, J. de math. 12 (1896), p. 5; J. Boussinesq unterscheidet die 
energie actuelle von der force vive de Leibniz (Acta erudit. Lips., 1695); fast 
durchgangig noch in der englischen Litteratur, siehe rlie Bemerkung von Routh, 
Dynamik 1, p. 315. 

298) J. V. Poncelet, Cours de mecanique, p. 17: "La somme des travaux 
elementaires developpes tant par les differentes forces qui produisent la modi
fication du mouvement que par les forces d'inertie qui naissent de cette modi
fication, est constamment egale a zero." 

299) R. Mayer, Manuser. von 1841 fiir Ann., Phys. Chem. in: R. Mayer, 
kleinere Schriften u. Briefe, herausg. von J. Weyrauch, Stuttgart 1893. 
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entwicklung fiihrt dies zu einer ganz allgemeinen Konzeption, vermoge 
der alle Erscheinungen unter dem einheitlichen Bilde mechanisch 
aquivalenter Arbeiten, die sich ineinander transformieren, aufgefasst 
werden. In mathematisch genauerer Form und unabhangig vonR.Mayer 
wurden diese Ideen von Helmholtz SOO), der an Stelle der negativen 
Potentialfunktion die V orstellung der Spannkraft V einfiihrte 301), ill 

dem allgemeinen Gesetz der Erhaltung der Energie 

~ 2mv2+ V=const. 

ausgesprochen und zugleich mit den weitgehendsten Anwendungen 
auf Thermodynamik, Elektrodynamik etc. bereichert. 

Begrifflich wurden diese Ideen vor aHem durch Rankine und 
W. Thomson weiter entwickelt, deren Terminologie schliesslich zu 
allgemeiner Geltung gekommen ist. 

N ach Rankine 302) steht aktuelle oder sensible Energie (vis viva, 
Warme, Licht, elektrische Bewegung etc ... ), bald darauf von W. Thomson 
dynamische oder kinetische Energie genannt, der potentiellen (latenten) 
Energie (Molekularkrafte, Gravitation, chemische Affinitat, elektrische 
Ladung etc ... ) gegeniiber; aIle Erscheinungen beruhen in einer fort
wahrenden Transformation dieser beiden Energieformen ineinander, 
deren Gesamtgrosse sich erhiHt, und es ist die Aufgabe der physika
lischen Mechanik, die Gesetze zu finden, nach denen diese Verwand
lungen erfolgen. Uber die Weiterbildung dieser Ideen durch Ostwald 
siehe Nr. 4:9. 

4: 7. Das Energieprinzip. Der Satz von der Erhaltung der Energie 
im alten Sinne, Nr. 4:2, ist ein rein dynamischer. Ganz anders steht 
es aber 303) mit dem Energieprinzip der modernen Physik, dass als ein 
auf eine umfangreiche Induktion gegriindetes Axiom anzusehen ist. 

Die Energie eines materiellen Systems 304) ist der in mechanischen 

300) H. v. Helmholtz, Uber die Erhaltung der Kraft, Berlin, 23. Juli 1847 
= Wiss. Abh. 1, p. 12-75; auch Ostwald, K. B. Nr. 1. 

301) Ostwald, K. B. Nr. 1, p. 12. 
302) W. J. M. Rankine, On the general law of the transformation of energy, 

Glasgow, Phil. Soc. Proc. 3 (1853) = Papers 1881, p. 203; Outlines of the science 
of energetics; ibid. 1855 = Papers, p. 209 mit der Bemerkung: "Any kind of 
energy may be made by the means of performing any kind of work", p. 218; 
desgl. W. Thomson, On the origin and transformations of motive power, 1856 
= Papers 2, p. 182. 

303) Vgl. z. n. P. Duhem, Traite elementaire de mecanique chimique, Paris 
1897, p. 25. 

304) W. Thomson 1861 Phil. Mag. (4) 9 (1855), p. 523: "The total mechanical 
Energy of a body might be defined as the mechanical value of all the effect it 
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Arbeitseinheiten gemessene Betrag aller Wirkungen, die "ausserhalb" des 
Systems hervorgerufen werden, wenn dasselbe aus seinem Zustande 304a) 

auf irgend eine Weise in einen gewissen Normalzustand iibergeht; 
dieser Betrag ist von der Art des Uberganges vollig unabhiingig. 

Wir nehmen an, dass ein materielles System, an dessen Teilchen 
ausser den dynamischen Erscheinungen noch verschiedene Zustande, 
thermische, elastische, magnetische, chemische Affinitiiten ... hervor
treten, hinsichtlich dieses Gesamtzustandes durch eine Reihe von Para
metern qi' q2 ... qk und den Geschwindigkeiten derselben izll iz2 ... gk 
definiert sei. Geht nun das System aus irgend einem Normalzusfand 
Zo (q.o, iz.O) in irgend einen neuen Zustand Z (q., q.) iiber, so wird ein 
gewisser Betrag mechanischer Arbeit 305) A ausserhalb des Systems her
vorgerufen, wobei allerdings vorausgesetzt wird, dass es moglich sei, 
diese Wirkungen sammtlich durch Aquivalente mechanischer A"beit zu 
messen. Wiirde nun die Arbeit auf einem ersten Wege W von Zo 
nach Z gleich Au auf einem zweiten Wege lV2 gleich A2 sein, und 
entspricht dem Wege Ws von Z nach Zo die Arbeit As, so hat man 
zwei geschlossene Wege 

Wi + Ws und W2 + Ws, 
denen die Arbeiten A1 + As, A2 + As entsprechen. Macht man nun 
die Voraussetzung der Unmoglichkeit des Perpetuum mobile, dass niimlich 
die Arbeit auf einem geschlossenen Wege immer gleich Null istS06), 

so folgt hieraus 
Ai =~, 

d. h. die totale Arbeit ist eine Funktion der Parameter, die nur vom 
Anfangs- und Endzustande abhangig ist, also 

A = F(q., g.1 q.o, g.O) . 

would produce in heat omitted and in resistances overcome, if it were cooled to 
the utmost. But .. it is convenient, to choose a certain state as standard. Desgl. 
Quart. J. of math. 1 (1857), p. 57. VgI M. Planck, Energie, p. 99; G. Helm, 
Grundziige d. math. Chemie, Leipzig 1894, p. 1; Planck, Vorlesungen iiber 
Thermodynamik, Leipzig 1897, p. 34 if. 

304") Uber die hier nach Planck gewahlte Ausdrucksweise vgl. Planck, 
Prinzip der Erhaltung der Energie, p. 93. 

305) Dasselbe wird von P. Duhem, Commentaire aux principes de la thermo
dynamique, J. de math. (4) 8 (1892), p. 290 als Oeum'e bezeichnet. 

306) Natiirlich kommen hier, sobald es sich um allgemeine Mannigfaltig
keiten handelt, die Satze der Analysis situs in Betracht, welche E. Betti, Sopra 
gli spazii d'un numero qualunque di dimensioni, Ann. di mat (2) 4 (1870/71), 
p. 140, desgl. E. Lemmi, Sur les cas d'exception du theoreme des forces vives, 
J. de math. (3) 2 (1876), p. 233 entwickeln. Vgl. Maxwell, Elektrizitat und 
Magnetismus 1, p. 19. 
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Da ferner bei Einschaltung eines Zustandes Z (g" q,) auch 

A = F(g" q" q,O, q}) + F(q" q., q" q,) 
sein muss, so wird man allgemein haben 

A = «P (q., q.) + qr (q.o, q,O) 
oder, wenn man bedenkt, dass 

0= «P(q,O, q,O) + 7J!(q.o, q.O) , 
.A = «P (q., q,) - «P (q.o, q.O). 

Nimmt man nun an, dass «P in zwei Teile zerfiillt, von denen der 
eine nur die q. enthalt, der andere eine homogene quadratische Funk
tion der q. ist, deren Koeffizienten von den q. abhiingen konnen, 
so wird 

also ist 
- «P = V (q.) + T(q., q.), 

- .A = V - Vo + T - :10' 
wobei .A durch ein gewohnliches Arbeitsintegral oder durch eine Summe 
von in mechanischem Masse ausdriickbaren thermischen, elektrischen, 
chemischen, ... Arbeiten auszudrucken sein wird. So wird denn 

- aA = dV + dTS07) 
oder, wenn man die linke Seite, die kein vollstandiges Differential 
in Bezug auf die q. zu sein braucht, durch 

m k 

~ P.dq. + '2 E. Q.dq. 
1 m+l 

bezeichnet, (der erste Teil bezieht sich auf die mechanischen Krafte, 
der zweite auf die mit geeigneten Aquivalentzahlen ausgedriickten 
anderen Betrage) 

m k 

dV + dT - ~ p. dq. - '2 E. Q, d q, = 0 
1 m+l 

der Ausdruck des allgemeinen Satzes von der EJrhaltung der Ene;-gie. 
De:6.niert man nun 

hP=~P.hq. 

hQ = ~ Q.E,hq., 
so kann man endlich als Grundformel fUr aUe mechanischen Vorgange 
das erweiterte Hamilton'sche Prinzip 

!meehen. 
hfcT- V + P+ Q)dt=O 

807) Diese zweckmll.ssige Bezeichnung unvollstll.ndiger Differentiale O. Neu
mann's (Leipz. Ber.46 (1894), p. 1) auch bei W. Voigt, Kompendium 1, p.22. 



48. Das Virial und der zweite Hauptsatz der Thermodynamik. 107 

Es ist im V origen versucht worden 808), mit Hiilfe des Axioms 
von der Unmoglichkeit des perpetuum mobile die allgemeinen Ge
sichtspunkte der Energetik darzustellen. Diesen Weg hat Helmholtz S09) 

bereits 1847 in seiner bekannten Abhandlung betreten, mit der Be
merkung, dass das Energieprinzip mit dem Satze von der Erhaltung 
der lebendigen Kraft zusammenfiillt, wenn man aIle V organge auf 
reine Fernkrafte zuriickfiihrt 310). 

4:8. Das Virial und der zweite Hauptsatz der Thermodynamik. 
Aus den Gleichungen von Lagrange Nr. 37 erhalt man durch Mul
tiplikation mit x, y, z und Summation fiir ein freies System (d. h. ein 
solches, in dem aIle Bedingungen durch Krafte ersetzt sind) und fiir r 
als Entfernung der Punkte vom Anfang der Koordinaten 

(1) ~~ = ~ :t ~ mi ri2 = T + -} ~(Xx + Yy + Zz). 

Nimmt man nun an, dass nach Ablauf der Zeit to bis t die linke Seite 
ungeandert geblieben ist, so wird 

T- To=V -V01 
wenn man mit 

v =-~ ~(Xx+ Yy+Zz) 

das Virial der Krafte bezeichnet 811). Dieser sehr spezielle Satz lasst 

308) Man vgl. P. Duhem, Commentaire aux principes de la thermodynamique, 
J. de math. (4) 8, p. 269; 9, p. 293; 10, p. 207 (1892/94); desg!. Traite de Dlecanique 
chimique 1, p. 25; desgleichen in Betreff einer scharferen Anwendung des Per
petuum mobile-Axioms als bei Helmholtz, M. Planck, Energie, p. 140; L. Natanson, 
tjber die Gesetze nicht umkehrbarer Vorgange, Zeitschr. f. phys. Chemie 21 (1896), 
p.193. 

309) Dasselbe Argument benutzt iibrigens schon 1837 G. Green in der Ab
handlung iiber die Arbeit der elastischen Krai'te: "Indeed if /tIP were not an exact 
differential a perpetual motion would be possible and we have every reason to 
think, that the forces of nature are so disposed, as to render this an natural 
imp"ssibility" (Green, Papers, p. 248). 

310) In dieser, von Clausius, Ann. Phys. Chem. 91 (1854), p.604 bereits bestrit
tenen, von Planck (Energie, p. 137) ala misslich bezeichneten, gegenwiktig wohl 
ziemlich allgemein aufgegebenen dogmatischen Weise formuliert z. B. H. Klein 
die "Deduktion des Satzes von der Erhaltung der Kraft", Schul-Progr. Dresden 
1889, Nr. 508. 

311) R. Clausius, Ann. Phys. Chem.141 (1870), p. 124; Jubelband 1874, p. 411; 
Y. Villarceau, Sur un nouveau principe de mecanique, Paris C. R. 75 (1872), 
p. 232, 377. tiber das Virial in Jacobi's Dynamik, p. 22, vgl R. Lipschitz, Bull. 
sciences math. 3 (1872), p. 349; in der Statik tritt das Virial schon 1~37 bei 
Mobius als Sicherheitsfunktion auf (Statik 1, p. 230); spater bei F. Schweins, J. f. 
Math. 38 (1849), p. 77 u. 47 (1854), p. 238, als Fliehmoment in Aoalogie zu den 
gew1)hnlichen Momenten. 
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sich nach Clausius verallgemeinern, wenn man (1) nach der Zeit 
integriert, 

t, t, 

R- Ro= JTdt-JVdt, 
to to 

woraus, wenn die linke Seite in verhiiltnismassig engen Grenzen 
schwankt, bei hinreichend grossem t1 - to fiir die Mittelwerte Tm, V m 

von T, V folgt 
Tm=Vm, 

d. h. die mittlere lebendige Kraft ist gleich dem (mittlern) Virial. 
Das Virial ruckt die Betrachtung mittlerer Zustiinde eines Systems 

in den V ordergrund, wie sie namentlich in der kinetischen Theorie 
der Gase und den sich anschliessenden Untersuchungen der Wahr
scheinlichkeitsrechnung iiber die periodische Wiederkehr gewisser Zu
stande zum A.usdruck kommen. Wir verfolgen dieselben hier nur so
weit, als sie mit dem zweiten Hauptsatz der Thermodynamik in seiner 
einfachsten Form in Verbindung stehen. 

Setzt man bei allgemeinen Koordinaten q. 

T+U=H, 
so ist 

falls auch die Parameter der potentiellen Energie, welche beim Ha
milton'schen Integral nicht variiert werden, eine durch ~c bezeichnete 
Anderung erfahren. Bezeichnet man das letzte Integral durch W, so 
wird fiir die Gesamtenergie T - U = E bei von der Zeit unab
hiingigen Bedingungen 

tl tl 

~J2Tdt= ~fEdt-IEdt /::+ /~~:~q8/::+ w, 
to to 

wenn T eine homo gene Funktion zweiten Grades der q. ist. 1st nun 
das System in einer solchen Bewegung, dass zur Zeit to und t1 die 
Punkte dieselben Lagen und Geschwindigkeiten annehmen 812), so wird 

312) Die 8ehr 8peziellen Annahmen des Textes in erweiterter Form bei 
Clausius, tTher die Zuriickfiihrung des zweiten Hauptsatzes der mechanischell 
Warmetheorie auf allgemeine mechani8che Prinzipien, Ann. Phys. Chem. 142 
(1871), p. 433; Suppl. 7 (1876), p. 215; iiber em ell neuen mechani8chen Satz, 
Ann. Phys. Chem. 150 (1873), p. 106; iiber den Zusammenhang des zweiten Haupt
satzes .. mit dem Hamilton'schen Prinzip, Ann. Phys. Chem. 146 (1872), p. 585 
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11 

~ J2Tdt = (tl -- to) ~E+ W, 
10 

also, wenn man das Integral durch seinen Wert 2 T m (tl - to) ersetzt: 

2 ~ [T,n (tl - to)] = (tl - to) ~E + W. 

Insbesondere folgt fiir W = ° 
2 d' [Tm (tl - to)] d'E 

Tm(t1 -to) = Tm' 

Wird daher eine Reihe von Bewegungszustanden durchlaufen, die 
einen vollkommenen Kreisprozess bilden, so dass schliesslich der ur
spriingliche Bewegungszustand wieder entsteht, so wird 

f'd'E 
1'=0, 

~ m 

was dem zweiten Hauptsatz der Thermodynamik fur vollkommene 
Kreisprozesse entspricht, wenn Tm durch die absolute Temperatur T, 
~ E durch .die zugefiihrte Warmemenge d Q ersetzt wird 813). 

Fiir die Energie E und die Entropie S 

S-Jd Q - T 
geIten nun auch die beiden, dem Prinzip der virtuellen Geschwindig
keiten nachgebildeten Fundamentalsatze von Gibbs 314): 

Zum Gleichgewicht eines materiellen von ausseren Einflussen ab
gesonderten Systems ist notwendig und hinreichend, dass fur aIle 
moglichen Anderungen in seinem Zustande, die seine Energie un
geandert lassen, die Anderung der Entropie 

~S<O, 

SOWle dass bei ungeandertem S die Anderung der Energie 

~E>O 
sei. 

Auf die weitere Fortbildung des Energie- und Entropiebegriffes, 
z. B. die Unterscheidung zwischen freier und gebundener Energie, kann 
hier nm hingewiesen werden; man sehe daruber Band V. 

49. Die Lokalisierung der Energie. Es liegt nahe, die Energie 
eines Systems als eine primitive Qualitat desselben anzusehen, welche 

vgl. auch C. Szily, Das dynamische Prinzip von Hamilton in der Thermodynarnik, 
Ann. Phys. Chern. 149 (1873), p. 74. 

313) Boltzmann, mer die mechanische Bedeutung des zweiten Hauptsatzes 
in der Warmetheorie, Wien. Ber. 53 (1866), p.195. 

314) J. W. Gibbs, Thermodynarnische Studien, p. 66. 
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ausser den Raum- und Zeitgrossen al"lein den mechanischen Arbeits
wert des Systems ausdriickt. Die hierauf beziiglichen !dean Rankine's 
hat OstwaldS15) zu einem System der Energetik entwickelt, dessen Auf
gabe darin besteht, die verschiedenen Formen der Energie nach ihren 
"Kapazita.ts"- und ,,Intensita.ts"-faktoren zu unterscheiden und zugleich die 
Grundregeln ihrer Umwandlungen anzugeben. Die Menge der Energie 
in einem unabhangigen System ist unveranderlich, und von allen 
Umwandlungen soIl diejenige eintreten, die in dem grossten Umsatze 
an potentieller Energie in einer gegebenen Zeit besteht. 

Diese !dean, welche durch interessante, zum Teil allerdings auch 
mehr formale Ana.logieen eine Menge verschiedener Erscheinungen 
unter allgemeine Gesichtspunkte subsumieren, werden zwar gegenwar
tig von verschiedenen Seiten vielfach bestritten 816), erscheinen aber doch 
in ihrer Gesamtheit von nicht zu unterschatzendem induktiven Werte, 
und diirften noch manche weiteren Aufschliisse iiber den inneren 
Zusammenhang der gegenwartigen Naturerkenntnis gewahren 817). 
Ais einen Beleg hierfiir wollen wir nur diejenige V orstellung hervor
heben, welche sich auf die Wanderung dfYr Energie bezieht. 

In einem kontinuierlichen Medium, in dem irgendwelche Prozesse 
stattfinden, wird in jedem Augenblicke an jeder Stelle ein gewisses 
von x, y, tt, t abhangiges S18) Energiequantum vorhanden sein. Man 
kann dann auch von einer .A.nderung der Energie in dem Sinne 
handeln, der den EulfY1"schen Differentia.lgleichungen der Hydrodyna-

815) W. Ostwald, Die Energie und ihre Wandlungen, Leipz. Antrittsrede 
1888; Studien zur Energetik, Leipz. Ber.413 (1891), p. 271; « (1892), p. 211; 
desgl. Lehrbuch der allgemeinen Chemie, Leipzig 1898, 21, p. 1-89. 

816) L. Boltzmann, tJber d. Entwicklung der Methoden d. theoretischen 
Physik, Deutsche Math.-Ver. 8 (1900), p. 71, insb. p. 87; Ein Wort der Mathe
matik an die Energetik, Ann. Phys. Chem. (2) 57 (1896), p. 89; M. Planck, Gegen 
d. neuere Energetik, Ann. Phys. Chem. (2) 57 (1896), p. 72; L. Dressel, Zur 
Orientierung in der Energielehre, Natur und Offenbarung 89, Miinster 1898; 
p. 821, 390, «9. 

817) V gl. ausser Ostwald,' Lehrbuch der allgemeinen Chemie, der Mecanique 
chimique von Duhem, J. H. tJan't Hoff's V orlesungen liber theoretische und 
physikalische Chemie, Braunschweig 1898/99 (auch franzosisch von Oorvisy, 
8 Bde., Paris 1899/1900), auch die Energetik von Helm. Das in der deutschen 
Litteratur hervortretende Bestreben (vgl. z. B. H Januschke, Das Prinzip d. Er
haltung d. Energie, Leipzig 1897), an Stelle der klaren Einsicht, welche die 
exa.kts Mechanik gewll.hrt, eine summarische Behandlung moglichst vielseitiger 
Fragen durch Anwendung des Energiebegriffes treten zu lassen, scheint zur Zeit 
noch verfriiht. 

818) Vgl. O. Lodge, On the identity of energy, Phil. Mag. (5) 19 (1886), 
p. 482. 



49. Die Lokalisierung der Energie. 111 

mik entspricht; so erhiilt man die Vorstellung von emer Stromung 
oder Wanderung der lokalisierten Energie, mit der noch die 
Lagrange'sche Auffassung der Fliissigkeitsbewegungen zu verbinden 
ist, welche nicht den Bewegungszustand an einer beliebigen Stelle, 
sondern die Bewegung jedes einzelnen Teilchens untersucht, wenn 
man auch die Bahnen dieser Stromung bestimmen will 319). Derartige 
V orstellungen sind iibrigens nicht neu. Schon Coriolis820) vergleicht 
die kinetische Energie in einer Maschine mit einer Fliissigkeit, welche 
in derselben stromt und ahnliche V orstellungen mogen sich auch 
sonst noch mehrfach finden; in bestimmterer Form sind sie aber 
erst in den letzten 25 Jahren aufgetreten. 

In ganz allgemeiner Weise hat schon 1874 N. Umow 321) das 
Problem der Wanderung der Energie in den fliissigen und elastischen 
Medien entwickelt. In hervorragendem Masse aber lenkte sich die 
Aufmerksamkeit auf diese Anschauung erst, als Poynting 322) die 
Stromung der elektromagnetischen Energie auf Grund der ~JJ1axwell

schen Formeln als durch ganz einfache Gesetze geregelt darstellte. 
Die Gleichung der Kontinuitiit fiir jedes stetige Medium, des sen 

mit der Dichtigkeit Ii verbreitete Masse als unveranderlich gedacht 
wird, lautet bekanntlich 

oQ + oQu + oQv + oQw =0 
ot ox oy Of! ' 

wo u, v, w die Geschwindigkeitskomponenten der Stromung sind. 
Dmgekehrt kann man in jeder Gleichung 

(1) OnE +~! + oV + ?W =0 
ot ox oy Of! 

U, V, W als Stromungs- und UIE; VIE; WIE als Geschwindigkeits
komponenten bezeichnen. 

319) Diese Analogie hat sich bisher nur in einzelnen Fallen durchfiihren 
lassen. 

320) Corio lis , 'l'raite de mecanique, p. 117: Ce fluide pourrait en outre 
s'accumuler dans certains corps et y rester en reserve .. ce travail en reserve, 
que nous assimilons a un fluide, est ce que nons avons appele la force vive; 
p. 171: On peut comparer la transmission du travail par la machine a l'econle
ment d'un fluide u. s. w. 

321) N. Umow, Ableitung d. Bewegungsgleichungen der Energie in konti
nuierlichen Medien, Zeitschr. f. Math. Phys. 19 (1874), p. 41(). 

322) J. H. Poynting, On the transfer of Energy in the electromagnetic 
field, Lond. Phil. Trans. 175 (1884), p. 343; vgl. O. Heaviside, Electrician 14 (1885), 
p. 178, 306; desgl. On the forces, stresses and fluxes of energy in the electro
magnetic field, Lond. Phil. Trans. 183 (1892), p.423; W. lVien, Uber U. Begriff d. 
Lokalisierung d. Energie, Ann. Phys. Chern. (2) 45 (1892), p. 684. 
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Aus den Bewegungsgleichungen des elastischen, bez. fiiissigen 
Mediums 

.. oX", oXy oX. 
(>x=(>X+ l5X +3Y+Tz' 

(2) 
.. oY", oY" oY. 

(>y = (> Y + ox + ay + Tz' 
az", oZy oZ. 

(>z = (>Z + ox + ay + iJZ 

und den Euler'schen Gleichungen fiir 

(3) 

dx dy dz 
u=dt' v=dt' w=dt' 

du OU ou ou ou 
dt = at + u ox + v oy + w oz ' 
dv OV OV OV OV 
dt = -at + u ox + v oy + w Tz' 
dw ow + ow + ow + ow 
dt = at u ox v oy w OZ 

folgt ferner durch Multiplikation der Gleichungen (2) mit x, if, z 
(4) ~ dq = (>(Xu + Yv + Zw) _ (OA + oE + OC) + tP 

2 dt oX oy oz ' 
wenn 

q = u2 + v2 + w2, 

A = X"'U + Y",v + Z",w, 
B= Xyu + YyV + Z"w, 
0= X.u + Yzv + Zzw, 

und endlich zur Abkiirzung - tP fiir den Ausdruck: 

Xou+yov+Zow+Xou+yov+Zow 
'" ox '" ox '" ox y oy "oy 11 oy 

+ X ou + y OV + Z 0 w 
Zoz Zoz Zoz 

gesetzt wil'd. A.uch folgt nach (3) hieraus 
1 oq 

(4) "2 (> at = (>(Xu + Yv + Zw) 

_{OA +~!!. + oC + ~(u oq + v oq + Oq)}+ tP ox oy oz 2 ox oy W oz 

oder mit Hilfe der Gleichung der Kontinuitat 

-~ O~tq) = (>(Xu + Yv + Zw) 

(5) - ~ (A + -~uq) - ~(B + ~ vq) - ~ (C+~wq) +tP. ox 2 'iJy 2 'iJz 2 
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Nimmt man noeh der Ubersiehtliehkeit halber konservative Krafte 
X, Y,Z an, d. h. setzt man 

oV oV oV 
X=-oa;1 Y=-lY' Z=-Ti' 

so foIgt aus (5) 

(6) ~ o~:) + ~~ V =.- oOa; (()U V + .A + tuq) 
- OOy (()vV + B + tvq) 
- 0: ((>wV + c + tWq) + ~. 

Lasst sieh nun unter Anwendung der Green'schen partiellen In
tegration zeigen, dars - «P der partielle Differentialquotient nach t 
von der Dichtigkeit S der Detormationsenergie istSlIh), so erhii.lt man 
aus (6) 

~[~ »+ V+ SJ + oU + oV + oW =0 ot 2 (Jq (J oa; 0'11 01& 

oder, wenn man ausserdem 8Dnimmt, dass die potentielle Energie V 
nur von ausseren Krii.ften, nicht aber von den Fernewirkungen der 
Massen des Systemes auf einander herriihrt, so dass nun 

1 
-2 ()ql + (> V + B 

ala die dem V olumelemente zukommende Dichtigkeit E der totalen 
Energie angesehen werden kann, 

oE + oU + oV + oW =0 
ot oa; 0'11 01& • 

Daher werden nun die Geschwindigkeitskomponenten der stromenden 
Energie 

~ (qu V + A + ~ (JUg), 
~ (qvV + B + ~ (Jvq), 
~ (JwV + 0 + ~(>wg). 

322&) Siehe Fussn. 309. W. Thomson hat llbrigenR schon 1867 (Quart. J. of 
math. 1 (1867), p.67) unter Anwendung des zweiten Hauptsatzes der mecha
nischen Warmetheorie gezeigt, dass die elastischen Kril.fte jedenfalls dann eine 
Kril.ftefunktion besitzen, wenn die Temperatur des Mediums entweder konstant 
bleibt oder adiabatisch geil.ndert wird, wil.hrend dariiber hinaus im allgemeinen 
nichts behauptet werden ka.nn; vgl. Love, Elasticity 1, p. 117. 1m Texte ist 
von thermodynamischen Einwirkungen llberhaupt abgesehen, bez. konstante 
Temperatur vorausgesetzt worden; die erweiterte Frage scheint bisher nicht in 
Betracht gezogen zu sein. 

En07klop. d. ma$h. Wi .. llllloh. IV 1. 8 
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Bei einer reibungslosen Fliissigkeit tritt der Druck p an Stelle 
der Xx, ~, Z., die A, B, C werden daher ebenfalls den u, v, w pro
portional und die Stromung geschieht in der Bewegungsrichtung der 
Fliissigkeit 323). - Ais nun Poynting ahnliche Formeln fiir die elektro
magnetische Energie entwickelte, ergab sich der Poynting'sche Satz, 
dafs im elektromagnetischem Felde die Energie mit einer gewissen 
Intensitat senkrecht zur Ebene der Lihien magnetischer und elektri
scher Kraft stromt 324); bei einem von einem Strom durchflossenen 
Leiter stromt dieselbe daher von aufsen in denselben ein, urn dort 
als Warme aufzutreten 325). 

Allerdings besteht noch eine Schwierigkeit in Bezug auf den 
realen Sinn, den man diesen V orstellungen unterlegen solI. Denn wie 
aus der obigen Darstellung hervorgeht, konnen zu den Komponenten 
noch beliebige Funktionen ull vlI wl hinzugefiigt werden, welche der 
Gleichung 

geniigen, d. h. Stromungskomponenten einer inkompressiblen Fliissig
keit sind. Es scheint daher die ganze Ansicht nur den Wert einer 
Vorstellung zu haben, welche noch vielfacher Abanderung fahig ist, 
so lange man nicht im Stande ist, in vollkommen scharfer Weise 
einen wahre:n Energiestrom von den unzahligen fingierten zu unter
scheiden; wir lassen es dahingestellt, ob es zur Zeit moglich ist, 
eine solche Entscheidung, deren Moglichkeit von Heaviside und Foppl 
bestritten wird, zu trefl'en 326). 

Die vorstehenden Betrachtungen beziehen sich auf lwntinuierliche 
Massen. N euerdings hat Volterra 327) vermoge einer Ausdehnung der 
Maxwell'schen Gleichungen in mehreren Arbeiten diese Vorstellungen 
auf diskrete Massen, zwischen den en auch Fernewirkungen auftreten, 
ausgedehnt. Auch hier ergeben sich analoge Werte flir die U, V, W, 

323) Fur Flussigkeiten mit Reibung bei Umow, Fussn.321; Wien, Fussn. 
322, p. 698. 

324) Poynting, Fussn. 322, p. 349; uber ahnliche Vorstellungen in der Mecha
nik A. Fappl, Technische Mechanik, p. 213 if. 

325) Nach G. Mie, Ein Beispiel zum Poynting'schen Theorem, Zeitschr. f. 
Phys. Chem. 34 (1900), p. 522 ist die Bewegungsrichtung des Energiestromes in 
unmittelbarer Nahe des Drahtes demselben nahezu parallel. 

326) V gl. Fappl, Einfuhrung, p. 293; nach G. JYlie, Entwurf einer allge
meinen Theorie der Energieubertragung, Wien. Ber. 107 (1898), p. 1113 ist die
selbe mllglich. 

327) V. Volterra, SuI fiusso di energia meccanica, Torino, Atti dell' Accad. 
34 (1899), desgl. Nuovo Cimento (4) 10 (1899). 
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da der Einfluss der Unstetigkeitsflachen, an denen sprungweise 
Anderungen der Dichtigkeit und der Geschwindigkeiten stattfinden, 
heraustalltj es wird abel' dabei erforderlich, der Enel'gie auch negative 
Werte beizulegen, was sich mit den gebrauchlichen physikalischen 
V oraussetzungen schwer vereinigen lasst. 

50. Energetische Begriindung der Mechanik. Wil' erwahnen 
noch die Bestrebungen, aus dem Energieprinzip - zunachst in der 
einfachen Form 

T+V=c-
die Differentialgleichungen der Bewegung zu gewinnen. 

Wird bei einem vollig freien, nur konservativen Kraften unter
worfenen System 

T 1 ~ (. 2 + . 2 + . 2) = 2 ..:::;.; mi Xi Yi Z i 

gesetzt, und setzt man voraus, dass die Beschleunigungen unabhiingig 
von den Geschwindigkeiten und der Konstanten c sein soIlen, so 
hat man 

O ~[ C'" +." +. ")+ oV. + oV. + oV. ] =..:::;.; mi Xi Xi YiY ZiZi OXi Xi OYi Yi OZi Zi • 

SolI diese Gleichung fur alle Werte der Xii Y;, Z i bestehen, so folgt 
in der That: 

" + oV 0 t mXi ox. = e c. , 

Ein ahnlicher Schluss lasst sich aber schon dann nicht mehr 
machen, wenn Bedingungsgleichungen zwischen X, y, Z bestehen, wie 
bereits R. Lipschitz 328) bemerkte. Helm 329) suchte daher den Variations
prozess zu Hiilfe zu nehmen, indem er dem Energieprinzip die Form 
gab: Die Anderung der totalen Energie nach jeder moglichen Rich
tung ist gleich Null. Aber unter dieser Anderung kann man nur 
den Energiezuwachs verstehen, welcher einer Variation der Koordi
naten x, y, Z um 8x, 8y, 8z entspricht. Dabei ist nun in der That 

~(OV oV OV) 8V =..:::;.; ox; 8x, + 0Yi 8y, + oZ; 8z, , 

aber die Anderung der kinetischen Energie ist 

328) Siehe Helmholtz, Uber die Erhaltung der Kraft, Ostwald, K. B. Nr. 1 
p. 55, auch Wiss. Abh. 1 (1882), p. 12. 

329) So J. Boussinesq, Recherches sur les principes de la mecanique, 1872 ; 
J. de math. (2) 18 (1873), p. 315; Le<;ons p. 24. Vgl. auch die Bemerkungen von 
C. Neumann (Belm, Energetik, p. 229). 

8* 
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und keineswegs gleich 

~m(x~x + y6y + 'i6s) , 

welcher Ausdruck nur durch eine unzulii.ssige, nicht filr beide Teile 
der Energie gestattete Vertauschung der dX, dy, ds mit den 6x, 6y, 6s 
erhalten werden kann S80). Definiert man aber als mogliche Energie
anderung von vornherein diesen Ausdruck selbst, so hat man einen 
willkiirlichen Formalismus, der nur zu dem Zwecke ersonnen wird, 
die lquivalenz des Energieprinzipes mit dem d'Alembert'schen be
haupten zu konnen. 

N ach einer ganz anderen Richtung, namlich auf die Begriindung 
einer physikalischen Mechanik vom energetischen Standpunkt aus, 
zielen die wiederholt erwahnten Untersuchungen P. Duhem's, der, 
unter sorgialtiger Hervorhebung der hypothetischen "Konventionen", 
eine abstrakte Begriindung der Mechanik materieller Systeme ins
besondere in Riicksicht auf den thermodynamischen Arbeitsbegriff zu 
geben sucht. Doch ist gegenwartig noch nicht zu entscheiden, in 
welchem Maasse dieselben EinHuss auf die systematische Darstellung 
der Grundlagen der theoretischen Mechanik finden werden. 

51. SchIussbemerkung. Die allgemeinen mathematischen Prinzi
pien der Mechanik erweisen sich so iiberall als Satze und Methoden, 

330) G. Helm, Zeitschr. f. Math. Phys. 36 (1890), p.307; Energetik, p. 232; 
auch Ann. Phys. Chem. (2) 67 (1896), p. 646. V gl. Boltzmann, ibid. p. 39. 

331) Eine in I!.hnlicher Absicht von E. Padova, Sulle equazioni della dina
mica, 1st. Veneto (7) 6 (1893), p. 1641 ausgefiihrte Betrachtung scheint ebenfalls 
nieht einwandsfrei zu sem. Auf die im Texte besprochene Frage ist ausfiihr
lieher eingegangen, weil dieselbe zu einer nieht vlHlig entsehiedenen Diskussion 
zwischen Helm, Boltzmann u. Planck Veranlassung gegeben hat [Ann. Phys. Chern. 
(2) 67 (1896)]. A.hnliehe Gesichtspunkte sind iibrigens auch von anderen Autoren aus
gesprochen; so formullert Planck ein Superpositionsprinzip der Energie. durch 
welches freilieh daB Energieprinzip formal mit dem d' Alemberl'schen in Uberein
stimmung gebracht wird; wl!.hrend J. R. Schiitz (Glltt. Nachr. 1897, p. 110) ein 
"Prinzip der absoluten Energieerhaltung" annehmen will, welches aber nur fiir 
eiftm materiellen Punkt das Verlangte leistet. Variiert man indessen auch die 
Zeit, so kann man leieht einen Variationsprozess definieren, bei dem die Varia
tion der totalen Energie in die d' Alembert'sche Grundformel iibergeht; der ein
fache Charakter des Energiegesetzes geht dabei aber vllllig verloren, und die 
Herleitung gelingt nur, wenn man das zu Beweisende schon rdckwlLrts in die 
Definition hinein verlegt. Vgl. A. Voss, Bemerkungen tiber die Prinzipe der 
Meehanik, Miinch. Ber. 1901, p. 170. 
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welche in ihrer einfachsten Gestalt wahl auf den Grundanschauungen 
iiber den mechanischen, d. h. durch mathematische Begriffe ausgedriickten, 
Zusammenhang der Erscheinungen beruhen, aber in ihrer weiteren Aus
dehnung als induktive, heuristische Aussagen auftreten, deren Giiltigkeit 
sich erst durch ihre Anwendungsfahigkeit erprobt. 1st sonach auch 
das Ideal eines rein deduktiven Lehrgebaudes, wie es der Mechanik 
des 18. Jahrhunderts vorschwebte, wie es Hertz in ganz abstrakter 
Weise zu geben unternahm, in Wirklichkeit bisher nicht erreicht, so 
bietet dafiir der heutige Standpunkt der Theorie die Moglichkeit, 
dass die forlschreitende Erkenntnis der Thatsachen nicht durch will
kiirliche, einem beschrankten Kreise von Thatsachen entnommene 
deduktive Prinzipien gehemmt wird. Dieser Standpunkt ist der Bchon 
von Galilei eingenommene, fiir die mathematische N aturbeschreibung 
charakteristische, welcher weder nach den nnerkennbaren Ursachen 
fragt, noch von vornherein davon ausgeht, aIle Erscheinungen dem 
Zwange einer oder einiger weniger fundamentalen physikalischen 
Hypothesen unterwerfen zu wollen, sondern unter der V oraussetzung, 
dass iiberhaupt ein zusammenhangendes widerspruchsloses Verstandnis 
der Wirklichkeit llloglich sei, zunachst die Formen aufsucht, welche 
zur Beschreibung der einfachsten Vorgange ausreichen, und sich die 
Erweiterung und Korrektion derselben in dem Maasse vorbehalt, als 
das Erfahrungsgebiet sich erweitert. 
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Enoyklopadie der Mathematisohen Wissensohaften. 
Sonderabdruck aus dem Arohiv der Mathematik und Physik, begriindet von 
J.,A. Grunert, brsg. von E. Lampe, W. Franz Meyer und E. Jahnke. m. Reihe. I. Band. 

Sprechsaal fUr die Encyklopadie der Mathematischen Wissenschaften. 

Unter dieser Rubrik nimmt die Redaktion ihr aus dem Leserkreise 
zugehende Verbesserungsvorschlage und Erganzungen (auch in litterarischer 
Hinsicht) zu den erschienenen Heften der Encyklopll.die auf. Die Redaktion 
hofft vielfach geaufserten Wiinschen zu entsprechen, wenn derartige Ver
besserungen an dieser Stelle einen Sammelpunkt finden. 

Es wird gebeten, diesbezugliche Einsendungen an das Redaktionsmitglied 
Prof. Dr. W. F. Meyer in Konigsberg i. Pr., Mitteltragheim 51, richten 
zu wollen. 

Die Redaktion des Archivs der Mathematik und Physik. 

Zu I A 5: A. SchCBn1lies, Mengenlehre. 

I. S. 190, Z. 16. Die Teilmengen I» und "'I» brauchen nicht zugleich in einer 
transfiniten geordneten Menge enthalten zu sein. 

I. S. 193, Z.7. Auch die Belegungsmenge von M mit einer aus zwei 
Elementen bestehenden Menge hat bereits hohere Machtigkeit als M. 

I. S. 196, Z. 10. Die Ziffer 0 ist zu tilgen. 
" Z. 16 u. 20. Lies lit .. statt R ... 
" Z. 23. Die Intervalle d., genugen naturgemafs der Bedingung, 

dafs zwischen je zweien von funen stets andere Intervalle liegen. 

I. S. 201, Z. 3 v. u. statt "abzl1hlbare" lies "abzii.hlbare uberalldichte." 

Konigsberg i P. 
A. SCH<ENFLIES. 
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Zu I A 6: H. Burkhardt, endliche diskrete Gruppen. 

I. S. 217, Anm. Z. 1: statt 1893 ist 1895 zu setzen. 

I. S. 222, Anm.111). "Der Satz ist implizite in N. H. Abels Unter
suchungen fiber Gleichungen enthaIten" ist unzutreffend. Abel reduziert 
die nach ihm benannten Gleichungen nur auf eine Kette nach einander, 
nicht neben einander zu losender einfacher solcher Gleichungen. (Ieh 
habe dies naher ausgefiihrt in der in Ostwalds Klassikern erschienenen 
Abelschen Arbeit, Nr.111, S.47, 48, Anm.15.) 

I. S. 222, Anm.111): 1829 statt 1839. 

I. S. 239, vorIetzte Zeile des Textes. Der Eisensteinsche Satz ist von 
Th. Schoenemann in J. f. Math. 4:0, S. 188 fiir sich reklamiert worden. 
Das dort angegebene Zitat aber ist falsch gedruckt, es mu.fs Bd. 32, 
S. 93 dieses Journals heifsen. 

I. S. 593, Z. 6 v. u. ware neben "Fundamentalgleichung" die Bezeichnung 
"charakteristische Gleichung naeh Fro ben ius" hinzuzuffigen. 

Freiburg i. B. A. LIEWY. 

Zu Ie 1: P. Bachmann, niedere Zahlentheorie. 

I. S.579. Zu Fu.fsnote 64). Hier fehIt: Jacob Bernoulli mittels der 
nach ihm benannten Zahlen (siehe fiber diese II A 3 Nr. 18, Bd. II, 
S. 182 ff.). 

An den anderen Stellen: Wahrscheinlichkeitsrechnung und Differenzen
rechnung ist bereits auf II A 3 bingewiesen worden. 

Konigsberg i. P. L. SAALSCHUTZ. 

Zu II A 3: G. BruneI, bestimmte Integrale. 

II. S. 183. Zu Fu.fsnote 160). In der Anmerkung S. 7f. meiner Vorlesungen 
iiber die Bernoullischen Zahlen (Berlin 1893) habe ich bereits hervor
gehoben, wie geringen Anteil Moivre an der nach ihm benannten 
Formel hat. 

II. S. 183. Zu Fu.fsnote 160 a). Hinter Stern s Formeln wiiren meine verkiirzten 
Rekursionsformeln, Ztschr. f. Math. u. Phys., Bd. 37 (1892), S. 378 (oder 
Vorles. S. 39 u. S. 185) zu erwiihnen. (Die 1. Seidelsche und die ein
fachste von meinen verkiirzten Rekursionsformeln stehen schon, wie ich 
vor kurzem fand, in Raabes Monographie fiber die Bernoullischen 
Funktionen, siehe Fufsnote 16 7 a). Sodann meine Mitteilungen in den 
Schriften der Konigsb. Phys. Oek. Ges. 1892, S. [44], worin verkiirzte 
Rekursionsformeln, in denen Zwischenglieder fehlen, und auch Aus-
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werlungen gewisser Determinanten durch Bernoullische Zahlen sich 
tinden. - Die Haufsnerschen Arbeiten kniipfen an die Kroneckersche 
Darstellung der B. Z. (s. Fufsnote 163» durch Einheitswurzeln an und 
gelangen zu sehr bemerkenswerlen verkiirzten Rekursionsformeln, welche 
- mittels Anderung eines Parameters - einerseits zu vollstandigen 
Rekursionsformeln, andererseits zu independenten Darstellungen der B. Z. 
fiihren. 

II. S. 184. Zu Fufsnote 163). Unter "anderen" Darstellungen sind haupt
sachlich independente zu verstehen. 

II. S. 184. Zu Fufsnote 165). Unter den Autoren fiir bestimmte Integrale 
feblt Catalan, der sich vielfach mit den B. Z. beschliftigt hat (s. meine 
Vorles. S. 114-116). 

II. S.185. Zu Fufsnote 167a). Hier fehIt das Zitat: Raabe, die Jacob
Bernoullische Funktion, Ziirich 1848. - Raabe hat von ganz anderem 
Ausgangspunkt und unabhlingig von Malmst6n gearbeitet. - An der 
angegebenen Stelle im J. f. Math. stent Raabe einige bestimmte 
Integrale auf, die sich durch Bernoullische Funktionen auswerten 
lassen, wie z. B.: 

nach Hermites Bezeichnung). 

II. S. 185. Zu Fufsnote 170). Neue Beweise lieferlen Schering, Math. 
Annalen Bd. 52 (1900), S. 171; J. C. Kluyver, ib. Bd. 53 (1900), 
S.591. - 1m Text mufs in der Gleichung fUr Bm rechts (-l)mAm 
(statt (- 1)m+1Am) stehen, wenn Am dieselbe Bedeutung wie bei den 
S. 186 oben angefiihrten Autoren (Hermite, Stern, Lipschitz) haben 
soil. - Ubrigens ist die rechte Seite, von m = 7 an, positiv, da Bm 
viel schneller als 0,577 + Z(2m + 1) wachst. 

II. S. 186. Zu Fufsnote 173). Beziiglich der zahlentheoretischen Eigen
schaften der B. Z. sei noch (da ich in 1 C 3 nichts du.riiber gefunden 
habe) auf die Aufsatze von Kummer, J. f. Math. Bd. 41 (1859), S.368 
und Stern, ib. Bd.79 (1875), S. 67, sowie ib. Bd. 88 (1880), S.85 
(oder meine Vorl. §§ 19 u. 20) hingewiesen. 

Konigsberg i. P. L. SAALSCHUTZ. 
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Zu I A 3: A. Pringsheim, Irrationalzahlen und Konvergell.z 
unendlicher Prozesse. 

I. S. 78, Anm. 151). Die angefiihrte Ungleichung ist zu ersetzen durch: 
1 1 1 1 at - a a+ a+l +"'+(i2>a+~= 1. (a=2,3,4, .... ) 
Konigsberg i. P. W. FR. MEYER. 

Zu I A 3: A. Pringsheim, Irrationalzahlen und Konvergenz 
unendlicher Prozesse. 

I. S. 120, Z. 6 v. o. solI bo statt ao stehen. 

Konigsberg i. P. E. MULLER. 

Zu I B 2: W. Fr. Meyer, Invariantentheorie. 

I. S. 402, Anm. 435. In der vorletzten Zeile ist hinter "eingehend" der 
Name "G. Kohn" einzuschalten. 

Konigsberg i. P. E. MULLER. 
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IV 2. GEOMETRISCHE GRUNDLEGUNG DER 
MECHANIK- EINES STARREN KORPERS. 

Vorbemerkung. 

1. Der Vektor. 

VON 

H.E.TIMERDING 
IN ELSFLETH (OLDENBURG). 

Inbal tsubersicbt. 

I. Geometrische GrundbegrUl'e. 

2. Addition und Subtraktion der Vektoren. 
3. Plangrossen. 
4. Skalare erster und zweiter Art. 
o. Linienteile. 
6. Ein Linienteil als Summe zweier anderen Linienteile. Poinsot'sche Paare. 
7. Liniensummen. 
8. Die Centralaxe einer Liniensumme. 
9. Das gegenseitige Moment zweier Liniensummen. 

10. Das vektorielle Moment einer Liniensumme ffir einen beliebigen Punkt und 
das Moebius'sche Nullsystem. 

II. Die ersten Sitze der Kinematik des starren Korpers und die 
Ball'schen Schrauben. 

11. Jede unendlich kleine Bewegung cine Schraubung. 
12. Analogie der Schraubungen und Liniensummen. 
13. Die Ball'schen Schrauben. 
14:. Schraubenkoordinaten, sowie allgemeinste lineare Transformation derselben. 
10. Lineare Schraubensysteme und ihre Bedeutung in den Fallen beschrlinkter 

Bewegungsfreiheit eines starren Korpers. 
16. Schraubensysteme zweiter Stufe. Das Cylindroid. 
17. Schraubensysteme dritter Stufe. 
18. Schraubensysteme vierter und fiinfter Stufe. 
19. Homographische Schraubensysteme. 

III. Die Grundzilge der element&ren Statlk. 
20. Der statische Kraftbegriff. Das Parallelogramm der Kri!.fte. 
21. Der starre Kijrper. Das Hebelgesetz. 

9* 
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22. Allgemeine Kraftesysteme. Ihre Reduktion auf zwei zu einander normale 
Krafte. 

23. Reduktion eines Kraftesystems auf eine Einzelkraft und ein Kraftepaar. 
Beziehung zur Schraubentheorie. 

24. Vereinigung zweier Kraftesysteme. 
25. Kraflte im Gleichgewicht. 
26. Arbeit eines Kraftesystems bei einer unendlich kleinen Verruckung. 
27. Unrichtige Auffassungen der Analogie zwischen Kraften und unendlich 

kleinen Drehungen. 
28. Das Virial. 

IV. Astatik. 

A. Geometrische Einleitung. 
29. Ebenenkoordinaten. Polar- und Antipolarsysteme. 
30. Konfokale Flachen zweiten Grades. 
31. Der Reye'sche Axenkomplex. 

B. Theorie der gebundenen Kraftesysteme und ihrer Drehung. 
32. Systeme parallel gerichteter Krafte. 
33. Astatisches Gleichgewicht und astatische Aquivalenz. 
34. Gebundene Kraftepaare. 
35. Das vektorielle Moment eines gebundenen Kraftesystems fUr eine Ebene. 
36. Das skalare Moment in Bezug auf eine Ebene. 
37. Gebundene Komponenten eines Kraftesystems. 
38. Die von den Ebenen gleichen Momentes umhiillte konfokale Flachenschar. 
39. Die statischen Axen von F. Siacci fur einen beliebigen Punkt. Der Min-

ding'sche Satz. 
40. Verallgemeinerung des Minding'schen Satzes durch G. Darboux. 
41. Moebius' Hauptaxen der Drehung. 
42. Besondere Falle astatischer Koordinaten. 

Littera tur. 
1) Werke geometrischen Inhaltes. 

H. Grassmann, Die lineale Ausdehnungslehre*), Leipzig 1844, 1878 = Ges. "Verke, 
ersten Bandes erster Teil 11 , Leipzig 1894. Ebenda ist auch die "geometrische 
Analyse" abgedruckt. 

- Die lineale Ausdehnungslehre (Neubearbeitung) 1862 = Ges. Werke, ersten 
Bandes zweiter Teil 1', Leipzig 1896. 

Sir W. R. Hamilton, Lectul·es on Quaternions, London 1853. 
- Elements of Quaternions, 1. ed., London 1866; 2. ed. in 2 Banden, London 

1899, 1901. (Deutsch von P. Glan, Leipzig 1882/84.) 
J. Plucker, Neue Geometrie des Raumes, gegrundet auf die Betrachtung der ge

raden Linie als Raumelement, Leipzig 1868-69. (In 2 Teilen, 2. Teil heraus
gegeben von F. Klein.) 

*) In der durch cursiven Druck hervorgehobenen Abkiirzung i~t das be
treffende Werk im folgenden citiert. 
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E. Sturly, Geometrie der Dynamen, Leipzig, 1. Lfg. 1901. 
A. N. Whitehead, Universal Algebra, vol. 1, Cambridge 1898. 

2) Lehrbilcher der Statik und der Schraubentheorie. 

P. Appell, Traite de mecanique rationelle, t. 1, Paris 1893. 
Sir R. S. Ball, The theory of screws. A study in the dynamics of a rigid body, 

Dublin 1876. 
- A treatise on the theory of screws, Cambridge 1900. 
E. Budde, Allgemeine Mechanik der Punkte und starren Systeme, 2 Bde., 

Berlin 1890. 
J. M. C. Duhamel, Cours de mecanique, 1. ed., Paris 1845. 
H. Gravelius, Theoretische Mechanik starrer Systeme. Auf Grund der Methoden 

und Arbeiten von Sir R. S. Ball, Berlin 1889. 
L. Henneberg, Statik der starren Korper, Darmstadt 1886. 
F. Minding, Handbuch del' theoretischen Mechanik, Berlin 1837. 
A. F. Moebius, Lehrbuch der Statik, Leipzig 1837 = Werke, Bd.3, Leipzig 1885. 
F. N. M. Moigno, Leyons de mecanique analytique, Paris 1868. 
G. Monge, Traite elementaire de statique, 1. ed., Paris 1786. 
J. Petersen, Lehrbuch der Statik fester Korper, Kopenhagen 1882. 
L. Poinsot, Elements de statique, 1. ed., Paris 1804. Seitdem zahlreiche Auflagen. 

(Deutsch u. a. von J. H. Lambrecht, Giessen 1828.) 
- Theorie nouvelle de la rotation des corps, Paris 1834. (Deutsch von K. Schell

bach, Berlin 1851.) 
R. de Prony, Lel}ons de mecanique analytique, Paris 1815. 
E. J. Routh, A treatise on analytical statics, 2 Bde., Cambridge, 2. Auf!. Bd. I 

1896, Bd. II 1902. 
W. Schell, Theorie der Bewegung und der Krafte, 1. Auf!., Leipzig 1870; 2. Auf!. 

ebenda 1879-80. 
J. Somoff, Theoretische Mechanik, ubersetzt von A. Ziwet. 1. Bd.: Kinematik; 

2. Bd.: Statik, Leipzig 1879. 
S. Stevin, de Beghinselen der Weegkonst, Leyden 1586, vgl. auch Oeuvres mathe

matiques (Vol. 4: De la statique), Leyden 1636. 
P. Varignon, Projet d'une nouvelle mecanique, Paris 1687. 

3) Kiirzere Referate iiber die Ball'ache Schraubentheorie. 

Sir R. S. Ball, A dynamical parable·), Nature 36 (1887), British Ass. Rep. 1887. 
Wiederabgedruckt im Anhange des Treatise on the theory of screws. 

W. Fiedler, Geometrie und Geomechanik, Zurich, Vierteljahrsschrift der naturf. 
Gesellschaft 21 (1876). 

J. B. Goebel, Die wichtigsten Satze der neueren Statik, Diss. ZUrich 1877. 
O. Henrici, The theory of screws, Nature 62 (1890), p. 127. 
D. Padeletti, Osservazioni sulla teoria delle dinami, Napoli, Rend. 21 (1882). 

Man vgl. ubrigens die' Zusa=enstellung der Litteratur in Ball's Treatise. 

*) Die Parabel besteht darin, dass die verdchiedenen Methoden als Personen 
verkorpert auftreten. Hierbei wird der in England vielfach verbreiteten Ge
ringschatzung der alten analyti~chen Methoden in der komischen Figur des 
Mr. Cartesian Ausdruck verliehen. 
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Vorbemerkung. Die folgende Darstellung hat den Zweck, die 
Grundlagen der Statik und Kinematik eines starren Korpers in ihrem 
organischen Zusammenhange mit der Geometrie zu entwickeln und 
so auf die Abschnitte, in denen die weitergehenden Resultate dieser 
Disziplinen enthalten sind, vorzubereiten. Es werden deswegen auch 
eine Reihe geometrischer Satze anzufiihren sein, die in den hier be
riihrten Teilen der Mechanik Verwendung :tinden. Es geschieht dies 
jedoch nur in abgekiirzter Form und mit derjenigen Einschrii.nkung, 
die durch die Anwendung in der Mechanik bedingt istj die ausfiihr
liche und systematische Darlegung dieser Satze ist in Band III 
(Geometrie) zu suchen *). Ebenda ist auch die beziigliche Litteratur 
vollstandig zusammengestellt. 1m folgenden sind nur diejenigen Werke 
citiert, welche beim Studium der Mechanik unmittelbar in Betracht 
kommen diirften. Ebenso betreffen die Litteraturangaben zur Statik 
und Kinematik nur die im gegenwarligen Artikel beriihrlen Fragen. 
Ausilihrlichere Nachweise sind in den Artikeln IV 3 (Schoenflies) und 
IV 5 a (Henneberg) enthalten. 

I. Geometrische Grundbegrift'e. 

1. Dar Vaktor. Ein Vektor (vgl. IV 14, A.braham) soIl dadurch 
definiert sein, dass er die Lage eines Punktes P im Raume gegen 
einen anderen Punkt Po bestimmtl). Sind x, y, z die Koordinaten des 
Punktes P, xo, Yo, zo die Koordinaten des Pun'K:tes Po, so legen die 
drei Grossen 

X = x - xo, Y = Y - Yo, Z = z - zo, 

die sogenannten Komponenten, den Vektor fest. Dieser erscheint gleich
sam als die Differenz ll) der beiden Punkte P und Po' Er kann durch 
die der Lange, Richtung und dem Sinne nach gegebene Strecke, die von 

*) Insbesondere wird im Text nur ganz beilaufig auf imaginare Raum
elemente und die Verallgemeinerungen auf Nichteuklidische Geometrie einge
gangen, ebenso bleibt die Verwendung hoherer komplexer Zahlen ausgeschl08sen. 

1) Hamilton, Lectures on Quaternions, London 1853, Introduction. 
2) Hamilton, Lectures, sowie Grassmann, Die lineale Ausdehnungslehre (1844), 

Werke 11, besonders aber die zweite Ausdehnungslehre (1862), Werke 1'. 
Grassmann. rechnet in Anlehnung an Moebius' barycentrischen Kalkiil 

direkt mit Punkten, indem er fUr einen beliebigen Punkt P den Ausdruck 
P = 0 + x~ + ye, + ees ansetzt, wenn 0 den Koordinatenursprung, x, y, e 
die Koordinaten von P und e,., 6" lis Einheiten bedeuten. Dann wird 
P- Po .... (x-xo)~ + (y-yo)e, + (l-eo)6s ein Vektor oder, wie Gra88-
mann. sagt, eine Streeke. Hamilton. hat diesen symbolischen Ausdruck fUr den 
Vektor auch, nur schreibt er i, j, k fiir elf e~, 63 , 
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seinem Anfangspunkte Po nach seinem Endpunkte P hinfiihrt, voll
kommen dargestellt werden, und jede Grosse im Raume, der ausser einem 
zahlmiissigen Betrage eine bestimmte Richtung und ein Sinn zukommt, 
kann, weil sie eine solche Darstellung zuliisst, als ein Vektor betrachtet 
werden. Wenn man die einen Vektor darstellende Strecke parallel 
mit sich verschiebt, so bleiben die Komponenten X, Y, Z dieselben, 
der Vektor iindert sich also nicht. J eder Vektor ist mithin urspriing
lich ein freier Vektor, indem sein Anfangspunkt beliebig bleibt. 1st 
dieser Anfangspunkt aber im Raume festgelegt, so soIl im folgenden 
von einem gebundenen Vektor gesprochen werden. Das Quadrat der 
Liinge des Vektors, R2 = X2 + P + P, ist die einzige Invariante 3) 
des Vektors, indem jede Funktion seiner Komponenten, die von der 
Wahl des Koordinatensystems unabhiingig ist, sich als Funktion dieser 
Grosse R2 darstellen lassen muss. 

Die Komponenten X, Y, Z selbst bleiben wohl bei einer Parallel
verschiebung des Koordinatenkreuzes ungeandel't, bel Drehung desselben 
veriindern sie sich aber wie die Punktkoordinaten, und bei Inversion, 
wenn die Punktkoordinaten ihr Vorzeichen wechseln, kehrt sich auch 
ihr V orzeichen um. Drei Grossen, welche sich in diesel' Weise ver
halten, lassen sich andererseits immer als Komponenten eines (freien) 
Vektors interpretieren 4). 

2. Addition und Subtraktion der Vektoren. Hieraus folgt, dass 
wenn X, Y, Z und X', Y', Z' die Komponenten zweier Vektoren )8 

und ~' sind, 
X + X', Y + Y', Z + Z' 1" 

wieder die Komponenten eines Vektors werden j 
derselbe wird als Summe der beiden ersten Vek
toren bezeichnet. Analog sind 

X -- X', Y - Y', Z - Z' 

die Komponenten eines Vektors, welcher als die o 
Differenz der beiden gegebenen Vektoren anzusehen Fig. 1. 

ist. Stellt die Strecke von einem Punkte 0 nach 
einem Punkte P den ersten V ektor ~ dar, eine Strecke 0 P' den zweiten 
V ektor ~', so wird die Summe von )8 und ~' durch die Strecke 0 p" 

3) Sowie iill Texte durchgehends nur rechtwinklige Cartesische Koordinaten 
benutzt werden, bezieht sich der Ausclruck Invarianz dase1bst immer nur auf 
den Wechse1 Ro1cher Koordinatensystem e. 

4) Wegen dieser Art, geometrische Grossen durch fur Verhalten bei 
Koordinatentransformation zu charakterisieren, vergl. F. Klein, Zeitschr. f. Math. 
u. Phys. 47 (1902), p. 237. 
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dargestellt, wenn P" gegen P' dieselbe.1age hat wie P gegen 0 und 
damit P" gegen P dieselbe Lage wie P' gegen O. 0 P P" P' sind 
dann die Ecken eines Parallelogramms, P P" ist dessen eine Diago
nale; und die andere Diagonale P' P reprisentiert die Differenz 
~ -~' der beiden gegebenen Vektoren ~ und ~'.Ii) 

3. PlangrOasen. Projiziert man das in Rede stehende Parallelo
gramm auf die drei Koordinatenebenen, so werden die FIacheninhalte 
dieser drei Projektionen 

L=YZ'-ZY', M=ZX'-XZ', N=XY'-YX'. 

Ihre Verhaltnisse legen die Stellung der Ebene des Parallelogrammes 
fest, indem die Richtungscosinus einer Normalen der Ebene sich zu 
einander verhalten wie diese Grossen L, M, N. Die Quadratwurzel 
aus FS = LI + MI + NI ist dem Flacheninhalte des Parallelogrammes 
gleich. Zu dem P~rallelogramme gebOrt noch ein bestimmter durch die 
Vorzeichen der L, M, N gegebener Umlaufssinn, der geometriseh 
!.lurch die Forderung finert werden kann, dass der erste V ektor ~ 
vor dem zweiten Vektor ~' durchlaufen werd"n Boll. 

Wir gelangen auf diese Weise zu einer dem Veldor analogen 
Grosse, die geometrisch durch ein Parallelogramm von bestimmtem 
Inhalte und bestimmtem Umlaufssinne in einer Ebene von bestimmter 

Stellung veranschaulicht wird und hier mit einem 
von Grassmann herrfihrenden Ausdruck als eine 
Plangrosse 6) bezeichnet werden solI und zwar als 
eine (rew Plangrosse, indem wir von einer ge
btmdenen Plangrosse sprechen, wenn das Parallelo-

Fig. 2. gramm einer vollig bestimmten Ebene angehOren 
solL Letzteres ist beispie1sweise der Fall, wenn 

~ und ~' zwei gebundene Veldoren mit demselben Anfangspunkte 
sind. Die Projektionen L, M, N des Parallelogrammes auf die 
Koordinatenebenen sind die Komponenten der PlangrOsse. Wird nun 

6) Die RegeIn fUr die Addition und Subtraktion der Vektoren hat wohl 
zuerst G. BeUaviUs gegeben, AnnaJi di Scienze del Regno Lombardo Veneto 6 
(1836), p. 244. Er bezeichnet die Vektorengleichheit aJa .lpipoZletu. 

6) GrtJBBmatlfl gebraucht das Wort (Ausdehnungslehre von 1844) nur fUr 
den an eine be8timmte Ebene gebundenen Flicheninha.lt, a.lso fUr du, wu im 
Text gebundene Plangr6sse genannt ist. Fill die freie Plangr6sse ha.t er nur 
daB Wort Pa.raJ.lelogramm. 8tatt Plangr688e sa.gte er spitar lieber Ebenen
pse (Auadehnungslehre von 1862). H. ~ d. J. bringt in seiner Ab
handlung: Schraubenbewegung und Nullsyatem, Halle 1899, den Auadruck: 
BltIIC in Vorschlag. 
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das Koordinatenkreuz um den Ursprung gedreht, so ist auf X, Y, Z 
und X', Y', Z' dieselbe homogene, lineare Transformation anzuwenden 
wie auf die Punktkoordinaten selbst. Infolge der Bedingungen, denen 
die Koeffizienten einer solchen Transformation unterliegen, resultieren 
fUr die L, M, N genau dieselben Transformationsformeln. Eine 
Parallelverschiebung des Koordinatensystems iibt auf die Komponenten 
der Plangrosse keinen Einfluss aus. Aber auch durch Inversion 
werden diese Komponenten im Gegensatz zu den Komponenten eines 
Vektors nicht geandert. Zeigen andererseits drei Grossen bei Koor
dinatentransformation das angegebene Verhalten, so lassen sie sich 
immer als die Komponenten einer Plangrosse interpretieren. 

Tragt man in einer zu der Ebenenstellung des Parallelogrammes 
senkrechten Richtung unter Zugrundelegung eines beliebigen Maass
stabes eine Strecke gleich dem Inhalte des Parallelogrammes ab, 
ordnet endlich den Sinn der Strecke in bestimmter Weise dem Um
laufssinne des Parallelogrammes zu, Z. B. so, dass fiir einen in der 
Richtung der Strecke auf der Ebene des Parallelogrammes 
aufrecht stehenden Beobachter der Umlauf des Parallelo
grammes im Sinne des Uhrzeigers erfolgt, dann hat 
man so der Plangrosse einen bestimmten Vektor zu
geordnet 7), und man findet die Summe beliebig vieler 
Plangl'ossen, indem man zu ihnen allen den zugehorigen 

Fig. 3. Vektor sucht, diese Vektoren gemass der Parallelo
grammkonstruktion vereinigt und an die Stelle des 
resultierenden Vektors wieder die entsprechende Plangrosse setzt. 
Der so jeder Plangrosse zugeordnete Vektor heisst nach Grassmann 
deren Ergiinzung. Die Zuordnung von Plangrossen und Vektoren 
bleibt bei beliebiger Verriickung des Koordinatensystems ungestort, 
durch Inversion aber wird sie aufgehoben; hat man eine Inversion 
angewandt, so muss man den Sinn jedes Vektors erst umkehren, 
damit er der Plan grosse , der er vorher zugeordnet war, aufa neue 
entspreche. 

7) Infolge V oranstellung einer Bolchen Verabredung gelangt Hamilton 
ltberhaupt nicht zu dem selbstandigen Begriffe del' Plangrosse, da er dieselbe 
sofort durch den zugehOrigen Vektor ersetztj er bleibt in diesel' Hinsicht hinter 
Grassmann zurUck. Erst J. 01. Maxwell (Treatise on electricity and magnetism, 
London 1873, Einleitung, ausserdem Lond. Math. Soc. Proc. 3 (1871), p. 224 = 

Papers 2, p. 267) unterschied wieder die eigentlichen Vektoren als translato
rische von den Plangrossen als rotatorischen Vektoren. W. Voigt sagt statt 
translatorisch polar, statt rotatorisch axial (Kompendium d. theoretischen Physik, 
Leipzig 1896). V gl. die naheren Angaben in IV 14, S (Abraham). 
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4:. Skalare erster und zweiter Art. Bildet man aus den Kom
ponenten X, Y, Z und X', Y', Z' zweier Vektoren ~ und ~' den 
Ausdruck 

XX'+ YY'+ ZZ', 

so heisst dieser nach Grassmann das innere Produkt 8) der beiden 
Vektoren und ist gleich dem Produkte aus deren Langen und dem 
Cosinus des Winkels, den ihre Richtungen einschliessen. Er ist 
somit eine simultane Invariante der beiden Vektoren 'und hat die 
Eigenschaft, bei Koordinatentransformation, die Inversion inbegriffen, 
vollig ungeandert zu bleiben. Eine Grosse, die von Bewegungen des 
Koordinatensystems unabhiingig ist, wird heutzutage allgemein ein 
Skalar 9) genannt, und wenn sie ausserdem bei Inversion ungeandert 
bleibt, wie der vorliegende Ausdruck, kann man sie als einen Skalar 
ersier Art 'bezeichnen (vgl. F. Klein, Fussn. 4, sowie IV 14, 14 (Abraham). 

V ereinigt man nun in entsprechender Weise die Komponenten 
L, M, N einer Plangrosse mit den Komponenten X", Y", Z" eines 
V ektors ~" zu dem Ausdrucke 

LX" + MY" + NZ" 
oder bildet man, was dasselbe ist, aus den Komponenten der drei 
V ektoren ~, ~r, ~" die Determinante 

X Y Z 
X' Y' Z' 
X" Y" Z" 

so stellt diese das V olumen des Parallelepipeds (Spates) dar, das 
die mit den Anfangspunkten an einander geriickten Vektoren ~1 ~', 
~"bestimmen. Dieser Ausdruck heisst nsch Grassmann 10) das iiussere 
Produkt dero drei Vektoren. Er bleibt bei Verschiebung und Drehung 
des Koordinatensystems ungeiindert, wechselt aber bei Inversion sein, 
V orzeichen und ist deshalb ein Skalar zweiter Art. Die Plangrosse 
mit den Komponenten L, M, N ist selbst als das iiussere Produkt 
der f4wei V ektoren ~ und ~' anzusehen. 

o. Linienteile. Grassmann hat nun weiter sogenannte Linien
teile 11) betrachtet, die durch sechs Grossen 

8) Ausdehnungslehre (1844) und bes. Geometrische Analyse (Werke 11, 

p. 849 if.). 
9) Der AUBdruck riihrt von HamiZton her. Zuerst Phil. Mag. (8) 25 (1848), 

daun in den Lectures on QuaternionB (1858) und den nach deB VerfaBsers Tode 
herausgegebenen Elements of Quaternions. 

10) Ausdehnungslehre (1844), § 33 if. 
11) AUBdehnungslehre von 1862. In der ersten AUBdehnungsIehre (1844) 
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x = Xl - x2 , Y = Yl - Y2' Z = Zl - Z2 , 

L = Y l Z2 - ZlY2, M = ZlX2 - X l Z2 ' N = X1Y2 - Y1X2 

als ihre Koordinaten festgelegt werden und durch das Symool [P QJ 
bezeichnet werden konnen, indem P der Punkt mit den Koordinaten 
X2, Y2' Z2' Q der Punkt mit den Koordinaten Xv Yu Z1 sein soll. 
Das Linienstiick PQ kann dann in seiner geraden Linie noch beliebig 
verschoben, sonst aber nicht abgeandert werden, ohne dass die sechs 
Grossen X, Y, Z, L, M, N sich andem. Die in Rede stehenden sechs 
Grossen charakterisieren sonach eine Strecke [P Q] von bestimmter 
Lange und bestimmtem Sinne, auf einer bestimmten geraden Linie 12). 
Ubrigens zerfallen die angeschriebenen Koordinaten in die Kompo
nenten X, Y, Z eines Vektors und die Komponenten L, M, N einer 
an den Koordinatenursprung gebundenen Plangrosse. Wenn man 
das Koordinatenkreuz parallel verschiebt, erhiilt man die neuen Koor
dinaten des Linienteils 

X'=X, Y'= Y, Z'=Z, 
L'=L-Zyo+Yzo, M'=M-Xzo+Zxo, N'=N-Yxo+Xyo, 
wo xo, Yo, Zo die Koordinaten des neuen U~sprunges Po im alten 
Systeme bezeichnen. Bei Drehung des Koordinatenkreuzes transfor
mieren sich X, Y, Z und L, M, N wie Punktkoordinaten. Bei In
version wechseln X, Y, Z ihr Vorzeichen, wahrend L, M, N un
geandert bleiben. Die Grosse X2 + P + Z2, namlich das Quadrat 
seiner Lange, ist die einzige Invariante des Linienteils, der Ausdruck 
LX + MY + N Z, welcher bei der Koordinatentransformation eben
falls formal ungeandert bleibt, ist von Hause aus identisch Null. 
Umgekehrt lassen sich sechs Grossen X, Y, Z, L, M, N, die bei 
Koordinatenverwandlung das angegebene Verhalten zeigen und fur welche 
LX + MY + N Z verschwindet, immer als Koordinaten eines Linien
teils auffassen. 

Die Verhiiltnisse der sechs Grossen X, Y, Z, L, M, N legen die 
gerade Linie, welcher der Linienteil angehort, eindeutig fest. Die8e 
sechs Grossen, als bl08se Verhaltnisgrossen betrachtet, werden deshalb 
seit PlUcker 13) und Cayley 14) als Linienkoordinaten bezeichnet. 

sagt Grassmann hierfiir Liniengrosse. V gl. insbesondere die §§ 197-205. In 
neuerer Zeit sind die Bezeichnungen "linienfliichtiger Vektor" und "Stab" .. or
geschlagen worden (Budde, Mechanik 2, p. 555, bez. H. Grassmann d. J. in del' 
in Fussn. 6 genannten Abhandlung). Letztere Bezeichnung wird auch von 
Study verwendet (Dynamen). 

12) V gl. J. Pliicker, Fundamental views regarding mechanics, Lond. Phil. 
Trans. 156 (1866) = Ges. Abh. 1, Leipzig 1892, p. 546. 

13) Man vgl. ausser den vorlaufigen Mitteilungen Lond. Roy. Soc. Proc. 14 
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6. Ein Linienteil alB Summe Bweier anderen Linienteile. 
Poinsot'sche Paare. Wenn die Linien 1 und l' zweier Linienteile 
sich schtleiden, so geniigen ihre Koordinaten X, . .. und X', . .. der 
Bedingung 

XL' + YM' + ZN' + LX' + MY' + NZ'= O. 

Die Summen entsprechender Koordinaten X + X', ... sind dann wieder 
die Koordinaten eines neuen Linienteils, der als die Summe der beiden 
gegebenen Linienteile auzusehen ist; die Linie dieses neuen Linien
teiles geht durc4 den Schnittpunkt der Linien 1 und l' und liegt 
mit denselben in einer Ebene. Die heiden gegebenen Linienteile 
konnen durch zwei Strecken [PQ] und [PQ'] mit gemeinsamem An
fangspunkte P dargestellt werden, und ihre Summe wird dann durch 
die Strecke [PQ"] gegeben, wenn PQQ"Q' die Ecken eines Parallelo
grammes sind. Man nennt den so gefundenen Linienteil die Resul
tante der beiden gegebenen. 

Wenn die Linien l1 und l2 zweier Linienteile [P1 Q1] und [P2 Q2] 
parallel sind, so ist die Summe derselben wieder ein Linienteil [PQ], 
dessen Linie den Linien l1 und l2 parallel in deren Verbindungsebene 
verlauft und ihren Abstand im umgekehrten Verhaltnisse zu der Lange 
der zugehorigen Linienteile teilt. Die Lange von [P Q] ist gleich der 
Summe der Langen von [P1 Ql] und [P2 Q2]. Sind jedoch diese Langen 
gleich, der Sinn der Linienteile aber entgegengesetzt, so haben wir 
einen Ausnahmefall, indem der resultierende Linient&il in unend
liche Entfemung riickt, wahrend seine Lange gleichzeitig unendlich 
klein wird. 

Eine solche Grosse, die sich aus zwei entgegengesetzt gerichteten, 
gleich langen Linienteilen zusammensetzt, wollen wir hier im Hinblick 
auf ihre Bedeutung in der Statik des starren Korpers ein Poinsot'sches 
Paar 15) nennen. Sie ist nichts anderes als eine freie Plangrosse. Da 
namlich X + X' = 0, Y + Y' = 0, Z + Z' = 0 sein soIl, ist sie 
durch die drei Koordinaten £ = L + L', ffil = M + M', 9l =N + N' 
vollstandig charakterisiert, die sich bei Koordinatentransformation in 
der That wie die Komponenten einer Plangrosse verhalten. Die heiden 

(1866), p. 68; Lond. Phil. Trans. 166 (1866), p. 726 = Ges. Abh. 1, besonders 
p. 626-641, vor aHem seine Neue Geometrie des Raumes. Die Idee der Linien
koordinaten hat er schon 1846 in seinem System der Geometrie des Raumes 
(Diisseldorf) auseinandergesetzt. 

14,) Quart. J. of math. 3 (1860), p. 226; ibid. 6 (1862), p. 81 = Collected 
Papers 4, p. 446, 490. 

15) Poinsot, EUlments de statique, 1. ed., Paris 1804. VgI. im Texte Nr.20. 
Study (Dynamen) sagt "Stabepaar". 
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parallelen und gleichen Linienteile bilden ein Parallelogramm, welches 
die PlangroBse geometrisch reprasentiert, und hieraus ist klar, dass 
ein Poinsot'sches Paar vollkommen bestimmt ist durch die Stellung 
der Verbindungsebene der beiden Linienteile, das Moment des Paares, 
namlich den Inhalt des von den Linienteilen gebildeten Parallelo
grammes, und den Sinn, in dem das Parallelogramm durchlaufen 
werden muss, wenn dieser Umlaufssinn in zwei Seiten mit der Richtung 
der beiden Linienteile zusammenfallen solI. 

Nach dem Gesagten vereinigen sich auch beliebig viele Linien
teile in den beiden besonderen Fallen, dass entweder die Linien aller 
Linienteile durch einen Punkt gehen oder sie aIle zu einander parallel 
sind oder in einer Ebene liegen, immer wieder zu einem Linienteile, 
wobei nur im letzteren FaIle moglicherweise ein Poinsot'sches Paar 
als Resultante auftritt. 

7. Liniensummen. 1m allgemeinen Falle ist die Summe [P Q] 
+ [P' (l] zweier Linienteile [PQ] und [P' Q'] nicht wieder ein 
Linienteil, sondern eine neue geometrische Grosse, die wir, um einen 
kurzen Ausdruck zu haben, als Liniensumme bezeichnen wollen 16). 
Durch die sechs Grossen 

I=X+X', 
2=L+L', 

ID=Y+Y', 
1m =M +M', 

8=Z+Z', 
\JC = N + N' 

ist diese Liniensumme rein formal definierl, indem vorlaufig nur fest
gesetzt sein solI, dass aus zwei Paaren von Linienteilen dieselbe 
Liniensumme resultiert, wenn in jedem Paare entsprechende Koordi
naten der Linienteile dieselbe Summe ergeben. Die so definierlen 
Koordinaten einer Liniensumme verhalten sich bei Koordinatentrans
formation wie die Koordinaten eines Linienteils. 

Als Invarianten einer Liniensumme erweisen sich die Ausdriicke 

12 + ID2 + 82 und 21 + 1mID + \JC8, 
und zwar ist der erste ein Skalar erster, der zweite ein Skalar 
zwelter Art. Der erste ist das Quadrat der Lange ffi des Vektors, 
der sich ergiebt, wenn man die Linienteile [PQ] und [P' Q'J wie 
freie Vektoren behandelt und zusammenfiigt. Der zweite Ausdruck 

16) Vielfach wird damr das W orl Streckensystem gebraucht, so von Schell 
(Theorie der Bewegung und der Kriifte) und von H. Mohr in seinen zahlreichen 
Arbeiten (die meistens im Civilingenieur erschienen). E. Budde (Mechanik 2, p. 611) 
sagt Vektorensystem, indem er den Linienteil als linienfliichtigen Vektor be
zeichnet, oder spricht auch von einer heteraptischen Summe solcher linienfliich
tigen Vektoren, d. h. einer Summe, die von verschiedenen Linien hergenommen iat. 
Study sagt Stabesumme. 
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stellt sich in den Koordinaten der beiden komponierenden Linienteile 
folgendermassen dar: 

XL' + YM' + ZN' + LX' + MY' + NZ'. 
Das ist nichts anderes als [P Q P' Q'], wenn man hierunter die Vler
reihige, aus den Koordinaten der vier Punkte P, Q, P', Q' gebildete 
Determinante 

Xl Yl fJl 1 i 
x2 Y2 fJ2 1 

, , 
fJ1 

, 
1 Xl Y1 

X2 
, 

Y/ fJ2 
, 

1 

versteht, welche das sechsfache V olumen des von den vier Punkten ge
bildeten Tetraeders darstellt. So ergiebt sich ein zuerst von M. Chasles 
aufgestellter Satz 17), der in unserer Terminologie folgendermassen 
lautet: Wie eine Liniensumme auch aus zwei Linienteilen zusammen
gesetzt werden mag, immer ist das Volumen des Tetraeders, das die 
zwei Linienteile bestimmen, dasselbe. 

Die Gleichung £x + 9RID + in,8 = ° driickt die Bedingung dafiir 
aus, dass die Liniensumme sich auf' einen Linienteil reduziert; wir kommen 
dann wieder auf die Entwickelungen der vorigen N ummer zuriick. 
Die Gleichung X2 + ID2 + ,82 = ° fallt, wenn man sich auf das reelle 
Gebiet beschrankt, in die drei Gleichungen X = 0, ID = 0, ,8 = ° 
auseinander, welche die Gleichung £x + 9RiID + in,8 = ° nach sich 
ziehen und ausdrucken, dass die Liniensumme sich auf ein Poinsot'sches 
Paar reduziert. 

Wenn irgend sechs Grossen im Raume, x, ID, ,8, £, IDC, 91 sich 
bei Parallelverschiebung des Koordinatenkreuzes so transformieren, 
dass x, ID,,8 und die Verbindung £x + W~ID + 91,8 ungeandert 
bleiben, und wenn bei Drehung x, ID,,8 und £, IDC, in sich wie 
Punktkoordinaten transformieren, wahrend bei Inversion £, IDC, in un
geandert bleiben, x, ID, ,8 ihr Zeichen wechseln, dann definieren diese 
sechs Grossen eine Liniensumme. Es liefert also insbesondere die 
Addition beliebig vieler Linienteile keine allgemeinere Grosse wie die 
Addition nur zweier Linienteile. 

8. Die Centralaxe einer Liniensumme. Eine beliebige Linien
summe mit den Koordinaten x, ID, ,8, £, 9J~, 9l lasst sich zusammen
setzen aus einem Poinsot'schen Paare und einem Linienteile, der 

17) Mitgeteilt von Gergonne in seinen Ann. de math. 18 (1828), p. 372. 
Man vgl. auch den Aufsatz von A. F. Moebius, J. f. Math. 4 (1829), p. 179 = 

Werke 3, p. 499. 
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gegen die Ebenenstellung des Poinsot'schen Paares normal ist. Die 
Linie dieses Linienteils heisst dann die Centralaxe der Liniensumme 18). 
Die Komponenten des Poinsot'schen Paares haben in diesem FaIle 
die Form kI, k'l), k.8, also werden die Koordinaten des resultieren
den Linienteils 

I, 'l), .8, £ - kI, WC - kID, 9"t - k.8, 
und aus del' notwendigen Bedingungsgleichung zwischen dies en Ko
ordinaten 

I (£ - kI) + 'l) (WC- kID) + .8 (9"t - k.8) = 0 
ergiebt sich 

k _ £I + 9J1ID + 913 
- I! + ID2 + 32 , 

sodass die Ausdrucke fUr die Koordinaten des Linienteils in ~, 'l), .8, 
£, WC, 9"t bis zum dritten Grade ansteigen. Da andererseits das Moment 
dieses Poinsot'schen Paares 

£I + 9J1ID + 913 
~ = VI2 + ID2 + 3 2 

ist, so wird auch k = M· Diese Grosse solI in Anlehnung an J. PlUcker 

weiterhin der Pwrameter der Liniensumme heissen. Reduziert sich diE' 
Liniensumme auf einen einzelnen Linienteil, so ist ~ = 0 und also 
k = O. ~ und ffi konnen, ohne dass I, ID, .8 aIle drei Null werden, 
nur fUr imaginare Liniensummen gleichzeitig verschwinden. Fur ein 
Poinsot'sches Paar, d. h. wenn I, ID, .8 = 0, werden ~ und ffi eben
falls gleich Null und von der Centralaxe ist dann nur die Richtung 
festgelegt. 

Fur die Zusammensetzung der Liniensumme aus zwei Linien
teilen kann die Linie des einen Linienteiles willkurlich angenommen 
werden, dann ist dadurch die Lange dieses Linienteiles und Linie und 
Lange des anderen Linienteiles eindeutig bestimmt. Die gemeinsame 
Normale der beiden Linien trifft die Centralaxe del' Liniensumme unter 
rechtem Winkel, und wenn r 1 , r~ die kiirzesten Abstande del' beiden 
Linien von der Centralaxe bedeuten, /P1' /P2 die Winkel, unter denen sie 
dieselbe kreuzen, so ist nach M. Ohasles 19) r l tang /P2 = r2 tang /P1 = k. 

9. Das gegenseitige Moment zweier Liniensummen. Sind 
[P Q] + [P' Q'] und [Pl Ql] + [Pl' Ql'] zwei Liniensummen, deren 
Koordinaten mit I... und I l ... bezeichnet seien, dann ist del' 
Ausdruck 

18) V gl. Poinsot, J. ee. polyt. 13 (1806), p. 182. 
19) Paris C. R. 16 (1843), p. 1420. 
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Ii\ + IDIDll + 89"t,. + 2~ + IDlIDl + 91& 
eine simultaD.e Invariante dieser beiden Liniensummen. Er heisst ihr 
gegenseitiges Moment 20) und hat den Wert 

[PQP1 Ql] + [PQPt'Qt'] + [P'Q' Pi Ql] + [P' Q' P1'Q/]. 

Er ist also gleich der sechsfachen Summe aus den mit dem richtigen 
Vorzeichen genommenen Volumina der vier Tetraeder, welche sich aus 
je einem Linienteil der ersten Liniensumme zusammen mit einem 
Linienteile der zweiten Liniensumme bilden lassen~i), und diese Vo
lumensumme bleibt sonach ungeandert, wie auch die beiden Linien
summen aus je zwei Linienteilen zusammengesetzt werden mogen. 

Tritt an die Stelle einer der beiden Liniensummen ein Linienteil, 
so reduzieren sich die vier Tetraeder auf zwei, und wenn die Lange 
des Linienteils insbesondere = 1 ist, so heisst die Summe der beiden 
Tetraedervolumina. das Moment der Liniensumme fiilr die gerade Linie g,' 
welcher der Linienteil angehOrl 119). Diese Definition lasst sich auf 
den Fall erweitem, dass die Liniensumme sich aus beliebig viel ge
gebenen Linienteilen zusammensetzen solI. N ennt man dann Bi die 
Lange eines dieser Linienteile, tp. den Winkel, unter dem seine Linie 
die Linie g kreuzt und d. den kiirzesten Abstand der beiden Linien, 
so ist das Moment der Liniensumme fur die gerade Linie g durch 
den Ausdruck 

dargestellt. Verschwindet dieses Moment fiir eine gerade Linie, so 
heisst die Gerade nach Moebius eine NullJinie 28) der Liniensumme. 1st,. 
ihr kiirzester Abstand von der Centralaxe, tp der Winkel, unter dem 
sie dieselbe kreuzt, so wird ,. tang tp = k, und in dieser Linie liegt 
kein Linienteil, der mit einem Linienteile einer anderen geraden Linie 
zusammen die vorliegende Liniensumme ergiebtll4,). Sind X, Y, Z, 
L, M, N die Koordinaten einer Nulllinie, so muss 

20) V gl. die im Text folgenden Er6rte1'1lI1gen iiber Liniengeometrie und die 
weiter unten folgende FUSBnote 40. 

21) Vgl. G. Battaglini, Napoli, Rend. 8 (1869). 
22) Dieser Begriif ist, seiner statischen Bedeutung nach, schon sehr alt. 

Man findet ibn bei L. Euler (Nova Acta Petropolitana, '1 (1191» und ausfiihrlich 
erlSrtert bei Profiy (Le90ns de m~eanique), Poi8BotI (TraiW de m~eanique) und 
Moebius (Lehrbuch der Statik). 

28) Lehrbuch der Statik 1, § 84-88 ... Werke 8, p. 118if. 
24) Man kann den Sachverhalt auch dabin ausdriieken, dus in unendlicher 

Naehbarsohaft eine Linie liegt, von der em Linienteil zusammen mit einem 
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2X+9RY+ mZ+IL+ IDM+.8N=O 

werden, wenn I ... die Koordinaten der Liniensumme sind. Die Null
linien bilden nach PlUcker's Ausdruck einen linearen Komplex, indem 
ihre Koordinaten der vorstehenden linearen Gleichung geniigen (deren 
Koeffizienten die Koordinaten der zugehorigen Liniensumme sind). 
Der lineare Komplex ist durch fiinf seiner Strahlen eindeutig be
stimmt, und insbesondere lii.sst sich die Centralaxe aus diesen fiinf 
Strahlen konstruieren. Rier kommen wir also in Kontakt mit den 
Grundbegriffen der Liniengeometrie, deren ausfiihrlichere Darlegung 
nach Bd. III gehOrt. 

Die historische Entwickelung ist geradezu die gewesen, dass eine 
Reihe von Beziehungen fiir die Liniengeometrie von J. Plucker, 
F. Klein u. a. vorab entwickelt waren, ehe sie die fiir die Mechanik 
der starren Korper typische Ausbildung erhielten. Wir werden hier
auf in den Anmerkungen noch wiederholt zuriickkommen, und er
wahnen hier betreffs der liniengeometrischen Entwickelungen nur 
Folgendes: 

Sind U = 0 und U' = 0 die Gleichungen zweier linearen Strahlen
komplexe, so nennt man aIle Komplexe von der Gleichungsform 
U + A U' = 0 ein KomplexbUschel und die gemeinsamen Strahlen 
eine lineare Strahlenkongruen.,; die Strahlen dieser Kongruenz treffen 
zwei bestimmte gerade Linien, die aber auch konjugiert imaginar 
werden oder zusammenfallen konnen. Drei lineare Strahlenkomplexa 
(und damit aIle Komplexe des durch sie bestimmten Komplexbiindels) 
haben im allgemeinen die eine Regelschar einer quadratischen Regal
Hache mit einander gemein. 

10. Das vektorielle Moment einer Liniensumme fiir einen 
beliebigen Punkt und das Moebius'sche Nullsystem. 1st [PQ] ein 
Linienteil, Po irgend ein Punkt des Raumes mit den Koordinaten 
xo, Yo, "0' so legen die beiden Vektoren PoP und PoQ eine ge
bundene Plangrosse fest (vgl. Nr. 3), deren Komponenten' durch die 
Grossen L', M', N' (vgl. Nr.5) gegeben sind. Diese Plangrosse soll 
das vektorielle Moment des Linienteils fiir den Punkt Po heissen. 
Tritt nun an die Stelle des Linienteils eine Liniensumme, deran 
Koordinaten I, ID, .8, 2, 9R, 91 seien, so fiigen sich die vektoriellen 
Momente aller einzeInen Linienteile der Liniensumme zu dem vektoriellen 

Linienteile auf der Nulllinie die vorgelegte Liniensumme ergiebt, nur daas 
diese beiden Linienteile unendlich groal' werden. 

Euqklop. d. math. Wiaaenaeh. IV 1. 10 
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Momente dieser letzteren selbst zusammen, und man findet fur die 
Komponenten dieees Momentes 25) 

£ - ,8Yo + IDzo, 9Jl- Izo + ,8xo, 91 - IDxo + Iyo' 
So erscheint an jeden Punkt des Raumes eine Plangrosse, namlich 
das vektorieUe Moment der Liniensumme, gebunden. Diese Plan
grosse kann man fur jeden einzelnen Punkt P zur Anschauung 
bringen, indem man in einer bestimmten, durch ihn gelegten Ebene n 
ein F'liichenstuck von bestimmtem Inhalte ~ markiert. Dieser seinem 
absoluten Werte nach zu nehmende Inhalt ~ iet dann das skalare 
Moment der Liniensumme fiir den Punkt P. 

Jede durch diesen Punkt gehende gerade Linie, welche gleich
zeitig in der Ebene n liegt, hat die Eigenschaft, dass fur sie das 
Moment der Liniensumme verschwindet. Moebi·us nennt deswegen die 
Ebene n die Nullebene des Punktes P und dies en den NuUpunkt von n. 
Die Beziehung zwischen Nullpunkt und Nullebene ist wechsel
weise eindeutig 26). Bewegt sich ein Punkt auf einer geraden Linie, 
so dreht sich seine Nullebene urn eine andere gerade Linie, und die 
beiden Linien sind solche zwei Geraden (siehe oben Nr. S) dass sich 
durch zwei ihnen angehorende Linienteile die zugehorige Liniensumme 
ersetzen lasst. Das Moment der Liniensumme wird unter allen durch 
einen Punkt P gehenden geraden Linien fiir diejenige Linie p, welche auf 
der Nullebene n dieses Punktes senkrecht steht, am grossten, und zwar 
gleich dem skalaren Momente ~ des Punktes P. Fiir irgend eine andere 
Linie durch P wird es gleich ~ cos ro, wenn ro der Winkel ist, den diese 
Linie mit der Linie p bildet. Tragt man also das Moment auf allen 
den Linien, die durch P gehen, von diesem Punkte aus als Langen 
auf, so erfiillen die Endpunkte der so gewonnenen Strecken eine 
Kugel vom Durchmesser ~, welche in dem Punkte P dessen N ull
ebene n beriihrt 27). 

25) Durch diese Komponenten definiert, spielt das Moment schon bei Prony 
eine grosse Rolle. Er nennt aber (Le~ons de mecanique 1, p. 200) P. S. Laplace 
als den eigentlichen Urheber der Theorie, mit dessen Prinzip der invariablen 
Ebene sie in der That zusammenhiingt (Mecanique celeste 1, Paris 1799, ch. 5). 
Vgl. hierzu auch die Abhandlung von Poinsot: Sur Ie plan invariable du monde, 
die den spateren Aufiagen seiner Elements de statique angehiingt ist. 

26) Diese Punkt-Ebenenverwandtschaft ist schon vor Moebius von dem 
Italiener G. Giorgini (Modena, Mem. della Soc. Ital. deUa dei Quaranta 20 (1828), 
p. 243; vgl. auch ebenda 21 (1836), p. I), ebenfalls von der PoitlSot'schen Statik 
aua, gefunden worden. 

27) Um den Nullpunkt P einer Ebene :It fiir eine vorgelegte Liniensumme 
zu finden, hat E. Carvallo (Nouv. ann. (3) 12 (1893), p. 454) das folgende Verfahren 
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Das Moebius'sche Nullsystem steht zu del' Centralaxe del' Linien
summe in einer einfachen Beziehung, die Moebius selbst gefunden 
hat. 1st namlich r del' Abstand des NuHpunktes von del' Centralaxe, 
so geht die Nullebene durch die Linie dieses Abstandes hindurch und 
bildet mit del' Centralaxe einen Winkel C{J, del' aus del' Gleichung 

r tang C{J = k 
zu bestimmen ist (wobei del' Sinn, in welchem diesel' Winkel positiv 
zu rechnen ist, vom Koordinatensysteme abhangt). Die Ebene, welche 
einem gegebenen Punkte als N ullebene zugeordnet ist, bleibt ihm also 
erstens zugeordnet, wenn man Punkt und Ebene urn ein beliebiges 
Stiick in del' Richtung del' Centralaxe verschiebt oder durch einen 
beliebigen Winkel um die Centralaxe dreht. Bewegt sich zweitens 
del' Punkt auf einer Schraubenlinie, deren Axe die Centralaxe ist 
und deren Ganghohe den fiir aHe Lagen des Punktes konstanten 
Betrag 21tk hat, so bleibt die Nullebene immer senkrecht zu del' 
Bewegungsrichtung des Punktes gestellt. Auf solchen Schl"aubenlinien 
bewegen sich abel' aIle Punkte des Raumes bei einer bestimmten 
Schraubenbewegung um die Centralaxe, sodass diese Schraubung del' 
Liniensumme in eindeutiger Weise zugeordnet ist, sofem man nicht 
nur von ihrer Geschwindigkeit, sondem auch von ihrem Sinne ab
sieht, indem die Bewegung auch immer in entgegengesetzter Rich
tung erfolgen kann. Betrachten wir von diesel' Bewegung einen Teil, 
del' in einer so kurzen Zeit dt erfolgt, dass die Wege aller Punkte 
von einer geraden Linie nul' unmerklich abweichen, so wird die 
Lange dieses Weges fill' einen beliebigen Punkt P dem skalaren 
Momente del' Liniensumme fur diesen Punkt proportional, und die 
Richtung des Weges ist gleichzeitig zu del' Ebene des vektoriellen 
Momentes normal. Das letztere wird also durch die Wegstrecke des 
Punktes genau so reprasentiert, wie oben die Plangrosse durch ihren 
erganzenden Vektor 28). 

angegeben: Man bringe in dem Schnittpunkte del' Axe einer jeden Kraft mit 
del' Ebene n eine Masse an, welche del' Projektion del' Kraft auf die zu del' 
Ebene senkrechte Richtung proportional ist, dann ist del' Schwerpunkt aller 
dieser Massen der N ullpunkt P. 

28) Um dieses nachzuweisen, ist nul' notig, die Liniensumme in den Linien
teil auf del' Centralaxe von del' Lange 9l und das dazu normale Poinsot'sche 
Paar von dem Momente k9l zu zerlegen. Dann zerflillt auch das vektorielle 
Moment del' Liniensumme fiir einen beliebigen Punkt, del' im Abstande r von 
del' Centralaxe liegt, in zwei Teile. Del' Vektor, welcher in del' angegebenen 
Weise den ersten Teil reprasentiert, ist zu del' Centralaxe normal und hat die 
Lange 9lr, del' Vektor, welcher dem anderen Teile entspricht, ist zu del' Central-

10· 
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In neuester Zeit hat E. Study (Dynamen, 1. Lieferung) eine syste
matische N eudarstellung des ganzen hier beriihrten Gebietes in seiner 
Bedeutung fur die Mechanik begonnen, wobei er die Einzelfalle von 
dem jeweiligen allgemeinen FaIle sehr viel sorgialtiger absondert und 
studiert, als es in dem vorliegenden, nul' die grossen Ziige wieder
gebenden Bericht geschieht. Es ist unmoglich gewesen die Study'schen 
Entwickelungen hier einzuarbeiten, zumal dieselben noch nicht voll
standig vorliegen und der Verfasser eine von del' sonst iiblichen vielfach 
abweichende Terminologie gebraucht. Um so nachdriicklicher sei auf 
das Study'sche Werk an diesel' Stelle hingewiesen; dieser Hinweis 
moge insbesondere auch fiir den nun folgenden Abschnitt II des vor
liegenden Referates mit geIten. 

II. Die ersten Sitze der Kinematik des starren Korpers 
und die Ball'schen Schrauben. 

11. Jede unendlich kleine Bewegung eine Schraubung. Durch 
die in Nr.l0 gegebenen Bemerkungen sind die vorhergehenden Ent
wickelungen mit der Kinematik in Verbindung gebracht, indem an die 
Stelle einer Liniensumme eine unendlich kleine Bewegung oder Ver
riickung des Raumes getreten ist. Die so gewonnene Bewegung ist 
eine Schmubung um die Gentralaxe der Liniensumme. Sie ist indessen 
durch die Liniensumme nicht eindeutig bestimmt, vielmehr darf noch 
fur irgend einen Punkt, wie schon gesagt, innerhalb der Grenzen des 
Unendlichkleinen die Grosse und del' Sinn der Verschiebung, die er 
erleiden soIl, willkiirlich festgesetzt werden. Was speziell den Sinn 
angeht, so kann man z. B. verabreden, dass, in del' Richtung des in 
del' Centralaxe liegenden Linienteiles gesehen, die in del' Schraubung 
enthaItene Drehung in dem Sinne des Uhrzeigers erfolgen soIl; es 
wird dann auch, in der Richtung der in der Schraubung enthaltenen 
Translation gesehen, der Sinn des zur Centralaxe normal gestellten 
Poinsot'schen Paares mit dem Sinne des Uhrzeigers zusammenfallen. 

In erster Linie interessiert die Frage, ob die Schraubenliniel1, 
welche bei der in Frage stehenden Schraubung von den Punkten des 
Raumes durchlaufen werden, links oder reahts gewunden sind. Wir 
denken uns das rechtwinklige Koordinatensystem immer so gewahlt, 
dass ein in der Richtung des positiven I! aufrecht gestellter Beobachter, 

axe parallel und hat die Lange k81. Der aus diesen beiden resultierende Vektor 
repril.sentiert in der That das Bahnelement des Punktes bei einer Schraubung 
um die Centra.laxe von der GangMhe 2nk. 
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wenn er in die Richtung des positiven x sieht, die positive Seite der 
y-Axe zur Rechten hat. Es gehoren dann zu positivem k Links
schraubm, zu negativem k Rechtsschrauben. Bei der Linksschraube 
ist fiir einen liings der Axe aufrecht stehenden Beobachter mit einer 
Drehung von vorne nach rechts eine Verschiebung nach oben ver
kniipft und bei der Rechtsschraube eine Verschiebung nach unten. 

Der noch fehlende Nachweis, dass jede unendlich kleine Be
wegung eines starren Korpers wirklich mit einer Schraubung iiberein
kommt 29), liisst sich am einfachsten fiihren, indem man die Formeln 
fiir eine solche Bewegung aufstellt. 1st 0 ein beliebiger Punkt des 
Korpers, der zum Koordinatenursprung gewahlt wird, so muss sich 
die uIiendlich kleine Bewegung auf jeden Fall erreichen lassen durch 
eine unendlich kleine Parallelverschiebung und eine unendlich kleine 
Drehung des Korpers um eine durch 0 gehende Axe. Durch die 
Pal'allelverschiebung erleiden die Kool'dinaten aIlel' Punkte diesel ben 
Anderungen, die mit u dt, v dt, w dt bezeichnet seien. 1st ferner Qdt 
der unendlich kleine Winkel der Drehung und sind plQ, q/Q, rlQ 
die Richtungscosinus der Drehungsaxe, so dass '12 = p2 + q2 + r2, 
dann werden die Komponenten der Verriickung, die bei der unend
lich kleinen Bewegung ein beliebiger Punkt des Korpers, mit den 
Koordinaten xo, Yo, zo, erleidet: 

dxo = (u - ryo + qzo)dt, 
dyo = (v - pZo + rxo)dt, 
dzo = (w- qxo+ pyo)dt. 

SoIl nun die Bewegung zu einer Liniensumme mit den Koordinaten 
l, ID, 3, £, iJR, 91 gehoren, so muss die so definierte Verriickung in 
der angegebenen Weise auf das vektorielle Moment der Liniensumme 
beZOgen sein. Vergleicht man daraufhin die angeschriebenen Glei
chungen fiir dxo, dyo, dzo mit den Ausdriicken fiir die Komponenten 
des vektoriellen Momentes (Nr.l0), so sieht man, dass die verlangte 
Beziehung in der That erreicht wird, indem man unter Wegwerfung des 
Faktors dt setzt: 

£=u, 9R=v, 91=w, l=p, ID=q, 3=r. 
Aus der gegebenen Betrachtung folgt zugleich, dass die heiden Schrau-

29) Diesen Satz gab zuerst G. Moz.i in einer kleinen Schrift: Discorso 
matematico sopra il rotamento momentaneo dei corpi, Napoli 1763. Der Beweis 
Mozzfs ist aber nicht richtig. Mit ausreichender Begriindung ver61fentlichte 
A. Cauchy denselben Satz, ohne ~~{ozzi's Arbeit zu kennen, in seinen Exercices de 
mathllmatiques 2, Paris 1827, p. 87 = Oeuvres (2) 7, Paris 1889, p. 94. 
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bungen, die auf diese Weise bei Benutzung desselben dt zwei ge
gebenen Liniensummen entsprechen, nach einander ausgefiibrt die 
Schraubung ergeben, welche der Summe dieser beiden Liniensummen 
zugeordnet ist. Einem einzelnen Linienteil entspricht eine Drehung. 
Unendlich kleine Bewegungen sind im Gegensatze zu endlichen immer 
vertauschbarj sie addieren sich wie die entsprechenden Liniensummen. 

12. AnsJogie der Schraubungen und Liniensummen 30). Nach 
dem Gesagten muss sich jeder Satz des ersten .Abschnittes iiber 
Liniensummen auf die Kinematik der wnendlich kleinen Bewegungen 
eines starren Korpers iibertragen lassen 81). Wir geben nur die ein
fachsten Satze, indem wir iibrigens auf IV 3 (ScMnflies) verw~isen. 

1) Wie jede Liniensumme aus zwei Linienteilen, so liisst sich 
jede Schrau bung aus zwei einfachen Drehungen zusammensetzen. 
Die Axe u der einen Drehung bnn beliebig angenommen werden, 
dann ist die konjugierte Rotationsaxe v sowie von beiden Drehungen 
Grosse und Sinn bestimmt. Bei der resultierenden Schraubung er
ilihrt die Linie u eine blosse Drehung um die Linie v. AIle Punkte 
von u verschieben sich also normal zu der konjugierten Rotationsaxe v. 
Die Linien dieser Verschiebungen erfiiIlen ein Paraboloid, und die 
N ormale~ desselben in den Punkten von u ein zweites Paraboloid; 
dieses wird von denjenigen normalen Sekanten det Linie u gebildet, 
welche die Linie' v treffen. Der Scheitel des erstgenannten Para
boloids ist der Punkt, in dem die gemeinsame Norma.le der Schrau~ 
bungsaxe und der Linie u die letztere tri:fft, und die Tangentia.lebene 
in diesem Scheitel ist der Schraubungsaxe parallel, wahrend sie gleich
zeitig die Linie u selbst enthitlt. 

2) Wie zwei Krafte, die in zwei sich schneidenden oder in 
parallelen Linien wirken, zu einer resultierenden Kraft, setzen sich auch 
zwei Drehungen urn sich schneidende Axen wieder zu einer Drehung 
zusammen, und ebenso zwei Drehungen um parallele Axen. Fiir un
endlich kleine Drehungen gilt sonach das Parallelogramm- und das 
Hebelgesetz, sobald man sich jede Drehung durch ein Stiick ihrer Axe, 

30) Die erate richtige Darstellung der Analogie, welche die Linienteile 
und unendlich kleine Drehungen in ihrer Zusammensetzung zeigen, gab Moebius, 
J. f. Math. 18 (1838), p. 189 = Werke 1, p. 646. 

31) Die folgenden Sil.tze riihren zum groBsen Teile von Ohasles her (Paris 
C. R. 16 (1843), p. 1420). Man vgl. die zusammenfassenden Darstellungen von 
..4.. Matmheim, G~om~trie cin~matique, Paris 1894; ..4..8choentf,ies, Geometrie der 
Bewegung, Leipzig 1886, und das Referat IV 3 von Bt:1tomfIiea; G. Koenigs, 
Le90ns de cinematique, Paris 1897; endlich E. Study, DyuameD. 
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das dem unendlich kleinen Drehungswinkel proportional ist, reprasentiert 
denkt. Zwei Drehungen um parallele Axen ergeben nur dann keine 
resultierende Drehung, wenn sie gleiche Grosse, aber entgegengesetzten 
Sinn haben. Dann vereinigen sie sich vielmehr zu einer Parallel
verschiebung oder Translation, deren Richtung senkrecht zu beiden 
Drehungsaxen ist, wahrend ihre Grosse gleich dem Produkte aus dem 
Winkel der Drehungen und dem Abstande ihrer Axen wird. Eine 
Translation ist ein freier Vektor, und beliebig viele Translationen 
setzen sich nach den Regeln, die fUr die Addition der Vektoren 
geIten, immer wieder zu einer Translation zusammen. 

3) Dem vektoriellen Momente einer Liniensumme fiir einen Punkt 
entspricht die Verriickung, die der Punkt bei der zugehOrigen Schrau
bung enahrt. Dem Momente der Liniensumme fiir eine gerade Linie 
ist die Grosse der V erschie bung analog, die bei der Schraubung die 
Punkte der geraden Linie in der Richtung derselben erfahren. Diese 
Verschiebung ist fUr alle diese Punkte in der That gleich gross. 
Jeder Linie, fiir welche das Moment verschwindet, entspricht sonach 
eine Linie, deren samtliche Punkte sich normal zu ihr verschieben 32). 
Der geraden Linie, fur welche unter allen durch einen bestimmten 
Punkt gehenden Linien das Moment der Liniensumme am grossten 
wird, ist die Linie analog, in welcher sich der angenommene Punkt 
verschiebt; andererseits enahrt dieser Punkt unter allen Punkten einer 
solchen geraden Linie die kleinste Verschiebung. AIle diese Linien 
bilden einen speziellen quadratischen Komplex 33). 

4) Die Linie p, in der sich ein Punkt P verschiebt, steht 
senkrecht zu der aus P auf die Centralaxe gef'allten N ormalen 1, und 
ist r der Abstand des Punktes P von der Centralaxe, so wird 
fiir den Winkel fP, unter dem die Linie p die Centralaxe kreuzt, 

tang rp = ;. Man findet dann auf demselben Lote 1 der Centralaxe 

im Abstande r' = k cotg fP von der letzteren einen Punkt P', der 
sich in einer zu der Linie p senkrechten Linie p' verschiebt. Die 
beiden Linien p und p' haben die Eigenschaft, dass sich die 
Schraubung durch zwei einfache Drehungen um sie ersetzen lasst. 
Legt man durch eine von ihnen, etwa p', und das Lot 1 der Central
axe eine Ebene n, so steht diese auf der anderen Linie p senkrecht 

32) O. Rodrigues, J. de math. 6 (1840), p. 380. 
SS) Den besonderen Cha.rakter dieses Komplexes erortert A. Schoenflies 

(Zeitschr. f. Ma.th. u. Phys. 28 (188S), p. 229), siebe a.uch Study (Ma.th. Ann. 39 
(1891) p. 486 if.). V gl. den folgenden Artikel IV 3 (Schoenflies). 
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und wird von derselben in ihrem Nullpunkte P getroffen. Die Linie 
p', die in der Ebene n liegt, ist dieser Ebene in eindeutiger Weise 
zugeordnet, und in ihr wird die Ebene n von der unendlich benach
barten Ebene geschnitten, in die sie durch die Schraubung ubergeht. 
p' ist nach Chasles' Ausdruck die chMakteristische Linie der Ebene n. 

Diese samtlichen Satze lassen sich naturlich auch unabhangig von 
der Theorie der Liniensummen und ihrer Koordinaten rein kinematisch 
beweisen. 

13. Die Ball'schen Schrauben. Um das den beiden Begriffen 
Liniensumme und Schraubung Gemeinsame und andererseits wieder 
das Unterscheidende auszudriicken, kann, man beide unter der Be
zeichnung Schraubengrosse zusammenfassen und die Schraubung als 
Schraubengrosse erster Art von der Liniensumme als Schraubengrosse 
zweiter Art unterscheiden. Der Unterschied der beiden Grossenarten 
(p, q, r, u, v, w) und (I, g), .8, 2, ID1, 91) ofl'enbart sich bei Koordinaten
transformation. Wahrend ihre Koordinaten sich bei Parallelverschiebung 
und Drehung des Koordinatenkreuzes gleichartig verhalten, wechseln 
bei Inversion u, v, w ihr Zeichen, wahrend p, q, r ungeandert bleiben, 
und wechseln bei der Liniensumme umgekehrt die drei ersten Koordi
naten I, g), .8 ihr V orzeichen, wahrend 2, ID1, 91 ungeandert bleiben 340). 

Die Schraubengrossen erster Art finden in der Kinematik des 
starren Korpers ihre unmittelbare Anwendung, wie wir gerade sehen. 
Aber die SchraubengrosBen zweiter Art sind fur die Mechanik des 
starren Korpers nicht minder wichtig, indem sie das allgemeinste 
an einem solchen Korper angreifende Kraftesystem darstellen. . Sie 
sind dann nach einem Pliicker'schen AUBdruck alB Dyname zu be
zeichnen. Dies wird weiterhin (in dem der Statik gewidmeten Teile III 
des vorliegenden Referates) ausfuhrlich zu behandeln sein; es sei aber 
schon hier erwahnt, um beilaufig darauf Bezug nehmen zu konnen. 

Sir Robert Stawell Ball 85) hat nun den Gedanken verfolgt, in der 
Gesamtheit alier Schraubenlinien mit gemeinsamer Axe und GanghOhe, 
die sich durch das grob sinnliche BiId einer Wendeltreppe veran
schaulichen lasst und die er einfach Schraube (screw) nennt, den ge
meinsamen Trager fUr die Schraubungen und Dynamen 86) aufzu-

34) Der Ausdruck A' = Iu + IDv + .sw + Sp + IDlq + ~r ist also ein 
Skalar erster Art. Diese Verhii.ltnisse erlirtert F. Klein, Zeitschr. f. Math. u. Phys. 
47 (1902); vgl. auch die Ausfiihrungen weiter unten in Nr.28. 

35) Die ersten Mitteilungen finden sich im Quart. J. of math. 10 (1870), 
p. 220; Dublin, Trans. 25 (1871), p. 137; Lond. Phil. Trans. 164 (1874), p. 15. 
Vgl. ftir alles Weitere die zusammenfassende Theory of screws, Cambridge 1900. 

36) Schraubung ist bei Ball twist, Dyname wrench. Wrench und twist 
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stellen, und daher riihrt seine Definition der Schraube als einer 
geraden Linie (der Axe), mit der ein Parameter k (pitch) 37) ver
kniipft iBt. 1st die Schraube gegeben, so gehOren zu ihr unendlich 
viele Sehraubungen, die sich vollig festlegen lassen, indem man 
den Winkel oder die Winkelgeschwindigkeit (,58) der in ihnen ent
haltenen Drehung um die Schraubenaxe, seiner Grosse und seinem 
Sinne nach, angiebt. Die Grosse oder Geschwindigkeit der Translation 
in der Richtung der Axe ist dann 1:' = k('. Ebenso wird jede Linien
summe oder Dyname, die zu einer gegebenen Schraube gehort, vollig 
fixiert dureh die Lange ffi des in der Axe gelegenen Linienteils, die 
man als Intensitat der Liniensumme bezeichnen konnte; das Moment 
des dazu normalen Poinsot'schen Paares wird dann is: = k ffi. 

Zu jeder Schraube findet sich ein linearer Strahlenkomplex, der 
von den Nulllinien der zu der Schraube gehorigen Liniensumme ge
bildet wird. Umgekehrt ist die Ball'sche Schraube durch diesen 
Linienkomplex vollig definiert. So steht die Schraubentheorie im un
mittelbarsten Zusammenhange mit der Liniengeometrie 39); vor dieser 
hat ihre V orstellungsweise nur den V orzug einer grosseren AnpaBsung 
an den Ideenkreis der Mechanik und der in ihr gewohnlich zur Ver
wendung kommenden Zweige der Mathematik. Zudem beschrankt 
sich Ball immer auf die sogenannten allgemeinen FaIle und auf die 
im Reellen unmittelbar hervortretenden VerhaltniBse. Auch hierdurch 
wird seine Darstellung fiir manehen Leser leichter zuganglich, bedarf 

verdeutscht Fiedler (Geometrie und Geomechanik) mit Winder und Windung; 
Schell gebraucht (Theorie d. Bewegung) statt Winder wieder die Bezeichnung 
Dyname. Study (Dynamen) verwendet die Bezeichnungen Motor und Impulsor. 
Der Ausdruck twist war in England auch sonst iiblich, vgl. z. B. Thomson 
und Tait, Treatise on natural philosophy, 1. Aufi., Oxford 1867. 

37) Bei italienischen Autoren passo. Fiedler verwendet dafiir (Geometrie 
und Geomech\l-nik) den Ausdruck Pfeil, Schell (Theorie d. Bewegung) sagt Pfeil, 
wahrend er die Schraube auch einen Axenparameter nennt. 

38) In dem W orte Drehung liegt ein Doppelsinn, indem man einmal nur 
die Anfangs- und Endlage des Korpers ins Auge fasst, das andere Mal auch die 
Zeit, in der die Bewegung erfolgt, berncksichtigt. Denselben Doppelsinn kann 
man auch dem W orte Schraubung lassen. Die Schraubungskoordinaten sollen 
aber, wo sie im Text vorkommen, ein- fUr allemal Geschwindigkeitskomponenten 
sein, und bedeutet also die Schraubung gelegentlich eine unendlich kleine Ver
rnckllng, so sollen dementsprechend die Komponenten derselben noch durch eine 
sehr kleine Zeit dt, die als Einheit festgesetzt werden kann, dividierl werden. 

39) Dieser Zusammenhang ist der Hauptgegenstand des Buches von J. San
tschewsky, Theorie der Schrauben und ihre Anwendung in der Mechanik (russisch), 
Odessa 1889. V gl. auch einen kleinen Aufsatz von K. KUpper, MonatiJhefte f. 
Math. 1 (1890), p. 96. 



148 IV 2. H. E. Timerding. Geometr. Gl'UJ1dleg. d. Meehanik e. starren KlJrpers. 

dann aber freilich vom mathematischen Standpunkte noch der ge
naueren Durcharbeitung S9a). 

Sind k und k' die Parameter zweier Schrauben, d der kiir
zeste Abstand ihrer hen, qJ der Neigungswinkel derselben, sind 
ferner Q und Q' die Amplituden zweier zu diesen Schrauben gehoren
den Schraubungen, deren Koordinaten mit u ... und 'Ii ... bezeichnet 
seien, so findet man 

pu' + qv' + rw' + up' + vq' + wr' = QQ' {(k + k') cos qJ - d sin qJ }. 

Der eingeklammerte Faktor von QQ', der von den Amplituden unab
hitngig iat, heisst nach BaU der virtuelle Koeffizient der beiden 
Schrau ben 40). Wenn er verschwindet, heissen die beiden Schrauben 
bei ihm reziprok. Eine Schraube lii.sst sich so bestimmen, dass sie 
zu fUnf gegebenen reziprok ist. 

14. Schraubenkoordina.ten und allgemeinste lineare Trans

formation derselben. Die sechs Grossen p, q, r, u, v, w lassen sich, 
sofern sie nicht ihren absoluten Werten, sondern bloss ihren Ver
hiiltnissen nach festgelegt sind, als Schraubenkoordinaten betrachten. 
Statt ihrer kann man aber irgend welche homogene, lineare Ver
bindungen von ihnen einfUhren. Liniengeometrisch wurde dies von 
F. Klein 41) ausgefiihrt. Ball gelangt dazu direkt auf folgende Weise 4.2). 
Eine beliebige Schraubung .Q, lii.sst sich ersetzen durch sechs Schrau
bungen, welche zu sachs gegebenen Schrauben WlI Wi' ••• , W6 ge
hOren. Die Amplituden ~1' ~2' ••. , ~6 dieser sachs Schraubungen 
nennt Ball dann die Komponenten der Sehraubung .Q, nach den sechs 
gegebenen Schrauben. Fiihrt man ausser den letzteren noch die zu 
je fiinf von ihnen reziproken Schrauben 1111 1111 ... , 1/6 ein und be
zeichnet mit [Wi 1/J den virtuellen Koeffizienten von Wi und 11il mit Q 

39&) Vgl. E. Study (Dynamen), sowie den bereits genannten Aufsatz von 
F. Klein, Zeitsehr. f. Math. u. Phys. 47 (1902). 

40) Die Formel des Textes als gegenseitiges Moment zweier linearer 
Strahlenkomplexe gab zuerst (1869) F. Klein, Math. Ann. 2 (1870), p. 366. Ver
sehwilldet derselbe, so neunt Klein die Komplexe in Involution (ebenda, p.198). 
Involutorische lineare Komplexe entsprechen also reziproken Schrauben. Ins
besondere hat Klein dort sechs wechselseitig in Involution liegende Komplexe. 
Du entspricht dem spll.ter Ton Ball eingefiihrten korreziproken System von sechs 
Schrauben. 

41) Math. Ann. 2 (1870), p. 198. 
42) Es ist hier noeh darauf hinzuweisen, dus BaU selbst- zur Festlegung 

einer Schraube eigentlich nicht die VerMltnisse der Koordinaten benutzt, sondern 
stait desBen die IntensitAt der Schraubung = 1 nimmt (wobei natdrlich eine 
Unbestimmtheit im Vorzeichen bleibt). 
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die Amplitude der Schraubung .Q, mit W ihre Schraube, so werden 
die sechs Komponenten: 

[00 '1/.] 
~,u = (1' [00.;.]' (1-£ = 1,2, ... ,6). , , 

Die Verhiiltnisse derselben sind als die allgemeinen Koordinaten der 
zu der Schraubung .Q gehorenden Schraube W anzusehen, ihre abso
luten Werte fixieren die Schraubung selbst 43). Die letztere lasst sich 
durch das Symbol (1W bezeichnen, indem so W zugleich eine Schraubung 
von der Amplitude 1 bedeutet, und wenn dann ~,u' die Koordinaten 
einer zweiten Schraubung (1' w' mit der Amplitude (1' sind, so haben 
wir unter (1 W + (l w' die Schraubung mit den Koordinaten ;,u + ;,u' 
zu verstehen. Die Amplitude (J ist eine quadratische Form der sechs 
Koordinaten ;,u, welche im einzelnen FaIle berechnet werden muss. 
Fur den virtu ellen Koeffizienten zweier Schrauben w und w' ergiebt 
sich dann ein Ausdruck von der Form 

~[00,u 00.] 6" 6,.' 
[ww'] = /-I,v __ -.-__ 

QI/ 

wo [w,uwv] den virtuellen Koeffizienten von wI' und Wv bezeichnet. 

Besonders ausgezeichnet ist nun der Fall, wo die sechs Schrauben 
'YI

" 
mit den secbs Schrauben w,, zusammenfallen. Solche sechs 

Schrauben bilden nach Ball's Ausdruck ein korrefJiprokes System. 
Der virtuelle Koeffizient [w /-I 'IJ,u] wird dann dem doppelten Parameter 
k/-l der Schraube w/-l gleich und man findet demnach ffir diese be
sonderen Schraubenkoordinaten: 

[00 oo,uJ 
~,u = (1 27C' 

'" Sind ~,u' wieder die Koordinaten einer zweiten Schraubung (1' w', so 
ergiebt sich fur den virtu ellen Koeffizienten der beiden Schrauben 
w und w': 

[w w'] = -.!:, ~2 k", ~'" ~",', 
Q Q ,u 

und hieraus rur den Parameter k", einer Schraube w: 

k(Q = -.; ~k,,;1 . 
Q r- /-I 

Eine Schraube reduziert sich auf eine gerade Linie (als Axe der 
Drehung, auf die sich die zugehi:irige Schraubung reduziert), wenn 

ffir ihre Koordinaten ~,u die quadratische Form ~k,u ~~ verschwindetj 

43) Ball, Dublin, Trans. 26 (1874), p. 269; Theory of screws, chap. IV. 
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sie ist eine Links- oder Rechtsschraube, je nach dem Vorzeichen des 
Wertes, den diese Form erhlilt44). 

15. Lineare Schraubensysteme und ihre Bedeutung in den 
Fiillen beschriinkter Bewegungsfreiheit eines starren Korpers. In 
der Ball'schen Schraubentheorie spielt die Betrachtung linearer 
Schraubensysteme eine bedeutende Rolle. Diese sind auf folgende 
Art zu definieren: Wenn ro', ro", ... , ro(n) (n < 6) irgend welche 
Schraubungen von der Amplitude 1 sind, so bilden alle Schraubungen 
Q'ro' + Q" ro" + ... + Q(n)ro(n) ein lineares System nter Stufe; dasselbe 
lasst sich auch durch 6 - n homogene lineare Gleichungen zwischen 
den Koordinaten der Schraubungen festlegen. Das zugehorige Schrauben
system von n - 1 Dimensionen lasst sich ebenfalls als ein System 
nter Stufe bezeichnen. Es ist durch n Schrauben eindeutig bestimmt, 
und wenn n + 1 Schrauben demselben linearen System nter Stufe an
gehoren, so lassen sie sich stets als Trager (oder Bahnenj von eben
soviel Schraubungen ansehen, die zusammen die Lage des Korpers 
nicht andern. Die Schrauben, welche zu samtlichen Schrauben eines 
linearen Systemes nter Stufe reziprok sind, bilden selbst ein lineares 
System (6 - n)ter Stufe, welches das zu dem ersten reziproke System 
genannt wird. 

Wenn nun ein Korper in seiner Bewegung irgend welchen Hem
mungen unterliegt, so miissen die Schraubungskoordinaten u, v, w, 
p, q, r, welche mit dt multipliziert die in der sehr kurzen Zeit dt 
erfolgende Lagenanderung des Korpers angeben, fiir jeden Zeitpunkt t 
gewissen Bedingungsgleichungen geniigen. Diese Bedingungen wird man 
im allgemeinen fur jeden Zeitmoment als homogene lineare Gleichungen 
ansetzen konnen. Wenn man namlich die Gleichungen, welche zufolge 
der Hemmungen zwischen irgend sechs, die Lage des Korpers in 
jedem Augenblicke festlegenden Grossen (5) bestehen, nach der Zeit 
differentiiert und beachtet, dass die Grossen u, v, w, p, q, r mit den, Diffe
rentialquotienten jener sechs Grossen teils moglicherweise identisch, 
teils lineare Funktionen von ihnen sind, so sieht man, dass die 
in Rede stehenden partiellen Derivierten der Bedingungsgleichungen 
zufalligerweise verschwinden miissten, wenn die Hemmung in einem 
bestimmten Augenblicke nicht durch lineare Gleichungen zwischen 
den sechs Schraubungskoordinaten dargesteUt werden soUte. Lasst 

44) V gl. wieder F. Klein, Ma.th. Ann. 2 (1870), P 198. 
40) Etwa. den Koordinaten des Schwerpunktes und drei Euler'schen Win

keln cp, 1/J, .0- zur Fixierung der Drehung, die der KlIrper um dieaen Schwerpunkt 
erfahren hat. 
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man diese Ausnahmeilille, welche die Ball'sche Theorie nicht be
riicksichtigt, bei Seite, so gelangt man also zu der Theorie der linearen 
Schraubensysteme, indem man die Gesamtheit aller moglichen Be
wegungen betrachtet, welche der Korper bei verschiedenartiger Hem
mung seiner Bewegungsfreiheit in einem gegebenen Augenblicke aus
fiihren kann. 

Die Beschreibung des linearen Schraubensystems nter Stufe ge
schieht bei Ball nun so, dass er unter den Axen aller Schrauben des 
Systems immer diejenigen zusammenfasst, deren zugehorige Schrauben 
den gleichen Parameter haben. Diese Axen bilden jedesmal ein lineares 
Strahlensystem, und die Axen samtlicher Schrauben des Schrauben
systems setzen sich aus diesen unendlich vielen Strahlensystemen 
derart zusammen, dass sie ein quadratisches Strahlensystem der niichst 
hOheren Stufe bilden. Die Theorie hat so einen wesentlich geometri
schen Charakter, ihre Siitze ha"!Jen aber doch eine bestimmte kinema
tische Bedeutung und mogen insofern hier kurz beriihrt werden. 

16. Schraubensysteme zweiter Stufe. Das Cylindroid. Hat 
ein Korper Freiheit zweiter Stufe, so kann sich ein beliebiger Punkt 
in ibm momentan in einer Ebene verschieben. 1st fiir einen solchen 
Punkt die Verschiebungsrichtung festgelegt, so ist sie es auch fiir 
jeden anderen Punkt. Nur fiir die Punkte zweier gewissen Linien u und v, 
die aber auch zusammenfallen oder konjugiert imaginar werden konnen, 
ist die Fortschreitungsrichtung von vornherein vollig bestimmt. Jede 
Bewegung, die der Korper ausfiihren bun, lasst sich aus zwei Ro
tationen um diese Linien zusammensetzen, sodass letztere konjugierte 
Rotationsaxen fiir jede der Bewegungen sind; dies ist die einfachste 
Definition der in Betracht kommenden zweifach unendlich vielen Be
wegungen. 1m allgemeinen erfiillen die Linien, die mit einer ge
gebenen Linie 9 zusammen zwei konjugierte Rotationsaxen fiir eine 
der moglichen Bewegungen bilden, eine quadratische Regelfliiche, die 
9 enthiilt, so dass es unter diesen Bewegungen eine giebt, bei der g 
sich selbst konjugiert ist 46). Die Ebene, in der sich ein beliebiger 
Punkt verschieben kaun, steht senkrecht auf der Linie, die von diesem 
Punkte aus so gezogen wird, dass sie die beiden Linien u und v trifft. 
Diese Siitze sind von G. SchOnemann gegeben worden '1). 

Betrachten WIT daa zugehOrige lineare Schraubensystem zweiter 
Stufe, das wir kurz als eine Schraubensckar bezeichnen wollen, so 
erfiillen die Axen der Schrauben einer solchen Schar eine besondere 

46) TMrJenet, These Paris 1886. V gl. den Artikel IV 3 (Schoenflie8). 
47) Ber!' Ber. 1866, p. 266 und J. f. Math. 90 (1880), p. 43. 
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RegelfUtche dritten Grades, welche nach A. Cayley als Cylindroid be
zeichnet wird48). Um die Gleichung desselben in ihrer einfaehsten 
Form zu erhalten, hat man die gemeinsame N ormale der Axen zweier 
Schrauben, welche die Schar bestimmen soilen, zur IS -Axe zu wahlen. 
Dann lassen sich auf eine einzige Art der Koordinatenursprung und 
die Richtungen der x- und y-Axe so annehmen, dass die Koordinaten 
einer beliebigen Schraubung des zu der Schraubenschar gehOrigen 
Systems von Schraubungen den vier Gleichungen geniigen 49) 

u - txp = 0, "II - {Jq = 0, w = 0, r = 0. 
Indem wir dann m = % (tx - (J) setzen, wird die Gleichung des 
Cylindroids 

IS (Xi + yi) = 2mxyj 

aile Cylindroide sind also einander ahnlich. 
Die Koordinaten p und q der Schraubung konnen willkiirlich ge

wiihlt werdenj die anderen vier Koordinaten ergeben sich dann aus 
den obigen Gleichungen. Die Axen ailer Schrauben der Schar treft'en 
die IS-Axe unter rechten Winkeln, und lassen sich durch die zwei 
Gleichungen 

IJJ P 2mpq 
11 = q' IS = p~ + ql 

darstellen, wahrend der Parameter der zugehorigen Schraube 
«pi + ~q! 

k = p!+ql 

wird. Setzt man also .E.. = cotg ro, so wird fur den Schnittpunkt der q 
Schraubenaxe mit der IS - Axe IS = m sin 2 ro und der Schraubenpara-
meter 

k = ko + m cos 2 w, 
wo ko der Abkiirzung halber fUr t (tx + (J) gesetzt ist. 

48) Dasselbe fand G. Battaglini (Napoli, Rend. 8 (1869), p. 87), indem er 
den Ort der Centralaxen alIer Dynamen (Liniensummen) suchte, die sich aus zwei 
in gegebenen Linien wirkenden KrII.ften (Linienteilen) zusammensetzen. Diese 
Erzeugung des Cylindroids is~ ersichtlich ein Spezialfall der im Texte gegebenen. 
Die letztere fallt iibrigens mit der Betrachtung, die Pltii,cker (Neue Geometrie 
des Raumes, p. 97) schon vor Battaglini auf dal!l Cylindroid gefiihrt hat, dem Wesen 
nach zusammen, nur ersetzt PlUcker die Schrauben durch die zugeh(irigen linearen 
Strahlenkomplexe. Er bezeichnet das Cylindroid ala Conoid und hat von ihm 
ein Modell konstruiert. Neuerdings ist ein Modell bei M. Schilling (Halle) er
schienen. Bei Ball tritt das Cylindroid zuerst in der Abhandlung Dublin, 
Trans. 26 (1871), p. 137 auf. Cayley hatte den Namen Cylindroid vorgeschlagen, 
weil er eine Art gefunden hatte, dasselbe mit Bulfe eines Cylinders zu kon
stmieren. 

49) V gl. D. PadeZetti, Napoli, Rend. 22 (1883). 
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Wenn a und fJ entgegengesetztes Zeiehen haben, ergeben sieh 
zwei reelle Werte von Ii) und damit zwei reelle Strahlen u und v 
des Cylindroids, f"dr welche k verschwindet und von denen bei allen 
Schraubungen der zugebOrigen Schar der eine um den anderen 

ohne Gleitung gedreht wird. Fur Ii) = 0 und Ii) = ~ erhiUt k seinen 

grossten und kleinsten Wert. Die zugebOrigen Linien sind die 
x- und y-Axe und sonach die Axen zweier Sehrauben der Schar, die 
auch sieh gegenseitig (und nieht .bloss die s-Axe) unter reehtem 
Winkel sehneiden. Sie 8011en die Hauptaxen des Cylindroids heissen. 

Zu jeder Sehraube der Schar gebOrt eine zweite mit demselben 
Parameter k. Die Axen dieser beiden Sehrauben wollen wir Jwn
jugierle Linien des Oylindroids nennen. Sie kreuzen die Hauptaxen 
immer unter gleiehen, aber in entgegengesetztem Sinne zunehmenden 
Winkeln und sind von ihnen naeh oben und unten gleieh weit entfernt. 

Zu jedem Cylindroid gebOren (wegen der Willkiirliehkeit von ko) 
einfaeh unendlieh viele Schraubenseharen. Die Parameter der Schrauben 
irgend einer derselben gehen aber aus denen der Schrauben jeder 
anderen Schar alle dureh Addition desselben Betrages hervor. 

Die Gestalt des Cylindroids ist aus den mitgeteilten Gleichungen 
ohne weiteres klar. Die s-Axe ist eine Doppellinie. Dureh jeden 
Punkt derselben gehen zwei Strahlen der Regelflaehe. Deren Ebene 
ist zur Ebene der Hauptaxen (s = 0) parallel. Das gauze Cylindroid 
ist zwischen den beiden Parallelebenen zur Ebene s = 0, welehe von 
ihr den Abstand m haben, enthalten. Jede dieser Ebenen enthiUt 
zwei zusammenfallende Strahlen des Cylindroids. In einer Ebene 
durch die Doppellinie, welehe mit der y-Ebene den Winkel m bildet, 
liegt nur ein Regelstrahl der Fliiche, und zwar haben dessen sii.mtliehe 
Punkte von der s-Ebene den Abstand s = m sin2m. 

Ebenso leieht erkennt man die Verteilung der Parameter k auf die 
verschiedenen Erzeugenden des Cylindroids. Betrachtet man die Ebene 
dureh die Doppellinie des Cylindroids als eine veriinderliche Ebene, die 
sieh um diese Doppellinie dreht und deren jedesmalige Lage dureh den 
Winkel m festgelegt wird, triigt man ferner auf dem in ihr gelegenen 
Strahle der Regelflii.che von der Doppellinie aus eine dem Parameter der 
zugebOrigen Schraube gleiche Strecke ab, so genilgen die Koordinaten 
k = ko + m cos 2 m, s = m sin 2 m des Endpunktes P dieser Strecke 
in der verinderliehen Ebene der Gleichung (k - ko)1 + Sl = ml eines 
Kreises. Denkt man sich also, dass der Punkt P sich auf diesem 
Kreise bewegt und gleiehzeitig seine Ebene sieh mit ha1b so grosser 
Drehungsgesehwindigkeit um die Doppellinie draht derart, dass wenn 
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sie durch eine der beiden Hauptaxen geht, der Punkt P gleichzeitig 
in dieselbe Hauptaxe faUt, dann beschreibt das durch den Punkt P 
gehende Lot der Doppellinie das Cylindroid. Diese sehr elegante 
Konstruktion hat O. 'I. Lewis 50) angegeben. Zu jedem Punkte P 

Fig. 4. 

des Kreises in der veranderlichen 
Ebene, die man nunmehr als Bild
ebene 5l) wieder fest lassen kann, 
gehOrt so ein Strahl des Cylin
droids, und der Abstand dieses 
Punktes von der z-Axe, die Ball 
als die POIYameteraxe der Bild
ebene bezeichnet, giebt gleich
zeitig den Parameter der zu 

diesem Strahle gehOrigen Schraube an. Der Abstand der aus zwei 
Punkten P, P l auf die Parameteraxe gefallten Lote misst die klirzeste 
Entfernung der beiden entsprechenden Linien des Cylindroids, wahrend 
der Winkel, unter dem diese Linien sich kreuzen, ebenso gross ist 
wie der Peripheriewinkel liber dem von den beiden Kreispunkten 
P, PI begrenzten Bogen. 

Drei Schraubungen des zu der Schraubenschar gehorigen Systems 
zweiter Stufe andern dann und nur dann die Lage des Karpers nicht, 
wenn' ihre Amplituden sich verhalten wie die Sinus der Winkel, die 
jedesmal von den Axen der beiden anderen Schraubungen gebildet 
werden, oder was dasselbe ist, wie die Seiten des Dreiecks, welches 
die zugehorigen Ptlnkte auf dem Bildkreise bestimmen. So kann 
jede Schraubung des Systems von der Amplitude Q zerlegt werden 
in zwei Schraubungen, die in zwei beliebigen Schrauben der Schrauben
schar stattfinden, und insbesondere in zwei Schraubungen von den 
Amplituden Q cos W und Q sin w in den Hauptschrauben (principal 
screws) 62), die zu den Hauptaxen des Cylindroids gehOren 53). 

17. Schraubensysteme dritter Stufe 54). Wenn ein Korper 
Freiheit dritter Stufe besitzt, so kann ein beliebiger Punkt in ihm, abel' 
immer nur durch cine der augenblicklich moglichen Bewegungen, jede 

60) Mess. of math. 9 (1879), p. 1. 
61) Ball, Dublin, Proc. (2) 4 (188S), p. 29; Dublin, Cunningham Memoirs 

Nr.4 (1886); Theory of screws, chap. V. 
62) Ball, Theory of screws, p. ·21. 
63) Sehr zahlreiche Litteratur das Cylindroid betreft'end ist von E. Wolffing 

und E. Lampe im Archlv d. Math. (3) 2 (1901), p. 288, 289 zusammengestellt. 
64) Ball, Dublin, Trans. 26 (1871), p. 191; 29 (1888), p. 247; Theory of 

screws, chap. XIV, XV. 
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beliebige unendlich benachbarte Lage einnehmen. 1st die Richtung, 
in der ein solcher Punkt sich bewegt, festgelegt, so ist sie es auch 
fur jeden anderen Punkt des Korpers. Das zugrunde zu legende Car
tesische Koordinatensystem lasst sich nun insbesondere so annehmen, 
dass es in dem Systeme dritter Stufe drei Schraubungen giebt, welche 
die Koordinatenaxen zu Axen haben. Sind dann (x, {J, y die Para
meter der zugehorigen Schrauben, so genugen die Koordinaten einer 
beliebigen Schraubung des Systems den drei Gleichungen 

U - (XP = 0, V - (Jq = 0, W - yr = 0, 
hingegen die Koordinaten einer Schraubung des reziproken Schrauben
systems, das ebenfalls von der dritten Stufe ist, den drei Gleichungen 

U + (XP = 0, V + (Jq = 0, W + yr = 0. 
Die Axen aller Schrauben des ersten Systems, denen ein be

stimmter Parameter k zukommt, liegen auf einer quadratischen Regel
fl.ache und bilden deren eine Regelschar, wahrend die andere Regel
schar von den Axen der Schrauben des zweiten Systems mit dem 
Parameter - k gebildet wird. Diese Regelfl.ache hat die Gleichung: 

~-~~+~-~~+~-~~+~-~~-~~-0=Q 
Aile Flachen, die man aus ihr durch Verauderung des Parameters k 
gewinnt, sind konzentrisch, und die Richtungen ihrer Hauptaxen fallen 
zusammen. Besonders ausgezeichnet ist die FIache, die zu dem Para
meter k = 0 gehort, deren Gleichung also lautet 55) 

(Xx2 + (Jy2 + yz2 + (X(Jy = o. 
Ball bezeichnet sie als die Parameterfl.ache (pitch quadric). Jeder 
Punkt dieser Flache kann sich instantan bloss in einer Ebene ver
schieben, und die vorliegende Beschrankung der Bewegungsfreiheit im 
U nendlichkleinen lasst sich dementsprechend so herstellen, dass man 
irgend drei Punkte der Parameterfl.ache an bestimmte Ebenen oder 
Flachen bindet 56). Diese Ebenen oder Flachen stehen zu den Strahlen 
der zum reziproken Schraubensysteme gehorigen, auf der Parameter
fl.ache gelegenen Regelschar, welche durch die angenommenen drei 
Punkte gehen, senkrecht. Durch die drei Punkte und die drei Ebenen 
sind also umgekehrt sofort drei Regelstrahlen der Parameterfl.ii.che 
und damit diese selbst bestimmt. Der Parameter k der einen Schraube 
des Schraubensystems dritter Stufe, deren Axe eine beliebig gegebene 

60) Vgl. J. PlUcker, Neue Geometrie des Raumes, p. 130. Die FHl.che ist 
nichta anderes wie der Ort der Regelschar, welche die zu den Schrauben des 
Systems gehOrigen linearen Strahlenkomplexil gemein haben. 

66) A. Mannheim, J. ec. polyt. 43 (1870), p. 67. 
Encyklop. d. math. Wits.naoh. IV 1. 11 
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Richtung hat, steht mit dem Halbmesser r der Parameterliache, wel
cher die gleiche Richtung hat, in der Beziehung 

a~r k=--· rl 

Die Axen dreier zu einander reziproken Schrauben in dem Systeme 
sind drei konjugierten Durchmessern der Parameterflache parallel, 
woraus in Verbindung mit der vorstehenden Gleichung foigt, dass 
die Summe der reziproken Werle ihrer Parameter konstant ist. Ins
besondere sind die Koordinatenaxen ala Hauptaxen der Fliiche die 
Axen dreier zu einander reziproken Schrauben des Systems mit den 
Parametern lX, p, r. BaU nennt sie die HauptscJvrOiliben des Systems. 

Vermoge der Gleichungen, welchen die Koordinaten der Schrauben 
des Systems geniigen, msst sich der Parameter einer beliebigen unter 
ihnen in der Form darstellen 

k = apt+ ~ql + r1'1 .57) 
pt+ ql+ 1'1 

18. Sohraubensysteme vierter und fiinfter Stufe. Ein lineares 
Schraubensystem vierter Stufe 58) ist immer zu einer Schraubensckar 
reziprok. Die Doppellinie des Cylindroids, welches zu der letzteren 
gehOrl, hat die Eigenschaft, dass der Korper bei seinen vier Graden der 
Freiheit beliebig um sie gedreht und in ihrer Richtung verschoben 
werden kann, und sie ist die einzige Linie von dieser Eigenschaft. 
Sie bnn die Grundaxe des Systems vierter Sture genannt werden. 
Die Axen aller Schraubungen, welche der Korper ausfwen kann, 
bilden einen· besonderen quadratischen Strahlenkomplex, den d'Emilio 59) 

untersucht hat. Denselben gewinnt man aus dem Cylindroid, das 
zu der reziproken Schraubenschar gehorl, indem man alle Linien 
zieht, welche je zwei konjugierle Strahlen dieses Cylindroids schnei-

57) Von den hen der Schrauben des Systems liegen zwei in einer belie.
bigen Ebene und gehen drei durch einen beliebigen Punkt. La,sst man eine 
Ebene sich um einen ihrer Punkte P drehen, so bewegt sich der Schnittpunkt 
der in ihr gelegenen beiden Schraubenaxen auf einer Steiner'schen FIll.che vierter 
Ordnung. Dieselbe hat bekanntlich drei gerade Doppellinien, die sich in einem 
Punkte schneiden. Dieser Punkt ist der Punkt P, um den die Ebene gedreht 
wird, und die drei Doppellinien sind die Schraubenaxen, die durch ihn hin
durchgehen. Diese SlI.tze sind Ball von O. J. Jolg mitgeteilt worden (s. Theory 
of screws, p. 182 Note). Die gemeinsame Normale der hen irgend zweier 
Schrauben des Systems ist zu jeder Axe einer Schraube des Systems, welche 
sie trifft, normal. Sie selbst ist die Axe einer Schraube des reziproken Systems, 
und jede zu einer Schraube dieses Systems gehOrige Axe lll.sst sich so erhalten. 

68) Ball, Theory of screws, chap. XVI. 
69) lat. Veneto Atti (6) 3 (1886), p. 1186. 
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den. Der quadratische Komplex besteht somit aus unendlich vielen 
linearen Kongruenzen. Die Schrauben, die zu den Linien einer 
dieser Kongruenzen gehoren, haben alle gleichen Parameter, und der
selbe ist dem Parameter der beiden Sehrauben der reziproken Schar, 
deren Axen die Leitlinien der Kongruenz sind, entgegengesetzt gleieh 60). 
Die Grundaxe des Systems wird von doppelt unendlieh vielen Linien 
des quadratisehen Komplexes getrofi'en, durch jeden ihrer Punkte 
gehen einfaeh unendlieh viele und diese liegen aHemal in zwei 
Ebenen, welehe die Grundaxe selbst beide enthalten. Wiihlt man die 
Axen der beiden Hauptsehrauben der reziproken Schar, deren Parameter 
wieder a und fJ seien, zur x- und y-Axe eines Cartesisehen Koordinaten
systems, so liisst sieh das lineare Sehraubensystem vierter Stufe durch 
die beiden Gleichungen 

u + ap = 0, v + fJq = 0, 

und der quadratische Komplex der Schraubungen dureh die Gleiehung 

(IX - fJ) X Y + L Y - MZ = ° 
darstelien (wo X: Y: Z : L : M : N die Linienkoordinaten bezeichnen 
soHen). Die Komplexstrahlen, die in einer Ebene liegen, umhullen 
eine Parabel: alie unendlieh femen Linien gehoren zu dem Komplexe. 
Die Komplexstrahlen, die eine bestimmte Richtung haben, liegen auch 
in einer bestimmten Ebene. 

Die Sehrauben eines beliebigen linearen Systems (un(ler Stufe 61) 

sind alie zu einer bestimmten Sehraube 1j reziprok. Jede gerade 
Linie des Raumes ist Axe einer Sehraube () des Systems. Fur den 
Parameter k dieser Sehraube findet sieh, wenn die gerade Linie die 
Axe der zu dem Systeme reziproken Schraube 1j unter dem Winkel ffJ 
kreuzt und von ihr den kurzesten Abstand d hat, wenn femer ko der 
Parameter von 1j ist: 

k = d· tangffJ - ko. 62) 

60) Wahrend die durch einen beliebigen Punkt gehenden Strahlen eines 
quadratischen Komplexes im allgemeinen einen irreducibelen quadratischen Kegel 
erfiillen, zerfallt dieser Kegel fiir die Punkte einer bestimmten Flache vierler 
Ordnung in zwei Ebenen. Diese Flache nennt F. Klein die Singularitatenflache 
des Komplexes. Fiir den vorliegenden besonderen Komplex zerfallt nun die 
Singularitatenflache in das Cylindroid und die unendlich ferne Ebene. 

61) Ball, Theory of screws, chap. XVII. 
62) Lli.sst man die gerade Linie durch einen festen Punkt P gehen und 

tragt auf ihr von dies em Punkte aus eine Strecke = ko + k ab, so ist der geo
metrische ort fiir den Endpunkt dieser Strecke eine Flache vierler Ordnung. 
Die Gleichung derselben erhalt man in der einfachsten Form, wenn man den 
Punkt P zum Koordinatenursprung wahlt, die z-Axe parallel der Axe der 

11~ 
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Die Axen der Schrauben des Systems von bestimmtem Parameter 
k, die durch einen gegebenen Punkt P gehen, Hegen in einer Ebene. 
Diese Ebene enthiilt die aus dem Punkte P auf die Axe der 
Schraube 'YJ gef'allte Normale, und ist tp der Winkel, unter dem sie 
diese Axe schneidet, r der Abstand des Punktes P von derselben, so 
wird 

k +k tang tp = _0 __ • 
r 

Thomson und Tait 63) haben einen Mechanismus angegeben, durch 
den man einem Korper auf die allgemeinste Weise Freiheit fiinften 
Grades erteilen bun. Dieser Mechanismus besteht einfach in der 
Verbindung zweier Hooke'schen Schliissel und einer Schraubenspindel, 
an der sich der Korper entlang schrauben lasst. 

19. Homographische Schraubensysteme. Die Bediirfnisse der 
Mechanik starrer Korper haben Ball veranlasst, die Geometrie der 
Schrauben als selbstiindiger Elemente eines hOheren Raumes noch 
weiter zu studieren und insbesondere die projektive Geometrie dieses 
Raumes heranzuziehen 64). Man kann sich davon auf folgende Weise 
Rechenschaft geben: 

Sind ro und ro' zwei Schrauben, k und k' ihre Parameter, [roro1 
ihr virtueller Koeffizient, so werde ein Winkel (roro') durch die 
Gleichung eingefiihrt: 

cos (roro') = [moo'] 65). 
2'J1'kk' 

Ferner verstehe man unter dem Doppelverhiiltnis von vier Schrauben 
1, 2, 3, 4 einer Schar den folgenden Ausdruck: 

sin (12) . sin (34) 
sin (13) . sin (24) • 

Eine Schraubenschar heisse nun zu einer anderen projektiv, wenn 
die Schrauben beider eindeutig aufeinander derart bezogen sind, dass 
das Doppelverhiiltnis von vier Schrauben der einen Schar gleich 

Schraube 1/ und die ,-be so annimmt, dass sie diese Schraubenaxe, im 
Abstande h vom Ursprunge, trifft, und zwar lautet, weil dann d· tang rp = hx/s 
wird, die Fll!.chengleichung: 

(x' + y' + sl) s' = h'x'. 
Ball bezeichnet diese Flii.che wegen ihrer Ahnlichkeit mit den Schalen einer 
Kammmuschel ale Pectenoid (Dublin, Trans. 25 (1811), p. 181). Die '!I-be ist 
eine Scbneide der Fliche und lugs ihr stossen die beiden Schalen zusammen. 

63) Treatise on natural philosophy, Art. 201. 
64) BaR, Dublin, Proc. (2) 3 (1881), p.485; Theory of screws, chap. XIX. 
65) Vgl. F. Klein, Math. Ann. 5 (1811), p.211. 
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ist dem Doppelverhaltnisse der vier entsprechenden Schrauben in 
der anderen Schar. Ebenso heissen zwei beliebige lineare Schrauben
systeme gleicher Dimension homographisch (kollinear) aufeinander be
zogen, wenn die Schrauben beider Systeme einander derart wechsel
weise eindeutig entsprechen, dass jeder Schar von Schrauben in dem 
einen Systeme eine zu ihr projektive Schar in dem anderen Systeme 
zugeordnet ist. Dann sind die Koordinaten der Schrauben des einen 
Systems homogene lineare Funktionen von den Koordinaten der 
Schrauben des anderen Systems, und hierdurch lasst sich umgekehl't 
die homographische Beziehung analytisch definieren. 

Wenn man auf solche Weise die Gesamtheit alier Schl'auben 
linear in sich transformierl, so giebt es im allgemeinen sechs Schrauben, 
die hierbei ungeandert bleiben, und die Transformation ist bestimmt, 
sobald zu irgend sieben Schrauben, die keinem !inearen Systeme 
angehoren, die entsprechenden Schrauben bekannt sind. 

Ein quadratisches Schraubensystem fiinfter Stufe werde nunmehr durch 
eine quadratische Gleichung T = ° zwischen den sechs Schrauben
koordinaten ~,u dargestellt. Befriedigen dann die Koordinaten 0

" 
und 

b,u zweier Schrauben die bilineare Gleichung 

~ :: b,u=O, 
,u ,u 

so nennt Ball dieselben polare Schrauben (polar screws). Zu alien 
so definierlen Schrauben b giebt es eine reziproke Schraube 11· 
Bilden die Fundamentalschrauben der zugrunde gelegten Koordinaten 
ein korreziprokes System und sind k,u ihre Parameter, so sind die 
Koordinaten 1]" der so definierlen Schraube 1] durch die Gleichungen 
gegeben: 

1 oT 
Hll,u = k Fe' ,u ,u 

wo Heinen gemeinsamen, willkiirlich bleibenden Faktor bezeichnet. 
Auf diese Weise erhalt man eine besondere Art der homogra

phischen Beziehung, die Ball als chiastische Homographie bezeichnet. 
Dieselbe ist dadurch ausgezeichnet, dass wenn zwei Schrauben 1J und 
1J' den Schrauben (J und (J' entsprechen und 1J zu 0' reziprok ist, 
dann auch r/ zu 0 reziprok ist. 1st 1J", (J" ein drittes Paar ent
sprechender Schrauben, so lasst sich leicht die Formel beweisen: 

[1J (J'][ll' (J'1 [1]"0] = [JiO"][1J'O][r/,O'], 
in der [rl(l)8(O)] den virtueUen Koeffizienten zweier Schrauben 1J«(l) und 
8(0) bedeuten SOU66). Danach verschwindet [1]'0], wenn [1J 0'] = ° ist. 

66) Geht man namlich von der im Text unmittelbar folgenden ka.nonischen 
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Durch besondere Wahl des Koordinatensystems liisst sich, ohne 
dass die Fundamentalschrauben aufhoren aIle zu einander reziprok zu 
sein, die quadratische Form T im allgemeinen auf die Gestalt bringen: 

T=~a,..'YJ~' 
Dann wird 

und so sieht man, dass die sich selbst entsprechenden Schrauben im 
vorliegenden Falle der chiastischen Homographie ein korreziprokes 
System bilden. 1st die quadratische Form T definit, so miissen diese 
sich selbst entsprechenden Schrauben gemiiss der allgemeinen Theorie 
der quadratischen Formen immer reell sein 67). 

m. Die Grundztige der elementaren Statik. 

20. Der statische Kraftbegriff. Das Parallelogramm. der 
Kriifte. Der statische Kraftbegriff (vgl. IV 1, Voss) stammt wesent
lich aus dem urspriinglichen GefiihIe der Muskelanstrengung bei 
lTherwindung eines Widerstandes. Indem man nun in der Statik 
den Zug der Hand oder iiberhaupt die durch den menschlichen 
Korper verrichtete Arbeit durch ein gehobenes Gewicht maass und 
illustrierle, schopfte man fernerhin die in den einzelnen Beispielen 
zur Verwendung kommenden Krafte immel' aus der Schwere, da
durch dass man an den Korper gekniipfte Schniire iiber RoIlen 
fiihrle und daran Gewichte hing. Dann ist Richtung und Grosse 
der vorausgesetzten Kraft soforl gegeben, indem die erstere durch 
die Richtung der Schnur zwischen Korper und Rolle angegeben 

Form der Gleichungen fUr diese Homographie aus und schreibt dieselbe Formel 
noch einmal fiir ein zweites Paar entsprechender Schrauben 71' und 8': 

IX 8' 
H" I' ,.. 

711'= 2k' , 
I' 

so kann man aus den beiden Formeln die Identitat herleiten: 

~IX,.. (J,..8~ = 2H ~k,..71~81' = 2H' ~kl' 711' (J~. 
Dieser Gleichung lassen sich mit Hinzuziehung eines dritten Paares entsprechen
der Schrauben 71" und (J" zwei analoge an die Seite stellen und durch Multipli
htion dieser drei Gleichungen gewinnt man mit Riicksicht auf die Bedeutung 

der Ausdriicke ~kl'71~)8~) (vgl. Nr. 14) die angegebene Formel. 

67) Diese Theorie kommt bei der Kinetik der starren Kllrper zur Ver
wendung. V gl. den Artikel IV 6. 
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und die letztere durch das angebrachte Gewicht gem essen wird. 
Der Punkt des Karpers, an dem die Schnur befestigt wird, iet der 
Angritfspunkt del' Kraft. Das Gesetz vom Parallelogramm del' Krafte 
(IV 1, 19) erscheint bei dies em Ausgangspunkte als ein reines 
Ergebnis der Erfahrung, indem man es durch einen einfachen Me
chanismus nach Belieben prufen kann. In diesem Sinne machte es 
Varignon 68) zur Grundlage del' Statik, nachdem schon VOl' ihm 
Stevin 69) die Bedingung fur das Gleichgewicht zwischen drei an dem
selben Punkte angreifenden Kraften dahin formuliert hatte, dass diese 
Krafte in einer Ebene wirken und die dal'stellenden Strecken, indem 
man sie parallel verschiebt, sich zu einem Dreiecke schliessen lassen 
mussen. 

21. Der starre Korper. Das Hebelgesetz. Systeme paralleler 
Krafte. Der von Newton formulierte dynamische Kraftbegriff (vgl. 
IV 1, besondel's Nr. 22 f.) setzt mit Notwendigkeit die Abstraktion 
einer punktfarmigen Masse voraus, del' statische Kraftbegriff hingegen 
enthii,lt nichts uber die N atur des Korpers, auf den die Kraft wirkt, 
wesentlich ist fitr ihn nul' die Existenz eines bestimmten Angriffs
punktes. Man nennt nun einen Karpel' starr, sofem es gestattet ist, 
den Angriffspunkt irgend einer auf ihn wirkenden Kraft in del' Kraft
l'ichtung beliebig zu verschieben. Aus del' Verbindung dieses Axioms 
des starren Ki)rpers mit dem Parallelogrammgesetze erwachst dann ein 
anderes, bis auf Archimedes zuruckgehendes Gesetz, das sich ins
besondere auf gleichgerichtete Krafte bezieht und das Hebelgesetz 
heisst. Zwei parallele Krafte vereinigen sich im allgemeinen zu einer 
gleichgerichteten Resultanten, und das Hebelgesetz lehrt diese Resul
tante finden. Nur dann, wenn die beiden parallelen Krafte gleiche 
Grasse und entgegengesetzten Sinn haben, liegt ein Ausnahmefall vor; 
wir kommen dann auf den schon in Nr. 8 besprochenen Fall eines 
Poinsot'schen Paares (couple, Kraftepaar) zuritck. 

22. Allgemeine Kriiftesysteme. Ihre Reduktion auf zwei zu 
einander normale Krafte. G. Monge 70) hat zuerst die allgemeine 

68) Projet d'une nouvelle mecanique, Paris 1687. Genau gleichzeitig gab 
I. Newton die kinetische Begriindung des Parallelogrammgesetzes aus dem 
Parallelogramme der Bewegungen (Philosophiae naturalis principia mathematica, 
Axiomata, Cor. 1), und erscbien eine Schrift von B. Lami, in der dasselbe 
Gesetz aufgestellt wurde. Man vgl. die Einleitung zu Lagrange's Mecanique 
analytique = Oeuvres 11. 

69) V gl. das Citat in der Literaturiibersicht. 
70) Traite eltlmentaire de statique. Zuerst erschienen 1786, spater wieder

holt aufgelegt. 
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Aufgabe behandelt, die Bedingungen fUr das Gleichgewicht eines 
Systems beliebig geriehteter Krii.fte, die an einem starren Korper 
angreifen, aufzusuchen. Mit dieser Aufgabe steht die Lehre von der 
statischen Aquivalenz der Kraftesysteme an einem starren Korper (also 
der Dynamen, nach der PlUeker'schen Bezeichnung) in engstem Zu
sammenhange, indem zwei Kraftesysteme dann aquivalent heissen, wenn 
das eine mit iiberall umgekehrter Kraftrichtung dem anderen hinzu
gefiigt den Korper ins Gleichgewicht bringt. 

Um nun ein gegebenes Kraftesystem auf ein aquivalentes, mog
lichst einfaches System zUriickzufUhren, ist von dem Axiome des 
starren Korpers, nach dem sich der Angriffspunkt jeder Kraft in 
deren Richtung beliebig verschieben lasst, auszugehen. Die Kraft am 
starren KiYrper ist damit ihrer geometriseken BedeufJung Meh nichts 
anderes als em Linienteil, und das Parallelogramm- und Hebelgesetz 
zeigen dann, dass zwei Krii.ftesysteme aquivalent sind, wenn die den 
einzelnen Kraften entsprechenden Linienteile beidemal dieselbe Summe 
ergeben. Daher kommt hier die oben (unter I) entwickelte Geometrie 
der Linienteile zur unmittelbaren Geltung. Es hat sich aber historisch 
die Zusammensetzung der Krafte nicht auf der Geometrie der Linien
teile aufge baut, sondern diese sich vielmehr umgekehrt aus der Statik 
entwickelt, wie schon oben an verschiedenen Stellen angedeutet 
wurde. 

Urn das Problem der Reduktion eines gegebenen Kraftesystems 
zu losen, dachte sich Monge die Angriffspunkte aller Kriifte so ver
schoben, dars sie in eine und dieselbe Ebene ,,; fallen. Dann lasst 
sich jede Kraft in zwei Komponenten zerlegen, von denen die eine 
in der Ebene ,,; wirkt, die andere senkrecht dazu gerichtet ist. Nun 
ist es eine einfache Folge aus dem Axiome des starren Korpers und 
dem Parallelogramme der Krii.fte, dass sich die in der Ebene wirken
den Krii.fte im allgemeinen zu einer resultierenden Kraft vereinigen, 
und gleiches gilt von den parallel, namlich senkrecht zu der Ebene ,,; 
gerichteten Krii.ften. So wird das ganze KrBftesystem auf zwei Krii.fte 
zuriickgefiihrt, deren Richtungen zu einander normal sind. Der be
liebig gewihlten Ebene ,,;, welcher die eine Kraft angehOren solI, ist 
die Axe pi dieser Kraft, namlich die Linie, in der sie wirkt, in ein
deutiger Weise zugeordnet, und ebenso der Punkt P, in welcher die 
Ebene von der Axe p der zweiten, zu ihr senkrecht gerichteten Kraft 
geschnitten wird. Diese Zuordnung, die jeder Ebene ,,; einen in ihr 
gelegenen Punkt P zuweist, ist keine andere als die des zur Dyname 
gehOrigen Moebius'schen Nullsystems (Nr. 10), und die Linie pi in der 
Ebene ist deren charakteristische Linie (Nr. 12,4). So streifte Monge 
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sehr nahe an die Entdeckung dieser Beziehungen, ohne aber ganz 
bis zu ihnen vorzudringen. 

23. Reduktion eines Xrii.ftesystems auf eine Einzelkraft und 
ein Xrii.ftepaar. Beziehungen zur Schraubentheorie. Wir bemerkten 
bereits, dass sich die Theorie der Linienteile ohne weiteres auf die 
Dynamen iibertragt. Dies gilt insbesondere fiir die oben (Nr. 10) 
entwickelte Theorie des vektoriellen Momentes einer Liniensumme 71). 
Poinsot 72) hat der hiermit bezeichneten mechanischen Theorie da
durch eine sehr elegante Form gegeben, daBS er sie an die Be
trachtung der nach ihm benannten Kraftepaare kniipfte (vgl. oben 
Nr. 6 und Nr. 21). Sein Verfahren iBt folgendes: Er mgt zu jeder 
Kraft eines gegebenen Systems zwei ebenso grosse und einander 
entgegengesetzt gerichtete Krafte hinzu, die an einem festen Punkte 0 
angreifen und sich somit in ihrer Wirkung aufheben. Die an 0 
angreifenden, mit den gegebenen gleich gerichteten Krafte vereinigt 
er dann als Krafte an demselben Punkte zu einer Resultierenden, 
deren Komponenten nach drei durch den Punkt gehenden Axen 
gleich I, V, .8 werden mogen. Die entgegengesetzt gerichteten 
Krafte bilden mit den gegebenen Kraften lauter Kraftepaare. Diese 
Paare vereinigen sich wie Plangrossen (Nr. 3) zu einem resultierenden 
Paare, das mit der resultierenden Einzelkraft zusammen da.s gegebene 
Kraftesystem statisch ersetzt. Die Komponenten dieseB Paares seien 
£, ~,9l. So gelangt man wieder zu den sechs Grossen I, V,.8, £, 
~,9l, die im vorliegenden Referate als Koordinaten einer Dyname 
auftreten 73). N ur wenn sie aIle verschwinden, ist der Korper im Gleich-

71) Dies vektorielle Moment hat die statische Bedeutung, dass, wenn e8 
ffir einen Punkt verschwindet, der Korper im Gleichgewichte ist, sofem dieser 
Punkt festgehalten wird. Ebenso halten sich fur einen Korper, der nur um eine 
bestimmte Axe drehbar ist, die vorhandenen Kritfte das Gleichgewicht, wenn die 
Summe ihrer Momente fii.r diese Axe verschwindet. Auf Grund dieser Momente 
fUr eine gerade Lime hat G. ZeutMn (Tidsskr. for Math. (5) 4 (1887), p. 145) 
die Bedingungen fur das Gleichgewicht leicht und elegant entwickelt. 

72) Elements de statique, 1804. 
73) Statt der "rechtwinkligen" Koordinaten lassen sich zur Festlegung 

einer Dyname auch tetraedrale Koordinaten verwenden, deren Einfuhrung auf 
dem Satze von A. F. Moebius (J. f. Math. 18 (1838), p. 207 = Werke 1, p. 664) be
ruht, wonach sich ein beliebiges Kriiitesystem durch sechs in den Kanten eines 
gegebenen Tetraeders wirkende Kritfte ersetzen lasst. Von denselben hat 
G. Battaglini in seinen Untersuchungen (Napoli, Rend. 8 (1869), p. 87; ibid. 9 
(1870), p. 89; Giom. di mat. 10 (1872), p. 133, 207) ausgiebigen Gebrauch ge
macht. S. auch G. Zeutlien, Math. Ann. 1 (1869), p. 432. H. Moh,. im Civiling. 
(2) 34 (1888), p. 691, hat im Besonderen drei sich schneidende Kanten dell 
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gewichte. Die Centralaxe eines Kriiftesystems (Nr. 8) ist nach Poinsot 
als die Wirkungslinie einer Kraft (ffi) definiert, welche in Ver
bindung mit einem zu ihrer Richtung senkrechten Kriiftepaare (vom 
Momente m dem Kriiftesysteme statisch iiquivalent ist. 

Die Analogie der Liniensummen und Schraubungen fiihrt ferner 
dazu, dem Kriiftesysteme eine Schraubung um die Centralaxe von 
der GanghOhe 2niY/ffi zuzuweisen, und die Siitze der Statik dement
sprechend auf die Kinematik der starren Korper zu iibertragen 
(Nr. 12). Da die so resultierende Analogie aber bereits oben, nur 
in anderer Fassung, erortert ist, sollen jetzt nur solche Dinge hervor
gehoben werden, die sich im Falle der Statik in eigenartiger Weise 
aussprechen. Die Dynamen sind wie die Liniensummen als Schrauben
grossen zweiter Art anzusehen, wenn Schraubungen als Schrauben
grossen erster Art bezeichnet werden. (Vgl. Nr. 13). 

24:. Vereinigung zweier Kritftesysteme. Zwei Kriiftesysteme 
1:::.1 und 1:::.2 werden zu einem dritten I:::. zusammengesetzt, wie aus 

zwei Schraubungen eine dritte hervorgeht. Die 
Centralaxen der drei Dynamen Hegen also auf 
dem zugehOrigen Cylindroide, und sind cP, CPu CP2 
die Winkel, unter denen sich dieselben kreuzen, 
R, R1, R2 die resultierenden Einzelkriifte, die in 

~ 91 
R ihnen wirken, dann wird (vgl. Nr. 16): 

Fig. o. sinlJ' sin lJ'1 sin lJ', 
ll=R-:-=~' 

Sind ferner k, ku k2 die Parameter der Schrauben, zu denen die 
drei Dynamen gehoren, d del' kiirzeste Abstand der Centralaxen von 
1:::.1 und 1:::.2, so ergiebt sich filr k folgender Ausdruck 

k _ ktRtl+k,R,'+kltRIR, 
- R' , 

wenn 

den virtuellen Koeffizienten der zu A1 und ~ gehorigen Schrauben 
bezeichnet. Die Abschnitte llt und ~, in welche die Centralaxe der 
resultierenden Dyname I:::. den kiirzesten Abstand d der Centralaxen 
von A1 und A, teilt, sind 

dl = ~; d + RB~I (d cos cP + (kl - l~) sin cp), 

d, = !ii.' d + !!lt~ (d cos cP + (k9 - ~) sin q;). 
-----
Tetraeders zu einander normal und an Lange gleich angenommen. AIle diese 
Systeme sind nur SpezialflUle der ganz allgemeinen Koordinaten einer Dyname, 
welche den allgemeinen Schraubenkoordinaten entsprechen. 



240. Vereinigung zweier Kraftesysteme. 25. Krafte im Gleichgewicht. 165 

In diesen drei Satzen hat man die von Ball gegebene Verall
gemeinerung des fur den Fall zweier sich schneidenden Krafte gelten
den gewohnlichen Parallelogrammsatzes 74). 

25. Krltfte im Gleichgewicht. J. Sylvester75) sagte von einer An
zahl gerader Linien, dass sie in Involution seien, wenn eine und da
mit jede von ihnen dem durch die iibrigen bestimmten linearen 
Strahlensysteme angehOrt, und diesen Ausdruck iibertrug G. Battaglini 76) 
auf die Krafte und Dynamen. Von n Kraften f1' ... , f., (n = 4, 5, 6), 
die in dies em Sinne eine Involution bilden, lassen sich immer die 
Koordinaten der einen aus den Koordinaten der anderen linear zu
sammensetzen, und die Intensitaten Pi der Krafte bestimmen sich, wie 
W. Spottiswoode 77) zuerst angegeben hat, aus den linearen Gleichungen 

;EPj(ji) = 0, i = 1,2·· n, i =f=I 
j 

Hierbei ist (j i) das Produkt aus dem kiirzesten Abstande der Axen 
von fj und (; und dem Sinus des WinkeL~, unter dem dieselben sich 
kreuzen, nach Cayley's Ausdruck das Moment dieser Wirkungs
linien 78). Aus den obigen Gleichungen folgt, dass im FaIle der In
volution die Determinante 

o (12) ... (In) 
D= (21) 0 ... (2n) 

,(nl)(n2) . .. 0 ; 

verschwinden muss, was schon Sylvester 79) gefunden hatte. Bezeichnet 
man mit Dll , D22 , ••• , D.,n die Hauptunterdeterminanten von D, so 
ergiebt sich fill die Verhaltnisse der Intensitaten Pi: 

PI : P2 ; ••• : Pn = -,115;;.-: -,lD~ : ... : YD~:, 
und diese Verhitltnisse sind allein bestimmt, so dass die Intensitat 
einer Kraft willkiirlich bleibt. 

74) Die Satze lassen sich auch in folgender Weise formulieren: Fiigt man 
die drei Resultanten R, R I , Rt zu einem Dreiecke zusammen, so sind die 
Winkel in diesem Dreiecke 11 - cP, CPI' CPt. In derselben Weise kommen in 
dem Dreiecke, dessen Seiten ykR, y'kl Rll Yk;Rs sind, die in Nr. 19 fiir je 
zwei Schrauben eingefiihrten Winkel vor. Die verschiedenen moglichen Arten, 
me sich das Parallelogrammgesetz fUr allgemeine Verriickungen oder Krafte
systeme geometrisch erweitern lasst, hat Study (Dynamen) austUhrlich behandelt. 

75) Paris C. R. 52 (1861), p. 741, 815. 
76) Napoli, Atti 4 (1869), Nr. 14; Napoli, Rend. 8 (1869), p. 166. 
77) Paris C. R. 66 (1868), p. 97. 
78) Paris C. R. 61 (1865), p. 829 = Collected Papers 5, p. 542. 
79) Paris C. R. 52 (1861), p. 811i. Dazu Chaslu, ebenda, p. 745, 1042. 
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1m Falle nur vier Krifte vorhanden sind, ergiebt sich das schon 
von Moebius SO) gefundene Resultat 

Pi : P, : p. : P, = 
V (23) (34) (42) : V (34) (41) (13) : V (41) (12) (24): V (12) (23) (31), 

V (23) (14) + V (31) (24) + V (12) (34) = O. 
Hiernaeh ist der von Ohasles herriihrende Satz81) leieht zu beweisen, 
dass, wenn man die vier Krafte irgendwie in zwei Paare einteilt, die 
beiden Tetraeder, von denen die als Shecken dargestellten Krii.fte 
eines Paares jedesmal zwei Gegenkanten bilden, einander inhaltBgleich 
sind, und dass die hen der vier Krii.fte derselben Regelsehar einer 
Regelflii.ehe zweiten Grades angehOren 8'). 

26. Arbeit eines Xrii.ftesystems bei einer unendlich ldeinen 
Verriickung. Die Arbeit, welche bei einer unendlieh kleinen Ver
riickung eines starren Korpers von einem auf denselben wirkenden 
Krii.ftesysteme geleistet wird, ist dureh den Summenausdruck 

dA = ~(Xidxi + y'dYi + Zsdsi ) 

gegeben, in dem die Summation sieh auf die Komponenten Xu y., Zi 
aller Krii.fte des Systems und die Verii.nderungen dX" dYiI ds, der 
Koordinaten Xii Yil 14, ihrer Angrift'spunkte zu erstreeken hat. Als 
Funktionen dieser Koordinaten werden die Differentiale gemii.ss Nr. 11 
dureh die Gleichungen 

dx= (u-ry+qs)dt, dy= (v-qs + rx)dt, dz= (w- qx +pq)ds 

ausgedriiekt. Sind dan.n noeh I, W, .8, 2, IDl, 91 die Koordinaten des 
Krii.ftesystems, so findet man 

dA = (Iu + IDv + .8w + 2p + IDlg + 91r) dt. 88) 
Der rechts in der Klammer stehende Ausdruek muss, sofem 

Gleiehgewieht bestehen soll, bei freier oder irgendwie besehrii.nkter 
Bewegliehkeit des Korpers fUr jede unendliche kleine Verriiekung, 
welcher derselbe unterworfen werden kann, naeh dem Prinzipe der 
virtuellen Gesehwindigkeiten (vgl. IV 1, SO, Voss) versehwinden. Hiermit 

80) Lehrbuch der StatU:, 1, § 108. 
81) Ea iat diea deraelbe Satz wie oben in Nr. '1, da irgend zwei der vier 

KrlI.fte dieaelbe Linienaumme darateUen miisBen wie die ubrigen zwei, wenn man 
deren Richtungen umkehrt. 

8ll) Fiir den lnhalt dieaea ganzen Abachnittea ... gl. B. Btunn, Ann. di mat. 
(2) '1 (18'16), p. 21'1, und F. Zucchetti, Torino, Atti 12 (18'16), p. «. 

88) Vgl. .4. F. MoebiUB, Lehrbuch der StatU:, 1, § 181; F. Klem, Math. 
Ann. 4 (18'11), p. 408. 
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haben wir die einzig mogliche Art, allgemein auf dynamischem 
Wege (ohne auf die Massenverteilung in dem starren Korper einzu
gehen) den Kraftesystemen unendlich kleine Bewegungen zuzuordnen. 
Jedem Kraftesysteme werden nanilich diejenigen Verruckungen oder 
Schraubungen zugewiesen, bei welchen es keine Arbeit verrichtet. 
Die Koordinaten dieser Verruckungen genugen der linearen Glei
chung dA = 0, und die Koeffizienten dieser Gleichung sind den 
Koordinaten des Kraftesystems gemass der vorstehenden Gleichung 
proportional, so dass die Kriiftesysteme und Schraubungen, wie 
F. Klein sich ausdruckt, in der Beziehung kontragredienter Grossen 
stehen. Der obige Ausdruck fur die Arbeit kann geradezu zur De
finition der Koordinaten einer Dyname verwendet werden. Sind dann 
I', gy, .3', £', ror, 9C' die Koordinaten einer zweiten Dyname, so 
wird die von den beiden Dynamen zusammen geleistete Arbeit 
(I + I') u + (ID + ID') v + .. '; sie sind also zusammengenommen 
einer Dyname mit den Koordinaten I + I', ID + ID', .. , statisch 
aquivalent. So leitet sich auch die Regel fur die Zusammensetzung 
der Dynamen sofort aus dem Arbeitsausdrucke abo Des weiteren 
ergiebt sich die Analogie zwischen den Dynamen und den unend
lich kleinen Verruckungen, wenn man bemerkt, dass die Gleichung 
dA = 0 eine gegenseitige Beziehung zweier Schrauben aussagt, nam 
lich dass sie reziprok sind 84). 

1st nun die Beweglichkeit des Korpers gehemmt 85), so dass 
zwischen den Koordinaten jeder Schraubung, die er ausfuhren kann, 
bestimmte lineare Bedingungsgleichungen bestehen, so ergiebt sich ein 
zugehoriges lineares System von Dynamen, welche die Eigenschaft haben, 
dass durch sie das Gleichgewicht des Korpers nicht gestort wird. 
Die Schrauben, die zu dies en Dynamen gehoren, sind einfach zu den samt
lichen Schrauben, welche den dem Korper freistehenden Schraubungen 
entsprechen, reziprok. Allgemeiner: Der in seiner Bewegung gehemmte 
Korper bewegt sich fur gewohnlich in jedem Augenblicke anders als 
wenn er frei ware, und diese Anderung in der Bewegung wird durch 
eine Dyname bewirkt, welche die Hemmungen liefern. Da hierbei aber, 
wenn man von der Reibung absieht, keine Arbeit geschehen kann, so 

84) Dass die Analogie von Kraften und Drehungen aus dem Prinzipe der 
virtuellen Geschwindigkeiten abgel~itet werden kann, hat schon O. Rodrigues 
bemerkt (J. de math. I> (1840), p. 436). V gl. iibrigens wieder F. Klein, Math. 
Ann. 4 (1871), p. 403. 

86) Man vgl. ausser Ball's Theory of screws die Darstellungen in Thomson 
und Tait's Treatise on natural philosophy und J. Somoff's Theoretischer Me
chanik (s. auch des letzteren Arbeit, Petersb. Bull. 18 (1873), col. 162). 
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gebOrt die Schraube jeder durch die Hemmungen gelieferten Dyname 
dem soeben genannten reziproken Systeme an. Man ha.t damit, eine 
schone mechanische Bedeutung solcher reziproken Schra.ubensysteme. 

27. Unrichtige Auffassungen der Analogie zwischen Kriiften 
und unendlich kleinen Drehungen. Obwohl die einfache Thatsache, 
dass sich unendlich kleine Drehungen um einen festen Punkt genau 
so nach dem Parallelogrammgesetze zu einer neuen Drehung urn 
denselben Punkt vereinigen, wie zwei an dem Punkte angreifende Krafte 
zu einer neuen Kraft, zu keinem Kommentare Anlass geben kann, 
ist die Analogie zwischen Kraften und Drehungen doch fortwahrenden 
Missverstandnissen ausgesetzt gewesen. Die Quelle derselben liegt 
in der unwillkiirlichen Annahme einer kausalen Verkniipfung. In 
Wahrheit liegen die Verhaltnisse so, dass, wenn I, ~, .3, £, 9J(, ~ 
die auf die Haupttragheitsaxen bezogenen statischen Koordinaten eines 
auf einen freien starren Korper wirkenden Systems von Momentan
kraften sind, die Koordinaten p, q, r, u, v, w der instantanen 
Schraubung, die sie hervorrufen, sich aus den Gleichungen bestimmen 

I = Mu, ~ = Mv,.3 = Mw, £ = Ma2p, ~ = Mb2q, .3 = Mc2r, 

wo M die Gesamtmasse des Korpers und a, b, c seine Haupttrag
heitsradien bezeichnen. Hieraus ist ersichtlich, dass eine im Schwer
punkte des starren Korpers (dem Ursprunge des zugrunde gelegten 
Koordinatensystems) angreifende Einzelkraft dem Korper lediglich eine 
Translationsbewegung in der Kraftrichtung erteilt, und ein auf den 
starren Korper wirkendes Kraftapaar ihn nur um seinen Schwerpunkt 
zu drahen strebt. Wenn man also Krafte und Bewegung als Ur
sacha und Wirkung verkniipft, so miissta der Einzelkraft (die aber 
an den Schwerpunkt des Korpers gebunden ist) eine Translation, dem 
Kraftepaara eine Rotation (aber nur um den Schwerpunkt des Korpers) 
entsprechend gesetzt werden, wahrend die Analogie, von der wir hier 
handeln, gerade das Umgekehrte konstatiert. Die Analogie hat also 
mit der in Rede stehenden kausalen Verkniipfung, die als solche in 
die Kinetik gebOrt (s. IV 6), nichts zu thun. 

Pliicker 86) begeht ebenso einen Fehler, wenn er die Analogie 
zwischen Kraften und Drehungen geometrisch kurzweg damit inter
pretiert, dass ja jede Kraft durch zwei Punkte auf ihrer Axe, deren 
Abstand im Verhii.ltnisse zur Kraftintensitat steht, festgelegt werde 
und analog eine Drehung sich durch zwai Ebenen fixieren lasse, von 
denen sie die eine in die andere iiberfiihren soll. Der Verbindungs-

86) Lond. Phil. Trans. 156 (1866), p. 361. 
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linie der beiden Punkte als Wirkungslinie der Kraft entspricht bei 
diesem Ansatze die Schnittlinie der beiden Ebenen als Axe der Drehung. 
Aber die Entfernung der beiden Punkte als Intensitat der Kraft lasst 
sich mit dem Winkel zwischen den beiden Ebenen aIs Drehungswinkel 
nur dann unmittelbar in duale Beziehung bringen, wenn der letztere 
unehdlich klein ist. Dies hervorzuheben hat PlUcker unterlassen. Die 
metrische Unvollkommenheit der Dualitat lasst sich bekanntlich nur da
durch beseitigen, dass man von der generellen, projektiven Maassl:iestim
mung ausgeht, die sich statt auf den imaginaren Kugelkreis auf eine 
allgemeine Flache zweiter Klasse griindet, oder, was auf dasselbe hinaus
kommt, den Euklidischen (ebenen) Raum durch einen Raum von kon
stanter, positiver oder negativer, Krummung ersetzt. Sollen dann aber 
Krafte und Drehungen im Sinne der hier vorliegenden Entwickelungen 
behandelt werden konnen, so muss man das Maass fur beide unend
lich klein annehmen. Die Kinematik und Statik starrer Korper, die 
sich auf diesen Grundlagen aufbaut, hat, nachdem F. Klein 87) darauf 
hingewiesen, zuerst F. Lindemann 88) ausgefuhrt. An diese Arbeit hat 
sich spater eine umfangreiche Litteratur 89) gereiht, und so ist der 
Pliicker'sche lrrtum doch die Quelle vieler schoner Untersuchungen 
geworden 90). Uber diese Dinge wird in Bd. III ausfuhrlich Bericht 
erstattet. 

28. Das Vitial. Betrachtet man jede Kraft eines Kraftesystems 
als an ihren Angriffspunkt gebunden, so lasst sich die Arbeit, welche 
das Kraftesystem bei einer unendlich kleinen Verruckung des starren 
Korpers leistet, als die Variation des Ausdruckes 

Vo = ~ (X; x; + ~'!h + Z; $i) 91) 

betrachten, wenn hierbei die Kriifte als unveriinderlich der Grosse und 
Richtung nach angesehen werden 91), oder auch als die Variation des 
Ausdruckes 

87) Math. Ann. 4 (1871), p. 403. 
88) Math. Ann. 7 (1874), p. 56. 
89) DieBelbe findet man zUBammengestellt in dem Anhange II zu Ball's Theory 

of screws. Ein anderes hierauf beziigliches LitteraturverzeichniB findet man bei 
...4.. B. KoteZnikoff, Theone der Vektoren, Kasan 1899 (russisch). 

90) Man vgl. insbesondere wieder E. Study (Dynamen). 
91) Vgl. J. L. Lagrange, Mecanique analytique, 1. Partie, Sect. ill, § V, 

Nr. 21-27. In IV 1, 48 (VQ88) erscheint dieser Ausdruck mit dem Faktor - t 
versehen. 
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in dem x, 'Y, z die Koordinaten eines beliebigen im Raume festen 
Punktes P sind. Der Ausdruck V heisst nach R. Clausius 92) das 
Virial des Kraftesystems fiir diesen Punkt P. N ennt man ri die Ab
stande des Punktes P von den Angriffspunkten der einzelnen Krafte 
des Systems, Ri deren Intensitiiten, so wird 

V = ~ Rir, cos (Riri). 
Das Virial V ist somit von der Wahl des Koordinatensystems unab
hangig. 1st V das Virial fur einen Punkt P mit den Koordinaten 
X, 'Y, z, so wird das Virial V' fur den Punkt P' mit den Koordi
naten X +~, 'Y + 11, z + (;, wenn I, ID, .8 die Komponenten der langs 
der Centralaxe wirkenden resultierenden Einzelkraft bezeichnen: 

V' = V + I~ + IDlI +.8(;. 
Das Virial nimmt hiernach denselben Wert an fur aUe Punkte einer jeden 
Ebene, welche zu der Richtung der resultierenden Kraft, d. h. zu der 
Centralaxe normal ist, und verschwindet insbesondere fur eine unter 
diesen Ebenen 98). Den Schnittpunkt dieser Ebene mit der Central
axe hat Hamilton 94) als das Centrum des Kraftesystems eingefuhrt. 
Sind I, ID, .8, 2, ffil, 91 die statischen Koordinaten des letzteren, 
ms = 12 + ID2 + .82, so findet sich fur die Koordinaten xo, 'Yo, Zo 
dieses Centrums 

m2Xo = Vol + ffil,8 - 91ID, 
m2 'Yo = Vo ID + m I - 2.8, 
m2zo = Vo.8 + 2ID - ffilI, 

wo Vo wie oben das Virial fur den Koordinatenursprung bezeichnet. 
Das Centrum faUt, wenn die Kriifte aIle gleichgerichtet sind, mit deren 
Mittelpunkte (vgl. Nr. 22) zusammen. Aus den vorstehenden Glei
chungen ergiebt sich 

V = I (xo-x) + ID(yo-Y) + .8 (Ho-Z). 
Das Virial ist also fUr aIle Punkte des Raumes gleich dem Viriale 
der Einzelkraft, die man erhalt, wenn man alle Krafte des Systems 

92) Paris C. R. 70 (1870), p. 1314 und spater. Clausius verwertet den Begriff 
bauptsil.chlicb fiir ein System materieller, der gegenseitigen Anziebung oder 
Abstossung unterworfener Punkte bei seinen Versucben, den zweiten Haupt
satz der Thermodynamik aus mecbanischen Grundvorstellungen abzuleiten. V gl. 
IV 1, 48 (Voss). 

93) Die bier in Betracht kommenden wesentlichen Eigenschat\en des Vi
rials hat F. Sc'hweins entwickelt, J. f. Math. 38 (1849), p. 77. Er gebraucht statt 
Virial den Ausdruck Fliehmoment. 

94) Elements of Quaternions, 1862, Art. 4.16. 
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unter Beibehaltung ihrer Richtung an das Hamilton'sche Centrum ver
legt und dann zu einer Resultierenden vereinigt. Fur aIle Punkte einer 
Ebene, welche zu dieser Resultanten 9l normal ist und von ihrem 
Angriffspunkte, dem Hamilton'schen Centrum, den (nach der einen 
Seite positiv, nach der anderen negativ gerechneten) Abstand p hat, 
wird das Virial = 9l . p. 

Das JIamilton'sche Centrum existiert nur dann, wenn 9l 9= o. 
Wenn 9l = 0, wenn also das Krii.ftesystem sich auf ein KrMtepaar 
reduzieren l.ii.sst, wird es vollig unbestimmt. Dann 
aber wird das Virw konstant fur aile Punkte des 
Raumes, und das Kraftesystem lasst sich immer so 
auf ein Krii.ftepaar mit festliegenden Angriffspunkten 
reduzieren, dass sein Virial mit dem Viriale dieses 
Kraftepaares zusammenfant. Hierzu ist nur notig, 
den Winkel w, den die Richtungen der Krafte des 
Paares mit der Verbindungsstrecke ihrer Angriffs

Fig. 6. 

punkte, dem Arme des Paares, bilden, geeignet zu bestimmen. Ist l' 
die Lange des Armes, R die Intensitat der beiden Krafte des P aares 
so wird das Virial 

v = Rrcosw. 

Es wird also N uil fur ein orthogonaZes Kraftepaar (dessen Krafte 
normal gegen den Arm gerichtet sind). Ersetzt man demnach ein 
vorgelegtes allgemeines Kraftesystem durch eine Einzelkraft, welche 
in dem Hamilton'schen Centrum angreift, und ein orthogonales Krafte
paar in einer zu dieser Einzelkraft senkrechten Ebene, so wird auch 
das Virial dieses reduzierten Kraftesystems fUr alle Punkte des 
Raumes dasselbe, wie dasjenige des ursprunglichen Kraftesystems 95). 

95) Die hiermit skizzierte Lehre vom Virial gehort begrifflich (weil dabei 
durchweg von gebundenen Kraften die Rede ist) mit den im folgenden Abschnitt 
zu besprechenden Untersuchungen iiber Astatik zusammen. Es verdient vielleicht 
erwahnt zu werden, dass die Kraftepaare im Sinne der im Text gegebenen Ent
wickelungen sich mit den Hamilton'schen Quaternionen in enge Beziehung bringen 
lassen. 1st nii.mlichK+Li+Mj+Nk eineQuaternion, so lassen sich L,M,N 
ale die Komponenten und K als das negative Virial - Veines Kraftepaares deuten. 
Dies KriUiepaar ist insofern noch unbestimmt, ala es beliebig parallel verschoben 
und in seiner Ebene gedreht werden dan (so dass Krafte und .Arm sich gleich
zeitig drehen). Auch darf die Lange des Armes beliebig verandert werden, 
wenn die Inteneitli.t der Krafteim umgekehrten Verhaltnisse geandertwird. Auf 
diese Weise erhil.lt man sofort eine Deutung fUr die Addition zweier Quater
nionen. Man hat zu diesem Zwecke nur die zugehorigen zwei Kraftepaare so 
zu einem neuen Kril.ftepaare zusammenzusetzen, dass nicht blOBS ihre Kompo
nenten, eondern auch ihre Viriale sich addieren. Um dies zu erreichen, hat man 

Encyklop. d. math. Wi •• enlch. IV 1. 12 
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IV. Astatik. 

A. Geometrische Einleitung. 

Die folgenden drei Paragraphell enthalten eine Reihe sehr be
kannter geometrischer Satze in einer solchen Form, wie sie nicht 
bloss in den folgenden Entwickelungen dieses Abschnittes, sondern 
auch in dem Artikel iiber die Geometrie der Massen zur Verwendung 
kommen. Ausfiihrlicher sind sie in Band ill behandelt; dort findet 
man auch die zugehOrigen litterarischen Nachweise. 

29. Ebenenkoordinaten. Polar- und .A.ntipolarsysteme. Ist 
U x + V y + W.e = T die Gleichung einer Ebene, so heissen U, V, W, T, 
oder vielmehr ihre Verhii.ltnisse U: V: W: T, homo gene Ebenen
koordinaten. SoU die Ebene eine Flii.che zweiten Grades beriihren, 
so miissen diese Koordinaten einer homogenen Gleichung zweiten 
Grades «P = 0 geniigen. 1st die Gleichung der Flii.che in Punkt
koordinaten insbesondere auf die Hauptaxen bezogen, so dass sie 
die Form hat 

dann wird die Gleichung in Ebenenkoordinaten 

AU2 + BV2 + OWi = 'P. 

Jede Flii.che zweiten Grades begriindet als "Ordnungsflii.che" ein 
Polarsystem. In demselben ist, falls die Gleichung der Flache die vor
stehende einfache l!'orm hat, einer Ebene mit den Koordinaten U, V, 
W, T als Pol der Punkt zugeordnet, dessen Koordinaten folgende sind: 

U V W 
x=AT , y=B T' Z= 0 T' 

sie auf einen gemeinsamen Arm zu bringen, den man in der Schnittlinie ihrer 
Ebenen oder parallel dazu annehmen muss, und dann die jedesmal in demselben 
Endpunkte des gemeinsamen Armes angreifenden Krltite nach dem Parallelo
grammgesetze zusammenzufiigen. tJberhaupt liefert die Anwendung der Quater
nionen das Virial eines gebundenen Krltftesystems fiir einen beliebigen Punkt 
zusammen mit dessen vektoriellem Momente inbezug auf denselben Punkt. 
Sind nlimlich t. die Vektoren von einem beliebigen Punkte P nach den An
gri1fspunkten der einzelnen, ala Vektoren aufgefassten Krltite f. des Systems, 
so wird von der Quaternion II. = 2'r.f. der skalare Teil SII. das negative 
Virial, der vektorielle Teil VII. das vektorielle Moment fUr diesen Punkt P. 
Diesen Gedanken hat besonders K. Heun verfolgt. Man vergleiche dessen neueste 
Arbeit in der Zeitschr. f. Math. u. Phys. 47 (1902): Das Verhalten des Virials 
und des Momentes eines stationil.ren Krll.ftesystems bei der Bewegung des 
starren Kllrpers. 
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Die gegebene Ebene selbst ist die Polare dieses Poles. Dieser 
Ebene ist eine andere Ebene mit den Koordinaten U', V', W', T' 
"konjugiert" in dem Polarsysteme, wenn 

AUU' + BVV' + OWW' = TT'; 
es geht dann jede der beiden Ebenen durch den Pol der anderen. Die 
Tangentialebenen der Ordnungsflache haben die Eigenschaft, dass sie 
sich selbst konjugiert sind. Wenn A, B, 0 negativ, = - a2 , - b2 , 

- c2 , sind, so wird die "Ordnnngsflache" des Polarsystemes imaginar 
und das letztere wird als Antipolarsystem des Ellipsoides 

a2 U2 + bi V2 + c2 W2 = T2 

bezeichnet, indem der Pol einer Ebene fiir dieses Ellipsoid und ihr 
Antipol (d. h. ihr Pol in dem gegebenen Polarsysteme) symmetrisch 
gegen das Centrum der FHiche liegen. Hierdurch hat man fiir das 
Polarsystem einer imaginaren Fliiche ein anschauliches Substrat. 

Die Gleichnng A U2 + B V2 + 0 W2 = 0 stellt einen unendlich 
femen Kegelschnitt dar, indem sie fiir die Tangentialebenen des von 

Xi y2 Z2 o auslaufenden Kegels A + B + (f = 0 und alle dazu parallelen 

Ebenen erfiillt ist; die Hauptaxen des Kegels fallen ersichtlich in die 
Koordinatenaxen. Eine Gleichung A U2 + B V2 = T2 hingegen liefert 
einen Kegelschnitt in der z-Ebene, des sen Hauptaxen mit der x- und 
y-Axe zusammmenfallen. 

Zwei Ebenen mit den Koordinaten U, V, W, T und U', V', W', T' 
sind zu einander normal, wenn 

UU' + VV' + WW'=O 

ist. Man kann diese Relation als besonderen Fall der polaren Zu
ordnung auffassen. Die Ordnungsflache ist in den imaginaren Kegel
schnitt U2 + V2 + W 2 = 0 der unendlich fernen Ebene ausgeartet. 
Durch diesen Kegelschnitt gehen alle Kugeln des Raumes hindurch, 
und er heisst deshalb der imaginare Kugelkreis. 

30. Konfokale Fliichen zweiten Grades. Die samtlichen Flachen 
zweiten Grades, deren Gleichungen in Ebenenkoordinaten sich mit 
Hiilfe eines variabelen Parameters A in der Form schreiben lassen 

t1.J=A(U2+ V2+ W2), 

wo t1.J = 0 die Gleichung einer bestimmten Flache ist, bilden eme 
(lineare) Schar, welche, fur A = 00, den imaginaren Kugelkreis ent
hii.lt. Die FIachen einer solchen Schar heissen konfokal. 

a) 1st die Fliiche t1.J = 0 eine Mittelpnnktsfliiche, so kann man 
sie auf ihre Hauptaxen beziehen. Die Fliichengleichung in Ebenen-

12' 
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koordinaten ist dann von der Form A tTl + B V2 + 0 w' - TI = O. 
Daher lauten die Gleichungen der konfokalen Fliichen in Punkt-
koordinaten 

x! y' z' 
A-A + B-A + G- A = 1. 

Diese konfokalen Fliichen sind konzentrische Mittelpunktsfiiichen und 
haben die Hauptaxen der Richtung nach gemein. 

Fiir A = A reduziert sich die Fliiche der konfokalen Schar auf 
einen Kegelschnitt (B - A) P + (0 - A) Wi = Ti der x-Ebene. 
Die Gleichungen dieses Kegelschnittes in Punktkoordinaten sind 

y' Zi 
x = 0, B-A + G-A = 1. 

Ist A > B > C, so ist dieser Kegelschnitt imaginiir, dagegen werden 
unter dieser Annahme die den Werten A = B und .A. = 0 ent
sprechenden Kegelschnitte in den anderen beiden Koordinatenebenen: 

x' z· 
y=O, A-B- B-O= 1, 

Xl ' y' 
$=0 --+--=1 'A-B B- G 

reell, und zwar der erste eine Hyperbel, der zweite eine Ellipse. 
J eder dieser beiden Kegelschnitte geht durch die Brennpunkte des 
anderen hindurch. Sie heissen die Fokalkurven der konfokalen Fliichen
schar. 

Gehen wir von dem Werte A = - 00 aus und lassen .A. be
stiindig nach der positiven Seite hin fortschreiten, so ist die Fliiche 
erst ein anfanglich sehr grosses, dann aber immer kleiner werdendes 
Ellipsoid, das sich fiir .A. = 0 auf das doppelt iiberdeckte Innere der 
Fokalellipse in der $-Ebene reduzierl. Wiichst A weiter, so wird 
das A.ussere dieser selben Ellipse zu einem einschaligen Hyperboloid, 
dessen Hohendimensionen mehr und mehr zunehmen, bis es sich 
schliesslich der Breite nach abplattet und sich fiir A = B auf das 
A.uesere der Hyperbel in der y -Ebene reduziert (d. h. denjenigen Teil 
der Ebene y = 0, der von den Tangenten der Hyperbel iiberdeckt iet). 
Das Innere derselben Hyperbel wird dann bei weiter wachsendem A 
zu einem zweiechaligen Hyperboloide auseinandergezogen, deesen beide 
Schalen sich mehr und mehr niihem, bis eie fUr A = A die x-Ebene 
von beiden Seiten her vollig iiberdecken. Fiir A> A wird die Fliiche 
imagina.r. 

b) 1st die Fla.che cP = ° ein Paraboloid und nimmt man dem
entsprechend ihre Gleichung von der Form A Us + B Vi + 0 ~ 
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- 2 UT = 0, so werden die Gleichungen der Flitchen der konfokalen 
Schar: 

(A. - A) U2 + (B- A) V2 + (0- A)W2 = 2UT. 

Es sind also lauter Paraboloide, welche die Symmetrieebenen gemein 
haben. Ihre Gleichungen in Punktkoordinaten lauten 

y! ZS 
--+--=A. - A-2x. B-A C-A 

Die reellen Fokalkurven sind Parabeln in den Ebenen y = 0 und 
z = 0, deren Axe in die Ebene x = 0 fitllt und deren jede durch 
den Brennpunkt der anderen geht. 

c) 1st cP = 0 die Gleichung einer unendlich fernen Kurve, die 
wir der Einfachheit halber in der Form A. U2 + B V2 + 0 W2 = 0 
gegeben denken wollen, so reduzieren sich aIle Flitchen der konfokalen 
Schar auf unendlich ferne Kurven: 

(A. - A) U2 + (B - A) V2 + (0 - A) W2 = 0, 
und diese werden aus einem beliebigen Punkte des Raumes durch 
lwnfokale Kegel projiziert, welche die Fokalstrahlen gemein haben 96). 
Diese Fokalstrahlen laufen nach dem einen Paare reeller Punkte hin, 
welches in der Schar der unendlich fernen Kegelschnitte enthalten 
ist und fur A >B> 0 durch die Gleichung dargestellt ist (A-B) U2 
- (B - O)W2 = O. Entsprechendes ist immer der Fall, wenn cP 
eine homo gene quadratische Funktion von U, V, W aUein ist. -

Durch einen beliebigen Punkt Po, mit den Koordinaten xo, Yo, zo, 
gehen drei reelle Flachen der konfokalen Schar a), von denen eine ein 
Ellipsoid, die zweite ein einschaliges und die dritte ein zweischaliges 
Hyperboloid ist. Die drei Parameter Al> .112 , As, zu denen diese 
Flachen gehoren, sind die stets reellen Wurzeln der kubischen 
Gleichung fiir A: 

x! yS Z2 
AO A+BoA+CoA=l. 

Die drei durch den Punkt Po gehenden Flachen der konfokalen Schar 
schneiden sich in ihm rechtwinklig, die Tangentialebenen zweier von 
ihnen in diesem Punkte schneiden sich also in einer N ormalen der 
dritten Flache, und es werden daher die Richtungscosinus dieser 
Sehnittgeraden den drei Grossen 

96) Unter den Fokalstrahlen eines Kegels versteht man zwei Strahlen f, f' 
von folgender Eigenschaft: 1st 9 ein beliebiger Strahl des Kegels, so ist die 
Summe der Winkel f 9 und r 9 fiir alle Strahlen des Kegels dieselbe. Ferner: 
Die Ebenen, die 9 mit fund f' verbinden, bilden mit der Tangentia.lebene des 
Kegels in 9 gleiche Winkel. 
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X ~ Y ~ Z ~ = A-As' = B-As' = C-As 

proportional (wenn die dritte Fliche zu dem Parameter .As gehOrt). 
Die Koordinaten der Tangentialebenen, die sich aus dem be

liebigen Punkte Po an die zu dem Parameter .A gehOrige Flache 
legen lassen, geniigen der Gleichung 

(A -.A) UJ + (B- A)V'l + (0- A) W'l = (xoU + YoV + SOW)I. 

Diese Tangentialebenen umhiillen, wenn man A variieren lasat, eine 
Schar konfokaler Kegel Die gemeinsamen Symmetrieebenen derselben 
sind die Tangentialebenen der drei durch den Punkt Po gehenden 
Flachen der konfokalen Schar, und die beiden reenen Fokalaxen der 
Kegel, die in einer dieser Symmetrieebenen liegen, gehOren als 
Erzeugende der Regelfliche (d. h. dem einschaligen Hyperboloide) an, 
die sich unter jenen drei FIachen befindet. Diese Fokalaxen haben 
die besondere Eigenschaft, dass, wenn man durch eine von ihnen 
irgend zwei zu einander normale Ebenen legt, diese beziiglich aller 
Flachen der konfokalen Schar konjugierl sind. 

Die Tangentialkegel, welche sich aus einem Punkte einer der 
beiden reenen Fokalkurven an die konfokalen Flichen legen lassen, 
sind sitmtlich koaxiale Rotationskegel. Unter ihnen befindet sich auch 
der Kegel, welche die zweite reene Fokalkurve enthiUt. Jede dieser 
beiden Kurven wird als'O aus den Punkten der anderen durch lauter 
Rotationskegel projiziert. 

31. Der Reye'sche Axenkomplex. Bildet man fiir die Grossen 
xo' Y07 SOl X, Y, Z des vorigen Paragraphen die Ausdriicke 

L=yoZ-soY, M=soX-xoZ, N=xoY-yoX, 
so ergiebt sich 

L: M: N = B - C (A _ As) : C- A (B _ .As) : A - B (0 - .As) 
a:o Yo Zo 

und hieraus 
XL YM ZN 

B-C= C-A = A-B' 
oder 

XL+ YM+ZN=O, AXL+BYM+ OZN=O. 

Nun sind X, Y, Z, L, M, N, a.ls Linienkoordinaten aufgefasst, die 
Koordinaten der N ormalen im Punkte Po filr die eine der durch 
diesen Punkt gehenden konfokalen Flichen (A = As). Der quadra
tiBche Linienkomplex, welcher dementBprechend durch das Nebenein
anderbestehen der vorstehenden beiden Gleichungen dargestellt wird, 
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heis~t der Reye'sche Axenkomplex 97). Nach dem Gesagten wird er 
gebildet von den N ormalen der Schar konfokaler Flachen. Er Hisst 
sich aber auch leicht mit HuIfe einer einzigen Flache der Schar 
festlegen. Fallt man namlich aus jedem Punkte auf seine Polarebene 
bezuglich dieser Flache die N ormale, so bilden aUe diese N ormalen den 
Axenkomplex. Man kann auch so sagen l Die Pole einer Ebene be
zuglich aUer Flachen der konfokalen Schar erfiillen eine gerade Linie, 
die zu der Ebene normal ist, und aile Linien, die man so erhalt, indem 
man sich die Ebene frei im Raume bewegen lasst, bilden den zu der 
Flachenschar gehorigen Axenkomplex. 

B. Theorie der gebnndenen KrMtesysteme und ihrer Drehung. 

32. Systeme parallel gerichteter Krii.fte. Neben der entwickelten 
Theorie der Statik, welche die Krafte als in ihrer Wirkungslinie ver
schiebbar ansieht, existierl eine andere Theorie, in welcher jede Kraft 
an ihren Angriffspunkt gebunden bleibt. Seit lange bekannt ist diese 
Betrachtungsweise fur den besonderen Fall eines Systems parallel ge
richteter Krafte. Die auf ein System starr verbundener Massenpunkte 
wirkende Schwere erzeugt ein solches System paralleler Krafte, deren 
Angriffspunkte fixiert sind. Dieses System ist, wie auch das Massen
system bewegt wird, immer einer Einzelkraft aquivalent, deren Grosse 
durch das Gesamtgewicht des Massensystems gegeben ist und dessen 
Angriffspunkt in dem Massensystem festliegt und als Schwerpunkt 
bezeichnet wird. Die hierin liegenden RegeIn fur die Zusammensetzung 
einer beliebigen Anzahl parallel gerichteter Krafte hat zuerst VarigtWn 98) 

aus dem Hebelgesetz in der heute allgemein iiblichen Form abgeleitet. 
Wenn nur die Summe der vorgegebenen Krafte nicht Null ist, 
lasst sich eine resultierende Kraft an einem bestimmten Punkte, 
dem Mitteltpunkte der ParalIelkrafte, so anbringen, dass sie die ge
gebenen Kriifte auch dann noch ersetzt, wenn der Korper mitsamt den 
Angriffspunkten der Krafte eine beliebige Verriickung erleidet. Um 
die Koordinaten x, y, z dieses Mittelpunktes in irgend einem Cartesi
schen Koordinatensysteme zu ermitteln, seien Xi' Yi' Zi die Koordinaten 
fur die Angriffspunkte der einzeInen parallelen Krafte, Ri ihre Inten
sitaten, sei ferner R = ~ Ri' die Summe uber aIle Kriifte des Systems 
erstreckt, so wird bei gleicher Bedeutung des Summenzeichens 

Rx = ~RiXi' Ry = ~Ri'!Ji' Rz = ~RiZi' ----
97) Der Name riihrt daher, dass der Komplex auch als Gesamtheit der 

Hauptaxen alIer ebenen Schnitte einer Flache zweiten Grades auftritt (Th. Rege, 
Geometrie der Lage 2, 1. Aufl., Hannover 1868, sowie Ann. di mat. (2) 2 (1869), p. 1). 

98) Paris, Hist. de l' Acad., Annee 1714. 
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33. Astatisohes Gleichgewfcht und asta.tische .lquivaJ.ems. Man 
sagt von einem starren Korper, er sei in astatisckem Gleichgewickte, 
wenn dies Gleichgewicht nicht gesWrt wird durch irgendwelche Ver
riickung, welche der Korper erleidet, wiihrend die Buf ihn wirkenden 
Krafte unverandert in derselben Intensitat und Richtung an den 
gleichen Punkten des Korpers angreifen. Da gemass diesen Fest
setzungen das Gleichgewicht durch eine Parallelverschiebung des 
Korpers von vomeherein nicht geswrt werden hnn, geniigt es 
fUr das astatische Gleichgewicht, wenn dasselbe bei der Drehung des 
Korpers um einen Punkt erhalten bleibt. Statt den Korper zu drehen, 
kann man auch, was die Betrachtung vereinfacht, die Krafte um ihre 
Angriffspunkte gedreht denken so, dass die Winkel, die sie mit em
ander bilden, alle ungeandert bleiben. Spricht man der Kiirze halber 
von einem gebundenen Kriiftesystem, wenn die Angriffspunkte der 
Krii.fte im Korper festliegen und nicht in der Kraftrichtung ver
schoben werden diirfen, so nennt man zwei gebundene Kraftesysteme 
dann astatisck iiquivalent, wenn das eine, mit iiberall umgekehrter 
Kraftrichtung dem anderen hinzugefligt, den Korper in astatisches 
Gleichgewicht bringt. Sind nun Xi' Y" Zi die Komponenten der 
einzelnen Kriifte eines -Systems, xi1 Yo St die Koordinaten ihrer An
griffspunkte und bildet man die zwolf Grossen: 

'

Al =~x., 
(1) A, ~Y" 

As ~Zi' 

All =~XiXi1 
Alit =~Y,Xi1 
ASI ~Z,Xi1 

All! =~XiYi' 
~2 ~Y,Yi1 
~! =~z,,!};, 

~S =~X.S" 
A,. ~~go 
~B =:2ZiS" 

so sind zwei gebundene Kriiftesysteme dann und nur dann astatisch 
iquivalent, wenn sie in diesen zwolf Grossen iibereinstimmen und filr 
das BstBtische Gleichgewicht ist notwendig und hinreichend, dus 
diese zwolf Grossen verschwinden. Wir konnen dieselben die asta
tiscken Koordinaten eines Kriiftesystems nennen 911). 

99) Sie sind schon von F. Minding eingefiibrt worden, auf den diese 
ganze Disziplin zuriickgeht. Man vgl. seine zusammenfassende Darstellung in 
seinem Handbuch der theoretischen Mechanik (Berlin 1837, alB 2. Teil dee Hand
buches der Dift'erential- und Jntegralrechnung), p. 78 fr. Ferner M. Steichen, J. f. 
Math. 88 (1849), p. 277 und die Darstellungen in A. F. Moebitl8' Lehrbucb der Statik 
(1887) 1, Kap. 8 u. 9; O. J. Broch, Lehrbucb der Mechanik, Berlin 1854, p. 82 fr., 
lMfr.; F. Moipo, Le90ns de mecanique .. nalytique, Statique 1868, p. 206if. 
Die letzteren beiden Autoren bringen .. ucb Anwendungen auf die Theorie des 
Magnetismus. Eine Weiterbearbeitung der Theorie bei J. Bomoff, TheoretiBche 
Mechanik 2 (1879) und endlich in sehr origineller und ergiebiger Weise bei 
G . .Dt.wbou.rl:, Memoire sur l'equilibre astatique (Bordeaux, Mem. (2) 2 (1877), 
sowie alB besondere Schrift, Paris 1877; man vgl. .. uch die Note V in der von 
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Die friiheren statischen Koordinaten I, ID, .8, 2, IDl, m ergeben 
sich aus denselben in der folgenden einfachen Weise: Es ist 

I=Au ID=As, B=As, 2=Ass-Ass, IDl=A31-A1S , m=A12-A21• 

Andererseits liegt der Zusammenhang der astatischen Koordinaten mit 
der Schwerpunktstheorie paralleler Krafte (Nr.32), sowie mit dem 
Virial beliebiger Krafte (Nr.28) auf der Hand. 

34. Gebundene Xrii.ftepaare 100). Ein gebundenes Kraftepaar ist 
ein System von zwei parallelen, gleich grossen und entgegengesetzt 
gerichteten Kraften, die an bestimmte Angri:ffspunkte gebunden sind. 
Die Verbindungsstrecke dieser Angri:ffspunkte, als Vektor aufgefasst, 
heisst der (astatische) Arm des Paares. Sind a, h, c die Projektionen 
desselben auf die Koordinatenaxen, r seine Lange, X, Y, Z die Kom
ponenten der Krafte des Paares, R ihre Intensitat, so werden die 
astatischen Koordinaten des Paares 

0; Xa, Xh, Xc; 

0; Ya, Yb, Yc; 
0; Za, Zb, Zc. 

Sie bleiben ungeandert, wenn R in beliebigem Verhaltnisse ver
grossert und r gleichzeitig im umgekehrten Verhaltnisse verkleinert 
wird, oder wenn Arm und Krafte des Paares zusammen in beliebiger 
Richtung um eine beliebige Strecke parallel verschoben werden. Das 
gebundene Kraftepaar lii.sst sich auffassen als eine unendlich kleine 
Einzelkraft, deren Angri:ffspunkt in bestimmter Richtung (der Rich
tung des Armes) unendlich weit entfernt ist. Wenn von dem ge
bundenen Kraftepaare die Krafte in die Richtung des Armes falIen, 
so lassen sich, indem man die x-Axe in den Arm legt, aIle Koordi
naten bis auf die eine Au = Rr zum Verschwinden bringen. Jedes 
System von ParaIlelkraften mit verschwindender Summe ist einem 
gebundenen Kraftepaare aquivalent. 

35. Das vektorielle Moment eines gebundenen Xrii.ftesystems 
fUr eine Ebene. Monge 101) hat dem Momente einer Kraft fur einen 
Punkt das Moment einer Kraft fiir eine Ebene gegeniibergestellt, 
indem er hierunter das Produkt aus der Intensitiit R der Kraft und 
dem Abstande p ihres Angri:ffspunktes von der Ebene verstanden 

Da·rboux besorgten Ausgabe ,"on R. DespeyrQUlJ, Cours de Mecanique, t. 1, Paris 
1884). Man sehe weiter die auf Darboux's Arbeit fussenden Abschnitte iiber Astatik 
in Schell's Theorie der Bewegung und Rauth's Analytical statics, vol. 2. 

100) Rauth, Analytical statics, vol. 2, Astatics, p. 307 ff. 
101) Traite elementaire de statique, Paris 1786. 
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wissen wollte. Dieses Moment iet aber in Wirklichkeit nur der ab
solute Betrag eines vektoriellen MOn;tentes, dessen Komponentan man 
findet, indem man die Komponenten X, Y, Z der Kraft einzeln mit 
dem Abstande p multipliziert. Um nun das Moment eines Kriifte
systems fur eine Ebene zu definieren, ruge man die vektoriellen Mo
mente der einzeInen Krafte des Systems idr diese Ebene nach den 
RegeIn, die idr die Addition der Vektoren geIten, zusammen. Der 
resultierende Vektor reprasentiert dann das Moment des Kraftesystems, 
dessen Komponenten sonach durch die Summen 

:. =~XiPi' H =~~Pi' Z =~ZjP. 
gegeben sind. Insbesondere sind die Komponenten des Momentes fiir 
die x-Ebene ..1.111 ~u Asl1 U. s. f.; idr die unendlich ferne Ebene 
und nur fur diese sind sie unendlich gross und ihre VerhaItnisse 
= ..1.1 : As : As. Fur die Ebene, die durch die Gleichung 

Ux+Vy+Wz=T 
dargestellt ist, erhaIt man die Komponenten :., H, Z des vektoriellen 
Momentes aus den Gleichungen: 

I 
yUS + VI + WI. :. = All U + AlB V + A1S W - ~T, 

(2) Y US + Vi + WI . H = Asl U + Ass V + Ass W - As T, 

yUI + Vi + WI. Z = ASl U + Ass V + Ass W - AsT. 

Das Moment verschwindet, indem seine drei Komponenten verschwin
den, im allgemeinen nur rur eine Ebene. Diese Ebene ist von Min
ding 101) und Moebius 103) als Oentralebene des Kraftesystems bezeichnet 
worden. 

36. Das skala.re Moment in Bezug auf eine Ebene. Von dem 
vektoriellen Momente, mit den Komponenten .:., H, Z, geht man zu dem 
skolaren Momenta uber, indem man den Ausdruck bildet 

M=V:'I+HI'+ZI. 
Denkt man sich nun die Krii.fte des Systems um ihre Angrilfspunkte, 
aIle in der gleichen Weise, gedreht, so treten an die Stelle der Kom
ponenten X, Y, Zeiner von ihnen die neuen Komponenten 

X' ="tl X +"tBY + "ta Z , 
Y' = Usl X + «u Y + UssZ, 
z' = «al X + «sty + «as Z, 

102) J. f. Math. 14 (1836), p. 289. 
103) J. f. Math. 16 (1836), p. 1 = Werke 3, p. 623; auch im Lehrbuch der 

Statik Bd. 1. 
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wobei die aik die Cosinus der Winkel zwischen dem gedrehten und 
dem ursprilnglichen Axenkreuz bezeichnen und identisch 

X'2 + Y'2 + Z'2 = X2 + y2 + Z2 

wird. Dann transformieren sich gleichzeitig =:, H, Z zu =:', 
in der folgenden Weise 

und es wird auch 

=:' = all = + a12 H + a13 Z, 

H' = a21 =: + as! H + a23 Z , 

Z' = as! = + a3! H + a33 Z, 

='2 + H'2 + Z'2 = =2 + H2 + Z2. 

H', Z' 

Das skalare Moment M bleibt also bei der Drehung der Krafte um 
ihre Angriffspunkte ungeandert, oder, was dasselbe heisst, es besitzt 
unveranderlichen Wert fiir eine Ebene, die im Korper fest ist, wie 
auch dieser letztere gegen das auf ibn wirkende Kraftesystem bewegt 
werden mag. 

37. Gebundene Xomponenten eines Xrii.ftesystems. R. de Prony 104) 
unternahm die Untersuchung eines allgemeinen Kriiftesystems in der 
Weise, dass er dieselbe auf die Betrachtung parallel gerichteter Krafte 
zurilckfiihrte. Er dachte sich namlich jede Kraft des Systems in 
drei Krafte mit demselben Angriffspunkte zerlegt, die in drei be
stimmten zu einander normalen Richtungen wirken. So wird das 
vorgelegte Kraftesystem durch drei Syste~e paralleler Krafte ersetzt. 
Jedes derselben liefert eine einzige resultierende Kraft mit einem be
stimmten Angriffspunkt, so dass das gegebene System schliesslich auf 
drei Krafte zuriickgefiihrt ist, die in drei zu einander normal aber 
sonst beliebig angenommenen Richtungen wirken. Lasst man diese 
Richtungen mit den Richtungen der Koordinatenaxen zusammenfallen, 
so werden die Intensitaten dieser gebundenen Komponenten des ge
gebenen Kriiftesystems: 

All As, As, 

und ihre Angriffspunkte haben die Koordinaten 105) : 

104) Gestalt und Umfang seiner ersten Vorlesungen lassen sich sehr gut 
erkennen aus dem Buche von L. B. Franc£eUr, Trait.e de mecanique elementaire 
d'apresles methodes de R. de Prony, Paris 1801. Spater veriijfentlichte R. de Prony 
selbst seine Le~ons de mecanique, Paris 1816. 

106) Vgl. G. Darboux, Bordeaux, Mem. (2) 2 (1877). 
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Xt _~1 
- ~' 

11 _~I 
1- ~' 

Z -~. 
1- ~' 

(3) XI = Ast As. s - As. 
A' 11, = As ' J - As' I 

X _Ast 
s - As' 

_As. 
1Is - As ' 

_As. 
Ss - As ' 

womit die 12 astatischen Koordinaten eines Kraftesystems eme ein
fache geometrische Deutung finden. 

Diese drei Angriffspunkte liegen In der Centralebene. Die 
Komponenten aUer Krafle des Systems nach irgend einer Richtung 
haben also stets einen Mittelpunkt, der in der Centralebene liegt. 
Die Koordinaten dieses Mittelpunktes werden, wenn ", (J, r die Cosinus 
der Winkel sind, welche die angenommene Richtung mit den Koordi
natenaxen bildet: 

(4) 

Eliminierl man aus diesen 
Gleichung der Centralebene 

1 

(5) 
Al 

As 
As 

x 

All 

An 

A31 

so findet man die 

11 Z 

Al! A 1s 
=0. As2 Ass 

AS2 Ass 

Gleichzeitig ergiebt sich aber, dass, wie man auch das gegebene 
Kriftesystem auf drei gebundene Komponenten nach drei zu einander 
normalen Richtungen reduzieren mag, die Angriffspunkte dieser Kom
ponenten immer in der Centralebene die Ecken eines Dreieckes bilden, 
welches ein Poldreieek in einem bestimmten Antipolarsystem ist106). 

Der reelle Mittelpunkt der zugehorigen imaginitren Ordnungskurve 
ist der Minding'sche Oentralpunkt107) (der hiernach von dem in Nr.28 

106) G. Darbou:e, Bordeaux, Mem. (2) 2 (1877). 
107) Zuerst J. f. Math. 14 (1886), p.289. Von diesem Centralpunkte wieder 

verschieden ist der von A. F. MoebitMI so benannte Punkt (J. f. Math. 16 (1887), 
p. 1 = Werke 3, p. 623). Die in die Centralebene fallenden Komponenten der 
Krl!.fte des vorgelegten Systems, d. h. ihre Projektionen auf diese Ebene, laBBen 
sich nach zwei in derselben gegebenen Richtungen aufs neue in Komponenten 
zerlegen. Dann liagen die Mittelpunkte dieser Systeme pa.ralleler Komponenten, 
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erwahnten Hamilton'schen Centralpunkt durchaus verschieden ist). 
Seine Koordinaten xo, Yo, Zo erhalt man, indem man in den Formeln 
(4) a: fJ : r = Ai : ~ : As voraussetzt und zwar findet man so 

(6) 

_ At 'x, + A. 'x, + As 'xa 
XO---.At'+.A.'+As i ' 

y, _.At 'y, + A, 'y, + As 'Ya 
0- .A,' + A~-' +~, 

A, • Zt + A,' z. + As:l Z. 
Zo = --:;,r, + A 2-+~' , , S 

wo die Xli xs, xs,'" durch die Formeln (3) gegeben sind. Bringt man 
filr jede Reduktion des vorgelegten Kraftesystems auf drei zu einander 
normale, gebundene Komponenten in den Angriffspunkten der letzteren 
Massen an, welche den Quadraten der in ihnen angreifenden Kompo
nenten proportional sind, so faUt der Schwerpunkt dieser drei Massen 
in den Minding'schen Centralpunkt. 

Insbesondere lasst sich jedes gebundene Kraftesystem ersetzen 
durch eine Einzelkraft, die in einem bestimmten Punkte der Central
ebene angreift und normal gegen dieselbe gerichtet ist, und zwei 
Krafte, die in der Centralebene normal gegen einander wirken. Es 
lasst sich ferner ein beliebiges, gebundenes Kraftesystem ersetzen 
durch eine Einzelkraft, die im Centralpunkte angreift, und zwei 
Kraftepaare, deren Arme zu einander senkrecht sind und deren Krafte 
gegen die Einzelkraft normal wirken, wahrend gleichzeitig die Krafte des 
einen Paares senkrecht gegen die Krafte des andem Paares gerichtet sind. 
Daraus erkennt man, dass durch eine bestimmte gemeinsame Drehung 
alier Krafte die Krafte del' beiden Paare in die Richtungen ihrer 
.Arme gebracht werden kOnnen, wobei gleichzeitig die Einzelkraft normal 
zu diesen beiden .Armen gerichtet ist. Man kann also (vgl. Nr. 34) 
durch passende Wahl des Koordinatensystems und Drehung des Krafte
systems alie astatischen Koordinaten des Systems bis auf die folgen
den drei ZUlli Verschwinden bringen: 

All = P, ~9 = Q, As = R. 
Wird das Kraftesystem unter Festhaltung des ausgezeichneten Ko
ordinatensystems wieder in die urspriingliche Lage zuriickgedreht, so 
miissen sich dann fUr die astatischen Koordinaten nach den in Nr. 36 
angeschriebenen Formeln die Werte ergeben: 

wie auch ihre Richtungen gegeben seien, immer auf einer bestimmten geraden 
Linie, der "Centrallinie". Auf ihr ist der Mittelpunkt a.ller nach ihrer Richtung 
genommenen Komponenten entha.lten, und diesen Punkt nennt Moebius den 
Centralpunkt. Derselbe ist jedoch nicht, wie der Minding'sche Centralpunkt, im 
KlIrper fest. 
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alSR; a11 P, al2Q, 0; 

ass R; a2l P, a22 Q, 0; 
ass R; aS1 P, aS2 Q, O. 

Soll in dieser Lage das Kraftesystem einer Einzelkraft statisch aqui
valent sein, so ist die Bedingung hierfiir: 

~2Q = IX2lP, 

38. Die von den Ebenen gleichen Momentes umhiillte kon
fokale Flachenschar. Alle Ebenen, fiir welche das skalare Moment 
eines gegebenen Kraftesystems einen konstanten Wert M hat, um
hullen gemass den Formeln (2) eine Flache zweiten Grades, deren 
Gleichung in Ebenenkoordinaten lautet: 

(7) (A11 U+A12 V+ A1S W-Al T)2 + (A21 U+A22 V+~s W-A2T)2 
+ (AstU +AS2 V + Ass W -AsT)2 = M2(U2+ V2+ W2). 

Lasst man hier M im Gebiete des Reellen variieren, so erhiilt man auf 
diese Weise die samtlichen reellen Flachen einer konfokalen Schar 108). 

Wird die Lage des Koordinatensystems insbesondere so gewahlt und 
das Kraftesystem so gedreht, dass nur All' A22 , A3 von Null ver
schieden sind, so wird die vorige Gleichung von der Form 

(M2 _ P2) U2 + (M2 _ Q2) V2 + M2W2 = R2 T2 
oder in Punktkoordinaten 

Xi yi Zi 1 

Mi_p' + M'- Q' + M'= R" 

Die Axen dieses besonderen Koordinatensystems sind also die ge
meinsamen Hauptaxen der konfokalen Flachen. Der gemeinsame 
Mittelpunkt derselben ist der Minding'sche Centralpunkt, die z-Ebene 
ist die Minding'sche Centralebene. Die imaginare Fokalkurve in der
selben, deren Gleichung lautet: 

x· y' 1 
p' + Qt + R' = 0, 

wird von den Ebenen des Momentes M = 0 umhiillt, unter denen 
aber nur die Centralebene selbst reell ist. Diese Fokalkurve ist die 
Ordnungskurve des in der Centralebene gefundenen Antipolarsystems 
(Nr. 37). 

Unter den durch einen festen Punkt Po gehenden Ebenen um-

108) Die Verkniipfung der Astatik mit der Theorie der Tragheitsmomente, 
die ebenfa.lls auf eine Schar konfokaler Flachen fiihrt, ist der Gegenstand eines 
Aufsatzes von D. Padeletti, Napoli, Rend. 22 (1883), p. 29. V gl. auch E. Routh, 
Analytica.l statics, vol. 2, Astatics, Art. 33 If. 
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hullen dem Gesagten zufolge die Ebenen gleichen Momentes je einen 
Kegel aus einer konfokalen Kegelschar. Errichtet man auf jeder der 
Ebenen im Punkte Po das Lot und tragt auf diesem den reziproken 
Wert des zugehorigen Momentes als Strecke auf, so erfullen die End
punkte dieser Strecken ein Ellipsoid, des sen Hauptaxen mit den ge
meinsamen Hauptaxen der konfokalen Kegel zusammenfallen und 
welches von Darboux als das Centralellipsoid des Punktes Po ein
gefUhrt worden istl09). Wird Po zum Koordinatenursprunge gewahlt, 
so hat sein Centralellipsoid die Gleichung: 

(Al1x+A12y+A13z)2+(~lX+A22y+AllSZ)2+(A31X+Aslly+AssZ)2=1. 

Die Hauptaxen der Centralellipsoide aIler Punkte des Raumes bilden 
den Reye'schen Axenkomplex der Schar konfokaler Flachen, die von 
den Ebenen gleichen Momentes umhullt werden. 

Die Ebenen, die durch eine beliebige gerade Linie 9 gehen, 
zeigen paarweise gleiches Moment. Diese Ebenenpaare bilden eine 
Involution, und ffir die Doppelebene dieser Involution wird das Mo
ment am grossten und am kleinsten unter allen Ebenen, welche die 
Linie 9 enthalten. Wenn die Linie 9 zu dem Axenkomplexe der kon
fokalen Flachen gehort, sind die Doppelebenen zu einander normal 
und halbieren die Winkel aller Ebenenpaare gleichen Momentes; es 
sind die Paare der Tangentialebenen, welche durch die Gerade an die 
verschiedenen FIachen der konfokalen Schar gehen. 

In einem Buschel paralleler Ebenen giebt es immer cine Ebene, 
fur welche das Moment ein Minimum wird, und zwar geht diese Ebene 
durch den Mittelpunkt der parallelen Krafte hindurch, welche die 
normal zu den paraIlelen Ebenen genommenen Komponenten der 
Krafte des vorgelegten Systemes bilden. 

39. Die statischen Axen von F. Siacci (fiir einen beliebigen 
Punkt). Der Minding'sche Sa.tz. Ein gegebenes Kraftesystem lasst 
sich astatisch ersetzen durch eine Einzelkraft, deren Angriffspunkt 0 
beliebig bleibt und deren Komponenten stets = AI' As, As werden, 
verbunden mit drei Kraftepaaren, deren Arme irgend drei durch 0 
gehenden und zu einander normalen Axen angehoren. Das vektorielle 
Moment jedes dieser Kraftepaare fUr diejenige Ebene, welche die Anne 
der beiden ubrigen enthalt, ist naturlich dem vektoriellen Momente 
des vorgelegten Kraftesystemes fur dieselbe Ebene gleichzusetzen. 
Fallen die Arme der drei Krii.ftepaare in die Koordinatenaxen, so 
werden die astatischen Koordinaten dieser Paare 

109) Bordeaux, Mem. (2) 2 (1877). 
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0; .A111 0, OJ 

OJ ~u 0, 0; 

OJ Asl1 0, OJ u. s. w. 
Legt man die drei Arme insbesondere in die Hauptaxen des 

Centralellipsoides fur den Punkt 0, so werden die Krafterichtungen 
der drei Kraftepaare zu einander normal. Der Korper lasst sich, 
wie man hieraus sieht, im ailgemeinen durch Drehung um einen be
liebig angenommenen Punkt 0 in eine solche Lage bringen, dass das 
auf ihn wirkende Kraftesystem in statischer Hinsicht einer in 0 an
greifenden Einzelkraft aquivalent wird. 1st eine solche Lage ge
funden, so ergeben sich drei andere, indem man den Korper um 
jede der Hauptaxen des Centralellipsoides fur den Punkt 0 eine halbe 
Umdrehung ausfuhren lasst. Die Axen der vier Rotationen um den 
Punkt 0, durch die man den Korper aus der ursprunglichen in diese 
vier Lagen bringt, heissen nach F. Siacci 110) die statischen hen dieses 
Punktes. Die Ebene durch irgend zwei von ihnen ist zu der Ebene 
durch die zwei ubrigen normal. 

In den Linien der vier Krafte, welchen das Kriiftesystem in den 
vier Lagen statisch iiquivalent wird, schneiden sich zwei Kegel der 
konfokalen Kegelschar, welche zu dem Punkte 0 gehort, und zwar 
projizieren diese Kegel die heiden reeilen Fokalkurven del' im Korper 
festen konfokalen Fliichenschar. Werden namlich die gemeinsamen 
Symmetrieebenen der konfokalen FHichen wieder als Koordinatenebenen 
gewahlt, so sind die Koordinaten y, z des Punktes, in dem die Wirkungs
linie einer del' vier Einzelkrafte die z -Ebene trifft, aus den heiden 
Gleichungen zu bestimmen (vgl. Nr. 37 Ende): 

a12 Q - iXs1 P = auRy, - aS1 P = Ut3 Rz . 
Aus diesen Gleichungen lassen sich mit HuIfe der beiden Relationen 

tXj1 Q = «liP, a;l + a:1 - "~B = "~s 

aIle darin vorkommenden "ik eliminieren, und man findet, dass y und 
z der Gleichung der einen Fokalkurve 

y' z, 1 
PI_Qi + pi = R' 

genugen. Ebenso geniigen die Koordinaten x, z des Schnittpunktes 
mit der y-Ebene der Gleichung der anderen reeilen Fokalkurve 

Xl Zl 1 
- PI_Q' + Q' = R" 

110) Torino, Atti 17 (1882), p.241. Vgl. dazu C. Segre, Modena, Mem. (3) 6 
(1884). 
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Fur jeden Punkt 0 auf einer dieser Fokalkurven wird das Central
ellipsoid eine Rotationsfiache, deren Axe die Fokalkurve in dem 
Punkte 0 beruhrt und somit einer Symmetrieebene der konfokalen 
Flachenschar angehOrt. Hat man das Kraftesystem um irgend eine 
Axe so gedreht, dass es sich statisch auf eine Einzelkraft reduziert, 
deren Axe dann beide Fokalkurven schneidet, so kann man das 
Kraftesystem noch einer weiteren Drehung um die Fokalkurven
tangente in einem dieser Schnittpunkte unterwerfen, es bleibt dann 
immer noch einer Einzelkraft aquivalent, und diese Einzelkraft dreht 
sich mit dem Kraftesysteme um die Tangente der Fokalkurve, indem 
ihre Linie stets auch die andere Fokalkurve trifft. Dies ist der 
Minding'sche Satz lll). 

4:0. Verallgemeinerung des Minding'schen Satzes durch G. Dar
boux 112). 1m V orstehenden siud die besonderen Lagen des drehbaren 
Kraftesystems betrachtet, in denen es sich auf eine Einzelkraft re
duziert. Fur eine beliebige Lage dagegen hat es eine Centralaxe, 
und wenn man seine Krafte auf aUe die dreifach unendlich vielen 
moglichen Arten einer gemeinsamen Drehung um ihre Angriffspunkte 
unterwirft, so bewegt sich hierbei, wie G. Darboux gefunden hat, die 
Centralaxe in einem quadratischen Linienkomplexe, der sich dadurch 
definieren lasst, dass sich in seinen Linien immer zwei zu einander 
normale Ebenen schneiden, von denen jede eine der beiden Fokal
kurven beriihrt 112). Zu diesen Lillien gehoren natiirlich auch die
jenigen, welche beide Fokalkurven treffen, d. h. die Axe jeder Einzelkraft, 
auf welche sich das Kriiftesystem reduzieren las st. 

4:1. Moebius' Hauptaxen dar Drehung. Jede Fokalaxe (vgl. 
Nr.31 Ende) der konfokalen Flachenschar gehOrt einer Regelfiache 
aus dieser Schar an und hat die besondere Eigentiimlichkeit, dass 
das skalare Moment des gegebenen Kraftesystems fiir aIle durch sie 
hindurchgehenden Ebenen dasselbe ist. Es lassen sich, wie A. F. Moebius 
gefunden hat llS), immer in zwei Punkten auf ihr solche Krafte an
bringen, dass das Kmftesystem diesen beiden Kraften in der urspriing
lichen Lage und jeder anderen Lage, die aus dieser durch Drehung 
um die Fokalaxe hervorgeht, statisch aquivalent wird. Moebius neunt 
die Fokalaxen deswegen die Hauptaxen der Drehung fur das Krafte
system. 

111) J. f. Math. 15 (1835), p.27. Vgl. auch G. Plarr, Edinb. Roy. Soc. Proc. 
11 (1883), p. 628. 

112) G. Darboux, Bordeaux, Mem. (2) 2 (1877). 
118) Lehrbuch der Statik 1, § 137 f. 

F.ncy1<lop. d. math. 'Vi •• enlch. lV 1. 13 
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42. Besondere Faile ast&tischer Xoordinaten. Wenn ein gebun
denes Kraftesystem der invarianten Bedingung geniigt, dass die drei 
astatischen Koordinaten A l , As, As verschwinden, so lasst es sich 
immer auf drei gebundene Kraftepaare astatisch reduzieren, deren 
A.rme den Axen eines beliebig gewahlten Cartesischen Koordinaten
systems angehOren. Das Moment M eines solchen Krii.ftesystems ist 
fiir eine Ebene, deren N ormalen Richtungscosinus haben, die sich wie 
U: V: W verhalten, durch die Gleichung gegeben: 

M2(U2+ V2+ W2)=(A11 U+A12 V+AlS W)2+(Asl U +A22 V + Ass W)2 

+ (ASIU +As2 V + Ass W)2. 

Es ist also dasselbe fiir parallele Ebenen, wird aber fiir keine reelle, 
im Endlichen gelegene Ebene Null, und unbestimmt fiir die unendlich 
ferne Ebene. Die konfokale Fliichenschar reduziert sich auf eine 
Schar unendlich ferner Kegelschnitte, die aus jedem Raumpunkte 
durch konfokale Kegel projiziert werden. In den gemeinsamen Haupt
axen dieser Kegel liegen die A.rme von drei Kraftepaaren, welche 
zusammen das vorliegende Kraftesystem astatisch ersetzen und deren 
Krafterichtungen zu einander normal sind 114). Der Korper lasst sich 
sonach im allgemeinen auf vier verschiedene Arlen ins Gleichgewicht 
bringen, und es ergiebt sich so der Satz1l5), dass, wenn ein starrer 
Korper in einer Lage im Gleichgewichte ist, er es mindestens (von 
Parallelverschiebungen abgesehen) noch in drei anderen Lagen ist. 

Insbesondere kann der Fall eintreten, dass ein Korper im Gleich
gewichte bleibt, wenn man ihn um eine gerade Linie beliebig dreht. 
Diese Linie heisst dann nach Moebius eine Axe des Gleichgewichtes 116). 
Damit eine solche existiert (womit dann auch jede Linie von der
selben Richtung eine Axe des Gleichgewichtes wird) ist erforderlich 
und hinreichend, dass die Schar der soeben untersuchten konfokalen 
Kegel fUr einen und damit fiir jeden endlichen Punkt sich auf eine 
Schar koaxialer Rotationskegel reduziert. Die Bedingung hierfiir ist 
durch das Verschwinden der Determinante 

114) Es ist dies die friiher (in Nr. 87) gegebene Reduktion, nur dass hier 
die resultierende Einzelkraft in Wegfall kommt. 

116) .A. F. Moebius hatte (Lehrbuch der Statik 1, § 134) den Satz auf
gestellt, dass wenn ein Korper in vier Lagen im Gleichgewicht sei, er es auch 
in jeder beliebigen fiinften Lage sein musse. Dieser Satz bedarf also, wie G. Dar
boux bemerkt hat, der wesentlichen Einschrl!.nku:ng, dass die vier Lagen nicht 
vier zusa.mmengehOrige Lagen des Gleichgewichtes sein diirfen. 

116) Lehrbuch der Statik 1, Kap. 8. 
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- (.Au + .Ass) All! Als I 
An - (.Ass + All) Alls I 
.As1 Ass - (Au + All!) 

gegeben, indem man in der ursprlinglichen Lage Gleichgewicht und 
damit Aft" = AYft voraussetzt. Die Richtungscosinus ", [j, r der 
Axen des Gleichgewichtes bestimmen sich dann aus den Gleichungen: 

- (Ats + .Ass)" + All! (J + Ais r = 0, 

Ast" - (Ass + A ll )(J + Ass r = 0, 
.AsI" + AS2 {J - (All + AsS!) r = o. 

Verschwindet im Falle At = 0, As = 0, As = 0 die Determinante 

All Au ~s 
6 = Ast Ass AlI3 , 

Asl .AsS! Ass 

so giebt es eine Schar paralleler Ebenen, fur welche das Moment M 
des Kraftesystems = 0 wird. Diese Ebenen sind dann zu der ga
meinsamen, inneren Hauptaxe der Scharen konfokaler Kegel fur die 
einzelnen Raumpunkte normal. 

Verschwindet endlich die Determinante 6 mit allen Unterdetermi
nanten, so wird das Kraftesystem einem gebundenen Kraftepaar astatisch 
aquivalent. Das Moment M desselben fUr eine beliebige Ebene ist 
gleich dem Produkte aus der Intensitat seiner Kr3fte und der Pro
jektion seines Armes auf die zur Ebene senkrechte Richtung. Es 
verschwindet also insbesondere fur aIle Ebenen, die zu dem Anne 
parallel sind. Die Schar der konfokalen Kegel wird f"dr jeden Punkt 
eine Schar von Rotationskegeln, deren gemeinsame Axe dem Anne 
des Kraftepaares parallel ist. In der That kann man den unter der 
Einwirkung des Kriftepaares stehenden Korper durch Drehung um 
eine beliebige, zur Ebene des Paares senkrechte Axe ins Gleich
gewicht bringen, und dieses Gleichgewicht bleibt allemal erhalten, 
wenn man den Korper irgendwie um eine zum Arme des Paares 
parallele Axe dreht1l1). 

11'1) Wenn .A1 ,..4"..4, =+= 0 sind, aber ~ verschwindet, so giebt es ein 
Ebenenbiischel, und wenn ~ mit allen Unterdeterminanten verschwindet, ein 
Ebenenbiindel, fiir welches daa Moment = 0 ist. Wird im letzteren FaIle 

~l :..4,1 :..4,1 = ~I : ..4,. : As. = .Au : ..4,s : ..4,a = ~ : ..4, : ..4" 
so ist der Scheitel des Ebenenbiindels Mittelpunkt des KriUwsystems, indem 
dieses sich fUr aIle Lagen durch eine in diesem Mittelpunkte angreifende Kraft 
ersetzen li!.sst. 

(AbgeschlosBen im Februar 1902.) 
lS* 
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IV 3. KINEMATIK. 
VON 

A.. SOHOENFLIlilS IN KONIGSBERG z/PR. 

MIT EINEM ZU8ATZE*) VON M:. GBUBLEB IN DRESDEN. 
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A. Endliche Bewegungen. 

1. Die einfachsten Typen der Bewegungen und Umlegungen. 
Die Kinematik betrachtet die Bewegungsgesetze unabhangig vom 
Begriff der Kraft und jeder sonstigen dynamischen Vorstellung. 
Ihre methodische Abspaltung von der allgemeinen Mechanik geht 
auf A. M. Ampere 1) zUrUck 2). 

1) Essai sur la philosophie des sciences, Paris 1834, p. 48; auszugsweise 
mitgeteilt von F. Reuleaux, Zeitschr. d. Ver. deutsch. Ing. 34 (1890), p.244. VgI. 
auch A. Transon, L'Institut38 (1870), p. 117. Ampere holfte, dass das Studium der 
Bewegungen und Gesch windigkeiten in erster Linie fUr die Theorie der Mecha.-
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Die einfachsten Bewegungen sind die Schiebutng oder Gleitung 
(Translation), die Drekung (Rotation) und die Sckraubung (Torsion)S), 
d. h. diejenige Bewegung, bei der eine Drehung um eine Axe und 
eine Gleitung Hings dieser Axe gleiehzeitig und gleiehformig aus
gefiihrt werden 4). Andrerseits kann aueh jede Ortsveranderung eines 
Raumgebildes dureh eine dieser drei Bewegungen vermittelt werden. 
Dass jede Ortsveranderung eines K6rpers, von dem ein Punkt 0 fest 
ist, dureh Drehung urn eine dureh 0 gehende Axe a ausfiihrbar ist, 
entdeekte L. Euler 5). Bewegt sieh eine Ebene 6 in sieh, so lasst 
sieh gleiehfalls jede Lagenveranderung dureh Drehung um einen ihrer 
Punkte (Drehungseentrum 0) ausfiihren; die Drehungwird zur Gleitung, 
falls 0 ins Unendliehe raUt. Diesen Satz gab zuerst M. Ohasles 6); 
man verdankt ihm aueh den allgemeineren Satz, dass die allgemeinste 
Ortsveranderung eines K6rpers ~ stets dureh eine gewisse Sehraubung 
2{ ( lX, 'f) um eine bestimmte Axe bewirkt werden kann. Die Schraubung 
wird zur Drehung oder Gleitung, je nachdem die Gleitungskompo
nente 7: oder der Drehungswinkel " gleich Null ist. Der Fall" = 7t 

hat durch Untersuchungen von H. Wiener theoretische Bedeutung er
langt (Nr. 2); ihm entsprieht eine Umwendung oder Umschraubung, 
je nachdem 7: = 0 ist oder nieht. 

Es ist zweckmassig, mit der Theorie der Bewegungen die Theorie 
deIjenigen Raumtransformationen Zll verbinden, die den Raum ~ in ein 

msmen nutzbringend sein wiirde. J. V. Poncelet hat alsbald in Vorlesungen, die 
er 1888 hielt, eine dementsprechende Theorie der Maschinen aufzustellen begonnen. 

2) Der Teil der Kinematik, der auch von dem zeitlichen Verlauf der Be
wegung abstrahiert und nur die Lagen ins Auge fasst, die das bewegliche Ge
bilde der Reihe nach einni=t, wild als Geometrie der Bewegung bezeichnet. 
Er ist durch M. Chasles geschaffen worden, sein weiterer Ausbau kniipft sich 
vorwiegend an den Namen von A. Mannheim. Fiir Mannheim war iibrigens die 
kinematische Ableitung von Satzen und Resultaten zur Theorie der Kurven 
und Flachen das eigentliche Ziel der Untersuchung. Auch G. Darboux und 
seine Schiller haben die Kinematik fiir diesen Teil der Geometrie mit vielem 
Erfolg benutzt (Le90ns sur la tMorie generale des surfaces, 4 Bde., Paris 1887 
-1896). In der gleichen Richtung bewegen sich die Lezioni di geometria in
trinseca von E. Cesaro, Napoli 1896 (deutsch von G. Kowalewski unter dem 
Titel: Vorlesungen tiber natiin'liche Geometrie, Leipzig 1901). 

3) Eine Drehung um die Axe a vom Winkel a werde durch ~(a) be
zeichnet; eine Schraubung um a vom Winkel a und der Gleitung $ durch 21(a, $). 

4) Es sind dies zugleich die Bewegungen, daren Bahnen durch sie in sich 
iibergehen. 

0) Petersburg, Novi Co=. 20 (1776), p. 202. Statt der Bewegung um 0 
kann man auch die Bewegung einer Kugelflii.che in sich betraehten; fiir sie iet 
der Schnitt mit a das beziigliche DrehungsC6ntrum. 

6) Bull. des scienc. de Firussac 14 (1830), p. 321 rasp. 824. 
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ihm spiegelbildUch gZeiches Gebilde I iiberfiihren, und die man neuer
dings als Umlegungen bezeichnet7)j auch Ohasles 8) hat sich bereits mit 
ihnen beschiiftigt. Genau genommen kommen Umlegungen nur filr 
dreidimensionale Gebilde in Betrachtj man muss sie aber auch inner
halb einer Ebene tJ ins Auge fassen, wenn man verlangt, dass die 
Ebene aus ihrer Lage niemals heraustritt. 

Fiir den beziiglichen Ubergang von tJ in (j existieren zwei ein
fachste Typen von Umlegungen. Es kann tJ in i durch Spiegelung 
an einer Geraden 9 oder durch Spiegelung an 9 in Verbindung mit 
einer Gleitung langs 9 iibergehen. 

Filr den Ubergang von I in I sind vier verschiedene einfachste 
Typen vorhanden. Er kann bewirkt werden durch Spiegelung an 
einem Punkt 0 (Inversion), durch Spiegelung an einer Ebene E, durch 
Spiegelung an einer Ebene E und Drehung um eine zu E normale 
Axe 9) (Drehspiegelung) , endlich durch Spiegelung an E und Gleitung 
lings E. Die drei ersten Typen sind zugleich diejenigen, die in 
Frage kommen, wenn ein Punkt von I fest bleibt, wie zuerst 
E. Hessel 10) erkannt hat. 

Die vorstehenden elementaren Satze besitzen eine tiefere Quelle 
in der allgemeinen Theorie incidenter projektiver Ebenen und Raume 
(III A 0, Schoenflies). Von den drei Doppelpunkten kollinearer Ebenen 
fallen namlich, wenn die Ebenen kongruent sind, zwei in die imaginiiren 
Krm,spunkte, und der dritte in das Drehungscentrum j bei allen Be
wegungen von tJ in sich bleiben daher die Kreispunkte fest. Femer 
haben zwei kongruente Rii.ume den Kugelkreis und auf ihm zwei 
Punkte entsprechend gemeinj die Ebenen durch sie und die Schrauben
axe liefern zwei Ebenen des gemeinsamen Tetraeders, wii.hrend die 
andern zwei in die doppeltzii.hlende unendlich ferne Ebene fallen. 
Diese Thatsachen zeigen zugleich die Bedeutung, die die imaginaren 
Kreispunkte und der Kugelkrm,s fiir die in der Kinematik auftretenden 
Kurven und Flii.chen besitzen, und diesen vielfach einen speziellen 
Charakter aufpragen 11). 

7) Vgl. z. B. E. Study in Math. Ann. 39 (1891), p. 441. 
8) Paris C. R. 51 (1861), p. 126. 
9) Ist der Drehungswinkel n, so ergiebt sich eine Inversion; jede durch 0 

gehende Axe kann als Drehungsaxe gewii.hlt werden. 
10) Vgl. den Artikel uber Krystallographie in Bd. 51 von Gekler's physi

kalischem W6rterbuch, Leipzig 1830, sowie den bez. Artikel in Bd. V der Ency
klopidie. 

11) Diesen speziellen Cha.ra.kter hat zuerst A. Mannheim hervorgehoben, 
Surfaces trs.jectoires, p. 59. 
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2. Zusammensetzung von Bewegungen und Umlegungen. Wenn 
ein Raumgebilde zuerst eine Bewegung oder Umlegung m: und dann 
eine zweite ~ eriahrt, so kann der Ubergang aus der Anfangslage 
in die Endlage immer auf eine der in Nr. 1 genannten typischen 
Weisen bewirkt werden. Diese resultierende Operation (1£ ist immer 
und nur dann eine Bewegung, wenn sowohl 5l( als ~ Bewegungen 
resp. Umlegungen sind. Wird zuerst ~ und dann 5l( ausgefiihrt, so 
ist die resultierende Operation (1£1 im allgemeinen von (1£ verschieden; 
ist (1£ = (1£1' so heissen 5l( und ~ vertauschbar 1f). Diese Bezeichnung 
hangt damit zusammen, dass man auf Bewegungen und Umlegungen 
den formalen Begriff der Multiplikation anwenden kann. Man schreibt 
5l( ~ = (1£ und nennt (1£ das Produkt von m: und ~; fur diesen Pro
duktbegriff besteht das associative, aber im allgemeinen nicht das kom
mutative Gesetz 18). 

Gleitungen sind Vektoren; ihre Zusammensetzung bestimmt sich 
daher durch ihre Addition (IV 2, Timerding). Um fur zwei Rotationen 3) 
m:(a) und ~({i), deren Axena undb sich in 0 schneiden, dieresultierende 
Drehung (1£(r) zu bestimmen, konstruiert man die Axe c durch 0 so, 
dass <;::. cab = 1/2« und <;::. cba = % (j ist, und hat <;::. acb = % ('Jt-r). 
Dies findet den einfachsten Ausdruck in der folgenden von W. B. 
Hamilton U ) stammenden Formulierung: Drehungen, die nach einander 
um die Axen a, b, c um resp. die doppeIten Winkel des von ihnen 
gebildeten Dreikants erfolgen, fiihren den Raum in seine Anfangslage 
zuriick. 

Sind die Axen a und b parallel, so ist auch c ihnen parallel, 
und es ist r = ex + (j; die Lage von a, b, c ist ebenfalls nach dem 
Hamilton'schen Satz bestimmt. 1st dabei ex + p = 0, so bilden 5l( und !8 
ein Drekungspaar, und die resultierende Bewegung ist eine Gleitung 1', 

deren Richtung zu a und b senkrecht ist 15). Man kann daher jede 
Drehung durch eine Drehung vom gleichen Winkel um eine parallele 
Axe und eine zur Axe senkrechte Gleitung ersetzen. Hieraus folgt 
weiter, dass jede Schraubung durch irgend eine Gleitung und eine 
Drehung vom gleichen Winkel um eine zur Schraubenaxe parallele 

12) Bei den einfachen Operationen von Nr. 1 sind die Komponenten stets 
vertauschbar. 

13) FUr eine ausfiihrliche Darlegung vgl. z. B. H. Wiener, Leipz. Ber. 42 
(1890). p. 249:1f., sowie A. Schoenflies, Krystallsysteme und Krystallstruktur, 
Leipzig 1891, p. 31 :If. 

14) Lectures on quateruions, Dublin 1863, § 217 u. 344 j vgl. auch A. F. 
MobiulJ, Leipz. Ber. 11 (1869), p. 138. 

16) 1st AB A.b8tand von a und b, so ist ~ = 2AB sin Iii «. 
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Axe ersetzbar ist, sodass hier ii.hnliche Sitze und Formeln Platz 
greifen, wie bei den unendlich kleinen Bewegungen (IV 2); nur dass 
hier die Folge der Bewegungen im allgemeinen nicht verlausch
bar ist16). 

Die Zusammensetzung zweier Schraubungen findet den einfachsten 
Ausdruck durch einen Satz, der demjenigen Hamilton's analog ist. 
Sind a, b, c irgend drei windschiefe Geraden, u, v, w ihre gemeinsamen 
Lote und trifft z. B. u die Geraden b und c in ~ und u., so lautet 
er: Werden um a, b, c der Reihe nach Schraubungen &,~, (£ aus
gefuhrt, sodass 

IX. = 2(vw), fJ = 2(wu), ,,= 2(t~v), 
7:a = 2 Va Wa, 7:{J = 2Wb~' 7:y = 2U. Vc 

ist, so kommt durch diese Schraubungen ~ wieder in seine Anfangs
lage zurUck. Dieser Satz wurde seinem Inhalt nach zuerst von 
G. Halphen 17) aufgestellt. Um idr ihn sowie fUr den Satz Hamilton's 
die einfachste Quelle aufzudecken, muss ich einer neueren Unter
suchungsrichtung Erwahnung thun, deren methodische Ausnutzung 
fur die vorliegenden Fragen auf H. Wiener 18) zuruckgeht, und die 
darauf hinauslauft, als Elementaroperationen solche der Periode 2 zu 
verwenden, d. h. diejenigen, deren zweimalige AusfUhrung den Raum 
wieder in seine Anfangslage zuriickfiihrt. 

Bewegungen dieser Art giebt es nur eine, namlich die Um
wendung; Umlegungen giebt es t4wei, die Spiegelwng an einem Punkt 
und an einer Ebene. J ede dieser Operationen ist also durch einen 
Punkt resp. eine Gerade oder Ebene unmittelbar definierl 19). Eine 
beliebige Bewegung oder Umlegung lasst sich als Produkt aus t4weien 
dieser Operationen darstellen; insbesondere kann eine Schraubung als 
Produkt von zwei Umwendungen aufgefasst werden (Nr.6). Dieser 
Umstand ist es, auf dem die methodische Zweckmassigkeit des Wiener
schen Gedankens beruht. Bewegungen und Umlegungen ordnen sich 
damit in die Klasse derjenigen Verwandtschaften ein, die als Produkt 

16) Diese Sll.tze und die zugeMrigen Formeln diirften von O. Rodrigues 
stammen; vgl. D6pla.cement d'un systeme Bolide, § 10 fr. 

17) N ouv. ann. (3) 1 (1882), p. 296. V gl. auch W. Burnside, .Mess. of math. 
(2) 19 (1889), p. 104, der einen auf nicht-euklidische Bewegungen iibertragbaren 
Beweis und die aus ihm folgende Konstruktion dar reBultierenden Schraubung 
gab. FUr diese Konstruktion vgl. auch H. Wiener, Leipz. Ber. 42 (1890), p. 76. 

18) Leipz. Ber. 42 (1890), p. 246 fr.; 43 (1891), p. 424, 644. 
19) H. Wiener bezeichnet deshalb die Umwendung &ouch alB SpiegelVhlfl 1m 

einet" Geraden (a. a. O. p. 431). 
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zweier involutoriscken V ffrwandtsckaften darstellbar sind, und gestatten 
die Ubertragung der bezilglichen allgemeinen Begriffe und Satze 20). 

Filr die Zusammensetzung der Spiegelungen und Umwendungen 
bestehen folgende Sii.tze: Sind ~ und ~l Spiegelungen an den Punkten 
M und Ml1 so ist ~ ~l eine Gleitung 1: und es ist 1: = 2 M Ml ; sind 
@) und @)1 Spiegelungen an E und El1 so ist @)@)l eine Drehung 2£(a) 
um die Gerade a = (EEl) und es ist a = 2(EE1); sind U und m Um
wendungen urn u und v, so ist um eine Schraubung 2£ (a, 1:) um den 
kiirzesten A.bstand von u und v, es ist a = 2(u, v) und 1: = 2 UV, 
wo U und V die Schnittpunkte von u und v mit a sind. Hiernach 
ergiebt sich der Satz von Halphen unmittelbar aus der evidenten 
Identitiit 

m~ . ~U . um = 1, 

ebenso fliesst del' Satz von Hamilton direkt aus der Formel 

@)1 @)2 . @)2 @)s • @)s @)l = 1, 

wenn ®1l @)2' @)s Spiegelungen an den Ebenen der dreiseitigen Ecke 
a, b, c sind 21). 

Man kann fragen, auf wie mannigfache Art eine Bewegung oder 
Umlegung durch andere Operationen, insbesondere durch involuto
rische ersetzbar ist. Filr einen speziellen Fall haben zuerst C. Mos
hammffr und H. Wienffr diese Frage gestellt und beantwortet 22). All
gemeiner hat E. Study 2S) diese Probleme behandelt. So ist z. B. eine 
Umlegung auf OOS Arten durch drei Spiegelungen ersetzbar, eine Be
wegung im allgemeinen auf 002 Arlen durch zwei Umwendungen, auf 
004 Arlen durch zwei Drehungen, auf 00 6 A.rten durch vier Spiege
lungen an Ebenen u. s. w. u. s. w. 

Die Satze iiber Zusammensetzung von Umlegungen ergeben sich 

20) Vgl. H. Wiener, Leipz. Ber. 43 (1891), p. 658. 
21) Wird diese Formel auf parallele Axen angewandt, so fiihrt sie zu dem 

Satz von C. Stephanos, dass drei incidente Lagen Gt , Gt> Ga aus einer Ebene Ii 
durch Spiegelung an drei Geraden g', g", g'" erhalten werden konnen (Bull. Soc. 
philom. (7) 6 (1881), p. 13). Dieser Satz bildete den Ausgangspunkt von Halphen; 
sein eigener Satz ist dessen Verallgemeinerung auf den Raum. 

22) Wien. Bel'. 731 (1876), p. 143 und Leipz. Ber. 42 (1890), p. 85. Der 
spezielle Fall betrifft die tJberfUhrung einer Geraden g in gi' Es giebt 00' 

Schraubungen, die es leistenj sie bilden eine auf einer Geraden " senkrechte 
lineare Kongruenz. Soll ein Punkt P nach PI gelangen, BO sind da.zu 00' 

Schraubungen tauglich, die ein Cylindroid bilden, u. B. w.j vgl. IV 2, 16. 
23) Math. Ann. 39 (1891), p. 487 if. Fiir Bewegungen besonderer Art modi

fizieren sich die obigen Satze. 
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aus den voistehenden durch Reduktion der Umlegungen in ihre Be
standteile U). 

3. Der Dualismus in der Bewegung. Dem relativen Charakter 
der Bewegungabegriffe entsprechend kann man die Bewegung von ~ 
gegen ;E' auch als Bewegung von ZJ' gegen ZJ auffassen; es hiingt 
dies nur davon ab, ob man sich aelbst wahrend des Bewegungs
vorganges in ZJ oder ZJ' befindlich denkt. Die eine Bewegung wird 
ala Umkehrung der andern bezeichnet. 

Es ist M. Chasles 25), der zuerst darauf hinwies, dass wenn der 
Punkt A von ~ in ~' die Kurve a' beschreibt, bei der umgekehrten 
Bewegung von Ii' in ~ die Kurve a' stets durch A geht. Allerdings 
kam es Ohasles mehr auf die technische Seite dieses "Dualismus" an; 
fiir die Theorie haben ihn besonders S. Aronhold 26) und spater 
A. Schoenflies 26) verwertet. 

Die eben erwahnte Beziehung gilt auch in der Weise, dass wenn 
ein Punkt A von 6 n-mal auf eine Kurve c' fiint, bei der um
gekehrten Bewegung c' n-mal durch A geht. Hieraus folgt: 1) Sind 
die Bahnkurven einer ebenen Bewegung von der Ordnung n, so sind 
die Enveloppen der Geraden der anderen Bewegung von der nten 

Klasse; 2) hat fiir die eine Bewegung die Bahn von A einen Wende
punkt, so ist A. fiir die umgekehrte Bewegung Spitze der zur Wende
tangente gehorigen Enveloppe. Analoge Beziehungen bestehen fiir 
die raumliche Bewegung. Fallt A n-mal in die Ebene a', so geht 
bei der umgekehrten Bewegung a' n-mal durch A und es foIgt: 
1) Sind fiir die eine Bewegung die von den Punkten, Geraden und 
Ebenen erzeugten Gebilde algebraisch, so sind sie es auch fiir die 
andere Bewegung; 2) der Grad der von den Geraden erzeugten 
RegelfUichen ist fiir beide Bewegungen der gieiche; 3) die Ordnung 
der Bahnkurven der einen Bewegung ist gleich der Klasse der ab
wickelbaren Flachen der andernj sind die Kurven eben, so sind die 
genannten F18chen Kegelflachen 27). 

Die Bahnkurven und Bahnflii,ihen beider Bewegungen sind lID. 

24) E. Study, Ma.th. Ann. 39 (1891), p. 487; H. Wiener, Leipz. Ber. 43 (1891), 
p. 481 if., sowie A. Sc1wen{lies, Krystallsysteme nnd Krystallstruktur, p. 49 if. 
u. 341 if. 

26) Aper9u historique sur l'origine et Ie developpement des methodes en 
geometrie, Paris 1876, p. 408. 

26) Kinematische Geometrie, p. 184 if. u. Paris C. R. 101 (1885), p. 150. 
27) G. Darbow:, Paris C. R. 92 (1881), p. 119. Analoge Siitze bestehen bei 

Freiheit zweiter Stufe (Nr. 20). 
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allgemeinen verschiedener Natur!8). Fiir jede Bewegung von 6 in tI gilt 
aber der Satz, dass wenn ein Punkt A von 6 in 6' einen Kreis um 
A' beschreibt, such A' in 6 einen Kreis beschreibt, dessen Mittel
punkt wieder A ist. Ebenso wenn ein Punkt A von E auf einer 
Kugel von E' bleibt, so bleibt das Centrum A' dieser Kugel in E 
auf einer Kugel um A. Dieselbe Reciprocitat besteht, wenn A in 
n Lagen auf einem Kreis oder einer Kugel um A' liegt; es liegt 
dann auch A in n Lagen auf dem Kreis oder der Kugel um A'. 
Diese Thatsache ist von wesentlicher Tragweite 29) (Nr. 4: u. 0). 

In jeder Lage sind die Geschwindigkeiten desselben Punktes fiir 
die direkte und umgekehrte Bewegung entgegengesetzt gleich. Fur die 
Beschleunigungen gilt dies im allgemeinen nicht; fur die Tangential
beschleunigung der ebenen Bewegung (Nr. 10) gilt es sber, da ja die 
Punkte H und H' fiir beide Bewegungen zusammenfallen 124). 

4:. Mehrere incidente Lagen derselben Ebene oder desselben 
Biindels. Zwei Lagen 61 und tJ2 derselben Ebene 0 bedingen ein 
Drehungscentrum 0 (Nr. 1), ferner gehort zu je zwei Punkten Al 
und ~ ihre Sehne ~ ~, deren Mittelpunkt Ar,. und ihr Mittellot a", 
endl1ch gehOren zu den Geraden gl und g2 die beiden Winkel
halbierenden g" und g,. Die Punkte Am bilden im allgemeinen ein 
zu (J ithnliches System 11m , die Lote a" gehen samtlich durch 0, und 
von den Geraden g" und gl gehen die einen samtlich durch 0, wahrend 
die andern ein zu 11 ahnliches System liefern 80). Die Gesamtheit der 
Sehnen Al ~ steht zu f1 in einer Verwandtschaft zweiten Grades. 
Geht 61 durch Gleitung oder Umwendung in 62 uber, so treten Aus
nahmen ein 31). Die hier erwahnten Verwandtschaften sind die QueUe 
fUr eine grosse Reihe einzelner Satze, die meist schon von M. Chasles 
ausgesprochen worden sind 32). 

Drei Lagen 011 112 , 6S bedingen drei Drehungscentren 012,013,023 

28) Sie k5nnen Bouch vlSllig gleich sein, so z. B. fur Gleitung, Drehung und 
Schraubung (Nr. 1). Vgl. Bouch Nr.21. 

29) Wenn bei der Bewegung um einen festen Punkt ein Punkt A auf 
einer Kugelflache einen gr5ssten Kreis beschreibt, so geht bei derselben Be
wegung auch ein Kreis dieser Kugel durch einen festen Punkt. 

80) Chasles, Deplacement fini, p. 866. Die Winkelha.lbierenden hat zuerst 
E. Study betrachtet, Math. Ann. 39 (1891), p. 448. Sind Xx und %1 die Ahn
lichkeitstransformationen, die Al resp. All in Am uberfiihren, 80 gehen gl und 
g! durch i:,. und ~ in g" reap. g, iiber. 

31) Vgl. E. Study, Math. Ann. 39 (1891), p. 44'1. 
32) Construction de8 normale8. V gl. eine Berichtigung bei V. &tali, Bologn-a 

Mem. (6) 2 (1892), p. 080. 
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und ausserdem ein System (l, gebildet von den Schnittpunkten A' 
der auf AI~ und A2As errichteten Lote a~ und a/. Das System cl 
der Punkte A' steht mit jedem System 0; in einer quadratischen Ver
wandtschaft mp). S3) Hauptpunkte sind in Il die Punkte 0ik; ilberdies 
entsprechen die imaginaren Kreispunkte sich selbst, wodurch der )8(2) 

ein besonderer Charakter aufgepragt ist. Da A' Centrum des um 
AI, A2 , As beschriebenen Kreises ist, so ist (Nr. 3) A Mittelpunkt 
des bezilglichen Kreises durch A/, A2', As'; es haben daher die 
durch Q3(2) verbundenen Systeme 0 und 0' wechselseitige kinematische 
Bedeutung 34). Die im folgenden filr die eine Bewegung aufgefilhrten 
8iitze geIten daher auch fiir die andere. 

Aus der Natur der )8(2) folgt, dass der unendlich femen Ge
raden g~ von 0' in 0 ein durch die Hauptpunkte gehender Kreis W 2 

entspricht; er geht auch durch den Hohenschnittpunkt des Haupt
dreiecks von 0',35) und ist zugleich Ort solcher Punkte W, fur die 
WlI Ws, Ws auf einer Geraden liegen; alie diese Geraden WI W2 Ws 
gehen durch einen und denselben Punkt V'. 

Tritt zu den Lagen 611 02' 03 eine vierte Lage 04 hinzu, so kann 
man nach Punkten K fragen, fiir die KI , K2 , Ks, K4 demselben 
Kreise angehoren. Sie bilden g6) eine durch die imaginaren Kreis
punkte und die Hauptpunkte gehende Fokalkurve ks; gemass der 
N atur der m(2) entspricht ihr in 0' eine Kurve kg', die fiir 0' die 
gleiche kinematische Bedeutung besitzt. Auf kg giebt es insbesondere 
einen Punkt U, fiir den 0;., Us, Us, U4 in eine Gerade fallen; es ist 
der von den 0ik verschiedene Schnittpunkt von Ws mit k3 • C. Roden
berg 87) hat die vorstehenden Satze auf beliebig viele Lagen verall
gemeinert. Er betrachtet irgend eine Kurve c', die durch m Punkte 
bestimmt ist, und bestimmt solche Punkte L von 0, die in m + 1 
oder mehr Lagen auf einer solchen Kurve enthalten sind. 

Fiir zwei, drei und mehr Lagen eines Biindels (Nr. 2) resp. einer 
Kugel{liiche, die sich in sich bewegt, geIten ahnliche Satze. Die in 
sich dualistische Natur des Biindels, die in der Polaritiit zwischen 
den Strahlen und den zu ihnen senkrechten Ebenen besteht, bewirkt, 

83) Vgl. L. Burmester, Civiling. (2) 22 (1877), p. 598. 
34) ..4.. Sc1wenflies, Geometrie der Bewegung, p. 12 if. 
36) L. Geisenheimer, Zeitschr. f. Math. 24 (1879), p. 137. 
36) L. Burnzuter, Civiling. (2) 22 (1876), p. 698 if. u. 23 (1877), p. 227 u. 

319. Die vier Lagen bestimmen 6 Pole 0ik. Deren Lagenbeziehungen erijrtert 
B~er, Kinematik, p. 616 if. Die ks' iet Brennpunktskurve der aus den 0ik 

gebildeten Vierecke. 
37) Gott. Nachr. 1888, p. 176. 
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dass es zu zwei Strahlen 11 und 1~ zwei Halbierungslinien giebt, und 
damit zwei Normalebenen, und diese sind mit den Ebenen und 
Strahlen, die zu zwei Ebenen El und E2 des Biindels gehoren, durch 
eine ausnahmslose Dualitat verbunden 38). Dem Kreis w2 der Ebene 
entsprechen jedoch im Biindel zwei verschiedene Kegelflachen. Es 
giebt einen Kegel K2, der mit Bezug auf die im Biindel ebenfalls 
vorhandene V erwandtschaft ~(2) der zu a senkrechten Ebene ent
spricht. Dieser Kegel ist aber nicht mehr Ort der Strahlen 1, fUr die 
1u 12 , 1s in je eine Ebene fallen; diese Strahlen bilden vielmehr einen 
Kegel dritter Ordnung Ks, und ebenso umhiillen die Ebenen n, deren 
Lagen n l1 n2 , ns durch eine Gerade gehen, einen Kegel der dritten 
Klasse 39). 

5. Mebrere Lagen desselben raumlichen Systems. Den geome
trischen Eigenschaften zweier kongruenten Raume E1 und E2 hat 
M. Ohasles 40) eine eingehende und erfolgreiche Untersuchung gewidmet, 
und iiber sie eine beinahe erstaunliche Fiille einzelner Satze auf
gestellt. 

Sind Al und ~ zwei entsprechende Punkte von E1 und E 2 , so 
sei wieder .AlAs ihre Sehne, Am deren Mitte und a~ die in Am auf 
Ai ~ konstruierte Norma1ebene. Bei allgemeiner Lage von El und 
E2 ist dann das System Em affin zu E1 und ~ und E~ reciprok zu 
ihnen; der fundamentale Satz, der die Theorie beherrscht, findet darin 
seinen Ausdruck, dass Em und E~ zusammen ein Nullsystem bilden, 
dessen Hauptaxe mit der Schraubenaxe zusammenfallt(1). E. StudJg 
hat auch mer wieder die zu zwei Ebenen E1 und E2 gehOrigen Winkel
halbierenden ins Auge gefasst und gezeigt, dass die einen von ihnen 
em zu ;E reciprokes System Ew bilden (2). 

38) Ausfiihrlich bei E. Stud'!!, Math. Ann. 39 (1891), p. 501. 
39) A. Schcenflies, Geometrie der Bewegung, p. 47 fr. 
40) D6placement fini. Eine ausfiihrliche Ableitung dieser Satze gab (]h. Brisse, 

J. de math. (2) 20 (1874), p. 220j (3) 1 (1875), p.149j ihre anaJytische Darstellung 
G. Battaglini, Napoli Rend. 9 (1870), p. 142. Eine Darstellung mittelst vektorieller 
Methode gab J. Liilroth, ZeitBchr. f. Math. 43 (1898), p. 243. 

41) Xm kann also die durch das Nullsystem bestimmte infinitesimale Be
wegung (Nr. 18) so ausfiihren, dass die Bahntangente von Am in die Sehne 
A,. A, raut. 

42) Math. Ann. 39 (1891), p. 463. Er fiihrt auch wieder die Transforma
tionen 1:, T, !!B ein, die resp. A in Am' A in a~ und Am in a? uberfiihren, und 
erortert ihre Beziehungen zu~. Ebenso behandelt er eingehend die Ausnahme
raue. Wichtig ist, dass im Falle der Umwendung oder Umschraubung immer 
ein Ausnahmefall vorliegt. 
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Die Systeme II und Is bedingen femer den von den Ver
bindungslinien entsprechender Punkte gebildeten l;etraedralen, Kom
plex ~;. '8) Da zwei Doppelpunkte von II und ~ in zwei Kreispunkte 
fallen, und zwei Doppelebenen in E"" so sind die Komplexkegelschnitte 
Parabeln, die Komplexkegel orthogonal 44) , die Ordnungskurven 
kubische Kreise; analog spezialisieren sich die durch zwei Ebenen 
El und Es bestimmten Kongruenzen und abwickelbaren Flachen'6). 

Drei Systemlagen II, II, Is bedingen zu jedem Punkt A eine 
Gerade a' als Schnittlinie der N ormalebenen a" und ar und damit einen 
tetraedralen Komplex ~;, dessen Fundamentalpunkte im allgemeinen 
siimtlich imaginiir sind. Ausgezeichnet in I ist die Kurve is der
jenigen Punkte J, fiir die ~, J2 , J s in eine Gerade fallen. Endlich 
bedingen vier Lagen von I ein System I', gebildet aus den Schnitt
punkten der Ebenen a", af und a;; zwischen I' und jedem Ii be
steht eine kUbische Verwandtschaft fBlS). Da A' Mittelpunkt der 
durch All As, As, A, gelegten Kugel ist, so ist A auch Mittelpunkt 
der entsprechenden Kugel fiir die umgekehrte Bewegung (Nr.3). 
Ausgezeichnet fiir die Verwandtschaft fB(S) ist in I zunachst die 
Fundamentalkurve k6' deren Punkte K in den vier Lagen KlI XI' Ks, K, 
auf einem Kreise liegen, femer eine Fliiche F s, die der E:" von I' 
entspricht, und deren Punkte in vier Lagen auf einer Ebene bleiben, 
sowie endlich eine Fliiche F" der Punkte H, fiir die H l , ~, Ha, H" Hr, 
auf einer Kugel liegen; die Centren bilden die Flache F,' von I'.'6) 
Auch diese Betrachtungen hat C. Rodenberg 37) auf belie big viele Lagen 
und beliebige Flachen verallgemeinert. 

Fiir zwei Lagen II und 2'1l und die zugehOrige Schraubung ~(a, or) 
bestehen metrische Relationen, die meist schon von Ohasles gefunden 
wurden. Die einfacheren lauten 4.7): 

Die Projektion der Sehne Al As auf a hat den konsmnten Wert or, 

43) tlber den tetraedralen Komplex vgl. Th. Reye, Geometrie der Lage, 
8. Auf!.. Leipzig 1886, ill, § 1. 

44) Orthogonal ist ein Kegel, wenn seine Kreisschnitoo auf einer Er
zeugenden senkrecht sOOhen. 

46) Sc1wenf1,ies, Geometrie der Bewegung, p. 109 ff. FUr die von 61 und St 

bestimmte Kongruenz vgl. auch G. Halphen, Bull. Soc. math. de France 1 (1876), 
p.l14. 

46) Diese und weitere Sl!.tze gab A. Sc1wenf1,ies, J. f. Math. 98 (1889), 
p. 265, doch finden sich dort einige Irrtilmer, die in der Geometrie der Be
wegung berichtigt sind; vgl. p. IS8 ff. V gl noch Bull. sciences math. (2) 12 (1888), 
p.18. 

47) Filr die groBBe Fiille der beziiglichen Formeln vgl. noch O. Rodrigues, 
D~placement d'un systeme solide, § 14ff. und D. Chelini, Moti geometrici, § 4 u. 6. 
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ebenso sind fur alle Punkte von gl die Projektionen ihrer Sehne auf 
gm konstant. Das gemeinsame Lot von gm und gP scbneidet a senk
recht, und fur die Abstande r, r m' rP der Geraden g, gm und ll" von 
a besteht die Gleichung 

r: rm: rP = tg(ga): tg(gma): tg(g"a). 
Sind ferner ~({J) und @:(r) zwei Rotationen, sodass ~@: = &(cx, or) ist, 
und ist d kurzester Abstand zwischen b und c, so ist 

'C • ct d' 1 R • 1 . (b) 2" sm 2" = sm 2" II sm 2" r sm e, 

cos ; = cos (j cos r - sin p sin r sin (be).48) 

Sind insbesondere ~ und @: Umwendungen, so ist 

; = d, sin; = sin (bc) 

und es fant a mit d zusammen. 
Wichtig ist noch die Konstruktion der Sehraubenaxe, wenn ,El 

und ,E2 durch All BlI 01 und A2 , B2 , O2 gegeben sind. Chasles 49) 

hat bereits zwei Konstruktionen gegeben. Zieht man durch 0 OA', 
OB', 00' gleich und parallel zu AlAs, B I B2 , 01 02 , so ist a..l... A'B'O'. 
Werden alsdann noch A.l Bl 01 und As B2 O2 auf die Ebene A' B' 0' 
projiziert, so geht a durch das Drehungscentrum dieser Projektionen. 
Dies ist die erste Konstruktion von Ohasles. Die zweite operiert mit 
den Geraden a, h, e des Dreiecks ABO, konstruiert am' bm, em und 
a", b", e" und die bezuglichen gemeinsamen Lote u, v, Wi alsdann ist 
a wieder das gemeinsame Lot von u, v, w. 5O) Die Konstruktionen 
vereinfachen sich bei besonderer Lage oder Wahl von All Bl , 01 und 
As, B2I O2 • 51) Eine gedanklich neue Konstruktion hat R. Mehmke 52) 

gegeben; sie beruht damn£, dass ,E und ,Em affine Systeme sind. 

6. Ana.lytische Da.rstellung endlicher Bewegungen. Die Dar
swIlung endlicher Bewegungen durch Parameter knupft an L. Euler 58) 

48) Diese Formel gilt auch fUr Axen, die sich schneiden (Nr. 2). 
49) Paris C. R. 52 (1861), p. 487. Eine Vereinfachung des zweiten Teils 

giebt G. R. Daklander, Stockh. Ofv. 1867, p. 601. 
50) Die Geraden u, v, w sind auch so definierbar, dass die Umwendungen 

U, 18, !lB die Geraden aI' bl , cI mit Vertauschung des Sinnes in a., bt , c. iiber
fiihren. In dieser Form erscheint die Konstruktion bei H. Wiener, Leipz. Ber. 
42 (1890), p. 77. 

51) C. MQshammer, Wien. Ber. 73' (1876), p. 157 wahlt A, B, C auf der 
Schnittlinie von EI und E •• 

52) Civiling. (2) 29 (1883), p. 207. 
53) Formulae, p. 193 fr. V gl. auch A. J. Lexell, Petersburg Abh. 20 (1776), 

p. 239. 
Encyklop. d. math. ·Wi88enach. IV 1. 14 
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an. Er ging davon aus, dass wenn ein Karper X sich um einen 
Punkt 0 dreht, seine Lage durch die Formeln der gewohnlichen 
Koordinatentransformation bestimmbar ist, d. h. durch die Winkel 
"0 Po ')'0 die ein in X festes Axenkreuz T(x, y, z) mit einem im 
Raume festen Axenkreuz I.-'(x', V, s') bildet. Da nun diese Winkel, 
resp. ihre 9 Cosinus nur drei unabhii.ngigen Parametem aquivalent 
sind, so entsteht die Aufgabe, die 9 Cosinus durch drei Parameter 
eindeutig darzustellen 54). 

Es sei m:(ro) diejenige Drehung, vermage deren T' in T ilber
geht. Alsdann zerlegt Euler m: in drei Drehungen von den Winkeln 
ffJ, 1/I,.tt, von denen die erste um die s-Axe stattfindet, die zweite 
um die Schnittlinie 1 der (xy)- und (x'y')-Ebene, und die dritte 
um die s'-Axe; und zwar fiihrt die erste die x-Axe in 1 ilber, die 
zweite s in s', die dritte 1 in x'. Die sich so filr die 9 Cosinus er
gebenden Ausdriicke in ffJ, 1/1, .tt sind jedoch sehr unsymmetrisch. 

Symmetrische Ausdriicke erhielt Euler dadurch, dass er ala 
Parameter den Drehungswinkel ro und die Richtungswinkel ", p, ')' der 
Drehungsaxe a einfiihrte 56). Die Darstellung vereinfacht sich, wenn 
man homogene Parameter wahlt, namlich 

A · 1Il B· 1Il 1r0·1Il D III = sin 2 cos ", = sm 2 cos 1', = sm 2 cos ,)" = cos 2' 

sodass Ai + B2 + ()! + DS = 1 ist, alsdann sind die 9 Cosinus ail b., c. 
aus der Tabelle 

D2+AI_BI-01, 2(AB-OD), 2(AC+BD), 

2(AB+CD), DB_As+B2-()!, 2(BO-AD), 
2(AC-BD), 2(BO+AD), DlI_AI_BB+CI 

zu entnehmen. 
Diese Formeln sind:im Anschluss an Euler noch vielfach be

handelt worden 56). Einen wesentlichen Forlschritt verdankt man erst 

64) Eine Abbildung aller Drehungen um einen Punkt auf die Punkte des 
Raumes giebt O. 8tephMIos, Ma.th. Ann. 22 (1888), p. 881. 

66) Formulae, p. 212 if. 
66) Man schrieb sie lange Zeit G. Monge ZU; erst O. G. J. Jacobi wies 

wieder auf Euler ala ihren Autor hin. Ableitungen gaben J. F. Encke und 
M. Reiss, Corresp. math. de Quetekt 7 (1882), p. 278 u. 11 (1889), p. 119. Ein
fa.che Daratellungen ftnden sich z. B. bei G. Kiinigs, Cin~matique. p. 198 u. 840, 
sowie bei F. Klein und A. Sommerfeld., tTher die Theorie des Kreisels, Leipzig 
1897, p. 16if., wo sich insbesondere die Zusammensetzungaformeln unmittelbar 
ergeben. 



6. Analytische Darstellung endlicher Bewegungen. 205 

O. Rodrigues 6,,), der die Parameter A", B', (1', D" der Drehung %(" 

bestimmt hat, die aus zwei Drehungen ~ und ~' resultiert; es ist 58) 

A" = AD' + BO' - OB + DA', 
B'=-AO'+BD'+ OA'+DE', 
0" = AB - BA' + OD' + DO', 
D" = DD' - AA' - BE' - CO'. 

Man verdankt Rodrigues 57) auch eine Parameterdarstellung der 
allgemeinsten Ortsveranderung. Er ersetzt die Schraubung durch die 
Translationskomponenten 't"" 't", 'to des Anfangspunktes und die zu
gehorige Rotation ~(ro), und wahlt 't"" 't", 'to nebst den Quotienten 
der zu dieser Rotation gehorigen Grossen A, B, C, DaIs Parameter. 
Die Gleichungen, die seinen Formeln zu Grunde liegen, sind Rela
tionen zwischen den Koordinaten der Punkte Al , Aa, Am' Setzt 
man noch 

A:B: O:D=l:m:n: 1, 

X = 't", - n't" + m't., Y = 't" - 1't. + n't"" Z = 'to - m't", + l't" 

so erhalten sie die Form 

x2 - Xl =X + nYm- mZm' 

Y2- Yl = Y + lZm-nxm, 
Z2- Zl = Z + mXm-lYm; 

aus ihnen erhalt man schliesslich 
_ _ + ny-mz- 21x+ 1u 

Xi Xl - 't", 1 + 2. ' 

_ _ + lz-nx-21y+mu 
'lit Yl - 'tv 1 + 2. ' 

_ + mx-lY-22.z+nu 
Z2 - Zl - 'to 1 + 2. ' 

wo 
41 = 12 + m2 + n2, 2u = 1x + my + nz 

gesetzt ist 59). 

57) Rodrigues, Deplacement d'un systeme solide. 
68) Diese Formeln enthalten das Multiplikationstheorem der Quaternionen. 

fiber deren Beziehung zu den Drehungen vgl. IV 13 (Stackel). 
09) Diese Formeln hat Rodrigues auch so abgleitet, dass er in .El und.E. 

drei Paare entsprechender Punkte annimmt. Die Gleichungen der Schraubenaxe 

X + py - 'nS Y + mz - pil! Z + nil! - my 
m 'n p 

werden illusorisch, wenn « = n ist. Diesen Fall behandelt Ph. J. Stieltjes, Arch 
Neerl. 19 (1884), p. 372. 
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Eine umfassendere Behandlung hat die analytische Darstellung 
der Bewegungen des Raumes durch E. Study 60) erfahren. Sie geht 
davon aus, dass sich gemass den obigen Formeln die homogenen Para
meter der Drehung ~" aus denen von ~ und ~' bilinear zusammen
setzen. In Verallgemeinerung hiervon stellt sich Study die Aufgabe, 
auch die Bewegungen des Raumes durch eine moglichst geringe 
Zahl s homogerte:r Parameter mit bilinemre:r Zusammensetzung aus
zudriicken. Der kleinste an sich mogliche Wert wiirde s = 7 sein; 
er ist jedoch nicht brauchbar. Dagegen kann man die Bewegnngen 
durch 8 homogene Parameter so darstellen, dass die zwischen ihnen 
notwendig bestehende Relation die einfache Form 

«oPo + «lPl + ~P2 + «sPa = 0 

besitzt. U nter den unendlich vielen Arlen, auf die man infolge dieser 
Relation die Parameter wahlen kann, ist die einfachste diejenige, die 
im wesentlichen mit der von &dJrigues iibereinstimmt, sodass die «i 
den A, B, 0, D proportional sind und 

ist. Die Zusammensetzungsformeln der "0' "11 "2,"S sind damit die 
niimlichen, wie diejenigen der A, B, 0, D, wahrend diejenigen der Pi 
komplizierter sind 61). Dieselben Parameter geniigen iibrigens auch 
zur Darstellung der Umlegungen. Study hat auch die fur die Orts
veriinderung charakteristischen Komplexe und Verwandtschaften (Nr. 5) 
mittelst der Parameter ";, Pi dargestellt. Ein einfaches Beispiel liefem 
die obigen &drigues'schen Formeln, die die Koordinaten von A1 , A, 
und A". durch einander ausdriicken 62). 

60) Math. Ann. 89 (1891), p. 514 if. Auch die Beziehungen zu den ver
wandten Gebieten der h1iheren Zahlsysteme und der Transformationsgruppen 
werden eingehend erlSrtert. V gl. auch Study, Geometrie der Dynamen, Leipzig 
1901, p. 174, if., sowie sein Referat iiber komplexe Zahlen in I A 8 (Nr. 12). 

61) Die beziiglichen Formeln stellen in gleicher Weise das Multiplikations
theorem der Biquaternionen von W. K. Clifford dar (Math. Papers, London 1882, 
p. 181), wie die friiheren FormeIn das Multiplikationstheorem der Quaternionen. 

62) R. Marcolongo definiert die Schraubung durch die sechs Koordinaten ihrer 
Axe und die Gr6sse der zugeMrigen Verschiebung und Drehung, und hat fUr 
Schraubungen, die aus beliebig vielen andem zusammengesetzt sind, die Koordi
naten und die anderen Stiicke rechnerisch bestimmt, Ann. di mat. (2) 26 (1897), 
p. 101. V gl. auch eine Darstellung von G. Plarr mittelst des Quaternionen
kalkiils, Edinb. Roy. Soc. Proc. 12 (1882), p. 151. 
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B. Stetige Bewegnngen. 

7. Geschwindigkeit und Beschleunigungen eines Punktes. Die 
Begriffe der Geschwindigkeit und Beschleunigungen eines Punktes knupfen 
sich in ihrer unmittelbaren Bedeutung an geraillinige Bewegungen. 
1st s der in der Zeit t durchlaufene Weg, so stellen die Differential
quotienten 

ds 
v= dt' 

d B dn+l (2) __ S (n) _ __ S 
cp - dt S ' ••• , cp - dtn+1 

die Geschwindigkeit, resp. die erste, zweite, ... nte Beschleunigung 
dar 63). AlIe diese Grossen sind Vektoren 64). Darauf beruht die Mog
lichkeit, Geschwindigkeit und Beschleunigungen fur beliebige Be
wegungen eines Punktes A in der Weise zu definieren, dass man sie 
aus Komponenten zusammensetzt, die sich auf geradlinige Bewegungen 
beziehen, namlich auf die der Projektionen A"" Au' A z langs den 
Koordinatenaxen 65). Wird also 

gesetzt, so ist v die Summe der Vektoren v"" vv' v., ebenso cp die 
Summe von cp"" cp", CP., und analog fiir jedes cp(n). Analog kann man 
v und die cp(n) in 'Komponenten beliebiger Richtungen zerlegen 66). 

Wird v von einem festen Punkt M als Vektor M V konstruiert, 
so ist cp mit der Geschwindigkeit des Punktes V identisch. Die von 
V beschriebene Kurve, die W R. Hamilton 67) eingefiihrt hat, heisst 

63) Die 9'(2), ••. ,9'(n) hat H. Resal methodisch eingefUhrt, Cin~matique, 
p. 2691£. und p. 3U. V gl. auch A. Transon, J. de math. 10 (1845), p. 320. 

64) tlOer Vektoren und Vektorrechnung vgl. IV 2 (Timerding) und IV 14 
(Abraham), sowie III B 3 (Bwrkhardf). 1m vorliegenden ArtikeI kommt die 
Vektorrechnung ausser fUr Gesehwindigkeiten und Beschleunigungen eines Punktes 
besonders auch fiir unendlich kIeine Drehungen um Axen, die von einem festen 
Punkte auslaufen, in Betraeht (Nr. Iii). V gI. ubrigens Fussn. 73. 

65) Dies findet z. B. bei der Analyse harmonischer Bewegungen und ihrer 
Ersetzung durch einfache Schwingungen Anwendung. Vgl. z. B. die ausfUhr
liehe Darstellung dieser und ahnIieher Bewegungen bei W. K. Clifford, Dynamic. 

66) Die Zerlegung von v in Komponenten langs 1'1 und 1'1 hat Roberval 
zur Konstruktion der Tangente einer Ellipse benutzt. Analoge Zerlegungen 
lassen sich aueh bei andern meehanisch definierten Kurven zu dem gleichen 
Zweck ausfiihren, so z. B. bei den Foka.lkurven, dem Carlesischen Ova.l und den 
Cassinischen Kurven; vgl. etwa Burmester, Kinematik, p. 67 ff. Die Formeln fUr 
9' und 9'(2) haben H. Resal (Cin~matique, p. 55) und neuerdings E. Weyr zur 
Konstrnktion von ~ resp. r benutzt, Prag. Ber. 1895, p. 28. Bei Resal (a. a.. O. 
p. 2751£.) finden sich 90uch Konstruktionen der Kriimmungsradien der Evoluten. 

67) Elements of quaternions, p. 100 u. 718, London 1866, 2. Ausgabe 
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Hodograph der Geschwindigkeit. 1st MF der Vektor, der 'I' dar
stellt, so heisst die von F beschriebene Kurve Hodograph der Be
schleunigungj ihre Tangente lieferl die Beschleunigung '1'(2) u. s. w. 

Die Geschwindigkeit v faUt in die Tangente der Bahn. Die Be
schleunigung 'I' kann eine beliebige Richtung habenj ihre wichtigste 
Zerlegung ist die in die Tangentialbeschleunigung '1', und die 
Normalbeschleunigung '1'", die in die Hauptnormale rant; ist ~ der 
Kriimmungsradius, so ist 

d", ",' 
'1" = dt' tph = q' 

Die Beschleunigung '1'(2) hat zuerst H. Resal 68) liings Tangente, Haupt
normale und Binormale zerlegt; es ist 

m(t2) = ddlt"'. _ ;18_, m(2) = 3-.!.. d", _ ",8 d(l m(ll) = ",8 
T .. Th (I dt (II dt' Tb (If" 

WO 'I' der Radius der zweiten Kriimmung ist. 
Zur Ableitung der beziiglichen allgemeinen Gesetze bedient man 

sich zweckmassig der Vektor'l'echnung (Methode der geometrischen 
Addition). So verfuhr schon A. F. MbOius 69), der aus der Taylor
schen Reihe fUr die Sehne s des in der Zeit 'z; durchlaufenen Kurven
bogens die Formel ableitete 70) 

/'.. 1 /'.. 1 /'.. /'.. 
S = V1: + 2" tp'z;2 + 8! '1'(2)1:8 + ... + R". 

Die methodische Einfiihrung der Vektorrechnung in die Kinematik 
geht auf B. de St. Venant 71) und H. Resal 72) zurUck. Resal hat mit 
dem inneren Produkt zweier Vektoren 78) zu operieren begonnen und 

1899/1901. Eine Ausdehnung deB Hodographen auf zwei bewegte Punkte giebt 
A. Laisant, Jomal de sciencias math. e astr. 10 (1891), p. 97. Vgl. auch O. Gerlach, 
Diss. Rostock 1889. 

68) Cinematique, p. 271. In richtiger Form finden sich die Formeln zuerst bei 
J. Bomoff, Accelerations, p.ll. Vgl. auch D. Padeletti, Giorn. di mat. 18 (1875), 
p. 115 u. 129; G. Baf'delli, 1st. Lomb. Rend. (2) 11 (1878), p. 219; G. Gautero, 
Rom. Ace. dei Lincei Rend. (8) 4 (1880), p. 106. 

69) J. f. Math. 86 (1846), p. 91. 
A 70) Die Gr/Jsse rp dieser Formel wird auch Deviation genannt. DaB Zeichen 
+ driickt die geometrische Addition aus. 

71) Paris C. R. 21 (1846), p. 620. 
72) Cinematique, p. 26 u. 64. 
78) Als inneres oder geometrisches Produkt der Vektoren " und '" bezeichnet 

man das Produkt aUB ihren LlI.ngen und dem Cosinus des eingeschlolJsenen 

Winkels, also die Grijsse "" COB (""'). Dasselbe wird im Texte fernerhin durch ~ 
bezeichnet werden. 



'i. Geschwindigkeit und Beschleunigungen emes Punktes. 209 

de St. Venant hat den Begriff der geometrischen resp. vektoriellen 
Ableitung eingefiihrt, worunter die Geschwi1il.digkeit zu verstehen ist, 
die dem Endpunkte eines von einem festen Punkt ausgehenden beweg
lichen Vektors zugehOrt; es ist alsO' 

rp = Dv, rp(2) = Drp, ..• , rp(n+l) = Drp(n), 

WO' D das Zeichen der geO'metrischen Ableitung sein sO'll. Fiir Summe 
und inneres PrO'dukt geIten die Regeln des gewohnlichen Differen
zierensj hierzu kommt nO'ch der Satz, dass wenn Anfangspunkt und 
Endpunkt des VektO'rs sich andern, seine Ableitung gleich der Diffe
renz der Geschwindigkeiten beider Punkte ist 74). Mit diesen MethO'den 
hat J. Somoff folgende allgemeine FO'rmeln aufgestellt 75), die die Zer
legung von rp(n) in rp~n), rp1n) und rpin) leisten, 

dcp(n-l) 
rp(n) = _1 ____ ~ rp(n-l) 

t dt (! h , 

dcp(n-l) 
rp(n) = k + _'/)_ rp(n-l) _.~ rp(n-l) 

h dt (! 1 r b , 

dcp(n-l) 
m(n) = _b ___ + _~_ m(n-l) 
Yb dt r Yh . 

A. Guiraudet76) und nach ihm G. Lam( 77)haben v und rp nach den 
Normalen eines orthogonalen Flii.chensystems zerlegtj fiir beliebiges 
rp(n) und beliebige krummlinige Koordinaten hat J. Somoff78) derartige 
FO'rmeln aufgestellt. In analoger Weise lassen sich beliebige kine
matische Vektorgrossen resp. Parameter behandelnj auch Formeln dieser 
Art hat J. Somoff abgeleitet (vgl. auch IV 14, Abraham). Ais eine ein
fache Vektorgrosse ist noch die Fliickm- oder Sektorgesckwindigkeit 79) 
besonders zu nennen, ebenso die beziiglichen Beschleunigungen. Sie 
kniipfen an den Sektor an, den der von einem festen Punkt M zum 
beweglichen Punkt A laufende Radius r beschreibtj es ist 

dS 1 2d-lt 
dT=2 r (if, 

74) Vgl. besonders J. So1OOff, Accelerations und Kinematik, Kap. ll-IV. 
75) Accelerations, p. 11 u. 60. Eme analytische Ableitung giebt J. C. Bou-

quet, Ann. ec. norm. (2) 3 (1874). p. 147. 
76) These Paris 1856. 
77) Let;ons sur les coordonnees curvilignes, Paris 1859, p. 149 u. 166. 
78) Accelerations und Kinematik, Kap. IX-XU. Fur orthogonale Koordi

naten vgl. auch Ph. Gilbert, Accelerations 18, p. 207. Den Fall sphil.rischer 
Koordinaten behandelt A. Laisant, Nouv. ann. (2) 17 (1878), p. 496; vgl. auch 
Th. Preston, Dublin Proc. (2) 8 (1897), p. 469. 

79) Sie ist gleich dem halben Moment von " beziiglich 0; vgl. IV 2 
(Timerding). 
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und es bestehen fiir die Komponenten nach den Axen die Gleichungen 

d& 1 ( da; dY) 
(if ="2 Y dt - x dt , ..• , 

rt'8., = ~ (yrt'a; _ x rt'y) .... 
dt!' 2 dt!' dt!" 

Man bnn Geschwindigkeiten und Beschleunigungen auch so 
definieren, dass man die Gerade oder Ebane als bewegtes Element 
betrachtet, ohne auf ihre einzelnen Punkte zurilckzugehen. Unter
suchungen dieser Art hat J. F. Wittenbauer 80) angestellt. 

8. Die stetige Bewegung einer Ebene in sich 81). Die Sii.tze fiir 
die stetige Bewegung ergeban sich aus den Resultaten von Nr. 4: durch 
Grenziibergangj historisch sind sie teilweise die friiheren gewesen 81). 

Die Existenz des momentanen Drehungscentrums (Drehungspols), 
in das der Punkt 0 bei stetiger Bewegung iibergeht, hat Joh. Ber
noulli 88) entdecktj jade Bewegung von 6 in sich ist also eine mo
mentane Rotation 84). Dies fuhrt zu folgenden in dieser Form von 
M. Chasles 85) gefundenen Sii.tzen: 1) Die momentanen Normalen aller 
Bahnkwroen gehen durch O. 2) Auch die Normalen der Enveloppen 
aller Geraden und Kurven in ihren momentanen Beriihrungspunkten 
gehen durch O. 3) Jede Bewegung von tI in tI besteht im Abrollen 
einer Kurve p von einer Kurve p'. Diese Kurven heissen Polkwrven. 

Die Verwandtschaft der Punkte A, A' (Nr.5) geht in eine Ver
wandtschaft ~, zwischen den Punkten von tI und tl uber, 80 dass 
jeder der beiden Punkte Kriimmungsmittelpunkt der Bahn des andern 
ist86). Die drei Hauptpunkte riicken in den Pol 0 zusamm:en, die 
drei Hauptgeraden in die Tangente t der Polbahnen. Alle c;, die den 

80) Kinematik des Strahles, Graz 1888 und Zeitschr. f. Math. 80 (1885), p. 216. 
81} Die FlI.lle nicht differenzierbarer Kurven resp. Bewegungen (ill B 1 a, 

v. Mangoldt) bleiben ausgeschlossen. Vgl. IV 1 (Voss). 
82) Die meisten der folgenden SlI.tze sind geometrisch gefunden worden. 

Eine analytische Ableitung findet sich bei E. Cosserat, Toui. Mem. (9) 6 (1893), 
p.511. Vgl. auch H. Duporl, Nouv. ann. (8) 18 (1899), p.6. 

8S) De centro spontaneo rotationis, Opera 4, Lausannae 1742, p. 266. 
84) FlI.llt 0 ins Unendliche, so besteht die Bewegung in einer momentanen 

Translation. 1st dies dauemd der Fall, so beschreiben aUe Punkte kongruente 
Kurven. Die Bewegung ist dann durch die Bahnkurve eines Punktes bestimmt. 
Diese FII.He bleiben hier ausgeschlossen. 

86) Construction des nomlales. Dass beim Abrollen zweier Kurven aHe 
Normalen durch den Beriihrungspunkt gehen, erkannte bereits R. Descartes, 
Oeuvres 7 (1688), p. 88. 

86) Die Bahnkurven selbst sind im allgemeinen verschieden. 
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Geraden von t1 in tI entsprechen, oskulieren sich und die Polbahnen
tangente in 0. 81) Der der Geraden g: entsprechende Kreis W 2 (W enae
kreis) wird Ort der Punkte, die momentan Wendepunkte ihrer Bahnen 
beschreiben; aile Wendetangenten gehen durch einen Punkt V (W enae
pol), den zweiten Schnittpunkt von wI! mit der Normale n der Pol
bahnen 88). Der Wendekreis der umgekehrten Bewegung heisst als 
Kreis von t1 der RUckkehrkreis rll ; er ist Ort der momentanen Spitsen 
der von den Geraden von t1 umhiiilten Enveloppen 89). 1st c irgend 
eine Kurve von t1 und c' ihre Enveloppe, so sind auch deren 
Kriimmungsmittelpunkte entsprechende Punkte A, A' von ~2. Der 
Wendekreis enthiilt daher auch das Kriimmungscentrum jeder Kurve c, 
deren Hiillbahn im Beriihrungspunkt einen Wendepunkt hat, ins
besondere also derer, die eine Gerade umhiillen. 

Die Fokalkurve k8 geht in den Ort der Punkte mit stationiirem 
Kriimmungskreis iiber90); sie hat in 0 einen Doppelpunkt und beriihrt 
in ihm die Tangente t und die Normale n der Polbahilen. Diese Kurve 
ist zuerst von L. Burmester 86) und bald damuf auch von H. LeatUte 91) 

bemerkt worden, und da sie filr die allgemeine Theorie, wie besonders 
filr die Theorie des Kurbelgetriebes (Nr. 12) wichtige Bedeutung hat, 
so ist sie Gegenstand vieler Untersuchungen gewesen 92). Auf ihr 
giebt es vier Punkte B; (Burmester'sche Punkte), deren Bahnen einen 
fiinfpunktig beriihrenden Kriimmungskreis besitzen 86); ihr Schnitt U 
mit WI ist der eine Punkt von (J, dem im allgemeinen eine vier
punktig beriihrende Bahntangente zukommt und der daher im all-

87) G. Rivals zeigte (J. ec. polyt. 36 (1863), p. 112), dass die Kriimmungs
centra einer Geraden g auf einem cJ ' liegen; A. Mannheitn (J. ec. polyt. 37 (1868), 
p. 179) und Ph. Gilbert, Brux. Mem. cour. 30 (1867) fanden, dass c, die Tan
gente t beriihrt; erst bei E. Dewulf (Paris C. R. 92 (1881), p. 1091 UIrd Ann. BC. 
norm. (3) 3 (1886), p. 408) findet sich das Oskulieren aller CJ und die Einfuhrung 
der lSI> die fUr endliche Lagen bereits vorher L. Bwrmester (Fussn. 33) abgeleitet 
hatte. Besondere Eigenschaften der c,' geben Mannheim (a. a. 0.) und (Jh,. 

Speckel, Nouv. ann. (3) 11 (1892), p. 268. 
88) Der Wendekreis erscheint zuerst bei de la Hire, Roulettes, p. 348. Vgl. 

auch A. Transon, J. de math. 10 (1840), p. 164, sowie besonders S. AronllOld, 
Kinematische Geometrie, p. 153. 

89) Grouard, L'Institut 37 (1870), p. 88. Die zuletzt genannten Geraden 
gehen in jeder Lage durcb den Wendepol der umgekehrten Bewegung. 

90) Da k, und k,' einander in 1St entsprechen, so ist k,' Ort dieser Kriim
mungscentra. 

91) Paris C. R. 87 (1878), p. 151, Bowie J. ec. polyt. 46 (1879), p. 167. 
92) O. Rodenberg, ZeitBchr. f. Math. 86 (1891), p. 271; L. Allievi, Biella 

piana, p. 37 if.; R. Muller, ZeitBchr. f. Math. 87 (1892), p. 129 u. 417; M. Gritbler, 
ebda. 37 (1892), p. 35; L. Bunnester, Kinematik, p. 616if. 
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gemeinen ein Undulationspunkt seiner Bahn ist. Er ist zugleieh 
Schnitt der Kurve mit der Fokalaxe der Kurve ks' der umgekehrten 
Bewegung 9S), und wird, da R. Ball 94,) zuerst auf ihn hinwies, Ball
scher Punkt genannt. Die der Gesamtbewegung entsprechenden Ball
schen Punkte bilden die Ball'sche Kurve b, die mit der Polkurve p' 
zusammen die Enveloppe der Wendekreise darstellt 95). Fiillt einer 
der Punkte Bi in U, so hat U eine fiinfpunktig beriihrende Bahn
tangente. Solche Punkte fallen in eine Spitze der Ball'sehen Kurve 96). 

R. Muller 97) hat die Kriimmung der ersten und hOheren Evoluten 
der Hiillbahnen in Betracht gezogen. Fiir jede Evolutenart existieren 
zwei Kreise, die den Kreisen w2 und r2 analog sind. 1st niimlieh c 
eine Kurve von lJ, deren Enveloppe eine Gerade ist, so gehen die 
l1wmentanen Normalen ihrer nten Evoluten dureh einen Punkt V1I , 

den nten Wendepol, und die Kriimmungsmittelpunkte der (n_1yen 
Evoluten erfiillen einen Kreis Wn, der V1I _ 1 Vn zum Durchmesser 
hat und nter Wendekreis heisst. 1st umgekehrt g eine Gerade von (1, 

so geht die Normale der nten Evolute ihrer Enveloppe durch einen 
Punkt ~n' den nten Ruckkehrpol, und die Kriimmungsmittelpunkte der 
(n-1)ten Evoluten erfiillen den (n_1)ten Ruckkehrkreis, dessen Durch
messer ~1I-1 ~11 ist. Besondere Lagen dieser Punkte bedingen Punkte, 
deren Bahnen mit ihren Tangenten eine hohere Beriihrung haben. 

1m allgemeinen beschreibt der Pol als Systempunkt 0 eine Spitze 
seiner Bahnkurve, wiihrend die anderen Bahnen Singularitiiten nicht 
aufweisen 98). Auf eine Ausnahme wies zuerst A. Schoenflies 99) hin; ist 
Q = Q' und beriihren sich die Polbahnen von innen, so hat die Bahn
kurve eines beliebigen Punktes eine Spitze; die Punkte der Tangente t 

93) e. Rodenberg, Zeitschr. f. Math. 36 (1891), p. 270. Vgl. Fussn.114. 
94) Dublin Proc. (2) 1 (1871), p. 243. 
96) Die Bahntangente von U rliJIt mit der Tangente der Enveloppe der wt 

zusammen. L. Allievi, BieUa piana, p. 44. 
96) R. Muller, Zeitschr. f. Math. 43 (1898), p. 37. ]'alls von den vier 

Punkten B; drei in gerader Linie liegen, raUt der vierte in U. 
97) Gelenkviereck, p. 43 ff. u. Zeitschr. f. Math. 42 (1897), p. 247; die eraten 

Evoluten ebda. 36 (1891), p. 193 u. 267. Dort wird auch die Verwandtscha.ft 
zwischen t1 und den Kriimmungscentren der Evoluten untersucht. V gl. auch 
A. Pellet, Paris C. R. 120 (1896), p. 1204. 

98) Die Tangente der Spitze schneidet die Polkurven senkrecht. Eine Aus
nahme tritt ein, wenn z. B. eine logarithmische Spirale von einem Kreiss ab
roUt; die Bahnkurve des asymptotischen Punktes hat keine Spitze und dem 
Winkel, unter dem sie den Kreis schneidet, kann durch Wahl des Radius 
jeder Wert gegeben werden. 

99) Geometrie der Bewegung, p. 46. 
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beschreiben Spitzen lWherer Art. Eine allgemeinere Erorterung dieser 
Fragen verdankt man R. Mehmke und L. Allievi. Allievi 1(0) hat die 
Singularitii.ten der Bahnkurven besonders in den Fallen diskutiert, dass 
die Kurven Wj resp. ks zerfallen. Mehmke 101) stent die Koordinaten 
der Bahnkurven durch Reihen dar, die nach den Potenzen des Drehungs
winkels forlschreiten; er fand insbesondere, dass auch bei singu
Hi.rem Charakter der Polkurven und Bahnkurven immer eine die 
Kriimmungsverhaltnisse definierende 582 vorhanden ist und ein dem 
Wendekreis analoger Kreis, dessen Bahnen eine noch hohere Singu
laritat zukommt. 

Mehmke hat diese Betrachtungen auch auf den Fall ausgedehnt, 
dass der Pol ins Unendliche rucktl02). Er und R. Muller haben end
lich auch die Singularitiiten der Polbahnen selbst in Untersuchung 
gezogen lOS). 

9. Metrische und konstruktive Fragen. Die ebene Bewegung 
von 11 ist meist so bestimmt, dass zwei Bahnkurven oder allgemeiner 
zwei Paare entsprechender Hullbahnen gegeben sind 104). Durch die 
Hullbahnenpaare resp. ihre Kriimmungsmittelpunkte A., A.' und B, B' 
ist der Pol 0 und die quadratische Verwandtschaft 582 bestimmt. Fur 
die metriscMn und konstruktiven Abhiingigkeiten besteht eine schon 
von L. Euler 105) gekannte, spater von F. Savary 106) wiedergefundene 
und neuerdings erweiterte Formel (1), sowie eine auf E. E. Bobillier 107) 

zuruckgehende Konstruktion. Die methodische Darstellung, Begriin-

100) Biella piana, p. 3 tr. 
101) Zeitschr. f. Math. 35 (1890), p. 1 u. 65. Die!81 kann ausarten. Dann 

gieht es nur fur die Punkte der Ausnahmelinien eine endliche Kriimmung. Potenz
reihen, deren Koeffizienten aus den v"" vy' cp"" CPy"" (Nr.l0) gebildet sind, 
giebt Konigs, Cinematique, p. 154. 

102) Zeitschr. f. Math. 35 (1890), p. 23. Alie Punkte beschreiben Singu
laritaten gleicher Art, bis auf eine Gerade, deren Punkte Bahnen mit Mherer 
Singularitat besitzen. 

103) Zeitschr. f. Math. 35 (1890), p. 21 und Gelenkviereck, p. 59. 
104) Die Bahnkurven und die Hiillkurvenpaare bilden ein einfaches Bei

spiel fUr S. Lie's Theorie der Beriihrungstransformationen. Wenn man namlich 
jedem Punkt von a seine in a' liegende Bahnkurve zuordnet, so bestimmt diese Zu
ordnung eine Beriihrungstransformation. Dabei entspricht einer Kurve cp von a 
die Enveloppe der Bahnkurven aUer ihrer Punkte, und dies ist zugleich die 
Hiillbahn von cp, d. h. also die Enveloppe aller Lagen von cpo V gl. S. Lie und 
G. Scheffet"8, Geometrie d. Beriihrungstransformationen 1, Leipzig 1896, p. 66. 

105) Petersburg Novi Coinm. 21 (1765), p. 207. 
106) VgI. eine Bemerkung von Chasles, J. de math. 10 (1846), p. 204, sowie 

Halon de la GoupiUiere, Traite des mecanismes, Paris 1864" p. 107. 
107) Cours de geometrie 12. AuH. (1870), p. 232. 
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dung und Weiterbildung dieser Fragen gab jedoch erst S. Aronhold 108), 
indem er die beziiglichen S1itze als Folgen allgemeiner projektiver 
Thatsachen aufzufassen lehrte. Er kniipft daran an, dass auf jeder 
durch 0 gehenden Geraden (Normal strahl) l die entsprechenden Punkte 
von )82 zwei projektive Punktreihen bilden, deren Fluchtpunkte auf W 2 

und r 2 liegen. Hieraus ergiebt sich, wenn s der Bogen der Polbahn 
ist, als voller Ausdruck der Euler-Savary'schen Formel die Gleichung 109) 

( 1 1 ) 1 1 1 ds u 
(1) OA + OA' cos(ln) = (> + 7 = OV= d.ft = (;. 

Der Bobillier'schen Konstruktion der Poltangente taus den Paaren 
A, A' und B, B' liegt der Satz zugrunde, dass (Fig. 1) AB' und 

BA' sich auf einer festen Axe c (Kollinea-
.A. tionsaxe) schneiden, falls die Paare A, A' 

resp. B, B' auf zwei festen Normalstrahlen la 
und lb liegenj es ist iiberdies -9:: (tla) = -9:: (lbC) 110), 
woraus noch eine Reihe weiterer konstruktiver 
Resultate fiiesst 111). 

Fiir die Konstruktion der Krummungs
radien der Polbahnen muss man die Evoluten 

Fig. 1. der Hiillbahnen (Nr. 8) oder die Kurve ks be-
nutzenj diese Gebilde bedingen sich ebenfalls 

gegenseitig. Eine entsprechende Formel hat M. Grubler 112) aufgestellt. 
R. Miiller l1S) hat mittelst der hOheren Wendepole und Wendekreise 
(Nr.9) Formeln und Konstruktionen angegeben, urn die Kriimmung 
der ersten und hoheren Evoluten der Hiillbahnen zu bestimmen. 

Eine Darstellung der Erzeugungsweisen der ks mit besonderer 
Riicksicht auf ihre kinematischen Eigenschaften hat R. Muller 114) ge-

108) Kinematische Geometrie, p. 142 if. 
109) A. Mannheim, J. ec. polyt. 37 (1858), p. 171J j iiber .ft, co und u vgl. 

Nr. l0 u. 26. 
110) V gl. auch E . Habich, Nouv. ann. (3) 1 (1882), p. 460. 
111) Da die lSi und die Wendekreise sich gegenseitig bedingen, so Hisst 

sich, falls die Wi gegeben sind, zu A der Punkt A' konstrllieren nnd llm
gekehrt. Hierfiir existieren mehrere Konstrllktionen, die einfachste gab M. 
Griiblel', Zeitschr. f. Math. 29 (1884), p. 310. Vgl. auch Ph. Gilbert, Brux. 
Ann. Soc. scientif. 2 B 81 (1878). 

112) Zeitschr. f. Math. 34 (1889), p. 309. 
113) Zeitschr. f. Math. 36 (1891), p. 193, 257 und Gelenkviereck, p. 48 if. 
114) Zeitschr. f. }lath. 40 (1895), p. 351. Die' ks ist Erzeugnis eines Biischels 

von Beriihrungskreisen und eines Strahlbiischels, dessen Strahlen durch die 
Kreiscentren gehen. Der Biischelscheitel heisst Fokalcentrum, die Gerade der 
Kreiicentra heisst Fokalaxe. 
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geben. Das Fokalcentrum ist konstruierbar, sobald auf zwei Normal
strahlen je ein Punkt K von ks gegeben ist 115). Kennt man fiir ein 
Hiillkurvenpaar die eigene Kriimmung, sowie auch die ihrer Evoluten, 
so ist das beziigliche Paar K, K' konstruierbar; die entsprechenden 
Formeln hat M. Grubler 91) mitgeteilt. 

Auch die Gleichung der Kune Hisst sich auf eine einfache Form 
bringen. Fiir den Fall des Kurbelgetriebes ist sie von C. Rodenberg 115), 
fiir den allgemeinen Fall von M. Griibler 91) gegeben worden. Die in 
die Gleichung eingehenden Parameter driicken sich am einfachsten 
durch die Kriinl:mungsradien (I, (I' der Polbahnen und den Durch
messer 0 des Wendekreises aus 116). Setzt man 

3 1 1 3 1 1 3 1 dJ 
R=Q"-(f' K=7-(f' S=8da' 

so sind die GIeichungen von ks resp. ks' 

111 
r = R sin ffJ + S cos ffJ ' 

111 
1-' = R' sin ffJ + S cos ffJ • 

Die auf drei verschiedene Arten mogliche Ausartung von ks tritt ein, 
falls eine oder mehrere der Parameter R, R', 8 ullendlich werden 117). 
Insbesondere degeneriert sie in g"" und eine gleichseitige Hyperbel, 
wenn 0 ins Unendliche raIlt; dann werden alle Parameter unendlich, 
doch so, dass RS: 8 s = k endlich bleibt 118). 

Endlich ist noch die biquadratische Gleichung zu erwahnen, von 
der die vier Punkte B; abhangen. Fiir sie bestehell die Relationen 

R R' 
tg 1P1 + tg 1P2 + tg IPs + tg IP 4 = S + S = ctg IP F + ctg IP F' , 

RE 
tg 1P1 • tg 1P2 . tg IPs· tg 1P4 = S S = ctg IPr ctg IPF', 

wo IPF und IPF' die Winkel der von 0 nach den Fokalcentren F 
resp. F' von ks und ks' gehenden Strahlen mit der Poltangente sind 119). 

115) C. Rodenberg, Zeitschr. f. Math. 36 (1891), p. 267 und 37 (1892), p.145. 
116) Vgl. M. Grubler, Zeitschr. f. Math. 24 (1889), sowie auch L. Allievi, 

Biella pian a, p. 35. 
117) Es kann k. degenerieren, ohne das k.' es thut. Falls k. in t, n und 

g"" zenallt, so ks' in t und w,'. Jeder Punkt von w,' beschreiLt einen U n
dulationspunkt. Vgl. besonders C. Rodenberg und L. Allievi (Fussn. 113 u. 115). 

118) L. Allievi, Biella pian a, p. 100 fr. Der Krii=ungsradius fl eines 
Punktes A ist durch flY = k' - k bestimmt, wo Y d~\s Lot von A auf t ist. 

119) R. Muller, Zeitschr. f. Math. 37 (1892), p. 214 und L. Allievi, Biella 
piana, p. 4:!, 56, 60. Dort linden sich noch weitere Formeln zwischen R, R', S 
und ffJi , ffJ F resp. ffJ F'· 
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10. Geschwindigkeit und Beschleunigungen der ebenen Be
wegung. Dreht sich eine Ebene t1 in sich urn. einen festen Punkt 
und ist .f}o der Drehungswinkel, so stellen die Differentialquotienten 

d8' 
0) = dt ' 

'(S) _ d'CD '(11) _ tl'CD 
,. -dt"""" -df' 

die momentane Winkelgeschwindigkeit, sowie die erate, zweite, ... nle 

Winkelbeschleunigung dar. Dieser Begrift' ist fUr die Betrachtung der 
v und fIJ der einzelnen Punkte von Wichtigkeit. 

Die Satze von Nr.8 ergeben filr den momentanen Geschwindig
keitszustand 120) der ebenen Bewegung das Resultat, dass der Momentan
pol 0 der Punkt v = 0 ist; sind ve und fJ die Koordinaten von 0, 
so gilt fiir Axen x, y, die in 6 fest sind, und filr jeden Punkt A(x, y) 

v.: = - O)(y - (J), v" = 0) (x - ve). 
1st P Beriihrungspunkt einer Geraden 9 mit ihrer Enveloppe, so fant 
seine Geschwindigkeit Vg in g; fiir jeden andern Punkt A von 9 hat 
die Projektion von v auf 9 den Wert Vg • 

Vergleichende Betrachtungen iiber den Beschleunigungszustand 
von 6 hat zuerst J. A. Chr. Bresse 121) angestellt. Er fand, dass die 

Fig. 2. 

Punkte fIJ .. = 0 und fIJI = 0 je einen durch 0 
gehenden Kreis bilden (Fig. 2), von denen der 
erste kein anderer ist, als der Wendekreis, 
wahrend der zweite ihn in 0 senkrecht schneidet 
und den Durchmesser UO): 0)' hat 122). Ihr Schnitt
punkt G, fiir den fIJ = 0 ist, heisst Beschleuni
gungscentrum llIS). Seine weitere Bedeutung ist 

die, dass fIJ auf Kreisen urn. G konstant und dem Abstand G A = r pro
portional ist und in allen Punkten einer durch G gehenden Geraden 
mit ihr denselben Winkel bildet. W. ScheU 1M) hat bemerkt, dass 
such ein Punkt 1 = 0 vorhanden ist, namlich der Schnittpunkt H 
der Polbahntangente t mit dem Kreis fIJI = O. Er heisst Mittelpunkt 

120) Jeder Satz von Nr. I} iiber die Babntugenten ist auch ein Satz fUr 
die Geschwindigkeitsrichtungen. 

121) J. iic. polyt.30 (1803), p. 89; vgl. auch R. Dahlander, Stockh. Ofv. 20 
(1868), p. 79; T. Ritters'ham, Civiling. (2) 24 (1878), p. 1. 

122) FUr jeden Kreis des zugehllrigen Biischels ist -< (v, IJI) = const.; 
L. BtwmeBter, Civiling. (2) 24 (1878), p. 107. nber diese Kreiso vgl. auch J. de 
Vries, Monat&h. f. Math. 8 (1897), p. 138. 

123) Kurven, die G beschreibt, betrachtet L. Lecornu, Nouv. ann. (8) 10 
(1891), p. o. 1st CD konstant, so fIUlt G in V. 

124) Zeit&chr. f. Math. 19 (1874), p. 180. Es ist OH·1 = CDU (FuBsn.l09). 
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der Winkelbeschleunigung; auf Kreisen urn ihn ist .t konstant und 
ebenfalls dem Abstand r = A G proportional. Es zerfiillt daher rp 
in die senkrechten Komponenten wSr und l r, woraus sich noch 
weitere Zerlegungen von rp in einfache geometrisch definierbare Kom
ponenten ergeben 195). 

Die vorstehenden Siitze konnen dahin verallgemeinert werden, 
dass auch fiir jedes rp(n) ein Punkt rp(n) = ° existiert, sodass auf 
Kreisen um ihn rp(n) konstant ist, und in allen Punkten einer durch 
ihn gehenden Geraden gleichgerichtet 196), er heisst Beschleunigungspol 
nter Ordnung. Es folgt hieraus, dass fur rp(n) die gleiche Zerlegung 
in einfache Komponenten moglich ist, wie fur rp selbst. Formeln, 
die dies unmittelbar in Evidenz setzen, hat Ph. Gilbert 127) gegeben; 
es ist, wenn w(n) die nte Beschleunigung von 0 ist, 

rp~) = Pn(x - a) - q,,(y - (j) + «11"), 
rp~n) = qn(x - a) + Pn(Y - (j) + lfJ~n), 

resp. falls IX.. und (j.. die Koordinaten von G(n) sind, 

rp~n) = Pn(x - a) - qn(Y - (jn), rp~n) = q,,(x - an) + Pn(y-{j,), 

und zwar hangen lfJ(n) , sowie p.. und q.. von a, (j, w, u und deren 
Ableitungen durch einfache Rekursionsformeln abo Sie vereinfachen 
sich wesentlich, falls man w konstant annimmt, was fur das Studium 
der rein geometrischen Beziehungen gestattet ist. 

Die geometrische QueUe der Siitze uber die rp(n) bildet die folgende, 
methodisch zuerst von L. Burmester 128) benutzte Thatsache. Wird 
von A aus das zugehOrige v, rp, ... als Vektor abgetragen, so bilden 
die Endpunkte ein System t/#, resp. t/rp' ••• ' das mit t/ iihnlich ist. 
Es giebt daher fUr 6 und (/#; fur 6 und 6'1 u. s. w. je einen Doppel
punkt, der resp. der Punkt v = 0, rp = 0, ... ist; ebenso folgen daraus 
die weiteren Satze. Diese Systeme dienen auch dazu, die v und rp 
beliebiger Pnnkte aus denen einzelner Punkte zu konstruieren. Man 
kann sich hierzu eines Kunstgriffes bedienen, dessen methodische An-

126) V gl. z. B. Schell, Theorie der Bewegung, p. 462 if. Dort werden auch 
die Punkte 'P .. = const. und 'P, = const. betra.chtet; ebenso bei L. Burmester, 
Civiling. (2) 24 (1878), p. 147. 

126) Diese Satze gab zuerst A. GrOU<lH"d, L'Institut 87 (1870), p. 172. 
127) Accelerations 18, p. 214 if. V gl. auch Rom. Ace. Pontific. dei Nuov. 

Lincei 8 t1889), p.218. Gilbert bestimmt auch die Lage u. s. w. der Punkte 
0(1) und giebt geometrische Anwendungen. 

128) Civiling. (2) 24 (1878), p. 147. Vgl. auch R. Mehmke, Civiling. (2) 
29 (1888), p. 487. Nach Mehmke gilt der Satz auch, wenn man aLIe 11 von 
demselben Punkte aua abtrii.gt. 
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wendung auf J. Schadwill 129) zuriickgeht. Wird auf 0 A eine Strecke 
LA = v konstruiert (lotrechte Geschwindigkeit), so bilden die Punkte 
L ein zu ° ahnliches und ahnlich liegendes System ai, was die Kon
struktion von v wesentlich erleichtert. In anderer Weise hat H. Mohr 180) 

von den Beziehungen zwischen 60 und °1 Gebrauch gemacht. Er tragt 
fiir jeden Punkt A von einem beliebigen Punkte M aus seine Ge
schwindigkeit als Vektor MA. auf, so hat das so entstehende zu 6 

ahnliche System °0 die Eigenschaft, dass AoB"..1.. AB ist; weiter 
wird dann noch die Beschleunigung qJ des Punktes A als die Ge
schwindigkeit von A" in Bezug auf das ahnlich veranderliche System 
0" betrachtet und von einem Punkte N aus analog konstruiert; man 
erhalt ein zu 6 0 , also auch zu ° ahnliches System. Diese Konstruk
tion ist in manchen Fallen von grosserem Vorteil als die obige. 

11. SpezieUe Bewegungen in der Ebene. Allgemeine Glei
chungen, die die Abhiingigkeit zwischen den Polkurven und den Bahn
kurven resp. Hiillkurven ausdriicken, hat bereits J. Lagrange 181) ge
geben; in allgemeinster, auf kinematischer Grundlage ruhender Form 
S. Aronhold 182) und A. Cayley 133). Von speziellen Bewegungen inter
essieren am meisten diejenigen, bei denen Punkte auf Geraden oder 
Kreisen bleiben oder Geraden durch feste Punkte gehen, insbeson
dere die des Ellipsographen und der Conchoidenbewegung (vgl. auch 
Nr.12). 

Die Ellipsographenbewegung ist so definiert, dass zwei Punkte A 
und B auf Geraden laufen 184); die Polkurven sind Kreisej der eine 
Kreis roUt von innen von einem Kreis mit doppeltem Radius ab und 
stent zugleich den unveriinderlichen Wendekreis dar, sodass alle seine 
Punkte gerade Linien beschreiben. Die Bahnkurven sind Ellipsen, 
die der umgekehrten Bewegung sind Pascal'sche Kurven, insbesondere 
auch Cardioiden. Die Conchoidenbewegung ist so definiert, dass eine 
Gerade 9 durch einen festen Punkt G I geht, wahrend ein Punkt A 

129) Gliedervierseit, p. 407. 
130) Civiling. (2) 33 (1887), p. 63l. 
131) Berlin Nouv. Mem. 1779, p.133. Vgl. auch N. Nicolaides, Theorie du 

mouvement d'une figure plane dans son plan, Paris 1863, und die Vorlesungen 
iiber natiirliche Geometrie von E. Cesaro (vg1. Fussn. 2). 

132) Mitgeteilt von R. Sellentin, Zeitschr. f. Math. 28 (1883), p. 116. 
133) Quart. J. of math. 16 (1879), p. 1; vgl. auch H. de la Goupilliere, 

Paris C. R. 86 (1877), p. 896 und 86 (1878), p. 627. 
134) Diese Erzeugung der Ellipse war schon im Altertum bekannt; vgl. 

M. CJhasles, Aper~lU historique sur l'origine et Ie developpement des methodes en 
geometrie, 2. ed., Paris 1875, p. 89 Anm. Modelle bei W. Dyck, Katalog, p. 341 if. 
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von 9 eine Gerade resp. einen Kreis beschreibt 135). 

sind cM die Bahnkurven sind Kurven c4 mit zwei 
deren Verbindungslinie durch G' geht136). 
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Die Polkurven 
Doppelpunkten, 

1st eine Kurve kinematisch definierbar, so lassen sich Konstruk
tionen ihrer Kriimmungsmittelpunkte und derjenigen ihrer Evoluten 
aus der allgemeinen Theorie ableiten. In dieser Hinsicht sind ins
besondere die zahlreichen Arbeiten von A. Mannheim 137) zu erwahnen. 
Von allgemeinerem Interesse ist die kinematische Definition und Dis
kussion der Evo7lventen, der Fusspunldkurven und der Brennlinien. 
Fiir die Evolventen stellen die Grundkurve und deren Tangente die 
Polkurven dar. Die Diskussion der Fusspunktkurven und Brenn
linien ruht auf folgenden Satzen 138) : RoUt die Kurve c von der ihr 
kongruenten Kurve c' in symmetrischer Weise ab, so giebt es fiir die 
Fusspunktkurve f eines Punktes M' in Bezug auf c' immer eine 
Bahnkurve, die mit f im Verhaltnis 2: 1 ahnlich und ahnlich liegend 
ist, und die Evolute dieser Kurve ist die durch Reflexion entstehende 
Brennlinie von M' fiir c'. 

Einen wichtigen Sonderfall stellen die cyklischen Kurven dar, die 
durch das Abrollen von Kreisen definierl sind 139). Die Formel (1) 
von Nr.9 zeigt, dass die momentane }82 sich nicht andert, falls man 
die Polkurven momentan durch andere mit denselben Kriimmungs
radien ersetzt; insbesondere also auch durch Kreise. Wie also die 
Bewegung von 6 in 6' in erster Annaherung eine Rotation urn 0 ist, 
so ist sie in zweiter Annaherung eine cyklische Bewegung. Diese That
sache hat sich auch historisch geltend gemacht; die allgemeine Theorie 
ist aus der Ubertragung der fiir cyklische Bewegung gewonnenen 
Resultate erwachsen 140). 

Da bei der cyklischen Bewegung der Durchmesser d' von w2 

~ine konstante Lange hat (Nr. 9), so faUt der BaU'sche Punkt U in 
den Wendepol und die Enveloppe der Wendekreise spaltet sich in die 
Polkurve und einen zu ihr konzentrischen Kreis. Dieser Kreisring 

135) 1m ersten Fall entstehen gewiihnliche, im zweiten Kreisconchoiden. 
136) V gl. S. Roberts, Lond. Math. Soc. Proc. 7 (1876), p. 216. 
137) Sie sind siimtlich in der Geometrie cinematique enthalten. 
138) Die Siitze stammen von L. A. J. Quetelet, Brux. Nouv. memo 3 (1826) 

und 5 (1829). Fiir die kinematische Behandlung vgl. A. Mannheim, Geometrie 
cinematique, p. 36 u. 66, sowie O. Kessler, Zeitschr. f. Math. 23 (1878), p. 1. 

139) Die Geraden umhiillen Parallelkurven zu cyklischen Kurven. Vgl. 
auch FUBBnote 313. 

140) A. Transon, J. de math. 10 (1846), p. 1M; R. Henning, J. f. Math. 
66 (1866), p. 68. Auch bei A. Mannheim bildet dieser Gedanke rue Grundlage. 
V gI. auch Resal, Cinematique, p. 178. 

li:ncyklop. d. math. Wi.8enBch. IV 1. 15 
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bildet die Region der Punkte, deren Bahnen Wendepunkte besitzen. 
Von aJIgemeinen Eigenschaften erwiihne ich noch die doppelte Er
zeugung dieser Kurven, deren Nachweis sich am einfachsten in Nr.23 
ergeben wird. 

S. Roberts 141) hat allgemein Ordnung, Klasse und Singularitiiten 
der Bahnkurven, Polkurven und Enveloppen bestimmt, falls diese 
Zablen fiir die Bahnkurven von A und B gegeben sind 142); auch wird, 
falls die Bahnkurven von A und B durch die Kreispunkte gehen, 
deren Vielfachheit fUr beliebige Bahnkurven ermittelt. Sind m, n, fl, v 
ihre Ordnung resp. KIasse, so ist z. B. die Bahnkurve eines beliebigen 
Punktes von der Ordnung 2mn und der KIasse 2(mn+mv+np.). 
Die Methode beruht auf dem Chasles'schen Korrespondenzprinzip. 
Chasles 143) hat spiiter Ordnung und KIasse auch fiir solche FaIle 
bestimmt, in denen die Enveloppen zweier Geraden, oder eine 
Enveloppe und eine Bahnkurve die Bewegung bestimmen. Dieselbe 
Aufgabe hat auch S. Roberts 141) bald darauf behandelt. 

12. Das Kurbelgetriebe. Die Bewegung des Kurbelgetriebes ist 
dadurch bestimmt, dass zwei Punkte A und B auf zwei Kreisen um 
A' resp. B' laufen. Die Gerade AB heisst Koppel. Die Bewegung 
ist in sich dualistililch (Nr. 3); noch allgemeiner liisst sich jede der 
vier Seiten des Vierecks AA' B' B als festes System betrachten 144). 

Technisch interessiert zunachst die Frage, ob die Punkte A und 
B den ganzen Kreis durchlaufen konnen oder nicht; das Kurbel
getriebe ist dementsprechend durchschlagend oder schwingend. Hier
iiber besteht folgender Sa.tz: 1st eine Ecke durchschlagend, so existiert 
immer noch eine zweite der gleichen Art; beide Ecken gehoren der 
kleinsten Seite an. Die notwendige und hinreichende Bedingung hier
fiir lautet, dass die Summe der kleinsten und grossten Seite hOchstens 
gleich der Summe der beiden andern Seiten ist 145). Sind beide Summen 
einander gleich, so ergeben sich Vierecke mit drei und vier durch-

141) Lond. Math. Soc. Proc. 3 (1871), p.268 und 7 (1876), p.216. Spezielle 
FaIle behandelt F. Dingeldey, Diss. Leipzig 1886. 

142) ..t. Cayley untersucht, wann fur A und B Umkehrpunkte oder isolierte 
Lagen auftreten, Cambro Phil. Soc. Trans. 16 (1894), p.391, und macht hiervon 
Anwendung auf das Kurbelgetriebe (Nr. 12). 

143) Paris C. R. 80 (1876), p. 346 und 82 (1876), p. 431. Er bestimmt be
sonders die Vielfachheit von g", als Tangente. 

144) Das Viereck heisst auch Gliedennef'8eit oder Gelenkviereck (Nr. 24). 
Fiir Modelle vgl. Z. B. W. Dyck, Kata.log, p. 348. 

146) F. Grashof, Maschinenlehre 2, p. 117; die Darstellung bei F. Reuleawr, 
Kinematik 1, p. 282 ist nicht exakt. 
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schlagenden Ecken 146). Das erste hat zwei Paare gleicher anstossen
der Beiten, das zweite hat gleiche Gegenseiten, ist also entweder ein 
Parallelogramm oder ein Antiparallelogramm. 

Dem Kurbelgetriebe kommt in derselben Weise eine theoretische 
Bedeutung zu, wie den cyklischen Kurven. Die momentane 582 einer 
beliebigm Bewegung andert sich nii.m1ich nicht, wenn man die Bahn
kurven zweier Punkte A und B momentan durch Kreise um A' und 
B' ersetzt. Jede Bewegung kann also in zweiter Annaherung durch 
eine Kurbelbewegung ersetzt werden 147). Dies geht aber noch weiter. 
Bie lasst sich sogar in dritter und vierter Annaherung als Kurbel
bewegung auff'assenj man hat dazu statt der beliebigen Punkte A 
und B irgend zwei Punkte der Kurve ks oder aber zwei der vier 
Burmester'sehen Punkte zu wahlen. 

A. Cayley 148) zeigte, dass die Bahnkurve (Koppelkurve, Dreistab
kurve) eine c6 ist, die die imaginaren Kreispunkte als dreifache Punkte 

P' 
und sonst im allgemeinen noch drei ein
fache Doppelpunkte besitzt. Fur ein durch
schlagendes Kurbelgetriebe kann sogar 
noch ein weiterer Doppelpunkt 8uftreten 
(Nr. 23). S. Roberts 149) bewies, dass sie 
drei Brennpunkte160) besitzt, von denen 
zwei in A' und B' fallen, wahrend ein 
dritter P' so liegt, dass (Fig. 3) die Drei
ecke AB P und A' B' P' ahnlich sind. Der 
um A' B' P' umschriebene Kreis enthalt A~~--------------~~' 
zugleich die im allgemeinen vorhandenen Fig. S. 
drei Doppelpunkte der Kurve. S. Roberts 
hat auch die Polkurven bestimmt. Das wichtigste von ihm ge
fundene Resultat ist die dreifacke Erzeugung der Koppelkurve. Es 

146) G. Darboux hat diese Fragen mit der Theorie der ca in Verbindung 
gebracht (Bull. sciences math. (2) S (1879), p. 100). Er bildet aIle Vierecke mit 
denselben Seiten a, b, c, d, die also einen variablen Winkel enthalten, auf die 
Punkte einer Ca ab und untersucht, ob sie einteilig ist oder nicht. G. Kiinigs 
benutzt dazu eine C4 , Cinematique, p. 258. 

147) Bei S. Aroohold, Kinematische Geometrie, p. 138 und bei J. Schadwill, 
Gliedervierseit, p. 378 bildet das Kurbelviereck unter dem Na.men Polviereck die 
Grundlage der Theorie. Es wird so definiert, dass um die vier Ecken (Pole) 
Drehungen stattfinden k6nnen, deren Summe Null ist. VgI. auch L. Burmester, 
Kinematik, p. 49. 

148) Lond. Math. Soc. Proc. 4 (1872), p. 106; vgI. auch W. Johnson, Mess. 
of math. 6 (1876), p. DO. 

149) Lonel. Math. Soc. Proc. 7 (1876), p. 14. 
160) d. h. Schnittpunkte von Tangenten in den Kreispunkten. 

16· 
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ist namlich die Bahnkurve von P auf drei Arten mittelst eines Ge
lenkvierecks erzeugbar, und zwar so, dass irgend eine Seite des 
Dreiecks A' B' P' an die Stelle von A'If als feste Seite eines Ge
lenkvierecks, niimlich A' Al Bl P' resp. B' B'j A2 P' tritt, das die Bahn 
von P liefert 161). Dieser Satz hat inzwischen eine grosse Reihe von 
Beweisen erfahren. Einfache Ableitungen stammen von A. Cayley 162) 

und W. Clifford 162). Sie beruhen darauf, dass wenn man durch einen 
Punkt innerhalb eines Dreiecks Parallelen zu den Seiten zieht, bei 
allen gelenkigen Umformungen (Nr.24) der Figur das Dreieck der 
Eckpunkte sich ahnlich bleibt, also fest, wenn zwei Punkte fest 
bleiben 15S). Ein zweiter Satz, der hierher gehort, ist der folgende. 
Wird die Koppel AB gegen einen der Arme AA' oder BB' ver
tauscht, so sind die Bahnkurven des so entstehenden Kurbelgetriebes 
denen des urspriinglichen ahnlich. 

Fiir das Kurbelgetriebe lassen sich auch die Punkte B; (Nr. 8) 
konstruieren. Do. niimlich A und B zu ihnen gehOren, so reduziert 
sich die biquadratische Gleichung (Nr. 9) auf eine quadratische 1M). 
Man kennt auch die Singularitaten der von den Punkten der Pol
kurve beschriebenen Bahnen und die Singularitiiten, die einer mog
lichen Verzweigungslage (Nr. 23) des Gelenkvierecks entsprechen. 
R. Muller 155) hat bewiesen, dass der Ort aller Doppelpunkte fiir jede 
Lage von 6 eine Fokalkurve Cs ist. 

Spezialfall des Kurbelgetriebes iet ausser den drei oben er
wahnten auch der, dass die Diagonalen auf einander senkrecht stehen. 
Kommt diese Eigenschaft einem Viereck zu, so kommt sie namlich 
allen Vierecken zu, die durch gelenkige Anderung aus ihm hervor
gehen 887). Besonders erwahnenswert ist der Fall des AntipatraUelo
gramms (Fig. 8, p.253). Die Poikurven, die zu seinen Seiten ge
hOren, sind symmetrisch gelegene und kongruente Ellipsen fiir die 
kleineren Seiten AB nnd OD nnd analoge Hyperbeln fiir die grosseren 
AD und BO. Die Bahnkurven sind daher (Nr. 11) Fusspunktkurven 
von Kegeischnitten 188). Dies letzte trifft such fiir das Viereck mit 

161) Die drei Gelenkvierecke und ihre Verbindungen mit P sind in der 
Figur durch verschiedene Zeichnung unterschieden. 

162) Lond. Math. Soc. Proc. 7 (1876), p. 142, 166 u. 9 (1878), p. 27. Andere 
Beweise gaben H. Hart, Mess. of math. (2) 12 (1888), p. 82 und G. Pastore, 
Torino Atti 26 (1890), p. 84. 

168) So bei J. Kleiber, Zeitschr. f. Math. 86 (1891), p. 296. V gl. Fussn. 348. 
164) R. MUller, Zeitschr. f. Math. 87 (1892), p.218; AllietJi, Biella piana, p. 61. 
166) Zeitschr. f. Math. 86 (1891), p. 11 u. 66; e8 giebt fUr jede Lage im 

allgemeinen zwi)lf Punkte mit Schnabelspitzen. 
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zwei Paaren gleicher anstossender Seiten zu; die Polkurven sind in 
dies em Falle Pascal'sche Kurven 156). 

Noch andere Spezialfalle ergeben sich, wenn man einen der 
Kreise oder beide als gerade Linien wahlt. Der erate lieferl den 
technisch wichtigen der Schubkurbel, der zweite den Ellipsographen. 
Die umgekehrle Bewegung des ersten Falles, bei der ein Punkt auf 
einem Kreise lauft, wahrend eine Gerade durch einen Punkt geht, 
lieferl Kreisconchoiden 157). 

Fur praktische Zwecke ist die Kenutnis der Werle von v und qJ 

fur die Punkte des Kurbelgetriebes wesentlich, da von ihnen die In
anspruchnahme des Materials u. s. w. abhangt157a). 1hre Konstruktion 
mittelst der Satze uber 15, OJ und uf(! (Nr. 10) gab H. Mohr 158). 

Diese Konstruktion lasst jedoch im Stich, falls die Pole 0 und G 
(Nr.10) zeichllerisch nicht erreichbar sind. Eine Konstruktion, die von 
diesem Mangel frei ist, lieferle T. Rittershaus 159). Die erste graphische 
Bestimmung im Fall der Schubkurbel gab bereits J. Schadwill 160). 

13. Angenaherte Kurvenfiihrungen mittelst des Kurbelgetriebes. 
Ein wichtiges Problem der Technik verlangt, unter den Kurven des 
Kurbelgetriebes solche zu finden, die einer vorgegebenen Kurve auf 
moglichst langer Strecke nahekommen. Fur die Praxis handelt es 
sich in erster Linie urn angenaherle Geradfiihrungen. Eine solche 
hat bereits James Watt 161) angegeben. Wird das Parallelogramm 
ABCD in der Reihenfolge ACBD als Gelenkviereck benutzt und 
wird die Diagonale A C festgehalten, so zeichnet die Mitte M von 
BD die beziigliche Kurve. Eine andere angenaherte Geradfuhrung 
mittelst des Kurbelgetriebes gab O. Evans 162). 

Hi6) Der Satz stammt von J. J. Sylvester; einen Beweis giebt A. Mannheitn 
in Lond. Math. Soc. Proc. 6 (1874), p. 85. Die Bahnkurven entstehen aus den 
allgemeinen durch Abspaltung eines Kreises. 

157) Eine Zusammenstellung der durch das Kurbelgetriebe erzeugbaren 
Bahnkurven giebt L. Burmester, Kinematik, p. 300 if. Vgl. auch E. M. Blake, 
Amer. Math. Soc. Trans. 1 (1900), p. 421. 

157 A) Kritische Erorterungen giebt A. Ciappi, Annali della Soc. degli 
ingegn. ed archit. italiani 15 (1900), p. 25. 

158) Civiling. (2) 25 (1879), p. 613. Vgl. auch W. End, Techn. Blatter 22 
(1890), p. 83 und W. J. Vaes, Delft J. Ec. polyt. 8 (1897), p. 115. 

159) Civiling. (2) 25 (1897), p. 461. 
160) Gliedervierseit, p. 446. Vgl. auch J. Taubeles, Civiling. (2) 32 (1886), 

p.685; Kirsch, Zeitschr. d. Ver. deutsch. lug. 34 (1890), p. 1320. 
161) Specification Nr.1432 vom 28. April 1784. Vgl. auch J. P. Muirhead, 

Mechanical inventions of James Watt, Bd. 3, London 1854, p. 88. 
162) Abhandl. d. kgl. techno Deputat. f. Gewerbe 1 (1826), p.225. Die Ge

radfiihrung beruht darauf, die Koppelbewegung angenahert als die des Ellipso-
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Das allgemeinere Pro blem wurde zuerst von P. L. Tsche-byscheff 
behandelt. Er ging von der analytischen Frage aus, in einer Funk
tion f( x) resp. in einer Reihenentwickelung die Parameter so zu 
bestimmen, dass innerhalb eines gewissen Intervalls ihre Abweichung 
von einer gegebenen Funktion moglichst gering ist 16S). Diese Methode 
hat Tschebyscheff zunachst auf das W~tt'sche Parallelogramm, spater 
auf ein beliebiges Kurbelgetriebe angewandt. Es bieten sich von 
vornherein zwei verschiedene Wege dar. Man kann die Bedingung 
stellen, dass die Bahnkurve eine von moglichst hoher Ordnung be
riihrende Tangente besitzt; als Resultat ergiebt sich, dass diese Be
riihrung hochstens seehspunktig sein kann. Man gelangt zu brauch
baren Annaherungen auch dann, wenn die Bahnkurve mehrere neben 
einander liegende einfache Wendepunkte besitzt. Diesem Fall ent-
spricht die Watt'sche Kune, die drei benachbarte Wendepunkte besitzt. 
Tschebyscheff erkannte auch bereits, dass diese Annaherung wesentlich 
besser ist, als die durch eine sechspunktig beriihrende Tangente 164). 

R. Muller 165) und L. Allievi 166) haben die Theorie der angenaherten 
GeradfUhrun~ in der Weise behandelt, dass sie von der Kurve ks 

resp. den Punkten U und Bi (Nr. 8) ausgegangen 
sind. Man kann an die quadratische Gleichung 
fUr die Punkte Bi ankniipfen und die in sie 
eingehenden Parameter so bestimmen, dass 
einer dieser Punkte in U fallt. Man gelangt 
so zu Bedingungen fiir eine fun/punktige 

.4'""'-;;...---~.... Geradfiihrung; sie geht in eine sechspunktige 
B B iiber, wenn man die Kurve eine zur Kurven-

Fig. 4. 
normale symmetrische Form annehmen lasst. SoIl 

der beschreibende Punkt U insbesondere auf AB liegen, so bestimmen 
in dieser Lage (Fig. 4) die drei beweglichen Seiten a, b, c des Vierecks 

graphen zu betrachten; die Bahn der Mitte von AB ist angenahert ein Kreis, 
was fUr besondere Vierecke eine brauchbare Gerade liefert. Vgl. auch G. Pastore, 
Torino Atti 27 (1890), p. 47. 

163) Petersburg, Mem. sav. etrang. 7 (1853), p. 537 und Petersb. Bull. 4 (1861), 
p.433. Eine einfache Ableitung giebt A.deBt.Germain, J. de math. (3) 6 (1880), p.19. 

164) Einen zweiten Mechanismus diesel' Art, bei dem jedoch der beschrei
bende Punkt M nicht auf AB liegt, hat Tschebysckeff in der Beilage zu Petersb. 
Mem. de l'Acad. 60 (1888) angegeben. Vgl. auch A. Wassilief und N. De
latmay, P. L. Tschebyecheif, Leipzig 1900, p. 60. Diese Geradfiihrung iet tech
nisch der andem vorzuziehen. 

166) Zeit8chr. f. Math. 37 (1892), p. 213 u. 38 (1893), p.130; Gelenkviereck, 
p. 60 if. und Zeit8chr. f. Math. 46 (1901), p. 330. In dieser Arbeit werden die 
gestaltlichen VerhiIJtnisse der beziiglichen Koppelkurven nil.her erortert. 

166) Biella. piana, p. 133 if. 
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ein gleichseitiges Dreieck 161). Fiir diese Seiten und die feste Seite 
A' B' = d bestehen zwei in a, b, c symmetrische Gleichungen 168), 
sodass es noch 002 Vierecke dieser Art giebtj und wenn AB und 
darauf U gegeben ist, so giebt es immer noch zwei Vierecke, die eine 
sechspunktige Geradfiihrung von U bewirken 169). Dagegen bedeutet 
es keine Besonderheit des Vierecks, wenn der Ball'sche Punkt U eine 
fiinfpunktig beriihrende Tangente hat. 

Um von den Punkten mit vier-, fUnf- und sechspunktiger Gerad
fiihrung zu solchen Bahnkurven iiberzugehen, die mehrere konsekutive 
Wendepunkte enthalten, hat man an die K urve b anzukniipfen, deren 
Punkte eine vierpunktig beriihrende Tangente besitzen. Sie scheidet 
die Ebene in zwei Gebiete, sodass in dem einen die Punkte in der 
Nahe von b Bahnen mit zwei benachbarten Wendepunkten besitzen 170). 

Hat b eine Spitze, so giebt es in deren Nahe Punkte mit drei benach
barten Wendepunkten, und wenn ein Punkt mit sechspunktig be
riihrender Tangente existiert, so liegen in seiner Nahe sogar Punkte 
mit vier benachbarten Wendepunkten. Es resultieren hieraus die Fragen, 
wie die Ebene (j durch die Kurve b in Gebiete zerlegt wird, 
welche Singularitaten den Bahnkurven dieser Gebiete zugehOren, und 
wie die Kurve b und die andern ausgezeichneten Kurven von den 
Konstanten des Vierecks abhangen. Auch dies haben Allievi 171) und 
Muller 171) untersucht. Allievi betrachtet besonders die Faile, in denen 
ks zenallt, und konstruiert die beziiglichen Vierecke methodisch in 
der Weise, dass er die Punkte A und B auf aile moglichen Arlen 
auf die Bestandteile der Kurve ks verteilt, und fiir jedes Viereck die 
Singularitaten der Bahnkurven untersucht 172). Er hat in dieser Weise 
auch solche Punkte bestimmt, deren Bahn mit moglichst guter An
naherung einen Kreis darstelltj eine Aufgabe, die auch Tschebyscheff17S) 
in seinen friiheren Untersuchungen in Angriff genommen hatte. Auch 

167) V gl. auch Gott. Nachr. 1897, p. 3. 
168) Die Eigenschaft der sechspunktigen Geradfuhrung bleibt also be

stehen, wenn man a, b, c beliebig vertauscht, in tThereinstimmung mit der drei
fachen Erzeugbarkeit jeder Koppelkurve. Fur die bezuglichen Relationen vgl. 
auch Tschebyscheff, Bull. sciences math. (2) I) (1881), p. 216 u. Bull. Soc. math. 
de France 12 (1884), p. 179. 

169) Die oben erwii.b.nte Tschebyscheff'sche Geradfiihrung entspricht dem 
Fall, dass U in die Mitte von AB fli.Ilt; es ist AA' = 4AB und A' B' = 3AB. 

170) FUr die cyklische Bewegung ist dies der oben genannte Kreisring. 
171) Biella piana, p. 66ft'. u. Zeitschr. f. Math. 43 (1898), p. 36. 
172) Fiir die der fiinfpunktigen und seehspunktigen Geradfiihrung ent

sprechenden Relationen vgl. Biena piana, p. 73 u. 138. 
173) Bull. Soc. math. de France 12 (1884), p. 179. 
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H. Leautel74) hat solche Punkte auf der Geraden AB bestimmt. 
H. Leaute l75) hat die Tschebyscheff'schen Methoden auch auf das all
gemeinere Problem ausgedehnt, beliebig gegebene Kurven durch Bahn
kurven des Kurbelgetriebes zu approximieren 176). 

14. Die stetige Bewegung urn einen festeu Punkt. Die geo
metrischen Eigenschaften der stetigen Bewegung eines Korpers urn 
einen festen Punkt 0 ergeben sich aus den analogen in Nr. 4 auf
gestellten Satzen durch Grenziibergang. Auch hier war die Existenz einer 
Axe 0, urn die bei stetiger Bewegung der Korper Seine momentane 
Rotation ausfiihrt, von J. d' Alembert 177) uber 25 Jahre fruher gefunden 
worden, als von L. Euler 5) der entsprechende Satz fur diskrete Lagen. 
Abel' erst fast 100 Jahre nach d'Alembert reifte die Erkenntnis, 
dass jede stetige Bewegung urn 'einen festen Punkt durch das Ab
rollen zweier Kegel charakterisiert ist 178), analog wie die ebene Be
wegung durch das Abrollen zweier Kurven. Es ist L. Poinsot 179), 
del' sie vermittelt hat. 

Die allgemeine Ubertragung der Satze und Formeln, die auf del' 
Existenz del' quadratischen V erwandtschaft ~2 beruhen, verdankt man 
S. Aronhold 180). Wenn man im Durchdringungspunkt 0' der Axe 0 

mit einer urn 0 gelegten Kugel eine Tangentialebene 15 legt und 
diejenige Momentanbewegung innerhalb dieser Ebene ins Auge fa sst, 
deren Polkurven die Schnittlinien mit den Polkegeln sind, so paart 
die zugehOrige ebene Verwandtschaft \82 del' Punkte A, A' von 0 die 
Strahlen a, a' des Biindels und ihre Durchdringungspunkte A k , Ak' 
mit del' Kugel in del' Weise, dass a' Krummungsaxe der sphi.irischen 
Bahn von Ak ist, ebenso a Kriimmungsaxe del' Bahn von Ak' fur die 
umgekehrte Bewegung 181). Urn also von den metrischen Relationen 
del' ebenen Bewegung zu denen del' Kugel zu gelangen, hat man nur 
die vom PolO' aus gerechneten Strecken von 15 durch die trigonome-

174) J. !lc. polyt. 53 (1883), p. 59. 
175) J. !lc. polyt. 46 (1879), p. 205 ll. Paris C. R. 96 (1883), p.639 u. 1356. 
176) Er behandelt a. a. O. auch die Aufgabe, eine Kurve c irgendwie 

<lurch Kreise und Ellipsen zu approximieren. 
177) Recherches sur la precession des equinoxes, Paris 1749, p. 3. 

178) Wie in Nr. 8 wird von nicht differenzierbaren Bewegungen ab
gesehen. 

179) Rotation, § 8. 

180) V gl. die Dissertationen in FUSSD. 185,186,187. Die weiteren im folgell
den aufgefubrlen Siitze gab Schoenflies, Geoilletrie der Bewegung, p. 47 tr. 

181) Dies gilt ebenso fur jedes Paar zusammengehOriger spharischer Hii.ll
kUl"venj vgl. Nr. 8. 
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trischen Tangentin der bezuglichen Bogen auf der Kugelflache zu 
ersetzen 182). 

Die Wendekreise von (j liefern beim fibergang zum Bundel 
orthogonale 42) Kegel K 2 , auf die sich jedoch nicht aIle Eigenschaften 
iibertragen, die den Wendekreisen zukommen (N r. 4:) 188). Insbesondere 
bilden die Strahlen von S, die momentan Wendestrahlen ihrer Bahn
kegel sind, eine Kegelflache Ha und die auf den Strahlen von Hs 
senkrechten Ebenen sind die momentanen Ruckltehrebenen der von 
ihnen umhiillten Flachen. Endlich existieren zwei den Kurven ks 
und ks' analoge Kegel Ks und Ka' solcher Strahlen, deren Bahn
kegel eine stationiire Kt'iimmungsaxe besitzen; sie durchdringen die 
Kugel in spharischen Kurven gleicher Eigenschaft. Die Beziehungen 
zwischen ks und Its' iibertragen sich auf diese Kegel vollstandig 184). 

Von speziellen Bewegungen ist wesentlich nur diejenige des 
sphiirischen Kurbelgetriebes kinematisch untersucht worden 185). Sie ist 
so definiert, dass zwei Punkte eines grossten Kreises sich auf Kreisen 
bewegen. Eingehender betrachtet sind freilich nur die FaIle des 
spharischen Antiparallelogramms 186) und des spharischen Ellipso
gmphen 187); rur sie sind die Polkegel, Wendekegel u. s. w. rechnerisch 
bestimmt worden. Der spharische Ellipsograph stellt iibrigens die
jenige Bewegung dar, die das Cardanische Gelenk (Nr. 27) kinematisch 
charakterisiert; ein auf der Kugel liegender Quadrant lauft mit seinen 
Endpunkten auf zwei grossten Kreisen. Das Abrollen einer urn einen 
Punkt 0 ihrer Axe drehbaren Rotationsflache W von einer Geraden 
behandelt V. Nobile 188). 1st W eine F2 , so ist der Axenkegel von 
S' ein K 2 • 

15. Geschwindigkeit und Beschleunigungen bei der Bewegung 
um einen Punkt. Da die momentane Winkelgeschwindigkeit w (Nr.l0) 
urn die Momentanaxe 0 ein Vektor ist (IV 2, 12 und IV 14, 3), so 
kann man sie nach beliebigen durch 0 gehenden Axen zerlegen. 

182) Das Analogon der Euler-Savary'schen Gleichung gab schon L. Poinsot, 
Rotation, § 9. 

183) Die Kriimmungsaxen ihrer Punkte fallen in eine zu 0 senkrechte Ebene. 
184) Fiir die Strahlen, die (Nr. 8) dem Ball'schen Punkt und den Bur

mester'schen Punkten entsprechen, vgl. Schoenflies, Geometrie der Bewegung, 
p. 67 if. 

185) F. Masi, Bologna Mem. (4) 1 (1882), p. 349; F. Buka, Diss. Gottingen 
1876. 

186) R. Sellentin, Diss. Jena 1881. 
187) O. Marbach, Diss. Jena 1880. 
188) Nouv. ann. (3) 18 (1899), p. 218. 
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Sind p, q, r ihre Komponenten nach den in S festen A.xen x,1/, H, 

und setzt man 

so wird dadurch wiederum ein Vektor A definiert, den man die 
momentane Winkelbesckleunigung nennt. In derselben Weise stellen 
die nten Differentialquotienten von p, q, r die Komponenten der nten 

Winkelbeschleunigung A(n) dar. Die durch diese Vektoren definierten 
Geraden l, l(2) werden ala hen der bezuglichen Winkelbeschleunigung 
bezeichnet. Wird in jedem Augenblick ro als Veldor 0 U konstruiert, 
so stent analog zu N r. 11 die Geschwindigkeit des Endpunktes U den 
Vektor l dar, und wenn A als Vektor OL gezeichnet wird, so ist 
A(2) die Geschwindigkeit von Lj d. h. es ist (Nr. 10) 

l = Dro, A(2) = DA, ••• , A(n+l) = DA(n). 

Da die Bewegung von S bestimmt ist, falls die drei Euler'schen 
Winkel cp, 1/J, .{}- als Funktionen der Zeit bekannt sind, so existieren 
zuniichst Gleichungen, die p, q, r sowie aIle A(n) durch diese Winkel 
und ihre Ableitungen ausdriicken 189). Wichtiger sind die Formeln, 
die von p, q, r als gegebenen Funktionen der Zeit ausgehen. Fur 
jeden Punkt A (x, 1/, z) bestehen die fUr dieses Gebiet grundlegenden 
Gleichungen 

v",=qz-ry, v,,=rx-pz, v.=py-qXj 

ferner fiihrl die Aufgabe, aus p, !I, r die neun Cosinus ai' bi' ci als 
Funktionen der Zeit zu bestimmen, auf die Gleichungen 

da db de 
dt = rb - qc, dt = pc - ra, dt = qa - pb, 

die selbst wieder auf eine Riccati'scke Differentialgleichung reduzier
bar sind 190). 

Die Winkelbeschleunigung A wird am einfachsten so in zwei 
Komponenten zerlegt, dass die eine A .. in die Axe 0 fiiUt, wii.hrend 
die andere AN in die Gerade n fiilIt, die zu 0 normal ist und in der 
Ebene ol liegtj es ist 

A .. = :;, AN= ro :: = rou, 

wo X der konische Winkel ist, den die Momentanaxe auf dem Axen
kegel beschreibt, also u die Wechselgeschwindigkeit der Momentan-

189) Vgl. z. B. Resal, Cinematique, p. 113 u. 116. 
190) G. Darb~, Leyons sur la theorie generale des surfaces 1, Paris 

1887, p. 19. 
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axe (Nr. 26) darstellt. Die von Aw resp. IN herriihrenden Beschleu
nigungen eines Punktes A sind senkrecht zu Ebenen, die durch A 
und 0 resp. 1 gehen. Hat A von den Axen 0, lund n die Abstande 
r, rl und rnl so ist 

A A A 
rp = 0)2r + lrl = ro2r + Iwr + ANrn , 

woraus die Zerlegungen von rp ersichtlich sind 191). Die Geraden 0, n 
und eine dritte zu ihnen senkrechte Gerade y stellen das natiirlichste 
Axensystem z, x, y fiir die Analyse der Beschleunigungen dar. Ein 
ebenfalls zu einfachen Formeln fiihrendes Axensystem bilden die drei 
senkrechten Richtungen, die durch x, 0 und r gegeben sind 192). 

Analytische Formeln, die rp durch p, q, r und A ausdriicken, hat 
zuerst H. Resal 193) gegeben; es ist 

rp,. = ZAy - yA. - (q2 + r2) x + p (qy + rz). 

Ph. Gilbert 194) hat bemerkt, dass der Wert von tp,. am einfachsten 
durch formale Differentiation von v'" entsteht, in der Form 

rp,. = fJ/1,y- YAz + qvz - rvy, 

und dies gilt in analoger Weise fiir jedes rp(n). Die vorstehenden 
Formeln vereinfachen sich, falls man mit v, rp, 0), A direkt operiert. 
Einen ersten Satz dieser Art verdankt man Resal 195); er findet seinen 
kiirzesten Ausdruck durch die Gleichung 

A A 

rorp + AV = 0, 
A 

wo ro tp etc. das innere Produkt 78) zweier Vektoren ist. Ph. Gilbert, 
der dem Satz diese Form gegeben hat, hat auch bemerkt, dass er un-

A 
mittelbar durch Differentiation (Nr. 10) der Gleichung rov = 0 ent-
steht. Hiermit ist alsdann auch seine Verallgemeinerung gegeben; 
es ist 196) 

191) Die Zerlegung in m!r und lrl gab G. Rivals, J. ec. polyt. 35 (1853), 
p. 113. 

192) Vgl. Schell, Theorie d. Bewegung, p. 474 ff.; Gilbert, Accelerations 13, 
p. 277 sowie Paris C. R. 107 (1888), p. 776, 946; 108 (1888), p. 92. V gl. auch 
G. E, Dahlander, Stockh. Ofv. 1870, p. 49. 

193) VgI. Cinematique, p. 193. 
194) Paris C. R. 104 (1882), p. 162, sowie Accelerations 13, p. 268. Die 

Resal'sche Relation erscheint bei Gilbert einfacher in der Form 
A 

CP,. = zlll - yl. + mQp - m'x, 
was wieder unmittelbar zu einer Zerlegung von cp fiihrt, und zwar iet Q = 0 A. 

195) Cinematique, p. 220. 
196) Accelerations 18, p. 232 if. Dort werden noch andere vektorielle 
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A A '11, ('11,-1) A A 
roep(n) + nAep(n-l) + . 1.2 A(;I) ep(II-2) + ... + A(n) V = O. 

Die Kenntnis der hier auftretenden geometrischen Orter verdankt 
man wesentlich W. Schell 197) und Ph. Gilbert 197). Das wichtigste 
Resultat besagt, dass die Punkte ep = const. eine Schar ahnlicher 
und ahnlich He gender Ellipsoide bilden, deren Mittelpunkt in 0 faUt; 
fUr sie bilden 0 und l mit derjenigen Geraden 9 drei konjugierte 
Durchmesser, die Ort der Punkte G (Nr. 10) in den zu 0 senkrechten 
Ebenen ist, und zwar mit Rucksicht auf die in diese Ebenen fallende 
Komponente von ep. Werden n, y, 0 als x, y, z-Axen gewahlt, so sind 
die Geraden 0, l, 9 Ort der Punkte, fur die resp. ep zu den drei 
Axen parallel ist; analog sind diese Axen Ort der Punkte, fur die ep 
zu den drei Ebenen ( 0 g), (l g) , (0 l) normal ist198). Werden 0, l, 9 
als x', y', z'-Axe gewahlt und sind a', b', c' die zugehorigen Halb
messer, so ist, wie Gilbert 197) fand, 

x' 
epX = -a" - y' 

epy - -v' z' 
ep,= -([' 

16. Polhodie und Herpolhodie. Den wichtigsten Sonderfall 
der Bewegungen um einen Punkt 0 steUt dasjenige A.brollen eines Ellip
soids E2 199) von einer festen Ebene n' dar, bei welchem die momen
tane Winkelgeschwindigkeit dem Radiusvector OA. nach dem Be
ruhrungspunkt proportional ist. Durch diese Bewegung ist nach 
L. Poinsot 2OO) bekanntlich die Drehung eines Korpers um einen festen 
Punkt 201) in dem Falle charakterisiert, dass auf ihn keine Krafte wirken. 
Dieses urspriinglich auf dynamischem Boden erwachsene Resultat hat 
zu einer Fulle kinematischer Betrachtungen Veranlassung gegeben. 
Von den beiden Axenkegeln ist, wie die dynamischen Gleichungen 
ergeben, der in S vorhandene Kegel ein K I , wahrend der Axenkegel 
von S' im allgemeinen transcendent ist. Die beiden Kunen, in denen 
die Axenkegel das Ellipsoid Es und die Ebene n' durchdringen, und 

Produkte analog behandelt. Einen Irrtum, der den Formeln fiir 'P(2) bei W. Schell 
anhaftet, berichtigt E. NOtJarese, Torino Atti 26 (1890), p. 802. 

197) Theorie d. Bewegung, p. 482 if.; Paris C. R. 107 (1888), p. 776 u. 830; 
Accelerations 13, p. 274 ff. V gl. auch R. Marcolongo, Giom. di mat. 27 (1889), 
p. 90; G. Castellano, Riv. di mat. 2 (1892), p. 19 u. 3 (1893), p. 26. 

198) Einen noch allgemeineren Satz dieser Art giebt L. J. Gruey, Paris 
C. R. 86 (1878), p. 1241. 

199) 1m folgenden wird ein Ellipsoid durch E t , ein Hyperboloid durch H" 
ein Paraboloid durch PI bezeichnet. 

200) Rotation, chap. 2. 
201) Fiir die nahere Erl)rterung dieses Problems selbst vgl. IV 13 (SUickif). 
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von denen die erste bei der Bewegung von der zweiten abrollt, hat 
L. Poinsot als Polhodie und Herpolhodie bezeichnet. 

In den von Poinsot seiner Arbeit beigegebenen Figuren enthiilt 
die Herpolhodie Wendepunkte; dies ist jedoch, worauf zuerst W. Hess 202) 

hinwies, ein Irrtum. Hieran haben sich weitere fruchtbare Unter
suchungen tiber die Gestalt und die N atur von Polhodie und Her
polhodie angeschlossen 203). Hess fand bereits, dass, wenn auch Wende
punkte beim Poinsot'schen Centralellipsoid ausgeschlossen sind, sie 
doch auftreten konnen und mussen, wenn es durch eine andere cen
trische Fliiche Fs ersetzt wird. 1st sie ein Es, so treten Wendepunkte 
immer und nur dann auf, wenn der Abstand 0 N des Punktes 0 von 
n' grosser ist als die mittlere Halbaxe; analoge 8iitze bestehen fur 
ein einschaliges resp. zweischaliges ~. 204) Auch Spitzen kann die 
Herpolhodie bei einem E2 nicht besitzen; wohl aber bei einem gerad
linigen H2 , wie G. Darboux bemerkt hat. Die Tangente der Herpol
hodie und ihr von N aus gerechneter Radiusvektor sind niimlich kon
jugierte Tangenten der F 2 ; sie konnen daher nur bei geradlinigen ~ 
zusammenfallen, und falls eine gewisse Relation erftillt ist, tritt dies 
auch wirklich ein. 

Man kann fragen, ob noch andere FHi-chen vorhanden sind, die 
bei diesem Bewegungsvorgang von einander abrollen. F. Siacci 205) 

fand zuerst ein Hs, das von einem Rotationscylinder abrollt, sodann 
fand M. Gebbia 206), dass jede Fs, die dieselben unendlich fernen Kreis
punkte enthiilt, wie das Poinsot'sche E2 , von einer Rotationsfliiche 
zweiten Grades abrolle. Kennt man ein Paar von Rollfliichen, so 

202) Diss. Miinchen 1880 u. Math. Ann. 27 (1886), p. 465 u. 568. Das gleiche 
fand M. de Spar1'e, Paris C. R. 99 (1884), p. 906. VgI. auch A. Mannheim, 
A. de St. Germain, J. N. Franke, G. ])arboux, H. Resal ib. 100 u. 101 (1885). 
Eine rein kinematische Behandlung des Problems gab F. W. Baehr im Delft J. Ec. 
polyt.6 (1890), p. 27. Ausfiihrlicher J. N. Franke in Krak. Denkschr. 12 (1886). 

203) Eine Zusammenstellung giebt G. ])a1'baux im .Anhang zu M. ])espey
rauB, Cours de mecanique 2, Paris 1886, p. 488 if. V gl. auch E. J. Routh, A 
treatise on the dynamics of a system of rigid bodies, 2 vols., 6. ed., London 
1897; deutsch von A. Schepp, Leipzig 1898, Bd. 2, p. 105 if. 

204) Geniigen die Axenquadrate a', b', c' der F. der Gleichung 

X S - Px' + Qx - R = 0 , 

so ist naeh G. ])arbaux das Auftreten von Wendepunkten an 

c' > 2: > b' > ~ > a' oder c. > ~ > b! > 2: > a' 

gebunden, wo h: 0 = ON ist. 
205) Colleetanea mathematica in memoriam di ]). Chelini, Milano 1881. 
206) Rom. Ace. dei Linc. Mem. (4) 1 (1885), p. 326. 
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kann man durch gewisse Beriihrungstransformationen unendlich viele 
solcher Paare ableiten B(7). 

Uber die Polhodie gab J. J. Sylvester- B(8) folgenden Satz: Werden 
in den Punkten der Polhodie auf deR N ormalen des E t konstante 
Langen aufgetragen, so bilden ihre Endpunkte eine Polhodie auf 
einem andern E'J' und die N ormalen des ersten E'J sind es zu
gleich fur das zweite BO"}. Ein anderer Satz stammt von J. de la Gour
nerie 210). Er besagt, dass jede Schnittkurve c zweier koaxialen F2 
als Polhodie zweier gewissen E t und zugleich als Schnittkurve zweier 
konfokaler Fs angesehen werden kann. Darboux 211) fUgte hinzu, dass 
diese Fs nur dann reell sind, wenn die dritte Flachenschar aus ein
schaligen H'J besteht. In jedem Punkt der Polhodie sind die beiden 
durch ihn gehenden Erzeugenden dieses ~ Normalen der beiden E21 

fUr die c eine Polhodie ist. Diese Satze bringen die Polhodie in Zu
sammenhang mit dem gelenkigen Hs (Nr. 31). Aus einem Satz von 
H. Dwrrande folgt namlich nunmehr, dass bei der Formveranderung 
des Hs jeder seiner Punkte eine Polhodie beschreibt. Man hat damit 
die Moglichkeit, mittelst eines raumlichen Gelenkvierecks eine Polhodie 
zu erzeugenj analog lasst sich auch eine Herpolhodie durch einen 
raumlichen Mechanismus beschreiben 212). 

17. Die Axenfiachen der allgemeinsten Bewegung. Der Satz, 
dass die momentane Bewegung eines Korpers lJ im aligemeinsten 
Fall eine Schraubung ist, wurde zuerst von G. Mossi 91S) ausgesprochen. 
Die Gesamtheit der Schraubenaxen a bildet in lJ und lJ' je eine 
geradlinige Flii.chej diese .Axenflachen haben in jedem Augenblick eine 
Erzeugende gemein und wickeln sich gleitend und rollend so von 
einander ab, dass die Gleitung langs der Erzeugenden erfolgtS14)j das 
Verhaltnis von Rotation zu Translation ist durch die Axenflachen 

207) F. Siacci, Torino Atti 21 (1886), p. 261; vgl. auch D. Padeletti, Napoli 
Rend. 26 (1886), p. 242. 

208) Lond. Phil. Trans. 166 (1866), p. 767. 
209) Die invariablen Ebenen sind also parallel. 
210) Recherches sur les surfaces regiees tetraedrales symetriques, p. 168ft'. 
211) Paris C. R. 101 (1886), p. 200 und 102 (1886), p. 601. Die Kurve c 

darf nicht sphi!.risch sein. 
212) Vgl. such Ph. Gilbert, Brux. Ann. Soc. scient. 14B (1890), p. 26; 

dort findet sich auch eine historische Darstellung der neueren Resultate. 
218) Vgl. IV 2 (Timerding) , Fussn. 29. A. Cauchy hat an der dort er

wlliten Stelle (Exerc. de math. 2, Paris 1827, p. 87 = Oeuvres (2) 7, Paris 
1889, p. 94 ff.) auch zuerst die Axenflll.chen bemerkt. 

214) Die alZgemeinere Abwickelung geht so vor sich, dass die Gleitung mit 
den Erzeugenden Winkel bildet; vgl. Nr.27. 
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bestimmt. Man nennt diesen V organg nach Re:uleaux Schrotung. Die 
Flachen mussen entweder beide windschief, oder beide abwickelbar oder 
beide Cylinderfiachen sein 215). 

Zwei Axenfiachen H, H' einer moglichen Bewegung unterliegen 
aber noch weiteren Bedingungen. Sind sie zunachst windschie(, so 
mussen sie langs zweier gemeinsamen Erzeugenden den Centralpunkt 
und die Centralebene gemein haben und denselben Parameter k be
sitzen; die Striktionslinien gelangen bei der Bewegung Punkt fur Punkt 
zur Deckung, ohne in entsprechenden Punkten gleiche Tangenten zu be
sitzen. Sind v und v' die relativen Geschwindigkeiten (Nr. 26) des 
Centralpunktes auf den Striktionslinien von H und H', v resp. v' 
deren Winkel mit den Erzeugenden, und 1/J resp. 1/J' die Bogen der 
Bildkurven, die die Richtungskegel von H und H' auf der Einheits
kugel beschreiben, so bestehen die Gleichungen 217) 

v sin v = v SIn v' , 1:' = v' cos v' - v cos V , d1/J = d1/J' , 

deren letzte besagt, dass die Richtungskegel auf einander abrollen. 
Eine weitere Relation ergiebt sich, wenn man die Krummungsradien 
(I und (I' der Normalschnitte ins A.uge fasst; sie erscheint zuerst bei 
E. Resal und ist von G. Gautero 218) berichtigt worden; sie lautet 

(: + k) (ctg v - ctg v') = ~ - ~" 
wo ro und 1:' die Komponenten der momentanen Schraubengeschwilldig
keit sind (Nr. 19). 

Sind die Axenflachen abwickelbar, so beruhren sich ihre Wende
kanten im gemeinsamen Punkt und es bestehen die Relationen 

ds' : (I = ds' : (I', T = v' - v, 
wenn s und s' den Bogen der Wendekanten darstellen 219). 1st eine 
Flache ein Kegel, die andere nicht, so ist ds': (I' = ds und 1:' = v', 
wo s der Bogen der Kurve ist, in der der Kegel die Einheitskugel 
durchdringt. Sind beide FHichen cylindrisch, so bestehen derartige Rela
tionen nicht mehr. 

Besonderheiten treten auf, falls jede Momentanaxe eine Drehungsaxe 
ist, so dass beide FIachen von einander abrollen; es rollt dann auch 

216) Gewohnlieh so ausgesproehen, dass, wenn die Momentaxe in I eine 
feate Richtung hat, 80 aueh in I', und umgekehrt. 

216) V gl. C. B()IIIr, J. ee. polyt. 39 (1862), p. 36. 
217) V gl. besonders Resal, Cinematique, p. 142 if., wo sich noeh viele andere 

Relationen dieser Art befinden. 
218) Giorn. di mat. 20 (1882), p. 168. 
219) H. Duport, Nouv. ann. (3) 18 (1899), p. 6. 
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jede Kurve der einen Flliche auf einer Kurve der andern, insbesondere 
jede geodatische auf einer geodatischen HO). Die Aufgabe, aile Flachen 
H zu finden, die von einer Fliiche H' abroUen konnen, fiihrt auf 
Quadraturen 221). Sind beide Fliichen abwickelbar, so rollen auch die 
Wendekanten von einander ab 222) und besitzen in entsprechenden 
Punkten gleiche erste Kriimmung, gehen also bei Abwickelung in 
kongruente Kurven iiber 22S). Eine analytische Behandlung des Ab
roUens der Axenfliichen gab N. Nicolaides 224). 

In neuester Zeit hat X. Antomari226) fUr die Betrachtung der Axen
Hitchen die folgenden geometrischen Parameter eingefUhrt: den Para
meter k, die langs der Erzeugenden fallende Geschwindigkeitskompo
nente des Centralpunktes h = v cos v, und die ihr entsprechende geo
datische Kriimmung .0- des Richtungskegels; beim Abrollen ist ausser 
k = k' auch h = h'. Diese Parameter definieren die Regelflachen. 
Sind die fiinf Grossen k, h, h:, -B-,.o-' als Funktionen von t gegeben, so 
ist dam it eine zwanglaufige Bewegung bestimmt; es konnen also die 
erzeugten Bahnkurven, Enveloppen und Regelflachen, sowie auch deren 
Paramete~ analytisch durch sie ausgedriickt werden. 

18. Geometrische Eigenschaften der allgemeinsten Bewegung. 
Durch Grenziibergang verwandeln sich die Satze von N r. 5 in solche 
iiber Tangenten, Normalibenen, Schmiegungsebenen u. s. w. der stetigen 
Bewegung 226). Wir betrachten zunachst zwei konsekutive Lagen. 
Alsdann geht .E~ in das System der Normalebenen a~ aUer Bahn
kurven iiber; das System .Em wird mit .E identisch, wahrend aus dem 
Sehnenkomplex der Komplex ~~ der Bahntangenten wird. Als Haupt-

220) Ausfii.hrlich, doch nicht immer fehlerfrei bei Resal, Cinematique, p. 166 if., 
behandelt. Vgl. auch Paris C. R. 100 (1886), p. 261. 

221) Kooigs, Cinematique, p. 204; E. Cesaro, Nouv. ann. (3) 3 (1884), p. 434. 
222) Das umgekehrte Problem behandelt E. Wellr, Wien. Ber. 104 (1896), 

p. 292. 
223) Fiir die allgemeinere Frage des RoHena von Flii.chen aufeinander 

vgI. &sal, Cinematique, p. 166 if.; E. Beltrami, Giom. di mat. 10 (1872), p. 103; 
H. Zimmermann, Zeitschr. f. Math. 19 (1874), p. 242; W. Thomson u. P. G. Tait, 
Treatise on natural philosophy, 1890, p. 90 if. Die Kurven, lii.ngs deren die Be
riihrung stattfindet, haben gleiche geodii.tische Krfunmung. 

224) These Paris 1864, p. 47 if. 
226) These Paris 1894, p.2 u. 67 if. Antomari behandelt auch einige Klassen 

spezieller Probleme. 
226) Diese Sii.tze wurden von Chasles friiher aufgestellt, als die von Nr. I) 

(Depla.cement fini). Beweise gab zuerst E. de Jonquieres, Melanges de geometrie 
pure, Paris 1866. Eine analytische Ableitung geben G. Battaglini, Napoli 
Rend. 9 (1870), p; 79, und J. Tannery, Ann. 00. norm. (8) 8 (1886), p. 48. 
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theorem ergiebt sieh, dass in jedem Augenbliek die Punkte von Emit 
den N ormalebenen ihrer Bahnen ein Nullsystem m bilden, dessen Haupt
axe die momentane Schraubenaxe ist. Do. nun ein Nullsystem und ein 
linearer Komplex ~1 sich gegenseitig definieren, so ist jede MomentHon
bewegung dureh einen linearen Komplex bestimmt und ebenso um
gekehrt. Der betreffende Komplex besteht aus den Geraden, die sich 
in m selbst konjugiert sind, und deren Bahntangenten zu ihnen 
senkreeht sind fi7). 

Das Haupttheorem enthiilt insbesondere folgende Satze: 1) Die 
Normalebenen der Bahnen aller Punkte von 9 laufen durch die zu 9 kon
jugierte Gerade g'. Falls 9 nicht dem Komplex ~1 angehOrt, kann 
daher die momentane Bewegung von gals Rotation urn g. angesehen 
werden S28). Fiir die von 9 beschriebene Flache (g) bilden die N or
malen lii.ngs 9 ein Paraboloid 229), die Centralebene von (g) ist zur 
Axe a parallel und ihr Centralpunkt liegt auf derjenigen N ormalen, 
die a trifft. 2) In einer Ebene E giebt es einen Punkt (Nullpunkt), 
dessen Bahntangente zu E senkrecht steht, und eine Gerade e (die 
Oharakteristik) , die sich in E bewegt und Bahntangente eines ihrer 
Punkte ist; aHe diese Geraden bilden den tetraedralen Komplex ~~.2SO) 
3) Die Momentanbewegung ist durch 5 Strahlen des ~1 bestimmt, 
insbesondere auch so, dass 5 Punkte auf gegebenen Flachen bleiben; 
ihre Normalen Hefern die 5 Komplexstrahlen. Die Auffindung der 
Normalebenen beliebiger Punkte von :E ist aus ihnen konstruktiv 
losbar, ebenso die Konstruktion der momentanen Schraubenaxe B31). 

4) Sind 9 und h konjugierte Geraden, sodass die Momentanbewegung 
durch Rotationen um sie ersetzbar ist, so trifft ihr gemeinsames Lot 
G H die momentane Schraubenaxe a senkrecht und wird durch sie 
so geteilt, dass 

GA: HA = tg(ga): tg(ha) = k 

ist, wo k der Parameter der momentanen Schraubung ist. Ferner 

227) Zu den Bemerkungen des Textes vgl. die ausfiihrlichere Darstellung 
bei H. E. Timerding (IV 2, 10 if.). 

228) Eine Regelflache ist also du}."eh Abrollen von FIl\chen erzeugbar. 
229) Jede Erzeugende der zweiten Art des Paraboloids ist eine Gerade g" 

fUr eine mlSgliche Bewegung von g, bei der 9 die Fliehe (g) beschreibt. 
230) Den besonderen Charakter dieses Komplexes (vgl. Nr. 0) erlSrtert 

A. Schoen{lies, Zeitschr. f. Math. 28 (1883), p. 229 und Geometrie der Bewegung, 
p. 109. Einen allgemeineren Komplex (§:, betrachtet D. Padeletti, Napoli Rend. 19 
(1880), p. 41. 

231) Den Fall, dass die 5 Normalen einer Kongruenz angehlSren, behandelt 
G. Halphen, Bull. Soc. math. de France 8 (1880), p. 18. 

Encyklop. d math. Wi ••• ....,h. IV 1. 16 
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besteht fur die zugehOrigen Winkelgeschwindigkeiten (iJu' (iJ. und die 
Komponente (iJ der Schraubung die Relation 

(iJg : (iJ" : (iJ = sin (ha) : sin (ag) : sin (gh). 
Der durch drei Lagen bedingte Komplex (£; (Nr.o) verwandelt 

sich bei stetiger Bewegung in den Komplex (£: der Kriimmungsaxen 
der Bahnen llSll); seine Hauptpunkte und Hauptebenen sind im all
gemeinen imaginar, so dass Punkte mit stationiirer Normalebene im 
allgemeinen nicht existieren. Die QJs geht in eine Verwandtschaft 
zwischen den Punkten A von 1J und den Oentren der Schmiegungs
kugeln ihrer Bahnen uber, je zwei entsprechende Punkte A, A' von 
~3 sind so gepaart, dass zugleich A Mittelpunkt der Schmiegungs
kugel von A' fur die umgekehrte Bewegung ist (Nr. 3). Die Funda
mentalkurve ks von ~3 enthalt diejenigen Punkte, deren Bahnen eine 
stationiire Kriimmungsaxe haben, die Kurve is ist Ort der Punkte mit 
stationiirer Tangente 233), die Flache F8 enthalt die Punkte mit statio
niirer Schmiegungsebene, die Flache F4 endlich die Punkte mit statio
niirer Schmiegungskugel. Die Mittelpunkte dieser Kugeln bilden die 
Flache F~ der umgekehrten Bewegung. Auf Fs giebt es eine Kurve 
von Punkten, deren Schmiegungsebene fiinfpunktig beriihrt, auf F4 
eine Kurve mit sechspunktig beruhrender Schmiegungskugel u. s. W. 234). 

Mit geometrischen Ortern anderer Art hat sich insbesondere noch 
A. Mannheim 235) beschiiftigt. So bilden fur aHe Punkte einer Geraden 
9 die Tangenten ein Paraboloid, die Krummungsaxen ein Hyper
boloid 28S) , die Schmiegungsebenen eine abwickelbare F 4 , die Centra 
der Schmiegungskl,1geln eine cs, die Hauptnormalen eine Regelflache R4 , 

die Centra der Krummungskreise eine Cs u. s. w. u. s. W. 237). 

Sind die Axenflachen Cylinderfliichen, so degenerieren die obigen 
Satze teilweise. Die aHgemeinen Gesetze dieser Bewegung giebt 
A. Schoenflies 2S8). Wesentlich ist, dass die is stets in eine zur 
Schraubenaxe parallele Gerade degeneriert. 

232) Fiir die geometrischen Eigenschaften der Bahnen fur drei und mehr 
konsekutive Lagen vgl. A. Mannheim, Bull. Soc. math. de France 1 (1872), p. 112; 
A. Schoenflies, Geometrie der Bewegung, p. 136, und TMvenet, These Paris 1886, 
p. 23ft'., dessen Resultate jedoch teilweise inkorrekt sind. 

233) Diese Kurve, die urspriinglich mehrfach fehlerhaft bestimmt war, er-
scheint richtig zuerst bei J. D. Everett, Quart. J. of math. 13 (1874), p. 39. 

234) Vgl. .A. Schoen{lies, Bull. sciences math. (2) 12 (1888), p. 18. 
236) Bull. Soc. math. de France 1 (1873), p. 112. 
236) M. Haag, Bull. Soc. philom. 1870, p. 160. 
237) Mannheim giebt Konstruktionen der. Kriimmungsradien in Paris C. R. 

70 (1870), p. 1216 u. 1269, und 110 (1890), p. 391. 
238) Math. Ann. 40 (1892), p. 317. 
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19. Geschwindigkeit und Beschleunigungen dar rii.umlichen 
Bewegung. Fiir die analytische Behandlung ersetzt man die momen
tane Schraubung durch die Bewegung des Anfangspunktes 0 und die 
Drehung um eine durch ihn gehende Axe, sodass 

v", = ; + qz - ry, v" = 'I'j + rx - pz, Vz = ~ + py - qx 
ist, wo ;, 'I'j, ~ die Komponenten der Geschwindigkeit von 0 sind 
(IV 2, 11, Timerding). Von hier aus ergeben sich die weiteren Formeln 
fiir qJ"" qJ,I' qJz U. s. w. durch Anwendung der Resultate von Nr. 10 und 
Nr. 15, was wieder zu Zerlegungen von qJ in einfach definierle Be
standteile fiihrt239). Die Formeln fiir den momentanen Beschleunigungs
zustand werden am einfachsten, falls man mit Gilbert24!.l) den Punkt 0 
in den Centralpunkt C der Momentanaxe legt, diese Axe als z-Axe 
und die Normale der Axenfiache als x-Axe wiihlt; es beruht darauf, 
dass die Beschleunigung von C und die Axe der Winkelbeschleunigung 
in die xz-Ebene fallen. Auch einige weitere Formeln von Nr. 15 hat 
Gt1bert24!.l) auf die allgemeinste Bewegung iibertragen. So besteht 
z. B. hier die Gleichung 

A A d (co 't) 
rocp + .tv = const. = (J;t-' 

Die Siitze iiber die beziiglichen geometrischen Orler erhalt man 
unmittelbar, wenn man von folgenden Formeln ausgeht. Sind x, y, z 
resp. x', y', z' die Koordinaten desselben Punktes fiir ein in E resp. 
im Raum .lJ' festes rechtwinkliges Koordinatenkreuz T resp. T', so ist 

x' = x; + al x + b1 Y + l1. z , 
y' = Yo' + a2 x + biy + csz, 
z' = zo' + a3 x + baY + c3 z, 

WO xo', Yo', zo' die Koordinaten des beweglichen Anfangspunktes von 
T sind, und die a" b., c, die 9 Cosinus darstellen. Aus ihnen folgt 

tf'x' tf'xo' + tf'at + tf'b1 + tf'er . 
dt" = dt" x dt" y dtn z dt"'" ., 

es sind also aIle Differentialquotienten wieder lineare Funktionen von 
x, y, z. Man kann auf diese Weise die geometrischen Orter, deren 
v, qJ, ••• , cp(n) irgend welchen Bedingungen geniigen, unmittelbar be-

239) FUr diese Zerlegungen vgl. Resal, Cinematique, p. 199, und J. ec. polyt. 
37 (1858), p. 227; Schell, Theorie d. Bewegung 1, p. 600; Gilbert, Accelerations 
13, p. 299. Vgl. auch G. R. Dahlander, Stockh. Ofv. 27 (1870), p. 49. 

240) Accelerations 13, p. 308 resp. 302. Dort finden sich auch Formeln 
und Konstruktionen fiir die Kriimmung der von den Axenpnnkten beschriebenen 
BabBen; vgl. auch Paris C. R. 107 (1888), p. 830. 

16* 
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stimmen 24.1). Geometriseh besagen die obigen Gleichungen, dass die 
Ie' I", ... auch fUr die allgemeinste Bewegung Systeme darstellen, 
die unter sich und mit I affin sind 24.2). Man kann auch noch die 
von I und Ie' I und I", ... bestimmten Komplexe ins Auge fassen, 
und so zu den in Nr. 18 abgeleiteten Satzen gelangen 24.S). In dieser 
Weise verfuhr L. Bwrmester'&U), der auf die affine Beziehung zuerst 
hinwies; die Kurven und Flii.chen is, ks . .. erhalten 80 eine Bedeutung 
fiir die Theorie des Beschleunigungszustandes. 

Auch fUr die allgemeinste Bewegung von I giebt es im all
gemeinen einen Punkt tp(n) = 0, und es bilden die Punkte tp(n) = const. 
eine F j , die ihn zum Mittelpunkt hat 24.5). Er ist der Doppelpunkt G(n) 

von I und I,,(n); iibrigens kann sich statt . seiner auch eine Gerade 
einstellen 24.6). Es greifen daher fUr die tp(n) in Bezug auf G(n) und die 
bezuglichen durch ihn gehenden Geraden die gleichen Resultate Platz, 
die in Nr. 15 abgeleitet wurden. X. Antomari ll4.7) hat die Werle der 
v, tp, rp(n) aus den von ihm eingefiihrlen Parametern k, h, a- dargestellt 
(Nr. 17). Dabei stellt sich heraus, dass der Parameter a- erst in tp(2) 

auftritt, so dass fur zwei nicht identische Bewegungen die Werte von 
v und tp fur alle Punkte ubereinstimmen konnen. 

Den einfachsten Fall der Bewegung von I stellt die Bewegung 
einer Geraden dar 24.S). Fur alle ihre Punkte ist die Projektion Vg von 
v auf g konstantj auf ihr giebt es ferner einen' Punkt, dessen rp(n) in 
g faUt, und einen, dessen rp(n) zu g normal ist und beide bilden mit 
G(n) einen reehten Winkel 24.9). 

241) Vgl. C. Jordan, Bull. Soc. math. de France 1 (1873), p. 144; J. L. Gruey, 
Paris C. R. 86 (1878), p. 1141; G. Schouten, Amst. Verh. I, 2, Nr. 6 (1894\ p. 3. 
Vgl. fiir die hier auftretenden Orter auch Schell, Theorie d. Bewegung, p. 608; 
Resal, Cinematique, p. 206ft'.; des sen Resultate sind aber nicht fehlerfrei. Eine 
Darstellung in Tetraederkoordinaten giebt C. Formenti, 1st. Lomb. Rend. (2) 17 
(1884), p. 787 u. 18 (1886), p. 196, 238, 418. 

242) J. Petersen, Kinematik, p. 46 und R. Mehmke, Festschrift z. Feier d. 
60jiihrigen Bestehens d. techno Hochschule Darmstadt, 1886, p. 77 !lisen die Auf
gabe, aus den rp von drei Punkten die der andern zu bestimmen. 

243) In gleicher Weise liefert das Nullsystem die Richtungen der V. 

244) Zeitschr. f. Math. 23 (1878), p. 110. Den von :E und :E (n) bestimmten 
Komplex betrachtet F. Castellano, Torino Atti 29 (1893), p. 300." 

246) Der Punkt rp = 0 tritt zuerst bei ResaZ auf, Cinematique, p.206 und 
J. ec. poJyt. 3; (1868), p. 227. 

246) Allema.l, wenn die Axenflll.chen Cylinder sind. Die Flil.chen rp(ft) = const. 
sind dann Kreiscylinder. Vgl. Ligin, Bull. Soc. math. de France 1 (187S). 

247) These Paris 1894, p. 67. 
248) Vgl. E. NOtJarese, Torino Atti 24 (1889), p. 400. 
249) Vgl. R. Mekmke, Civiling. (2) 29 (1893), p.487. 
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20. Bewegung bel Freiheit zwelter und hBherer Sture. Hat 
ein System .E Freiheit zweiter Sture, so giebt es fUr einen Punkt A 
von .E als On seiner moglichen Lagen im allgemeinen eine Balm
{liicke, und fUr eine Ebene E eine HUllfliiche. Diese Bewegung hat 
zuerst Th. SckOnemann 250) untersucht, von dem besonderen Fall aus
gehend, dass vier Punkte auf je einer Flache bleiben B51). Als ihre wich
tigste Eigenschaft fand er den Satz, dass die N ormalen aller Bahn
Hachen in jedem Augenblick zwei reste Geraden u und v schneiden, 
namlich die gemeinsamen Transversalen der vier gegebenen Fllichen
normalen 252). Jede der beiden Geraden rotien momentan um die 
andere, sodass jeder ihrer Punkte momentan nicht ein Flachenelement, 
sondem nur ein Kurvenelement beschreibt 25S). 

Die mit dieser Bewegung verbundenen geometrischen Orter sind 
besonders von A. Mannheim 250) und TMvenet 11M) diskutiert worden. 
Die Normalen der Bahnflachen aUer Punkte einer 9 bilden ein Hs,255) 
die Normalen der Ebenen eines Buschels ein Pu die Tangentialebenen 
aller Punkte einer 9 erne abwickelbare F4 , die Beriihrungspunkte der 
Ebenen einlls Biischels eine Cs u. s. w. Da jeder Geraden 002 Lagen 
einer Kongruenz entsprechen, so kann man nach dem On der Ge
raden fragen, fUr die diese Kongruenz aus Normalen einer Flachen
familie besteht. Sie bilden nach .A. Rz"beaucour251) einen linearen Kom
plex, dessen' Axe das gemeinsame Lot von u und v ist. 

SchOnemann 250) hat sich auch bereits damit beschiiftigt, dass 
.E Freiheit dritteJr Sture besitzt, insbesondere mit dem Fall, dass drei 
Punkte auf drei Fliichen bleiben; es existien dann in jeder Lage von E 
ein ~ von Strahlen, sodass jeder Punkt dieses H, momentan nur 
Freiheit zweiter Stufe hat und also nur ein Flachenelement beschreiben 
kann 1106). 

250) Berl. Ber. 1865, p. 265, und J. f. Math. 90 (1880), p. 43. Dort (p. 39) 
findet sich auch ein Beweis von C. F. GeiseT. V gl. auch A. Mannheim, Sur
faces trajectoires. 

251) Den Fall, dass diese vier Normalen einem H, angehiSren, behandelt 
G. Halphen, Bull. Soc. math. de France 8 (1880), p. 18. 

262) Die Geraden u und l' treifen auch die Normalen aJler Enveloppen; 
vgl. A. Ribaucour, Paris C. R. 76 (1873), p. 1847. 

263) Nli.heres hierllber, sowie liber das zugeMrige Cylindroid und die all
gemeine Theorie der linearen Scharan von Schrauben resp. Komplexen und 
deren kinematische Bedeutung vgl. in IV 2, 11) if. (Timertlilng). 

254) These Paris 1886, p. 81 if. Vgl. auch Sc1wen{lie8, Geometrie d. Be
wegung, p. 160 ft'. 

266) Far zwei Punkte von gist daher 9 Tangente ihrer Ba.hnfI.ll.chen. 
266) Das Nll.here hieriiber in IV 2, 17 (Timertling). 
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Die analytisehe Behandlung der Bewegungen bei Freiheit zweiter 
Stufe l51) geht davon aus, in Nr. 19 die i, 'I, t und die neun Coainua 
resp. die p, q, 'I" ala Funktionen zweier ODabhingiger Variablen u 
und 'V anzusehen. MaD nimmt zweckmissig zuerst an, dass ein Punkt 
o fest bleibt. Wird dann dureh p, q, 'I" ein Funktionssystem bezeichnet, 
das nur von u abhii.ngt, und ist Pl1 ql1 '1"1 eines, das nur von 'V aQ
hingt, so bestehen die hier grundlegenden Gleichungen 1511) 

01' 01'1 
Ov - iJU = q'l"l - 'l"qu 

oq Oll, 
Of) - OU = 'l"Pl - P'l"1, 

or ort 
Of) - OU = pql - qP1 ; 

falls man umgekehrt Grossen p, q, '1", Pl1 ql1 '1"1 kennt, die diesen Glei
chungen genilgen, so lief ern sie (Nr. 15) stets Werte der neun Co
sinus, und zwar h8.ngt die Losung auch bier nur von einer Riccati
schen Gleichung abo Sind sie gefunden, so sind filr die allgemeinste 
Bewegung von X bei Freiheit zweiter Stufe noch die GleichODgen 

o~ ot 
0" - ~ = q'1 - Q1' - '1"'11 + '1"1'1, etc. 

zu integrieren, in denen analog i, 'I, , nur von u, und ill '111 '1 nur 
von 'V abhii.ngen 169). Die wichtigste Anwendung, die diese Glei
ebungen gefunden baben, betrifft die Flicbentheorie, insbesondere 
deren Krilmmung (Nr. 21)160). 

Ein wicbtiger Sonderfall tritt ein, falls die Axen u und 'V sick 
sckneiden; jede magliche Bewegung besteht dann in einer Rotation 
um diesen Schnittpunkt S. Findet dies Schneiden dauernd statt, so 
giebt es in X ODd X' je eine Fliche c;P resp. c;p' der Punkte S, so dass 
sie sich dauernd beriihren ODd auf einander abwickelbar sind 161). 

267) Vgl. Genaueres bei G. DarbQU,3;, Le90ns sur la theorie gen~rale des 
surfaces, 1, Paris 1886, p. 47if., sowie Kiinigs, Cin~ma.tique, p. 232 und ThetJenet, 
Thllse Paris 1886, p. 82 u. 142, der auch die Freiheit dritter Stu/e analytisch 
behandelt; p. 182 if. 

268) Vgl. E. OombesC'lll'i, Ann. ~c. norm. (1) 4 (1867), p.l08. Einen spe
ziellen Fall von Triederdrehung auf Grund dieser Gleichungen behandelt M. FOfMihi, 
Paris C. R. 121 (1896), p. 768. 

269) G. Darbowr; a .... O. p. 66if. 
260) Man kann dazu u und f) ala Drehungen um die KrfimmUDgBcentra der 

HauptscJmitte eiufiihren. 
261) A. Bibaucour, Paris C. R. 70 (1870), p. 830; ~, Thllse Paris, 

p.182. 
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21. SpeBielle ra.umliche Bewegungen. Wenn die Bewegung 
von 2: in cylindrischer Rollung besteht, so sind die Bahnknrven eben, 
wahrend eine g im allgemeinen eine Regelflache erzeugt. Fur spezielle 
FaIle dieser Art hat L. Burmester 262) die Regelflachen betrachtet. 
Die dem Ellipsographen entsprechende Bewegung ist durch E. M. Blake 
untersucht worden, ebenso der Fall, dass die Polknrven diejenigen des 
Antiparallelogramms sind 263). Hierher gehOrt auch die von Resal und 
A. Mannheim untersuchte Bewegung eines geraden Doppelkegels 264). 

Von anderen raumlichen Bewegungen sind besonders solche be
handelt worden, bei denen die Bahnkurven und Bahnflachen eben, 
sphiirisch, oder allgemeiner algebraisch sind. 

Da es auf einer Geraden im allgemeinen nur drei Punkte statio
narer Schmiegungsebenen giebt, namlich ihre Schnittpunkte mit der 
Fg von Nr. 18, so sind alle Bahnknrven eben, falls es vier sind. Wenn 
also vier Punkte von g in je einer Ebene Ei' bleiben, so thut es jeder 
Punkt, und zwar beschreibt, wie Mannheim 265) bemerkt hat, jeder 
Pnnkt eine Ellipse; ihre Centra liegen anf del' Geraden h, auf der 
die Ebenen E/ die kleinsten Segmente bestimmen; mit ihr bildet g 
einen konstanten Winkel 266). 

Wie G. Darboux 267) erkannte, kann sich I so bewegen, dass 
jeder Punkt in einer Ebene bleibt, sodass bei del' umgekehrten Be
wegung jede Ebene einen Kegel umhullt. Abgesehen von trivialen 
Fallen giebt es nur eine solche Bewegung. Die Bahnkurven sind 
Ellipsen, die Axenflachen sind Kreiscylinder, sodass der eine von 
innen von einem Cylinder mit doppeltem Radius gleitend abrollt 268). 

Die Kegel der nmgekehrlen Bewegung sind Rotationskegel, deren 
Axen den Erzeugenden der Cylinder parallel laufen. Die Punkte 
einer Geraden i haben Geraden als Bahnkurven 269). 

262) Zeitschr. f. Math. 33 (1888), p. 337; vgl. auch Mannheim, Paris C. R. 
106 (1888), p. 820; J. S. u. N. Vane~ek, Bull. Soc. math. de France 11 (1883), 
p. 76 und G. Tesari, Rom. Ace. dei Line. Rend. (5) 21 (1893), p. 407. 

263) Amer. J. of math. 21 (1899), p. 257 u. 22 (1900), p. 146. 
264) Paris C. R. 101 (1893) p. 634 u. 817. 
265) Palermo Rend. 3 (1889), p. 131. Vgl. auch G. Halphen, Bull. Soc. 

math. de France 1 (1875), p. 117 u. R. Menzel, Diss. Miinster 1891. 
266) Sind die vier N ormalen Geraden eines H" so ist die Bewegung 

unmoglich; vgl. Halphen, Bull. Soc. math. de France 8 (1880), p. 18. 
267) Paris C. R. 92 (1881), p. 118. Vgl. auch MannheinJ, J. ec. polyt. 60 

(1890), p. 76; A. Schoenflies, Math. Ann. 40 (1892), p. 817. 
268) Die Projektion der Bewegung auf eine zu den Cylindern normale 

Ebene ist die Ellipsographenbewegung. 
269) i stellt die momentane Wendekurve i~ dar (Nr. 18). 
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Falls vier Punkte einer 9 auf KttgeZn laufen, deren Cenna in 
einer Ebene 1e' liegen, so bleibt, wie MannheMn 1'10) bemerkt hat, jeder 
Punkt von 9 auf einer a.naJ.ogen Kugel und die Centra diaser Kugeln 
erffillen in 1e' eine c,. 

Den Fall, dass aile Punkte einer 9 sphirisehe Knrven besehreiben, 
hat E. Duporcql71) untersueht. Die Bahnkurven sind c, und liegen 
auf einem Rotationsellipsoid; je zwei Punkte von 9 besehreiben iihn
liehe Kurven; man kann sogar bewirken, dass diese Kurven gleieh sind. 

R. Bricard 172) stent die Frage, ob jeder Punkt A einer Ebene 1e 

eine sphiirisehe Bahnkurve so besehreiben bun, dass die Centra A' 
dieser Kugeln auf einer Ebene 1e' Hegen. Abgesehen von trivialen 
Fillen sind zwei solehe Bewegungen moglieh. In beiden Fiillen ent
spreehen sieh .A, A' in einer quadratischen Verwandtschaft fBjJ; in 
dem einen Fall entspricht einer Geraden ein Kreis, in dem andern 
eine gleiehseitige HyperbeL Die umgekehrte Bewegung von 1e' gegen 
1e ist der direkten gleichartig. Dieses Problem hat Beziehungen zu 
dem von Bricard gefundenen def<»mierbotren OlriMdeJr 178). 

Theoretisch wiehtig ist noch die Bewegung eines Trieders, dessen 
Seheitel eine Kurve c so durchlii.uft, dass seine Kanten Tangente, 
HOIUptnormale und Binormale der Kurve sind !7'); sie bildet die Grund
lage der Darboux'schen Theorie der Kurven und Flii.chen (Nr.l). 
A. Mannheim hat die Resultate der Kinematik zur Auffindung von 
Satzen und Konstruktionen der allgemeinen Fliichentheorie mit grossem 
Erfolg benutzt. Dies gilt z. B. besonders fur die Theorie der Regel
{liichen t75). Auch fiir die Probleme der dar~en Geometrie sind 
die Sii.tze der Kinematik vielfaeh benutzt worden S76). 

Einer der bekanntesten Satze iiber fI,iicheriliiufoge Bewegungen ist 

270) Bleibt A auf einer Kugel X, 80 beriihrt eine um A gelegte Kugel KtJ 
zwei feste Kugeln. Hierauf beruhende Verallgemeineruugen fUr die Bewegung 
einer Kugel, bei denen SlI.tze fiber Normalebenen in solche iiber Charakteristiken
ebenen iibergehen, gab Matmheim, Paris C. R. 110 (1890), p. 220 u. 270. 

271) Paris C. R. 126 (1897), p. 762; J. de math. (4) 6 (1897), p. 121. 
272) J. de math. (6) 4 (1898), p. 409. 
278) Sind A und a, a und.A' entsprechende Hauptelemente der ~, und 

P, Q resp. P', q Punkte auf a, a, so wird du Oktaeder von den Dreiecken 
APQ, .K PQ, .AP' q, .K P' Q' gebildet. 

274) E. Beltrami, Giorn. di mat. 6 (1867), p.21 und W. Schell, Theorie der 
Kurven doppelter Krfimmung, 2. Aufl. Leipzig 1898, Kap. 9. 

276) Deren Erzeugung dutch ein bewegliohes Trieder behandelt auch 
X. .Atstomari, Thbse Paris 1894, p. 81. 

276) Vgl. beaonders Matmheim, Cours de gtSomtStrie descriptive, Paris 1882, 
L. BtmIIeBter, Zeitschr. f. Math. 13 (1878), p. 186. 
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der, dass jeder Punkt einer Geraden g, von der drei Punkte A, B, 0 
auf drei rechtwinkligen Ebenen lX, p, r bleiben, ein E2 199) beschreibt. 
Man verdankt G. Darboux die Erkenntnis, dass die Gerade in allen 
ihren Lagen Normale einer Flache ist 277). Die bezugliche Kongruenz 
ist am ausfdhrlichsten von R. Menzel 265) untersucht worden. 

Wenn drei Punkte A, B, 0 von 9 Kugeln zu Bahnflachen haben, 
deren Centra A', H, 0' selbst auf einer g' Hegen, so ist die Bahn
flache jedes Punktes von 9 eine Kugel. Auch diese Bewegung ist in 
sich dualistisch. Die Punkte von 9 und g' sind projektiv zu einander, 
sodass es einen Punkt einer jeden Geraden giebt, der eine Ebene be
schreibt. Es folgt hieraus, dass man durch ein raumliches Gelenk
viereck einen Punkt in einer Ebene ~' laufen lassen kann. Ein Modell 
dieser Art ist von Darboux konstruiert worden 278). 

Um algebraische ~ewegungen zu finden, kann man von den 
Formeln von Rodrigues ausgehen (Nr.6) und deren Parameter xo, Yo, zo, 
A, B, 0, DaIs algebraische Funktionen einer oder mehrerer Variabeln 
wahlen. Man erhalt so algebraische Bewegungen fur Freiheit erster 
und zweiter Stufe. Auf die Fruchtbarkeit dieses Weges hat G. Dar
boux 279) hingewiesen und folgende Resultate abgeleitet: Sind die 
Parameter lineare Funktionen einer Variablen, so sind die Bahn
kurven raumliche cs' Nimmt man sie als lineare Funktionen zweier 
Variablen, so sind die Bahnflachen Steiner'sche Flachen; es giebt im 
allgemeinen 10 Punkte, die Ebenen beschreiben. 1m Anschluss hieran 
hat Darboux auch die Frage erortert, ob, wenn drei oder vier Punkte 
Ebenen als Bahnflachen besitzen, dadurch notwendig noch andere 
Punkte auf Ebenen bleiben. Dies kann eintreten; man kann sogar 
erreichen, dass die Punkte von einer oder zwei Geraden je ein E2 199) 

beschreiben. Eine Bewegung, bei der jeder Punkt eine F2 beschreibt, 
ist nicht moglich. 

Ais spezielle Bewegung bei Freiheit dritter Stufe ist liingst der 
Fall bekannt, dass eine rechtwinklige Ecke ein E2 199) umhullt und ihr 
Scheitel eine Kugel beschreibt 280). Dieser Scheitel liegt namlich stets 
auf dem oben (Nr. 20) genannten ~, und beschreibt daher eine 
Bahnfliiche 281). Ein anderes Beispiel bietet eine Gerade g, die mit 

277) Man erhalt die Flii.che, indem man auf 9 die Segmente zwischen 
A, B, C und der Projektion des Scheitels der Ecke halbierl. Vgl. auch Mann
Mim, Bull. sciences math. (2) 9 (1885), p. 137. 

278) Es befindet sich im Conservatoire des arts et metiers zu Paris. 
279) Paris C. R. 92 (1889), p. 118; vgl. noch Kiinigs, Cinematique, p.363fl'. 
280) Gergonne's Ann. de math. 5 (1815), p. 172, 351. 
281) Diesen Beweis gab A. ScJwenf/ies, Geometrie der Bewegung, p. 185. 
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zwei Punkten in zwei Ebenen bleibt. Diese Bewegung und der 
durch 9 erzeugte Komplex (\£4 ist von R. Menzel 265) untersucht worden. 

Analog zu dem Trieder, das sich langs einer Kune bewegt, kann 
man ein Trieder betrachten, dessen Ebenen dauernd mit der Tangen
tialebene und den Hauptschnitten einer Flache zusammenfallen. Haupt
zweck dieser besonders von Mannheim untersuchten Bewegung ist 
wiederum Ableitung allgemeiner Siitze der Fliichentheorie, insbesondere 
der Krummungseigenschaften 281&). Mannheim hat auch die Eigenschaften 
unendlich dunner Strahlenbundel kinematisch diskutiert und fur die 
Fliichentheorie verwertet. Er hat besonders die Parallelfliichen, die 
Fusspwnktfliichen 282) und die Wellenfliiche behandelt28S). 

22. Fliicheninhaltsiitze 284). Bewegt sich 6 in 6', so solI das 
Flachenstuck, das vom Bogen Al ~, von 01 O2 und von den N or
malen A1 01 und A2 O2 begrenzt wird, als die zu A gehOrige Fliiche 
g: A bezeichnet werden. Diese Fliichen hat zuerst J. Steiner 285) in Be
tracht gezogen und uber sie folgende Siitze abgeleitet. 

RoUt eine geschlossene Kune p von einer Geraden g' genau 
einmal ab, so giebt es in 15 einen Punkt S, dessen zugehOrige Fliiche 
einen kleinsten Inhalt besitzt. Dieser Punkt S ist Schwerpunkt von p 
fur diejenige Massenverteilung, die in jedem Punkt der Kune ihrer 
Krummung proportional ist (Kriimmungsschwerpunkt). Fur jeden andern 
Punkt A von 6 ist die Fliiche g:A durch die Gleichung 

g:A = g:s + nAS2 

bestimmt, sodass sie auf Kreisen um S konstant ist. 1st die Pol
kurve von 6' eine konvexe geschlossene Kune p', so besteht, wenn p 
von p' genau einmal abrollt, die Gleichung 

g:A = g:s, + % (2n + rp)AS12, 

wo S1 den Krummungsschwerpunkt derjenigen Massenverteilung be
deutet, die der Summe der entsprechenden Krummungen beider Pol
kurven proportional ist, und rp den Winkel, den die beiden N ormalen 

281&) Vgl. auch R. v. Lilienthal, Deutsche Math.-Ver. 11 (1902), p. 37. 
282) Fusspunktflachen entstehen durch Abrollen kongruenter l<'lachen, 

analog wie die Fusspunktkurven, Bull. sciences math. (2) 11 (1887), p. 355. 
283) Geometrie cinematique, p. 320 fr. Dort finden sich noch weitere Bei

spiele flachenlaufiger Bewegung. 
284) Fur eine zusammenfassende Darstellung vgl. M. Despeyrous, Cours de 

mecanique 1, p. 402 u, A. Amsler, Ober den FHicheninhalt und das Volumen 
durch Bewegung erzeugter Kurven, Schaffhausen 1881. 

280) J. f. Math. 21 (1840), p. 33 u. 101. 
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von A in 01 und O2 bilden; 2n + fP ist also der Winkel der ge
samten Drehung 286). Ein analoger Satz gilt auch fUr das Abrollen 
eines beliebigen Stuckes von p von dem entsprechenden von p'. 

Die Steiner'schen Satze sind von verschiedenen Seiten neu be
wiesen und erganzt worden 287). Ihre analytische Quelle besitzen sie 
in einer von G. ])arboux 288) gegebenen Formel, die den Inhalt des 
Sektors 6,,4 betrifft, den irgend ein Punkt M' von 0' mit dem Bogen 
AIA2 der Bahnkurve von A(x, y) bestimmt. Sind x, y Koordinaten 
fur ein in 0 festes System und ist @} der Drehungswinkel, der dem 
Ubergang von 61 in 02 entspricht, so besteht die Formel 

6,,4 = % @}(x2 + y2 - 2ax - 2by + e) = % @}t~, 
wo t,,4 die Potenz auf einen gewissen Kreis bedeutet, dessen Kon
stanten a, b, e nur von M' abhangen. Wird statt M' das Drehungs
centrum 0 gewahlt, so fallt der Mittelpunkt des Kreises in den 
Kriimmungsschwerpunkt. 

Die obige Gleichung liefert eine Reihe von Su.tzen, die gesehlossene 
Bewegnng betreffen, d. h. eine solche, bei der 0 nach einem vollen 
Abrollen von der Kurve p' wieder in die Anfangslage zuruckkehrt 289). 

Da namlich die Gleichung drei Konstanten enthiilt, so muss zwischen 
den Flachen von vier Punkten eine lineare Relation bestehen; eine 
Thatsache, der zuerst G. H. Zeuthen 290) ohne Beweis Ausdruck ge
geben hat. Die bezuglichen Formeln und Satze sind spater von 
H. Holditch 291), B. Williamson 292), C. Leudesaor[29S) und A. B. Kempe 
aufgestellt worden. Sie lauten: 

1) Bewegen sich zwei Punkte A und B auf derselben Kurve e', 
so ist die Differenz zwischen der Fliiche VOll c' nnd der zu einem 
Punkt C der Strecke AB gehorigen Flache von der Gestalt der Kurve 
e' ullabhangig, und es ist ihr Wert nAC· OB. 

286) Sind p und p' kongruente und symmetrisch gelegene Kurven, so ist 
Umfang und Inhalt der von zwei symmetrischen Punkten beschriebenen Doppel
kurve von der Natur von p unabhlLngig. Vgl. R. Henning, J. f. Math. 65 (1866), 
p. 54 und Gigon, Nouv. ann. (2) 7 (1868), p. 462. 

287) Vgl. z. B. Ph. Gilbert, Brux. Mem. cour. 30 (1861), p. 3. 
288) Bull. sciences math. (2) 11 (1878), p. 337. Vgl. auch Th. Orlon~ Mosk. 

math. Samml. 11 (1883), p. 457. 
289) Die beziiglichen Flacheninhalte unterscheiden sich von denen der 

Steiner'schen 8lLtze um den Inhalt der Polkurve. 
290) Nouv. ann. (2) 10 (1871), p. 90. 
291) Lady'S and gentlemen's diary for the year 1868. 
292) An elementary treatise in the integral calculus, London 1877, p.120. 
293) Mess. of math. (2) 7 (1878), p. 126 u. 8 (1879), p. 11. 
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2) Sind A, B, 0 drei Punkte einer Geraden, so ist fiir jede ge-
schlossene Bewegung 

BC· g:A + OA· g:B + AB· g:c + nBO· OA· AB = 0. 294) 
3) Fiir vier beliebige Punkte A, B, 0, P besteht die Gleichung 

ABO· g:p = BPO· g:A + OP A . g:B + APB· g:c + nt;, 

wo tp die Potenz von P fiir den durch ABO gehenden Kreis iBt. 
Wie Kempe 295) bemerkte, besteht eine solche Gleichung auch 

dann, wenn es n voller Umdrehungen bedarf, bis die Bahnkurven 
sich schliessen. Statt des GliedeB ~t; tritt daB Glied nnt; auf; dies 

gilt auch, wenn die Drehung von 11 bald positiv, bald negativ ist. 
Auch durfen sich die Bahnkurven kreuzen; alsdann sind die einzeInen 
Fliichenteile mehrfach, und zwar positiv resp. negativ zu ziihlen. 1st 
insbesondere die Gesamtdrehung Null, so ist 

3a) ABC· g:p + BOP· g:A + OP A . g:B + P AB . g:c = O. 

Die Steiner'schen Siitze konnen auf die allgemeinste Bewegung von (j 

in (1' iibertragen werden. Kempe 296) fand, dass es einen Kreis ko giebt, 
dessen Punkten Flachen vom Inhalt Null entsprechen, und dass die 
Fliichen, die zu den Punkten eines mit ihm konzentrischen Kreises 
gehOren, gleich dem n-fachen des zugehorigen Kreisringes sind, falls (j 

n volle Umdrehungen gemacht hat 291). Der Kreis ko existiert jedoch, 
wie Ligin bemerkte, nicht immer reell 298); es giebt aber stets einen 
Punkt K kleinster Fliiche und es ist 

g:p = g:x + nnP K2. 

Hat nun die Fliiche g:x einen negativen Wert, so ist ko reell. 
Siitze wie die vorstehenden bestehen auch fur die Bogen der 

Bahnkurven und fur die Enveloppen der Geraden. Ein Satz Steiner's !l99) 

lautet, dass wenn p von einer Geraden g' abrollt, fur jeden Punkt A 
von (J die Bogenliinge A1A2 gleich der entsprechenden Bogenliinge 

294) Eine Verallgemeinerung fitl' nicht feste A, B, C giebt E. B. Elliot, 
Mess. of math. (2) 7 (1878), p. 150. 

295) Mess. of math. (2) 7 (1878), p. 165. 
296) Mess. of math. (2) 8 (1879), p. 42. Fiu die tJbertragung bei nicht 

geschlossener Bewegung vgl. V. Ligin, Bull. sciences math. (2) 11 (1878), p. 310. 
297) Fiir n = 0 treten statt der Kreise Geraden auf; J. Kleiber, Arch. d. 

Math. Phys. (2) 14 (1896), p. 426. 
298) So z. B. niemals im Fall einfacher konvexer Polkurven. 
299) J. f. Math. 21 (1840), p. 35. Vgl. auch E. Catalan, Bull. Soc. philom. 

1858; P. SefTet, Nouv. ann. 18 (1859), p. 341. Eine Erweiterung giebt C. La
marie, Brux. Bull. (2) 4 (1858), p. 239. 
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der Fusspunktkurve von .A in Bezug auf p ist. Mannkeim 300) hat 
ibn auf die Bogenlangen der Enveloppen ausgedehnt, die zu be
liebigen Kurven von t1 gehOren. Er ist auch auf den Fall ausdehn
bar, dass eine abwickelbare Flii.che von einer Ebene abrollt. 

Der Satz, der die Bogenlii.nge der von einer Geraden 9 umhiillten 
Enveloppe betrifft, stammt von R~oaucour 8(1); es existiert ein Punkt T, 
sodass der Bogen, der zwei Lagen 91 und 92 entspricht, gleich dem 
Produkt aus (9291) in den Abstand von 9 und T ist. 1st die Be
wegung geschlossen, so fii.lIt nach Darboux T wieder in den Kriim
mungsschwerpunkt von p'. 

Darboux hat auch die zu den Enveloppen mehrerer Geraden ge
hOrigen B09enliingen und Fliickeninhalte mit einander verglichen, falls 
die Bewegung geschlossen ist. Sind Sa' Sb' S. die Bogenlii.ngen, die 
zu den Geraden a, b, c gehOren, so besteht die Gleichung 

Sa sin (bc) + Sb sin (ca) + S. sin (a b) = 0, 
wahrend filr die Flachen, die einen Punkt M' mit dem Beriihrungs
punkt auf 91 und 92 verbinden, der Satz gilt, dass die Geraden, fiir 
die die beziiglichen Flachen gleichen Inhalt haben, je einen C2 einer 
konfokalen Schar umhiillen, dessen Centrum bei geschlossener Be
wegung in den Kriimmungschwerpunkt fii.llt. Fiir die Flachen, die zu 
vier Geraden gehOren, hat A. Schumann 8(2) bei geschlossener Be
wegung die beziigliche Gleichung aufgestellt. 

E. Duporcq 8(8) hat Flii.chen in Betracht gezogen, die von Strecken 
AB, resp. Bogen AB iiberstrichen werden. Die Seiten eines ge
schlossenen Polygons Hefem Flachen, deren Summe Null ist, sodass 
jede geschlossene Kurve eine Flache vom InhaIt Null ilberstreicht; 
zwischen den Flii.ehen, die zu drei Strecken gehoren, besteht wieder 
eine lineare Relation. 

Ein grosser Teil der vorstehenden Satze gestattet die Ausdehnung 
auf die Bewegung um einen Punkt, und auf die allgemeinste riium
liehe Bewegung bei einem, wie bei zwei Freiheitsgraden. Da die Be
wegung von sechs Parametem abhiingt, so besteht bei zwei Freiheits
graden zwischen den Korperstiicken, die von sieben begrenzten Ober
flachenteilen beschrieben werden, eine lineare Rela.tion 8M). Darboux8(5) 

SOO) Geometrie cinema.tique, p. 624, 528, u. J. ec. polyt. 40 (1863), p. 206. 
SOl) Bull. Soc. philom. 1869, p. 12. 
S02) Zeitschr. f. Math. 26 (1880), p. 87. 
S03) J. de math. (6) 1 (1896), p. 443. 
304) G. KOnigs, J. de math. (4) 5 (1889), p. SS7. B. EUiot iibertrll.gt Sitze 

von Leudesilorf und Kempe auf die Kugel, Lond. Math. Soc. Proc.12 (1881), p.47. 
306) Bull. sciences ma.th. (2) 2 (1878), p. S38. 
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hat den Ort der Punkte bestimmt, deren Bahnftachen mit einem Punkt 
M' Kegelfiachen konstanten Inhalts bilden 306). 

c. Die Mechanismen. 

23. Mehrere in einander bewegliche Ebenen. Die Gesetze der 
gegenseitigen (relativen) Bewegung mehrerer Ebenen in einander 
bilden die kinematisch-geometrische Grundlage fUr die allgemeine 
Theorie der ebenen Ketten und derjenigen Mechanismen, deren Punkt
bahnen einer festen Ebene parallel sind (Nr. 28). 

Sind 6 1, 112 , 113 drei ebene Systeme, die sich irgendwie in einander 
bewegen, so liegen die drei Pole 012 , 018 , 02S auf einer Geraden 8(7). 

Bewegen sich beliebig viele Systeme 6 11 6 2, 6 8" .. , 6 n in einander, 
so gilt das gleiche fur die Pole je dreier Systeme 6;, 11k , 61, Die 
Gesamtheit aller dieser Pole bildet die Polkonfiguration ~(n), deren 
allgemeine Gesetze zuerst L. Burmester 8(8) methodisch untersucht 
hat. Fiir einzelne FaIle war dies schon vorher geschehen 8(9). Die 
vier Seiten eines Gelenkvierecks bilden vier gegen einander beweg
liche Systeme, und wenn sich das Viereck in einer fiinften Ebene 6' 

bewegt, so erhalt man einen Fall, der von E. Philipps 310) betrachtet 
worden ist. Die 10 Pole O;k der funf Ebenen bilden die bekannte 
Desargues'sche Konfiguration 108 311), was gewohnlich so aus~esprochen 
wird, dass das Gelenkviereck dem Polviereck eingeschrieben ist, das 
aus den Polen der Ebenen 6; in Bezug auf 11' gebildet ist 312). Die 
Pole von n Systemen 11; bilden in derselben Weise die bekannte 
Konfiguration, die ein ebener Schnitt der Verbindungslinien und Ver
bindungsebenen von n Raumpunkten ist. 

1st (lJik die zur Bewegung von (J,. in 6; gehorige momentane 
Winkelgeschwindigkeit, so besteht die Gleichung 

018 023 : 012 02S = ro21 : roS1 ' 

306) Vgl. auch F. A. Hirst, J. f. Math. 62 (1863), p.246, wo sich ein hier-
hergeMriger Satz ubel' Fusspunktflachen findet. 

307) Gemass den Satzen uber Zusammensetzung der Drehungen, vgl. Nr.2. 
308) Civiling. (2) 26 (1880), p. 248, sowie Kinematik, p. 430ft'. 
309) Vgl. ausser Fussn. 310 auch T. Rittershaus, Civiling. (2) 21 (1875), p. 47 

u. (2) 26 (1880), p. 27 u. 283. 
310) Ann. des mines (6) 3 (1863), p.1. Mannheim, Geometrie cinematique, 

p. 77. 
311) d. h. es liegen je drei Pole auf einer Geraden und durch jeden Punkt 

gehen drei dieser Geraden. 
312) Ein ahnlicher Satz besteht fUr jedes Polpolygon; vgl. G. Jung, 1st. 

Lomb. Rend. (2) 18 (1886), p. 337. 
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wie aus den Satzen iiber Zusamm~nsetzung unendlich kleiner Drehungen 
folgt (IV 2, 12, Timcrding). Eine Relation, die Pole und Winkel
geschwindigkeiten aller Systeme mit einander verbindet, hat G. JungS1't) 
gegeben. 

Das vorstehende bildet die einfachste 
Quelle fiir die doppelte Erzeugung dcr cykli
schen Kurven. Man lasst sie dazu (Fig. 5) 
durch den Punkt P eines Parallelogramms 
SAPB entstehen, dessen Seiten SA und BB 
sich um S mit verschiedener Geschwindigkeit 
drehen. Von den vier sich in 6' bewegenden 
Seiten 6u 62, 6s, °4 kann man einerseits die 
Seiten SA und AP ins Auge fassen; dann Fig. 5. 

liegt der beziigliche Pol 0 it als Punkt von 6' 

stets auf SA, andrerseits aber auch die Seiten SB und BP, so
dass der Pol Ob stets auf SB liegt. Dies liefert die beiden ver
schiedenen Erzeugungen 313). 

Die Frage, wie die Konfiguration ~(n) durch gewisse Pole ein
deutig und konstruktiv bestimmt ist, hat L. Burmester 314) erortert. Seine 
Methoden sind jedoch unmittelbar nur zu benutzen, falls alle Pole 
im Endlichen liegen; iiberdies entspricht sein Ausgangspunkt nicht 
der allgemeinsten Art und Weise, wie die gegenseitige Bewegung 
von n Ebenen bestimmt sein kann. Lhre allgemeinste Bestimmung ge
schieht durch Paare zu einander gehoriger Hiillkurven, und zwar sind 
hierzu 3n - 4 Paare in der Weise notwendig und hinreichend, dass 
jeder Ebene 6 i wenigstens drei Kurven angehOren. Demgemass hat 
C. Rodenberg 815) als allgemeinste Bestimmungsstiicke der Bewegung die 
Normalstrahlen (Nr.9) ins Auge gefasst. Durch 3n - 4 unabhangige, 
d. h. solche, von denen keine drei durch einen Punkt gehen, ist die 
Polkonfiguration ~(n) im allgemeinen eindeutig bestimmt 816). Sind nur 

313) Diese A.uffassung findet sich der Sache nach zuerst bei G. Beller
mann, Epicykloiden und Hypocykloiden, Berlin 1867. Fiir die 1<'olgerungen, die 
hieraus fUr die Klassifizierung fliessen, und fur weitere Litteratur vgl. P. Schilling, 
Zeitschr. f. Math. 44 (1899), p. 37; L. Burmester, Kinematik, p. 136. F. Schilling 
hat auch eine Sammlung bezuglicher Modelle herausgegeben, die bei M. Schilling, 
Halle a. S. erschienen sind. Fiir Modelle der cyklischen Kurven vgl. z. B. auch 
W. Dyck, Ka.talog, p. 335 fT. 

314) Die Grundla.ge bildet das Gelenkviereck und das Viereck der Pole 
Ou. On' 0 16• 0U" Als Einzelresultat erwl!.hne ich, dass wenn 0lU 013' 0 1• 

eine Gerade bilden, sie mit 0ss, 0w OS4 eine Involution bilden; Kinematik, p.436. 
315) Zeitschr. f. Math. 37 (1892), p. 218. 

316) FUr n > 6 braucht also kein Pol gegeben zu sein. 
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3n - 5 N ormalstrahlen gegeben 317), SO ist jeder Pol an eine be
stimmte Gerade gebunden; dem System r(n) dieser n Geraden kommen 
wichtige Eigenschaften zu 318). Mit ihrer HiiIfe hat C. Rodenberg die 
allgemeinsten Bedingungen aufgestellt, die von der Zahl der Normal
strahlen und Pole erfiillt sein mussen, damit ~(n) eindeutig bestimmt 
ist, und im Anschluss hieran auch die Bestimmung der ~(n) kon
struktiv erledigt; seine Konstruktionen sind auch dann ausfuhrbar, 
wenn gewisse Pole ins Unendliche fallen. 

Fur je zwei Systeme 6 i , I'Jk giebt es eine quadratisChe Verwandt
schaft )RiA:; bei drei Systemen ist durch zwei Verwandtschaften die 
dritte bestimmt. 1st A, A' ein Punktepaar der einen, A, A" ein 
Punktepaar der andern, so werden im allgemeinen A', A" keine ent
sprechenden Punkte der dritten sein. Es kann dies aber eintreten; 
derarlige Punkte A, A', A", die ein Tripel heissen, haben eine grund
legende Bedeutung. Ihre Theorie verdankt man wesentlich C. Roden
berg 319). Ihre kinematische Bedeutung ist die, dass die drei Punkte 
A, A', A" auch in zweiter Annaherung gegenseitigen festen Abstand 
besitzen. Solcher Tripel giebt es im allgemeinen runf. Fur sie be
stehen folgende Satze: 

1) Auf der Polgeraden existierl ein (uneigentliches) Tripel; seine 
drei Punkte bilden mit den drei Polen eine Involution; es ist im all
gemeinen nicht in zweiter Annaherung fest; ist dies aber der Fall, 
so gehen die drei Polbahnentangenten durch einen Punkt. 2) Ein 
Dreieckstripel ist immer reell; giebt es deren zwei, so gehen die drei 
zugehOrigen Kollineationsaxen durch einen Punkt. 3) Durch 3n - 4 
Paare A, A' sind samtliche )RiA: im allgemeinen zu bestimmen; ebenso 
wenn ane Polgeraden und auf ihnen die bezuglichen Tripel gegeben sind. 

Man kann auch die Wendepole ViA: in Betracht ziehen und 
ihre gegenseitige Abhangigkeit bestimmen. Auf diese Weise hat 
M. Griibler 820) die Krummungsverhaltnisse behandelt. 

Die vorstehende Theorie fiihrt zu folgenden Definitionen 315). 1st die 
~(n) in jeder Lage eindeutig bestimmt, so heisst die Bewegung zwang
liiufig. Fur singulare Lagen der ~(n) konnen sich mehrere Ebenen 
momentan wie ein einziges starres System verhalten, sodass sie ein-

317) Die Kette besitzt dann noch Freiheit zweiter Stufe. 
318) tloer ihre Beziehungen zur Fa.chwerktheorie vgl. IV 5 a (Hentleberg). 
319) Zeitachr. d. Arch.- u. Ing.-Yereins 36 (1890), p. 192 u. Civiling. (2) 42 

(1890), p. 565, sowie Zeitachr. f. Math. 37 (1892), p. 239, 336 fr. Y gl. auch L. Bur
mester, Techn. Bli!.tt. 22 (1890). Ein von Rodenberg konstruiertes Modell findet 
sich bei W. Dyck, Katalog, p. 328 beschrieben. 

320) Riga, Industrie-Zeitung 17 (1891), p. 61. 
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ander nicht zu bewegen vermogen. Sie befinden sich alsdann in einer 
Todlage 821). Dies tritt immer und nur dann ein, wenn von den 
3 n - 4 Bedingungen, die die ~(n) festlegen, auf gewisse m Systeme 
mehr als 3m - 4 fallen, sodass sie die Starrheit dieser Systeme be
wirken. Es kann aber auch die ~(n) nicht eindeutig bestimmt sein; 
eine solche Lage heisst nach Rodenberg Verzweigungslage 822). Der 
einfachste Fall dieser Art wurde bereits von Aronhold 828) erortert; 
er tritt fur zwei Systeme 0, 0' ein, wenn die Paare A, A' und B, 13' 
in dieselbe Gerade fallen. J eder Doppelpunkt 0' und 0" der durch 
AB', BA' bestimmten Involution kann alsdann Pol sein; ein Fall, der 
beim Kurbelgetriebe eintritt, falls a + d = b + c ist. Er bewirkt, 
dass die Bahnkurve einen "Sonderdoppelpunkff' erhlilt (Nr. 12), dessen 
Normalen resp. durch 0' und 0" laufen 324). Die Verzweigungslage 
tritt immer ein, wenn die 3n - 4 Paare A, A', die die ~ik be
stimmen, auf einer r(n) liegen 325). Alsdann giebt es fur je zwei 
Systeme 0;, 11k im allgemeinen mehrere Pole. 

Bei drei Systemen 01' 6 2, 6 3 bilden fur jeden Punkt A die Ge
schwindigkeiten v1S ' V 23 ' Vw da sie Vektoren sind, ein Dreieck, die 
sechs Geschwindigkeiten Vik also ein Sechseck mit parallelen Seiten; 
wenn daher die Pole 0ik und eine der Grossen Vik bekannt sind, so 
sind die andern konstruierbar; man benutzt dazu entweder die lot
rechten Geschwindigkeiten 326) oder die von H. Mohr 180) eingefuhrten 
Systeme 6~ (Nr. 10). 

In lihnlicher Weise kann man die Beschleunigungen mittelst der 
Punkte Gw H;k und ¥;k ermitte1nj hierzu dienende Methoden hat 
D. J. F. Wittenbauer 827) gegeben. Wie auch die Winkelgeschwindig
keiten fur die Bewegung von 6 2 in 61 , resp. von 63 in 6 2 sich and ern, 
so ist, falls "V;.2 und 17;3 bekannt sind, ~3 an eine Gerade gebunden. 
Dies bewirkt, dass die Konstruktionen linear moglich sind, sie ver
einfachen sich noch durch Einfuhrung der Gik und H;k. 828) 

321) Die Todlage ist bereits ein dynamischer Begriff. Die Bewegung ist 
moglich, kann aber von gewissen Gliedern nicht eingeleitet werden. Todlagen 
des Kurbelgetriebes beriicksichtigt eingehend L. Allievi in der Biella piana. 

322) Gewohnlich ebenfalls als Todlage bezeichnet. 
323) Kinematische Geometrie, p. 140. Die konstruktive Behandlung giebt 

L. Burmester, Kinematik, p. 114. 
324) Der Pol des Kurbelgetriebes kommt nach 0' aus andern Lagen wie 

nach 0"; daher die beiden im Doppelpunkt vorhandenen Kurvenzweige. 
326) C. Rodenberg, Zeitschr. f. Math. 37 (1892), p. 248, wo sich auch eine 

nli.here Behandlung fiir n = 3 findet. 
326) &hadwill, Gliedervierseit, p. 412. 
327) Zeitschr. f. Math. 32 (1887), p.314; 33 (1887), p. 193; 40 (1896), p.91. 
328) Vgl. Nr.l0. 

Encyklop. d. math. Wi ••• n.ch. IV 1. 17 
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24. Die duroh Gelenkketten heratellb&ren Verwandtaohaften. 
Wenn von n Ebenen je zwei (J. und (J" nur um einen gemeinsamen 
festen Punkt 0.10 (Pol) drehbar sind, so bilden sie eine Gelenkkette, 
und jedes (Ji heisst ein Glied 819). Jedes Glied lii.sst sich als SfJrecke 
oder Polygon annehmen·, sodass die Endpunkte, resp. die Eckpunkte 
die Drehpwnkte oder Gelenke abgeben. Den einfachsten Typus dieser 
Ketten bildet das Gelenkviereck des Kurbelgetriebes. 

Do. die Bahnkurven der verschiedenen Glieder einer Gelenkkette 
in gewissen verwoodtscha(flichen Beziehungen S80) stehen, so bnn man 331) 

die Gelenkketten benutzen, um durch sie Verwandtschaften mecha.
nisch zu vennitteln, resp. Kurven zu beschreiben S311). 

Eine Verwandtschaft, die man schon lange gelenkig zu erzielen 
vennochte, iet die der .AJtnlichkeitstransformation. Der einfachste 
Apparat, der dies leistet, ist der von O. Scheiner 383) angegebene Panw-

graph, der (Fig. 6) ein Parallelogramm ABO D be-;tj'! nutzt. Werden auf dessen Seiten Punkte P, Q, R, S 
B ... l' so angenommen, dass sie auf einer Geraden liegen, 
,,/ so bleibt dies bei aJlen gelenkigen Verii.nderungen 

/9 bestehen. Wird nun die Bewegung von AB()D in 6' 

p / 'D so vorgeschrieben, dass P festbleibt, wiihrend Q eine 
.A Kurve c durchlauft, so durchlaufen R und S iihn-

Fig. 6. liche und mit c ahnlich gelegene Kurven. J. J. Syl-
vester 8S1) hat erreicht, dass die eine Kurve gegen die andere um einen 
Winkel gedreht liegt (Plagiograph). Werden namlich die Dreiecke 
BOE tV DFO hinzugefiigt, so beschreiben, wenn A festgehalten wird, 
E und F die beziiglichen Kurven 8M). 

Die schnelle Entwickelung, die die Theorie der Gelenkketten er
fahren hat, beruht darauf, dass man die Verwandtschaft der Inversion 885) 

829) Nllheres hieriiber in Nr. 28 u. 29. 
330) Es handelt sich um Punktverwandtschaften der Ebenen G, und 6 10 , 
331) J. J. Sylvester, Conversion of motion, p. 119. 
882) J. Neuberg, Tiges articuMs, giebt eine zusammenfassende Darstellung 

und viele Litteratur. 
888) Pantographice, seu a.rs delineandi res qua.slibet per parallelogrammum 

linea.re seu cavum, mechanicum, mobile, Roma.e 1681. 
884) Ersetzt man in Fig. 8 die Buchstaben A'~P.ABIB durch ABODQR, 

so geht sie in die Figur von Sylvester ilber. In der That kann auch aus dem 
Satz von SyltJeBter die dreifa.che Erzeugung der Koppelkurve gefolgert werden; 
S. Roberts, Lond. Math. Soc. Proc. 1 (1816), p. 18; ebenso der Saw von der 
Verlauschbarkeit von Arm und Koppel; vgl. Neuberg, Tiges articuMs, p. 11. 

885) 1st 0 ein fester Punkt und gilt filr je zwei entsprechende Punkte 
P, P' die Gleichung 0 p. 0 P' = canst., so heissen sie ifloers gegen O. 
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gelenkig vermitteln kann. Diese folgenreiche 
Entdeckung, die iibrigens zunachst unbeachtet 
blieb, geht auf Peaucellier 336) zuriick. Sind 
(Fig. 7) im ViereckABCD die SeitenAB=AD A~,,::-, ----'7f---1(' 

" 
und CB = CD, und wird E so angenommen, 
dass BODE ein Rhombus ist, so ist fiir aIle 
Lagen A 0 . AE = con st. ; es beschreiben da
her, wenn A festgehalten wird, 0 und E 

.D 
Fig. 7. 

inverse Kurven. Dasselbe findet statt, wenn ABOD ein beliebiges 
Viereck mit senkrechten Diagonalen ist, wahrend E auf del' Diagonale 
AO so gewa.hlt wird, dass BE = BO ist; es be
ruht darauf, dass ein solches Viereck in allen 
Lagen senkrechte Diagonalen behalt 331). In diesel' 
Weise wurde del' Inversor von L. Lipkin 338) ange
geben. Eine einfache Form des Inversors gab 
auch H Hart 339). Wird (Fig. 8) das Antiparallelo

Fig. 8. 

gramm ABOD, in dem AO und BD die parallelen Diagonalen sind, 
durch eine ihnen parallele Gerade in P, Q, R, S getroffen, so be
schreiben, wenn P festgehalten wird, Q und 
R inverse Kurven. Sylvester hat die vor
stehenden Inversoren ebenfalls so modifiziert, 
wie den Scheine"'schen Pantographen (Fig. 9). 

Mittelst del' Inversoren kann man' eine .A. 

genaue Geradfiihrung gelenkig erzeugen. W ird 
an den Inversor Peaucellier's ein GIied ME 

c 
Fig. 9. 

so angefiigt, dass ME = MA ist, und neben A auch M festgehalten, 
so ist die Kette zwanglaufig und wahrend E auf dem durch A gehen
den Kreis lauft, beschreibt C ein Stuck einer Geraden. Analog kann 
man jeden andern Inversor zur Geradfiihrung benutzen 340). 

336) Nouv. ann. (2) 3 (1864), p. 344 u. (2) 12 (1873), p. 71. 
337) Diese Vierecke spielen hier eine hervorragende Rolle .. lhre Bedeutung 

diirfte zuerst W. Johnson erkannt haben, Mess. of math. (2) 5 (1874), p. 190. 
338) Petersburg Bull. 16 (1871), p. 57. 
339) Mess. of math. (2) 4 (1874), p.82, 116. VgI. auch A. Mannheim, ib. (2) 

14 (1884), p. 20. 
340) Eine zweite auf mehr elementarer Grundlage ruhende Geradfiihrung 

gab Hart in Mess. of math. (2) 5 (1874), p. 35. V gl. auch G. Darboux, BulL sciences 
math. (2) 3 (1879), p. 151. Eine genaue Geradfiihrung giebt auch P. L. Tsche
byscheff, Petersburg Mem. de l'Acad. 1881; sie ist von C. Stephanos zu einer 
Kreisfiihrnng verallgemeinert worden, Paris C. R. 95 (1882), p. 677; ferner 
Gagarine, Paris C. R. 93 (1881), p. 711 u. R. Bricard, Mathesis (2) 4 \1894), 
p. 111. 

17* 
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Die Moglichkeit der gelenkigen Geradfilhrung erzeugte natur
gemass die Frage, welche KwroengatfJungen sich sonst noch dureh Ge
lenkketten beschreiben bssen BiI). Es ist J. J. Sylvester MI), der dieser 
Frage sofort ein besonderes Interesse zuwandte und auf den die An
regungen auf diesem Gebiet wesentlieh zuriiekgehen. Er bemerkte, 
dass man erstens die Art der Verwandtschaft mannigfach weehseln 
kann, je nachdem man die Fixpunkte und die beschreibenden Punkte 
in. den durch die einzelnen Glieder gebildeten Systemen 0i wahlt MS); 

zweitens kann man durch Kombination einfacher Ketten zur gelenkigen 
Erzeugung immer weiterer Kurvenklassen gelangen. Wenn niimlich 
eine Kette @ einen Punkt Q1 von (11 auf der Kurve c fiihrt, wahrend 
(I sich um 0 dreht, und eine Kette @I' wahrend der Punkt Q1 von 
(11 die Kurve c durchlliuft, einen Punkt ~ von fls eine Kurve Cl be
schreiben lasst, so kann man @ mit @l so verbinden, dass Q1 zwang
laufig die Kurve C durchlituft, wahrend sich ° um 0 dreht. Es bildet 
daher die Kombination von @ und @S1 ein Gesamtgelenk @S1I' das 
aus der Drehbewegung von (I resp. der Bewegung eines Punktes auf 
einem Kreis die Bewegung von Rs auf l1. entstehen lasstSM). Ausser 
Sylvester haben in dieser Richtung besonders A. B. Kempe und 
H. HOIYt 845) methodisch gearbeitet; dabei ist noch das Bestreben 
vorhanden, mit einer moglichst geringen Zahl von Gliedern aus
zukommen BiG). Ein besonderes Problem dieser Art behandelt 
R. MUller M7). Wird ein Punkt S mit zwei Beiten eines Gelenkvier-

341) Mechanische Beschreibung der algebraischen Kurven durch sogenannte 
lineale Mechanismen hat bereitB H. Grassmann gelehrt. 

342) Conversion of motion, p. 179. 
843) Durch den Inversor kann jede K"eistJerwaniltschaft dargestellt werden. 

Die allgemeinste darstellbare Verwandtschaft erlirtert V. Ligin, Nouv. ann. (2) 
14 (1876), p. 634 i vgl. auch F. Dingeldey, Diss. Leipzig 1886. Es lassen sich auch 
anallagmatische Kurven erzeugen, was schon Sylvester bemerkte und A. Mann
heim bewies, Lond. Math. Soc. Proc. 6 (1876), p.36. Einen speziellen Fall dieser 
VerwandtBchaft behandelt P. Somoff, Warschau Univ.-Na.chr. 7 (1894). 

844) Die gefiihrte Kurve c1 kann einfacher werden, als die fiihrende Kurve c. 
Eine gewisse Kette erzeugt die zu c1 inverse Kurve; durch Verbindung mit 
einem Inversor erhll.lt man eine Ct. 

846) Vgl. Mess. of math. (2) 4 (1874), p.82 u. (2) 7 (1877), p. 189; Lond. 
Math. Soc. Proc. 6 (1874), p. 137; 8 (1876), p. 288; 14 (1883), p. 199. Auch Hart's 
Geradfiihrtmgen bernhen auf Kombinationen von Peaucellier'schen Inversoren. 
V gl. aueh F. Schilling, Zeitschr. f. Math. 44 (1899), p. 214, der einige einfa.che 
Modene angiebt, die dies erkennen lassen. 

846) Auch auf elementarem Wege sind gelenkige Kurvenerzeugungen ver
scbiedenster Art konstruierl worden. 

847) Zeitschr. f. Math. 40 (1896), p. 267. 
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ecks gelenkig verb un den, so kann man verlangen, dass sich von seiner 
Bahnkurve ca ein Kreis oder eine Gerade abspaltet. Ais Losung des 
zweiten Falls ergiebt sich Hart's zweite Geradfuhrung, die Losung 
des ersten bilden ubergeschlossene Mechanismen (Nr. 25) 348). 

Eine Fragestellung besonderer Art, die auf J. Kleiber 349) zuruck
geht, ist folgende. Man kann den Pantographen Schciner's so auf
fassen, dass er zu einem Punkt Q den Punkt R konstruiert, der 
durch die Gleichung P R = A P Q bestimmt ist. In Verallgemeinerung 
hiervon kann man die Pantographen auch so benutzen und mannigfach 
kombinieren, dass sie einen der Gleichung P R = 2)Ai PQi genugenden 
Punkt konstruieren (fur 2) Ai = 1). Man kann auch zu riiumlichen 
Ketten dieser Struktur gelangen, und sie zur Konstruktion affiner 
und kollinearer Kmven benutzen 350). AIle diese Apparate zeigen die 
Eigenschaft, dass bei den durch sie moglichen Umformungen gewisse 
analytische Relationen invariant bleiben, namlich diejenigen, die den 
affinen Charakter der bezuglichen Kurven ausdriicken. Dies fiihrt 
nun zu del' Frage, die kinematische Bedeutung anderer algebraischer 
Umformungen anzugeben, bei denen gewisse Relationen invariant 
bleiben· und umgekehrt, uncl zu sehen, ob und wie sie sich durch 
Kombination von Gelenkketten realisieren lassen. Auch cliese Frage 
hat Kleiber 351) in einzelnen Fallen behandelt. 

Gelenkketten sind auch fiir analytische Zwecke konstruiert worden. 
Schon in seinen ersten Arbeiten gab Sylvester 352) eine solche zur 
Ausziehung der Quadratwurzel (Extractor); St. Loup 353) konstruierte 
eine Kette zur Auflosung der Gleichungen dritten Grades; kiirzlich 
gab A. Emch 354) Gelenkketten zur Auswertung elliptischer Integrale. 

Fur den praktischen Wert dieser Ketten kommen die Geschwin
digkeitsverhaltnisse in Betracht (Nr. 10); diese haben V. Ligin und 

348) Einen Apparat zur Beschreibung eines sphiirischen c! giebt H. Hart, 
Lond. Math. Soc. Proc. 6 (1874), p. 136. 

349) Arch. d. Math. Phys. (2) 14 (1896), p. 432. Modelle, die diese Ketten 
und ihren Zusammenhang mit den Pantographen und Plagiographen Sylvester's 
illustrieren, sind bei W. Dyck, Katalog, p. 318 ff. naher beschrieben. Vgl. auch 
die ahnlichen Zwecken dienenden Apparate von P. Somoff, FU8sn. 447. 

350) Die ersten Ketten filr kollineare Kurven gab ebenfalls Hart, Lond. 
Math. Soc. Proc. 8 (1877), p. 286. Vgl. auch H. G. Zeuthen, Tidskr. for Math. 
(4) 1 (1877), p. 161. 

351) Zeitschr. f. Math. 41 (1896), p. 176, 233, 281. 
352) Eine Vereinfachung gab W. Johnson, Mess. of math. (2) 5 (1876), p.159. 
353) Paris C. R. 79 (1874), p. 1323. 
354) Ann. of math. (2) 1 (1900), p. 81. F. T. Freeland giebt eine KeUe, die x'" 

fiir rationales m darstellt, Amer. J. of math. 3 (1881), p. 316. 
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M. if Ocagne behandelt 81\5) j in neuester Zeit eingehend auch A.. Ciappi 167 a). 
Eine graphische Konstruktion der Werte von v und q> giebt H. Mohr 130). 

26. Die Untersuchungen von A. B. Kempe 856) und die iiber
gescblossenen Ketten. A. B. Kempe ging davon aus, dass zwischen 
den Cosinus der Gegenwinkel eines Vierecks eine lineare Relation 
besteht. Kombiniert man zwei iihnliche Vierecke gelenkig, und nimmt 
auf zwei entsprechenden Seiten zwei entsprechende Punkte P und P1 

an, so gelangt man zu einer Relation, die nur die Seiten und einen 
(von P abhangigen) Parameter enthli.lt. Wird nun dieser Relation 
z. B. noch die Bedingung hinzugefiigt, dass der Abstand eines Punktes 
der Kette von einer festen Geraden konstant sein solI, so gelangt 
man auf diese Weise zu einer Reihe von GeradfUhrungen, die die
jenigen von Peaucellier und Hart, sowie andere von Kempe selbst 
angegebene als Spezialfalle liefern. 

Man verdankt Kempe 857) weiter den Satz, dass jede algebraische 
Kurve durch eine Gelenkkette beschrieben werden kann. Der Beweis 
dieses Satzes beruht erstens darauf, dass man einen Punkt gelenkig 
auf einer Geraden fiihren kann und zweitens auf der Existenz der 
folgenden, ebenfalls von Kempe angegebeiten Ketten: einer, die eine 
Schiebung bewirkt, sodass sie einen Punkt Q eine zu P kongruente 
Kurve beschreiben lasst (Translator), einer zweiten, die die Verdoppe
lung der Winkel bewirkt, sodass wenn P auf seiner Kurve mit einer 
festen Geraden 0 X einen Winkel POX = q> bildet, Q auf einer 
Kurve so gefiihrt wird, dass Q OX = 2q> ist (Multiplikator), endlich 
einer dritten, die in ahnlicher Weise die Addition oder Subtraktion 
von Winkeln bewirkt (Additor und Soustractor) 858). Kempe hat be
reits darauf hingewiesen, dass diese !deen auf den Raum iibertrag
bar sind. Die Ausfiihrung hat G. Konigs 859) gegeben, und da man 
im Raum einen Punkt gelenkig auf einer Ebene fUhren kann (Nr. 21), 
so kann man jede algebraische Bahnflache gelenkig konstruieren. 

Weitere Untersuchungen von Kempe betreffen die Theorie der 
iibergeschlossenen Ketten. Wenn es bei einer zwanglaufigen Kette 
Punkte P, Q giebt, deren Abstand bei der Bewegung konstant bleibt, 

355) Nouv. ann. (2) 20 (1881), p.456; (3) 1 (1882), p. 153; (3) 3 (1884), p.199. 
356) Sie finden sich zusammengestellt in Kempe, Straight line. Modelle 

der beziiglichen .A.pparate eriirtert auch w: Dyck, Katalog, p. 815. 
357) Lond. Math. Soc. Proc. 7 (1876), p. 213 und Straight line, p. 38ft'. 
358) Man kann auch bewirken, dass ein Punkt eine Kurve beschreibt, die 

zu einer andem beziiglich einer Geraden symmetrisch liegt (ReversQr). 
859) Paris C. R. 120 (1895), p. 861. Jede einem System I auferlegte alge

braische Bedingung ist Bogar gelenkig ausfiihrbar, ib. 120 (1896), p. 981. 
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so kann man die Kette durch Einfiigung eines Gliedes PQ zu einer 
iibergeschlossenm zwangliiu{igen Kette machen; ebenso kann es moglich 
sein, gauze Gelenkketten so einzufiigen, dass sich iibergeschlossene 
Ketten ergeben 360). Das einfachste Beispiel liefert ein Parallelo
gramm, das Punktepaare konstanten Abstandes in Menge darbietet. 
Ubergeschlossene Ketten hat Kempe zunachst fur ein Gelenkviereck 
ABOD bestimmt. Sind a, b, c, d seine Seiten und nimmt man je 
einen Punkt Af

, H, 0', IJ resp. mit a, b, c, d fest verbunden an, 
so erhalt man ein neues Viereck, und nun stellt sich Kempe 361) 

die Aufgabe, dies so zu thun, dass fiir beide Vierecke die gleichen 
Relationen bestehen. 1st dies der Fall, so kann durch beide die 
gleiche zwanglaufige Bewegung vermittelt werden und man erhalt 
eine iibergeschlossene Kette. Hierher gehorl z. B. der Pantograph 
Sylvester's und seine Umformung des Hart'schen Inversors 362) (Fig. 9). 

Eine analytische Studie dieser Ketten hat G. Darboux 363) ge
lieferl gemass folgender Uberlegung. Wenn von den Relationen 
zwischen den Parametern eines polygonalen Streckensystems einige 
in Jdentitiiten iibergehen, so konnen die iibrigbleibenden Gleichungen 
durch unendlich viele Werte der Parameter befriedigt werden; durch 
solche Werte wird eine bewegliche ubergeschlossene Kette geliefert. 
L. Burmester 364) hat folgende Satze abgeleitet. Wird ein Punkt P 
mit je einem Punkt All BlI 01 , Dl einer Seite des Vierecks ABOD 
verbunden, und sucht man die Bedingung der Beweglichkeit, so 
miissen Au BlI 011 Dl auf einem Kreise liegen; P ist Brennpunkt 
eines ABOD eingeschriebenen c2 und bleibt bei der Bewegung immer 
wieder ein solcher Brennpunkt, sodass die Punkte Peine Fokalkurve 
bilden. Werden mehrere Punkte P so bestimmt, dass sie mit allen 
zugehorigen Gelenken eine iibergeschlossene Kette bilden, so ergeben 
sich die Ketten von Kempe, resp. eine noch aUgemeinere Klasse 365). 

Eine einfache Erklarung gewisser iibergeschlossener Ketten hat 
J. Kleiber 366) gegeben; sie beruht auf dem Satz von Olifford 151), 

360) Vgl. iiber diese Ketten auch Nr. 29. 
361) Lond. Math. Soc. Proc. 9 (1878), p. 133. 
362) Die Ecken der tiber .A.B, BC, CD, D.A. konstruierten Dreiecke bilden 

hier stets ein Parallelogra=. 
363) Bull. sciences math. (2) 3 (1879), p. 161. 
364) Zeitschr. f. Math. 38 (1893), p. 193. 
366) Hieraus folgt, dass die Koppelkurve nicht nur auf drei, sondern auf 

00 1 Arlen durch iibergeschlossene Mechanismen erzeugbar ist; J. Kleiber, Zeitschr. 
f. Math. 36 (1891), p. 296. Modelle zu diesen Mechanismen erortert W. Dyck, 
Katalog, p. 331. 

366) Zeitschr. f. Math. 36 (1891), p. 296, 328; 41 (1896), p. 179. 
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dass wenn man durch das Innere eines Dreiecks Parallelen zu zwei 
Seiten zieht, bei allen gelenkigen Umformungen das Dreieck der 
Ecken sich iihnlich bleibt und die Verhaltnisse der Seiten konstant. 
Diese Anordnung gestattet auch jede durch Schiebung erfolgende 
Umordnung. Mittelst dieser Umordnungen gelangt man in einfacher 
Weise zu den bekannten und zu neuen iibergeschlossenen Ketten, in 
die Dreiecke und Parallelogramme eingehen. 

26. Rela.tive Bewegung867). Bewegt sich ein Gebilde X in X', 
wiihrend ein Punkt .A. in X eine Eigenbewegung ausfiihrt, so heisst 
diese seine relative Bewegung beziiglich X. Seine Bewegung in Bezug 
auf X' heisst absolute Bewegung; diejenige Bewegung, die A als un
veriinderlicher Punkt von X in X' haben wiirde, seine Fiihrwngs
bewegung. Diese Begriffe finden besonders auch dann Anwendung, 
wenn Gebilde bestimmter geometrischer Eigenschaft in X mit der 
Zeit wechseln, wie z. B. der Pol auf der Polkurve, die Momentan
axe auf dem Axenkegel und der Axenflache, der Schnittpunkt oder 
Beriihrungspunkt zweier beweglichen Kurven auf ihnen u. s. w. Die -
niimlichen Bezeichnungen geIten fiir Geschwindigkeiten und Beschleu
nigungen jeder Art und jeder Ordnung 368). 

Grundlegend ist hier der Satz, dass sich die absolute Geschwin
digkeit v, die relative Vr und die Fiihrungsgeschwindigkeit VI wie 

A 
Vektoren verhalten; d. h. es ist V = Vr + VI; fiir ein in X festes 
Axensystem x, 'Y, e bestehen daher die Gleichungen 

(1) I V", = ~ + qs - r'Y + :: ' 
dy 

V,I = "1 + rx - pe + dt ' 

dz 
vs = , + P'Y - qx + dt . 

Fiir die Beschleunigungen gilt ein solcher Satz nur, wenn die 
Fiihrungsbewegung in einer Translation besteht, sei es liings einer 

367) Innerhalb der Kinematik kommt die relative Bewegung wesentlich fUr 
die Theone der Zahnril.der und der allgemeinen Mechanismen in Betracht 
(Nr. 28 u. 27). Weiteres iiber sie in IV 6. 

368) 1st 11 das Bogenelement der Polkurve, so wird die relative Geschwin
digkeit dl1: dt = u Wechselgeschwindig1ceit des Pols genannt. Bei der Drehung 
um einen festen Punkt heisst die relative Geschwindigkeit dl1: dt = 1/1 die 
Wechselgeschwindigkeit der Momentana:u, wenn 11 der Bogen ist, den der Axen
kegel auf der Einheitskugel erzeugt. Fiir die allgemeinste Bewegung giebt es 
zwei analoge Komponenten u=de:dt, "" = dl1: dt, wo de das Element des kiir
zesten Abstandes fUr zwei Erzeugende ist. 
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Geraden oder langs einer Kurve. Da man nun die Bewegung von 1:: 
in die Bewegung eines Punktes 0 und eine Drehung um 0 zerlegen 
kann, so kann man die Untersuchung der relativen Beschleunigung auf 
den Fall der Drehung um einen Punkt beschranken. 

Die Satze uber die relative Beschleunigung knupfen sich an den 
Namen von G. Coriolis 369). Bei dem Problem, die dynamischen Glei
chungen der relativen Bewegung analytisch aufzustellen, fand er fiir 
die Beschleunigungen die Formel 

A A 

fP = fP" + fPJ + fPc' 

wo fP die von der wirkenden Kraft herriihrende Beschleunigung dar
stellt, fPI derjenigen Kraft entspricht, die der Bewegung von 2J in 
1::' aquivalent ist, und fPc = 2rovr sinea, vr) normal zur Momentanaxe a 
und zu vr ist und als Coriolis'sche Beschleunigung bezeichnet wird 370). 

Sie stellt die doppelte Geschwindigkeit dar, mit der der Endpunkt Vr 
des Vektors OVr = vr urn a rotierl 371). Das obige Resultat ist seit
dem vielfach abgeleitet worden, wesentlich durch drei verschiedene 
Methoden, eine geometrisch differentielle, eine analytische und eine 
vektorielle 372). Die letztgenannten haben den Vorzug, dass sie auf 
jedes fP(n) ausdehnbar sind. Wird v von 0 aus als Vektor OV ab
getragen, so ist (Nr.l0) fP die Geschwindigkeit von V und aus (1) 
folgt soforl 

dv", 
CPx = dt + qvz - rvy; 

aus dieser von E. Boor 373) gefundenen Formel kann die Zerlegung von 
fP in CPr' cpJ und CPo durch Umformung leicht abgeleitet werden. Die 
Verallgemeinerung dieser Formel auf fP(n) gab Ph. Gilbert 374), namlich 
die Gleichung 

369) J. !lc. polyt. 21 (1832), p. 268; 24 (1835), p. 146. N1theres in IV 6. 
370) Ph. Gilbert giebt auf Grund dieses Satzes Konstruktionen fiir Kriim

mungscentra der Bahnkurven der relativen Bewegung, Brux. Ann. Soc. scientif. 
3B (1879), p. 8t. 

371) Die zugehorige Kraft, auf den Punkt Vr bezogen, stellt nach G. Coriolis 
das Analogon der Centrifugalkraft fiir die Rotation dar. 

372) In dieser Weise leitete zuerst· B. de St. Venant die Formeln fUr v 
und ep ab, und zwar mittelst der symbolischen Gleichung D = Dr + DI , an
gewandt auf einen beliebigen Vektor, Paris C. R. 21 (1845), p. 623 (vgl. Nr.7). 
J. Petersen, Kinematik, p. 11, 37, setzt II! = f(t., tt), Y = ep(t., t.), Z = 1f!(t., tt), 
sodass t. = const. resp. tl = const. die relative und die Fiihrungsbewegung defi
nieren, und erhiilt die Formeln far absolute Bewegung bei variablem tl und t •. 

373) J. de math. (2) 8 (1863), p. 1. Die Leistung von BOUT besteht vor
nehmlich in der Einfiihrung vereinfachender analytischer Hii1fsgrossen. 

374) J. de math. (4) 4 (1888), p. 456, wo sich die obige Ableitung findet. 
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dIP(n) 
m(n+l) = _"'_ + qm(n) _ rm(n). 
T", dt T", Ty , 

er hat sie auch benutzt, urn im Fall der Bewegung eines einzelnen 
Punktes die Komponenten von rp(n) fur solche Koordinatensysteme 
aufzustellen, die von Punkt zu Punkt wechseln, insbesondere zur Ab
leitung der Gleichungen von Nr. 10. Eine allgemeine Formel, die 
nicht Rekursionsformel ist, gab J. Somoff315) auf dem Wege vekto
rieller Differenziation; nach ihm ist 

A A 
rp(n) = rp}n) + rp~n) + (n+ l)Drp~n-l) 

:+ n. ~n.t 1) D2rp~"-2):+ ••• :+ en + 1) D"vr • 

Dreht sich ,E urn den in ,E' festen Punkt 0, wahrend sich in 2; 

ein System S urn 0 dreht, so gilt auch fUr die Winkelgeschwindigkeit 
der relativen und absoluten resp. zusammengesetzten Bewegung von S 
in 2; und 2;' und der Fuhrungsbewegung von 2; in 2;', dass sie sich 
wie Vektoren verhalten; d. h. es ist W = wr + wf. Da wieder l die 
Gesch windigkeit des Endpunktes U des Vektors 0 U = OJ ist, so lassen 
sich die Formeln fur lund l(n) ebenfalls nach der oben befolgten 
vektoriellen Methode ableiten. Wird in S ein System X Y Z an
genommen, so bestehen fur die Komponenten nach diesen Axen die 
Gleichungen 

_ dp _ dPr dPt 
lx - at + fjrt - yqt - at + 1ft + qfrr - rtqr' 

und es ist wiederum 
A A 

A. = lr + It + le' 

wo Ae eine analoge Bedeutung hat, wie oben rpc' Diese Formeln hat 
bereits H. Resal 816) gegeben; ihre Ausdehnung auf l(n) ist durch 
Ph. Gilbert 811) geleistet worden. Ebenso verdankt man ihm Formeln, 
die die Beziehungen zwischen rp(n) und A(n) zum Ausdruck bringen. 
G. Konigs 818) hat mittelst der vorstehenden Satze Kurven bestimmt, 
die bei raumlicher Bewegung eine Hiillkurve besitzen, indem er nam-

375) Kinematik, p. 394 u. Petersburg Mem. de l'Acad. 9 (1866). V gl. auch 
M. Levy, Paris C. R. 86 (1878), p. 1068; Ph. Gilbe1·t, ib., p. 1390 u. Accelera
tions 18, p. 252, wo sich eine umfassende Zusammenstellung ahnlicher Formeln 
findet; A. Laisant, Paris C. R. 87 (1878), p. 204; G. Castellano, Riv. di mat. 2 
(1889), p. 19. 

376) Cinematique, p. 266. Die obige Ableitung gab Gilbert, Paris C. R. 
103 (1886), p. 1248. 

377) AcceMrations 18, p. 263 if. 
378) Paris C. R. 119 (1894), p. 897. Vgl. auch Cinematique, p. 306. 
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lich den Ort eines Punktes such~', fiir den Vr und vI in dieselbe Ge
rade fallen. Die Aufgabe flihrt auf Quadraturen; die Kurven sind 
iiberdies unabhii.ngig von der Axenflii.che von ;E'. 

27. Zahnrii.der und verwa.ndte Kechanismen. Zahnriider dienen 
im allgemeinen zur Ubel'tragung gleichmiissiger Drehungen von einer 
.Axe oder Welle auf eine andere 379). Die Ubertragung erfolgt durch 
die bei der gegenseitigen Bewegung ins Spiel tretenden Druck- und 
Ret'bungskriifte. Je nachdem die Axen parallel sind, sich schneiden 
oder windschief liegen, heissen die Rader cylindrisch, konisch oder 
riiumlich resp. lvyperboloidisch. Eine Darstellung ihrer allgemeinen 
kinematischen Gesetze hat Th. Olivier 880) gegeben. Sind a und b die 
Axen, c;IJ,. und tflb die Oberflachen zweier mit ihnen verbundenen Zabne 
und ;E,. resp. ;Eb die Systeme, denen c;IJ,. und c;IJb angehoren, so findet 
die drehende Bewegung um a und b so statt, dass c;IJ,. und c;IJb ein
ander stets beriihren, also Hullfliichenpaare fUr die relative Bewegung 
von ;Ea, gegen ;Eb sind 104). 

1st ;E das System, in dem die Bewegung von :;Ea, und ;Eb erfolgt, 
so erhiilt man Flachenpaare c;IJ a, und c;IJb erstens so, dass man sich ;Ea, 
fest denkt. Alsdann liefert jede Fliiche c;IJb eine zugehorige Hiillflache c;IJ a, 
in ;E"i dabei bilden die auf c;IJa, liegenden Charakteristiken von c;IJb die 
momentanen Beriihrungslinien. Man kann aber auch in ;E eine Flache c;IJ 

beliebig nehmen und die Hiillflachen bestimmen, die zu ihr ffir die Be
wegung von ;E" in ;E und von ;Eb in ;E gehoren, so bilden auch sie ein 
Paar c;IJ,., c;IJb' Auf;P entstehen dann im allgemeinen zwei verschiedene 
Scharen von Charakteristiken k" resp. kb • Diese Darstellung liefert 
unmittelbar die zwei Zahnradertypen, die Olivier unterschieden hat. 
Falls jede Charakteristik k" mit der entsprechenden kb nur einen 
Punkt gemein hat, so beriihren sich auch c;IJ,. und c;IJb nur in einem 
Punkt und die Rader heissen nach Olivier Priizisionsriider S80). Wenn 
dagegen k" und kb ganze Kurventeile gemein haben, so beriihren sich 
auch c;IJa, und c;IJb in Kurven; die Rader eignen sich dsher zur Kraft
iibertragung und heissen Kraftriider SSO). Eine Unterscheidung anderer 

379) Die tJbertragung kann iibrigens auch so erfolgen, dass die Drehungen 
nicht gleichmli,ssig sind, vgl. Fussnote 390. Fiir Modelle vgl. z. B. W. Dyck, 
Katalog, p. 344. 

380) Engrenages, p. 4 if. Vgl. G. Gautero, Bologna Mem. (4) 1 (1880), p. 203. 
Die allgemeine Theorie ist iiber die Arbeiten von Olivier nicht hinausgekommen. 
lch habe daher im Text die von ihm herriihrende Einteilung in PriUisionsriider 
und Kraftriiiler beibehalten, obwohl diese Namen in neuerer Zeit nicht mehr 
gelli.ufig sind. Man 8J.lricht statt dessen von l\mktverzahnung und Linien
verzahnung. 
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Art kniipft an die Art der relativen Bewegung von Ea gegen Eb an, 
die entweder in einem blossen Bollen oder in einem Bollen nebst 
Gleiten besteht881). 

Sind die Rader cylindrisch, w" und Wb die zugehOrigen Winkel
geschwindigkeiten, und konstruiert man in einer Ebene 6, die zu a 
und b senkrecht ist, Kreise, sodass 'Ia: '10 = Wb: Wa. ist, so stellen 
diese Kreise die Polkurven fur die Bewegung von 6 a gegen 6 b dar 
(Rollkreise). Sind auch die Zahne cylindrisch, so reduziert sich die 
Theorie auf den Fall ebtmer Zahnrii.der 882). 

Hier kommt zuniichst die Frage in Betracht, wie man fUr eine 
beliebige ebene Bewegung Hullkurvenpaare CPa und CPo graphisch an
geniihert finden kann. J. V. Poncelet 88S) hat zu diesem Zweck die 
einem beweglichen System db angehOrige Kurve CPb als Enveloppe 
von Kreisen, insbesondere von Kriimmungskreisen betrachtet, die 
Lagen dieser Kreise in der festen Ebene d a bestimmt und dann 
wieder deren Enveloppe gezeichnet. Grosseren Nutzen gewahrt ein 
von Ck. E. L. Camus 884) eingeilihrter Kunstgriff, der die Bestimmung 
der Hiillbahn CPa ZU CPb auf die Bestimmung einer Bahnkurve zuriick
fiihrt. 1st namlich P diejenige Polbahn, durch deren Abrollen von Pb 
in 60 die Kurve CPb als Bahnkurve eines Punktes A entsteht, so be
schreibt A beim Abrollen der Kurve P von Pa in 6a die Kurve CPa 

als Bahnkurve 885). Nimmt man nun P beliebig, so erhalt man 
in den Bahnkurven cP" und CPb desselben Punktes von 6 in (ia und db 

stets ein Paar entsprechender Hiillkurven. 
In der Theorie der Zahnriider sind die Kurven Pa und Po Kreise, 

man kann dann auch pals Kreis nehmen und findet CPa und CPb als 
cyklische Kurven 886); in dieser Weise gelangt man zur Cykloiden
verzahnung. Die Triebstockverzahnung beruht darauf, dass wenn CPa 

S81) Eine tlDeraicht giebt V. Ligin, Nouv. ann. (2) 13 (1874), p. 497. Eine 
andere Unterscheidung der Bewegungaart giebt F. Grashof, Maschinenlehre 2, p.235. 

382) Der Ort der BerUhrungspunkte von CPa und CPb in 11 heiaat in dieaem 
Fall nach Reuleaux Eingriffskurve. Sic iat wichtig fUr die Auawahl Bolcher 
Stiicke entaprechender Kurven CP" und IJ'b' die man zur Konstruktion der mate
riellen R!l.der benutzen kann. 

383) Seit 1827; vgl. H. Baal, Cinematique, p. 125. 
384) Paris, Mem. de l'Acad. 1733, p. 117. 
385) I' heisst bei Reuleaux Nebenpolbahn. Die drei Pole 0a' 0b und 0ao 

fallen dauernd zuaammen. Das Kurvenatiick CPa muss so gewi!.hlt werden, dass 
seine Normalen Pa treff'en. Geschieht dies unter konstantem Winkel, 80 ist 
IJ' a eine Parallelkurve zu P a' 

386) Bereits von de la Hire gekannt, Paris, Mem. de l'Acad. 9 (1694), p. 341. 
Vgl. auch L. Euler, Petersburg Abh. 5 (17M), p. 299. 
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und lPb entsprechende Hiillkurven sind, dies auch fiir zwei Parallel
kurven lPa' und lPb' von ihnen gilt, die sich je in einem Punkt der 
gemeinsamen Normale von lPa und lPb beriihren. Insbesondere kann 
man lPa als Punkt wahlen und erhalt lPa' als Kreis und lPb' als 
Parallelkurve einer cyklischen Kurve. Die Evolventenverzahnung 381) 

entsteht, falls man eine durch den Pol 0 gehende Gerade pals Pol
bahn von 6 und zwei zu Pa und Pb konzentrische Kreise, die p be
riihren, als Polkurven Pa' und p/ von 6a und 6b gegen 0 wahlt. 
Nimmt man dann A auf P beliebig, so bilden die zu Pa' und Pb' ge
horigen KreisevolYenten ein Hullpaar lPa' lPb' Diese drei Falle stellen die 
hauptsachlichsten Typen der ebenen Zahnraderprofile dar 388). Praktisch 
kommt dabei noch der Gesichtspunkt in Betracht, den Winkel der 
gemeinsamen Normale von lPa und lPb mit der Polkurvennormale 
moglichst gross zu machen, weil hiervon die Grosse der gleitenden 
Reibung und des gegenseitigen Druckes und damit die Triebkraft der 
Rader in erster Linie abhangt. 

Allgemeinere Probleme iiber ebene Zahnrader haben kiirzlich 
E. Delassus und M. Disteli behandelt. Delassus 389) geht von del' Be
wegung dreier beliebigen Ebenen 6 a , 0b' 0 gegen einander aus und 
fragt nach solchen Punkten A von 0, deren in 0a resp. 0b liegende 
Bahnkurven ein Hiillkurvenpaar fUr die Bewegung von 0a gegen 0b 

darstellen. Die notwendige und hinreichende Bedingung ist, dass A 
auf der Polgeraden 0 a Ob liegen muss. Fallen nun die Pole 0 a' Ob und 
0ab stets zusammen, so hat jeder Punkt von 6 diese Eigenschaft; als 
Zahnrader ergeben sich zwei Polkurven Pa und Pb' die sich ohne 
Gleitung gegen einander bewegen. Sie lief ern die sogenannten un
runden Rader, bei denen die Drehungen nieht mit gleichmassiger 
Geschwindigkeit erfolgen 390). Fallen die Pole nicht zusammen, und 
soIl noch jeder Punkt der Polgeraden die genannte Eigenschaft 
haben, dann ist diese Gerade zugleich Polkurve fiir ° gegen 0a 

und fur IJ gegen IJb' was dem Fall der Evolventenverzahnung ent
sprieht. Es kann aber auch nur ein einzelner Punkt diesel' Art 
auf del' Polgeraden existiel'en, dann haben die Polkurven all-

387) Zuerst von L. Euler bemerkt, Petersb. Abh. 11 (17G5), p. 209. 
388) Fur die einzelnen FaIle und ihre zeichnerische Behandlung vgl. man 

die p. 191 genannten Lehrbiicher. Eine analytische Behandlung einzelner FaIle 
giebt P. Richelmy, Torino Atti 16 (1880), p. 29. 

389) Bull. sciences math. (2) 22 (1898), p. 251. 
390) V gl. Fussn. 379. tber die unrulldell Hader vgl. z. B. Burmester, Kine

matik, p. 370 if. Auf sie als ideale RoIlkurven konnen noch Zahne, aus Hull
kurven bestehend, aufgesetzt werden. 
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gemeinen Charakter und dies liefert Hfillkurvenpaare allgemeinster 
Art. DisteUS91) giebt eine allgemeine graphische, resp. analytische 
Methode zur Konstruktion solcher Polkurven Pa und Pb' die als un
runde RollraderS90) dienen konnen. Aus jeder als Tangentengebilde auf
zufassenden Kurve kann ein solches Kurvenpaar Pa und Pb konstruiert 
werden; nimmt man sie insbesondere als Punkt, resp. Strahlbfischel, 
so ergeben sich die beim Antiparallelogramm. auftretenden kongruenten 
Ellipsen resp. Hyperbeln. 

Cylindrische Rader sind auch so moglich, dass riiumliche Zahn
profile auftreten. Man erhiilt sie z. B. so, dass man fJ>a resp. fJ>b 

Schraubungen um a resp. b ausfiihren lasst 892). Man gelangt auf 
diese Weise auch zu Prazisionsradern dieser Art; die Olivier'sche Er
zeugungsweise liefert sie, indem man in :E eine auf der Ebene (ab) 
senkrechte Ebene 11 als Flache (JJ und in ihr eine Gerade gals Ort 
der Beriihrungspunkte wahlt. Diese Rader sind bereits von R. Hooke S9S), 

spater von White 394) angegeben und von Olivier 895) theoretisch erortert 
\Vorden; sie rollen ohne Gleitung von einander abo Der Ort der Be
riihrungspunkte ist fUr :Ea und Eb je eine Schraubenlinie Sa resp. Sb; 

doch konnen cfJ a und cfJb noch mannigfach gewahlt werden. Die 
White'schen Rader entstehen so, dass man an a resp. b je ein Dreieck 
befestigt, sodass eine Ecke des einen in eine Seite des andern faIlt, 
und diese um a resp. b die gleiche Schraubung ausfiihren lasst; dabei 
liefert die bezfigliche Ecke die Schraubenlinien sa und Sb. Olivier 
bemerkt, dass der Ort der Beriihrungspunkte in 11 nicht eine Gerade 
zu sein braucht und dass Sa und Sb nicht die niimliche Tangente 
haben mussen. Man kann die Rader auch in solche mit Hfillilachen 
verwandeln, indem man die Schraubenlinien durch ihre abwickelbaren 
l!'llichen ersetzt, sodass je eine Tangente die momentane Beriihrungs
linie ist. 

Die allgemeine Theorie der konischen Rader ist von der Theorie 
der ebenen nicht wesentlich verschieden. Legt man urn die Axen a 
und b Rotationskegel mit den Offnungswinkelll a und (j, sodass 

391) Zeitschr. f. Math. 43 (1898), p. 1. 
392) Eine weitere Modifikation stellen solche Rader um parallele Axen 

dar, bei denen die Cylinder durch Kreiskegel ersetzt sind. Sie benutzte zuerst 
O. Binner, Machines approuvees par l'Academie, Paris 1736, p. 89. 

393) Collection of Lectures Nr. 2, London 1674, p. 70. Ein Modell zeigte 
Hooke schon 1666 in London vor. 

394) Sie erschienen 1808 auf der Pariser Aus8tellung. V gl. a.uch Poincare, 
Cinematique, p. 168. 

396) J. de ma.th. 4 (1839), p. 304. Euler ha.tte solche Rider fUr unm6glich 
gehaJten; vgl. Olivier, Engrenages, p. 100. 
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sin a : sin p = rob : ro a 

ist, SO sind sie Polkegel fiir die relative Bewegung von Sa gegen So 
(Rollkegel). Schneidet man die Rader durch eine Kugel um 0, so 
reduziert sich die Aufgabe auf die Drehung der Kugel in sich und 
es iibertragen sich aile fiir ebene Rader abgeleiteten Resultate. Das 
gleiche gilt aber auch fiir diejenigen, bei denen raumlich gestaltete 
Zahnprofile in Betracht kommen, also auch die Radertypen von Hooke 
resp. White; und ebenso auch von den Ergebnissen von Delassus und 
Disteli. 

Praktisch kommt iibrigens fUr die Ubertragung einer Drehung 
von einer Axe auf eine andere ausser den konischen Radern wesent
lich noch das Cardanische Gelenk (Hooke'scher Schliissel) in Betracht 
(Nr. 14:). Zur Ubertragung einer konstanten Winkelgeschwindigkeit 
kann es jedoch nur bei kleinen Bewegungen annaherungsweise be
nutzt werden 396). 1st '}' der Winkel, den die Ebenen der beiden 
grossten Kreise bilden, C einer ihrer Schnittpunkte, und werden die 
Bogen OA und OB durch -B-a und -B-b bezeichnet, sodass OOa: rob 

= d-B-a : d-B-b ist, SO ist 

ro a : rob = 1 - sin2 r sin 2 -B-a : COS -B-a ; 

das Verhaltnis der Winkelgeschwindigkeiten ist daher nicht konstant, 
auch nicht einmal angenahert. Durch Verbindung zweier Cardani
schen Gelenke kann man a ber eine spharische Gelenkkette erreichen, 
fiir die sich bei jedem Winkel'}' ein konstantes Verhaltnis fiir roa : rob 

einstellt. Fiir dies en von Goubet angegebenen Mechanismus 391) hat 
H Resal 398) die beziiglichen Formeln eingehend abgeleitet. Das gleiche 
leistet ein von Glemens angegebener Apparat, den naher O. Roze 399) 

und ebenfalis Resal erortert haben 400). 
1m Fail riiumlieher Rader hat man die beiden windschiefen Axen 

a und b als konjugierte Rotationsaxen der relativen Bewegung von 
2a gegen 20 zu betrachten4oo). Die Axe e der beziiglichen momentanen 
Schraubung teilt den kiirzesten Abstand von a und b so, dass (Nr. 18) 

AO:BO= tg(ae): tg(be) , roa : rob: ro = sin (be) : sin (ea):sin(ab) 

ist. Als Axenflache ergiebt sich daher fiir 2a und 20 je ein Rotations
hyperboloid, das durch Rotation von c um a resp. b entsteht. Sind a 

396) Genaue Erorterung bei Th. Caronnet, Nouv. ann. (3) 16 (1897), p. 472. 
397) Er erschien 1878 auf der Pariser Ausstellung. 
398) Paris C. R. 117 (1893), p. 599. 
399) Paris C. R. 84 (1877), p. 1148. 
(00) V gl. auch S. Cappa, Torino Atti 18 (1882), p. 049. 
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und b, sowie roa und rob gegeben, SO sind die Hyperboloide be
stimmt401). 

Bereits 1816 hat Olivier4(2) raumliche Prazisionsrader angegeben, 
die zu denen von Hooke resp. White analog sind, sodass ihre relative 
Bewegung in einem blossen Rollen besteht, spater (1831) auch solche 
Prazisionsrader, fur die die Relativbewegung im Rollen und Gleiten 
besteht. Kraftrader der ersten Art sind nicht moglich; Kraftrader 
der zweiten Art kannte im Fall rechtwinkliger Axen bereits Pappus, 
namlich die Schraube ohne Ende; das ihnen zugrunde liegende 
Prinzip lasst sich nach Olivier fur beliebige Axen benutzen. 

Um methodisch zu diesen Zahnprofilen zu gelangen, kann man 
gemass Olivier's allgemeiner Methode als Flache IP eine Ebene c 
wahlen und sie so bewegen, dass sie sich um a resp. b dreht, und 
senkrecht zu sich mit konstanter Geschwindigkeit fj verschiebt 40S). 

Die Flachen IP a und IPb sind dann Tangentenflachen von Schrauben
linien, und falls ihre Erzeugenden 1a und 1b von a resp. b den Ab
stand ra und rb haben, und ka resp. kb die Schraubenparameter sind, 
so ist 

raWa cos (w) = rbrob cos (Eb) und 

kawa sin (w) = kb Wb sin (cb) = 2:r:'T}. 

Wenn nun die in E liegenden momentanen Charakteristiken 1a und lb 
nur einen Punkt gemein haben, was den allgemeinen Fall darstellt, 
so erhalt man Prazisionsrader, und nur wenn 1a und lb zusammen
fallen, Kraftriider. Beides ist moglich 4(4). 

1st c zu einer Axe a parallel, so geht lPa in die Cylinderflache 
einer Kreisevolvente, und die Beriihrungskurve in eine Kreisevolvente 
selbst uber; es kann sowohl Prazisionseingriff, wie Krafteingriff 405) er
zielt werden. 1st c zu beiden Axen parallel, so sind IP 4 und IPb 
Evolventencylinder, es ist aber nur Prazisionseingriff moglich. 

Die allge:meirw Theorie riiumlicher Rader liefen ala Hiillflachen-

401) 1!'ormeln giebt K. Keller, Zeitschr. d. Ver. deutsch. lng. 14 (1870), p. 738. 
402) tJber die Entstehung seiner Arbeiten berichtet Olivier in der V orrede 

zu Engrenages. Ein Modell solcher Rader beschreibt genauer T. Rittershaus bei 
W. Dyck, Katalog, p. 344. 

403) J. Piil$er, Zeitschr. d. Ver. deutsch. lng. 4 (1860), p. 234, 251. V gl. 
auch F. (lrashof, Maschinenlehre 2, p. 83, wo diese Verzahnung als allgemeine 
Evolventenverzahnung bezeichnet wird. 

404) Kraftrader treten auf, falls 1'4 ± 1'b dem kiirzesten Abstand von a 
und b gleich ist. 

405) Ausser der Relation der vorigen Fussnote muss -9::: (ab) = 1/. n sein. 
Diese RAder fand Olivier schon 1815. 
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paare 4Ja , 4Jb solche Regelfliichen, deren gegenseitige Bewegung in 
Drehungen urn die Erzeugenden in Verbindung mit GIeitungen be
liebiger Richtung besteht4(6). Den einfachsten Typus stellen die be
reits erwiihnten Schraubenfliichen dar. Zu allgemeinen Zahnprofilen, 
die den ebenen Zahnriidern analog sind, gelangte, wenn auch nur in 
angeniiherter Form, zuerst J. B. Belanger 407), indem er von den als 
Axenfliichen moglichen Rotationshyperboloiden H 2 , H 2' ausging, und 
diese langs einer grossen Zahl von Erzeugenden mit sehr dunnen 
Streifen versah. Genaue Zahnriider dieser Art hat geometrisch zuerst 
D. Tessari 408) angegeben, indem er auf eine der beiden hyperboloi
dischen Axenfliichen ein paraboloidisch gestaltetes Zahnprofil aufsetzt 
und die andere Zahnfliiche konstruktiv bestimmt. Eine allgemeine 
rechnerische Behandlung des Problems lieferte H. Resal 4(9). 

Zur Ubertragung von Drehungen konstanter Geschwindigkeit 
dienen ausser den Zahnradern auch die Reibungsriider, bei denen die 
Ubertragung nicht durch Druck, sondern nur durch Reibung erfolgt j 
allerdings konnen so nur geringe Kraftwirkungen erzielt werden. 
Sind die Axen parallel, so miissen die Rollkreise resp. die Axen
cylinder selbst als Reibungsrader verwandt werden, ebenso die Axen
kegel, wenn die Axen sich schneiden. Bei windschiefen Axen stellen 
zwei um sie gelegte Rotationshyperboloide den einfachsten Typus 
von Reibungsriidern dar. Wahrend aber die Axencylinder und Axen
kegel zugleich auch die Axenflachen der entstehenden Bewegung sind, 
trifft dies fur die Hyperboloide nicht mehr ZUj die Axenfliichen der 
entstehenden Bewegung sind von ihnen verschieden. Diesen wichtigen 
Punkt hat F. Schilling 410) klargestelltj das Verhiiltnis der Winkel
geschwindigkeiten andert niimlich seinen Wert, je nachdem ~ oder 
lIs' als das treibende Rad gewiihlt wird, und je niiher oder weiter von 
den Kehlkreisen die zu den Ziihnen benutzten Segmente liegen. Er 
zeigt auch, welche Segmente hierzu verwendbar sind; es kann solche 
Segmente sogar auch in dem Fall geben, dass sich lIs und H 2' III 

zwei reellen Geraden durchdringen. 

28. Allgemeine Theorie der kinematischen Ketten. In engem 
Zusammenhange mit den vorstehenden Entwickelungen steht ein Zweig 

406) V gl. auch T. Bittel'shaus, Civiling. (2) 24 (1878), p. 171. 
407) Paris C. R. 52 (1861), p. 126. 
408) Torino Annali del R. Museo industr. 2 (1871), p. 567, 698; aU8zugs

weise auch in Torino Atti 6 (1870), p. 413. 
409) Paris C. R. 117 (1893), p. 391. 
410) Zeitschr. f. Math. 42 (1897), p. 37. Es wird die Annahme gemacht, 

dasB die Rader unendlich diinn sind. 
Enc;yk!op. d. math. WissenBch. IV 1. 18 
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der Maschinenwissenschaft, welcher von F. Reuleaux411) begrilndet 
worden ist und von ibm den N amen "Kinematik, Maschinengetriebe
oder Zwanglau(lehrff' erhalten hat412). Aufgabe dieses Zweiges ist 
die Systematik, Analyse und Synthese der zur Erzielung bestimmter 
Bewegungen in Maschinen sich eignenden Ki:irperverbindungen. In 
strengerer Weise entwickelt und weiter ausgebaut wurden die Grund
lagen dieses Gebietes von F. Grashof41S) und von L. Burmester 414) 
umfassend mit der geometrischen Bewegungslehre in Verbindung ge
bracht 415). 

Rein phoronomisch betrachtet ist jeder Mechanismus und jede 
Maschine eine bewegliche Verbindung von Ki:irpern, welche zufolge 
ihrer Beriihrungen in ihrer gegenseitigen Beweglichkeit beschrankt 
sind. Die Teile zweier Ki:irper, in denen sie sich beriihren, heissen 
Elemente; sie bilden zusammen ein Elementenpaar416). Unter einer 
kinematischen Kette versteht man eine durch Elementenpaare ver
mittelte solche Verbindung von Ki:irpern, durch welche die letzteren 
- die sogenannten Glieder der Kette - in ihrer gegenseitigen Be
weglichkeit beschriinkt werden. Die Glieder heissen singular, biniir, 
terniir u. s. f., wenn die Anzahl der in ihnen enthaltenen Elemente 
1, 2, 3, u. s. f. ist. Bezeichnet n die Anzahl alier GIieder einer Kette, 
~ die Zahl der singuliiren, n2 die der biniiren, ns die der terniiren u. s. f. 
GIieder dieser Kette, endlich e die Anzahl alier Elemente, so ist 

(1) n = ~ (n.); (2) e = ~ (in.). 

Die Kette heisst geschlossen, wenn jedes GIied mit wenigstens zwel 

411) Kinematik, Bd.l. Vgl. hierzu D. Padeletti, Giom. di mat. 14 (1876), 
p. 195 und 15 (1877), p. 54, 101, 178 u. 248, sowie die kritischen Bemerkungen 
und abweichenden systematischen Gesichtspunkte von G. Konigs, Paris C. R. 133 
(1901), p. 330,385,432,533 u. 621. Wegen kinematischer Modelle vgl. den be
ziiglichen Abschnitt bei W. Dyck, Katalog, p. 315-350. 

412) Die Bezeichnung "Kinematik" riihrt von Ampere (vgl. Fussn. 1) her, 
jedoch in einem weiteren Sinne j vgl. hierzu T. Rittershaus, Zur heutigen Schule 
der Kinematik, Civiling. (2) 21 (1875), p. 423 fr., Bowie D. Padeletti, Giorn. di 
mat. 14 (1876), p. 195. 

413) Maschinenlehre, Bd. 2. 
414) Kinematik. 
415) Beziiglich der geschichtlichen Entwickelung der Kinematik vgl. die 

eotsprechenden Abschnitte der angefiihrten Werke von Reuleaux, Burmester und 
Weiss, sowie Rittershaus, Artikel "Kinematik" der Allgemeinen Encyklopil.die 
von Ersch und Gruber (2) 36 (1884), und Civiling. (2) 21 (1876), p. 428 fr. j weiter 
auch M. GrUbler, Wandlungen der Kinematik in der Gegenwart, Civiling. (2) 
36 (1889), p. 219 if. 

416) J. &hadwill, Verh. d. Ver. z. Befllrder. d. Gewerbfl. 66 (1876), p. 348. 
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anderen Gliedern verbunden ist, also keine singulliren Glieder in ihr 
auitreten, offen, wenn das Gegenteil der Fall ist. Die Kette wird 
eben genannt, wenn die Bahnen der Relativbewegungen aller Glieder
punkte in parallelen Ebenen liegen, im anderen Falle riiumlich. Die 
Kette heisst zwangliiujig, wenn die Bahnen der Pnnkte jedes Gliedes 
gegen jedes andere Glied ganz bestimmte Kurven sind. Ein Mechar 
nismus ist eine zwanglaufige geschlossene kinematische Kette, von 
welcher ein bestimmtes Glied in Ruhe gehalten oder ruhend gedacht 
wird. Aus einer n-gliedrigen Kette gehen demnach im allgemeinen n ver
schiedene Mechanismen hervor. Ge&riebe nennt man einen Mechanismus, 
in welchem ein bestimmtes Glied die Bewegung der iibrigen Glieder 
gegen das ruhende hervorruft. Eine Maschine ist ein Getriebe zum 
Zwecke bestimmter Arbeitsverrichtung. Mechanismen, Getriebe und 
Maschinen sind sonach Spezialfalle geschlossener zwanglaufiger kine
matischer Ketten, wie Reuleaux zuerst nachgewiesen hat 417). 

Die Bedingungen, unter welchen geschlossene kinematische Ketten 
zwangliiufig sind, hangen ab von der Art der Elementenpaare, welche die 
Verbindungen zwischen den Kettengliedern vermitteln. N ach Reuleaux 
unterscheidet man niedere und hOhere Elementenpaare. Niedere Paare 
sind umkehrbar ohne Anderung der Relativbewegungen ihrer Elemente, 
d. h. zusammenfallende Punkte beider Elemente durchlaufen dieselbe 
Bahnkurve bei deren Relativbewegungen; hohere Paare haben diese 
Eigenschaft nicht. Niedere Paare konnen sich in Flachen beriihren 
und heissen daher auch Umschlusspaare; hOhere Paare beriihren sich 
nur in Kurven oder Punkten. Die wichtigsten niederen Paare sind 
das Schraubenpaar, und dessen Spezialfalle, das DrehkOrper- (Dreh-) 
und das Prismen-(Richt-)Paar; diese bedingen Schraubungen, bezw. 
Drehungen, bezw. Schiebungen als Relativbewegungen ihrer Elemente. 

Entsprechend der Einteilung der Elementenpaare unterscheidet man 
niedere Elementenpaar- oder Umschlusspaarketten und hOhere Elementen
paarketten; erstere enthalten nur niedere, letztere auch hohere Paare. 

Die Bedingungen zu ermitteln, unter denen ein Elementenpaar 
innerhalb seines relativen Bewegungsgebietes geschlossen bleibt, ist 
die Aufgabe der Theorie der StiUzung 418). 1st die Relativbewegung 
der Elemente eine ebene, bewegt sich also eine Scheibe s gegen eine 

417) Beziiglich der dynamischen Probleme der Maschinentheorie vgl. IV 8 
(Heun). 

418) Der Begriif der zureichenden Stiitzung wurde von Reuleaux (Kinematik, 
§ 11) eingefiihrt. V gl. hierzu die kritischen Bemerkungen und Erganzungen von 
T. Rittershaus, Civiling. (2) 21 (1875), p.423; Th. Beck, Civiling. (2) 22 (1876), p.571 
und Gras1wf, Maschinenlehre 2, § 7 if. 
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andere s', so hiingt die zureichende Stiitzung von s gegen Drehung 
oder Schiebung ab sowohl von der Zahl der Stiitzpunkte, in denen 
die die Scheib en begrenzenden Kurven sich beriihren, als auch von 
der gegenseitigen Lage der Normalen in den Stiitzpunkten (Stiitz
normalen). Der Schluss eines zwangHiufigen ebenen Elementenpaares 
erfordert mindestens drei Stiitzpunkte, deren N ormalen sich in einem 
Punkte (dem Drehungscentrum) schneiden, und aufeinander folgend 

Fig. 10. Fig. 11. 

Winkel einschliessen, von denen zwei grosser als 900 sein miissen. 
Als Beispiel diene das Bogenzweieck im Dreieck (s. Fig. 10). 1st die 
letztere Forderung nicht erfiillbar, so muss die Zahl der Stiitzpunkte 
mindestens vier betragen, wie z. B. in dem hoheren Elementenpaar: 
Bogendreieck im Rhombus (s. Fig. 11). 

Bei riiumlicher Bewegung haben Reuleaux, Beck und Grashof 
(vgl. Fussn. 418) die Bedingungen zureichender Stiitzung nur in den 
einfachsten Fallen (Cylinder und Prisma) erortert; wesentlich all
gemeiner sind die beziiglichen Untersuchungen von P. Somoff419), 
welche mit der allgemeinen Theorie der linearen Schraubensysteme 
(IV 2, 15-18, Timerding) in engstem Zusammenhange stehen. Von 
seinen Resultaten kommt hier wesentlich nur das eine in Betracht 
dass sich mit HiiIfe von sechs Stiitzungen eine nach Axe und Para
meter bestimmte Schraubung (zwangliiufige Bewegung) erzielen liisst; 
dazu miissen die Stutznormalen einem und demselben Komplexe ersten 
Grades angehoren und ihre Richtungen miissen so gewiihlt werden, 
dass wenigstens vier von ihnen eine Opposition bilden. 

29. Ebene kinematische Ketten. Fiir die ebenen DrehlWrper
paa;r- oder Gelenkketten ist die im allgemeinen, d. h. bei willkiirlichen 
Dimensionen der Kettenglieder, notwendige und hinreichende Bedingung 
der Zwangliiufigkeit die Erfiillung der Relation 420) 

419) Zeitschr. f. Math. Phys. 42 (1897), p.133, 161; Warilchau, Univ. Nachr. 1898, 
Nr. 8 u. 9, und Zeitschr. f. Math. Phys. 45 (1900), p. 245. 

420) M. Griibler, Civiling. (2) 29 (1883), p. 167. 



29. Ebene kinematische Ketten. 271 

n 
"2 

(3) ~ (2i - 3)n; = 2g - 4; 
2 

hierin ist g die Anzahl aller Gelenke, bezw. Axen, urn welche die 
Glieder sich gegenseitig drehen, wahrend n und ni die in Nr. 28 an
gefiihrte Bedeutung besitzen. Drehen sich k Glieder urn dieselbe Ge
lenkaxe (k> 2) und zahlt man ein solches k-faches Gelenk wie k-1 
eigentliche Drehkorperpaare, so !asst sich (3) durch die einfachere 
Relation 
(3 a) 2g - 3n + 4 = ° 
ersetzen, in welcher g nunmehr die Anzahl aller Drehkorperpaare 
istm ). Wenn bei einer Gelenkkette 

2g - 3n + 4 < 0, 

so ist sie willkurlich beweglich. Wenn dagegen 

2g-3n + 4> 0, 

so ist die Rette unbeweglich. In letzterem E'alle kann sie jedoch . 
zwanglaufig beweglich werden, wenn die Funktionaldeterminante der 
Bedingungsgleichungen der Starrheit der Glieder identisch verschwindet. 
Derartige Ketten, bei welchen folglich die Dimensionen der Retten
glieder nicht mehr willkurlich sind, sondern ganz speziellen Be
dingungsgleichungen genugen mussen, heissen iibergeschlossene Gelenk
ketten (Nr. 25). Beseitigt man in einer solchen eine entsprechende 
Anzahl von Gliedern, so erhalt man stets eine geschlossene, der 
Relation (3 a) geniigende Kette, welche also auch bei willkurlichen 
Dimensionen der Kettenglieder zwanglaufig sein wiirde. 

Die geschlossenen zwangIaufigen Gelenkketten haben folgende 
allgemeine Eigenschaften: 1) Die Zahl n ist eine gerade. 2) Die 

Anzahl der Elemente eines Gliedes ist hOchstens gleich ;. 3) Die 

Zahl n2 ist unabhangig von ns und > 4. 
Die Relationen (1), (2) und (3) fUhren zu Bildungsweisen zwang

!aufiger Gelenkketten, ebenso zu topologischen Eigenschaften der-

421) In Form einer Regel, aber ohne Beweis findet sich diese Relation bei 
J. J. Sylvester, Lond. Roy. Inst. Proc. 7 (1875), p. 170-198 und Revue scient. (2) 
4 (1874), p. 490. In einem speziellen FaIle hat diese Beziehung bereits ver
wendet P. Tschebyscheff, Arbeiten der zweiten Zusammenkunft russischer Natur
forscher in Moskau 1869 j in deutscher tJbersetzung: Verh. d. Ver. z. Betord. d. 
Gewerbfi. 19 (1870), p. 174. Eine Erweiterung der Relation auf willkiirlich be
wegliche Ketten gab K. Birkeland, Tidskr. for Math. (5) 4 (1886), p.174. 
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selben '"). Die Bildungsgesetze von Mechanismen, welche aus Gelenk
ketten hervorgehen, behandelt unter besonderem Gesichtspunkte syste
matisch J. Taubeles '28); auch bildet er die Umkehrungen der Gelenk
ketten, in welchen die Gelenke durch Glieder entsprechend ersetzt 
werden. 

Wechsellage nennt man eine solche Lage der Glieder gegen ein
ander, durch welche sie in eine Kette mit anderer Gliederzahl und 
anderen Bewegungsverhaltnissen iiberzugehen vermag42'). Es bleiben 
dann einige der Glieder der urspriinglichen Kette nach dem Durch
gang durch die Wechsellage dauernd in relativer Ruhe. Die neue 
Kette kann entweder zwanglaufig geschlossen oder offen sein. Be
ziiglich der Tod- und Verzweigungslagen, sowie der Polkonfigurationen, 
Gellehwindigkeits- und Beschleunigungsplane und der Kriimmungs
verhiiltnisse der Gelenkketten vgl. Nr. 23. 

Enthiilt eine Kette auch Prismenpaare, so ist sie zwangliiufig 
beweglich nur unter folgenden Einschrankungen: 1) in den nur Prismen
elemente enthaltenden Gliedern diirfen die Schubrichtungen (Prismen
axen) nicht samtlich parallel sein; 2) biniire nur Prismenelemente ent
haltende Glieder diirfen nicht unmittelbar verbunden sein; 3) die Zahl 
der Drehkorperpaare, welche in jeder geschlossenen (d. i. in sich 
zuriicklaufenden) Gruppe von Gliedern ausser Prismenpaaren die Ver
bindungen zwischen den Gliedern der Gruppe vermitteln, muss ent
weder > 2 oder = 0 sein. Nennt man eine geschlossene Glieder
gruppe, in welcher kein Drehkorperpaar auf tritt, ein Gleitvielseit, und 
bezeichnet die Anzahl aller von einander unabhangigen Gleitvielseite 
der Kette mit r, so ist unter obigen drei Einschriinkungen die im 
allgemeinen notwendige und hinreichende Bedingungsgleichung der 
Zwangliiufigkeit fiir die ebenen Umschlusspaarketten: 

(4) 2g - 3n + 4 = r, 
in welcher n die Zahl der Glieder und 9 die Anzahl aller Prismen
und Drehkorperpaare bezeichnet. Die Maximalzahl der Elemente eines 
Gliedes wird dann gleich ten + r). 

1st r = 0 (wie zumeist in Maschinen und Mechanismen), so geht 
(4) in (30.) iiber und es gelten fiir derartige Umschlusspaarketten die 
gleichen Satze, welche bei Gelenkketten bestehen 425). 

Bei Prismenketten (welche nur Prismenpaare enthalten) ist die 

422) M. Grii.bler, Civiling. (2) 20 (1883), p. 167. 
423) Technische Blil.tter 19 (1887), p. 20. 
424) R$"leaux, Kinematik 1, p. 186. 
421» M. Grii,bler, Verh. d. Ver. z. Befard. d. Gewerbefl.. 64 (1881», p. 179. 



30. Raumliche kinematische Ketten. 273 

Bedingungsgleichung der Zwanglaufigkeit unter den oben angefiihrten 
Einschrankungen 1) und 2) 

(5) 9 - 2n + 3 = 0, 
worin 9 die Anzahl aller Prismenpaare bezeichnet. Die Einschriinkung 2) 
erleidet eine Ausnahme nur bei der dreigliedrigen Prismenkette, der 
sogenannten Keilkette. 

Bezeichnet h die Anzahl aller Hullkurvenpaare, welche in den 
hOheren Elementenpaaren einer Kette zur Ubertragung der Bewegung 
zwischen den Gliedern notwendig sind, so ist unter den mehrerwahnten 
drei Einschrankungen die im allgemeinen notwendige und hinreichende 
Bedingungsgleichung der Zwanglaufigkeit fUr die ebenen hOheren Ele
mentenpaarketten 

(6) h+2g-3n+4=r, 

in welcher g, wie vorher, die Anzahl aller Drehkorper- und Prismen
paare und r die Anzahl der unabhangigen Gleitvielseite bezeichnet. 
Die Zahl der Elemente eines Gliedes ist < t (n + r + h). Treten 
nur hohere Elemente in einem Gliede auf, so ist deren Anzahl > 3. 

Aus (6) folgt fur r = ° und 9 = 0, dass zur Bestimmung der 
zwangIaufigen Bewegung von n komplanen Ebenen 

h=3n-4 
Hullkurvenpaare im allgemeinen notwendig und hinreichend sind 425). 

30. Rii.umliche kinema.tische Ketten. Von den riiumlichen Ketten 
sind besonders die Umschiusspaarketten in Anwendung gekommen. 
Die einfachsten FaIle fiihrt Reuleaux 426) auf, ohne jedoch den Nachweis 
ihrer Zwangliiufigkeit vollstiindig zu geben. 

Die einfachen riiumlichen Gelenkketten wurden zuerst von Ritters
haus 427) hinsichtlich ihrer Zwangliiufigkeit untersucht. Er beant
wortet die Frage, ob sich eine dreigliedrige offene GeIenkkette durch 
ein weiteres Gelenk zu einer zwanglaufigen Kette schliessen lii.sst, 
dahin, dass dies im allgemeinen nicht einmal fur eine momentane 
Drehung moglich, dass dagegen bei n = 4 Gliedern sich jedem Punkte 
einer gewissen Flache, und bei n = 5 Gliedern jedem Punkte des 
Raumes sich eine momentane Drehaxe zuordnet, und bei n = 7 
Gliedern jede Gerade die Axe des zwanglaufig schliessenden Gelenkes 
sein kann. Ausnahmen treten ein, wenn einige dar Axen sich schneiden. 
Die Resultate decken sich zum Teil mit den von .A. F. Mo"bius U8) 

426) Kinematik 1, p. 554 if. 
427) Civiling. (2) 21 (1875), p. 443 und 22 (1876), p. 559. 
428) J. r. Math. 18 (1838), p. 189. 
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gefundenen. Ausser den genannten Fallen behandelt Grashof'l8) noch 
den der raumlichen Prismenkette, von welcher er nachweist, dass sie 
bei 4 Gliedern mit 4 Prismenpaaren, deren Axen nicht derselben 
Ebene parallel sind, zwanglaufig ist. Auch flihrl er noch FaIle von 
Schraubenketten und Ketten mit nicht zwang1ii.ufigen Elementenpaaren 
an, deren Zwang1ii.ufigkeit nachgewiesen wird. 

In systematischer Weise beantworlet E. Delassus 4.30) die Frage, wie 
die Bewegung von Korpern mit verschiedenen Freiheitsgraden durch 
kinematische Verkettung mittels Schraubenpaaren erzielt werden konne. 

Fur die Schraubenketten ist die im allgemeinen notwendige und 
hinreichende Bedingungsgleichung der Zwanglaufigkeit 

58 - 6n + 7 = 0,4.81) 

in welcher n die Zahl der Glieder und 8 die der Schraubenpaare ist. 
Zu dieser Relation gelangt Hochmann 4.S2), indem er von der a11-
gemeineren 

6(n-I) - K= R 

ausgeht, in welcher It die Anzahl der Zwangsbedingungen, R der 
Freiheitsgrad der Kette ist, und darin R = 1 und K = 58 setztj 
doch ist die Ableitung nicht einwandfrei. 

D. A.nhang. 

31. Xinema.tik veranderlicher Systeme 4.88). Den Fall, dass ein be
wegliches ebenes System tr sich stets iihnlich bleibt, hat bereits Chasles4M) 

betrachtetj er bewies, dass es filr je zwei Lagen ~ und 6~ einen .A.hn
lichkeitspol 0 giebt, sodass durch Drehung um ihn ~ mit ~ in ahn-

429) Maschinenlehre 2, §§ 46-64 und 63, 64. 
430) Ann. ec. norm. (3) 17 (1900), p. 446. 
431) Ohne Beweis mitgeteilt von M. GritblM, Riga Industrie-Zeitung 16 

(1889), p. 162. 
432) Die Kinematik der Maschinen, p. 67. 
433) Es handelt sich im Text weniger um kinematische Wendung der a11-

gemeinen Theorie verll.nderlicher Systeme (vgl. Bd.III), sondem vielmehr um Resul
tate spezifisch kinematischer Bedeutung. Ausgeschlossen bleibt auch die Betrach
tung der allgemeinen ko11inea.rverll.nderlichen Systeme, sowie die Lehre von den 
nichteuklidischen Bewegungen. Es geniige die Bemel:kung, dass wesentlich solche 
FiWe kollinearveril.nderlicher ebener "Bewegungen" betra.chtet worden sind, bei 
denen drei Punkte festbleiben und jeder andere Punkt eine Gerade resp. einen 
Kegelschnitt beschreibt; vgl. L. Burmester, Zeitschr. f. Math. 20 (1876), p. 386 
u. Math. Ann. 14 (1879), p. 472, sowie J. PM-sm, Tidskr. for Math. (3) 6 
(1876), p. 21. 

484) Bull. scienc. math. de FtnA88ac 14. (1880), p. 822. 
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liche Lage kommt. Eingehender sind die allgemeinen Gesetze ahnlich 
veranderlicher Systeme von Th. SchOnemann und A. Grouard untersucht 
worden. Fur ahnlich veranderliche Systeme spielen wieder die imagi
naren Kreispunkte die gleiche ausgezeichnete Rolle, wie fur starre 
Systeme435). Ebenso sind die Beziehungen afJiner Raume denen der 
starren Systeme analog, nur dass hier den Kreispunkten ein ausgezeich
neter Charakter nicht mehr zukommt. 

Bei del' stetigen Bewegung eines ebenen ahnlich- oder affin
veranderlichen Systems 68 resp. 6 a in seiner Ebene ist in jeder Lage 
wieder ein Momentanpol vorhanden, und zwar so, dass die Momentan
bewegung in einer Drehung um 0 und in einer Dehnung langs jeder 
durch 0 laufenden Geraden l besteht. Die Gesamtbewegung ist 
wiederum durch zwei sich stets beruhrende Polkwrven charakterisiert. 
Ebenso gilt das Prinzip der Umkehrbarkeit der Bewegung nebst den 
in Nr. 3 genannten alIgemeinen Folgerungen436). Von den besonderen 
Resultaten, die Schonemann 437) und Grouard438) fur die Bewegung eines 
Systems 08 abgeleitet haben, erwahne ich folgende: Die Bahntangente 
eines Punktes A bildet mit OA einen konstanten Winkel. Es existiert 
ein Wendekreis und auf ihm ein Wende pol , durch den aIle Wende
tangenten gehen, sowie auch ein Ruckkehrkreis; durch drei Krum
mungsradien ist der Wendekreis bestimmt. Genauer sind die Krum
mungsverhaltnisse und die bezuglichen geometrischen Orter von 
L. Geisenheimer 439) untersucht worden. Die Verwandtschaft zwischen 
den Punkten A, A' ist nach R. Muller 440) eine ein-zweideutige dritten 
Grades. 

Von besonderen Bewegungen eines 0' kennt man wesentlich solche, 
bei denen der Pol fest bleibt, zuerst diejenige, bei der jede Gerade 
durch einen festen Punkt geht. Nach J. Petersen 441) und Chr. Wiener 442) 

435) Eine analytische Behandlung aller Transfarmationen, die die Kreis
punkte resp. den Kugelkreis in sich iiberfiihren, giebt KOnigs, Cinematique, 
p. 308 if.; vgl. auch Bd. III. 

436) L. Burmester, Zeitschr. f. Math. 19 (1874), p. 162,465. J. Sornoff, Zeit
schrift f. Math. 30 (1885), p. 199 giebt eine analytische Darstellung der all
gemeinen Resultate. 

437) Schulprogramm Brandenburg 1862. 
438) L'Institut 35 (1865), p. 159; 37 (1869), p. 27, 84, 124, 171. 
439) Zeitschr. f. Math. 24 (1879), p. 129. 
440) Zeitschr. f. Math. 36 (1891), p. 129. Die }8 ist ein spezieller Fall 

derjenigen, die man erhalt, wenn man eine Fa in gewohnlicher Weise und 
dann stereographisch auf eine Ebene abbildet; Diss. Leipzig 1883. 

441) Nauv. ann. (2) 5 (1866), p. 480. 
442) Ann. di mat. (2) 1 (1868), p. 139. 

Encyklop. d. math. Wiasenlch. IV 1. 
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tritt sie ell, wenn drei Geraden durch je einen festen Punkt gehen; 
jeder Punkt beschreibt einen durch 0 gehenden Kreis (48). Allgemein 
besteht fur Bewegung mit festem Punkt 0 der Satz, dass wenn zwei 
Punkte auf ahnlichen Kurven iihnliche Punktreihen durchlaufen, dies 
alle Pnnkte thun'"). Ein analoger Satz besteht fUr ein affinverander
liches ebenes System t1", das drei feste Doppelpunkte besitzt (45). 
Von solchen Bewegungen sind folgende betrachtet worden: Die Be
wegung eines ('l', bei der alle Punkte ahnliche Geraden durchlaufen «6); 
ferner die Bewegung von 6', bei der alle Punkte ahnliche Kreise be
schreiben und jede Gerade einen OJ umhulIt, endlich solche Be
wegungen eines t1", bei der alIe Geraden Parabeln umhiillen oder 
alle Punkte affine Ellipsen beschreiben u. s. w. (86). Eine Realisie
rung verschiedener Klassen von ahnlich- und affinveranderlichen Be
wegungen lasst sich durch Kombination von Pantographen und 
Plagiographen ausfuhren, wie zuerst J. Kleiber 849) und kurzlich auch 
P. Somoff(47) gezeigt haben. Besondere Bewegungen hat Mannheim 
zu dem Zweck untersucht, um fur einzelne Punkte die Tangente und 
den Kriimmungskreis zu bestimmen, resp. fUr geometrische Kurven 
Konstruktionen abzuleiten 4(8). 

Auch die Fliicheninhaltsiitze lassen sich auf ahnlich resp. affin 
veritnderliche Systeme ausdehnen 4(9), sowohl die Satze von O. Leudesdorf 
und A. B. Kempe, wie auch die Theoreme von G. Darboux uber die 
Bogenlangen und die Flachen der Geradenenveloppen, endlich auch 
die analogen Satze der raumlichen Bewegung. Bei affinverii.nder
lichen Systemen treten statt der Kreise naturgemass Kegelschnitte auf. 

Ohasles hat in der oben genannten Arbeit vom Jahre 1830 auch 
bereits die Hauptsiitze uber ahnlich veranderliche raumliche Systeme 

(43) Vgl. auch H. Durrande, Nouv. ann. (2) 6 (1867), p.60; F. G. Affolter, 
Arch. d. Math. Phys. 06 (187S), p. 176. 

(44) V gl. auch F. Nicoli, Modena Mem. (2) 1 (1883), p. 69. Sind die Bahn
kurven cII ' so sind die Enveloppen der Geraden im allgemeinen Kurven c2 .. , 

446) Falls aIle Punkte affine Kurven beschreiben, filJlt die Polkurve mit 
dem Wendekreis zusammen; Th. SchOnemann, Fussn. 420. 

446) Sie ist die Umkehr1D1g der Wiener-Petersen'schen Bewegwng. 
447) Zeitschr. f. Math. 46 (1901), p. 169. 
448) Geometrie cinematique, p. 16,47,477. Spezielle FlUle der Bewegung 

eines r behandelt auch G. Fouret, Paris C. R. 88 (1879), p. 227; KOnig., 
Cinematique, p. 329; Burmester, Kinematik, p. 86 u. a. 

(49) A. Schumann, Zeitschr. f. Math. 26 (1881), p. 167; E. E. Elliot, Lond. 
Math. Soc. Proc. 14 (1882), p. 62; J. Neuberg, Liege, Mem. (2) 16 (1889), p. 12. 
F. Morley, Quart. J. of math. 24 (1890), p. 869; J. Kleiber, Arch. d. Math. Phys. 
(2) 14 (1896), p. 406. 
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X' abgeleitet. Fur zwei Lagen It und I: giebt es im allgemeinen 
eine im Endlichen gelegene Gcrade a, sodass durch Drehung um sie 
Ii und I: in ahnliche Lage iibergehen, und zwar in Bezug auf einen 
auf a gelegenen Ahnlichkeitspol 0.450) 

Das analoge gilt fUr affine Systeme461) Bt und .E;. Die Be
wegung besteht in einer Drehung um den Affinitatspol 0, resp. um a, 
und einer Dilatation, die fur jede von 0 ausgehende Richtung wech
selt, und deren Grosse fur alle diese Richtungen durch ein Ellipsoid 
bestimmt ist (vgl. IV 14, 12, Abraham). Ubrigens konnen auch alle 
Punkte von a Doppelpunkte fur »t und ~ sein. 

Von spesiellen hierhergehOrigen raumlichen Bewegungen ist die 
wichtigste die eines affinveranderlichen~, das man so verbiegen kann, 
dass die Kanten jedes aus vier Erzeugenden gebildeten Vierecks konstante 
Lange haben. Auf diese aus dem taglichen Leben langst bekannte 
Bewegungsform hat theoretisch zuerst G. Durrande 462), spater M. Hen
rici 453) hingewiesen. Dwrrande zeigte, dass die Bewegung die eines 
affinveranderlichen ~ 199) ist, und dass die Bahntangenten aller Punkte 
senkrecht zur Flii.che sind. Hieraus folgt, dass das Hs bestandig in 
eine konfokale Flache ubergeht und bei der Deformation die Gesamt
heit dieser konfokalen Hs durchlauft, sodass jede Bahnkurve eine Pol
hodie (Nr.16) ist 4M). Hii.lt man bei der Deformation des ~ eine 
Erzeugende 9 fest, so beschreibt jeder andere Punkt des Hi eine 
Kugel, deren Centrum auf 9 liegtj man erhii.lt damit die oben (Nr.21) 
angegebene Darboux'sche Bewegung. Eine einfache Art, die Bewegung 
des ~ zu erzeugen, hat ..4.. Mannheim 465) angegeben. Er geht von 
vier Geraden aus, die in den Scheiteltangentialebenen des lIs liegen 
und deformiert das bezugliche Gelenkviereck so, dass diese Beziehung 
stets erfiillt bleibt. 

J. Larmor 456) hat gezeigt, dass man ein Gebilde von 27 Geraden 
in ahnlicher Weise gelenkig deformieren kann wie das Hi' Es ist 
durch drei solcher ~ gebildetj seinen einfachsten Fall stellen die 
Kanten und Mittellinien eines Parallelepipedons dar. 

450) Einen besondem FaJl solcher Bewegung er6rtert F. Nicoli, Modena 
Mem. (2) 1 (1883), p. 171, 249; vgl. auch K. Moshammer, Wien. Ber. 74 (1876) •. 
p. 131. 

451) Vgl. A. Grouard, Bull. Soc. philom.9 (1872), p. 34, 39. 
452) Ann. ec. norm. (2) 2 (1873), p. 116. 
453) O. Henrici hat ein beziigliches Modell Jan. 1875 der Lond. math. Soc. 

vorgelegt. Vgl. auch W. Dyck, KataJog, p. 261. 
454) So zuerst bei G. Darboux, Paris C. R. 101 (1886), p. 202. 
456) Paris C. R. 102 (1886), p. 253. 
456) Cambro Phil. Soc. Proc. 5 (1884), p. 161. 
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..4.. G.,-ouo,rd Ml1) erkannte bereits die Existenz der Beschleunigungs
pole G<fI) bei einem tJ' und zeigte, dass auf Kreisen run sie das be
ziigliche rp(fI) konstant und dem Radius proportional ist, und fUr aUe 
Punkte einer durch G{fI) laufenden Geraden mit ihr einen konstanten 
Winkel bildet. Die Erklii.rung dieser Ubertragbarkeit der Satze von 
Nr. 10 liegt darin, dass auch :fUr ein beliebiges ~. oder Xa die End
punkte der v und rp ein zu ihnen affines System Xe resp. ~" 
(Nr.19) bilden, wie bei starren Systemen X.457) Analytisch liegt 
sie darin, dass die Formeln fUr die Bewegung eines X' oder ~a 

dieselbe Zineare Form haben, wie diejenigen von Nr. 19, ebenso daher 
such die Formeln fUr die Differentialquotienten458). 

Man kann daher auch die Satze der allgemeinen Ohasles'schen 
Theorie auf affinveranderliche Systeme iibertragen und die beziig
lichen zugehOrigen Komplexe studieren. Auch diese Aufgabe hat 
bereits R. Dwrrande analytisch behandelt459). Die hier auftretenden 
Verwandtschaften sind teilweise allgemeinerer Natur, als im Fall starrer 
Systeme, doch giebt es auch hier in jeder Ebene einen Punkt, dessen 
Geschwindigkeit resp. Bahntangente zu ihr senkrecht ist u. s. w. j es 
bilden jedoch die Punkte mit den Normalebenen kein Nullsystem. 
Eine ausfilhrliche geometrische DarsteUung auf Grund der Satze iiber 
X, Xe, X" (Nr.19) und mit Anwendung auf die einfachsten Fii.lle 
wurde kiirzlich von L. Burmester 460) gegeben. 

Auch die Theorie der relativen Bewegung ist auf veranderliche 
Systeme iibertragbar. 1m besondem gilt die Somoff'sche Gleichung 
von Nr. 26, wie aus dem Beweise von M. Levy B75) hervorgeht, fur 
beliebige kollinearveranderliche Systeme. 

457) Burmester, Zeitschr. f. Math. 28 (1878), p. 110; K. Moshammer, Wien. 
Ber. a (1876), p. 140. 

458) FUr die analytische Darstellung vgl. A. Picart, Nouv. ann. (2) 6 (1867), 
p. 158; V. Ligin, ib. (2) 12 (1875), p.481; G. Formenti, Giorn. di mat. 17 (1879), 
p.282; besonders aber H. Durraride, Paris C. R. 73 (1871), p. 736; 74 (1872), 
p. 1248; 75 (1872), p. 1177; 78 (1874), p. 1086, sowie Ann. ec. norm. (2) 2 
(1874), p. 89. 

459) Vgl. auch F. Castellano, Torino Atti 29 (1893), p. 800. 
460) Zeitschr. f. Math. 47 (1902), p. 128. 

(Abgeschlo8S6n im JUDi 1902.) 
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1. Der BegrUl'des Kaasensystems. Die Geometrie der Massen 1) 

geht von dem Gedanken aus, die Punkte des Raumes nicht schlecht
hin zu betrachten, sondeni ihnen noch eine nach Belieben, positiv 
oder negativ, wiihlbare Zahl a1s ihre Masse beizuschreiben, sodass die 
Punkte als mit bestimmten Koeffizienten behaftet erscheinenl). Hierbei 
wird von der physikalischen Bedeutung dieses Wones zun.iichst ab
gesehen, die Massen bedeuten in der geometrischen Theorie vielmehr 
blosse Zahlen, denen erst in den Anwendungen eine besondere Inter
pretation gegeben wird. So konnen sie im physikalischen Sinne 
Massen oder Gewichte bedeuten, das Wort Gewicht kann aber auch, 
wie in der Fehlertheorie, in ubertragenem Sinne verstanden werden. 

1) Der Name "Geometrie der Massen" wurde zum ersten Male von Haton 
de la Goupilliere in seiner These (Memoire sur une theorie nouvelle de la Geo
metrie des masses, J. ec. polyt. 87 (1867), siehe auch Revue gen. des sciences 
(1898), p. 887 if.) eingefiihrt, spitar von einigen anderen Autoren acceptiert; z. B. 
gebraucht ibn J. Somaff, Mechanik (1879) fiir die einleitenden Kapitel zur Statik 
und Dynamik (p. 1-107); W.8c1aell, Theorie der Bewegung 1 (1879), Kap. VI
IX. - Abgesehen vom Namen kann man die erate Idee einer von der Mechanik 
losge16sten Geometrie der Massen, ebenso wie die Idee einer von der Mechanik 
abgetrennten Kinematik oder Geometrie der Bewegung, bei L. M. N. Camot 
(Geometrie de position 1808 (§ 297 und p. 482; § 298), und Correlation des 
figures 1801, § 218) linden; denselben Gedanken verfolgte spII.ter M. CJhasles 
(Apel'9u hiatorique 1887, 2. ed., p. 106, 220-221, 897 u. s. w.). Die Kinematik 
wurde durch .A. M . .Ampere und viele andere zur selbstl.ndigen Disziplin er
hoben (vgl. IV 8 (8choen{ties), FuaaD. 1), die Geometrie der Kasaen iat diea heute 
nooh nicht, obwohl bereits hinreichendea Material daffIr ZU8&lDlDengetra.gen ist. 

2) Den Ausdruck "mit einem Koeflizienten behaft.eter Punkt" gebraucht 
.A. F. MObius, Barycentriacher Calcul1827 =- Werke I, p.28; H. ~, 
Geometriache Analyae 1847 == Werke 1, p.876 Dennt die Maaaenpunkte "Punkt
grllaaen"; vgl. auch W. ScheU, Theorie der Bewegung 1, p.73 und L. CretlWnC, 
Calcolo grafico 1874, p. 69. 
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Die Massen konnen ferner elektrische oder magnetische Mengen oder 
auch Lichtstiirken und Warmemengen u. s. w. bedeuten. In der Be
volkerungstheorie erscheinen sie als Anzahlen von Person en, die durch 
eine gewisse orlliche und zeitliche Umgrenzung zusammengehoren u. s. w. 
Geometrisch lassen sich die Massen durch geradlinige Strecken von 
bestimmter Liinge und Sinn und beliebiger, aber gemeinsamer Rich
tung darstellen, die man von den einzelnen Massenpunkten ausgehen 
lasstll). 

Die Hauptbedeutung der Geometrie der Massen liegt indessen in 
der Mechanik. So gehoren in sie aIle Probleme, welche die Theorie 
der statischen Momente und des Schwerpunktes, ferner die Theorie 
der Tragheits- und Deviationsmomente betreffen, und die nicht nur in 
der Dynamik, sondern auch in der Festigkeitslehre und anderswo 
Verwendung tinden. 

Wir bezeichnen einen Massenpunkt durch ein Symbol A, welches 
seinen Ort festlegt, und die Masse a, welche dem Punkte A als Faktor 
beigefiigt wird. 1st a = 1, so ist einfach A zu schreiben, und der 
Punkt heisst dann nach H. Grassmann ein einfacher Punkt 2). 

Der Jnbegriff von n solchen Massenpunkten ai Ai (i = 1,2, ... , n), 
der durch das Symbol (aiAi)n oder einfacher (aA) gekennzeichnet sein 
moge, solI ein Massensystem heissen, IL = ~ al dessen Gesamtmasse 3). 
Es ist nicht ausgeschlossen, dass die Massenpunkte in unendlicher 
Zahl vorhanden sind 1IDd ein Kontinuum bilden; in dies em Falle, der 
in der Folge nur an einer Stelle (Nr. 23) ausfiihrlicher betrachtet 
werden soIl, verwandeln sich die weiterhin zu betrachtenden Summen 
in leicht verstandlicher Weise in Integrale. 

I. Lineare Momente. Der Schwerpunkt. 

2. Polare line are Momenta. Die verschiedenen Arten von 
Massensystemen. Durch ein gegebenes Massensystem wird jedem 

3) Solche Segmente von gleicher, aber willkiirlicher, nicht orientierter 
Richtung u reprasentieren skalare Massen. W ollte man die Bezeichnung der eli 
auch auf orientierte Grossen ausdehnen, so wiirde man zum Begriff der vektoriellen 
Massen gelangen (eli AU, welche durch nicht parallele VektOl'en eli' die von den Ai 
attSge~n, reprasentiert werden. Bezeichnet man mit 2g eine Vekrorensumme, so 
wiirde die Gesamtmasse des Systems in diesem FaIle durch den Vektor II- = :Eg eli , 

der auch Null sein kann, gegeben sein. - t'rbrigens hii.ngt die Vorstellung von 
Vektoren, die an einzelne Punkte des Raumes angeheftet sind, auf das genaueste 
mit der Theorie der gebundenen Krii.ftesysteme zusammen, die in IV 2, 32 u. ff. 
(Timerding) behandelt ist. Man vergleiche dort insbesondere, was die Idee 
vekt{)rieller Mallsensysteme angeht, die Auseinandersetzungen liber astatisches 
Gleichgewicht und astatisc~ Aquivalenz. V gl. auch dort die Litteratumachweise. 
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Punkte des Raumes in folgender Weise ein bestimmter Vektor zu
geordnet: Sind x, y, Z die Koordinaten des angenommenen Punktes P, 
Xi' Yi' Zi die Koordinaten eines Massenpunktes Ai des Systems, ai dessen 
Masse, so werden die Komponenten des Vektors: 

Dieser Vektor heisst das polare Moment des Massensystems fiir den 
Punkt Pals Pol 4). Sind ~', r/, r die Komponenten des polaren 
Momentes flir einen anderen Punkt P' mit den Koordinaten x', y', z', 
so wird 

1st (L =1= 0, so findet sich ein einziger Punkt S, flir den das polare 
Moment verschwindet, fiir dessen Koordinaten x,, Y., z. sonach wird: 

(3) ~ ai(xi - x.) = 0, ~ ai(Yi- Y.) = 0, ~ ai(zi- z,) = 0 
oder: 

(3 a) ..... a.z.= u·z. ..-;;;. ,,1. I S 

Dieser Punkt heisst der Schwerpunkt des Massensystems 5). Derselbe 
bleibt ungeandert, wenn alle Massen in demselben Verhaltnisse ver
grossert oder verkleinert werden. 

Mit Hiilfe seiner Koordinaten x., Y., z. lassen sich die Kompo
nenten des polaren Momentes fur einen beliebigen Punkt des Raumes 
in folgender Weise schreiben: 

(4) ~=(L(x.-x), r;=(L(Y.-Y), ~=(L(z.-z). 

Das polare Moment des Massensystems ist also flir aile Punkte gleich 
dem Momente der in den Schwerpunkt konzentrierten Gesamtmasse. 
Man findet demnach das polare Moment des Massensystems flir 
irgend einen Punkt, indem man den Vektor, der von diesem 
Punkte nach dem Schwerpunkte hingeht, im Verhaltnisse 1: (L ver
grossert, und wenn das polare Moment fur irgend einen Punkt P be-

4) fiber die Benennung "polares Moment" vgl. W. Schell, Theorie der Be
wegung 1, p. 74; H. Grassmann, Werke 1, p. 161,375 nennt daB pol are lineare 
Moment eineB MaBsenpunktes die "Abweichung der PunktgrosBe rui" von dem 
Punkte (Pole) P; p. 378 nennt er eB auch die "Mittelgrosse des vielfachen Punkt
quadrates a A I" (vgl. Fussnote 38), sod ass das polare lineare Moment eines Massen
systems mit der Grassmann'schen "Mittelgrosse" identisch ist. 

5) In dieser Form (3 a) ist der Schwerpunkt zuerst von P. Varignon eingefiihrl 
worden, Paris, Hist. de l'Acad. 1714. V gl. IV 2, 32 (Timerding). 
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kannt ist 6), so ergiebt sich umgekehrt eine einfache Konstruktion des 
Schwerpunktes 7). 

1st I' = 0, so sind die Gleichungen (3) im allgemeinen unerfiill
bar. Die Gleichungen (2) werden dann: 

; = r, 'YJ = 'YJ', ~ = r; 
das polare Moment Mist also fiir alIe Punkte des Raumes dasselbe 8); 

der Vektor, den es darstellt, werde mit q bezeichnet. 1st q=f=O, so 
heisst das Massensystem ein magnetisches System 9) und der Vektor q 
seine be 10); man kann sagen, dass der Schwerpunkt S des Systems 
in der RicMung von q ins Unendliche geriickt ist. 

Es kann aber sein, dass die Gleichungen (3) identisch erfiillt 
sind, d. h. dass neben I' = 0 auch noch der Vektor q verschwindet. 
Es verschwindet also das polare Moment fur jeden Punkt des Raumes, 
und jeder Punkt liisst sich als Schwerpunkt des Massensystemes an
sehen 11). Das Massensystem heisst in diesem FaIle ein inclilferentes 
System. 

Wenn aIle Einzelmassen ". gleiches Zeichen haben, so ergiebt sich 
auch fiir die Gesamtmasse notwendigerweise ein endlicher, von Null 
verschiedener Wert, und es ist immer ein bestimmter eigentlicher 

6) Man findet dieses Moment durch Konstruktion des Vektors P P' gleich 
der geometrischen Summe der Strecken Ct, P Ai. 

7) J. Somoff (Mechanik 2, p. 20) schreibt diese Konstruktion des Schwerpunktes, 
die von dem planaren linearen Momente (vgl. Nr. 3) unabhangig ist, B. de Saint
Venant zu; sie findet sich aber fur den Fall eines Systems einfacher Punkte 
schon bei L. M. N. Carnot (Correlation des figures 1801, §§ 207, 209, 218), fUr 
ein allgemeines (siehe unten) Massensystem wurde sie gegeben von G. Bellavitis 
(Metodo delle equipollenze 1835), von A. F. Mobius (Mechanik des Himmels 1843 
= Werke 4, p.124), femervonH. Grassmann (Ausdehnungslehre 1844 = Werke 11, 

p. 72, 168) und endlich von B. de Saint- Venant (Paris, C. R. 21 (1845), p. 623). 
8) Grassmann, Werke 1 t, p. 375. 
9) Der Name "magnetisches System" ist deswegen gerechtfertigt, weil 

ein System von magnetischen Massen (Grassmann, Ausdehnungslehre 1844, § 104; 
vgl. auch E. Beltrami, Ann. di mat. (2) 10 (1882), p.252) ein solches Massen
system darstellt; siehe auch Fussn. 40 u. 65. 

10) Grassmann, Ausdehnungslehre 1844, § 102 (s. unten Fussn. 55). Grass
mann bemerkt hier, dass der Vektor q einen in seiner Richtung unendlich fern 
gelegenen Punkt ersetzt und als Mitte oder Mittelaxe der Massenpunkte er
scheint (p. 189). Einige Autoren nennen das System "schwerpunktslos", a.ber 
es ist damit nur gemeint, dass im Endlichen kein Schwerpunkt existiert (vgl. 
Grassmann, Werke 11, p. 169). Der Schwerpunkt bleibt bestimmt, nur liegt er 
in unendlicher Entfemung. Vgl. auch Moebius, Barycentrischer Calcul, § 9. 

11) Moebius, Barycentrischer Calcul, § 10 sagt: da.s System hat keinen 
Schwerpunkt, es ist damit a.ber gemeint "keinen bestimlnten Schwerpunkt". 
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Schwerpunkt vorhanden. Das Massensystem heisst dann ein Schwer
system, weil eine Anzahl schwerer Massenpunkte ein Beispiel eines 
solchen Systems lief ern. Die Theorie der Schwersysteme unterscheidet 
sich von derjenigen der ailgemeinen Systeme erst bei naherar Be
trachtung der quadratischen Momente (welche baim Schwersystem not
wendig aile positiv sind, wenn man alie ". > 0 voraussetzt). 

Als ein allgemeines Massensystem werden wir weiterhin ein solches 
System ansehen, dessen Gesamtmasse =F 0 ist. 

S. Planare line are Momente. Statische Momente hinsichtlich 
einer Ebene. Als das statische Moment eines gegebenen Massen
systems ffir eine Ebene ,,; 12) (planares lineares Moment) bezeichnet 
man den skalaren A.usdruck, den man erhiilt, indem man die Masse 
jedes Massenpunktes des Systems mit seinem Abstande von der Ebene '1t 

multipliziert und alie diese Produkte addiert. 1st 

Ux+ Vy+Wz= T 
die Gleichung der Ebene ,,;, so wird das zugehorige statische Moment 
des Massensystems: 

M = ~CXi(UXi + VYi + WZi - T) 
(5) rUt + V! + W' 
oder wegen (3a): 

(5 a) M = '" (Ux. + Vy. t Wz. - T) . 

ru' + V' + W' 

Das statische Moment eines allgemeinen Massensystems wird also ffir 
aUe Ebenen des Raumes gleich dem statischen Momente der in dem 
Schwerpunkte konzentrierten Gesamtmasse, namlich gleich dem Pro
dukte aus dieser Gesamtmasse und dem Abstande des Schwerpunktes 
von der Ebene 13). Insbesondere verschwindet es ffir alIe Ebenen, die 
durch den Schwerpunkt gehen 18), oder anders ausgedriickt: der Schwer
punkt S wird umhiilIt von den Ebenen, fiir die das statische Moment 
Null ist. 

1st das System ein magnetisches System, also p, = 0, q =F 0, so 
sind die Ebenen, fiir die das statische Moment des Massensystems 
verschwindet, alle der Axe desselben parallel (vgl. Nr. 5), und fUr 
irgend eine andere Ebene wird das statische Moment gefunden, indem 
man die Axe q des magnetischen Systems auf die zu der Ebene nor-

12) Der Begriff des statischen Momentes geht bis auf Archimedes zuriick 
(vgl. W. Schell, Theorie der Bewegung 1, p. 81). 

13) Moebius (Barycentrischer Calcul = Werke 1, p. 28) griindet auf diese 
Eigenschaft die Definition des SchwerpunkteR. 
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male Richtung projiziert14). Das statische Moment wird also ein 
Maximum, namlich = q, fiir die Ebenen, welche zu der Axenrichtung 
des magnetischen Systems normal sind. 

Das statische Moment eines indifferenten Massensystems ver
schwindet fiir aIle Ebenen des Raumes. 

4. Ebene Projektionen eines Massensystems. Geradlinige 
Systeme. Ais Projektion eines Massenpunktes a A auf eine Ebene 1t 

kann man den Massenpunkt aAo der Ebene 1t bezeichnell, welcher 
der Lage nach in die Projektion A 0 des Punktes A fallt und dessen 
Masse gleich der des projiziertell Massenpunktes ist. Dabei kann 
das Projektionszentrum im besonderen im Unendlichen liegen. Es 
gelten fiir die Projektion eines allgemeinen lYJassensystems die Satze: 

1) Der Schwerpunkt So des ebenen Massensystems, dessen Massen
punkte die Projektionen der Massenpunkte eines gegebenen raumlichen 
Massensystems auf eine Ebene 1t sind, wird gefunden, indem man 
den Schwerpunkt S des raumlichen Massensystems auf die Ebene 1t 

projiziert. Geht insbesondere die Ebene 1t durch den Schwerpunkt S 
des raumlichen Systems, so fallt der Schwerpunkt So mit dem Schwer
punkt S zusammen 15). 

2) Das polare Moment des ebenen Massensystems fiir irgend 
einen Punkt Po seiner Ebene 'It ist ein Vektor in dieser Ebene und 
wird gefunden, indem man den V ektor, der das polare Moment des 
raumlichen Massensystems flir denselben Punkt Po darsteIlt, auf die 
Ebene 1t projiziert. 

3) Das statische Moment des ebenen Massensystems fiir eine in 
seiner Ebene 'It liegende gerade Linie gO wird gefunden, indem man 
das statische Moment des raumlichen Massensystems fiir diejenige 
Ebene bildet, welche durch die Linie gO geht und auf der Ebene 1t 

senkrecht steht. 
Die orthogonale Projektion des magnetischen Massensystems auf 

eine beliebige Ebene bildet im allgemeinen wieder ein magnetisches 
Massensystem, dessen Axe durch die Projektion des Vektors q auf die 
Ebene gefunden wird. Wenn aber die Ebene zur Axenrichtung des 

14) C. Cttlmann (Graphische Statik 1866, p. 25) gebraucht fiir die Pro
jektion auf die zu einer Ebene normale Richtung den Ausdruck Antiprojektion. 
Vgl. auch L. Cremona, Calcolo grafico 1874, p. 26. 

15) Zwischen den projizierenden Strahlen besteht die BeziehuDg~[l ai Ai AiO 

= p,Sso, d. h. Sso kann als mittlerer Vektor der Vektoren ajAiAjO aufgefasst 
werden. 1st a j der Fusspunkt des auf SAi von einem beliebigen Raumpunkt P 
gefallten Perpendikels, so ist ~ ai S Ai . S aj = 0 (vgl. fiir den Fall ai = 1 
Carnot, Correlation des figures, p. 161). 
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raumlichen Massensystems normal iet, so wird die Projektion ins
besondere ein indifferentes Massensystem. 

Analoge Satze lassen sich fiir nur geradlinige M88sensysteme 
aufstellen. 

5. Siitze liber den Schwerpunkt. Der Schwerpunkt als Zentrum 
der mittleren Entfernungen. Die Gleichungen (3) in Nr. 2, welche 
den Schwerpunkt eines allgemeinen Massensystems als den Punkt defi
nieren, fur den das polare Moment verschwindet, gestatten folgende 
geometrische Interpretation: Die Strecken, welche den Schwerpunkt S 
mit den einzelnen Punkten des Systems verbinden, jede multipliziert 
mit der Masse (Xi' lassen sich ohne Anderung von Richtung, Sinn und 
Lange zu einem geschlossenen Polygon zusammenfiigen. Umgekehrt 
wenn im Raume ein beliebiges geschlossenes Polygon gegeben ist und 
man von einem beliebigen Punkte S aus Strecken SA; zieht, welche 
den Seiten dieses Polygons gleich und gleichgerichtet sind (wobei 
man sich das Polygon in einem bestimmten Sinne umlaufen zu denken 
hat), so ist der Punkt S der Schwerpunkt fdr die Endpunkte Ai 
jener Strecken. 

Symbolisch kann man die GIeichungen (3a) in Nr.2 schreiben: 

~a.A. 
~(X.A. = 11.' Soder S = --'-'. ~ ,. r II-(6) 

Der Schwerpunkt erscheint danach als Mittelpunktlf» oder mit der 
Gesamtmasse des Systems versehen, als die Summe l1) der einzelnen 
Massenpunkte. 

"Zerlegt man ein allgemeines Massensystem auf beliebige Art in 
eine Anzahl von Teilsystemen und sucht von allen diesen die Schwer
punkte, indem man sich jedesmo.l in dies en die Gesamtmasse des Teil
systems konzentrierl denkt, so ist der Schwerpunkt aller so ge
wonnenen Massenpunkte zugleich der Schwerpunkt des gegebenen Massen
systems. Liegen alle Massenpunkte eines Massensystems auf einer ge
raden Linie oder in einer Ebene, so liegt auch sein Schwerpunkt auf 
dieser Linie oder in dieser Ebene." Hieraus ergiebt sich: 

"Lassen sich in besonderen Fallen die Massenpunkte eines Massen
systems so einteilen, dass die Schwerpunkte der Teilsysteme in einer 
geraden Linie liegen oder einer Ebene angehOren, so geht diese ge-

16) Grassmann, J. f. Math. 24 (1842), p. 271, und Werke 11, p. 72 u. 618; 
vgl. auch Fussn. 19, 26 u. 27. 

17) Moebius, Barcentrischer ea.leul = Werke 1, p. 44 u. 611; Grassmatm, 
Geometrische Analyse, § 15 = Werke 1 \ p. 376; (vgl. Fussn. 21). 
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mde Linie oder diese Ebene durch den Schwerpunkt des Gesamt
systems oder ist, wie man sagt, fur dasselbe eine Schwerlinie oder 
eine Schweribene." In jedem :FaIle liegen, wenn man ein vorgelegtes 
Massensystem irgendwie in zwei oder in drei Teilsysteme zerlegt, die 
Schwerpunkte dieser Teilsysteme immer auf einer Schwerlinie oder in 
einer Schwerebene 18). 

Hieraus ergiebt sich eine einfache Methode, um in vielen Fallen 
den Schwerpunkt eines gegebenen Systems zu finden (vgl. Nr. 24:). 

Wahlt man im besonderen aIle Massen des allgemeinen Massen
systems gleich 1, so werden die Koordinaten des Schwerpunkts S: 

Xl + Xi + ... + X" Yl + y, + ... + y" Zl + Z, + ... + Zn 
X. = n ' y, = n ' 1$, = n . 

Die Entfernung des Punktes S von einer beliebigen Ebene ist also das 
Mittel der Entfernungen aller Punkte des Systems von derselben 
Ebene. Es wird daher im vorliegenden Falle der Schwerpunkt als 
Zentrum der mittleren Ent{ernungen 19) bezeichnet. Jede Symmetrie
ebene oder -Axe des Systems Ai geht durch den Schwerpunkt. 

1m magnetischen System ist der Schwerpunkt in der Richtung der 
Axe im Unendlichen gelegen (vgl. Nr.2). Es ist der uneigentliche 
Punkt S",. Dadurch modifizieren sich die Satze, welche fur den 
Schwerpunkt des allgemeinen Massensystems gelten, in folgender 
Weise: 

Das Umhullungsgebilde der Ebenen yom statischen Momente Null 20) 
wird jetzt der Punkt Soo (vgl. Nr. 3) und als Summe der Punlcte ",A, 
Iasst sich vermoge der symbolischen Gleichung 

~"iAi=q 
der Vektor q21) ansehen. 

Teilt man ein magnetisches Massensystem irgendwie in zwei 
nicht magnetische Teilsysteme, so fallt die Verbindungslinie der 

18) Sind ILl und ILl die Massen der beiden Teilsysteme, 8., 8, ihre Schwer
punkte, so ist ILI+IL,=1L und 1l1SS1+IL,S8,=0 und analog fiir drei Teil
systeme. 

19) Carnot, Correlation des figures 1801 (vgl. Fussn. 7). J. V. Poncelet 
(J. f. Math. 3 (1828» bezeichnete das Zentrum der mittleren Entfernungen als 
"Zentrum der harmonischen Mittel in Bezug auf die unendlich ferne Ebene" (vgl. 
Nr. 11); vgl. auch Chasles, Aper9u historique 1837, 2. ed. 1876, p. 616 if., 713 if. 
Grassmann (J. f. Math. 24 (1842), p. 271) veranderle die Poncelet'sche Bezeich
nung in "harmonische Mitte in Bezug auf eine Ebene" und die Carnot'sche Be
zeichnung in "Mitte zwischen den Punkten". 

20) Moebius, Barycentrischer Calcul, § 8 u. 9. 
21) Grassmann, Werke 1', p. 308; vgl. FussD. 17. 



290 IV 4. G. Jung. Geometrie der Massen. 

Schwerpunkte dieser Teilsysteme in die Axenrichtung des magnetischen 
Systems. Die Gesamtmassen der beiden Teilsysteme sind dabei einander 
entgegengesetzt gleich. Multipliziert man ihren absoluten Betrag mit 
dem Abstande der beiden Schwerpunkte, so erhii.lt man die Lange 
der Axe q. Speziell ralit in die Richtung dieser Axe jede Linie, 
welche einen Massenpunkt des Systems mit dem Schwerpunkte der 

iibrigen verbindet, und diese Verbindungsstrecke ist der Strecke ~ q a, 
gleich und entgegengesetzt gerichtet, wenn a, die Masse des heraus
gegriffenen Msssenpunktes ist. Setzt sich ein magnetisches Massen
system aus mehreren magnetischen Teilsystemen zusammen, so setzt 
sich auch seine Axe q aus den Axen qi dieser Teilsysteme nach der
selben Regel zusammen, nach der Vektoren zu einem Vektor vereinigt 
werden, was durch die einfache Gleichung JJg qi = q angedeutet wer
den moge. 

1m indifferenten System ist jeder Punkt Schwerpunkt (vgl. Nr. 2). 
Es ist die Summe tier n Punkte tXi~ gleich Null. 

Teilt man daher das indifferente Massensystem irgendwie in zwei 
nicht indifferente Teilsysteme, so fallen die Schwerpunkte dieser Teil
systeme zusammen. Insbesondere liegt in jedem Massenpunkte des 
indifferenten Systems der Schwerpunkt der iibrigen und man erhilt 
umgekehrt aus einem allgemeinen Massensysteme ein indifferentes, indem 
man als weiteren Massenpunkt die in dem Schwerpunkte konzentrierte 
Gesamtmasse des Systems mit umgekehrtem V orzeichen hinzufiigt. 

6. Barycentrische Xoordinaten. Besteht das Massensystem nur 
aus zwei Massenpunkten alAI und a2 ~, so mogen wir durch die 
Punkte Al und A2 die x-Axe des Koordinatensystems legen, sodass 
die Koordinaten der PunkteAl und A2 (Xli 0, 0) und (x" 0, 0) werden. 
Dann werden die Koordinaten '!I, und r&. des Schwerpunktes S eben
falls gleich Null, und x. wird 

(8) 

d. h. 18) der Schwerpunkt S der beiden Massenpunkte a1 A1 und ~ At 
teilt das Segment AlAs im umgekehrten Verhii.ltnisse zu den Massen 
"t und a" und zwar innen oder aussen, je nachdem a1 und as gleiches 
oder entgegengesetztes Vorzeichen haben 21). 1st as = - all so riickt 
S auf der Verbindungslinie von Al und ~ in unendliche Entfemung 
(vgl. Nr. 2). 

22) Dieses Hebelgesetz riihrt bereits von Archimedes her. 
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Wir ubergehen der Kurze halber den Fall dreier Massenpunkte. 
Besteht das Massensystem aus vier Massenpunkten ~Al' a2~' 
IXsAs, IX,A" so liegt sein Schwerpunkt S so, dass jede der drei durch 
ihn gehenden geraden Linien, die zwei Gegenkanten des Tetraeders 
Al All As A, treffen, diese Kanten im umgekehrten Verhiiltnisse zu den 
in ihren Endpunkten angebrachten Massen teilen. Der Abstand des 
Schwerpunktes S von einer Seitenfliiche des Tetraeders steht zu der 
zugehorigen Rohe in demselben Verhiiltnisse, wie die in dem gegen
uberliegenden Eckpunkte Ar angebrachten Mass en IXr zu der Gesamt
masse f.L = IXl + ~ + as + IX,. 

Betrachtet man nun die vier Punkte A. als fest und nur die 
zugehorigen Massen IXi als veranderlich, mit der Bedingung, dass 
ihre Summe f.L konstant bleibt, so gehort zu jedem Wertequadrupel 
(IXl ~ as IXJ ein bestimmter Punkt S und umgekehrt zu jedem Punkte S 
ein Wertequadrupel (IXl IXll IXs IX,). Diese vier Werte IX. sind die bary
centrischen Koordinaten des Punktes S, bezogen auf das Fundamental
tetraeder Al~A3A, 2S). Dieselben sind von Moebius eingefiihrt und 
in seinem Barycentrischen Kalkul (1827) verwertet worden, wodurch 
zum ersten Male ein. System homogener Koordinaten in die ana
lytische Geometrie eingefiihrt wurde 24). Die Tetraederkoordinaten von 
J. PlUcker 25) gehen aus den barycentrischen Koordinaten hervor, indem 
man dieselben noch mit beliebig wahlbaren konstanten Faktoren 
multipliziert. 

7. Das Massensystem, aufgefasst aJs ein System paralleler 
Krii.fte. Die in den voraufgehenden Nummern gegebenen Siitze er
halten eine charakteristische Interpretation, wenn man die Massen IX; 
eines Massensystems durch Strecken AiB. repriisentiert, die siimtlich 
einer willkurlichen Richtung u parallel von den Punkten Ai des 
Systems in ein oder dem anderen Sinne je nach dem V orzeichen von 
IX auslaufen. Man kommt so auf bekannte Satze der Statik starrer 
Korper (vgl. IV 2, 32, Timerding). 

1m Falle eines allgemeinen Massensystems (also f.L =+= 0) li~sst sich 

23) Sie sind dem Inhalte der Tetraeder proportional, deren Spitze in S 
liegt und deren Grundflachen die den Punkten Ai gegeniiberliegenden Seiten
fiii.chen Ai des Fundamentaltetraeders sind. 

24) S. die Vorrede von R. Baltzer zu Bd.l von Moebius' Werken p. IX, und 
bei Grassmatm (Werke 1\ § 116,117), was er "barycentrisches Richtsystem von 
Moebius" nennt. 

26) J. f. Math. 6 (1830), p. 1 = Werke 1, p.124. Vgl. auch Bellaviti8, 
Metodo delle equipollenze (1836), Nr. 99 u. 100. 
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eine im Schwerpunkte 8 angreifende resultierende Strecke SR findensG); 
da u willkiirlich ist, so rotiert, wenn die Strecken A.B, um die 
Punkte Ai durch einen Winkel 1/J sich drehen, die resultierende Strecke 
um den Punkt 8 durch denselben Winkel. 

Die Strecken A,B. lassen sich als Kriifte auffassen, die in den 
Punkten Ai angreifen; S ist das Zentrum dieser Krii.fte i7). 

Nimmt man aile Massen gleich 1, so lassen sich die Strecken SA, 
als Darstellung eines Systems von Kriiften deuten, die am Punkte S 
angreifend sich das Gleichgewicht halten. Waren n am Punkte S 
angreifende Kriifte nicht im Gleichgewichte, so wiirde ihre Resultante 
gleich der Strecke n· 8M sein, wenn M das Centrum der mittleren 
Entfernungen filr die Endpunkte der die Krafte darstellenden Strecken 
bedeutet. 

Wird das magnetische Massensystem durch ein System paralleler 
Kriifte ersetzt, deren Angriffspunkte in die Massenpunkte fallen und 
deren Intensitiiten den Massen proportional sind 28), so sind die 
Krafte im Gleichgewichte, wenn ihre Richtung u mit der Axenrichtung 
des magnetischen Systems zusammenfli.llt. Raben sie irgend eine 
andere Richtung, die mit der Axenrichtung den Winkel co bilde, so 
setzen sie sich zu einem Kriiftepaare vom Momente q. sin co zu
sammen '9). Lasst man den Arm dieses Kraftepaares in die Axen
richtung des magnetischen Systems fallen, giebt ibm im iibrigen eine 

beliebige Lange a, so haben die Krafte des Paares die Intensitat .!1. a 
und drehen sich mit den Krii.ften des Systems, das sie ersetzen, um 
ihre Angriffspunkte. 

Insbesondere kann man das System paraileler Krii.fte so auf ein 
Kraftepaar reduzieren, dass man irgend eine Anzah! dieser Krafte, 
die nur nicht selbst einem Kraftepaare aquivalent sein d~ zu einer 
Resultierenden vereinigt und ebenso die iibrigbleibenden Krii.fte des 
Systems. Diese beiden Resultanten bilden dann das Krii.ftepaar. 

Ersetzt man die Massen in einem indiffercnfen Massensystem 
durch paraUele Krafte, so sind dieselben, wie man auch ihre gemein
same Richtung u annimmt, im Gleichgewichte 1l8). 

26) Wegen dieser Eigenschaft des Schwerpunkts S nennt ihn D. (]helini, 
Bol. Mem. (2) 10 (1870), p.343, den ,,resultierenden Punkt" der gegebenen 
Punkte ", A; . 

27) Vgl. Moebius, Statik =.Werke 3, p. 161if. 
28) Moebius, Statik 1, § 107 = Werke 8, p. 161 if.; Bowie IV 2, 84 (Timeriling). 
29) Das Kril.ftepaar bedeutet eine unendlich feme, unendlich kleine Kraft; 

vgl. IV 2,6 (Timerding). tiber die Zusammensetzung solcher Krifte in der un
endlich femen Ebene vgl. Ommann, Graphische Statik 184i6, §§ 88-«. 
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8. Xongruente und ii.hnliche Systeme. Aus einem Massen
systeme geht ein kongruentes Massensystem durch eine blosse Ver
riickung im Raume hervor. Hierbei iindert sich die Lage des Schwer
punktes gegen das System nicht. Giebt man der Masse ctj eines jeden 
Mo.ssenpunktes ctjA/ des neuen Massensystems das entgegengesetzte 
VorzeichE\n, so bildet er mit dem entsprechenden Massenpunkte ctjAj 
des urspriinglichen Massensystems zusammen ein magnetisches Massen
system und alle diese magnetischen Systeme vereinigt geben ein 
magnetisches System, das die beiden kongruenten Massensysteme um
fasst. Hieraus folgt (vgl. Nr.4:) die merkwiirdige Gleichung 

~gctjA;A/ = II- • 88', SO) 

indem 8 und 8' die Schwerpunkte der kongruenten Massensysteme 
bedeuten und durch ~g die geometrische Addition der Vektoren be
zeichnet wird. 

Aus einem Massensysteme geht ein affines 8ystem durch affine 
Transformation des Raumes hervor. Durch dieselbe Transformation 
geht dann auch der Schwerpunkt des aIten Systems in den Schwer
punkt des neuen Systems iiber S1) Cvgl. Nr.24:). 

II. Quadratische Xomente. Das .Antipolarsystem. 

9. Die verschiedenen Arien quadratischer Momente und ihre 
gegenseitigen Beziehungen. Die quadratischen Momente eines Massen
systems fur ein Raumelement, niimlich einen Punkt, eine gerade 
Linie oder eine Ebene, werden definierl als die skalaren Ausdriicke, 
die man erhiilt, indem man die Masse jedes Massenpunktes mit dem 
Quadrate seiner in bestimmter (gewohnlich rechtwinkeliger) Richtung 
gemessenen Entfernung von dem betreffenden Raumelemente multi
plizierl und aile diese Produkte addiert. Die quadratischen Momente 
werden traditioneller Weise als Triigheitsmomente bezeichnet, und zwar als 
polare J:p, axiale Jg und planare Triigheitsmomente J., je nachdem sie 
sich auf einen Putikt, eine gerade Linie oder eine Ebene beziehen. 
Eine Strecke, deren Quadrat dem durch die Gesamtmasse dividierten 
absoluten Werte des Triigheitsmomentes gleich ist, heisst Triigheits
radius des Systems in Bezug auf das betreffende Raumelement oder 
auch kurz Tragheitsradius des Raumelements seIber, und man hat den 

30) MoebiU8, Mechanik des Himmels (1843), § '16 = Werke 4, p. 134. Er 
folgert allS ihr den Satz von der Erhlloltung des Sehwerpunkts. 

31) Fiir il.hnlicbe Figuren stammt dllos Theorem bereits von .Archimedes. 
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verschiedenen Tmgheitsmomenten entsprechend poloire kp, axiale kg 
und plarw,re Triigheitsradien k. zu unterscheiden 31). 

Wahlt man im Raume irgendwie drei zu einander normale 
Ebenen ~, 1j, ~ und sieht sie als Grundebenen eines Cartesischen 
Koordinatensystems an, so werden die auf sie bezuglichen planaren 
Tragheitsmomente J;, J1J , Jc eines Massensystems (aA) durch die 
Ausdrucke dargestellt: 

(9) J; = ~aixl, J1J = ~aiYi9, Jc= ~(V~r 
Die Triigheitsmomente fUr die Axen x, y, z dieses Koordinatensystems 
werden dann 58): 

(10) (
J", = ~ai(yl + zl) = J1J + Jc, 

J, = ~ai(zl + xl) = Jc+ J;, 

J. = ~ai(xl + y.') = J;+ J1J' 
"Man :6.ndet hiernach allgemein das axiale Tragheitsmoment Jg fur irgend 
eine Axe g, indem man die planaren TriigheitBmomente fur zwei durch 
dieBe Axe gelegte, zu einander normale Ebenen addiert." 

Umgekehrt wird: 
1 1 1 

(11) J~=2(J"+J.-J,,,), J1J=2(J.+J",-J,), Jt=2(J",+J,-~). 

DaB lwloire Triigheitsmoment Jo fur den Ursprung 0 des Koordi
natensystems ist: 

(12) Jo=~ai(4+Yl+zl)=J;+J1J+Jc=! (J",+J,+~). 
32) J. Somoff (Mechanik 2, 531) behalt fiir das axiale Tragheitsmoment J g 

den von L. Euler gebrauchten Ausdruck "Trllgheitsmoment" bei, ersetzt aber -
im Gegensatz zu C. Culmann (Graphische Statik 1866), w: Schell (Theorie der 
Bewegung) und E. J. Routh (Dynamik 1) - die von J. Binet (J. ec. polyt. 16 
(1813» auf die Ebenen erweiterte Bezeichnung ("Tragheitsmoment in Bezug auf 
eine Ebene") durch den Ausdruck "quadratisches Moment in Bezug auf eine 
Ebene". Raton de la Goupilliere (J. ec. polyt. 37 (1857), p.73-76) nennt das 
axiale Tragheitsmoment Jg "moment d'inertie", das plan are J. "somme d'inertie", 
das polare Jp "moment central d'inerlie", gebraucht aber spater (Revue gen. 
des sciences 1893) die von uns verwendeten Bezeichnungen. - Schon Etder 
(Theoria motus 1765, Nr. 424) hatte (fiir schwere Massen) Jg in die Form 
"kgl gebracht. Poinsot (J. de math. 16 (1851), p. 73) fiihrle, daran ankniipfend, 
zum ersten Male den Begriff des Tragheitsradius ein, indem er kg den "bras 
d'inertie autour de l'axe g" naunte. Raton de la Goupilliere nennt den malen 
Tragheitsradius kg "rayon de gyration" (wie auch Mac Cullagh thut), den planaren 
ke "module de gyration", den polaren kp "rayon central de gyration". Schell 
(Theorie der Bewegung 1, p. 78, 100) sagt dagegen bezw. "Tragheitsradius", "Tril.g
heitsarm" und "Radius des polaren quadratischen Momentes". Somoff (Me
chanik 2, p. 74) hat ftir k. keinen besonderen Namen. 

33) Euler, Theoria motus 1765, Nr.462. 
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,,Das Triigheitsmoment Jp fiir irgend einen Punkt ist demnach gleich 
der Summe der Trii.gheitsmomente fiir drei durch diesen Punkt ge
legte normale Ebenen oder gleich der halben Summe der Triigheits
momente fiir drei durch ihn gehende normale Gerade." Man kann 
auch schreiben: 

Q~ ~-~+~=~+~-~+~ 
oder: 

JE= ~-J"" J'1-Jo -J", JI;=~-~' 
,,Man findet also das Tragheitsmoment J. fiir eine Ebene, indem man 
von dem Triigheitsmomente fUr irgend einen Punkt dieser Ebene das 
Triigheitsmoment fiir die in diesem Punkte auf der Ebene errichtete 
Normale abzieht." 

Die Triigheitsmomente sind, wenn die Massen lXi beliebig positiv 
oder negativ sein konnen, nicht notwendigerweise immer positiv, sie 
sind es aber bei einem Schwersysteme (vgl. Nr. 2), wenn aIle lX. > 0 
vorausgesetzt werden. Infolgedessen geIten fiir die Schwersysteme 
insbesondere die Siitze: Von den Tragheitsmomenten fiir drei durch 
denselben Punkt P gehende, zu einander normale Axen ist jedes 
kleiner als die Summe der beiden iibrigen (wegen (11)) und sie sind 
aIle kleiner als das polare Triigheitsmoment fUr den Punkt P 
(wegen (12)). Das Triigheitsmoment fiir eine Ebene ist kleiner wie 
das Trii.gheitsmoment fur jede gerade Linie und jeden Punkt der 
Ebene (wegen (10) und (13)). 

Zu den quadratischen Momenten gehoren auch die sogenannten 
Deviations- M ) oder Oenflrifugalmomente S5). Dieselben beziehen sich auf 
ein Ebenenpaar, des sen Ebenen gewohnlich zu einander normal, hier 
aber im allgemeinen ganz beliebig angenommen werden; und zwar 
wird das Deviationsmoment fiir ein solches aIlgemeines Ebenenpaar 
gefunden, indem man die Masse jedes Massenpunktes des gegebenen 
Massensystems mit seinen Abstiinden von den Ebenen des Ebenen
paares multiplizierl und alle diese Produkte addiert, indem man also, 
wenn Xi und Yi diese parallel zu '1J und ~ gemessenen Abstiinde sind, 
den skalaren Ausdruck bildet 
(14) DE,'1 = ~lXiXiYi' 

34) Wegen der Bezeichnung vgl. Routh, Dynamik 1, p. 2; Schell, Theorie 
der Bewegung 1, p. 104. Beide stiitzen Rich auf W. M. Rankine, A manual of 
a.pplied mechanics, 2. ed., London 1861. 

35) S. bauptsii.chlicb GuZmann, Graphiscbe Statik, 2. AuB.. (1875), § 106; 
in der fra.nz6siscben Ausgabe (Pa.ris 1880, p. 392) ist iibersetzt ,,moment centri
fuge". Vgl aucb F. Muller-Breslau, Graphiscbe Statik der Baukonstruktionen, 
Leipzig 1887, p.27; O. Mohr, Civiling. (2) 83 (1887), p. 48. - D. Chelini (Bol. 
Mem. (2) 10 (1870), p. 207) nennt das Deviationsmoment "momento eomplesso". 

EDcyklop. d. math. WiueDlCh. IV 1. 20 
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Einige Autoren nennen D~,tJ auch das .,Deviationsmoment in Bezug 
auf die Axen x, y" (in denen die beiden Ebenen 'Y], ; von einer dritten 
geschnitten werden). 

Fallen die beiden Ebenen zusammen, so geht oft'enbar das Devia
tionsmoment in das der Ebene zugehOrige planare Tragheitsmoment 
J. uber. 

Verschwindet fUr zwei Ebenen das Deviationsmoment, so heissen 
sie nach Binet 86) konjugiert besiiglich des Massensystems. Danach heisst 
eine Ebene, fur welche das planare Tragheitsmoment J. verschwindet, 
sich selbst konjugiert. Drei Ebenen, welche paarweise bezuglich eines 
Massensystems konjugiert sind, bilden ein Binet'sches konjugierles 
Tripel86); sind sie paarweise rechtwinklig, so bestimmen sie fur 
ihren gemeinsamen Punkt P die zugehOrigen Haupttriigheitsebenen 
und Haupttriigheitsaxen 37) , d. h. das zugehOrige Haupttriigheitstripel. 
1m allgemeinen (vgl. Nr.ll, 2'); 17 und 18) giebt es fiir jeden Punkt P 
nur ein solches Haupttragheitstripel. Der Punkt P heisst fur jede 
dieser drei Hauptebenen und Hauptaxen der Hauptpunkt. 

Fur das Haupttragheitstripel des Schwerpunkts, das wir auch 
Schwerhauptflriigheitstripel nennen, mogen im folgenden stets A., B, 0 
die planaren, A', B', 0' die axialen Tragheitsmomente bedeuten. Ahn
lich mogen die zugehOrigen planaren Tragheitsradien mit a, b, c, die 
axialen mit a', b', c' bezeichnet werden und zwar gelte im FaIle des 
Schwersystems stets die Beziehung a < b < c, weshalb nach (13) 
a' > b' > c'. 

10. Polare quadratische lI/[omente. Das polare quadratische Mo
ment eines Massensystems fur einen Punkt P mit den Koordinaten 
x, y, S 88) wird durch folgenden Ausdruck dargestellt: 

(16) J;, = ~ ai {(Xi - x)2 + (Yi - y)2 + (Si - S)2}. 

Fuhrt man in diesen Ausdruck, unter V oraussetzung eines allge
meinen Massensystems, die Koordinaten x,, y" s. des Schwerpunktes S 
ein, so ergiebt sich nach Formel (380): 

36) Binet, J. ec. polyt. 16 (1813), fur Schwersysteme. 
37) Nach L. Euler, Theoria motus 1765, p. 175 "axes principales cuiusque 

corporis Bunt tres illi axes per eius centrum transeuntes, quorum respectu 
momenta inertiae sunt vel maxi'ma vel 'minima". - Uber die Definition nur 
einer Haupttragheitsaxe siehe unten Nr.18. Eine solche gab W. Thomson, Cambro 
and Dubl. Math. J. 1 (1846), p. 127, fur ein Schwersystem, auf Grund dyna-
1nischer Betrachtungen. 

38) GrasS'mann, Werke It, p. 375, nennt das polare quadratische Moment 
eines Massenpunktes aA "die Abweichung des vielfachen Punktquadrates aA!" 
von einem Punkte P (vgl. Fussn. 4). 
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oder, da fur den Schwerpuukt S selbst das Moment 

ist, Jj:) = ~". (xl + y/ + $;2) _ P, (X,2 + y.2 + $.2) 

(17) 

"Das polare Moment hat also seinen kleinsten oder grossten Werl, 
je nachdem die Gesamtmasse positiv oder negativ ist, fur den Schwer
punkt und ist konstant fur die Punkte einer jeden um diesen Schwer
punkt als Mittelpunkt beschriebenen Kugel." 

Bezeichnet k~) den polaren Tragheitsradius des Punktes S, sodass 

k~) der absolute Wert von ~1!!.. ist, und beschreibt man mit diesem 
P-

Radius k~') um Seine Kugel X., von der MN irgend em Durch-
messer sei, so wird fUr einen beliebigen Punkt P: 

(18) I Jp = : (PM2 + PN2) , 

Jp = /L.PM.PN·cos (MPN) , 

wenn p,Jj:) > 0, 

wenn p,Jj:) < o. 
Diese Kugel X. kann nach Grassmann 43) benutzt werden, um das 
Massensystem hinsichtlich seiner polaren quadratischen Momente zu 
reprasentieren. Stimmt p, mit Jp(8) i.m Vorzeichen uberein, so kann man 
sich die Gesamtmasse p, zu gleichen Teilen auf die Endpunkte M und 
N eines beliebigen Durchmessers verteilt oder auch gleichformig uber 
die Kugel ausgebreitet denken. Dieses reduzierle Massensystem stimmt 
dann mit dem vorgelegten auch in allen linearen Momenten uberein. 
1st p, im Vorzeichen von Jj:) verschieden, so liefert die Kugel X, 
durch einen beliebigen Durchmesser M N das polare quadratische 
Moment fur P, indem man das innere Produkt der Strecken PM und 
P N mit der Masse p, multipliziert. 

Bildet man das polare Moment fur die Massenpunkte A; des 
Systems selbst, indem man es jedesmal mit der zugehorigen Masse "i 
multipliziert, und addiert alle so entstehenden Ausdrucke, so zeigt die 
vorhergehende Gleichung (17), dass die Halfte dieser Summe 

(19) ~ ~ ai "; Ai A/ = p,. ~"iSA;2 89) 
i j i 

39) Die beiden Formeln (17) und (19) verdankt man, sofem man sich auf 
Schwersysteme beschrankt, J. L. Lagrange (Berlin, Mem. de l' Acad. 1785 (Annee 
1783), p. 290, 291). Von ihnen hat fur ein System einfacher Punkte Oarnot (Cor
relation des figures 1801, § 213) verschiedene geometrische Anwendungen ge
geben. Fiir beliebige Massensysteme vgl. die entsprechenden Entwicklungen 
von O. A. Laisant, G. Darbou:c, G. Jung im Bull. Soc. math. de France 6, 7 

20* 
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wird, wobei in der Doppelsumme filr die Indices i, j die tn(n-l) 
binaren Kombinationen der Zahlen 1 bis n zu nehmen sind. Sind 
alle Massenpunkte des Massensystems einfaehe Punkte, so wird die 
vorige Gleichung: 

'V 'V-II 'V-II (20) ~ ~ A,Aj = n· ~ 8~ . 
Liegt ein magnetisches Massens'!lstem vor, und werden die Kompo

nenten seiner Axe q mit AI, All, As bezeichnet, so dass 

A,. =~ "i X;, As =~ a.'!I;, As =~ ".s" 

setzt man femer ~ = ~ ~ ",(X,I + '!Is' + sl), so wird das polare 

quadratische Moment fur den Punkt P mit den Koordinaten x, '!I, s 
(21) Jp = - 2{Alx + As'!l + Ass - Ao}; 
das polare Moment verschwindet also fUr aHe Punkte der Ebene to ,(0) 
deren Gleichung lautet: 

Alx + AllY + Ass = Ao· 
Diese Ebene ist zu der Axenrichtung des magnetischen Systems nor
mal, und fur die Punkte einer jeden zu ~o parallelen Ebene erhiilt 
das polare Moment einen konstanten Wert. Derselbe bestimmt sieh, 
indem man den nach der einen Seite positiv, nach der anderen Seite 
negativ genommenen A.bstand dieser Ebene von der Ebene to mit der 
Grosse 

G = 2 VAlli + As!! + As ll , 

also der doppelten Lange des Vektors q multipliziert(1). Das magne
tische Massensystem lasst sich hinsichtlich seiner polaren quadratischen 
Momente nach Grassmann (8) dureh die Ebene to reprasentieren, wenn 
man dieser noch das "Gewicht" G beischreibt. Die Axe q des mag
netischen Systems :6.ndet man dann sofort, indem man auf einer N or
malen der Ebene to die Strecke t G auftragt. 

Endlich wird 

(22) qll = ~11 + As? + Asl! = ~~aj"i ~A.II. (1) 
ii' 

(1878, 1879). Haton de la Goupilliere nannte das linke Glied von (19) das "ab
solute Moment" des Systems (Revue gen. des sciences 1898, p. 329). 

40) Bedeuten die Koeffizienten magnetische Massen, so flIJIt die Ebene '0 
mit der von E. Beltrami (Ann. di. mat. (2) 10 (1882), p. 262) Zemralebetle genannten 
Ebene zUBammen, wil.hrend der skalare Wert von q dann das Hauptmoment des 
Systems angiebt; s. auch .I<~ P. Ruffini, Bol. Rend. 8 (1898/99), p. 17 if. In Grass
mann'scher Bezeichnung ist die Ebene ~ mit dem zu ihr normalen Vektor eine 
innere PlangriiBse. 

41) Darbou:c, J'U/ng (Bull. Soc. math. 6, 7 (1878, 1879». 
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Fiir ein indifferentes System ist q = 0, d. h. At = 0, A, = 0, 
As = 0, also das polare Moment 

(23) Jp = 2Ao; 
dasselbe ist mithin konstant fiir alle Punkte des Raumes 42). Schliess
lich ist 

(24) ~:2 eti etj Ai A/ = 0. 43) 
i j 

11. Planare quadratische Momente und Deviationsmomente und 
ihre Beziehung zu dem mit dem Massensystem verkniipften Anti
polarsystem. Die Darstellung der Theorie der planaren quadratischen 
Momente, welche in den folgenden Nummern gegeben werden soIl, 
geht von einer einfaehen geometrischen Konstruktion aus, welche jeder 
Ebene einen bestimmten Raumpunkt zuordnet. Man verandere das 
vorgelegte Massensystem (etA) in der Weise, dass man jedem Punkte 
Ai eine neue Masse a; giebt, die dem statischen Momente des Massen
punktes aiAi mr eine gegebene Ebene x gleich sei. Sucht man dann 
von dem so veranderten Massensystem ((rI; Ai)) den Schwerpunkt, so 
heisst dieser nach Culmann das Zentrum zweiten Grades 44)45) der vor-

42) Vgl. Moebius, Barycentrischer Calcul = Werke 1, § 17,1. Von dieser 
Eigenschaft gab Moebius (J. f. Math. 26 (1843), p. 26 = Werke 1, p. 581) ver
schiedene geometrische Anwendungen. 

43) Die polaren quadratischen Momente fallen mit den von Grassmann als 
"innere Grossen" bezeichneten Ausdriicken zusammen. Das im Text Gesagte 
erkIart die Grassmann'sche Einteilung der "inneren Grossen" in drei Arten (Geo
metrische Analyse 1847 = Werke 11, §§ 16-22, s. auch Moebius Anhang zu Grass
mann's Geom. Anal. (1847) = Werke 1, p. 621-633) und macht die von ihm ge
wahlten Benennungen "KugeIgrosse", "innere Plangrosse" und "Streckenprodukt" 
verstandlich. Dem Wesen nach sti=t diese von den polaren quadratischen 
Momenten ausgehende Einteilung des Massensystems mit der in Nr. 2 gegebenen 
vollkommen iiberein (vgl. G. Jung, 1st. Lomb. Rend. (2) 16 (1883), p. 616). 

44) Graphische Statik, 2. Auf!. (1875), § 103. 
45) Die Polarverwandtschaft zwischen einer Ebene 1t und ihrem Zentrum 

zweiten Grades leitete auf Grund statisch geometrischer Betrachtungen im Faile 
eines Schwersystems zuerst L. Cremona ab (Corso litogr. di statica grafica, 
Milano 1867/8, § 12, Nr. 92 if.), spater O. Mohr, Civiling. (2) 33 (1887), p. 60 und 
W. Ritter, Schweiz. Bauzeitung 11 (1888), p. 121; fiir ein beZiebiges Massen
system gab den Beweis G. Jung, 1st. Lomb. Rend. (2) 8 (1876) u. (2) 12 (1879), 
§ 10, sowie auch Collectanea math. in Mem. D. Chelini, Milano 1881, § 11. 
C. Oulmann leitete die Beziehung aus dem von ihm auf atlalytischem Wege ge
fundenen Zentralellipsoid ab (Graphische Statik, 1866). Gleichzeitig mit Culmann 
studierte Bresse, Cours de mecanique appliquee 1, 2. ed. Paris 1866) diese Pols
ritat in der Ebene und fiihrte zum ersten Male die Benennungen "AntipoI 
einer Geraden", "antipolare Gerade" u. s. w. ein, die dann spater von Culmann 
in der zweiten Auflage (1876) seiner graphischen Statik angeno=en und auf 
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geZegten Ebene " beziiglich des gegebenen MB8sensystems. Dieser spielt 
ilir die quadratischen Momente eine ihnlich wichtige Rolle, wie der 
Schwerpunkt S iur die linearen Momente und iallt mit ihm zusammen, 
sobald " ins Unendliche riickt. 

Wir beginnen mit einigen analytischen Formeln. 
Sind Ux+Vy+Ws-T=O und U'x+V'y+W's-T'=O 

die Gleichungen irgend zweier Ebenen " und ,,', so wird das zuge
horige Deviationsmoment des Massensystems durch den Ausdruck 

~ Ct. (U Xi + V'!Ii + We.- T) (U'i£i + V' '!Ii + W'li - T') 
(25) DIt,,,' = U'+ V'+ W' 

gegeben. 
Sind " und ,,' zwei Binet'sche konjugierte Ebenen, so wird 

D",,,. = 0 (vgl. Nr. 9) oder 

(26) ~(t.(UXi+ VYi+ Wsi - T) (U'X.+V'Yi+ W'Si- T')=O. 
Fallen n und n' in eine einzige Ebene zusammen, so erh.ii.lt man 

aus (25) iur deren planares Tragheitsmoment J. den Ausdruck: 

(27) 
oder 

~a.cUXi + V'!I1 + Wei - T)' 
J. = US + VI + W' 

!Ii 
(27') J. = us + V' + WI' 

wenn zur Abkiirzung der Zahler in (27) gleich f1J gesetzt wird. 
1st" eine im Sinne Binet's sick sillJst lwnjugierte Ebene so er

giebt sich aus (26) die Gleichung 

(28') f1J =~(ti(UXi + VYi + WSi - T)I = O. 

Diese Gleichung liisst sich in der Form schreiben: 

(28) {f1J=All lJl+Aw VI + Aaa WI+2Ass VW+2Asl WU+2~1 UY 
-2~UT-2A,VT-2As WT+I'T'=O, 

den Raum ausgedehnt wurden (diese Benennungen rechtfertigen sich aus Nr.li).
Bei Th. Reye, Zeitschr. f. Math. u. Phys. 10 (1865), finden sich bereits die Be
nennungen "Gegenpol" und "gegenpolare Gerade"; er vertahrt unter Voraus
setzung eines Schwersystems analyti8c1t, me OulmatWl, beweist aber in § 6 aus
drficklich, dass die Punkte und ihre gegenpolaren Ebenen ein Polarsystem be
zilglich einer ima.ginlLren Ordnungsflll.che bilden. 

Da.a Theorem ist implicite ffir ein SchwersgBtem auch in den VOD HeMe, 
Vorlesungen iiber Geometrie des Raumes, 2. Aufl. 1869, S. Aufl. 1876, 26. Vorl, 
gegebenen statisch-aMlgtisc1am B~ und filr ein belie. MasseD
system in der Arbeit von Rege, J. f. Math. 72 (1870), enthalten, insofern das 
Antipola.rsystem von dam zu dem ,,imaginli.ren Bild von BeB86" und der l1zweiten 
Nullfliche von &'!Ie" gehl:irigen Polarsystem Dichherschieden ist [vgl. Nr. 11,1)]. 
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wenn man 

(29){~aiXl = All' ~aiYl = ~2' ~aiBl = Ass, 

~aiYil!i=~s=As2' ~aizixi=Asl =A1S , ~aixiYi=A12=A21 
und 

(30) ~ atx; = ~ , ~ aiYi = A 2 , ~ aiBi = As, ~ ai = !L 
setzt. 

Die Gleichungen (28) resp. (28') und (26) sind nun verschiedener 
Interpretationen fahig. Zunachst ergiebt die Raumgeometrie die be
kannten Satze: 

1) Die Gleichung (28) stellt die Ordnungsflache (JJ = 0 eines 
Polarsystems E dar (des sogenannten Antipolarsystems des Massen
systems), das stets reell ist, auch wenn die Fliiche (JJ = 0 imaginar ist; 

2) die Gleichung (26) giebt in laufenden Ebenenkoordinaten den 
Pol der Ebene x in Bezug auf (JJ = 0 (oder den Antipol P von ,,; 
in dem System E) und 

3) x und x' sind konjugierte Ebenen des Antipolarsystems (vgl. 
IV 2, 29 (Timerding») 45). 

Andererseits folgen aus dem Umstande, dass fur die Ebene 
,,; U x + Y Y + WI! - T = 0 gemass unserer Grundidee gerade 

OIi (Uxi + VYi + WZ i - T) 

YU! + Vi + Wi 

als neue Masse a/ des Punktes Ai in dem veriinderten Massensysteme 
((a; Ai)) zu wahlen ist, die Satze: 

1') Dieselbe Gleichung (26) stent auch das Zentrum zweiten Grades 
(U'Y'W'T') der Ebene x dar; und der Schwerpunkt des Massen
systems ist also auch Mittelpunkt des Antipolarsystems E (vgl. oben); 

2') alIe zu einer gegebenen Ebene x konjugierte Binet'sche Ebenen 
gehen durch ihr Zentrum zweiten Grades; sonach ist jedes Binet'sche 
konjugierte Tripel ein Poldreikant des Antipolarsystems E und um
gekehrt, und da es fiir jeden Punkt im allgemeinen nur ein solches 
reChtwinkeliges Poldreikant giebt, so giebt es im alIgemeinen zu jedem 
Punkt auch nur ein HaupUriighe:itsfJripel (vgl. Nr.9, 17 u. 18); 

3') das Deviationsmoment Dn,n' zweier Ebenen kann als statisches 
Moment eines durch erne der Ebenen veriinderten Massensystems in 
Bezug auf die andere Ebene angesehen werden, und ebenso das planare 
TragheitBmoment I n als statisches Moment ernes durch die Ebene ,,; 
veriinderten Ma.ssensystems in Bezug auf dieselbe Ebene 1t. 4b) 

Und deshalb folgt aus dem Vorigen schliesslich: 
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1'') Die Flache cP = 0 wird umhiillt von den im Sinne Binefs 
sich selbst konjugierten Ebenen, 

2") jede dieser Ebenen enthalt das ihr zugehOrige Zentrum zweiten 
Grades und 

3") fiir jede derselben wird das zugehOrige Tragheitsmoment J e 

gleich N uIl4S). 

Die Art der Flache CD = 0 hangt von der Art des vorgelegten 
Massensystems abo Jedenfalls fallt ihr eigentlicher oder uneigent
licher Mittelpunkt mit dem Schwerpunkt Soder Sec des Massensystems 
zusammen. Fiir ein Schwersystem ist die Flache CD = 0 imaginar. 
Hieruber vgl. unten Nr. 12 u. 13. 

Bezeichnet man nun mit sn den Abstand des Schwerpunktes S, 
mit Pn den Abstand des Antipols von der nicht durch S gehenden 
Ebene n (der Abstand gem essen in derselben - an sich willkiir
lichen - Richtung u, in der die Abstande der Massenpunkte ajAj 

von der Ebene n gemessen werden) und beachtet man (vgl. Nr. 3), 
dass - wenn !t =1= 0 - fiir das veranderte Massensystem 

~a;(Uxi+VYi+ Wzi - T) 
VUli + V' + Wli = !tsn 

die Gesamtmasse ist, so erhiilt man fiir ein allgemeines 
(aus 3a und den vorigen Satzen) die Beziehungen41): 

(31) I n = !tsnPn und Dn,n' = !tsnPn' . 

Massensystem 

"Das planare Tragheitsmoment fiir eine beliebige, nicht durch den 
Schwerpunkt gehende Ebene wird also gefunden, indem man die Ge
samtmasse mit dem Abstande der Ebene von dem Schwerpunkte und 
von ihrem Antipol multipliziertU ; und "das Deviationsmoment fiir irgend 
ein Ebenenpaar (von des sen Ebenen aber wenigstens eine keine Schwer
ebene ist) gewinnt man, indem man den Abstand des Schwerpunktes 
von der einen Ebene mit dem Abstande ihres Antipols von der anderen 
Ebene und der Gesamtmasse multipliziert". 

FUr ein magnetisches System ergeben sich, wenn man u in der 
Richtung der Axe wahlt, die Gleichungen 

(31') 

wo Pn• den Abstand des zu n gehorigen Antipols von der ganz be
liebigen Ebene n' und q den skalaren Wert der magnetischen Axe 
bezeichnet. 

46) O. Hesse, Vorlesungen iiber die Geometrie des Raumes, 25. Vorlesung 
(fiir Schwersysteme). 

47) Vgl. Culmann, Graphische Statik, 2. AuH. (1876), p. 409. 
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Sind ferner fUr ein allgemeines Massensystem I n und J l1 die 
planaren Triigheitsmomente zweier im Abstande p parallelen Ebenen 
11: und ti, von denen die letzte durch den Schwerpunkt S geht, so findet 
man aus (9) und Nr. 3 die zu (17) ahnliche Relation: 

(32) 

und aus (31) und (32), da p = sn' 

(33) 

WO Pa der Abstand des zu 11: gehorigen Antipols P von der parallelen 
Schwerebene Ii ist. 

Beriihrt ,,; die Fliiche q; = 0, so wird I n = 0 und dann (vgl. (38»: 

(34) 

wo k den Abstand der Schwerebene Ii von der parallelen Tangential
ebene der Flache q; = 0 ist. 

Sind 11: und ,,;' zwei beliebige Ebenen und ,,;(8) und ,,;' (8) die zu 
ihnen parallelen Schwerebenen, so ergiebt sich fUr die zugehorigen 
Deviationsmomente Dn,n' und Dn(s),n'(') die zu (32) analoge Relation: 

(35) 

wo 8n und 8n, die Abstiinde des Schwerpunktes von,,; und ,,;' be
zeichnen. 

Geht eine dieser Ebenen durch S, ist z. B. ,,;' mit ,,;'(8) identisch, 
daher sn' = 0, so wird 

(35 ') D n('), n,(8) = D n, n'(') , 48) 

d. h. "das Deviationsmoment fur zwei Schwerebenen ,,;(.) und ,,;'(8) andert 
seinen Wert nicht, wenn eine derselben (,,;(8) eine parallele Translation 
(";(') _,,;) erhiiltU48). 

Wir unterlassen es, in ahnlicher Weise die in den Formeln (32) 
bis (35) enthaltenen Satze in W orte zu fassen. 

12. Die Zentralflii.chen fUr die planaren quadratischen Momente 
und die Deviationsmomente. Wir bezeichnen als Culmann'sche Zentra7r 
fliWhe eines Massensystems oder des zugehOrigen Antipolarsystems die 
zu dessen Ordnungsflache tP = 0 konjugierte Fliiche q;c = O. 49) 

48) HaWn de Goupilliere, J. !lc. polyt. 37 (1807), p.44 (fur rechtwinkelige 
Ebenen n; und ,( und unter der Vorau8setzung eines Sehwersystems). 

49) Bezieht man eine Flache zweiten Grades (wenn sie eine Mittelpunkts
Hache ist) auf ihre Symmetrieebenen, auf die Symmetrieebenen und auf die zu 
diesen normale Beriihrungsebene der Flache (wenn sie ein Paraboloid ist), so 
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Liegt ein aUgemeines Massensysrem vor und wiblt man als neues 
Koordinatensystem sein Schwerhaupttragheitstripel (Nr.9), 80 werden 

Al = A, = As = 0, A,a = ASI = ~J = 0, 
All = A, A" = B, Ass = 0, 

die Gleichung (28) fUr (fI nimmt die einf'achste (kanonische) Form an: 

(36) oder in Punktkoordinaten I (fI = A U' + BV' + OWl + "T' = 0 

x' yt Zl 1 
(fI = A + If + (] + p: = O. 

Die Gleichung der Oulmann'schen ZenwalfliicJw ist daher: 

I (fie = AlP + BV' + OW' - "T' = 0 
(37) oder x' yl e' 1 

(flo = A + Ii + C - p: = O. 

Es seien n: und 1(,0 bezw. die Polarebenen eines Punktes P 
x', y', l in Bezug auf (fI und <fIC. Aus der Form ihrer Gleichungen 
ergiebt sich sofori, dass 1(, und n:C parallel sind und gleichen Abstand 
vom Schwerpunkte haben. Es gilt auch der umgekehrte Satz, dass 
die Pole einer beliebigen Ebene in Bezug auf W und we zum Schwer
punkte symmetrisch liegen4&). 1st insbesondere P ein Punkt der 0uZ
mann'schen Zentralflii.che selbst, so ist er der Antipol der Ebene, die 
diese Fliiche in dem zu ihm symmetrischen Punkte po beriihrt. 

Die Oulmann'sche Zentralflache (fie wird ein Hyperboloid oder 
ein reelles Ellipsoid, je nachdem (fI ein Hyperboloid oder ein imagi
nares Ellipsoid ist. 1st (fI ein reelles Ellipsoid, so ist <fIC imaginiir. 
Jedes Schwer-system hat sonach ein reelles Oulmann'sckes Zenwal
ellipsoid 50), dessen Formel auf das Schwerhaupttrii.gheitstripel bezogen 

(37') 

ist, wo a, b, c die planaren Schwerhaupttragheitsradien (Nr. 9) be
deuten, sodass 

A = "a', B = "b', 0 = "ell. 
1m magnetischen System dagegen ist (fI ein Paraboloid 51) (vgl. 

Nr.13) und fiillt daher nach unsarer Definition mit der Oulmann
schen Zentralflii.che zusammen. 

erhiUt We Gleichung die kanoni8c1ae Form. Zwei Fl~chen heissen dann koft
jwgtwI, wenn ihre kanonischen Gleichongen auf dieselben Koordinatena.xen be
zogen bis auf das Zeichen des konsta.nten Gliedes dbereinstimmen. 

60) Graphische Statik, 2. Aufl. (18'16), § 102. S. auch F. P. R""""i, BoI. 
Mem. (4,) 3 (1881), p. 9 u. p. 288. 

61) Th. Reye, J. f. Math. '12 (18'10), p.298. 
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Es handele sich nun wieder um ein allgemeines Massensystem. 
1st nC eine Tangentialebene der Culmann'schen Zentralflache tPc, so 

ist ihr Antipol der zum Beriihrungspunkte diametral gelegene Punkt P 
der Flache. Bezeichnet k das Perpendikel von 8 auf nC, so wird 
sJt = p" = + k, PJt = + 2k und daher (vgl. die Formeln (33) u. (31») 

(38) 

,,1st also eine Schwerebene (j zu einer Tangentialebene n der Oul
mann'schen Zentralflache parallel, so wird ihr Tragheitsradius k" gleich 
dem A bstande der letzteren Ebene vom Schwerpunkte 52)" und ferner 
"ist der Betrag des planaren Tragheitsmoments fur die Tangentialebene 
an die Culmann'sche Zentralflache doppelt so gross, wie fUr die parallele 
Schwerebene". Das Zeichen beider Tragheitsmomente stimmt mit dem 
Zeichen der Gesamtmasse fL uberein. 

1st ferner M ein Endpunkt des zu (j konjugierlen Halbmessers 
der Culmann'schen Zentralflache, so ist das Tragheitsmoment des 
Massensystems fur die Schwerebene (j gleich dem fUr dieselbe Schwer
ebene genommenen Tragheitsmoment der in M konzentrierten Ge
samtmasse. Nimmt man eine zweite Schwerebene ej' hinzu, so wird 
das Deviationsmoment des Massensystems fur 6 und 6' ebenfalls gleich 
dem Deviationsmoment der in M konzentrierlen Gesamtmasse p.53) 
Dieser letzte Teil des Satzes folgt aus der Formel (31), wenn man 
zuerst (mit Hulfe von (35'») die Schwerebene 6 durch die (parallele) 
Tangentialebene der Flache tPC im Punkte M ersetzt hat. 

Die zur Culmann'schen Zentralflache reziproke Flache, deren 
Gleichung 
(39) AX2 + Btl + CZ2 - fL = 0 

ist, bezeichnen wir nach W. Schell als die Binet'sche Zentralflikhe des 
Massensystems. Legt man normal zu dem Durchmesser 8M derselben 
die Schwerebene 6, so ist der reziproke Wert des zu (J gehorigen 
Tragheitsradius k" gleich 8 M. 

1st das Massensystem ein Schwersystem, so wird diese Flache stets 
ein reelles Ellipsoid 

(39') 

In diesem FaIle kann das Binefsche Zentralellipsoid durch den eben 

52) Culmann, Graphische Statik, 1. Aufl. (1866), in § 61 fiir raumliche, in 
§ 66 fiir ebene Systeme. 

53) Cmmann, Graphische Statik, 2. Aufl. (1875), p. 401, 409. 
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ausgesprochenen Sstz definiert und such nach ihm in einfachster Weise 
konstruiert werden. 

Abschliessend bemerken wir zu Nr.ll und Nr.12 noch folgendes: 
Die Gesamtheit der Ebenen des Raumes und der zugehOrigen Zentren 

zweiten Grades bezilglich eines M88sensystems bildet, wie wir sahen, 
eine Polarverwandtschaft, die wir (auch im Falle eines allgemeinen und 
eines magnetischen Systems) wegen der im Anfange dieser Nummer 
bezeichneten Eigenschaften das Antipolarsystem .E desselben genannt 
haben. Es sind danach Zentrum zweiten Grades und Antipol einer 
Ebene dasselbe. Die Polaritat kann sowohl durch die Ordnungsflache fJ) 

von .E, als durch die Oulmann'sche Zentralflache definiert und auch 
konstruiert werden; und zwar falIt das Zentrum zweiten Grades (Anti
pol) einer Ebene 'It mit deren Pole P in Bezug auf 0 zusammen oder 
auch mit dem Punkte P, der zu dem zu der Ebene 'It in Bezug auf 0 e 

gehOrigen Pole pc hinsichtlich des Schwerpunkts symmetrisch liegt. 
Die Verbindung von Ebene und zugehorigem Zentrum zweiten Grades 
scheint im allgemeinen durch die Betrachtung des (immer reellen) 
Antipolarsystems .E einfacher und direkter vermittelt zu werden, als 
durch das Heranziehen der Oulmann'schen Zentralflache. Trotzdem be
halt letztere, wie auch die Ordnungsfiache CP selbst, ihre grosse 
Wichtigkeit insbesondere fur die Darstellung der planaren Schwer
tragheitsradien. 

13. Die konfoka.len Flii.chen konstanten planaren Momentes. 
Aus (27), (27') ergiebt sich, dass alle Ebenen, fur welche das Trag
heitsmoment J. denselben Wert Khat, der Gleichung 

(27'') fJ) = K(U! + VII + WI) 

geniigen. "Die Ebenen konstanten planaren Triigheitsmoments umhullen 
sonach die einzelnen Flachen zweiten Grades einer konfokalen Flachen
schar")" (IV 2, 30, Timerding), und zwsr derselben Schar, die durch 
die Ordnungsflache 0 = 0 des Antipolarsystems .E bestimmt ist. 
Diese konfokalen Flii.chen heissen die Fliichen konstanten Momenles 
des Massensystems (vgl. Nr. 19). 

1st nun t.£ 9= 0, das Massensystem also ein allgemeines, so sind 
diese FIachen konzentrische und koaxiale Mittelpunktsflii.chen, deren 
gemeinsame Hauptaxen gerade die Schwerhaupttragheitsaxen sind. 
Legt man diese der neuen Koordinatenbe&timmung zugrunde, so er
hii.lt man idr die FIachen die Gleichung: 

64) Diesen Satz fand (1811) fiir Schweraysteme Binet, J. 6C. polyt. 16 (1813). 
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I A U2 + BV! + OW! + poT2 = K(U! + V 2 + W2) 

(40) odeI' in Punktkoordinaten 

Xl y! z! 1 

K-A + K-B + K-C =-;-
wo die Bezeichnung die von Nr.12 ist. 

1st ke der zu Je gehorige Triigheitsradius, so liisst sich fUr ein 
Schwersystem die vorstehende Gleichung auch schreiben: 

(40') 

Wenn po = 0 und q =f= 0, das System also ein magnetisches ist, 
so ruckt der Schwerpunkt mit einer seiner Hauptebenen in das Un
endliche, die Ordnungsfliiche flJ hat nur zwei Symmetrieebenen und 
wird ein Paraboloid 51), dessen Gleichung auf diese beiden Ebenen und 
die Zentralebene40) als Koordinatenebenen 55) bezogen die Form erhiilt: 

(41) oder in Punktkoordinaten I llJ=AU2+BV2+CW2-2qWT=0 

_ X! y' C-2qz 
flJ = A + B = q' , 

wo q das lineare Hauptmoment des Systems, d. h. den skalaren Wert 
des Vektors q bezeichnet. Die Fliichen konstanten Moments werden 
die zu flJ konfokalen Paraboloide. 

Fur ein indifferentes Massensystem ist A1 = A2 = As = 0; flJ liisst 
sich dann auf die Form 

(42) A U2 + BV2 + OW! = 0 

bringen, wo A, B, C die planaren Haupttriigheitsmomente des (be
liebigen) Koordinatenanfangspunktes sind. Die Ordnungsflache redu
ziert sich sonach auf einen unendlich fernen Kegelschnitt, das Anti
polarsystem auf ein ebenes (unendlich fern gelegenes) Antipolarsystem 
und jede zu flJ konfokale Flache ebenfalls auf einen unendlich fernen 
Kegelschnitt. Das planare Tragheitsmoment ist danach fur parallele 
Ebenen dasselbe 56). 

Indem wir wegen aller diesel' Angaben auf IV 2, 30 (Timerding) 
verweisen, betra.chten wir im Anschluss an die dort gegebenen Er-

66) Diese drei Ebenen bilden das von Beltrami (vgl. Fussn. 40) so genannte 
Zentl'a1tripel; ihr Durchschnittspunkt ist das Beltramt"sche "magnetische Zentrum" 
des Systems. - Mit Thomson und Beltrami wird anstatt des freien Vektors q 
(s. Fussn. 10) besser die Axe des Paraboloids'" als "magnetische Axe" bezeichnet. 

06) Th. Reye, J. f. Math. 72 (1870), p. 302 und § 6. 
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orlerungen die mechanische Bedeutung des konfokalen Flachensystems 
noch genauer, wobei wir uns indess auf allgemeine Massensysteme, 
speziell auf Schwersysteme, beschranken, also die Gleichung (40), bezw. 
(40') zu Grunde legen. 

Durch jeden Raumpunkt P gehen in diesem FaIle drei reelle 
Flachen des Systems, ein Ellipsoid, ein einschaliges Hyperboloid und 
ein zweischaliges Hyperboloid, die sich im Punkte P rechtwinklig 
schneiden. Die Umhiillungskegel, welche man von P an die FHichen 
des konfokalen Systems legen kann, bilden selbst eine konfokale 
Schar; ihre gemeinsamen Fokallinien (sog. Fokalaxen) sind die beiden 
durch P gehenden Erzeugenden des genannten einschaligen Hyper
boloids; die gemeinsamen Symmetrieebenen del' Kegel fallen in die 
drei in P beriihrenden Tangentialebenen der drei durch P hindurch
gehenden Flachen des konfokalen Systems und bilden dort das zu P 
gehorige rechtwinklige Poldreikant des Antipolarsystems. Umgekehrt 
ist jede Ebene im allgemeinen Tangentialebene einer und nur einer 
der Flachen des Systems und gehort also einem und nur einem solchen 
Poldreikant an. 

Die mechanische Bedeutung dieser Beziehungen ist zunachst die, 
dass die genannten kOl1fokalen Kegel umhiillt werden von den durch 
P gehenden Ebenen konstanten quadratischen Momentes (vgl. Ende 
Nr. 16) und dass daraufhin die drei im Punkte konstruierten Tan
gentialebenen das Haupttriigheitstripel dieses Punktes bilden (vgl. Nr.9). 
(Von der mechanischen Bedeutung der Pokalaxen werden wir erst in 
Nr. 15 handeln.) 1st umgekehrt eine Ebene n gegeben und man kon
struiert den Punkt P, in welchem sie die ihr zugehorige Fliiche des 
konfokalen Systems beriihrt, so ist diesel' der zur Ebene gehorige 
Hauptpunkt (vgl. Nr. 9). Man findet denselben als Fusspunkt des 
Perpendikels, welches man vom Antipol del' Ebene auf dieselbe fallen 
kann. In der That sind die Koordinaten des Antipols del' Ebene U, 
V, W, T nach (36) die folgenden: 

AU BV OW 
/l-T'~T' /l- T ' 

dagegen die Koordinaten des Beriihrungspunktes mit der Fliiche (40), 
sofern man noch, fUr K, J. schreibt: 

(A-JJU 
p.T 

(B-JJV 
!£T 

(O-JJW 
/l- T 

14. Axiale quadratisehe Momente und zugehorige Zentra!
fiRehen fur allgemeine Systeme. Urn das Tragheitsmoment fUr irgend 
eine Axe 9 zu finden, kann man den Satz benutzell, dass dieses axiale 
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Tragheitsmoment gleich der Summe der planaren 'fragheitsmomente 
fur irgend zwei durch g gelegte normale Ebenen wird. Legt man 
insbesondere die eine Ebene auch durch den Schwerpunkt S, so erhiilt 
man leicht aus vorstehender Regel und den Gleichungen (10) und 
(32) die zu (17) und (32) iihnliche Relation 57): 

(43) 

wo p der Abstand des Schwerpunktes von gist und Jg , Jg(8) die axialen 
Tragheitsmomente fur g und die parallel zu ihr gezogene Schwerlinie 
bedeuten. 

Fur die Darstellung der axialen Schwerhaupttragheitsradien hat 
diejenige Fliiche der konfokalen Flachenschar (40) eine besondere 
Wichtigkeit, fur welche der Parameter K (d. h. J.) gleich A + B+ C, 
oder 

K= Jp(&) 

ist. Die Gleichung (40) wird dann 

x' y' z'i 1 
If+C+ 0+..1 + .A+B-~=O, 

d. h. wegen Nr.9 und Formel (10) 

\ 

x' y' z! 1 
1p' = A' + B' + 0' - ~ = 0 

oder in Ebenenkoordinaten: 

1p'= A'U2 + B'V2 + C'W2 - p,T2 = o. 
(44) 

Sie stellt sonach eine zum Antipolarsystem konfokale Flache 1p' vor, 
fur deren Tangentialebenen jedesmal die zugehorigen planaren Trag
heitsmomente J. denW ert A + B + G erhalten, d. h. gleich werden 
dem polaren quadratischen Moment fur den Schwerpullkt (Jp(8)). Diese 
Flache qr bezeichnen wir als die Mac Cullagh'sche Ze:ntral/liiche des 
Massensystems. Sie ist mit der Culmann'schen Zentralfliiche koaxial, 
aber die Hauptaxen der letzteren sind den planaren, die der Mac 
Gullagh'schen Zentralflache dagegen den axialen Schwerhaupttriigheits
radien gleich. 

Fur ein Schwersystem wird natiirlich auch die Mac Oullagh'sche 
Zentralfliiche ein zu dem Culmann'schen koaxiales Ellipsoid 1p': 

(44') 
x' y" z' 
a: • + b" + 'c't = 1; 

die Hauptaxen beider Ellipsoide sind sonach eNr. 9) durch die Rela
tionen verkniipft: 

57) L. Euler, Theoria motu8 (1765), § 430, Cor. 2. 
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a'S = b2 + C2 , b's = c! + a!, c't = at + bt , 

woraus umgekehrt folgt: 

(45) at = ~ (b'! + c's _ a'S) I bS = ~ (c'! + a'i - b'!), 

c2 = ~ (a't + b'! -c'2). 

In den Formeln (43) und (44) ist ausgesprochen, dass ganz 
allgemein der Schwerpunktsabstand von einer Tangentialebene der 
Flache 1]1' gleich dem Tragheitsradius fUr die zu ihr orthogonale 
Schwerlinie ist; und andererseits die Entfernung des Schwerpunkts 
von einem Punkte M der Flache 'IJf gleich ist einem der Haupt
tragheitsradien fur diesen Punkt: die Normale in M an die Mac 
Oullagh'sche Flache ist die zugehOrige Haupttragheitsaxe. 

Fur ein Schwersystem verallgemeinern sich diese Satze dahin, 
dass der zu irgend einer Axe g des Raumes gehorige Tragheits
radius kg gleich dem Schwerpunktsabstande des Schnittpunktes dieser 
Axe mit einer zu ihr normalen Tangentialebene des Mac Oullagh'schen 
Ellipsoids ist; in diesem Falle kann man die vorigen Satze umkehren 
und sonach zur Definition und Konstruktion des Mac Oullagh'schen 
Zentralellipsoids benutzen. 

Auf die Flache 'IJf bezogen, wird fur ein allgemeines Massen
system die konfokale Flachenschar (40) durch die Gleichung 

gegeben, wo zwischen dem zu einer bestimmten Flache gehorigen, 
friiher benutzten Parameter K (= J.) und A die Relation besteht: 

K-A=A' + Aft 

1 = K - JpCs) = J. - JpCs) 58). 

" " 
(46) 

Die zur Mac Oullagh'schen Flache reziproke Flache: 

(47) A' Xi + B' y2 + 0' Z2 = ft 

bezeichnen Wir als die PoinsofsChe Zentral,fliiChe. Fur em Schwer
system, wo sie stets ein reelles Ellipsoid 

(47') a'2x t + b'2y! + C'2 Z2 = 1 

ist, wurde sie von Oauchy und Poinsot eingefiihrt. 
Jeder Halbmesser der Poinsot'schen Zentralfiache ist gleich dem 

08) V gl. SomQIf, Mechanik 2, p. 85. 
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reziproken Werte des zu ihm, als Schweraxe gC') , gehorigen Tragheits
radius kg<'). Flir ein Schwe;rsystem gilt auch der umgekehrte Satz, 
der dann auch zur Definition wie Konstruktion des Poinsot'schen 
Zentralellipsoids benutzt werden kann. 

15. Deviationsmomente, insbesondere 1'iir rechtwinkelige Ebenen
paare, bei Schwersystemen. Wird in (14) Nr.9 

p,d 2 = + D 

gesetzt, so bezeichnet man daIs den Deviationsradius fUr das be
trefl'ende Ebenenpaar oder Dieder. In vorliegender Nummer werden 
aber nur rechtwinkelige Dieder und die absoluten Werte der zu
gehorigen Deviationsmomente betrachtet, sowie vorausgesetzt, das's 
es sich um Schwe;rsysteme handele und ausserdem p, positiv sei. 

Legt man durch eine gegebene Axe 9 einerseits aile moglichen 
rechtwinkeligen Ebenenpaare, andererseits aIle Ebenenpaare, deren 
Ebenen beziiglich des Massensystems (nach Binet) konjugiert sind, so 
erhiiJt man zwei Involutionen, die im allgemeinen nur ein konjugiertes 
Elementenpaar gemein haben. Fur dieses rechtwinkelige Ebenenpaar 
verschwindet das Deviationsmoment De,.'; seine Ebenen e und e' bilden 
das sogenannte Nu11dieder de;r Axe 59). Sind n und n' ein anderes der 

/'\. 
durch 9 gehenden Ebenenpaare und ist der Winkel ne = 0, so wird, 
wenn man p,k'1t,n' = Dn,n' setzt: 

(48) k'1t,n = 12. sin 20, 
wo 
(49) 

ist. Hieraus folgt, dass fur das Dieder, dessen Ebenen die Winkel 
des Nulldieders halbieren, das Deviationsmoment ein Maximum 
= t (J. - J~) wird; der zugehOrige Deviationsradius 1 wird nach 
H6.ton de 1a Goupilliere der Parameter de;r Axe 9 genannt. 

Jede Gerade gist sonach als "Deviationsaxe 9" durch die Lage 
ihres Nulldieders (e, e') und den Wert ihres Parameters 1 charak
terisiert 59). Kennt man niimlich diese Elemente, so lasst sich direkt 
aus (48), unabhangig von den ailgemeinen Formeln (31), (35), (35'), 
das Deviationsmoment fur jedes durch sie gehende rechtwinkelige 
Ebenenpaar finden. Das Nuildieder bestimmt sich im konfokalen 
Flii.chensysteme (Nr.13) so, dass man zunSchst die beiden Flachen 

1'>9) Haton de la GoupilUere (J. ec. polyt. 37 (1857), p. 3), dem man die 
nahere Untersuchung der Deviationsmomente verdankt, nennt die beiden Ebenen 
e, e' die Nullebenen von g. Vgl. auch F. Moigrw, Statique, Nr. 201-207. 

Encyklop. d. math. Wi .... n.ch. IV 1. 21 
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des Systems aufsucht, welche von der Axe 9 berl1hrt werden, und 
dann in den Beriihrungspunkten die Tangentialebenen konstruierl. 
Sind K und K' die Parameter der beiden Berlihrungsflii.chen, so wird 

der zur Deviationsaxe 9 gehorige Parameter l gleich -V K 2 fl-K' . 

1st der Parameter l = 0, so verschwindet das Deviationsmoment 
fIir jedes durch 9 gehende rechtwinkelige Ebenenpaa.T; die Ebenen 
sind daher aIle konjugiert hinsichtlich des Massensystems. Die Axe 9 
ist dann Erzeugende eines der konfokalen Schar angehOrigen em
schaligen Hyperboloids, d. h. eine Fokalaxe des Flii.chensystems (oder 
des Antipolarsystems); vgL Nr.13 591». Umgekehrt ilJt auch jede Fokal
axe Deviationsaxe vom Parameter N uil, d. h. eine NuUaxe 60). 1st P 
ein Punkt von 9 und ~ der Winkel, den die eine NuUebene von 9 
mit den Ebenen gr, gf' bildet, die 9 mit den von P auslaufenden 
Fokalaxen r, f' verbinden, so ist der Parameter l fUr aIle von P aus
laufenden Geraden 60), welche dieselbe Flitche der konfokalen Schar 
beriihren, wie die ausgewiihlte Nullebene, zu sin ~ proportional 

1st insbesondere der Punkt P ein eigentlicher, und nimmt man 
auf einer beliebigen durch ihn gehenden Linie 9 den Punkt G so, 
dass PG gleich dem Werte L des "Parameters" filr die mittlere, zu 
P gehorige Haupttritgheitsaxe ist, so bilden die Halbierungsebenen 
des Ebenenpaares gr, gr' das Nulldieder der Axe g; der zugehOrige 
Parameter wird l = Y p . p', wenn p und p' die Abstii.nde des Punktes 
G von den Fokalaxen r und f' bedeuten. Der Satz gilt auch fiir den 
uneigentlichen Punkt P «I, sofem G ein gan.z beliebiger Punkt der 
Deviationsaxe 9 ist Ii9). 

16. Die Trii.gheits1liohen eines beliebigen Punktes. 1st 0 der 
willkiirlich gegebene Punkt, so wahle man 0 ala Anfangspunkt eines 
beliebigen rechtwinkeligen Koordinatensystems und bestimme die zu
gehorigen planaren TragheitBmomente ~ ~ (g und die entsprechen
den Deviationsmomente ~ ~ Y. Durch diese sechs Konstanten lassen 
sich dann filr alle Ebenen und Strahlen des Biindels 0 die zugehOrigen 
Trii.gheitsmomente ausdriicken. 1st nii.mlich in Bezug auf das gewiihlte 

69&) Fiir das Studium der Deviationsaxen und zugeMrigen normalen Devia
tionsmomente spielt die N~ eine anaJoge Rolle, wie der Trll.g
heitskomplex (vgl. Nr. 18) des Massensystems fiir das Stadium der Haupttrig
heit&axen und zugeMrigen Trigheitsmomante. 

60) H~ de la Goupilliire (J. 00. polyt. 87 (1867» scheidet die durch 
ainen Punkt gehenden Nullaxen in Fokalaa:en und singulaR h:m. je uach
dam dar Punkt P im Endlichen oder Unendlichen liegt. 
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Koordinatensystem Ux + Vy + Wz = 0 die Gleichung einer Ebene 
durch 0 und Jtt deren Tragheitsmoment, so wird 

(50) ~ai(Uxi + VYi + WZi )2 = J.,,(US + V2 + WI) 
oder in anderer Form geschrieben: 

(51) (§iUli + ~Vl!+ eW2 + 2@VW + 2@WU+ 2 fTUv = p,Ta, 

wo Taus der Gleichung 

(52) p,T2 = Jtt (U2 + va + WI) 
zu bestimmen ist 61). 

Bedeutet ferner 9 den zu % normalen Strahl des Biindels 0, so 
erhaIt man aus Jv = ~ - Jtt und weil Jo = ~ lXi (xl + yl + zl), 
die Relation: 

(50') { (~+ e) U2 + (e + (§i) va + ((§i + re/3) Wl! 
- 2@VW - 2@WU-2f¥ UV = Jv (U2 + V2 + W2) 

oder wegen (10) auch in der Form: 

(51,) (§i'U2+~'V2+e'W2-2@VW-2@WU-2grUV=p,T2, 

wo (§i', ~', e' die den Koordinatenaxen zugehorigen axialen Trag
heitsmomente sind und Taus der Gleichung 

(52') p,T2 = Jg (U2 + va + Wl!) 
folgt61). 

In Ebenenkoordinaten stellen die Gleichungen (51), (51') zwei 
bestimmte Flachen zweiter KIasse dar, deren erste wir als die Cul
mann'sche Triigheitsfliiche, deren zweite wir als die Mac Cullagh'sche 
Triigheitsfliiche des Punktes 0 bezeichnen. Die zu diesen Flachen 
reziproken Flachen nennen wir die Binet: sche Triigheitsfliiche (nach Schell) 
resp. die Poinsot'sche Triigheitsfliiche des genannten Punktes. Jedem 
Raumpunkte gehoren also vier Tragheitsflachen an, deren gemeinsame 
Hauptaxen die Baupttragheitsaxen des Punktes (@= @ = gr 0) 
sind, . und die mit den gleichnamigen "Zentralflachen" zusammenfallen, 
wenn der Punkt 0 der Schwerpunkt S des Massensystems ist. Sie 
besitzen fiir die quadratischen Momente in Bezug auf die Ebenen und 
Strahlen des Biindels 0 dieselben Eigenschaften, wie die Zentral
Hitchen fiir die quadratischen Momente in Bezug auf die Schwer
ebenen und Schwerlinien (vgl. Nr. 12 und 14:). Withlt man die 

61) Substitutiert man in (01') den Wert (02') von I'T' und dividiert dann 
durch (UI + V' + WI), so erhl!.lt man die klassische Lagrange'sche Formel, die 
den Wert von Jv durch die obigen sechs Konstanten «(!i', e/iJ', (E', @, @, fT) 
und die Richtnngscosinus der Axe 9 a.usgednlckt ergiebt. Analog erhl!.lt man 
aus (01) und (62) die entsprechende Binet'sche Formel fUr Jtt • 

21* 
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Haupttragheitsaxen als Koordinatenaxen (®= @ = f} = 0), so mogen 
(%, ~, (g resp. &', ~', (g' in ~, ~, (£ resp. in ~', ~', (£' iiber
gehen, sodass ~, ~, (£ die planaren, ~', ~', (£' die axialen Haupt
tragheitsmomente des Punktes 0 sind. 

Besonders wichtig wird die Darstellung durch die genannten 
Flachen, wenn das vorgelegte Massensystem ein Schwer-system ist, was 
wir fiir das Folgende annehmen. In diesem FaIle sind aIle Tragheits
flachen reelle Ellipsoide, sodass jedem Punkte 0 vier koaxiale Trag
heitsellipsoide zugeordnet sind; und zwar erstlich ein Culmann'sches und 
ein Mac Cullagh'sches Triigheitsellipsoirl, deren Gleichungen in Punkt
koordinaten, auf die Haupttragheitsaxen von 0 bezogen, 

(53) 

a;' y' z' 
(54) a" + b" + Ti = 1, 

sind (wo a, b, c die planaren, a', b', c' die axialen Haupttragheitsradien 
des Punktes 0 bedeuten), und zweitens ein Binet'sches und ein Poinsot
sches Triigheitsellipsoid, die zu den vorigen reziprok sind und durch 
die Gleichungen 
(55) a2x2 + 62y2 + C2Z2 = 1, 

(56) a'2x2 + b'2y2 + C'2Z2 = 1 

gegeben sind. 1m iibrigen geIten fiir die Definition und Konstruktion 
der Tragheitsellipsoide fiir die Ebenen und Geraden des Biindels 0 
dieselben Satze, wie sie oben (Nr. 12 u. 14) fiir die Definition und 
Konstruktion der Zentralflachen fiir Schwerebenen und Schwergeraden 
gegeben wurden. 

Man kann noch auf einem anderen Wege zu dem Culmann'schen 
Tragheitsellipsoid fDo eines Punktes 0 gelangen. Diese Flache lasst 
sich namlich geometrisch auch dadurch definieren, dass erstlich ihre 
Hauptaxen in die Haupttragheitsaxen des Punktes 0 fallen und dass 
zweitens fiir sie der Schwerpunkt S des Systems der Pol der Anti
polarebene w von 0 ist 62). Diese Definition versagt nur dann, wenn 
o in den Schwerpunkt S riickt (d. h. fiir fDs); in diesem FaIle definiert 
man fDs als das Culmann'sche Zentraiellipsoid fDC. In der That ist :tC 

irgend eine Ebene des Biindels 0 und 0 M der zu ihr konjugierte Halb-

62) Diese geometrische Definition findet sich bei Cretnotta (Corso litogr. di 
statica. grafica., Milano 1867, 68, Nr. 102). Culmantt bestimmt in seiner Graphi
schen Statik die Tragheitsfliiche analytisch 45). Fiir /L = 1 wird im Faile eines 
Schwersystems die Tragheitsfliiche identisch mit dem zum el'Sten Male von 
Binet gegebenen Ellipsoid. 
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messer der Flache l])o, so liegt ihr Antipol P auf dieser Geraden 
o Mj ist we iter P' ihr Schnittpunkt mit der parallel zu 1t gelegten 
Schwerebene 6, so wird 

OM 2 = OP· OP'. 

Mit Hiilfe dieser Relation (wo 0 M, 0 P und 0 P' mit k p und s 
10 It 1t 

proportional sind) und den allgemeinen Formeln in Nr. 11 beweist 
man leicht, dass die fiir das Culmann'sche Zentralellipsoid geltenden 
Satze in Nr. 12 ebenfalls fiir das Tragheitsellipsoid l])o des Punktes 0 
gelten. 

Bisher galt der Punkt 0 als ganz beliebig. Betrachten wir nun 
insbesondere die Punkte aut' den Fokalkurven des Antipolarsystems. 
lndem wir annehmen, dass ein Schwersystem vorgelegt sei, bezeichnen 
wir die Symmetrieebene desselben mit ct, /J, 1'; die zugehOrigen pla
naren Tragheitsmomente sind A, B, C, wobei wir A < B< C annehmen 
(vgl. Nr. 9); die Fokalellipse liegt dann in 1', die Fokalhyperbel in f3. Da 
nun fur jede Tangentialebene del' einen oder anderen diesel' ausgearteten 
konfokalen FHichen das Tragheitsmoment denselben konstanten Wert hat, 
und da die Ebene del' Kurve als deren Tangentialebene in jedem ihrer 
Punkte zu betrachten ist, so sieht man sogleich, dass fiir jede Tan
gentialebene der Fokalellipse (I') das Tragheitsmoment = C und fUr 
jede Tangentialebene del' Fokalhyperbel (f3) das Tragheitsmoment = B 
wird. Die vier Tragheitsellipsoide fiir einen Punkt 0 einer Fokal
kurve werden also Rotationstli.ichen, deren gemeinsame Rotationsaxe 
die Fokalkurve in dem Punkte 0 berUhrt 63). 

1st das Culmann'sche Zentralellipsoid l])s eine Rotationsflache und 
seine kleinste Axe 2a die Rotationsaxe, so existieren auf dieser im 
Abstande = yc2 - a2 yom Schwerpunkte zwei Brennpunkte64) , fUr 
welche die drei Haupttragheitsmomente gleich und die Tragheits
ellipsoide Kugeln werden (Binet, Poisson)63). 

In dem BUndel 0 giebt es im allgemeinen 001 Ebenen 1t und 
001 Geraden 9 konstanten gegebenen Tragheitsmomentes; jene um
hiillen je eine del' konfokalen Flachen del' Schar (40), diese erfiillen 

63) Demnach wird fUr die Punkte del' Fokalellipse das kleinste planare 
Haupttragheitsmoment veranderlich und gleich ..4.' - ..4. + p.r!, fUr die Punkte 
del' Fokalhyperbel daB grosste planare Tragheitsmoment veranderlich und gleich 
B' - B + p.r', wenn r den Schwerpunktsabstand bedeutet (Binet, J. ec. polyt. 
16 (1813), p. 61, 62, und Poisson, Mecanique 2, p. 496). - HaWn de la GOlt
pillieTe (J. ec. polyt. 37 (1867), § 28) nennt die Fokalkurven ,,!ignes de syme
trie" und die Punkte auf ihnen "points de symetrie". 

64) Nach Hat(m de la Goopilliere heissen diese Punkte "points de com
plete symetrie". 
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den zu dem vorigen Kegel supplementiiren Kegel zweiten Grades, in
dem die Strahlen des einen Kegels auf den Tangentialebenen des 
anderen Kegels senkrecht stehen. 1st nii.mlich 9 normal zu 1r, so folgt 
aus Jg - I n = J;" dass Jg = const., wenn I n = con st. ist 65). 

17. Das Haupttrigbeitstripel eines beliebigen Punktes. Was 
das Haupttriigheitstripel eines beliebigen Punktes 0 angeht, so wurde 
dessen Lage im konfokalen System der Flachen konstantenplanaren 
Momentes bereits in Nr. 13 angegeben. Seine Bestimmung sowie die 
der zugehOrigen Haupttragheitsmomente fallt danach mit der Aufgabe 
zusammen, ffir eine Flache zweiten Grades (vgl. Nr. 16) die Haupt
axen der Grosse und Lage nach zu bestimmen. Wir geben hier 
die vollstandigen Formeln fur ein Schwersystem, indem wir an die 
vorige Nummer ankniipfen. 

Die planaren Haupttragheitsmomente ~, m, ij; von 0 werden die 
Wurzeln Kl , K" Ks der kubischen Gleichung 

(57) XS - qlK2 + q2K - qs = 0, 
wo 

(58) q2= (§cJ3+ cJ3(E+ (E&i- @2_<S2_ ~2, lql = (§+ cJ3+ (E, 

qs = (§cJ3(E+ 2 @<S~ - &i@2 - cJ3c$2 - (E~2; 

die Richtungskosinus a., ~i' ri der zugehorigen Haupttriigheitsebenen 
folgen aus den linearen Gleichungen: 

I !ai + ~~i + @r. = Kia" 
(59) ~ a. + cJ3fJ. + @r. = XifJ;, 

@ ai + @fJ; + (Eri = K.r;· 

(i = 1, 2, 3) 

Analog erhalt man die axialen Haupttriigheitsmomente ~', ~', ij;' 
von 0 als Wurzeln Hl1 Ha, Hs der kubischen Gleichung66) 

65) Besonders bemerkenswert sind die "Fokalkegel" O(P) und OCr), welche 
die Fokalkurven (fI) und (r) aus dem Punkte 0 projizieren, lund die an diese 
ankniipfende Konstruktion von Mac Cullagh, die Townsend (Cambr. and Dub!. 
Math. J. 2 (1847), p. 41) folgendermassen wiedergiebt: Die gemeinsamen Er
zeugenden der beiden Fokalkegel bilden das Vierkant der durch 0 gehenden 
"bifokalen Sehnen" und dessen diagonales Dreikant lieferl die Haupttragheitsaxen 
und -Ebenen von O. VgI. auch E. J. Routh, Dynamik 1, p.46. 

66) CatJ£hy (Exercices de math. 1827 = Oeuvres (2) 7, p. 130) bemerkt, dass 
die kubische Gleichung (57') in der Form 

(H - §') (H - &fiJ') (H - e') - @I(H - §') - c$1(H - &HJ') 

-5"I(H-e'')+2@c$tT 0, wo ~=eAl+~ &fiJ'=e'+&: e"=§+eR. 
von Lagt·ange bei seinen Untersuchungen iiber die Rotation eines starren Kar
pers gefunden wurde. Lagrange hatte auch gezeigt, dass die drei Wurzeln 
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(57') 
wo 

I q/ =@'+~'+6", 
(58') q2' = @' ~' + ~' 6" + 6" @, - @2 _ @2 _ fT2, 

qa i =@' cJd' {J'-2@c$fT-@'@2_cJd' @2_{J'fT2 

die Richtungskosinus ai' flo 'J'i der zugehOrigen Haupttragheitsaxen 
folgen aus den linearen Gleichungen 

I @'a. - fT'fl. - c$''}Ii = ~ai 
(59') - fT' ai + ce/8' fli - @''}Ii = Hifli 

- @'a. - @'fli + {J'Yi = 9;:y •. 
(i = 1, 2, 3) 

Man hat iibrigens zwischen den Wurzeln H und K die Relationen 

sodass 
Hi = K2 + Ks, H2 = Ks + Kl , lIs = Kl + K2 , 

(60) ~+~=Jo=@+~+6'=~+~+~ (i= 1, 2, 3) 

ist. Mit Hiilfe dieser Relationen findet man nicht nur aus einer der 
Gleichungen (57), (57') die andere, sondern man hat auch wegen (46) 
die Beziehung 67) 

(61) ~ = fL(r2 - Ai)' i = 1, 2, 3 

wo r = SOund ~, ),2' ),3 die zu dem Punkte 0 gehOrigen, auf das 
Mac Cullagh'sche Zentralellipsoid "qJ' bezogenen Parameterwerte sind 
(vgl. Nr. 14:). 

immer reeH sind, "mais M. Bimt a prouve Ie premier que ces racines etaient 
precisement les moments d'inertie principaux". Binet (1811) (J. ec. polyt. 16 (1813), 
p. 51) fand mit Hiilfe der Gleichung (57) zuerst die Haupttragheitsaxen und die 
planaren Haupttragheitsmomente. Indem er dann die Gleichung bildete, deren 
Wurzeln die Summen von je zwei Wurzeln der Gleichung (57) sind, besti=te 
er die arialen Haupttragheitsmomente und bewies endlich, wie man der Glei
chung die obige Form geben kann, rn der sie Lagrange (Mec. an. 1788, p. 397) 
mitgeteilt hatte. Sir W. Thomson (Lord Kelvin) gab den Gleichungen (57') und 

) . d G talt . d d· G c$ f} fT® ®c$ . f··b t (57 erne an ere es ,rn em er Ie rOBsen ®' ~' f!j- em u r e 
(Cambr. and DubI. Math. J. 1 (1846), p. 199-200). 

Sind /x, fl, " die Richtungskosinus einer Axe g oder der Normalen einer 
Ebene n durch 0 gegen die HaupUrii,gheitsaxen dieses Punktes, so werden die 
Triigheitsmomente fUr dieselben 

Jg = ~ /x, + ~'fl'+ (f ,,', J,,= ~/x'+ ~fl'+ I!:,,'. 
Die erste dieser Formeln staDlmt von Euler (Theoria motu8 1765, Nr. 4(2), die 
zweite von Bimt (1811); man erhalt sie sogleicb (vgl. Fussn. 61) aus (51') und 
(51), in denen jetzt ® = @ = fj = 0 ist. 

67) Vgl. Routh, DynanIik 1, p. 43; Schell, Theorie der Bewegung 1, p. 122. 
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Man bemerke noeh, dass die Koeffizienten ql1 qu g.; ql" g,', qa' 
(die Invariarden des Punktes 0) dureh folgende Beziehungen mit ein
ander verkniipft sind: 

(62) ql' = 2g, q,' = gll + q" qs' = glq, - gs' 

Sind nieht die seehs Konstanten ®, ~ y und ~ ~ (2 (oder 
&i', e/,fJ', (2') gegeben, sondern das SchwerhOlUpttriig"MitM,ripel und die 
diesem sugehOrigen TriigMitsmome:nte, so findet man das Haupttritgheits
tripel und die zugehOrigen Haupttrii.gheitsmomente eines Punktes 0 
folgenderweise: 

Sind x, '!I, s die auf die Sehwerhaupttritgheitsaxen bezogenen 
Koordinaten von 0, so sind die planaren Haupttritgheitsmomente 
~ = I-'a2, ~ = I'b2, {i = I'C' des Punktes 0 in Ubereinstimmung mit 
der in Nr. 13 gemaehten Angabe die Wurzeln Ku Ks, Ks der 
kubisehen Gleiehung: 

,...x l ,...y' ,...z! 
(63) X-A + K-B + K-O= 1 

(vgl. (40)), sodass 

(64) ~ = Ku ~ = K" (i = Ks 
ist 68). Die Riehtungskosinus ai' bit ci der zugehorigen Haupttritgheits
ebenen, welehe mit den zu 0 gehorigen Beriihrungsebenen der drei 
dureh diesen Punkt gehenden konfokalen Flii.chen (40) iibereinstimmen, 
ergeben sieh aus der Proportion 

a 'b.c __ x . y • Z 
i' •• i -- K-- A . K·- B . K- - 0 • • • 

(65) (i = 1, 2, 3). 

Das polare Tragheitsmoment Jo des Punktes 0 ist gleich dem Koeffi-
zienten von -- K' in Gleiehung (63); durch Anwendung von (10) 
findet man dann sofort die axialen Haupttrii.gheitsmomente ~ = I'a", 
~' = I-' b", (i' = I' C" von 0.69) 

68) Man findet hiernach die Koordinaten x. 'Y. z eines Punktes, deBsen 
planare Haupttragheitsmomente gegebene Werte ~, is, G: haben, wenn man die 
Formeln ber(1cksichtigt, weiche die Cartesischen Koordinaten eines Punktes in 
Funktion seiner elliptischen Koordinaten geben. Man erhii.lt 8 Punkte, die 
symmetrisch gegen die Koordinatenaxen liegen und deren Koordinaten den 
Gleichnngen geniigen: 

_ V('a-B)(iS-B)(G:-B) 
'Y- (O-B)(A-B),...' 

V gl. Som,off, Mechanik 2, p. 89. 
69) Die Betrachtungen dieser nnd der vorigen Nummer geiten auch dann, 
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Man bemerke noch, dass A < B < 0 vorausgesetzt wurde und 
daher A' > B' > 0' ist (Nr. 9). Daher liegen fur einen beliebigen 
Punkt die zugehOrigen planaren Haupttragheitsmomente m:, '8, ~ 
zwischen den Grenzen A, B, 0, 00 und die axialen Haupttragheits
momente m:', '8', ~' zwischen den Grenzen 00, A', B', 0' (J. Binet). 

18. Der Tragheitskomplex eines Massensystems. Zu jeder 
Ebene 1(; gehort im allgemeinen ein Hauptpunkt (Nr. 9), (fiir den also 
1(; eine Haupttragheitsebene ist). Zu jedem Punkte P gehoren im alI
gemeinen drei Haupttragheitsaxen, welche paarweise die drei ent
sprechenden Haupttragheitsebenen bestimmen und ein rechtwinkeliges 
Poldreikant des Antipolarsystems bilden; fur jedes der sechs Elemente 
ist P der zugehOrige Hauptpunkt (vgl. Nr. 9). Eine Gerade 9 da
gegen ist dann und nur dann Haupttragheitsaxe fur einen ihrer 
Punkte, wenn sie den .Antipol einer zu ihr normalen Ebene enthalt 31); 
sie gehOrt namlich dann einem rechtwinkeligen Poldreikant oder, was 
dasselbe ist, einem Binet'schen konjugierten Haupttripel an (vgl. Nr.11 
u.9). Der zugehorige Hauptpunkt wird dann der Durchschnitt der 
genannten Ebene mit g, und g steht in dies em Punkte auf einer der 
drei durch ibn gehenden konfokalen FBi.chen senkrecht. Damit ist 
jede N ormale der konfokalen FHi.chenschar eine Haupttragheitsaxe 
und zwar fur den zugehOrigen Fusspunkt als Hauptpunkt. 

Man kann auch sagen 37): Nur dann ist 9 eine Haupttragheitsaxe, 
wenn sie ihre antipolare Gerade g' rechtwinkelig kreuzt oder schneidet. 
Dies ist aber genau die Definition, welche Th. Reye fiir eine (geo
metrische) "Axe" des Antipolarsystems aufgestellt hat. Die Reye'schen 
Axen sind also einerseits geometrisch 70) mit den Normalen des kon
fokalen Fliichensystems, andererseits mechanisch mit den Haupttriigheits
axen des Massensystems identisch. Speziell liefert der (mit dem .Anti
polarsystem verkniipfte) Reye'sche Axenkomplex (vgl. IV 2, 31, Timer
ding) die Gesamtheit der zu dem Massensystem gehOrigen Haupttrag
heitsaxen. 

Die zahlreichen und bekannten 85) Eigenschaften der Strahlen 
eines solchen Komplexes geben also ohne weiteres ebensoviele Eigen
schaften der Haupttragheitsaxen. Dieser Komplex nimmt daher (wie 
das Antipolarsystem selbst) beim Studium der Tragheitsmomente eine 

wenn der Punkt 0 mit dem Schwerpunkte S zusammenfaIlt, sodass man damit 
eine andere, von der Fla.che tl> = 0 unabhiingige, analytische Herleitung des 
Oulmann'schen und der drei anderen Zentralfliichen des Ma8sensystems hat. 

70) Th. Reye, Geometrie der Lage, 3. Aufl., Bd. 2, Leipzig 1892, p. 141, 

152, 156. 
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zentrale Stelle ein und werde lmrz als Triigheitskomptex des Massen
systems bezeiehnet (vgL Nr. 21)10&). 

19. Planare und wale Hauptmomenten1li.ohen. Die Sohar 
der Strahlenkomplexe konsta.nten uialen J/[omentes. Jede F1iehe 
F(X) der konfokalen Schar (40) lii.sst sich als Ort der Punkte defi
nieren, fur welehe eins der zugehOrigen p1anaren Haupttriigheits
momente J. den konstanten Wert Khat (denn die Punkte sind Haupt
punkte der zugehOrigen Tangentialebenen). 

Betrachtet man also die Kriimmungslinien, in denen sich zwei 
durch einen Punkt 0 gehende konfokale Flaehen der Sehar F(X) 
und F(K') sehneiden, so ist die Tangente im Punkte 0 an diese 
Kriimmungslinie Haupttriigheitsaxe fur den Beruhrungspunkt und 
gleiehzeitig ist das zugehorige Triigheitsmoment Jg = X + X' fdr 
aIle Tangenten der genannten Kriimmungslinie dasselbe (Binet). Ais 
Deviationsaxen anfgefasst sind (vgl. Nr. 16) die Tangenten ebenso 
Axen konstanten Parameters 1. 

Weiter sind auch die N ormalen der konfokalen Fliiche F( K) 
langs eines sphiirischen Kegelschnitts, in dem eine konzentrische Kugel 
die Fliiehe sehneidet, als Hauptaxen ihres Fusspunktes P Axen kon
stanten Triigheitsmomentes Jg (weil in Jg = Jo - J., Jo und J. konstant 
sind); und zwar ist Jg = A' + "SP' - K.71) 

Der allgemeine Ort der Punkte P, fur welehe eins der zugehOrigen 
axialen Haupttriigheitsmomente Jg einen konstanten Wert H hat, ist 
eine "biaxiale" Fliiche vierter Ordnung 6.(H),72) deren Gleichung man 
leieht dureh die Uberlegung erhii.lt, dass die zu P gehOrige Haupt
triigheitsaxe Normale in Pan eine der drei durch diesen Punkt gehen
den konfokalen Fliiehen iat. Fur die zugeh6rige Tangentialebene ist 
J. = J" - Hj andererseits ist nach (17) Jp = JCp) + ,,(x' + yt + 8') 

70&) Der Tragheitskomplex ist auch mit dem .Reye'schen Axenkomplex der 
Oulmann'schen ZentraHUl.che identisch; da.her sind seine Strahlen auch die Nor
malen der zu dieser Flil.che konfokalen Flii.chenschar. Der Fusspunkt (einer 
dieser Normalen ist jetzt aber nicht mehr der zugehorige Hauptpunkt h, sondem 
diese Punkte zusammengenommen bestimmen auf' der Normalen eine Strecke (h, 
die von der zu ihr rechtwinkeligen Schwerebene halbiert wird. 

71) Dieser Satz riihrt von w: Tlwmson her. Vgl. B. Townsend (Cambr. 
and Dubl. Math. J. 2 (1847», welcher bemerkt, dass diese Eigenschaft fUr die 
Theone der isockronen Axen wichtig ist, d. h. derjenigen Axen, um die da.s 
Musensystem, der Schwerkraft unterworfen, Pendelschwingungen von derselben 
Zeitdauer ausfiihren wiirde, (Axen gleichen Momentes, die vom Schwerpunkte 
gleichweit entfernt sind, sind offenbar isochrone Axen). 

72) W. Thomson (Cambr. and DubI. Math. J. 1 (1846), p.208) nennt die FJache 
"equimomental surface". 
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und JCp) = A + B + O. Fur diesen Wert J. des Parameters K 
folgt aus (40) und (63) die Gleichung 

(66) ~(H) - /l-X' + I£ Y' 
- II. (x' + y' + z') + A' - H 1£ (x'+ y' + z') + B' - H 

+ /l-Z' 1 073) 
l' (x' + y' + Z') + C' - H - = , 

die die verlangte Flache darstellt. ,,1st P(x, 'Y, z) irgend ein Punkt 
dieser FIache und Pi die orthogonale Projektion des Schwerpunkts S 
auf die Tangentialebene der Flache ~ (H) in P, so wird P Pi die 
zu P gehorige Haupttragheitsaxe mit dem Tragheitsmomente H".74) 

V ariiert man H als einen Parameter, von 0' anfangend bis 00, so 
stellt die Gleichung (66) eine Schar von FIachen 75) dar, die sich in 
drei Klassen gewissermassen konfokaler Flachen gruppieren, je nach
dem der Wert von H zwischen 0' und B' oder B' und A' oder A' 
und 00 Iiegt. Jede Flache der ~(H)-Schar hat (wie jede der F(K)
Schar) die drei Symmetrieebenen des Antipolarsystems ihrerseits zu 
Symmetrieebenen. Die Doppelpunkte aller Flachen ~(H) erfiillen zwei 
Kegelschnitte 76); es sind dies die Fokalkegelschnitte ((3) und (I') des 
Antipolarsystems (vgl. Nr. 16). 

Man betrachtet in der Optik Flachen desselben Charakt'ers wie 
~(H), doch nur solche, bei denen die Fokalhyperbel den Ort del' 
Doppelpunkte biidet. Die Fresnel'sche Wellenfliiche fiir doppeltbrechende 
Medien 77) ist hiernach eine solche ~(H), die zu der letzten Klasse 
(H> A') gehort. 

73) Auch mit HUlfe dieser Gleichung lassen sich die axialen Haupttragheits
momente eines beliebigen Punktes (x, y, z) finden. Die Gleichung ist vom 
dritten Grade in H und ihre W urzeln HI, H" Hs geben die gesuchten Werte 
(vgl. Nr. 17). 

74) W. Thomson (Cambr. and Dub!. Math. J. 1 (1846), p.203). S. anch 
Routh, Dynamik 1, p. 50. 

75) W. Tlwmson (vgl. Fussn. 73 u. 74) bezeichnet dieselben als "conjugate 
equimomental surfaces." 

76) A. Clebsch, J. f. Math. 57 (1860), p. 73. 
77) Diese Flache 4. Ordnung konstruiert man bekanntlich in der Optik, indem 

man auf jedem Halbmesser 9 eines bestimmten Ellipsoids die Halbaxen des Kegel
schnittes abtragt, in welchem die zu 9 senkrechte Diametralebene das Ellipsoid 
schneidet. Die Wichtigkeit dieser Wellenflii.che auch fur andere als optische Probleme 
ist bekannt. MacCullagh (Dublin Trans. 17 (1837), p. 243) nennt sie allgemein "bi
axial surface", einerseits wegen der Erzeugungsart der Flache, andererseits "the 
name perhaps may appear the more appropriate, at is reminds us of the place 
which the surface holds in the optical theory of biaxial crystals". Man vgl. 
auch Townsend (Cambr. and Dubl. Math. J. 2 (1847), p. 24), der ebenfalls diese 
Flache betrachtet llnd u. a. auf Grund des Thomson'schen Theorems den Satz auf-
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Die Gesamtheit der Geraden g (seien sie Haupttragheitsaxen oder 
nicht), fiir welche das Tragheitsmoment Jg einen konstanten Werl .l. 
hat, bildet einen Painvin'schen (quadratischen) Strahlenkomplex 78), 
den wir kurz mit (Jg»). bezeichnen. Da.l. 001 Werle annehmen kann, 
so wird jedem Schwersysteme - ausser dem einen Tragheitskomplex -
noch eine ganze Schar solcher (Jg).l.- Komplexe zugeordnet. Nimmt der 
Parameter 1 den besonderen Wert H an, so wird der Tragheitskomplex 
des Massensystems von dem Komplexe (Jg) H in einer Kongruenz 
durchsetzt, deren Strahlen alle Haupttragheitsaxen sind und aIle das
selbe Tragheitsmoment H haben. Die zugehorigen Hauptpunkte er
fUll en einerseits die Brennflache dieser Kongruenz, andererseits die 
obige FIache ll(H). Beide FIachen sind also identisch, womit man 
eine neue Herleitung der Flache II (H) hat. "Die II (H)-Flachenschar 
lasst sich danach definieren aIs die Schar der Brennflachen aller Kon
gruenzen, die dem Tragheitskomplex und der Schar (Jgk Komplexe 
gemeinsam sind." 

20. Quadratische Momente bei ebenen und geradlinigen (all
gemeinen) Massensystemen. Liegen alle Massenpunkte auf einer 
Ebene fli, wie dies fiir eine ebene begrenzte Flache (oder ebene Kurve) 
stets der Fall ist, so liegt sowohl der Schwerpunkt S des Systems 
auf fli (vgl. Nr. 4: und 6), als auch der Antipol (das Zentrum 
zweiten Grades) jeder andern Ebene des Raumes. Das zu m gehorige 
Tragheitsmoment Jfjj wird natiirlich Null. Damit reduziert sich die 
Ordnungsflache (fI des Antipolarsystems, wenn man in Gleichung (36) 
den Wert C = JrJj = 0 einsetzt, auf 

(fI = A Us + BVa + p,T2 = 0 
(36a) lOde, 

X' y' 1 
(fI = ..4 + B + ~ = OJ 

das Antipolarsystem selbst reduziert sich auf ein ebenes in ro (z = 0) 

stellt: AIle diejenigen Haupttrii.gheitsaxen, welche fUr die Punkte, zu denen 
sie geh1iren, gleichzeitig Axen kleinster Oszillationsdal1er sind, umhiillen eine 
Flil.che und zwar gerade die biaxiale Flache des Mac Cullagh'schen Ellipsoids. 

78) ..4. Demoulin (Bull. Soc. ma.th. de France 20 (1872), p. 130). Derselbe 
schreibt jedoch (p. 131 Note) da.s Theorem G. Fouret zu, der es schon einige 
Jahre vorher der math. Gesel1schaft miindlich mitgeteilt habe. Der nach Painvin 
Nouv. ann. (2) 11 (1872), p.49, 97, 202, 481, 529 benannte Komplex ist ein 
Spezialfall des Komplexes von G. Battaglini (Napoli Rendic. (1866», p. 306. 
Jener besteht aus den Linien, in denen sich zwei normale Tangentia.lebenen 
einer Flii.che zweiter Ordnung schneiden, dieser aus den Linien, von denen aus 
die Tangentialebenen an zwei gegebene Flii.chen zweiter Ordnung vier barmo
nische Ebenen bilden. Vgl. auch ..4 . .Aschieri, Giorn. di mat. 8 (1870), p. 36-87. 
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gelegenes Antipolarsystem. AlIe Ebenen, die durch dieselbe Gerade p 
von ill gehen, haben sonach dasselbe Zentrum zweiten Grades P und 
darum kann der Punkt P in diesem FaIle als Zentrum zweiten Grades 
oder Antipol der Geraden p selbst bezeichnet werden. Danach wird jeder 
Geraden p der Ebene des Massensystems ein Zentrum zweiten Grades 
(Antipol) zugeordnet, welches der Antipol aller durch sie hindurch 
gehenden Ebenen ist und mit ihrem Pol beziiglich des Kegelschnitts 
([) zusammenfallt. 

Die Culmann'sche Zentralflache reduziert sich jetzt auf die 
Culmann'sche Zentralkurve: 

(37 a) 

und die Binet'sche Zentralflache auf die reziproke Kurve 

Ax2 + By2 - P, = o. 
1st ([) eine Hyperbel, so wird we die konjugierte Hyperbel; ist W 
eine reelle Ellipse, so wird die Culmann'sche Zentralkurve imaginar 
und umgekehrt. So bestimmt z. B. jede ebene begrenzte Flache (oder 
Kurve) in ihrer Ebene ill ein Antipolarsystem ohne reelle Ordnungs
kurve und hat sonach eine Culmann'sche Zentralellipse 

(37's) 

wo a, b die Schwerhaupttragheitsradien der Figur sind (sodass A = p,ai , 

B = p,b2 die Schwerhaupttragheitsmomente) und p, den Inhalt der 
gegebenen Flache (oder die rektifizierte Lange der Kurve) bezeichnet. 

Da die linearen und quadratischen Momente fUr die Linien (und 
Punkte) der Ebene ill bezw. gleich den linearen und quadratischen 
Momenten fiir die durch sie gehenden und zu ill normalen Ebenen 
(und Axen) sind, so giebt die Culmann'sche Zentralkurve auch eine 
Darstellung der zu ihren Durchmessem gehOrigen q uadratischen Mo
mente. Z. B. der Abstand des Schwerpunktes von einer Tangente 
dieses Kegelschnitts ist gleich dem Tragheitsradius fiir den zu ihr 
parallelen Durchmesser 52); das Tragheitsmoment fiir einen Durch
messer 6 des Culmann'schen Zentralkegelschnittes ist gleich dem 
Tragheitsmoment der in dem Endpunkte M des zu ibm konjugierten 
Halbmessers konzentrierten Gesamtmasse p, in Bezug auf den Durch
messer 6; femer ist das Deviationsmoment fUr die beiden Durch
messer 6 und 6' ebenfalls gleich dem Deviationsmoment der in M 
konzentrierten Gesamtmasse 53). 

Es geiten uberhaupt im allgemeinen aUe Formeln der Nr. 11 
und 12 auch fur das ebene Massensystem, und zwar gelten sie eben so 
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fur die Ebenen des Raumes wie fUr die Geraden der Ebene Ilr. Z. B. 
kann in der Formel 

(31) I n = 1'8nPn 

n sowohl irgend eine Ebene des Raumes, als auch irgendeine in 'iii 

liegende Linie bedeutenj sn' Pte sind dann die zugehOrigen Abstande 
von den dort (Nr. 11) genannten Punkten u. s. w. 

Die Axen konstanten Triigheitsmomentes, die in der Ebene 'iIi 

liegen, sowie die zu m- normalen Ebenen konstanten Momentes um
hiillen die einzelnen Kurven der zum Antipolarsystem konfokalen 
Kegelschnittschar, deren Gleichung 

oder 
c;IJ = K(lJ' + Vii) 

(40 a) rol '!l 1 -+-=-K-A K-B ". 

ist. Die gemeinsamen Brennpunkte desselben sind die Brennpunkte 
'P und 'P' des Antipolarsystems und bilden zusammen mit den Brenn
punkten f nnd r der Culmann'schen Zentralkurve die Ecken eines 
Quadrates. 

In der Ebene 'iIi des Massensystems ist jeder Punkt 0 der Mittel
punkt eines ihm zugeordneten Oulmann'schen Tragheitskegelschnittas, 
dessen Gleichung auf die Rauptaxen von 0 bezogen die Gleichung 
(37 a) ist, wo aber filr A und B die zum Punkte 0 gehOrigen Haupt
tragheitsmomente 54 und }B einzusetzen sind. Diese Axen sind die Tan
genten in 0 an die beiden durch diesen Punkt gehenden konfokalen Kegel
schnitte (40 a), sie sind also die Halbierungslinien des Winkels tp Otp' 

und des zu ihm supplementaren Winkels. Fiir die quadratischen 
Momenta hat dieser Kegelschnitt bez. seiner Durchmesser dieselben 
Eigenschaften wie die Oulmann'sche Zentralkurve bez. der in 'W liegen
den Schwerlinien. 

Liegt eine ebene begrenzte F1iche (oder Kurve) oder allgemeiner 
ein ebenes &hweTsystem vor, so wird fur jeden Punkt 0 der Ebene 
'iii die zugehOrige Trigheitskurve eine EUipse. Die Tri:i.gheitsellipsen 
fiir die Brennpunkte tp und tp' des Systems sind insbesondere zwel 
Kreise mit dem Halbmesser a, wenn in (37'a) a> b ist. 

Die Mac CulZagh'sche ZentralfUi,che (zur Darstellung der zum 
Schwerpunkt gehOrigen a3:ialen Trigheitsradien) nach Nr. 14: wird: 

rol!ll el 1 
(44a) qJ'= B + A + A+B =-;; 
nnd die konfokale F1ichenschar dar FJichen koDStanten Momentes nach 
Nr. 18 wird: 
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X' y' z! 1 
(40 b) K-A + K-B + K = 1£; 
aus welcher Gleichung mit Hiilie von (46) und fur ). = 0 such direkt 
(44 a) folgt. Man sieht ferner, dass der Kegelschnitt «1J, dessen 
Gleichung fur K = 0 = 0 aus (40b) folgt, eine der Fokalkurven 
der Schar ist: fur aIle Ebenen niimlich, die durch seine Tangenten 
gehen, ist das zugehOrige J. stets gleich Null. Die Poinsofsche 
Zenflra1fliiche wird daun (Nr. 14) 

Bx2 + Ay2 + (A + B)Z2 = ft. 

Fur jeden Punkt 0 der Ebene w erhiilt man die Gleichungen 
der vier ihm zugeordneten Triigheitsfliichen, auf seine Haupttriigheits
axen bezogen, indem man zu (37a) und (44a) noch die zu ihnen 
reziproken Gleichungen aufstellt und dann fUr A und B die zu
gehorigen Haupttriigheitsmomente 2t: und m einsetzt. 1st 0 dagegen 
nicht ein Punkt der Ebene w, so geben die Gleichungen (37), (39), 
(44) und (47), in denen A, B und 0 durch 2t:, m und ~ (Nr.16 
und 17) ersetzt werden mussen, die dem Punkte 0 zugeordneten Trag
hei tsfl.iichen. 

1st das Massensystem ein geradliniges, liegen also alIe Massen
punkte auf einer Geraden 1, so reduziert sich das Antipolarsystem 
auf eine einfache Punktinvolution XX'· S 00 auf 1, deren Doppelpunkte 
(oder eventueli konjugierte und hinsichtlich des Schwerpunktes S 
symmetrische Punkte) die in zwei Bundel ausgeartete Flache «1J (oder 
«1Je) bilden; jedenfalls ist jeder Punkt X auf 1 der Antipol alier durch 
den konjugierten Punkt X' gehenden Ebenen und umgekehrt. Z. B. 
ist der Mittelpunkt einer homogenen Strecke AiJ zugleich deren 
Schwerpunkt S; und nimmt man auf ·ihr den Punkt A' so, dass 
AA' = 2A' B, so ist S das Zentrum und A, A' sind zwei konjugierle 
Elemente der zu AB gehOrigen Involution, die damit bestimmt ist. 
Mit Hiilfe derselben und der auch hier geltenden allgemeinen Formeln 
der Nr. 11 und 12 kann man dann sehr leicht aIle quadratischen 
Momente der gegebenen Strecke berechnen. 

21. Die historische Entwickelung der Lehre von den Trii.g
heitsmomenten und Trii.gheits:fUi.chen. Die Existenz der Haupttriig
heitsaxen fUr Schwersysteme wurde von L. Euler (1749) zuerst bemerkt 
und von J. A. Segner (1755) 79) bewiesen. Dieser bewies, dass durch 
jeden Punkt P wenigstens drei Axen gehen, fur die der Punkt P 
Hauptpunkt ist. Euler SO) gab hierrmf die Formeln, mit deren Hulfe 

79) Specimen theoriae turbinum, Halae 1755. 
80) Theoris. motu8 1765, p. 177, Nr. 452 
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man aus den axialen Haupttragheitsmomenten eines Punktes P das 
Tragheitsmoment fiir irgend eine andere Axe durch den Punkt P ab
leiten kann. Beide Forscher betrachteten jedoch nicht die anderen 
Haupttragheitsaxen, die durch den Punkt P gehen und die ihn nicht 
zum Hauptpunkt haben, iiberhaupt beschitftigten sie sich nicht all· 
gemeiner mit der Verteilung dieser Axen im Raume. 

Eine wesentliche Erweiterung erfuhr die Theorie durch J. Binet 
(1811)81), der den allgemeineren Begriff des "Tripels konjugierter 
Axen" einf'uhrte und die planaren Tragheitsmomente zuerst unter
Buchte. Er fand die konfokale FIachenschar und die Eigenschaften 
ihrer Kriimmungslinien. Er zeigte, dass diese Flachen von den 
Ebenen konstanten Tragheitsmomentes umhiillt und von den Punkten 
erfdllt werden, fur die eines der zugehorigen planaren Haupttragheits
momente einen gegebenen Wert hat. Er bemerkte weiter, dass die 
Fokalkegelschnitte die Orter der Punkte sind, fiir die zwei der Haupt
tragheitsmomente gleich werden, und untersuchte gleichzeitig mit 
S. D. Poisson 68) den besonderen Fall, in dem die konfokalen Flachen 
Rotationsfiachen werden. 

A. M. Ampere (1821) 8a) behielt den N amen Haupttragheitsaxen 
nur fiir diejenigen hen bei, welche sich auf den Schwerpunkt be
ziehen, und bezeichnete die anderen als permanente ben. Er fand 
dann, dass die durch einen gegebenen Punkt P gehenden permanenten 
Ann auf einem gleichseitigen Kegel zweiten Grades liegen, wwend 
die Punkte, zu denen sie gehi:iren, eine Raumkurve itinfter Ordnung 
mit einem dreifachen Punkt in P erfiillen, und dass, wenn der ge
gebene Hauptpunkt P einer Symmetrieebene angehOrt, der Kegel in die 
Symmetrieebene selbst und eine Normalebene derselben, die Raum
kurve dagegen in einen Kreis 82') und eine in der Symmetrieebene ge
legene Kurve dritter Ordnung, die aus dem isolierten Doppelpunkt 
und einer Geraden besteht, zerfallt. Jede dieser Normalebenen ist zu
gleich Normalebene in P eines Kegelschnittes aus einer gewissen 
Schar in der Symmetrieebene gelegener homothetischer Kegelschnitte. 
In einer der Symmetrieebenen liegen zwei derartige homothetische 
Scharen, deren erste die Fokalhyperbel des Antipolarsystems und 
deren zweite die FokaJhyperbel der Culmann'schen Zentralflache ent-

81) J. ec. polyt. 16 (1818). 
82) Parill, Mem. de l'Institut 6 (1826), p. 86. 
82') Fl'l.r die Punkte P der Foka.lhyperbel und der Fokalellipse des Anti

pola.rsystems reduziert sich der Kreis auf einen Punkt (den Punkt P selbst); 
.Ampere nennt diese beiden Kegelschnitte bezw. "hyperbole principale" und "ellipse 
principale", 1. c. p. 189. 
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hiiltj in jeder der beiden anderen Symmetrieebenen liegt dagegen 
nur eine solche Schar, und zwar gehOren die Fokalellipse des Anti
polarsystems und die Fokalellipse der Culmann'schen Zentralflache 
diesen beiden Scharen beziehungsweise an 82'). 

Die Theorie der konfokalen FIachen und ihrer Fokalkurven er
weiterte M. Chasles (1837) 88), welcher insbesondere die Verteilung 
der N ormalen dieser Flachen im Raume studierte. Er gab unter 
andern den Satz, dass die in einer Ebene gelegenen N ormalen im 
aUgemeinen einen (zu dem Ampere'schen Kegel antipolaren) Kegel
schnitt, und zwar, wie R. Townsend (1847) fand, eine Parabel um
hulien, und brachte systematische Ordnung in die Theorie. Seine 
zunachst nur von geometrischen Gesichtspunkten geleiteten Unter
suchungen, welche aber eine leicht ersichtliche Anwendung auf die 
Theorie der Haupttragheitsaxen findet, erhielten ihre Erganzung in den 
Untersuchungen von Mac Cullagh (1844), W. Thomson (1846), A. Cayley 
(1846) und Townsend (1846, 47) 84) und Haton de la Goupilliere (1857) 89). 

Ein weiterer Schritt von entscheidender Wichtigkeit ergab sich aus 
anderen Untersuchungen rein geometrischer Natur. Indem Th. Reye 85) 

sich die neuen Ideen der J. Pliicker'chen Liniengeometrie zu eigen 
machte und das bereits zusammengetragene Material benutzte - ein 
reiches, aber systemlos angehauftes und von verschiedenen Gesichts
punkten aus gewonnenes Material teils mechanischen teils geometri
schen Charakters - studierte er (1868) zum erstenmale den Axen
komplex einer FIache zweiten Grades und des zugehorigen Polarsystems 
und gab dessen vollstandige Theorie. Spater definierte er dann den 
Axenkomplex unabhangig von der anfiinglich zu Grunde gelegten 
Flache zweiten Grades und zeigte, dass konfokale Flachen und ausser
dem alie zu diesen konzentrischen und homothetischen Flachen denselben 
Axenkomplex liefern u. s. w. Indem der Reye'sche Axenkomplex des 
zu einem Massensystem gehorigen Antipolarsystems aber zugleich der 
Tragheitskomplex des Massensystems ist, ergeben sich mit seiner 
HuIfe aIle fruher gewonnenen Resultate uber die Haupttragheitsaxen 
als einfache Korollare, dazu aber eine Reihe wichtiger Erganzungen 
und neuer Satze, und zwar nicht nur fur Schwersysteme, die aUein 
von allen bisher citierten Autoren berucksichtigt waren, sondern auch 
fur allgemeine Massensysteme. Beriicksichtigt man schliesslich, dass 
auf Grund der in Nr. 11 vorangestellten Schwerpunktsidee die Definition 

83) Aper~lU historique, Note XXXI. 
84) Cambro and Dubl. Ma.th. J. 1, 2 (1846, 1847). 
85) Geometrie der La.ge, 3. AuB, Bd. 2, p. 138-177. 

Encyklop. d. math. Wi ••• nach. IV 1. 22 
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des einem Massensysteme zugehOrigen Antipolarsystems, - durch das 
in einfacher Weise die Schar der konlokalen Flichen zweiten Grades 
sowie der Tragheitskomplex bestimmt wird, - fiberaus leicht ist, so 
dart man nunmehr den Wunsch von ChasZes86) und Oayley81), auf Grund 
cines fundamentalen Begriffs eine logische und systematische Her
leitung aller Theoreme fiber die quadratischen Momente zu gewinnen, 
als erffillt ansehen. 

Zur Orientierung fiber die verschiedenen in der Litteratur vor
kommenden Benennungen der von uns sog. Zentral- und Triigheits
flii.chen mogen noch folgende Angaben dienen: 

Binet88) (1811) hatte zum erstenmale die einem Punkte zugehOrigen 
planaren Trii.gheit&momente mit Hfilfe eines Ellipsoids reprii.sentiert, 
aber das von Binet benutzte Ellipsoid iet nicht das oben (nach W. &hell) 
als Binet'sches Ellipsoid bezeichnete, sondern ein zu dem Oulmann'schen 
Ellipsoid (auf das auchHaton de la GoupilZiere (1857)89) gekommen war) 

ii.hnliches Ellipsoid (Verhii.ltnis 'V,.,,: 1). Zu dem von Binet betrachteten 
Ellipsoid reziprok ist die Flii.che, die Thomson 90) "the ordinary ellipsoid 
of construction", (Ja;yley91) "the comomenta! ellipsoid" und J. SomO/fBi) 
"das Grundellipsoid" nennt 98). 1m. Anschluss an Binet reprii.sentierte 
()o;uclvy (1827) 94.) die walen Tragheitsmomente eines Punktes eben
falls durch ein Ellipsoid. Dieses Oauchy'sche Ellipsoid, das Mac Oullagh, 
Thomson, Townsend und anderen als "the momenta! ellipsoid" bekannt 
war, ist homothetisch zu dem von uns (47') als Poinsot'sches Ellipsoid 
bezeichneten. Es wurde von Poinsot95) "ellipsoide central" genannt 
und von ihm (1834) in seinen schOnau Untersuchungen fiber die 
Drehung der Korper verwertet. Das Mac Oullagh'sche Central
ellipsoid 7p (44') hat Mac Oullagh (1844)96) als "the ellipsoid of 
gyration" eingeffihrt und zur Untersuchung der Rotation eines Korpers 
benutzt; Thomson (1846) 90) hat es seinerseits als "the central ellipsoid" 

86) Apel"9u historique, p. 397 und Noten zu p. 220, 221. 
87) Brit. ASBOC. Report 1862, p. 227. 
88) J. ec. polyt. 16 (1813), p. 64. 
89) J. ec. polyt. 37 (1867), § 20. 
90) Cambro and Dubl. M.ath. J. 1 (1846), p. 201, 202. 
91) Brit. Assoc. Report 1862, p. 143. 
92) Theoret. Mecha.nik 2, p. 79. 
93) S. auch D. Chelini. Bol. Mem. (2) 6 (1865), p. 144 ff'. und F. P. Buffini, 

Bol. Mem. (4) 3 (1881), p. 26. 
94} Oeuvres (2) 7, p. 127. 
96) J. de math. 16 (1861), p. 74. 
96) B. Haughton's Account of Prof. Mac: OullagA's Lectures on rotation in 

Dubl. Trans. 22 (1849), p. 149. 
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und A. Clebsch ala "das 2te Zentralellipsoid" wiedergefunden. Die 
analoge Fliiche fUr einen beliebigen Punkt, die wir als Mac Oullagh
sches Tragheitsellipsoid bezeichnet haben, wurde von Townsend (1846; 
1847)97) und spater von A. Clebsch (1859)98) eingehend studiert. 

22. Quadratisch iquivalente Kassensysteme. Zwei Massen
systeme heissen aquivalent hinsichtlich ihrer Tragheitsmomente "), 
wenn ihre Triigheitsmomente ffir jede Ebene des Raumes gleichen 
Wert haben 118). Dann werden auch ihre Tragheitsmomente fiir jeden 
Punkt und jede Axe gleich und ebenso auch ihre Deviationsmomente 
fUr jedes Ebenenpaar. Fiir allgemeine Massensysteme sind die Be
dingungen hierfiir die Gleichheit ihrer Gesamtmassen und die Uber
einstimmung ihrer Antipolarsysteme. Die Massensysteme sind dann 
von selbst auch hinsichtlich der statischen Momente aquivalent und 
ebenso gehOrt zu ihnen derselbe Schwerpunkt, dieselbe konfokale 
Flachenschar und derselbe 'fragheitskomplex. 

Jedes nicht indifferente Massensystem ist sechsfach unendlich vielen 
QUadrupeln von Massenpunkten aquivalent. Die Punkte eines solchen 
a.quivalenten Quadrupels bilden einfach die Ecken eines beliebigen Anti
poltetraeders des vorgelegten Massensystems 100). Sind ~, hs, hSI h, 
die Hohen des Tetraeders, 811 S2 I 8111 S4 die Abstinde des Schwer
punktes von seinen Seitenfiachen, so bestimmen sich fiir ein aUgemeines 
System die Massen I'll 1'21 E£s I 1', der vier Eckpunkte aus den Glei
chungen: 

(67) I'1~ = 1'811 I'sh» = I' S2I E£shs = I'Sa, I',h, = I'S,. 

Fiir ein magnetisches Massensystem (I' = 0, q =f= 0) treten an die 
Stelle dieser Gleichungen die folgenden: 

(67') l'1 h1 = q I I'shz = q, I'aha = q, I',h, = q, 

97) Cambro and Dubl. Math. J. 1, 2 (1846, 1847). 
98) J. f. Math. 67 (1860), p. 73. Clebsch scheint wie auch Thomson die 

Arbeit von Mac Oullagh nicht gekannt zu haben. 
99) Beye, J. f. Math. 72 (1870), Art. 13.; Routh, Dynamik 1, § 33. Abge

sehen von der Bezeicbnung findet sich der Begriif der AquivaJenz von Karpem 
zuerst (1811) bei Binet (J. ec. polyt. 16 (1813) § 13) und spiter bei Legendre 
(1817) (vgl. Fussn. 103). Die ersten Reduktionen eines Karpers auf lI.quivalente 
Gruppen von Massenpunkten haben aber erst Sylvester (1864) (vgl. Fussn. 106). 
Routh (1864) und Reye (1866) (vgl. Fussn. 100) gegeben. 

100) Reye, J. f. Math. 72 (1870), § 6; fUr Schwersystem.e bereits in der 
Zeitschr. f. Math. Phys. 10 (1866). Die Zuriickfiihrung des Dreiecks auf drei 
lLquiva.lente Massenpunkte mit gleicher Masse gab zum erstenmaJe Routh, Quart. 
J. of math. 6 (1864), p. 267-269. 

22· 
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wo die Hohen in der Richtung der magnetischen Axe gemessen sind 
und wo q deren skalaren Wert wie in (31') bezeichnet. 

Das indilferente Massensystem ist dagegen unendlich vielen Quin
tupeln von Massenpunkten mit der Gesamtmasse Null aquivalent. 

Fiir ein Schwersystem giebt es immer unendlich viele iiquivalente 
Quadrupel von Massenpunkten mit gleicher Masse t 1-'. Die Tetra
eder, die diese Quadrupel bilden, sind einem Ellipsoide tPl umschrieben 
und einem anderen tP2 einbeschrieben. Diese Ellipsoide sind mit dem 
Oulmann'schen Centralellipsoid tPc konzentrisch und homothetisch. Ihre 
Axen gehen aus denen des letzteren durch Division und Mnltiplikation 

mit 113 hervor. AHe diese Tetraeder sind von gleichem V olumen und 
die Tetraeder yom grossten V olumen, die sich dem Ellipsoide tPl um
schreiben lassen 101). 

Jedes Schwersystem lasst sich ferner auf ein iiquivalentes Sex
tupel von Punkten gleicher Masse t I-' zuriickfuhren. Diese Punkte 
bilden die Endpunkte eines beliebigen Tripels von konJugierten Durch
messern des Ellipsoides tP2• 

Diese Siitze lassen sich mit HaIfe einer affinen Transformation 
des Raumes (durch welche die Aquivalenz zweier Massensysteme nicht 
gestort wird 102») sofort aus den analogen Siitzen fur ein Massensystem, 
dessen Centralfliiche eine Kugel vom Radius a ist, herleiten. Beriick
sichtigt man, dass ein solches Massensystem immer einer homogen mit 
Masse erfullten Kugel aquivalent ist, deren Radius = Y5 . a, so folgt 
weiter, dass jedes beliebige Massensystem mit lauter positiven Massen 
einem homogenen Ellipsoid iiquivalent ist. Dieses Ellipsoid ist kon
zentrisch und homothetisch mit dem Culmann'schen Zentralellipsoid 
und geht aus demselben hervor, indem man dessen lineare Dimen

sionen im Verhiiltnisse y'5: 1 vergrossert. Dieses ist das Legendre'sche 
Ellipsoid lOS). Fur ein beliebiges homogenes Tetraeder falit dasselbe 

mit dem Oulmann'schen Ellipsoid von vier gleichen Massen :' die 
in den Ecken des Tetraeders konzentriert sind, zusammen. 

Es ist aber auch jedes Schwersystem einem homogenen Tetraeder 
aquivalent. Hat man namlich ein Quadrupel von vier diskreten Massen
punkten gleicher Masse gefunden, denen das Massensystem aquivalent 

101) "Ober diese Tetraeder von grijsstem Volumen s. J. Liouville, J. de ma.th. 
7 (1842), p.190j J. Steiner, J. f. Math. 30 (1846), p. 276 = Ges. Werke 2, p. 343 if.; 
C. F. Geiser, 1st. Lomb. Rend. (2) 1 (1868), Art. 1. 

102) Routh, Dynamik 1, p. 30, § 41. 
103) A. M. Legendre, Traite des foncitions elliptiques 1 (Paris 1826), Nr.368. 

V gl. auch Routh, Dynamik 1, § 29. 
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ist, so verbinde man den Schwerpunkt S mit diesen vier Punkten 
Al , ~, As, A4 und vergrossere die Strecken SAl, SA2 , SAs, SA4 
im Verhli.1tnis Y5 : 1, so bilden die Endpunkte A/, A 2', As', A,' der 
nenen Strecken SAt', S~', SAs', SA,' die Ecken eines homogenen 
Tetraeders, das dem vorgelegten Massensystem iiqnivalent ist. Hier
mit ist gleichzeitig gesagt, wie man ein gegebenes homogenes Tetra

eder durch vier Massenpunkte von gleicher Masse ~ ersetzen kann 1(4). 

Das Tetraeder ist ferner aquivalent 105) funf Massenpunkten, von denen 

vier seine Ecken mit den Massen to sind und der fiinfte sein Schwer

punkt mit der Masse : 1'. 106) 

III. Anhang zur Theorie der linearen und quadratischen 
Momente. 

23. Lineare und qnadratische Momente kontinuierlicherSysteme. 
Der Kern einer kontinnierlichen Fignr. Fur die praktische An
wendung besonders wichtig sind der Schwerpunkt, die linearen und 
die Tragheitsmomente kontinuierlieher Korper (oder Flachen); dieselben 
bedurfen deswegen einer besonderen Erwahnung. 

Die friiher eingefiihrten Koeffizienten sind (vgl. Nr.11) durch die 
iiber den ganzen Korper erstreckten Integralausdriicke definierl: 

(68) All fX2dt:, A22 Jy2dt:, Ass fZ 2dt:, 
A2s = AS2 J yzdt:, ASl = ~s fzxdt:, Au = ~l Jxydt:, 

Al JXdt:, A2 Jydt:, As fzdt:, I' fdt:, 
wo dT: die Masse des Korperelementes und I' die Gesamtmasse ist. 1m 
iibrigen bleiben die weiteren Entwickelungen unverandert bestehen. Es 
tritt nur ein neuer Begriff hinzu, der bei einem diskreten Massen-

104) Hieraus geht gleichzeitig hervor, wie sich ein homo genes Polyeder 
(oder Polygon und auch eine homogene Polygonallinie), indem man es in Tetra
eder (oder Dreiecke und Strecken) zerlegt, durch ein aquivalentes System dis
kreter Massenpunkte ersetzen lasst. Hieraus (vgl. auch Fussn. 105) leitet sich 
eine Methode ab, urn die Tritgheitsmomente fUr gewisse Korper, Fliichen und 
gebrochene Linien zu berechnen (vgl. Nr.24, a). 

105) Diese ZUrUckfUhrung des Tetraeders auf eine aquivalente Gruppe von 
fiinf Massenpunkten gab zuerst J. Sylvester, Quart. J. of ma.th. 6 (1864), p. 131. 

106) Andere Beispiele fiir derartige Reduktionen Hnden sich bei Routh 
(1868); vgl. Dynamik 1; Reye, Zeitschr. d. Ver. deutsch. Ingenieure 19 (1875); 
R. Mehlllke, Zeitschr. Math. Phya. 29 (1884), p. 61. 
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system nicht in Betraeht kommt, n8mlieh der Begriff des Kerns 10"). 
Hierunter versteht man die gesehlossene Fliche, die der Ort der Anti
pole alIer jener Ebenen ist, welehe den Korper berahren, ohne ihn 
aber zu durehdringen. Der Kern umsehliesst den Sehwerpunkt S des 
Korpers, sowie jedell anderen Punkt, von dessen Antipolarebene der 
Korper nieht getroffen wird. 1st P irgend ein Punkt auf ibm, r sein 
Abstand yom Sehwerpunkte, und v der Sehwerpunktsabstand des 
Punktes, in dem die Linie SP die zu P (als Antipolarebene) gehO
rende Beriihrungsebene ,,; des Korpers sehneidet, so wird das Triig
heitsmoment fUr die parallel zu ,,; gelegte Sehwerebene: 

j 
(69) J = rvV oder -;- = rV, 

wenn V das Volumen des Korpers bezeiehnet. 
Genau analog ist der Kern fur eine ebene Flitehe definiert, nur 

dass hier der Flaeheninhalt F an Stelle des V olumens tritt. Man 
denke sich die vorgelegte ebene Flache als einen beliebigen normalen 
Querschnitt eines geraden Balkens; ist dann die Schwerlinie f die 
Neutralaxe dieses Querschnittes und J1 das zugehOrige Trii.gheits-
moment, so ist 

(69 a) 

Bezieht sich nun der Schwerpunktsabstand v auf die entferntere der 
beiden zu f paralIelen Beriihrungslinien des Querschnitts, und ist 
also r (d. h. SP) der lriirsere auf der zu f konjugierten Schwerlinie 
liegende Kernradius, so wird diese Grosse v (wegen der Anwendung 
dieser Theorie in der Festigkeitslehre) nach F. Reuleaux als der Wider
standsmodul des Quersehnittes ffir die N eutralaxe f bezeichnet. 

Der Kern ist ein wichtiges Hiilfsmittel, um auf graphischem 

107) OuZmaM, Graphische Bt&tik 1866, § 65 und fUr ebene Figuren M. Bresse, 
M6ca.nique 1866, p. 58. Letzterer geht abweichend von Oulmann direkt darauf 
aus, den Kern verschiedener einfacher Figuren zu bestimmen, indem er sich 
auf den von ihm gefundenen Batz stiitzt: 1st a die Sehnittlinie der nieht pa
rallelen Grundflil.ehen eines zylindrischen K6rpers, so fiLllt die parallel zu den 
Seitenlinien (des Zylinders) genommene Projektion .4 des Schwerpunktes dieses 
K6rpers, auf eine Grundfliche, mit dem Antipol der Linie a in Bezug auf die
selbe Grundflii.cbe, wenn ma.n dieselbe als ein homogenes, kontinuierliches ebenes 
Massensystem ausieht, zusammen. Die Methode von Bresse wurde von G. jtmg 
in seinen Vorleaungen liber graphiache Statik syatematisch verwertet, indem er 
hiemach direkt den Kern und das Antipolarayatem ftIr eine Reihe ebener Figuren 
ermittelte. 

108) W. Bitter (Civiling. (2) 22 (1876), p. 809); G. jung (1st. Lomb. Rendie. 
(2) 9 (1876), p. 6'7) und .4. Sapo (ibid., p. 733). 
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Wege die Probleme, weiche die Tragheits- und Deviationsmomente 
betrefi'en, zu Iosen 109). 

In affinen }i~iguren sind die Antipolarsysteme und damit auch 
die Kerne affin. So foIgt aus dem Keme eines Quadrates, emes 
Kreises und einer Kugel der Kern eines Parallelogramms, einer 
Ellipse und eines Ellipsoids u. s. w. Fur ahnliche Figuren ergiebt sich 

J' = An. J, v' = A' v, also v' = An- l • v, 
indem sich die accentlosen Buchstaben auf die erste, die mit Accenten 
versehenen auf die zweite Figur beziehen, ferner A das lineare Ver
grosserungsverhaltnis bedeutet und n = 5 fur einen Korper, n = 4 
fur einen Querschnitt und n = 3 fur einen Bogen zu nehmen ist. 

Besteht ein Massensystem aus mehreren Korpem 1, 2, ... , n, die 
einzeln die konstanten Dichtigkeiten (>11 (>2' ••• , (>n und die Volumina 
VII V2 , ••• , Vn besitzen, so findet man zunachst den Schwerpunkt S des 
Massensystems, indem man in dem Schwerpunkte Si eines jeden der n 
Korper des sen gesamte Masse konzentrierl und von diesen Massenpunkten 
den Schwerpunkt sucht. 1st ferner n; eine Ebene, die durch keinen del' 
Schwerpunkte Si und auch nicht durch den Schwerpunkt S geht, 
und seien Pi die Antipole diesel' Ebene bezw. der einzelnen Korper, 
so verbinde man diese Antipole mit den Schwerpunkten Si und be
zeichne mit s~l und pCj die auf einer N ormalen zu n; gemessenen 

Stucke, welche die Ebene n; auf diesen Linien einmal von Si und 
das andere Mal von Pi aus abschneidet. Giebt man dann den 
Punkten Pi die Massen (>i Vi sr;!, so ist der Schwerpunkt dieser Massen

punkte der Antipol P der Ebene n; fur das Gesamtsystem (vgl. Nr.ll 
u. 0). Gleicbzeitig wird (Nr.ll) das Tragheitsmoment fiir die Ebene n; 

"V (il {il 
(70) J" = ....,;;; (>i V; S'" p" = /L s"P", 
wenn /L = ~ (>i V; die Gesamtmasse des Systems ist und s" und p" 
die Abstande der Punkte S und P von der Ebene n;, gemessen auf 
einer N ormalen zu n;, bedeuten. Fur die parallel zu n; durch den 
Schwerpunkt S gelegte Ebene (J wird das Tragheitsmoment 

(70') Jq = Il- . s" (p" - s,,) = /L s" pq. 
Schliesslich wird fur eine Ebene n;, die den Schwerpunkt nicht ent
halt, und eine zweite ganz beliebige Ebene n;' das Deviationsmoment 
D",,,,, durch den Ausdruck dargestellt (Nr.11): 

(71) 

109) G. Jung (lst. Lomb. Rendic. (2) \I (1876), p. 600, 647; Brit. Assoc. 
Report 1876, p. 23-26, London 1877; Amtl. Bericht d. Ver. deutsch. Naturf. u. 
Arzte MUnchen 1877, p. 98). Naheres hieriiber in IV 5, 23 (Henneberg). 
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Die einzeInen hier betrachteten Korper 1, ... , n konnen natfirlich 
auch Teile eines und desselben Korpers sein; und hieraus leitet sich 
eine Methode (Zerlegungsprozess) ab, die Bereehnung der TragheitB
momente fUr einen Korper auf die Betrachtung einfacherer Korper 
zurUckzufiihren, in die sieh der vorgelegte Korper zerlegen lasst. Die 
Methode gilt auch fUr Flachen und Bogen (vgl. Nr. 24:, a). 

24:. Die Auswertung linearer und quadratischer Momente fUr 
Schwersysteme. Es seien im folgenden einige Methoden zur Be
stimmung des Schwerpunkts, der quadratischen Momente und des 
Antipolarsystems eines vorgelegten Schwersystems aufgefiihrt. 

a) Subst#utionsmethoden: Das Schwersystem wird durch einfachere 
Systeme entweder durch den Zerlegungsprozess (vgl. Nr. 23 Ende und 
Nr.6) oder durch Reduktion auf ein quadratisch iiquiva1entes System 
(vgl. Nr.22) ersetzt oder endlich dureh beide Prozesse zusammen 104). 
In dem einen wie anderen Falle kann die Rechnung analytisch oder 
graphisch erfolgen. 

b) Analytische MetJwden: Und zwar: 
IX. Kennt man das Schwerhaupttragheitstripel, so erfordert die 

Festlegung des Oulmann'schen Zentralellipsoid (Formel (37) und (37'») 
die Bestimmung der drei Konstanten A, B, O. Sind ~"" ~,1' .Q,. die 
Flacheninhalte der Schnitte des Systems mit den drei durch einen 
Punkt x, y, z gehenden und mit den Haupttragheitsebenen parallelen 
Ebenen, so ergeben sich die drei Konstanten einfach - wenn " die 
Dichte in dem Punkte x, y, z ist - aus den Formeln: 

A .fixS.Q,,,,dx, B {"y2.Q,,1dy, 0 .fis'J.Q,.dz, 
womit man die zugehorigen planaren Tmgheitsradien aus den Be
ziehungen: 

erhillt. 
Das Oulmann'sche Zentralellipsoid bestimmt dann in einfacher 

Weise das Antipolarsystem, das seinerseits wieder die quadratischen 
Momente Jl" J" Jg in Bezug auf aIle Punkte, Ebenen und Geraden 
des Raumes giebt. 

fJ· In derselben Weise veriahrt man, wenn an Stelle des Schwer
haupttrii.gheitstripels ein anderes Binet'sches konjugiertes Tripel des 
Schwerpunktes bekannt ist, denn die Formeln des Oulmann'schen 
Zentralellipsoids bleiben dieselbe. Die Haupttrigheitsaxen des Schwer
punktes werden dann durch die Axen des Ellipsoids bestimmt. 

110) Vgl. W. Schell, Theone der Beweguu.g 1, p. 129-130. 
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". In vielen Fiillen gelingt es nun, ein solches Binet'sches Tripel 
und damit den Schwerpunkt des Systems auf Grond folgenden 
Theorems zu finden: Enthalt eine Gerade g einer homogenen korper
lichen oder ebenen Figur die Schwerpunkte aller Querschnitte, die 
parallel zu derselben Schwerebene 11 gelegt sind, so enthalt sie den 
Schwerpunkt S der Figur (Nr.5) und zwar ist g der konjugierte 
Durchmesser zu t1 in dem durch das System bestimmten Antipolar
system (Binet); und umgekehrt: Halbiert eine Ebene t1 alle Geraden 
eines homogenen Systems, die derselben Schwergeraden g parallel sind, 
so enthalt sie den Schwerpunkt S des Systems (Nr.5) und t1 ist gerade 
die zu g in demselben Antipolarsystem konjugierte Diametralebene. 
Damit ist in einem homogenen System jede Symmetrieebene oder -axe 
eine Schwerhaupttragheitsebene oder -axe. Dieses gilt auch noch fur ein 
nichthomogenes System, wenn in den symmetrisch gelegenen Punkten 
die Dichte dieselbe ist. 

IJ. In dem allgemeinen FaIle wird fur die Anwendung der Formeln 
(51') oder (51) (in denen man, wenn das Antipolarsystem verlangt 
wird, den Punkt 0 mit dem Schwerpunkt zusammenfallen lasse und 
ausserdem noch die in der Fussn. 61 angegebene Substitution aus
gefUhrt denke) die Bestimmung von sechs Konstanten ((§, ~ <?, ®, 
@, ff) erfordert, die sich aber sehr selten analytisch ausfuhren lasst. 

E. Die Tragheitsmomente fur dunne Schichten und Flachen kann 
man durch Differentiation aus bekannten Tragheitsmomenten fur 
korperliche Figuren ableiten; analogerweise die fUr dunne Flachen
ringe und Linien aus Triigheitsmomenten fUr FIachen 111). 

Die analytische Bestimmung des Schwerpunkts erfolgt durch die 
direkte Anwendung der Formel (3 a). 

c) Geometrische Methoden: Ausser den .Ahnlichkeits- und Affinitiits
transformationen l12) (Nr.8 u. 23) ist zur Erleicbterung der Bestimmung 
der Tragheitsmomente oft die Transformation duni/t reziproke Radien 
(oder Inversion in Bezug auf ein Zentrom 0) von V orteil. Es geIten 
folgende Satze: 

Sind (} und (}' die Dichten, r und r' die Radiivektoren zweier 

111) Vgl. W. ScheU, 'fheorie der Bewegung 1, p. 142 und J. 801TWff, Me
chanik 2, p. 92. 

112) Fiir das direkte Problem (Bestimmung des Tragheitsmomentes einer 
gegebenen Figur) vgl. Beispiele bei W. Schell, Theorie der Bewegung I, p. 13tif., 
fiir das indirekt/! Problem (gegeben das Tril.gheitsmoment, oder der Widerstands
modul (Nr. 28), Konstruktion der Figur unter gegebenen anderen Bedingungen) 
vgl. G. Jwng, 1st. Lomb. Rend. (2) 9 (1876), p.388; 513-597; "ll Politecnico" 24 
(1876); Brit. Assoc. Rep. 1876, p. 21-23, London 1877. 
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sich entsprechenden Punkte der inversen Figuren in Bezug auf ein 
willkurliches Zentrum (sodass rr' = "I = const.) und ist 

()' = () (;. )", 

so haben die beiden Figuren gleiche Triigheitsmomente in Bezug auf 
alIe Geraden durch O. Dabei ist n = 10, 8 oder 6, je nachdem die 
Figur ein Volumen, eine Flache oder ein Bogen ist. Die beiden 
Figuren haben auch dieselben Haupttragheitsaxen durch O. 

Sind ferner Jp und J;" die polaren Tragheitsmomente der beiden 
Systeme in Bezug auf zwei inverse Punkte P und P, so gilt 

Jy = (;p)" J;, = ~~ . Jp ; 

die Berechnung des polaren Momentes fur ein System folgt also in 
einfachster Weise aus der des inversen Systems. Dabei ist wieder 

()' = () (,;-r angenommen, wo n = 8, 6 oder 4 ist, je nachdem das 

System ein V olumen, eine Fliiche oder ein Bogen ist (Thomson) 112&). 

d) Graphische Methoden: Es sind dies Approximationsmethoden, 
die besonders wegen ihrer sehr grossen Allgemeinheit vorteilhaft sind. 
Sie sind, in erster Linie fur ebene Systeme, bei allen Pro blemen an
wendbar, bei denen das Vorkommen empirischer Koeffizienten die 
Approximation rechtfertigt. Die Technik bietet sehr haufig derartige 
Probleme. 1m ubrigen vgl. hierfiir das Referat IV 5 (Henneberg). 

e) Experimentelle Methoden: 1st der gegebene Korper sow.ohl 
seiner Form wie auch Dichtigkeitsverteilung nach irregular, so ver
sagen die bisher genannten Methoden. Man greift dann auf das Ex
periment zUrUck: 

Wenn moglich lasst man den Korper urn eine beliebige horizon
tale Axe g' pendeln und berechnet mit den bekannten Grossen (Masse 
"', Gewicht p, experiinentell bestimmte Entfernung d des Schwer
punktes S von der Axe g', beobachtete halbe Schwingungsdauer t) 
aus der Formel 

das Tragheitsmoment in Bezug auf die zu g' parallele Schwergrade g. 118) 
Man kann aber such den Korper auf einem Pen del von bekannter 

Masse befestigen, dessen Tragheitsmoment in Bezug auf eine horizon
tale Axe man vorher durch Beobachtung bestimmt hat. Bestimmt 

112&) Vgl. E. J. Routh, Dynamik 1, p. 34. 
113) Vgl. B. Townsend, Cambro a.nd Dub!, Math. J. 2 (18'7), p. 26; siebe 

auch E. J. Routh, Dynamik 1, p. 81. 
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man dann von neuem experimentell die Schwingungsdauer, so kann 
man das Triigheitsmoment des ganzen Systems finden und daraus 
dann das des gegebenen, vorausgesetzt ist dabei, dass man deren 
Masse kennt 114). 

Wiederholt man das Experiment geniigend oft, so bestimmt sich 
das Mac CulJagh'sche Zentralellipsoid aus den gefundenen Werten 

Jg ; aus diesem ergeben sich dann leicht die iibrigen drei Zentral
[£ 

ellipsoide. 
f) Mechanische Methoden: Man kann sich auch verschiedener 

Apparate und Instrumente bedienen, von denen nur die folgenden 
beiden Beispiele genannt seien: 

J. Amsler 115) konstruierte ein Planirneter und Br. Abdank-Abaka
novich116) einen Integraphen, die nicht nur das Tragheitsmoment homogener 
ebener Figuren in Bezug auf eine beliebige Gerade der Ebene, sondern 
auch die linearen Momente, die Flachen und die Schwerpunkte auf 
mechanischem Wege bestimmen 117). 

IV. Hohere Momente. 

25. Allgemeine Definition der hoheren Momente. Unter dem 
Momente mten Grades eines Massensystems 118) fUr eine Gruppe von 
m Ebenen, unter denen beliebig viele zusammenfallen diirfen, versteht 
man den Summenausdruck: 

(72) IDl = ~ cti PH P;2 .•. Pi"" 
in dem P;k den Abstand des i ten Massenpunktes von der kwn Ebene 
bezeichnet und m ~ 1 ist 119). Dieses Moment ist nur ein besonderer 
Fall von dem Momente des Massensystems fur eine allgemeine Fliiche 
mter Ordnung 120). Hierunter versteht man den Ausdruck 

(73) IDl = ~ a; F (Xii Yo ~;), 
In dem F(x, y, ~) = 0 die Gleichung der Flache seIn solI. 

114) Vgl. Routh, Dynamik 1, § 97. 
115) Vierteljahrsschr. d. Naturf. Ges. in Ziirich 1 (1856) j Culmann, Graphische 

Statik 1875, § 114 giebt eine eingehende Beschreibung. 
116) Les integraphes, la courbe integrale et ses applications, Paris 1886. 
117) Einen Apparat zur Bestimmung der Tragheitsmomente eines beliebigen 

Korpers konskuierte N. Joukowsky, Bull. de la Soc. des NaturaliBtes de Moscou 
(1891), p. 415. 

118) 1m Texte sind die Modifikationen iibergangen, welche die Theone 
der Mheren Momente und der Xquivalenz fiir ebene Massensysteme enahrt. 

119) Beye, J. f. Math. 72 (1870), p. 306, § 4. 
120) Reye, J. f. Math. 78 (1874), p. 98, § 2. 



338 IV 4. G. Jung. Geometne der MasBen. 

Zieht man in einer bestimmten Richtung von jedem Punkte .Ai 
des Massensystems eine Transversale und sind (Jil' (Jm ... , (Jim die Ent
femungen des Punktes Ai von den m Schnittpunkten dieser Trans
versalen mit der Flache mter Ordnung, so wird das vorige Moment IDl 
dem folgenden Ausdrucke proportional 

(74) 

Ebenso wird, wenn CfJk die Winkel sind, welche eine beliebig ange
nommene Richtung mit den N ormalen von m Ebenen 11" bildet und 
auf einer in dieser Richtung durch .A. gezogenen Transversale von 
11k das Stuck (Ju abgeschnitten wird, da PiT, = (Ju: cos CfJIc' da.s Moment 
des Massensystems f'fir diese Gruppe von Ebenen: 

(75) IDl = COSCfJl cosCfJ,··· COSCfJm~ Cti(Jn (JiB··· (Jim· 
i 

Die Abstande Pu, stellen sich analytisch dar wie folgt: Es ist 
_ U,,{J)i + Vk '!Ii + Wi: So - Tic 

Pi" - VUkl + V"S + W"I , 

wo Uu Vu W., Tk die homogenen Koordinaten der Ebene ~k sind. 
Liisst man die m Ebenen 11k in eine zusammenfallen, so erhalt man 
hiemach das Moment mien Grades des Massensystems fUr eine Ebene 11 
in der Form: 

(76) 

Dasselbe kann fur jede Ebene des Raumes berechnet werden, sobald 
es idr 

(m + l)·(m + 2).(m + 8) = N(m) + 1 
1·2·3 

von einander unabhitngige Ebenen bekannt ist. 

26. Die Null1lli.chen emes Kassensystems. Diejenigen Ebenen, 
deren Momente mteD Grades einen konstanten Wert IDl baben, um
hullen eine algebraische Flii.che, deren GIeichung bei geradem m in 
Ebenenkoordinaten U, Y, W, T lautet: 

m 

(77) ~ Cti (U Xi + V 111 + W', - T)m = IDl (US + V' + WI)"', 
i 

beziehungsweise wenn m ungerade iet: 

(77) {.2' Cti (U x, + VYi + W'i - T)m}. = IDlI (US + V' + WI)m , 

Die Flii.che ist also fiir ein gerades m von der mteD, filr ein ungerades 
m von der 2 mteD Klasse. FUr IDl = 0 ergiebt sich immer eine Flii.che 
mter Klasse 
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(78) t1Jm =~ ai (UXi + VYi + WZi - T)m = 0. 121) 

Diese Flache ist die mt. Nullfliiche des Massensystems. 
Die samtlichen MomentenHachen sind unabhangig von der Wahl 

des zugrunde gelegten Koordinatensystems. Differentiiert man ihre 
obenstehenden Gleichungen nach T, so zeigt sich, dass die erste 
Polare der unendlich fernen Ebene fiir samtliche mten Momenten
Hachen die (m - l)te NuliHache des Massensystems ist. 

Die Gesamtmasse des Massensystems kann dessen verschiedenen 
N ullHachen als deren "Gewicht" beigelegt werden, und mit diesem 
"Gewicht" versehen bestimmt die mte NullHache das Massensystem 
hinsichtlich aller Momente bis zum mten Grade inclusive. Fiir die 
statischen Momente wird die NullHache ein Punkt, del' Schwerpunkt 
des Systems, und dieser Punkt mit der in ihm konzentrierten Ge
samtmasse ersetzt in der That das vorgelegte Massensystem hinsicht
lich seiner statischen Momente. Fiir die quadratischen Momente 
eines Massensystems wird die N ullfHiche die OrdnungsHache des zu
gehorigen Antipolarsystems, und die' zu ihr konjugierte 49) Flache wird 
die zugehorige Culmann'sche ZentralHache, u. s. w. So erscheint 
die mit einem bestimmten Gewichte versehene Flache mter Klasse als 
eine einfache Verallgemeinerung des Massenpunktes. Urn eine ein
fache Bezeichnung zu haben, konnen WIT sie eine Massentliiche nennen. 
Eine MassenHache mter Klasse ist dann das vollstandige Aquivalent 
einer quaternaren algebraischen Form mten Grades. Von hier aus 
kann man die ganze Theorie der quaternaren algebraischen Form en 
mit der Geometrie der Massen in Verbindung bringen, wie dies ins
besondere Th. Reye 122) ausgefiihrt hat. 

27. Aquivalenz hoheren Grades. Indifferenz hoheren Grades. 
Zwei Massensysteme heissen im mien Grade iiquivalent 128), wenn fiir 
jede Ebene des Raumes ihre Momente bis zum mten inclusive denselben 
Wert haben. Dann sind auch fiir jede Gruppe von hOchstens m 
Ebenen und jede Flache von hOchstens mter Ordnung die Momente 
beider Systeme gleich. 

Bei solchen Systemen stimmen alIe NullHachen bis zur mten inclu-

121) Reye, J. f. Math. 72 (1870), p. 296. 
122) J. f. Math. 72 (1870), p. 313, 319 u. 321, § 8 und 78 (1874), p. 99-100 

u. p. 114ft'. 
123) Reye, J. f. Math. 72 (1870), p. 293, 78 (1874), p. 97. Einige besondere 

Falle behandelte Routh (Quart. J. of math. 21 (1886». Die Theorie hat S. KaIlWf' 
auf einen Raum von beliebig vielen Dimensionen ausgedehnt (MUnch. Her. 26 
(1896), p. 031). 
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sive und auch die Umhullungsflachen der Ebenen konstanten Momentes 
bis zum mten Momente uberein. Umgekehrt sind zwei Systeme, die 
dieselbe mte Nullflache und gleiche Gesamtmasse besitzen, im mten Grade 
aquivalent. 

Ein Massensystem heisst im m"'" Grade indifferent, wenn fur jede 
Ebene des Raumes aIle seine Momente bis zum mten inclusive ver~ 

schwinden. Es ist dann jede Nullfliiche bis zur mten unbestimmt, die 
Gleichung (78) wird eine Identitat fUr m = 1, 2, ... , m. Es wird 
ferner fur jede Gruppe von nicht mehr ala m Ebenen und fur jede 
Fliiche der mten oder niedrigerer Ordnung das Moment des Systems 
gleich Null. 

Sind zwei M88sensysteme im mten Grade. aquivalent, so geht das 
eine aus dem anderen durch Hinzufugung eines in demselben Grade 
indifferenten Systems hervor, und man kann also ein Bolches indiffe
rentes System als die Differenz zweier im mten Grade aquivalenter 
Systeme ansehen. 

1st ein Massensystem im (m - l)ten Grade indifferent, und ent
wickelt man die Gleichung der zugehOrigen mten Nullflache tJ)m = 0 
nach Potenzen von T, so verschwinden in dieser Gleichung aIle Glieder 
bis auf das von T unabhangige. Die mte Nullflache reduziert sich 
damit auf eine unendlich ferne Kurve, und die Momente mten Grades 
des Systems sind fur zwei parallele Ebenen jeweils gleich. 

Zwei Massensysteme, welche fiir jede Ebene eines BUndels gleiche 
Momente mten und niedrigeren Grades haben, sind im mten Grade 
aquivalent, wenn sie auch gleiche Gesamtmasse besitzen. Denn in der 
Entwickelung der Gleichung fP'" == 0 fUr beide Systeme nach Potenzen 
von T stimmen dann aIle Glieder uherein, und die heiden Systeme 
haben demnach dieselbe mte Nullflache. 

1st IDl = ~ (XlPr der Ausdruck fiir das Moment mten Grades 
eines MasBensystems beziiglich einer Ebene %, so wird das Moment 
filr eine parallele Ebene %', welche von % den Abstand a hat: 

(79) 9)l' =~(Xl(Pi - a)m. 
Die Wurzeln der Gleichung mten Grades: 

(80) ~(Xi(Pi - a)m = 0 

sind daher die Abstii.nde ~,as, ... , am der Ebene % von den zu ihr 
parallelen Tangentialebenen der mten Nullflii.che 1,1),..114) Der Koeffizient 
von am-I; in dieser Gleichung ist das kte Moment des Massensystems 
fUr die Ebene %. Der Koeffizient von am ist die Gesamtmasse 

124) Beye, J. f. Ma.th. 72 (1870), p. 302, §. s. 
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f£ = ~IXi' Es sind daher die Momente bis zum mtan Grade inclusive 
als Funktionen von at> a2 , ••• , am durch die bekannten Relationen 
zwischen den Koeffizienten und Wurzeln einer Gleichung mien Grades 
bestimmt. Z. B. findet man das mt. Moment des Massensystems ffir 
eine beliebige Ebene, indem man die Gesamtmasse multipliziert mit 
den Abstanden der Ebene von den m zu ihr parallelen Beriihrungs
ebenen der mien NullHache 125) u. s. w. 

In einem beliebigen Biischel sei rJ eine veriinderliche und 'It eine 
feste Ebene, welche die m te N ullHache nicht beriihrt, (), ()1' ()i' ... , () m 

seien die Winkel, welche 'It mit 11 und den m in dem Biischel ent
haltenen Tangentialebenen der Nullfiache bildet. Sind dann IDlq und 
IDl1t die mten Momente des Massensystems fiir 11 und tt, so wird: 

(81) IDl = sin (01 - 0) sin (02 - 0) ... sin (Om - 0) • IDl 126) 
q sin 01 sin O2 • • • sin Om 1t . 

Hiernaeh lasst sieh, wenn IDl1t und die m Tangentialebenen der N ull
Hache bekannt sind, das Moment fiir jede Ebene des Biischels be
reehnen. 1st die ganze N ullHache bekannt, so lasst sich weiter, indem 
man die Axe des Biisehels in der festen Ebene 'It verschiebt, das 
Moment fiir jede Ebene des Raumes finden. 

28. PolaritiLt und Apolaritat. Es wurde oben bereits eine 
Methode erortert, nach der man mit Hiilfe einer beliebigen Ebene 'It 

ein gegebenes Massensystem in ein neues verwandelt. Es wurde namlich 
jede Masse IX. mit einer linearen Funktion (IXXi + {jy. + rz. - p) 
multipliziert, welche den Abstand des betreffenden Massenpunktes von 
der Ebene tt angiebt (Nr.ll). Analog kann man allgemein aus einem ge
gebenen Massensysteme ein anderes herleiten, in dem man die Masse IX; 

des i len Massenpunktes (Xi' Yi' zJ durch die Masse 

IX, Flc(X" '!Iii Zi) 
ersetzt, wo Fk eine bestimmte Funktion klen Grades der Punkt
koordinaten x, y, z bedeutet. Die st. Nullflache des neuen Massen
systems wird durch die Gleichung: 

(82) ~lXiFk(X" Yil Zi)(UXi + VYi + WZi - T)' = 0 
dargestellt. Denkt man sich diese Gleichung entwickelt, so wird der 
Koeffizient von UI. VI' W' Tf/ 

126) 1st ~"; = 0, so wird eine Wurzel aj unendlich gross. ~m wird von 

der unendlich femen Ebene beriihrt, und die Gleichung (80) reduziert sich auf 
eine Gleichung (m - l)"'D Grades. Hierdurch wird gegebenenfaUs eine leicht er
sichtliche Modifikation des ausgesprochenen Theorems bedingt. 

126) Reye, J. f. Math. 72 (1!S70), p. 304, Nr. 19. 
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~ ai Fk (X;, Y;, 1;)Xi~Yt zt 
und dieser Koeffizient setzt sich linear zusammen aus Ausdriicken 
von der Form 

~a;xi+~Yr+"zt'+\ (l + m + n = k, A + p. + v < s). 
Diese Ausdriicke siud aber alIe selbst Koeffizienten in der Gleichung 
der (k + s )ten N ullfliiche des vorgeIegten Massensystems, und erscheinen 
hier multipliziert mit Koeffizienten der Gieichung Fk (x, y, I) = O. 
Die soo NulIfliiche des neuen Massensystems ist deshalb eindeutig be
stimmt durch die Gleichung Fk = 0 und die (k + s)oo N ullfliiche des 
urspriinglichen Masseusystems, und heisst nach Reye die ste Polare 
der FIiiche koor Ordnung Fk 127) beziiglich der Nullfliiche (k + s)ter 
Klasse. Sie ist selbst eine FIiiche ster Klasse. Fiir s = 1 reduzierl 
sie sich auf einen Punkt, fUr des sen Koordinaten sich aus (82) die 
Beziehungen ergeben: 

(83) 

MXk = ~aixiFk(Xi' Yi' Ii)' 

MYk = ~aiy;Fk(Xi' Yil Z;), 

MZk = ~aiZiFk(Xi' Y., Zi)' 

M = ~aiFk(X;' Yi' Zi)' 

Er kann der Pol der Fliiche Fk = 0 fiir das gegebene Massensystem 
heissen. 

Es kann nun insbesondere eintreten, dass die Gleichung (82) 
identisch erfiilIt ist, indem das abgeleitete Massensystem im sten Grade 
indifferent wird 128). Dann heisst nach Reye die Fliiche kOOr Ordnung 
Fk = 0 apolar zu der FIache (k + s)ter KIssee tPk+. = O. 129) 

29. Ersetzung eines Massensystems hinsichtlich seiner Momenta 
moon Grades durch einzelne Punkte. Jedes Maesensystem kann hin
sichtlich seiner Momente mien Grades durch eine Gruppe von 

(m+ 1)(m+ 2)(m+ 3) = N(m) + 1 
1 ·2·3 

127) Die Flii.che It/. kann dabei in eine Gruppe von k Ebenen ausarten, die 
ihrerseits teilweise oder aIle zusammenfallen konnen. 

128) Damit das abgeleitete Massensystem nicht im Grade s indiiferent sei, 
ist ausreichend, dass das Moment des vorgelegten Massensystems fiir die Flii.che 
Fk nicht verschwinde. Umgekehrt genugt diese letztere Eigenschaft a.ber nicht 
fiir die Indifferenz des abgeleiteten MasBensystems. Dasaelbe ist jedoch sicher 
indifferent im Grade 8, wenn Fj: durch alle Punkte des urprlinglichen Systems 
oder eines ihm im Grade k + 8 ii.quiva.lenten Systems hindurchgeht. 

129) tiber apolare Flii.chen vgl. Reye, J. f. Math. 78 (1874), p. 104 ff. und 
79 (1876), p. 169 ff. 
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Massenpunkten aJ ersetzt werden, die nicht auf einer und derselben 
Flache der mten Ordnung liegen durfen, sonst aber beliebig wahlbar 
sind. Dem Punkte a, ist hierbei eine solche Masse Il, beizulegen, 
dass sein Moment in Bezug auf die Flache mter Ordnung ~), die 
durch die ubrigen N( m) Punkte hindurchgeht, gleich wird dem 
Momente des vorgelegten Massensystems fur dieselbe Flache. Diese 
Masse Il, bestimmt sich also, nach (73), aus der GIeichung: 

(84) Il, ' F~) (x" Yp z,) = 4"i F~) (x;, Y;, Z;).150) 
• 

Ein Massensystem lasst sich im allgemeinen auch durch weniger 
als N (m) + 1 Punkte ersetzen, wenn die Lage dieser Punkte geeignet 
gewahlt wird 131). Die kleinstmoglichste Zahl von Punkten zu be
stimmen, ist fUr ein allgemeines m noch nicht gelungen. FUr m = 1, 
also hinsichtlich der statischen Momente, ist ein Massensystem im 
allgemeinen einem einzigen, bestimmten Massenpunkte aquivalent, fur 
m = 2 miissen es, wie wir gesehen haben, im allgemeinen mindestens 
vier Massenpunkte sein 118). Hinsichtlich der Momente dritten Grades 182) 

lasst sich ein allgemeines Massensystem auf 004 Arlen durch 6 Massen
punkte ersetzen, fiir die von zweien die Verbindungslinie willkurlich 
angenommen werden dan, und auf eine einzige Art durch 5 Massen
punkte 183). Hinsichtlich der Momente vierten Grades 134) lasst sich ein 
allgemeines Massensytem auf 005 Arten ersetzen durch 10 Massen
punkte, von denen einer ganz willkurlich ist und ein anderer auf einer 
bestimmten, von dem ersten Punkte abhangigen Flache zweiter Ordnung 
beliebig angenommen werden dar£, wahrend die iibrigen acht Punkte 
auf dieser FIache eine bestimmte Lage haben. Nur in einem be
sonderen FaIle ist das Massensystem beziiglich seiner Momente vierlen 
Grades durch weniger als 10 Punkte, namlich durch 9 Punkte, von 
denen einer die ubrigen bestimmt, ersetzbar. Dies tritt dann ein, 

130) Reye, J. f. Math. 78 (1874), p. 110, Nr.19. Es ist oifenbar, in welcher 
Weise man eine solche Reduktion fur die Berechnung der Integrale von der Form 

fendS, fFm(x, y, z)dS, wo dS das Element eines gegebenen Ausdehnungs

gebietes bezeichnet, nutzbar machen kann. Routh wendet (Quart. J. of math. 21 
(1866») das Integrationsverfahren auf einige besondere FaIle an, welche sich 
auf den Druckmittelpunkt einer ebenen Flache und den Schwerpunkt eines 
Tetraeders beziehen, wenn der Druck oder die Dichtigkeit im Elemente dS 
durch die ganze Funktion F m des Ortes dargestellt wird. (V gI. auch Routh, 
Dynamik 1, § 45.) 

131) Beye, J. f. Math. 72 (1870), p. 321 (§ 8). 
132) Reye, J. f. Math. 72 (1870), p. 316 (§ 7) und 78 (1874), p. 114 if. 
133) In allen diesen Fallen sind mit den Punkten auch die Massen bestimmt. 
134) Reye, J. f. Math. 78 (1874), p. 123 if, 

Encyklop. d. math. Wissensch. IV 1. 23 
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wenn die vierte Nullfliche des Massensystems eine apolare Fliehe 
zweiten Grades besitzt. 

Algebraiseh zu reden handelt es sieh bei diesen Satzen um die 
Darstellung quatemitrer Formen als Summe von Potenzen linearer 
Formen. Man vergl. in dieser Hinsicht das Referat fiber lnvarianten
theorie in Bd. I (W. Frans Meyer), insbesondere Nr. 10. 

30. Das Problem der Grellllwerte von P. L. 'l'sohebysohefl'. 
Eine besondere Wendung hat P. L. TschebyschelflS5) der Betraehtung der 
hoheren Momente, zuniichst nur filr eine Variable, gegeben. Filr eine 

B 

unbekannte, positive Diehte ((x), nimmt er die Jntegralef((x) dx, 
B B B .A 

fx((x) dx, fx'((x) dx, .. ·fxm((x) dx als gegeben an, wo ..4. > a 
.A .A.A b 

und B < b ist, und fragt, zwischen welehen Grenzen dann das f((x)dx 
/J 

gelegen sein kann. Diese Granzen werden immer dureh Massenver
teilungen geliefert, bei denen nur einzelne Punkte der x-Axe mit 
Masse belegt sind. V gl. die erste Mitteilung von Tschebyscheff1ll6), in 
der folgendes Problem gestellt ist: Gegeben die Lange, das Gewieht, 
der Sehwerpunkt und das Sehwerhaupttrigheitsmoment einer materiellen 
geraden Linie, deren Dichtigkeit unbekannt ist und sich von Punkt zu 
Punkt ii.n.dem dan; man solI die Grenzen finden, zwischen denen sich 
das Gewicht eines Teiles dieser geraden Linie bewegen kann. Die 
Losung dieses Problems gab P. L. Tschebyschelf ohne Beweis, den 
dann ..4.. Markolf18'1) lieferte. Eine ausfiihrliche Zusa.mm.enstellung 
dieser Dinge gab O. Posse188). Bei ihm wird die Frage in der Weise 
analytisch verallgemeinert, dass statt der Potenzen von x Funktionen 
.Q (x), ~ (x) ... .Qm (x) eingefiihrt werden, die geeigneten Einschrin
kungen unterworfen sind 189). 

136) P. TBChebyscheff, J. de math. (2) 8 (1868), 12 (1867) und 19 (1874). Vgl 
auch Petersb. M~m. de l' Acad. (7) 1 (1869) und Acta math. 9 (1886), Bowie die 
Arbeiten Beiner Schiller (E. J. Zolotareff, J. de math. 19 (1874); ..4.. Markoff, 
Math. Ann. 24 (1884) und Acta. math. 9 (1886». 

186) J. de math. 19 (1874), p. 169. 
187) Math. Ann. 24 (1884), p. 179. 
188) O. P088e, Math. Ann. 26 (1886) und O. Po88e, Sur quelques a.ppli

cations des fractions continueB aJ~riques, Petersburg 1886, ch. 6. 
189) Dieae FrageBtellungen von Tschebyscheff finden ihre beBondere An

wendung bei den UnterBuchungen dber die Mauenverteilung im Innem der Erde. 
V gl. hieriber daB Nihere in Bd. VI (Geophyaik). 

(AbgeBchloBBen im Mlrz 1908.) 
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1. Vorbemerkung. Da die Statik der starren Systeme in theo
retischer und insbesondere analytischer Richtung schon in den Artikeln 
IV 2 (Timerding) und IV 4 (Jung) behandelt wird, so sollen hier nur 
die graphischen Methoden gegeben werden. Dabei wird die Be
schrankung auf die starren Systeme festgehalten, indem die sich auf 
elastische Korper beziehenden graphischen Methoden spater in den 
Referaten fiber Elastizitiit und Festigkeitslehre behandelt werden. 

2. Historisches. Die Methoden der graphischen Statik starrer 
Korper beruhen im wesentlichen auf der Verwendung des Krafte- und 
Seilpolygones. P. Varignon 1) gab zuerst den Satz, dass sich beliebige 
im Gleichgewicht befindliche Krafte, wenn man sie durch gerichtete 
Strecken darstellt, stets zu einem geschlossenen Polygone zusammen
fiigen lassen (vgl. IV 2, 20, Timerding). Ebenao war er der erate, 
der die Aufgabe behandelte, das Gleichgewicht eines Seilzuges, auf 
welchen in den verschiedenen Eckpunkten beliebige Krafte wirken, zu 
ermitteln, sowie die Spannungen in den einzelnen Teilen des Seiles zu 
:linden. Von da aus kam er dazu, den Zusammenhang des Krafte- und 
Seilpolygones zu untersuchen und zwar sowohl fur parallele wie 
fur nichtparallele Krafte 2). Auch wird von Varigrwn mit Hulfe des 
Seilpolygones schon die Resultante von Kriiften bestimmt, ohne dass er 
jedoch, da er nur an ein Seil denkt, der Konstruktion eine weitere 
Bedeutung beilegt S). Spater sind es G. Lame und B. P. E. Clapeyron4), 

1) Nouvelle mecanique, 1 u. 2. 
2) Nouvelle mecanique 1, p. 193 u. f.; planche 11, fig. 92 u. 93. 
3) So lindet Bich bei Varignon die folgende Figur (t. 1, planche 11, fig. 6): 

Bowie die Bemerkung (p. 199): LeB Corol. 19 et 20 du Lem. 3 font voir que 
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J. V. Pcmcelet 5) , A. F. W. Brix 6) und andere, welche das Krii.fte
und Seilpolygon bei der Untersuchung der Gleichgewichtsfigur des 
Seiles verwenden, dieselben gehen jedoch nicht wesentlich in der Er
kenntnis des Seilpolygones uber Varignon hinaus. Das nii.mliche 
lasst sich von B. E. Cousinery 7) sagen, der sich mehr damit beschitftigte, 
graphische Methoden fur die gewohnlichen Rechnungsoperationen zu 
finden, ebenso wie Poncelet bemuht war, fur eine Reihe von Rech
nungsausdriicken Konstruktionen herzuleiten. Fur die Schwerpunkts
bestimmung soll Poncelet das Seilpolygon in seinen V orlragen an der 
Artillerie- und Genieschule in Metz verwandt haben 8). Der erste, 

l'effort resultant du concours des puissances K, Lest dirige suivant ER ou 
F R j que Ie resultant du concours de ceIui-ci et de Ia puissance M, est dirige 
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suivant FS ou aSj que !e resultant de ceIui-ci et de Ia puissance Nest dirige 
Buivant a Tj et toujours de m~me. 

4) Journ. des voies de communication, St. Petersbourg, Jan. 1827, p. 4l u. f. 
6) Cours de mecanique industrielle, Metz 1829, p. 77, 79, 86 etc. 
6) Lehrbuch der Statik fester K6rper, 2. Aufl., Berlin 1849, p. 422 u. f. 
7) Le calcul par Ie trait, Paris 1888. 
8) O. Ovlmann, Gr. St. 2. Aufl., Vorrede, p. VIII. 
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welcher die Verwendbarkeit des Seilpolygones fiir die allgemeinen 
Aufgaben der Statik erkannte, und dasselbe lediglich ala Konstruk
tionsmittel und unabhangig von seiner Bedeutung als Gleichgewichts
figur des Seiles betrachtete, war C. Oulmann 9), der daher als Be
griinder der graphischen Statik anzusehen ist 10). Beziiglich der An
wendungen der graphischen Statik ist J. Clerk Maxwell hervorzuheben, 
der insbesondere die reziproken Krafteplane der Fachwerke begriindete. 

I. Grundziige der graphischen Statik. 

A. Das e bene Kraftesystem. 

3. Die anaJytische Zusammensetzung der Krii.fte. Aus den in 
IV 2, III (Timerding) behandelten Regein fur die Zusammensetzung 
beliebiger an einem starren Korper angreifenden Krafte foIgt fiir den 
besonderen Fall, in dem alle diese Krafte in einer Ebene liegen, dass 
dieselben im allgemeinen einer einzigen resultierenden Kraft 11) statisch 
aquivalent sind, welche auch in ein Poinsot'sches Kraftepaar iiber
gehen kann. 

Sind Xi' ~ die Komponenten der Kraft Pi' xi) Yi die Koordinaten 
des Angriffspunktes und ~ = Xi Yi - ~Xi das Drehmoment um den 
Koordinatenanfangspunkt, so berechnet sich die Resultante aus den 
Gleichungen 

~Xi = X, ~ 1'; = Y, ~ Mi = M. 

Gleichgewicht ist vorhanden, wenn alle drei Ausdriicke verachwinden. 

4:. Graphische Bestimmung des resultierenden statischen Mo
mentes. Das statische Moment einer Kraft fiir einen gegebenen 
Punkt 0 als Drehpunkt oder Pol wird schon bei Varignon 12) durch 
den doppelten Inhalt des Dreieckes dargestellt, welches die Kraft 
zur Basis und den Drehpnnkt zur Spitze hat 13). Das resultie
rende Moment eines ebenen Kraftesystemes wird demnach gefunden 

9) Oarl Culmann, geb. 1821 in Bergzabern (Rheinpfalz), gest. am 9. Dez. 
1881 in Zurich, war von 1854 bis zu seinem Tode Professor der Ingenieur
wissenschaften und der erate Direktor am Polytecbnikum in ZUrich. Sein Haupt
werk ist "Die graphische Statik". 

10) V gl. auch die ausfiihrliche Darstellung in M. Riihlmann, Vortrage liber 
Geschichte der technischen Mechanik, Leipzig 1886, § 39. 

11) O. Oulmann bezeichnet die Resultante auch als Mittelkraft. 
12) Nouvelle mecanique 1, p. 304, sowie Lemme XVI, p. 84 tr. 
13) Infolge dieser graphischen Darstellung des Momentes bezeicbnet Oul

mann die GrlSsse der Kraft als die Basis des Momente8. 
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durch algebraische Addition aller der Dreiecke, welche die einzelnen 
Krii.fte des Systemes zur Grundlinie und den angenommenen Dreh
punkt zur Spitze haben. Hierflir werden von Oulmann zwei gra
phische Verfahren gegeben, indem samtliche Dreiecksfliichen auf die
selbe Grundlinie bezw. Rohe gebracht und dann addierl werden 14). 
Die Methode ist im besonderen anwendbar, wenn alle Krii.fte paar
weise an Grosse gleich und entgegengesetzt gerichtet sind, also zur 
Ermittelung des Momentes eines aus beliebig vielen Kraftepaaren 
resultierenden Paares 15). 

o. Graphische Zusammensetzung der Xritfte durch das Seil
polygon. Die Grosse und Richtung der Resultante eines ebenen 
Kraftesystemes ergiebt sich durch die Schlusslinie des Kraftepolygones16), 
niimlich die Linie, welche die nach Grosse und Richtung aneinander
gelegten Kriifte des Systemes zu einem geschlossenen Polygon ergiinzt. 
Die graphische Addition der Momente (fiir einen angenommenen 
Drehpunkt) ergiebt die Lage der Resultanten. 

Es geniigt aber zur Festlegung der Resultante schon die Kenntnis 
eines einzigen Punktes auf ihrer Aktionslinie. Zur Bestimmung eines 
solchen wird von Culmann17) ein Seilpolygon18) (poly gone funicolaire, 
funicolar polygon, poligono funicolare) gezeichnet, dessen Knotenpunkte 
(Eckpunkte) auf den Aktionslinien 111 lSI Is, ... der aufeinanderfolgen
den Kriifte P ll P" Ps, . .. liegen, wiihrend dessen Seiten parallel sind 
zu den Strahlen (Diagonalen), welche von einem beliebig angenommenen 
Punkte C, dem Pole des Kriiftepolygones (Pol des Seilpolygones), nach 
den Eckpunkten 0, 1, 2, 3, . . . des Kriiftepolygones gehen (vgl. Fig. 2). 
Durch dieses Seilpolygon werden die einzelnen Kriifte in je zwei 
Komponenten zerlegt, die in den beiden, in der betreft'enden Kraft 
zusammenkommenden Seiten des Seilpolygones liegen und die Grosse 
der betreft'enden parallelen Diagonale des Kriiftepolygones besitzen. 
Hierbei bekommen die beiden gleichgrossen Krafte, welche mit Aus
nahme der beiden aussersten Seiten 19) in den einzelnen Beiten des 

14) Gr. St., p. lOS u. f. GuZmann spricht von einer Reduktion der Momente 
auf eine vorgeBchriebene BasiB bezw. vorgeBchriebenen Hebl3larm. 

16) Gr. St., p. 106 u. f. 
16) Bezeichnung von Oulmann. Culmann nennt femer das Kr!l.ftepolygon 

ein offetle8 bezw. ein geschl088etle8, je nachdem der Endpunkt deB Kr!l.ftezuges 
nicht in den Anfangspunkt oder wieder in denselben Mt. Gr. St., p. 77. 

17) Gr. St., p. 78 u. f. 
18) Beileck nach G. Lang, ebenso KrafW;ck statt Kriftepolygon. 
19) ~'Bche Bezeichnung. 
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Seilpolygones liegen, entgegengesetzte Richtung und heben sich auf llO). 

Somit setst sick die Besultante des ganzen Kriiftesystemes aus den 
beiden Kriiften susammen, welche sick in den iiussersten Seiten des 
Seilpolygones ergeben, und gekt durck deren Scknittpunkt hindurck. 

Beispielsweise geht die Resultante R der drei in 10 111 18 liegen
den Krafte Pu P2 , Pa durch den Schnittpunkt A der aussersten Seiten 
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gl und g4 des Seilpolygones und hat die Grosse und Richtung der 
Schlusslinie 03 des Kraftepolygones (s. Fig. 2). 

Die Figur links wird als Kriifteplan fur die Figur rechts be
zeichnet. Die Langen der Polstrahlen CO, C 1, C 2, C 3 stellen die 
Komponenten dar, welche sich bei Zerlegung der in 11 , ls I 1s liegen
den Krafte PlI Ps, Ps in den Seiten g17 g21 gs, g4 des Seilpolygones 
ergebenj umgekehrt reprasentieren sie 'Such die Spannungen, die in 
den Seiten des Seilpolygones angebracht werden mussen, UID den 
Kriiften Po Ps, Pa, bezw. ihrer negativ genommenen Resultanten, das 
Gleichgewicht zu halten. 

tThrigens ergeben sich soforl die charakteristischen Satze: 

20) Werden die einzelnen Seiten des Seilpolygones materiell gedacht, 80 

stellen die Langen der parallelen Diagonalen des Kraftepolygones die Spannungen 
in den einzelnen Seiten des Seilpolygones dar. Man hat Zug- und Druck
spannungen zu unteracheiden. Treten nur Druckapannungen auf, so bezeichnet 
Culmann daB Seilpolygon auch als Drucklinu. Gr. St., p. 79. 
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Ist das Kriiftepo1;ygon geschlossen, das Seilpo1;ygon dagegen offentl), 

so liisst sich das Kriiftesystem auf ein Kriiftepaar zuriickfiihren. 
Ist KriiftrJpo1;ygon und Seilpo1;ygon geschlossen, so ist Gleichgewicht 

vorhanden. 
6. Die verschiedenen Seilpolygone des nil.mlichen Xriifte

systemes. Schon von Oulmann wird die Fra.ge aufgeworfen nach den 
verschiedenen Seilpolygonen, die zu dem namlichen Kraftesystem ge
horen 22). Ihre Anzahl ist 008• Am wichtigsten sind hierbei diejenigen 
Seilpolygone, welche sich durch Anderung des Poles im Kraftepolygon, 
aber unter Beibehaltung der Reihenfolge der Krafte ergeben. 

Das spezielle Seilpolygon, welches fiir den Anfangspunkt des 
Kraftepolygones als Pol gezeichnet ist, wird von Culmann die Mittel
kraftslinie (poligono delle successive resultan·ti) genannt, da in dessen 
aufeinanderfolgenden Seiten die Resultanten (Mittelkriifte) der beiden 
ersten Krafte, der drei ersten Krafte u. s. w. lie gen. Mit Hiilfe dieser 
Mittelkraftslinie beweist Culmann den Satz: 

Bei zwei Seilpolygonen, die zu dem niimlichen Kriiftesystem gehOren 
und fiir dieselbe Reihenfolge der Kriifte, aber verschiedene Pole kon
strwiert sind, schneiden sich die gleichvielten (entsprechenden) Seiten in 
den Punkten einer geraden Linie (Parallaxe) , die parallel ist zur Ver
bindungslinie der heiden Pole (Polaxe) 28). 

Von diesem Satze macht H. G. Zeuthen 24) Gebrauch, um Poly
gone zu zeichnen, welche vorgeschriebenen Bedingungen geniigen. 
Insbesondere lOsen O. Mohr, M. Levy und spater C. Saviotti die 
Aufgabe, ein Seilpolygon zu zeichnen, von dem drei Seiten durch 
vorgeschriebene Punkte gehen 25). Auch O. Hiippner 26), L. Geusen 27) 
und A. Ludin 28) behandeln diese Aufgabe. 

7. Das Seilpolygon alB Projektion des Schnittes eines riium
lichen Gebildes. Ein tieferer Einblick in die geometrischen Be-

21) Oulmann nennt das Seilpolygon offen, wenn die ii.ussersten Seiten nicht 
zusammenfaJ1en; im anderen Falle geschlossen. 

22) Gr. St., p. 82 u. f. 
28) OuZmann bemerkt hierzu: "Dieser Satz ist ausserordentlich niitzlich; 

er setzt uns in den Stand ohne auf das Krii.ftepolygon zuriickzugreifen, ein 
neues Seilpolygon zu konstruieren." Gr. St., p. 84. 

24) Zeuthen, Tidsskr. for Math. (4) 1 (1877), p. 27; siehe auch E. Bouche, 
Nouv. ann. (8) 6 (1887), p. 489. 

26) O. Mohr, Civiling. (2) 82 (1886), p. 686; M. LetJy, La statique graphique, 
Paris 1886, t 1, p. 67; C. SaviotU, La statica grafica 2, Milano 1888, p. 26-29. 

26) Civiling. (2) SS (1887), p. 89. 
27) Civiling. (2) 42 (1896), p. 471. 
28) Zeitschr. f. Math. Phys. 48 (1908), p. 469. 
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ziehungen zwischen den Seilpolygonen, die zu dem nimlichen Kriifte
systeme gehOren, ergiebt sich, wenn man nach J. Clerk Maxwell (siehe 
Nr. 12) die gezeichneten Figuren als Projektionen von rii.umlichen 
Gebilden betrachtet. Ausgehend von den Untersuchungen von Max
well hat L. Oremona den Satz hergeleitet 99), dass jedes Seilpolygon 
sick als Projektion eines ebenen Scknittes eines n-Flach.es anseken liisst, 
dessen Kanten sick in die aufeinanderfolgenden Aktionslinien der Kriifte 
projizieren. Die betreffende analytische Untersuchung ist von F. Klein 
durchgefiihrt SO): 

Wir nehmen der Einfachheit halber an, dass die gegebenen Kriifte 
fiir sich ein Gleichgewichtssystem bilden (anderenfalls miisste man 
ihnen die Resultante, negativ genommen, hinzufiigen). Ferner seien 
X" Yo die Komponenten der gegebenen Krafte und M. deren Dreh
momente (i = 1,2, ... , n). In Ubereinstimmung hiermit mogen die 
aufeinanderfolgenden Ecken des in Fig. 2 (p. 353) dargestellten Krafte
polygons die Koordinaten 

2 II 

0, 0; Xli 1;; ~Xi1 ~Yo; etc. 
1 1 

erhalten; der PolO habe die Koordinaten 

X,Y. 
Es sind dann erstlich die Aktionslinien der gegebenen Krafte durch 

folgende Gleichungen gegeben: 

(1) O=x.Yo-y.Xi+M.· 
Nimmt man ferner als Gleichung der ersten Seite des Seilpolygons 
(die zu der Verbindungslinie der Punkte 0, 0 und X, Y parallel sein solI) 

(2) 0 = X· Y - y. X + M 
(wo M beliebig), so ergeben sich fUr die ferneren Seiten die Glei
chungen: I 0 = x (Y - 1;) - y (X - Xl) + (M -~), 

(3) O~,Z(Y-,*y,) ~y(x~*x.) +,(M ~~:!, 
die letzte Seite: 

rant, wie es sein muS (weil Gleichgewicht vorausgesetzt wurde), mit 
der ersten zusammen. 

29) Oremona-SatJiotti, Les figures reciproques, p. 10 u. folg. 
SO) Collegienbeft von F. Klein 1896: Technische Meehanik (nieht publiziert). 
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(4) 

Man betrachte nun folgende Reihe von Ebenen im Raume: 

,=0, 
, = x' 1; -y,.x; + Mt, 

II II I 

, = x~y, -y~:x., + ~M" 
1 1 1 

II II II 

,= x~y, -y~:x., + ~M" 
1 1 1 

deren letzte mit der ersten (, = 0) zusammemliJIt. 
Die Elimination von , zwischen je zwei aufeinanderfolgenden 

Gleichungen (4) ergiebt die Gleichungen (1), Die aufeino,nder{olgenikn 
Ebenen (4) schneiden sick also im llaume in geraden Linien, welche 
orthogonal projisierl die .Aktionslinien der wirkenden Xro,fte ergeben. 

Man eliminiere andererseits s zwischen den einzelnen Gleichungen 
(4) und der folgenden Gleichung: 

(5) s=x.Y-y.X+ M. 

Man erhiilt da.nn gerade die Gleichungen (2), (3) der aufeinander
folgenden Seiten unseres Seilpolygons. Die Ebene (5) sckneidet also 
die aUfeinanderfolgenden Ebenen (4) in sokken Baumgeraden, die ortho
gonal projisierl die successiven Seiten des Sfn'lpolygons ergeben. Die 
dreifack unendlick vieZen SeiZpolygone ergeben sich, wenn man der 
Ebene (5) alle miiglichen Lagen erleilt. 

Aus dieser Darstellung lassen sich leicht die geometrischen Be
ziehungen erkennen, welche zwischen zwei Seilpolygonen, die zu dem 
nimlichen Krii.ftesysteme gehOren, bestehen. 

Weitere Sitze fiber die Konfigurationen zwischen den ver
schiedenen Seilpolygonen, die sich filr das nimliche Krii.ftesystem 
zeichnen lassen, bezw. zwischen den Aktionslinien der Krii.ftesysteme, 
die sich dem nii.mlichen Seilpolygone zuordnen lassen, haben L. Ore
monaS1), W. SckeUS'I), Th. &yeSS) sowie G. JungM) gefunden. 

8. Das Gelenkpolygon ala Seilpolygon. Die allgemeinen Gleich
gewichtsbedingungen fiir Krii.fte, die an mit einander verbundenen 

81) Le figure reciproche nella atatica gnJica, 8. ed., Milano 1879. 
82) Theorie dar Bewegong und dar KrILf'te, 2. Ad., Leipzig 1880, Bd. 2, p. 7'. 
88) Acta math. 1 (1882), p. 98. 
84) Aun. eli mat. (2) 12 (1884), p. 189; 1st. Lomb. Rend. (2) 18 (1886), 

p.887. 
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Korpern angreifen, hat A. F. Moebius gegeben 115). Insbesondere hat 
Moebius die allgemeinen Sitze uber das Gleichgewicht eines Gelenk
polygones gefunden und die Untersuchung fi1r das Viereck und Funf
eck analytisch durchgefiihrt. Ein klarerer Einblick in die Gleich
gewichtsbedingungen bei einem Gelenkpolygone wird gewonnen, wenn 
das Gelenkpolygon als ein Seilpolygon betrachtet, bezw. mit einem 
Seilpolygon in Verbindung gebracht wird, auf welches dann die ge
wohnliehen Sitze der graphisehen Statik angewandt werden konnen. 

Greifen die Kr8fte lediglich in den Gelenken an, so muss im 
Falle des Gleiehgewichtes das Gelenkpolygon als ein zu den Kriften 
gehOrendes Seilpolygon betrach- B 

tet werden konnen. In dem ein
fachen Falle eines Viereekes 
ABOD, den W. Schell behan-
delt B6), ergiebt sieh, dass die .--/---- _._ 

Aktionslinien ll1 lll' ls' l" der l'.,;;;:::.~~:.:.:.-:"~--------¥:-----.-:~...::.p 
auf die Gelenke wirkenden Krifte " , 
mit geschlossenem Kriiftepoly- '''''' '- \ 
gon sich in vier Punkten E1 , "'. \ \ 

E21 Fl1 FII schneiden, deren ',,\\ 
Verbindungslinien El Es und ~\ 
Fl Fs durch die Schnittpunkte Fig. s. 
E und F der gegenuberliegen-
den Seiten des Gelenkviereekes gehen. Fur das n-Eck hat G. Jung die 
U ntersuchung durchgefiihrt 840). 

Den Fall, bei dem die Krifte nicht in den Gelenken, sondem in 
beliebigen Punkten der Seiten des Gelenkpolygones angreifen, hat 
F. P. Ruffini analytisch mit Hiilfe des Prinzipes der virtuellen Ver
riiekungen behandelts1). Bei der graphischen Behandlung ist zu be
riicksichtigen, dass im FaIle des Gleichgewiehtes die Resultanten der 
auf die einzelnen Stabe wirkenden Kriifte sich in durch die Gelenke 
des betreffenden Stabes hindurchlaufende Komponenten zerlegen lassen 
mussen, und zwar so, dass sich hierbei in jedem Gelenke zwei gleieh 
grosse, aber entgegengesetzt gerichtete, GelenkdriickeSS) ergeben. Es 
muss sich somit fUr die Resultanten der auf die einzelnen Stibe wirken
den Krifte ein Seilpolygon konstruieren lassen, dessen Seiten durch die 

36) Lebrbuch der Statik, Leipzig 1837, 2, Kap.1-S. 
36) W. &heU, Theorie der Bewegung und der KrMte, 1. AuB.. Leipzig 1870, 

p.632. 
87) Bologna, Mem. (S) 10 (1879), p. 8. 
S8) Gegeftkra(te nach Moebius. 
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aufeinanderfolgenden Gelenke hindurchgehen, d. h. mit anderen Worten: 
es muss sich ein Polygon zeichnen lassen, welches dem durch die 
Aktionslinien der Krafte gebildeten Polygone einbeschrieben und dem 
Gelenkpolygon umschrieben ist. 

In dem speziellen Fall, bei welchem auf einen Stab des Gelenk
systemes eine Kraft wirkt und das Gelenksystem im Gleichgewicht 
gehalten werden soIl durch eine an einem anderen Stab wirkende 
Kraft von gegebener Richtung, hat A. B. W. Kennedy eine graphische 
Losung gegeben 89). Die allgemeinere Aufgabe, bei einem Gelenkpoly
gone die Aktionslinie der auf die letzte Seite wirkenden Kraft fiir 
den Fall des Gleichgewichtes zu finden, wenn die Aktionslinien der 
auf die iibrigen Seiten wirkenden Krafte gegeben sind, hat L. Renne
berg graphisch behandelt40). 

9. Weitere Methoden fUr die graphische Zusammensetzung der 
Krafte. Solche wurden ausser von F. P. Ruffini 41) und M. d' Ocagne42) 

von H. T. Eddy4S) und H. Hollender44) gegeben. 
Eddy's Methode, welche von O. Saviotti45) weiter ausgebildet 

wurde, ist eine Vera1Igemeinerung des Seilpolygones. Bei dieser 
Methode des "frame pencil" oder "metodo del fascio funicolare" wird 
irgend ein Polygonzug gezeichnet, dessen Eckpunkte Ai in den auf
einanderfolgenden Kraften Pi liegen. J ede der Krii.fte Pi Iasst sich 
dann in eine Kraft durch einen beliebig wii.hlbaren Punkt E und 
in Komponenten zerlegen, die in den in Ai zusammenkommenden 
Seiten des Polygonzuges liegen, und zwar so, dass zwei in derselben 
Seite des Polygonzuges wirkende Komponenten sich aufheben. Die 
Krafte Pi werden hierdurch zuriickgefiihrt auf die durch E gehende 
Resultante der in EA1 , E~ ... liegenden Komponenten und auf eine 
Kraft, welche die letzte Seite des Polygonzuges zur Aktionslinie hat. 

39) Lond. Math. Soc. Proc. 9 (1878), p. 221. 
40) Festschrift z. d. Jubelfeier d. 60jahr. Bestehens d. techno Hochsch. Z. 

Darmstadt (1886), p. 71. 
41) Bologna, Mem. (4) 6 (1886), p. 83. 
42) Nouv. ann. (2) 19 (1880), p. 116. 
43) Van Nostrand's Engineering Magazine 10 (1878); Amer. J. of math. 1 

(1878), p. 822. 
44) H. J. Hollender, fiber eine graphische Methode zur Zusammensetzung 

von Krll.ften, Leipzig 1896. 

46) Roma, Acc. dei Linc. Atti (Mem.) (3) S (1879), p. 240 und La statica 
graftca 2, Milano 1888, p. 29-33. Saviotti untersucht auch die Beziehung dieser 
Methode zu den reziproken Figuren der graphischen Statik vgl. unten Nr.ll 
resp. Nr. 12. 
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So lassen sich die 
drei Krafte P1 , Ps , 
Pa in 11 , 1" 18 , zu 
welchen das Kr1Ute
polygon co, c17 CJ , Cs 
und eine Resultante 1 

R von der Grosse und 
Richtung der Linie 
coCa gehOrt, zuriick
fiihren auf eine Kraft 
in EA von der Grosse 
und Richtung dar 
Linie Co ba und in eine 

E 

Fig. 4. 

solche von der Grosse und Richtung der Linie bs Ca in der letzten 
Seite AsA des Polygonzuges. Die Resultante R der Krii.fte P1 , PI' Pa 
liegt in 1, wo 1 II CoCa. 

Gehen die zu den Seiten des Polygonzuges parallelen Linien 
C1 bl1 clI bll1 Cabs durch denselben Punkt, so geht die Methode in die
jenige des Seilpolygones fiber. 

Eine Vereinfaehung tritt ein, wenn an die Stelle des Polygon
zuges eine gerade 
Linie L gesetzt 

wird 46). Es sind 
dann die Krafte Pi 
in je zwei Kompo
nenten zu zerlegen, 
von denen die eine 
durch 1: einen ange
nommenen Punkt E 
geht, wahrend die .... / ....... . 

...... ~ 
....... 

""
"",,,,,0'-""" lz . 

. ~ ... , 

.•.•... 

,/ , 

/_-~-:L 

Fig. o. 
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46) Mit diesem speziellen Fall beschiiftigt sich H. J. Hollender und be
nutzt denselben auch zur Bestimmung des statischen Momentes und des Trag
beitsmomentes. 

Encyklop. d. math. WiBaenach. IV 1. 24 
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andere in einer vorgeschriebenen Geraden L liegt. An die Stelle des 
Seilpolygones tritt das Polygon aus den durch E gehenden Komponenten 
der Kriifte Pi (Komponentenpolygon). In der umstehenden Zeichnung 
ist die Resultante der in ll' z., la liegenden Krii.fte PI' PJ , P, be
stimmt. E, cl1 c" c. ist das Kriftepolygon. Die Resultante B der 
Krifte PI' p., p., welche der Grosse and Richtung nach durch die 
Schlusslinie Eea des Kriftepolygones bestimmt ist, geht durch den 
Schnittpunkt A der Schlusslinie Ebs des Komponentenpolygones mit 
der Geraden L (s. Fig. 5). 

Diese Methode der Zusammensetzung der Krifte leistet im wesent
lichen dieselben Dienste, wie diejeruge des Krafte- und Seilpolygones. 

10. Xriftekurve und Seilkurve. Bei einer kontinuierlichen 
Folge von Kriiften geht das Krii.ftepolygon in eine Kriiftekurve 
und das Seilpolygon in eine Seilkurve iiber 41). Die Seilkurve kann 
angesehen werden aJ.s die orthogonale Projektion des Schnittes einer 
abwickelbaren Flii.che, deren Erzeugende sich in die Aktionslinien der 
Krii.fte projizieren (vgl. Nr. 7). Die Tangenten der Seilkurve sind 
hierbei parallel zu den entsprechenden vom Pole ausgehenden Diago
naIen der Kriftekurve. Die Kraft, welche auf ein Lingenelement ds 
der Seilkurve wirkt, wird in der Kriftekurve durch die beiden Diago
naJ.en ausgeschnitten, die parallel sind zu den Tangenten der Seilkurve 
in den Endpunkten des Liingenelementes ds. Um die Seilkurve zu 
konstruieren, welche sich aus einer gegebenen Krii.ftekurve ergiebt, 
ist es erforderlich die Kriftekurve zunichst durch ein Kraftepolygon 
zu ersetzen, das sich derselben moglichst anschmiegt. Wird hierzu 
ein Krii.ftepolygon gewii.hlt, das der Kraftekurve eingeschrieben ist, 
so ist das sich ergebende Seilpolygon der gesuchten Seilkurve um
schrieben und wilrde daher nachtraglich durch eine einbeschriebene 
Kurve zu ersetzen sein. 

Ergeben sich die Spannungen in der Seilkurve als Zugspannungen, 
so stellt die Seilkurve die GIeiehgewichtsfigur eines Seiles dar, auf 
welches die durch die Kriftekurve bestimmten Krifte wirken. Sind 
die Krii.fte Schwerkrifte, so wird die Seilkurve als Kettenlinie be
zeichnet. 

Sind die Spannungen in der Seilkurve Druckspannungen, so wird 
die Seilkurve ala Dmcklinie bezeichnet. Diese Drucklinien oder Stuts
Zinien haben in dar Gewolbetheorie eine grosse Bedeutung, da sie 
herkommlicher Weise benutzt werden, um. zu untersuchen, wie 

4.7) VaNgnon, Nouvelle mecanique, t 1, p. 101 u. f'oIg. Siehe auch 0. Safliotti, 
La statica pea 2, p. 187 u. folg. 
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sich dar Druck im Inneren eines Gewolbes forlpflanzt und auf 
die Lager wirkt. Mit Riilfe der Beziehungen, welche zwischen 
den Seilpolygonen bestehen, die sich fiir ein vorgeschriebenes Krafte
system konstruieren lassen (Nr. 6), ist man imstande Seilkurven zu 
finden, welche vorgeschriebenen Bedingungen geniigen, z. B. eine Stiitz
linie bei vorgeschriebener Belastung zu finden, welche durch zwei 
gegebene Punkte geht und eine bekannte Rohe hat. Welche der 
Seilkurvell, die sich bei vorgeschriebener Belastung zeichnen lassen, 
als Stiitzlinie eines Gewolbes einzuf'lihren ist, erforderl eine besondere 
Untersuchung, die in der Gewolbetheorie durchgeffihrl wird. 

11. Krii.fte mit demselben Angri:ft'spunkt. Beziproke Figuren. 
Wird zu einem System von Kraften mit demselben Angriffspunkt 0 
ein Kraftepolygon mit dem PolO' und ein Seilpolygon konstruiert, 
so ergeben sich zwei verlauschungsfahige Figuren, insofem ala das 

Fig. 6. 

anfangliche Kraftepolygon auch aufgefasst werden kann als ein Seil
polygon fur Krii.fte mit dem Angriffspunkte 0', fiir welches das an
fangliche Seilpolygon in das Kraftepolygon iibergeht. Gulmann be
zeichnet demgemass Krafte- und Seilpolygon fiir Krafte mit dem
selben Augrift'apunkt als reziproke Figuren und die Punkte 0 und 
0' als Pole deY Besiprolitiit (s. Fig. 6). Jede tier heiden reziproken 
Figuren kann a1s Kriifteplan (Nr.6) fur die andere angesehen werden. 

Wird jedem Knotenpunkte .A des Seilpolygones die entsprechende 
zum Polstrahle 0 A parallele Seite 0: des Kriftepolygones zugeordnet, 

24* 
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so ergiebt sich der Satz: Das Produkt aus den Entfernungen ent
sprechender Elemente von den beiden Polen ist konstant: 

h . h' = const. 

Die Reziprozitat ist demgemass durch die beiden Pole 0, 0' und ein 
Elementenpaar A, a', wo OA II a', bestimmt, oder auch statt dessen 
durch zwei beliebig gewahlte Elementenpaare48). 

Die Beziehung, welche zwischen zwei Seilpolygonen des nam
lichen Kraftesystemes besteht (Nr. 6), geht bei Kraften mit demselben 
Angriffspunkt in eine Kollineation iiber und zwar fur den Angriffspunkt 
der Krafte als Centrum und fur die Parallaxe als Kollineatiollsaxe. 
Diese Kollineation geht in dem speziellen FaIle, in welchem der 
Schnittpunkt 0 der Aktionslinien der Krafte in das Unendliche faUt, 
die Krafte also parallel werden und das Kraftepolygon in eine einzige 
zu den Kraften parallele Gerade falIt, in eine At'finitiit uber. 

Allgemein werden von J. O. Maxwe1l 49) zwei ebene geradlinige 
Figuren, von denen die eine aus den Aktionslinien der Spannungen 
eines Gleichgewichtssystemes, die andere aus dem zugehorenden Krafte
plan gebildet ist, als reziproke Figuren bezeichnet, sobald die beiden 
Figuren in der Weise vertauschungsrahig sind, dass umgekehrt die erste 
Figur auch aufgefasst werden kann als Kriifteplan fur Spannungen, 
welche die Linien der zweiten Figur als Aktionslinien haben und 
an ihr im Gleichgewichte stehen. Wird in der ersten Figur dem 
Angriffspunkte A einer Kraft diejenige Strecke der zweiten Figur zu
geordnet, welche die Grosse und Richtung derselben angiebt, so wird, 
wenn einige der Krafte denselben Angriffspunkt haben, bezw. deren 
Aktionslinien sich in demselben Punkt A schneiden, diesem Punkt A 
in der zweiten Figur ein Polygonzug entsprechen mussen, welcher 
geschlossen ist. 

12. Allgemeine Theorie der reziproken Figuren. Wir berichten 
nunmehr fiber Maxwell's weitere Untersuchungen der reziproken Figuren, 
die insbesondere fur die Theorie der Fachwerke so wichtig geworden 
sind (s. u. Nr. 33). 

]J.[axwell untersucht zunachst49) , wann uberhaupt sich zu einem 
Spannungssystem eine reziproke Figur konstruieren lasst, und findet: 

Donn und nur dann ergeben sick zwei reziproke Figuren, wenn 
die eine Figur als Projektion eines Polyeders betrachtet werden kann. 

Die andere Figur erscheint dann ebenfalls als Projektion emes 

48) Cldmann, Gr. St., p. 86 u. 87, Bowie 2. Auf!. p. 204. 
49) Phil. Mag. (4) 27 (1864), p. 250. 
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Polyeders. (Man vgl. Fig. 6, deren beide Teile als Projektionen 
vierseitiger Pyramiden mit den Spitzen in 0 bez. 0' angesehen 
werden konnen.) Die Beziehung der beiden Polyeder ist dabei die, 
dass jeder Ecke des einen Polyeders eine Seitenflache des anderen 
zugeordnet ist und umgekehrt, also eine Beziehung derselben Art, 
wie sie bei der Polarreziprozitiit hinsichtlich einer Flache 2. Grades 
auftritt. Und in der That gelang es Maxwell, die Beziehung der 
beiden Polyeder durch eine solche Polarreziprozitat zu ermitteln 50). 
Er drehte zu diesem Zwecke die eine ebene Figur gegen die andere 
urn 90°. Die beiden zugehorigen Raumpolyeder erscheinen dann 
direkt als Polarpolyeder in Bezug auf ein Rotationsparaboloid, dessen 
Rotationsaxe senkrecht zur Ebene der Zeichnung steht. 

Die Drehung urn 90° ist imrnerhin unbequem. Urn sie zu ver
meiden warde von L. Cremona an Stelle des Rotationsparaboloides 
zur Begrundung der reziproken Figuren der graphischen Statik das 
1Jloebius'sche Nullsystem gesetzt. Die reziproken Figuren ergeben sich 
direkt als orthogonale Projektion von Polyedern, die in Bezug auf ein 
Nullsystern l)olarreziprok sind, dessen Axe zur Ebene der Zeichnnng 
senkrecht steht 51). In der That ergeben zwei in Bezug auf das Null
system konjugierte Raumgerade vermoge dieser Projektion auf die 
Zeichnungsebene zwei parallele Gerade. 

Fur die Herstellung reziproker Figuren leistet die fruhere 
Methode von Maxwell an sich das namliche, wie diejenige von Cre
mona. Wenn es daher auch nicht so wichtig ist, ob bei der Her
stellung des reziproken Krafteplanes das Rotationsparaboloid oder das 
Nullsystem zu Grunde gelegt wird, so ist doch immerhin durch die 
Einfuhrung des Nullsystems und die Vermeidung der Drehung des 
Krafteplanes in theoretischer Richtung eine Abrundung erzielt. 

Wahrend Cremona bei del' Herstellung del' reziproken Figuren 
gegeniiber dem Polarsystem des Rotationsparaboloides bei Maxwell 
das Nullsystem zu Grunde legt, stellte sich G. Hauc7c 52) die Frage, 
ob sich nicht durch das Polarsystem einer dreiaxigen Flache zweiter 
Ordnung das namliche erreichen lasst, wenn die orthogonale Projek
tion, die bei lJ'Iaxwell und Cremona allein verwandt ist, durch eine 
schiefe Parallelprojektion bezw. durch Centralprojektion ersetzt wird. 
Hierbei ergab sich, sofem noch geeignete Umklappungen hinzugefugt 
werden, der Satz: 

60) Zunachst mitgeteilt 1867 in den Reports der British Association, dann 
ausfilhrlicher Edinb. Roy. Soc. Trans. 26 (1872), p. 1. 

61) L. Cremona, Le figure reciproche nella statica grafica, Milano 1872. 
62) J. f. Math. 100 (1887), p. 365 und 120 (1899), p. 109. 
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Ein ibenes Stabnetz und em lttfJeMriges Kriiftenetz kOnnen MI1Je
sehen werden als die Projektionen eweier reeiproken PoTlyedergeln1de im 
Polarsystem irgend einer allgemeinen Fliiche zweiter Ordnung auf eine 
Projektionsebene, welche parallel eu einer cyklischen Ebene ist; und ewar 
das Stabnets als schiefe Paralle1projektion in der Richtung des euge
hOrigen konjugierten Durchmessers, das Kriif'tenets als OentraZprojektion 
aus dem Mittelpunkt des Polarsystemes. Beim hyperbolischen Paraboloid 
flritt an die Stelle der cyklischen Ebene die Ebene eines gleichseitigen 
Hyperbelschnittes. 

Den Nachweis, dass allgemein die Wirkungslinien der Krafte eines 
beliebigen ebenen Kriiftesystemes zusammen mit einem zugehOrigen 
Seilpolygon einerseits und das entsprechende Kraftepolygon nebst 
den Linien, welche seine Ecken mit dem Pole des Seilpolygons ver
binden, andererseits im Maxwell'schen Sinne als reziproke Figuren 
angesehen werden konnen, hat zuerst L. Cremona gefiihrt. Die zu
gehorigen Raumfiguren ergeben sich direkt durch die in Nr. 7 be
riihrlen Entwickelungen. Die Ecken 

des Kraftepolygons erscheinen als orlhogonale Projektionen von Raum
punkten, die folgende Koordinaten haben: 

2 2 2 

(1) 0,0,0; Xl' Yll Ml; ~X" ~~, ~M.; ... , 
1 1 1 

ebenso der Pol 
X,Y 

des Kraftepolygons als Projektion des Raumpunktes 

(2) X, Y, M. 
Man ordne nun jedem Raumpunkte ;, '7, ~ vermoge des Nullsystems 

(3) s - ~ = x'7 - y; 
eine (durch ihn hindurchgehende) Ebene zu. Tragt man hier rur 
~, '7, ~ die Werle (1), bezw. (2) ein, so erhaIt man genau die Ebenen 
(4), bezw. (5) der Nr.7. - In ganz entsprechender Weise lasst sich 
ilbrigens die allgemeine Theorie der reziproken Figuren von Maxwell
Cremona analytisch formulieren (Klein). 

Auch die von Eddy gefundene Methode der Zusammensetzung 
der Krafte (s. Nr. 9 und insbes. Fig. 4) rohrt auf reziproke Figuren. 

13. Zerlegung einer Kraft in Komponenten in derselben Ebene. 
Na.ch dem Parallelogrammgesetze milssen zwei Krii.fte Pl und Ps, die 
eine gegebene Kraft P ersetzen sollen, in zwei Linien wirken, die 
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sich auf der Aktionslinie von P schneiden und mit ihr in derselben 
Ebene liegen, im iibrigen aber willkiirlich zu wahlen sind. Oulmann 
behandelt im besonderen den Fall, dass diese Linien durch zwei ge
gegebene Punkte A und B gehen sollen. Ihr Schnittpunkt S kann 
dann auf der Aktionslinie 9 von P beliebig angenommen werden. 1st 
er gewahlt, so geschieht die Zerlegung durch ein Kraftepolygon, in 

9 

s 
o 

N -k- M A '-'-'-'-" '-'-'-'-'-'-' B 

~ 
I 

Fig. 7. 

diesem Falle ein Dreieck (s. Fig. 7). Man zeigt leicht, dass hierbei 
der Schnittpunkt N der beiden die Komponenten PI und P2 liefern
den Linien ON und Nl' auf einer ganz bestimmten zu AB parallelen 
Geraden k liegt. Durch den Schnittpunkt mit dieser Geraden k wird 
also die Strecke 01 so geteilt, dass OM und M1 die einem unend
lich fernen Punkte S entsprechenden parallelen Komponenten von P 
darstellen. 

Fiir die Zerlegung einer Kraft in drei Komponenten in drei ge
gebenen Geraden haben A. Ritter5S) und Oulmann 54) Methoden an
gegeben 55). A. Ritter bestimmt die Komponenten durch den Satz 
vom statischen Moment, indem er, um Gleichungen zu erhalten, die 
nur je eine Unbekannte haben, die Drehpunkte in den Schnittpunkten 
der Aktionslinien der Komponenten annimmt 56). Oulmann findet die 

53) Elementare Theorie und Berechnung eisemer Dach- und Briicken
konstruktionen, Hannover 1863. 

04.) Gr. St., p. 363. 
65) Auch Hollender giebt eine Methode fiir die Zerlegung einer Kraft in 

zwei und drei Komponenten. 
56) Die Ritter'sche Methode pfiegt im Gegensatz zu der Oulmann'schen als 

eine rein analytische angesehen zu werden. Dies ist nicht richtig, da sich mit 
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drei in Ul1 Uu Us liegenden Komponenten durch die Bemerkung, class 
die Resultante Q der beiden in U1 und U. liegenden Komponenten 
einerseits dureh den Schnitt von U1 und UJ und andererseits durch 
denjenigen von Us mit der gegebenen und zu zerlegenden Kraft P 
gehen muss. 

B. Da.s ebene KrII.ftesystem. Anwendungen. 
Die in den folgenden Nummern U-23 zur Besprechung kom

menden Anwendungen sind allgemein geometriseh und analytisch 
bereits in dem voraufgehenden Artikel (IV 4, Jung) behandelt, auf 
den wegen der Einzelheiten ilberall verwiesen sei; der vorliegende 
Artikel bringt ergii.nzend die graphischen Konstruktionen. 

14:. GraphiBche SchwerpunktabeBtimmung. Die Bestimmung des 
Mittelpunktes eines Systemes von parallelen Krii.ften in derselben Ebene, 
bezw. des Schwerpunktes eines ebenen Systemes, lii.uft auf eine zwei
malige Zusammensetzung der parallelen Krii.fte in zwei verschiedenen 
Richtungen hinaus. Die beiden gefundenen Resultanten bestimmen 
durch ihren Schnittpunkt den gesuchten Mittelpunkt. In dieser 
Weise wird von Culmann57) die graphische Bestimmung des Schwer
punktes mit HiiIfe von zwei Seilpolygonen ausgefuhrt. Handelt es 
sich hierbei um den Schwerpunkt einer gleichmii.ssig belasteten Poly
gonHii.che, so zerlegt Oulmann dieselbe in lauter Dreiecke mit der
selben Spitze, die er dann auf die nii.mliehe Grundlinie bringt. Der 
Sehwerpunkt der PolygonHii.che ergiebt sich als Mittelpunkt eines 
Systemes von parallelen Kraften, die in den Schwerpunkten der ein
zelnen Dreiecke angreifen, und deren Grossen proportional sind den 
gefundenen Hohen der auf dieselbe Grundlinie gebrachten Dreiecke. 
1m Falle von nicht geradlinig begrenzten Flii.chen zerlegt Culmann die
selben dureh parallele Linien in gleich breite Streifen, die naherungs
weise als Trapeze betrachtet werden. Die Bestimmung der jedes
maligen Resultante wird in allen diesen Fiillen durch das Seilpolygon 
bewerkstelligt. 

16. Weitere graphi8che :Methoden fUr die Schwerpunkts
bestimmung. Andere graphische Schwerpunktsbestimmungen finden 
sich schon bei G. Monge 68), A. F. w. Bri:J;68) und anderen 60). Hierbei 

Momenten auf Grund der DarsteUung derselben dureh FliI.chen ebenso gut kon
atruieren, wie rechnen Ill.Bst. 

6'1) bezw. von Poncelet, FUSBD. 8. 
68) Traite eMmentaire de sta.tique, eh. m, Paris 1810. 
69) Lehrbuch der Statik fester K6rper, 2. Auf!.. Berlin 1849, Kap. 6. 
60) S. auch L. Oremona, Elemente des graphisehen Caleuls. "Obars. von 

M. Owt16e, Kap. 8, Leipzig 1876. 
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wird vielfach der Satz vom statischen Momente der Krafte verwandt. 
Hiiufig wird auch der Schwerpunkt erst durch Rechnung bestimmt und 
dann fur den Rechnungsausdruck eine Konstruktion gegeben. Auch 
Culmann verfiihrt so in einer Reihe von FaIlen 61). Von Brix wird 
schon eine allgemeine Methode angegeben, um den Schwerpunkt der 
F!ache eines Polygones zu finden. Dieselbe beruht darauf, dass die 
Verbindungslinie der Schwerpunkte zweier Polygone, in welche das 
gegebene Polygon durch eine Diagonale zerfiillt, eine Schwerlinie des 
gegebenen Polygones ist. Auf diese Weise wird die Bestimmung des 
Schwerpunktes eines Polygones auf diejenige von Polygonen mit weniger 
Eckp unkten, somit in letzter Linie auf die von Dreiecken zUrUckgefuhrt 69). 

Weitere allgemeine Methoden filr die graphische Bestimmung 
des Schwerpunktes einer Polygonflache sind von Most 6S), A. Laisant 64) 

und J. Gyse1 65) angegeben. 
16. Bestimmung des statischen Momentes einer Kra.ft duroh 

da.s Seilpolygon. Aus dem Krafte- und Seilpolygon !asst sich nach 

i / 
\ ,/ , 

Fig. 8. 

\..'B. 
r • i 

61) So z. B. bei dem Schwerpunkt des Trapezes, des Kreis- und Para.bel
abschnittes, Gr. St., p. 149. 

62) Fur Polygone, welche eine grilssere Zahl von Eckpunkten ha.ben, wird 
die Methode unubersichtlich, und demgemass wird von Briz in solchen Fil.llen 
die Rechnung empfohlen. 

63) Arch. d. Math. 49 (1869), p. 366. Die Methode ist auch anwendbar 
auf Polyeder. 

64) Nouv. ann. (2) 16 (1877), p. 407, sowie Bull. Soc. math. de France 10 
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Culmann das statische Moment irgend einer der Krafte oder such der 
Resultante einer Gruppe von aufeinanderfolgenden Kraften angeben, 
und zwar ist das Moment einer Kraft P in Bezug auf einen Dreh
punkt 0 gleich dem Produkte aus der Strecke, welche auf einer durch 0 
zu P parallelen Geraden durch die beiden sich aUf P schneidenden Seiten 
des Seilpol;ygones ausgeschnitten wird, una dem Abstande des Poles von 
der betreffenden Kraft im Kraftepol;ygon. So ist (Fig. 8) Al ~ . ~ das 
Moment der in 111iegenden Kraft P1 , und B1 B4,· h dasjenige der Resul
tante von PI' P2 , Pa fur 0 als Drehpunkt. Wichtigkeit erlangt diese 
Darstellung des Momentes erst bei parallelen Kraften 66) (Fig. 9). Die 
Momente aller Krafte werden dann gleich auf dieselbe Basis reduziert 
und bei demselben Drehpunkt 0 auf der namlichen Geraden ausge
schnitten. So ist bei den in 111 ~, 1s liegenden Kraften Pl1 Ps , Pa 
fUr 0 als Drehpunkt: 

, , , , , , , 
" -- " --- , 

........... _--', 
---k .::-.::, 
_------- II -- / 

/ 
I 

I 
I 

/ 
I 

I 
I 

I 

/ 
/ 

/ 
/ 

/ 

l, l, 

Fig.9. 

das Moment von Pl = AlAs· h, 

das Moment von P j = AsAs . h, 

das Moment der Resultante der Kriifte PI' Ps , Pa = AIA4, . h. 
Auf diesem Verfahren beruht die Otdmann'sche Darstellung des 

Biegungsmomentes beirn belasteten Balken. 

(188t), p. '0. 1m. Anschluss daran die Arbeit Ton E. Laquiere, Bull. Soc. math. 
de France 10 (1882), p. 181. 

65) Arch. sciences phys. (8) 82 (189') p. 975. 
66) Die von Hollender gegebene Methode zm Bestimmung des Momentes 

hat in dem aJlgemeinen Falle manche Vorzilge, vgl. Fussnote '6. 
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17. Biegungsmoment. Biegungsmomenten:fiiiche. Einllusslinie. 
Die Kenntnis des Biegungsmomentes ist erforderlich, wenn es sich 
um die U ntersuchung der Festigkeit eines belasteten Balkens handeH. 
Bevor an die Bestimmung des Biegungsmomentes herangetreten werden 
kann, sind die Lagerreaktionen zu finden, welche bei zwei Lagern 
durch die Bedingung bestimmt sind, dass sie den den Balken belasten
den Kraften das Gleichgewicht halten mussen. Diese Lagerreaktionen 
lassen sich auf Grund der in Nr.13 fur die Zerlegung einer Kraft 
in zwei Komponenten angegebenen Gulmann'schen Methode in fol
gender Art finden. Nach Konstruktion des Kraftepolygones, das 
ganz in eine vertikale gerade Linie rant, und des Seilpolygones ist 
die Schlusslinie des letzteren zu ziehen, d. h. die Verbindungslinie 
der Punkte, in denen die aussersten Seilpolygonseiten die vertikalen 
Aktionslinien der Lagerreaktionen schneiden. Die durch den Pol des 
Kraftepolygones gehende, zu dieser Schlusslinie parallele Gerade teilt 
die vertikale Strecke, welche das Kraftepolygon bildet, so, dass die 
Stiicke die Lagerreaktionen ergeben 67). 

Unter Biegungsmoment (moment flechissant, moment of flexure, 
momento flettente) wird verstanden die Summe aus den Drehmomenten 
derjenigen Krafte, welche aUf der einen Seite des zu betrachtenden 
Querschnittes liegen, und zwar fur die in dem Querschnitte liegende 
Biegungsaxe aZs Drehungsaxe. Fiir vertikale Krafte, welche in der
selben Ebene liegen, die eine Symmetrieebene fiir den Balken ist, und 
fiir zur Langsaxe des Balkens senkrechte Querschnitte ist die Biegungs
axe die horizontale Schwerlinie des Querschnittes. Es kann dem
gemass in diesem FaIle das Biegungsmoment definiert werden als 
die Summe der Drehmomente tier auf der einen Beite liegenden Kra{te 
fur einen Punkt der Axe als Drehpunkt. 

Wird nach GuZmann die Flache, welche durch das fiir die Krafte 
konstruierte Seilpolygon und dessen Schlusslinie begrenzt ist, die 
Momentenflache und deren Rohe an irgend einer Stelle die Momenten
hoke, bezw. die Ordinate der Momentenfliiche, genannt, so ergiebt sich 
der Satz: Das Biegungsmoment eines belasteten Balkens ist gleich dem 
Produkte aus der MomentenhOhe und detn PoZabstand. 

Das Biegungsmoment fiir den Querschnitt AB ist gleich 1n' h. 
FUr die Dimensionenbestimmung des Balkens kommt das grosste 

67) VgI. Fig. 10 aufp.370. Die beiden den Balken belastenden KrafteP1 undP,. 

welche im Kraftepolygon durch die Strecken PI = 01 und P, = 12 dargestellt 

sind. liefern in den Lagerpunkten die beiden Lagerreaktionen RI = MOund 
R, = 2M. 
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Biegungsmoment (Maximalmoment) in Betracht. In beistehender Figur 
wiirde dasselbe gleich m'· h sein. 

o r A f 
l La 1 

~~~~·-t-·-·t-·-·-·i·-·-·-·-·j 
''''',i mJ m' /",// "'---. 1 ~~ - ~ --- ."../ ---- ./ 

Fig. 10. 

Culmann giebt eine Regel fur das V orzeichen des Biegungs
momentes, welche auch den Fall erledigt, bei dem die Vertikale in 
irgend einem Punkte der Axe aus der Begrenzung der Momenten
fiache mehr als zwei Punkte ausschneidet 68). 

Es kommt hiiufig vor, dass der Balken durch eine auf den ganzen 
Balken oder auf einen Teil desselben stetig wirkende Belastung be
ansprucht ist. Die Begrenzung der Momentenfiache, bezw. das Seil
polygon aus den wirkenden Kraften, geht dann flir den betreft'enden 
Teil des Balkens in eine Kurve uber (vgl. Nr. 10), und das Maximal
moment findet sich an einer Stelle, an welcher die Tangente dieser 
Kurve parallel zur Schlusslinie der Momentenfiache ist, vorausgesetzt, 
dass das MaximaJmoment sich uberhaupt im Innern des betreft'enden 
Intervalls befindet. 

In vielen Fallen ist es zweckmassig, die vorhandene Belastung 
in Teile zu zerlegen und die Momentenfiache jedes Teiles ffir sich zu 
bestimmen. 1st hierbei der Polabstand jedesmal derselbe, so ergiebt 
sich die HOke der resultierenden Momentenfliicke aus den Momenten
hOhen der ffir die Einzelbelastungen gezeichneten Momentenfiachen 
durch eine algebraische Addition. Besonders wichtig ist eine der
artige Zerlegung der Belastung, wenn ausser einer unveranderlichen 
Belastung eine beweglicke Last vorhanden ist. Mit diesem FaIle und 
der dann erforderlichen Bestimmung des Maximalmomentes hat sich 
schon Cutmann beschiiftigt69). Das Verfahren besteht im wesent
lichen darin, dass anstatt der Last der Balken verschoben wird. Es 
ist dann m6g1ich, das Krifte- und Seilpolygon beizubehalten und nur 

68) Gr. St., 2. Aufl. Zurich 1875, p. 334. 
69) Gr. St., p. 129 u. f.; siehe auch Levy, La statique grapbique, Paris 1886. 
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die Schlusslinie des letzteren der Lage des Balkens entsprechend zu 
andern. Die Schlusslinien des Seilpolygones umhiillen hierbei eine Parabel, 
und die Hohe der durch das Seilpolygon und diese Parabel begrenzten 
Flache liefert fur die verschiedenen Stellungen der bewegten Last das 
sich aus derselben ergebende Maximalmoment. Sind mehrere bewegte 
Lasten vorhanden, die unter sich in fester Verbindung stehen, so tritt 
an die Stelle der Parabel ein Linienzug, der sich aus mehreren Parabel
bogen zusammensetzt. 

1m Gegensatz zu Culmann nimmt W. Stahl 70) und nach ihm 
H. G. Zeuthen 71) die Schlusslinie des Seilpolygones als unveriinderlich 
an und verschiebt das Lastensystem statt des Balkens. Bei Bei
behaltung des Polabstandes ergeben sich dann beziiglich der Inde
rung, welche das Seilpolygon erfahrt, die Satze: 

Jeder Eckpunkt des Seilpolygones bewegt sich auf einer Parabel, 
alle diese Parabeln sind untereinander kongruent und gleich gerichtet. 
Jede Seite des Seilpolygones dreht sich um einen festen Punkt, und zwar 
ist dieser Punkt der Schnittpunkt der beiden Parabeln, in welchen sich 
die Endpunkte dieser Seite bewegen. 

W. Stahl zeigt, wie sich mit Hiilfe dieser Satze die Maximal
momentenkurve bestimmen und das absolute Maximum finden lasst 72). 

Von J. Weyrauch 7S) werden zur Untersuchung der Trager bei Ein
wirkung einer beweglichen Last die sog. Influenz- oder Einflusslinien 
eing~fiihrt. Unter del' Einflusslinie 
fiir irgend eine vorgeschriebene Stelle 
E des Balkens bez. des Tragers wird 
hierbei eine Linie verstanden, deren 
Ordinaten fiir die verschiedenen Lagen 
der bewegten Last den Einfluss der

Fig. 11. 

selben auf die Stelle E ausdriickt, also hier das Biegungsmoment, 
welches sich bei den verschiedenen Lagen del' bewegten Last fUr die 
Stelle E ergiebt. In beistehender Figur (Fig. 11) stent AE B die Einfluss
linie fiir die Stelle E dar. 1st in derselben EE' das Biegungsmoment 
fiir den Querschnitt E, wenn die Last sich in E befindet, so ist 

70) Zeitschr. d. Ver. deutsch. lng. 21 (1877), p. 7. 
71) Tekn. Foren. Tidsskr. 1877. 
72) V gl. J. Schlotke, Civiling. (2) 31 (1885), p. 501, sowie H. T. Eddy, Zeit

schr. f. Bauwesen 40 (1890), p.397. 
73) Allgemeine Theorie u. Berechnung d. kontinuierlichen und einfachen 

Trager, Leipzig 1873, p. 50 j Zeitschr. des Arch. - u. Ing.-Ver. zu Hannover 21 
(1875), p. 467. Die Untersuchungen von J. Weyrauch sind mehr analytisch. 
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DIY das Biegnngsmoment fUr denselben Querschnitt, wenn die Last 
in D ist. 

Diese Einfiusslinien haben filr den Fall einer beweglichen Last 
eine grosse Bedeutung erlangt nicht allein beim Balken, sondem auch 
bei den Fachwerken 74.). 

18. Xonstruktion des Tril.gheitsmomentes durch das SeU
polygon. Zur graphischen Bestimmung des Tragheitsmomentes eines 
Systemes von Massenpunkten, die in den Punkten Ai einer Ebene E 
liegen, fiir eine Tragheitsaxe 9 in E zeichnet Oulmann nach Ersetzung 
der Massen durch Krafte P" welche in A. angreifen und parallel zu 9 
sind, das Krafte- und Seilpolygon. Darauf wird ein zweites Seil
polygon gezeichnet fUr ein gleichgerichtetes und zu der Geraden 9 
paralleles System von ebemalls in den Punkten Ai angreifenden 
Kraften, wobei die Grossen dieser Krafte gleich den Strecken zu 
nehmen sind, die aus der Tragheitsaxe 9 durch je zwei aufein
anderfolgende Seiten des ersten Seilpolygones geschnitten werden. 
Hat der Polabstand bei beiden Kriftepolygonen die namliche Grosse h, 
so besitzt das Tragheitsmoment fUr die Axe 9 den Wert 

J= AB.ks, 

wo AB die Stracke ist, welche durch die aussersten Seiten des zweiten 
Seilpolygones aus 9 geschnitten wird 75). 

Beistehend (Fig. 12) ist die Konstruktion des Tragheitsmomentes 
durchgefiihrt fUr die drei in~, As, As angreifenden Krafte P1 = 01, 
p. = 12, Pa = 23 und fiir die Axe 9 als Triigheitsaxe. 

N aOO einer Bemerkung von MOM 78) dient das zweite Seilpolygon 
nur dazu, um den Inhalt des Flii.chenstiickes zu :linden, welches durch 

74) Graphisch sind die Einflusslinien von W. Frimkel, Civiling. (2) 22 (1876), 
p. 442 behandelt. Weiter ausgebildet und auf die Fachwerktrii.ger angewandt 
iet die Theorie der Einflusslinien wesentlich von H. MUUer-Breslau. Siebe auch 
M. LetJy, La statique graphique 2 ed., Paris 1886, t. 2, p. 89. 

70) Durch dieses Verfahren wird die Bestimmung des Trl!.gheitsmomentes 
auf zweimalige Bestimmung von statischen Momenten zuriickgefiihrt, s. auch 
Nr. 18. In entsprechender Weise konstruiert Ctdmann die h6heren Momente. 
EB ist dies derselbe Gedanke, der in IV 4, Nr. 11 (JtJInfI) zur Konstruktion des 
einem MaBBensystem zugeMrigen Antipolarsystems benutzt wird. 

76) Zeitschr. des Arch.- u. Ing.-Ver. zu Hannover 16 (1870), p.41. Um
gekehrt kann daher auch das Seilpolygon zur Bestimmung des InhaJtes eines 
Fliehensti1ckes verwandt werden. Splloter hat OuZtnatm gezeigt (Gr. St. 2. Aufl., p.21), 
dass das Seilpolygon als Summationspolygon sich allgemein zur KODstruktioD 

II Il.p.. 
sines Auadruekea von der Form f :1:, ~ , benutzen lII.sst. 
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das erste Seilpolygon und die Triigheitsaxe begrenzt ist, und dessen 
Inhalt auch auf andere Weise z. B. durch das Planimeter bestimmt 
werden kann. 1st t'P der Inhalt· dieses Fliichenstfickes, so ist das 
Triigheitsmoment 

A 

J 

B 

/' 

/ 
/ 

/ 

/ 
/ 

./ 
;/ 

J = 2t'Ph. 

Fig. 12. 

Durch das niimliche Seilpolygon kann dann auch das Triigheits
moment fiir j~de zu g parallele Tragheitsaxe und insbesondere fur 
die zu 9 parallele Schwerlinie gefunden werden. In der umstehenden 
Figur (Fig. 13) ist 2t'P'h das Tragheitsmoment fiir die drei in All As, 
~ angreifenden Kriifte Pi = 01, PI = 12, Ps = 23 filr die Schwer
linie s als Trii.gheitsaxe. 

Handelt es sich um das Triigheitsmoment eines Flii.chenstiickes F, 
so ist dasselbe bei unregelmassiger Begrenzung in Streifen parallel 
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zur Tragheitsaxe zu zerlegen und die Krafte Pi sind dann in den 
Mittellinien dieser Streifen proportional zu den 1nhalten, also pro
portional zu den mittleren Hohen fur gleiche Breiten 6 der Straifen 

s 
0 I 

I 
A, i .A3 

4i 
I 

Fig. 18. 

anzunehmen. 1st n dieser Proportionalitatsfaktor, so hat das Triig
heitsmoment den Wert 

J = 2n6h· <1>. 

Da fiir B als Lange des Kriiftepolygones der Inhalt des Flachen-
stiickes 

F=nB6 
ist, so wird der sog. Triigheitsradius 

k= 14 = V~ .<1>, 

bezw. k=~, 
wenn nach dem Vorschlage Mohr's der Polabstand h gleich ! ge-

wii.hlt in. Zur Bestimmung des Tragheitsradius wurde demnach die 
Fl8.che <I> in ein Quadrat zu verwandeln sein. 

19. Weitere graphische Methoden zur Bestimm.ung des Trig
heitsmomentes. An weiteren Methoden fur die graphische Bestim
mung des Tragheitsmomentes ist zunii.chst diejenige von H.J.Hollender 77) 
zu erwii.hnen, bei welcher das Bogenannte Komponentenpolygon die 
Stelle des Seilpolygones vertritt. 

Von Culmann werden sodann die Trigheitsmomente von solchen 
ebenen FIachenstucken, deren Tragheitsmomente sich durch Integration 

77) S. Fussn. 46. 
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leicht ennitteln lassen, vielfach durch direkte Konstruktion des Rech
nungsausdruckes auf Grund der Methoden von B. E. Oousinery 78) ge
funden. Fur ebene Flachenstiicke, die von nicht gesetzmassigen Kurven 
begrenzt sind, werden von Vojacek, CoUignon 79), 
Chr. Nehls PIJ), R. Werner 81), L. Lewicki 82) durch .Ay~=-__ 

direkte graphische Integration nach Cousinery, 
indem die Begrenzungslinie als Ausgang genommen 
wird, reduzierte Flachen hergeleitet, deren Inhalte 
das betrefl'ende Triigheitsmoment bezw. hohere 
Moment darstellen. Die verschiedenen Konstruk- B i'"--f---7'-

tionen unterscheiden sich im wesentlichen nur 
durch eine verschiedene Art der Zerlegung des 
gegebenen Flachenstuckes in Streifen, sowie durch --4f....------9 

andere Anordnung der Hulfslinien. So stent (nach Fig. 14. 

Nehls) rur die Flache Fund die Axe 9 der In-
halt Fi der durch die Kurve AP1B und die y-Axe begrenzten Flii.che 

das statische Moment Jy d f, der Inhalt F2 der durch die Kurve 

AP2B und die y-Axe begrenzten Fliiche das Tragheitsmoment dar. 

20. Konstruktion dar Tragheitsellipse 8S). Fur die technischen 
Zwecke, insbesondere fiir diejenig~n der Festigkeitslehre, empfiehlt es 
sich, die von Oulmann eingefiihrte Triigheitsellipse zu verwenden. 
Fur die Konstruktion derselben kommt die Eigenschaft in Betracht, 
dass fur jede durch den Mittelpunkt gehende Triigheitsaxe der Triig
heitsradius gleich dem AbRtande der beiden parallelen Tangenten 
vom Mittelpunkt ist. Culmann konstruiert demgemass fur drei durch 
den Mittelpunkt gehende Axen die Tragheitsradien und findet so 
sechs Tangenten, durch welche die Ellipse schon mehr als bestimmt 
ist 84). 1st die Centralellipse gezeichnet, so ergiebt sich aus derselben 

78) Le calcul par Ie trait, Paris 1839, vgl. oben Nr. 2. 
79) Vortrag gehalten 1874 in Lille. Referat dariiber von M. d'Ocagne, 

Bull. Soc. math. de France 12 (1884), p. 21. M. d'Ocagne zeigt auch, wie die 
Tangenten und die Kriimmungsradien der reduzierlen Flachen sich finden lassen. 

80) Civiling. (2) 20 (1874), p. 295; 21 (1875), p. 131, 199, 261. Sodann "tlDer 
graphische Integration und ihre Anwendung in der graphischen Statik", Hannover 
1877, 2. Aufi. Leipzig 1885. 

81) Zeitschr. d. Ver. deutsch. Ing. 21 (1877), p. 365. 
82) Civiling. (2) 25 (1879), p. 527. 
83) Fur die Nummern 20-22 des Textes vgl. insbesondere IV 4, Nr. 20 (Jung). 
84) F. Gf'aefe schli!.gt vor, die Tragheitsradien fUr drei Axen zu bestimmen, 

deren eine mit jeder der beiden anderen einen Winkel von 45° einschliesst, und 
giebt dann eine einfache Konstruktion fiir zwei konjugierte Durchmesser, sowie 

Encyklop. d. math. Wi ••• n.ch. IV 1. 25 
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die Triigheitsellipse fiir einen anderen Mittelpunkt mit Hiilfe der Be
ziehungen, die zwischen den Triigheitsmomenten bezw. den Triigheits
radien zweier parallel en Triigheitsaxen bestehen. 

Um den Ubergang von der Centralellipse einer Fliiche F zu einer 
anderen Triigheitsellipse zu erleichtern, werden von Mohr 85) die 
beiden Punkte qy und qy' (Brennpunkte 86) der gegebenen Flache F) 
eingefiihrt, fUr welche die Triigheitsellipse ein Kreis ist. Dieselben 
liegen auf der kleinen Axe der Culmann'schen Centralellipse 87) und 
haben, wenn a und b deren Halbaxen sind, vom Schwerpunkte S die 
Entfernung 

c = ya2 _ bS , wenn a> b, 

d. h. dieselbe Entfernung, wie die Brennpunkte. Das Triigheitsmoment J 
und der Triigheitsradius k fiir eine beliebige Gerade 9 haben dann 
den Wert 

wo el. und e2 die Entfernungen der Triigheitsaxe 9 von den beiden 
Brennpunkten der Fliiche F sind. Sodann ergiebt sich der Satz: 
Die beiden Hauptaxen eines beliebigen Punktes C halbieren die Winkel 
zwischen den von C nach den Brennpunkten der Flacke F gehenden 
Sfraklen 88). 

21. Tritgheitskreis und Centralkreis. Vielfach ist es zweck
miissig, die Triigheitsradien nicht durch die Triigheitsellipse, sondern 
durch einen Kreis darzustellen. Eine derartige Darstellung findet sich 

fiir die Halbaxen, Zeitschr. d. Ver. deutsch. lng. 43 (1899), p. 210. Siehe auch 
A. Sayno, 1st. Lomb. Rend. (2) 8 (1875), p.614. 

85) Zeitschr. d. Arch.- u. Ing.-Ver. zu Hannover 16 (1870), p. 48. 
86) Diese Bezeichnung findet sich bei Mohr erst in einer spateren Arbeit, 

Oiviling. (2) 33 (1887), p. 50. Unabhangig von Mohr sind spater diese beiden 
Punkte von G. Jung gefunden und ala Brennpunkte des Antipolarsystemes der 
Flache F "Antifochi di FH bezeichnet worden, 1st. Lomb. Rend. (2) 8 (1875), 
p. 888-890, Nr. 19-22. 

87) Diejenige Haupttragheitsaxe, fiir welche das Tragheitsmoment den 
grossten Wert hat, wird von Mohr als die erste bezeichnet. Dieselbe ist die 
kleine Axe der Oulmann'schen Tragheitsellipse, Zeitschr. d. Arch.- u. Ing.-Ver. 
zu Hannover 16 (1870), p. 48. 

88) Dieser Satz ist in einem allgemeineren Satze enthalten. Die Brenn
punkte cp, cp' der Flacke F bestimmen eine konfokale Kegelschnittschar; jede Kurve 
der Schar (die in cp, cp' ausgeartete eingeschlossen) ist ein Kegelschnitt konstanten 
Tragheitsmomentes (vgl. G. Jung, 1st. Lomb. Rend. (2) 12 (1870), p. 225). Die 
Haupttragheitsaxen eines Punktes P sind die Tangenten in P der beiden kon
fokalen Kegelschnitte, die durch ihn gehen und halbieren daher den Winkel 
zwischen den von P nach cp und cp' gehenden Strahlen (vgl. IV 4, 21 (Jung». 
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schon bei Mohr. Die Tragheitsradien werden nach Mohr durch die halbe 
Lange der durch die Tragheitsaxen aus einem Kreis, dem Triigheitskreis, 
geschnittenen Sehnen bestimmt 86) 86). Der 
Mohr'sche Tragheitskreis filr die Schwer
punktsaxen ist hierbei ein Kreis, welcher 
um den einen Brennpunkt B der Flache F E 
mit einem Radius a gleich dem Tragheits
radius der ersten Schwerpunktshauptaxe ge
schrieben wird. Aus demselben ergeben 
sich fur das Tragheitsmoment J und den 
Triigheitsradius k einer beliebigen Axe 9 
die Werle: 

--2 
J=F·EH, 

Fig. 15. 

wo E der eine Schnittpunkt der zu 9 parallelen Schwerlinie mit 
dem Kreise und H der Fusspunkt ist des vom Mittelpunkte B des 
Kreises auf 9 gefiillten Perpendikels. Aus dem Tragheitskreis fur den 
Schwerpunkt S lasst sich derjenige fur einen beliebigen Punkt her
lei ten. Der Tragheitskreis kommt bei Mohr zur Verwendung, weun 
es sich um die Bestimmung des Mittelpunktes der Spannung in einem 
Querschnitt handelt bei gegebener neutraler Axe 89). 

G. Jung hat gezeigt 90) , dass der Mohr'sche Tragheitskreis fur 
den Schwerpunkt nichts anderes ist als die Culmann'sche Triigheits
ellipse fur jeden der Brennpunkte cp und cp' der Fliiche F, sowie dass 
die Anwendung desselben noch erleichterl wird, wenn man einen 
anderen auf Scp als Durchmesser beschriebenen Kreis hinzufiigt. 

Sind ferner fund f' die Brennpunkte und AA' die grosse Axe 
der Tragheitsellipse fur einen Punkt 0, so wird andererseits von Jung 
der auf AA' als Durchmesser geschlagene Kreis, der Centralkreis, be
nutzt 91). Dieser Kreis ist die Fusspunktkurve fur die zu 0 gehorende 
Tragheitsellipse. Fur eine beliebige Axe 9 durch 0 wird nach Jung 
der Tragheitsradius halb so gross als die durch f (oder f') gehende 
und zu 9 rechtwinklige Sehne des Centralkreises. 

22. Centrifugalmoment (Deviationsmoment). Das Centrifugal
moment eines ebenen Massensystemes filr zwei Axen in ihrer Ebene 
wird gebildet, indem man die einzelnen Massen mit den in der Rich-

89) Auch in der spateren Arbeit von A. Lodge werden die Tragheitsmomente 
durch Kreise dargestellt, Phil. Mag. (5) 22 (1886), p. 453, sowie Brit. Ass. Rep. 
1886, p. 543. 

90) 1st. Lomb. Rend. (2) 8 (1875), p. 890. 
91) Brit. Ass. Rep. 1876, p. 25. 

20* 
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tung der Axen genommenen Abstiinden von diesen Axen multipliziert 
und aIle diese Produkte addiert. 

Die graphische Bestimmung des Centrifugalmomentes wird von 
Oulmann 91l) unter Ersetzung der Massen durch ein System von pa
rallelen Kraften in ahnlicher Weise wie diejenige des Tragheits
momentes durchgefuhrt (vgl. Nr.18). Die Krafte werden zunachst parallel 
zur einen Axe angenommen, und deren Momente durch ein Seilpolygon 
fur einen Drehpunkt in dieser Axe bestimmt. Darauf werden die 
auf denselben Hebelarm gebrachten Momente als Krafte an die Stelle 
der Massen gesetzt, wobei diese Krafte nunmehr die Richtung der 
zweiten Axe erhalten. Das resultierende Moment dieser Krafte fur 
einen Punkt der zweiten Axe als Drehpunkt liefert das Centrifugal
moment. Da die Bestimmung dieses resuItierenden Momentes eben
falls durch ein Seilpolygon geschehen kann, so lasst sich das Cen
trifugalmoment mit Hulfe von zwei Seilpolygonen konstruieren. 
Fallen die beiden Axen zusammen, so lauft die Konstruktion auf die
jenige des Tragheitsmomentes hinaus. 

1st die Centralellipse eines Flachenstuckes F gezeichnet, so liisst 
sich nach Oulmann das Centrifugalmoment flir zwei Axen gl und g2' 

die durch den Mittelpunkt der Centralellipse gehen, 
~ sofort angeben. 1st namlich A der Schnittpunkt 

des zur einen Axe gl konjugierten Durchmessers mit 
der Centralellipse, so ist das Centrifugalmoment 
pqF.98) Aus dem Centrifugalmoment fur zwei durch 
den Schwerpunkt gehende Axen lasst sich dann sofort 
dasjenige fiir zwei parallele Axen herleiten, wenn man 
nicht zu dessen Bestimmung die TragheitseUipse fiir 
den Schnittpunkt dieser beiden Axen verwenden will. 
Um das Centrifugalmoment und mit ihm das Trag-

Fig. 16. heitsmoment fur Axen, welche durch einen Punkt P 
gehen, zUrUckzufiihren auf statische Momente, legt 

Mohr durch P einen Kreis, den Grundkreis 94) (Mohr-Land'scher 
Triigheitskreis), mit einem beliebigen Radius r und denkt sich 
denselben in der Weise mit Masse belegt, dass sich auf dem 

dJ 
Langenelement ds eine Masse 2: befindet, wo d~ das polare Trag-

heitsmoment 95) des Flachenstreifens ist, welcher durch die von P nach 

92) Gr. St., 1. AuH. (1866), p. 162. 
93) Gr. St., 2. AuH. (1876), p. 401 u. 404. 
94) Bezeichnung von R. Land, Civiling. 34 (1888), p. 160. 
96) Siehe IV 4, 10 (Jung). 
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den Endpunkten des Lii.ngenelementes ds gehenden Strahlen aus dem 
gegebenen F1.ii.chenstiick F geschnitten wird, und zwar fiir P als Pol. 
Wird von der Masse auf dem Kreise der Schwerpunkt TI' (Triigkeits
schwerpunkt der Fliiche F fUr den Pol P) bestimmt und in demselben 

J 
die ganze Masse 2~ vereinigt angenommen, so ergeben sich nach 
Mohr die Sii.tze: 

Das Centrifugalmoment der Fliiche F fUr swei beliebige Polstrahlen 
P.A una PB ist gleich dem statischen Moment der Masse des Triig
heitssChwerpunktes in B(J$ug auf die den beiden Polstrahlen sugehOrige 
Kreissehne .A B. 

Das Triigkeitsmoment der Fliiche F fur eine beliebige durch den 
Pol gehende .Axe P A ist gleich dem statiscken Moment der Masse des 
Triigkeitsschwerpunktes in B(J$ug auf die Kreistangente im Schnittpunkte 
.A des Kreises mit der Triigheitsaxe P A. 

Die HOIUpttriigheitsaxen sind die Strahlen, welche von dem Pole P 
nach den Enilpunkten des durch den Triigheitsschwerpunkt bestimmten 
Durckmessers des Grunilkreises gehen. 

Der Tragheitsschwerpunkt kann aus drei Tragheitsmomenten be
stimmt werden. Aus dem Tragheitsschwerpunkt fiir den Schwerpunkt 
der Flache F 1ii.sst sich derjenige fiir einen anderen Pol herleiten. 

Zur Konstruktion des Mohr-Land'schen Tragheitskreises ver
wendet R. Land die Tragheitsmomente fiir zwei zu einander senk
rechte Axen und das betreffende Centrifugalmoment 96). 

Die Beziehungen zwischen dem Mohr-Land'schen Tragheitskreis 
und der Tragheitsellipse sind von F. Graefe untersucht 97). Insbesondere 
konstruiert F. Graefe den Tragheitskreis fiir den Schwerpunkt durch 
Ermittelung eines Punktes der Centralellipse. 

23. Centralkem. Durch Culmann hat die Centralellipse eine 
weitere Bedeutung fiir die Festigkeitslehre erhalten 98). 

Wirkt auf ainen ebenen Querschnitt F eines Korpers eine in 
einem beliebigen Punkte .A desselben angreifende und zum Querschnitt 
senkrechte Kraft P, so erleidet derselbe nach Oulmann eine Drehung 
um eine in dem Querschnitt liegende Biegungsaxe (Nulllinie), sodass 
die Normalspannungen des Querschnittes proportional zu der Ent
fernung von dieser Biegungsaxe werden. Und SWO/f" ist diese Biegungs
axe die Antipolare des Punktes A in Bezug auf die Oentralellipse des 

96) Civiling. 84 (1888), p.123; Zeitachrift f. Bauwesen 42 (1892), p. 549. 
97) Zeitachr. Math. Phys. 46 (1901), p. 848. 
98) Gr. St., 1. Aufl., p. 172 u. folg.; 2. Aufl., p. 416 u. folg. 
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Querschnittes, d. h. die Pol are des dem Punkte A diametral gegeniiber
liegenden Punktes A'. 

Schneidet die Biegungsaxe die Begrenzung des Querschnittes, 
so wird auf der einen Seite der Biegungsaxe Zug und auf der anderen 
Seite Druck vorhanden sein. Dagegen tritt im ganzen Querschnitt 
dieselbe Art der Spannung auf, sobald die Biegungsaxe ausserhalb 
des Querschnittes zu liegen kommt, bezw. den Querschnitt nicht 
schneidet. 

Dasjenige Gebiet, in welchem der Angriffspunkt A der Kraft 
liegen muss, dam it die Biegungsaxe den Querschnitt nicht schneidet, 
wird nun von Culmann als der Centralkern (noyau central, central 
nttcZeus, nocciolo centrale) bezeichnet. Demgemass ist der Centralkern 
eines Querschnittes begrenzt durch die Antipole ailer geraden Linien, 
welche die Begrenzungskurve der ursprUnglichen Figur berUhren, aber 
nicht schneiden. V gl. IV 4, 23 (Jung). 

Mit Hulfe der Centralellipse oder unter U mgehung derselben 
mit Hulfe des Tragheitskreises llisst sich der Centralkern fUr einen 
gegebenen Querschnitt leicht graphisch ermitteln 99). 

In Figur 17 ist der Centralkern des Rechteckes ABOD bestimmt. 
Derselbe ist begrenzt durch die vier Antipolaren a, b, c, d der Punkte 

A B 

© B A. 

C' c 

Fig. 17. Fig. 18. 

A, B, 0, D in Bezug auf das durch die Centralellipse des Viereckes 
bestimmte Antipolarsystem. 

1st die Begrenzungskurve des Querschnittes teilweise nach innen 
gekrUmmt, so ist vor Bestimmung der antipolaren Figur dieses nach 
innen gekriimmte Stiick derselben durch die dasselbe abschneidende 
Tangente zu ersetzen, da die Tangente in den Punkten des nach ill1len 

99) Oulmann benutzt bei der Bestimmung des Centralkernes direkt die 
CentraJellipse, wahrend Mohr und spater Land mit dem Tragheitskreis kon
struieren : Mohr, Zeitschr. d. Arch.- u. Ing.-Ver. zu Hannover 16 (1870), p. 55; Land, 
Zeitschr. f. Bauwesen 42 (1892) p. 558. 



24. Krafte mit demselben Angriffspunkt. 381 

gekriimmten Teiles der Begrenzungskurve dieselbe sowohl schneiden 
wie beriihren wiirde. Handelt es sich demgemass urn das Sechseck 
ABODEF (Fig. 18), so sind die beiden einspringenden Seiten AF 
und FE durch die Linie AE zu ersetzen. Der Kern des Sechseckes 
ist dann die antipolare Figur des Fiinfeckes ABODE in Bezug auf 
das durch die Centralellipse des Sechseckes bestimmte Antipolar
system 100). 

C. Das raumliche Kraftesystem 101). 

24. Krafte mit demselben Angriffspunkt. Der Satz vom Krafte
polygon gilt bei Kraften im Raume in derselben Weise, wie bei Kraften 
in der Ebene. Die Resultante von Kraften im Raume mit demselben 
Angriffspunkt ist die Schlusslinie des raumlichen Kraftepolygons. Krafte 
im Raume mit demselben Angriffspunkt stehen im Gleichgewicht, wenn das 
raumliche Kraftepolygon ein geschlossenes ist. 

Zur graphischen Bestimmung der Resultante von Kraften im 
Raume mit demselben Angriffspunkt konstruierl Oulmann 102) die Poly
gone aus den Projektionen der Krafte in drei lOa) zu einander senkrechten 
Projektionsebenen. Dieselben sind die Projektionen des raumlichen 
Kraftepolygones. Die Projektionen der Resultante sind dann die 
Schlusslinien dieser drei Polygone. Gleichgewicht ist vorhanden, 
wenn die Polygone aus den Projektionen der Krafte geschlossen sind. 

Die Zerlegung einer Kraft P in drei Komponenten Pl' P2 , Pa 
mit demselben Angriffspunkt wie P ist eindeutig moglich, solange 
Pl , P2 , Pa nicht in einer und derselben Ebene liegen. Die Kom
ponenten Pl , P2 , Pa sind dann durch den Satz vom Kriifteparallel
epiped bestimmt. Die Zerlegung ist rasch durchfiihrbar mit Hiilfe der 
Bemerkung von Oulmann, dass die Resultante der beiden Kompo
nenten Pl und P2 in der Schnittlinie der Ebene Pi P2 mit der Ebene 
P P a liegen muss. Eine nicht weniger bequeme Methode giebt 
H. Miiller-Breglau 104). Nach derselben wird mit dem Zeichnen des 

100) In den Lehrbiichern der graphischen Statik, insbesondere in denjenigen 
von Culmann und Saviotti linden sich die Centralkerne fUr eine ganze Reihe 
von speziellen Querschnitten angegeben. Beziiglich der technisch wichtigen 
Querschnitte siehe F. Heinzerling und O. Intze, Deutsches Normalprofil-Buch 
f. Walzeisen, 5. AuH., Aachen 1897, sowie die von den Hiittenwerken heraus
gegebenen Profilbiicher. 

101) Vgl. IV 2, Abschnitt III (Timerding). 
102) Gr. St., p. 113. 
103) Das dritte Polygon ist nicht unbedingt notwendig, es dient nur zur 

Kontrolle. 
104) Zentralbl. d. Bauverwaltung 11 (1891), p. 437. 
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raumlichen Kraftepolygones begonnen, indem durch die Endpunkte 
der gegebenen Kraft P parallele Linien zu P1 und Pa gezogen werden. 
Auf denselben sind dann die Endpunkte von P1 und Pa so zu be
stimmen, dass deren Verbindungslinie parallel zu P, ist. Dieses ge
lingt durch zweimaliges Probieren unter Anwendung des Satzes: 
Drehen sich die Seiten eines n-Ecks urn feste Punkte, die auf einer 
Geraden liegen, und verschieben sich hierbei zugleich n - 1 Eck
punkte langs beliebigen gegebenen Geraden, so beschreibt der letzte 
Eckpunkt auch eine Gerade. 

25. KriLftepaare in versohiedenen Ebenen. Zur Bestimmung des 
resultierenden Kraftepaares einer Reihe von Kraftepaaren in verschie
denen Ebenen wird bei Culmann der Satz vom Axenpolygon direkt 
verwandt. Dagegen zerlegt J. Bauschinger 105), wie dieses von Poinsot bei 
der analytischen Zusammensetzung geschieht, zunachst jedes Kraftepaar 
in drei Kraftepaare in drei zu einander senkrechten Projektionsebenen, 
und ermi ttelt dann, nach Zusammensetzung der Kriiftepaare in der
selben Projektionsebene, das resultierende Kraftepaar durch den Satz 
vom Axenparallelepiped 106). 

26. Graphische Zusammensetzung der Krafte im Raum mit 
verschiedenen Angriffspunkten. Die graphische Zusammensetzung 
von Kraften Pi' die an verschiedenen Punktell eines starren Systemes 
angreifen, wird von Culmann unter Zugrundelegung von drei zu ein
ander rechtwinkligen Projektionsebenen zunachst ganz im Sinne von 
Poinsot 101) in der Weise ausgefiihrt, dass samtliche Krafte nach einem 
Punkte, der am besten im Schnittpunkt 0 der drei Projektionsebenen 
angenommen wird, verschoben werden. An die Stelle jeder Kraft Pi 
tritt hierbei die nach 0 verschobene Kraft und ein Kraftepaar. Die 
parallel verschobenen Kriifte konnen durch die Kraftepolygone aus 
den Projektionen der Krafte zu einer in 0 angreifenden Kraft ver
einigt werden, die Kraftepaare nach den in Nr. 25 behandelten Methoden 
zu einem einzigen Kriiftepaar, sodass sich eine in 0 angreifende Kraft 
und ein Kraftepaar ergiebt. 

Wird zur Zusammensetzung der Kraftepaare die Methode von 

105) Elemente der graphischen Statik, Miinchen 1871, p. 59. 
106) Da die Kraftepaare in den Projektionsebenen schon durch die Projek

tionen der Krafte gegeben sind, so hat die Bau,schinger'sche Methode den Vor
zug, dass sich samtliche Konstruktionen direkt in den drei Projektionsebenen 
ausfiihren lassen und Umklappungen u. s. w. nicht erfordern. Die Zusammen
setzung der Kraftepaare in derselben Projektionsebene kann durch Krafte- und 
Seilpolygon bewerkstelligt werden. 
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Bauschinger verwandt, so sind die Momente del' drei resultierenden 
Kraftepaare in den drei Projektionsebenen gleich den Momenten
summen del' Krafte fiir die Schnittlinien del' Projektionsebenen, bezw. 
gleich den Summen aus den statischen Momel1tel1 del' ersten, zweiten 
und dritten Projektionen del' Krafte fiir den 
Punkt 0 (Fig. 19). Die Bestimmung diesel' 
Momentensummen kann nach den verschie
denen besprochenen Methoden erfolgen. 
Werden hierbei nach Bauschinger die drei 
Seilpolygone verwandt, die sich in den drei 
Projektionsebenen fiir die Projektionen del' 
Krafte konstruieren lassen, wobei es zweck
massig ist, die Abstande del' drei Pole von 
den Schlusslinien der Kriiftepolygone gleich 
gross zu wahlen, so liiuft die graphische 

p 

~ 
)~.~ . ~ . ~. 

~ , ' 0 1, _, P 
i ' . ' 

E 

Fig. 19. 

Zusammensetzung der KrOfte im Raum mit verschiedenen Angriffspunkten 
auf die Konstruktion der drei Kriifte- 1tnd Seilpolygone fur die Pro
iektionen der Kriifte hinaus. Sind die drei Kraftepolygone aus den 
Projektionen der Krafte geschlossen, die drei Seilpolygone, bezw. 
wenigstens eines derselben, offen, so lassen sich die Krafte auf ein 
einziges Kraftepaar zuriickfiihren. Sind die drei Kriiftepolygone und 
Seilpolygone geschlossen, so stehen die Krafte im Gleichgewicht. Also: 

Kriifte im Raum sind dann und nur dann im Gleicilgewicht, wenn 
sich sowohl die Kriifte- als auch die Seilpolygone aus ihren Projek
tionen auf jede von drei sich schneidenden Ebenen schliessen 101). 

Eine weitere Methode von Culmann 108) besteht darin, dass samt
liche Krafte in je zwei Komponenten zerlegt werden, von denen eine 
in einer angenommenen Ebene E liegt, wahrend die andere durch 
einen beliebig gewahlten Punkt A geht. Die Krafte in E lassen sich 
durch Krafte- und Seilpolygon zu einer einzigen Kraft in E ver
einigen; die durch A gehenden Kriifte konnen durch zwei Krafte
polygone zu einer einzigen in A angreifenden Kraft zusammengesetzt 
werden, sodass die Krafte auf zwei sich kreuzende Krafte zuriick
gefiihrt sind, von denen die eine in der Ebene E liegt, wahrend die 
andere durch den Punkt A geht. Dagegen gibt F. Zuchetti 109) ein 
graphisches Verfahren zur Zuriickfiihrung des Kriiftesystemes auf zwei 
sich kreuzende Krafte, von denen die eine in einer vorgeschriebenen 
Geraden liegt. 

107) J . Bauschinger, Graphische Statik, p. 62. 
108) Gr. St., 2 . Aufi., Ziirich 1875, p. 215. 
109) Torino, Atti 12 (1877), p. 44. 
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FUr die Centralaze und das Hauptkra(tepaaruO), das senkrecht gegen 
die Centralaxe gesteUt ist, wird schon von 0ulmamI. eine graphische 
Methode gegeben, welche im wesentlichen auf den Poinsot'schen Aus
ffihrungen beruht. Sehr bequem ist zur Bestimmung von Centralaxe 
und Hauptkriftepaar eine Methode von Mohr 111) , bei welcher der 
Satz verwandt wird, dass die Projektion eines riumlichen Gleichgewichts
systemes wieder ein Gleichgewichtssystem bildet. Es seien in den 
drei Projektionsebenen aus den ersten, zweiten und dritten Projektionen 
der Kriifte die Resultanten A, B, 0 gefunden. B und 0 bestimmen, 
als zweite und dritte Projektion einer Kraft aufgefasst, eine solche D, 
o und A eine Kraft E, A und Beine Kraft F. Diese drei Krafte 
D, E, F sind parallel zur Centralaxe, und die Centralaxe ist der Schnitt 
der drei Ebenen, welche durch die Kanten des durch die Krii.fte D, 
E, F bestimmten Prismas normal zu den gegenfiberliegenden Seiten 
desselben gelegt werden llJ). 

An sonstigen Methoden fUr die graphische Zusammensetzung von 
Kriiften im Raum mit verschiedenen Angriffspunkten ist zu erwahnen 
eine solche von M. Levy 118), die von F. Steiner 114) weiter ausgebildet 
ist. Dieselbe soU die fUr die Ebene durch das Seilpolygon gegebene 
Methode auf den Raum verallgemeinern. An die Stelle des Seil
polygones tritt hierbei eine Seilpyramide. 

1st auf eine dieser Arlen 115) das raumliche Krii.:ftesystem auf eine 
Kraft und ein Kriiftepaar, bezw. auf zwei sich kreuzende Krii.fte, zuriick
gefiihrt, so bereitet es keine Schwierigkeiten, dieses Xraftkre'U8 mit 
Hfilfe der Satze fiber das Nullsystem durch ein anderes zu ersetzen. 
Das Gleiche gilt von der Zerlegung einer Kraft in drei, vier, funf 
und sechs Komponenten 116). 

110) Siehe IV 2, Nr. 10 und Nr.l!8 (Timerding). 
111) Civiling. (2) 22 (1876), p. 121. 
112) An die Arbeit von Mohr ,chliessen sich die Arbeiten von O. Ht2pptw und 

J. TUM an, Ciriling. (2) 29 (1888), p. 146; bezw. Prag. Ber. (1886), p. 269. 
118) La atatique graphique, Paris 1874, p. 220. 
114) tTher die graphische Zusammensetzung der KrMte im Raum, Wien 

1876, p. 10. 
U6) Mit der Fraga, welche Methode die bequemate ist bei dem Zusa.mmen

letzen und Zerlegen von Krl.ften besehll.ftigt sich eine Arbeit von W. 8tii.ckel, 
Zeitachr. Math. Phys. 48 (1898), p. 62. 

116) Mit der graphischen Zerlegung einer Kraft in sechs Komponenten hat 
eich echon Oulmann beschiftigli, Gr. St., 2. Aufl. 1876, p.276; spiter Mohr, 
Civiling. (2) 22 (1876), p. 129; sowie L. H6fltteberg, Civiling. (2) 80 (1884), p. 381 
mit Hfilfe der Sitze tiber das Nullsystem. Vereinfachte KoDStruktionen gaben 
W. BtiidteZ (Fuam. 116) und im Anschluss daran B. BkuW:It. BitzUDgsber. d. Berl. 
Ma.th. Gea. 1 (1902), p. 69. Vgl. IV 2, Nr.ll-li (n~). 
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27. Parallele Xriifte. lrIittelpunkt. Schwerpunkt. Die Zusammen
setzung von parallelen Krii.ften kann nach Culmann erfolgen durch Zu
sammensetzung der Projektionen der Krafte in zwei Projektionsebenen, 
durch Krafte- und Seilpolygon. Die hierbei sich ergebenden Resul
tanten sind die betreft'enden beiden Projektionen der Resultante der 
gegebenen parallelen Krafte. Sind die beiden in den Projektions
ebenen gezeichneten Krii.ftepolygone geschlossen, die Seilpolygone da
gegen oft'en, so vereinigen sich die parallelen Krafte zu einem Kriifte
poor. Gleichgewicht ist dagegen vorhanden, wenn die Krafte- und 
Seilpolygone geschlossen sind. 

Der Mittelpunkt1l7) eines Systemes von parallelen Kriiften kann 
graphisch gefunden werden, indem die Bestimmung der Resultante 
fUr zwei verschiedene Richtungen durchgefiihrl wird. Praktisch ist 
es hierbei, die Krafte zweimal parallel zu einer Projektionsebene an
zunehmen, und die Kriifte in der betreft'enden Projektionsebene durch 
Krafte- und Seilpolygon zu vereinigen. Die beiden sich so ergeben
den Resultanten bestimmen durch ihren Schnitt einen projizierenden 
Strahl, auf welchem der Mittelpunkt des Kraftesystemes liegt. Um auf 
demselben den Mittelpunkt zu :tinden, geniigt es, nur einmal in einer 
anderen Projektionsebene in gleicher Weise die Zusammensetzung 
durchzufiihren. Hiermit- ist von CuZmann eine allgemeine graphische 
Methode. zur Bestimmung des Mittelpunktes von parallelen Kraften, 
bezw. des Schwerpunktes, gefunden, und zwar liiuft dieselbe auf die 
Konstruktion von drei Seilpolygonen hinaus. Handelt es sich nicht 
um den Schwerpunkt von einzelnen schweren Punkten, sondern um 
denjenigen eines Korpers, so sind ahnliche Betrachtungen, wie bei 
den Schwerpunktsbestimmungen von Flachenstiicken hinzuzufiigen. 

ll. Die bestimmten Fachwerke. Allgemeine Theorie. 

A. Ebene Fachwerke. 

28. Einleitung. Eine der wichtigsten Anwendungen der gra
phischen Statik bildet die Theorie der Fachwerke. Sie gehOrl 
zu denjenigen Theorien, die ganz aus dem praktischen Bediirfnis 
heraus entstanden sind: sie hat sich ergeben infolge der Aufgaben, 
welche durch die Benutzung des Eisens bei den Ingenieurhoch
bauten auftraten, bezw. dadurch, dass hierbei Gerippe von verhaltnis
massig diinnen Staben zur tThertragung der Lasten auf die Lager 
verwandt wurden. AlIe derartigen Gerippe von Staben, wie sie wesent-

117) Siehe IV 2, Nr.21 (Timtrding), Bowie IV 4, Nr. 7 (Jung). 
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lich bei den Dach- und Briickenkonstruktionen verkommen, und die 
ihrem Zwecke entsprechend notwendig stabil 118) sein miissen, werden 
schlechtweg als Fachwerke bezeichnet. 

Die Hauptaufgabe, die bei der Untersuchung eines vorliegenden 
Fachwerkes entsteht, und welche auch die Hauptaufgabe einer Theorie 
der Fachwerke bildet, ist die Bestimmung der iufolge der vorhandenen 
Belastungen in den einzelnen Staben des Fachwerkes sich ergebenden 
Spannungen. In der Theorie der sog. bestimmten Fachwerke (vgl. 
weiter unten) sind die Punkte, in denen die einzelnen Sti.i.be mit 
einander verbunden sind, stets als Gelenke gedacht 119), so dass die 
Bestimmung der Spannungen auf die Aufgabe einer Kri.i.ftezerlegung 
hinauslauft. Aus diesen Spannungen sind dann von dem Ingenieur 
in einem praktischen Faile auf Grund der Festigkeitslehre die Dimen
sionen zu berechnen, welche die einzelnen Sti.i.be erhalten miissen, um 
diese Spannungen aufnehmen zu konnen. Die Elastiziti.i.t del' Stabe, 
die Gestaltsveranderung, welche sich daraus fiir das Fachwerk ergiebt, 
und die .Anderung, welche die Spannungen wiederum hierdurch er
leiden (Nebenspannungen) werden in der Theorie der bestimmten Fach
werke nicht beriicksichtigt 120). 

Da hier nur Fachwerke behandelt werden sollen, die aus starren, 
durch Gelenke mit einander verbundenen, Stab en hergestellt sind, so 
werden im folgenden zunachst die Gelenksysteme untersucht. 

29. Gelenk.systeme und deren Klassiflkation. Definition der 
freien Fachwerke. Unter einem Gelenksystem soil ein System von 
starren Stab en verstanden werden, die in ihren Endpunkten durch 
Gelenke miteinander verb un den sind. 

Ein solches Gelenksystem, bei dem endliche oder unendlich kleine 
Bewegungen der einzelnen Stabe bezw. Gelenke gegen einander mog
lich sind Ul), sei als kinematisch unbestimmt bezeichnet. 

118) In diesem Artikel soll dementsprechend unter einem Fachwerk nur 
eine stabile Konstruktion verstanden werden. 

119) Ein Fachwerk, in dem die einzelnen Stabe nicht durch Gelenke, son
dern starr mit einander verbunden sind, wird als ein starres Fachwerk bezeichnet. 

120) Alle hierhergehorigenFragen werden in einem spateren Artikel behandelt. 
121) Die unbestimmten Gelenksysteme sind nach kinematischer Seite unter

sucht in IV 3, Nr. 28-30 (.A. Sc1wenflies und M. Grubler). Beitrage zu ihrer 
statischen Untersuchung geben die Entwickelungen in Nr. 8 oben. Anderweitige 
komplizierte FllJle werden in der Litteratur mehrfach behandelt, auch mit gra
phischen Hilfsmitteln. V gl. insbes. S. Finsterwalder, Mechanische Beziehungen 
bei der FIlWhendeformation, Deutsche Math.-Ver. 6 (1899), p. 43, sowie W. Schlink, 
nber die Deformation von Hauten rhombischer Struktur, DiBS. Miinchen (Neu
wied) 1902. 
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Kinematisch bestimmt soll ein Gelenksystem genannt werden, bei 
welchem gegenseitige Bewegungen der Gelenke bezw. Stabe nicht mog
lich sind, und aus welchem durch die Wegnahme eines jeden Stabes 
ein kinematisch unbestimmtes System entstehen wiirde. Dagegen sei 
ein kinematisch iiberbestimmtes Gelenksystem ein solches, bei welchem 
gegenseitige Bewegungen der Gelenke nicht moglich sind, und bei 
welch em sich wenigstens ein Stab finden lasst, nach dessen Wegnahme 
das System noch immer unbeweglich bleibt. Jedes kinematisch iiber
bestimmte Gelenksystem lasst sich aus einem kinematisch bestimmten 
Gelenksystem durch Einschaltung eines oder einiger weiteren Stabe 
herleiten. 

Die kinematisch bestimmten wie die kinematisch iiberbestimmten 
Gelenksysteme werden als freie Fachwerke bezeichnet. 

In dieser allgemeinen Weise sind die Fachwerke zuerst von 
O. Mohr und sodann von A. Fdppl aufgefasst, wahrend A. Ritter, 
C. Culmann und L. Cremona, die nebst Clerk Maxwell als die Be
griinder der Fachwerkstheorie anzusehen sind, nur ganz spezielle kine
matisch bestimmte und kinematisch iiberbestimmte Gelenksysteme als 
Fachwerke definieren. 

Mohr122) verstand urspriinglich unter einem Fachwerk jede aus 
stabformigen Teilen zusammengesetzte Tragerkonstruktion, welche so 
unterstiitzt ist, dass eine Veranderung der Form und der Lage des 
Tragers nur infolge von Langenanderungen der Konstruktionsteile 
entstehen kann. Ein solches Fachwerk nannte Mohr ein einfaches, 
wenn die Langen der einzelnen Konstruktionsteile voneinander unab
hangig sind, im anderen Faile ein zusammengesetztes. 

Zweckmassiger sieht A. F'Oppl128) zunachst von den besonderen 
Lagerbedingungen (wie auch oben geschehen)124) ab und versteht 
unter einem Fachwerke ein System, das aus materiellen Punkten und ge
wissen Verbindungslinien derselben so zusammengesetzt ist, dass keine 
relative Bewegung der Teile des Systemes gegen einander tnOgliCh ist, 
ohne dass die Lange dieser Verbindungslinien geiindert wird. Diese 
Definition ist mit der oben gegebenen Definition des freien Fach
werkes identisch. 

Die materiellen Punkte (Gelenke, Knotenpunkte 125») und die Ver-

122) Zeitschr. d. Arch.- u. Ing.-Ver. zu Hannover 20 (1874), p. 223, 009, sowie 
21 (1870), p. 17. 

123) Theorie des Fachwerkes, Leipzig 1880. 
124) Auf die sogenannten gestUtzten Fachwerke kommen wir in Nr.47 zuriick. 
126) Bei den Fachwerken wird in der Regel von Knotenputakten statt von 

Gelenken gesprochen. 
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bindungslinien (StlilJe) werden als Elemente der Fachwerke bezeichnet, 
die ihrerseits ebene oder raumliche Fachwerke genannt werden, je 
nachdem das ganze System in einer Ebene liegt oder nicht. 

30. An&lytische Kennseichen fUr die verschiedenen Arten von 
Gelenksystemen. Je zwei Knotenpunkte eines ebencn Gelenksystemes 
mit den Koordinaten Xii y, und Xk, Yk' welche durch einen Stab von 
der Lange lik mit einander verbunden sind, liefern eine Gleichung 

(1) (x, - xk? + (Yi - yk )2 = l,sk' 

Daraus, dass diese GIeichungen im Falle des kinematisch be
stimmten Gelenksystems nach Festlegung des Koordinatensystemes 
gegenuber dem Gelenksystem fiir die Koordinaten samtlicher Knoten
punkte bestimmte Werte Hefem mussen, ergiebt sich, dass die Zahl m 
der Stabe eines ebenen Fachwerkes von n Knotenpunkten 2n - 3 
betragen muss, und dass in diesem FaIle die obigen GIeichungen 
voneinander unabhangig sein mussen. Dadurch wird fiir das Gelenk
system eine ganz bestimmte "Struktur" festgelegt, auf deren nahere 
Bestimmung weiter unten (in Nr.34:) eingegangen wird. 

Da wir auch unendHch kleine Beweglichkeit des Gelenksystemes 
ausschliessen, konnen wir die (2n - 3) in Betracht kommenden Glei
chungen durch ihre Differentialrelationen ersetzen: 

(2) (Xi - xk )(6'x, - Ilxk ) + (y, - Yk)("Yi -Ilyk ) = O. 
Zugleich werden wir, um das Koordinatensystem festzulegen, etwa 

Xl = 0, Yl = 0, Xi = 0 
und dementsprechend 

8xl = 0, 8Yl = 0, 8x2 = 0 
setzen. Es muss dann verlangt werden, dass auch die iibrigen (2n - 3) 
Grossen ax., ay. infolge der vorstehenden linearen Gleichungen ver
schwinden. Man ordne also die Gleichungen nach dies en d'X" ay. und 
bilde die Koeffizientendeterminante D. Die a Xi I a Yi sind dann not
wendig aile gleich N uil, wenn D ~ 0 . 

Damit ist die notwendige und hinreichende Bedingung dafiir, dass ein 
Gelenksystem als ein freies kinematisch bestimmtes Fachwerk betrachtet 
werden kann, die, dass die Zahl m der StIilJe bei n Gelenken (Kn.oten
punkten) 2n - 3 bewagt, und dass die obige Determinante D einen 
von Null verschiedenen Wert besitet 196). 

126) Die Anzahl der notwendigen Stil.be haben unabhl!.ngig von einander 
Mohr und Levy bestimmt; Mohr, Zeitschr. d. Arch.- u. lng.-Ver. zu Hannover 20 
(1874), p. 609; Levy, La statique graphique, 1. ed. Paris 1874, p. 60 und 93-96; 

die Bedingung D ~ 0 findet sich zuerst bei FOppl. Vorher hat jedoch Bchon 
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1st m < 2n - 3, so ist das Gelenksystem unter allen Umstiinden 
kinematisch unhestimmt, wobei es jedoch sein kann, dass ein Teil 
des Gelenksystemes fur sich als kinematisch bestimmt oder selbst als 
kinematisch uberbestimmt zu betrachten ist. So sind die beiden ge
zeichneten Gelenksysteme (Fig.20), fur welche m < 2n - 3, kine
matisch unbestimmt, obgleich in dem ersten ein Teil kinematisch 
bestimmt, in dem zweiten ein Teil kinematisch uberbestimmt ist. 

1st ein Gelenksystem von n Gelenken (Knotenpunkten) und 
m = 2n - 3 Stiiben kinematisch unbestimmt, so sind zwei Faile 
moglich: 

a) Es kann sein, dass die fur die kinematische Bestimmtheit er
forderliche Struktur des Gelenksystemes nicht vorhanden ist. Dies 

Fig. 20. Fig. 21. 

tritt z. B. ein, wenn ein Teil des Gelenksystemes ein kinematisch 
iiberbestimmtes Fachwerk ist (wie in Fig. 21), wahrend der andere 
Teil zu wenig Stii.be hat. Die obigen m = 2n - 3 Gleichungen (1) 
wurden sich dann auf weniger als 2n - 3 von einander unabhangige 
Gleichungen zuruckfuhren lassen; fur das lineare Gleichungssystem (2) 
bedeutet dies ein Verschwinden der Determinante D. 

b) Es kann aber auch sein, dass die erforderliche Struktur 
vorliegt und trotzdem D = 0 ist. Dieser Fall moge der Grenzfall 
genannt werden 127). Die kinematische Unbestimmtheit ist nur hervor
gerufen durch die speziellen Werte, welche die Langen der einzelnen 
Stabe besitzen. Beispiele hierzu bieten ein Dreieck ABO, dessen 

A. F. Moebius, Lehrbuch der Statik, Leipzig 1837, 2. Bd., Kap. 4 die Frage 
entschieden fUr den allgemeinen Fall verschiedener mit einander verbundener 
Korper. 

127) Diesen Grenzfall behandelt A. F. Moebius, vgl. Fussn. 126. Bei den 
Fachwerken machte O. Mohr zuerst auf diesen Fall und dessen Wichtigkeit 
aufmerksam, Civiling. (2) 31 (1885), p. 289. Mohr bezeichnet diesen Fall ala 
denjenigen, bei welchem die eine Stablange als Funktion der iibrigen betrachtet, 
ein Maximum oder Minimum ist. Dass bei dem Grenzfall die Struktur des Ge
lenksystemes iibrigens die fiir die kinematisch bestimmten Fachwerke erforder
Hehe ist, wurde von L. Hewnebe'f"g, Statik, p. 219, na.chgewiesen. 
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Eckpunkte in dieselbe Gerade fallen, sowie das Fachwerk von 6 Knoten
punkten (Fig. 22), bei welchem die drei Stabe AAu BB., OOu bezw. 
deren Verlii.ngerungen, sich in demselben Punkte 0 schneiden. In be-

C? t> 
Fig. 22. Fig. 28. 

sonderen Fillen kann auch endliche Bewegung auftreten, vgl. Fig. 23. 
Jedenfalls lasst sich der Satz aussprechen: 

Hat ein Gelenksystem von m = 2n - 3 Stiiben diejenige StrUktm-, 
welche fUr ein freWa kinematisch bestimmtes Fachwerk er(l»'derlich ist, 
so ist es entweder ein solckes, oder es liegt der Grenqall Vl»'. 

Hat ein Gelenksystem mehr als 2 n - 3 Stabe, so ist es ent
weder kinematisch iiberbestimmt oder kinematisch unbestimmt. Bei 
der Entscheidung dieser Frage kommt es darauf an zu untersuchen, 
ob das obige System der Gleichungen (1) sich auf 2n - 3 voneinander 
unabhitngige zuriickfiihren wst oder auf weniger als 2 n - 3. 

31. Das statische Grundproblem fiir die !reien Fachwerke. 
,,Bestimmte" Fachwerke. Auf die Gelenke (Knotenpunkte) eines Ge
lenksystemes sollen Kritfte wirken, welche zusammengenommen unter
emander im Gleichgewichte sich befinden. Die sich dann ergebende 
Aufgabe, die Spannungen in den einzelnen Stii.ben, die infolge 
dieser Kr8.fte auftreten, zu bestimmen, lasst sieh so formulieren: Die 
auf die Knotenpunkte wirkenden und in ihtrer Gesamtkeit im Gleich
gewicht stehenden Krii(te sollen in der Weise in die einselnen Stiibe 
serlegt werden, dass sick in jedem Stabe swei gleich grosse und entgegen
gesetzt gerichtete Krafte ergeben. Die absolute Grosse der beiden Krii.fte 
in einem Stabe giebt die absolute Grosse der betreft'enden Spannung, 
wiihrend durch deren Richtung bestimmt ist, ob in dem Stabe Zug 
oder Druck herrscht. In der Regel wird diese Aufgabe der Span
nungsbestimmung in etwas verinderler Weise gefasst. Statt der be
trettenden Komponenten der auf ein Gelenk wirkenden Kraft P werden 
ihnen entgegengesetzte, gleieh grosse Krafte, die Gelenkdriicke, ein
gefilhrt. Dann ist die in einem Knotenpunkte A angreifende Kraft P 
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in das Gleichgewicht zu setzen mit den auf den Punkt A wirkenden 
und in den in A zusammentre:ft'enden Staben liegenden Gelenkdriicken, 
wobei die beiden Gelenkdriicke, welche in demselben Stabe liegen, und 
die auf die beiden den Stab begrenzenden Knotenpunkte wirken, die
selbe Grosse, aber entgegengesetzte Richtung haben miissen. Die letzte 
Auffassung hat den V ortei~ dass man die fUr jeden Knotenpunkt sich 
ergebenden Kriiitepolygone in derselben Richtung von der betre:ft'en
den Kraft P ausgehend zu umfahren hat (siehe die Polygcmmethode in 
Nr.32). Wir erlautem zunachst den analytischen Ansatz. 

In einem Gelenksysteme von n Knotenpunkten und m Stab en 
seien die Koordinaten der Knotenpunkte mit Xi' '!Ii' die Komponenten 
der auf x" '!Ii wirkenden Kraft mit Xi' 1';, die Lange eines zwei Knoten
punkte Xi' y, und x,,, 'lIT. verbindeuden Stabes mit liT. und die Spannung 
in demselben mit Bik bezeichnet. Dann ergeben sich fUr die Spannungen 
die Gleichungen 

v _ ~S lXi - IX" 
....... - ~ ik 1 ' 

I. i" 
Y _ ~ S '!Ii - y" 128) 
,-~ ik Za ' 

wobei die Summen iiber diejenigen Knotenpunkte xI< '!II. zu erstrecken 
sind, welche mit dem Knotenpunkte Xi '!Ii durch Stabe verbunden sind. 
Die Zahl dieser 2n Gleichungen reduziert sich infolge der Gleich
gewichtsbedingungen, denen die Krafte geniigen sollen: 

~X, = 0, ~1'; = 0, ~(Y.Xi - Xi'!l,) = ° 
auf 2n - 3 voneinander unabhangige. Die Bestimmung der Span
nungen erfolgt durch Auflosung dieses Systemes von 2n - 3 linearen 
Gleichungen mit m Unbekannten. 

SolI das Gelenksystem statisch bestimmt sein, d. h. sollen sich fiir 
jedes Gleichgewichtssystem der Krafte :K" 1'; ganz bestimmte endliche 
und eindeutige Werle fUr die Spannungen ergeben, so ist erforderlich: 

a) dass die Zahl der obigen von einander unabh8.ngigen Glei
chungen iibereinstimmt mit der Zahl der Unbekannten. Das Gelenk
system muss somit m = 2n - 3 Stabe haben, also ebensoviele Stabe 
haben, wie die kinematisch bestimmten Fachwerke. 

128) A. Oastigliano, Theorie de l'equilibre des ayatemes 6lastiques, Turin 
1879, p. 16. Werden die Gleichungen fUr die Spaunungen in dieser Weise ge
schrieben, wobei in den Summen auf den rechten Seiten stete mit den Koor
dinaten lXi' Yi angefangen wird, also mit den Koordinaten desjenigen Knoten
punktes, auf den die betrejfende Kraft ~ Yi wirkt, 80 wird Su poaitiv im Falle 
einer Zugspaunung und nega.tiv im Falle emer Druckapannung, vgl. L. Henfle
berg, Statik, p. 223. 

Encyldop. d. math. Willen •• h. IT 1. 26 
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b) Es muss die Eliminationsdeterminante A der Gleichungen 
einen von Null verschiedenen Wert besitzen . 

.A.. FOppl hat nun den wichtigen Satz bemerkt 1B8), dass diese 
Determinante A iibereinstimmt mit der vorhin besprochenen Deter
minante D, von welcher es abhiingt, ob ein Gelenksystem von 
m = 2n - 3 Stiiben kinematisch bestimmt ist oder nicht. So ergiebt 
sich der Satz von .A.. Fijppl: 

Die freien kinematisch bestimmten Fachwerke sind identisch mit 
den statisch bestimmten Gelenksystemen. 

Infolge dieses Satzes werden von .A.. FOppl die freien kinematisch 
bestimmten Fachwerke schlechtweg als "bestimmW' Fachwerke bezeichnet. 

Die Bestimmung der Spannungen in einem bestimmten Fackwerke 
ist eurUckgefiihrt auf die .A.ufWsung des obigen Systernes von 2 n - 3 
linearen Gleichungen mit 2 n - 3 Unbekannten und nicht verschwinden
der Determinante 180). 

1st ein Gelenksystem von m = 2n - 3 Staben kinematisch un
bestimmt, sei es nun, dass ein Teil des Gelenksystemes zu viel, ein 
anderer Teil zu wenig Stabe hat, sei es, dass der Grenzfall vorliegt, 
so lasst sich die Spannungsbestimmung nur fiir spezielle Kriifte
systeme durchfiihren und fiihrt dann auf unendlich viele Werle fiir 
die Spannungen 180.). Daraus folgt der Satz: 

129) Dass die beiden Determinanten iibereinstimmen, ist ausgesprochen und 
der Beweis kurz angedeutet in Foppl, Theorie des Fachwerks, p.26. Spater giebt 
..4.. Foppl, Schweiz. Bauz. 9 (1887), p. 42 einen ausfiihrlicheren Beweis. Werden 
in Riicksicht darauf, daas oben baJ1 = 0, b'!h = 0, baJ, = 0 gesetzt iet, nun die 
Gleichungen fUr ~, Yl' ~ weggelassen und dann in den Gleichungen fiir die 

Spannungen die Grlissen ~ik als die Unbekannten betrachtet, so ergeben sich 

diese beiden Determinante~k aus einander durch Vertauschung der Reihen und 
Zeilen, wie A. Fappl gezeigt hat. Bei L. Henneberg, Statik, wird der Satz von 
F(jppl bewiesen durch den Nachweis, dass die kinematisch bestimmten Fach
werke und die statisch bestimmten Gelenksysteme dieselbe Struktur haben, und 
dass beide Male die Grenzfii.lle sich decken. 

180) In den folgenden Nummern werden demgemass wesentlich die Methoden 
gegeben werden miissen, welche zur graphischen oder analytischen Aufllisung 
dieses Systemes von linearen Gleichungen dienen. Zunachst soll die Unter
suchung durchgefiihrt werden flu spezielle Fachwerksformen (Nr. 32 und 33). 
Daran schliesst sich die Untersuchung der Struktur des allgemeinen bestimmten 
ebenen Fachwerkes (Nr.84:). Auf Grund dieser Struktur werden dann (Nr. 85-38) 
die allgemeinen Methoden fiir die Aufllisung des obigen Systemes von Gleichungen 
entwickelt. Den SchIu88 des Abschnittes bilden die Kriterien fUr "dlloS AUftreteD 
der GrenzflUle (Nr. 89). 

180 &) Dass die Bpannungen beim Grenzfall im allgemeinen unendlich groBB 
werden, hat zuerst O. MOM, Civiling. 81 (1886), p. 296 hemerkt; vgl. auch 
L. Henneberg, Statik, p. 281. 
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Ein Gelenksystem von m = 2 n - 3 Stiibm ist ein bestimmtes 
Fackwerk, sobald sick fur irgend ein angenommmes Gleichgewicktssystem 
vonKriiflm die Spannungm als endlick und eindeutig bestimmm lassm 1S1). 

1st ein kinematisck uberbestimmtes Fachwerk gegeben von n Knoten
punkten und m = 2n - 3 + p Staben, so iet die Zahl der unbe
kannten Spannungen um p grosser als die Zahl der linearen Gleichungen. 
Es ergeben sich somit unendlich viele Werte fiir die Spannungen. 
Die kinematisch iiberbestimmten Fachwerke werden daher als statisck 
unbestimmte Fackwerke bezeichnet. Die Spannungen lassen sich bei 
emem statisch unbestimmten Fachwerke in der Form anschreiben 

Sik = ff;~ + A1 S;k + ~s~~ + ... + Aps;;,), 

wobei ff;~ irgend ein mogliches Wertesystem der Spannungen dar
stellt, wiihrend S; k' ••. s'/i p von einander verschiedene Wertesysteme 
fiir die Spannungen bedeuten, die moglich sind, wenn samtliche ausseren 
Krafte gleich Null gesetzt werden. Die spezifische Untersuchung der 
statisch unbestimmten Fachwerke liiuft auf die Bestimmung der 
p Multiplikatoren All A2 , ••• Ap hinaus, was mit Hiilfe der Elastizitats
lehre moglich ist. 

Wir werden bei den folgenden Betrachtungen die statisch un
bestimm ten Fachwerke der Kiirze haIber beiseite lassen 182), womit 
dann auch die Betrachtung der mekrfach zusammenhiingenden Fach
werke entfallt, iiber die Maxwell in seiner Abhandlung von 1869 
einige vorlaufige Bemerkungen macht. 

32. Dreieckefachwerke. SChnittmethode. Methode der Krafte
polygone. Fachwerke, welche man sich entstanden denken kann durch 
Aneinanderlegen von Dreiecken, werden Dreiecksfachwerke genannt. 
A. Ritter 133) und O. Oulmann 134) haben in ihren anfanglichen Unter
suchungen iiberhaupt nur an Dreiecksfachwerke gedacht und dem
gemiiss die Fachwerke definiert. 

Unter einem Fachwerk wird von Culmann geradezu ein System von 
Staben verstanden, das nach dem umstehenden Schema hergestellt iet 185). 

131) Dieser Satz wird wichtig werden, wenn es sich um die Entscheidung 
des Grenzfalles handelt. 

132) Die Behandlung der statisch unbestimmten Fachwerke wird in den 
Referaten iiber Elastizitat und Festigkeitslebre ihren Platz finden. In der Praxis 
kommen sehr oft statisch unbestimmte Fachwerke vor, vgl. die unten in Nr. 48 
und 49 gegebene Aufzahlung. 

133) Elementare Theorie und Berechnung eiserner Dach- und Briicken
konstruktionen, Hannover 1863. 

134) Graphische Statik, 1. Auf!.. (1866), 1. Teil (1864). 
136) OuZmann, Gr. St., p. 362. 

26· 
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Der PolygoDZug 11 31 51 7, U. s. w., auf welchem silmtliche Knoten
punkte liegen, wird die GuriAmg oder der BMtd des Faehwerkes 
genannt, die betrefl'enden Stabe die GuriJungs- bezw. die &nilstiibe. 
Die Ubrigen Stabe 23, 341 451 ••• , welche einen fortlaufenden Zug 
bilden, werden ala Diagoruilen bezw. als Diagcmalstiibe bezeichnet, 
die Dreiecksfliichen 123, 234, .. " durch deren AneinanderfUgen das 

Fig. 24. 

System entstanden gedaeht werden kann, als die FiicMr oder Felder 
des Faehwerkes. 

Das hier von OuZmann als Fachwerk eingefU.hrte System ist im 
Sinne einer allgemeinen Definition als ein spezielles Dreiecksfachwerk 
zu bezeichnen, da bei den allgemeinen Dreiecksfaehwerken die Diago
nalen keinen fortlaufenden Zug zu bilden brauchl'ln. 

Zur Bestimmung der Spannungen werden nun bei Ritter und 
0uZmann Schnitte durch das Fachwerk gelegt, welche nur drei 
nicht durch denselben Punkt gehende Stabe trefl'en (Schnittmethode). 
Die Bestimmung der Spannungen erfolgt dann durch die Bemerkung, 
dlloSs diejenigen Krifte, welche auf den einen Teil des Faehwerkes 
wirken, im Gleichgewicht stehen mUssen mit den drei Gelenkdriicken, 
welche von dem anderen Teile des Faehwerkes herriihren und in den 
drei yom Schnitte getroffenen Staben liegen. 1m. weiteren unter
scheiden sich die Methoden von Ritter und Oulmann nur durch die 

verschiedene Art der Losung der Aufgabe, eine [f!j Kraft in drei Komponenten zu zerlegenl welche in 
drei vorgeschriebenen Geraden liegen (s. Nr. 13). 

Die Schnittmethode ist stets anwendb8r, wenn 
sich durch das Faehwerk ein Schnitt lagan Iasst, 

• 4 der nur drei Stabe trift't, die (bezw. deren VerIange-
Fig. 16. rungen) nicht durch denselben Ponkt gehen, und 
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kann dann zur Bestimmung der Spannungen in den drei vom Schnitte ge
troWenen Stii.ben verwandt werden. Die Bedeutung der Schnittmethode 
geht daher fiber die Dreiecksfachwerke hinaus. So kann in dem 
heigezeichneten Fachwerke (Fig. 25), welches kein Dreiecksfachwerk 
ist, die Schnittmethode benutzt werden zur Bestimmung der Span
nungen in den drei Stahen 14,25, 36. 

Bei der Methode der Kra{tepoZygone (PolygonaZmethode) 186) er
folgt die Bestimmung der Spannungen in der Reihenfolge 1, 2, 3, 4, ... 
(Fig. 24) der Knotenpunkte ffir jeden Knotenpunkt einzeln durch das 
zugehorige Kriif'tepolygon, da sich dann stets nur zwei unbekannte 
Gelenkdriicke ergeben, die durch die Bedingung des geschlossenen 
Kraftepolygones bestimmt sind. Jede Spannung kommt hierbei 
zweimal vor und zwar in den heiden Kraftepolygonen, die £fir die 
beiden den betreft'enden Stab begrenzenden Knotenpunkte konstruiert 
sind. In Fig. 26 sind nach der Polygonalmethode die Spannungen 

Fig. 26. 

fiir einen einfachen symmetrisch gebauten und symmetrisch belasteten 
Briickentrager bestimmt. Infolge der SymmetrieverhaItnisse brauchen 
die Spannungen dabei nur ffir die HaIfte des Fachwerkes gefunden 
zu werden. Es sind daher die Kriiftepolygone nur fUr die Knoten
punkte (0), (1) und (2) gezeichnet. In den einzelnen Krii.ftepolygonen 
haben die Spannungen dieselbe Bezeichnung wie die betreffenden Stabe 

186) Die Polygonalmethode scheint von M. Ttlylor und Fl. Jenkin zuerst 
benutzt worden zu sem, vgl. Oremona-Saviotti, Lee figures rtSciproques, p. 8. 
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des Fachwerkes erhalten. Die Spannungen b und f sind Druck
spannungen, die ubrigen Zugspannungen. 

Die Bedeutung der Polygonalmethode geht ebenfalls uber die Drei
ecksfachwerke hinaus. Dieselbe ist anwendbar fur alIe Fachwerke, 
welche man sich aus einem Dreieck durch successives Hinzufugen 
von weiteren Knotenpunkten,. von denen jeder durch zwei Stabe fest
gelegt ist, entstanden denken kann 137). Bei dem Zeichnen der Kraftepoly
gone ist mit dem zuletzt hinzugekommenen Knotenpunkte zu beginnen, 
dann zum vorletzten uberzugehen, u. s. w., sodass sich stets Polygone 
ergeben, von denen samtliche Seiten mit Ausnahme von zweien von 
vornherein bekannt sind. 

Vom analytischen Gesichtspunkte aus betrachtet, liefert die 
Schnittmethode fUr den Fall ihrer A.nwendbarkeit ein Mittel, um aus 
den linearen Gleichungen des Problems samtliche Spannungen mit 
Ausnahme von dreien zu eliminieren, und so drei lineare Gleichungen 
herzustellen mit drei Unbekannten bezw. drei Gleichungen, von denen 
jede nur eine Unbekannte enthalt. Bei der Polygonalmethode, falls 
dieselbe anwendbar ist, werden die obigen Gleichungen zu je zweien 
so gruppiert, dass ihre AuflOsung sich durch successives Auflosen 
von je zwei linearen Gleichungen mit zwei Unbekannten bewerk
stelligen las st. 

Aus der Schnittmethode ergiebt sich die zuerst von H.. Miiller
Breslau benutzte Methode der imaginiirm Gelmke I38), die in einer 
zweifachen Anwendung der Schnittmethode besteht. Diese Methode 
kann verwandt werden zur Bestimmung der Spannungen in zwei 
Staben a und b, wenn sich durch dieselben zwei Schnitte gl und gj 
legen lassen, von denen der erste ausser den beiden Stab en a und b 
nur noch zwei Stabe c1 und al1 der letzte zwei Stabe c2 und d, trifft. 
Werden namlich fUr diese beiden Schnitte die Momentengleichungen 
aufgestellt und zwar bei dem Schnitte gl unter Benutzung des Schnitt
punktes 01 von C1 und d1 als Drehpunkt, und bei dem Schnitte gs 
fur den Schnittpunkt OJ von Ct und ds als Drehpunkt, so ergeben 
sich zwei lineare Gleichungen rur die Spannungen in den Staben a 
und b. Die Schnittpunkte 011 O. der Linien Ct, d1 und Ct, ds werden 
dabei als imaginare Gelenke bezeichnet. 

Durch diese verschiedenen Methoden sind die Spannungen in 

187) Siehe Nr. 34: (das dart an zweiter Stelle angefiihrte Bildungsgesetz). 
188) Schweiz. Bauz. 9 (1887), p. 122. H. MUller-Breslau bestimmt die 

Spannungen in einem Fachwerke, das durch ein Sechseck und die drei Haupt
diagonalen gebildet ist. Die Benennung imaginare Gelenk8 ist von A. FiJppl 
eingefi:ihrt: Theorie des Fachwerks (1880), p. 40. 
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vielen schon komplizierteren Fachwerken bestimmbar. Hii.utig wird 
es hierbei notwendig sein, bei demselben Fachwerke mehrere Methoden 
zu verwenden 189). 

33. lIaxwell'sche Fachwerke. Ausgehend von der durch ibn 
begriindeten Theorie der reziproken Figuren (Nr. 12) stellte sich 
Olerk Maxwell l 4.0) die Aufgabe, Fachwerke 
zu tinden, deren Krii.ftepolygone sich so 
zusammenlegen lassen, dass sie eine zu 
dem urspriinglichen Fachwerke und den an 
ihm wirkenden Krii.ften reziproke Figur 
bilden. 

Beispielsweise kann man die drei Krii.fte
polygone der Fig. 26 und die zu ibnen sym
metrischen, in Fig. 26 nicht gezeichneten 
Kri:iftepolygone, so zusammenlegen, dass bei
stehende Figur entsteht, die zu der des in 
Fig. 26 dargestellten Briickentragers rezi- Fig. 27. 

prok ist. Augenscheinlich hat die Fig. 27 
vor den Polygonen der Fig. 26 den V orzug, dass bei ihr die 
Spannung eines jeden Stabes nur einmal vorkommt. 

Aus den Untersuchungen von Maxwell ergiebt sich nun: 

AIle und nur solche bestimmten Fachwerke, welche zusammen mit 
den Aktionslinien der wirkenden Kriifte als orlhogonale Projektion einer 
Polyederschale angesehen werden konnen, liefern reziproke Kriiftepliine. 

Wir werden die betreffenden Fachwerke als Maxwell'sche Fach
werke bezeichnen. Will man bei einem Maxwell'schen Fachwerke das 
Bild eines geschlossenen Polyeders vor Augen haben, so kann man 
so verfahren, dass man in die Aktionslinien der wirkenden Kri:ifte 
noch ein Seilpolygon einspannt und dementBprechend in der rezi
proken Figur die vom zugehOrigen Pole des Krii.ftepolygons nach den 
Ecken desselben gehenden Diagonalen hinzufiigt. 

In Nr. 12 ist der Zusammenhang der reziproken Figuren mit 
dem Nullsystem ausfiihrlich besprochen und zum Teil durch Formeln 

139) Eine ganze Reihe spezieller Methoden finden sich bei O. Saviotti, La 
statica grafica, Milano 1888. Saviotti untersucht eine grosse Zahl schwie
rigerer Fachwerke, bei denen er die Spannungen vielfach durch spezielle tJber
legungen findet. 

140) Phil. Mag. (4) 27 (1864) und Edinb. Roy. Trans. 26 (1872) = Pa.pers 1, 
p. 514 bezw. Papers 2, p. 161. 
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erliiutert. In der nachfolgenden Figur (Fig. 28) ist die ganze Kon
struktion fur einen Dachstuhl, auf dessen Knotenpunkte ausser der 
Belastung noch Winddruck wirkt (die Seitenansicht findet sich in der 
Figur links unten) nach den Methoden der darstellenden Geometrie in 
Grundriss und Aufriss durchgefiihrt W) . 

. .p' 

lIj1..---

Fig. 28. 

Ubrigens hat eine derartige Figur nur theoretisches Interesse; 
fUr die Konstruktion der reziproken Kriifteplane braucht man nicht 
aUB der Ebene herauszutreten. 

141) Ref. verdankt diese Figur, wie iiberhaupt eine Reihe sonat ver
wendeter wertvoller Mitteilungen Herrn F . Schilling. 
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Bequem ist bei der Herstellung der reziproken Kriifteplane die 
Bezeichnung von R. H Bow 142), nach welcher im Fachwerk die ein
zelnen l!'acher und im Krafteplan die diesen Fachern entsprechenden 
Punkte dieselbe Bezeichnung erhalten 143). 

Unabhiingig von Maxwell sind M. Taylor und Fl. Jenkin 144) durch 
das praktische Bediirfnis veranlasst zu diesen reziproken Kraftepliinen 
gekommen. Auch sind schon von Fl. Jenkin 144) die reziproken Krafte
plane fiir eine ganze Reihe von technisch wichtigen Fachwerken an
gegeben. Weitere Beispiele gab von englischer Seite R. H. Buw 149). 
Andere zum Teil komplizierte Beispiele hat L. Cremona hinzugefiigt. 
Hervorzuheben ist die systematische Darstellung L. Oremona's unter 
Benutzung des Nullsystemes. 

Vorzugsweise einfach werden die reziproken Kraftepliine fiir aIle 
diejenigen Fachwerke, weiche in der Form Fig. 24 enthalten sind. 
Fiir die betre:fl'enden Krlifteplane fand L. Cremona die folgenden 
Regein 145), mit Hiilfe deren man dieselben rein schematisch 1'6) zeich
nen kann: 

1m Kraftepolygone sind die Krafte in der namlichen Reihenfolge 
anzuordnen, wie die Knotenpunkte bei Umgehung der Gurtung des 
Fachwerkes auf einander folgen. Von den Eckpunkten dieses Krafte
polygones miissen die Spannungen in den Gurtungsstaben ausgehen, 
und zwar die Spannung in dem die Knotenpunkte i und k verbin
denden Gurtungsstabe von demjenigen Punkte aus, in weichem die 
auf diese Knotenpunkte i und k wirkenden Krafte im Kraftepolygone 
zusammenkommen. Die Diagonalspannungen bilden einen fortIaufen
den Zug. Die Spannungen in den Stab en eines Faches kommen in 
einem Punkte zusammen. 

So einfach wie in Fig. 27 werden die Zeichnungen allerdings 
nicht immer. 

Die nachfolgende Fig. 29 giebt den Krafteplan fiir ein Fachwerk 
von der Form Fig. 24. b1 , bg , bs, ... , bs , b1 ist das Kraftepolygon 
fiir die auf die Knotenpunkte 1, 2,3, ... wirkenden Krafte P u Ps, Pw .. , 

142) R. H. Bow, Economies of constructions in relation to framed structures, 
London 1873. 

143) Cambro Phil. Soc. Proc. 2 (1876) = Papers 2, p. 492. 
144) Edinb. Roy. Soc. Trans. 25 (1869), p.44,1. 
145) L. Cremona, Le figure reciproche nella statica grafica. - Die im 

Text gegebenen Regeln reichen aus fiir eine grosse Zahl technisch wichtiger 
Fachwerke. 

146) Es ist hier also nicht nl>tig, sich erst die ra.umlichen Figuren zu 
bilden (s. die obige Bemerkung). 
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welche ein Gleichgewichtssystem bilden. In diesem Kriiftepolygone 
sind die Krafte in der Reihenfolge P1 , P!, P" Ps, Ps , P7 , P5 , Ps an 
einander angetragen, somit in der Reihenfolge wie die Knotenpunkte 
des Fachwerkes bei Umgehung des Randes. Die Spannungen in den 
Gurlungsstaben des Fachwerkes sind die Linien, welche von den Eck
punkten b1 , bs , ••• des Kraftepolygones ausgehen. Insbesondere iet 
die Strecke b, IV, welche von dem Punkte b, ausgeht, in dem die 
Krafte P, und Pa zusammentreifen, die Spannung in dem Gurtungs
stabe 46. Der Linienzug I, II, ill ... ist der Zug der Diagonalspannungen. 
So ist I II die Spannung in der Diagonalen 23, nIH die Spannung 
in der Diagonalen 34 u. s. w. Die Punkte I, II, . .. sind diejenigen 

Fig. 29. 

Punkte des Krafteplanes, welche den einzelnen Fachern des Fach
werkes entsprechen, und in denen stets die drei Spannungen zusammen
treifen, die in den das betreifende Fach begrenzenden Stabe lie gen. 
In der Zeichnung des Fachwerkes sind, wie dieses ublich ist, die auf 
Druck in Anspruch genommenen Stabe durch eine zweite schwachere 
.1inie hervorgehoben. 

Es entsteht die Frage: Wann lasst sich uberhaupt ein Fachwerk 
nebst den Aktionslinien der wirkenden Krafte und dem Seilpolygon 
als Projektion eines Polyedergebildes betrachten, sodass ein reziproker 
Krafteplan (Diagramm) moglich ist? Diese Frage beantworlet J. Petersen 
durch den Satz: Wenn jeder geschlossene "Polygonwer/' ein Stiick vom 
Systeme vollstiindig losschneidet, so existiert ein Diagramm 147). (Petersen 
setzt dabei das Fachwerk nicht notwendig als bestimmt und nicht 
einmal als eben voraus.) Dagegen giebt F. Schur (vgl. Nr.38 u. 
Fussn. 173) die Regel: fiir das :Fachwerk solle eine vollstiindige und 
zusammenhangende Zerlegung in k - 1 "einfache" Polygone existieren 
(k ist dabei die Zahl der Knotenpunkte). 

147) J. Petersen, Statik, p 169. 
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34:. Die Struktur des (allgemeinen) "bestimmten" ebenen Faoh
werkes. In den folgenden Betrachtungen seien die Knotenpunkte 
nach der Zahl der Stabe unterschieden, die in ihnen zusammen
kommen, und zwar sei ein Knotenpunkt, in dem k + 1 Stabe durch 
ein Gelenk verbunden sind, ein k-facher Knotenpunkt genanntl4.8). 

Die alteren Methoden zur Herstellung von bestimmten ebenen 
Fachwerken sind wesentlich die beiden folgenden 149): 

1) Man sucht zwei bestimmte ehene Fachwerke (Scheiben) von 
n1 und n, Knotenpunkten zu einem einzigen bestimmten ebenen Fach
werke von ~ + ns Knotenpunkten zu vereinigen. Dies geschieht, 
indem drei Knotenpunkte des einen Fachwerkes durch drei Stabe mit 
drei Knotenpunkten des anderen Fachwerkes verbunden werden 150). 
Hierbei diirfen sich die drei Stabe bezw. ihre Verlangerungen nicht in 
demselben Punkte schneiden, sonst wiirde "der Grenzfall" eintreten 151). 

2) Aus einem bestimmten ebenen Fachwerk von n Knotenpun7den 
liisst sich ein solches von n + 1 Knotenpunkten herleiten, wenn nach 
Annahme eines Punktes 0 als (n + l)ten Knotenpunkt derselbe durch 
Stiibe mit swei Knotenpunkten A und B des Fachwerkes von n Knoten
pwnkten verbunden wird. Hierbei dar{ der Punkt 0 nicht aUf der 
Verbindungslinie der Punkte A und B Ziegen, da sonst der GrensfaU 
eintreten wiirde. 

Der erste, welcher sich das allgemeine Problem steilte, samt
liche bestimmten Fachwerke von gegebener Knotenzahl zu finden, ist 
C. Saviotti 1&11). Wenn auch Saviotti eine Reihe von weiteren Ge
setzen angibt, so sind dieselben doch nicht die allgemeinsten. 

Von L. Henneberg 158) werden die allgemeinen Gesetze zur Her
stellung von bestimmten ebenen Fachwerken mit Billfe des aus der 
Gleichung 

m=2n-3 

folgenden Sabes hergeleitet: 

148) M. Grilbler bezeichnet dagegen einen Knotenpunkt, in dem k Stabe 
zusammenkommen, als einen k-fachen. 

149) Livy, La statique graphique, Paris 1874, 2. Auf!.. 1886; Foppl etc. 
1(0) Es kiSnnen von den Knotenpunkten einzelne zusammenfa.llen; so diinen 

z. B. zwei Stll.be von dem nii.m.lichen Knotenpunkte ausgehen. 
1(1) Kann daB Fachwerk als in dieser Weise hergestellt erkli!.rl werden, 

so lassen sich Schnitte durch das Fachwerk legen, welche nur drei nicht durch 
einen Punkt gehende Sti!.be trefl'en, was bei der Schnittmethode vorausgesetzt ist. 

1(2) La statica grafica und Oremona-Saviotti, Les figures reeiproques. 
1(8) Statik, Darmstadt 1886 und Jahresber. d. Deutsch. Math.-Ver. 8 (1894), 

p.667. 
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Ein bestimmtes ebenes Fachwerk hat wenigstens einen einfachen 
oder Iweifachen Knotenpunkt. 

Es sind hiernach zwei Fiille zu unterscheiden: 
a) Das Fachwerk von n Knotenpunkten hat einen einfachen 

Knotenpunkt. Wird dann dieser Knotenpunkt nebst den beiden nach 
ihm fiihrenden St8ben weggenommen, so entsteht ein "bestimmtes" 
ebenes Fachwerk von n - 1 Knotenpunkten. 

b) Das Fachwerk von n Knotenpunkten hat keinen einfachen 
Knotenpunkt. Dann ist jedenfalls ein zweifacher Knotenpunkt 0 
vorhanden, von welchem drei Stabe nach drei anderen Knoten
punkten A, B, 0 gehen. Nach Wegnahme des Knotenpunktes 0 
und dieser drei Stabe entsteht ein bewegliches System und zwar 
werden wenigstens zwischen zweien der Punkte A, B, C, z. B. zwischen 
A und B Bewegungen moglich sein. Alsdann ist das bei Verbindung 
der beiden Knotenpunkte A und B durch einen Stab entstehende Stab
system von n -1 Knotenpunkten und [2(n -1) - 3] Stab en ein be
stimmtes Fachwerk von n - 1 Knotenpunkten. 

Da nach Wegnahme des Knotenpunktes 0 und der drei Stabe 
o A, 0 B, 0 C nur Bewegungen zwischen zweien der drei Punkte A, 
B, 0 moglich zu sein brauchen, so sind bei der Zuriickfiihrung des 
Fachwerkes von n Knotenpunkten auf ein solches von n - 1 Knoten
punkten unter Umstanden drei Moglichkeiten zu priifen. 

Umgekehrt foIgt der Satz: 
3) Aus einem bestimmten ebenen Fachwer7re von n - 1 Knoten

punkten, bei welchem lwei Knotenpunkte A und B dwrch einen Stab 
verbunden sind, liisst sich ein solches von n Knotenpunkten herleiten, 
indem nach Wegnahme des StalJes AB und Fixierung eines Punktes 
o als nten und Iwar also eweifachen Knotenpunkt derselbe mit den 
Punkten A una B und einem beliebig gewiiXlten dritten Knotenpunkt C 
durch Stiibe verbunden wird. Hierbei ist die Wahl des Punktes 0 
an die Bedingung gekniipft, dass 0 nicht aUf einem gewissen Kegel
schnitt, dem Grenekegelschnitt154), liegen dar{, da sonst der Grenefall ein
treten wiirde. 

Da jedes bestimmte ebene Fachwerk von n Knotenpunkten sich 
durch die Regein a) und b) auf ein solches von n -1 Knotenpunkten 
und in Ietzter Linie auf ein Dreieck zuriickfUhren lasst, so geniigen 
umgekehrt die Gesetze 2) und 3) zur Herstellung samtlicher be
stimmten ebenen Fachwerke von gegebener Knotenzahl. 

164) Fur diesen von L. HeMtberg gefundenen Grenzkegelschnitt hat 
M. Gt-tibler eine Konstruktion gegeben. ZeitBchr. Math. Phys. 36 (1890), p.247. 



84. Die Struktur des alIgemeinen bestimmten ebenen Fachwerkes. 403 

Hierdurch ist das, was bereits oben (Nr. 30) als Struktur des 
bestimmten Fachwerkes bezeichnet wurde, endgiiltig festgelegt. 

Ein Fachwerk, zu dessen HersteUung nur das Gesetz 2) ver
wandt ist, wird von Foppl ein einfaches genannt, ein solches dagegen, 
zu dessen Herstellung auch das Gesetz 3) erforderlich ist, ein zu
sammengesetztes. Dasjenige Fachwerk, welches aus einem bestimmten 
ebenen Fachwerk nach successivem Wegnehmen aUer einfachen Knoten
punkte entsteht, wird nach G. Lang als die Grundfigur oder das Grund
eck des gegebenen Fachwerkes bezeichnet155). 

Vielfach wird die sog. Methode der Stabvertauschung zur Her
stellung von neuen Fachwerken empfohlen 156). Dieselbe ist nur dann 
dazu geeignet, wenn das Fachwerk, von welchem man ausgeht, so 
einfach ist, dass man sofort erkennt, welche Sllibe man vertauschen 
darf, ohne dass durch die betreft"ende Stabvertauschung sich eine 
Beweglichkeit ergiebt. 

1st ein Gelenksystem auf Grund der Gesetze 2) und 3) hergestellt, 
so ist es entweder ein bestimmtes Fachwerk, oder es liegt der Grenz
fall vor. Die Entscheidung hieriiber bedarf einer besonderen Unter
suchung (Nr. 39). Ergiebt sich, dass der Grenzfall vorliegt, so wird 
eine geringe lnderung der Lage der Knotenpunkte geniigen, um das 
Gelenksystem zu einem bestimmten Fachwerk zu mach en. 

Umgekehrt sind die Regeln a) und b) zur Priifung eines Gelenk
systemes von n Knotenpunkten und m = 2n - 3 Staben geeignet. 
Lasst sich ein Gelenksystem durch die RegeIn a) und b) auf ein 
Dreieck zuriickfiihren, so ist es entweder ein bestimmtes Fachwerk, 

Fig. 30. Fig. 31. 

oder es liegt der Grenzfall vor, was wieder einer besonderen Unter
suchung bedarf. Wird z. B. bei Fig. 30 der Knotenpunkt 6 nebst 
den drei Stab en 61, 63, 65 weggenommen und daw der Stab 15 
eingeschaltet, so entsteht das System Fig. 31, welches durch Weg
nahme der Knotenpunkte 3 und 4 und der betreft"enden Stiibe das 

166) Riga, Ind.- Zeitung 16 (1889), p. 76. 
166) ..4.. FlJppl, Graphische Statik, Leipzig 1900; p. 214. 
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Dreieck 125 ergiebt. Folglich ist das Gelenksystem Fig. 30 ein be
stimmtes Fachwerk, oder es liegt der Grenzfall vor 157). 

Beziiglich der weiteren geometrischen Eigenschaften der be
stimmten ebenen Fachwerke, der Frage Mch der Anzahl der Drei
ecke, der Vierecke u. s. w., der Frage nach der Anzahl der Knoten
punkte von gegebener Art etc. moge auf die Arbeiten von G. Lang 168), 
M. GrUbler 169), O. Rodenberg 160) und Fr. Schur 161) verwiesen werden. 

35. Bestimmung der SpaDDungen in den (allgemeinen) "be
stimmten" ebenen Fachwerken. Einleitung. Durch die Schnitt
methode sind die Spannungen in allen Fachwerken, bezw. in allen 
denjenigen Stab en eines Fachwerkes bestimmbar, durch welche sich 
Schnitte legen lassen, die nur drei nicht in einem Punkt zusammen
kommende Stabe treft'en. Ebenso bietet die Bestimmung der Span
nungen keine Schwierigkeiten, weun das vorliegende Fachwerk ledig
lich unter Anwendung des Gesetzes 2) hergestellt ist. Allgemeinere 
Methoden sind eventuell erforderlich, wenn das Fachwerk sich nur 
durch Zuhiilfenahme des Gesetzes 3) erklaren las st. 

Mit der allgemeinen Aufgabe, die Bestimmung der Spannungen 
fur ein beliebig gegebenes bestimmtes Fachwerk durchzufiihren, haben 
sich zuerst O. Mohr, A. Foppl und O. Saviotti beschaftigt. Das Prinzip 
der virtuellen Verriickungen ist hierbei zuerst von Mohr verwandt. 
Foppl sagt beziiglich dieser Aufgabe 16S), dass sich die Spannung in 
einem Stabe AB eines bestimmten Fachwerkes ermitteln lasst, indem 
man diesen Stab wegnimmt bezw. ersetzt durch zwei gleich grosse, 
entgegengesetzt gerichtete Krafte, die in A und B angreifen und in der 
Linie AB liegen, und dann durch das Prinzip der virluellen Ver
ruckungen die Gleichgewichtsbedingungen bestimmt. Doch wird dieser 
Gedanke auch von Foppl nicht weiter 7.ur Bestimmung der Spannungen 
verwertet, vgL weiter unten Nr. 37. 

167) Vgl. auch L. Henneberg, Jahresber. d. Deutsch. M.ath.-Ver. 3 (1894). 
Hier ist unter einem einfachen Fachwerke gemil.ss der urspriinglichen Mohr
schen Terminologie (Nr. 29) dasjenige verstanden, was jetzt im Text als be
stimmtes Fachwerk bezeichnet ist. 

168) Riga, Ind.- Zeitung 16 (1889), p. 73. 
169) Riga, Ind.- Zeitung 13 (1887) p. 37 u. 49; 14 (1888), p. 277; 16 (1889), 

p. 88; 17 (1891), p. 76 u. 206. 
160) Riga, Ind.-.Zeitung 17 (1891), p. 73 u. 206. 
161) Math. Ann. 48 (1897), p. 142. 
162) Theorie des Fachwerks (1880), p. 20. Vorher hatte jedoch schon Mohr 

bemerkt, dass sich in dieser Weise die Bestimmung der Spannungen durch
fiihren llI.sst, Zeitschrift d. Arch.- u. lng.-Ver. zu Hannover 20 (1874,), p. 612 und 
Civiling. (2) B1 (1886), p. 291. 
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Die Untersuchungen von O. Hamotti haben zu einer Methode de 
la fausse position gefilhrtI6S). Dieselbe beruht auf dem Satze: Andert 
ein n-Eck in der Weise seine Form, dass siimtliche Seiten desselben 
durch feste Punkte einer und derselben Geraden gehen (die bei der 
Methode de la fausse position die unendlich ferne Gerade ist), w8hrend 
n - 1 Eckpunkte gerade Linien beschreiben, so bewegt sich auch der 
nte Eckpunkt auf einer Geraden. Die Methode ist insbesondere an
wendbar, sobald sich, nach Annahme der Spannung in einem Stabe, 
ein reziproker Krii.fteplan konstruieren liisst, und fiihrt dann durch zwei
maliges Probieren zum Ziele. In der beistehenden Figur ist mit Hiilfe 
der Methode de la fausse position in einem ganz einfachen Fach-

werke die Bestimmung der Spannungen durchgefiihrt (Fig. 32). Auf 
die Knotenpunkte 2, 4, 2' wirken drei Kriifte Ps , P" P", die vertikal 
nach abwii.rts gerichtet sind und dieselbe Grosse P haben. Das Fach
werk ist in 1 und l' gelagert, und die Lagerreaktionen PI und Pl' 
werden infolge der Symmetrieverhaltnisse dieselbe Grosse PI =Pl.=!P 
erhalten. Infolge der SymmetrieverhaItnisse ist es nur erforderlich, 
den halben Kriifteplan zu konstruieren. bl , b" bs ist das Krafte-

- p -- --
polygon, und zwar ist PI = bl bs , -t = bl bs , PI = bs bl . Wird 

nun filr die Spannung in dem Stabe 12 die Grosse bl cl gewii.hlt, so 
wird cldl die Spannung in 13 und dlba diejenige in 11'. Nachdem 
die Spannung in 13 gefunden ist, lasst sich der Knotenpunkt 3 unter
suchen und zwar wird cl dl El das Flii.chenstiick, welches dem Punkte 3 
entspricht, bezw. dlEl und Elcl werden die Spannungen in 34 und 23. 
Wird andererseits die Spannung in dem Stabe 12 gleich hI Gt gewii.hlt, 
so kommt der friihere Punkt El nach E., er bewegt sich somit in der 

163) Oremona-SafJiotti, Les figures reciproques, p.66. In diesem Buche unter
sucht Samotti auch Fachwerke, bei denen die Kril.fte nicht in den Knoten
punkten, sondern an beliebigen SteUen der Stil.be angreifen, •. ah. IV u. V; •. auah 
Roma, Ace. dei Linaei Atti 2 (3) (1876), p. 14,8. 
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durOO El und E. bestimmten Geraden g. Da aber dieser Punkt in 
der durch bl gehenden zu 24 parallelen Linie (horizontalen Linie) 
liegen muss, so ist er der Schnitt von 9 mit dieser Linie. Nachdem 
80 die wirkliche Lage E dieses Punktes gefunden ist, msst sich der 
Krifteplan :fi1r das Fachwerk leicht angeben und zwar bekommt die 
Spannung in dem Stabe 12 die GrOsse be. 

Aus dem Krii.fteplane fiir diesas einfach gewahlte Fachwerk geht 
die Bedeutung der Methode von Bamotti noch niOOt geniigend hervor, 
da sich auf dieses Fachwerk auch, die Schnittmethode hii.tte anwenden 
lusen. Baviotti benutzt jedoch diese Methode auch zur Bestimmung 
des Krii.fteplanes :fi1r kompliziertere Fachwerke, fiir welche die Schnitt
methode versagt. Jedenfalls lii.sst sich die Methode stets verwenden, 
wenn sich :fi1r das Fachwerk nach Kenntnis der Spannung in einem 
Stabe ein reziproker Krafteplan zeichnen lasst. 

Die allgemeinen Methoden fiir die Bestimmung der Spannungen sind: 
die Methode von Henneberg, die kinematische Methode von Mohr und 
MUller-Breslau und die von Bchur erweiterte Methode der resiproken 
Kriiftepliine von Maxwell-OremotUJ,. 

36. Fortsetzung: Die Methode von Henneberg 164). Die Span
nungsbestimmung in dem gegebenen Fachwerke erfolgt durch mehr
malige Bestimmung der Spannungen in einem einfacheren (abgeleiteten) 
Fachwerke. Zur Herstellung des abgeleiteten Fachwerks werden die 
Strukturgesetze benutzt und so die Bestimmung der Spannungen in 
dem gegebenen Fachwerk von n Knotenpunkten auf diejenige im 
Fachwerke von n - 1 Knotenpunkten zUriickgefiihrt . 

.Es sei bei dem vorliegenden Fachwerk von n Knotenpunkten 
ein zweifacher Knotenpunkt 0 vorhanden 166), der mit drei Knoten
punkten A, B, 0 des Fachwerkes durch Stibe verbunden ist. Nach 
Wegnahme des Knotenpunktes 0 und der Stibe OA, OB, 00 sollen 
Verriickungen der Knotenpunkte A und B moglich sein, so class bei 
Hinzufiigen des Stabes AB sich ein bestimmtes Fachwerk von n - 1 
Knotenpunkten ergiebt. 

Die auf das gegebene Fachwerk von n Knotenpunkten wirken
den Krifte seien Pi' und speziell Po, Pu PI? p. die Krii.fte in den 
Knotenpunkten 0, A, B, O. Die Komponenten von Po, die sich bei 
Zerlegung von Po in den Stiben OA, OB, 00 ergeben, lassen sich 
in dar Form darstellen 

81 = 81' + A.. 8t, B. = B.' + A. • Ba", Sa = 8.' + A. • 8.", 
16') 8tatik (1886). p. 222 u. f. 
166) Der Fall, bei welchem auch eiufache KnoteD.pUD.kte vorkommen, be

dar! biner weiteren EriSrterung. 
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wo S/, 81', Sa' die Komponenten bei einer beliebigen Zerlegung von 
Po und 8t, st, 8a" irgend drei im Gleichgewicht stehende und in 
OA, OB, 00 liegende Kr8fte sind. 

Es seien nun gefunden: 
a) Die Spannungen in den Staben des Fachwerkes von n - 1 

Knotenpunkten, wenn auf die Knotenpunkte A, B, 0 die Resultanten 
von PI und 81', P, und 82', Ps und Sa' und auf die ubrigen Knoten
punkte die Krafte Pl., P5, ••• wirken. Hierbei moge sich in einem 
Stabe li" eine Spannung 8/", und insbesondere in dem Stabe .AB eine 
Spannung 8;, ergeben haben. 

b) Die Spannungen in den Staben des Fachwerkes von n - 1 
Knotenpunkten, wenn auf A, B, C die drei im Gleichgewichte stehen
den Krafte st, 8,", 8a" und auf die ubrigen Knotenpunkte gar keine 
Kriifte wirken. Hierbei moge sich in einem Stabe liT, eine Spannung 
B.1, und insbesondere in dem Stabe AB eine solche B;~ ergeben. 

Dann ist 
S 8' Sis 8" 

Ok = iii: - SiB' iii: 

die Spannung in dem Stabe lu des gegebenen Fachwerkes von 
n Knotenpunkten 166). 

Die Methode ist sowohl graphisch 167) wie analytisch durchfiihrbar. 
Bei der graphischen Durchfiihrung kommt es damuf an, zwei Krafte
plane fur das Fachwerk von n - 1 Knotenpunkten zu zeichnen und 
nach entsprechender proportionaler Anderung des zweiten denselben 
vom ersten abzuziehen. Welche graphische Methode dabei benutzt 
wird, ist selbstverstandlich gleichgiltig. 

Bei der analytischen Anwendung der obigen Methode ist die Auf
losung eines Systemes von 2n - 3 GIeichungen mit 2n - 3 Unbe
kannten zUrUckgefiihrl auf die Auflosung von zwei Systemen von 
2n - 5 Gleichungen mit 2n - 5 Unbekannten. Der Vorteil dieser 
Berechnungsart besteht darin, dass die 2n - 5 Gleichungen dieselbe 
einfache Struktur wie die 2n - 3 Gleichungen erhalten, bezw. dass in 
jeder der 2n - 5 Gleichungen wie in jeder der 2n - 3 Gleichungen 
nur ganz wenige der Unbekannten vorkommen. 

Ein ahnliches Verfahren wendet H. Milller-BresZau 168) an, indem 

166) Hat das Fachwerk von 11-1 Knotenpunkten, auf welches das vor
liegende Fachwerk zuriickgefiihrt wird, abermals keinen einfachen Knotenpunkt, 
so wiirde das Verfahren nochmals anzuwenden Bein. Die Methode f\ibn stets 
zum Ziele, da man zuletzt auf ein Dreieck kommt. 

167) L. Hetmeberg, Statik, p. 284 fiihrt die Methode an einem Beispiele 
graphisch durch. 

188) Baukonatruktionen, 1. Teil (1887), 2. Aufl., p. 218; 8. Aufl., p. 443. 
lilDOJldop. d. math. Wi ...... ch. IV 1. 27 
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er das Fachwerk durch Beseitigung von Stii.ben und Hinzufiigung 
von ebensoviel neuen Staben (Ersatestiibe) in ein Stabgebilde ver
wandelt, dessen statische Bestimmtheit "ausser Zweifel steht", und dann 
die Bestimmung der Spannungen in dem gegebenen Fa.chwerk auf 
diejenige in dem reduzierten Fachwerk zuriickfiihrt. Hierbei sind 
die unbekannten Spannungen in den weggenommenen Staben aIs 
ii.ussere Kriifte einzufiihren und die notwendigen Gleichungen fUr die 
Multiplikatoren sind. wie bei Henneberg durch die Bedingung ge
geben, dass die Spannungen in den Ersatzstaben Null sein mussen. 
Das Verfahren hat jedoch den Ubelstand, dass keine allgemeine Regel 
angegeben ist, wie die Verwandlung des Fachwerkes in ein Stab
gebilde, dessen statische Bestimmtheit ausser Zweifel ist, zu erfolgen 
hat 169). 

37. Fortsetzung: Die kinematische Methode von Mohr und Miiller
Breslau. Den in Nr.36 erwiihnten Gedanken von O. Mohr und (spater) 

Fig. 83. 

169) H. Mii.ller-Brealau bezeichnet dieses Verfahren als die "Methode des 
Ersatzstabes". 1st das vorliegende Fachwerk so einfach, dass man, auch ohne 
sich streng an das Gesetz 3) in Nr. 84: zu halten, ein stabiles System herleiten 
bnn, fUr welches sich die Spannungsbestimmung leicht durchfiihren li.sst, so 
hun man allerdings in dieser Weise die Methode von Hemteberg zur Ausftlbrung 
bringen und wird dieses auch vielfach mit Vorteil thUD.. Siebe auch die Ab-
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A. Fdppl hat zuerst H. Milller-Breslau 170) zur graphischen Bestimmung 
der Spannungen im Fachwerk verwandt. 

Um die Spannung S1n in einem Stabe 1ln zu bestimmen, moge 
dieser fortgenommen werden, sodass ein bewegliches System entsteht 
(vgl. Fig. 33). Wird dann der Stab l12 festgehalten, so ist nur Gleich
gewicht moglich, wenn auf den Knotenpunkt n ausser der Kraft Pn 

noch eine Kraft S1n wirkt, welche in lIn liegt und gleich dem be
tre:fl'enden Gelenkdrucke ist. Durch S1n ist dann die Spannung in 
dem Stabe lln bestimmt. Die Bestimmung von SIn geschieht nun 
durch das Prinzip der virtuellen Verriickungen, aus welchem folgt, 
dass fur den Fall des Gleichgewichtes die Summe aus den virtuellen 
Momenten der Krafte Ps' P4, ••• und dem virtuellen Momente der 
noch auf den Punkt n wirkenden Kraft SIn gleich Null sein muss. 

Zur Bestimmung der virtuellen Momente werden nach Williot die 
normalen Geschwindigkeiten verwandt, bezw. es werden die virtuellen Ver
ruckungen der einzelnen Knotenpunkte auf den Normalen der Bahnen 
von dem betre:fl'enden Knotenpunkte aus so aufgetragen, dass das sta
tische Moment der auf den betre:fl'enden Knotenpunkt wirkenden Kraft 
ffir den Endpunkt der normalen Geschwindigkeit (Geschwindigkeitspol) 
als Drehpunkt dasselbe Vorzeichen hat, wie das virtuelle Moment und 
Bomit mit demselben ubereinstimmt. Hierbei ist die Grosse der nor
malen Geschwindigkeit eines KnotenpWlktes wii.hlbar. Jedem Knoten
punkte 3,4, ... n ist aIs Endpunkt der normalen Geschwindigkeit 
ein Punkt 3', 4', ... n' zugeordnet. Sind dann ca, c4, ••• Cn die je 
nach dem Drehungssinn positiv oder negativ genommenen Hebelarme 
der Krafte Ps, P4 , ••• Pn fur die Punkte 3' 4', ... n' als Drehpunkte 
und ebenso c de:rjenige von S1n fur n' als Drehpunkt, so foIgt aus 
dem Prinzip der virtuellen Verriickungen die Gleichung 

" 
S1n' C + ~P,Ci = 0, 

a 

durch welche die Spannung S1n in dem Stabe l1n bestimmt ist, was 
am besten graphisch geschieht. 

Wird der Stab l12 nicht festgehalten, so sind noch die Momente 
der Krii.fte P1 und PD, Bowie das Moment einer in 1 angreifenden und 

handlungen von H. Mull61'-Breslau, Zentralbl. d. Bauverw. 2S (190S), p. 66; O.1I'Iohr, 
Zentralbl. d. Bauverw. 2S (1903), p. 2S7,402 und L. Henneb61'g, ebenda, p. S77. 

170) Schweiz. Bauzeitung 9 (1887), p. 121; Baukonstruktionen, 2. Aufl., 
1. Bd., p.204; Zeitschr. d. Arch.- u. Ing.-Ver. zu Hannover S4 (1888), p.191. Diest! 
Methode pflegt ala Muller-Breslau'sche Methode bezeichnet zu werden. Vgl. dIe 
Arbeit von O. Mohr, Zentralbl. d. Bauverw. 2S (1903), p.2S7, in welcher O. Mohr 
seinen Anteil an der kinematischen Methode wahrt. 

27· 
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der Kraft 81n entgegengesetzten aber gleichgrossen Kraft hinzuzufiigen. 
Zur Bestimmung der Spannung Sin in dem Stabe lin ergiebt sich 
dann eine Gleichung von der Form 

• 
SinCe' - e") + ~Plei = o. 

1 

Zur Bestimmung der Spannungen ist hierbei fUr jeden Stab ein 
besonderer Geschwindigkeitsplan zu konstruieren. In den meisten 
praktischen Fallen wird jedoch die einmalige Durchfiihrung der Kon
struktion geniigen, da sich nach Bestimmung der Spannung in einem 
Stahe die iihrigen Stabspannungen unter Anwendung der gewohnlichen 
Methoden werden finden lassen. Wie die Schnittmethode, so gestattet 
es auch im allgemeinen Fall die kinematische Methode, die Spannung 
in einem Stabe des Fachwerkes zu hestimmen, ohne die Spannung in 
samtlichen anderen Stahen mitzubestimmen. 

Bei der Konstruktion des Geschwindigkeitsplanes, also der Punkte 
3',4', ... , n', verwenden H. Miiller-Breslau und insbesondere O. Mohr 170&) 
die Satze iiber das momentane Drehllngscentrum, sowie speziell den 
Satz, nach welchem die relativen momentanen Drehungscentra dreier 
Ehenen gegen einander in einer Geraden Hegen. Die Fignr der Ge
schwindigkeitspole eines irgendwie bewegten Fachwerkes ist in jedem 
Momente ein Fachwerk von derselben Gliederung und mit entsprechen
den Stahen gleicher Richtung, und es kann umgekehrt jedes solche 
Fachwerk alB die Fignr der Geschwindigkeitspole einer dadurch be
stimmten Bewegung des ersten Fachwerkes betrachtet werden 171). 

Analytisch hetrachtet fiihrt die kinematische Methode allerdings 
fiir jeden Stah auf eine lineare Gleichung mit einer Unbekannten, 
niimlich der betrefl'enden Stabspannungj die rechnerische Bestimmung 
der Hebelarme c1 und somit diejenige der beiden Koeffizienten der 
Gleichung kann jedoch gegehenenfalls sehr umstiindlich werden. 

H. Miiller-Breslau giebt die Geschwindigkeitsplane nur an einigen 
Beispielen. Fiir eine Reihe von weiteren, mehr komplizierten FaIlen 
hat G. Lang die Geschwindigkeitsplane angegehen 1711). Dass jedoch 
sich stets in der angegebenen Weise der Geschwindigkeitsplan her
stellen l.ii.sst, kann mit Hiilfe der Gesetze iiber die Struktur der be
stimmten Fachwerke durch einen Schluss von n auf n + 1 leicht ge
zeigt werden. 

170&) Civiling. 33 (1887), p. 63. 
171) Satz von F. Schur, Ma.th. Ann. '8 (1897), p. U'l. Ein Tell dieses Satzes 

in achon von MUller-Breslau bemerkt. 
172) Rig. Ind .• Zeitung 16 (1889), p. 78 u. 86. 
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38. Fortsetzung: Die aJIgemeine Verwendung der reziproken 
Fachwerke. Erst durch Fr. Schur 173) erhielt die Theorie der rezi
proken Figuren eine Bedeutung fiir das allgemeine bestimmte Fach
werk. Schur zeigte, dass sich durch Einfiihrung von idealen Stiiben 
und Knotenpunkten jedes bestimmte Fachwerk auf ein Maxwell'sches 
Fachwerk zurUckfiihren lasst, sodass das Spannungsproblem fUr ein 
beliebiges bestimmtes Fachwerk durch den reziproken Krafteplan des 
betreffenden Maxwell'schen :Fachwerkes gelost iet. So ergiebt sich 
der Satz: 

Fur jedes bestimmte ebene Fachwerk liisst sich jedes Spannungs
problem mit Hulfe eines rezVproken Krafteplanes liisen, wenn clas Fachr 
werk zuvor durch Einfuhrung gewisser idealer Stiibe una Knotenpunkte 
erweitert ist. 

In dem speziellen, wie in dem allgemeinen Falle eines bestimmten 
ebenen Fachwerkes (wo das Gesetz 3) (Nr.34) fiir den Aufbau der 
Fachwerke herangezogen werden muss) giebt Fr. Schur auf Grund 
dieser Methode die Konstruktion des Krafteplanes an 174). 

39. Allgemeine Kriterien fUr daB Auftreten der Grenzf"8J.l.e. 
Handelt es sich um die Untersuchung eines Gelenksystemes von n 
Knotenpunkten und m = 2 n - 3 Stii.ben, so ist es zweckmassig, wenn 
dieses auch nicht unbedingt notwendig ist, immer zuerst die Struktur 
desselben zu untersuchen. 1st die Struktur die fiir die bestimmten 
Fachwerke erforderliche (N r. 34:), so ist das Gelenksystem entweder 
ein bestimmtes Fachwerk, oder es liegt der Grenzfall vor. Die 
Frage kann durch den Satz entschieden werden, nach welchem ein 
Gelenk'System von m = 2n - 3 Staben statisch bestimmt ist, sobald 
sich die Spannungen fiir irgend ein Gleichgewicht¥ystem von Kraften 
eindeutig und endlich bestimmen lassen. Dieser Satz fiihrt auf folgen
des Verfahren: 

Man nehme irgend ein Gleichgewichtssystem von Kriiften auf die 
Knotenpunkte wirkend an und bestimme nach irgend einer der vor
gefiihrten Methoden graphisch oder analytisch die Spannungen. Lassen 
sich die Spannungen endlich und eindeutig bestimmen, so ist das Stab
system ein bestimmtes ebenes Fachwerk, im anderen Falle liegt der 
Grenzfall vor. Hierbei ist es zweckmassig, ein moglichst einfaches 
Kriiftesystem zu wahlen, wenn man nicht geradezu samtliche Krafte 
= 0 setzen will, so dass 

173) ZeitBchr. Math. Phys. 40 (1895), p.48; Math. Ann. 48 (1897), p. 142. 
174) Mit der Frage, welche Methode in einem vorliegenden FaIle am besten 

zum Ziele fiihrt, beschl!.ftigt sich H. KaY'eT, Riga, Ind.- Zeitung 24 (1898), p. 61 
u. 73 u. 86. 
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o - ~ S 3:i - 3:i 
-~ i"~' 

o - ~ S 11i - Ylt 
-~i1t~' 

Dann miissen im Falle des bestimmten Fachwerkes samtliche Spannungen 
eindeutig = 0 werden 17&). 1st diese Bedingung nicht erfiillt, so liegt 
der Grenzfall vor. 

Ein anderes m:-iterium fiir das Auftreten des Grenzfalles giebt 
H. MiiUer-Breslau mit Hiilfe der kinematischen Methode. Es ist der 
Plan der normalen Geschwindigkeiten zu zeichnen, welcher sich nach 
Wegnabme des Stabes lln und Festhalten des Stabes lu ergiebt (vgl. 
Nr. 37). Wenn dann der Geschwindigkeitspol n' des Punktes n auf 
lln liegt, so ist das Gelenksystem kinematisch unbestimmt, im anderen 
Falle kinematisch bestimmt, also ein bestimmtes Fachwerk. 

Auf das Nii.mliche kommt es heraus, wenn gar kein Stab weg
genommen wird und wenn, nach Fixierung der Geschwindigkeits
richtungen zweier Knotenpunkte und der Grosse der einen, die Ge
schwindigkeitspole samtlicher Knotenpunkte bestimmt werden. 1st 
Stabilitat vorhanden, so muss bei Verbindung der Geschwindigkeits
pole in derselben Weise, wie die Knotenpunkte durch Stabe ver
bunden sind, sich eine dem Stab system ahnliche Figur ergeben 176). 

Auch die angefiihrlen Untersuchungen von M. GrUbler, in denen 
die Drehungscentren der einzelnen Stabe bestimmt werden, haben zu 
einer Methode zur Untersuchung des Grenzfalles gefiihrl 177). Dieselbe 
lauft jedoch im wesentlichen auf die Methode von H. Miiller-Breslau 
hinaus, insofern die Endpunkte der normalen Geschwindigkeiten auch 
als Drehungscentren angesehen werden konnen. 

B. Rii.umliohe Fa.ohwerke. 

4:0. Ril.umliche Gelenksysteme. "Bestimm.te" rll.umliche freie 
Fa.chwerke. U nter einem riiumlichen Gelenksystem sei ein System 

175) Dass bei einem bestimmten Fachwerke alle Spannungen = 0 werden 
mussen, wenn keine Krii.fte wirken, hat Fiippl schon 1880 ausgesprochen; siehe 
Theorie des Fachwerks, p. 26. 

176) Schweiz. Bauzeitung 9 (1887), p. 121; s. Fussn. 144 und Baukon
struktionen (1887), 2. Aufl., Bd. 1, p. 210. 

177) Riga, Ind.-Zeitung 13 (1887), p. 49 u. f.; 14 (1888), p. 278 u. f. Siehe 
IV 3 (..4.. 8chiinflies und M. GrUbler). - Die Arbeit von M. GriiJJler ist etwas vor 
derjenigen von Muller-Breslau erschienen. Beziiglich der Stabilitil.t der Gelenk
systeme siehe auch die Arbeit von G. Lang, Rig. Ind.-Zeitung 16 (1889), p.73. 
DaB von G. Lang eingefiihrte Paralleleck stimmt mit dem Plane der normalen 
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von Staben verstanden, die in ihren Endpunkten durch Kugelgelenke 
(Knotenpunkte) miteinander verbunden sind. Wie bei den ebenen 
GelenksJstemen konnen dann kinematisch bestimmte, kinematisch iiber
bestimmte und kinematisch unbestimmte raumliche Gelenksysteme unter
schieden werden. 

Die kinematisch bestimmten und die kinematisch uberbestimmten 
raumlichen Gelenksysteme werden als freie riiumliche Fachwerke oder 
abgekurzt als riiumliche Fachwerke 178) bezeichnet. 

Jeder Stab von der Lange 1ik' welcher zwei Knotenpunkte mit 
den Koordinaten Xi Y; fJ; und x/t Yk fJk verbindet, liefert eine Gleiehung 

(X; - xS" + (Yo - Yk)' + (fJ; - fJ,,)2 = lrk, 
aus welcher folgt 

(x;-x,,) (hx;- hxk) + (Y;- y,,) (hy;- hYk) + (fJj-fJk) (bfJ;-bfJ/t) =0. 
Daraus, dass keine gegenseitigen Verschiebungen der Knotenpunkte 
moglich sein sollen, ergiebt sieh, dass die Zahl der Stiibe des riium
lichen Fachwerkes wenigstens 3n - 6 betragen muss, und dass man auf 
jeden Fall 3n - 6 Gleichungen so muss aussuchen konnen, dass ihre 
Eliminationsdeterminante D einen von Null verschiedenen Wert hat. 

Der Fall, in welchem ein raumliehes GelenksJstem die fur die 
kinematisch bestimmten raumlichen Fachwerke erforderliche Struktur 
besitzt (vgl. Nr. 4:2), in welchem abel' die Determinante den Wert 
Null erhalt, moge, wie bei den ebenen Fachwerken, als der GrenfJfa1l 
bezeichnet werden. In diesem FaIle ist das Gelenksystem von 
m = 3n - 6 Staben kinematisch unbestimmt und zwar sind im all
gemeinen nur unendlich kleine Bewegungen moglich. 

Sind X1YrZlI X,YsZjj , ••• , XiY;Z" ... die Komponenten der 
Krafte, welche auf die n Knotenpunkte Xl Yl fJ1 , X, y, fJ" . . ., 
XiYifJiI' .. eines raumlichen GelenksJstemes wirken, so ergeben sich 
fur die m Spannungen Sjk in den m Staben die 3n Gleichungen 

Geschwindigkeiten iiberein. G. Lang fiihrt die Untersuchung fUr eine Reihe von 
speziellen Fll.llen durch. 

178) Da.B raumliche Fachwerk ist wesentlich von A. Fijppl eingefiihrt. 
A. Foppl, Theorie des Fa.chwerks (1880). 
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welche sich infolge der Gleichgewichtsbedingungen der Krafte Xi ~Zi 
auf 3n - 6 von einander unabhangige reduzieren. Die Summen auf 
der rechten Seite sind hierbei iiber diejenigen Knotenpunkte x" y" zIt 
zu erstrecken, welche mit dem Punkte Xi Yi Zi durch Sllibe ver
bun den sind. 

Wird ein raumliches Gelenksystem als siatisch bestimmt bezeichnet, 
wenn fiir jedes Gleichgewichtssystem von Kraften die Spannungen 
endlich und eindeutig bestimmt sindr so folgt, dass fiir die statische 
Bestimmtheit des Gelenksystemes die Zahl der voneinander unab
hangigen 3n - 6 Gleichungen iibereinstimmen muss mit der Zahl 
der Unbekannten, und dass die Determinante der obigen Gleichungen 
einen von Null verschiedenen Wert haben muss. 

Das statisch bestimmte raumliche Gelenksystem hat daher 3n - 6 
Stabe, also ebenso viele Stiibe, wie das kinematisch bestimmte Fach
werk. 

Wie fiir das ebene Fachwerk, hat nun A. Foppl fiir das raumliche 
Fachwerk nachgewiesen, dass die Determinante, von welcher die kine
matische Bestimmtheit eines Gelenksystemes abhangt, iibereinstimmt 
mit der Determinante, durch welche die statische Bestimmtheit be
dingt iSV79). Infolge davon ergiebt sich der Satz von A. Foppl: 

Die kinematisch bestimmten riiumlichen Fachwerke sind identisch 
mit den statisch bestimmten riiumlichen Fachwerken. 

In Riicksicht auf diese Ubereinstimmung bezeichnet Foppl die 
kinematisch bestimmten raumlichen Fachwerke schlechtweg als "be
stimmte" riiumliche Fachwerke. 

Wie bei den ebenen Gelenksystemen !asst sich bei den raumlichen 
aus dem Satze von Foppl sofort der weitere Satz erkennen: 

Wenn fur ein riiumliches Gelenksystem von m = 3 n - 6 Stiiben 
dl:e Spannungen sich bei einem beliebig gewiihlten Gleichgewichtssystem 
iiusserer Kriifte als endlich tmd eindeutig ergeben, so ist das Gelenk
system ein riiumliches bestimmtes Fachwerk 180). 

Natiirlich giebt es auch kinematisch iiberbestimmte, statisch un
bestimmte, raumliche Gelenksysteme (mit mehr als 3n - 6 Staben)j 

179) Siehe Fussn. 129. 
180) 1m Folgenden wird die Untersuchung in analoger Weise, wie bei den 

ebenen Fachwerken durchgefiihrt. Zunachst Bollen einige einfache raumliche 
Fachwerke und Diagra=e untersucht werden. Dann wird die Untersuchung 
der Struktur des allgemeinen bestimmten raumlichen Fachwerkes folgen und 
die allgemeine Auflosung der obigen Gleichungen, von denen das Spannungs
problem abhangt. Den Schluss des Abschnittes wird die Untersuchung des 
Grenzfalles bilden. 
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dieselben treten sogar in praxi besonders haufig auf. Fiir dieselben 
gelten entsprechende Bemerkungen, wie sie am Schlusse von Nr.31 
iiber die statisch iiberbestimmten ebenen Fachwerke gegeben wurden. 

41. Spezielle riiumliche Fachwerksformen und Diagramme. 
Schon A. Foppl hat gezeigt, dass sich ein bestimmtes raumliches 
Fachwerk herstellen Hisst, indem zwei bestimmte raumliche Fachwerke 
durch 6 Stabe mit einander verbunden werden 181). Die Spannungen 
in diesen 6 Staben lassen sich durch die Schnittmethode finden, wo
bei jedoch der Schnitt durch eine Ebene bezw. eine Flache zu er
folgen hat. Die Spannungsbestimmung kommt dann auf die Aufgabe 
hinaus, eine Kraft in das Gleichgewicht zu setzen durch sechs Krafte, 
die in vorgeschriebenen geraden Linien Iiegen, bezw. auf die Auf
gabe, sechs lineare Gleichungen mit sechs Unbekannten aufzulOsen. 
Dass diese Aufgabe in lihnIicher Weise, wie die entsprechende Auf
gabe des ebenen Krliftesystemes (s. Nr. 13) mit HiiIfe der Momenten
methode behandelt werden kann, hat A. Foppl gezeigt. Hierbei tritt 
an die Stelle eines Drehungspunktes eine Drehungsaxe ISla). 

Weitere einfache rliumliche bestimmte Fachwerke sind die Te
traederfachwerke, die, wie die Dreiecksfachwerke aus Dreiecken, sich 
durch Zusammenlegen von Tetraedern herstellen lassen. Die Span
nungen in den Tetraederfachwerken lassen sich finden durch wieder
holtes Zerlegen einer Kraft in drei Komponenten mit demselben An
griffspunkt, bezw. durch Auflosen eines Systemes von je drei Glei
chungen mit drei Unbekannten. 

Zu reziproken riiumlichen Figuren besonderer Art haben die Unter
suchungen von M. Rankine und Clerk Maxwell gefiihrt. Diesen Unter
suchungen liegt ein Satz von Rankine zu Grunde 182), naeh weichem 
Kriilte mit demselben Angri/fspunkt im Gleichgewicht stehen, wenn die
selben senkrecht sind zu den Seiten cines geschlossenen Polyeders, und 
wenn ihre Grossen proportional sind £u den Inhalten der zu ihnen senk
rechten Fliichen. Hierbei miissen samtliche Krlifte entweder nach dem 
AUBseren oder nach dem Inneren des Polyeders gerichtet sein. 

181) F6ppl, Theorie des Fachwerks, p. 13. 
181 &) A. Foppl} Graphische Statik, Leipzig 1900, p. 172. Diese Momenten

methode wird in den Arbeiten von H. Muller-Breslau} H. Zimmermann und 
Th. Landsberg zur Bestimmung der Spannungen in speziellen raumlichen Fach
werken vielfach verwandt. Siehe insbesondere Th. Landsberg} Zentralbl. d. 
Bauverw. 23 (1903), p. 221. 

182) M. Rankine, A manual of applied mechanics, 1. Aufl.., London 1867, 
p.137. 
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Von diesem Satze ma.cht &nkine eine Anwendung 18B) auf die 
Bestimmung der Spannungen in einem bestimmten rii.umlichen Fach
werke von 5 Knotenpunkten, jedoch flir eine spezielle Annahme be
ziiglich der auf die Knotenpunkte wirkenden Krii.fte. 

Es seien 5 Punkte im Raume beliebig gewii.hlt und dieselben 
durch die 10 Geraden miteinander verbunden. Dann werden in jedem 
der 5 Punkte 4 Gerade zusammenstossen, und diese 5 Punkte werden 
als Ecken, bezw. die 10 Geraden als Kauten, 5 Tetraeder bestimmen, 
von denen je zwei eine Seite gemein haben. Es sei nun eine zweite 
derartige Figur gebildet und zwar fur die ffinf Punkte, welche durch 
die filnf Tetraeder der ersten Figur als Mittelpunkte der umschriebenen 
Kugeln bestimmt sind. Bei diesen beiden Figuren werden dann die 
Linien der einen Figur senkrecht stehen auf den Seitenflachen der 
snderen. Jeder Linie der einen Figur kann demgemass eine Flache 
der anderen zugeordnet werden, und jedem Punkte der einen Figur 
dasjenige Tetraeder der zweiten Figur, dessen Ebenen senkrecht stehen 
zu den vier Geraden, die in dem betrefl'enden Punkte zusammen
kommen. Werden daun in jedem Punkte der einen Figur, als An
grifl'spunkt, vier Krafte angenommen, die in den vier in diesem Punkte 
zusammenkommenden Linien liegen, wo bei in jeder Linie die betreffen
den beiden Kriifte dieselbe Grosse aber entgegengesetzte Richtung 
haben sollen, so besteht an jedem der funfPunkte Gleichgewicht zwischen 
den vier Kriiften, wenn die beiden Kriifte, die in einer Linie der ersten 
Figur Hegen, proportional sind zu den Flachen der zweiten. 

Ein raumliches bestimmtes Fa.chwerk von fiinf 
Knotenpunkten hat 9 Stiibe, also einen Stab weniger 
als eine der hier konstruierten Figuren Linien be
sitzt. Diese fehlende Linie AB musste daher (um 
die Rankine'sche Konstruktion anwenden zu konnen) 
ersetzt werden durch zwei gleich grosse und ent
gegengesetzte Krii.fte, die in A B liegen und in den 
Endpunkten .A und B derselben angreifen (Fig. 34). 
Durch die Flii.chen der reziproken Figur sind dann 

Fig. 84. die Spannungen bestimmt, die sich in dem Fach
werke von fum Knotenpunkten ergeben. 

In Verallgemeinerung dieser Rankine'schen Untersuchungen be
zeichnet MaxweU l84) zwei rii.umliche Figuren, die aus einer Anzahl 

188) Phil. Mag. (4) 27 (1864), p. 92. 
184) Phil. Mag. (4) 27 (1864), p.260 = Papers 1, p. MIS. EI iBfi bemerkenB

wert, daBB bei dieBer Vera.llgemeinerung der reziproken Figuren daB 8en1wedat
Btehm entsprechender Elemente etwas weBentlicheB iBl 
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von geschlossenen Polyedern bestehen, als reziprok, sobald jede Linie 
der einen Figur senkrecht steht zu einer Ebene der anderen und dabei 
jedem Punkte der einen Figur, in dem mehrere Linien zusammen
kommen, ein geschlossenes Polyeder der anderen Figur zugeordnet 
werden kann, das durch die Ebenen begrenzt ist, welche senkrecht 
sind zu den Linien, die in dem betrefi'enden Punkte zusammen
kommen 185). 

Werden in den Punkten der einen Figur Krafte angenommen, 
die in den in diesen Punkten zusammenkommenden Linien liegen, 
und zwar so, dass in jeder Linie sich zwei entgegengesetzt gerichtete 
Krafte ergeben, so ist an jedem Punkte der einen Figur GIeichgewicht 
vorhanden, wenn die betrefl'enden Krafte proportional sind zu den 
Flachen der reziproken Figur. Zwei solche raumliche Figuren repra
sentieren somit reziproke Kraftediagramme, wobei die Linien der 
einen Figur die .Aktionslinien der wirkenden Kriifte, die Flachen der 
anderen ~'igur deren Grosse darstellen. 

Wendet man nun die Theorie dieser reziproken raumlichen Figur 
an auf die Bestimmung der Spannungen in einem bestimmten raum
lichen Fachwerke, so ist es so einzurichten, dass die Stiibe des Fach
werkes in die Linien der einen Figur und die Knotenpunkte des 
Fachwerkes in die Punkte der betreft'enden Figur hineinfallen. Die 
.Aktionslinien der ausseren Krafte miissten dann in den weiteren 
Linien der betrefl'enden Figur liegen. Da aber diese weiteren Linien 
an ganz bestimmte Bedingungen gekniipft sind, so wird durch diese 
reziproken Figuren das Spannungsproblem nur gelOst sein unter ganz 
bestimmten VorauBsetzungen beziiglich der ausseren Krafte. Die wesent
liche Bedeutung der ebenen reziproken Figuren, namlich die .Allge
meinheit der durch dieselben abgeleiteten Resultate, geht dabei verloren. 

4:2. Struktur des (allgemeinen) "bestimmten" raumlichen Fach
werkes. Wie bei den ebenen Fachwerken moge auch bei den 
raumlichen ein Knotenpunkt, in dem n Stabe zusammentrefi'en, als 
ein n - 1-facher Knotenpunkt b9zeichnet werden. Ein einfacher 
Knotenpunkt, also ein Knotenpunkt, in welchem nur zwei Stiibe zu
sammentrefi'en, ist demgemass bei einem riiumlichen Fachwerke aus
geschlossen, da ein solcher Knotenpunkt A, von welchem nur zwei 
Stiibe nach zwei anderen Knotenpunkten B und C gehen, noch urn 

186) Diese Reziprozitat raumlicher Gebilde wird von Maxwell, Trans. of 
the Roy. Soc. of Edinburgh 26 (1872), p. 1 = Papers 2, p. 182-187 analytisch 
weiter untersucht; er erhitlt Formeln, die eine genaue Verallgemeinerung der 
von ihm fiil ebene Figuren benutzten sind. 
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die Axe BO rotieren konnte und daa Stabsystem somit kein stabiles 
wire. In jedem Knotenpnnkte eines riumlichen Fachwerkes mi1ssen 
wenigstens drei Sta.be zusammentreft'en. 

Die allgemeinen Gesetze zur Herstellung von bestimmten rium
lichen Faehwerken sind von L. Henneberg in derselben Weise wie filr 
die bestimmten ebenen Fachwerke entwiekelt 188). 

Aus der Gleiehung filr die Zahl m der Stabe 

m=3n-6 
folgt, daBS die Durchsehnittszahl der in einem Knotenpunkte zu
sammenkommenden Stabe kIeiner als seehs sein muss. Daraus er
giebt sieh, do. ein bestimmtes ritumliches Fa.chwerk keinen einfachen 
Knotenpunkt haben bnn, der Satz: 

Das bestimmte raumliChe Fachwerk hat wenigstens einen sweifacken, 
dre~fachen oder vierfachen Knotenpunkt. 

Aus diesem Satze ergeben sieh folgende Gesetze fiir die Her
stellung von bestimmten raumlichen Fa.chwerken von n Knotenpunkten 
aus solchen von n - 1 Knotenpunkten. 

1) Es werde ein zweifaeher Knotenpunkt 0 hinzugefilgt. Der
selbe ist durch drei Stabe mit drei Knotenpunkten des Fa.chwerkes 
zu verbinden. Die drei Knotenpunkte A, B, 0 mussen hierbei ein 
Dreieck bilden, dessen Ebene den Punkt 0 nicht enthiilt. 

2) Es werde ein dreifa.cher Knotenpunkt 0 hinzugefiigt. Der
selbe ist durch vier Stabe mit vier Knotenpunkten A, B, 0, D zu 
verbinden, von denen zwei, z. B. .A und B, durch einen Stab .AB, der 
wegzunehmen ist, schon verbunden sind. Der Punkt 0 da.rf hierbei 
nicht auf einer gewissen Fliche zweiten Grades, der Grenz:flii.che, 
liegen, sonst wiirde der Grenzfall eintreten. 

3) Es werde ein vierfa.cher Knotenpunkt hinzugefilgt. Von dem
selben aus sind f'dnf Stabe zu legen na.ch funf Knotenpnnkten .A, B, 
0, D, E, von denen zwei Pa.a.re schon dureh Stabe verbunden sind, 
die wegzunehmen sind. Hierbei ist die Grenz:flii.che, auf welcher der 
Punkt 0 nieht liegen darf, wenn nieht der Grenzfall eintreten solI, 
von der vierlen Ordnung. 

Mit Hfilfe dieser drei Gesetze lassen sieh siimtliehe bestimmten 
riumllchen Fachwerke aus dem einfa.chsten bestimmten riumlichen 
Fachwerke, welches dureh die Kanten eines Tetraeders gebildet ist, 
durch successives Hinzufiigen von weiteren Knotenpunkten herstellen. 
Umgekehrt konnen diese Gesetze, deren Inbegriff wir ale 8tnikfJur des 
bestimmten riumlichen Fa.chwerks bezeichnen, zur Untersuchung eines 

186) H~erg, Batik (1886), p. t'" u. r. 
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vorliegenden Stabsystemes verwandt werden. Zu diesem Zwecke w1irde 
durch successives Wegnehmen der einzelnen Knotenpunkte und Ein
schaltung der Ersatzstii.be das vorliegende rii.nmliche Gelenksystem zu 
reduzieren sein. Hierbei mussen unter Umstii.nden bei der Weg
nahme eines dreifachen oder vierfachen Knotenpunktes mehrere Mog
lichkeiten gepriift werden. 

4:3. Bestimmung der Spannungen im (allgemeinen) "bestimmten" 
rli.umlichen Fachwerk. Sowohl die Auflosung des Gleichungssystemes 
fiir die Spannungen, wie auch die graphische Bestimmung der Span
nungen bereitet keine Schwierigkeiten, wenn das Fachwerk lediglich 
unter Anwendung des ersten Gesetzes aus dem einfachsten Fachwerk, 
dem Tetraeder, hergestellt ist, bezw. wenn sich Schnitte durch das 
Fachwerk legen lassen, welche nur sachs Stabe treffen. 

1st beides nicht der Fall, so fiihrt die Methode von Hennebcrg 187) 

sowohl graphisch wie analytisch zum Ziele. 1st das bestimmte rawn
liche Fachwerk von n Knotenpunkten auf ein solches von n - 1 
Knotenpunkten zurilckgefilhrl, so ist die Bestimmung der Spannungen 
in dem letzteren zweimal durchzufiihren, wenn der weggenommene 
Knotenpunkt ein dreifacher war und somit nur ein Ersatzstab er
forderlich war; dagegen dreimal, wenn der weggenommene Knoten
punkt ein vierfacher ist und daher zwei Ersatzstiibe erforderlich sind. 
Besitzt das raumliche Fachwerk von n - 1 Knotenpunkten ebenfalls 
keinen zweifachen Knotenpunkt, so wilrde die Reduktion nochmals 
vorzunehmen sein. 

Bei der analytischen Durchfilhrung dieser Methode wilrde im 
FaIle eines dreifachen Knotenpunktes das System von 3n - 6 linearen 
Gleichungen mit 3n - 6 Unbekannten zUriickgefiihrl sein auf zwei 
Systeme von 3n - 9 linearen Gleichungen mit 3n - 9 Unbekannten. 
Im Falle eines vierfachen Knotenpunktes wilrden dagegen drei Systeme 
von 3n - 9 Gleichungen mit 3n - 9 Unbekannten aufzulosen sein. 

Hat das um einen Knotenpunkt reduzierle Fachwerk abermals 
keinen zweifachen Knotenpunkt, so wilrde das Verfamen zu wieder
holen sein. 

Der Vorteil dieser Methode liegt, wie bei dem ebenen Fachwerke, 
wieder darin, dass die Gleichungssysteme die anfiingliche einfache 
Form, bei dar in jeder Gleichung immer nur einige wenige Unbekannte 
vorkommen, behalten. 

In entBprechender Weise wie bei dem ebenen Fachwerke giebt 

18'7) L. Hemaeberg, Statik, p. 269 u. f. 
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H. MUller-BresZau 188) beziiglich der Reduktion des riumlichen Fach
werkes ohne zweifachen Knotenpunkt die allgemeine Regel, dus 
durch Beseitigung von Stii.ben und Hinzufilgen von ebensoviel neuen 
Stii.ben d88 riumliche Fachwerk a.uf ein solches zurlickzufilhren sei, 
bei welehem sich die Spannungen durch wiederholte Losung der Auf
gabe, eine Kraft in drei Komponenten zu zerlegen, bestimmen lassen. 
Damit wiirde dann die Bestimmung der Spa.nnungen in dem ge
gebenen Fachwerke auf diejenige in dem reduzierlen Faehwerke 
zuriickgefiihrt sein. 

Dass bei der graphischen Bestimmung der Spannungen im be
stimmten raumlichen Fachwerke auch die kinematische Methode zum 
Ziele fiihrt, haben H. MUller-Breslau und O. Hillmer 189) durch An
gabe des Verschiebungsplanes fi1r das raumliche Fachwerk an Bei
spielen gezeigt 189&). 

4:4:. Allgemeine Xriterien fUr das Auftreten der GrenzfiiJIe. 
Auch die Untersuehung der Stabilitii.t eines vorliegenden riumlichen 
Stabsystemes lasst sich wie bei den ebenen Systemen durchfilhren. Sind 
bei n Knotenpunkten 3 n - 6 Stabe vorhanden, so geniigt es, fur ein 
einziges Gleichgewichtssystem von Kr8.ften, die in den Knotenpunkten 
angreifen, die Bestimmung der Spannungen durehzufdhren. Ergeben 
sich dieselben als endlich und eindeutig, so ist das Stabsystem statisch 
bestimmt, also ein bestimmtes raumliches Fachwerk. Am bequemsten 
ist es hierbei, samtliche ii.usseren Kr8fte = 0 anzunehmen. Werden 
dann samtliche Spannungen eindeutig = 0, so ist das Gelenksystem 
ein bestimmtes riumliches Faehwerk, dagegen ist es kinematisch un
bestimmt, wenn die Spannungen vieldeutig werden. Vor der Durch
fiihrung der Spannungsbestimmung ist es zweckmissig I zunii.chst die 
Struktur des Stabsystemes zu untersuchen. 1st die Struktur des 
Stabsystemes die filr die bestimmten riumlichen Fachwerke erforder
liehe, so liegt, wenn die Spannungen vieldeutig werden, der Grenzfall vor. 

Anstatt durch die Spannungsbestimmung msst sich die Frage der 
Stabilitat auch dureh Konstruktion des Verschiebungsplanes entscheiden. 

188) ZentraJbl. d. Bauverw.ll (1891), p.487; ygl. Nr.86, Bowie FUBBn.169. 
189) ZentraJbl. d. Bauverw. 12 (1892), p. 226, 244.; Civiling. 39 (1893), p. 377-

Hierbei werden die allgememen Sitze von O. MoM, Civiling. 34. (1898), p. 691 
benutzt. 

189'") Eine weitere :Methode flir die Spannungsbeatimmung im rll.umlichen 
Fachwerke giebt F. Steiner, Handbuch der Ingenieurwiaaenachaften 2, 8. Ad., 
Leipzig 1901, Kap. 8 (Theorie der eiBernen Briicken von F. Btfit&er), p. 288. Bei 
dieaer :Methode wird nach Einfiihrong der SpannungeD ei.nzelner Sti!.be ala vor
liufig unbekannter Gri!aBen die Spannongsbeatimmung im riumlichen Fachwerke 
auf die der ebenen Fachwerke zuriickgefilhrt. 
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m. Spezielle Fachwerkstriger. 

~5. Vorbemerkung. In dem folgenden Abschnitte soIl eine Reihe 
von in der Praxis vorkommenden speziellen Fachwerkstragern be
sprochen werden; es sind auch einige kinematisch iiberbestimmte 
Fachwerkstrager in Betracht gezogen. Die Auswahl dieser zu be
sprechenden Trager erhebt auf Vollstandigkeit keinen Anspruch. Bei 
der Wahl eines speziellen Tragers zur Losung irgend eines vorliegen
den technischen Problemes wird zunachst der Zweck des Triigers in 
Betracht kommen. Dann werden die Spannweite, sowie eine Reihe 
technischer Forderungen, die sich auf Materialverbrauch u. s. w. be
ziehen, bei der Wahl mit entscheidend sein. 

~6. Lagerpunkte der Fachwerke. Unter einem Fachwerkstriigffr 
wird ein Fachwerk verstanden, das gegeniiber der Erde durch ge
eignete Lagerungen festgelegt ist. Man unterscheidet feste und be
wegliche Lager. Unter einem festen Lager wil'd ein Lager verstanden, 
das derartig mit der Erde verbunden ist, dass Bewegungen desselben 
ausgeschlossen sind. Ein bewegliches Lager ist dagegen ein Lager, 
das sich noch in beschrankter Weise bewegen kann, somit bei dem 
ebenen Fachwerke in einer Kurve. Ein festes Lager eines ebenen 
Fachwerkes liefert zwei Lagerbedingungen, ein bewegliches Lager 
eine. Da zur Festlegung eines ebenen starren Systems drei Be
dingungen erforderlich sind, so werden, wenn eine Uberbestimmtheit 
vermieden werden soIl, beziiglich der Lagerungen eines ebenen Fach
werkes nur zwei Fiille moglich sein: 

1) Das Fachwerk ist festgelegt durch ein festes und ein beweg
lichee Lager, oder 

2) es ist festgelegt durch drei bewegliche Lager. 
Ein festes Lager A liefert eine Lagerreaktion, welche durch A 

geht, sonst aber jede Richtung besitzen kann. Ein bewegliches Lager 
B, das sich nur auf einer Kurve 0 bewegen kann, erfordert eine 
Lagerreaktion, die in die N ormale der Kurve 0 fii.llt. In beiden 
Fiillen sind durch die Art der Lagerungen die Lagerreaktionen voIl
standig bestimmt, die sich fiir ein vorgeschriebenes System von auf 
die Knotenpunkte des Fachwerkes wirkenden Kraften ergeben. Sind 
die Lagerreaktionen durch die Gleichgewichtsbedingungen samtlicher 
auf die Knotenpunkte wirkenden Kriifte gefunden, so konnen die 
Lager durch diese Lagerreaktionen ersetzt werden. Die Lagerknoten
punkte haben dadurch ihre Sonderstellung verloren und das System 
ist wie ein freies System (treies Fachwerk) zu behandeln, auf dessen 
Knotenpunkte ein gegebenes Gleichgewichtssystem von Kriiften wirkt. 
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Ein festes Lager A eines ebenen Fachwerkes bnn man sich 
dadurch festgelegt denken, dass man den Punkt A durch zwei Stii.be 

(Fig. 35) mit zwei festen Punkten A" und 
/\ /\ /\ .f ~ der Erde verbindet. Bei einem beweg
.A{V\~ lichen Lager B, das sich nur auf einer 
! '-'....... \ Kurve ° bewegen kann, darf an die Stelle 

:1J. "~. \~ dieser Kurve 0, da es sich nur um die 
Fig. 35. Untersuchung der unendlich kleinen Be-

wegungen handelt, ein Stab treten, der 
In die N ormale der Kurve 0 falIt und den Punkt B mit einem festen 
Punkt Bl der Erde verbindet. 

Fiir das raumliche Fachwerk ergeben sich ahnliche Betrachtungen, 
und zwar sind nach betreffender Ersetzung der Lager durch Stiitzungs
stiibe 6 solche Stiitzungsstabe zur Festlegung erforderlich. 

4: 7 • Gestiitzte Fachwerke. In der Praxis kommen haufig Ge
lenksysteme zur Verwendung, welche durch eine grossere Anzahl von 
Lagern bezw. Stiitzungsstaben festgelegt sind. 

Jedes ebene ode:r riiumliche Gelenksystem, welches nach Ersetzung 
der Lage:r durch Stiitzungsstiibe durch mehr als drei bezw. seeks Stiitzungs
stiibe mU de:r Erde ve:rbunden ist, moge nebst diesen Stiitzungsstiiben als 
ein gestiitztes Gelenksystem bezeichnet werden. In ahnlicher Weise, 
wie bei den !reien Gelenksystemen, lassen sich dann kinematisch un
bestimmte, kinematisch bestimmte und kinematisch iiberbestimmte gestiitzte 

Gelenksysteme unterscheiden. Die /\1\ 1":/\ kinematisch bestimmten und die 
r~Ycf kinematisch iiberbestimmten ge
I \ I i stiitzten Gelenksysteme sollen als 
""----~-""'-!'---_-tC.\ ~ gestiitzte Fachwe:rke bezeichnet 

Fig. 36. werden, bezw. die kinematisch 
bestimmten gestiitzten Gelenk

systeme aIs bestimmte gestiitzte Fachwerke 190). So ist das bei
gezeichnete System (Fig. 36) einschliesslich der vier an die Stelle 
der beweglichen Lager in A, B, 0, D tretenden Stiitzungsstabe 

190) Siehe Foppl, Theorie des Fachwerks, p. 18. Foppl nennt derartige 
Systeme auch unselbstiindige Fachwerke, spater gestutste Fachwerke. Fiir das 
ebene gestiitzte Fachwerk bestimmen Mohr und Lf!/I)!I die Zahl der Stabe. Sind 
bei einem gestiitzten bestimmten Fachwerke n Knotenpunkte vorhanden, '1' feste 
und 'P bewegliche Lager, so betr~t die Zahl der StlI.be m = 2n - 2'1' - p. 
Zeitschr. d. Arch.- u. Ing.-Ver. zu Hannover 20 (1874), p. 609, sowie Leog, La 
statique graphique, Paris 1874, p. 50, 93-95. Eine Ilhnliche Gleichung folgt 
fiir das rIlumliche gestiitzte Fachwerk. 
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als ein bestimmtes gestiitztes Fachwerk zu bezeichnen. Werden bei 
einem bestimmten gestiitzten Fachwerke samtliche Lager bezw. 
Stiitzungsstabe weggenommen, so entsteht aus demselben ein kine
matisch unbestimmtes Gelenksystem mit 2n - s bezw. 3n - s Stii.ben, 
wenn s Stiitzungsstii.be vorhanden waren. 

Bei dem gestiitzten Fachwerke sind die Lagerreaktionen durch 
die Bedingung, dass dieselben mit den auf die iibrigen Knotenpunkte 
wirkenden und gegebenen Kraften ein Gleichgewichtssystem bilden 
sollen, noch nicht bestimmt. Die gestiitzten Fachwerke erfordern 
daher eine besondere Untersuchung. 

Diese Untersuchung des gestiitzten Fachwerkes lasst sich auf die 
Untersuchung eines freien Fachwerkes zuriickfuhren. 

Bei einem gestiitzten Stabsystem K sollen in der angegebenen 
Weise die Lagerungen durch Stii.be ersetzt sein, welche nach festen 
Punkten der Erde gehen. Dann kann fiir die Zwecke der Unter
suchung an die Stelle der Erde ein bestimmtes ebenes bezw. rii.um
liches Fachwerk K' (das Erdfachwerk) gesetzt werden, welches nur 
der einen Bedingung geniigen muss, dass dasselbe diejenigen Punkte 
der Erde, von denen die Stiitzungsstii.be ausgehen, zu Knotenpunkten 
hat. Dieses so erhaltene System K + K' wird das erweiterte System 
bezw., wenn K stabil, also ein Fachwerk ist, das erweiterte Fachwerk, 
genannt191). 

Nach Einfiihrung des erweiterten Systemes ist die Untersuchung 
der Struktur, wie insbesondere diejenige der Stabilitat, auf die be
treft'ende Untersuchung eines freien erweiterten Systemes zuriick
gefiihrt. 

Das Gleiche gilt von der Spannungsbestimmung, da, wie Henne
berg gezeigt hat, die Spannungen in den Stiiben des gestiitzten Systemes 
nur abhiingig sind von den Kriiften Pi' die auf die Knotenpunkte des 
gestiitzten Systemes wirken, bezw. unabhangig sind von den Krii.ften Qi' 
die in den Knotenpunkten des Erdfachwerkes angreifend gedacht 

191) Henneberg, Zeitschrift f. Arch. u. Ingenieurwesen 49 (neue Folge '8) 
(1903), p. 167. Dass man, wie dieses im Folgenden geschieht, die Erde durch ein 
Fachwerk ersetzen kann, ist langst bekannt. V gl. A.. Foppl, Graphische Statik, 
p. 246 u. 273. Von Milller-Breslau ist bemerkt, dass man sich nach Ersetzung 
der Erde durch ein Fachwerk gestiitzte Systeme herstellen kann mit Riilfe 
der von Henneberg fiir freie Systeme gefundenen Strukturgesetze, Zentralbl. 
der Bauverw. 11 (1891), p. 440. Vgl. ferner Handbuch der Ingenieurwissen
schaften 2, 3. Anfl., Leipzig 1901, Kap. 8 (Theorie der eisernen Brncken von 
F. Steiner), p. 202-204, sowie G. Lang, Rig. Ind.-Zeitung 16 (1889), p. 86. 
G. Lang hat hier in speziellen Fallen die Stabilitatsuntersuchung durchgefiihrt. 

Encrklop. d. math. Willonsch. IV 1. 28 
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werden, sobald nur die Krafte Qi mit den gegebenen Kraften Pi ein 
Gleichgewichtssystem bilden 191). 

48. Spezielle ebene Fachwerkstritger19S). Soweit freie Fachwerke 
als Fachwerkstrager zur Verwendung kommen, sind dieselben grossten
teils in der Form Fig. 24 (Nr. 32) enthalten und laufen demgemasss 
auf Dreiecksfachwerke hinaus. Der ausseren Form nach hat man ver
schiedene Arten von Balkentriigern zu unterscheiden: so kommen solche 
mit geraden und solche mit gekriimmten Gurtungen vor. Bei letzteren 
kann die Bogenform durch aussere Riicksichten bestimmt sein, kann 
aber auch die Folge von gewissen statischen Anforderungen sein, wie 
dies beim Parabel-, Pauli- und Schwedler-Triiger der Fall ist. 

Fig. 37. Fig. 38. 

Der Paralleltrager. Beide Gurtungen sind paraUel. Das Drei
eckssystem besteht entweder aus rechtwinkLigen Dreiecken (System 
Mohnie, 1854 (Fig. 37) in Bayern eingefiihrt) oder aus gleichschenkLigen 
Dreiecken (Fig.38) von Neville vorgeschlagen und 1846 in Belgien 
eingefiihrt, von Warren 1849 verbessert. 

Bei Eigengewicht allein werden bei dem Mohnie-Trager aUe nach 

192) Zur Bestimmung der Spannungen in einem gestiitzten Fachwerke K, 
auf welches Krafte Pi wirken, ist es nur erforderlich, nach Bestimmung des er
weiterten Fachwerkes K + K' in den Knotenpunkten des Erdfachwerkes K' 
irgend welche Krafte Qi anzunehmen (man begniigt sich hier am besten mit 
zwei Kraften), die mit den Kraften Pi im Gleichgewicht stehen, und dann die 
Spannungsbestimmung in dem freien Fachwerke K + K' durchzufiihren. Die 
Spannungen, die sich alsdann in dem Fachwerke K ergeben, sind die richtigen. 
Bisher wurde fiir jedes gestiitzte Fachwerk eine besondere Methode, die auf 
einen Kunstgriff hinauslief, gegeben. W. Schlink hat mit Hiilfe dieser hier 
empfohlenen Methode die Spannungsbestimmung bei einer Reihe von speziellen 
gestiitzten Fachwerken durchgefiihrt, Zeitschrift f. Arch. u. Ingenieurwesen 49 
(neue Folge 8) (1903), p. 165. 

193) Die Zusammenstellung der speziellen Fachwerkstrager, wie sie in den 
folgenden N ummem en thalten ist, verdankt der Verfasser Herrn W. Schlink, dem 
hierfiir der schuldige Dank ausgesprochen wird. Zusammenstellungen der ge
brauchlichen Fachwerkstrager finden sich ausser in den Lehrbiichem fiir Bau
konstruktion und graphische Statik beispielsweise in dem Handbuch der Ingenieur
wissenschaften 2, 2. Aufl. ., Leipzig 1890, Kap. 8, dritte Auflage noch nicht voll
standig erschienen, Bowie in einigen Abhandlungen z. B. von G. Lang, Riga, 
Ind.-Zeitung 15 (1889), p. 229, 241, 266, 277; 16 (1890), p.86, 97, 109,133,146. 
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der Mitte zu fallenden Diagonalen gezogen, weshalb man aHe Dia
gonalen der linken Tragerhalfte nach rechts, alle diejenigen der rech
ten Tragerhiilfte nach links abfallen liisst (Fig. 37). Infolge der zu
f:illigen Belastung (Verkehrslast) kann jede Diagonale Zug oder Druck 
bekommen, je nachdem die Felder auf der Seite des Fusspunktes 
oder die auf der Seite des Kopfpunktes belastet sind. Wirken Eigen
gewicht und Verkehrslast gleichzeitig, so wird in den Diagonalen 
eines gewissen links gelegenen Gebietes nur Zug, ebenso in denjenigen 
eines entsprechenden rechts gelegenen Gebietes (falls die Diagonalen 
nach der Mitte fallen) nur Zug auftreten, namlich in allen Diagonalen, 
fiir welche die Zugbeanspruchung durch Eigengewicht die grosste 
Druckbeanspruchung infolge Verkehrslast iiberwiegt. In einem Ge
biete zu beiden Seiten der Mitte werden die Diagonalen sowohl Zug 
wie Druck bekommen konnen. Urn zu erreichen, dass auch in diesem 
Gebiete keine Diagonale Druck erhiilt, ordnet man schlaffe Gegen
diagonalen 194) an (Fig. 39). Wiirde z. B. in der Diagonale a des Feldes 
k bei einer bestimmten Belastung Druck entstehen, so knickt sie bei 
ihrer geringen Starke aus, und es tritt die Diagonale b als Zugdiagonale 
in Wirkung. Das Genauere hieriiber gebOrt in die Festigkeitslehre. 

Werden die Gegendiagonalen als steife Diagonalen ausgebildet, 
so ist das Fachwerk ein statisch unbestimmtes. Die Ingenieure er
mitteln dann die Spannungen in den Diagonalen gern so, dass sie den 
Trager in zwei Fachwerkstrager zerlegen, von denen jeder die halbe 
Belastung tragt, und von denen der eine die Haupt-, der andere die 
Gegendiagonalen enthiilt 191». 

~ 
~ ~ 

Fig. 39. Fig. 40. 

Der Trapeztriiger (Fig. 40) bietet gegeniiber dem Paralleltriiger 
den V orteil der Materialersparnis. 

Bei dem Parabeltriiger 196) liegen die Knotenpunkte auf einer oder 
auf zwei Parabeln. Der V orteil dieser Form liegt darin, dass bei voll-

194) Das Prinzip der schlaffen Diagonalen ist ein sehr wichtigesj die 
Untersuchung der schlaffen Diagonalen geht jedoch iiber den vorliegenden 
Artikel hinau8 und kann erst in den Artikeln iiber Elastizitat und FestigkeitB
lehre behandelt werden. 

195) Handbuch der Ingenieurwissenschaften 2, 2. AuB., Kap. 8, p. 346. 
196) Zeitschr. f. Bauwesen 1 (1851), p. 268. 
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standiger, gleichmassiger Belastung, z. B. durch Eigengewicht, die Diago
nalen gar nicht beansprucht werden. Durch gleichzeitige Wirkung von 
Eigengewicht und Verkehrslast wird jede Diagonale Zug und Druck 
bekommen konnen. Um die Diagonalen von Druck frei zu halten, 
miissten also in jedem Felde schlaffe Gegendiagonalen angebracht 
werden. Bei gleichmassiger Belastung ist die maximale Spannung 
fur alle Stabe des geradlinigen Gurtes die gleiche, wahrend fur die 
Stabe des gekrummten Gunes die Horizontalkomponenten der Span
nung einander gleich sind. 

Die wichtigsten Formen der parabolischen Trager sind ausser 
der Form Fig.41, der Fischbauchtrager und der Halbparabeltrager (Fig.42), 
ferner der Sicheltrager, dessen beide Gurtungen nach oben gekrummt 

Fig. 41. 

Fig. 42 . 

sind und in den Auflagerpunkten zusammenlaufen, sowie der Linsen
trager, dessen obere Gurtung nach oben und dessen untere Gurtung 
nach unten gekriimmt ist. 

Der Pa'ulitriiger 197) ist aus der Forderung hervorgegangen, einen 
Trager zu konstruieren, dessen beide Gurtungen bei gleichformiger 
Belastung konstante Spannungen haben. Thatsachlich weicht die 
Form von der theoretischen etwas ab, und obige Bedingung ist nur 
angenahert erfiillt (Fig. 43). Die Form bestimmt sich aus der GIeichung 

h = ~~ (l- x)· x {1 + 2 ~ (1 - 2tf} 
Der SchwedZertriiger 198) bezweckt den Obergurt derart zu kriim

men, dass die Diagonalen iiberhaupt nur Zug erhalten. Es muss 
dann die grosste Druckbeanspruchung, die durch Verkehrslast ent-

197) Erste Ausfiihrung (1857) fiir die Isarbriicke bei Grosshesselohe. AUg. 
Bauzeitung 24 (1859), p. 82. 

198) Zeitschrift f. Bauwesen 18 (1868), p. 517. Erste Ausfiihrung bei der 
Berlin-Lehrter Eisenbahn. Die graphische Ermittelung der Ordinaten deB 
Schwedlertragers findet sich Zeitschr. f. Bauwesen 23 (1873), p. 237. 
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stehen kann, aufgehoben werden durch die Zugbeanspruchung infolge 
des Eigengewichtes. Der ganze Trager wurde die beigezeichnete 
Form (Fig. 44) erhalten, bei welcher die beiden Kurven Hyperbeln 
sind. Urn die Einbuchtung zu vermeiden, nahm Schwedler fur den 

~----- l -----

Fig. 43. Fig. 44. 

Fig. 45. 

mittleren Teil einen Paralleltrager, in welchem aber dann, damit sich 
bei gewissen Belastungen nur Zug in den Diagonalen ergiebt, Gegen
diagonalen (Fig. 45) angebracht sind. 

Sowohl bei Tragern mit gekrummten, wie bei denen mit geraden 
Gurtungen kommen die sogenannten mehrfachen Fachwerke (Gitter
werke) vor. Es sind dieses Fachwerke mit mehreren Diagonalzugen, 
und konnen sowohl statisch bestimmt, wie statisch unbestimmt sein. 
Die Zwischenstabe sind so angeordnet, dass jeder Gitterstab von einem 
oder mehreren geschnitten wird (an der Kreuzungsstelle sind die 
Gitterstabe indes nicht verbunden). Wird jeder Gitterstab durch die 
ihn kreuzenden in n Teile zedegt, so spricht man von einem n
fachen Fachwerk. Die zweifachen Systeme wurden von Linv-ille in 
Amerika eingefuhrt. 

Das beigezeichnete Gitterwerk Fig. 46 ist statisch unbestimmt, 
kann also mit den Methoden des vorliegenden Artikels nicht behandelt 
werden. Zur Berechnung der Span-
nungen gehen.dann, "":ie schon oben ~~ 
angedeutet, dIe Ingemeure gel'll so 
vor, dass sie das n-teilige Gitterwerk Fig. 46. 

in n einzelne Fachwerke zerlegen, deren 

jedes bei gleichfcirmiger Belastung ~ der Belastung aufnimmt. Jeder 

Gitterstab kommt nur in einem Teilsystem vor, jeder Gurtstab in 
jedem Teilsystem, und die n Spannungen, die sich fur einen Gurtstab 
ergeben, sind zu addieren 199). 

199) Handbuch d. Ingenieurwissenschaften 2, 2. Aufl., Kap. 8, p. 346. 
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Der beistehend dargestellte Trager (Fig. 47) ist statisch be
stimmt. Von den Punkten A und B ausgehend kann man einen 

R S T reziproken Krafteplan kon-
~ struieren bis zu den Staben 
~ desSechseckesRSTUVW 
~ ~~ mitseinen dreiDiagonalen. 

Fig. 47. Man konnte glauben, dass 
zur Bestimmung der Span

nungen in diesen 9 Staben die allgemeinen Methoden der Nummern 
35-38 erforderlich sein mochten, doch erweist sich dies als iiber
fiussig, wenn man beriicksichtigt, dass die Stabe UV und VW in 
eine gerade Linie fallen. 

49. Fortsetzung: Gestiitzte ebene Fachwerke ale Fachwerke
trager. Wird ein freies Fachwerk durch mehr als drei Stabe mit der Erde 
verbunden, ao ist das erweiterte Fachwerk statisch unbestimmt. Die 
gebrauchlichsten statisch unbestimmten Fachwerkstrager sind die durch
laufenden (kontimtierlichen) Trager (Fig. 48) und die Bogentriiger mit 

Fig. 48. Fig. 49. 

Fig. 50. 

ewei Gelenken (Fig. 49). Liegt etwa ein Balkentrager mit emem 
festen und drei beweglichen Auflagem vor, so entsteht nach Ersatz 
der Auflager durch Stabe und nach Konstruktion des Erdfachwerkes 
ein neues System (Fig. 50), welches zweifach statisch unbestimmt ist. 
Es kann zu einem statisch bestimmten gemacht werden durch Weg
nahme zweier Stabe, z. B. CD und EF. Auf diese Weise entsteht 
der Gerber'sche Trager mit den Gelenken in Lund M. Ausser der 
Bngegebenen Form kommt haufig die folgende vor, bei welcher (Fig. 51) 
die Gelenke in den iiusseren Gebieten liegen. Solche Gelenktrager 
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wurden zuerst von A. Ritter 200) behandelt. Unabhangig von A. Ritter 
ist Gerber auf dieselben gekomrnen. Sie werden nach Gerber benannt, 
weil von demselben die Einfiihrung in die Praxis herriihrt 2(1). Zur 

-J-~ A~A 
Fig. 51. 

Ermittelung der Lagerreaktionen behandelt man zunachst die auf
gelegten Trager T als einfache Balken auf zwei Stiitzen und fiihrt 
die in den Gelenken auftretenden Auflagerdriicke als Krafte fiir die 
Teile R und S (Fig. 50) bezw. fiir R (Fig. 51) ein. 

Unter dem haufig angewendeten Zweigelenkbogen versteht man 
ein Fachwerk, des sen untere Gurtung oder dessen beide Gurtungen 
gekriimmt sind, und das durch 
zwei Gelenkauf!ager A und B, 
also durch vier Stabe mit der 
Erde verbunden ist. In diesem 
FaIle kann das erweiterte Fach
werk auch dadurch hergestellt 
werden, dass man die Auf
lagerknotenpunkte als Knoten
punkte des an die Stelle der 
Erde tretenden Fachwerkes 
ABO auffasst. Urn das einfach 

Fig. 52. 

statisch unbestimmte erweiterte Fach-
werk statisch bestimmt zu machen (Fig. 52), muss an irgend einer 
Stelle ein Stab weggenornrnen werden. Wird der Stab DE weg
genommen, so entsteht der Bogentriiger mit drei Gelenken, der zuerst 
von Kopcke empfohlen wurde 2(2) . Da die beiden Stabe AO und BO 
nur dazu dienen, den Knotenpunkt 0 des Erdfachwerks festzulegen, 
so konnen sie auch weggenommen werden. Das erweiterte Fach
werk wird dann Fig. 53, bei welchem sich das Erdfachwerk auf 
den einen Stab AB reduziert hat. 

Wird dieser Stab AB thatsiichlich ausgefiihrt und dafiir das 
feste Lager B durch ein bewegliches ersetzt, so entsteht der Bogen-

200) A. Ritter, Elementare Theorie und Berecbnung eiserner Dach- und 
Bruckenkonstruktionen, Hannover 1863, Abschn . IX. 

201) Zeitschr. des bayrischen Arch.- u. Ing.-Ver. (1870). 
202) Zeitachr. d. Arch.- u.lng.-Ver. zu Hannover 6 (1860), p. 346 und 7 (1861), 

p. 231. Erste Ausfiihrung (1869): "Eiserner Steg" bei Frankfurt a. M. 
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trager mit Durchzttg. Nach Bestimmung der Lagerreaktion geschieht 
die Bestimmung der Spannungen am besten dadurch, dass zuniichst 
ein Schnitt t ... s (Fig. 54) gefiihrt wird, welcher die Spannung in 
dem Stabe AB ergiebt. Wird der Stab AB nicht ausgefiihrt, dagegen 

Fig. 53. Fig. 54. 

das Lager B wie das Lager A als fest angenommen, so ist die Span
nungsbestimmung schliesslich die namlichej es ist nur zu beriick
sichtigen, dass die beiden Gelenkdrucke, welche sich durch die Span
nung in dem Stabe AB in den Punkten A und B ergeben, nach Weg
nahme dieses Stabes und Ersetzung des beweglichen Lagers B durch 
ein festes Beitriige zu den Lagerreaktionen in A und B liefern. 

Eine iihnliche Konstruktion wie der statisch bestimmte Bogen
triiger mit Durchzug bietet der fiir Dachbinder vielfach verwendete 

Fig. 55. Fig. 56. 

Fig. 57 . 

Polonceau-Triiger (Fig. 55), dessen Spannungsbestimmung in analoger 
Weise wie bei dem Bogentrager mit Durchzug auszufiihren ist. 

Fiir gross ere Dachkonstruktionen wird wohl der Bogentriiger mit 
gesprengter Zugstange 2(8) (Fig. 56) verwendet, bei dem die Bestim-

203) Dieser Trager fiihrt wie der statisch besti=te Bogentrager mit Durch-
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mung der Spannungen leicht durchzufiihren ist, wenn man bemerkt, 
dass der Schnitt t ... s nur drei Stiibe trifft. 

Die Hiingebriicke mit Mittelgelenk, vorgeschlagen von Kopcke 
(Fig. 57), kann als ein gestiitztes Fachwerk mit vier beweglichen 
Lagern angesehen werden. Die Untersuchung derselben liisst sich 
leicht auf diejenige des Bogentragers mit Mittelgelenk zuriickfiihren. 

50. Spezielle riLumliche FachwerkstriLger 2(4). Unter den 
Raumfachwerken sind es wesentlich die Flechtwerke 2(5), welche bislang 
einer mathematischen Untersuchung unterzogen sind, und die Bedeu
tung fiir die Technik erlangt haben. 

Unter einem Flechtwerk wird ein riiumliches Fachwerk verstanden, 
dessen Knotenpunkte und Stiibe auf einem Mantel enthalten sind, der 
einen inneren Raum umschliesst. 

Umgekehrt gilt der Satz: 
Jede aus Dreiecken zusammengesetzte Mantelfliiche, die einen ein

fach zusammenhiingenden Raum umschliesst, Uefert, wenn man die Kanten 
als Stiibe und die Ecken als Knotenpunkte aUffasst, ein Flechtwerk 206). 

Die Flechtwerke konnen dann wieder nach der Form der Mantel
£lache, auf welcher die Knotenpunkte liegen, eingeteilt werden in 
Kugel{lechtwerke, Tonnenflechtwerke, Pyramidenflechtwerke u. s. w. Einen 
speziellen Fall eines KugelHechtwerkes bildet auch die Schwedler'sche 
Kuppel (vgl. unten Fig. 59). 

Aus einem solchen Flechtwerk wird dann ein Flechtwerktriiger 
hergeleitet, indem man dasselbe durch Stiitzungsstabe mit der Erde 
verbindet, oder es durchschneidet, nul' die eine Hiilfte benutzt und 
dieselbe durch entsprechende Lagerung gegeniiber del' Erde festlegt. 

Unter den Flechtwerken ist es wesentlich die Zimmermann'sche 

zug und der Polonceau-Triiger nicht auf ein gestiitztes, sondern direkt auf ein 
freies Fachwerk, da derselbe nur ein festes und ein bewegliches Lager hat. 

204) Mit der Untersuchung von speziellen raumlichen Fachwerken haben 
sich vorzugsweise beschaftigt: A. Foppl, Schweiz. Bauzeitung 11 (1888), p. 115; 
Das Fachwerk im Raum, Leipzig 1892; Graphische Statik, Leipzig 1900; 
H. Muller-BI'eslau, Zentralbl. d. Bauverw. 11 (1891), p. 437; 12 (1892), p.201, 
225,244,256; Baukonstruktionen, 3. Aufi., Berlin 1901; ferner Th. Landsberg, Zen
tralbl. d. Bauverw. 18 (1898), p. 297 und 23 (1903), p.221; Mehrtens, Zeitschr. 
f. Arch. u. Ingenieurwesen, Wochenausgabe (1893), p. 323; siehe auch Hacker, 
Zeitschr. f. Bauwesen 38 (1888), p. 43 und Zeitschr. d. Arch.- u. Ing.-Ver. zu Hannover 
36 (1890), p. 25 und W. Dietz, Zeitschr. d. Ver. deutsch. Ing. 37 (1893), p. 1441. 

205) Eine ausfiihrliche Behandlung der Flechtwerke findet sich in der 
graphischen Statik von A. Fiippl. 

206) A. Fiippl, Graphische Statik, p. 276. 
Encyklop. d. math. Willensch. IV 1. 28** 
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Kuppel201), welche in letzter Zeit Aufsehen erregt hat. Dieselbe be
steht aus mehreren eingeschossigen Flechtwerksteilen, die durch Stiitzen
geschosse verbunden sind. Ein solcher Flechtwerksteil ist von zwei 
Ringen begrenzt, die gewohnlich in parallelen Ebenen liegen, und die 
durch Rippen und Diagonalen miteinander verbunden werden. Die 
Form des oberen Ringes kann eine beliebige sein; der untere Ring 

Fig.5S. 

hat doppelt soviel St3be 
(2n), indem von der dem 
oberen Ring entsprechen
den Form die Ecken durch 
Stabe E abgeschnitten 
werden, wobei die beiden 
Abschnitte zwischen den 
betrefi'enden Ecken und 
den benachbarlen Knoten
punkten einander gleich 
genommen werden (vgl. 
Fig. 58, wo eine solche 
aus zwei derartigen Flecht-
werksteilen, GescJiossen, 

bestehende Kuppel im 
Grundriss gezeichnet ist). 
Der einzelne Flechtwerks
teil besteht demnach aus 

n dreieckigen und n trapezformigen, durch Diagonalen geteilten Feldern. 
Sind mehrere derartige Flechtwerksteile aufeinanderzusetzen, so werden 
sie durch Stiitzen s verbunden und in die Halfte der Trapezfelder des so 
entstehenden Stiitzungsgeschosses das Paar der Gegendiagonalen ein
gespannt (vgl. die Figur). Schliesslich wird die Kuppel in den Punkten 
des unteren Ringes des untersten Flechtwerkteiles so gelagert, 
dass jedes Lager in der Auflagerebene frei beweglich ist; ausserdem 
ist in jedem, zu einem Trapezfelde gehorigen Unterringstab T ein 
Lager angebracht, welches senkrecht zu dem betreffenden Stab in der 
Auflagerebene verschiebbar ist und zur Aufnahme der wagerechten 
Seitendriicke dient. Die wagerechten Auflagerdriicke beanspruchen 
die Umfassungsmauern nur in der Fluchtrichtung. Man hat im Ganzen 
3n Auflagerunbekannte. Zur Bestimmung dar Spannungen bei be
liebiger Belastung gab Zimmermann Formem, auf die hier nicht ein-

207) Zimmermann, nber Raumfachwerke. Neue Formeln und Berechnungs
weisen filr Kuppeln und sonstige Da.chkanten, Berlin 1901, sowie Zentralbl. d. 
Bauverw. 21 (1901), p. 201. 
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gegangen werden soIl, da es sich um ein statisch unbestimmtes Fach
werk handelt, falls nicht iii. den Trapezen je eine Diagonale weg
gelassen wird, bezw. als schlaffe Diagonale unberiicksichtigt bleiben 
kann!OS). 

Aus der eingeschossigen Zimmennann'schen Kuppel entsteht die 
Schwedlcr'sche, indem die Unterringstabe zu Null werden, also die 
Dreiecksflachen in einen Grat iibergehenj 
die Kuppel ist von mit Diagonalen ver
sehehen Trapezen begrenzt (Fig. 59). Die 
Jruppel ist gelagert in den Knotenpunkten 
des unteren Randes und zwar in festen Lagern. 
Die Stabe des unteren Randes kOnnen als 
Stabe, welche feste Lagerpunkte verbinden, 
weggelassen werden. Die Kuppel ist statisch 
bestimmt, falls in jedem Trapez (wie es in 
der Figur geschehen ist) nur eine Dis
gonale eingezogen, bezw. beriicksichtigt wird. 

Fig. 59. 

Schwedlcr !(9) selbst gab die Berechnung _der Spannungen nur fur 
den Fall der symmetrischen Belastung an no). 

Lasst man bei der Zimmermann'schen Kuppel die Stiibe T zu 
Null werden, treffen sich also je zwei Stabe in einem Punkt von T, 
so dass jeder Eckpunkt des unteren Ringes mit den nachstliegenden 
Punkten des oberen Ringes verbunden ist, so entsteht die Netswerk
kuppel. Die Ecken des oberen Ringes liegen verschoben gegen die
jenigen des unteren Ringes. Die Kuppel ist von Dreiecken begrenzt 
die in verschiedenen Ebenen liegen 211). 

208) Graphiach ha.t ..4.. Fopp' die Zimmermann'ache Kuppel untersucht. 
Zentra.lbl. d. Bauverw. 21 (1901), p.487. Siehe femer H. M-aller-Breslau, Zen
tralbl. d. Bauverw. 22 (1902), p. 49, 61, 429, 501, sowie 22 (1903), p. 65 und O.MoM, 
Zentralbl. d. Bauverw. 22 (1902), p. 205, 684; femer Mehrtens, Deutsche Bau
zeitung 36 (1902), p.325. Siehe auch die Beschreibung der Kuppel von Th. Lands
berg, Zentralbl. d. Bauverw. 21 (1901), p. 550. 

209) Zeitschr. f. Bauwesen 16 (1866), p. 7. 
210) Die Schwedler'sche Kuppel ist ausfiihrlich von ..4.. Fopp' behandelt in 

dessen Graphischer Statik, sowie in den friiheren erschienenen und zitierten 
Abhandlungen. Bei symmetrischen Belastungen werden die Diagonalen der 
Trapeze spannungslos. 

211) NiUleres zu finden z. B. in F6ppI, Graphische Statik. Von..4.. Foppl 
werden ausfiihrlich die Tonnenfiechtwerke untersucht; siehe auch Civiling. 40 
(1894), p. 466. Weitere Litteraturangaben finden sich in Handbuch der Ingenieur
wislenschaft.en 2, 8. Auf!. Kap. 8. 
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SchIU88WOrt. 

Zum Schlusl moge ausdriicklich ciarauf aufmerksam gemacht 
werden, dass die Voraussetzungen, unter denen vorstehend die Fach
werke betrachtet sind, in praxi immer nur unvollkommen zutreifen. 
Insbesondere sind die Stabe in den Knotenpunkten, in denen sie zu
sammenstossen, meist nicht frei drehbar (wo dann noch die Reibung 
in Betracht zu ziehen ware), sondern in denselben vernietet. Eine 
genauere auf Elastizitatsbetrachtungen ruhende Theorie wird nicht nur 
die aUB der longitudinalen Beanspruchung der Stabe resultierende 
Langenanderung der Stabe, sondern auch den Einfl.uss dieser Ver
nietungen zu beriicksichtigen haben. Wie weit die in dem vor
liegenden Artikel gegebenen Entwickelungen als erste Anniiherung an 
die genaue Theorie zu betrachten sind, wird sich nur im einzelnen 
Falle entscheiden lassen. Hier ist u. a. fUr das kontrolierende Ex
periment ein weiter Spielraum gegeben. Es ist unmoglich diese Be
trachtungen hier weiter fortzusetzen. 

(Abgeschlossen im Juni 1903.) 
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IV 6. ELEMENTARE DYNAMIK DER 
PUNKTSYSTEME UND STARREN KORPER*). 

VON 

PAUL STACKEL 
IN HANNOVER. 

Inhaltstibersicht. 

1. Geschichtliche Bemerkungen. Begriff und Aufgabe der elementaren Dynamik. 

I. Punktdynamik. 

2. Bedeutung der Punktdynamik fiir die gesamte Mechanik und Physik. 

A. Allgemeine Theorie. 

a) Der einzelne Punkt. 

3. Fundamentale Begriffe. 
4:. Aufstellung der Differentialgleichungen der Bewegung. 
o. Diskussion der Differentialgleichungen der Bewegung. 
6. Reibung. 

b) Systeme diskreter Punkte. 

';. Die Differentialgleichungen der Bewegung. 
8. Mechanische Ahnlichkeit. 
9. Kleine Schwingungen ohne Reibung. 

10. Relative Bewegung. 

c) Beziehungen zu Nachbargebieten. 

11. Beziehungen zur Lehre von der Gleichgewichtsgestalt der Faden. 
12. Beziehungen zur Optik. 

*) Bei der Abfassung dieses Artikels ist der Verfasser in dankenswerter 
Weise von verschiedenen }'achgenossen unterstiitzt worden. An erster Stelle hat 
er Herm Julil48 Petersen (Kopenhagen) zu nennen, der ursprunglich den Artikel 
iibernommen hatte und ihm dementsprechend eine erste Sammlung von Material 
mit einer Reihe von wichtigen Bemerkungen zur Verfugung stellen konnte. tiber 
die Gestaltung des Artikels im allgemeinen hat sich der Verfasser in wieder
holten Besprechungen mit Herrn F. Klein beraten, und fur die Einzelheiten 
sind ihm besonders Bemerkungen der Herren G. Hamel (Briinn), K. Heun (Karls
ruhe) und E. Lampe (Berlin) von Nutzen gewesen, die eine Korrektur zu lesen 
die Giite hatten. P. Stiickel. 
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B. 8pezielle Autfll.hr1ulgen. 

a.) Der einzelne Pnnk t. 

13. Freie Bewegnng in der Ebene uud im Ra.ume. 
14:. Bewegung a.nf einer Kurve. 
16. Bewegung a.nf einer krummen FHl.che. 
16. Nichtholonome Bedingungen. 

b) Systeme materieller Punkte. 
17. SpezieUe Probleme aus der Sta.tik der Systeme j statische Behandlnng kine-

tischer Probleme. 
18. St<lsse bei Systemen. 
19. Sogenannte Anfangsbewegungen. 
20. Ausfiihrungen uber kleine Schwingnngen der Systeme, insbesondere tiber 

solche mit Reibuug. 
21. Sonstige Probleme aus der Kinetik der Systeme. 

C. Zwischenstiick: Zusammenhang mit der lIIlechanik der Kontinua. 

22. tJbergang zn Systemen von uuendlich vielen Punkten. 
23. Gleichgewichtsgestalten von Fa.den. 
24:. Gleichgewichtsgestalten von Membranen. 

II. Dynamik starrer Korper. 

20. Allgemeine Bemerkungen und Geschichtliches liber die Dynamik starrer 
Korper. 

26. Bedeutung der Mechanik starrer Korper fUr die gesamte Mechanik nnd Physik. 

A. Der einzelne starre Karper: Allgemeine Theorie. 

27. Bemerkungen zur Statik des starren Korpers. 
28. V orbereitungen zur Kinetik des starren Korpers: 

a) Lage und Beweglichkeit, b) Massenverteilung, c) GeschwindigkeitB
zustand, d) Lebendige Kraft und Impuls. 

29. Allgemeine Kinetik des starreu Korpers: 
a) Aufstellnng der Differentialgleichuugen der Beweguug in synthetischer 
Behandlung, b) Analytische Behandlnng, c) Kinetostatik, d) Bedeutung der 
Schraubentheorie fiir die Kinetik des sta.rren Korpers. 

30. Drehung um einen festen Puukt: Eulersche Gleichungen. 
31. Reibung. Gebundene Beweguugenj nichtholonome Bedingungen. 

B. Der einle1De starre Korper: Spezielle Ausfiihrnngen. 

32. Drehung um eine feste Axe. 
83. Ebene Bewegungen. 
84:. KrUtefreier Kreisel. 
80. Schwerer symmetrischer Kreisel. 
86. Schwerer nnsymmetrischer Kreisel. 
87. Auf honzonaler Ebene spielender Kreisel (Spielkreisel). 
38. Gleiten und RoUen auf Unterlagen. 
89. Schwimmende KOrper. 



Litteratur. 

C. ST.teme .tarrer Korper. 

40. Einleitende Bemerkungen. 
4:1. Die Di1ferentialgleichungen der Bewegung: 
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a) Freie starre K1!rper, b) Allgemeine Kinetik der gebundenen Systeme 
starrer K1!rper, c) Gelenkketten; Massenausgleich. 

4:2. Kinetostatik der Systeme starrer K1!rper. 
4:8. Spezielle Probleme aus der Kinetik der Systeme starrer K1!rper. 
4:4:. Stosse starrer K1!lper. 

Litteratur. 
Vorbemerkung. Bei dem grossen Umfange der Litteratur 

konnte nur eine Auswahl gegeben werden; nicht beriicksichtigt worden 
sind die Werke fur den Unterricht an den Schulen sowie, bis auf 
einige wenige Ausnahmen, die Darstellungen der element&ren Dynamik, 
die sich in den Lehrbiichem der Physik und der Technik :linden. Man 
vergleiche auch die Verzeichnisse in IV 1 (A. Voss), besonders fiir die 
Werke historisch-kritischen Inhalts. 

I. Grundlegende Werke und Lehrbiicher. 
A) Altere Werke (bis 1800). 

J. Ie Bond d' Alembert, Traite de tlynamique *), Paris 1743. Deutsch von A. Korn: 
Abhandlung fiber Dynamik, Ostwalds Klassiker der exa.kten Wissenschaften, 
Heft 106. 

L. Euler, Mechanica sive motus scientia. analytice exposita., 2 Bde., Petersburg 
1736, deutsch von J. Ph. Wolfers: Mechanik oder analytische Darstellung der 
Wissenschaft von der Bewegung, 2 TIe., Greifswaid 1848/50. 
Theoria motus corporum solidorum seu rigidorum, Rostock und GreifswaId, 
1765, 2. Auflage 1790, deutsch von J. Ph. Wolfers: Theorie der Bewegung 
fester oder starrer Karper (8. Teil der Mechanik), Greifswald 1858. 

G. GaZilei, Discorsi e dimostrazioni matematiche intomo a due nuove scienze, 
Leiden 1688. Deutsch von A. v. Ottingen: Unterredungen und mathematische 
Demonstrationen fiber zwei neue Wissenszweige, Ostwalds Klassiker der 
exakten Wissenschaften, Heft 11, 24, 25. 

OM. Huygens, Horologium oscillatorium, Paris 1673, - Tractatus de motu 
corporum et percussione, Tractatus de vi centrifuga. Opuscula postuma, 
Leyden li08, deutsch von F. Hausdorff: Ueber die Bewegung der Karper 
durch den Stoss. Ueber die Zentrifugalkraft, Ostwalds Klassiker, Heft 138. 

J. L. Lagrange, De Ia Grange, Mechanique analitique, Paris 1788; Micanique 
anaIytique, 2. ed., 2 Bde., 1811/15, 3. ed. 1858 (J. Bertrand), 4. ed. = Oeuvres 
completes 11, 12, Paris 1888/89 (G. Da,.boux); deutsch von F. W. A. Murhard: 
Analytiache Mechanik, Gottingen 1797; H. 8erws: Analytische Mechanik, 
Berlin 1887. 

*) Mit der durch kursiven Druck hervorgehobenen Abkiirzung ist das be
tre1fende Werk im folgenden und in den Artikeln 11-13 (P. Stiicke1) angefiihrt. 

29· 
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P. S. Laplace, Traite de micanique celeste 1, 2, Paris 1799 = Oeuvres completes 1, 2. 
G. Monge, TraiM elementaire de statique, Paris 1786. 
I. Newton, Philosophiae natura.lis primipia mathematica, London 1687; deutsch 

von J. Ph. Wolfers: Mathematische Prinzipien, Berlin 1872. 
S. Stevin, De Beghinselen der Weegkonst, Leyden 1586. Oeuvres mathematiques. 

ed. par ..4. Girard, Leyden 1634. 
P. Varignon, Projet d'une nouvelle mecanique, Paris 1687. 
- Nouvelle mecanique ou statique, 2 Bde., Paris 1725 (posthum). 

B) Neuere Litteratur. 

a) Darstellungen der gesamten Mechanik. 

P. Appell, Traite de mecanique rationnelle. Tome I: Statique. Dynamique du 
point, Paris 1893, 2. ed. 1902. Tome IT: Dynamique des systemes. Yecanique 
analytique, Paris 1896, 2. ed. 1904. Tome ill: Equilibre et mouvement des 
milieux continua, Paris 1903. (Anfiihrungen nach der zweiten Auflage.) 

N. Asbeleff, Grundlagen der Mechanik (russisch), Petersburg 1892. 
W. H. C. Bartlett, Elements of analytical mechanics, 7. ed. New-York 1860. 
D. Bobylew, Analytische Mechanik (russisch), 3 Bde., St. Petersburg 1885/1888, 

Supplement Petersburg 1903. 
L. Boltzmann, Vorlesungen liber die Prinzipe der Mechanik. Teil I, Leipzig 

1897; Teil IT, Leipzig 1904. 
E. Bour, Cours de mecanique et machines, fasc. 1-3, Paris 1865/74. 
J. BOU8sinesq, Le90ns syntMtiques de mecanique generale; publiees par Legay 

et Vigneron, Paris 1889. 
O. J. Brach, Lehrbuch der Mechanik, Berlin und Christiania 1849. 
- Forelaesninger over rationel mekanik, Christiania 1857. 
E. Budde, Allgemeine Mechanik der Punkte und starren Systeme, 2 Bde., Berlin 

1890/91. 
Il. Castellano, Lezioni di meccanica razionale, Torino 1894. 
Oh. CelUrier, Cours de mecanique, Paris 1892. 
O. D. ChwoZson, Lehrbuch der Physik (ruaaisch), Bd. I, Petersburg 1897, 2. Aufl. 

1902; deutsch von H. Pflaum; Lehrbuch der Physik, Braunschweig 1902. 
W. K. Cliffof'd, The elements of dynamic, Part I und II (posthum), London 1878/87. 
E. Collignon, Traite de mecanigue, 4 Bde., Paris 1873/74. 
G. Coriolis, TraiM de 1110 mecanique des corps solides et du calcul de l'effet des 

machines, Paris 1829, 2. ed. 1844; deutsch von H. Schnuse: Lehrbuch der 
Mechanik der festen K5rper und der Berechnung des Effects der Maschinen. 
Braunschweig 1846. 

J. Cox, Mechanics, Cambridge 1904. 
G. Decker, Handbuch der rationellen Mechanik, 4, Bde., Augsburg 1851/61. 
(]h. E. DeZaunay, Traite de micanique rationnelle, Paris 1856, 7.Aufl. 1883; deutsch 

von G. Krebs: Lehrbuch der analytischen Mechanik, Wiesbaden 1868. 
(]h. Despeyrous, Cours de micanique, avec des notes par G. Darboux, 2 Bde., 

Paris 18~86. 
J. M. C. Duhamel, Cours de mecanique de l'ecole polytechnique. 2 Bde., Paris 

1845/46, deutsch von H. Eggers mit Zusil.tzen von O. SchlOmilch: Lehrbuch der 
analytischen Mechanik, 2 Bde., Leipzig 1868, 2. Aufl. Leipzig 1858, 3. Aufl. 
Leipzig 1861; H. Wagner: Lehrbuch der reinen Mechanilr, Braunschweig 1858. 
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J. Finger, Elemente der reinen Mechanik, Wien 1886, 2. Auf!. 1900. 
A. Foppl, Vorlesungen uber technische Mechanik, Bd. I: Einfuhrung in die 

Mechanik, Leipzig 1898; 3. Aufl. 1905. 
Vorlesungen uber technische Mechanik, Bd. IV: Dynamik, Leipzig 189!); 
2. Aufl. 1901. 

J. N. Franke, Theoretische Mechanik (polnisch), Warschau 1889. 
Ph. Gilbert, COulS de mecanique analytique, Louvain 1877, 3. Aufl., Paris 1891 . 
..d. Gray, Treatise on physics, Part T, London 1901; deutsch von F. Auerbach: Lehr-

buch der Physik, 1. Band, Braunschweig 1904. 
H. v. Helmholtz, Einleitung zu den Vorlesungen uber theoretische Physik. Heraus

gegeben von ..d. Konig und C. Runge, Leipzig 1903. 
- Vorlesungen uber die Dynamik diskreter Massenpunkte, herausgegeben von 

O. Krigar-Menzel, Leipzig 1898. 
H. Hertz, Die Prinzipien der Mechanik in neuem Zusammenhange dargestellt, 

Leipzig 1894. 
K. Heun, Formeln und Lehrsatze der allgemeinen Mechanik, Leipzig 1902. 
C. G. J. Jacobi, Vorlesungen uber Dynamik, gehalten 1845/46, herausgegeben von 

A. Clebsch, Berlin 1866, 2. Ausgabe (Supplementband zu den gesammelten 
Werken) von E. Lottner, Berlin 1884. 

G. Jaumann, Die Grundlagen der Bewegungslehre von einem modernen Stand
punkte .aus dargestellt, Leipzig 1905. 

W. Keck, Vortrage liber Mechanik als Grundlage fiir das Bau- und Maschinen
wesen, 3 Bde., Hannover 1896/98. 

G. Kirchhoff, Vorlesungen uber mathematische Physik, 1. Bd.: Mechanik, Leipzig 
1876; 4. Aufl., besorgt von W. Wien, Leipzig 1897. 

B. Laurent, TraiM de mecanique rationnelle, Paris 1870, 2. ed., 3 Bde., Paris 1884. 
T. Levi-Civita, Lezioni di meccanica razionale, Padua 1900 (lithographiert). 
H. Lorenz, Technische Mechanik starrer Systeme, Munchen und Berlin 1902. 
lV. J. Loudon, An elementary treatise on rigid dynamics, New-York undLondon 1896. 
A. Love, Theoretical mechanics, an introductory treatise on the principles of 

dynamics, Cambridge 1897. 
H. B. Lubsen, Einleitung in die Mechanik, 2 Bde, Leipzig 1858/59. 
J. Liiroth, Grundriss der 2lfechanik, Munchen 1881. 
G. Macgregor, Elementary treatise on kinematics and dynamics, London 1887. 
G. A. Maggi, Principii della teoria matematica del movimento dei corpi, corso 

di meccanica razionale, Milano 1896. 
- Principii di stereodinalllica, Milano 1903. 
R. Marcolongo, Meccanica razionale, 2 Teile, Milano 1905. 
E. Mathieu, Cours de physique mathimatique, Paris 1873. 
- Dynamique analytique, Paris 1878. 
F. Minding, Handbuch der theoretischen Mechanik (zugleich zweiter Teil des 

Handbuches der Diff·erential- und Integralrechnung), Berlin 1838. 
H. Navier, Resume des le')lons de mecanique, Paris 1841, deutsch von L. Mejer: 

Lehrbuch der hoheren Mechanik, Hannover 1868. 
F. Neumann, Einleitung in die theoretische Physik, herausgegeben von O. Pape. 

Leipzig 1883. 
G. H. Niewengwwsky, Rationelle Mechanik (polnisch), 2 Bde., Paris 1873/75. 
B. Peirce, Physical a.nd celestial mechanics. Boston 1855. 
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J. Peteraen, Lehrbuch der Btatik fester Kilrper, deutsche Ausgabe von B. von 
Fi8cher-Ben.on, Kopenhagen 1882. 

- Lehrbuch der Kinematik, deutsche Auagabe von B. tIOn FiBcker-Ben.on, Kopen
hagen 1884. 

- Lehrbuch der Dynamik fester KOrper, deutsche Ausgabe von R. "on Fi8cher
Ben.on, Kopenhagen 1887. 

S. D. Poi88on, TraiM de mecanique, 2 Bde., Paris 1811, 2. ed. 1888, 3. ed. Brussel 
1888; deutsch von J. C. Schmidt: Lehrbuch der Mechanik, Stuttgart und 
Tiibingen 1826/26, M. A. Stem: Lehrbuch der Mechanik, Berlin 1836/36. 
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Bezeichnungen. 
Die rechtwinkligen cartesischen Koordinaten eines Punktes P 

seien x, y, $; sind mehrere Punkte vorhanden, so sollen ihre Koordi
naten durch Indices unterschieden werden. Die Zeichen ql7 Q2' ••• , qr 
bedeuten Lagrangesche Positionskoordinaten eines Systems. Die 
Masse des Punktes P heisse m; bei mehreren Punkten treten unter
scheidende Indices ein. In Ubereinstimmung mit IV 1 CA. Voss) soIl 
fur die Ableitungen nach der Zeit t die Newtonsche Schreibart 

dx • dlx .. 
-at = x,dt' = x 

angewandt werden, wahrend der Lagrangesche Strich fiir Ableitungen 
nach Koordinaten vorbehalten wird. Die Geschwindigkeit des Punktes P 
als Skalar werde mit v, als Vektor mit t.J bezeichnet; fiir Vektoren 
sollen uberhaupt immer deutsche Buchstaben verwendet werden. Die 
Komponenten der auf den materiellen Punkt P wirkenden Kraft nach 
den Axen der x, y, $ seien X, Y, Z; als Vektor aufgefasst werde 
diese Kraft ~ genannt. Die Koordinaten (Komponenten) der Kraft 
bei den allgemeinen Lagrangeschell Gleichungen seien Q17 Q2' ... , Qr' 
Die lebendige Kraft eines materiellen Punktes oder eines Systems 
solcher Punkte sei 1', die Arbeit W (work). U moge die Krafte
funktion, V die potentielle Energie bedeuten, souass U = - V ist. 

Bei der Bewegung eines starren Korpers sei in dem Korper fest 
das rechtwinklige Koordinatensystem del' x, y, $, im Raume fest das 
System der ;, 'Yj,~. Die Komponenten der Translationsgeschwindigkeit 
des Korpers in bezug auf die Axen der x, y, $ heissen u, v, w, die 
Komponenten der Rotationsgeschwindigkeit p, q, 'r. Wiihlt man als 
Axen der X,!I, $ die zum Anfangspunkte gehOrigen Haupttragheits
axen, so sollen die beziiglichen Haupttriigheitsmomente mit A, B, C 
bezeichnet werden. Handelt es sich um mehrere staITe Korper, so 
werden unterscheidende Indices angewandt. 

1. Geschichtliche Bemerkungen. Begrifi' und Aufgabe der 
elementaren Dynamik. N achdem die Dynamik 1) im 17. J ahrhundert 
von G. Galilei, Chr. Huygens und 1. Newton begriindet worden war, 
sind wahrend des 18. Jahrhunderts nicht nur viele einzelne Probleme 

1) Nach dem Vorgange von W. Thomson und P. G. Tait (Handbuch 1, 
p. VI) wird hier mit Dynamik die Wissenschaft von der Kraft bezeichnet, mag 
diese nun relative Rube unterhalten oder eine Bescbleunigung der relativen Be
wegung hervorbringen; die diesen beiden Fallen entsprechenden Teile des 
Dynamik heissen Statik und Ki'lletik. 
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behandelt, sondern auch die )lethoden zur Losung dynamischer Auf
gaben soweit ausgebildet worden, dass prinzipiell nichts mehr zu 
wunschen uhrig schien. Fur diese Entwicklung sind besonders die 
Bernoulli, G. F. de l'HosJiital, L. Euler, J. d'Alembert und J. L. La
grange zu nennen, mit dem diese Peri ode abschliesst la). In der Vor
rede zur ersten Ausgahe seiner Mecanique analytiqlle vom Jahre 1788 
erkHirt Lagrange, dass er diese Wissenschaft "auf allgemeine Formeln 
zuruckgefiihrt habe, deren einfache Anwendung diejenigen Gleichungen 
liefert, die zur Losung einer jeden Aufgabe erforderlich sind". Dieser 
"regl1Uire und gleichformige Gang der Untersuchung" wird dadurch 
bewirkt, dass die von ihm "auseinandergesetzte Methode weder Kon
struktionen noch geometrische oder mechanische Uherlegungen ver
langt", dass viellllehr von vornherein der analytische Ansatz mass· 
gebend wird. 

Den Charakter analytischer Allgemeinheit haben auch die Unter' 
suchungen uber die Transformation und die Integration der Differen
tialgleichungen der Dynamik, die als Weiterfiihrung der Lagrangeschen 
.Methode in der ersten Halfte des 19. Jahrhunderts zuerst S. D. Poisson 
und dann besonders R. W.Hamaton und C. G.J.Jacobi angestellt haben. 
Wahrend aber Poisson von del' astronomischen Sttirungstheorie, 
Hamilton von der Optik ausging und beide den Zusammenhang mit 
der Natur aufrecht erhielten, kam hei Jacobi die abstrakt-mathe· 
matische Richtung zu bewusster und ausschliesslicher Herrschaft 2). 

Mit L. Poinsot in Frankreich beginnend, alsdann nach England hin
iibergreifend, wo man an den geometrischen Methoden del' Principia 
von 1. Newton stets festgehalten hatte, allmlihlich iiberall zur Geltung 
gelangend ist spater eine Reaktioll gegen diese einseitige Behandlung 
der Dynamik eingetreten, bei der man nicht selten an die naive Auf
fassung del' Probleme ankniipfte, die im 18. Jahrhundert ublich ge
wesen warS). Den Nachdruck legte man dabei auf die erschopfende 

1") Leider fehlt es an einer ausreichenden geschichtlic1en Darstellung; 
W. lrheU'ell, E. Diihring, E. JIach versagen, sobald man tiefer ins 18. Jahr
hundert hineinkommt, und dasselbe gilt auch fiir das 19. Jahrhundert. Am 
wertvollsten sind noch die historischen Bemerkungen, die J. L. Lagrange seiner 
Mecanique eingefiigt hat, und die Reports von .A. Cayley, British Assoc. 1857, 
p. 1-42 = Papers 3, p. 156-204, British Assoc. 1862, p. 184-202 = Papers 
4, p. :)13 - 0\)3. 

2) V gl. Jacobis Antrittsrede in Konigsberg, 183:!, die lV. v. Dyck veroffent
licht hat, MUllchen Ber. 31 (1\)01), p. 203 = Math. Ann. 56 (1\)02), p. 252. 

3) Bei L. Poinsot ist zum Beispiel eine Ankniipfung an P. Varignon ZIl 

verlllutenj man yergleiche etwa fiir die Lehre von den Momenten die Nouvelle 
Mecanique, section 1, Lemma 16. 
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Erledigung einzelner, der physikalisch-technischen Wirklichkeit ent
nommener oder ihl' doeh nahe stehender Aufgaben. Es genugt keines
wegs, so etwa lasst sich Poinsots Ansieht formulieren, ein Problem 
der Dynamik auf ein System von Gleiehungen zuriiekzufUhren, in 
denen ausser endliehen Ausdriicken hochstens Quadraturen vorkommen, 
vielmehr kommt alles darauf an, die zu untersuehende Bewegung 
anschaulich darzustellen, sodass man ihren Verlauf in Zeit und 
Raum deutlich vor Augen hat. Ebenso haben W. Thomson und 
P. G. Tait, wie H. v. Helmholtz sich ausdriickt'), "sich bemuht, Be
griffe einzufiihren, welche einer Anschauung fahig sind; eine solehe 
sich herauszuarbeiten ist im Anfange allerdings oft seh werer, als den 
gegebenen analytisehen Methoden in der Reehnung eillfaeh zu folgen, 
aber es bleibt dureh die dabei gewonnene grossere Ubersiehtliehkeit 
des Verfahrens aueh ein dauernder Gewinn bestehen". N oeh seharfer 
aussern sieh P. Appell und J. Chappuis: "L'abus des methodes de la 
geometrie analytique detruit l'intuition et l'esprit d'invention"5). 

UllterstUtzt wurden diese Bestrebungen dureh die BedUrfnisse 
des Unterriehts; allerdings nur teilweise, denn nieht wenige der vielen 
Beispiele, die sieh in den Lehrbiichern und den Aufgabensammlungen 
finden, sind sehematiseher Art oder "nicht der Erfahrung entnommen, 
sondern zum Zweeke del' Einiibung gewisser allgemeiner und strenger 
Integrationsmethoden mit nur geringer Riieksiehtnahme auf die wirk
lichen Verhaltnisse erfunden" 6). In demselben Sinne wirkten ferner 
die Forderungen del' Physik und del' Teehnik, die sieh im 19. Jahr
hundert neben den friiher fast ausschliesslieh von del' Ash-onomie 
ausgehenden Anregungen immer starker geltend maehten und allmah
lieh zu der Ausbildung selbstandiger Disziplinen, einer physikalischen 
und einer technischen lYIechanik, gefiihrt haben; diese Disziplinen 
stehen zu der l'ationellen 7) oder theoretischen Mechanik nieht in dem 
Verhaltnisse eines Gegensatzes, sondern in demselben Verhaltnisse, in 
dem iiberall die angewandten Disziplinen zu ihren theoretisehen Grund
lagen stehen. 

Die Hilfsmittel, deren man sich im Sinne einer konkreten Auf-

4) Handbuch 1 (1871), p. XII. 
5) Le\!ons de illecanique ~Hementaire, Paris 1903, p. VII; vgl. auch R. S. Ball, 

A dynamical parable (Brit. Assoc. 1887, wieder abgedruckt Theory of screws, 
p. 496-509). 

6) lV. Voigt, Mechanik, 2. Auff., p. 1. 

7) Rationell bedeutet urspriinglich soviel wie apriorisch; noch J. d' ..1lembel't 
hat eine apriorische Begrlindung der }Iechanik zu gaben versucht; vgl. auch 
IV 1, Nr. 4 und 23 (A. Voss). 
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fassung bei del' Diskussion dynamischer Probleme bedient hat, sind 
verschiedener Art. Erstens wurden geometrische Vorstellungen heran
gezogen, zunachst im Anschluss an das Aufbliihen del' neueren Geo
metrie und an die Schule von G. lYlonge; spater sind auch die von 
R. W. Hamilton, A. F. Mobius, H. Grassmann, J. W. Gibbs u. s. w. 
ausgebildeten Methoden del' geometrischen Analyse (Vektoranalysis, 
baryzentrischer Calcul, Ausdehnungslehre) fUr die Mechanik nutzbar 
gemacht worden und haben wohl gerade hier die natiirlichste nnd 
frnchtbarste Verwendung gefundell 8). Das Extrem bildet eille von 
W. Schell verlretene Betrachtungsweise, bei del' die Kausalitat ganz 
aus del' Mechanik ausgeschaltet wird und nul' noch die geometrische 
Untersuchung scheinbar willkiirlich ersonnener Bewegungen iibrig bleibt. 
Zweitens wurden auch die mechanischen Vorstellungen weiter aus
gebildet. VOl' aHem ist hier del' von G. Ooriolis scharf definierle 
Begriff del' Arbeit zu nennen, del' sich unter dem Einflusse von 
J. V. Poncelet allgemein eingebiirgert hat. In engem Zusammenhange 
damit steht del' Begriff del' Energie und die iiberaus fruchtbare Vor
stellung von del' bestandigen Verwandlung kinetischer und potentieller 
Energie in einander; vergl. IV 1, No. 4:6 (A. Voss). Nicht weniger 
wichtig war es, dass L. Poinsot als methodisches Hilfsmittelden Be
griff des Impulses eingefUhrt hat, d. h. derjenigen Stosskraft, die die 
augenblicklich stattfindende Bewegung momentan aus del' Ruhe er
zeugen konnte Sa). We iter ausgebildet wurde die Methode des Impulses 
in England durch J. Ol. Maxwell, sowie durch W. Thomson und 
P. G. Tait, und in Deutschland ist sie in neuerer Zeit durch F. Klein 
und A. Sommerfeld zur Geltung gebracht worden. Man hat ferner 
ausgezeichnete Sonderfiille del' betrachteten Bewegungen zu finden 
getrachtet, die sich verhaltnissmassig einfach erledigen lassen und 
von denen aus man eine Einsicht in die Natur des allgemeinen Falles 
gewinnen kann, Sonderfiille, die, wie H. Poincare von den periodi
schen Losungen des Dreikorperproblems sagt, als Bresche dienen konnen, 

8) Genaueres hieruber findet man in IV 2 (E. H. Timerdiuy) und IV 11 
(J1I. Abraham); Darstellungen del' elementaren Mechanik mit starker Verwendung 
solcher Hilfsmittel gaben J. Liirotll, Mechanik, 1881 und Zeitschr. f. Math. u. 
Phys. 43 (1898), p. 243; F. Castellano, Meccanica, 1894, A. F6ppl, Einfiihrung, 
1898, Dynamik, 1899; K. Heun, ~fechanik, Leipzig 1902; C. J. Joly, A manual 
of qua.ternions, London 1905. 

SO) Der Begriff des Impulses tritt iill Grunde schon bei G. Galilei als del' 
einem bewegten Korper innewohnende impetus auf, und er findet sich deutlich 
formuliert bei J. L. Lagrange, del' dafUr das Wort impulsion gebraucht, Poinsot 
aber bleibt da.s Verdienst, aus ihm ein elementares methodisches Hilfsmittel fUr 
dynamische Untersuchungen gemacht zu haben. 
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durch die man in das zu erobemde Gebiet eindringt. Endlich hat 
man die bei den geometrischen Untersuchungen bewahrten Modelle 
benutzt und auch gelegentlich direkt das Experiment herangezogen. 

Auf diese Weise ist es haufig gelungen, eine befriedigende Er
kenntnis von der qualitativen Beschaffenheit der Bewegungsvorgange 
zu gewinnen, und zwar auch bei Problemen, bei denen die Durch
fiihrung der Rechnungen in analytischer Strenge wegen der Verwick
lung der Formeln auf uniiberwindliche Hindernisse stosst. Daneben 
bleibt jedoch die Forderung einer quantitativen Diskussion bestehen; 
denn die Analysis ist und bleibt das scharfste und zuverlii.ssigste 
Werkzeug zur Priifungder Ergebnisse der Anschauung und des Ex
perimentes, und "die Formel liefert schliesslich doch die einfachste 
und pragnanteste Beschreibung des Bewegungsvorganges; ausserdem 
ist sie als Grundlage der wirklichen numerischen A.usrechnung unent
behrlich" 9). Bei dem geschilderten Verfahren aber ergiebt sich die 
Formel als die letzte Konsequenz eines griindlichen Verstandnisses der 
mechanischen Vorgange, das es erst ermoglicht, den der Individualitat 
des Problems entsprechenden analytischen Ansatz aufzufinden. Dabei 
wird man, je nach den Umstanden, Formeln entwickeln, die eine 
unbeschrankte Genauigkeit der numerischen Rechnung gestatten, oder 
solche, die nur eine beschrankte Genauigkeit gewii.hren. Unverkennbar 
ist hierbei der Zusammenhang mit der modemen A.uffassung des 
Problems der Integration der Differentialgleichungen, die nicht mehr 
das hochste Ziel darin sieht, die Integration mittels geschlossener 
Ausdriicke oder auch durch Quadraturen zu bewerkstelligen, sondern 
die durch die Differentialgleichungen definierten Funktionen zu er
forschen und zu bemeistern. 

Ein erheblicher Teil der ausserordentlich zahlreichen, in Lehr
biichern und Monographien niedergelegten, in Zeitschriften und Aka
demieberichten zerstreuten Untersuchungen aus der Dynamik der 
Punktsysteme und starren Korper, die das 19. Jahrhundert hervor
gebracht hat, ist von den im Vorhergehenden dargelegten Gedanken 
beherrscht oder doch beeinfiusst. In ihrer Gesamtheit konstituieren 
diese Untersuchungen eine Disziplin, die man als elementare Dynamik 
bezeichnen kann. Kennzeichnend fiir die ZugehOrigkeit zu ihr ist 
metJwdisch die geometrisch-mechanische Anschaulichkeit der Betrach
tungen und der elemental'e Charakter des analytischen Apparates, bei 

9) F. Klein und A. Sommerfeld, Theorie des Kreisels, p. Ii; vgl. such 
p. 375. 
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dem man nicht iiber den Bereich der elementaren Funktionen und 
der Elemente der Differential- und Integralrechnung hinausgeht, mate
riell aber der Wille zur Vertiefung in einzelne Probleme, die mit der 
mechanischen Wirklichkeit in Beziehung stehen 9B). Den Gegensatz dazu 
bilden diejenigen Untersuchungen aus der Mechanik, die sich im Ge
biete von beliebig vielen Veranderlichen ohne bestimmte konkrete 
Bedeutung bewegen und bei denen aIle Hilfsmittel der modernen 
Analysis zur Verwendung gelangenj in dieser "h<iheren Dynamik" 
iiberwiegt nicht selten das mathematische Interesse. Auf der anderen 
Seite giebt es eine "elementarste Dynamik", bei der unter Verzicht auf 
die Benutzung der Infinitesimalrechnung eine Einfiibrung in die Be
wegungserscheinungen gesucht wird, wie das zum Beispiel vielfach 
bei dem Unterrichte in der Physik an den Gymnasien und an den 
technischen Mittelschulen der Fall istj hierauf einzugehen, ist an 
dieser Stelle nicht moglich 10). 

Eine gewisse Schwierigkeit liegt darin, dass sich zwischen ele
mentarer und haherer Dynamik keine scharfe Grenze ziehen laSt; 
denn schon die strenge Behandlung des Kreispendels fiihrt auf ellip
tische Funktionen, und dasselbe gilt von den einfachsten Problem en 
aus der Kinetik des starren Korpers. So kommt es, dass ein Teil 
der in diesem Artikel behandelten Gegenstande in den Artikeln 11-13 
(P. Stiickel) dieses Bandes noch einmal zur Besprechung gelangen wire!' 
Bei den Litteraturangaben sind deshalb gelegentlich auch Abhandlungen 
angefiihrt worden, in denen hOhere mathematische Hilfsmittel benutzt 
werden j sind doch mittels solcher Hilfsmittel manche Eigenschaften 
von Bewegungen gefunden worden, die man spater auf elementare 
Art bewiesen hat. 

Es wiirde keinen Zweck hauen, im Folgellden die einzelnen 
Probleme der elementaren Dynamik aufzuzahlen, die wahrend des 
19. Jahrhunderts behandelt worden sind, vielmehr !rann es sich nur 
darum halldeln, charakteristische Beispiele herauszugreifen. Bei der 
uniibersehbaren Fiille del' Litteratur und bei dem Mangel an bisto-

9") Es lasst sich freilich nicht leugnen, dass diese Beziehung manchmal 
recht locker ist, denn nicht wenige der sogenannten Anwendungen der elemen
taren Dynamik sind nichts weiter a18 Diskussionen idealisierter Probleme, bei 
denen man nicht einmal von einer ersten Annaherung an die Erscheinungen 
sprechen darf, die in Wirklichkeit stattfinden. V gl. auch IV 10 (K. Hmn). 

10) Die Ausbildung sogenannter "elementarer :\Iethoden" ist zum Beispiel 
von G. Holzmiiller im Interesse des Unterrichtes an den technischen Mittelschulen 
gepflegt worden (Die Ingenieur·j\Iathematik in elementarer Behandlung, 2 Bande, 
Leipzig 1897/98). J<'iir die pii,dagogischen Fragen siehe Bd. VII. 
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rischen Vorarbeiten bot diese Auswahl grosse Schwierigkeiten. 
Wenll sie nicht immer richtig getroffen, wenn so manches Schone 
und Wichtige iibersehen worden ist, so moge das bei diesem ersten 
Versuche einer zusammenfassenden Darstellung de r elementaren Dy
namik Entschuldigung findell. 

I. PUllktdynamik. 

2. Bedeutung der Punktdynamik fUr die gesamte Mechanik 
und Physik. Eille aus dem 18. Jahrhundert stammende AuffasEluug, 
die fUr die Mathematiker ihrell klassischen Ausdruck in der Mecaniqne 
celeste von P. S. Laplace filldet, stellt der Physik im weitestel1 Sinne 
des W' odes die A ufgabe, die N aturerscheinul1gen zuriickzufiihrell auf 
unverallderliche, anziehende oder abstossende Krafte, deren Illtensitat 
aHein von den Entfernungen der pnnktformig gedachten Molekiile ab
hangt. Diese Auffassung hat bis weit ins 19. Jahrhundert hinein die 
Physik beheTI"scht; sie dominiert noch bei S. D. Pm:sson, G. Lame, 
B. de Saint- Venant und hat auch in H. v. Helmholtz (Einleitnng zu der 
Schrift fiber die Erhaltung der Kraft, Berlin 1847) ihren Vertreter 
gefunden lOa). Abel' schon im 18. Jahrhundert ist man tiber die Mechanik 
der Zentralkriifte hinausgegangen; einerseits, indem man Systeme mit 
kinematischen Bcdingungen betrachtete und die vVirkung der Bedingungen 
nach dem V organge von J. d' A.lembert durch Reaktionen ersetzte, 
andrerseits, il1dem man auch mit solchen Kraften rechnete, die aussel
von den Koordinaten der bewegten Punkte von deren Geschwindig
keiten sowie von der Zeit abhangen. Wie die genauere Untersuchul1g 
gezeigt hat, sind die Vorgiinge, die man mittels dieser verallgemeiner
ten Krafte nach den Regeln der Dynamik behandelt, keine reinen 
Bewegungserscheinungell, vielmehr gehen bei ihnen neben den Orts~ 
veranderungen ponderabler Massen noch andere Veriil1derungen VOl" 

sich: es wird Warme entwickelt, es treten elektrische und magnetische 
Induktionserscheinungen auf, es finden chemische Umsetzungen statt. 
Ob man diese physikalischen Vorgiil1ge durch die Hypothese verborgener 
Beu;egungen der Dynamik einordnen kann, moge dahingestellt bleiben, 
jedenfalls tritt man bei ihnen aus der iiblichen Dynamik ponderable!" 
Massen heraus. 

loa) In spateren Vorlesungen (Dynamik, p. 24,) hat Helmholtz seinen Stand
punkt etwas verandert; er verlangt, dass die Mechanik die Bewegungen auf 
immer bestehende, nach unveranderlichen Gesetzen wirkende Ursachen zuriick
fUhre, und will alB solche nur ,·eine Bewegungskrii(te, d. h. Krafte angesehen 
wissen, die allein von den Koordinaten der bewegten Punkte abhangen. 



4:')0 IV 6. P. Stiickel. Elementare Dynamik. 

Beobachtet man zum Beispiel die Bewegung eines physikalischen 
Pendels, so zeigt sich eine DampfulIg der Schwingungen, die durch 
sehr verschiedenartige Umstande verursacht wird: die Reibung de 
Schneide in der Pfanne, die von dem Pendel erregten Luftwellen, 
das Mitschwingen des Pendelstativs und seiner Unterlage u. s. w. j 
Genaueres in IV 7 (Ph. Furtwiingler). Man erhalt jedoch eine Be
schreibung des Vorganges, die die Beobachtungen mit befriedigender 
Genauigkeit darstellt, wenn man neben der rein en Bewegungskraft 
der Schwere eine Dampfungskraft einfiihrt, die eine lineare oder noch 
bes!jer eine quadratische Funktion der Geschwindigkeit ist. Auf diese 
'Veise wird eine Erscheinung, deren verwickelte Ursachen sich der 
Berechnung elltziehen, der mathematischen Behandlung zuganglich 
gemacht, und es lassen sich so die wirklichen Vorgange mit grosser 
Annaherung darstellen. Ebenso hat die Lehre von den erzwungenen 
Schwingungen auf Probleme Anwendung gefunden, die eigentlich der 
Elastizitatslehre, der Akustik und der Optik zuzurechnen sind; hier 
hat man stcirende Krafte eingefiihrt, die in vorgeschrie bener Weise 
von der Zeit abhangen 11). 

Die Krafte, die man einfiihrt, um Erscheinungen, die sich vom Stand
punkte der reinen Dynamik aus nicht in ausreichender Weise erklaren 
lassen, dennoch der dynamischen Betrachtung zu unterwerfen, gehoren 
llach der Terminologie 1. Newtons zu den sogenannten ausseren oder ein
gepragten Kraften. Man unterscheidet namlich innere Kriifte, die aus 
der Beschafl'enheit des Systems selbst hervorgehen, und iiussere Kriifte, 
die von aussen hinzugefiigt oder eingepragt worden sind und in keinem 
notwendigen Zusammenhange mit dem Systeme stehen lla). Innere 
Krafte sind zum Beispiel die Spannungen bei einem elastischen Korper, 
die unter sich und mit den Deformationen in einem gesetzmassigen 
Zusammenhange stehen, wahrend die ausseren Krafte in ganz willkiir
licher Weise hinzutreten konnen. Solche ausseren Krafte treten immer 
auf, wenn man ein unvollstal1diges System untersucht, das heisst, einen 
Teil eines Systems fiir sich betrachtet; die inneren Krafte des voll
standigen Systems werden dann zum Teil aussere Krafte des unvoll-

11) V gl. H. v. Helmholtz, Dynamik, p. 1, 24, 30, 120. 
11") Vgl. etwa ell.E. Delaunay, Mechanik, p. 198. Im Grunde gehen hier 

zwei Einteilungen der Krafte durch einander, die ganz verschiedener Art sind. 
Innere Kriifte nennt man haufig nur die gegenseitigen Wirkungen der Punkte 
des Systems, die nach dem Gesetze der Aktion und Reaktion erfolgen, und aile 
anderen Krafte heiilsen iiussere Kriifte. Dagegen stehen den Reaktionskriiltell, 
die aus der kinematischen Konstitution des Systems hervorgehen, die eingepriigten 
Kriifte gegeniiber. 
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standigen Systems 12). Aussere Krafte dienen aber auch dazu, die 
Wirkungen physikalischer und chemischer Krafte zu ersetzen, teils, 
weil wir diese Krafte noch nicht geniigend durch die Rechnung be
herrschen, teils weil es sich urn sehr verwickelte V organge handelt, 
Irtr die man auf diese Art wenigstens eine erste Annaherung zu er
halten hoff tIS). Hierauf beruht es, dass in der erweiterten Dynamik 
das Gesetz von der Erhaltung der Energie nicht immer gilt; der bei 
einem unvollstandigen Systeme eintretende Gewinn oder Verlust an 
Energie erklart sich daraus, dass ausserhalb des Systems Verande
rungen vor sich gehen, die diesen Gewinn oder Verlust wieder aus
gleichen. Eine ahnliche AufkHirung findet die Tatsache, dass man 
bei den Problemen der erweiterten Dynamik nicht selten zu Ergeb
nissen kommt, die als solche keinen physikalischen Sinn haben, dass 
zum Beispiel bei Schwingungen unendlich grosse Amplituden oder 
unendlich grosse Geschwindigkeiten auftreten. Hierin liegt immer ein 
Zeichen, dass man das betrachtete System in geeigneter Weise zu 
erweitern hat, und der Widerspruch hebt sich, weil man mit der 
vereinfachten Annahme nul' bis in die Nahe der kritischen Stelle, aber 
nicht bis zu ihr selbst gehen darf 13&). 

In der zweiten Halfte des 19. Jahrhunderts hat der Anwendungs
bereich der Dynamik eine neue Ausdehnung erfahren durch die 
mechanischen Analogien physikalischer Erscheinungen. Die Benutzung 

12) Schon L. Poinsot, J. de math. (2) 4 (1859), p. 171, hat hervorgehoben, 
daEs es in Wirklichkeit keine festen Punkte, festen Axen, festen Ebenen u. s. w. 
gebe, dass man es vielmehr in solchen Fallen immer mit unvollotandigen Systemen 
lIU tun habe. Zum Beispiel bleibt ein grosser Korper bei Einwirkung einer 
kleinen Kraft praktisch unbewegt, und bei der Bewegung eines Punktes auf 
einer festen krummen Flache hat man es dem entsprechend mit einem kleinen 
Korper zu tun, der auf der Oberflache eines grossen Korpers gleitet, und auf den 
eine so kleine Kraft wirkt, dass sie trotz der Reaktion den grossen Korper 
praktisch unbewegt Hisst. Es moge auch darauf hingewiesen werden, dass die 
Hertzsche Mechanik nur Krafte kennt, die von den Bedingungen der Systeme 
hemhren; die eingepragten Krafte werden bei H. Hertz durch die Einfiihrung 
veruorgener Bewegungen eliminiert. 

13) V gl. A. Foppl, Einfiihrung in die Maxu'ellsche Theorie der Elektrizitat, 
2. Aufl., bearbeitet von M. Abraham, Leipzig 1905, p. 196, und E. Mach, Mechanik, 
5. Kapit~l. :Mach betont hier, dass es keine rein mechanischen Vorgange gebe, 
jeder Vorgang gehBre genau genommen allen Gebieten der Physik an, die nur 
durch eine teils konventionelle, teils physiologische, teils historisch begriindete 
Einteilung getrennt seien. 

13") Deshalb darf man zum Beispiel nicht fragen, was geschehen wiirde, 
wenn ein Atom in ein Anziehungszentrum gerat, wie das L. Euler und P. S. 
Laplace getan haben; vergl. A. Hall, Messenger of math. (2) 3 (1874), p. 144 
und A. Cayley, ebenda p. 149. 

Encyklop. d. math. WiBBensch. IV 1, I. 30 
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solcher Analogien war bereits in der Dynamik selbst vorbereitet 
worden. So hat man statt der verwickelten Bewegung eines fallenden 
schweren Korpers zunachst die einfachere Bewegung seines Schwer
punktes betrachtet, und in iihnlicher Weise bei der Bewegung del' 
Plalleten um die Sonne zunachst die Bahnen ihrer Schwerpunkte 
untersucht. Ebenso wurden die Schwingungen eines schweren starren 
Korpers um eine horizontale Axe ersetzt durch die Bewegung eines 
einzigen Punktes, des Schwingungsmittelpunktes, und spiiter allge
meiner die Bewegung eines starren Korpers unter der Einwirkung be
liebiger Krafte durch die Bewegung eines Systems von vier starr ver
bundenen Massenpunkten (Massenreduktion) 14). Um die B~wegungen 
VOll System en mit einem oder mit zwei Graden der Freiheit zu be
>;chreiben, bat man sich eines repriisentierenden Punhtes bedient, del' 
auf einer Kurve oder einer Fliiche bleibt, und bei drei Graden del' 
Freiheit leistet unter Umstanden ein im Raume frei beweglicher Punkt 
dieselben Dienste. Man kann sogar die Bewegung irgend eines Systemes 
mit einer endlichen Anzahl n von Graden der Freiheit auf die Be
wegullg eines einzigen Punktes zuriickfilhren, wenn man sich del' 
Sprache der n-dirnensionalen Geometrie bedient., die ein System von 
n Grossen a1s Punkt einer n-dimensionalen Manl1igfaltigkeit bezeichnet 
(Lagrangesche Raume) 15). Es ist bemerkenswert, dass diese Auffassung 
jetzt sogar in die Lehrbiicher der elementaren Dynamik iibergehV6). 

Von anderer Art, aber nicht minder wichtig, sind die Analogien zwischen 
Problemen der Statik und der Kinetik, zum Beispiel die Beziehungen 
zwischen den Gleichgewichtsgestalten von Fiiden und den Bahnkurven 
eines Punktes auf einer Flache (vgl. Nr. 11 dieses Artikels), zwischen 
der Gleichgewichtsgestalt eines elastischen Stabes und der Drehung eines 
starren Korpers urn einen fest en Punkt, zwischen der Biegung von Stiibell 
nnd hydrodynamischen Problem en. Auch in der Physik selbst ist man 
auf zahlreiche Analogien zwischen den Erscheinungen in den ver
schiedenen Gebieten aufmerksam geworden; es hat sich als sehr niitz
lich erwiescn, die Begriffe der verschiedenen Gebiete mit einander zu 
vergleichen und diese gewissermassen auf einander abzubilden, indem 
man fiir jeden Begriff des einen den entsprechenden des anderen suchte. 
}Iall kann dunn aus den Liisnngen von Aufgaben des einen Gebietes 

14) V gl. IV 4, Nr. 29 (G. Jung), dazu C. Chelini, Giorn. di mat. 12 (1874), 
p. 201; G. Bm'delli, 1st. Lomb. Rend. (2) 7 (1874), p. 249, sowie neuerdings 
R. Skufsch, Berlin Math. Ges. Ber. 4 (1905), p. 54. 

15) Ausfiihrliche Darstellung bei P. Stackel, Bericht liber die Mechanik 
mehrfacher ~Iannigfaltigkeiten, Jahresber. d. D. ~L-V. 12 (1903), p. 469. 

16) So bei A. G. Webskr, Dynamics, Leipzig 1904. 
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die Losungen von Aufgaben des anderen ableiten. Zusammenstellungen 
solcher Analogien haben zum Beispiel J. Larmor und L. Boltzmann 
gegeben 17). 

Der Gedanke, mechanische Analogien zur Erforsehung physik a
liseher Erseheinungen zu benutzen, stammt von J. Ol. Maxwell, der im 
besonderen auf diesem Wege zu seinen Fundamentalgleiehungen des 
Elektromagnetismus gelangt ist 18) . . Maxwell verziehtet auf die genaue 
Erkenntnis des wirklichen V organges und ersetzt diesen dureh einen 
Mechanismus, der in gewisser Beziehung dasselbe leistet. So kon
struierte er, in Gedanken, aus Flussigkeitswirbeln und Friktionsrollen, 
die sich im Innern von Zellen mit elastischen Wanden bewegen, ein 
mechanisehes Modell fur die elektromagnetisehen Erseheinungen; er 
hat aber aueh fur einzelne Phanomene die Modelle wirklich herge
stellt, und L. Boltzmann und andere sind ihm darin gefolgt19). Man 
kann aber auch, wie es ~Maxwell und besonders J. J. Thomson 20) naeh 
ihm taten, davon absehen, die "dynamische Illustration" ins Detail 
auszumalen, lmd sieh dam it begnugen, die kinetische Energiefunktion 
so zu konstruieren, dass man diesel ben Differentialgleiehungen erhalt, 
die das meehanische Modell liefert, also allgemeine Lagrangesehe Glei
chungen. Die Positionskoordiuaten in diesen Gleiehungen bekommen 
dann eine physikalisehe Bedeutung und werden dementsprechend als 
elastisehe, thermisehe, elektrische, magnetisehe, chemische Parameter be
zeichnet. So gewinnen die allgemeinell Lagrangesehen Gleiehungen eine 
universelle Bedeutung fur die gauze Physik. Dabei ist zu beacbten, 
dass es fUr einen Vorgang, wenn uberhaupt ein mechauisches Bild 
existiert, unzahlig viele mechanische Bilder giebt 20a). Die Punkt
dynamik erhalt so die neue Aufgabe, der Physik brauehbare Bilder 
zur Verfiigung zu stellen, und es erseheint die Hoffnung berechtigt, 

17) J. Lannor, London Math. Soc. Proc. 15 (1884), p. 158 und L. Boltzmann, 
Ostwalds Klassiker der exakt"n Wissenschaften, Heft 69, Leipzig 1895, p. 101-102. 

18) Cambridge Phil. Trans. 10 (1855) = Scientif. papers 1, p. 157; Phil. 
~fag. (4) 21 (1861) u. 23 (1862) = Scientif. papers 1, p. 451. 

19) Katalog mathematischer . . .. Instrumente, herausgegeben von W. 
v. Dyck, Munchen 1892, p. 89; H. Ebert, Magnetische Kraftfelder, Leipzig 1897, 
2. Auf!. 1905. 

20) J. Cl. ~Iaxwell, London Phil. Trans. 155 (1865) = Scientif. papers 1, 
p. 526; London Math. Soc. Proc. 3 (1871) = Se. papers 2, p. 257; London Math. 
Soc. Proc. 4 (1893), p. 334 = Sc. papers 2, p. 600 j Treatise on electricity 
and magnetism, Oxford 1873; J. J. Tholllson, Application, London 1886. 

20&) H. Poincare, Electricite et optique, 1, Paris 1890, deutsch von lV. Jiiger 
und E. Grumlich, 1, Berlin 1891; L. Boltzmann, Vorlesungen liber Maxwells 
Theorie der Elektrizitiit und des Lichtes, 1, Leipzig 1891. 

30* 
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dass, ebenso wie einst die ganz abstrakt entwickelte Lehre von 
den Kegelscbnitten in der Astronomie Verwendung gefnnden hat, in 
Zukunft einmal manche scheinbar rein theoretische Untersuchungen 
der Punktdynamik zur Darstellung physikalischer Erscheinungen 
dienen werden. 

Freilich dart man die Wichtigkeit der mechanischen Analogien nicht 
iiberschatzen. Es liisst sich nicht leugnen, dass sie nur einen Teil 
des Zusammenhanges zwischen den Tats8chen wiedergeben, gewisser
massen nur die groberen Ziige, wahrend die Feinheiten fehlen. Das 
zeigt sich schon in der Dynamik selbst, denn die Lagrangeschen 
Gleichungen zwischen den n Parametern, durch die die Lage eines 
Systems l;Dit n Graden der Freiheit festgelegt wird, sind nur ein Aus
druck fiir die Eigenschaften, die grossen Klassen "dynamisch aqui
valenter Probleme" gemeinsam sind, man abstrahiert aber von den Er
scheinungen, die fiir die einzelnen Probleme charakteristisch sind, zum 
Beispiel treten dabei gar nicht die Drucke auf, die aus den Bedingungen 
eines Systems hervorgehen. Mit der Integration jener Gleichungen 
zwischen den n Parametern oder mit der Ermittlung der Bewegung 
des "darstellenden Punktes" ist daher auch in der Dynamik die Losung 
einer Aufgabe keineswegs erschopft20b). 

A. Allgemeine Theorie. 

a) Der einzelne Punkt. 

3. Fundamentale Begriife. Die Lage eines materiellen Punktes 
P von del' Masse m zur Zeit t werde durch seine cartesischen Koordinaten 
x, y, z in Bezug auf ein im Raume festes Koordinatensystem be
stimmt 1l1). Werden x, y, s als Funktionen der Zeit aufgefasst, so 
erhiilt man in Parameterdarstellung die Bahn (Bahnkurve, Trajectorie) 
des Punktes. Die Ableitungen X, ii, z von x, y, z nach t sind die 
Komponenten eines Vektors, dessen Richtung mit der Tangente der 
Bahn im Punkte P nbereinstimmt. Unter del' Geschwindigkeit des 
Punktes zur Zeit t versteht man teils diesen Vektor tl selbst, teils dessen 

20 b ) Vgl. auch fUr diese ganze Nummer P. Duhem, L'~volution de la meca
nique, Paris 1900. 

21) Vgl. IV 1, Nr. 11, 18, 14, 22, 23 (A. Voss) sowie die inzwiBcben er
Bchienene Abhandlung: Der Begriff des materiellen Punk.teB in dar Mechanik deB 
18. Jahrhunderls von Th. KOrner, Bibl. math. (3) 0 (1904), p. 10. Noch L. Euler 
(Mechanic&, Petersburg 1736) und J. d' Alembert (Dynamique, Paris 1743) haben 
uberall "natiirliche Koordinaten" gebraucht; die priuzipielle Einfiihrung der 
cartesiscben Koordinaten x, 'Y, z stammt von C. Maclaurift, A complete system of 
fluxions, Edinburgh 1742, art. 460, 469, 884. 
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Lange v"). Verlegt man die Anfangspunkte von b in den Anfangspunkt 
der Koordinaten, so beschreiben die Endpunkte eine Kurve, die schon 
A. F. Mobius tS) betrachtet und die dann W. R. Hamilwn24) als HoM
grapken 25) bezeichnet hat. Der Bewegungszustand des Punktes zur 
Zeit t liS) wird cbarakterisiert durch die Angabe seines Ortes P und 
des zugehorigen Geschwindigkeitsvektors b. Der betrachteten Be
wegung wird so eine "tangierende Bewegung" mit gleichformiger Ge
schwindigkeit zugeordnet; eine weitere Annaherung wiirde eine 
"Schmiegungsbewegung" sein, die mit gleichformiger Beschleunigung 
vor sich geht 27); die Astronomen gebrauchen den Ausdruck "osku
lierende Bewegung" in einer anderen Bedeutung, siehe Bd. VI, Teil2. 

Wiirde man den materiellen Punkt zur Zeit t sich selbst iiber
lassen, so wiirde er von P aus in der Tangente der Bahn mit der 
Geschwindigkeit v weiter gehen; dagegen andert sich der Vektor b, 

wenn der Punkt einer Einwirkung von aussen her unterworfen ist, 
die entweder ein momentaner Sloss @) oder eine kontinuierlich 
wirkende Kraft g: sein kann lI8). Ein momentaner Stoss wird, als Vektor-

22) Fr. Slate, Mechanics, 1900, hat vorgeschlagen, dem entsprechend zwischen 
velocity (Geschwindigkeit) und speed (Schnelligkeit) zu unterscheiden. 

23) Mechanik des Himmels, Leipzig 1843 = Werke 4, Leipzig 1887, p. 36 
und 47. Mcibius hat den Hodographen mit Erfolg bei der Untersuchung der Be
wegung der Planeten verwendet. 

24) Dublin Irish Trans. 3 (1846), p. 345; Elements of Quatemions, London 
1866, p. 100, 118. 

25) Dber den Hodographen siehe auch: R. Proll, Versuch einer graphischen 
Dynamik, Leipzig 1874; G. Helm, Zeitschr. Math. Phys. 25 (1880), p. 217; 
O. Gerlach, Diss. Rostock 1888; A. Laisant, Jom. de sc. mat. e astr. 10 (1891), p. 97; 
R. Mehmke, Jahresber. d. D. M.-V. 12 (1903), p. 561. 

26) Dieser Ausdruck scheint von F. Redtenbacher zu stammen, Prinzipien der 
lIechanik und der Maschinenlehre, Mannheim 1852, 2. Auf!.. 1859, p. 3 und: Das 
Dynamidensystem, Mannheim 1857, p. 10. Er ist vielleicht eine Verdeutschung 
des franzllsischen W orles regime. 

27) O. Staude, Math. Ann. 41 (1893), p. 219. 
28) Wahrend R. Descartes keine anderen Krafte als Stosskriifte zulassen 

wollte, die bewegten Kllrpem eigentiimlich sind, hatte die Schule I. Newtons 
alles auf Fernkriifte zuriickzufiihren versucht. Dieser Gegensatz, der fUr die 
ganze neuere Physik von fundamentaler Bedeutung ist, tritt auch bei der Mechanik 
des 19. Jahrhunderls in die Erscheinung. So haben S. D. Poisson und J. V. 
Poncelet die Benutzung von Stosskraften ganzlieh verworfen, da es in Wirklichkeit 
keine momentanen Krii.fte gebe, und auch E. Mach, Mechanik, p. 360 erklarl: Es 
gibt keine Yomentankrii.fte. Dem gegeniiber machten W. Clifford und L. Boltz
mann geltend, dass diskontinuierliche V org!l.nge mit der Erfahrung sehr wohl 
Tereinbar seien. Diese Streitigkeiten werden hinf'allig, wenn man alle Krii.fte 
nur ala ,,Bilder" anaieht, fUr deren Wahl Grinde dar Zweckmll.asigkeit mass
gebend aind. In dem Sinne dar Prll.zisionsmathematik giebt es, wie as schon 



456 IV 6. P. Stackel. Elementare Dynamik. 

grosse, gem essen durch das Produkt aus der Masse m des Punktes 
und der durch ihn verursachten Anderung 6. I.l des Geschwindigkeits
vektors I.l: 

@5 = m· 6.1.l. 

Eine kontinuierlich wirkende Kraft ~ wird als Vektorgrosse gem essen 
durch das Produkt der Masse m und del' durch sie verursachten Be
schleunigung dl.l / dt, die wie I.l ein Vektor ist: 

d'O 
ij=m· dt · 

In demselben Sinne, in dem die Differentialrechnung als die Grenze 
der Differenzenrechnung erscheint, Hisst sich die Wirkung einer kon
tinuierlich wirkenden Kraft ij auffassen als die Grenze der Wirkung 
einer Reihe von SWssen der Grosse ijt::.t, die in den Zeitintervallen 
6.t erfolgen; umgekehrt erscheint die Stosskraft @; als die Grenze del' 
Gesamtwirkung einer sehr grossen, in clem sehr kleinen Zeitraume 
6.t = (to ... t1) wirkenden kontinuierlichen Kraft ij: 

vgl. IV 1, Nr. 24: (A. Voss). 
Damit cler in P ruhende Punkt momentan die zur Zeit t herr

Bchende Geschwindigkeit I.l erhalt, muss auf ihn eine vektorielle Stoss
kraft ml.l ausgeiibt werden, deren Komponenten mx, my, mz sind. 
Die skalare Grosse (der Betrag) dieser Stosskraft wird nach R. Des
cartes 29) Bewegungsgrosse (quantite de mouvement) genannt, wahrend 
die vektorielle Stosskraft m I.l = ~ als Impuls SO) bezeichnet wird. Del' 

I. Kant (Metaphysische Anfallgsgriinde der N aturwissenschaften, Riga 1786) for
muliert hat, keinen Uebergang vom Kontinuierlichen zum Diskontinuierlichen, 
zwischen Stossen und stetig wirkenden Kraften ist also keine Vermittlung moglich. 
Stellt mau sich dagegen auf den Standpunkt der Approximationsmathematik, so 
verschwindet der prinzipielle Unterschied zwischen stetig und unstetig; vergl. 
F. Klein, Anwendung del' Differential- und Integralrechnung auf Geometrie, 
I,eipzig 1902. 

29) R. Descartes, Lettres, 1, p. 332; 2, p. 413; Principia philosophiae, 1643, 
2, art. 36; vgl. auch 1. Newton, Principia, Lib. I, deflnitio 2. V gl. auch IV 1, 
Nr. 24 (A. Foss) und T. Levi-Civita, Meccanica, p. 410-420. 

30) Freilich giebt es noch keinen festen Gebrauch dieser Ausdriicke. 
A. l/uppl, Einfiihrung, 1. Aufl. S. 15, nennt den Vektor 111 '0 "Bewegungsgrosse". 
Die englischen l\Iathematiker sagen, wohl nach dem Vorgange von W. Thomson 
und P. G.Tait (Treatise. 2. ed. 1, p. 221), vielfach statt Impuls: momentum (= movi
mentum, das Bewegung Hervorrufende); die Komponenten des Impulses heissen 
dem entspl'echend the moments of momentum. II. He,.tz sagt statt Impulli: 
~[oment.. EB ist storend, dass daB Wort 1m puis in zwei Bedeutungen gebraucht 
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Bewegungszustand zur Zeit t liisst sich daher auch durch die Angabe 
der Lage und des Impulses ~ charakterisieren. Wenn auf den Punkt 
aussere Krafte wirken, andert sich der Impuls 80, dass seine An de
rung gleich ist dem von den au~seren Kraften hervorgerufenen end
lichen oder unendlich kleinen Stosse, oder der Impuls 15 odeI' ~dt 
setzt sich mit dem Impulse des Bewegungszustandes :J nach delll 
Parallelogramm der Krafte zusammen. 

Bei Aufgaben aus der physikalischen und del' technischen Praxis 
ist es unerliisslich, die vorhergehenden Betrachtungen durch die An
gabe del' Einheiten zu erganzen, deren Theorie O. Runge in V 1 ent
wickelt hat S1). Riel' geniige es zu bemerken, dass man als Einheit del' 
Lii.!lge das Zentimeter, als Einheit del' Zeit die Sekunde zu wahlen 
pflegt. Als Einheit del' Kraft wird in dem technischen Masssystelll 
das Gewicht einer bestimmten Masse, etwa des Normalkilogramms 
unter del' Normalschwere gewahlt, wodurch dalln die Einheit der Masse 
festgelegt ist S1 &). Dagegen wird in dem sogenannten absoluten Mass
system als dritte Einheit die Einheit del' Masse genommen. Gegen
wartig nimmt man dafur das Gramm S2); damit ist dann die Einheit 
del' Kraft, Dyne, festgelegt, und es ist z. B. das Gewicht von 1 kg Masse 
eine Kraft von etwa 981000 Dynen. 

4:. Aufstellung der Diiferentialgleichungen der Bewegung. 
Fiir die freie Bewegung eines materiellen Punktes P (x, y, $) del' 
Masse tn, auf den die kontinuierliche Kraft ~ mit den Komponenten 

wird, namlich auch noch in del' allgemeineren Bedeutung einer Stosskl'aft, so
dass e~sich vielleicht empfehlen wiirde, Impuls des Bewegutlgszustandes zu sagen. 
Endlich moge noch ausdriicklich hervorgehoben werden, dass die in dem Texte 
dargelegte Auffassung eine mathematische und psychologische, abel' keine 
physikalische oder metaphysische ist, vgl. J. Petel'sen, Nyt Tidsskrift 12 (1901), 
p. 26. Ebensowenig hat mit dem Begriffe des Impulses die Frage etwas zu tun, 
ob die in Wirklichkeit stattfindenden Bewegungen einmal dUl'ch einen "Anfang8-
stoss" entstanden sind, wie das I. Newton fiir die Planetenbewegung postu
liert hat. 

31) Vergl. auch Z. d. Vereins deutscher Ingenieure 49 (1906), p. 1299. 
31a) Wenn auch schon S. Stevin (1086) und P. Val'igno'll (1687) iiber den 

alten Pondusbegriff hinausgegangen waren, so ersetzten doch noch die Mathe
matiker des 18. Jahrhunderts, wie L. Eulel' und J. d'Alembert, die Krll.fte ohne 
weiteres durch Gewichte. Ebenso verfahren auch H. B. Lubsen, Mechanik, 1, 
Leipzig 1808, p. 5: "Die Annahme abstrakter Krii.fte hat fiir den Anfanger 
etwas Anstossiges", und A. Clebsch, Vortru.ge iiber Elementarmechanik, Karlsruhe 
1868/69: ,,1st die angewandte Kraft gleich P Kilogramm". 

32) C. F. Gauss, Intensitas vis magneticae ad mensuram absolutam revocata, 
G/ltt. Abh. 1832 = Werke 0, p. 81 = Ostwalds KIassiker, Heft 03; bei Gauss 
findet sich aber auch das technische MaB~. 
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x, Y, Z wirkt, geIten die Differentinlgleichungen: 

(1) mx=X, my=Y, mz=Zj 
X, Y, Z konnen dabei Funktionen von x, y, s; x, ii, $; t seinS2 &). Die 
Gleichungen (1) lassen sich auch in die eine vektorielle Gleichung 

(1') mr = is 
zusammenfassen, in der r den von einem festen Punkte nach P ge
zogenen Vektor und is die als Vektor aufgefasste Kraft bedeutet. 

1st der Pllnkt an eine krumme FHiche f(x, y, s) = ° gebullden, 
so lieferl das d'Alembertsche Prinzip die GleichuDgen: 

(2) mx = X + Ra, my = Y + RP, mz = Z + Rr, 
in denen a, p, f die Richtungscosinus der Flachennormale im Punkte 
P bezeichnen, wahrend R die Grosse des Druckes angiebt, den der 
Punkt auf die Flache senkrecht zu dieser ausiibtj diesem Drucke ent
spricht eine gleich grosse entgegengesetzt gerichtete Reaktion der 
Fliiche. Die Gleichungen (2) geIten nur unter der Voraussetzung, 
dass die Wirkung der Fliiche mit dieser Reaktion erschOpft ist, sonst 
kommen noch Reibungskrafte hinzu, vgl. Nr.6 dieses Artikels. 

1st der Punkt an eine Kurve gebunden, die durch die Gleichungen 
f1 (x, y, s) = 0, fs(x, y, s) = ° dargestellt wird, so findet man unter 
denselben Voraussetzungen wie bei (2) die Differentialgleichungen: 

(3) mx=X+R1 a1 +Rsa., my=Y+~fJl+R2fJ2' 

mz = Z + Rl fl + Rs fs j 

all Pl1 fl und as, Ps, fs bedeuten die Richtungscosinus der NormaLen 
der Flachen f1 = 0, fs = 0, wahrend R1 und Rs Drucke -in der 
Richtung der betreffenden Normalen, also senkrecht zur Kurve sind. 

32 6 ) Die Masse m wird im allgemeinen als konstant angesehen. ea giebt 
aber auch Falle, in denen man m als bekannte Funktion der Zeit ausieht. Bei
spiele hierfiir sind die Bewegung eines Wagens. bei dem Personen auf- und ab
springen oder aus dem bestil.ndig Sand herausfil.llt, die Bewegung eines Planeten, 
dessen Masse durch das Auftreff'en von Meteoriten eine bestil.ndige Vergr<Ssserung 
erfahrt, vergl. O. G. J. Jacobi, Dynamik 1842/43, p. 67; W. Thomson, Phil. Jr[ag. 
(4) 31 (1866), p. 633; H. A. Newton, Am. J. of Science SO (1886). p. 409; H. Gylden, 
Astr. Nachr. 109 (1884), p. I, J. MeschtscMrskij, Dynamik des Punktes mit ver
inderlicher Masse (russisch), 1897 (F. d. M. 28 (1897), p. 646, wo sich auch weitere 
Litteraturangaben linden) sowie Astr. Nachr. 132 (1893), p. 129, 169 (1902), p. 229; 
R. Lehmann-FilMs, Astr. Nachr. 146 (1898), p. 363; E. Striimgreen, Ask Nachr. 
16S (1903), p. 129. In der modernen elektromagnetischen Mechanik wird zwischen 
longitudinaler und transversaler Masse unterschieden und die Masse als Funktion 
der Geschwindigkeit angesehen, vergl. etwa M. Abraham, Ann. der Phya. (4) 10 
(1908), p. 106. 
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N ach dem Parallelogramm der Krafte zusammengesetzt ergeben sie 
den Druck des Punktes auf die Kurve und dam it die gleich grosse, 
aber entgegengesetzt gerichtete Reaktion der Kurve. 

Auf eine wesentlich andere Art gebundener Bewegungen eines 
Punktes ist man durch die Mechanik der starren Korper gefiihrt worden. 
Bei dem RoHen starrer Korper auf einander (vergl. den zweiten Ab
schnitt dieses Artikels) ergeben sich namlich zwischen den Koordi
naten eines reprasentierenden Punktes Bedingungsgleichungen der Form: 

(4) p(x, y, z)dx + q(x, y, z)dy + rex, y, z)dz = 0, 
bei denen die linke Seite nicht auf die Gestalt 

g(x, y, z)df(x, y, z) 
gebracht werden kann. Derartige FaIle waren schon friiher ver
einzelt aufgetreten 83), aber erst ...4.. Voss hat sie systematisch be
handeJtlI4). Spater hat H. Hertz die physikalische Bedeutung dieses 
Ansatzes hervorgehoben und vorgeschlagen, diejenigen Probleme, bei 
denen die Bedingungsgleichungen auf die Form df(x, y, z) = 0 ge
bracht werden konnen, als holonome, zu bezeichnen, wahrend er die 
Bedingungsgleichung (4) nichtholonom nennt 85). Ais Differential
gleichungen der Bewegung ergeben sich bei dem nichtholonomen 
Probleme: 

(5) mx = X + }.p, my = Y + }.q, mz = Z + }.r, 
wo }. einen Multiplikator bedeutetj aus den Gleichungen (4) und (5) 
hat man x, y, z und }. als Funktionen der Zeit zu bestimmen. 

33) Probleme des Rollens sind schon im 18. Jahrhundert von L. Euler, 
Petersburg Comment. 7 ad annos 1734/35, p. 99; J. d'Alembert, Dynamique, 
1748; Joh. Bernoulli, Opera 4, 1752, p. 296 behandelt worden, allein bei ihnen 
enthielt die Bedingungsgleichung des Rollens nur eine oder zwei Veril.nderliche, 
Bodass die in der tHeichung (4) liegende Schwierigkeit wegfiel. Auch bei den 
spil.ter, zum Beispiel von S. D. Poisson, Mecanique 2, untersuchten Fil.llen ergab 
sich nichts Neues, da man sich auf kleine Schwingungen beschril.nkte; vergl. 
F. Klein, Zeitschr. Math. Phys. 47 (1902), p. 260. Andrerseits treten nicht
integrable Bedingungsgleichungen schon bei J. L. Lagrange auf, in dessen 
Mecanique, 1, Partie I, Sektion 4 es ausdriicklich heisst: i1 n'est pas necessaire, 
que L, M, ... Boient les variations exactes de x,y,s,dx,dy,ds ... , wil.hrend 
Lagrange freilich an anderen Stellen, wo von Bedingungen die Rede ist, still
schweigend annimmt, dass Bie sich in Form endlicher Gleichungen darstellen 
lassen. Vergl. femer M. Ostrogradskij, St Petersbourg, Mem. de l'acad. (6) 1 
(1884), p. 665; N. M. l/e"ers, Quart. J. of math. 12 (1878), p. 1. 

84) Math. Ann. 25 (1885), p. 258, dazu J. Konig, Math. Ann. 41 (1888), p.42; 
vgl. auch Nr. 16 dieses Artikels. 

80) Mechanik, p. 91. Hiemach ~ind Probleme mit einer oder mit zwei 
Veri!.nderlichen stete holonom. 
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Gleichungen der Form (2), (3), (5) geiten auch, wenn in den 
Bedingungsgleichungen die Zeit vorkommtj diese ist bei den nach 
dem d'Alembertschen Prinzipe auszufiihrenden Diiferentiationen als 
konstant anzusehen. 

Statt holonomer oder nicht holonomer Bedingungsgleichungen 
konnen auch Bedingungsungleichheiten auftretenj auch konnen Bedin
gungen plOtzlich fortfallen oder plOtzlich durch andere ersetzt werden. 
N achdem bereits friiher solche Falle behandelt worden waren, hat, 
durch E. Study angeregt, A. Mayer, yom Gaussschen Prinzipe des 
kleinsten Zwanges ausgehend, dargelegt, wie man hier die Bewegung 
des Punktes in allen Fallen bestimmen kann 86). 

Es gewahrt nicht selten V orteil , die cartesischen Koordinaten 
x, '!I, z durch drei unabhangige Vpral1derliche (Parameter) ql1 qi' q3 
anszudriicken, die auch Positionskoordinaten oder verallgemeinerte 
(generalisierte) Koordinaten heissenj vgl. IV 1, Nr.37 (A. VOSS)S7). 

Die Gleichungen (1), (2), (3), (5) gehen dabei in Diiferential
gleichungen zweiter Ordnung fiir Q1' q2' q8 iiber, die man als allgemeine 
Lagrangesche Gleichungen bezeichnet. Bei der Bewegung auf einer 
Kurve oder einer Flache gelingt es vielfach, die Parameter so zu 
wahlen, dass die Bedingnngsgleichungen identisch erfiillt sind, wenn 
zwei bez. ein Parameter einen konstanten Wert erhalten. Von den 
Lagrangeschen Gleichungen dienen alsdann zwei bezw. eine zur Be
stimmung der Reaktionen, wahrend die iibrigen in Differential
gieichungen zweiter Ordnung fiir die variablen Parameter iibergehell. 
Es ist ein weit verbreitetes Missverstandnis, dass man ausschliesslich 

36) J. FOUl"ie1', J. ec. pol. 1) (1798) = Oeuvres 2, p. 488; A. Oournot, Bull. 
de Ferussac 8 (18:!7), p. 165; O. F. Gauss, J. f. Math. 4 (1829), p. 234 = Werke 
ii, p. 27; M. Ostl"ogradskij, St. Petersbourg Mem. (6) 1 (1834), p. 565, Mem. Classe 
math. phys. 1 (1838), p. 129; O. G. J. Jacobi, Vorlesungen iiber Dynamik, 1847/48, 
Heft von lV. Scheibner, p. 83; A. Ritter, Dissertation Gl>ttillgen 1853; N. Bugajeff, 
~lecbanik (russisch), 1, Petersburg 1871; .T. lV. Gibbs, Am. J. of. math. 2 (1879), 
p. 49; D. BobylelV, Mechanik (russisch), 1885; L. He1Uleberg, J. f. Math. 113 
(1894), p. 179; J. Farkas, Ungar. Ber. 12 (1894), p. 263, 15 (1898), p. 25; 
L. Boltzmann, Mechanik 1 (1897), p. 223, 230; A. Mayer, Leipzig Ber. 51 (1899), 
p.224, 245; E. Zermelo, Gl>tt. Nachr. 1899, p.306; P. Appell, Mecanique I, 
p. 269; O. Schutt, Diss. Kiel 1905; G. K. 8ousZoff, Moskan, Math. Samml. 25 
(1905), p. 370. Vergl. auch IV 1 (A. Voss) und die Anmerkungen 167 und 179. 

37) V gl. dazn H. lV. Watson und H. 8. Burbltry, A treatise on the application 
of generalized coordinates to the kinetics of a material system, Oxford 1879, 
und P. Appell, Mecanique, 1, chap. XVI; L. Boltzmann (Prinzipe, 2, p. 16) 
nennt die Koordinaten qa skleronom oder rheonom, je nachdem die Bedingungs
gleichungen zwischen den cartesischl'n Koordinaten die Zeit nicht enthalten oder 
entbalten. 
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die letzteren Gleichungen betrachtet, die von der Jacobischen Schule 
auch als Lagrangesche Gleichungen zweiter Art bezeichnet werden. 

Die Differentialgleichungen fiir die Parameter qa kann man nach 
Lagrange sofort herstellen, wenn man die Ausdriicke fiir die leben
dige Kraft und die virtuelle Arbeit kennt, sie haben niimlich die 
Gestalt: 

(L) 

hierin bedeutet T die lebendige Kraft des materiellen Punktes: 

T = t m(x2 + if' + Z9) = t~aafJqa q(f' 
wiihrend die Qa ala die Koeffizienten der ~qa in dem Ausdrucke der 
virtu ellen Arbeit 

dW= Xdx+ Yby+ Zdg=~Qabqa 
definiert sind. Die Qa werden auch als die Komponenten oder Koor
dinaten der verallgemeinerten Kraft bezeichnet. Die Koordinaten Qa der 
verallgemeinerten Kraft haben nicht immer die DimensioneD. einer 
Kraft im gewohnlichen Sinne des Wortes, wohl aber die Qadqa 
immer die Dimensionen der Arbeitj ist z. B. qa ein Winkel, so hat 
Qa die Dimension eines Drehmomentes S7a). Die Ausdriicke 

aT 
Pa = aria 

heissen die Koordinaten des verallgemeinerten Impulses. 
Bei dieser Auffassung besagen die Gleichungell (L), dass die 

Anderung des Impulses sich zusammensetzt aus der wiihrend des Zeit
elementes dt wirkenden Stosskraft mit den Koordinaten Qadt und 

einer Kraft mit den Koordinaten :-~ dt, die von del' Anderung des 
qa 

instantanen Axenkreuzes wiihrend des Zeitelementes dt herriihrt. Hat 
man zurn Beispiel Polarkoordinaten 

x = r cos rp 1 Y = l' sin rp 1 

37·) Schon J. L. Lagrange bezeichnet die Qa ala Kraftkomponenten oder 
auch unmittelbar ala Krafte, was gelegentlich zu Missverstandnissen Anlass ge
geben hat. Das Wort "Koordinate" wird hier, wohl nach dem Vorgange von 
F. Klein, in dem Sinne A. Plucker .• gebraucht, der unter Koordinate jegliche 
Grosse versteht, die dazu verhilft, ein Objekt mathematischer Betrachtung fest
zulegen. Dieses Objekt, das System der Grossen Qa' Vektor zu nennen, wie es 
Il. Hertz, Mechanik, p. 137 vorgeschlagen hat, erscheint nicht ala zweckmassig. 
Vielmehr wird man, hier wie bei den Koordinaten der verallgemeinerten Ge-
8chwindigkeit und des r ''8.11gemeinerten Impulses, zwischen den Elen1-entargrOss(rtJ, 
die bei einem ma~ _ .len P--nkte und gewohnlichen cartesischen Koordinaten 
auftreten, und de .. Sy.~tl"'U ,-m, die sich bei beliebigen Positionskoordinatell 
erg scharf zu untersc, haben. 
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so wird 
T = tm(;" + r'Ij>'), dW = Rdr + ClJdcp, 

und die Lagrangeschen Gleichungen lauten: 

mr - mrlj>2 = R, mr2;P = <P. 

Das Glied mrlj>2 bedeutet hier die Zentrifugalkraft, die den wirkenden 
Kraften hinzuzufiigen ist, wenn man die Bewegung des Punktes auf' 
dem beweglichen Radiusvector betrachten will j vergl. Fr. Slate, 
Mechanics 1, p. 42 und A. G. Webster, Dynamics, p.119. 

5. Diskussion dar Difi'arentialgleichungan dar Bewegung. Die 
Integration del' Differentialgleichungen (1) ergiebt x, y, S als Funk
tionen del' Zeit, die sechs Integrationskonstanten enthalten. Diese 
Konstanten konnen durch Anfangsbedingungen bestimmt werden, in
dem del' Bewegungszustand des Punktes zu einer Anfangszeit to ge
geben wirdj vgl. auch IV 1, Nr. 21 (A. VOSS)S8). Erste Integ·rale der 
Differentialgleichungen (1) heissen Gleichungen der Form 

F(x, y, Sj x, ii, $j t) = con st. 

von del' Beschaffenheit, dass dd~ vermoge der Gleichungen (1) idan

tisch verschwindet. Hat man sechs von einander unabhangige erste 
Integrale ermittelt, so ergeben sich daraus x, y, S als Funktionen von 
t und sechs willkiirlichen Konstanten, und die Integration ist vollendet. 

Theoretisch ist es stets moglich, sechs erste Integrale zu er
mitteln, indem man zum Beispiel Reihenentwicklungen zu Hilfe nimmt. 
Wenn man aber sagt, dass es bei den Gleichungen (1) ein erstes 
Integral gebe, so meint man damit meistens, dass sich eine Funktion 
F(x, y, Sj x, ii, $; t) angeben lasst, die in einfacher Weise aus elemen
taren Funktionen ihrer Argumente aufgebaut ist, wobei haufig auch 
noch die Operation del' Quadratur zugelassen wird, und in weiten 
Kreisen, besonders unter den Physikern, ist das Vorurteil verbreitet, 
als ob bei Problemen, die sich nicht in einer solchen "geschlossenen 
Form" integrieren lassen, die Hilfe der Mathematik versage S8a); dass 
in Wahrheit die Mittel del' modemen Mathematik erheblich weiter 
reichen, ist schon in N r. 1 dieses Artikels auseinandergesetzt worden. 
Freilich wird man es mit Freude begriissen, wenn es bei einem Problem 

38) Nicht immer wird der Bewegungszustand zu einer Anfangszeit gegeben. 
Bei der Bestimmung der Planeten- und Kometeubahnen iBt zum Beispiel der 
scheinbare Ort zu verschiedenen Zeiten bekannt; vgl. VI II 9 (G. Herglotz). 
Ebenso ist beim Zielen der Anfangs- und der Endpunkt der Bahn gegeben. 

38&) So B&gt A. Gray, Physik 1, p. 266: nEB ist nicht immer mlSglich , die 
Bewegungsgleichungen zu IISBen"; vgl. auch E.l1fach, Mecbanik, p. 294. 
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ein erstes Integral giebt oder einige erste Integrale in dem engeren 
Sinne des W ortes vorhanden sind, denn schon daraus lassen sich 
haufig wichtige Schliisse auf den Verlauf der Bewegung ziehen. Ahn
liche Betrachtungen geIten fiir die Gleichungen (2), (3) und (4). 

Um erste Integrale zu fin den , bedient man sich mit Vorteil 
folgender Methoden. 

1) Wird die BogenHinge der Bahn bis zum Punkte pea;, y, e) 
mit s, der Kriimmungsradius der Bahn in P mit Q bezeichnet und sind 
F r, F N, FB die Komponenten der wirkenden Kraft ~ nach der Tangente, 
Hauptnormale und Binormale der Bahn, so geIten die von L. Euler39) 

herriihrenden "natiirlichen" Gleichungen der Bewegung40): 

O=FB • 

1m Allgemeinen kann man diese Gleichungen nur aufstellen, wenn 
man die Bahn des Punktes schon kennt, in manchen Fii.llen gelil1gt 
es aber, sie unmittelbar zu finden und fiir die Ermittlung von ersten 
Integralen zu verwerten j besonders P. Serret hat von Ihnen schone 
Anwelldungen gemacht 41). 

2) Sind x, ID,.8 die Komponenten des Impulsvektors ~ nach den 
Axen der x, y, 5, so lassen sicll die Gleichl1ngen (1) auf die Form 
bringen: 

(1*) d:£ --=x dt ' 
d.8 -=z· dt ' 

der Endpunkt des von einem festen Punkte abgetragenen Vektors 3 
bewegt sich also mit der Geschwindigkeit~. Verschwindet bei ge
eigneter Wahl der Koordinatenaxen etwa X, so folgt aus der ersten 
GIeichung (1*) die erste Integralgleichung x = C (Sate von der 
Erhaltung der Projektion del' Bewegungsgrosse), und hieraus durch eine 
neue Integration mx = Ct + C', wo C und C' Konstanten bedeuten. 

3) J. Keplers Gesetz, dass der von dem Planeten nach der Sonne 
gezogene Leitstrahl in gleichen Zeiten gleiche FHi.chenraume beschreibt, 

39) Mechanica, 1736, sowie St. Petersbourg Nova Acta 3 ad ann. 1785, p.111. 
40) P. Appell, Mecanique 1, p. 304. Sehr einfach und durchsichtig ge8taltet 

eich die Herleitung der natiirlichen Gleichungen bei Anwendung der Vektor
rechnungj vgl. R. Marcolongo, Meccanica 1, p. 34. Bei englischen, franzosischen, 
italienischen Autoren heissen diese Gleichungen intrinsic equations, equations 
intrinseques, equazioni intrinseche. Der Terminus intrinsic scheint von W. TVhelL'eU 
herzuriihren, Cambridge Phil. Soc. Trans. 9 (1851), p. 150; vgl. E. W6lffi:ng, 
Bibl. math. (3) 1 (1900), p. 143. 

41) Theorie nouvelle mecanique et geometrique dee lignes de double cour
bare, Paris 1860. 
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war von 1. Newton auf beliebige Zentralkriifte verallgemeinert worden ill). 
Dass ein entsprechender Satz auch bei anderen Kriiften gelten kann, 
haben ziemlich gleichzeitig L. Euler'3) , Daniel Bernoulli 4') und 
P. el' Arcy 45) erkannt. Besteht niimlich die Gleichung 

xY-yX=O, 
so folgt aus den Gleichungen (1), dass die Projektion des von dem 
Anfangspunkte nach dem bewegten Punkte gezogenen Radiusvektors 
auf die xy-Ebene in gleichen Zeiten gleiche Fliichen beschreibt 
(Fliichensatz ). 

Eine neue Auffassung dieses Satzes verdankt man L. Poinsot46). 

Hat das Drehmoment st del' wirkenden Kraft ~ in Bezug auf den 
Anfangspunkt der Koordinaten die Komponenten nach den Axen der 
x, y, z: 

L = y Z - z Y, J.11. = z X - xZ, N = x Y - y X, 
und sind 

£ = rn(yz - zy), 9J1 = rn(zx - xz), m = m(xiJ - yx) 

die Komponenten des Drehmomentes U des Impulses ~ in bezug auf 
dieselben Axen, so gelten vermoge (1) die Gleichungen: 

(1**) d2 = L d_IDl =]11 ~~ = N. 
dt 'dt 'dt ' 

der Endpunkt des von einem festen Punkte aus abgetragenen Vektors 
U bewegt sich also mit der Geschwindigkeit st. 1st st = 0, so bleibt 
der Endpunkt von U fest; der materielle Punkt bleibt dann in eiller 
auf diesem Vektor senkrechten Ebene, und fUr seine Bewegung in 
diesel' Ebene gilt del' Fliichensatz. Verschwindet aber nur eine der 
Komponenten L, M, N, so gilt in Bezug auf eine der drei Koordinaten
ebenen der FHichensatz, der daher auch als Satz von der Erhaltu119 
des Drehmornentes bezeichnet wird. Verschwinden zwei der Kom
ponenten L, M, N, so verschwindet auch die dritte, und der Fliichen
satz gilt dann fiir jede beliebige, durch den Anfangspunkt gehende 
Ebene 46a). 

42) Principia, lib. 1, sectio 2, prop. 1. 
43) Opuscula varii argumenti 1, 1746, p. 1. 
44) Berlin, :Uem. annee 1745 (1746), p. 5-1. 
45) Paris, Mem. annee 1747 (1752), p. 348. 
(6) J. tic. polyt. cah. 13 (1806), wieder abgedruckt als Anhang zu den 

spilteren Auflagen seiner Elemens de statique. In der Sprache der Vektoren
rechnung bedeutet die Auffas8ung von Poinsot den t'bergang von der Plangrosso 
zum erganzenden Vektor; vgl. IV 2, Nr.3 (H. E. Timerdillg). 

46 a) S. D. POiSWIl, .T. de l'ee. polyt. ca.h. 15 (1809), p. 266; vergl. 
R. 211arcolongo, Na.poli Rend. (2) 2 (1888), p. 419. 



5. Der einzelne Punkt: Diskussion der Differentialgl. der Bewegung. 465 

4) Der Ausdruck T = tmv2 wird als die lebendige Kraft oder 
die kinetische Energie des bewegten Punktes bezeichnet47). Aus den 
Gleichungen (1) bis (4) von Nr.4: folgt: 

dT= Xdx + Ydy + Zdz, 

das heisst der Zuwachs, den die lebendige Kraft wahrend des Zeit~ 

elementes dt erfiihrt, ist gleich der elementaren Arbeit dW, die wahrend 
dieses Zeitelementes von der Kraft iY geleistet wird. Gleichzeitig er
giebt sich, dass die element are Arbeit der Reaktionskriifte verschwindet. 
fiber den Fall der Reibung vgl. Nr.6. 

Wenn X, Y, Z Funktionen von x, y, z; x, ii, z; t sind, so muss 
man, um die gesamte Arbeit W fur den Zeitraum (to'" t) zu be
rechnen, x, y, z als Funktionen der Zeit, d. h. die Bewegung des 
Punktes kennen. Wenn X, Y, Z Funktionen von x, y, z allein sind, 
also iY eine reine Bewegungskraft ist, genugt es, die Bahn des Punktes 
zu kennen. Wenn endlich Xdx + Ydy + Zdz das vollstiindige 
Differential einer eindeutigen Funktion U(x, y, z) ist, so genugt zur 
Berechnung von W die Kenntnis der Anfangs- und Endlage des 
Punktes. Die Funktion U heisst nach W. R. Hamilton 4B) Kraftefunk
tion. Existiert eine Kriiftefunktion U, so wird 

T= U+h. 

Die Konstante h heisst die Konstante der lebendigen Kraft; die 
Bahnen, bei denen h denselben Wert hat, vereinigt man haufig zu 
einer Familie von Bahnen 4S &). Die Funktion V = - U heisst die poten
tielle Energie des Punktes und die Gleichung T + V = It giebt fur 
ihn den Satz von der Erhaltung der Energie. 

Ails der Gleichung der lebendigen Kraft lassen sich nicht Helten 

47) V gl. IV 1, Nr. 46 (A. Voss). Es sei noch ausdrticklich hervorgehoben, 
dass G. W. Let"bniz (Acta erud. Lips. 1(95) als vis viva das Produkt 1IIV' be
zeichnete. Erst G. Cariolis (Traite de mecanique, 1829) hat wegen der Be
ziehung zur Arbeit tmv' als lebendige Kraft bezeichnet und H. I'. Helmholtz 
(Erhaltung der Kraft, Berlin 1847) diese Bezeichnung in Deutschland eingefiihrt; 
vgl. IV 1 (A. Vuss), Anmerkung 297. Die neuerdings vorgeschlagene, au sich gute 
Bezeichnung "Wucht" fiir tlllV! zum Unterschiede von mv' (A. Fdppl, Einleitung, 
p. 29) scheint sich nicht einbiirgern zu wollen. 

48) London Phil. Trans. 18M, p. 249 (force function, bei C. G .• J. Jacobi. 
J. f. Math. 17 (1838), p. 97 KriiJtefunktion). Der Sache nach findet aich die 
Kraftefunktipn schon bei J. L. Lagrange (Mecanique analytique). Dass U(x, y, z) 
eindeutig sein muss, wenn man die Arbeit berechnen will, scheint zuerst 
J. Bertrand, J. ec. polyt. cah. 28 (1841), p. 249 bemerkt zu haben. Vergl. auch 
E. Lemni, J. de math. (3) 2 (1876), p. 233. 

48&) G. Dal'boux, Leljlol1s sur la theorie des surfaces 2. Paris 1889. p. 482. 
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wichtige SchlUBBe auf den Verlauf del' Bewegung ziehen. Da nii.m
lich T = tmv2 niemalB negativ ist, so bnn del' bewegte Punkt im 
Laufe del' Zeit nul' solche Punkte des Raumes paBBieren, in denen U + h 
positiv odeI' gleich Null ist, und man erhalt, falls U + h bei einem ge
gebenen Werte von h mit Zeichenwechsel verschwindet, bei del' Bewegung 
im Ranme eine "Grenziliiche" und bei del' Bewegung in del' Ebene eine 
"Grenzkurve", die del' bewegte Punkt nicht iiberBchreiten kann. G. W. 
Hill (1878) hat hierauB wichtige Folgerungen fUr die Bewegung des 
Erdmondes gezogen 49), und die Grenzkurve ist dann auch bei anderen 
astronomischen Untersuchungen verwertet 50) worden. P. Stiickel hat 
dasselbe Prinzip fUr die Bewegung eines materiellen Punktes auf 
einer krummen FHiche verwertet 51). Hat die Kriiftefunktion U an 
einer Stelle A* ein Maximum ]}1 und legt man der Konstanten h 
einen Wert bei, del' wenig von - M verBchieden, sonst aber beliebig 
ist, so erhiilt man als GrenzfHiche eine kleine, geschlossene, den Punkt 
A* umgebende Flnche und schliesst hieraus, dass der bewegte Punkt, 
wenn er von einer in del' Niihe von A* gelegenen Stelle mit geringer 
Anfangsgeschwindigkeit ausgeht, immer in del' Niihe von A* bleiben 
muss, und dass auch seine Geschwindigkeit stets gering bleibt. Da 
del' Punkt, wenn er in A* ruht, immer in Ruhe bleibt, so ist eine 
salcha Stelle, wo U ein Maximum hat, eine Stelle .c;tabilen Gleich
gewichtes 52). Diesel' Satz von del' Stabilitiit riihrt von J. L. Lagrange 
her. Den Beweis dafiir griindete diesel' jedoch auf Reihenentwick
lungen, bei denen er nul' die Glieder bis zur zweiten Ordnung beriick-

49) Am. J. of math. 1 (1878), p. 5, 129, 245 (Abdruck einer 1877 in Boston 
erechienenen Monographie) j Acta math. 8 (1886), p. 1. Hill zeigte auf diesem 
Wege, daas in dem System Sonne, Erde, Mond, wenn man annimmt, dass die 
Erdbahn kreisformig ist, der Mond sich von der Erde niemals weiter als um den 
vierfachen Betrag seines jetzigen Abstandes entfemen kann. 

50) K. Bohlin, Acta math. 10 (1887), p. 109 j G. H. Darwin, Acta math. 21 
(1897), p. 99 j Math. Ann. 51 (1899), p. 523 j C. V. L. Charlier, Die Mechanik des 
Himmels, 2, Leipzig 1905, p. 111,290. Genaueres in V12 12 (E. T. Whittaker). 

51) Diss. Berlin 1885. 
52) lnstabil heisst das Gleichgewicht a.n einer Stelle P, wenn der Punkt 

von einer Stelle in der Nahe von P mit kleiner Geschwindigkeit ausgehend sich 
im Laufe der Zeit betrachtlich von P entfernt. Die Astronomen (vgl. H. Poincare, 
Mecanique celeste 3, p. 140) sprechen auch von der Stabilitiit der Bewegung 
eines Punktes und meinen damit, dass der Punkt sich in1 Laufe der Zeit von 
einem festen Punkte niemals mehr als um eine bestimmte endliche Strecke ent
femt, wie etwa. der Mond von der Erde (vgl. Anmerkung 49); R. Clausius nennt 
solche Bewegungen stationiir, \·gl. E. J. Routh, Dynamik 1, p. 833. Das Wort 
Stabilitiit der Bewegung wird jedoch auch in einem 8nderen Sinne gebra.ucht, 
siehe Nr. 9 dieses Artikels. 
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sichtigte58). Auf dem hier angegebenen Wege, den ubrigens Lagrange 
selbst schon angedeutet hatte M ), haben dann F. Minding und P. Lejeune
Dirichlet den strengeu Beweis durchgefiihrt 55). 

Hat die Kraftefunktion U fur eine Gieicbgewichtsiage 13* kein 
Maximum, sondern entweder ein Minimum oder eine Stelle stationaren 
Verhaltens, so Iaast sich unter sehr allgemeinen Voraussetzungen 
beweisen, dass kein stabiles Gleichgewicht stattfindet55a). Man hatte 
daher vielfach angenommen, dass nur bei einem Maximum von U 
stabiles Gleichgewicht moglich sei. Dass diese Annahme faisch ist, 
hat P. Painleve gezeigt55b). Bewegt sich namlich ein freier Punkt 
der Masse m unter dem Einflusse von Kraften, die von del' Krafte
fuuktion 

U(x, y, $) = tm(x5 sin 1- y2 - $2) 

herruhren, so ist die Stelle x = 0, y = 0, $ = 0 eine reguIare 
Gleichgewichtsstelle (regular, weil U mit seinen Ableitungen erster 
und zweiter Ordnung in del' Nahe del' Stelle 0, 0, 0 stetig ist), fur die 
U kein Maximum hat, und dennoch findet stabiles Gleichgewicht statt. 

Auch fur quantitative Untersuchungen erweist sich del' Satz von 
del' lebendigen Kraft als niitzlichj in vielen Fallen gelingt es namlich, 
aus ihm, durch Verbindung mit den anderen Gleichungen del' Be
wegung, eine Gleichung del' Form 

(~~r = r(q) 

herzuleiten, in del' q irgend eine Koordinate bedeutet. Bei der 
alteren Auffassung begniigt man sich zu sagen, dass t als Funktion 
von q durch eine Quadratur bestimmt seij nach del' neueren sucht 
man aus jener Gleichung Schlfisse auf den Charakter del' Funktion q 

53) Mecanique 1, Section 3. Auch S. D. Poisson, Mecanique 2, p. 492 
benutzt Reihenentwicklungen. 

54) Mecanique 2, Section 6, § 8. 
55) F. Minding, Mechanik, Berlin 1838, p. 268; P. Lejeune-Dirichlet, Berlin 

Monatsber. 1846, p. 34; J. f Math. 32 (1846), p. 85 = Werke 2, p.6. Vgl. auch 
P. Stiick.el, Jahresber. d. D. M.-V. 14 (1905), p.504. 

55&) A. Kmser, J. f. Math. 115 (1895), p.308; 117 (1897), p. 186; ..4. M. 
Ljapunoff, J. de math. (5) 3 (1897), p. 81; J. Hadamard, J. de math. (5) 3 (1897), 
p. 331; P. Painleve, Paris C. R. 125 (1897), p. 1021; G. Hamel, Math. Ann. 57 
(1903), p. 641; P. Bohl, J. f. Math. 127 (1904), p. 179; Genaueres in IV 12 
(P. Stiickef). 

66 b) Paris C. R. 138 (1904), p. 1665; allerdings ist hier die Stelle B
eine HII.ufuDgsstelle von Gleichgewichtsstellen; fiir eine isolierte Gleichgewichts
stelle scheint stabiles Gleichgewicht nur bei einem Maximum von U moglich 
zu sem. 

Encyk}op. d. math. Wiasen.ch. IV I, I. 31 
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von t zu ziehen. Lasst sich r(g) auf die Fonn bringen: 

r(g) = (b - q)(g - a)g(q), 
wo a und b (> a) Konstanten sind und g(g) eine stetige, im Inter
valle q = (a ... b) wesentlich positive Funktion bedeutet, so wird 
nach K. Weierstrass q eine eindeutige, stetige Funktion der reellen 
Verii.nderlichen t mit der Periode 

b ,r dq 
2(1) = 2J Vf(q)' 

a 

die sich durch eine trigonometrische Reihe 
ao ao 

1 + """ . nnt + ~ nnt g = '2 Co £.; S" SIn -;;,- ~ C" cos co 
,,=1 ,,=1 

darstellen lii.sst 56); nicht selten genfigen schon die ersten Glieder dieser 
Reihe, um eine fur praktische Zwecke ausreichende Annaherung zu 
geben. Do. die Veranderliche g zwischen den Grenzen a und b hin
und hergeht, hat O. V. L. Oharlier die Bewegung eine Librationsbewegung 
genannt51). 1st die Wurzel b der Gleichung r(g) = 0 nicht einfa.ch, 
sondem mehrfach, so geht g asymptotisch von a nach b; die Be
wegung heisst dann nach Oharlier eine Limitationsbewegung58). 

Zur genaueren Diskussion der Bewegung wird man in den 
meisten Fallen numerische 59) und graphische 60) und mechanische61) 

56) Berlin Monatsber. 1866, p. 97, 185 = Werke 2, p. 1; vgl. jedoch schon 
N. H. Abel, Oeuvres, nouv. ed. 2, p. 40 und F. Minding, Mechanik, p. 222 
und 817; eine interessante Anwendung auf die Stllrungen von Jupiter und 
Saturn machte G. W. Hill, Annals of math. 6 (1890), p. 177. 

57) St. Petersbourg Melanges math. 7 (1889), p. 1; St. Petersbourg Acad. 
Bull. 88 (1890), p. 9 j Mechanik des Himmels 1, Leipzig 1902, p. 85. 

58) Den allgemeinen FaJl (g) = (b - q)rf (q - at g(q), wo IX und (J konstante 
Exponenten bedeuten und g(q) ffir q gleich a und q gleich b endlich und von 
Null verscbieden ist, untersuchten P. StiickeZ, Diss. Berlin 1886 und O. V. L. Charlier ; 
vgl. auch G. DilZmr, Bordeaux Mem. (2) 5 (1888), p. 29. 

59) Die numerischen Methoden dar Astronomen werden bier vielfach mit 
Nutzen angewandt werden kllnnen; vgl. VI I. 

60) Ueber die Litteratur beziiglich graphischer Methoden zur L6sung 
mechanischer Probleme findet man einen austUhrlichen Bericht in den Brit. Ass. 
Rep. 1889, p. 822, 1892, p. 878, 1898, p. 578; vgl. lIouch Lord Kelvin, Phil. Mag. 
(6) 34 (1892), p. 443: Konstruktion der Bahn, wenn man IIoUS den Differential
gleichungen der Bewegung ihren Kriimmungsradiu8 entnehmen kannj femer 
F. Klein und A. Sommerfeld, Theorie des Kreisels, Kapitel VII, § 4: graphische 

Integration von Differentillolgleichungen der Form ::~ = (u, v). 

61) W. Thomson und P. G. Tait, Treatise, 2. ed. 1, Appendix B'; A. Kriloff, 
St. Petersbourg Acad. Bull. (5) 20 (1904), Nr. 1. 
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Methoden zu Hilfe nehmen milssen. Auch werden sich die neueren 
Untersuchungen iiber die approximative Integration von Differential
gleichungen (vgl. m D 11, X. Heun) hierfilr fruchtbar machen lassen; 
in der Dynamik muss man jedoch mit Vorsicht venahren, da Realitats
und Stetigkeitsbedingungen hinzutreten 61&). 

6. Reibung. Die Annahme von konservativen Kriiften, bei 
denen der Satz von der Erhaltung der Energie gilt, oder doch von 
reinen Bewegungskraften, die aHein von den Koordinaten der bewegten 
Punkte abhiingen, genfigt nicht immer zur Losung der Aufgaben der 
Dynamik. Man hat sich vielmehr hiiufig genotigt gesehen, zu diesem 
Zwecke den iiusseren Kriiften noch Kriifte hinzuzufdgen, die von den Ge
schwindigkeiten der bewegten Punkte abhiingen und als Reibungskriifte 
bezeichnet werden 62). Solche Krafte treten auf, wenn die Bewegung 
eines Korpers in einem widerstehenden Medium vor sich geht, oder 
wenn sich feste Korper bei ihrer Bewegung in Punkten, Linien oder 
Flachen unter Druck beriihren; auch die viel behandelte Steifigkeit 
der Seile ist hier zu nennen. Fur die in Wirklichkeit bei der Be
wegung in einem widerstehenden Medium stattfindenden V orgiinge 
vergleiche man die Artikel IV 17 Aerodynamik (S. Finsterwalder), IV 18 
Ballistik (0. Oroos) und IV 22 Schiffsbewegung (A. Xriloff), fur die physi
kalisch-technische Theorie der Reibung fester Korper und die Steifigkeit 
der Seile den Artikel IV 10 Dynamische Probleme der Maschinentechnik 
(X. Heun). Neben die Lehre von den Erscheinungen bei der Reibung 
ist aber eine umfangreiche mathematische Theorie der Reibung ge
treten, man hat zum Beispiel bei der Bewegung eines materiellen 
Punktes in einem widerstehenden Medium den Widerstand gleich einer 
solchen Funktion der Geschwindigkeit v gesetzt, da.'3s sich die Integration 
der Differentialgleichungen der Bewegung in eleganter Form durch
fiihren liess 68), oder bei der unter Druck erfolgenden Beruhrung fester 

61&) E. B. Christoffel, J. f. Math. 66 (1866), p. 1; G_ Koenigs, Bull. soc. math. 
de France 22 (1894), p. 25 j L_ Lecornu, ebenda p. 81. 

62) Fiir die Einfiihrung dar Reibungskrafte vgl. auch Nr_ 2 dieses Artikels 
sowie H. v. Helmholts, Dynamik, p. 31. Welohe Rolle die Reibungskrii.fte bei den 
wirkliohen Bewegungen spielen, zeigt etwa daB Beispiel deB deutBchen Infanterie
gewehrs, Modell 88, bei dem das Geschoss eine Anfangsgeschwindigkeit von 
ungefil.br 620 m in der Sekunde erhiUt. Nach den Gesetzen der paraboliBohen 
Wurfbewegung wiirde sich die grosste SchUBsweite bei einem Abgangswinkel 
von 46 Grad ergeben und ungeCahr 40 km betragen; in Wirklicbkeit wird nach 
der "SchiesBvorschrift fiir die Infanterie" die grl!sste Schussweite bei einem Ab
gangswinkel von etwa 32 Grad erreicht und betrligt etwa 4 km. 

68) Solche GeBetze Btellten auf und behandelten: L Newton, Principia, 
Lib. n, wo daB Widerstandsgesetz f(v) = av + bv' ist; Joh. Bernoulli, Paris 

31* 
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Korper fiir die Reibullg einfache Gesetze angenommen 64). In manchen 
Fallen gelingt es, auf diese Weise ein Bild der V orgiinge zu gewinnen, 
das als erste Annaherung brauchbar ist, und das ist um so wertvoller, 
als es sich bei der Reibung um ausserordentlich verwickelte Vorgange 
handelt, die bereits ausserhalb des Gebietes der Mechanik liegen; denn 
bei der Reibung werden thermische, elektrische und magnetisehe 
Krafte ausgelOst, die einen Teil der kinetischen Energie absorbieren 
(Zerstreuung der Energie) 65). In anderen Fallen aber, zum Beispiel 
bei dem Bremsen der Eisenbahnziige 66), ergiebt sich auf diesem 
Wege nieM einmal eine erste Annaherung an die wirklichen Vor
gange, und man ist, wo es auf den genauen Wert der in einem ge
gebenen Falle zu erwartenden Reibung ankommt, darauf angewiesen, 
Versuchsergebnisse heranzuziehen, die unter ahnlich liegeDden Ver
hiiltnissen erhalten wurden, oder, wenn solehe nicht vorliegen, selbst 
Versuche anzustellen 67). 

Die Reibung zweier festen Korper, die aneinander vorbeigleiten, 

Mem. annee 1711, p. 47 = Opera 1, p. 502, fev) = avn ; dasselbe Gesetz hat 
L. Eulm·, Mechanica, 1736, 1, p. 444; J. d' Alembert, Tmite de l'equilibre et du 
mouvement des fiuides, Paris 1744, p.359: fev) = a + bv"; A. M. Legendre, 
Berlin Mem. 1782, p. 59 flir n = 2; weitere altere Litteratur bei M. Jullien, 
Problemes 1, p. 281, 350. Ans neuerer Zeit aei hier nur genannt: C. G. J. Jacobi, 
J. f. Math. 24 (1842), p. 5 = Werke 4, p. 286; P. Appell, Mecanique 1, p. 332, 
351 und im ubrigen auf IV 18 (C. Cranz) verwieaen. 

64) Monographie von G. H. Jellett, Reibung, London 1872, mit sehr vielen 
Aufgaben aua der Statik und Kinetik. 

65) Wenn neben den von einer Kraftefunktion U(x, y, z) herrilhrenden 
nU8seren Kraften noch Reibungswiderstande auftreten, so lassen sich die La
grangeschen Gleichungen in manchen Fallen auf die Form bringen: 

-1t (:~) - :~ = ~~ - ~~, 
wo F eine von den qa und iJ.a abhangende Fnnktion bedeutet, die in den q" 
homogen und von der zweiten Dimension ist.. Lord Rayleigh hat die Funktion F 
die Dissipationsfunktion genannt (London Math. Soc. Proc. 1873; Theory of sound, 
2. ed. London 1894, 1, p. 136); aua den Lagrangeschen Gleichungen folgt nam
lich durch das Verfahren, das bei konservativen Kraften die Gleichung von der 
Erhaltung der lebendigen Kraft liefert, bier die Relation: 

~(T- U) = - 2F 
dt ' 

80dass F die halbe Geschwindigkeit darstellt, mit der die Energie das System 
verllisst. Fur die Dissipationsvorgange vgl. auch V 4 (E. W. Hobson und 
H. Diessclhorst). 

66) .A. F6ppl, Einfiihrung, 1. Au£l., p. 225. 
67) Ebendaselbst, p. 221. 
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(gleitende Reibung)68) ist bereits im 18. Jahrhundert vielfach theore
tisch und experimentell untersucht worden 69). G. Amontons (1699) 
kam zu dem Ergebnis, dass die aus der Reibung hervorgehende, in 
der Beriihrungsebene der beiden Korper liegende, der Richtung der 
Bewegung entgegengesetzte Kraft R dem Normaldrucke N proportional, 
aber unabhangig von der Grosse der Beriihrungsfliiche sei 70). Es 
ist also 

R=fNj 

f heisst der Reibungscoefficientj er ist zum Beispiel bei Eisen auf Eisen 
etwa 0,1, bei Ho]z aufHolz schwankt er zwischen 0,3 und 0,5. A. Parent 
(1700, 1704) bestatigte diese Satze und fiigte hinzu, dass die Grosse 
des Reibungswiderstandes auch von del' Geschwindigkeit del' relativen 
Bewegung der beiden Korper gegeneinander unabbangig sei 71)j er hat 
aucb den Reibungswinkel eingefiihrt, dessen Tangente das Verhaltnis 
zwischen der Grosse del' Reibung und der Grosse des Druckes ist 72). 
Endlich entdeckte F. J. des Camus (1722) den Unterschied zwischen 
der Reibung in der Ruhe (statische Reibung) und der Reibung 
in del' Bewegung (kinetische Reibung) 78). Diese Ergebnisse, die 
man zum Beispiel in L. Eulers Mechanik der festen Korper (1765) 
ausfiihrlich dargestellt und auf eine Reihe besonderer Bewegungs
erscheinungen angewandt findet 74), werden gewohnlich Ck. A. Coulomb 

68) Bei beliebiger Bewegung eines festen Korpers auf einer Unterlage tritt 
zu der gleitenden Reibung noch die rollende und die bohrende Reibung hinzu, 
fiir die auf den zweiten Abschnitt dieses Artikels verwiesen werden muss. 

69) Diese Untersuchungen haben noch keine ausreichende historisch-kri
tische Darstellung erfahren. Einige Angaben, die jedoch der Nachprufung be
durfen, findet man in J. Gehlers physikalischem Worlerbuch 4, Leipzig 1796, 
Arlikel Reibung, bei A. Bri:x, Verh. d. Ver. z. Forderung des Gewerbefleisses 
in Preussen 16 (1837), p. 130 und bei M. Ruhlmann, Vortrage zur Geschichte 
der technischen Mechanik, Leipzig 1886, p. 498. 

70) Paris Mem. annee 1699, p. 206. 
71) Paris Mem. annee 1700, p. 146; annee 1704, p. 196. 
72) Wenn die Bewegungen nach allen moglichen nichtungen betrachtct 

werden, ergiebt sich daraus der zu einem Punkte gehorige Reibungskegel, der 
in der Statik reibender Korper niitzliche Verwendung gefunden hat; vgl. 
G. Herrmann, Der Reibungswinkel, Festschrift zum Universitatsjubilaum von 
Wiirzburg 1882. 

73) Trait6 des forces mouvantes, Paris 1722; vgl. auch J. A. Segner, De 
affrictu solidorum, Halle 1758. 

74) Von der Reibung bandelt das ganze Supplementum der eraten Ausgabe, 
p. 449-613. Euler betrachtet hier zuerst die Reibung im allgemeinen, dann 
die gleitende Bewegung eines schweren Korpers auf rauher Unterlage, die 
drehende Bewegung eines schweren Korpers um ein reibendes Lager, die Be
wegung der Kreiselspitze auf rauber Unterlage und zum Scbluss die Bewegung 
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(1781) zugeschrieben, dessen grosses Verdienst in Wahrheit darin 
besteht, dass er mit einer bis dahin unbekannten Prazision ex
perimentiert und durch seine Versuche die von Amontons, Parent und 
Camus aufgestellten Reibungsgesetze wiedergefunden hat 76). 

Um so auffallender ist es, dass J. L. Lagrange in seiner Meca
nique analytique, die auch aus den achtziger Jahren des 18. Jam
hunderts stammt, die Bewegung eines Punktes in einem widerstehen
den Medium nur fliichtig gestreift, die Reibung fester Korper gegen 
einander aber ganz unberiicksichtigt gelassen hat 76). Seinem Beispiel 
sind dann in der mathematischen Behandlung C. G. J. Jacobi und 
G. Kirchhoff gefolgt; aber auch die Physiker haben wahrend des 
19. Jahrhunderts den Reibungserscheinungen nur geringes Interesse 
zugewandt. Bei den Mathematikern lag dies teils daran, dass fur die 
Entwicklung der rationellen Mechanik die Mechanik des Himmels vor
bildlich wirkte, teils daran, dass auch schon bei einfachen Ansatzen 

homogener Kugeln auf einer rauhen horizontalen Ebene. Auch zahlreiche Ab
handlungen Eulers beziehen sich auf die Reibung; siehe J. Hagen, Index operum 
Leonhardi Euleri, Berlin 1896, p. 43-45. 

70) Paris Mem. de math. et de pbys. pres. par div. sav. 10 (1780), p. 161; 
Preisaufgabe fiir 1781, auch selbstll.ndig erschienen: Theorie des machines simples, 
en ayant egard au frottement de leurs parties et a 10. roideur des cordages, 
Paris 1809, 2. ed. 1820. - In neuester Zeit ist P. Painleve zu dem iiberraschenden 
Ergebnis gekommen, dass das Coulombsllhe und sogar allgemeiner jedes Reibungs
gesetz der Form 

R = Nf(N,v) 

zu logischen Widerspriichen fiibrt. Es lassen eich namlich Falle angeben, bei 
denen mit dieser Annahme keine Bewegung vertrll.glich ist oder wo zwei ver
schiedene Bewegungen in gleicher Weise stattfinden konnten; letzteres tritt zum 
Beispiel ein, wenn eine kreisf6rmige Scheibe, deren Schwerpunkt nicht in ihrem 
Mittelpunkte liegt, auf einer stark reibenden Unterlage roUt. Versuche von 
H. Chaumat, Paris C. R. 136 (1903), p. 1634, haben diese Schliisse bestatigt und 
gezeigt, dass Painleves Vorschlag Annahme verdient, die Reibung als die geo
metriscbe Differenz der wirklicben Reaktion und der Reaktion zu definieren, die 
stattfindet, wenn die K6rper vollkommen glatt sind; bei dieser Annahme hangt 
die Reibnng nicht nur von der Natur der Flachen ab, die sich beriihren, sondern 
Buch von der Verteilung der Drucke in den beriihrenden K6rpern in der N!l.he 
des Beriihrungspunktes. Vergl. P. Painleve, Paris U. R. 80 (1896), p. 696, 81 
(1890), p. 112; Le90ns sur Ie frottement, Paris 1896; Paris C. R. 140 (1906), 
p. 702; 141 (11106), p. 401, 646; A. Mayet:, Leipzig Ber. 1901, p. 286; L. LecONlu, 
Paris C. R. 140 (1906), p. 685, 847; M. de Sparre, PariB C. R. 141 (1906), p. 310; 
E. Daniele, Nuovo Cimento (6) 7 (190!), p. 109; (6) 9 (1906), p. 174, 266, 289; 
G. A. Maggi, Nuovo Cimento (0) 10 (1906), p. 240. 

76) Mecanique 2, p. 4, 164; einen Beitrag zur Ballistik enth!l.It die nUB 
dem Na.chlaBs von S. D. Poisson herausgegebene Abhandlung J. ec. polyt. 
cah. 21 (1882) = Oeuvres 7, p.603. 
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fiir die Reibungskr1tfte die Durchfiihrung der Integration in ge
schlossener Form, die man bis gegen das Ende des 19. Jahrhunderts 
immer anstrebte, sich als undurchfiihrbar erwies; die Physiker aber 
verhieIten sich, trotzdem Coulomb einen vielversprechenden Anfang ge
macht hatte, ablehnend, weil es sich bei der Reibung nicht urn "reine" 
Versuche handelt 768). So ist die genauere Erforschung der Erscheinungen 
bei der Reibung schliesslich den Technikern zugefalien 71). Erst als 
die Erforschung der Reibungserscheinungen in der technischen Mechanik 
unumganglich geworden war, hat man angefangen, die Reibung auch 
bei den mathematisch-physikalischen Untersuchungen in gebiihrender 
Weise zu beriicksichtigen. Wie die Theorie des Kreisels von F. Klein 
und A. Sommerfeld zeigt 78), erofi'net sich hier fiir die Anwendung der 
Methoden der neueren Approximationsmathematik, die sich von der 
ausschliesslichen Herrschaft der "Integration in geschlossener Form" 
frei gemacht hat und alie Hilfsmittel der Geometrie und Analysis 
heranzieht, ein Mchst fruchtbares Gebiet, dessen Bearbeitung freilich 
nicht nur mathematische Geschicklichkeit, sondern ebenso Sinn fiir 
die physikalisch-technische Wirklichkeit verlangt; fiir diese Methoden 
vergl. III D 11 (K. Heun). 

b) Systeme diskreter Punkte. 

7. Die Dift'erentialgleichungen der Bewegung. Bei Systemen 
von materiellen Punkten wiederholen sich die Betrachtungen der 
N ummern 3, 4, 5. Die Punkte des Systems konnen erstens im Raume 
frei beweglich sein und Krafte auf einander ausiiben, die von ihrer 
gegenseitigen Lage, ihren Geschwindigkeiten und der Zeit abhangen. 
Zweitens konnen zwischen den Punkten oder doch einem Teile der 
Punkte Bedingungen stattfinden, so dass Zwangsbewegungen eintreten. 
Es ist nicht moglich aufzuz1thlen, was alies an solchen Verbindungen 

76&) Jedoch hat M. Brillouin, Paris C. R. 128 (1899), p. 354, Ann. chim. 
phys. (7) 16 (1899), p. 433 eine rein mechanische Theorie der Reibung auf
zustellen versucht. Er will alles auf die Einwirkung zentraler Krafte zUluck
fuhren, die aUein Funktionen der gegenseitigen Entfernung je zweier Molekeln 
sind; bei dem relativen Gleiten zweier polierten festen Korper soIl sich namlich 
ein Teil der Arbeitsleistung in die lebendige Kraft oscillatorischer Bewegungen 
von Molekeln verwandeln, ahnlich wie man eine Magnetnadel durch Verriickung 
eines in der Hand gehaltenen Magneten in Schwingungen versetzen kann; vgl. 
auch A. Korn, Mechanische Theorie der Reibung, Berlin 1901. 

77) Litteratur in IV 10 (K. Heun); hier sei nUl verwiesen auf J. Perry, Ap
plied mechanics, New York 1898 und F. Masi, Le nuove vedute nelle ricerche 
teoriche ed Bperimentali Bull' attrito, Bologna 1897. 

78) Heft 3, Kapitel 7. 
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durch Stangen und Faden, Ringe und Rollen und dergleichen die 
Phantasie der Mathematiker ersonnen hat, bis zur "Mechanik lebender 
W esen", in der man zum Beispiel punktformige Aff'en an massen
losen Seilen klettem sieht 79). Zu den ausseren Kraften, die auf die 
Punkte des Systems wirken, treten dann Krafte, die von der Reaktion 
der Verbindungen herrilhren. Es ist ublich zu postulieren, dass rur 
diese das Gesetz von der Gleichheit der .Aktion und Reaktion gilt, 
und man hat bei dieser .Auffassung die von der Reibung und dem 
Widerstande eines Mediums herriihrenden Krlifte den ii.usseren Kraften 
zuzurechnen. 

Handelt es sich um ein System von n Punkten Pa(xa, Ya' za) 
mit den Mass en ma (a = 1, 2 , ... , n), so wird der Bewegungszustand 
des Systems zur Zeit t charakterisiert durch die Angabe der Lage der 
Punkte des Systems zu dieser Zeit und der Geschwindigkeitsvektoren 
der Punkte, oder auch durch die Angabe der Konfiguration des Systems 
und der Impulsvektoren der Punkte. 

Unter dem Gesamtimptilse des Systems versteht man einen Lini,en
teil 80) , dessen sachs Koordinaten die Summen der betreffenden Ko
ordinaten der samtlichen als Linienteile aufgefassten Einzelimpu1se 
sind; also: 

~mxa' ~mila' ~mza; 

~ma(YaZa - zaYa), ~ ma(zaxa - xaza), ~ ma(xaYa - yixa)' 

1m allgemeinen ist durch die Angabe der Konfiguration des Systems 
und der sechs Koordinaten des GesamtimpulseB der Bewegungszustand 
noch nicht vollstiindig bestimmt; wohl aber gilt das zum Beispiel fur 
ein System von belie big vielen, starr mit einander verbundenen Punkten, 
und es besitzt daher der Gesamtimpuls, als Linienteil aufgefasst, filr 
die Mechanik des starren Korpers eine ahnliche Bedeutung wie der 
lmpnlsvektor filr den einzelnen materiellen Punkt81). 

1m Falle iiusserer Einwirkungen andem sich die Einzelimpulse 
der Punkte eines Systems ebenso, wie das fur den einzelnen Punkt 
dargelegt worden ist. Wirken etwa kontinuierliche Krii.fte~a(Xa,Ya,Za)' 
so kann man sie als Linienteile auffassen und zu einem Linienteile 
vereiuigen, des sen Koordinaten die Summen 

79) A. Love, Mechanic!; E. J. Routh, Dynamik; W. Walton, Problema; 
F. Kraft, Sammlung. Etw8.8 ganz anderes ist die physiologische Mechanik, vgl. 
IV 8 (0. Fischer). 

80) IV 2, Nr. 8 (H. E. Timerding). 
81) F. Klein und A. Sommerfeld, Theorie des Kreisels, p. 110. 
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X=~Xa, Y=~Ya, Z=~Za' 

L =~(YaZa-saYa)' M -~(saXa-xaZa), N=~(xaYa-'!IaXa) 
werden. Man erhalt so die Gleichungen: 

I 
d~ma~a= Xdt, d~ma(saxa-xaza) = Mdt, 

(A) d~maYa = Ydt, d~ma(Yaza - saYa) = Ldt, 

d~maza = Zdt, d~ma(xaYa - '!IaXa) = Ndt, 
die sngeben, wie sich der Gesamtimpuls in dem Zeitelement dt andert. 
Diese GIeichungen geIten zuniichst nur fur frei bewegliche Punktej 
sie bleiben aber auch bei solchen holonomen Bewegungen bestehen, 
bei denen das Gesetz von der GIeichheit der Aktion und Reaktion 
erfiillt ist. 

Wenn einzelne der Grossen X, Y, Zj L, M, N verschwinden, so 
erhiilt man aus den betreffenden GIeichungen (A) erste Integral
gleichungen, die sich als Verallgemeinerungen der in Nr. I) formu
lierten Siitze von der Erhaltung der Komponenten des Impulses und 
von del' ErhaItung der Komponenten des Drehmomentes des Im
pulses bezeichnen lassen. Verschwinden X, Y, Z aIle drei, so ge
statten die drei ersten GIeichungen von (A) alle eine weitere Inte
gration, und man gelangt zu dem Satze von der ErhaItung del' Be
wegung des Schwerpunktes des Systems 82). Verschwindell aber L, 
M, N aIle drei, so gilt die Verallgemeinerung des Fliichensatses fUr 
jede durch den Anfangspunkt gelegte Ebene, und bei jeder bestimmten 
Bewegung des Systems giebt es unter diesen Ebenen eine, bei der die 
Konstante des Fliichensatzes den grossten Wert annimmt. Diese 
Ebene heisst die invariable Ebene des Systems, sie steht senkrecht 
auf der konstanten Richtung des Gesamtimpulsesj vgl. auch Nr. 10 
dieses Artikels. 

Zu diesen Integralgleichungen tritt in vielen Fallen der Satz von 
der Erhaltung der lebendigen Kraft hinzu, der, je nachdem man die 
Kriiftefunktion U ( ... , x, y, s, ... ) oder such die potentielle Energie 
V( ... , x, '!I, s ... ) einfuhrt, die Form 

T= t~mava2= U + h 
oder 

T+V=h 

annimmtj h heisst die Konstante der lebendigen Kraft. 

82) Die Keime dieses Satzes finden sich schon bei G. GaWei und I. Neu:ton, 
Principia, lib. 1, Prop. 64, aber in seiner allgemeinen Fassung hat ihn erst 
J. L. Lagrange ausgesprochen, Mecanique 2, sect. 8, § 1. 
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Die so gewonnenen Gleichungen ermoglichen es in vielen Fiillen, 
die Diskussion del' Bewegung des Systems vollstandig durchzufiihren, 
oder gestatten doch wichtige Schliisse auf den Verlauf der Bewegung, 
die fiir die weiteren Untersuchungen die Grundlage abgeben. 1m be
sonderen lasst sich der Satz von der Erhaltung der lebendigen Kraft 
ganz wie bei dem einzelnen Punkte zur Ermittlung von Grenzen be
nutzen, innerhalb deren die Bewegung des Systllms sich vollziehen 
muss, und es ergiebt sich wie beim einzelnen Punkt (Nr. 5), dass eine 
Konfiguration des Systems, bei der die Kraftefunktion ein Maximum 
hat, eine Lage stabilen Gleichgewichtes ist. 

Erst wenn man auf dem im Vorhergehenden angegebenen Wege 
nicht zum Ziele gelangt ist, wird man dazu schreiten miissen, die 
Differentiulgleichungen del' Bewegung selbst aufzustellen. Aus dem 
d'Alemberlschen Prinzipe in del' Lagrangeschen Form ergeben sich 
unter der Annahme von 'In holonomen oder nichtholonomen Bedingungs
gleichungen del' Form: 

~{faflC"" xY' YY' Zy, .. . )dx" + g"(1(' .. , xY' YY' Zy, ... ) dYa 
" + harl .. , xY' YY' ZY" . . )dz" 1 = 0 (f3 = 1,2, ... , m) 

die Differentialgleichungen der Bewegung: 

(B) I m/i" = X" + ~(1A(1fao'~' 
m,,~a _ ~,,+ ~flAljgaf1' 
rna"" - Z" +~(1AJ~h"(1' 

Hierin sind die A(1 Euler-Lagrangesche Multiplikatoren, die den von 
den Bedingungen herriihrenden Drucken proportional sind. Falls 
Bedingungsungleichheiten auftreten, bedarf es besonderer Unter
suchungen, vgl. die in Nr. 4, angeflihrte Litteratur. 

In vielen Fallen ist es zweckmassig, an Stelle del' cartesischen 
Koordinaten '" x"' Ya' z" ... Positionskoordinaten qi' qi' ... , qr 
einzuflihren. Die Gleichungen (B) gehen alsdann in Differential
gleichungen fiir die qk liber, die im Allgemeinen auch von der zweiten 
Ordnung sind. Diese Gleichungen hat man als die Lagrangeschen 
Differentialgleichul1gen im allgemeinsten Sinne des W ortes zu be
zeichnen. Sobald es gelingt, die Qll' .• , qr so zu wahlen, dass gewisse 
der 1n Bedingungsgleichungen oder auch bei holonomen Systemen 
ane Bedingungsgleichungen identisch erfiillt sind, wenn gewissen 
Koordinaten konstante Werte beigelegt werden, so dient ein Teil der 
Lagrangeschen Differentialgleichungen zur Bestimmung der von den 
Bedingungen herrlihrenden Drucke (Reaktionen), wiihrend die iibrigen 
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Gleichungen die iibrigen Koordinaten als Funktionen der Zeit definieren 
(vergl. Nr. 4: dieses Artikels). 

Bei holonomen Bedingungsgleiehungen, die auch die Zeit enthalten 
durfen, ist 6S vielfach iiblich, Positionskoordinaten qi' qs, .. ,qr genau 
in der Anzahl r der Grade der Freiheit einzufiihren, die dem Systeme 
zukommen. Wird dann der Ausdruck der lebendigen Kraft 

T- 1 ~a •. 
-"2""";;;;" Y.7.q"q;. 

und der virtuellen Arbeit des Systems 

oW=~Q"oq" 
gebildet, so lauten die Lagrangeschen Differentialgleichungen fiir die 
Koordinaten qv ... , qr: 

(L) (x = 1, 2, ... , r). 

Diese Gleichungen (L) werden von der Jacobischen Schule als 
Lagrangesche Gleichungen zweiter Art bezeichnet. Die Bestimmung 
der Reaktionen muss bei Benutzung der GIeichungen (L) entweder 
direkt geschehen, oder sie ergiebt sieh, nachdem die q als Funktionen 
del' Zeit ermittelt sind, durch Einsetzen dieser Ausdriieke in die 
Gleichungen (B)83). 

Aus den Gleiehungen (B) erhalt man aueh die Bedingungen fiir das 
Gleichgewicht. Bei holonomen System en empfiehlt es sich, zunachst die 
Gleicbungen (A) anzusetzen, die zu den seehs notwendigen Bedingungen 
des Gleichgewichtes X = 0, ... , ... , N = 0 fiihren; diese Gleichungen 
sagen aus, dass bei einer Lage des Gleichgewichtes die ausseren Kriifte 
ein System von Vektoren bilden, das aquivalent Null ist. Um zu hin
reichenden Bedingungen zu gelangen, denkt man sich das betrachtete 
System dureh einen Sclmitt in zwei Teilsysteme zerlegt, die dann auch 
im Gleiehgewicht sein miissen. Die auf jedes der beiden Systeme 
wirkenden ausseren Krafte geniigen dann wiederum den sechs not
wendigen Bedingungen des Gleichgewichtes, wobei aber jetzt die 
ausseren Krafte teils aus den auf das ganze System wirkenden ansseren 
Kraften, teils aus den Reaktionen vermoge der Bedingungen bestehen. 
lndem man solche Sehnitte in hinreichender Zahl vornimmt, erhalt 
man die Bedingungen fiir das Gleiehgewicht. Es ist jedoch hervor
zuheben, dass die so gewonnenen Gleichungen in manehen Fallen 

83) Fiir Aufga.ben aus der technischen Mechanik ist die von den Mathe
matikem lange Zeit vema.chlil.ssigte Bestimmung dieser Drucke von entscheiden
der Wichtigkeit. Neuerdings hat K. Heun diese Probleme unter dem Namen 
der Kinetostatik zusammengefa,sst, J ahresbericht der D. M.-V. 9, Heft 2 (1900), p. 5. 
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nicht ausreichen, urn. die Reaktionen zu ermitteln; man spricht dann 
von statiseh unbestimmten BlIstemen; vergl Nr. 17 dieses Artikels 
sowie IV 5 (L. Henneherg). 

Entsprechende tJberlegungen gelten, wenn nicht kontinuierlich 
wirkende, sondern momentane Krafte vorhanden sind; die ausfi1hrliche 
Behandlung findet man in Nr. 18 dieses Artikels. 

8. Mechanische Ahn.uchkeit. Schon Aristoteles hat in den 
"Mechanischen Problem en" das Verhalten von geometrisch ahnlichea 
Korpem, namlich Holzstaben, gegen Biegung betrachtet. Die Bruchfestig
keit geometrisch ahnlicher Zylinder untersuchte G. GaUlei, der daran 
Spekulationen fiber die mogliche Grosse der Tiere kniipfte Bi). I. Newton 
ist dann zu dem Begriff der mechanischen Ahnlichkeit gelangt und 
hat ihn filr die Bewegung von Korpern in Fliissigkeiten verwendet85)j 
aber erst J. Bertrand hat 1847 das Prinzip der mechanischen lhnlich
keit in voller Strenge und Allgemeinheit ausgesprochen 86). Werden 
namlich in den Differentialgleichungen der Bewegung 

mx=X 
die Langen x, die Zeit t, die Krafte X, die Massen m durch propor
tionale Grossen 

Xl = ax, tl = bt, Xl = eX, ml = /,m 
ersetzt, wo also a, h, e, f Konstanten bedeuten, so bleiben die Diffe
rentialgleichungen der Bewegung ungeandert, wenn nur zwischen den 
Konstanten die Relation 

af= b!e 

besteht, sodass die Integration dieser Differentialgleichungen zugleich 
die Losung des "ahnlichen" Problems liefert. Zu beachten ist, daBS 
man hierbei Lange, Zeit, Kraft, Masse aile vier als selbstindige 
Grossen aufzufassen hat, also im besonderen nicht etwa die Krafte 
als Funktionen der Koordinaten der bewegten Punkte ansehen darf. 

Einen noch allgemeineren Ansatz zu einer rationellen Klassi
fikation geometrischer und mechanischer Grossen hat F. Klein an
gegeben. Als Hauptgruppe der Mechanik bezeichnet er die Gruppe, 
die entsteht, wenn zu der Hauptgruppe der riiumlichen Aenderungen, 
also zu dem Inbegriff der Bewegungen, der Umlegungen und der 
lhnlichkeitstransformationen noch die Gleichungen 

84) Disconi, 1688, Ostwalds Klassiker Heft 11, p. 106-109. 
80) Principia, 1687, tiber II, sectio VII, propositio 82; vgl. auch Joh. Ber

noulli, Acta erud. Lips. 1713, p. 77 = Opera 1, p. 61' und E. Mach, Mechanik, 
p. 189. 

86) Paris C. R. 26 (1847), p. 168; J. 00. polyt. cab. 82 (18~), p. 189. 
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~ = bt, Xl = eX, ml = fm 
hinzugenommen werden, und er 8chlii.gt vor, die mechanischen Grossen 
nach dem Verhalten einzuteilen, das sie gegenuber den Operationen 
der Hauptgrnppe zeigen 87). Bei der mechanischen Aehnlichkeit hat 
man es also mit einer Untergrnppe der Kleinschen Hauptgruppe 
zu tun. 

J. Bertrand hat bereits auf die Wichtigkeit des Prinzips der 
mechanischen Aehnlichkeit fur die Anfertigung von Masehinenmodellen 
hingewiesen88). Freilich lasst sich bei solchen Modellen strenge 
mechanische Ahnlichkeit meist nicht praktisch durchfiihrenj eine 
weitere Schwierigkeit beruht darauf, dass bei einem widerstehenden 
Medium eine plOtzliche Anderung des Widerstandes eintritt, wenn 
sich die Geschwindigkeit des bewegten Korpers der Geschwindigkeit 
der Eigenschwingungen des Mediums, also etwa bei der Luft der 
Schal1geschwindigkeit nahert, sodaes hier der absolute Wert der Ge
schwindigkeit von weeentlicher Bedeutung wird. Immerhin hat man 
damit in vielen Fallen ganz befriedigende Ergebnisse erzielt, zum Bei
spiel beim Schiffsbau, wo man Schleppversuche mit Paraffinmodellen 
anstellt 89). R. E. Froude hat hier folgende Regel gegeben: Wenn die 
linearen Dimensionen eines Schiffes a-mal so gross als die des ModelIs 
sind, die mittleren Dichtigkeiten dagegen gleich, und wenn w der bei 
der Geschwindigkeit v gemessene, dem Modell geleistete Widerstand 
ist, dann erfahrt £las Schiff bei der Geschwindigkeit vYa ungefahr 
den Widerstand was. 

Auch sonst hat das Prinzip der mechanischen Ahnlichkeit wieder-

87) F. Klein, Zeitschr. Math. l'hys. 47 (1902), p. 239. In engem Zusammen
hange hiermit steht die Theorie der Dimensionen, die J. Fourier, Theorie ana
lytique de la chaleur, Paris 1822, § 160 = Oeuvres 1, p. 137 entwickelt und 
S. D.Poisson in die Mechanik aufgenommen hat (Mecanique 2. ed. 1833, 1, p.23); 
vgl. auch fiir die physikalische Durchfiihrung W. Voigt, Kompendium; F. Neesen, 
Ann. der Physik (2) 7 (1879), p. 329; und J. Pionchon, Introduction a l'etude 
des systemes de mesures usiMes en physique, Bordeaux Mem. (4) 2 (1891), 
p. 1-262, auch erschienen als selbstandiges Werk, Paris 1901, sowie VI 
(0. Runge). 

88) Genaueres bei E. J. Routh, Dynamik 1, p.327; A. Fappl, Dynamik, 
189!!, p. 321; P. Appell, Mecanique 2, p. 532; H.Leauti, Cours ec. polyt. 1901/02. 

89) W. H. White, Manual of nautical architecture, 3. ed., London 1894, 
deut&ch von O. Schlick und A. van Hilllen: Handbuch fur Schiffbau, Leipzig 1879; 
aber auch schon J. d' Alembert, Oh. Bossut et M. Oondorcet, Nouvelles experiences 
sur 10. resistance des fiuides, Paris 1777; vgl. auch J. Schutte, Jahrbuch der Schilf
bautechnischen Gesellschaft:. 2 (1901), p. 331: Untersuchungen iiber Hinterschiffs
formen, ausgefiihrt in der Schleppversuchstation des Norddeutschen Lloyd. Ge
naueres in IV 22 (A. Kriloff). 
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holt Anwendung gefunden 00). Dass man dadurch aus der Losung 
eines dynamischen Problems mit einem Schlage die Losung einer 
ganzen Mannigfaltigkeit solcher Probleme gewinnt, ist eine Eigenschaft, 
die sich vel'allgemeinern lasst, indem man iiberhaupt die Frage nsch 
der lquivalenz dynamischer Probleme stellt, das heisst die Frage, wann 
zwei solche Probleme bei Einfiihrung geeigneter Veranderlichen auf 
dieselben Differentialgleichungen fumen 91). 

9. Kleine Schwingungen ohne Reibung. Wenn man ein System 
materieller Punkte, zwischen denen irgend welche Bedingungs
gleichungen bestehen, auf eine beliebige Art, abel' hinreichend wenig 
aus einer Lage stabilen Gleichgewichtes entfernt und den Punkten 
hinreichend kleine, mit den Bedingungen vertragliche Geschwindig
keiten giebt, so bewegt sich das System in del' Weise, dass seine 
Lage del' stabilen Gleichgewichtslage stets benachbart bleibt und die 
Geschwindigkeiten der einzelnen Punkte immer kleine Werte behalten. 
Solche Bewegungen werden, insofern es sich urn Naherungsrechnungen 
handelt, als kleine Schwingungen um die betreffende Gleichgewichtslage 
bezeichnet; es giebt jedoch auch Falle, in denen die sogenannte Theorie 
del' kleinen Schwingungen die genaue Darstellung der Bewegungen 
ergiebt (cycloidal systems bei Thomson und TaU). Ein einfaches Bei
spiel sind die von G. Galilei betrachteten kleinen Schwingungen eines 
Pendels, dessen Stange ein wenig aus del' vertikalen Lage entfernt wird. 
Spater haben die Beziehungen ZUl' Elastizitatstheorie und im besonde
ren zur Akustik die Veranlassung zu del' Ausbildung del' Lehre von 
den kleinen Schwingungen durch D. Bernoulli 92) und J. L. Lagrange 93) 

90) F. Savart, Annales de chimie 29 (1825); A. L. Cauchy, Paris Mem. 9 
(1829), p. 117, vergl. W. Schell, Bewegung 2, p. 514; S. D. Poisson, Mecanique, 
2. ed. 1, 1833; E. Reech, Mecanique, 1852, p. 265; de Brettes, Paris C. R. 66 
(1868), p. 657; 67 (1868), p. 896; 68 (1869), p. 1336; 69 (1869), p. 394, 1239; 70 
(1870), p. 1400 (Anwendung auf Ballistik); W. Walton, Quart. J. of. math. 9 
(1868), p. 179; (2) 17 (1868), p. 167; J. de Tilly, Brux. Bull. de l'.A.cad. (2) 36 (1873), 
p. 160; H. v. Helmholtz, Berlin Bel'. 1873, p. 501 = Wiss. Abh. 1, p. 158 (lenk
bare Luftballons); Lord Rayleigh, Theory of sound 2, London 1878, p. 287; 
O. Reynolds, London Phil. Trans. 174 (1883) = Papers 2, p. 51; E. Jougu,et, 
J. ec. polyt. (2) cah. 10 (1905), p. 79; Paris C. R. 141 (1905), p. 346. 

91) P. Stackel, J. f. Math. 107 (1891), p. 328 sowie IV 11 (P. Stiickef). 
92) Berlin Mem. annee 1753, p. 173. 
93) Vielfach findet man die irrtiimliche Behauptung, Lagrange habe die 

a.llgemeine Theorie der kleinen Schwingungen erst in der zweiten .A.usgabe 
seiner Meca.nique a.nalytique 1 (1811), 2. partie, section VI gegeben. In Wahr
beit findet sie sich schon in den Miscellanea taurinensia S (1762-1765) = Oeuvres 
1, p. 520 und auch in der ersten .A.ullage der Mecanique (1788), p. 241-262; 
in der zweiten .A.usgabe sind nul' verschiedene Anwendungen hinzugekommen. 
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gegeben. 1m Laufe des 19. Jahrhunderls sind diese Untersuchungen 
nach verschiedenen Richtungen weitergefuhrt worden und haben in 
der Physik nod in der Technik mannigfache Anwendung gefnnden. 
Hier soll allein die allgemeine Theorie fur den Fall, dass keine Rei
bnngsglieder vorhanden sind, dargestent werden; fUr den Fall der 
Reibnng (gedii.mpfte Schwingungen) vgL Nr. 20 dieses Artikels. 

Ala Niiherung stellen sich die kleinen Schwingungen folgender
massen ein. Man betrachte ein holonomes System mit r Graden der 
Freiheit, die Bedingungen seien von der Zeit unabhii.ngig, nod es exi
stiere eine Kraftefunktion, die in der Lage stabilen Gleichgewichtes 
ein regulii.res Maximum besitzt. Die r Positionskoordinaten des 
Systems q17"" qr mogen in der Gleichgewichtslage die Werte 
ql = 0, ... , qr = 0 baben. Dann sind fiir die Anfangszeit t = 0 die 
Grossen q17 ... , qr; q17 ..• , qr kleine Grossen erster Ordnung, und man 
darf sich unter der Annahme, dass fiir eine erste Naherung die 
Grossen dritter und hOherer Ordnung keinen Einfluss haben, in den 
Ausdriicken der lebendigen Kraft T und der Kritftefnoktion U auf 
die Glieder niedrigster Dimension beschranken, sodass 

T = t~ Aa{ilaq{l' U = -t~ Ba[iqaq{l 
~{I ~(I 

wird; die Aa{l = A{la und BafJ = B{la sind Konstanten und die Aus
driicke T und U definite positive quadratische Formen der qa bezw. qa' 
Bei diesem Ansatze verwandeln sich die r Lagrangeschen Differential
gleichungen 

d (OT) oT oU 
at oqa - oq .. = oqa 

in ein System von r linearen Differentialgleichungen zweiter Ordnung 
mit konstanten Koeffizienten, nitmlich: 

(1) 

Nach einem Satze aus der Theorie der quadratischen Formen 9") lassen 
sich, sobald die Determinanten der Formen T und U von Null ver
schieden sind, was im Folgenden vorausgesetzt werden soU, r lineare 

94) I B 2 Nr. S (F. W. Meyer); man vergleiche femer fUr die Anwen
dungen: E. B. CJhristoffel, J. f. Math. 63 (1864), p. 2'13; K., Weierstrass, Berlin 
Ber. 1868, p. 20'1 = Werke 1, p. 233; C. JOt'dan, Paris C. R. '14 (18'12) p. 1396; 
G. Dal'bow:, Note VIII seiner Ausgabe der Mecanique analytique von Lagrange, 
Paris 1888; F. Pockels, Ober die partielle Ditrerentialgleichung ~ u + k' u = 0, 
Leipzig 1891, p. 44; E. J. Routh, Dynamik 2, Kap. 2 und '1; Lord Rayleigh, 
Theory of BOuud, 2. ed. 1, London 1894; E. T. Whittaker, Dynamics, p.173 
und A. G. Webster, Dynamica, p. 6'12. 
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Funktionen S1' ., " Sr der ql1 ' , " qr so bestimmen, dass gleichzeitig 
~ A ~ 2 ~B ~ I 2 ,.;;;. a(lqaq(l =,.;;;. Sa , ~ a(lqaq(l =,.;;;. Qa Sa 

wi rd. Die Gr1:issen Q1 2, .'" Q/ sind die (reellen) Wurzeln der Gleichung 

I Ba(l- Q2Aa,ooi = 0 (a, (3 = 1,2, .. " r), 

deren linke Seite als Lagrangesche Determinante bezeichnet wird 94B); 
diese W urzeln m()gen aIle von einandel' verschieden sein 94b). Bei Ein
fiihrung der Hattptkoordinaten sa 95) treten an die Stelle der Glei
chungen (1) die einfal:hen Gleichungen: 

(2) 
denen man durch 

Sa = Ila sin (Qat + 6 a) 

geniigt; (tll"" (tr; 6 11 "" 6 r sind die 2r Integrationskonstanten, 
Die allgemeine Schwingung des Systems ist daher das Ergebnis der 
Superposition von r Hauptschwingungen (harmonischen Schwingungen) 

't d P' d 2n 2n 96) D' G d' P' d . t ml en eno en -, ,." -. Ie r1:isse 16ser erlO en IS von 
(>1 (>r 

der Wahl der Anfangsbedingungen unabhiingigj wenn diese geandert 
werden, andern sich nur die Amplituden (to . , ., (tr und die Phasen 
6 11 ,." 6 r der Einzelschwingungen. Die Gesamtschwingung ist im 
allgemeinen nicht periodisch; soIl sie es seill, so miissen die Ver
hiiltnisse der QlI , .. , Qr ganze Zahlen sein. 

Erhebliche analytische Schwierigkeiten ergeben sich, wenn man 
bei den Lagrangeschen Gleichungen auch die Glieder zweiter oder 

94") Fiir die Bezeichnung der Determinante vergl. I A 2, Nr. 15 (E. Netto). 
94b) Lagrange hatte geglaubt, dass bei gleichen Wurzeln in den Integralen 

der Gleichungen (2) die Zeit ausserhalb der trigonometrischen Funktionen auf
treten miisse, sodass man keine Schwingungen erhalt. Diesen Irrtum, in den 
auch P. S. Laplace und D. S. Poisson verfallen waren, hat Weierstrass (in der 
Anmerkung 94 angefiihrten Abhandlung) auf'gedeckt; spater hat unabhangig von 
ihm E. J, Routh (Stability of motion, Smith price paper, Cambridge 1877) die
selbe Entdeckung gemacht. Das Auftreten gleicher Wurzeln bewirkt nur, dass 
die Perioden der entsprechenden Hauptschwingungen einander gleich werden; 
Systeme, bei denen aIle Hauptschwingungen dieselbe Periode haben, hat Lord 
Rayleigh, Phil. MJi,g. (5) 46 (1898), p. 567 isoperiodisclie Systeme genannt. 

95) Der Sache nach hat schon Lagrange die Hauptkoordinaten; sie heissen 
auch harmonische, einfache, normale Koordinaten. 

96) Das Prinzip del' Superposition der Schwingungen verdankt man Daniel 
Berlloulli, Berlin Mem. annee 1753, p. 173: in jedem System sind die gegen
seitigen Bewegungen der Korper immer eine Mischung von einfachen, regel
ml!.ssigen und permanenten Schwingungen verschiedener Art.en; vgl. auch D. Bernoulli, 
Petersburg Nov. Comment. 19 ad annum 1775, p. 239. 
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hOherer Ordnung beriicksichtigen will j hierfiir moge auf IV 12, 
(P. Stiickd) verwiesen werden. 

Neben den freien Schwingungen hat man erzwungene Schwingungen 
betrachtet 91). Wenn zu den Kraften, die von der Kraftefunktion U her
riihren, noch periodisch wirkende "storende" Krafte hinzukommen, die 
man in erster Naherung proportional tl'igonometrischen Funktionen 
linearer Funktionen der Zeit annimmt, so lauten bei Benutzung 
von Hauptkoordinaten die Differentialgleichungen der Bewegung: 

(3) Sa+ (Ja2sa=~A~) cos (a"t + p,,), 
" und zu den vorher fiir die Hauptkoordinaten gefundenen Ausdriicken 

treten noch Glieder der Gestalt hinzu: 
A{lI) 

---2:-. sin (a"t + p,,). 
!!a a" 

Sie ergeben Bewegungen, die man als erzwungene Schwingungen 
bezeichnet. Diese Schwingungen haben dieselbe Periode wie die 
storenden Krafte, und ihre Amplituden sind ebenfalls von der Wahl 
der Anfangsbedingungen unabhangig 9S)j je nachdem das Vorzeichen 
von (Ja2 - a,,2 positiv oder negativ ausfiillt, ist die Phase der er
zwungenen Schwingungen dieselbe wie die der storenden Krafte 
odeI' um 1800 verschoben (Youngsche Gesetz). Nahert sich a" 
dem Werte (Ja' d. h. nahert sich die Periode einer der storenden 
Krafte der Periode einer der Hauptschwingungen, so wird die 
Amplitude einer der hinzutretenden erzwungenen Schwingungen 
8ehr gross. Was dann in Wirklichkeit eintritt, bleibt zweifelhaft, 
weil die Voraussetzung des ganzen Ansatzes, dass die Schwiugungen 
sehr klein sein sollen, nicht mehr erfiilIt istj man wird daher die 
Untersuchung von vorn anzufangell haben 9Sa). Die Erfahrung zeigt, 

97) Der Sache nach hat die Unterscheidung von freien und erzwungenen 
Schwingungen schon Th. Young, Course of a. natural and experimental philo
sophy, London 1802. Die Namen riihren nach E. J. Routh, Dynamik 2, p. 245 
von G. B. Airy her (Tides and waves, London 1842, p. 278). 

98) Theorem von 1'. W. Herschel, Artikel: On sound in der Encyclopaedia 
metropolitana, London 1880. 

98&) Wenn man in den Differentialgleichungen (3) a" =!!a setzt, so liisst 
sich die Integration ausfiihren, und man erhitlt als Zusatzglied statt des im 
Texte angegebenen Ausdruckes: 

A(x) 

~tsin (!!at + p,,), 
Qa 

so dass also die Zeit ausserhalb der trigonometrischen Funktion auftritt. Man 
da.rf jedoch nicht hiera.us ohne wei teres Folgerungen auf die in Wirklichkeit 
statt6ndende Bewegung ziehen. 

Encyklop. d. math. Wi •• enoch. IV 1, I. 32 
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dass in man chen Fallen eine kleine storende Kraft, die anniihernd 
die Periode einer freien Schwingung des Systems hat, betriichtliche 
Abweichungen von der Gleichgewichtslage hervorrufen kann. Bekannt 
sind die Erscheinungen der Resonanz in der Akustik. Ferner ver
meidet man es, Truppen, die iiber eine Brucke gehen, in gleichem 
Tritt marschiel'en zu lassen. Eine Anwendung auf die Bewegung 
einer Lokomotive gab F. Redfenbacher (Gesetze des Lokomotivbaus, 
Mannheim 1855). Indem er voraussetzte, es sei gestattet, aHein die 
relative Bewegung zwischen dem Radrahmen und dem Kessel der 
Lokomotive in Betracht zu ziehen, kam er zu dem Schluss, dass die 
Geschwindigkeit der Lokomoti,e stets unterhalb sechs bestimmten 
kritischen Geschwindigkeiten bleiben miisse; vgl. indessen K. Heun, 
Kinetische Probleme der wissenschaftlichen Technik, Jahresber. d. D. 
M.-V. 9, Heft 2 (1900), p.82. 

In iihnlicher Weise wie freie odeI' erzwungene Schwingungen urn 
einen stabilen Gleichgewichtszustand, kann man auch freie oder er
zwungene Schwingungen urn gewisse Bewegungen eines Systems 
untersuchen, die man auch stabil genannt hat 99). Das lilteste Bei
spiel hierfur sind wohl die Storungsrechnungen der Astronomen, bei 
denen die Bahn des gestorten Planeten als eine erzwungene Schwingung 
urn eine Bewegung in einer Keplerschen Ellipse angesehen wi rd. 

Kennt man von den Lagrangeschen Gleichungen eine partikuliire 
Losung qa = faCt), so kann man setzen: 

qa = faCt) + Ca 
und erhiilt fiir die r Grossen Ca eben so viele Gleichungen del' Form 

~ (0 Tl) _ (; T~ = E 
dt OEa OEa a' 

in denen Tl einen Ausdruck derselben Form wie T bezeichnet. Unter 
der Al1nahme, dass die ca und i a stets klein bleiben, einer Annahme, 
deren Berechtigung freilich in jedem besonderen Falle erst nachge
wiesen werden muss, ergeben sich fiir die Schwingungen urn die Be
wegung qa = faCt) Gleichungen der Gestalt (1), bei denen jedoch die 
Koeffizienten Aa(1 und Bap Funktionen der Zeit werden; ent8prechend 
gestaltet sich die Untersuchung bei erzwungenen Schwingungen. Ge
llaueres hierfiber wie fiber die Lehre von den gestorten Bewegungen 
findet man in IV 12 (P. Srockel). 

99) tJber den Begriff der Stabilitat del' Bewegullg vgl. W. Thomson Ilnd 
P. G. Tait, Handbuch 1, p. 317; E. J. Routh, On stability of motion, Cambridge 
1877, F. Klein und .A. Sommerfeld, Theorie des Kreisels, Heft 2, Leipzig 1898, 
Rap. 5; T. Levi-Civita, Ann. di mat. (3) 5 (1901), p. 221. 
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Zum Schluss s~i noch fUr die ganze Nummer auf den Bericht 
von H. Burkhardt Uber Entwicklungen nach oscillierenden Funktionen 
verwiesen, der als 10. Band des Jahresberichtes der Deutschen 
Mathematiker-Vereinigung seit 1901 erscheint, aber zur Zeit nicht 
abgeschlossen iat. 

10. Relative Bewegung. Der Begriff der relativen Bewegung 1OO) 

tritt schon bei Erscheinungen auf, die sich auf der als ruhend ge
dachten Erdoberflache abspielen; so bei den Vorgangen auf Fahr
zeugen und Schiffen, wo man von einer "scheinbaren Schwere" ge
sprochen hatl01). PrinzipieUe Wichtigkeit gewann dieser Begriff aber, 
seit N. Kopernikus die fortschreitende und drehende Bewegung der 
Erde erkannt hatte; gerade die in dem Begriff der relativen Bewegung 
steckenden Schwierigkeiten haben die Haupteinwande gegen die Kopel'
nikanische Lehre geliefert 10!). Bei den meisten Problemen der irdischen 
Mechanik darf man freilich wegen der beschrankten Genauigkeit von 
der Bewegung der Erde absehen; aUein es muss doch nachgewiesen 
werden, dass nnd warum man dazu berechtigt ist, und ausserdem giebt es 
sehr wohl Falle, in denen man die Bewegung der Erde beriicksichtigen 
muss. Hierzn gehort z. B. die vielfach behandelte Frage nach der Bahn 
des Schwerpunktes eines aus geringer Rohe zur Erde fallenden Korpers. 
Schon L Newton hatte 1679 Versuche hierUber veranlasst, und 
wahrend des 18. und 19. Jahrhunderts hat dieser Gegenstand immer 
wieder die Aufmerksamkeit auf sich gezogen IDS). Die Theorie 104) 

Iasst namlich auf der nordlichen Halbkugel eine ostliche Abweichung 
von der Lotlinie und daneben eine ausserordentlich kleine siidliche 
Abweichung erwltrten. Trotzdem haben sorgfaltige Beobachter immer 
wieder sUdliche Abweichungen von geringem, aber merklichem Betrage 

100) V gl. IV 1, Nr. 13 bis 17 (A. Voss). 
101) E. Guyou, Theorie du navire, Paris 1887, 2. ed. 1894 und sonstige 

Veroffentlichungen. V gl. auch H. Lorenz, Mechanik, 3. Kap. 
102) N. Koperniku8, De revolutionibus, Niirnberg 1643, lib. I, cap. 8; siehe 

auch G. Galileis Schriften. 
103) G. B. Guglielmini, De diurno terrae motu experimentis physico-mathe

maticis confirmato, Bologna 1792; J. Fr. Benzenberg, Versuche iiber die Gesetze 
des Falles, Dortmund 1804 (mit einem Beitrag von C. F. Gauss, Werke 6, p. 496); 
Versuche iiber die Umdrehung der Erde, Diisseldorf 1846; A. Tadini, Quotidiana 
terrae conversio, Mailand 1816; F. Reich, Fallversuche iiber die Umdrehung der 
Erde, Freiberg 1832; Ann. Phys. (1) 29 (1833), p. 494. Weitere Litteratur bei 
H. Bertram, Progra=.llerlin 1869; G. Pesci, Sullo. deviazione meridionale dei 
gravi, Livorno 1887 und F. Rosenberger, Geschichte der Physik 3, Braunschweig 
1887, p. 96, 432; vgl. auch IV 7 (Ph. Furtwiingler). 

104) S. D. Pois8on, J. ec. polyt. cah. 26 (1838), p. 16. 
32* 
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gefunden 105); ob sich diese nach A. FuppPOG) durch "Geschwindigkeits
krafte", d. h. durch Krafte erldiiren lassen, die von der Geschwindig
keit der Erde gegen das Inertialsystem abhangen, oder ob Beobach
tungsfehler vorliegen, wird abzuwarten sein. 

Nachdem Chr. Huygens mit del' Einfiihrung del' Zentrifugalkraft 
bei kreisformiger Bahn eines Punktes, 1. Newton bei beliebiger Bahn 
vorangegangen waren, erfuhr die Lehre von der relativen Bewegung 
eine methodische Ausgestaltung durch A. Clairaut (1742) 107), dessen 
Abhandlung jedoch in Vergessenheit geriet. Erst 1831 hat dann 
G. Coriolis diese Untersuchungen wieder aufgenommen und weiter
gefiihrt 108). 

Auf das im Raume feste Koordinatensystem (Inertialsystem) del' 
~, '1'/, ~ bezieht sich die absolute, auf das im Raume bewegliche Koor
dinatensystem del' x, y, z die relative Bewegung eines Punktes odeI' 
eines Systems von Punkten. Dann ist die absolute Geschwindigkeit 
eines Punktes die Resultante aus del' relativen Geschwindigkeit und 
del' Fortfuhrungsgeschwindigkeit, d. h. der Geschwindigkeit, die er
haltell wiirde, wenn man sich den Punkt mit dem beweglichell Koordi
natensysteme fest verbunden denkt. Dagegen ist die absolute Be
schleunigung die Resultante aus der relativen Beschleunigung, del' 
Fortfuhrungsbeschleunigung und einer "komplementaren Beschleuni
gung". Die Richtung dieser komplementaren Beschleunigung steht 
senkrecht auf der relativen Geschwindigkeit und auf der instantanen 
Axe der Drehung des beweglichen Koordinatensystems gegen das 
feste, der Sinn ist der Drehungsrichtung entgegengesetzt, und ihre 
Grosse ist das doppelte Produkt aus del' Winkelgeschwindigkeit dieser 
Drehung und der Projektion der relativen Geschwindigkeit auf eine 
zu der instantanen Axe senkrechte Ebene; die komplementiire Be
schleunigung ist also das doppel~e Vektorprodukt aus der Relativ
geschwindigkeit und der Winkelgeschwindigkeit. Anders ausgedriickt: 
tragt man den Vektor der relativen Geschwindigkeit von einem Punkte 
der instantanen Axe aus ab, so ist die komplementare Beschleunigung 

105) So neuerdings E. H. Hall, Phys. Review 17 (1903), p. 179, 245; Am. 
Acad. Proc. 29 (1904), p. 329; bei einer Fallhohe von 23 m betragt die siidliche 
Abweichung 0,005 em, wahrend der wahrscheinliche Fehler ebenso gross war. 

106) Miinchen Bel'. 44 (1904), p. 390. 
107) Paris Mem. annee 1742, p. 1. Clairauts allgemeine Ausfiihrungen sind 

stellenweise zu beanstanden, aber die Aufgaben, die er behandelt, sind richtig 
gelost; er verwendet dabei die Kraft, die man Bpater alB "CorioliBsche Kraft" 
bezeichnet hat. V gl. J. Bertrand, J. de math. (1) 24 (1847), p. 1. 

108) Paris Mem. say. etr. 3 (1832); J. ec. polyt. cah. 21 (1832), p. 260; cah. 
24 (1835), p. 142; vgl. auch J. Bertranil, J. ec. polyt. cah. 32 (1848), p. 149. 
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die doppelte Geschwindigkeit, mit der der Endpunkt dieses Vektors 
um die instantane Axe rotiert. Die del' komplementiiren Beschleunigung 
entsprechende Kraft hat man Coriolissche Kraft genanntj Coriolis selbst 
bezeichnet sie ihrer geometl'isch -mechanischen Bedeutung wegen als 
"force centrifuge composee" 109). 

Besteht die relative Bewegung in einer Translation gegen das 
Inertialsystem, so besitzt ein im Raume fester Punkt, von dem be
wegten Punkte aus beobachtet, eine relative Geschwindigkeit und eine 
relative Beschleunigung, die der absoluten Geschwindigkeit und der 
absoluten Beschleunigung der Translation entgegengesetzt gleich sind. 
1st die relative Bewegung uberdies gleichformig, so behalten die Diffe
rentialgleichungen dt'r Bewegung die Form, die sie bei dem Inertial
system hatten. 

Besteht die relative Bewegung in einer gleichformigen Rotation 
urn die b'-Axe mit del' Winkelgeschwindigkeit w, und enthalt die 
b'-Axe die z-Axe in sich, so ergeben sich fur den Punkt x, y, s 
als die Komponenten del' relativen Beschleunigung x, y, z, del' 
Fortfuhrungsbeschlennigung -w2x, _wHy, 0, del' komplementaren 
Beschleunigung - 2wy, + 2wx, 0, also als die Komponenten del' ab
soluten Beschleunigungx -wBx -2wy, y _w2y +~wx, z. Hieraus 
ergiebt sich, dass auf del' Erde bei einer relativen Geschwindigkeit 
von 10 m in del' Sekunde senkrecht zur Erdaxe die Coriolissche Kraft 
rund %000 des Gewichtes betriigt, dass diese also unter gewohnlichen 
Umstiinden unmerklich ist 110). W ohl aber scheint sie sich bei den 
Flussen bemerkbar zu machenj viele Flusse del' nordlichen Halbkugel 
(Gironde, Oder, Weichsel, Niemen, Donau, Wolga, Ganges u. s. w.) 
verlegen ihren Unterlauf nach rechts, ihr rechtes Ufer ist von Hiigel
reihen begrenzt, wahrend das linke von einem ziemlich breiten Streifen 
fiachen Landes umgeben ist (Baersches Gesetz) 111). 

Urn allgemein die Bewegung eines matel'iellen Punktes odeI' eines 
Systems solcher Punkte in Bezug auf das bewegliche Koordinaten
system zu bestimmen, hat man den eingepragten Kriiften Tragheitskrafte 
hinzuzufiigen, die den Produkten der Massen in die Fortfiihrungsbe-

109) tiber die Methoden der Herleitung, die in gewissem Sinne in die Kine
matik gehoren, vgl. IV S, Nr. 26 (A. Schoenflies und M. Griiblcr). 

110) A. Pappl, Dynamik, 1. Aufi., p. 274. 
111) K.E.v. Baer, St. Petersbourg Bull. de l'Acad. 2 (1860), 7 (1864,), 21 (1876). 

Vergl. dazu N. Braschmann, Paris C. R. 53 (1861), p. 1068; B. Hoffmann, Das 
Baersche Gesetz, Halle 1878; A. Sprung, Ann. d. Phys. (2) 14 (1881), p. 128; 
F. Klein und A. Sommerfeld, Theorie des Kreiseis, p. 184; S. Gunther, Handb. d. 
Geophysik, Stuttgart 1897. 
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schleunigungen bezw. in die komplementaren Beschleunigungen ent
gegengesetzt gleich sind 112). Es kann sich ereignen, dass die so ge
wonnenen Kriifte vermoge der Bedingungen des Systems im Gleich
gewicht stehen, und man gelangt so zu dem Begriff des relativen 
Gleichgewichtes 11S). Besteht z. B. die Bewegung des Systems der x, y, z 
wie vorhin in einer Drehung urn die ~-Axe mit der unveranderlichen 
Winkelgeschwindigkeit w, und wirken auf den Punkt x, y, z der Masse m 
die Kriifte X, Y, Z, so herrscht relatives Gleichgewicht, wenn die Be
dingungen 

X + mw2x = 0, Y + mw2 y = 0, Z = 0 
erfunt sind. 

Die fur die Diskussion der Differentialgleichungen del' Bewegung 
1'10 wichtigen Prinzipe: der Schwerpunktssatz, der Fliichensatz, der 
Satz von der lebendigen Kraft verlieren im allgemeinen ihre Giiltig
keit bei der relativen Bewegung. Sie bleiben jedoch bestehen, wenn 
die beweglichen Axen gegen die festen eine gleichformige Translation 
ausfuhren, und sie gelten ebenfalls, abgesehen vom Schwerpunktssatze, 
wenn der Anfangspunkt del' beweglichen Axen der Schwerpunkt des 
Systems ist und die Axen irgend eine Translation ausfiihren. Aus 
diesem Grunde lasst sich der Fliichensatz auf das Sonnensystem bei 
einem Koordinatensysteme anwenden, des sen Anfangspunkt der Schwer
punkt des Sonnensystems ist, und man gelangt so zu dem Begriffe der 
in'l)ariablen Ebene des Sonnensystems, den P. S. Laplace eingefuhrt und 
L. Poinsot verschiirft hat 114). Bei der Erorterung der lebendigen Kraft 
gelll.ngt man zu dem Satze von S. Konig 115), nach dem die lebendige 
Kraft eines Systems gleich ist der lebendigen Kraft der im Schwerpunkte 
konzentrierten Gesamtmasse vermehrt urn die lebendige Kraft fUr die 
relative Bewegung urn den Schwerpunkt. Fiir beliebige relative Be
wegung hat G. Coriolis eiu modifiziertes Prinzip der lebendigen Kraft 
aufgestellt, von dem er sogleich wichtige Anwendungen auf Probleme 
der techl1ischen Mechanik machte. Bildet man l1amlich den Ausdruck 
der lebel1digen Kraft, indem man die relativen Geschwindigkeiten be
nutzt, so ist ihr Differential gleich der elementaren Arbeit der wirkel1-

112) Diese Krafte werden haufig als "fingierte Krafte" bezeichnet. Auf die 
prinzipiellen Fragen, die sich daran kniipfen (H. Hertz, Mechanik, p. 7; L. Boltz
mann, Prinzipe 1, p. 45), kann hier nicht eingegangen werden. 

113) T. Levi-Civita, Meccanica, p. 177. 
114) Note zur o. Ausgabe der Elemens de statique, Paris 1830. 
110) Acta erud. Lips. 1751: De universali principio aequilibrii et motus in 

vi viva reperto, deque nexu inter vim vivam et actionem. Vergl. J. H. Oraf, Der 
Mathematiker Johann Samuel Konig und das Prinzip der kleillsten Aktion, 
Bern 1889. 
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den Krafte, vermehrt um die elementare Albeit von Kraften, die den 
Kriiften entgegengesetzt gleich sind, die auf das System wirken mussen, 
um es zu zwingen, sich so zu bewegen, als ob es mit den beweg
lichen Axen fest verbunden ware; dabei fallen die Coriolisschen Kriifte 
ganz heraus 116). 

c) Beziehnngen zu N achbargehieten. 

11. Beziehungen zur Lehre von der Gleichgewichtsgestalt der 
Faden. Nachdem Joh. Bernoulli gelehrt hatte, dass man die kiirzeste 
Linie zwischen zwei Punkten einer krummen Flache erhalte, indem 
man zwischen ihnen einen Faden ausspanne, und nachdem von L. Euler 
die kiirzesten Linien als die Triigheitsbahnen eines auf der Fliiche 
beweglichen Punktes erkannt worden waren 117), hat C. Maclaurin die 
Beziehung zwischen den Gleichgewichtsgestalten von Faden und den 
Bahnkurven von Punkten genauer untersucht 1l8). 1m 19. Jahrhundert 
beschiiftigte sich besonders A. F. Mobius mit diesem Gegenstande 119) 
und entwickelte die folgenden beiden Analogien: 

Die Masse des Fadenelementes ds sei dm, die zugehOrige spezi
fische (auf die Liingeneinheit bezogene) Kraft ~ und die in d m statt
findende Spannung~. Dann lautet die Gleichgewichtsbedingung lD 

der Sprache der Vektorrechnung: 

(a) d~ + ~dm = O. 
Betrachtet man andrerseits die Fadenkurve als Bahn eines Punktes 
der Masse IL, auf den die Kraft @ wirkt, so gilt die Vektorgleichung: 

(b) d(IL\) - @dt = O. 

1st der Faden homogen, so ist dm proportional dem Linienelemente ds 
der Fadenkurve, und daher wird, wenn der Punkt diese durchliiuft, 
lim proportional dem Produkte vdt. 

Aus der Vergleichung von (a) und (b) folgt jetzt: 
1. Sind die Kriifte ~, welche auf einen homogenen Faden seiner 

ganzen Liinge nach wirken, im Gleichgewichte, so wird ein materieller 

116) Vgl. auch E. Lottner, J. f. Math. 54 (1867), p. 197; E. Bour, J. de 
math. (2) 8 (1863), p. 8; C. Neumann, :Math. Ann. 1 (18G!J), p. 195; P. Gilbert, 
Bruxelles Ann. Soc. scient. 3 A. (1879), p.68, 70, 80, 4. A. (1880), p. 63; E. Padova, 
Ann. d. mat. (2) 12 (1884), p. 266; A. Astor, Bull. sciences math. (2) 16 (1891), 
p. 256; A. Legoux, Toulouse Ann. de 180 fac. 8 (1894); A. S. Chessin, Am. Math. 
Soc. Trans. 1 (I!JOO). p. 116. 

117) Joh. Bernoulli, Acta erud. Lips. 1698, p. 466 = Opera I, p.262; L. Euler, 
Mechanica, 1736, 2; vgl. auch P. Stiickel, Leipzig Ber. 44 (1893), p.444. 

118) A complete system of fluxions, Edinburgh 1742. 
119) Lehrbuch der Statik, Leipzig 1837, 2, Kapitel 7 = Werke 3, p. 429. 
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Punkt, der sich in der Fadenkurve zu bewegen anfangt, darin fort
gehen, und seine G-eschwindigkeit U wird an jeder Stelle der Spannung i: 
proportional sein, wenn auf ihn nach einer der Kraft am Faden ent
gegengesetzten Richtung eine bescbleunigende Kraft (M wirkt, die dem 
(skalaren) Produkte aus dieser Kraft ~ und der Spannung i: proportional 
ist, und umgekehrt. 

2. Aus jeder Bewegung eines durch eine beschleunigende Kraft @ 

getriebenen Punktes kann man das Gleichgewicht an einem, im a11-
gemeinen nicht homogenen Faden ableiten, indem man die Babn des 
Punktes eine Fadenkurve sein lasst, die Masse dm jedes Fadenteils der 
Zeit, in der er vom Punkte durcblaufen wird, proportional annimmt 
und auf jeden Punkt des Fadens eine Kraft ~ wirken lasst, die der be
schleulligenden Kraft (M des Punktes proportional, aber entgegengesetzt 
gerichtet ist; dabei steht die Spannung @ des Fadens in konstantem 
Verhaltnisse zu der G-eschwindigkeit U des Korpers und umgekehrt. 

Diese zweite Analogie von Mobius hat J. Petersen auf Systeme 
von Faden verallgemeinert und so aus dem Prinzip der virtuellen 
Geschwindigkeiten, angewandt auf das Gleichgewicht von Fiiden, fur 
Punktbewegungen das Prillzip der kleinsten Aktion und das Hamil
tonsche Prinzip hergeleitet 120). 

Weitere Untersuchungen iiber Analogien zwischen Gleichgewichts
gestalten von Faden und Bahnen von Punkten haben nach geometrisch
mechanischer Richtung besonders O. Bonnet 121) und P. Serret12't), nsch 
snalytischer (Zusammenhang mit der Variation von Integralen, vgl. 
auch Nl'. 12 dieses Artikels) besonders A. Olebsch as) und P. Appell m) 
angestellt. 

12. Beziehungen zur Optik. Wenn in einem Medium von ver
anderlicher optischer Dichtigkeit der absolute Brechungsindex n eme 

120) Dynamik, p. 83; vgl. auch A. F. Mobius, Werke 3, p.44l. 
121) J. de math. (1) 9 (1844), p. 217. 
122) Theorie nouvelle geometrique et mecanique des courbes de double 

courbure, Paris 1860; vergl. R. Townsend, Quart. J. of math. 13 (1874), p. 217; 
O. Staude, Leipzig Ber. 1886, p. 199. 

123) J. f. Math. 57 (1860), p. 93. 
124) Paris C. R. 96 (1883), p. 688, Toulouse Ann. de la fae. 1 (1887), 

Bull. soc. math. de France 19 (1891), p. 97; Mecanique 1, p. 201, 578; vgl. auch 
D. Padeletti, Giorn. di mat. 14 (1876), p. 14; G. Kaine, Programm Miinnerstadt 
1880; A. Legoux. Toulouse Mem. (8) 71 (1886), p. 159; H. Andoyer, Paris C. R. 
100 (1880), p. 1677; R. MarcoZongo, Napoli Acc. Rend. (2) 2 (1888), p. S6S; 
G. Pennacchietti, Palermo Circ. mat. Rend. 6 (1892), p. U, 26; Catania Acc. Gioenia 
Atti (4) S, 4 (1892); C. A. Laisant, Nouv. ann. (4) 2 (1902), p. 348; A. Guldberg. 
Christiania Vidensk. Selek. Skr. 1902, Nr. 9. 
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abteilungsweise stetige Funktion des Ortes n (x, y, z) ist, so beschreibt 
ein in dem Medium von dem Punkte A nach dem Punkte B gehender 
Lichtstrahl gemass dem Snellius-Descartesschen Brechungsgesetze eme 
solche Bahn, dass das von A nach B erstreckte Linienintegral 

(B) 

(1) J-fnds , 
(A) 

in dem ds das Linienelement der Bahn bedeutet, ein Minimum wird. 
Hieraus ergeben sich, wenn n(x, y, z) stetig ist, nach den Regeln der 
Variationsrechnung fur die Bahn die Differentialgleichungen: 

r ~ (n dX) - on - 0 
ds ds ox - , 

1 
_d_ (n dY) -- on = 0 
ds ds oy , 
~(n dZ)_On = 0 

\. ds ds OZ ' 

(2) 

aua denen x, y, z als Funktionen von s zu bestimmen sind; ist die 
Funktion n(x, y, z) abteilungsweise stetig, so erhii.lt man fur jedes 
Intervall ein System solcher Gleichungen, und der Uebergang von 
dem einen zum andern wird immer durch das Brechungsgesetz ver
mittelt. 

Bei der Emissionshypothese ist n proportional der Lichtgeschwin
digkeit v an der betrefl'enden Stelle, und das Lichtteilchen bewegt 
sich daher in del' Bahn, die ihm durch das Prinzip der kleinsten 
Wirkung vorgeschrieben wird, namlich so, dass das von A nach B 
erstreckte Linienintegral 

(Il) 

(3) fVds 
(A) 

ein Minimum wird 125). P. S. Laplace hat versucht, diesen Ansatz auf 
die Doppelbrechung zu erweitern, indem er 

v2 = a + b cos2 ro 
setzte, wo ro den Winkel des Lichtstrahles mit der optischen Axe 
bezeichnet 126); hiergegen hat jedoch C. F. Gauss eingewandt, dass bei 

125) Dies hat schon M. de Maupertuis hervorgehoben, Berlin Mem. annee 
1745, p. 276; die Widerspriiche, die E. Mach, Mechanik, p. 394 bei Maupertuis 
findet, erklaren sich daraus, dass dieser die Emissionshypothese und nicht, wie 
Mach irrtumlich annimmt, die Undnlationshypothese zugrunde legt. Noch 1833 
vertritt S. D. Poisson in seiner Mecanique 2. ed. I, p. 301 die Emissionshypothese; 
vgl. auch F. Rosenberger, Geschichte der Physik, 3, Braunschweig 1887, p. 188 
und H. Burkhardt, Bericht, p. 637, 663. 

126) Paris Mem. (1) 10 (1810) = Oeuvres 12, p. 267. 
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der Anwendung des Prinzipes der kleinsten Aktion die Gultigkeit des 
Satzes von der Erhaltung der lebendigen Kraft vorausgesetzt werde, 
wahrend dies hier nicht zutrefl'e 121). 

Bei der Undulationshypothese ist n umgekehrt proportional der 
Lichtgeschwindigkeit v an der betrefl'enden Stelle, und man wird so 
auf das Integral 

(4) J~: 
(A) 

gefiihrt, das wegen v = ds/dt mit dem Prinzip der schnellsten Ankunft 
von P. Fermat 128) gleichbedeutend ist. Die hierin liegende Analogie 
veranlasste Jolt. Bernoulli bei dem Problem der Brachistochrone die Fall
bewegung durch eine Lichtbewegung zu ersetzen 129), die in einem 
horizontal geschichteten Medium vor sich geht, dessen optische Dich
tigkeit sich stetig andert und zwar so, dass die Lichtgeschwindigkeit 
in der Tiefe hunter dem Anfangspu~kte A proportional Y2gh ist. 
Dieser Ansatz fiihrt vermoge des Brechungsgesetzes sofort zur Difl'e
rentialgleichung der Zykloidej er ist aber, wie schon Joh. Bernoulli 
bemerkt hat, ebenfalls anwendbar, wenn anstatt der Schwere irgend 
eine beschleunigende Kraft wirkt, fur die del' Satz von der Erhaltung 
der lebendigen Kraft gilt. 1st also 

tv2 = U(x, y, z) + 0, 
so hat man 

zu setzen. Auch der Fall, dass die Brachistochrone auf einer ge
gebenen Flache {(x, y, z) = 0 liegen soIl, liisst sich auf diese Weise 
erledigen, denn diese Nebenbedingung bewirkt nur, dass in den Glei-

chungen (2) auf den rechten Seiten noch die Glieder A. ~~, A o~, A ~{ 
hinzutreten, wo A den Euler-Lagrangeschen Multiplikator bezeichnet; 
aus diesen Gleichungen in Verbindung mit {(x, y, z) = 0 ist die Bahn 
auf der Flacbe zu bestimmen. 

Die durch die Gleichungen (2) definierten Kurven treten auch 
bei der Frage nach der Gleichgewichtsgestalt von Faden auf, namlich 

127) J. f. Math. 4 (1829) = Werke 5, p. 25. 
128) P. Fermat, Varia opera, Toulouse 1779, p. 156 = Oeuvres 1, p. 175, 3, 

p. 153; EpistolaA Renati Cartesii, 3 (1692), p. 128,151; G. W. Leibniz, Acta ernel. 
Lips. 1692, p.185; (]hr. Huygens, Traite de la lumiere, Paris 1690. 

129) Acta erud. Mai 1697 = Opera 1, p. 187, deutsch in Ostwalds Klassikem, 
Heft 46, wo man auch weitere geschichtliche Bemerkungen findet; vgl. auch 
C. G. Gerhard, Geschichte der Mathematik in Deutschland, Miinchen 1877 und 
E. Mach. ~Il'chanik, 3. Kapitel § 8, 4. Kapitel § 1. 
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wenn ein Faden unter dem Einfluss einer Kraft, die von einer Kriifte
funktion n (x, y, z) herrlihrt, in Gleichgewicht sein und die Spannung 
den Wert - n (x, y, z) haben S011 130). 

Die Kurven (2) sind der Gegenstand vieler Untersuchungen ge
wesen 181). Hervorgehoben zu werden verdient eine von W. Thomson 
und P. G. Tait entdeckte Eigenschaft 182), die sich als Verallgemeine
rung eines beriihmten Satzes von C. F. Gauss liber geodatische Linien 
krummer Flachen auffassen las st. Betrachtet man namlich bei ge
gebenem n (x, y, z) die Gesamtheit der Kurven (2), die auf einer 
festen Flache S senkrecht stehen, und tragt auf ihnen von den Punkten 
A aus, in den en sie S treffen, solche Bogen AB ab, dass die Inte
grale J, liber die Wege AB genommen, alIe denselben Wert haben, 
so bilden die Punkte Beine zweite Flache, die wieder auf allen 
durch sie gehenden Kurven (2) senkrecht steht. 

Als Fortsetzung der Arbeiten von J. Bernoulli, M. de Maupertuis, 
P. S. Laplace sind im 19. Jahrhundert R. Hamiltons dynamische 
Untersuchungen zu nennen, die durchaus ihre Wurzel in optischen 
Betrachtungen haben; Hamilton wurde dabei zu del' glanzenden Ent
deckung der konischen Refraktion geflihrtlsS). Genaueres hierliber 
findet man in den Artikeln IV 11 und 12 (P. Stiickel). 

B. Spezielle Ausfiihrungen. 

a) Der einzelne Punkt. 

13. Freie Bewegung in der Ebene und im Raume. Zahlreich 
sind die Versuche, die Ergebnisse der Mechanik des Himmels, die im 
Laufe des 17. und 18. Jahrhunderts mit Hilfe der hi:iheren Analysis 
hergeleitet worden waren, einem grosseren Kreise durch elementare 
Darstellung zuganglich zu roachen; im Besonderen tritt dabei das 

130) W. Schell, Bewegung 2, p. 161 und P. Appell, Mecanique 1, p.205. 
131) Von der umfangreichen Litteratur seien hier nur angefilhrt: L. Euler, 

Petersburg Comment. ad annos 1734/35, p. 135; Petersburg Acta ad ann. 1777, 2, 
p. 70; St. Petersbourg Mem. 8 (1817/18), p. 17, 29,41; E. Roger, J. de math. (1) 
13 (1848), p. 41; E. Kummer, Berlin Monatsber. 1860, p.405 = J. f. Math. 61 
(1863), p. 263; O. Bonnet, Nouv. ann. (3) 6 (1887\ p. 335, 554; E. Vicaire, Paris 
C. R. 106 (1888), p.456; G. Darboux, Le~ons sur 10. theorie des surfaces, 2, 
Paris 1889, livre 5, chap. 6 u. 7; P. Appell, Mecanique, 1, p. 201, 578; L. Fejer, 
Math. Ann. 61 (1905), p. 432. 

132) Treatise on natural philosophy, 2. ed., 11, p. 353; vgl. auch G. Dar
uoux, Le~ons sur la theorie des surfaces, 2, Paris 1889, p. 449. 

133) Vgl. fiir das Physikali>!che H. Lloyd, Phil. Mag. (3) 2 (1832), p. 112, 
207; Ann. Phys. 28 (1833), p. 91, .104, fiir daB Dynamische F. Klein, Jahresber. 
d. D. ~I.-V. 1 (1892), p. 35; E. 8tudy, Ja.hresber. d. D. M.-V. 14 (1905), p.424. 
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Bestreben hervor, im Gegensatz zu der rechnenden Askonomie geo
metrische Hilfsmittel zu. verwenden und so wenigstens eine Einsicht 
in die qualitativen Verhiiltnisse der Erscheinungen, vor aHem Dei der 
Storungstheorie zu gewinnen. Um nur einige Namen zu nennen, BO 
hat in Frankreich P. S. Laplace selbst eine populiire DarBtellung seiner 
Mechanik des Himmels gegeben 1M). In England Bind etwa Miss Mary 
Sommerville 185), Sir John HerscheP86) und G. B. Airy 137) anzufiihren, 
in Deutschland A. F. Mo1Jius 188), in Osterreich J. J. v. Littrow18Sa); vgl. 
auch die Lehrbiicher von K. Israel-Holtzwart 189), Th. Epsteinl4J)) und 
M. W. MeyerUl). Eine zusammenfassende Darstellung dieser umfang
reichen elementar-astronomischen Litteratur ware sehl' erwiinscht. 

1. Newton hatte aUB den Keplerschen Gesetzen sein Anziehungs
gesetz hergeleitet 149). DasB umgekehrl eine dem Quadrate des Ab
standes reziproke Zentralkraft stets zu einer Keplerschen Bewegung 
in einem Kegelschnitte fiihrt, war dann von Joh. Bernoulli gezeigt 
worden 1~3). Einen Forlschritt in der Integration der hierbei Ruftreten
den Differentialgleichungen der Bewegung 

134) Exposition du systeme du monde, Paris 1796, 6. ed. 1836 = Oeuvres 6. 
136) On the connexion of physical sciences, London 1834 (zahlreiche Atif

lagen), deutsch von K. F. Kliiden, Berlin 1836. 
136) A treatise on astronomy, London 1833, deutsch von Michaelis, Leipzig 

1837; Outlines of astronomy, London 1849 (zahlreiche Auflagen). 
137) Gravitation, an elementary explanation of the principal perturbations 

in the solar system, London 1834 (zahlreiche Auflagen), deutsch von K. F. v. 
Littrow, Stuttgart 1834, und R. Hoffmann, Leipzig 1891; vergl. auch B. SchOne, 
Programm Realgymn. Borna 1896, 1903. 

138) Die HauptsiUze der Astronomie, Leipzig 1836, 6. Aufl. 1868, 10. Aufl. 
besorgt von W. F. Wislicenus 1903; Die Elemente der Mechanik des Himmels, 
Leipzig 1843 = Werke 4, p. 1-188; vgl. auch J. f. Math. 31 (1846), p. 174 = 
Werke 4, p.819. Mobius hat die Epizyklen der Alten wieder zu Ehren gebracht: 
lie.... sind das geometrische lquivalent der Reihenentwicklungen Mch trigono
metrischen Funktionen; vgl. auch G. Mansion, Brnxe1les Soc. scientif. 26 A. 
(1901), p. 71 und E. Pasquier, ebenda p. 141. 

138&) Theoretische und praktische Astronomie, Wien 1821-27 (zahlreiche 
Auflagen). 

139) Elemente der theorischen Astronomie, Wiesbaden 1886; Elemente 
der Astromechanik, Wiesbaden 1886. 

140) Geonomie, Wien 1888. 
141) Das Weltgebitude, Leipzig 1898. 
142) Principia, lib. 1, sectio VIII. 
148) Paria Mem. annee 1710, p. 621 = Opera 1, p. 4.70; Benwulli behan

delt bier auch den aUgemeinen Fall, due die anziehende Kraft irgend eine 
Funktion der Entfernung iBt; vgl. auch J. BermMItf&, Phoronomia, Amsterdam 
1'116, p. '18. 
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(1) d'x __ d:i: _ k' x 
dtl =Tt-- ,.a' 

dty __ dy 2 11 
dt' =Tt=-k rS (rll=xS+'!l) 

hat O. G. J. Jacobi (1842) gemacht 1"), dessen Verfahren W. Thomson 
und P. G. Tait wieder aufgenommen und vereinfacht haben 145). 

Der Flii.chensatz ergibt nitmlich 

(2) xiJ - yx = c, 
und aus (1) folgt durch Multiplikation mit (2): 

ale II d y c-=-k --dt dt r' 
diJ II d x c-=k --. 
dt dt r 

Diese Gleichungen lassen sich unmittelbar integrieren, und wenn man 
mit den so erhaltenen Ausdriicken fur x und y abermals den Flachen
satz bildet, ergiebt sich sofort die Gleichung des Kegelschnittes. Die 
Methode von Jacobi fiihrt auch dann zum Ziel, wenn die Grosse F 
der Zentralkraft irgend eine homogene Funktion der Dimension - 2 
von x und y ist I45a). Eine andere Methode der Integration, die die 
Di:fferentialgleichung der Bahn liefert, sob aId F allein von X = r cos fP 
und y = r sin rp abhiingt, also s und t nicht enthiilt, beruht auf der 
Formel von J. Binet I46): 

F = - ;: (~ + :'~:). 
N eben dem nach ihm benannten Anziehungsgesetze hatte 1. Newton 

auch den Fall betrachtet, dass F irgend einer Potenz von r proportional 
ist, und bewiesen, dass schon sehr kleine Abweichungen des Exponenten 
von - 2 merkliche Perihelbewegungen zur Folge haben wiirden 14'1). 
Die Annahme F = a'l" ist dann im 19. Jahrhundert wiederholt unter-
8ueht worden 148). 1m Besonderen hat J. Ct. Maxwell bei seinen Unter-

144) J. f. Math. 24 (1842) p.o = Werke, Bd.4, p.281. 
140) Treatise, p. 27; vergl. auch H. Hart, Messenger (2) 9 (1880), p. 181. 
140") Fiir den Fall, dus Fein homogene Funktion von x und 11 beliebiger 

Dimension ist, vergl. W. Stekloff, Moskau, Pbys. Sect. 9, Heft 1, p.16; dort auch 
weitere Litteratur. 

146) J. ec. polyt. cah. 20 (1881), p. 249; M. JuZZien, Problemes 1, p. 812 und 
P . .Appell, Yecanique 1, p. 870, 878; Verallgemeinerung von G. Pennacchietti, 
Catania Atti Acc. Gioenia (4) 14 (1901), Nr. 2. Die Anwendung der Binetschen 
Formel amBBt auf Schwierigkeiten, wenn die Tangente der Bahn durch daB An
ziehungBzentrum geht oder wenn die Bun einen Riickkehrpunkt beBitzt, vgl. 
H. G. Zeuthen, TidBBkr. (4) 4 (1880), p. 8. 

147) Principia, lib. 1, sectio 9, prop. 40; vgl. auch M. Jullien, Problemes 1, 
p.824. 

148) Die Litteratur der alteren Zeit findet man bei P. van Geer, Onderzoek 
eener bijzondere Omstandigheid der centrale Beweging, Leiden 1872. Ferner 
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suchungen aus der kinetischen Gastheorie eine der ftnften Potenz der 
Entfemung umgekehrl proportionaie Anziehung der Gasmolekille heran
gezogen 1"). 

A. Olairaut hatte zuerst geglaubt, dass zur Erklirung der· Be
wegung des Mondperigaums das Newtonsche Gesetz nicht ausreiche, 
da eine erste Naherung Werte ergab, die mit den Beobachtungen 
nicht fibereinstimmten, und hat deshalb statt des Newtonschen Gesetzes 
ein Kraftgesetz der Form a,.-! + b,.-s angenommen (Paris Mem. 1743, 
1745), er kehrle aber in der Theorie de la. Lune, Paris 1752, zu den 
Newtonschen Gesetze zuriick, cia es bei genauerer Rechnung zu einer 
befriedigenden Darstellung der Erscheinungen filhrte. Die Form 
ar- I + br-' ergibt sich ala erste Naherung, wenn man die Anziehung 
eines abgeplatteten RotationsellipBoides betrachtet und hat daher daB 
Interesse der Astronomen erregtj es ist bemerkenswerl, dass dabei 
kein sakulares Glied in der mittleren Bewegung auftrittl&O). Allge
meine Untersuchungen fiber die Form ar" + br'" hat G. Schouten an
gestellt16Oa). Man hat femer die Form e- ftr : r! herangezogen, die 
einer Absorption der Gravitation in dem vermittelnden Medium ent
spricht1&Ob), und es sind im Zusammenhauge mit der Molekulartheorie 
und ihrer Verwendung ffir Optik und Kapillaritat Satze fUr beliebige 
F(r) aufgestellt worden150c). Endlich haben sich bemerkenswerle Be-

seien genannt: H. Th. Noth, Diss. Jena1869; A. LeflO'UlJ', Nouv. ann. (2) 19 (1880), 
p. 84,0 i A. G. Greenhill, London Ma.th. Soc. Proc. 22 (1891), p. 264, and P. G. Tait 
and W. J. Steele, Dynamics, Cambridge 1866. 

l4,9) Siehe etwa Theory of heat, London 1871. 
150) P . .A.. Hansen, Astr. Nachr. 88 (1864,); H. BeiUger, Astr. Na.chr. 91 

(1878), p. 198; H. Gyldln, Pa.ris C. R. 91 (1880), p. 967. 
160·) Nieuw Archief 18 (1886), p. 11, 117, 14, (1887), p. 1; Amsterdam Versl. 

ed meded. (8) 8 (1887), p. 873; Arch. neerL 211 (1887), p. 168, S911; vergl. auch 
H. Gyldin, Stockholm Ofv. 17 (1879), p. 1. 

160 b) H. &eU,er, Astr. Nachr. IS7 (1896), p. 129;.lIflnchen Ber. 118 (1896), 
p. 378; C. Neumann, Allgemeine Untersuchungen tiber das Newtonsche Prinzip 
der Femwirkungen, Leipzig 1896; A. Korn, Miinchen Ber. 88 (1908), p. 888, 663. 

1600) Auf die physikalische Litteratar kann hier nicht eingegangen werden. 
Von den zahlreichen mathematischen Untersuchungen aeien nur a.ngeti1hrt: L. Euler, 
Petersburg Nov. Comment. ad annos1'l6l1-1766, p.164,; K. H. 8c1aellbach, J. f. Math. 46 
(1868), p. 1166; J. Fr.8tade7·, J. f. Math.4,6 (180S), p. 26t; ..4.. Olebsch, Vorlesungen 
fiber Mechanik (autographiert), Karlsruhe 1868; M. J,,"ien. ProblemeB 1, p. 811 
(bier auch weitere Littera.tur); J. BOUBBines/b l?a.ris C. R. 84. (1877), p. 9«; 86 (1877), 
p. 66, 688; D. J. Korle1Deg, Amat. VersL ed meded. 10 (1884.), p.24.9; Arch. neerl. 
t1 (1886), p.201; Wien Her. 98 (1886), p.996; O.8ttJutk, Dorpat Na.t. Gas. 10 
(1898), p. 828; B. Lehma_-FiIMB, AIItr. Naohr. 14.6 (1898), p. 888; J. .,. Vieth, 
Zeitschr. Math. Phya. 4.8 (19011), P. "9. 
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ziehungen zwischen den Bewegungen ergeben, die zu verschiedenen 
Gesetzen del' Anziehung gehoren 151). 

Auch die Bewegungen eines Teilchens, die sich auf Grund 
elektrodynamischer Elementargesetze ergeben, sind genauer erforscht 
worden, jedoch ist die Hoffnung, die man daran kniipfte, zu einer 
elektromaguetischen ErkIarung del' Gravitation zu gelangen, nicht in 
Erfiillung gegangen 162). In diesem Zusammenhange waren noch die 
modernen Untersuchungen fiber die Bewegung eines Elektrons zu 
nennen, die abel' freilich aus dem Rahmen del' elementaren Dynamik 
heraustretenj es moge genfigen, hier die Namen M. Abraham, 
H. A. Lorentz, K. Schwarzschild, A. Sommerfeld zu nennen. 

Viele Autoren haben sich mit dem Problem del' Bewegung eines 
Punktes beschaftigt, del' von zwei festen Zentren nach dem Newton
schen Gesetze angezogen wird. Fur die Astronomie haben diese 
Untersuchungen bis jetzt keine Verwendung gefundenj fur die Mathe
matik abel' sind sie wichtig geworden, denn es ist bei ihnen das Addi
tionstheorem del' elliptischen Integrale erster Gattung aufgetreten, uud 
sie haben den Anstoss zu del' Einfiihrung del' elliptischen und damit 
allgemeiner del' krummlinigen Koordinaten ge~eben 153). Man hat das 

151) L. Boltzmann, Prinzipe 1, 1897, p. 83; P. Stiickel, Gott. Nachr. 
1898, p. 157; vgl. auch IV 11 (P. Stiickel), Abschnitt: Transformation del' Be
wegungen. 

152) C. Seegers, Diss. Gottingen 1864; W. Scheibner, Zeitschr. Math. Phys. 
13 (1868), p.87; Leipzig Ber. 49 (1897), p. 578; F. G. Holzmuller, Diss. Halle 
1870 = Zeitechr. Math. Phys. 5 (1870), p.69; F. Tisserand, Parie C. R. 75 (1872), 
p. 760; E. Riecke, Gott. Nachr. 1874, p. 665; G. Lolling, Diss. Gottingen 1882; 
Nova Acta Leopold. 44 (1883), p. 278-336; M. Levy, Paris C. R. 95 (1882), p. 986; 
A. Servus, Diss. Halle 1885; O. Liman, DiBe. Halle 1886; E. Ritter, Zeitechr. 
Math. Phys. 37 (1892), p. 8; S. Oppenheim, Jahresber. des k. k. Akad. Gymn. 
Wien 1894/95; vgl. auch V 2, Nr.21 bis 24 (J. Zenneck) und VI2 23 (S. Oppenheim). 

153) L. Euler, Berlin Mem. annee 1760 (1767), p. 228; Petersburg Nov. 
Comment. 10 ad annum 1764 (1766), p.207; 11 ad annum 1765 (1767), p.152; 
J. L. Lagrange, Misc. Taur. 2 (1762) = Oeuvres, 1, p. 363; Mecanique 2, sect. 7, 
chap. 3; A. M. Legendre, Exercices de calcul integral 2, Paris 1817; Traite des 
fonctions elliptiques 1, Paris 1827, p. 411; C. G. J. Jacobi, Dynamik 1842/43, 
29. Vorlesung; J. f. Math. 29 (1845) = Werke 4, p.465; J. Liouville, J. de 
math. (1) 12 (1847), p. 410; A. Desboves, J. de math. (1) 13 (1848), p. 369; 
J. A. Serret, J. de ma.th. (1) 13 (1848), p. 17; Note 2 zu Bd. 2 del' Ausgabe 
del' Mecanique von Lagrange, Paris 1853; O. Bonnet, Note 5 zu derselben 
Ausgabe; A. Desboves, Paris C. R. 47 (1868), p. 708; L. Kiinigsberger, Diss. 
Berlin 1860; A. Cayley, Brit. Ass. 1862 = Papers 4, p. 618; J. Pratorius, 
Diss. Brcsla.u 1863; B. Th. HulJJen, Berlin 1869; P. Perlewitz, Diee. Leipzig 
1872 = Zeitschr. Math. Phys. 18 (1878), p. 58; B. Cl08terhalfen, Diss. Bonn 1874; 
A. G. Gremhill, London Math. Soc. Proc. 11 (1880) p. 104; G. Morera, Giorn. 
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Problem auch durch Wahl anderer Anziehungsgesetze und durch Hin
zunahme weiterer fester oder nach gegebenem Gesetze beweglicher 
Zentren erweitert 1M). 

Die umgekehrte Aufgabe, aUB bekannten Eigenschaften der Be
wegungen das Gesetz der Kraft zu ermitteln, hatte I. Newton flir die 
Keplerschen Bewegungen in einem Kegelschnitte gelost. Zu einem 
allgemeineren Probleme dieser Art fiihrte im 19. Jahrhundert die 
Theorie der Doppelsterne. Die Beobachtungen zeigen namlich, dass 
die scheinbare Bahn eines Doppelsternes am Himmelsgewolbe um den 
anderen eine Ellipse ist, bei der sich der andere Stern jedoch nicht 
in einem Brennpunkte bef1ndet, und dass diese Ellipse nach dem 
Flachensatze durchlaufen wird; der feste Endpunkt des Radiusvektors 
liegt dabei in dem zweiten Stern. Urn das Gesetz der Kraft zu 
finden, mit der sich die Doppelsterne anziehen, hat man also die 
Aufgabe zu losen, alle Kraftgesetze zu ermitteln, die allein von der 
Lage des bewegten Punktes abhangen und, wie auch die Anfangs
bedingungen gewahlt seien, eine Bewegung in einem Kegelschnitte 
ergeben. Dieses zuerst von A. Yvon Villarceau 155) gestellte und ge
loste Problem ist dann von J. Bertrand 156) von neuem behal1delt 
worden. Es hat sich ergeben, dass die Kraft, wenn sie nur VOIl der 
Entfernung abhangen solI, entweder der Entfernung proportional oder 

di mat. 18 (1880), p. 34; O. Staude, Dorpat Nat. Ges. 8 (1887), p. 249; Acta 
math. 10 (1887), p. 183; G. Darboux, Note in seiner Ausgabe der Mecanique 
von Lagrange 2, Paris 1889, p. 349; R. Hcwssner, Diss. Gottingen 1889 = Giorn. 
di mat. 29 (1891), p. 276, 379; P. Novikoff, Axbeiten d. 7. Verso russ. Natf. u. 
Arzte, St. Petersburg 1890, Math. Abt. p. 38; G. Bonacini, Giom. di mat. 26 
(1889), p. 352; 28 (1890), p. H, 132; J. Andrade, J. ec. polyt. cah. 60 (1890), p. 1; 
G.lIfuhle, Diss. Halle 1894; H. Franzen, Diss. Halle 1896; N. Saltykoff, Charkow 
Math. Ges. (2) 7 (1900), p. 1; C. V. L. Charlier, Mechanik des Himmels 1, Leipzig 
1902, p. 117; A. M. Hiltebeitel, Am. Math. Soc. Bull. (2) 11 (1905), p. 432. 

154) J. L. Lagrange fiigte ein in der Mitte der Verbindungsstrecke der 
Zentra liegendes drittes Zentrum hinzu, das proportional der Entfernung anzieht 
(vgl. C. G. J. Jacobi, Dynamik, 29. Vorlesung); O. Bonnet, Note in der Bertrand
schen Ausgabe der Mecanique von Lagrange, Paris 1855; A.. G. Wijthoff, Nieuw 
Archief (2) 3 (1896), p. 1. Andere Gesetze der Anziehung haben untersucht 
W. Velde, Programm Berlin 1889 und Fr. Woller, Diss. Kiel 1905; dieser Hisst 
das eine Zentrum anziehen, das andere abstossen, was fUr Ph. Lenards Theorie 
der Dynamiden, Ann. der Physik (4) 1 (1903), p. 714 von Bedeutung ist. 

155) Connaissance des temps pour 1852; vgl. auch J. Casey, Quart. J. 
of math. 5 (1862). Aber schon J. Hermann, Phoronomia, Amsterdam 1716, 
p. 74, hatte gefragt, welches Anziehungsgesetz gewahlt werden miisse, damit 
die Bahnen algebraische Kurven seien. 

156) Paris C. R. 77 (1873), p. 849; 84 (1877), p. 671, 731, 944; 86 (1877), 
p. 65; 118 (1894), p. 13. 
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ihrem Quadrate umgekehrt proportional sein muss; da aber bei dem 
ersten Gesetze der andere Stern stets im Mittelpunkte der Bahnellipse 
stehen miisste, so ist das zweite anzunehmen. J. Bertrand hat das 
Problem dahin erweitert, dass die Bahn, wenn nur die Anfangs
geschwindigkeit unter einer bestimmten Grenze liegt, immer eine ge
schlossene Kurve sein soll, und dieselben Gesetze gefunden. An 
Bertrands V eroffentlichungen 156) hat sich eine erhebliche Litteratur 
angeschlossen 157). 

14:. Bewegung auf einer Kurve. Dass sich ein materieller Punkt 
auf einer vorgeschriebenen ebenen Kurve bewegt, Hisst sieh erreichen, 
indem man ihn an einem gewichtlosen Faden befestigt und diesen 
iiber die Evolute der gegebenen Kurve spannt; Chr. Huygens ist sogar 
durch die Frage, wie man die Bewegung eines schweren Punktes auf 
einer Cykloide verwirklichen konne, zu seiner Theorie der Evoluten 
gefiihrt worden 159). 1st die vorgeschriebene Bahn eine Raumkurve, 
so hat man G. lYlonges Lehre von den Filarevoluten heranzuziehen, 
die kiirzeste Linien der abwickelbaren FIache der Kriimmungsachsen 
sind 160); aber es geniigt jetzt nicht ein einziger Faden, vielmehr muss 
man einen zweiten hinzunehmen, der bewirkt, dass der erste irnmer 
die Richtung der Tangente der Filarevolute beibehalt I61). Bei dem 
Kreispendel kann man statt des Fadens auch eine gewichtlose Stange 

157) G. Lespiault, Bull. sciences math. (1) 4 (1873), p. 393; M. Chevilliet, Nouv. 
ann. (2) 13 (1874), p. 97; G. Darboux, Paris C. R. 84 (1877), p. 760, 936; Bull. 
soc. math. de France 5 (1877), p.l00; Note XII in der Mecanique von Ok. Despeyrous, 
1, Paris 1884; G. Halphen, Paris C. R. 84 (1877), p. !l39; Bull. soc. philomat. (7) 
1 (1878), p. 89; G. Battaglini, Rom Acc. Linc. Rend. (3) 2 (1877), p. 211; Giorn. 
di ma.t. 17 (1879), p. 43; J. W. L. Glaisher, Monthly Notices 39 (1878), p. 79; 
F. Siacci, Torino Atti 14 (1879), p. 759; Paris C. R. 88 (1879), p. 909; U. Dainelli, 
Giorn. di mat. 18 (1880), p. 271; 19 (1881), p. 171; R. Hoppe, Arch. Math. Phys. 
M (1880), p. 107, 328; H. Resal, Paris C. R. 90 (1880), p. 889, !J37; V. Imsche
netzkij, Bordeaux Mem. soc. sci. phys. et nat. (2) 4 (1880), p. 31; P. Kindel, 
Diss. Halle 1884 = Archiv Math. Phys. (2) 15 (1895), p. 262; G. Koenigs, 
Bull. soc. math. de France 17 (1889), p. 153; P. Appell, Am. J. of math. 13 (1890), 
p. 261; Mecanique 1, p. 387; F. Porro, Palermo Circ. ma.t. Rend. 5 (1891), p. 51; 
S. Hirayama, Tokio Math. Ges. 4 (1891), p. 261; Oh. Oellerier, Bull. sciences math. 
(1) 15 (1891), p. 145; O. Stliphanos, Archiv Math. Phys. (3) 2 (1901), p. 147 und 
Paris C. R. 140 (1905), p. 1318; P. J. Suchar, Paris C. R. 135 (1902), p.679; 
NOllv. ann. (4) 2 (1902), p. 123,248; V.Jamet, Nouv. ann. (4) 2 (1902), p.348. 

159) Horologium oscillatorium, Pa.ris 1673; vgl. III D 1, 2 Nr. 16 (H. 
v. Jlangoldt). 

160) Paris Mem. say. etr. 10 (1785); vgl. ill D 1, 2 Nr.33 (H. v. lIIangoldt). 
161) E. Budde, Mechanik 1, p. 186. Fur die Cykloide, al8 Kurve im Raume 

aufgefaBt, hat bereits Chr. Huygens zwei Faden in Anwendung gebracht. 
Encyklop. d. math. Wi ••• nech. IV 1, L 33 
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nehmen. In anderen Fiillen liisst sich die Bewegung durch Rinnen 
oder Rohren von der Gestalt der vorgeschriebenen Bahn erzwingen 16!), 
und man muss diese Art anwenden, wenn die Bewegung in einer 
Kurve erfolgen soli, die sich in vorgeschriebener Weise bewegt16S). 

Man kann jedoch auch von einer solchen Realisierung der Bewegung 
gam; absehen und den in einer Kurve bewegten Punkt als den re
prasentierenden Punkt fiir eine Bewegung mit einem Grade der Frei
heit ansehen; solche Bewegungen kommen in der Technik sehr 
haufig vor, da die meisten praktisch verwendeten Mechanismen 
zwangsliiufig sind. Bei einem Grade der Freiheit ist die Einfiihrung 
des reprasentierenden Punktes schon sehr alt; denn nachdem G. Galilei 
die Bewegung eines schweren Punktes auf einem Kreise in einer 
Vertikalebene, also das mathematische Pendel, behandelt hatte 164), 
stente M. JJlersenne 1646 die Frage nach der Lage des Schwingungs
mittelpunktes eines physikalischen Pendels, das heisst nach dem mathe
matischen Pendel, das dieselbe Schwingungsdauer hat, wie der be
trachtete urn eine horizontale Axe drehbare schwere Korper, eine 
Frage, die 1673 von Ck. Huygens beantwortet wurde 165). 

Die Kurve heisst glatt, wenn ihre Reaktion entgegengesetzt gleich 
der Resultante aus der Zentrifugalkraft und der Normalkomponente der 
wirkenden Kraft ist, dagegen rauh, wenn die Reaktion noch eine Tan-

162) Der kleine Korper, der als materieller Punkt angesehen wird, darf in 
der Rinne oder Rohre nur gleiten, nicht rollen. Wenn also G. Galilei (Dis corsi 
1638) Kugeln die Fallrinne herabrollen Iii-sst, so bewegen diese sich nicht wie 
ein schwerer Punkt auf einer schiefen Ebene, vielmehr wird ein Teil, namlich "/7 , 

der durch den Fall gewonnenen Energie in Energie der Drehung der Kugeln 
verwandelt. 

163) Solche sich bewegende R5hren verwandten schon Joh. Bernoulli, 
Opera 4 (1742), p. 248 (Bewegung eines Punktes in einer schragen geraden 
Rohre, die sich um eine vertikale Achse dreht); A. Clairaut, Paris Mem. annee 
1742 (1745), p. 1; L. Euler, Opuscula varii argumenti 1 (1746), p. 1; Daniel Ber
noulli, Berlin Mem. annee 1745 (1746), p. 74; J. L. Lagrange, Misc. Taur. 2 
(1760;61) = Oeuvres 1 (1867), p. 393; J. J. A. Ide, System del' Mechanik, Berlin 
1802; A. 11,[. Ampel'e, Ann. de Gergonne 20 (1829), p.37 und L. Euler, Opera 
posthuma 1862, 2, p. 74, 85, 114. 

164) Dialogo sopra i massimi due sistemi del mondo, Florenz 1632 (deutsch 
von E. ,strauss, Leipzig 1891); DiBcorsi 1638, erster Tag, Ostwalds Klassiker 
Heft 11, p. 75, 83: Isochronismus kleiner Pendelschwingungen; die im tiefsten 
Punkte erlangte Geschwindigkeit giebt den Impuls, der grade ausreicht zu del' 
Erhebung auf die Hohe, aus der del' Punkt gefallen war. 

165) Horologium oscillatorium, Paris 1673. Huygells gab auch die Formel 

fiir die Dauer kleiner Schwingungen T = 7t'V1 (l Pendellange); die Formel 

fiir endliche Schwingungen riihrt \'on L. Eule,. her, Mechanica 1736. 
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gentialkomponente besitzt, also Reibung stattfindeV66). Einseitige Fesse
lungen, wie sie durch Faden oder Rinnen bewirkt werden, erfordern, 
dass der Druck des bewegten Punktes gegen die Fessel gerichtet ist; 
verschwindet der Druck mit Vorzeichenwechsel, so verlasst der Punkt 
die Zwangsbahn und beginnt sich frei zu bewegen 167). 

Unter der Voraussetzung, dass die wirkende Kraft bei der Be
wegung auf einer festen, glatten Kl1rve eine Funktion des Ortes ist, 
liisst sich nach C. G. ,7. Jacobi die Zeit als Funktion der Bogenliinge 
durch eine Quadratur ausdriicken 168). Dasselbe gilt nach A. Mayer 
fur eine ebene rauhe Kurve, wenn die Reibung dem N ormaldrucke 
proportional ist und die wirkende Kraft in der Ebene der Kurve 
liegt169). Bei den rauhen Kurven und bei der Bewegung in einem wider
stehenden Mittel gewinnt auch das Problem des Gleichgewichtes ein 
gewisses Interesse 170). Die kleinen Schwingungen urn eine solche 
Gleichgewichtslage stehen in Zusammenhang mit der Konstruktion 
del' Galvanometer, bei denen schwingende Magnetnadeln verwandt 
werden. Durch das Hinzutreten einer Reibungskraft kann sich nam
lich die periodische Bewegung in eine aperiodische verwandeln, bei 
der asymptotische Annaherung an die Gleichgewichtslage stattfindeV70 &). 

Was die beweglichen Kurven betrifft, so sei auf die Angaben 
von M. Jullien l7l) und P. van Geer 172) verwiesen. Noch allgemeiner 
ist die Annahme, dass die vorgeschriebene Bahn im Laufe der Zeit 
Lage und Gestalt andere. Die Lagrangesche Gleichung fur den Para
meter q behiilt dann ihre Form: 

166) E. J. R"uth, Dynamik 1, p. 450 llennt eine Kurve auch dann rauh, 
Vlenn die Bewegung in einem widerstehenden Mittel vor sich geht, so dass der 
Reibungswiderstand des Mittels eine tangentiale Komponente lieferl; siehe auch 
IV 1 (A. Voss) p. 68-69, Anm. 185 a. 

167) AusfUhrliche Untersuchung fUr das Kreispendel als Fadenpendel bei 
P. Nouvel, Programm Gymn. Cathen 1886, E. Budde, Mechanik 1, p.201 und 
O. Schutt, Diss. Kiel 1905; vgl. auch Anmerkung 179. 

168) J. f. Math. 24 (1842), p. 5 = Werke 4, p. 263; vgl. P. Appell, Me
canique 1, p. 422. 

169) Leipzig Ber. 1893, p. 379. 
170) JJI. Jullien, Problemes 1, p. 74; A. de Saint-Germain, Exercices, Paris 

1877, p. 11. 
170') S. D. Poisson, Mecanique 2. ed. 1 (1833), p. 351; C. F. Gauss, Werke 

5, p. 394 (1837); E. du Bois-Reymond, Berlin Monatsberichte 1869, p. 807, 1870, 
p.537, 1873, p. 748, 1874, p. 767; vgl. auch E. Riecke, Zur Lehre von der aperio
dischen Dampfung und zur Galvanometrie, Gattingen 1883 Bowie Nr. :!O dieses 
Arlikels. 

171) Problemes 2, p. 236. 
1/2) Nieuw Arch. for wisk. 7 (1881), p. 164; dazu Ph. Gilbert, Bruxelles 

Ann. soc. scient. 6 (1882), p. 270, 7 (1882), p. 11. 
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~_(~!) _ aT _ Q 
dt oq oq - , 

aber T wird eine Funktion zweiten Grades von q, deren Koeffizienten 
q und t enthalten 178). 

Anstatt die Bewegung auf einer vorgeschriebenen Kurve zu unter
suchen, kann man auch nach den Kurven fragen, bei denen der Be
wegung gegebene Eigenschaften zukommen. Probleme dieser Art 
sind die der Brachistochronen 174) und der l'autochronen 175), die wahrend 
des 18. Jahrhunderls langere Zeit im Mittelpunkt des mathematischen 
Interesses gestanden haben, aber auch noch im 19. Jahrhundert viel
fach behandelt worden sind. Hierhin gehOrt auch die Frage nach 
der Kurve gleichen N ormaldr)lckes bei einem fiir den Raum gegebenen 
Gesetze der Kraft 176). 

10. Bewegung auf einer krummen Flache. Wenn ein mate
rieller Punkt auf einer vorgeschriebenen krummen Fliiche bleiben 
oder sich darauf bewegen solI, kann die Fessel, der die Zwangs
kraft entspringt, eine Schale von der Gestalt dieser FHiche sein (ein
seitige Bedingung), oder man kann zwei parallele Schalen nehmen, 
zwischen denen der Punkt gleitet. In manchen Fallen ist auch eine 
Realisierung der Bedingung durch Faden oder Stangen moglichj eine 
allgemeine Konstruktion, die den Punkt mittels Faden oder Stangen 
an die Fliiche fesselt, ist noch nicht gegeben worden 171). Man kann 
jedoch auch allgemeiner den auf einer krummen Fliiche bewegten 
Punkt als reprasentierenden Punkt fur eine Bewegung mit zwei Graden 
der It'reiheit auffassen, wobei der Ausdruck der lebendigen Kraft daB 
Quadrat des Linienelementes der Fliiche liefert 178). 

173) P. Appell, Mecanique 1, p. 454. 
174) Genauere Angaben und Litteratur in Nr. 12 dieses Artikels. 
176) Monographien fiber die Tautochronen gaben C. Ohrtmann, Programm 

Berfui 1872 und F. Amodeo, Monografia delle curve tautocrone, Avellino 188S. 
Seitdem ist wieder eine betrachtliche Litteratur zu verzeichnen, aus der nur an
gefiihrt Bei G. Koenigs, Paris C. R. 96 (1893), p. 969; J. Hadamard, Bordeaux 
Soc. sci. math. et nat. (8) 6 (1893), p. 195; P. Appell, Mecanique 1, p. 443. 

176) Joh. Bernoulli, Acta erud. Lips. 1696 = Upera 1, p. 132; G. F. de I'Hos
pital, Paris Mem. annee 1700, p. 9; ]H. Jul/ien., Problemes 1, p. 406-410; 
L. Lecornu, Bull. soc. math. de France 32 (1904), p. 50 (Fall der Schwere: der 
Hodograph ist ein Kegelschnitt, die Bewegung in ibm eine Planetenbewegung)_ 

177) E. Budde, Mechanik 1, p. 208. Fiir die Flachen zweiter Ordnung wird 
man die Fadenkonstrllktionen von O. 8talwe, Math_ Ann. 20 l1882), p. 147, 2'1 
(1886), p. 263, Fokaleigenschaften der Flachen zweiter Ordnung, Leipzig 1896, 
heranzuziehen haben. 

178) V gl. Nr. 2 dieses Artikels. Ein schlines Beispiel hierfiir ist daB Problem 
von Glocke und Kloppel; \"gl. A. }t'{jppl, Dynamik, 1. Aufi., p. 290. 
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Bei einer einseitigen Fesselung, wie sie durch eine Schale oder 
bei dem Raumpendel durch einen Faden hervorgerufen wird, verliisst 
der Punkt die Zwangsbahn, faUs die Reaktion mit Zeichenwechsel 
verschwindet, und beginnt sich frei zu bewegen; was bei einem aber
maligen Auftreffen auf die Flache geschieht, lasst sich nur angeben, 
wenn Voraussetzungen iiber die physikalische Beschaffenheit von Punkt 
und Flache gemacht werden 179). 

Die Flache heisst glatt, wenn ihre Reaktion entgegengesetzt gleich 
der Resultante aus der Zentrifugalkraft des Punktes und der N ormal
komponente der wirkenden Kraft ist, rauh, wenn die Reaktion noch 
eine Tangentialkomponente besitzt, also Reibung stattfindet. 

Nachdem G. Galilei l80), Ok. Huygens 181), L Newton 182) , Joh. Ber
noulli 183), A. Clairaut 184) besondere Falle der Bewegung eines Punktes 
auf einer krummen Flache betrachtet hatten, gab L. Euler eine syste
matische Darstellung 186); er zeigte, dass auf einer festen, glatten Flache 
die Tragheitsbahn eine geodatische Linie der Flache istt86), er stellte 
die Differentialgleichungen der Bewegung fUr einen schweren Punkt 
auf und integrierte sie fUr den Fall einer Rotationsflache mit verti
kaler Axe; fiir Kreiscylinder 187) und Kugel gab er eine genauere Dis-

179) Die Durchfiibrung fiir das Raumpendel gab E. Ohailan, Bull. soc. 
math. de France 17 (1889), p. 112; vgl. auch G. H. Halphen, Traite des fonctions 
elliptiques 2, Paris 1888, p. 134; A. Hossfeld, Programm Realgymn. Hofgeismar 
1889; A. de Saint-Germain, Bull. sciences math. de France (2) 20 (1901), p. 98. 
Fur einen schweren Punkt auf einer RotationsfHi.cbe siehe O. Schutt, Diss. Kiel 
1905. In gewissen singuHi.ren Fallen hat man zur Entscheidung, wie sicb der 
Punkt verhalt, das Gausssche Prinzip des kleinsten Zwanges herangezogen, 
J. W. Gibbs, Amer. J. of math. 2 (1879), p. 49; L. Boltzmann, Prinzipe 1, p. 223. 

180) Discorsi 1638, dritter Tag, Ostwalds Klassiker Heft 25, p. 39-59: 
schwerer Punkt auf schiefer Ebene. 

181) Horologium oscillatorium 1673: Punkt auf KugelHache, wenn der Punkt 
sich in einem horizontalen Kreise bewegt. 

182) Principia, lib. 1, sectio X, De motu corporum in superficiebus datis: 
Bewegung eines materiellen Punktes (corpus) auf einer Rotationsfiache, der von 
einem in der Axe befindlichen Punkte angezogen wird. 

183) Acta erud. Lips. 1715, p. 242 = Opera 2, p. 187: Punkt auf Kugel-
Hache. 

184) Paris Mem. annee 1735: Punkt auf Kugelflache. 
185) Mechanica 1736, 2, cap. 4: De motu puncti super superficie. 
186) Weiteres uber die Beziehungen der geodatischen Linien zur Mechanik 

\lei P. Stockel, Leipzig Ber. 45 (1893), p. 444. 
187) Hier macbt L. Euler die wichtige Bemerkung, dass die Bahn in eine 

Parabel iibergebt, wenn man den Cylinder auf eine verlikale Ebene abwickelt; 
vgl. auch F. Wittenbauer, Wien Ber. 81 (1880), p. 697, P. Stiickel, J. f. Math. 107 
(1891), p. 319 und P. Appell, Mecanique 1, p. 482. 
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kussion der Bahnen. In Betreff der weiteren Entwioklung der Lehre 
von den geodiitischen Linien muss auf ill D 3, Nr. 14-18 (R. "'. 

Fig. 1. 

188) Dazu W. Quidde, Diss. Kiel 1906. 

Lilienthal) verwiesen werden 188). 
Die Bewegung eines Punktes 
auf einer Rotations:fl.iiche mit 
vertikaler Axe,wenn die Schwere 
wirkt, und ailgemeiner, wenn 
eine in den Parallelkreisen kon
stante Kriiftefunktion existiert, 
ist dalID seit J. L. Lagrange 189) 
und O. G. J. Jacohil90) Gegen
stand zahlreicher Untersuchun
gen geworden 191). Als typische 
Formen der Bewegung ergaben 
sich Oscillationen zwischen zwei 
Parallelkreisen (U mkehr- oder 
Wendekreisen) und asympto
tische Anniiherung an einen 

189) Mecanique 2, sect. VIII, cha.p. 2, § 2. 
190) J. f. Math. 24 (1842), p. 6 = Werke 4, p. 268. 
191) Die itltere Litteratur bei P. Stiickel, Diss. Berlin 1886; dazu A. Tissot, 

J. de math. (1) (1852), p.88; P. Serret, TMorie nouvelle mecanique et geome
trique des courbes a double courbw:e, Paris 1860; J. Timmers, DiBs. Leyden 
1876; Th. Bertram, Arch. Math. Phys. (1) 69 (1876), p.193; G. Darboux, Bull. 80C. 

math. de France 5 (1877), p. 100 (geschlossene geodiLtische Linien); J. Boussinesq, 
Paris C. R. 84 (1877), p. 65 (kleine Schwingungen auf einem Meridian); H. Resal, 
J. de math. (8) 3 (1877), p. 76; J. Boussines'l, Paris C. R. 86 (1878), p. 959 (ge
schlossene Bahnen bei der Bewegung eines sahweren Punktes giebt es nicht); 
R. Hoppe, Archiv Math. Phys. 70 (1884), p.405; O. Brinckmann, DiBs. Jena 
1885 (Rotationsparaboloid); W. Werner, Diss. Marburg 1886 (Rotationsparabo
loid); G. Kobb, Stockholm Ofv. 1887, p. 169; Acta math. 10 (1887), p. 89 (fnnf 
Flachentypen, bei denen die Bewegung eines schweren Punktes auf elliptische 
Integrale f(ibrt); O. Staude, Acta math. 10 (1887), p. 183; Dorpat Nat. Ges. 8 
(1887), p. 249, 336; Acta math. 11 (1888), p. 808; Dorpat Nat. Ges. 1888, p.399 
(allgemeine Theorie der Bewegung, Bestimmung der Umkehrkreise durch die 
WendefliLche dritter Ordnung, die sich jedoch schon bei A. Tissot findet); W. Hoff
mann, Diss. Halle 1888 (Kreisring); R. Frantz, Programm Magdeburg 1891 
(Rotationsellipsoid); C. Seidemann, DiBS. Leipzig 1891; Ein mechanisches Doppel
problem, Halle 1896 (DiskusBion des vierten Typus von Kobb); J. Tannery, 
Bull. sciences math. (2) 16 (1892), p. 190 (geschlossene Bahnen); O. Olsson, Stock
holm Vetensk. Bihang 17 (1892), Nr. 6; Stockbolm Ofv. 1894, p. 487; P. StiicW, 
Math. Ann. 41 (1893) I p. 671 (fiigt einen sechsten TYPUB zu den Kobbschen 
hinzu); J. Hinrichs, Diss. Marburg 1896 (Rotationshyperboloid); F. Schmidt, 
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Parallelkreisj dabei kann einer oder es konnen beide Kreise ins Un
endliche riicken. Besonders eingehend wurde die leicht realisierbare 
und physikalisch wichtige Be
wegung eines schweren Punktes 
auf einer Kugelflache unter
sucht192). A. G. Webster hat 
die Horizontalprojektionen dieser 
Bewegungen photographisch re
gistriertj die nebenstehenden 
Figuren geben solche Kurven 193). 

Dass der Winkel A 0 B zwischen 

Monatshefte fiir Math. 5 (1895), p. 109 
(Diskussion des sechsten Typus von 
Stiickelj; P. Stiickel, Gott. Nachr. 1896, 
p. 157 (Transformation der Bewe- Fig. 2. 
gungen); M. Puglisi, Palermo Circ. 
mat. Rend. 12 (1898), p. 312; Sulla riduzione di un problema, Messina 1898 
(Herleitung der Typen von Kobb und StiickeT); Palermo Circ. mat. Rend. 14 (1900), 
p. 180; G. Pennacchietti, lJatania Acc. Gioenia Atti (4) 15 (1902); E. Salkowski, 
DiBS. Jena 1904 (findet dazu einen siebenten und letzten Typus); O. Olsson, Nyt 
Tidsskrift 15 (1904), p. 49 (Reihenentwicklungen). Die spezielle Litteratur uber 
das sphiirische Pendel findet man in den folgenden Anmerkungen. 

192) Ausser A. Clairaut, L. Euler und J. L. Lagrange seien noch genannt: 
S. D. Poisson, Mecanique, Paris 1811, 1, p. 385; Okr. Gudermann, J. f. Math. 38 
(1849), p. 185; Fr. J. Richelot, J. f. Math. 45 (1853), p. 233; w. F. Donkin, I,ondon 
Phil. Trans. 144 (1854) u. 145 (1855); H. Durege, Theorie der elliptischen Funktionen, 
Leipzig 1861; H. Resal, Mecanique 1, 1873, p.180; L. Schleiermacher, Modelle 
der Bahnen in der Sammlung von Brill-Schilling 1877; Ok. Hermite, J. f. Math. 
85 (1878), p. 246, Applications de 130 theorie des fonctions elliptiques, Paris 1883; 
F. Tisserand, Bull. sciences math. (2) 5 (1881), p. 448; 11-1. de Sparre, Bruxelles 
Ann. soc. sci. 9B (1885), p. 49; 16B (1892), p. 181; 26B (1902), p. 133; Paris 
C. R. 114 (1892), p. 528; G. H. Halphen, Traite des fonctions elliptiques 2, Paris 
1888, p. 126; E. Budde, Mechanik, 1, p. 209; .A.. G. Greenhill, The applications 
of elliptic functions, London 1892, p.214; A. de Saint-Germain, Bull. sciences 
math. (2) 20 (1896), p. 114; (2) 22 (1898), p. 95; (2) 25 (1901) p. 98; P. Appell, 
Mecanique 1, p. 494; F. Klein und A. Sommerfeld, 'l'heorie des Kreisels, Heft 2, 
Leipzig 1898 (wahrend Oh. Hermite fur die rechtwinkligen Koordinaten x, y, z 
des bewegten Punktes, bez. iur deren komplexe Verbindungen x + iy, x - iy, z 
elliptische I<'unktionen zweiter Art zweiten Grades findet, werden hier Formeln 

gegeben, vermoge deren ~-::!: i~ eine elliptische Funktion zweiter Art ersten Grades 
l-z 

wiId). Pendel von veranderlicher Lange betrachteten Oh. Bossut, Paris M':m. 
1778, Ch. E. Delaunay, Mecanique, Paris 1856; L. Lecornu, Paris C. R. 118 (1894), 
p. 132, Bull. soc. math. de France 24 (1896), p.133; G. v. Grofe, Dorpat Nat. 
Ges. 1896, p. 176. 

193) .A.. G. Webstel', Dynamics, Leipzig 1904, p bOo 



506 IV 6. P. Stiickel. Elementare Dynamik. 

den Projektionen der Radien nach dem oberen und dem unteren Um
kehrpunkt der Bahn stets grosser ist als 90°, hat V. Puiseux, und dass 
er kleiner ist als 180°, hat G. H. Halphen gezeigt194). 

Wenn der Punkt anfangs in Ruhe war und die Resultante der 
fUr die betrachtete Stelle der FHiche wirkenden Kraft normal zur Flache 
steht, so herrscht Gleichgewichtj das Gleichgewicht ist stabil, wenn 
die Kraftefunktion an der Stelle ein Maximum besitzt. Die klein en 
Schwingungen, die der Punkt auf der Flache in der Niihe einer 
stabilen Gleichgewichtslage ausfiihren kann, haben S. D. Poisson 195), 
R. S. Ball 196) und P. AppeU191) untersucht j im Besonderen ergeben sich 
im Fall der Sch were fiir einen tiefsten Punkt der FUiche in erster Annahe
rung Bahnen, deren Horizontalprojektionen Lissajoussche Kurven 198) 

sind, die also, allgemein zu reden, ein Rechteck iiberall dicht bedecken. 
Anstatt nach den Bahnen auf vOl'geschriebener Flache und bei 

gegebenem Gesetze der Kraft zu fragen, kann man auch das Gesetz 
cler Kraft suchen, das auf vorgeschriebener Flache Bahnen von ge
gebenen Eigenschaften liefert. So hat C. Neumann das Problem von 
Villarceau-Bertrand auf die Kugel iibertragen 199). Verwandte Probleme 
behandelten A. de Saint-Germain 2OO) und P. StiickeP01). Ebenso kann 
man die FBichen bestimmen, die bei vorgeschriebenem Gesetze der 
Kraft Bahnen mit gegebenen Eigenschaften besitzen 202). 

Das Verhalten eines Punktes auf einer rauhen Flache ist unter 
der Voraussetzung behandelt worden, dass die Reibung dem Druck 
auf die Fliiche proportional sei 20S) (vgl. Nr. 6 dieses Artikels). Wenn X, 

194) V. Puiseux, J. de math. (1) 7 (1842), p. 617; vgl. A. Bravais, Note VI in 
Bertrands Ausgabe der Mecanique von Lagrange, Paris 1863, 2, p. 352. G. H. 
Halphen, Traite des fonctions elliptiques 2 (1888), p. 128. Einfache Beweise fiir 
beide Slitze gab A. de Saint-Germain, Bull. sciences math. (2) 20 (1896), p. 114, 
(2) 22 (18lJ8), p. 95; Caen Mem. de l'Ac. 1901. 

195) Mecanique, 2. ed. 2, p. 439. 
196) Quart. J. of math. 10 (1869), p. 220. 
197) Mecanique 1, p. 487. 
198) J. A. Lissajous, Ann. phys. chim. (3) 30 (1862); vgl. auch F. v. Strelecki, 

Wien Ber. 65 (1872), p. 189 sowie L. Boltzmann, Prinzipe 1, p. 53. 
1(9) Leipzig Ber. 1886, p. 1. J. Th. Graves, Dublin Proc. 1842 und T. Prestlm, 

Dublin Irish Trans. 29 (1889), p. 321; H. Resal, Paris C. R. 90 (1800), p. 889, 937, 
J. de math. (3) 7 (1881), p. 33; vgl. H. Liebmann, Leipzig Ber. 1903, p. 146. 

200) J. de math. (3) 2 (1876), p. 326; vgl. schon A. Enneper, Gott. Na.chr. 
1869, p. 62. 

201) Diss. Berlin 1886. 
202) E. Ch. Catalan, J. de math. (1) 11 (1893), p. 212. 
203) J. Jellett, Reibung, Kap. 4; P. Appell, Pa.ris C. R. 114 (1892), p. 331; 

A. Mayer, Leipzig Ber. 1893, p. 3i9. 
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Y, Z die Komponenten der wirkenden Kraft, k, l, m die Riehtungs
eosinus der Flaehennormale bezeiehnen, wenn ferner N der NOl'mal
druek und (der Reibungskoeffizient ist, so lauten die Differential
gleiehungen der Bewegung auf einer festen rauhen Flache: 

(R) Imx=x+ Nk - tlNI ; , 

my = Y + Nl - (1 NI ! ' 
mz=Z+Nm-(INI! j 

dazu kommt die Gleiehung der Flaehe. 
Die Integration ist bis jetzt nur in wenigen Fallen gelungen 20'). 

Eine eigene Betraehtung erfordert die Bewegung aus der Ruhe. Sind 
FT und F.v die absoluten Werle der tangentialen und der normalen 
Komponente der wirkenden Kraft g:, so bleibt der Punkt in Ruhe, 
wenn F T < f F N ist, und er setzt sieh in Bewegung, falls F T > fF N 

ausfallt, dann aher sind die Gleiehungen (R) nieht unmittelbar an
wendbar, weil der Nenner v verschwindetj wie man trotzdem eine der 
Anfangsbedingung v = 0 geniigende Losung erhalten kann, hat 
T. Levi-Civita gezeigt XOO). 

Auch die Bewegungen auf bewegliehen glatten oder rauhen 
Flaehen haben Beaehtung gefunden 206). Sie spielen eine gewisse 
Rolle in dtlr Theorie der Turbinen, insofern man annimmt, dass die 
Wasserteilchen wie diskrete Teilehen, jedes fiir sieh, auf den be
weglichen Radern lauren 207). Das grosste Interesse hat aber die Be
wegung eines sehweren Punktes auf einer bewegten Kugelflaehe 
erregt, weil es zu einem experimentellen Naehweise del' Drehung 

204) J. Jellett, Reibung, p. 107 (schwerer Punkte auf schiefer Ebene, vgl. dazu 
H. Lorenz, Mechanik, p. 189); A. de Saint-Germain, Bull. sciences math. (2) 16 
(1892), p. 223 (schwerer Punkt auf vertikalem Kreiszylinder); A. Mayer, Leipzig 
Ber. 1893, p. 379 (Tragheitsbewegung); G. Pennacchietti, Palermo Circ. mat. 
Rend. 7 (1893), p. 236; P. Stiickel, Leipzig Ber. 1894, p. 197 (Bewegungen auf 
Kreiszylinder und Kreiskegel; weitere Ausfiihrungen bei W. Balirdt, Diss. Kiel 
1901); W. de Tannenberg, Nouv. ann. (3) 15 (1896), p.201 (Gausssche Koordinaten); 
A. Razzaboni, Giorn. di mat. 34 (1896), p. 87 (schwerer Punkt auf einem 
vertikalen Zylinder, dessen Querschnitt eine logarithmische Spirale ist). 

205) Arch. Math. Phys. (3) 5 (1903), p. 28. 
206) Hititorisches bei P. 'I:an Geer, Nieuw Arch. for wisk. 7 (1881), p. 164; 

8 (1882), p. 1; Aufgaben bei M. Jullien, Problemes 2, p. 5 und P. Appell, 
M~caniqne 1, chap. 13; fiir rauhe ~'lil.chen bei J. Jellett, Reibung, Kap. 4; siehe 
auch F. Roth, Repert. d. Physik 22 (1886), p. 354 und W. Timpe, Diss. Halle 1889. 

207) G. Herrmann, Die graphische Theorie der Tnrbinen und Kreiselpumpen, 
Berlin 1887; E. A. Breuer, Grundriss der Tnrbinentheorie, Leipzig 1899, p. 19. 
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der Erde gefiihrt hat. Nachdem schon im 17. Jahrhunderl zu Florenz 
Versuche nach dieser Richtung hin angesteUt worden waren 1(8) und 
nachdem S. D. Poisson die Theorie, allerdings unter gewissen Vernach
lassigungen, aufgesteUt hatte 1(9), ist es zuerst L. FO'UCault nach jahre
langen Bemiihungen gelungen, zum Ziel zu gelangen 210). Wegen der 
weiteren Litteratur und der experimentellen Einzelheiten sei auf IV 7 
(Ph. Furtwiingler) verwiesen. 

Endlich kann sich Lage und Gestalt der Flache mit der Zeit in 
vorgeschriebener Weise andern. Die Lagrangeschen Gleichungen 
mit den Parametem ql und qs behalten dann ihre Gestalt 

d (a T ) 0 T d (0 T) aT 
dt '09:, - 'OQl = Ql' dt 'Oizl- - 'OQI = Qs, 

aber die lebendige Kraft T wird eine Funktion zweiten Grades von 
!II und !Is, deren Koefflzienten von ql' q2 und t abhangen BU). 

16. Nichtholonome Bedingungen. Nichtholonome Bedingungen 
gewinnen eine anschauliche Bedeutung erst dann, wenn es sich um 
die Bewegung fester Korper handelt, die einander in ihren Bewegungen 
beeinflu~sen, zum Beispiel auf einander rollen oder gleiten. Sie haben 
jedoch auch eine Stelle in der Punktmechanik, da sich solche Be
wegungen nicht selten durch die Bewegungen reprasentierender Punkte 
ersetzen lassen. Auch ist es aus padagogischen Griinden wiinschens
wert, einfache Beispiele nichtholonomer Bewegungen zu haben. Ein 
solches Beispiel hat F. Klein angegeben 212): es ist ein Karren, der 
sich auf einer horizontalen Ebene bewegt und wegen der Reibung an 
der Unterlage immer nur in der Richtung seiner Axe fortschreiten 
kann. Wenn der in der Axe befindliche Schwerpunkt des Karrens 
die Koordinaten x, y hat und der Winkel der Axe mit der positiven 
x-Axe oder kul'z das Azimuth der Axe mit z bezeichnet wird, so er-

2(8) T. Bertelli, Bull. di bibl. di Boncampagni 6 (1873), p. 1; A. Genocchi, 
ebenda 15 (1882), p. 631. 

209, J. ec. polyt. cah. 2(} (1838), p. 15; vgl. die kritischen Bemerkungen von 
J. Binet, Paris C. R. 32 (1851), p.1fJ7, 197; J. Liouville, ebenda, p. 159; L. Poinsot, 
ebenda, p. 206; O. R6thig, Zeitschr. Math. PhYB. 24 (1879), p. 133. Wegen der 
neueren Litteratur vgl. IV 7 (Ph. Furtwangler). 

210) Paris C. R. 32 (1851), p. 135; vgl. aueh F. Rosenberger, Geschichte der 
Physik 3, Braunschweig 1887. p. 438. 

211) P .• 4.ppell. Mecaoique 1. p.4.67; V. Amato, Catania Ace. Gioenia Atti 
(4) 14 (1901), Giorn. di mat. 39 (1901), p. 251; Catania Ace. Gioenia Atti (4) 17 
(1904), Nr. iiI; Palermo Cire. mat. Rend. 19 (1905), p. 57. 

212) Zeitschr. Math. Phys. 47 (1902), p. 200; vgl. auch L. Maurer, Gott. 
Nachr. 1905, p. 91, wo jedoch der Einfluss der Reibung nieht beriicksich
tigt wird. 
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giebt sich die nichtholonome Bedingungsgleichung 

dy - tgz·dx = O. 

Ahnliche Betrachtungen wurden sich auch fur die Bewegung der 
Rolle bei einem Integraphen anstellen lassen. 

Ein anderes lehrreiches Beispiel ist die Untersuchung der kurzesten 
Linien im Nullsystem, oder genauer, in der Schar aller Schrauben
linien desselben Parameters und derselben Axe, die A. VOSSS 13) durch
gefiihrt hat; yom Standpunkte der Flachentheorie handelt es sich da
bei um die Ubertragung des Begriffes der klirzesten Linien auf nicht
integrable Pfaffsche Gleichungen zwischen drei V eranderlichen 214'). 

Durch eine nichtholonome Bedingung wird nur die Beweglichkeit 
im Infinitesimalen beschrankt, aber nicht der Grad der Freiheit. Zum 
Beispiel kann del' vorher betrachtete Karren 
von jeder Stelle der Ebene nach jeder anderen 
Stelle gebracht werden, und zwar so, dass 
das Azimut in heiden Punk ten einen vor
geschriebenen Wert erhalt; der Karren ist 
also ein System mit drei Graden der Freiheit, 
obwohl zwischen x, y, z die Gleichung dy
tg z . dx = 0 besteht. Allerdings muss man 
es geschickt anfangen, urn den Karren etwa 
in einer engen Strasse von einer Seite auf 
die andere (mit demselben Azimute) zu 
bringen; siehe die nebenstehende Figur. 

Die Paradoxie diesel' Erscheinung ver
schwindet, wenn man bedenkt, dass eine 
holonome Bedingung pdx + qdy + rdz = 0 }I'ig. 3. 

mit einer Bedingung rex, y, z) = const. aqui-
valent ist, wo der Konstanten ein beliebiger Wert beigelegt werden 
darf. Die Differentialgleichungen der Bewegung 

Ina: = X + AP, my = Y + Aq, mz = Z + Ar 

sind daher, wenn man die Analogie mit dem nichtholonomen Fall 
aufl'echt erhalten will, als die Gleichungen der Bewegung eines 

213) Math. A&n . 25 (1886), p. 2ti3; vgl. auch H. Lieumatlll, Math. Ann. 62 
(1899), p. 120. 

21-1) Ein Ansatz dazu schon bei E . Kummer, J. f. Math. 67 (186\1), p. 189; 
I'g!. ferner .A. ross, Math. Ann. 23 (1884), p. 45 und R. v. Lilienthal, Kriimmungs
Jehre der Kurvenscharen, Leipzig 1896 und ?'fath. Ann. 52 (1899), p. 417; dieser 
nnterccheidet bei den allgemeinen doppelt unendlichen Kurvenscharen kurzeste 
und geodiitische Linien. 
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Punktes auf der Fliichenscoor {(x, y, z) = const. aufzufassen, und 
der Unterschied gegen den nichtholonomen Fall liegt darin, dass sich 
die 00' Bahnen jetzt zu je OOS auf die 001 Flii.chen der Schar ver
teilen, wiihrend sie in dem nichtholonomen Fall den Raum erfiillen. 

Sind mehrere nichtholonome Bedingungen vorhanden, so kann 
sich der Grad der Freiheit erniedrigenj fiir die genauere Unter
suchung, die die allgemeine Theorie der P{affschen Gleichungen er
fordert, sei auf IV 12 (P. Stiickel) verwiesen. 

b) Systeme materieller Punkte. 

Bei der Dynamik des einzelnen Punktes durfte der Versuch ge
wagt werden, die zahlreichen speziellen Untersuchungen systematisch 
darzustellen, dagegen kann bei der Dynamik der Systeme nur eine 
Zusammenstellung von Einzelheiten gegeben werden, die sozusagen 
zufiillig behandelt worden sind. In diesem Abschnitt sollen jedoch 
Systeme, deren Punkte starr miteinander verbunden sind, unberiick
sichtigt bleibenj denn iiber die gesamte Dynamik starrer Korper 
wird wegen ihres eigenartigen Charakters und ihrer grossen Wichtig
keit in dem zweiten Teile des Artikels ein selbstandiger Bericht er
stattet werden. 

17. Spezielle Probleme aus der Statik der Systeme; statische 
Behandlung kinetischer Probleme. 

17 a. Statik der Systeme. Die Statik der Systeme illsst sich auf 
zwei wesentlich verschiedene Arlen begriinden, je nachdem man nam
lich von dem statischen oder dem dynamischen Kraftbegrift' ausgeht; vgl. 
IV 1, Nr. 18 und 23 (A. Voss). Bei der ersten Art erscheint die 
Statik als die selbstandige science de l'equilibre des (orces 215), bei der 
zweiten dagegen als ein Grenzfall der Kinetik, insofern die relative 
Ruhe des Systems gegen das gewahlte Bezugssystem als Grenzfall 
der Bewegung gegen das Bezugssystem aufgefasst werden kann U6). 

216) J. L. Lagrange, Mecaniqne 1, p. 1. 

216) Wil.hrend Lagrange zwischen Statik ala der Lehre von dem Gleichgewichte 
der Kril.fte und der Rube und Dynamik ala der Leme von den beschleunigenden 
Kraften und der Bewegung unterscheidet und Statik und Dynamik getrennt be
handelt, hat man im 19. Jahrhundert vielfach unter Dynamik, der Bedeutung des 
Wortes entsprecbend, die gesamte Wissenschaft von den Kriiften verstanden, von 
welcher Statik und Kinetik Unterabteilungen bilden; das Wort Kinetik scheint 
von W. Thomson (Handbuch 1, p. VI) herzuriihren. Zn beachten ist auch, dass 
Statik nnd Dynamik oft schlechtweg Statik und Dynamik der Punktsyateme und 
starren K(jrper bedeuten, so dass man also kontinuierliche, deformierbare Systeme 
ausdriicldich ausBchliesBt i die von A. Maggi vorgeschlagenen Bezeichnungen 
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Bei der statischen Behandlung wird haufig die Konfiguration des 
Systems als gegeben angesehen und nach den Kraftesystemen gefragt, 
unter deren Einwirkung das System keine Beschleunigungen erfiihrl. 
Bei der dynamischen Behandlung sieht man clagegen oft die Krafte als 
gegeben an und unterstlcht, welche Konfiguration das System haben 
muss, damit es in Ruhe verharren kann. Ferner wird dort haufig die 
geometrische, hier die analytische Methode vorgezogen. Ein typischer 
Verlreter der statischen Auffassung ist etwa P. Varignon, Nouvelle 
mecanique, 1725, der dynamischen L. Euler, Mechanica sive motus 
scientia, 1736. 

Die geometrische Seite der Statik haben, ankniipfend an die 
modeme Entwicklung der Statik des starren Korpers und der aus 
starren Korpern gebildeten Systeme, H. E. Timerding, G. Jung und 
L. Henneberg in den vorhergehenden Artikeln zur Geltung gebracht. 
Was die allgemeine Btatik der Bysteme anlangt, so muss fiir die Einzel
heiten auf die Werke von J. Todhunter (1853), G. M. Minchin (1877) 
und E. J. RO'uth (1892) verwiesen werden. Zur Erganzung sollen nur 
noch einige Bemerkungen hinzugefugt werden. 

Das Gleichgewicht bei Systemen, bei denen Bedingungsungleich
heiten bestehen, hat neuerdings eingehend P. Appell behandeltS17). 

Fur Probleme des Gleichgewichts, bei denen Reibung ins Spiel kommt, 
vergleiche man J. Jellett, Reibung, Kapitel 3 und, soweit technische 
Anwendungen in Frage kommen, den Arlike IV 10 (K. Heun). 

In die elementare Statik der Systeme gehOren auch diejenigen 
Untersuchungen, bei denen Aufgaben der Attraktion anschauungsmassig 
und mit einfachen mathematischen Hilfsmitteln behandelt werden 218). 
Zu nennen ist hier zunachst die Aufgabe, unter den homogenen 
Korpern derselben bestimmten Art und der gleichen Masse denjenigen 
zu bestimmen, bei dem die Maximalattraktion fur einen Punkt der 
Oberflache den grossten Wert hat. Wenn man gar keine V oraus
setzung iiber die Gestalt macht, ergiebt sich der Rotationskorper, 
dessen erzeugende Kurve in Polarkoordinaten die Gleichung: 

r2 = as cos.a-

hat; unter der Annahme, dass eine Kugel derselben Masse auf einen Punkt 

,CJte1-eostatik und Stereodynamik sind zweckmassig, haben aber bis jetzt noch 
keine gross ere Verbreitung gefunden. 

217) Mecanique 1, p. 253. 
218) Die Litteratur uber diesen Gegenstand ist sehr zerstreut; auller deD. 

Warken iiber Statik sei noch genannt J. Todhunter, History of the mathematical 
theories of attraction, 2 vol., London 1873. 
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der Oberfl.iiche die Anziehung Eins ausiibt, ist bei diesem Korper ill 
dem Punkte r = 0, .f} = 0 die Grosse der Anziehung 1,025986 ... !19). 
Ferner gehOrt hierher der Satz von R. Cavendish, dass das einzige 
Anziehungsgesetz, ffir das eine homogene Kugelschicht keine Wirkung 
auf die Punkte ihres Innern ausiibt, das Newtonsche Gesetz ist'20), 
und endlich ist W. Thomsons Lehre von den centrobaryschen Korpp.Yn 
zu erwiihnen 221). 

17b. Statische Behandlung kinetischer Probleme. Bei manchen 
Bewegungen sind entweder die an den Massenpunkten auftretenden 
Beschleunigungen so gering oder die Massen so klein, dass man die 
beschleunigenden Kriifte niiherungsweise gleich Null setzell kann. Man 
wird so zu der Betrachtung von beschleunigungslosen Bewegungen ge
ffihrt, bei denen hiiufig einfache mathematische Hilfsmittel ausreichen. 

Wenn es sich urn ein Problem mit einem Grade der Freiheit 
handelt, und die Differentialgleichung der Bewegung die Form hat: 

mq = {(q, q), 
wo auf del' rechten Seite das Argument q wirklich vorkommt, so giel>t 
es bei geeigneten Annahmen fiber die Funktion f(q, q) Bewegungen, 
bei denen immer mq = 0 ist; sie bilden sogar, allgemein gesprochen, 
eine von einem Parameter abhiingende Schar. 

Analoges gilt bei n Positionskoordinaten. Ein einfaches Beispiel 
liefert die Bewegung eines materiellen Punktes auf einer krummen 
Fliiche. Wird die in der Tangentialebene der Fliiche liegende Kompo
nente der t>ingepriigten Kraft in eine Komponente F T nach der Tangente 
der Bahn des Punktes und eine Komponente FN senkrecht dazu 
zerlegt und die geodiitische Kriimmung der Bahn mit kg bezeichnet, 
so gilt die Relation 

FN = v2 kg • 

Lii.6t man hierin v fiber alie Grenzen wachs en, so mu.6 kg gegen Null 
gehen, d. h. die Bahn verwandelt sich fUr v = 00 in eine geodiitische 

219) Einen eingehenden Bericht iiber die zahlreiche Litteratur, die bis weit 
ins 18. Jahrhundert zuriickgeht, gab E. Hoffmann, Bibl. math. (3) 5 (1904), p.366. 
Hier seien nur angefiihrt J. Playfair, Edinburg Royal Soc. Trans. 61 (1809), p. 187; 
F. Keller, Ricerche sull' attrazione delle montagne, 1, Rom 1872, Rom Acc. 
Linc. Mem. 9 (1881), p. 141; Rom Acc.Linc. Rend. (4) 2\ (1886), p.145; E. Lampe, 
Berlin Phys. Ges. Verh. 3 (1884), p.46, 56; 15 (1896), p. 84; A. &lla, Rom Ace. 
Linc. Rend. (5) 11 (1892), p. 350; (5) 210 p. 90. 

220) Phil. Trans. 1798; vgl. w: ThQmson und P. G. Tail, Handbuch ~, p.66. 
221) Edinburg Royal Soc. Proc. 5 (1866) (aus dem Jahre 1864); vgl. W. Tholllson 

und P. G. Tait, Handbuch 2, p. 67 sowie A. Wernicke, Programm Gymn. Braun
schweig 1892. 
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Linie der Flache 222). Lasst man aber v gegen Null abnehmen, indem 
man etwa die FHiche mit einer klebrigen Fliissigkeit iiberzieht, so 
wird in der Grenze auf der Bahn FN = 0; der Punkt Hiuft also 
naherungsweise in einer Kraftlinie der Flache. 

Beschleunigungslose Bewegungen treten immer ein, wenn Reibung 
stattfindet und der bewegte Korper nur so stark angetrieben wird, 
dass er die Reibung gerade iiberwindet und mit konstanter Ge
schwindigkeit V0rwarts geht 223). Naherungsweise sind solche Be
wegungen z. B. verwirklicht bei einem Fallschirm oder bei den Regen
tropfchen in der Luft; man denke auch an Bewegung vieler Maschinen
teile wahrend des normalen Ganges der Maschine 224). E benso rechllet 
man bei Gas- und Wassermessern auf eine beschleunigungslose Be
wegung der hindurchwandernden Massen; pWtzliche Geschwindigkeits
anderungen falschen die Anzeige. Es ware leicht, aus der Mechanik 
des tagliclten Lebens noch weitere Beispiele anzufiihren; wir wurden 
jedoch alsdann aus dem Bereiche der abstrakten Dynamik in den 
Bereich der allgewandten iibertreten. 

Ebenso kann hier nur angedeutet werden, dass beschleunigungs
lose Bewegungen auch in der modernen Physik eine Rolle spielen. 
Als Bewegunge:n dttrch Gleichgewichtslagen treten sie auf in der Thermo
dynamik reversibler Vorgange, man findet sie ferner in der Elek
trizitatslehre bei den stationaren Stromen und in der Theorie der 
chemischen U msetzungen 225). 

Das Prinzip, einen Ansatz zu gewinnen, indem man die in dem 
Systeme auftretenden beschleunigenden Krafte gleich Null setzt, lasst 
sich als statische Behandlung kinetischer Probleme bezeichnen. Die 
Rolle, die es in der Entwicklung der Mechanik gespielt hat, wurde 
eine eingehende historische U ntersuchung verdienen. Hier sei nur 
erwiihnt, daB dieses Prinzip auch in Fallen angewandt worden ist, wo 
die V oraussetzung nicht zutrifft, dass man die Beschleunigungen ver
nachlassigen durfe. Hat doch kein geringerer als 1. Newton dieses 
Prinzip zur Erkliirung der Ebbe und Flut und der Prazession der 
Tag- und Nachtgleichen benutzt. Ebenso ist, um ein Beispiel ganz 

222) Genaue Durchfiihrung deB Grenziiberganges bei J. Andrade, Bull. soc. 
math. de France 22 (1894), p. 186. 

223) Diese Geschwindigkeit kann beliebig grOBB sein; man darf daher die 
beschleunigungslosen Bewegungen nicht mit den langsamen Bewegungen ver
wechBeln. 

22-1) V gl. P. Appell, Mecanique, 2, p. 519. 
225) V gl. etwa H. v. Helmholtz, Prinzipien der Statik monozyklischer 

Systeme, J. f. ~ath. 107 (1884), p. 111, 317 = Wiss. Abhandl. a, p. 119. 
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anderer Art anzufiihren, die Theorie der Dampfmaschinen lange Zeit 
statisch behandelt worden, und man hat erst, als schnelllaufende 
Maschinen gebaut wurden, die Massendrucke beriicksichtigt!26). Auch 
wird noch heute bei der mathematischen Theorie der Bewegung 
fester Korper in Fliissigkeiten der Druck der Fliissigkeit auf den 
Korper rneist statisch berechnet, was gewiss nur in besonderen 
Fallen niiherungsweise richtig ist. 

Umgekehrt giebt es, wie beilaufig bemerkt werden moge, auch 
eine kinetische Behandlung statischer Problemej zum Beispiel wird in 
der kinetischen Gastheorie der stntische Druck einer Gasrnasse auf die 
Wandungen des sie einschliessenden Gefasses auf den Stoss der Mole
kiile gegen die Wandungen zuriickgefiihrt. 

18. Stosl:le bei Systemen. 

18a. Die Anfangswerte der Geschwindigkeiten nnch dem Stosse. 
In der Systematik der Impulse handelt es sich zuniichst urn Stosse im 
Sinne der Prazisionsdynamik (vgl. Nr. 3 dieses Artikels, besonders 
Anmerkung 28). Die Impulse dienen aber auch vielfach als Mittel 
zur angenaherlen Beschreibung von Bewegungsvorgangen, bei denen 
sehr grosse Kriifte wiihrend sehr kleiner Zeitraume wirken, und so 
kommt es, dass die im Folgenden zu entwickelnden Theorien fiir die 
.Anwendungen der Dvnamik ganz besondere Wichtigkeit haben. 

Wenn die Pur eines Systems, das sich in Ruhe oder in Bewegung 
befindet, zur 7 '0 plotzliche Stosse erfahren, so ergiebt sich die Be
wegung, die das System nach der Zeit to ausfiihrt, wenn man die 
Differentialgleichungen der Bewegung mit den Anfangsbedingungen 
integriert, die dem Bewegungszustande nach dem Stosse entsprechen. 
Die Koordinaten der Punkte haben dabei dieselben Werte, wie vor 
dem Stosse, aber die Anfangswerle der Geschwindigkeiten sind andere 
als vorher. Auch erfahren die Werte der Reaktiollen zur Zeit to 
p lotzliche Inderungen, die man als SUisse der Reaktionen bezeichnet j 
diese Anderungen zu bestimmen, ist oft unerlasslich, weil die 
Vorrichtungen, mittels deren man die Bedingungen realisierl, wenn 
sie nicht zerbrechen oder zerreissen sollen, nur bis zu einer gewissen 
Grenze beansprucht werden darfen. 

Um die Anfangswerte der Geschwindigkeiten nach dem Stosse zu 
bestimmen, kann man bei einem holonornen Systeme mit r Graden 
der Freiheit folgendermassen verfahren. Die zugehorigen Lagrangeschen 
Gleichungen in den r Positionskoordinaten q1' .•. , qr seien (vgl. Nr. 7): 

226) V gl. K. Heun, Die kinetischen Pro bleme der wissenschaftlichen Technik, 
Jahresber. d. D. l[-V. 9, Heft 2. 
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(1) 
d 01 oT 

dtOq -aq-= Q" 
" " 

(x = 1,2, ... , r). 

In dem kleinen Zeitintervalle von to bis to + 1:' mogen so grosse Krafte 
wirken, dass die sogenannten Zeitintegrale ilber die verallgemeinerten 
Komponenten der Kraft: 

endliche Werte hahen. Wenn man jetzt zur Grenze fUr 1:' = 0 iiber
geht, erhiilt man die verallgemeinerten Komponenten [Q,.] des Stosses, 
den das System zur Zeit to erfiihrt 227). Sie lassen sich aus den gewohn
lichen Komponenten der StoBse, die auf die Punkte des Systems aus
geilbt werden, genau ebenso berechnen, wie die Komponenten der ver
allgemeinerten Kraft aus den gewohnlichen Komponenten der Krafte, 
die auf die Punkte des Systems wirken; man hat zu dem Zwecke 
nur den Ausdruck der virtuellen Arbeit der Stosskrafte: 

zu bilden und in ihm statt der Cartesischen Koordinaten die verall
gemeinerten Koordinaten einzufiihren. 

Nach diesen Vorbereitungen moge auch bei den Lagrangeschen 
Gleichungen (1) das Zeitintegral gebildet und zur Grenze fiir -r = 0 

iibergegangen werden. Die Glieder - ~ T liefern dabei den Beitrag 
II" 

Null, und man erhalt daher, wenn die Werte vor und nach dem Stosse 
durch die Indizes Null und Eins charakterisiert werden, die Glei-
chungen: 

(2) ( ~:) - (~;) = [Q"J 
" 1 " 0 

Cx = 1,2, •.. , t'). 

Sie besagen, dass die Differenz der Werte der verallgemeinerten 
Impulskomponente Pa nach und vor dem Stosse gleich der ent
sprechenden verallgemeinerten Stosskomponente ist 227a). Die Aufgabe 

227) Die Voraussetzungen, die dieser Schlussweise zugrunde Hegen, haben 
untersucht G_ Darboux, Note 21 zu der Mecanique von M_ Despeyrous und 
T. Levi-Civita, Meccanica, p. 410. 

227-) Die Gleichungen (2) haben einen so anschaulichen Charakter, dass 
man auch umgekehrt von ihnen ausgehen und daraus die Lagrangeschen Glei
chungen (1) herleiten konnte. lndem man so von den Stollen zu kontinuierlich 

oT 
wirkenden Kraften iibergeht, erhiUt man zunachBt nur die Glieder d~; dass in 

v'l" 
oT 

(1) die Glieder a dt hinzutreten, erklart sich daraus, dass in dem Zeitelemente 
II" 

dt das Axensystem eine Drehung erfahrt; vgl. Nr. 4 und 1 dieses Artikels. 
Encyklop. d. math. Wis •• nach. IV I, ,_ 34 
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ist damit zUrflckgeffihrt auf die Losung der Gleichungen (2) nach 
den ,. Geschwindigkeitskomponenten (Q,,)l; diMe GIeiehongen enthalten 
die Unbekannten in line<wer Form. 

18b. Die AnfA.ngBwerte der BeaJdionen naoh dem Stoa8e. 
Wenn man auf die angegebene Art die Anfangswerte der Geschwindig
keiten nach dem StOS88 ermittelt hat, lassen sich auch die zugehOrigen 
Anfangswerte der Reaktionen des Systems bestimmen, indem man 
das Verfahren benutzt, das bei den sogenannten Anfangsbewegwngen 
(Nr. 19 dieses Artikels) angewandt wird. Auf diese Art erhii.lt man 
gleichzeitig die Anderongen, die die Reaktionen infolge des auf das 
System ausgeilbten Stosses erfahren haben. 

Die von dem Stosse geleistete Arbeit ist: 

W = t ~ {(q,,)o + (q,,)l} [Q,,) . .. 
Diese Gleichung lisst sich mit Hilfe der Identitii.t 

~(Px\ (qx)o= ~(P")O(q")l 
" " 

und der Gleichungen (2) umformen in die Gleichung: 

W = t ~ { (P,.)l (q"h - U>,,)o (t.).). 
x 

War das System zur Zeit to orspriinglich in Ruhe, so verschwinden 
ane Grl>ssen (flx)o, und die Arbeit des Stosses wird: 

(3) W c:: t ~(P"h (qX)l; 

die durch den Stoss erzeugte kinetische Energie ist also gleich del' 
halben Summe aus den Produkten der Koordinaten des Stosses und 
der erzeugten Geschwindigkeiten. 

Aus dem AUSdrucke (3) ergeben sich leicht folgende Theoreme: 
1. Theorem von J. Bertrand: Ein holonomes System materieller 

Punkte werde dadurch in Bewegung versetzt, dass man auf einige 
Pnnkte Stosse ausfibt, wii.hrend die fibrigen nur den Bedingungen unter
worfen bleiben. Alsdann iet die dem System zugefilhrte kinetische 
Energie grosser als fiir irgend eine andere Bewegung, die dem System 
durch dieselben Stosse erteilt werden konnte in Verbindung mit irgend 
welchen anderen Stassen, die clem System keine Arbeit zufflhren H8). 

2. Theorem von Lord Kelvin: Ein holonomes System materieller 
Punkte werde dadurch in Bewegung versetzt, dass einigen Punkten 

2118) J. Berlmttd, J. de math. (1) 7 (1842), p. 16&. Der Keim diese8 Theorems 
lindet sich bei J. Lagrange, Mecanique 1, 2· partie, section 8, Nr.87; 
"fgl. auch (Jh. De'launay, J. de math. (1) 6 (1840), p.1I66 and CA. Sttwm, Paris 
C. R. 18 (1841), p. 1046. 
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und nur ihnen dureh geeignete Stosse gegebene GesOOwindigkeiten er
teilt werden, w&hrend die iibrigen Punkte lediglich 80100e Geschwindig
keiten annehmen, wie sie Rich aus den Bedingungen ergeben. Alsdann 
hat die kinetische Energie bei der wirklich stattfindenden Bewegung 
den kleinsten Wert, der sich mit den vorgesehriebenen Bedingungen 
vertragt'H) . 

..4.. (hay hat diese beiden Theoreme in das eine zusammengefasst, 
daB jeder einem holonomen Systeme auferlegte Zwang dessen Trig
heit vergrossert lSO). Was er darunter versteht, zeigt das Beispiel 
eines Systems mit einer einzigen Positionskoordinate q, bei dem 

man den Quotienten ~ als Triigheit bezeichnen kann, da er in die 
!l 

Masse m iibergeht, wenn q eine gewohnliche Koordinate ist. Die 
kinetische Energie des Systems ist in diesem Falle gleich lpg. Wenn 
man also p festhalt (BertraM), so wird durch den Zwang die Energie, 

mithin auch g verkIeinert und ~ wachst. Wenn man aber g festhiilt 
!l 

(Lord Kelvin), so wird durch den Zwang die Energie, mithin 8uch p 

vergrossert und ~ wii.chst wieder. 

Ganz ii.hnliche Betrachtungen, wie sie im vorhergehenden filr 
holonome Systeme durchgefiihrt worden, gelten auch fUr niootholo
nome Systeme IS1). Ha.t man nimlich ein 80lOOes System mit r 
Graden der Freiheit und fiihrt r generalisierte Koordinaten qu"" q~ 
ein, die die Lage des Systems zur Zeit t festlegen, so genugen diese 
zwar nicht den gewohnlichen Lagrangeschen Gleichungen, wohl aber 
Gleichungen der Form: 

tl aT oT 
(4) tit oq,. - o!l,. + d" = Q" (x = 1, 2, ... , r), 

in denen die Zusatzglieder LI,. quadrat.ische Formen der g1"'" qr sind, 
deren Koeffizienten die qu"" qr enthalten 181). Wird daher unter den 
vorher angegebenen Voraussetzungen das Zeitintegral von to bis 
to + 't gebildet, so lief ern auch die Zusatzglieder bei dem 'Obergange 
zu 7: = 0 keinen Beitrag, und man gelangt so wieder zu den 
Gleichungen (2). 

229) w: Thomson und P. G. Tait, Handbuch, art. 31'1. 
280) Physik 1, p. 264. 
231) F. Klein, Zeitschr. Math. Phys. 4'1 (1902), p. 209; H. Beghin et Th. G . 

..Rou88eatl, J. de ma.th. (0) 9 (1903), p. 21; vgL auch die Bemerkung von P. AppeU, 
ebenda p. 2'1. 

232) VgI. etwa P. ,6ppeU, J. de ma.th. (0) 7 (1901), Po 0 und G. Hamel, 
ZeitBchr. Math. Phys. ClO (1904), p. 1. 

3'· 
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18c. Erganzende Bemerkungen. Bei den vorhergehenden 
Betrachtungen wurde vorausgesetzt, dass die Bedingungen, die 
vor dem Stosse galten, auch wahrend des Stosses und nach dem 
Stosse gelten. Das trifl't jedoch nicht immer zu. Zum Beispiel 
wird bei dem ballistischen Pendel von B. Robins das Geschoss 
im Augenblicke des Auftrefl'ens mit dem Pendel zu einem Korper 
vereinigt, und es entsteht so eine neue Bedingung, die wiihrend des 
Stosses und nach dem Stosse gilt 288). Dagegen entsteht bei elastischen 
Kugeln im Augenblicke des StoBBes eine neue Bedingung, die Be
dingung der Beriihrung, die so fort nach dem Stosse wieder aufgehoben 
ist. Endlich denke man sich zwei materielle Punkte, die durch eine 
gewichtlose Stange verbunden sind; wenn die Stange bei einem auf 
daB System ausgeiibten StoBse zerbricht, so ist die Bedingung kon
stanter Entfernung nach dem StOBBe aufgehoben. Man hat demnach 
vier sich aUBschliessende Moglichkeiten fiir die Art einer Bedingung: 

1. Bedingungen, die vor dem StoBse, wahrend des Stosses und 
nachher gelten; 

2. Bedingungen, die vor dem StOBBe und wiihrend des Stosses, 
aber nicht nachher gelten; 

3. Bedingungen, die wahrend des Stosses und nach dem Stosse 
gelten, aber vorher nicht galten; 

4. Bedingungen, die nur wahrend des Stosses gelten. 

Bedingungen, die wiihrend des Sto.Bes und nachher gelten, werden 
auch als persistente Bedingungen bezeichnet; es sind die Arten 1 
und 3. 284.) 

Wie sich die Behandlung von holonomen Problemen mit solchen 
Bedingungen bei Anwendung der Lagrangeschen Gleichungen gestaltet, 
haben besonders Ch. Niven 2s.), E. J. Routh 2S6) und P. AppelZSS7) unter
sucht; wiihrend aber in den Gleichungen von Niven und Routh noch 
die Stosse der Reaktionen auftreten, die im Augenblicke des StoBBes 
entstehen, hat Appell das Ziel erreicht, aHe Reaktionen zu eliminieren. 

233) B. Robins, New principles of gunnery, London 1742, deutsch: Neue 
Grundsatze der Artillerie von L. Euler, Berlin 1745. Genauere Durchfiihrung 
bei P. Appell, Mecanique 2, p. 493; vgl. auch IV 18 Ballistik (0. Crans). 

234) P. Appell, Mecanique 2, p. 600. 
236) Messenger of math. 4 (1868), p. 82. 
236) Dynamik 1, Kap. 2, 4, 6, 7; dort anch viele Beispiele und Litteratur

angaben. 
237) Paris C. R. 116 (1893), p. 1483; .J. de math. (6) 2 (1896), p. 6; ~leca

nique 2, p. 608. 
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Diese Untersuchungen lassen sich auch ohne wei teres auf nichtholonome 
Systeme ausdehnen. 

Auf den Fall, daB bei einem Systeme plotzlich neue Verbindungen 
eingefiihrt werden, die nachher erhalten bleiben, bezieht sich das so
genannte Theorem vonL. Carnot: In einem Systeme mogen zur Zeit to plOtz
lich neue Bedingungen eingefiihrt werden, so dass die Reaktionen des 
Systems plOtzliche Anderungen oder Stosse erfahren. Wenn die Ul"

spriinglichen und die neuen Bedingungen nach diesen St6ssen der 
Reaktionen fortbestehen, so erhii.lt man den Betrag der lebendigen 
Kraft, den das System zur Zeit to verloren hat, indem man die leben
dige Kraft berechnet, die dem Systeme zukiime, wenn jeder seiner 
Punkte die Geschwindigkeit hatte, die er bei dem Stosse verloren hat 2S8). 

Wenn die Punkte des Systems selbst zur Zeit to Stosse erfahren, 
bedarf das Carnotsche Theorem einer Modifikation, die G. Robin an
gegeben hat 2S9). 

Noch verwickelter wird die Untersuchung, falls die Bedingungs
gleichungen die Zeit enthalten oder Bedingungsungleichheiten bestehenj 
es moge hier auf die Abhandlungen von H. Beghin 240) und A. Mayer 24!) 

verwiesen werden. Ebensowenig ist es moglich, hier auf Bedingungen 
mit Reibung einzugehen 242). 

Auch die Anwendung der Them'ien, iiber die berichtet wurde, auf 
natiirliche Korper kann hier nur gestreift werdenj denn teils handelt 
es sich dabei um Untersuchungen, die vor dem 19. Jahrhundert an
gestellt worden sind 242&), teils greift die Elastizitiitstheorie ein. Es ge
nfige zu bemerken, daB bei dem physikalischen Stosse die absolute 
Grosse oder besser Ausdehnung der natiirlichen Korper eine ent
scheidende Rolle spielt. Wenn niimlich die Fortpflanzungsgeschwindig-

238) Principes fondamentaux de l'equilibre et du mouvement, Paris 1803; 
Bericht iiber die anschliessende altere Litteratur bei J. M. C. Duhamel, J. ec. polyt. 
cah. 24 (1835), p. 1. 

239) Paris C. R. 105 (1887), p. 61; vgl. auch P. Appell, Mecanique 2, p.506. 
240) J. de math. (5) 9 (1903), p. 29. 
241) Leipzig Ber. 50 (1898), p. 246; 51 (1899), p. 245. 
242) Vgl. etwa G. Darboux, Bull. sciences math. (2) 4, (1880), p. 126 und 

dessen Note 21 in der Mecanique von M. Despeyrous. 
242 &) Fiir das 17. Jahrhundert vgl. J. E. Muntucla, Histoire des mathe

matiques, 2. ed. 2 und E. Mach, Mechanik, Kap. 3, Abschnitt 4, wo iiber 
G. Galilei, M. Marci, J. Wallis, Chr. Wren, Chr. Huygens, J. Newton berichtet 
wird. Eine Darstellung der Untersuchungen im 18. Jahrhundert, wo vor aHem 
Joh. Bernoulli und L. Euler zu nennen sind, steht noch aus; dabei wiirden auch 
die Versuche zu beriicksichtigen seiD, die man seit G. L. Lesage gemacht ha.t, 
die Gravita.tion auf Stosse zuriickzufiihren; vgl. V 2 (J. Zenlleck). 
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keit der dureh den Stoss im Korper hervorgerufenen Wellenbewegung 
nieht in Betraeht kommt, wie bei dem StoSBe kleiner Kugeln, lassen 
sieh als Anniiherung die Betrachtnngen der Punktmeehanik anwenden; 
wenn das aber nicht der Fall ist, wie em bei dem 8tosse von Iangen 
8tiben, muss man seine Zufiucht zu den spezifischen Hilfsmitteln der 
Elastizitatatheorie nehmen; vgL IV 26 (R. Lamb). FUr den Stoss 
starrer Karper vgl. auch Nr. 4-3 dieses Arlikels, fiir die technischen 
Anwendungen (Stossmaschinen) IV 10 (K. Heun) sowie IV 28 
(L. Prandtf). 

19. Sogel18DJlte .A.nfaDgabewegungen. Ein System von n mate
riellen Punkten, auf welche gegebene Krifte wirken und zwischen dereu 
Koordinaten r gegebene, holonome oder nieht holonome Bedingungs
gleichungen bestehen, moge sich in einer bestimmten, mit den Be
dingungen vertriglichen Lage befinden, die aber keine Gleichgewichts
lage sei. Indem man geeignete Bed.ingungsgleichungen hinzufligt, 
kann man erreichen, dass das System vermoge der simtlichen Be
dingungen im Gleichgewichte ist. Werden jetzt, etwa zur Zeit to, 
die neuen Bedingungen plotzlieh anfgehoben, so wird das System 
sich von der Ruhe aus in Bewegung setzen, und man wird zunii.chst 
wissen wollen, in welcher Richtung die einzelnetl Punkte des Systems 
ihre Anfangslage verlassen. 

Um die Anfangsrichtungen der Bewegung zu bestimmen, ditferen
tiiere man die r Bedingungsgleichungen (vgl. Nr. 7): 

I ~ fa(l ( ... , xY' 1/y' .y, ... ) ~ita + ga{l ( •.• , xY' '!Iy, 'y, ... ) d,l: 
(1) a 

+ ha{l C···, xY' '!Iy, 'y, ... ) d:t = 0 Cfj = 1,2, .. o,r), 

einmal nach der Zeit t und setze t = to' Die Koordinaten Xa, 1Ia' lIa 
werden alsdann gleieh den bekannten Anfangswerten XaO,1Iao, /lao, ihre 
ersten Ableitungen nach der Zeit verschwinden. Zur Bestimmung der 
an unbekannten Anfangswerte der zweiten AbleitUDgen zao, flao, zao 
setze man auch in den an dynamischen Gleichungen: 

maza = Xa + ~ ).(1fa (1 , 
(1 

(2) maYa = Ya + ~ ).(1ga(l' 
(1 

masa = Za + ~ }.(lha(l 
(J 

t ... to' Auf diese Art findet man 3n + r Gleichungen zur Be
stimmung der att+r Unbekannten ;;;ao, ;ao, i tll°, 1l; die GrOssen ~l 
bezeichnen die Anfartgswerle tIer Beaktiortett, die im allgemeinen von 
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den Reaktionen wihrend der Rube verschieden sein werden, so dass 
Unstetigkeiten in den Drucken eintreten. Wahrend also bei den Stiissen 
die ersten Ableitungen der Koordinaten Unstetigkeiten erleiden, bleiben 
diese bei den Anfangsbewegungen stetig, aber die sweiten .AbZeitungen 
indern sich sprungweise. Jetzt erbalt man aus den Gleichungen: 

I x .. =x .. o+ tx .. O(t - to)I+ ... , 
(3) 11 .. =11 .. ° + tii .. O(t - to)' + ... , 

14 .. =14 .. ° + ts .. O(t - to)1 + .. . 
die Anfangsrichtungen der Bewegung des Punktes p .. , tlS sei denn, 
daB fUr ihn alIe drei Grossen li .. o, fJ .. o, s .. o verschwinden; sollte das der 
Fall sein, so hat man in den Taylorschen Entwicklungen nach Po
tenzen von t - to die Glieder dritter Ordnung herzustellen und notigen
falls noch weiter zu gehen. Der Kriimmungsradius fI .. der Bahn des 
Punktes p .. hat im allgemeinen den Anfangswert Null, das heisst, 
die Bahn beginnt mit einer Spitze. 

In nelen Fillen lassen sich die Rechnungen dadurch abkiirzen, 
da8 man Positionskoordinaten einftihrt, deren hohere Potenzen in dell 
Entwicklungen weggelassen werden diirfen, weil sie zu den gesuchten 
Anfangswerten keinen Beitrag lief ern. Genaueres hieriiber findet man 
bei E. J. Routh (Dynamik 1, p. 180, 420); dort werden auch zahl
reiche Beispiele gegeben, meist in der Form, da8 bei einem gegebenen 
System, das sich in Ruhe befindet, Bedingungen plotzlich aufgehoben 
werden, indem etwa eine Stfltze bricht oder ein Faden reisst, und 
nun nach der Anfangsbewegung des Systems und nach den lnde
rungen der Drucke gefragt wird. 

20. Austiihrungen iiber kleine Sohwingungen der Systeme, 
insbesondere fiber solohe mit Beibung. 

In Nr. 9 ist bereits hervorgehoben worden, dass die 
Lehre von den kleinen Schwingungen in der Physik und in 
der Technik mannigfache Anwendungen gefunden hat. Ffir die 
Einzelheiten moge auf die betreffenden Artikel, vor allen auf 
IV 26 Schwingungen elastischer Systeme (H. Lamb) und IV 10 
Dynamische Probleme der Maschinentechnik (K. Heun) verwiesen 
werden. Bier soll auf die Abinderungen eingegangen werden, die 
die Lagrangesche Theone fIlr die Zwecke der Anwendungen er
fshren hat. Es hat sich nimlich als notwendig erwiesen, dabei neben 
den Kriften, die von der Lage des Systems abhingen (positional 
forces bei W. Thomson unci P. G. Tait) Widerst&nclskrifte einzuflihren, 
die bei kleinen GeschwindigkeiteJ1 den Geschwindigkeitskomponenten 
proportional. angenommen werden d6rfen (motional forces). Man be-
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zeichnet diese Krii.fte auch als Reibungskrifte; jedooh iBt damit niOOt 
die CoulombsOOe Reibung gemeint, sondern die Verz6gerung (Damp
fung), die die Bewegung durch den Einflu88 von Medien erfii.hrtW). 

20 .. Gedimpfte Bohwingungen bel B7Btem6l1 mit eillem Frel
heitagrade. Die ente VeranJ.asaung zur Untersuchung aolcher gediimpftm 
Schwingungen acheinen die Oszillationen einer Magnetnadel gegeben 
zu haben, die in ihrem Schwerpunkte unterstfitzt ist und aua der Rube
lage durch die Einwirkung magnetiaOOer oder elektriacher Kri.fte ent
femt wird (Lehre vom Erdmagnetiamus: A. 1). Humboldt, Ohr. Hansteen 
(1819), O. F. Gauss; Elektromagnetiamus: H. Olw. Oersted (1820), Er
findung dea Multiplikatora durch J. S. SCkw~ger UIld J. (]h. Poggen
dor{f, 1821-22). Bezeichnet q den Bogen, den daa eine Ende der Nadel 
durch1.ii.uft, m ihr TrigheitBmoment, 1!l die magnetiaehe Direktions
kraft, 2 h die verzogernde (dimpfende) Kraft, so erhiilt man die Di1fe
rentiaIgleiehung: 
(1) mq + 2hq + Nq =- 0, 

die S. D. PoissonI&') nod O. F. Gauss") ausfi1hrlich behandelt ha.ben. 

Wenn zur Abkiirzung V! - (!)' =« gesetzt wird, so ergiebt sich 
als allgemeinea Integral: 

q = .Ae-At:m ain «(t - b), 

wo .A UIld b Integrationskonstanten bedeuten. Es finden also 

Schwingungen der Periode T = ': atattW) , deren Amplituden in 
geometrischer Progression abnehmen. Die konstante DHferenz wer Loga
rithmen, die proportional h ist, nannte O. F. Gauss das Zogarithmische 
De1wementU7); es lii.sat sieh unmittelbar aua den Beobachtungen be
stimmen nod dient zur Berechnung der Diimpfnog h. 

"8) J. L. Lagrange Belbst hat solche WideratandBkril.fte noch nicht berllck
mchtigt, aber aucb viele spD.tere Werke iiber theoretiscbe Mecha.nik, so zum Bei
spiel die MlScanique von ...4. • ...4.ppell, zeigen bier eiDe Ldcke. 

2") MlScanique 2. ~d. (1888) I, p. 8'9. In der eraten Aufiage (1811) I, 
p. '06 behandelte Poisson den Fall, dus der Widerstand dem Qua.dra.te der 
Geacbwindigkeit proportional iBt, eiDen Fan, den schon L Newton, Principia, 
pars 2, sectio 6 unteraucht batte. 

t4.6) Anleitung zur Bestimmung der SchwiDgungadauer eiDer Ma.gnetnaclel 
181.7 _ Werke 6, p. 889. 

"6) 1st die Dilmpfang BO stark, daas N m -.,.. negativ auafll.llt, 10 erbll.lt 
man atatt der Scbwingung8n uymptotiBche .AnnlI.herung an eine Rubelage. Die 
Mliglichkeit einer solchen aperiodiBchm Bew,gung erkannten schon 8. D. PoisBon, 
M~que t. ISd. (1888) I, p.361 und O. F. (hUll, Werke 6, p. 89'; ftir die 
weitere Litteratur siebe Anmerkung 170&. 

24.7) O. F. Gauss, Werke 6, p. 388. 
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Ebenso wie fur die ungedampfte harmonische Bewegung laSt sich 
fIir die gedampfte eine einfache geometrische Darstellung geben. Ein 
materieller Punkt P bewege sich mit gleichformiger Winkelgeschwin
digkeit auf einem Kreise mit dem Halbmesser ,." und dem Mittel
punkte O. Wenn man den Radiusvektor auf irgend einen Durchmesser 
projiziert, wird die Projektion 0 Q .... s als Vektor durch die Gleichung 
gegeben: 

s = ,." sin ((It + (1), 
in der (I und 6 Konstanten bezeichnen. Falls Dampfung stattfindet, 
tritt an die Stelle des Kreises eine logarithmisCke Spirale, auf der sich 
wieder P mit gleichformiger Winkelgeschwindigkeit, in Bezug auf den 
Pol der Spirale, bewegtH1a). Fur die Projektion OQ .... s des Radius
vektors 0 P auf irgend eine durch den Pol gehende Gerade gilt dann 
die Gleichung: 

s = Ae- At : m sin ((I t + 6). 
Erewungene gediimp(te Schwingungen entstehen, wenn man noch 

eine periodisch wirkende srorende Kraft hinzunimmt, also etwa, im ein
fachsten Falle, 0 cos at. Das allgemeine Integral der Differential
gleichung: 
(2) mq + 2hq + Nq = 0 cos at 
setzt sich aus zwei Summanden zusammen, von denen der erste die fiir 
0=0 stattfindenden EigensChwingungen, der zweite r = P cos (at + b) 
die durch die storende Kraft ef'swungenen Schwingungen darstellt; P 
und b bedeuten Konstanten, die bestimmte Werle haben. Man hat 
also jetzt zwei interferierende Schwingungen 1'8). Wenn Dii.m.pfung 
vorhanden ist, erloschen jedoch nach einiger Zeit die Eigenschwin
gungen und es bleiben die erzwungenen Schwingungen q* allein 
ubrig; dagegen kommt es am Anfange, wenn die Perioden der beiden 
Schwingungen nahezu gleich sind, zu Schwebungen H9). 

Vielfach ergiebt sich eine Vereinfachung in der Behandlung 
solcher Schwingungen, wenn man q und die storende Kraft als die 
reellen Teile von komplexen Grossen II und Oria, auffasst, so dass an 
die Stelle von (2) die Gleichung tritt: 

(3) Lz + 2Ms + Ns = ClI al• 

Man genugt der Gleichung (3) im besonderen durch s = s* = Btta ', 

247&) Vgl. P. G. Tait, Edinburg Roy. Soc. Proc. 6 (1869), p. 221 [1867] = 
Scientific papere 1, Cambro 1898, p. 78. 

248) Die Ausdriicke interferieren, Inferrer-em riihren von Th. Yotmg her, 
Phil. TranB. 1802 (interfere), 1804 (interference). 

249) V gl. etwa die Daratellungen bei A. Foppl, Dynamik, erBter AbBchnitt, 
§ 6 und H. Lnrenl, Mechanik, Kap. 4. 
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wo Beine komplexe Konst&nte bedeutet, deren Wert sofort zu be
rechnen istj bei den elektrischen Anwendungen ist L die Selbst
induktion, M der Ohmsche Widerstand, N das Reziproke der Kapazitat, 
Ctl t"= ri die (vektoriell aufgefasste) elektromotorische Kraft. Die 
neuere Elektrotechnik hat diese Auffassung den graphischen Methoden zu 
Grunde gelegt, die bei der Behandlung von sogenannten quasistationa.ren 
Wechselstromen zur Anwendung gelangen, d. h. von Wechselstromen, 
die im ganzen Stromkreise na.herungsweise gleichzeitig verlaufenj 
mittels der bekannten geometrischen Darstellung der komplexen 
Grossen lassen sich namlich s* und ri durch die Punkte von zwei 
konzentrisehen Kreisen darstellen, und hieraus folgen einfache Kon
struktionen filr den induzierten Strom .0). 

20 b. Gedil.mpfte Schwingungen bei Systemen mit mehr aJs eiDem 
Freiheitsgrade. Weit sch wieriger gestaltet sich die Behandlung der ge
dampften Schwingungen bei Systemen von mehr aIs einem Grade der 
Freiheit, die ziemlich gleicbzeitig E. J. RhuehtsO&) und W. Thomson iU) 

in Angriff genommen haben und mit denen sich spater besonders 
Lord Rayleigh i5i) beschaftigt hat. Die ungedimpften Schwingungen 
eines Systems, bei dem die Krifte eine Krii.ftefunktion baben, 
lassen sich namlich in die Reihe der Hauptschwingungen zerlegen, 
die ullabhangig voneinander erfolgen, so dass durch Einfilhrung der 
Hauptkoordinaten das Problem auf die wiederholte Untersuchung von 
System en mit einem Grade der Freiheit zurilckgefiihrt ist. Sobald 
jedoch Da.mpfung stattfindet, sind die Veranderungen der einzelnen 
Positionskoordinaten untrennbar miteinander verkniipftj man hat sich 
also vorzustellen, dass das betrachtete System aus einer Reihe von 
gekoppelten zwang18ufigen Systemen besteht. 

Wenn ein System durch periodische storende Krafte in Bewegung 
versetzt wird, so entstehen freie und erzwungene Schwingungen. Sind 
keine Widerstandskrafte vorhanden, so bleiben beide Arten von 
Schwingungen nebeneinander bestehen, treten aber solche Kriifte hin-

260) Die Benutzung komplexer Gr1issen findet Bich Bchon in den Arbeiten 
von A. L. Oauchy, vgl. auch H. 11. HeZmhaltl, Berlin Ber. 1878, p. 488 = Wis8. 
Abhandl. 1, p. 468 und Lord Rayleigh, Phil. Mag. 1886; ti1r die elektrotech
niachen Anwendungen vgl. O. P. Steinmete, Elektrotechn. Zeitschr. 1893, p. 697, 
631, 641, 668, Theorie und Berechnung der WechselBtromerscheinungen, Leipzig 
1900, Bowie J. L. la Oour, Theorie der Wechselatrilme und Transformatoren, 
Berlin 1902, p. 46. 

260&) Dynamik 2, Kap. 7. 
261) Treatise (1867), § 343. 
162) Scientif. papers 2, p. 188; Theory of Bound, London 1877/18, 2. ed. 

London 189-1/96. 
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zu, so nimmt die Amplitude der freien Schwingungen bestindig ab, 
und diese werden schliesslich unmerklich. Dagegen sind die erzwungenen 
Schwingungen permanent, und die Wirkung der Dii.mpfung zeigt sich 
darin, daB sich die Amplituden der permanenten Schwingungen in 
festen Grenzen halteD. Sind die Perioden der permanenten Schwingungen 
alle sehr gross, so werden diese fUr das Auge kaum wahrnehmbar sein; 
nach E. J. Routh heisst die Bewegung des Systems in diesem Falle 
'f'Uhig. Giebt es aber unter den Perioden solche von kurzer Dauer, 
so scheint die mittlere Bewegung sitternd zu sein. 

Als Beispiel sollen hier die Lagrangeschen Differentialgleichungen 
der Bewegung fur den Fall von zwei Graden der Freiheit aufgestellt 
werden. Die kinetische Energie T, die Zerstreuungsfunktion F65) 
und die potentielle Energie V seien der Reihe nach durch die Aus
driicke dargestellt: 

T = tCallxl + 2a1Sxy + allY'), 
F = tCbll Xl + 2 bll xii + bll iii), 
V = tCCtl Xl + 2Cts xy + tx. yl). 

Bedeuten X und Y die storenden Krafte, so lauten die gesuchten 
Gleichungen: 

{ a11x + allY + bll x + blly + cllx + Ct.'!! = X, 
(4) 

a.lx + ass?; + bliX + blly + cttx + tx.'!! = Yj 
dabei geIten die Symmetriebedingungen alii ..... a1u bll = bBt. eu = txt. 
Wenn X und Y verschwinden, erhalt man die Eigenschwingungen 
des Systems, zu denen alsdann die erzwungenen Schwingungen additiv 
hinzutreten. Zur Ermittelung der Eigenschwingungen dient der von 
J. d'Alembert J5h) angegebene Ansatz. 

x = Ae", y = Bel', 
aus dem fur die Konstante A. eine Gieichung zweiten Grades folgt. 
FUr die Durch.fllhrung im einzelnen sei auch eine Abhandlung von 
M. Wien genannt, die zahlreiche physikalische Anwendungen ent
MIt-B); zu diesen ist in neuester Zeit die drahtlose Telegraphie 
hinzugetreten 158&). 

Die Gleichungen (4) behalten einen dynamischen Sinn, wenn 
man darin den Konstanten btl und bit beliebige Werte beilegt. Die 

262-) Berlin, Mem. 4 annee 1748 (1762). p. 289. 
16B) Ann. Phya. Chem. (2) 61 (189'7), p. 161; vgl. auch A. G. Webster, Dy

namics, § 4.6 und A. Sommerfeld, Elektrotechn. Zeitachr. 26 (1904), p. 2'73, 291, 
469; WiIllner-Festachrift, Leipzig 1906, p. 162. 

263-) Vgl. etwa J. ZMmeck, Elektromagnetische SchwinglUlgen IUld draht-
108e Telegraphie, Stuttgart 1906. 
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Glieder mit x und y lassen sich alsdann in der Form schreiben: 

bux + t(b11 + b.1)i! + t(bu - bl1)y, 
Hbll + bl1)x + bllY - t(blJ - b'l)Xj 

die sehiefsymmetrischen Glieder + t (bu - bll)!J und - t (btl - bl1) 3; 
heissen nach W. Thomson und P. G. Tait !J1Iroskopische Termej sie 
heten nimlich auf, wenn ma.n die relative Bewegung von Systemen 
betraehtet und riihren von der Drehung des Systems gegen ein festes 
System her IN). Solche gyroskopische Terme ergeben sich Buch, 
wenn die Bedingungen von der Zeit abhingen, oder wenn dem 
Systeme Gyrostaten angehorenj vgl. Nr.4:4: dieses Artikels. 

20c. Btabilitll.t deB Gleiohgewiohta. In engem Zusammenhange 
mit der Lehre von den kleinen Schwingungen steht die Frage nach 
der Stabilitit des Gleichgewichts. Da jedoch die elementaren Mittel 
nur selten zu einer Entscheidung iiber die Stabilitat ausreichen, geniige 
bier folgende Bemerkung. Wenn ein System, auf das gegebene Krafte 
wirken, im Gleichgewicht ist, so bleibt das Gleichgewicht erhalten, falls 
man zu den vorhandenen Verbindungen neue Verbindungen hinzufiigt. 
Dass aber auch die Stabilitiit erhalten bleibt, gilt obne Weiteres nur 
daun, wenn die Krafte von einer Krii.ftefunktion hemhren. 1st das 
jedoch nicht der Fall, so kann es sehr wohl eintreten, dass durch 
die Hinzufiigung von Verbindungen die Stabilitiit nicht verstirkt, 
sondem zerstort wird INa). 

21. Bonstige Problema a.us der Xinatik der By&teme. 
218. Freie BYBtame. Bei der rreim Bewegwng eines einzelnen Punktes 

in der Ebene oder im Raume (Nr. 13) betrachtet man mit Vorliebe 
Kraftfelder, die von festen AttraktioDSzentren herrf1hren. In Wirklich
keit werden sich jedoch diese Zentren ebenfalls bewegen, wenn aucb 
unter Umstii.nden sehr langsam, und man wird so zu dem Problem 
gefflhrt, die Bewegung emes Systems freier materieller Punkte zu er
mitteln, die sich gegenseitig anziehen 165). Hierher gebOn im Be-

264.) Treatise, • 846 VI; zuerst in dar Ausgabe yom Jahre 1888. 
264-) J . .Andrade, Bull. BOC. math de France 26 (1897), p. 49; Paris C. R. 127 

(1898), p. 712; L . .l..ecorm&, Paris C. R. 126 (1898), p. 1777; Bull. 10C. math. de 
France 26 (1898), p. 168. 

266) Fflr die kinematiscM Betracht1lDg bieten solche 8,1ilteme freier .Punkfc 
gegenilber dem einzelnen Punkte Dum en.. Nenes. Hlichatena wire d .. 
Problem des Zuaa.mmenatolBeI zu nennen, daa jedoch sofort aUI der Punldmechanik 
hinauafilhrt, da es lich bei dem Zuaa.mmenstoB8e nur um KOrper endlicher Aua
debn1lDg hande1n kann. Dagegen spielt die Dynamik lolcher Syateme niOOt nur 
in der Aatronomie I sondern auOO in der Physik eine graBBe Rolle; man denke 
nur an die zahlreichen Vermche, die .Atomistik streng durchznftihren. 
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sonderen das astronomische VielkiWperproblemj ein Bericht fiber die 
umfangreiche Litteratur wird nach der mathematischen Seite hin in 
IV 12 (P. StiickeZ), nach der spezifisch 8stronomischen hin in VI 2 12 
(E. T. Whittaker) gegeben werden. 

Bier ist nur zu erwii.hnen, dass das astronomische Zweikorper
problem sich sofort auf das Problem der Anziehung eines einzigen 
Punktes durch ein festes Zentrum zurUckfiihren lii.sstJ"), dass dagegen 
das astronomische Dreikorperproblem nur in ganz speziellen Fii.llen eine 
elementare Behandlung gestattet, nii.mlich in den beiden von J.L.Lagrange 
entdeckten FaIle, dass die drei Punkte immer in einer Geraden Hegen 
oder immer ein gleichseitiges Dreieck bilden 2111). nDiese Losungen 
scheinen beim ersten Anblick nur oberHichliches Interesse zu habenj 
verschiedene Untersuchungen haben indessen gezeigt, <lass sie von dar 
grossten Bedeutung fiir das allgemeine Problem sind, und dass sie 
wahrscheinlich in engem Zusammenhange mit den wesentlichen Singu
laritaten der Integrale stehen"1I58). R. Lehmann-FilMs hat entsprechende 
Untersuchungen fur vier Punkte angestellt, die stete ein regelmassiges 
Tetraeder bilden, und fflr beliebig viele Punkte, die stets in einer 
Geraden Hegen J119). Auch die ,,numerischen Experimente" von G. H. 
Darwin sind bier insofem anzufiihren, als die mathematischen Hilfs
mittel, deren Darwin sich zur Berechnung der Bahn eines Satelliten 
um zwei Hauptkorper bedient hat, wesentlich elementarer Art sind 160). 

Was andere Kraftgesetze betriffi, so wsst sich das Vielkorper
problem fUr Anziehung proportional der Entfemung auf elemen
tarem Wege losen 261). Ferner ist die Bewegung von drei Punkten, 

256) I. Newton, Principia, lib. I, sectio 11. 
257) Paris Prix de l'acad. 9 (1772) = Oeuvres 6, p. 227; vgl. auch L. Euler, 

Petersburg Nov. Comment. 11 ad annum 1765, p. 144 und Nova acta 8 ad annum 
1785, p.126; P.8. LapZace, yeca.nique ctHeste 4, p. 807; J. Liou,,~llt, Connais
sance deB temps 1845, Additions, p. 8; E. J. Routh, Dynamik 1, p. 267; A. Ljapwnoff, 
Charkow Ges. (2) 2 (1889), p. 1; P. Pissetti, Rom Ace. Linc. Rend. (5) 181 (1904), 
p. 17. Den speziellen Fall, dus zwei der drei Punkte gleiche Masse haben und 
der dritte mit ihnen immer ein gleichschenkliges Dreieck bildet, betrachtete 
D. Gorjatscheff, MOBkau Ges. der Freunde dar Naturlmnde, PhYB. Section, 7 
(1895), 8 (1896). 

258) O. L. V. Charlier, Die Mechanik des Himmela 2, Leipzig 1906, p.89; 
hier findet man auch einen Bericht liber die Untersuchungen, die G. W. Hill 
und H. PoiflCaf'~ in diesem Zusammenhange angeBtellt haben. 

209) Astr. Nachr. 127 (1891), p. 187; vgl. w: Veltmama, ABtr. Nachr. 86 
(1875), p. 17 und die Bemerkungen, die H. Bf'UN dam gemacht hat, FortBchr. 
d. Math. 7 (1876), p. 668, Bowie B. Hoppe, Arch. Math. Phy •. 64 (1879), p. ti8. 

260) Aota math. 21 (1897), p. 99; Math • .AmI. 51 (1899), p. 523. 
261) H. Pfaff, Progr. Holzminden 1887, wo auch der Fall behandelt wird, 
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die sich auf einer Geraden bewegen und eina.nder umgekehrt propor
tional dem Kubus der Eutfemung anziehen, mittels Quadraturen ge1CSst 
worden "'). 

21 b. Gebundene Systeme. Seitdem J. d'.A1emberl 1743 in dem 
Traite de dynamique den Weg gebahnt batte, sind kinetische Probleme, 
bei denen zwischen den Punkten des Systems Verbindtmgen bestehen, 
in so grosser Anzahl untersucht worden, class hier nur eiuige Beispiele 
angeffihrt werden konnen und im ftbrigen auf die Lehrbfteher und 
Aufgabensammlungen verwieseu werden muss. 

An erster Stelle sei die Atwoodsche Fallmaschine genannt, die 
zwar aus dam 18. Jahrhundert stammt'"), aber als einfachster Typus 
eines gebuudenen Systems auch im 19. Jahrhundert vielfach behaudelt 
worden ist '''). 

V. PuiBew: hat die Bewegung einer homogenen, schweren Kette 
betrachtet, die auf einer festen, ebenen oder riumlichen Kurve 
gleitet '86). Es sei 2l die Lange der Kette, und man bezeichne mit 
8 die von dem festen Punkte 0 der Kurve aus bis zu dem Punk.te P 
gemessene Bogenlinge, bei deren Einffihrung als Parameter die Rohe 14 

von P fiber der Horizontalen gleich f(s) wird, mit q aber die Bogen
linge von 0 bis zu dem Mittelpunkte M der Kette, von dem aus sie 
sich also nach beiden Seiten in der Linge l erstreekt. Alsdann liefert 
der Satz von der lebeudigen Kraft ffir die Bewegung des Systems 
mit dem Freiheitsgrade Eine die DifferentiaJ.gleichung: 

q = - :1 [f(q + l) - f(q - l)]' 

die der Differentialgleichung ffir die Bewegung eines materiellen 
Punktes analog ist. Die Bewegung iet von der Lange 2l dar Kette 
unabhii.ngig, wenn die feste Kurve entweder eine Sehraubenlinie auf 
einem vertikaJ.en Zylinder oder eine Zykloide mit vertikaler Achee 

daJS die Punkte gezwungen lind, in featen Ebenen zu bleiben; vgl. jedoch Bchon 
I. Newton, Principia, lib. I, prop. 64. 

262) C. G. J. Jaeobi, J. f. Math. 29 (184b)- Werke 4, p.4'18; dam eine 
naehge1as8ene Abhandlung Werke 4, p. b88; Ygl. H. Eggers, Arch. Math. PhYI. 
(1) 12 (1849), p. 814; E. J. Rovth, London Math. Soc. Proc. 6 (18'1b), p. 86; 
F. Budio, J. f. Math. 100 (188'1), p. 442; 102 (1888), p. 8; J. Meschtscherskij, 
Bull. 8ciences math. (2) 18 (1894), p. 1'10. 

268) G. Attoood, On the rectilinear motion and rotation. of bodies, London 
1'184. 

264) V gl. etwa E. Mach, Mechanik, p.149; e8 lei auch auf andere Apparate 
hingewieaen, die zur Vera.nachaulichung des fl' ...4.lembertacben Prinzipa dienen, 
ebendaBelbBt, p. 868. 

26b) J. de ma~. (1) 8 (18!8), p. '11. 
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oder deren Abwicklung auf einen vertikalen Zylinder ist. In dem 
zweiten und dritten Falle ergiebt sieh fi1r die Spannung der Kette, 
wie P. Appell bemerkt hat, ein negativer Wert; man mflsste die 
Kette also in eine Rohre von der Gestalt der festen Kurve ein
sehliessen 188). Die feste Kurve dar! aueh Ecken haben, und man findet 
daher auf dem angegebenen Wege zum. Beispiel die Bewegung einer 
Kette, die von einem Tisehe herabgleitet. 

Vielfaehe Bearbeitung hat seit dem 18. Jahrhunderl die Frage 
naeh der Bewegung Iwei- una meJwgliedriger Pendel gefonden 187). 
Als ein zweigliedriges Pendel lisst sich auch das System von Glocke 
und Kloppel auffassen, das die Aufmerksamkeit erregte, als im Jahre 
1875 bei der im Dom zu CoIn aufgehangten Kaiserglocke sieh der 
KlOppel gar nicht relativ zur Glocke bewegte, sondem in deren Mittel
linie verharrte; als Bedingung des Versagens ergab sieh, dass der 
Schwingungsmittelpunkt des Kloppels mit dem Schwingungsmitte1-
punkt des Systems zusammenfiillt, das entsteht, wenn Kloppel und 
Gloeke starr mit einander verbunden werden S68). 

Endlieh moge noch eine irrtflmliche Anwendtmg des F'likhen
salles auf die Bewegungen lebender Wesen erwahnt werden. 
Wenn sich ein Tier, so argumentierte man 188), ruhend im Raume 
befindet und keine ii.usseren Krii.fte darauf wirken, so behii.lt sein Schwer
punkt stats dieselbe Lage. Es kann aber auch keine Drehung um den 
Sehwerpunkt ausfiihren; denn wie es auch seine Muske1n spielen lisst, so 
werden nur innere Kriifte entwickelt, die nach dem Gesetze der Aktion 
und Reaktion paarweise gleich und entgegengesetzt sind, und die 
Summe der Drehungsmomente ist Null. War also die Konstante des 
Flii.chensatzes zu Anfang Null, so muss sie stets versehwinden. Das
selbe gilt auch, wenn das Tier aus der Bulle auf die Erde iallt; denn 

266) Mt'108oJlique, p. 61. 
267) Die lI.ltere Litteratur iiber zweigliedrige Peudel bei M. Lua:eftbNrg, 

ZeitBchr. Math. Ph,S. 28 (1888), p. 809; dazu E. Jac1r.tDiu, Programm Posen 1881. 
Fiir mehrgliedrige Pendel W. Dumas, Festschrift Berlin 1874; G. LehtrUlnfl, 
Programm Rudolst&dt 1881. 

268) W. Veltmann, Dinglers polyt. J. 220 (1876), p. 481; A. F(Jppl, Tech
msche lrlechanik 4 (1899), p. 290; B. B1r.utBch, Berlin Ma.th. Gas. Ber. 4 (1906), 
p. 64. Diese theoretischen UntersucbUDgen erldll.ren ubrigens nur den Vorg8ol1g 
des AtUJlautem, nllmlich dar BeweglDlg von dem Zeitpunkte ab, wo keme perio
diBchen Anstosse von aussen mehr erfolgen. Der eigentliche Liutevorgang varlangt 
ganz andere Ansiltze, namentlich die BeriickBichtiguDg der Erschemungen bei 
dem Stone zwischen Klllppel und Glocke; vgl. IV 10 (K. Heun). 

269) V gL etwa Ch. Delaunay, Mt'lcanique 1866, deutBche Ausgabe, p. 888. 
Wegen der richtigen AuffuslUlg siehe aucb IV 9 (G. T. Walker) Anhang, p. 160. 
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die Wirkung der Schwere kommt allein bei der Bewegung des Schwer
punktes zur Geltung, und ffir die Drehung um diesen sind keine 
iusseren Krifte zu berficksichtigen. 

Dass diese Ausffihrungen, die in viele Lehrbficher fiberge
gangen sind, einen FehIer enthalten, zeigt die nicht zu bezweifelnde 
Tatsache, dass eine Katze, die mit den Beinen nach oben aus 
hinreichender Hohe fallen gelassen wird, doeh auf ihre Ffisse zu 
stehen kommt. Diese Drehung rl1hrt nieht etwa ,"on einem 
Drehmoment her, das der Katze im Augenbliek des Absturzes 
erleilt worden iBtj denn die photographischen Momentaufnahmen, 
die J. Marey 1894 auf Veranlassung von M. Depree hergestelltB70) 
hat, zeigen, dass die Katze zunii.chst so ta.nt, als ob sie ein starres 
System mit reiner Translation ware. Damuf streckt sie ihre Hinter
beine senkreeht zur Korperaehse aus und zieht die Vorderbeine 
dieht an den Naekenj gleiehzeitig dreht die Katze ihr Vorderteil 
um einen moglichst grossen Winkel, wodureh bewirkt wird, dass 
ihr Hinterteil sich, im entgegengesetzten Sinne, um einen kleineren 
Winkel dreht. Nunmehr schmiegt die Katze die Hinterbeine dieht 
an den Korper, streckt die V orderbeine senkrecht zur Korperaehse 
aus und dreht ihr Hinterteil, in demselben Sinne, wie vorher ihr 
Vorderteil, um einen moglichst grossen Winkel, wodurch bewirkt 
wird, dass ihr Vorderleil sich, in entgegengesetztem Sinne, um einen 
kleineren Winkel dreht. Auf diese Weise hat sie sich als Gauzes 
um den Unterschied der beiden Winkel gedreht uad kommt durch 
Wiederholung dieses Verfahrens in die gewiinschte Lage mit dem 
Rfleken naeh oben. Daraus, dass die Konstante des Flachensatzes 
Null ist, darf man also nieht schliessen, daB keine Drehung statt
findetj nur bei einem starren Korper ware dieser SehIuss erlaubt l71). 

Dass der Trugschluss, die fallende Katze konne sieh, von der 
Rube aus, nicht drehen, so lange unbemerkt geblieben ist, erklart 
sieh, nach einer Bemerkung von F. Klein, wohl aus dem Umstande, dass 
es sieh dabei im Grunde um das Auftreten einer nichtholonomen Be
dingung handelt. Der analytische Ansatz- ffihrt niimlich in seiner 

270) Paris C. R. 119 (1894) p. '114; dort aucb Reproduktionen der Aufnahmeu. 
I'll) E. Gullou" Paria C. R. 119 (1894), p. 717; vgl. auch dieAusfiihrungen 

ebenda von M. Levy, p. 718, M. Depree, p. 767, L. Lecomu, p. 899 aowie 
P . .4ppeR, Bull. aoc. math. de France 22 (1894), p, 190; E. Picard, ebenda 
p. 196; .4. de Saim-Gmnain, Nouv. ann. (8) 14 (1896), p. 184. Nach P. PainletJe, 
Paria C. R. 189 (1904), p. 1170 gilt dieaer Schluaa anch fUr jades System mate
rleller Punkte, bei dem die inneren Krifte von einer eindeutigen Kril.ftefunktion 
herriihren, die allein von den Entfemungen der PDDkte abhll.ngt. 
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einfachsten Form auf ein System mit vier Graden der Freiheit, bei 
dem zwischen den Koordinaten "11"., 4)011 4)01 die nichtholonome Be
dingung besteht: 

diese Gleichung, in der m1 und ms Konstanten bezeichnen, ist nichts 
anderes als der Flii.chensatz. Ein solches System kann sich von der 
Ruhe aus sehr wohl so bewegen, dass es in eine beliebig gegebene 
Konfiguration iibergeht; aUein man muss, wie es in Nr. 16 dieses 
Artikels auseinandergesetzt worden ist, den lThergang geeignet wahlen. 

O. Zwisohenstiiok: Zusammenhang mit der :Meohanik der Kontinna. 

22. Ubergang zu Systemen von unendlich vielen Punkten. Es 
giebt zwei wesentlich verschiedene Methoden, die Dynamik der Kon-
tinua anzugreifen, die direkte Methode und die Methode des Grenz
uberganges; die Geschichte der Mechanik zeigt, dass diese beiden 
Methoden von Anfang an nebeneinander hergegangen sind 171). 

Die di"ekte Methode besteht darin, dass man die Grundbegriffe 
und die Prinzipien der Punktdynamik in sinngemasser Weise auf 
Kontinua iibertragt. Was die Verallgemeinerung der Grundbegriffe 
angeht, deren Notwendigkeit nicht iiberall geniigend hervorgehoben 
wird, so wird man zum Beispiel schon bei der direkien Untersuchung 
der Gleichgewichtsgestalt eines absolut biegsamen, unausdehnbaren 
Fadens zu dem Begrift' der auf die Langeneinheit besogenen Kraft 
ge:fi:l.hrt; ebenso ist tier auf die Fliicheneinheit bezogene Druck eine 
Grosse anderer Dimension als der Druck, den ein materieller Punkt 
auf eine Unterlage ausiibt Il7B). In Bezug auf Prinzipien aber ist zu 
bemerken, dass die Anwendung des d'Alemberlschen oder des soge
nannten Hamiltonschen Prinzips auf kontinuierlich ausgedehnte Systeme 
nur dadurch ermoglicht wird, dass man eine Erweiterung der Giiltig
keit postuliert 17'). 

Bei der Methode des Grensuberganges betrachtet man zuerst ein 
System von einer grossen Anzahl materieller Punkte, auf die teils 
eingepragte Krafte wirken, teils Krafte, die aus Verbindungen ent
springen; diese Verbindungen denkt man sich durch masselose Faden 

272) Die direkte Methode fi.ndet sich schon bei Brook Taylor, Phil. Trans. 
28 (1718), p. 28, Methodus incrementorum., London 1715, p. 88; die Methode 
des Grenziiberganges bei Daniel Bernoulli, Petersburg Comment. 6 ad annos 
1782/88 (1788), p. 116; vgI. auch H. Burkhardt, Baricht, enter Abschnitt. 

278) VgI. etwa. P. Appell, Meca.nique 1, p. 177. 
274) VgI. IV 1, Nr. 42 (A. Voss). 

BllOlldoP. d. math. Wi.Huoh. IV 1, I. 86 
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oder Stangen realisierl 275). Von einem solchen Systeme diskreter Massen
punkte geht man darauf zu einem Systeme fiber, das einen Teil des 
Raumes kontinuierlich erfullt. Dieser Grenzfibergang kann wiederum 
auf zwei verschiedene Arlen vollzogen werden. Man kann erstens in 
dem Ansati< die Anzahl der bewegten Punkte iiber aile Grenzen 
wachsen lassen; dabei gehen die Sum men in Integrale iiber 276), und 
an die Stelle der Differenzengleichungen treten Differentialgleichungen, 
an die Stelle der gewohnlichen Differentialgleichungen partielle Diffe
rentialgleichungen Z77). Wahrend man aber im 18. Jahrhunderl mit 
solchen Grenziibergangen naiv und sorglos umging 278) , sind sie im 
19. Jahrhundert bewusst und mit voller Strenge vorgenommen 
worden 279). Zweitens kann man zuerst die Gleichungen fUr die Be
wegung oder das Gleichgewicht des Systems diskreter Punkte losen 
und nachtraglich in den Schlussergebnissen die Anzahl der Punkte 
ins Unendliche wachsen lassen. So ist man zum Beispiel im 18. Jahr
hunderl bei der Frage nach den kleinen Schwingungen eines Fadens 
vorgegangenj der Faden wurde durch n Massenpunkte ersetzt, die 
durch masselose Faden verbunden sein soUten, und in der Losung 
dieses Problems liess man n fiber alle Grenzen zunehmen 280). 

Die Durchfiihrung der Mechanik der Kontinua muss fast ganz 
dem zweiten Teile dieses Bandes (Hydrodynamik, Elastizitatstheorie) 
sowie dem Bande V (Mathematische Physik) anheimfallen. Fiir den vor
liegenden Artikel kommen zunachst die Falle in Betracht, bei denen man 
zu kontinuierlichen Systemen mit einer endlichen Anzahl von Graden 
der Freiheit gelangtj im wesentlichen handelt es sich dabei urn den 
starren Korper und Systeme, die aus starren Korpern zusammengesetzt 
sind (Korperketten)281)j diese Theorie wird den Gegenstand des zweiten 
Teiles des Artikels bilden. Dazu kommen aber an deformierbaren 

276) Wie man die Verbindungen realisiert, ist insofem gleichgiltig, als die 
aus den Verbindungen entspringenden Reaktionen nicht in Frage kommen. 

276) Den trbergang von den endlichen Summen zu den Integralen unter-
aucht ausfiihrlich Ph. Gilbert, Mecanique, Paris und Briissel 1891. 

277) Vgl. H. Poincare, Am. J. of math. 12 (1890), p. 283. 
278) Bedenken freilich erhob schon J. d'Alembert, Opusc. 1, Paris 1761, p. 45. 
279) V gl. IV 1, Nr. 11 (A. Voss). 
280) So zum Beispiel J. L. Lagrange, Misc. Taur. 1 (1759) = Oeuvres 1, 

p. 37, ebenda 31 (1762/66) = Oeuvres 1, p. 639. 
281) Auch die arlin veriinderlichen Systeme besitzen nur eine endliche Anzahl 

von Graden der Freiheit; sie haben jedoch lediglich ein abstrakt-theoretisches 
Interesse, und dasselbe wiirde von Systemen gel ten, deren Veriinderlichkeit durch 
irgend eine andere endliche kontinuierliche Gruppe des Raumes als die der 
starren Bewegungen gegeben wild; vgl. iiber solche Systeme auch IV 3, Nr. 31 
(A. Schoenf/ies und M. Grubler.) 
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kontinuierlichen Systemen noch die unausdehnbaren Faden und 
die unausdehnbaren Membranen, die man seit J. L. Lagrange'8') im 
Anschluss an die Punktdynamik zu behandeln pflegt. TIber die 
betrefl'enden Untersuchungen soll in den beiden folgenden Nummem 
berichtet werden. 

23. Gleichgewichtsgestalten von Faden. Wahrend G. Galilei ge
glaubt hatte, eine "feine Kette", die an ihren Endpunkten aufgehangt 
wird, nehme unter der Wirkung der Schwere die Gestalt einer Parabel 
an 283), haben gleichzeitig Jac. und Joh. Bernoulli, Chr. Huygens und 
G. W Leibniz die richtige Bestimmung der Kettenlinie: 

y = ta(e'; + e-';). 
gegeben 284). Jacob Bernoulli erweiterte das Problem sofort auf Faden 
(Seile), deren Dicke eine Funktion der Bogenliinge ist, und liess be
liebige Krii.fte wirken 285), Johann Bernoulli aber nahm die Bedingung 
hinzu, dass der Faden auf einer gegebenen krummen FIache liegen 
sollte 286); hieran haben sich im 18. Jahrhundert zahlreiche weitere 
Untersuchungen geschlossen 287). 

1m 19. Jahrhundert hat man bei freien Faden zunachst FaIle 
betrachtet, in denen die wirkenden Krafte parallel sind; die Faden
kurve (Seilkurve) ist dann eben 288). Wirkt auf den Faden ausser 
der eigenen Schwere noch eine konstante Belastung, so erhalt man 
die Kettenbruckenlinie 289). Ebenso ist die Fadenkurve eben, wenn die 

282) Mecanique, 1. partie, sect. 5, chap. 3. 
283) Discorsi, 1638, zweiter Tag, Ostwalds Klassiker, 11, p. 123. 
284) Acta emd. Lips. 1691, p. 273-282; einen Beweis fiir die dort mitge

teilten Konstruktionen lieferte zuerst D. Gregory, Phil. Trans. 19 (1697), p. 637. 
285) Acta emd. Lips. 1691, p. 289; genauere Ausfiihrung in den Lectiones 

mathematicae Johann Bernoullis aus den Jahren 1691/92 = Opera 3, p. 491. 
286) Acta erud. Lips. 1698, p. 466 = Opera 1, p. 262. 
287) Genannt seien etwa: J. Hermann, Phoronomia, Amsterdam 1716, lib.l, 

cap. 3; P. Varjgnon, Paris Mem. annee 1717, p. 251; J. ...4.. Segner, Antrittspro
gramm, Gottingen 1735 (lineae quietis auf Drehungsfiachen); Joh. BernouUi, 
Opera 4 (1742), p. 234 (hier werden zuerst die Gleichgewichtsbedingungen fUr 
einen Faden allgemein hergeleitet); ...4.. Clairaut, Berlin Miscellanea 7 (1743), 
p. 270; G. W. Krafft, Petersburg Nov. Comment. ad annos 1754/55, p. 143; 
L. Euler, Petersburg Nov. Comment. 15 ad annum 1770, p. 381; 20 ad annum 
1775, p. 286; J. L. Lagrange, Mecanique 1 (1788); N. Fuss, Petersburg Nova. 
acta 12 (1801), p. 145. 

288) Viele Beispiele bei M. Jullien, Problemes 2, p. 139; J. Finger, 
Mechanik, Wien 1886 (in der zweiten Aufiage ist dieser Abschnit.t gekiirzt 
worden); R. Marco/ongo, Meccanica., Ma.iland 1905. 

289) L. Navier, Memoire sur les ponte suspendus, Paris 1823, p. 64. 
35* 
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Krafte von einem anziehenden oder abstossenden Zentrum herrflhren 1110). 
Viel£ach. behandelt wurde auch die Gestalt eines Fadens, der mit den 
Endpunkten an einer gleicbfOrmig rotierenden Achse befestigt istj je 
nachdem der Faden die Achse kein-, ein-, zwei-, ••. , n-mal schneidet, 
ergiebt sich jedesmal eine besondere Gleichgewichtslage291). Physika
lische Bedeutung hat der FaIl, dass ein biegsamer Metalldraht von einem 
elektrischen Strome durchfiQl!sen und gleichzeitig von einem festen 
Magnetpole beeinflusst wird; nach G. Darboux hat er die Form einer 
geodatischen Linie eines Kreiskegels, dessen Spitze der Magnetpol 
ist I91). 

Was Faden auf krummen Flachen betrifft, so hat man vorzugs
weise Kettenlinien, d. h. schwere Faden, auf DrehungsHachen mit 
vertikaler Achse betrachtet J98) und daneben auch begonnen, rauhe 
Flachen zu untersuchen IN). 

Bei dem analytischen Ansatz ersetzt man in der Methode 
des G<rensiilJerganges die Fadenkurve durch ein Polygon und denkt 
sich die Masse der Polygonseiten in deren Schwerpunkten kon
zentriert. Als Gleichgewichtsbedingungen ergeben sich alsdann 
Differenzengleichungen. In manchen Fallen, z. B. bei dem Problem 
der Hangebrficke SIb), gelingt es, diese Gleichungen Schritt fur 
Schritt zu lOsen, und indem man nachtrii.glich die Anzahl der 
Seiten des Polygons iiber a.ile Grenzen wa.chsen lasst, entsteht die 
Fadenkurve. 1m allgemeinen aber wird man in den Differenzenglei-

290) Littera.tur siehe Anmerlrong 287; duu A. F. Mobius, Statik, Leipzig 
1887 (daB Moment d~r Spannung in Bezug auf d&s Zentmm. iBt konBtant) und 
O. Bonnet, J. de math. (1) 9 (1844), p. 97. 

291) A. Olebsch, J. f. Math. 67 (1860), p. 98; Ottomar MUller, Programm 
Magdeburg 1876; P. Plettenbet'g, DisB. HrJIe 1882; B. Hoppe, Arch. Math. PhYB. 70 
(1888), p. 90; B. Marcolongo, Napoli Acc. Rend. (2) 6 (1892), p. 71. 

292) Bull. sciences ma~. (2) 2 (1878), p.438; vgl. auch J. Lamwr, London. 
Proc. Math. Soc. 16 (1884), p. 168. 

298) Sphll.riBche Kettenlinie: Ohr. Gudermann, Grundri8 4er analytischen 
SpUrik, COIn 1880; J. f. Math. 11 (1884.), p. 394; 88 (1846), p.189, 281; F. Min
dmg, J. f. Math. 12 (1834), p. 179; A. Clebsch, J. f. Math. 67 (1860), p. 93; 
W. Biennann, Diss. Berlin 1866; M. Schlegel, Programm Wilhelms-Gymnasium 
Berlin 1884.; B. MarcoZongo, Napoli Rend. (2) 6 (1892), p. 89; P. Appell, Bull. 
IOC. math. de France 18 (1886), p. 66; A. G. Greenhill, Lond. Math. Soc. Proc. 
27 (1896). p. 128 (im AnschluB hieran hat J. Dewar ausgezeichnete StereoBkop
bilder sphll.rischer Kettenlini8ll angefertigt). Kreiskegel: B. Peirce, Astron. J. 
4 (1866). Kreiszylinder, Kreiskegel, Rotationaparaboloid: H. Dannehl, DiBB. 
,KOnigsberg 1887. 

294.) J. H. Jellett, Reibung, p. 62; F. August, Aml.. JIath. Phys. 70 (1888), p. 226. 
294&) Vgl. P. AppeU, Mecanique 1, p.169. 
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chungen selbst zur Grenze iibergehen und wird so dieselben Diffe· 
rentialgleichungen finden, die sich bei der direkten Methode ergeben. 

Diese Differentialgleichungen (vgl. Nr. 11 dieses Artikels) lauten 
bei freien homogenen Faden: 

d(T~:)+ Xds=O, d(T~~)+ Yds=O, d(T!:)+Zds=O, 
und bei homogenen Faden, die auf einer bummen Fliiche ((x, y, s) = ° 
liegen: 

~ (T~::) + X + l Of = ° ds ds ox' ~ (TdY) + Y + l of = ° ds as 011' 

~ (T dS) + Z +.t of = o· 
ds ds AS' 

dazu tritt noch die Relation: 

(~:r + (~;r + (::r = 1. 

Die Integration liefert sechs KODstanten, zu deren Bestimmung 
Grenebedingungen dienen. Urspriinglich hatte man angenommen, dass 
die Enden des Fadens fest sind 295), spater aber wurden auch andere 
Grenzbedingungen gewahlt: ein Endpunkt kann an einem Ringe iiber 
eine feste Kurve gleiten oder sich, indem etwa eine Kugel daran be
festigt ist, iiber eine feste krumme Flache bewegen 296). Man hat 
ferner beachtet, dass eine Losung der Aufgabe nur dann auf einen 
Faden anwendbar ist, wenn der erhaltene Wert der Spannung T 
positiv ist. Wenn aber T auf einem Kurvenbogen negativ ausf'lillt, 
so gewinnt die Losung eine mechanische Bedeutung, indem man den 
Faden durch eine Reihe fester Kiigelchen ersetzt, die auf Druck be
ansprucht werden 297); die so gewonnenen Kurven heiBsen auch.Druck
oder StUtelinien und spielen in der Lehre von den GewOlben eine 
Rolle 298). 

Wie schon das Beispiel der Drucklinien zeigt, Uisst sich die 
Fragestellung auf mannigfache Art abandern und verallgemeinern. 
So hat man angenommen, dass die Krafte nicht auf die Elemente 

296) Dabei findet man fUr den Fall der Kettenlinie transzendente Gleichungen, 
die zuerst B. Goldschmidt, Preisschrift Gottingen 1831, untersucht hat; vgl. 
F. M. Moigno und L. Linde16(, Calcul des variations, Paris 1861, Bowie 
P. Appell, Mecanique 1, p. 188. 

296) G. &hubring, Programm Erfurt 1880; P. Appell, Mecanique 1, p. 181. 
297) A. M. Legendre, Paris Mem. de math. et phys., annee 1786 (1783) 

= Ostwalds Klassiker, Heft 47, p. 77. 
298) V gl. IV 6, Nr. 10 (L. Henneberg), sowie fUr die technisehen Anwen

dungen IV 27 (H. Beissner) und beispielsweise Fr. J. Gerstner, Handbuch dar 
Mechanik, Prag 1831, 1, p. 416. 
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ds des Fadens wirken, sondern an Ringen angreifen, die iiber den 
Faden gezogen sind und auf ihm gleiten konnen 299). Bei ungleich
massig dicken Ketten hat man gefragt, wie die Massenverteilung ein
zurichten ist, damit eine gegebene Fadenkurve bei gegebenen Kraften 
Gleichgewichtsgestalt wird 800) , oder damit bei gege benen Kraften in 
der Gleichgewichtslage die Dicke proportional der Spannung ist 801), 

so dass die Kette iiberall gleiche Zugfestigkeit besitzt (Kettenlinie 
gleichen Widerstandes). Endlich hat man anstatt der absolut bieg
samen, unausdehnbaren Faden elastische Faden betrachtet802). 

In einigen Fallen ist es gelungen, die Frage nach der 
Stabilitat des Gleichgewichtes zu erledigen, z. B. bei der gewohn
lichen Kettenlinie 80S). Diese Frage leitet iiber zu der Lehre 
von den kleinen Schwingungen und allgemeiner von den Be
wegungen der Faden, auf die hier nicht eingegangen werden kannj 
da es jedoch zweifelhaft ist, ob sich an andrer Stelle der Ency
klopadie dafiir Platz finden wird, sei wenigstens unten einiges aus 
der umfangreichen Litteratur angefiihrt804,). Fiir die Bewegungen 

299) G. Emery, Modena Mem. (3) 7 (1889), Nr. 8. 
800) F. Sludskij, Lehrbuch der theoretischen Mechanik (russisch), Moskau, 1881. 
301) E. E. BobiUier, Ann. de Gergonne 17 (1829), p. 61; D. Gilbert, 

Phil. Trans. 1826 8, p. 225; G. Coriolis, J. de math. (1) 1 (1836), p. 175; G. M. 
Minchin, Statics, Oxford 1872. 

802) Joh. Bernoulli, Opera 8, p. 505; M. Jullien, Problemes 2, p. 167. 
Hierher geMren auch die Untersuchungen iiber den Einflnss der Steifigkeit der 
Faden. 

303) A. Mayer, Math. Ann. 18 (1878), p. 65; A. Kneser, J. f. Math. 125 
(1908), p. 189. Eine besondere Behandlung erfordern die rauhen Flitchen, bei 
denen F. August, Arch. Math. Phys. 70 (1883), p. 225 den Begriff des salien 
Gleichgewichtes eingefiihrt hat. Hierbei wird der Faden einerseits wegen der Rei
bung durch ein System sehr kleiner Krafte nicht in Bewegung gesetzt, 
andererseits hat er aber anch, falls er durch grossere Kritfte in eine Nachbarlage 
gebracht worden ist, nicht das Bestreben, in die nrspriingliche Lage zuriick
zukehren. Ehe solch ein zil.hes Gleichgewicht anfhort, tritt eine Grenzlage 
ein, bei der der Faden sich gewissen Antrieben gegenitber zith verhil.lt, wil.hrend 
andere beliebig kleine Antriebe eine endliche Bewegung einleiten; vgl. auch 
J. H. Jellett, Reibnng, Kap. 3: Ausserste Gleichgewichtslagen. 

804) Kleine Schwingungen eines Fadens um eine Gleichgewichtslage be
handelten: J. L. Lagrange, Misc. Taur. 3 (1768), p. 243 = Oeuvres 1, p. 53\1; 
L. Euler, Petersburg Comment. 8 ad annum 1786, p. 80, Nov. Comment. 9 ad 
annos 1762/63, p. 210; F. Minding, J. f. Math. 50 (1855), p. 243; H. Resal, 
M~canique 1 (1873), p. 821; L. Henneberg, Ann. di mat. (2) 9 (1878), p. 58; 
H. liuute, Paris C. R. 110 (1880), p. 290, 354; J. de math. (3) 6 (1880), p. 215; 
G • .4. Maggi, Giom. di mat. 19 (1881), p. 1; Milano 1st. Lomb. Rend. (2) 19 
(1886), p. 682; E. Padova, Giorn. di mat. 23 (1885), p. 235. Fiir endliche Be-
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der elastischen Faden oder der schwingenden Baiten kann dagegen 
auf IV 26 (ll. Lamb) verwiesen werden. 

24. Gleichgewichtsgestalten von Membranen. Von dem Bestreben 
beseelt, die Kurven zu bestimmen, "que la nature nous met tous les 
jours devant les yeux" stellte Jacob Bernoulli bald nach der Ermitte
lung der Kettenlinie die Aufgabe, man solIe die Gestalt eines Segels 
finden, das yom Winde aufgeblii.ht wird; er dachte sich das Segel an 
zwei verlikalen Stangen befestigt und nahm an, dass aUe FHtchenteile 
durch den Wind gleich grosse, gleich gerichtete Drucke erfahren. 
Ais erzeugende Kurve der so entstehenden Zylinderflache ergiebt sich 
wieder die Kettenlinie S05). Eine andere Aufgabe betraf die Gestalt 
eines Tuches, das den Boden eines kastenformigen, mit Wasser gefiillten 
Gefasses bildet; die so entstehende Zylinderflache hat zur erzeugen
den Kurve die sogenannte elastische Kurve, die ein in zwei Punkten 
aufliegender, elastischer, gleichformig belasteter Stab annimmt 806). 

Einen neuen Anstoss zur Untersuchung der Gestalt von biegsamen 
Flachen oder Membranen gaben E. F. Chladnis Experimente iiber Klang
figuren 807), die am Anfange des 19. Jahrhunderts grosses Aufsehen er
regten. Auf Veranlassung Napoleons stellte das Institut national im 
Jahre 1808 die Preisaufgabe, man solIe eine mathematische Theorie 
der Schwingungen elastischer Platten entwickeln 808), und hierdurch 
wurde J L. Lagrange angeregt, in der zweiten Auflage del' Mecanique 
analytique die Frage zu behandeln, welche Gestalt eine elastische 

wegungen sind zu nennen: J. L. Lagrange, Misc. Taur. (2) (1762) = Oeuvres 1, 
p. 405 (Herleitung der Differentialgleichungen del' Bewegung mittels des 
Prinzips der kleinsten Wirkung); S. D. Poisson, J. ec. polyt. 7 (1807), p. 385; 
H. Resal, Paris C. R. 75 (1872), p. 1010; P. Appell, Paris C. R. 103 
(1886), p. 991; Acta math. 12 (1888), p. 1; G. Flocquet, Paris C. R. 108 (1889), 
p. 661; 115 (1892), p. 449; 130 (1900), p. 1745; 131 (1900), p. 27, 97, 666. 
Fiir den ganzen Gegenstand vgl. auch den Bericht bei E. J. Routh, Dynamik 2, 
Kapitel 13; hier wird zum Beispiel der Fall der stationaren Bewegungen 
eines Fadens betrachtet, bei denen der Faden immer dieselbe Gestalt behalt, 
und eine Anwendung gemacht auf die Frage, welche Gestalt ein elektrischcs 
Kabel annimmt, das von einem gleichformig forlschreitenden Schiffe verlegt wird. 

305) Paris, J. des savans 1692, p. 189; vgl. auch die Lectiones mathematicae 
von Joh. Bern{)ulli (1692), veroffentlicht Opera 3 (1742), p. 510. 

306) Acta emd. Lips. 1694 = Opera, p. 639; Paris Mem. annee 1705 = 
Opera, p. 976; vgl. auch Joh. Bernoulli, Opera 3, p. 512-516 und L. Euler, 
Methodus inveniendi, Lausanne 1744, p. 241 und Appendix 1. 

30i) Akustik, Leipzig 1802; TraittS d'acoustique, Paris 1809. 
308) Den Preis erhielt 1816 Sophie Gel·main. V gl. im tThrigen H. Burk

hardt, Bericht, p. 447, sowie die Anikel IV 25 (0. Tedone und A. Timpe) und 
IV 26 (H. Lamb). 
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Membran annimmt, urn sich gegen gegebene Krafte ins Gleich
gewicht zu setzen. Er spezialisierte die erhaltenen Gleichungen auch 
dahin, dass das OberfHichenelement bei den Deformationen denselben 
Flacheninhalt bewahren sol1e 809), und bald darauf untersuchte S. D. 
Poisson die Gleichgewichtsgestalt einer biegsamen unausdehnbaren 
Flache, bei der also die Lange der Linienelemente erhalten bleibtS10). 

Biegungen krummer Flachen mit Erhaltung des Linienelementes be
handelte von geometrischen Gesichtspunkten aus C. F. Gauss; liber 
die umfangreiche geometrische Litteratur, die sich an seine Dis
quisitiones generales circa superficies curvas (1827) angeschlossen 
hat, vgl. III D 6a Abbildung und Abu'icklung zweier Flachen auf
einander (A. Voss). Aber auch die Statik biegsamer Flii.chen ist im 
19. Jahrhundert geiordert worden; so hat z. B. F. Kotter die Gestalt 
eines Tuches bestimmt, das der Schwere unterworfen und an zwei 
parallelen oder sich schneidenden Geraden befestigt ist 811). Es ist 
nicht moglich, in dem vorliegenden Referate liber elementare Dynamik 
auf diesen Gegenstand genauer einzugehen, der grosse mathematische 
Schwierigkeiten bietet; einige Litteraturangaben findet man unten SlS). 

Ebenso konnen auch die Untersuchungen S. Finsterwalders liber Netze 
von Faden und im besonderen uber die Tschebyschoff- "Vossschen 
Rhombennetze hier nur erwahnt werden SIS). Fur die Verallgemeine
rungen auf die Gleichgewichtsgestalten und die Schwingungen elastischer 
Platten oder Membrane moge auf IV 25 (0. Tedone und A. Timpe) 
und lV 26 (H. Lamb) verwiesen werden. 

809) Ausgabe von Darboux, 1, p. 112. 
810) Paris, Mem. de l'Institut 1812, Part. 2 (1814), p.173; Bull. soc. philomat. 

1814, p. 47; vgl. O. Lame, Le90ns sur l'elasticite, 2. ed., Paris 1866, p. 107. 
811) Diss. Halle 1883; J. f. Math. 108 (1888), p. 44; 121 (1901), p. 800. 
312) O. F. Mossotti, Meccanica, Florenz 1851; F. Brioschi, Ann. di mat. (1) 

8 (1852), p. 322; L. Lecornu, J. ec. polyt. cah. 48 (1880), p. 1; Paris C. R. 122 
(1896), p. 218; Ann. ec. norm. (3) 17 (1900), p. 501; ..4.. Cayley, Lond. Math. Soc. 
Proe. 12 (1881), p.l08 = The collected math. papers 11, London 1896, p. 317; 
E. Beltrami, Bologna Mem. (4) 8 (1882), p. 218; G. Morera, Rom Ace. Linc. Atti 
(3) 7 (1888), p. 268; Torino Atti 20 (1884), p. 43 (Ausdehnung auf unausdehnbare 
dreidimensionale Gebilde); V. Volterra, Rom Acc. Line. Atti (8) 8 (1884), p. 214, 
244; O . ..4.. Maggi, Lomb. Rend. (2) 17 (1884), p. 688; Rom Ace. Linc. Rend. (4) 
1 (1886), p. 269, 806; G. Picciati, Giom. di mat. 30 (1892), p. 1; J. Rachmaninoff, 
Moskau Math. Sammlung (russisch) 19 (1896), p. 110; G. Pennacchietti, Palermo 
Cire. mat. Rend. 9 (1896), p. 87; Catania Aec. Gioenia Atti (4) 8 (1896); M. Levy, 
Paris C. R. 126 (1898), p. 1844; D. de F,.ancesco, Napoli Ace. Rend. (3) 9 (1903), 
p. 227; Napoli Ace. Atti (2) 12 (1905), Nr. 5, 6. 

318) Jahresber. d. D. M.-V. 6", 45; nach der statischen Seite hat diese 
Untersuchungen weitergefiihrt W. Schlink, Diss. Miinchen 1902; Jahresber. d. D. 
M.-V. 12 (1903), p. 309. 
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II. Dynamik starrer Korper. 

25. Allgemeine Bemerkungen und Geschichtliches fiber die 
Dynamik starrer Korper. , 

2580. Allgemeine Bemerkungen. In der Erfahrung sind uns 
zahlreiche Korper gegeben, die mannigf80ltige Bewegungen ausfiihren, 
ohne dass sich dabei ihre Gestalt, das heisst die relative Lage ihrer 
einzelnen Teile gegen einander, in merkbarer Weise anderle. Man 
nennt solche Korper (est. Aus der V orstellung von festen Korpern 
hat sich der Begriff von starren, das heisst ihrer Gestalt nach 
vollig unveriinderlichen Korpern entwickelt 81'). 

Da jeder wirkliche Korper durch die an ihm angreifenden Krafte 
Formandel'ungen erfahrt, so ist der starre Korper, um einen Ausdruck 
A. Foppls zu gebrauchen S15), ein sur Abkiirzung und Vereinfachung 
eingefiihrles Bild der Mechanik S16). Auch eine A.usserung L. Poinsots 
verdient hier angefiihrt zu werden: Ma canne n'est pas un corps 
solide; non-seulement elle peut rompre, mais elle plie ce qui est cent 
fois pis. Deux molecules d'un corps solide sont placees par 180 rigidiM 
a. distance invariable l'une de l'autre; nulle force n'est capable de les 
ecarter ou des les rapprocher., nulle influence ne peut les faire vibrer. 
Les corps elastiques ou ductiles ne sont pas des solides; leur Mfinition 
groBsiere ne peut s'exprimer par des equations; elle est incompatible 
a.vec 180 purete geometrique. Le vrai geometre doit s'etablir solidement 
sur un terrain inebl'anla.ble et ne pas heurler ses instruments delicats 
a. une re80lite confuse et mal de£inie, qui se derobe et se dissipe quand 
on veut 180 serrer de pres 311). 

Das Bild des starren Korpers ist zuniichst geometrischer N atur 
und hat daher zu der Ausbildung umfangreicher geometrischer Theorien 
Anlass gegeben. Hierher gebOrt die sogenannte Geometrie der Be
wegung, aber auch umfangreiche Gebiete der Statik und der Kinematik 

314} Vgl. etwa L. Boltzmann, Mechanik 1, p. 116. Die Begriffe: starrer, 
fester, elastischer K1Irper ha.ben wohl erst im 17. Jahrhundert eine bestimmtere 
Bedeutung beko=en; eine historisch-kritische Darstellung dieser Entwioklung 
steht nooh aus. 

316} Einfiihrung, p. 110. 
IU6} Man kiinnte sogar den starren K1Irper als das Bild bezeiohnen, das 

sich bei der Betrachtung der Ortsverii.ndernngen del' Korper zuerst einstellt. 
Einen Versuch, von diesem Hilde ausgehend die ganze Mechanik zu entwickeln, 
hat L. Boltzmann gemacht, Populii.re Schriften, Leipzig 1906, p. 273; vergleiche 
jedoch schon F. Reech, Mecanique, Paris 1862. 

317} Bull. Bcienc. math. (I) 4 (1873), p. 23. 
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tragen einen rein geometrischen Charakter; vgL IV 2 (H. E. Timerding) 
und IV 3 (A. Schoenflies und M. Griibler); fiir den Zusammenhang der 
Lehre vom starren Korper mit den Untersuchungen fiber die Grund
lagen der Geometrie vgl. III A 1 (F. Enriques). Aber auch die Lehre 
von der Zusammensetzung der auf einen starren Korper wirkenden 
statischen Krafte hat insofern einen geometrischen Charakter, als der 
Begriff der Masse dabei unmittelbar gar nicht in Frage kommt S18); 

denn diese Lehre beruht auf dem Prinzip, dass eine Kraft, die auf 
einen Punkt eines starren Korpers wirkt, ohne Anderung ihrer Wirkung 
in ihrer Richtungslinie beliebig verlegt werden darf S19). Bei der Zu
sammensetzung der am starren Korper wirkenden Krafte tritt also das 
Prinzip der Verlegbarkeit des Angriffsp!tnktes geradezu an die Stelle 
der Definition des starren Korpers. 

In der Kinetik des starren Korpers tritt der Begriff der Masse 
hinzu, jedoch ist die Massenverteilung insofern gleichgiltig, als es 
hier nur auf die Werte von sieben bestimmten Summen ankommt, 
namlich auf die Gesamtmasse und die Tragheits- und Deviations-

318) Dementsprechend unterscheidet A. Voss (IV 1, Nr. 18) eine statische 
und eine dynamische Vorstellung des starren Korpers. Die sta.tische Vorstellung 
beruht lediglich auf dem Axiom von der Verlegba.rkeit des Angriffspunktes der 
Kraft in ihrer Richtungslinie; fiir die dynamische Vorstellung vergleiche die 
weiteren Ausftihrungen in dieser Nummer. 

319) P. Varignon scheint dieses Axiom zuerst klar formulierl zu haben; in 
der Bezeichnung von E. Budde (Mechanik 2, p. 556) sind also die an einem 
starren Korper wirkenden Krafte linienfliichtige Vektoren. Der dabei gebrauchte 
Ausdruck Wirkung einer Kraft bedarf allerdings einer Erlauterung, da unter 
Wirkung in der Dynamik sehr verschiedene Dinge verstanden werden (Gleichheit 
der Wirkung und Gegenwirkung, Prinzip der kleinsten Wirkung). Hier bedeutet 
Wirkung die Arbeit, die von der Kraft bei einer elementaren Verruckung des 
betrachteten Systems geleistet wird; vgl. M. Griibler, Taschenbuch der Hutte, 
16. Aufl., Berlin 1896, p. 155. 

320) Die fUr die ganze Dynamik grundlegende Lehre von der Zusammen
setzung der Krafte, die auf einen starren Korper wirken (vgl. IV 2, H. E. Timer
ding, Abschnitt II!), wird nicht selten schlechthin als Lehre von der Zusammen
setzung der Krafte bezeichnet, wahrend doch die Linienfluchtigkeit nicht eine 
Eigenschaft der Krafte, sondern eine Eigenschaft des starren Korpers darstellt. 
Hjeraus sind manche Unklarheiten entstanden, besonders in den Lehrbiichern 
der graphischen Statik; so heisst es, um ein Beispiel anzufuhren, bei J. Schlotke, 
Graphische Statik, 2. Aufl., Dresden 1902, p. 1: "Der Angriffspunkt einer Kraft 
kann in der Richtungslinie beliebig verlegt werden". Aber auch E. Diihring 
(Principe, 1. Aufl., p. 370) verwechselt gelegentlich die Gleichgewichtsbedingungen 
fur einen starren Korper mit denen fur ein beliebiges System, und dieselbe 
Verwechslung findet sich in modemen Lehrbiichem der ~lechanik (vgl. etwa 
H. Lorenz, Mechanik, p. 583). 



25. Dynamik starrer KlIrper: Allgemeine Bemerkungen. 541 

momente in bezug auf irgend einen Punkt der Korpersj die zahl
reichen Untersuchungen fiber diese und fiber iihnlich gebildete Summen, 
die man jetzt unter dem Namen einer Geometrie der Massen zusammen
zufassen pflegt, haben in dem Artikel IV 4 (G. Jung) eine ausfiihr
liche Darstellung gefunden. Es ist charakteristisch ffir die Kinetik 
des starren Korpers, dass sie durchaus unabhangig von jeglicher An
nahme fiber die physikalische Konstitution des starren Korpers aufgebaut 
wird; wenn man bei der Methode des Grenziiberganges (vgL Nr. 22 
dieses Arlikels) von einem System mit einer endlichen Anzahl mate
rieller Punkte ausgeht, die starr mit einander verbunden sind, so ist 
es fur das Endergebnis der Rechnung gleichgiiltig, wie man sich diese 
starren Verbindungen realisiert denkt, bei den Rechnungen hat man 
es namlich lediglich mit den Gleichungen zu tun, die ausdrficken, 
dass der Korper sich genau wie ein Raumteil bewegt, dessen Punkte 
mit Masse belegt sind. Die Frage nach der Konstitution eines festen 
Korpers gehort demnach nicht mehr in die abstrakte, sondern in die 
physikalische MechanikSSl)j sie leitet fiber zu der Untersuchung der 
Grenzen, innerhalb deren das Bild des starren Korpers zur Be
schreibung der Erscheinungen ausreicht, und man gelangt so aus 
der Stereodynamik S2') in die Festigkeitslehre. 

Eine solche Grenze tritt bereits in der Statik des starren Korpers 
auf, weil man selbst in einfachen Fii.llen die Reaktionen, die ein 
starrer Korper von seiner Unterlage erfahrt, allein unter Benutzung 
der Gleichungen, die die StereostatikS!t) liefert, nicht berechnen kann. 
Diese Schwierigkeit lost sich, wenn man die Unterlage bez. den auf
liegenden Korper als elastisch ansiehtj durch die Auflagerdrucke ent
stehen niimlich Deformationen, die etwa nach dem Hookeschen Ge
setze ermittelt werden konnenj Niiheres in Nr. 27 dieses Artikels. 
Ebenso wie von kleinen Formanderungen sieht man in der Stereo
dynamik ab von den Einflfissen der Wiirme, der Elektrizitat, des 

321) Vgl. IV 23 (C. H. Muller und A. Timpe). Man kann zum Beispiel an
nehmen, dass der Korper ein System von sehr vielen, dichtgedri!.ngten Molekiilen 
sei, die man als materieUe Punkte ansehen darf, und dass bei einer Normal
lage dieser Punkte die Resultierende aUer inneren Krafte fiir jeden der Punkte 
verschwinde, dass aber, sobald die Entfernung zweier Punkte nur ein wenig 
geandert wird, Boforl ausBerordentlich grosse inn ere KrIUte auftreten , die sie 
wieder in die Normalentfernung zurUcktreiben. ~an kann aber auch eine 
stetige ErfiiUung deB Raumes mit starrer Materie annehmen i vgl. hierfiir etwa 
die Mechanik von G. Kirchhoff sowie IV 1, Nr. 11 (A. Voss). 

322) Diese seM zweckmiissigen Ausdriicke fUr Statik und Dynamik eines 
starren Korpers hat A. G. A. Maggi eingefUhrl (Principii di stereodinamica, 
Mailand 1903). 
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Magnetismus, Einfiiissen, die sich unter Umstiinden sehr wohl bemerk
lich Machen konnen. 

25 b. Zur Entstehungsgeschichte der Dynamik staRer X5rper. 
Die Statik des starren Ktirpers ist schon im Altertum in gewissem 
Masse entwickelt worden (Archimedes, Hero: Hebelgesetz, einfache 
Maschinen). Anders steht es mit der Kinetik des starren Kdrpers, 
die erst im 17. Jahrhundert in Angriff genommen worden ist. Nicht 
lange, nachdem G. Galilei die Kinetik des materiellen Punktes begriindet 
batte, stellte M. Mersenne im Jahre 1646 die Aufgabe, man solle den 
Schwingungsmittelpunkt eines physikalischen Pendels bestimmen, das 
heisst den Punkt eines um eine feste horizontale Axe drehbaren schweren 
Korpers, der auf dem vom Schwerpunkte auf die Drehaxe gefallten 
Lote liegt und dessen Entfernung von der Axe die La.nge des isochronen 
mathematischen Pendels angiebt. Nachdem R. Descartes einen vergeb
lichen Versuch gemacht hatte, wurde die Aufgabe 1673 vo~ Cltr. Huygens 
gelOst, der sich, nicht ohne Widerspruch zu erfahren, des Prinzips 
von der Erhaltung der lebendigen Kraft bediente 818). Huygens wurde 
dabei auf die Ausdl'iicke gefiihrt, die man jetzt, nach dem Vorgange 
von L. Euler, als Triigkeitsmomente bezeichnet8M) , und hat auch die 
wichtige Beziehung zwischen Tragheitsmomenten in Bezug auf parallele 
Axen abgeleitet, ebenso hat er schon die Verlauschbarkeit von Schwin
gungsmittelpunkt und Aufhangungspunkt erkannt. 

Das Problem des Schwingungsmittelpunktes hat die Geometer 
noch bis weit ins 18. Jahrhunderl hinein beschiiftigt, und indem es 
von den verschiedensten Seiten her betrachtet wurde, hat es be
fruchtend auf die ganze Dynamik gewirktSI5); im besonderen hat man 
dabei gelemt, das Prinsip von der Gleichheit der .Aktion una Reaktion, 
das L Newton (1687) bei freien Punktsystemen betrachtet hatte, auf 
gebundene Systeme anzuwenden, und es ist so die Aufstellung des 
d' Alembertschen Prinsips (1743) vorbereitet worden, auf dem die weiteren 
Forlschritte in der Kinetik des starren Korpers beruhen8!6). In die 

82S) Horologium oBcillatorium sive de motu pendulorum ad horologia 
aptato, Paris 1673; ein Patent auf Pendeluhren hatte Huygens schon am 16. Juni 
1667 genommen. 

824) Scientia navalis, Petersburg 1749, 1, p. 70: Momentum inertia.e cor
poria respectu axis cuiusdam fixi voco aggregatum omnium corporis particuJarum. 
per 8Uarum respective ab hoc axe distantiarum quadrats. multiplicatarum; vgl. 
auch Eukra Vorrede, p. 26. 

826) Fi1r diese Untersuchungen, an denen Bich zum Beispiel Jacob und 
Johann Bernoulli und Brook Taylor beteiligten, vgl. etwa E. Mach, Mechanik 
Xapitel 8. 

826) Ncben J. d'Alemberl selbst iat hier A. Fontaine zu erwithnen, der in 
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Zwischenzeit fiiUt die Ausbildung der Statik des starren Kiirpers, die 
besonders durch P. Varignon gef6rdert worden istSt'l). Varignon hat 
die Lehre von den einfachen Maschinen in grOBBter Allgemeinheit 
aufgefasst und ist duu gelangt, die Mittel zu entwickeln, die man 
zur Zusammensetzung beliebiger, auf einen starren Korper wirkender 
Krafte notig hat, also im besonderen die Zusammensetzung der Momente; 
er hat diese Untersuchungen in geometrischer Form und unter aus
schliesslicher Benutzung des statischen Kraftbegriffes durchgeidhrt. 
Wenn hiernach Varignon auch aIle Mittel besass, die zur AufstelIung 
der sechs Bedingungen fiir das Gleichgewicht eines starren Korpers 
erforderlich sind, so hat er doch diese Bedingungen niemals analytisch 
formulierl. Diesen wichtigen Schritt hat erst J. d'Alembert (1749) 
gethan SII8). Freilich hat es auch dann noch erheblicher Anstrengungen 
bedurft, bis die Statik des starren Korpers ausgestaltet wurde; so be
wies erst L. Euler (1765), dass man das System der auf einen starren 
Korper wirkenden Einzelkrii.fte stets durch ein System von zwei 
Kraften ersetzen konne 3119), und G. Monge (1786) fiigte die Einsicht 
hinzu, dass diese Reduktion sich stets so ausfiihren msst, dass die 
beiden Krii.fte senkrecht auf einander stehen 330). Welche Schwierig
keiten hier zu iiberwinden waren, zeigt sehr deutlich der Umstand, 
dass if Alembert es 1749 noch fUr angebracht hielt, ausfiihrlich aus
einander zu setzen, wie es moglich sei, dass auf einen starren Korper 
wirkende Krafte, deren Resultante verschwindet, trotzdem eine Be
wegung, nii.mlich eine Drehung des Korpers, hervorrufen 331). 

Den Anstoss zu ihrer weiteren Entwicklung hat die Stereokinetik 
von drei Seiten erfahren: von Seiten der Astronomie, der Lehre von 
der 8ckiffsbewegung und der Kreiseltkeorie. 

einem 1739 "allen Mathematikern mitgeteilten", aber erst 1764 veroffentlichten 
Abriss einer Mechanik (Memoires des mathematiques, Paris 1764, p. 306) die 
Kinetik eines Systems starr miteinander verbundener Punkte (points massifs 
dans un espa.ce roide) mittels derselben Oberlegungen aufzubauen versucht hat, 
die dem d'Alembertschen Prinzipe zu Grtmde liegen. 

327) Projet d'une nouvelle mecanique, Paris 1687; Nouvelle mecanique ou 
statique, Paris. 1725 (posthum). 

328) Recherches sur la precession des equinoxes, Paris 1749. 
329) Theoria motus, Rostock und Greifswald 1766, § 620. 
330) Traite elementaire de statique, Paris 1786. 
881) Recherches, p. 120. Zu diesen Schwierigkeiten in der Dynamik kam, 

daB auch die Kinematik des starren Korpers damals noch ganz unausgebildet 
war; hat doch erst L. Euler den Begriff der instantanen Drehaxe bei der 
Drehung um einen festen Punkt zu voller Klarheit herausgearbeitet, und erst 
A. L. Cav.chy (1827) bewiesen, dass jede unendlich kleine Bewegung eines 
starren Korpers eine Schraubenbewegung ist; vgl. IV 2, Nr. 11 (H. E. Timerding). 
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Bei der Astronomie war es das Problem der Priieession dcr T01}
und Nacktgleichfm, das schon 1. Newton (1687) behandelt hatte, ohne 
jedoch zu einer befriedigenden Losung zu gelangen SSlI) , und das be
sonders dringend wurde, nachdem J. Bradley (1748) durch seine 
genauen Fixsternbeobachtungen das Vorhandensein der Nutation ent
deckt hatte'sS). Schon ein Jahr darauf gab J. rf Alembert in seinen 
Recherches die mechanische Erklii.rung dieser Erscheinungen und zwar 
im wesentlichen in der Form, die noch heute als giiltig angesehen 
wird. Er leistete dies, indem er die sechs Bedingungsgleichungen 
fur das Gleichgewicht eines starren Korpers aufstellte und zeigte, 
wie man daraus auf Grund des Prinzipes, das er 1743 in seiner 
Dynamik dargelegt hatte, die Differentialgleichungen rur die Be
wegung des Korpers unter dem Einflusse gegebener Kritfte herleiten 
konnej freilich erscheinen diese der Sache nach einfachen Gleichungen 
bei d'Alembert in einer recht unubersichtlichen und schwerfii.1Iigen 
Form 8114.). - Das Problem der Bewegung der Erde, als eines starren 
Korpers, um ihren Schwerpunkt hat auch im 19. Jahrhundert 
forderlich auf die Stereodynamik eingewirktj es geniige, an die 
Bestrebungen L. Poinsots zu erinnem, dessen anschauliche Auf
fassungen der Bewegungen eines starren Korpers in dem W unsche 
wurzelten, eine gute Beschreibung der Prazessionserscheinungen zu 
gewinnen. 

Nicht minder wichtig sind die Anregungen, die die Lehre von 
den Schiffsbewegungen geliefert hat. Hierbei ist man wohl zuerst auf 
die Trennung der Bewegung eines starren Korpers in eine Trans
Zationsbewegung und eine Drehung urn den Schweryunkt gefiihrt worden. 
P. Bouguer 8S5) und L. Buler8SG) sind unabhangig von einander zu dieser 
grundlegenden Einsicht gelangtj sie haben ohne Weiteres angenommen, 
dass man diese beiden Bewegungen getrennt von einander behandeln 
dune, was aUerdings bei einem aUein der Schwere unterworfenen Korper 

832) Principia, liber 3, sectio 4; eine eingehende Kritik findet man in den 
Recherches von d'Alembert und bei P. S. Laplace, Mecanique celeste 5, p. 275. 

838) Phil. Trans. 45 (1748), p. 1: On the apparent motion oQserved in some 
of the fixed stars. 

884) A. Cayley (Collect. math. papers 4, p. 567) sagt von ihnen: the equations 
of motion are obtained in a cumbrous und unmanageable form. 

336) Traite du navire, de sa construction et de ses mouvements, Paris 1746 
(verfasst 1735 auf der Reise zur Gradmessung in Peru). 

8S6) Scientia nava.lis, 2 Biinde, Petersburg 1749 (fertiggestellt bereits Ende 
1788, siehe E"lers Brief an Johann Bel''IlouUi vom 20. Dezember 1788, Bibl. 
math. (S) 5 (1904), p. 287; Mitteilungen liber Eulers Ergebnisse finden sich 
Ichon in den Opera. Johalln Bernoullis 4 (1742), p. 288). 
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gestattet ist, aber nicht mehr richtig ist, wenn Reibungskrifte oder 
DruckkrBf'te einer umgebendenden FHissigkeit ins Spiel kommen. Euler 
erkannte zuniichst, dass ein freier Korper sich bestindig um eine freie 
Axe durch den Schwerpunkt drehen kann, wenn sich nimlich die Zentri
fugalkriifte, die die Stellung der Axe zu sndern streben, gegenseitig 
aufheben, und legte den weiteren Betrachtungen die folgende Hypothese 
zu Grunde: Rei einem jeden auf dem Wasser schwimmenden Kiirper giebt 
es drei auf einander senkrechte, dwrch den Schwerpunkt gehende hen, 
um die eine freie, bestiindige Drehung mijglich ist; eine beliebige (kleine) 
Schwingung tun den Schwerpunkt liisst sich in drei Schwingungen um je 
eine dieser dtrei ben eerlegen, und jede dieser drei Schwingungen ver.
liiuft unabhiingig von den beiden anderen 337). PJu:ler meinte, diese Hypo
these gelte bei den Schiffen, mit denen er sich beschiftigte, immer 
ganau oder doch mit grosser Annii.herung. Damit a.ber war die Dreh
bewegung eines Schiffes auf das Problem des Schwingungsmittelpunktes 
fur eine einzelne Drehachse, also die Ermittelung isochroner Pendel 
zuruckgeidhrl worden. 

Die Abhandlungen Eulers aus den Jahren 1749 und 1750838) 

sind beainflusst von den inzwischen erschienenen Recherches von 
d' ..4.lembert. 1m besonderen gelingt es ihm, zu einer durchsichtigeren 
Form der Di:fferentialgleichungen der Bewegung zu gelangen. Diese 
Gleichungen sagen aus, dass die Komponenten der Resultante und des 
resultierenden Momentes der eingepriigten Krii.fte bezogen auf im 
Raume feste Koordinatenaxen gleich sind den entsprechenden Kom
ponenten der Effektivkriifte sSSa). Auffallend ist, dass Euler es nicht 
versucht hat, aus diesen Gleichungen seine Hypothese von der Existenz 
der drei freien, unabhiingigen Drehaxen abzuleiten. Diesen Sehritt 
tat erst J. ..4.. Segner (1755), und zwar veranlasst durch die Beschiif
tigung mit der Kreiseltheorie BS9). 

Die Erscheinungen, die das Kinderspielzeug des Kreisels darbietet, 
da.ss er sieh, in Drehung versetzt, der Schwere entgegen aufrichtet, 
und dass er in dieser Stellung verharrt, so lange die Drehung anhalt, 
dann aber umfiiUt, diese paradoxen Erscheinungen sind geeignet, die 

337) Scientia nava.lis 1, p. 76. 
338) Berlin M~m. Anntle 1749 (1751), p. 289; Ann~e 1760 (1762), p.186, 412. 
338&) Fiir diese Formulierung vgl. etwa. J. Petersen, Dynamik, p. 68· 
339) Specimen theoriae turbinum, Halle 1765. Unter turbo versteht Segner 

a.llgemein eiDen um einen festen Punkt drehbaren starren K6rper; der Ausdruck 
turbinari fUr die kreiselnde Bewegung eiDes starren Kilrpers tritt schon bei Johann 
Bernoulli a.uf, Acta. Erudit., Lips. 1716, p. 242 = Opera. 2, p. 187: De centro turbi
na.tionis inventa. nova. (J. Bernoulli beweist bier die von Huygens am Schlusse 
des Horologiums ohne Beweis a.ufgestellten Satze fiber daa konische Pendel). 
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Aufmerksamkeit eines jeden zu erregen, der ein offenes Auge ffir die 
mechanischen Vorgii.nge in seiner Umgebung hat. Eine wissenschaft
liche Behandlung scheint der Kreisel zuerst durch J. A. Segner erfahren 
zu haben, der schon die Bedeutung der Reibung filr das Aufrichten 
der Kreiselachse richtig erkannte. Veranlassung zu seinen Untersuchungen 
hatte die Bemerkung eines Englii.nders Serson gegeben, dass man die 
spiegelnde Oberflache eines rasch gedrehten Kreisels auf Schiff en als 
kilnstlichen Horizont benutzen konneMO). Segner hat auch den um 
seinen Schwerpunkt drehbaren starren Korper betrachtet und als Be
dingung fiir das Verschwinden des Momentes der Zentrifugalkrii.fte, die 
die Stellung einer freien Axe zu verandern streben, oder, wie man jetzt 
nach W. J. M. Rankine sagt, des betreffenden Deviationsmomentes841), 

eine Gleichung dritten Grades gefundenj er hat mit Hilfa dieser Gleichung 
bewiesen, dass die so gefundenen drei Axen senkrecht auf einander 
stehen 84ll). In zwei Abhandlungen aus dem Jahre 1758 hat L. Euler 
diese Ergebnisse Segners von neuem abgeleitet und Segners Haupt
axen in die allgemeine Kinetik des starren Korpers eingefiihrt MS). 

Die Benutzung dieser im K6rper festen ben fiihrte Euler auf die 
fundamentalen Differentialgleichungen filr die Drehungskomponenten 
nach den Hauptaxen, die jetzt seinen N amen tragen SU). Auf diese 
Weise gelang es ihm nunmehr, die Dift'erentialgleichungen ffir die Be-

340) Phil. Trans. 47 (1762), p. 362; Segner erhielt davon Kenntnis durch 
eine Notiz in der Zeitschrift The Gentleman's Magazine, October 1764. Der 
Gedanke ist im 19. Jahrhnnderl von G. Fleuriais verwirklicht worden, Revue 
maritime et coloniale 91 (1886), p.412; 94 (1887), p.226 (auch als besondere 
Schrift Gyroscope collimateur, Paris 1887), Horizon gyroscopique, modele deli
nitif, Paris 1891; vgl. ferner VI II 8, Nr. 89 (0. w: Wirtz). 

341) A manual of applied mechanics, London 1868; von anderen Autoren 
werden die Deviationsmomente nach dem Vorgange von G. CarioUs auch Zentri
fugal'llWmente genannt. 

842) Dass diese Gleichnng dritten Grades, die im wesentlichen mit der 
Gleichung dritten Grades identisch ist, welche bei der Bestimmnng der Hanptaxen 
der Flll.chen zweiter Ordnung auftritt, stets drei reelIe Wurzeln hat, hat in voller 
Strenge erst J. L. Lagrange gezeigt, Berlin Mem. Annee 1778 = Oeuvres 8, 
p. 606; vgl. R. Baltzer, Theorie nnd Anwendung der Determinanten, 6. Aufl., 
Leipzig 1881, p. 212. 

348) Berlin Mem. Annee 1768 (1766), p. 182: Recherches SUI la connaissance 
mecanique des corps; mit dieser Abhandlung beginnt die sogenannte Geometrie 
der Massen, vgl. IV 4 (G. Jung); ebenda, p. 164: Du mouvement de rotation 
des corps Bolides autour d'nn axe variable; diese Abhandlnng ist auf Veran
lassnng von A. Cayley wiedera.bgedruckt worden in dem Quarterly Journ. 9 (1868), 
p.861. 

844) Berlin Mem. Annee 1768 (1766), p. 170. 



26. Dynamik starrer KOrper: Entatehungsgeschichte. 547 

wegung eines kraftefreien Kreisels mittels elliptischer Integrale zu 
losen, was er nach seinem Gestandnis vorher idr unmoglich gehalten 
hatte. 

Damit war der Grund fiir die Stereodynamik als einer selb
sta.ndigen Wissenschaft gelegt worden, und Euler beeilte sich, sie in 
der Theoria motus corporum solidorum seu rigidorum ausfiihrlich dar
zustellen j dieses Werk hatte er schon 1760 vollendet, es ist aber erst 
1765. zum Druck gelangtM~). In einer Reihe von Abhandlungen ist 
Euler auf den Gegenstand zuriickgekommen und hat Erganzungen zu 
dem Hauptwerke gegeben 1146). 

Da in den folgenden Nummem dieses Artikels ein eingehender 
Berieht iiber die Fortschritte gegeben werden solI, die die Dynamik 
starrer Korper durch und seit J. L. Lagrange gemacht hat, so moge 
es geniigen, hieriiber nur einige orientierende Bemerkungen vorauszu
schicken. 

Was die Anregungen von aussen betrifft, so ist vor aUem L. Fou
caults Gyroskop (1851) anzufiihren. Ferner haben am Schlusse des 
19. Jahrhunderts Probleme tier angewandten Mechanik dazu gefiihrt, 
dass die Dynamik der Systeme starrer Korper erheblich gefordert wurde, 
und es ist zu erwarten, dass bei der weiteren Entwicklung diese Systeme 
immer mehr in den V ordergrund treten und die jetzt erst vorhandenen 
zerstreuten Anslitze zu einer umfassenden Theorie vereinigt werden. 

Was die theoretische Dynamik selbst betrifft, so hat Lagrange 
nieht nur einen neuen Spezialfall gefunden, in dem sich die Diffe
rentialgleichungen der Bewegung eines starren Korpers durch Quadra
turen integrieren lassen, namlich die Drehung eines der Schwere unter
worfenen, homogenen Rotationskorpers um einen beliebigen Punkt 
seiner Axe, sondern auch die prinzipielle Seite tiefer erfasst und im 
besonderen bei der Herleitung der Eulerschen Gleichungen nicht
holonome Differentialausdriicke mit voller Erkenntnis des Sachverhalts 
benutzt. Neben Lagrange ist S. D. Poisson zu nennen, der die Dynamik 
des starren Korpers mit zahlreichen Einzeluntersuchungen bereichert hatj 
um einiges anzufiihren, hat er unabhangig von Lagrange denselben 
Sonderfall des Rotationsproblems erledigtM 8r.), die Theorie des Kreisels, 
der auf der Ebene spielt, nachdem sich Euler daran versucht hatte 

345) Siebe die Vorrede zur Theoria motua von W. J. G. Karsten, der den 
Druck beaorgt hatte. 

346) Hier sei nur genannt Berlin Mem. Annee 1760 (1767), p. 176; Petera
burg Nov. Comment. 20 ad annum 1775, p. 189, 208; weitere Angaben bei J. G. 
Hagen, Index operum L. Euleri, Berlin 1896, p. 35-45. 

346·) J. de rec. polyt. cab. 16 (1813), p. 247. 
Encyklop. d. math. WI •• ensch. IV 1; L 86 
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(Theoria motus p. 377, 538 der Ausgabe von 1790), mit Erfolg in 
Angriff genommen und zuerst eine allgemeine Theorie der StoBse 
starrer Korper aufgestellt. 

Gegenuber dem vorwiegend analytischen Verfah1'en von Lagrange 
uud Poisson kommt bei L. Poinsot (1834) die geomet1'ische Anschau
ullg zu ihrem Rechte; e1' hat, urn nul' das Wichtigste zu nennen, die 
Begriffe des Kraftepaares, des ImpulBes, des Tragheitsellipsoides und 
der auf einander rollenden Kegel zur Geltung gebracht; eine weitere 
AusbiIdung dieser Gedanken ist R. Balls Scbraubentheorie Aucb in 
dem Werke von F. Klein und A. Sommerfeld iiber die Theorie des 
Kreisels S46b) wird auf die anBcbauliche Erfassung des Bewegungsver
laufes in Raum und Zeit grosser Wert gelegt und eine Ubersicht 
iiber die Anwendungen des Kreisels gegeben; abel' dieses Werk geht 
insofern weiter als das Poinsotsche Vorbild, als auch die numerische 
Berechnung del' Lage mit den Methoden del' Prazisions- unO. del' 
Approximationsmathematik durchgefiihrt wird. Eine andere Erganzung 
Zll Lagrange bilden die Untersuchungen, die V. PonceletS41) und S. D. 
Poisson S48) iiber die bei System en stalTer Korper auftretenden Spall
nungen und Auflagerdrucke angestellt haben. Spater traten solche 
Betrachtungen in den Hintergrund; sie sind aber neuerdings, ver
anlasst durch die Bediirfnisse del' Technik, besonders von K. Hcun 549) 
wieder aufgenommen worden. Fur die Dynamik der Systeme starrer 
Korper kommen endlich auch die Begriffsbildungen in Betracht, die 
H. Hertz in seinen Prinzipien der Mechanik, Leipzig 1894: gegeben hat. 

Einen gewissen Gegensatz zu den im Vorhergehenden charakte
risierten Bestrebungen bilden die rein analytischen Untersuchungen 
zur Dynamik starrer Korper, die mit A. St. Rueb (1834) und C. G. J. 
Jacobi (1849) beginnen und fur die aus dem Ende des 19. Jahr-

346 b ) Unter einem Kreisel wird in diesem Werke ein der Schwere unter
worfener staITer Korper vertitanden, dessen Masse symmetrisch um eine Axe des 
Korperti vedeilt ist, und bei dem mittels einer geeigneten Vorrichtung ein auf 
der Symmetrieaxe gelegener Punkt im Raume festgehalten wird. Der wohl
bekannte, als Spielzeug benutzte Kreisel ist in diesem Sinne des W ortes kein 
Kreisel; seine Bewegung ist jedoch auch von Klein und Sommerfeld ausfiihrlich 
betrachtet worden. In neuester Zeit hat man begonnen, unter Kreisel einen be
liebigen starren Korper zu verstehen, auf den irgend welche Krafte wirken, wenn 
nur mittels geeigneter Vorrichtungen ein beliebiger Punkt des Korpers im Raume 
festgehalten wird, und hat zum Unterschiede den lI..1ein-Sollllllerfeldschen Kreisel 
als 8chweren sYlllllletrischen Kreisel bezeichnet. 

347) Cours de IDecanique appliquee, Metz 1826. 
348) J. de l'ec. polyt. ca.h. 21 (1832), p. 187. 
349) Jahresbel'. d. D. M.-V. 9 (1901), Heft 2; Arch. Math. Phys. (3) 2 

(1~01/1902), Po 57, 298. 
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hunderls besonders Sonja KowalewsT.i (1888) und ihre Nachfolger zu 
nennen sind. Sie erfordern jedoch so erhebliche funktionentheoretische 
Hilfsmittel, dass sie die Grenzen einer elementaren Dynamik iiber
schreiten; vgl. fiir sie IV 13 (P. Stiickel). 

26. Bedeutung der Mechanik starrer Korper fUr die gesamte 
Mechanik und Physik. Wenn der Punktmechanik eine weitgehende 
Bedeutung fiir die gesamte Mechanik und Physik zukommt (vgl. Nr. 2 
dieses Artikels), so gilt dasselbe fiir die Mechanik starrer Korper. 

Diese Bedeutung zeigt sich zunachst in der Mechanik der defm'
tnierbaren Kontintla, in der man sich vielfach auf die Mechanik der 
starren Korper stiitzt. Hat namlich ein deformierbarer Korper unter 
clem Einflusse der von Aussen her auf ihn wirkenden Krafte solche 
Formanderungen vollzogen, dass Gleichgewicht eingetreten ist, so 
denkt man sich zur Bestimmung des Gleichgewichtszustandes aus dem 
Korper einen beliebig begrenzten Teil abgesondert und sieht diesen 
voriibergehend als starr an. Wenn der herausgegriffene Teil starr 
gemacht wird, so erfahrt in der Tat das Gleichgewicht keine Storung, 
und die Bedingungen fiir das Gleichgewicht des erstarrten Teiles sind 
daher notwendige Bedingungen fiir das Gleichgewicht des betrachteten 
KontinuumsS50). Die Hauptaufgabe bei der Anwendung dieses Prin
zipes der Solidifikation besteht in der Bestimmung der Kriifte, die auf 
den herausgegriffenen, als starr gedachten Teil des Kontinuums wirken. 
Vielfach macht man die Annahme, dass fiir dies en Teil zu den von 
Aussen her wirkenden Kraften nur noch Krafte hinzutreten, die ihren 
Sitz in der Oberflache des abgegrenzten Teiles haben, und die man 
als Spannullgen bezeichnet, oder dass dies doch gilt, wenn man den 
herausgegriffenen Teil unendlich klein werden lasst851). 

Betrachtet man zum Beispiel das unendlich kleine Parallelepiped, 
das sich ~rgiebt, wenn man von dem Punkte x, y, s in der Richtung 
der Koordinatenaxen beziehungsweise urn dX, dy, ds fortgeht, so er
halt man die sechs Grundgleichungen, die in der Statik der deformier
ba,"en Korper zwischen den neun Komponenten der Spannungen ill 
den von dem Punkte x, y, s ausgehenden Seitenfliichen des Parallel-

81i0) Dass man notwendige Gleichgewichtsbedingungen eines beliebigen 
Systems erhii.lt, wenn man es starr macht, wird schon von J. L. Lagrange in 
der Mecanique analytique benutzt. Das Herausgreifen eincs Teiles des be
trachteten K6rpers aber scheint zuerst .A. L. Cauchy angewandt zu haben, Bull. 
soc. philomath. 1823, p. 9; Exerc. de math. 2 (1827), p. 108; vgl. auch W. Th01R

son und P. G. Tait, Handbuch 2, p. 96. 
851) Vgl. IV 23 (C. H .. ,lfUllet" und .d. Timpe), sowie etwa .A. Foppl, Festig

keitslehre, 3. Auf!. Leipzig 1905, erst~r Abschnitt: 
36* 
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epipeds bestehen. Sind tI", tI" tI, die Normalspannungen, wobei die 
Indizes die Richtungen angeben, in denen sie stattfinden, 'r"" 'r",; 
'r,., 'r,,,; 'r"" "'" die Tangential- oder Schubspannungen, wobei die ersten 
Indizes die Normale des betre1fenden Flichenelementes, die zweiten 
die Richtungen angeben, in denen sie stattfinden, und bezeichnet 
man noch mit X, .Y, Z die Komponenten der im Punkte x, '!I, • von 
Aussen her wirkenden Kraft, so !auten die Grundgleichungen: 

(1) T", = 'r,,,. "" = 'r", T,,, = """ 

Bedingungen fur das Gleichgewicht gegen Drehungj 

(2) [

0Il" + ~~II" + o'r", + X = 0 
Oil: oy OZ ' 

Oil, + o'r., + (h", + y = 0 oy OZ 011: ' 

Oil. + ~~". + o'r,. + Z = 0 os Oil: oy , 
Bedingungen fflr das Gleichgewicht gegen Verschiebung861a). 

Aus diesen Gleichungen gewinnt man sofon die Grundgleichungen 
der Kinetik der deformierbaren Kdrpe1", indem man postuliert, dass 
auf jeden ein~elnen Massenpunkt das t1 AZemberlsche Prinzip anwendbar 
sein soil: 

[ 

Oil" + ~'r~ + o'r", + X = ~'II: 
011: oy os " ot" 
011, + or., + ?~Zll + y = o·y oy os all: " ott, 
Oil, + o~z' + ?~~ + Z = ?~ oz all: oy " at' , 

(3) 

in denen " die spezifische Masse im Punkte x, '!I, • bedeutet86I). 

Die sechs Gleichungen (1) und (2) sind fur sich allein nicht 
ausreichend zur Bestimmung der neun unbekannten Spannungskom
ponenten, und man hat daher in jedem einzelnen Falle zu fragen, 
wie sich aus der besonderen Bescha1fenheit des betrachteten Kontinuums 
weitere Gleichungen fur die Spannungskomponenten gewinnen lassen, 
und dasselbe gilt in der Kinetik fur die Gleichungen (1) und (3); 

861&) Man vergleiche auch die ausfiihrlichere Darstellung bei W. Voigt, 
Kompendium der theoretischen Physik 1, Leipzig 1895, p. 219-225. 

862) Wesentlich verschieden von der im Texte dargelegten Betrachtunga
weise Bind die Untersuchungen, bei denen man aus dem Ausdrucke dar kinetisch8ll 
Energie sines deformierbaren Systems die zugeMrigen Lagrangeschen Dilferential
gleichungen ableitet; vgl Nr. 2 dieses Artikels. 
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auch treten noch kinematische Bedingungsgleichungen hinzu, die den 
Zusammenhang des Kontinuums zum Ausdruck bringen. 

In der Elastizitiitslehre besteht die besondere V oraussetzung fiber 
die Beschaffenheit der betrachteten Korper darin, dass zwischen den 
Spannungen und den mit ihnen verknupften Deformationen lineare 
Beziehungen angenommen werden, also im einfachsten Falle das 
Hookesche Gesetz; vgl. IV 23 (C. H. Miiller und A. Timpe). Dasselbe 
gilt fUr die klassische Optik, die ja durchweg auf Betrachtungen aus 
der Elastizitiitstheorie beruht, und auch die Gleichungen fur die 
Polarisationen des Athers, die in der Faraday-Maxwellschen Theorie 
des Elektromagnetismus auftreten, lassen sich in das Schema der 
Gleichungen (3) einordnen; fiir die Einzelheiten muss auf Band V 
(Mathematische Physik) verwiesen werden. 

Aber nicht nur bei der Untersuchung kontinw'erlich ausgedehnter 
Korper, sondern auch bei den -Ll1olekulartheorien der Materie kommt 
die Mechanik der starren Korper zur Geltung. In der Elastizitiits
theorie hat sich die Annahme, dass ein elastischer Korper ein dicht
gedrangter Haufen punktiormiger Anziehungs- und Abstossungszentren 
sei, als unzureichend erwiesen 853), und es hat daher schon S. D. 
Poisson die Vorstellung ausgebildet, dass man die Molekule als starre 
K6rper anzusehen habe, zwischen denen nicht nur Zentralkriifte, 
sondern auch Kraftepaare wirken 3M); diesen Gedanken hat neuer
dings W. Voigt mit Erfolg wieder aufgenommen S~5). Zu erwahnen ist 
ferner, dass man das Bild, die kleinsten Teilchen der Materie seien 
Drehkreisel, zur Erklarung der Elastizitatserscheinungen 856) und der 
optischen Erscheinungen, im besonderen der Drehung der Polarisations
ebene des ;Lichtes im magnetischen Felde benutzt hat 351). Auch 

363) Die Entwicklungsgeschichte dieser Ideen findet man in dem Artikel 
IV 23 (C. H. Muller und A. Timpe). 

354.) J. de I'Gc. polyt. cah. 20 1)831), p. 1; Paris Mem. 18 (1842), p. 3. 
355) GMt. Abh. 34 (1887), p. 1. 
356) W. J. M. Rankine, Edinburgh Roy. Soc. Trans. 20 (1850), part. 2; 

Phil. Mag. (4) 2 (1851\ p. 509. 
367) Auf dieser Grundlage hat lV. J. M. Rankine, Phil. :.'Ifag. (4) 6 (1853), p. 403 

= Misc. scient. papers, London 1881, p. 156 im Gegensatz zu der alten Yibrations
theorie eine Oszillatiollstheorie des Lichtes entwickelt. Fiir die Anwendung auf die 
magnetische Drebung der Polarisationsebene des Licbtes siehe C. Neumann, Die 
magnetische Drehung der Polarisationsebene des Lichtes, Halle 1863 und W. Voigt, 
Ann. d. Phys. 23 (1884), p. 493; fiir diese AuffasBung iiberbaupt vgl. die populltre 
Darstellung bei J. Perry, Spinning tops, London 18!JO, deutsch Yon A. Walzel: 
Drehkreisel, Leipzig 1904, sowie O. J. Lodge, Neueste Anscbauungen der Elek
trizitat, deutsche Ausgabe, Leipzig 1896 und H. E. J. G. du Bois, Ann. d. Phys. 
(4) 13 (1904), p.289. 
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W Thomsons kinetisc'he Theone del' lJ[aterie ist hier zu nennen; dieser 
konstruierte Systeme durch Gelenke verbundener Gyrostaten, die sich 
ausserlich genommen wie elastische Korper verhalten, und stellte iihn
liche Betrachtungen fiir die Gravitation an 358). Endlich werden in 
der neuesten Phase der theoretischen Physik die Elementarbestandteile 
der Materie, die Elektronen, gelegentlich wieder als starre Korper 
(Kugeln oder Ellipsoide) angesehen. 

A. Der einzelne starre Korper: Allgemeine Theorie. 

Vorbemerkung. Da es leider in der Dynamik des stan'en 
Korpers keine allgemein angenommenen Bezeichnungen giebt, Bollen 
die hier benutzten Bezeichnungen vorweg iibersichtlich zusammen
gestellt werden; fiir die genauere Erklarung werde auf die folgenden 
Nummern 28 und 29 verwiesen. 

1) Die im Raume festen rechtwinkligen Cartesisc'hen Kool'dinaten 
heissen ~, 'I}, ~, die im Korper festen Koordinaten x, y, z; ihre An
fangspunkte .Q und 0 brauchen nicht zusammenzufallen. Die gegen
seitigen Richtnngscosinus zeigt das folgende Schema: 

x y z 

; a'1 a2 as 
'I} b1 u~ bs 
i' c1 c2 fa ~ 

Die neun Richtllngscosinus sind Funktionen del' drei Eulcl'schen 
lVinkel {to, 1/J, cp, und zwar bedeutet (wenn die Anfangspunkte .Q, und 
o zusamrnenfallen): 

{to die Neigttng der ~-Axe gegen die z-AJf..e, 
1/J die sogenallnte Lange del' Knotenlinie, namlich den Winkel, den 

die Schnittgerade der ;'1}- und der xy-Ebene mit der ;-Axe bildet, 
cp daB Azimttt des Korpers, namlieh den Winkel, urn den man 

die Knotenlinie drehen muss, damit Bie mit der x-Axe zusarnmenfii.llt. 
Fiir aIle konkreten Anwendungen ist es unerliisslieh, Ver

abredungen iiber den Sinn dieser Drehungen zu treffen; in der 
theoretischen Mechanik ist es ublich, den Sinn des Uhrzeigers zu 
wahlen, und an dieser Gewohnheit Boll aueh hier festgehalten werden; 
die Astronomen bevorzugen den umgekehrten Sinn. 

358) Brit. Ass. Reports (Montreal 1884), London 1885, p.613; vgl. auch 
V 1, Nr. 26 (A. Voss) Bowie V 27 (A. Sommerfeld und G.lIfie). 
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Mit den Eulerschen 'Vinkeln sind die neun Richtungscosinus 
durch die Gleichungen verbunden: 

a1 = cos f{! cos 1/1 - sin q; sin 1/1 cos {}O, 

a2 = - sin f{! cos 1/1 - cos q; sin 1/1 cos {}O, 

as = sin 1/1 sin {}oj 

b1 = cos f{! sin 1/1 + sin q; cos 1/1 cos {}o, 

b~ = - sin f{! sin 1/1 + cos q; cos 1/.' cos {}o, 

ba = - cos 1/1 sin {}o; 

c1 = sin f{! sin {}o, 

c2 = cos f{! sin {}o, 

cg = cos {}O. 

Dreht sich del' starre Karpel' urn einen 1m Raume festen Punkt, 
so heisse diesel' immer 0; wenn nicht ausdrlicklich etwas anderes 
verabredet wird, sollen alsdann die Axen del' x, y, !if immer die 
Hauptaxen des Karpel's flir den Punkt 0 sein. 

2) Die Gesamtmasse des Karpel's sei m. Ferner seien die Koordi
naten seines Sc1ncerpunktes S gleich ;0' 1/0' ~; xo, Yo, zo, und seine 
Haupttriigheitsmomcnte in bezug auf 0 gleich A, B, C. 

3) Die Schraubungsgeschwindigkeit des starren Korpers 'habe in 
bezug auf die ;, 1j, ~ die Koordinaten ~, ii, tj 77:, X, Q und in bezug 
auf die x, y, z die Koordinatell u, v, U'; p, q, 1'. Sie setzt sich aus 
der Translationsgcsr:/twindigkeit \) und del' instantanen Drehgeschwin
dig/wit lU zusammen. 

4) Die Impltlsdynamc habe beziehungsweise die Koordillaten 
=11 Hl1 ZI j /1.11 MlI Nl und Xli YlI ZI j L 1 , JJfl' N1 ; del' Impuls 
setzt sich aus dem Schiebcstoss ~ und dem Drehstoss :tl zusammen. 

f)) Die Dynmne del' iiusseren Krii(tc habe beziehungsweise die 
Koordinatell -=, H, Z; 1\, M, N und X, Y, Z; L, JJI, N; diese Dy
name setzt sich aus del' 1'esultierenden Einzelkra(t St und dem ?'esul
tierenden Drchmomente W~ zusammen. 

27. Bemerkungen zur Statik des starren Korpers, Da libel' 
die elementare Statik des starren Karpel's bereits in dem dritten Ab
schllitt des Artikels IV 2 (H. E, Timerding) berichtet worden ist, 
8011en hier nul' einige erganzende Bemerkungen hinzugefligt werdell. 

In del' elementaren Statik wird gelehrt, wie man bei gegebenen 
Bedingungen die Gleichgewichfslagen des starren Korpers bestimmen 
kann, Aus den Gleichungen, die sich dabei ergeben, kann man jedoch 
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schon bei einfachen Aufgaben die zugehOrigen Reaktionen nicht be
rechnen. Dies gilt zum Beispiel bei dem Gleichgewicht eines mit 
Gewichten belasteten vierbeinigen Tisches fUr die Reaktionen, die 
zwischen den Tischbeinen und dem Fussboden stattfinden 859). Frilher 
hat man sich ofters bemfiht, diese Unbestimmtheit durch die Auf
stellung besonderer Gesetze, zum Beispiel in der Gewolbetheorie durch 
das sogenannte Gesetz des kleinsten Widerstandes, zu beseitigen, 
ohne das Bild des starren Korpers aufzugeben; heute weiss man, 
dass alIe solche Bemiihungen, wenigstens in dieser Form, verfehlt 
waren 860). Bei den sogenannten statisch tmbestimmten Problemen hat 
man eben die Idealisierung zu weit getrieben, und die LOBung 
ergiebt sich, wie schon L. Euler erkannt hat, wenn das betrachtete 
System nicht als starr, sondern als elastisch angesehen wird, wenn man 
also zum Beispiel bei dem vierbeinigen Tische annimmt, der Fuss
boden erfahre Deformationen, die den Drucken proportional sind 861). 

Dabei ist der Umstand von besonderer Wichtigkeit, dass die Glei
chungen zwischen den Reaktionen, die die Statik des starren Korpers 
liefen, auch wenn man das betrachtete System als elastisch aDsieht, 
als notwendige Bedingungen des Gleichgewichtes bestehen bleibenj der 
Ausdruck statisch unbes~mmt bedeutet also nicht etwa, dass man liber 
die Reaktionen beim starren Korper gar nichts aussagen kann, vielmehr 
ist, wie es der Natur des starren Korpers entspricht, die resultierende 
Einzelkraft und das resultierende Moment der Reaktionen stets .oll
stiindig bestimmt. 

Dass man sich bei gewissen Problemen aus del' Statik des 

359) Dass die Statik des starren Korpers versagt, wenn sich ein schwerer 
starrer KUrper in mehr als drei Punkten auf eine horizontale Ebene stiitzt, und 
bei drei Punkten, wenn diese in gerader Linie liegen, hat wahl zuerst J. d' Alelll
bert bemerkt, Opuscules math. 8, Paris 1780, p. 36-40. Das im Text angefiihrte 
Beispiel des mit Gewichten belasteten vierbeinigen Tisches ist schon von L. Eule,' 
untersucht worden, Hindenburgs Archiv der reinen und angewandten Mathematik 1 
(1795), p. 74. Dann hat N. H. Abel, J. f. Math. 1 (1826) = Oeuvres, 2. ed. 1, 
p. 96, im Anschluss an eine Abhandlung von A. L. Crelle, von neuem darauf 
hingewiesen, dass die Aufgabe, den Druck in den drei Stiitzpunkten einer mit 
Gewichten belasteten horizontalen Ebene zu finden, keine bestimmte Losung 
habe, sobald die drei Stiitzpunkte iu eine Gerade fallen. Es verdiente genauer 
festgestellt zu werden, wie sich die Lebre von den sogenannten statisch un
bestimmten Systemen im Laufe des 19. Jahrhunderts entwickelt hat; eine uner
ll!.ssliche Vorbedingung dafiir ware freilich, dass erst einmal eine Geschichte d~r 
Btatik des sta"et, Kiirptrs illl 18. Jahr1lundert geschrieben w\irde. 

860) Vgl. etwa A. FOppl, Festigkeitslehre, 3. Aufi., Leipzig 1906, p. 4. 
361) Vgl. die Darstellung bei P. Appell, Mecanique 1, p. 148, wo Bich auch 

noch andere Beispiele finden. 
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starren Korpers genotigt sieht, die Elastizitiitstheorie heranzuziehen, 
wird manchmal mit der Behauptung begriindet, bei absolut festen 
Korpern konne von Reaktionen iiberhaupt nicht die Rede sein; denn 
die Begriffe starr und reagieren widerspriichen eillander. Rier liegt 
jedoch eine Verwechslung zwischen Mechanik (im engeren Sinne des 
Wortes) und Physik VOl'. In die Physik gebOrt niimlich die Frage, 
wie die Reaktionen eines festen Korpers, den man zu einem starren 
idealisiert hat, tatsiichlich zustande kommen. In der Mechanik aber 
liegt gerade der grosse Fortschritt, den wir d' Alembert verdanken, 
darin, dass die aus den Verbindungen hervorgehenden Reaktionen 
eingefiihrt werden, ohne dass nach ihrer pkysikalischen Legitimation 
gefragt wird. 

E. Budde hat die Lehre von den Fallen, in denen das Gleich
gewicht eines starren Korpers statisch unbestimmt wird, in grosser 
Allgemeinheit behandelt 862). Zwischen den sechs Lagrangeschen 
Koordinaten eines starren Korpers, etwa den drei Cartesischen Ko
ordinaten seines Schwerpunktes und den drei Eulerschen Winkeln, 
mogen n voneinander unabhiingige Bedingungsgleichungen bestehen, 
wo n kleiner als sechs ist; sie mogen dadurch realisiert werden, dass 
vorgeschrieben wird, n im Korper feste Fliichen (die sich auch auf 
Punkte reduzieren Mnnen) sollen stets n im Raume feste Fliichen 
beriihren. Jede dieser Bedingungen liefert eine Zwangskraft, so dass 
man 3n Zwangskomponenten zur Verfiigung hat. Als Bedingungen 
des Gleichgewichts (ohne Reibung) ergeben sich aber 6 + 2n Glei
chungen, und da in diesen die Werte der 6 - n freien Koordinaten 
und der 3n Zwangskomponenten als Unbekannte anzusehen sind, so 
hat man ein statisch bestimmtes Problem. 

Jetzt kann man weitere Bedingungsgleichungen in endlicher 
oder auch unendlicher ZahI hinzufiigen, die, analytisch betrachtet, 
bereits aus den n urspriinglichen Bedingungsgleichungen folgen, 
also keine neue Beschriinkung der Beweglichkeit des Korpers be
deuten, die aber, mechanisch gedeutet, die Forderung enthalten, dass 
gewisse neue, im starren Korper feste Fliichen stets gewisse im 
Raume feste Flachen beriihren. Derartige Bedingungen bezeichnet 
Budde als tautologische Kontakte. Sie Iiefern je drei Zwangskom
ponenten. Die Gleichgewichtsbedingungen ergeben jedoch immer nur 
6 + 2n Gleichungen zwischen den freien Koordinaten und den Zwangs
kriiften, und man hat daher jetzt mehr Unbekannte als Gleichungen. 
Aus diesen Gleichungen lassen sich stets die Gleichungen herleiten, 

362) Meebanik 2. p. 930. 
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die zwischen den 6 - n freien Koordinaten bestehen und die Gleich
gewichtslagen liefern 362a). Die iibrigen 3n Gleichungen zwischen den 
Zwangskomponenteu reichen zu deren vollstandiger Bestimmung nicht 
aus. Da jedoch in dem System dieser 3n Gleichungen Untersysteme 
enthalten sein konnen, in denen ebensoviele Unbekannte wie Glei
chullgell vorkommen, so kann es sich im FaIle tautologischer Kon
takte ergeben, dass ein Teil der Zwangskomponenten bestimmte Werte 
hat; allein es muB stets wenigstens bei einem Teil der Zwangskompo
nenten Unbestimmtheit eintreten. 

Auch bei Aufgaben mit Reibung wird durch tautologische Kon
takte im allgemeinen Unbestimmtheit del' Reaktionen hervorgerufen 363). 

28. Vorbereitungen zur Kinetik des starren Korpers. 
In dieser Nummer sollen die Begriffe und Lehrsatze aus der Geo

metrie, Massengeometrie und Kinematik, die zum Aufbau der Kinetik 
des starren Korpers erforderlich sind, Ubersichtlich zusammengestellt 
werden. Dabei wird sich zugleich die Moglichkeit ergeben, diese Dis
ziplinen, iiber die in den Artikeln IV 2 (HE. Timcrding), IV 3 (A.Selwen
flies und M. Griibler) und IV 4 (G. Jung) getrennt berichtet worden 
ist, miteinander in Verbindung zu bringen; auch sollen einige Ergan
zungen hinzugefiigt werden. 

28a. Lage und Beweglichkeit. Die Lage eines Massenpunktes P Q 

des starren Korpers Iasst sich durch seine rechtwinkligen Cartesischen 
Koordinaten in bezug auf ein im Raume festes System del' ;, 1), ~ 

mit dem Anfangilpunkte .Q, bestimmen. Wenn man drei Punkte des 
starren Korpers durch ihre Koordinaten festlegt, ergiebt die Forderung 
der Stan'heit drei Bedingungsgleichungen zwischen den neUll Koor
dinaten, und da fUr jedell weiteren Punkt drei Koordinaten und drei 
Bedingungsgleichungen del' Starrheit hinzutreten, so hat ein starrer 
Karpel' hOehsteus sechs Gmde del' Freiheit, d. h. die Mannigfaltigkeit 
del' mit den etwa vorgeschriebenen Zwangsbedingungen vertraglichen 
Lagen im Raume, die er einnehmen kann, hlingt hochstens von sechs 
ullabhiingigen Veranderlichen oder Lagekourdinalen ab; ist der Karpel' 
im Rau111e (rei bcU'eglich, so sind es genau sechs. Die Mannigfaltig
keiten del' zulassigen Lagen liefern einen ersien Grund zur Einfeilul1fJ 
del' Probleme der Stereokinetik. 

362") Diese Gleichgewichtslagen konnen in der Mannigfaltigkeit der 6 - n 
freien Kool'dinatell diskrcte Stel/en bilden; es giebt abcr nuch Falle, wo kOIl
tinuierlicl~ Polgm von Gleichgewichtslagen vorha.nden sind, 80 dass Bchon bei der 
Bestimmung der Gleichgewichtslagen eine gewisse Unbestilllmtlleit eintreten kann. 

a63) Crber die Schwierigkeiten bei der Reibung vgl. E. BI/dde, Mechanik 
2, p. 934. 
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Einer jeden Mannigfaltigkeit von zulassigen Lagen entspricht eine 
Schar von Bewegungen des freien starren Korpers. Aus diesen Scharen 
wird man diejenigen herausheben, denen die ,,(rl'lI]lpeneigenschaft" zu
kommt; das gilt zum Beispiel fur die Gesamtheit aUer Translationen 
und fiir die Gesamtheit aller Drehungen um einen festen Punkt. 
O. Jordan hat alle kontinuierlichen Gruppen aufgestellt, die sich aus 
reellen Bewegungen des Raumes bilden lassenS6-l), und F. Klein em
pfiehlt, bei einem jeden Problem aus del' Kinetik des gebundenen 
starren Korpers zunachst die kleinste Gruppe von Bewegungen zu 
ermitteln, die die zugehOrige Schar zullissiger Bewegungen umfasst, 
und bei del' A.ufstellung del' kinetischell Gleichungen jeweils von 
diesel' Gruppe auszugehen 360). 

Wahrelld die grosse Menge von Moglichkeiten, die bei den end
lichen Bewegungen eines starren Korpers vorhanden sind, bisher noch 
keine systematische Untersuchung erfahren hat, ist die Lehre von den 
infinitesimalen oder, wie man hier zu sagen p£legt, den elementaren Be
wegungen zu einem gewissen A.bschlusse gelangt, wenigstens soweit die 
linearen Glieder ausschlaggebend sind. Bei diesel' wesentlichel1 Beschran
kung bildet die Gesamtheit del' mit den Bedingnngen vertriiglichen in
finitesimalen Bewegungen, die ein starrer Korper von einer gegebenell 
Lage aus vollfiihrell kann, im Sinne von R. St. Ball ein lineares Schl'auben
system erster bis sechster Stufe 366); die von Ball begonnene Diskussion 
del' linearen Schraubensysteme ist neuerdings von E. Study vollstandig 
erledigt worden 367). F. Klein hatte eine A.usgestaltung diesel' geo
metrischen Untersuchung nach del' mechanischen Seite hin angeregt363), 
indem er auf den Mechanismus hinwies, dUl'ch den }Jr. Thomson und 
P. G. Tait die elementaren Bewegungen eines starren Korpel's mit 
fiinf Graden del' Freiheit realisiert haben 869), und aufforderte, ahn
liche Konstruktionen fiir die anderen FaIle anzugeben. In der Tat hat 
A. Gri nwald bald darauf einfache Mechanismell kOllstruiert, mittels dereIl 

364) Ann. di mat. (2) 2 (1868), p. 168, 320; vgl. E. Study, l\Iath. Ann. 39 
(1891), p. 486 und S. Lie, Theorie del' Transfol'mationsgruppen 3, Leipzig 1893, 
p.385. 

365) Zeitschr. :Math. Phys. ,J,7 (HI02), p. 265. 
366) Eine zusammenfassende Dal'stellung seiner Untersuchungen hat R. St. Ball 

in dem 'Yerke: Theory of screws, Cambridge 1900, gegeben; vgl. im iibrigen 
IV 2, Abschnitt 11 (E. H. Timel·ding). 

367) Geometrie del' Dynamen, Leipzig 1903 (die erste Lieferung, auf die es 
hier ankommt, war schOll 11101 erschienen); vgl. fur die linearen Schraubensysteme 
auch .A.. Griillll:ald, Zeitschr. Math. Phys. 4~ (1902), p. 48; 49, (1903), p. 211. 

368) Zeitschr. lIath. Phys. 47 (1902), I). 253. 
369) Treatise, 2. ed. I, p. 155. 
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man die lineareb infinitesimalen Bewegungen fiir aUe Freiheitsgrade 
erhalt; es sind idr den Grad 1: Schraubenmutter :und Schieber,' fiir den 
Grad 2: Schraubenzwilling, Schraubenschieber und Doppelschieber, fur 
den Grad 3: Schraubendrilling, Hacher Drilling und Schraubenzwillings
schieber, fiir den Grad 4: Muff am Stift, Kreuzdoppelschieber und 
Muffdoppelschieber, fiir den Grad 5: Mutter am Doppelstift und Prisms 
am Doppelstift 870). 

H. Hertz hat die Aufmerksamkeit darauf gelenkt, dass der Grad 
der Beweglichkeit im Unendlichkleinen mit dem Grade der Beweglich
keit im Endlichen nicht notwendig iibereinstimmtS71). Die "Uberein
stimmung findet statt, wenn sich die Zwangsbedingungen durch endliche 
Gleichungen zwischen den Lagekoordinaten des Korpers ausdriicken 
lassen (holonome Systeme). Wenn jedoch, wie beim Rollen eines 
starren Korpers auf einer Unterlage (siehe Nr. 31 und 38 dieses Ar
tikels) die Bedingungen in der Form nichtintegrabler linearer Glei
chungen zwischen den Differentialen der Lagekoordinaten erscheinen 
(nichtholonome Systeme), wird durch die Beschrankung im Infinitesi
malen keine Verminderung der Grade der Freiheit im Endlichen 
bewirkt; durch den Zwang wird dann nur die Art der Uberfiihrung 
des Korpers von einer zulassigen Lage in eine andere beschrankt, 
vgl. Nr. 16 dieses Artikels. In der Unterscheidung zwischen holonomen 
und nichtholonomen Problemen Iiegt ein zweitcr Einteilungsgrund fiir 
die Probleme der Stereokinetik. 

Bs ware unzweckmassig, als Lagekoordinaten eines frei beweglichen 
stan'en Korpers sechs unabhangige Koordinaten aus den neun Koordi
naten der vorher erwiihnten drei Punkte zu nehmen. Bei den Pro
blemen der elementaren Kinetik pHegt man vielmehr in dem Korper 
zunachst einen Bezugspunkt 0 zu wahlen, dessen Koordinaten nach den 
Axen der ~,'t}, ~ mit ;*, 't}*, ~* bezeichnet werden mogen. Kennt man 
die Bewegung des Bezugspunktes, so bleibt es iibrig, die Lage des 
Korpers gegen ein Koordinatensystem del' ;11 't}11 ~1 zu bestimmen, 
dessen Anfangspunkt der Punkt 0 ist, und dessen Axen den Axen der 
;, 't}, ~ parallel laufen. Zu diesem Zwecke betrachtet man ein im 
Korper festes System del' x, y, s mit dem Anfangspunkte 0 und be
stimmt seine Lage gegen die Axen der ~, 't}, ~ durch die sogenannten 
Eulerschen 'Winkel -tt, t/J, 9'; vgl. die Vorbemerlcung zu dies em Abschnitt. 
L. EUler, der dieses Yerfahren in einer Abhandlung aus dem Jahre 1758 
angegeben hatS7!), war iibrigens zu den Winkeln, die die gegenseitige 

370) Zeitschr. Math. Phys. 62 (1906), p. 229. 
371) Mechanik, Leipzig 1894. 
372) Berlin Mem. Annee 1768 (1766), p. 104. 
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Lage zweier rechtwinkliger Koordinatensysteme mit demselben All
fangspunkte festlegen, schon 1748 bei der Leme von der Koordinatell
transformation jm Raume gelangt S7S). 

Die Eulerschen Winkel lassen sich sehr 
einfach durch die sogenannte Cardanische 
Au{ltiingung veranschaulichen S7i), vennittels 
deren sich ein starrN' Korper um einen 
festen Punkt beliebig drehen kann 376). 

Ais Lagekoordinaten des frei beweg
lichen starren Korpers erscheinen bei dem 
soeben entwickelten Verfahren die drei Koor
dinaten des Bezugspunktes ;*, 1]*, ~* und 
die drei Eulerschen Winkel -It, 1/1, q>j sind 
Zwangsbedingungen vorhanden, so hat man 
diese durch Gleichungen zwischen den Ver
anderlichen aHein oder zwischen den Ver
anderlichen und deren Differentialen aus
zudriicken. 

Statt der drei Eulerschen Winkel hat 
J. L. Lagrange 1773 die neun Richtungs
cosinus der beiden Koordinatenkreuze al , •.. , 

c2 eingefiihrt 376). In der elementaren Kinetik 
des starren I\orpers wird man bei der Ver
anschaulichung des Bewegungsverlaufes mit 
V orteil die Eulerschen Winkel beibehaltenj Fig. 4. 

dagegen ist es niitzlich, die in der Vor-
bemerkung zu diesem Abschnitt angegebenen Gleichungell zwischen den 
Richtungscosinus und den Eulerschen Winkeln zu kennen. 

Statt des im Korper festen Koordinatensystems der x, y, f! fiihrt 
man auch gelegentlich Koordinatensysteme ein, die gegen den Korper 

373) Introductio in analyain infinitorum, Lausanne 1748. Appendix, cap. 4: 
De immwtatione coordinatarum j die Eulerschen Winkel ergeben aich, indem daa 
System der 61' 1l .. t1 in daa Syatem der x, y, z durch drei auf einander folgende 
Drehungen urn eine Axe iibergefiihrt wird. 

374) Vgl. H . v. Helmholtz, Dynamik, p. 331. 
376) H. Cardantls, De 6ubtilitate, Niirnberg 1660, liler 17, bezeichnet die 

Aufhangung als eine alte Erfindung. Nach M. Berthelot, Paris C. R. 111 (1890), 
p.936, ist sie schon im 12. Jahrhundert nachzuweisenj vgl. auch 11'1. Cantor, Vor
lesungen iiber Geschichte der Mathematik 2, 2. Aufi., Leipzig 1900, p. 516. 

376) Berlin N ouv. Mem. annee 1773 = Oeuvres 2, p. 679 j vgl. auch L . Euler, 
Petersburg Nov. Comment. 20 ad ann. 1776 (1776), p. 189 = Theoria motus, deut8che 
Obersetzung von J. Ph. Wolfel's, p. 657. 
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eine bekannte Bewegung baben, zum Beispiel sich um eine im Korper 
feste Axe mit konstanter Winkelgesehwindigkeit drehen; vgl. Nr.30 
und 38. An die Stelle der Eulerschen Winkel treten dann andere 
Grossen, die die Lage des beweglichen Koordinatensystems gegen das 
im Raume feste System der g, t], t festlegen. 

28 b. lIassenverteilung. Zu den geometrischen Begriffen tritt 
jetzt der Begriff der Masse hinzuj vgl IV 4, Nr. 1, 2,21 (G. Jung). 
Befindet sich im Punkte Pa das Massenelement dma , so lieferl das 
fiber den Korper zu erstreckende Integral 

fdma 

die Gesamtmasse m des Korpers 877). Die Momente erster Ordnung 
lD Bezug auf den Punkt 0: 

fXadma , fYadma, fzadma 

verschwinden fiiI' den Massenmittelpunkt . oder Sckwerpunkt S des 
Korpers 878). Bildet man die Momente zweiter Ordnung in Bezug 
auf 0: 

flYa! + z(2) dma = A, Jcsas+ x(2) dma= B, !(Xa" + Y(2) dma= C, 

.fYazadm" = D, .fsaxadma = E, JXaYadm,. = F, 

so ist das Triigheitsmoment K des Korpers in bezug auf eine beliebige 
durch 0 gehende Axe gleich dem reziproken Quadrat des auf der 
Axe liegenden Halbmessers des Cauc/tyschen Ellipsoides: 
(1) AX2+ By2+ Css- 2Dys - 2Esx - 2Fxy = 1. 879) 

877) Das Zeichen mist gewiihlt worden, weil M bereits eine Komponente 
des resultierenden Drehmomentes IDl der au.lleren Krafte bedeutet. Bei manchen 
Autoren iet dieser Umstand iibersehen worden, nnd es :linden sich alsdann Glei
chnngen, wie 

M = - MUl sin .ft sin 'P 

(A. O. Webster, Dynamics, p. 276, Gl. 66), in denen derselbe Buchstabe auf der 
linken und auf der rechten Seite zwei ganz verschiedene BedeutungeJf" hat. 

878) Die franzllsischen Autoren sagen haufig centre d'inertie; centrum inertiae 
scheint von S. Kiitlig, Nova Act. Erudit. Lips. 1788, p. 84, eingefiihrt worden zu 
sein, der sich ffir den Ausdruck inertia auf J. Kepler nnd Ok,-. Wolf beruft; auch 
L. Eul~r gebraucht in seiner grnndlegenden Abhandlnng Berlin Mem. ann';e 
1768 (1761», p. 134, die Bezeichnnngen centre d'inertie nnd centre de masse. Eng
lische Autoren sagen centre of mas8 oder auch centroid. 

879) Exercices de math. 2. annee, Paris 1827 = Oeuvres (2) 7, p. 127; wie es 
scheint, ist L. POifl80t unabhil.ngig von Oauihy ebenfalls zu dieaem Ellipsoid ge
langt, siehe Theorie nouvelle de la rotation des corps, Paris 1884 = J. de math. 
(1) 16 (1851), p. 58. 
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Bei dem einzelnen starren Korper ist es vorteilhaft, als Axen der 
x, tI, z drei auf einander senkrechte Hauptaxen des Ellipsoids zu nehmen, 
sodass die .A, B, C die Haupttriigheitsmomente fiir 0 werden, wahrend 
die D, E, F verschwinden; wenn dagegen der Korper als Glied eines 
Systemes auf tritt, so ist diese Wahl im Allgemeinen nicht zweck
ma6ig. N aeh dem Vorgange von L. Euler 880) Betzt man haufig 
K = mk2; k wird als Gyrationsradius, Tragheitsradius oder auch, 
nach L. Poinsot, als Triigheitsarm bezeichnetS81). 

1m folgenden sollen die Ausartungen der Massenverteilung aus
geschlossen werden, bei denen eines oder mehrere der Haupttriigheits
momente verschwinden; Korper dieser Art sind etwa eine unendlich 
diinne Scheibe oder ein unendlich diinner Stab. In diesen Grenz
fallen, die fur die Elastizitatstheorie von Bedeutung sind, lasst sich 
das stereodynamische Problem leicht durch ein aquivalentes Problem 
der Punktdynamik ersetzen. 882) 

Die Grossenbeziehungen zwischen den Haupttragheitsmomenten 
liefern einen dritten Einteiltmgsgrund fiir die Probleme der Kinetik 
des starren Korpers, der besonders bei der Bewegung um einen festen 
Punkt zur Geltung gelangt. Abweichend von dem Sprachgebrauche 
des taglichen Lebens bezeichnet man in der Dynamik einen solchen 
Korper als einen Kreisel 346b); um Verwechslungen zu verhiiten, solI 
im Gegensatze hierzu der auf horizontaler Ebene spielende, unten in 
eine Spitze auslaufende Rotationskorper ein Spielkreisel genannt werden. 

N ach den Grossenbeziehungen zwischen den Haupttragheits
momenten A, B, C in bezug auf den festen Punkt 0 unterscheidet 
man drei Arten von Kreiseln. 

1st A = B = C, so hat man einen Kugelk1·eisel 888) vor sich. Man 
sagt dann auch, der Korper besitze kinetische Symmetrie in bezug aUf 
den Punkt 0 384). Korper dieser Art sind, in bezug auf ihren Mittel
punkt, die homogene Kugel und die homogenen regularen Korper. 
Mit ihnen sind jedoch die FaIle der kinetischen Symmetrie noch nicht 
erschopft. Bei der Untersuchung der Frage, ob ein gegebener Korper 
Puukte besitzt, in bezug auf die die Gleichung A = B = C gilt, kommt 

380) Theoria motu8, cap. 5. 
381) Theorie nouvelle, Paris 1834 = J. de math. (1) 16 (1851), p. 73. 
382) Vgl. etwa P. Stiickel, J. f. Math. 107 (18!lO\ p. 343. 
883) Der Sache nach tritt der Kugelkreisel schon bei L. Euler auf, der 

ihm die Kapitel 11 und 14 der Theoria motus gewidmet ha.t; der Na.me aber 
scheint zuerst von F. Klein und ..4. Sommerfeld, Theorie des Kreisels, p. 234, 
eingefiihrt worden zu sein. 

884) W. Thmn801! und P. G. Tait, Handbuch 1, p. 228. 
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es auf die Haupttragheitsmomente fU.r den Schwerpunkt an. Sind 
diese ungleich, so giebt ee fiberhaupt keinen solchen Punkt. Sind aIle 
d.rei einander gleich, so iet der Schwerpunkt der einzige Punkt der 
verlangten ArtS85). Sind aber nur zwei einander gleich, so giebt es 
solche Punkte dann und nur dann, wenn das ungleiche Moment grosser 
ist als die beiden gleichen, wie das z. B. bei dem homogenen ab
geplatteten Rotationsellipsoid zutriffi, und zwar erhalt man zwei 
Punkte, die auf der Axe des grosseren Moments in gleicher Entfemung 
zu beiden Seiten des Schwerpunkts liegen 888). 

Sind nur zwei der Haupttragheitsmomente fur 0 einander gleich, 
also etwa A = B, so heisst der Kreisel ein symmetrischer Kreisel; 
iet A grosser als 0, so hat man einen verliingerten, ist A kleiner 
als 0, einen abgeplatteten Kreisel Die Axe des Moments 0 wird 
die Figurenaxe des symmetrischen Kreisels genannt, die damuf senk
rechte Ebene, in der der Buschel der Axen gleichen Moments liegt, 
die l.quatorebeneS81). Man sagt auch, dass -der Kreiselkorper kinetische 
Symnletrie in bcsug auf die Figurenaxe besitze. Korper dieser Art 
sind aile homogenen Rotationskorper in bezug auf die Rotationsaxe 
und fiir jeden Punkt dieser Axe. Bei einem beliebigen sta.rren Korper 
sind die geometrischen One der Punkte, in denen zwei der Haupt
tragheitsmomente einande]' gleich werden, nach J. Binetll88) je eine 
Ellipse und eine Hyperbel, die demselben konfokalen Systeme an
gehOren. 

F Klein und A. Sommerfeld gebrauchen den Ausdruck symmetri
scher Kreisel in dem engeren Sinne, dass Ruch noch der Schwerpunkt 
auf der Figurenaxe Uegen SOll888); in dieser Bedeutung soil in Nr.36 
-dieses Artikels von symmetrischen Kreiseln geredet werden. 

Sind endlich die Haupttrigheitsmomente aIle von einander ver
schieden, so hat man es mit einem unsymmetrischen Kreisel zu tun. 
Spricht man aber Satze aus, die gelten, gleichgiiltig, wie sich die 

886) Die Gestalt solcher KlSrper untersuchten J. d' Alembel t, Opusc. math. 4. 
Paris 1768. p. 20; 6, Paris 1768. p.601; P. S. Laplace. Paris M~m. anD~e 1788 
(1786). p. 11; A. M. Legendre. Paris Mem. &DD~e 1789 (1798), p. 372; B. Mayr. 
Disl. Miinchen 1901. Zeitlchr. Math. Phys. 47 (1902). p. 479. 

386) S. D. Poisson, M~canique. 1. ed .• Paris 1811. p.498; J. Binet, J. de 
l'ec. polyt. cah. 16 (1813). p. 41 (Iu 1811); L. Poinsot, Theone nouvelle. Paris 
1834 = J. de math. (1) 18 (1861). p. 71. 

887) S. D. Poisson, Mecanique I. 2. tid .• P&ria 1888. p. 188. 
388) Theone des Kreisela. p. 1; vgl auch Anmerkung 848b • Ein Beispiel 

f11r einen symmetriachen Kreisel im weiteren Binna des W ortes ist der Kowa
lewkisch6 K,-eisel, bei dem der Schwerpunkt in der lquatoreben8 ausserhalb 
der Figurenachse liegt; vgl. Nr. 86 dies8B Artikels. 
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Grossenbeziehungen der Haupttrigheitsmomente gestalten, so wird der 
Kreisel als allgemeiner Kreisel bezeichnet. 

28c. Geschwindigkeitszustand. 1) Zu den Lagekoordinaten und 
der Massenverteilung treten jetzt die Begriffe hinzu, die sich auf den 
Verlauf der Bewegung in der Zeit beziehen, und zwar handelt es sich 
hier zunachst um die Bestimmung der Geschwindigkeit Ua , mit der sich 
ain beliebiger Punkt p .. (xa' Ya' sa) des Korpers zur Zeit t bewegt. Zu 
diesem Zwecke geniigt es, die vektoriell aufgefasste Geschwindigkeit U 

des Bezugspunktes 0 und die vektoriell aufgefasste installtane Drehungs
geschwindigkeit lU 889) des Korpers um diesen Punkt zu kennen. 

Werden die Komponenten jener vektoriell aufgefassten Geschwin
digkeiten tl und lU nach den Axen der x, y, z mit u, v, w und p, q, r 
bezeichnet, so sind die Komponenten der Geschwindigkeit des Punktes P a 

nach denselben Axen: 

(2) u .. =u+qz .. -ry .. , va=v+rxa-pza, w .. =w+py .. -qx .. ; 

vgl. IV 2, Nr.ll (H.E.Timerding). Wird noch derVektor OP .. = t .. 

eingefiihrt, so erscheint der Geschwindigkeitsvektor U .. als die Summe 
der Vektoren U und [lUta] , wo die eckige Klammer das vektorielle 
Produkt bezeichnet. 

Verlegt man den Bezugspunkt nach einer anderen Stelle 0' des 
Korpers, so bleibt der Drehvektor lU ungeiindert, wahrend der Vektor 
tier Translationsgeschwindigkeit iibergeht in 

(3) tl' = U + [lUa]; 

hierin solI Q den Vektor 0 0' bedeuten. Bei geeigneter Wahl von 0' 
falIt der Vektor tl' in die Axe des Vektors lU, und man erhaIt so 
die Axe der unendlich kIeinen Schraubung, die der Korper im Zeit
elemente dt volIfiihrt. 

Da dUl"ch die Grossen p, q, r; u, v, w der Geschwindigkeitszustand 
des Korpers vollstandig bestimmt ist, werden sie auch als seine Ge
schwindigkeitskoordinaten bezeiclmet. Das System der sechs Grossen 

389) Die Darstellung der instantanen Drehgeschwindigkeit durch einen Vektor 
verdankt man L. Poinsot, Theorie nouvelle, Paris 1834 = J. de math. (1) 16 
(1851), p. 13. Neben dem Vektor IV gebraucht man haufig die instantane lVinkel
geschwindigkeit co der Drehnng um die Axe, in der dieser Vektor liegt. Dem 
Betrage nach stimmt co mit dem Betrage (der Lange) desVektors IV, also mit 'IVl 
iiberein, ClJ ist jedoch je nach dem Sinn der Drehung positiv oder negativ zu 
nehmen. Es wil.re vielleicht zweckmii.ssig, solche Skalare wie Q), bei denen in 
der he des Vektors ein Sinn gegeben ist, zum Unterschiede von den stets 
positiven Betriigen der betreffenden Vektoren aIs IntensitaWl zu bezeichnen; 
jedenf&lls ist 8a erforderlich, die drei Begriffe IV, ! IV: und co genau aus einander 
zu h&lten. 

Enc)'ldop. d. math. WI •• OIlBCh. IV I, [. 37 
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p, q, rj u, V, w soll die Schrattbungsgeschwindigkeit des Korpers heissen. 
In der Bezeichnung von R. St. Ball 890) wird durch die Verhaltnisse 
der p, q, r; u, V, w eine Schraube (screw) festgelegt. Zu einer solchen 
Ballschen Schraube gehoren unendlich viele Schraubungen (twists on a 
screw), die sich von einander durch ihre Intensitiit unterscheiden und 
auch verschiedenen Sinn (Rechts- oder Linksschraubung) haben 
konnen. Die Axe der infinitesimalen Schraubung pdt, qd t, rdt j 
u dt, vdt, wdt im Zeitelemente dt hat die Linienkoordinaten 

p: q: r: (u - kp): (v - kq): (w - kr), 
wo der Parameter (pitch): 

k = pu+~j-"_U! 
p2+ q2 + r' 

ist j die WinkeZgeschwindigkeit w der Drehung um die Axe ist gleich 
y p2 + q2 + r2 und die Translationsgesehwindigkeit \)* langs der Axe 
der Grosse nach gleich k w. 

Betrachtet man im besonderen die drei Punkte, die auf den Axen 
der ;1/ 1}1I ~l in der Entfernung Eins liegen, die also im Systeme 
der x, y, z der Reihe nach die Koordinaten: 

all a2, as 
bll b2 , bs 

ell e2 , Cs 

haben, und driickt aus, dass die absoluten Geschwindigkeiten dieser 
Punkte gleich Null sind, so ergeben sich fiir die neun Richtungscosinus 
die oft benutzten neun Differentialgleichungen 391): 

(4) usw. 

Werden hierin fiir die Richtungscosinus ihre Ausdriicke mittels der 
Eulerschen Winkel eingesetzt, so erhiilt man fiir die Komponenten 
p, q, r der Winkelgeschwindigkeit ttl nach den hen der x, y, z die 
sogenannten kinematischen Gleichungen: 

(5) ! p =;p sin.ft sin rp + ~ cosq>, 

q = ;p sin.ft cos q> - .ft sin q>, 

r = ;p cos.ft + .p; 
390) VgI. die zusammenfassende Darstellung der Untersuchungen BaUB: 

Theory of screws, Cambridge 1900. 
391) S. D. Poisson, Mecanique 2, 1. ed., Paris 1811, p. 130. Die Herleitung 

ist hier rein rechnerisch. Die im Texte gegebene kinematische Herleitung scheint 
von P. Saint-Guilhern, J. de math. (1) 16 (1801), p. 364 herzuriihren; sie findet 
sich auch zum Beispiel bei P . .Appel/, Mticanique 2, p.200 und ..4.. G. Webster, 
Dynamics, p. 248. 
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man kann diese Gleichungen auch leicht unmittelbar durch geome
trische lJberlegungen ableiten S9Z). 

Fur die Komponenten :1t, ", ~ von tv nach den Axen der ~, 1/, , 
erhalt man aus (5) die Werte: 

(5*) 1
:1t = cP sin -8- sin 1/J + a. cos 1/J, 

" = - cP sin -8- cos 1/J + a. sin 1/J, 
Q = cP cos -8- + ij,. 

2) 1st der Geschwindigkeitszustand des Korpers durch die Ge
schwindigkeitskoordinaten p, q, r; u, v, w als Funktion der Zeit ge
geben, so hat man, um seine Lage zu ermitteln, zunachst aus den 
kinematischen Gleichungen die Eulerschen Winkel zu bestimmen. 
N ach G. Darboux geht man jedoch hierfiir besser zu den Gleichungen (4) 
zurUck, die zeigen, dass alles auf die Integration der drei simultanen 
Differentialgleichungen erster Ordnung 

dfJIl dep, dfJIa 
Tt = 'IV - CPsq, dt = CPsP - fJli r , Tt = fJliq - cPgP 

ankommt. Diese besitzen immer das Integral 

fJl1 2· + fJl211 + CPs II = const. 

Da in dem vorliegenden Falle die Konstante den Wert Eins haben 
muss, setze man 

1-xy .1+xy x+lI 
CPi = x _ y' CPt = ~ x _ y' CPs = x _ 11 • 

Alsdann sind x und 11 Integrale der Riccatischen Differentialgleichung 

~~ = ~ (q - ip) - ir6 + ~ (q + ip)c12 ; 

diese lasst sich durch Quadraturen integrieren, sobald ein partikulares 
Integral von ihr bekannt ist S98). 

Kennt man die Eulerschen Winkel als Funktionen der Zeit, so 
ergeben sich die KOQrdinaten ~*, ",*, ~* des Bezugspunktes 0 durch 
Quadraturen aus den Gleichungen: 

d~* I de = ai~' + asv + asw, 
dTj* 
Tt = bi U + btv + baw, 

dC* 
"(it" = ~u + ctv + Caw. 

(6) 

392) L. Euler, Berlin M~m. ann~e 1760 (1767), p. 206; vgl. auch P. Appell, 
M~ca.nique 2, p. 144. 

393) Le90ns Bur 1& th~orie g~nerale des surfaces 1, livre 1, Paris 1887. 
37· 
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Dieser analytischen Behandlung tritt die synthetische zur Seite; 
vgl. IV 3, Nr. 15-17 CA. Schoenflies und M. Gmbler). Nach A. L. 
Cauchy 89') betrachtet man hierbei die Gesamtheit der Axen, die zu 
den instantanen Schraubungen des Korpers gehoren. Diese bilden, 
allgemein gesprochen, im Raume und im Korper zwei windschiefe 
Regelfliichen, die Axenfliichen, die sich in jedem Augenblicke be
riihren und dabei eine erzeugende Gerade, namlich die betrefl'ende 
Schrau bungsaxe, gem~insam haben. Wiihrend der Bewegung des Kor
pers wickeln sie sich gleitend und rollend in der Weise auf einander 
ab, dass die Gleitung immer llings der gemeinsamen erzeugenden Geraden 
erfolgt; diese Bewegungsart wird auch eine Schrotung genannt S95). 

Sehr einfach gestaltet sich dieses Bild, wenn der Korper ein 
Kreisel ist. Die Axenfliichen sind alsdann zwei Kegel, deren gemein
samer Scheitel in dem festen Punkte 0 des Korpers liegt. Der eine 
Kegel geht durch die Kurve hindurch, die der Endpunkt P des von 0 
aus abgetragenen Vektors ttl der Drehgeschwindigkeit im Korper, oder, 
nach L. Poinsot, der Drehpol P beschreibt, und die Polweg oder 
Polhodie genannt wirdj der andere Kegel geht durch die Kurve, 
die del' Drehpol P im Raume beschreibt und die Herpolhodie heisst. 
Diese beiden Kurven und ebenso die beiden Kegel rollen wiihrend del' 
Bewegung auf einander ab S96). 

Ebenso wie man in del' Kinetik des materiellen Punktes beriih
rende und oskulierende Bewegungen betrachtet, wird man auch in 
der Kinetik des stan'en Korpers vorgehen. Die beriihrende Bewegung 
ist beim Kreisel die gleichfOrmige Drehung um die instantane Axe mit 
der Winkelgeschwindigkeit w, als oskulierende Bewegung aber ergiebt 
sich das Abrollen von zwei Kreiskegeln, Kriimmungskegeln, urn die 
sich die Polhodie und Herpolhodie in immer wei tel' bezw. immer engel' 
werdenden Windungen herumziehen. Wenn man jedoch daraufverzichtet, 
die Grosse der vektoriellen Drehgeschwindigkeit ttl wiederzugeben, und 
nur ein Bild von ihrer Richtung zu haben wiinscht, kommt mall mit 
zwei Kreiskegeln aus, die sich in gleichformiger Drehung auf einander 
abwickeln. Man hat in diesem FaIle die Bewegung der reguliiren Prii
zession, die schon in der Astronomie der Griechen eine Rolle spielt. 
Diese lasst sich auch so beschreiben, dass, bei geeigneter Wahl der Koor
dillaten, die z-Axe um die b-Axe mit der gleichformigell Priizessions
geschwindigkeit v einen Krciskegel, den Priizessionskegel, beschreibt, 

394) ExerciceB annee 2, Paris 1827, p. 87 = Oeuvres (2) 7, p. 140. 
395) F. Reuleaux, Theoretische Kinema.tik, Braunschweig 1877; G. Koenigs, 

Le90ns de cinematique, Paris 1897, iibersetzt Schrotung mit viratioll. 
39G) L. Poin.'lot, Theorie nouvelle, Paris 1834 =J. de math. (1) 16 (1851), p. 89, 303. 
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wabrend gleichzeitig der Korper sich mit der konstanten Eigengeschwin
digkeit IL um die z-Axe dreht. Bei dieser Bewegung ist ft = fto, t/J = vt, 
fP = ILt und die Komponenten der Drehgeschwindigkeit ttl werden 

(7) 1 
p = v s~n ft 0 sin IL t 

q = v sm fto coslLt 

r = v cos ft 0 + IL; 

mithin ist ro2 = !l-2 + v 2 + 2ILv cos .{)-o· Beispiele fUr die regulare 
Prazession liefern Bewegungen des kraftefreien symmetrischen und 
des schweren symmetrischen Kreisels; auch die Bewegung der Erde 
um ihren Schwerpunkt gehort hierber. 

Die Prazession heisstprogressiv, wenn IL und v dasselbe Vor
zeichen haben, retrograd, wenn ihr Verhaltnis negativ ist. Eine genaue 
Diskussion alIer miiglichen FaIle hat L. Poinsot gegeben 397); die 
Figuren 5-8 veranscbaulichen die vier Hauptfalle der regularen 
Prazession. 

Fig. 5. Fig. 6. 

Fig. 7. Fig. 8. 

28d. Lebendige Kraft und Impuls. Indem man die Geschwindig
keiten mit den Massenelementen in Verbindung bringt, wird man zu 
den Begriffen der lebendigen Kraft und des Impulses gefiihrt. 

1) Die lebendige Kraft T des starren Korpers erscheint zunachst 
m der Form des iiber den Korper zu erstreckenden dreifachen Inte-

397) J. de math. (1) 18 (1853), p. 41; vgl. auch F. Klein und A. SQ11I1IIer
feld, Theorie des Kreisels, p. 47. 
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grala liber das halbe Produkt aus dem Masaenelement dm" und dem 
Quadrate der zugehOrigen Geschwindigkeit; das Integral wird jedoch 
vermoge der Ausdrucke (3) fur die Komponenten dieser Geschwindig
keit nach den im Korper festen Axen eine quadratische Form, deren 
Koeffizienten absolute Konstanten sind, d. h. auch die Lagekoordinaten 
des Korpers nicht enthalten. 

Diese quadratische Form erhiilt eine sehr einfache Gestalt, wenn 
man ala Bezugspunkt 0 den Schwerpunkt S und als Axen der x, 1/, Z 

die Hauptaxen von S nimmt; es wird niimlich 

(8) T= HApt+ Bqll + Crt) + tm(ull.+ Vi + wt). 
Das zweite Glied tm(u2 + Vi + w2) ist die lebendige Kraft der im 
Schwerpunkte vereinigten Gesamtmasse des Korpers, wenn ihr die 
Translationsgeschwindigkeit \) des Schwerpunktes S erteilt wird; 
durch das erste Glied tCAp2 + Bq'l. + Cr2) wird die lebendige Kraft 
der Kreiselung um S dargestellt. Man hat also hier einen besonderen 
Fall des Satzes von Samuel Konig; vgl. Nr. 10 dieses Artikels. 

Bedeuten xo, Yo, Zo die Koordinaten des Schwerpunktes in bezug 
auf die Axen der x, y, z, deren Anfangspurikt und deren Richtungen 
im Korper willkiirlich gewiihlt worden sind, so' gilt ffir die lebendige 
Kraft die verwickeltere Gleichung: 

1 
T= HAp2 + B q2 + Cr2 - 2Dqr - 2Erp - 2Fpq) 

(8*) + m[(wyo - vzo)p + (uzo - wxo)q + (vxo - uyo)r] 
+ tm(?t2 + v2 + w2). 

2) Unter dem GesamtimpUls eines Systems materieller Punkte 
versteht man die Dyname, deren sechs Koordinaten in bezug auf die 
Axen der ;, 11, ~ durch die Summen 

=1 = Etm", 1\1 = E(71"~,, - ~,,~a)ma' 
Ht = Er;"ma, Mt = .E(~a~a - ;a~,,)ma' 
Z1 = E~"ma; N1 = .E(~a'ha -1Iat)m" 

dargestellt werden; vgl. Nr. 7 dieses Artikels. Bei dem starren KOl'per 
werden aus den Summen dreifache Integrale, die liber aile Massen
elemente dm" zu erstrecken sind. Bildet man die sechs Koordinaten 
der so entstehenden Impulsdyname nach den im Korpel' festen Axen 
der x, 1/, s, so erhiilt man mit Hiilfe des Ausdruckes (8*) der leben
digen Kraft die einfachen Formeln: 

I 
oT oT Z, _ aT. 

(9*) 
Xl = 01" Y1 = ifV' 1- OW' 

oT cT oT 
L1 = op' M1=~' N=-· 1 or 
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1m. besonderen ist, wenn T durch den Ausdrnck (8) dargestellt wird: 

(9) { Xl=Mu, Y1 =Mv, Zl=Mw; 
Ll = Ap, Ml = Bq, Nl = Cr. 

Verlegt man den Bezugspunkt von 0 nach einer anderen Stelle 0' 
des Korpers, so bleibt tier V ektor ~ des Schiebestosses (Xli YlI Zl) 
ungeandert, wahrend del' Vektor )£) des Dtehstosses (LlI MlI NI ) iiber
geht in 

~'=~+[6aJ, 

wo a wieder den Vektor 00' bezeichnet. Bei geeigneter Wahl von 
0' fant der Vektor <.3)' in die Axe des V ektors ~, und man erhalt 
die Axe des Schraubestosses, der dem Gesamtimpnls des starren Korpera. 
aqnivalent ist. Der Schraubestoss setzt sich aus dem Schiebestoss <S 
mit den Komponenten Xl' 1';., ZI und einem Drehstoss ~* mit den 
Komponenten kXv k1';., kZI zusammen, wobei der Parameter 

k = !~,_+Y,M, +Z,N, 
X,2+Y, 2+ Z,2 

ist; die Linienkoordinaten der Zentralaxe, in die die beiden Vektoren 
@5 und ~* fallen, werden durch die Verhaltniese 

Xl: 1';.: ZI: (L1- kXt ): (Ml - kYl) : (N1 - kZ1) 
gegeben. 

Auf diese Art werden der Ballschen Scltraube, die durch die Ver
hiiltnisse der sachs Grossen Xl> Yo Zv LlI Mll Nt> also durch Axe 
und Parameter, festgelegt ist, unendlich viele Schraubeswsse (wrenches 
about a screw) zugeordnet, die sich durch ihre Intensitiit unterscheiden 
und auch verschiedenen Sinn haben konnen. 

Der Schraubestoss des Gesamtimpulses und die Schraubungs
geschwindigkeit des Korpers sind Grossen ahnlicher Art. Wenn man 
sie mit einander vergleicht, hat man die Vektoren ~ und IU, )£) und l:l 

in Parallele zu stellen, unel es ist daher ein Missverstandnis, wenn 
manche Autoren es so darstellen, ale ob es sich bei dieser Zuorelnung 
urn einen kausalen Zusammenhang handle S98). 

In der That besteht zwischen Schraubungsgeschu;indigkeit und 
Schrattbestoss derselbe Unterschied, wie zwischen Vektoren, die Trans
lations- und Drehungsgeschwindigkeiten oder die Einzelkrafte und 
Momente darstellen. Die Vektoren der erst en Art (polare V ektoren) 
wechseln bei einer Inversion des Koordinatensystems das Vorzeichen, 
wiihrend die Vektoren der zweiten Art (axiale Vektoren) unverii.ndert 

398) V gl. die Ausfiihrungen in IV 2, Xr. 27 (H. E. Timerding). 
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bleiben S99). Dem entsprechend gehoren, nachdem Zeit- und Kraftein
heit festgesetzt sind, zu einem Schraubestosse noch immer zwei ent
gegengesetzt gleiche Schraubungsgeschwindigkeiten, und die Zuordnung 
wird erst dann eindeutig, wenn man noch eine Verabredung getroffen 
hat, welcher Sinn um die .Axe einem die Axe enflang weisenden Sinn 
entsprechen soll. Um diesem Unterschiede emen Ausdruck zu geben, 
hat F. Klein vOl'geschlagen, den Inbegriff der (p, q, rj u, v, w) eine 
Schraubengrosse erster Art, den Inbegriff der (Xli Yll Ztj LlI Mll Nt) 
eine Schraubengrosse zweiter Art zu nennen 400). 

Dem starren Korper kommt die Eigentiimlichkeit zu, dass um
gekehrt aus dem Gesamtimpuls die Geschwindigkeitskoordinaten und 
insbesondere auch die lebendige Kraft berechnet werden konnen, und 
es hat daher die Impulsdyname fur den starren Korper eine ahnliche 
Bedeutung, wie der Impulsvektor fur den einzelnen materiellen Punktj 
wirken zum Beispiel keine iiusseren Krafte, so wird der Gesamtvel'
lauf der Bewegung durch die Angabe bestimmt, dass beim materiellen 
Punkte del' Impulsvektor und beim starren Korper die Impulsdyname 
im Raume stehen bleiben. Auf dieser Eigenschaft ues starren Korpers 
beruht die synthetische Ableitung der Differentialgleichungen der Be
wegung, die in Nr. 29 gegeben werden wird. 

Beim Kreisel wird del' Vektor des Drehstosses :t) fur den festen 
Punkt 0, der fiir ihn allein in Betracht kommt, haufig einfach als 
lmpuls-vektor des Kreisels bezeichnet. Dieser Impulsvektor, der von 0 
aus abgetragen werden moge, beschreibt bei irgend einer Bewegung 
des Kreisels einen Kegel, den Irnpulskegel, und der geometrische Ort 
seiner Endpunkte ist eine Kurve, die Impulskurt'fJ heiBt. 

Aus den Eigenschaften des Impulses ergiebt sich ein vierter Ein
teilungsgrund fur die Bewegungen starrer Korper. Man wird VOl' 
allem nach solchen Bewegungsformen fragen, bei denen die Impuls
dyname einfach ausfallt. Allerdings wird man dabei vielfach auf Fii.lle 
zuriickgefuhrt, die schon bei den drei anderen Einteilungsgriinden 
aufgetreten waren j es hat sich aber auch N eues ergeben. In diesel' 
Beziehung seien genannt die Untersuchungen L. Poinsots 401) liber die 
Bewegungen, die ein kriiftefreier KOl'per bei einem Anfangsstosse an
nimmt, und del' Hesssche Fall bei dem schweren symmetrischen 

399) Vgl. IVa, Nr. 2 und 3 (.ill. Abraham). 
400) Zeitschr. Math. Phys. 47 (1902), p. 242; vgl. IV 2, Nr.1a und 23 (H. E. 

Timerdillg). 
401) J. de math. (2) 2 (1867), p. 281; (2) 4 (1869), p. 161, 171, 421 i vgl. auch 

Nr. 44 diesea Artikela. 
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Kreisel, der dadurch charakterisiert ist, dass der Impulsvektor stets 
in einer Ebene liegt, die im Korper fest bleibt 402). 

3) Bei den Gleichungen (9) tritt eine Beziehung zwischen der 
instantanen Schraubungsgeschwindigkeit und der Impulsdyname zu 
Tage. Fur den entsprechenden Zusammenhang zwischen den Ballschen 
Schrauben, die zu der Schraubungsgeschwindigkeit und der Impuls
dyname des Korpers gehoren, hat R. St. Ball den N amen der chiasti
schen H~mographie eingefuhrt 40S). Ferner wird die lebendige Kraft 
mit den beiden genannten Begriffe verkniipft durch die Gleichung: 

(10) T = HuX1 + VYI + wZI + pL1 + qM1 + rNl)' 

die aussagt, dass die lebendige Kraft gleich dem halben Momente 
jener beiden Schrauben auf einander ist; im besonderen wird beim 
Kreisel 
(10') T = t(PL1 + q11fl + rN1), 

d. h. T ist das halbe skalare Produkt der Vektoren ttl und~. Fur 
die elementare Arbeit dW del' Dyname X, Y, Zj L, M, N 1m Zeit
elemente dt hat man endlich die haufig benutzte Gleichung 

(11) dW= (ttX + zY + wZ + pL + qM + rN)dt. 404) 

29. Allgemeine Kinetik des starren Korpers. 
Die in del' vorhergehenden Nummer dargelegten Begriffe und 

Satze ermoglichen es, die Differentialgleichungen del' Bewegung fur 
den starren Korper aufzustellen. Das soll zunachst in synthetischer und 
darauf in analytischer Behandlung geschehen. Bei der ublichen Form 
dieser Differentialgleichungen sind die aus den Bedingungen ent
springenden Reaktionen eliminiert worden, und es folgt daher hinter
her zur Erganzung ein kurzer Bericht uber die Kinetostatik des 
starren Korpers. Den Schluss del' N ummer bilden Ausfiihrungen 
uber die Bedeutung der Schraubentheorie fiir die Kinetik des starren 
Korpers. 

29 a. Aufstellung del' Differentialgleichungen del' Bewegung 
in synthetischer Behandlung. In der Kinetik der Systeme materieller 
Punkte wird gezeigt, dass sich bei einem Stosse, der auf das System 
ausgeubt wird, die Dyname del' Stosskrafte mit der Dyname des 
Gesamtimpulses additiv zusammensetzt. Erf'cihrt also ein freier starrer 
Korper mit der Impulsdyname (=11 HI, ZI; "1' Ml1 N1) einen Stoss, 

402) W. Hess, Math. Ann. 37 (1894), p. 318; naheres in Nr. 36 dieses Artikels. 
403) VgI. IV 2, Nr. 19 (H. E. Timerding). 
404) V gl. IV 2, Nr. 140 und 26 (H. E. Timerdillg). 
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der durch die Dyname ([=], [H], [Z]j [A], [M], [N]) dargestellt 
sein moge, so hat seine Impulsdyname nach dem Stosse die Koordinaten 

=1 + [=], Hi + [H], Zl + [Z]j Ai + [A], Ml + [M], Nl + [N]. 

Auf die Frage, wie sich ein solcher Stoss realisieren las at, kann hier 
nicht eingegangen werden, da ihre Beantwortung auf die Lehre von 
dem Stosse fester Korper fiihren wilrde. 

Wirken kontinuierliche Krafte, die aich in bezug auf den-Punkt .Q, 

und die Axen der ;, 'Yj, b zu einer resultierenden Einzelkraft ~ mit 
den Komponenten =, H, Z und einem resultierenden Kraftepaare des 
Momentes IDl mit den Komponenten A, M, N vereinigen lassen, so 
setzt sich im Zeitelemente dt die Impulsdyname mit der unendlich 
kleinen Stossdyname =dt, Hdt, Zdtj Adt, Mdt, Ndt zusammenj 
fur den Ubergang von endlichen zu unendlich kleinen SWssen vgl. 
Nr. 18 dieses Artikels. Dieser lmpulssats gilt zunachst filr den freien 
starren Korperj wenn zu den gegebenen Kriiften noch Bedingungen 
hinzutreten, so hat man die Reaktionen hinzuzunehmen. 

Der genannte lmpulssats findet beim freien starren Korper seinen 
analytischen Ausdruck in den fundamentalen Gleichungen: 

(1) d=i = =dt, dHi = Hdt, dZi = Zdtj 

(2) dAi = Adt, dMi = Mdt, dNi = Ndt. 

Man kann sie auch zu 

(la) 
(2 a) 

den beiden vektoriellen Gleichungen 

des = ~dt, 

d~ = IDldt 

vereinigenj die Nummern der vektoriellen Gleichungen sollen hier, 
wie im Folgenden, durch den Zusatz des Buchstabens a gekenn
zeich.net werden. Die Differentialgleichungen (1) und (2) bestimmen 
die Anderung der lmpulsdyname im Laufe der Zeit; da aber beirn 
starren Korper durch die Impulsdyname die Schraubungsgeschwindig
keit eindeutig festgelegt wird (siehe Nr. 28d), bestimmen sie auch 
die Anderung des Geschwindigkeitszustandes im Laufe der Zeit. Die 
Gleichungen (1) und (2) in Verbindung mit den Gleichungen (9) von 
Nr. 28d sind somit als die Differentialgleichungen der Bewegung des 
freien starren Korpers anzusprechen. 

Die Impulsgleichungen (1) und (2) geIten unter der Voraus
setzung, dass die Dynamen auf den im Raume festen Punkt .Q und 
die im Raume festen Axen der ;, 1'J, b bezogen werden; fur die An
wendungen ist es jedoch erforderlich, Gleichungen herzustellen, die f1lr 
einen beweglichen Anfangspunkt 0 und filr die beweglichen Axen der 
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x, y, e geiten. Der Einfachheit halber soll im folgenden nur der 
wichtigste Fall betrachtet werden, dass 0 ein bestimmter Punkt des 
Korpers und die Axen der x, y, z im Korper feste Axen sind. 

Zunachst sei nur der Anfangspunkt 0 beweglich, namlich als 
Bezugspunkt des Korpers; durch ibn mogen die Axen der ~1' "h, e1 

parallel zu den im Raume festen Axen der ~, 'I, e gelegt werden. Wenn 
der Punkt 0 wahrend des Zeitelementes dt in die Lage 0' iibergeht, 
80 ist der Vektor 00' gleich U dt; der Vektor S bleibt bei dieser 
Verlegung ungeandert, der Vektor i) aber geht in SD + [Su]dt fiber. 
Wenn man Anderungen im Zeitelemente dt relativ zu dem beweg
lichen Punkte 0 durch das Symbol d' bezeichnet, so ist daher: 

d'S = ~dt, d'i) + [US]dt = mdt. 

Nunmehr werde statt des Systems der ~1' 1/11 e1 das im Korper 
feste System der x, y, z eingeffihrt, das um den Punkt 0 die 
Drehgeschwindigkeit ttl hat. Denkt man sich von 0 aus die Vek
toren OS = @i und 0 D = SD abgetragen, so sind die Differential-

quotienten ~~~ und ~~ die Geschwindigkeiten, mit denen sich die 

Punkte S und D, bei festgehaltenem 0., zur Zeit t bewegen. Nach 
der Lehre von den relativen Bewegungen (siehe IV 3, Nr.26 CA. Schoen
flies und M. Griibler) sowie Nr. 10 dieses Artikels) setzen sich diese 
Geschwindigkeiten aus den Forlfdhrungsgeschwindigkeiten der Punkte 
S und D im Korper und ihren relativen Geschwindigkeiten gegen den 
Korper zusammen. Die Forlfiihrungsgeschwindigkeiten sind aber (siehe 
Nr. 28e) gleich [roS] und [ttli)], und als die relativen Geschwindig
keiten ergeben sieh, wenn Anderungen im Zeitelemente dt relativ 
gegen den Korper durch das Symbol d* bezeicbnet werden, die 

D 'fli t' I t' t d*S d d*~ Hi J:' 1 di kt' 11 1 eren la quo len en ----;[t un ----cit' eraus LO gen e ve orle en 
Gleichungen: 

(3 a) 

(4s) 

d* S 
dt + [ttI@i] =~, 

d*~ dt + [ttli)] + [uS] = m, 

die in der Sprache der analytischen Geometrie so lauten: 

! dJel = X + l' Y l - qZl1 

dd7 = Y + pZI - r Xl' 

dZ l Z + X l' Tt= q~l-P 1; 

(3) 
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(4) 
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di'; = L + wYl - wZl + rMl - gNu 

d!l =M+UZl-W~+pNl-rLu 
d:e1 = N + vXl-UY1 + qL,. - pMl · 

Wiihlt man im besonderen-als Bezugspunkt 0 den Schwerpunkt S 
des Korpers, so ist 

S = m\), 

und die Gleichung d'S = ~dt geht fiber in den Schwerpunktssab: 

(580) db 
m dt =~. 

Da femer das vektorielle Produkt [\)\)] verschwindet, so lautet jetzt 
die Gleichung (480): 

(680) 
d*i) 
dt + [lUi)] = IDl, 

d. h. es gilt der Sate von L. Euler, dass sich der K'drpe'l' so um den 
Schwerpunkt bewegt, ala ob dieser fest wiire"5). Kinematisch ist es bei 
jedem Bezugspunkte 0 moglich, die Bewegung des Korpers in die 
Translation des Bezugspunktes und die Drehung urn den Bezugspunkt 
zu zer]egen, aber nur der Schwerpunkt besitzt die kinetische Eigen
schaft, dass die Bewegung um ihn so erfolgt, als ob er ruhte. Der Satz 
von Euler wird haufig so ausgelegt, als konne man die Integration 
der Differentialgleichungen der Bewegung (3) und (4), wenn der 
Schwerpunkt alB Bezugspunkt gewahlt wird, in der Weise ausfiihren, 
dass man die Bewegung des Schwerpunktes und die Drehung um ihn 
jede fiir sich ermittelt. Diese Auslegung trifft allerdings in einigen be
sonderen FiHlen zu, zum Beispiel, wenn auf den Korper als aussere 
Kraft nur die Schwere wirkt. Allein sie enthalt einen prinzipiellen 
Irrtum; denn im allgemeinen werden die Ditferentialgleichungen (580) 
und (680), sobald darin die Lagekoordinaten eingefiihrt werden, ein 
irreduzibles simultanes System in allen sechs Veranderlichen bilden. 

Eine ahnliche Vereinfachung der Gleichung (480) wie beim Schwer
punkte ergiebt sich auch bei dem Kreisel, d. h. bei einem starren 
Korper, der sich urn einen festen Punkt drehtMIb). Da niimlich die 
in dem festen Punkte 0 angreifende Reaktion keinen Beitrag zu dem 
Momente IDl liefern kann, so darf man von ihr absehen, und erhaIt 
jetzt, indem \) = 0 ist, wieder die Gleichung (680). 

406) DieBer Satz findet aich Bchon in L. Euler& Smentia navalis, 1, § Il!S, 
Peterilburg 1749. 
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In dar Sprache der analytischen Geometrie tritt an die Stelle 
der einen Vektorgleichung (6a) das System der drei Gleichungen: 

I dd~l =L +rMl-qNu 

(6) d::1 =M + pN1 - rLl1 

d~l =N+ qLl-pMl . 

Wenn man hierin fur die Komponenten des Drehstosses i) ihre Werte 

oT 01 oT 
Ll = ~, Ml = ~, Nl = -n-up uq or 

einsetzt, so entstehen die sogenannten Eulerschen Gleickungen: 

I d 01 L oT oT 
dtop= +raq-qar' 
~oT =M oT _ roT 
dt oq + P or op , 
doT N 01 oT 
dtar= +q op -P--aq, 

(6') 

die bei Einfiihrung von Hauptaxel~ fur den Schwerpunkt des freien 
starren Korpers bez. fur den festen Punkt des kreiselnden starren 
Korpers die einfache Gestalt annehmen: 

(6") IA ~~ = L + (B-O)qr, 
dq 

Bdt = M + (0 -A)rp, 
dr 

o dt = N + (.A. -B)pq. 

'Ober die verschiedenen Methoden, diese Eulerschen Gleichungen her
zuleiten, wird in Nr. 30 ausfuhrlich berichtet werden. 

Der Bedeutung der Gleichungen (2) entsprechend lassen sich die 
Eulerschen Gleichungen auffassen als die Fliickensatse, bezogen auf 
bewegliche Axen; nur hat man dabei den Ausdruck Fliichensatz nicht, 
wie es vielfach ublich ist, in dem Sinne del' Erkaltung der FIachen 
zu verstehen (vgl. Nr. 0, p. 464 dieses Artikels), sondem so, dass sich 
der elementare Drehstoss des Impulses zu dem Drehstoss der iiusseren 
Krafte geometrisch addiert. Es findet also eine genaue Analogie mit 
den Schwerpunktssiitzen statt, die aussagen, dass der Schiebestoss deB 
Impulses zu dem Schiebestoss der 3UBseren lfrafte hinzutritt 4.08). 

406) Vgl. F. Klein und A. Sommerfeld, Theorie des Kreisels, p. 110-116. 
8tatt der dort gebrauchten Ausdriicke Impulsschraube und Stossschraube sind hier, 



676 IV 6. P. Stiiclcel. Elementare Dynamik. 

Aus dem Vorhergehenden ergiebt sieh, dus man die. allgemeine 
Kinetik des starren Korpers auch aufbauen kann, indem man von den 
Sehwerpunktssitzen und den allgemeiner aufgefassten Flii.chensitzen 
ausgeht. Bei speziellen Problemen wird diese Art des Vorgehens 
be80nders dann von Nutzen sein, wenn aus diesen Sitzen folgt, dass 
eine oder mehrere der Komponenten der Impulsdyname wiihrend der 
Bewegung konstant bleiben. Indem man noeh den Satz von der Er
haltung der lebendigen Kraft hinzunimmt, der fast bei allen Pro
blemen der theoretischen Mechanik gilt, ist es hiufig moglich, Glei
ehungen zu erhalten, durch die man auf elementare Art zur Integra.
tion der Bewegungsgleichungen gelangt oder aus denen man doeh 
Schliisse auf den Verlauf der Bewegung ziehen kann. 

29b. AufBtellung der Differentialgleiohungen der Bewegung 
in ana.lytischer Beh&ndlung. Die Verheissung J. L. Lagranges, dass 
seine Methode, ohne Konstruktionen oder geometrische Oberlegungen 
zu erfordem, aIle Gleichungen lief ere, die zur Losung einer jeden Auf
gabe der Dynamik notig sind, geht auch bei der Kinetik des starren 
Korpers in ErfiilIung. Der Ansatz der Differentialgleiehungen der 
Bewegung gestaltet sich sogar bei diesem analytischen Verfahren sehr 
einfaeh. 

Es handle sich zuniichst um den freien starren Karper. Nach 
der V orschrift von Lagrange hat man zuerst Lagekoordinaten einzu
fiihren. Das seien die in Nr. 28a definierten Grossen ~*, fl*, ~j .f)o,1/J, fIJ, 
also die Koordinaten des Bezugspunktes 0 und die Eulerschen Winkel. 
Darauf hat man die Ausdri1cke der lebendigen Kraft T und der ele
mentaren Arbeit IfW del' ansseren Krii.f'te zu bilden. Nach Nr. 28d 
wird T eine quadratische Form der Grossen p, q, rj u, v, w mit ab
solnt konstanten Koeffizienten. Wenn man nun aus den kinematischen 
Gleichungen fur p, q, r, Nr. 28c, Gleichungen (5), und ans den 
Gleichnngen fUr die Ableitnngen der Koordinaten ~*, fl*, ~ nach der 
Zeit, Nr. 28c, Gleichungen (6), die Werte fUr p, q, r; u, v, w einsetzt, 
so ergiebt sich T als eine quadratische Form der verallgemeinerten 
GeschwindigkmtBkoordinaten g*, ~*, t*, it, .;p, cp, deren Koeffizienten 
von den Lagekoordinaten ~*, fl*, ~j .f)o,1/J, fIJ abhii.ngen. Die element&re 
Arbeit dW der Dyname der iiusseren Krafte (X, Y, Z; L, M, N) 
bei der unendlich klein en Schraubung des Karpers im Zeitelemente 
dt, nimlieh (udt, vdt,. wdtj pdt, qdt, rdt), ist aber nach Gleiehung 

damit daB Wort 8chraube den BaZlschm 8chra.wen vorbehalten bleibt, die Aus
driicke I.pulsdyname und St088dyname benutzt worden. 
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(11) in Nr.28d: 

dW= (Xu + Yv + Zw + Lp + Mq + Nr)dt. 

Werden wiederum hierin fur u, v, wi p, q, r ihre Ausdriicke in den 
Geschwindigkeits- und Lagekoordinaten eingesetzt und noch die 
Zeichen d durch die Zeichen ~ ersetzt, so ergiebt sich ein Ausdruck 
der Form: 

~W = =: d'~* + H ~1)* + Zd'6* + e~{)o + 'I'd't/> + <t>~cp; 
hierin bedeuten e, '1', <t> die senkrechten Projektionen des Vektors 1m 
auf die 6-Axe, die Knotenlinie und die z-Axe. 

Nach diesen Vorbereitungen kann man sofort die Lagrangeschen 
Differentialgleichungen aufstellen, und zwar erhiilt man: 

(7) I
~OT== ~oT=H ~oT=Z' 
dto~· -, dto~'" dtot* , 
.!:.,oT_oT=0 doT 0:1. 'I' .!:.,oT_oT_<t>407) 
dt oiJ. 0.(1 'dt oip - o'l/J = , dt ocp ocp - . . 

Die Glieder ~!', ~~, ~~ lassen sich deuten als die Komponenten 

des Vektors ~ nach der 6-Axe, der Knotenlinie und der z-Axe. 
Wiihlt man im besonderen als Bezugspunkt 0 den Schwerpunkt 

und als Axen der x, y, z die zugehOrigen Hauptaxen, so wird 

T = tm(~*2 + n*2 + ~*2) + tCAp2 + B q2 + Crt), 

und die erste Zeile der Gleichungen (7) geht fiber in den Schwer
punktssatz: 

m i:'*-= \> --, mij*=H, mf:*-Z I> - , 

die zweite Zeile aber liefert Gleichungen, in denen auf den linken 
Seiten nur die Eulerschen Winkel und deren Ableitungen nach der 
Zeit auftreten. Wie man aus den Gleichungen der zweiten Zeile die 
Eulerschen Gleichungen ableiten kann, wird in Nr. 30 gezeigt werden. 

Ebenso schnell fiihrt das Lagrangesche Verfahren zum Ziele, falls 
Zwangsbedingungen vorhanden sind, die sich durch holonome oder 
nichtholonome Gleichungen der Form 

() Wa= =:a~~* + Ha0'!/* + Za06* + 0 a0{)o + 'I'a0t/> + <t>ad'cp = 0 
(IX = 1, 2, 3, ... ) 

407) Auf die im Texte angegebene Art hat Lagrange die Differentialglei
chungen der Bewegung schon 1760 hergeleitet, Misc. Taur. 2 (1760/61) = Oeuvres 1, 
p. 417; er hat hier auch schon den Fall betrachtet, dasB Bedingungsgleichungen 
vorgeschrieben sind. Spater hat Lagra11ge in der Mecanique analytique die An
wendung seiner Methode auf den starren Korper ausfiihrlich dargestelltj vgl. 
auch Nr. 30 dieses Artikels. 
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darstellen lassen j man hat dann nur bei der Bildung der Gleiehungen (7) 
statt 6 W den Ausdmek 

6W + 416W1 + As6W,+ J.,6W. + ... 
zu benutzen. Hierin bedeuten J.,., 4" .ts,' .. die Euler-Lagrangesclum 
MultipUkatoren, die den aus den Bedingungen entspringenden Drucken 
entsprechen. Es moge noch ausdrflcklich hervorgehoben werden, dass 
bei diesen Verfahren d'Alemberlsehe Reaktionen vorausgesetzt werden, 
die keine Arbeit leisten oder absorbierenj falls Dissipation der Energie 
stattfindet, sind die Reibungswiderstiinde den iiusseren Kriiften zuzu
rechnen, siehe Nr. 31 dieses Artikels. 

In den Differentialgleichungen der Bewegung, die man auf' diese 
Art erhiilt, kommen Multiplikatoren vor, die man erst eliminieren muss, 
wenn man Gleichungen fur die Lagekoordinaten allein oder die so
genannten reinen Gleickungen erhalten will. Bei holonomen Bedingungen 
kann man sich die Eliminationen ersparen, indem man von vornherein 
Lagekoordinaten einfiihrt, bei denen die Gleichungen 6 Wa = 0 identisch 
erfiillt sind. Wie man die reinen Gleichungen in allen Fallen un
mittelbar erhalten kann, hat neuerdings P. AppeU gezeigt408). 

Besteht die Zwangsbedingung im besonderen darin, dass ein 
Punkt 0 des Korpers festgehalten wird, so nehme man ihn zum Be
zugspunkt. Dann sind die Koordinaten ;*, '1'/*, ~ konstant, und man 
kann dsher den Ansatz der Lagrangeschen Gleichungen von vorn 
herein unter der Voraussetzung vornehmen, dass die Eulerschen Winkel 
die drei Lagekoordinaten des Kreisels sind. Wiihlt man noch als 
Axen der x, y, s drei auf einander senkrechte Hauptaxen des Punktes 0, 
so ist: 
(8) T = t(Ap! + Brl + Or!), 

und man wird dsher beim Kreisel Differentialgleichungen gensu der
selben Form erhalten, wie bei der Kreiselung eines freien starren 
Korpers um seinen Sckwerpunkt. 

29c. Kinetostatik. Aufgabe der Kinetostatik ist es, die Dmcke 
und die Mittelwerte der inneren Spannungen zu bestimmen, die bei 
einem in Bewegung befindlichen Systeme auftretenj siehe Nr. 4:2 
dieses Artikels. 

Es moge hier geniigen, als Beispiel die Bestimmung des kineto
statischen Dmckes 9l zu gaben, den beim Kreisel der feste Punkt 0 
erfihrt. Die Komponenten dieser Einzelkraft m nach den Axen der 
:J:, y, s seien U, V, W. Wii.re der Kreisel in Ruhe, so wii.ren die Kom~ 

408) Mecanique 2, p. 314,; siehe auch Nr. 30 dieses Artikels. 
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ponenten von m der Reihe nach gleich X, Y, Z, da ja der feste Punkt 
die Wirkung der resultierenden Einzelkraft a der ii.usseren Krii.fte 
aufhebtj dieser Druck wird daher aIs stdtischer Druck bezeichnet. 
Bei der Bewegung kommt aber zu dem statischen Druck (X, y, Z) 
ein kinetischer Druck hinzu, den man folgenderma8en findet. Wird 
den ii.usseren Krii.ften die Einzelkraft - 91 hinzugefiigt, so darf man 
den Korper als frei beweglich ansehen, und es geiten daher fur ihn 
die Differentiaigieichungen (3), die in dem vorliegenden FaIle so lauten: 

(9) 

d~ 
(ft- + q Zl - r Yl = X - U, 

~Itl- + f'Xl - pZl = Y - V, 

dd~l + py,. - qXl =Z - W; 

die linken Seiten dieser Gleichungen sind, abgesehen vom Vorzeichen, 
die Komponenten des kinetischen Druckes. 

Um die hier auftretenden Impulskoordinaten Xli Y,., Zl aus den 
Gleiehungen (9), Nr. 28d zu bereehnen, hat man in ihnen zunii.chst 
fur die lebendige Kraft T den Ausdruek zu benutzen, der bei einem 
freim starren Korper mit beliebigem Bezugspunkt 0 gilt, von dies em 
die partiellen Ableitungen nach u, fJ, W zu nehmen und erst hinter
her, wie es der Bewegung des Kreisels entspricht, u = v = w = 0 
zu setzen. Auf diese Art findet man die Werle: 

(10) I Xl = m(qzo - ryo), 
Yl = m(rxo- pSo), 
Zl = m(pyo - qxo), 

in denen xo, Yo, Zo die Koordinaten des Schwerpunktes S bedeuten. 
Bereehnet man jetzt U, V, W, so ergiebt sich fiir den kinetostatischen 
Druck m die Vektorgleichung: 

(11) 91 = St + Uli . n - Ul· CUln) + [~~ nJ; 

hierin bezeichnet n den Vektor 0 S, und es ist, wie ublieh, das 
skalare Produkt durch runde Klammern, das vektorielle durch eckige 
Klammem gekennzeiehnet worden'09). 

Nieht weniger wichtig fur die Anwendungen ware die Ermitte
lung der inneren Spannungen, die in dem Kreiselkorper eintreten; 
denn wenn diese bei rascher Drehung eine gewisse Grenze iibersteigen, 

409) P • ..4.ppeU, Mecanique 2, p. 161; ..4.. Legoux, Toulouse Ann. (1) 8 
(1894), I, p. 18. 

EncTk1op. d. math. Wi.l.nsch. IV 1, t. 38 
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wird der Kreisel zerspringen. Hierfilr moge jedoch auf die Angaben 
in Nr. !2 verwiesen werden. 

Ebenso wie in der Statik des starren Korpers ereignet es sicb 
auch in der Kinetik, dass die vollstiindige Bestimmung der aus den Be
dingungen entspringenden Drucke mittels der hier gegebenen Gleichungen 
nicht gelingt; das tritt zum Beispiel ein, wenn ein starrer Korper ge
zwungen ist, sich um eine im Raume feste Axe zu drehen, siehe 
Nr. 32 dieses Artikels. Wie schon in Nr. 27 bemerkt wnrde, muss 
man, um ein bestimmtes Resultat zu erhalten, in solchen Fallen die 
Annahme der Starrheit aufgeben und den Korper als elastisch ansehen. 

29 d. Bedeutung der Bohraubentheorie fUr die Kinetik des 
starren Karpers. Nachdem in der ersten HiUfte des 19. Jahrhunderts 
die Statik des starren Korpera bei der Zusammensetzung der Kriifte 
und der Momente, die Kinematik bei der Darstellung der Drehungen 
Veranlassung zur Ausbildung der Vektorentheorie gegeben hatte, ist 
am Anfange seiner zweiten HiUfte durch J. PlUcker und F. Klein die 
Tbeorie der Linienkomplexe und Linienkongruenzen begriindet und so
gleich fiir die Dynamik des starren Korpers verwertet worden. Daneben 
kam es in England zu der Ausbildung del' sogenannten Schraubentheorie 
durch R. St. Ball, der namentlich den Impulsproblemen einen Ullgeahnten 
Grad der Anschaulichkeit gegeben hat. Wahrend dementsprechend in 
der allgemeinen Kinetik des einzelnen stalTen Korpers die Begriffe der 
Schraubentheorie, ailerdings in beschranktem Masse, herangezogen 
worden sind, wird diese bei den speziellen Ausf'lihrungen, die den Gegen
stand des Abschnittes lIB bilden, ganz zuriicktreten. Bei den elemen
taren Problemen der Stereokinetik ist es namlich immer moglich, die 
translatorische Bewegung und die rotatorische Bewegung jede fiir 
sich zu behandeln, und es entfiillt daher die Notwendigkeit, im Sinne 
der Schraubentheorie eine Synthese dieser Bewegungen vorzunehmen. 
Anders steht es bei hOheren Problemen, wo die Differentialgleichnngen 
der Bewegung ein irreduzibles simultanes System in sechs Verander
lichen bilden. Das gilt zurn Beispiel, wenn ein !reier starrer Korper 
sich in einem widerstehenden Mittel bewegt. Auf Gleichungen dieser Art 
filbrt auch das Problem der Bewegung eines starren Korpers in einer 
reibungslosen inkompressiblen Flilssigkeit; analytische Entwicklungen, 
die den geometrischen Entwicklungen der Schraubentheorie entsprechen, 
waren hier schon vor Ball von Lord Kelvin und G. Kirchlwff gegeben 
worden410). Ubrigens hat sich BaU selbst mit solchen hoheren Pro
blemen nicht beschii.ftigt, Er beschrii.nkt sich vielmehr, dem anschau-

410) Vgl. IV 16, Nr. 2 (A. E. H. Love). 
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lichen und elementaren Charakter seiner Darlegungen ent&prechend, auf 
solche Fragen, bei denen die Koordinaten der Schraubungsgeschwindig
keit wie Lagrangesche Geschwindigkeitskoordinaten gebraucht werden 
konnen; hierbei denkt sich Ball irgend welche Bedingungsgleichungen 
filr den starren Korper vorgeschrieben, die dessen Bewegungsfreiheit 
einschriinken. Man vgl. hierzu such Nr. 7,18 und 31 dieses Artikels411). 

30. Drehung um einen featen Punkt: DieEulersohen Gleichungen. 
Die schon in der vorhergehenden Nummer unter (6") angegebenen 
Eulerschen Gleichungen 

dp 
A/fi + (0- B)qr= L, 

(1) B~; + (A - O)rp = M, 

dr o dt + (B - A)pq = N 

haben wegen ihrer eigenartigen Stellung unter den Differential
gleicliungen der analytischen Mechanik seit ihrer Entdeckung leb
haftes Interesse erregt. Man hat sich mit ihnen immer wieder be
schaftigt und ihnen in der Tat bis in die neueste Zeit neue Seiten ab
gewonnen. Es scheint daher angebracht, in zusammenhangender Weise 
liber die Methoden zu der Aufstellung der .Eulerschen Gleichungen 
zu berichten, soweit diese einen elementaren Charakter haben; fiir die 
Methoden, die der haheren Dynamik angehOren, vgl. IV 13 (P. Stiickel). 

1) L. Euler ist im Jahre 1758 zu den Differentialgleichungen, 
die jetzt seinen Namen tragen, durch folgende trberlegung gelangt412). 
1st Pa(;a, fJa' :a) ein materieller Punkt des.Kreisels mit der Masse ama, 
so hat seine Geschwindigkeit die Komponenten 

(2) ~a = ":a - (1"1,., n .. = (I;a - :It:a, ~ .. = :ltfJ .. - ,,~ .. , 
und hieraus folgen dUl'ch Differentiation die Komponenten der Be
schleunigung: 

(3) I~a _ ,,~ .. = (I~a + ~:a = ~fJa, 
fJa - (lea :It:a + (I~a :It 'a' 
~a = :ltn .. - "~a + n1ja - ;ie ... 

4,11) Eine ausfiihrliche Analyse dieser Untersuchungen Balls gab F. Klein, 
Zeitschr. Math. PhYB. 4,7 (1902), p.269. 

4,12) Berlin Mem. annee 1768 (1765), p. 164. Die Eulerschen Gleichungen 
findet man Seite 170; die Komponenten der Winkelgeschwindigkeit werden dabei 
auffallenderweise mit x, y, z bezeichnet. In der Theoria motus, § 792, hat Euler 
diese Herleitung mit dem UnterBchiede wiederholt, dass er statt p, q, r die 
Gr6BBen co COB a, CD COB fl. co COB '1 zu Grunde legt; fUr co, a, fl, '1 erhll.lt er natiir
lich recht verwickelte Vifferentialgleichungen. 



582 IV 6. P. Stiickel. Elementare Dynamik. 

Vermoge dieser Gleichungen werden die Momente 

(1]a~a - ~a~a)dma' (~at - ~ata)dma' (~;~a -1]a~a)dma 
quadratische Formen der ~a' 1]a' ~a' Aus ihnen gehen durch Inte
gration iiber aile Punkte des Korpers Momente hervor, die nach dem 
d'Alembertschen Prinzip den Drehmomenten der ausseren Krafte A, 
M, N gleich sind. Jetzt nehme man an, dass zur Zeit t das System 
der ~, 1], b mit den im Korper festen Hauptaxen von 0, also den 
x, y, z, zusammenfalle und ersetze dem entsprechend ~,1], ~; n, x, Q; 
A, M, N durch x, y, z; p, q, r; L, M, N. Da nun: 

fly! + zS)dm = A, 

jYzdm = 0, 

ist, so ergeben sich fiir L, 

J~xdm = 0, 

M, N die Werte 

.fxydm = ° 
Ap + (0 - B)q?', Bq + (A - C)rp, Or + (B - O)pq 

und damit hat man die Eulerschen Gleichungen erhalten. 
N Bch einer Bemerkung von P. Saint-Guilhem 418) gelangt man 

kiirzer zum Ziel, wenn man davon ausgeht, dass zwischen den Kom
ponenten des Drehimpulses 1\, M, N nach den im Raume festen Axen 
und den Komponenten L1 = Ap, M1 = Bq, N1 = Or nach den im 
Korper festen Hauptaxen die Gleichungen bestehen: 

(4) 

Nach dem 

(5) 

J A1 = Apa1 + Bqa2 + Or as , 

I Ml = Apb1 + Bqb~ + Orbs, 
Nl = Apc1 + Bqc'J + Orcs' 

Impulssatze gelten nun die Gleichungen 

dAl = 1\ dM1 = M !£r-Il = N 
dt 'dt 'dt ' 

in denen 1\, M, N die Komponenten des resultierenden Momentes 
der ausseren Krafte bezeichnen. Auf den linken Seiten mage man die 
Werte der All Mll N1 aus (4) einsetzen und die Differentiation aus
fiihren. Jetzt lasse man die Hauptaxen mit den im Raume festen 
Axen zusam menfallen. Dann wird 

a l =l, as=O, as=O. 

Ferner ist Mch den Formeln Nr. 28c, Gl. 4) fur die Ableitungen der 

418) J. de math. (1) 19 (1864), p. 363; benutzt von Ok. Sturm, Mecanique, 
3- ed. Paris 1876, p. 260. Vgl. auch D. Chelini, Bologna Mem. 10 (1860) und 
Ph. Gilbert, Bruxelles Soc. 8cientif. Ann. 2 B (1878), p. 287. 
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Richtungscosinus nach der Zeit: 

at = 0, a2 = - r, tis = + p, 

und es entsteht daher aus der ersten der Gleichungen (5) die erste 
Eulersche Gleichung 

Ap+(C-B)qr=L 
u. s. w. 

Euler selbst scheint Bedenken gegen sein Verfahren gehegt zu 
haben; denn er rechtfertigt den Obergang von den im Raume festen 
Axen zu den im Karper festen Hauptaxen mit den Worten differcn
tiatione rite instituta414). In der Tat kannte man dagegen einwerfen, 
dass bei der Identifizierung von ~, '1/, ~ mit x, y, z die Geschwindig
keiten ~, Tj, ~ nicht in die Geschwindigkeiten X, if, Z iibergehen, die 
ja gleich Null sind. Eulers Verfahren, auf beliebige im Raume beweg
liehe Axen angewandt, wiirde in der Tat zu falschen Ergebnissen fiihren, 
vgl. Abschnitt 5 dieser Nummer. Dass Euler trotzdem zu richtigen 
GIeichungen gelangt ist, beruht auf dem Umstande, dass bei den im 
Korper festen Axen nicht nur die n, ", Q in p, q, r iibergehen, son
dern auch die n, x, Q in p, q, 1-; die Gleichungen n = p, x = q, 
Q = r besagen namlich, dass zur Zeit t der Herpolhodiekegel den Pol
hodiekegel und gleichzeitig die Herpolhodiekurve die Polhodiekurve 
beriihrl. 

Bald darauf hat Euler einen zweiten einwandfreien Beweis ge
liefert415). Mittels des d'Alembertschen Prinzips stellt er namlich die 
Differentialgleichungen auf, denen die drei Eulerschen Winkel .ft, 'I/J, ffJ 

geniigen. Alsdann setzt er 

(6) l
ip sin .ft sin ffJ + it cos q; = p, 

ip sin .ft cos ffJ - it sin rp = q, 
t}J cos .ft + rp = r, 

und zeigt durch eine umstandliche Reehnung, dass jene drei Differential
gleichungen fiir .ft, 'I/J, ffJ bei Einfiihrung der "Abkiirzungcn" p, q, r den 
Eulerschen Gleichungen aquivalent sind; dass die p, q, r die Kom
ponenten der Drehgeschu'indigkeit \1) sind, wird erst nachtraglich heraus
gebracht. 

2) J. L. Lagrange 416) bewies (1788) in wenigen Zeilen, was 

414) Theoria. motus, § 792; Ausga.be von J. Ph. Wolfers, p.429. 
416) Berlin Mem. annee 1760 (1767), p. 176. 
416) Mecanique analytique, 1. ed. Paris 1788, p. 380; Ausgabe von J. B,r

trand 2, p. 206, 228. Vgl. auch E. J. Routh, Dynamik 1, p. 366; P . .Appell, 
Mecanique 2, p. 314; 1/. Klein und .A. Sommerfeld, Theorie des Kreisels, p. 164; 
L. Boltzmann, Prinzipe 2, p. 60. 
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Euler miihsa'Dl errechnet hatte. Mittels der kinematischen Gleichungen 
(6) 18sst sich die lebendige Kraft des starren Korpers 

T = HAp! + Bqt + Ort) 

durch it, 1/1, 9'; .6-, ~, «p ausdriickenj es ist jedoch gar nicht erforder
lich, diese Funktion von it, 1/1, cpj .6-, ~, cp wirklich herzustellen. Del' 
A usdruck der virtuellen Arbeit sei 

IfW = 91f4t + 'f1lf1/1 + <l>lfcp. 

Dann lautet die dritte der Differentialgleichungen der Bewegung 

doT aT 
dt ocp - oCP = <1>. 

Es ist aber: 
o ToT or 
orjl = ih' . aq; = Or, 

? T = 0 T ~~ + 0 T ~. = (A _ B)pq orp op arp aq orp , 
folglich hat man 

Or + (B - A)pq = <1>. 

Nun bedeutet aber 8cp eine elementare Drehung um die z-Axe, mit-
hin ist 

Durch zyklische Venauschung der Buchstaben ergeben sich hieraus die 
beiden anderen Eulerschen Gleichungen. 

Da die Winkel it, 1/1., cp in den Eulerschen Gleichungen nul' in
sofem vorkommen, als sie implizite in L, M, N enthalten sind, so 
wird man wiinschen, dass bei der Herleitung dieser Gleichungen jene 
Winkel ebenfalls nicht auftreten. Um dieses zu erreichen, liegt es nahe: 

(7) p8t = 8)., q8t = 8/L, rdt = 8'11 

zu setzen und die Lagrangesche Methode auf die Koordinaten )., 1-', 11 

anzuwenden. Man erkennt jedoch sofort, dass dieses Verfahren zu del' 
falschen Gleichung Or = N fiihren wiirde. Der Grund hierfiir liegt 
darin, dass 81, ~ 1-', ~ v keine exakten Differentiale von Funktionen 
der Veranderlichen it, 1/J, 9' sind, und dass daher im besonderen die 
Gleichungen 

d81 = ~dl, d8p, = ~dp" d8v = 8dv, 

die bei der Herleitung jenes Verfahrens vorausgesetzt werden, nicht 
erfilllt sind. ~ einem der nachgeIa.ssenen Fragmente, die der zweiten 
Auflage der Mecanique analytique beigeitigt sind, hat Lagrange an
gedeutet, wie man trotzdem mittels der 80genannten Transitivitiits-
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gleiehungen 
6(1l- d61 = dp.~'11 - d'll~I', 

6dp, - ddp, = d'll~l - d)'~'II, 

6dv - d6'11 = dl~p, - dp,~). 

zum Ziele kommen kann 417). In engem Zusammenhange mit diesem 
Ansatze von Lagrange stehen Untersuchungen, die neuerdings P. Appell 
fiber die Herleitung der Differentialgleichungen der Bewegung bei 
ganz allgemeinen Annahmen fiber die vorkommenden Variationen an
gestellt hat und die ihn zu dem Begriffe der Beschleunigungsenergie 
gefiihrt habenj P. Appell hat auch im besonderen gezeigt, wie man 
auf diesem Wege zu den Eulerschen Gleichungen gelangt418). 

3) S. D. Poisson419) hat 1811 einen elementaren Beweis ffir die 
Eulerschen Gleichungen gegeben, bei dem die Winkel 4t, f/J, rp nicht 
auftreten. 

Die Komponenten der Geschwindigkeit des Punktes Pa (xa' Ya' zo) 
naeh den im Korper festen Axen der x, 1/, s sind: 

(8) Ua = qlJa - 'Ya, fla = rXa - PIa' Wa = PYa - qXa' 

folglich sind die Komponenten nach den im Raum festen Axen der 
~, '1'], ~: 

jt = a1 (q za - t'Ya) + ~('xa - PIa) + asCPYa - qxa), 

(9) ~u _ b1(q za = 'Ya) + bs(rxa = PIa) + bsCPYa ~ qxa), 
ta - C1 (q l a '!Ia) + es(rXa PIa) + CS(PYa qXa)' 

Durch Differentiation findet man hieraus die Werte der Beschleuni
gungen ~a, na' ~a; dabei sind die xa' Ya' sa als konstant allzusehen. 
Werden die so gewonnenen Werle von t, na' ta in die Ausdriicke 

~~~ + b1 1la + C;~~, as~~ + b2 ila+ t;~~, asga + baila + Ca~a 
filr die Komponenten der Beschleunigung von P a nach den Axen der 
x, y, IJ eingesetzt und fiir die Ableitungen der Richtungscosinus die 
Gleichungen Nr.28c (4): 

(10) itl = as, - asq, "', Cs = c1q - caP 

benutzt, so werden diese Komponenten der Beschleunigung beziehungs-

417) Mecanique analytique, Ausgabe von J. Bertrand 2, p.200, 870; vgl. 
auch G. Kirchhoff, Mechanik, 6. Vorl., § 2; K. Heun, Arch. Math. Phys. (3) 2 
(1902), p. 298, Nr. 17, von dem der Ausdruck Tratl8itivitiitsgleicliullgen herriihrt, 
und G. Hamel, Zeitschr. Math. PhYB. 50 (1904), p. 1. 

418) Mecaniqne 2, p.374-880; vgl. anch Anmerknng 451. 
419) Mecaniqne, 1° ed. 2, p. 136, Paris 1811. 
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weise gleich: 

eil- Yar + (pea - rXa)r + (P!la - gXa)q, 
xar -lJaP + (gxa - P!la)P+ (ge .. - r!la)r, 
!laP - xaq + (rYa - gea)q + (rxa - pea)p, 

und man braucht jetzt nur das d'Alembertsche Prinzip auf die Dreh
momente nach den im Korper festen Axen anzuwenden, urn sofon 
die Eulerschen Gleichungen zu erhalten. 

Nach einer Bemerkung von T. Levi-Oivita4!IO) lassen sich die 
Rechnungen erheblich abkiirzen, wenn man von den Impulsgleichungen 
(5) ausgeht und bei der Differentiation nach t die Gleichungen (10) 
benutzt. Ebenso wie bei der Umgestaltung des ersten Eulerschen 
Beweises durch P. Saint-Guilkern erkennt man auch hier, daB die 
Betrachtungen umstiindlich ausfallen, wenn man von der Drehaxe 
ausgeht~ sich dagegen erheblich vereinfachen, sobald der Begriff des 
Impulses zu Grunde gelegt wird. 

4) L. PoiruJot (1834) hat einen ganz anderen Weg eingeschlagen 
und durch die Einfiihrung fiktiver Zenflrifugalkriifie ein anschauliches 
Verstiindnis der Eulerschen Gleichungen zu vermitteln gesuchtUl). 

Der Gedanke, der ihn leitete, lii.sst sich am einfachsten darlegen, wenn 
man sich der vektoriellen Schreibweise bedient42l1). Wenn der Vektor 
des Drehimpulses mit den Komponenten Ap, Bg, Or durch i), der 
Vektor des Momentes der ii.usseren Krii.fte mit IDl bezeichnet wird, 
so lassen sich die drei Eulerschen Gleichungen in die eine Vektor
gleichung zusammenfassen: 

d~ (11) de = [~. ttl] + IDt. 

Das Vektorprodukt aus i) und der instantanen Winkelgeschwindig
keit ttl, das auf der rechten Seite steht, liisst sich deuten, indem man 
sich denkt, dass die instantane Drehaxe im Karper fest sei und dieser 
um sie mit der konstanten Winkelgeschwindigkeit lU rotiere. An 
jedem Massenpunkte P a des starren Korpers wird dann eine Zentri
fugalkraft angreifen, und aIle diese Zentrifugalkrafte haben hinsicht
lich des festen Punktes 0 ein resultierendes Moment I dessen Vektor 
genau gleich [i). ttl] ist. Da jedoch bei der wirklichen Bewegung des 
starren Korpers die instantane Drehaxe ihre Lage im Korper bestindig 

,to) Meccanica, p. 888. 
'tl) J. de math. (1) 18 (1861), p. ". 
(22) Vgl. P. G. Tait, Edinburgh Royal Soc. Trans. 21i (1889),' p. 2'19; 

F. Klein und .4. BomfMf'{eZd, Theorie deB Kreisels, p. 142; F. J_g, Arch. Math. 
Phys. (8) 6 (1908), p. 208. 
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andert, so hat Poinsot fur diese Zentrifugalkrafte den Namen (iktive 
Zentrifugalkriifte vorgeschlagen. 

Dass Poinsot seine Interpretation als eine Art von Axiom hin
gestellt hat, auf Grund dessen man umgekehrt die Eulerschen Glei
chungen ableiten konne, ist mit Recht beanstandet wordenm ). 

5) P. Saint- Guilhem hat in demselben Bande des Liouvilleschen 
Journals vom Jahre 1851, das den Wiederabdruck von Poinsots Theorie 
nouvelle de 10. rotation des corps von dem Jahre 1834 enthalt, eine 
Dentung der Eulerschen Gleichungen gegeben, die im Gegensatze zu 
Poinsots kinetischer Interpretation durch fiktive Zentrifugalkriifte als 
eine kinematische Interpretation durch relative Bewegungen bezeichnet 
werden konnte4.24.). Den Impnlssatz fur die Momente spricht Saint
Guilhem in der Form aus, dass der Vektor des Momentes der iiusseren 
Krafte gleich der vektoriell aufgefassten absoluten Geschwindigkeit 
ist, die dem Endpunkte des Vektors des Impulsmomentes zukommt, 
wenn er von dem festen Punkte aus abgetragen wird. Diese ab
solute Geschwindigkeit aber zerlegt er in zwei Komponenten; die 
erste ist die vektoriell aufgefasste absolute Geschwindigkeit des 
Punktes des starren Korpers, del' mit dem Endpunkte des Impuls
vektors zusammenfallt, die zweite die vektoriell aufgefasste relative 
Geschwindigkeit des Endpunktes gegen den starren Korper. Zerlegt 
man diese beiden Komponenten nach den im Korper festen Axen 

d fi d t d f " b . h . dL l dMl dNt er x, y, Z, so n e man a ur eZle ungsweJse lIt, Cit' 1ft 

und Nl q -Mlr, Llr - NIP, MlP - L1q und hat daher genau wie 
in Nr. 29a, Gl. 6 die Gleichungen: 

( 

L = dd~'- + Nlq - M1r, 

d]}I 
(12) M = -J/ + Llt" - NlP, 

N = d~:l + ]}IlP - 4q, 
die bei der Annahme, dass die x, y, Z Hauptaxen sind, in die Eulerschen 
Gleichungen ubergehen. Daneben legt Saint-Guilhem freilich grossen 
Wert darauf, zu zeigen, dass jene beiden Komponenten auch den von 
Poinsot gefundenen kinetischen Sinn haben. Erst in einer zweiten 
Abhandlung, die er, "urn einige Dunkelheiten aufzukliiren", im Jahre 

423) Fiir die Kritik der Poillsotschen Ableitung vgl. J. Bertrand, Nouv. ann. 
(1) 16 (1806), p. 187; Ph. Gilbert, Bruxelles Soc. scientif. Ann. 2 B (1878), p. 287; 
F. Klein und A. Sommerfeld, Theorie des Kreisels, p. 145. 

424) Theorie nouvelle, Paris 1834 = J. de math. (1) 16 (1861), p. 347. 
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1854 folgen liess 42,), spricht er es ausdriicklich aus, dass jene kinctischen 
Betrachtungen fiir die Ableitung der Eulerschen Gleichungen nicht in 
Betracht kommen, dass vielmehr diese Gleichungen lediglich die 
kinematisclte Tatsache ausdriicken, dass die 't:ektoricll aufgefasste abso
lllte Geschwindigkeit des Endpunktes des Impulsvektors die geometrische 
Summe der relativen Geschwindigkeit und der Fortfuhrungs- Geschwin
digkeit in bezug auf den starren Korper ist. 

Saint- Gttilltems Herleitung, die an Einfachheit und Durchsichtig
keit wohl das Hochste lei stet, wurde sofort von Ch. Delaunay in 
den Traite de mecanique, Paris 1856 aufgenommen, jedoch ohne 
Nennung des Namens. Sie findet sich ebenso in dem Lehrbuch der 
l\Iechanik von Cit. Despeyrous, Paris 1886 (2, p. 228)426), und auch 
P. Appell hat sie bereits in der erst en Auflage seiner JJIecanique 2, 
Paris 1896, p. 192 benutzt. 

Zu derselben Herleitung der Eulerschen Gleichungen ist im 
Jahre 1856 H. B. Hayward gelangt(27), und J. Clerk Maxwell hat 
bald darauf nachdriicklich auf ihre Wichtigkeit hingewiesen(28)j auch 
E. J. Routh hat in seiner Dynamik (1860) auf Hayward Bezug ge
nommen 429). Aus diesen englischen Quellen hat dann F. Klein die 
kinematische Herleitung der Eulerschen Gleichungen kennen gelernt 4SO), 

wahrend ihm die Abhandlungen Saint-Guilherns und die anschliessende 
franzosische Literatur entgangen waren. 

Ein grosser Vorzug der Herleitung von Saint-Guilhem besteht auch 
darin, dass sie sich sofort auf den Fall ganz beliebiger Axen iibertragen 
las st. Hat man namlich irgend ein Koordinatensystem der x*, y*, z*, 
das weder im Raume noch im starren Korper fest ist, so braucht man 
nur die Geschwindigkeit des Endpunktes des Impulsvektors als die 
geometrische Summe der relativen Geschwindigkeit und der Fort-

425) J. de math. (1) 19 (1854), p. 346; vgl. auch Toulouse Mem. (4) 5 (1855), 
p. 338 = Nouv. ann. (1) 15 (1856), p. 63; siehe auch die Zitate von Ph. Gilbert, 
BruxeHes Soc. scientif. Ann. 2 B (1878), p. 266. 

426) Vgl. auch die Abhandlung von eh. Despeyrous, Toulouse Fac. Mem. 
(8) 3 (1881), p. 145. 

427) Cambridge Phil. Soc. Trails. 10 1 (1858), p. 1; die Abhaudlung ist 
dstierl vom 19. Februar 1856. 

428) Edinburgh Royal Soc. Trans. 21' (1857) = Scit'ntif. Papers, Cambridge 
1890, 1, p. 248. 

4:l0) Dynamik 2, p. 4; vgl. auch G. &houten, Nieuw Archief (2) 5 (1901), 
p. 86; C. Barus, Science (2) 13 (1901), p. 914; A. G. Greenhill, Science (2) 14 
(1901), p. 973. 

430) F. Klein und A. Sommerfeld, Theorie des Kreisels, Heft 1, Leipzig 1897, 
p. 113, 142. 
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fiihrullgsgeschwindigkeit des Koordinatensystems der x*, y*, z* dar
zustellen, um die zngehorigen Differentialgleichungen fUr die Kom
ponenten p*, q*, 1'* der Drehgeschwindigkeit ltJ zu erhalten '31). Zu 
diesen Gleichungen kommen dann selbstverstandlich noch die kine
matischen Gleichungen, die ang-eben, wie die 1)*, '1*, r* von den drei 
Lagekoordinaten des Korpers und deren Ableitnngen nach der Zeit 
ahhiingen. Solche im Raum und im Korper bewegliche Koordinaten
axen hat man im besonderen bei dem Studium der Priizessions- und 
Nutationserscheinungen und auch bei dem RoHen von schweren 
Umdrehungskorpern anf einer Ebene angewandt; vergl. Nr. :J5 und 38 
dieses Artikcls. 

31. Reibung. Gebundene Bewegungenj nichtholonome Be
dingungen. 

Von den gebundenen Bewegungen eines starren Korpers hat VOl' 
aLlem die Kreiselung um einen festen Punkt wegen der Schonheit des 
analytischen Ansatzes und del' Wichtigkeit flir praktische Anwen
dungen Interesse erregt. Daneben hat man abel' auch andere ge
bundene Bewegungen del' mannigfaltigsten Art betrachtet. Wiihrend 
die elementaren Bewegungen eines starren Korpers in erschopfender 
Weise untersncht worden sind, soweit dafur die linearen Gliedel' mass
gebend sind (vgl. Nr. 28 (lieses Artikels), steht eine systematische Be
handlung der endlichen Bewegungen allerdings noch aus; schon eine 
geol'dnete Znsammenstellung del' sehr zerstl'euten Literatnr wiirde hier 
eine verdienstliche Al'beit sein. Das gilt sogar flir die einfachste An
nahme iiber den hwang, die man nach der Annahme eines im Korper 
fest en Punktes machen kann, dass namlich der starre Korper K eine 
Kontakt- odeI' Beriihrungsbelcegung ausfiihrt, das heisst, dass er bei seiner 
Bewegung bestiilldig mit einem zweiten starren Korper, der ruht oder 
sich in bekanntel' Weise bewegt, der Unterlage K*, in Beriihrung 
bleibt4S9). Eiue solche Beriihrung kann in Punkten, Kurven und 

431) Vgl. etwa G. JI. Sle$sel', Quart. J. of math. 4 (1861), p. 65; H. Resal, 
Paris C. R. 73 (1871), p. 1160; 74 (1872), p. 10; TraiM de mecanique generale 1, 
Paris 1873, p. 247; E. J. Routh, Dynamik 1, p. 224; 2, p. 1; P. Appell, Meca
nique 2, p. 102, 243, R{)ulements, p. 12; A. G. lVebster, Dynamics, p. 260, 299. 

432) Das grosse Lehrbuch von G. Koenigs, Le~onB de cinematique, Paris 
1897 und auch der Artikel IV 3 (A. ScllOenflies und 111. GriiUer) bringen nur sehr 
wenig fiber die Beriihrungshewegungen. Dass diesen auch fiir die Geometrie 
selbst erbebliche Bedeutung zukommt, zeigen die Ausf'tihrungen von G. Darboux 
iiber das RoHen von kmmmen FH\chen, Le~ons sur la tlulorie des surfaces 4, 
Paris 1896, livre VIII, chap. 6 und 7; vgl. auch E. Beltnl1l1i, Giorn. di mat. 11 
(1873), p. 98 = Opere matematiche 2, p. 410. 
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Fliichenstiicken stattfindenj auch konnen mehrere, ja unendlich viele 
dieser Moglichkeiten gleichzeitig oder nach einander eintreten. 

1m Folgenden werde der Einfllchheit wegen vorausgesetzt, dass die 
Beriihrung nur in einem einzigen Punkte P stattfindet und die Ober
fiiichen der beiden Korper in Peine gemeinsame Tangentialebene E 
besitzen; ein Teil der dabei gewonnenen Satze liisst sich auf die ver
wickelteren Falle iibertragen. 

Die relative Geschwindigkeit der Punkte von K gegen K* erhiilt 
man folgendermassen. Der Korper K besitzt relativ zu K* 1) eine 
Translationsgeschwindigkeit VT, die GZeitgeschwindigkeit, die gleich der 
relativen Geschwindigkeit von P ist; der Geschwindigkeitsvektor \12' 

liegt in der gemeinsamen Tangentialebene E; 2) eine instantane 
Drehung W mit der Winkelgeschwindigkeit w tim eine dttrch P gehende 
Axe, die man in eine Komponente WE nach der Ebene E und eine 
Komponente WN senkrecht dazu zerlegt; diese heisst die Bohrgeschu;in
digkeit, jene die Rollgeschu'indigkeit von K Je nachdem nur eine der 
Geschwindigkeiten VT, WE, WN von Null verschieden ist, wird die 
Bewegung ein reines Gleiten (glissement), reines Rollen (roulement), 
reines Bohren (pivotement) genanntj in manchen FiiUen aber wird 
unter Rollbewegung auch eine solche Bewegullg verstanden, bei der 
kein Gleiten stattfindet4SS). 

Die d' Alembertsche Reaktion ffi steht in P auf E senkrecht. 
Ausserdem muss sie den Korper K an die Unterlage K* andrilcken. 
Wenn das nicht der Fall ist, hod der Korper auf, die Unterlage zu 
beriihren und setzt seine Bewegung zunachst so fort, als ob die 
Unterlage nicht vorhanden ware; es gelten dann ahnliche Betrach
tungen, wie sie bei der Bewegung eines materiellen Punktes auf einer 
krummen Fliiche, Nr. 15, p. 503 dieses Artikels, angestellt worden 
sind. Diese Bemerkung ist besonders dann von Wichtigkeit, wenn 
man anlllytisch gegebene Bedingungen mechanisch zu realisieren ver
sucht, vgl. N r 35 b 6) dieses Artikels. 

3la. Reibung. Urn den Verlauf der gebundenen Bewegung eines 
starren Korpers zu ermitteln, geniigt es im Allgemeillen nicht, aUein 
die d'Alembertschen Reaktionen zu beriicksichtigen, vielmehr ist die 
Reibung zwischen dem bewegten Korpen und den Korpern, mit 
dentln er in Beriihrung steht, von Bedeutung, ja eine Durchfiihrung 
der Rechnungen ohne Beriicksichtigung der Reibung vermag fast 
iiberall nicht einmal eine erste Annaherung an den wirklichen 
Hergang zu geben. So kommt es, dass man schon hiih gerade bei 

483) Vgl. etwa die Da.rstellung bei P. AppeU, Mecanique 1, p. 68. 



st. Der einzelne starre Klirper: Reibung. Gebundene Bewegungen. 591 

den Problemen des Gleitens, Rollens, Bohrens der d'Alembertschen 
Reaktionskraft m I die in P auf E senkrecht steht, Reibungskrafte 
hinzugefiigt hat. Man pflegt diese Reibungskrafte auf Grund der so
genannten Coulombschen Gesetze anzusetzen (vgl. Nr.6 dieses Ar
tikels). Jedoch ist nicht zu vergessen, dass man in der Praxis zur 
Verringerung der Reibung meistens Schmiermittel anwendetj fiir die 
wesentlichen Anderungen, die alsdann eintreten, vgl. IV 10 (K. Heun). 

Uber die gleitende Reibung im Sinne del' sogcnannten Coulomb
schen Gesetze ist bereits in Nr. 6 dicses Artikels berichtet worden. 
Je nachdem die Gleitgeschwindigkeit V7' gleich Null oder von Null 
verschieden ist, unterscheidet man statische und kinetische Reibung. 
Die kinetische gleitende Reibung Fist eine Einzelkraft, die in E 
liegt und in P angreift; sie ist dem Vektor bT entgegengerichtet. Ihre 
Intensitiit F wird als proportional der Intensitiit R der Reaktion m 
angenommen, sie ist also gleich f· Rj die Konstante f heisst del' 
Reibungskoeffizient. 

Dem Rollen widersetzt sich die rollende Reibung, ein Kraftepaar, 
dessen Axe in E liegt und die Richtung del' Komponente WE hat434). 
Die Grosse des Momentes dieses Paares wird im Coulombschen Sinne 
ebenfalls proportional R angesetzt, abel' mit einem erheblich kleineren 
Proportionalitatsfaktorj falls gleichzeitig gleitende und rollende Reibung 
auftreten, pftegt man daher die rollende Reibung zu vemachlassigen. 
Wenn es darauf ankommt, die Reibungswiderstande zu vermindern, 
z. B. bei der Bewegung von Axen in Lagern, sucht man, wegen 
del' Kleinheit der rollenden Reibung, die gleitende Bewegung in eine 
rollende zu verwandeln (Kugellager). 

Endlich stellt sich dem Bohren die bohrende Reibung entgegen j 
sie ist im Coulombschen Sinne ein Kraftepaar, dessen Axe in den 
Vektor del' Drehgeschwindigkeit WN falit und dessen Intensitiit wiedel' 
proportional R sein soIl455). 

Scheinbar geringfiigige Nebenumstande, etwa kleine Unregel
miissigkeiten in der Oberflache der Unterlage, konnen jedoch die 
Reibungserscheinungen stark beeinftussenj hierher gehort z. B. das 
sogenannte Einwurzeln eines Spielkreisels4S6). Uber die Kritik, die 
neuerdings P. Painleve nach mathematischer wie nach physikalischer 

434) G. W. Leibniz, Berlin Miscellanea. 1 (1710), p. 316; vgL E. Gerland, 
Leibnizens nachgelassene Schriften physikalischen, mechanischen und technischen 
Inha.lts, Leipzig 1906, p. 116. 

436) tJber die bohrende Reibung giebt es eine Monographie von H. Leauti, 
These, Paris 1876; vgl. auch L. LecOf'nu, Paris, C. R. 138 (1904), p. 664. 

486) Siehe etwa F. Klein und A. Sommerfeld, Theorie des Kreisels, p. 620. 
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Richtung an der sogenannten Coulombschen Theorie der Reibung 
gelibt hat, vgl. Nr. 6 nnd 38 dieses Artikels. 

Bei der Untersuchung der gebundenen Bewegung mit Reibnng 
hat man zu beachten, dass die Reibungswiderstii.nde immer nur hem
mend wirken und die Geschwindigkeit der Bewegung, der sie sich ent
gegenstellen, hOchstens vernichten, aber niemals umkehren konnen "7)_ 
Es kann daher znm Beispiel sehr wohl eintreten, dus eine Be
riihrungsbewegung, bei der Anfangs Gleiten stattfand, sich in eine
rollend-bohrende Bewegung verwandelt und umgekehrt (vgl. Nr. 3S 
dieses Artikels). Wenn jedoch der Reibungskoeffizient f sehr gross 
ist, wird unter normalen Umstii.nden kein Gleiten eintreten konnenj 
von hier aus iet es zu verstehen, dass man sagt, f"lir unendlich 
grosses f trete immer eine rollend-bohrende Bewegung ein. Die Unter
lage heisst alsdann 'lJollkommen rauh, wiihrend sie in dem idealen FaJJ,. 
dass f = 0 ist, vollkommen glatt genannt wird 488). Zu beachten ist 
jedoch, dass die Begri:ffe glatt und rauh nur relative Bedeutung haben; 
eine Unterlage K* kann also etwa in bezug auf einen gewissen 
Korper Kl als vollkommen rauh, aber in bezug auf einen gewissen 
Korper K2 als vollkommen glatt angesehen werden. 

31 b. Aufstellung der Di:fl'erentialgleichungen der Bewegung 
fUr einen starren Korper auf einer Unterlage. Der Einfachheit 
halber werde angenommen, dus die Unterlage im Raume fest sei. Der 
Anfangspunkt der im Raume festen Koordinaten ~, 'I, t sei irgend em 
Punkt Sl" der Anfangspunkt der im Korper K festen Koordinaten 
sein Schwerpunkt S. Zwischen den beiden Arten von Koordinaten 
bestehen daun die Gleichungen: 

~ =;0 + a1 x + ~y + llsl, 
fj = fJo + b1x + bl ,!! + bal, 
:= to + c1x + CzY + Cae. 

Wenn also die Koordinaten des gemeinsamen Punktes P durch den 
Index 1 ausgezeichnet werden, hat man die Relationen: 

487) Diese Bemerkung gilt indessen nur fiir Unterlagen, die fest sind oder 
aich nach einem gegebenen Gesetze bewegen. Ganz anders verhlllt es sich, 
wenn Klirper und Unterlage zusammen ein eweigliedriges System bilden; denn 
in diesem Falle kann gerade durch die Reibung Energie von einem der beiden 
Klirper auf den anderen ubertragen werden und die Beibung wirkt jet" be
wtgtmgB(iirilemtl (Reibungskoppelung); vgl. IV 10 (K. Hetm). 

488) Fiir die Reibung iiberhaupt vgl. noch die Daratellungen bei If'. Klein 
und .4. BomfMf'feltl, Tbeorie des Kreisels, Ka.pitel vn und P • .Appell, Mecaniqn8-
1, p. 287 und 2, p. 106. 
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~1 = eo + ~a;1 + ~Yl + as• lI 

"11 = '1J0 + b1 xl + bs11t + ba'lI 

~ =" + Ctx1 + CsYl + Ca'l' 

Die Oberfl.ache der Unterlage habe die Gleichung <l»(g, '1J, ~) = 0, 
die Oberflitche des Korpers dagegen werde durch die Gleichung 
F(x, y, ,) = 0 dargestellt. Mithin ist: 

(4) «P(;17 "111 ~l) = 0, 
(5) F(x" Yl' Z1) = O. 

Die Normale 91 der Unterlage im Punkte P habe die Richtungs
kosinus a , p, rj diese sind als bekannte Funktionen der Koordinaten 
~17 '1J1I ~1 anzusehen. Hieraus ergeben sich die Richtungscosinus von 9l 
nach den Axen der x, y,' vermoge der Gleichungen: 

cos (91, x) = aa1 + fJb1 + rCt, 

cos (9l,y) = aa2 + fJb2 + rC2' 

cos (91, z) = aas + fJbs + rcs, 

und diese Richtungscosinus miissen wegen der Beriihrung der beiden 
Oberflitchen in P mit den Richtungscosinus der Normale von K in P 
iibereinstimmen. Man hat daher die beiden Gleichungen: 

(6, 7) cos (91,x): cos (91, Y): cos (m,z) = (~~l : (~~\ : e}~l' 
wo der Index 1 besagt, dass in die partiellen Ableitungen von F(x, 11, z) 
fur x, y, $ die Koordinaten Xli Y17'1 von P einzusetzen sind. 

Die so entwickelten sieben GIeichungen sollen als die geometrischen 
Gleichungen des Problems bezeichnet werden. In ihnen kommen ausser 
den Lagekoordinaten: ~o, '1Jo, ~oj .flo, t/I, fP des starren Korpers K die 
unbekannten Koordinaten Xli Y1' $1; ~1I '1J17 :1 des Beriihrungspunktes P 
vor. Werden diese sechs Koordinaten eliminiert, so ergiebt sich eine 
Bedingungsgleichung zwischen den Lagekoordinaten von K, und man 
hat es daher mit einem System von funf Graden der Freiheit zu tun. 

Zu den sieben geometrischen Gleichungen treten zunachst die 
drei kinenlatiscken Gleicliwnge-n (Nr. 28c, G1. 5): 

(8) 
(9) 
(10) 

p = ip sin .flo COB fP + ;,. cos fP, 

q = ip sin .flo cos fP - .flo sin fP, 

r = ip cos .flo + .p, 
denen man jetzt die kinetischen Gleichungen hinzuzufiigen hat. Das 
sind aber dieselben Gleichungen, wie bei einem freien starren Korper, 
vorausgesetzt, dass zu den iiusseren Kriiften noch die d' Alembertsche 
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Reaktion ffi im Punkte P hinzugenommen wird; ausserdem sind den 
ausseren Kriiften die Reibungswiderstiinde hinzuzurechnen. Die Reak
tion ffi liegt in der Normale m; damit die Korper K und K* wah
rend des Zeitelementes dt in Beriihrung bleiben, muss die Reaktion 
das Bestreben haben, den Korper an die Unterlage anzudriicken. 

Auf diese Art ergeben sich fiir die Bewegung des Schwerpunktes 
S des Korpers K die Gleichungen: 

ill) d'So - + R \ mdtf = .=. ex, 

(12) 

(13) 

hierin bedeutet R die Intensitat der Reaktion ffi. Ferner geIten 
fUr die relative Bewegung des Korpers K um seinen Schwerpunkt 
die Eulerschen Gleichungen: 

dp 
(14) A-dt + (B - C)qr = L + R(zl cos (m,y) - Yl cos(m,z», 

(15) 

(16) 

B~i + (0 - A)rp = M + R(xl cos (m,z) - Zl cos (m,x», 

dr 
O-at + (A - B)pq = N + R(Yl cos(m,x)- Xl cos (m,y». 

Auf diese Art hat man ebensoviele Gleichungen gefunden, als die 
Anzahl der Unbekannten betriigt4S9). 

In manchen Fallen ist es vorteilhaft, statt der Eulcrschen Glei
chungen die Differentialgleichungen fur die Komponenten der instan
tanen Drehungsgeschwindigkeit m nach Axen zu nehmen, die gegen 
den Kiirper K beweglich sind; die kinematischen Gleichungen er
lei den dann auch entsprechende Anderungen 440). Diese Methode wird 
in N r. 38 dieses Artikels an dem Beispiel des rollenden Reifens er
lautert werden. 

Wenn del' Korper K in Peine Spitze hat, die bestiindig mit der 

439) S. D. Poisson, Mecanique, 1. ed., 2, p. 178, Paris 1811. Die Reibung 
wird hier nicbt berucksichtigt; das hat Poisson erst gethan Bull. de Ferussac, 
6 (1826), p. 166 und in der zweiten Auflage der M6canique, Paris 1833, 2, p. 229. 
Vgl. auch A. Cournot, J. f. Math. I) (1830), p. 133, 223; 8 (1832), p. 1, sowie die 
Darstel1ungen bei F. llfinding, Mechanik, p. 326; A. Amthor, Diss. Leipzig 1869 
und C. Neumaun, Leipzig Ber. 1888, p. 22. 

440) Bewegliche Axen find en sich schon bei G. M. &<ser, Quart. J. of math. 
4 (1861), p. 65; vgl. auch E. J. Routh, Dynamik 2, Kap. 5, sowie P. Appell, 
Roulements, Paris 1899. 
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Unterlage in Beriihrung ist, wie das bei dem in Hr. 37 behandelten 
Spielkreisel der Fall ist, so sind die Koordinaten XII y, $, als kon
stant anzusehen. Die Gleichungen (5), (6, 7) kommen alsdann in 
Wegfall, wahrend sonst alles beim Alten bleibt. 

31 c. Nichtholonome Bedingungen. Bei der Bewegung eines starren 
Korpers auf einer Unterlage kann man von vornherein die Bedingung 
stellen, dass kein Gleiten stattfinden soIl, dass also der Korper, im 
weiteren Sinne des W ortes, auf einer vollkommen rauhen U nterlage 
rollt. Damit die Geschwindigkeit des Beruhrungspunktes P ver
schwindet, mussen die beiden Gleichungen bestehen: 

{d;o + x, da, + y, daa + e, das = 0, 
(17) 

d1/o + x,db, + ,!/tdbs + e,dbs = 0. 

Hierin sind dall ···, dbs lineare Differentialformen von dft, d1/J, dcp. 
Wenn man also ~o, 1/0' ft, 1/1, cp als die fiiuf unabhiingigen Lagekoordi
naten des rollenden starren Korpers ansieht, so wird seine Beweglich
keit im lnfinitesimalen beschrankt durch zwei Bedillgullgsgleichungell 
der Form 

(18) {Ft d~o + 0 1 dft + 'fI,d1/J + <I>,dcp = 0, 

Fi = d'Yjo + 0 adft + \f12 d1/1 + <l>2 dcp = 0, 

in denen 0" ... , <1>2 Funktionen von ~o, 1/0. -B-, 1/1, cp sind. Dass trotzdem 
die Rollbewegung fiinf Grade der Freiheit hat, erklart sich dadurch, 
dass die Differentialformen F, und Fs nicht integrabel sind und auch 
nicht durch Verbilldung mit einander eine integrable Form ergeben, 
dass also aus ihnen keine endliche Gleickung zwischen den fiinf Lage
koordinaten hergeleitet werden kann. 1m Sinne von H. Herte hat 
man es daher beim Rollen eines starren Korpers mit nichtholonomen 
Bedingungen zu tun 441), und es geIten auch hier die Betrachtungen, 
die in Nr. 16 dieses Artikels fiir nichtholonome Punktbewegungen 
angestellt worden sind. 

Wenn zwischen den Lagekoordinaten endliche Gleichungell be
stehen, pflegt man, um die Reaktionen zu eliminieren, die Anzahl der 
Koordillaten auf das Minimum zu reduzieren, und erhalt zur Bestim
mung der Bewegung nach der in Nr. 7 dieses Artikels auseinander
gesetzten Methode die betreffenden Lagrangeschen Differentialgleich
ungen. Eine solche Reduktion ist im FaIle der Rollbewegungen nicht 
moglich. Die Mittel zur tJberwindung der hierin liegenden Schwierig-

441) Mechnik, Leipzig 1894, p. !ll, 96; Hertz ist gerade durch die Be
trachtung von Rollbewegungen auf die Unterscheidung holonomer und nicht
holonomer Sy~teme gefiihrt worden. 

Encyklop. d. math. Wlu.nach. IV 1, I. 39 
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keit lagen jedoch schon seit 1788 bereit, da das Verfahren der Euler
Lagrangeschen Multiplikatoren auch bei nichtholonomen Bedingungs
gleichungen zum Ziele fiihrt 442). Werden niimlich die fiinf Lagekoordi
naten der Kiirze wegen durch qu Q2' •• " q5 bezeichnet, so hat man 
nur mit ihnen die Ausdriicke der lebendigen Kraft T und der vir
tuellen Arbeit d W zu hilden. Es sei also 

dW =~Q:'d'q", 
" 

und die Bedingungsgleichungen mogen lauten 

~A"dq" = 0, ~Bxdqx = O. 

Alsdann ergeben sich die Lagrangeschen Differentialgleichungen 

(19) ~ 'iJ T _ 'iJT = Q + 'A + B ( 1 2 5) 
dt'iJq" 'iJq" "A" IL" "=,,"', , 

in den en A und IL Multiplikatoren bed8\lten. Zu diesen fiinf Glei
chungen treten noch die beiden Gleichungen 

(20) 2'A,Jl" = 0, ~BA" = 0, 

so dass man sieben Gleichungen ZUI' Bestimmung der sieben Unbe
kannten ql1 .. " q5; A, I-' hat 443). 

Anstatt diesen von Lagrange gebahnten Weg einzuBchlagen, haben 
einige Autoren irrtiimlicher Weise die Gleichungen (20) benutzt, um 
aus dem Ausdrucke der lebendigen Kraft T zwei del' Geschwindigkeits
komponenten, etwa q4 und Q5' zu eliminieren und aus dem wmgestalteten 
Ausdruck del' lebendigen Kraft T* die zugehorigen Lagrangeschen 
Differentialgleichungen abzuleiten; dabei wirkte del' verfiihrende Um-

442) In der Mecanique analytique, Paris 1788, p. 46 = Oeuvres 11, p. 78 
sagt J. L. Lagrange sogar: "en general nous representerons par dL = 0, d Jl = 0, 
... les equations de condition entre ces differentielles, so it que ces equations 
aoient elles-memes des differences exactes ou non, pourvu que lea differentiellea 
n'y aoient que lineairea". An anderen Stellen freilich, z. B. Mecanique, p. 227 
= Oeuvres 11, p. 336, driickt er aich 80 aus, als ob man aile Bedingungsgleieh
ungen durch Einfuhrung geeigneter Koordinaten beaeitigen konne. V gl. aueh 
C. Neumann, Leipzig Ber. 1888, p. 22. 

443) Vgl. IV 1, Nr. 38 (A. Voss); von der Litteratur sei hier noch genannt: 
E. J. Routh, Dynamik 2, Kap. 0; A. Vierkandt, Monatahefte f. Math. 3 (1892), 
p. 31, 97; J. Hadamard, Paria C. R. 118 (1894), p. 3n; Bordeaux Soc. de 
8cienc. (4) 0 (1890), p. 397; P. Appell, Roulemenla, Paria 1899, chap. 4 nnd 
~!ecanique 2, chap. 24; P. WorOllCZ, Moskau Math. Sammlung 22 (1901), p. G09 
(ruseisch), Die Gleichungen der Bewegnng eines starren Korpera, der ohne 
Gleitung auf einer unbeweglichen Flaehe rollt, Kijew 1903 (russiseh); E. Carvallo, 
J. de Pee. polyt. (2) 0 (1900), p. 119; 6 (1901), p. 1; G. Morera, Torino Atti 38 
(1903), p. 07. 
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stand mit, dass bei den betreffenden Spezialfiillen zufiillig die Koordi
naten q4 und q5 in diesen Lagrangescben Gleichungen fehlten 4(4). 

Man iiberzeugt sich leicht, dass die so erhaltenen Gleichungen im 
allgemeinen mit den legitimen Gleichungen nicht vertraglicb sind4(5)j 
ausnahmsweise kann es sich allerdings ereignen, dass eine von ihnen 
richtig ist 4(6). P. Appell hat diesen Fehler in den spater ausgegebe
nen Exemplaren der ersten AuHage seiner Mecanique (1896) ver
bessert und bald darauf in einer eigenen Abhandlung auf ihn hin
gewiesen 4(7). Unabhiingig von ihm haben ihrerseits S. Tschaplygin4(8) 
und D. J. Korteu'eg 4(9) dieselbe Bemerkung gemacht. 

Es giebt einen Fall, in dem der umgestaltete Ausdruck T.'k der 
lebendigen Kraft immer zu richtigen Ergebnissen fiihrt. Wenn man 
niimlich die kleinen Schwingungen eines rollenden stan'en Korpers um 
eine Gleichgewichtslage untersucht und dabei die VernachHissigungen 
vornimmt, die in der Theorie der klein en Schwingungen ublich sind 
(vgl. Nr. 9 dieses Artikels), so fallen gerade die Glieder fort, in denen 
sich die illegitimen Gleichungen von den legitim en unterscheiden (50). 

Durch Elimination von A. und p, erhiilt man aus den Gleichungen 
(19) und (20) flinf Differentialgleichungen zweiter Ordnung, in denen 
nur die Koordinaten Q1' •• " Q5 nebst ihren el'sten und zweiten Ablei
tungen vorkommen. Wie P. Appell gezeigt hat, ergeben sich diese 
Gleichungen unmittelbar, wenn man statt der lebendigen Kraft T die 
Beschleunigungsenergie S zu Grunde legt, die als das Integral del' mit 
dem Massenelement mnltiplizierten halben Beschleunigungsquadrate 
aller Punkte des Systems definiert wil'd (51). 1m vorliegenden Fall wird 

444) V gl. z. B. G. Schouten, Amsterdam Vers!' en Meded. (3) 5 (1888), p. 292; 
P. Molenbroek, Nieuw Archief 17 (1890), p. 130; E. Linde16(, Acta Soc. Fenn. 
21 (1894), Nr. 10. Ein einf'aches Beispiel fiir den Fehlsehluss giebt E. J. Routh, 
Dynamik 1, p. 364; vgl. auch Nr. 30 2), p. 584 dieses Artikels. 

445) N.lIf. Ferrers, Quart. J. 12 (1872), p. 1; vgl. aueh die Ausflihl'ungen 
in Nr. 30 2) dieses Artikels llber die Transitivitatsgleichungen, Bowie P. Appell, 
Roulements, p. 43. 

446) Vgl. etwa P. Appell, Mecanique 2, p. 373. 
447) Bull. BOC. math. de France 26 (1898), p. 265; vgl. auch Palermo Cire. 

mat. Rend. 14 (1900), p. 1. 

448) MOBkau, Arbeiten der physikalisehen Sektion der Kaiserliehen Gesell
schaft der Freunde der Naturkunde 91 (1897), p. 10 (russisch). 

449) Nieuw Archief (2) 4 (1899), p. 130; Palermo Cire. mat. Rend. 14 
(1900), p. 7. 

400) J. D. Kortcweg, Nieuw Archief (2) 4 (1899), p. 130. Dass hei den 
kleinen l::lehwingungen in allen Fallen der Unterschied zwischen holonolU und 
nichtholonom t'ortfIiJIt, hat;F. Klein bemerkt, Zeitschr. Math. Phys. 47 (1902), p. 260. 

4i"l) P .. tppell, Paris C. R. 129 (1899), p. 317, 423, 4.59; J. f. Math. 121 
39* 
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Seine Funktion der Koordinaten q1"", q" nebst ihren ersten und 
zweiten Ableitungen. Die gesuchten Differentialgleichungen lauten 
alsdann: 

(21) oS F = Q" (x = 1,2, ... ,5). 
q" 

Die Berechnung von S wird erleichtert durch einen Satz von P. Ap
pell, der das genaue Analogon des Satzes von Samuel Konig4.52) ist. Hier
nach ist die Beschleunigungsenergie cines Systems gleieh der Summe der 
Besehleunigungsenergie, die del' im Schwerpunkt vereinigten Gesamt
masse m zukommt, und del' Besehleunigungsenergie fur die relative 
Bewegung des Systems urn den Sehwerpunkt m ). AIle diese Fragen 
konnen jedoeh erst in den Artikeln iiber analytisehe Mechanik IY 11 
bis 13 (P. StiickeZ) ausfiihrlicher besprochen werden. 

B. Der einzelne starre Korper: Spezielle Ausfiihrungen. 

32. Drehung um eine feste Axe. 1) Ein starrer Korper, der 
gezwungen 'ist, sieh urn eine im Raume feste Axe zu drehen, bildet 
ein System llIit einem Grade del' Freiheit; denn seine Lage ist voll
standig bestimmt dureh die Angabe des Winkels ffJ, urn den er sieh 
von del' Anfangslage aus urn die Axe gedreht hat. Wenn man von 
del' Reibung absieht, also das I.ager, in dem die Axe liegt, als voll
kommen glatt annimmt, so liefert sowohl del' -Satz von del' leben
digen Kraft als aueh del' Flachensatz, angewandt auf die Drehaxe, 
jeder fUr sieh fur die Bewegung des Korpers dieselbe Gleichung: 

(1) 

hierin bezeiehnet m die Gesamtmasse des Korpers, c ist del' Gyra
tionsradius, N das Moment del' wirkenden Krafte in bezug auf die 
Drehaxe. 

Zur Bereehnung del' Reaktion del' Axe pflegt man in del' theo
,·etischen Mechanik anzullehmen, dass diese in zwei PUllkten 0' und 

(1900). p. 310; 122 (1!J01). p. 205; J. de math. (5) 7 (1!J00). p. 0; Annuaire des 
math .• Paris 1902, p. 407; Mecanique 2, p. 374; vgl. auch G. A. Maggi, Rom 
Acc. Line. Rend. (5) 101 (1901). p. 287; H. Poincare, Paris C. R. 132 (1901). 
p. 369; G. Hamel, Zeitschr. Math. Phys. 50 (1!J04). p. 1; Th. E. B. Jourdain. 
Quart. J. of math. 36 (1904). p. 61. Den Namen Bescllleunigwlgsenergie hat 
A. de Saint-Germain vorgeschlagen, Paris C. R. 130 (1900), p. 1174; er findet 
sich jcdoch schon bei J. Kijnig, Math. Ann. 31 (1888). p. 1. 

-l02) Acta erud. Lips. 1751; vgl. auch Nr. 10, p. 4118 diese Artikels. 
-l03) P. Appell, Mecanique. 2, p. 381. 
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0" festgehalten wird. Es rnoge ein im Raume festes Koordinaten
system der ~, 7], ~ eingefiihrt werden, dessen Anfangspunkt der 
Punkt 0' ist, und dessen ~-Axe mit der festen Axe zusammenfallt. 
Die ~-Koordinate von 0" sei h, die Koordinaten des Schwerpunktes 
seien ~o, 7]0,~, die Komponenten der Resultante ~ der wirkenden 
Krafte nach den Koordinatenaxen :, H, Z, die Komponenten des resul
tierenden Momentes ~ nach diesen Axen A, M, N. Alsdann ergeben 
sich fiir die Komponenten der Reaktionen in 0' und 0": =', H', Z' 
und =", H", Z" die fiinf Gleichungen: 

(2) 

=' + =" +: = - cp2~O - ip7Jo, 
H' + H" + H = - cp27Jo + ip~, 
Z' + Z" + Z = OJ 

- hH" + A = + cp17J~dm -;p f~~dm, 
+ h:" + M = - cp:r~~dn -;Pf7]~dm. 

Urn die Integrale J~~dm und .f\~dm zu berechnen, die iiber 

aile Massenelemente dm des starren Korpers zu erstrecken sind, hat man 
ein im Korper festes Koordinatensystem der x, g, f& einzufiihren, bei dem 
die s-Axe mit der ~-Axe zusammenfaile, wahrend der Winkel zwischen 
der x- und der ~-Axe gleich qJ sein moge. Werden die konstanten 
Deviationsmomente in bezug auf den Punkt 0' wit D, E, F bezeich
net (vgl. Nr. 28b dieses Artikels), so ist 

(3) 1 .1~~dm = E sin rp + D cos qJ, 

f~;dm = E cos rp - D sin qJ. 

Aus den Gleichungen (2) in Verbindung mit (3) lassen sich 
:', H', 'E.", H" ermittelu, sobald cp als Funktion der Zeit bekannt 
istj dagegen erhiilt man aus ihnen nur die Summe der Komponenten 
Z' und Z", so dass die Reaktionen in 0' und 0" nach der Ricbtung 
der festen Axe einzeln genommen unbestimmt bleiben. Man hat 
also hier einen Fail kinetostatischer Unbestimmtheitj vgl. Nr. 29c und 
42 dieses Artikels. Urn die Ullbestimmtheit zu heben, kann man, 
wie bei der statischen Unbestimmtheit, die elastischell Deformationen 
heranziehenj vgl. Nr. 27 dieses Artikels. 

Fiir die praktischen Anwendungen, mit denen man es in der 
physikaJ.ischen und t.echnischen Mechanik zu tun hat, ist freilich die 
angegebene Berecbnung der Reaktionen nicht ausreichendj denn die 
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Drehung urn die feste Axe wird hier meistens durch Lager von end
licher Ausdehnung realisiert4M). 

2) In der Maschinentechnik verwendet man oft feste Korper von 
betriichtlicher Masse, die sich mit grosser Winkelgeschwindigkeit um 
feste Axen drehen (Miihlsteine, Schwllngriider, Laufriider von Tur
binen usw.). Urn die Beanspruchung der Axe tunlichst zu vermeiden, 
hat man nach den Gleichungen (2) die Massen so anzuordnen, dass 
die Axe moglichst genau mit einer durch den Schwerpunkt gehendell 
Hauptaxe iibereinstimmt. Es sind daher vielfach Verfahren aus
gebildet worden, um eine Ausbalanzierung der Massen in dem ge
nann ten Sinn zu erzielen 455) und die Genauigkeit der Einstellung 
einer Drehaxe im gegebenen FaIle zu prafen 466). 

Schwungriider im engeren Sinne des Wortes dienen dazu, den 
Gang dauernd rotierender Maschinenteile gegeniiber den periodisch 
auftretenden Schwankungen des Kraftfeldes und der Massenkonfigu
ration der Getriebeteile moglichst gleichf'ormig zu erhaltenj vgl. IV 10 
(K. Heunl. Man erhiilt einen ungefiihren Einblick in die mechanischen 
Vorgiinge, die sich hierbei abspielen, wenu man sich vorstellt, dass 
das gesa:mte, aus den treibenden KriiftelJ und den Widerstandskriiften 
resultierende Moment N um die Drehaxe unmittelbar auf das Schwung
rad, beschleunigend oder verzogernd, einwirkt. Bezeichnet man das 
Tragheitsmoment des Schwungrades in bezug auf die Drehaxe mit C 
und mit L die Arbeit von N in dem Teile einer Periode, in dem 
die Winkelgeschwindigkeit ro der Drehung von ihrem grossten Werte 
romax auf ihren kleinsten Wert ())min sinkt, so ist: 

L = to (ro~&:I: - ro~In)' 

In dem Verhiiltnis von ro~ax - ro~in zu dem mittleren W erte ()),~ des 
Quadrates der Winkelgeschwindigkeit hat man ein Mass fur die Un
gleich(Qrmigkeit des Ganges der Maschine. Wenn es sich darum handelt, 
die GroBe von 0 und dam it die Dimensionen des Schwungrades f'ur 
eine auszufiihrende Anlage zu bestimmen, hat man das Mass der Un
gleichf'ormigkeit als gegeben anzusehenj iiber die Schwierigkeiten, die 
die Bestimmung von Lund die genaue Definition des Ungleich
f'ormigkeitsgrades mit sich bringt, wird in IV 10 (K. Heun) berichtet 
werden. 

464) Vgl. auch Nr. 42 dieses Artikels, sowie IV 10 (K. Heun). 
455) Vgl. z. B. A. ¥von Villarceau, J. de ma.th. (2) Ii (1870), p. 315 und 

A. Stodola, Die Dampfturbinen, 3. Autl., Berlin 1905, p. 181. 
456) Beschreibung eines solchen Apparates "on Haff'ltf' bei P. Appell, J. 

de l'ec. polyt. (2) 9 (1904), p. 161. 
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3) Wenn das Drehmoment N der wirkenden Krii.fte in bezug auf 
die feste he verschwindet, so ist .fi. = 0, mithin m konstant. Ver
schwinden auch noch die Momente A und M, so dass die wirkenden 
Krii.fte einer im Punkte 0 angreifenden Einzelkraft aquivalent sind, so 
werden die Gleichungen (2), sob aId die feste Axe eine zu 0' gehO
rende Hauptaxe ist, durch 

=." = 0, H" = 0, Z" = 0 
befriedigt. Es gilt also der Satz: Wenn auf einen starren Korper, der 
sich um einen festen Punkt 0' dreht, Krii.fte wirken, die einer durch 
0' gehenden Einzelkraft ii.quivalent sind, so wird der Korper, wenn 
er sich anianglich mit einer gegebenen Winkelgeschwindigkeit um 
eine der zu 0' gehorenden Hauptaxen drehte, diese Bewegung be
standig fortsetzen. Man nennt aus diesem Grunde die Hauptaxen 
auch pcrmanente Drehaxen(51). Sollen auch noch die Komponenten 
E.', H', Z' verschwinden, so mu.8 

=. = - mS~o, H = - m91Jo, Z = 0 

sein. Hieraus foIgt im besonderen der Satz: Wenn ein starrer Korper, 
auf den keine Krii.fte wirken, sich anfanglich um eine zum Schwcr
punkt gehOrige Hauptaxe dreht, so setzt er diese Bewegung mit 
konstanter Winkelgeschwindigkeit fort. Aus diesem Grunde heissen 
die zu dem Schwerpunkt gehorigen Hauptaxen auch spontane D-re7~

axen(58). Fur die Frage der Stabilitiit der permanenten und SPOll

tanen Drehaxen vgL Nr. 34:a dieses Artikels. 
4) 1st die auf den starren Korper wirkende Kraft die Schwere und 

liegt die feste Axe horizontal, so hat man es mit dem sogenannten 
susammengesetzten oder physikalischen Pendel zu tun; fiir die Geschichte 
dieses Problems vgl. Nr. 25a dieses Artikels. Einen eingehenden 
Bericht iiber die praktische Verwendung des Pendels findet man in 
IV 7 (Ph. Furtwiingler). Dort ist auch die Lehre von der Wage dar
gestellt, die man in erster Annaherung als ein Pen del ansehen kann; 
in zweiter Annaherung ist sie eine dreigliedrige ebene Korperkette, 
vgl. N r. 4:l c dieses Artikels. 

Befindet sich der Schwerpunkt S des Pendels in der Entfernung 
1 von der Drehaxe, so ist N = mgl sin rp, und man hat die 

467) Diesen Namen scheint A. ~l. Ampere, Paris Mtlm.5, annee 1821/22 
(1826), p. 76 eingefiihrt zu haben. Der Sache nach finden sicb die permanenten 
Axen schon bei L. Euler, Theoria motus, Greifswald 1766, p. l!24j Eliler sagt 
dafiir freie .Axe (axis liber). 

458) Vgl. Nr. 21>, p. 046 dieses Artikels. J. L . .La!Jf"ange verstebt in der 
Mecanique analytique unter Bpontanen Axen das, was man jetzt permanente 
Axen nennt, und bezeicbnet die jetzigen spontanen Axen alB natilrliche Aun. 
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Gleichung: 

(1') 

IV 6. P. Stiickel. Elementare Dynamik. 

d1fJI gl.. 
"(fiI = - cl Slll rp, 

die Bewegung ist also isoch'l'on mit der eines mathematischen Pendels 
der Lange l' = c2/l. 1m FaIle unendlich kleiner Schwingungen ist die 
Schwingungsdauer 

(4) Yet 
2,,; -. 

Ig 

Um diese zu berechnen, miisste man c und l kennen. In del' 
Praxis bestimmt man umgekehrt c und l durch die Beobachtung 
von Schwingungszeitenj auf das grosse Gebiet der experimentellen 
Bestimmung von Triigheitsmomenten in Physik und Technik kann 
jedoch hier nicht eingegangen werden(59). 

Man lege nunmehr durch S und die feate Axe die Halbebene und 
ziehe in ihr die Parallele zur Axe im Abstande l'. Dann schwingen die 
iu den Punkten dieser Geraden enthaltenen M assenteilchen des Pendels 
so, als ob sie vom starren IKorper losgelost und jeder fiir sich mit 
der Axe fest verbunden seien; wie man l' hierdurch experimentell 
bestimmen kann, hat J. Clerk Maxwell gezeigt460). Chl'. Huygens 
nannte jene Parallele Schwingungsaxe und bewies, daB umgekehrt, wenn 
die Schwingungsaxe festgehalten wird, die urspriingliche Drehaxe die 
zugehorige Schwingungsaxe wird 461). Bezeichnet man noch den Gyra
tionsradius, den man fiir die Parallele zu der festen Axe <lurch den 
Schwerpunkt erhiilt, mit k, so ist ebenfalls nach Chr. Huygens: 

(5) l' = l + k; , 
und es gilt daher der Satz: Wenn in einer Ebene durch den Schwer
punkt zwei von ihm nicht gleichweit entfernte parallele Axen als feste 
horizontale Dl'ehaxen genommen dieselbe Lange des isochronen Pen
dels ergeben, so ist diese Lange gleich dem Abstande der beiden 
Parallelen. Auf diesem Satze beruht das in der Geodlisie viel be
nutzte Revel'sionspendel(62). 

(69) Vgl. etwa Fr. Kohlrausch, Lehrbuch der praktischen Physik, 9. Auti. 
Leipzig 1901. Eine monographische Daretellung dieser Untersuchungen wire 
sehr erwiinscht; einiges Material dazu findet man bei J. van Rijn, Diss. 
Utrecht 1890. 

(60) Matter and motion, London 1876 = Snbstanz und Bewegung, Braun
schweig 1881, p.116; vgl. anch L. Boltzmantl, Prinzipe 1, p. 201. 

461) Horologinm oscillatorium, Paris 1673. 
(62) J. G. F. Bohncnberger, Astronomie, Tiibingen 1811, p. 447; H. Kattr, 

Phil. Trans. 1818; vgl. auch F. Kraft, Aufgaben 2, p. 303, J . ..4.. Grunert, Arch. 
Math. Phys. 47 (1867), p. 119. 
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Die Formel (5) zeigt, wie sich 
parallel im Korper verschiebt. 
die Formel: 

l' lindert, wenn man die Dreh
Fur beliebige Verschiebungen 

l' = l + aa l + Pb' + yel • 

l ' 

hierin bedeuten ee, p, r die Richtungscosinus der Drehaxe gegen die 
Axen der ~, fl, ~ und a, b, c sind die Gyrationshalbmesser, die zum 
Schwerpunkte gehoren'6S). Den Komplex del' Drehaxen im Korper, 
fur die l' eine gegebene Lange hat, haben J. B. Biot464.) und O. Boklen'65) 
untersucht. 

Zum SchluBs sei noch auf die Aufgaben hingewiesen, die sich 
bei del' Leme von der Regulierung und Kompensation des Uhrpendels 
ergeben (66)j ferner moge auch der Metronom von J. H Miilsel (67) er
wahnt werden. 

5) 1m Vorhergehenden ist von der Reibung abgesehen worden. 
Diese hangt wesentlich davon ab, wie die Forderung der festen Drehaxe 
realisiert wird, und das ist auf sehr verschiedene Arten moglich (68). 

WeDn es auch in der Praxis gelingt, durch geeignete Schmiermittel, 
Kugellager u. s. w. die Grosse der Reibungswiderstande sehr herunter
zudrucken, so darf man diese doch in vielen Fallen nicht vernach
lassigen. Von derselben Grossenordnung ist dann aber auch der Ein
fluBB, den andere Btorende Umstlinde haben, z. B. die Elastizitat des 
Materials, und man wird so zu Problem en gefiihrt, die durchaus 
der physikalischen oder der technischen Mechanik angehOren (69). 

Zum SchlusB moge noch fur diese ganze Nurnmer auf die aus
fuhrliche Behandlung der Drehung eines starren Korpers urn eine 
feste Axe bei E. J. Routh, Dynamik 1, Kap. III, hingewiesen werden. 

33. Ebene Bewegungen. Die Bewegung eines starren Korpers 
heiBt eine ebene Bewegung, wenn die Geschwindigkeitsvektoren aller 

463) S. D. Poisson, Mecanique, 1. ed. 2, p. 119, Paris (1811). 
464) J. ec. polyt. cahier 13 (1806), p. 242. 
465) J. f. Math. 93 (1882), p. 177; Zeitschr. Math. Phys. 28 (1883), p. 304; 

vgl. auch H. Ruoss, Math. Nat. Verein in Wiirttemberg Mitteil. 5 (1892), p.5S. 
466) V gl. VI 2, 4, Nr. 2, 3 (C. Ed. Caspary). 
467) Zeitschr. fUr Bsterreichische Gymnasien 6 (1855), p. 851; vgl. auch 

M. Jullien, Problemes, 2. ed. 2, p. 134-147 und A. Him, Paris C. R. 105 (1887), p. 40. 
468) Siehe schon L. Euler, Acta Petrop. pro ann. 1782, P. II (1786), p. 164 

= Theoria motus, 2. Auf!. Greifswa.ld 1790, Supplementum, cap. 7; vgl. femer 
N. Joukou·skij, Moskau Arbeiten der phys. Sektion der Kais. Ges. d. Freunde 
der Naturkunde 7 (1896), Heft. 2, p. 28 (russisch). 

469) Vgl. IV 7 (Th. Furtwiingler). 
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seiner Punkte stets einer festen Ebene parallel bleiben '70); das findet 
zum Beispiel statt, wenn ein Korper mit einer ebenen Grundfliche 
auf einer festen Ebene gleitet. Da sich jeder Punkt des Korpers in 
einer Ebene bewegt, die jener festen Ebene parallel ist, so geniigt es, 
die Bewegung in einer der ParaIlelebenen zu kennen; man sagt dahe:t 
auch, daB die ebene Bewegung der Bewegung eines stonen Gebildes 
in swei Dimensionen iquivalent ist. Betrachtet man im besonderen 
die durch den Schwerpunkt 8 gehende Parallelebene, so ist die Lage 
des Korpers vollstandig bestimmt, wenn man kennt 1): die Koordi
naten des Schwerpunktes ~o, '10 in bezug auf ein in der Ebene festes 
System der ;, '1; 2) den Winkel fP, den eine im Korper feste, von 
.s ausgehende und in der h-Ebene liegende Gerade mit der ~-Axe 
bildet. Mithin hat die ebene Bewegung drei Grade der Freiheit, 
eben so viele, wie die Drehung eines starren Korpers um einen festen 
Punkt, aus der sie in der Tat als Grenzfall hervorgeht, wenn man 
den festen Punkt ins Unendliche riicken msst. 

Bewegungen dieser Art hat schon Johann BernouUi untersucht 
(1742), der zeigte, dass die zugehOrigen Elementarbewegungen, all
gamein gesprochen, in der Verbindung einer Schiebung (Translation) 
parallel der festen Ebene und einer Drehung urn eine darauf senk
rechte Axe bestehen, deren Durchstosspunkt mit der Ebene variiert'71). 
Man kann aber die Schiebung durch Wahl einer besonderen he, 
der Momentanaxe, zu Null machen und del' Bewegungsvorgang Iasst 
sich daher, wie wohl zuerst M. Ohasles (1829) erkannt hatm), kine
matisch als das Abrollen einer im starren System festen Kune auf 
einer in der Ebene festen Kurve beschreiben. Diese Kurven werden 
aIs Polbahnen oder auch aIs ZentroiJen (Korperzentrode und Raum
zentrode) bezeichnet'78). 

1m 19. Jahrhundert sind die ebenen Bewegungen Gegenstand 
zahlreicher Untersuchungen geworden, teils weil sie einfache Beispiele 
filr die Dynamik des starren Korpers geben, teils wegen der tech
nischen Anwendungen. Bei den Maschinen ist nimlich ein grosser 

'70) Wie G. Darboux, Paris C. R. liS (1881), p. 118 erkannt hat. geniigt es 
nicht, zu verlangen, dus der GeschwindigkeitBvektor eines jeden Punktes in 
einer Ebene bleibt; vgl. IV 3, Nr.!1 (A. 8choenflieB und M. Gribltr). 

'71) Opera omnia " Lausanne 17'2, p. 265. 
'7S) VgL Bull. soc. math. de France 8 (18':8), p. 208. Geometrisch ist du 

Abrollen zweier Kurven schon 1638 von R. Descartt. betrach~t worden, 
Oeuvres 7, p. 88. 

'78) Vgl. IV 8, Nr.8 (..4... 8choetafUeB und M. Grlfbler) sowie fiir den Aus
druck Zetatrode etwa A. Gray, Physik 1, p. 92. 
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Teil der Organe so gefesselt, dass sie ebene Bewegungen ausfiihren; 
man denke etwa an das Kurbelgetriebe bei einer Dampfmaschine. 
Freilich ist man hier vielfach bei der kinematischen Behandlung 
stehen geblieben, die dafiir bis ins Einzelnste durchgefiihrt worden ist; 
vgl. IV 3, Nr. 8-13 (A. Schoenflies und M. Gtiibler) sowie die Dar
steHung bei G. Koenigs, Le-;ons de cinematique, Paris 1897, p. 137. 

Die Schwerpunktssatze liefern die beiden Gleichungen 

(1) 

und dazu kommt vermoge des Satzes von der lebendigen Kraft bei 
der relativen Bewegung (vgl. Nr.l0 dieses Artikels) als dritte Gleichung: 

(2) dtrp 
mct(fil = N; 

hierin bedeutet eden Gyrationsradius und N das Drehmomel1t der wir
ken den Krafte fiir das Lot, das in S auf der festen Ebene errichtet wird. 
Derselbe Ansatz Hi-sst sich benutzen, wenn weitere Bedingungen hinzu
treten; man hat dann nur den wirkendeu Kraften die aus den Ver
bindungen entspringenden Reaktionen hinzuzufiigen. Ausfiihrliche 
Angaben iiber die Aufstellung und Integration der Differential
gleichungen (1) und (2) findet man in den Werken von P. Appe1l474), 

E. Budde475) und J. E. Routh476), in denen auch zahlreiche Beispiele 
behandelt werden. Fiir weitere Beispiele sei auf M. Jullien (77) und 
A. E. H. Love478) verwiesen. Es moge geniigen, hier als hiibsches Beispiel 
den bergan laufenden Doppelkege1(79) zu nennen, der sich vielfach 
in den alteren physikalischen Kabinetten findet. 

Fur die Besonderheiten bei den Bewegungen mit Reibung sel 
auf Nr. 31 dieses Artikels sowie IV 10 (X. Heun) verWlesen. 

34. Xrii.ftefreier Kreisel. Ein Kreisel, d. h. ein stalTer Korper, 
der gezwungen ist, sich um einen festen Punkt 0 zu drehen, heisst 
kriiftefrei, wenn aussere Krafte auf seine Bewegung keinen EinHuss 
haben. Da die Zwangsbedingung verhindert, dass die Resultallte St' 
der etwa vorhandenen ausseren Krafte, in 0 angreifend, dem Korper 
eine Translation erteilt, so genugt es, dass ihr resultierelldes 

474) Mecanique 2, p. 91-105. 
476) Mechanik 2, p. 676-778. 
476) Dynamik 1, Kap. 4. 
477) Problemas 2, ed. 2, p. 147-170. 
478) Mechanics, chap. 8. 
479) Vgl. dazu auch H. Resal, Paris C. R. 111 ,1890), p. 547. 
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Moment IDl in bezug auf 0 verschwindet; das ereignet sich zum 
Beispiel, wenn sich ein schwerer Korper um seinen Schwerpunkt 
dreht. 

34 a. Synthetische Untersuchung des Bewegungsverlaufes. 
1) Bei dem Kreisel reduziert sich die Impulsschraube auf einen 
Drehstoss ~, der in der bekannten Art durch einen Vektor OJ, den 
lmpulsvektor, dargestellt wird; seine Komponenten nach drei auf ein
ander senkrechten Hauptaxen fur den festen Punkt 0 sind Ap, Bq, Cr. 
Wahrend der kraftefreien Bewegung bleibt der Vektor OJ der Grosse 
und Richtung nach unverandert, ist also im Raume fest. Damit erscheint 
die Tragheitsbewegung des starren Korpers als ein genaues Analogon 
zu der Tragheitsbewegung des materiellen Punktes. Wie dort folgt 
auch hier aus der Erhaltung des Impulsvektors die Erhaltung der 
lebendigen Kraft, die den konstanten Betrag -}h haben moge 480). Diese 
ist aber nach Nr. 28d 3) gleich dem halben skalaren Produkt des Im
pulsvektors OJ und des Vektors der instantanen Drehung IV = 0 P, 
also gleich dem haiben Produkte der Lange k des Impulsvektors und 
der Projektion 0 Q des Drehvektors auf diesen. Mithin hat die Pro
jektion OQ die konstante Lange hjk,(81) und der Drehpol P hefindet 
sich stets auf einer im Raume festen Ebene II, die in Q auf dem 
Impulsvektor senkrecht steht. Da aber die lebendige Kraft eines 
Kreisels stets gleich HAp! + Bq2 + CrB) ist, so befindet sich der 
Drehpol auch auf dem mit dem kraftefreien Kreisel festverbundenen 
Poinsotschen Ellipsoide: 

.Ax2 + By2 + Oz! = h, 

das mit dem Cauchyschen Triigheitsellipsoide 48B) des festen Punktes 0: 

Ax' + By! + OZ2 = 1 

iihnlich und abnlich liegend ist. Endlich folgt aus der Beziehung 
zwischen der lebendigen Kraft und dem Impuls, dass das Ellipsoid 
die feste Ebene bestii.ndig beriibrt. Die Tragheitsbewegung eines 
starren Korpers Hisst sich demnach so beschreiben, dass das im Korper 
feate Poillsotsche Ellipsoid bei festgebaltenem Mittelpullkte auf einer 
1m Raume festen Ebene ohne zu gleiten abroUt; der Kreisel dreht 

480) Die Konstante der lebendigen Kraft wird im allgemeinen mit h be
zeichnet (vgl. p. 466 dieses Artikels); es ist jedoeh in dem vorliegenden Fall 
ublich, dafur th zu nehmen, wodurch sich in der Tat die l!'ormeln vereinfachen. 

481) Dieser Satz findet sich schon, wenn aueh in anderer AusdrucksW'eise, 
bei J. L. Lagrange, Berlin Nouv. Mem. annee 1773 = Oeuvres 3, p. 679. 

482) A. L. Cauchy, Exerciees, 1827 = Oeuvres (2) 7, Paris 1889, p. 124, 
vgl. IV 4, Nr. 21 (G. Jung). 
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sich in jedem Augenblicke um den Durchmesser des Ellipsoids, der 
durch den Beriihrungspunkt gebt, und die instantane Winkelgeschwin
digkeit dieser Drehung ist gleich dem betrefl'enden Halbmessel'488). 
Was endlich die Lage des Impulsvektors betrifft, so bleibt dieser im 
Rsume fest, im Karper aber steht eT immer senkrecht auf der Ebene, 
die zu der instantanen Drehaxe in Bezug auf das Poinsotsche Ellipsoid 
konjugiert ist. 

Diese anschauliche Dal'stellung des Bewegungsverlaufes hat L. Poinsot 
(1834) gegeben484.). Ihm zu Ehren nennt man die kriiftefreie Be
wegung eines starren Karpers haufig kurz eine Poinsot-Bewegung. 
Freilich triigt Poinsots Darstellung zuniichst nur einen kinematischen 
Charakter485). Sie ist von J. Sylvester (1866) nach der kinetischen 
Seite hin ergiinzt worden. Das Triigheitsellipsoid rolle auf einer horizon
talen Ebene II unterhalb des festen Punktes O. Man entferne die Hiilfte 
des Ellipsoides, die die Ebene nicht beriihrt, und ersetze sie durch die 
Hiilfte eines kleineren Ellipsoides, das dem ersten konfokal ist. Das zweite 
Ellipsoid soll bestandig eine zu II parallele Ebene beriihren, die voll
kommen rauh ist (siehe Nr. 31 dieses Artikels) und sich nur urn eine 
vertikale, durch den festen Punkt 0 gehende Axe reibungslos drehen 
kann. La~st man jetzt das Doppelellipsoid mit dem unteren Teil seiner 
Oberflache auf der festen unteren Ebene rollen (wobei als iiussere Kraft 
nur die Reibung ins Spiel kommen soIl), so veranlasst die Reibung 
zwischen dem oberen Teil der Oberfliiche und der oberen Ebene, dass 
diese Ebene sich um die vertikale Axe drebt, und die verflossene 
Zeit steht in konstantem Verhaltnis zu der Drehung, die man von 
einem im Raume festliegenden Zifferb1atte unmittelbar ablesen kann486). 

483) Modelle fUr diese Bewegung konstruierten E. Mach, A. v. Obermayer usw. ; 
vgl. daruber etwa L. Boltzmann, Prinzipe 2, p. 74. 

484) Theorie nouvelle de Ia rotation des corps, Paris 1834, in ausftihr
licherer Darstellung wieder abgedruckt J. de math. (1) 16 (1851), p. 9, 289; 
deutBche Bearbeitung von K. H. Schellbach, Berlin 1851. In die Lehrbiicher 
war Poinsots Darstellung schon durch J. M. C. Duhamel, Mecanique, Paris 
184,)-46 eingefiihrt worden. Poinsot selbst benutzt nur ein Ellipsoid fiir 
aIle h, aber die SiLtze werden einfacher und die Formeln durehsichtiger, 
wenn man die Schar der Ellipsoide bei veranderlichem h nimmt. Einige Satze 
Poinsots beziehen sich auch auf den Zusammenhang seines Ellipsoides mit einer 
Bewegung des Kreisels unter dem Einfiusse beUebiger KrlI.fte; sie besagen jedoch 
nur die Tatsache, dass man eine jede Bewegung im UnendlichkIeinen durch eine 
Tragheitsbewegung approximieren kalln. 

485) Fiir die Weiterbildung der Poinsotschen Darstellung nach der geo
metrisch-kinematischen Seite vgl. W. Schell, Bewegung, 2. Aufl. 2, Teil 4, Kap. 3, 
sowie IV 3 (A. Schoenflies und M. G,-ubZer). 

486) London Math. Soc. Proc. 1866 Nr.6, p. 3;. vgl. R. R'ldaU, Ann. ec. 
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An Stelle der Poin.~otschen Ellipsoide hat J. Mac Ctdlagh das 
reziproke Ellipsoid 

betrachtet, das mit dem Kreisel fest verb un den sein moge. Das Mac 
Oullaghsche Ellipsoid geht bei seiner Bewegung stets durch einen 
festen Punkt, der auf der Impulsaxe OJ in der Entfernung Ie: in Ii 
liegtj das Lot von 0 auf die Tangentialebene in dem festen Punkte 
ist die instantane Drehaxe 0 P, und die instantane Drehgeschwindig
keit ist seiner Lange umgekehrt proportional487). 

2) Poinsot hatte die Darstellung der Bewegung mittels des rollenden 
Ellipsoides ersonnen, weil das Abrollen del' beiden Axenkegel auf ein
ander beim krii.ftefreien Kreisel im Allgemeinen zu keiner elementaren 
Anschauung von dem Verlaufe del' Bewegung verhilft. Die Polhodie 
ist allerdings verhli.ltnismiissig einfach, sie ist nli.mlich ein sphiirischer 
Kegelschnitt, abel' die Gestalt der Herpolhodie ist verwickelter, und 
ihre Darstellung durch kartesische Koordinaten oder Polarkoordinaten 
erfordert elliptische Funktionen. 

In einigen besonderen :Fii.llen liisst sich freilich die Untersuchung 
der Polhodie und Herpolhodie sehr einfach durchfiihren. 

1st A = B = 0, so ist das Poinsotsche Ellipsoid eine Kugel, die 
die feste Ebene II in Q beriihrt, und die Bewegung des Kugelkreisels 
kann daher nur in einer permanenten Drehung urn die im Raume und 
im Korper feste Axe OJ bestehen; Polhodie und Herpolhodie arten 
in Punkte aus 488). 

1st A gleich B, aber verschieden von 0, so wird die Polhodie ein 
Kreis und der Polhodiekegel ein Kreiskegel. Dasselbe gilt abel' auch 
von der Herpolhodie und dem Herpolhodiekegel; denn das Poinsotsche 
Ellipsoid ist ein Rotationsellipsoid, also der Ort seiner Bel'iihrungs
punkte mit der festen Ebene, die Herpolhodie, ein Kreis. Mithin 
besteht die allgemeinste Bewegung eines kraftefreieu symmetrischen 

norm. (1) 6 (1869), p. 233; (1) 7 (1870), p. 87; K. M. Ferrel's, Phil. Trans. 160 (1870), 
p. 1; G. Darbou:x, Note XVII zu der Mecanique von Ok. Despeyrous 2, p. 603; 
E. J. Routh, Dynamik 2, p. 1-10; iibrigens hatte auch schon Poinsot selbst einen 
Versuch gemacht, die verfiossene Zeit geometrisch darzustellen, ohne daB er 
jedoch zu einer durchsichtigen Konstruktion gelangt ware. 

487) Dublin Irish Proc. 2 (1840-41), p. 620; 3 (1846-47), p. 370; Trans. 22. 
Part I (1866). p. 188 = Collected works, Dublin 1880. p. 239; vgl. auch A. Clebsch. 
J. f. Math. 67 (1860), p. 78, sowie IV 4, Nr. 14, 21 (G. Jung). 

488) L. Euler, Theoria motuB, Kap. 11; L. Poinsot, Theorie nouvelle, 
raria 1834 = J. de ma.th. (1) 16 (1861), p. 12. 



34-. Der einzelne sture Kijrper: Kril.ftefreier Kreisel. 609 

Kreisels in einer reguliiren Pt'iisession(89)j vgl. Nr. 28c, p. 566 dieses 
Artikels. 

3) Polhodie. Jetzt mogen A, B, 0 ungleich sein, und zwar 
A > B > C. Betrachtet man die Familie der Bewegungen, bei denen 
die lebendige Kraft denselben Wert th hat, wiihrend der Impulsvektor 
nach Grosse und Richtung variiert, so erscheinen die Polhodien als 
die Schnittkurven des einen Poinsotschen Ellipsoides 

(1) Ax' + By! + Os! = h 
mit dem Kegelbiischel 

(2) h(A2xll + FyI + 0 2182) - k(Axll + By2 + CSIl) = O. 

Von den beiden Ovalen, aus denen diese Schnittkurven bestehen, kommt 
fUr eine Bewegung des Kreisels immer 
nur dasjenige in Betracht, auf dem der 
Drehpol P liegtj fur die Bedeutung des 
anderen konjugierfen Ovals vgl. Nr. 35a 4). 
Man markiere auf dem Ellipsoide die End
punkte der Hauptaxen; sie mogen die 
HauptPQle A*, B*, (Ji' heissen. Dann legt 
sieh, wie die nebenstehende Figur zeigt, 
um die Hauptpole A* und 0* je eine Schar 
einander umschliessender Polhodien. Die 
hierdurch charakterisierten beiden Scharen 
von Polhodien werden durch eine Grenz
polhodie von einander getrennt. Diese ent
spricht dem Werte lo,ll = Bh, fur den der 
Kegel (2) in zwei Ebenen zerfalit, nam
lich die Ebenen: 

0* 

Fig. 9. 

-v A(A - B)x ± -V0CB - 0s = O. 

Diese schneiden aus dem Ellipsoid zwei Ellipsen aus, die sich in den 
Hauptpolen 11* treifen, uud die Ellipsen teilen die Oberfiache des 
Ellipsoides in vier Felder, die je eine Schar von Ovalen f:lnthalten. 

Die erste Schar der Polhodien gebOrt zu Werten von k2 zwischen 
A k und Bh, die zweite zu Werten zwischen Ok und Bh; zwischen 
diesen Grenzen liegt kl, weil die feste Ebene das Ellipsoid beriihrt. 
Fiir k' = Ah reduziert sich die Polhodie auf einen Punkt A*, und 
fur kt = Oh auf einen Punkt 0*. In diesen Grenzfiillen schrumpft 
auch die Herpolhodie auf einen Punkt zusammell, und die Be-

4.89) L. Euler, Theoria. motus, Ka.p. 12. 



610 IV 6. P. Brockel. Elementare Dynamik. 

wegung besteht in einer permanenten Drehung um die im Haume 
feste Hauptaxe grossten oder kleinsten Tragheitsmoments. Diese 
Drehungen sind stabil, d. h. eine kleine Abanderullg der Anfangs
bedingungen bewirkt eine Bewegung des Kreisels, bei der der Dreh
pol immer in der Nahe von A* oder C* bleibt. Permanents Drehung 
um die Axe mittleren Haupttragheitsmomentes ist zwar auch moglich, 
allein sie ist instabil, d. h. bei einer klein en Anderung der Anfangs
bedingungen vollfiihrt der Kreisel Bewegungen, die den Drehpol lang
sam, aber bestandig von B* wegfuhrell, so dass er schliesslich bis in 
die Nahe des Gegenpunktes von £4' kommt. 1m allgemeinen wird also 
der Drehpol periodisch zwischen lJl' und dem Gegenpunkte von B* 
hin und her gehen; diese Periode kann jedoch auch unendlich groB 
werden, wenn sich namlich der Pol auf der Grenzpolhodie befindet. 

Mit der Frage der Stabilitat der permanenten Drehungen urn 
eine Hauptaxe hatte sich L. Euler schon 1739 in seiner Scientia 
navalis beschaftigt, die freilich erst 1749 gedruckt worden ist. Dass 
die Axen extremen Momentes stabil sind, hat er in seiner 1760 ver
fassten, aber erst 1765 gedruckten Theoria mot us bewiesen und zwar, 
indem er durch Rechnung ermittelte, was fiir Kurven der im Abstande 
Eins von 0 befindliche Punkt des Drehvektors oder, in moderner 
Bezeichnullg, die Kreiselspitze beschreibt. Die hier mitgeteilte an
schauliche Form des Beweises verdanH man L. Poinsot. 

4) Herpolhodie. Schwieriger ist die Untersuchung der Herpolhodie. 
Da sie der geometrische Ort der Drehpole P in der Ebene II ist, die 

in Q auf dem Impulsvektor OJ senkrecht 

/ 
l ,. 

Fig. 10. 

steht, so ergiebt sich fur den Fahrstrahl 
QP die Gleichung: 

und da die Lange von 0 P, also die in
stantane Winkelgeschwindigkeit 00, wie die 
Gestalt der Polhodie zeigt, zwischen zwei 
extremen Werten hin- und hergeht, so gilt 
dassel be fur den Fahrstrahl Q P. Mithin 
liegt die Herpolhodie zwischen zwei um Q 

beschriebenen Kreisen, die sie abwechselnd beriihrt. In dem Fall der 
Grenzpolhodie zieht sich der eine dieser Kreise auf den Punkt Q zu
sammen, dem sich die Herpolhodie in spiraligen Windllngl'n asympto
tisch nahert (Poinsotsche SpiraZe); ihre Lange ist jedoch endlich, nam
lich gleich der Lange der Polhodie-Ellipse. 1m Allgemeinen wird 
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clurch die Herpolhodie der genannte Kreisring ilberalldicbt erf(illt; 
diese kann sich aber auch in besonderen Failen schliessen. 

Die genauere Diskussion der Herpolhodie muss auf analytischem 
Wege vorgenommen werden. Dazu batte schon L. Poinsot einen An
fang gemacbt 490). Einfacber ist das Verfabren von G. Darboux491), 

der in der Ebene II der Herpolbodie Polarkoordinaten t, X mit dem 
Anfangspunkte Q einfiihrt. Setzt man zur Abkiirzung 

(Bh - k')(Ch - k') 
- ---BCk' -- = a, 

(Ah - k')(Bh - k') 
- -ABk'--= r, 

so genfigt nach Darboux die Herpolhodie der Differentialgleichung: 

h ,/._-7C t '-y-a{Jy 
(3) ty- (tl--a)(t!- (l)(t' - y) 

Aus dieser Gleichung folgt unter anderem, dRSS, im Gegensatz zu 
Poinsots Zeicbnung, die Kriimmung wegen der Ungleicbbeitsbeziehungen 
zwischen den Haupttragheitsmomenten A, B, C immer dasselbe V or
zeichen bebalt, dass also die Herpolhodie keine Wendepunkte besitzt'92). 
lst umgekehrt eine Differentialgleichung der Form (3) gegeben, in der 
die Konstanten hlk, a, p, r irgend welche Werte hahen, doch so, dass 
das Produkt aPr negativ ausfallt, so lasst sich die dadurch definierte 
Kurve stets als Herpolhodie einer Poinsotbewegung auffassen; hier
von wird bei der Untersuchung des schweren symmetrischen Kreisels 
(Nr. 35 a 4) dieses Artikels) Gebrauch gemacht werden. 

Die Differentialgleichung (3) ist ziemlich verwickelt. Dagegen 
gelangt man bei der Untersuchung mittels eiliptischer .Funktionen, 
fiber die in IV 13 (P. Stackel) berichtet werden wird, zu einer viel 
einfacheren charakteristiscben Eigenschaft der Poinsotschen Herpol
hodieen; es wird namlich nach F. Klein und A. Sommerfeld, wenn 
m der Ebene II kartesische Koordinaten !, t) eingefiihrt werden, 

490) L. Poinsot, Theorie nouvelle, Pa.ris 1834 = J. de math. (1) 16 (1861). 
p. 102. 

491) Note XVlI zu der Mecanique von Ch. Despeyrous 2, p. 488, vgl. auch 
H. Pade, Nouv. ann. (4) 3 (1903), p. 289. 

492) W. Hess, DiBs. Munchen 1880; Math. Ann. 27 (1886), p. 466, 668; 
M. de Sparre, Paris C. R. 99 (1884), p. 906; A. Petrus, Diss. Halle 1902; vgl. 
"uch IV 3, Nr. 16 (A. &hoenflies und M. GrUblet') 

Rncyklop. d. math. Wis •• nlch. IV 1, I. 40 
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rt!x = t + it} ein Thetaquotient ersten Grades, bei dem die beiden Theta
funktionen zum Argument eine !ineare Funktion der Zeit haben. 

J. Clerk Maxwell'98) hat versucht, die Lage der instantanen 
UrehaX8 dem Auge sichtbar zu machen, indem er an dem Kreisel 
eine Pappscheibe befestigte, die in vier verschieden gefarbte Sek
toren geteilt war. Bei der Bewegung sieht man die Farbe nur in 
der Nii.he der instantanen Drehaxe, in einiger Entfemung von ihr 

aber erscheint ein un
bestimmtes Grau. Die 
Bewegung des farbigen 
Flecks im Raume giebt 
dem Beobachter einen 
Anhalt fur die Gestalt 
des Herpolhodiekegels, 
wah rend ihm gleichzeitig 
der Wechsel der Farben 
einen Anhalt dafur bietet, 
wie sich die instantane 
Drehaxe im Korper be
wegt49S). Das Maxwell
sche Modell ist mit neun 
regulierenden Schrauben
massen versehen, die es 
gestatten, innerhalb ge
wisser Grenzen die Grosse 
der HaupttriigheitsDlo
mente des Korpers fur 
den festen Punkt, die 
Lage der betreffenden drei 

Fig. 11. Hauptaxen und die Rich-
tung der Schwerpunkts

axe OS abzuii.ndem; hierdurch liisst es sich erreichen, daB man an 
dem Modell die Bewegungen allgemeinerer Kreisel studieren kann. 
Der Apparat, den die Figur 11 zeigt, befindet sich in dem Physikalischen 
Institut der Clark University zu Worcester (Mass.); siehe A. G. 
Webster, Dynamics, p. 368. 

Apparate, bei denen sich die Herpolhodiekurve bei der Be
wegung automatisch auf der festen Ebene aufzeichnet, habell 

493) Edinburgh lWyal Soc. Trans. 21, Part IV (1857) = Scientific papers, 
1, p. 248. 
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G. F. C. Searle und A. G. Webster konstruiert4.9£). Von sonstigen 
Modellen sei der Herpolhodograph von G. Darboux und G. Komaigs 
genannt'9&), zu dem in neuester Zeit die Apparate von H. Grass
mann d. J. '96) und A. G. GreenhiU'97) gekommen sind. 

Bei der Anstellung von Versuchen mit einem kriiftefreien Kreisel 
besteht insofern eine grosse Schwierigkeit, als man den Einfluss der 
Schwere nur dadurch beseitigen kann, dass man den festen Punkt 0 
mit dem Schwerpunkt S zusammenfallen liisst, was bloss angeniihert 
verwirklicht werden kann; vgl. hieruber auch N r. 43 d dieses Ar
tikels. Damit man also Bewegungen erUIt, die eine angenahel'te 
V orstellung von den Bew.egungen eines kriiftefreien Kreisels geben, 
wird man sich auf kleine Beobachtungszeiten beschranken mussen. 
Mit diesem Umstande hiingt es wohl zusammen, dass, im Gegensatz 
zu dem schweren Kreisel, siehe Nr. 35 b 5) dieses Artikels, bei dem 
kriiftefreien Kreisel der Einfluss der Reibung und anderer storender 
Kriifte nicht in Betracht gezogen zu werden pflegt. 

34 b. Analytische Untersuchung des Bewegungsverlaufes. So 
wichtig, ja notwendig es ist, sich eine anschauliche Vorstellung 
von dem Verlaufe der Bewegung im Raume und in der Zeit zu 
machen, so "Iiefert doch die Formel schliesslich die einfachste und priig
nanteste Beschreibung des Bewegungsvol'ganges; ausserdem ist sie als 
Grundlage der wirklichen numerischen Ausrechnung unentbehrlich"·9~). 
Freilich liisst sich die Integration der Differentialgleichungen der Be
wegung fur den kriiftefreien Kreisel nur in wenigen besonderen Fallen 
durch element are Hilfsmittel erledigen, namlich bei beliebigen Anfangs
bedingungen nur fur den Kugelkrei.sel und den symmetrischen Kreisel, 
ffir den unsymmetrischen Kreisel abel', abgesehen von den perma
nenten Drehungen um die Hauptaxen, nur, wenn der Fall der Grmzz
polhodie vorliegt. Sonst muss die Theorie der elliptischen Funktionen 
herangezogen werden, und es wird daher die U ntersuchung des kriifte
freien unsymmetrischen Kreisels erst in IV 13 (P. Stackel) zum Ab-

!94) A. G. Webster, Dyna.mics, p. 269. 
495) Das Modell von G. Da,rboux und G. Koenigs war auf der Weltaus

stellung zu Paris 1889 ausgestellt; es befindet sich jetzt in dem Conservatoil'e 
des arts et metiers. V gl. auch P. AppeU, Mecanique 2, p. 183. 

496) Zeitschr. Math. Phys. 48 (1903), p. 329; die drei Modelle vel'anschall
lichen je einen Fall, wo kl zwischen Ah und Rh, Bh und Oh liegt und gleich 
Bh ist. 

497) Verhandl. m. internat. math. Kongress Heidelberg 1!l04, Leipzig 
1905, p. 100. 

498) F. Klein und A. Sommerfeld, Theorie des Kreisels, p. 5. 
40" 
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schIuss gebracht werden konnen. Immerhin ist es moglich, auch f"dr 
den unsymmetrischen Kreisel auf elementarem Wege gewisse Perio
dizitatseigensckaften tier Bewegung herzuleiten, die eine wertvolle Ver
vollstandigung der auf synthetischem Wege gewonnenen Ergebnisse 
bilden 499). 

1) Bei dem kraftefreien Kreisel feiern die Eulerschen Gleichungen 
ihren Triumph. Sie lauten in diesem Falle: 

(

A1t + (0 - B)qr = 0, 

B:~ + (A - Cf)rp = 0, 

dr 
OTt + (B - A)pq = 0, 

(1) 

und da in ihnen allein die Komponenten p, q, r der instantanen Dreh
geschwindigkeit "' vorkommen, lasst sich aus ihnen allein bereits der 
Gesckwindigkeitszustand des Kreisels als Funktion der Zeit berechnen. 
Nachdem man die p, q, r auf diese Art gefundell hat, liefern hinter
her die kinematischen Gleichungen 

(2) 

die 

(3) 
(4) 

(

d1/> • 3-' + d41 (it sm sm rp dt cos qJ = p, 

d1fJ • d41 • 
(it sm 3- cos rp - d t sm qJ = q, 

d1fJ cos 3- + ~!P- = r 
dt dt 

Eulerschen Winkel als Funktionen der Zeit. 
Aus den Gleichungen (1) folgen sofori die ersten Integrale: 

Ap' + Bq' + Cr l = h, 
A'p' + BSq' + OSrl = kl, 

deren Bedeutung aus Nr. 34a dieses Artikels bekannt ist. Nimmt 
man Zll ihnen die Gleichung hinzu 

(5) pI + qt + r' = 001, 

80 lassen sich p, q, r durch III allein ausdriicken, und fur III ergiebt 
sich aus den Eulerschen Gleichungen die Differentialgleichung: 

(6) ~ d~~') = Y(W1' - wl)(m,l- (D1)(lllal - Ill'); 

hierin werden die positiv zu wahlenden Konstanten 11111 IllJl Illa durch 

499) Die im Folgenden angegebenen Sitze riihren im Wesentlichen sa.mt
lich von L. Euler her; 8iebe be80nders 'fheoria motus, Kap. 13. Fiir die ana
lyti8che Herleitung der Poi1l8otschen Darstellung vgl. Ch. Briot, J. de math. (1) 
7 (184i), p. 70. 
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die Gleichungen I I h(B + 0) - k' 
WI = BO ' 

I h(C+A)-k' 

I
W~ = CA -, 

» _ h(.A + B) - k' 
Ws - .AB 

(7) 

definierl. 
2) Da nach (6) die Zeit ein elliptisches Integral erster Gattung mit 

der Variabeln WI iet, wird man vor aUem fragen, wann sich die Inte
gration durch elementare l!'unktionen ausilihren lasst. Bekanntlich ist 
dazu notwendig und hinreichend, dass zwei der Konstanten wlI ws, Ws 

einander gleich werden, und das tritt nur ein, wenn entweder zwei der 
Haupttragheitsmomente einander gleich sind, oder wenn kl einen der 
ausgezeichneten Werte Ah, Bk, Ok annimmt. 

1st in dem ersten .l!'all A = B = 0, so liegt der vollstandig er
ledigte Fall des Kugelkreisels vor. 1st ferner etwa A gleich B, aber 
verschieden von 0, wo bei A grosser oder kleiner als 0 sein kann, 
so hat man es mit einem symmetrischen Kreisel zu tun. Macht man 
die Axe des Impulsvektors zur ~-Axe, so werden die Eulerschen 
GIeichungen (1) in allgemeinster Weise erfullt durch: 

jp = v sin .f}oo sin (<<Po + p,t), 
(8) q = v sin.f}oo cos (<<Po + p,t), 

r = v cos .f}oo + 1', 

und aus den kinematischen Gleichungen (2) folgt alsdann: 

(9) 

hierin bedeuten die Grossen mit dem Index Null Anfangswerte ffir 
t = O. Die Bewegung des Kreisels ist also, wie schon die synthe
tische Untersuchung ergeben hatte, eine regulare Praeession. Die 
Konstante v bedeutet die Winkelgeschwindigkeit, mit der sich dabei 
die Figurenaxe urn die Axe des Impulsvektors dreht, oder die Pra
sessionsgeschwindigkeitj die Konstante I' aber ist die Drehgeschwindig
keit, mit der sich der Kreisel urn seine Figurenaxe dreht, seine 
Eigendreltung. Zwischen den Konstanten .f}oo, p" v liefert jetzt die 
analytische Bebandlung die Relation: 

(10) [01' + (0 - A)v cos .f}oo] v sin.f}oo = OJ 

durch diese Gleichung wird aus der Gesamtheit del' kinematisch mog
lichen OOS Prii.zessionsbewegtmgen eine KIasse von 001 Bewegungen 
ausgeschieden, die man als kriiftefreie Priisessionen bezeichnen konnte. 



616 IV s. P. 8Uic1cel. Elem8ldare Dynamik. 

1st der Neigungswinkel der Figurenaxe &0 spitz, was man unbeaehadet 
der Allgemeinheit annehmen dart, so hat man progressive oder ,.etro
grade Prizession, je nachdem 0 kleiner oder grosser als A ausfillt. 
Endlich sind bei gegebenen &0 die Konstanten k und h aus dea 
Gleichungen 

(11) k=A'II, h=~(Acosl&o+Osin'.fJ'o).,r 

zu entoehmen; diese ergeben aieh, wenn man in den G1eichungen (4) 
und (3) fiir p, q, ,. die Werle aus (8) einsetzt, aber bei ,. ffir ". die 
Relation (10) benutzt. 

Von beaonderer Wichtigkeit sind die Prii.zessions bewegungen, bei 
denen die Oft'nung des Prii.zessionskegels sehr klein und die Linge 
des Impulsvektors sehr groB ist. Bei den Verhiltnissen, die in der 
Praxis vorliegen, wird nitmlich der Impulsvektor dumh die iluBeren 
SWrungen relativ wenig geii.ndert, und infolgedessen behiilt der Prii
zessionskegel und der von der Figurenaxe bei der abgeiinderten Be
wegung beschriebene Kegel auch naeh der Storung eine sehr kleine 
()tfnung; der kriftefreie symmetrische Kreisel mit starker Eigendrehung 
besitzt alIo eine Art von Stabilitiit der Bewegung. Eine Anwendung 
im GroBen findet diese Stabilitii.t bei den modemen Infanterie- und 
Artilleriewaffen, bei denen man dureh den DraU der Lame den Ge
sehossen eine starke Drehung um die Figurenaxe beibringtj vgL IV 18, 
Nr. 3 g (0. Cram). Aueh bei dem Beriehte fiber die Versuche, die 
L. Foucault zum N achweise der Drehung der Erde angestellt hat, 
siehe N r. 4:3 d dieses Artikels, werden wir auf diese Erscheinung 
zurilckkommen. 

In dem zweiten Fall, wo k' einem der ausgezeichneten Werte Ah, 
Bh, Oh gleich sein sollte, braucht man fiber die Hsupttriigheitsmomente 
bine Voraussetzungen zu machen; diese sollen daher als ungleich 
angenommen werden, Rodass der Kreisel unsymmetrisch ist. 

Wegen der U ngleichheitsbedingungen, die zwischen den drei Haupt
tragheitsmomenten bestehen, lassen sich bei den Annahmen k' = Ak 
und k' = Oh die Eulerschen Gleichungen nur dumh q =,. = 0 und 
I' == q = 0 erfUllenj man hat also permanente Drehutl.gen um die be
treffenden Hauptaxen. 

1st aber k' = Bn, so geniigt es, daBS am Anfange der Bewegung: 

(12) ~. = + '1 /O(B - C) '0 - y ~(~-B) 
ist, und dar Quotient 1!.- behilt alsdann diesen Wert fUr alle Zeiten. , 
Die Pollaodie liegt daher in der Ebene "ox - 1'0' == OJ diese G1-eu-
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,olkodie ist also eine Ellipse. Das hiitte sich auch aus der syn
thetisehen Betra.chtung entnehmen laslen, die analytische Untersuchung 
liefert aber das neue Ergebnis, dass sich die Integration der Eulerschen 
Gleichungen mittels hyperbolilcher Funktionen ausftihren lisst, und 
.war erhiilt man: 

(13) 

I k 1 /B(B - 0) 1 
P = B ~ A(A- 0) chn(t - to)' 

lq = + Ii tghn(t - to), 

k l/B(A-B) 1 
r = B V O(A - 0) chn(t-to) 

Bierin bedeutet. n die Konstante 

~ l/(A-B)(B-O). 
B V AO ' 

der Zusammenhang zwischen den V orzeichen der versehiedenen Quadrat
'Wurzeln ergiebt sieh aus den Eulersehen Gleiehungen 500). 

Liisst man in (13) die Zeit t wa.ehsen, so nahem sieh p und r der 

Grenze Null, dagegen hat q zur Grenze + ; j die instantane Axe 

nii.hert sich also im Korper mit der Zeit der Axe des mittleren Haupt
trigheitsmomentes. Da die ~-Axe mit der Axe des Impulsvektors zu
sammenfillt, ist femer: 

lAp = kC1 = k sin .& sin cp, 
(14) Bq = kes = k sin .& cos cp, 

Or = kcs = k cos .&, 

woraus folgt, dass die instantane Axe im Raume sich der Impulsax~ 
nihert. Setzt man die Integrationskonstante to von vorn herein 
gleieh Unendlieh, so erhBlt man die permanente Drehung um die 
mittlere Hauptaxe. 

3) Damit sind die besondeten FaIle erledigt. Um in dem allge
meinen FaIle aus der Gleichung (6) Sehlilsse auf den Verlauf der 
Bewegung zu ziehen, verfuhr L. Euler so, dUll er die Bewegung eines 
gewohnliehen Kreispendels zu Hilfe nahm, bei dem die Zeit aueh 
dnrch ein elliptisehes Integral und zwar mit dem Ausschlagswinkel des 
Pendels als Variabeln ausgedrilekt wird. Der Punkt des Vergleichs
pendels ma.eht auf seinem Kreise Umliiufe oder vollfi1hrt SChwingungen, 

600) Filr diesen Bingulken Fall vgl. auch A. M. Legendre, TraiW des 
lonations elliptiques 1, Paris 1826, p. 881; L. PoitlBOf, Theone nouvelle, Pari!! 
IBM = J. de math. (1) 16 (1861), p. 299; E. J. Routh, Dynamik I, p. 188; 
P. Appen, M~canique 2, p. 163. 
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je nachdem A(A- B)po' grosser oder ldeiner ala O(B- O)ro' istj im 
Fiille der Gleichheit nihert er sich asymptotisch der Vertikalen. Hieraus 
ersehliesst Euler, dass die instantane Axe im Korper einen Kegel in pe
riodiscker Bewegung durchUi.uft, der die Axe des grossten oder des 
kleinsten Tragheitsmomentes in sich 8chliesstj im Falle der Gleichheit 
jener beiden Ausdriicke aber artet der Kegel in eine Ebene aus, die die 
mittlere Axe enthilt (Grenepolhodie der synthetischen Untersuchupg), 
und es nndet asymptotische Anniiherung an diese statt. Wie man 
durch element&re Betrachtungen aus der Gleichung (6) herleiten kanri, 
dass OJ und damit auch p, q, r periodische Funktionen der Zeit sind, 
hat F. Minding gezeigt6(1)j vgl. auch Nr. 6, p. 467 dieses Artikels. 

Die Integration der kinematischen Gleichungen (2) flir den krifte
freien Kreisel ist Euler nicht gelungen; sie ist erst von J. d'Alembert bO') 

und J. L. Lagrange 50S) auf ziemlich umstiindliche Art geleistet worden. 
Einfacher ist das Verfahren, das Lagrange spiiter in der Mecanique analy
tique angewandt hat5(4). Wird niimlich die im Raume feste Impulsaxe zur 
'-4xe gemaeht, so erhiUt man zunachst ffir die Komponenten des Impulses 
nach den im Korper festen Axen die Ausdriicke (14) und kann daher cos.& 
und tg qJ durch p, q, r darstellen, die ihrerseits periodische Funktionen 
der Zeit sind. Hieraus folgt, dass 8- und fP sich nach Ablauf einer 
Periode bis auf ein Vielfaches von 36()0 bzw. lS00 reproduzieren 50.). 
Ferner aber ist nach den kinematischen Gleichung.m (2): 

a", p sin II' + q cos II' 
itt sin.o-

und diese Gleichung 
die Gleichung 

geht mit Hilfe von (3), (4) und (14) iiber m 

(10) 

Damit ist t/J durch eine Quadratur bestimmt. Die Gleichung (10) 
7.eigt, dass sich die Linge der Knotenlinie bestindig in demselben 

(01) Mechanik, p. 317. 
(02) Opusculed math. 4, Paris 1768, p. 1; 6, Paris 1768, p. 601. 
60S) Berlin Nonv. Mem. annee 1788 = Oeuvres 8, p. 679; Mecanique, AU8-

gabe von Bertrand 2, p. 222, 280. 
60') Ansgabe von Bertrand ~, p. 229; vgl. auch 8. D. Poisson, lIecanique 

1. ed. Paris 1811, 2, p. 145 und Oisa de Grisy, Torino Mem. 24 (1820), p. 491): 
(06) Der iibliche Schluss, nach dem, wenn COB .0- und tg II' periodische Funk

tionen der Zeit lind, anch .0- und rp selbst solche Funktionen sein milBsen (siebe 
etwa. P. AppeU, Meca.nique 2, p. 161) ist falsch; z. B. iat bei der regulll.ren Pri~ 
zession tg!p = tog".C eine periodiacbe Funktion der Zeit, aber II' = "t keiDe 
solche Funktion. 
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Sinne ii.ndeti und im Laufe einer Periode immer um denselben Betrag 
zu- oder abnimmt. 

Zum Schluss dieser Nummer sei noch auf das Werk von G. Woro
nes, Geometrische Untersuchungen iiber den Eulerschen Fall der 
Drehung eines starren Korpera urn einen festen Punkt, Kijew 1898 
(russisch), hingewiesen, das eine gute Ubersicht iiber die betreffende 
neuere Litteratur giebt. 

36. Schwerer sym.metrischer Kreisel. 
Ein symmetrischer Kreisel, d. h. ein starrer Karper, der sich 

um einen festen Punkt 0 dreht, und der kinetische Symmetrie filr 
die A.xe besitzt, die durch 0 und den Schwerpunkt S geht, heisst 
schwer, wenn auf ihn aUein die Kraft der Schwere wirktj ii.hnlich 
wie bei dem sogenannten schweren Punkt wird also durch den Zu
satz schwer nur die Tatsache bezeichnet, dass als iiusse1"e Krat~ allein 
die Scltwere in Betracht gesogen wird, wahrend iiber die Grosse des 
Gewiclttes des materiellen Punktes oder des Korpers nicht ausgesagt 
werden solI. 

36 a. Allgemeine Sitze iiber den Bewegungsverlauf. 1) Inte
gration der Differential.qleichungen der Bewegung mittels Quadraturen. 
Die Schwere wirke auf einen allgemeinen Kreisel, bei dem jedoch der 
Schwerpunkt S nicht mit dem festen Punkt 0 zusammenfallen soIl. 

v. 

v p 

o 
~.,</ 

/f~ 

t 
Fig. 12. lo'ig. 18. 

Die nach oben gerichtete Vertikale sei die ~-Axe, die Gerade OS die 
e-Axej diese braucht keine Hauptaxe su sein. Die Koordinaten des 
Schwerpunktes sind dann 0,0, so; dabei sei So positiv. Als aussere Kraft 
lieferl die Schwere ein in der ts-Ebene liegendes Kraftepaar, dessen 
Tektorielles Moment IDl in die Knotelllinie fallt, und zwar iet del' 
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Grosse und dem Sinne nach 

(1) IDl = P sin {t, 
wo zur Abkurzung 
(2) + mgzo= P 

gesetzt ist; das obere oder untere Zeichen gilt, je nachdem S oberhalb 
oder unterhalb -der horizontalen Ebene durch 0 liegt. Alsdann gilt 
der Satz von der lebendigen Kraft: 

(3) HAp2 + B q2 + Or2 - 2 Dq'r - 2Erp - 2Fpq) = - P cos{t + 11. 

Da die Vertikalkomponente N von IDl gleich Null ist, behiilt ferner die 
Vertikalkomponente Nt des Drehstosses ~ steta den8elben Wert, und man 
hat, in der Bezeichnungsweise von O. G. J. Jacobi, die "Integralgleichung": 

(4) (A-Er-Pq)ct+(B-Dr-Fp)£;+(G-])q-Ep)cs= Nt. 

Als J. L. Lagrange in del' ersten Auflage seiner Mecanique ana
lytique diesen Ansatz machte, konnte er bei den genannten allgemeinen 
Annahmen kein drittes Integral finden; das gelang ihm vielmehr nur 
in dem besonderen FaIle, dass die z-Axe Hauptaxe ist und A = B 
wird. U nter dies en Voraussetzungen ist namlich, wie Lagrange er
kannte, auch die Komponente Nl des Impulses nach der Figurensxe, 
der sogenannte Eigenimpuls des Kreisels, konstsllt, also 

(5) Or = N1 ; 

folglich hat die Komponente l' der instantanen Drehgeschwindigkeit \t) 
nach der Figurenaxe einen konstanten Wert, del' mit r 0 beEeichnet 
werde. 

Die Integl'llie (4) und (5) ergeben sich fiir den schweren sym
metrischen Kreisel auch sofort, wenn man als Axen der x, y, z Haupt
axen wiihlt und die Lagrangeschen Differentialgleichungen in den 
Eulerscbeu Winkeln ansetzt. Dann wird: 

(6) 

tP und fP kommen in T nicbt VOl', sind also sogenannte cyklische 
Koordinaten 507&\ Ferner wird der Ausdruck del' elementaren Arbeit: 

(7) d' W = P sin {t . It {t, 

007 a) Der Name cyklische Koardillatell stammt von H. von Helmholtz, Ber, 
Berlin 1884, p. 169 j J. f. Math. 97 (1884), p. 111. Jedoch hatte schon vor ihm 
W, Thomson die Wichtigkeit des Umstandes erkannt, daB bei manchen dynami
schen Problemen in dem Ausdrucke der lebendigen Kraft gewisse Lagekoordi
naten fehlen. Genaucres dariiber. findet man in dem Artikel IV 11 (P. Stadel), 
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und die Gleichungen fiir '" und 'P 
d oT 

tit o,p=O, 

lauten d"her: 

d aT 
dt aq, =0. 

Auf diese Weise erhlilt man die Gleichungen 

(4') (A sin!.o- + C COSI .o-)~ + c cos.o- . cP = NlI 

(5') C( cP + cos .0- • ip) = Nt 

die den Gleichungen (4) und (5) aquivalent sind 608). 
In Verbindung mit den kinematischen Gleichungen (N r. 28 c, Gl. (5» 

ruhren die Gleichungen (3), (4'), (5,), die im Sinne C. G. J. Jacobis 
"Integralgleichungen" des Problems sind, zur Bestimmung der Euler
schen Winkel mittels Quadraturen. Man setze namlich zur Abkurzung: 

c -=b· A ' I 2P 
T=a, 

~h -Oro' = « 
A ' 

~1 = p. 
(8) 

Ferner sei 
(9) cos .0- = u. 
Dann geIten die Gleichungen: 

(10) (::r = feu) = (a-au) (1- !tll) - ({1-brou)!, 

(11) 

(12) 

d..p fJ-brou 
dt = 1-Ut-' 
dfJl ~-brou 
dt = ro - u 1 _ u' ; 

hierin sind a, b Materialkonstanten des Kreisels, dagegen «, (J, ro Inte
gl'ationskonstanten, zu denen bei Ausfiihrung der Quadraturen noch 
die Anfangswerte .0-0, "'0' 'Po der Eulerschen Winkel zur Anfangszeit 
t = 0 hinzutreten 609). 

2) Periodisitiitseigenschnften der Beu;egung. Um aus den Glei
chungen (10), (11), (12) die Eulerschen Winkel als Funktionen der 
Zeit darzustellen, braucht man die Theorie der elliptischen Funktionen, 
und es muss hierfiir auf IV 13 (P. Stacker) verwiesen werden. Man 
kann jedoch aus jenen Gleichungen mit elementaren Mitteln gewisse 

608) J. L. Lagrange aelbst ha.t diese Gleichungen nicht aufgestellt; ma.n 
findet sie bei E. J. Routh, Dynamik 1, p. 363 sowie bei F. Klein und A. Sommer
feld, Theorie des Kreisels, p. 220. 

609) J. L. Lagrange, Mecanique analytique, 2. Aufi., Ausgabe von Bertrand 
2, p. 233. Dieselben Formeln gab bald darauf S. D. Poisson, Journ. ec. polyt., 
cab. 16 (1813), p. 247; vgl. auch P. Appell, Mecanique 2, p. 188. 
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Periodizitatseigenschaften der Bewegung erschliessen j vgl. Nr. 0, p. 476 
dieses Artikels. 

Die Gleichung (10) zeigt namlich, dass u eine periodische Funktion 
der Zeit ist, die zwischen zwei extremen Werten hin und her geht, 
nii.mlich den beiden kleineren Wurzeln e und e' der Gleichung feu) = 0, 
welche immer zwischen - 1 und + 1 liegen. Wird also auf der 
Figurenaxe in dem Abstande 1 von 0 ein Punkt, die Kreiselspitze 
oder der A1Jex, markiert, so ist seine Bahn eine sphiirische Kurve, 
die zwischen zwei Parallelkreisen der urn 0 beschriebenen Einheits.
kugel periodisch hin und her geht. 1m allgemeinen beriihrt die Bahn 
diese Grenzkreise. Wenn der Schwerpunkt S oberhalb des festen 
Punktes 0 liegt, konnen sich Spitsen nur auf dem oberen Kreise 
fin den, und zwar treten sie auf, wenn {J - brou fur diesen Kreis 

Fig. 14. Fig. 10. Fig. 16. 

Fig.14&.. Fig. 16&. Fig. 16a. 

verschwindetj diese Form der Bahn bildet den Ubergang zwischen 
den Bahnen mit und ohne Schleifen, siehe die Figuren 14 bis 16&10). 
Die darunter befindlichen Figuren 14a bis 16a zeigen die orthographi
schen Projektionen dieser Bahnen auf die Aquatorebene der Kugel. 
Wenn jedoch die Bahnen der Kreiselspitze zu beiden Seiten des 
Aquators liegen, warde die orthographische Projektion ihre Eigen-

610) A. G. Webster, Dynamics, p. 282; vgl. auch W. Hess, Ma.th. Ann. 19 
(1881), p. 121; P. Appell, Meca.nique 2, p. 190 und .T. H(Jdamard, Bull. Bcienc. 
math. (2) 19 (1890), p. 228. 
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tilm.lichkeiten verwischen, uud es empfiehlt sich dann, die stereo
graphische Projektion auf die Aquatorebene von dem tiefsten Punkte 
der Kugel, also dem Siidpole aus anzu
wenden. Die Figuren 17 bis 19, die als 
Beispiel filr diese Venahren dienen mogen, 
sind der Theorie des Kreisels von F. Klein 
und A. Sommerfeld entnommen; bei den 
entsprechenden Bewegungen liegt der 
Schwerpunkt S unterhalb des Unter
stiltzungspunktes O. Sehr viel vollkom
mener sind die stereoskopischen Bilder, 
die A. G. Greenhill und J. Dewar ver
ofi'entlicht haben 511). 

Die Gleichungen (11) uud (12) zeigen, 
dass wahrend einer jeden Periode sich das 
Azimuth cP um denselben Betrag andert, 
wahrend sich gleichzeitig die Knotenlinie 
um einen gewissen konstanten Winkel ge
dreM hat. 

3) Beziehungen zwischen den Be
wegungen verschiedenm- symmetrischer Krei
sel; dm- Sats von G.Darboux. Man betrachte 
zwei symmetrische Kreisel; die zugehorigen 
Grossen sollen durch die Indizes 1 nnd 
2 unterschieden, jedoch wenn sie ein
ander gleich sind, ohne Index gelassen 
werden. Es sei ..AI = As = A, dagegen 
01 verschieden von 0ll; ferner sei PI 
= p. = P. Die Bewegungen Bollen 
beide zur Anfangszeit t = 0 mit den
selben Werten 3-0' tPo, CPo der Enlerschen 
Winkel beginnen, und es Boll auch der 
Anfangsimpuls derselbe sein. Mithin haben 
Pu qi und Pi' q, dieselben Anfangswerte 
Po' qo, und zwischen den Konstanten r t 

und r. besteht die Relation: 

(13) 

Fig. 17. 

Fig. 18. 

Fig. 19. 

511) London Math. Soc. Proc. 27 (1896), p. 1>87; Engineering 64 (1897), 
p. 311; Annals of math. (2) 5 (1904), p. 1, 67. 
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Unter diesen Voraussetzungen folgt aus den Gleichungen (8), dass: 

at = as = a, htrt = h2r" 

«t = 1X2 = IX, ~1 = ~2 = fJ, 
ist; mithin werden die Differentialgleichungen (101) und (lOs) fiir U1 

und Us identisch, und es werden daher &1 und .{)os dieselben Funktionen 
der Zeit. Dann aber gilt nach (11) dasselbe fUr die Langen der Knoten
linien ""1 und """ und zwischen den Azimuten besteht nach (12) die 
Beziehung: 
(14) CPl = Cf's + (rl- rS)t. 
Demnach bewegen sich die beiden Kreisel so, dass die Lagen ihrer 
Figurenaxen und ihrer Impulsvektoren immer iibereinstimmen, wiihrend 
die Drehungen urn die Figurenaxen sich nm urn eine gleichfOrmige 
Drehung mit der Winkelgeschwindigkeit r1 - r, unterscheiden. 

G. Darhoux, dem man dies en Satz verdankt, hat ihn benutzt, urn 
die Bewegung eines schweren symmetrischen Kreisels auf die Bewegung 
eines schweren Kugelkreisels zuriickzufiihren, hei dem der feate Punkt 
von dem Schwerpunkte verschieden ist (exzfmtrischer Kugelkreisel). 

Or Dazu braucht man nur r 2 gleich 7' zu aetzen; die Gleichung (14) 

geht alsdann in die Gleichung 

(14') 
...1.-0 

CPt = CPs + r1 -A-t 

iiber filll). Das ist eine wirkliche Vereinfachung, da bei dem Kugel
kreisel der Impulsvektor .Ap, Aq, Ar stets dieselbe Richtung wie 
der Drehvektor p, q, r besitzt. Hieraus folgt zum Beispiel, dass 
die Herpolh()die des scltweren exsentrischen Kugelkreisels eine ebfme 
Kurve ist; denn die Impulskurve, der sie iihnlich ist, liegt in der 
Ebene ~ = N1 • Dagegen ist die Herpolhodie des allgemeinen schweren 
symmetrischen Kreisels eine sphiirische Kurve. 

4) Konjugierle Poinsotbewegungen; der Satz t'on C. G. J. Jacobi. 
Zwischen den Bewegungen des unsymmetrischen kriiftefreien Kreisels 
und des schweren symmetrischen Kreisels bestebt eine verborgene 
Beziehung, die C. G. J. Jacobi um 1850 entdeckt und ohne Beweis 

012) G. Darboux, Paris C. R. 101 (1886), p. 11, 116; J. de math. (4) 1 (1886), 
p. 408; Note XIX zu der Mecanique von Ok. Despeyrous 2, p. 527; die Gleichung 
(14') findetBich Bchon hei C. G. J. Jacobi, Werke 2, p. 496, der den Hilfswinkel9'1 
einfiihrte, um die Formem fUr die Bewegung eines Bchweren symmetrischen 
Kreisels zu vereinfachen; die Deutung Inittels des Kugelkreisels hat aber erst 
G. Darbow; gefunden. Vgl. im iibrigen auch F. Klein und A. Sommerfeld, Theorie 
des Kreisels, p. 281. 
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bekannt gegeben hat 61S), die aber erst genauer erforiicht worden ist, 
nachdem E. £ottner 1882 Jacobis611.) fragmentarische Aufzeichllungen 
aus dem Nachlass herausgegeben hatte. 

Da bei dem schweren symmetrischen Kreisel t = ro ist, beschreibt 
der Endpunkt des Drehvektors "' im Korper eine ebene Polltodic; 
von dieser Polhodie des schweren symmetrischen Kreisels aber liiSt 
sich zeigen, daB sie eine Herpolhodie bei einem gewissen unsymme
trischen lrriiftefreien Kreisel oder kurz eine Poinsotsche Herpolhodie ist. 
Werden namlich in der xy-Ebene Polarkoordinaten t, X eingefuhrt, 
so erhalt man fur jene Polhodie die Differentialgleichung 

(15) dx To (b-2)Vii. r' - (bToex-a{:ln/ii 

dt = Y (ex-i!)~ r aSf-
a 

die ganau die .Form hat, welche fiir eine Poinsotsche Herpolhodie 
charaktel'istisch ist; vgl. Nr. 3403, Gl. (3). Eine ahnliche Betrachtung 
zeigt, dass sich auch die Herpolhodie des schweren exeentrischen Kugel
kreisels, von del' gel'ade auf der vorhergehender Seite die Rede war, 
als Poinsotsche Herpolhodie auffassen las st. 

Zwischen den beiden Poinsotschen Herpolhodieen, die beim Kugel
kreisel auftretell, also der zuge1Wrigen PolilOdie und Herpol/wdie, be
steht nun ein Zusammenhang, der sich mittels des von E. J. Routh ein
gefiihrten Begriffes der konjufrierien Poinsotbewegttngen einfach be
schreiben llisst. 

Bei der Bewegung eines unsymmetrischen kriiftefreien Kreisels 

513) Berlin Monatsber. 1860, p. 77. 
514) Werke 2, p. 477,493; Beweis von E. Lottnel', p. 510. Weitere Litteratur: 

E. Padova, Torino Atti 19 (1884), p.1007; Venezia 1st. Atti (7) 3 (1892), p.847, 
G. H. Halphen, Paris C. R. 100 (1885), p. 1065; 'l'raite des fonctions elliptiques; 
2, Paris 1888, chap. 2 und 3; G. lJarboux, Paris C. R. 101 (1885), p. 11, 115; 
J. de math. (4) 1 (1885), p. 403; Note XVllI und XIX zu der Mecanique von 
Ok. Despeyrous 2, p. 511,527; A. de Saint-Germain, Resume de la theorie du 
mouvement d'un corps solide autour d'un point fixe, Paris 1887; E. J. Routh, 
Quart. J. of math. 23 (1888), p. 34; Dynamik 2, p. 126, 150; W. Hess, Zeitschr. 
Math. Phys. 33 (1888), p. 292; A. Gottschalck, Diss. Miinster 1893; A. C. Dixon, 
Quart. J. of math. 27 (1895), p. 362; R. Marcolongo, Ann. di mat. (2) 22 (1895), 
p. 157; Jomal de scienc. math. et astr. 13 (1896), p. 17; 14 (1900), p. 169, Ann. 
d. mat. (3) 7 (1902), p. \J9; A. G. Greenhill, London Math. Soc. Proc. 26 (1895), 
p. 210; 27 (1896), p. 645; Annuaire des math. Paris 1902, p.438; E. Jahnke, Paris 
C. R. 126 (1898), p. 1126; F. Klein und A. Sommerfeld, Theorie des Kreiseis, 
Heft 2 (1898), p. 485; F. Kotter, Bemerkungen zu F. Kleins und A. Sommerfelds 
Buch iiber die Theorie des Kreisels, Berlin 1899; Berlin Math. Ges. Ber. 1 (1902) 
p. 11; P. Appell, Mt!canique 2, p. 218. 
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wird namlich von den beiden Ovalen, die der Polhodiekegel aus dem 
Poinsotschen Ellipsoid ausschneidet, nur das eine vom Drehpol durch
laufen. Aber auch zu dem anderen Oval gehort eine Poinsotbewe
gung, bei der die Komponenten des Drehvektors 

, , , 
p = - P, q = - q, r = - r 

sind, und die zu der ersten Bewegung konjugiert heisst. Sie findet bei 
einem konjugierten krii.ftefrtlien Kreisel statt, dessen Haupttragheits
momente A', B', 0' in bezng auf den festen Punkt den Gleichungen 
geniigen: 

(16) A': B': 0' = A(B+O-A): B(O+A-B): O(A+B-O). 

Die lebendige Kraft h' und der Impuls 7r: werden bei dem konjugierten 
Kreisel durch die Gleichungen bestimmt: 

(17) 
A'h'-k" Ah-k' 
--li'~ = -B 0-

B'h' -k'i Bh-k l 

--- 0' A' = --or-; 
die durch cyklische Vertauschung damus hervorgehende dritte Glei
chung ist eine Folge der beiden ersten. Die Gleichungen (16) und 
(17) bleiben bestehen, wenn man darin die GraBen A', B', 0', h', le' 
mit den GroBen A, B, 0, h, k vertauscht; hierdurch wird das Bei
wort konjugiert gerechtfertigt. 

Nunmehr gilt der Satz, dass bei geeigneter Bestimmung der 
Konstanten die Koordinaten der zu den beiden konjugierlen Poinsot
bewegungen gehOrigen Herpolhodieen zu jeder Zeit identisch sind mit 
den durch - 2 bezw. + 2 dividierlen Koordinaten der beiden Poinsot
schen Herpolhodieen des zugehorigen :;chweren symmetrischen Kugel
kreisels. Definiert man als inverse Poinsotbewegung diejenige Bewe
gung, bei der man den Polhodiekegel im Raume festhalt und den Herpol
hodiekegel auf ihm abrollen lii.sst, so lasst sich nunmehr der Bats VON 

O. G. J. Jacobi in der vervollstandigten Form aussprechen: Die Bewe
gung eines schweren f!Xlentrischen Kugelkreisels ist identisch mit der relati
ven Bewegung der su swei konjugierten Poinsotbewegungen geMrigen itt
versen Bewegungenj beim allgemeinen schweren symmetrischen Kreisel hat 
man flock - dem Satse von G. Darboux entsprechend - eine gleiehrQrmige 
Drehung um die Figurenaze hinsusufiigen. 

So merkwilrdig dieser Satz ist, so wird es doeh kaum moglich 
sein, sieh von ihm aus etwa eine anschauliehe Vorstellung von der 
Bahn der Kreiselspitze zu versehaffen, und wenn Jacobi sagt: "Le 
probleme de Lagrange est done ramena au probleme, qui desormais 
doit etre considere comme eIementaire, de 1& rotation d'un corps 
suspendu par un point fixe et mil par Ie seul eft'et d'une impulsion 
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primitive", so ist doch die Beziehung zwischen diesen beiden Pro
blemen keineswegs elementarer Art. 

35 b. Besondere Bewegungsfiille; regu1ire und pseudoregu1a.re 
Prizession. 1) Einfache Bewegungsformen. Eine gleich(ormige Drehung 
um eine im Raume und im Korper feste Axe kann nur stattfinden, 
wenn die Axe vertikal gestellt ist. Sie tritt aber auch bei jeder ge
gebenen N eigung -B-o der Figurenaxe ein, sobald man die Drehgeschwindig
keit (j) aus der Gleichung 

(18) 1lJ2 = P 
(C-A) cos-ltu 

bestimmtj dabei muss jedoch ein bestimmtes der beiden Enden der 
Drehaxe nach oben gerichtet werden 515). Fiir eine im lquator ge
legene Drehaxe und beim Kugelkreisel fiir jede Drehaxe wird (j) un
endlichj permanente Drehung ist dann physikalisch unmoglich. 

Eine besondere Untersuchung erfordert der Fall-B-o = 0, der iiber
haupt eine gewisse Ausnahmestellung einnimmt; bei ihm bleibt (j) 

ganz willkiirlich. Da ein symmetrischer Kreisel von der Gestalt eines 
Umdrehungskorpers, der urn die vertikal gestellte Figurenaxe rotiert, 
ausserlich von einem ruhenden Kreisel kaum zu unterscheiden ist, 
wird er auch ein schlafender Kreisel genannt 516) (sleeping top, toupie 
dormante; auch im Deutschen giebt es das Wort Toppich fiir Kreisel). 

Der Kreisel kann Rich auch urn eine im Raume und im Karper 
feste Axe mit 'ungleichtormiger Geschwindigkeit drehen. Das geschieht 
dann und nur dann, wenn die Axe eine der auf der Figurenaxe senk
rechten Hauptaxen ist, die man horizontal gelegt hat. Bei einer 
solchen Bewegung muss Nl = 0 sein, und die Neigung gehorcht daher 
der Differentialgleichung 

(tf = (a - au) (1-u ll) - ~lI, 

d. h. der Kreisel schwingt wie ein physikalisches Pendel 517). 
Dass der schwere symmetrische Kreisel regulare Priizessionen ge

stattet, haben gewi.6 schon J. d'Alembert und L. Euler erkannt (18), 

515) Vgl. O. Staude, J. f. Math. 113 (1894), p. 334 sowie Nr.36 dieses 
Artikels. 

516) P. Klein und A. Som1nerfeld, Theorie des Kreisels, p. 316 sprechen 
in diesem Fall von einem aufrechten Kreisel. 

517) V gl. B. K. Mlodzjejowskij, Moskau, Arbeiten der phys. Sektion der Kais. 
Russ. Ges. der Freunde der N aturkunde 7 (1894), Heft 1, p. 64 (russisch), BO

wie Nr. 36 dieses Artikels. 
518) Beide haben namlich die Drehung der Erde um ihren Schwerpunkt 

untersucht, also eine Bewegung, die bei der Annaherung, mit der sie sich be-
Encyklop. d. math. Wi ... nach. IV 1, I 
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aHein erst L. Poinsot ist genauer auf diese Bewegungsform eingegangen, 
bei der das von ihm benutzte Bild der roHenden Kegel besonders ein
faeh und ansehaulich ist (19). Er beginnt geradezu mit der Frage, 
wann bei einem symmetrischen Kreisel iiberhaupt Priizession urn 
eine vertikale Axe stattfinden kann. Wie eine einfache Uberlegung 
lehrt, liegt bei einer solchen Bewegung die horizontale Komponente 
des Impulsvektor in einer Axe, die auf der Knotenlinie senkrecht 
steht, und hat in der Bezeiehnung von Nr. 28d dieses Artikels die 
konstante Grosse 

lOlL + (0- A) v cos -B-o] sin -B-o· 

Da nun die vertikale Komponente des Impulsvektors die konstante 
Grosse 

Av sin 2-B-O + () (v cos -B-o + IL) cos-B-o 

hat und die Knotenlinie sich mit der Priizessionsgesehwindigkeit v urn 
die Vertikale dreht, so erfahrt der Impulsvektor ~ im Zeitelemente dt 
den vektoriellen Zuwachs 

d~ = [OIL + (O+A) v cos -B-o] sin -B-o' vdt. 

Dieser infinitesimale Drehstoss muss dem Kreisel von aussen zugefiihrt 
werden, damit er die regulare Prazession fortsetzt; der Vektor IDl muss 
daher der Grosse nach den konstanten Betrag 

(19) [OILV + (0- A)v2 cos -B-o] sin-B-o 

haben und del' Richtung nach in die Knotenlinie fallen. 
Beim kriiftef"reien Kreisel, wo ~m = 0 ist, liefert die Poinsotsche 

Bedingung (19) genau die Relation Nr. 34, Gl. (10) zwischen den 
Priizessionskonstanten -B-o, !l, v. Beim schweren symmetrischen Kreiser 
ist die Bedingullg fiir die Richtung des Vektors IDl von selbst erfiillt~ 
wiihrend man aus del' Bedingung (19) fiir seine Grosse die Relation 

(20) p= O/-w + (O-A) v2 cos -B-o 

erhiilt; hierdurch werden wiederum 003 Priizessionen aus den kine
matisch mogliehen 008 Priizessionen herausgehoben. Da aber beim 
Kreisel die Anfangswerte von cp und 1/1 willkiirlich sind, so gestattet del" 
sehu'ere sY11l1lletriselte Kreisel unter der Gesamtheit seinm' 00 6 Beu'egunget~ 

00' rqluliirp Priizessionell, und Zlt·W· um die Vertikale. Unter ihnen 

gniigten, der regularen Prazession eines schweren symmetrischen Kreisels aqui
\'alent ist; \'gl. den folgenden Abschnitt 2) dieser Nummer. 

519) J. de math. (1) 18 (1853), p. 41: Theorie des cOnes circula.ires roulantes; 
wieder abgedruckt COIlDaissance des temps 1853; vgl. auch die Abhandlun~ 
L. POi1l8otS: Sur la precession des eCluinoxes, Connaissance des temps 1857. 
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sind auch die pe-rmanenten Drehnngen enthaltenj diese ergeben sich 
fiir !t = O. 

Aus der Gleichung (20) folgt: 

(21) CIL + y'C !IL! - 4(A-C)Pcos {l-o 
V= - . 

2(A-C)cos{l-o ' 

entweder gehoren also zu gegebenen Werten der Neigung und der 
Drehgeschwindigkeit urn die Figurenaxe zwei Werte der Prazessions
geschwindigkeit, oder es giebt keinen BotcheD Wert. Die beiden Werte 
von v sind sicher reell, wenn !t hinreichend gross ist. Fur grosse 
vVerte von !t sind sie naherungsweise 

CIL P 
(22) Vi = (A-C) COB {l-o ' 1'2 = CIL ; 

del' Kreisel gestattet also fiir jedes von 900 verschiedene &0 eine schnelle 
und eine langsame Prazession. Die langsame Prazession ist die wich
tigere, da sie bei den tatsachlich vor sich gehenden Kreiselungen 
haufig beobachtet wird; diese beginnen allerdings zunachst mit einer 
sogenannten pseudoregulliren Prazession (vgl. den folgenden Ab
schnitt 3) dieser Nummer); allein die zitternden Schwingungen diesel' 
Bewegung werden bald abgedampft (vergl. Nr. 20b, p. 525 dieses 
Artikels), und es entsteht so, wenn man von der sogenannten siiku
laren Wirkung del' Reibung absieht, eine regulare Prazession. 

Zu der regularen Prazession gelangt man auch von der Frage 
aus, wann sich die Differentialgleichung (10) mittels elementaret· Funk
tionen integrieren lasst. Dazu ist notwendig und hinreichend, dass 
die Gleichung lCu) = 0 eine Doppelwurzel besitzt, und jetzt tritt eine 
Scheidung der 'rVertsysteme Cl, rob, 0:, f3 in zwei wesentlich verschiedene 
Arten ein. 1m Folgenden wird angenommen, dass P positiv seij der 
Fall, dass es negativ ist, liisst sich leicht auf den des positiven P zu
riickfiihren. Dann giebt es stets zwei Priizessionen, wenn N12 grosser 
als 2AP(1 + e) ist; e bedeutet wieder die kleinste Wurzel der 
Gleichung feu) = O. 1st aber Ni 2 kleiner als 2AP(1 +e), so giebt 
es zwei Priizessionen oder kaine, je nachuem N i 2 grosser oder kleiner 
als 4APe ist. Da del' erste Fall bei starkem Eigenimpulse Ni des 
Kreisels eintritt, l1ennt F. Klein bei ihm den Kreisel einen starkett 
Kreisel und spricht in dem zweiten Fall von einem schwachen Kreisel; 
die Eigenschaft, stark odeI' schwach zu sein, wi I'd nicht dem Kreisell 

sondern seinem Bewegungszustande beigelegt, es kann also ein und 
derselbe Kreisel je nach den Anlangsbedingungen der Rp.weglttig stark 
oder schwach sein 520). 

520) Theorie des Kreisels, p. 249. 

41 • 
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2) Anwendung auf' die angeniiherte Berechnung der Drehung der 
Erde um ihren Schu·erpunkt. Bei der Untersuchung der Drehung der 
Erde um ihren Schwerpunkt hat man diese zunachst in starker Idea
lisierung als einen starren Riesenkreisel aufgefasst, bei dem der feste 
PUnkt der Schwerpunkt und die Verbindungsgerade des Nordpoles 
mit dem Sudpol die Figurenaxe ist. Alsdann ist naherungsweise 
A = B, und es verhii.lt sich C zu A ungefahr wie 305 zu 304. 
Wird als Einheit der Zeit der Tag genommen, so bewegt sich die 
Erde in regularer Prii.zession um die Normale zur Ekliptik, und zwar 
ist, wenn man den Wert von -D-o nimmt, der im Jahre 1905 galt: 

-D-o = 230 28', /L = 2n, v = - 365 ~~ 80-0' 

Werden diese Werte von -D-o und "" in die Relation Nr. 34, Gl. (10) 
zwischen den Prazessionskonstanten des kriiftefreien symmetrischen 
Kreisels eingesetzt, so ergiebt sich fUr die PrazAssionsgeschwindigkeit v 
der Wert - 382. 2n; mithin ist die tatsiichliche Prazession der Erda 
keine freie, sondern eine erzwungene Priizession. In der Tat wird sie 
dUl'ch die anziehenden Krafte hervol'gerufen, die die anderen Welt
korper, vor allem Sonne und Mond, auf das Erdellipsoid ausuben. 
Diese Anziehungen liefern in erster Anniiherung ein konstantes Dreh
moment, dessen Vektor 9R in der Schnittlinie der Ekliptik mit dem Erd
aquator, also in der Knotenlinie liegt; es wirkt, von der Seite aus 
gesehen, wo die Knotenlinie das Fruhlings-Aquinoktium tragt, um die 
Axe im entgegengesetzten Sinn des Uhrzeigers, also ebenso, wie die 
Schwere bei einem Kreisel, dessen Unterstutzungspunkt unterhalb des 
Schwerpunktes liegt. Bezeichnen ms die Masse der Sonne, mL die 
Masse des Mondes, rs den mittleren Abstand der Sonne von der Erde, 
rL dasselbe fur den Mond, r die Neigung der Mondbahn gegen die 
Ekliptik, die im Mittel 50 9' betriigt, so ist, da die Ubrigen Himmels
korper zu 9Jl nur eillen sehr kleinen Beitrag Hefern, niiherungsweise: 

Wird dieser Wert statt P sin -D-o in die Gleichung (20) eingesetzt, so 
findet man eine langsame Priizession von rund f)O Sekunden im Jahre, 
von denen etwa 16 auf die Wirkung der Sonne, 34 auf die Wirkung 
des Mondes kommen, was mit den Beobachtungen befriedigend stimmt. 
Die Astronomen sehen iibrigens in der Gleichung (20): 

P = G/Lv + (0- A) Vi cos -D-o 
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nicht v, sondern C -;; A als Unbekannte an, weil man diesen sonat 

schwer zuganglichen Quotienten hieraus am genauesten bestimmen 
kann 521). 

Da die Mondbahn gegen die Ebene der Ekliptik geneigt ist und 
ihre Knotenlinie aich in rund 18,7 J ahren einmal urn die N ormale 
der Ekliptik dreht, so kommen zu der erzwungenen regularen Pra
zession der Erdaxe noch gewisse erzU'ungene Schwingungen hinzu, die 
man als Nutationen bezeichnet; sie lassen sich so beschreiben, dass 
der Pol des Erdaquators in rund 18,7 Jahren relativ zu der Prii
zession eine Ellipse mit den Halbmessern 9,2 und 6,9 Bogensekunden 
durchliiuft 522). 

3) Kleine Schwingungen um einfache Bewegungsformen. Wenn man 
bei gegebenen Anfangsbedingungen die Lagekoordinaten qll"" qr 
eines Systems aus den Lagrangeschen Differentialgleichungen als Funk
tionen der Zeit fl(t), ... , fret) ermittelt hat, wird man nach den be
nachbarten Bewegungen fragen, d. h. nach den Bewegungen, bei denen 

ql = (1 (t) + ell ... , qr = fret) + er 

ist, wo die ell' .. , er kleine Grossen bedeuten sollen; nach E. J. Routh 
nennt man diese Bewegungen auch kleine Schwingungen um jene Be
wegung. Die Methode zu der Bestimmung der kleinen Schwingungen 
urn eine Bewegung ist der Methode zur Bestimmung der kleinen Schwin
gungen urn eine Gleichgewichtslage ganz analog; vgl. Nr. 9, p. 484 
dieses Artikels. 1m allgemeinen ergeben sich bei den iiblichen Ver
nachliissigungen fiir die ell' .. , er wieder lineare Differentialgleichungen 
zweiter Ordnung, bei den en jedoch jetzt die Koeffizienten von der Zeit 

621) V gl. VII 3, Nr. 53 d (P. Pizzettz). 
622) Bei der Darstellung im Texte handelt es sich, wie schon hervor

gehoben wurde, nur urn eine erste Niiherung. Die Astronomen haben, urn die 
Bewegung der Erde um ihren Schwerpunkt befriedigend zu beschreiben, Formeln 
mit sehr vielen Gliedern aufsteHen miissen. In diesen Formeln wird auch die 
sehr kleine freie Prazession der Erde beriicksichtigt, die schon L. Euler ver
mutet hatte, die aber erst am Ende des 19. Jahrhunderts mit Sicherheit durch 
astronomische Beobachtungen festgestellt worden ist. Genaueres iiber aHe die~e 
Fragen, bei denen auch die Elastizitat des Erdkorpers und die auf seiner Ober
flache stattfindenden meteorologischen V organge beri:icksichtigt werden miissen, 
findet man in dem Artikel VI 222 (K. Schwarzschilrl); im iibrigen vergleiche man 
etwa P. S. Laplace, Traite de mecanique celeste 6, Paris 1826, p. 273; F. Tisserand, 
TraiM de mecanique celeste 2, Paris 1890, p. 442; F. Klein und A. Sommerfeld, 
Theorie des Kreisels, Kap. vrn. - Von Interesse sind auch die Modelle fur PTii
zessionsbewegungen, vgl. etwa K. Haas. Progr. d. Staats-Real- und Obergymnasiums 
Wi en VI, 1894. 
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abhangen und in denen noch sogenannte gyroskopische Te:rme auf
treten; vgl. Nr. 20, p.516 dieses Artikels. Nach E. J. Routh heisst die 
Bewegung (ft (t), ... , fret) I stationiir, wenn es sich ereignet, dass die 
Koeffizienten der linearen Differentialgleichungen bei geeigneter Wahl 
der Lagekoordinaten von der Zeit unabhangig sind; aus diesen Glei
chungen erhiilt man dann irnmer dieselben Schwingungen, zu welcher 
Zeit auch die Bewegung gestort wird. 

Die Frage nach den stationiire:n Bewegunge:n des schweren sym
metrischen Kreisels fiihrt wiederum zu den reguliiren Priizessionen; 
denn die Koordinaten "" und cp sind zyklisch 50h) , die N eigung .f)

aber ist bei der regularell Prazession konstant 523). Die Bewegungen, 
die einer regularen Prazession benachbart sind, heissen pseudoreguliire 
Priizessionen 524), weil sie meistens fiir das unbewaffnete Auge von 
der regularen Prazession gar llicht zu unterscheiden sind. 

Zu einem haufig vorkommellden, besonderen Fall der pseudo
regularen Prazession gelangt man folgendermassen. Man versetze einen 
Kreisel bei festgehaltener Figurenaxe durch Abziehen einer umge
wickelten Schnur in starke Drehung um die Figurenaxe, stelle diese Axe 
schief und iiberlasse jetzt den Kreisel allein der Wirkung der Schwere. 
Alsdann scheint die Figurenaxe urn die Vertikale einen Kreiskegel mit 
gleichformiger Geschwindigkeit zu beschreiben. Eine solche langsame 
Prazession widerspricht jedoch der Anfangsbedingung, dass ""0 = 0 
sein solI, denn bei ihr ist .,j, gleich der von Null verschiedenen, kon
stanten Prazessionsgeschwindigkeit v. Sie widerspricht auch dem 
Gesetz von der Erhaltung der Energie; denn wie solI die Schwere 
eine Bewegung hervorrufen, bei der sich die Punkte der Figurenaxe in 
horizontalen Kreisen senkrecht zur Richtung der Schwere bewegen, 
so dass die Schwere gar keine Arbeit leisten kann? 

Bereits 1813 hat S. D. Poisson die Losung dieses Ratsels ge
geben 519). Er fragte namlich, ob der schwere symmetrische Kreisel 
Bewegungen ausfiihren konne, bei denen die N eigung -It nahezu den 
konstanten Wert -Ito behalt, und gelangte unter der Voraussetzung, 
dass -Ito von Null verschieden und die Drehgeschwindigkeit des Kreisels 
um seine Figurenaxe sehr gross sei, zu der folgenden angenaherten 
Darstellung einer solchen Bewegung. Da der Eigenimpuls Nl = Ot·o 
sehr gross ist, sollen nur Glieder bis zu der Ordnung von 1/Ni! 

&23) E. J. RMth, Dynamik 2, p. 1&1. 
&24) F. Klein und A. Sommerfeld, Theorie des Kreisels, Kap. V. 
&20) Jonrn. ec. polyt., cah. 16 (1813), p. 247; Mecanique, 2. ed, Paris 1833, 

2, p. 177. 



3;). Der einzelne starIe Korper: Schwerer symmetrischer Kreisel. 633 

beibehalten werden. Wird noch zur Abkiirzung 

+ AP = d2 (23) 
- - Nit 

gesetzt, so ist: 

& = &0 + (}2 sin &0 - d2 sin &0 cos ~I t, 

(24) + P t ~2' NI t 1/J=1/Jo N -u S1ll2A' 
I 

f{! = f{!o + rot + cos &0' 1/J. 

Mithin geht die N eigung der Figurenaxe periodisch zwischen den 
Werten &0 und &0 + 2d2 sin &0 hin und her, die einander sehr nahe 
liegen. Dabei dreht sieh die Axe im Mittel mit der langsamen 

Prlizessionsgeschwindigkeit v = :: urn die Vertikale, und zwar pro· 
I 

gressiv oder retrograd, je nachdem der Schwerpunkt oberhalb oder 
unterhalb der horizontalen Ebene durch den festen Punkt liegt. 

Um die Bewegung deutlicher zu veranschauliehen, fuhre man 
nach V. Puiseux 520) eine Hilfsaxe ein, deren SteHung durch die Glei
chullgen 

definiert ist. Dann voHfiihrt die Hilfsaxe eine regulare Pra:z.ession, 
und del' Hilfsapex, der auf ihr im Abstande Eins von Oliegt, besehreibt 
auf der Einheitskugel urn 0 einen Parallelkreis; der wahre Apex aber 
durehlauft relativ zu dem Hilfsapex einen kleinen Kreis 
yom Halbmesser d2, seine Bahn auf der Kugel ist also 
eine sphiirische Zykloide, deren Spitzen auf dem ParaHel
kreise &0 aufsitzell; siehe die Figur 20, bei der die 
kleinen Wellen der Zykloide stark vergrossert sind. 
Die Geschwindigkeit des wahren Apex auf der Kugel
flache ist der GroBe naeh 

o 
Fig. 20. 

der Richtung nach aber wird sie durch den Winkel X mit dem Meridian 
bestimmt . der aus der Gleichung 

tgx=tg;}t 

zu entnehmen ist. Folglieh ist die Gesehwindigkeit des Apex far 

(26) Nach Ph . Gilbert, Mecanique, p. 318, hat V. Puiseux diese Darstellung 
in Vorlesungen Paris 1866 gegeben. 
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t = 0 und weiterhin nach Ablauf jeder Peri ode 2~ gleich Null; zu 
1 

diesen Zeiten bewegt sich der Apex immer senkrecht zum Parallel-
kreise 4} = -3'0' wobei also die Schwere zu unmittelbarer Wirkung 
kommt. 

Wenn beim Anfange der Bewegung ein kleiner seitlicher Anstoss 
zugelasaen wird, so ist die Bahn des Apex scheinbar wieder ein 
Parallelkreis, in Wahrheit aber bewegt sich dieser relativ zu einer 
reguHiren Prazessionsbewegung so, dass seine Bahn von einem Punkte 
in der Nahe jenes auf dem Parallelkreise rollenden Kreises erzeugt 
wird; je na.chdem der Punkt innerhalb oder ausserhalb des Kreises 
liegt, erhalt man eine verkiirzte oder verliingerte sphiirische Zykloide 
(Trochoide) 527). A. G. Webster hat die Bahnen sichtbar gemacht, indem 

Fig.21a Fig. 21 b. 

er an der Kreiselspitze eine winzig kleine elektrische Lampe anbrachte. 
Die Figuren 21 a, b, c sind einige von ihm aufgenommene Photogra

Fig. 21c. 

phien 528); sie lassen den Einflus8 
von Zufalligkeiten bei der Reibung 
deutlich erkennen 

Aua dem V orstehenden erhellt. 
dass die pseudoreguliire Prazession 
eine ziemlich verwickelte Art der 

Bewegung ist, und so kommt es, dass die zahlreichen Versuche, sie 
und eine Reihe ahnlicher Erscheinungen (vgl. Nr. 43 dieses Artikels) 
dem anschaulichen Verstiindnisse naher zu bringen, teils ganz ver
fehlt, teils mit mehr oder weniger erheblichen Mangeln behaftet sind. 

Ganz verfehlt iet es, wenn man die pseudoregulare Priizession 
als regulare Priizession auffasst und als solche erklaren will. Wenn 
namlich auch die Punkte del' Bahnkurve des Apex mit sehr grosser 
Annaherung in einem Parallelkreise liegell, so sind doch ihre Tan
genten wesentlich von den Tangenten dieses Kreises vel'schieden, mit 
denen sie Winkel bis zu einem Rechten bilden; man hat hier ein 
schones Beispiel flir den Ubergang von einer Kurve zu einer benach
barten Kurve, den man in der Variationsrechnung als starke VariatiOtl 
bezeichnet; vgl.IIA8, Nr. 19 (A. Kneser) und HA8a, Nr. 2 (E. Zer
melo und H. Hahn). 

027) F. Kl~in und A. Sommerfeld, Theorie deB Kreieele, Kap. V, § 2. 
628) Dynamil'e, p. 288; vergl. auch E. Memt, Am. PhYB. &view 1897. 
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Ein Teil der Autoren begniigt sich damit, die betreffenden Phii.
nomene, wie sie dem unbewaffneten Auge erscheinen, moglichst ein
fach zu beschreiben. Ais sehr niitzlich bewahrt sich hierbei die von 
L. Foucault angegebene Regel, dass ein in rascher Drehung befindlicher 
Korper, dem von aussen ein Drehmoment urn eine Axe zugefiihrt wird, 
sich so bewegt, als ob die Axe der Drehung und die Axe des Momentes 
das Bestreben hatten, sich in gleichsinnigen Parallelismus zu stellen 629). 

Diese Regel fiihrt allerdings bei vielen Erscheinungen zu einer rich
tigen qualitativen Darstellung der Vorgiinge; es ware jedoch verkehrt, 
wenn man ihr den Rang eines mechanischen .Axioms erteilen wollte. 

Endlich beruhen bei anderen Autoren die angeblichen Erklarungen 
auf Verwechslungen zwischen Figurenaxe, Drehaxe und Irnpulsaxe; 
diese liegen zwar bei den betrachteten Bewegungen im Raume nahe 
zusammen, sind aber doch begrifflich zu trennen; sogar bei H v. Helm
holtz findet sich diese Verwechslung 580). 

Fiir aIle diese popularen Erklarungen moge noch auf den Bericht 
verwiesen werden, den F. Klein und A.. Sommerfeld in ihrer Theorie 
des Kreisels, Kap. V, § 3 gegeben haben; dort stehen auch zahlreiche 
Litteraturangaben. 

4) Der im Vorhergehenden ausdriicklich ausgeschlossene Fall, dass 
4to = 0 ist, dass man es also mit einem schlafenden Kreisel zu tun 
hat, bedarf einer besonderen Untersuchung. Projiziert man die Kreisel
spitze auf die Aquatorebene und lasst nur solche Storungen zu, bei 
denen die Winkelgeschwindigkeit urn die Figurenaxe erhalten bleibt, 
so ergeben sich bei den Vernachlassigungen, die in der Methode der 
kleinen Schwingungen iiblich sind, fiir die Koordinaten ~, ~ die linearen 
Differentialgleichungen: 

(25) A.~-.N;,9=P~, A.ij+Nl~=P~. 

Die Glieder - N19, + Nd sind hier die sogenannten gyroskopisclten 
TPfY'me (vergl. N r. 20 b, p. 526 dieses Artikels); sie fallen weg, wenn 
Yo = 0 ist, und entsprechen daher in der Tat dem Einfluss, den die 
Gyration des Kreisels auf die kleinen Schwingungen ausiibt. 

529) L. Foucault, Sur 10. tendance des rotations au parallelisme, Paris 
C. R. 35 (1862), p. 734; vgl. jedoch schon J. G. Fr. Bohnenberger, Ann. Phys. 60 
(1817), p. 60. Siehe ferner G. Sire, Paris C. R. 88 (1879), p. 23; A. Levy, Rev. 
d'8.stron. 6 (1886), p. 445, E. Guyou, Paris C. R. 106 (1888), p. 1143, A. M.1Vor
thington, Dynamics of rotation, 1. ed. London 1891, 6. ed. 1906, Bowie den unter
haltenden Vortrag von .J. Perry, Spinning tops, London 1890, deutsch von A. Walzel: 
Drehkreisel, Leipzig 1904. 

530) H. v. Helmholtz, Dynamik, p. 327; vgl. auch H. Grassmann, Zeitschr. 
Math. Phys. 48 (1903), p. 373. 
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Bei der Integration der Gleichungen (25) sind drei Fiille zu 
unterscheiden: 

1) N12> 4AP, 

1 NI t . VNI2_4APt 
~ = A cos ~ A . sm 2 A ' 

2) N12 < 4AP, 

l NI t 1 V4AP-NI 2 t 
~ = cos 2 A . S 1 2 A ' 

3) N12 = 4AP, 

~ = At cos ;'"A t, 

1 • NI t . VNI2_4AP 
~=-,.sm 2A ·sm 2A t; 

1 • NI t h V4AP-NI ' t 
~ = - ,. 8m 2 A . S - 2 A j 

. NI 
~ = -U sm 2A t. 

Dabei bedeutet l einell willkiirlichen Proportionalitatsfaktor. 
Man hat aus diesen Gleichungen vielfach geschlossen, dass nul' in 

dem FaIle 1) die Kreiselspitze in der Nahe des Nord- oder Siidpols bleibt, 
dagegen in den Fallen 2) und 3) sich im Laufe der Zeit immer mehr 
davon entfernt; in Wahrheit abel' liegt hier ein lehrreiches Beispiel dafiir 
vor, wie gefahrlich es ist, Vernachlassigungeu vorzunehmen, wenn man 
nicht angeben kaun, in welchen Grenzen die dadurch entstehenden 
Febler lie gen. Die Formeln ergeben allerdings in dem Falle 1) ein 
angenahert richtiges Bild del' Bahn Zl( beliebiger Zeit, in den Fallen 
2) und 3) aber tun sie das nul', so lange t klein bleibt, und die Be· 
wegung setzt sich spater, nach den Siitzen des ersten Abschnittes, als 
periodisches Pendeln zwischen zwei Parallelkreisen fort, genau ebenso 

wie im FaIle l); bei allen diesen Bewegun
gen ist der obere Parallelkreis in einen 
Punkt, den N ordpol, ausgeartet (Fig. 22). Die 
genauere Untersuchung zeigt jedoch folgell
den Umstand. Wahrend beim starken Kreisel 
der untere Parallelkreis, wenn man die 
Storung verkleinert, dem Pole unheschrankt 
naher kommt, findet beim schwadten Krei
sel eine unstetige Anderung in der Lage 

Fig. 22. dieses Kreises stattj der untere Parallelkreis 
springt bei der geringsten Storung sogleich 

vom Pol, auf den er sich urspriillglich reduzierte, in einen Kreis von 
endlicher Ausdehnung iiber. Man wird daher nach der iiblichen Er
klarung beim starken Kreisel die Drehung um die Vertikule stabil, beim 
schwachen labil zu nennen haben. Praktisch kann freilich die labile 
Bew~gung mit einer stabilen gleichwertig sein, wenn namlich jener 
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Kreis von endlicher Ausdehnung selbRt sehr klein ist, und ebenso wi I'd 
die stabile Bewegung praktisch labil sein, wenn der Halbmesser des 
unteren Kreises mit wachsender Grosse del' Storung rasch zunimmt5S1). 

5) Einflllss der Reibung. Urn zu bewirken, dass ein starrer 
Korper, del' in bezug auf eine durch clen Schwerpunkt gehende Axe, die 
Figurenaxe, kinetische Symmetrie besitzt, sich um einen Punkt 0 diesel' 
Axe dreht, hat man V orricbtungen verschiedener Art angewandt. Wie 
man aber auch verfahren mag, so gelingt es doch immer nur an
genahert die Voraussetzungen zu erfiillen, unter denen man es mit 
einem idealen schweren symmetrischen Kreisel zu tun hat. Bei del' 
Cardanischen Aufhiingung hat man zum Beispiel im Grunde ein mehr
gliedriges System starrer Korper, und nur wenn die Massen del' Ringe 
sehr klein gegen die Masse des Kreiselkorpers sind 1 dad' man das 
System mit Anniiherung durch einen symmetrischen Kreisel ersetzen; 
abel' auch dann wird die Bewegung durch die Reibung gestort, die in 
den Lagern stattfindet. Wird abel' die unveriinderliche Lage eines 
Punktes 0 del' Figurenaxe dadurch gesichert (Fig. 23), daB diese Axe 
unten in eine kleine Halbkugel ausliiuft, die in einer Pfanne von del' 
Gestalt eines flachen Kreiskegels \ 
liiuft, so findet wiederum an den 
Beriihrungsstellen Reibung statt. 

Wenn man sich bei den 
Versuchen auf kleine Zeitraume 
beschriinkt, so wird die wirk
liche Bewegung des schweren 
symmetrischen Kreisels von der 
idealen nul' wenig abweichen. 
Allein im Laufe der Zeit wirkt 
die Reibung zunachst in der ~ 
Weise, dass die klein en Schwin- '~~~~~ 
gungen bei der pseudoregularen 
Priizession ausgeloscht werden, so

Fig. 23. 

dass die Bewegung sich einer reguliiren Priizession nahert. Alsdann 
beginnt die sogenannte siikulare Wirkung der Reibung, und es 
machen sich auch andere sWrende Krafte immer stiirker geltend. 
Eine Untersuchung des gesamten Bewegungsverlaufes unter Beriick
sichtigulIg der gleitenden und bohrenden Reibung, des Luftwider-

031) F. Klein, Am. Math. Soc. Bull. (2) 3 (1897), p. 129 = Nouv. ann. (3) 
16 (1897), p. 323 ; F. Klein und A. Sommerfeld, 'l'heOl'ie des Kreisels, Kap. V, 
§ 4, § 8. 
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standes, der Elastizitat des Kreiselmaterials und der Unterlage kann 
freilich nur unter Beschrankung auf eine qualitative Diskussion in 
Angrifl" genom men werden 532). Es ergiebt sich, dass die gleitende 
Reibung die Figurenaxe langsam aufrichtet, wiihrend die bohrende 
Reibung sie umgekehrt aus der Vertikalen zu entfernen sucht. So 
lange die Neigung der Figurenaxe betrachtlich ist, iiberwiegt die 
gleitende Reibung; ist aber die Axe nahezu vertikal geworden, so 
wird die senkende Wirkung der bohrenden Reibung sehr klein, und 
diese verzehrt im wesentlichen, wie die gleitende Reibung, nur die 
Energie der Drehung des Kreisels. Liegt der Unterstiitzungspunkt 0 
oberhalb des Schwerpunktes S, so wird die Bewegung schliesslich in
stabil, und der Kreisel fant um. 

Fig. 24. 

Zahlreich sind die Versuche, fUr die Zwecke des Unterrichts das 
Aufrichten der Kreiselaxe in einfacher Weise zu erklaren. Der Natur 
der Sache nach konnten diese Versuche nur mit begrenztem Erfolge 
gelingen, und wenn bei einigen von der Reibung abgesehen wird, sind 
Sle von vorn herein als missglUckt zu bezeichnen 583). 

582) F. Klein und A. Somm~rfeld, Theorie des Kreisels, Kap. VII; vgl. auch 
die in der Anmerkung 560 angefiihrte Litteratur. 

588) Eine Erklarung ohne Beriicksichtigung der Reibnng giebt z. B. 
H. B. Liibsen, Mechanik 2, p. 52. Aus der umfangreichen Litteratur seien hier 
nur genannt die kritischen Abhandlungen von Ph Gilbel"t, Bruxelles Soc.8cientif. 
Ann. 2B (1878), p. 255 nnd M. Koppe, Zeitschr. phys. chern. Unterr. 4 (1890). 
p.70; 7 (1894), p. 186; 9 (1896), p. 127. Vgl. auch Nr. 31)b 8) dieses Artikels; 
in Nr. 43 d wird iiber den schweren symmetrischen Kreisel mit zU'ei Freiheits
graden und das bei ibm streng geltende Prinzip von dem homologen Paralll'
lisIDus der Drehaxen berichtet werden. 



36. Der einzelne starre Korper: Schwerer unsymmetrischer Kreisel. 639 

6) Anhangsweise soll hier noch tiber einen Kreiselapparat be
richtet werden, bei dem die Reibung eine entscheidende Bedeutung 
hat, niimlich tiber den sogenannten perimetrischen Kreisel von G. Sire; 
siehe Fig. 24. Der symmetrische Kreisel besteht hier aus einem diinnen 
zylindrischen Stabe, der die Pigurenaxe darstellt und einem daran 
befestigten glockenfarmigen Kreiselkarper; der Schwerpunkt liegt 
unterhalb des festen Punktes. Perner ist eine im Raume feste horizon
tale Scheibe angebracht, die mit einem Rande beliebiger Gestalt ver
sehen ist. Wird jetzt der Kreisel in starke Drehung versetzt und die 
Figurenaxe an den Rand der Scheibe gelegt, so wird sie bei der 
gewiihlten experimentellen Anordnung vermage der Reibung auf der 
Randkurve rollen und allen Krtimmungen der Kurve folgen, wenn 
diese nicht zu scharf sind; illdem man den Druck bestimmt, den der 
Kreisel an dem Rande erfiihrt, ergiebt sich, ob und wann die Axe 
den Rand verliisst 534). 

36. Schwerer unsymmetrischer Kreisel. Dreht sich em belie
biger schwerer starrer Karper vom Gewichte G um den festen Punkt 0, 
und werden die Koordinaten seines Schwerpunktes in Bezug auf das 
im Karper feste System der x, y, Z (das von den Hauptaxen in 0 
gebildet werden mage) mit xo, Yo, Zo bezeichnet, so lauten die zuge
harigen Eulerschen Gleichungen: 

\ 

A ~~ - (B - C)qr = G(ZOc2 - Yocs), 

dq 
(1) B dt - (0 - A)rp = G (xocs - ZOcl ), 

dr o dt - (A - B)pq = G (Yocl - XOc2); 

dabei sind ClI C2 , Cs die Richtungscosinus der nach oben gerichteten 
Vertikalen. Bei den Gleichungen (1) kennt man von vornherein die 
beiden ersten Integrale: 

(2) HAps + B q2 + Or2) = - G(XOcl + yoc2 + zocs) + h, 

(3) 

mit den Integrationskonstanten h und k; (2) ist das Integral der 

(34) G. Sil'e, Mem. de la soc. d'emulation du Doubs, 1861; A. H. Resal, 
Traiw de cinematique pure, Paris 1862, p. 363; D. Bobylew, Soc. frant;. de phys. 
Seances 1884, p. 134; Analytische Mechanik 2 (1888), p. 656 (russisch); Moskau, 
Arbeiten der phys. Sektion d. Kais. RUBS. GeB. der Freunde der Naturkunde 11 
(1901), Heft 1, p. 11 (rnssisch); Zeitschr. Math. Phys. 47 (1902), p. 3&4. Einen 
Apparat verwandter Art hat auch N. Joukowski konstruiert, Yerhandl. des 
1. intern. Math. Kongress ZUrich 1897, Leipzig 1898, p. 272. 
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lebendigen Kraft und (3) del' Satz von del' Erhaltung del' Fliichen in 
bezug auf die Vertikale odeI', anders ausgedriickt, von del' Konstanz 
del' Vertikalkomponente des Impulsvektors. Wenn sich noch ein 
drittes erstes Integral ermitteln Hisst, so kann man die Komponenten 
der instantanen Drehung p, q, r durch die Eulerschen Winkel aus
driicken, kennt also den Drehungszustand des Korpers, sobald man 
dessen Lage als gegeben betrltchtet. Um die Lage des Korpers als Funk
tion der Zeit zu ermitteln und damit das Problem vollstiindig zu e1'
ledigen, hat man die Werte von p, q, r in die kinematischen Gleichungen 

• • d1/J+ d.ft 
P = sm./}' SIll tp dt cos tp -dt ' 

(4) . ~ d..p . d.ft 
q = sm 1.1 cos tp d t - sm tp d t ' 

d..p dcp 
r = cos./}' dt + Iii 

einzusetzen und diese Differentialgleichungen erster Ordnung fiir ./}', 
t/J, tp zu integrieren. 

Nun folgt abel' aus den beiden ersten kinematischen Gleichungen: 
d..p psincp+qcos..p 
dt sin.ft 

mithin ist die Liinge del' Knotenlinie durch eine Quadratul' bestimmt, 
sobald man p, q; ./}', rp als Funktionen del' Zeit kennt, Beachtet man 
jetzt, dass die Koordinate t/J in den Ausdriicken fur die Richtungs
cosinus cl1 C2, Cs nicht auftritt und dass daher t/J auch in den Euler
schen Gleiehungen (1) nieht vorkommt, so erkennt man, dass die 
Integration des Systems der sechs Difterentialgleiehungen (1) und (4) 
geleistet ist, sobald man aus den Gleichungen (1) und den Poisson
schen Gleichungen (vgl. Nr. 28e): I dCI at = rt; - qCy" 

dc, at = pCs - I'ClI 

dcs 
dt = qCl - pcs 

(6) 

p, q, rj ./}', cp als .Funktionen der Zeit bestimmt hat; man kann die 
Gleiehungen (1) und (6) aueh alB Differentialgleiehungen fiir die sechs 
Funktionen p, q, 1'; Cl , c" Cs auffasBen, bei denen in dem ersten Integral: 

(i) CIS + t;'l + CS2 = const. 

die Konstante den Wert Eins habell soll. 
Wie in Nr. :Jh 1) dieses Artikels angegeben wurde, hat sich 

bereits J. L. La,grallfle 1788 mit del' Frage llach einem dritten ersten 
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Integral del' Gleichungen (1) beschiiftigt und dabei dem Eulerschen 
Fall del' kriiftefreien Bewegung (Nr, :U) einen neuen Fall, den be
reits ausffihrlich behandelten Fall des schweren symmetrischen Kreisels 
{Nr. 36), hinzugeffigt. Bei den spiiteren Untersuchungen fiber das dritte 
Integral ist die AuffasBung von L. Poinsot massgebend gewesen, dass 
man in del' Dynamik bei schwierigeren Problemen darauf nUBgehen 
solle, besondere FiHle zu tinden, in denen sich die Untersuchung mittels 
elementarer Funktionen, ja womoglich mittels algebraischel' Funktionen 
und den zugehorigen Integralen erledigen liisst. Wie in diesem Artikel 
wiederholt hervol'gehoben worden ist, empfiehlt es sich in del' Tat, 
zuerst einf'ache Spezialfiille aufzusuchen und sich durch ihre Unter
suchung eine Ubel'sicht fiber die moglichen Arlen del' Bewegung zu 
verschaffen. Allein es fragt sich, was man unter einfachen Fallen zu 
verstehen hat, und da erscheint es zweifelhaft, ob man die Begriffe 
algebraisch und einf'aclt als gleichbedeutend ansehen dari'. Freilich 
hat man dem dritten Integral die Bedingul1g des algebraischen Cha
rakters immer nul' in bf>zug auf die Kompol1euten del' Dl'ehgeschwin
digkeit p, q, r auferlegt und in bezug auf die darin vorkommenden 
Eulerschen Winkel bloss die Voraussetzung gemacht., dass das Integral 
eine analytische FUllktion diesel' Grossen sein soll, dafiir abel' auf del' 
anderen Seite verlangt, dass die Zeit in dem dritten Integral nicht 
explizite vorkommen soIl. Ob man unter diesen Umstanden bel'echtigt 
ist, die bei den gellannten wesentlichen Beschriinkungen gewonnenen 
Ergebnisse, tiber die sogleich berichtet werden soIl, dahin auszulegen, 
dass es bei dem Problem der Drehung cines schweren stan'en Korpers 
um einen festen Punkt bei allgemeinen Anfangsbedingungcn ausser den 
drei Fallen von Euler, Lagrange und Kowalewski kein einfacltes drittes 
integral gebe, moge dahin gestellt bleibeu. 

H. Poincan!6S5) hat ffir das Vorhandensein eines dritten von 
den Integralen (2) und (3) unabhiingigen, die Zeit nicht explizite eut
haltenden, in den GeBchwindigkeitskomponenten p, q, r algebraischen 
Integrales die notwendige Bedingung hergeleitet, dass entweder 
Xo = Yo = So = 0 ist (E'Ulers kraftefl'eier Fall, das dritte Integral ist 
linear in p, q, r) odeI' dass zwei del' Haupttriigheitsmomente, etwa 
A und B, einandel' gleich werden. 1st ausserdem Xo = Yo = 0, so 
erhiilt man den in N r. 35 betrachteten altbekannten Lagrangeschen 
Fall der Kreiselung eines schweren Umdrehungskorpers urn einen festen 
Punkt in del' Figurenaxej das dritte Integral ist hier auch linear. 

(35) Les methodes nouvelles de Ia mecanique celeste 1, Paris 1892; vgl. 
auch Ed. Husson, Paris C. R. 141 (1905), p. 821. 
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Diesem FaIle hat im Jahre 1888 Sonja Kowalewski einen neuen Fall 
hinzugefiigt, bei dem A = B = 20 und so= 0 ist, und wo das 
dritte Integral vom vierlen Grade in p, q, r wird 586). Damit sind 
aber auch, wie Ed. Husson neuerdings bewiesen liat, aUe Moglich
keiten erschopft 537). 

Man kann jedoch der Frage eine andere Wendung geben. Bei 
der Kreiselung eines starren Korpers kommen im ganzen 12 Kon
stanten in Betracht: die 6 Konstanten der Massenverteilung :to, Yo, so; 
A, B, 0 und die 6 Konstanten der Anfangsbewegung, namlich die 6 In
tegrationskonstanten der Differentialgleichungen (1) und (4). Bei den 
drei Fallen von Euler, Lagrange und Kowalewski reduzieren sich die 
Konstanten der Massenverteilung auf drei willkiirliche Grossen, wahrend 
die sechs K onstanten der Anfangsbewegung beliebig bleiben. Den
selben Gl'ad der .Allgemeinheit wird also ein Kreiselproblem haben, 
bei dem sich die Gesamtheit der 12 Konstanten auf 9 willkurliche 
Grossen reduziert; damit man neue Falle erhalt, wird man die Kon
stanten der .Anfangsbewegung spezialisieren konnen 588). 

Hierher gehOrt ein von W. Hess behandelter Fall 039). Fur die 
Massenverteilung urn den festen Punkt geiten bei ihm die zwei :Be
dingungen: 

nach N. Joukowskij540) besagen sie, dass der Schwerpunkt S auf dem 

636) Acta math. 12 (1889), p. 177. Ein ausfiihrlicher Bericht iiber die zahl
reichen Arbeiten, die sich auf den Kowaleu'skischen Fall beziehen, wird in IV 13 
(P. StiickeT) gegeben werden. 

637) Paris C. R. 141 (1906), p. 100 j These, Paris 1906; vgI. auch die Versuche 
von O. Tedone, Nuovo Cimento (4) 1 (1896), p. 220, 269, 363 und S. Tschaplygin, 
Moskau, Phys. Sektion d. Kais. Ges. d. Freunde der Naturkunde 9 (1896), Heft 2, 
p. 16 (russisch). Die Bebauptung R. Liouvilles, Acta math. 20 (1897), p.239, da.BS 

die Annahmen Zo = 0, A = B = 2 C, wo n eine beliebige ganze Zahl bedeutet, 
n 

auf algebraische Integra.le fiihren soUten, hat sich als irrtiimlich herausgestellt; 
nur die Werte n = 1 (FaJl von Kowalewski) und n = 2 (Fall von Lagrange flir 
eine homogene Kugel) sind zulassig. 

638) VgI. F. Klein und A. SOlllmerfeld, Kreisel, p. 3711. 
639) Math. Ann. 87 (1890), p. 163; vergl. auch R. Liouville, Paris C. R. 120 

(1896), p. 903, 122 (1896), p. 1060. Die Unterstlchung des HesSBchen Falles ist 
dann von verschiedenen russischen Mathematikeru weitergefiihrt worden; aus
fiihrliche Litteraturangaben findet man bei P. A. Nekrassoff, Math. Ann. 47 (1896), 
p.440-447. 

640) Jahresber. d. D. ?rI.-V. 3 (1894), p. 62; "ergi. auch A. Sommerfeld, Glltt. 
Nachr. 1898, p, 83. 
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Lote liegt, das in dem festen Punkte 0 auf einer der Kreisschnitt
eben ell des reziproken Tragheitsellipsoids 

Xl y' z. 
A +13+(;-=1 

errichtet ist. Zu dieser Bedingung kommt die weitere Beschrall
kung, dass der Impulsvektor zu Anfang in der genannten Kreis
schnittebene durch 0 liegen solI, so dass im Ganzen wieder 9 will
kiirliche Konstanten vorhanden sind. Wahrend der Bewegung verharrt 
der Impulsvektor in jener Ebene, und diese Eigenschaft ist fiir den 
Hessschen Fall charakteristisch, das heisst: fl'agt man, unter welchen 
Bedingungen der Impulsvektor dauernd in einer im Karper festen Ebene 
verbleibt, so wird man gerade zu dem Hessschen FaIle gefiihrt 541). 

Stellt man diese Frage im besonderen fUr den schweren symmetrischen 
Kreisel, so gelangt man zu der spharischen Pendelbewegung, so dass 
also der Hesssche Fall lauch als eine Verallgemeinerung diesel' elemen
taren Bewegung aufgefasst werden kann. Wie N. Joukowskij gezeigt 
hat, geht die Analogie noch weiter; der Schwerpunkt des Hessschen 
Pendels bewegt sich namlich genau so, wie der Ma:'lsenpunkt eines 
spharischen Pendels. 

Von besonderem Interesse ist der Fall, dass iiber die Massen
vel'teilung gar keine V oraussetzung gemacht, dass also die Konstanten 
xo, Yo, zo; A, B, C als willkiirliche Grossen angesehen werden. 
O. Staude 542) hat gezeigt, dass man bei einem sol chen unsymmetrischen 
Kreisel :stets eine Schar von 00 9 Bewegungen angeben kann. Die 
Bewegung des Korpers besteht dabei in einer gleichformigen Drehung 
urn eine in ihm feste, vertikale Axe. Die Axen, urn die solche per
manente Drehungen stattfinden, bilden zusammengenommen einen 

541) V gl. auch die Behandlung des Hessschen Falles bei F. Klein un<l 
A. Sommerfeld, Kreisel, p. 378-386; die entsprechende Untersuchung fiir den 
Spielkreisel :(vgl. Nr. 37 dieses Artikels) hat G. Kolossotf durchgefiihrt, Moskau, 
Arbeiten der phys. Sektion der Kais. Russ. Ges. der Freunde der N aturkunde 
9 (1898), Heft 2, p. 11 (russisch); Gottingen Nachr. 1898, p.80; Mess. of math. 
(2) 30 (1901), p. 174. 

5402) J. f. Math. 113 (1894), p. 318. E. J. Routh hatte bereits gefunden, dass bei 
einem schweren Kreisel regulare Prazession um die Vertikale nur moglich ist, wenn 
man entweder A = B hat (symmetrischer Kreisel, siehe Nr. 31) oder bei un
gleichen Haupttrligheitsmomenten, wenn :sich die regulare Prlizession anf eine 
permanente Rota.tion um die Vertikale reduziert, siehe Dynamik 2, p. 163. V gl. 
femer F. Klein und A. Sommerfeld, Kreisel, p. 386-390, Bowie L. Lecornu, Bull. 
soc. math. de France 30 (1902), p. 71. O. Staude hat spater die Untersuchung 
nach der geometrischen Seite weitergeCiihrt, Leipzig Ber. 61 (1899), p. 219. 

Enc;rldop. d. math. Wis •• JUoh. tV 1, 1. 42 
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Kegel zweiter Ordnung: 

(8) (B - O)xoys + (0 - A)yosx + (A. - B)soxy = O. 

Jede erzeugende Gerade dieses Kegels liefert, wenn sie mit einem be· 
stimmten ihrer beiden Enden vertikal nach oben gestellt wird, eine 
pennanente Rotationsaxe, sobald der Korper um sie mit einer gewissen 
Winkelgeschwindigkeit oder der entgegellgesetzten Winkelgeschwindig
keit gedreht wird 5(8). 1m besonderen gehoren zu den permanenten 
Axen die Hauptaxen von 0, fiir die jedoch die Drehgeschwilldigkeit 
unendlich gross wird 5«). Auch die Gerade OS ist eine permanente 
Axe, und zwar mit der Geschwindigkeit Null; fiir aIle iibrigen Axen 
hat die Winkelgeschwindigkeit endliche, von Null verschiedene Werte. 
Bei besonderer Massenverteilung treten jedoch A.biinderungen ein,. aHe 

diese Ausnahmefii1le hat O. Staude in erschopfender Weise ermittelt 
und diskutiert. Die Gleichung (8) ist z. B. bei dem kriiftefreien Kreisel 
identisch erfiillt; jede Axe durch S ist hier eine permanente Drehaxe, 
jedoch im allgemeinen mit der Winkelgeschwindigkeit Null, dagegen 
wird bei den Hauptaxen der Wert del' Winkelgeschwindigkeit un
bestimmt. Auch bei dem schu'eren syrnrnetrischen Kreisel ist jede Axe 
durch den festen Punkt 0 pennanente Axe; vgl. Nr 31) b 1). 

1m Anschluss an O. Staude hat B. K. MlodsjejowskijM.) unter
sucht, wann ein der Schwere unterworfener starrer Korper sich urn 
einen festen Punkt 0 so bewegen kann, dass die Axe der instantanen 
Drehung im Korper fest bleibt, wobei aber die Drehgeschwindigkeit 
um diese Axe nicht konstant zu sein braucht. Mit Hilfe der Integral
gleichungen (2) und (3) erschliesst er, dass die Drehgeschwindigkeit 
im allgemeinen kOllstant sein muss, was auf den Staudeschen Fall 
zuriickfiihrt. SoIl aber die Drehgeschwindigkeit von der Zeit abhiingen, 
so muss der Schwerpunkt S in einer del' Hauptebenen durch Oliegen; 
die Bewegung des Korpers besteht aladann in einer Drehung um die 
dritte, horizonta.l zu legende Hauptaxe, die nach Art des physikalischen 
Pendels erfolgt; vgl. Nr. 35 b 1). 

64.3) Die Frage nach der Stabilitiit dieser permanenten Drehaxen ist 
noch nicht endgiiltig beantworlet worden; einen Versuch machte J. Hadamard, 
Assoc. fran~. Bordeaux 24 (1896), p. 1. 

6(40) Diesen bedondercn ~'all hatte vor Staude schon B. Budde, Berlin Phys. 
Ges. Mitt. 9 (1890), p. 16, betrachtet und Folgerungen fiir benachbarte Bewegungen 
gezogen. 

641'» Moskau, Arbeiten der phys. Sektion der Kais. Russ. Ges. der }'reunde 
der Naturkunde 7 (1894.), Heft 1, p. 46 (ru8sisch); \'11'1. auch T. Sludskij, lloskau, 
~Iath. Sammlung 17 (18\14) (russisch). 
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Merkwiirdiger Weise hat neuerdings P. A. Schiff6'S .. ) gefunden, dass 
man bei dem schweren unsymmetrischen Kreisel mittels algebraischer 
Operationen und zweier Quadraturen sogar eine Schar von OOS Be
wegungen angeben kann Sie sind dadurch charakterisiert, dass bei 
jeder von ihnen del' lmpulsvektor konstante Liinge behalt; bei del' Be
wegung beschreibt diesel' im Raume um die Vertikale einen Kreis
kegel von beliebiger Ofi'nung. Die permanenten Drehungen sind unter 
den Schiffschen Bewegungen enthalten. 

Verschiedene Faile, in denen die ltlassenverteilung und die An
(angsbed1:ngungen spezialisiert sind, haben in neuester Zeit russische 
Mathematiker, besonders W. Stekloff, D. Gorjatschoff' und S. Tschaplygin 
angegeben 546); diese FaIle haben jedoch mehr ein analytisches Interesse, 
und es muss fur sie auf IV 13 (P. Stiickel) verwiesen werden. 

Endlich hat man unsere sehr luckenhaften Kenntnisse von del' 
Bewegung eines allgemeinen schweren Kl'eisels dadurch zu erweitern 
gesucht, dass man FaIle betrachtete, die in del' Nachharschaft be
kannter FaIle liegen. So hat man gefragt, wann kleine Schwingungen 
urn eine Gleichgewichtslage moglich sind, und die Bedingungen fur 
ihre Existenz aufgestellt"'1). Wichtiger ist es, dass nach G. Koenigs 
bei einem schweren Kreisel, dessen Unterstiitzungspunkt in del' Nahe 
seines Schwel'punktes liegt, stets unendlich viele Anfangsbedingungen 
vorhanden sind, fiir die p, q, r, ev Ca, cs, wie beim Eulerschen Fall, 
periodische Funktionen del' Zeit werden 548). Man wird daher hofi'en 
diirfen, dass sich auch aus den Ergebnissen in dem Lagrangeschen 
Fall Schliisse auf das Verhalten von Kreiseln mit kleiner Asymmetrie 
ziehen lassen; vielleicht wird man hier zum Ziele gelangen, indent 
man ein Naherungsverfahren anwendet, das del' Methode del' allge
meinen Storungen bei den Astronomen nachgebildet ist M9). Wenn 
erst noch mehr Untersuchungen nach diesel' Richtung hin angestel1t 
sein werden, wird man nach dem V orschlage von P. Klein und 

545&) Moskau, Ma.th. Sammlung 24 (1903), p. 169 (russisch). 
546) Siehe den Bericht von R. Marcolongo, Palermo, Cire. ma.t. Rend. 16 

(1\102), p. 349; vgl. femer die Untersuchungen von P. A. Schin~ Moskau, Math. 
Samml. ~4 (1903), p. 169 (russisch) und von P. Burgatti, Ann. di mat. (3) 12 
(1906), p. 81 

547) J. L. Lagrange, Mecanique analytique, Ausgabe von Bertrand 2, p. 234; 
vgl. auch R. 8. Ball, Dublin Irish Trans. 24 (1869), p. 5\13; C. Jordan, J. de 
math. (3) 1 (1876), p.1 und E. J. Routh, Dynamik 1, p. 388; 2, p. 161. 

548) Paris C. R. 122 (1896), p. 104ti; vgl. auch G. Kobb, Toulouse, Fac. A.nn. 
(2) 1 (1899), p. 6. 

549) Einen Versuch dazu machte ]"/. Winkelmann, Dissertation Gottingen 
1904. 

42* 
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A. Sommerfeld dazu ubergehen konnen, die Verbindung zwischen den 
verschiedenen bekannten Fallen und ihren Nachbarfii.llen durch eine 
Art von Interpolation herzustellen (50). Auch die Andeutungen, die 
E. Picard"(1) fiber die Verwendung seiner Methode der successiven 
Approximlltionen fur die Integration der Differentialgleichungen der 
Bewegung des unsymmetrischen schweren Kreisels gemacht hat, ver
dienten genauer durchgefiihrt zu werden. 

S 7. Auf horizontaler Ebene spielender Kreisel (Spielkreisel). 
1m gewohnlichen Leben versteht man unter einem Kreisel einen homo
genen Rotationskorper, der in eine Spitze auslii.uftj durch Abziehen einer 
Schnur bringt man den Kreisel in rasche Drehung urn die Figuren
axe und setzt ihn mit der Spitze auf eine horizontale glatte Ebene. 
Man hat demnach diesen auf horizontaler Ebene spielenden Kreisel 
oder kurz den Spielkreisel wohl zu unterscheiden von dem Kreisel, 
von dem in den vorhergehenden Nummern die Rede war; dort be
deutete nii.mlich das Wort Kreisel einen starren Korper von kinetischer 
Symmetrie in bezug auf eine Figurenaxe, der sich um einen in dieser 
Axe befindlichen Punkt dreht, oder in noch allgemeinerer Bedeutung 
des W ortes irgend einen starren Korper, der sich um einen festen 
Punkt dreht. Allerdings wird sich herausstellen, dass zwischen den 
Bewegungen des schweren symmetrischen Kreisels und des Spiel
kreisels eine grosse Ahnlichkeit besteht, so dass eine Reihe von Be
trachtungen, die in Nr. 35 dieses Artikels angestellt wurden, sich 
leicht auf den Spielkreisel iibertragen las st. 

1) Die Erfahrung zeigt, dass die Figurenaxe eines rasch rotierenden 
Spielkreisels sich aus der ursprfinglichen geneigten Lage der Schwere 
entgegen aufrichtet, sodass sie schliesslich fast genau vertikal steht. 
In permanenter Drehung um die Axe verharrt der Kreisel lii.ngere 
Zeit als sogenannter schlafellder Kreisel (sleeping top, toopie dormante). 
Schliesslich wird die Energie der Drehbewegung durch die Reibungs
widerstande stark vermindert, und unter unregelmassigen Zuckungen 
fiillt der Spielkreisel um; vgl. die ii.hnlichen Erscheinullgen, die fur den 
schweren symmetrischen Kreisel in Nr. 35 b 5) beschrieben worden sind. 

Diese paradoxen Bewegungen haben bereits die Aufmerksamkeit 
J. A. Segners (1755) auf sich gezogen, der auch ganz richtig be
merkt hat, dass zur Er kIarung des Aufrichtens der Kreiselaxe die 
Reibung benutzt werden miisse (51). Bald darauf haben J. d' Al.em-

660) Kreisel, p. 390. 
661) Torino A.tti 34 (1898), p. 6. 
062) Specimen theoriae turbinum, Halle 1765. Das Wort turbo bedeutet 
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bert D58) und L. Euler 5M) die Differentialgleichungen der Bewegung 
angesetzt, zuniichst ohne, dann auch mit Beriicksichtigung der gleiten
den Reibung. 

Es handelt sich bei dem Spielkreisel um einen starren Karper mit 
5 Graden der Freiheit. Um die zugehOrigen Lagekoordinaten zu gewinnen, 
wahle man die feste Ebene als ;"7-Ebene und lasse die ~-Axe vertikal 
nach unten gehen. Das im Korper feste System der x, '9, s habe den auf 
der Figurenaxe liegenden Schwerpunkt S zum Anfangspunkt, und die 
s-Axe moge mit der Figurenaxe in der Richtung von S nuch der 
Kreiselspitze 0 zusammenfallenj die Strecke OS habe die Liinge 1. 
Als Lagekoordinaten nehme man die drei Eulerschen Winkel -It, 1/J, qJ, 

die die Lage des Kreiselkorpers gegen die Axen der ;, "7, ~ festlegen, 
und die Koordinaten ~o, 1/0 des Schwerpunktesj die dritte Koordinate 
~ ist mit der Neigung der Figurenaxe gegen die Vertikale .0- durch 
die Gleichung 

(1) ~o = 1 cos.o- = les 
verkniipft. Als aussere Kraft wirkt die Schwere. Fiigt man ihr die 
Reaktion R der Ebene hinzu, die eine in 0 angreifende, vertikal nach 
oben gerichtete Einzelkraft ist, so darf man das System als frei an
sehen und erhiilt auf die bekannte Art die 6 Differentialgleichungen 
der Bewegung, aus denen sich R leicht eliminieren lasst. Um die 
gleitende Reibung zu berficksichtigen, wird noch eine Reibungskraft 
eingefiihrt, die in 0 angreift und deren Richtung der Richtung ent
gegengesetzt ist, in der sich die Kreiselspitze in der festen Ebene 
bewegt. Euler gesteht, dass er "nicht im Stande sei, aus den so ge
wonnenen Gleichungen etwRs zu erschliessen, woraus man die Natur 
der Bewegung erkennen konne", und (f Alembert ist "zufrieden, das 
Problem auf eine einfache Aufgabe der Analysis zurUckgefiihrt zu 
haben". 

2) Erst S. D. Poisson hat 1811 die Differentialgleichungen der 
Bewegung unter der Voraussetzung integriert, dass keine Reibung 
stattfindet, und einen wichtigen Spezialfall diskutiert 555). Er verfiihrt 
dabei rein rechnerisch. Wenn man aber auch die anschauliche Be-

hier Kreisel; as findet sich schon bei Joh. Bernoulli, Acta erudit. Lips. 1716, 
p. 242 = Opera 2, p. 187, der jedoch darunter einen starren Korper versteht, 
der sich um eine reNte Axe dreht. 

563) OpuBcules math. 1, Paris 1761, p. 100; 5, Paris 1768, p. 489 (verfa,sst 
1762). 

664) Theoria motus, Greifswald 1766 (verfasst 1760), Kap. a und 17, und 
Supplementum, Kap.4. 

666) Mecanique, 1. ed., Paris 1811, 2, p. H18; 2. ed., Paris 1833, 2, p. 214. 
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deutung der Gleichungen ins Auge fust S"), liisst sich sein Verfahren 
folgendermassen beschreiben. 

Die ii.usseren Kriifte sind ii.qnivalent einer vertikal gerichteten 
Einzelkraft R - mg und einer Drehkraft, deren Axe horizontal liegt 
und deren GrBsse gleich dem Moment von R um S ist. Wendet 
man die Impulssii.tze an (siehe Nr.29 dieses Artikels), so foIgt zn
niichst ffir den Schiebestoss des '"Impulses, dass =1 und HI konstant 
sind. Mithin bewegt sich die Horizontalprojektion des Schwerpunktes 
gleichformig in gerader Linie, und sieht man von dieser Bewegung 
ab, so wird del· Schwerpunkt selbst nur mehr auf einer festen ver
tikalen Geraden, die man zur ~-Axe ma.chen kann, auf und nieder 
gehen. Die dritte Komponente Zl des Schiebestosses Hefert die 
Gleichung 
(2) m~= R - mg; 

aus ihr lasst sich die Reaktion R berechnen. Weiter ist von den 
Komponenten des Drehstosses Nl konstant, etwa gleich n, und das
selbe gilt von N1 , also auch von r. Die Konstanz von r liisst sich 
fibrigens, da A = B ist, sofort aus der dritten Eulerschen Gleichung 
erschliessen. Die heiden anderen Eulerschen Gleichungen aufzustellen 
ist nicht notig, da schon der Satz der lebendigen Kraft unter Beriicksich
tigung der Konstanz von NI und Nl zu einer Gleichung ffihrt, die 
nur die Neigung .t} und deren Ableitung nach der Zeit entbalt. Die 
lebendige Kraft des Spielkreisels setzt sich nii.mlich zusammen aus 
der lebendigen Kraft der fortschreitenden Bewegung des Schwerpunktes 
und der drehenden Bewegung um die instantane Axe durch S. Diese 
aber hat denselben Ausdruck, wie die lebendige Kraft des symrne
trischen Kreisels (siehe Nr. 36 dieses Artikels), und jene unterscheidet 
sich von tm ~02 nur um eine Konstante. Da man auch hier un
unbeschadet der Allgemeinheit A = B = C setzen, also auf den 
Kugelkreisel speziaJisieren darf (vgl. N r. 35 a 3) dieses Artikels), so 
ergiebt sich schliesslich fiir Cs = u die Differentialgleichung 

(3) 

sus der man t durch eine Quadratur als Funktion von .ft erhii.lt. Das 
Zusatzglied tm~o' bewirkt also, dass man nicht mehr, wie beirn 
schweren symmetrischen Kreisel eUiptische, sondern hyperelliptische 
Integrale in u bekornmt. Vermoge der kinematischen Gleichungen 
wird schliesslioh such die Lange der Knotenlinie '" und das Azimuth 
qJ je duroh eine Quadratur als Funktionen von 6' bestimmt. 

666) V gl. F. Klein und A. Sommel'feld, Theorie deB Kreiaela. p. 614. 
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3) Aus den so gewonnenen Formeln lassen sich, wie bei dem 
schweren symmetrischen Kreisel, soforl gewisse Periodizitiitseigen
schaften del' Bewegung erschliessen; die genauere Untersuchung del' 
Bewegung verlangt jedoch hOhere HilfsmitteI 557). Poisson wendet sich 
daher sogleich zu einem besonderen FaIle; er fragt niimlich, ob es Be
wegungen des Spielkreisels gebe, bei denen die Neigung der Figureu
axe .f} nahezu konstant bleibt, so dass man die Bewegung des Spiel
kreisels als Schwingung um eine reguliire Priizession ansehen kann. 
Setzt man dementsprechend .f} = .f}o + Ii, WO Ii eine kleine Grosse 
bedeutet, deren Quadrat vernachlassigt werden darf, so fiihrt die in 
N r. 9 dieses Artikels auseinandergesetzte Methode zu dem Satze, daSB 
eine solche pseudoregulare Prazession nur dann eintreten kann, wenn 
die Komponenta des Drehstosses nach del' Figurenaxe Nl sehr gross 
ist, wenn also dem Spielkreisel anfanglich aine starke Drehung um 
die Figurenaxe beigebracht worden ist. In diesem FaIle erhiilt man 
die Bahnkurve der Kreiselspitze, indem man auf einem Kreise zahl
reiche kleine Zacken aufsitzen Uisst. Wegen ihrer Kleinhcit und wegeu 
der Schnelligkeit, mit der diese Zacken durchlaufen werden, entziehen 
sich die entsprechenden Nutationen del' groben Beobachtung, und die 
Bewegung erscheint als regulare Prazessionj die Analogie mit den 
Bewegungen eines schweren symmetrischen Kreisels ist unverkenn
bar 558). 

Die Bahn del' Kreiselspitze wird durch den Kreisel selbst aufge
zeichnet, wenn man eine bernsste Spiegelglasplatte als Unterlage be
nntzt. Die Figuren 25 und 26 auf del' folgenden Seite sind Negative 
von Originalen, die Lord Kelvin und F. Klein auf diese Art erhaltell 
haben 559). 

Man el'kennt, dass statt des Kreises eine sich verengel'l1de Spirale 
entsteht; dass die Windungen der Spirale nach del' Seite auseinander
gezogen sind, ist die Wirkung eines AnfangsstoBses odeI' vielleicht auch 
einer geringen Neigung del' Unterlage. Wie die Beobachtung zeigt, ist 
die Prazession nicht gleichformig, sondern beschleunigt. Endlich bleibt 
del' Schwerpunkt, auch wenn er sich anfanglich in Ruhe befand, nicht 
auf einer vertikalen Geraden, sondern beschreibt in einer horizontalen 

557) F. Klein, The mathematical theory of the top, Princeton Lectures, 
London 1897, letzter Abschnitt. 

668) Siehe auch F. Klein und ..4.. Sommerfeld, Theorie des Kreieels, Anhang 
zu Kap. VI, p. 513, sowie auch V. Puiseua:, J. de math. (1) 13 (1848), p. 249 
und Finck, Nouv. ann. (1) 9 (1860), p. 310. 

669) C. Barus, Science (2) 4 (1896), p.446; F. Klein und ..4. Sommerfeld, 
Theorie des Kreisels, p. 622. 



650 IV 6. P. Stiickel. Elementare Dynamik. 

Ebene kleinere kreisiihnliche Kurven, wobei er der Bewegung der 
Kreiselspitze mit 900 Phasenverschiebung folgt; die Figurenaxe durch
liiuft daher nahezu ein Rotationshyperboloid, dessen engste Stelle 
unterhalb des Schwerpunktes S Jiegt. Hieraus folgt, dass die Be
wegungen, die in Wirklichkeit vor sich gehen, durch die Poissonschen 

~'ig. 25. Fig. 26. 

Formeln auch nicht in erster Anniiherung dargestellt werden, dQB~ 

vielmehr der Einfiuss der Reibung, mag die Unterlage such noch so 
glatt sein, von primii.rer Bedeutung ist. Man wird dam it zu ganz 
iihnlichen Retrachtungen geflihrt, wie bei dem schweren symmetrischen 
Kreisel, bei denen man sich wiederum auf eine qualitative Diskussion 
beschrii.nken muss, und es moge daher auf den Bericht in Nr. 35 b 5) 
dieses Artikels verwiesen werden 560). 

38. Gleiten und Rollen auf Unterlagen. Einfach und doch 
lehrreich sind die Untersuchungen liber ebene Beriihrungsbewegungen, 

560) V gl. noch Arch. Smith, Cambridge math. J. 1 (1846), p. 47; A . Amthor, 
DiBB. Leipzig 1869; J. H. Jellett, Reibung, p. 198 und E. G. Gallop, Cambridge 
Phil. Soc. Proc. 12 (1903), p. 82; TranB. 19 (1904), p. 356. 
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d. h. iiber Beriihrungsbewegungen (siehe Nr. 31), bei denen die Ge
schwindigkeitsvektoren aller Punkte des Korpers K stets einer festen 
Ebene parallel bleiben (siehe Nr. 33). Diese Bewegungen haben zwei 
Grade der l!'reiheit. Ein Beispiel hierfiir ist die Bewegung einer homo
genen Walee (eines Kreiszylinders), die der Schwere unterworfen ist 
und eine schiefe Ebene beriihrt. Die Bewegung ist eben, wenn die 
Anfangsbedingungen so gewahlt werden, dass die Axe der WaIze stets 
horizontal bleibt. Es sei a der Halbmesser der Walze, a der N eigungs
winkel der schiefen Ebene. Soll reines Rollen stattfinden, so ist, wenll 
III die Winkelgeschwindigkeit urn die Axe bedeutet, die Geschwindig
keit des Schwerpunktes gleich aw, und man hat daher fiir seine Be
wegung die Gleichung 

(1) dfiJ • F maTt=mgsma- '. 

Hierin bezeichnet F die gleitende Reibung, deren Maximalbetrag im 
Sinne der sogenannten Coulombschen Gesetze fMg cos a ist (vgl. Nr. 32 
dieses Artikels). Da aber fiir die Drehung urn eine horizontale Axe 
die Gleichung gilt: 

(2) 

so ist beim reinen Rollen 

(3) F= tmg sin a. 

Damit also, bei der genannten Anfangsbedingung, die Walze ront, ohne 
zu gleiten, darf die Neigung der Ebene den Winkel a* nicht iiber
steigen, der durch die Gleichung 

(4) tga* = 3f 

bestimmt istj sonst findet Oleitm und Bollen statt. Bei dieser Be
trachtung ist von der rollenden Reibung abgesehen worden, die auf 
der rechten Seite der Gleichung (2) noch ein Zusatzglied kMg cos a 
bedingen wiirde, wo k den Koeffizienten der rollenden Reibung be
deutetj den kritischen Winkel erhiilt man jetzt aus der Gleichung 

2k 
(5) tga* = 3f- -Ii' 

In ahnlicher Weise liisst sich auch das ebene Rollen inhomogener 
Walzen und iiberhaupt beliebiger Zylinder behandeln 561). 

661) J. d'Alembert, Dynamique, Paris 1743, § 116; L. Euler, Theoria motus. 
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Ob die Ergebnisse dieser und der folgenden theoretischen Unter
suchungen, bei denen die sogenannten Ooulombschen Gesetze zugrunde 
gelegt sind, in befriedigender Weise mit den Ergebnissen iiberein
stimmen, die Versuc/ze fiber solche Bewegungen, besonders bei 
grosseren Geschwindigkeiten, liefern wiirden, erscheint zweifelhaft. 
Experimentelle Untersuchungen iiber das Rollen einer exzentrischell 
schweren Walze (Kreisscheibe) auf schiefer Ebene hat H Ohaumat 56la) 

im Anschluss an P. Painleves Kritik der Ooulombschen Reibungs
gesetze, vgl. Anmerkung 75 dieses Artikels, angestellt; es hat sich 
dabei ergeben, dass in der Tat der Reibullgskoeffizient (, der 
nach dem sogenannten Ooulombschell Gesetze allein durch die Be
schaffenheit der sich beriihrendell Korperfiiichen bestimmt sein soUte, 
unter U mstiinden merklich von der Massenverteilung in der rollenden 
Scheibe abhangt. 

Die Bewegung einer homogenen schweren Kugel auf einer horizon
taleL E bene hat schon J. A. Euler (Sohn) 582) betrachtet, und spater ist sie 
besonders von G. Ooriolis 562) (im Interesse der TheOl·ie des Billardspiels) 
und von F. lJlinding 56S) untersucht worden. Bei Anfangsbedingungen 
allgemeiner Art wird Gleiten eintreten. So lange es anhalt, bewegt sich 
nach J. A Euler der Mittelpunkt in einer horizontalen Parabel, deren 
Hauptaxe der Richtung des Gleitens parallel ist. Die Geschwilldigkeit 
des jeweiligen Beriihrungspunktes hat dabei konstante Richtung und ist 
gleichformig verzogert; die gleitellde Reibung ist konstant nach Richtuug 
und Grosse. Endlich ist die Komponente der Winkelgeschwindigkeit 
urn die Axe parallel der Richtung des GIeitens konstant, die Kompo
nente um eine dazu senkrechte horizontale Axe aber gleichformig ver
zogert. Da jedoch die Geschwilldigkeit des Beriihrungspunktes be
stiindig abnimmt, so hort das GIeiten nach einer gewissen Zeit auf, 
und del' Mittelpunkt bewegt sich jetzt geradlinig in der Tangente der 
Parabel weiter. Unter den besonderen Fallen der Bewegung verdient 
das Zurficklaufen einer Billardkugel erwiihnt zu werden, der man 

Kap. 19; 011. Delalt'nay, Mechanik, p. 397; O. Bender, Archiv Math. Phys. 60 
(1877), p. 113; R. Hoppe, Archiv Math. Phys. 66 (1881), p. 213; E. J. Routh, 
Dynamik 1, Kap. 4. 

561&) Paris C. R. 136 (1903), p. 1634. 
662) Berlin Mem. annee 1768 (1765), p. 284; annee 1760 (1767), p. 261; 

vgl. auch L. Euler, Theoria motus, Kap. 18 und Supplementum Kap. 5. 
662) Theorie mathematique des eltats du jeu de billard, Paris 1836, chap. 1. 

Vgl. auch IY 9, Nr. 1 (G. T. Walker). 
563) Yechanik, Berlin 1838, p. 346; vgl. auch H. &sal, Nouv. ann. (2) 11 

(7872), p. 193. 
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durch einen Drehstoss eine starke Drehnng nllch riickwiirts urn eine 
horizontale Axe beigebracht hat 564). 

Die Bewegung einer homogenen schweren Kugel auf einer schiefen 
Ebene ist von F. Minding56") untersucht worden. Damit das Gleiten 
aufgehoben werden kann, darf hier der Neigungswinkel a nicht grosser 
sein, als ein kritischer Winkel a*, del' durch die Gleichung 

(6) tga* = ~f" 

bestimmt wird. Das Rollen einer Kugel auf einer Kugelflache und 
allgemeiner auf einer Rotationsflache haben E. J. Routh"66), A. G. 
Greenhill 567) und A. Vierkandt568) untersucht. 

Neben die Kugel tritt der Reiten, namlich ein starrer Korper, del' 
von einer scharfen Kante in Form eines Kreises begrenzt ist, dessen 
Schwerpunkt in dem Mittelpunkte dieses Kreises liegt und des sen 
Tragheitsellipsoid in bezug auf den Schwerpunkt ein Rotations
ellipsoid ist, bei welchem die Symmetrieaxe senkrecht zu der Ebene 
des Kreises steht. Die Masse des Reifens werde der Einfachheit halber 
gleich Eins gesetzt; der Halbmesser des Kreises sei a, die Haupt
triigheitsmomente seien A, A, 0; wiederum mogen die sogenannten 
Coulombschen Reibungsgesetze als exakt vorausgesetzt werden. 

Die Diskussion des Verlaufes del' Bewegung gestaltet sich am 
einfachsten, wenn man neben dem im Raume festen Koordinaten
system der ;, 11, ~ ein im Raume und im Korper bewegliches System 
der x*, y*, z* einfiihrt. Die ~-Axe sei vertikal nach oben gerichtet, 
die ;r;-Ebene die feste Ebene. Del' Anfangspunkt der x*, y*, z* sei 
der Schwerpunkt S, die z*-Axe stehe senkrecht auf del' Ebene des 
Kreises, die X*-Axe sei horizontal, die y*-Axe also eine Gerade grosster 

664) Aug der umfangreichen Litteratur seien noch genannt: S. D. Poisson, 
Mecanique, 2. M., Paris 1833, 2, p. 249; H. Resal, Paris C. R. 58 (1869), p. 1158; 
Nouv. ann. (2) 2 (1872), p. 193; A. Amthor, Diss. Leipzig 1869; R. Hoppe, Arch. 
Math. Phya. 60 (1877), p. 169; P. Apptll, Roulements, Paria 1899, p. 21; G. A. 
Maggi, Stereodinamica, Mailand 1903, p. 13-1; A. G. Webster, Dynamica, p. 304; 
G. Willing, Dias. Leipzig 1904. Verwandte Probleme behandelten: J. Didion, 
Paris C. R. 77 (1873), p. 167; M. Piepe1·, Dias. Jena 1879; E. Padova, Roma Acc. 
Linc. Rend. (4) 4 1 (1888), p. 507; E. Cre8cini, ebenda (4) 61 (1889), p. 204. Fiir 
die Anwendungen auf daB BillardBpiel vgl. IV 9, Nr. 1 (G. T. Walker). 

665) Mechanik, p. 326. 
666) Dynamik 2, Kap. 6; vgl. auch Cr. Alasia, Rivista di fisica, mat. e 

scienze nat. /) (1905), p. 18. 
567) Quart. J. of math. 16 (1877), p. 176; 17 (1880), p. 86; 18 (1882), p. 229. 
668) Monatshefte f. Math. 3 (1892), p. 97. 
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Neigung in der Ebene des Kreises; der Beriihrungspunkt P von Reifen 
und Ebene liege auf der negativen y*-Axe. 

Die Lage des Reifens wird festgelegt durch die Koordinaten 
~o, 'YIo, '0 des Schwerpunktes und die Winkel ,Sz* = -6', ~Sx* = 1/J, 
sowie den Winkel rp zwischen der x-Axe und einem festen Halb
messer des Kreises. Zwischen diesen sechs Grossen besteht die 
Gleichung 
(7) '0 = a cos -6', 

so dass ~o, 'YIo, -6', 1/J, rp als Lagekoordinaten genommen werden diirfen. 
-Die Komponenten der absoluten Geschwindigkeit des Schwer

punktes nach den Axen der x*, y*, z* seien u*, v*, w*, die Kompo
nenten der relativen Drehung urn S nach denselben Axen p*, q*, r*. 
Bei diesen Festsetzungen werden die kinematischen Gleichungen: 

(8) p* =.it, q* = ip sin -3-, r* = ip cos -3- + p. 
Sind ferner U*, V*, W* die Komponenten der Reaktion der Ebene, 
so lauten, wenn die Schwere wirkt, die Differentialgleichungen fur die 
Bewegung des Schwerpunktes: 

(9) dd~· + q cotg -3-'u* - pw* = V* -.fJ sintf, I
d~~ + q (w* _ cotg -3-v*) = U*, 

dw· 
(it + pv* - qu* = W* - 9 cos .ft, 

und die Eulerschen Gleichungen fiir die beu'eglichtn Axen x*, y*, z* 
(vgl. Nr. 31 dieses Arlikels) werden: 

fA d:: + (cr* - Aq* cotg -3-)q* = - a W*, 

IA :~ - (or* - Aq* cotg -3-)p* = 0, 

CTt =+aU*. 

(10) 

SoIl kein Gleiten eintreten, so muss die Geschwindigkeit des 
Beriihrungspunktes P gleich 0 sein. Hieraus folgen die Gleiehungen: 

(11) u* + ar*= 0, v* = 0, w* - ap* = 0, 

und das Problem ist auf Quadraturen zuriickgefiihrt, sobald man 'r* 
kennt. Fur r* aber ergiebt sich die lineare Differentialgleichung 
zweiter Ordnung: 

(12) 
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die sich mittels der hypergeometrischen Reihe integrieren lasst/;69). 
FOl'meln, die eine bequeme numerische Berechnung des Verlaufes del' 
Bewegung bei gegebenen Anfangsbedingungen ermoglichen, hat E. Oar
vallo bei seinen Untersuchungen tiber die Theorie des Ein- und Zwei
rades entwickelt 570). 

Wenn man die Bedingung des Rollens von vomherein einftihrl, 
wird man auf zwei nichtholonome Bedingungsgleichungen gefiihrl und 
hat nach den in Nr. 31 angegebenen Grundsatzen die Differential
gleichungen der Bewegung aufzustellen 571). 

Wie neuerdings S. Tschaplygin gezeigt hat, Iasst sich das Problem 
der Bewegung eines schweren homogenen RotationskOrpers auf einer 
horizontalen Ebene stets auf die Integl'ation einer linearen Differential
gleichung zweiter Ordnung zuriickfii.hren 571). Stationare Bewegungen 
solcher KOl'per und Schwingungen um diese (vgl. Nr. 35 b 3) dieses 
Artikels) untersuchte E. J. Routh; bei der stationaren Bewegung ront 
die Rotationsfliiche so, dass ihre Axe mit der Vertikalen einen ge
wissen konstanten Winkel bildet 678). Hierher gehOren auch die Unter
suchungen iiber den Spielkreisel, wenn man die Spitze durch eine 
kleine Halbkugel ersetzt, siehe Anmerkung 560, und iiber die Er
scheinung, dass ein eiformiger starrer Korper, der rasch um eine Axe 
gedreht und dann auf einen glatten Tisch gesetzt wird, sich aufrichtet: 
Ei des Kolumbus nach Lord Kelvin. Dabei wird allerdings ange-

569) D. J, Korteweg, Nieuw Archief (2) 4 (1899), p. 130, 204; Palermo Circ. 
mILt. Rend. 14 (1900), p. 7; vgl. auch P. Appell, Palermo Circ. mat. Rend. 14 
(1900), p. 1; J. f. Math. 121 (1900), p. 310; Mecanique 2, p. 241. 

570) Journ. ec. polyt. (2) I) (1900), p. 119; 6 (1901), p. 1. Fiir die Anwen
dungen auf das Fahrrad vgl. IV 9, Nr. 4, (G. T. Walker). Ferner beschiiftigten 
sich mit dem Rollen eines Reifens, oder was auf dasselbe herauskommt, einer 
homogenen Kreisscheibe N. M. Ferrers, Quarterly J. of math. 12 (1872), p. 1; 
W. Thomson und P. G. Tait, Handbuch, p. 96; R. Hoppe, Arch. Math. Phys. 67 
(1881), p. 160; E. Padova, Venezia 1st. Atti (7) 6 (1890), p. 489. 

071) A. Vierkandt, Monatshefte f. Math. 3 (1892), p. 97; A. G. Webster, 
Dynamics, p. 313; P. Appell, Mecanique 2, p. 382. 

572) Moskau, Math. Sammlung 24(190S),p.139(russisch); vgl. auchP. Woronez, 
Die Gleichungen der Bewegung eines starren K6rpers, der ohne zu gleiten auf 
einer unbeweglichen Fliiche roUt, Kijew 1905 (russisch). 

073) Dynamik 2, p. 186; vgl. auch p. 77 und 88. Das Rollen eines homo
genen Rotationsk6rpers auf einer horizontalen Ebene betrachteten ferner S. D. 
Poisson, Mecanique 2, p. 178; V. Pm'seux, J. de math. (1) lS (1848), p. 249; 
17 (1802), p. 1; Paris C. R.. 32 (1801), p. 621; O. NeumamJ, Leipzig Ber. 1880, 
p. 352 = Math. Ann. 25 (1886), p. 478; J. :JI. H. Falkenhagen, Nieuw Archief 
(2) 6 (190S), p. 104. Das Rollen eines homogenen Kreiskegels auf einer schiefen 
Ebene untersuchte R. Lampe, Berlin Phys. Ges. Verhandl 1885, p. 41. 
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nommen, dass das Ei gekocht iBt, da ein rohes Ei sieh trotz elller 
Bolchen Drehung nicht aufrichtet 573&). 

Was Korper betrifft, denen keine kinetische Symmetrie in bezug 
auf den Sehwerpunkt zukommt, so hat Bieh 8. D. Poisson mit dem 
Rollen eines hOll/ogenen dreiaxigen Ellipsoides beschiiftigt, das unter 
Einwirkung der Schwere auf einer sehiefen 'Ebene ront; es gelang 
ihm die Integration durehzufiihren, wenn die Anfallgsbedingungen so 
gewiihlt werden, dass eine der Hauptaxen stets horizontal bleibt 574). 

Seine Ergebnisse lassen sich aueh sofort auf das Rollen einer inholllo
genen Kugel mit drei ungleichen Haupttragbeitsmomenten iibertragen. 

Die Anfallgsbewegungen (vgl. Nr. 19 dieses Artikels) beliebiger 
schwerm' Korper, dip in Beriihrung mit einer rauhen horizontalen 
Ebene festgehalten und dann losgelassen werden, hat J. H. Jellett er
mittelt 575). Er und E. J. Routh 576) haben aueh das bereits im 
18. Jahrhundert 677) in Angriff genommene Problem der kleinen 
Schwingungen eines auf einer Ebene ruhellden sehweren starren 
Korpers wieder aufgenommen. E. J. Routh gelangte dabei zu 
der ErkHirullg einer sonderbaren Eigensehaft, die man zuerst bei 
antiken Steinbeilen (celts) bemerkt hatte 578) , die jedoch iiberhaupt 
starren Korpern mit elliptischel' Rundung an del' Beriihrungsstelle zu
kommt, dass sie namlich auf einem horizontalell Tisehe in einer Rich
tung stational' rotieren, in der anderen Riehtung in Rotation versetzt 
abel" unruhig werden und dann entweder umfallen oder aber anfangen, 
sich in entgegengesetztem Sinne zu drehen; dieses Verhalten tritt 
dann und nur dann ein, wenn die Richtungen der heiden Haupt
triigheitsaxen fiir den Beriihrungspunkt, die auf der Drehaxe senk
reeht stehen, mit den Richtungen der beiden Hauptkriimmullgstan
genten an del' Beriihrungsstelle nieht iibereinstimmen. 

In engem Zusammenhange mit dem Problem der kleinen 
Schwingtmgen steht die Frage nach der Stabilitiit des Gleichgeu;ichtes 
eines schweren starren Korpers, der auf einer horizontalen Ebene 

573 a) V gl. J. Perry, Spielkreisel (18\)0), p. 83-89, sowie H. W. Chapman, 
Phil. Mag. (6) 5 (1903), p. 458. 

574) Mecanique, 1. ed. Paris 1811, 2, p. 183. Einen anderen integrablen 
Fall entdeckte P. lVoronez, siehe Anmerkung 572. 

575) Reibung, p. 153. 
576) Dynamik 2, Kap. 0. 
577) L. Eu.ler, Comment. Petrop. 7 ad ann. 1734-35 (1740), p. 99; Joh. Bet·

Iwulli, Opera omnia, Lausanne 1742, 4, p. 2\)6; J. d'Alelllbert, Dynamique, Paris 
1743, § 117. 

578) Auf diese paradoxen Bewegungen hatte G. 1'. lValker, Quart. J. of 
math. 28 (1896), p. 1 if> hingewiesen. 
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ruht. Auf dieselbe Frage fiihrt auch, falls die Ebene glatt ist, das 
viel behandelte Problem der Stabilitat des Gleichgewichtes schwim
mender schwerer Karper; vgl. Nr. 39 dieses Artikels, wo man Hin
weise auf die betreffende Litteratur findet. Gleichgewicht mit Rei
bung hat besonders J. H. Jellett untersucht 579). 

39. Schwimmende Korper. Damit ein del' Schwere unterwor
fener starrer Karper, del' auf einer Fliissigkeit schwimmt, sich im 
Gleichgewichte befindet, ist, wie schon Archilnedes erkunnt hat, not
wendig und hinreichend, dass die Gerade, die seinen Schwerpunkt G 
mit dem Schwcrpunkte C des eingetauchten Volnmens (Auftriebszentrum) 
verbindet, vertikal steht und dass das Gewicht dieses V olumens V gleich 
dem Gewichte P des Karpers ist. Nachdem Cltr. Huygens die Unter
suchung solcher Probleme wieder auf~enommen hutte, haben P. Bouguer, 
L. Euler und Olt. Dupin einige Begriffe eingefiihrt, die fiir die Lehre von 
der Stabilitiit des Gleichgewichtes grundlegend geworden sind 580). 

Jede Ebene, die von dem Karper das Volumen Vabschneidet, dessen 
Gewicht, wenn es mit der Fliissigkeit erfiillt wird, gleich P ist, heisst 
eine Schwimmebene. AHe Schwimmebenen umhiillen eine krumme FHiche, 
die Schwimmfliiche (F), die jene Ebene in den Punkten F beriihren 
mage. Der geometrische Ort del' Schwerpunkte C del' mit Fiiissig
keit erfiillten V olumina V ist eine zweite kruillme Fliiche, die Auf
triebsfliiche (0), die geschlossen und iiberall konvex ist 581). N ach 
Dltpin ist F der Schwerpunkt des zugehOrigen (homogen geduchten) 
Querschnittes Q durch den Karper, und die Beriihrungsebene von (C). 
in C ist del' Beriihrungsebene von (F) in dem zugeharigen Punkte 
P parallel. Zieht wan ferner in zwei benachbarten Punktell 0 und 0' 
der AuftriebsfHiche die Normalen, so heisst del' Fusspunkt ihres ge
meinsamen Lotes ein MetazentruUl, und zwar gehart es zu der Dreh
axe a des starren Karpers, die durch den Schnitt del' zugehorigen 
Schwimmebenen bestimmt wird. Del' Punkt M liegt im allgemeinen 
zwischen den beiden Hauptkriimmungsmittelpunkten K1 und K2 von C; 

579) Reibung, p. 192. 
580) Von P. Bouguer, Traite du navire, Paris 1746 riihrt der N arne ~f/"ta

zentrum her (p. 257, er hat auch schon die curva metacentrica, p. 269). Der 
Sache nach findet sich dieser Begriff auch in dem bereits 1739 verfassten Werke 
L. Eu/era, Scientia navalis, 2 Bande, Petersburg 1749. eh. Dupin hatte seine 
Abhandlung: De la .tabilite des corps flottants schon 1814 der Pariser Akademie 
eingereicht, veroti"entlicht wurde sie aber erst in den Applications de geometrie 
et de mecanique, Paris 1822; ihm verdankt mltn die Begriffe Schwimmebene, 
Schwimmflache, Auftriebsflache und die dariiber im Texte mitgeteilten Satze. 

581) Die Gestalten der Oberflachen (I<') und (0) sind von A. G. Greenhill, 
Hydrosta.tics, London 189-1, fiir eine Anzahl besonderer Faile untersucht worden. 
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er fant mit einem von ihnen zusammen, wenn die Drehaxe einer der 
Hauptrichtungen der Flache (0) in 0 parallel ist. Kl und K2 heissen 
das kleine und das grosse Metazentrum; der Ort der Metazentren ist 
die Brennflache (Zentraflache) der Geraden, die auf der von den Schwimm
ebenen umhiillten Flache senkrecht stehen. Endlich ist fiir den 
(homogen gedachten) Querschnitt Q das Tragheitsmoment J in bezug 
auf die Achse a gleich V· C M. 

Wenn Stabilitat herrschen solI, so muss bei einer unendlich 
kleinen Drehung des Korpers um eine beliebige Drehaxe ein Krafte
paar entstehen, das den Korper in die urspriingliche Lage zuriick
zufiihren strebt, und das ist nur Fall, wenn das zugehorige Meta
zentrum M oberhalb des Schwerpunktes G des schwimmenden Korpers 
liegt. Da diese Uberlegung fiir aIle moglichen Drehaxen gilt, so 
ergiebt sich fiir die Stabilitat als notwendige Bedingung, dass der 
Schwerpunkt G u.nterhalb des kleine.n Metaf!entrums Kl liegt. 

Die Frage, ob diese von Ch. Dupin aufgestellte Bedingung auch 
hinreichend ist, haben J. M. O. Duhamel582) und S. D. Poisson 58B) unter
sucht, indem sie den in Nr. 17 dieses Art.iko!s besprochenen statischen 
Ansatz anwanclten, und haben sie so auf die Frage zuriickgefiihrt, ob 
ein auf einer horizontalen glatten Ebene ruhender schwerer Hilfskorper, 
dessen Oberflache die Flache 0 und dessen Schwerpunkt del' Punkt G 
ist, sich in stabiIem Gleichgewicht befindet. Dem gegeniiber hat 
A. Clebsch5M) gezeigt, dass die von der Bewegung del' Fliissigkeit her
riihrenden kinetischen Druckkrafte von derselben Ordnung sind, wie 
die GIieder, die bei dem statischen Ansatz allein beriicksichtigt werden. 
Allein seine Behauptung, dass jene Druckkrafte unter Umstanden die 
Stab iIi tat zerstoren konnten, hat sich nicht bestatigt; denn die Durch
fiihrung der Rechnullgen, die Clebsch selbst nicht vollendet hatte, 
zeigt, dass dessen Methode zu demselben Ergebnisse fiihrt, wie der 
statische Ansatz 585). 

Bei den Untersuchungen, iiber die im V orhergehenden berichtet 
worden ist, war der Nachweis der Stabilitii.t mittels der Methode der 
kleinen Schwingungen geliefert worden. Gegen diese Methode lassen 
sich jedoch dieselben Bedenken geltend machen, wie bei dem a11-
gemeinen Stabilitatsbeweise von Lagrange (Maximum der Kraftefunk
tion, vgl. Nr. 5 dieses Artikels), und ein strenger Beweis dafiir, dass 
jene Bedingung fiir das Metazentrum auch hinreichend ist, hat sich 

082) Journ. ec. polyt. cah. 24 (1830), p. 12; Mecaniqus 2, p. 262. 
083) Mecaniqus, 2. ed. 2, p. 079. 
584) J. f. Math. 61 (1860), p. 149. 
080) L. V. TUrIJIIGII, Bruxslles Soc. scientif. Ann. 2 B (1818), p. 123. 
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nur fuhren lassen, indem der Minding-Dirichletsche Stabilitatsbeweis 
auf den vorliegenden Fall ubertragen wurde; nachdem bereits 
A. Bravais686) und W. Thomson 587) Ansatze nach dieser Richtung 
gemacht hatten, hat zuerst E. (h,yuu 6S8) diesen Gedanken vollstandig 
durchgefiihrt. 

In neuerer Zeit ist das Archimedische Problem der schwimmen· 
den Korper nach verschiedenen Richtungen hin verallgemeinert worden. 
P. Duhem 589) hat den Fall betrachtet, dass der starre Korper in zwei 
iiber einander gelagerten Fliissigkeiten schwimmt; fur die Stabilitat 
kommt alsdann noch die Bedingung hinzu, dass die leichtere Flussig
keit sich oberhalb der schwereren befindet. Noch verwickelter wird 
die Frage der Stabilitat, wenn der schwimmende Korper einen Hohl
raum enthalt, der zum Teil mit einer Fliissigkeit erfiillt ist (Tank
schiff'e mit Petroleum) 590). 

Weitere historisch-litterarische Angaben findet man bei J. L. La
grange, Mecanique, Ausgabe von J. Bertrand, 1, p. 167 und P. Duhem, 
J. de math. (5) 1 (1895), p. 91. Zahlreiche bibliographische Angaben 
enthalt auch die Architecture navale von J. Pollard und A. Dudebout, 
4 Bde., Paris 1890-1894; zur Erganzung fur die englische Litteratur 
moge A. G. Greenhill, Treatise on hydrostatics, London 1894, chap. V 
herangezogen werden. Auch in IV 15, Nr.4, (A. E. H. Love) wird die 
Stabilitat schwimmender Korper behandelt. 

Die Lehre von den endlichen Bewegungen eines starren Korpers 
in einer inkompressiblen, insbesondere reibungslosen Flussigkeit ge
hOrt nicht mehr in die elementare Mechanik. Fiir diesen Gegenstand, 
der eine eigene grosse Litteratur hat, moge auf den Artikel IV 16 
(A. E.H. Love) verwiesen werden; leider hat sich herausgestellt, dass 
die Ergebnisse der mathematischen Untersuchungen, die zum Teil 
von besonderer Eleganz waren, mit den tatsachlichen Erscheinungen 
so wenig ubereinstimmen, dass man sie nicht einmal als eine An
naherung erster Ordnung bezeichnen darf; vgl. IV 22 (A. Kriloff). 

(86) These Lyon 1837 = Sur l'equilibre des corps flottants, Paris 1840. 
(87) W. Thollison and P. G. Tait, Treatise, 2. ed. 2, p. 320. 
(88) Revue ma.ritime Mil.rz 1879; siehe auch E. Guyou, Theorie du navire, 

Paris 1887, 2. ed. Pa.ris 1894. Eine ausfiihrliche Darstellung des GuyoUBchen 
Beweises findet man bei P. Appel" Mecanique 3, p. 211. 

(89) J. de math. (6) 1 (1895), p. 91. 
(90) E. Guyou, Theorie du na.vire, Paris 1887; A. G. Greenhill, Treatise 

on hydrosta.tics, London 1894, p. 174; P . .Appell, Paris C. R. 129 (1899), p. 667, 
636, 880; Jonrn. ec. polyt. (2) 6 (1900), p. 101; P. Duhem, Paris C. R. 129 
(1899), p. 879. 

Encyklop. d. math. Wi .... n.ch. IV 1, L 
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C. Systeme starrer Karper. 

40. Einleitende Bemerkungen. Ein betrachtlicher Teil der 
Probleme, die herki:immlicher Weise in der Dynamik des einzelnen 
starren Korpers ihren Platz gefunden haben, gehorl im Grunde in 
die Dynamik der Systeme starrer Korper. Zum Beispiel liisst sich 
bei dem physikalischen Pendel die feste horizontale Axe, urn die sich 
der starre, der Schwere unterworfene Ki:irper drehen soIl, nul' ver
wirklichen, indem man weitere starre Ki:irper zu Hilfe nimmtj aller
dings befinden sich diese Korper in relativer Ruhe, sie reiben sich je
doch in den Beriihrungsfiiichen an dem Pendelkorper, und die Gestalt 
dieser Flii.chen ist von Einfiu6 auf den Verlauf der Pendelbewegung. 
Wenn ferner die Bewegung eines starren Korpers um einen festen 
Punkt durch eine Cardanische Aufhangung realisierl wird, so muss 
man bei einer genaueren Diskussion auch die Massen der Ringe des 
Gehanges beriicksichtigen und hat es dann mit einem System von 
drei starren Korpern zu tun, die durch Gelenke mit einander ver
bun den sind. Ahnliche Uberlegungen geIten immer, wenn es sich um 
gebundene Bewegungen eines einzelnen starren Korpers handelt. 

Auf Systeme starrer Korper, die sich in ihren Bewegungen 
gegenseitig beeinfiussen, wird man aber auch bei zahlreichen Aufgaben 
der technischen Mechnik gefiihrl, wenigtens wllnn man sich mit einer 
ersten Annaherung begniigt591), und es konnte daher scheinen, als ob 
die theoretische Dynamik solcher Systeme ein Gebiet sei, iiber das 
eine umfangreiche Litteratur vorliegt. Wenn das nicht zutriift, wenn 
vielmehr die DJIlamik der Systeme starrer Korper noch in den An
fangen steckt, so besteht der Grund wohl darin, dass die Untersuchung 
auch schon in verhiiltnismiissig einfuchen Fallen zu verwickelten An
satzen fiihrt. Vielfach ist bereits die Feststellung der kinematischen 
Konstitution dieser Systeme, die doch die unentbehrliche Grund
lage fiir eine erschi:ipfende kinetische Behandlung bildet, praktisch 
nur in Grenzfiillen durchfiihrbar. Zuweilen gelingt es allerdings, Pro
bleme aus der Dynamik der Systeme starrer Korper auf Probleme der 
Punktdynamik im engeren Sinne des W orles oder der Dynamik des 
einzelnen starren Ki:irpers zuriickzufiihren und damit wenigstens eine 
approximative Losung zu ermoglichen. Nach dieser Richtung zeigt 
sich in der angewandten JJlechanik vielfach die Kunst des konstruie
renden Physikers oder des schopferischen Ingenieurs darin, dass er 

091) Die zweite Annil.herung be8teht darin, dass man die KOrper des Systems 
nicht 0.18 starr, sondem als elastisch ansieht; vgl. IV 28 (L. Prandtl). 
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mit feinem Gefiihl fiir die Vorgange in der Wirklichkeit erkennt, 
welche Umstande fUr den vorliegenden Zweck vernachlii.ssigt werden 
diirfen und welche von wesentlicher Bedeutung sind, und dass er 
so ein idealisiertes Problem herausschalt, das eine genugende An
naherung ergiebt. Ob die Anniiherung geniigt; wird sich freilich 
meistens erst nachtriiglich durch Versuche ermitteln lassen, und es 
wird sich dabei manchmal herausstellen, dass die Annahme, das be
trachtete System lasse sich durch ein System starrer Korper ersetzen, 
unzureichend ist. Alsdann hat man in zweiter Annaherung das System 
als elastisch anzusehen und wird wiederum eine geeignete Idealisierung 
vorzunehmen such en. 

Aus dem Vorhergehenden foIgt, dass die Mittel zum analytischen 
Ansatz von Problemen aus der Dynamik der Systeme starrer Korper 
in der Regel nicht aus allgemeinen tlteoretischen Erwagungen, sondern 
vermoge der Hilfsmittel gewonnen werden, die den einselnen Gebieten 
der angewandten Mechanik eigentiimlich sind, und fur diese muss auf 
die betreffenden Artikel, im besonderen auf die vier folgenden Artikel 
von Ph. Furtwiingler, O. Fischer, G. T. Walker und K. Heun (IV7 
bis 10) verwiesen werden. 

4, 1. Die DiJrerentialgleichung der Bewegung eines Systems 
starrer Korper. 

4,la. Freie Systeme starrer Korper. 1m allgemeinen begnugen 
sich die Astronomen damit, die Himmelskorper als materielle Punkte 
anzusehen, das heisst die Bahnen der Schwerpunkte dieser Korper 
unter der V oraussetzung zu berechnen, dass die gegenseitigen An
ziehungen so erfolgen, als ob die Massen in den Schwerpunkten ver
einigt seien. In besonderen Fallen hat man jedoch auf die raumliche 
Verteilung der Massen Riicksicht nehmen mussen und hat also Systeme 
f"reier starrer Korper untersucht, die auf einander Gravitationswirkungen 
ausuben. Fur jeden Korper eines solchen Systems haben die Diffe
rentialgleichungen der Bewegung genau die Form, die in Nr. 29 dieses 
Artikels fiir den einzelnen starren Korper entwickelt worden istj del' 
Unterschied besteht nur darin, dass jetzt die Krafte von den Positions
koordinaten aUer Korper des Systems abhangen. Da aber die Be
wegungen der Schwerpunkte der Eilizelkorper von den Bewegungen 
urn die Schwerpunkte nur unmerklich beeinflusst werden 692), so darf 

592) Am ehesten konnte man noch vermuten, dass die Sonne einen 801chen 
Einfluss auf den Merkur ausiibt; aHein P. Hareer, Ask Nachr. 127 (1891), p. 811, 
hat gezeigt, dass man aus der Ungleichheit der Haupttragbeitsmomente der 
Sonne die Abweichung bei der Perihelbewegung des Merkur nicht erklaren kann. 

4S* 
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man die Bewegungen der Schwerpunkte als bekannt ansehen und 
sich auf die Ermittelung der Bewegungen urn die Schwerpunkte be
schranken. Ais Beispiele seien genannt die genauere Theorie der 
Prazession und Nutation der Erdaxe (vg1. Nr. 35 b 2 dieses Artikels) 
und die Bewegung des Erdmondes um seinen Schwerpunkt, den man, 
um die Beobachtungen mit genugender Schiirfe darzustellen, als ver
schieden von dem geometrischen Mittelpunkt annimmt 693). Erwiihnt 
sei in diesem Zusammenhange !ouch die in die Kinetostatik der Systeme 
starrer Korper gehOrende Frage nach den inneren Kraften, die in einem 
Btarren Ringe auftreten, der urn einen Hauptkorper rotiert und mit 
ihm im Gravitationsverhiiltnis steht. Bei der Voraussetzllng der 
Starrheit haben sich fur die Saturnringe so betrachtliche Bean
spruchungen ergeben, dass man sie uberhaupt nicht fur Kontinua, 
sondern fur dicht gedrangte Schwarme einzelner Teilchen halt. 

4:1 b. Allgemeine Kinetik der gebundenen Systeme starrer 
Korper. 1. Synthetische BehanrIlung. Um bei einem gebundenen System 
starrer Korper zu den Differentialgleichungen der Bewegung zu ge
langen, liegt es am nachsten, den auf das System wirkenden Krii.ften die 
Reaktionskrafte hinzuzufiigen, die an den Stellen auftreten, wo sich 
zwei Korper des Systems beruhrenj ausserdem wird man vielfach fur 
die Beriihrungsstellen noch Reibungskrafte in Ansatz zu bringen 
haben. Nachdem man diese Reaktions- und Reibungskriifte hinzu
gefiigt hat, darf man die einzelnen Korper des Systems als frei an
sehen und kann auf sie die Sii.tze anwenden, die in der Dynamik des 
einzelnen starren Korpers dargelegt worden sind. Dieses Verfahren 
f"lihrt jedoch nur in einfachen Fii.llen zu den kinetischen Differential
gleichungen, bei denen die expliziten Ausdrucke fiir einzelne natur
gema.B verschwindende Reaktionskomponenten leicht gebildet werden 
konnen. 1m allgemeinen aber wird man die Reaktionen nach dem 
d' Alembertschen Pl'inzip mit Benutzung des Prinzips der virtuellen 
Verriickungen als Gleichgewichtsbedingung nur dann methodisch 
eliminieren konnen, wenn die kinematische Konstitution des Syslems 
genau bekannt ist. In den Lehrbuchern ist iiber diesen Gegenstand 
nur wenig zu tinden, und erst in neuester Zeit hat K. Hcun die Be
deutung des d'Alembertschen Prinzips fur Systeme starrer Korper 
eingehender untersucht 59-l). 

Am giinstigsten gestalten sich die Aussichten bei del' synthe-

093) Eine allgemeinverstandliche Darstellung der betrelFenden Untersuchun
gen gab E. J. ROllth, Dynamik 2, Kapitel XI und XII; im iibrigen vergl Vb 22 

(K. Schwarz8child). 
094) Archiv l\lath. PhYd. (3) 2 (1901-02), p. 1)7, 298. 
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tischen Behandlung noch fiir Probleme des Gleichgewichtes mit oder 
ohne Reibung. Die Losungen einer erheblichen Anzahl hierher ge
horiger statischer Aufgaben findet man bei M. Jullien 596), J. H. Jellett b96), 
E. J. Routh 697), G. JJE Minchin 698) und E. Budde 699). Rier wird zum 
Beispiel das Gleichgewicht eines zweiradrigen Karrens eroriert, der 
sich auf einer rauhen schiefen Ebene befindet, oder es wird bestimmt, 
welches die Gleichgewichtslage einer Anzahl homogener glatter Kugeln 
ist, die in eine Rohlkugel gesteckt worden sind und der Schwerkraft 
unterliegen 600). Bei Aufgaben, in denen die Schwere aHein als wirkende 
Kraft auftritt, erweist sich iibrigens oft das Prinzip von E. Torricelli 
als niitzlich, wonach ein beliebiges schweres System im Gleichgewicht 
ist, wenn sein Schwerpunkt moglichst hoch oder moglichst tief liegt 601). 

2. Analytische Behandlung. Der soeben geschilderten syntheti
Behan Behandlung steht eine analytische Behandlung gegeniiber, die 
im Wesentlichen durch J L. Lagrange begriindet worden ist und 
neuerdings durch G. A. Maggi eine ausfiihrliche Darstellung erfahren 
hat 60ll). Als normale KO<Yrdinaten eines Systems starrer Korper, die 
mit einander auf vorgeschriebene Art verbunden sind, bezeichnet Maggi 
die Gesamtheit der Koordinaten der Schwerpunkte und der Eulerschen 
Winkel fur jedes Glied des Systems; bei n Gliedern hat man also 6n 
normale Koordinaten. Bei den Bedingungen oder Fesselungen unter
scheidet er solche erster Art, zu deren Angabe die Kenntnis der 
kinematischen Konstitution des Systems aHein ausreicht und die sich 
daher durch endliche Gleichungen zwischen den normalen Koordinaten 
und der Zeit ausdriicken lassen, und Fesselungen eweiter Art, zu deren 
Angabe man den Bewegungszustand des Systems kennen muss und 

595) Problemes 1, p. 113. 
596) Reibung, p. 49. 
597) Statics, chap. IV, V, VII. 
598) Statics, 3. ed., 1, p. 198, 227. 
599) Mechanik 2, p. \l35. 
600) Vergl. auch Osb. Reynolds, Phil. :\Iag. (5) 20 (1885), p. 469 = Papers 

on mechanical and physical subjects 2, London 1901, p. 203; hier werden 
Scltrotsystellle betrachtet, nllmlich Anhaufungen von Kugeln, die auf einander 
gleiten, von einander abrollen und sich auch von einander trennen konneu. 
Weitere Ausfiihrungen dieses Gedankens hat Reynolds in der grossen Abhand
lung gegeben: On the Bub-mechanics of the universe, die 1903 als dritter Band 
der Papers erschienen ist; vgl. dazu auch J. D. Everett, Phil. Mag. (6) 8 (1904), 
p.30. 

601) De motu gravium naturaliter descendentium, Opera geometrica, 
Florenz 1644. 

602) Stereodinamica, Mailand 1903. 
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die sich durch Gleichungen zwischen den normalen Koordinaten, deren 
ersten Ahleitungen nach der Zeit und der Zeit selbst ausdriicken 
lassen. Er beschrankt sich jedoch, wie es iiblich ist, auf Gleichungen, 
die linear und homogen in den Differentialen der normalen Koor
dinaten sind und den sogenannten nichtholonomen Bedingungen ent
sprechen 60S). Reine Gleichungen der Bewegung nennt Maggi den In
begriff derjenigen Differentialgleichungen zwischen den normalen Koor
dinaten und der Zeit, in denen die von den Fesselungen herriihren
den Drucke nicht vorkommenj ihre Anzahl ist gleich der Anzahl der 
Grade der Freiheit des Systems. Maggi giebt nicht nur ein Verfahren 
an, wie man diese reinen Gleichungen aufstellen kann, sondern fiihrt 
auch die Aufstellung an einer Reihe von Beispielen wirklich durch 
(vgl. auch Nr. 31 c dieses Artikels). 

Wenn die Anzahl der Grade der Freiheit des Systems klein, also 
etwa gleich eins, zwei oder drei ist, erweist es sich als zweckmassig, 
statt der normalen Koordinaten andere Positionskoordinaten und zwar 
in moglichst geringer Anzahl einzufiihren. Die Differentialgleichungen 
zwischen diesen Koordinaten und der Zeit werden alsdann haufig un
mittel bar durch daB Prinzip der lebendigen Kraft, die Flachen- und 
die Schwerpunktssatze gelieferl 6M). Bei dem Ansatz dieser Differen
tialgleichungen kann man iiberdies unter Umstanden von den Niihe
rungsmethoden Gebrauch machen, die in der Lehre von den kleinen 
Schwingungen entwickelt worden sind, und ist dann in der Lage, 
qualitative und quantitative Schliisse auf den VerIauf der Bewegung 
zu ziehen, ein Verfahren, das in der angewandten Mechanik eine wich
tige Rolle spielt, dessen korrekte Handhabung aber freilich einen 
sicheren mechanischen Instinkt erforderl. 

·n c. Gelenkketten; Massenausgleich. Eine hesondere Ausbildung 
hat in neuester Zeit die Dynamik der sogenannten Gelenkketten er
fahren, die in der Technik des Maschinenbaues und in der physiolo
gisehen Mechanik eine wichtige Rolle spielen. Der Korper I des 
Systems moge einen Zapien tragen, und es moge aus dem Korper II 
ein Lager gebohrt Bein, in das der Zapfen passt, sodass die beiden 
Korper I und II gezwungen sind, relativ gegen einander sich urn eine 
feste Axe zu drehen. Statt eines Holohan Zylindergelenks kann man 
gegehenen Falls auch ein Kugelgelenk nehmen, so dass die heiden 
Korper sich relativ gegen einander urn einen festen Punkt drehen 

603) Cber die Begriffe holonom und nicht-holonom siehe Nr. 4, Anm. 33, 
Bowie Nr. 38. 

604) Vgl. zum Beispiel ..t. Fijppl, Dynamik, p. 129 und ..t. Love, Mechanics, 
chap. 7-9. 
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miissen uew. Indem man so durch Gelenke Korper an Korper fiigt, 
erhiilt man eine Gelenkkette. Systeme dieser Art sind schon uralt; 
man denke an den Storchschnabel des Paters Ohr. Scheiner- 600), an das 
Parallelogramm von J. Watt 606), an die Geradfiihrung von A. Peau
cellier601). Aber erst 1875 hat F. Reuleaux608) veranlaRst durch die 
Bediirfnisse des Maschinenbaues die dort verwendeten Mechanismen 
klassifiziert sowie ihre kinematischen Eigenschaften systematisch unter
sucht, und erst am Schlusse des 19. Jahrhunderts ist die Kinetik 
der Gelenkketten in Angriff genom men worden. 

Gewisse spezielle Gelenkketten hatte bereits A. Wangerin (1889) 
vom Standpunkte der theoretischen Kinelik aus untersucht609)j die 
Anregungen zu einer eillgehenderen Beschaftigung mit dies em Gegen
staude sind aber von der technischen und der physiologischen Mecha
nik ausgegangen. 

Aus der Technik ist die Massenausgleichung bei Schiffsmaschinen 
(1893) zu nennen. Wahrend namlich bei fest aufgestellten Dampf
maschinen die Riickwirkungen der Maschine auf das Gestell von dem 
Fundament aufgenommen werden, geben bei Schiffen die Massen
verschiebungen in der Maschine, die sich in regelmassigem Wechsel 
wiederholen, zu unangenehmen Schwingungen Veranlassung, und bei 
den grossen Ozeandampfern, bei denen die bewegten Teile sehr schwer 
sind und iiberdies grosse Geschwindigkeiten besitzen, konnen diese 
Schwingungen geiahrlich werden. Damit die bewegten Massen, also im 
wesentlichen die Kurbelmechanismen, die zu den einzelnen Zylindern 
der Dampfmaschine geMren, ohne Einfluss auf die Bewegungen des 
Schiffes bleiben, muss nicht nur der Schwerpunkt der bewegten Massen 
relativ zum Schiffe ruhen, sondern as muss auch das statische Moment 
der Bewegungsgrossen dieser Massen fiir jeden beliebigen Momenten
punkt in jedem Augenblicke verschwinden. Erst bei Beriicksichtigung 
der zweiten Forderung ist ein praktisch befriedigender Massenaus
gleich moglich, und da man durch geeignete Wahl der Dimensionen 

606) Pantographice, Rom 1631. 
606) Patent yom 28. April 1784; siehe auch J. P. Muirhead, Mechanical 

inventions of James Watt 3, London 1864, p.88. 
607) Nouv. ann. (2) 3 (1864), p. 344; (2) 12 (1873), p. 71. 
608) Theoretische Kinematik, Braunschweig 1876; ein zweiter Band ist 1900 

unter dem Titel: "Die praktischen Beziehungen der Kinematik zu Geometrie und 
Mechanik" erschienen; beide Bitnde zusammen haben jetzt den Titel: "Lehrbuch 
der Kinematik". Vgl. auch IV 3, Nr. 28-30 (A. Schoenflies und M. GrUbler). 

609) tJber die Rotation mit einander verbundenen K{lrper, Halle Univ.-Schrift 
1889, p. 3; vergl. auch M. tI. Bohr, Diss. Halle 1892 und E. Jahnke, J. de math. 
(6) 6 (1899), p. 166. 
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der einzelnen Getriebe und ihrer Scbrankungswinkel beide Forderull
gen bei vierzylindrigen Maschinen angenabert erfiillen konnte, ist eiM 
grosser Forlschritt in dem Bau der Ozeandllmpfer erzielt worden 610). 

In der pbysiologischen Mechallik hat die Untersuchung der Be
wegungen des mensch lichen KiYrpers, der sich naherungsweise durch 
das Gelenksystem des Skelettes ersetzen lasst, dazu Veranlassung ge
geben, dass O. FisCher (1893) fiir die Gelenkketten gewisse HauptpunkfA: 
und Hauptstrecken eingefiihrt hat, durch die man eine erhebliche fol'
male Vereinfachung und zugleich eine grossere Anschaulichkeit del' 
Betrachtungen erzielt 611). 

Vereinigt man namlich bei del' Betrachtung eines einzelnen Gliedes 
in dem Mittelpunkte eines jeden begrenzenden Gelenkes die Masse des 
jenigen Korpel'abscbnittes, der nacb Durchscblleidung dieses Gelenkes 
abfallen wiirde, so ergiebt sich fiir das Glied, werm man dessen 
eigene Masse hinzunimmt, ein Massensystem, das die Gesamtmasse 
der ganzen Kette besitzt. Es heisst nacb O. :Fisclte'l' das zu dem 
betrefi'enden Gliede gehorige reduzierte System. Del' Scbwerpunkt 
eines jeden reduzierten Systems wird von ihm del' Hauptpwnkt des 
betrefi'enden Gliedes genanllt, und die Strecken, die die Mittelpunkte 
del' Gelenke mit den Hauptpunkten del' zugehOrigen Glieder verbindell, 
fiihren den N amen Hauptstrecken. Hat man etwa ein dreigliedrige;; 
Gelenksystem (Fig. 27), und sind ml1 mt , ms die Massen der Glieder, 
G12 und Gs s die Gelenkmittelpunkte, so findet man das zu dem 
er;ten Glied~ gehOrige reduzierle System, indem man im Punkte GI ,! 

die Mass en m2 und fns vereinigt und dem ersten Korper hinzufiigtj 
ebenso wird fur den zweiten Korper in G1,! die Masse ml1 in Gt,s 
die Masse ms vereinigt, und man fiigt diese Massen dem zweiteu 
Korper hinzu. Endlich werden bei dem dritten Korper in Gs,s die 
Massen m1 und m, vereinigt und diesem Korper hinzugefiigt. Es 

610) Vgl. etwa O. Schlick, Trans. Inst. of Nav. Arch. 42 (1900), p. 185 (Deutsche!! 
Reichspatent Nr. 801174 vom 10. Nov. 1893); H. Lorenz, Dynamik der Kurbel
getriebe, Leipzig 1901, Mechanik, p.543; H. Schubert, Theorie des Schlickschell 
Massenausgleichs, Leipzig Hl01; A. Pappi, Dynamik, p. 127, tiowie IV 10 (K. Hevn). 

611) Literatur in IV 8 (0. Pischer); dazu das inzwischen erschienene Werk 
von O. Pischer, Theoretische Grnndlagen fur eine Mechanik der lebenden KlSrper 
mit tlpeziellen Anwendungen auf den }!enschen sowie auf einige Bewegungs
vorg~nge bei Maschinen, in mlSglichst elementarer und anschaulicher Weise dar
gestellt, Leipzig 11106. Urspriinglich hatte Pischer die Hauptpunkte und Haupt
strecken nur bei ebenen Gelenkketten angewandt, und er ist erst neuerding~ 
dazu iibergegangen, riiumliche Gelenkketten zu betrachten, Leipzig Abhandl. 29. 
Heft 4, (1906). Spezielle Durchfiihrungen fUr die dreigliedrige ebene Gelenkkette 
mit Riicksicht auf tecbnische Anwendungen (Massenausgleich bei Kurbelgetrieben\ 
hat Fillcher in der Zeitschr. Math. Phys. 47 (1902), p. 429 gegeben. 
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versteht sich von selbst, dass dabei jeder Gelenkmittelpunkt das eIDe 
Mal als fester Punkt des einen, das anuere Mal als fester Punkt des 
snderen Korpers aufgefasst 
wird. Die Schwerpunkte 
~, lI2' lIs der so gefun
denen reduzierten Systeme 
sind die Hauptpunkte der 
dreigliedrigen Gelenkkette. 

Die Hauptpunkte ha
ben in der Dynamik der 
n-gliedrigen Gelenkketten 
eine iihnliche Bedeutung, 
wie der Sch werpunkt bei 
dem einzelnen starren Kor-
per. 1m Besonderen er-
moglichen sie es, einen ein

Fig. 27. 

fachen Ausdrllck fur die lebendige Kraft der Bewegung der Kette um 
ihren Gesamtschwerpunkt aufzusteHen. Wenn mun darin noch die 
Haupttragbeitsradien der reduzierten Systeme einfuhrt, so ergeben 
sich fur die normalen Koordinaten del' einzelnell Kettenglieder Diffe
rentialgleichungen von verhaltnismassig durchsichtiger Struktur, die 
es ermoglichen, einen Einblick in die Art zu gewinnen, wie sich die 
Glieder in ihrer Bewegung gegenseitig beeinfiussen. 

N euerdings hat auch K. lIeun die Kinetik der Gelenkketten in 
eigenartiger Weise behandelt und fur sie ein Analogon der Euler
schen Gleichungen beirn einzelnen starren Korper aufgestellt 612). 

42. Kinetoststik der Systeme starrer Korper. Wiibrend man 
in der Kinetik die Bewegungen der einzelnen Teile eines Systems be
trachtet, ist es nach K. Heun die Aufgabe der Kinetostatik "die Ver
iinderlichkeit der statischen Verhaltnisse in der Mannigfaltigkeit der 
Lagen der einzelnen Teile zu erforschenl/ 61S). Beun fiigt hinzu, dass 
es sich also in dieser Disziplin darum handle, "nicht sHein die Zapfen
und Lagerdrucke, die Kupplungsspannungen und Fundamentreaktionen 
wli.hrend der veranderlichen Bewegungs- und Kraftverhaltnisse bei der 
Maschine zu verfolgen, sondern auch die Kriifte und Momente der 
inneren Beanspruchungen eines beliebigen Querschnittes jedes einzelnen 
Maschinenelementes fur jede Lage und SteHung desselben zu erkennen". 
Er kennzeichnet dalllit die Bedeutung, die der Kinetostatik fUr die ge-

612) Arcbiv Math. Pbys. (3) 2 (1902), p. 311. 
613) Jabresber. d. D. M.-V. 9, Heft 2 (1901), p. o. 
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samte technische Mechanik zukommt. In der Tat ergiebt sich erst aus 
der Grosse der Reaktionskrafte und ihrer Momente ein AufschluSB 
iiber die praktische Ausfiihrbllrkeit der konstruierten Mechanismen, 
deren Bestandteile ja nur dann als starr angesehen werden diirfen, 
wenn die Beanspruchungen unterhalb gewisser Grenzen liegen. Diesen 
Umstiinden entsprechend tragen die Einzelausfiihrungen zur Kineto
statik der Systeme starrer Korper einen so spezifisch technischen 
Charakter, dass iiber sie nicht an dieser Stelle, sondern in dem 
Artikel IV 10 Dynamische Probleme der Maschinentechnik von K. Heun 
berichtet werden wird. W ohl aber kann hier auf die theoretische 
Seite eingegangen werden. 

Die Allfiinge der Kinetostatik liegeu weit zuriick. Schon 
1. Newton hatte (1687) auf die Wicbtigkeit des vou ihm aufgestellten 
Prinzips der Gleichbeit der Aktion und Reaktion fiir die Maschinen 
hinge wiesen 614). Ferner lOste Jacob Bernoulli (1691) das Problem 
des Schwingungsmittelpunktes, indem er davon ausging, dass die Ge
samtheit der Reaktionen der einzelnen Massenpunkte bei einem physi
kalischen Pendel in Gleichgewicht stehen muss 615). Endlich betrach
tete J. d' Alembert (1743) beliebige gebundene Systeme, bei den en 
vermoge der Verbindungen zwischen den einzelnen Teilen Reaktionen 
stattfinden 616); bei t'ollstandigen Systemen mussen diese Reaktionen 
in ihrer Gesamtheit bestandig im Gleicbgewicht stehen 617). Aller
dings verschwinden bei d'Alembert die Reaktionen sogleicb wieder 
vom Schauplatze; sie werden vermoge des nuch ihm benannten Prinz ips 
eliminiert. Ahnlich steht es bei J. L. Lagrange (1761-1788), der 
das d' Alembertsche Prinzip analytisch formulierte. Die Reaktionen 
erschcinen bei ihm in Gestalt der Multiplikatoren l. Mit einer un
genallen Ausdrucksweise hat Lagrange diese Multiplikatoren manchmal 
schlechtweg als Krafte (Reaktionskriifte, Drllcke) bezeichnet; J. Bertrand 
bemerkt hierzu 618): "les coefficients l, /L, v ne sont pas norumes forces 

614) Principia., Scholium zur Lex tertia. 
616) Acta erud., Lips. 1686, 1691 = Opera 1, Genevae 1774, p. 227 und 460, 

vergl. auch E. Mach, Mechanik, 3. Kapitel. 
616) Dynamique, Paris 1743. 
617) Ein unvollst>indigep System ist zum Beispiel ein Massenpunkt, der 

sich auf einer krummen Flache bewegtj das System wird jedoch vollstandig, 
wenn man die krumme Flacbe zum Systeme hinzunimmt. In ahnlicher Weise 
hat man immer zu verfahren, wenn die von den Verbindungen berriihrenden 
Reakt·ionen in ihrer Gesamtheit nicht im Gleicbgewichte stehen; Reibungskriifte 
Rind hierbei nicht als Reaktionskriifte anzusehen, sondern den ausseren Kriiften 
r;uzuzablen. 

618) Bertrands Ausgabe der Mecanique analytique 1, p. 163 (= Oeuvres 11, 
p.174)' vgl. auch Bertrands Anmerkung zu p.160. 
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que par une locution figuree, familiere a Lagrange. Nous avons 
averti plusieurs fois qu'il ne fallait pas prendre cette locution a 180 
lettre". Die Multiplikatoren A, p" v sind allerdings den Komponenten der 
betreffenden Reaktion proportional, aHein welchen Proportionalitii.ts
faktor man zu nehmen hat, das lasst sich nicht angeben, wenn die 
zugehorigen Positionskoordinaten lediglich annlytische Grossen ohne 
konkrete Bedeutung sind; sobald aber die Bedeutung der Positions
koordinaten feststeht, wird alles deutlich, indem man den Ausdruck 
fiir die elementare Arbeit heranzieht. 

Auch bei Lagrange zeigt sich vielfach das Bestreben, die Multi
plikatoren zu eliminieren; jedoch ist das keineswegs immer der Fall, und 
as entspricht nicht der historischen Wahrheit, wenn man im 19. Jahr
hundert vielfach ausschliesslich diejenigen Differentialgleichungen, in 
denen aHein die unabhangigen Positionskoordinaten vorkommen, als 
Lagrangesche Gleichungen bezeichnet hat 619). Noch weniger aber ist 
die Befiirchtung begriindet, dass die von Lagrange aufgestellten Diffe
rentialgleichungen zur Bestimmung der Reaktionen ungeeignet seien; 
sein Verfahren "trennt vielmehr nur das rein kinetische Problem von 
dem kinetostatischen und erleichtert dadurch gleichzeitig die Behand
lung beider"620). 

In einem gewissen Gegensatze zu Lagrange steht S. D. Poisson. 
Er hat in seiner Mechanik (1811) die Bedeutung der Reaktionen 
scharf hervorgehoben, wie er denn auch den von Lagrange ganz ver
nachlassigten Einfluss der Reibung gebiihrend beriicksichtigt621). 
Neben ihm ist J. V. Poncelet (seit 1826) zu nennen, der die tech
nische Mechanik zu einer selbstandigen Disziplin gemacht hat 61B). 
Seit der Mitte des 19. Jahrhunderts trat jedoch ein Stillstand ein, 
und erst in der neuesten Zeit hat die Kinetostatik durch die Unter
suchungen von K. Heun wieder einen Aufschwung erfahren 61B). 

Heun hat sich besonders mit den statischen Verhaltnissen bei 
der Bewegung einer einfach zusammenhangenden Gelenkkette be
Bchaftigt und die Reaktionskriifte bestimmt, die in den Punkten eines 

619) Vergl. Nr. 7 dieses Artikels. 
620) G. Hamel, Zeitschr. Math. Phys. 51 (1904), p. 439. 
621) 1m An~chluss an eine nachgelassene Arbeit Lagrange,. hat Poisson 

aueh die Wirkung eines Schusses auf die versehiedenen Teile der LafeUe einer 
Kanone untersueht, J. ec. polyt. cah. 21 (1832), p. 187. 

622) Einen ausfiihrlicben Bericht iiber Poncelets Leistungen in der tech
nischen Mechanik gab K. Heun, Jahresber. d. D. lI.-V. 9, Heft 2 (1901). 

623) Jahresber. d. D. M. -V. 9, Heft 2 (1901); Archiv Math. Phys. (3) t 
(1901-02), p. 57, 298. 
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Schnittes wirken, den man durch eines der Glieder oder durch eines 
der Gelenke gefuhrl hat. Bei der synthetischen Methode benutzt man 
zu dies em Zwecke jedesmal aufs neue das Prinzip der virtuellen Ver
ruckungen, das man auf die beiden durch den Schnitt von einander 
getrenllten Teile der Kette anwendet. Bei der analytischen Methode 
werden fur beide Teile die Lagrangeschen Bewegungsgleichungen an
gesetzt, in denen ausser den gegebenen Kriiften noch die unbekannten 
Reaktionen auftretenj wenn die Bewegung des Systems bekannt ist, 
lassen sich aber diese Reaktionen mittels jelJer Gleichungen er
mitteln. 

Zum Schluss dieser N ummer moge noch darauf hingewiesen 
werden, dass sich in der Kinetostatik der Systeme starrer Korper 
dieselbe Schwierigkeit einstellt, auf die schon bei der Statik des 
einzelnen starren Korpers (Nr. 27 dieses Artikels) hingewiesen 
wurde, dass namlich die vollstiindige Bestimmung der lokalen Bean
spruchungen nur gelingt, wenn man die betrachteten Korper als 
elastisch ansieht. Die Lehre vom starren Korper gestattet nur fiir 
jedeu Querschnitt die Resultante aUer Spalll1Ungen und ihr resultie
rendes Moment zu berechnen, was jedoch unter Umstanden fiir prak
tische Zwecke ausreichtj vgl. das sogenannte Saint- Venantsche Prinzip 
10 der Elastizitatslehre (IV 25 O. Tedone und A. Timpe). 

43. Spezielle Probleme aus der Kinetik der Systeme starrer 
Karper. 

In dieser Nummer solI nur iiber einige spezielle Probleme aus 
der Kinetik der Syste10e starrer Korper berichtet werden, die ein 
grosseres theoretisches Interesse besitzen; im iibrigen moge auf die 
zahlreichen Beispiele verwiesen werden, die sich in den folgenden 
Artikeln 7 -10 des Bandes IV finden. 

Die Konstitution vieler Systeme starrer Korper lasst sich so auf
fsssen, dass man einem gegebenen Systeme, auf das gegebene Krafte 
wirken, einen einzelnen starren Korper hinzugefugt hat, meistens von 
kinetischer Symmetrie in bezug auf eine Figurenaxe, um die er sich 
drehtj je nach der Art, wie dieser Korper mit dem urspriinglichen 
Systeme verbunden ist (vgl. die Bemerkllngen ilber Gelenkketten, 
Nr. 41c dieses Arlikels), wird durch ihn die Anzahl der Grade der 
Freiheit um eine, zwei, drei Einheiten vennehrt. Dies trifft fur die 
Regulatoren, Gyrostaten und Gyroskope zu, die hier behandelt werden 
sollen. 

4-3a. Regulatoren. Unter dem Regulator einer Kra.ftmaschine 
versteht man eine Vorrichtung, die die Drehgeschwindigkeit der 
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Maschine dadurch in engen Grenzen halt, dass sie jeder einseitigen 
Anderung des Kraftfeldes (etwa einer Entlastung durch Ausschaltung 
von Arbeitsmaschinen) eine sie ausgleichende Anderung entgegensetzt 
(etwa eine Verruinderung des Dampfzutritts). 
Das klassische Beispiel ist der Wattsche Zen
trifugalregulutor (Patent vom Jahre 1784); 
siehe Fig. 28. Die beiden Schwungkugeln 
bleiben dauernd symmetrisch zu der Axe, 
sodass der Maschine nur ein neuer Freiheits
grad zugefuhrt wird. Der Ausschlagswinkel 
cp hiingt wesentlich von der Drehgeschwin
digkeit des Regulators urn die Symmetrie
axe ab; bei einer Anderung von cp wird 
die Muffe oder Hlilse gehoben oder gesenkt, 
und diese wirkt mittels eines Stellzeuges 
auf den Dampfzutritt, die Steuerung oder Fig. 28. 

dergleichen. In etwas anderer Weise wird 
der Wattsche Regulator bei den Triebwerken verwendet, die dazu 
dienen, Pendeluhren und Chronometer in gleichformigem Gang zu 
erhalten oder astronomische Fernrohre auf langere Zeit parallaktisch 
einzustellen; vgl. VI 2 4, Nr. 12 (0. E. Caspa1·Y). 

Uber die genauere Behandlung des Problems der Regulatoren, 
die von den Lagrangcschen Gleichungen ausgeht und vor aUem eine 
eingehende AnalysE" des Kraftfeldes erfordert, wird in IV 10 (K. Heun) 
berichtet werden; hier moge es genligen, die wichtigsten Zlige der 
Erscheinungen anzudeuten 624). 

Jedem dauernden Belastungszustande der Maschine elltspricht eine 
bestimmte SteHung cp der Regulaturhiilse, bei der gerade diejenige Trieb· 
kraft zugeflihrt wird, die zur Uberwindung der Bela.,tung erforderlich ist. 
Die statische Behandlung des Problems besteht nun darin, dass dflr Zu
sammellhang zwischen cp und der Drehgeschwindigkeit OJ ermittelt 
wird, indem man die Siitze liber das Gleichgewicht unter Berlick
sichtigung der Zentrifugalkraft auf das System der Schwungkugeln 
anwendet. Diese Untersuchung fiihrt zu einem Kriterium liber die 
Brauchbarkeit des Regulators: es soil (i) mit cp wachsen (statischer 
Regulator) oder hOchstens konstant sein (astatischer Regulator) 625). 

Die kinetische Behandlung des Problems zeigt, dass die soeben 

624) Man vgl. auch K. Heun, Kinetische Probleme, Abschnitt F; H. Loretlz, 
Mechanik, p. 526; A. F6ppl, Dynamik, § 34. 

625) Vgl. die historisch·Iittemrischen Angaben bei W. Hart, Zeitschr. Math. 
Phys. 50 (1904), p.234, die auch fUr das Folgende in Betracht kommen. 
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angegebene Bedingung weder notwendig noch hinreichend ist, was 
aus der Praxis schon lange bekannt war. Den Grundgedanken dieser 
Behandlungsart, namlich die Stabilitiit der Bewegung mittels del' 
MetJwde der kleinen Schwingungen zu priifen, hat zuerst G. B. Airy 
(1840) auf den Wattschen Regulator 626) und spater J. Clerk Maxwell 
(1868) auf andere Klassen von Reglern angewendet 621). Bezeichnet 
man die Winkelgeschwindigkeit um die Drehaxe mit roo + ~, den 
Ausschlagswinkel mit fJio + E, so erhalt man bei den Vernachllissigungen, 
die in der Methode der klein en Schwingungen ublich sind, aus den 
Lagrangeschen Gleichungen fiir 1J und E lineare Differentialgleichungen: 

E + ai + bE + C1J = 0, 11 + a1 E + bl E + cl 1/ = 0; 

die Koeffizienten sind Konstanten, die von del' Massenverteilung und 
dem Kraftfelde abhangen. Die Bedingungen der Stabilitat ergeben 
sich aus der Forderung, dass die charakteristische Gleichung der 
linearen Differentialgleichung dritter Ordnung, die sich fiir E durch 
Elimination von 1) ergiebt, keine Wurzeln mit positivem reeHen Teil 
besitzt; man wird so auf eine Frage der Algebra gefiihrt, die bereits 
E. J. Routh 628) untersucht hatte und die A. Hurwitz 629) fiir algebraische 
Gleichungen beliebigen Grades erledigt hat. 

Fig. 29. 

43 b. Kreisel mit einem Freiheitsgrade; Gyro
staten. Um eine Einsicht in die Erscheinungen zu 
gewinnen, die bei den sogenannten Gyrostaten auf
treten, beginnt man am besten mit Versuchen an 
einem sogenannten Handkreisel mit einem Grade del' 
Freiheit. Diesel' besteht aus elnem Sehwungrade, 
das reibungslos in einem ausseren Ringe gelagert 
ist; au dem Ringe befindet sich oben und unten 
je eine Handhabe, die man mit den beiden Hiinden 
anfassen moge. Dreht man die Handhaben in der 
Ebene des ausseren Ringes, so hat man beiderseits 
einen Druck (Deviationsdruck) auszuhalten. Diese 
Drucke entsprechen einem Kraftepaare, dessen Axe 
senkrecht gegen die beiden Handhaben iet und in 

626) London Ask Soc. 11 (1840); 20 (1861); vgl. auch E . J. Routh, Dynamik 
2, p. 81. 

627) London Royal Soc. Proc. 1868 = Scientif. papers 2, p. 106. Unab
hi\ngig von ll[axwell iBt Bpii.ter J. Wischllegradski, Paris C. R . 83 (1876), p. 318; 
Zivilingenieur (2) 23 (1877), p. 96 zu derselben Dilferentialgleichung gelangt. 

628) Stability of motion, Cambridge 1878; siehe auch Dynamik, 2, p.224. 
629) Math. Ann . 46 (1896), p. 273. 
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der Ebene des iiusseren Ringes liegt. Das Moment dieses Paares ist 
der Grosse nach C ft v, wenn v die Winkelgeschwindigkeit bedeutet, 
mit der die Handhaben gedreht werden und ft die Winkelgeschwin
digkeit, mit der sich das Schwungrad urn seine Axe dreht. Was 
den Sinn del' Drehung anlangt, die das Kriiftepaar hervorzurufen strebt, 
so bestimmt er sich aus der Regel von der Tendenz zum gleichsinnigen 
Parallelismus del' Drehaxen, vgl. N r. 35 b 3), p. 635 dieses Artikels. 

Will man allgemeiner dem Handkreisel eine reguliire Priizessions
bewegung aufzwingen, bei der die Priizessionsgeschwindigkeit v ist 
und die Axe del' Priizession den 'Winkel .{)oo mit del' Axe des Schwung
rades bildet, so wird das Moment del' Deviationsdrucke del' Grosse 
nach gleich 

[CftV + (0 - A) VI cos .{)oo] sin .{)oo, 

und seine Axe fiillt in die Knotenliniej dabei bedeutet ft wieder die 
Winkelgeschwindigkeit, mit del' das Schwungrad sich urn seine Axe 
dreht. Del' Kreisel scheint also immer senkrecht gegen die Bewegungs
richtung ausweichen zu wollen, was J. Perry mit dem Verhalten eines 
storrischen Schweines vergleicht, das an einem Stricke gezogen wi I'd 630). 

Will man abel' dem Handkreisel eine beliebig vorgeschriebene 
Kreiselung aufzwingen, so setzt sich die Dyname, welche die beiden 
fuhrenden Hiinde auszuhalten haben, aus drei Komponenten zusammen, 
namlich Deviationsdrucken senkrecht zur instantanen Drehaxe und 
dem Accelerationsdruck in del' Richtung diesel' Axe. 

Beim Kugelkreisel ist del' aus del' Umlagerung des Drehvektors It! 

entspringende Deviationsdruck gleich A/-,v sin.{)oo und del' aus del' 
Anderung del' Grosse von IV entspringende Accelerationsdruck gleich 
Alb, mithin herrscht bei ihm in diesel' Beziehung vollstiindige Analogie 
mit dem materiellen Punkte del' Masse m. Will man namlich diesem 
Punkte eine Bewegung auf vorgeschriebener Bahn mit vorgeschrie
bener Gesch windigkeit aufzwingen, so entsteht ein l'riigiteitsdruck, 
dessen Komponente nach der Tangente del' Bahn, die aus del' Anderung 
del' Grosse des Geschwindigkeitsvektors \) entspringt, gleich mv ist, 
wiihrend die aus del' Anderung del' Richtung von \) entspringende 
Komponente, die Zentrifugalkraft mvljR, senkrecht zur Tangente in 
del' Richtung des Kriimmungshalbmessers R wirkt. Die Ahnlichkeit 
geht sogar noch weiter, da zur Uberwindung del' Deviationsdrucke 
und del' Zentrifugalkraft keine Arbeit erforderlich ist 6S1). 

630) Drehkrei.el, Leipzig 1904, p. 28. 
631) V gl. etwa F. Klein und A. SQ'm'met'(eld, Theorie des Kreisels, Kapitel 

III, § 8. 
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Um den iiberraschenden Eindruck, den die vorher beschriebeneu 
Erscheinungen beim Handkreisel machen, noch zu verstarken, hat man 
dessen Randhaben in der Rohlung eines starren Korpers befestigt, 
die nur mittels einer verschliessbaren Offnung zuganglich ist; nach 
W Thomson (Lord Kelvin) heisst dieser Apparat ein Gyrostat. Trii.gt 
man einen solchen Gyrostaten im Zimmer umher, nachdem man das 
Schwungrau in rasche Drehung versetzt hat, "so ist es", wie sich 
H. B. LUbsen naiv, aber recht ungenau, ausdriickt, "gerade als ob 
ein in dem Kastchen befindliches lebendes Wesen die Drehung des 
Kastchens zu hindern suche, kurzum, dass ein Korper durch die Be
wegung [des Schwungrades] gleichsam Leben erhalt und in dieeem 
Zustande ein ganz anderes Tier ist als im Zustande der Ruhe" as!). 

1m besonderen hat W. Thomson das Schwungrad in ein bilateral
symmetrisches Gehiiuse eingeschlossen, das ringsherum mit einer 
Schneide versehen iet; siehe die Figuren 30 und 31. Setzt man 
diesen Gyrostaten auf eine horizontale Glasplatte, sodass sein Schwer
punkt ungefahr senkrecht iiber der Schneide steht, und lasst das 
Schwungrad unaufgezogen, so ist das Gleichgewicht selbstverstandlich 
instabil und der Apparat railt um. 1st aber das Schwungrad in sehr 
rasche Drehung versetzt worden, so dass in dem Gyrostaten eine ver
borgene Bewegung von hinreichender lntensitiit stattfindet, so bleibt 
er stehen; dabei dreht sich die Schneide, falls sie nicht genau senk
recht aufgesetzt wurde, urn die durch den Schwerpunkt des Gyrostaten 
gehende Vertikale langsam herum. 

Die analytische Theorie dieser Erscheinung ist die folgende. 
Wenn sich der Schwerpunkt nur nach links und rechts (Fig. 30) 
bewegt, hat man ein System von drei Graden der Freiheit 6S2a). Die 
Lagekoordinaten seien die N eigung 900 + {}o der Axe des Schwung
rades gegen die Vertikale, der Winkel f/J, den die Tangente an die 
krumme Schneide im Beriihrungspunkte mit einer festen Richtung ill 
der Ebene bildet, und der Winkel X, urn den sich das Schwungrad 
gegen die Anfangslage gedreht hat. 

Unter der Voraussetzung, dass der Eigenimpuls des Schwuug
rades Nt sehr gross ist und {}O, .fi. und ~ bei der Bewegung sehr klein 
bleiben, erhiHt man bei den Vernachliissigungen, die in der Methode 
der kleinen Schwingungen iiblich sind, fiir die lebendige Kraft, die 

632) Mechanik 2, p. 66; vgl. auch J. Perry, Drehkreisel, Leipzig 1904, p.16. 
632&) Eigentlich hat man ein System mif vier Graden der Freiheit. Jedoch 

ist der vierte Fl"eiheitsgrad (seitliche Bewegung des Schwerpunktes in Fig. 31) 
fUr sich stabil und kommt insofern nicht in Betracht. 
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Fig. 30. 

Fig. 31. 
Ancyklop. d. math. Wissenoch. IV I, I . 
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dem GehaUBe und dem Schwungrade zusammen zukommt, den Aus
druck: 

T = tCAl.3-2 + Al cjJ2 + 20,-3-cjJi + 02i 'l ), 

wahrend die Kraftefunktion 

wird; hierin bedeuten Al und Os die beziiglichen Tragheitsmomente des 
GehiiuBes und des Schwungrades, und P ist das Moment der Schwere 
bei der Drehung urn die Schneide. Man erhiilt also als Lagrange
sche Differcntialgleichungen der Bewegung die Gleichungen: 

(3) :tCA1'&) - 021pX = P-3-, :/A1lp + O2 3-i) = 0, tttcc2 X) = O. 

Die dritte Gleichung zeigt, dass der Eigenimpuls N2 deB Schwung
rades konstant ist, und fiir {} und t/J gelten daher die linearen Diffe
rentialgleichungen: 

(4) A 1{). - N2 lp = P-3-, A1iP + N2 '& = 0. 

Weil bei sehr rascher Drehung N,/ - A1 PI positiv ist, werden diese 
Gleichungen befriedigt durch die Allsdriicke: 

I + A . YN.·-AP {} = {} 13 sm 1 t 
o 1 A,' 

(5) 
<l. P ~ + N. A YN.·- AlP t t/J = t/Jo - 110 N.... IE cos A ; • YN.·- AlP 1 

den Anfangsbedingungen entsprechend sind dabei -3-0 und c kleine 
Grossen. Die Bewegung der Gyrostaten setzt sich demnach zusammen 
aus einer sehr langsamen Drehung der Schneide urn die Vertikale 
und kleinen Schwingungen der heiden Koordinaten -3- und 1/J urn diese 
Drehung 633). 

Hierbei ist es eine wesentliche V oraussetzullg, dass die horizoll
tale Ebene glatt ist. 1st sie rault, so wird durch die Reibung die 
Koordinate t/J festgehalten; folglich ist die Gleichgewichtslage instabil, 
und der Gyrostat falIt urn. 

Lord Kelvin bezeichnet den Apparat, dessen Theorie soebel1 cnt-

633) W. 17lOfIlSon, Nature 15 (1877), p. 297; Treatise, 2. ed. Cambridge 1tl86, 
1, art. 346x; Ygl. auch C. Neumallll, Leipzig Ber. 21 (1869), p. 132 = Math. Ann. 
S (1870). p. 360; Math. Ann. 11 (1877), P. 396; R. Hoppe, Zeitschr. Math. Phys. 17 
(1872), p. 167; n. Bobylew, Moskau Math. Sammlung 16 (1892), p. 644 (russisch); 
A. G. Greenhill, Art. Gyroscope and gyrostate in der Encyclopaedia Britannica, 
und endlich die populil.re Darstellung von J. Perry, Spinning tops, London 1890, 
deutsch \'on A. Walzel, Drehkreiscl, Leipzig 190~. 
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wickelt wurde, als einen Gyrostaten mit zwei Graden der Freiheit, 
indem er die verborgene Bewegung des Schwungrades nicht mitzahlt 
oder, wie er sich auch al1sdriickt, die Lagekoordinate X ignoriert. Er 
hat auch Gyrostaten konstruiert, die, in demselben Sinne des W ortes, 
drei, vier und mehr Grade der Freiheit besitzen, und gefunden, dass 
nur bei einer geraden Anzahl der Freiheitsgrade eine solche Stabili
sierung der Bewegung stattfinden kann, wie sie sich vorher bei zwei 
Freiheitsgraden ergabj der Grund hierfiir liegt darin, dass bei der Ver
anderung eines Parameters in einer algebraischen GIeichung immer 
nur eine gerade Anzahl von W urzeln von reeHen Werten zu komplexeu 
Werten iibergehen hun. Endlich hat Lord Kelvin auch Systeme be
trachtet, die aus gelenkig verbundenen Gyrostaten zusammengesetzt 
sind, und zwar im Hinblick auf seine kinetische Theorie det' Materie, 
bei der aUe potentieHe Energie als kinetische Energie verborgener 
Bewegungen von Gyrostaten aufgefasst wird; vgl. Nr. 26, p. 551 dieses 
Artikels, sowie IV 1, Nr. 26 CA. Voss). 

Eine technische Anwendung des Kreisels mit eillem Freiheitsgrad 
ist das Howellschen Torpedo. Es enthiilt in seinem Innem ein schweres 
Schwungrad, das 10000 Umdrehungen in der Minute macht; die Axe 
des Schwungrades liegt horizontal und steht senkrecht auf del' Sym
metrieaxe des Torpedos. 
Wenn nun ein storendes 
Kraftepaar das Torpedo 
horizontal aus seinem 
gersdlinigen Kurse abzu
lenken sucht,so dreht sich 
die Axe des Schwungra
des in vertikaler Rich-
tung, das Torpedo dreht Fig. 32. 

sich daher urn seine hori-
zontale Langsaxe und jetzt wird, vermoge eines Pendels, eine Steue
rung betatigt, die die horizontale Abweichung der Torpedosxe von del' 
normalen Bahn und damit such die Drehung der Kreiselaxe wieder 
aufhebt. Der Kreisel steUt somit die Torpedoaxe wieder in ihre 
urspriingliche Richtung, und das Torpedo bewegt sich so automatisch 
in gerader Bahn 634). 

4:1 c. Kreisel mit zwei Freiheitsgraden. Zu ganz anderen Er
scheinungen gelangt man bei Versuchen mit einem Handkreisel mit 
ztoei Graden der Freiheit, der etwa durch Fig. 33 dargesteHt wird. 

634) V gl. etwa A. G. Webster, Dynamics, p. 272. 
44* 
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Wenn die Masse des Schwungrades die Masse des inneren Ringes 
erheblich iiberwiegt, so ist die natiirliche Bewegung dieses Kreisels 
(bei festgestellter Handhabe) eine regulare Prazession, bei der sich 
das Schwungrad mit der gleichiormigen Geschwindigkeit (t urn die 
Axe PQ dreht und der innere Ring mit der gleichiormigen Geschwin
digkeit v um die Axe ST rotiert; dabei findet ein konstanter Druck 
auf jede der Handhaben statt. 

Zu Anfang des Versuches moge keine Drehung des inneren Ringes 
um die Axe S T stattfinden, dagegen dem Sch wungrade eine starke 

s 

Drehung um die Axe P Q erteilt werden. Wenn 
man jetzt den Handkreisel in der Ebene des 
ausseren Ringes urn einen kleinen Winkel v dreht 
und ihn dann plOtzlich wieder festhalt, so hat 
der innere Ring begonnen sich mit der kleinen 

, Geschwindigkeit 
0,." 

v=-.:;rv 

in Bewegung zu setzen, wah rend das Schwung
rad die Drehung mit der Geschwindigkeit (t bei
behalt. Auch hier kommt also die Tendene 
zum homologen Parallelism us zur Geltung; vgl. 
Nr. 35 b 3) dieses Artikels. Dabei entspringt aUB 

F · 33 dem beiderseitigen Deviationsdruck ein Moment, 19. ' . 
dessen Grosse gleich C2(ttv/A ist und das die 

Drehung v riickgangig zu machen strebt. Lassen wir mit den Handen 
nach, so kehrt der Handkreisel wieder in seine Anfangslage :7.Uriick 
und bleibt dort stehen; er besitzt mit.hin eine gewisse Widerstands
kraft gegen Richtungsanderungen. 

Einen Kreisel mit zwei Freiheitsgraden erhiilt man auch, wenn 
man bei der Cardanischen Aufhangung den iiusseren beweglichen Ring 
festhiilti dadurch wird der Eulersche Winkel t/J konstant erhalten. ZUl' 

Erliiuterung der Regel von der Tendenz zum homologen Parallelismus 
ist folgender, wohl von Fr. Heinen 6$1a) herriihrende Versuch sehr ge
eignet. Man versetze den Kreisel in rasche Hotation und drehe darauf 
den iiusseren Ring mit der Hand um die Vertikale. Alsuann stellt 
sich der innere Ring so ein, dass die Axe des Schwungrades ebenfalls 
vertikal steht und der Sinn der Drehung des Schwungrades mit dem 

634 a) Ober einige Rotatiollsapparate, besonders den Fesselschen, Braun-
8chweig 1867. Der Mechauiker Fr. Fessel in Kliln hatte nach den Angaben von 
J. PlUcker einen Rot&tionsapparat hergestellt; vgl. Ann. d. Physik 90 (1863) 
p. 176, 351. 
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Sinn der Drehung des iiusseren Ringes iibereinstimmt. Jetzt moge 
man den Sinn dieser Drehung plOtzlich umkehren. Die Folge ist, 
dass sich die Axe des Schwungrades plotzlich urn 1800 dreht; denn 
nur so behalten die beiden Drehungen denselben Sinn. Lasst man 
also den ausseren Ring im Takte urn seinen 
Durchmesser hin und her gehen, so kann 
man es so abpassen, dass die Figurenaxe 
des Kreisels bestandig umkippt und zwar 
immer in demselben Sinne der Drehung. 

Kreisel mit zwei Graden der Freiheit 
gewinnen in der Technik eine taglich zu
nehmende Bedeutung. Es geniige hier den 
Schiff"skreisel von O. Schlick zu erwahnen, 
der den Zweck hat, da~ Schlingern (Drehen 
um die horizon tale Liingsaxe) der Dampfer 
zu vermindern. Auf dem Schiffe ist ein 
Rahmen angebracht, der mittels zweier 
Zapfen urn eine wagerechte, querschiffs 
liegende Axe schwingen kann, und in dem 
Rahmen befindet sich ein Schwungrad, das 
urn eine daran befestigte, zu der wage
rechten Axe senkrechte Axe durch elektro
magnetischen Antrieb in rascher Drehung 
erhalten wird. Der Schwerpunkt der V or
rich tung liegt unterhalb der wagerechten 
Axe, so dass die Axe des Schwungrades in 
dem ruhigen Schiffe senkrecht steht. Fig. 34. 

Schlingert jedoch das Schiff, so sucht sich 
die Kreiselaxe wahrend jeder Drehung des Schiffs in homologen 
Parallelismus zu der Drehaxe des Schiffes zu stellen, und der Kreisel
rahmen gerat dem entsprechend ebenfalls in Schwingungen. Der 
Erfolg ist, dass die Periode des Schlingerns bei dem Schiffe mit 
Kreisel grosser ist, als bei dem Schiffe ohne Kreisel. Damit wiirde 
aber an sich wenig en-eicht sein, und der Schiffskreisel erlangte eine 
praktische Bedeutung erst dadurch, dass der Kreiselrahmen mit einem 
hydraulischen Bremszylinder in V flrbindtmg gebracht wurde, der seine 
Schwingungen dampft. Die Energie, die durch die Wellen der 
Schlingerbewegung zugeflihrt wird, libertragt sich also zum Teil auf 
den Kreisel, wird von dies em abel" nicht wieder an das Schiff 8b
gegeben, sondern vermoge der Bremse in Warme verwandelt. Die 
Schlingerbewegung des Schiffcs wird daher bei einmaligem Impulse 
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in kurzer Zeit vernichtet, bei mehrmaligem Impulse aber erheblich 
verringert. A. FijppZ hat die Differentialgleichungen der Bewegung 
mittels der Methode der kleinen Schwingungen aufgestellt und danach 
die Dimensionen des Kreisels und die Grosse der vorteilhaftesten 
Diimpfung fiir Drehgeschwindigkeiten berechnet, die sich verwirklichen 
lassen; Versuche haben eine gute Ubereinstimmung mit den Be
rechnungen gezeigt885). 

43 d. Kreisel alB Gyroskope. Unter Gyroskopen versteht man 
nach L. Foucau~t888) Apparate, die anzeigen, ob und in welchem Sinne 
ein Korper, an dem sie befestigt sind, eine Drehung im Raume aus
fiihrt. Es ist daher ein Missbrauch, wenn von manchen Autoren der 
Name Gyroskop schlechtweg fiir den symmetrisc7ten KreiseZ gebraucht 
wird. Freilich hatte man friiher keine kurze Bezeichnung fiir einen 
starren Korper mit kinetischer Symmetrie in bezug auf eine Axe 
durch den Schwerpunkt, auf der der Unterstiitzungspunkt liegtj jetzt 
sollte man aber die W orte Gyroskop und symmetrischen Kreisel je 
in ihrem spezifischen Sinne gebrauchen. 

Als Gyroskop kann man einen Kreisel in der Form eines Schwung
ringes verwenden, der um seinen Schwerpunkt frei beweglich ist, also 
drei Freiheitsgrade besitzt. Wenn man den Schwungring in sehr 
rasche Drehung versetzt und keine unnotig starken seitlichen Stosse 
ausiibt, so ist, wie bereits in Nr. 34 b, p. 616 dieses Artikels aus
gefiihrt wurde, die Bewegung des Kreisels eine Prazessionsbewegung 
von sehr kleinem Offuungswinkel, und da sich diese Bewegung bei 
kleinen Storungen fast unveriindert fortsetzt, so giebt uns der Apparat 
eine Art von absoluter Orientierung im Raume. 

Der Gedanke, solche Gyroskope zum Nachweise der Erddrehung zu 
benutzen, hat um die Mitte des 19. Jahrhunderts verschiedene Phy
siker beschaftigt, aber erst L. Foucault hat einen ernstlichen Versuch 
gemacht, ihn zu verwirklichen 631). Dabei stiess er freilich auf grosse 
technische Schwierigkeiten, und es ist ihm nicht gelungen, entscheidende 
quantitative Ergebnisse zu erlangenj die Bedeutung seiner Yersuche 

636) Zeitschr. d. Vereins Deutscher Ingen. 1904; vgl. auch H. Lorenz, Phys. 
Zeitechr. 1904, p. 27. 

636) Paris C. R. 36 (1852), p. 421, 424 = Recueil des travaux, p. 401, 406. 
637) Paris C. R 36 (18(2), p. 421, 424 = Recueil des travaux p. 401, 406. 

Als Physiker, die gleichzeitig mit FoucauU den Nachweis der Erddrehung durch 
ainen Kreiselapparat ins Auge fassten, seien genannt J. C. Poggendorff, Ann. d. Phys. 
83 (18(1); G. Sire, Paris C. R. 36 (18(2), p.431; Ch. C. Person, Paris C. R. 35 
(18(2), p. 417; E. Lamarle, Acad. Belg. Bull. (I) 19 (1862), II. part., p. 31, 274, 
486. Fiir die Geschichte des Gyroskops vgl. Ph. Gilbert, Bruxelles Soc. Bcientif. 
Ann. 2 B (1878), p. 266; J. Bertrand, Revue astron. I) (1886), p. 441. 
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liegt daher wohl weniger in einem neuen Nachweise der Erddrehung 
als darin, dass die allgemeine Aufmerksamkeit auf die Kreiselwirkungen 
gelenkt wurde. 

Erst in neuester Zeit hat man durch Versuche mit Gyroskopen 
die U mdrehungsdauer der Erde bestimmen konnen, und zwar wurden 
dabei Kreisel mit ewei Freiheitsgraden benutzt, auf deren Verwendung 
zu Gyroskopen ebenfalls schon L. Foucault aufmerksam gemacht hattej 
bei ihnen kommt nach den Ausfuhrungen in dem vorhergehenden Ab
sehnitt dieser Nummer zur Geltung, dass sich die Drehaxe des Kreisels 

Fig. 35. 

zur Drehaxe der Erde, der sogenannten Weltaxe, in homologen 
Parallelism us zu stell en sucht. Ferner verzichtete man auf die volle 
Aquilibrierung des Kreisels, die doch nur unvollkommen blieb, liess 
Tielmehr auf die Kreiselaxe ain ausseres Kraftepaar wirken, dessen 
Moment dem Drehwinkel proportional ist und mass die Grosse des 
statischen Ausschlags. Zu diesem Zwecke brachte Ph. Gilbert bei 
seinem Barygyroskop6S8) ein kleines Ubergewicht an, tlas in der 

638) Bull. scienc. math. (2) 6 (1882), p. 213; vgl. auch F . Klein nnd 
A . Sonullerfeld, Theorie des Kreisels, p . 762 nnd P. Appell, Mecanique 2, p. 369. 
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Figur 35 mit p bflzeichnet ist, wahrend A. Foppl einen Elektromotor 
an drei Stahldriihten aufhing und deren Torsion benutzte 689). Einen 
ausfiihrlichen Bericht iiber die Konstruktion dieser Apparate und die 
VerBuche mit ihnen findet man in dem Artikel IV 7, N r. 4:3-4:4: 
(Ph. Furtwangler). 

Die einfache Erklarung der Erscheinungen bei den Apparaten mit 
drei Freiheitsgraden, die darauf beruht, dass del' PrazessionBkegel Behr 
eng ist und dass auch die storenden Einfliisse fUr die Dauer des 
Versuches daran nichts andern konnen, hat wohl zuerBt E. Guyou ge
geben 640). Die friiheren Autoren hatten lange und verwirrende Formeln 
fiir die relative Bewegung deB Kreisels zur Erde entwickelt; diese 
sind jedoch vollstandig iiberfliiBsig. Denn erstens hat es keinen Zweck, 
in dem vorliegenden Fall die kinetischen Formeln fUr die RelatiT
bewegung heranzuziehen, weil sich del' Kreisel nul' um seinen Schwer
punkt dreht und dem entsprechend lediglich die Xinematik del' Rela
tivbewegung in Betracht kommt, die dadurch entsteht, dass der 
Kreisel im ruhenden Raume eine regulare Priizession ausfiihl't und 
wir dies von del' sich drehenden Erde aus beobachten. Zweitens 
abel' kommt in Betracht, dass man von vornherein konsequent das 
Gyroskop als verschwindend klein gegen die Erde und seine Um
drehungsgeschwindigkeit als sehr gross gegen die Erdumdrehung a.n
zusehen hat. 

4:4:. StOBBe Btarrer Korper. Die Lehre von dem Impulse eines 
materiellen Systems, wie sie in den Nummern 7 und 28 dieses Artikels 
betrachtet wurde, hat einen abstrakt mathematischen Charakter; denn 
es wird dabei ganzlich von del' Frage abgesehen, wie sich die Stoss
krafte realisieren lassen, die das System aus del' Ruhe in den augen
blicklichen Geschwindigkeitszustand iiberfiihren. Streng davon zu 
sondern ist die Lehre von dem physikalisCken Stosse, iiber die von 
H. Lamb in dem Artikel IV 26, N r. 8 d ausfiihrlich berichtet worden 
ist; bei den Problemen ans del' angewandten Mechanik hat man iiber
dies zu untersuchen, ob das gegebene System solche Stosse ertragen 
wiirde, das heisst, in welchen Grenzen es erlaubt ist, von del' Starr
heit oder von del' vollkommenen Elastizitiit del' einzelnen Teile des 
Systems zu Bpl'echen; vgl. IV 10 (X. Heun). Die Lehre vou den 
Stassen siarrer Karpel', iiber die in diesel' Nummer berichtet werden 
soli, nimmt eine eigenartige ZwischensteIIung ein: sie ist zwar IIll 

639) Munchen Ber. 34 (1904), p. 6; Phys. Zeit~chr. 6 (1904), p. 416. 
640) Paris C. R. 106 (1888), P 1143; vgl. F. Kl.ein und A. Sommerfeld, 

Theorie des Kreisels, p. 737. 
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Grunde nichts als eine mathematische Fiktion, aber sie lii.sst sich 
doch in gewissem Umfange als erste Annaherung bei wirklichen 
Stossen verwerten. 

Zahlreiche besondere FaIle des Stosses starrer Korper sind schon 
im 17. und 18. Jahrhundert betrachtet worden 641), abel' erst S. D. Poisson 
hat 1811 die Frage in allgemeinster Weise aufgefasst 642). Wenn zwei 
uberall konvexe, starre und glatte Korper, die sich belie big bewegen, 
in einem Punkte zusammenstossen, so erleiden in diesem Augenblicke, 
in der neueren Ausdrucksweise, die 6 Koordinaten der Impulsdyname 
eines jeden der heiden Korper plotzliche Anderungen; diese Anderungen 
konstituieren je eine Stossdyname, und zwar ist bei dem reibungs
losen Stosse jede dieser heiden Stossdynamen eine Einzelkraft, die in dem 
Beruhrungspunkte angreift und deren Richtungslinie in der zugehorigen 
gemeinsamen Normale der Oberflachen der heiden Korper liegt. Nach 
dem Prinzip von der Gleichheit der Aktion und der Reaktion sind 
diese beiden Einzelkriifte entgegengesetzt gleich. Mithin ergeben sich 
fur die 13 Unbekannten des Problems, namlich die Koordinatell der 
heiden Impulsdynamen nach dem Stosse und die Grosse der unbe
kannten Einzelkraft, 12 lineare Gleichungen. Hieraus folgt, dass die 
Annahme der Starrheit noch nicht ausreicht, um das Verhalten der 
beiden Korper nach dem Stosse zu bestimmen. Man hat sich daher 
genotigt gesehen, weitere Annahmell zu machen, 

Zu einer solchen Allnahme wurde 1. Newton gefuhrt, indem 
er die lebendige Kraft zusammenstossender Kugeln vor und nach 
dem Stoss betl'achtete. Das Verhaltnis der gesamten kinetischen 
Energieen nach und vor dem Stosse wird von ihm als Restitutions
lwe([izient bezeichnet und als eine fUr den einzelnen Fall charakte
ristische Konstante angesehen. 1st diesel' Koeffizient k gegeben, so 
hat man eine dreizehnte Gleichung. 1m Allgemeinen ist k ein echter 
Bruch; die Korper heissen vollkommen elastisch, wenn k = 1 wird. 

Auf andere Art verfuhr S.D. Poisson. El' machte nlimlich die Annahme, 
dass die beiden Korper auch nach dem Stosse in Beriihrung bleiben, 
und erhielt so als 13. Gleichung die Bedillgung, dass die Geschwindig-

641) Vgl. Nr. 18, Anm.242" und ausserdem die Monographien von H. P. 
J. St. Kroese, Diss. Leiden 1879; E. Gelcich, Zeitschr. Math. Phys., hist.-litt. 
Aht. 33 (1888), p. 41, 81. 

642) Mecanique, 1. ed. 2, Paris 1811, p. 222 i ausfiihrlichere Darstellullgen 
des Stosses starrer Korper enthalten die Lehrbiicher von J. V. Poncelet, Meca
nique, 1, p. 451; E. J. Routh, Dynamik 1, Kapitel IV; W. Schell, Bewegung 2, 
p. 852-86; P. Appell, MeCallique 2, chap. XXVI, p. 476; 1'. Levi- Civita, Mecca
nica, p. 430. 
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keit des Beriihrnngspunktes nach dem Stosse in beiden Korpern die
selbe ist. Einen Grenzfall hiervon untersuchte L. Poinsot 64S), niimlich 
den, bei welch em sich der eine der beiden Korper in Ruhe befindet 
und seine Masse unendlich gross iet. Poinsots Problem lasst sich 
auch so formulieren, ein starrer Korper werde plotzlich in einem 
seiner Punkte festgehalten, und es soll untersucht werden, urn welche 
durch den festgehaltenen Punkt gehende Axe und mit welcher Winkel
geschwindigkeit er sich dreht. 1m besonderen betrachtete Poinsot 
den Fall, dass der Impuls des starren Korpers eine Einzelkraft ist, 
die entweder in der Ebene durch zwei Hauptaxen des Korpers in 
bezug auf den Schwerpunkt liegt oder auf einer solchen Ebene senk
recht steht; er ermittelte unter dies en Annahmen die Lagen des fest
gehaltenen Punktes, bei denen der Korper den grossten Stoss erleidet 
und die Lagen, bei denen die neue Winkelgeschwindigkeit der Drehung 
urn die instantane Axe extreme Werte hat. 

Schon Poisson hatte auch den Reibungsstoss untersucht, der statt
findet, wenn die beiden Korper rauh sind und wahrend des Zusammen
stosses auf einander gleiten 644) j spater haben E. Phillips 645), G. Dar
bOUx 646), E. J. Routh641) und A. Mayer 648) sich mit dies em schwierigen 
Gegenstande beschaftigt, der schon mehr in die technische Mechanik 
gehortj fiir den Reibungsstoss von Billardkugeln vgl. IY 9, Nr. 1 
(G. T. Walker). 

643) J. de math. (2) 2 (1857), p. 281 = Zeitschr. Math. Phys. 3 (1858), p. 274.; 
J. de math. (2) 4 (1859), p. 161, 171, 421; vgl. auch R. Tcncnsend, Quart. J. of 
math. 12 (1873), p. 138; D. Chelini, Bologna Acc. Mem. (3) 6 (1873), p. 409; (3) 
8 (1878), p. 273; N. Joukowsky , J. de math. (3) 4 (1878), p. 417; Petersburg, 
Physiko-chemische Gesellschaft J. 16 (1884), p.388 (russisch), sowie A. Gray, 
Physik 1, p. 191, wo man noch verschiedene andere lehrreiche Beispiele findet. 

644) Bull. de Ferussac 6 (1826), p. 163; auf Poissons Veranlassung hat auch 
opr General A. J. l'1lorin Versuche uber den Reibungsstoss angestellt. 

645) J. de math. (1) 14 (1849), p. 312. 
646) Paris C. R. 78 (1874), p. 1421, 1559, 1645, 1767; Bull. sciene. ma.th. (2) 

4 (1880), p. 126; Note XXI in der Mecanique von M. Despeyrous: Etude gtlo
metrique Bur la percussion et Ie ehoe des corps. 

647) Dyna.mik 1, p. 343; vergl. auch K. f!. Szily, Ungarische Beriehte l~. 
(1904\ p. 283. 

648) Leipzig Rer. li4 (1902). p. 208, 327. 



N amenverzeichnis. 

Ein Stern (*) vor dem Namen bedeutet, dass der betreffende Autor im 
Litteraturverzeichnis, p. 437-442 des Artikels, angefiihrt wird. Die in Antiqua 
gedruckten Zahlen 435-684 beziehen sich auf die Seiten des ArtikeJs, die 
eursiv gedruckten Zahlen 1-648 bedeuten die Nummern der Fussnoten. 

Abel, N. H. 56, 359. 
Abraham, M. 497; 13, 32a. 
Airy, G. B. 494, 672; 97. 
Alasia, Cr. 566. 
*d'Alembert, J. 437, 444, 449, 525, 528, 

642, 543, 544, 545,555,618,62'1,647, 
662, 668; 7, 21, 31a, 33, 63,89,278, 
326, 332, 359, 385, 561, 577. 

Amato, V. 211. 
Amodeo, F. 175. 
Amontons, G. 471, 472. 
Ampere, A. M. 163, 457. 
Amthor, A. 439, 560, 564. 
:<\.ndoyer, H. 124. 
*Andrade, J. 441; 153, 222,254a. 
* Antomari, X. 441. 
*Appell, P. 438, 441, 445,490, 506, 511, 

518, 529, 578, 585, 588, 597, 605; 36, 
37, 40, 63, 88, 130, 131, 146, 157, 
168, 173, 175, 18'7, 192, 203, 206, 
211, 224, 231, 232, 233, 234, 239, 
:J43, 271, 272, 293, 294 a, 295, 296, 
804, 361, 391, 392, 409, 416, 431, 
433, 438, 440, 443, 445, 446, 451, 
443, 456, 495, 500, 505, 509, 510, 
515, 564, 569, 571, 588, 590, 638, 642. 

Archimedes 657. 
d'Arey, P. 464. 
Arendt, G. 440. 
Aristoteles 478. 
*Asbeleff, N. 438. 
Astor, A. 116. 
Auerbach, F. 439. 
August, F. 294, 303. 
Atwood, G. 528; 263. 

v. Baer, K. E. 487; 111. 
Bahrdt, W. 204. 
*Ball, R. St. 441, 506, 548, 557, 564, 

569, 571, 580, 581; 5, 366, 390, 406, 
411, 547. 

Bardelli, G. 14. 
*Bartlett, W. H. C. 438. 
Barus, C. 429, 559. 

Battaglini, G. 157. 
Beghin, H. 51U; 231. 
Beltrami, E. 312, 432. 
Bender, C. 561. 
Benzenberg, J. Fr. 103. 
Bernoulli, Dan. 444, 464, 480; 96, 163, 

272. 
Bernoulli, Jac. 444, 533, 537, 668; 325. 
Bernoulli, Joh. 444, 489, 492, 493, 494, 

503, 533, 604; 33, 63, 85, 117, 143, 
163, 176, 242a, 285, 287, 302, 305, 
306, 325, 336, 339, 552, 577. 

Bertelli, T. 20B. 
Berthelot, M. 37'5. 
Bertram, H. 103. 
Bertram, Th. 191. 
Bertrand, E. 442. 
Bertrand, J. 437, 478, 479, 498, 499, 

506, 516,517,659,668-669; 48,107, 
lOB, 154, 194, 228, 416, 417, 423, 
503, 509, 547, 618, 637. 

Biermann, W. 293. 
Binet, J. 495; 146, 209, 386. 
Biot, J. B. 603. 
Bobillier, E. E. 301. 
Bobylew, D. 438; 36, 534, 633. 
Bohl, P. 55 a. 
Bohlin, K. 50. 
Bohnenberger, J. G. F. 462, 529. 
du Bois, H. E. J. G. 357. 
du Bois-Reymond, E. 170a. 
Boklen, O. 603. 
*Boltzmann, L. 438, 453; 17, 20 Q; 28, 

36, 37, 112, 151, 179, 19B, 314, 316, 
416, 460. 

Bonacini, G. 153. 
Bonnet, O. 490; 131, 153, 154, 290. 
Bossut, Ch. 89, 192. 
Bouguer, P. 544, 657; 580. 
·Bour, E. 438; 116. 
*Boussinesq, J, 438; 150e, 191. 
Bradley, J. 544. 
Braschmann, N. 111. 
Bravais, A. 668; 194. 



686 IV 6. P. Stiiekel. Elementare Dynamik. 

de Brettes 90. 
Breuer, E. A. 207. 
Brillouin, M. 76a. 
Brinckmann, O. 191. 
Brioschi, F. 312. 
Briot, Ch. 499. 

la Cour, J. L. 250. 
Cournot, A. 36, 439. 
*Cox, J. 438. 
Cranz, C. 442. 
Crelle, A. L. 359. 
Crescini, E. 564. 

Brix, A. 69. 
"Broch, O. J. 438. Dainelli, U. 157. 
Bruns, H. 259. Daniele, E. 75. 
'Budde, E. 438, 555, 605, 663; 161,167, Dannehl, H. 293. 

177, 192, 319, 363, 544 *Darboux, G. 438, 534, 1i65, 611, '618 
Bugajeff, N. 36. 623-624,626,684; 48a, 94, 131,132 
Burbury, H. S. 37. 153, 157,191,227,242,309,432,470 
Burgatti, P. 546. 486, 495, 512, 514. 
*Burkhardt, H. 442, 485; 125,272,308. \ ?arwin, G. H. 527; 50. 

Decher, G. 438. 
des Camus, F. J. 471, 472. *Delaunay, Ch. E. 438, 588; 11 a, 192, 
Cantor, M. 375. 228, 269, 561. 
Cardanus, H. 559, 660; 375. Deprez, M. 530; 271. 
Carnot, L. 519. Desboves, A. 153. 
Cartesius, siehe Descartes. Descartes, R. 456, 491, 542; 28,29,128, 
Carvallo, E. 443. 472. 
Casey, J. 155. *Despeyrous, Ch. 438, 588; 157, 227, 
·Castellano, F. 438; 8. 242, 426, 486, 490, 512, 514, 646. 
Catalan, E. Ch. 202. Dewar, J. 623; 293. 
Cauchy, A. L. 560, 566; 90, 250, 331, Didion, J. 564. 

350, 379, 482. DiUner, G. 58. 
Cavendish, H. 512. Dirichlet, P. Lejeune 467, 658; 55. 
Cayley, A. la, 13a, 153, 312, 334, 341. Donkin, W. F. 192. 
·Cellerier, Ch. 438; 157. Dudebout, A. 659. 
Chailan, E. 179. ·Duhamel, J. M. C. 438, 658; 238, 484. 
Chapman, H. W. 573a. *Duhem, P. 442, 659; 20b, 590. 
Chappuis, J. 445. *Diihring, E. 442; 1 a, 3.20. 
Charlier, C. V. L. 468; 50, 58, 153,258. Dumas, W. 267. 
Chasles, M. 604. Dupin, Ch. 657-658; 580. 
Chaumat, H. 652; 75. Durege, H. 192. 
Chelini, D.*) 14, 413, 643. v. Dyck, W. 2, 19. 
Chessin, A. S. 116. 
Chevilliet, M. 157. 
Chladni, E. F. 537. 
Christoffel, E. B. 6.1 a, 94. 
*ChwolsOll, O. D. 438. 
Clairaut, A. 486, 496, 603; 107, 163, 192. 
Clairaut, J. B.**) 287. 
Clausius, R. 52. 
Clebsch, A. 439, 490, li68; 31 a, 150e, 

291, 293, 487. 
*Clifford, W. K. 438; 28. 
Closterhalfen, B. 153. 
*Collignon, E. 438. 
Condorcet, M. 8.9. 
*Coriolis, G. 438, 446, 486, 487, 488, 

652; 47, 107, 301, 341. 
Connack, T. J. Mc. 442. 
Coulomb, Ch. A. 471,473, 591, 652, 653. 

*) D., nicht. C., wie p. 452, Fuss
note 14 irrliimlich gesetzt worden iat. 

• *) Die Angabe: Clairaut A.. p. 533 
ist falsch, die Abhandlung riibrt von 
Clairaut, dem Vater, her. 

Ebert, H. 19. 
Eggers, H. 438; 2(J2. 
Emery, G. 299. 
Enneper, A. 200. 
Epstein, Th. 494. 
Euler, J. A. (Sohn) 652. 
·Euler, L. 437, 444, 463, 464, 471, 4tsll, 

503, 511, 542, 543, 544,645, 546,547, 
554,558,559, 561, 574, 578, 581-588, 
596, 610, 617, 618,627,641,646,647, 
657; 13a, 21, 31a, 33, 63, 74, 117, 
131, 150e, 153, 163, 165, 187, 192, 
233, 242a, 257, 287, 304, 306, 331, 
336, 359, 376, 378, 383, 392, 405, 
412, 457, 468, 488, 489, 499, 522, 
561, 562, 577, 580. 

Everett, J. D. 600. 

}'alkenhagen, J. M. H. 57.'J. 
Faraday, M. 651. 
Farkas, J. 36 . 
Fejer, L. 131. 
Fermat, P. 492; 128. 
Ferrera, N. ~J. 33, 445, 486, 570. 



N Bmenverzeichnis. 687 

Fessel, F. 634a. 
Finck 658. 
"Finger, J. 439; 288. 
Finsterwalder, }<'. 538. 
Fischer, O. 666-667; 610. 
v. Fleischl, E. 441. 
Fleuriais, G. 340. 
Flocquet, G. 304. 
Fontaine, A. 326. 
*F1ippl, A. 439, 486, 539, 679, 681; 8, 

13, 30, 47, 66, 67, 88, 110, 178, 249, 
268, 351, 360, 604, 610, 624. 

Foucault, L. 508,547,616,635,680-681; 
529, 637. 

Fourier, J. 36, 87. 
de Francesco, D. 312. 
*Franke, J. N. 439. 
Frantz, R. 191. 
Franzen, H. 153. 
Froude, R. E. 479. 
'"Fuhrmann, A. 441. 
Fuss, N. 287. 

*Galilei, G. 437, 443, 478,480, 500, 503, 
533, 542; 8a, 82, 102, 162, 242a. 

Gallop, E. G. 560. 
Gauss, C. F. 491, 493, 522, 538; 31a, 

36, 103, 170a, 179, 246, 247. 
van Geer, P. 501; 148, 206. 
Gehler, J. 69. 
Gelcich, E. 641. 
Genocchi, A. 208. 
Gerhard, C. G. 129. 
Gerlach, O. 25. 
Gerland, E. 434. 
Germain, Sophie 308. 
Gerstner, Fr. J. 298. 
Gibbs, J. W. 446; 36, 179. 
Gilbert, D. 301. 
"Gilbert, Ph. 439, 681; 116, 172, 276, 

413, 423, 425, 526, 533, 637. 
Girard, A. 438. 
Glaisher, J. W. L. 157. 
Goldschmidt, B. 295. 
Gorjatschoff, D. 645; 257. 
Gottschalck, A. 514. 
Grar, H. 115. 
Grassmann, H. 446. 
Grassmann, II. d .. J. 613; 530. 
Gravelius, H. 441. 
Graves, J. Th. 199. 
"Gray, A. 439, 517; 38a, 473, 643. 
Greenhill, A. G. 613, 623, 653, 659; 148, 

153, 192, 293, 429, 514, 581, 590, 633. 
Gregory, D. 284. 
de Gresy, Cis a 504. 
v. Grofe, G. 192. 
Gross, Th. 440. 
Griibler, M. 319. 
Grunert, J. A. 462. 
Griinwald, A. 557; 367. 

Gudermann, Chr. 192, 293. 
Guglielmini, G. B. 103. 
Guldberg, A. 124. 
Gumlich, E. 20a. 
Giinther, S. 111. 
Guyou, E. 659, 681; 101, 271, 529, 588, 

590. 
Gylden, H. 32a, 150, 150a. 

Haas, K. 522. 
Hadamard, J. 55a, 175, 443, fHO, 543. 
Haffner, 456. 
Hagen, J. 74, 346. 
Hall, A. 13a. 
Hall, E. H. 105. 
Halphen, II. 506; 157,179,192, 194, 514. 
Hamel, G. 435; 55a, 232,417,451,620. 

i Hamilton, R. W. 444, 446, 455, 465, 493. 
. Hansen, P. A. 150. 
Hansteen, Chr. 522. 
Hart, H. 145. 
Hartmann, J. G. 441. 
Harzer, P. 592. 
Hausdorff, F. 437. 
Haussner, R. 153. 
Hayward, H. B. 588. 
Heinen, Fr. 678. 
Helm, G. 25. 
*v. Helmholtz, H. 439, 440, 446, ~49, 

. 635; lOa, 11, 47, 62, 90, 225, 250, 
374, 507a, 530. 

*Henneberg, L. 441, 511; 36, 304. 
Hermann, J. 143, 155, 287. 
Hermite, Ch. 192. 
Herschel, J. 494; 98. 
Herrmann, G. 72, 207. 
"Hertz, H. 439, 548, 558, 595; 12, 30, 

37a, 112, 441. 
Hess, W. 570, 642-643; 492, 510, 514, 

539, 541. 
*Heun, K. 436, 439, 441, 484, 548, 662, 

667, 667-668, 669-670; 8, 83, 226, 
417, 622, 624. 

Hill, G. W. 466; 49, 56, 258. 
Hiltebeitel, A. M. 153. 
Hinrichs, J. 191. 
Hirayama, S. 157. 
Him, A. 467. 
Hoffmann, B. 111. 
Hoffmann, E. 219. 
Hoffmann, R. 137. 
Hoffmann, W. 191. 
Holzmiiller, F. G. 10, 152. 
Hoppe, H. 157, 191, 259, 291, 561, 564, 

570, 633. 
Hort, W. 625. 
de l'HospitBI, G. F. 444; 176. 
Hossfeld, A. 179. 
Howell, 677. 
van Hiillen, A. 89. 
Hiilsen, B. Th. 153. 



688 IV 6. P. Stiickel. Elementare Dynamik. 

v. Humboldt, A. 522. 
Hurwitz, A. 672. 
Husson, Ed. 642; 535. 
*Huygens, Chr. 437, 443, 486, 499, 500, 

503, 533, 542, 602, 657; 128, 161, 
242a, 323, 339. 

Ide, J. J. A. 163. 
Imscheuetzkij, V. 157. 
Israel-Holtzwart, K. 494. 

Kopernikus, N. 485; 102. 
Koppe, M. 533. 
Kom, A. 437; 76a, 150b. 
Korner, Th. 21. 
Korteweg, D. J. 597; 150c, 450,. 569. 
Kotter, F. 538; 514. 
Kowalewski, Sonja 549; 388, 536, 537. 
Krafft, G. W. 287. 
·Kraft, F. 441; 79, 462. 
Krebs, G. 438. 

J k 't J 267 'Kretz, X. 440. 
ac Wl ·Z,. . 'Krigar-Menzel, O. 439. 

·Jacobi, C. G. J. 439,444, 472, 495, 501, K '1 fl' A 61 
504, 548, 620, 621, 624-626; 2, 32a, K~o~s~, H. P. 'J. St. 641. 
36, 48, 63, 153, 154, 262, 512. Kummer, E. 131, 214. 

Jager, W. 20a. 
Jamet, V. 157. 
Jahnke, E. 514, 609. 
.Jaumann, G. 439. 
·Jellett, J. H. 441, 511, 656, 662; 64, 

203, 204, 206, 294, 303, 560. 
.Toly, C. J. 8. 
Jordan, C. 507; 94, 547. 
Jouguet, E. 90. 
Joukowskij, N. 642-643; 468, 534, 643. 
Jourdain, Th. E. B. 451. 
·Jullien, M. 441, 501,605,662; 63,146, 

147, 150c, 170,176,206,288,302,467. 
Jung, F. 422. 
Jung, G. 511. 

*Lagrange, J. L. 437, 444,461, 466,467, 
472, 480, 504, 527, 533,537, 547,548, 
55!J, 576, 578, 583-585, 596, 618, 
626, 640, 641, 645, 658, 659, 663, 
668-669; 1 a, 8 a, 33, 37 a, 48, 82, 
93, 94, 94b, 95, 153, 154, 163, 192, 
194, 215, 216, 228, 243, 280, 287, 
304, 350, 407, 442, 457, 481, 508, 50.9, 
537, 547, 621. 

*Laisant, Ch. A. 441; 25, 124. 
'Lalande, J. 442. 
Lamarle, E. 637. 
Lambert, J. W. 441. 
Lame, G. 449; 310. 

Kainz, G. 124. Lampe, E. 435; 219, 573. 
Kant, I. 28. 'Laplace, P. S. 438, 449, 488, 491, 493, 
Karsten, W. J. G. 345. 4!l4; 13a, 94b, 257, 332, 385, 522. 
Kater, H. 462. Larmol', J. 453; 17, 292. 
*Keck, W. 43!J. ·Laurent, H. 439. 
Keller, F. 219. Leaute, H. 88, 304, 435. 
Kelvin, Lord, siehe W. Thomson. Lecornu, L. 61a, 75, 176, 192, 254a, 
Kepler, J. 463; 378. 271, 312, 435, 542. 
Kindel, P. 157. Legendre, A. M. 63, 153, 297, 385, 500. 
·Kirchhoff, G. 439, 472, 580; 321, 417. Legoux, A. 116, 124, 148, 409. 
·Klein, F. 435, 441, 473, 478, 508, 530, Lehmann, G. 267. 

548, 557, 562, 570, 580, 588, 611, 623, Lehmann-FilMs, R. 527; 32a, 150c. 
629, 635, 645, 64!J-650; 9, 28, 33, Leibniz, G. W. 533; 47, 128, 434. 
37a, 60, 81, 87, 99, 111, 133, 192, Lemni, E. 48. 
231, 346b, 383, 397, 406, 411, 416, I Lenard, Ph. 154. 
422, 423, 430, 436, 438, 450, 498, Lesage, G. L. 242a. 
508, 512, 514, 516, 522, 524, 527, Lespiault, G. 157. 
531, 532, 538, 541, 542, 556, 557, Levi, A. 529. 
558, 559, 631, 638, 640. *Levi-Civita, T. 439, 507, 586; 29, 99, 

·Klein, H. 442. 227, 642. 
KlOden, K. F. 135. ,Levy, M. 152, 271, 312. 
Kneser, A. 55«, 303. 'Lie, S. 364. 
Kobb, G. 191, 547. ' Liebmann, H. 199, 213. 
Koenigs, G. 605, 613, 645; 61«, 157, v. Lilienthal, R. 214. 

175, 395, 432, 495. I Lindelof, E. 444. 
Kohlrausch, Fr. 459. LindelOf, L. 295. 
Kolo8soff, G. 541. Lissajous, J. A. 506; 198. 
Konig, A. 439. v. Littrow, J. J. 442, 494. 
Konig, J. 33, 451. v. Littrow, K. F. 137. 
Konig, S. 488, 568, 598; 378. Liouville, J. 153, 209, 257. 
Konigsberger, L. 153. Liouville, R. 537, 539. 



N a.menverzeichnis. 689 

Ljapunoff, A. M. 55a, 257. 
Lloyd, H. 133. 
Lodge, O. J. 357. 
Lolling, G. 152. 
·Lorenz, H. 439; 101, 204, 249, 320, 

610, 624, 635. 
Lorentz, H. A. 497. 
Lottner, E. 439, 625; 116, 514. 
*Loudon, W. J. 439. 
*Love, A. 439, 605; 79, 604. 
Lubsen, H. B. 439, 674; 31a, 533. 
*Liiroth, J. 439, 441; 8. 
Luxenburg, M. 267. 

Mac Cullagh, J. 608. 
·Macgregor, G. 439. 
"Mach, E. 442; la, 13,28, 38a, 85, 125, 

129, 242a, 264, 325, 483, 615. 
Maclaurin, C. 489; 21. 
• Maggi, G. A. 439, 663-664; 75, 216, 

304, 312, 322, 451, 564. 
Malzel, J. H. 603. 
Mansion, G. 138. 
Marci, M. 242a. 
Marcolongo, R. 439; 40, 46a, 124, 288, 

291, 293, 514, 546. 
Marey, J. 530. 
Masi, F. 77. 
·Mathieu, E. 439. 
de Maupertuis, M. 493; 125. 
Maurer, L. 212. 
·Maxwell, J. Cl. 441, 446, 453, 495, 551, 

588, 602, 612, 672; 13, 20, 627. 
Mayer, A. 460, 501, 519, 684; 75, 203, 

204, 303, 648. 
Yayr, R. 385. 
Mehmke, R. 25. 
Mejer, L. 439. 
Merrit, E. 528. 
Mersenne, M. 500, 542. 
Meschtscherskij, J. 32a, 262. 
Meyer, M. W. 494. 
Michaelis 136. 
*Minchin, G. M. 441, 511, 663; 301. 
·Minding, F. 439, 467, 652, 653, 658; 

55, 56, 293, 304, 439. 
Mlodzjejowskij, B. K. 644; 517. 
"MObius, A. F. 441, 446, 455, 489, 490, 

494; 23, 120, 138, 290. 
*Moigno, F. 441; 295. 
Molenbroek, P. 444. 
·Monge, G. 438, 446, 499, 543. 
*Montucla, J. F. 442; 242. 
Morera, G. 153, 312, 443. 
Morin, A. J. 644. 
M08sotti, O. F. 312. 
Miihle, G. 153. 
Muirhead, J. P. 606. 
Miiller, Ottomar 291. 
Murhard, F. W. A. 437. 

Napoleon I. 637. 

*Navier, H. 439; 289. 
Neesen, F. 87. 
Nekrassoff, P. A. 539. 
Nenmann, C. 506; 118, 150b, 357, 439, 

442, 573, 633. 
"Neumann, F. 439. 
Newton, H. A. 32a. 
"Newton, 1. 438, 443, 444, 450, 464,,478, 

485, 494" 495, 498, 603, 613, 542, 5U, 
668, 683; 28, 29, 63, 82, 242a, 244, 
256,261. 

*Niewenglowski, G. H. 439. 
Niven, Ch. 518. 
Noth, H. Th. 148. 
Nouvel, P. 167. 
Novikoff, P. 153. 

v. Obermayer, A. 483. 
Oersted, H. Chr. 522 . 
Ohrtmann, C. 175. 
Olsson, O. 191. 
Oppenheim, S. 152. 
Ostrogradskij, M. 33, 36. 
v. Ottingen, A. 437. 

Pade, H. 491. 
Padeletti, D. 124. 
Padova, E. 116, 304, 514, 564, 570. 
Painleve, P. 467, 591-592, 652; 55 a, 

75, 271. 
Pape, C. 439. 
Parent, A. 471, 472. 
Pasquier, F. 138. 
Peaucellier, A. 665. 
·Peirce, B. 439; 293. 
Pennacchietti, G. 124, 146, 191,204, 312. 
Perlewitz, P. 153. 
·Perry, J. 441, 673; 77, 357,529, 573a, 

632, 633. 
Person, Ch. C. 637. 
Pesci, G. 103. 
·Petersen, J. 435, 440, 490; 30, 338a. 
Petrus, A. 492. 
Pfaff, H. 261. 
Pfaff, J. Fr. 509, 510. 
Pflaum, H. 438. 
Phillips, E. 684. 
Picard, E. 646; 271. 
Picciati, G. 312. 
Pieper, M. 564. 
Pioncbon, J. 87. 
Pizzetti, P. 257. 
Playfair, J. 219. 
Plett'.!nberg, P. 291. 
Pliicker, A. 580; 37a, 634a. 
Pockels, F. 94. 
Poggendorff, J. H. 522; 637. 
Poincare, H. 446, 641; 20 a, 52, 258, 

277, 451. 
·Poinsot, L. 441, 444, 445, 44,6, 464, 488, 

539, 544, 548, 561, 566, 667, 570, 
586-587, 607, 608, 610, 611, 624, 



690 IV 6. P. StiickeZ. Elementare Dynamik. 

625, 626, 628, 641, 683-684; 3, 8a, 
12, 46, 209, 379, 386, 389, 396, 423, 
484, 485, 486, 488,490, 499, 500, 519. 

·Poisson, S. D. 440, 444, 449, 506, 508, 
522, 538, 547, 548,551,585-586, 632, 
647-649, 655-656, 658, 669, 683, 
684; 28, 33, 46a, 53,75,87,90, 94b, 
104, 125, 170a, 192, 214, 246, 304, 
386, 387, 391, 439, 463, 504, 509, 
564, 573, 621, 644. 

Pollard, J. 669. 
*Poncelet, J. V. 440, 446, 548, 669; 28, 

62:!, 642. 
Porro, F. 157. 
Pratorius, J. 153. 
Preston, T. 199. 
Proll, R. 25. 
*de Prony, R. 440. 
Prouhet, H. 440. 
Puglisi, M. 191. 
Puiseux, V. 506, 628, 633; 194, 526, 

558, 573. 
Quidde, W. 188. 
Rachmaninoff, J. 312. 
Radau, R. 486. 
Rankine, W. J. M.*) 546; 356, 357. 
*Rausenberger, O. 440. 
Rayleigh, Lord 524; 65, 90,94, 94b, 250. 
Razzaboni, A. 204. 
Redtenbacher, F. 484; 26. 
·Reech, F. 440; 90, 316. 
Reich, F. 103. 
·Resal, A. H. 440; 157, 191, 192, 199, 

304, 431, 479, 534, 563, 564. 
Reuleaux, F. 665; 395 
Reynolds, O. 90, 600. 
Riccati, J. 565. 
Richelot" Fr. J. 192. 
Riecke, E. 152, 170a. 
van Rijn, J. 459. 
*Ritter, A. 440; 36. 
Ritter, E. 152. 
-Roberts, H. A. 440. 
Robin, G. 619. 
Robins, B. 618; 233. 
Roger, E. 131. 
v. Hohr, M. 609. 
Rosenberger, F. 103, 125, 210. 
Roth, F. 206. 
Rothig, O. 209. 
Rousseau, Th. G. 231. 
-Routh, E. J. 440, 441, 511, 518, 621, 

524, 526, 688, 603, 606, 625, 632, 663, 
656, 666, 663, 672; 52, 79, 88, 94, 
94b, 97, 99, 166, 257, 262, 304, 416, 
431, 440, 443, 444,486, 500, 508, 514, 
523, 542, 547, 561, 593, 626, 642. 

Rudio, F. 262. 
Rueb, A. St. 048. 
Riihlmann, M. 69. 
Runge, C. 439, 467. 
Ruoss, H. 465. 
·de Saint-Germain, A. 442, IiOS; 17U, 

179, 192, 194, 204, 271, 451, 514. 
Saint-Guilhem,P.682, 686, 587-688;391. 
de Saint-Venant, B. 449. 
Salkowski, E. 191. 
Saltykofi", N. 153. 
Savart, F. 90. 
Scheibner, W. 36, 152. 
Scheiner, Chr. 664. 
·Schell, W. 440, 446; 90,130,485, 64:J. 
*Schellbach, K. H. 440, 441; 150e, 484. 
Schiff, P. A. 644-645; 546. 

, Schepp, A. 440, 441. 
*Schiller, N. 440. 
Schlegel, M. 293. 
Schleiermacher, L. 192. 
Schlick, O. 89, 610. 
Schlink, W. 319. 
SchlOmilch, O. 438. 
Schlotke, J. 320. 
Schmidt, F. 191. 
Schmidt, J. C. 440. 
Schnuse, C. H. 438, 440. 
SchOne, B. 137. 
Schouten, G. 496; 429, 444. 
Schubert, H. 610. 
Schubring, G. 296. 
Schutt, O. 36, 167, 179. 
Schutte, J. 89. 
Schwarzschild, K. 497. 
Schweigger, J. S. 522. 
Searle, G. F. C. 612. 
Seegers, C. 152. 
Seeliger, H. 150, 150 b. 
Segner, J. A. 545, 546, 646; 73, :J87, 

339, 340. 
Seidemann, C. 191. 
Sella, A. 219. 
Serref, J. A. 153. 
Serret, P. 463, 490; 191. 
Serson, 546. 
Servus, A. 152. 
Servus, H. 437, 441. 
Siacci, F. 157. 
Sire, G. 639; 529, 534, 637. 
Skutsch, R. 14, 268. 
·Slate, F. 440, 462; 22. 
Slesser, G. M. 431, 440. 
*Sludsky, T.*) 440; 300, 545. 
Smith, Arch. 560. 
Snellius, W. 491. 
-Sommerfeld, A. 441, 446, 473, 497, 548, 

562, 611, 623, 635, 646; 9, 60,81, 99, 

*) Statt W. J. M. steht p. 546 irrtiim- *) Statt T. steht in der Fussnote 300 
lich J. W. M. flilschlich F. 



N amenverzeichnis. 691 
111, 192, 253, 346b, 383, 397, 406, 
416, 422, 423, 430, 436, 438, 498, 508, 
512, 514, 516, 522, 524, 527, 531, 532, 
53&, 540, 541, 542, 556, 558, 559, 631, 
638, 640. 

Sommerville, Mary 494. 
·Somoff, F. 440. 
Sousloff, G. K. 36. 
de Sparre, M. 75, 192, 492. 
Sprung, A. 111. 
Stackel, P. 466, 606; 15, 55, 58, 91, 

117, 151, 186, 187, 191, 204, 382. 
Stader, j. Fr. 150e. 
Staude, O. 643-644, 646; 27, 122, 150e, 

153, 177, 191, 515, 542, 544. 
·Steele, W. J. 441; 148. 
Steinmetz, P. 250. 
Stekloff, W. 646; 145a. 
Stephanos, C. 157. 
Stem, M. A. 440. 
·Stevin, S. 438; 31 a. 
Stodola, A. 455. 
Stra.uss, E. 164. 
v. Strelecki, F. 198. 
Stromgren, E. 32a. 
Study, E. 460, 667; 133, 364. 
*Sturm, Ch. 440; 228, 413. 
Suchal', P. J. 157. 
Sylvester, J. 607. 
v. Szily, K. 647. 

Tadini, A. 103. 
*Tait, P. G. 440, 441, 446, 446, 480, 492, 

496, 621, 626, 667 j 1, 30, 61, 99, 148, 
216, 220, 221, 229, 247a, 350, 384, 
422, 570, 587, 633. 

*Ta.llqvist, Hj. 440. 
de Tannenberg, W. 204. 
Tannery, J. 191. 
*Tarleton, F. A. 440. 
Taylor, Brook, 272, 325. 
Tedone, O. 537. 
*Thomson, J. J. 441, 453; 20. 
*Thomson, W. (Lord Kelvin) 440, 446, 

446, 480, 492, 496, 612, 616, 617, 621, 
624, 526, 602, 567, 080, 649-660, 656, 
668, 673-677; 1, 30, 32a, 60, 61, 99, 
216, 220, 221, 229, 350, 384, 507a, 
570, 587, 633. 

de Tilly, J. 90. 
Timerding, H. E. 611. 
Timmers, J. 191. 
Timpe, W. 206. 
Tisserand, F. 152, 192, 522. 
Tis~ot, A. 191. 
*Todhunter, J. 441, 611; 218. 
Torricelli, E. 663. 
Townsend, R. 122, 643. 
Tscha.plygin, S. 5117, (;46, 666; {j37. 

l!:ucrklop. d. math. Wi .. enlch. IV I, I. 

Tschebyscheff, P. L. 638. 
Turquan, L. V. 585. 
·Varignon, P. 438, 611, 543; .'1, 31a, 

287, 319. 
Velde, W. 154. 
Veltmann, W. 259, 268. 
Vicaire, E. 131. 
*Vieille, J. 442. 
Vierkandt, A. 663; 443, 571. 
v. Vieth, J. 150e. 
Villarceau, A. Y. 498, 606; 455. 
·Villie, E. 442. 
·van der Vliet, P. 440. 
·Voigt, W. 440, 661; 6, 87, 351a, 357. 
·Volkmann, P. 442. 
Volterra, V. 312. 
Voss, A. 608, 538; 214, 318. 
Wagner, H. 438. 
Walker, G. T. 578. 
Wallis, J. 242a. 
'Walton, W. 442; 79, 90. 
Walzel, A. 357, 529, 633. 
Wangerin, A. 665. 
Watson, H. W. 37. 
Watt, J. 666, 671. 
*Webster, A. G. 440, 462, 506, 612,613, 

634; 16, 94, 193, 253, 377, 391, 431, 
494, 510, 564, 571, 634. 

Weierstl'ass, K. 4(jl:!; 94, 94 b. 
Werner, W 191-
Wernicke, A. 221. 
Wertheim, G. 440. 
*Whewell, W. 442; In, 40. 
White, W. H. 89. 
*Whittaker, E. T. 441; 94. 
Wien, M. 525. 
Wien, W. 439. 

, Wijthoff, A. G 154. 
"Williamson, W. 440. 
Willing, G. 564. 
Winkelmann, M. 549. 
Wischnegradski, J. 627. 
Wislicenus, W. F. 138. 
Wittenbauer, F. 187. 
Wolf, Ohr. 378. 
·W olf, R. 442. 
Wolfers, J. Ph. 437, 438; 376, 414. 
Wlilffing, E. 40. 
Woller, Fr. 154. 
Woronez, P. 619; 443, 572, 574. 
Worthington, A. M. 529. 
Wren, Ohr. 242a. 
Young, Th. 483; 97, 248. 
·Zech, P. 442. 
Zenneck, J. 253a. 
Zermelo, E. .'l6. 
Zeuthen, H. G. 146. 
·Ziwet, A . .aO, 441. 



Verlag von B. G. T E U B N ERin LEI P ZIG und B E R LI N. 

Tee h n i s c h eSt at i k. 
Vorlesungen iiber die Theorie der Tragkonstruktionen 

von A. Ostenfeld, 
Professor an der Technischen Hochschule zu Kopenhagen. 

Deutsche Ausgabe besorgt von D. Skouge. 

[VIII u. 466 S.] gr. 8. 1904. geb. n . .1(.12.-

"Der Autor er6rtert nach einer die Arten der Belastungen und Unterstiitzungen 
ebener Tragkonstruktionen behandelnden Einleitung im ersten Abschnitte die EinHuB
linien und EinfluBHiichen. Es folgt der zweite Abschnitt iiber Momente und Querkriifte 
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tragender Konstruktionen auf Grund des Prinzipes der virluellen Verschiebungen. Die 
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