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Vorwort zur ersten Auflage.

Wenige Forscher sind sowohl in der reinen als in
der angewandten Mathematik mit gleichem Erfolge
schopferisch titig gewesen, wie der Verfasser des vor-
liegenden Werkes. Niemand war daher mehr als er be-
rufen, sich iiber das Wesen der mathematischen SchluB-
weisen und den erkenntnistheoretischen Wert der mathe-
matischen Physik im Zusammenhange zu duflern. Und
wenn auch in diesen Gebieten die Ansichten des ein-
zelnen zum Teil von subjektiver Beanlagung und Er-
fahrung abhingen, werden doch die Entwicklungen des
Verfassers iiberall ernste und volle Beachtung finden,
um so mehr, alssich derselbe bemiiht, auch einem weiteren,
nicht ausschlieBlich mathematischen Leserkreise verstind-
lich zu werden, und ihm dies durch passende und
glinzend durchgefithrte Beispiele in hohem Male gelingt.

Die Erorterungen erstrecken sich auf die Grundlagen
der Arithmetik, die Grundbegriffe der Geometrie, die
Hypothesen und Definitionen der Mechanik und der
ganzen theoretischen Physik sowohl in ihrer klassischen
Form als in ihrer neuesten Entwicklung.

In betreff der gewonnenen Resultate mull auf das
Werk selbst verwiesen werden. Um den Standpunkt des
Verfassers zu bezeichnen, wird es geniigen, einige charakte-
ristische Sdtze herauszugreifen, deren Gehalt man aller-
dings nur im Zusammenhange des Ganzen erfassen wird:

,,Der Verstand hat von dieser Macht (d. i. der Geistes-
kraft, welche iiberzeugt ist, sich die unendliche Wieder-
holung eines und desselben Schrittes vorstellen zu konnen)
eine direkte Anschauung, und die Erfahrung kann fiir
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ihn nur eine Gelegenheit sein, sich derselben zu bedienen
und dadurch derselben bewuBt zu werden‘ (S. 13).

,,Die geometrischen Axiome sind weder syntetische
Urteile a priori noch experimentelle Tatsachen; es sind
auf Ubereinkommen beruhende Festsetzungen bez. ver-
kleidete Definitionen. Die Geometrie ist keine Erfahrungs-
wissenschaft; aber die Erfahrung leitet uns bei Aufstel-
lung der Axiome; sie 1d8t uns nicht erkennen, welche
Geometrie die richtige ist, wohl aber, welche die be-
quemste ist, Es ist ebenso unverniinftig zu untersuchen,
ob die fundamentalen Sitze der Geometrie richtig oder
falsch sind, wie es unverniinftig wire zu fragen, ob das
metrische System richtig oder falsch ist* (S. 51, 73 u. 138).

»Das Trigheitsgesetz, das in einigen besonderen
Fillen erfahrungsmiBig bewiesen ist, kann ohne Furcht
auf die allgemeinsten Fille ausgedehnt werden, weil wir
wissen, daB in diesen Fillen die Erfahrung das Gesetz
weder bekriftigen noch entkriften kann“ (S. gg).

»,Das Prinzip der Gleichheit von Wirkung und Gegen-
wirkung darf nicht als ein experimentelles Gesetz, sondern
muB als eine Definition angesehen werden* (S. 102).

»Die Erfahrung kann den Prinzipien der Mechanik
als Grundlage dienen und wird ihnen dennoch niemals
widersprechen (S. 107).

»Die Prinzipien der Mechanik sind Ubereinkommen
und verkleidete Definitionen. Sie sind von experimen-
tellen Gesetzen abgeleitet; diese Gesetze sind sozusagen
als Prinzipe hingestellt, denen unser Verstand absolute
Giiltigkeit beilegt (S. 140).

»Wenn man das Prinzip von der Erhaltung der
Energie in seiner ganzen Allgemeinheit aussprechen und
auf das Universum anwenden will, so sieht man es sich
sozusagen verfliichtigen, und es bleibt nichts iibrig als der
Satz: Es gibt ein Etwas, das konstant bleibt* (S. 134).

»Das Experiment ist die einzige Quelle der Wahr-
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heit; die mathematische Physik hat die Aufgabe, die
Verallgemeinerung so zu leiten, daB der Nutzeffekt der
Wissenschaft vermehrt wird (S. 146).

»Jede Verallgemeinerung setzt bis zu einem gewissen
Grade den Glauben an die Einheit und die Einfach-
heit der Natur voraus. Es ist nicht sicher, dafB8 die
Natur einfach ist* (S. 147).

»Die mathematische Wissenschaft hat nicht den Zweck,
uns iiber die wahre Natur der Dinge aufzukliren. Ihr
einziges Ziel ist, die physikalischen Gesetze miteinander
zu verbinden, welche die Erfahrung uns zwar erkennen
lieB, die wir aber ohne mathematische Hilfe nicht aus-
sprechen koénnen* (S. 212).

Es kiimmert uns wenig, ob der Ather wirklich
existiert; wesentlich ist nur, daB alles sich abspielt, als
wenn er existierte, und daB die Hypothese fiir die Er-
klarung der Erscheinungen bequem ist* (ibid.).

»Was die Wissenschaft erreichen kann, sind nicht
die Dinge selbst, sondern es sind einzig die Beziehungen
zwischen den Dingen; auBerhalb dieser Beziehungen
gibt es keine erkennbare Wirklichkeit** (S. XV).

Man wird bemerken, daB wir damit wieder auf Kants
Ausspruch zuriickkommen, wonach der Verstand die Ge-
setze nicht aus der Natur schopft, sondern sie dieser
vorschreibt und die oberste Gesetzgebung der Natur in
uns selbst, d. h. in unserem Verstande liegt, oder auf
Goethes Wort: ,,Alles Vergingliche ist nur ein Gleich-
nis**, das man auf den gleichen Gedanken beziehen wird,
wenn man sich die Relativitit aller Erkenntnisse zum Be-
wuBtsein bringt. Solchen allgemeinen Ausspriichen kommt
eine hohe subjektive Bedeutung zu, denn sie befriedigen
.n gewissem Sinne unser Bediirfnis nach einem Abschlusse
der Forschung und Erkenntnis. Fiir den empirischen
Forscher aber gibt es keinen derartigen AbschluB; jeder
allgemeine Ausspruch bedarf fiir ihn der stindigen Priifung
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an der Hand der Erfahrung und hat fiir ihn nur so lange
Giiltigkeit, als er sich in Ubereinstimmung mit der Er-
fahrung befindet, mag es sich um eine allgemeine Denk-
notwendigkeit unseres Geistes oder um einen speziellen
Lehrsatz der exakten Wissenschaft handeln. Denn fiir
solche Erfahrung sind nicht nur die eigentlichen Be-
obachtungen der Natur maBgebend, sondern auch die
inneren Erfahrungen des menschlichen Verstandes. Nichts
zeigt klarer, wie sehr der letztere der Ausbildung, der
Verfeinerung und der Vervollkommnung fihig ist, als die
Geschichte der Mathematik im letzten Jahrhundert. Die
eigenen Schopfungen des menschlichen Verstandes geben
hier wieder das Erfahrungsmaterial, auf dem sich weitere
Forschungen aufbauen; manche Wahrheit, die fiir alle
Zeiten sicher begriindet schien, wird heute in ihrer Giiltig-
keit beschrinkt oder auf neue ,,einwandfreie Weise er-
schlossen; und wir sind nicht sicher, daB nicht neue Zweifel
und neue Einwinde unsere Nachkommen zu erneuten An-
strengungen in gleicher Richtung veranlassen werden.

Auch wer sich nicht auf diesen rein empirischen
Standpunkt stellt, wird das Bediirfnis empfinden, die
leitenden Grundgedanken auf den oft verschlungenen
Wegen der exakten Wissenschaften zu verfolgen, und er
wird sich gern der Fiihrung des Verfassers anvertrauen,
um die iippig wuchernden Ranken beiseite zu biegen,
die sich zwischen den festen Stimmen unserer Erkenntnis
verbindend ausbreiten, und um sich dadurch den freien
Ausblick zu wahren. Die scheinbar spielende Leichtigkeit,
mit welcher dies Ziel durch den Verfasser meist erreicht
wird, war es, wodurch wenigstens mein Interesse an dem
Werke besonders geweckt wurde.

Nicht so sehr auf die gewonnenen Resultate ist im
vorliegenden Werke das Hauptgewicht zu legen, sondern
auf die Methode der Behandlung; und die vom Ver-
fasser befolgte Methode ist dieselbe, welche bei Er-
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forschungen der Grundlagen der Geometrie und Arith-
metik in den letzten Dezennien zu so reichen und vor-
laufig befriedigenden Ergebnissen gefiihrt hat. Sie besteht
darin, daB man eine erfahrungsmaBig zuldssige Hypothese,
deren Zusammenhang mit anderen Voraussetzungen zu
untersuchen ist, durch eine Annahme ersetzt, die zwar
auch unser logisches Denken befriedigt, aber nicht mit der
Erfahrung in Einklang steht, und daB man dadurch die
gegenseitige Abhingigkeit verschiedener Hypothesen oder
Axiome zu evidenter Anschauung bringt.

Dem Fachmann ist ein groBer Teil der Entwicklungen
(zumal der spateren Kapitel) aus anderen Schriften des Ver-
fassers bekannt, aber auch ihm wird eine zusammenfassende
Darstellung willkommen sein. Ganz besonders gebe ich
mich der Hoffnung hin, daB in einer Zeit, wo so leicht der
Sinn fiir den Zusammenhang unserer Erkenntnis unter der
Hingabe an die Einzelforschung leidet, die nachfolgenden
Darlegungen fiir die studierende Jugend erneut Veran-
lassung bieten mégen, sich dem Studium der Grundlagen
und der Grundbegriffe unserer Wissenschaft zu widmen.

Zur Erreichung dieses Zieles habe ich der deutschen
Ausgabe zahlreiche Anmerkungen hinzugefiigt, die teils ein-
zelne Stellen des Werkes nédher erldutern, teils durch lite-
rarische Nachweisungen dem Leser die Mittel zu weiterem
Studium der besprochenen Fragen an die Hand geben.
Auf irgendwelche systematische Vollstdndigkeit kam es da-
bei nicht an. Besonders dort konnten diese Bemerkungen
kiirzer gehalten werden, wo ich wegen weiterer Ausfiih-
rungen auf andere Werke des Verfassers verweisen konnte.

Wenn es gelungen sein sollte, der oft bilderreichen
Sprache des Verfassers auch bei der Ubertragung ins
Deutsche gerecht zu werden, so hat daran meine Frau
einen wesentlichen Anteil, indem sie die eigentlich tech-
nische Arbeit der Ubersetzung durchgefiihrt hat.

Miinchen, im Januar 1904. F. Lindemann.



Vorwort zur zweiten Auflage.

Auf Grund der siebenten Auflage der franz6sischen
Ausgabe sind einige unbedeutende Anderungen im Texte
vorgenommen worden, bez. Sitze eingeschoben (besonders
Seite go); auBerdem sind Ubersetzung und Anmerkungen
griindlich revidiert und an manchen Stellen verbessert.

Miinchen, Januar 1go6.
F. L.

Vorwort zur dritten Auflage.

Entsprechend den neueren Auflagen der franzdsischen
Ausgabe wurde ein Zusatz iiber die sogenannte nicht-
Archimedische Geometrie (S. 49) eingefiigt und der Schlu3
durch Hinzufiigen eines Abschnittes ,,Uber das Ende der
Materie* erweitert, der sich auf die neueren Vorstellungen
iiber die Natur der Atome und Elektronen bezieht. Wih-
rend der Verfasser in den friiheren Auflagen der Ent-
wicklung dieser Vorstellungen mit einer gewissen Zuriick-
haltung gegeniiberstand, hilt er die Grundlagen der neue-
ren Lorentzschen Theorie fiir soweit gefestigt, daB ein
Hinweis darauf und auf die wichtigen Kaufmannschen
Experimente nicht mehr fehlen durfte. Ausfithrlicher be-
schiftigt sich Poincaré mit diesen Fragen in dem Werke
»ocience et Méthode (Seite 181ff. der Deutschen Aus-
gabe). Fir die Ubersetzung wurden Text und hinzuge-
fiigte Anmerkungen einer sorgfiltigen Durchsicht unter-
zogen.
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Die drei Werke ,,Science et Hypothése®, ,,.La Valeur
de la Science und ,,Science et Méthode** sind ein un-
vergleichlich wertvolles Vermichtnis, das Poincaré uns
hinterlassen hat; sie sind von wesentlichem Einflu auf
unsere Vorstellungen tiber die Grundlagen aller exakten
Erkenntnis gewesen; mogen auch die deutschen Ausgaben
ferner zur weiteren Verbreitung der Ideen des Verfassers
beitragen.

Besonders das vorliegende Werk hat den Verfasser
fast populdr gemacht. Waren seine rein abstrakten mathe-
matischen Arbeiten fiir die Entwicklung der Wissenschaft
von vielleicht gréBerer Bedeutung, so hat doch gerade
dieses Werk den Namen Poincaré iber die Grenzen
seiner engeren Wissenschaft hinausgetragen und dadurch
wieder indirekt den EinfluB seiner rein fachwissenschaft-
lichen Arbeiten auf die Bestrebungen der Zeitgenossen
in segensreicher Weise vertieft.

Ich kann nicht schlieBen, ohne hier auf die von
G. Darboux gegebene Darstellung des wissenschaftlichen
Lebens von Poincaré zu verweisen: Eloge historique
d’Henri Poincaré, lu dans la Séance publique annuelle du
15 Décembre 1913 (Académie des Sciences).

Miinchen, im Mirz 1914.
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Einleitung.

Fiir einen oberflichlichen Beobachter ist die wissen-
schaftliche Wahrheit iiber jeden Zweifel erhaben: die
wissenschaftliche Logik ist unfehlbar, und wenn die Ge-
lehrten sich hie und da tduschen, so geschieht es nur,
weil sie die Regeln der Logik verkannten.

,,Die mathematischen Wahrheiten werden durch eine
Kette untriiglicher Schliisse aus einer kleinen Anzahl
evidenter Sitze abgeleitet; sie dringen sich nicht nur
uns, sondern der ganzen Natur auf. Sie fesseln sozu-
sagen den Schopfer und gestatten ihm nur zwischen
einigen verhiltnismiBig wenig zahlreichen Losungen zu
wihlen. Einige Experimente werden dann geniigen, um
zu erfahren, welche Wahl er getroffen hat. Aus jedem
Experimente koénnen durch eine Reihe mathematischer
Deduktionen eine Menge Folgerungen hervorgehen, und
auf diese Weise 148t uns jedes Experiment einen Winkel
des Weltalls erkennen.*

So ungefidhr denken sich viele Leute, besonders die
Schiiler, welche die ersten physikalischen Begriffe kennen
lernen, den Ursprung der wissenschaftlichen GewiB8heit.
So fassen sie die Rolle des Experimentes und der Mathe-
matik auf. Und dieselbe Auffassung hatten vor hundert
Jahren viele Gelehrte, welche in ihren Triumen die
Welt konstruieren und dabei der Erfahrung moglichst
wenige Materialien entlehnen wollten.

Als man ein wenig mehr nachdachte, bemerkte man,
ein wie groBer Platz der Hypothese eingerdiumt war; man
sah, wie der Mathematiker ihrer nicht entraten kann und
wie der Experimentator sie noch weniger missen kann.
Darauf fragte man sich, ob wohl dieses Gebiude solid
genug wire, und man glaubte, daB ein Hauch es stiirzen
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konnte. Derartig skeptisch urteilen, hieBe oberflichlich
sein. Entweder alles anzweifeln oder alles glauben,
das sind zwei gleich bequeme Losungen; die eine wie
die andere erspart uns das Denken.

Anstatt eine summarische Verurteilung auszusprechen,
miissen wir mit Sorgfalt die Rolle der Hyphothese priifen;
wir werden dann erkennen, daB sie notwendig und
ihrem Inhalte nach berechtigt ist. Wir werden dann auch
sehen, daBl es mehrere Arten von Hypothesen gibt, da3
die einen verifizierbar sind und, einmal vom Experimente
bestdtigt, zu fruchtbringenden Wahrheiten werden; daf3
die anderen, ohne uns irrezufiithren, uns niitzlich werden
konnen, indem sie unseren Gedanken eine feste Stiitze
geben; daB schlieBlich noch andere nur scheinbare Hy-
pothesen sind und sich auf Definitionen oder verkleidete
Ubereinkommen und Festsetzungen zuriickfithren lassen.

Diese letzteren finden wir hauptsichlich in der Mathe-
matik und in den ihr verwandten Wissenschaften. Ge-
rade hieraus schopfen diese Wissenschaften ihre Strenge;
diese Ubereinkommen sind das Werk der freien Tatig-
keit unseres Verstandes, der in diesem Gebiete kein
Hindernis kennt. Hier kann unser Verstand behaupten,
welil er befiehlt; aber verstehen wir uns recht: diese Be-
fehle beziehen sich auf unsere Wissenschaft, welche
ohne dieselben unméglich wire; sie beziehen sich nicht
auf die Natur. Sind diese Befehle nun willkiirlich?
Nein, denn sonst wiirden sie unfruchtbar sein. Das
Experiment 148t uns freie Wahl, aber es leitet diese
Wabhl, indem es uns hilft, den bequemsten Weg einzu-
schlagen. Unsere Befehle werden also gleich denen
eines absoluten, aber weisen Fiirsten sein, der zuerst
seinen Staatsrat befragt.

Manche sind dariiber verwundert, daB man gewissen
fundamentalen Prinzipien der Wissenschaft den Charakter
freier konventioneller Festsetzungen beilegen soll. Sie
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haben iiberm#Big verallgemeinern wollen und dabei ver-
gessen, daf} Freiheit nicht Willkiir ist. Sie gelangten so
zu dem sogenannten , Nominalismus‘* und sie fragten sich,
ob der Gelehrte sich nicht durch seine Definitionen be-
triigen 148t und ob die Welt, die er zu entdecken glaubt,
nicht einfach nur durch die Willkiir seiner Laune geschaffen
ist.¥) Bei diesem Standpunkte wire die Wissenschaft
sicher begriindet, aber sie wire ihrer Tragweite beraubt.

Wenn dem so wire, so wire die Wissenschaft- ohn-
michtig. Nun haben wir aber jeden Tag ihren Einflul
vor Augen. Das konnte nicht der Fall sein, wenn sie
uns nicht etwas Reelles erkennen lieBe; aber was sie
erreichen kann, sind nicht die Dinge selbst, wie die
naiven Dogmatiker meinen, sondern es sind einzig die
Beziehungen zwischen den Dingen; auBerhalb dieser Be-
ziehungen gibt es keine erkennbare Wirklichkeit.

Zu dieser Erkenntnis werden wir gelangen, aber bis
wir so weit sind, miissen wir die Reihe der Wissen-
schaften, von der Arithmetik und der Geometrie an bis
zur Mechanik und experimentellen Physik, durchgehen.

Welcher Art ist die Natur der mathematischen SchluB3-
weise? Ist sie, wie man gewdhnlich glaubt, wirklich
deduktiv? Eine tiefergehende Analyse zeigt uns, daB
sie es nicht ist, daB sie in gewissem Grade an der
Natur der induktiven SchluBweise Anteil hat und gerade
dadurch so fruchtbringend ist. Sie bewahrt deshalb
nicht weniger ihren Charakter absoluter Genauigkeit; das
haben wir zuerst zu zeigen.

Nachdem wir jetzt eines der Hilfsmittel genauer kennen,
welches die Mathematik dem Forscher an die Hand
gibt, haben wir einen anderen fundamentalen Begriff zu
analysieren, nimlich denjenigen der mathematischen
GroBe. Finden wir sie in der Natur vor oder sind wir

¥) Vergl. Le Roy, Science et Philosophie (Revue de Méta-
physique et de Morale 1901).
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es, die sie in die Natur hineinlegen? Riskieren wir
nicht im letzteren Falle, alles zu verderben? Wenn wir
die grob organisierten Angaben unserer Sinne mit dieser
auBerordentlich komplizierten und feinen Vorstellung ver-
gleichen, welche die Mathematiker als Gré8e bezeichnen, so
miissen wir gezwungenermaflen einen Unterschied bemer-
ken; diesen Rahmen, in welchen wir alles einfiigen wollen,
haben wir selbst hergestellt; aber wir haben ihn nicht auf
gut-Gliick gemacht, wir haben ihn sozusagen nach Maf}
angefertigt und darum koénnen wir die Tatsachen hinein-
bringen, ohne ihrer Natur das Wesentliche zu nehmen.

Ein anderer Rahmen, den wir der Welt anpassen,
ist der Raum. Woher stammen die ersten Grundlagen
der Geometrie? Sind sie uns durch die Logik auferlegt?
Lobatschewsky hat das Gegenteil bewiesen, indem er
die nicht-Euklidische Geometrie schuf. Ist der Raum
uns durch unsere Sinne offenbart? Ebenfalls nicht, denn
der Raum, den uns unsere Sinne zeigen konnen, unter-
scheidet sich absolut von dem geometrischen Raume.
Hat die Geometrie ihren Ursprung in der Erfahrung?
Eine griindlichere Erorterung zeigt uns, da8 dies nicht
der Fall ist. Wir schluBfolgern also, daB die Grund-
lagen nur Ubereinkommen sind; aber diese Uberein-
kommen sind nicht willkiirlich, und wenn wir in eine
andere Welt versetzt wiirden, welche ich die nicht-
Euklidische Welt nenne und die ich mir vorzustellen ver-
suche, so miifiten wir zu anderen Ubereinkommen gelangen.

In der Mechanik werden wir zu analogen SchluB-
sdtzen gefiihrt und wir sehen, daB die Prinzipe dieser
Wissenschaft, obgleich sie sich direkt auf das Experiment
stiitzen, ebenfalls an dem konventionellen Charakter der
geometrischen Postulate beteiligtsind. Bishier triumphiert
der Nominalismus, aber wir kommen zu den eigentlichen
physikalischen Wissenschaften. Da #ndert sich das
Schauspiel; wir treffen eine andere Art von Hypothesen
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und wir sehen deren ganze Fruchtbarkeit. Ohne Zweifel
erscheinen uns zuerst die Theorien hinfillig, und die Ge-
schichte der Wissenschaft beweist uns, daB sie vergidng-
lich sind: sie sind aber dennoch nicht ganz vergangen,
von jeder ist etwas iibriggeblieben. Dieses Etwas muf
man sich bemiithen herauszusuchen, weil nur dieses und
dieses allein der Wirklichkeit wahrhaft entspricht.

Die Methode der physikalischen Wissenschaften be-
ruht auf der Induktion, welche uns die Wiederholung
einer Erscheinung erwarten 148t, wenn die Umstidnde
sich wiederholen, unter welchen sie sich das erste Mal
darbot. Wenn alle diese Umstidnde sich auf einmal
wiederholen koénnten, so konnte dieses Prinzip ohne Ge-
fahr angewendet werden: aber das wird niemals vor-
kommen; einige dieser Umstdnde werden immer fehlen.
Sind wir absolut sicher, daB sie ohne Wichtigkeit sind?
GewiB nicht. Das kann wahrscheinlich sein, es kann
aber nicht wirklich gewiB sein. Darum spielt der Be-
griff der Wahrscheinlichkeit eine bedeutende Rolle in
den physikalischen Wissenschaften. Die Wahrscheinlich-
keitsrechnung ist also nicht nur ein Zeitvertreib oder ein
Fithrer fiir die Baccaratspieler, und wir miissen ver-
suchen, ihre Prinzipe fester zu begriinden. In dieser
Beziehung kann ich nur unvollkommene Resultate geben;
so sehr widerstrebt der unbestimmte Instinkt, welcher uns
den Begriff der Wahrscheinlichkeit fassen 148t, der Analyse.

Nachdem wir die Bedingungen, unter welchen der
Physiker arbeitet, studiert haben, hielt ich es fiir richtig,
ihn dem Leser bei der Arbeit zu zeigen. Dazu nahm
ich einige Beispiele aus der Geschichte der Optik und
derjenigen der Elektrizitdit. Wir werden sehen, von wo
die Ideen Fresnels und diejenigen Maxwells ausgegangen
sind, und welche unbewuBten Hypothesen Ampére und
die anderen Begriinder der Elektrodynamik machten.

H. P.



Erster Teil.
Zahl und GroBe.

Erstes Kapitel.

Uber die Natur der mathematischen SchluBweisen.

I.

Die Moglichkeit der Existenz einer mathematischen
Wissenschaft scheint ein unldsbarer Widerspruch in sich
zusein. Wenn diese Wissenschaft nur scheinbar deduktiv
ist, wie kommt sie dann zu dieser vollkommenen Un-
widerlegbarkeit, welche niemand anzuzweifeln wagt?
Wenn im Gegenteil alle Behauptungen, welche sie auf-
stellt, sich auseinander durch die formale Logik ab-
leiten lassen, warum besteht die Mathematik dann nicht
in einer ungeheuern Tautologie? Der logische SchluB
kann uns nichts wesentlich Neues lehren, und wenn alles
vom Prinzipe der Identitdt ausgehen soll, so miiite auch
alles darauf zuriickzufiihren sein. Dann miiite man also
zugeben, daf alle diese Lehrsdtze, welche so viele Binde
filllen, nichts anderes lehren, als auf Umwegen zu
sagen, daBl 4 gleich 4 ist.

Man kann ohne Zweifel bis auf die Axiome zuriick-
gehen, welche an der Quelle aller dieser Betrachtungen
stehen. Wenn man meint, sie nicht auf das Prinzip
des Widerspruches zuriickfithren zu kénnen, wenn man
noch weniger in ihnen erfahrungsmiBige Tatsachen sehen
will, welche an der mathematischen Notwendigkeit keinen

Anteil haben, so hat man doch noch immer den Aus-
Poincaré, Wissenschaft und Hypothese. 3. Aufl. 1
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weg, sie den synthetischen Urteilen a priori einzureihen.
Das heiBt aber nicht, die Schwierigkeit lésen, sondern
ihr nur einen Namen geben; und wenn selbst die Natur
der synthetischen Urteile fiir uns kein Geheimnis wire,
so wire der Widerspruch nicht gelost, er wiirde uns viel-
mehr an einer andern Stelle wieder begegnen; die syllo-
gistische Beweisfiihrung bleibt unfihig, den gegebenen Vor-
aussetzungen irgend etwas hinzuzufiigen: diese Voraus-
setzungen reduzieren sich auf einige Axiome, und man
koénnte in den Folgerungen nichts anderes wiederfinden.

Kein Lehrsatz wiirde neu sein, bei dessen Beweis
nicht eii. neues Axiom in Frage kime. Die logische
Durchfithrung kénnte uns nur die unmittelbar evidenten
Wahrheiten geben, welche der direkten Anschauung ent-
lehnt sind. Sie wire nichts anderes als ein iiberfliissiges
Zwischenglied der Betrachtung; und wiirde man auf diese
Weise nicht dahin kommen sich zu fragen, ob dieser
ganz' syllogistische Apparat nur dazu dient, um zu ver-
schleiern, inwieweit wir der Anschauung etwas entlehnt
haben?

Der Widerspruch wird uns noch mehr auffallen, wenn
wir irgend ein mathematisches Buch aufschlagen; auf
jeder Seite wird der Verfasser die Absicht ankiindigen,
einen schon bekannten Satz zu verallgemeinern. Kommt
dieses nun daher, daB die mathematische Methode vom
Besonderen zum Allgemeinen fortschreitet, und wie kann
man sie dann deduktiv nennen?

Wenn endlich die Wissenschaft der Zahl rein ana-
lytisch wire, oder wenn sie von einer kleinen Anzahl
synthetischer Urteile nach analytischer Methode ausgehen
konnte, so vermochte ein hinreichend starker Verstand
mit einem Blicke scheinbar alle Wahrheiten zu iiber-
sehen; was sage ich! man kénnte sogar hoffen, eines
Tages eine hinreichend einfache Sprache zu erfinden.
um sie so auszudriicken, daB sie auch einem gewsShn-
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lichen Verstandesvermogen ebenso unmittelbar ein-
leuchten.

Wenn man es ablehnt, diese Folgerungen zuzulassen,
so muB man doch zugeben, daB die mathematische
Uberlegung an sich eine Art schopferischer Kraft ent-
hdlt und sich dadurch von der syllogistischen SchluB-
weise unterscheidet.

Der Unterschied muB sogar tiefgehend sein. Wir
werden zum Beispiel den Schliissel zu dem Geheimnisse
nicht etwa in dem Ofteren Gebrauche des Gesetzes
finden, nach welchem eine und dieselbe eindeutige, auf
zwei gleiche Zahlen angewandte Operation zu gleichen
Resultaten fiihrt.

Alle diese SchluBweisen, mogen sie nun auf den
eigentlichen Syllogismus zuriickfiihrbar sein oder nicht,
bewahren den analytischen Charakter und sind ebenda-
durch ohnmichtig.

II.

Der Streit ist alt; schon Leibniz suchte zu beweisen,
daB 2 und 2 gleich 4 ist; wir wollen seine Darlegungen
ein wenig untersuchen.

Ich setze voraus, daf3 man die Zahl 1 definiert habe,
und ebenso die Operation x-}- I, welche darin besteht,
einer gegebenen Zahl x die Einheit hinzuzufiigen.

Diese Definitionen kommen, wie sie auch beschaffen
sein mogen, fiir die folgende Betrachtung nicht in Frage.

Ich definiere hierauf die Zahlen 2, 3 und 4 durch
die Gleichungen:

(z) 1+1=2,
(2) 24+1=3,
3 3-+1=4.

Ich definiere ebenso die Operation x-}-2 durch die

Beziehung:
¥
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(4) ttz=(x+41)+41
Dieses vorausgesetzt, haben wir:
242=(2-41)41 (Definition 4),
(2+1)+1=3 +1 (Definition 2),
3 +1=4 (Definition 3),
also:
24+2=4, w. z. b. w.

Man wird nicht ableugnen konnen, daBl diese Be-
weisfilhrung eine rein analytische ist. Fragt man jedoch
irgend einen Mathematiker, so wird er sagen: ,,Das ist
keine eigentliche Beweisfithrung, sondern eine Verifi-
kation®. Man hat sich darauf beschrinkt, zwei rein
konventionelle Definitionen neben einander zu stellen und
hat ihre Identitdt konstatiert; man hat nichts Neues ge-
lernt. Die Verifikation unterscheidet sich genau vom
wirklichen Beweise, weil sie rein analytisch und unfrucht-
bar ist. Sie ist unfruchtbar, weil die SchluBfolgerung nur
die Ubersetzung der Voraussetzungen in eine andere
Sprache ist. Der wirkliche Beweis dagegen ist frucht-
bar, weil die SchluBfolgerung einen allgemeineren Inhalt
hat, als die Voraussetzungen.

Die Gleichung 2 -}-2==4 ist nur deshalb einer sol-
chen Verifikation fdhig, weil sie einen besonderen Cha-
rakter hat. Jede besondere Aussage in der Mathematik
kann auf solche Weise wverifiziert werden. Aber wenn
die Mathematik sich auf eine Reihe von dhnlichen Veri-
fikationen zuriickfithren lieBe, so wire sie keine Wissen-
schaft. So erschafft zum Beispiel ein Schachspieler keine
Wissenschaft, indem er eine Partie gewinnt. Eine
Wissenschaft kann sich nur auf allgemeine Wahrheiten
beziehen.

Man kann sogar sagen, dal gerade die exakten
Wissenschaften die Aufgabe haben, uns von diesen
direkten Verifikationen zu entlasten.
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I11.

Wir wollen jetzt den Mathematiker bei der Arbeit
beobachten und versuchen, einen Einblick in seine
Denkweise zu gewinnen.

Der Versuch ist nicht ohne Schwierigkeit; es geniigt
nicht, ein Werk auf gut Gliick aufzuschlagen und darin
den nichstbesten Beweis zu zergliedern.

Wir miissen zuerst die Geometrie ausschlieBen, denn
hier wird die Frage durch die schwer zuginglichen
Probleme verwickelt, welche sich auf das Wesen der
Postulate, auf die Natur und den Ursprung der Raum-
vorstellung beziehen. Aus analogen Griinden konnen
wir uns nicht an die Infinitesimal-Rechnung wenden.
Wir miissen den mathematischen Gedanken da suchen,
wo er rein geblieben ist, das ist in der Arithmetik.

Auch dabei muB man noch auswihlen; in den hoch-
sten Gebieten der Zahlentheorie haben die mathemati-
schen Elementarbegriffe bereits eine solche Entwicklung
durchgemacht, dal es schwer fillt, dieselben zu analy-
sieren.

Nur in den Anfangsgriinden der Arithmetik diirfen wir
daher die gesuchte Erklirung zu finden erwarten, aber
gerade in den Beweisen der allerelementarsten Lehrsitze
kommt es vor, daB die Verfasser der klassischen Lehr-
biicher das geringste MaB von Genauigkeit und Schirfe
anwenden. Man kann ihnen daraus keinen Vorwurf
machen; sie gehorchen einer Notwendigeit; die Anfinger
sind nicht fiir die wirkliche mathematische Strenge vor-
bereitet; sie wiirden darin nur unniitze und langweilige
Spitzfindigkeiten sehen; man wiirde seine Zeit verlieren,
wenn man sie zu friih anspruchsvoller machen.wollte; sie
miissen denselben Weg schnell durchlaufen, welchen die
Begriinder der Wissenschaft langsam durchmessen haben,
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aber immer dabei die schon zuriickgelegten Strecken im
Auge behalten.

Warum ist eine so lange Vorbereitung notwendig,
um sich an diese vollkommene Strenge zu gewdhnen,
welche, wie man glauben méchte, alle gut veranlagten
Kopfe sich selbst auferlegen sollten? Darin liegt ein
logisches und psychologisches Problem, das wohl des
Nachdenkens wert ist.?)

Wir kénnen uns dabei nicht aufhalten, es liegt unse-
rem Gegenstande fern; alles, was ich hervorheben méchte,
ist, daB wir, um unser Ziel nicht zu verfehlen, die Be-
weise der elementarsten Lehrsitze von Anfang an durch-
gehen miissen und jhnen nicht die grobe Form lassen,
welche man ihnen gibt, um die Anfinger nicht zu er-
miiden, sondern diejenige, welche einen geiibten Mathe-
matiker befriedigen kann.?)

Definition der Addition. — Ich setze voraus,
daB man zuvor die Operation x -} 1, welche darin be-
steht, daB man die Zahl 1 einer gegebenen Zahl x hin-
zufiigt, definiert hat.

Diese Definition, welcher Art sie auch sei, wird in
der Fortsetzung unserer Entwicklungen keine Rolle
spielen.

Es handelt sich jetzt darum, die Operation x -} a zu
definieren, welche darin besteht, die Zahl ¢ zu einer ge-
gebenen Zahl x hinzuzufiigen.

Setzen wir voraus, man hitte die Operation:

54 @—1)
definiert, so wird die Operation %+ a durch die Glei-
chung:
(1) xta=[x+(a—1)]41
definiert sein.

Wir werden also wissen, was x -« bedeutet, wenn
wir wissen, was % -} (¢ — 1) bedeutet, und da ich am
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Anfang vorausgesetzt habe, man wisse, was x -1 be-
deute, so wird man successive und ,,durch rekurrierendes
Verfahren* die Operationen x -} 2, x - 3 etc. definieren
konnen.

Diese Definition verdient fiir einen Augenblick unsere
Aufmerksamkeit, denn sie unterscheidet sich durch ihre
besondere Natur von der rein logischen Definition, und
derartig besondere Definitionen werden uns noch oft be-
gegrien. Die Gleichung (1) enthdlt tatsichlich eine un-
endliche Anzahl von verschiedenen Definitionen, deren
jede nur einen Sinn. hat, wenn man die vorhergehende
kennt.

Eigenschaften der Addition. — Associatives Ge-
setz. — Ich behaupte, daB:

a4 b+ 0= (a+b) +-e.
In der Tat, der Lehrsatz ist richtig fiir c==1x; er
heilt dann:
a4 (®+D=—(@+b+1,
und das ist nichts anderes, abgesehen vom Unterschiede
in der Bezeichnungsweise, als die Gleichung (1), durch
welche ich soeben die Addition definiert habe.
Nehmen wir an, daBl der Lehrsatz richtig sei fiir
¢=17, so behaupte ich, daB er fiir c=y -1 auch rich-
tig ist. Sei in der Tat:

(a0 +y=a+ @G+
so wird man daraus ableiten, daB3:
[e+b)+y]1+1=[a+ O+ nN]+1
oder infolge der Definition (1):
@+b)+@+=a+0C+r+1 =+ ¢+
Das beweist, durch eine Reihe von rein analytischen
Schliissen, daB der Lehrsatz fiir y -4 1 richtig ist.

Ist er also richtig fiir ¢==1, so wiirde man so suc-
cessive einsehen, daB3 er richtig ist fiir ¢ =2, fiir ¢ = 3 etc.
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Commutatives Gesefz. — 1. Ich behaupte, daB3:
a+1=1-4a.

Der Satz ist evident fiir 4==1; man kénnte durch rein
analytische Schliisse verifizieren, da8 er fiir @ = y richtig
ist; er ist dann auch fiir ¢ =1y -1 richtig; er gilt nun
fiir a==1, also auch fiir a=2, fir a=3 etc.; das
meint man, wenn man sagt, daB der ausgesprochene
Satz durch rekurrierendes Verfahren bewiesen wird.

2. Ich behaupte, daB:

at+b=0b-4a.

Der Satz ist soeben fiir & = 1 bewiesen; man kann durch
analytische Schliisse verifizieren, daB er auch fiir
b=p-+1 gilt, wenn er fiir b=, richtig ist.

Der Inhalt der Behauptung ist folglich durch rekur-
rierendes Verfahren sicher gestellt.

Definition der Multiplikation. — Wir definieren
die Multiplikation durch die Gleichungen:

ax<I=a,
(2) a><b=[a><(b—1)]+a.

Die Gleichung (2) umfaBt wie die Gleichung (1) eine un-
endliche Anzahl von Definitionen; wenn sie a><1 de-
finiert hat, so erlaubt sie successive a><2, a><3 etc.
zu definieren.

Eigenschaften der Multiplikation. — Distrs-
butives Gesetz. — Ich behaupte, daB:

(@a4b)><c=(a><c)+ (b><c).
Man verifiziert durch analytische SchluBweise, daB die
Gleichung richtig ist fiir c=1; sodann, daB der Satz
fiir c==y -} 1 richtig ist, wenn er fiir c=y richtig ist.
Die Behauptung wird wiederum durch rekurrierendes
Verfahren bewiesen.
Commutatives Gesetz. — I. Ich behaupte, daB:
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axXI=1IXa.

Der Satz ist evident fiir a=1.

Man verifiziert analytisch, daB er fiir =g -1
richtig ist, wenn er fiir a =g¢ gilt.

2. Ich behaupte, daB:

a>Xb=0b>xa.

Der Satz ist soeben fiir 4 ==1 bewiesen. Man wird ana-
lytisch beweisen, daf er fiir &= §-}- 1 richtig ist, wenn
er fiir b= g richtig ist.

Iv.

Ich halte jetzt mit dieser einférmigen Aufeinander-
folge von Entwicklungen inne. Aber gerade diese Ein-
férmigkeit lieB das Verfahren besser zur Geltung kommen,
das seiner Natur nach einférmig ist und dem man bei jedem
Schritte wieder begegnet.

Dieses Verfahren ist der Beweis durch die rekur-
rierende SchluBweise. Man stellt zuerst den Lehrsatz
fiir #==1 auf; man beweist darauf, daB er fiir » richtig
ist, wenn er fiir # — 1 stimmt, und man schluBfolgert
daraus, daB} er fiir alle ganzen Zahlen gilt.

Wir haben soeben gesehen, wie man sich dieses Ver-
fahrens bedienen kann, um die Regeln der Addition und
Multiplikation zu beweisen, d. h. die Regeln der alge-
braischen Rechnung; diese Rechnung ist ein Werkzeug,
das sich in weit umfassenderem MaBe zu Umformungen
eignet als der einfache logische Schluf; aber sie ist
noch ein rein analytisches Werkzeug und nicht fihig,
uns etwas Neues zu lehren. Wenn die Mathematik kein
anderes hitte, so wiirde sie alsbald in ihrem Vorwirts-
kommen aufgehalten werden; aber sie findet neue Hilfs-
quellen in demselben Verfahren, d. h. in der rekurrieren-
den SchluBweise, und so kann sie weiter vorwirtsschreiten.
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Bei nidherer Priifung findet man auf Schritt und Tritt
diese Art der SchluBweise, sei es in der einfachen Ge-
stalt, welche wir ihr soeben gaben, sei es in einer mehr
oder weniger verdnderten Gestalt.

Hier haben wir die mathematische SchluBweise in
ihrer reinsten Form, und es ist fiir uns notwendig, sie
niher zu priifen.

V.

Die Haupteigenschaft des rekurrierenden Verfahrens
besteht darin, daf es, sozusagen in einer einzigen Formel
zusammengedringt, eine unendliche Anzahl von Syllogis-
men enthilt.

Um dies klarer zu machen, will ich die Syllo-
gismen der Reihe nach aussprechen; sie folgen aui-
einander — man gestatte mir dieses Bild — wie
Kaskaden.

Es sind, wohlverstanden, hypothetische Syllogismen.

Der Lehrsatz gilt fiir die Zahl x.

Ist er richtig fiir 1, so ist er auch richtig fiir 2.
Er gilt also fiir 2.

Ist er richtig fiir 2, so gilt er auch fiir 3.

Er gilt also fiir 3, und so weiter.

Man sieht, daB die SchluBfolgerung eines jeden Syl-
logismus dem folgenden als Unterlage dient.

Ja, noch mehr: die Folgesitze aller unserer Syl-
logismen konnen auf eine einzige Formel zuriickgefiihrt
werden:

Wenn der Lehrsatz fiir n — 1 gilt, so gilt er auch fiir #.

Man sieht also, daB man sich bei dem rekurrieren-
den Verfahren darauf beschrinkt, die Unterlage des ersten
Syllogismus und die allgemeine Formel darzulegen, welche
alle Folgesitze als besondere Fille enthilt.

Diese Reihe von Syllogismen, welche niemals enden
wiirde, wird so auf einen Satz von wenigen Linien reduziert.
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Es ist jetzt leicht verstdndlich, warum jede besondere
Folgerung eines Lehrsatzes, wie ich es oben dargelegt
habe, durch rein analytisches Verfahren verifiziert werden
kann (vergl. S. 4).

Wenn wir, anstatt zu zeigen, daB unser Lehrsatz fiir
alle Zahlen gilt, nur vor Augen filthren wollen, daB er
z. B. fiir die Zahl 6 gilt, so wird es geniigen, die fiinf
ersten Syllogismen unserer Kaskade aufzustellen; wir
wiirden neun brauchen, wenn wir den Lehrsatz fiir die
Zahl 10 beweisen wollten; fiir eine groBere Zahl wiirden
wir noch mehr benéthigen; aber wie grofl auch diese Zahl
sei, wir wiirden sie schlieBlich immer erreichen, und die
analytische Verifikation wiirde moglich sein.

Und wenn wir auch noch so weit in dieser Weise
fortschreiten wiirden, so k6nnten wir uns doch niemals
bis zu dem allgemeinen Lehrsatze erheben, der fiir alle
Zahlen anwendbar bleibt und welcher allein Gegenstand
der Wissenschaft ist. Um dahin zu gelangen, bediirfte
es einer unendlichen Anzahl von Syllogismen; es miifite
ein Abgrund ibersprungen werden, welchen die Geduld
des Analysten, der auf die formale Logik als einzige
Quelle beschrinkt ist, niemals ausfiillen konnte.

Ich fragte zu Anfang (vgl. S. 2), weshalb man sich
nicht einen Verstand vorstellen kénnte, der stark genug
wire, mit einem Blicke die Gesamtheit der mathemati-
schen Wahrheiten zu erfassen.

Die Antwort ist jetzt erleichtert; ein Schachspieler
kann vier Ziige im voraus berechnen, vielleicht auch
finf, aber wenn man ihm auch AuBerordentliches zu-
traut, so wird er sich immer nur eine endliche Anzahl zu-
rechtlegen kénnen; wenn er seine Fahigkeiten auf die
Arithmetik anwendet, so wird er nicht im stande sein,
sich deren allgemeine Wahrheiten mit einer einzigen
direkten Anschauung zum BewuBtsein zu bringen; um
zu dem Kleinsten Lehrsatze zu gelangen, kann er nicht
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das rekurrierende Verfahren entbehren, weil dies ein
Werkzeug ist, welches uns gestattet, vom Endlichen zum
Unendlichen fortzuschreiten.

Dieses Werkzeug ist immer niitzlich, denn es erlaubt
uns, mit einem Satze beliebig viele Stationen zu iiber-
springen, und erspart uns dadurch lange, ermiidende
und einférmige Verifikationen, welche sich bald als
undurchfithrbar erweisen wiirden. Aber dieses Werk-
zeug wird unentbehrlich, wenn man den allgemeinen
Lehrsatz im Auge hat, dem wir uns durch analytische
Verifikationen unaufhérlich ndhern, ohne ihn jemals zu
erreichen.

In diesem Gebiete der Arithmetik kann man meinen,
von der Infinitesimal-Rechnung weit entfernt zu sein;
und dennoch spielt, wie wir soeben gesehen haben, die
Idee des mathematischen Unendlich schon eine hervor-
ragende Rolle, und ohne sie wiirde es keine Wissen-
schaft geben, weil es michts Allgemeines geben wiirde.

VI.

Das Urteil, auf welchem die Entwicklung durch das
rekurrierende Verfahren beruht, kann in andere Formen
gesetzt werden; man kann z. B. sagen, daB es in einer
unendlichen Menge von verschiedenen ganzen Zahlen
immer eine gibt, welche kleiner ist als alle {ibrigen.

Man ikann leicht von einer Aussage zur anderen
iibergehen und sich so der Einbildung hingeben, als
hitte man die Legitimitdt des rekurrierenden Verfahrens
bewiesen. Aber man wird immer auf ein Hindernis
stoflen, man wird immer zu einem unbeweisbaren Axiom
gelangen, welches im Grunde nichts weiter ist als der
zu beweisende Satz, in eine andere Sprache iibersetzt.

Man kann sich daher der SchluBfolgerung nicht ent-
zichen, daB das Gesetz des rekurrierenden Verfahrens
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nicht auf das Prinzip des Widerspruchs zuriickfiihr-
bar ist.

Zu diesem Gesetze konnen wir nicht durch die Er-
fahrung gelangen; die Erfahrung kénnte uns z. B lehren,
daB das Gesetz fiir die zehn, fiir die hundert ersten
Zahlen richtig ist, sie kann nicht die unendliche Folge
der Zahlen erreichen, sondern nur einen gréBeren oder
kleineren, aber immer einen begrenzten Teil dieser
Zahlenfolge.

Wenn es sich jedoch nur darum handelte, so wiirde das
Prinzip des Widerspruchs geniigen; es wiirde uns immer
gestatten, so viele logische Schliisse zu entwickeln, als wir
wollen; nur wenn es darauf ankommt, eine unendliche
Anzahl solcher Schliisse in eine einzige Formel zusammen-
zufassen, nur vor dem Unendlichen versagt dieses Prinzip,
und genau an diesem Punkte wird auch die Erfahrung
machtlos. Dieses Gesetz, welches dem analytischen Be-
weise ebenso unzuginglich ist. wie der Erfahrung, gibt
den eigentlichen Typus des synthetischen Urteils a priori.
Man kann andrerseits darin nicht bloBes Ubereinkommen
sehen wollen, wie bei einigen Postulaten der Geometrie.

Warum dringt sich uns dieses Urteil mit einer un-
widerstehlichen Gewalt auf? Das kommt daher, weil es
nur die Bestitigung der Geisteskraft ist, welche die Uber-
zeugung hat, sich die unendliche Wiederholung eines und
desselben Schrittes vorstellen zu konnen, sobald dieser
Schritt einmal als méglich erkannt ist. Der Verstand
hat von dieser Macht eine direkte Anschauung, und die
Erfahrung kann fiir ihn nur eine Gelegenheit sein, sich
derselben zu bedienen und dadurch derselben bewulBt
zu werden.

Aber, wird man einwenden, wenn auch die unmittel-
bare rohe Erfahrung das rekurrierende Verfahren nicht
rechtfertigen kann, ist es deshalb ebenso, wenn die Induk-
tion der Erfahrung zu Hilfe kommt? Wir sehen succes-
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sive, daB ein Lehrsatz richtig ist fiir die Zahl 1, fiir die
Zahl 2, fir die Zahl 3 u.s.w.; das Gesetz ist evi-
dent, so sagen wir; und es ist das ebenso berechtigt
wie bei jedem physikalischen Gesetze, das sich auf Be-
obachtungen stiitzt, deren Zahl zwar sehr groB, aber
immer endlich ist.

Man kann nicht verkennen, daB hier eine auffillige
Analogie mit den gebrduchlichen Verfahrungsweisen der
Induktion vorhanden ist. Aber es besteht ein wesent-
licher Unterschied. Die Induktion bleibt in ihrer An-
wendung auf die physikalischen Wissenschaften immer
unsicher, weil sie auf dem Glauben an eine allgemeine
GesetzmiBigkeit des Universums beruht, und diese Ge-
setzmiBigkeit liegt auBerhalb von uns selbst. Die mathe-
matische Induktion dagegen, d. h. der Beweis durch
rekurrierendes Verfahren, zwingt sich uns mit Notwendig-
keit auf, weil er nur die Betitigung einer Eigenschaft
unseres eigenen Verstandes ist.?)

VII.

Wie ich schon erwihnt habe (S. 2), bemiihen sich die
Mathematiker stets, die Sdtze, welche sie aufgestellt
haben, weiter zu verallgemeinern; so (um nicht andere
Beispiele zu suchen) haben wir eben die Gleichung:

at+1=1-4a
bewiesen; und wir bedienten uns derselben, um daraus
die Gleichung:
a+t+b=b-4a
abzuleiten, welche offenbar allgemeiner ist.
Die Mathematik kann daher, wie die anderen Wissen-
schaften, vom Besonderen zum Allgemeinen fortschreiten.
Hierin liegt eine Tatsache, die uns am Anfang dieser
Darlegung unverstdndlich erschienen wire, aber welche
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jetzt fiir uns nichts Geheimnisvolles hat, nach- dem
wir die Analogie zwischen dem rekurrierenden Beweise
und der gewdhnlichen Induktion festgestellt haben.

Ohne Zweifel, die mathematisch-rekurrierende SchluB-
weise und die physikalisch-induktive SchluBweise beruhen
auf verschiedenen Grundlagen, aber ihre Wege laufen
parallel; sie schreiten in demselben Sinne fort, d. h. vom
Besonderen zum Allgemeinen. }

Gehen wir darauf noch etwas nidher ein. Um die
Gleichung:

(1) at2=2-a
zu beweisen, geniigt es, zweimal die Regel:
(2) at+1=1-4a

anzuwenden und zu schreiben:

atz=a+4+1}+1=1+}a+t1=1+414a=2-+}a.

Die Gleichung (1) ist so auf rein analytischem Wege
aus der Gleichung (2) abgeleitet; sie ist aber deshalb nicht
ein bloBer Spezialfall derselben; sie ist etwas anderes.

Man kann daher nicht sagen, daBl man im eigentlich
analytischen und deduktiven Teile der mathematischen
Entwicklungen im gewohnlichen Sinne des Wortes vom
Aligemeinen zum Besonderen iibergeht. Die beiden
Seiten der Gleichung (1) sind nur verwickeltere Kom-
binationen als die beiden Seiten der Gleichung (2), und
die Analyse dient nur dazu, die Elemente, welche in
diese Kombinationen eingehen, zu trennen und ihre gegen-
seitigen Beziehungen zu studieren.

Die Mathematik kommt also ,,durch Konstruktionen®
vorwirts, sie ,konstruiert immer verwickeltere Kom-
binationen. Indem sie dann durch die Analyse dieser
Kombinationen, die man als selbstindige Gesamtheiten
bezeichnen konnte, zu ihren urspriinglichen Elementen
zuriickkehrt, wird sie sich der gegenseitigen Beziehungen
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dieser Elemente bewuft und leitet daraus die Beziehungen
zwischen diesen Gesamtheiten selbst ab.

Das ist ein rein analytisches Vorgehen, aber nicht
ein Vorgehen vom Allgemeinen zum Besonderen, denn
die Gesamtheiten konnen offenbar nicht so angesehen
werden, als wiren sie von speziellerer Natur wie ihre
Elemente.

Man hat mit Recht diesem Prozesse der Konstruktion
eine groBe Wichtigkeit beigelegt, und man hat darin die
notwendige und hinreichende Bedingung fiir die Fort-
schritte der exakten Wissenschaften erkennen wollen.

Notwendig? ohne Zweifel; aber hinreichend? mnein!

Damit eine Konstruktion niitzlich sein kann, damit
sie nicht nur eine iiberfliissige Anstrengung des Ver-
standes darstellt, damit sie jedem als Sprungbrett dienen
kann, der sich hoher erheben will, muB sie vor allem
eine Art Einheit besitzen, welche erlaubt, darin etwas
anderes zu sehen als die bloBe Anhdufung von Ele-
menten.

Oder genauer: man muB einen Vorteil darin erkennen,
daB man lieber die Konstruktion als die einzelnen Ele-
mente betrachtet.

Welcher Art kann dieser Vorteil sein?

Warum z. B. soll man sich lieber mit einem Polygon
beschiftigen, das doch stets in Dreiecke zerlegbar ist,
als mit diesen Elementar-Dreiecken ?

Offenbar, weil es Eigenschaften gibt, die den Poly-
gonen mit einer beliebigen Anzahl von Seiten zukommen
und die man unmittelbar auf irgend ein besonderes
Polygon anwenden kann.

Meistens dagegen wiirde man sie nur um den Preis
sehr langwieriger Bemiihungen wiedetfinden, wenn man
direkt die Beziehungen der Elementar-Dreiecke studieren
wollte,

Wenn das Viereck etwas anderes ist als zwei an-
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einandergelegte Dreiecke, so liegt dies daran, daB das
Viereck zur Klasse der Polygone gehort.

Eine Konstruktion wird nur interessant, wenn man
sie an andere, dhnliche Konstruktionen anreihen kann,
so daf3 alle zu einer gemeinsamen Klasse gehoren.

Uberdies muB man die Eigenschaften dieser Klasse
ableiten kénnen, ohne sie einzeln nacheinander fiir jedes
Individuum der Klasse aufzustellen.

Um dahin zu gelangen, muf3 man notwendigerweise
vom Besonderen zum Allgemeinen aufsteigen, indem man
eine oder mehrere Stufen weiterklimmt.

Das analytische Verfahren,,durch Konstruktion* notigt
uns nicht wieder herabzusteigen, sondern es 1d8t uns auf
demselben Niveau.

Wir konnen uns nur durch die mathematische In-
duktion erheben, denn sie allein kann uns etwas Neues
lehren. Ohne die Hilfe dieser Induktion, welche in ge-
wissem Sinne von der physikalischen Induktion verschie-
den, aber fruchtbar wie diese ist, wiirde die Konstruk-
tion nicht im stande sein, eine Wissenschaft aufzubauen.

SchlieBlich wollen wir bemerken, dafl diese Induktion
nur moglich ist, wenn eine und dieselbe Operation un-
endlich oft wiederholt werden kann. Deshalb wird die
Theorie des Schachspiels niemals eine Wissenschaft werden
kénnen, denn die verschiedenen Ziige einer und derselben
Partie haben keine Ahnlichkeit untereinander.

Zweites Kapitel.
Die mathematische GréBe und die Erfahrung.

Wenn man wissen will, was die Mathematiker unter
einem Kontinuum verstehen, muB man nicht bei der
Geometrie anfragen; der Geometer sucht sich immer die

Poincaré, Wissenschaft und Hypothese. 3. Auil. 2
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von ihm studierten Figuren mehr oder weniger darzu-
stellen, aber seine Darstellungen sind fiir ihn nur Hilfs-
mittel. Er macht Geometrie mit Linien, die er sich im
Raum frei vorstellt ebenso gut wie mit der Kreide auf der
Tafel; auch muB man sich hiiten, Zufiilligkeiten, welche
oft ebenso unwichtig sind wie die Farbe der Kreide, all-
zuviel Bedeutung beizulegen.

Der reine Analytiker hat diese Klippe nicht zu fiirch-
ten. Er hat die mathematische Wissenschaft aller fremden
Elemente entkleidet und er kann auf die Frage ant-
worten: was ist eigentlich dieses Kontinuum, mit dem
die Mathematiker arbeiten? Viele von ihnen, welche
iiber ihre Kunst nachdenken, haben bereits geantwortet,
z. B. Herr Tannery in seiner ,,Introduction & la théorie
des fonctions d'une variable.*

Gehen wir von der Stufenleiter der ganzen Zahlen
aus; zwischen zwei aufeinanderfolgende Stufen schieben
wir eine oder mehrere Zwischenstufen ein, dann zwischen
diese neuen Stufen wieder andere und so fort ohne
Ende. Wir haben so eine unbegrenzte Anzahl von
Gliedern; das sind die Zahlen, welche man als Briiche
oder als rationale, bezw. kommensurable Zahlen be-
zeichnet. Aber dies ist nicht alles; zwischen diese
Glieder, welche doch schon in unendlicher Anzahl vor-
handen sind, muB man noch wieder andere einschalten,
welche man als irrationale oder inkommensurable Zahlen
bezeichnet.

Bevor wir weiter gehen, schicken wir folgende Be-
merkung voraus. Das so aufgefaBte Kontinuum ist nur eine
Ansammlung von Individuen, die in eine gewisse Ord-
nung gebracht sind; allerdings ist ihre Anzahl unendlich
groB3, aber sie sind doch voneinander getrennt.
Das ist nicht die gewdhnliche Vorstellung, bei der man
zwischen den Elementen des Kontinuums eine Art inniger
Verbindung voraussetzt, welche daraus ein Ganzes macht
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und wo der Punkt nicht friiher als die Linie existiert,
aber wohl die Linie frither als der Punkt. Von der be-
rithmten .Formulierung ,,das Kontinuum ist die Einheit
in der Vielheit bleibt nur die Vielheit iibrig, die Ein-
heit ist verschwunden. Die Analytiker haben deshalb
nicht weniger Recht, ihr Kontinuum so zu definieren,
wie sie es tun, denn nur mit dem so definierten Kon-
tinuum arbeiten sie, wenn sie die hdchste Strenge ihrer
Beweise erreichen wollen. Aber das ist genug, um vor-
liufig einzusehen, daB das eigentliche mathematische
Kontinuum etwas ganz anderes ist als das Kontinuum
der Physiker oder dasjenige der Metaphysiker.

Man wird vielleicht sagen, daB sich die Mathematiker,
welche sich mit dieser Definition begniigen, durch Worte
betriigen lassen, daB man in einer knappen Form aus-
driicken miilte, was jede dieser dazwischen liegenden
Stufen bedeute, daB man erkliren miiBte, wie man sie
einzuschalten hat, und beweisen miifite, daBl es méglich
ist diese Einschaltung auszufiihren. Aber das wiirde
unbillig sein; die einzige Eigenschaft dieser Stufen,
welche bei ihren Uberlegungen®) benutzt wird, ist die-
jenige, daf jede sich vor oder hinter einer anderen befin-
det; diese Eigenschaft allein darf deshalb bei Defini-
tion der Stufe benutzt werden.

Also braucht man sich nicht tiber die Art und Weise
zu beunruhigen, wie man diese Zwischenglieder einzu-
schalten hat; andererseits wird niemand daran zweifeln,
daB diese Operation mdglich ist, es sei denn, er vergife,
daB dieses letztere Wort?*) in der Sprache der Mathematik
einfach so viel bedeutet als ,,frei von Widerspriichen.*

Unsere Definition ist gleichwohl noch nicht vollstindig,

*) Hier sind diejenigen Uberlegungen eingeschlossen, welche
in den gewdhnlichen Festsetzungen implicite enthalten sind, die
zur Definition der Addition dienen und auf die wir spater zuriick-
kommen.

2%
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und nach dieser allzulangen Abschweifung komme ich
jetzt darauf zuriick.

Definition der inkommensurablen Zahlen. — Die
Mathematiker der Berliner Schule, besonders L. Kronecker,
haben mit Vorliebe den Gedanken vertreten, daB man
diese kontinuierliche Stufenleiter der gebrochenen und
irrationalen Zahlen aufbauen konne, ohne sich anderer
Bausteine zu bedienen als ganzer Zahlen. Bei dieser
Anschauungsweise wiirde das mathematische Kontinuum
nur eine Schopfung des Verstandes sein, mit der die
Erfahrung nichts zu tun hat.%)

Der Begriff der rationalen Zahl schien ihnen keine
Schwierigkeit zu bereiten, sie haben sich hauptsichlich
bemiiht, die inkommensurable Zahl zu definieren. Aber
ehe ich eine entsprechende Definition gebe, muB ich
eine Bemerkung einflechten, um dem Erstaunen zuvor-
zukommen, das sie unfehlbar bei solchen Lesern hervor-
rufen wiirde, welche mit den Gewohnheiten der Mathe-
matiker wenig vertraut sind.

Die Mathematiker studieren nicht Objekte, sondern
Beziehungen zwischen den Objekten; es kommt ihnen
deshalb nicht darauf an, diese Objekte durch andere zu
ersetzen, wenn dabei’ nur die Beziehungen ungeindert
bleiben. Der Gegenstand ist fiir sie gleichgiiltig, die
Form allein hat ihr Interesse. Wenn man dieses nicht
im Auge hitte, wiirde es unverstindlich bleiben, wie
man nach Dedekind mit dem Namen einer inkommen-
surablen Zahl ein bloBes Symbol bezeichnet, d. h.
etwas, das gdnzlich verschieden von der Idee ist, welche
man mit dem Begriffe einer GréSe glaubt verbinden zu
miissen, die doch meBbar und greifbar sein sollte.

Die gemeinte Definition Dedekinds kann etwa in fol-
gender Weise gefaft werden?):

Man kann auf unendlich viele Weisen die kommen-
surablen Zahlen derart in zwei Klassen einteilen, da8
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irgend eine Zahl der ersten Klasse grofler ist als irgend
eine Zahl der zweiten Klasse.

Es kann eintreten, daB unter den Zahlen der ersten
Klasse eine vorkommt, welche kleiner ist als alle ande-
ren; wenn man z. B. in die erste Klasse alle Zahlen
einreiht, die gréBer als 2 sind, und 2 selbst, in die zweite
Klasse aber alle Zahlen, die kleiner als 2 sind, so ist
es klar, daB 2 die kleinste Zahl unter allen in der ersten
Klasse ist. Die Zahl 2 wird dann als Symbol dieser
Einteilungsart gewdhlt werden kénnen.

Im Gegensatze hierzu kann es vorkommen, dafl unter
den Zahlen der zweiten Klasse eine auftritt, die gré8er
ist als alle anderen; das ist z. B. der Fall, wenn die
erste Klasse alle Zahlen umfaBt, die groBer als 2 sind,
und die zweite alle Zahlen, die kleiner als 2 sind, und
2 selbst. Auch hier kann die Zahl 2 als Symbol dieser
Einteilungsart gelten.

Aber es kann ebenso gut vorkommen, dafl man weder
in der ersten Klasse eine Zahl kleiner als alle anderen,
noch in der zweiten eine Zahl groBer als alle anderen
finden kann. Nehmen wir z. B. an, daBl man in die
erste Klasse alle kommensurablen Zahlen stellt, deren
Quadrat groBer als 2 ist, und in die zweite alle, deren
Quadrat kleiner als 2 ist. Man weiB, dafl es keine Zahl
gibt, deren Quadrat genau gleich 2 ist. Es gibt dann
offenbar in der ersten Klasse keine Zahl kleiner als alle
anderen, denn wie nahe das Quadrat einer Zahl auch
der 2 komme, man wird immer eine kommensurable
Zahl finden konnen, deren Quadrat der Zahl 2 noch
niher kommt.

Bei dieser Betrachtungsweise ist die inkommensurable
Zahl

Va

nichts anderes als das Symbol dieser besonderen Ein-
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teilung der kommensurablen Zahlen; und jeder Eintei-
lungsart entspricht so entweder eine kommensurable Zahl,
welche ihr als Symbol dient, oder es entspricht ihr keine
kommensurable Zahl.

Aber wenn man sich hiermit begniigen wollte, so
wiirde man zu sehr den Ursprung dieser Symbole ver-
gessen; es bleibt unaufgeklirt, wie man dazu gekommen
ist, ihnen eine Art konkreter Existenz zuzusprechen; und
beginnt andererseits die Schwierigkeit nicht ebenso schon
bei den gebrochenen Zahlen selbst? Wiirden wir den
Begriff dieser Zahlen haben®), wenn wir nicht im voraus
einen Gegenstand kennen wiirden, den wir uns als bis
ins Unendliche teilbar, d. h. als ein Kontinuum vor-
stellen?

Das physikalische Kontinuum. — Man kommt
so dazu, sich zu fragen, ob der Begriff des mathemati-
schen Kontinuums nicht einfach der Erfahrung ent-
nommen ist. Wenn dem so wire, so wiirden die rohen
Angaben der Erfahrung, die eben unsere Empfindungen
sind, der Messung zuginglich sein. Wir kénnten ver-
sucht sein zu glauben, daB es wirklich so ist, denn man
hat in neuerer Zeit versucht, sie zu messen, und sogar
ein Gesetz formuliert, das unter dem Namen des Fechner-
schen Gesetzes bekannt ist, nach welchem die Emp-
findung proportional dem Logarithmus des Reizes
sein soll.?)

Aber wenn man die Experimente genauer priift,
durch welche man dieses Gesetz zu begriinden suchte,
wird man zu einer ganz entgegengesetzten Folgerung ge-
fithrt. Man bhat z. B. beobachtet, daB ein Gewicht 4
von zehn Gramm und ein Gewicht B von elf Gramm
identische Empfindungen hervorriefen, daB das Gewicht
B ebensowenig von einem zwolf Gramm schweren Ge-
wichte C unterschieden werden konnte, daB man aber
leicht das Gewicht A vom Gewichte C auseinanderhielt.
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Die groben Erfahrungsresultate lassen sich also durch
folgende Beziehungen ausdriicken:

A=B, B=C, A<C,

und diese koénnen als Formulierung des physikalischen
Kontinuums betrachtet werden.

Das ist aber absolut unvertriglich mit dem Prinzipe
des Widerspruchs, und die Notwendigkeit, diesen MiB3-
klang zu beseitigen, hat uns dazu gefiihrt, das mathe-
matische Kontinuum zu erfinden. Man wird also zu
dem Schlusse genétigt, daB dieser Begriff in allen seinen
Teilen durch den Verstand geschaffen ist, aber daf} die
Erfahrung uns dazu Veranlassung gegeben hat.

Wir kénnen nicht glauben, daB zwei Gréflen, welche
einer und derselben dritten gleich sind, nicht unterein-
ander gleich sein sollen, und dadurch werden wir dazu
gebracht vorauszusetzen, da3 A sowohl von B als von
C verschieden sei, daB aber die Unvollkommenheit unserer
Sinne uns nicht erlaubte, sie auseinanderzuhalten.

Die Schopfung des mathematischen Kontinuums.
— Erstes Stadium. — Um uns iiber die Tatsachen
Rechenschaft zu geben, konnten wir uns bisher damit
begniigen, zwischen A und B eine kleine Anzahl von
Gliedern einzuschalten, deren jedes fiir sich blieb.
Was geschieht nun, wenn wir irgend ein Werkzeug zu
Hilfe nehmen, um der Schwiche unserer Sinne nachzu-
helfen, wenn wir uns z. B. eines Mikroskopes bedienen?
Glieder, welche wir nicht voneinander unterscheiden
konnten, wie soeben A und B, erscheinen uns jetzt voll-
kommen getrennt, aber zwischen 4 und B, die jetzt von-
einander getrennt sind, 1Bt sich ein neues Glied D ein-
schalten, das wir weder von A noch von B unterscheiden
konnen. Trotz der Anwendung der vollkommensten
Methoden werden die groben Resultate unserer Erfahrung
immer. den Charakter des physikalischen Kontinuums an
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sich tragen mit dem Widerspruche, der davon unzer-
trennlich ist Wir werden dem nur entgehen, indem
wir ohne Aufhéren neue Glieder zwischen die schon
unterschiedenen hineinschieben, und diese Operation muf3
bis ins Unendliche fortgesetzt werden. Wir wiirden nur
begreifen konnen, daB man dabei irgendwo aufhéren
miisse, wenn wir uns ein Werkzeug ausdenken, das hin-
reichend michtig wire, um das physikalische Kontinuum
in diskrete Elemente zu zerlegen, wie das Teleskop die
MilchstraBe in einzelne Sterne auflést. Aber das konnen
wir uns nicht vorstellen; in der Tat, nur durch Ver-
mittlung unserer Sinne bedienen wir uns unserer Werk-
zeuge. Mit dem Auge beobachten wir das durch das
Mikroskop vergroferte Bild, und folglich mufB3 dieses
Bild immer den Charakter der Gesichtsempfindung be-
halten und folglich auch denjenigen des physikalischen
Kontinuums.

Nichts unterscheidet eine direkt beobachtete Linge
von der Hilfte dieser Linge, wenn letztere durch das
Mikroskop verdoppelt wird. Das Ganze ist dem Teile
homogen; dadurch entsteht ein neuer Widerspruch oder,
besser gesagt, es wiirde ein solcher entstehen, wenn die
Anzahl der Glieder als endlich vorausgesetzt wire; es
ist in der Tat klar, daB der Teil, welcher doch weniger
Glieder enthilt als das Ganze, dem Ganzen nicht #hn-
lich sein kann.

Der Widerspruch hort auf, sobald die Anzahl der
Glieder als unbegrenzt angesehen wird; nichts verhindert
uns, z. B. die Gesamtheit der ganzen Zahlen als #hnlich
der Gesamtheit der geraden Zahlen anzusehen, welche
doch nur einen Teil der ersteren bilden, und wirklich
gehdrt zu jeder ganzen Zahl eine gerade Zahl, welche
das Doppelte der ersteren betrigt.

Aber nicht bloB, um dem Widerspruche zu ent-
gehen, welcher in den Erfahrungstatsachen enthalten ist,
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wird der Verstand dazu gefiihrt, den Begriff eines Kon-
tinuums zu schaffen, welches durch eine unbegrenzte An-
zahl von Gliedern gebildet wird.

Es wvollzieht sich alles wie in der Folge der
ganzen Zahlen. Wir haben die Féhigkeit zu begreifen,
daB eine Einheit einer gegebenen Menge von Einzel-
heiten hinzugefiigt werden kann; dank der Erfahrung
haben wir Gelegenheit, diese Fahigkeit zu {iben und
uns dieselbe zum Bewufitsein zu bringen: aber von die-
sem Moment ab fithlen wir, da8 unsere Macht keine
Grenze hat und daB wir endlos weiter zdhlen kénnten,
obgleich wir niemals eine unbegrenzte Anzahl von Dingen
zu zdhlen hatten.

Ebenso empfinden wir, sobald wir dazu gefiihrt sind,
Mittelglieder zwischen die unmittelbar aufeinanderfolgen-
den Glieder einer Reihe einzuschalten, daB diese Opera-
tion iiber jede Grenze hinaus fortgesetzt werden kann
und daB es sozusagen keinen triftigen Grund dafiir gibt
aufzuhéren.

Man erlaube mir, um mich kiirzer zu fassen, als
mathematisches Kontinuum erster Ordnung jede Gesamt-
heit von Gliedern zu bezeichnen, die nach demselben
Gesetze gebildet werden, wie die Stufenleiter der kom-
mensurablen Zahlen. Wenn wir dann weiter nach dem
Bildungsgesetze der inkommensurablen Zahlen neue Stufen
einschalten, so werden wir das erhalten, was wir ein
Kontinuum der zweiten Ordnung nennen wollen.

Zweites Stadium. — Wir haben bis jetzt nur den
ersten Schritt getan; wir haben den Ursprung des Kon-
tinuums erster Ordnung erkldrt; aber wir miissen jetzt
sehen, warum das noch nicht geniigt und warum es not-
wendig ist, die inkommensurable Zahl zu ersinnen.

Wenn man sich eine Linie vorstellen will, so wire
es nur moglich mit den Merkmalen des physikalischen
Kontinuums, das heiBt, man kann sie sich nur in einer
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gewissen Breite vorstellen. Zwei Linien wiirden uns als-
dann in der Gestalt von zwei engen Streifen erscheinen,
und wenn man sich mit dieser groben Vorstellung be-
gniigt, so ist es klar, daB diese beiden Linien, wenn
sie sich schneiden, einen Teil gemeinsam haben.$)

Aber der reine Mathematiker geht einen Schritt weiter:
ohne ganz auf die Hilfsmittel seiner Sinne zu verzichten,
will er den Begriff der Linie ohne Breite erlangen und
denjenigen des Punktes ohne Ausdehnung. Er kann
dazu nur kommen, indem er die Linie als die Grenze
betrachtet, welcher sich ein immer schmaler werdender
Streifen unbegrenzt nihert, und den Punkt als die Grenze,
welcher sich ein immer kleiner werdendes Flichenstiick
beliebig ndhert. Dann werden unsere beiden Streifen,
so schmal sie auch sein mogen, immer ein Flichenstiick
gemeinsam haben, welches desto kleiner sein wird, je
weniger breit die Streifen sind, und deren Grenze das
sein wird, was der reine Mathematiker einen Punkt nennt.

Von diesem Standpunkte aus sagt man, daB zwei
Linien, welche sich schneiden, einen Punkt gemeinsam
haben, und in solchem Sinne erscheint diese Wahrheit
einleuchtend.

Aber sie wiirde einen Widerspruch enthalten, wenn
man die Linien als Kontinua erster Ordnung betrachten
wiirde, d.h.wenn auf den vom Mathematiker gezogenen
Linien sich nur Punkte befinden sollten, welche rationale
Zahlen zu Koordinaten haben. Der Widerspruch wird
offenbar, sobald man zum Beispiel die Existenz von
Geraden und Kreisen zuliBt.

In der Tat ist folgendes klar: wenn nur die Punkte
mit kommensurablen Koordinaten als wirklich betrachtet
wiirden, so wiirden die Diagonale eines Quadrates und
der diesem Quadrate eingeschriebene Kreis sich nicht
schneiden, denn die Koordinaten des Schnittpunktes be-
rechnen sich als inkommensurable Zahlen.®)
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Das wiirde nicht geniigen, denn man wiirde auf diese
Weise nur gewisse inkommensurable Zahlen und Keines-
wegs alle diese Zahlen .erhalten.

Stellen wir uns eine gerade Linie vor, welche in
zwei Halbstrahlen geteilt ist. Jeder dieser Halbstrahlen
wird unserer Einbildungskraft als ein Streifen von einer
gewissen Breite erscheinen; diese Streifen werden iiber-
einander greifen, weil es zwischen ihnen keinen Zwischen-
raum geben soll. Der gemeinsame Teil wird uns wie
ein Punkt erscheinen, welcher immer bestehen bleibt,
wenn wir unsere Streifen in der Vorstellung diinner und
diinner werden lassen, und so werden wir es als eine
anschaunungsmifBige Wahrheit zulassen, daBl die gemein-
same Grenze zweier Halbstrahlen, in welche eine Gerade
geteilt wird, ein Punkt ist; hier werden wir an die oben
erdrterte Vorstellung (S. 211.) erinnert, nach welcher eine
inkommensurable Zahl als die gemeinsame Grenze zweier
Klassen von rationalen Zahlen betrachtet wurde.

Auf solche Weise entsteht das Kontinuum zweiter
Ordnung, welches mit dem eigentlichen mathematischen
Kontinuum identisch ist.

Zusammenfassung. — Wir haben also folgendes
erkannt: Der Verstand hat die Fihigkeit, Symbole zu
schaffen, und dadurch konstruiert er das mathematische
Kontinuum, welches nichts anderes ist als ein beson-
deres System von Symbolen. Seine Macht wird nur be-
grenzt durch die Notwendigkeit, Widerspriiche zu ver-
meiden; aber der Verstand macht von dieser Fihigkeit
nur Gebrauch, wenn die Erfahrung ihm dazu Veran-
lassung gibt.

In unserem Falle liegt diese Veranlassung in der
Vorstellung des physikalischen Kontinuums, wie sie aus
den groben Erfahrungen der Sinne abgeleitet wird. ~Aber
diese Vorstellung fiihrt zu einer Reihe von Widerspriichen,
die man schrittweise beseitigen mufl. Dadurch werden
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wir genétigt, ein System von Symbolen zu ersinnen, das
immer verwickelter wird. Dasjenige, mit welchem wir
uns zufrieden geben, ist nicht nur frei von inneren Wider-
spriichen (das galt schon fiir alle einzelnen Abschnitte
des von uns zuriickgelegten Weges), sondern es steht
auch nicht im Widerspruche mit den verschiedenen
Sitzen, die wir als anschauungsmiBige bezeichnen und
welche aus mehr oder weniger durchgearbeiteten, er-
fahrungsméBigen Vorstellungen abgeleitet werden.

Die meBbare Grofe. — Die GroBen, welche wir
bis jetzt studiert haben, sind nicht meBbar; wir kénnen
wohl sagen, ob die eine dieser GroBen groBer ist als
eine bestimmte andere, aber nicht, ob sie zwei- oder
dreimal so groB ist.

Ich habe mich in der Tat bis jetzt nur mit der Ord-
nung beschiftigt, in welcher unsere Glieder aufeinander
folgen. Aber fiir die meisten Anwendungen ist das
nicht geniigend. Wir miissen lernen, die Intervalle zu
vergleichen, welche die aufeinanderfolgenden Glieder
irgend zweier Paare von Gliedern voneinander trennen.
Nur unter dieser Bedingung wird das Kontinuum eine
meBbare GréBe und kann man auf dasselbe die Opera-
tionen der Arithmetik anwenden.

Das kann nur mit Hilfe einer neuen und besonderen
Ubereinkunft geschehen. Man wird also dahin iiber-
einkommen, daB in einem gewissen bestimmten Falle
das Intervall zwischen den Gliedern 4 und B gleich ist
dem Intervalle, welches C von D trennt. Beim Beginn
unserer Arbeit sind wir z. B. von der Stufenleiter -der
ganzen Zahlen ausgegangen, und wir haben vorausge-
setzt, daB man zwischen zwei aufeinanderfolgenden Stufen
n Zwischenstufen einschalte; wenn dem so ist, so sollen
die neuen Stufen durch Ubereinkunft als #quidistant
betrachtet werden.

Auf diese Weise kann man die Addition zweier
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GroBen definieren; denn wenn das Intervall 4 B nach
der Definition gleich dem Intervalle CD ist, so ist nach
der Definition auch das Intervall 4D gleich der Summe
der Intervalle 4 B und 4C.

1 (] () [}
1 ) L} )

A B C D

Voraus. 4B=CD, Behaup. AD=AB-+ AC
Bew. AD=AB-} BC+4CD
=AB-+4(BC-}A4B)
=AB- AC.

Diese Definition ist in sehr weitem Umfange, jedoch
nicht ganz willkiirlich. Sie ist gewissen Bedingungen
unterworfen, z. B. den Gesetzen der Kommutativitit und
der Associativitit der Addition (vgl. oben S.#{.). Aber
wenn nur die gewihlte Definition diesen Regeln geniigt,
so steht die Wahl sonst frei, und es ist iiberfliissig, sie
niher zu pricisieren.

Verschiedene Bemerkungen. — Wir kénnen uns
mehrere wichtige Fragen vorlegen:

1. Ist die schaffende Kraft des Verstandes mit der
Erschaffung des mathematischen Kontinuums erschopft?

Nein: die Arbeiten von P. du Bois-Reymond zeigen
es in schlagender Weise.?)

Man weil, daB die Mathematiker unendlich kleine
GréBen verschiedener Ordnung unterscheiden und daB
diejenigen zweiter Ordnung unendlich klein sind, nicht
nur in absolutem Sinne, sondern sogar in Bezug auf
diejenigen erster Ordnung. Es ist nicht schwer, sich
unendlich kleine GréBen gebrochener oder sogar irratio-
naler Ordnung auszudenken, und wir finden hier die
Stufenleiter des mathematischen Kontinuums wieder, mit
welcher wir uns auf den vorhergehenden Seiten be-
schiftigt haben.
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Noch mehr: es existieren unendlich kleine GroéBen,
welche unendlich klein im Verhiltnis zu denjenigen
erster Ordnung, dagegen unendlich groB im Verhiltnis
zu denjenigen der Ordnung 1 - ¢ sind, und das gilt, so
klein auch ¢ sein mag.!) Da haben wir also neue Glieder
in unsere Reihe eingeschaltet, und wenn man mir er-
lauben will, zu der schon eben angedeuteten Ausdrucks-
weise zuriickzukehren, welche sehr bequem, wenn auch
nicht durch den Gebrauch geheiligt ist, so konnte ich
sagen, daB man auf diese Weise eine Art von Kontinuum
dritter Ordnung geschaffen hat (vgl. unter S. 49 f.).

Es wiirde leicht sein weiter zu gehen, aber es wiirde
ein leeres Spiel des Verstandes werden; man wiirde sich
Symbole ausdenken ohne jede Mboglichkeit der Anwen-
dung, und niemand wird sich darum kiimmern. Das
Kontinuum dritter Ordnung, zu dem die Betrachtung
der verschiedenen Ordnungen unendlich kleiner GréBen
fithrt, bietet selbst zu wenig Vorteile, um sich das Biirger-
recht zu erwerben, und die Mathematiker betrachten es
nur als eine Merkwiirdigkeit. Der Verstand bedient sich
seiner schopferischen Kraft nur, wenn die Erfahrung ihn
dazu notigt (vergl. S. 27).

2. Hat man sich einmal den Begriff des mathemati-
schen Kontinuums verschafft, ist man dann gegen die-
jenigen Widerspriiche gesichert, welche zur Konstruktion
des Kontinuums Veranlassung gaben?

Nein; ich will es durch ein Beispiel erliutern:

Man muB schon sehr weit in der Mathematik vorge-
schritten sein, um es nicht fiir selbstverstindlich zu
halten, daB jede Kurve eine Tangente hat: und in der
Tat, wenn man sich diese Kurve und eine gerade Linie
als zwei schmale Streifen vorstellt, so wird man sie
immer in eine solche Lage bringen konnen, daB sie ein
Flachenstlick gemeinsam haben, ohne sich zu schneiden.
Man stelle sich weiter vor, daB die Breite dieser beiden
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Streifen unbegrenzt abnimmt, so wird dieses gemeinsame
Stiick immer erhalten bleiben, und beim Verfolgen des
Grenziiberganges wird man sagen konnen, dafBl die beiden
Linien einen Punkt gemeinsam haben, ohne sich zu
schneiden, d. h. daB3 sie sich beriihren.

Der Mathematiker, welcher (bewufit oder unbewuflt)
auf diese Weise seine Schliisse machen wollte, wiirde
nichts anderes tun, als was wir oben (vgl. S. 26) getan
haben, um zu beweisen, daB zwei Linien, welche sich
schneiden, einen Punkt gemeinsam haben, und seine
Anschauung konnte als ebenso berechtigt erscheinen.

Sie wiirde ihn jedoch in diesem Falle tduschen. Man
kann beweisen, daB es Kurven gibt, welche keine Tan-
gente haben, wenn eine solche Kurve als ein analytisches
Kontinuum zweiter Ordnung definiert wird.!®%)

Ohne Zweifel hitte irgend ein Kunstgriff, dhnlich den-
jenigen, welche wir oben studiert haben, geniigt, um
diesen Widerspruch aufzuheben; aber da letzterer nur
ganz ausnahmsweise vorkommt, so hat man sich damit
weiter keine Miihe gegeben. Anstatt zu versuchen, die
Anschauung mit der Analysis in Ubereinstimmung zu
bringen, hat man sich damit begniigt, die eine der beiden
zu opfern, und da die Analysis unfehlbar bleiben muB,
so hat man natiirlich der Anschauung Unrecht gegeben.

Das physikalische Kontinuum von mehreren
Dimensionen. — Ich habe weiter oben das physi-
kalische Kontinuum durchgenommen, so wie es aus den
unmittelbaren Beobachtungen unserer Sinne hervorgeht,
oder wenn man will, aus den groben Resultaten der
Versuche von Fechner (vgl. S. 221.); ich habe gezeigt,
daB diese Erfahrungen in den sich gegenseitig wider-
sprechenden Formeln zusammengefa8t sind:

A—B, B=C, A<C.

Wir wollen jetzt sehen, wie diese Vorstellung sich
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verallgemeinern 148t und wie daraus der Begriff des
Kontinuums von mehreren Dimensionen hervorgehen
kann.

Betrachten wir irgend zwei Gesamtheiten von Emp-
findungen. Entweder wir konnen sie voneinander unter-
scheiden, oder wir kénnen es nicht, ebenso wie sich in
den Untersuchungen Fechners ein Gewicht von 10 Gramm
wohl von einem Gewichte von 12 Gramm unterscheiden
lieB, nicht aber von einem Gewichte von 1T Gramm. Ich
brauche nichts weiter, um das Kontinuum von mehreren
Dimensionen zu konstruieren.

Wiz wollen eine dieser Gesamtheiten von Empfindun-
gen ein Element nennen. Dasselbe wird dem mathe-
matischen Punkt ungefihr analog aber doch nicht
ganz dasselbe sein. Wir konnen nicht sagen, daB unser
Element ohne Ausdehnung sei, weil wir es nicht von
benachbarten Elementen unterscheiden kénnen und weil
es auch von einer Art undurchsichtiger Schicht umgeben
ist. Wenn man mir diesen astronomischen Vergleich
gestatten will, so wiirden sich unsere ,,Elemente* wie
Nebelflecke verhalten, wihrend die mathematischen Punkte
sich wie Sterne verhalten.

Wenn wir an dieser Vorstellung festhalten, so wird
ein System von Elementen ein Kontinuum bilden, wenn
man von irgend einem Elemente zu irgend einem ande-
ren durch eine Reihe von aufeinander folgenden Elementen
hindurch iibergehen kann, unter denen keines sich vom
vorhergehenden unterscheiden 14B8t. Diese lineare Reihe
verhdlt sich zur Linie des Mathematikers wie ein ein-
zelnes Element sich zum Punkte verhilt.

Ehe wir weiter gehen, muB ich erbrtern, was ein
Querschnitt ist. Fassen wir ein Kontinuum C ins
Auge und entnehmen ihm gewisse seiner Elemente, welche
wir fiir einen Augenblick als nicht zu diesem Kontinuum
zugehorig betrachten. Die so entnommene Gesamtheit
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von Elementen wird man einen Querschnitt nennen. Ver-
mittelst dieses Querschnittes 148t es sich bewerkstelligen,
dal C in mehrere getrennte Kontinua zerlegt wird, und
zwar dann, wenn die Gesamtheit der zuriickbleibenden
Elemente aufhort ein einziges Kontinuum zu bilden.

Alsdann sind auf C zwei Elemente, 4 und B, so an-
gebbar, dall man sie als zu den beiden getrennten Kon-
tinuis gehorig betrachten muB; und zwar wird man dies
dann tun, wenn es unmoglich ist, eine lineare Reihe
(eine Kette) aufeinander folgender Elemente von C zu
finden, unter denen keines vom vorhergehenden zu unter-
scheiden ist und von denen das erste Element mit 4,
das letzte mit B zusammenfillt, ohne dafB eines unter
den Elementen dieser Kette von einem Elemente
des Querschnittes nicht unterschieden werden
kann (d.h. dem Querschnitte angehért).

Es kann aber auch vorkommen, daf der gemachte
Querschnitt nicht gentigt um das Kontinuum C zu zer-
legen. Um die physikalischen Kontinua einzuteilen,
werden wir genau priifen, welches diejenigen Querschnitte

sind, die man notwendig braucht, um die Zerlegung
durchzufiihren.

Wenn man ein physikalisches Kontinuum C durch
einen Querschnitt zerlegen kann, welcher sich auf eine
endliche Anzahl von gegeneinander abgegrenzten Ele-
menten reduziert und welcher folglich weder ein Kon-
tinuum noch mehrere Kontinua bildet, so werden wir C
ein Kontinuum von einer Dimension nennen.!?)

Wenn im Gegenteil C nur durch Querschnitte zer-
legt werden konnte, welche selbst Kontinua sind, so
werden wir sagen, daB C mehrere Dimensionen hat.
Wenn es geniigt, Querschnitte zu benutzen, welche Kon-
tinua von einer Dimension sind, so werden wir sagen,
daB C zwei Dimensionen hat; wenn zweidimensionale

Poincaré, Wissenschaft und Hypothese. 3. Aufl. 3
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Querschnitte geniigen, so werden wir sagen, daB C drei
Dimensionen hat, und so weiter.

So ldBt sich der Begriff des physikalischen Kon-
tinuums von mehreren Dimensionen definieren, dank der
einfachen Tatsache, dafl zwei Gesamtheiten von Emp-
findungen entweder voneinander unterscheidbar oder
nicht voneinander unterscheidbar sind.

Das mathematische Kontinuum von mehreren
Dimensionen. — Der Begriff des mathematischen Kon-
tinuums von # Dimensionen ist daraus ganz natiirlich
durch einen ProzeB hervorgegangen, ganz dhnlich dem-
jenigen, den wir am Anfang dieses Kapitels behandelt
haben. Ein Punkt eines derartigen Kontinuums erscheint
uns, wie man weil, als definiert durch ein System von #
verschiedenen GroBen, welche man seine Koordinaten
nennt,

Es ist nicht immer notwendig, daB diese GroBen
meBbar sind, und es gibt z. B. einen Zweig der Mathe-
matik, in welchem man von der Messung dieser GréBen
Abstand nimmt und wo man sich ausschlieflich damit
beschiftigt, zu erfahren, ob z. B. auf einer Kurve
A — B—C der Punkt B zwischen den Punkten 4 und
C liegt, und nicht damit, zu erfahren, ob der Bogen
AB gleich dem Bogen BC oder ob er etwa zweimal
so grof ist. Diesen Zweig der Geometrie nennt man
Analysis situs.')

Das ist ein Lehrgebdude fiir sich, welches die Auf-
merksamkeit der groBesten Mathematiker auf sich ge-
lenkt hat und bei welchem man eine Reihe bemerkens-
werter Lehrsitze auseinander hervorgehen sieht. Diese
Lehrsitze sind von denjenigen der gewShnlichen Geome-
trie dadurch unterschieden, daB sie rein qualitativ sind
und daB sie wahr bleiben, auch wenn die Figuren
durch einen ungeschickten Zeichner kopiert wiirden,
welcher dabei ihre Proportionen in plumper Weise ver-
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dndert und die geraden Linien durch mehr oder minder
krumme Ziige ersetzt.

Dadurch, daB man sich anschickte, das MaB3 in das
von uns soeben definierte Kontinuum einzufiihren, ist
dieses Kontinuum zum Raume geworden und ist die
Geometrie geboren. Aber das ndhere Studium dieser Ver-
hiltnisse behalte ich mir fiir den zweiten Teil vor.



Zweiter Teil.
Der Raum.

Drittes Kapitel.

Die nicht-Euklidische Geometrie.

Jede SchluBfolgerung stiitzt sich auf Voraussetzungen;
diese Voraussetzungen selbst sind entweder an sich evi-
dent und bediirfen keines Beweises oder sie konnen nur
dadurch gesichert werden, daB man sich auf andere
Sdtze stiitzt; und weil man so nicht ins Unendliche fort-
fahren kann, so beruht jede deduktive Wissenschaft und
besonders die Geometrie auf einer gewissen Anzahl von
unbeweisbaren Axiomen. Alle Lehrbiicher der Geometrie
beginnen daher mit der Aufzihlung dieser Axiome.
Aber man muB einen Unterschied zwischen letzteren
machen: einige, wie z. B.: ,,Zwei GréBen, die einer und
derselben dritten gleich sind, sind untereinander gleich®,
sind nicht Behauptungen der Geometrie, sondern analy-
tische Sitze. Ich betrachte sie als analytische Urteile
a priori und beschdftige mich nicht weiter mit ihnen.®)

Aber ich muB mich auf andere Axiome berufen,
welche der Geometrie eigentiimlich sind. Die meisten
Lehrbiicher geben drei solche an:

1. Durch zwei Punkte kann nur eine Gerade gehen:

2. Die gerade Linie ist der kiirzeste Weg von einem
Punkte zu einem andern Punkte;

3. Durch einen Punkt kann man nur eine Gerade
gehen lassen, welche zu einer gegebenen Geraden par-
allel ist.
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Obgleich man sich im allgemeinen nicht die Miihe
gibt, das zweite Axiom zu beweisen, wiirde es doch
moglich sein?), es aus den beiden anderen und aus den
viel zahlreicheren Axiomen abzuleiten, welche man (wie
ich weiterhin darlegen werde) implicite 2uldBt, ohne sie
auszusprechen.

Man hat lange vergeblich versucht, das dritte Axiom
ebenfalls zu beweisen, welches unter dem Namen des
Euklidischen Postulates bekannt ist. Was man in
dieser unerfiillbaren Hoffnung an Kriften verschwendet
hat, ist wirklich unvorstellbar. Endlich stellten im An-
fange des Jahrhunderts und ungefihr zu der gleichen
Zeit zwei Gelehrte, ein Russe und ein Ungar, Loba-
tschewsky und Bolyai unwiderlegbar fest, daf3 dieser
Beweis unmoglich sei; sie haben uns so ziemlich von den
Erfindern, welche unsere elementare Geometrie ohne das
Euklidische Postulat aufstellen wollten, befreit; seitdem
erhilt die Académie des Sciences nur noch ein oder
zwel solche Beweise im Jahr.'?)

Die Frage war noch nicht erschépft; aber sie machte
bald einen groSlen Schritt vorwirts durch die Publikation
der beriihmten Abhandlung von Riemann, betitelt: Uber
die Hypothesen, welche der Geometrie zu Grunde
liegen. Diese Schrift hat die meisten neueren Arbeiten
beeinfluBt, von welchen ich weiterhin sprechen werde, und
unter denen man diejenigen von Beltrami und von Helm-
holtz erwidhnen muB.®)

Die Geometrie von Lobatschewsky. — Wenn es
moglich wire, das Euklidische Postulat auf andere Axiome
zuriickzufithren, so wiirde man offenbar bei Verneinung
dieses Postulates, und bei Zulassung der anderen Axiome
auf widerstreitende Folgerungen stoBBen; es wiirde also un-
moglich sein, auf solche Voraussetzungen eine zusammen-
hingende Geometrie zu stiitzen.



38 II, 3. Nicht-Euklidische Geometrie

Genau das hat Lobatschewsky durchgefiihrt. Er setzt
zu Anfang voraus:

,,Man kann durch einen Punkt mehrere Paral-
lelen zu einer gegebenen Geraden ziehen.”

Und er behdlt andererseits alle anderen Axiome
Euklids bei. Aus diesen Hypothesen leitet er eine
Reihe von Lehrsitzen ab, zwischen denen keinerlei
Widerspruch besteht, und er konstruiert eine Geometrie,
deren unfehlbare Logik in nichts derjenigen der Eukli-
dischen Geometrie nachsteht.

Die Lehrsitze sind, wohl verstanden, sehr verschieden
von denjenigen, an welche wir gewdhnt sind, und sie
machen anfangs etwas stutzig.

»90 ist die Summe der Winkel eines Dreiecks
immer kleiner als zwei Rechte, und die Differenz
zwischen dieser Summe und zwei Rechten ist dem
Flicheninhalte des Dreiecks proportional.*

»Bs ist unmoglich, zu einer gegebenen Figur eine
dhnliche Figur in gréBeren oder kleineren Dimensionen
zu zeichnen.*

»Wenn man einen Kreis in # gleiche Teile teilt und
wenn man Tangenten in den Teilpunkten zieht, so
werden diese # Tangenten ein Polygon bilden, wenn
der Halbmesser des Kreises klein genug ist, aber wenn
der Halbmesser hinreichend groB ist, so werden sie sich
gegenseitig nicht schneiden.*

Es ist unniitz, diese Beispiele zu vermehren; die
Sdtze Lobatschewskys sind von ganz anderer Art als
diejenigen Euklids, aber sie sind nicht weniger streng
logisch untereinander verbunden.

Die Geometrie von Riemann. — Wir wollen uns
eine eigenartige Welt vorstellen, welche mit Wesen be-
volkert ist, die keine Dicke (oder Hohe) haben, und wir
wollen ferner voraussetzen, daB diese »-ganzlich flachen*
Lebewesen alle in derselben Ebene sich befinden und
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nicht aus ihr heraus konnen. Wir nehmen auBerdem
an, daBl diese Welt weit genug von den anderen Welten
entfernt sei, so daBl sie deren Einflusse entzogen ist.
Wenn wir einmal dabei sind, Hypothesen aufzustellen,
so kostet es uns weiter keine Miihe, diese Wesen 'mit
Vernunft auszustatten und sie fiir fihig zu halten, Geome-
trie zu treiben. In diesem Falle werden sie dem Raume
gewiBl nur zwei Dimensionen zuerkennen.?)

Aber wir wollen jetzt voraussetzen, dafB diese einge-
bildeten Lebewesen, indem sie. zwar ohne Dicke (resp.
Hohe) bleiben, eine kugelférmig gewdélbte Gestalt haben
und nicht eine flache Gestalt, und daB sie alle auf der-
selben Kugel wiren, ohne die Macht zu haben, sich von
ihr zu entfernen. Welche Geometrie wiirden sie kon-
struieren? Es ist klar, daB sie vor allem dem Raume
nur zwei Dimensionen zusprechen wiirden; was wiirde
nun fiir sie die Rolle der geraden Linie spielen? Offen-
bar der kiirzeste Weg zwischen zwei Punkten auf der
Kugel, d. h. ein Bogen eines groBesten Kreises; mit einem
Worte: ihre Geometrie wiirde die Geometrie der Kugel
sein (Sphirische, Geometrie).

Was sie den Raum nennen wiirden, wird diese Kugel
sein, von welcher sie nicht fort kénnen und auf welcher
sich alle Ereignisse abspielen, von denen sie Kenntnis
haben kénnen. Ihr Raum wird also ohne Grenzen
sein, weil man auf einer Kugel stets vorwérts schreiten
kann, ohne jemals aufgehalten zu werden, und dennoch
wird er endlich sein; man wird niemals ans Ende kommen,
aber man wird bei stetigem Fortschreiten in gleicher
Richtung zum Ausgangspunkte zuriickkehren.

In gleichem Sinne ist die Geometrie von Riemann
identisch mit der sphirischen Geometrie, wenn man
letztere auf drei Dimensionen ausdehnt. Um sie zu
konstruieren, mufte der deutsche Mathematiker nicht nur
das Euklidische Postulat iiber Bord werfen, sondern auch
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das erste Axiom: durch zwei Punkte kann man
nur eine Gerade gehen lassen.

Auf einer Kugel kann man durch zwei gegebene
Punkte im allgemeinen nur einen grofiten Kreis legen
(der wie wir soeben gesehen haben, fiir unsere einge-
bildeten Lebewesen die Rolle der geraden Linie spielen
wiirde); aber es gibt eine Ausnahme: Wenn die beiden
gegebenen Punkte einander diametral gegeniiber liegen,
kann man durch sie eine unendliche Anzahl von gréSten
Kreisen hindurch legen. Ebenso wird man in der
Riemannschen Geometrie (wenigstens bei einer der fiir
sie moglichen Formen) durch zwei Punkte im allgemeinen
nur eine gerade Linie legen konnen; aber es gibt Aus-
nahmefille, wo durch zwei Punkte unendlich viele gerade
Linien hindurchgehen.20)

Es besteht eine Art Gegensatz zwischen der Riemann-
schen und der Lobatschewskyschen Geometrie. So ist
die Summe der Winkel eines Dreiecks

gleich zwei Rechten in der Euklidischen Geometrie,
kleiner als zwei Rechte bei Lobatschewsky,
groBer als zwei Rechte bei Riemann.

Die Zahl der Linien, welche man parallel zu einer
gegebenen Linie durch einen gegebenen Punkt ziehen
kann, ist:

gleich eins in der Euklidischen Geometrie,
gleich Null bei Riemann,
unendlich groB bei Lobatschewsky.?!)

Wir wollen noch hervorheben, daB der Riemannsche
Raum endlich, jedoch unbegrenzt ist, wenn man diese
Worte in dem oben festgesetzten Sinne versteht.

Die Fliachen konstanten KriimmungsmafBes., —
Ein Einwurf blicbe indessen méglich. Die Lehrsitze
von Lobatschewsky und von Riemann enthalten keinen
Widerspruch; aber wie zahlreich auch die Folgerungen
sein mogen, welche diese beiden Mathematiker aus ihren



Flichen konstanter Kriimmung 41

Hypothesen gezogen haben, sie haben stehen bleiben
milssen, bevor sie alle erschopft hatten, denn die An-
zahl dieser Folgerungen wiirde unendlich sein; wer sagt
uns aber, da8 sie nicht doch auf irgend einen Wider-
spruch gestoBen wiren, wenn sie ihre Ausfithrungen weiter
verfolgt hitten?

Diese Schwierigkeit existiert fiir die Riemannsche
Geometrie nicht, vorausgesetzt, daB man sich auf zwei
Dimensionen beschrinkt; die Riemannsche Geometrie
von zwei Dimensionen unterscheidet sich in der Tat,
wie wir schon gesehen haben, nicht von der sphérischen
Geometrie, welche nur ein Zweig der gewbhnlichen
Geometrie ist und welche dadurch auBerhalb jeder Dis-
kussion steht.

Beltrami hat ebenso gezeigt, daB die Lobatschewsky-
sche Geometrie von zwei Dimensionen nichts anderes
ist als ein Zweig der gewdhnlichen Geometrie und da-
durch ebenfalls jeden Einwand entkrédftet, den man gegen
dieselbe machen kdnnte.

Ich will versuchen klar zu machen, wie er dazu ge-
kommen ist. Fassen wir auf einer Oberfldche irgend eine
Figur ins Auge. Wir wollen uns vorstellen, diese Figur wire
auf eine biegsame und unausdehnbare Leinwand gezeich-
net, welche so iiber diese Oberfliche gespannt ist, daBl die
verschiedenen Linien ihre Gestalt, aber nicht ihre Linge
indern koénnen, wenn die Leinwand verschoben und ver-
bogen wird. Im allgemeinen kann diese biegsame und un-
ausdehnbare Figur nicht von ihrem Platze verschoben
werden, ohne die Oberfliche zu verlassen; aber es gibt
gewisse besondere Oberflichen, bei welchen eine solche
Bewegung méglich wird: das sind die Oberflichen kon-
stanten Kriimmungsma@es.

Wenn wir den Vergleich aufnehmen, welchen wir
weiter oben machten, wenn wir uns Wesen ohne Dicke
(bezw. Hohe) vorstellen, welche auf einer dieser Ober-
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flichen leben, so wiirden dieselben die Bewegung einer
Figur, deren Linien eine konstante Linge bewahren,
fiir moglich halten. Eine #hnliche Bewegung wiirde fiir
Wesen ohne Dicke (resp. Hohe), welche auf einer Ober-
fliche mit variabler Kriimmung (d. h. einer Fliche, deren
Kriimmung nicht an jeder Stelle denselben Wert hat)
leben, unmoglich sein.

Diese Oberflichen mit konstanter Kriimmung lassen
sich in zwei Arten einteilen:

Die einen sind von positiver Krimmung wund
koénnen ihre Gestalt so verdndern, daB sie sich auf eine
Kugel abwickeln lassen (ohne dafB dabei die Lingen der
auf der Fliche gezeichneten Linien geéindert wiirden).
Die Geometrie dieser Oberflichen reduziert. sich also auf
die sphirische Geometrie, welche mit derjenigen Riemanns
identisch ist.

Die anderen sind von negativer Kriimmung.
Beltrami hat gezeigt, daB die Geometrie dieser Ober-
flichen keine andere wie diejenige Lobatschewskys ist.
Die zwei-dimensionalen Geometrien von Riemann und
von Lobatschewsky lassen sich also wiederum zur Eukli-
dischen Geometrie in Beziehung setzen.

Veranschaulichung der nicht-Euklidischen Geo-
metrien. — So erledigt sich der obige Einwurf, inso-
fern er die Geometrie von zwei Dimensionen betrifft.

Es wire leicht, die Entwicklung Beltramis auf die
Geometrien von drei Dimensionen auszudehnen. Wer
sich durch den Raum von vier Dimensionen nicht ab-
schrecken 14Bt, wiirde darin keine Schwierigkeit sehen,
aber das wird nur fiir .wenige gelten. Ich ziehe es vor,
in anderer Weise vorzugehen.

Wir wollen eine gewisse Ebene betrachten, welche
ich als Fundamental-Ebene bezeichnen will, und wir
wollen eine Art von Worterbuch herstellen, indem wir
mit einer doppelten Reihe von Gliedern, welche in zwei
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Kolonnen aufgeschrieben sind, in derselben Art wie in
den gewohnlichen Worterbiichern die Worte zweier
Sprachen, die denselben Sinn haben, einander korres-
pondieren lassen:??)

Raum — — — — Teil des Raumes oberhalb der
Fundamentalebene.

Ebene — — — — Kugel, welche die Fundamental-
ebene rechtwinklig schneidet.

Gerade — — — — Kreis, welcher die Fundamental-
ebene rechtwinklig schneidet.

Kugel — — — — Kugel.

Kreis — — — — Kreis.

Winkel — — — — Winkel.

Gegenseitige Entfernung

zweier Punkte. — Logarithmus des Doppel-Verhilt-

nisses, welches diese beiden
Punkte mit zwei anderen Punk-
ten bilden, wenn letztere als
Schnittpunkte der Fundamen-
talebene mit einem Kreise de-
finiert werden, der durch diese
beiden Punkte hindurchgeht
und die Fundamentalebene
rechtwinklig schneidet.
etc. — — — — — etc.

Wir nehmen jetzt die Lehrsitze von Lobatschewsky
und iibersetzen sie mit Hilfe dieses Worterbuches, wie
wir einen deutschen Text mit Hilfe eines deutsch-franzosi-
schen Worterbuches iibersetzen wiirden. Wir werden
so Lehrsitze der gewdhnlichen Geometrie er-
halten.

Nehmen wir z. B. folgenden Satz von Lobatschewsky:
,,die Summe der Winkel eines Dreiecks ist kleiner wie
zwei Rechte®; seine Ubersetzung lautet folgendermaBen:
,Wenn ein krummliniges Dreieck Kreisbégen zu Seiten
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hat, deren Verldngerungen die Fundamentalebene recht-
winklig schneiden wiirden, so ist die Summe der Winkel
dieses rechtwinkligen Dreiecks kleiner als zwei Rechte.<
Auf diese Weise wird man niemals, soweit man auch
die Folgerungen der Hypothesen von Lobatschewsky treibt,
auf einen Widerspruch stoBen. In der Tat, wenn zwei
Lehrsdtze von Lobatschewsky einander widersprechen
wiirden, so wiirde dasselbe der Fall sein mit den Uber-
setzungen dieser beiden Lehrsitze, welche mit Hilfe
unseres Worterbuches gemacht sind, aber diese Uber-
setzungen sind Lehrsitze der gewthnlichen Geometrie,
und niemand zweifelt daran, daB die gewdhnliche Geo-
metrie von Widerspriichen frei ist. Woher kommt uns
diese GewiBheit und ist sie gerechtfertigt? Darin liegt
eine Frage, welche ich hier nicht zu behandeln weiB,
welche aber sehr interessant ist, und die ich nicht fiir
unlésbar halte. Es bleibt also nichts von dem Einwurfe
iibrig, den ich weiter oben formuliert habe.

Das ist nicht alles. Die Geometrie von Loba-
tschewsky, welche einer konkreten Veranschaulichung fihig
ist, hort auf, ein leeres Spiel des Verstandes zu sein, und
kann Anwendungen erhalten; ich habe nicht Zeit, hier
von diesen Anwendungen zu sprechen, noch von dem
Vorteil, den Klein und ich daraus fiir die Integration
linearer Differentialgleichungen gezogen haben.?3)

Diese Veranschaulichung ist nicht die einzig mog-
liche, und man koénnte mehrere Worterbiicher herstellen,
analog dem obigen, welche alle erlauben wiirden, durch
eine einfache,, Ubersetzung* die Lehrsitze Lobatschewskys
in solche der gewthnlichen Geometrie zu verwandeln.?4)

Die impliziten Axiome. — Sind die Axiome, welche
in den Lehrbiichern ausdriicklich aufgezihlt werden, die
einzige Grundlage der Geometrie? Man kann vom
Gegenteil versichert sein, wenn man sieht, daB sie nach-
einander aufgegeben werden kénnen, und daB dennoch
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einige Lehrsdtze bestehen bleiben, die den Theorien
Euklids, Lobatschewskys und Riemanns gemeinsam sind.
Diese Lehrsitze miissen auf Voraussetzungen beruhen,
welche die Mathematiker zu Hilfe nehmen, ohne sie aus-
driicklich auszusprechen. Es ist interessant zu versuchen,
sie von den klassischen Beweisen abzulGsen.

Stuart-Mill hat behauptet, daB jede Definition ein
Axiom enthilt, denn wenn man eine Definition aus-
spricht, so behauptet man implizite die Existenz des de-
finierten Objektes. Aber das ist zu weit gegangen; es
ist selten, daB man in der Mathematik eine Definition
gibt, ohne den Beweis von der Existenz des definierten
Objektes darauf folgen zu lassen, und wenn man dies
unterldBt, so geschieht es in der Regel nur, weil der
Leser leicht selbst die Liicke ausfiillen kann; man muB
auch nicht vergessen, daB das Wort ,,Existenz*‘, wenn
es sich um ein mathematisches Objekt handelt, nicht
denselben Sinn hat, als wenn ein materieller Gegenstand
in Frage kommt. Ein mathematisches Objekt existiert,
sobald nur seine Definition weder mit sich selbst noch
mit den vorher schon bewiesenen Sitzen in Widerspruch
steht (vgl. S. 271.).

Aber wenn auch die Bemerkung Stuart-Mills sich
nicht auf alle Definitionen anwenden 1iBt, so ist sie
doch um so mehr fiir einige unter ihnen richtig. Man
definiert manchmal die Ebene in folgender Weise:

Die Ebene ist eine solche Oberfliche, daB die ge-
rade Linie, welche irgend zwei ihrer Punkte verbindet,
ganz in dieser Oberfliche liegt.

Diese Definition verbirgt offenbar in sich ein neues
Axiom; man konnte sie allerdings abédndern, und das
wiirde vorteilhaft sein, wenn man nur gleichzeitig das
betreffende Axiom explizite ausspriche.

Andere Definitionen kénnen zu nicht weniger wichtigen
Uberlegungen Veranlassung geben.?)
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So ist es z. B. mit der Definition der Gleichheit
zweier Figuren: zwei Figuren sind gleich, wenn man sie
aufeinander legen kann; um sie aufeinander zu legen,
mufl man die eine von ihnen so weit verschieben, bis
sie mit der anderen zusammenfillt; aber wie soll man
diese Verschiebung ausfilhren? Wenn wir so fragen,
wird man uns zweifellos antworten, daB man es tun
muf, ohne die Figur zu deformieren, d. h. so, wie man
einen festen Koérper im Raume bewegt. Der circulus
vitiosus wird dadurch evident.

In Wirklichkeit definiert diese Definition gar nichts;
sie hdtte gar keinen Sinn fiir ein Wesen, das eine Welt
bewohnt, in der es nichts anderes als Flissigkeiten gibt.
Wenn sie uns klar erscheint, so liegt das daran, daB
wir durch Gewohnheit mit den Eigenschaften der natiir-
lichen Korper vertraut sind, welche sich nicht wesentlich
von den Eigenschaften solcher idealen Kérper unter-
scheiden, deren simtliche Dimensionen unverinderlich
sind.

Diese Definition ist nicht nur unvollstindig, sondern
sie enthdlt auch ein nicht ausgesprochenes Axiom.

Die Moglichkeit der Bewegung einer unverinderlichen
Figur ist an sich keine evidente Wahrheit, oder sie ist es
wenigstens nur in demselben Sinne wie das Euklidische
Postulat und nicht in dem Sinne, wie es von einem
analytischen Urteile a priori gelten wiirde.

Studiert man andererseits die Definitionen und Be-
weise der Geometrie, so wird klar, daB man nicht nur
die Moglichkeit dieser Bewegung, sondern auch einige
ibrer Eigenschaften zulassen muB, ohne sie zu beweisen.

Dieses geht vor allem aus der Definition der geraden
Linie hervor. Man hat viele mangelhafte Definitionen
gegeben, aber die wahre ist diejenige, welche bei allen
Beweisen, in denen die gerade Linie vorkommt, still-
schweigend vorausgesetzt wird:
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»Es kann eintreten, daB3 die Bewegung einer unver-
dnderlichen Figur dergestalt ist, daB alle Punkte einer
Linie, welche zu dieser Figur gehéren, unbeweglich
bleiben, wihrend alle Punkte, welche auBerhalb dieser
Linie liegen, sich bewegen. Eine solche Linie wird
man eine gerade Linie nennen.“ Wir haben absicht-
lich in dieser Angabe die Definition von dem Axiom,
welches sie enthilt, getrennt.2®)

Viele Beweise, wie diejenigen fiir die verschiedenen
Kongruenz-Sitze beim Dreieck oder fiir die Moglichkeit
eine Senkrechte von einem Punkte auf eine Gerade zu
fillen, beruhen auf Sétzen, deren besondere Erwidhnung
man sich erspart, weil sie ndmlich dazu né6tigen vor-
auszusetzen, daf es méglich ist, eine Figur im Raume
zu verschieben.??)

Die vierte Geometrie. — Unter diesen .impliziten
Axiomen ist eines, welches einige Aufmerksamkeit zu
verdienen scheint, weil man unter Fortlassung desselben
eine vierte Geometrie konstruieren kann, die ebenso in
sich zusammenhingend ist wie diejenige von Euklid,
von Lobatschewsky und von Riemann.

Um zu beweisen, daB man in einem Punkte 4 stets
eine Senkrechte auf einer Geraden A B errichten kann,
betrachtet man eine Gerade AC als um den Punkt 4
beweglich und anfinglich mit der festen Geraden 4 B
zusammenfallend; man lidBt sie sich um den Punkt 4 so
lange drehen, bis sie in die Verlingerung von 4B fillt.

Man setzt hierbei zwei Behauptungen voraus: zuerst,
daB eine solche Umdrehung méglich ist %), und dann, daB
sie fortgesetzt werden kann, bis jede der beiden Geraden
in die Verlingerung der anderen fillt.

Wenn man den ersten Punkt zuldBt und den zweiten
verwirft, so wird man zu einer Reihe von Lehrsitzen
gefithrt, welche noch fremdartiger sind wie diejenigen
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von Lobatschewsky und Riemann, aber ebenso frei von
Widerspriichen.??)

Ich werde nur einen dieser Lehrsitze anfithren und
ich wahle nicht einmal den seltsamsten: eine reelle
Gerade kann senkrecht zu sich selbst sein.

Der Lehrsatz von Lie. — Die Anzahl der Axiome,
welche implizite in den klassischen Beweisen benutzt
werden, ist groBer, als es notig wire, man war deshalb
bemiiht, sie auf ein Minimum zuriickzufithren. Man
muB sich zuerst fragen, ob diese Reduktion méglich ist,
und ob die Anzahl der notwendigen Axiome und die-
jenige der denkbaren Geometrien nicht unendlich ist.

Ein Lehrsatz von Sophus Lie beherrscht diese ganze
Diskussion.?®) Man kann ihn folgendermaBen aussprechen:

»Wir setzen voraus, dafl man die folgenden Vorder-
sdatze zuldBt:

I. Der Raum hat # Dimensionen;

2. Die Bewegung einer unverdnderlichen Figur ist
moglich;

3. Man braucht p Bedingungen, um die Lage dieser
Figur im Raume zu bestimmen.

Die Anzahl der mit diesen Vordersidtzen ver-
triglichen Geometrien ist begrenzt.”

Ich kann sogar hinzufiigen, daB man, wenn = ge-
geben ist, fiir  eine obere Grenze angeben kann.

Wenn man also die Méglichkeit der Bewegung zu-
gibt, so braucht man nur eine endliche (sogar ziemlich
beschrinkte) Anzahl von dreidimensionalen Geometrien
in Gedanken zu schaffen.

Die Geometrien von Riemann. — Dieses Resultat
widerspricht scheinbar dem Riemannschen, denn dieser
Gelehrte konstruiert eine unendliche Anzahl von ver-
schiedenen Geometrien, und diejenige, welcher man
gewohnlich seinen Namen gibt, ist nur ein besonde-
rer Fall.
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Alles hingt, wie er sagt, von der Art ab, in
welcher man die Linge einer Kurve definiert. Es gibt
eine unendliche Anzahl von Moglichkeiten, diese Linge
zu definieren, und jede von ihnen kann der Ausgangs-
punkt einer neuen Geometrie werden.

Das stimmt vollkommen, aber die meisten dieser
Definitionen sind unvertrdglich mit der Bewegung einer
unverinderlichen Figur, welche man in dem Lehrsatze
von Lie als moglich voraussetzt. Diese Riemannschen
Geometrien, so interessant sie unter verschiedenen Ge-
sichtspunkten sind, kénnen demnach niemals anders als
rein analytisch sein und lassen sich nicht zu Beweisen
verwenden, welche denjenigen Euklids analog sind.?!)

Die Geometrien von Hilbert. — Veronese wund
Hilbert endlich haben neue noch fremdartigere Geo-
metrien ersonnen, die sie als nicht-Archimedisch be-
zeichnen. Sie erhalten dieselben, indem sie das Archi-
medische Axiom nicht annehmen, nach welchem eine
jede gegebene Linge so mit einer ganzen Zahl multipli-
ziert werden kann, daB die so vergroéBerte Linge schlie3-
lich jede beliebig groBe andere Linge ibertrifft. Auf
einer nicht-Archimedischen Geraden gibt es alle Punkte
unserer gewdohnlichen Geometrie, auBerdem aber eine
unendliche Menge anderer Punkte, die sich zwischen
erstere derartig einordnen, daB man zwischen zwei Seg-
mente, die ein Mathematiker alter Schule als aneinander
benachbart betrachten wiirde, noch unendlich viele dieser
neuen Punkte einschalten kann. Oder kurz gesagt, wenn
ich mich der Ausdrucksweise des vorhergehenden Kapitels
bediene (vgl. S. 27): der nicht-Archimedische Raum ist
nicht mehr ein Kontinuum zweiter, sondern ein Kon-
tinuum dritter Ordnung.®*?)

Von der Natur der Axiome. — Die meisten Mathe-
matiker betrachten die Lobatschewskysche Theorie nur als

eine einfache logische Merkwiirdigkeit; einige von ihnen
Poincaré, Wissenschaft und Hypothese. 3. Aufl. 4
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sind allerdings weiter gegangen. Ist es gewi3, dall unsere
Geometrie die rechte ist, denn es sind doch mehrere
Geometrien moglich? Die Erfahrung lehrt uns ohne
Zweifel, daB die Summe der Winkel eines Dreiecks gleich
zwei Rechten ist; aber das ist nur der Fall, wenn wir
mit zu kleinen Dreiecken operieren; nach Lobatschewsky
ist der Unterschied von zwei Rechten der Oberfliche
des Dreiecks proportional: kann diese Differenz nicht
wahrnehmbar werden, wenn wir mit gré8eren Dreiecken
operieren und wenn unsere Messungen genauer werden?
Die Euklidische Geometrie wiirde fiir uns damit nur
eine vorldufig richtige Geometrie sein.

Um diese Ansicht zu priifen, miissen wir uns vor allem
fragen: Welches ist die Natur der geometrischen Axiome?

Sind es synthetische Urteile a priori, wie Kant sie nennt ?

Sie dringen sich uns mit einer solchen Macht auf,
daB wir die gegensitzliche Behauptung weder begreifen,
noch auf ihr als Grundlage ein theoretisches Gebidude
errichten konnen. Darnach wiirde es keine nicht-Eukli-
dische Geometrie geben.

Man nehme, um sich davon zu iiberzeugen, ein wirk-
liches synthetisches Urteil a priori, z. B. dasjenige, dessen
hervorragende Wichtigkeit wir im ersten Kapitel aner-
kannt haben:

Wenn ein Lehrsatz fiir die Zahl 1 wahr ist,
und wenn man bewiesen hat, daB er fiir w41
wahr ist, vorausgesetzt daB- er fiir » gilt, so wird
er fiir alle ganzen, positiven Zahlen gelten.

Man versuche diesen Schlufl beiseite zu lassen und
eine falsche Arithmetik zu konstruieren, analog der nicht-
Euklidischen Geometrie — das wird man nie durch-
fithren konnen; man wiirde sogar versucht sein, diese
Urteile fiir analytisch zu halten.

Wir wollen andererseits die Vorstellung von Lebe-
wesen ohne Dicke (resp. Hohe) wieder aufnehmen (vgl.
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S. 411.); wir konnen wohl kaum annehmen, da8 sich diese
Wesen, wenn sie einen Verstand gleich dem unsrigen
hitten, die FEuklidische Geometrie aneignen wiirden,
welche allen ihren Erfahrungen widerspriche.

Sollen wir nun daraus schlieBen, daB die geometri-
schen Axiome erfahrungsmiBige Wahrheiten sind? Man
experimentiert doch nicht mit idealen geraden Linien
oder Kreisen; man kann dazu nur wirkliche Gegenstdnde
brauchen. Worauf begriindet sich also die Erfahrung,
welche als Fundament in.- der Geometrie dienen soll?
Die Antwort ist leicht.

Wir haben weiter oben gesehen (vgl. S. 46), daB
man bei allen Schliissen so verfihrt, als ob die geome-
trischen Figuren sich ebenso verhielten wie feste Korper.
Was die Geometrie von der Erfahrung entlehnt, sind
die Eigenschaften dieser Korper.

Die Eigenschaften des Lichtes und seine geradlinige
Fortpflanzung haben ebenfalls Veranlassung zu einigen
Sitzen der Geometrie gegeben, besonders zu denjenigen
der projektiven Geometrie, und zwar derart, daB man
von diesem Gesichtspunkte aus versucht sein kénnte zu
behaupten, da8 die metrische Geometrie das Studium
der festen Korper ist und daB die projektive Geometrie
sich mit dem Studium des Lichtes beschiftigt.3?)

Aber es besteht eine Schwierigkeit, welche uniiber-
windlich ist. Wenn die Geometrie eine Experimental-
Wissenschaft wire, so wiirde sie aufhoren, eine exakte
Wissenschaft zu sein, sie wiirde also einer bestdndigen
Revision zu unterwerfen sein. Noch mehr, sie wiirde
von jetzt ab dem Irrtum verfallen sein, weil wir wissen,
daB es keine streng unverdnderlichen Korper gibt.

Die geometrischen Axiome sind also weder
synthetische Urteile a priori noch experimentelle
Tatsachen.

Es sind auf Ubereinkommen beruhende Fest-

*

4*
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setzungen; unter allen moglichen Festsetzungen wird
unsere Wahl von experimentellen Tatsachen geleitet;
aber sie bleibt frei und ist nur durch die Notwendigkeit
begrenzt, jeden Widerspruch zu vermeiden (vgl. S. 45). In
dieser Weise kénnen auch die Postulate streng richtig blei-
ben, selbst wenn die erfahrungsméBigen Gesetze, welche ihre
Annahme bewirkt haben, nur annihernd richtig sein sollten.

Mit anderen Worten: die geometrischen Axiome
(ich spreche nicht von den arithmetischen) sind nur
verkleidete Definitionen.

Was soll man dann aber von der folgenden Frage
denken: Ist die Euklidische Geometrie richtig?

Die Frage hat keinen Sinn.

Ebenso kénnte man fragen, ob das metrische System
richtig ist und die &dlteren MaB-Systeme falsch sind, ob
die Cartesiusschen Koordinaten richtig sind und die Polar-
Koordinaten falsch. Eine Geometrie kann nicht richtiger
sein wie eine andere; sie kann nur bequemer sein.

Und die Euklidische Geometrie ist die bequemste
und wird es immer bleiben:

I. weil sie die einfachste ist, und das ist sie nicht nur in-
folge der Gewohnheiten unseres Verstandes oder infolge
irgend welcher direkten Anschauung, sondern sie ist die ein-
fachste insich, gleichwie einPolynom ersten Grades einfacher
ist als ein Polynom zweiten Grades; die Formeln der ebenen
Trigonometrie sind eben einfacher als diejenigen der sphéri-
schen Trigonometrie, und so wiirden sie auch einem Mathe-
matiker erscheinen, der ihre geometrische Bedeutung nicht
kennt, indem er eine solche nur der sphirischen Trigonome-
trie (in der nicht-Euklidischen Geometrie) unterzulegen weil;

2. weil sie sich hinreichend gut den Eigenschaften
der natiirlichen, festen Korper anpaft, dieser Kérper,
welche uns durch unsere Glieder und unsere Augen zum
BewuBtsein kommen und aus denen wir unsere MeB-
instrumente herstellen (vgl. unten S. 54 ff und S. 62 f1).
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Viertes Kapitel.

Der Raum und die Geometrie.

Beginnen wir mit einem kleinen Paradoxon!

Wesen, deren Verstand und Sinne wie die unsrigen
gebildet sind, welche aber noch keinerlei Erziehung ge-
nossen haben, wiirden von einer passend gewidhlten
AuBlenwelt solche Eindriicke empfangen, dafl sie dazu
gefiilhrt werden, eine andere Geometrie als die Euklidi-
sche zu konstruieren und die Erscheinungen dieser Auflen-
welt in einem nicht-Euklidischen Raume oder gar in
einem Raume von vier Dimensionen zu lokalisieren.

Fiir uns, deren Erziehung durch unsere tatsichliche
Welt bewerkstelligt ist, wiirde es keine Schwierigkeit
haben, in diese neue Welt die Phinomene unseres Euklidi-
schen Raumes zu iibertragen, wenn wir plétzlich dahin-
ein versetzt wiirden. (Denn die Eigenschaften der nicht-
Euklidischen und der mehrdimensionalen Geometrie sind
uns durch die im vorhergehenden erwidhnten mathe-
matischen Spekulationen hinreichend bekannt.) Wenn
umgekehrt diese Wesen zu uns gebracht wiirden, so
wiirden sie die bei uns beobachteten Erscheinungen auf
den ihnen geldufigen nicht-Euklidischen Raum beziehen.

Ja mit einem geringen Aufwande von Anstrengung
konnten wir das ebenfalls tun. Wenn jemand seine
Existenz dieser Sache widmen wollte, so konnte er sogar
dahin gelangen, sich die vierte Dimension vorzustellen.?3)

Der geometrische Raum und der Vorstellungs-
Raum. — Man sagt oft, daB die Bilder der duBeren
Gegenstinde im Raume lokalisiert sind, und sogar, dal3
solche Bilder sich nur unter dieser Bedingung bilden
kénnen. Man sagt auch, daB dieser Raum, welcher somit
als ein zu unseren Gefithlen und Vorstellungen vollkommen
passender Rahmen dient, identisch ist mit dem Raume
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