


P. P

Meinen umfangreichen Verlag auf dem Gebiete der Mathematik, der
Naturwissenschaften und Technik nach allen Richtungen hin weiter
auszubauen, ist mein stetes, durch das Vertrauen und Wohlwollen zahl-
reicher hervorragender Vertreter dieser Gebiecte von Erfolg begleitetes
Bemiihen, wie mein Verlagskatalog zeigt, und ich hoffe, daB bei gleicher
Unterstiitzung seitens der Gelchrten und Schulminner des In- und Aus-
landes auch meine weiteren Unternehmungen Lehrenden und Lernenden
in Wissenschaft und Schule jederzeit forderlich sein werden. Verlags-
anerbieten gediegener Arbeiten auf einschliigigem Gebiete werden mir
deshalb, wenn auch schon gleiche oder #hnliche Werke iiber denselben
Gegenstand in meinem Verlage erschienen sind, stets sehr willkommen sein.

Unter meinen zahlreichen Unternehmungen mache ich ganz besonders
auf die von den Akademien der Wissenschaften zu Gottingen, Leipzig,
Miinchen und Wien herausgegebene Eneyklopidie der Mathematischen
Wissenschaften aufmerksam, die in 7 Binden die Arithmetik und
Algebra, die Analysis, die Geometrie, die Mechanik, die Physik, die
Geoddsie und Geophysik und die Astronomie behandelt und in einem
SchluBband Geschichte, Philosophie und Didaktik besprechen wird, Eine
franzdsische Ausgabe, von franzdsischen Mathematikern besorgt, hat
zu erscheinen begonnen.

Weitester Verbreitung erfreuen sich die mathematischen und natur-
wissenschaftlichen Zeitschriften meines Verlags, als da sind: Die Mathe-
matischen Annalen, die Bibliotheca Mathematica, Zeitschrift fiir
Geschichte der Mathematischen Wissenschaften, das Archiv der Mathe-
matik und Physik, die Jahresberichte der Deutschen Mathematiker-
Vereinigung, die Zeitschrift fiir Mathematik und Physik, Organ fiir
angewandte Mathematik, die Zeitschrift fiir mathematischen und
naturwissenschaftlichen Unterricht, die Mathematisch-natur-
wissenschaftlichen Blitter, die Monatshefte fiir den naturwissen-
schaftlichen Unterricht aller 8chulgattungen, die Geographische
Zeitschrift, das Archiv flir Rassen- und Gesellschafts-Biologie,
ferner Himmel und Brde, illustrierte naturwissenschaftliche Monats-
schrift u. a.

Seit 1868 verdffentliche ich: ,Mitteilungen der Verlagsbuch-
handlung B. G. Teubnert. Diese jihrlich dreimal erscheinenden
»Mitteilungen*, die in 35000 Exemplaren im In- und Auslande von mir ver-
breitet werden, sollen das Publikum, das meinem Verlage Aufmerksamkeit
schenkt, von den erschienenen, unter der Presse befindlichen und von den
vorbereiteten Unternehmungen des Teubnerschen Verlags durch aus-
fiihrliche Selbstanzeigen der Verfasser in Kenntnis setzen, Die Mit-
teilungen werden jedem Interessenten auf Wunsch regelmiiBig
bei BErscheinen umsonst und postfrei von mir {ibersandt. Das
ausfuhrliche ,Verzeichnis des Verlags von B. G. Teubner auf
dem Gebiete der Mathematik, Naturwissenschaften, Technik nebst
Grenzwissenschaften® 101. Ausgabe, mit eingehender systematischer
und alphabetischer Bibliographie und einem Gedenktagebuch fiir Mathe-
matiker, 10 Bildnissen sowie einem Anhange, Unterhaltungsliteratur ent-
haltend [CXXXI, 392 u. 92 8.] gr. 8. 1908, steht Interessenten umsonst
und postfrei zur Verfiigung.

Iivapzia, PoststraBe 3.
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Vorrede.

Das Werk, dessen ersten Band ich hiermit der Offentlichkeit iiber-
gebe, weicht seinem Inbhalte wie seiner Form nach ziemlich stark von den
sonstigen analytischen Bearbeitungen der projektiven Geometrie ab; seinem
Inhalte nach, insofern ich das Rechnen mit Abbildungen in den Vorder-
grund der Betrachtung geriickt habe, seiner Form nach, indem ich als
analytisches Hiilfsmittel die von A, F. M6bius und meinem Vater be-
griindete Methode der Punktrechnung verwende, die, wie ich glaube, fiir
die Darstellung der projektiven Geometrie manche Vorziige hat. Da man
nimlich bei ihr nicht nur die geometrischen Gebilde, den Punkt und die
Gerade, die Strecke und das Feld, sondern auch die wichtigsten Abbil-
dungen, die Projektivitit und Involution, die Kollineation, die Reziprozitit
und das Polarsystem, durch ein einziges Symbol ausdriickt und direkt der
Rechnung unterwirft, gelangt man nicht nur zu Formeln von bemerkens-
werter Kiirze, sondern hat auch den Vorteil, daB jedem Schritte der Rech-
nung eine entsprechende begriffliche Entwickelung parallel geht, wodurch
zugleich eine engere Fiihlung mit der synthetischen Behandlung der Geo-
metrie gewonnen wird. AuBerdem tritt das fiir die projektive Geometrie
so wichtige Prinzip der Dualitdt noch scharfer hervor, als dies bei anderen
rechnerischen Methoden der Fall ist, und man erhilt ferner eine anschauliche
und natiirliche Deutung der Dreieckskoordinaten, die es dann auch ermog-
licht, in jedem Stadium der Rechnung aufs leichteste zu den gewdhnlichen
Koordinatengleichungen iiberzugehen.

Der erste Band des Werkes umfaBt neben einem einleitenden Teile,
in welchem die Methode der Punktrechnung dargelegt wird, die Grund-
begriffe der projektiven Geometrie, die Erzeugung der Kurven zweiter
Ordnung und zweiter Klasse durch projektive Strahlbiischel und Punkt-
reihen, sodann aber eine besonders ausfiihrliche Behandlung der Pro-
jektivititen in der Geraden und im Strahlbiischel, bei der ich versucht
habe, an diesem einfachsten Beispiele das moderne Verfahren des Rechnens
mit Abbildungen zu entwickeln und die wichtigsten auf diesem Gebiete in
dem letzten Vierteljahrhundert von Stéphanos, H. Wiener, Segre,
Peano, Aschieri, Study, Scheffers, Reye und Burali-Forti ge-
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wonnenen Ergebnisse im Zusammenhange darzustellen, wobei die Anwen-
dung der neuen Methode auch sachlich manches Neue ergab. So bei der
Behandlung der entartenden Projektivititen und der zentrischen Schiebung,
bei der Darstellung der Projektivititen mit konjugiert komplexen und ge-
trennten reellen Doppelpunkten durch ihre Doppelpunktsinvolution und
bei den harmonischen Projektivititen. Weiter fiilhrte die Wiedergabe der
von Stéphanos herriihrenden Abbildung der Projektivititen einer Ge-
raden auf die Punkte des Raumes zu einigen neuen Ergebnissen, und
endlich bietet auch wohl die in Anlehnung an die Arbeiten von Study
vollzogene Einreihung dieser Projektivititen unter die Systeme von ho-
heren komplexen GroBen einiges Interesse. Als analytisches Hiilfsmittel
erwies sich bei diesen Untersuchungen neben den extensiven Briichen und
den Folgeprodukten von Abbildungen die Einfilhrung eines kombinato-
rischen Produktes zweier Projektivititen derselben Geraden als besonders
niitzlich.

Der zweite Band wird die projektiven Abbildungen in der Ebene, die
Kollineation und die Reziprozitit und im AnschluB daran eine eingehende
Behandlung der Kegelschnitte und linearen Systeme von Kegelschnitten
enthalten.

Ein paar Bruchstiicke meines Buches habe ich bereits gelegentlich
in der Form dreier Abhandlungen verdffentlicht, die in den Jahren 1894,
1896 und 1898 erschienen sind'), und von demen die erste und ein Teil
der zweiten in erweiterter Form im vorliegenden Bande zum Abdruck ge-
kommen ist, wihrend der Rest der zweiten und die dritte Arbeit im
zweiten Bande verwertet werden sollen.

Ganz besondere Sorgfalt ist' von mir auf die Wahl der Bezeichnungen
verwendet worden, und ich will die Gesichtspunkte, die ich dabei befolgt
habe, hier kurz zusammenstellen, zumal gerade jetzt die Frage der Vek-
torenbezeichnung auf der Tagesordnung steht, und mir bei der bisherigen
Diskussion iiber diesen Gegenstand ein fiir die Erledigung der Frage be-
sonders wichtiger Gedanke iibersehen oder doch nicht geniigend beachtet
zu sein scheint?). Dieser Gedanke hat schon meinen Vater bei der

1) Es sind die drei Arbeiten: Punktrechnung und projektive Geometrie. Erster
Teil: Punktrechnung. Beitrag zur Festschrift der Lateinischen Hauptschule zur zwei-
hundertjihrigen Jubelfeier der Universitit Halle-Wittenberg. Halle 1894. Zweiter
Teil: Grundlagen der projektiven Geometrie. Wissenschaftliche Beilage zum Programm
der Lateinischen Hauptschule. Halle 1896. Dritter Teil: Die linearen Verwandt-
schaften in der Ebene. Beitrag zur Festschrift der Lateinischen- Hauptschule zur
zweihundertjihrigen Jubelfeier der Franckeschen Stiftungen. Halle 1898.

2) Dies gilt zum Beispiel auch von den Vorschligen fiir die Vereinheitlichung
der Vektorenbezeichnung, welche die Herren Burali-Forti und Marcolongo im
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Wahl seiner Bezeichnungen geleitet und ist nur nicht gerade ausdriicklich
von ihm ausgesprochen worden. Ich mochte ihn in der folgenden For-
derung zusammenfassen:

Bei einem jeden anmalytischen Ausdrucke, zum Deispiel bei jedem Pro-
dukte, muf3 man aus der Schriftgattung der Buchstaben, die fiir die wver-
kniipften Griflen benutzt werden, auf Grund einer bloflen Abzihlung sofort
entnehmen Lkinnen, ob der Ausdruck eine Zahlgrife, ein Gebilde erster,
zweiter oder drifter Stufe oder endlich eine Abbildung darstellt, und in letz-
terem Falle, ob und gegebenenfalls in welcher Weise diese Abbildung die
Stufe der abgebildeten Grofien dndert.

Man kann indes diese Forderung nur erfiillen, wenn man fiir addier-
bare Grofen, zum Beispiel fiir die Grofen erster Stufe, den Punkt und
die Strecke, und ebenso fiir die GroBen zweiter Stufe, den Stab und das
Feld, gleichartige Typen wihlt, fiir nicht addierbare Gri8en aber, wie fiir
Zahlen und Punkte, Punkte und Stébe, verschiedenartige Schriftzeichen. Be-
zeichnet man daher die Strecken durch kleine lateinische Buchstaben, so
darf man fiir die Punkte, da sie mit einer Strecke additiv verkniipft werden
konnen, nicht etwa groBle lateinische Buchstaben verwenden, sondern muf
sie ebenfalls durch kleine lateinische Buchstaben wiedergeben. Dies hat
ja freilich den Nachteil, da man von der in der Elementargeometrie und
synthetischen Geometrie iiblichen Bezeichnungsweise abweicht. Aber ein-
mal sind in diesen Disziplinen die Punkte nicht Objekte der Rechnung,
und sodann erscheint es auch wichtiger, den Zusammenhang mit der ge-
wohnlichen analytischen Geometrie nicht zu verlieren; hier aber werden
die Dreieckskoordinaten eines Punktes stets durch kleine lateinische Buch-
staben ausgedriickt. Die Gleichungen der Punktrechnung werden daher den
Gleichungen in Dreieckskoordinaten am #hnlichsten, wenn man denjenigen
Punkt, der in der gewohnlichen analytischen Geometrie die Dreiecks-
koordinaten z,, ,, x; hat, einfach mit = bezeichnet.

, Dadurch wird man zugleich einer zweiten, nicht so wichtigen, aber
doch immerhin niitzlichen Forderung gerecht, der Forderung namlich,
daf die am Liufigsten vorkommenden Griflen die einfachsten Symbolc
erhalten.

In der Tat treten ja -naturgemiB die Punkte und Strecken in den
Rechnungen viel hiufiger auf als die Stibe und Felder, und andererseits
lassen sich die klemen lateinischen Buchstaben, namentlich wenn mehrere

Jahre 1908 dem internationalen MathematikerkongreB in Rom unterbreitet haben.
Vgl. C. Burali-Forti und R. Marcolongo, Per l'unificazione delle notazioni vetto-
riali, Rendiconti del Circolo Matematico di Palermo, Tomo XXIII (April 1907), Tomo
XXIV (Juli und September 1907), Tomo XXV (Februar 1908) und Tomo XXVI (Juni
1908).
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von ihnen als Faktoren eines Produktes aufeinander folgen, weit bequemer
schreiben als die groBen. Mit Riicksicht auf diese zweite Forderung habe
ich es auch vermieden, bereits fiir die extensiven Gebilde (Punkt, Strecke,
Stab, Feld usw.) fette Buchstaben einzufiihren, und behalte mir letztere
zur Bezeichnung der doch nicht so oft vorkommenden Abbildungen vor.

Endlich mochte ich drittens noch die Forderung hinzufiigen,

daf3 man bei der Wahl der Bezeichnungen nach Mdiglichkeit die Kon-
tinustdt der geschichtlichen Entwickelung wahren solle,

also nicht ohne zwingenden Grund eine alte bewihrte Bezeichnung,
die schon begonnen hat, sich einzubiirgern, aufgeben solle, und bei jeder
Neuerung sorgfiltig priifen moge, ob sie auch wirklich eine Verbesserung
darstellt. Nur wenn man dies beriicksichtigt, wird auch die heranwach-
sende Generation ohne Schwierigkeit auf die grundlegenden Originalwerke
und die anschlieBende, schon sehr umfangreiche Litteratur zurtickgreifen
kbnnen.

Diesen drei Forderungen entsprechend bezeichne ich die Punkte und
Strecken durch kleine lateinische Buchstaben, die Stibe und Felder durch
grofe, die Zahlen je nach Belieben durch kleine oder groBe deutsche Buch-
staben; dann bleiben fiir die Geometrie des Raumes zur Bezeichnung der
Blitter (der #uBeren Produkte von drei Punkten) noch die kleinen grie-
chischen Buchstaben zur Verfiigung. Ferner benutze ich, einem Vorschlage
meines Freundes Fr. Engel?) folgend, fiir die Abbildungsbriiche (Projek-
tivititen, Kollineationen, Reziprozititen) fette Typen und wihle die Schrift-
gattung dieser Typen wieder entsprechend der Dimension der Abbildung,
in dem Sinne, daf ich eine Abbildung, die bei der Multiplikation der ab-
zubildenden GréBe deren Stufe unverdndert 1iBt, die also in dieser Hin-
sicht einer ZahlgroBe gleicht, durch einen fetten, kleinen oder groBen
deutschen Buchstaben wiedergebe, eine Abbildung dagegen, welche Punkte
in Stibe verwandelt, die somit dieselbe Stufenéinderung hervorruft wie die
planimetrische (duBlere) Multiplikation mit einem Punkte, durch einen
fetten, kleinen lateinischen Buchstaben und endlich eine Abbildung, welche
Stibe in Punkte diberfiihrt, durch einen fetten, grofen lateinischen Buch-
staben, indem ja eine solche Abbildung einen Stab in entsprechender Weise
umwandelt wie die planimetrische (regressive) Multiplikation mit einem
zweiten Stabe.

Vielen Dank schulde ich meinem Freunde H. Wiener fiir zahlreiche
wertvolle Anregungen, die er mir wihrend meiner Arbeit hat zuteil werden

1) Vgl. H. GraBmanns gesammelte mathematische und physikalische Werke,
Bd. 1, Teil 2 (1896), Nr. 498 und 499 und 504 bis 510; ferner die Bemerkungen
auf Seite 395 zu Seite 340 und 349 ff.
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lassen, sowie meinem Bruder Max, dem ich vor der Drucklegung so ziem-
lich den ganzen Inhalt des Buches vortragen durfte, wodurch die Form
der Darstellung wesentlich gewonnen hat. In der Tat ist das Buch sehr
leicht verstindlich geschrieben, so daB es ein Student in mittleren Seme-
stern ohne Schwierigkeit zu lesen vermag.

Eine besondere Freude war es mir, den vorliegenden Band zum
15. April 1909, dem hundertsten Geburtstage meines Vaters, fertig
zu stellen und so durch Verdttentlichung einer Anwendung seiner Methoden
einen bescheidenen Beitrag zur Feier dieses Erinnerungstages liefern zu
konnen.

GieBen, den 2. April 1909.

Hermann Grafmann.
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Erster Hauptteil.
Hiilfsmittel aus der Punktrechnung.

Abschnitt 1.

Addition und Subtraktion von Punkten und Strecken.

Die Summe von Pumkien. Um die Punkte des Raumes direkt, ohne
Zuhiilfenahme von Koordinaten, der Rechnung unterwerfen zu konnen,
denke man sich einen jeden Punkt e dargestellt als das Produkt aus einem
Zahlfaktor m, welcher die Masse des Punktes heiBen mag, und einem
zweiten Faktor f, der die Lage des Punktes im Raum angibt. Dieser Lagen-
faktor f mége der zu dem Punkte e gehorende einfache Punkt, ¢ selbst
aber ein vielfacher Punkt genannt werden. Die Beifiigung eines Massen-
faktors m némlich verleiht dem Punkte den Charakter einer GréBe, in-
dem sie ihn der Vermehrung und Verminderung fahig macht. Zunichst
freilich erstreckt sich diese Verkniipfungsfihigkeit nur auf Punkte, welche
demselben einfachen Punkte zugehoren. Zwei solche Punkte ¢, = m,f
und ¢, = m,f erscheinen als gleichbenannte Zahlen und kdnnen daher wie
diese addiert und subtrahiert werden. So wird man unter der Summe

e + & =muyf + mf
nichts anderes zu verstehen haben als den Punkt
(nll + m?)f?

das heiBt, man erhilt fiir die Summe zweier vielfachen Punkte gleichen
Ortes einen Punkt desselben Ortes, dessen Masse gleich der Massen-
summe der Summandenpunkte ist.

Fir die Addition zweier der Lage nach verschiedenen Punkte indes,
welche als ungleich benannte GroBen aufzufassen sind, bedarf es einer be-
sonderen Erklirung, bei deren Wahl man nur dafiir Sorge zu tragen hat, daB

erstens die Grundeigenschaften der Addition in moglichst weitem
Umfange erhalten bleiben, und daB

zweitens beim Ubergange zu Summanden von gleicher Lage die
neue Art der Addition in die oben dargestellte Addition zusammenfallen-
der Punkte fibergeht.

Wir kniipfen diese Erklirung an den Begriff des Schwerpunktes

GraBmann, Projektive Geometrie d. Ebene. 1.



2 Addition und Subtraktion von Punkten und Strecken,

Wir fassen nimlich die Massenfaktoren m, und m, der beiden zu addieren-
den Punkte e, = m,f; und ¢, = myf, als Massen im Sinne der Mechanik
auf und verstehen unter der Summe m,f; + myf; beider Punkte
ihren mit der Gesamtmasse

(1) m= ml "l" mg
belasteten Schwerpunkt. Bezeichnen wir daher noch den mit dem

Schwerpunkt zusammenfallenden einfachen Punkt mit s, so lautet die
Definitionsgleichung der Summe zweier vielfachen Punkte

(2) mfy + Wfy = ms,

wo m durch die Gleichung (1) bestimmt ist, und der Punkt s die Ver-
bindungslinie der Punkte f; und f; im umgekehrten Verhiltnisse ihrer
Massen teilt, und zwar HuBerlich oder innerlich, je nachdem die beiden

Massen dasselbe oder entgegengesetztes Vorzeichen haben (vgl. Figur 1
und 2).

" 7 v
Fig. 1. my und mg haben dasselbe Vorzeichen. Fig. 2. m; und ms haben entgegengesetst

Durch diese Erklirung wird man sicher der zweiten von den oben
gestellten Forderungen gerecht, da wirklich bei der Anwendung auf zu-
sammenfallende Punkte die neue Addition in die oben dargestellte Addition
gleichnamiger Punkte tibergeht. Man erfiillt aber auch die erste Forderung,
nach welcher die nene Verkniipfung den Grundeigenschaften der Addition
entsprechen soll, denn

erstens ist das Ergebnis der Verkniipfung mit den verkniipften
GroBen gleichartig, und

zweitens geniigt die Verkniipfung den beiden Grundgesetzen der
Addition, dem kommutativen Gesetze

3) Ggtea==6+¢
und dem assoziativen Gesetze
4) e+ (s +e) = (e, + &)+ 6

vorausgesetzt, daB zwei Punkte dann und nur dann als einander gleich
angesehen werden, wenn sie sowohl ihrer Lage wie ihrer Masse nach
miteinander iibereinstimmen. In der Tat folgt die Giiltigkeit der ersten
Formel direkt aus dem Begriffe des Schwerpunktes, die zweite aber driickt
den bekannten, auch leicht rein geometrisch beweisbaren Satz aus, daf



 Abschnitt 1, Gleichung (1) bis (6). 3

man bei der Aufsuchung des Schwerpunktes dreier Massenpunkte zu dem-
selben Ergebnis gelangt, wenn man zuerst zu den beiden ersten Punkten
den Schwerpunkt konstruiert und zu diesem und dem dritten Punkte aber-
mals den Schwerpunkt bestimmt, oder aber, wenn man zuerst zu dem
zweiten und dritten Punkte den Schwerpunkt ermittelt und zu diesem und
dem ersten Punkte nochmals den Schwerpunkt aufsucht.

Die Differens zweier Punkte. Die Differenz zweier Punkte wird in
gewShnlicher Weise auf die Summe zuriickgefithrt. Aus den Gleichungen
u,f; + myfy =ms  und

m+um, =m

ergeben sich durch Auflosung nach den beiden ersten Summanden m,f
und m, die Gleichungen
(5) myf, = ms — myf, und
(6) my=m —u,,
welche aussagen:

Die Differenz zweier Punkte ms und m,f; ist wiederum ein Punkt,
dessen Masse m, die Differenz der Massen
des Minuendus Illlld Subtrahendus ist, und mkj: i me/e
dessen Ort f; durch Umkehrung der Summen-
konstruktion in Figur 1 und Figur 2 ge-
funden wird. (Die Figur 3 erlautert diese el
Konstruktion fiir den Fall, daB die Massen "M
m, und m, dasselbe Vorzeichen haben.) Fig. 3

Der unendlich ferne Punkt einer Geraden. Eine besondere Betrachtung
erfordert noch der Fall, wo die Masse m des Minuendus der Masse m, des
Subtrahendus gleich ist. Alsdann ergibt die Konstruktion einen in unend-

licher Entfernung auf der Verbindungslinie D ms m, _,é
der Punkte £, und s liegenden Punkt (vgl. N ;

Figur 4), welcher der Gleichung (6) zufolge —m, /// m
die Masse O hat. Durch dies Hinausriicken in  «

unendliche Ferne und das gleichzeitige Ver- Fig. 4.

schwinden seiner Masse erhilt nun aber dieser Punkt — wir wollen
ihn das unendlich ferne Punktbild der Differenz nennen — eine Un-

bestimmtheit, welche der Differenz selbst nicht anhaftet, und welche ihn
daher zu ihrer GroBendarstellung untauglich macht. Um dies einzusehen,
nehme man auf einer Geraden drei einfache Punkte a, b und b, an und bilde
aus ihnen die Differenzen b — ¢ und b, — a. Kiner jeden von ihnen ent-

spricht dann der mit der Masse O behaftete unendlich ferne Punkt der
1*



4 Addition und Subtraktion von Punkten und Strecken.

Geraden ab, und es erscheinen also die Punktbilder der beiden Differenzen
als vollkommen gleich, wihrend doch die beiden Differenzen selbst un-
zweifelhaft ungleiche GriBen sind, da
die eine, b — a, bei der Vermehrung um a den Punkt b,

die andere, bl — & 5 ” »n o » » bx
ergibt. HEs erweist sich somit wirklich das (unendlich ferne) Punktbild der
Differenz gleichmassiger Punkte zur GroBendarstellung dieser Differenz als
ungeeignet, wenigstens, wenn man nicht eine Bestimmung iiber die Art
des Nullwerdens seiner Masse hinzufiigen will.

Die Strecke als Differenz zweier cinfachen Punkte. Um zu einer brauch-
baren Darstellung zu gelangen, setze man fiir den Augenblick die Differenz

(M b—a=1F,
dann wird nach dem Begriffe der Differenz
(8 b=a-+ 1,

und diese Gleichung zeigt, daB die Addition der Differenz t =b — a den
einfachen Punkt ¢ in den um die Strecke ab entfernt liegenden einfachen
Punkt b iiberfiihrt. Dem Punkte @ gegeniiber trigt also der Summand
k =0b — a den Charakter einer VerschiebungsgroBe, und es fragt sich nur,
ob seine Addition auch bei jedem andern einfachen Punkte ¢ eine gleich
groBe Verschiebung bervorruft. Behufs Entscheidung dieser Frage hat
man zunichst noch den allgemeinen Begriff der Summe ¢ 4k = ¢ 4 (b — a)
festzustellen, da die oben gegebene Erklirung der Addition der Punkte
auf eine solche Summe keine Anwendung finden kann. s erscheint als
das natiirlichste, diese Erklirung an die Forderung zu kniipfen, da auch
hier wieder das assoziative Gesetz erhalten bleiben solle, die neue Art
der Addition also geradezu durch die Gleichung zu definieren

(9) c+(b—a)=(c+b) —a
Bezeichnet man daher die gesuchte Summengréfe ¢ + (b — @) mit d,
getzt somit

(10) d=c¢+ (b—a),

so wird vermdge (9) auch

(11) d=(+b)—a,

wofiir man nach dem Begriffe der Differenz auch schreiben kann
(12) a+d=c+b.

Diese Gleichung aber besagt:

Die gesuchte SummengréBe d ist derjenige Punkt, welchen man zu a
addieren muB, um den Schwerpunkt von ¢ und b, das heiBt den mit der
Masse 2 belasteten Mittelpunkt m der Linie ¢b, zu erhalten. Darin aber liegt:



Abschnitt 1, Gleichung (7) bis (18). Satz 1 und 2. 15)

Der Punkt d besitzt, ebenso wie die Punkte @, b und ¢, die Masse 1
und bildet die vierte Ecke des Parallelogramms mit den Seiten abd und

ac (vgl. Figur 5). ¢ d
Der Punkt d, der sich der Gleichung -

(10) zufolge analytisch als die Summe aus /

dem einfachen Punkte ¢ und der Differenz ¢ - ‘

b —a der einfachen Punkte b und a darstellt, Fig. 5.

geht also geometrisch wirklich aus dem Punkte ¢ durch eine Verschiebung
hervor, die parallel, gleich lang und von gleichem Sinne mit der Strecke
ab ist. Die oben aufgeworfene Frage, ob der Summand b — ¢ bei jedem
einfachen Punkte ¢ eine gleich groBe Verschiebung bewirkt, ist also zu
bejahen, und man erhdlt den Satz:

Satz 1: Durch Addition der Differenz b — a zweier einfachen
Punkte b und a erfihrt jeder beliebige einfache Punkt ¢ eine
Verschiebung parallel, gleich lang und von gleichem Sinne mit
der Strecke ab.

Man kann daher die Strecke ab, falls man an ihr nur die Ldnge,
die Richtung und den Sinm, nicht aber auch die Linie festhdlt, in der sie
liegt, geradezu als das geometrische Bild der Differenz b -~ ¢ ansehen, und
wir stellen daher die Erkldrung auf:

Erklirung: Unter der Differenz b — a zweier einfachen Punkte
b und a soll die Strecke ab verstanden werden, diese Strecke ge-
rechnet vom Subtrahendus @ nach dem Minuendus & hin.

Addition und Subtraktion von Strecken. Die Brauchbarkeit dieser Er-
klirung erkennt man sogleich daran, daB sie als unmittelbaren Ausflufl
die bekannte Streckenaddition und -subtraktion ergibt. Fiir zwei stetig
aneinanderstofende Strecken, welche durch Differenzen von der Form b —a
und ¢ — b dargestellt werden, erhilt man ni#mlich sofort die Gleichung

(13) b—a)+(c—b)=c—a
und damit den Satz:
,Die Summe zweier stetig aneinanderstoBenden Strecken ist gleich

der Strecke vom Anfangspunkt der ersten e
bis zum Endpunkt der zweiten“ (vgl.
Figur 6).
Und aus ihm folgt wieder wegen
der Verschiebbarkeit der Strecken der all- ¢ ':g ; b

gemeinere Satz:
Satz 2: Man erh#lt die Summe zweier beliebigen Strecken
g und h, indem man sie unter Beibehaltung von Linge, Rich-



6 Addition und Subtraktion von Punkten und Strecken. Die #uBere Multiplikation.

tung und Sinn stetig aneinander legt; dann ist die Strecke vom
Anfangspunkt der ersten bis zum Endpunkt der zweiten die
Summenstrecke & (vgl. Figur 7).

Ik Aus der Summengleichung

) g+h=Ek
ergibt sich endlich noch durch Auf-

p  losung nach dem zweiten Summanden A
die Gleichung

g

h=Fk—gy,
g in welcher mit Riicksicht auf die
Fig. 1. Figar T der Satz liegt:

Satz 3: Man erhilt die Differenz zweier Strecken, indem man
sie unter Beibehaltung von Linge, Richtung und Sinn m¢¢ chren
Anfangspunkien aneinanderlegt, dann ist die Strecke vom End-
punkt des Subtrahendus bis zum Endpunkt des Minuendus die
gesuchte Differenzstrecke.

Die Differensz zweier vielfachen Punlkte von gleicher Masse. Man kann
hieran noch die geometrische Deutung der Differenz zweier gleichmassigen
vielfachen Punkte mb — ma anschlieBen. Nach dem distributiven Gesetze,
an dessen Giiltigkeit wir ganz allgemein festhalten wollen, wird

(14) mb — ma =m( —a);

man erhilt daher den Satz:

Satz 4. Die Differenz zweier m-fachen Punkte ist das m-fache
der Differenz der entsprechenden einfachen Punkte, das heiBt
also eine Strecke, welche ihrer Richtung nach mit der Ver-
bindungsstrecke b — a der beiden Punkte iibereinstimmt, welche
ferner mit der Strecke b —a von gleichem oder entgegen-
gesetztem Sinne ist, je nachdem m positiv oder negativ ist, und
deren Linge sich zur Lénge dieser Strecke wie |mj:1 verhilt,
unter :m' den absoluten Wert von m verstanden.

Hiernach ist die Differenz zweier getrennten, im Endlichen liegenden
Punkte von gleicher (aber nicht verschwindender) Masse eine von
Null verschiedene GriéBe, nimlich eine Strecke. Andererseits ergab
der Versuch, diese Differenz als Punkt darzustellen, fiir sie einen unend-
lich fernen Punkt von der Masse Null; und ein solcher kann seinerseits
wieder als Produkt aus dem verschwindenden Massenfaktor und dem mit
jenem unendlich fernen Punkt zusammenfallenden einfachen Punkt auf-
gefaBt werden. Daraus geht hervor, daB ein einfacher im Unendlichen



Abschnitt 1, Gleichung (14); Abschnitt 2. Satz 2 bis 4. 7

liegender Punkt auch insofern ganz den Charakter des Unendlichen trigt,
als er mit der ZahlgroBe (Masse) O multipliziert eine von Null ver-
schiedene GroBe, nimlich eine Strecke, liefert. FEinfache unendlich ferne
Punkte und iiberhaupt unendlich ferne Punkte von nicht verschwindender
Masse mogen deshalb im folgenden ganz von der Untersuchung aus-
geschlossen bleiben.

Man kann noch hinzufiigen, daf man im Gegensatz zum obigen eine
Differenz zweier zusammenfallenden, im Endlichen liegenden Punkte
von gleicher Masse, wie iiberhaupt jede Differenz gleicher GréBen, = 0
zu setzen haben wird. Man erhilt daher, wenn man zugleich in doppelter
Weise das Gesetz der Distributivitit anwendet, die Gleichungen

O=ma—ma=m—ma=0-a
=m(a_a>7

woraus folgt, daB man, was gelegentlich von Nutzen sein wird, die Zahl-
grofie O als einen an beliebiger Stelle im Endlichen gelegenen Punkt von
der Masse O auffassen kann, oder wenn man will, auch als eine Strecke
von der Lénge 0.

Abschnitt 2.
Die dubere Multiplikation.

Das dupere Produkt zweier Punkte: Der Stab. Man kann sich nun
aber weiter auch die Aufgabe stellen, den analytischen Ausdruck fiir ein
Linienstiick zu ermitteln, an welchem nicht nur wie bei der Strecke die
GréBe, die Richtung und der Sinn, sondern wie bei einer Kraft, die an
einem starren Korper angreift, auch noch die gerade Linie festgehalten
wird, welcher das Linienstiick angehort, so daB es also diese gerade Linie
auch ihrer Lage im Raume nach charakterisiert. Fiir die rechnerische
Darstellung eines solchen Linienstiicks — es mdge im Gegensatz zur
Strecke ein , Stab“!) genannt werden — reichen die bisher entwickelten

1) Der von meinem Vater gebrauchte Ausdruck ,Linienteil* hat sich nicht recht
einbiirgern wollen. E. Budde nennt in seiner Mechanik (Berlin, G. Reimer, 1890-—91)
den Stab einen ,linienfliichtigen Vektor. H. Hankel benutzt den Ausdruck ,,Geraden-
stiick® (vgl. H. Hankel, Theorie der complexen Zahlensysteme, Leipzig, 1867). Ihm
schlieBt sich in seinen #lteren Arbeiten E. Miiller an (vgl. E. Miiller, Die Linien-
geometrie nach den Prinzipien der GraBmannschen Ausdehnungslehre, in den
»Monatsheften fiir Math. und Phys.* IL Jahrg. Wien, 1891, und derselbe, Neue
Methode zur Ableitung der statischen Gesetze, in den ,Mitteilungen des K. K. techno-
logischen Gewerbemuseums in Wien“, Neue Folge, III. Jahrg. Wien, 1893). Im
Jahre 1894 schlug ich in meiner Arbeit: Punktrechnung und projektive Geometrie,
erster Teil (Halle, Festschrift der Latina) statt dessen den Ausdruck ,Stab‘ vor.
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analytischen Hiilfsmittel, ndmlich die Addition und Subtraktion von Punkten
und Strecken, noch nicht aus, und wir versuchen es daher mit einer Art
der Multiplikation, die wir durch Einschliefung des Produktes in
»Scharfe Klammern von der gewdhnlichen Multiplikation der Algebra
unterscheiden und als duBere Multiplikation bezeichnen wollen. Ist
also C ein Stab, ¢ sein Anfangs-, b sein Endpunkt, und sind beide Punkte
als einfache Punkte aufgefafit, so setzen wir das Produkt

(1) [ab] = C.
Um den multiplikativen Charakter dieser neuen Verkniipfung fest-

zulegen, bestimmen wir, sie solle der Addition gegeniiber distributiv sein,
das heifit, es sollen die (leichungen bestehen

@ {[a(b + ¢)] = [ab] + [ac] und
[(® 4 ¢)a] = [ba] + [cal.

Aus diesen Formeln folgt dann ohne weiteres, daB die #uBere Multi-

plikation auch der Subtraktion gegeniiber distributiv ist, daB also auch

die Formeln gelten
) (126 — 91 = (o7 ]
' [(b — ¢)a] = [ba] — [cal;

denn ersetzt man etwa auf der rechten Seite der ersten Formel (3) die
GroBe b durch die Summe (b — ¢) + ¢, so erhilt man

[ab] — [ac] =[a(b — ©) + ¢)] — [ac], das heiBt nach (2)
= [a(b— )] + [ac] — [ac]
= [a(®d—0)]

Derselbe ist inzwischen von E. Study, Anton Grinwald, K. Zindler, J. von
Vieth, E. Davis, E. Jahnke, K. Eichler und neuerdings auch von E. Miiller an-
genommen worden. (Vgl. E. Study, Eine neue Darstellung der Kriifte der Mechanik
durch geometrische Figuren. Berichte der math.-phys. Klasse der Sichs. Ges. der
Wiss. Leipzig, 1899. 8.29. Derselbe, Die Geometrie der Dynamen, Jahresbericht
der Deutschen Mathematiker-Vereinigung. Bd. 8, Heft 1, 1900. S. 206 und das gro8e
Werk desselben Verfassers: Geometrie der Dynamen. Leipzig, 1903. S. 1. — Anton
Griinwald, Sir Robert S. Balls lineare Schraubengebiete. Zeitschrift fir Math. und
Phys. Bd. 48, 1902. 8. 50 und Darstellung aller Elementarbewegungen eines starren
Korpers von beliebigem Freiheitsgrad, daselbst Bd. 52. 1905. 8. 231. — K. Zindler,
Liniengeometrie mit Anwendungen, I. Teil. Leipzig, 1902. — J. v. Vieth, Uber
Zentralbewegung. Zeitschrift fiir Math. und Phys. Bd. 48, 1902. 8.256. — E. Davis,
Die geometrische Addition der Stitbe in der hyperbolischen Geometrie. Inauguraldiss.
Greifswald, 1904. — E. Jahnke, Vorlesungen iiber Vektorenrechnung. Leipzig, 1905. —
K. Eichler, Beitrag zur GraBmannschen Punktrechnung. Festschrift des Christianeums
zu Altona. Altopa, 1905. §. 73ff. — K. Miiller, Bin Ubertragungsprinzip des Herrn
E. Study. Archiv der Math. und Phys. 3. Reihe, Bd. 5, 1902.)



Abschnitt 2, Gleichung (1) bis (6). Satz 5. 9

Die Formeln (2) und (3) liefern ferner bei der Anweundung auf zu-

sammenfallende und gleichmassige Punkte b und ¢ die Spezialformeln

[a-2b] = 2[ab]

{[2() ~a] = 2[ba] wund

{@-0]=0

{[O ~a|=0.
Bei wiederholter Anwendung der Formeln (2) und (3) endlich er-
geben sich zundchst fiir ganze Werte eines Zahlfaktors n, dann vermoge
der gewdhnlichen SchluBweise auch fiir gebrochene Werte von n die all-
gemeineren Formeln

4

| [@ - nb] = n[ab]
©) |10 - a] = n[bal®,

welche aussagen, daf in einem &uBeren Produkte ein Zahlkoeffizient
eines Faktors auch vor das ganze Produkt gestellt werden darf.

Die geometrische Bedeutung der Gleichungen (2) ist nicht schwer zu
erkennen. Sie definieren nidmlich, falls b und ¢ einfache Punkte sind, die
Addition von Stében mit gemeinsamem Anfangspunkte, und zwar genau
im Sinne der Zusammensetzung zweler in einem und demselben Punkte
angreifenden Krifte. Bezeichnet man ndmlich wie oben den als einfachen
Punkt aufgefafiten Mittelpunkt zwischen den Punkten b und ¢ mit m,
setzt also

b+c¢=2m,

so 1aBt sich die erste Gleichung (2) mit

Riicksicht auf () in der Form schreiben
2[am] = [ab] + [ac],

in der sie den Satz ausspricht (vgl. Figur 8):

Satz 5: Die Summe zweier Stibe mit gemeinsamem Anfangs-
punkt ist wieder ein Stab, ndmlich die von diesem Anfangs-
punkt ausgehende Diagonale des durch die beiden Summanden-
stibe bestimmten Parallelogramms.

Indes geniigt die neue Art der Produktbildung keineswegs simtlichen
Gesetzen der algebraischen Multiplikation. Dies erkennt man am deut-
lichsten, wenn man die beiden Grenzpunkte eines Stabes (' in einen ein-
zigen Punkt zusammenriicken 1dBt, so daB der Stab die Linge Null er-
hilt und daher selbst — O gesetzt werden muf; dann verwandelt sich die
Gleichung (1) in die neue Gleichung
(6) [aal =0,

Fig. 8.

1) Fiir den Fall, daB der Zahlfaktor n irrational ist, mogen die Gleichungen (5)
als Definitionsgleichungen gelten.
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welche wir als die Grundformel der ZuBleren Multiplikation be-
zeichnen wollen, da sie die besondere Eigentiimlichkeit des #uBleren Pro-
duktes im Gegensatz zum algebraischen besonders scharf hervortreten laBt.
Sie zeigt nimlich, daB das duBere Produkt nicht nur verschwindet, wenn
ein Faktor null ist, sondern auch, wenn seine beiden Faktoren einander
gleich werden. Ja es verschwindet sogar schon, wenn die Punkte seiner
beiden Faktoren nur miteinander in einen Punkt zusammenfallen; denn nach
der ersten Formel (5) wird auch

M [a-na] =0,

falls 1t eine Zahl bedeutet; und umgekehrt verschwindet das Produkt [ab]
zweier im Endlichen liegenden Punkte ¢ und » mit Riicksicht auf seine
Bedeutung auch nur dann, wenn diese beiden Punkte in einen Punkt zu-
sammenfallen. Denn der Sonderfall, wo bereits einer von den Faktoren
verschwindet, kann unter den Hauptfall subsumiert werden, da nach
Seite 7 die ZahlgréBe O mit jedem beliebigen im Endlichen liegenden Punkte
von der Masse O identifiziert werden kann, so daB also ein Faktor O ins-
besondere auch als ein mit dem anderen Faktor zusammenfallender Punkt
angesehen werden darf. Man hat somit den Satz:

Satz 6: Das #uBere Produkt zweier im Endlichen liegenden
Punkte verschwindet dann und nur dann, wenn beide Punkte
in einen und denselben Punkt zusammenfallen.

Die Gleichung (6) verdient den Namen einer Grundformel der
duBeren Multiplikation um so mehr, als sich aus ihr noch eine weitere
wichtige Eigenschaft des &uBeren Produktes ableiten liBt, durch welche
dieses ebenfalls von dem algebraischen Produkte geschieden wird. Er-
setzt man nimlich in der Grundformel (6) den Punkt ¢ durch die Summe
zweier Punkte b und ¢, so erhélt man die Gleichung

[(®+1)(b+¢)]=0.
Diese aber verwandelt sich, wenn man unter Wahrung der Faktoren-

folge ausmultipliziert und zugleich beachtet, daB wegen (6) die Pro-
dukte [bb] und [cc] verschwinden, in

[eb] + [bc] =0 oder in
(8) [eb] = — [be],

worin der Satz liegt:

Satz 7: Ein duBeres Produkt #indert sein Zeichen, wenn man
seine beiden Faktoren miteinander vertauscht,
oder geometrisch ausgedriickt:

Bei Umkehrung seines Sinnes nimmt ein Stab den ent-
gegengesetzten Wert an.
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DieFormeln (2) bis (8) zeigen bereits eine vollkommene Analogie zwischen
den Gesetzen der duBeren Multiplikation und denen der Determinanten.
Diese Analogie wird noch vervollstindigt, wenn man beachtet, daB wegen
der Distributivitit der &uBeren Multiplikation auch

9 [a(b + na)] = [ad]
ist, worin der Satz liegt:

Satz 8: Ein duberes Produkt #ndert seinen Wert nicht, wenn
man einen Faktor um ein Vielfaches des anderen vermehrt.

Da die soeben betrachtete Veriinderung eines Faktors des #duBeren
Produktes fiir dessen Umwandlung und geometrische Deutung von hervor-
ragender Wichtigkeit ist, wollen wir sie mit einem besonderen Namen
belegen und diese Benennung sogleich auch auf Produkte von mehr als
zwei Faktoren ausdehnen. Sobald nimlich ein Faktor eines Produktes
um beliebige Vielfache der anderen Faktoren vermehrt wird, wollen wir
sagen, es sei jemer Faktor einer ,linealen Anderung® unterworfen.
Der Grund fiir diese Bezeichnung springt in dem vorliegenden Beispiel
gsofort in die Augen, denn alle Punkte b + na, welche sich aus dem
Faktor b durch lineale Anderung ableiten lassen, liegen auf der nimlichen
Geraden ab. Bei Einfiihrung dieser neuen Benennung lift sich dann der
Satz 8 auch in der Form aussprechen:

Satz 8 (zweite Fassung): Das #uBere Produkt zweier Punkte
verhidlt sich invariant gegeniiber linealen Anderungen seiner
Faktoren.

Der Zusammenhang zwischen Stab und Strecke. Aus der Gleichung (9)
entspringt noch eine besonders wichtige Spezialformel, wenn man dem
Zahlfaktor n den besonderen Wert — 1 verleiht; dadurch namlich geht
sie iiber in die Formel

(10) [a (b — )] = [ad],

welche den analytischen Zusammenhang zwischen der Strecke b — a und
dem Stabe [ad] zur Anschauung bringt, indem sie zeigt, daB der Stab [ab]
aus ,seiner Strecke“ ) — a dadurch abgeleitet werden kann, daB man diese
mit dem Anfangspunkt a des Stabes als erstem Faktor fuBerlich multi-
pliziert (mit @ ,vormultipliziert). Diese Beziehung kann dazu dienen,
den Begriff des Stabes niher auszugestalten, doch muf man vorher noch
ein wenig auf das duBere Produkt zweier Strecken eingehen.

Zunschst bedingt es die Distributivitit der dufleren Multiplikation,
daB die Grundformel (6) und die von ihr abhingende Formel (7) auch
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fiir Strecken fortbestehen, daB also auch fiir eine Strecke # die Gleichungen
gelten

(11) [fh] =0 und

(12) [h-nh] =0,

welche aussagen, daf das duBere Produkt paralleler Strecken verschwindet.

Stellt man nimlich die Strecke / als Differenz zweier einfachen Punkte
dar, setzt somit etwa

h=b—a,
g0 wird [hle) =[(b — a)(b — a)]
= — [abl—[ba]
= [ba] — [ba]
= O,

das heiBt, die Grundformel der 4ufleren Multiplikation gilt auch
fiir Strecken. Aus der Grundformel aber und dem distributiven Gesetze
folgten alle iibrigen Formeln der #uBleren Multiplikation; also bleiben auch
sie simtlich bestehen, wenn man anstatt der Punktfaktoren Strecken setzt.
Insbesondere wird fiir zwei Strecken h und % wieder

(13) [kh] — — [hk],
und ebenso gilt die Formel der linealen Anderung:
(14) [h(k + nh] = [hE].

Das Gesetz der linealen Anderung bleibt iibrigens offenbar auch dann
noch erhalten, wenn der eine Faktor des Produktes ein Punkt und der
andere eine Strecke ist; so wird, falls a einen Punkt und % eine Strecke
bezeichnet,

(15) [ah] = [(a + nhk)k].
Diese Formel benutzen wir jetzt, um die linke Seite der Gleichung (10)
umzugestalten. s wird
b =[a(b —a)] =[(@+u® —a) (- a),
oder wenn man die Bezeichnung einfiihrt
N a,=a+ub—a),
(16) [ab] = |a, (b — a)].

Hier ist wegen der Willkiirlichkeit des Zahlkoeffizienten 1 der Faktor o,
ein ganz beliebiger Punkt auf der durch den Stab [ab] bestimmten Geraden,
nidmlich derjenige einfache Punkt, welcher aus @ durch eine Verschiebung
um das n-fache der Strecke /# — « entsteht. Die Gleichung (16) enthilt

daher den Satz:
Satz 9: Bin Stab [ab] kann aus der zugehOrigen Strecke b—a
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auch dadurch abgeleitet werden, daB man sie mit einem be-
liebigen einfachen Punkt @, der durch den Stab [ab] bestimmten
Geraden ,,vormultipliziert®

. ; ’;b >
Bezeichnet man fernernoch den- & a, A
. . Fig. 9.

jenigen einfachen Punkt, welcher aus §

a, durch Verschiebung um die Strecke b — a hervorgeht, mit b,, setzt also
by=ua,+(b—a),
so wird ¥ —a,=b—a
und zugleich b, —b=a, —a (vgl. Fig. 9).
Filhrt man aber den Wert **) in die Gleichung (16) ein und be-
riicksichtigt noch die Gleichung (10), so erhilt man die Gleichung

(17) [ad] = [a; (b, — a,)] = |a,b,]
und damit den Satz:

Satz 10: Das duBere Produkt zweier einfachen Punkte dndert
seinen Wert nicht, wenn man beide Faktoren in der durch sie
bestimmten Linie um gleiche Strecken verschiebt; oder auch:

Ein Stab kann unbeschadet seines Wertes in seiner eigenen
Linie beliebig verschoben werden.

Die Addition von Stiben derselben Ebene. Es entspricht also auch in
dieser Hinsicht der Stab vollkommen einer an einem starren Korper an-
greifenden Kraft, und es laBt sich daher auch die Addition von Stiben,
die sich schneiden, nach dem Vorbilde der Mechanik auf die Addition von
Stiben mit gemeinsamem An-
fangspunkt (vgl. Satz b) zurtick-
fiithren. In der Tat, sind A4,
und A4, zwei Stibe, die sich
in ¢ schneiden, wo a ein ein-
facher Punkt ist, und sind
k, und k, ihre Strecken (vgl.
Figur 10), so werden die Stibe
A, und 4,

: A, =[ak]
18 1 - 1
(18) 4, = [aks],
ithre Summe A also
(19) A=A, + 4, = [ak] + [ak] = [a(k + k)],

das heiBt: ,Die Summe zweier sich schneidenden Stibe ist ein Stab, der
durch ihren Schnittpunkt geht, und dessen Strecke die Summe der Strecken
beider Stibe ist“; oder anders ausgedriickt:
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Satz 11: Die Summe zweier sich schneidenden Stibe ist
wieder ein Stab, némlich die von ihrem Schnittpunkt aus-
gehende Diagonale des durch die beiden Stibe bestimmten
Parallelogramms.

Aber auch in dem Falle, wo die beiden zu summierenden Stibe ein-
ander parallel laufen, fiihrt die Addition
der sie darstellenden Punktprodukte sofort
k)4 zu der aus der Mechanik bekannten Addi-

k tion paralleler Krifte. Denn sind
Ay = [ak
0 [ o= [t
Afk.k 4, = [agh,]
zwei parallele Stibe (vgl. Figur 11), so werden sich ihre
Strecken in der Form darstellen lassen
by =mk
(21> { 1 1
Fig. 11. , = Myk,

die Stabsumme A4 wird daher
(22) A=A, + Ay =[a, ]+ [asky] = [a, - m, k] + [ay - myk] = [(u1; @, + Mg ae) K]

Sind hierin nicht gerade die Zahlfaktoren m, und m, entgegengesetzt
gleich, die Strecken &, und %, beider Stibe also nicht gerade gleich lang
und von entgegengesetztem Sinne, so ist der erste Faktor der rechten Seite
der mit der Summe m, + m, belastete Schwerpunkt s der vielfachen
Punkte m a, und mya,, das heifit, es ist
(23) mya; + Myay = (M + My)s,
folglich wird

A=A, + Ay =[(m; + my)sk]
= [s- (my + my)k]
= [s(m,k + myk)], oder also nach (21)

(24) A=A, + 4y = [s(ky + k)],
das leiBt ,Die Summe zweier parallelen Stibe, deren Streckensumme von
Null verschieden ist, ist wieder ein Stab, dessen Strecke die Strecken-
summe beider Stibe ist, und dessen Anfangspunkt sich als Schwerpunkt
aus den Anfangspunkten der Summandenstibe ergibt, falls man sich diese
Punkte mit Massen behaftet denkt, deren GroBe den Stablingen proportional,
und deren Vorzeichen gleich oder entgegengesetzt ist, je nachdem der Sinn
beider Stibe iibereinstimmt oder nicht.”

Das Stabpaar und das dufere Produkt sweier Strecken: Das Feld. Man
hat endlich noch den oben ausgeschlossenen Ausnahmefall zu behandeln,
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wo die beiden parallelen Stibe gleiche Liinge, aber entgegengesetzten Sinn
haben. Zwei solche Stiibe lassen sich in der Form darstellen

(25) {Al =— [a,k]

4, = [ak] Afl-k
(vgl Fig. 12). Fér ihre Summe, — wir wollen | .
sie ein Stabpaar nennen, — erhdlt man die ¢, z
Darstellung Fig. 12. ef4
(26) A=A+ Ay = — (0] + [0k] = [(6 — a,)H] 3
das heiBit, man hat den Satz:

Satz 12: Ein Stabpaar ist gleich dem &HuBeren Produkte
zweier Strecken, von denen die erste vom Anfangspunkt des
ersten Stabes zum Anfangspunkt des zweiten fiihrt, wihrend
die zweite Strecke die Strecke des zweiten Stabes ist.

Ein solches Streckenprodukt wurde nun zwar oben bereits nach der
formalen Seite hin untersucht, -— wobei sich ergab, daB seine Rechen-
gesetze mit denen der Punktprodukte ibereinstimmen —, aber es bleibt
noch seine reale Bedeutung zu ermitteln. Hierbei kann man wieder den-
selben Weg einschlagen wie oben bei der Kntwickelung des Begriffs einer
Strecke. Man setze einstweilen das fragliche Produkt
@7 [(ag — a)k] = F, A
dann ist das Produkt F' darstellbar als Il :

Differenz der beiden gleich langen und A,II &

nach derselben Seite laufenden Stiibe [a,k] a - a

und [a, k] (vgl Figur 13), némlich y z
lask] — [a,k] = F, ~Afk kf4,

Fig. 18.
und also nach dem Begriffe der Differenz

(28) [ayk] = [,k] + F.

Diese Gleichung zeigt, daB die Addition des Streckenproduktes F' den
Stab [a,k], welcher mit dem ersten Stabe A4, des Paares ent-
gegengesetzt gleich ist, in dessen zweiten Stab 4, = [a,k] iiberfihrt,
das heiit, daB sie ihn um ein Parallelogramm verschiebt, welches die
Faktoren des Produktes F' zu Seiten hat; dabei ist die Seite des Parallelo-
gramms, lings deren verschoben wird, — wir wollen sie die Leitstrecke
der Verschiebung nennen —, der erste Faktor des Produktes F und die
Strecke des verschobenen Stabes selbst der zweite Faktor.

Es liBt sich aber weiter zeigen, daB iiberhaupt jeder beliebige Stab C,
wenn er nur der durch die Faktoren des Produktes F' bestimmten Ebene
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parallel liuft!), durch Addition des Produktes F' eine Verschiebung um
ein Parallelogramm erfihrt, dessen Gr6Be und Sinn durch die Faktoren
des Produktes F' festgelegt wird.

Zuniichst behandeln wir als zweiten Sonderfall den Fall, wo der
Stab C wenigstens noch seiner Richtung nach mit dem zweiten Faktor &
des Streckenproduktes
(29) F = [hk] ibereinstimmt, wo also
(30) C =[a - nk] ist; dann wird die gesuchte Summe

O+ F=[a-nk] + (k]
= [a-nk] + [%h . nk], oder also

(31) O+ F=[(a+ 3 h) uk]-

Die Strecke nk des Stabes C hat somit bei seiner Vermehrung um
das Produkt F keine Verinderung erfahren, aber der Stab ist um ein

Parallelogramm verschoben, welches die Strecke %k zur Leitstrecke hat

(vgl. Figur 14). Wihrend also die Strecke des verschobenen Stabes das
n-fache vom zweiten

k Faktor des Produk-

s tes I” ist, bildet die
a % arik Leitstrecke der Ver-

. &\Q \\ schiebung den n-ten
3 Teil des ersten

— = Faktors. Das Ver-
nk schiebungsparallelo-
ek gramm stimmt daher
wieder mit dem Pa-
rallelogramm &, %
nach Grofe, Sinn und
Fig. 14. Stellung seiner Ebene

tiberein.
Ist endlich der Stab C, welcher um das Streckenprodukt F = [hk]

vermehrt werden soll, nur noch an die Bedingung gekniipft, daB er der
Ebene des Parallelogramms A, k parallel liuft, so zerlege man ihn

1) Der Fall, wo auch diese Bedingung nicht erfiillt ist, kann hier ausgeschlossen
bleiben, da die Untersuchung schlieBlich doch auf Figuren einer Ebene beschrinkt
werden wird, und die Betrachtung des Riumlichen nur so weit durchgefiihrt werden
soll, wie es zur Klarlegung der auch fiir die Ebene wichtigen Grundbegriffe nstig
erscheint.
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in zwei Komponenten C, und C,, welche mit den Faktoren - und % des
Produktes F' gleiche Richtung haben (vgl. Fig. 15). Dann wird

(32) C+F=0C+C+F=C + (C,+ F).

Hier entspricht die Summe in der Klammer genau dem oben betrach-
teten zweiten Sonder-
fall; denn der Stab C,
hat die Richtung des
zweiten Faktors k. Er
erfihrt also durch Hin-
zufiigung des Produk-

tes F eine Verschie-

bung in der Richtung &G/ ¢ iy
des ersten Faktors 7,

und zwar um ein Pa-

rallelogramm, welches g //

nach Gréfe, Sinn und
Stellung seiner Ebene
mit dem Parallelogramm #, £ iibereinstimmt. Es kann aber andererseits auch
der Stab C, unbeschadet seines Wertes nach demselben Anfangs-
punkt verschoben werden; er verschmilzt daher mit dem Summenstabe
Cy + F zu einem Gesamtstabe D = C + F, welcher selbst gegen C um
ein Parallelogramm verschoben ist, das mit dem Parallelogramm A, &k
gleichen Flicheninhalt, gleichen Sinn und gleiche Stellung hat, wihrend
es freilich in seiner Gestalt von ihm durchaus verschieden ist.

Nennen wir daher einen Flichenraum, an welchem seine Grife, sein
Sinn und die Stellung seiner Ebene, nicht aber die Form und Lage fest-
gehalten wird, nach dem Vorgange von Mehmke ein ,,Feld“ so kénnen
wir sagen: In séimtlichen oben betrachteten Fillen wird das Produkt
F = [hk] geometrisch charakterisiert durch das Feld, welches mit dem
Parallelogramm £, k gleiche Grofe, gleichen Sinn und gleiche Stellung
hat; und wir verstehen daher unter dem Produkte zweier
Strecken » und %k geradezu das durch sie bestimmte Feld.

Durch diese Festsetzung gewinnt das Zeichen F eine neue Bedeutung:
Es ist nunmehr nicht nur eine Abkiirzung fiir das Produkt [h%], sondern
zugleich das Zeichen fiir die soeben neu definierte GriBe, die wir als Feld
bezeichnet haben; und das Ergebnis unserer obigen Untersuchung I8t
sich daher, falls man noch die Gleichung D = C + F nach F auflést, sie
also in der Form schreibt

(33) D—C=F,

in den Satz zusammenfassen:

Gra8mann, Projektive Geometrie d. Kbene. I. 2

Fig. 15.
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Satz 13: Die Differenz D — C zweier Stibe von gleicher
Lénge, gleicher Richtung und gleichem Sinne ist ein Feld F,
dessen erste Seite vom Anfangspunkt des Subtrahendus nach
dem Anfangspunkt des Minuendus fiihrt, und dessen zweite
Seite die Strecke beider Stibe ist (vgl. Figur 16).

3 Schreibt man ferner die Gleichung (33) wieder
in ihrer nach D aufgeldsten Form
D=C+F,
C F p 5o liest man aus ihr mit Riicksicht auf die Figur
16 die Additionsvorschrift ab:
Vorschrift fiir die Addition eines Stabes und eines

I I Feldes: ,,Um einen Stab C und ein Feld F zu ad-
dieren, stelle man das Feld F'in solcher Weise als Paralle-

Fig. 16. logramm dar, daB seine zweite Seite mit dem zu ver-
mehrenden Stabe ,streckengleich® wird, das soll heiflen, gleiche Linge,
gleiche Richtung und gleichen Sinn erhdlt. Verschiebt man sodann das
Parallelogramm F' sich selber parallel so weit, bis der Anfangspunkt seiner
ersten Seite mit dem Anfangspunkt des Stabes C zusammenfillt, so wird
der durch die zweite Seite von F dargestellte Stab der gesuchte Summen-
stab D.“

Auch lassen jetzt die bereits oben fiir das Streckenprodukt ent-
wickelten Formeln eine geometrische Erhiirtung zu. Der durch die obigen
Formeln
(11) [Ah] =0 wund
(12) [h-nh]=0
dargestellte Satz:

Satz 14: ,Das &HuBere Produkt paralleler Strecken ver-
schwindet® ist nur ein anderer Ausdruck des geometrisch selbstverstind-
lichen Satzes:

»Ein Parallelogramm, von welchem zwei anstoBende Seiten in dieselbe
gerade Linie fallen, hat den Flicheninhalt Null.“

Die Vertauschungsformel
(13) [kh] = — [hk] enthilt den Satz:

,Beim  Wechsel
= - seines Sinnes #ndert
/ [hlél / A k[ [Ick] / ein Feld sein Zeichen“

> (vgl. Figur 17), wih-
R =3 rend die Formel der
linealen Anderung

(14) [h(k + nh)] = [hk] den Satz darstellt:

Fig. 17.
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,Parallelogramme, welche zwischen Parallelen liegen und gleiche
Grundlinie haben, sind einander gleich“ (vgl. Figur 18).

Das allgemeine distributive Gesetz

endlich

(34)  [(g + h)k] = [gk] + [RE]

findet, falls die drei Strecken g, h und % >
derselben Ebene angehoren sollten, seine b

Bestitigung durch eine zweimalige An-
wendung des eben genannten Sat-
zes (vgl. Figur 19); ist hingegen
diese Bedingung nicht erfiillt, be-

sitzen also die Felder [¢k] und [Ak]
verschiedene Stellung, so kann
die Formel (34) als Definitions-
gleichung ihrer Summe dienen
(vgl. Figur 20).

Das dupere Produkt dreier
Punkte: Das Blatt. Das duBere
Produkt dreier Punktfak-
toren 1iBt sich durch die For-

derung definieren es solle auBer

dem distributiven Gesetze g 4
(85) [ab(c+d)]=[abe]+ [abd]

-
auch noch das assoziative Gesetz gk

Fig. 20.

(36) [a(bc)] = [abc]
gelten. Mit Hiilfe dieses Glesetzes und der Vertauschungsformel fiir zwei-
faktorige Produkte 1iBt sich dann leicht zeigen, dab die Gleichung (35)
auch crhalten bleibt, wenn man den Summenfaktor an die zweite oder
erste Stelle treten LiBt, daB also auch die Formeln bestehen

(37) { [a(c 4+ d)b] = [acb] + [adb]
[(c + d)ab) = [cab] + [dab].

Ferner folgt durch dieselbe SchluBweise wie auf Seite 8 die Giiltigkeit
der entsprechenden Differenzformeln

(ab(c — d)] = [abc] — [abd]

(38) [a(c — d)b] = [acb] — [adb]
[(c — d)ab] = [cab] — [dab];
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auch ergeben sich ebenso wie dort die Formeln

[ab0]=0

(39) t[aOb] =0
[0Oab]=0 und
lab(ne)] = nlabe]
(40) {[a(nc)b] = nfacb]
[(ne)adb] = n[cab].

Aus der Grundformel (6) der ZuBeren Multiplikation ferner ent-
springen unter Beriicksichtigung der Formeln (4), (36) und (8) ganz ent-
sprechende Grundformeln fiir dreifaktorige Produkte, nimlich die Formeln

J[add] =0
(41) [ebe] =0
lirra = o,

welche aussagen, daB auch ein dreifaktoriges Punképrodukt verschwindet,
sobald zwei Faktoren einander gleich werden. Und diese Formeln bilden
dann wieder den Ausgangspunkt fiir die dem &uBeren Produkte von
drei Faktoren im Gegensatz zum algebraischen Produkte eigentimlichen
Gesetze.

Zunichst erhilt man wieder, wenn man die gleichen Faktoren durch
je eine Summe ersetzt, also etwa fiir d, e, f die Werte einfiihrt

d=b+e¢, e=c+a, f=a+d

und dann das distributive Gesetz anwendet, die Vertauschungsformeln des
dreifaktorigen Produktes: ,

[ach| = — [abc]
(42) [cba] = — [abc]

[bac] = — [abc], welche aussagen:

Satz 15: Ein #uBeres Produkt von drei Faktoren dndert sein
Zeichen, wenn man irgend zwei Faktoren miteinander ver-
tauscht.

Hieraus aber folgt weiter:

,Der Wert eines dreifaktorigen #uBeren Produktes bleibt unverindert,
wenn man den ersten oder den letzten Faktor iiber die beiden anderen
Faktoren hinwegsetzt.”

Zwischen den sechs Produkten, welche durch verschiedene Anordnung
der drei Faktoren eines iuBeren Produktes hervorgehen, bestehen daher
die Beziehungen

o f [abc] = [bea]l = [cad]
(43) | = — [ach] = — [bac] = — [cba).



Abschnitt 2, Gleichung (39) bis (46). Satz 15 und 16. 21

Ferner aber findet auch die Formel der linealen Anderung (Nr. 9)

ihr Analogon, denn es wird wegen (41)

(44) [abe] = [ab(c + ma + nb)],

und entsprechende Verinderungen gestatten auch die beiden ersten Fak-
toren des Produktes [abc], das heiBt, es gilt der Satz:

Satz 16: Ein dreifaktoriges duBeres Produkt dndert seinen
Wert nicht, wenn man einen Faktor um beliebige Vielfache der
beiden anderen vermehrt, oder:

Ein dreifaktoriges duBeres Produkt verhilt sich invariant
gegeniiber jeder linealen Anderung seiner Faktoren.

Von besonderem Interesse ist diejenige spezielle lineale Ande-

rung, welche man erhdlt, wenn man m = — n annimmt, wodurch die
Formel (44) iibergeht in
(45) [abc] = [ab(c + n(b — a))].

Eine solche spezielle lineare Anderung ist dadurch ausgezeichnet, daB sie,
falls die Faktoren des Produktes einfache Punkte sind, deren Masse
unveréindert lifit und nur eine Verschiebung dieser Punkte hervorruft.
Die Formel der speziellen linealen Anderung leitet schon hiniiber zu
dem realen Begriff des dreifaktorigen duBeren Produktes. Stellt
man sich nédmlich die Aufgabe, das Produkt dreier einfachen Punkte geome-
trisch zu deuten, das heifit, eine geometrische GroBe anzugeben, welche
invariant bleibt bei allen Faktorendnderungen, die das Produkt ge-
stattet, so zeigt die Formel (45) bereits eine hdchst charakteristische
Eigenschaft dieser geometrischen GrioBe. Sind némlich a, b, ¢ drei ein-
fache Punkte und
(46) 0= [abc]

ihr #uBeres Produkt, so kann man zufolge der Gleichung (45), ohne den
Wert des Produktes d zu @ndern, seinen dritten Faktor ¢ durch den Punkt

cl=c+n(5—a)

ersetzen, das heiBt durch denjenigen
einfachen Punkt ¢, welcher aus ¢
durch eire Verschiebung um das
n-fache der Strecke b — a hervor-
geht. Man hat also den Satz:

,Das AuBere Produkt dreier
einfachen Punkte #ndert seinen
Wert nicht, wenn man den dritten
Punkt parallel zur Verbindungs-
linie der beiden ersten verschiebt.® Fig. 21.

e csc+n(b-a)
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Diese Eigenschaft kommt zum Beispiel der Fliche des Parallelogramms
zu, welches die Linien ab und bc zu Seiten hat (vgl. Figur 21).%)
=c+n{b-a) Unterwirft man
jetztauch denzweiten
Faktor des so umge-
wandelten Produktes
by bep(e,~a) einer solchen ,spe-
ziellen linealen An-
derung®, so erhilt man

0 =[abc] = [abe]
Fig. 22. =[a(b + p(e, — @) o] = [ab,c],
wo wieder die Abkiirzung eingefiihrt ist
by =b+p(e —a).

Dann stimmt auch hier wiederum das mit dem neuen Produkte [ab, ¢, ]
verkniipfte Parallelogramm ab,, b,¢, mit dem Parallelogramm ab, b¢ nach
GroBe und Sinn iiberein (vgl. Figur 22).

Durch wiederholte Anwendung spezieller linealer Anderungen auf die
beiden letzten Faktoren kann man aber aus dem Parallelogramm ab, be
iiberhaupt jedes Parallelogramm herstellen, welches die Ecke a enthilt,
in der Ebene abc liegt und mit dem Parallelogramm ab,bc die Grofe
und den Sinn gemein hat. Aber auch der bisher festgehaltene Eckpunkt a
1aBt sich noch ganz beliebig innerhalb der Ebene abc variieren; denn man
kann in dem Produkte [ab,c;] auch noch den ersten Faktor ¢ in ganz
entsprechender Weise verindern. Man erhilt dann

0 = [abe] = [abye,] = [(a + a(b; — ¢))by¢,] = [ayb,¢,],

wo wieder

a =a+q(b —¢)

gesetzt ist. Hier ist dann in der Tat der neue Eckpunkt a, ein ganz
beliebiger Punkt der Ebene abc; denn wegen der Willkiirlichkeit der Zahl-
faktoren n und p ist die Richtung der Strecke b, — ¢;, das heiBt die Ver-
schiebungsrichtung des Punkts a innerhalb der Ebene abc vollkommen
willkiirlich und wegen der Willkiirlichkeit von q auch die Gr&Be seiner
Verschiebung; zugleich bleibt wiederum die GréBe und der Sinn des Parallelo-
gramms der drei Punkte unverindert. Hat man so den Anfangspunkt a des
Parallelogramms nach einem beliebigen Punkt der Ebene abc verlegt, so
kann man schlieBlich wieder durch lineale Anderung der beiden letzten
Faktoren dem Parallelogramm jede beliebige Form verleihen.

1) Warum hier das Parallelogramm bevorzugt wird, und nicht das Dreieck abe,
welches dieselbe Eigenschaft besitzt, findet seine Erklarung weiter unten.
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- Die gesuchte geometrische Grofle, die durch das Produkt & — [abc]
dargestellt wird, ist also ein Parallelogramm, welches mit dem Parallelo-
gramm ab, bc nach Grofe, Sinn und Lage seiner Ebene iibereinstimmt,
welches aber innerhalb dieser Ebene seine Lage und Form beliebig ver-
‘dndern kann. Ein solches Parallelogramm miissen wir zum Unterschiede
von dem Felde, an welchem nur die Stellung seiner Ebene, nicht aber
diese Ebene selbst festgehalten wurde, mit einem besonderen Namen belegen,
wir wollen es ein , Blatt“!) nennen und verstehen dann also unter dem
Produkte 6 = [abc] geradezu das durch die drei Punkte a, b, ¢ bestimmte
Blatt, das heiBt ein Parallelogramm von beliebiger Form, welches mit dem
Parallelogramm @b, b¢ nach GroBe und Sinn tibereinstimmt und in der
Ebene der drei Punkte a, b, ¢, aber auch

nur in dieser, verschiebbar ist. :
Zu dem durch die drei Punkte «, b, ¢

bestimmten Felde [(b — @) (¢ — b)), oder dem

gleich groBen Felde [(b — a)(c —a)] (vgl.

Figur 23) steht das Blatt [abc] geometrisch ) Fig .

in derselben Beziehung wie der Stab [ab] zur
Strecke b — @. Denn wihrend die Strecke b — a parallel zu sich beliebig
verschoben werden kann, gestattet der Stab [ab] nur noch eine Verlegung
in seiner eigenen Linie, und, wihrend das Feld [(b — a) (¢ — a)] aus seiner
Ebene parallel zu sich beliebig verlegt werden darf, bleibt das Blatt [abc]
an seine Ebene gefesselt. Aber auch analytisch findet sich zwischen Blatt
und Feld derselbe Zusammenhang wie zwischen Stab und Strecke; denn
es wird nach dem Satze von der linealen Anderung
[a(db — a)(¢c — a)] = [abe] und

40 [(@ + m® — a) + n(c — a)) (b — a)(c — a)] = [ade],
das heiBt, das Blatt [abc] 1aBt sich aus dem zugehorigen Felde [(b —a)(c—a)]
dadurch ableiten, daB man dieses mit einem beliebigen Punkt der Ebene
des Blattes [abc] #uBerlich vormultipliziert (oder auch nachmultipliziert,
vgl. Seite 20), was der obigen Beziehung zwischen Stab und Strecke genau
entspricht.

Dieser Zusammenhang zwischen Blatt und Feld enthilt zugleich den
Grund dafiir, daB oben bei der Einfiihrung des Produktes dreier einfachen
Punkte a, b, ¢ als sein geometrisches Abbild nicht das durch sie bestimmte

1) Mein Vater benutzt den Ausdruck ,Flichenteil*, H. Hankel die Bezeichnung
,.Ebenenstiick*., Der im Jahre 1894 von mir vorgeschlagene Ausdruck ,Blatt ist
inzwischen von E. Miiller, Anton Grinwald und E. Jahnke angenommen worden.
(Vgl. auBer den auf 8.7 und 8 zitierten Schriften: E. Miiller, Die Geometrie orien-
tierter Kugeln nach GraBmannschen Methoden, Monatshefte fiir Mathematik und
Physik. IX. Jahrgang. Wien, 1898. 8. 271))
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Dreieck abc, sondern das Parallelogramm ab, bec gewihlt wurde. Hitte
man nimlich damals das Dreieck abc bevorzugt, so wiirde die Multipli-
kation eines Feldes mit einem einfachen Punkt eine andere Bedeutung
gewonnen haben; sie wiirde nicht nur eine Fesselung des Feldes an die
durch seine Stellung und jenen Punkt bestimmte Ebene bewirkt, sondern’
zugleich noch seine GroBe auf die Hilfte herabgedriickt haben, was un-
notig verwickelt erscheint.

Durch die gewonnene geometrische Deutung des dreifaktorigen Pro-
duktes erhalten endlich auch die oben fiir das dreifaktorige Produkt ent-
wickelten Formeln einen geometrischen Sinn. Die Formel der Distributivitit:

(35) [ab(c + d)] = [abe] + [abd]
nimmt, wenn man wieder wie

oben ¢ -+ d = 2m setzt, die Ge-
stalt an
2[abm] = [abc] + [abd]

und 1iBt sich in dieser Form,
falls die vier Punkte a,b,c,d
einer Ebene angehoren, sofort
geometrisch erhirten (vgl. Fi-
gur 24 und oben Figur 19).
Ist diese Bedingung nicht erfiillt,
so gibt die Formel die Erklirung

fiir die Summe zweier Blitter,
deren Ebenen sich schneiden.

FRig, 24,

Die Formel der Assoziativitit

(36) [a(be)] = [abe]
liefert zusammen mit den Formeln (43) fiir die Verstellbarkeit der Fak-
toren eines dreifaktorigen Produktes die Vertauschungsformel fiir das
Produkt aus Punkt und Stab. Denn ist a ein Punkt und B = [bc] ein
Stab, so wird
[aB] = [a(be)] = [abe] = [bea] = [(be)a] = [Ba],

das heiBt, es ergibt sich die Formel
48) [aB) - [Ba]
und damit der Satz:

Satz 17: Die Faktoren eines duBeren Produktes aus Punkt
und Stab sind ohne Zeichenwechsel vertauschbar.

Durch Verkniipfung der Formeln fiir die Verstellbarkeit eines Zahl-
faktors bei zwei- und dreifaktorigen Produkten beweist man ferner unter
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gleichzeitiger Benutzung von (36) die entsprechenden Formeln fiir Pro-
dukte aus Punkt und Stab, nimlich die Formeln

(49) {[a-nB] = 1t[aB)] {[na-B] = 1t[aB]

[nB-a] =n[Ba]. [B-na] = n[Ba].

In der Tat wird, wenn man wieder B = [b¢] setat,
[a-nB] =[a-n(be)] = [a(nb-c)]=[a(nd)c]=mn[abc]=n[a(bc)] =n[aDB].

Die zweite Formel 1iBt sich mit Hiilfe von (48) aus der eben bewiesenen
ableiten. Die beiden letzten Formeln ergeben sich ohne weiteres aus (40),
und zwar die dritte wieder unter Benutzung von (36).

Die aus den Grundformeln (41) entsprin-
gende Formel

(50) fab(pa + qb)] =0, Fig. 25.

nach welcher das duBere Produkt dreier in gerader Linie lie-
genden Punkte verschwindet (vgl. Figur 25), driickt wieder, wie
oben die Streckenformel (12), die geometrisch selbstverstindliche Tatsache
aus, daB ein Parallelogramm, von welchem drei Ecken in dieselbe gerade
Linie fallen, den Flicheninhalt Null besitzt.

Mit Riicksicht auf die geometrische Bedeutung des Produktes [abc¢]
kann man dieses Ergebnis iibrigens sofort verallgemeinern; denn man
folgert aus ihr, daB die Gleichung

(61) [abc] =0

eine notwendige und hinreichende Bedingung dafiir darstellt, daf die drei
Punkte a, b, ¢ der ndmlichen Geraden angehdren, und hat also den Sata:
Satz 18: Das duBere Produkt [abc] dreier Punkte a,b,c ver-
schwindet dann und nur dann, wenn die drei Punkte einer und
derselben geraden Linie angehdren.
‘Setzt man in der Gleichung (51) noch

a b va+gb

(52) [ab] = C, c c
so verwandelt sie sich in die Gleichung Fig. g6,
(83) [Ce] =0,

welche aussagt (vgl Figur 26):

Satz 19: Das #uBere Produkt aus einem Stabe und einem
Punkt verschwindet dann und nur dann, wenn die Gerade des
Stabes durch den Punkt hindurchgeht.

Ubrigens kann hier der Punkt ¢ auch durch eine Strecke vertreten
werden, welche die Richtung des Stabes hat. Denn wihlt man in (50)
p = — ¢, so erhilt man die Spezialformel

(54) [ab-q(b—a)] =0,
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fiir die man, wenn man noch
(55) (b —a)==Fk setzt, auch schreiben kann
{56) [Ck] =0, das heiBt:

Satz 20: Das duBere Produkt aus einem Stabe und einer
Strecke verschwindet dann und nur dann, wenn die Strecke die
Richtung des Stabes hat.

Endlich kann man in der Formel (50) auch die beiden Punkte a

und b durch Strecken ersetzen und erhilt dann die Formel
(57 [9h(pg + ah)] = 0.
Sind in ihr ¢ und A zwei ganz beliebige Strecken, so stellt die Summe
pg + qh eine dritte Strecke dar, welche der durch ¢ und % bestimmten
Ebene parallel lduft, im tibrigen aber ganz willkiirlich ist. Die Formel
(57) enthilt daher den Satz:

Satz 21: Das #uBere Produkt dreier Strecken, welche der-
selben Ebene parallel laufen, ist null '

Abschnitt 3.
Progressive und regressive Multiplikation. Das planimetrische Produkt.

Beschrinkung auf die FEbene. Die Blatteinheit und die Feldeinheit.
Beschréinkt man die Untersuchung, wie es im folgenden geschehen soli,
auf Figuren einer Ebene, so verschwindet die geometrische Verschieden-
heit zwischen Feld und Blatt, und beide GroBen bleiben nur noch formal
verschieden. Diese Beschrinkung filhrt dann zugleich eine wesentliche
Vereinfachung in der analytischen Auffassung des Blattes herbei, welche
dieses zum Stabe und zur Strecke in einen gewissen Gegensatz bringt.
Wihrend namlich beispielsweise zum Begriff des Stabes neben der GroSe
und dem Sinn auch noch ein die Lage in der Ebene bezeichnendes Attribut
gehorte, féllt ein solches in der Geometrie der Ebene bei dem
Blatte fort; denn es erscheinen alle Blitter der Ebene als gleichartige
GroBen und konnen daher wie gleichbenannte Zahlen behandelt werden.
Legt man als Einheit der Blitter ein beliebiges Maf, etwa das qem, zu-

grunde und weist zugleich dieser Einheit einen bestimmten Umlaufs-
sinn zu (vgl. Figur 27), so 148t sich jedes beliebige Blatt 0 durch
eine unbenannte Zahl darstellen, welche angibt, wieviele solcher Ein-

Fig. 97.  heiten das Blatt 0 enthilt, und welche positiv oder negativ zu
nehmen ist, je nachdem das Blatt 0 in demselben oder in entgegengesetztem
Sinne umlaufen wird wie die Blatteinheit.

Man bezeichne ferner drei Ecken des Einheitsquadrates, aufgefaBt als
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einfache Punkte, mit ¢, ¢,, ¢; und gebe ihnen dabei noch eine solche
Anordnung, daf die Stibe [c;c,] und [c;c,] zwel anstoBende Seiten des
Quadrates werden, und auBerdem das Produkt

(1) [a6e]=+1 ¢

wird (vgl. Figur 28); endlich setze man noch die Strecken 7:A

€ —C =) 6, > ¢
2) l tT BT Y g

Cp —C=Js- Fig. 28.

Dann wird

(3) 1=[aaa]l=[(q — a)(e— a)e] =[] =il =l jijs)
Man hat also durch die obige Wahl der Blatteinheit zugleich auch iiber
das Produkt aus dem einfachen Punkte ¢; und dem Felde [j, j,] verfiigt.
Es 1st aber klar, daB man, nachdem das Blatt [¢, - j,j,] = 1 gesetzt ist,
nicht etwa gleichzeitig auch das mit der Blatteinheit gleichgroBe Feld [j, j,]
der Zahleinheit gleich setzen darf. Zwar erscheinen bei der Beschrinkung
der Betrachtung auf die Ebene auch die Felder als gleichbenannte GrioBen;
aber ihre Einheit darf man nicht als eine blofe Zahl auffassen wollen,
da die Multiplikation mit ihr den Punkt ¢; und iiberhaupt jeden beliebigen
Punkt in eine Grofie ganz anderer Art, nimlich in eine Zahl, verwandelt.
Man muB8 daher fir die Einheit der Felder ein besonderes Zeichen ein-
filhren. Es sei etwa das Feld

(4) [315e) = J
gesetzt und als die Feldeinheit bezeichnet. Dann wird fiir jeden ein-
fachen Punkt o (vgl. Satz 16):

®) l[ad] = [e ] =1,
das heifit, die Multiplikation mit der Feldeinheit J verwandelt
jeden einfachen Punkt in die Zahleinheit.

Das regressive Produkt zweier Stibe. Die obige Verfiigung iiber die
Blatteinheit fiihrt hiniiber zu einer neuen Art der Multiplikation. Bei
allen bisher betrachteten Produktbildungen war die Stufensumme der
beiden Faktoren, das heiBt die Anzahl der in beiden Faktoren zusammen
anftretenden Punkt- (oder Strecken-) Faktoren, hichstens = 3 angenommen.
Es bleibt aber noch die Frage offen, ob sich vielleicht anch dem vier-
oder fiinfstufigen Produkte, zum Beispiel dem Produkte zweier Stiibe oder
dem Produkte eines Blattes und eines Punktes oder endlich dem Produkte
eines Blattes und eines Stabes ein Sinn unterlegen 1liBt. Versucht man
zuniichst das durch fortschreitende Aneinanderkettung von vier Punkt-
faktoren gebildete Produkt oder, was auf dasselbe hinauskommt, das Pro-
dukt aus einem Blatte und einem Punkte, auf Grund der Forderung zu
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definieren, daB fiir dieses Produkt die Gesetze der duBeren Multiplikation
moglichst erhalten bleiben sollen, so stoBt man sogleich auf eine Schwierig-
keit. Nach Analogie der Produkte von weniger als vier Faktoren wiirde
man nimlich das Produkt [abe(pa + qb + rc)] gleich Null zu setzen
haben. Indes erscheint dies

erstens fiir die weitere Entwickelung unserer Methoden wenig forder-
lich, da dann iiberhaupt jedes vierfaktorige Produkt verschwinden wiirde,
insofern sich ja jeder beliebige Punkt d der Ebene als Vielfachensumme
von drei nicht in gerader Linie liegenden Punkten a, b, ¢, das heiBt in

der Form d—pa+ qb+ 1o,
darstellen 148t.

Zweitens aber haben wir auch bei der Begriffshestimmung gerade
dieser Art von vierstufigen Produkten gar nicht mehr freie Hand, sondern
sind bereits durch eine frithere Festsetzung gebunden. In dem Produkte

[abe(pa + qb + re)] = [abed] = [[abeld]
ist nimlich der Entwickelung auf Seite 26 zufolge der Blattfaktor [abc] als
eine blofe Zahl aufzufassen. Ist daher n der Zahlwert des Produktes [abc],
so erscheint es geboten, unter dem Produkte
(6) [abed] = [[abcld] = [nd]
nichts anderes zu verstehen als das n-fache des Punktes d, und man er-
hilt daher, wenn man noch beachtet, daB die Stellung eines Zahlfaktors
willkiirlich ist, die Definitionsgleichung
O _ [abed] = [abc]d = d[abc].

Das durck fortschreitendes Aneinanderketten von vier Punktfaktoren
entstehende Produkt ist also selbst wieder ein Punkt, und es liegt
nahe, diese Beziehung zu verallgemeinern und zum Beispiel auch unter
dem Produkte zweier Stibe einen Punkt, naturgemdB den Schnitt-
punkt ihrer Geraden zu verstehen. Hierbei kann man dann iiber
die Masse des so als Produkt dargestellten Schnittpunktes noch nach

Willkiir verfiigen und wird sich dabei am besten das

¢ Ziel stecken, die Wahl so zu treffen, daB die Rechen-

gesetze fiir die neue Art der Multiplikation mog-
lichst einfach werden. Dies wird um so notwendiger,
als fiir die neue Produktbildung nicht einmal mehr-
das assoziative Gesetz volle Giiltigkeit hat. In der
Tat wird keineswegs [ab-cd]=[abc-d] gesetzt werden
diirfen; denn das rechte Produkt bedeutet nach obigem
ein Vielfaches des Punktes d, wihrend das linke nach
der soeben gegebenen Erklirung den Schnittpunkt e der
( beiden Stibe [ab] und [cd] darstellen soll (vgl. Figur 29).

Fig. 29.



Abschnitt 3, Gleichung (6) bis (8). 29

Auch sieht man sofort, daB es gar nicht moglich ist, das assoziative Ge-
setz festzuhalten; denn jedenfalls muB das Produkt [ab - c¢d] seinen Wert
bewahren, wenn man mit den Punktfaktoren @ und b, ¢ und d Ande-
rungen vornimmt, welche die Stabfaktoren [ab] und [cd] invariant lassen,
wenn man also zum Beispiel die Faktoren ¢ und d des zweiten Stabes
durch die Punkte ¢, und d, ersetzt, welche aus ¢ und d durch Ver-
schiebung des Stabes [¢d] in seiner eigenen Linie hervorgehen, das heiBt,
es muB sicher die (leichung gelten
[ab - cd] = [ab - ¢, d,].

Wollte man nun ganz allgemein das assoziative Gesetz bestehen lassen,
so wiirde auch

[ad - cd] = [abcld = [abe,]d,
gesetzt werden miissen, das heiBt, das Produkt [abd . cd] wiirde, da der
Punkt d, in der Geraden des Stabes [cd] beliebig angenommen werden
kann, jedem beliebigen Punkte der Geraden cd gleich werden und also
unendlich vieldeutig sein. Wir miissen daher bei Produkten von -der
Form [ab - c¢d] auf das Fortbestehen des assoziativen Gesetzes verzichten
und haben demgemiB die Aufgabe, wenigstens die iibrigen Gesetze der
neuen Produktbildung durch passende Wahl der Masse des Produktpunktes
tunlichst einfach zu gestalten.

Da sich zwei Stibe einer Ebene wegen ihrer Verschiebbarkeit in der
eigenen Linie stets als Produkte darstellen lassen, deren erster Faktor ihr
Schnittpunkt a ist, so wird es vor allem darauf ankommen, ein Produkt
von der Form '

[ab - ac]
zu definieren. Man weill bereits, daB das Produkt ein Vielfaches des
Punktes a bedeuten soll, und es erscheint daher am natiirlichsten, die
Definitionsgleichung aufzustellen:

(8) [ab - ac] = [abc]a,

also unter dem Produkte zweier Stdbe ikren Schnittpunkt zu
verstehen, belastet mit der Flichenzahl desjenigen Blattes,
welches die beiden Stibe bestimmen, wenn man sie nach ihrem
Schnittpunkte verschiebt.

Da die durch diese Gleichung definierte Art der Multiplikation von
GroBen hoherer Stufe (Stiben) zu GréBen niederer Stufe (Punkten) zu-
riickfiihrt, so moge sie den Namen ,regressive Multiplikation“ er-
halten, im Gegensatz zur #uBeren Multiplikation, welche aus Gebilden
niederer Stufe (Punkten und Strecken) Gebilde hoherer Stufe (Stibe,
Felder, Blitter) erzeugte und in diesem Sinne auch als ,progressive
Multiplikation® bezeichnet wird.
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Es bleibt aber jetzt noch der Nachweis zu erbringen, daf die neue
Verkniipfung tiberhaupt als Multiplikation aufgefaBt werden darf. Dazu
hat man insbesondere zu zeigen, daf die Verkniipfung dem Gesetze der
Distributivitit unterliegt, daB sie also den Gleichungen geniigt

(9) ((4y + 4,) B = {4, B] 4[4, B] und
(10) [B(4; + 4y)] = [B4,] + [B4,].

Fig- 30.

Um dies darzutun, setze man noch
(11) A+ 4;3=A
(vgl. Figur 30) und bezeichne die drei einfachen Punkte, in denen die
drei Stibe 4, A4,, 4, von dem Stabe B geschnitten werden, mit ¢, ¢, ;
ferner die Strecken der vier Stibe A, A,, 4, und B mit ¢, 4,, 4, und %,
wo dann wieder
(12) iy iy =
wird. Dann 148t sich die zuniichst zu beweisende Gleichung (9) in der
Form schreiben
(13) [4B] = [4,B] + [4,B]

oder, wenn man die vier Stibe 4, 4,, 4, und B als Produkte aus den
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auf ihnen liegenden einfachen Punkten ¢, ¢;, ¢, und den Stabstrecken ¢,
iy, %, und £ darstellt, in der Form

(14) [ci - k] =cy4, - e k] + [ey95 - K]
Nach der Erklirungsformel (8) des regressiven Produktes 1aBt sich aber
diese Gleichung ersetzen durch die neue Gleichung

(15) [etk]e = [¢, 4, k]e, + [eyigk]cs,
deren Richtigkeit somit jetzt zu priifen ist.
Die Gleichung sagt aus, daB der mit der Masse [cik] belastete Punkt ¢

der Schwerpunkt der beiden mit den Massen [¢, i, k] und [c, i3 k] beschwerten
Punkte ¢, und ¢, sei. Man hat also zu zeigen, daB

erstens der Massenfaktor des Punktes ¢ gleich der Massensumme der
Summanden ist, das heiit, daB die (leichung besteht
(16) [eik] = [, % k] + [cyiyk], und

zweitens, daB sich die Abstinde des Punktes ¢ von den Punkten ¢,
und ¢, umgekehrt wie die Massenfaktoren [¢ i k] und [c,ik] dieser Punkte
verhalten.

Die Massengleichung (16) folgt nun aber sofort aus der Gleichung (12),
wenn man diese zunichst mit der Strecke k& multipliziert, wodurch die
Feldgleichung hervorgeht
(17) [ek] = [i,k] + [ixk],
und dann die Felder [¢k], [¢,%], [¢,k] durch die gleich groBen Blitter [¢ik],
[e,i, k], [cyigk] ersetzt.

DaB aber auch zweitens der Punkt ¢ die Linie ¢, ¢, im umgekehrten
Verhiltnis der Blitter [c ¢, k] und [c,4,k], oder was bei der Gleichheit ihrer
Grundseiten auf dasselbe hinauskommt, im umgekehrten Verhiltnis der
zugehdrigen Blatth6hen teilt, ergibt sich sogleich, wenn man noch
durch die vierte Fcke d des durch die Stibe A, und 4, bestimmten
Parallelogramms die Parallele zur Linie ¢ ¢, zieht bis zu den Schnitt-
punkten d;, und d, mit den Linien der Stibe 4, und 4,. Dann stimmen
die Hohen der entstehenden Dreiecke mit den Hohen der jedesmal nicht
anliegenden von den obengenannten Blittern iiberein. Da aber die
beiden Dreiecke #hnlich sind, verhalten sich ihre Grundseiten wie ihre
Hohen, oder also nach obigem umgekehrt wie die Hohen der anlie-
genden Bliatter, das heiBt, der Punkt d teilt die Linie d;d, im umge-
kehrten Verhiltnis der beiden Blatthéhen. In demselben Verhiltnis teilt
aber auch der Punkt.¢ die Linie ¢ c,.

Damit ist aber die Giiltigkeit der ersten Distributivititsformel (9)
bewiesen. Um auch die zweite Formel (10) zu entwickeln, leite man zu-
niichst aus der Definitionsgleichung (8) die Vertauschungsformel fiir Stéibe
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ab. Es seien B = [ab] und C = [ac] zwei beliebige Stiibe; dann wird ihr
Produkt

[CB] = [ac - ab] = [acbla = — [abc]a = — [ab - ac] = — [BC],
das heiBt, man erhilt die Gleichung
(18) [CB] = —[BC(C], welche besagt:

Satz 22: Zwei Stabfaktoren eines regressiven Produktes sind
(geradeso wie zwei Punktfaktoren eimes progressiven Produktes) nur mit
Zeichenwechsel vertauschbar.

Diese Gleichung ergibt dann in der Tat die zweite Distributivitits-
formel (10) als unmittelbare Folge der ersten.

Durch dieselben Schliisse wie oben auf Seite 8 folgt ferner aus den
Gleichungen (9) und (10) das Bestehen der entsprechenden Differenz-
gleichungen
(19) {[(A1 - Az)B] = [4,B] —[4, B]

[B(4, — 4)] = [B4,] — [B4,],
sowie der Gleichungen fiir die Verstellbarkeit eines Zahlfaktors
(20) {[nA - B] = n[AB]
[B-nd]=n[BA].

Die letzten beiden Gleichungen aber ermdglichen es wieder, der Er-
klarungsformel (8) des regressiven Produktes noch zwei andere Formen
zu verleihen. Stellt man nidmlich in den Produkten [ab] und [abc] der
Gleichung (8) die Faktoren ¢ und b um, so &ndert sowohl die linke wie
die rechte Seite ihr Zeichen, die Gleichung bleibt also bestehen, und
man erhilt

[ba - ac] = [bac]a;
und vertauscht man jetzt wieder in den Produkten [ac] und [bac] die
Faktoren a und ¢, so ergibt sich die neue Gleichung

[ba - ca] = [bea]a.
SchlieBlich kann man dann noch in den beiden letzten Formeln die Be-

zeichnung so #ndern, daB rechter Hand jedesmal wieder, wie in (8), das
Produkt [abc] auftritt, und bekommt so die beiden Formeln

(21) [ab - be] = [abe]d

(22) [ac - be] = [abc]e,

welche mit der Erklirungsformel (8) durchaus gleichwertig sind.

Die Vertauschungsformel (18) fiihrt aber ferner noch bei der An-
wendung auf zwei gleiche Faktoren zu einer Stabformel, welche der
Grundformel der #uBeren Multiplikation (vgl. Abschnitt 2, Formel (6))
genau entspricht und daher die Grundformel der regressiven Multi-
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plikation heiBen mag. Setzt man nimlich in der Formel (18) den
Stab C = B, so nimmt sie die Gestalt an
[BB]=—[BB] oder
2[BB] =0 oder endlich
(23) - [BB]=0.

Diese Grundformel der regressiven Multiplikation zeigt, daf auch
das regressive Produkt zweier Stdbe nicht nur verschwindet,
wenn ein Faktor null ist, sondern auch, wenn seine beiden Fak-
toren einander gleich werden.

Die Ubereinstimmung in den beiden Grundformeln bedingt es, daB
zwischen dem (regressiven) Produkte zweier Stibe und dem (progressiven)
Produkte zweier Punkte eine vollkommene Dualitdt herrscht, und da8
insbesondere simtliche oben fiir Produkte zweier Punkte abgeleitete Formeln
erhalten bleiben, wenn man in ihnen die Punkte durch Stibe ersetzt. So
folgt wieder aus (23) mit Riicksicht auf (20) die allgemeinere Formel:

(24) [B-uB] =0,
welche zeigt, daB das regressive Produkt zweier Stdbe bereits

verschwindet, wenn sie derselben Geraden angehoren. _

Es ist aber besonders wichtig, daBl umgekehrt das regressive Produkt
[BC]

zweier Stibe B und C auch nur dann verschwindef, wenn diese beiden
Stiabe in derselben geraden Linie liegen.

Um dies zu zeigen, scheiden wir zunichst den Fall aus, wo der erste
Faktor B des regressiven Produktes [BC] selbst null ist. Man iiberzeugt
sich ndmlich sofort, daB dieser Fall unsere Behauptung nicht stort, da
man sich einen verschwindenden Stab in jeder beliebigen Geraden liegend
denken kann, insbesondere also auch in der Geraden des zweiten Stabes C.

Ist andererseits der erste Faktor B von Null verschieden, so 1i8t sich
der zweite Faktor C als Vielfachensumme des Stabes B und zweier mit
ihm ein eigentliches Dreieck') bestimmenden Stibe B, und B; darstellen.
Es sei etwa

* C=nB+nB, + B,
Da nun nach der Voraussetzung
[BC]=0

sein soll, so folgt aus der Gleichung (*) durch regressive Multiplikation
mit B die Gleichung:
O0={B-uB]+[B-mB]+[B nB)],

1) Das soll heiBen ein Dreieck mit getrennt liegenden Ecken.
Gra8mann, Projektive Geometrie d. Ebene. I. 3
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die sich wegen (24) und (20) reduziert auf
**) 0 = [BB,] + n,[BB].
Hierin sind die Produkte [BB,] und [BB,]| die Ausdriicke fiir zwei
Ecken des eigentlichen Dreiecks der Stibe B, B,, B,, also die Ausdriicke
fiir swes getrennt liegende Punlkte.

Die Gleichung (*¥) kann daher nicht anders bestehen, als wenn
() m=n=0
ist. Denn wire auch nur eine von den beiden ZahlgréBen n, und ny, zum
Beispiel 1, von Null verschieden, so wiirde die Gleichung (*¥) nach dem
Produkte [BB,]| auflosbar sein, das heiBt, sie wiirde sich in der Form

schreiben lassen: T,
| [BB]—— ®[BE],

in der sie im Widerspruch zum Obigen gerade aussagen wiirde, daB die

Punkte [ BB,] und [BB,;] in einen Punkt zusammenfallen. Auf Grund der

Gleichungen (***) reduziert sich nun aber die Gleichung (*) auf die Form
C=n1uB,

und diese zeigt in der Tat, daB die beiden Stibe C und B in derselben

geraden Linie liegen. Man hat somit den Satz:

Satz 23: Das regressive Produkt zweier Stibe verschwindet
dann und nur dann, wenn die beiden Stibe einer und derselben
geraden Linie angehdren.

Nach dem distributiven Gesetze er-
gibt sich ferner aus (24) wieder die
Formel der linealen Anderung

(25) [(4 +uB)B]=[4B],

welche, wie das distributive Gesetz (9)
iberhaupt, eine Lagen- und eine Grofen-
beziehung ausdriickt;

erstens ndmlich sagt sie aus, daB
die beiden Stibe 4 und 4 +nB von
dem Stabe B in dem nimlichen Punkt
geschnitten werden;

zweitens aber enthilt sie den Satz:

yParallelogramme, welche zwischen
Parallelen liegen und gleiche Grundlinien
haben, sind einander gleich“ (vgl. Figur 31).

Das regressive Produkt dreier Stibe. Es ist aber von besonderem
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Interesse, daB die Dualitit zwischen Punkt- und Stabprodukten auch er-
halten bleibt, wenn man zu dreifaktorigen Stabprodukten iibergeht. Fiir
solche Produkte bedarf es nicht mehr einer neuen Begriffsbestimmung.
Denn, da das zweifaktorige Stabprodukt einen Punkt darstellt, so ist
das dreifaktorige Stabprodukt das Produkt eines Punktes und eines Stabes,
das heiBit also ein Blatt, und wird daher geradeso wie das Produkt dreier
Punkte durch eine bloBe Zahl ausgedriickt, womit die Dualitit bereits
nach einer Richtung hin erwiesen ist. Um aber auch die Ubereinstimmung
in den Rechengesetzen der dreifaktorigen Stab- und Punktprodukte dar-
zulegen, hat man zu zeigen, daB auch das Produkt dreier Stibe distributiv
und assoziativ ist, daB also die Gleichungen bestehen

(26) [AB(C + D)] =[ABC] + [ABD] und
(27) [A(BC)] =[4BC].
Zum Beweise der Distributivititsformel fihre man alles auf Punkte
zuriick; man setze daher etwa das Produkt
wo dann also p den (mit einer gewissen Masse belasteten) Schnittpunkt

der Stibe 4 und B bedeutet, und stelle die Stibe € und D als Produkte
dar, deren erster Faktor ihr Schnittpunkt ¢ ist, setze somit

(29) C=[¢g¢] und D =[gd]. Dann wird
[AB(C + D)] = [p([gc] + [9d])] oder nach Abschnitt 2, (2)
—[p-alc+ d)], das heiBt nach Abschnitt 2, (36)
= [pg(c + d)], also nach Abschnitt 2, (35)
= [pgc] + [pgd], dies wieder nach Abschnitt 2, (36)
=[p-qc]+[p-qd], oder nach (29)
=[pC]+ [pD], und dies endlich nach (28)
= [ABC] + [4BD].
Beim Beweise der Formel (27) verfahre man entsprechend; man be-
zeichne die Schnittpunkte der Stibe

Bund C, Cund 4, 4 und B

mit a, b, c;

b

A=p 64 C= [a3]

dann lassen sich die drei Stibe in der
Form darstellen (vgl. Figur 32):

(30) A=plbe], B=qlca], C=r[abd),
wo P, q, ¥ drei ZahlgréBen sind, und es B=q led

wird Fig. $2.
3 *
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[4(BC)] = [p[bcl(qlea] - t[ab])] oder nach (20)
= [p[bc](qr[ca - ab])], also nach (21)
= [p{bc](qr - [cab]a)]  oder nach Abschnitt 2, (5)
= [(pd)c(qr . [cabla)]  oder nach Abschnitt 2, (40),

da auch [cab] eine Zahl ist,

= pqr[cab][bca], also nach Abschnitt 2, (43)
(31)  [A(BO)] =ypar[abe].
Andererseits wird
[ABC] =[(4B)C]
= [(p[bc] - q[ca]) - t[ab]] oder nach (20)
= [(pq[bec - ca]) - t[ab]], also nach (21)
= [(pq - [bea]e) - x[ab]] oder nach Abschnitt 2, (5)
= [(pq - [bea]e) - [ra - b]] oder nach Abschnitt 2, (36)
= [(pq - [bealc) - ta-b], das heiBt nach Abschnitt 2,

(40), da auch [bca] eine Zahl ist,

= pqr[beca][cab], also nach Abschnitt 2, (43)
(32)  [4BO]=pqr[abel,
das heiBt, man erhilt denselben Ausdruck wie fiir die linke Seite von (27).
Damit hat man also wirklich anch die Formeln (35) und (36) des zweiten
Abschnitts dual tibertragen. Aus ihnen aber und den Formeln fiir zweifaktorige
Punktprodukte, deren Dualformeln bereits oben entwickelt sind, wurden
simtliche weiteren Formeln fiir dreifaktorige Punktprodukte abgeleitet.
Alle diese Formeln bleiben daher bestehen, wenn man in ihnen die
Punkte durch Stibe, das heiBt die kleinen lateinischen Buchstaben durch
groBe, ersetzt. Dies gilt insbesondere von den Formeln (37) bis (44) des
zweiten Abschnitts, so daB man zum Beispiel hat:

.3 [ABC]= [BCA]= [CAB]
(33) {=—[ACB] — — [BAC] = — [CBA4]
und
[ADD] =0
(34) [EBE]=0
[FFC]=0,

sowie endlich auch noch von der Formel (50) desselben Abschnitts, welche
bei dieser Umwandlung in die Gleichung iibergeht:
(35) [AB(pA 4+ qB)]=0.

Sie enthilt den Satz:

,Das Produkt dreier Stibe, deren Linien sich in dem nimlichen Punkt
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schneiden, verschwindet,“ und von ihm gilt auch die Umkehrung. Um
nimlich tiber den geometrischen Sinn der Gleichung

(36) [ABC] =0

AufschluB zu erhalten, in der A, B, C drei Stibe bedeuten, braucht man
nur das Produkt
(37) [AB]=¢

zu setzen, wo dann ¢ der Schnittpunkt der Geraden der beiden ersten
Stibe A und B ist. Dadurch verwandelt sich die Gleichung (36) in
(38) [cC] =0,
welche nach Satz 19 (vgl. auch die Formel (48) des zweiten Abschnitts)
aussagt, daB die Gerade des dritten Stabes C durch den Schnittpunkt ¢ der
Geraden der beiden ersten Stibe hindurchgeht, daB sich also die Geraden
der drei Stibe 4, B, C in dem n#mlichen Punkt schneiden. Man hat so-
mit den Satz:

Satz 24: Das regressive Produkt [ABC] dreier Stibe 4, B, C
verschwindet dann und nur dann, wenn die Linien der drei
Stabe durch einen und denselben Punkt gehen.

Duales. Begriff der planimetrischen Multiplikation. Zur Vervoll-
stindigung der dualen Beziehung zwischen Punkt- und StabgréBen ist
endlich noch der Nachweis nétig, da8 auch die Grundformeln (8), (21)
und~(22) eine Ersetzung der Punkte durch Stibe gestatten; daB also auch
die Formeln gelten

(39) [AB.- AC] = [ABC]A,
(40) [AB- BC]=[4ABC]B,
(41) [A4C- BC]=[4BC]C.

Um die erste von diesen drei Formeln zu beweisen, benutze man
wieder fiir die drei Stibe 4, B, C die Darstellung (30). Dann erhilt
man fiir die linke Seite der Gleichung (39)

[AB- AC] = [(p[bc] - q[cal)(p[bc] - x[ab])], also nach (20)

= [(pq[bc - cal)(pr[be - ab])] oder, da
|be - ca] = [beale nach (21), und dies
= [abc]c nach Abschnitt 2, (43), und ferner
[be - ab] = —[be- ba] nach Abschnitt 2, (8) und nach (20),
= —[beca]d nach (8),
= —[abeld nach Abschnitt 2, (43), so wird
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[AB- AC] = [(pq - [abc]e)(pr- (—[abe]))], d. h. nach Abschnitt 2, (5)
= — p’qr[abc]’[cb] oder nach Abschnitt 2, (8)
= plqr{abc)]’[be], also mit Riicksicht auf (32)
=[ABC]-p[be],  das heiBt nach (30)
[AB-AC]=[ABC)4.

Die beiden anderen Formeln, (40) und (41), endlich ergeben sich aus der
Hauptformel (39), genau wie oben auf Seite 32 die entsprechenden Punkt-
formeln, und zwar unter Anwendung der Gleichungen (18) und (33) des
vorliegenden und der zweiten Gleichung (5) des zweiten Abschnitts.

Damit ist die Dualitit zwischen Stab- und Punktprodukten fiir simt-
liche oben entwickelten Formeln bewiesen, die beiden betrachteten Multi-
plikationsarten, die progressive und die regressive Multiplikation, stimmen
gsomit — bei aller ihrer begrifflichen Verschiedenheit — in ihren
formalen Gesetzen durchaus miteinander tiberein. Um dieser Tatsache
noch einen besonders scharfen Ausdruck zu verleihen, hat man auch wohl
beide Multiplikationsarten unter einem gemeinsamen Namen, ndmlich als
pplanimetrische Multiplikation“ zusammengefaBt. Der enge Zu-
sammenhang beider Multiplikationsarten wird sich spiterhin dadurch be-
sonders niitzlich erweisen, dafl er es ermdglicht, aus den geometrischen
Beziehungen zwischen Punkten solche zwischen Stiben analytisch durch
eine bloffle Buchstabenvertauschung abzuleiten.

In der Punktrechnung erscheint die Ebene als ein ,,Gebiet dritter
Stufe”, insofern sich alle Punkte der Ebene als Vielfachensummen von
drei Grundpunkten darstellen lassen, und die besonderen Gesetze der plani-
metrischen Multiplikation ergaben sich uns dadurch, daf wir das
dubBere Produkt von dréi Punkten der Ebene, welche nicht derselben
Geraden angehéren, aber sonst ganz beliebig gewihlt werden diirfen, der
Zahleinheit gleich setzten. Auf diese Weise wurde es ermdglicht, alle
dreifaktorigen Produkte von Punkten der Ebene wie ZahlgroBen zu be-
handeln und der #uleren (progressiven) Multiplikation der Punkte eine
regressive Multiplikation der Stibe gegeniiberzustellen.

Ebenso erweist sich in der Punktrechnung der Raum als ein ,,Gebiet
vierter Stufe®, insofern alle Punkte des Raumes als Vielfachensummen
von vier Grundpunkten ausgedriickt werden kénnen, und in ihm erscheinen
alle vierfaktorigen HuBeren Punktprodukte als gleichartige GroBen und
konnen, falls man wieder ein solches Produkt der Zahleinheit gleich setzt,
wie unbenannte Zahlen behandelt werden. Auf diese Weise gelangt man
zu einer neuen Multiplikation, welche ganz analogen Gesetzen unterliegt
wie die planimetrische Multiplikation und im Gegensatz zu ihr als stereo-
metrische Multiplikation bezeichnet wird, und bei der sich, wie bei
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der planimetrischen Multiplikation die Punkt- und Stabprodukte, so hier
die Punkt- und Blattprodukte als progressive und regressive Produkte
unterscheiden lassen.

Uberhaupt kann man fiir jedes ,Gebiet nt** Stufe“ eine besondere
Produktbildung einfiihren, die gerade auf dieses (tebiet zugeschnitten ist
und sich dadurch ergibt, daB man das &uBere Produkt von irgendwelchen
n linear unabhingigen GroBen erster Stufe (Punkten, Strecken) gleich der
Zahleinheit setzt, wodurch dann alle n-faktorigen Punktprodukte den Cha-
rakter von bloflen Zahlgr6Ben erhalten. Jenes Gebiet »*** Stufe heiBt dann
das Hauptgebiet und jene Multiplikation , die auf das Gebiet n'°* Stufe
als Hauptgebiet beziigliche kombinatorische Multiplikation“. Die
kombinatorischen Produkte in einem Hauptgebiet »n*" Stufe besitzen dabei
ebenso .wie. die planimetrischen Produkte die Eigenschaft, daB zwei Fak-
toren erster und (» — 1)** Btufe nur mit Zeichenwechsel vertauschbar sind.

Insbesondere kann man dann die planimetrische Multiplikation be-
zeichnen als die auf die Ebene (aufgefaBt als Punktgebiet dritter Stufe)
beziigliche kombinatorische Multiplikation und die stereometrische Mul-
tiplikation als die auf den Raum (aufgefaBt als Punktgebiet vierter Stufe)
beziigliche kombinatorische Multiplikation.

Abschnitt 4.
Anwendungen der planimetrischen Multiplikation.

Vorbereitendes: Das Vereinungsgesetz. Die im letzten Abschnitt ent-
wickelten Grqndfbrmeln der planimetrischen Multiplikation lassen sich noch
auf eine andere Form bringen, in der sie fiir die analytische Behandlung
der Projektion eines Punktes und eines Stabes besonders geeignet sind.
Fiihrt man nimlich in den beiden sich dualistisch entsprechenden Formeln
(21) und (40) dieses Abschnitts

[ab-bc] = |abc]d und
|4B-BC)= [ABC]\B,
in denen wie bisher die kleinen Buchstaben Punkte, die groBen aber
Stibe bezeichnen, fiir die beiden Produkte [ab] und [4 B] kurze Bezeich-
nungen ein, setzt also etwa

(1) [ab]=A nund
@) [4B] =a,

so nehmen jene beiden Formeln die Gestalt an
3) [4-bc] =[4e]d und

4) [a-BC] = [aC]B.
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Diese Formeln sind damit freilich nur unter gewissen Voraussetzungen
iiber die in ihnen vorkommenden GroBen 4 und a bewiesen, die Formel (3)
namlich unter der Voraussetzung, daB der Ausdruck fiir den Stab A sich
auf die Form (1) bringen lasse, daB also die Gerade des Stabes 4 durch
den Punkt b hindurchgehe, und die Formel (4) unter der Voraussetzung,
daf der Punkt @ sich in der Form [ADB] darstellen lasse, daf er somit
auf der Geraden des Stabes B liege.

Aber es fragt sich noch, ob diese beiden Bedingungen fiir das Be-
stehen der Gleichungen (3) und (4) auch erforderlich sind.

Zunichst stellt die rechte Seite von (3), wie auch A beschaffen sein
mag, den mit einem Zahlfaktor multiplizierten Punkt b dar. Die linke
Seite dieser Gleichung kann aber, da das Produkt zweier Stibe der Schnitt-
punkt ihrer Geraden ist, nur dann dieselbe Bedeutung besitzen, wenn
die Gerade des Stabes 4 von der Geraden des Stabes [bc¢] im Punkt &
getroffen wird.

Andererseits stellt die rechte Seite von (4) ein Vielfaches des Stabes B
dar. Die linke Seite dieser Gleichung aber kann als Produkt zweier Punkt-
faktoren, von denen der eine [BC] ein Punkt der Geraden B ist, nur
dann ein Vielfaches des Stabes B ausdriicken, wenn auch der andere
Faktor a in der Geraden des Stabes B liegt.

In beiden Fillen sind also die fiir das Bestehen der Gleichungen (3)
und (4) angegebenen Bedingungen nicht nur hinreichend, sondern auch
erforderlich.

Man kann nun aber den beiden Formeln (3) und (4) noch zwei andere
Formeln an die Seite stellen, die zu ihnen in bezug auf die erste und
dritte GroBe der linken Seite dual sind, nimlich die Formeln

®) a[bC]=[aC]b und

(6) A[Bec] =[4c]B.

In diesen Formeln sind die Ausdriicke in den scharfen Klammern als
Produkte eines Punktes und eines Stabes bloBe ZahlgroBen. Fiir das Be-
stehen der beiden Formeln ist daher erforderlich, daB die Punkte @ und &

in der ersten Formel und die Stibe 4 und B in der zweiten sich von-
einander nur um einen Zahlfaktor unterscheiden, dafl also etwa

(D) b=ga und
(8) B=1h4
sei, unter g und §) zwei Zahlfaktoren verstanden.
Die Gleichungen (7) und (8) sind aber fiir das Bestehen der Glei-

chungen (5) und (6) zugleich auch hinreichend. Denn wenn die GroBen
a und b, A und B den Gleichungen (7) und (8) geniigen, so ergeben sich
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die Formeln (5) und (6) unmittelbar aus den Formeln (49) des zweiten
Abschnitts, welche die Verstellbarkeit eines Zahlfaktors aussprechen.

SchlieBlich kann man noch die vier Formeln (3) bis (6) und die Be-
dingungen, an die sie gekniipft sind, unter einem gemeinsamen Gesichts-
punkt zusammenfassen. Dazu fithre man noch den Begriff der Inzidenz
oder des Vereintliegens ein.

Man nennt nimlich zwei Punkte inzident, wenn sie denselben Ort
haben, sich also hochstens durch ihre Masse unterscheiden; zwei Stébe,
wenn sie derselben Geraden angehoren; endlich einen Punkt und einen
Stab, wenn der Punkt auf der Geraden des Stabes liegt; auch sagt man
in diesen Féllen: Die beiden GroBen liegen vereint.

Bezeichnet man ferner fiir den Augenblick die in den vier Formeln
vorkommenden Faktoren in derjenigen Reihenfolge, in der sie auf der
linken Seite auftreten, mit I, II, III, so kann man die vier Formeln
unter dem Typus zusammenfassen:

9 [I.1I10]) = [1II0]II.

Diese Formel ist giiltig, sobald

erstens die Stufensumme der beiden Faktoren I und III gleich
drei ist, so daB also ihr Produkt eine Zahl wird, und zugleich

zweitens die GréBe II mit der GroBe I inzident ist, oder was
dasselbe ist, die GroBe II mit der GroBe I vereint liegt.

Die Formel (9) vertritt gleichsam das fiir die planimetrische Multi-
plikation nicht mehr allgemein giiltige assoziative Gesetz') und moge das
Vereinungsgesetz der planimetrischen Multiplikation genannt werden.

Die Zuriickleitung eines Punktes. Unter z=th
der Zuriickleitung eines Punlktes x auf den Stab
A unter Ausschluf3 des Punktes b (vgl. Fi-
gur 33) soll derjenige Punkt y verstanden
werden, der

erstens der Geraden des Stabes 4 an-

gehort, und der

zweitens der Gleichung

(10) yre== (s Fig. 83.

geniigt, in welcher der zweite
Summand 2 einen mit dem Punkt b inzidenten Punkt bedeutet, wo also

(11) st

1) Vgl. jedoch die Formeln (36) des zweiten und (27) des dritten Abschnitts.
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ist, unter { ein Zahlfaktor verstanden. Man kann dann die Gleichung
{10) auch in der Form schreiben

y+ tb==x.

Aus dieser Erklirung geht schon hervor, daB die Zuriickleitung y unab-
hingig sein wird von der Linge des Stabes A4, auf den zuriickgeleitet
wird, und von der Masse des ausgeschlossenen Punktes b, daB sie also
nur abhéngt von der Lage der Geraden des Stabes A und der Lage des
Punktes b. Man nennt daher jene Gerade ,das Grundgebiet der Zu-
rickleitung® und diesen Punkt, sofern an ihm nur seine Lage in Be-
tracht gezogen wird, ,das Leitgebiet der Zuriickleitung®. Doch
wird es keinen Verwechselungen Raum geben, wenn wir auch kurz von
dem Grundgebiet 4 und dem Leitgebiet b sprechen (statt von dem Stabe
A, der das Grundgebiet bestimmt, usw.).

Will man die Zuriickleitung y durch die zuriickgeleitete GroBe z, das
‘Grundgebiet 4 und das Leitgebiet b allein ausdriicken, so multipliziere
man die letzte Gleichung zuerst planimetrisch mit dem Leitgebiet b und
erhilt wegen Gleichung (7) des zweiten Abschnitts

[yb] = [«b].
Diese Gleichung multipliziere man dann planimetrisch mit dem Grund-
gebiet 4 und bekommt
[4-yb]=[4-xb].
Auf die linke Seite dieser Gleichung liBt sich aber das Vereinungsgesetz
anwenden (vgl. die Gleichung (9) oder die besondere Gleichung (3)), dessen
Bedingungen erfiillt sind, da nach der Voraussetzung y auf der Geraden

des Stabes A4 liegt. Nach ihm wird die linke Seite = [A4b]y. Die Glei-
chung verwandelt sich daher in :

[Ably = [4 - zb],
und man erhilt also fiir die Zuriickleitung y die Darstellung

(12) [4-zb]

Der in dieser Entwicklung verwendete Hiilfspunkt # liBt sich eben-
falls als Zuriickleitung des Punktes z auffassen, nimlich als Zuriickleitung
des Punktes xz auf den Punkt b unter Ausschlufy des Stabes A. Denn es
erscheint nur naturgemiB, den auf Seite 41 aufgestellten Begriff der Zu-
riickleitung eines Punktes dualistisch in bezug auf das Grundgebiet und
Leitgebiet in der Weise zu erweitern, daB man unter der Zuriickleitung
«des Punktes x auf den Punkt b unter AusschluB des Stabes 4 denjenigen
Punkt z versteht, der

erstens mit dem Grundgebiet b inzident ist, und der
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zweitens der Gleichung
(10) y+e=uxu
geniigt, wo der andere Summand y dem Leitgebiet 4 angehort. Diese
Bedingungen erfiillt aber gerade der schon oben benutzte Punkt 2.

Die Zuriickleitung 2 unterscheidet sich von der Zuriickleitung y nur
dadurch, daB das Grundgebiet und das Leitgebiet miteinander vertauscht
sind. Sie gibt ferner zu der Zuriickleitung y addiert gerade die zuriick-
geleitete GroBe z und moge daher die zu der Zuriickleitung y ergéinzende
Zuriickleitung genannt werden.

Auch die Zuriickleitung # 148t sich wieder durch die zuriickgeleitete
GroBe z, das Grundgebiet 6 und das Leitgebiet 4 ausdriicken. In der
Tat, multipliziert man die Gleichung (10) planimetrisch mit dem Leit-
gebiet A und beriicksichtigt dabei, daB der Punkt y der Geraden des
Stabes A angehort, daB also [y 4] = 0 wird, so erhilt man

[¢4] = [z 4];

und multipliziert man diese Gleichung mit dem Grundgebiet b, so er-
gibt sich

blzA]=blzA4].
Wegen der Inzidenz von z und b ist aber nach dem Vereinungsgesetze
(Gleichung (9), (5)) die linke Seite —=[b.4]2. Die Gleichung verwandelt
sich daher in

[bA]z = b[zA],
und man findet somit fiir # den Wert

blx4

(13) 5= »—[[b-;ﬁ]-

Setzt man schlieBlich noch die Werte (12) und (13) in die Gleichung
(10) ein und stellt zugleich im Nenner von (13) die Faktoren um, was
nach der Gleichung (48) des zweiten Abschnitts erlaubt ist, so erhilt
man fiir z die Zerlegungsformel

[4-wb]4-blwd]

Durch sie wird der Punkt « als die Summe zweier Punkte (gleichsam
zweier Komponenten) [1[1:4':? und b[[b%J dargestellt, von denen der eine

in der Geraden des Stabes A4 liegt, wihrend der andere mit dem Punkt b
zusammenfillt.

Die Zuriickleitung eines Stabes. Unter der Zuriickleitung eines Stabes
U auf einen Punkt a unter Ausschluf3 eines Stabes B (vgl. Figur 34) soll
derjenige Stab V verstanden werden, dessen Gerade
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erstens durch den Punkt ¢ (das Grundgebiet) hindurchgeht, und der
zweitens der Gleichung (15) VWU

geniigt, in welcher
der andere Summand
W einen Stab be-
deutet, der in der
Geraden des Stabes
B (dem Leitgebiet)
liegt und also in der
Form

(16) W=1iB
darstellbar ist.

Will man wie-
der die Zuriickleitung
V durch .den zuriick-
geleiteten Stab U, das
Grundgebiet a und
das Leitgebiet B ausdriicken, so multipliziere man die Gleichung (15)
wie oben zuerst planimetrisch mit dem Leitgebiet B und beriicksichtige
dabei, daB das Produkt [ W B] wegen (16) verschwindet. So erhilt man

[VB]=[UB].
Sodann multipliziere man diese Gleichung mit dem Grundgebiet a und
findet [a- VB]=[a- UB].

Da nun aber nach der Voraussetzung ¥ mit a inzident ist, so ist nach
dem Vereinungsgesetze (Gleichung (9), (4)) die linke Seite =[aB]V; die
Gleichung geht daher iiber in
[aB]V =[a- UB],

und man erhdlt fiir die Zuriickleitung ¥V den Wert
(17) V= [—"f[;gf]-

Der in dieser Entwicklung benutzte Hiilfsstab W ist wieder die zu
V erginzende Zuriickleitung von U, nimlich die Zuriickleitung von U auf
das Grundgebiet B unter Ausschluf3 des Leitgebiets a. Denn er ist

erstens mit dem Grundgebiet B dieser Zuriickleitung inzident und
geniigt

zweitens der Gleichung
(15) V4+ w=1U0,
wo der andere Summand ¥ mit dem Leitgebiet @ inzident ist.

Um den Stab W durch U, ¢ und B auszudriicken, multipliziere man
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die Gleichung (15) wie sonst zuerst planimetrisch mit dem Leitgebiet
und beriicksichtige dabei, daB die Gerade des Stabes ¥ durch den Punkt a

hindurchgeht, daB also [Va] =0
ist (vgl. Satz 19); man erhdlt daher
[Wa] = [Ua].

Sodann multipliziere man mit dem Grundgebiet B und findet
B[ Wa] = B[Ua].

Da nun aber nach der Voraussefzung die Stibe B und W inzident
sind, so wird nach dem Vereinungsgesetze (Gleichung (9), (6)) die linke
Seite = [Ba] W, nnd die Gleichung verwandelt sich in

[BalW = B[Ua],
so daB sich fiir die Zuriickleitung W der Wert ergibt
(18) W= P[—I[% :

Setzt man endlich die Werte (17) und (18) fiir die beiden Zuriick-
leitungen in die Gleichung (15) ein und stellt zugleich im Nenner von
(18) die Faktoren um, so bekommt man fiir U die Zerlegungsformel
(19) U= [a ;UB[]&TEA]}?'[UE] ,

durch die der Stab U als die Summe zweier Stibe (zweier Komponenten)

la [é—g—]lﬁ und “[Ba] dargestellt wird, von denen der eine durch den Punkt a

hindurchgeht, wihrend der andere in der Geraden des Stabes B liegt.

Die Zerlequng eines Punktes und eines Stabes in dres Komponenten.
Neben den Zerlegungsformeln (14) und (19), durch die ein Punkt oder
Stab als Resultante zweier Komponenten dargestellt wurde, sind aber fiir
das Folgende auch Zerlegungen in dre; Komponenten von Interesse.
Sind zuerst @, b, ¢ drei nicht in gerader Linie liegende Punkie, so liBt
sich jeder beliebige Punkt « ihrer Ebene als Vielfachensumme von a, b, ¢,
das heiBt in der Form
(20) z=ya+ydb + 3¢,
darstellen. Um die hier auftretenden Ableitzahlen g, y,  durch den Punkt z
und die Grundpunkte a, b, ¢ auszudriicken, multipliziere man die Gleichung(20)
der Reihe nach &uBerlich mit den Produkten [bc], [ca], [ab] und erhilt

(21)* 7[xbc] =t [abc], [zca]l =ylabc], [zab]=j[abc].?)

1) Aus den Formeln (21) leitet man leicht den Satz des Ceva ab, aus den
dualistisch entsprechenden Formeln den Satz des Menelaus. Vgl. K. Eichler,
Beitrag zur Gra8mannschen Punktrechnung. Festschrift des Christianeums zu Altona.
Altona, 1905. Seite 75 und 77.
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Und setzt man die hieraus folgenden Werte fiir t, y, 3 in die Glei-
chung (20) ein, so verwandelt sich diese in
__[zbcla+ [xcalb 4 [xab]c
@2) A T
Damit ist die gewiinschte Zerlegung des Punktes 2 in drei Kom-
pounenten geleistet. Diese drei Komponenten lassen sich iibrigens auch in

der Form schreiben
alz - be) blx-cal c[z-ab]
[a-be] ? [b:ca] ? [c-ab]’

welche genau der rechten Seite von (13) entspricht. Die drei GréBen
sind daher nichts anderes als die Zuriickleitungen des Punktes 2 auf das
Gebiet der Punkte

a, b, ¢
unter AusschluB der gegeniiberliegenden Seiten

[bel, [cal, [ad]
des Dreiecks abc.

Genan in derselben Weise, wie sich jeder Punkt z einer Ebene aus
drei nicht in gerader Linie liegenden Punkten g, b, ¢ dieser Ebene numerisch
ableiten 1iBt, kann man auch jeden Stab U der Ebene als Vielfachensumme
von drei Staben 4, B, C darstellen, deren Linien nicht durch denselben
Punkt hindurchgehen. In der Tat erhilt man in ganz entsprechender

Weise die Formel
(23) {7 — [UBC1A+[UCAIB+[UABIC

[ABC] ’

also eine Zerlegung des Stabes U in drei Komponenten, die den Geraden
der Stabe A4, B, C angehtren. Diese Komponenten kann man dann wieder
in der Form schreiben
‘ A[U-BC]  B[U-C4]  C[U-AB]
[4-BC] [B-CA] ’ [C-AB] "’
aus der mit Riicksicht auf (18) folgt, daB sie die Zuriickleitungen des
Stabes U auf die Geraden der Stibe

A4, B, C
unter Ausschluf der gegeniiberliegenden Ecken
[BC], [c4], [45]

des Dreiseits 4 BC sind.
Aus jeder der beiden Gleichungen (22) und (23) 148t sich noch eine
wichtige Zahlgleichung herleiten?), der je fiinf beliebige Punkte oder Stibe

1) Wir nennen eine Gleichung, deren einzelne Glieder bloBe ZahlgrdBen sind,
eine Zahlgleichung.
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einer Ebene unterliegen. Multipliziert man niémlich die beiden Gleichungen
planimetrisch mit den Produkten [#d] und [UD], in denen d einen ganz
beliebigen Punkt der Ebene, I einen beliebigen Stab bezeichnet, so ver-
schwindet in beiden Gleichungen die linke Seite, und man erhilt die
Identitéiten

(24) 0 = [zbc] (zda] + [zca] [zdb] + [xab] [xde] und
(25) 0=[UBC][UDA]+ [UCAl[UDB]+ [U4AB][UDC(],

deren geometrische Bedeutung sich weiter unten (vgl. den neunten Abschnitt)
ergeben wird.

Die Schuittpunkisformel der regressiven Multiplikation. Ersetzt man
in der auf Seite 43 entwickelten Zerlegungsformel ‘
_ [4-xb] 4 b[z 4]
(14) &=
den Buchstaben « durch den Buchstaben @ und den Stab 4 durch das Punkt-
produkt [cd] und beriicksichtigt die Assoziativitit der duBeren Produkte
(vgl. die Formel (36) des zweiten Abschnitts), so nimmt die Gleichung (14)
die Form an ' [ed-ab]+ blacd]
o= [cdb] 7
und 16st man diese Gleichung nach dem regressiven Produkte [cd - ab]
auf, so erhilt man [ed - ab] — [cdb]a — [acd] b,

wofiir man bei Benutzung der Formeln (18) des dritten und (43) des
zweiten Abschnitts auch schreiben kann:
(26) [ab - ed] =[acd]b — [bed] a.

Diese Formel driickt den Schnittpunkt der Geraden zweier Stibe [ab}
und [¢d] als Vielfachensumme der Punkte ¢ und b des ersten Stabes aus
und moge die Schnittpunktsformel der regressiven Multiplikation ge-
nannt werden.

Peano benutzt in seinem Calcolo geometrico') die Formel (26) geradezu
als Erklirungsformel der regressiven Multiplikation und entwickelt aus ihr
erst die in der vorliegenden Darstellung (vgl. Formel (8) des dritten Ab-
schnitts) als Definitionsgleichung des regressiven Produktes verwertete Formel

[ab - ac] = [abc]a,

wihrend hier der umgekehrte Weg eingeschlagen ist.

Die Multiplikationssitze fir die zweifakiorigen planimetrischen Produlde.

1) Vgl. Peano, Calcolo geometrico secondo 1'Ausdehnungslehre di . Grafimann.
Torino, 1888. Seite 80 und 81.
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Setzt man noch in der Schnittpunktsformel (26) das Produkt [cd] = U, so
verwandelt sie sich in die Gleichung
@7 [0bU] = [aU}b —[bU]a,
die man bei Anwendung des Determinantensymbols etwas iibersichtlicher
in der Form schreiben kann:

0] BU]

(28) )= E

Multipliziert man aber weiter die Gleichung (27) mit einem beliebigen
Stabe ¥ und schreibt linker Hand fiir das Produkt {ab U V] das Produkt
[ab - UV], was nach der Gleichung (27) des dritten Abschnitts erlaubt ist,
80 erhidlt man die Gleichung

[ab - UV]=[aU]V]—[dU]l{aV] oder

(29) [ab. U7 = @Y1 DU

¥ BV
und damit den Sataz:

Satz 25: Das planimetrische Produkt aus dem Produkte
zweier Punkte und dem Produkte zweier Stibe ist gleich der-
jenigen zweigliedrigen Determinante, deren Zeilen man erhilt,
wenn man jeden von den beiden Punkten zuerst mit dem ersten
und dann mit dem zweiten Stabe planimetrisch multipliziert.

Aus der Formel (29) folgt ferner durch Umstellung der Faktoren,
die nach den Gleichungen (43) und (48) des zweiten Abschnitts gestattet
ist, die dualistisch entsprechende Formel

. |[Ua] [Va}|
(30) [UV-abJ—i[Ub] [Vb]l'
welche den Satz enthilt:

Satz 26: Das planimetrische Produkt aus dem Produkte
zweier Stibe und dem Produkte zweier Punkte ist gleich der-
jenigen zweigliedrigen Determinante, deren Zeilen man erhilt,
wenn man jeden von den beiden Stéiben zuerst mit dem ersten
und dann mit dem zweiten Punkte planimetrisch multipliziert.

Man sieht, daB diese Sitze (25) und (26) in einer engen Beziehung
zum Multiplikationssatz der Determinanten stehen; sie mdgen daher als
die Multiplikationssitze fiir die zweifaktorigen planimetrischen Produkte be-
zeichnet werden.



Ziweiter Hauptteil.
Grundlagen der projektiven Geometrie.

Abschnitt 5.
Das Doppelverhiiltnis.

Das Doppelverhiiltnis eines Punktwurfes. Eine Schar von vier ein-
fachen oder vielfachen Punkten a, b, ¢, d derselben Geraden, bei der
auch die Reshenfolge (Rangordnung) der Punkite in beliebiger, aber bestimm-
ter Weise, und zwar unabhingig von ihrer Lage, festgesetzt ist, mége nach
von Staudt ein ,Punktwurf” genannt werden.!) Jene Gerade heiBt der
Triger des Punktwurfes, die einzelnen Punkte auch wohl seine Ele-
mente. Die beiden ersten Punkte a

und b und die beiden letzten Punkte : O ¢ o

. c b A
¢ und d eines Punktwurfes nennt man Fig. 35,

zugeordnete Punkte (vgl Figur 35).

Die planimetrischen Produkte von je zwei Punkten eines Wurfes sind
als Stdbe derselben (eraden nur um einen Zahlfaktor voneinander ver-
schieden und tragen also den Charakter von gleichbenannten Zahlen. Der
aus ihnen gebildete Doppelbruch

[ac] ., [ad]

[eb] " [ab]
ist somit eine unbenannte Zahl. Er wird das Doppelverhidltnis des
Punktwurfes a, b, ¢, d genannt und durch das Symbol (abcd) bezeichnet,
so daB also

[ac]  [ad]

wird.

Aus der Form des Doppelverhiltnisses folgt, daB es seinen Wert
nicht indert,

erstens, wenn man in dem zugehdrigen Punktwurfe gleichzeitig die
Punkte eines jeden Paares zugeordneter Punkte unter sich vertauscht;

zweitens aber auch, wenn man die beiden Paare zugeordneter Punkte
miteinander vertauscht.

1) Vgl. v. Staudt, Beitrige zur Geometrie der Lage. Erstes Heft. Niirnberg,
1856. Nr. 24.

GraBmann, Projektive Geometrie d. Ebene. I. 4
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In der Tat wird
[bd]  [be] _ —[ab] —[cb] (nach Gleichung (8) des zweiten
(bade) = (341 * leal ~ “fad] * = fac] Abschnitts)

[db] . [cd] _ [ac] [ad]
= lad]’ T[ac] ~ [cb]’ [@B] = (abed),

das heilt, es wird wirklich
2) (badc) = (abced).

Andererseits wird
(cdab) = [ca] [ed] _ —[ac], [cb] (nach Gleichung (8)des zweiten

[ad] "[bd] —  T[ad] —[d0] Abschnitts)

fac] = [eb] [ac] [ad]_
= fad]’ (@] = [o8) [d0] — (@0¢D);

also wird in der Tat auch
3) (cdab) = (abed).

Wendet man endlich die Umgestaltung (3) auf die linke Seite von
2) an, so bekommt man als vierte Form des Doppelverhiltnisses (abed)
den Ausdruck (dcba). Eine weitere Wiederholung der beiden Umfor-
mungen (2) und (3) fithrt dann auf die alten Formen des Doppelver-
hiltnisses zuriick. Man erhilt daher fiir das Doppelverhiltnis (abed) vier
gleichwertige I'ormen
4) (abed) = (badc) = (cdab) = (dcba)
und damit den folgenden Satz, der die beiden vorher gewonnenen Ergeb-
nisse zusammenfafit:

Satz 27: Das Doppelverhiltnis eines Punktwurfes #indert
seinen Wert nicht, wenn man in dem Punktwurfe die Punkte
irgend zweier aus ihm entnommenen Punktpaare gleichzeitig
miteinander vertauscht.

Die vier gleichen Doppelverhiltnisse aus (4) sind dadurch ausge-
zeichnet, daf in ihren vier Symbolen jeder von den vier Punkten «, b, ¢, d,
zum Beispiel der Punkt @, die simtlichen moglichen vier Plitze einnimmt.
Nun lassen sich aber aus vier Punkten a,b,c,d einer Geraden durch
bloBe Anderung ihrer Reihenfolge (Rangordnung) 24 verschiedene Punkt-
wiirfe bilden. Die Doppelverhiltnisse dieser 24 Punktwiirfe werden dann
immer zu vieren einander gleich sein. Man wird nimlich aus den vier gleichen
Doppelverhiltnissen (4) im ganzen 6 Gruppen von je 4 gleichen Doppelverhiilt-
nissen herleiten kdnnen, wenn man in den 4 Symbolen fiir die Doppel-
verhiltnisse (4) einen Punkt, etwa den Punkt a, an seinem Platze festhiilt,
die drei anderen Elemente aber allen méglichen Permutationen unterwirft.
Dadurch ergeben sich 6 Gruppen von je 4 untereinander gleichen Doppel-
verhiiltnissen, wihrend, wie wir sogleich sehen werden, die Doppelverhilt-
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nisse aus zwel verschiedenen Gruppen bei allgemeiner Lage der vier Punkte
a, b, e, d voneinander verschieden sind.

Die ersten Doppelverhiltnisse dieser 6 Gruppen, das heiBt die Doppel-
verhiltnisse, die aus dem Symbol (abed) durch Vertauschung der 3 Punkte
b, ¢, d hervorgeben, lauten

5 {(abcd), (acdb), (adbc)
®) (abde), (acbd), (adcd).

Die Beziehungen zwischen diesen 6 Doppelverhéltnissen ergeben sich aus
zwel nunmehr zu entwickelnden Sitzen, von denen sich der erste in der
Form aussprechen 1iBt:

Satz 28: Das Doppelverhédltnis eines Punktwurfes geht in
seinen reziproken Wert iiber, wenn man die beiden ersten oder
die beiden letzten Elemente des Wurfes fiir sich vertauscht.

Beweis: Man beweise den Satz zuerst fiir den Fall, daB die beiden
letsten Elemente des Wurfes miteinander vertauscht werden. Ks wird

[ad]  [ac] 1
(@A) = [45)* fe) ~ [ae] , fa )’
das heiBt [cb] " [dD]
as neibt:
1
© (@b = Gveay

Jetzt aber folgt die Richtigkeit des Satzes auch fiir den Fall, daB die
beiden ersten Elemente des Wurfes miteinander vertauscht werden; denn
nach Satz 27 wird

(bacd) = (abdc),
also wegen (6) wirklich auch

) (bacd) =

(abed)

Es besteht aber auch zwischen den Doppelverhiltnissen zweier Punkt-
wiirfe, die auseinander durch Vertauschung des zweiten und dritten oder
des ersten und vierten Punktes hervorgehen, eine einfache Beziehung.
Zu ihr kann man auf folgende Weise gelangen: Man denke sich den ersten
Punkt @ des Punktwurfes abcd als Vielfachensumme des zweiten und
dritten Punktes, das heiBt unter der Form:

(8) a = t)b + 3¢,
dargestellt und multipliziere, um die Ableitzahlen ) und j dieser Viel-

fachensumme zu ermitteln, die Gleichung (8) zuerst hinten mit ¢ und dann
vorn mit b. Dadurch erhilt man die Gleichungen

© ac] —y[be] und [ba] — 3[be],
4*
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aus denen fiir die gesuchten Ableitzahlen die Werte folgen:

[ac] _ [ba]
Die Gleichung (8) verwandelt sich daher in:
_ lad] [ba]
() NN

Um aus dieser Gleichung die gewiinschte Beziehung zwischen den be-
schriebenen Doppelverhiltnissen herzuleiten, multipliziere man die Gleichung
(11) duBerlich mit d und erhdlt so die Gleichung

b
[ad) = 53 [0a) + 21 [ed)
und dividiere dann mit [ad], wodurch sich ergibt:

1— [ac] [bd] + [ba] [cd]

oder {be] [ad] T [oc] [ad)

(12) L= 5 1a5) * ool 4l

oder endlich

(13) 1 = (abed) + (achd);

und aus dieser Gleichung folgt fermer nach Satz 27 die Gleichung:
(14) 1 = (abed) + (dbca).

Nennt man daher zwei Doppelverhiltnisse, deren Zahlwerte sich zur Ein-
heit erginzen, zueinander komplementdr, so kann man die Gleichungen
(13) und (14) in dem Satze zusammenfassen:

Satz 29: Die Doppelverhidltnisse zweier Punktwiirfe, die aus-
einander durch Vertauschung des zweiten und dritten oder des
ersten und vierten Klements hervorgehen, sind zueinander
komplementir.

Die beiden Sitze 28 und 29 ermoglichen es, finf von den sechs
Doppelverhiltnissen (5) durch das sechste auszudriicken. Setzt man etwa
das Doppelverhiltnis
(15) (abed) = b,
so wird nach Satz 28 das Doppelverhiltnis, dessen Symbol aus der linken
Seite von (15) durch Vertauschung der beiden letzten Elemente hervor-
geht, das heiBt das Doppelverhiltnis (abdc),

(16) (abdc) =4 -

Andererseits werden nach Satz 29 die beiden Doppelverhiltnisse, deren Sym-
bole aus (15) und (16) durch Vertauschung der mittleren Elemente entstehen,
17 (acbd) =1—D und

1_b—1

(18) (adbe) =1 — ¢ =5~
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Und endlich folgen fiir die beiden letzten Doppelverhiltnisse in (5),
deren Symbole sich aus (17) und (18) wieder durch Vertauschung der
beiden letzten Elemente ableiten lassen, die Werte

(19) (acdb) = ;-5 und

(20) (adeb) = > -

Damit sind nach Satz 27 zugleich die Doppelverhiltnisse aller der
24 Punktwiirfe gefunden, die sich aus vier der Lage nach gegebenen Punkten
a,b,c,d durch Festsetzung verschiedener Rangordnungen bilden lassen.

Aus der Form des Doppelverhiltnisses 1Bt sich ferner noch folgern,
daB das Doppelverhdltnis eines Punktwurfes von den Massen
seiner Punkte unabhiéingig ist.

Denn sind o', %, .. die mit den Punkten a, b, . . kongruenten einfachen
Punkte, und ist @ = aa’, b = bb,.., wo also a, b,.. die Massen der Punkte
a, b, .. bezeichnen, so wird das obige Doppelverhiltnis nach den
Gleichungen (5) des zweiten Abschnitts

[ac], (ad] _ ac ['c], ad [a'd]
[ed] "[db]  ¢b[¢'d] 2b[db]
oder, da sich alle Massenfaktoren fortheben,
ac] [ad a'c’] [a'd
@D o0 (a0~ (o) 5]
Damit ist aber wirklich der Satz bewiesen:

Satz 30: Das Doppelverhidltnis eines Punktwurfes verhilt
gich invariant gegeniiber einer Masseninderung seiner Punkte.

Die Gleichung (21) hat nun aber noch ein besonderes Interesse, weil
ihre rechte Seite eine einfache geometrische Deutung zuliBt. Denn da
die Punkte o, b, . . einfache Punkte sind, so sind die Verhiiltnisse
der Stabe [a’¢’] und [¢'d] und andererseits der Stibe [a'd’] und [d'D]
zugleich die Verhéltnisse
der Abstinde von a’ nach ¢’ und ¢’ nach &’ und von &’ nach d’ und @' nach ¥’,
vorausgesetzt, dal man eine Ver-
schiedenheit im Sénne dieser Ab-
stinde durch entgegengesetzte Vor-
zeichen zum Ausdruck bringt (vgl.
Figur 36). Man hat also den Satz: @ -O0————0

Satz 31: Das Doppelver-
hiltnis des Punktwurfes a, b, >
¢, d ist gleich dem Quotienten [a'c'] [c'3]]
aus den beiden Abstandsver- Fig. 36.

la'¥']

[ald] D

\4
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hiltnissen der Punkte ¢ und ¢ von den Punkten @ und b, vor-
ausgesetzt, daB eine Verschiedenheit im Sinne dieser Abstiinde
durch entgegengesetzte Vorzeichen zum Ausdruck gebracht wird.

Wenn daher von einem Punktwurf a,b,¢, d die drei ersten Punkte
a, b, c ihrer Lage nach gegeben sind, auBerdem aber das Doppelverhiltnis
(abcd) des Wurfes bekannt ist, so ist damit die Lage des vierten Punktes d
eindeutig bestimmt.

Fiir die weitere analytische Behandlung des Doppelverhiltnisses eines
Punktwurfes a, b, ¢, d kann man seine beiden letzten Punkte ¢ und d als
Vielfachensummen der beiden ersten Punkte ¢ und b ausdriicken; und da
nach Satz 30 der Wert eines Doppelverhéltnisses von den Massen der
vier Punkte seines Punktwurfes unabhiingig ist, so wird es dabei ins-
besondere auf die Massen der Punkte ¢ und d nicht ankommen, und man
wird daher die beiden Punkte sogar durch Gleichungen von der besonderen
Form
(22) c=a-+gb und d=a+ hb
darstellen konnen, in denen g und § ZahlgroBen sind. Das Doppel-
verhiltnis des Punktwurfes a, b, ¢, d 1iBt sich dann durch diese beiden
ZahlgriBen ausdriicken. Es wird

lac]  [ad] _ glad] hlab] g
(25) [60) " (48] = (b’ [ab] " §
Ist insbesondere ) = — g, besitzen also die Ausdriicke fiir die vier Punkte

des Wurfes die Form a,.b, a 4 gb, a — gb, so wird ihr Doppelverhiltnis
= — 1, und der Punktwurf heilt harmonisch.

Da der reziproke Wert von — 1 wieder gleich — 1 ist, so besitzt das
Doppelverhiltnis eines harmonischen Punktwurfes die besondere Eigen-
schaft, daB es seinen Wert nicht #ndert, wenn man zwei zugeordnete
Punkte miteinander vertauscht. Man kann daher den Satz aussprechen:

Satz 32: Ein harmonischer Punktwurf bleibt harmonisch,
wenn man zwei zugeordnete Punkte miteinander vertauscht;
wenn also

(abed) = —1
ist, so ist nicht nur wie bei jedem Punktwurfe a, b, ¢, d das
Doppelverhidltnis
(abed) = (badc) = (cdab) = (dcba),
sondern dieses Doppelverhiltnis ist auBerdem noch
= (bacd) = (abdc) = (dcab) = (cdba).

Denkt man sich drei von den Punkten eines Punktwurfes, etwa die
Punkte a, b, ¢, fest und den vierten d beweglich, so daB dieser die ganze
Punktreihe der Geraden [ab] durchlaufen kann, so verfiigt man am besten
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iiber die Massen der beiden ersten Punkte in der Weise, dafl der dritte
Punkt ¢ der ,Einheitspunkt“ der Punktreihe, das heiBt gerade die Summe
von ¢ und b wird, daf also

(24) c=a-+b

wird. Durch diese Forderung sind die Massen der beiden ,,Grundpunkte®
« und b bis auf einen willkiirlich bleibenden Proportionalititsfaktor voll-
kommen bestimmt. Der veréinderliche Punkt d der Punktreihe liBit sich
dann, da es nur auf seine Lage, nicht auf seine Masse ankommt, wieder
in der Form

(25) d=a+ b

darstellen, unter f eine ZahlgroBe verstanden. Dieser Zahlfaktor ¥ moge
der Parameter des Punktes d in bezug auf die drei Punkte a, b, ¢ ge-
nannt werden. Er ist nimlich

erstens durch die Lage des Punktes d eindeutig bestimmt, sobald
man iiber das Massenverhiltnis der Grundpunkte a und b mit Riicksicht
auf die Lage des Einheitspunktes ¢ verfiigt hat,

zweitens aber ist auch umgekehrt der Ort des Punktes d durch An-
gabe seines Parameters f vollkommen festgelegt, sobald die Punkte a, b, ¢
ihrer Lage nach gegeben sind.

Das Doppelverhiltnis des Punktwurfes a, b, ¢, d driickt sich in sehr
einfacher Weise durch den Parameter des Punktes d aus; denn aus der
Gleichung (23) folgt, daB das Doppelverhiltnis

(26) | (abed) = 4,

das heiBt gleich dem reziproken Werte des Parameters von d ist.

Das Doppelverhilinis eines Stab-
wurfes. Eine Schar von vier Stiben
4, B, C, D, deren Geraden durch einen
und denselben Punkt gehen, und deren
Reihenfolge (Rangordnung) in bestimmter
Weise, und zwar unabhiingig von ihrer
Lage, festgesetzt ist, moge ein ,Stab-
wurf“ genannt werden. Jemer Punkt
heiBt der Triager des Stabwurfes, die
einzelnen Stiibe seine Elemente (vgl

Figur 37). Die beiden ersten Stibe 4
und B und die beiden letzten Stibe
C und D eines Stabwurfes nennt man zugeordnete Stibe.

Die planimetrischen Produkte von je zwei Stiben eines Wurfes unter-

Fig. 37.
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scheiden sich voneinander nur um einen Zahlfaktor; denn sie stellen (nach
Gleichung (8) des dritten Abschnitts) simtlich den mit einer gewissen Masse
belasteten Schnittpunkt der vier Stibe dar. Sie tragen also den Charakter
von gleich benannten Zahlen. Der aus ihnen nach dem Schema von (1)
gebildete Doppelbruch

(27) (4BCD) =49 [AD]

(CB]'[DB]
ist daher wieder eine unbenannte Zahl und wird das Doppelverhiltnis
des Stabwurfes genannt.

Die Eigenschaften dieses Doppelverhiltnisses entsprechen genau denen
des Doppelverhiltnisses eines Punktwurfes. In der Tat #ndert sich der
Wert des Doppelverhiltnisses nicht

erstens, wenn man gleichzeitig die Stibe eines jeden Paares zu-
geordneter Stdbe unter sich vertauscht,

zweitens, wenn man die beiden Paare zugeordneter Stibe miteinander
vertauscht, was mit Riicksicht auf Gleichung (18) des dritten Abschnitts
ebenso wie bei einem Punktwurfe bewiesen werden kann. Man erhdlt also
wieder die Gleichung

(28) (ABCD) = (BADC) = (CDAB) = (DCBA).

AuBlerdem aber 1dBt sich auch zeigen, dafl das Doppelverhiltnis
eines Stabwurfes von der Linge und dem Sinne seiner Stibe un-
abhingig ist. Denn bezeichnet man wieder mit 4’, B’,... Stibe von
der Linge 1, die den Geraden der Stibe A4, B,... angehoren, und deren
Sinn noch beliebig gew#hlt werden darf, und setzt

A=ad, B=0WB,..,

so stellen die Zahlen a, b, ... die Lingen der Stibe 4, B,... dar, ver-
sehen mit dem Plus- oder Minuszeichen, je nachdem der Sinn der ,ein-
fachen“ Stibe A’, B’, ... mit dem Sinne der Stibe 4, B, ... iibereinstimmt
oder nicht. Dann wird nach den Gleichungen (20) des dritten Abschnitts
wieder wie oben bei dem Doppelverhiltnis eines Punktwurfes

AC] [AD ac[4d°C’] ad[A'D
(4BCOD)= %CB% %DB% cBECB{ DB%DVB%’
das heiBt, da sich simtliche Zahlfaktoren wegheben,
AC] [AD A'°C [AD DTy
)  (Bop)=Hp. Bl L - o),
Man hat daher den Satz:

Satz 33: Das Doppelverhiltnis eines Stabwurfes verhilt sich
invariant gegeniiber einer Anderung der Linge oder des Sinnes
seiner Stdbe.

Fs ist mithin auch erlaubt, statt von dem Doppelverhiltnis der vier



Abschnitt 5, Gleichung (27) bis (30). Satz 33. 57

Stibe A, B, C, D von dem Doppelverhiltnis der vier Strahlen A, B, C, D
oder von dem Doppelverhilinis des Strahlwurfs A, B, C, D zu sprechen.
Dabei soll unter ,,Strahl®

eine beiderseils unbe- b
.. [ ]
grenzte gerade Linie ver-
standen werden. d ¢

Die Gleichung (29)
ermoglicht nun aber
auch eine geometrische
Deutung des Doppel-
verhiltnisses von vier q
Strahlen. Stellt man
ndmlich die einfachen
Stibe A', B’,.... der .
Gleichung (29) als Pro- Fig. 38. 4
dukte von je zwei ein-
fachen Punkten dar, von denen der eine jedes Mal der Schnittpunkt s
der vier Strahlen ist, setzt also 4" = [sa], B’ =[sb],... (vgl. Figur 38),
so liegen die Punkte a, b,... auf einem mit dem Radius 1 um s ge-
schlagenen Kreise, und die (leichung (29) fiir das Doppelverhiltnis des
Strahlwurfes verwandelt sich in

__[sa-sc] [sa-sd]
wofiir man nach Gleichung (8) des dritten Abschnitts auch setzen kann
__[sac]s [sad]s
(ABCD) = [scb)s’ [sdb]s’

[sac] [sad]

Hier sind dann die Produkte [sac], [scb], [sad], [sdb] die Flichenzahlen der
durch die drei Faktoren eines jeden Produktes bestimmten Rhomben; und
da die Seiten dieser Rhomben die Lénge 1 haben, so stimmen jene Flichen-
zahlen tiberein mit den Ldngenzahlen der Rhombenhihen, vorausgesetzt daB
man diesen Lingenzahlen das Plus- oder Minuszeichen gibt, je nachdem
der Sinn des zugehorigen Rhombus mit dem Sinne der Blatteinheit
iibereinstimmt oder nicht (vgl. Gleichung (1) des dritten Abschnitts).

Setzt man daher noch die in diesem Sinne bezeichneten Lingen-
zahlen der Rhombenhéhen, das heift der Abstinde der Punkte ¢ und &
von den Stiben A, B gleich p, p’ und q, q/, so erhdlt man fiir das
Doppelverhiltnis des Strahlwurfes die Darstellung

(30) (ABCD) = ;’ : 3.

oder endlich
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Und beachtet man endlich noch, daB fiir alle Punkte eines Strahles C,
der durch den Schnittpunkt zweier anderen Strahlen 4 und B hindurch-
geht, das Verhiltnis der Abstinde von den Strahlen 4 und B denselben

Wert besitzt, so kann man das Abstandsverhiltnis g des Punkites ¢ von

den Strahlen 4 und B auch als das Abstandsverhiltnis des Strahles C
von den Strahlen 4 und B bezeichnen und erhilt somit den Satz:

Satz 34: Das Doppelverhéltnis des Strahlwurfes 4, B, C, D
ist gleich dem Quotienten aus den beiden Abstandsverhiilt-
nissen der Strahlen C und D von den Strahlen 4 und B.

Wenn daher von einem Strahlwurfe 4, B, C, D die drei ersten
Strahlen 4, B, C ihrer Lage nach gegeben sind, auBerdem aber das
Doppelverhiltnis (A BCD) des Wurfes bekannt ist, so ist damit die Lage
des vierten Strahles I eindeutig bestimmdt.

Da die Stibe C und D durch den Schnittpunkt von 4 und B hin-
durchgehen, so lassen sie sich als Vielfachensummen von 4 und B dar-
stellen, und da es nicht sowohl auf die Linge und den Sinn der Stibe
C und D, als auf ihre Lage ankommt, sogar durch Gleichungen von der
besonderen Form
(31) C=A+gB, D=A+ 4B,
in denen g und fj ZahlgréBen sind. Das Doppelverhiltnis des Strahl-
wurfes 4, B, C, D lift sich dann genau wie oben das Doppelverhilinis
des Punktwurfes durch diese beiden ZahlgréBen ausdriicken; denn es wird

[40] [AD] _g[AB] 9[4B]_ g

2) (CB)' (DB~ [4B)' [4B] "y’
Der Strahlwurf heifit wieder harmonisch, wenn sein Doppelverhiltnis
den Wert — 1 hat, wenn somit §) = — g ist. Die Ausdriicke fiir die vier
Stibe eines harmonischen Strahlwurfes besitzen also die Form
4, B, 4+ 9B, A— gB,

und es gilt fiir einen harmonischen Strahlwurf dann wieder der Satz
(vgl. Batz 32):

Satz 35: Ein harmonischer Strahlwurf bleibt harmonisch,
wenn man zwei zugeordnete Strahlen miteinander vertauscht;

wenn also (ABCD) — — 1

ist, so ist nicht nur wie bei jedem Strahlwurfe 4, B, C, D das
Doppelverhéltnis
(ABCD)=(BADC)=(CDAB)=(DCBA4),
sondern dieses Doppelverhdltnis ist auBerdem noch
= (BACD) = (4ABDC)=(DCAB) = (CDBA).
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Man denke sich jetzt wieder drei von den Strahlen eines Strahl-
wurfes, etwa die Strahlen 4, B, C, fest, wihrend man den vierten Strahl D
beweglich liBt, so dafl er das ganze Strahlbiischel mit dem Scheitel [ 4 B]
durchlaufen kann. Dann kann man iiber die Lingen der beiden ersten
Stibe in der Weise verfiigen, daB der dritte Stab C der ,Einheitsstab“
des Strahlbiischels, das heiit ge-
rade die Summe der ,Grundstibe“
A und B wird, daB also

G3) C=A+ B

wird (vgl. Figur 39). Der ver-
#inderliche Stab D ferner 148t sich,
da es auf seine Lidnge und seinen
Sinn nicht ankommt, wieder in der
Form

(34) D=A+¥tB

darstellen. Hier ist die ZahlgroBe f
dem Strahle D eindeutig zugeordnet,
sobald die Strahlen 4, B, C ihrer
Lage nach gegeben sind, und moge
daher der Parameter des Strahles
D in bezug auf die drei Strahlen A,
B, C heiBlen. '
DasDoppelverhiltnis des Strahl-
wurfes A, B, C, D wird wieder

(nach (32))
1 Fig. 39.

(35) (ABCD)=1,

das heiBt gleich dem reziproken Werte des Parameters von D.%)

Abschnitt 6.
Projektive Punktreihen und Strahlbiischel.

Die Grundgebilde der projektiven Geometrie und ihre Zuordnung. Der
Fundamenialsate. Man nennt die Gesamtheit aller Punkte einer Geraden
eine Punktreihe, jene Gerade den Triger der Punktreihe, die einzelnen

1) Es ist wohl zu beachten, daB in der obigen Darstellung der Doppelverhilt-
nisse eines Punkt- und Strahlwurfes die Dualitiit zwischen den Punkten und Geraden
der Ebene durchaus gewahrt ist. In der Tat liBt sich der Ausdruck (27) fir das
Doppelverhiiltnis eines Strahlwurfes aus dem Ausdrucke (1) fir das Doppelverhilinis




60 Projektive Punktreihen und Strahlbiischel.

Punkte der Punktreihe ihre Elemente. Ebenso heit die Gesamtheit
aller Strahlen, die durch einen Punkt gehen, ein Strahlbiischel, dieser
Punkt der Triger des Strahlbiischels, die einzelnen Strahlen des Strahl-
biischels seine Elemente. Die Punktreihe und das Strahlbiischel werden
auch wohl mit gemeinschaftlichem Namen als die Grundgebilde der
projektiven Geometrie der Ebene bezeichnet.

Denkt man sich in den beiden sich dualistisch entsprechenden Aus-
driicken

a-+tb und A+EB
des vorigen Abschnitts den Parameter f verdnderlich, so stellen diese Aus-
driicke beziehlich die durch die Punkte a und b bestimmte Punktreihe
und das durch die Stibe A und B bestimmtbe Strahlbiischel analytisch
dar, und man hat zugleich in dem Parameter f ein Mittel fiir die Zu-
ordnung zweier solcher Grundgebilde gewonnen.

Man kann némlich die Elemente zweier Grundgebilde, das heiBt also
die Elemente zweier Punktreihen oder zweier Strahlbiischel oder einer
Punktreihe und eines Strahlbiischels, in solcher Weise einander zuordnen,
daB man den beiden Grundelementen und dem Einheitselemente des einen
Gebildes die beiden Grundelemente und das Einheitselement des anderen
Gebildes zuweist, auBerdem aber einem jeden beliebigen Elemente des einen
Gebildes dasjenige Element des anderen, das denselben Parameter besitzt.
Man sagt dann, die beiden Grundgebilde seien projektiv aufeinander
bezogen. :

Mit Riicksicht auf die oben gefundene geometrische Bedeutung des
Parameters f 1aBt sich dann die zunichst rein formell gegebene Erklirung
projektiver Grundgebilde auch folgendermaBlen geometrisch formulieren:

Zwei Grundgebilde heiBen projektiv aufeinander bezogen,
wenn in jedem von ihnen die beiden Grundelemente mit dem
Einheitselemente und einem beliebigen Elemente einen Wurf
von demselben Doppelverhilinis bilden wie die entsprechenden
Elemente in dem anderen Grundgebilde.

Es ist aber von besonderer Wichtigkeit, daf die Invarianz des Doppel-
verhiltnisses bei der ,projektiven Abbildung“ eines Grundgebildes auch
ganz allgemein fiir zwei beliebige entsprechende Wiirfe der beiden Grund-
gebilde gilt.

eines Punktwurfes einfach dadurch ableiten, da man in dem letzteren Ausdruck die
vier Punkte des Punktwurfes durch die vier Stiibe eines Strahlwurfes ersetzt, oder
was bei unserer Wahl der Bezeichnung auf dasselbe hinauskommt, die kleinen latei-
nischen Buchstaben mit groBen vertauscht. Bei der sonst iiblichen Behandlung des
Gegenstandes dagegen ist die vollkommene Dualitiit durch das Auftreten der Sinusfunk-
tionen in dem Ausdruck fiir das Doppelverhiltnis eines Strahlwurfes doch etwas gestort.
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Um dies zu zeigen, bestimme man zunichst das Doppelverhiltnis von
vier beliebigen Punkten d,, ¢ =1, 2, 3, 4 einer Punktrethe und driicke
dazu diese vier Punkte mittelst je eines Parameters f; durch die beiden
Grundpunkte @ und b der Punktreihe aus, setze also
1) d=a+%b, 1=1,23, 4.

Dann wird das Doppelverhiltnis des Punktwurfes d,, d,, ds, d,

(dl d2 ds d4) — LA ds] . [@1?4] _ [+ b+ )] [(e+ ] b)A(“ + ?4 b)]

[dydy] " [d,d,] (@40 (@ + 58] [(@+ b))+ b))’
oder da wegen (6) und (8) des zweiten Abschnitts das Produkt

ist, [(@ + £b)(a + £,0)] = (f; — E)[abd]
f,—f, I, —t
2) (dydy dyd,) = L, —1 "f—1¢,°
und entsprechend findet man fiir das Doppelverhiiltnis von vier Strahlen
3) D,=A+%EB, i=1,2 3,4,

eines Strahlbiischels, das heiBt fiir das Doppelverhiltnis des Strahlwurfes
D,, D,, D,, D,, genau denselben Wert:
(4) (D, D; D, D,) = %‘"j'?’ : ? — il .

2T '3 e g
Es ist also sowohl fiir einen Punktwurf wie fiir einen Strahlwurf und
somit ganz allgemein fiir einen jeden Wurf eines Grundgebildes das
Doppelverhiltnis des Wurfes eine bloBe Funktion der vier Parameter
seiner Elemente; dagegen ist es unabhingig von der Lage und dem
»MaBwerte“ (der Masse oder der Linge) der Grundelemente des Grund-
gebildes.

Sind daher zwei Grundgebilde durch Zuordnung der Elemente von
gleichem Parameter projektiv aufeinander bezogen, so ist das Doppelver-
héltnis irgend zweier entsprechenden Wiirfe der beiden Grundgebilde gleich
grof, und man hat den Satz:

Satz 36: In zwel projektiven Grundgebilden ist das Doppel-
verhiltnis fir je zwei entsprechende Wiirfe beider Grundgebilde
gleich gro8.

Um die projektive Zuordnung zweier Grundgebilde festzulegen, kann
man drei der Lage nach belicbig gewdhlien, aber getrennt liegenden Ele-
menten des einen Gebildes drei ebenfalls der Lage nach beliebig gewdhlte,
getrennt liegende FElemente des andern zuweisen. Dadurch ist dann aber zu
jedem vierten Elemente des ersten Gtebildes das entsprechende Element
des anderen eindeutig bestimmt. Denn man braucht nur in den beiden
Grundgebilden die Massen oder die Léngen und den Sinn der beiden ersten
Elemente so zu wihlen, daB das dritte Element das Einheitselement des
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Gebildes wird;, so ist die gewiinschte Zuordnung geleistet, und diese Zu-
ordnung ist auch eindeutig.

Insbesondere folgt hieraus der Satz:

Satz 37: Fundamentalsatz der projektiven Geometrie: Haben
zwel projektive Grundgebilde ,auf dem nédmlichen Triger®, das
heiBt zwei projektive Punktreihen derselben Geraden oder zwet
projektive Strahlbiischel mit demselben Scheitel, drei Ele-
mente entsprechend gemein, so decken sie sich vollstindig, das
heiBt, sie haben je zwei entsprechende Elemente miteinander
gemein.

Perspcktive Grumdgebilde. Der Ausdruck ,projektive Zuordnung® er-
klirt sich durch die folgenden neun Sitze (vgl. Satz 38 bis 46):

Satz 38: Projiziert man eine Punkt-
reihe von einem auBerhalb ihrer Geraden
gelegenen Punkt s aus, so erhilt man ein
zu der Punktreihe projektives Strahl-
bischel

In der Tat, bezeichnet man die Grund-
punkte der Punktreihe mit ¢ und b und ihre
»Scheine® [sa] und [sb] mit 4 und B, setzt also
[sa]=4A4 und [sb] = B (vgl. Fig. 40), so wird
der Schein des Einheitspunktes @ +b der Punkt-
reihe gleich

[s(a + b)] = [sa] + [sb]=4 + B,
das heifit, auch der Schein des Einheitspunktes
a + b der Punktreihe a, b stellt sich gerade als
Summe der aus den Grundpunkten a und b durch
die Projektion hervorgehenden Grundstibe 4 und
Bdar. Ebenso wird der Schein des veréinderlichen
Punktes a + b gleich

e 40 [s(a + )] = [sa] + E[sb] — 4 + EB,

sein Parameter wird also gleich dem Parameter des projizierten Punktes
a + b, und es ist daher wirklich das Strahlbiischel 4, B der mit ihm
,perspektiven Punktreihe a, b in dem oben angegebenen Sinne projektiv
zugeordnet.

Ebenso gilt auch der dualistisch entsprechende Satz:

Satz 39: Schneidet man ein Strahlbiischel mit einer nicht
durch seinen Scheitel gehenden Geraden G, so erhilt man auf der
Geraden eine zu dem Strahlbiischel projektive Punktreihe.
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Denn bezeichnet man die Grundstibe des Biischels mit 4 und B
und setzt die Schnittpunkte der Geraden G+ mit diesen Stiben gleich a
und b, oder bestimmter ausgedriickt, bezeichnet man die Produkte [G 4]
und [G'B] mit a und b, setzt also [GA]=a und
[GB] = b (vgl. Figur 41), so wird der Schnittpunkt
der Geraden G' mit dem Einheitsstabe 4 4 B gleich

[G(A + B)]=[GA] +[GBl=a -+

und der Schnittpunkt mit dem veréinderlichen Stabe
A + tB gleich

[G(A + tB)] =[GA] + {[GB] = a + tb.

Diese beiden Gleichungen aber besagen, daB die
Punktreihe @, b zu dem mit ihr ,perspektiven®
Strahlbiischel 4, B projektiv ist.

Unmittelbar aus dem Begriff projektiver Grund-
gebilde folgt ferner der Satz:

Satz 40: Sind zwei Grundgebilde einem
dritten projektiv, so sind sie auch unter-
einander projektiv.

Und hieraus wieder mit Riicksicht auf die
Sitze 38 und 39:

Satz 41: Zwei ,perspektive“ Punktreihen,
das heiBt zwei Punktreihen, welche Schnitte
eines und desselben Strahlbiischels sind,
sind projektiv. Und ¢

Satz42:Zwei,perspektive“Strahlbiischel, e A
das heiBt zwei Strahlbiischel, welche Scheine einer und der-
selben Punktreihe sind, sind projektiv.

Bei mehrmaliger Anwendung des Satzes 40 folgen ferner aus den
Siatzen 38 und 39 die weiteren Sitze:

Satz 43: Zwel Punktreihen, welche die Schnitte zweier pro-
jektiven Strahlbiischel sind, sind selbst projektiv. Und

Satz 44: Zwei Strahlbiischel, welche die Scheine zweier pro-
jektiven Punktreihen sind, sind selbst projektiv.

Ferner der allgemeine Satz:

Satz 45: Zwei Grundgebilde, die auseinander durch wieder-
holte Anwendung der ,Perspektive“ entstehen, sind projektiv.

Zu den beiden Sitzen 38 und 39 bildet der folgende Satz eine Um-
kehrung:

Satz 46: Ist ein Strahlbiischel projektiv auf eine Punktreihe




04 Projektive Punktreihen und Strahlbiischel.

bezogen, und gehen drei Strahlen des Strahlbiischels durch die
entsprechenden Punkte der Punktreihe hindurch, so ist das
Strahlbiischel ein Schein der Punktreihe, oder anders aus-
gedriickt, so liegen die beiden Grundgebilde zueinander per-
spektiv.

Zum Beweise projiziere man die Punktreihe von dem Scheitel des
Strahlbiischels aus durch ein Hilfsstrahlbiischel, so ist dieses neu ent-
stehende Hiilfsstrahlbiischel nach Satz 38 zu der gegebenen Punktreihe
projektiv, folglich nach Satz 40 auch zu dem gegebenen Strahlbiischel.

Diese beiden Strahlbiischel haben nun aber drei Strahlen entsprechend
gemein, nidmlich die drei Strahlen, welche nach der Voraussetzung durch
die drei entsprechenden Punkte der Punktreihe gehen; folglich fillt nach
dem Fundamentalsatze der projektiven Geometrie (Satz 37) das gegebene
Strahlbtischel mit dem Hiilfsstrahlbiischel zusammen und ist daher wirk-
lich der Schein der Punktreihe.

Aus dem Fundamentalsatze (Satz 37) folgert man weiter die beiden
wichtigen Sitze:

Satz 47: Haben zwei projektive Punktreihen auf ver-
schiedenen Trigern den Schnittpunkt ihrer Geraden ent-
sprechend gemein, so liegen sie perspektiv, das heiBt, sie sind
Schnitte eines und desselben Strahlbiischels.

Satz 48: Haben zwei projektive Strahlbiischel mit ver-
schiedenen Trigern (Scheiteln) die Verbindungslinie ihrer
Scheitel entsprechend gemein, so liegen sie perspektiv, das
heiBt, sie sind Scheine einer und
derselben Punktreihe.

Zum Beweise von Satz 47 be-
zeichne man den sich selbstentsprechen-
den Schnittpunkt der Triger 7, und
T, der beiden Punktreihen mit a
(vgl. Figur 42), verbinde ferner irgend
zwel weitere Paare zugeordneter
Punkte b, und b,, ¢, und ¢, miteinander
und bezeichne den Schnittpunkt der
Verbindungslinien mit s. Projiziert man
dann von dem Punkt s aus die beiden
projektiven Punktreihen durch zwei Strahlbiischel, so sind diese beiden Strahl-
biischel als Scheine zweier projektiven Punktreihen zueinander projektiv (vgl.
Satz 44). Sie haben aber iiberdies die drei Paare entsprechender Strahlen [sa]
und [sa], [sb,] und [sb,], [s¢,] und [s¢,] miteinander gemein und fallen daher
nach dem Fundamentalsatze (Satz 37) in ein einziges Strahlbiischel zu-

Fig. 42.
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sammen. Die beiden Punktreihen sind somit wirklich Schnitte eines und
desselben Strahlbiischels. Man erhdlt also zu einem beliebigen vierten
Punkté z, der ersten Punktreihe den entsprechenden Punkt x, der zweiten
Punktreihe, indem man den Punkt z, mit dem ,Perspektivititszentram® s
verbindet und die Verbindungslinie mit der Geraden 7, zum Schnitt bringt.
Dann ist der Schnittpunkt der gesuchte Punkt z,.

Zum Beweise des Satzes 48 andererseits bezeichne man die sich selbst
entsprechende Verbindungslinie der Triger (Scheitel) ¢, und ¢, der beiden
Strahlbiischel mit 4 (vgl. Fi-
gur 43), konstruiere ferner die
Schnittpunkte zweier weiteren
Paare zugeordneter Strahlen B,
und By, C; und C, und ver-
binde sie miteinander durch eine
Gerade G. Schneidet man dann
die beiden projektiven Strahl-

biischel durch die Gerade G,
§0 erhiilt man auf ihr zwei Punkt-
reihen, die als Schnitte zweier
projektiven Strahlbiischel zueinander projektiv sind (vgl. Satz 43). Diese Punkt-
reihen haben aber iiberdies die drei Paare entsprechender Punkte [G 4] und
[G A),[GB,]und (G B,],[GC,Jund [ G C;] miteinander gemein und fallen daher
nach dem Fundamentalsatze (Satz 37) in eine einzige Punktreihe zusammen.
Die beiden Strahlbiischel sind somit wirklich Scheine einer und derselben
Punktreihe. Insbesondere erhilt man zu einem beliebigen vierten Strahle U,
des ersten Strahlbiischels den entsprechenden Strahl U, des zweiten Strahl-
biischels, indem man den Strahl U, mit der ,Perspektivititsachse’ G zum
Schnitt bringt und den Schnittpunkt mit ¢, verbindet. Dann ist die Ver-
bindungslinie der gesuchte Strahl U,

Fig. 43.

Herstellung der projektiven Besichung zweier Grundgebilde durch mehr-
fache Anwendung der Perspektive. Xndlich aber gilt auch die Umkehrung
des Satzes 45, ndmlich der Satz:

Satz 49: Je zwei beliebig gelegene projektive Grundgebilde
lassen sich durch wiederholte Anwendung der Perspektive auf-
einander beziehen.

Beweis: Wie oben (vgl. Seite 61f.) gezeigt ist, 148t sich die projektive
Beziehung zweier Grundgebilde stets eindeutig dadurch festlegen, daf man
drei beliebig gewihlten, getrennten Elementen des einen Gebildes drei

beliebig gewihlte, getrennte Elemente des anderen zuweist. Andererseits
GraBmann, Projektive Geometrie d. Ebene. I. b
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wird nach Satz 45 durch jede Folge von perspektiven Abbildungen eine
projektive Abbildung vermittelt. Gelingt daher die Losung der Aufgabe,
durch mehrfache Anwendung der Perspektive eine Beziehung zwischen
den beiden Grundgebilden herzustellen, vermoge deren die drei gegebenen
Elemente des ersten Grundgebildes auf die drei gegebenen Elemente des
zweiten abgebildet werden, so ist die gewiinschte projektive Zuordnung
der beiden Grundgebilde durch eine Folge perspektiver Abbildungen ge-
leistet.

Wir l6sen diese Aufgabe gesondert fiir zwei Punktreihen, zwei Strahl-
biischel und fiir eine Punktreihe und ein Strahlbiischel.

Zundchst fiir zwel Punktreiben: Sind .. b.. ¢ die drei we-
17 1’ 1 o)

& trennt liegenden Punkte der ersten
Punktrethe (mit dem Triiger 7)),
welche durch die projektive Ab-
bildung in die drei getrennt lie-
genden Punkte a,, b,, ¢, einer
zweiten Punktreihe (mit dem Triger
T,) iibergefiihrt werden sollen,
so nehme man auf der Verbin-

dungsgeraden A = [a,a,] eines
Paares a,, a, zweier zugeordneten
Punkte der beiden einander ent-
sprechenden Punkttripel!) zwei be-
ziehlich von a, und a, verschiedene
und {iberdies nicht zusammenfal-
lende, im iibrigen aber beliebige
Punkte s, und s, an (vgl. Figur 44)

Fig. 44.

und konstruiere die beiden Punkte
b=[5b-5b] und ¢=[s¢ 56,

verbinde ferner die Punkte b und ¢ durch die Hiilfsgerade H = [bc¢].
Wegen der riumlichen Verschiedenheit der Punkte a,, b, und ¢,, a,, b, und ¢
kann dabei diese Gerade H weder durch den Punkt s, moch durch den
Punkt s, hindurchgehen. Bringt man dann noch die Hiilfsgerade H zum
Schnitt mit der Geraden 4 =[a,a,] im Punkt a, so sind sowohl die
Punkte a,, b,, ¢, wie die Punkte a,, b,, ¢, perspektiv auf die Punkte a, b,
¢ abgebildet.

1) Von den Punkten dieses Paares moge nur vorausgesetzt werden, daf nicht
gerade einer von ihnen mit dem Schnittpunkt [T} 7,] der Triiger beider Punktreihen
zusammenfillt, wodurch wir den Fall ausschlieBen, daB der Strahl A mit einer dieser
beiden Geraden T, und 7, identisch sei.
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Bezieht man daher die ganze Punktreihe a,b,¢ ... vermittelst der
Punktreihe abc ... perspektiv auf die Punktreihe a,byc, ..., so ist damit
wirklich, wie oben gefordert wurde, die projektive Beziehung der beiden
Punktreihen a,b,c; ... und @,b,c, ... durch eine Folge perspektiver Ab-
bildungen dargestellt. Insbesondere kann man zu jedem beliebigen
Punkt i, der Punktreihe a,bc, ... den entsprechenden Punkt z, der
Punktreihe agb,c, ... konstruieren, indem man zuerst zu dem Punkt z,
der ersten Punktreihe durch perspektive Abbildung von s, aus den ent-
sprechenden Punkt x der Hiilfspunktreihe abc... bestimmt und dann zu
diesem durch perspektive Abbildung von s, aus den zugeordneten Punkt z,
der zweiten Punktreihe.

Zweitens fiir zwel Strahlbiischel:

Sind 4,, B,, C; die drei rdumlich verschiedenen Strahlen des ersten
Strahlbiischels (mit dem Scheitel s,), welche durch die projektive Ab-
bildung in die drei rdumlich ver-
schiedenen Strahlen 4,, B,, C,
des zweiten Strahlbiischels (mit dem
Scheitel s,) iibergefithrt werden
sollen, solege man durch den Schnitt-
punkt o =[4,4,] eines Paares
A; und A; zweier zugeordneten
Strahlen der beide: einander ent-
sprechenden Strahltripel') zwei be-
ziehlich von 4, und 4, verschie-
dene und tiberdies nicht zusammen-
fallende, im iibrigen aber beliebige
gerade Linien ¢, und G, hindurch
(vgl. Figur 45) und konstruiere
die beiden Geraden

B=[G,B, G,B;] und
C=1[G,C - G, G5
beide mogen sich in dem Hiilfspunkt
h = [BC] schneiden. Wegen der
rdumlichen Verschiedenheit der Strahlen 4,, B, und C,, 4,, B, und C; kann
dabei dieser Punkt // weder der Geraden G, noch der Geraden G, angehoren.

Fig. 45.

1) Von den Strahlen dieses Paares mdge nur vorausgesetzt werden, daf nicht gerade
einer von ihnen mit der Verbindungslinie [s,s,] der Scheitel beider Strahlbiischel zu-
sammenfiillt, wodurch wir den Fall ausschlieBen, daB der Punkt @ mit einem dieser
beiden Scheitel s; und s, identisch sei.

5#
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Verbindet man dann noch den Punkt ¢ mit dem Hiilfspunkt » durch die Ge-
rade A, so sind sowohl die Strahlen 4,, B, C, wie die Strahlen 4,, B2 ,
C, perspektiv auf die Strahlen A4, B, C abgebildet.

Bezieht man daher das ganze Strahlbuschel A, B, C, ... vermittelst
des Strahlbiischels ABC ... perspektiv auf das Strahlbiischel 4, B,C, . . .,
so ist damit wirklich, wie oben gefordert wurde, die projektive Beziehung
der Strahlbiischel 4, B,C, ... und 4,B5,C, ... durch eine Folge perspek-
tiver Abbildungen dargestellt. Insbesondere kann man zu jedem beliebigen
Strahle U, des Strahlbiischels 4, B, C; ... den entsprechenden Strahl U,
des Strahlbiischels A4,B,C, ... konstruieren, indem man zuerst zu dem
Strahle U, des ersten Strahlbiischels vermittelst der Perspektivititsachse
G, den entsprechenden Strahl
U in dem Hiilfsstrahlbiischel
ABC ... bestimmt und zu
diesem vermittelst der Perspek-
tivitdteachse G, den zugeord-
neten Strahl U, des zweiten
Strahlbiischels.

Der dritte Fall, nimlich der
Fall der projektiven Beziehung
einer Punktreihe und eines

% Strahlbiischels, 138t sich leicht
> auf einen der beiden eben be-
handelten Fille zuriickfiihren.

Die in den Figuren 44
und 45 gegebenen Konstruk-
¢ tionen versagen nur dann, wenn
die beiden projektiven Punkt-
reihen derselben Geraden an-
gehoren, oder die beiden pro-
AN % jektiven Strahlbiischel konzen-
»Z trisch sind. Doch kann man

sich in diesen Féllen leicht da-

durch helfen, daB man zuv-
néchst die beiden Punktreihen
perspektiv auf zwei nicht kon-
s zentrische Strahlbiischel bezieht
' oder im anderen Falle die
beiden konzentrischen Strahl-
biischel perspektiv auf zwei
Punktreihen abbildet, die nicht derselben Geraden angehiren, und sodann

4,
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die projektive Beziehung zwischen jenen beiden nicht konzentrischen Strahl-
biischeln und diesen beiden Punktreihen nach dem in Figur 44 und 45 be-
nutzten Verfahren herstelit.

Liegen zum Beispiel die beiden Punktreihen, deren Projektivitit durch
die Tripel a,b,¢, und azb,c, entsprechender Punkte festgelegt werden soll,
auf der nimlichen Geraden (dem gemeinschaftlichen Triger) T’ (vgl. Figur 46),
so projiziere man die drei Punkte a,, b,, ¢, von einem nicht der Geraden T’
angehGrenden, aber sonst beliebigen Punkt s, aus durch die Strahlen
4,, B, C,, und die Punkte ay, b,, ¢; von einem ebenfalls nicht auf 7’
liegenden und tiberdies von s, verschiedenen Punkt s, aus durch die
Strahlen 4,, B;, C,, bringe die beiden Strahlen 4, und A4, zum Schnitt
im Punkt ¢ und ziehe durch a die Geraden G, und G,, welche die
Strahlen B,, C; und B,, C, in den Punkten b;, ¢; und b3, c; treffen
mdgen; verbinde b; mit bg und ¢{ mit ¢s, der Schnittpunkt ihrer Verbin-
dungslinien heifle A.

Ist jetzt z, ein beliebiger Punkt der ersten Punktreihe, und soll zu
ihm der entsprechende Punkt xz, konstruiert werden, so verbinde man z,
mit s, durch den Strahl X, schneide ihn durch die Gerade G, in zj,
verbinde z{ mit % und schneide die Verbindungslinie mit der Geraden G,
in xz, verbinde endlich s, mit z; durch den Strahl X, so schneidet dieser
den Triger T der beiden Punktreihen in dem gesuchten Punkt z,.

Abschnitt 7.

Die Kurven zweiter Ordnung und zweiter Klasse als Erzeugnisse projek-
tiver Strahlbiischel und Punktreihen.

Die projektive Beziehung zweier Grundgebilde gewinnt ein besonderes
Interesse, wenn man die ,Erzeugnisse zweier gleichartigen projektiven
Grundgebilde“ ins Auge faBt, wenn man also erstens ,das Erzeugnis zweier
projektiven Strahlbiischel“ betrachtet, das soll heiBen den geometrischen
Ort der gemeinsamen Punkte je zweier entsprechenden Strahlen dieser pro-
jektiven Strahlbiischel, und zweitens ,das Erzeugnis zweier projektiven
Punktreihen®, das heiBt das Umbhiillungsgebilde der Verbindungslinien je
zweier entsprechenden Punkte dieser projektiven Punktreihen.

Das Erzeugnis zweier projektiven Strahlbiischel. Legt man die projek-
tive Beziehung zweier projektiven Strahlbiischel dadurch fest, daf man
drei beliebigen Strahlen des ersten Biischels, welche die Stibe 4, B, C
enthalten, drei beliebige Strahlen des anderen Biischels mit den Stiben
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D,E, F zuweist, und bestimmt die Linge und den Sinn der Stibe A4
und B, D und E in der Weise, daf '

(1) C=A4+4+DB uwd F=D+E

wird, so sind die beiden Strahlbiischel projektiv aufeinander bezogen,
wenn man allgemein fiir jeden Wert der reellen Zahlgrofe f dem Strahle
A + tB des ersten Strahlbiischels den Strahl D + fE des zweiten Strahl-
biischels zuweist.

Dabei setzen wir nur voraus, daf nicht gerade alle drei Strahlen des
Strahltripels 4, B, C mit den entsprechenden Strahlen des Strahltripels
D, E, F zusammenfallen, weil sonst nach dem Fundamentalsatze (Satz 37)
iberhaupt je zwei entsprechende Strahlen der beiden projektiven Strahl-
biischel in eine Gerade zusammenfallen wiirden, das Erzeugnis der beiden
projektiven Strahlbiischel also durch simtliche Punkte der Ebene gebildet
werden wiirde, was wir ausschlieBen wollen.?) ‘

Die Gleichungen zweier entsprechenden Strahlen der beiden pro-
jektiven Strahlbiischel lauten:

[#(A +tB)]=0 und [#(D +tE)]=0 oder
(2) [#4] + H{zB] =0 und [2D]+ {azE]=0;

und diese beiden Gleichungen stellen bei ge-
gebenem § zusammen den gemeinsamen Punkt
(oder auch die gemeinsamen Punkte) zweier
einander zugeordneten, dem Para-
meterwerte f entsprechenden Strah-
len beider Biischel dar. Bei wverdnderlichem
I sind sie also die simultanen @leichungen
fiir die Kurve der gemeinsamen Punkte ent-
sprechender Strahlen beider Strahlbiischel,
das heiBt fiir das ,,Erzeugnis der beiden pro-
\ jektiven Strahlbiischel” (vgl. Figur 47).
[CF] Man erhilt fiir diese Kurve eine einzige
LA D] Fig. 47. Gleichung, wenn man aus den beiden Glei-
chungen (2) den Parameter f eliminiert, wo-
durch sich die Gleichung ergibt:

| [z4], [ B]
(zD], [z E]

(4+EB)(D+IE)]

=0 oder

1) Dagegen lassen wir es dahingestellt, ob die Scheitel der beiden projektiven
Strahlbiischel getrennt liegen (Figur 47 und 48), oder ob sie in eimen Punkt zu-
sammenfallen.
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(4) [x4){«E] — [« B][«D] =0,

das heiBt eine Zahlgleichung, die in bezug auf z vom zweiten Grade ist.

Um die geometrische Bedeutung einer Gleichung dieser Art zu finden,
frage man nach der Anzahl der Schnittpunkte, die eine durch eine solche
Gleichung dargestellte Kurve mit einer beliebigen Geraden [yz] der Ebene
gemein hat. Dazu substituiere man in die Gleichung (4) anstatt z den
Ausdruck y + §2 des laufenden Punktes der Geraden [yz] und erhdlt so
fiir den Parameter §) ihres Schnittpunktes eine Zahlgleichung zweiten
Grades. Wird diese Gleichung nicht durch jeden Wert von § erfiillt, so
daB also die ganze Gerade [yz] der Kurve (4) angehort (vgl. Figur 48),
so liefert sie fiir den Parameter §) zwei Werte §, und §,, und es sind dann
die Punkte

() 2=y -+ bz und 2=y + bz

die Schnittpunkte der Geraden [yz] mit der Kurve (4). Die durch die
Gleichung (4) dargestellte Kurve hat also mit jeder (teraden, die nicht
ganz der Kurve angehort, zweis Punkfe gemein, die allerdings auch zu-
sammenfallen oder konjugiert komplex sein kénnen. Und Entsprechendes
gilt offenbar iiberhaupt fiir jedes ebene geometrische Gebilde, das durch
eine Zahlgleichung zweiten Grades in bezug auf einen verinderlichen
Punkt x dargestellt wird, vorausgesetzt wenigstens, daB diese Gleichung
nicht identisch erfiillt ist, das heifit nicht durch jeden Punkt x der Ebene
befriedigt wird.

Mit Riicksicht auf diese Beziehung zn den Geraden der Ebene nennt
man allgemein ein ebenes geometrisches Gebilde, dessen Gleichung hin-
sichtlich des laufenden Punktes z eine nicht identisch erfiillte Zahl-
gleichung zweiten Grades ist, eine Kurve zweiter Ordnung.

Man kann dann das gewonnene Ergebnis folgendermaBen aussprechen:

In der Ebene ist das Erzeugnis zweier projektiven Strahlbiischel, die
nicht gerade strahlweise zusammengfallen, eine Kurve zweiter Ordnung.

Auf dieser Kurve liegen auBler den Schnittpunkten entsprechender
Strahlen, denen die Parameterwerte 0, oo, 1 und ¥ zugehdren, namlich
den Punkten

[AD], [BE], [CF] und [(4+ {B)(D + tE)],

{vgl. Figur 47) auch noch die beiden Punkte [4B] und [DE], das heifi
die Scheitel der beiden 'die Kurve erzeugenden projektiven Strahlbiischel.
Denn setzt man in der Gleichung (3) x gleich einem dieser beiden letzten
Produkte, so verschwinden in der Determinante von (3) die Glieder einer
Zeile. Es gehoren also der von den beiden projektiven Strahlbtischeln er-
zeugten Kurve zweiter Ordnung auBer den vier erstgenannten Schnittpunkten
entsprechender Strahlen auch die Scheitel [ A B] und [DE] der beiden Strahl-
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biischel an. Dies versteht sich iibrigens geometrisch von selbst. Denn
faBt man den Verbindungsstrahl V der Scheitel [AB] und [DE] der
beiden Strahlbiischel als Strahl des Biischels 4 4 £B auf, so schneidet
er den entsprechenden Strahl des Biischels I + fE sicher in dessen
Scheitel [DE]; und faBt man ihn als Strahl des Biischels D + {E auf, so
schneidet er den zugeordneten Strahl des Biischels A + B in dessen
Scheitel [4B].

Beliebig viele Punkte der Kurve zweiter Ordnung kann man finden,
wenn man nach dem durch Figur 45 dargestellten Verfahren zu beliebig
gewihlten Strahlen des einen Strahlbiischels die entsprechenden Strahlen
des anderen konstruiert. Dann ist der Schnittpunkt je zweier solcher ent-
sprechenden Strahlen ein weiterer Punkt der Kurve zweiter Ordnung.

Die gewonnenen Ergebnisse fassen wir schlieBlich in dem Satze zu-
sammen:

Satz 50: Zwei projektive Strahlbiischel einer Ebene, die
nicht gerade strahlweise zusammenfallen, bestimmen durch die
gemeinsamen Punkte entsprechender Strahlen eine Kurve zweiter
Ordnung, der auch die Scheitel der beiden Strahlbiischel an-

gehoren.

Der Fall perspektiver Strahlbiischel. Eine besondere Betrachtung ver-
dient noch der Fall, wo die beiden eine Kurve zweiter Ordnung erzeu-

genden projektiven Strahlbiischel perspektiv liegen.
Sind a, b, ¢ drei Punkte der Perspektivititsachse, so wihle man die
Massen der beiden ersten Punkte, das heiBt der Punkte ¢ und b, in der

Weise, daf
(6) a+b=c
wird. Sind dann s und ¢ die Scheitel der beiden projektiven Strahl-
biischel, so wird zugleich
(N [sa] + [sb] = [sc] wund [ta] + [¢b] = [tc].
Die sechs Produkte
[sa], [sb], [s¢] und ([ta], [¢D], [tc]
entsprechen also genau den Bedingungen, die oben in den Gleichungen (1)
an die 6 Stibe
4, B, C uwd D, E, F
gestellt sind. Man erhélt daher die der obigen allgemeinen Entwicklung
entsprechende Darstellung des Erzeugnisses zweier perspektiven Strahl-
biischel, wenn man in den Gleichungen (3) und (4)

(8) A =[sa], B=[sb] und D =[ta], E = [tb]
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setzt. Dadurch verwandelt sich insbesondere die Gleichung (3) in

, [zsa], [a:sb]'_ _
) [zta], [xtb] =9

und diese Gleichung wird nicht nur erfillt durch die simtlichen Punkte
der Perspektivititsachse und die Scheitel s und ¢ der beiden perspektiven
Strahlbiischel, sondern zugleich ¢
auch durch alle Punkte auf der
Verbindungslinie von s und ¢
(vgl. Figur 48); denn fir x = a,
x=>b, x=s und z=1 ver-
schwinden die Klemente einer
Spalte oder Zeile der Determi-
nante in (9), und firx = a + b
und z =35+ g¢ sind die Ele-
mente der einen Spalte oder Zeile
denen der anderen proportional.

Man hat also den Satz:

Satzbl: Liegen zwei pro- Fig. 48. -
jektive Strahlbtischel per- artl \
spektiv, so zerfillt die von ihnen erzeugte Kurve zweiter Ord-
nung in ein Linienpaar, das aus der Perspektivititsachse der
beiden perspektiven Strahlbiischel und der Verbindungslinie
ihrer beiden Scheitel gebildet wird.

Die Gleichung (9) stellt iibrigens auch dann noch eine Kurve zweiter
Ordnung, némlich die ,doppeltzihlende Gerade [ab]“ dar, wenn die
beiden Punkte s und ¢ der Geraden [abd] angehdren.

Das Erzeugnis zweier projektiven Punktreihen. Legt man die projek-
tive Beziehung zweier projektiven Punktreihen dadurch fest, daB man drei
beliebigen Punkten a, b, ¢ der ersten Punktreihe drei beliebige Punkte d,
¢, der zweiten Punktreihe zuweist, und bestimmt die Massen der Punkte
a und b, d und e in der Weise, dafl

(10) c=a-+b und f=d+e

wird, so sind die beiden Punktreihen projektiv aufeinander bezogen, wenn
man allgemein dem Punkt a + fb der ersten Punktreihe den Punkt
d + fe der zweiten Punktreihe zuordnet.

Dabei setzen wir wieder voraus, daB nicht gerade alle drei Punkte des
Punkttripels @, b, ¢ mit den entsprechenden Punkten des Punkttripels
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d, e, zusammenfallen, weil sonst nach dem Fundamentalsatze (Satz 37)
iiberhaupt je zwei entsprechende Punkte der beiden projektiven Punktreihen
in einen Punkt zusammenfallen wiirden, was wiederum zur Folge hitte,
daB iiberhaupt jede Gerade der Ebene dem Erzeugnis der beiden projek-
tiven Punktreihen angehort. Diesen Fall aber wollen wir von der Betrachtung
ausschlieBen. Dagegen lassen wir es dahingestellt, ob die Tréiger der beiden
projektiven Punktreihen durch zwei verschiedene Geraden gebildet werden (vgl.
Figur 49 und 50) oder in eine und dieselbe Gerade zusammenfallen.
Bezeichnet man dann noch mit U einen seiner Lage nach verdnder-
lichen Stab der Ebene, so lassen sich die Gleichungen zweier ent-
sprechenden Punkte beider Punktreihen in der Form schreiben:

[Ul@+tb)]=0 und [U(d+te)] =0 oder

(11) [Ua] + t[Ub] =0 und [Ud]+ f[Ue]=0.

Jeder einzelnen von diesen Gleichungen (11) geniigen dann bei gegebenem
f die simtlichen Geraden U, welche durch den zugehorigen Punkt a + tb
oder d + fe der betreffenden Punktreihe hindurchgehen. Die beiden
Gleichungen (11) zusammengenommen stellen daher bei fest gegebenem ¥
die Verbindungsgerade U der beiden einander zugeordneten, dem Para-
meter f entsprechenden Punkte
beider Punktreihen dar und nur
dann ein ganzes Strahlbiischel,
wenn die beiden Punkte a + b
und d + fe in einen Punkt zu-
sammenfallen,nimlich das Strahl-
biischel, das diesen Punkt zum
Scheitel hat. Bei verinderlichem
f sind also die Gleichungen (11)
die simultanen Gleichungen fiir
die Umbhiillungskurve der Ver-
bindungslinien  entsprechender
Punkte beider Punktreihen, das
Fig. 49. heiBtfiir das,, Erzeugnis der beiden

projektiven Punktreihen® (vgl Figur 49).

Man erhilt fiir diese Umhiillungskurve eine einzige Gleichung, wenn
man aus den beiden Gleichungen (11) den Parameter f eliminiert, wo-
durch sich die Gleichung ergibt:

2 o, |
[Ud], [Ue] |

(13) [Ua][Ue] — [Ub][Ud] =0,

oder
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das heiBt eine Zahlgleichung, die in bezug auf den Stab U vom zweiten
Grade ist. Um tiber die Beschaffenheit der durch die Gleichungen (12)
und (13) ausgedriickten Kurve AufschluB zu erhalten, frage man allgemein
nach der Anzahl der Tangenten, die sich von einem beliebigen Punkt der
Ebene an diese Kurve legen lassen. Dazu denke man sich den Ausgangs-
punkt dieser Tangenten als Produkt [V W] der Stibe 7V und W zweier
durch ihn gehenden Geraden ausgedriickt und erhilt so fiir eine beliebige
vom Punkt [V W] ausgehende Gerade die Parameterdarstellung V + § W.
Soll nun diese Gerade eine Tangente der Kurve (13) sein, so muf der
Ausdruck V + h W der Gleichung (13) Geniige leisten. Durch Substitution
dieses Ausdrucks aber in die Gleichung (13) findet man fiir den Para-
meter § einer solchen Tangente eine Zahlgleichung zweiten Grades. Und
wird diese Gleichung nicht fiir jeden Wert von §) erfiillt, so daB also das
ganze Strahlbiischel mit dem Scheitel [V W] der Kurve (13) angehort
(vgl. Figur 50), so liefert sie fiir den Parameter §) zwei Werte §); und b,.
Die Geraden

(14) U=V+H4W uand U,=V+phW

sind dann die gesuchten Tangenten, die sich vom Punkt [V W] aus an
die Kurve (13) legen lassen. Von jedem Puukt der Ebene aus, der nicht
gerade der Scheitel eines Strahlbiischels ist, das ganz der Kurve (13) an-
gehort, gehen also an die Kurve (13) zwei Tangenten, die allerdings auch
zusammenfallen oder konjugiert komplex sein kénnen. Und Entsprechendes
gilt offenbar tiberhaupt fiir jedes ebene geometrische Gebilde, das durch
eine Zahlgleichung zweiten Grades in bezug auf einen veriinderlichen
Stab U dargestellt wird, vorausgesetzt wenigstens, dall diese Gleichung
nicht identisch erfiillt ist, das heifit nicht durch jeden Stab U der Ebene
befriedigt wird.

Mit Riicksicht auf diese Beziehung zu den Punkten der Ebene nennt
man allgemein ein ebenes geometrisches Gebilde, dessen Gleichung hin-
sichtlich eines veréinderlichen Stabes U eine nicht identisch erfiillte Zahl-
gleichung zweiten Grades ist, eine Kurve zweiter Klasse.

Man kann dann das gewonnene Ergebnis folgendermaBen aussprechen:

In der Ebene ist das Erzeugnis zweier projektiven Punktreihen, die
nicht gerade punktweise zusammengallen, eine Kurve zweiter Klasse.

Zu den Tangenten dieser Kurve zweiter Klasse gehdren auBer den
Verbindungslinien entsprechender Punkte, denen die Parameterwerte 0, oo,
1 und f zugehoren, nimlich den Linien

[ad), [be], lcf] wnd [(a+ tb) (@ + te)]
(vgl. Figur 49) auch noch die Geraden [ab] und [de], das heiBt die Triger
der beiden die Kurve erzengenden projektiven Punktreihen. Denn setzt man
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in der Gleichung (12) U gleich einem dieser beiden letzten Produkte, so
verschwinden in der Determinante von (12) die Elemente einer Zeile. Es
sind daher auBer den vier erstgenannten Verbindungslinien entsprechender
Punkte auch die Triger [ab] und [de] der beiden Punktreihen Tangenten
der von ihnen erzeugten Kurve zweiter Klasse. Dies versteht sich tibrigens
wieder geometrisch von selbst. Denn faBt man den Schnittpunkt s der
Triger [ab] und [de] der beiden Punktreihen als Punkt der Punktreihe
@ + fb auf und denkt sich diesen Punkt mit dem entsprechenden Punkt
der Punktreihe d 4 fe verbunden, so fillt diese Verbindungslinie sicher
mit der Geraden [de], das heiBt mit dem Tréger der zweiten Punktreihe
zusammen; und faBt man den Punkt s als Punkt der Punktreihe d -+ fe
auf und denkt sich ihn mit dem entsprechenden Punkt der Punktreihe
a + tb verbunden, so fillt die Verbindungslinie mit der Geraden [abd],
das heiBt mit dem Tréiger der ersten Punktreihe, zusammen.

Beliebig viele Tangenten der Kurve zweiter Klasse kann man finden,
wenn man nach dem durch Figur 44 dargestellten Verfahren zu beliebig
gewihlten Punkten der einen Punktreihe die entsprechenden Punkte der
anderen konstruiert. Dann ist die Verbindungslinie je zweier solcher ent-
sprechenden Punkte eine weitere Tangente der Kurve zweiter Klasse.

Die gewonnenen Ergebnisse fassen wir schlieBlich in dem Satze zu-
sammen :

Satz 52: Zwei projektive Punktreihen einer Ebene, die nicht
gerade punktweise zusammenfallen, bestimmen durch die Ver-
bindungslinien entsprechender Punkte eine Kurve zweiter
Klasse, der auch die Triger der beiden Punktreihen als Tan-
genten angehdren.

Der Fall perspektiver Punktreshen. Auch hier mdge wieder der Fall
der Perspektivitit beider Punktreihen noch besonders fiir sich betrachtet
werden.

Sind die beiden Punktreihen in perspektiver Lage, so bezeichne man
mit A, B, C drei Strahlen des Perspektivititsbiischels und wihle iiberdies
die Linge und den Sinn der beiden Stibe 4 und B in der Weise, daB

(15) A+B=C

wird. Gehoren dann die Stibe S und 7' den Trigern der beiden pro-
jektiven Punktreihen an, so wird zugleich

(16) [S4] + [SB}=[SC] und [TA|+[TB]=[TC].
Die sechs Produkte
[S4], [SB], [SC] und ([T4], [TB], [TC]
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entsprechen also genau den Bedingungen, die oben in den Gleichungen (10)
an die sechs Punkte

a, b, c und d, e, f

gestellt sind, und man erhilt daher die der obigen allgemeinen Ent-
wicklung entsprechende Darstellung des Krzeugnisses zweier perspektiven
Punktreihen, wenn man in den Gleichungen (12) und (18)

(17 a=1[84], b=[SB] und d=[TA], e=[TB]
setzt. Dadurch verwandelt sich insbesondere die Gleichung (12) in
(18) ;[USA], [USB]'=

(urd4], (UTB]| "

und diese Gleichung wird nicht nur erfiillt durch die siimtlichen Strahlen des
Perspektivititsbiischels und die Triger S und 7' der beiden perspektiven
Punktreihen, sondern zugleich
auch durch alle Strahlen, die
durch den Schnittpunkt der
Triger S und T"hindurchgehen
(vgl. Figur50); denn fiir U= 4,
U=B, U=8 und U=T ver-
schwinden die Elemente einer
Spalte oder Zeile der Deter-
minante in (18) und fiir
U=A4+fB und
U=8+4gT

sind die Elemente der einen
Spalte oder Zeile denen der
anderen proportional.

Man hat also den Satz:

Satz 53: Liegen zwei projektive Punktreihen perspektiv, so
zerfiallt die von den Verbindungslinien entsprechender Punkte
umhiillte Kurve zweiter Klasse in ein Punktpaar, das gebildet
wird aus dem Perspektivititszentrum der beiden perspektiven
Punktreihen und dem Schnittpunkt ihrer Triger.

Die Gleichung (18) stellt iibrigens auch dann noch eine Kurve zweiter
Klasse, nimlich den ,doppeltzihlenden Punkt [4B]¥ dar, wenn die
beiden Geraden der Stibe S und 7' durch den Punkt [ 4 B] hindurchgehen.

Fig. 50.



T8 Das vollstindige und das einfache Viereck und Vierseit.

Abschnitt 8.
Das vollstindige und das einfache Viereck und Vierseit.

Das wvollstindige Viereck. Es gibt eine ganze Reihe von Sitzen iiber
das ebene Viereck, bei denen die Diagonalen des Vierecks eine ganz ent-
sprechende Rolle spielen wie ein Paar Gegenseiten. Fiir die Formulierung
solcher Sitze ist der Begriff des voll-
stindigen Vierecks von Wichtigkeit,
durch dessen Einfiilhrung der Unter-
schied zwischen Seiten und Diagonalen
eines Vierecks ganz beseitigt wird.

Sind némlich a, b, ¢, d vier Punkte
einer Ebene (vgl. Figur 51), so bezeich-
net man als ,,vollstindiges Viereck abcd“
den Inbegriff der vier Pumkte a, b, c, d
nebst shren sechs Verbindungslinien und
nennt die vier Punkte a, b, ¢, d die vier
Ecken des vollstindigen Vierecks
abed und die sechs Verbindungslinien
dieser vier Ecken, das heiBtdie sechs Linien

da, db, de¢, be, ca, ab,

die sechs Seiten des vollstindigen Vierecks. Diese gruppieren sich
zu drei Paaren Gegenseiten, indem man immer zwei solche Seiten des
vollstindigen Vierecks als Gregenseiten auffassen kann, welche keine Ecke
des Vierecks miteinander gemein haben. Demgem#dB ergeben sich die
folgenden drei Paare von Gegenseiten:

é

da und be, db und ca, dc und ab.
Die Schnittpunkte

¢ f g
dieser drei Paare Gegenseiten heiBen die drei Nebenecken des voll-
standigen Vierecks und ihre drei Verbindungslinien, das heiBt die
drei Linien

19, ge, ef
die drei Nebenseiten des vollstindigen Vierecks.

Das einfache Viereck. Man gelangt von dem Begriff des vollstéindigen
Vierecks abed zu dem gewdhnlichen Begriff des Vierecks, oder wie wir
sagen wollen, zum Begriff des ,einfachen Vierecks“ zuriick, wenn man
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eine bestimmte Art der Aneinanderreihung der vier Ecken a, b, ¢, d des
Vierecks vorschreibt, etwa in der Reihenfolge abcd oder in der Reihen-
folge abdc oder endlich in der Reihenfolge acbd, mit der Bestimmung,
daB als ,Seiten® des zugehorigen einfachen Vierecks nur diejenigen vier
Verbindungslinien der vier Ecken des Vierecks aufgefat werden sollen,
die man erhilt, wenn man diese Hcken in der angegebenen Reihenfolge
miteinander verbindet und schlieflich von der letzten Xcke zur ersten
zurlickkehrt, oder anders ausgedriickt, wenn man die durch die genannte
Anordnung- als ,Nachbarecken® charakterisierten Punkte miteinander
verbindet, wobei auch der vierte Punkt als dem ersten benachbart zu
gelten hat

Die beiden anderen noch moghchen Verbindungslinien, die man er-
hilt, wenn man jede Ecke des einfachen Vierecks mit der nicht benach-
barten Ecke, oder wie wir sagen wollen, mit ihrer ,Gegenecke® verbindet,
werden dann die ,Diagonalen® des einfachen Vierecks genannt.

Von den vier Seiten des einfachen Vierecks wird man ferner genau
so wie beim vollstindigen Viereck zwei Seiten dann als ,Gegenseiten
bezeichnen, wenn sie keine Ecke des Vierecks miteinander gemein haben.
Es ergeben sich demgemidB beim einfachen Viereck entsprechend den
beiden Paaren Gegenecken auch zwei Paare Gegenseiten, und es werden
daher zwei von den drei Nebenecken des vollstindigen Vierecks zu
»Schnittpunkten der beiden Paare Gegenseiten“ des einfachen
Vierecks und die dritte zum ,Diagonalenschnittpunkt desselben.
Von den drei Nebenseiten des vollstindigen Vierecks wird infolgedessen
durch den Ubergang zum einfachen Viereck eine Nebenseite ausgezeichnet
als ,Verbindungslinie der beiden Schnittpunkte der Gegenseiten
des einfachen Vierecks.

So wiirden bei dem einfachen Viereck, fiir dessen Kcken die Reihen-
folge abcd vorgeschrieben ist, wir nennen es kurz das einfache Viereck
abcd, die vier Linien ab, be, cd, da die Seiten darstellen, und zwar die
Seitenpaare ab und ¢d, bc und da die beiden Paare Gegenseiten; ferner
die Punktpaare ¢ und ¢, b und d die beiden Paare Gegenecken und ihre
Verbindungslinien ac und bd die Diagonalen des einfachen Vierecks (vgl.
Figur 52%)).

Bei dem einfachen Viereck abdc dagegen wiirden die vier Linien ab,
bd, dc; ca die Seiten, und zwar die Seitenpaare ab und dc¢, bd und ca

1) In dxeser und den beiden folgenden Figuren sind die Ecken durch kleine
volle Kreise, die Seiten durch voll ausgezogene Linien, die Diagonalen durch ge-
strichelte Linien, die beiden Schnittpunkte der Gegenseiten durch Kreisringe, die Ver-
bindungslinie dieser Punkte durch eine strichpunktierte Linie, endlich der Diagonalen-
schnittpunkt durch einen groBen vollen Kreis kenutlich gemacht.
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b

aie beiden Paare Gegenseiten bilden;
ferner die Punktpaare ¢ und d, b und
¢ die beiden Paare Gegenecken und ihre
Verbindungslinien ad und bc¢ die Diago-
nalen des einfachen Vierecks (vgl. Figur 53).

Endlich bei dem einfachen Viereck
acbd sind die vier Linien ac, ¢b, bd, da
die Seiten, und zwar die Seitenpaare ac
und bd, ¢b und da die beiden Paare
Gegenseiten, die Punktpaare ¢ und b, ¢
und d die beiden Paare Gegenecken und
die Linien ab und cd die Diagonalen des
einfachen Vierecks (vgl. Figur 54).

Wir bemerken noch, da die Begriffe
,Diagonalen®, ,Nachbarecken® und , Gegen-
ecken® dem einfachen Viereck eigentiim-
lich sind und fiir das vollstindige Vier-
eck keine Bedeutung haben, da ja bei
diesem alle vier Ecken und seine drei
Paare Gegenseiten als gleichwertig ange-
sehen werden sollten.

Ferner ist klar, daB mit den drei
betrachteten einfachen Vierecken abcd,
abdc, acbd auch die einfachen Vierecke
erschopft sind, die man aus dem voll-
stindigen Viereck abcd entnehmen kann.
Zunichst ist es nimlich offenbar gleich-
giiltig, welche Ecke man als Anfangsecke
des einfachen Vierecks verwendet, und man
darf daher an der Ecke a als erster Ecke
festhalten. Man konnte also hochstens
so viel einfache Vierecke mit den Ecken
a, b, ¢, d erwarten, als verschiedene An-
ordnungen der drei letzten Ecken b, ¢, d
moglich sind. Das sind aber sechs An-
ordnungen. Doch liefern von diesen sechs
Anordnungen immer zwei solche Anord-
nungen, von denen die eine die bloBe Um-
kehrung der anderen ist, einen und den-
selben geschlossenen Linienzug nur mit
verschiedenem Umlaufssinne und somit, da
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es hier auf den Umlaufssinn nicht ankommt, dasselbe einfache Viereck.
Es lassen sich also tatsichlich aus einem vollstindigen Viereck abed nur
die drei einfachen Vierecke abed, abdc, acbd ableiten.

Das vollstindige Vierseit. Dem Begriff des vollstindigen Vierecks
steht der Begriff des vollstindigen Vierseits dualistisch gegeniiber:

Sind 4, B, G, D vier
Stibe einer Ebene (vgl
Figur 55), so bezeichnet
man den Inbegriff der
vier Geraden A, B, C, D
nebst thren sechs Schnitt-
punkten als das ,,vollstin-
dige Vierseit ABCD“
und nennt die vier Ge-
raden 4, B, C, D die vier
Seiten des vollstindi-
gen Vierseits ABCD
und die sechs Schnitt- Fig. 55.
punkte dieser vier Seiten, das heiit die sechs Punkte

[D4]), [DB], [DC), [BC], [C4], [4B],

die sechs Ecken des vollstindigen Vierseits. Diese gruppieren sich
zu drei Paaren (tegenecken, indem man immer zwei solche Ecken
des vollstindigen Vierseits als Gegenecken auffassen kann, welche nicht
derselben Seite des Vierseits angehoren. DemgemiB ergeben sich die
folgenden drei Paare von (egenecken:

[DA] und [BC], [DB] und [CA4], [DC] und [AB)].

Die Verbindungslinien
E, F, G

dieser drei Paare Gegenecken heilen die drei Nebenseiten des voll-
stindigen Vierseits und ihre drei Schnittpunkte, das heiBt die drei

Punkte
[FGl, [GE], [EF],

die drei Nebenecken des vollstindigen Vierseits.

Das einfache Vierseit. Man gelangt von dem Begriff des vollstindigen
Vierseits ABCD zu dem Begriff des ,einfachen Vierseits® wieder da-
durch, daB man eine bestimmte Art der Aneinanderreihung der vier

GraBmann, Projektive Geometrie d. Ebene. I. 6
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Seiten 4, B, C, D des Vierseits vorschreibt, niamlich entweder in der
Reihenfolge A BCD oder in der Reihenfolge A BDC oder endlich in der
Reihenfolge ACBD mit der Bestimmung, daB als Ecken des einfachen
Vierseits nur diejenigen vier Schnittpunkte der vier Seiten des Vierseits
aufgefaBt werden sollen, die man erhilt, wenn man immer zwei durch die
angegebene Anordnung als ,Nachbarseiten charakterisierte Seiten zum
Schnitt bringt, wobei die letzte Seite zugleich als zur ersten Seite be-
nachbart zu gelten hat. Man wird dann ferner zwei Seiten des einfachen
Vierseits, die einander nicht benachbart sind, deren Buchstaben also in dem
Symbol des einfachen Vierseits (A BCD oder ABDC oder 4CBD) durch
einen Buchstaben getrennt sind, als ,Gegenseiten® des einfachen Vier-
seits bezeichnen kénnen. Es ergeben sich auf diese Weise zwei Paare
von Gegenseiten des einfachen Vierseits. Die beiden ,Schnittpunkte
der Gegenseiten® des einfachen Vierseits entsprechen dabei dualistisch
den ,Diagonalen des einfachen Vierecks.

Von den vier Ecken das einfachen Vierseits bezeichnet man wieder
zwei Ecken dann als ,Gegenecken® wenn sie nicht derselben Seite des
Vierseits angehtren. Man erhdlt demgem#B beim einfachen Vierseit ent-
sprechend den beiden Paaren Gegenseiten auch zwei Paare Gegenecken.
Die Verbindungslinien dieser beiden Paare Gegenecken nennt man
die beiden ,Diagonalen des einfachen Vierseits; und es werden daher
beim .einfachen Vierseit zwei von den drei Nebenseiten des vollstindigen
Vierseits zu ,Diagonalen®, wihrend die dritte als ,Verbindungslinie
der Schnittpunkte der Gegenseiten® bezeichnet werden kann. Von
den drei Nebenecken des vollstindigen Vierseits wird infolgedessen durch
den Ubergang zum einfachen Vierseit eine Nebenecke als ,Diagonalen-
schnittpunkt® ausgezeichnet.

So sind bei dem einfachen Vierseit
ABCD die vier Punkte 4B, BC, CD,
DA die Ecken, und zwar die Punktpaare
AB und CD, BC und DA die beiden
Paare (egenecken, ihre Verbindungs-
linien

AB-CD= G uwnd BC-D4=FE

die Diagonalen und deren Schnittpunkt
GE der Diagonalenschnittpunkt. Ferner
bilden die Seitenpaare 4 und C, B und
D die beiden Paare Gegenseiten, und ihre
Schnittpunkte AC und BD konnen *daher
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als Schnittpunkte der Gegenseiten des einfachen Vierseits bezeichnet werden
(vgl. Figur 56).%)

Bei dem einfachen Vierseit A BDC dagegen sind die Punkte A4 B,
BD, DC, CA die Ecken, und zwar die Punktpaare AB und DC, BD
und C4 die beiden Paare Gegenecken,
ihre Verbindungslinien

AB-DC=@G und

BD.-CA=F
die Diagonalen und deren Schnittpunkt
F @G der Diagonalenschnittpunkt. Ferner
stellen die Seitenpaare 4 und D, B
und C die beiden Paare Gegenseiten
dar, so daB ihre Schunittpunkte 4D
und BC als Schnittpunkte der Gegen-
seiten des einfachen Vierseits zu gelten
haben (vgl. Figur 57).

Bei dem einfachen Vierseit ACBD
endlich sind die Punkte AC, CB, BD,
DA die Ecken, und zwar die
Punktpaare AC und BD, OB
und D 4 die beiden Paare Gegen-
ecken, ihre Verbindungslinien

AC-BD=F und

CB-DA=E
die Diagonalen und deren
Schnittpunkt EF der Diago-
nalenschnittpunkt. Ferner sind
die Seitenpaare 4 und B, C
und D als die beiden Paare
Gegenseiten und ihre Schnitt-
punkte 4B und CD daher als Schnittpunkte der Gegenseiten des ein-
fachen Vierseits zu bezeichnen (vgl. Figur 58).

- Auch hier kann man bemerken, daB die Begriffe ,Diagonalen®,
»,Nachbarseiten und ,Gegenseiten® dem emfachen Vierseit eigentiimlich
sind und fiir das vollstiindige Vierseit gar keine Bedeutung haben.

1) In dieser und den beiden folgenden Figuren sind die Seiten durch voll
ausgezogene Linien, die Ecken durch kleine volle Kreise, die Diagonalen durch ge-
strichelte Linien, der Diagonalenschnittpunkt durch einen groBen vollen Kreis, die
Schnittpunkte der Gegenseiten durch kleine leere Kreise, ihre Verbindungslinie durch

6!8
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Weiter sind wieder mit den drei betrachteten einfachen Vierseiten
ABCD, ABDC, ACBD auch die einfachen Vierseite erschopft, die man
aus dem vollstindigen Vierseit 4 BCD entnehmen kann.

Abschnitt 9.

Das Biischel von Kurven zweiter Ordnung
und die Schar von Kurven zweiter Klasse fiir den Fall reeller
Grundpunkte und Grundgeraden.®)

Neue Art der Erceugung einer Kurve zweiter Ordnung. Man kann zu
den Kurven zweiter Ordnung und zweiter Klasse auch auf einem anderen
Wege gelangen, als es im siebenten Abschnitt geschehen ist.

Es seien in der Ebene vier feste Punkte a, b, ¢, d gegeben, die aber
nicht alle in derselben geraden Linie liegen.

Dann frage man nach denjenigen Punkten z der Ebene, fiir die der
Strahlwurf [za], [2b], [z¢c], [xd] ein gegebenes Doppelverhiltnis g besitzt,
welche also der Gleichung geniigen?):

1) [xa-zc] [xa-2d]

(e =b] [md - wb] 9"
Das Doppelverhiltnis auf der linken Seite dieser Gleichung 148t sich nach
dem Vorbilde von Seite 57 umformen, wodurch die (leichung die Gestalt
annimmt:

[zac]  [zad]
@) (et (wds] ~ -

Hierfiir aber kann man auch schreiben:

3) [zac][zdb] — g[zad][xcb] = 0.

Dieser Gleichung miissen alle Punkte x gentigen, von denen aus die vier
Punkte @, b, ¢, d durch einen Strahlwurf mit dem Doppelverhiltnis g
projiziert werden.

eine strichpunktierte Linie kenntlich gemacht. Ferner ist jedesmal derjenige ge-
schlossene Linienzug stark gezeichnet, der sich ergibt, wenn man einer jeden -Seite
des einfachen Vierseits dasjenige Linienstiick entnimmt, das zwischen den beiden ihr
angehbrenden Ecken des einfachen Vierseits gelegen ist.

1) Im zweiten Bande dieses Buches wird die Untersuchung des Biischels von
Kurven zweiter Ordnung und der Schar von Kurven zweiter Klasse unter Beseitigung
der Beschrinkung auf reelle Grundpunkte und Grundgeraden im Zusammenhang mit
einer ausfithrlichen Bebhandlung der Kegelschnitte von neuem aufgenommen werden.

2) In dem soeben ausgeschlossenen Falle, wo die vier Punkte a, b, ¢, d in einer
Geraden liegen, wiirde die Gleichung (1) entweder durch jeden Punkt x der Ebene
erfiillt werden, (nimlich dann, wenn das Doppelverhdltnis des Punktwurfs a, b, ¢, d
selbst den Wert g besitzt), oder aber nur durch die Punkte jener Geraden.
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Sicher wird die Gleichung (3) nicht durch alle Punkte # der Ebene
erfiillt, und da sie iiberdies eine Zahlgleichung ist, die in bezug auf z
vom zweiten Grade ist, so stellt sie nach Seite 71 eine Kurve zweiter
Ordnung dar. Ferner folgt aus ihrer Form sogleich, daB diese Kurve
durch die vier Punkte a, b, ¢, d hindurchgeht. Denn setzt man 2 gleich
irgendeinem dieser vier Punkte, oder auch gleich dem Produkte eines
Zahlfaktors mit einem dieser vier Punkte, so verschwinden die beiden
Glieder der linken Seite von (3) einzeln, weil in jedem Gliede sicher
eins von seinen beiden dreifaktorigen Punktprodukten zwei gleiche Faktoren
enthilt.

Man kann noch hinzufiigen: Liegen von den vier Punkten a, b, ¢, d
drei Punkte, etwa die drei Punkte a, b, ¢, in einer Geraden, so zerfillt
die Kurve zweiter Ordnung in ein Linienpaar. Die eine von den beiden
Geraden dieses Linienpaares ist die Gerade der drei Punkte a, b, ¢; denn
fiir die Punkte z dieser Geraden wird das Doppelverhiltnis auf der
linken Seite von (1) oder (2) unbestimmt. Die andere Gerade ist die Ver-
bindungslinie des vierten Punktes d mit dem-
jenigen Punkt s der Geraden abc, der mit den
drei Punkten a, b, ¢ einen Punktwurf a, b, ¢, s
vom Doppelverhiltnis g bildet (vgl. Figur 59).

Diese Ergebnisse lassen sich in dem Satze
darstellen :

Satz 54: Der geometrische Ort aller
derjenigen Punkte einer Ebene, von
denen aus vier nicht in gerader Linie liegende Punkte dieser
Ebene durch einen Strahlwurf von gegebenem Doppelverhdltnis
projiziert werden, ist eine Kurve zweiter Ordnung, die durch
jene vier Punkte hindurchgeht. Diese Kurve zerfdllt in ein
Linienpaar, sobald drei von den vier Punkten in einer Geraden
liegen.

Fig. 59.

Das Biischel von Kurven zweiter Ordnung mit vier reellen Grund-
punkten. Denkt man sich das bisher als fest gegeben angenommene Doppel-
verhiltnis g verdnderlich, so stellt die Gleichung (3) das ganze ,Biischel
von Kurven zweiter Ordnung® dar, welche durch die vier Punkte a,
b, ¢, d, die Grundpunkte des Biischels, hindurchgehen (vgl. Figur 60). Jeder
von diesen Kurven kommt ein besonderer Wert des Doppelverhiltnisses g
zu. Dieses Doppelverhiltnis kann daher das Doppelverhiltnis der Kurve zweiter
Ordnung in beeuy auf die vier Grundpunkte des DBiischels genannt werden.
Um dies Doppelverhiltnis und damit die Kurve zweiter Ordnung festzu-
legen, kann man die Forderung stellen, daB die Kurve noch durch einen
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fiinften Punkt e hindurchgehen solle. Der
Parameter g dieser Kurve zweiter Ordnung
muB dann der Gleichung geniigen:

(4) [eac][edb] — g[ead][ecdb] = O;

aus ihr aber und der Gleichung (3) folgt

durch Elimination von g die Gleichung

®) [[xac][xdb] [zad)][xecb] _
[eac]l[edb] [ead][ecb]

als Gleichung einer Kurve sweiter Ordnumg,

die durch die fiinf Punkte a, b, ¢, d, e hin-

durchgeht.

In dem oben erwihnten Sonderfalle, wo
drei von den vier Punkten a, b, ¢, d in einer
Geraden liegen, besteht das Kurvenbiischel
(3) aus lauter zerfallenden Kurven zweiter Ordnung.

In jedem Falle aber gehdren' dem Kurvenbiischel (3) drei zer-
fallende Kurven zweiter Ordnung an, die den Parameterwerten 0, oo, 1
entsprechen. Denn fiir § = 0 nimmt die quadratische Gleichung (3) die
Form an:

(6) [xac] [xdb] =0,
zerlegt sich also in die beiden linearen Gleichungen
[zac] =0 wund [zdb]=0
und stellt somit das durch die beiden Stibe [ac] und [db] bestimmte

Linienpaar dar.
Andererseits geht die Gleichung (3) fiir g = oo iiber in die Gleichung

Fig. 60.

(M) [zad) [xeb] — 0
die Kurve zweiter Ordnung zerfillt also in das Linienpaar der Stibe [ad]
und [¢b].

Fiir g = 1 endlich nimmt die quadratische Gleichung (3) die Form an:
*) [zac] [zdb] — [zad] [zcb] = 0.

DaB auch diese Gleichung ein Linienpaar darstellt, erkennt man am
besten mit Hiilfe der Identitit (24) des vierten Abschnitts; denn nach
dieser ist die linke Seite der Gleichung (*) gleich [zab] [zdc], die Glei-
chung (¥) verwandelt sich daher in

(8) [zab] [zdc] =0
und ist also die (leichung des Linienpaares der Stibe [ab] und [dc].

Man erkennt, daB die so gewonnenen drei Linienpaare, die in dem
Biischel von Kurven zweiter Ordnung als zerfallende Kurven enthalten
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sind, gerade die drei Paare Gegenseiten des vollstindigen Vierecks sind,
das die vier Grundpunkte a, b, ¢, d des Biischels zu Ecken hat. Man
kann daher dem gewonnenen Ergebnis die folgende Fassung geben:

Satz 55: Liegen von den vier Grundpunkten a, b, ¢, d eines
Biischels von Kurven zweiter Ordnung keine drei in einer
Geraden, so enthdlt das Biischel drei in ein Linienpaar zer-
fallende Kurven zweiter Ordnung. Dieselben sind nichts anderes
als die drei Paare Gegenseiten des vollstindigen Vierecks abcd.

Neue Art der Erzeugung einer Kurve zweiter Klasse. Es seien in der
Ebene vier Stibe 4, B, C, D gegeben, deren Geraden nicht alle durch
einen und denselben Punkt gehen. Dann frage man nach denjenigen
Geraden U der Ebene, fiir welche der Punktwurf [UA], [UB], [UC},[UD)
ein gegebenes Doppelverhiltnis g besitzt, welche also der Gleichung geniigen?):
©) [U4-UC] [UA-UD] _ ;

[UC-UB] [UD- UB]
Das Doppelverhiltnis auf der linken Seite dieser Gleichung 148t sich nach
Formel (39) des dritten Abschnitts umformen, wodurch die Gleichung die
Gestalt annimmt:

UAC) [UAD
10 i R
Hierfiir aber kann man auch schreiben:
(11) [UACI[UDB]—g[UAD][UCB]}=0.

Dieser Gleichung miissen "alle Geraden U geniigen, welche die vier
Geraden A, B, C, D in einem Punktwurfe mit dem Doppelverhiltnis g
schneiden.

Und da dies sicher nicht fiir jede Gerade U der Ebene zutrifft, und
die Gleichung (11) in bezug auf U eine Zahlgleichung zweiten Grades ist,
so stellt sie (nach Seite 75) eine Kurve zweiter Klasse dar. Und
dieser Kurve miissen die Geraden der vier Stibe 4, B, C, D als Tangenten
angehdren. Denn setzt man U gleich irgendeinem dieser vier Stibe oder
auch gleich dem Produkte eines Zahlfaktors mit einem dieser vier Stébe,
so verschwinden die beiden Glieder der linken Seite von (11) einzeln, weil
in jedem Gliede sicher eins von seinen beiden dreifaktorigen Stabprodukten
zwei gleiche Faktoren enthilt.

1) In dem soeben ausgeschlossenen Falle, wo die vier Geraden der Stibe 4, B,
C, D alle durch einen und denselben Punkt gehen, wiirde die Gleichung (9) ent-
weder durch jeden Stab U der Ebene erfiillt werden, (niimlich dann, wenn das Doppel-
verhiiltnis des Strahlwurfs 4, B, C, D selbst den Wert g besitzt), oder aber nur
durch die Strahlen desjenigen Strahlbiischels, dessen Scheitel der gemeinsame Punkt
jener vier Geraden ist.
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Man kann noch hinzufiigen: Gehen von den Geraden der vier Stibe
A, B, C, D drei Geraden, etwa die Geraden der drei Stibe 4, B, C,
durch einen und denselben Punkt hindurch, so zerfillt die Kurve zweiter
Klasse in ein Pumktpaar. Der eine Punkt dieses Punktpaares ist der
Punkt, durch den die Geraden der Stibe 4, B, C hindurchgehen; denn
fiir die Strahlen U des Strahlbiischels, das diesen Punkt zum Scheitel
hat, wird das Doppelverhiltnis auf der linken Seite von (10) unbestimmt.
Der andere Punkt ist der Schnittpunkt
der Geraden des vierten Stabes D mit
demjenigen Strahle S des Strahlbiischels
A+ IB, der mit den drei Strahlen
A, B, C einen Strahlwurf 4, B, C, S vom
Doppelverhiltnis g bildet (vgl. Figur 61).

Die gewonnenen Ergebnisse lassen
sich in dem Satze zusammenfassen:

Satz 56: Die Hiillkurve aller
derjenigen Geraden einer Ebene,
welche. vier nicht durch einen
Punkt gehende feste gerade Linien
dieser Ebene in einem Punktwurfe
von gegebenem Doppelverhiltnis
schneiden, ist eine Kurve zweiter
Klasse, welche jene vier festen Geraden zu Tangenten hat.
Diese Kurve zerfillt in ein Punktpaar, sobald drei von den vier
festen Geraden durch einen und denselben Punkt gehen.

Die Schar von Kurven zweiter Klasse mit vier reellen Grumdgeraden.
Denkt man sich jetzt wieder das Doppelverhiltnis g verdnderlich, so stellt
die Gleichung (11) die ganze ,Schar von Kurven zweiter Klasse®
dar, welche die vier Geraden 4, B, C, D, die Grundgeraden der Schar, zu
Tangenten haben (vgl. Figur 62). Jeder von diesen Kurven kommt ein
besonderer Wert des Doppelverhéltnisses g zu. Dieses Doppelverhiltnis
kann daher das Doppelverhilinis der Kurve zweiter Klasse in - bezuy
auf die vier Grundgeraden der Schar genannt werden. Um dieses Doppel-
verhiltnis und damit die Kurve zweiter Klasse festzulegen, kann man die
Forderung stellen, die Kurve solle noch eine fiinfte Gerade E beriihren.
Der Parameter g dieser Kurve zweiter Klasse muB dann der Gleichung
geniigen:

(12) (FEACI[EDB]|—g[EAD]{ECB]=0;
aus ihr aber und der Gleichung (11) folgt durch Elimination von g die
Gleichung
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[UAC][UDB], [UAD][UCB]
[EAC](EDB], [EAD][ECB]

als Gleichung einer Kurve zweiter Klasse, welche die fiinf Geraden A, B,
C, D, E zu Tangenten hat. [as]

In dem oben erwihnten
Sonderfalle, wo drei von den
vier (eraden der Stibe 4, B,
C, D durch einen und denselben
Punkt gehen, besteht die Kurven-
schar (11) aus lauter zerfallen-
den Kurven zweiter Klasse.

In jedem Falle aber gehiren
der Kurvenschar (11) drei zer-
fallende Kurven zweiter Klasse
an, die den Parameterwerten O,
oo, 1 entsprechen. Denn fiir
g =0 nimmt die quadratische
Gleichung (11) die Form an:
(14) [UAC][UDB]=0,
zerlegt sich also in die beiden
linearen Gleichungen
[UAC])=0 und [UDB]=0
und stellt somit das aus den
beiden Punkten [ 4 ('] und [ D B]
bestehende Punktpaar dar.

Andererseits geht die Glei-
chung (11) fiir g = oo iiber in [45]
die Gleichung

(13) =0

(15) [(UAD][UCB] = 0;
die Kurve zweiter Klasse zerfillt also in das Punktpaar der Punkte [4.D]
und [CB].

Fiir g = 1 endlich nimmt die quadratische Gleichung (11) die Form an:
* [UACI[UDB] —[UAD)[UCB] = 0.

DaB auch diese Gleichung ein Punktpaar darstellt, erkennt man mittelst
der Identitdt (25) des vierten Abschnitts; denn nach' dieser ist die linke
Seite der Gleichung (*) gleich [UAB][UDC], die Gleichung (*) ver-
wandelt sich daher in

(16) [UAB][{UDC} =0
und ist also die Gleichung des Punktpaares der Punkte [AB] und [DC].
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Nun bilden aber die so gewonnenen drei’ Punktpaare, welche der
Schar von Kurven zweiter Klasse als zerfallende Kurven angehoren, gerade
die drei Paare Gegenecken des vollstindigen Vierseits, das die Grundgeraden
A, B, C, D der Schar zu Seiten hat. Man hat also den Satz:

Satz 57: Gehen von den vier Grundgeraden 4, B, C, D einer
Schar von Kurven zweiter Klasse keine drei durch einen und
denselben Punkt hindurch, so enth#élt die Schar drei in ein
Punktpaar zerfallende Kurven zweiter Klasse. Dieselben sind
nichts anderes als die drei Paare Gegenecken des vollstindigen
Vierseits ABCD. V

Abschnitt 10.
Die Siitze von Pascal und Brianchon.

Eine dritte Form fiir die Gleichung einer Kurve zweiter Ordnung und
zweiter Klasse erhélt man, wenn man die in den Figuren 45 und 44 ge-
gebene Konstruktion zweier projektiven Strahlbiischel und Punktreihen

analytisch darstellt.

Das assoziative Gesetz bei gewissen planimetrischen Produlten. Wir
schicken einige allgemeine Eigenschaften planimetrischer Produkte voraus,
Zundichst mogen die beiden Formeln bewiesen werden:
(1) [(ABcd] =[A(B-cd)] und
@ [abCD] = [a(b - CD)],
in denen wie gewShnlich die kleinen Buchstaben Punkte, die groBen Buch-
staben Stéibe bedeuten, und wo wie bisher dem Multiplikationspunkt zu-
gleich die Kraft einer Klammer beigelegt ist, so da zum Beispiel in der
Formel (1) rechter Hand innerhalb der runden Klammer der Stab B mit
dem Punktprodukte [e¢d] zu multiplizieren ist, wihrend auf der linken
Seite das Stabprodukt [4B] zuerst mit dem Punkt ¢ zu multiplizieren
ist und das erhaltene Produkt mit dem Punkt d. '

Der Beweis der Formel (1) li8t sich folgendermaBen fiihren: Maﬁ
setze zur Abkiirzung [AB]—s,
so wird nach der Formel (36) des zweiten Abschnitts die linke Seite
vor (1 [4Bed] = [sed] — [s(cd)],
oder wenn man wieder fiir s seinen Wert substituiert,

[ABcd] = [AB(cd)]
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oder nach der Formel (27) des dritten Abschnitts
1) [ABed] = [A(B - cd)].

Ebenso beweist man die Formel (2).

Die Reduktionsregel fir planimetrische Produkte. Fine weitere wich-
tige Eigenschaft planimetrischer Produkte bezieht sich auf Produkte von
der Form [abC] und [ABc].Y) Wir erdrtern zuerst die Frage, unter
welchen Bedingungen ein Produkt von der Form [adC] verschwinden kann.

FaBt man in dem Produkte [ad(] der Deutlichkeit halber das Pro-
dukt seiner beiden ersten Faktoren noch durch eine besondere Klammer
zusammen, schreibt es also in der Form [(ab)C], so sieht man, daB dieses
Produkt dann und nur dann gleich Null ist, wenn entweder [ab] =0 oder
C =0 ist (oder auch beides zugleich zutrifft), oder endlich (vgl. Satz 23),
wenn die Gerade des Stabes [ab] mit derjenigen des Stabes €' zusammen-
fillt, das heiBt, wenn sich der Stab [ab] von dem Stabe C hochstens
um einen Zahlfaktor unterscheidet, so daB also

[ab] = gC
ist, unter g ein Zahlfaktor verstanden, wofiir wir auch schreiben wollen:
[ab]=C,

(gelesen @ mal b kongruent C).

Es ist aber [ab] dann und nur dann gleich Null, wenn @ = 0 oder
b =0 (oder auch beides zugleich der Fall ist), oder endlich wenn die
Punkte @ und b zusammenfallen, das heiBt, wenn die Punkte a und b bis
auf einen Zahlfaktor einander gleich sind, wofiir wir auch schreiben:

a=Db.

Hieraus folgt: FEs st das Produkt [abC] dann wnd nur dann null,
wenn entweder a = 0 oder b = 0 oder C = 0 oder a = b oder [ab] = C, oder
wenn zwei oder mehr von diesen Bedingungen gleichzeitig erfiillt sind.

Hieran kann man die Frage kniipfen, in welchem Falle sich ein nicht
verschwindendes Produkt [ad (] (vielleicht von einem Zahlfaktor ab-
gesehen) auf seinen ersten oder seinen zweiten Faktor reduzieren liBt.

Da nach der Voraussetzung [abC]==0 ist, so sind nach dem Vor-
hergehenden die Faktoren a¢ und & wirkliche Punkte und nicht etwa
gleich Null; ebenso ist C ein nicht verschwindender Stab. AuBerdem
fallt @ nicht mit b, und die Gerade des Stabes [ab] fillt nicht mit der
Geraden des Stabes C' zusammen.

1) Vgl. hierzu die Anmerkungen von G. Scheffers in H. GraBmanns ge-
sammelten mathematischen und physikalischen Werken, Bd. 2, Teil 1 (1904),
Seite 376 f.
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Das Produkt [abC] stellt dann den Schnittpunkt der Geraden des
Stabes [ab] mit der von ihr verschiedenen Geraden des Stabes C dar.

Eine Reduktion des Produktes [abC] auf einen seiner beiden Punkt-
faktoren, oder doch auf einen Punkt, der mit einem von diesen beiden
Faktoren zusammenfillt, tritt dann und nur dann ein, wenn der Schnittpunkt
jener beiden Geraden mit einem dieser beiden Punktfaktoren identisch ist, das
heiBt, wenn C durch a oder b hindurchgeht, und das Produkt ist dann
beziehlich =a oder =b. Dabei kann in diesem Falle nicht auch der
andere Faktor mit dem Stabe C vereint liegen; denn sonst wiirde ja die
Voraussetzung nicht erfiillt sein, daB die Gerade des Stabes [ab] mit der
Geraden des Stabes C nicht zusammenfallen soll. Umgekehrt sind die
beiden oben fiir ein nicht verschwindendes Produkt [ab(C] gefundenen Be-
dingungen, daB @ nicht mit b zusammenfallen, und daB die Gerade des
Stabes [ab] nicht mit der Geraden des Stabes C identisch sein darf, von
selbst erfiillt, wenn man fordert, der Stab C solle, wenn er durch o geht,
nicht auch zugleich durch b gehen, und wenn er durch b geht, nicht auch
zugleich durch a gehen.

Ganz entsprechende Ergebnisse findet man fiir ein Produkt von der
Form [AB¢]. Man hat also den Satz:

Satz 58: Reduktionsregel fiir planimetrische Produkte. Ein
planimetrisches Produkt [¢bC] aus zwei nicht verschwindenden
Punktfaktoren @ und b und einem nicht verschwindenden Stab-
faktor C und ebenso ein planimetrisches Produkt [4Bc¢] aus
zwel nicht verschwindenden Stabfaktoren 4 und B und einem
nicht verschwindenden Punktfaktor ¢ ist dann und nur dann
mit dem ersten oder zweiten Faktor kongruent, wenn dieser,
nicht aber der andere Faktor, mit dem dritten Faktor ver-
eint liegt.

Nach diesen Vorbereitungen wenden wir uns unserer eigentlichen
Aufgabe zu, aus den in den Figuren 45 und 44 gegebenen Konstruktionen
zweier projektiven Strahlbiischel und Punktreihen eine Gleichung fiir die
von ihnen erzeugte Kurve zweiter Ordnung und Klasse abzuleiten.

Darstellung zweier projektiven Strahlbiischel durch planimetrische Pro-
dukte. Man ersetze zunichst in der Figur 45

die Buchstaben s, Gy, a, Gy, s,
durch die Buchstaben a, B, ¢, D, e
Dabei ist ¢=[BD], und es geht (vgl. Seite 67) die Gerade BB nicht durch

aund D nicht durch e. AuBerdem bezeichne man noch einen einstweilen
beliebig angenommenen Punkt der Ebene mit z (vgl. Figur 63). Dann 14Bt
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sich ein beliebiger Strahl U, des Strahl-
biischels mit dem Scheitel ¢ durch das
Produkt

3) U, = [za]

ausdriicken; der entsprechende Punkt der
zu diesem Strahlbiischel perspektiven
Punktreihe mit dem Triger B durch
das Produkt [zaB],

und der zugeordnete Strahl U des zu
dieser Punktreihe wieder perspektiven €
Hiilfsstrahlbiischels mit dem Scheitel &
durch das Produkt

U =[zaDBh];
ferner der entsprechende Punkt der zu

diesem Strahlbiischel abermals perspek-
tiven Punktreihe mit dem Triiger D durch das Produkt

[xaBhD];
endlich der entsprechende Strahl U, des zu dieser Punktreihe perspektiven
Strahlbiischels mit dem Scheitel ¢ durch das Produkt
(4) U, = [raBhDe].
Dieses Strahlbiischel mit dem Scheitel ¢ ist dann vermdge der Punktreihe B,
des Hiilfsstrahlbiischels # und der Punktreihe D projektiv auf das Strahlbiischel
mit dem Scheitel a bezogen, wobei iibrigens nach Seite 67 der Scheitel % des
Hiilfsstrahlbiischels weder der Geraden B noch der Geraden D angehért.

Fig. 63.

Ubergang ou dem Erzeugnis zweier projektiven Strahlbiischel. Soll
jetzt der urspriinglich beliebig angenommene Punkt z des Strahles
U, = [za] des Strahlbiischels mit dem Scheitel @ zugleich dem zugeordneten
Strahle U, des projektiven Strahlbiischels mit dem Scheitel ¢ angehoren, so
muB er der Gleichung [Uya] =0

Gentige leisten, die man wegen (4) auch in der Form schreiben kann:
() [raBhDex] = 0.
Diese Gleichung aber ist in bezug auf z eine Zahlgleichung zweiten Grades,

und da sie iiberdies, wie man sich leicht iiberzeugt, auch nicht durch
jeden Puukt 2 der Ebene erfiillt wird?), so zeigt sie von neuem, daB das

1) Dies ist ausfihrlich bewiesen in der Ausdehnungslehre meines Vaters vom
Jahre 1862, Nr. 323 (H. GraBmanns gesammelte mathematische und physikalische
Werke, Bd. 1, Teil 2 (1896), S. 196).
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Erzeugnis zweier projektiven Strahlbiischel eine Kurve zweiter Ordnung
ist (vgl. Seite 71).

Ubrigens kann man der Gleichung (5) mit Riicksicht auf ihre geo-
metrische Bedeutung natiirlich auch die Gestalt verleihen:
(6) [teDhBazx] =0,

welche aus (D) dadurch hervorgeht, daB man in ihr die Reihenfolge aller
Faktoren der linken Seite umkehrt.

Man kann dann leicht auBer dem Punkt x noch fiinf weitere Punkte
angeben, die auf der durch die Gleichungen (5) oder (6) dargestellten
Kurve zweiter Ordnung liegén miissen. '

Erstens ndmlich gehort ihr der Scheitel a des ersten Strahlbiischels
an. Denn es wird fiir # = a bereits das Produkt

[za] =0
folglich verschwindet fiir # = a auch die linke Seite von (5).
Zweitens enthilt sie aber auch den Scheitel ¢ des zweiten Strahl-
biischels. Denn fiir £ = ¢ wird das Produkt

[ze] =0,
es verschwindet also fiir 2 = ¢ die linke Seite von (6).
Drittens liegt auf ihr der Punkt
z=c={BD].
Zunichst tiberzeugt man sich leicht, daB der Punkt
[ca BhD]
mit dem Punkt ¢ zusammenfillt. Dies ist schon geometrisch klar, folgt
aber auch analytisch ohne Schwierigkeit durch zweimalige Anwendung der
Reduktionsregel (Satz 58). Da niéimlich der Punkt ¢, nicht aber der Punkt
a, der Geraden B angehort, so wird nach der Reduktionsregel das Produkt
[caB]l=c¢,
[ca BRD] = [¢hD].
Da aber auch andererseits der Punkt ¢, nicht aber der Punkt , der Ge-
raden D angehort, so wird wieder nach der Reduktionsregel
(¢chD] =e,
[ca BhD]=c.
Die linke Seite von (5) nimmt also fiir 2 = ¢ (abgesehen von einem von
Null verschiedenen Zahlfaktor) die Form [cec] an und verschwindet somit

nach den Grundformeln (41) des zweiten Abschnitts. Folglich gehort
wirklich auch der Punkt ¢ der Kurve zweiter Ordnung an.

also das Produkt

also auch
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Viertens gilt dasselbe von dem Punkt

[ah D] = b;

[baBhD]

fillt, wie geometrisch sofort einleuchtet, mit dem Punkt b zusammen,?)
so daB fiir x = b die linke Seite von (5) (von einem von Null verschie-
denen Zahlfaktor abgesehen) die Form [beb] erhdlt und also ebenfalls
verschwindet. Endlich liegt aber

fiinftens auch der Punkt

[ehB]l=d
auf der Kurve zweiter Ordnung, was man ebenso wie bei dem Punkt b
auf Grund der Gleichung (6) beweist.

Man hat also den Satz:

Satz 59: Bezieht man ein Strahlbtischel mit dem Scheitel
vermittelst der Punktreihe vom Tréger B, des Hiilfsstrahl-
biischels vom Scheitel # und der Punktreihe vom Tréger D
projektiv auf ein Strahlbiischel mit dem Scheitel ¢, so 1iBt
sich die von den projektiven Strahlbiischeln a und e erzeugte
Kurve zweiter Ordnung durch die Gleichung darstellen

[xaBhDezx] =0,
in der « den laufenden Punkt der Kurve bedeutet. Diese Kurve
zweiter Ordnung geht auBer durch die Punkte ¢, a und ¢ =[BD]
auch noch durch die Punkte
b=[ahD] und d=[ehDB]
hindurch, in welche der Scheitel » des Hiilfsstrahlbiischels von
den Scheiteln a und e der beiden die Kurve erzeugenden Strahl-
biischel beziehlich auf die Triger D und B der beiden Hiilfs-
punktreiben projiziert wird.

denn der Punkt

Das Pascalsche Sechseck. Aus diesem Satze kann man einen wich-
tigen allgemeinen Satz iiber Kurven zweiter Ordnung herleiten, wenn man
noch beriicksichtigt, daB, wie spiter gelegentlich gezeigt werden wird, auch
umgekehrt jede Kurve zweiter Ordnung als geometrischer Ort der gemein-
samen Punkte entsprechender Strahlen zweier projektiven Strahlbiischel
dargestellt werden kann.

Denkt man sich nimlich an Stelle der fiinf Elemente a, B, &, D, ¢,
welche unsere Kurve zweiter Ordnung bestimmen, die fiinf Punkte

a, b, ¢, d, e

1) Ubrigens 148t sich dies auch wieder leicht analytisch durch zweimalige An-
wendung der Reduktionsregel beweisen-
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gegeben, durch die sie nach Satz 59 hindurchgeht, so kann man ihre
Gleichung ebenso leicht finden. Man hat nimlich nur die oben benutzten
HiilfsgréBen B, D, h durch die fiinf Punkte a, b, ¢, d, ¢ auszudriicken,

wodurch sich ergibt B = [cd]
— [be]
h=1lab - de],

und diese Werte in die Gleichung (5) einzusetzen. Dadurch erhdlt man

an Stelle derselben die Gleichung

) [za(cd)(ab - de)(be)ex] = 0,

und dieser kann man, wenn man beriicksichtigt, daB die Produkte
[za(cd)(ab - de)] und [bc]

zwei Stibe darstellen, wegen (1) auch die Gestalt geben:

(8) [(za - cd)(ab - de)(bc - ex)] =0,

in welcher sie eine wichtige Eigenschaft ausdriickt, die einem jeden einer

Kurve zweiter Ordnung eingeschriebenen Sechseck zukommt. Betrachtet

man nimlich das ,einfache“ Sechseck abcdex, das man erhilt, wenn man

die sechs Punkte a, b, ¢, d, ¢,z in dieser Reihenfolge miteinander verbindet

und den erhaltenen Linienzug schlieBt, so kann man in ihm die Seiten-

paare xza und cd

ab und de
bec und ex

als die drei Paare Gegenseiten bezeichnen. Die drei Faktoren auf der
linken Seite von (8) stellen also die drei Schnittpunkte der drei Paare
Gegenseiten des einfachen Sechsecks dar, und die Gleichung (8) sagt aus,
daB diese drei Schnittpunkte in einer Geraden liegen.

Aber auch umgekehrt besteht fiir ein einfaches Sechseck abcdex,
dessen drei Paare Glegenseiten sich in drei Punkten einer Geraden schnelden
die Gleichung (8), woraus wiederum folgt, daB die Ecken eines solchen
Sechsecks auf einer Kurve zweiter Ordnung liegen. Man hat also den Satz:

Satz 60: Der Satz von Pascal: In jedem einer Kurve zweiter
Ordnung eingeschriebenen einfachen Sechseck liegen die drei
Schnittpunkte der drei Paare Gegenseiten in einer Geraden, und
umgekehrt: Sobald bei einem einfachen Sechseck sich die drei
Paare Gegenseiten in drei Punkten einer Geraden schneiden,
1liBt sich dem Sechseck eine Kurve zweiter Ordnung umschrei-
ben (vgl. die Figuren 64 und 65).

Mit Riicksicht auf diesen Satz nennt man ein Sechseck, welches einer
Kurve zweiter Ordnung eingeschrieben ist, oder was nach dem Pascal-
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schen Satze auf dasselbe hinaus- a
kommt, ein einfaches Sechseck,
dessen drei Paare Gregenseiten sich
in drei Punkten einer Geraden schnei-
den, ein- ,Pascalsches Sechseck”
und jene Gerade die ,Pascalsche
Gerade“ dieses Sechsecks.

In der Figur 64 ist ebenso ,
wie in der obigen Figur 63 das
Pascalsche Sechseck in solcher
Weise ,iiberschlagen“ gezeichuet,
daf sich seine drei Paare Gegen-
seiten auf diesen Seiten selbst und
nicht erst in ihrer Verlingerung
schneiden. Natiirlich kann aber
das Pascalsche Sechseck auch so
liegen, daB zur Konstruktion der
drei ausgezeichneten Punkte seiner Pas-
calschen Geraden eine Verlingerung der
Gegenseiten des Sechsecks notig wird.
Diese Anordnung des Sechsecks wird durch
die Figur 65 veranschaulicht®).

SchlieBlich bemerken wir noch fol-
gendes: Bei der dem Pascalschen Satze
gegebenen Fassung ist vorausgesetzt, daB
die Scheitel @ und e der die Kurve zweiter
Ordnung erzeugenden projektiven Strahl-
biischel nicht etwa eine ausgezeichnete
Lage auf der Kurve einnehmen, sondern Fig. 65.
zwel ganz beliebige Punkte derselben sind.

Um noch nachtriglich den Beweis hierfiir zu erbringen, zeige man,
daB die Kurve zweiter Ordnung (8) auch von zwei beliebigen ihrer Punkte
x und y aus durch zwei projektive Strahlbiischel projiziert wird, sich also
auch als Schnitt entsprechender Strahlen dieser beiden Strahlbiischel er-
zeugen laBt.

In der Tat nimmt die Gleichung (8) durch bloBe Umstellung der
Faktoren die Form an

1) Vgl. hierzu J. Collins, An elementary exposition of GraBmanns Ausdeh-
nungslehre, or theory of extension. The American Mathematical Monthly. Vols. VI
and VII (1901). Nr. 116.

GraBmann, Projektive Geometrie d. Ebene. 1. 7
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9) [(ab - de)(be- ex)(cd - za)] = O;
und denkt man sich in dieser (leichung die Punkte z, b, ¢, d, ¢ fest, den
Punkt a aber veriinderlich und setzt etwa noch

[de] =E
(10) [bc-ex] = hy, und wie bisher

[ed] = B,
so 146t sich die Gleichung (9) auch in der Form schreiben
(11) [abEh,Bza]l =0,

in welcher sie aussagt, daB das Strahlbiischel, das die laufenden Punkte a
der Kurve von b aus projiziert, projektiv ist mit dem Strahlbiischel, das
| dieselben Punkte von z aus projiziert. Zwischen
' den beiden Strahlbiischeln mit den Scheiteln b und
z wird ndmlich, wie die Gleichung (11) zeigt, durch
die Punktreihe vom Triger E, das Strahlbiischel
mit dem Scheitel h, und die Punktreihe vom Triger
B eine projektive Beziehung vermittelt (vgl. Figur 66 ).
Nun folgt aber aus der Willkiirlichkeit der
Lage des Punktes x auf der Kurve zweiter Ord-
nung (11), daB das soeben benutzte Strahlbiischel,
das die laufenden Punkte @ der Kurve vom Punkt
b aus projiziert, auch projektiv ist mit dem Strahl-
biischel, das dieselben Punkte von einem weiteren
beliebig gelegenen Punkt y der Kurve projiziert.
Und hieraus wiederum folgert man, daB auch
die beiden Strahlbiischel, welche die laufenden Punkte
a der Kurve von z und y aus projizieren, zueinander

Fig. 66.

projektiv sind.

Damit ist aber wirklich gezeigt, daB die Ecken a und ¢ des Pascal-
schen Sechsecks nicht etwa eine Ausnahmestellung auf der ihm umschrie-
benen Kurve zweiter Ordnung einnehmen, und man hat zugleich den Satz:

Satz 61: Die Punkte einer jeden Kurve zweiter Ordnung
werden von je zwei beliebigen Punkten der Kurve aus durch
zwel projektive Strahlbiischel projiziert.

Spezialisierungen des Pascalschen Satzes. Man kann aus dem Pascal-
schen Satze, der durch die Gleichung (8) ausgedriickt wird, einige beson-
dere Sitze dadurch ableiten, daB man das Pascalsche Sechseck in ein
Viereck oder Dreieck iibergehen laBt.

So erhiilt man einen Satz iber ein einer Kurve zweiter Ordnung ein-
geschriebenes Viereck, indem man zwei gegeniiberliegende Seiten des
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Pascalschen Sechsecks unendlich klein werden 1d8t, so daB die Linien
dieser Seiten des Sechsecks zu Tangenten der ihm umschriebenen Kurve
zweiter Ordnung werden.

LiBt man zum Beispiel in dem Pascalschen Sechseck abcdex (vgl
Figur 65) den Punkt b unendlich nahe an a, und d unendlich nahe an ¢
riicken und bezeichnet die Tangenten in ¢ und e mit 4 und E, setzt also

[ab] = A, [de]=E

(vgl. Figur 67), so verwandelt sich das der Kurve zweciter Grdnung ein-
geschriebene einfache Sechseck abcder mit seinen drei in einer Geraden
liegenden Schuittpunkten der Gegenseiten (vgl.
Figur 65) in das der Kurve zweiter Ordnung ein-
geschriebene einfache Viereck acex mit seinen
zwei Schnittpunkten der Gegenseiten und dem
Schnittpunkt der beiden Tangenten 4 und E,

die sich in den beiden Gegenecken @ und e

an die Kurve legen lassen (vgl. Figur 67), und

die Gleichung (8) nimmt die Form an:

(12) [(za-ce)(4E)(ac-ex)] =0,

in der sie den Satz ausdriickt:

Satz 62: Der Satz von Pascal fiirs ein- —-
fache Viereck: In
jedem einer Kurve
zweiter Ordnung
eingeschriebenen
einfachen Viereck
liegen die beiden
Schnittpunkte der
Gegenseiten mit
dem Schnittpunkt
der Tangenten von
irgend zwei Gegen-
ecken in einer Ge-
raden.

Will man aus die-
sem Satze den ent-
sprechenden Satz fins vollstindige Viereck herleiten, so braucht man nur
den Satz 62 sechsmal zu benutzen, nimlich auf alle dre: in dem vollstindigen
Viereck enthaltenen einfachen Vierecke anzuwenden, und zwsar jedesmal
auf die Tangenten in den beiden Paaren Gegenecken dieser 3 einfachen Vier-
ecke. Man erhilt auf diese Weise den Satz (vgl. Figur 68):

7*

x
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Satz 63: Der Satz von Pascal fiirs vollstindige Viereck:
Wird einer Kurve zweiter Ordnung ein vollstindiges Viereck
eingeschrieben und zugleich in dessen Ecken ein vollstindiges
Viereck umschrieben, so liegen auf jeder der drei Nebenseiten
des vollstindigen Vierecks zwei Gegenecken des vollstin-
digen Vierseits. Oder anders ausgedriickt: Die Nebenseiten eines
einer Kurve zweiter Ordnung umschriebenen vollstindigen
Vierseits gehen durch die Nebenecken des in den Berithrungs-
punkten eingeschriebenen vollstindigen Vierecks. Oder noch
etwas kiirzer: Die Nebenseiten eines einer Kurve zweiter Ord-
nung umschriebenen vollstindigen Vierseits sind zugleich die
Nebenseiten des ihr in den Beriihrungspunkten eingeschrie-
benen vollstindigen Vierecks.

In entsprechender Weise leitet man aus dem Pascalschen Satze
einen Satz iiber ein einer Kurve zweiter Ordnung eingeschriebenes Dreieck
ab, wenn man von den sechs Seiten eines Pascalschen Sechsecks eine um
die andere unendlich klein werden 1iBt, so daB wieder die Linien dieser drei
Seiten des Sechsecks zu Tangenten der ihm umschriebenen Kurve zweiter
Ordnung werden.

LiBt man zum Beispiel in dem Pascalschen Sechseck abcdex (vgl.
Figur 65)

den Punkt x unendlich nahe an a,

» ” b » ” » C?

» » d ”» ” » e
riicken und bezeichnet die Tangenten in den Punkten a,c, e an die Kurve
gezogen mit A, C, E, setzt also

[xa] = A, [be]=C, [de]=LFE,
so verwandelt sich das der Kurve zweiter Ordnung eingeschriebene Sechs-
eck abcdex in das ebenfalls der Kurve ein-
geschriebene Dreieck ace, in dessen Kcken
der Kurve zugleich das Dreiseit ACE um-
schrieben ist (vgl. Figur 69), und die Glei-
chung (8) nimmt, wenn man noch in dem
mittleren Produkte die Faktoren umstellt, die
Form an
(13) [(4-ce)(E-ac)(C-ea)] =0,
in der sie den Satz enthilt:

Satz 64: Der Satz von Pascal fiirs
Dreieck: Bei jedem einer Kurve zweiter
Ordnung eingeschriebenen Dreieck schneiden sich die drei
Seiten mit den drei Tangenten, die man in den gegeniiber-
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liegenden Ecken an die Kurve legen kann, in drei Punkten einer
Geraden.

Darstellung zweier projektiven Punktreihen durch planimetrische Produkie.
Um ferner die den Sitzen 59 bis 64 dualistisch entsprechenden Sitze
zu entwickeln, gehe man aus von der in der Figur 44 gegebenen Kon-
struktion zweier projektiven Punktreihen und ersetze in dieser Figur
die Buchstaben
Ty 81, 4, 55, Ty
durch die Buchstaben
A7 b) 07 d) ‘E)
(vgl. Figar 70). Dabei ist
und es liegt (vgl. Seite 66) der Punkt
b nicht auf der Geraden 4 und d,
nicht auf E. AuBerdem bezeichne man
noch einen einstweilen beliebig an-
genommenen Stab der Ebene mit U.
Dann 14Bt sich ein beliebiger Punkt z; der Punktreihe mit dem Triger 4
durch das Produkt
(14) 2, — [U4]
ausdriicken; der entsprechende Strahl des zu dieser Punktreihe perspek-
tiven Strahlbiischels mit dem Scheitel & durch das Produkt
[UAb],
und der zugeordnete Punkt 2 der zu diesem Strahlbiischel wieder per-
spektiven Hiilfspunktreihe mit dem Triger H durch das Produkt
[UAbH];
ferner der entsprechende Strahl des zu dieser Hiilfspunktreihe abermals
perspektiven Strahlbiischels mit dem Scheitel d durch das Produkt
[UAbHA];
endlich der entsprechende Punkt x, der zu diesem Strahlbiischel perspek-
tiven Punktreihe mit dem Triger £ durch das Produkt
(15) 2y =[UAbHAE].
Diese Punktreihe mit dem Triger F ist dann vermdge des Strahlbiischels b,
der Hiilfspunktreihe H und des Strahlbiischels d projektiv auf die Punktreihe
mit dem Triger 4 bezogen, wobei iibrigens nach Seite 66 der Triger H der
Hiilfspunktreihe weder durch den Punkt b noch durch den Punktd hindurchgeht.

Ubergang zu dem Erzeugnis zweier projektiven Punktreihen. Soll jetzt
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der urspriinglich beliebig angenommene Stab U, welcher den Punkt z,
aus der Geraden A ausschneidet, zugleich durch den zugeordneten Punkt z,
der Punktreihe mit dem Triiger E hindurchgehen, so mu8 er der Gleichung

[z, U] =0
Geniige leisten, die man wegen (15) auch in der Form schreiben kann:
(16) [UAbVHAEU] = 0.

Diese Gleichung ist aber in bezug auf U eine Zahlgleichung zweiten
Grades, und da sie iiberdies, wie man sich leicht iiberzeugt, auch nicht
durch jeden Stab U der Ebene erfiillt wird, so zeigt sie von neuem, daB
das Erzeugnis zweier projektiven Punktreihen eine Kurve zweiter Klasse
ist (vgl. Seite 75).

Ubrigens kann man die Gleichung (16) mit Riicksicht auf ihre geo-
metrische Bedeutung auch in der Form schreiben:

@am) [UEdHbAU] =0,
welche aus (16) dadurch hervorgeht, daB man die Reihenfolge aller Fak-
toren der linken Seite umkehrt.

Man kann dann leicht auler der Geraden U noch
finf weitere Geraden angeben, welche der durch
die Gleichung (16) oder (17) dargestellten Kurve
zweiter Klasse als Tangenten angehoren (vgl. Fi-
gur T1).

Erstens niimlich gehort ihr der Triger 4 dér
ersten Punktreihe an. Denn es wird fiir U = A4 be-
reits das Produkt [UA] = 0;

folglich verschwindet fiir U= 4 auch die linke
Seite von (16).

. Zweitens aber enthilt sie auch den Triger K der
| zweiten Punktreihe. Denn fir U=E wird das Produkt

Fig. 71. [UE] —_ 0’
es verschwindet also fiir U = E die linke Seite von (17).
Drittens gehort ihr aber auch die Gerade
U= C=[bd]
an. Zunichst iiberzeugt man sich leicht, dal die Gerade
[CAbHA)

mit der Geraden C zusammenfillt. Da niimlich die Gerade C, nicht aber
die Gerade A durch den Punkt b hindurchgeht, so wird nach der Reduk-
tionsregel (Satz H8) das Produkt

[CAb]=C,
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also das Produkt
[CAbHJA)=[CHd].
Da aber auch andererseits die Gerade C, nicht aber die Gerade H, durch
den Punkt & hindurchgeht, so wird wieder nach der Reduktionsregel
[CHd] = C,
also auch
[CAbHA] = C.
Die linke Seite von (16) nimmt also fiir U = C (abgesehen von einem von
Null verschiedenen Zahlfaktor) die Form [CEC] an und verschwindet so-
mit nach den Formeln (34) des dritten Abschnitts. Folglich gehort wirk-
lich auch die Gerade C zu den Tangenten der Kurve zweiter Klasse (16).
Viertens gilt dasselbe von der Geraden
[4Hd] = B;
denn die Gerade
[BAbHd)]
fillt, wie geometrisch sofort einleuchtet, mit der Geraden B zusammen,
so daB fir U= B die linke Seite von (16) (von einem von Null ver-
schiedenen Zahlfaktor abgesehen) die Form [BEDB] erhilt und also eben-
falls verschwindet. Endlich beriihrt aber
fiinftens auch die Gerade
[EHb] =D
die Kurve zweiter Klasse, was man ebenso wie bei der Geraden B auf
Grund der Gleichung (17) beweist.

Man hat also den Satz:

Satz 65: Bezieht man. eine Punktreihe mit dem Triger 4
vermittelst des Strahlbiischels vom Scheitel b, der Hiilfspunkt-
reihe vom Triger H und des Strahlbiischels vom Scheitel d
projektiv auf eine Punktreihe mit dem Tréger E, so 1iBt
sich die von den projektiven Punktreihen A4 und E erzeugte
Kurve zweiter Klasse durch die Gleichung darstellen

[UAbHAEU] =0,

in der U die laufende Tangente der Kurve bedeutet. Diese
Kurve zweiter Klasse enthiélt als Tangenten auBer den Ge-
raden E, 4 und C = [bd] auch noch die Geraden

B=[A4Hd] und D =[EHDb],
weleche die Schnittpunkte [HA] und [HE] des Triagers H der
Hilfspunktreihe mit den Trigern 4 und E der die Kurve er-
zeugenden projektiven Punktreihen beziehlich von den Schei-
teln d und b der beiden Hiilfsstrahlbiischel aus projizieren.
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Das Brianchonsche Sechsseit. Aus diesem Satze kann man den dem
Pascalschen Satze entsprechenden Satz tiber Kurven zweiter Klasse her-
leiten, wenn man noch beriicksichtigt, daB, wie spiter gelegentlich gezeigt
werden wird, auch umgekehrt jede Kurve zweiter Klasse als Hiillkurve
der Verbindungslinien entsprechender Punkte zweier projektiven Punkt-
reihen dargestellt werden kann.

Denkt man sich niémlich an Stelle der fiinf Elemente 4, b, H, d, E,
welche unsere Kurve zweiter Klasse bestimmen, die fiinf Geraden

4, B, C, D, E
gegeben, die sie nach Satz 65 zu Tangenten hat, so kann man ihre Glei-
chung ebenso leicht finden. Man hat ndmlich nur die oben benutzten
Hiilfsgrofen b, d, H durch die fiinf Geraden 4, B, C, D, E auszudrilicken,
wodurch sich ergibt (vgl. Figur 71)
b={CD]
d=[BC]
H=[AB-DE],
und diese Werte in die Gleichung (16) einzusetzen. Dadurch erhilt man
an Stelle derselben die (leichung
(18) [UA(CD)(AB-DE)(BC)EU] =0,
‘und dieser kann man, wenn man beriicksichtigt, daB die Produkte
[UA(CDY(AB-DE)] und [BC]
zwei Punkte darstellen, wegen (2) auch die Gestalt geben:
(19) (UA-CD)(AB-DE)(BC-EU)]=0,
in welcher sie eine wichtige Eigenschaft ausdriickt, die einem jeden einer
Kurve zweiter Klasse umschriebenen Sechsseit zukommt. Betrachtet man
nimlich das ,einfache” Sechsseit ABCDFEU, das man erhilt, wenn man
von den sechs Geraden A, B, C, D, E, U jede mit der folgenden und
/ die letzte mit der ersten zum Schnitt bringt (vgl.
B_ 4 Figur 72), so kann man in ihm die Punktpaare
UA und CD
U AB uwnd DE
BC und EU
= als die drei Paare Gegenecken bezeichnen. Die drei
, Faktoren auf der linken Seite von (19) stellen also
/ die drei Verbindungslinien der drei Paare Gegenecken
g T dieses einfachen Sechsecks dar, und die Gleichung
(19) sagt aus, daB diese drei Verbindungslinien durch einen und denselben
Punkt gehen.
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Aber auch umgekehrt besteht fiir ein einfaches Sechsseit A BCDEU,
dessen drei Paare Gegenecken drei gerade Linien bestimmen, die durch
einen und denselben Punkt gehen, die Gleichung (19), woraus wiederum
folgt, daB die Seiten eines solchen Sechsecks Tangenten einer Kurve
zweiter Klasse bilden. Man hat also den Satz:

Satz 66: Der Satz von Brianchon: In jedem einer Kurve
zweiter Klasse umschriebenen einfachen Sechsseit gehen die
Verbindungslinien der drei Paare Gegenecken durch einen und
denselben Punkt, und umgekehrt: Sobald bei einem einfachen
Sechsseit die Verbindungslinien der drei Paare Gegenecken
durch denselben Punkt hindurchgehen, 1d8t sich dem Sechsseit
eine Kurve zweiter Klasse einschreiben.

Mit Riicksicht auf diesen Satz nennt man ein Sechsseit, welches einer
Kurve zweiter Klasse umschrieben ist, oder was nach dem Brianchon-
schen Satze auf dasselbe hinauskommt, ein einfaches Sechsseit, dessen drei
Paare Gegenecken drei Linien bestimmen, die sich in demselben Punkt
schneiden, ein ,Brianchonsches Sechsseit® und jenen Punkt den
»Brianchonschen Punkt® dieses Sechsseits.

DaB wirklich, wie in der Fassung des Brianchonschen Satzes voraus-
gesetzt ist, die Triger 4 und F der beiden projektiven Punktreihen keine
ausgezeichneten Tangenten der Kurve zweiter Klasse sind, sondern zwei
ganz beliebige Tangenten derselben bilden, kann man in ganz entsprechen-
der Weise wie bei der dualistischen Entwicklung zeigen. Es gilt daher
auch der Satz:

Satz 67: Die Tangenten einer Kurve zweiter Klasse schneiden
auf je zwei beliebigen Tangenten der Kurve zwei projektive
Punktreihen aus.

Spezialisierungen des Brianchonschen Satzes. Man kann aus dem
Brianchonschen Satze, der durch die Gleichung (19) ausgedriickt wird,
noch einige besondere Sitze dadurch herleiten, da man das Brianchon-
sche Sechsseit in ein Vierseit oder Dreiseit iibergehen laBt.

So findet man einen besonderen Satz iiber ein einer Kurve zweiter
Klasse umschriebenes Vierseif, indem man zwei gegeniiberliegende Winkel
des Sechsseits sich unbegrenzt der GriBe eines gestreckten Winkels nihern
148t, ohne dem Sechsseit den Charakter eines Brianchonschen Sechsseits
zu nehmen. Dabei werden die beiden Tangenten der Kurve zweiter Klasse,
welche die Schenkel eines solchen Winkels bilden, in eine einzige Tangente
zusammenfallen; der Scheitel des Winkels aber wird in den Beriihrungs-
punkt dieser Tangente ibergehen.

LBt man zum Beispiel in dem Brianchonschen Sechsseit ABCDI U
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(vgl. Figur 72) die Seite B mit der Seite 4 und die Seite D mit der
Seite E zusammenfallen, so verwandeln sich die Schnittpunkte
a A [AB]=a und [DE]=ce
der zusammengeriickten Tangenten in die Beriihrungs-
punkte der Tangenten 4 und E (vgl. Figur 73),
U und die Gleichung (19) nimmt die Form an:

(20)  [(UA- CE)(ae)(4C- EU)] =0,

€ E in der sie den Satz enthilt:

Satz 68: Der Satz von Brianchon fiirs
einfache Vierseit: In jedem einer Kurve zweiter Klasse um-
schriebenen einfachen Vierseit geht die Verbindungslinie der
Beriihrungspunkte zweier Gegenseiten durch den Diagonalen-
schnittpunkt des Vierseits hindurch.

Fig. 13.

Will man aus diesem Satze
den entsprechenden Satz fiirs
vollstindige Vierseit herleiten,
$0 braucht man nur den Satz
68 sechsmal zu benutzen, nim-
lich auf alle drei in dem voll-
stindigen Vierseit enthaltenen
einfachen Vierseite anzuwen-
den, und zwar jedesmal auf die
Beriihrungspunkte in den bei-
den Paaren Gegenseiten dieser
" drei einfachen Vierseite. Man
erhilt auf diese Weise den Satz
(vgl. Figur 74):
- Satz 69: Der Satz von
8 Brianchon fiirs vollstin-
dige Vierseit: Wird einer Kurve zweiter Klasse ein vollstindiges
Vierseit umschrieben und zugleich in den Beriihrungspunkten sei-
ner vier Seiten ein vollstindigesViereck eingeschrieben, so gehen
durch jede Nebenecke des vollstindigen Vierseits zwei Gegen-
seiten des vollstindigen Vierecks. Oder anders ausgedriickt: Die
Nebenecken eines einer Kurve zweiter Klasse umschriebenen
vollstindigen Vierseits sind zugleich die Nebenecken des ihr
in den Beriihrungspunkten eingeschriebenen vollstindigen Vier-
ecks.
In entsprechender Weise leitet man aus dem Brianchonschen Satze
einen Satz iiber ein einer Kurve zweiter Klasse umschriebenes Dreiseit
ab, wenn man von den sechs Winkeln des Brianchonschen Sechsseits




Abschnitt 10, Gleichung (20) und (21). Satz 68 bis 70. 107

einen um den anderen sich unbegrenzt der GriBe eines gestreckten Winkels
nihern liBt. Dabei werden wieder die beiden Tangenten der Kurve zweiter
Klasse, welche die Schenkel eines solchen Winkels bilden, in eine einzige
Tangente zusammenfallen, der Scheitel des Winkels aber wird in den Be-
rithrungspunkt dieser Tangente iibergehen.
LBt man zum Beispiel in dem Brianchonschen Sechsseit A BCDEU
(vgl. Figur 72) die Seite U mit der Seite 4,
”» ” B ”»” ”» ” 07
» ” ‘D » ” ”» E

zusammenfallen, so verwandeln sich die Schnittpunkte
[UA] =a, [BC]l=¢, [DE]=c¢
der zusammengertickten Tangenten in die Beriihrungspunkte der Tangenten
4 4, C, E
und das der Kurve zweiter Klasse umschriebene einfache Sechsseit A BCDEU
in das ebenfalls der Kurve umschriebene Drei- a
seit ACE mit den Beriihrungspunkten a, c, e
seiner drei Seiten (vgl. Figur 75). Zugleich A
aber nimmt die Gleichung (19) die Form an:
1) [(a-CE)(e-AC)(c-EA)=0, E e

Fig. 75.

in der sie den Satz enthilt:

Satz 70: Der Satz von Brianchon fiirs Dreiseit. Bei jedem
einer Kurve zweiter Klasse umschriebenen Dreiseit gehen die
drei Linien, welche
seine drei Ecken mit
den Beriihrungspunk-
ten ihrer Gegenseiten
verbinden, durch einen
und denselben Punkt
hindurch.

Zusammenhang  zwi-
schen den Kurven szweiter
Ordnung und zwester Klasse.
Man kann noch bemerken,
daB die in den Sitzen 63
und 69 fiir eine Kurve
zweiter Ordnung und eine
Kurve zweiter Klasse aus-
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gesprochenen Eigenschaften vollkommen identisch sind, und es dringt
sich daher die Frage auf, ob zwischen den beiden Begriffen ,Kurve
zweiter Ordnung” und ,Kurve zweiter Klasse“ iiberhaupt ein Unterschied
besteht.

Um hieriiber AufschluB zu erhalten, denke man sich einer Kurve
zweiter Ordnung ein vollstindiges Viereck abed eingeschrieben und zu-
gleich in seinen vier Ecken ein vollstindiges Vierseit 4 BC D umschrieben
(vgl. Figur 76). Bezeichnet man dann die Nebenecken des vollstindigen
Vierecks mit p, ¢, » und die Nebenseiten des vollstindigen Vierseits mit
P, @, R, so wird

p=[be- ad] P =[BC- AD]
(22) =[ca-bd] wund (23) Q =[CA4 - BD]
r =[ab- cd] IR=[AB-CD].

Nun sind nach Satz 63 die Nebenseiten des der Kurve zweiter Ordnung
umschriebenen Vierseits zugleich die Nebenseiten des in seinen Be-
rithrungspunkten eingeschriebenen Vierecks, das heiBt, es gelten die drei
Gleichungen

P=qr]
(24) Q= [rp]
R=[pq].

Und aus ihnen folgen noch, wenn man sie paarweise miteinander multi-
pliziert und die Formel (21) des dritten Abschnitts anwendet, die dua-
listisch entsprechenden Gleichungen:

IPE[QR]
(25) g=[RP]
lr =tpa,

deren Richtigkeit iibrigens auch sofort geometrisch einleuchtet.

Will man jetzt zeigen, daB die Tangenten der betrachteten Kurve
zweiter Ordnung gleichzeitig der Gleichung einer Kurve zweiter Klasse
geniigen, so hat man nur die Tatsache analytisch auszudriicken, daB etwa
die Nebenecke ¢ des vollstindigen Vierecks, die nach (22) als Schnitt-
punkt der Gegenseiten ca und bd des der Kurve zweiter Ordnung ein-
geschriebenen Vierecks definiert ist, zugleich nach (25) der Schnittpunkt
der Nebenseiten B und P des in den Punkten a, b, ¢, d derselben
Kurve zweiter Ordnung umschriebenen vollstindigen Vierseits 4 BCD ist.

Als Schnittpunkt der Gegenseiten c¢a und bd geniigt der Punkt g
insbesondere der Gleichung

{qg-cal=0.
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Ersetzt man aber in ihr den Punkt ¢ durch das nach (25) kongruente
Produkt [RP], so nimmt dieselbe die Gestalt an

[RP-ca]l=0
oder wegen (23) die Form

[(A4B-CD)(BC- AD)(ca)] =0,
fiir die man unter Umstellung der Faktoren auch schreiben kann:
(26) [(DC- AB)(ca)(BC - AD)]=0.

Diese Gleichung (26) aber enthilt bereits das gewiinschte Ergebnis. Denkt
man sich nimlich von den in ihr vorkommenden sechs Gr8en 4, B, C, D, ¢, a
die drei Tangenten A4, B, C der Kurve zweiter Ordnung und die Be-
rithrungspunkte ¢ und ¢ der Tangenten 4 und C fest gegeben, (wodurch
dann iibrigens nach Satz 64 auch noch der Beriihrungspunkt b der Tan-
gente B mit bestimmt ist), so bleibt in der Gleichung (26) als einzige
Verinderliche der Stab D iibrig. Und da diese Gleichung in bezug auf
D vom zweiten Grade ist, so zeigt dieselbe, daB die veriinderliche Tan-
gente D eine Kurve zweiter Klasse umbhiillt.

Dabei ist vorausgesetzt, daB die Gleichung (26) nicht iiberhaupt
durch jeden Stab D der Ebene erfiillt wird. Das letztere tritt ein, wenn

[AB] =0, also

(27) A =D, oder wenn
[BC] =0, also
(28) B=C, oder endlich auch, wenn
(29) A=C
ist. In diesem Falle ndmlich muB auch
[A4B]=[BC]

und ferner fiir beliebiges D
[DC]=[AD]}, also auch

[DC - AB|=[BC- AD]

sein. Das heiBt, es sind dann fiir beliebige Werte von D zwei Faktoren
der linken Seite von (26) bis auf einen Zahlfaktor einander gleich; die
Gleichung (26) wird also in der Tat fiir die drei Fille (27), (28) und (29)
identisch erfiillt.

Wenn aber die Tangenten zweier verschiedenen Punkte einer Kurve
zweiter Ordnung in eine Gerade zusammenfallen, so gehdren dieser Ge-
raden vier Punkte der Kurve zweiter Ordnung an, insofern ja eine jede
Tangente an ihrer Beriihrungsstelle zwei unendlich benachbarte Punkte
mit der Kurve gemein hat. Nach Seite 71 aber muB eine gerade Linie,
die mehr als zwei Punkte einer Kurve zweiter Ordnung enthilt, ganz auf
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der Kurve liegen, und nach Seite T2f zerfillt alsdann die Kurve zweiter
Ordnung in ein Linienpaar.

SchlieBen wir aber 'den Fall einer in ein Linienpaar zerfallenden
Kurve zweiter Ordnung von der Betrachtung aus, so stellt die Gleichung
(26), welcher die Tangenten der Kurve zweiter Ordnung zu geniigen
haben, sicher eine Kurve zweiter Klasse dar, und man hat den Satz:

Satz 71: Die Tangenten einer jeden nicht zerfallenden Kurve
zweiter Ordnung umhiillen eine Kurve zweiter Klasse.

Ubrigens kann man auch leicht zwei projektive Punktreihen angeben,
durch die sich die durch die Gleichung (26) dargestellte Kurve zweiter
Klasse erzeugen laBt; denn schreibt man diese Gleichung in der Form
(30) [DC(AB)(ca)(BCYAD] =0,
so zeigt dieselbe, daB jene Kurve zweiter Klasse das Erzeugnis derjenigen
beiden projektiven Punktreihen mit den Trigern C und A4 ist, die ver-
mittelst des Hiilfsstrahlbiischels mit dem Scheitel {4 B], der Hiilfspunkt-
reihe mit dem Triger [ca] und des Hiilfsstrahlbiischels mit dem Scheitel
[BC] projektiv aufeinander bezogen sind.

Genau ebenso wie den Satz 71 beweist man den dualistisch ent-
sprechenden Satz:

Satz 72: Die Berihrungspunkte der Tangenten einer nicht
zerfallenden Kurve zweiter Klasse bilden eine Kurve zweiter
Ordnung.



Dritter Hauptteil.
Die Projektivititen in der Geradem wund im Strahlbiischel.

Abschnitt 11.
Die Projektivititsbriiche.

Einleitung: Rein Geometrisches iiber die Doppelpunkte einer Projekii-
vitdt in einer Geraden. Es seien zwei projektive Punktreihen auf derselben
Geraden G gegeben durch die beiden Tripel zugeordneter Punkte ¢, ¢,, e
und a,, a3, a. Es soll untersucht werden, ob die durch die Zuordnung
dieser beiden Punkttripel bestimmte ,Projektivitat® Doppelpunkte besitat,
das soll heiBien, ob die erste von den beiden Punktreihen Punkte enthilt,
die mit den zugeordneten Punkten der zweiten Punktreihe zusammenfallen.

Um diese Frage zu entscheiden, projiziere man die beiden Punkt-
tripel ¢,, €, ¢ und a,, a,, @ von zwel nicht in der Geraden G liegenden,
sonst aber beliebigen Punkten s und ¢ aus durch die beiden Strahltripel

[se.], [se;) [se] und [ta], [ta,], [ta].
Dann erzeugen die beiden durch die Zuordnung dieser Strahltripel be-
stimmten projektiven Strahlbiischel nach Satz 50 eine Kurve zweiter Ordnung,
der die fiinf Punlkte
s, b ¢, =[s6 -ta,], cg=/s6-tay], ¢ =[se-ta]

angehoren (vgl. Fig. 77). s

“ Nun wird aber, wie '
oben gezeigt ist, (vgl.
Seite 71), eine Kurve
zweiter Ordnung von
einer jeden Geraden, die
nicht alle ihre Punkte
mit der Kurve gemein
hat, in zwei getrennten
reellen, zwei zusammen-
fallenden reellen oder in
zwei konjugiert komple-
xen Punkten geschnitten. Sieht man daher zunichst von dem genannten
Ausnahmefalle ab, wo simtliche Punkte der Geraden G der Kurve zweiter
Ordnung angehéren, und bezeichnet die beiden Punkte, welche die Kurve

2
Fig. 11
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aus der Geraden G ausschneidet, mit d, und d,, so ist jeder von diesen
beiden Punkten der Schnittpunkt zweier entsprechenden Strahlen der beiden
die Kurve erzeugenden Strahlbiischel. Die beiden Punkte d; und d, sind
daher in den beiden zu diesen Biischeln perspektiven Punktreihen der Ge-
raden G sich selbst zugeordnet, das heifit, sie sind die gesuchten Doppel-
punkte der gegebenen Projektivitit auf der Geraden G, und auBer diesen
beiden Doppelpunkten entspricht kein Punkt der beiden Punktreihen sich
selbst.

In dem erwihnten Ausnahmefalle aber, wo die Gerade G alle ihre
Punkte mit der Kurve zweiter Ordnung gemein hat, wo also simtliche
Punkte der Geraden (¢ Schnittpunkte entsprechender Strahlen der beiden
betrachteten projektiven Strahlbiischel sind, liegen diese beiden Strahl-
biischel perspektiv und die Gerade G ist ihre Perspektivititsachse. Die
von ihnen erzeugte Kurve zweiter Ordnung zerfillt daher nach Satz 51 in
das Linienpaar, das durch die Geraden G und [s¢] gebildet wird. In den
beiden projektiven Punktreihen der Geraden G entspricht alsdann jeder
Punkt sich selbst, das heifit, wir haben den Fall der Deckung, wo die
beiden projektiven Punktreihen dieser Geraden punktweise zusammen-
fallen. Inshesondere miissen dann also auch die drei Punkte ¢, ¢, ¢
beziehlich auf die drei Punkte a;, a,, a fallen. Man hat somit das Ergebnis:

Satz 73: Haben zwei projektive Punktreihen derselben Ge-
raden nicht alle ihre Punkte entsprechend gemein, so besitzen
sie zwel getrennt liegende reelle, zwel zusammenfallende reelle
oder zweil konjugiert komplexe Doppelpunkte.

Ebenso findet man den dualistisch entsprechenden Satz:

Satz 74: Haben zwei projektive Strahlbiischel mit demselben
Scheitel nicht alle ihre Strahlen entsprechend gemein, so be-
sitzen sie zwel getrennt liegende reelle, zwei zusammenfallende
reelle oder zwei konjugiert komplexe Doppelstrahlen.

Die Grundpunkite und der Einheilspunkt einer Punkireihe. Das soeben
entwickelte Verfahren gibt bereits iiber die Méglichkeit und die Anzahl
von Doppelelementen bei zwei projektiven Grundgebilden auf dem nim-
lichen Triger geniigenden AufschluB. Um indes einen genaueren Einblick
in die bei zwei solchen projektiven Grundgebilden vorkommenden Be-
ziehungen zu gewinnen und insbesondere auch eine deutliche Vorstellung
von der geometrischen Bedeutung des Auftretens konjugiert komplexer
Doppelelemente zu erhalten, behandeln wir denselben Gegenstand auch
noch analytisch. Dabei erscheint eine Bevorzugung projektiver Punkt-
rethen derselben Geraden um so mehr erlaubt, als sich die entsprechenden
Eigenschaften zweier projektiven Strahlbiischel mit demselben Scheitel ohne
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weiteres durch Projektion aus den Beziehungen projektiver Punktreihen
derselben Geraden ableiten lassen.

Zur analytischen Darstellung der Punkte in der Geraden benutze man
als ,Grundpunkte® zwel nicht zusammenfallende vielfache Punkte

& =Mfy, €=,
deren Massen m, und m, in der Weise bestimmt sein mogen, daB ein der
Lage nach beliebig gewthlter dritter Puunkt e der betrachteten Geraden,
der nur nicht gerade mit einem der beiden Grundpunkte e¢; und ¢, zu-
sammenfallen darf, sich als Summe der beiden Grundpunkte darstellt, so

daB also
(1) e=2¢6 + ¢

wird. Durch diese Forderung sind die Massen m;, und m, der beiden
Grundpunkte bis auf einen willkiirlich bleibenden Proportionalititsfaktor
bestimmt. Und hat man iiber diesen verfiigt, so ist damit auch die Masse
des Hiilfspunktes e festgelegt.

Fassen wir die Grundpunkte ¢, und e, und den Hiilfspunkt ¢ speziell
als Punkte der ersten von den beiden Punktreihen auf, die projektiv auf-
einander bezogen werden sollen, so liBt sich jeder weitere Punkt 2 dieser
Punktreihe als Vielfachensumme der beiden Grundpunkte, das heiBt durch
eine Summe von der Form
2 T =16 + Lpty
ausdriicken, in der p, und y, zwei ZahlgroBen sind.

Diese ZahlgroBen besitzen der Formel (1) zufolge fiir den oben be-
nutzten Hiilfspunkt e die Werte y, =3, = 1. Aus diesem Grunde moge
der Punkt e¢ der ,Einheitspunkt der ersten Punktreihe® genannt
werden. :
Jetzt 1Bt man den Punkten ¢, und ¢, der ersten Punktreihe in der
zweiten Punktreihe der betrachteten Geraden zwei beliebige reelle Punkte
a, und a, entsprechen. Liegen dabei diese Punkte @, und a, vonein-
ander getrennt, so wird es wiederum moglich, itiber ihre Masse in der
Weise zu verfiigen, da ein beliebiger dritter Punkt a ibrer Geraden, der
nur nicht mit einem von den Punkten a;, und a, zusammenfallen darf,
der ,Einheitspunkt der zweiten Punktreihe“ wird, das heift in
bezug auf die Punkte a, und a, wieder die Ableitzahlen y, =y, = 1 besitzt,
so daf also die Gleichung besteht

®) @ =a + a. .
Die so definierten Punkte @, und @, der zweiten Punktreihe lassen
sich mittelst vier reeller Zahlen a,, (i, k =1, 2) als Vielfachensummen der

t;raBmann, Projektive Geometrie d. Ebene. I 8



114 Die Projektivitatsbriiche.

Grundpunkte ¢, und ¢, der ersten Punktreihe darstellen; es moge etwa sein:

(4) G =046 + 0456
Ay = 036y + (3965,

Ordnet man schlieBlich nicht nur den beiden Grundpunkten e, und e,
der ersten Punktreihe die beiden Grundpunkte @, und a, der zweiten
Punktreihe zu, sondern auBerdem noch dem Einheitspunkt ¢ der ersten
Punktreihe den Einheitspunkt a der zweiten, so ist dadurch, wie wir
wissen, eine gewisse projektive Beziehung zwischen den beiden Punkt-
reihen festgelegt.

Der  Abbildungsfaktor einer Projektiitdf. Will man jetzt einen
»Abbildungsfaktor® p bestimmen, der einen beliebigen Punkt der
ersten Punktreihe bei der Multiplikation in den projektiv zugeordneten
Punkt der zweiten Punktreihe tiberfithrt, wobei die projektive Beziehung
der beiden Punktreihen in der soeben beschriebenen Weise gegeben ist,
so miissen fiir diesen Faktor p

erstens die 3 Gleichungen bestehen:

®) ey =a;, €p=ua und

(6) ep = a,

von denen sich die letzte Gleichung mit Riicksicht auf (1) und (3) in
der Form schreiben 1iBt:

(D (e, +e)p=0a,+a
oder wegen (H) auch in der Form:
(8) (e + ea)p = €19 + 6.

Ein Faktor p, der diesen Gleichungen geniigt, bewirkt bereits eine
Abbildung der Punkte ¢, ¢, ¢ der ersten Punktreihe auf die Punkte
a,, 4y, & der zweiten Punktreihe. Da aber zugleich die ganze erste Punkt-
reihe projektiv auf die zweite Punktreihe abgebildet werden soll, so
hat man

2weitens dafiir Sorge zu tragen, daB jedem Punkt e, + fe, der ersten
Punktreihe der mit demselben Parameter f behaftete Punkt a, + fa, der
zweiten Punktreihe zugewiesen wird (vgl. Seite 60). Dies erzielt man sehr
einfach dadurch, daB man die Gleichung (7) verallgemeinert, indem man
fordert, es solle allgemein

©®) @p = (tr6y + 5:6)P = 10, + Ly
sein, das heiBt, es solle jeder Punkt x, der durch die ZahlgréBen r, und

aus den Grundpunkten e, und ¢, der ersten Punktreihe abgeleitet ist,
durch die Multiplikation mit dem Abbildungsfaktor p in denjenigen Punkt
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zp verwandelt werden, der aus den Grundpunkten @, und @, der zweiten
Punktreihe durch dieselben Ableitzahlen entwickelt wird.

Ubrigens enthilt die Gleichung (9) nicht nur die Gleichung (7),
durch deren Verallgemeinerung sie entstanden ist, sondern auch die
Gleichungen (5) als Spezialfall in sich und faBt also die bisher dem Faktor
p beigelegten analytischen Eigenschaften vollstindig zusammen.

An dieser Begriffsbestimmung des Abbildungsfaktors p, die durch
die Gleichung (9) ausgedriickt wird und zunichst an den Fall angelehnt
war, wo die drei Punkte a,, a, und @ riumlich voneinander verschieden
sind, wollen wir auch in dem Falle festhalten, wo die beiden Punkte a,
und @, in eimen Punkt zusammenfallen. Dann stellt der Abbildungsfaktor
p eine ,entartende Projektivitit® dar. Denn es fallen in jenen Punkt
nicht nur die beiden Punkte @, und a,, sondern ebenso auch der Ein-

heitspunkt a=a, +a
- 2

der zweiten Punktreihe und iiberhaupt jeder Punkt
' Zp =10y + L0,
welcher einem beliebigen Punkt

v T =Tr6 + L6
der ersten Punktreihe zugeordnet wird.

Aus der Gleichung (9) folgt insbesondere noch, daB zwei zusammen-
fallenden Punkten der ersten Punktreihe auch stets zwel zusammen-
fallende Punkte der zweiten Punktreihe entsprechen.

Denn sind z und y zwel zusammenfallende Punkte der ersten Punkt-
reihe, und ist wie oben
@ T =16 + a6y,
so wird der Punkt y, da er mit » zusammenfallen soll, sich von 2 nur
um einen Zahlfaktor g unterscheiden kénnen, das heibt, es wird
* Yy=8% =8t & + 8% 6.

Mit Riicksicht auf die Grundeigenschaft (9) des Abbildungsfaktors p

wird ferner TP = 1,0, + 5,8, und wegen (¥*)

yp = (g2)p = g4, @ + 8% 43 = §(5, 0, + Lade) = 8(zh),
das heiBt, man erhilt allgemein die Gleichung
(10) (82)p — 8(29),
die man unter Vermeidung der Klammern auch in der Form schreiben
kann:
an 8% - p=g-2p.
Diese Gleichung sagt in der Tat aus:
g%
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Die ,,Bilder“
gz-p und xp

der zusammenfallenden Punkte
gz, und 2z

in der Abbildung p sind nichts anderes als die Punkte
g-zp und xp,

das heiBt, sie sind wieder zwei zusammenfallende Punkte und iiberdies
um denselben Zahlfaktor g voneinander] unterschieden wie die Original-

punkte
‘ gr und x.

Darstellung des Abbildungsfaktors einer Projektivitit durch einen exten-
siven Bruch, den Projeltivititsbruch. Der durch die beiden oben (Seite 114f.)
gestellten Forderungen sachlich definierte Abbildungsfaktor p 158t sich nun
aber formell durch einen Bruch mit den beiden Nennern ¢, und ¢,
und den beiden entsprechenden Zihlern a, und a, darstellen, das
heiBt, in der Form

_ 040

(12) b= e

ausdriicken. Durch eine solche Bruchdarstellung kann man nimlich andeuten,
daB aus jeder von den beiden in den Nenner gestellten GroBen e, bei der Multi-
plikation mit p der entsprechende Ziahler a, hervorgeht, daB also die beiden
Gleichungen bestehen:

(13) ep=ua, t=12,

Diese beiden Gleichungen bildeten die erste von den beiden Forde-
rungen, die wir oben an den Abbildungsfaktor p gestellt haben. Um aber
auch der allgemeinen Forderung gerecht zu werden, welche durch die
Gleichung (9) ausgedriickt wird, fiigen wir die definitorische Bestimmung
hinzu, der ,extensive Bruch“ oder ,Abbildungsbruch® p solle sich

erstens einer Vielfachensumme seiner Nenner e, und ¢, gegeniiber
distributiv verhalten, so daB also
(14) 2P = (L6 + X)) P =010 P+ Loty P
wird, und ,

zweitens solle er asgoziativ sein gegeniiber einem Produkte aus einer
ZahlgroBe g und einem der beiden Nenmer e,, das heiBt, es solle

(15) G B =g e
sein. Damit ist die oben entwickelte Formel (11) wenigstens fiir den Fall
postuliert, wo der in ihr auftretende Faktor z einer der beiden Grund-



Abschnitt 11, Gleichung (12) bis (18). 117

punkte ¢, ist, und man kann jetzt ihre Allgemeingiiltigkeit leicht beweisen.
In der Tat wird
0z - p=g(re + L) - P

= (8% & + %3 &) b
und das wird nach (14)

=056 P +0Le- P
und dies nach (15)

= 0L - &P+ gLy 6P

=g(% P+ eh)
und dies wieder nach (15)

= g6 P+ L6 B)

oder nach (14)
=g - (fe + Le)p

=g xp.
Es wird also wirklich wie oben in (11)
(11) gr-p=g-zp.

Bei Anwendung der Formel (15) der Assoziativitit kann man jetzt
iibrigens die Formel (14) der Distributivitit vereinfachen, denn dieselbe
verwandelt sich in

(16) 2P = (fe, +5e)P =10 P+ 1 6P
oder wegen (13) in
am P = (L6 + L8P =154y + Laty;

sie geht also gerade in die Formel (9) iiber, welche nach Seite 114 er-
fiilllt sein muB, wenn die durch den Bruch p vermittelte Abbildung eine
Projektivitit sein soll.

Aus der Formel (16) folgert man noch leicht die Distributivitit des
Abbildungsbruches p gegeniiber einer Summe von beliebig vielen Punkten

%,4,... der durch seine Nenner e ,e, bestimmten Geraden, das heiBt
die Formel
(18) @+y+--Ip—=apt+ypt---

Erhebung des Projektivitdtsbruches zum Range einer Grifle. Bisher
sind die extensiven Briiche, welche die projektive Abbildung in einer
Geraden vermitteln, nur als Multiplikatoren in Produkten aufgetreten,
deren Multiplikand ein Punkt jener Geraden war. Um indes die Ab-
bildungsbriiche zum Range selbstindiger Grofen zu erheben, haben wir noch
eine Bestimmung dariiber zu treffen, unter welcher Bedingung zwei solche
Briiche untereinander und mit anderen GroBen gleich gesetzt werden
sollen. Wir bestimmen, es sollen zwei Abbildungsbriiche, welche Punkte
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einer Geraden in Punkte derselben Geraden verwandeln, dann und nur
dann einander gleich gesetzt werden, wenn sie bei der Multiplikation
beide einen jeden Punkt dieser Geraden in denselben Punkt
tiberfiihren, und zwar nicht nur seiner Lage, sondern auch seiner
Masse nach. Dadurch ist dann der Abbildungsbruch p auch als Grifle
vollstindig definiert.

Es ergibt sich ferner sofort, daB es fiir die Gleichheit zweier Abbildungs-
briiche derselben Geraden hinreicht, wenn die Briiche zwes nicht zusammen-
fallende Punkte dieser Geraden in dieselben Punkte iiberfiihren.

Sind némlich p und p’ zwei derartige Abbildungsbriiche, welche zwei
Punkte b, und b, ihrer Geraden in dieselben Punkte verwandeln, fiir die
also die Gleichungen bestehen:

(19) bp="0p und bp =0,
so wird sicher auch fiir jeden beliebigen Punkt 2 dieser Geraden
@0 zp =y,

80 daB man nach der obigen Begriffsbestimmung der Gleichheit extensiver
Briiche auch setzen kann
(21) p=y.

In der Tat l#Bt sich ja jeder beliebige Punkt jener Gteraden aus den

beiden mnicht zusammenfallenden Punkten b, und b, numerisch ableiten;

es sel etwa z=a,b, + a3b,. Dann wird

xp=a,-bp+a,-bp oder wegen (19)

=0, b0 + a - by¥

= (0,5, + ay0,) 9’

= xp’;
womit wirklich der Satz bewiesen ist:

Satz 75: Zweil Projektivititsbriiche (,Projektivititen”) der-

selben Geraden sind einander gleich, sobald sie beide bei der
Multiplikation zwei nicht zusammenfallende Punkte dieser Ge-

raden in dieselben Punkte éiberfiihren, und zwar nicht nur ihrer
Lage, sondern auch ihrer Masse nach.

Einfiihrung neuer Nemmer. Erweiterungsformel.  Planimetrische Er-
weiterung. Aus dem Satze 75 folgt ohne weiteres der andere:

Satz 76: Jeder extensive Bruch
By A
e, 6’

p=

der eine Projektivitdt in der Geraden darstellt, liBt sich in der
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Weise umformen, daB seine Nenner zwei beliebige nicht zu-
sammenfallende Punkte

816 + 0126 und gy e + oy
dieser Geraden werden, und zwar ist
(22) Gy % _ Bu% T G5 %y o1 %+ G50 s
€y € G €+ Gis €ss O 6 F G35 &
das heiBt, die neuen Z#hler sind aus den alten Zihlern durch
dieselben ZahlgriBen abgeleitet wie die neuen Nenner aus den
alten Nennern.
In der Tat wird

Gy Oy

(816 + 8is6s) -

€y 6
und ebenso
B11% + 815 @ 821 % + G5 o

(@t + %i2%) 8116 + G1z €25 By & + 92: €
woraus nach Satz 75 die Gleichbeit der beiden Briiche folgt.

Die Formel (22) ermoglicht es, zwei Projektivititsbriiche derselben
Geraden, deren entsprechende Nenner voneinander verschieden sind, gleich-
namig zu machen.

Als speziellen Fall enthilt die Formel (22) noch die ,Erweiterungs-
formel“:

= 810 + 8;2G, 1.=1, 2,

=010, + Gisly, 1 =1, 2,

(23) Gy O 6% 6%
€y € 016, G5 b
in welcher der Satz liegt:

Satz 77: Man kann in jedem Projektivititsbruche unbeschadet
seines Wertes die entsprechenden Zihler und Nenner gleich-
zeitig mit je einer beliebigen ZahlgroBe multiplizieren. '
Gy, G

Insbesondere 1iBt also die Erweiterung des ganzen Bruches p — A
1 2

mit einer und derselben ZahlgréBe g den Bruch invariant, das heiBit, es
besteht die Formel 4, a _ g4y, ga,
€y € ge, g6
Dagegen fithrt die planimetrische Erweiterung eines Projektivitats-
bruches p mit einem auBerhalb der transformierten Punktreihe liegenden
Punkt s den Bruch p in einen Bruch
P = [sa, ]) 7[31“27]

T [se], [se)
von anderer Bedeutung iber.

Unterwirft man némlich einen Bruch P, dessen Zihler und Nenner
je zwei Stibe eines und desselben Strahlbiischels sind, den entsprechenden
Rechengesetzen wie oben den Bruch p, so ruft derselbe offenbar in dem
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Strahlbiischel mit dem Scheitel s die zu der Projektivitit § perspektiv
liegende Projektivitit hervor. Denn, wie die Gleichungen

tilse] + Llse] = [s(tye + 5:6)]

tlsa ]+ telsas]=[s(x, 0, + 1;05)]
zeigen, sind die beiden Strahlbiischel

Lilse] + tafse;] und xi(se ] + rs[sal,

welche durch den Bruch P aufeinander bezogen werden, die Scheine der
beiden projektiven Punktreihen
Le + L6 und Lo + Lha,,
die durch den Bruch p einander zugeordnet sind. Die durch den Bruch §
dargestellte projektive Abbildung des Strahlbiischels mit dem Scheitel s
kann also als der Schein der Projektivitit p der Geraden e e, vom Punkt s
aus aufgefaBt werden, und man hat somit den Satz:
Satz 78: Aus jeder Projektivitit in der Geraden geht durch
prlanimetrische Erweiterung ihres Abbildungsbruches
a,, a
=
mit einem auBerhalb jener Geraden liegenden Punkt s die zu p
perspektive Projektivitit im Strahlbiischel mit dem Scheitel s
hervor.
Ist andererseits 4, 4

der extensive Bruch fiir die projektive Beziehung zweier konzentrischen
Strahlbiischel, sind also E, und E,, 4, und 4, vier Stibe, deren Geraden
von einem und demselben Punkt s ausgehen, und ist G ein Stab einer
beliebigen Geraden, welche nicht durch den gemeinsamen Scheitel s der
beiden projektiven Strahlbiischel hindurchgeht, so fithrt die planimetrische
Erweiterung mit dem Stabe G den Bruch $ in den Bruch
p = (G4, [G4,]
[GE,], [GE,]
iiber, welcher die zu der Projektivitit P des Strahlbiischels s perspektiv
liegende Projektivitit p in der Geraden G darstellt, und man hat also
den Satz:
Satz 79: Aus einer jeden Projektivitdt im Strahlbiischel geht
durch planimetrische Erweiterung ihres Abbildungsbruches
— A 4,
E17 'Ei
mit einem nicht dem Biischel angehidrenden Stabe G die zu P
perspektive Projektivitit in der Geraden des Stabes G hervor.



Abschnitt 11, Gleichung (24) bis (30). Satz 78 und 79. 121

Begriff einer Vielfachensumme von Projektivititen. Nachdem wir oben
einen extensiven Bruch, der die projektive Abbildung in einer Geraden
vermittelt, als Grife charakterisiert haben, kénnen wir die Summe zweier
Projektivititen p und q derselben Geraden wieder rein formell durch die
Forderung definieren, daB fiir die Multiplikation eines jeden Punktes
dieser Geraden mit einer solchen Summe das distributive Gesetz giiltig
sein solle, daB also fiir jeden beliebigen Punkt x dieser Geraden die
Gleichung bestehe:

(24) z(p+q) = zp + 2q.

Hieraus folgt dann ohne weiteres, daB fiir die Summe zweier Pro-

jektivititen p und q derselben Geraden das Vertauschungsgesetz:

(25) p+a=q+p
und fiir die Summe dreier solcher Projektivititen p, g, v das assoziative
Gesetz:

(26) pr@t+e)=p+a+r
gelten muB.
Ferner ergibt sich aus der Gleichung (24), indem man q = § setzt,
x-2p=2.zp

und bei wiederholter Anwendung der Formel (24) zunichst fiir jedes
positive ganze ¢ und dann vermége der bekannten SchluBweise auch fiir
negatives und gebrochenes g die Formel

wihrend fiir irrationale Werte von g die Formel (27) als Definitionsformel
des Produktes gp dienen kann.

SchlieBlich kann man die Formeln (24) und (27) in der allgemeineren
Formel zusammenfassen:

(28) zap+ b9+ --)=a-2p+b-2q4+ -,
in der a, b, - - beliebige ZahlgréBen sind.

Aus den Formeln (24) und (27) ergeben sich ferner fiir die Addition
gleichnamiger Projektivititsbriiche und fiir die Multiplikation eines solchen
Bruches mit einer Zahl die Formeln

Ayy @y b, by a4 b, a3+ 1

(29) n und
e, 6 ' e, & P e
30 a4y % __ 8%, ga,.
( ) 3 ¢y 6 €y G

Denn es wird nach (24)

Ay, Gy b, bs) a, @ by, by
e —e e =a,+b, t=1,2;
\e, 92+cn €s ‘e, ez+ fe, e et ¢ e
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andererseits wird nach (27)

Q. a. .
1’_§=g.g
€y 6

0h_ga,t=1, 2

Yoy, g

L7

Die Formeln (29) und (30) kann man dann wieder in einer Formel
zusammenfassen und zugleich auf mehr als zwei Summanden ausdehnen,
wodurch man die Formel erhilt:

a,, a b, b _aa, +bb 4 ..., ag, + 08, 4.
(31) a—é—’?:-l-[)a—e:—l-..._ 1 ell, s e,g ;
und da man nach Satz 76 Projektivititsbriiche derselben Geraden stets
gleichnamig machen kann, so zeigt diese Formel, daB jede Vielfachen-
summe von Projektivititsbriichen derselben Geraden wieder eine Pro-
jektivitat dieser Geraden darstellt.

Die Zahlgrofe als Projektivititsbruch: Die Deckung und die Identitit.
Es moge schlieBlich noch bemerkt werden, daB auch die ZahlgréBen als
spezielle Fille der von uns betrachteten Abbildungsbriiche erscheinen. So

hat zum Beispiel der Bruch 2°% mit der ZahlgroBe 1 die Eigenschaft

1+ %2
gemein, jeden Punkt x der Geraden ¢,e, bei der Multiplikation unveréindert
zu lagsen, und man kann jenen Bruch

e, e

(32) 0_1, e: =1
setzen. Dadurch erdffnet sich zugleich die Moglichkeit, einen Abbildungs-
bruch von der Form (12) mit einer beliebigen ZahlgréBe durch Addition
oder Subtraktion zu verkniipfen.

Geometrisch entspricht der Bruch (32) und der etwas allgemeinere
Bruch

fe,, I
(33) —jl——f— =¥,
unter f eine ZahlgréBe verstanden, dem Falle der ,Deckung zweier
Punktreihen®, denn durch Multiplikation mit dem Bruche (33) wird
jeder Punkt der Punktreihe hochstens seiner Masse nach, nicht aber seiner
Lage nach geéndert.

Der Bruch (32) dagegen &indert die Punkte der Punktreihe auch nicht

einmal ihrer Masse nach und kann daher als ,Identititsbruch® be-
zeichnet werden.
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Abschnitt 12.
Das Folgeprodukt von Projektivititen derselben Geraden.?)

Die Resultante zweier Projektivititen als Folgeprodukt derselben. Zu
einer eigentiimlichen Multiplikation extensiver Briiche gelangt man, wenn
man die ,,Folgen von Projektivititen’ in Betracht zieht.

Wird eine Punktreihe 2 durch die Projektivitit p in eine zweite Punkt-
reihe y ihres eigenen Trigers iibergefiihrt und diese durch die Projek-
tivitit q in eine dritte Punktreihe # desselben Trigers, so sind die beiden
Punktreihen z und z zu der Punktreihe y projektiv und also nach Satz 40
auch untereinander projektiv. Die Abbildung v, welche direkt die Punkt-
reihe « in die Punktreihe 2z iiberfithrt, ist also ebenfalls eine Projektivitit
und moge die ,,Folge“ oder ,Resultante” der Projektivititen p und q
genannt werden. Die Abbildungen p und q dagegen, aus denen sie re-
sultiert, mogen die ,Komponenten® der Abbildung v heiBlen.

Man tiberzeugt sich dann leicht, daB diese Resultante r zweier pro-
jektiven Abbildungen p und q als eime Art Produkt dieser Abbildungen
aufgefaBt werden kann. Nach dem Obigen sollte ndmlich

(1) zp =y und
@) yq =z

und andererseits

(3) xr =2

sein. Setzt man aber den Wert von y aus der Gleichung (1) in die
Gleichung (2) ein, so nimmt diese die Form an:

(4) xpg =2,
durch deren Vergleichung mit der Gleichung (3) die fiir jeden beliebigen
Punkt der Punktreihe x geltende Gleichung resultiert:
(5) zpq = zr.
Diese Gleichung aber filhrt direkt zu der gewiinschten Produktdarstellung
der Resultante t.

Definiert man nidmlich ein ,Folgeprodukt“ pq zweier Projektivi-
titen p und q derselben Geraden durch die beiden Forderungen, es solle

erstens ein solches Produkt wieder eine Projektivitit dieser Geraden
darstellen und sich

1) Vgl. zu diesem Abschnitt sowie zu den drei letzten Abschnitten des vor-
liegenden Bandes: Th. Reye, Die Geometrie der Lage, zweite Abteilung, dritte Auflage,
1892, wo der Verfasser im zebnten und zwolften Vortrage eine zusammenhingende
Darstellung der Verwandtschaftsrechnung gibt.
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zweitens bei der Multiplikation eines Punktes dieser Geraden asso-
ziativ verhalten, also der (leichung geniigen

(6) @(pg) = zpy,
so 1Bt sich die Gleichung (5) auch in der Form schreiben:
M z(pq) = at

und zieht, da sie fiir jeden Punkt z der zugehorigen Punktreihe gilt,
nach Seite 117f. die Gleichung nach sich

®) pg=r.

Die Bruchdarstellung des Folgeprodulkies zweier Projektivititen. Gruppe
von Abbildungen. Um zu der Bruchdarstellung des so definierten Folge-
produktes zu gelangen, stelle man das in der Gleichung (5) auftretende
Produkt zpq als Produkt des Punktes x und eines extensiven Bruches
dar. Dann ist dieser extensive Bruch der Wert des Folgeproduktes pg.
Setzt man wie gewdhnlich

Ay, Ay
(9) p= e o und
(10) X =16 + L6, so wird

P9 = (56, + L) P9 = (1,0, + L:%)0
oder bei Anwendung der Formeln (18) und (11) des vorigen Abschnitts
PG =1 0,4+ T a0
= L6 + L) a;q_,ae,_q_
19 2

a9, 40
€y G

=z

Bezeichnet man also noch das Folgeprodukt von p und ¢ wie oben mit r,
so erhilt man die Gleichung
a,, a a9, a
(11) r=pg=t.g= 0o
und man hat somit den Satz:

Satz 80: Die Bruchdarstellung des Folgeproduktes zweier
Projektivititen p und q derselben Geraden wird gebildet, indem
man in dem Bruche der ersten Projektivitat p die Zihler mit
der zweiten Projektivitdat q multipliziert.

Aus diesem Satze liBt sich noch eine wichtige Folgerung ziehen,
wenn man dem zweiten Bruche eine solche Form verleiht, daB seine
Nenner mit den entsprechenden Zihlern des ersten Bruches dberemstimmen,
so daB also

(12) p=

&,y @
€y €

und
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b, b
a9 -
ist; dann wird

a9 =>5 und a,q=b,,
und die Formel (11) nimmt daher die Gestalt an:
a,, a b, b b, b
9 w b a6 gy
in der sie den Satz enthilt:

Satz 81: Stimmen die Zihler eines Projektivititsbruches mit
den entsprechenden Nennern eines zweiten Projektivititsbruches
tiberein, so ist das Folgeprodukt beider Briiche derjenige Pro-
jektivititsbruch, dessen Nenner die Nenner des ersten Faktors
und dessen Zihler die Zahler des zweiten Faktors sind.

Besitzt andererseits der zweite Bruch q dieselben Nenner wie der erste

Bruch p, ist also

a,,a
(15) P
b, b,
(16) "= e

und driicken sich die Zihler von p und g durch die gemeinsamen Nenner
vermdge der Formeln aus:
ay =056 + 036,

(10 {“2 = 0g;6, + O36
(18) {b1 =by 6 + bye,
by = by ¢, + Dyp0y,
80 kann man auch die Zihler des ,Folgebruches* r leicht als Vielfachen-
summe der Nennerpunkte ¢, darstellen. In der Tat folgt aus den Formeln
(17) und (16), daB die Zihler a,q und a,q des Folgeproduktes v (vgl.
die Formel (11)) die Werte besitzen:
a q =0, b, + a0,
‘ A = 05, by + a5 by;
und fiihrt man in diese Ausdriicke anstatt b, und b, ihre Werte aus (18)
ein, 80 erhilt man
a = (ay by; + agabay) e, + (033045 + 045 b55) 6
Ay = (03, by + a5y B3 ) €y + (g By5 + G39555) ;.
Die Gleichung (11) verwandelt sich also in:
— (E‘x;kg'_tgxgém)el+(a11b12+ 81 D55) €55 (@9, 051 05005,) €4 (85,0, 5 40,4855 ) €, .

(19) r=pq . :
Setzt man schlieBlich noch
(20) r="2% ynd

€1y €
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@) {01 =06 + (1565

€y = Car€; + Ca565,
so daB also
(22)} £ = €16 F €€y 0506 F C5s6

€1y €
wird, so zeigt die Vergleichung von (19) und (22), da8
(23) Cr =040y + 0By, 4, k=1, 2,
und man hat also den Satz:
Satz 82: Die Ableitzahlen ¢, einer Projektivitit,
_ tua T+ €13 Gy 6y Casy

T
e, A ’

welche die Folge zweier Projektivitdten,

biye, 0156, byi6 - bysts

p= Q1€ 056, 056 0556
e, € ’

€y, €y

ist, driicken sich durch die acht Ableitzahlen dieser beiden
Projektivititen vermdge der Formeln aus:

und ¢ =

G =00+ a, by, 4,k=1,2

Die Ableitzahlen der Zibler des Folgebruches stehen nach diesem
Satze zu den Ableitzahlen der Zihler seiner Faktoren in derselben Be-
ziehung wie nach dem Multiplikationssatze der Determinanten die Elemente
der Produktdeterminante zu den Elementen der Faktoren.

Die Tatsache, daf das Folgeprodukt zweier Projektivititen in einer
Geraden wieder eine Projektivitit in dieser Geraden darstellt, gibt noch
AnlaB zur Einfiihrung eines wichtigen Begriffs, nimlich des Begriffs einer
,Gruppe von Abbildungen*:

Man sagt von einer Mannigfaltigkeit von Abbildungen, welche die
Eigenschaft hat, daf die Folge je zweier Abbildungen dieser Mannigfaltig-
keit eine Abbildung darstellt, die ebenfalls der betrachteten Mannigfaltig-
keit von Abbildungen angehért, sie bilde eine Gruppe von Abbildungen.

Diese Bedingung aber, durch welche eine Mannigfaltigkeit von Ab-
bildungen zum Range einer Gruppe erhoben wird, ist, wie wir soeben
gezeigt haben, gerade fiir die Projektivititen in der Geraden erfiillt, und
man hat somit den Satz:

Satz 83: Alle Projektivititen in der Geraden bilden zu-
sammen eine Gruppe.

Distributivitit und Assoziativitit der Folgeprodukte. Nach dieser Hin-
schaltung iiber den Gruppenbegriff kehren wir zu den Eigenschaften des
Folgeproduktes zuriick. Man beweist sehr leicht die Distributivitiit eines
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Folgeproduktes von Projektivititen. Dazu multipliziere man die obige

Gleichung (28) des vorigen Abschnitts, nimlich die Gleichung

(24) z(ap+bg+--)=a-zp+b-zq+---,

hinten mit einer beliebigen Projektivitit ¥ und erhilt so die Gleichung:
z(ap+bg+ - HJr=(-2p+b.-2zq+--)r

oder indem man rechter Hand die Formeln (18) und (11) des vorigen

Abschnitts anwendet, —a-zpr+b-zqr+--- oder wegen (6)

s{(ap +ba+--)rj=a-2@pr)+b-2(ar) +--,
oder wenn man die rechte Seite mit Hiilfe der jetzt von rechts nach links
zu lesenden Formel (24) umgestaltet, '
z{(ap+bq+--Jr)=z(apr +bqr+-..).

Da aber diese Gleichung fiir jeden Punkt 2 der zu transformierenden
Punktreihe gilt, so kann man auch setzen:
(25) (ap +bq+«-Hr=apr+Dbgr+4---.

Es bedarf aber auch noch das Gegenstiick dieser Formel, nimlich die
Formel
(26) r(@p+bg+--)=arptbra.. -
eines Beweises, da die Faktoren eines Folgeproduktes im allgemeinen nicht
vertauschbar sind.

Um diesen Beweis zu erbringen, gehe man aus von dem Ausdruck

zr(ap+bg+ -,
in welchem das Produkt zr das Bild des Punktes z in der Projek-
tivitdt r, also ebenfalls ein Punkt ihres Trigers ist. Es a8t sich
daher auf den angegebenen Ausdruck die Formel (24) anwenden. Nach
ihr wird
zr(ap+bqg+--)=azrp+bazrq+---
oder wegen (6)
ot (ap+ b9 +--)) = aa(ry) + ba(re) +- -,
oder wenn man die rechte Seite mit Hiilfe der riickwirts gelesenen
Formel (24) umformt:
z{r(ap+ba+- - )}j=z(arp+breg+.-).

Es ist daher wirklich auch
(26) r(ap+bg+--)=arp+bhreg+---.

Damit ist die Distributivitit der Folgeprodukte von Projektivititen

fiir die beiden in Betracht kommenden Fille bewiesen, und man erhilt
den Satz:
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Satz 84: Das Folgeprodukt von Projektivititen einer Geraden
ist distributiv.

SchlieBlich bleibt noch der Ubergang zu den Folgeprodukten -von
drei und mehr Abbildungen zu machen. Zuniichst 148t sich aus der fiir
zwei Abbildungen p und q postulierten Formel
(6) z(pq) = zpq |
leicht die entsprechende Formel fiir drei oder mehr projektive Abbil-
dungen p, g, v, - - herleiten, nimlich die Formel

(27) z(par- ) =zpqr- -,
welche aussagt, daB das Produkt pqr ... sich assoziativ verhdlt bei der

Multiplikation eines Pumkies x der zu transformierenden Punmktreihe. In
der Tat erhilt man durch zweimalige Anwendung der Formel (6)

z(par) =z (o)) =z(Pg)r = (zpg)r =zPay;
und ebenso beweist man die entsprechende Formel fiir vier und mehr
Abbildungen.

Jetzt aber idberzeugt man sich leicht, daB das Folgeprodukt pqe - - -
auch tn sich assoziativ ist. Es gentigt, die Assoziativitit fiir drei Faktoren
zu beweisen, also zu zeigen, daB
(28) p(9r) = par
ist. Nach dem Begriff des Folgeproduktes qv zweier Projektivititen g
und ¢ ist qr diejenige Abbildung, durch welche jeder beliebige Punkt der
zu transformierenden Punktreihe in denselben Punkt iibergefiihrt wird,
wie wenn man ihn nacheinander den Abbildungen g und r unterworfen
hitte. Wendet man diese Begriffsbestimmung speziell auf den Punkt zp
an, unter x ein beliebiger Punkt der zu transformierenden Punktreihe
verstanden, so erhidlt man die Formel

zp(ar) = zpqr,
oder wenn man beide Seiten mittelst der Formel (27) umwandelt,
z(p ) = z(par).

Diese Gleichung aber liefert, da x nach der Voraussetzung ein ganz
beliebiger Punkt der zu transformierenden Punktreihe war, wirklich die
obige Gleichung
(28) b (qt) = pov,
und aus ihr folgt endlich durch wiederholte Anwendung, daf man in
einem Folgeprodukte von beliebig vielen Faktoren diese Faktoren in ganz
willkiirlicher Weise zusammenfassen kann. Man hat also den Satz:

Satz 85: In einem Folgeprodukte von Projektivititen der-
selben Geraden kann man die Faktoren in ganz willkiirlicher
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Weise zusammenfassen, oder anders ausgedriickt: Das Folgeprodukt
von Projektivititen in einer Geraden ist assoziativ.

Die inverse Abbildung einer Projektivitit und einer Folge von Pro-
jektivititen. Zyklische Vertauschung der Faktoren eines Folgeprodulites. Die
oben getroffenen Festsetzungen iiber die Lage und die Massen der beiden
Nennerpunkte ¢, und der beiden Zihlerpunkte a, des Bruches p weichen
nur insofern voneinander ab, als fiir die Zihler a,, a, des Bruches p auch
zwel zusammenfallende Punkte zugelassen sind, wihrend die beiden Nenner-
punkte ¢, ¢, stets zwei rdumlich verschiedene Punkte sein sollten; und
diese letztere Festsetzung war notwendig, weil sonst der Bruch p iiber-
haupt gar nicht fiir jeden Punkt der zu transformierenden Punktreihe
eine Zuordnung festlegen wiirde.

Durch diesen Unterschied zwischen den Nenner- und Zihlerpunkten
aber wird es bedingt, daB der aus dem Bruche

Y, G

(12) b=

durch Vertauschung seiner Zahler mit seinen Nennern entstehende Bruch
€15 6
ay, a,

nur dann ebenfalls eine Projektivitdt darstellt, wenn seine Nenner a,, a,,
das heiBt die Zihler des Bruches p, voneinander riumlich verschieden
sind, oder was dasselbe ist, wenn das &uBere Produkt dieser Zihler, das
heiBt das Produkt [a,a,],

(29) [a,a,] == 0
ist. Sobald diese Bedingung erfiillt ist, sagen wir, der Bruch  sei ,,um-
kehrbar“, und bezeichnen den durch jene Vertauschung entstehenden

Bruch 22.% durch das Symbol ; oder p~, setzen also

12 2

1_a 4
(80) » @y, Qg
und nennen die durch ihn dargestellte Projektivitit % die zur Projek-

tivitdt p ,inverse Projektivitit“ oder auch wohl die ,Umkehrung*
der Projektivitit .
Die geometrische Bedeutung der inversen Projektivitit % besteht

darin, daB sie bei der Multiplikation die Punkte zp der zweiten Punkt-
reihe der Projektivitit p in die Punkte z der ersten Punktreihe zuriick-
verwandelt. Denn nach dem Begriff des extensiven Bruches wird

(31) %%=q,t=L2

GraBmann, Projektive Geometrie d. Ebene. I. 9
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Ist also wieder

und somit

Z=16 + 16

. P =10, T Lyds,
8o wird .
zp ) =16 t+ L& =2,
das heiBit, es wird wirklich

(32) p =2
Ebenso beweist man, daB
@ -

und da diese beiden Formeln filr jeden Punkt z der betrachteten Punkt-
reihe gelten, so lassen sie sich auch in der Form schreiben:

(34) p % —1 und
(35) %p=L

Man hat also den Satz:-

Satz 86: Die Folge einer umkehrbaren Projektivitdt p und

1

ithrer inversen Projektivitit —, oder die umgekehrte Folge ist

»
gleich 1.
Dieses Ergebnis ermdoglicht es, eine Gleichung von der Form
(36) zp =2z,

in der p eine umkehrbare Projektivitdt darstellt, nach z aufzulosen. Multi-
pliziert man némlich beiderseits hinfen mit der zu § inversen Projek-

tivitdt %, so erhilt man

oder wegen (32)
(87) o =g %,
womit der Satz bewiesen ist:
Satz 87: Ist p eine umkehrbare Projektivitit, so ist die

Gleichung ,

zp =z
nach z auflésbar und ergibt fiir  den Wert

z=u L.

»

Wir gehen dazu iiber, die inverse Abbildung zu einer Folge von
Projektivititen derselben Geraden zu bestimmen. Xs seien also » um-
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kehrbare Projektivititen derselben Geraden p,, Py, ... P, gegeben, deren
Folgeprodukt = v sein moge, fiir die somit die Gleichung besteht:

(38) PPy =15
es soll die Umkehrung % der resultierenden Projektivitit v durch die kom-

ponierenden Projektivititen p,, p,,...p, ausgedriickt werden.

Um die gesuchte Umkehrung % in die gegebene Gleichung (38) ein-
zuftihren, multipliziere man diese Gleichung vorn mit % und erhilt, indem

man rechter Hand die Gleichung (35) verwertet,
1
(39) T Py P, =1

Sodann schaffe man die Abbildungen p,, p,_;,...p; in dieser Reihen-
folge nacheinander auf die rechte Seite. Dazu multipliziere man die
1
’,
den Satz 85 und die Gleichung (34) benutzt:

1 1
?4’1”2 e Py = ;,‘"'

Gleichung (39) zuerst hinfen mit .~ und erhdlt, wenn man linker Hand

Die gewonnene Gleichung multipliziere man wiederum hinfen mit

%, wodurch sich ergibt:
n—1
1 1 1
N L R S

n "n-1

und indem man so fortfihrt, bekommt man schlieBlich die Gleichung

1 1 1 1
(#0) TR,

die, wenn man noch fiir r seinen Wert aus (38) substituiert, die Form
annimmt:

( 41) 1 1 1 1

T N T N PR

Diese Gleichung aber enthilt den Satz: }
Satz 88: KErster Satz von Stéphanos'): Man erhilt zu einer
Folge beliebig vieler umkehrbarer Projektivititen die Um-
kehrung, indem man die umgekehrte Folge aus den Umkehrun-
gen jener Projektivititen bildet.
Es sei weiter ein Folgeprodukt von beliebig vielen umkehrbaren Pro-

n

1) Vgl. C. Stéphanos, Mémoire sur la représentation des homographies bi-
naires par des points de l'espace, Math. Ann. Bd. 22 (1883), S. 316.
9*
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jektivititen p;, by, ... Pp, gegeben, das einer ZahlgriBe f gleich ist, so daB
eine Gleichung von der Form

(42) Pipebs .. -9, =1

besteht. Es 1aBt sich dann leicht zeigen, daB sich der Wert dieses Folge-
produktes nicht dndert, wenn man seine Faktoren zyklisch miteinander
vertauscht. In der Tat, multipliziert. man die Gleichung (42) vorn mit

1 und hinten mit p,, so erhilt man

‘% PiPebs .. P = vilfpﬁ

und beriicksichtigt man, daB rechter Hand der Zahlfaktor f an die erste
Stelle gesetzt werden kann, und wendet beiderseits Satz 86 an, so ergibt
sich die Gleichung:

(43) Pobs . 0 =F

und ebenso beweist man die Gleichungen:
Py P d = t

Dby P =E

Man hat also den Satz:

Satz 89: Erster Satz von H. Wiener?'): Ist das Folgeprodukt
einer Anzahl umkehrbarer Projektivititen gleich einer Zahl-
groBe, so kommt derselbe Zahlwert auch allen denjenigen
Folgeprodukten zu, die sich aus jenem Folgeprodukte durch
zyklische Vertauschung seiner Faktoren ergeben.

P Uberfiihrung von Projektivitiiten.
> Es seien zwei Projektivititen p
E 4 o und q gegeben, von denen die erste,

p, einen beliebigen Punkt z der
zu transformierenden Punktreihe

~O———O> > >
x s y . y’ in den Punkty verwandelt, wihrend
-—T> —_—> die zweite Abbildung, g, von der
q wir noch voraussetzen wollen, daf
<« Fig. 18. sie umkehrbar sei, die Punkte x
L und y in die Punkte z" und %’
9 iiberfiilhren moge, so daB also die

Gleichungen bestehen (vgl. Figur 78):

(45) y=2zp und

1) Vgl H. Wiener, Uber geometrische Analysen, Berichte der math.-phys. Klasse
der Sichs. Ges. der Wissenschaften. Juli 1890. Nr. 35. §. 253.
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(46) x' =zq
(47) ¥y =yq.

Es soll die Abbildung p’ bestimmt werden, welche allgemein die
Punkte z’ in die Punkte y” verwandelt, die also der Gleichung geniigt:
(48) y =2y
Man kann dann die Abbildung p’ als diejenige Abbildung bezeichnen,
in welche die Projektivitit p durch die Projektivitit q tibergefithrt wird.

Um die gesuchte Abbildung p’ durch die Projektivititen p und g
auszudriicken, setze man zundchst den Wert von y aus (45) in die Glei-
chung (47) ein und erhdlt so die Gleichung

(49) y' =apy.

Diese Gleichung gibt die Beziehung an, die zwischen y" und z herrscht.
Es handelt sich aber um die Beziehung zwischen y’ und 2’. Man hat
also noch z durch z’ auszudriicken. Aus der Gleichung (46) folgt, da g
nach der Voraussetzung umkehrbar ist, durch Auflosung nach z (vgl
Satz 87):

(50) =21 ;
und setzt man diesen Wert in die Gleichung (49) ein, so findet man die
Gleichung

y =z % pq  oder nach (27)

(51) y =z (%»q)-

Durch Vergleichung dieser Formel mit der Formel (48) aber ergibt sich
fiir p° der Wert

(52) P =g b,

das heiBt, die gesuchte Abbildung p’ ist die Folge der drei Projektivi-
titen %, p und q und somit nach Seite 123 selbst eine Projektivitit.

Ubrigens kann man der Gleichung (52) noch zwei andere Formen
verleihen. Multipliziert man ndmlich die Gleichung (52) vorn mit q und
vertauscht dann die beiden Seiten der entstehenden Gleichung miteinander,
so erhilt man die Gleichung

(53) pa=qp’;
und multipliziert man diese Gleichung wiederum hinten mit %, so ergibt

sich die dritte Gleichungsform
, 1

(54) p=ap,
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Diese drei Gleichungen (52) bis (54) miissen also bestehen, wenn die
Projektivitit p durch die Projektivitit q in die Abbildung p’ tibergefiihrt
werden soll. Durch Umkehrung der angewandten SchluBfolge iiberzeugt
man sich ferner, daB andererseits eine Abbildung p’, welche einer von
diesen drei Gleichungen (und damit auch den anderen) Geniige leistet,
aus der Projektivitit p durch die Projektivitit gq erzeugt wird.

Man erhdlt daher den Satz:
Satz 90: Jede von den 3 G(tleichungen

(62) ¥ =pa, (63) pa—ay, (54 p—ay

ist eine notwendige und hinreichende Bedingung dafiir, daB die
Projektivitdt p durch die umkehrbare Projektivitit q in die Ab-
bildung p’ tibergefiihrt wird; diese Abbildung p’ ist selbst eine
Projektivitit.

Es moge dabei noch bemerkt werden, daB sich die (leichung
(53) pe =y
bequem in die Worte kleiden liBt: ,p wird durch q in p’ ibergefithrt*.

Aus dem Satze 90 folgert man leicht, daB jede lineare homogene
Gleichung oder Ungleichung zwischen der Identitit 1 und einer willkiir-
lichen Anzahl von Folgeprodukten beliebiger Projektivititen invariant bleibt,
wenn man simtliche in der (leichung vorkommende Projektivititen einer
Transformation durch eine und dieselbe umkehrbare Projektivitit r

unterwirft.
In der Tat, ist

(55) PPy B+ Dayg,..0q, 4+ FE
eine Vergleichung der genannten Art, und unterwirft man die Abbildungen

R FRES NU PY IORY

simtlich der umkehrbaren Projektivitit v, wodurch sie iibergehen mdgen
in die Projektivititen:

i, 2, Wy 01,03, 0y oy
80 bestehen nach Satz 90 die Gleichungen:

;1.
(56) qj=rqj?,j=1 2,..n

.....................

Setzt man aber diese Werte in die in der Vergleichung (55) enthaltene
Gleichung

(®7) appy.. P+ 0009, +-=f
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ein, so nimmt sie die Form an:

;1 /1 , 1 1 1 , 1
a(vwiy) (i) - (e9g) + B (i) (v ) - (roig) +-o = .
Und faBt man hierin auf Grund des Satzes 85 die Faktoren der ein-
zelnen (Hlieder immer in der Weise zusammen, daB iiberall die nebenein-

ander stehenden Faktoren % und t zu dem Produkte %r =1 vereinig}

werden, und multipliziert die so entstehende Gleichung
’ ’ ’ 1 ’ ’ ’ 1
arpps .. P T 4 btqlqz .. qn—tj + .- =f
vorn mit % und hinten mit ¢ und beriicksichtigt, daB die ZahlgréSen

a,b,..f in den entstehenden Produkten wieder an die erste Stelle gesetzt
werden diirfen, so erhdlt man die Gleichung
(58) apips..pn +bgige. .90+ - =1

Damit ist die Invarianz der in der Vergleichung (55) enthaltenen
Gleichung bewiesen. DaB auch die entsprechende Ungleichung sich gegen-
iiber der Abbildung r invariant verhilt, erkennt man am leichtesten durch
ein indirektes Beweisverfahren: Wire trotz des Bestehens der Ungleichung

(59) ap;P;.. 9, + 00,0, .. 09, +---FF
die Gleichung
(60) apip;.. P+ bgiqs.. 4=

erfiillt, so wiirde sich aus dieser (leichung ganz entsprechend wie oben,
aber vermdge der umgekehrten Substitutionen

’ 1 .
pi:?”ir7 = 1727"my

’ 1 .
(61) qj=?qu7.7=1) 27"”’)

die Gleichung ableiten lassen:

(62) ap P .. P+ b8 09, +--- =¥
welche mit der Ungleichung (59) in Widerspruch steht. Man hat somit
wirklich den Satz bewiesen:

Satz 91: Jede lineare homogene Gleichung oder Ungleichung
zwischen der Identitit und einer willkiirlichen Anzahl von
Folgeprodukten beliebiger Projektivititen, das heiBt jede Ver-
gleichung von der Form .

(55) app; .. 9, +bagy.. 9, +--FF

verhilt sich invariant, wenn man simtliche in ihr vorkommende
Projektivitdten einer und derselben umkehrbaren Projektivitit
t unterwirft.
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Abschnitt 13.
Das kombinatorische Produkt zweier Projektivititen derselben Geraden.

Gleichliufige und gegenliufige Projektivititen. Wir gehen von der
Frage aus: Wann werden zwei projektive Punktreihen auf dem ndmlichen
Tréager, deren projektive Beziehung durch den Bruch
) p=

€, &

vermittelt wird, in demselben Sinne, wann in entgegengesetztem Sinne durch-
laufen? Wir werden beweisen, daB das erstere oder das letztere der Fall ist,
je nachdem der Bruch
le, €]

positiv oder negativ ist, je nachdem also der Stab, der durch das #uBere
Produkt [a,a,] der Zihler des Bruches p dargestellt wird, denselben oder
den entgegengesetzten Sinn hat wie derjenige Stab, der durch das ZuBere
Produkt [e e,] seiner Nenner ausgedriickt wird.

Wir setzen dazu sundchst voraus, daB die Massen der vier Punkte
€, €, @y, dy simtlich positiv seien. Dann werden bei gleichem Sinne
der beiden Stibe [e,¢,] und [a,a,], das heiBt in dem Falle, wo der Wert
des Bruches

(a, a,]

el
ist, auch die beiden Punktreihen ye, + 6, und g, a, + r,a, in demselben
Sinne durchlaufen; bei entgegengesetztem Sinne jener beiden Stibe
aber, das heiBt in dem Falle, wo der Wert des Bruches

[a,0,]

le) <Y
ist, haben auch jene beiden Punktreihen entgegengesetzten Sinn.

In der Tat, bezeichnet man wie oben die mit den Nennerpunkten
¢, und ¢, zusammenfallenden einfachen Punkte mit 7, und £, und die
Massen der Punkte ¢, und ¢,, die nach unserer soeben gemachten Vor-
aussetzung vorderhand als positiv angenommen werden sollten, mit m,
und m,, ferner die mit den Zihlerpunkten a, und @, zusammenfallenden
einfachen Punkte mit b, und b, und die ebenfalls als positiv voraus-
gesetzten Massen von @, und @, mit 1, und 1y, so liBt sich der Ausdruck
Z =1re + L6 fir einen beliebigen Punkt x der ersten Punktreihe auch
in der Form schreiben:

2) Z=Lmf, + Liyfs;
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andererseits nimmt der Ausdruck zp =g, a, + 1,4, fiir den entsprechenden
Punkt zp der zweiten Punktreihe die Gestalt an:

3 zP =L b + Lpnby;
und es sind die beiden Verhiltnisse
i:_z: und i—j%:
der Ableitzahlen, mittelst deren die Punkte
z und xp

als Vielfachensummen der einfachen Punkte f;,f, und b, b, dargestellt
sind, fiir alle Punkte ¢nnerhalb der Linienstiicke e e, und a,a, positiv und
fiir alle Punkte auferhalb dieser Linienstiicke negativ.

Und dasselbe gilt dann, da die vier Massen ut,, m,, 1, n,, als positiv

vorausgesetzt sind, auch von dem Verhiltnis ii-

1
Fiir den unendlich fernen Punkt des Trigers der beiden Punktreihen
ferner besitzen jene beiden Verhiltnisse den Wert — 1, das heiBt, es ist fiir
diesen Punkt
LM

LM _ _ 1 und ebenso =—1;
Il ml El l11

also nimmt das Verhiltnis %’ fiir den unendlich fernen Punkt der ersten

Punktreithe den Wert an: '
2 m,

L uy,

und fiir den unendlich fernen Punkt der zweiten Punktreihe den Wert:
LM,
L u,

Endlich hat das Verhéltnis i—’ fir die Punkte ¢, und @, den Wert O und

fir die Punkte ¢, und a, den Wert + co. Wiihrend also das Verhiltnis
% yon — oo tiber — (und - E) und O bis + oo wiichst,
L m, n,
liuft der Punkt # von ¢, unter Vermeidung von ¢ ins Unendliche
und kehrt dann aus dem Unendlichen iiber ¢, nach ¢, zuriick, und gleichzeitig
geht der zugeordnete Punkt 2p von a, unter Vermeidung von a,
ins Unendliche, (das aber von ihm im allgemeinen nicht fiir denselben

Wert des Verhiiltnisses £ erreicht wird wie vom Punkt z); aus dem Unend-

lichen kommt dann schlieBlich der Punkt xp iiber a, nach a, zuriick.
Sind daher die beiden Stibe [fif;] und [bb,] iiberdies noch von
gleichem Sinne, woraus mit Riicksicht auf das Vorzeichen der vier Massen
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dasselbe fiir die beiden Stibe [e¢,¢,] und [a,a,] folgt, so daB also der
Bruch o0

a, a,
“) 6] =~ 0
ist, so werden die beiden Punktreihen x und zp in demselben Sinne durch-
laufen (vgl. die Figur 79, aund b, in welcher der Ubersichtlichkeit halber
die beiden einander entsprechenden Punktreihen auf zwei verschiedenen
einander parallelen Geraden gezeichnet sind).

Sind dagegen die beiden Stibe [f;f,] und [b,b,] von entgegengesetztem
Sinne, woraus dasselbe fiir die beiden Stibe [e,¢,] und [a, a,] folgt, so daB
algo der Bruch ool

(y Ay
® Terea] <°
wird, so werden die beiden Punkireihen in entgegengesetztem Sinne durch-
laufen.

Nachdem so unsere Behauptung fiir den Fall bewiesen ist, wo die
Massen der vier Punkte ¢, ¢, a,, a, simtlich positiv sind, ist es auch
nicht mehr schwer, sie nunmehr allgemein zu beweisen. Andert man
ndmlich das Vorzeichen der Masse irgendeines jener vier Punkte, so

dndert sich damit sowohl das Vorzeichen des Bruches [;‘—:5]] wie auch

der Durchlaufungssinn ) o L m,

derjenigen Punktreihe, A im Unendlichen: nom,

der jener Punkt an-

gehort, vorausgesetzt, L wuchst

daB man wie bisher das 1 m
von — 0o bis — —*-

Verhaltnis # von — oo my

1
bis + oo wachsen liBt. _
Denn da auch jetzt noch + G f LT

die beiden Verhiltnisse
Ly L. N o A

LW nd £2 wichst
Lm nn L

fir alle Punkte inner- '°° 0 bis + co.

halb der Linienstiicke 6o m i % = 0.
e, und a,a, positiv, A '
fiir alle Punkte auBer-
halb derselben negativ
sind, so wird fiir die-
jenige Punktreihe, bei
der die Masse eines im Unendlichen:
Grundpunktes negativ Fig. 79a.

& wichst

von M bis 0.
m,

&

"
51 m,
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ist, gerade wmgekehrt das Verhaltnis % fiir die Punkte zwischen den beiden

1
Grundpunkten der betreffenden Punktreihe negativ und fiir die Punkte aufer-
holb des zwischen diesen Grundpunkten gelegenen Linienstiicks positiv.
Wihrend also das Verhiltnis

L

1

von — oo iiber 0 bis + oo wichst,

lduft in dieser Punktreihe der bewegliche Punkt vom zweiten Grundpunkt
unter Vermeidung des Unendlichen zum ersten Grundpunkt und von diesem durchs
Unendliche zum zweiten Grundpunkt zuriick (vgl. die Figur 80, a und b, in der
vorausgesetzt ist, daf eine von den beiden Massen m, und m, negativ ist,
wihrend die Massen 1t, und n, wie bisher als positivangenommen sind; ferner
ist in ihr den Stiben [f,/,] und [bb,], welehe durch die zu den Grund-
punkten gehorenden einfachen' Punkte bestimmt werden, ebenso wie in
der Figur 79 derselbe Sinn beigelegt.)

Damit ist aber wirklich gezeigt, daB die Vorzeicheninderung einer
beliebigen von den vier Massen der Grundpunkte sowohl einen Zeichen-
[a, a,]
XA
sinnes einer der beiden Punktreihen zur Folge hat; und daraus wiederum

folgt, daB durch eine sol-
A im Unendlichen: %2 — — M. 8

wechsel des Bruches wie auch eine Anderung des Durchlaufungs-

& n,  cheVorzeichenéinderung
das oben fiir positive
I wichst Massen bewiesene Krite-

von — oobis — . rium nicht beriihrt wird.
) -

Iy

Nennt man schlieB-

2,@ 1. b, % = + 00. lich noch eine Projek-
A tivitét,,gleichlaufig” oder
ngegenldufig je nachdem
x Pé,& o % as die beiden durch die-
B Gichst selbe aufeinander bezo-
genen Punktreihen in
demselben oder in ent-
gegengesetztem Sinne

1
von 0 bis 4 oco.

L
2, 4 \ 1w, b, P 0. durchlaufen werden, so
A kann man das gewon-
B iohst nene Ergebnis in dem
-% wachs
oo Satze darstellen:
von — M bis0. Satz 92: Eine Pro-
fy L n

im Unendlichen: n - Tw jektivitit in der Ge-

Fig. 19b. raden
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p= S120y im Unendlichen: % = (— __).

€, 6 1
ist gleichliufig I wachst
oder gegenliu- -
fig, je nachdem V°n+(_n_,:)bis+°°'
das Verhiltnis

{2 a,]

[y €,] v I m; fy
der duBeren T nchst
Produkte aus b bis 0 xQutatie
den Zihlern von — 00 s U

und Nennern
ihres Abbil- L
dungsbruches v o qmh w0
positiv oder % uohst
negativ ist. 31
von 0 bis 4 {— ).

Das kombina- ( m’)
torische  Prodult v im Unendlichen: &2 — + (_ ﬁ) .
[y2- pgl. Man 2 m,
kann nunaber dem
fiir die Beschaffenheit der projektiven Beziehung p charakteristischen Bruche

g
I
H
8

Fig. 80a.

%’«Z’]J noch einige andere Formen verlethen. Nach dem Begriff des ex-
12
tensiven Bruches (1) bestehen zwischen seinen Zahlern und Nennern die

Formeln

a, =eP
(6) 1 1

a4 =69,
man erhdlt daher fiir den obigen Bruch ’[[%?]] die neue Form:
(7) XA - leh-ep] .

[e, €2] Lec €]

Um den Zahler derselben noch weiter umzugestalten, fithre man durch
das Symbol [yz - pq], in welchem § und q die extensiven Briiche zweier
Projektivititen derselben Geraden, y und z aber zwei Punkte dieser Ge-
raden bedeuten, eine neue Art kombinatorischer Multiplikation ein. Das
Produkt [yz- pq] moge nédmlich durch die Formel definiert werden:

(8) [ys - pq] = PP 2120 9al,

Es moge also unter dem Produkte [yz-pq] das arithmetische
Mittel der Ausdriicke verstanden werden, die hervorgehen, wenn man die



L wichst

L
1

. n
von — o© bis — -
n,

L

L

wachst

von 0 bis 0o .

Ls

Ly

wichst

n

von — -1 his 0.
n

2

Abschnitt 13, Gleichung (6) bis (10).

im Unendlichen:

A

A a:T u, b,

PO L% + s

A @ J) m b,

im Unendlichen:

Fig. 80b.

4 ny

L

L _ T

2 fo o)
%1 +
B _o

L
L__ M
& 1y

gefaBt werden kann, erkennt man daran, daB
erstens jeder Zahlfaktor, der zu einer der vier GroBen y,z, §, q hin-
zutritt, auch vor den Ausdruck [yz - pq] gestellt werden kann, und daB sich
zweitens dieser Ausdruck distributiv verhilt gegeniiber jeder Summe, die
an Stelle einer der vier GriBen y, 2, p, ¢ in den Ausdruck eingesetzt wird.

Satz 92.

141

Punkte y und 2z in den
beiden mdoglichen Fol-
gen ¥, z und 2, y mit
den beiden Bruchfak-
toren p und q multi-
pliziert, die erhaltenen
Produkte jedesmal zu
einem planimetrischen
Produkte vereinigt und
dem so entstehenden
Produkte das Zeichen
+ oder — vorsetzt, je
nachdem man die erste
oder zweite Folge ge-
withlt hat.

Da in der Tat
die durch das Symbol
[y2- pq] nach (8) dar-
gestellte Funktion von
¥,2,p,9 als ein aus
diesen vier GroBen ge-
bildetes Produkt auf-

Denn nach (8) wird erstens, wenn g ein Zahifaktor ist,

[(a)z - pa] = [(6y)p - 2q] ;[ZD~(gy)q] -4 [yP'Zq];[zp.yq],

das heiBt
9

[(ay)z - pa]l = glyz - pa].

Und es wird zweitens

[(u + v)2 - pa] =

[(w+0)p-2q] —[2p - (u 1 v)q]
2 ?

oder wenn man rechter Hand ausmultipliziert und die Glieder mit » und
die mit v zusammenzieht,

(10)

— [wpsal—(zp-ua] [vp-29] —[2p - vq]
2 2

oder

[(w + v)z - pq] = [wz - pq] + [v2 - pq].
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Ebenso beweist man die - entsprechenden Formeln fiir die anderen drei
Faktoren.

Das Produkt {yz - pgq] verdient aber auch den Namen eines
kombinatorischen Produktes, da wenigstens fiir seine Punktfaktoren  und 2
die Grundeigenschaft eines solchen Produktes gilt, daB das Produkt ver-
schwindet, sobald diese Faktoren einander gleich werden. In der Tat wird

[ - pq] = ER 2020 28) - goq peipt

1) o5 - pa] = 0.
Und aus dieser Grundformel folgt dann in gewshnlicher Weise, indem
man z =y + # setzt (vgl. Seite 10), daB die beiden Punktfaktoren y
und z des Produktes [y - pq] nur mit Zeichenwechsel vertauschbar sind,
daf also

(12) L2y - #a] = — [y2 - pa]

ist. Dagegen iiberzeugt man sich leicht, daB die beiden Projektivitits-
faktoren p und g des kombinatorischen Produktes [y2 - pq] ohne Zeichen-
wechsel vertauscht werden diirfen. Denn es wird wegen (8)

oder wegen der Formel (8) des zweiten Abschnitts

__Lyp-z9] — [2p-yq]
2

Das ist aber nach der Formel (8) des jetzigen Abschnitts gerade der
Ausdruck fiir das Produkt [yz - pq], so daB wirklich
(13) [y - qap] = [yz - pa]
wird. Man bat somit den Satz:

Satz 93: In dem kombinatorischen Produkte [yz-pq] sind
die Punktfaktoren y und 2z mi¢, die Projektivititsfaktoren p
und g ohne Zeichenwechsel vertauschbar.

Das kombinatorische Produkt [pgq]. Man iiberzeugt sich nun aber
leicht, daB das Produkt [yz . pq] auch als ein Produkt aufgefaft werden
kann, dessen einer Faktor der Stab [yz] ist. Dazu setze man noch

(14) {y = t)161 + n?e2
£= 56+ 56

und
a, , Q.
p= 1072
(15) 61 ) ez
M= Z)I_Lbz

€y €
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und endlich
;= ;56 + ;56
{ e 2 =12

(16) b; =016, + byp6,,

Dann zeigt die Erklirungsformel (8) des Produktes [yz - pq], daB dasselbe
der Ausdruck eines Stabes der Geraden e, ist. Denn nach den Glei-
chungen (14) bis (16) gehoren die in dem Zihler des Bruches von (8)
auftretenden Punkte yp, yq, 2p, 2q simtlich den Geraden e,¢, an. Daraus

aber folgt weiter, daB der Bruch
[yz-pa]
[y2]
ein Quotient zweier Stibe derselben Geraden ist und daher eine blofe
Zahl darstellt.

Endlich aber 1iBt sich noch beweisen, daB diese ZahlgroBe von der
Lage und Masse der beiden Punkte y und z ganz unabhdngig und somit
nur noch eine Funktion von p und q ist.

Wir zeigen dazu, daB dieser Bruch seinen Wert nicht dndert, wenn
man die beiden beliebig gewihlten Punkte y und 2 der Geraden e ¢,
durch die beiden Grundpunkte ¢, und e, ersetzt, beweisen also die Richtig-

keit der Formel
[yz-pa] __ [e e -pa].
(17 e~ (ee)
In der Tat wird mit Riicksicht auf (14)
[yz-pal - (W6, +9:.0) (B &+ 326) - Pl
[y2] [ e + 9os) By &y + 3:0)]
oder wegen (9) bis (12)

— (9132 = Y2 8) (€16 - PA]
(D32 — D800 [e 6]

_ e pa]

[e, €]
Damit ist aber wirklich gezeigt, daB die ZahlgroBe L?L["‘fy':T“] von y

und 2z unabhingig ist, und es erscheint daher zweckmiBig, fiir sie eine
neue Bezeichnung einzufithren, durch die sie als Funktion von p und g
allein gekennzeichnet wird. Wir setzen

Ly 98] _ ry,
und bezeichnen den Ausdruck [pq] als das kombinatorische Produkt der

extensiven Driiche p und q.
Aus der Gleichung (18) folgt nun aber durch Auflésung nach dem
Zshler ihrer linken Seite die Formel:

(19) [yz - pq] = [y=][pq],

mit der jetzt auch unsere obige Behauptung bewiesen ist, dab der ur-
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spriinglich durch den Bruch (8) definierte Ausdruck [yz-pq] als ein Produkt
aufgefabt werden kann, dessen einer Faktor der Stab [yz] ist. Dadurch
hat dann zugleich dessen Schreibweise eine Rechtfertigung gefunden.
Wegen (18), (17), (8) und (15) wird ferner der andere Faktor

[eies - pa] [e19-60] —[ep-e0] _ [a,b,] —[a,b,]
(20) [pa] = [ei ] - 2[e, €] - 2[e, ] ‘

Es ist iibrigens wobl zu beachten, daB die Faktoren des kombinatorischen
Produktes [pq] ohne Zeichenwechsel vertauschbar sind, daB also die Gleichung
besteht: )

(21) [ap] = [pal;
denn es wird wegen (18) und (13)

1 _ vz ap] _ (yz-pa] _

Man hat somit den Satz:

Satz 94: In dem kombinatorischen Produkte [pg] zweier
Projektivititen p und g sind die Faktoren ohne Zeichenwechsel
vertauschbar.

SchlieBlich moge hier noch bemerkt werden, daB das kombinatorische
Produkt [pq] die Hilfte der aus den acht Elementen a,,, b,;, 7, k=1, 2
gebildeten kubischen Determinante darstellt, das heiBt die Hilfte der
Summe von denjenigen 22 Gliedern, die entstehen, wenn man in dem
Produkte a,,b;, dem Gebinde 1, 2 der vorderen Indices seiner beiden Fak-
toren und ebenso dem Gebinde 1,2 der hinteren Indices die beiden még-
lichen Anordnungen 1,2 und 2,1 erteilt und dem dadurch hervorgehenden
Produkte das Zeichen + oder — vorsetzt, je nachdem in ihm die An-
ordnung 2, 1 der vorderen und hinteren Indices eine gerade oder eine
ungerade Anzahl Male auftritt!).

Das kombinatorische Quadrat eines Projektivitditsbruches, sein Vorzeichen
und sein Verschwinden. FEntartende Projektivititen. Fir unsere nichste
Untersuchung geniigt es bereits, einen speziellen Fall des kombinatorischen
Projektivititenproduktes einzufithren, nimlich denjenigen Ausdruck, der
aus dem Produkte [pgq] hervorgeht, wenn man q = p setzt. Wir nennen
ein solches Produkt das kombinatorische Quadrat oder auch wohl den
Potenzwert®) des Bruches p und bezeichnen es durch das Symbol [p?],

1) Vgl. zum Begriff der kubischen Determinante: E. Pascal, Die Determinanten,
deutsch von H. Leitzmann. Leipzig 1900. §. 184 ff.

2) Man versteht néimlich allgemein unter dem Potenzwert eines extensiven Bruches
mit » Nennern erster Stufe, die einem Gebiet nter Stufe angehtren, und mit n Zéhlern,
die aus diesen n Nennern numerisch ableitbar sind, die kombinatorische nte Potenz
dieses Bruches, die entsprechend definiert wird wie das kombinatorische Quadrat eines
Bruches mit zwe: Nennern.
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setzen also

(22) [v7] = [pp].
Der Potenzwert des Bruches p liBt sich iibrigens leicht durch dessen
Zihler und Nenner ausdriicken. Es wird ndmlich

[p%] = [eres - ] _lap-apl—[ep-eb)

[eses] 2[e 6]
oder nach Formel (8) des zweiten Abschnitts
(28) [p%] = [e[g—:]ﬂ oder wegen (6)
(24) (] = foe-

Man hat also den Satz:
Satz 95: Der Potenzwert [p?] eines Projektivititsbruches

p=a1, [

€, €
ist gleich dem #uBeren Produkte seiner Zihler dividiert durch
das seiner Nenner, das heiBt, es gilt die Formel:

_[aa]
[”2] T a6
Nun entscheidet aber, wie wir oben gesehen haben, das Vorzeichen

des Bruches [[‘Z‘ Z%]]’ der sich uns soeben als Ausdruck fiir den Potenzwert
172

des Projektivititsbruches p ergeben hat, dariiber, ob die beiden durch den

Bruch p aufeinander bezogenen projektiven Punktreihen in demselben

oder in entgegengesetztem Sinne durchlaufen werden, und man kann daher

dem oben gewonnenen Kriterium (vgl. Satz 92) auch die Form verleihen:
Satz 96: Eine Projektivitit p in einer Geraden ist gleich-
laufig oder gegenldufig, je nachdem ihr Potenzwert [p¥] positiv
oder negativ ist?).
Nebenbei mdge noch erwéhnt werden, daB das kombinatorische Quadrat
der Identitdt

_ 96
€116

den Wert
[1%]= (el _ g

lece]
hat, daB also der Satz besteht:
Satz 97: Das kombinatorische Quadrat der Identitit 1 ist
gleich der Zahleinheit 1, das heiBt, es gilt die Formel:
(25) [12] = 1.

1) Vgl. Stéphanos, Math. Ann. Bd. 22. 1883. S. 309 f.

GraBmann, Projektive Geometrie d. Ebene. 1. 10
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SchlieBlich bleibt noch die geometrische Bedeutung einer Projektivitit
a,,a

(26) =
mit verschwindendem Potenzwert zu untersuchen'), das heiBt einer Pro-
jektivitit, die der Gleichung '
(27) [»*]=0
Geniige leistet, oder was wegen (24) dasselbe ist, einer Projektivitit, deren
Zshler a, und a, der Gleichung unterworfen sind:

(28) [a,as] = 0.
Nach Seite 129 war nun aber die Ungleichung
(29) laya,]+ 0

die Bedingung fiir die Umkehrbarkeit der Projektivitit p. Dieselbe 1i8t
sich wegen (24) auch in der Form schreiben:
(30) [»]+0,
und man hat den Satz:
Satz 98: Eine Projektivitit in der Geraden ist dann und nur
dann umkehrbar, wenn ihr Potenzwert von Null verschieden ist.
Es sagt somit die Gleichung (28) oder die gleichwertige Gleichung (27)
aus, daB die Projektivitit p nichi umkehrbar ist.
Man hat aber dabei noch zwei Fille zu unterscheiden:
Eyrstens den Fall, wo die beiden Faktoren des Produktes [a, a,], das heift
die beiden Zihler des Bruches p, gleichzeitig verschwinden, und
rweitens den Fall, wo dies nicht zutrifft.
In dem ersten Falle besitzt der Bruch p die Form:

(31) p=2ly

€, )
er ordnet daher jedem Punkt der zu transformierenden Punktreihe die
Zahlgrofe 0 zu und kann deshalb selbst gleich Null gesetzt werden, so
daf man hat
(32) p=0.

Die Projektivitit p moge in diesem Falle eine ,zweifach entartende*
oder ,uneigentliche® Projektivitit genannt werden.

Wichtiger ist der zweite Fall, wo das Produkt [a,a,] verschwindet,
ohne daB seine beiden Faktoren a, und a, gleichzeitig null sind. Dies
wird immer dann und nur dann eintreten, wenn zwischen diesen Faktoren
eine Zahlbeziehung herrscht, das heift, eine Gleichung von der Form besteht:

1) Vgl. zum Folgenden die Arbeit von Aschieri, Delle omografie sopra una
conica e dei loro sistemi lineari, Rendiconti del R. Istituto Lombardo, Serie II,
Vol. XXII, fasc. XV—XVI. 1889.
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(33) _ 0,0, + a,a, =0,
in der nicht die beiden ZahlgriBen a, gleichzeitig null sind?).
Ist etwa der zweite Koeffizient
(34) a, =+ 0,
so 1aBt sich die Gleichung (33) nach a, auflosen und ergibt fiir a, den Wert

(lz = — T.'(; al,
oder wenn man
(35) - %2 —a setst,
(36) a, = aa,.
Bei Einfiihrung dieses Wertes aber nimmt der Bruch p die Form an:
a,, aa
(37) p= e:"_zl ]

aus der hervorgeht, daB fiir einen beliebigen Punkt x der Geraden e e,
das Produkt
zp = (16 + Le)P = Ly + Lo, = (5 + Lo)g

wird, daB somit der Bruch p jedem Punkte # der ersten Punktreihe einen
und denselben Punkt a, zuweist. Dieser Punkt «,, in den simtliche
Punkte der ersten Punktreihe iibergefiihrt werden, auf den sich also die
ganze zweite Punktreihe konzentriert, moége der ,Hauptpunkt® der
Projektivitit p heiBen, die Projektivitit selbst moge zum Unterschiede
von der uneigentlichen oder zweifach entartenden Projektivitit als ,ein-
fach entartende® Projektivitit oder auch kiirzer schlechtweg als ,ent-
artende“ Projektivitit bezeichnet werden, eine Bezeichnung, die schon
oben auf Seite 115 gelegentlich gebraucht wurde.

Der Hauptpunkt einer entartenden Projektivitit bildet zugleich einen
Doppelpunkt derselben; denn er wird insbesondere auch sich selbst zugeordnet.
Neben ihm gibt es aber noch einen zweiten ausgezeichneten Punkt der
entartenden Projektivitit. Man kann nimlich den Bruch p fiir eine ent-
artende Projektivitit stets in der Weise umformen, daB einer seiner Zahler
den Wert Null annimmt. Dazu braucht man nur an Stelle desjenigen
Nennpers, der dem nicht verschwindenden Koeffizienten der Gleichung (33)
entspricht, das heiBt nach (34) anstatt des Nenners ¢, den neuen Nenner
a,¢, + ag¢, einzufithren, dessen Ableitzahlen mit den Koeffizienten der
Gleichung (33) iibereinstimmen, und der wegen (34) von e, rdumlich ver-

1) Vgl. H. GraBmann, Die Ausdehnungslehre. Berlin, 1862. Nr. 61 und 66. (Ge-
sammelte mathematische und physikalische Werke, Bd. 1, Teil 2. Leipzig, 1896.)
10*
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schieden ist. Bei dieser Umformung nimmt der Bruch nach Satz 76 die
Gestalt an:

. % 0
(38) b= e, 0,6 + 056, -
Setzt man hierin den zweiten Nenner
(39) a6 + 0,6 = a,
so erhilt man fiir den Bruch p die Darstellung

a,, 0
(40) b= ;‘17,;'
Dieselbe zeigt, daB das Produkt
(41) ap =10

ist, daB also die entartende Projektivitit p dem Punkt a die ZahlgriBe
0 zuweist. Und zwar ist offenbar der Punkt @ der einzige Punkt, der
diese Eigenschaft hat; er moge daher als der ,Nullpunkt“ der ent-
artenden Projektivitit p bezeichnet werden.

Schreibt man die Gleichung (41) in der Form
(42) ap=0-2,
wo 2z einen ganz beliebigen Punkt der betrachteten Punktreihe bedeutet,
so sieht man, daB der Bildpunkt des Nullpunktes a seiner Lage nach
ganz unbestimmt ist, daf ihm aber die Masse 0 zukommt. Man ist daher
nicht gerade gendtigt, als zugeordneten Punkt des Nullpunktes a den
Hauptpunkt a, der Projektivitit p anzusehen, wie bei den iibrigen Punkten
der Geraden, sondern man kann auch jeden anderen Punkt der Geraden,
insbesondere den Punkt @ selbst, dem dann freilich die Masse O beizulegen
ist, als zugeordneten Punkt des Nullpunktes a auffassen. In diesem Sinne
erscheint also der Nullpunkt a zugleich als ein zweiter Doppelpunkt der
Projektivitdt . Der Hauptpunkt und der Nullpunkt zusammengenommen
bilden daher ,die beiden Doppelpunkte der entartenden Projek-
tivitat p«

Die Bruchdarstellung (40) bestétigt tibrigens noch das obige Ergebnis,
daf in einer entartenden Projektivitit p jedem Punkt der Geraden e e,
ein und derselbe Punkt dieser Geraden, nimlich der Hauptpunkt a, der
Projektivitit p entspricht.

Man kann schlieBlich die gewonnenen Ergebnisse in dem folgenden
Satze zusammenstellen:

Satz 99: Der Potenzwert einer projektiven Abbildung in der
Geraden verschwindet dann und nur dann, wenn die Projektivitét
uneigentlich oder einfach entartend ist, das heiBt, wenn ent-
weder simtlichen Punkten der zu transformierenden Punktreihe
die ZahlgriBe O zugewiesen wird (uneigentliche Projektivitit),
oder wenn jedem Punkt dieser Punktreihe ein und derselbe
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Punkt ihrer Geraden entspricht. In dem letzteren Falle heiBt
die Projektivitit (einfach) entartend, jener Punkt ihr Haupt-
punkt. Derselbe ist zugleich ein Doppelpunkt der Projektivitit,
da er inshesondere auch sich selbst zugewiesen wird. Eine ent-
artende Projektivitit besitzt dann stets noch einen zweiten
ausgezeichneten Punkt, néimlich einen Punkt, dem durch die
Projektivitit die ZahlgroBe O zugeordnet wird, und der daher
der Nullpunkt der entartenden Projektivitit heiBt. Man kann
auch sagen, daB als Bild des Nullpunktes einer entartenden
Projektivitit jeder beliebige Punkt der transformierten Geraden
aufgefaBt werden kann, vorausgesetzt, daB man diesem Punkt
die Masse O beilegt. Insbesondere ist also der Nullpunkt auch
sein eigenes Bild und stellt somit einen zweiten Doppelpunkt
der Projektivitit dar. Aus diesen Griinden werden die beiden
ausgezeichneten Punkte der entartenden Projektivitit auch mit
gemeinsamem Namen als die Doppelpunkte der entartenden
Projektivitit bezeichnet?)

Abschnitt 14.

Die Doppelpunkte und die Hauptzahlen einer Projektivitiit in der
Geraden.

Die Doppelpunkisgleichung und die Hauptgleichung. Die bisher ent-
wickelten Eigenschaften des Projektivititsbruches § geniigen nun auch,
um die oben auf geometrischem Wege behandelte Frage nach den
Doppelpunkten zweier projektiven Punktreihen auf dem niimlichen Triger
durch Rechnung zu erledigen.

Es moge also untersucht werden, ob es in der durch den Bruch

(1) b
vermittelten projektiven Abbildung Punkte d, gibt, die mit ihren Bildern

A Oy
€15 €

1) Aschieri nennt in der auf Seite 146 zitierten Arbeit zwei entartende Pro-
jektivititen
o, 0 und p’:a‘ 0 ,
¢, @ €y Oy

p= .
die auseinander durch Vertauschung des Hauptpunktes mit dem Nullpunkt hervorgehen,
zuetnander invers und setzt p’ =%- Dies erscheint indes nicht zweckmiBig, da zwei

solche Projektivititen p und p’ der im Satze 86 ausgesprochenen Grundeigenschaft
zweier umkehrbaren inversen Projektivititen nicht entsprechen.
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dp zusammenfallen, die sich also bei der Multiplikation mit dem Projektivitits-
bruche p hochstens ihrer Masse nach dndern, nicht aber ihren Ort wechseln.
Zuniichst ergibt sich fiir diese Punkte, die wir oben als Doppelpunkte der
Projektivitit bezeichneten, die Gleichung:

(2) dtp = rtdn

in der 1, einen Zahlfaktor bedeutet, der die Masseninderung des Punktes
d, bewirken soll, und in welcher selbstverstindlick d, nicht null sein darf.
Diese Gleichung 148t sich auch in der Form schreiben:

(3> 0= dt(rt - P)
und verwandelt sich, wenn man noch die Ableitzahlen von d, rnit b,’l
und D, , bezeichnet, also

4) d,= bt,161 + b¢,2ez

tzt, 1 .
se b — ) b, e —p)=0
oder wegen (1) in

) b:,1 (et — ay) + bt,‘_’ (er, — ) = 0.
Die Gleichung (5) kann zur Bestimmung des Verhiltnisses der Ableit-
zahlen D, ; und D, , des Punktes ¢, und damit zur Bestimmung dieses
Doppelpunktes dienen, sobald die diesem Punkt nach (2) zugehérige
ZahlgroBe v, bekannt ist. Die Gleichung (5) moge daher die ,Doppel-
punktsgleichung® der Projektivitit p genannt werden. Aus der Doppel-
punktsgleichung (5) folgert man leicht, daB die beiden in ihren Klammern
auftretenden Punkte
et,—a, und et,—a,
in eimen Punkt zusammenfallen. In der Tat diirfen ja, wenn es {iberhaupt
einen Doppelpunkt d, gibt, nicht die beiden Ableitzahlen von d,, das heiBt
die beiden ZahlgroBen b, , und b, ,, gleichzeitig verschwinden. Wenn aber
von diesen beiden ZahlgroBen auch nur eine, etwa b, ;, von Null ver-
schieden ist, so folgt aus der Doppelpunktsgleichung (5) durch #uBere
Multiplikation mit (¢;¥;, — @,) und Division mit b, ; die Gleichung
(6) [(er; — @) (ear, — @5)] = 0.
Diese Gleichung aber besagt wirklich, daB die beiden Punkte
et,—a, und er,—a,

in einen Punkt zusammenfallen.

Fiihrt man auf der linken Seite der Gleichung (6) die Multiplikation
aus, so nimmt die Gleichung die Form an:
(M leres]t} —{[a, ] + [e 0]} 1, + [@,05] = 0.
In dieser G(leichung zweiten Grades fiir r, sind die auftretenden #HuBeren
Produkte simtlich Stibe derselben Geraden und konnen daher wie gleich-
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benannte Zahlen behandelt werden; daraus folgt, daB sich die Gleichung (7)
wie eine gewohnliche Zahlgleichung auflésen liBt. Ihre Wurzeln mogen
mit v, und 1, bezeichnet und die ,Hauptzahlen des Bruches p oder
der Projektivitit p“ genannt werden, wihrend die Gleichung (7) selbst
oder die gleichwertige Gleichung (6) die ,Hauptgleichung* der Pro-
jektivitit p heiBen mag.

Bestimmung der Doppelpunkie fiir den Fall ungleicher reeller und kon-

jugiert komplexer oder auch entgegengesetzt rein imagindrer Hauptzahlen.
Sind die beiden Hauptzahlen v, reell und voneinander verschieden,
go ermittle man zu jeder von ihnen aus der ihr entsprechenden Doppel-
punktsgleichung
%) bt,l(elrt_al)+bt,2(e2rt_a2)=0) t=1, 2/
das Verhiltnis b, ,:0, , der Ableitzahlen des zu dieser Hauptzahl ge-
horenden Doppelpunktes d, und erhdlt so die beiden Proportionen
(8) 0,4 :bt,2=_<e2tt—a2):(elrt_a1)) t=1,2.
Das Verhiltnis jener beiden Ableitzahlen ist also durch den Quotienten
zweier zusammenfallenden Punkte mit reellen Massen ausgedriickt (vgl
Seite 150); und es sind somit auch die beiden Doppelpunkte d, reell und
bis auf einen willkiirlich bleibenden Proportionalititsfaktor eindeutig be-
stimmt?).

Man iiberzeugt sich ferner noch leicht, daB unter der Voraussetzung
zweier ungleichen reellen Hauptzahlen die beiden Doppelpunkte vonein-

1) Das Verhiltnis b, , : b, , kbnnte nur unbestimmt werden, wenn die beiden
Glieder des rechten Verhiltnisses der Proportion (8) gleichzeitig verschwinden. Dieser
Fall ist aber durch die Voraussetzung ausgeschlossen, dap die beiden Hauptzahlen der
Projektivitit vonetnander verschieden sein sollen. Denn aus dem gleichzeitigen Ver-
schwinden der beiden GriBen e r, —a, und e,1, — a, wiirden die Gleichungen folgen

o, =e1, und a,=¢r;,
die man wegen (1) auch in der Form schreiben kann:

ep=re und eph=re.
Es wiirde somit auch fiir jeden beliebigen Punkt

r=re+56
der zu transformierenden Punktreihe
Y= 6 T Le)P =116 + Lt) =12

sein. Die Projektivitit p wiirde daher iiberhaupt einem jeden Punkt x dieser Punkt-
reihe sein 1,-faches zuordnen, also die schon oben auf Seite 122 behandelte ,Deckung
zweier Punktreihen* darstellen. Diese hat simtliche Punkte der betrachteten
Geraden zu Doppelpunkten; und diese Doppelpunkte besitzen, wie die letzte Gleichung
zeigt, alle dieselbe Hauptzahl v,. Das widerspricht aber unserer Voraussetzung.
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ander getrennt liegen. Denn angenommen, sie wiren bis auf einen
Zahlfaktor einander gleich, also etwa

(*) dy = gdy,
wo g eine von Null verschiedene ZahlgroBe bedeutet, so miiBte auch
dyp = gdiy,

also wegen (2)

oder wegen (*) = g1,

1,08, = g1, 4,
sein. Da aber nach der Voraussetzung g und &, von Null verschieden
sind, so kann diese Gleichung nicht anders bestehen, als wenn

=T

ist, was oben ausgeschlossen wurde. Folglich liegen die beiden Doppel-
punkte d, voneinander getrennt. Man hat daher den Satz:

Satz 100: Hat eine Projektivitit p in der Geraden zwei un-
gleiche reelle Hauptzahlen v, und v,, so besitzt sie zwei getrennt
liegende reelle Doppelpunkte d, und d,, das heiBt zwei Punkte,
die bei der Multiplikation mit dem Projektivititsbruche § nur
um einen Zahlfaktor geéindert werden, und zwar multiplizieren
sie sich beziehlich mit den zugehdrigen Hauptzahlen 1, und t,,
geniigen also den beiden Gleichungen

(9) dip=r1,d, und dpp =1,d,.

Diese Eigenschaft einer Projektivitit mit zwei ungleichen reellen
Hauptzahlen ermdglicht eine besonders einfache Darstellung ihres Bruches
p. Da nidmlich nach Satz 75 zwei Projektivititsbriiche einer Geraden
einander gleich sind, sobald sie zwel nicht zusammenfallende Punkte dieser
Geraden in dieselben Punkte tiberfiilhren, und der Bruch p den Glei-
chungen (9) zufolge die beiden nicht zusammenfallenden Punkte &, und
ds

d, in derselben Weise umwandelt wie der Bruch By T r:l
1 2

-, 80 kann man
setzen:
1i_v~r2d

r 2
(10) p=tg

Die so gewonnene Darstellung (10) des Projektivitiitsbruches p moge die
pNormalform einer Projektivitit mit zwei getrennten reellen
Doppelpunkten” genannt werden.

Sind die beiden Hauptzahlen tr, konjugiert komplex oder auch
entgegengesetzt rein imagindr, ist also etwa

ay PP w12 i=Y =1 wd (13) 540
L, =1 —i8,
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ist, so verwandelt sich die erste der beiden Doppelpunktsgleichungen (5) in
(14) by {e (v +18) —a} + b {e(r + i8) —a,} = 0.

Setzt man also wie gewdhnlich

(15) {a1 =016 + 0156,

A = 0316 + G565,

so erhidlt man die Gleichung
by {e (t+18) —(ape + 0 6)) + Do {6 (v +18) — (a6 + 039 6) } =0,
fiir die man auch schreiben kann
(16) by {(x — oy )e; + i8ey — ey} + Dip{ — 016 + (T —03)6y + 186y} =0.
Um aus dieser extensiven (leichung das Verhiltnis der GroBen by, und
D,; zu bestimmen, die in diesem Falle im allgemeinen ebenfalls komplex
sein werden, setze man
17) by =F — i, D=5 —il");
dann nimmt die Gleichung (16) die Form an:
(18) { & — i) {(r — a)e + i8¢ — a6}

+ & —ih){—aye + (r — a)6, + 186} =0
und zerfillt, wenn man ausmultipliziert und die Koeffizienten von e, ie,,
¢y, i€, einzeln gleich Null setzt, in die vier Gleichungen

(T—ay)f + 3L, — O By =0

(19) 8L, —(r—ay)l + 1y =0
— a,f + (r — )l + 8, =0

a,.l + 8L — (r—ag),=0.

Diese vier Gleichungen sind in den vier GroBen ¥, [,, f,, |, linear und
homogen; aber nur je zwei von ihnen sind linear unabhingig voneinander, die
beiden andern sind mit Riicksicht auf die aus (7) folgenden Worte von t und 8
eine Folge jener beiden ersteren Gleichungen. Ist %, [, §;, [ ein Losungs-
gystem der Gleichungen (19), und beachtet man, daB nach (4)
dy = Dby + D6,

war, so wird mit Riicksicht auf (17)

d, =, —il)e, + (f —il)e, oder
(20) d, = (e +hhe) —i(lie + hey).
Hieraus erhiilt man den Ausdruck fiir den zweiten Doppelpunkt d,, welcher
der anderen Hauptzahl v — i3 entspricht, wenn man i mit — i vertauscht,
wodurch sich ergibt
(21) dy = (fie + o) +1 (e + Ley).
”M‘mlv) Dadurch, daB man hier f, — il, schreibt und nicht ¥, 4 il,, wie man erwartet,

wird die Vergleichung mit einer spiteren Entwickelung erleichtert (vgl. die Glei-
chung (47) des 17. Abschnitts).
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Setzt man also noch

(22) tie, +hey=a, Le +he=0,
so ergeben sich fiir die beiden Doppelpunkte d, und d; die Ausdriicke
(28) d=a—1ib, dy=a+1ib,

und man findet fir den Bruch p die ,Normalform¢*

(t+1i8)(a —ib), (t —i8)(a +ib)
(24) b= a—1ib, atib

Die geometrische Bedeutung der Projektivitdt mit konjugiert komplexen
Doppelpunkten wird weiter unten entwickelt werden. Vor ider Hand
interessiert uns das folgende Ergebnis:

Fiir den Fall konjugiert komplexer oder entgegengesetzt rein imagi-
gindrer Hauptzahlen einer Projektivitit sind ihre beiden Doppelpunkte
konjugiert komplex; und zwar konnen sich diese konjugiert komplexen
Doppelpunkte nicht etwa auf zwei entgegengesetzt rein imaginiire oder
zwel identische reelle Doppelpunkte reduzieren. Denn wiren die Doppel-
punkte entgegengesetzt rein imaginir, also

£ =0 und £ =0,
so wiirden sich die erste und dritte Gleichung (19) in die Gleichungen

verwandeln: 8, =0 und 8L, =0,

aus denen wegen (13) folgen wiirde
[ =0 und 1,=0;

die Doppelpunkte d;, und d, wiirden also selbst verschwinden, was oben
ausgeschlossen wurde. Ebenso folgt aus der zweiten und vierten Glei-
.chung (19), daB die beiden Doppelpunkte auch nicht reell sein konnen,

Man kann schlieBlich noch bemerken, daB durch die beiden in (19) ent-
haltenen linear unabhingigen Gleichungen die ,Komponenten“ g und b
der beiden konjugiert komplexen Doppelpunkte nicht vollstindig fest ge-
legt werden, sondern daB man auf dem Tréger der Projektivitit einen von
den beiden Punkten @ und b noch willkiirlich annehmen kann, nur da8 er
nicht gerade gleich Null gesetzt werden darf; alsdann ist vermige der
Gleichungen (19) der andere Punkt eindeutig bestimmt.

FaBt man alles zusammen, so erhilt man den Satz:

Satz 101: Zwei konjugiert komplexen und ebenso zwei ent-
gegengesetzt rein imaginiren Hauptzahlen einer Projektivitit
in der Geraden entsprechen stets zwei konjugiert komplexe,
aber niemals zwei rein imaginire oder reelle Doppelpunkte.

Neue Form der Hauptgleichung. Satz iiber die Doppelpunkte einer
gegenliufigen Projektivitdt. Man kann iibrigens leicht der Hauptgleichung
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einer Projektivitit noch eine etwas andere Form verleihen, in der sie
sich bei manchen Untersuchungen bequemer handhaben LiBt.

Man gehe dazu auf die Gleichung (6) zuriick und ersetze in ihr die
Punkte @, und a, durch die gleichwertigen Produkte ¢, p und ¢, p, schreibe
die Gleichung also in der Form:

(25) [, — 9) - (v, — )] = 0.

In dieser Gleichung kann die Differenz t, — p als Symbol einer gewissen
Projektivitit aufgefaBt und auch durch einen extensiven Bruch dargestellt
werden. Nun besteht aber fiir jeden Projektivititsbruch ¢ die Gleichung

(26) [e10 - e0] = [e16, - 9°] = [e,6][97].

Die Gleichung (25) liBt sich daher auch in der Form schreiben:
oder auch . [61 82] [(rt - ‘”)2] =0

@0 [(x;—$)1=0,

oder endlich, wenn man ausquadriert und beriicksichtigt, daB nach Satz 97
[1*] =1 ist, in der Form

(28) r—2r[1p] + 1] =0,
woraus fiir die Hauptzahlen t, der Projektivitit p die Werte folgen
(29) = [1p] £ V1pF — ]

Man sieht somit, daB die Hauptzahlen der Projektivitit p reell und von-
einander verschieden sind, wenn die Differenz
(30) [1p]*—[p*]>0
ist. Diese Bedingung ist sicher erfiillt, wenn der Potenzwert [p®] der
Projektivitdt p negativ ist, das heiBt nach Satz 96, wenn die beiden
durch die Projektivitit p aufeinander bezogenen Punktreihen in entgegen-
gesetztem Sinne durchlaufen werden. Und da nach Satz 100 zwei un-
gleichen reellen Hauptzahlen stets zwei getrennt liegende reelle Doppel-
punkte zugehdren, so hat man den Satz:

Satz 102: Eine jede gegenldufige Projektivitdt in der Ge-
raden besitzt zwel getrennt liegende reelle Doppelpunkte.

Abschnitt 15.
Die Involution und die Deckung.

Wann werden die Hauptzahlen einer Projektivitit in der Geraden ein-
ander entgegengesetet gleich? Ein besonderes Interesse bieten diejenigen
Projektivititen einer Geraden, fiir welche die beiden Hauptzahlen einander
entgegengesetzt gleich sind, fiir welche also

1) L=—T1
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ist. Dies wird der Fall sein, sobald in der Hauptgleichung (7) des vorigen
Abschnitts der Koeffizient von t, verschwindet, das heiBt, sobald die
Gleichung besteht:
2 0 =[a,6] + [e,a,] oder

— [a, 6] = [, a,],
wofiir man wegen der Formel (8) des zweiten Abschnitts auch schreiben
kann:

3) lesa,] = [e,a,]
oder endlich mit Riicksicht auf die Formeln (6) des 13. Abschnitts
(4) [ el =1le - ep].

Um Projektivititen von diesem besonderen Charakter auch #uBerlich
kenntlich zu machen, bezeichnen wir den Abbildungsbruch einer Projek-
tivitdit von entgegengesetzt gleichen Hauptzahlen, das heiBt einen Projek-
tivitdtsbruch, der die Gleichung (4) erfiillt, mit dem besonderen Buch-
staben § (Spiegelung). Wir setzen also einen Projektivititsbruch

Ay Qg
®) Pl
sobald derselbe die Gleichung befriedigt:
(6) [es - €8] = [e, - €8]

Aus der Gleichung (5) folgen dann noch nach dem Begriff des exten-
siven Bruches die Gleichungen

()

e8=aq

{625 = Q.
Man kann nun zunichst zeigen, daB die durch die Gleichung (6) dar-
gestellte Beziehung des Bruches 8 zu den beiden Grundpunkten e¢; und e,
die entsprechende Beziehung des Bruches zu zwei ganz beliebigen Punkten
y und 2 der Geraden e,e, nach sich zieht, daB also die Gleichung (6) die
allgemeinere Gleichung

(8) [¢-y8] =y - #8]
zur Folge hat. In der Tat, sind
©) {?/ i Di& + Ye
£ =46 + ke
zwei ganz beliebige Punkte der Geraden e ¢, so wird
[2-y8] = [(her + 3e%) - (€y + Ye60)8]
=H0ile - e8] + Rile - e8] + 306 - €8] + 3:Ys[es - €8]
oder wegen (6)
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[2-y8] = 39.[e, - e8] + {29 + 50} [6 - &3] + s:0:[e - 3]
=Ysle - e8]+ {923 + D13 - &B] + Yodo[6s - €8]
= [y - 28],
womit die Gleichung (8) bewiesen ist').

Setzt man insbesondere voraus, y sei ein Punkt der ersten Punktreihe
und 2z der zugeordnete Punkt der zweiten Punktreihe, das heiBt, es sei

(10) z=1y8, so wird das Produkt
(11) [z-y8]=0.
Zufolge der Gleichung (8) wird dann auch
(12) [y - 28] = O;

und diese Gleichung sagt aus: Derjenige Punkt z, welcher nach der
Gleichung (10) als Punkt der zweiten Punktreihe dem Punkte y der
ersten Punktreihe zugewiesen wurde, wird, wenn man ihn als Punkt der
ersten Punktreihe auffait, durch die Projektivitit 8 in einen Punkt 28
iibergefiihrt, der wieder gerade mit dem Punkt y zusammenfillt.

Damit ist die geometrische Bedeutung der Gleichung (8) gefunden,
und man hat den Satz:

Satz 103: Sind bei einer Projektivitit in der Geraden die
beiden Hauptzahlen entgegengesetzt gleich, so entsprechen sich
je zwei zugeordnete Punkte beider Punktreihen abgesehen von
ihren Massen wechselseitig.

Nun sagt man von zwel projektiven Grundgebilden auf dem nim-
lichen Triger, deren zugeordnete KElemente sich abgesehen von einem
Zahlfaktor wechselseitig entsprechen, ,sie seien involutorisch® oder
»,Sie bilden zusammen eine Involution®. Ferner nennt man zwei
zugeordnete Elemente zweier involutorischen Grundgebilde ,ein Paar der
Involution“ und sagt von den Elementen eines Paares der Involution,
»oie seien in der Involution einander konjugiert oder sie seien ,involu-
torisch gepaart’. Endlich bezeichnet man die Verwandtschaft zwischen
zwei involutorischen Grundgebilden als ,involutorische Verwandtschaft” oder
geradezu als ,Involution”; und mit Riicksicht hierauf sagt man von zwei
involutorischen Grundgebilden auch: ,sie stehen in Involution”, das soll
heiflen: Sie stehen in dem Verwandtschaftsverhiltnis der Involution.

Insbesondere heilit noch die Involution zweier Punktreihen eine , Punkt-
involution® und die Involution zweier Strahlbiischel eine ,,Strahlinvolution®.

Unter Benutzung dieser Kunstausdriicke kann man den Satz 103 auch
folgendermafen formulieren:

1) Vgl C. Burali-Fdrti, Lezioni di geometria metrico-projettiva. Torino, 1904.
S. 146.
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Satz 103 (Zweite Fassung): Besitzt eine Projektivitat in
der Geraden zwei entgegengesetzt gleiche Hauptzablen, so
bilden ihre beiden Punktreihen zusammen eine Involution.
Oder auch: Eine Projektivitit in der Geraden mit entgegen-
gesetzt gleichen Hauptzahlen ist eine Involution.

Um zur Umkehrung des Satzes 103 zu gelangen, bemerke man, daB
die fiir die Involution charakteristische Gleichung
4 [e:- e p] =[e - &P],
aus der alles Ubrige gefolgert wurde, sich bereits ableiten liBt, sobald
man weiB, daB in der Projektivitit p sich érgend zwei nicht zusammen-
fallende Punkte u und v wechselseitig entsprechen, so daB die beiden
Gleichungen zusammen bestehen:

(13) {[u -op] =0 und
[v-up]=0.
Um dies zu zeigen, braucht man nur die beiden Grundpunkte e,
und ¢, als Vielfachensummen der beiden Punkte w und v darzustellen, wo-
durch sich ergeben mag
(14) {el =uu% -+ b0
€ = W% -+ 0,0,
und diese Werte in das Produkt [e,-e p] einzufithren. Dadurch er-
hilt man
[ez - € p] = [(u% + 030) - (% + 9,0)p],
das heiBt mit Riicksicht auf (13)
= Uyt [w - up] + 050, [v - vp]
= U [% - up] + 0,0,[v - 0]
= [ - esp].
Damit ist die Gleichung (4) bewiesen. Aus ihr aber folgert man
erstens: Wenn sich in zwei projektiven Punktreihen irgend zwei ge-
trennt liegende Punkte wechselseitig entsprechen, so entsprechen sich
iberhaupt je zwei zugeordnete Punkte wechselseitig, die beiden Punkt-
reihen stehen also in Involution. Man hat somit den Satz:

Satz 104: Entsprechen sich in zwei projektiven Punktreihen
auf dem néimlichen Triger irgend zwei getrennt liegende Punkte
wechselseitig, so gilt dasselbe iiberhaupt von jedem Paar zu-
geordneter Punkte, die Punktreihen stehen also in Involution.

Zuweitens aber folgt, wenn man von der Gleichung (4) auf die Glei-
chung (1) zuriickschlieBt, der Sata:

Satz 105: Die Hauptzahlen einer jeden Punktinvolution sind
entgegengesetzt gleich.
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Man kann schlieBlich der Bedingungsgleichung (6) fiir eine involuto-
rische Projektivitit noch eine andere Form verlethen. Schreibt man die
Gleichung nimlich in der Form
(16) le, - 8] —[6- 8] =0
und berticksichtigt, daB nach Formel (20) des 13. Abschnitts

[e, - €s 8] —[es- ¢ 8]

1 18] =

(16) (18] 26 2.]
ist, 50 nimmt dieselbe die Gestalt an:

17 [18] = 05

und da auch umgekehrt die Gleichung (17) die Gleichung (6) nach sich
zieht, so hat man den Satz:

Satz 106: Eine Projektivitat 8 ist dann urnd nur dann in-
volutorisch, wenn die Identitit 1 mit ihr kombinatorisch multi-
pliziert den Wert Null ergibt, wenn sie also der Gleichung
geniigt:

X)) [18] = 0.

Diese Form der Bedingung folgt iibrigens direkt aus der Gleichung (29)
des vorigen Abschnitts, wenn man fragt, unter welcher Bedingung die
durch diese Gleichung dargestellten beiden Hauptzahlen einer Projektivitit p
einander entgegengesetzt gleich werden.

Die hyperbolische und die elliptische Involution. Auf eine wichtige
Unterscheidung involutorischer Punktreihen wird man gefiihrt, wenn man
die Hauptzahlen einer Involution wirklich bestimmt. Mit Riicksicht auf
die Bedingungsgleichung (2) einer Involution nimmt die Hauptgleichung (7)
des vorigen Abschnitts fiir den Fall einer Involution 8 die Form an:

(18) [e6]ri + [@,0,] = O
und liefert fiir r, die Werte

— .1/ [ma]
(19) Te= iV [ei e:] ?
fiir die man nach Satz 95 auch schreiben kann:

(20) r,=+V—[5].

Ubrigens kann man diese Gleichung (20) auch etwas direkter aus
der Gleichung (29) des vorigen Abschnitts ableiten, wenn man in ihr
den Buchstaben § durch das Symbol 8 einer Involution ersetzt und die
obige Gleichung (17) benutzt.

Die Gleichung (20) enthilt den Satz:

Satz 107: Die Hauptzahlen einer Involution sind die beiden
Quadratwurzeln aus ihrem negativ genommenen Potenzwert.
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Ist daher der Potenzwert [8%] negativ, so sind die Hauptzahlen ent-
gegengesetzt reell und von Null verschieden, ist er positiv, so sind sie
entgegengesetzt rein imaginir.

Nach den Sitzen 100 und 101 entsprechen nun aber zwei ungleichen
reellen Hauptzahlen stets zwei getrennt liegende reelle Doppelpunkte, zwei
entgegengesetzt rein imagindren Hauptzahlen aber zwei konjugiert kom-
plexe Doppelpunkte. Man kann daher den Satz aussprechen:

Satz 108: Eine Punktinvolution besitzt zwei getrennt liegende
reelle oder zwei konjugiert komplexe Doppelpunkte, je nach-
dem ihr Potenzwert negativ oder positiv ist.

Nennt man ferner noch eine Involution mit zwei getrennt liegenden
reellen Doppelelementen ,hyperbolisch® eine solche mit konjugiert kom-
plexen Doppelelementen ,elliptisch“?), so kann man diesem Satze auch
die Fassung geben:

Satz 109: Eine Punktinvolution 8 ist hyperbolisch oder ellip-
tisch, je nachdem ihr Potenzwert [82] negativ oder positiv ist.

Nach dem Satze 96 ist nun aber iiberdies eine Projektivitit in der
Geraden gleichliufig oder gegenliufig, je nachdem ihr Potenzwert positiv
oder negativ ist. Fiir den Durchlaufungssinn der Punktreihen einer In-
volution ergibt sich daher der folgende wichtige Satz:

Satz 110: Eine elliptische Involution ist stets gleichliufig,
eine hyperbolische Involution stets gegenliufig.

Die Giiltigkeit dieses Satzes ist offenbar wnicht auf die Punktinvolution
beschrinkt, was bei seiner Fassung sogleich beriicksichtigt ist.

Einfiihrung der Punkte eines Paares der Involution als Newner des
Involutionsbruches. Das Folgequadrat eimer Involution. Die speziellen
Eigenschaften, durch welche eine Involution vor einer beliebigen Pro-
Jjektivitit ausgezeichnet wird, legen es nahe, auch nach einer besonderen
analytischen Darstellung eines Involutionsbruches zu suchen. Man wird
auf eine solche gefiithrt, wenn man zu Nennern des Involutionsbruches
zwel Punkte wihlt, die in der Involution ein Paar hilden, ohne dabei in
einen Doppelpunkt der Involution zusammenzufallen.

1) Wie weiter unten gezeigt werden wird, bildet bei einer Hyperbel die Gesamt-
heit aller Paare konjugierter Durchmesser eine Strahlinvolution, deren Doppelstrahlen
reell sind, nimlich durch die beiden Asymptoten der Hyperbel dargestellt werden;
bei einer Ellipse dagegen bilden zwar auch die Paare konjugierter Durchmesser eine
Strahlinvolution, aber diese besitzt keine reellen Doppelstrahlen. Andererseits ruft
eine Hyperbel auf der unendlich fernen Geraden eine Punktinvolution hervor mit zwei
reellen Doppelpunkten, den Schnittpunkten der unendlich fernen Geraden mit den
beiden Asymptoten, eine Ellipse aber eine Punktinvolution mit zwei konjugiert kom-
plexen Doppelpunkten.



Abschnitt 15, Gleichung (21) bis (25). Satz 108 bis 110. 161

Es seien also @ und b die Punkte eines Paares einer Involution, und es sei

(21) a8 =>b
und dabei b rdumlich verschieden von @; dann muf
(22) bs =fa

sein, wo f eine reelle ZahlgroBe bedeutet. Denn, da die Punkte @ und b,
von ihren Massen abgesehen, sich wechselseitig entsprechen sollen, so
kann der Punkt b8, der dem Punkt b durch die Involution § zugewiesen
wird, sich von dem Punkt o hochstens um einen reellen Zahlfaktor
unterscheiden. Aus den beiden Gleichungen (21) und (22) folgt aber, da
die Punkte ¢ und b rdumlich voneinander verschieden sind, fiir den In-
volutionsbruch 8 die Darstellung ,
, fa

Umgekehrt stellt jeder Projektivititsbruch von der Form (23) eine
Involution dar; denn in der von ihm vermittelten Projektivitit entsprechen
sich die Punkte a und b abgesehen von ihren Massen wechselseitig. Die-
selbe ist also nach dem Satze 104 eine Involution.

-Um vermége der Gleichungen (21) bis (23) weitere analytische Kenn-
zeichen eines Involutionsbruches zu finden, setze man den Wert von b
aus (21) in die Gleichung (22) ein und erhilt so die Gleichung
(24) a88 = fa,
welche zunichst fir den Punkt a die Eigenschaft der Involution ausspricht,
daB ihre zweimalige Anwendung auf diesen Punkt ihn wieder in seine
alte Lage zuriickfiihrt.

Geniigt umgekehrt eine Projektivitit 8 in einer Geraden fiir irgend-
einen Punkt a dieser Gteraden der Gleichung (24), und ist tiberdies das
Bild @8 des Punktes ¢ von dem Punkt ¢ rdumlich verschieden, besteht
also neben der Gleichung (24) noch die Ungleichung

(25) [a- as] +0,

so ist dadurch die Projektivitit 8 nach Satz 104 als Involution charakte-

risiert, weil ja zufolge der Gleichung (24) die (nach (25) rdumlich ver-

schiedenen) Punkte ¢ und a8 sich wechselseitig entsprechen.
Selbstverstindlich folgt ferner, wenn man wieder

(21) ad =b
setzt, aus der Gleichung (24) auch riickwirts die Gleichung
(22) b8 = fa

und sodann aus den Gleichungen (21) und (22) mit Riicksicht auf die
Ungleichung (25) fiir 8 die Darstellung

b, ta
(23) b=y

GraBmann, Projektive Geometrie d. Ebene. I. 11
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Dann aber 1i8t sich zeigen, daB die Gleichung
(24) a8s =ta
auch giiltig bleibt, wenn man den Punkt ¢ durch einen beliebigen Punkt »
der Geraden ab ersetzt. In der Tat, ist
(26) x=1ta+9b, so wird

z8 =ra8 4 ybs,
das heiBt wegen (21) und (22)

28 =1rb + yfa und somit

288 =1 b8 + yfas,
das heiBt wieder wegen (21) und (22)
288 = tfa + b =t(xa 4+ yb) oder

27) x88 = Iz,
womit die obige Behauptung bewiesen ist. Da aber in unserer Ent-
wickelung von dem Bruche 8 nichts weiter vorausgesetzt war, als daB er
eine Projektivitit darstellt, in der sich die beiden Punkte ¢ und b ab-
gesehen von ihren Massen wechselseitig entsprechen, so enthilt sie einen
neuen Beweis des Satzes 104, und zugleich kann man den Satz aus-
sprechen:

Satz 111: Eine Punktinvolution fiihrt jeden Punkt der zu
transformierenden Punktreihe bei zweimaliger Anwendung in
einen kongruenten Punkt iber.

Doch gibt dieser Satz noch nicht den ganzen Inhalt der Gleichung (27)
wieder; denn diese Gleichung zeigt ja zugleich, daB alle Punkte der Ge-
raden ab bei zweimaliger Multiplikation mit dem Faktor 8 sich um den-
selben reellen Zahlfaktor dndern, und ergibt daher fiir das Folgequadrat
88 — 8% des Involutionsbruches 8 die Gleichung

(28) 8* =1t
und damit den Satz:

Satz 112: Das Folgequadrat einer Involution in der Geraden
ist eine reelle Zahl.

Und von diesem Satze gilt auch die Umkehrung:

Satz 113: Ist das Folgequadrat einer von der Deckung ver-
schiedenen Projektivitit 8 eine reelle Zahl, geniigt sie also der
Gleichung
(28) 8? =1,

unter f eine reelle Zahlgr6Be verstanden, so ist diese Projek-
tivitit eine Involution.
Da nidmlich nach der Voraussetzung die Projektivitit 8 von der
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Deckung verschieden ist, so gibt es in der zu transformierenden Punkt-
reihe sicher Punkte, die nicht mit ihren Bildern zusammenfallen. Es sei
a ein solcher Punkt; alsdann entsprechen sich in der Projektivitit 8 die
beiden getrennt liegenden Punkte @ und a8 wechselseitig. Denn dem
Punkte a8 wird ja durch die Projektivitit 8 wegen (28) der Punkt

a88 = fa

zugewiesen. Nach Satz 104 ist daher die Projektivitit 8 eine Involution.

Man kann dem Satze 113 noch eine etwas andere Fassung verleihen,
wenn man die uneigentliche Involution ausschlieBt. Nach der Gleichung
(31) des 13. Abschnitts wird die uneigentliche Projektivitit durch einen
Bruch von der Form 0, 0

dargestellt. In diesem Bruche kann man die Nenner e, und e, als Doppel-
punkte auffassen, und zwar als Doppelpunkte, deren zugehorige Haupt-
zahlen 1, und 1, gleich Null sind. Daraus aber folgt, daB die uneigent-
liche Projektivitit der Bedingungsgleichung fiir die Hauptzahlen einer
Involution Geniige leistet, nimlich der obigen Gleichung

(1) Tp=—1,

und daB somit die uneigentliche Projektivitit als eine Involution angesehen
werden kann. Die Begriffe ,uneigentliche Projektivitat” und uneigentliche
Involution“ sind daher gleichbedeutend.

Die uneigentliche Involution hat nun mit der Deckung die Eigenschaft
gemein, daB nicht nur wie bei der Involution iiberhaupt ihr Folgequadrat
eine bloBe Zahl ist, sondern daB auch sie selbst einer Zahlgrofie gleich ist.
Und zwar sind die Deckung und die uneigentliche Involution die einzigen
Projektivititen dieser Art.

Es besteht aber fiir eine ZahlgroBe 8, welche der Gleichung (28) Ge-
niige leistet, insbesondere also auch fiir eine Deckung und fiir die un-
eigentliche Involution 8, zugleich die Gleichung
(29) 8=+ Vi
wihrend fiir eine eigentliche Involution, welche die Gleichung (28) be-
friedigt, stets
(30) e 41
ist. Man kann daher dem Satze 113 auch die Fassung geben:

Satz 114: Genligt eine Projektivitit 8 den beiden Verglei-

chungen 82=f und 8 in,

unter  eine reelle ZahlgrBe verstanden, so ist diese Projek-

tivitit eine eigentliche Involution.
11*
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Der Zahlwert des Folgequadrates 8* einer Involution 8 steht nun aber
in einer engen Beziehung zu dem kombinatorischen Quadrate [8%], das
heifit zu dem Potenzwerte des Bruches 8. In der Tat ergibt sich nach Satz 95
mit Riicksicht auf (23) fiir den Potenzwert der Involution § der Ausdruck

[8*] = [—b[(il%l =1 %{I;—(ﬂ , das heiBt
(31) [°]=—tL

Zwischen dem kombinatorischen Quadrate [8°] und dem Folgequadrate 8°
einer Involution 8 besteht daher die Beziehung

(32) [ = — #,
und man hat den Satz:

Satz 115: Das kombinatorische Quadrat eines Involutions-
bruches hat mit dessen Folgequadrat entgegengesetzten Wert.

Die durch die Gleichung (31) angegebene Beziehung zwischen dem
Potenzwerte [8*] einer Involution 8 und der zu ihrer Darstellung benutzten
Zahlgrofe t liefert ferner mit Riicksicht auf Satz 109 den Satz:

Satz 116: Die Involution )t

, fa

(23) 5=

ist hyperbolisch oder elliptisch, je nachdem die ZahlgrioBe f,
das heifit das Folgequadrat 8 der Involution, positiv oder ne-
gativ ist.

Ubrigens 1aBt sich der Ausdruck (23) fiir die Involution § noch
etwas weiter vereinfachen, ohne daB dadurch eine wesentliche Beeintriich-
tigung der geometrischen Allgemeinheit des Bruches herbeigefiihrt wiirde?).
Man multipliziere dazu den ersten Zdhler und Nenner des Bruches mit

V4%, wo unter der Wurzel das Vorzeichen + oder — zu nehmen ist,
je nachdem die ZahlgroBe f positiv oder negativ ist, (vgl. Satz 77). Da-
durch verwandelt sich der Bruch (23) in

VEE b, ta
g—=r=-_2%.
V+ta b
Fiir diesen Bruch kann man auch schreiben, wenn man
(33) V+ta=a'

setzt und berticksichtigt, daB
f—+ (V£ 10! ist,
VAU £VELa
b

v
a,

3:

1) Nur die entartenden Involutionen scheiden aus.
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oder nach Formel (30) des 11. Abschnitts

(34) s—Vt L,

a b4
wo beide Male das Vorzeichen + oder — zu wihlen ist, je nachdem f
positiv oder negativ ist.
In dem Falle eines positiven f, das heiBt fiir eine hyperbolische In-
volution (vgl. Satz 116), wird also

b, a’
(35) s=ViZ5,
und in dem Falle eines negativen f, das heiBt fiir eine elliptische Invo-
lution, wird
—b, —a’
(36) g=V_-fa', b
L&Bt man schlieBlich die geometrisch bedeutungslosen reellen Zahl-

faktoren J/f und /—¥ fort und indert die Bezeichnung, indem man wieder
a anstatt @’ schreibt, so erhilt man fiir die allgemeinste hyperbolische
und elliptische Punktinvolution § und e die Bruchdarstellungen

(37 b= ‘%—‘Z und (38) ¢ = 91:5,‘?’

a,

in denen a und b zwei beliebige Punkte bedeuten, die dann in der Invo-
lution ein Paar bilden.

Analog ergeben sich fir die allgemeinste hyperbolische und ellip-
tische Strahlinvolution § und @ die Bruchdarstellungen
(39) o=22 wd (40) €=,
in denen 4 und B zwei beliebige Stibe bedeuten, die dann wieder in der
Involution ein Paar bilden.

Die Gleichungen (37) bis (40) gestatten noch einige wichtige Folge-
rungen. Doch beschrinken wir uns darauf, die betreffenden Schliisse aus
den Gleichungen (37) und (38) fiir die Punktinvolution zu ziehen, be-
merken aber sogleich, daB sich ganz entsprechende Folgerungen auch aus
den Gleichungen (39) und (40) fiir die Strahlinvolution ergeben, was wir
bei der Formulierung der Sitze beriicksichtigen werden.

Nach der Voraussetzung sind die Nennerpunkte ¢ und b der Invo-
Iutionsbriiche § und ¢ in jeder der beiden zugehorigen Involutionen die
Punkte eines beliebig gewihlten Paares. Nun folgen aber aus der Glei-
chung (37) die Gleichungen

f@+b)h=a+b
l@—b)h——(@a—1b),
welche aussagen, daB die Punkte @ + b und a — b die Doppelpunkte der

(41)
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Involution § bilden, und da diese Punkte iiberdies zu den Punkten a
und b harmonisch liegen, so hat man den Satz:
Satz 117: Ein jedes Paar einer hyperbolischen Involution
wird durch deren Doppelelemente harmonisch getrennt.
Andererseits folgt aus der Gleichung (38) die Gleichung
(42) (@+b)e=—(a—b),
welche zeigt, daB die Punkte ¢ + b und @ — b in der Involution e ein
Paar bilden. In einer elliptischen Involution gibt es also zu jedem Paare
a, b ein zweites Paar, das von ihm harmonisch getrennt ist. Es existiert

aber auch nur ein solches Paar. Denn bildet man zu einem beliebigen
Punkt ra + yb der einen Punktreihe den zugeordneten Punkt der anderen,

80 erhalt man (za + yb)e — £b— ya — — (ya — zb).

Die Punkte des Paares ta+yb und ya— b

sind aber nur dann harmonisch, wenn die Proportion besteht

oder die Gleichung L:y=y9y:g
2 =12 das heiBt, wenn
==y

ist. Und diese Gleichung liefert, abgesehen von einem geometrisch be-
deutungslosen Zahlfaktor, eben nur die beiden Punkte ¢ + b und a — b,
man hat daher den Satz:

Satz 118: In jeder elliptischen Involution gibt es zu jedem
Paare ein und nur ein zweites Paar, das zu ihm harmonisch liegt.

Eine Streckengleichung der Ellipse in zwesi verschiedenen Formen. Um
eine genauere Anschauung von einer elliptischen und hyperbolischen In-
volution zu gewinnen und zugleich die Bezeichnung dieser beiden Arten
der Involution als ,elliptisch“ und , hyperbolisch“ zu rechtfertigen, schalten
wir einiges iiber eine Streckendarstellung der Ellipse und Hyperbel ein.

Bei der Ellipse gelangen wir zu einer solchen Streckendarstellung,
indem wir von den bekannten simultanen Gleichungen der Ellipse ausgehen:

{g=acosm

(43) y = bsinw,

in denen r und Yy die rechtwinkligen Koordinaten des laufenden Punktes
der Ellipse, bezogen auf ihre Hauptachsen, und a und b die Ldngen der
Halbachsen sind, wihrend w eine Hiilfsvariable (ein Parameter) ist, der,
wenn a>D ist, die exzentrische Anomalie des laufenden Punktes der
Ellipse darstellt (vgl. Figur 81).
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Sind dann ferner noch )
a und b die Strecken der- A
jenigen beiden Halbachsen
der Ellipse, welche den Sinn
der positiven Seiten der Koor-
dinatenachsen haben, und
endlich e, und e, 2wel
Strecken von der Ldinge 1,
die mit den Strecken @ und v
b nach Richtung und Sinn 5 b
iibereinstimmen, so bestehen (1)
zwischen den vier Strecken 0

— L]
a, b, e,, ¢, und den beiden a
Lingen a und b die Glei- /

chungen
(44) {

19

>y

a=ae,
b =Dbe,.
Und bezeichnet man endlich Fig. oL,

noch die Strecke vom An-

fangspunkt o des Koordinatensystems nach dem laufenden Punkt g, § der
Ellipse gezogen, oder, wie wir sagen wollen, den ,Tréager“ des laufen-
den Punktes der Ellipse mit x, so wird

(45) x=7xe, + Ye,. _
Multipliziert man daher die Gleichungen (43) mit e, und e, und addiert,
so erhilt man wegen (44) und (45) die Gleichung

(46) Z = acosiv + bsinw,

und diese ist bereits die gewiinschte Streckendarstellung der Ellipse. Man

hat also den Satz:
Satz 119: Sind a und b zwei zueinander senkrechte Strecken,

von denen a linger ist als b, so ist die Gleichung
% = acos + bsiniv

eine Streckendarstellung einer Ellipse, deren Halbachsen die
Strecken o und b sind, wihrend z den Tréiger und der Para-
meter w die exzentrische Anomalie des laufenden Punktes der
Ellipse bedeutet.

Ubrigens stellt die Gleichung (46) auch dann noch eine Ellipse dar,
wenn ¢ und b zwei Strecken von beliebiger, aber doch wenigstens ver-
schiedener Richtung sind. Sind ndmlich in diesem Falle wieder a und b
die Lingen der Strecken ¢ und b, und y und y die Koordinaten eines
Punktes in bezug auf ein Koordinatensystem, dessen Anfangspunkt in o
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liegt, und dessen Achsen die Richtung und den Sinn der Strecken «
und b haben (vgl. Figur 82), so sind zuniichst die obigen Gleichungen

(43) {g = ac?sm
§ = bsin w

die simultanen Gleichungen
einer Ellipse, welche die
Koordinatenachsen zu kon-
jugierten Durchmessernhat
und von ihnen die Stiicke
a und b abschneidet.

Und bezeichnet man
ferner wieder mit e, und
e, zwei Strecken von der
Lénge 1, die mit den
Strecken ¢ und b nach
Richtung und Sinn iiber-
einstimmen, und mit x den
Triger des Punktes g, v,
g0 wird wieder

a=ae,
b = be,

(44) und

(45) z = gea + ")ew

und es folgt daher wieder durch Multiplikation der Gleichungen (43) mit
e, und ¢, und Addition fiir die Ellipse mit den konjugierten Halbmessern a
und b die Streckengleichung

(46) 2 = acosiy 4 bsini;

nur hat hier der Parameter 1 eine andere Bedeutung wie in dem Satze 119.
Man gelangt zu dieser durch eine affine Verallgemeinerung des Begriffs
der exzentrischen Anomalie.

‘Man kann sich ndmlich die Ellipse mit den Halbmessern [0a] und [ob]
durch perspektiv-affine Abbildung aus dem Kreise erzeugt denken, der um
den Mittelpunkt o der Ellipse mit dem Radius a geschlagen ist, indem
man dabel die Gerade des Stabes [oa] als Affinititsachse verwendet. Man be-
zeichne dazu noch denjenigen Triiger dieses Kreises, der auf der Strecke a
senkrecht steht und von ihr nach derselben Seite abweicht wie b von a, mit
b’; dann gibt die Strecke b — b’ die Affinititsrichtung derjenigen perspek-
tiven Affinitit an, in der [oa] die Affinitdtsachse ist, und in der dem
Punkte b’ der Punkt b zugeordnet wird. Sodann konstruiere man einen
Punkt z auf folgende Weise:
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Man ziehe zuerst durch einen beliebigen Punkt x’ des Kreises die
Parallele zu der Affinititsrichtung b — b’, so weif man: Auf dieser
Parallelen muB der dem Punkte z’ zugeordnete Punkt z gelegen sein.

Fillt man dann sweitens von z' das Lot ¢ auf die Affinititsachse
[oa], so ist z'q || b'0; und da zwei parallellen Geraden durch die Affinitit
wieder zwei parallele Geraden zugeordnet werden, so muB die zu z’q 7u-
geordnete Gerade xg mit der zu b'o zugeordneten Geraden bo parallel sein.

Man ziehe also driffens durch demn FuBpunkt ¢ des Lotes z'q die
Parallele zu 0b bis zum Schnitt mit der zuerst gezogenen Parallelen und
bezeichne den Schnittpunkt mit z.

Man kann dann zundchst leicht zeigen, daB der Punkt x ein Punkt
der Ellipse ist, welche die Stibe [0a] und [0b] zu konjugierten Halb-
messern hat. In der Tat, bezeichnet man noch die rechtwinkligen Ko-
ordinaten des Punktes z’ in bezug auf die Achsen [oa] und [0b'] mit ¢’
und y’, so lautet die Gleichung des konstruierten Hiilfskreises

Q) £yt
Nun ist aber

@ r'=1,

und es verhilt sich ferner wegen der Ahnlichkeit der Dreiecke obb’
und gz z’ p:y =b:a,

woraus fir y’ der Wert folgt:
() b =%
Die Einfiihrung dieser Werte (I) und (II) aber in die Gleichung (47)

ergibt 2.2
° 4+ nb” =a® oder

(48) LI L

und das ist gerade die Gleichung der Ellipse, welche die Stibe [0a] und
[0®] zu konjugierten Halbmessern hat.

Jetzt zeigt aber weiter die erste Gleichung (43), daf der Parameter w
der Winkel zwischen den Strecken @ und 2’ ist. Der Parameter w des
Ellipsenpunktes x ist also der Polarwinkel des zugehorigen Punktes z’
auf dem Kreise, der durch perspektiv-affine Abbildung in bezug auf die
Gerade [0a] als Affinititsachse in die Ellipse iibergeht, wobei vorausgesetzt
ist, daB die Gerade [0a] zugleich als Polarachse fiir den Polarwinkel dient.

FaBt man diese Ergebnisse mit dem Inhalt von Satz 119 zusammen,
go erhilt man den

Satz 120: LiBt man die Strecken @, b und z von einem festen
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Zentrum o ausgehen, so ist die Gleichung

Zz=acosw+ bsinmw,
in der @ und b zwei beliebige Strecken von verschiedener Rich-
tung sind, eine Streckendarstellung einer Ellipse mit dem
Mittelpunkt o.

Stehen insbesondere die Strecken @ und b aufeinander
senkrecht, und ist @ linger als b, so hat die Ellipse die Stébe
[0oa] und [0b] zu Halbachsen, und der Parameter w ist die exzen-
trische Anomalie des Punktes z.

Sind dagegen die Strecken a und b zwei Strecken von be-
liebiger, aber doch wenigstens verschiedener Richtung, so be-
sitzt die Ellipse die Stibe [0a] und [0b] zu konjugierten Halb-
messern, und der Parameter w ist der Polarwinkel des dem
Punkte z entsprechenden Punktes auf demjenigen zur Ellipse
perspektiv-affinen Kreise, der durch perspektiv-affine Abbil-
dung in bezug auf die Achse [0a] als Affinitdtsachse in die
Ellipse iibergeht. Dabei ist vorausgesetzt, daB die Affinitdts-
achse [oa] zugleich als Polarachse dient.

Man kann der Streckengleichung (46) der Ellipse noch eine etwas
andere Form verleihen, wenn man die ,elliptische Streckeninvolution®
(49) e =22
einfihrt, welche nach dem Begriff des extensiven Bruches den Glei-
chungen geniigt: )

at =
@ (rem—a,

die also den Halbmesser a der Ellipse in den konjugierten Halbmesser b
tiberfilhrt und andererseits den Halbmesser b in den vom Halbmesser a
nur dem Sinne nach verschiedenen Halbmesser —a verwandelt. Diese
Streckeninvolution besitzt tibrigens ganz die Eigenschaften der oben (vgl.
Seite 160 ff., namentlich Seite 165f.) ausfiihrlich betrachteten elliptischen
Punktinvolution. Insbesondere besitzt ihr Folgequadrat e? den Wert — 1,
das heiBt, es wird

(1) el=—1.

Hieraus 1iBt sich dann folgern, daB man mit der GroBe ¢ in ganz ent-

sprechender Weise rechnen kann wie mit der imaginéren GroBe i =) — 1.
So nimmt die Gleichung (46) wegen (50) die Gestalt an:

(52) z=acosw+ bsinw = acosw + aesinw = a(cosw + e sinw).

Die hier in der Klammer auftretende Summe cosw + ¢ sinw kann



Abschnitt 15, Gleichung (49) bis (61). Satz 120. 171

man aber in genau derselben Weise umformen wie die komplexe Einheit
cosw + isinw. Wegen (51) wird némlich

2 4 22 4ind

(53) . m W ew | efw® etpd
esinw—e(f— gty —+ ) =TG5+

Setzt man daher noch die Reihe

e t!mﬂ tﬂms b,—a
(54) 1+ 5+ 5+t -=¢n t= 5’
so wird .
(55) cosv -+ esiniy = €W, e=a’_z-

DaB die durch die Potenzreihe (54) definierte Exponentialgrofe et™
auch den Grundgesetzen der Potenzierung, insbesondere der- Gleichung

(56) e!mletmg — e‘(ml'l'mz), ¢ = b, ——a’
a, b

Gentige leistet, erkennt man leicht, indem man die beiden Potenzreihen
fiir '™ und e*™ miteinander multipliziert. Man kann den Beweis aber
auch auf Grund der Formel (55) in folgender Weise fiihren: Es ist
e Mgt — (cos, + e sinv,)(cos 1w, + e sin v,)

= (cos v, cos W, — sin v, sin v,) -+ e (sin v, cos v, + cosw, sin v,)

= cos (0, + ;) -+ ¢ sin (v, - W,)

= et +m,)

Aus der Formel (55) entnimmt man ferner, daB die Exponential-

groBe ef® fiir die besonderen Argumente w = Z—, Ww==x und w=2x die
Werte besitzt

14
(B et =, (58) et ——1, (59) eftm =1,
Ferner erhilt man, wenn man den Wert (55) in die Gleichung (52)
substituiert, fiir die Streckengleichung der Ellipse die neue Form
(60) = qaew, ¢ — gl_“_gj,
wobel @ und b zwei konjugierte Halbmesser der Ellipse sind.
Auch kann man leicht die Bedeutung der beiden Abbildungsfunktionen
n
etund ¢e=¢ ? fiir die Ellipse (60) angeben. Wegen (56) folgt namlich
aus der Gleichung (60) durch Multiplikation mit e**:
(61) zett = aee(m+t)’

das heiBt, durch Multiplikation mit e*! wird ein beliebiger Triger x der
Ellipse (60) wieder in einen Triiger dieser Ellipse iibergefiihrt, und zwar
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in denjenigen Triger, dessen Parameter den Parameter w des urspriinglichen
Trigers £ um den Betrag ¥ iibertrifft. Hieraus ergibt sich wieder die Be-
deutung der Abbildungsfunktion e; denn es wird
(62) ze — aetve T = aee(m-*- ’)
Die Multiplikation mit ¢ verwandelt also ebenfalls jeden Triger der
Ellipse (60) wieder in einen Triger dieser Ellipse, und zwar in denjenigen

Triger, dessen Parameter um % groBer ist. Da aber, wie oben gezeigt

ist, der Parameter w des Ellipsenpunktes & = a¢f™ nichts anderes ist als
der Polarwinkel des dem Punkte x entsprechenden Punktes in einem ge-
wissen zu der Ellipse perspektiv-affinen Kreise, so kann man auch sagen,
daB die Polarwinkel der den Ellipsenpunkten # und ze entsprechenden

. . . T . . .
Punkte dieses Kreises um den Winkel , differieren, woraus dann wieder

folgt, daB die Triger £ und ze der zugehirigen Ellipsenpunkte kon-
jugierte Halbmesser der Ellipse sind.

Dies kann man indes auch leicht auf anderem Wege zeigen.
Bildet man niimlich den Differentialquotienten g:% des Ellipsentrégers »

nach dem Parameter v, so erhilt man

3% = ae'™e¢  oder
dx
(63) s =t

Diese Gleichung aber enthidlt bereits das gewiinschte Ergebnis. Denn
da das Differential dx eine Strecke darstellt, die lings der Ellipse
von dem Punkt £ mit dem Parameter w zu dem Nachbarpunkt x + dz

mit dem Parameter w 4 dw hinfiihrt, so ist der Differentialquotient %

der Ausdruck einer Strecke, welche die Richtung der Ellipsentangente im
Punkte 2 besitzt, und deren Sinn dem Fortschreiten auf der Ellipse nach
dx 2z p der Seite des wachsenden
I X+2% W44 pyrameters W entspricht.

Die Strecke % moge da-

her als die ,Tangenten-
strecke“ der Ellipse (60)
im Punkte 2 bezeichnet
werden (vgl. Figur 83).

Und diese Bezeichnung
Tig. 83 , Tangentenstrecke” fiir den
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Differentialquotienten % wollen wir iiberhaupt bei einer jeden Parameter-

darstellung einer beliebigen Kurve anwenden, durch welche die Strecke, von
einem beliebigen festen Anfangspunkt nach dem laufenden Punkt der Kurve
gezogen, als Funktion eines Parameters v ausgedriickt wird. Denn in diesem

Falle hat die Strecke % stets die Richtung der Tangente der Kurve im

Punkte z, wihrend der Sinn und die Linge dieser Strecke von der jedes-
maligen Form der Parameterdarstellung der Kurve, das heiBit von der
Wahl des Parameters w abhéngt.

Mit Riicksicht auf diese geometrische Bedeutung des Differential-

quotienten ;z% sagt nun aber die (leichung (63) aus, daB die Strecke ze,

(die nach der Gleichung (62) zugleich der Triger eines gewissen Ellipsen-
punktes ist), der Tangente des Punktes » parallel lduft, das heiBt, zu dem
Ellipsentriger # konjugiert ist. Damit ist aber in der Tat von neuem
bewiesen, und zwar unabhingig von der Beziehung der Ellipse zu dem
perspektiv-affinen Kreise, daB die Multiplikation mit e einen jeden Halb-
messer der Ellipse in den auf der Seite des wachsenden Parameters
liegenden konjugierten Halbmesser iiberfiihrt, oder was auf dasselbe hin-
auskommt, in denjenigen konjugierten Halbmesser, der von z aus nach
derselben Seite liegt wie & von a. Man hat also den Satz:
Satz 121: Bei der durch die Streckengleichung

Z = acos -+ bsinw

oder die gleichwertige Streckengleichung
= aew, 6= ——

gegebenen Parameterdarstellung einer Ellipse fithrt die Multi-
plikation des laufenden Trigers £ mit dem elliptischen Invo-
lutionsbruche e den Halbmesser 2 in denjenigen zu ihm kon-
jugierten Halbmesser der Ellipse iiber, der von dem Triger z
nach derselben Seite hin abweicht wie b von a.

Die in diesem Satze ausgesprochene Eigenschaft der Streckeninvolution
¢ bildet den Grund dafiir, daB man diese Involution und ebenso die ent-
sprechende Punkt- und Strahlinvolution (vgl. Seite 165f) als elliptische
Involution bezeichnet.

Die entsprechende Streckengleichung der Hyperbel. In ganz dhnlicher
Weise wie bei der Ellipse kann man auch fiir die Hyperbel eine Strecken-
gleichung entwickeln.

Sind wieder @ und b zwei Strecken verschiedener Richtung, die von
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einem gemeinsamen Anfangspunkte o ausgehen, sind ferner a und b die
Liingen dieser Strecken und r und y die Koordiraten eines verinderlichen
Punktes in bezug auf ein Koordinatensystem, dessen Achsen die Rich-
tungen der Strecken ¢ und b haben, und deren positive Seiten auch
ihrem Sinne nach mit dem Sinne der Strecken a und b iibereinstimmen,

so ist zundchst die Gleichung
2 2
(64) e ]
die Gleichung derjenigen Hyperbel, welche die Koordinatenachsen zu kon-
jugierten Durchmessern hat und von der g-Achse das Stiick a abschneidet,
wihrend der zur r-Achse konjugierte Halbmesser die Linge b hat.
Der Gleichung (64) kann man nun aber geniligen, wenn man setzt

= 1
(65) {E : c?s wo
) = b sinhw,
coshw = €’ +e” "
(66) N _2€_m
sinhw = —

ist; denn aus den Gleichungen (65) resultiert mit Riicksicht auf die
Gleichung
(67) cosh? — sinh®w =1
bei Elimination von w die Gleichung (64). Dabei stellen allerdings die
Gleichungen (65) nur denjenigen Zweig der Hyperbel (64) dar, fiir welchen
t positiv ist, wihrend die Gleichungen des anderen Zweiges lauten:

£ = — a coship
(68) , {t)=——ﬁsinhm.

Sind dann ferner e, und e, wieder zwei Strecken von der Ldinge 1,
die nach Richtung und Sinn mit den Strecken @ und b iibereinstimmen,
und ist z wie oben der Triger des Punktes g, Y, so wird wieder

o= Qe
“ d
(69) l b=be, un
(70) l x=ye, + 6.

Multipliziert man daher die beiden Gleichungen (65) beziehlich mit
e, und e, und addiert und beriicksichtigt die Gleichungen (69) und (70),
so erhilt man fiir den Hyperbeltriger z die Parameterdarstellung

{(11) % = a coshw + b sinhw

und damit eine Streckengleichung des ,positiven Zweiges* der Hyperbel
(64), niimlich desjenigen Zweiges, welcher den Punkt z = 4 a enthilt;
dieser Punkt entspricht dem Parameterwerte w = 0.
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Andererseits ist die Gleichung

(12) BB 1 ol
(13) i

die Gleichung der zu (64) konjugierten Hyperbel, und man kann dann
wieder denjenigen Zweig der Hyperbel, fiir den y, positiv ist, durch die
simultanen Gleichungen darstellen:
(74) { p,="> c?shm

¢, = a sinhw.
Bezeichnet man daher noch den Tréger des Punktes r,,y, mit y,
setzt also
(75) Y=t + %6,
und multipliziert die beiden Gleichungen (74) beziehlich mit e, und e, und
addiert unter Beriicksichtigung von (69) und (75), so erhilt man fiir
den ,positiven Zweig“ der zu (64) konjugierten Hyperbel die Strecken-
gleichung
(76) y = b coshw + a sinhWw,
wobei als positiver Zweig derjenige Zweig der Hyperbel bezeichnet ist,
der den Punkt y = + b enthilt; dieser Punkt entspricht wieder dem
Parameterwerte v = 0. Man hat also den Satz:

Satz 122: Sind @ und b zwei Strecken von verschiedener
Richtung, so stellt jede von den beiden Streckengleichungen
(11) Z = a coshy + b sinhw und
(76) 9 = b coshiv + a sinhw
einen Zweig einer der beiden konjugierten Hyperbeln dar, welche
die Strecken a und b zu konjugierten Halbmessern haben, und
zwar die Streckengleichung (71) denjenigen Zweig, der den
Punkt # = a enthilt, und die Streckengleichung (76) den Zweig,
dem der Punkt y =b angehort; diese beiden Punkte 2 =a und
y =b entsprechen dem Parameterwerte = 0.

Die unendlich fernen Punkte der beiden Hyperbelzweige (71) und (76)
ergeben sich, wenn man W = + oo setzt. In der Tat wird wegen (66)
fiir eine sehr groBe positive Zahl g um so genauer

3
cosh (+ 6) = + 5

8
sinh (+ 9) = £+ 5,

je groBer g gewihlt wird. Bezeichnet man daher die Werte, denen die
Triger x und y der beiden Hyperbelzweige (71) und (76) fir die
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Parameterwerte + g und — g bei unendlich wachsendemig zustreben, be-
ziehlich mit z,, z, und y,, y;, so wird

8
z = % (@ +1)
) . und
e
x, = ? (a — b)
&8
Y =75 b+ a)
) 2
Yo =5 (b - a))

worin § = + oo zu setzen ist. Diese Gleichungen zeigen (vgl. Figur 84):
Die Punkte z, und z,, die bei dem Hyperbelzweige (71) den Parameter-

® werten W=} 00
‘gf" 'y/ / und w=—oo ent-
P sprechen, liegen

©- auf den durch die

Streckena+bund

® g —b bestimmten
von o ausgehen-
——3. denStrahleninun-
endlicher Entfer-

0 a~-h
Fig. 84.

nung, und von den
entsprechenden
Punkten y, und y, des Hyperbelzweiges (76) fallt y, mit x; zusammen,
wihrend y, aus z, durch Spiegelung am Anfangspunkt o entsteht. Jene
beiden von o aus gehenden Strahlen heiflen die ,Asymptoten der beiden
konjugierten Hyperbeln.

Einige weitere Folgerungen lassen sich noch an die Tatsache
kniipfen, daB y aus z und ebenso z aus y durch Differentiation nach dem
Parameter Ww hervorgeht, daB also die Gleichungen bestehen:

(19) Z—% =y und g% =z
Die geometrische Bedeutung dieser Gleichungen ergibt sich leicht.
Da nimlich nach Seite 172f. die Differentialquotienten g% und g% die

Tangentenstrecken der |beiden Hyperbelzweige in den Punkten 2 und y
sind, so sagen die Gleichungen (79) aus, daB die Tangentenstrecken der
Punkte # und y beziehlich mit den Trigern der Punkte y und z iiber-
einstimmen. Darin liegt zundchst: Der zum Parameter w gehorende
Halbmesser y des zweiten Hyperbelzweiges ist parallel mit der Tangenten-

strecke 3%; des zu demselben Parameterwerte v gehorenden Punktes x des
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ersten Hyperbelzweiges, und umgekehrt ist der Halbmesser z parallel mit

der entsprechenden Tangentenstrecke g}%- Und da man bei zwei kon-

Jugierten Hyperbelzweigen zwei Halbmesser, von denen der eine der Tan-
gente im Endpunkt des anderen parallel ist, einander konjugiert nennt,
so hat man den Satz:

Satz 123: Bei der durch die Gleichungen (71) und (76) ge-
gebenen Parameterdarstellung zweier konjugierten Hyperbel-
zweige sind je zwei Halbmesser # und y, welche demselben
Parameterwerte w zugehdren, konjugierte Halbmesser der
beiden Hyperbelzweige.

Da insbesondere nach (77) und (78) die den Parameterwerten v = 4 oo
zugehérenden Halbmesser x, und y,, 7z, und y, in je eine gerade Linie,
nimlich in eine Asymptote fallen, so folgt, wenn man zugleich abermals
die Gleichungen (79) beriicksichtigt, weiter der Satz:

Satz 124: Die Asymptoten einer Hyperbel sind ,sich selbst
konjugierte Durchmesser“ der Kurve und kénnen iiberdies als
Tangenten der Hyperbel in ihren unendlich fernen Punkten auf-
gefalit werden.

Stellt man ferner aus den Gleichungen (79), (71) und (76) das
Gleichungssystem zusammen

T = 4y _ a coshw 4 b sinhw

dw
iw = Y= b coshw 4 asinhw
und addjert und subtrahiert diese Gleichungen, indem man beachtet,
daB wegen (66) coshs + sinhip = ev
(81) {coshm — ginhw = ¢ 7,

so erhdlt man die neuen Gleichungen

dz a e
(82) {HZE*( o

x—d—rg=(a——b)e—“’

und

d

y+ 2=+ a)er
B -
welche zeigen: Wenn man den Tréiger eines der beiden konjugierten
Hyperbelzweige (71) und (76) um seine Tangentenstrecke vermehrt, so
erhdlt man einen Punkt derjenigen Asymptote, deren Streckengleichung
lautet:

(84) 7 =m(a+1),

GraBmann, Projektive Geometrie d. Ebene. I. 12

(83)
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unter m eine verinderliche ZahlgroBe verstanden; wenn man ihn dagegen
um seine Tangentenstrecke vermindert, so gelangt man zu einem Punkt
der anderen Asymptote, welche die Parameterdarstellung gestattet:

(89) 7y = n(a —b).

Darin liegen die Sitze:

Satz 125: Man kann den zu einem Hyperbelhalbmesser kon-
jugierten Halbmesser auch dadurch finden, daB man in dem
Endpunkt des ersten Halbmessers an die Hyperbel die Tan-
gente legt und diese Tangente mit derjenigen Asymptote zum
Schnitt bringt, deren Richtung durch die Strecke a + b an-
gegeben wird; dann wird der gesuchte konjugierte Halbmesser
nach Linge, Richtung und Sinn durch das Stiick der Tangente
dargestellt vom Beriihrungspunkt bis zum Schnitt mit jener
Asymptote. Und:

Satz 126: Der Beriihrungspunkt einer Hyperbeltangente hal-
biert das Stiick dieser Tangente zwischen den beiden Asymptoten.

Multipliziert man andererseits die beiden Ausdriicke (80) #uBerlich
miteinander, so ergibt sich die Gleichung:

[zy] = [x 3_91%] = — [y%] = [ab](cosh®w — sinh®w),
das heiBt wegen (67)

d a
(86) [zy] = [xﬁ] =— [yz%] = [ab] = Const.
Hier ist aber die Grofe der Felder [x%] oder — l:ygl] der Flichen-

inhalt der Dreiecke (vgl Figur 85), die zwischen der Tangente des Punktes
z oder y und den
beiden Asymptoten
gelegen sind. Man
hat also den Satz:
Satz 127: Der
Fléacheninhalt der
Dreiecke, die von
einer beweglichen
Tangente einer

Hyperbel und
ihren beiden
Asymptoten gebildet werden, ist konstant und besitzt denselben
Wert fiir die konjugierte Hyperbel.
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Dieses Ergebnis driickt man nur etwas anders aus, wenn man sagt:
Satz 128: Alle Parallelogramme, die zwel konjugierte Durch-
messer zweier konjugierten Hyperbeln zu Mittellinien haben, be-
sitzen denselben
Flécheninhalt,
und ihre Ecken
liegen auf denbei-
den Asymptoten
(vgl Figur 86).
MitHiilfe der Glei-
chung (86) kann man
sich nun aber auch
iiber die geometri-
sche Bedeutung des
Parameters w Auf-
schluB verschaffen. Schreibt man nimlich den Ausdruck fiir das als
Strecke aufgefaBte Linienelement dz des Hyperbelzweiges (71) in der
Form

dx
dx = d—lﬁdm,

so wird dasjenige Flichenelement, das durch den Triiger x dieses Hyperbel-
zweiges wihrend des Anwachsens seines Parameters vom Werte w auf
den Wert w 4 dw iiberstrichen wird:

1 17 dx

sledz] = E[“’;m]d’”’
das heiBt wegen (86)

leda] = [ab]dw;

und integriert man iiber diese (leichung von O bis W, so erhilt man

v
f%[xdx] = [‘;ﬂm;

0

folglich wird w
f [ d 2]
0 ——T
(87 R CO R
2

wo der Zihler den Hyperbelsektor darstellt, der zwischen den Trigern
#=a und z=acoshw + bsinhw gelegen ist (vgl. Figur 87), wihrend
der Nenner das halbe Asymptoten-Tangenten-Dreieck der Hyperbel ist

(vgl. Satz 127). Man hat also den Satz:
12%
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Satz 129: Der Parameter w der Streckengleichung

(1) x = a coshw + b sinhw

eines Hyperbelzweiges ist das Verhiltnis des zwischen den
Tréigern ¢ und z
gelegenen Hyper-
belsektors zu dem
halben Asympto-
ten-Tangenten-

Dreieck%ﬂ der

Hyperbel, woraus
noch folgt, daB

der Parameter w
positiv oder ne-
gativ zu nehmen ist, je nachdem der Triger  von dem Triger
a nach derselben Seite abweicht wie die Strecke b von der
Strecke a oder nach der entgegengesetzten Seite.

Eine entsprechende Bedeutung kommt dem Parameter w in der
Gleichung
(76) y = beoshw + asinhiv

zu. Derselbe ist das Verhiltnis des zwischen den Trigern b und y ge-
legenen Hyperbelsektors zu dem halben Asymptoten-Tangenten-Dreieck

[%a_]. Hier besteht also nur ein gewisser Unterschied hinsichtlich des

Sinnes; denn jetzt ist der Parameter w positiv zu nehmen, wenn der
Triger y von dem Triger b nach derselben Seite hin abweicht wie die
Strecke @ von der Strecke b, im entgegengesetzten Falle aber negativ
(vgl. Figur 87, in welcher die Punkte £ und y einem und demselben
positiven Parameter  zugehoren).

Man kann nun aber auch hier wieder den Streckengleichungen der
beiden konjugierten Hyperbelzweige noch eine zweite Form verleihen, wenn
man die ,hyperbolische Streckeninvolution®

b,

(88) g="ot
einfiihrt, welche nach dem Begriff des extensiven Bruches den Gleichungen
gentigt:

alh =
89 {
welche also den Halbmesser a der konjugierten Hyperbelzweige in den
konjugierten Halbmesser b iiberfiilhrt und andererseits den Halbmesser b
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in den Halbmesser a zuriickverwandelt. Diese Streckeninvolution besitzt
das Folgequadrat

(90) P=41.

Aber man kann trotzdem mit ihr in ganz &hnlicher Weise rechnen wie
mit der elliptischen Involution e oder wie mit der imagindren GroBe i,
nur daB an die Stelle der Kreisfunktionen cosw und sinw hier die hyper-
bolischen Funktionen coshiv und sinhw treten. In der Tat folgen aus
(71) und (76) wegen (89) die Gleichungen

(91) z=acoshw + bsinhw = a coshw + a}j sinhw = a (coshw + § sinh w)

(92) y=>bcoshw + asinhw =& coshw - b} sinh = b (coshw + § sinhw).
Nun ist aber wegen (90)
2m2 B4m4

]coshm=1-}—%+%+.‘. =147+ 4

(b= 03 5 ) =32 B B

Setzt man daher noch die Reihe

(93)

(94) 1+¥+B2T+b§?+...=ebm,
so wird
(95) cosh + fsinhiy = eb®,

und man beweist wieder genau so wie auf Seite 171, da die Exponential-
groBe ¢ der Grundformel der Potenzierung

(96) ehm gy — o (1 + 105)

Geniige leistet.

Ferner erhilt man, wenn man den Wert (95) in die Gleichungen (91)
und (92) substituiert, fiir die Streckengleichungen der beiden konjugierten
Hyperbelzweige die neuen Formen
(97) z = ad®® und b, a
(98) y =beiv, b=
wobei @ und b ebenso wie z und y zwei konjugierte Halbmesser der beiden
konjugierten Hyperbelzweige sind.

Man kann noch folgendes hinzufiigen: Wie die Gleichungen (71)
und (76) zeigen, gehen die beiden einander konjugierten Halbmesser x
und y der beiden konjugierten Hyperbelzweige durch Vertauschuug von
a und b auseinander hervor. Und da die Ausdriicke (71) und (76) iber-
dies in a und b linear und homogen sind, und die Multiplikation mit dem
Bruche § bei einer in bezug auf @ und b linearen homogenen Funktion
diese Vertauschung bewirkt, so muB sich jeder von den beiden Ausdriicken
(71) und (76) aus dem anderen durch Multiplikation mit dem extensiven
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Bruche § erzeugen lassen, das heiBt, es miissen die Formeln bestehen:
{xlj =y und

yb =z,

die man mit den Gleichungen (79) auch zu den Doppelgleichungen zu-

sammenziehen kann:

(99)

dz

Y=y =75

(100) .
¥h=2=qn

Man hat also den Satz:
Satz 130: Bei der durch die Gleichungen

(101) {x = ¢ coshw 4 bsi.nhm und
y = b coshv + asinhiv

oder durch die gleichwertigen Gleichungen
Z=ae™ und b, a

(102) {y=b8m”, b=a, b

gegebenen Parameterdarstellung zweier konjugierten Hyperbel-
zweige fiithrt die Multiplikation der laufenden Triger z und y
mit der Streckeninvolution § die Halbmesser # und y der beiden
Hyperbelzweige beziehlich in die ihnen konjugierten Halb-
messer ¥y und « iber. Dieselben sind zugleich die Tangenten-
strecken jener Hyperbelzweige fiir die Punkte # und y.

Die in diesem Satze ausgesprochene Eigenschaft der Streckeninvo-
lution § bildet den Grund dafiir, daB man diese Involution und ebenso
die entsprechende Punkt- und Strahlinvolution (vgl. Seite 165f.) als hyper-
bolische Involution bezeichnet.

SchlieBlich mége noch gezeigt werden, daB die hyperbolische Invo-
lution § mit der durch die ExponentialgroBe ¢ vermittelten Abbildung
msvertauschbar® ist. Aus den Gleichungen (99) folgt, wenn man fiir 2
und y ihre Werte aus (102) substituiert und noch die Gleichungen (89)
beriicksichtigt, dafl
(103) {ae""’l) =beb® =aheh” und

behfh = aed® = bhehr
ist, und da die Abbildung

e = cosh + §sinhw

als Vielfachensumme zweier Projektivititen auf der unendlich fernen Ge-
raden (ndmlich der Identitit 1 und der Involution §) nach Seite 122 selbst
eine Projektivitit dieser Gteraden darstellt, und dann dasselbe auch von
den beiden Folgeprodukten %™} und hed™ gilt, so liBt sich wegen (103)
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auf diese beiden Folgeprodukte der Satz 75 anwenden, das heiBt, man darf
diese beiden Folgeprodukte selbst einander gleich setzen. Man erhilt also
die Gleichung
(104) rh = fehv
und damit den Satz:

Satz 131: Die hyperbolische Involution § ist mit der Ab-
bildungsfunktion "™ vertauschbar.

Dieser Satz bildet einen Sonderfall eines weiter unten zu entwickeln-
den zweiten Satzes von Stéphanos (vgl. Satz 244).

Neue Form des Merkmals einer Involution. Die parabolische Involution.
Um den Ubergang zu einer dritten Art der Involution, ,der parabo-
lischen Involution® zu machen, gehen wir auf das urspriingliche Kri-
terium der Involution zuriick, welches in der Gleichung

3 [esy] = [e,a,]
enthalten war, und geben demselben eine neue Form, indem wir aus dieser
Gleichung eine Beziehung zwischen den Ableitzahlen der Zihler a, und a,

des Bruches p = :11’—':—’ herleiten, welcher die Involution darstellt. Dazu
1y “2

setzen wir wie gewdhnlich

(105) {“1 =036 + 0556,
i . d Ay = 03,6, + 033655
ann wir
[es,] = — ay[¢6,] und
[eas] = agle6].
Die Gleichung (3) verwandelt sich also in
(106) Ogg = — Oy,

und man hat somit den Satz:
Satz 132: Damit ein Projektivititsbruch

(107) p= 0.6 + 0,56, 0,6 0556

€ s

eine Involution darstelle, ist notwendig und hinreichend, daB

(106) Ogp = — Oy

sei. Oder anders ausgedriickt:
Eine jede Punktinvolution 1iB8t sich durch einen Bruch von

der Form
(108) § = 016 015,056 — 0, 6

€y €y

ausdriicken, in welchem e und ¢ zwei beliebige nicht zu-
sammenfallende Punkte ihres Trigers bedeuten; und umgekehrt
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stellt jeder Bruch von der Form (108) eine Punktinvolution dar,
sobald seine Nenner ¢ und ¢ zwei nicht zusammenfallende
Punkte sind.

Und entsprechend gilt fiir emne Strahlinvolution der Satz:

Satz 133: Eine jede Strahlinvolution 1i8t sich durch einen

Bruch von der Form
0, B +0,, E, 05, By —0,, By

(109) €= E, 7
ausdriicken, in welchem E, und F; zwei beliebige Stibe sind,
die durch den Scheitel der Strahlinvolution hindurchgehen und
nicht derselben Geraden angehoren; und umgekehrt stellt jeder
Bruch von der Form (109) eine Strablinvolution dar, sobald
seine Nenner FE, und E, zwel nicht derselben Geraden ange-
horende Stibe der Ebene sind.

Fiir die spiteren Untersuchungen sind auch Involutionen von ver-
schwindendem Potenzwerte, das heifit entartende Involutionen, von Inter-
esse. Schon auf Seite 163 wurde gezeigt, daB die zweifach entartende

oder uneigentliche Projektivitit
(110) p=22

€1y Cg

den Charakter einer Involution hat. Wir werden sie daher besser mit dem
Buchstaben 8 bezeichnen, also schreiben:

(111) =29

€14 €
Sehen wir von dieser ,uneigentlichen Involution“ ab, so bleiben
nur noch die einfach entartenden Involutionen zu betrachten. Dieselben
werden als ,parabolische Involutionen* bezeichnet, da sie den Uber-
gang von den elliptischen zu den hyperbolischen Involutionen vermitteln.
Nach der Gleichung (36) des 13. Abschnitts besteht zwischen den Zihlern
a, und a, einer jeden entartenden Projektivitit eine Gleichung von der Form
(112) ay = aa,,
unter a eine ZahlgroBe verstanden, und diese extensive Gleichung laBt

sich, wenn man die Ableitzahlen von a, und a, in derselben Weise wie
bisher bezeichnet, auch durch die beiden Zahlgleichungen ersetzen

[0 = Q0ay,
lag, = aay,.
Fiir den besonderen Fall einer Involution besteht nun aber iiberdies

zwischen den Ableitzahlen von @, und a, die Gleichung (106). Infolge-
dessen liBt sich die zweite Gleichung (113) auch in der Form schreiben

(113)

— Oy = 00y45.
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Ist daher
* a4, + 0,
das heiBit, ist @, von ¢, riumlich verschieden, der erste Nenner e, des
Involutionsbruches 8 also nicht gerade ein Doppelpunkt der Involution,
so ergibt sich fiir a der Wert

0= — Oyq
85’
und die Formel (112) geht iiber in
(114) a4, = —Ha,.
12

Fir den extensiven Bruch einer parabolischen (das heiBt einer einfach
entartenden) Involution 8 erhilt man daher die Darstellung

0y

@y, ——

P T
€1y €

oder wenn man die Bezeichnung etwas vereinfacht, indem man anstatt
ay, 0, 0 schreibt:
a, 0;, 0, 8o daf also

(115) a=aqa.e + 0,6

wird, so erhdlt man fiir 8 den Wert

al
(116) PR N
e, 6

und damit den Satz:
Satz 134: Jede parabolische Involution 148t sich in der Form

darstellen

a, — ‘a
(116) 8= ea* y WO
11 2
(115) a=qae + a6

ist, und wo @ den Hauptpunkt der parabolischen Involution
bildet (vgl. Seite 147).

Die besondere Form des Bruches (116) liefert nun aber noch eine
wichtige Eigenschaft der parabolischen Involution. Bildet man nimlich
den Ausdruck fiir den zu dem Hauptpunkt a der parabolischen Involution
8 zugeordneten Punkt a8, so erhilt man

(117) a8 — (0,0, + 0,6,)8 — 0,0 — 0, ta — (0, — 0,)a = 0,
2
das heiflt, man findet, dafl bei einer parabolischen Involution der Haupt-

punkt zugleich der Nullpunkt der Abbildung ist (vgl. Seite 148). Man
hat also den Satz:
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Satz 135: Bei einer parabolischen Involution fallen die beiden
Doppelpunkte, der Hauptpunkt und der Nullpunkt, in einen Punkt
zusammen.

Fihrt man schlieBlich in den extensiven Bruch (116) neben e, den
Nullpunkt @ als Nenner ein, was wegen (*) zuléssig ist, und schreibt zu-
gleich anstatt ¢, einfach e, so bekommt man fiir die parabolische Involution
$ die Darstellung

(118) g =20

e, a

In ihr ist der erste Nenner e ein von dem Doppelpunkt a rdumlich ver-
schiedener Punkt der zu transformierenden Punktreihe.

Von dem Satze 135 gilt iibrigens auch die Umkehrung:

Satz 136: Fillt bei einer einfach entartenden Projektivitét
der Nullpunkt mit dem Hauptpunkt zusammen, so ist sie eine
parabolische Involution.

Zunéchst ndmlich 148t sich eine jede einfach entartende Projektivitit
8, deren Nullpunkt mit dem Hauptpunkt zusammenfsllt, durch einen Bruch
von der Form (118) darstellen. Man braucht daher nur noch zu zeigen,
daB eine Projektivitit der Form (118) der Bedingungsgleichung der In-
volution

le-a8] = [a - e8]

Geniige leistet. Dies leuchtet sofort ein; denn die linke Seite dieser
Gleichung verschwindet, weil nach (118)

ag =0
ist, und die rechte Seite verschwindet, weil nach derselben Gleichung

e8=a
ist, also die beiden Faktoren des Produktes der rechten Seite einander
gleich sind.

Die Satze 135 und 136 rechifertigen zugleich den von uns fiir eine
einfach entartende Involution eingefiihrten Namen ,parabolische Involution”,
insofern nach diesen Sitzen eine parabolische Involution dadurch charak-
terisiert ist, daB bei ihr die beiden Doppelpunkte in einen Punkt zusammen-
fallen, so daB die Abbildung in der Tat eine Mittelstellung zwischen der
hyperbolischen und elliptischen Involution einnimmt.

SchlieBlich mdge noch die Beziehung zwischen zwei parabolischen

Involutionen untersucht werden, die ihren Doppelpunkt miteinander gemein
haben. Sind

§=Z’—g und
(119) a’ o
B =
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die Abbildungsbriiche zweier parabolischen Involutionen mit dem gemein-
samen Doppelpunkt a, so miissen nach dem obigen die beiden Punkte
e und ¢ von dem Punkt a rdumlich verschieden sein. Man kann daher
den Punkt e als Vielfachensumme von ¢’ und @ darstellen. Es moge sein

(120) ‘e=ge' + ha.
Ferner kann man dann nach Satz 76 in den Bruch 8’ anstatt ¢’ den Punkt
¢ als Nenner einfiihren und erhilt so

. go, 0_ga,0
V= iba a6 a O%r
’ a, 0
(121) 8 =ge,a'

Die beiden Briiche 8 und 8’ sind also nur um einen Zahlfaktor voneinander
verschieden, und man hat somit den Satz:

Satz 137: Zwei parabolische Involutionen, die ihren Doppel-
punkt miteinander gemein haben, kdnnen sich nur um einen
Zahlfaktor voneinander unterscheiden.

Bestimmung einer Involution durch zwei Paare entsprechender Elemente.
Es moge schlieflich noch der Nachweis erbracht werden, daB zur Be-
stimmung einer Involution die Angabe der Lage zweier Paare entsprechender
Elemente ausreichend und erforderlich ist, daB aber diese beiden Paare
auch ganz beliebig gewdhlt werden diirfen. Wir beschrinken uns dabei
zuniichst auf eine Punktinvolution und konnen iiberdies noch von dem
Falle absehen, wo die Punkte eines jeden der beiden gegebenen Punkt-
paare in einen und denselben Punkt, ndmlich in einen Doppelpunkt der
Involution, zusammenfallen, da dieser Fall weiter unten ohnehin seine
Erledigung finden wird (vgl. Satz 143). Ebenso kann der Fall von der
Betrachtung ausgeschlossen bleiben, wo in jedem von den beiden Punkt-
paaren ein Punkt mit der Masse O enthalten ist; denn dieser Fall liefert
die uneigentliche Involution (vgl Seite 146, 163 und 184).

Bei AusschlieBung dieser beiden Fille sind sicher die Punkte eines
der beiden gegebenen Paare getrennte und von Null verschiedene Punkte.
Diese seien bezeichnet mit a und b, die Punkte des anderen Paares mit
¢ und d, wo wiederum einer von den beiden Punkten ¢ und d von jedem
der beiden Punkte @ und b rdumlich verschieden sein wird, weil sonst
das Paar ¢, d mit dem Paare a, b iiberhaupt identisch wire. Dieser von
a und b rdumlich verschiedene Punkt sei ¢. Dann bestimme man zwei
ZahlgroBen a und b, die der Gleichung geniigen:

(122) aa + bb=c¢;

dieselben werden mit Riicksicht auf die soeben fiir die Lage des Punktes ¢
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gemachte Voraussetzung von Null verschieden sein. Setzt man daher noch

(128) {aa = a,, und
‘ bo =10,

so daB die Gleichung (122) die Form annimmt:
(124) a' +b =c,

so sind die Punkte o’ und b’ zwei mit ¢ und b zusammenfallende, also
ebenfalls getrennt liegende, und auBerdem von Null verschiedene Punkte.
Sie sind also ebenso wie die Punkte a und b selbst als Grundpunkte der
Geraden ab verwendbar, und man kann zwei ZahlgroBen f und g finden,
fiir welche die Gleichung besteht:

(125) fa’ 4+ ab" =d.

Der Bruch b ia
ao, ja

(126) s =310

wird alsdann der Ausdruck fiir die gesuchte Involution. In der Tat hat
die Involution 8 nicht nur, wie aus der Form des Bruches 8 hervorgeht,
die Punkte &’ und b’ oder, was dasselbe ist, die Punkte ¢ und b zu
Punkten eines Paares, sondern auch die Punkte ¢ und d. Denn wegen
(126), (124) und (125) wird

c8=(a"+b)8=gb'+fa'=d und

ds = (fa’ + gb")8 = fg(d’ + a") =fge;

es bilden also auch die Punkte ¢ und d ein Paar der Involution 8.

Nun mogen die Punkte ¢ und d, ebenso wie die Punkte a und b,
nur ihrer Lage, nicht auch ihrer Masse nach, gegeben sein. Alsdann
bestimmt die Gleichung (122) die ZahlgréBen a und b und ebenso die
Gleichung (125) die ZahlgroBen f und g bis auf einen Proportionalitits-
faktor eindeutig; und es wird daher auch durch die beiden ihrer Lage
nach gegebenen Punktpaare a,b und ¢, d der Involutionsbruch (126) bis
auf einen Zahlfaktor eindeutig festgelegt.

Genau so beweist man, daB eine Strahlinvolution durch zwei ihrer
Lage, nicht auch ihrer Linge nach, gegebene Strahlpaare 4, B und C, D
bis auf einen Zahlfaktor bestimmt ist, und man hat den Satz:

Satz 138: Durch zwei Paare ihrer Lage, nicht auch ihrem
MaBwert!) nach, gegebene entsprechende Elemente ist eine In-
volution, abgesehen von einem geometrisch bedeutungslosen
Zahlfaktor, eindeutig bestimmt.

(127)

Die Deckung. In einer nahen Beziehung zur Involution steht diejenige
besondere Art der Projektivitit, bei welcher die Punkte der abzubildenden

-vflr)ﬁMﬁssye der Punkte, Linge der Stibe.
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Punktreihe, abgesehen von ihren Massen, sich selbst zugewiesen werden,
das heiBit, die Abbildung, die wir schon oben auf Seite 122 als ,Deckung*
bezeichnet haben (vgl. auch die FuBnote auf Seite 151). Dort ergab sich
uns bereits, daB eine jede ZahlgroBe f, als Projektivitdtsbruch

¥d,, td,
aufgefaBt, die Abbildung zweier punktweise sich deckenden Punktreihen
vermittelt.

Es bleibt aber noch der Nachweis zu erbringen, daB auch umgekehrt
jeder Projektivititsbruch, der die Deckung zweier Punktreihen darstellt,
die Form (128) haben muB. Um dies zu zeigen, bezeichnen wir zwei
beliebige rdumlich getrennte Punkte der abzubildenden Punktreihe mit d,
und d,; dann muB der Deckungsbruch ¥ die Form haben:

1, dy, Xyd,

(129) f—= a4
Nun darf aber der Deckungsbruch f auch den Einheitspunkt &, + d, der
abzubildenden Punktreihe hochstens um einen Zahlenfaktor #ndern. Und
da wegen (129)

(d, + dy)t =1,d; + 1,4,
ist, und dieser Ausdruck von dem Einheitspunkt d, + d, der ersten Punkt-
reihe nur um einen Zahlfaktor f verschieden sein soll, so muf

L =T,=tI
sein, das heifit, der durch die Gleichung (129) dargestellte Deckungsbruch
nimmt die Form an:
_fd, by

(130) f i,

Damit haben wir den Satz bewiesen:
Satz139: Der Abbildungsfaktor der Deckung ist eineblofie Zahl.
Aus diesem Satze folgt insbesondere: Ein Projektivititsbruch, der eine
Punktreihe punktweise in sich iiberfilhrt, #ndert simtliche Punkte der
Punktreihe um denselben Zahlfaktor.

Abschnitt 16.
Die Projektivitiiten mit reellen Hauptzahlen.
Die beiden Hauptzahlen sind reell und voneinander verschieden.

Konstruktion einer Projektivitit in der Geraden aus den beiden Doppel-
punkten und einem Paare zugeordneter Punkte. Nach Satz 100 besitzt eine
Projektivitit mit zwei ungleichen reellen Hauptzahlen 1, und r, auch zwei
getrennt liegende reelle Doppelpunkte d, und d;, und man kann sich mit
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Hiilfe der Normalform cd rd

(1) V="i"q

einer solchen Projektivitit (vgl. Seite 152) leicht einen Uberblick iiber die
verschiedenen Charaktere ver-

> schaffen, die eine Projektivitit

mit zwei ungleichen reellen

Hauptzahlen annehmen kann.

x

Ist z ein beliebiger reeller
Punkt der ersten Punktreihe,
und ist
(2) z=1rd +5d,
wo dann die Ableitzahlen r,
und g, reell sind, so wird der

zugeordnete Punkt zp der zwei-
ten Punktreihe

(3) ap=11,d; + LT dy,
xp wo wieder die Ableitzahlen
Fig. 8. L, und x,v, reell sind.

Haben nun die beiden Hauptzahlen ¥, und 1, dasselbe Vorzeichen,
so entspricht einem jeden Punkte z, der innerhalb oder auBerhalb des
Linienstiicks d,d, liegt, ein
ebensolcher Punkt zp (vgl
Figur 88). Haben dagegen
die beiden Hauptzahlen ent-
gegengesetztes Vorzeichen,
8o wird einem jeden Punkte
z innerhalb des Linienstiicks
d, d, ein Punkt 2 p auBerhalb
desselben zugeordnet und
umgekehrt (vgl. Figur 89).

In beiden Fillen findet
man aus den beiden Doppel-
punkten d, und d; und einem
Paare zugeordneter Punkte

- y und yp zu einem be-

*P liebigen weiteren Punkt

e 8 der ersten Punktreihe den

zugeordneten Punkt zp der zweiten, indem man die allgemeine Konstruk-
tion von Seite 66 anwendet mit geringen Anderungen, die dadurch bedingt




Abschnitt 16, Gleichung (1) bis (4). Satz 140. 191

werden, daB im vorliegenden Falle erstens die beiden projektiven Punktreihen
auf dem ndmlichen Triger liegen, und daB zweitens die Punkte d, und d,
mit ihren zugeordneten Punkten d;p und d,p zusammenfallen. Unter Be-
riicksichtigung dieser Besonderheiten erhilt man die folgende Konstruktion
(vgl. die Figuren 88 und 89):

Man lege durch einen von den beiden Doppelpunkten, etwa durch
den Punkt d,, eine beliebige, nur von d,d, verschiedene Gerade A und
nehme auf ihr zwei beliebige Punkte s und ¢ an. Diese Punkte verbinde
man beziehlich mit y und yp; die Verbindungslinien sy und ¢ yp mogen
sich in y' schneiden. Sodann verbinde man y' mit dem anderen Doppel-
punkt d, durch die Gerade H, ziehe ferner die Gerade sz und bringe sie
zum Schnitt mit der Geraden H in z’. Endlich verbinde man z” mit ¢,
so schneidet die Verbindungslinie den Triger d,d, der beiden Punktreihen
in dem gesuchten Punkt zp.

L&Bt man die Punkte z die Gerade d,d, durchwandern, so durchliuft
der zugeordnete Punkt zp bei gleichem Vorzeichen der beiden Haupt-
zahlen v, t,, das heiBt in dem Falle eines positiven Wertes des Pro-
duktes t,t, der durch die Figur 88 dargestellt wird, die Gerade in dem-
gelben Sinne; bei ungleichem Vorzeichen der beiden Hauptzahlen dagegen,
das heiBt in dem Falle eines negativen Wertes des Produktes 1;1,, dem
die Figur 89 entspricht, beschreibt er die Gerade in entgegengesetztem Sinne.

Das Produkt der Hauplzahlen: Der Potenzwert der Projektivitdt. Dieses
Ergebnis steht in Einklang mit dem in Satz 96 fiir den Durchlaufungs-
sion zweier projektiven Punktreihen derselben Geraden angegebenen Kri-
terium, nach dem iiber diesen das Vorzeichen des Potenzwertes [p*] der
Projektivitat entscheidet. Aus der in Nr. (28) des 14. Abschnitts an-
gegebenen Form der Hauptgleichung eines Projektivitidtsbruches p folgert
man nimlich ohne weiteres, daB zwischen seinem Potenzwerte [p*] und
seinen Hauptzahlen r; und r, die Beziehung herrscht:

(4) [p*] = 1,17,
daB also der Satz besteht:

Satz 140: Der Potenzwert einer Projektivitit auf einer Ge-
raden ist gleich dem Produkte ihrer beiden Hauptzahlen,

der sich fiir den Fall getrennter reeller Doppelpunkte auch sofort
aus der Normalform (1) des Projektivititsbruches herleiten liBt.

Durch upsere obige Entwickelung wird also in der Tat der Satz 96
fiir den Fall reeller Doppelpunkte bestiitigt.

Bei einer Punktinvolution 8, fiir die nach Satz 105 die Hauptzahlen
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einander entgegengesetzt gleich sind, fiir welche also

(5> rg = — I‘l
ist, wird der Potenzwert
(6) [67] = — 12 = — 1.

Sind also die Hauptzahlen des Involutionsbruches & reell und von Null
verschieden, so wird sein Potenzwert notwendig negativ, und die beiden
aufeinander bezogenen Punktreihen werden also in entgegengesetztem
Sinne durchlaufen. Da aber nach Satz 100 in dem FKalle zweier reellen
voneinander verschiedenen Hauptzahlen auch die Doppelpunkte einer Pro-
jektivitit, also inshesondere auch die einer Involution, reell und riumlich
verschieden sind, so ist eine Involution mit reellen Hauptzahlen stets
hyperbolisch, und man hat somit eine Bestitigung der zweiten Hilfte des
oben bewiesenen Satzes 110 gewonnen, nach welcher eine jede hyper-
holische Involution gegenliufig ist.

Das Verhiltnis der beiden Hauptzahlen: Die Charalteristik: der Pro-
Jektivitit. Neben dem Potenzwerte der projektiven Beziehung ist fiir die

Charakterisierung einer Projektivitit auch das Verhaltnis :‘ der beiden

2
Hauptzahlen von Wichtigkeit und wird geradezun die ,,Charakteristik der
Projektivitit“ genannt. So wird zum Beispiel eine involutorische Pro-
jektivitdt dadurch gekennzeichnet, daB ihre Charakteristik den besonderen
Wert — 1 hat, das heiBt, man hat den Satz:

Satz 141: Zwel projektive Punktreihen auf demselben Trager
sind dann und nur dann involutorisch, wenn die Charakteristik
ithrer projektiven Beziehung den Wert — 1 hat.

Auf eine weitere Ligenschaft der Charakteristik wird man gefiihrt,
wenn man nach dem Doppelverhiltnis fragt, das in einer Projektivitit
mit zwei reellen Doppelpunkten o, und o, zwei entsprechende Punkte z
und zp mit diesen Doppelpunkten d, und d, bilden. Zuniichst liefert die
Normalform (1) des Projektivititsbruches § fiir je zwel entsprechende
Punkte 2 und zp die Darstellung
(7) z=1d + Lyd, und
(8) P =10 d) + L Tds.

Jenes Doppelverhiiltnis besitzt also den Wert (vgl. Seite 49):

d, x| |d, zp) Lld dy] 1,1.[d d X
O )= ) ) a1
worin der Satz liegt:

Satz 142: Haben zwei projektive Punktreihen auf dem nim-
lichen Triiger zwel getrennt liegende reelle Doppelpunkte, so
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ist das Doppelverhédltnis aller Punktwiirfe, die durch die Doppel-
punkte d, und d, und irgendein Paar zugeordneter Punkte z
und zp der beiden Punktreihen gebildet werden, konstant, nim-
lich gleich der Charakteristik der projektiven Beziehung, das
heiBt gleich dem Verhi#ltnis der beiden Hauptzahlen.

Insbesondere besitzt also nach Satz 141 jenes Doppelverhiltnis fiir
zwel involutorische Punktreihen mit reellen Doppelpunkten den Wert — 1,
jene Punktwiirfe werden somit harmonisch; und eine entsprechende Be-
ziehung gilt offenbar fiir eine Strahlinvolution mit reellen Doppelstrahlen.
Man hat daher eine Bestitigung des obigen Satzes 117: Ein jedes Paar
einer hyperbolischen Involution wird durch deren Doppelelemente har-
monisch getrennt.

Aus dem allgemeinen Satze 142 von der Konstanz des Doppelver-
hiltnisses der in diesem Satze beschriebenen Punktwiirfe liBt sich ferner
fiir den Fall reeller voneinander verschiedener Hauptzahlen r, und 1,, denen,
wie wir wissen, stets zwel reelle getrennt liegende Doppelpunkte d;, und d,
entsprechen, ein neuer Beweis des bereits oben bewiesenen Satzes her-
leiten, daB zwei projektive Punktreihen auf dem niimlichen Triger not-
wendig zusammen eine Involution bilden, sobald auch nur zwei zugeordnete
Punkte der beiden Punktreihen sich wechselseitig entsprechen.

Sind nimlich 2 und zp die beiden Punkte, die sich wechselseitig zu-
geordnet sind, so ist sowohl das Doppelverhiiltnis

(10) (dydy x zp) = Z
wie auch das Doppelverhiltnis
an) g zpz) =",

Da sich aber die beiden Punktwiirfe, um deren Doppelverhiltnis es sich
handelt, nur durch die Stellung zweier zugeordneten Elemente unter-
scheiden, so sind nach dem Satze 28 ihre Doppelverhiltnisse zueinander
reziprok, .das heiBit, es ist

] 1

(12) (dydy 2P 2) =5 07 o)

oder wegen (10) und (11) "

der wegen (10] A 5% oder endlich
(13) () =1.

Aus dieser Gleichung aber folgt, da

r, &= v, vorausgesetzt war,

(14) b1

T,

Und das war die Bedingung fiir zwei involutorische Punktreihen.

GraBmann, Projektive Geometrie der Ebene. I 13
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Die Normalform .einer hyperbolischen Involution. Ubrigens ergibt sich
aus der Normalform einer Projektivitit p mit getrennt liegenden reellen
Doppelpunkten d; und dy, nimlich aus der Gleichung

rd,, 1,d
(1) p= ldi, ’7:7
fiir den besonderen Fall einer Involution mit getrennten reellen Doppel-
punkten d; und d,, das heiBt fiir eine hyperbolische Punktinvolution §’,
ein besonders einfacher Ausdruck. Da nimlich bei einer Punktinvolution
nach Satz 105
(15) =—T(=—1)
ist, so erhdlt man fir die hyperbolische Punktinvolution §’ die Dar-
stellung

’ d,, —td

(16) b=
oder nach Formel (30) des 11. Abschnitts
’ d N d;,

V=t e

Da aber die Involution an geometrischer Allgemeinheit nichts einbiibt,
wenn man den Zablfaktor v wegliBt, so erhilt man fiir sie den ein-
facheren Ausdruck

4, —d,

(17) ] =4 d,’

11

der die ,Normalform einer hyperbolischen Punktinvolution“ ge-
nannt werden kann, und man hat den Satz:

Satz 143: Eine hyperbolische Punktinvolution ist durch ihre
Doppelpunkte, abgesehen von einem geometrisch bedeutungs-
losen Zahlfaktor, eindeutig bestimmt.

Zugleich ergibt der Ausdruck (17), das beiBt die Normalform der
hyperbolischen Punktinvolution mit den Doppelpunkten d; und d;, eine
weitere Bestitigung des Satzes 117. Denn ein jeder Punkt

(18) z =t d + Ly
der ersten Punktreihe wird durch den Involutionsbruch § in den Punkt
(19) 2h =1,d, — 5d,

iibergefiihrt, welcher in der Tat vom Punkte x durch die Doppelpunkte
d, und d, harmonisch getrennt ist.

Man kann natiirlich die Normalform (17) eines hyperbolischen In-
volutionsbruches auch leicht aus der oben auf Seite 165 fiir eine hyper-
bolische Punktinvolution § gegebenen Darstellung

(20) h="

b, a
a, b
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herleiten, in welcher als Nenner die Punkte eines Paares der Involution
benutzt wurden. Wie dort bereits gezeigt ist, sind die Punkte @ 4+ b und
a — b die Doppelpunkte der Involution §. In der Tat kann man ja dem
Bruche (20) auch die Form verleihen:

¢ b+a, b—a

(21) e
Setzt man daher noch

(22) a+b=d ud a—b=d,,
80 wird wirklich P p

(23) h = P

Ebenso erhilt man fiir eine hyperbolische Strahlinvolution § mit
den Doppelstrahlen D, und D, die Darstellung
D,, —D
24 =
( ) @ 'D17 D,’
welche als ,Normalform dieser hyperbolischen Strahlinvolution“
bezeichnet werden kann.

Die Gruppe aller Projektivititen einer Geraden, welche dieselben ge-
trennten reellen Doppelpunkte haben. In ihrer Normalform (1) erscheint
die Bruchdarstellung einer Projektivitit p mit ungleichen reellen Haupt-
zahlen als eine Funktion der Doppelpunkte d,, d, und der zugehdrigen
Hauptzahlen v;, v,. Dies kann man symbolisch dadurch andeuten, daB
man setzt:

(25) p= p(du dy, Ty, 7:2):

indem man den Buchstaben p zugleich als Funktionszeichen verwendet, so
daf also i rd

(26) P, dyy 1y, 1) = PG

11

wird. Betrachtet man dann in der Funktion p(d,, d,, 1,, t;) die Doppel-
punkte d; und d; als konstant, 1i8t aber die Hauptzahlen r, und v, vari-
leren, so erhilt man eine unendliche Mannigfaltigkeit von Abbildungen
p(d;, dy,1,,1,) in der Geraden d, d,, die alle dieselben Doppelpunkte besitzen.
Diese Abbildungen bilden susammen eine Gruppe. Denn die charakteristische
Eigenschaft einer Gruppe von Abbildungen (vgl Seite 126), nach welcher
die ,Folge“ je zweier Abbildungen der betrachteten Mannigfaltigkeit eine
Abbildung darstellen muBl, welche ebenfalls der Mannigfaltigkeit angehort,
ist fiir die projektiven Abbildungen p(d,, d,, t,, t5) bei festgehaltenen
Doppelpunkten d, und dj erfiillt.

Bezeichnet man némlich die Hauptzahlen der ersten von zwei solchen

Abbildungen mit v, und vy, die der zweiten mit v; und t;, ist also die
13*
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erste Abbildung wie oben

dy, 1,4
(26) P(dy, dy, 1y, 1) = BB
und entsprechend die zweite Abbildung
’ ” 14 9 .4,
(27> ”(du dz: Ty, Ty) = t_l’tif:'idf;

so wird nach Satz 80
;o d p(dy, dysti, 1), 1, d, 9(dy, dy, 1y, ¥}
p(dy, ds, vy, ) P(dy, 4, 1y, rz)"rl 21 d:, fh b 2”(111, n i B
oder nach (27)

— ytidy, 1,1,d,
dy, dy

Man erhillt also die Gleichung: P(dyy doy 1T Ty

(28) p(dy, dy, vy, 1) P(dy, dy, Ty, Tg) = P(dy, dy, 1T TT),
durch welche die Gruppeneigenschaft der Projektivititen p(d,, dj, t,, t,)
mit den gemeinsamen Doppelpunkten d; und d, bewiesen und nebenbei

gezeigt ist, daB die Charakteristik 5o

LA
Produkt der Charakteristiken ihrer Komponenten ist. Man erhilt also
den Satz:

Satz 144: Die Folge (Resultante) zweier Projektivititen,
welche denselben Triger und dieselben getrennt liegenden
reellen Doppelpunkte haben, ist wieder eine Projektivitiit
dieses Trigers, die auch ihrerseits dieselben Doppelpunkte hat,
und deren Charakteristik das Produkt der Charakteristiken der
beiden Kompounenten ist. Den ersten Teil dieses Satzes kann man
auch so ausdriticken: In jeder Geraden bilden alle Projektivititen
mit denselben getrennten reellen Doppelpunkten zusammen
eine Gruppe.

der resultierenden Abbildung das

Die Projektivititen mit gleichen reellen Hauptzahlen.

Die Doppelpunkisgleichung Uit die Doppelpunkte unbestimmt: Die
Deckung und die uneigentliche Projektivitdt. Bisher haben wir stets an der
Voraussetzung festgehalten, daB die beiden als reell angenommenen Haupt-
zahlen der betrachteten Projektivitit voneinander verschieden seien. Wir
wenden uns jetzt zu den Projektivititen mit gleichen (reellen) Hauptzahlen.
Von Projektivititen dieser Art haben wir bisher nur gelegentlich die spe-
ziellen Fille der Deckung zweier Punktreihen und der uneigentlichen Pro-
jektivitit in den Kreis unserer Betrachtungen gezogen. Nunmehr gehen
wir dazu iiber, den Fall gleicher Hauptzahlen systematisch zu behandeln,
den Fall also, wo die Hauptgleichung der Projektivitit (vgl. die Gleichung
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(7) des 14. Abschnitts) zwei gleiche Wurzeln
(29) ==t
besitzt.

Wir scheiden zuniichst die soeben genannten und der Hauptsache nach
schon erledigten Unterfille der Deckung zweier Punktreihen und der un-
eigentlichen Projektivitit von der Betrachtung aus. Auf diese Fille werden
wir gefiihrt, wenn die Doppelpunktsgleichung (vgl. die Gleichung (5) des
14. Abschnitts): '
(30) Dy (et — ay) + Dp(6r —ap) =0

das Verhiltnis der Ableitzahlen b, und b, des zu der Hauptzahl v ge-
hérenden Doppelpunktes :

(31) d="D0e + be,
unbestimmt 1ldBt. Dies tritt aber dann und nur dann ein, wenn sowohl
(32) et—a, =0 wie auch
(33) €t —a, =0, wenn also
a, = te
34 { 1 1
(34) @y = Tey,

das heiBt, wenn der Bruch p (vgl. Gleichung (1)) die Form hat:
(35) p="t% b

¢y O €y €

In diesem Kalle reduziert sich der Abbildungsbruch p auf die Zahl-
groBe t, das heiBt auf die Hauptzahl der Projektivitit. Die Abbildung p
filhrt daher, falls v <= O ist, wirklich {iberhaupt jeden Punkt der zu trans-
formierenden Punktreihe in einen kongruenten Punkt iiber, und der be-
trachtete Unterfall ist somit alsdann in der Tat nichts anderes als der
Fall der Deckung der beiden Punktreihen; ist dagegen in der Glei-
chung (35) die ZahlgréBe r =0, so erhidlt man den Unterfall der un-
eigentlichen Projektivitit.

=T.

Die Doppelpunktsgleichuny ergibt zwei zusammentallende Doppelpunkte:
Die zentrische Schiebung, die gewshnliche Schiebung und die parabolische In-
volution. Allgemeiner und interessanter ist der zweite Unterfall, der da-
durch charakterisiert ist, daB unter der Voraussetzung zweier gleichen (reel-
len) Hauptzahlen die Doppelpunktsgleichung (30) einen Doppelpunkt d,
oder wenn man will, zwei zusammenfallende Doppelpunkte d, = d, = d
wirklich bestimmt. Ist dabei die Ableitzahl b, in (31) von Null ver-
schieden, das heiBt
(36) b, +0,
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so ist der Doppelpunkt d von dem Punkt ¢, réumlich verschieden, und
der Projektivititsbruch p gestattet es daher, die Punkte d und e, als
Nennerpunkte einzufiihren, und nimmt dadurch die Form an:

td, a
37 b= j;f,“ei .
Stellt man aber auf Grund dieser neuen Form des Bruches p die Haupt-
gleichung von neuem auf und benutzt dabei die Form (6) des 14. Ab-
schnitts, so erhilt man die Gleichung:

oder [(r,d —td)(rey — a3)] =0

(38) (r, — ) [d(re, — a;)] = O.
Soll nun diese Gleichung zwei gleiche Wurzeln 1, = r, =t darbieten, so
muB sie auch nach der Division mit r, —r immer noch erfiillt werden,
sobald man v, =t setzt, das heiBit, es muB auch die Gleichung bestehen:
(39) [d(re, — a;)] = 0.
Aus dem Verschwinden dieses duBeren Produktes aber folgt, daB zwischen
seinen beiden Faktoren eine Zahlbeziehung herrscht, das heiBt, eine
Gleichung von der Form

t,d + t,(ve;, —ag) =0
besteht. In dieser Zahlbeziehung ist ferner die GréBe t, notwendig von
Null verschieden; denn, da sicher nickt die beiden GroBen t, und t, gleich
Null sind, so wiirde aus dem Verschwinden von t, das gleichzeitige Ver-
schwinden von d folgen, was selbstverstindlich ausgeschlossen ist. Man
darf daher die gewonnene Gleichung mit t, dividieren und erhélt, wenn
man zugleich das Verhédltnis
(40) % —t
setzt, die Gleichung td +te,—ay — 0,

aus der durch Aufldsung nach a, folgt

(41) a, = ey + td.

Der Ausdruck (37) fiir den Bruch p verwandelt sich daher in
td, te, +td

(42) p= q‘bz};— ’

wobei man t =0 annehmen darf, da sich fiir t =0 die Projektivitdt (42)
doch nur auf einen der bereits erledigten Unterfille der Deckung oder
der uneigentlichen Projektivitit reduzieren wiirde. Die Gleichung (42)
zeigt sodann:

Der Bruch p fiihrt den Punkt d in sein t-faches iiber; jeden anderen
Punkt der Geraden de, dagegen verwandelt er in sein t-faches, noch ver-
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mehrt um ein gewisses Vielfaches von d. In der Tat wird ein be-
liebiger von d ridumlich verschiedener Punkt der Geraden de,, das heiBit
ein jeder Punkt

(43) z=1d+5e L+0,

tbergefiihrt in den Punkt

(44) zp = (£d + 56)p =t(td + 5;6) + thd = vz + trd.

Um von dieser Umwandlung der Punktreihe z eine genaue An-
schauung zu gewinnen, unterscheide man noch die beiden Unterfille, wo
in dem Bruche (42) die Hauptzahl v von Null verschieden, und wo sie
gleich Null ist.

Ist sundichst

(45) r=+0,
so bilde man die beiden projektiven Punktreihen # und zp in solcher
Weise perspektiv auf einer durch den Punkt e, gehenden Hiilfsgeraden H
ab (vgl. Figur 90), daB dem Doppelpunkt d der unendlich ferne Punkt
dieser Hiilfsgeraden entspricht. Bezeichnet man dazu noch den mit e
zusammenfallenden einfachen Punkt mit ¢; und eine beliebige Strecke der
Hiilfsgeraden H mit d’, so bewirkt der Bruch

a’, e,
(46) 4= (_i, Z: ’
dessen Zihler und Nenner im Gegensatz zu den bisher betrachteten Pro-
jektivititsbriichen verschiedenen Geraden amgehiren, die gewiinschte per-
spektive Abbildung. Denn aus dem Begriff des extensiven Bruches g
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folgt zundchst, daB die Abbildung projektiv ist; sie ist aber auch per-
spektiv, weil die beiden  durch den Bruch aufeinander bezogenen projek-
tiven Punktreihen den Schnittpunkt ihrer Triiger entsprechend gemein
haben (vgl. Satz 47). Und diese perspektive Abbildung ¢ fithrt zugleich
die durch die Gleichung (42) dargestellte Projektitit p der Geraden de, in
die projektive Abbildung J

,  td, e, +td’
(47) e
der Hiilfsgeraden d’e, iiber. Die Projektivitit p’ aber besitzt eine sehr.
einfache geometrische Bedeutung, sie verwandelt niimlich denjenigen Punkt

(48) 2’ =1d + e
der Hiilfsgeraden, der wegen (46) dem Punkt x der urspriinglichen Ge-
raden entspricht (vgl. Gleichung (43)), nach (47) in den Punkt

2’ = (td" + rex)p’ =r(xd’ + Lex) +1d = 12" +i5d’;
und fiir diesen kann man, da v und r, von Null verschieden sind (vgl.
die beiden Ungleichungen in (43) und (45)), auch schreiben:

(49) o'y =1y, (:i + ).

Hier ist 2" nach (48) ein Punkt von der Masse ,, also g— ein einfacher
2

Punkt. Der Ausdruck ::f—}- %d' stellt somit einen einfachen Punkt dar,
2

der vom Punkte 2’ wum die konstante, von der Lage des Punktes x’ un-

abhéngige Strecke -:»d' absteht. Der Bruch §’ verschiebt daher alle Punkte

der Geraden [d’e;] um ein gleich grofes Stiick und stellt also eine Ver-
schiebung der Punktreibe in ihrer eigenen Linie, oder wie wir etwas
kiirzer sagen wollen, eine ,,Schiebung der Punktreihe“ dar.

Nun war aber die Projektivitit p das perspektive Abbild der Schie-
bung p’ in dem Sinne, daB sich der unendlich ferne Punkt (die Strecke)
d’ der Hiilfsgeraden H, in der sich die Schiebung vollzieht, in den Doppel-
punkt d der Projektivitit p projiziert, wihrend zugleich der Punkt
ep =1re, + td = r(e; + %d)
ep =10y + td
iiberging, woraus noch nebenbei folgt, daB das Zentrum ¢ der Perspek-
tivitdt gewonnen werden kann, wenn man die durch den Doppelpunkt
zu der Hilfsgeraden H gezogene Parallele mit der Geraden schneidet,
welche die Punkte ¢;p’ und ¢, miteinander verbindet. Aus der so charak-
terisierten Beziehung der beiden Projektivititen p und p’ geht aber hervor,

daB die durch den Bruch p bewirkte Abbildung der Punktreihe z als eine
projektive Verallgemeinerung - der Schiebung einer Punktreihe aufgefabt

in den Punkt
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werden kann, bei der an die Stelle des unendlich fernen Punktes der im
Endlichen liegende Punkt d getreten ist, den wir als ,das Zentrum®
oder ,den Zielpunkt® der Abbildung bezeichnen wollen. Auf der einen
Seite des Zielpunktes d verschieben sich alle Punkte der Geraden e¢,d
nach dem Zielpunkte hin, auf der anderen von ihm fort. Ferner ist die
Verschiebung, die ein Punkt der zu transformierenden Punktreihe durch
die Abbildung p erfihrt, um so kleiner, je niher jener Punkt dem Ziel-
punkte d gelegen ist. Wir konnen daher die Abbildung p der Punkt-
reithe x ,eine zentrische Schiebung mit dem Zielpunkt d“ nennen').
Dieselbe ist vollstindig charakterisiert, wenn auBer dem Zielpunkt noch
ein Paar zugeordneter Punkte gegeben ist.

Zugleich erkennt man, daB eine gewohnliche Schiebung, wie sie durch
den Bruch p’ dargestellt wurde, als Grenzfall einer zentrischen Schiebung
angesehen werden kann. Die zentrische Schiebung (42) geht némlich in
eine gewohnliche Schiebung iiber, das heiBt in eine Projektivitif, welche
die zu transformierende Punktreihe in eine gleichsinnig kongruente Punkt-
reihe iiberfilhrt, wenn der Zielpunkt der Abbildung unendlich fern liegt,
oder was auf dasselbe hinauskommt, wenn an die Stelle des im Endlichen
liegenden Zielpunktes d eine Strecke g derjenigen Geraden tritt, welcher
die zu transformierende Punktreihe angehort. Bezeichnen wir sodann noch
einen einfachen Punkt dieser Punktreihe mit f, so erhalten wir fiir eine
»ochiebung® { ihres Trigers, die wir auch als eine ,gleichsinnige
Kongruenz“ auffassen konnen, den Ausdruck

,  tg, tf+tg
(50) ottty
Dieser Bruch aber biiBt an geometrischer Allgemeinheit nichts ein, wenn
man ihn mit v dividiert; setzt man daher noch

‘ t
% ={ und T b,
so erhilt man fiir die Schiebung j die Darstellung
— 9110
(51) jm 0 lE0,

in der g die Strecke der Verschiebung bedeutet.
Ist jetzt amdererseits in dem Bruche (42) die Hauptzahl r =0, so
reduziert er sich auf die Form

0
pOtd_ 0.d

b
d, e, d, e

1) Vgl. hierzu meine Darstellung desselben Gegenstandes in den Anmerkungen
zur neuen Ausgabe der Ausdehnungslehre meines Vaters vom Jahre 1862 (H. GraB-
manns gesammelte mathematische und physikalische Werke, Bd. 1, Teil 2 (1896),
S. 444 ff).
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das heifit, man erhélt abgesehen von einem nicht verschwindenden Zahl-
faktor t den Ausdruck fiir eine parabolische Involution

g0 d

d, e,
(vgl. Seite 184f).

Die unendlich fernen Punkte der beiden projektiven Punktreihen.

Sie sind einander zugeordnet: Ahnlichkeit.. Zu einer anderen speziellen
Projektivitit, die mit der soeben behandelten Schiebung § in einem engen
Zusammenhang steht, wird man gefiihrt, wenn man die Frage nach dem-
jenigen Punkt aufwirft, der durch eine Projekfivitit dem unendlich fernen
Punkt der zu transformierenden Punktreihe zugewiesen wird.

- Wie auf Seite 4ff. gezeigt ist, 1Bt sich eine jede Strecke als Diffe-
renz zweier Punkte von gleicher Masse darstellen. Leitet man zum Bei-
spiel aus den Grundpunkten e¢; der zu transformierenden Punktreihe durch
Division mit deren Massen m, die entsprechenden einfachen Punkte ab

und bildet aus diesen die Differenz
21

(562) g=%—ﬁ:,

2

80 erhilt man den Ausdruck fiir diejenige Strecke g der Geraden e ey, die
vom Punkt e, zum Punkt ¢, hinliuft, und die zugleich das greifbar ge-
wordene Abbild des unendlich fernen Punktes der Geraden e e, darstellt.
Von dieser Strecke ¢ unterscheiden sich die iibrigen Strecken der Ge-
raden e ¢, nur um einen Zahlfaktor. Bezeichnet man ferner diejenige
Grofe, welche die Projektivitit

- % %
b= €5 €
der Strecke g zuweist, mit ¢, setzt also
(53) q=gp, so wird
5 a a
o 1=

und es bieten sich dann der Betrachtung zwei verschiedene Kille dar:
FErstens namlich der Fall, wo die GroBe ¢ selbst wieder eine Strecke

das heiBt, wo

(55) g="1y9

ist, unter v, eine ZahlgroBe verstanden. Dann ist der unendlich ferne

Punkt g der Geraden ¢, ¢, ein Doppelpunkt der Projektivitit und r, seine

Hauptzahl; denn nach (53) und (55) ist

(56) gp =1,9.
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Dieser Fall, in dem auch die Differenz auf der rechten Seite von (54)
eine Strecke darstellt, ist dadurch charakterisiert, daB auch die Glieder
dieser Differenz gleiche Masse haben. Er wird offenbar vorliegen, wenn
sich die Massen n, der Grundpunkte a; der zweiten Punktreihe ebenso ver-

halten wie die Nenner m, der Briiche g‘i, wenn also die Proportion besteht:

(87) Myl =M, :my,
das heiBt, sobald die Massen der Grundpunkte der zweiten Punktreihe mit
denen der Grundpunkte der ersten Punktreihe proportional sind.

Sind dann iiberdies die beiden als reell vorausgesetzten Hauptzahlen
der Projektivitit voneinander verschieden, so besitzt nach Satz 100 die
Projektivitit p auBer dem unendlich fernen Doppelpunkt ¢ noch einen
im Endlichen liegenden Doppelpunkt. Der mit ihm zusammenfallende
einfache Punkt heiBe f, seine Hauptzahl 1,; dann wird

68 fb=t,f und
= U nl
(59) b=
Ist also noch r, 4 0, so kann man auch setzen
oY
i;g) f
e

oder wenn man den geometrisch bedeutungslosen Zahlfaktor tr, vor dem

letzten Bruche weglidBt, das Verhiltnis ;i=[; setzt und den so aus p
2

hervorgehenden Projektivitdtsbruch mit @ bezeichnet,

= 1) By
Die geometrische Bedeutung dieses Bruches leuchtet sofort ein; denn ein
beliebiger einfacher Punkt
(61) z=f+1yg
der zu transformierenden Punktreihe, der von dem Punkt f um die
Strecke rg absteht, wird durch den Bruch a in den einfachen Punkt
(62) zi=f+bhry
iibergefithrt, der von f um die Strecke hrg entfernt ist. Daraus aber
folgt: Simtliche Strecken, die man von dem im Endlichen liegenden
Doppelpunkt f nach den Punkten der ersten Punktreihe ziehen kannm,
werden bei der Multiplikation mit @ in demselben Verhiltnis 1:0) ge-
#ndert, woraus hervorgeht, daB & eine Ahnlichkeitstransformation in der
Geraden ist, und daB der im Endlichen liegende Doppelpunkt f den Ahsn-
lichkeitspunkt der beiden Punktreihen bildet, daB ferner der absolute Wert
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des Bruches% das Ahnlichkeitsverhiltnis darstellt, und daB endlich die

beiden Puuktreihen gleichsinnig oder unmgleichsinnig dhnlich sind, je nach-
dem b positiv oder negativ ist.

Bei der Ableitung des Ahnlichkeitsbruches & gingen wir von der
Voraussetzung aus, daB die Hauptzahlen 1, und 1, der Projektivitit p
voneinander verschieden seien. Durch diese Voraussetzung wird dann der
der in dem Ahnlichkeitsbruche & auftretende Zahlfaktor § an die Be-
dingung
(63) o+ 1

gekniipft. LiaBt man aber diese Beschrinkung des Parameters §) fallen,
so umfaBt der Bruch (60) auch noch den Fall der Identitit; denn fiir
§ =1 nimmt der Bruch (60) die Form an:

r9
(64) 1= vy
Der Identititsbruch 1 erscheint demnach als Grenzfall des Ahnlichkeits-
bruches .

Von den iibrigen kongruenten Abbildungen ergibt sich der Fall der
yungleichsinnigen Kongruenz“ oder ,Symmetrie“, oder wie man
auch sagt, der Fall der ,Umwendung einer Punktreihe“ aus dem
allgemeinen Ahnlichkeitsbruche &, wenn man dessen Parameter f) den
Wert — 1 erteilt, wodurch man die involutorische Abbildung

_bh—yg
(65) L

erhilt. Dagegen ist es nicht mdglich, die von der Deckung verschiedene
»Zleichsinnige Kongruenz“, oder was dasselbe ist, die ,Schiebung” { einer
Punktreihe
j= 9, f+189
g 1

als Spezialfall des Ahnlichkeitsbruches i darzustellen. Sonst aber umfaBt
der Bruch § wirklich die simtlichen Ahnlichkeitstransformationen der
Geraden, und die Ausnahmestellung der ,gleichsinnigen Kongruenz“ oder
»Schiebung® ist darin begriindet, daB sie allein keinen im Endlichen
liegenden Doppelpunkt aufweist.

Die unendlich fernen Punkie der beiden projektiven Punktreihen ent-
sprechen einander nicht. Die Fluchtpunkte. Der Mittelpunkt einer In-
volution'). Damit ist der durch die Proportion (57) charakterisierte Fall

1) Dieser Unterabschnitt ist hier als Anhang zu betrachten, denn es bleibt in
ihm die Untersuchung nicht auf Projektivititen mit reellen Hauptzahlen beschriinkt.
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erschopft, in welchem dem unendlich fernen Punkt g wieder ein unend-
lich ferner Punkt zugeordnet ist. In dem zweiten, allgemeineren Falle, wo
die Bedingung (57) nicht erfiillt ist, entspricht dem unendlich fernen
Punkt g der ersten Punktreihe in der zweiten Punktreihe ein im End-
lichen gelegener Punkt

(66) i’ =9¥,

welcher ,der Fluchtpunkt der zweiten Punktreihe“ oder auch ,der
Fluchtpunkt der Projektivitit® heiBt. Diesem Punkt i’ steht noch
ein anderer Punkt j als gleichberechtigt gegeniiber, welcher ,der Flucht-
punkt der ersten Punktreihe® oder ,der Verschwindungspunkt
der Projektivitat® genannt wird. Man wird auf ihn gefithrt, wenn

% betrachtet, welche die

Punkte der zweiten Punktreihe in die der ersten zuriickverwandelt, und
nach demjenigen Punkte

. 1
(67) J=9%

fragt, der dem unendlich fernen Punkt g, aufgefaflt als Punkt der zweiten
Punktreihe, in der ersten Punktreihe entspricht.

Von besonderem Interesse ist der Fall, wo die beiden Fluchtpunkte ¢’
und j in einen Punkt zusammenfallen, wo also die Gleichung besteht:

(68) i"=1bj,
fiir die man wegen (66) und (67) auch schreiben kann:

man die zur Projektivitit p inverse Projektivitit

1
!]4‘=f)g‘,j'

Multipliziert man aber diese Gleichung hinten mit p, so erhdlf man die
Gleichung

(69) g =Dy,

welche nach Seite 161 in dem vorliegenden Falle, wo gp von g rium-
lich verschieden ist, die Bedingungsgleichung einer Involution dar-
stellt. Bezeichnet man diese Involution mit 8, so verwandelt sich die
Gleichung (69) in

(70) 988 = by,
und setzt man noch

(1) 98 = m,
so wird wegen (70)

(72) mé =Yg.

Aus den letzten beiden Gleichungen aber folgt eine wichtige Kigen-
schaft des Punktes m. Sind nimlich y und z zwei Punkte der zu trans-
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formierenden Punktreihe, welche von m gleich weit entfernt sind, so ist
{y =m -+ ng

3
(13) 2 =m—ng,

unter 1 eine von Null verschiedene ZahlgroBe verstanden, und man findet
wegen (71) und (72) fiir die beiden entsprechenden Punkte y8 und 28 die
Werte 5
y8="bg + nm = n(m+;g)
(14) i

z§=l)g—nm=—n<m—;g),

welche zeigen, dafl die entsprechenden Punkte der zweiten Punktreihe
ebenfalls um gleiche Stiicke vom Punkte m abstehen. Aus diesem Grunde
heiit der Punkt m der Mittelpunkt der Involution 8. Derselbe besitzt die
Eigenschaft, daB sich jedes Paar y, y8 der Involution 8 an ihm gespiegelt
wieder in ein Paar 2, 28 dieser Involution verwandelt, oder was auf dasselbe
hinauskommt, daB die ganze Involution 8 an ihm gespiegelt in sich {ibergeht.

Beriicksichtigt man ferner, daB die Projektivitit p, von der wir oben
ausgingen, nur an die Bedingung gekniipft war, daB dem unendlich fernen
Punkt der ersten Punktreihe ein im Endlichen gelegener Punkt der
zweiten entspricht, und daB sich diese Bedingung auf die Involution 8
iibertrigt, so hat man den Satz:

Satz 145: Jede Punktinvolutian, die dem unendlich fernen
Punkt ihres Trigers einen im Endlichen gelegenen Punkt zu-

weist, geht an diesem Punkt gespiegelt in sich tiber; dieser
Y5 Punkt heiBit daher der Mittelpunkt der Involution.
Besitzt insbesondere die Involution 8 zwei getrennte reelle Doppel-
A punkte, ist sie also hyperbolisch (vgl. Figur 91), so liegt der Mittel-
y punkt m der Involution zugleich in der Mitte zwischen diesen beiden
Doppelpunkten d; und dy; denn das Paar zusammenfallender Punkte
d, und d, 8 geht durch Spiegelung an m wieder in ein Paar zusammen-
tallender Punkte, das heiBt in das Paar d, und d,8, iiber.

Aber auch in dem Falle, wo die Doppelpunkte der Involution 8
konjugiert komplex sind, die Involution also elliptisch ist, 1aBt sich
der Mittelpunkt m der Involution leicht konstruieren, wenn man ein
im nichsten Abschnitt zu entwickelndes Ergebnis vorwegnimmt; denn
nach Seite 216ff. ist der Mittelpunkt einer elliptischen Involution nichts
anderes als der FuBpunkt des Lotes, das man von einem Drehpunkt s
Fig. 9. der Involution auf ihren Triiger fillen kann (vgl. Figur 92). Dabei

wird ein Drehpunkt s der Involution dadurch gewonnen, daB man iiber
den Abstinden der Punkte o und a8, b und b8 zweier Paare der ellip-
tischen Involution 8 nach derselben Seite die Halbkreise schligt.

z
2,

35
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Man kann das in den Formeln (73) und (74)
enthaltene Ergebnis noch etwas vollstindiger aus-
driicken, als es in dem Satze 145 geschehen ist, falls
man auch die Massenbeziehung der Punkte y und z,
y8 und 28 beriicksichtigt. Denn den Gleichungen (73)
zufolge haben die beiden Punkte y und z gleiche
Masse, nimlich die Masse des Punktes m, und nach
den Gleichungen (74) besitzen die Punkte y% und 28
entgegengesetzte Massen. Man hat also den Satz:

Satz 146: Entspricht in einer Punktinvolu-
tiondem unendlichfernen Punkte ihres Trigers
einim Endlichen liegender Punkt, der dann der
Mittelpunkt der Involution heifit, so werden
durch sie je zwei vom Mittelpunkt der Abbil-
dung gleichweit abstehende Punkte von glei-
cher Masse in zwei Punkte iibergefiihrt, die
ebenfalls von dem Mittelpunkt der Abbildung
gleichweit entfernt sind, aber entgegenge-
setzte Masse besitzen.

Man beweist aber auch leicht die folgende Um-
kehrung des Satzes 145:

Satz 147: Halbiert in einer Involution 8
ein Punktm den Abstand zweier Punkte y und Fig. 92.

2, die nicht gerade ein Paar der Involution 8 bilden, und zugleich
den Abstand ihrer Bilder y8 und 28, so ist er der Mittelpunkt
der Involution.

Zum Beweise setze man voraus, daB die Punkte y und # einfache
Punkte sind, und bezeichne mit y” und 2" diejenigen einfachen Punkte, (y')* yS
die mit den Bildpunkten y8 und #8 zusammenfallen, und mit » den
zu dem gemeinsamen Mittelpunkt m der Linienstiicke y2 und y'2’
gehorenden einfachen Punkt (vgl Figur 93). Dann bestehen die oy
Streckengleichungen

y—n=—(2—n)

v = ), ) @
aus denen durch Subtraktion folgt:
Y —y=—(s —2); ¢z

und addiert man zu dieser Gleichung die Identitit
zf~y’=_(yl_zl)’

so erhilt man die auch geometrisch sofort einleuchtende Strecken- (;) §zs

gleichung ’

2 —y=—©y —2. Fig. 93.
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Und da die beiden in ihr vorkommenden Strecken derselben Geraden an-
gehdren, so gilt auch die entsprechende Stabgleichung

(15) lys'] = —Ley'].

Nun ist aber andererseits nach der Grundgleichung der Involution
(16) ly - 28] = [2 - y3].

Bezeichnet man daher die Masse des Punktes y8 mit g, setzt also
(17 y8 =gy,

so liBt sich die Gleichung (76) auch in der Form schreiben:
(78) [y - 28] = g[ey'].

Und multipliziert man die Gleichungen (75) und (78) mit g und 1 und
addiert, so erhilt man a[ys]+[y-#6] =0 oder

(19) [y (g2" + #8)] = 0.
Diese Gleichung aber kann nicht anders bestehen, als wenn
(80) g’ +28=0

ist. Denn wire diese Summe von Null verschieden, so wiirde sie mit
Riicksicht auf die Bedeutung von 2z’ einen mit dem Punkt 28 zusammen-
fallenden Punkt darstellen; die Gleichung (79) wiirde sich also auch in
der Form [y 28] =0

schreiben lassen, die der Voraussetzung widersprechen wiirde, daB die
Punkte y und z nicht gerade Punkte eines Paares der Involution § sein
sollen. Schreibt man aber die Gleichung (80) in der Form

(81) 28 = — g2,
so folgt durch die Subtraktion der Gleichungen (77) und (81) ohne

weiteres, daB dem unendlich fernen Punkte y — z der zu transformieren-
den Punktreihe durch die Involution 8 der Punkt

(82) (y—2)8=ys —28=g(y +2),

das heiBt der Mittelpunkt m des Punktpaares y’, 2’ zugewiesen wird. Dieser
Punkt m ist also nach Seite 205ff der Mittelpunkt der Involution 8.

Abschnitt 17.
Die Projektivitiiten mit konjugiert komplexen oder entgegengesetzt
rein imaginiren Hauptzahlen.

Die projektive Beziehung zweier konzentrischen kongruenten Strahlbiischel von
gleichem Sinne. Um auch fiir den Fall konjugiert komplexer oder entgegen-
gesetzt rein imagindrer Hauptzahlen, denen nach Satz 101 stets konjugiert
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komplexe Doppelpunkte entsprechen werden, ein greifbares geometrisches
Aquivalent dieser konjugiert komplexen Doppelpunkte zu finden, behandeln
wir zundchst anstatt der Projektivitit zweier Punktreihen mit konjugiert
komplexen Doppelpunkten den geometrisch leicht iibersehbaren Fall zweier
konzentrischen kongruenten Strahlbiischel von gleichem Sinne, das heifit
zweier Strahlbiischel, von denen das eine in das andere durch eine bloBe
Drehung um seinen Scheitel iibergefiihrt werden kann?).

Zur analytischen Darstellung dieser kongruenten Abbildung eines
Strahlbiischels benutze man als Grundstrahlen des ersten Strahlbiischels
zwei zueinander senkrechte Stibe A4 und B von gleicher Linge. Dann
stellt der Ausdruck
1) X=rd+yB
einen beliebigen Stab des ersten Strahlbiischels dar. Ferner bezeichne
man mit A’ und B’ zwei Stibe des zweiten, mit dem ersten konzen-
trischen Strahlbiischels, die aus den Stiben 4 und B des ersten Strahl-
biischels bei einer Drehung des Biischels um seinen Scheitel hervorgehen,
zwel Stibe also, die mit den Stiben 4 und B gleiche Linge haben, die
ferner wie diese aufeinander senkrecht stehen, und von denen iiberdies
der Stab B’ von A’ nach derselben Seite um einen rechten Winkel ab-
weicht wie B von A. Leitet man dann wieder aus diesen Grundstiben A4’
und B’ des zweiten Strahlbiischels durch die alten Ableitzahlen  und y
einen Stab
@ = X —1d +yB
ab, so wird dessen Summierungsrechteck
mit dem des Stabes
(1) X=1d4+yB
gleichsinnig kongruent (vgl. Figur 94).

Bei veriinderlichem g und Y wird
also das ganze Strahlbiischel der Stibe X’
gleichsinnig kongruent mit dem Strahl-
biischel der entsprechenden Stibe X.

Mit Riicksicht auf die Form der Ausdriicke (1) und (2) fiir je zwei
entsprechende Strahlen der beiden gleichsinnig kongruenten Strahlbtischel
1iBt sich nun sber die Beziehung dieser beiden Strahlbiischel durch den
extensiven Bruch darstellen: v B

®) D=7

Fig. 94.

4, B
1) Zu dem Folgenden vergleiche man meine schon oben auf Seite 201 zitierte
Anmerkung zur neuen Ausgabe der Ausdehnungslehre meines Vaters vom Jahre 1862
(H. GraBmanns gesammelte mathematische und physikalische Werke, Bd. 1, Teil 2
{1896), FuBnote Seite 443f.).
Grafmann, Projektive Geometrie d. Ebene. I 14
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welcher zeigt, daB die entsprechenden Strahlen der beiden gleichsinnig
kongruenten Strahlbiischel zugleich projektiv aufeinander bezogen sind.
Man hat also den Satz:

Satz 148: Durch die Drehung eines Strahlbiischels um seinen
Scheitel geht aus ihm ein projektives Strahlbiischel hervor.

Dieser Satz ist tibrigens nur ein spezieller Fall des allgemeineren
Satzes: ‘

Satz 149: Kongruente Strahlbiischel sind projektiv,
der sich auch in dem Falle, wo die Scheitel der beiden Strahlbiischel
nicht zusammenfallen, in genau derselben Weise wie der spezielle Satz
beweisen lafit.

Man kann nun aber leicht dem Projektivititsbruche (3) der Drehung
eines Strahlbiischels noch eine andere Form verlethen, wenn man die
Grundstibe A’ und B’ des zweiten Strahlbiischels durch die Grundstibe
des ersten ausdriickt. Dazu bezeichne man die
GroBe des Winkels, um den man das erste
Strahlbiischel drehen muf, um es in das zweite
iberzufithren, mit 1w And nehme dabei die Zahl-
groBe 1 positiv oder negativ, je nachdem der
Sinn des Drehwinkels mit dem des rechten

Winkels £ (A B) iibereinstimmt oder nicht. Dann
wird (vgl. Figur 95)

{A' = coswwAd + sinwB

B" = —sinw A4 + coswB,

und setzt man diese Werte in die Gleichung (3) ein, so erhilt man fiir den
Bruch @, der die Drehung des Strahlbiischels vermittelt, den Ausdruck
(5) D — cosmA—j;sint, ——sigmA;icggtEE'

Derselbe stellt sich also als eine Funktion der drei Gréflen A, B und w
dar, was man auch symbolisch dadurch andeuten kann, daB man anstatt
D ausfiihrlicher schreibt: D4, 5 v), indem man den Buchstaben D zugleich
als Funktionszeichen verwendet.

Endlich kann man den Bruch (5) fiir die Drehung 9 auch leicht durch

eine Exponentialgr6Be ersetzen, wenn man die elliptische Strahlinvolution

B, — 4
(6) ' =53

einfiihrt. Zunéchst ndmlich kann man bei Benutzung dieser Strahlinvo-
lution die Gleichungen (4) auch in der Form schreiben:

@ A" = A (cosw 4 fsinw)

B’ = B(cosw + fsinw).

(4)
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Setzt man aber die Reihe
8w K Sp°
(8) 1+ 5+ 5+ 5+ =en,

so wird wie auf Seite 171

) cosw -+ fsinw = 8w
und die Gleichungen (7) nehmen die Form an:
A = Afr
10
(10 (5 = B

Man erhilt daher fiir den in (3) und (5) angegebenen extensiven Bruch
die folgenden neuen Formen der Darstellung

(083 D = D4, B,m) = &0 = cosw + Rsinw, f=2.—4

4, B

_ Die enisprechende Projektivitit in der Geraden: Die positiv zirkuldre
Abbildung einer Punktreihe. Will man jetzt den Ubergang vom Strahl-
biischel zur Punktreihe machen, so ersetze man in der obigen Entwicke-
lung die beiden zueinander senkrechten und gleich langen Nennerstibe A4
und B durch zwei beliebige nicht zusammenfallende Punkte ¢ und b und
die Zshlerstibe 4’ und B’ durch diejenigen Punkte ¢’ und b’, die aus a
und b durch dieselben Ableitzahlen abgeleitet werden, durch welche die
Stibe A4’ und B’ aus den Stiben A und B entwickelt wurden. Dadurch
erhilt man den Bruch Yy

(12) Catym) = g,
dessen Zihler ¢’ und b’ mit den Nennern a und & durch die Gleichungen

zusammenhéngen
’ .
fa’ = cos a + sinw b

(13) |0’ = —sinw a + costw b,

der sich also auch in der Form schreiben 1iBt:

cosw a-+sinw b, —sinw a4 cosw b
(14) $(a, b, ) == a, b )

Dieser Bruch hat ganz die Form eines Projektivititsbruches der Geraden
ab, indem nur die Ableitzahlen der Zihlerpunkte besondere Werte haben.
Er stellt also eine spezielle Projektivitit in der Geraden ab dar, die ich
in Anlehnung an ein Kunstwort meines Vaters?) als ,,positiv zirkulire
Abbildung der Punktreihe ra + yb“ bezeichnen will

1) In seiner Abhandlung ,Sur les différents genres de multiplication", Journal
fir die reine und angewandte Mathematik Bd. 49, (1854), Seite 134 (Gesammelte
Werke Bd. 2, Teil 1, Seite 210) und in seiner Ausdehnungslehre vom Jahre 1862
(Gesammelte Werke Bd. 1, Teil 2) Nr. 1564 nennt mein Vater die mit der oben be-
schriebenen Abbildung der Punktreihe ra + b verbundene Transformation des Punkt-
paares a, b, welche durch die Gleichungen (13) dargestellt wird, ,,eine positive zirkulire

14*
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Man kann dieselbe genau so wie die soeben betrachtete Drehung
eines Strahlbiischels als Funktion eines Parameters Yo und einer gewissen
elliptischen Punktinvolution darstellen. In der Tat, setzt man noch
(15) =0

a, b’

8o wird wieder

(16)
oder da (vgl. Seite 171)

la' = a(cos v 4 esinip)
b =b(cosw + esin),

an cos - esiniy = et®
ist, 8o kann man auch schreiben
a’ = ae®
18 {
(18) b’ = betm.

Fiir die oben in (12) und (14) angegebene positiv zirkulire Abbildung
€0 m erhilt man daher die folgenden beiden neuen Darstellungen

(19) €la b,y = €' = €O D + esin v, 6=’ .

Von der geometrischen Bedeutung der positiv zirkuldren Abbildung
einer Punktrethe kann man sich vermdge ihres analytischen Zusammen-
hangs mit der soeben betrachteten Drehung eines Strahlbiischels leicht
eine Vorstellung verschaffen. Man suche dazu einen Punkt s auf, von
dem aus die beiden Grundpunkte @ und b der ersten Punktreihe durch
zwel Stibe
(20) A={sa] und B =[sb]
projiziert werden, die wie die Stibe A und B der obigen Entwickelung

erstens aufeinander senkrecht stehen und

zweitens gleich lang sind.

Ein Punkt s aber, der diesen beiden Bedingungen entspricht, a8t
gich leicht konstruieren. Der ersten Bedingung namlich, da8 die beiden
von ihm ausgehenden Strahlen [sa] und [sb] aufeinander senkrecht stehen
sollen, geniigt jeder Punkt des Kreises, der das Linienstiick ab zum Durch-
messer hat. Um auch die zweite Bedinguug zu befriedigen, nach der die
Stibe [sa] und [sb] gleich lang sein sollen, beriicksichtige man, daB,
wenn man unter s einen einfachen Punkt versteht, die Léingen der beiden
Stibe [sa] und [sb] die Produkte aus den absolut genommenen Abstiinden
des Punktes s von den Punkten « und b und den absoluten Werten der

Knderung des Punktpaares a, b*. Im Gegensatz dazu nennt er diejenige Abbildung
des Punktpaares a, b, Lei der diese Punkte in die Punkte a” und — b’ ibergefiihrt
werden, ,eine negative zirkulire Anderung des Punktpaars @, b*. Ihr entspricht dann
eine weiter unten zu behandelnde ,negativ zirkulire Abbildung der Punktreihe ya -1 b*.
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Massen dieser Punkte sind. Sollen daher die Lingen der beiden Stibe [sa]
und [sb] miteinander iibereinstimmen, so muB man jetzt noch weiter iiber
die Lage des Punktes s in der Weise verfiigen, daB sich seine absolut
genommenen Abstinde von den Punkten @ und b umgekehrt verhalten
wie die absoluten Werte der Massen dieser Punkte, oder, was auf dasselbe
hinauskommt, da sie sich direkt wie die absolut genommenen Abstinde des
Schwerpunktes @ + b der Punkte @ und b von diesen Punkten verhalten.
Von den Punkten der Geraden ab selbst geniigt dieser Bedmgung auBer
dem Schwerpunkt a + b der beiden Punkte
a und b auch der zu ihm hinsichtlich der
Punkte @ und b harmonisch zugeordnete
Punkt ¢ —b. Und nach dem Satze des
Apollonius ist der geometrische Ort aller
Punkte der Ebene, die jener Bedingung
entsprechen, der Kreis, der die Punkte
a+b und a—b zu Endpunkten eines
Durchmessers hat (vgl. Figur 96). Dieser ©® b
Kreis aber schueidet den Kreis iiber dem ﬂ
Durchmesser ab in zwei zur Geraden ab
symmetrisch liegenden Punkten s und ¢, von
denen jeder die Eigenschaft hat, daB fiir ihn
die Stibe [sa], [sb] und [ta], [tb] aufein-
ander senkrecht stehen und gleich lang sind.
Bezeichnet man jetzt noch die Stiibe,
die aus den Punkten a’ und b’ durch Mul-
tiplikation mit dem einfachen Punkt s
hervorgehen, mit A’ und B’, setzt also

@1) A’ —[sa’), B —[sbT],
so wird wegen (13) _

A'=  cosw[sa] + sinw[sb] 2
{B’~—— — sinw[sa] + cos w[sb] Fig. 96.
oder wegen (20) A=
(23)

a-b

© a+h

(22)

coswAd + sinwB
B = —ginwAd + coswB.

Die durch die Gleichungen (21) definierten Stibe A4’ und B’, welche die
Punkte a” und ' von s aus projizieren, entsprechen also genau den Glei-
chungen (4) und sind daher mit den Stiben 4 und B gleich lang, stehen
aufeinander senkrecht und gehen aus ihnen durch eine Drehung um den
Winkel w hervor, das soll heilen um einen Winkel, dessen GrioBe dem
absoluten Werte |w| der ZahlgréBe w gleich ist, und dessen Sinn mit
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dem des rechten Winkels [ (4B) iibereinstimmt oder nicht, je nachdem
1 positiv oder negativ ist.

Nun bewirkte aber nach Seite 209 f. der Projektivitdtsbruch
(24) Duusm = 15
der das Strahlbiischel t 4 + yB in das Strahlbiischel 4" + yB’ iiberfiihrt,
eine Drehung des ersteren Strahlbiischels um den Winkel w. Und da ferner
der Bruch D4 5, aus dem Bruche ¢, , ,, in (12) wegen (20) und (21) durch
kombinatorische Erweiterung mit dem Punkt s entsteht, so ist nach
Satz 18 die durch den Bruch ¥ 5w dargestellte Drehung des Strahl-
biischels X = x4 + yB der vom Punkt s aus genommene Schein der
durch den Bruch ¢, , bewirkten positiv zirkuliren Abbildung der Punkt-
rethe 2 = ga + yb. Die aus ihr durch diese Abbildung entstehende Punkt-
reihe 2" = ra’ + yb’ kann also dadurch gewonnen werden, daB man die
erstere Punktreihe, das heiBt die Punktreihe z = ra + b, vom Punkt s
aus durch das Strahlbiischel X = 4 + yB projiziert, das so gewonnene
neue Strahlbiischel um den Winkel || in dem angegebenen Sinne dreht
und endlich das dadurch entstebende Strahlbiischel X' =t 4’'+ yB’ wieder
mit der Geraden ab zum Schnitt bringt; dann schneidet dasselbe aus der
Geraden ab die Punktreihe 2’ = ga’ - b’ aus. Man hat also den Satz:

Satz 150: Jede positiv zirkuldre Abbildung einer Punktreihe
148t sich als perspektives Abbild der Drehung eines gewissen
Strahlbiischels darstellen.

Man kann noch hinzufiigen, daB der Sinn der Drehung, der einem
positiven Werte des Drehwinkels w zugehort, sowohl fiir positive wie fiir
negative Massen der Punkte a und & dem Sinne des Stabes [ab] entspricht.

5 3 Denn sind erstens die Massen der Punkte ¢ und b beide
[" positiv, so laufen die Stéibe [sa] und [sb] vom Punkt s
/ aus nach der Geraden ab hin. Der Sinn des rechten
s ’ Winkels / ([sa], [sb]), der den Drehungssinn fiir den

positiven Winkel w angibt, entspricht also dem Sinn
der Geraden ab, genommen von @ nach & hin, das
heifit, da die Massen von @ und b beide positiv sind,
dem Sinne des Stabes [ab] (vgl. Figur 97).

Sind zweistens die Massen der Punkte @ und b beide
negativ, so laufen die Stébe [sa] und [sb] beide nach
der von der Geraden [ab] abgekehrten Seite. Aber der
a Sinn des rechten Winkels / ([sa], [sb]) entspricht noch

immer dem Sinne, der Geraden ab genommen von @ nach
b hin, und da die Massen der beiden Punkte ¢ und b negativ sind, so stimmt
dieser wiederum mit dem Sinne des Stabes [ab] iiberein (vgl. Figur 98).

[ab]

Fig. 97.
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Jsa]

[54] [2d]

Fig. 98.

Satz 150. 215

2]

a
Fig. 99.

Ist endlich drittens eine von den beiden Massen der Punkte ¢ und b
positiv, die andere negativ, so geht der eine von den beiden Stiben [sa]
und [sb] nach der Geraden @b hin, der andere von ihr fort, und der Sinn

des rechten Winkels [ ([sa], [sb]) wird ent-
gegengesetzt mit dem Sinne der Geraden ab,
genommen von ¢ nachd hin. Er stimmt aber
mit Riicksicht auf die ungleichen Vorzeichen
der Massen von a und b doch wieder mit dem
Sinne des Stabes [ab] iiberein (vgl. Figur 99).

Da die Lage des Punktes s (oder £) und
die GroBe des Winkels W zusammen mit einer
Angabe iiber den positiven Sinn der Geraden
ab die von uns betrachtete positiv zirkulére Ab-
bildung vollstéindig charakterisieren, so mdgen
die Punkte s und¢die ,Drehpunkte“und der
Winkel w der ,Drehwinkel der positiv
zirkuléren Abbildung ¢“ genannt werden.

Man kann ibrigens die Drehpunkte s
und #, nachdem einmal ihre Existenz nachge-
wiesen, noch einfacher konstruieren, als es oben
geschehen ist. Denn da Winkel £ (a’sbd’)
durch eine bloBe Drehung aus dem Winkel
£ (asb) hervorgeht (vgl. Figur 96), so ist
er ebenfalls ein rechter Winkel. Die Dreh-

Fig. 100.

punkte s und ¢ der Abbildung liegen also auch auf dem Kreise, der
die Punkte ¢’ und b’ zu Endpunkten eines Durchmessers hat. Diese
Drehpunkte lassen sich daher auch dadurch finden, daB man iiber den
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Abstinden der Zihler- und Nennerpunkte des Bruches (12) die Halbkreise
schligt (vgl. Figur 100).

Wann wird die positiv zirkuldre Abbildung einer Punkireihe involuto-
risch? Die elliptische Punktinvolution als Schnitt der Rechtwinkelinvolution.
Diese vereinfachte Konstruktion der Drehpunkte, die zugleich auch den

Drehwinkel ergibt, versagt nur dann, wenn der Drehwinkel w = 2, oder,

2
was geometrisch auf dasselbe hinauskommt, wenn

m=;+nn

ist, unter n eine ganze Zabl verstanden. Denn dann fallen die Punkte a”
und b’ beziehlich mit den Punkten b und @ zusammen, so daB die beiden
bei der vereinfachten Konstruktion der Drehpunkte benutzten Halbkreise
sich decken. Man muB also in diesem Falle auf die urspriingliche Kon-
struktion der Drehpunkte zuriickgreifen.

- Die geometrische Bedeutung dieses Ausnahmefalles ist evident. Da
sich nédmlich alsdann die Punkte @ und b wechselseitig entsprechen, so
ist in diesem Falle die positiv zirkulire Abbildung involutorisch. Und
in der Tat zeigt auch die Figur 96, daB dic Wiederholung der Abbildung

4
e iiberhaupt jeden Punkt der Punktreihe ya 4 yb in sich dberfithrt.
Der involutorische Charakter der fraglichen Abbildung ergibt sich aber
auch sogleich analytisch; denn es ist nach (17) (vgl. auch Seite 171)
T
(25) e =¢,
womit zugleich gezeigt ist, daB die fragliche Involution nichts anderes ist

als die bereits zur analytischen Darstellung der positiv zirkuliren Abbil-
dung e*™ benutzte elliptische Involution ¢ = 2—’ —Z~

Zugleich entnimmt man aus der Figur 96, daB die Abbildung
kA

¢ T=¢ die einzige Involution ist, die unter den positiv zirkuliren Ab-
bildungen et® enthalten ist; denn die oben erwihnten Abbildungen

ee(w“’7+nn), in denen 1 eine ganze Zahl ist, sind ja simtlich entweder mit
der Involution e identisch (n#mlich fiir jedes gerade m) oder nur dem
Vorzeichen nach von ihr verschieden (fiir jedes ungerade n). Man hat
also den Satz:
Satz 151: Eine positiv zirkulidre Abbildung
e, ¢ = %-—%

einer Punktreihe wird dann und nur dann involutorisch, wenn
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man dem Drehwinkel der positiv zirkuldren Abbildung einen
der Werte 1, 2,..
—1,—2,..
gerade oder

0
>+, n={ ’

erteilt. Je nachdem n#mlich n { } ist, wird

ungerade

n
ee(?'mn) = te.

Von besonderem Interesse ist aber auch die schon oben (Seite 210f.)
zur analytischen Darstellung der Drehung @ des Strahlbiischels benutzte
Strablinvolution &, durch welche die ellip-
tische Involution e von ihren Drehpunkten
aus projiziert wird (vgl. Figur 101). Die-
selbe ist dadurch ausgezeichnet, daf die
Strahlen eines jeden Paares der Involution
aufeinander senkrecht stehen, und kann da-
durch erzeugt werden, daB man ein Strahl-
biischel um seinen Scheitel herum um einen
rechten Winkel dreht. Diese Strahlinvolution
heiBt deshalb die ,Rechtwinkelinvolu-
tion“.

Einen zweiten Namen verdankt diese In-
volution ihrer Beziehung zum Kreise. Da nim-
lich beim Kreise je zwei zueinander senkrechte
Durchmesser zugleich einander in bezug auf
den Kreis konjugiert sind, so weist die Recht-
winkelinvolution einem jeden Durchmesser
eines um ihren Scheitel geschlagenen Kreises
seinen konjugierten Durchmesser zu. Aus
diesem Grunde nennt man die Rechtwinkel-
involution auch wohl die ,Kreisinvolu-

tion“ und wir verwendeten deshalb schon
oben fiirdieselbe den Buchstaben §.

Fir die Rechtwinkelinvolution (Kreis-
involution) entspringt aus dem Satze 138
ein wichtiger Spezialsatz. Da nimlich nach Satz 138 eine Strahlinvolution
durch zwei Paare entsprechender Strahlen bis auf einen Zahlfaktor ein-
deutig bestimmt wird, so ergibt sich durch Anwendung auf den Fall der
Rechtwinkelinvolution der Satz:

Fig. 101.

Satz 152: Eine Strahlinvolution, die zwei Paare aufein-
ander senkrechter Strahlen enthilt, weist iberhaupteinem jeden
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Strahle einen zu ihm Senkrechten Strahl zu, das heiBt, sie ist
die Rechtwinkelinvolution.

Man kann ferner die zwischen einer beliebigen elliptischen Punkt-
involution ¢ und der Rechtwinkelinvolution bestehende Beziehung in dem
Satze darstellen:

Satz 153: Fiir eine jede elliptische Punktinvolution e gibt es
zwel zu ihrem Tréger symmetrisch liegende Punkte s und ¢,
von denen aus die elliptische Punktinvolution durch eine Recht-
winkelinvolution (Kreisinvolution) projiziert wird; jene beiden
Punkte heiBen die Drehpunkte der elliptischen Punktinvolution,
Man kann dieselben finden, indem man zwei Kreise konstuiert.
welche die Punkte je eines Paares der elliptischen Punktin-
volution zu Endpunkten eines Durchmessers haben.

Und von diesem Satze gilt auch die Umkehrung, nimlich der Satz:

Satz 154: Die Rechtwinkelinvolution wird von jeder nicht
durch ihren Scheitel gehenden Geraden in einer elliptischen
Punktinvolution geschnitten,

was man mit Riicksicht auf den Ausdruck (15) fiir eine elliptische
Punktinvolution e sofort beweisen kann, indem man den Bruch (6) fiir die
Rechtwinkelinvolution & mit einem Stabe der schneidenden Geraden plani-
metrisch erweitert. Aus diesem Beweise geht noch hervor, daB der Satz
154 ebenso auch fiir eine beliebige elliptische Strahlinvolution € gilt. Denn
der in der Formel (40) des 15. Abschnitts fiir eine beliebige elliptische
Strahlinvolution € gegebene Ausdruck stimmt seiner Form nach mit dem
Ausdruck (6) fiir die Rechtwinkelinvolution & genau iiberein. Nur sind
bei einer beliebigen elliptischen Strahlinvolution die Nennerstibe nicht an
die Bedingung gebunden, daB sie gleich lang sein und aufeinander senk-
recht stehen miissen. Diese Bedingung aber kommt bei dem fiir die Recht-
winkelinvolution gegebenen Beweis nicht in Betracht.

Da ferner die Kreise, welche die Punkte eines Paares der elliptischen
Involution ¢ zu Endpunkten eines Durchmessers haben, simtlich durch
die Drehpunkte s und ¢ der Involution hindurchgehen, und umgekehrt
jeder Kreis, der durch die Punkte s und ¢ geht, aus der Geraden abd ein
Paar der elliptischen Involution e ausschneidet, so ergibt sich der freilich
noch der Verallgemeinerung fihige Satz:

Satz 155: Jedes Biischel von Kreisen, die durch zwei feste
Punkte gehen, schneidet aus dem Mittellot der Verbindungs-
linie dieser Punkte eine elliptische Punktinvolution aus (vgl
Figur 102).

Aus dem Satze 153 kann man- noch eine weitere Folgerung ziehen,
wenn man den Begriff zwecier sich trennenden Elementenpaare einer Punkt-
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reihe und eines Strahlbiischels einfiihrt.
Am leichtesten 1Bt sich derselbe an
einem Strahlbiischel entwickeln.

Man sagt nimlich von zwei Strahl-
paaren 4, B und C, D eines Strahl-
biischels, deren vier Strahlen von ein-
ander verschieden sind: ,sie trennen
sich“ wenn man den Strahl 4 durch
Drehung um den Scheitel s des Strahl-
biischels nicht in den Strahl B iiber-
fiihren kann, ohne entweder den Strahl
C oder den Strahl D zu iiberschreiten
(vgl. Figur 103). Diese Beziehung zwi-
schen den beiden Strahlpaaren 4, B
und C, D ist gegenseitig; denn man
kann dann auch nicht den Strahl C durch
Drehung um s in den Strahl D iiber-
fithren, ohne entweder den Strahl 4
oder den Strahl B zu iiberschreiten.

Entsprechend sagt man von zwei
Punktpaaren @, b und ¢, d einer Ge-
raden, deren vier Punkte vonein-
ander verschieden sind: ,sie tren-
nen sich, wenn man auf der Geraden
der heiden Punktpaare vom Punkt
a zum Punkt & nicht gelangen
kann (auch nicht auf dem Umwege
durchs Unendliche), ohne ent-
weder den Punkt a oder den
Punkt b zu iiberschreiten (vgl. Fi-

gur 104). Auch kann man dann
umgekehrt nicht vom Punkt ¢ zum

Fig. 103

Punkt d gelangen, ohne entweder den Punkt a oder

den Punkt b zu iiberschreiten.

Aus diesen Erklirungen folgt noch: Zwei Strahl-
paare A, B und C, D eines Strahlbiischels, deren vier
Strahlen voneinander verschieden sind, ,trennen
sich nicht“, wennman den Strahl 4 durch Drehung
um den Scheitel s des Strahlbiischels in den Strahl
B iiberfiihren kann, ohne einen von den beiden Strah-
len C und D zu iiberschreiten (vgl. Figur 105).

Fig. 104

5 A
c
s
D

Fig. 105.
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Dann wird man notwendig bei der umgekehrten Drehung des Strahles
A, bis man zum Strahle B gelangt, sowohl den Strahl C wie den Strahl D
iiberschreiten. Und auch hier gilt wieder Entsprechendes von dem Uber-
gang des Strahles C in den Strahl D: Man kann ihn auf doppelte Weise
vollziehen; entweder iiberschreitet man keinen von den beiden Strahlen A
und B oder aber beide Strahlen.

Ebenso: Zwei Punktpaare a, b und ¢, d einer Geraden, deren vier
Punkte voneinander verschieden sind, ,trennen sich nicht®, wenn man von
dem Punkt ¢ zum Punkt b auf endlichem Wege oder
auf dem Umwege durchs Unendliche gelangen kann,
ohne ¢ oder d zu iiberschreiten (vgl. die Figuren 106,
107 und 108). Dann wird man jedesmal auf dem an-
deren Wege, der von @ nach b fiihrt, sowohl den Punkt ¢
wie den Punkt d iiberschreiten miissen; und umgekehrt
wird man von ¢ nach d gelangen kénnen, ohne a oder
b zu iberschreiten, und andererseits auch, indem man
sowohl a wie b iiberschreitet.

Man kann zu.diesen Erklirungen noch den Satz
hinzufiigen:

Satz 156: Hat man in einem Grundgebilde
zwei sich trennende Elementenpaare «,b und ¢,d, und wihlt
man aus jedem der beiden Paare ein Element aus, so erhidlt man
zwei Elemente, die durch die beiden anderen Elemente nicht
getrennt werden (vgl. Figur 104).

In der Tat gibt es nur die beiden folgenden Elementgruppierungen,
die den Angaben des Satzes entsprechen:

a,¢; b,d und a,d; b,ec,

Fig. 106. Fig. 107. TFig. 108.

und in beiden Gruppierungen wird das eine Paar durch das andere nicht
getrennt.

Ebenso iiberzeugt man sich von der Richtigkeit des Satzes:

Satz 157: Hat man in einem Grundgebilde zwei sich nicht
trennende Elementenpaare a,b und ¢,d, so kann man aus jedem
der beiden Paare ein Element in solcher Weise auswihlen, daB
die beiden gewiahlten Elemente durch die beiden anderen
Elemente getrennt werden. Es ist aber zweitens auch eine
solche Auswahl moglich, daB die beiden gew#hlten Elemente
durch die beiden anderen Elemente nicht getrennt werden (vgl
die Figuren 106, 107 oder 108).

Auf Grund dieser neuen Begriffe folgert man aus dem Satze 153 ohne
weiteres den Satz:



Abschnitt 17. Satz 156 bis 159. 221

Satz 158: In einer elliptischen Involution trennen sich je
zwel Paare entsprechender Elemente (vgl. Figur 101).

Es gilt aber auch die Umkehrung dieses Satzes, namlich der Satz:

Satz 159: Trennen sich in einer Involution zwei Paare ent-
sprechender Elemente, so ist die Involution elliptisch.

Es geniigt, den Satz fiir eine Punktinvolution zu beweisen. Sind
a,b und ¢,d die beiden Paare sich trennender Punkte, so schlage man
iiber ab und ¢d nach derselben Seite hin die Halbkreise. Dieselben
miissen sich, da die Punktpaare a,b und ¢, d nach der Voraussetzung sich
trennen sollen, in einem Punkt s schneiden. Von diesem Punkt s aus
aber erscheinen die beiden Punktpaare a, b und ¢, d unter rechten Winkeln.
Nach Satz 152 ist somit die durch die Strahlpaare [sa], [sb]; [sc], [sd]
bestimmte Involution die Rechtwinkelinvolution. Andererseits folgt aus
dem Satze 44, wenn man ibhn auf zwel énwolutorische Punktreihen und
ihre Scheine anwendet, mit Riicksicht auf den Begriff der Involution der
Spezialsatz: ,

Der Schein einer Punktinvolution von einem auferhalb ihres Trédgers
liegenden Punkte aus genwommen ist eine Strahlinvolution.

Insbesondere wird daher auch die oben betrachtete Punktinvolution
vom Punkte s aus durch eine Strahlinvolution projiziert. Diese Strahl-
involution aber hat mit der Rechtwinkelinvolution vom Scheitel s die
beiden Strahlpaare [sa], [sb]; [sc], [sd] gemein und ist also mit ihr iden-
tisch. Folglich ist umgekehrt die gegebene Punktinvolution der Schnitt
einer Rechtwinkelinvolution und daher nach Satz 154 eine elliptische Punkt-

involution.

Die konjugiert komplexen Doppelpunkte der positiv zirkuldven Abbildung
einer Punktreihe, die Doppelpunktsinvolution dieser Abbildung. Wir wenden
uns nunmehr zu der Frage nach den Doppelpunkten der positiv zirku-
liren Abbildung. Sieht man von dem Ausnahmefalle ab, wo der Dreh-
winkel 1w der Abbildung ein ganzes Vielfaches von = ist, wo also die
beiden zur Erzeugung der positiv zirkuliren Abbildung benutzten Hiilfs-
strahlbiischel strahlweise zusammenfallen, und somit auch die beiden durch
die Abbildung einander zugeordneten Punktreihen sich punktweise decken,
80 bleiben unter den positiv zirkuliren Abbildungen nur solche Projekti-
vititen tibrig, die sicher keine reellen Doppelpunkte haben. Aber es ist
fir die geometrische Deutung der bei der analytischen Behandlung des
Problems der Doppelpunkte auftretenden konjugiert komplexen Haupt-
zahlen und Doppelpunkte von Interesse, den Kalkul fiir die Aufsuchung
der Doppelpunkte (vgl. Seite 149 ff.) gerade auch auf den vorliegenden
geometrisch evidenten Fall anzuwenden.
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Die Hauptzablen t, und die Doppelpunkte d, einer Projektivitit ¢ auf
einer Geraden wurden definiert durch die Gleichungen

(26) de=r1d, t=12

die man auch in der Form schreiben kann:

@7 O0=d(r,—¢c), t=1,2.

Setzt man hierin entsprechend der Entwickelung auf Seite 150

(28) di=ra+ybdb, t=12

so verwandelt sich die Gleichung (27) in
0=ra(,—c)+yb(xr,—¢)

oder wegen (12) in die Doppelpunktsgleichung

(29) 0= g,(r,a - a”) + t)t(rtb - bI):
aus der fiir v, die quadratische Gleichung folgt:

(30) [(rja—a")(t,b—0b)]=0 oder
(31) [ab]t? — {[a'8] + [ab]) 7, + [ab] = O.

Diese Gleichung aber vereinfacht sich, da wegen (13)
[a'd] = cosw[ab]

(32) [ab’] = cosw[ab]
ist, zu 8] = [a8]
(33) 1?2 —2coswr,+1=0

und liefert fiir v, die Werte

T,=cos + } cos’w —1 oder
(34) T, = cosW + isinp = et im,

Die beiden Hauptzahlen sind also fiir die betrachtete spezielle Pro-
jektivitit auf der Geraden, der wir den Namen der positiv zirkuldren Ab-
bildung beigelegt haben, zwei konjugiert komplexe Einheiten, deren
Amplituden abgesehen vom Vorzeichen mit dem Drehwinkel der positiv
zirkuldren Abbildung iibereinstimmen.

Um die zugehdrigen Doppelpunkte zu ermitteln, hat man die ge-
fundenen Werte von 1, in die Doppelpunktsgleichung (29) einzutragen und
erhilt 0=1,{(cosw +isinw)a —a’} +y,{(cosw + isinw)b — b’}
oder wegen (13)

0=t,{(cosw & isinw)a — ( coswa + sinw b))
+ 9, {(cos £ i sinw)b — (—sinw a + cosw b))} .

Hier heben sich die Glieder mit cosw fort, und die Gleichung verein-
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facht sich zu
(35) 0=sinw {4+ ia —b) + y,(+ib + a)}-

SchlieBt man daher den schon oben erwihnten Fall aus, wo w ein
ganzes Vielfaches von =z ist, setzt also voraus, daB

(36) W= nmw

sei, unter n eine ganze Zahl verstanden, die Null mit eingeschlossen, so wird
(37) sinw=0,

und die Gleichung (35) reduziert sich auf

(38) 0= gt(i e — b) + Ut(‘_t ib + a’)r

woflir man auch schreiben kann, wenn man aus der ersten Klammer 4 i
Deraussielt 0 = ix,(a + ib) + y,(a £ ib)

(39) 0= (L i, +y)(a £ ib).

Da aber die Punkte ¢ und b reell und von Null verschieden sind, so
ist auch @+ ib=0.

Die Gleichung (39) kann daher nicht anders befriedigt werden, als wenn
(40) g +9,=0

ist, und man erhilt also zwischen den Ableitzahlen r, und y, der Doppel-
punkte d, die Beziehung

(41) h, =+ iEt;
wihrend eine von diesen beiden Ableitzahlen, zum Beispiel r,, ganz will-
kiirlich angenommen werden kann.

Wihlen wir zuerst diese GroBe reell, etwa = 1, und bezeichnen sie
fir diesen Fall durch das Symbol r,, die entsprechenden Werte von Y,
und d, mit Y, und d,, so erhalten wir das System von Gleichungen:

(42) =1, (43) y,=F1i,
also nach (28) -
(44) d,=a F id.

Es ergeben sich also bei der getroffenen Wahl der GroBe p, fiir die
Doppelpunkte d, und d, die konjugiert komplexen Werte
(45) d=a—1ib und d,=a+ibd,
denen der obigen Entwickelung zufolge als Hauptzahlen beziehlich die
Grsfen
(46) 1, =cosw + isinw=¢!" und 1,= cosw —isinw=eir
zugeordnet sind.
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Man erhilt daher fiir die positiv zirkulire Abbildung

b, —a
c(‘lrbrm)=eem7 e=a’ b

(vgl. Gleichung (19)) die Bruchdarstellung
(cos 1 - i sintw)(a — id), (costv — isintw)(a + ib)

47) Ca,b,m = €7 = a—1ib, atib
_ei®@—ib), e P@4-ib)
= T Ta—ip, afib

Hieraus folgt: Die ,Komponenten“ @ und b der beiden konjugiert
komplexen Doppelpunkte sind von der GroBe w des Drehwinkels der po-
sitiv zirkuldren Abbildung e*™ vollstindig unabhingig, und man hat nicht
nur die Doppelelemente dieser einen speziellen positiv zirkuliren Abbil-
dung e°® gefunden, sondern zugleich die Doppelelemente aller positiv zir-
kuliren Abbildungen, die aus der Abbildung e*®™ durch Veriinderung des
Drehwinkels w hervorgehen. Alle diese Abbildungen bilden nach der
Formel (56) des 15. Abschnitts, die man mit Riicksicht auf (47) auch in
der Form schreiben kann:

(48> t(a:b;mx)t(a)b;ma) = t(a:b;ml‘l"ma)

zusammen eine ,kontinuierliche eingliedrige Gruppe von Ab-
bildungen“?).

Ubrigens iiberzeugt man sich leicht, daB auf dem Trager der positiv
zirkuliren Abbildung neben den Punkten @ und b, die in der Gleichung
(47) als Komponenten der konjugiert komplexen Doppelpunkte erscheinen,
noch unendlich viele gleichwertige Punktpaare vorhanden sind, die ein
brauchbares Komponentenpaar fiir die konjugiert komplexen Doppelpunkte
abgeben. Um dies zu zeigen, lege man

zweitens den willkiirlich gebliebenen ZahlgroBen g, (¢ = 1, 2) komplexe
Zahlwerte bei und beriicksichtige, dall diese Zahlwerte dabei jedenfalls
konjugiert komplex sein miissen, weil sonst die Ausdriicke fiir die Doppel-
punkte selbst nicht konjugiert komplex ausfallen konnten, was doch nach
Satz 101 erforderlich ist. Man setze also etwa die GroBen r, und g,
zwei konjugiert komplexen Einheiten gleich, das heif}t

(49) g, =cosf+isinf und x,=-cosf—isinf,

1) ,Eingliedrig® heiBt eine Gruppe von Abbildungen, wenn dieselben ausein-
ander durch Verinderung einer einzigen Zahlgrofie hervorgehen; diese Zahlgrifie heiBt
der ,Parameter der Gruppe“. Eine eingliedrige Gruppe von Abbildungen heiBt
,kontinuierlich*, wenn man durch stetige Anderung des Parameters von einer
jeden Abbildung der Gruppe zu einer jeden anderen gelangen kann, und iiberdies einer
unendlich kleinen Anderung des Parameters stets auch nur eine unendlich kleine
Anderung der Abbildung selbst entspricht.




Abschnitt 17, Gleichung (47) bis (54). 295

wo f eine beliebige reelle Zahl bedeutet. Nun war nach (41) y, von y,
nur um den Faktor F i verschieden. Bei der Ersetzung der GroBe

1, = 1 durch die GroBen r, — cosf -+ isinf multipliziert sich daher auch
der Wert von y, mit dem Faktor cosf -+ isinf, und dasselbe gilt dann
auch von den dem Werte 1, — 1 zugehorigen Werten
d; = 5,0 + 9,

der Doppelelemente, das heiBt, es wird

d; = (cosf - i sinf)d, und dy = (cosf — isinf)d,
oder mit Riicksicht auf (45)
(80) d; = (cost + isinf)(a —ib) und d, = (cost—isinf)(a + ib)
oder endlich '

(1)

Man erhilt also wirklich fiir die Doppelemente d, wieder ein kon-
jugiert komplexes Punktpaar, und setzt man etwa zur Abkiirzung

(52) {d,=p—iq und
d2 =p+ IQ7

so ergeben sich fiir seine Komponenten p» und ¢ die Werte

{dl = (cosfa + sinfb) —i(—sinfa + costbh)
dy = (costa 4 sinfd) + i(—sinfa + cosfd).

= fa-+4sinfd
] |» cos
(88) lg = — sinfa 4 costh,

fir die man mit Riicksicht aunf (13) und (18) auch schreiben kann:

‘p=ae” b, —a

(54) g =be't, e_a, b

Diesen Gleichungen zufolge gehen die neuen Komponenten p, q der
konjugiert komplexen Doppelpunkte aus dem zuerst gefundenen Kom-
ponentenpaare @,b durch eine zur Gruppe e®® gehdrige positiv zirkulire
Abbildung e°t hervor. Und da die Punkte ¢ und b ein Paar der Invo-

n

lution ¢ * = ¢ bilden, woraus folgt, dall die von einem Drehpunkte s der
positiv zirkuliren Abbildungen ¢ und e ausgehenden Strahlen [sa] und [sb]
aufeinander senkrecht stehen, da ferner die Strahlen [sp] und [sq] aus [sa]
und [sb] durch eine Drehung um den Winkel f hervorgehen, so stehen
auch die Strahlen [sp] und [sq] aufeinander senkrecht, und die Punkte p
und ¢ bilden daher nach Satz 153 ebenfalls ein Paar der Involution e.
Wegen der Willkiirlichkeit des Winkels f kann man aber endlich auch
umgekehrt die Punlte eines jeden Paares dieser Involution als Komponenten
der konjugiert komplexen Doppelpunkte der Abbildung ef™ verwenden.

GraBmann, Projektive Geometrie d. FEbene. I. 15
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Da ferner dieses Ergebnis wieder von der GriéBe des Drehwinkels 1w
vollkommen unabhiingig ist, die Doppelpunkte (52) also allen Abbildungen
der kontinuierlichen eingliedrigen Gruppe '™ zugehdren, so hat man
den Satz:

Satz 160: Eine jede Abbildung, die in der kontinuierlichen
eingliedrigen Gruppe der positiv zirkuliren Abbildungen

etw = ei 7

enthalten ist, und deren Drehwinkel w nicht gerade ein ganzes
Vielfaches von = ist, besitzt zwel konjugiert komplexe Doppel-
elemente, deren Komponenten aber ihrer Lage nach nur in so
weit bestimmt sind, als sie ein Punktpaar derjenigen Involution

_b,—a

¢ a, b

bilden miissen, die selbst der Gruppe angehirt.

Da nach dem Satze 160 ein beliebiges Paar p,q der Involution e,
welche in der Gruppe e*™ enthalten ist, mit den beiden zur Definition der
Gruppe benutzten Punkten a, b ganz gleichberechtigt erscheint, so driingt
sich die Frage auf, ob jene Punkte auch zur analytischen Darstellung der
Abbildungen e®*® benutzt werden kdnnen.

Um diese Frage zu erledigen, stelle man fiir den Augenblick die
elliptische Involution e etwas ausfithrlicher durch das Symbol e, , dar,

setze also

\ b, —a
(55) e(a,b) = ;z’ b’
Dann entnimmt man aus den Gleichungen (53), daB
4 =
(56) P,y q
9,0y =—P

ist. Folglich erhélt man fiir diejenige elliptische Involution ¢, ., die
aus den Argumenten p und g auf dieselbe Weise abgeleitet ist, wie die

Involution ¢, , aus den Argumenten a undb, das heiBt fiir die Involution
9 —p

(67 Co.0) “p ¢

die Darstellung
— =P P Py
(58) o0 =y, g g g @)
Die beiden Involutionen ey, . und e, , sind also tiberhaupt miteinander
identisch, und es wird somit auch
(59) ee(p,q)m — ee(a,b)m;
und man sieht daher, daB das zur analytischen Darstellung der positiv
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zirkuldren Abbildung e¢@ ®® benutzte Punktpaar a,d auch durch ein be-
liebiges anderes Paar p, g derjenigen Involution ersetzt werden kann, die
in:‘der Gruppe der positiv zirkuliren Abbildungen e*@ ™ enthalten ist.
Dabei miissen aber die Massen der Punkte p, ¢ dieses Paares entsprechend
den Gleichungen (53) bestimmt werden.

Damit erledigt sich denn zugleich auch die Frage, ob die Punkte @, b in
der Punktreihe, deren projektive Beziehung durch die Gruppe e*™ von positiv
zirkuliren Abbildungen vermittelt wird, eine besondere Lage einnehmen oder
nicht. Bei der urspriinglichen Einfiihrung der positiv zirkuliren Abbil-
dung e*® wurden die Punkte @ und & als zwei ganz beliebige Punkte des
Trigers der Abbildung bezeichnet. Andererseits sind aber die durch das
Symbol e*® dargestellten positiv zirkuliren Abbildungen nicht auch zu-
gleich ganz beliebige positiv zirkulire Abbildungen ihres Trigers, sondern
eben solche Abbildungen, in denen die urspriinglich ganz beliebig ge-
wihlten Punkte a,b eine ausgezeichnete Stellung einnehmen. Denn die
Punkte ¢ und b miissen nach dem obigen ein Paar der Involution
bilden, die in der Gruppe e*® enthalten ist, und ihre Massen miissen iiber-
dies, wie die Entwickelung auf Seite 212 ff. zeigt, so gewihlt werden, daB
auch die Punkte b + a und b —a dieser Involution als Paar angehéren.

Wegen der engen Beziehung, in der die Komponenten p, ¢ der konju-
giert komplexen Doppelpunkte aller Projektivititen der Gruppe e*™ zu der
in ihr enthaltenen elliptischen Involution e stehen, betrachtet man diese
Involution ¢ geradezu als das greifbare Abbild der konjugiert komplexen
Doppelpunkte jener Projektivititen und nennt sie die ,Doppelpunkts-
involution® der positiv zirkuliren Abbildungen e®®,

Die positiv zirkuliire Abbildung eines Strahlbiischels. Es ist klar, daB
die oben betrachtete Drehung eines Strahlbiischels
B,—4
g(-ArBrm)=eR\m7 ®=A1 j)
von der wir zu der positiv zirkuliren Abbildung einer Punktreihe gelangt
sind, noch nicht das allgemeinste dualistische Gegenstiick dieser positiv
zirkuliren Abbildung ist. Denn wihrend in dem Ausdrucke

costy @ + sinw b, —sinw « -+ costv b b, —a
(60)  ta,n,m = et = @ b ST g

durch den die positiv zirkulire Abbildung einer Punktreihe dargestellt
wurde, die Nenner @ und b zwei ganz beliebige nicht zusammenfallende
Punkte sein diirfen, muBiten in dem Ausdrucke

coswd + sinwB, —sinw 4 -} costn B B,—4
(61) Dia,z,m=ef" = 4, - o 8=5 B

15*
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fiir die Drehung eines Strahlbiischels die Nenner 4 und B zwei zu ein-
ander senkrechte und gleich lange Stibe sein.

Aber man braucht nur diese beiden Beschrinkungen in der Wahl
der Nenner aufzuheben und unter 4 und B zwei ganz beliebige Stibe zu
verstehen, die nicht einer und derselben Geraden angehoren, die sich also
nicht nur um einen Zahlfaktor unterscheiden, um das genaue dualistische
Gegenstiick zu der positiv zirkuliren Abbildung einer Punktreihe zu er-
halten. Wir bezeichnen die so entstehende Abbildung durch das Symbol
€ (4, B,wm), setzen also

(62) Czm= efr =

cosiv A 4 sintw B, — sintv.d 4 costv B @=B,——A
4, B ’ 4, B
vorausgesetzt, daf unter 4 und B zwei beliebige, aber nicht nur um einen
Zahlfaktor verschiedene Stibe verstanden werden, und nennen die Abbil-
dung €, 5,1 eine ,positiv zirkuldre Abbildung eines Strahl-
biischels®. Eine solche Abbildung hat die Eigenschaft, dafl die beiden
durch sie aufeinander bezogenen konzentrischen Strahlbiischel von jeder
Geraden in zwel positiv zirkulir verwandten Punktreihen geschnitten
werden. Fiithrt man némlich fiir die beiden Zihler des Bruches in (62)

wieder die Bezeichnungen A4’ und B’ ein, setzt also
(63) {A: = c?s w4 4+ sinwB
B = —sinwd + costv B,

so lassen sich die beiden durch die Abbildung (62) aufeinander bezogenen
Strahlbiischel durch die Vielfachensummen

{X =14 +9B und
X' =rd +yB
ausdriicken. Versteht man ferner unter G einen beliebigen Stab in der

die beiden Strahlbiischel schneidenden Geraden, so erhilt man fiir die von
dieser Geraden aus den beiden Strahlbiischeln ausgeschnittenen Punktreihen

die Darstellung
) (o = [6X] =5[GA] +y[GE]
la" =[G X)=[GA+y[GB].
Setzt man daher endlich noch
{[GA] =a, [GAl=a
[GB]=b, [GB]=1,
so nehmen die Ausdriicke (65) fiir die beiden ausgeschnittenen projektiven
Punktreihen z und z’ die Gestalt an:
xz =ta +yb
!a:' =zta’ +yb'.

(64)

(66)

(67)
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Die beiden Punktreihen z und z” werden also durch den Bruch

/’ b/
(68) fm = 4
aufeinander bezogen, in welchem wegen (66) und (63)
69) {a"= cf)sma—}—sinmb
b= —sinWwa -+ coswbd

ist. Diese Gleichungen (69) aber bilden nach Seite 211 gerade die
Bedingung dafiir, daB die beiden Punktreihen x und z’ miteinander
positiv zirkulir verwandt sind.

Andererseits sieht man, dal man stets zwei positiv zirkuldr verwandte
Strahlbiischel erhilt, wenn man zwei positiv zirkuldr verwandte Punkt-
reihen von einem beliebigen Scheitel aus projiziert; und die so erzeugte
positiv zirkulire Abbildung eines Strahlbiischels geht nur dann in eine
bloBe Drehung eines Strahlbiischels iiber, wenn das Projektionszentrum
mit einem der beiden Punkte s und ¢ zusammenfillt, die oben als die
Drehpunkte der positiv zirkuliren Verwandtschaft beider Punktreihen be-
zeichnet wurden. Dabei ist wenigstens fiir die letzte Behauptung noch
die Einschrinkung zu machen, daB der Triiger der beiden Punktreihen
nicht ganz im Unendlichen liegen darf.

Das Nachmultiplizieren eines Stabes mit der Feldeinheit. Die Drehung
der Strecken. Fine ausgezeichnete Stellung unter den positiv zirkulidren Ab-
bildungen einer Geraden nimmt die Abbildung ein, die durch den Schnitt
der Drehung eines Strahlbiischels mit der unendlich fernen Geraden er-
zeugt wird.

Um zu der analytischen Darstellung dieser Abbildung zu gelangen,
entwickeln wir zundchst ein allgemeines Verfahren, vermdge dessen man
zu jedem Stabe ,seine“ Strecke, das heiBt diejenige Strecke, ableiten kann,
die mit dem Stabe nach Linge, Richtung und Sinn {ibereinstimmt.

Es sei also 4 ein Stab, dessen Gerade durch den einfachen Punkt s
geht, und ¢ seine Strecke; dann erhilt man nach Satz 9 aus der Strecke
g den Stab A4, indem man die Strecke ¢ mit dem Punkt s vormulti-
pliziert, also mittelst der Formel
(70) A = [sg].

Es soll nun gezeigt werden, daB man umgekehrt aus dem Stabe 4 seine

Strecke g ableiten kann, indem man ihn mit der Feldeinheit J nach-
multipliziert (vgl. Seite 27). In der Tat wird nach (70)

[4J] = [sg - J]

oder nach der Formel (18) des dritten und der Formel (8) des zweiten
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Abschnitts [4J]) =[] - gs].

Da aber die Stufensumme von J und s gleich 3 und die Strecke g mit
der Feldeinheit J inzident ist, so 148t sich diese Gleichung nach Formel
(9) des 4. Abschnitts auch schreiben:

[4J] =[Js]g

oder nach (48) des 2. Abschnitts in der Form
[4J] =[sJ]g

oder endlich, da nach Formel (5) des 3. Abschnitts
[sJ]=1

ist, in der Form

(71) [4J] =

Damit ist aber wirklich der Satz bewiesen:

Satz 161: Aus einem Stab erhilt man seine Strecke, indem
man ihn mit der Feldeinheit J nachmultipliziert.

Bezeichnet man jetzt in dem Ausdrucke fiir die Drehung des Strahl-
biischels (vgl. Gleichung (61)):
(72) Dis, 5, m)=cosmA:4}—sint,—sinmx;-l—cosmB R ﬁ_% g,
die Strecken der beiden Stibe A und B mit ¢ und %, so daB also ¢ und
h zwei zueinander senkrechte Strecken von gleicher Linge sind, so wird

(73) [AJ] =g und [BJ]=h

Durch planimetrische Erweiterung mit J entsteht also aus dem Bruche i 1n
(72) der Bruch _ ‘

(14) Dy 0w = COS 1D g;}{-sm wh, sinw g ;;‘ggg_ﬂ —aw
Derselbe stellt aber nach Satz 79 den Schnitt der Drehung D4, 3, w)
mit der unendlich fernen Geraden J oder, was auf dasselbe hinauskommt,
diejenige Abbildung dar, die aus der Drehung (72) des Strahlbiischels
hervorgeht, wenn man die bei ihr in Betracht kommenden Stibe durch
deren Strecken ersetzt. Der Ausdruck 9, s, bewirkt also eine Drehung
aller Strecken der Ebene um den Winkel w. Ferner folgt noch, daB die
zur Drehung 9, ,, w gehorende Involutlon, das heiBit die Drehung aller

Strecken der Ebene um den kael , den Wert hesitzt:
n h —9_ ‘
(75) h(y, ’“E) i Ly
was auch geometrisch sofort einleuchtet.
Die Drehung 9, 4,4 der Strecken der Ebene besitzt nun aber vor
allen iibrigen positiv zirkuldren Abbildungen einer Punktreihe den Vorzug,

y &=
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daB sie von jedem Punkte s der Ebene aus projiziert die Drehung D (4, 5, m)
eines Strahlbiischels um einen gleich groBen Winkel v ergibt, wihrend
dies bei einer beliebigen positiv zirkuliren Abbildung einer Punktreihe
nur fiir die Projektion von den beiden Drehpunkten aus zutrifft. In der
Tat, ist s ein ganz beliebiger Punkt, so stellt der durch planimetrische
Erweiterung mit s aus (74) hervorgehende Bruch

i h], —si h
(76) g([‘rg], [s4], ) = o m[sg][;{‘—q]s’ nm[sh], —s sm,m[fgg;_’t]_cgsvlnlf_j

die Drehung des Strahlbiischels mit dem Scheitel s um den Winkel w
dar; denn die Stdbe [sg] und [sh] stehen aufeinander senkrecht und sind

gleich lang.

Eine beliebige Projektivitit mit konjugiert komplexen Doppelelementen
und thre Bezichung zur positiv zirkuldren Abbildung. Unsere Betrachtungen
iiber Projektivititen mit konjugiert komplexen Doppelelementen weisen
nun aber noch eine Liicke auf. Sie beschriinkten sich nimlich durchaus
auf die positiv zirkuliren Abbildungen einer Punktreihe und eines Strahl-
biischels. Es bleibt aber noch die Frage offen, ob es neben den positiv
zirkuldren Abbildungen nicht vielleicht noch andere Projektivititen mit
konjugiert komplexen Doppelelementen gibt. Wir kehren daher nunmehr
zu der auf Seite 208 begonnenen Hauptuntersuchung iiber Projektivi-
taten in der Geraden mit konjugiert komplexen Doppelpunkten zuriick.

Es seien also wieder die Hauptzahlen v, und 1, einer Projektivitit
p in der Geraden konjugiert komplex oder entgegengesetzt rein imaginir.
Es sei etwa

(77 ,=a+1ib und r,=a—1b,
wo a und b reell sind, und
(18) b0

ist, und es seien die zugehdrigen Doppelpunkte, die in diesem Falle nach
Satz 101 stets konjugiert komplex sind, nach dem Vorbilde von Seite 152 ff.
bestimmt. Fs moge sich ergeben
(79) dy=a—1tb und dy=a+ ib?);
dann wird

_ (@+ib)(a—ib), (a—1ib)(a+ ib)
(80) b=, atib
Dieser Bruch aber unterscheidet sich von dem Bruche (47) fiir die positiv
zirkuldre Abbildung

b, —a
Ca, 0, m) = €7, ¢ = ;z,, 5

1) Hinsichtlich der Bezeichnung vergleiche man die FuBnote auf Seite 153.
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nur um einen reellen Zahlfaktor. In der Tat, setzt man

a=Dpcosiv

81 {
(81) b= vpsinw,
wo b positiv ist, so verwandelt sich der Ausdruck (80) in

_ . (cosw 4 isinw) (@ —ib), (cos w —isinw)(a -+ ib)
(82) p=v a—ib, afiv 7
das heiit, es wird wegen (47) und (19)
(83) p=bc(a,b,m)=ve"”=n(cosm+esinm),c=Z’ T—%

Behufs Formulierung dieses Ergebnisses bemerke man noch, daB,
falls man den trivialen Fall der Deckung ausschlieBt, von dem oben be-
nutzten Satze 101 auch die Umkehrung gilt, ndmlich der Satz:

Satz 162: Jede von der Deckung verschiedene Projektivitit
in der Geraden mit konjugiert komplexen Doppelpunkten be-
sitzt auch zwei konjugiert komplexe oder entgegengesetzt rein
imaginire Hauptzahlen.

Die Richtigkeit dieses Satzes leuchtet sofort ein, wenn man den
Satz 100 mit der Entwicklung von Seite 196 f. zusammenhilt.

Nunmehr kann man den Inbalt der Gleichung (83) in dem Satze
darstellen:

Satz 163: Besitzt eine Projektivitdt in der Geraden zwei kon-
jugiert komplexe Doppelpunkte, so kann sie sich von einer
positiv zirkuldren Abbildung .einer Punktreihe nur um einen
konstanten reellen Zahlfaktor unterscheiden und ist also rein
geometrisch betrachtet mit einer solchen Abbildung identisch?).

Aus dieser geometrischen Deutung der Projektivitit in der Geraden im
Falle konjugiert komplexer Doppelpunkte folgt insbesondere fiir den Durch-
laufungssinn der durch sie auf einander bezogenen Punktreihen der Satz:

Satz 164: Die beiden Punktreihen einer Projektivitdit mit
konjugiert komplexen Doppelpunkten werden stets in demselben
Sinne durchlaufen.

Damit ist auch fiir den Fall konjugiert komplexer Doppelpunkte eine
Bestitigung des allgemeinen in Satz 96 gegebenen Kriteriums fiir den
Durchlaufungssinn zweier projektiven Punktreihen derselben Geraden ge-
funden. Denn da in diesem Falle auch die Hauptzahlen v, und 1, kon-
jugiert komplex oder doch wenigstens entgegengesetzt rein imaginir sind,

1) Der Ausnahmefall der Deckung, mit dem der Satz 162 belastet war, spielt
hier keine Rolle, da unter den positiv zirkuliren Abbildungen ja auch die Deckung
mit enthalten ist.
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nimlich die Werte (77) besitzen, in denen a auch gleich Null sein kann,
wihrend nach (78) b+0

ist, so wird das Produkt r,1,, welches nach Satz 140 dem Potenzwert der
Projektivitiat gleich ist, sicher positiv. s wird ndmlich

(84) Corr, = (a+ ib)(a — ib) = a? 4 b?;

diese Summe aber ist positiv, da nach der Voraussetzung a und b reell
sind und b der Ungleichung (78) geniigt. Und bei positivem Potenzwert
werden nach Satz 96 die beiden Punktreihen in demselben Sinne durch-
laufen.

Nebenbei hat sich bei dieser Begriindung der Satz ergeben:

Satz 165: Eine jede Projektivitét mit konjugiert komplexen
Doppelpunkten besitzt einen positiven Potenzwert; derselbe
wird =1 fiir die positiv zirkuldre Abbildung, und nur fiir diese.

Fiir die letztere ist namlich

=cosw und b=sinw,
also wird a? + b? = 1; und ist umgekebrt diese Gleichung erfiillt, so wird
wegen der Gleichungen (81) v = 1, die Gleichung (83) reduziert sich somit
auf P = ¢, 0, w)-

Wendet man den Satz 163 speziell auf eine Inwolution mit konju-
giert komplexen Doppelpunkten, das heiBt auf eine elliptische Involution,
an, so erhdlt man den Satz:

Satz 166: Hine elliptische Punktinvolution kann sich stets
nur um einen konstanten reellen Zahlfaktor von einer gewissen
involutorischen positiv zirkuldren Abbildung

n
¢ b, —a

tf(a 0.2)=¢€¢ =¢="

unterscheiden. (a,l, 2) “@ b

Mit Riicksicht auf diesen Satz kann man die oben in (54) gefundene
Parameterdarstellung des laufenden Paares p, ¢ einer involutorischen positiv
zirkuldren Abbildung einer Punktreihe, das heifit die Gleichungen
p=ae! b, —a
(85> {q — beef’ t= a:,” X
als die simultamen Gleichungen einer elliptischen Punktinvolution bezeichnen.

Diese Darstellung einer elliptischen Punktinvolution liefert einen neuen
Beweis fiir den bereits oben bewiesenen Satz 118, nach welchem es in jeder
elliptischen Involution zu jedem Paare der Involution ein und nur ein
zweites Paar gibt, das zu dem ersten Paar harmonisch liegt.

Wegen der Willkiirlichkeit des Anfangspaares @, b geniigt es dabei,
zu zeigen, daBl diesem Anfangspaar stets ein von ihm harmonisch ge-
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trenntes Paar der Involution zugehért. Bezeichnet man die Punkte eines
solchen Paares mit z und y, seinen Parameter mit w, setzt also

x = ae"
(86) e
y = bev,
8o hat man zu untersuchen, ob es einen Winkel w gibt, fiir den das
Doppelverhiltnis-
(87) (abzy) =—1
ist, fiir den also wegen (86) die Gleichung besteht
(88) (ab aet™ ety = — 1

oder nach dem Begriff des Doppelverhiltnisses eines Punktwurfes (vgl.
die Formel (1) des 5. Abschnitts) die Gleichung

, [a-aew] [a-bew]
(59) [actm 5] [perm b] — 1

Nun ist nach (19) (vgl. auch (14))

(90) aeth = c(')s m a4 sinw b
bet" = —sin a 4 cosw b;
also wird [a-ae®]=sinw[ab], [a be®] = cosw [ab]
[aerw - b] =cosw [ab], [bef™-b] = — sinw [ab].
Setzt man diese Werte in die Gleichung (89) ein, so verwandelt sie
sich in sinw | cosmw 1
dor cosw " sinm O’
oder in
tg?w=1,
woraus folgt tgw =11, also
N T
(91) =k

Diese beiden Werte des Parameters w liefern aber dasselbe Paar der In-
volution nur mit vertauschten Punkten, und man erhilt also den folgenden
Satz, dessen erster Teil sich mit Satz 118 deckt, soweit sich dieser auf
eine Punktinvolution bezieht:

Satz 167: In einer elliptischen Punktinvolution gibt es zu
einem jeden Paar ein und nur ein zweites Paar, das zu ihm har-
monisch liegt; dasselbe geht aus dem ersteren Paar hervor, in-

’
dem man die Strahlen, die dieses Paar von einem Drehpunkte

aus projizieren, um den Winkel Z dreht.
Fine Bestitigung dieses Ergebnisses bietet die Figur 96 (auf Seite 213),
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welche die Involution veranschaulicht, die durch die Gleichungen

a’ = ae

{b' = betv
dargestellt wird. In dieser Figur wird das Paar a, b der in Frage stehen-
den Involution durch das Paar a 4+ & und @ — b harmonisch getrennt, und
man sieht sogleich, daB dieses Paar auch das einzige Paar jener Involution
ist, das zu dem Paar a, b harmonisch liegt, und daB der Winkel

L ([sa], [s@+®)]) =L (s8], [s@—b]) =7

Es bietet nicht die geringste Schwierigkeit, unsere fiir Punktreihen
derselben Geraden entwickelten Sitze auf konzentrische Strahlbiischel zu
iibertragen. So iiberzeugt man sich zum Beispiel leicht von der Richtig-
keit des dem Satze 163 entsprechenden Satzes:

Satz 168: Besitzt eine Projektivitit im Strahlbiischel zwel
konjugiert komplexe Doppelstrahlen, so kann sie sich von einer
positiv zirkuldren Abbildung eines Strahlbiischels nur um einen
konstanten reellen Zahlfaktor unterscheiden und ist also rein
geometrisch betrachtet mit einer solchen Abbildung identisch.

ist.

Die Rechtwinkelinvolution oder die Kreisinvolution. Die Achsen einer
Involution. Aus dem Satze 168 folgt inshesondere, daB eine elliptische
Strahlinvolution

B,—4

92) C=4—3

identisch ist mit einer involutorischen positiv zirkuldren Abbildung eines
Strahlbiischels. Dieselbe geht aus der allgemeinen positiv zirkuliren Ab-
bildung (62) eines Strahlbiischels dadurch hervor, da man W = g setzt,

wodurch man in der Tat erhilt
(93) 6 (42, %) = eﬁ§=@=2§§-

Von frither her ist uns schon als Rechtwinkelinvolution oder Kreis-
involution diejenige Strahlinvolution dieser Art bekannt, die fiir das be-
sondere Argument w = g aus der auf Seite 209ff. betrachteten Drehung
D 4, B, w eines Strahlbiischels entsteht. Fiir dieses Argument aber nimmt
die Gleichung (11) die Form an

_B,—4

©4) Dlsz) =i %

Man erhilt also fiir die Rechtwinkelinvolution genau denselben Ausdruck
wie oben in (93) bei der allgemeinen involutorischen positiv zirkuliren
Abbildung eines Strahlbiischels; nur bedeuten jetzt die GroBen 4 und B
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zwei zueinander senkrechte und gleich lange Stibe. Um diesem Unter-
schiede auch einen formalen Ausdruck zu verlethen, bezeichnen wir fiir
den Augenblick zwei solche zueinander senkrechte und gleich lange Stibe
anstatt mit 4 und B mit E, und E,, ersetzen also die Gleichung (94)
durch die Gleichung

3 E,, —E,
(95) Q(E,,E,,§)=e 2=®=L7‘j,”7*E;'
Die Rechtwinkelinvolution
E,, — E,
o ~5R

erweist sich bei vielen Untersuchungen iiber senkrechte Gtebilde als niitz-
lich. Will man zum Beispiel die Frage beantworten, ob unter den Paaren
einer beliebigen Strahlinvolution & stets ein Paar senkrechter Strahlen
enthalten ist, so benutze man als Nenner des Involutionsbruches & irgend
zwei zueinander senkrechte und gleich lange Stibe F;, und E,. Dann
erhilt man nach Satz 133 fiir den Bruch € die Darstellung

S = 0, B 0, By, 0 B —a, B,

97) 7, E
Ist jetzt
(98) X=0E + L

ein Strahl des betrachteten Strahlbiischels, der auf seinem konjugierten
Strahle X & senkrecht steht, und dessen Ableitzahlen x;, und g, selbst-
verstindlich nicht beide gleich Null sind, so kann sich der Strahl X&
von dem Strahle X& hochstens um einen Zahlfaktor unterscheiden, das
heifit, es mu

(99) X@=nX8§
sein, unter n ein Zahlfaktor verstanden, oder
(100) X(& —nuf)=0.

Setzt man aber in diese Gleichung fiir X seinen Wert aus (98) ein, so
erhilt man die Gleichung ‘

(101) LE (@ —n®) + 5LEE&—nf)=0

oder wegen (97) und (96)

(102)  r{ey B + (ap — WE} + {0 + ME; — 0, By} =0.

Aus ihr aber folgt, da r;, und r, nicht gleichzeitig verschwinden sollen,
fiir n die quadratische Gleichung

(103) ({0 By + (0 — M) By} {(a + M) E;—ay, By} ] =05

und diese verwandelt sich, wenn man ausmultipliziert und mit [E, E,]
dividiert, in

(104) 1% — (A5 — )T — 0505 — af; =0
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und ergibt fiir n die beiden Werte

(105) n=%rﬂning%Mth

Y

die, wie man sieht, stets reell sind. Fiir die beiden in (102) und (103)
auftretenden GréBen a,, —n und a, + 1t ferner findet man auf Grund
von (105) die Werte

(1086) Qg — N =—"""" 5 und
Gy + 1= % + 0y iV(ﬂ; + 05"+ 40,7

Nun nimmt aber die Gleichung (102), wenn man nach E, und E, ordnet,
die Form an
(107) (08 + (0 + 1)) By + (02 — WL — ay325) By = 0.
Diese Gleichung aber zerfillt, da
AR

igt, in die beiden in y, und y, linearen und homogenen Zahlgleichungen:
( 038 + (ag; + ML =0
(o — )z, — a; L=0,
deren Determinante nach (103) verschwindet, woraus folgt, daB die Glei-
chungen (108) nicht nur die von uns oben ausgeschlossene Losung
I, = Ly = O zulassen, sondern daB sie auch befriedigt werden durch je
zwei GroBen p; und z,, deren Verhiltnis durch jede von den beiden
gleichwertigen Gleichungen (108) bestimmt wird. Man erhilt so die beiden
gleichbedeutenden Proportionen:
(L8 =10y +N:—qay, .

=0y 0y — M )

(108)

(109)

fir die man wegen (106) auch schreiben kann:

— %2 + o V(0 + 0,4 a,%,
- 2 :

0y

(110> gl : g%

=0y :

a5 + a5, $V(u}2+ 81) +4a,,? ,
2

oder wenn man die dem oberen Vorzeichen entsprechenden Werte von g,
und g, mit £;; und x,,, die dem unteren Vorzeichen entsprechenden Werte
mit gy, und xr,, bezeichnet und von den beiden Darstellungen des Ver-

1) Nur wenn gleichzeitig
;=0 und a, +nu=0 also auch a, —n=0

ist, lassen diese Proportionen das Verhiiltnis g, : g, unbestimmt. Dann aber ist die
Strahlinvolution & von der Rechtwinkelinvolution & nur um einen konstanten Zahi-
faktor n verschieden (vgl. Gleichung (97) und (96)), was wir ausschlieBen wollen.
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héltnisses bei dem Verhdltnis g, : L, die erste, bei dem Verhiltnis £, : I,y
die zweite Darstellung wihlt,
T o Vi o ATV ol o VL
Lip ttpe = 2 Py

T T s V(o5 4 050)* + 4‘7‘11?.

(111)

Lo1: Loz = 0y

Fir die zugehorigen beiden Stibe X, und X, erhiilt man also die Aus-
driicke

Xl — %2 + a5, +]/(;17_2__—t7a?,)’+4a11 ’ E - auE

E 4% ali + s + V(a12 + 0y,)% + 4a,°® E

(112)

= all

Diese Werte zeigen mit Riicksicht auf die Gleichung (96), daB zwischen
den beiden Stiben X, und X, die Beziehung herrscht

(113) X, = X, &,

das heiBt, die beiden Strahlen X; und X, der Strahlinvolution &, denen
durch diese Involution zwei zu ihnen senkrechte Strahlen zugewiesen
werden, stehen selbst aufeinander senkrecht; und es gibt also in der Invo-
lution & nur ein Paor zugeordneter zueinander senkrechter Strahlen. Die-
selben heifen die ,Achsen der Strahlinvolution &“. Man hat daher
den Satz:

Satz 169: In jeder Strahlinvolution, die sich von der Recht-
winkelinvolution ihres Scheitels nicht nur um einen konstanten
Zahlfaktor unterscheidet, gibt es ein, aber auch nur ein Paar
zugeordneter zueinander senkrechter Strahlen; dieselben heiBen
die Achsen der Strahlinvolution.

Bei einer hyperbolischen Strahlinvolution steht das ihr angehorende
Paar senkrechter Strahlen zu den Doppelstrahlen der Involution in einer
engen Beziehung. Sind nidmlich D; und D, die Doppelstrahlen einer hy-
perbolischen Strahlinvolution §, so gestattet dieselbe nach der Gleichung
(24) des 16. Abschnitts die Bruchdarstellung

, — Dy
(114) o= Do B
Bezeichnet man alsdann einen Stab, der mit D, gleiche Lénge hat und
der Geraden des Stabes D, angehort, mit gD,, so stehen die Geraden
der Stibe

D +gD, und D, —gD,,

die mit Riicksicht auf die Form des Bruches § sicher ein Paar der Invo-
lution § bilden, aufeinander senkrecht; denn sie halbieren als Diagonalen
von Rhomben diejenigen Winkel, die deren Seiten miteinander einschlieBen
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(vgl. Figur 109). Diese Rhombusseiten aber fallen in die Linien der Doppel-
strahlen D, und D, der Involution . Man hat also den Satz:
Satz 170: In jeder hyperbolischen Strahlinvolution bilden

die beiden Strahlen, welche die Winkel zwischen ~gD,

den beiden Doppelstrahlen halbieren, das der
Involution zugehorende Paar aufeinander senk-
rechten Strahlen, das heiBt die Achsen der In-
volution.
Ubrigens ist der Satz 169 noch einer Verallge- =80,

meinerung fahig. Wie schon oben auf Seite 235f. erwihnt
wurde, stimmt der Ausdruck (92) fiir eine elliptische
Strablinvolution seiner Form nach genau mit dem Aus-

drucke (96) fiir eine Rechtwinkelinvolution iiberein und D
unterscheidet sich nur insofern von ihm, als die Nenner- *
stibe von (92) nicht der Bedingung unterworfen sind, gD

daB sie aufeinander senkrecht stehen und gleiche Linge
haben sollen. Da aber in dem Beweise des Satzes 169
von dieser besonderen FEigenschaft der Rechtwinkel-
involution kein Gebrauch gemacht ist, so gilt derselbe
ohne weiteres auch fiir den Fall, wo an die Stelle
der Rechtwinkelinvolution eine beliebige elliptische Strahlinvolution tritt;
und ebenso bleibt der Satz auch noch bestehen, wenn man die elliptische
Strahlinvolution durch eine elliptische Punktinvolution ersetzt. Man hat
daher den Satz:

Satz 171: Zwei Involutionen, von denen die eine elliptisch
ist, und die sich voneinander nicht{ nur um einen konstanten
Zahlfaktor unterscheiden, haben stets ein aber auch nur ein
reelles Paar konjugierter Elemente gemein.

Q+gD2

Fig, 109.

Abschnitt 18.
Die negativ zirkuliire Abbildung.

Die Gleichwinkelinvolution oder die Umiwendung eines Strahlbiischels.
Es bleibt nunmehr noch zu untersuchen, welche geometrische Bedeutung
einer negativ zirkuliren Abbildung einer Punktreihe und eines Strahl-
biischels zukommt.

Um diese Frage zu beantworten, gehe man auch hier wieder von einer
gewissen geometrisch leicht iibersehbaren projektiven Abbildung eines
Strahlbiischels aus, und zwar von derjenigen Abbildung

47, B”
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eines Strahlbiischels, die aus der oben (Seite 208 ff.) behandelten Drehung

« A, B

2) D=TF

eines Strahlbiischels hervorgeht, wenn man in ihrem Abbildungsbruche (2)
sowohl die beiden Nennerstibe 4 und B wie auch den ersten Zihlerstab
A’ unveriindert 1li8t, also

(3) A,, — Al

annimmt, den zweiten Zihlerstab B’ des Bruches (2) aber durch den ent-

gegengesetzten Stab
) ( 4) Bn - B/

ersetzt, also den Zihlerstiben A” und B” des Bruches (1) die Werte er-
teilt (vgl. die Formeln (4) des vorigen Abschnitts):

. [A"zcosmA—f—sint
®) lB”=sinn)A—cosmB,

so daB der Bruch W die Form annimmt

(6) 11___cosmA;,—sinmB, sinmA—;gcosng.

Hier sind nach Seite 209 die Stibe A und B gleich lang und stehen
aufeinander senkrecht; und da dieselben Eigen-
schaften dort auch den Stiben 4’ und B’ zu-
kamen, so miissen sie mit Riicksicht auf die
Gleichungen (3) und (4) auch von den Stiben
A” und B” gelten. Da ferner nach der Glei-
chung (4) der Sinn des Stabes B” mit dem
von B’ entgegengesetzt ist, und der Stab B’
von dem Stabe A4’ nach derselben Seite um
einen rechten Winkel abwich wie der Stab
B von A, so weicht der Stab B” von dem
Stabe A" nach der entgegengesetzten Seite um
einen rechten Winkel ab wie der Stab B von 4
(vgl. Figur 110), was iibrigens auch direkt aus
den Gleichungen (5) hervorgeht.

Die beiden projektiven Strahlbiischel

t4d+9B und A" +yB”,

-die durch den Bruch W einander zugewiesen werden, sind dann ebenso
wie frither die beiden Strahlbiischel

t4A-+yB und zd +yB’

einander kongruent. Aber diesmal haben die beiden Strahlbiischel ent-

"
rig 110. B
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gegengesetzten Sinn. Dadurch wird es
bedingt, daB die beiden kongruenten
Strahlbiischel zwei Doppelstrahlen be-
sitzen, deren Lage man sogleich errit.
Denn der eine von ihnen wird den
Winkel [ (4A4”), der andere dessen
Nebenwinkel halbieren, und sie werden
-also aufeinander senkrecht stehen miissen
(vgl. Figur 111).

Doch kann man dies Ergebnis
selbstverstindlich auch aus der Doppel-
strahlen- und Hauptgleichung der Ab-
bildung W entnehmen, welche lauten

{vgl. die Gleichungen (5) und (7) des Fig, 111,
14. Abschnitts):
%) 0 ~y(4Ar,— 4") + y,(Br,— B”) und
(8) [4B]r} — {[4"B) + [4B"]}t,+ [4"B"] = 0.
Nun ist nach () [A"B] = cosw[4B],

[AB"} = — cosw[A4B],

[4"B"] = —[4B]
Die Hauptgleichung (8) nimmt also die Gestalt an

®) =1
und liefert fiir die Hauptzahlen r, die Werte
y=+1
10 { 1 ’
19 T, =—1.

Die Gleichung (7) fiir die Doppelstrahlen spaltet sich daher in die beiden

Gleichungen ,
(0=1(4—4")+9(B~B") und

11 r 7 r”

{an 10 = gy(— 4 — 4") + v3(— B— B,

aus denmen fiir die Verhiltnisse r; : v, und g,:1y, der Ableitzahlen der
Doppelstrahlen

(12) {D1 =5A4+19B und
Dy =14+ 9, B
die Werte folgen
(13) {g1zt)1=B"——B:A—A"
Lie=—(B+B"): 44 4"

Diese Proportionen aber verwandeln sich wegen (5) in

GraBmann, Projektive Geometrie d. Ebene. I. 16
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LY, =sinwd — (14 cosw)B: (1 — cos ln)A — sinwB

. m .1 1
= 2sm—§ cos —2-A — 2cos" B: 2s1n — 4 — 2s1n? cos,—,B

= 2cos};— (sin{}A — cos %B) 2s1ngi(sm -A — cos 2 B) ,
das heift in

(14) x,:y, =cos k; sin 2; und in

L:9y=—(sinwd + (1 —cosw)B): (1 + cosw) A + sinwB

= (2sin% cos —nlA + 2sin2t—;B) : 2cos2%A + 2sin-rg cos %B

=—2sin—- 5 (cos —A + sin -Z— ) "cosg(cos -A + sin — B)
das heiBt, in
. Wy . m
(15) ty:9y=—sin-;-:cos 1; = €08 (‘72; + ?) : sin (:— -+ —2—).
Nach (12) kann man also setzen, indem man etwa den unbestimmt

bleibenden Proportionalititsfaktor der beiden Proportionen gleich 1 an-
nimmt,

IDI = cos—tg-A + sin ;D’B
(16)

ID2 = — sin%A + cos%B
oder nach der Gleichung (5) des vorigen Abschnittes
D, =49 (A, B, ‘;)
)
D, = B%(A, B, ’%) .
Diese Gleichungen besagen aber, daB die beiden Doppelstrahlen D, und D,
aus den Strahlen 4 und B durch eine Drehung um den Winkel 1; in

dem Sinne von 4 nach B hin hervorgehen, womit in der Tat bewiesen
ist, daB die Doppelstrahlen D, und D, aufeinander senkrecht stehen und
den Winkel / (4A4") und seine Nebenwinkel halbieren (vgl. die Figur 111).

Fihrt man die so gewonnenen Doppelstrahlen D, und D, der Ab-
bildung als Nenner in den Abbildungsbruch W ein, so erhilt man mit
Riicksicht auf (10) fiir 1 die Darstellung:

Dla ""D2
(18) W =3,

oder wegen (16)
-~ A 4 sin-- B — (— sin —A—}— cosﬂB)

2
19 “—”**”ﬁ““ -
( ) cos;A—{—sm 2—B, — sint;A—{—cosEB

Aus jeder von diesen beiden Formen des Bruches W folgt (vgl. die Glei-
chung (24) des 16. Abschnitts), daB die durch ihn vermittelte Abbildung
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ein besonderer Fall einer hyperbolischen Strahlinvolution ist, néimlich eine
symmetrische Abbildung (Spiegelung) des zu transformierenden Strahl-
biischels, welche die Halbierungslinie ), des Winkels [ (4.A4") zur Symme-
trieachse h?t; denn jeder Strahl

(20) X =1, D, + 5D,

des betrachteten Strahlbischels wird durch den
Bruch 1 in den Strahl

(21) X =XW=13D —1,D,
iibergefiihrt, der, da D, auf D, senkrecht steht,
das Spiegelbild von X in bezug anf D, ist
(vgl. Figur 112); dann ist ibrigens die Gerade
des Stabes X’ zugleich auch das Spiegelbild
der Geraden des Stabes X in bezug auf D, was
auch analytisch sofort einleuchtet, denn der Aus-
druck (21) fiir den Bildstab X' des Stabes X lift
sich auch in der Form schreiben:

(22) X' =XW=— (5D, — 1, D).

Je zwel entsprechende Strahlen der Abbildung W stehen also von
jedem der beiden Doppelstrahlen D, und 1), um gleiche Winkel ab. Aus
diesem Grunde heiit die Abbildung W eine ,,(tleichwinkelinvolution®.

Die Abbildung der Gleichwinkelinvolution kann aber, wenn man den
Durchgang durch den Raum zuldBt, anstatt durch Spiegelung auch durch
eine Bewegung bewirkt werden, indem man niimlich das abzubildende Strahl-
biischel um die Linie des Stabes 1), (oder auch um die des Stabes D,) eine
Drehung vom Winkel » oder, wie wir auch sagen wollen, eine ,Um-
wendung“?!) um die Umwendachse D, (oder D,) ausfithren laBt. Wir
wollen deshalb die Ausdriicke ,,Gleichwinkelinvolution“ und ,Um-
wendung eines Strahlbiischels® geradezu als gleichbedeutend neben-
einander gebrauchen und haben daher auch bereits bisher fiir die Gleich-
winkelinvolution den Buchstaben W verwendet.

Sind X und Y zwei beliebige Strahlen eines Strahlbiischels, das einer
Gleichwinkelinvolution (Umwendung) unterworfen ist (vgl. Figur 113),

und sind X' =Xl wd Y =1YH

die jenen beiden Strahlen zugeordneten Strahlen, so sind wegen der Grund-
eigenschaft der Gleichwinkelinvolution die beiden einander entsprechenden

Ds

Fig. 112.

1) Vgl. H. Wiener, Die Zusammensetzung zweier endlichen Schraubungen zu
einer einzigen, Berichte der math.-phys. Klasse der Siichs. Gesellschaft der Wissen-
schaften. Januar 1890. S.13. H. Wiener entnimmt den Ausdruck ,,Umwendung*
dem Lehrbuch der Elementargeometrie von Henrici und Treutlein.

16*
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Winkel [ (X'Y") und L (XY) entgegengesetzt gleich, das heifit, es ist
LX'Y)=— L(XY);

und umgekehrt: Wenn in einer Strahl-
involution ein Winkel zwischen zwei
Strahlen X und Y entgegengesetzt
gleich ist dem Winkel zwischen den
entsprechenden Strahlen X’ und Y7,
so ist die Strahlinvolution eine Gleich-
winkelinvolution. Denn sie hat mit der-
jenigen Gleichwinkelinvolution, welche
die Halbierungslinie des Winkels
L (XX') und die seiner Nebenwinkel
zu Doppelstrahlen hat, die beiden
Strahlpaare X, X' und Y, Y’ ent-
sprechend gemein und ist daher nach
Satz 138 mit dieser Gleichwinkel-
involution identisch. Man hat also
den Satz:

Satz 172: Ist in einer Strahlinvolution ein Winkel zwischen
zwei Strahlen X und Y entgegengesetzt gleich dem Winkel
zwischen den entsprechenden Strahlen X’ und Y’, so ist diese
Strahlinvolution eine Gleichwinkelinvolution, und die Halbie-
rungslinien derbeiden Scheitelwinkelpaare zwischenden Strahlen
des Paares X und X' (oder Y und Y') sind die Doppelstrahlen
dieser Gleichwinkelinvolution?).

Py

Fig. 113.

Natiirlich kann man diesem Satze auch die Fassung geben:

Satz 173: Sind in einer Strahlinvolution zwei Strahlen X
und Y die Spiegelbilder ihrer zugeordneten Strahlen X’ und Y’
in bezug auf eine durch den Scheitel der Strahlinvolution
gehende Gerade D,, so ist diese Strahlinvolution eine Gleich-
winkelinvolution, und jene Spiegelachse D, und die zu ihr im
Scheitel senkrechte Gerade D, sind die Doppelstrahlen dieser
Gleichwinkelinvolution.

Die Eigenschaft einer Gleichwinkelinvolution (einer Umwendung),
zwei aufeinander senkrechte Doppelstrahlen zu besitzen, ist iibrigens fiir
eine Gleichwinkelinvolution charakteristisch. Da nimlich nach Satz 117
bei einer hyperbolischen Strahlinvolution die Strahlen eines jeden Paares

1) Sind beide Winkel auch dem Vorzeichen nach gleich, so ist die Strabl-
involution die ,Rechtwinkelinvolution, was man auf ganz entsprechende Art be-
weisen kann.
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durch die Doppelstrahlen harmonisch getrennt werden, so sind im Falle
zweier zueinander senkrechten Doppelstrahlen je zwei Strahlen eines Paares
die Spiegelbilder voneinander in bezug auf jeden der beiden Doppelstrahlen,
wovon man sich sofort liberzeugt, wenn man durch die Strahlinvolution
eine Parallele zu einem der beiden Doppelstrahlen hindurchlegt (vgl. etwa
Figur 112). Eine hyperbolische Strahlinvolution, deren -Doppelstrahlen
aufeinander senkrecht stehen, ist also wirklich stets eine Gleichwinkel-
involution. Und faBt man dies Ergebnis mit seiner oben (vgl. Seite 2411f.)
entwickelten Umkehrung zusammen, so erhilt man den Satz:

Satz 174: Eine hyperbolische Strahlinvolution ist dann und
nur dann eine Gleichwinkelinvolution (eine Umwendung), wenn
ihre Doppelstrabhlen aufeinander senkrecht stehen.

Hieraus folgt zum Beispiel, daB die Durchmesserinvolution (vgl.
Seite 182 und die FuBnote auf Seite 160) einer gleichseitigen Hyperbel
eine Gleichwinkelinvolution ist?).

Beachtet man endlich noch, daB (nach Seite 239 ff.) die Gleichwinkel-

involution 47, B”

W="37

aus der Drehung o 40 B
=4 B

eines ‘Strahlbiischels dadurch erzeugt werden kann, da8 man das aus dem
urspriinglichen Strahlbiischel durch die Drehung ® gewonnene Strahl-
biischel der Abbildung

A, — B

unterwirft, welche eine Umwendung um die Achse 4’ (Spiegelung an
dieser Achse) darstellt, so sieht man, daf die Umwendung W die Folge
der Drehung ® und der Umwendung € ist, daB also

(24) =298
gesetzt werden kamn. Vereinfacht man schlieBlich noch die Bezeichnung,
indem man die zu den Umwendungen & und N s
gehdrenden Umwendachsen anstatt mit A'(=.4")
und D; mit S und U bezeichnet (vgl. Figur 114), Oy
so hat man den Satz:

Satz 175: Die Resultante (Folge) aus einer Fig. 114.

1) Aus diesem Grunde bezeichnet R. Sturm die Gleichwinkelinvolution (die
Umwendung eines Strahlbiischels) als die ,gleichseitig-hyperbolische Strahleninvolution*
und gibt ferner der entsprechenden Punktinvplution, das heiBt derjenigen hyperbo-
lischen Involution in der Geraden, die wir bereits oben aut Seite 204 als Umwendung
einer Punlkirethe bezeichnet haben (vgl. auch Seite 252), den Namen ,gleichseitig-
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Drehung ® eines Strahlbiischels um seinen Scheitel und einer
Umwendung @ um eine durch diesen Scheitel gehende Achse S
ist wieder eine Umwendung, und zwar um eine zweite durch den
Scheitel gehende Achse U; bezeichnet man also die resultierende
Umwendung mit U, so besteht die Gleichung

e =1
Besitzt dabei die Drehung ® den Winkel w, so geht die zweite
Umwendachse U aus der ersten Umwendachse S durch eine
Drebhung um den Winkel —% hervor.

Aus der Gleichuug (24) folgt noch, indem man sie beiderseits hinten
mit & multipliziert und beriicksichtigt, dal

(25) e=1
ist, die weitere Gleichung:
(26) ne =9.

Dabei ist der zur Drehung ® gehorige Drehwinkel w doppelt so
groB und von gleichem Sinn wie der Winkel zwischen den zu den Um-
wendungen W und & gehorenden Umwendachsen U und 8. Man hat also

den Satz:
Satz 176: Die Folge der Umwendungen Y und

© eines Strahlbiischels um zwei durch seinen
Scheitel gehende Achsen U und S ist gleich
einer Drehung des Strahlbiischels um seinen
Scheitel; und zwar ist der Drehwinkel doppelt
so groB wie der Winkel £ (US) von der ersten
Umwendachse bis zur zweiten.

Dieses Ergebnis it sich leicht geometrisch erhérten
(vgl. Figur 115). Bei der Umwendung eines beliebigen
Strahles X eines Strahlbiischels mit dem Scheitel 7 um
eine durch m gehende Achse U verwandelt sich nim-
lich jeder Punkt z des Strahles X in einen Punkt ¢
desjenigen Kreises, den man mit mz um m schlagen
kann. Und bei einer weiteren Umwendung des so ge-
wonnenen Strahles XU um eine zweite durch m ge-
hende Achse S geht der Punkt y des Strahles XMW in
einen Punkt # tiber, der abermals jenem Kreise angehort
und zusammen mit dem Mittelpunkte m des Kreises

xus

Fig. 115.

hyperbolische Punktinvolution®. Vgl. B. Sturm, Die Lehre von den geometrischen
Verwandtachaften. Erster Band: Die Verwandtschaften zwischen Gebilden erster Stufe.
Leipzig und Berlin, 1908, Seite 26 und 16.
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denjenigen Strahl XN @& bestimmt, der durch die letztere Umwendung aus
dem Strahle XU entsteht. Nun ist aber
L(X-XN@)=[azmz=2 zyz =2 (US).

Hilt man an dem Bruche W, der nach (19) oder nach (6) als Funk-
tion der drei Argumente A, B und w erscheint, die beiden Stibe A
und B fest, liBt aber den Winkel w variieren, so verschiebt sich mit ihm
auch die Umwendachse D,, da ihre Lage gegen das Stabpaar 4, B ja
von der GroBe des Winkels w abhiingt. Bei verinderlichem v stellt also
der Bruch N die simtlichen Umwendungen (Gleichwinkelinvolutionen) des
Strahlbiischels t 4 + yB dar, die hervorgehen, wenn man die Umwend-
achse D, das ganze Strahlbiischel durchlaufen 1aBt.

also wird

Die entsprechende Projeltivitit in der Geraden: Die negativ zirkuldire
Abbildung einer Punkitreihe. Genau so wie der Drehung eines Strahl-
biischels steht nun auch der Umwendung eines solchen eine entsprechende
Abbildung einer Punktreihe gegeniiber. Man wird auf diese Abbildung
gefiihrt, wenn man in dem extensiven Bruche W die beiden zueinander
senkrechten und gleich langen Stibe 4 und B durch zwei nicht zusammen-
fallende Punkte a und b ersetzt. So gelangt man zu dem Bruche

o810 a - sintw b, sinw g —cosw b

@ e = 2 o emen,

derselbe stellt wieder eine spezielle projektive Abbildung in der Ge-
raden ab dar, die wir dem obigen entsprechend als eine ,negativ zir-
kuldre Abbildung der Punktreihe ra + yb“ bezeichnen wollen, wihrend
die zu ihrer Darstellung benutzten Punkte ¢ und b ,ihre Grundpunkte“
und der Winkel w ,der zu diesen Grundpunkten gehérende Winkel
der negativ zirkuldren Abbildung® heilen mag.

Wir bezeichnen dann wieder dem obigen entsprechend diejenigen
beiden Punkte, in welche die Grundpunkte der negativ zirkuliren Ab-
bildung u(,,», w durch diese Abbildung tibergefithrt werden, das heift die
Zihler des Bruches (27), mit ¢” und 5", setzen also
[a” = costw a+sinwb

(29) \ b = sin w a—coswb,

so sind diese Punkte, wie die Vergleichung der Gleichungen (28) mit den
Gleichungen (13) des vorigen Abschnitts zeigt, bis auf das Vorzeichen von
0" identisch mit den beiden Punkten, die aus den Grundpunkten ¢ und
b der negativ zirkuliren Abbildung m(, ., . durch die entsprechende
positiv zirkulive Abbildung ¢, », v entstehen.
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Behufs geometrischer Deutung der negativ zirkuldren Abbildung einer
Punktreihe kann man wortlich die Untersuchung wiederholen, die wir bei
der Deutung der positiv zirkuliren Abbildung einer Punktreihe auf
Seite 211 ff. gegeben haben, und findet dadurch, daB die negativ zirkulire
Abbildung einer Punktreihe als Schnitt der Umwendung eines Strahl-
biischels aufgefaBt werden kann. Insbesondere kann die negativ zirkulire
Abbildung n(,,s,m in folgender Weise erzeugt werden (vgl. Figur 116):
Man suche die beiden Punkte s und ¢ auf, in denen sich die Kreise mit
den Durchmessern ab und (@ + b) (¢ — b) schneiden, verbinde einen von
diesen beiden Punkten, sagen wir den Punkt s, mit ¢ und drehe ferner
den Strahl s¢ um den Punkt s herum um einen Winkel, der dem ab-

soluten Werte des Winkels % gleich-

kommt, und dessen Sinn mit dem des rech-
ten Winkels . ([sa], [sb]) iibereinstimmt.
oder nicht, je nachdem der Winkel w
positiv oder negativ ist; die Endlage des
Strahls heifle D,, der dazu in s senk-
rechte Strahl sei mit D, bezeichnet.
Projiziert man dann die Punktreihe
ta+yb von s aus durch das Strahl-
biischel t[sa] + y[sb], unterwirft dieses
Strahlbiischel der Umwendung um die
Achse D, und schneidet endlich das
neu entstehende Strahlbiischel wieder mit
der Geraden ab, so erhilt man diejenige
Punktreihe ra” + yb”, in welche die
Punktreihe ra + yb durch die negativ
zirkulire Abbildung #, s, w) libergefiihrt
wird. Die Schnittpunkte d;, und d, der
Strahlen D, und D, mit der Geraden ab
sind dabei die Doppelpunkte der Ab-
bildung , 5, w).
Aus dieser geometrischen Erzeugung
Fig. 1. der negativ zirkuldren Abbildung einer
Punktreihe geht sogleich hervor, daB diese Abbildung stets involutorisch
ist; denn die Zuordnung zwischen je zwei entsprechenden Punkten der Ab-
bildung ist wechselseitig. Und dies findet man auch analytisch, wenn
man den Bruch u in seiner Normalform schreibt, némlich in der Form
(vgl. die Formeln (16) bis (19)) . .
s T Y

(29) N, 5, )= &1*, a0 Vo
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1 . W
dy= cosy a+sing b=ac(a,b,_2“1)

(30) o 1w
dy = —sin 5 a+cos—- b=0b¢ (a,,,,,’;,)

ist, so daB also zugleich
cos% a—]-—sin}2 b, — <— sing a—}—cosE b)

2 2 2
(31> W vy =" w . 1o W ]
cos o a+51n§— b, — sin - a - cos o b

wird. In der Tat zeigt die Gleichung (29) im Vergleich mit der Glei-
chung (17) des 16. Abschnitts, daB jede negativ zirkulire Abbildung einer
Punktreihe mit einer hyperbolischen Punktinvolution identisch ist; und
man entnimmt tiberdies aus den Gleichungen (30), da8 die Doppelpunkte
d, und d, dieser Punktinvolution aus den Grundpunkten @ und b der
negativ zirkuliren Abbildung durch die positiv zirkulére Abbildung
c(a,b,»;l) hervorgehen. Diese Punkte aber bilden fiir jeden Wert von w
ein Paar der in der eingliedrigen Gruppe der positiv zirkuliren Abbil-

dungen ¢, 5, L2 enthaltenen elliptischen Involution ¢, ;,Z}; und umge-

kehrt ist jede hyperbolische Involution, die ein Paar der elliptischen In-
volution ¢ a5, %) 21 Doppelstrahlen hat, unter den negativ zirkuliren

Abbildungen n¢,, ;, 1 enthalten. Man hat also den Satz:

Satz 177: Die Gesamtheit aller derjenigen negativ zirkuldren
Abbildungen einer Punktreihe, die aus der Abbildung ng, ,, m
bei Festhaltung ihrer Grundpunkte @ und b und Verinderung
ihres Winkels w hervorgehen, ist identisch mit der Gesamtheit
aller derjenigen hyperbolischen Involutionen der Geraden ab,
die irgendein Paar der elliptischen Involution t(a,b,,’;) Zu
Doppelpunkten haben.

Andererseits umfassen die sdmitlichen negativ zirkuliren Abbildungen
einer Geraden auch alle hyperbolischen Involutionen dieser Geraden. Ja,
man erhilt diese Involutionen sogar schon, wenn man nur die Grundpunkte
a und b der Abbilduug variieren liBt, aber dem Winkel v den konstan-
ten Wert O beilegt; denn es wird wegen (31)

a, —b
W, b, 00 = a, b
Dieser Bruch aber war nach der Gleichung (17) des 16. Abschnitts ge-
rade der Ausdruck fiir die hyperbolische Involution mit den Doppel-
punkten a und b.

Wiihrend also die positiv zirkuliren Abbildungen einer Punktreihe
alle diejenigen projektiven Abbildungen dieser Punktreihe in sich um-
fassen, die konjugiert komplexe Doppelpunkte haben, bestehen die negativ
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zirkuléren Abbildungen einer Punktreihe aus den simtlichen hyperbolischen
Involutionen ihrer Geraden. Dagegen sind unter ihnen keine projektiven
Abbildungen enthalten, die nicht involutoriseh sind.

Konstruktion der Doppelpunkte einer hyperbolischen Punktinvolution.
Die Tatsache, daB eine jede hyperbolische Punktinvolution als negativ
zirkuldre Abbildung einer Punktreihe aufgefaBt werden kann, ermdglicht
es, die in der Figur 116 enthaltenen geometrischen Beziehungen zur Kon-
struktion der Doppelpunkte einer hyperbolischen Punktinvolution zu ver-
werten.

Da nimlich in dieser Figur nicht nur der Winkel asb, sondern auch

der Winkel a”"sb” = g ist, so kann man den Punkt s (und den Punkt ¢)

auch dadurch finden, daB man die Kreise schligt, welche die Punkte a, b
und a”, b” zu Endpunkten eines Durchmessers haben. Man erhilt also
fiir die Doppelpunkte einer hyperbolischen Punktinvolution, die durch
zwei Paare entsprechender Punkte gegeben ist, die folgende Konstruktion:

Sind a, ¢’ und b, b” die beiden gegebenen Paare einer hyperbolischen
Punktinvolution §, also

a”"=alh und b” =10)

(vgl. Figur 117), so schlage man iiber dem Abstande der Punkte a, b der
ersten Punktreihe und tiber dem Ab-
stande der entsprechenden Punkte ¢” und
b” der zweiten Punktreihe nach der-
selben Seite hin die Halbkreise, die sich
im Punkte s schneiden mogen. Ver-
bindet man dann noch den Punkt s mit
den Punkten eines der beiden Paare der
Involution, etwa mit den Punkten o und
a” und halbiert den Winkel asa”, so
schneidet die Halbierungslinie aus der
Geraden aa” den einen Doppelpunkt d,
aus. Den anderen Doppelpunkt d, findet
man, indem man in s auf sd;, das Lot
errichtet und mit der Geraden aa” zum
Schnitt bringt.

Will man die angegebene Konstruk-
tion unabhdhgig von der obigen Ent-
wickelung begriinden, so ziehe man noch
die Strahlen sb und sb”; dann wird wegen
Fig. 117. der drei rechten Winkel bei s auch der
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Winkel bsb” durch den Strahl sd, halbiert. Die Strahlen sb und sb”
sind daher die Spiegelbilder voneinander in bezug auf sd, und also auch
in bezug auf sd;. Nach Satz 173 ist somit die durch die Strahlpaare
sa, sa” und sb, sb” bestimmte Strahlinvolution die Gleichwinkelinvolution,
und die Strahlen sd;, und sd, sind ihre Doppelstrahlen. Daraus aber
folgt: Die Punkte d, und d, sind die Doppelpunkte in der zu dieser
Gleichwinkelinvolution perspektiven hyperbolischen Punktinvolution §.

Diese Konstruktion ist freilich direkt nur dann brauchbar, wenn die
beiden Punkte @ und b der ersten Punktreihe durch die zugeordneten
Punkte a” und b” der zweiten Punktreihe getrennt werden. Indes be-
darf sie auch in dem Falle, wo dies nicht zutrifft, wie bei den Punkten
a und z, a” und 2" der Figur 116, nur einer geringen Modifikation:
Wegen der Wechselseitigkeit der involutorischen Zuordnung kann man
nimlich ja auch den Punkt z” als Punkt der ersten Punktreihe und den
Punkt z als zugeordneten Punkt der zweiten Punktreihe auffassen und
kann also die beiden Halbkreise anstatt iiber az und a”2” auch iiber
az” und a”z schlagen (vgl. Figur 118). Treffen sich die-
selben im Punkte u, so schneiden die Halbierungslinien des
Winkels [ zuz” und seiner Nebenwinkel aus der Geraden
aa” die Doppelpunkte d; und d, der hyperbolischen Punkt-
involution aus.

Man kann aus den beiden so gewonnenen Konstruktionen
die folgende allgemeine Konstruktionsvorschrift ableiten:

Vorschrift fiir die Konstruktion der Doppelpunkte einer
hyperbolischen Punktinvolution: Ist eine hyperbolische Punkt-
involution durch zwei Paare zugeordneter Punkte gegeben,
deren vier Punkte voneinander verschieden sind, so ent-
nehme man aus jedem von diesen beiden Paaren der Involu-
tion einen Punkt in der Weise, daB die beiden gewihlten
Punkte durch die beiden anderen Punkte beider Paare ge-
trennt werden. Eine solche Auswahl ist nach Satz 157 immer
moglich, da nach Satz 159 bei einer hyperbolischen Involution
die Punkte zweier Paare der Involution, falls sie nur von-
einander verschieden sind, im Sinne von Seite 220 ,sich Fig. 118.
nicht trennen”. Sodann schlage man die beiden Kreise, welche die beiden
ausgewihlten Punkte und die beiden anderen Punkte zu Endpunkten eines
Durchmessers haben, verbinde einen von den beiden Schnittpunkten dieser
Kreise mit den Punkten eines Paares der Involution und halbiere den
so entstehenden Winkel und seine Nebenwinkel, so schneiden die Hal-

bierungslinien aus dem Triger der Involution ihre beiden Doppelpunkte aus
(vgl. die Figuren 117 und 118).
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Die Umwendung einer Punktreihe. Eine besondere Erwihnung ver-
dient noch die unter den negativ zirkuliren Abbildungen einer Punkt-
reihe vorkommende Umwendung u einer Punktreihe, die wir auch als
Spiegelung einer Punktreihe an einem ihrer Punkte bezeichnen konnen.

Man kann zu dieser Abbildung in folgender Weise gelangen: Man
nehme von einer negativ zirkuliren Abbildung #¢, , v die Grund-
punkte @, b einschlieBlich ihrer Massen beliebig an, wodurch dann auch
bereits die zur Konstruktion des Punktes s benutzten Hiilfspunkte a 4 b
und @ — b mit bestimmt sind (vgl. Figur 116), verfiige aber iiber den
Winkel w der Abbildung in der Weise, daB ein Doppelpunkt dieser Ab-
bildung, etwa der Punkt d,, senkrecht unter den Punkt s zu liegen
kommt, das heifit mit dem FuBpunkt des Lotes zusammenfillt, das man
vom Punkte s auf die Gerade ab fillen kann. Dieser Doppelpunkt d;
bildet dann die Mitte zwischen je zwei entsprechenden Punkten der beiden
Punktreihen und heiBt das ,Zentrum der Umwendung®, wihrend der
Doppelpunkt d, ins Unendliche geriickt ist, so daBl er in der analytischen
Darstellung durch eine Strecke vertreten wird (vgl. auch Seite 204).

Um den zugehdrigen Projektivititsbruch zu erhalten, bezeichne man mit f°
denjenigen einfachen Punkt, der mit dem Zentrum der Umwendung zusammen-
fillt, und mit g eine Strecke, die der zu transformierenden Geraden an-
gehort. Dann lautet der Ausdruck fiir die Umwendung u um den Punkt f

h —9
(32) u=r—

Die Gruppe aller positiv und negativ zirkuldren Abbildungen ¢, b, w) und
N, 5, m), die demselben Punkipaar a,b zugehoren. Nach Satz 176 ist die
Folge zweier Umwendungen eines Strahlbiischels um zwei Umwendachsen,
die durch dessen Scheitel hindurchgehen, nicht wieder eine Umwendung, son-
dern eine Drehung des Strahlbiischels. Die Umwendungen eines Strahlbiischels
um die durch seinen Scheitel gehenden Umwendachsen besitzen also nicht
die Gruppeneigenschaft; und dasselbe wird daher auch von den negativ
zirkuliren Abbildungen n(, ; v einer Punktreihe gelten, welche dieselben
Grundpunkte a, b haben. Trotzdem ist es von Interesse, das Folgeprodukt
zweier negativ zirkuliren Abbildungen M, s, v,y und Mg, », wy) zu unter-
suchen. Dazu unterwirft man am besten die Grundpunkte a, b selbst nach-
einander den Abbildungen %, 5, w, und N, s, . Dann wird nach (27)

af, s, wy N, v, wy = (@ cOSW, + b 8N, )N, 5, wy)
= AN (g, b, 1g) COSIW; + DM, 5, wy) SIDW,
= (@ cosw, + b sini,) cosiw,
+ (@ sinw, — b cosw,) sintv,
= a cos (W, — w,) + b sin (W, — W,)
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oder nach (27)

(33) AN, b, w1) B, 5, we) = AW(a, b, 1wy — )
oder auch wegen Gleichung (14) des vorigen Abschnitts
(34) AN, 5, wp) Wia, 5, w3) = BEa, b, w3 —my).-

Ferner wird wieder nach (27)
bllia, s, wy Wia, s, wy) = (@ SINW, — b cOSW N5, 5, )
= AW, s, wy) SINW;, — bW, o, 1, COSID,
= (a cosw, + b sinw,) sinw,
— (a sinw, — b cosiv,) cosw,
= asin(w, —w,) + b cos(w, — w,)
= — g sin(wy — w,) + b cos(w, — w,)

oder nach (27) = — {asin(w, — w;) — b cos(w, — w,)}

(35) bl 0, ) Bia, 6, 1) = — DMia, b, w02 —wy)
oder wegen Gleichung (14) des vorigen Abschnitts
(36) DN, 0, ) Mia, 6, ) = DEia, b,y — o)

Von den so gewonnenen vier Gleichungen (33) bis (36) kann man die
Gleichungen (34) und (36) nach Satz 75 auch zu der Gleichung zu-
sammenfassen:

(37) B, 5, w) Wa, b, w) = Ca, 5, wy— 1))

wihrend die Gleichungen (33) und (35) zeigen, daB den negativ zirkuldren
Abbildungen m(,, 4, w), @, b= const.,, nicht die Gruppeneigenschaft zu-
kommt. Stellt man aber zu der Gleichung (37) noch ihr Gegenstiick,
die Gleichung (48) des vorigen Abschnitts, das heiit die Gleichung

(38) €a, b, o) Cla, b, ) = C(a, b, 11+ 03)5

so dringt sich zugleich die Vermutung auf, daB die positiv und negativ
zirkuliren Abbildungen ¢ b, w Und N, o w 2uSGMMEngenommen bei fest-
gehaltenem a und b und veréinderlichem W eine Gruppe bilden.

Um die Richtigkeit dieser Vermutung zu beweisen, hat man nur noch
zu zeigen, daB auch die Folge einer positiv und einer negativ zirkuldren
Abbildung und ebenso die umgekehrte Folge eine positiv oder eine
negativ zirkulire Abbildung ist. Dazu berticksichtige man, daB sich aus
der Vergleichung der beiden Briiche fiir die Abbildungen ¢, ; w und
N, s, m (vgl die Gleichung (14) des vorigen Abschnitts und die Glei-
chung (27)) die Formeln ergeben:

»(39) {an(a, b,w) = AC(g, b, w)
Es wird daher b, o,m) = —be, s, m-
AN(a, b, my) Ca, b, we) = AC(a, b, wy) C(a, b, wy)
oder nach (38) =0aC4, 0, w, +rm,) oder wegen (39)
(40) AN, b, wy) Clar b, we) = AW(a, b, 1wy + 1) -
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Und ebenso wird wegen (39)

bl 4, 5,08, 5, ) = — DCa, b, 1,) e, b, 109)
oder nach (38) = — b4, o,m + 1wy Oder wegen (39)
(41) DU, s, w)ie, b,w9) = DN, 0,5 + 1my)-

Die beiden Gleichungen (40) und (41) kann man aber nach Satz 75
wieder in der Gleichung zusammenfassen:

(42) n(a:by ml)c(a) b, mg) = n(ar b, Wy + we) -
In entsprechender Weise findet man die Gleichung
(43) Ca, v, w0 e, b, we) = Wia, b, w3 —wy)-

Man erhiilt also im ganzen das folgende System von Gleichungen:

t(a:b,ml)c(a,b:mz) = l(@a, b, m; + 102
(44) N, o, 0)M@, b, 03) = Ca, b, wy—mwy)
N, b, wy) €@, b,m5) = Wia, b, wy + w3)
Ca,0,w) Wz, b, w) = Nia, b, 103 — )

Damit ist nunmehr wirklich bewiesen, daf die positiv und negativ zirku-
liren Abbildungen, die demselben Punktpaar a, b zugehéren, zusammen-
genommen eine Gruppe bilden. Diese Gruppe aber ist als ,diskon-
tlnulerhch“ zu bezeichnen'!), da man von einer positiv z1rkularen
Abbildung nicht durch stetige Anderung eines Parameters zu einer
negativ zirkuliren Abbildung der Gruppe gelangen kann. In ihr bildet
die kontinuierliche eingliedrige Gruppe aller positiv zirkuldren Ab-
bildungen ¢, s, w, @, b = const., eine ,Teilgruppe“ Man hat also
den Satz:

Satz 178: Alle positiv und negativ zirkuldren Abbildungen
€a,b,w und Mg , v, die demselben Punktpaar a, b, aber be-
liebigen Winkeln w zugehdren, bilden zusammengenommen eine
diskontinuierliche Gruppe, welche die kontinuierliche ein-
gliedrige Gruppe der positiv zirkuldren Abbildungen g, s, w)
allein als Teilgruppe in sich enthilt. Dagegen bilden die ne-
gativ zirkuliren Abbildungen n,,, ) fiir sich keine Gruppe.

Es besteht also zwischen den betrachteten positiv und negativ zirku-
liren Abbildungen einer Punktreihe eine dhnliche Beziehung wie zwischen
den Kollineationen und Reziprozititen der Ebene (oder des Raumes)?).

1) Vgl 8. 224,

2) Vgl. hierzu die Anmerkung von F. Engel zu Nr. 154 der Ausdehnungslehre
meines Vaters vom Jahre 1862 (H. GraBmanns gesammelte mathematische und
physikalische Werke, Bd. 1, Teil 2 (1896), Seite 428 f.).
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Die negativ zirkuldre Abbildung eines Strahlbiischels. Man kann end-
lich der negativ zirkuldren Abbildung einer Punktreihe auch wieder eine
entsprechende Abbildung im Strahlbiischel gegeniiberstellen. Sie geht in
derselben Weise aus der Umwendung eines Strahlbiischels hervor wie die
positiv zirkulire Abbildung eines Strahlbiischels aus der Drehung des
Strahlbiischels. In der Tat waren waren ja in dem Bruche (6) fiir die

Umwendung eines Strahlbiischels, ndmlich in dem Bruche

cosw A+t sinw B, sinwd—coswB
(6) u 4, B, w) = 7 4 B T

]

die Nenner 4 und B gleich lange und zueinander senkrechte Stibe. Hebt
man diese beiden Bedingungen auf, bildet also den Bruch

- cosw A} sinwB, sinwAd—cosw B
(45) Roa, 5, m = jl_, 5 ,

der mit dem Umwendungsbruch (6) ganz gleich gebaut ist, in dem aber die
Nenner 4 und B zwei ganz beliebige, (aber selbstverstindlich nicht in einer
Geraden liegende) Stibe bedeuten, so erhidlt man das genaue Gegenstiick
der negativ zirkuliren Abbildung einer Punktreihe; wir wollen es als die
snegativ zirkuldre Abbildung eines Strahlbiischels“ bezeichnen.

Dieselbe hat die Eigenschaft, dafi die
beiden aufeinander bezogenen konzentrischen
Strahlbiischel von jeder nicht durch deren
Scheitel gehenden Geraden G in zwei negativ
zirkuldr verwandten Punktreihen geschnitten
werden, oder was dasselbe ist, in einer hyper-
bolischen Punktinvolution. Die Begriindung
dieser Behauptung kann in ganz derselben
Weise gegeben werden wie bei der entspre-
chenden Eigenschaft der positiv zirkuléren Ab-
bildung eines Strahlbiischels (vgl. Seite 228f.).

Andererseits erhilt man zwei negativ zir-
kuldr verwandte Strahlbiischel, indem man zweil
negativ zirkuldr verwandte Punktreihen, das
heifit also eine beliebige hyperbolische Punkt-
involution, von einem auBerhalb ihrer Ge-
raden gelegenen Punkte m aus projiziert. Die
so erzeugte negativ zirkulire Abbildung eines
Strahlbiischels ist daher ebenfalls eine hyper-
bolische Involution, und diese hyperbolische
Strahlinvolution geht nach Satz 174 dann
und nur dann in eine bloBe Umwendung eines
Strahlbiischels iiber, wenn das Projektions-
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zentrum i/ auf dem Kreise gelegen ist, der die Doppelpunkte ¢, und d,
der hyperbolischen Punktinvolution zu Endpunkten eines Durchmessers hat.
Im allgemeinen dagegen stehen die Doppelstraklen D, und D, einer negativ
zirkuliren Abbildung M (4, 5, w) eines Strahlbiischels nicht aufeinander senk-
recht; in jedem Falle aber sind nach Satz 170 die Halbierungslinien ¥, W
der Winkel zwischen diesen beiden Doppelstrahlen ,die Achsen der ne-
gativ zirkuliren Abbildung“ (vgl Figur 119).

Abschnitt 19.
Uber Biischel von Projektivititen.

Begriff eines Biischels und eines Biindels von Projektivititen. Man sagt
von n Projektivititen p, g, r, - - - derselben Geraden, sie seien ,linear un-
abhingig voneinander® wenn sich keine # reellen ZahlgréBen r, 1), 3, - - -
finden lassen, fiir die eine Gleichung von der Form

EpHYaFro =0
besteht (natiirlich abgesehen von den diese Gleichung identisch erfiillenden
ZahlgroBen t =0, 9y=0, 3=0,---).

Sind jetzt p und g zwei linear unabhingige Projektivititen derselben
Geraden, so nennt man die Gesamtheit aller Projektivititen, die sich als
Vielfachensummen von p und g darstellen, also auf die Form

Ip + mq
bringen lassen, unter [ und m zwei reelle ZahlgroBen verstanden, ein
»Bischel von Projektivititen®
Sind ferner p, g, v drei linear unabhingige Projektivititen derselben
Geraden, so heiBt die Gesamtheit aller Projektivititen von der Form

p+ mqg <+ ur,
unter [, m, n, drei reelle ZahlgroBen verstanden, ein ,Biindel von Pro-
jektivitaten® ’

Das Biischel von Projektivititen mit gemeinsamen Doppelpunkten. Haben
zwei Projektivitiiten p und q dieselben getrennten reellen Doppelpunkte
d, und d,, so konnen sich die Normalformen ihrer Abbildungsbriiche

1y 1y

T
=1 = und
(1) p dl ’ ‘12
_ hdiy Beds
=4 4

nur durch die Werte ihrer vier reellen Hauptzahlen v, und j;, ¢ =1, 2,
unterscheiden. Sollen aber auBerdem die heiden Projektivitiiten linear
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unabhingig voneinander sein, das heiBt nach dem obigen, nicht nur um
einen reellen Zahlfaktor voneinander abweichen, so muB auBerdem zwischen
ihren vier Hauptzahlen die Ungleichung herrschen

IR A S P

die man auch in der Form schreiben kann:

&) Ll — 6 +0.
Man sieht dann sofort, dab dem ganzen Biischel von Projektivititen, das
durch die Abbildungen p und q bestimmt wird, das heiBt dem Biischel
Ip + mg, dieselben Doppelpunkte d, und d, zugehéren. In der Tat wird
3) (p+ mg= M%M@e a‘t_‘_‘ﬂ%)@z;

11 2
die Projektivitit [p + mq hat also ebenfalls die Punkte d, und d, zu
Doppelpunkten. Umgekehrt gehort jede Projektivitit v, die mit den Ab-
bildungen p und ¢ die Doppelpunkte gemein hat, die sich also durch
einen Bruch von der Form
@ o fid tad,

dl' d2
darstellen 1i8t, dem Biischel [p 4 mq an, denn die Gleichungen
(= Ir, + mj,
Uty == Tty + m,
bestimmen mit Riicksicht auf die Ungleichang (2) die GriBen [ und m
eindeutig und liefern fiir sie reelle Werte.

Genau dasselbe Beweisverfahren 148t sich nun aber auch anwenden,
wenn an die Stelle der beiden Projektivititen mit zwel gemeinschaftlichen
getrennten reellen Doppelpunkten zwei Projektivititen mit zwei gemein-
schaftlichen konjugiert komplexen Doppelpunkten treten. Zwei solche
Projektivititen besitzen nach Seite 154 (vgl. auch Seite 231) die Normalform

_ i@ —ib), *t—ija+id)

®)

( 6) b a—1ib a-idb
(i) (@ —ib), (U —iv)(a 4 ib)
=" aTm T afib
Sollen dieselben linear unabhingig voneinander sein, so muB
r:{f+u:v,

oder was dasselbe ist,
() o —ju=0 sein

Man sieht dann zunichst wieder, dall dem ganzen Biischel [§ 4 myg
dieselben  konjugiert komplexen Doppelpunkte @ —ib und @ + ib zu-
gehoren; denn es ist

- {rmw-idf 4+ my) } (@—ib), {{r + muw)—id {4 mb) | (@ 1id)
(R) [”+mq—" T a—ib, a+ib'

Grafmann, Projektive Geometrie d. Ebene. I. 17
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Umgekehrt aber ist jede Projektivitidt r, die mit p und g die konjugiert
komplexen Doppelpunkte a — ib und a + ib gemein hat, das heiBt jede
Projektivitit
(9) r = E i@ —1b), G—ina+id)

a —ib, a+id’

in dem Biischel [p + mq enthalten. In der Tat werden die beiden Briiche
(8) und (9) identisch, wenn man setzt:

iy = (Ir + mu) £ i(lf + my),

r=1Ir 4+ mu

{1) =1{ 4+ mv.

Diese beiden Gleichungen aber bestimmen wegen (7) eindeutig die Ableit-
zahlen [ und m, vermdge deren sich die Projektivitat r als Vielfachen-
summe von p und g darstellen l4B8t, und liefern fiir sie reelle Werte.

Es bliebe schlieBlich noch zu untersuchen, ob dieselben Beziehungen
auch fiir ein Biischel von Projektivititen gelten, das durch zwei Projek-
tivititen p und q mit denselben zusammenyfallenden reellen Doppelpunkten
bestimmt wird. Zwei solche Projektivititen lassen sich nach Gleichung
(43) des 16. Abschnitts in der Form darstellen:

das heiBt:
(10)

_1d,re;, 4 ud
y= d, e

(11) _id, fe,+vd
e

Dieselben werden linear unabhingig voneinander sein, wenn

r:u=f:v,
oder was dasselbe ist, wenn
(12) to—fus40
ist. Eine beliebige Vielfachensumme der beiden Projektivititen p und ¢
besitzt dann wieder denselben Typus. In der Tat wird die Vielfachen-
summe

(13) Ip+mg=

Jede Projektivitit des Biischels [p + mgq hat also dieselben zusammen-
fallenden reellen Doppelpunkte wie die Grundprojektivititen p und q. Aber
auch umgekehrt ist jede Projektivitit r, die mit p und q die beiden zu-
sammenfallenden Doppelpunkte gemein hat, das heiBt jede Projektivitit

td, te, + wd
(14) r= d, ez T

in dem Biischel [p + mq enthalten; denn die beiden Briiche (13) und (14)
werden identisch, wenn man setzt:

(4 mid, (x4 mie, -+ (u+mv)d
d,

2}
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{t=Ir + mj
w=lu+4 mo.

(16)

Diese beiden Gleichungen aber bestimmen wegen (12) die Ableitzahlen (
und m eindeutig und liefern wieder fiir sie reelle Werte.
Damit ist ganz allgemein der Satz bewiesen:

Satz 179: Haben zwei projektive Abbildungen der namlichen
Geraden dieselbengetrennten reellen, zusammenfallenden reellen
oder konjugiert komplexen Doppelpunkte, so gilt dasselbe von
den simtlichen Abbildungen des Biischels von Projektivititen,
das durch jene beiden projektiven Abbildungen bestimmt wird,
und umgekehrt gehort jede Projektivitdt, welche die gemein-
samen Doppelpunkte des Biischels zu Doppelpunkten hat, selbst
dem Biischel an.

Die entartenden Abbildungen eines Biischels von Projektivitiiten it ge-
meimsamen Doppelpunkten. Die Frage nach etwaigen entartenden Abbil-
dungen, die in einem Biischel von Projektivititen mit gemeinsamen Doppel-
punkten enthalten sind, behandeln wir wieder gesondert fiir die drei Fille,
wo diese Doppelpunkte getrennt reell, zusammenfallend reell und konju-
giert komplex sind.

Sind zuerst die gemeinsamen Doppelpunkte der Projektivititen des
Biischels reell und riumlich voneinander verschieden, so kann man zeigen, daB
in ihm immer zwet eigentliche entartende Projekiivitdten vorkommen, von denen
die eine den ersten von jenen gemeinsamen Doppelpunkten zum Hauptpunkt,
den zweiten zum Nullpunkt hat, wihrend es bei der anderen umgekehrt ist.

In der Tat gelten fiir diesen Fall die Vergleichungen (1) und (2).
Aus den Projektivititen (1) bildet man aber ohne weiteres durch passende
lineare Verkniipfung fiir die gesuchten entartenden Projektivititen des zu-
gehorigen Biischels [p + mq die Ausdriicke

_ (rxie—lﬁ)d » 0
iﬂp — L= ! d:-ydg

(16) 0 (01 .
— = %@l —ni)d
1+ 10 ds. a0

in denen nach der Ungleichung (2) der Koeffizient t,{, — 1,{, von Null
verschieden ist, so daB wir es auch mit zwei eigentlichen, das heiBt mit
zwel einfach entartenden Projektivititen zu tun haben (vgl. Seite 146 ff.).
Und dies sind auBerdem die einzigen einfach entartenden Projektivititen
des Biischels; denn die allgemeine Bedingungsgleichung des Entartens
einer Projektivitit [p 4 mgq lautet nach Satz 99:

(17 [(tp + mg)*] = ©.

17*
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Sie ist somit in bezug auf das Verhiltnis % vom zweiten Grade und kann

also nicht mehr als zwei Werte fiir dieses Verhiltnis liefern. Damit ist
aber wirklich der Satz bewiesen:

Satz 180: In jedem Biischel von Projektivititen, die zwei ge-
trennte reelle Doppelpunkte miteinander gemein haben, sind
zwel und nur zwei einfach entartende Projektivititen enthalten;
und zwar besitzt die eine den einen von den gemeinsamen
Doppelpunkten des Biischels zum Hauptpunkt, den andern zum
Nullpunkt, bei der anderen ist es umgekehrt.

Auf ganz entsprechende Art kann man beweisen, daf in einem Biischel
von Projektivititen, die zwer zusammenfallende reelle Doppelpunkte mit-
einander gemein haben, das heiBt nach Seite 197ff,, in einem Biischel von
zentrischen Schiebungen mit demselben Zielpunkte, nur eine einfach ent-
artende Projektivitdt, und zwar eine parabolische Involution, enthalten ist.
Fir die Grundabbildungen p und q eines solchen Biischels gelten die
obigen Vergleichungen (11) und (12). Bildet man aber aus den Projek-
tivititen (11) durch lineare Verkniipfung die in dem Biischel enthaltene
Projektivitit

0, (lu—rv)d
)

(18) ip— rq ==t

so erhilt man eine wegen (12) einfach entartende Projektivitit, und zwar
fillt deren Nullpunkt d mit dem Hauptpunkt zusammen. Dieselbe ist
also nach Satz 136 eine parabolische Involution mit dem Doppelpunkt d.
Und diese Involution ist auch die einzige einfach entartende Projektivitit,
die in dem Biischel [p 4 mq enthalten ist. Denn die Bedingungsgleichung
des Entartens

(19) [(lp + mg)’] =0

liefert in dem vorliegenden Falle fiir das Verhaltnis % zwei gleiche Werte.
In der Tat lifit sich diese Gleichung auch in der Form schreiben:

(20) Clp*] + 2(m[pg] + m?[¢"] = 0.

In ihr aber ist wegen (11)

vlde]

d(re, + ud)] g
[p1) = 2Cs b ad) e lde)
und entsprechend Lde,] Lde,]
a2 — §2.
andererseits ist 7= 15
mal — (8% pa) _ [dp-e;0] —[e,p - dq]
ol ="y =" Teal

_ [rd(ie; +vad)] —[(re, + ud)id] _ 2ri[de,]
2(de,] T 2[de,]

=r1f.
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Die Gleichung (20) verwandelt sich daher in

21) 12 4 20mef + WP — 0 oder in
(Ixr + mj)? =0 oder in
gy
m+e) =0

und diese Gleichung ergibt fiir das Verhiltnis ?; die Doppelwurzel

(22) T

-y
die der bereits oben gefundenen parabolischen Involution (18) entspricht.
Man hat also den Satz:

Satz 181: In einem Biischel von Projektivititen, die zwei zu-
sammenfallende reelle Doppelpunkte miteinander gemein haben,
das heiBt in einem Biischel von zentrischen Schiebungen mit
demselben Zielpunkte, ist eine und nur eine einfach entartende
Projektivitit enthalten, und zwar diejenige parabolische Invo-
lution, deren (zusammenfallende) Doppelpunkte eben jene ge-
meinsamen Doppelpunkte des Biischels sind.

Man kann noch hinzufiigen, daB in einem Biischel von Projektivi-
titen mit gemeinsamen FLonjugiert komplexen Doppelpunkten iiberhaupt
keine eigentlichen entartenden Projektivitiiten enthalten sein koénnen. Da
nédmlich eine eigentliche entartende Projektivitit stets zwei getrennte oder
zusammenfallende reellc Doppelpunkte hat, und neben zwei konjugiert
komplexen Doppelpunkten in einer Projektivitit nicht noch reelle Doppel-
punkte auftreten képmen, so sind fiir ein Biischel von Projektivititen mit
gemeinsamen konjugiert komplexen Doppelpunkten eigentliche entartende
Projektivititen ausgeschlossen. Es gilt daher der Satz:

Satz 182: In einem Biischel von Projektivititen, die zwei
konjugiert komplexe Doppelpunkte gemeinsam haben, sind keine
eigentlichen entartenden Projektivititen enthalten.

Jedes Biischel von Projektivititen mit gemeinsamen Doppelpunkten ent-
hdlt die Identitdt. Man kann jetzt aber ferner auch den Satz beweisen:

Satz 183: Einem jeden Biischel von Projektivititen, welche
dieselben getrennten reellen, zusammenfallenden reellen oder
konjugiert komplexen Doppelpunkte haben, gehdrt auch die
Identitdt 1 an.

Fiir ein Biischel mit zwei gemeinsamen gefrennten reellen Doppelpuniiten
leuchtet die Richtigkeit dieses Satzes von vorne herein ein; aber auch
fir die beiden anderen Fille ergibt sich leicht der Beweis unseres Satzes.

Aus der Normalform (9) fiir eine Projektivitit eines Biischels mit
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gemeinsamen Kkonjugiert komplexen Doppelpunkien resultiert nimlich die
Identitit 1, wenn man setzt:
(23) t=1 und yp=0;
denn durch diese Substitution geht die Formel (9) iiber in:
a—ib, a41b @, b

(24) ‘=;3E7$ﬁ=mb=L
Die Gleichungen (10) aber, durch welche die Ableitzahlen [ und m der
Projektivitit r ausgedriickt in p und q bestimmt werden, bleiben fiir die in
(23) angegebenen besonderen Werte von r und y nach [ und m auflésbar.

Andererseits verwandelt sich der Ausdruck (14) fiir eine Projektivitit
eines Biischels mit zwei gemeinsamen susammenfallenden reellen Doppel-
punkten in die Identitit 1, wenn man setzt
(25) t=1, w=0.
Dadurch aber wird die Auflosbarkeit der Gleichungen (15) nach [ und m
nicht beriihrt.

Somit ist der Satz fiir alle drei in Betracht kommenden Fille bewiesen.

Aus ihm aber kann man eine wichtige Folgerung ziehen. Da nimlich,
wie man sofort sieht, sich die Projektivititen eines Biischels [p + myg
ebenso gut wie aus den beiden Grundprojektivititen  und q auch aus
irgend zwel linear unabhéngigen Projektivititen des Biischels numerisch
ableiten lassen, so kann man insbesondere in einem Biischel mit gemein-
samen Doppelpunkten jede Projektivitit des Biischels als Vielfachensumme
der Identitit und emer von der Deckung verschiedenen Projektivitdt des
Biischels darstellen, das heiBt, man hat den Satz:

Satz 184: Jede Projektivitit 14Bt sich aus einer von der
Deckung verschiedenen Projektivitit mit denselben Doppel-
punkten und der Identitit numerisch ableiten.

Die in einem Biischel von Projektivititen enthaltene Involution. Die
Doppelpunkisinvolution einer Projektivitat. Es seien p und q die beiden
Grundabbildungen eines Biischels von Projektivititen, von dem wir noch
voraussetzen wollen, daB es nicht aus lauter Involutionen besteht. Als-
dann lautet die Bedingung dafiir, daB eine bestimmte Projektivitit
(26) 8 =1p -+ myq
des Biischels involutorisch sei, nach Satz 106
20 [18]=0
oder mit Riicksicht auf (26)

(28) {[1p] + m[1q] =0,
woraus fiir das Verhdltnis [ : m der Wert folgt:
(29) [:m=[1q]:—[1p].
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Dieses Verhiltnis wird also durch die Forderung (27) eindeutig bestimmt,
80 fern nicht die beiden Produkte [1p] und [1q] gleichzeitig verschwinden.
Das ist aber unmdoglich, weil sonst die Gleichung (28) fiir jedes Wert-
system [, m befriedigt werden wiirde, also nicht nur die beiden Grund-
abbildungen p und g, sondern iiberhaupt simtliche Projektivititen des
durch sie bestimmten Biischels involutorisch sein wiirden, was durch die
oben gemachte Voraussetzung ausgeschlossen ist.

Durch Substitution aus (29) in (26) erhidlt man sehlieBlich fiir die
involutorische Projektivitit 8 des Biischels die Gleichung
(30) g8 =[1q]p —[1p]q,
in der g einen Zahlfaktor bedeutet, und man hat den Satz:

Satz185: Einemjeden Biischel von Projektivititen, dasnicht aus
lauter Involutionen besteht, gehort eine und nur eine Involution
an, vorausgesetzt, daB man zwei Involutionen, die sich nur um
einen Zahlfaktor unterscheiden, nicht als verschieden rechnet.

L&Bt man insbesondere eine von den beiden Grundabbildungen p und

q des Biischels, etwa die Projektivitit q, in die Identitit 1 iibergehen,
go erhilt man fiir die Involution g8 des Biischels mit den Grundabbil-
dungen p und 1 die Darstellung
(31) 48— —[1p].
Diese Involution g# hat nun aber nach Satz 179 mit der Projektivitit p
die Doppelpunkte gemein, mdgen dieselben getrennt reell, zusammenfallend
reell oder konjugiert komplex sein. Und dieselbe Eigenschaft kommt einer
jeden Involution zu, die sich von der Involution g8 nur um einen Zahl-
faktor unterscheidet; eine jede solche Involution moge daher die ,Doppel-
punktsinvolution der Projektivitit p“ genannt werden.

Bei dieser Erklirung bleiben wir in FEinklang mit der oben auf
Seite 227 gegebenen Begriffsbestimmung fiir die Doppelpunktsinvolution
einer positiv zirkuliren Abildung e®. Denn die konjugiert komplexen
Doppelpunkte der dort als Doppelpunktsinvolution der Projektivitit ef®

bezeichneten Involution e'g = ¢ stimmen nach Seite 224 mit den Doppel-
punkten der positiv zirkuliren Abbildung ™ iiberein.

Und wir konnen daher die Formel (31) durch den folgenden Satz
ausdriicken:

Satz 186: Man erh#lt aus einer Projektivitdt p ihre Doppel-
punktsinvolution g8, indem man die Projektivitit p um das kom-
binatorische Produkt [1p] vermindert!), das heiBt mittelst der

1) Vgl. hierzu: C. Burali-Forti, Lezioni di geometria metrico-projettiva
Torino. 1904. Seite 147.
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Formel
(31) g8=p—[1p]

Lost man die Gleichung (31) nach dem Minuendus der rechten Seite
auf, so nimmt sie die Form an

(32) p=[1p] + g8

In ibr ist das Produkt [1p] eine reelle ZahlgroBe. Bezeichnet man
dieselbe mit a, setzt also

(33) (1p] =0,
so verwandelt sich die Gleichung (32) in:
(34) p=oa+g8,

womit der Satz bewiesen ist:

Satz 187: Jede Projektivitit 1iBt sich als Summe aus ihrer
Doppelpunktsinvolution und einer reellen Zahlgr5Be darstellen.

Da aber ferner wegen (27) die Formel (34) auch riickwirts die
Formel (33) nach sich zieht, so gilt mit Riicksicht auf Satz 186 auch
die Umkehrung von Satz 187, nimlich der Satz:

Satz 188: Umkehrung von Satz 187: LiBt sich eine Projek-
tivitit p als Summe einer reellen ZahlgréBe und einer Invo-
lution g8 ausdriicken, so ist diese Involution die Doppelpunkts-
involution von .

Abschnitt 20.

Darstellung einer Projektivitit mit zwei getrennten reellen Doppel-
punkten durch ihre Doppelpunktsinvolution.

Der Darstellung einer Projektivitit p durch eine Summe von der Form
@) p=a+gs
sind wir bereits oben bei der Behandlung der positiv zirkuliren Abbil-

dung begegnet. In der Tat ist der in der Gleichung (19) des 17. Ab-
schnitts fiir diese Abbildung gegebene Ausdruck

. b, —
2) Ca,b,my= € =cosiv + ¢siniy, ¢ = AR

a, b

eine Darstellung dieser Art; und nach Satz 163 und 165 umfaBt dieser
Ausdruck bei veriinderlichem e und v alle Projektivititen der Geraden ab
mit konjugiert komplexen Doppelpunkten und vom Potenzwert + 1, und
von diesen Abbildungen sind die Projektivititen der Geraden ad mit
konjugiert komplexen Doppelpunkten aber beliebigem Potenzwert, der jedoch
nach Satz 165 notwendig positiv sein mufl, hGchstens um einen Zahlfaktor
verschieden.
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Wollen wir jetzt auch' fiir die Projektivitdten mit getrennten reellen
Doppelpunkten eine entsprechende Darstellung geben, so beschréinken wir
die Untersuchung wieder sogleich auf Projektivititen vom Potenzwert
1. Dabei entspricht nach Satz 96 das 4 Zeichen einer gleich-
liufigen, das — Zeichen einer gegenldufigen Projektivitit.

Die Projektivitit ist gleichléufig.

Der analytische Ausdruck einer gleichldufigen Projektivitat mit zwes
getrennten reellen Doppelpunkten. Ist daher p eine gleichliufige Projektivitat
mit zwei getrennten reellen Doppelpunkten, so hat man der soeben getroffenen
Verabredung zufolge ihren Potenzwert (ihr kombinatorisches Quadrat)

®3) 7] =+1
zu setzen. Ist ferner § die hyperbolische Involution mit denselben reellen

Doppelpunkten (die Doppelpunkisinvolution von §), und zwar genommen
mit dem Potenzwert — 1, so kann man dieselbe durch den Bruch darstellen

0 -t
fiir den in der Tat das kombinatorische Quadrat
) [§*]=—1

und somit das Folgequadrat

(6)- PP=+1

wird. Es lautet also die der Gleichung (1) entsprechende Summendar-
stellung der Projektivitit
b, a

() p=a-+gh, b=,

wo a und g zwei reelle ZahlgroBen sind. Aus dieser Gleichung folgt
durch kombinatorisches Quadrieren unter Beriicksichtigung der Gleichung

(8) [1h]=0
(vgl. Satz 106) fiir das kombinatorische Quadrat von p der Wert
[#?] = o® + ¢°[°].
Mit Riicksicht auf (3) und (5) aber verwandelt sich diese Gleichung in:
9) 1=a%— g2
Man kann daher auch setzen:

(10)

wo W eine reelle ZahlgroBe bedeutet. Damit ist dann freilich a als po-
sitiv vorausgesetzt, was aber keine stirende Beschrinkung der Allgemein-

{a = cosh w
= ginh w,
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heit bedingt. Setzt man diese Werte (10) in die Gleichung (7) ein, so
verwandelt sich diese (vgl. auch Gleichung (95) des 15. Abschnitts) in:

b,

(11) p =coshw + §sinhw = elv, § =20
und man hat den Satz: ’

Satz 189: Besitzt eine gleichldufige Projektivitit p in der Ge-
raden zwei getrennte reelle Doppelpunkte oder, was auf das-
selbe hinauskommt, eine hyperbolische Doppelpunktsinvolution

§ = b, a

a, b’
so laBt sie sich als Funktion dieser Doppelpunktsinvolution §
und eines reellen Parameters w darstellen mittelst der Formel

(11) p =coshw + § sinh v = ebm’ §= %%1)_

Geometrische Dewtung der entsprechenden Abbildung im Strahlbiischel
und auf der wnendlich fernen Geraden. Um die geometrische Bedeutung
des Parameters w der Gleichung (11) zu finden, gehen wir auf die ent-
sprechende Abbildung im Strahlbiischel zuriick. Es seien also 4 und B
zwei Stibe, deren Geraden sich schneiden; dann stellt der Bruch

B,A
(12) '@ = A,_B
eine hyperbolische Strahlinvolution mit den Doppelstrahlen A + B und
A— B und dem Potenzwert — 1 dar, und es wird entsprechend der
Gleichung (11) der Ausdruck
B,4A

(13) P = coshw + 9 sinhw = ebnm, @*'A'TB’

die Darstellung einer gleichldufigen Projektivitit im Strahlbiischel mit
dem Scheitel [4B], und zwar besitzt dieselbe den Potenzwert

(14) [$%] =+ 1.
Denn wegen (13) und (12) erhdlt man fiir die Projektivitit $ die Dar-

stellung
AP, B$ _ Acoshw4 Bsinhw, Bcoshiw 4 4sinhmw

(15) ¥=4 B ~ 4, B ;
also wird der Potenzwert [P?]
[232] __ [(4 cosht + Beinh ) (B cosh v 4 4 sinh )]
(4B]
— [4B](cosh® v —sinh*m) _
[4.B] '

1) Vgl. hierzu Peano, Calcolo geometrico secondo 1'Ausdehnungslehre di
H. GraBmann. Torino. 1888. Seite 158. Nr. 12.
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Ist jetzt s der mit dem Punkte [AB] zusammenfallende einfache
Punkt, und sind @ und b die Strecken, die mit den Stiben 4 und B
nach Linge, Richtung und Sinn tibereinstimmen, so wird

(16) A ={[sa] und B=/{sb],

und es geht die Projektivitit P aus der Projektivitit

17 § = coshw + § sinh 1w — ¢ ¥, f;=—(_)'%__,
a‘

auf der unendlich fernen Geraden durch perspektive Abbildung vom
Punkte s aus hervor.

Nun sind nach Seite 181f. die Gleichungen
(18)

£ _
(19) g =bet, ’
die Streckengleichungen zweier konjugierten Hyperbelzweige mit den
konjugierten Halbmessern @ und 5'), und F ist nach Satz 129 das Ver-
hiltnis des zwischen den Trigern @ und £ oder b und y gelegenen
Hyperbelsektors beziehlich zu dem zugehdrigen halben Asymptotendreieck

[_625,] oder [52‘2] .

und

]
1

]

—aeb

>
LK

s )

Aber eine ganz entsprechende Umwandlung, wie sie den Gleichungen
(18) und (19) zufolge die Triger @ und b bei der Multiplikation mit e®
erleiden, erfdhrt auch jeder andere Triiger # einer der beiden konjugierten
Hyperbelzweige bei der Multiplikation mit e9®. In der Tat bewirkt diese
Multiplikation fiir einen jeden solchen Triger # eine Schwenkung um
den Sektor

[a3]

(20) S=twx

wo das + oder — Zeichen zu wihlen ist, je nachdem der Triger Z dem
Hyperbelzweige (18) oder (19) zugehort. Bei positivem w erfolgt also
die Schwenkung in dem Hyperbelzweige (18) von & nach b hin; in dem
Hyperbelzweige (19) in umgekehrtem Sinne.

Denkt man sich daher, die Strecke # durchlaufe das erste von den
beiden durch die ExponentialgroBe e%® aufeinander bezogenen ,Strecken-
biischeln®, wir wollen es bezeichnen als das Streckenbiischel Z, Z,, Z,, ..., so
bleibt die GroBe des Hyperbelsektors zwischen der Strecke Z und der zu-

geordneten Strecke 2 — Ze'™ oder, wie wir sagen wollen, der Sektor-

1) Wir bezeichnen hier die Triger @ und b, Z und ebenso die Abbildungs-
funktionen § und p mit iberstrichenen Buchstaben, da wir die entsprechenden nicht
iiberstrichenen Buchstaben bereits oben fiir die zugehdrigen GroBen bei einer eigent-
lichen, das heiBt nicht ganz im Unendlichen liegenden, Punktreihe vergeben haben
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abstand beider Strecken stets derselbe und #ndert nur beim Durchgange
der Strecke Z durch die beiden Asymptoten sein Zeichen.

Erfolgt die Durchlaufung des Streckenbiischels Z, #,, Z,;.. in dem
Sinne von @ nach b hin, oder was auf dasselbe hinauskommt (vgl. die
obige Figur 84), von @ — bnach @+ b hin, so eilt bei positivem 1 die Strecke

& = Z e in dem Winkelraum (@ — b, @ + b) der zugehorigen Strecke
um jenen Sektorabstand voraus, wird auf der Asymptote @ 4- b, wo beide
_Strecken unendlich lang sind, von der Strecke
Z eingeholt, bleibt in dem Winkelraum
(b+a,b—a) um jenen Sektorabstand
hinter der Strecke % zurtick und holt sie auf
der zweiten Asymptote b — @, auf der aber-
mals beide Strecken unendlich lang werden,
wieder ein (vgl. Figur 120).

Die Projektivitit p ist also eine gleich-
liufige Projektivitit mit zwel getrennten
reellen Doppelstrecken. Sie mége als die
,oektorschwenkung® vom Parameter w
in bezug auf die beiden konjugierten Hyper-
belzweige (18) und (19) bezeichnet werden.

Von dieser Projektivitit im Strecken-
biischel ist die durch die Gleichung (13)
dargestellte Projektivitit P im Stabbiischel
mit dem Scheitel s nur unwesentlich ver-
schieden. Denkt man sich nimlich die Pro-
jektivitit B in der alten Weise durch einen

- extensiven Bruch ausgedriickt, so geht aus
Fig. 120. x, diesem die Projektivitit P durch planime-
trische Erweiterung mit dem Punkte s hervor.

Man erhdlt einen besonderen Fall der Projektivitit P, wenn man die

beiden Strecken @ und b gleich lang und zueinander senkrecht annimmt.
Alsdann stehen auch die beiden Asymptotenstrecken @ + b und @ — b der
beiden konjugierten Hyperbelzweige, das heifit die Doppelstrecken der
Projektivitit p, aufeinander senkrecht, und die beiden Hyperbelzweige
gehoren daher gleichseitigen Hyperbeln an.

Veranschaulichung der wrspriinglich behandelten Abbildung in der Ge-
raden. Solche gleichseitigen Hyperbelzweige benutzt man am besten, wenn
man den Ubergang zu den Projektivititen in der Geraden machen will.
In der Tat, handelt es sich darum, die Bedeutung der GroBe w fir die
durch die obige Gleichung
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(11) p=cmMn+gmmm=em,g=§ﬁ
vermittelte Projektivitit in der Geraden zu bestimmen, und will man diese
Projektivitit als Schnitt einer Sektorschwenkung in bezug auf zwei an-
stoBende Zweige zweier konjugierten gleich- /

seitigen Hyperbeln darstellen, wie sie durch l{—a + <L
die Gleichung (13) ausgedriickt wird, wenn

A und B gleich lang und aufeinander senk-
recht angenommen werden, so mub man
als Mittelpunkt s dieser Hyperbeln einen
der beiden Punkte wihlen, in denen sich
die beiden Kreise schneiden, die den Ab-
stand der beiden Punkte ¢ und b und
den Abstand der beiden Punkte a + b und
b — @ zu Durchmessern haben; denn die
Punkte @ und b miissen ja den Achsen
A und B der beiden Hyperbeln und die
Doppelpunkte a +b und b — @ der Pro-
Jjektivitit ihren Asymptoten 4 + B und
B — A angehoren.

SchlieBlich kann. man noch iiber die
Lénge der beiden gleichen Halbachsen A4
und B der konjugierten Hyperbeln will-
kiirlich verfiigen. Man trage also auf den Fig. 121.

Geraden sa und sb von s aus zwei gleich lange Stibe 4 und B ab und
zeichne die beiden konjugierten Hyperbelzweige, die diese Stibe 4 und B
zu Halbachsen haben (vgl. Figur 121). Dann ist die Projektivitit

(21) B = coshw + §sinhw = v, § =11

eine gleichliufige Projektivitit im Strahlbiischel mit dem Scheitel s,
welche die zueinander senkrechten Stibe 4 4+ B und A — B zu Doppel-
strahlen hat, und die iberdies nach dem Obigen als eine Sektorschwen-
kung vom Parameter w in bezug auf die beiden konjugierten gleich-

seitigen Hyperbelzweige aufgefaBt werden kann, deren Gleichungen lauten:

(22) j —'——‘Eel’t E =E,,

9

unter 2 und b die Strecken der gleich langen und zueinander senkrechten
Stibe 4 und B verstanden. ,

Aus dieser Sektorschwenkung des Strahlbiischels mit dem Scheitel s
wird aber die Projektivitit p der Geraden ab durch diese Gerade aus-
geschnitten (vgl. auch Seite 212f). Man hat also den Satz:
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Satz 190: In der Geometrie der Punktreihe 1iBt sich jede
gleichlaufige Projektvitat mit zwei getrennten reellen Doppel-
punkten als perspektives Bild einer Sektorschwenkung in bezug
auf zwei konjugierte gleichseitige Hyperbelzweige darstellen.

Die Figur 121 zeigt noch: Wihrend der bewegliche Punkt der ersten
Punktreihe von a aus tiber den ersten Doppelpunkt @ + b nach z geht,
von dort iiber den zweiten Doppelpunkt b — a ins Unendliche liuft und
aus dem Unendlichen von der andern Seite her nach @ zuriickkehrt, geht
der zugeordnete Punkt der zweiten Punktreihe, der im Beginn seiner Be-
wegung, ndmlich im Punkte

a’ = aehr,
dem ersten Punkte voraus war, ebenfalls bis zum ersten Doppelpunkt
a4+ b, wird in ihm von dem ersten Punkte iiberholt und gelangt, wih-
rend jener nach z lduft, bloB bis zu dem Punkte

z' = zeh®,

holt aber den ersten Punkt im zweiten Doppelpunkte b — a wieder ein
und bleibt ihm dann sowohl auf dem Wege ins Unendliche wie bei der
Riickkehr aus dem Unendlichen zu seiner Ausgangslage a’ dauernd voraus.

Die Gruppe oller gleichliufigen Projektivititen mit zwei gemeinsamen
getrennten reellen Doppelpunkten. Der Satz 190 weist schon darauf hin,
daB die Projektivititen

b, a

(23) P =et, §=D20

die aus der Projektivitit p in (11) bei Festhaltung der Punkte a und
b und damit auch der Doppelpunkte @ +b und a —b durch alleinige
Veriinderung des Parameters w hervorgehen, eine kontinuierliche ein-
gliedrige Gruppe bilden, deren Parameter eben jene GroBe w ist; und dies
wird direkt bestitigt durch die Formel (96) des 15. Abschnitts, welche
lautete

(24) e iy — hlmt ) b, a

h= a, b’
und die man wegen (23) auch in der Form schreiben kann:
(25) P o P (mg) = Pz + my)-
Man hat also den Satz:
Satz 191: Alle diejenigen gleichldufigen Projektivititen

b,
@) by, §bi

welche dieselben getrennten reellen Doppelpunktea-+bd unda—b
haben, die also einer und derselben hyperbolischen Doppel-
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punktsinvolution § = 2’-\:, aber beliebigen Werten der ZahlgriBe

w zugehoéren, bilden eine kontinuierliche eingliedrige Gruppe,
deren Parameter eben jene ZahlgroBe w ist.

Erteilt man in der Gleichung (11) dem Parameter w der Projektivi-
tit § = Py die besonderen Werte W = 4 g, wo g eine sehr grofle po-
sitive Zahlgrofle ist, die man schlieflich unendlich groB werden liBt, so

Wird um So genauer
e8 1 eS fa, b b,a
Pixo= g( I’) -2 (Z&Tb ;l,vg)

je grofer man § wdhlt; also, immer in diesem Sinne, fiir W = + g

_elatb, at+d e 20@+b, 0 ]
P(+g)—*§ @, T p T 9 ”*Wa-{—b, “a—b oder
o 0
(2b) Pg= e* Zw_—:}%‘?v a—0"
andererseits fiir w = — g
_Sa—b, —(@—b e 0 , 20@—0
Vo="5" a, b = 2a++b, a—b oder
8 0, a—b
27 Vo =¢ 5%

Hieraus geht hervor, daB die beiden Projektivititen § . und
P -« zwei einfach entartende Projektivititen darstellen, die wie alle Projek-
tivititen der Gruppe (11) die Punkte a 4 b und @ — b zu Doppelpunkten
haben, und zwar ist bei der Projektivitit (o) der Punkt @ 4+ b der
Hauptpunkt und der Punkt ¢ — & der Nullpunkt, bei der Projektivitit
P (-« ist es umgekehrt. Man hat also den Satz:

Satz 192: Die beiden in der kontinuierlichen eingliedrigen
Gruppe gleichliufiger Projektivititen mit den gemeinsamen
reellen Doppelpunkten @ + b und @ — b, némlich in der Gruppe

B o) = e“’; [’ = ?E’TZ’
enthaltenen einfach entartenden Projektivititen gehdren den
Parameterwerten 4+ oo und - co zu und haben beziehlich den
Punkt @ + b zum Hauptpunkt, den Punkt ¢ — b zum Nullpunkt

und umgekehrt.
Die Projektivitdat ist gegenléufig.

Der analytische Ausdruck einer gegenliufigen Projektivitdt in der Ge-
raden. Es werde jetzt andererseits eine Projektivitit q in der Geraden
von dem Potenzwert (dem kombinatorischen Quadrat) — 1 betrachtet, das
heifit eine Projektivitit, die der Gleichung Gentige leistet

(28) 9] = — 1.
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Eine solche Projektivitit ist nach Satz 96 gegenldufig und besitzt
nach Satz 102 zwei getrennte reelle Doppelpunkte. Ist wieder § die zu
ihr gehorende hyperbolische Doppelpunktsinvolution, und zwar genommen
mit dem Potenzwert — 1, und ist ferner wie in (4)

. b,a
(29) [J = m;
80 wird auch wie in (5) und (6)
(30) [h*]=—1 und
(31) =1

und auch die der Gleichung (1) entsprechende Summendarstellung der
Projektivitit q lautet dann wieder

b,
(32) 9 =a+gh §=315

wo a und g zwei reelle ZahlgroBen sind. Aus dieser Gleichung aber folgt
auch wieder wie auf Seite 265 fiir das kombinatorische Quadrat von q

der Wert [4°] = a? + g*[H%];
mit Riicksicht auf (28) und (30) wird daher
—1=a%—g?% das heiBt

(33) 1=g?—a

Man kann also setzen
(34) {g = coshw
a = sinh v,

wo W eine reelle ZahlgréBe bedeutet, und es verwandelt sich somit die
Gleichung (32) in
(35) g = sinhw + §coshw, b=%‘;

oder wegen (31) in q = §%sinhw + § coshiv, das heibt in

136) q = (coshw + §sinhw), §— 2;;‘
oder endlich wegen (11) in
(37) n—fe, h— 5.

Man hat daher den Satz:

Satz 193: Ist b, a

[]z,

a,b
die Doppelpunktsinvolution einer gegenliufigen Projektivitat
q in der Geraden, so 148t sich diese Projektivitdt als Funktion
dieser Doppelpunktsinvolution § und eines reellen Parameters
w darstellen mittelst der Formel )

s @

(38) q=sinhw + § coshw = f (cosh w + fsinhw) = fet®, h= > -
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Veranschaulichung einer gegenliufigen Projektivitit in der Geraden.
Zur Veranschaulichung der betrachteten Projektivitit kann man sich
wieder wie auf Seite 268ff. der Projektion von einem der beiden Punkte
s und ¢ bedienen, in denen sich die Kreise
mit den Durchmessern ab und (@ + b) (b —a)
schneiden (vgl. Figur 122).

Man nehme dann diejenigen beiden
konjugierten gleichseitigen Hyperbelzweige
zu Hiilfe, welche einen von diesen beiden
Punkten, etwa den Punkt s, zum Mittel-
punkte und die gleich langen und zueinander
senkrechten Stibe (vgl. Seite 212f.)

(39)  A—{[sa), B=[sb]

zu Halbachsen haben, so gehoren die Stibe
A+ B und B — A den Asymptoten dieser
beiden gleichseitigen Hyperbelzweige an.

Diese beiden Hyperbelzweige liefern
dann unmittelbar ein anschauliches Bild der
zu q perspektiven Projektivitit & im Strahl-
biischel mit dem Scheitel s, nimlich von
der Projektivitit

. B, 4
(40) Q= @6”“’7 "g = A: B’
indem durch die Projektivitit Q jedem Strahle
X derjenige Strahl X$e®™ zugewiesen wird, der aus X hervorgeht, wenn
man zu dem Strahle X den konjugierten Strahl X @ in der Strahlinvolution
9 aufsucht, (das heifit, den Strahl X an dem Asymptotenpaar der beiden
konjugierten Hyperbelzweige spiegelt), und den so gewonnenen Strahl X§
einer Sektorschwenkung vom Parameter w in bezug auf die beiden konju-
gierten Hyperbelzweige unterwirft. -

Aus dieser Projektivitit im Strahlbiischel mit dem Scheitel s wird
nun aber die Projektivitit q durch die Gerade ab ausgeschnitten, und
man hat somit den Satz:

Satz 194: Jede gegenlidufige Projektivitit in der Geraden
148t sich als perspektives Abbild einer mit einer Spiegelung an
dem Asymptotenpaar verkniipften Sektorschwenkung in bezug
auf zwei konjugierte gleichseitige Hyperbelzweige darstelien.

Die Figur 122 zeigt ferner noch: Wihrend der bewegliche Punkt der
ersten Punktreihe von @ aus iiber den ersten Doppelpunkt @ + b nach z

geht, kommt ihm der zugeordnete Punkt der zweiten Punkireihe von
GraBmann. Projektive Geometrie d. Ebene. T. 18

Fig. 122,
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seiner Anfangslage o — afedn
aus entgegen, begegnet ihm in dem ersten Doppelpunkt a 4 b und er-
reicht, wihrend jener in z anlangt, die Lage
' = zhedw,

Und wahrend der erste Punkt von z aus iiber den zweiten Doppelpunkt
b — a und das Unendliche wieder zu seiner Ausgangslage a zuriickkehrt,
geht der zugeordnete Punkt durchs Unendliche und den zweiten Doppel-

punkt b —a, in dem er sich mit dem ersten Punkte zum zweiten Male
begegnet, nach a’ zuriick.

Das System aller gegenldufigen Projektivititen mit zwei gemeinsamen
getrennten reellen Doppelpunkten. Im Gegensatz zu den gleichliufigen
Projektivititen mit denselben reellen Doppelpunkten bildet die Gresamtheit
der gegenldufigen Projektivititen mit gemeinsamen reellen Doppelpunkten
keine Gruppe.

Dies folgt schon begrifflich daraus, daB ja die Folge zweier gegen-
ldufigen Projektivititen notwendig eine gleichliufige Projektivitit sein
muB, ergibt sich aber auch leicht durch Rechnung.

Bildet man nimlich aus zweien von den Projektivititen
(41) dw=betn, §="23,
in denen man die Punkte ¢ und » und damit die Involution § als fest

gegeben, die ZahlgroBe w aber als verinderlich ansieht, das heift aus den
Projektivititen

£ [] 0,
(42> { q (tv1) be
Q(wy) = hei™
das Folgeprodukt, so erhilt man
(43) 0 0oy Gwg) = hed™ heb

oder, wenn man beriicksichtigt, daB nach Satz 131

benmx = gllnh[)
und nach Formel (31) '
h2=1 ist

0 op) 8 (ug) = €7 €0
oder endlich nach Formel (24)
(44) 0 op) 8§ (mg) = €90 100,
Diese Formel zeigt in der Tat, daB die gegenliufigen Abbildungen

§w fiir sich die Gruppeneigenschaft nicht besitzen. Dagegen bilden sie
zusammen mit den gleichldufigen Projektivititen

P = €7,
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b,a

welche mit den Abbildungen g, ihre Doppelpunktsinvolution § = =

gemein haben, eine allerdings diskontinuierliche Gruppe (vgl. Satz 178).
Man hat also den Satz:
Satz 195: Alle gleichldufigen und gegenldufigen Projektivi-
titen
Puw = " und b, a
{q<m)=‘)6"“’, b=
welche dieselben getrennten reellen Doppelpunkte ¢ 4+ b und
a — bhaben, die also einer und derselben hyperbolischen Doppel-

aber beliebigen Werten des Parameters

b7
w zugehdren, bilden zusammen eine diskontinuierliche Gruppe,
w elche die kontinuierliche eingliedrige Gruppe der gleichliu-
figen Projektivitdten
. b,

P =", §= Z

allein als Teilgruppe in sich enthilt. Dagegen bilden die gegen-
ldufigen Projektivititen

Qo) = hei™, § = —’*'

fiir sich keine Gruppe.
Erteilt man in der obigén Gleichung
b, a

(35) Uw) = a b

dem Parameter w die Werte 4 g, wo g eine sehr groBe positive Zahl-
groBe ist, so wird um so genauer

W(+g)—*(+1+b)——( - )

Jje grofler man § wihlt; also, immer in diesem Smne, fur Ww=-+g

_cfa-}-—b atd
G+ 9 a, b
_ Sa@tb), 0
T2 atb,a—0b oder
a-t+b, 0
(45) l‘(+g)-—69a+b a—1b)
ferner fiir = —¢g
_fb—a, a—b
Q(‘Q)_ 2 a, b
e 0, —2@—b
T 2a+b, a—b oder
o 0, —(a—VY
(46) Yoo =y ap

18%
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Fiir die Argumente w = + oo ergeben sich also auch aus der Projektivitit
9@y zwei entartende Projektivititen, von denen iibrigens die Projektivitit
9(+ mit der oben betrachteten Projektivitit p( ) (vgl. Gleichung (26))
genau iibereinstimmt, wihrend die Projektivitit q_ . sich von der Pro-
jektivitit p_ .y (vgl. Gleichung (27)) nur dem Vorzeichen nach unter-
scheidet. Man hat also den Satz:

Satz 196: In dem System gegenléufiger Projektivititen mit
den reellen Doppelpunkten a +b und a —b, deren Abbildungs-
briiche nach Satz 193 die Darstellung gestatten

b, a
T = §e'™, § = @ b

entsprechen den Parameterwerten w =+ 00 und w=— oo zwei
einfach entartende Projektivititen; dieselben sind von den ein-
fach entartenden Projektivititen der Gruppe

b, a
Pw=0" §=2—

nicht wesentlich verschieden (vgl. Satz 192).

Das letztere erklirt sich dadurch, daB das System der Abbildungen
§w und die Gruppe der Abbildungen ), wie die Gleichungen (7)
und (32) zeigen, zusammen ein Biischel von Projektivititen mit gemein-
samen getrennten recllen Doppelpunkten bilden. Ein solches aber enthilt
nach Satz 180 zwei einfach entartende Projektivititen von der im Satz 192
beschriebenen Art.

Abschnitt 21.
Harmonische Projektivititen.

Das Verschwinden des kombinatorischen Produktes zweier Projektivi-
taten derselben Geraden: DBegriff harmonischer Projeltivititen. Wir gehen
nunmehr zur Betrachtung zweier Projektivititen

(1) p=202 und g=20

derselben Geraden iiber, deren kombinatorisches Produkt verschwindet,
zwischen denen also die Gleichung besteht

@) [pa]=0.
Wir nennen zwei Abbildungen dieser Art in Anlehnung an eine Bezeich-

nung von Segre ,harmonisch“!) und stellen uns die Aufgabe, die geo-
metrischen Beziehungen zwischen zwei solchen Abbildungen zu ermitteln.

1) Harmonische Projektivitiiten einer Geraden wurden unter der Bezeichnung
Hkonjugierte Projektivititen zuerst von Stéphanos in seiner schon auf Seite 131
und 145 zitierten Arbeit, Math. Ann., Bd. 22 (1883), Seite 304 ff. genauer untersucht (vgl.
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Nach Gleichung (20) des 13. Abschnitts ist das kombinatorische Pro-
dukt [pq] durch die Gleichung definiert:

. [erey - P1] _ [ezll € q] — [P - e0] . [a,65] —[a,,]
(3) PO =T = ear = tmal
Die Gleichung (2) 1dBt sich daher auch in der Form schreiben:
(4) [azb,] = [a, b:].

In dieser erinnert sie an die in der Gleichung (3) des 15. Abschnitts ge-
fundene Bedingung
) [ea,] = [e,a,]

fir den involutorischen Charakter der Projektivitit %}‘—a’. In der Tat
17 2

unterscheidet sich die Gleichung (4) von der Gleichung (5) nur dadurch,
daB die Buchstaben ¢, ¢; a,, a; durch die Buchstaben a,, ay; b, b, er-
setzt sind. Die Gleichung (4) kann daher als die Bedingung dafiir auf-
gefaBt werden, daB der Bruch -
® bt
eine Involution darstellt. Die Nenner und Zihler dieses Bruches stimmen
aber beziehlich mit den Zihlern der Briiche p und q iiberein. Und be-
riicksichtigt man noch, daB nach Satz 81

(7> by, b, _ W, 4y b, b,
€, ¢, ey & @, U,

ist, so erhdlt man zwischen den Projektivititen p und gq, deren kombina-
torisches Produkt verschwindet, die Beziehung

(8) § = ps.
Dabei ist freilich noch eine Bemerkung hinzuzufiigen. Damit nimlich

der Bruch Z" f:" iberhaupt einen Sinn habe, ist erforderlich, daB das
17 2
iuflere Produkt seiner Nenner von Null verschieden sei; oder da diese

Nenner zugleich die Zéhler der Projektivitit p bilden, daB der Potenzwert
yon p

9 [(»*]+0,

insbesondere 8. 320). Etwas spiter fiihrte Segre fiir sie den heute gebriiuchlicheren
Namen ,harmonische Projektivitiiten ein. Vgl. Segre, Note sur les homographies
binaires et leurs faisceaux, Journal fiir die reine und angewandte Mathematik, Bd. 100
(1887), 8. 318. Inzwischen hatte H. Wiener in seiner Habilitationsschrift (Rein
geometrische Theorie der Darstellung binérer Formen durch Punktgruppen auf der
Geraden, Darmstadt, 1835, S. 27ff.) die Beziehungen zweier harmonischen Involu-
tionen auf geometrischem Wege entwickelt, und zwar, was diese Arbeit besonders
wertvoll macht, unter grundsiitzlicher Vermeidung eines Zuriickgreifens auf die

Doppelpunkte.
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die Projektivitit p also umkehrbar sei. Ist diese Bedingung erfiillt, so
zieht die Gleichung (4) oder (2) die Gleichung (8) nach sich.

Man kann noch hinzufiigen, daB die Involution $ umkehrbar ist oder
nicht, je nachdem das Entsprechende bei der Projektivitit q der Fall ist
oder nicht. Denn die Umkehrbarkeit einer jeden Projektivitit, also auch
die einer Involution in der Geraden, hingt davon ab, ob das kombinatorische
(4uBere) Produkt ihrer Zihler = O oder 4 O ist. Dieses Produkt aber
besitzt nach (1) und (6) bei der Projektivitét § und der Involution 8 den-
selben Wert [b,b,]. Man hat daher den Satz:

Satz 197: Ist von zwei harmonischen Projektivititen wenig-
stens eine umkehrbar, so lift sich die andere als Folge der
ersteren und einer Involution darstellen; dabei ist diese In-
volution umkehrbar oder nicht, je nachdem das entsprechende
fiir die zweite Projektivitit zutrifft oder nicht.

Es ist aber wichtig, daB die Umkehrung dieses Satzes auch dann gilt,
wenn beide Projektivititen entarten, daB also allgemein der Satz besteht:

Satz 198: Wenn von zwei Projektivititen die eine eine Folge
aus der anderen und einer Involution ist, so sind die beiden
Projektivititen harmonisch.

In der Tat, ist die Projektivitit q die Folge der Projektivitit § und
einer Involution 8, also wieder wie oben
(8) q=1ps,
so wird das kombinatorische Produkt [pgq], dessen Verschwinden die har-
monische Beziehung der beiden Projektivitifen p und q charakterisierte,

[pa] = [p(p8)] = (25200  [abab B loba bl

oder, wenn wie gewdohnlich _a,a,

€y €

(@, - a,8] — [a, - a,8]
[pa] = T bfee]

Die rechte Seite dieser Gleichung aber verschwindet wegen der Grund-
eigenschaft der Involution (vgl. Gleichung (8) des 15. Abschnitts), das
heibt, es ist wirklich
und es ist somit gezeigt, daB die Gleichung (8) die Gleichung (2) nach
gich zieht, mogen nun die Projektivititen p und q umkehrbar sein
oder nicht.

gesetzt wird,

Motiwierung des Ausdrucks  harmonische Projektivititen. Um nun-
mehr die Bezeichnung ,harmonische Projektivititen“ zu rechtfertigen, be-
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trachten wir den besonderen Fall, wo die erste von den beiden harmo-
nischen Abbildungen eine von der Deckung verschiedene Projektivitit p mat
2wei getrennien reellen Doppelpunkten, die zweite aber eine Imvolution t ist.

Bezeichnet man die Doppelpunkte der Projektivitit p mit d, und d,,
ihre Hauptzahlen mit v, und v,, so wird

d,, Ty,
(10) V="
wo 1, und r, zwel reelle ZahlgroBen sind, die der Ungleichung
(11) LT,

geniigen miissen, wenn, wie wir vorausgesetzt haben, die Projektivitit p
von der Deckung verschieden sein soll.

Nun lautete die Bedingungsgleichung dafiir, daf die Abbildungen
p und t harmonisch seien, nach (2)
12) 0 = [pt].
Wendet man aber auf das Produkt [pt] die Formeln (18) und (8) des
13. Abschnitts an und wihlt statt der in der letzteren Formel auftretenden
willkiirlichen Punkte y und z die Doppelpunkte d;, und d, von p, so
nimmt die Bedingungsgleichung (12) die Form an

0= [dydy - pt]=[dp - dyt] — [dyp - dit]

oder wegen (10)
(13) 0 = 1,[d, « dyt] — 1,4, - d,t].
Da ferner t nach der Voraussetzung eine Involution ist, so ist nach

Formel (8) des 15. Abschnitts
(14) [dl - dyt] = [de - dyt].
Die Gleichung (13) liBt sich daher auch in der Form schreiben:
(t, — 1)[dp - dit] = O,
oder wegen (11) in der Form
(15) |d, - dt] = 0.
Diese Gleichung aber sagt aus, daB die beiden Doppelpunkte d; und d,
der Projektivitit p ein Paar der Involution t bilden. Man hat also

den Satz:

Satz 199: Die Doppelpunkte einer von der bloBen Deckung
verschiedenen Projektivitit in der Geraden bilden in jeder zu
ihr harmonischen Involution ein Paar.

Und da auch riickwirts aus der Gleichung (15) die Gleichung (12)
gefolgert werden kann, und zwar, was zu beachten ist, ganz unabhingig
davon, ob die Ungleichung (11) befriedigt wird oder nicht, so gilt auch
die Umkehrung:
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Satz 200: Jede Involution, in der die Doppelpunkte einer
Projektivitit ein Paar bilden, ist zu ihr harmonisch.

DaB es bei diesem Satze nicht wie bei dem Satze 199 nétig ist, den
Fall der Deckung auszunehmen, versteht sich nach Satz 106 von selbst;
denn mit Riicksicht auf-den Begriff harmonischer Projektivititen kann
man diesen Satz auch in der Form aussprechen:

Satz 201: Eine jede Involution ist zu der Identitdt (also auch
zu der Deckung) harmonisch, und umgekehrt ist jede Projek-
tivitit, die zu der Identitit (oder der Deckung) harmonisch ist,
eine Involution. Oder auch: Eine projektive Abbildung ist dann
und nur dann involutorisch, wenn sie zu der Deckung harmo-
nisch ist.

Ubrigens kann man jetzt den Inhalt der beiden Sitze 199 und 200
unter Ausscheidung des Falles der Deckung in dem folgenden einen Satze
zusammenfassen:

Satz 202: Eine von der Deckung verschiedene Projektivitit p
mit zwei getrennten reellen Doppelpunkten ist dann und nur
dann zu einer Involution ¢t harmonisch, wenn die Doppelpunkte
von p ein Paar von t bilden.

Ein spezielles Interesse bietet noch der Fall, wo nicht nur die Pro-
jektivitit p, sondern auch die zu ihr harmonische Involution zwei getrennte
reelle Doppelpunkte hat, wo also diese Involution hyperbolisch ist. Eine
solche Involution hat nach Satz 117 die Eigenschaft, daB ein jedes Paar
derselben durch ihre Doppelpunkte harmonisch getrennt wird; und umge-
kehrt bildet ein jedes Punktpaar, das zu den Doppelpunkten der Invo-
lution harmonisck liegt, ein Paar der Involution. Fiir den besonderen
Fall einer hyperbolischen Involution gestattet daher der Satz 202 die Fassung:

Satz 203: Eine Projektivitit, die von der Deckung ver-
schieden ist und zwei getrennte reelle Doppelpunkte hat, ist zu
einer hyperbolischen Involution dann und nur dann harmonisch,
wenn die Doppelpunkte der einem Abbildung durch die der
anderen harmonisch getrennt werden.

Und hieraus ergibt sich noch der spezielle Satz:

Satz 204: In zwei zueinander harmonischen hyperbolischen
Involutionen trennen sich die heiden Paare von Doppelele-
menten harmonisch.

Durch diese Sitze ist die Bezeichnung ,harmonische Projektivititen®
hinldnglich motiviert.

Bezichung zwischen den Ableitzahlen der Zdhler zweier gleichnamigen
harmonischen Projektivititen. Stellt man zwel harmonische Projektivititen
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p und g wie in den Gleichungen (1) durch zwei Briiche mit gleichen
Nemnern dar, setzt also wieder

0y Gy . b, b,
@ P T
so kann man die Definitionsgleichung der harmonischen Beziehung beider
Abbildungen, das heiBt die Gleichung

fiir die wir schon oben in (4) die folgende zweite Form entwickelt haben:
(4) [agby] = [, b,],

auch leicht durch eine Gleichung zwischen den Ableitzahlen ersetzen,
mittelst deren sich die Zihler der einen Projektivitit durch die der anderen
ausdriicken lassen. Ks seil etwa

(16) {b1 = g0y + Gl

by = o1ty F Cop0y;

eine solche Darstellung wird stets moglich sein, wenn, wie wir voraus-
setzen wollen,

(17) [a,a.] = 0,
die Projektivitit p also umkehrbar ist. Alsdann wird
[agh] = — ¢y [@,0,] und
{aibe) = tplai05];
die Gleichung (4) verwandelt sich also mit Riicksicht auf (17) in
(18) Gg = — 0y

Und da auch riickwérts aus der Gleichung (18) die Gleichung (4) und
die gleichwertige Gleichung (2) folgt, so hat man den Satz:

Satz 2056: Zwei projektive Abbildungen derselben Geraden,
von denen die eine umkehrbar ist, sind dann und nur dann har-
monisch, wenn nach Gleichnamigmachung ihrer Abbildungs-
briiche zwischen den Ableitzahlen c¢,, mittelst deren sich die
Zihler der anderen aus denen der ersteren ableiten lassen, die
Beziehung herrscht

G2 = — G-
Oder anders ausgedriickt:

Macht man die Briiche fiir zwei harmonische Projektivi-
titen p und g, von denen die erstere umkehrbar ist, gleich-
namig und driickt iberdies die Zihler der zweiten durch die der
ersteren aus, so nehmen die Projektivititen die Form an:

a,, Q. €, @, Cig gy Co, — €, @
(19) “1 = 1 uynd § = 11% + 138 %29 Loy @&y n%
N €15 € €1y e
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Dabei wird iibrigens, wie ausdriicklich bemerkt werden mag, im all-

gemeinen .
Gy =k € sEIL

Umgekehrt: Besitzen die Abbildungsbriiche zweier Projektivi-
titen derselben Geraden die Form (19), so sind die Projektivi-
titen harmonisch.

Durch besondere Wahl der gemeinsamen Nennerpunkte e, und ¢, kann
man es noch stets erreichen, dall der Koeffizient ¢;, verschwindet, daB

also die Briiche p und q die Form annehmen:

(20) p=y und gt

ja man kann dabei sogar noch einen von den beiden Nennern ¢, und e,
etwa den ersten Nenner e, ganz beliebig wihlen. In der Tat braucht
man, um dem Bruch ¢ die Form (20) zu verleihen, nur iiber den Nenner e,
der beiden Briiche in der Weise zu verfiigen, dafi

(21) 6 =a,),
das heiBt wegen (20),
(22) GI=ebp

wird, woraus, falls auch der Bruch ¢ umkehrbar ist, durch Auflésung
nach ¢, folgt, daB
1

(23) by = el”?

gemacht werden muB. Hat man in dieser Weise den Punkt ¢, bestimmt,
so wird, wie der Vergleich der Gleichungen (19) und (21) zeigt,

(24) ¢y =0,

und der Ausdruck fiir q aus (19) reduziert sich also wirklich auf die
Form (20). Dabei ist nach (23) der zweite Nenner ¢, derjenige Punkt,
den man erhilt, wenn man den ersten Nenner e, zuerst der Abbildung p
unterwirft und dann den transformierten Punkt e, § der zu q inversen Ab-

bildung % Man hat also den Satz:

Satz 206: Zwei umkehrbare harmonische Projektivititen p
und q lassen sich stets durch zwei Briiche von der Form
p = @y, az; — G20, 00
¢y 6 1s ¢

darstellen?).
Andererseits 148t sich die Forderung, der Koeffizient ¢,;, solle in der

1) Dabei gebrauchen wir das Zeichen = nach dem Vorbilde vou M&bius (Der
baryzentrische Calcul, Leipzig 1827, § 15, 6. Gesammelte Werke, Bd. I, Leipzig 1885,
Seite 88f) fiir zwei extensive Grofen, die ,bis auf einen Zahlfaktor einander gleich
sind* und lesen es ,zusammenfallend mit*,

2) Vgl. Segre, Journal fir die r. u. a. Mathematik, Bd. 100 (1887), S. 317f.
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Darstellung (19) des Bruches g verschwinden, im allgemeinen nicht mehr
erfiillen, wenn nicht wenigstens einer von den beiden Nennern der beiden
harmonischen Abbildungen frei verfiighar ist. Sollten dagegen beide
Nenner schon anderweitig festgelegt sein, so schlieft die Forderung des
Verschwindens von ¢;; bereits eine weitere Spezialisierung der zu § har-
monischen Abbildung q ein.

Ist zum Beispiel p eine von der Deckung verschiedene umkehrbare
Projektivitit mit zwel getrennt liegenden reellen Doppelpunkten d, und d,

und ist dieselbe in ihrer Normalform, das heiBt in der Form
r,d, t,d

@) b= e
gegeben, wo die beiden Hauptzahlen t; und r, von Null verschieden und
auBerdem
(26) T+ T
ist, und will man die Nenner d, und d, auch fiir die zu p harmonische
Projektivitit 4 festhalten, so wird nach (19)

e bd et dy, Gy dy — 1, d
(27) g = 111d el oy by > LA

11 2

Verlangt man jetzt noch das Verschwinden von ¢, so reduziert sich der
Bruch q auf die Form i .

CraTody, Gyt
(28) g = 1,241_(11%‘21*,1_&:_
Dieser Bruch aber ist der Ausdruck fiir eine Involution; denn durch den-
selben werden die Puukte d; und d, einander wechselseitig zugewiesen.
Die Forderung (24) bedingt also in dem Falle, wo die Doppelpunkte der
einen von den beiden harmonischen Projektivititen zu gemeinsamen
Nennern der beiden Abbildungen gewihlt sind, involutorischen Charakter
der anderen.

Entartende harmonische Projektivititen. Man konnte geneigt sein, die
bei dem Satze 197 eingefiihrte Beschriinkung auf Projektivititen, von
denen wenigstens eine umkehrbar ist, fiir entbehrlich zu halten. Um
jeden Zweifel an der Notwendigkeit dieser Beschrinkung auszuschlieBen,
behandeln wir gesondert die Beziehungen, die sich ergeben, wenn von den
beiden harmonischen Projektivititen die eine oder auch beide entartende
Projektivititen sind.

Ist zuerst die Abbildung p eine (einfach) entartende Projektivitiit,
q dagegen umkehrbar, das beiBt eine nicht entartende Projektivitit, so
stelle man die Abbildung p nach Gleichung (40) des 13. Abschnitts in
der Form ‘

a5, 0

(29) P, a, + 0,
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dar, in der a, den Hauptpunkt und ¢ den Nullpunkt der Projektivitit p
bedeutet; dann wird das kombinatorische Produkt:

_ [e,@- p1q] _ [ep-ag]—[e,q-ab]
ol ="rar =7 s

oder da wegen (29)

ap=0 und ep=a, Iist
(30) el = 5o

Die Bedingungsgleichung fiir die harmonische Lage beider Projektivititen,
das heiBt die Gleichung

(31) [pe] =0,
nimmt daher die Form an:
(32) [ay - ag] 0.

Da aber nach der Voraussetzung die Projektivitit q umkehrbar sein soll,
80 gibt es in der zu transformierenden Punktreihe keinen Punkt, dessen
Bild hingichtlich der Projektivitit q verschwindet; insbesondere ist daher auch

(33) aq =+ 0.
Die Gleichung (32) kann also nicht anders bestehen, als wenn
(34) aq=ga, ist, wo g=+0 ist,

und andererseits wird sie in diesem Falle auch stets erfiilit.

Die Gleichung (34) aber zeigt, daB die Projektivitit q den Null-
punkt a der Projektivitit p in deren Hauptpunkt a, tiberfihrt. Man hat
daher den Satz:

Satz 207: Eine entartende Projektivitit p ist zu einer um-
kehrbaren Projektivitit q dann und nur dann harmonisch, wenn
diese deren Nullpunkt in deren Hauptpunkt iiberfiihrt?).

Sind andererseits die beiden harmonischen Projektivititen $ und g
(einfach) entartende Projektivititen, und bezeichnet man ihre Hauptpunkte
mit a, und b,, ihre Nullpunkte mit @ und b, so lassen sich die beiden

Projektivititen durch die Briiche darstellen
(35) p':g;l':%) qz'z:’:’"%y a,+0, b +0,
wo e, ein genz beliebiger Punkt der zu transformierenden Punktreibe ist,
der nur von den beiden Nullpunkten ¢ und b der Projektivititen p und
q riumlich verschieden sein muB.

Das kombinatorische Produkt der beiden Projektivititen wird dann

genau wie oben dargestellt durch die Gleichung (30), und die Bedingung

1) In der auf S. 277 und 282 zitierten Arbeit von Segre, Journal fiir die reine
und angewandte Mathematik, Bd. 100 (1887), S. 318, ist der obige Satz ohne Be-
weis und nicht ganz exakt ausgesprochen.
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fiir die harmonische Lage der Projektivititen  und q lautet daher wieder

32) [a - ag] = 0.
Diese Gleichung aber liBt sich dieses Mal auf doppelte Weise be-
friedigen:
Erstens kann sie dadurch erfiilllt werden, daB das Produkt
(36) ag=20

ist; dann ist der Nullpunkt & von p zugleich der Nullpunkt von g, das
heiBt, die Nullpunkte beider Projektivititen fallen zusammen.

Zuweitens aber kann der Gleichung (32) auch dadurch geniigt werden,
daB wie oben auf Seite 284 die Gleichung besteht
(37) ag = ga,, g+0
Dann wird durch die entartende Projektivitit q dem Punkte @ der Haupt-
punkt @, von p zugewiesen. Da nun aber wegen (37) und (35)

aq =+ 0,
und b der Nullpunkt von q ist, so ist @ von b rédumlich verschieden. Die
entartende Projektivitit q fiihrt aber jeden von dem Nullpunkte b riumlich
verschiedenen Punkt in ihren Hauptpunkt b, tiber. Insbesondere wird
daher auch
(38) ag=b;
folglich féllt der Hauptpunkt a, von p mit dem Hauptpunkt b, von g
zusammen. Der zweite Fall der harmonischen Lage zweier entartenden
Projektivititen ist also dadurch charakterisiert, daB die Hauptpunkte beider
Projektivititen zusammenfallen.

Natiirlich wird die Gleichung (32) auch dann befriedigt, wenn sowohl
die Nullpunkte wie die Hauptpunkie der beiden entartenden Projektiviliten
p und q vereint liegen. In diesem Falle gestatten die beiden Projekti-
vititen p und ¢ die Darstellung

a,, 0 a,, 0
(39) = 'ef" w 1= %i—; )
unter g eine ZahlgroBe verstanden. Zwischen den beiden Projektivititen
p und g besteht daher die Beziehung
(40) q9=4a>»,
das heiBt, sie unterscheiden sich voneinander nur um einen Zahlfaktor.
Ferner wird jetzt wie im Fall 1

ag=20,

die Gleichung (32) somit wirklich erfillt. Ubrigens kann man in diesem
Falle auch direkt die urspriingliche Bedingungsgleichung

(31) [pe] =0
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fir die harmonische Lage zweier Projektivititen p und q aus der Be-

dingung

(1) [#7]=0

fiir das Entarten der Projektivitit p herleiten. Denn es wird wegen (40)
(42) [pa]l =[p-gp]=g[p*]=0.

FaBt man die gewonnenen Ergebnisse zusammen, so erhilt man den Satz:

Satz 208: Satz von Aschieri. Zwei einfach entartende Pro-
jektivititen einer Gteraden sind dann und nur dann zueinander
harmonisch, wenn entweder ihre Nullpunkte oder ihre Haupt-
punkte zusammenfallen, oder wenn beides gleichzeitig statt-
findet?).

Nun gingen wir auf Seite 283 von der Frage aus, ob die in dem
Satze 197 eingefilhrte Einschrinkung auf Projektivititen, von denen
wenigstens eine umkehrbar ist, nicht vielleicht entbehrlich sei. Dies wiirde
zutreffen, wenn in dem Falle harmonischer Lage zweier entartenden Pro-
jektivititen p und q stets eine Gleichung von der Form
(43) §—=p8
gelten sollte, wo 8 eine Involution ist. Dies ist aber nicht der Fall.

In dem Falle freilich, wo die Nullpunkte der beiden Projektivititen
zusammenfallen, besteht eine Gleichung von der Form (43). Sind su-

ndichst in diesem Falle die beiden Hauptpunkte rdumlich voneinander ver-
schieden, so lassen die beiden entartenden Projektivititen die Darstellung zu

s 0 bl,()

e, a’ e, a’

wo a, von b; riumlich verschieden ist. Man nehme alsdann eine Invo-
Iution 8 zu Hiilfe, in der die beiden Hauptpunkte @, und b, der beiden
entartenden Projektivititen p und ¢ ein Paar bilden, setze also etwa

o =
dann wird
3 , 00, a, b,0
(46) ps = lbna 0,0 o

e, @ ag, b €, a

womit das Bestehen einer Gleichung von der Form (43) bewiesen ist.

Aber auch in dem Falle, wo gleichzeitig die Nullpunkte und Haupt-
punkte beider Projektivititen zusammenfallen, 158t sich eine Involution 8
angeben, durch welche die Gleichung (43) befriedigt wird. In der Tat,
ist wieder wie in (39)

1) Vgl. die oben auf Seite 146 zitierte Arbeit von Aschieri, Rendiconti del
R. Istituto Lombatrdo, Serie II, Vol. XXII (1889). § 5. Nr. 7.
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(47) p="n

so wird

_ e, 0 a, 0a, —b_ a, 0ga,—gb
(48) l‘_gp_gel,a—gel,aa,, b e, a a b’

wo b ein von a, riumlich verschiedener, sonst aber ganz beliebiger Punkt

ist. Hier stellt der Bruch
ga,, —gb
a, b

nach Satz 103 eine Involution dar. Setzt man also
ga, — gb .

(49) Ta, b 5,
so wird wirklich, wie gefordert,
(43) q=ps.
Dagegen besteht, wie man sogleich sieht, eine Gleichung von der Form (43)
nicht mehr fiir zwel einfach entartende Projektivititen, deren Hauptpunkte
zusammenfallen, wihrend ihre Nullpunkte réumlich voneinander ver-
schieden sind. In der Tat, sind

a,,0 , 0
(50) p=yy wmd q=52, a4 40, 640
die beiden zueinander harmonischen einfach entartenden Projektivititen
mit riumlich verschiedenen Nullpunkten ¢ und b und den voneinander
nur um einen Zahlfaktor g abweichenden Hauptpunkten ¢, und ga,, so
kann man zwar leicht eine Involution 8 angeben, fiir welche die Gleichung

(51) q=8p
besteht, aber es gibt keine Involution 8, die der Gleichung (43) ent-
spricht.

Um eine Involution 8 zu finden, welche die Gleichung (b1) befriedigt,
verfiige man {iber die Massen der beiden Nullpunkte ¢ und & in der

Weise, daB

(62) e=a-+b
wird. Alsdann ist die Involution

gb, ga _ gla+-b),ga _ ge, ga
(63) § = @, b a-+b, b e:, b

die gewiinschte Involution; denn es wird das Produkt

(54) gp =880 @0 94,9 o

e, b e, a e, b
Die Gleichung (51) wird also in der Tat durch die Involution (53) be-
friedigt.
Tudes ist es offenbar unmoglich, eine Involution 8 zu finden, fiir die
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zwischen den Projektivititen (50) eine Gleichung von der Form (43) be-
steht, fiir die also
a, 0 _ 84a, 0

(55) 4 0 g

&, @ &, b

wire, weil durch Multiplikation der Projektivitit %’—% mit einer ganz be-
1

liebigen Involution doch immer nur wieder eine Projektivitit entstehen
kann, die dem Punkte ¢ die ZahlgréBe O zuweist. Nun soll aber der
Gleichung (55) zufolge die durch die Multiplikation mit 8 hervorgehende
Projektivitit zugleich dem von a rdumlich verschiedenen Punkte b die
ZahlgroBe O zuordnen. Dann wiirde dieselbe aber iiberhaupt jedem Punkte
die ZahlgréBe O zuweisen und konnte daher nicht den Punkt e, in den
von Null verschiedenen Punkt ga, iberfiihren.

Damit ist bewiesen, daB die in dem Satze 197 enthaltene Einschrin-
kung auf Projektivititen, von denen wenigstens eine umkehrbar ist, wirk-
lich erforderlich war. Zugleich aber geht aus unseren Betrachtungen
hervor, daB man dem Satze 197 den folgenden, speziell fiir entartende
Projektivititen geltenden Satz an die Seite stellen kann:

Satz 209: Zwei einfach entartende Projektivititen p und g
sind dann und nur dann harmonisch, wenn sich eine Involution
8 finden liBt fiir die

entweder P8 =4q
oder 8p=1q Iist.

Abschnitt 22.
Das Gebiet aller Projektivititen in einer Geraden.

Die vier Brucheinheiten, aus denen alle Projektivitiiten einer Geraden
ableitbar sind. Um einen Uberblick iiber alle in einer Geraden vor-
kommenden Projektivititen zu gewinnen, gehen wir aus von den folgenden
vier einfach entartenden Projektivititen:

e, 0 _ 6 0 0, e 0, e

1 e, = =, B [ :,
( ) 11 e, 6’ 12 € 6 21 e, &7 22 e,

die wir als die vier ,Brucheinheiten fiir die Projektivititen der
Geraden ¢ 6% bezeichnen wollen'), und von denen speziell die Projekti-
vititen e,, und e, nach Satz 136 zwei parabolische Involutionen dar-

stellen.
Nach dem Begriff des extensiven Bruches geniigen die vier Bruch-

1) Vgl. H. GraBmann, Die Ausdehnungslehre. Berlin, 1862. Nr. 381. (Ge-
sammelte mathematische und physikalische Werke, Bd. 1, Teil 2. Leipzig, 1896.)
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einheiten den Gleichungen

(2)

die man auch in den Gleichungen zusammenfassen kann
‘er er‘\‘ = e#

3) lee,, =0, t+7r.
Ferner lauten die Gleichungen, welche die Brucheinheiten als entartende
Projektivititen charakterisieren,
1€ 0 = [ef,] = (] = [e3,] = [e3:].
Die analytische Bedeutung der Brucheinheiten und damit zugleich den
Grund fiir die Wahl ihres Namens findet man, wenn man den Satz beweist:
Satz 210: Jede Projektivitit in einer Geraden 1ift sich als
Vielfachensumme von vier Brucheinheiten dieser Geraden dar-
stellen, und zwar nur auf eine Weise und mittelst reeller Ableit-
zahlen.
Es sei

) po ot

€15 €

(€18 =€, €y =26, €8y =0, ¢e,=0,

l32‘11=0; ety =0, 66 =e¢, €8, =¢),

eine beliebige Projektivitit in der Geraden e ¢, und wie gewGhnlich

(@ = 0116 T+ Q156

lay = ay e, + a6y,

so liBt sich die Projektivitit p durch die folgende Vielfachensumme der
Brucheinheiten e, ausdriicken:

] P =058 o 81365 + QgyCy -+ Oy 8y,

Multipliziert man ndmlich mit dieser Vielfachensumme die Nennerpunkte
¢, und e, des Bruches p, so erhdlt man gerade seine Zidhler 4, und a,.
In der Tat wird wegen (3)

(8) (€O 81y + QuaCyp + Gay Oy + Qpatap) = Oy, + Ay = ay

) Lo (B €1y + gy + Qg + Ugg€35) — Oy + Uy = 0.

Damit aber ist die Richtigkeit der Gleichung (7) bewiesen.

Dafl die Ableitzahlen der Vielfachensumme (7) auch reell sind, folgt
daraus, dafl sie mit den Ableitzahlen der Zihler des Bruches p iiberein-
stimmen, die wir auf Seite 113f. als reell vorausgesetzt haben.

Um endlich auch die in dem Satze 210 behauptete Eindeutigkeit der
Darstellung einer Projektivitit als lineare homogene Funktion der vier
Brucheinheiten zu beweisen, zeige man zunéchst, daB das Verschwinden
einer linearen homogenen Funktion der vier Brucheinheiten das Verschwinden
ihrer simtlichen Zahlkoeftizienten nach sich zieht.

GraBmann, Projektive Geometrie d. Ebene. I. 19

(6)
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Angenommen niimlich, es bestinde zwischen den vier Brucheinheiten
eine lineare homogene Gleichung von der Form

* 0=y + Cialys + Cyy85 + Caply,
in der die ¢, reelle ZahlgroBen sind, so multipliziere man mit dieser
Gleichung die beiden Punkte e, und ¢, und erhilt so mit Riicksicht auf
(3) die Gleichungen
0=rcye, + e,
0=ty + typ6y,
aus denen wegen der riumlichen Verschiedenheit der Punkte ¢, und e,
folgt, daB
Oy = g =0y = G =0

ist, daB also eine Gleichung von der Form (*) das Verschwinden ihrer
simtlichen Zahlkoeffizienten nach sich zieht; die vier Brucheinheiten
sind somit nach Seite 256 linear unabhingig voneinander, und man hat
den Satz: ,

Satz 211: Das Verschwinden einer linearen homogenen Funk-
tion der vier Brucheinheiten zieht das Verschwinden ihrer simt-
lichen Zahlkoeffizienten nach sich. Oder anders ausgedriickt:
Die vier Brucheinheiten fiir die Projektivititen einer (Geraden
sind linear unabhéngig voneinander.

Gibe es jetzt fiir eine Projektivitit p zwei Darstellungen als Viel-
fachensummen der Brucheinheiten:
() P =050 + 3¢, + 058 + 050 und

p=Dby ey + 06y + byey + bypeyy,

so wiirde durch Subtraktion dieser beiden Gleichungen die lineare homo-
gene Gleichung zwischen den vier Brucheinheiten folgen

0= (ay; — byy)ey + (a1, — B1g) €40 + (ay — By )€y + (agp — bag)ess.
Diese aber zieht nach Satz 211 das Verschwinden ihrer sdmtlichen Zahl-
koeffizienten nach sich, das heiBt, wir erhalten die Gleichungen

Oy =0y, Gp =101, 05 =Dy, @, =04,

welche zeigen, daB die beiden Darstellungen (**) der Projektivitit p mit-
einander identisch sind. Damit ist der Satz 210 vollstindig bewiesen.

Die Moglichkeit, alle Projektivititen einer Geraden aus vier linear
unabhiéngigen Projektivititen dieser Geraden, niamlich aus vier Bruchein-
heiten derselben numerisch abzuleiten, berechtigt uns dazu, die Gesamtheit
aller Projektivititen einer Geraden als ein ,Gebiet vierter Stufe“ zu
betrachten, in demselben Sinn, wie man die Gesamtheit der Punkte des
Raumes als ein Gebiet vierter Stufe ansehen kann, insofern sich ein
jeder Punkt als Vielfachensumme von vier nicht in einer Ebene liegenden
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Punkten darstellen 148t (vgl. Seite 38). Wie es aber nur oo® wesentlich, (das
heiBt nicht nur ihrer Masse nach,) verschiedene Punkte des Raumes gibt,
so gibt es auch in einer Geraden nur oo® wesentlich verschiedene, (das
heiBt, nicht nur um einen Zahlfaktor voneinander abweichende,) Projek-
tivitdten.

Da ferner die Bedingungen dafiir, daB eine Projektivitit p zu einer
andern Projektivitit q ihrer Geraden harmonisch ist, nimlich die Gleichung

[pa]=0
in bezug auf p homogen und vom ersten Grade ist, so kann man eine
Projektivitit p der Bedingung unterwerfen, sie solle zu drei linear unab-
hingigen Projektivititen q,, q;, q; harmonisch sein. Denn diese Forde-
rung liefert wegen (7) fiir die vier Ableitzahlen a;, a,,, as, a3 von p
die drei linearen homogenen Zahlgleichungen

0y [ 8] + 0al020:] + g€ 0] + a55[e508,] = O

C) lau [€1192) + a12[€1505] + gy (€31 05] + Gop[Cs58s] = O
0y [0105] + s [€1505] + 0z [0 05] + a50[e5505] =0,
in denen die zwolf Koeffizienten [e;;q,], - als bekannte ZahlgroBen an-

zusehen sind. Und da, wie man sich leicht iiberzeugt, wegen der linearen
Unabhiingigkeit der Projektivititen g,, q,, q; nicht alle vier Determinanten
des Matrix jener zwdlf Koeffizienten gleichzeitig verschwinden kénnen, so
bestimmen die drei Gleichungen (9) die vier Ableitzahlen von p bis auf
einen Proportionalititsfaktor eindeutig. Man hat also den Satz:

Satz 212: Betrachtet man zwei Projektivititen einer Geraden,
die sich voneinander nur um einen Zahlfaktor unterscheiden, als
nicht wesentlich voneinander verschieden, so gibt es in einer
Geraden nur eine aber auch stets eine Projektivitit, die zu dreil
voneinander linear unabhiingigen Projektivititen dieser Ge-
raden harmonisch ist.

Da ferner nach Satz 201 jede Projektivitit, die zur Identitit har-
monisch ist, eine Involution darstellt, so erhélt man fiir die Involutionen
den Sondersatz:

Satz 213: Betrachtet man zwei Involutionen einer Geradeun,
die sich voneinander nur um einen Zahlfaktor unterscheiden,
als nicht wesentlich voneinander verschieden, so giht es in
einer Geraden nur eine aber auch stets eine Involution, die zu
zwel voneinander linear unabhéngigen Involutionen dieser Ge-
raden harmonisch ist.

Ersetouny der vier Brucheinheiten durch vier zuetnander harmonische

Grundabbildungen. Anstatt der vier Brucheinheiten e, e,, ¢, ¢, kann
19%
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man ibrigens als Grundabbildungen noch vorteilhafter vier solche Projek-
tivititen einfithren, die sdmtlich zueinander harmonisch sind. Dies trifft
fiir die vier Brucheinheiten nicht zu; denn es ist zum Beispiel
el -t t,] [_@511 eyl ] —[eg 8y - € 8]
[911822]- 7 [eg €] - 2[e, €] - 1
oder wegen (3)

— 4[91‘ €] — 1
2 [el e!] 2 ’
also von Null verschieden.

Um aber ein System von vier zueinander harmonischen Projektivititen
aufzufinden, empfiehlt es sich zunidchst, als erste Grundabbildung die
Identitit

0

e, e e 0, e
10 ] = 112 = + AN S e + ¢
( ) e, € e, €, e, € 11 22

zu verwenden, weil man aus Satz 201 weiB, daB zu ihr die simtlichen
Involutionen der Geraden e e, harmonisch sind.

Man hat dann nur noeb drei zueinander harmonische Involutionen
auszuwihlen, unter denen man dann i{brigens eine noch ganz willkiirlich
annehmen kann. Wir benutzen etwa diejenige hyperbolische Involution
h,, welche die Punkte ¢, und ¢, zu Doppelpunkten hat, und die nach
Gleichung (23) des 16. Abschnitts die Darstellung gestattet:

e, —é e,0 0, e
11) by == — =y — 0y
€y & €46 €146

Als zweite Involution muf jetzt eine zu dieser Involution harmoni-
sche Involution gewshlt werden. Diese Eigenschaft besitzt nach Satz 202
eine jede Involution, welche die Doppelpunkte ¢, und e¢; von §; zu Punkten
eines Paares hat, also insbesondere auch die hyperbolische Involution (vgl.

Gleichung (37) des 15. Abschnitts):

€y, € ey, 0 0, ¢
12 a0 0%a e
(12) b2 €1 6 €118 C14 6 12 i

Diese besitzt die Doppelpunkte ¢, + e, und ¢, — &,.

Die dritte Involution endlich, die nunmehr sowohl zu §, wie zu B,
harmonisch sein muB, ist jetzt durch diese Forderung nach Satz 213 bis
auf einen Zahlfaktor eindeutig bestimmt und ist, wie man sofort sieht
(vgl. Gleichung (88) des 15. Abschnitts), die elliptische Involution

€y, — € e, 0 0, e
(13) e B = AL T b, — By
6y 6 €, € €1y 6

Denn sie ist ebenso wie die Involution ¥, zu §, harmonisch, da auch bei
ihr wieder die Doppelpunkte von §j, ein Paar bilden; sie ist aber auch
zu §, harmonisch, da das kombinatorische Produkt

(B 2] = [(e) + €;) (e10 — €)]
oder nach Gleichung (21) des 13. Abschnitts
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—[e3] — [e] oder wegen (4)
=0 ist,

Es sind somit die vier Projektivititen 1,9,,8,, ¢ simtlich unter-
einander harmonisch, das heiBt, sie geniigen den sechs Gleichungen:
{[191]=[192]=[1¢] =0

(Bz¢] = [eb,] = [B,b:] = 0.

Andererseits erhdlt man fiir die Potenzwerte der vier Abbildungen, das
heiBt fiir die vier Briiche, die sich ergeben, wenn man immer das kom-
binatorische Produkt der Zghler durch das kombinatorische Produkt der
Nenner der zugehdrigen vier Abbildungsbriiche dividiert, die Werte

(15) [17=1, (B1——1, [Bl——1, [-1.
Endlich iiberzeugt man sich leicht, daB die vier neuen Abbildungen ebenso

wie die vier Brucheinheiten linear unabhingig voneinander sind. Denn
angenommen, es bestinde zwischen ihnen eine lineare homogene Gleichung

0=c+ b + by + cge,

so multipliziere man dieselbe der Reihe nach kombinatorisch mit den
Abbildungen 1, §,, §,, e und erhalt so wegen (14) und (15) die Gleichungen

t=0, =0, =0, ¢g=0,

(14)

womit die lineare Unabhiingigkeit der vier zueinander harmonischen Ab-
bildungen 1, §,, §,, ¢ bewiesen ist.

Dadurch wird es bedingt, daB auch diese vier Abbildungen, ebenso
wie die vier Brucheinheiten als Grundabbildungen dienen konnen. In
der Tat sieht man sofort, daB sich jede Projektivitit p der Geraden e e,
als Vielfachensumme der vier Abbildungen 1,3,,08,, ¢ ausdricken laBt.
Man erhilt diese Darstellung aus der Gleichung (7), indem man fiir die
. vier Brucheinheiten e, ¢,5, €,,, ¢, die durch Auflésung der Gleichungen
(10) bis (13) fiir diese Abbildungen resultierenden Ausdriicke

[ c11=1+b‘ ¢ =£';ziwe

P " 12 PA

(16> 1-[]x _Dz_e

l°22= o 2 b Ty

substituiert und nach den GroBen 1,8, B,, ¢ ordnet, wodurch sich fiir p
eine Darstellung von der Form
17) p=a+ab +ab,+age
ergeben wird, in der die Ableitzahlen a,a, a,, a; ebenso wie oben die
a,: reelle ZahlgroBen sind.
Man kann die gewonnenen Ergebnisse in dem Satze zusammenfassen:
Satz 214: Jede Projektivitit in einer Geraden ¢e, ist aus der
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Identitit dieser Geraden

— bt
. . €5 €
und den drei Involutionen
[)=el’_e= [Jz?ﬂel =270
! &, &’ 2 €y 6y’ ¢y &

mittelst reeller ZahlgroBen linear ableitbar, 1a8t sich also unter
der Form darstellen:

(17) p=a+ab + ab + ase

wo die Ableitzahlen a,aq;, a,, a, reell sind. Die vier bei dieser
Summendarstellung der Projektivitit p benutzten ,Grund-
abbildungen® 1,9, Y, ¢ sind simtlich untereinander harmonisch
und linear unabhingig voneinander.

Andererseits beweist man leicht den Satz:

Satz 215: Eine jede Vielfachensumme der drei ,Grund-

involutionen*
b 6y — 6 h _ 6, & _ €y —¢
N Rk =4 — %4
! €. & 2 ey’ €1r 6

einer Geraden ¢¢,, das heit jede Summe von der Form

00 + ah; + oe,
ist selbst eine Involution, und umgekehrt 148t sich jede Invo-
lution jener Geraden als lineare homogene Funktion dieser
drei Grundinvolutionen darstellen.
In der Tat folgt aus den drei ersten Gleichungen (14) ohne weiteres,
daB jede Vielfachensumme der drei Grundinvolutionen §,,Y,, ¢, das heiBt
jede Abbildung

(18) b=0a,0 + a0 + as¢,
der Gleichung
(19) [18] =0

Geniige leistet. Diese Gleichung aber ist nach Satz 201 eine notwendige
und hinreichende Bedingung dafiir, daB die Abbildung b eine Invo-
lution ist.

Andererseits aber ist jede Projektivitit v, die der Gleichung (19) ge-
niigt, das heiBt also nach Satz 201 jede Involution der Geraden e, e;, unter
der Form (18) darstellbar. Denn zunichst laBt sich nach Satz 214 die
Involution ® sicher, wie iiberhaupt jede Projektivitit der Geraden e, ¢,
durch eine Summe von der Form

b=a+ab +abh + ase

ausdriicken. Aus dieser Gleichung aber folgt durch kombinatorische
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Multiplikation mit der identischen Abbildung 1 dieser Geraden unter Be-
riicksichtigung der drei ersten Gleichungen (14) die Gleichung
[1v] =a[l?]
oder wegen (19) und (15)
0=a.
Folglich besitzt der Ableitausdruck fiir die Involution v wirklich die
Form (18).

Nachtriglich wird man in der Gleichung (18) den Buchstaben b
besser durch den fiir eine Involution bisher meist gebrauchten Buchstaben
8 ersetzen, die Gleichung (18) also in der Form schreiben:

(20) 8=a,h + a,h, + ase,
wo 8 eine beliebige Involution auf dem Triger der drei Grundinvolutionen
bedeutet.

Aus dem Satze 215 ergibt sich iibrigens noch der Zusatz:

Satz 216: Zusatz zu Satz 215: Jede Vielfachensumme von In-
volutionen einer Geraden ist wieder eine Involution dieser
Geraden.

Da sich nimlich nach Satz 215 Teil 2, jede Involution der be-
trachteten Geraden als lineare homogene Funktion der drei Grund-
involutionen dieser Geraden darstellen 1Bt so gilt dasselbe auch fiir jede
Vielfachensumme von Involutionen dieser Geraden.

Nach Satz 215, Teil 1, ist also jene Vielfachensumme von Involutionen
selbst eine Involution.

Man kann noch hinzufiigen (vgl. Seite 290f.): Nach den Sitzen 215
und 216 bildet die Gesamtheit aller Involutionen einer Geraden ein , Ge-
biet dritter Stufe“; aber es gibt in einer Geraden nur oo® wesentlich
verschiedene, (das heiBt nicht nur um einen Zahlfaktor voneinander ab-

weichende,) Involutionen.

Die Stéphanossche Abbildung der Projektivititen einer Geraden auf
die Punkte des Raumes. Auf Grund der Darstellung (17) fiir eine be-
liebige Projektivitit der Geraden e e, liBt sich die Bedingnng fiir die
harmonische Beziehung zweier Projektivititen p und q, das heiBt die
Gleichung
@) [pa] =0,
durch eine Gleichung zwischen den Ableitzahlen der beiden Abbildungen
ersetzen. In der Tat, lauten die Ableitausdriicke der beiden harmonischen
Projektivititen p und q
(22) {p=a+all)1+a2[;2+a3e

q="0+00, + b8, + bye,
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so wird wegen (14) und (15) ihr kombinatorisches Produkt

(23) [pe] =ab —a;b, — a6, + 0,055

die Bedingung (21) fir ihre harmonische Beziehung nimmt also die
Form an

(24) ab—ab, —ayb, + a;b, = 0.

Andererseits wird der Potenzwert [p?] der Projektivitit p

(25) [#*] = @® — af — ai + a;

und die Bedingungsgleichung

(26) b =0

fiir das Entarten der Projektivitét p ergibt daher zwischen den Ableit-
zahlen von p die Relation

27 a* — a2 —ai 4 aj=0.

Die Gleichung (17) und die aus ihr gezogenen Folgerungen fithren
sodann zu einer iibersichtlichen von Stéphanos herriihrenden Veranschau-
lichung siamtlicher Projektivititen einer Geraden?).

Bildet man npidmlich die Projektivititen p einer gegebenen Geraden
als Punkte im Raum ab, indem man als Bilder der vier Grundverwandt-
schaften 1,9,,H,, ¢ die vier Ecken eines beliebigen Tetraeders verwendet
und die durch die Gleichung (17) ausgedriickte Projektivitit p durch den-
jenigen Punkt des Raumes darstellt, der die vier Ableitzahlen a, q,, a,, 0,
der Projektivitit p in bezug auf jenes Tetraeder als Fundamentaltetraeder
und einen beliebigen Punkt als Einheitspunkt zu Tetraederkoordinaten
hat, so wird die Gesamtheit aller Projektivititen der betrachteten Geraden
durch die sémtlichen Punkte des Raumes veranschaulicht. Nun ist aber
in dem angegebenen Koordinatensystem die Gleichung (27) die Gleichung
einer geradlinigen Fliche zweiter Ordnung, von der das Fundamental-
tetraeder ein Polartetraeder bildet.

Den entartenden Projektivititen entsprechen also die Punkte dieser
geradlinigen Fliche zweiter Ordnung. Andererseits werden je zwei har-
monische Projektivititen p und g zufolge der Gleichung (24) durch zwei
Punkte des Raumes abgebildet, die einander hinsichtlich der Fliche zweiter
Ordnung (27) konjugiert sind.

Die oo? Involutionen unter den oo® Projektivititen einer Geraden
(vgl. Seite 295 und 291) werden nach der Gleichung (20) durch die
Punkte derjenigen Ebene dargestellt, die durch die Bilder der drei Grund-
involutionen §,, §,, ¢ bestimmt wird, speziell die harmonischen Involutionen
durch diejenigen Punktpaare dieser Ebene, die hinsichtlich der gerad-

1) Vgl. Stéphanos, Math. Ann. Bd. 22. (1883). S. 299ff.
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linigen Flidche zweiter Ordnung, oder was auf dasselbe hinauskommt, hin-
sichtlich des Kegelschnitts konjugiert sind, den jene Ebene aus dieser
Fliche zweiter Ordnung ausschneidet.

Bei dieser Veranschaulichung der Projektivititen einer Geraden
werden ferner allgemein die Bilder eines Biischels [p 4 mq und eines
Biindels Ip 4 mq 4+ nr von Projektivititen beziehlich durch die Punkte
einer Geraden und einer Ebene dargestellt. Denn setzt man wie oben

p=a+ah + b + oy
q="5+Db8 +5bh + be und
=+ 0§ + b + oe,
so wird
{p + mg = (fa+ mb) 4+ (la, + mb)h, + - -
Ip+mq+ nr=(la + mb + nc) + (Lo, + mb; + ney)h, + -

Die Punkte, welche die Projektivitiiten des Biischels {p 4 mg reprisen-
tieren, besitzen also die Koordinaten fa 4+ mb, la, + mb,,.. und liegen
somit auf der Verbindungsgeraden der Punkte a, a,, a,, 0, und b, b,, b,, b,.
Diese Punkte sind riumlich voneinander verschieden, weil sonst die Pro-
jektivititen $ und q nicht linear unabhingig voneinander sein kénnten
(vgl. Seite 256).

Ebenso besitzen die Punkte, welche die Projektivititen des Biindels
{p +mg+nr darstellen, die Koordinaten la+ mb-+nc, la, +mb, +nc,,..
und gehdren also der Ebene an, die durch die drei Punkte a, a,, a,, a,
b, b, by, by, ¢, ¢, €y, ¢ hindurchgeht. Diese drei Punkte aber bestimmen
wirklich eindeutig eine Ebene, fallen also nicht in eine gerade Linie oder
gar in einen und denselben Punkt, weil sonst zwischen den drei Projekti-
vitiiten p,q,t eine oder sogar zwei Zahlbeziehungen herrschen wiirden.
Man hat daher den Satz:

Satz 217: Bei der Stéphanosschen Abbildung der Projektivi-
titen einer (Gteraden auf die Punkte des Raumes werden die Ver-
wandtschaften eines Biischels von Projektivititen durch die
Punkte einer Geraden, diejenigen eines Biindels durch die
Punkte einer Ebene dargestellt.

Besondere Wahl der Stéphanosschen Bilder der drei Grumdinvo-
lutionen. Wiinscht man, daf bei dieser riumlichen Abbildung der Pro-
jektivititen einer Geraden die Ebene der Involutionen eine ausgezeichnete
Stellung einnehme, so kann man die drei Grundinvolutionen §,, §,, ¢ durch
drei unendlich ferne Punkte oder, was dasselbe ist, durch drei Strecken
wiedergeben, wodurch dann die Ebene der Involutionen zur unendlich
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fernen Ebene und der Punkt 1, als Pol dieser Ebene, zum Mittelpunkt
der geradlinigen Fliche zweiter Ordnung wird.

Bildet man insbesondere die Identitit 1 durch einen einfachen Punkt
und die drei Grundinvolutionen §,, §,, ¢ durch drei zueinander senkrechte
Strecken von der Linge 1 ab, so werden die vier Ableitzahlen a,q,,q4,0a4
der Projektivitit p die Hesseschen homogenen Koordinaten des Bild-
punktes von p in bezug auf das durch jenen einfachen Punkt als An-

fangspunkt und diese drei Strecken bestimmte rechtwinklige Achsenkreuz?),

. . itp. @ Qg @ L .
und die drei Verhiltnisse o —a’ 'y o werden die jenen vier homogenen

Koordinaten zugehorigen rechtwinkligen Koordinaten 1,7y, 3, das heiBt,
es wird

(28) %1=£,9as=t)’ %‘—“"8;
ferner nimmt die Gleichung (27) die Form an
(29) 1 =14+ p?— 32

Diese Gleichung aber stellt ein einschaliges gleichseitiges Umdrehungshyper-
boloid dar, das den Koordinatenanfangspunkt zum Mittelpunkt, die Koordi-
natenachse mit der Richtung e zur Drehachse und die Lingeneinheit zum
Radius des Kehlkreises hat. Man hat also den Sataz:

Satz 218: Bildet man von den Projektivititen einer Geraden
die Identitit 1 durch einen im Endlichen gelegenen einfachen
Punkt und die drei Grundinvolutionen §,,%,, ¢ durch drei zu-
einander senkrechte Strecken von der Linge 1 ab, eine be-
liebige Projektivitit

p=a+al; +ab, + age
aber durch denjenigen Punkt, dessen rechtwinklige Koordi-

. . . a a a
naten die Verhidltnisse ", T:" 5

sind, wobei das Achsenkreuz durch jenen einfachen Punkt als
Anfangspunkt und diese drei Strecken bestimmt wird, so er-
fiillen die Bildpunkte aller entartenden Projektivititen der be-
trachteten Geraden ein einschaliges gleichseitiges Umdrehungs-
hyperboloid, welches das Bild der Identitdt 1 zum Mittelpunkte
hat, wihrend die Bildstrecke der elliptischen Involution ¢ die
Richtung der Drehachse angibt und die Lingeneinheit den Radius
des Kehlkreises bildet. Ferner werden je zwei zueinander

der vier Ableitzahlen von p

1) Vgl. Hesse, Vorlesungen iiber analytische Geometrie des Raumes, inshesondere
iiber Oberflichen zweiter Ordnung. Erste Auflage, Leipzig, 1861 ; dritte Auflage her-
ausgegeben von Gundelfinger, 1876, S. 67. Ferner: Heffter und Kohler, Lehr-
buch der analytischen Geometrie, Bd. 1, Leipzig und Berlin, 1905, 8. 201.
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harmonische Projektivititen durch zwei Punkte wiedergegeben,
die einander hinsichtlich jenes Hyperboloids konjugiert sind.

Da andererseits eine stetige Lageninderung des Bildpunktes der
Projektivitit p eine stetige Anderung des kombinatorischen Quadrates [p?]
nach sich zieht, und dieses kombinatorische Quadrat fiir den Mittelpunkt
des Hyperboloids positiv ist, ndmlich den Wert 1 hat, und fiir die Punkte
des Hyperboloids und nur fiir diese verschwindet, so mufl das kombi-
natorische Quadrat [p?] fir alle Punkte des Raumes, die durch das
Hyperboloid von seinem Mittelpunkte getrennt sind, oder wie wir sagen
wollen, fiir alle Punkte auBlerhalb des Hyperboloids negativ, fiir alle Punkte
innerhalb desselben positiv sein.

Und da ferner einem positiven kombinatorischen Quadrat eine gleich-
liufige, einem negativen eine gegenliufige Projektivitit entspricht, so hat
man den Satz:

Satz 219: Allen Punkten innerhalb des Stéphanosschen
Hyperboloids entsprechen gleichlidufige, allen Punkten auBer-
halb gegenlidufige Projektivititen.

Aus den Sitzen 183 und 217 folgt dann weiter mit Riicksicht auf
Satz 218 der neue Satz:

Satz 220: Die Bilder zweier Projektivititen, die ihre Doppel-
punkte miteinander gemein haben, liegen mit dem Mittelpunkte
des Stéphanosschen Hyperboloids in einer Geraden, mégen nun
jene Doppelpunkte getrennt reell, zusammenfallend reell oder
konjugiert komplex sein.

Und umgekehrt gilt der Satz:

Satz 221: Zweil Projektivititen, deren Bilder aufeinem Durch-
messer des Stéphanosschen Hyperboloids liegen, haben ihre
Doppelpunkte miteinander gemein.

Nunmehr findet man auch leicht die Bedeutung der geradlinigen Er-
zeugenden des Stéphanosschen Hyperboloids. Gibt man nimlich der
Gleichung (27), die man als die homogen geschriebene Gleichung dieses
Hyperboloids auffassen kann, die Form

(30) (az + a) (@y — a5) = (@ + 0,) (6 — q,),

in der dann wieder die homogenen Koordinaten a, a,, a,, a; zu den recht-

winkligen Koordinaten g, y,3 in den Beziehungen (28) stehen, und ersetzt

die Gleichungen (30) durch die beiden simultanen linearen Gleichungen
o6 +a;=g(+a)

31
@1 @~ = a0,
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so stellen diese beiden Gleichungen zusammengenommen bei veriinder-
lichem g die eine Schar geradliniger Erzeugender des Hyperboloids (30)
dar, bei festgehaltenem g aber eine bestimmte Erzeugende dieser Schar,
wir wollen sie als die Erzeugende mit dem Parameter g bezeichnen.

Lost man die beiden Gleichungen (31) nach a, und a; auf und setzt
die Werte dieser GriBen in den allgemeinen Ausdruck (17) fiir eine be-
liebige Projektivitit p ein, so erhilt man eine Darstellung derjenigen ent-
artenden Projektivititen p’, die den Punkten der Erzeugenden mit dem
Parameter g entsprechen. Man findet so fiir diese entartenden Projektivi-
titen p’ den Ausdruck

(32) p—afi+5(s+y)h+5(s— )¢
+o bty (8= )b+ (s+ )

oder

(33) p =aq +a;,

wo zur Abkiirzung
"= 145 (s+ )t +5(s— )
v = b+ g(s— )b+, (st )

gesetzt ist. Nach Satz 215 ist dann von den beiden Hiilfsprojektivititen
q° und t’ die Abbildung r’ eine Involution. Nun stellte seiner Ent-
stehung zufolge der Ausdruck (32) oder (33) fiir jeden Wert der Ab-
leitzahlen a und a, eine entartende Projektivitiit p’ dar, deren Bild in der
Stéphanosschen Veranschaulichung auf der Erzeugenden mit dem Para-
meter g gelegen ist. Insbesondere gehoren dieser Erzeugenden also auch
die Bilder der beiden Hiilfsprojektivititen q" und t’ an, da sie ja aus p”
durch Spezialisierung der Ableitzahlen a und a, hervorgehen.

(34)

Um die Bruchdarstellungen dieser Projektivititen q” und r’ und damit
auch die von p’ zu ermitteln, setzen wir in den Gleichungen (34) fiir die
Grundprojektivititen 1, §,, §,, ¢ ihre Werte aus den Gleichungen (10) bis (13)
ein und erhalten

, e + ;(g'f" ;) e + ; (g_'é’)ezv e+ ; (9+;’) é ”’%(ﬂ'—%)()l
0 — - ! A

, e + ;(9_;>62+’;(9+"z)927 —32+;<Q‘_ ;)61_%'(9"‘;)31
reo %) T s 7

woraus durch Reduktion folgt:
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1
e+ 86, (& +ge)
9 = L ,

) €

®) 1
e+ 86, — (e, +ge)
g TS TR TR
€5 bs
Diese Form der beiden Projektivititsbriiche gibt zunichst eine Bestitigung
dafiir, daB die beiden Projektivitiiten q' und r' zwei entartende Projektivi-
titen sind, aber sie zeigt zugleich, daB diese Projektivititen denselben
Houptpunkt e, + ge, besitzen.
Man kann ferner auch leicht die Nullpunkle der beiden entartenden
Projektivititen angeben; denn die Briiche (35) gestatten auch die Dar-
stellung

by 6 —ge
lt’ — e‘ivggl’,,w\,o;‘A

€ e+ ge,
Bei der entartenden Projektivitit v’ fillt also der Nullpunkt mit dem
Hauptpunkt zusammen, woraus sich nach Satz 136 von neuem folgern lafit,
daB ¢’ eine (parabolische) Involution ist.

Aus den Gleichungen (36) ergibt sich dann endlich auch der Null-
punkt der entartenden Projektivitit p’, die einem beliebigen Punkte der
Geraden mit dem Parameter g zugehdrt. Man erhilt

v ’ ’ (a4 a,)(e +ges), 0
GO = = T e —sa F e
woraus man entnimmt, daB die simtlichen entartenden Projektivititen p’,
die den Punkten einer und derselben Erzeugenden der ersten Geraden-
schar (31) des Stéphanosschen Hyperboloids entsprechen, ikren Haupi-
punkt miteinander gemein haben, sich also nur durch ihre Nullpunkte von-
einander unterscheiden.

Umgekehrt zeigt man leicht, daB den Punkten einer jeden Erzeugen-
den der zweiten Geradenschar des Hyperboloids Projektivititen p” zuge-
héren, die ihren Nullpunkt miteinander gemein haben, sich also nur durch
ihre Hauptpunkte voneinander unterscheiden.

Um die Gleichungen dieser zweiten Schar von Krzeugenden des
Stéphanosschen Hyperboloids zu erhalten, ersetze man die Gleichung
(30) des Hyperboloids durch die beiden simultanen Gleichungen

la2+a3=f(a—al\
o — = ¢ (8 + )3

dann sind diese Gleichungen zusammengenommen bei verinderlichem f die
Gleichungen der zweiten Geradenschar des Hyperboloids, bei festgehaltenem

lq'=§;+9321 0
(36)

(38)
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f aber die Gleichungen einer bestimmten Erzeugenden dieser Schar, die
wir als die Erzeugende mit dem Parameter [ bezeichnen wollen.

Lost man jetzt wieder die Gleichungen (38) nach a, und a; auf und setzt
die Werte dieser Groflen in den allgemeinen Ausdruck (17) fiir eine be-
liebige Projektivitit ein, so erhilt man fiir eine entartende Projektivitit
p”, die einem Punkte der Erzeugenden mit dem Parameter f entspricht,
die Darstellung

& prme 1 (e e - D)
+ 0 {Ih - %(f - ;‘)[}2 "’; (f + ;)9 }

oder

(40) p’=ag” + o1

wo zur Abkiirzung

o e =
r” =I)1“%(f - ;‘)bz - %(f + %)e

gesetzt ist. Nach Satz 215 ist dann auch hier wieder von den beiden
Hiilfsprojektivititen 4” und r” die zweite Abbildung r” eine Involution.

Fiir die drei entartenden Projektivititen q”,t” und p” findet man
dann durch eine dem Obigen ganz entsprechende Rechnung die Bruch-
darstellungen

(41)

l 9 e e, — te,’
11 1 2
(42) l ” e — feg, 0
= — und
€, e, — e,
v (a4a)e +tHa—a)e,, 0
(43> ‘p = 1) € ( ) * € ——-fe, )

Dieselben zeigen in der Tat, daB die séimtlichen entartenden Projektivi-
titen p”, die den Punkten einer Erzeugenden der zweiten Schar (38) des
Stéphanosschen Hyperboloids entsprechen, ihren Nullpunkt miteinander
gemein haben und sich also nur durch ihre Hauptpunkte voneinander
unterscheiden. Man hat daher den Satz:

Satz 222: Die entartenden Projektivititen, die den Punkten
einer geradlinigen Erzeugenden des Stéphanosschen Hyper-
boloids entsprechen, haben bei der einen Schar von Erzeugen-
den alle denselben Hauptpunkt, aber verschiedene Nullpunkte,
bei der anderen Schar alle denselben Nullpunkt, aber ver-
schiedene Hauptpunkte.

Will man die beiden durch die Gleichungen (31) und (38) ausge-
driickten Geradenscharen gemeinschaftlicher Hauptpunkte und gemein-
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schaftlicher Nullpunkte kurz geometrisch charakterisieren, so geniigt es,
die Gleichungen (34) und (41), die je einen Punkt und eine Strecke einer
beliebigen Geraden der ersten und der zweiten Schar darstellen, fiir einen
speziellen Wert der Parameter g und f zu deuten, etwa fiir g="Ff=1.
Fiir diesen besonderen Wert des Parameters verwandeln sich aber die

Gleichungen (34) in

(9= 1+

(44) Db
und die Gleichungen (41) in

& [q” = 1+%,

(45) Py

Diese beiden (leichungspaare (44) und (45) gehoren dann denjenigen beiden Er-
zeugenden des Hyperboloids zu, die durch den Punkt q’ = q” = 1 4 §, hin-
durchgehen. Dieselben besitzen die Richtungen der Strecken t'=1§, +¢
und t” = §; — ¢; und zwar ist

die Gerade mit der Richtung
t'=},+ ¢ den Gleichungen
(44) rzufolge eine Gerade
der Schar gemeinschaftlicher
Hauptpunkte und die Gerade
mit der Richtung " =10, —e¢
nach den Gleichungen (45)
eine Gerade der Schar gemein-
schaftlicher Nullpunkte (vgl.
die Figur 123; bei ihr ist be-
hufs Entlastung der Haupt-
figur die Konstruktion der
beiden Strecken t’ und t”,
welche die Richtungen der
beiden oben genannten Erzeu- Fig 123.

genden angeben, in einer Nebenfigur ausgefiihrt).

Die Stéphanossche Abbildung der Involutionen einer Geraden auf die
Punkte einer Ebene. Will man sich auf die geometrische Veranschau-
lichung der Involutionen allein beschrinken, so setze man in den Gleichungen
(22) bis (25) a = b = 0 und bezeichne die dadurch aus den Projektivititen
p und g hervorgehenden Involutionen mit 8 und t. Dann verwandeln sich
diese Gleichungen in

(46) 8 =0, + a,h, + age
(47) t="59, + b, + bye
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(48) [8t] = —a,b, —a,b, + a,b,
(49) |8%) = — a —a? + al.

Die Bedingung fiir die harmonische Lage der beiden Involutionen $ und t
lautet also

(50) a, b, + a0, — a0, = 0.

Andererseits geniigen die Ableitzahlen a,, a,, a, einer jeden parabolischen
Involution 8 der Gleichung

(81) af +ai —a;=0.

Bildet man daher die Involutionen 8 einer Geraden als Punkte einer Ebene

ab, indem man als Bilder der drei Grundinvolutionen §,, §,, ¢ die drei

Ecken eines beliebigen Dreiecks verwendet und die durch die Gleichung (46)

ausgedriickte Involution 8 durch denjenigen Punkt der Ebene dieses Drei-

ecks darstellt, der die Ableitzahlen a,, a,, a; der Involution 8 in bezug

auf jenes Dreieck als Fundamentaldreieck und einen beliebigen Punkt als

Einheitspunkt zu Dreieckskoordinaten hat, so wird die Gesamtheit aller

Involutionen der betrachteten Geraden

durch die simtlichen Punkte dieser Ebene

veranschaulicht. Nun ist aber in dem

angegebenen Koordinatensystem die (Hlei-

chung (51) die Gleichung einer reellen

nicht zerfallenden Kurve zweiter Ord-

nung, von der jenes Dreieck ein Polar-

[st]=0 dreieck bildet, (vgl. Figur 124); und zwar

liegen die beiden ersten Hcken dieses

Dreiecks, das heiBt die Bilder der hyper-

bolischen Involutionen §, und §,, auBer-

halb der Kurve, der Bildpunkt der ellip-

tischen Involution e innerhalb derselben™).

Den parabolischen Involutionen ent-

sprechen dann die Punkte dieser Kurve

zweiter Ordnung. Andererseits werden

je zwel harmonische Involutionen 8 und

t zufolge der Gleichung (50) durch zwei Punkte abgebildet, die einander

hinsichtlich der Kurve zweiter Ordnung (51) konjugiert sind. Man hat
daher den Satz:

Satz 223: Bildet man die drei Grundinvolutiomen §,, §,, ¢
einer Geraden durch drei ein Dreieck bildende Punkte von be-

Fig. 124.

1) Der hier benutzte Satz wird im zweiten Band bewiesen werden.
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liebiger Masse ab, eine beliebige Involution
8=0a,h + ab, + ae

jener Geraden aber durch denjenigen Punkt der Ebene dieses
Dreiecks, dessen Dreieckskoordinaten in bezug auf jenes Dreieck
als Fundamentaldreieck und einen beliebigen Punkt als Einheits-
punkt die drei Ableitzahlen a,, a,, a; von 8 sind, so erfiillen die
Bildpunkte aller parabolischen Involutionen der betrachteten
Geraden eine nicht zerfallende reelle Kurve zweiter Ordnung,
welche die Bildpunkte der drei Grundinvolutionen zu Ecken
eines Polardreiecks hat, und zwar liegen die Bildpunkte der
hyperbolischen Involutionen §, und §, auBerhalb der Kurve, der
Bildpunkt der elliptischen Involution ¢ innerhalb derselben.
Ferner sind die Punkte, welche die Bilder zweier harmonischen
Involutionen darstellen, einander hinsichtlich der Kurve zweiter
Ordnung konjugiert; die Bilder aller zu einer gegebenen Invo-
lution 8 harmonischen Involutionen t erfiilllen also die Polare
des Bildpunktes von 8 in bezug auf die Kurve zweiter Ordnung.

Man kann ferner noch hinzufiigen: Die quadratische Form [8?] hat

innerhalb der Kurve zweiter Ordnung
[8]=0

itberall dasselbe Vorzeichen wie das kombinatorische Quadrat [e?] und
auBlerhalb das entgegengesetzte Vorzeichen, ist also innerhalb der Kurve
positiv und auBerhalb derselben negativ, oder, was auf dasselbe hinaus-
kommt: Das Folgequadrat 82 von 8 ist innerhalb der Kurve zweiter Ord-
nung negativ, auBerhalb derselben positiv. Die Punkte innerhalb der
Kurve zweiter Ordnung sind also die Bilder elliptischer, die Punkte auBer-
halb die Bilder hyperbolischer Involutionen.

Da ferner die Polare eines Punktes innerhalb einer nicht zerfallenden
Kurve zweiter Ordnung ganz auflerhalb der Kurve liegt, so hat man
den Satz:

Satz 224: Eine jede Involution, die zu einer elliptischen In-
volution harmonisch liegt, ist hyperbolisch.

Will man fiir diesen Satz noch einen Beweis geben, der von den
Eigenschaften der Kurven zweiter Ordnung unabhingig ist, so kann man
das folgende Verfahren einschlagen:

Nach der Gleichung (38) des 15. Abschnitts liBt sich eine beliebige
elliptische Involution 8 durch einen Bruch von der Form

b, —a
(52) b=,

ausdriicken. Kine jede zu $ harmonische Involution t geniigt aber der

GraBmann, Projektive Geometrie d. Ebenc. I 20
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Gleichung
(53) [8t] =0,
die man auch in der Form schreiben kann:
0=1[ab-8t] =[as-bt] —[b8 - at]

oder wegen (52) in der Form:

(54) 0=1[b-bt]+ [a-at].
Und diese Gleichung wird sicher befriedigt durch die Involution:
b,
(55) =20t

denn fiir diese nimmt die Gleichung (54) die Form an:
0 = [ba] + [ab].
Die Gleichung (54) wird aber auch erfiillt durch die Involution:
(56) = s
denn fiir diese Involution erhélt jene Gleichung die Form:
0=1[b-(—0b)]+ [aa]

Die Gesamtheit aller Involutionen endlich, die zu einer elliptischen
Involution 8 harmonisch sind, l1aBt sich als Vielfachensumme von t, und t,,
das heiBt unter der Form darstellen:

(57) t= gltl + G 1y,

in der g, und g, zwei reelle ZahlgroBen sind, oder wegen (55) und (56)
unter der Form:

(58) = Qzﬁtﬁgg,&,,ﬂﬁb—,gzl’ .
Der Potenzwert dieser Involution aber wird

[+7] L&i‘i’%ﬁxi’:ﬂz D] _ 9%,[’391[5__1),]93&’1]’ das heiBt:

(59) [t) = — (gi + 82)-

Und da nach der Voraussetzung die ZahlgroBen g, und g, reell sind,
so ist er negativ und die Involution t daher wirklich hyperbolisch. Da-
mit aber ist der Satz 224 von neuem bewiesen.

Natiirlich kann man wieder durch passende Wahl der Bilder fiir die
drei Grundinvolutionen die Kurve zweiter Ordnung der parabolischen In-
volutionen spezialisieren. Insbesondere kann man an ihre Stelle einen
Kreis treten lassen. Man braucht dazu nur die elliptische Grund-
involution ¢ durch einen einfachen Punkt, die hyperbolischen Grund-
involutionen §, und §, durch zwel zueinander senkrechte Strecken von
der Liinge 1 abzubilden, so werden die drei Ableitzahlen a;, a,, a; der
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Involution 8 in (46) die Hesseschen homogenen Koordinaten des Bild-
punktes von § in bezug auf das durch jenen einfachen Punkt als An-
fangspunkt und diese beiden Strecken bestimmte rechtwinklige Achsenkreuz,

und die beiden Verhiltnisse 21' und 22 werden die jenen drei homogenen Koor-
3 3

dinaten a,, a,, 6, zugehdrigen rechtwinkligen Koordinaten y, y; ferner nimmt
die Gleichung (51) der Kurve der parabolischen Involutionen die Form an:
(60) Py =1,

das heiBt, sie verwandelt sich in die Gleichung eines Kreises mit dem
Radius 1 und dem Koordinatenanfangspunkt als Mittelpunkt.

Inverse Projektivititen und ihre Stéphanosschen Bilder. Einige weitere
wichtige Folgerungen kniipfen wir an den Satz 187, nach welchem sich
jede Projektivitit p als Summe aus einer reellen ZahlgréBe a und ihrer
Doppelpunktsinvolution 8, das heiBt als eine Summe von der Form:

(61) p=a + 8,
darstellen 1dBt, wobei wir der Einfachheit halber die bei Ableifung des
Satzes 187 mit g8 bezeichnete Doppelpunktsinvolution kurz durch den
Buchstaben 8 ausdriicken.
Erhebt man zunichst die Gleichung (61) ins kombinatorische Quadrat,
so erhilt man fiir den Potenzwert der Projektivitit p die Darstellung:
] = [(a + 8)7] = o®[1°] + [8°] + 2a[18],
und aus dieser ergibt sich nach Satz 97 und 106 die Gleichung
[(a + 8)"] = o® + [#]
oder wenn man fiir das kombinatorische Quadrat [8”] der Involution 8
das ihm nach Satz 115 entgegengesetzt gleiche Folgequadrat 8% einfiihrt:
[(a + 8)*] = o — 8%
und genau denselben Ausdruck bekommt man fiir den Potenzwert der
Projektivitit

(62) §=0a—8,
das heift, man erhilt die Formel:
(63 (@ + 87 =@ — 8] = —

und damit den Satz:

Satz 225: Bedeutet a eine reelle ZahlgroBe und 8 eine In-
volution, so lautet der Ausdruck fiir den Potenzwert der Pro-
jektivititen

p=a+8 und g=oa—8:
[(@+8)=[(a—8°7]=0a"—#,
unter $® das Folgequadrat der Involution 8 verstanden.
20%
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Diese Form des Potenzwertes wird zum Beispiel von Wichtigkeit,
wenn es sich darum handelt, zu einer Projektivitit

(61) p=a-+38
die inverse Projektivitit »;— zu bestimmen. Dazu bemerken wir zunichst:

Wie im 12. und 13. Abschnitt gezeigt ist, kann bei einer entartenden
Projektivitit von einer inversen Abbildung nicht die Rede sein. Bei der

Bildung der inversen Projektivitit L miissen wir also ausdriicklich voraus-

b
setzen, daB der Potenzwert der Projektivitit p, das heiBt nach Satz 225

die Differenz a? — 82,

(64) 0> — 820 sel
Setzen wir also noch
(65) 0t — 5 =g,

wo g eine von Null verschiedene reelle ZahlgriBe bedeutet, und ferner
wie oben

(62) 9=0a—38,
so wird das Folgeprodukt pgq:
pg=(a+8)(a—8)=0a®+ 8a—ab — 8
das heiBt wegen 8a = a8 und (65)
pg=a®—8*=g, also
g9

1=y oder wegen (62)
(66) % =a—8 oder

1 1
(67) F=E(a — 8),

wofiir man endlich bei Anwendung des Mdbiusschen Zeichens = (vgl.
Seite 282) unter Beriicksichtigung von (61) auch schreiben kann:

1 .
(68) TTs=0—"*%
Man hat also den Satz:

Satz 226: Stellt man eine umkehrbare Projektivitit p als

Summe einer reellen ZahlgréBe a und ihrer Doppelpunkts-
involution 8, das heiBt in der Form:

p=a-+38,
dar, so wird die zu p inverse Abbildung ; von einem reellen

Zahlfaktor abgesehen durch die entsprechende Differenz:
g=a—8
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ausgedriickt. Es wird ndmlich
1 1

i g(a— 8),

unter g der Potenzwert der Projektivitit p verstanden.

Aus diesem Satze folgt ohne weiteres, da man in der Stéphanos-
schen Veranschaulichung der Projektivititen einer Geraden aus dem Bild-
punkte einer beliebigen umkehrbaren Projektivitit das Bild der inversen
Projektivitiat erhdlt, indem man jenen Bildpunkt an dem Mittelpunkte des
Hyperboloids spiegelt.

Denn die Projektivititen

p= a3 =a(1+§) und

b yes9=40-)

werden durch die Punkte dargestellt, die sich ergeben, wenn man vom
Mittelpunkte 1 des Hyperboloids aus die nur dem Sinne nach voneinander

verschiedenen Strecken 2 und — i abtrigt.

Die Schritersche Konstruktion der Doppelpunkisinvolution einer Pro-
Jjektiwitdt. Die beiden Darstellungen

p—a+8 und . —='(@—8)

b g

fiir zwel zueinander inverse Projektivititen p und =

b
zwei solche Projektivititen dieselbe Doppelpunkisinvolution 8 besitzen, und
liefern zugleich eine wichtige Beziehung zweier zueinander inversen Pro-
jektivititen zu ihrer gemeinsamen Doppelpunktsinvolution.

Bestimmt man nédmlich zu einem beliebigen Punkt z der zu trans-

zeigen ferner, daB je

formierenden Punktreihe in den beiden inversen Projektivititen $ und ;

die entsprechenden Punkte xp und x; , so erhilt man fiir dieselben die

Darstellungen
zp =ax + z8

1 1
- — (azx — 8
vy = (0s —o9),

welche zeigen, daB die Punkte zp und z) , die einem beliebigen Punkt
durch die beiden inversen Projektivititen § und ; zugewiesen werden,
barmonisch liegen zu dem Ausgangspunkte # und seinem Bilde 28 in der

gemeinsamen Doppelpunktsinvolution 8 von § und —; - Darin liegt der Satz:
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1

p
besitzen dieselbe Doppelpunktsinvolution 8 und weisen einem

jeden Punkte x der zu transformierenden Punktreihe zwei Punkte

Satz 227: Je zweil zueinander inverse Projektivititen p und

zp und x% zu, die durch den Punkt » selbst und den ihm in

jener gemeinsamen Doppelpunktsinvolution 8 zugeordneten
Punkt 8 harmonisch getrennt werden.

Man kann diesen Satz benutzen, um von einer gegebenen Projek-
tivitit p ihre Doppelpunktsinvolution 8 zu konstruieren. Dazu braucht
man nur zu einem beliebigen Punkt z der zu transformierenden Punkt-

reihe die iIn den Projektivititen p und ; entsprechenden Punkte zj
und x% zu bestimmen und den zu z harmonisch zugeordneten Punkt z’

1
b
sprechend zu einem beliebigen zweiten Punkt y der betrachteten Punkt-

in bezug auf die beiden Punkte xp und z— zu ermitteln; und sodann ent-

reihe die Punkte yp, y% und den in bezug auf sie zu y harmonisch zu-

geordneten Punkt ¥’ zu konstruieren. Alsdann bilden die beiden Punkt-
paare z, 2’ und ¥y, y’ zwei Paare der gesuchten Doppelpunktsinvolution 8§
von p, wodurch diese nach Satz 138 eindeutig bestimmt ist. ‘

Diese Konstruktion der Doppelpunktsinvolution einer Projektivitiit
riihrt von Schréter her!).

Der Asymptotenkegel des Stéphanosschen Hyperboloids. Von Interesse
sind dann weiter die Biischel derjenigen Projektivititen, die durch irgend
zwel zueinander inverse Projektivititen bestimmt werden. Die Bilder
dieser Biischel von Projektivititen sind nach Satz 217 und Seite 309 ge-
radlinige Punktreihen, deren Triiger die Durchmesser des Hyperboloids

1) Vgl. H. Schréter, Untersuchung zusammenfallender reciproker Gebilde in
der Ebene und im Raume, Journal fiir die reine und angewandte Mathematik, Bd. 77
(1874), S. 120f. Siehe auch Steiner-Schroter, Die Theorie der Kegelschnitte ge-
stiitzt auf projective Eigenschaften Dritte Auflage, herausgegeben von R. Sturm,
Leipzig, 1898, S. 63f. Ferner M. Pasch, Beweis eines Satzes iiber projective Punkt-
reihen, Journal fiir die r. u. a. Mathematik, Bd. 91 (1881), S. 349ff. und H. Wiener,
Rein geometrische Theorie der Darstellung bindrer Formen durch Punktgruppen auf
der Geraden. Habilitationsschrift, Darmstadt, 1885, Nr. 30 und 37, sowie die Arbeit
desselben Verfassers: Uber die aus zwei Spiegelungen zusammengesetzten Verwandt-
schaften, Berichte der math.-phys. Klasse der Siichs. Gesellschaft der Wissenschaften
December 1891, Nr. 89 (S. 647). Weiter die bereits oben zitierte Abhandlung von
Segre, Journal fiir die r. u. a. Mathematik, Bd. 100 (1887), S. 321. Endlich F. London,
Uber einen Satz aus der Theorie der ebenen Kollineationen, Math. Ann., Bd. 57 (1903),
S. 222,
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sind. Da aber je zwei inverse Projektivititen dieselbe Doppelpunkts-
involution haben, so gehGren einem jeden Biischel, das durch zwei in-
verse Projektivititen bestimmt wird, simtliche Projektivititen an, deren
Doppelpunktsinvolution mit derjenigen jener beiden inversen Projektivi-
titen identisch ist (vgl. auch Satz 220).

Da ferner nach Satz 180 insbesondere einem Biischel mit gemein-
samer hyperbolischer Doppelpunktsinvolution, das heiBt einem Biischel
mit gemeinsamen getrennten reellen Doppelpunkten, stets zwei und nur
zwel entartende Projektivititen angeh6ren, ndmlich die beiden Projektivi-
titen, welche je einen von den beiden gemeinsamen Doppelpunkten des
Biischels zam Hauptpunkt, den anderen zum Nullpunkt haben, und diese
entartenden Projektivititen bei der Stéphanosschen Veranschaulichung
durch die Punkte dargestellt werden, in denen die Bildgerade des Biischels
das gleichseitige Hyperboloid schneidet, so kann man nach Herstellung
der Stéphanosschen Abbildung aller Projektivititen in der Geraden fiir
jede Projektivitit p die Doppelpunkte finden, indem man den Bildpunkt
von P in jener Abbildung mit dem Mittelpunkt des Hyperboloids verbindet,
Alsdann schneidet die Verbindungslinie das Hyperboloid in den Bildpunkten
derjenigen beiden entartenden Projektivititen, welche den einen Doppel-
punkt der Projektivitit p zum Hauptpunkt, den anderen zum Nullpunkt
haben und umgekehrt.

Ebenso wird einem Biischel von Projektivititen mit einer gemein-
samen parabolischen Doppelpunktsinvolution, das heiBt nach Seite 197 ff.
und Seite 260f einem Biischel von zentrischen Schiebungen, die den
Doppelpunkt jener parabolischen Doppelpunktsinvolution zum gemeinsamen
Zielpunkt haben, in der Stéphanosschen Abbildung eine Erzeugende des
Asymptotenkegels des Hyperboloids zugeordnet, und endlich entspricht
einem Biischel von Projektivititen mit einer gemeinsamen elliptischen
Doppelpunktsinvolution ein Durchmesser des Hyperboloids, der innerhalb
des Asymptotenkegels liegt.

Nimmt man zu diesen Ergebnissen noch den Inhalt des Satzes 219
hinzu, so erhélt man den folgenden Satz:

Satz 228: Bei der Stéphanosschen Veranschaulichung der
Projektivititen einer Geraden gehdren den Abbildungen eines
jeden Biischels von Projektivititen mit einer gemeinsamen
Doppelpunktsinvolution die Punkte eines Durchmessers des
Stéphanosschen Hyperboloids zu, und zwar liegt dieser Durch-
messer auBerhalb des Asymptotenkegels dieses Hyperboloids,
auf ihm oder innerhalb desselben, je nachdem jene Doppel-
punktsinvolution hyperbolisch, parabolisch oder elliptisch ist.
Bei einem Biischel von Projektivititen mit gemeinsamer hyper-
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bolischer Involution entsprechen dabei den Punkten des zu-
gehorigen Durchmessers, die innerhalb des Hyperboloids liegen,
die gleichliufigen Projektivititen des Biischels, den Punkten
auBerhalb des Hyperboloids dessen gegenldufige Projektivitdaten.

Die Projektivititen a + 8§ und a — Y, §* = a®>. Unsere Entwickelung
enthilt nun aber insofern noch eine Liicke, als die Beziehung zweier Pro-
jektivititen von der Form a + 8 und a — 8 nur fiir den Fall angegeben
ist, wo die Projektivitit a 4+ 8 und damit dann auch die Projektivitit
a — 8 umkehrbar ist. Ist diese Bedingung nicht erfiillt, ist vielmehr die
Projektivitit a + 8 eine einfach entartende Projektivitit, gentigt sie also
den Vergleichungen
(69) [(a+8)*=0 und
(70) a+8 =0,

8o bestehen die entsprechenden Vergleichungen auch fiir die Projektivitit
a — 8. Der Gleichung (63) zufolge zieht ndmlich die Gleichung (69) die
entsprechende Gleichung:

(11) (6 — 87 =0

fiir diese Projektivitdt nach sich. Es gilt aber fiir sie auch die der Un-
gleichung (70) entsprechende Ungleichung

(12) a—8=0;

denn das Verschwinden der Abbildung a — 8 wiirde nach Seite 293 das
Verschwinden von @ und 8 und damit auch das von a - & zur Folge
haben, was der Ungleichung (70) widerspricht. Die Vergleichungen (71)
und (72) zeigen nun aber, daB auch die Projektivitit a — 8 eine einfach
entartende Projektivitit ist. Zugleich wird wegen (69) und (63) das
Folgequadrat von 8:

(78) 8 = a’

Und da nach Satz 214 in dieser Gleichung a eine reelle Zahl ist, von
der wir noch voraussetzen wollen, daB sie nicht verschwindet, so zeigt
die Gleichung mit Riicksicht auf Satz 116, daB die Involution 8 hyper-
bolisch ist; sie moge deshalb bestimmter mit § bezeichnet werden. Die
Gleichungen (69), (71) und (73) nehmen dann die Form an:

(14) [(a + 5] = 0
(15) [(a — )] = 0
(16) B = o,

und in ihnen ist nach unserer letzten Voraussetzung

(17) a+0.



Abschn. 22, Gleich. (69) bis (77); Abschn. 23, Gleich. (1) und (2). Satz 228 bis 230. 313

Nun gibt es nach Satz 180 in einem Biischel von Projektivititen mit
zwel gemeinsamen getrennten reellen Doppelpunkten zwei und nur zwei
einfach entartende Projektivititen, und von diesen weist jede den séimt-
lichen Punkten der zu transformierenden Punktreihe einen von den ge-
meinsamen Doppelpunkten des Biischels zu. Da aber in der Identitit 1
tiberhaupt jeder Punkt als Doppelpunkt aufgefaBt werden kann, so sind
die Identitit 1 und die hyperbolische Involution § zwei Projektivititen
mit zwei gemeinsamen getrennten reellen Doppelpunkten, und da die
beiden einfach entartenden Projektivititen a4 % und a —§ dem durch diese
beiden Projektivititen bestimmten Biischel angehdren, so weisen sie jedem
Punkte der zu transformierenden Punktreihe den einen oder den anderen
Doppelpunkt der Involution § zu. Man hat also den Satz:

Satz 229: Ist a® das Folgequadrat einer hyperbolischen Iu-
volution § in einer Geraden, so werden die beiden einfach ent-
artenden Projektivititen, die je einen Doppelpunkt der Involu-
tion § zum Hauptpunkt, den anderen zum Nullpunkt haben,
dargestellt durch die Ausdriicke a +§ und a —}§.

Abschnitt 23.

Die Folgeprodukte von Involutionen und Projektivititen.
Vertauschbarkeit.

Beziehung zwischen den beiden Folgeprodukten ziweier harmonischen
Involutionen. Um zu weiteren Beziehungen zu gelangen, bemerken wir,
daB nach Satz 216 durch die Summe 8 +{ zweier Involutionen § und t
dergelben Geraden wieder eine Involution dieser Geraden dargestellt wird.
Nach Satz 115 besteht daher die Gleichung

(1) 8+ 1)"=—[(s +1)7].
Rechnet man in ihr die Quadrate aus und beriicksichtigt dabei, daB nach
Satz 94 die Faktoren des kombinatorischen Punktes [8t] ohne Zeichen-
wechsel vertauschbar sind, so nimmt die Gleichung die Form an
8% 4 8t 4 t8 + t* = — [87] — 2[8t] — [t*],
oder da wieder nach Satz 115 :
82 = —[87] und 1= —[t%]

ist, die Form
@) 8t + t8 = — 2[8t].
Diese Formel enthilt den Satz:

Satz 230: Bei zwei beliebigen Involutionen 8 und t derselben
Geraden ist die Summe ihrer beiden Folgeprodukte 8t und t8
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eine reelle Zahl, nimlich gleich dem negativ genommenen
doppelten kombinatorischen Produkte der beiden Involutionen.
Sind insbesondere die beiden Involutionen 8 und t harmonisch, ist also

C)) (8t] =0,
so verwandelt sich die Gleichung (2) in
4) 8t = — 18,

Und umgekehrt: Besteht zwischen zwei Involutionen § und t die Glei-
chung (4), so geniigen dieselben wegen (2) auch der Gleichung (3) und
sind somit zueinander harmonisch. Man hat also den Satz:

Satz 231: Satz von Peano!). Zwei Involutionen derselben
Geraden sind dann und nur dann zueinander harmonisch, wenn
ithre Folgeprodukte entgegengesetzt gleich sind.

Schreibt man die Gleichung (4) in der Form

(5) 8t —t(—8)
und vergleicht sie mit der Gleichung (53) in Satz 90, so liest man aus
ihr den Satz ab:

Satz 232: Von zwei harmonischen Involutionen wird jede
durch die andere mit verindertem Vorzeichen in sich iiber-

gefiihrt.

Ubergang eu swei vertauschbaren Involutionen. Der Satz 232 legt es
nahe, allgemein nach Involutionen derselben Geraden zu fragen, von denen
die eine durch die andere abgesehen von einem Zahlfaktor in sich iiberge-
fiihrt wird, welche also nach Satz 90 der Gleichung geniigen

8t —=1t.m3,
unter m eine ZahlgroBe verstanden, oder was dasselbe ist, der Gleichung
(6) 8t = mts.

Fithrt man den Wert (6) von 8t in die Gleichung (2) ein, so nimmt sie
die Form an

mts + t8 = — 2[8t] oder
) (m+ 1)ts = — 2[5t].
Diese Gleichung aber 1aBt sich in dem soeben behamdelten Falle, wo die
beiden Involutionen 8 und t zucinander harmonisch sind, wo also
3) [8t] =0

1) Peano benutzt die im Satz 231 angegebene Eigenschaft harmonischer Invo-
lutionen zur Definition solcher Abbildungen. Vgl. Peano, Calcolo geometrico se-
condo ’Ausdehnungslehre di H. GraBmann. Torino, 1888. Seite 159.
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ist, nicht nur dadurch befriedigen, da man

(8) m=—1
setzt, wodurch man wegen (6) auf die Gleichung
4) 8t — — t8

zuriickkommt, sondern die Gleichung (7) wird
zweitens auch erfilllt, und zwar fiir beliebiges m, sobald

C) t8 =0
ist; dann wird aber wegen (6) zugleich auch
(10) 8t =0;

das heift, es verschwinden die beiden Folgeprodukte 8t und t8 gleich-
zeitig. Darauns aber folgert man leicht, daB die beiden Involutionen 8 und
t parabolisch sind, wenigstens falls man den trivialen Fall der uneigent-
lichen Involution von der Betrachtung ausschlieBt.
In der Tat, multipliziert man die (leichung (10) zuerst vorn mit 8

und dann hinten mit t, so entstehen aus ihr die Gleichungen

82t =0 wund

812 =0,

Und da die GroBen 8° und #® als Folgequadrate von Involutionen nach
Satz 112 bloBle Zahlen und die Involutionen 8 und t als eigentliche Invo-
lutionen von Null verschieden sind, so lassen sich die beiden Gleichungen

auch in der Form schreiben
‘62 =0 und
(11) -0 ’

aus denen wiederum nach Satz 115 die Gleichungen folgen

((8*] =0 und

] =0,

die nach Seite 184 die beiden eigentlichen Involutionen $ und t als

parabolische Involutionen charakterisieren.
Um dieses Ergebnis in Worte zu fassen, bemerke man noch, daB die

Gleichungen (9) und (10) die Gleichung
(13) 8t =18
nach sich ziehen, welche zeigt, daBl die beiden Involutionen 8 und t ,ver-
tauschbar“ sind.

Wer nennen nimlich zwei Projektivititen derselben Geraden ,,vertausch -
bar®, wenn thr Folgeprodukt bei der Vertauschuny seiner Faktoren auch dem
Vorzeichen nach seinen Wert wicht dndert.

(12)
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Harmonische und vertauschbare Involutionen. Beachtet man ferner
noch, daB auch umgekehrt aus der Gleichung (13) und der nach dem
Satz von Peano (Satz 231) fiir je zwei harmonische Involutionen 8 und
t geltenden Gleichung

(14) 8t = — 18
die Gleichungen

(10) 8t=0 und
9 t8 =0

folgen, aus denen die Gleichungen (12) abgeleitet wurden, so hat man
den Satz:

Satz 233: Zwei eigentliche Involutionen, die zugleich har-
monisch und vertauschbar sind, sind parabolisch?).

Setzen wir jetzt zweitens voraus, es sei in der Gleichung (7)
(15) [8t] 40
das heiBt, die beiden Involutionen seien nicht harmonisch, so ist in der
Formel (7) sicher auch
(16) m+1<+0
(vgl. auch den Satz von Peano (Satz 231)), und da iiberdies das kombina-
torische Produkt [8t] zweier Involutionen $ und t eine bloBe Zahl ist,
die nach der Ungleichung (15) nicht verschwindet, so nimmt die Glei-
chung (7) bei der Division mit m 4+ 1 die Form an:

t8 =g,
wo ¢ eine von Null verschiedene ZahlgroBe ist. Multipliziert man diese
Gleichung vorn mit t, so vorwandelt sie sich in
128 = tg.

Und dividiert man noch mit g und beachtet, daB nach Satz 112 auch das
Folgequadrat ¥ der Involution t eine ZahlgroBe ist, so ergibt sich die
neue Gleichung
(17) t—18,
in der f wieder eine ZahlgroBe bedeutet. Aus der Gleichung (17) aber
folgen durch Vormultiplizieren und Nachmultiplizieren mit 8 die Glei-
chungen

8t — £8* und
ts — 18*

und demnach die weitere Gleichung

(18) 18 — 8t.

1) Die Beziehung zwischen beiden Involutionen wird noch vollstindiger an-
gegeben in Satz 238.
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Damit aber ist bewiesen: Wenn zwischen zwei nicht harmonischen Invo-
lutionen 8 und t eine Gleichung von der Form

gt=1.msa

besteht, in der m einen Zahlfaktor bedeutet, so ist dieser Zahlfaktor not-
wendig = + 1, und man hat also den Satz:

Satz 234: Wenn von zwei nicht harmonischen Involutionen
die eine durch die andere abgeseben von einem Zahlfaktor in
sich tibergefiihrt wird, soist dieser Zahlfaktor notwendig=+1,
das heiBt, die beiden Involutionen sind miteinander vertauschbar.

Mit Riicksicht auf die Sitze 232 und 233 kann man daher auch den
Satz aussprechen:

Satz 235: Wenn von zwei eigentlichen Involutionen die eine
durch die andere abgesehen von einem Zahlfaktor in sich iiber-
gefiithrt wird, und nicht beide Involutionen parabolisch sind,
so kann jener Zahlfaktor nur entweder =+ 1 oder = — 1 sein.

Will man den Fall zweier parabolischer Involutionen nicht aus-
schlieBen, so kann man dem Satze 235 auch die Fassung geben:

Satz 236: Wenn von zwei eigentlichen Involutionen die eine
durch die andere abgesehen von einem Zahlfaktor in sich iiber-
gefihrt wird, so sind dieselben entweder vertauschbar oder
harmonisch oder beides zugleich; in letzterem KFalle sind-die
beiden Involutionen parabolisch.

In dem Beweise des Satzes 234 ergab sich uns nebenbei fiir zwei
nicht harmonische vertauschbare Involutionen 8 und t die Beziehung

17 t—1ts,

welche zeigt, daB zwei solche Involutionen sich nur um einen Zahlfaktor
unterscheiden kdnnen.

Dieses Ergebnis ist aber noch einer Verallgemeinerung fihig. Das-
selbe gilt nimlich, wie man sich leicht iberzeugt, auch fiir zwei harmo-
wische vertauschbare Involutionen.

Nach Satz 233 sind zwei eigentliche Involutionen, die zugleich har-
monisch und vertauschbar sind, parabolische Involutionen. Zwei parabo-
lische Involutionen 8 und t lassen sich aber nach Satz 134 durch Briiche
von der Form darstellen:

a— 'a

Bze,, T e

(19) -
b, — D
2,
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wo
a=q,e + q,e
20 ( 16 2Cp
(20) {0 =b,e, + bye,

ist. Andererseits 14Bt sich nach der Gleichung (20) des 13. Abschnitts
die Gleichung (3), welche aussagt, daB die beiden Involutionen 8 und t

zueinander harmonisch sind, in der Form schreiben:

(21) [a,bs] — [ayb,] = 0,

unter @, und a,, b, und b, die Zihler der gleichnamig gedachten Briiche
8 und t verstanden. In dem vorliegenden Falle, wo

& =a a=—_"a,
b,
b =9, b2=“g;

ist, nimmt also die Bedingung der harmonischen Beziehung der beiden
Involutionen die Form an
by

(22) - (g; - %;) [ab] = O;

und diese Gleichung wird sowohl befriedigt; wenn

b 0,
(23) B=2,
wie wenn
(24) [ab] =0

ist. Diese beiden Gleichungen aber sind durchaus gleichbedeutend; denn
jede von ihnen sagt aus, daf die beiden Punkte @ und b sich vonein-
ander nur um einen Zahlfaktor unterscheiden, daB also

b=fa

ist, unter f ein Zahlfaktor verstanden. Und hieraus folgt dann wegen
(19) mit Riicksicht auf (23) die entsprechende Zahlbeziehung:

17 t —ts

zwischen den beiden harmonischen und zugleich vertauschbaren Involu-
tionen & und t.

Damit ist aber ganz allgemein bewiesen, daB zwischen zwei ver-
tauschbaren Involutionen eine Gleichung von der Form (17) besteht,
mogen nun die beiden Involutionen zugleich harmonisch sein oder nicht;
und da andererseits, wie auf Seite 316 bewiesen ist, die Gleichung (17)
die Vertauschbarkeit der beiden Involutionen 8 und t zur Folge hat, se
gilt der Satz:

Satz 237: Zwei Involutionen 8 und t sind dann und nur
dann (ohne Zeichenwechsel) vertauschbar, wenn sie sich von-
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einander nur um einen Zahlfaktor unterscheiden'). Oder anders
ausgedriickt:

Eine Involution t fiihrt eine Involution 8 dann und nur
dann auch dem Vorzeichen nach in sich iiber, wenn sie sich von
ihr nur um einen Zahlfaktor unterscheidet.

Dem Satze 233 kann man alsdann die vollstindigere Fassung geben:

Satz 238: Zwei eigentliche Involutionen, die zugleich har-
monisch und vertauschbar sind, sind parabolisch und kénnen
sich iiberdies nur um einen Zahlfaktor voneinander unter-
scheiden.

Um ferner zu einer Umkehrung dieses Satzes zu gelangen, frage man
nach der Beziehung zwischen zwei parabolischen Involutionen 8 und f,
die zueinander harmonisch sind. Man bezeichne wieder wie auf Seite 303
die Ableitzahlen, mittelst deren die beiden Involutionen 8 und { aus den
drei Grundinvolutionen §,, §, und e abgeleitet sind, mit a;, a, a; und b,,
b,, by; dann lauten die Bedingungsgleichungen dafiir, daf die Involu-
tionen 8 und t parabolisch sind, nach der Gleichung (51) des vorigen
Abschnitts
(25) a4+ a}~a und
(26) b2 + b2 — B2,
und die Bedingung der harmonischen Lage nach Gleichung (50) desselben

Abschnitts
(27) a, b, + a0, = a0,

Von diesen drei Gleichungen sagen die beiden ersten Gleichungen aus,
daB die Bildpunkte der beiden Involutionen 8 und t auf dem Kegelschnitt
der parabolischen Involutionen liegen, und die dritte Gleichung zeigt zu-
sammen mit der ersten, daB der Bildpunkt der Involution t auf der Tan-
gente gelegen ist, die man im Bildpunkte der Involution 8 an diesen
Kegelschnitt legen kann. Dies ist aber nicht anders moglich, als wenn
die beiden Bildpunkte der Involutionen 8 und t in einen Punkt zu-
sammenfallen, das heiBt, wenn sich die beiden Involutionen 8 und t vou-
einander nur um einen Zalilfaktor unterscheiden. Daraus aber folgt nach
Satz 237, daB sie auch miteinander vertauschbar sind. Man hat also
den Satz:

Satz 239: Umkehrung I von Satz 238. Zwei parabolische
Involutionen, die zugleich zueinander harmonisch sind, kdnnen

1) Der Satz gilt offenbar auch fiir den Fall, daf eine von den beiden Involu-
tionen oder auch beide uneigentliche Involutionen sind, was bei der Fassung des
Satzes bereits berticksichtigt ist.
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nur um einen Zahlfaktor voneinander verschieden sein und sind
also auch miteinander vertauschbar.

DaB andererseits zwel parabolische Involutionen, die sich von ein-
ander nur um einen Zahlfaktor unterscheiden, auch stets zueinander
harmonisch sind, leuchtet sofort ein. Denn sind 8 und t zwei solche
parabolische Involutionen, so bestehen die drei Gleichungen

(28) (81 =0,
(29) (1] =0 und
(30) t—ts,

wo wieder I einen Zahlfaktor bedeutet. Es wird also das kombinatorische
Produkt [8t], dessen Verschwinden fiir zwei harmonische Involutionen
charakteristisch ist,

(31) [8t]=1[8 18] =f[8°] =0

und man hat den Satz:

Satz 240: Umkehrung Il von Satz 238: Zwei parabolische
Involutionen, die sich voneinander nur um einen Zahlfaktor
unterscheiden, sind zueinander harmonisch.

Da ferner nach Satz 239 fiir zwei parabolische und zugleich harmo-
nische Involutionen 8 und t neben der Gleichung (4) (vgl. den Satz von
Peano (Satz 231)) zugleich die Gleichung (13) der Vertauschbarkeit be-

steht, so folgen fiir sie wie auf Seite 316 die Gleichungen:

§t =0 und
32 {
(32) t8 =0,

das heiBt, man erhdlt den Satz:

Satz 241: Die Folgeprodukte zweier harmonischen para-
bolischen Involutionen verschwinden.
Und von diesem Satz gilt auch die Umkehrung:

Satz 242: Umkehrung von Satz 241: Verschwindet ein Folge-
produkt zweier eigentlichen Involutionen, so sind dieselben
erstens parabolisch und sweitens zueinander harmonisch,
kénnen sich also (nach Satz 239) iiberdies voneinander nur um
einen Zahlfaktor unterscheiden.

Der erste Teil dieses Satzes ist schon oben im Beweise des Satzes
233 (vgl Seite 315) gelegentlich bewiesen, indem dort bereits aus der
Gleichung

(10) 8§t =0 die Gleichungen
87 =0 [(8%] =0
(11) { e, wd (19 [[tg] S
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gefolgert wurden. Da aber nach der Voraussetzung die Involutionen 8
und t eigentliche Abbildungen sind, so sind sie notwendig parabolische
Involutionen.

Den zweiten Teil des Satzes kann man leicht aus der Gleichung

®)) — 2[8t] =8t + t8
ableiten, die sich wegen (10) reduziert auf
(33) — 2[8t] = t8.

Multipliziert man aber diese Gleichung folgemiBig mit 8, so verwandelt
sie sich in

— 2[8t]8 = t8*
oder wegen (11) in

— 2[8t]8 = 0.
Aus dieser aber folgt, da 8 eine eigentliche Involution sein soll, daB
(34) [8t] =0

sein muBl, daB also die Involutionen 8 und t auch zueinander harmo-
nisch sind.

Man kann schlieflich noch die beiden Sitze 241 und 242 mit Riick-
sicht auf Satz 240 zu dem einen Satze zusammenfassen:

Satz 243: Ein Folgeprodukt zweier eigentlichen Involutionen
verschwindet dann und nur dann, wenn dieselben parabolisch
sind und sich iberdies voneinander nur um einen Zahlfaktor
unterscheiden.

Vertauschbare Projektivititen. Es moge jetzt weiter die Bedingung
fiir die Vertauschbarkeit zweier beliebigen Projektivititen p und q auf-
gesucht werden, also die Bedingung dafiir, daB die beiden Projektivitiiten
p und g der Gleichung

(35) pa=ap
Geniige leisten.

Wir stellen dazu die beiden Projektivititen als Summe einer reellen
ZahlgroBe und einer Involution dar, setzen somit

p=a+38
(36) {q=ﬁ+t,

wo a und b zwei reelle ZahlgroBen, 8 und t zwei Involutionen sind.
Dann verwandelt sich die Bedingungsgleichung (35) der Vertauschbar-
keit in

@+8)6+8) =6+ +9

GraBmann, Projektive Geometrie d. Ebene. L 21
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oder, wenn man ausmultipliziert, in
ab+ b8+ at 4+ 8t —ab 4 at b8 + 18
oder in
37) 8t = 8.
Aus dieser Gleichung aber folgt nach Satz 237, daB zwischen den beiden
Involutionen 8 und t die Beziehung herrscht:

(38) t=m3,
und es wird daher

p=a-38
39 [

(39) lqg =05+ ms,

das heiBt nach Satz 188, die Doppelpunktsinvolutionen der beiden Pro-
jektivititen p und q stimmen miteinander bis auf einen Zahlfaktor iiber-
ein. Da aber die Doppelpunktsinvolution einer Projektivitit ihrer Er-
klirung zufolge (vgl. Seite 263) iiberhaupt nur bis auf einen Zahlfaktor
bestimmt ist, so kann man auch sagen: die Doppelpunktsinvolutionen der
beiden Projektivititen p und ¢ sind miteinander identisch. Man hat also
den Satz:

Satz 244: Zweiter Satz von Stéphanos: Zwei Projektivititen
in einer Geraden sind dann und nur dann vertauschbar, wenn
ihre Doppelpunktsinvolutionen miteinander {ibereinstimmen?).

Mit Riicksicht auf die Satze 220 und 221 kann man noch hinzu-
fiigen:

Bei der Stéphanosschen Veranschaulichung der Projektivititen einer
Geraden liegen die Bilder zweier vertauschbaren Projektivititen auf einem
Durchmesser des Stéphanosschen Hyperboloids, und umgekehrt sind je
zwei Projektivititen in der Geraden vertauschbar, sobald ihre Stéphanos-
schen Bilder auf einem Durchmesser des Hyperboloids liegen.

Die Resultante zweier harmonischen Involutionen. Wendet man den
Satz 197 iber zwei harmonische Projektivititen speziell auf zwei har-
monische Involutionen § und t an, von denen wenigstens eine, etwa die
Involution 8, umkehrbar ist, so daB also die Ungleichung besteht

(40) (8] +0,
aus der mit Riicksicht auf Satz 115 noch folgt, daB auch
(41) 840

ist, so erhiilt- man zwischen den beiden Abbildungen 8 und t die Be-

1) Vgl. Stéphanos, Math. Ann, Bd. 22. (1883) Nr. 33 (8. 330).
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ziehung
(42) t =5,

in der auch b eine Involution bedeutet. Aus dieser Gleichung aber folgt,
wenn man sie vorn mit 8 multipliziert,

8t = 8%y,
oder wenn man
(43) g7 =1t
setzt, wo wegen (41) ¥ von Null verschieden ist,
(44) 8t = fu.

Bezeichnet man endlich noch das ffache der Involution v, welches ebenso
wie b selbst eine Involution darstellt, mit u, setzt also

(45) fo=u,

wo dann eben u wieder eine Involution ist, so verwandelt sich die Glei-
chung (44) in

(46) 8t —=u.

Da aber nach der Voraussetzung die Involutionen 8 und t harmonisch
sind, so kann man nach dem Satz von Peano (Satz 231) die Gleichung
(46) auch durch die Gleichung ersetzen

47 t8 = —u,

in der die rechte Seite — u wieder als Involution aufgefaBt werden kann.

Damit haben wir vorliufig das Ergebnis gefunden: Die Folge zweier
harmonischen Involutionen, von denen wenigstens eine umkehrbar ist, ist
selbst eine Involution.

Es liBt sich aber noch die Beschrinkung dieses Satzes beseitigen.
Nach Satz 241 ist namlich die Folge zweier harmonischen parabolischen
Involutionen die ZahlgréBe O oder, was dasselbe ist, die uneigentliche
Involution; und dasselbe gilt von der Folge zweier uneigentlichen Invo-
lutionen, oder einer parabolischen und der uneigentlichen Involution, die
ja sicher auch zueinander harmonisch sind. SchlieBt man daher die un-
eigentliche Involution mit ein, so hat man ganz allgemein den Satz:

Satz 245: Die Resultante (Folge) zweier harmonischen In-
volutionen ist selbst eine Involution.

Setzt man schlieBlich noch
(48) 87 =1f und =1,

so ergeben sich aus den beiden Gleichungen (46) und (47) durch Vor-
multiplizieren und Nachmultiplizieren mit 8 und t die Gleichungen
ft — 8u, [ =ut und

ft —=— us, [8 = — tu,
21*
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aus denen folgt, daB drittens
(49) u=—us und ut=— tu

ist. Nach dem Satze von Peano (Satz 231) sind also die beiden har-
monischen Involutionen 8 und t auch zu ihrer Resultante u harmonisch.
Damit ist zundchst wieder fiir den Fall, daB von den beiden harmo-
nischen Involutionen wenigstens eine umkehrbar ist, bewiesen, daB ihre
Folge eine zu den beiden Involutionen harmonische Involution ist. Das-
selbe gilt aber offenbar auch fiir den Fall, wo jene Bedingung nicht erfiillt
ist; denn sind die beiden harmonischen Involutionen parabolisch, so ver-
schwindet ihr Folgeprodukt nach Satz 241, und ebenso verschwindet auch
die Folge zweier uneigentlichen Involutionen oder die Folge einer para-
bolischen und der uneigentlichen Involution. Es ist also iiberhaupt die
Folge je zweier entartenden harmonischen Involutionen die ZahlgréBie O
oder, was auf dasselbe hinauskommt, die uneigentliche Involution; und
diese ist iiberhaupt zu jeder Projektivitit, also auch zu den beiden kom-
ponierenden Involutionen harmonisch. Man hat daher den Satz:

Satz 246: Die Resultante (Folge) zweier harmonischen In-
volutionen ist selbst zu ihren Komponenten harmoniseh.

Nunmehr kann man auch die Umkehrung des Satzes 245 beweisen,
welche lautet:

Satz 247: Umkehrung zu Satz 245: Ist die Folge zweier In-
volutionen wieder eine Involution, so sind die beiden Involu-
tionen zueinander harmonisch.

Beweis: Es seien also 8,1, u drei Involutionen, zwischen denen eine
Gleichung von der Form

(46) 8t—=u
besteht. Alsdann folgt durch Vormultiplizieren mit 8 die Gleichung
8%t = 8u.

Ist also 8% von Null verschieden, etwa wieder
(50) $#=£(40,

wo f eine ZahlgrioBe ist, so verwandelt sich die soeben gefundene Beziehung

zwischen 8,1 und u in
ft =8u oder in

u
(61) t = By -
Setzt man daher noch
(52) l’fl =,

wo b wieder eine Involution ist, so erhilt man zwischen 8 und t die
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Gleichung:
(53) t =81,

welche nach Satz 198 zeigt, dab die Involutionen 8 und t zueinander
harmonisch sind.

Damit ist unser Satz fiir den Fall bewiesen, daB die erste von den
beiden Involutionen, um deren Folgeprodukt es sich handelt, umkehrbar
ist. Aber der Satz gilt offenbar auch in dem Falle, wo dies nicht zutrifft.
Sind nimlich die beiden Involutionen $ und t parabolisch, und soll zu-
gleich ihr Folgeprodukt involutorisch sein, so miissen die beiden Invo-
lutionen, wie wir sogleich zeigen werden, ihren Doppelpunkt miteinander
gemein haben, sie konnen sich also nach Satz 137 nur um einen Zahl-
faktor voneinander unterscheiden.

In der Tat ist das Folgeprodukt zweier parabolischen Involutionen,
deren Doppelpunkte rdumlich voneinander verschieden sind, notwendig
eine nicht involutorische Projektivitdt. Denn sind

a, 0
(54) =i
b, 0

zwei parabolische Involutionen mit rdumlich verschiedenen Doppelpunkten
a und b, so forme man den Bruch fiir die Involution t in der Weise um,
daB seine Nenner diese Doppelpunkte @ und b werden. Es sei

(56) a=ge+ 5o,
WO
(57) §+0

sein muB, weil sonst gegen die Voraussetzung @ nicht riumlich ver-
schieden von b wire. Durch diese Umformung erhdlt man fir t die
Darstellung

86 0
t"‘g’éﬁwf;b, , oder
__gb, O
(58) t = @b
Fiir das Folgeprodukt 8t findet man daher den Wert

(59) gt — @ 080, ,Q:QJAQ.

Dieser Bruch aber ist, da g <= O ist, der Ausdruck einer einfach entartenden
nicht involutorischen Projektivitiit.

Sobald also das Folgeprodukt zweier parabolischen Involutionen wieder
eine Involution ist, konnen sich diese beiden parabolischen Involutionen
nur um einen Zahlfaktor unterscheiden und sind somit nach Satz 240 zu-
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einander harmonisch. (Uberdies ist dann nach Satz 241 jedes von ihren
beiden Folgeprodukten gleich Null, das heiBt die uneigentliche Involution.)

Endlich gilt der Satz 247 offenbar auch fiir den Fall, wo eine von
den beiden komponierenden Involutionen oder auch beide uneigentliche
Involutionen sind. Er gilt also iiberhaupt allgemein.

Man kann schlieflich die beiden Sitze 245 und 247 in dem einen
Satze zusammenfassen:

Satz 248: Zweiter Satz von H. Wiener!): Die Folge zweier
Involutionen ist dann und nur dann selbst eine Involution,
wenn jene beiden Involutionen zueinander harmonisch sind.

Die Systeme dreier umkehrbaren zueinander harmonischen Involutionen.
Sind zwei Involutionen 8 und t zueinander harmonisch und zugleich beide
umkehrbar, so ist nach Satz 245 ihre Folge
(60) 8t=u,
wo u ebenfalls eine Involution bedeutet, und auBerdem ist nach Satz 197
auch diese Involution umkehrbar?). Bezeichnet man daher die drei Folge-
quadrate der drei Involutionen 8,t, u mit £, [, m, setzt also
(61) 2=1 tP=1 u'=m, _
so sind £, [, m drei von Null verschiedene Zahlgrofien. Ferner ist nach
Satz 246 die Involution # sowohl zu 8 wie zu t harmonisch, das heiBit,
es sind alle drei Involutionen zueinander harmonisch.

Multipliziert man jetzt die Gleichung (60) hinten mit u unter Be-
riicksichtigung der dritten Gleichung (61), so erhélt man die Gleichung
gtu=m,
aus der nach dem ersten Satze von H. Wiener (Satz 89) durch zyklische

Vertauschung noch zwei weitere Gleichungen folgen, so daf sich das
(leichungssystem ergibt:

gtu =m,
(62) tug =m,
ngt=m.

Bildet man ferner von den beiden Seiten der Gleichungen (62) die rezi-
proken Werte und wendet linker Hand den ersten Satz von Stéphanos

1) H. Wiener verwendet in seiner bereits oben auf S. 277 zitierten Habilitations-
schrift vom Jahre 1885, Seite 29, Nr. 55, die in dem Satze 248 angegebene Bedingung
fir die harmonische Beziehung zweier Involutionen zur Definition harmonischer
Involationen. :

2) Vgl. zum folgenden H. Wiener, Uber geometrische Analysen, Berichte der
math.-phys. Klasse der Sichs. Gescllschaft der Wissenschaften. Juli 1890. Nr. 48.
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(Satz 88) an, so verwandeln sich die Gleichungen (62) in

1111
uts wm
111 1
(63) Fut—mw
11 1___{
tT8u m

(64) T Ot 0w om
ist, in

uts = £
(65) lgut =l

tus = fIl

Multipliziert man andererseits die Gleichungen (62) der Reihe nach vorn
mit 8,1, u, so erhidlt man wegen (61):

ftu = ms
[ug=mt
mst =mu,
oder wenn man mit den Zahlfaktoren der linken Seite dividiert,
tu = % 8
(66) s = 1;3 t
8t —=u.

Ebenso erhilt man aus den Gleichungen (65), wenn man sie der Reihe
nach hinten mit 8, t, u multipliziert,

utf = f18
sul = fIt
t8m = flu oder
ut =18
gu — It
(67) 3
t8 = u.
m

Durch Vergleichung irgend zweier entsprechenden von den Gleichungen (66)
und (67) aber findet man bei Berticksichtigung des Satzes von Peano
(Satz 231), nach welchem zum Beispiel

8t — — 18
ist, zwischen den drei ZahlgréBen f, [, m die Beziehung
(68) fl=—m.



328 Die Folgeprodukte von Involutionen und Projextivitiiten. Vertauschbarkeit.

Nun filhrt man keine wesentliche Beschrinkung der Allgemeinheit
ein, wenn man den absoluten Wert der beiden von Null verschiedenen
ZablgroBen f und | gleich 1 annimmt, woraus dann wegen (68) folgt,
daB auch der absolute Wert von m gleich 1 wird, so daB also

(69) [t = 1] = [m| =1
ist. Setzt man daher etwa voraus, es sei
(70) f=+4+1, [=+1,
so wird wegen (68)

(1) m=—1.

Und nicht wesentlich verschieden von diesem Falle sind die beiden
Fille, wo
f=+41, I=—1, also m=+1,
und wo

f=—1, (=41, also m=+41

ist. Denn in allen drei Féllen sind von den drei zueinander harmoni-
schen Involutionen 8,t,u zwei Involutionen hyperbolisch (entsprechend
dem Folgequadrat 4 1) und die dritte elliptisch (entsprechend dem Folge-
quadrat — 1). _
Der an sich mit der Gleichung (68) noch vertriigliche vierte Fall
dagegen, wo
f=—1, [=—1 und somit auch m=—1

ist, wo also alle drei Involutionen elliptisch sind, ist durch den Satz 224
ausgeschlossen, nach welchem von zwei zueinander harmonischen Invo-
lutionen hochstens eine elliptisch sein kann.

Man hat also den Satz:

Satz 249: Von drei umkehrbaren und zueinander harmoni-
schen Involutionen sind stets zwei Involutionen hyperbolisch,
wihrend die dritte elliptisch ist

Legt man speziell den drei ZahlgréBen f,[, m die Werte (70) und
(71) bei, setzt also die Involutionen & und t als hyperbolisch und u als
elliptisch voraus, so verwandeln sich die Gleichungen (61), (66) und
(67) in

87 =1 tu=—38 ut =3
(12) =1 (13) Jus=—1t und (14) lsu—t
w=-—1 l§t=u 1§ = —u.

Um die Ubersicht iiber diese neun Formeln zu erleichtern, kann man die
Werte der neun Folgeprodukte in einer Multiplikationstafel zusammen-
stellen, némlich in der Tafel:
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8 t } u
8 1 n t
75 -
(75) ,t —1u 1 —8
| —t 8 —1.

In ihr ist das Symbol derjenigen Involution, die den ersten Fakfor des in
Frage stehenden Folgeproduktes bildet, in der durch den starken Vertikal-
strich abgetrennten Spalte angegeben, und es soll einem jeden hier ver-
zeichneten Buchstaben die ganze durch ihn bestimmte Zeile entsprechen.
Dagegen findet sich das Symbol der Involution, die den zweiten Faktor
jenes Folgeproduktes darstellt, in der durch den starken Horizontalstrich
abgetrennten Zeile, wobei wieder jedem hier verzeichneten Buchstaben die
ganze durch ihn bestimmte Spalte zugehoren soll. Der Wert eines jeden
der neun Folgeprodukte endlich, die sich aus je zweien der drei harmo-
nischen Involutionen 8,t,u bilden lassen, ist immer an der Stelle ein-
getragen, an der sich die Zeile, die dem ersten Faktor des Produktes zu-
gehort, mit der Spalte kreuzt, die dem zweiten Faktor entspricht.

Bei dem Wortausdruck dieses Ergebnisses kann man noch beriick-
sichtigen, dal die Voraussetzung, der absolute Wert der drei Folgequadrate
von 8,t,u solle gleich 1 sein, bereits die Umkehrbarkeit der drei Invo-
lutionen zur Folge hat; denn das Folgequadrat einer nicht umkehrbaren,
das heiflt parabolischen oder uneigentlichen, Involution verschwindet nach
Satz 115 ebenso wie ihr kombinatorisches Quadrat.

Man kann daher die gewonnenen KErgebnisse in dem Satze dar-
stellen:

Satz 250: Besitzen die Folgequadrate der drei zueinander
harmonischen Involutionen 8,t,u den absoluten Wert 1, und
sind iiberdies die beiden ersten von diesen drei Involutionen
hyperbolisch, woraus folgt, daB dann die dritte elliptisch ist,
so gelten fiir die neun zweifaktorigen Folgeprodukte dieser
drei Involutionen die neun Formeln (72), (73) und (74), die man

auch in der Multiplikationstafel (75) zusammenfassen kann.

Dieser Satz 1Bt sich insbesondere auch auf die drei oben auf
Seite 292 ff. benutzten Grundinvolutionen §,, B,, ¢ anwenden; denn diese
erfilllen die beiden in dem Satze an die Involutionen 8,t, u gestellten
Bedingungen. [Erstens nimlich sind sie nach Satz 214 alle drei zuein-
ander harmonisch, und zweitens besitzen ihre Folgequadrate, die ja nach
Satz 115 ihren kombinatorischen Quadraten entgegengesetzt gleich sind,
den absoluten Wert 1. In der Tat wird wegen der Gleichungen (15) des
vorigen Abschnitts
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B - 1
(76) h=1
f=—1.
Folglich gelten nach Satz 250 auch die Formeln (73) und (74) fiir diese
drei Grundinvolutionen §,, B,, e, das heiBt, es wird

[Bse_—"_'h , e, =10,
(1) e, =— U, und (78) ‘ Ye =0,
hhy = hsh=—c,

was man iibrigens durch direkte Multiplikation der Bruchdarstellungen
in den Gleichungen (11) bis (13) des vorigen Abschnitts leicht bestétigen
kann. Man erhiilt also fiir die neun Folgeprodukte der drei Grund-
involutionen §,, §,, ¢ genau entsprechend der Tafel (75) die Multiplikations-

tafel): ¢

b, | bs‘ ¢

' by 1] e b,
9

) b —c | 1 !—nl

el—0| Y !_1 .

Einreihung der Projektivititen einer Geraden umter die Systeme hoherer
komplexer Griflen. Das Multiplikationsschema der drei Grundinvolutionen
liBt sich nun aber ohne Schwierigkeit zu einer Tafel fiir die 16 zwei-
faktorigen Folgeprodukte der vier Grundabbildungen 1,9,,§,, ¢ aller
Projektivititen in der Geraden (vgl. Satz 214) erweitern. Da nidmlich

19, =5,1=9,
(80) 19, =91 =1,
le=c¢l =ce,

so gilt fir die vier Grundabbildungen 1, §,, §;, ¢ die Multiplikationstafel

1| B | 9 | e
1 1 b b ¢
(81) by B | 1| e b,

h| B |—¢ 1 | =0

¢ tt-i; h, |—1 .

Diese Multiplikationstafel gestattet es, die Projektivititen einer Ge-
raden unter die Systeme von hoheren komplexen GriSen einzuordnen.
Man sagt nimlich von einem System von Abbildungen, es bilde ein

1) Vgl. hierzu Peano, Calcolo geometrico secondo 1' Ausdehnungslehre di H. GraB -
mann. Torino 1888. Seite 168. Nr. 14.
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System von hoheren komplexen GroBen, wenn es den folgenden vier Be-
dingungen Geniige leistet'):

 Erstens miissen alle Abbildungen des Systems aus einer endlichen
Anzahl Abbildungen des Systems, die man als ,Einheiten bezeichnet,
mittelst reeller oder komplexer Zahlen linear ableitbar sein, wihrend
zwischen diesen Einheiten keine lineare Beziehung herrscht.

Zweitens miissen sie eine Gruppe bilden.

Drittens miissen ihre Folgeprodukte distributiv und assoziativ sein.

Viertens muB unter ihnen die Zahleinheit enthalten sein.

Diese vier Bedingungen sind aber fiir die Projektivititen einer Ge-
raden erfiillt, vorausgesetzt, daB man die vier Grundprojektivititen als
Einheiten in obigem Sinne auffaBt.

In der Tat lassen sich ja nach Satz 214 alle Projektivititen in der
Geraden: aus den vier Grundprojektivitéiten linear ableiten, und zwar sogar
mittelst reeller ZahlgroBen; auBerdem sind nach demselben Satze diese
vier Grundprojektivititen linear unabhingig voneinander.

Zweitens bilden sie nach Satz 83 eine Gruppe.

Drittens sind nach Satz 84 die Folgeprodukte der betrachteten Pro-
jektivititen distributiv und nach Satz 85 auch assoziativ, und

viertens ist unter ihnen, (ja sogar schon unter den ,Einheiten) die
Zahleinheit enthalten.

Die Projektivititen in einer Geraden konnen daher wirklich als ein
System von hoheren komplexen Grofen bezeichnet werden.

Zur vollstindigen Bestimmung eines Systems von héheren komplexen
GroBen mit einer gegebenen Anzahl (n) von Einheiten ist es dann
noch erforderlich, im Einklang mit den obigen vier Forderungen die
Werte vorzuschreiben, welche die n? zweifaktorigen Folgeprodukte der n

Einheiten besitzen sollen.
E. Study hat fiir den Fall von zwei, drei, vier Einheiten simtliche
" 1) Vgl. die Arbeiten von E. Study: 1. Uber Systeme von complexen Zahlen.
Gottinger Nachrichten. Miirz 1889. Seite 238ff. 2. Complexe Zahlen und Trans-
formationsgruppen. Berichte der math.-phys. Klasse der Sichs. Gesellschaft der
Wissenschaften. Mai 1889. Seite 186ff. 3. Theorie der gemeinen und hdheren com-
plexen GroBen. Encyklopiidie der mathematischen Wissenschaften I, 1(1899). Seite 160 ff.
Ferner die Arbeiten von G. Scheffers: 1. Uber die Berechnung von Zahlensystemen.
Berichte der math.-phys. Klasse der S#ichs. Gesellschaft der Wissenschaften. December
1889. Seite 400 ff. 2) Zuriickfiihrung complexer Zahlensysteme auf typische Formen.
Math. Ann. Bd. 39. (1891). Seite 295ff. KEndlich die Arbeit von F. Hausdorff: Zur
Theorie der Systeme complexer Zahlen. Berichte der math.-phys. Klasse der Sachs.
Gesellschaft der Wissenschaften. Mai 1900. Seite 43ff.
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jenen vier Forderungen entsprechende Systeme komplexer Grofien er-
mittelt und fiir sie die Multiplikationstafeln zusammengestellt. Unter
seinen Systemen mit vier Einheiten muB daher auch das System aller
Projektivititen einer Geraden enthalten sein; und in der Tat stimmt die
Multiplikationstafel (81) genau mit der Tafel iiberein, die er in der Ency-
klopddie der mathematischen Wissenschaften I, 1, Seite 167 unter der
Nummer VIb auffiihrt?).

Natiirlich wird die Multiplikationstafel eines Systems héherer kom-
plexer GroBen ein sehr verschiedenes Aussehen erhalten je nach der Wahl
der Einheiten. Fiihrt man zum Beispiel fiir die Projektivititen in der
Geraden als Einheiten statt der vier zueinander harmonischen Grundprojek-
tivititen 1, §,, §,, e die vier auf Seite 288f definierten Brucheinheiten
€15 Cgy €y, €y ein, so lautet die zugehorige Multiplikationstafel:-

& | G | &y | &
Gl ®n | G 0 0

(82) ts|] O 0 €1 | Gs
€| €1 | f:s | O 0
€asl O 0 € | O3

von deren Richtigkeit man sich leicht durch Ausrechnung der betreffenden
Produkte unter Benutzung der Formeln (16) des vorigen Abschnitts und
der Multiplikationstafel (81) tiberzeugen kann.

Die beiden Multiplikationstafeln (81) und (82) haben nun die be-
sondere Bigenschaft, daf die Folgeprodukte von je zweien der Einheiten
stets abgesehen von einem reellen Zahlfaktor wieder mit einer Einheit
des Systems iibereinstimmen, wihrend aus den obigen Bedingungen 1
und 2 fiir die Systeme von hoheren komplexen GroBen nur folgen wiirde,
daB diese Produkte wieder lineare Funktionen der Einheiten sein miissen,
wobei als Ableitzahlen auch gewdhnliche komplexe Grofien zuzulassen wiren.
Sind dagegen diese Ableitzahlen wie in den Tafeln (81) und (82) reell,
so sagt man®), das zugehdrige System hoherer komplexer GroBen habe
eine reelle Gestalt, und es wird in diesem Falle ein besonderes Inter-
esse haben, aus jenem System dasjenige System hoherer komplexer GroBen
auszuscheiden, be: dem auch si@mtliche Grofen des Systems aus den Ein-
heiten mittelst reeller Ableitzahlen gewomnen werden. Ein solches System
ist zum Beispiel die oben betrachtete Gruppe aller Projektivititen in der
Geraden, da nach Satz 214 alle Abbildungen. dieser Gruppe aus den

1)‘ Vgl. auch Studys oben genannte Abhandlung aus den Gottinger Nach-
richten (1889) Seite 261. Multiplikationstafel XIIb.
92) Vgl. die auf der vorigen Seite zitierten Arbeiten von Study.
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vier Grundprojektivititen durch Anwendung reeller Ableitzahlen hervor-
gehen.

Von den sonstigen Systemen hoherer komplexer GriBen mit 4 Ein-
heiten ist das bekannteste das System der Hamiltonschen Quaternionen.
Bezeichnet man die Einheiten dieses Systems wie iiblich mit 1, i, §, ¢,
so lautet seine Multiplikationstafel?):

NIRRT
1| 1 il §j 0t
(83) il i =1 tl—j
il 1 I—tl—1] i
t| ot jl—i)—1.

Dieselbe zeigt zuniichst, daB das System der Quaternionen ebenfalls
eine reelle Gestalt hat. AuBerdem aber haben die Tafeln (83) und (81)
miteinander noch die Eigenschaft gemein, daf die Faktoren der Folge-
produkte aus je zweien von ihren dre: lefzten Einheiten nur mit Zeichen-
wechsel vertauschbar sind. Und in der Tat steht die Gruppe der Projek-
tivititen in der Geraden mit dem System der Quaternionen in einem
engen Zusammenhang. Ja, jene Projektivititen lassen sich sogar, aller-
dings mit Hiilfe imagindrer Ableitzahlen, direkt als Vielfachensummen der
Quaternioneneinheiten darstellen. Man iiberzeugt sich nimlich leicht, daB
zwischen den vier Grundprojektivititen 1, §,, By, ¢ und den vier Quater-
nioneneinheiten 1, i, j, ¥ die Beziehungen herrschen:

(84) 1=1, b1=V_1i7 b2=V:1 i, e=—F

denn vermdge der Substitutionen (84) verwandelt sich die Multiplikations-
tafel (81) direkt in die Tafel (83). Man kann daher die Projektivitiiten p
in der Geraden, die sich nach Satz 214 als Vielfachensummen von der Form
(85) p=a+toa b +ah+age

ausdriicken lassen, wenn auch unter Benutzung imaginirer Ableitzahlen, wirk-

lich auch als Vielfachensummen der Quaternioneneinheiten, also gewisser-
mafen als komplexe Quaternionen, darstellen, nimlich unter der Form:

(86) ”=a+a1V_1i+a2VtIi_asf'
Aus diesem Grunde sagt Study, die Gruppe der Projektivititen in der

1) Vgl. zum Beispiel J. B. Shaw, Synopsis of linear associative algebra. Wa-
shington 1907. Seite 80. Ferner S. Lie, Vorlesungen iiber continuierliche Gruppen,
bearbeitet und herausgegeben von G. Scheffers. Leipzig 1898. Seite 6566, und E.
Study, Die Hauptsitze der Quaternionentheorie. Mittheilungen des naturwissenschaft-
lichen Vereins fiir Neuvorpommern und Riigen. 31. Jahrg. 1899. Seite 19. In dem
erstgenannten Werke findet man auch weitere Litteratur iiber die Systeme hoherer
komplexer GriBen.
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Geraden aufgefaBt als System von héheren komplexen Grofen besitze
den Quaternionentypus.

Insofern nun aber die Einheiten der Multiplikationstafel (81) mit denen
der Tafel (83) durch die Gleichungen (84) mit sum Teil imaginiren Koeffi-
zienten zusammenhingen, figt Study noch hinzu, die Gruppe aller Projek-
tivititen in der Geraden besitze eine andere reelle Gestalt wie das System
der gewdhnlichen ,reellen” Quaternionen. Ferner bezeichnet er die reelle Ge-
stalt der Projektivititen in der Geraden, welche durch die Multiplikations-
tafel (81) charakterisiert wird, als die zweite reelle Gestalt des Quaternionen-
typus, diejenige der gewdhnlichen Quaternionen dagegen, die der Tafel (83)
entspricht, als die erste reelle Gestalt jenes Typus, und endlich zeigt er
noch, daB dem Quaternionentypus auch nur diese beiden reellen Gestalten
zukommen. '

Man kann dann den Hauptinhalt unserer Ergebnisse in dem folgenden
Satze zusammenstellen:

Satz 251: Satz von Study. Die Gruppe aller Projektivititen
in der Geraden bildet ein System hoherer komplexer Gréfen
vom Quaternionentypus, doch besitzt sie eine andere reelle Ge-
stalt wie das System der gewohnlichen Quaternionen; und diese
beiden reellen Gestalten sind die einzigen, die bei den Systemen
hoherer komplexer GroBen vom Quaternionentypns auftreten
konnen?). '

Die Resultante zweier beliebigen Involutionen. Sind 8 und §° zwel
ganz beliebige Involutionen derselben Geraden, so stellt das Produkt 88,
wie iiberhaupt jedes -Folgeprodukt zweier Projektivititen derselben Ge-
raden (vgl. Seite 123 1), eine Projektivitit dieser Geraden dar; wir wollen
sie mit p bezeichnen. Dann wird also:

(87) 85 — p;

und diese Projektivitit p wird nach dem zweiten Satze von H. Wiener
(Satz 248) dann und nur dann selbst eine Involution, wenn die beiden
komponierenden Involutionen § und 8  zueinander harmonisch sind.

Es ist aber besonders wichtig, daf auch umgekehrt eine jede Projek-
tivitit in der Geraden sich als Folge zweier Involutionen jener Geraden
darstellen ldBt. :

Bei einer uneigentlichen Projektivitit (Involution) ist dies von vorne
herein klar; denn sie liBt sich zum Beispiel (nach Satz 243) als Folge
zweler parabolischen Involutionen ausdriicken, die sich voneinander nur
um einen Zahlfaktor unterschejden, aber sonst ganz beliebig sind.

1) Vgl. Study, Encyklopiidie I, 1 (1899), Seite 170.
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Ist dagegen p eine eigentliche Projektivitdt, und zwar zundchst eine
umkehrbare Projektivitit, das heiBt eine Projektivitit, die der Ungleichung
gentigt:

(88) (8] +0,

so nehme man in der zu transformierenden Punktreihe einen Punkt @ an,
der nicht ein Doppelpunkt von p ist!), und bezeichne den ihm durch die
Projektivitit p zugeordneten Punkt mit a,, so ist

a, =ay.
Das Bild dieses Punktes a; wiederum bezeichne man mit a,, so daB also
ag = o, p
wird. Alsdann gestattet die Projektivitit p die Darstellung
ay, @
(89) b= ‘al"’;:' :
Ist dabei noch
(90) Gy +a,
also p von der hyperbolischen Involution
ay, &
(91) gt

verschieden, so kann man leicht zwei Involutionen angeben, als deren
Folge sich die Projektivitdt p ausdriickt. In der Tat, sind die Ab-
bildungen

a, + a Lo ) (@ + )

1 2 1

[a a]
(92) 8§ = p a und
(93) § = L
ay + s s [[—z‘lz_ﬂ (a’ + al)

zwei Involutionen der verlangten Art.
Denn erstens ist auch der zweite Bruch der Ausdruck einer Projek-
" tivitdt, da wegen (90) die Summen a, + @, und a + @, zwei riumlich
verschiedene Punkte darstellen, und wegen (88) und (89) der Bruch
L@ a, | 40

[a

ist. Die beiden Nenner von # sind also linear unabhingig voneinander.

Zuweitens sind die Briiche 8 und 8 wirklich die Ausdriicke fiir zwei
Involutionen, da fiir jeden von ihnen das &uBlere Produkt aus dem ersten
Nenner und zweiten Zihler gleich dem &HuBleren Produkt aus dem

1) Die Deckung, bei der eine solche Auswahl eines Punktes a nicht mdoglich ist,
kann hier auBer Acht bleiben, da sie sich stets als Folgequadrat einer umkehrbaren
Involution darstellen ligt.
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zweiten Nenner und ersten Zihler ist (vgl. die Gleichung (3) des 15. Ab-
schnitts).
Driltens aber zeigt der Bau der beiden Briiche sofort, daB ihr Folge-

produkt — 27 das heiBt = p ist, daB also wirklich
(94) 1 88’ —p ist.
Nunmehr bleiben noch die beiden im Beweise ausgeschlossenen Fille
zu behandeln.
Zundichst ist klar, daB sich die hyperbolische Involution
a, a
a, a
als Folge der elliptischen Involution
Gy —@

a, a

und der hyperbolischen Involution

a, a
a,—a
darstellen laBt, daB also
as, a a;,, —a a a
(95) e 4, —a 8, a
aa a aa,—a

ist,” (vgl. auch die zweite Formel (77) und die Formeln (11) bis (13) des
vorigen Abschnitts).

Man hat also nur noch den Fall einer einfach entartenden Projekti-
vitit zu untersuchen. Wir denken uns dazu wie gewShnlich den Nullpunkt
der einfach entartenden Projektivitit als zweiten Nenner ihrer Bruchdar-

stellung verwendet, dieselbe somit durch einen Bruch von der Form aus-

gedriickt:

p=20

e, a

und setzen voraus, daB a, riumlich verschieden von a, also § nicht invo-
Qutorisch sei. Dann wird

a,, 0 a, 0a,O
(96) e T e e )
e, a e, aa, a

damit ist aber die einfach entartende Projektivitit p mit dem Haupt-
punkte a, und dem Nullpunkte a als Folge zweier parabolischen Involu-
tionen ausgedriickt, von denen die erste den Nullpunkt von § und die zweite
den Hauptpunkt von p zum Doppelpunkt hat.

Fiir eine involutorische einfach entartende Projektivitit endlich, das
heiBt fiir eine parabolische Involution

_a, 0
p=
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findet man die Folgedarstellung:
a, 0 —eé,a a, 0
®0 Ga eaea
Dieselbe ist somit als Folge einer hyperbolischen und einer parabolischen
Involution ausdriickbar. Und man hat daher ganz allgemein den Satz:

Satz 2562: Das Folgeprodukt zweier Involutionen derselben
Geraden ist eine Projektivitit dieser Geraden, und umgekehrt
1iBt sich eine jede Projektivitat in der Geraden als Folge zweier
Involutionen dieser Geraden ausdriicken.

Man kann nun aber weiter einen Satz beweisen, der eine Verall-
gemeinerung des obigen Satzes 246 bildet, nimlich den Satz:

Satz 253: Eine Projektivitit, die als Resultante (Folge)
zweier Involutionen dargestellt ist, ist zu ihren heiden Kom-
ponenten harmonisch.

In der Tat, besteht zwischen der Projektivitit p und den beiden
Involutionen 8 und 8, wie in dem Satze vorausgesetzt ist, die Beziehung
(98> p= 88’ ’

80 ist nach Satz 198 sicher die erste von den beiden Involutionen 8 und
8, das heift die Involution 8, zu p harmonisch, und es besteht also die
Gleichung
(99) [85] — 0.
Aber man iiberzeugt sich leicht, daB auch die zweite Involution 8 zu p
harmonisch ist. Dazu bilde man das kombinatorische Produkt [8'p],
dessen Verschwinden fiir die harmonische Beziehung der beiden Abbil-
dungen 8 und p charakteristisch ist. Es wird

, 'aal e e, - 8 (B8

(58] = [3'(88)] = 4% 202 oder
(100) (pp) = [nfatfl=lal o)
wo ¢, und e, zwei ganz beliebige Punkte der zu transformierenden Punkt-
reihe sind. Wahlt man nun diese Punkte insbesondere in der Weise, dafl
sie ein Paar der Involution 8 bilden, so daB also
e, te

(101) B

wird, unter f eine Zahlgrofe verstanden (vgl. Seite 160ff.), so verwandelt
sich die Gleichung (100) in
’ 18 -te, 8] —[e,8" - e, 8
(102 [57p] — [t d =Tt
In diesem Bruche aber verschwinden die Glieder des Zihlers einzeln,

und es ist also wirklich auch die zweite Komponente 8 von p zu p har-
22

GraBmann, Projektive Geomotrie d. Ebene. I.
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monisch, denn sie geniigt der Gleichung:
(103) [8'p]=0.

Nun gilt ferner der allgemeine Satz:

Satz 254:. Erster Satz von Segre!): Wenn eine Involution 8
zu einer anderen Involution u harmonisch ist, so ist sie auch
harmonisch zu einer jeden Projektivitit p, welche die Invo-
lution u .zur Doppelpunktsinvolution hat. Und umgekehrt:
Wenn eine Projektivitit p zu einer Involution 8 harmonisch
ist, so gilt dasselbe auch von der Doppelpunktsinvolution der
Projektivitdat p.

Beweis: Im ersten Teile des Satzes ist vorausgesetzt, daB das kom-
binatorische Produkt der Involutionen u und 8 verschwindet, daB also die
Gleichung besteht

(104) (ug] =0.
Andererseits geniigt die Involution 8 wie jede Involution der Gleichung
(105) [18]=0.

Aus diesen beiden Gleichungen aber folgt, wenn a eine ZahlgroBe bedeutet,
durch lineare Verkniipfung die Gleichung

(106) [(a4+u)8]=0.
Nun liBt sich aber unter der Form
(107) p=a+u

eine jede Projektivitit darstellen, welche die Involution u zur Doppel-
punktsinvolution hat. Es besteht also fiir eine jede solche Projektivitit
die Gleichung

(108) (ps]=0.

Umgekehrt folgt aus dieser Gleichung oder aus der mit Riicksicht auf
(107) gleichwertigen Gleichung (106) riickwirts wieder die Gleichung (104),
womit auch die Umkehrung bewiesen ist.

Aus den beiden Sitzen 253 und 254 1iBt sich leicht eine wichtige
Folgerung ziehen. Ist néimlich p eine von der Deckung verschiedene
eigentliche Projektivitit, und ist sie dargestellt als Folge zweier In-
volutionen & und &, so sind dieselben auch linear wunabhingig vonein-
ander. Denn wiren sie nur um einen Zahlfaktor voneinander verschieden,
so wiirde ithr Folgeprodukt eine bloBe Zahl sein, die Projektivitit also die
Deckung darstellen, falls diese Zahl von Null verschieden wire, oder sie
wiirde die uneigentliche Projektivitit sein, falls jene Zahlgrofie gleich Null
wire. Beides aber ist durch unsere Voraussetzung ausgeschlossen.

1) Vgl. Segre, Journal fiir die reine und angewandte Mathematik, Bd. 100,
(1887), Seite 322, Nr. 6.
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Nun ist nach Satz 253 die Projektivitit p zu ihren beiden Kompo-
nenten harmonisch, und nach Satz 254 ist dann auch die Doppelpunkts-
involution u von p zu den beiden Komponenten 8 und 8’ der Projekti-
vitit p harmonisch. Nach Satz 213 aber gibt es in einer Geraden nur
eine Involution, die zu zwel voneinander linear unabhingigen Involu-
tionen dieser Geraden harmonisch wire. Man kann daher den Satz aus-
sprechen:

Satz 265: Wenn eine von der Deckung verschiedene eigent-
liche Projektivitit in der Geraden die Folge zweier lnvolu-
tionen 8 und 8 dieser Geraden ist, so ist die Doppelpunkts-
involution u von p die harmonische Involution zu 8 und 8%).

Ist andererseits p wieder eine von der Deckung verschiedene eigent-
liche Projektivitdt und u ihre Doppelpunktsinvolution, so kann man zeigen,
daB sich zu jeder mit u harmonischen umkehrbaren Involution §, das
heiBt zu jeder Involution 8, die den beiden Vergleichungen

(109) [u8] =0 und

(110) [87] + O

Geniige leistet, eine zweite Involution 8 finden laBt, fiir die
(111) p =88

wird, die somit als die zur Involution 8 gehdrende zweite involutorische
Komponente von § bezeichnet werden kann.
Wegen (110) liBt sich ndmlich die Gleichung (111) nach &' auf-

lésen. In der Tat erhilt man durch Vormultiplizieren mit -

(112) ¥ =,

Und die so bestimmte Abbildung 8" ist auch sicher eine Involution;
denn setzt man wie bisher

(113) p=a-+u

und substituiert diesen Wert von § in die Gleichung (112), so ergibt sich
fiir 8 die Darstellung

’ 1 1
(114) =ag+gH
Nun sei wie oben
(115) 8% ==t
gesetzt, wo wegen (110) f<=0 ist, so wird
1 8
(116) 3= )

1) Vgl. H. Wiener, Habilitationsschrift (1885) Nr. 64. Ferner die Arbeit des-
selben Verfassers: Uber die aus zwel Spiegelungen zusammengesetzten Verwandt-
schaften, Berichte der math.-phys. Klasse der Sichs. Gesellschatt der Wissenschaften

December 1891. Nr. 89f.
22%
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die Gleichung (114) verwandelt sich also in
’ a 1

Hier stellt wegen (109) das Produkt 8u nach Satz 245 eine Involution
dar, und zwar nach Satz 246 die zu 8 und u harmonische Involution, die
wir mit ¢ bezeichnen wollen. Es wird daher

(118) 8u=t,

und die Gleichung (117) nimmt die Gestalt an
’ a 1

(119) F=yityt

Damit ist die gesuchte zweite Komponente 8 von p als Vielfachen-
summe zweier Involutionen dargestellt, sie ist also selbst eine Involution,
und da sie insbesondere dem Biischel von Involutionen angehért, das
durch die beiden zur Doppelpunktsinvolution # harmonischen Involutionen
8 und t bestimmt wird, so ist sie iberdies selbst, wie es ja auch nach
Satz 253 und 254 sein muB, zur Doppelpunktsinvolution u von § harmonisch.

Ferner ist sie, wie die Formeln (119), (118) und (113) zeigen, durch
die Resultante p und ihre erste Komponente 8 eindeutig bestimmt. Man
hat somit den Satz:

Satz 256: Ist p eine von der Deckung verschiedene eigent-
liche Projektivitit mit der Doppelpunktsinvolution u, so gibt
es zu jeder zu u harmonischen umkehrbaren Involution 8 stets
eine und nur eine Involution 8, fiir welche die Gleichung be-
steht

p =385
dieselbe ist ebenfalls zu u harmonisch?).

Setzt man noch voraus, da in der obigen Entwickelung auBier der
Involution 8 auch die Projektivitit p umkehrbar sei, und beachtet ferner,
daB nach dem Satze 253 die Abbildungen p und 8 zueinander harmonisch
sind, so kann man aus der Gleichung (111) mit Hiilfe des Satzes 197 fol-
gern, daB auch die Involution 8 umkehrbar ist, und es sind dann also
alle drei durch die Gleichung
(111) p =8¢

verbundenen Abbildungen p, 8 und 8 umkehrbar.
Multipliziert man unter dieser Voraussetzung die Gleichung (111)
hinten mit 8 und faBt rechter Hand die beiden letzten Faktoren zu einem

1) Vgl. H. Wiener, Uber die aus zwei Spiegelungen zusammengesetzten Ver-
wandtschaften, Berichte der math.-phys. Klasse der Sichs. Gesellschaft der Wissen-
schaften. December 1891. Nr. 89g.
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Sonderprodukt zusammen, so erhilt man die Gleichung:

(120) ps —5(88).

Das hier auftretende Produkt 8’8 steht nun aber zu der zu p inversen
Projektivitit % in einer engen Beziehung. Nach dem ersten Satze von

Stéphanos (Satz 87) ist nimlich mit Riicksicht auf die Gleichung (111)

(121) ’% — 55
Setzt man daher noch
8 =t
122 o
( ) 3’2 — f”
wo f und ¥ von Null verschiedene Zahlgrifen sind, so wird
8 1
t 8
(123) ] ¥ 1
A
die Gleichung (121) verwandelt sich also in
1_88 .o
F =¥ oder 1n
(124) 85— %
Man kann daher die Gleichung (120) auch in der Form schreiben:
(125) ps—sT,

in der sie nach Satz 90 aussagt, daB die Projektivitit p durch die Invo-
lution 8, abgesehen von einem Zahlfaktor, in ihre Umkehmng% tiber-

gefithrt wird. Und da nun 8 eine beliebige umkehrbare, zu p harmonische
Involution war, so hat man den Satz:

Satz 257: Zweiter Satz von Segre!): Jede zu einer umkehr-
baren Projektivitit p harmonische, umkehrbare Involution
fiihrt diese Projektivitdt, abgesehen von einem Zahlfaktor, in
ihre Umkehrung iiber.

Abschnitt 24.
Die projektive Abbildung von Projektivititen.

SchlieBlich mdge noch die Frage untersucht werden, ob der involu-
torische Charakter und die Umkehrbarkeit und endlich die Beziehung

1) Vgl Segre, Journal fiir die reine und angewandte Mathematik, Bd. 100
(1887), Seite 319. Nr. 3. Ferner die bereits auf Seite 339 und 340 zitierte Arbeit
von H. Wiener vom December 1891. Nr. 89h., Endlich Th. Reye, Geometrie der
Lage. Zweite Abteilung. Dritte Auflage. Leipzig (1892). Seite 107.



342 Die projektive Abbildung von Projektivititen.

zweier harmonischen oder auch zweier inversen Projektivititen bei pro-
jektiver Umwandlung dieser Abbildungen erhalten bleibt oder nicht.

Die projektive Abbildung einer Involution. Wir stiitzen uns dabei auf
den allgemeinen Satz 91, dem wir noch fiir unsere Zwecke den folgenden
Sondersatz entnehmen:

Satz 258: Eine jede Vergleichung, welche aussagt, daB ein
Folgeprodukt von Projektivititen einer Zahlgr6Be gleich oder
ungleich ist, bleibt invariant, wenn man die in ihr vorkommen-
den Projektivititen einer und derselben umkehrbaren projek-
tiven Abbildung unterwirft.

Will man auf Grund dieses Satzes den Beweis erbringen, daB eine
Involution durch eine umkehrbare projektive Abbildung wieder in eine
Involution iibergefithrt wird, so beriicksichtige man, daf nach Satz 114
eine eigentliche Involution als eine Projektivitiit charakterisiert werden
kann, deren Folgequadrat eine reelle Zahl ist, wihrend sie selbst von den
beiden Werten der Quadratwurzel aus jener Zahl verschieden ist, welche
also den Vergleichungen Geniige leistet:

(1) 8 = f} 8+ Wa

unter f eine reelle ZahlgroBe verstanden. Diese beiden Vergleichungen
bleiben nun aber nach unserem Satze invariant, wenn man die In-
volution & durch diejenige Abbildung 8’ ersetzt, in die sie durch irgend-
eine umkehrbare Projektivitit v tibergefiihrt wird, das heiit, es gelten auch
die Vergleichungen:

) 82—t 8+,

durch welche die Abbildung 8" in der Tat als eine eigentliche Involution
gekennzeichnet wird. Und diese Involution besitzt iiberdies, wie die
Gleichung in (2) zeigt, dasselbe Folgequadrat wie die urspriingliche In-
volution §.

Nun ist aber eine eigentliche Involution elliptisch, parabolisch oder
hyperbolisch, je nachdem ihr Folgequadrat negativ, null oder positiv ist.
Man kann daher noch weiter folgern, daB eine elliptische, parabolische
oder hyperbolische Involution durch eine umkehrbare Projektivitit stets
wieder in eine Involution derselben Art iibergefithrt wird.

Berticksichtigt man endlich noch, daB selbstverstandlich auch eine un-
eigentliche Involution wieder in eine uneigentliche Involution verwandelt
wird, so hat man den Satz:

Satz 259: Eine jede Involution wird durch eine umkehrbare
Projektivitit wieder in eine Involution iibergefiihrt, und zwar
in eine Involution von gleichem Folgequadrat; ferner eine
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eigentliche Involution in eine eigentliche, eine uneigentliche
in eine uneigentliche Involution. Insbesondere wird also auch
eine elliptische, parabolische oder hyperbolische Involution in
eine Involution derselben Art verwandelt?).

Ubrigens kann man diesem Satze mit Riicksicht auf die in Satz 115
enthaltene Beziehung zwischen dem Folgequadrat und dem kombinato-
rischen Quadrat (Potenzwert) einer Involution auch die Fassung geben:

Satz 260: Eine jede Involution wird durch eine umkehrbare
Projektivitit in eine Involution von gleichem Potenzwert iiber-
gefiihrt.

Die Invarianz des Potenzwertes einer Projektivitdt bei projektiver Ab-
bildung. Um einen entsprechenden Satz fiir eine beliebige Projektivitit p
zu entwickeln, stelle man dieselbe wie auf Seite 307 (vgl. auch Satz 187)
als Summe aus einer reellen Zahlgrife a und ihrer Doppelpunktsinvolution 8,
also in der Form:

(3) p—a+s,
dar; dann wird diese Projektivitit nach Satz 90 durch eine umkehrbare
Projektivitit g tbergefiihrt in die Projektivitit:

p'=r;ﬂ(a+8)q=a+%~8q=a+8’,

das heiBt, es wird
€] p=a+8,
wo 8" nach Satz 90 und 259 diejenige Involution ist, in welche die In-
volution 8 durch die umkehrbare Projektivitit g verwandelt wird.

Nun gestatten nach Satz 225 die Potenzwerte der Projektivititen p
und p’ die Darstellungen:

] =

© [p' = o? — 8"

Die rechten Seiten dieser beiden Gleichungen sind aber einander gleich,
da nach Satz 259

(6) 8’ =82
ist, folglich wird auch
™ [p7%) = [¥7],

und man sieht: Der Potenzwert einer beliebigen Projektivitit verhilt sich
einer umkehrbaren projektiven Abbildung gegeniiber invariant. Ins-
besondere wird also eine Projektivitit mit verschwindendem Potenzwert,

1) Vgl. H. Wiener, Uber geometrische Analysen, Berichte der math.-phys.
Klasse der Sichs. Gesellschaft der Wissenschaften. Juli 1890, Nr. 46.
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das heiBt eine entartende Projektivitit, wieder in eine entartende Projek-
tivitit tbergefithrt, eine umkehrbare dagegen wieder in eine umkehrbare.
Man hat somit den Satz:

Satz 261: Eine jede Projektivitit wird durch eine umkehr-
bare Projektivitit in eine Projektivitit von gleichem Potenz-
wert ibergefiihrt; insbesondere also eine umkehrbare Projek-
tivitit wieder in eine umkehrbare, eine entartende wieder in
eine entartende Projektivitit.

Man kann diesem Satze noch eine etwas andere Form verleihen. Da
niamlich nach Satz 140 der Potenzwert einer Projektivitit gleich dem
Produkte ihrer beiden Hauptzahlen ist, so gestattet der Satz 261 auch die
Fassung:

Satz 262: Das Produkt der beiden Hauptzahlen einer Pro-
jektivitit verhilt sich invariant gegeniiber einer umkehrbaren
projektiven Abbildung dieser Projektivitit.

Ein Gegenstiick zu den Sitzen 261 und 262 ergibt sich, wenn man
die beiden Gleichungen (3) und (4) kombinatorisch mit der Identitdt 1
multipliziert und den Satz 201 (oder 106) beriicksichtigt. Auf diese Weise
erhilt man die neuen Gleichungen:

[1p] =a und

[1p7—a,
aus denen noch folgt, daB

(8) [1p] =[1¥]
ist. Man hat also den Satz:

Satz 263: Das kombinatorische Produkt [1p]aus der Identititl
und einer beliebigen Projektivtit p bleibt invariant, wenn man
die Projektivitit p einer umkehrbaren projektiven Abbildung
unterwirft.

Man kann dies auch so ausdriicken:

Satz 264: Stellt man eine Projektivitit p als Summe aus
einer ZahlgroBe a und ihrer Doppelpunktsinvolution 8, das
heift unter der Form

p—a+s,
dar und unterwirft die Projektivitit p einer umkehrbaren pro-
jektiven Abbildung, so bleibt die in jemer Summendarstellung
auftretende ZahlgréBe a invariant.

Da ferner das Produkt [1p] in der Hauptgleichung der Projektivitit j,
das heifit in der Gleichung (vgl. Gleichung (28) des 14. Abschnitts):

(9) r? — 2):;[1 p]l + [pz] = 0;
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den negativ genommenen halben Koeffizienten der ersten Potenz der Un-
bekannten r, bildet, so stellt dieses Produkt die halbe Summe der Haupt-
zahlen des Bruches p dar, und man hat noch den weiteren Satz:

Satz 265: Die Summe der beiden Hauptzahlen einer Pro-
jektivitdt verhdlt sich invariant gegeniiber einer umkehrbaren
projektiven Abbildung dieser Projektivitit.

Hilt man diesen Satz mit dem Satze 262 zusammen, nach welchem
bei projektiver Abbildung einer Projektivitit auch das Produkt der beiden
Hauptzahlen invariant bleibt, so kann man noch folgern, daB auch die
Hauptzahlen selbst invariant sein werden. Dies l4Bt sich aber auch leicht
durch direkte Ausrechnung der transformierten Projektivitit bestatigen.

Sind zundchst die beiden Hauptzahlen v, und v, und also auch die
beiden Doppelpunkte d, und d; der zu transformierenden Projektivitit p
voneinander verschieden, so gestattet dieselbe die Darstellung:

1,d;, 1.4
10 A At
Ist andererseits q eine beliebige umkehrbare Projektivitit, so erhilt man
(nach Satz 90) als Ausdruck derjenigen Projektivitit p’, in welche p durch
y iibergefithrt wird, das Produkt:

’ 1
(11) by — ]‘qu‘
Nun ist nach Satz 80

tldl ) d

Bezeichnet man daher diejenigen Punkte, in welche die Doppelpunkte d,
und d, von p durch die Projektivitit q iibergefiihrt werden, mit a, und a,,
so wird

(18) =G
und somit
T, Taay
(14) P =74, 4 °
Ferner wird die zu g inverse Projektivitit ;
1 d,, d
15 =2
( ) q @y, Qg

Fiir die durch die Gleichung (11) dargestellte Projektivitit p’ ergibt sich

deshalb der Ausdruck:
(16) » = ;‘]q _d d may, v, na, L0

a, @y dy, dy a, a,

Die transformierte Projektivitit p’ besitzt also in der Tat dieselben Haupt-
zahlen wie die urspriingliche Projektivitit p.
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Und dasselbe Beweisverfahren ldBt sich auch auf eine Projektivitit

d, t td
(17 p= ”d’_ee‘e_t_
mit gleichen Hauptzahlen (vgl. die Gleichung (42) des 16. Abschnitts)

ibertragen.

Man hat also den Satz:

Satz 266: Eine umkehrbare projektive Abbildung einer Pro-
jektivitit 168t deren Hauptzahlen invariant.

Die Invarianz des kombinatorischen Produktes zweier Projektivitiiten
bei projektiver Abbildung. Man kann nun aber die drei Siatze 260, 261
und 263 sogleich noch verallgemeinern, indem man zeigt, daf sich auch
das kombinatorische Produkt zweier Involutionen oder zweier beliebigen
Projektivititen gegeniiber einer umkehrbaren projektiven Abbildung in-
variant verhilt.

Fir zwei Involutionen folgert man die Invarianz ihres kombinato-
rischen Produktes mit Hiilfe des allgemeinen Satzes 91 leicht aus der
Formel (2) des vorigen Abschnitts, das heiBt aus der Formel

(18) 8t + t8 = — 2[8t].
Denn, da das kombinatorische Produkt zweier Projektivititen, also

auch das kombinatorische Produkt [8t] zweier Involutionen eine Zahl-
groBe ist, so kann man die Gleichung (19) auch in der Form schreiben:

(19) 8t 4 t8 = — 21,
wo § diejenige ZahlgroBe bedeutet, die durch die Gleichung:
(20) [8t] =t

definiert wird.

Bezeichnet man jetzt noch diejenigen Involutionen, in welche die In-
volutionen 8 und t durch eine umkehrbare Projektivitit p iibergefiihrt
werden, mit 8" und t’, so folgt aus der Gleichung (19) nach Satz 91
die Gleichung:

(21) 8't' +1'8" = —2f.
Da aber andererseits auch die Involutionen 8" und t’ der Formel (18) Ge-
niige leisten, also die (leichung:

(22) 8't +t'8" = — 2[8't')
befriedigen, so wird auch

(23) (8] =t

und daher wegen (20)

(24) [8t"] = [8t],

womit in der Tat bewiesen ist, daB sich das kombinatorische Produkt [#1]
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zweier Involutionen gegeniiber einer umkehrbaren Projektivitit p invariant
verhiilt.

Und jetzt folgt das Entsprechende auch sofort fiir zwei beliebige Pro-
Jektivitdten p und 9. Man braucht dazu nur wie im Beweise des Satzes 261
diese Projektivititen p und q als Summe aus einer Zahlgr6B8e und ihrer
Doppelpunktsinvolution darzustellen. KEs sei etwa

{ p=a+8

q= b+ t,

wo a und b zwei ZahlgroBen und 8 und t die Doppelpunktsinvolutionen
von p und g sind. Bezeichnet man dann mit p’, ¢°, 8', t’ diejenigen Ab-
bildungen, in welche die Abbildungen p, ¢, 8, t durch eine umkehrbare
Projektivitit v iibergefilhrt werden, so wird wie in Gleichung (4)

pr=a+§r
<26) {q,=b+t’.

[pa] = [(a + 8)(b + )]
— ab + [b8] + [at] + [8t],

oder da nach Satz 201 (oder 106) die kombinatorischen Produkte [b§]
und [at] verschwinden, so wird

27) [pq] =ab 4+ [8t] und ebenso

28) [9) = ab + [5'¢']

Hier sind aber wegen (24) die zweiten Glieder der rechten Seiten gleich,
folglich sind auch die linken Seiten gleich, das heiffit, man hat wirklich
die Gleichung bewiesen:

(29) [p'a’] = [pa]

und damit den Satz:

Satz 267: Das kombinatorische Produkt zweier beliebigen
Projektivitdten verhilt sich invariant gegentiber einer umkehr-
baren Projektivitit.

Da ferner das Verschwinden des kombinatorischen Produktes zweier
Projektivititen fiir zwei harmonische Projektivititen charakteristisch ist, so
folgt aus Satz 267 noch der Sondersatz:

Satz 268: Zwei harmonische Projektivititen werden durch
eine umkehrbare Projektivitit wieder in zwei harmonische Pro-
jektivitdten tibergefiihrt.

(25)

Nun ist aber

Die projektiven Bilder inverser Projektivititen. Endlich iiberzeugt man

! durch

sich noch leicht, daB auch zwei inverse Projektivititen p und b
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eine umkehrbare Projektivitit wieder in zwei inverse Projektivititen liber-
gefilhrt werden. In der Tat, bezeichnet man diejenige Projektivitit, in
welche eine beliebige Projektivitit p durch eine umkehrbare Projektivitiit g
iibergefiibrt wird, mit p’, so wird nach Satz 90

: ;1
(30) b= h
Aus dieser Formel aber folgt nach dem ersten Satze von Stéphanos

(Satz 88) fiir die zu p’ inverse Projektivitit g—,—, der Wert:

1 11
31 B el
(31) ¥ o
das heifft gerade der Ausdruck fiir diejenige Projektivitit, in welche die
1
[
Es ist also wirklich gezeigt, daB die beiden zueinander inversen Projektivititen
1
»

inverse Projektivititen p’ und

zu p inverse Projektivitit — durch die Projektivitit q verwandelt wird.

p und - - durch eine jede umkehrbare Projektivitit wieder in zwei zueinander
1
v

Satz 269: Durch eine beliebige umkehrbare Projektivitit
werden zwei zueinander inverse Projektivititen wieder in zwei

zueinander inverse Projektivititen verwandelt.

iibergefiihrt werden, und man den Satz:

Die involutorische Abbildung einer Involution. Fragt man endlich
noch, in welcher Weise sich eine beliebige Involution B einer Geraden |
t indert, wenn man sie einer umkehrbaren, sonst aber
ganz beliebigen involutorischen Abbildung 8 dieser
Geeraden unterwirft, so denke man sich die Involu-
tionen jener Geraden nach der Stéphanosschen Vor-
schrift (vgl. Seite 303ff) durch die Punkte einer
Ebene abgebildet und insbesondere die Kurve zweiter
s Ordnung gezeichnet, welche die Bilder der parabolischen
Involutionen enthdlt (vgl. Figur 125).

Bestimmt man dann noch zwei umkehrbare Invo-

b’ lutionen t und u, die sowohl zur Involution 8 wie
auch untereinander harmonisch sind, so werden die
bt+cn drei umkehrbaren Involutionen 8§, t, u durch die Ecken

eines Polardreiecks jener Kurve dargestellt, und iiber-
dies ist eine jede Involution der betrachteten Geraden,
insbesondere also auch die zu transformierende In-
volution b als Vielfachensumme dieser drei harmonischen Involutionen
ausdriickbar; es sei etwa

(32) b=a8+ bt+ cu.

Fig. 125.
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Wird alsdann nach derjenigen Involution v’ gefragt, in welche die
Involution v durch die umkehrbare Involution & iibergefiihrt wird, so er-
mittle man zunfichst die Verinderungen, welche die jetzt als Grund-
involutionen verwendeten Involutionen 8, t, u erfahren, wenn man sie der
Abbildung 8 unterwirft. Diese Veriinderungen lassen sich leicht aus den
folgenden drei Gleichungen ablesen:

88 — 88
(33) t8 — — st
ug——su,

von denen die beiden letzten Gleichungen nach dem Satze von Peano
(Satz 231) aus unserer Voraussetzung folgen, dafl die Involutionen t und u
zur Involution 8 harmonisch sind.

Die Gleichungen (33) zeigen nun aber nach Satz 90, daB durch die
Involution 8 diese Involution 8 selbst ohne Zeichenwechsel in sich tiber-
geflihrt wird, daB aber die Involutionen t und u beziehlich in — t und — u
verwandelt werden, also bei der Abbildung durch die Involution 8 nur
ihr Zeichen wechseln. Auch gestatten diese Gleichungen die Beantwortung
der oben aufgeworfenen Frage, in welcher Weise die Involution 8 durch
die Involution 8 umgewandelt wird; denn aus ihnen folgt durch lineare
Verkniipfung die Gleichung:

(34) (a8 + bt + cu)8 = 8(ad — (bt 4 cw)),
welche zeigt, daB die Involution

(35) b=as+ (bt + cu)

durch die Involution 8 in die Involution

(36) ' =a8 — (bt 4 cu)

transformiert wird, das heiBt in diejenige Involution v’, deren Bild in der
Stéphanosschen Darstellung der Involutionen von dem Bilde der Original-
involution » durch das Bild der transformierenden Involution 8 und seine
Polare hinsichtlich der Kurve der parabolischen Involutionen harmonisch
getrennt ist. Man hat also den Satz:

Satz 270: Jede Involution v in einer Geraden wird durch eine
umkehrbare Involution 8 derselben Geraden wieder in eine In-
volution dieser Geraden iibergefiihrt, und zwar findet man in
der Stéphanosschen Veranschaulichung der Involutionen dieser
Geraden das Bild der transformierten Involution b, indem man
das Bild der Originalinvolution ¥ an dem Bilde der transfor-
mierenden Involution 8 und seiner Polare hinsichtlich der Kurve
der parabolischen Involutionen ,harmonisch spiegelt®

Dieser Satz gibt uns zugleich eine Bestitigung fiir die bereits aus
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dem Satze 259 folgende Tatsache, daB eine jede parabolische Involution
durch eine umkehrbare Involution ihrer Geraden wieder in eine para-
bolische Involution dieser Geraden iibergefiihrt wird. Denn nimmt man
das Stéphanossche Bild der parabolischen Ori-
ginalinvolution v auf der Kurve der parabolischen
Involutionen ganz beliebig an, so erhilt man
durch harmonische Spiegelung an dem Bilde
der transformierenden Involution 8 und ihrer

Polare hinsichtlich jener Kurve wieder einen
Punkt dieser Kurve, ndmlich denjenigen Punkt,
in welchem die Verbindungslinie der Bilder von
8 und v die Kurve zum zweiten Male schneidet
(vgl. Figur 126). Man hat also den Satz:
Satz 271: Jede umkehrbare Involution 8 in der Geraden fiihrt
die Bildkurve der parabolischen Involutionen dieser Geraden in
der Weise in sich iiber, daB jedem Punkte der Kurve derjenige
Punkt zugewiesen wird, in welchem seine Verbindungslinie mit
dem Bilde der transformierenden Involution § die Kurve zum

Fig. 126.

zweiten Male schneidet. _

Ubrigens kann man aus diesem Ergebnisse noch eine weitere Folge-
rung ziehen. Bezeichnet man nimlich den Doppelpunkt der parabolischen
Involution d mit » und denjenigen der parabolischen Involution b’ mit v’
und mit e einen beliebigen von v und v’ verschiedenen Punkt der zu
transformierenden Punktreihe, so gestatten die parabolischen Involutionen
v und b’ nach Seite 186 die Darstellung:

(37 b= e—”—»% und
(38) w2

Nun ist aber nach (34) (vgl. auch (35) und (36)):
(39) b8 — 8v’; ‘
es wird daher insbesondere das Produkt

(40) ebs = e8y’.

Hierin ist wegen (37):

ty) ey = v,

Andererseits wird, falls man noch denjenigen Punkt der zu transformierenden
Punktreihe, in den der Punkt e durch die Involution 8 iibergefiihrt wird,
mit e’ bezeichnet:

(1) 68 = ¢;
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die Gleichung (40) verwandelt sich also in:

(41) v =c¢e'y’.

Da ferner nach der Voraussetzung die Punkte ¢ und ¢’ voneinander rium-
lich verschieden sind, so ist wiederum e’ als Vielfachensumme von e und
v’ darstellbar; es sei etwa:

e =ge+ ho".
Dann wird wegen (38):
(1II) e'n’ =gv,
so daB die Gleichung (41) die Form annimmt:
(42) v8 = gv'.

Diese aber zeigt, daB die Doppelpunkte v und " der parabolischen In-
volutionen » und b’ ein Paar der Involution 8 bilden, und man hat
den Satz:

Satz 272: Eine jede parabolische Involution v in der Geraden
wird durch eine umkehrbare Involution 8 derselben Geraden in
diejenige parabolische Involution v’ jener Geraden iibergefiihrt,
deren Doppelpunkt das Bild des Doppelpunktes von v in der
Involution 8 ist.

Betrachtet man weiter einen jeden Punkt der Kurve der parabolischen
Involutionen zugleich als Bild des Doppelpunktes der zugehdrigen para-
bolischen Involution, so schneidet jede Sekante der Kurve, die durch den
Bildpunkt einer beliebigen umkehrbaren Involution 8 gelegt ist, aus der
Kurve der parabolischen Involutionen die Bilder der Punkte eines Paares
dieser Involution 8 aus. Man kann daher den Satz aussprechen:

Satz 273: FaBt man bei der Stéphanosschen Abbildung der
Involutionen einer Geraden auf die Punkte einer Ebene jeden
Punkt der Kurve der parabolischen Involutionen zugleich als
Bild desjenigen Punktes der transformierten Punktreihe auf,
der den Doppelpunkt der zugehérigen parabolischen Involution
bildet, und legt durch den Bildpunkt irgendeiner umkehrbaren
Involution 8 eine beliebige Sekante der Kurve, so schneidet
diese aus der Kurve ein Paar der Involution 8 aus. Insbesondere
werden bei einer hyperbolischen Involution 8 die Beriihrungs-
punkte der beiden von ihrem Bildpunkte an jene Kurve ge-
legten Tangenten die Doppelpunkte d, und d, der Involution $
(vgl. Figur 126).
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fallen zusammen 205f. — Mittelpunkt
einer I. 206ff. — Die in einem Biischel
von Projektivititen enthaltene I. 262f.
— Die Stéphanossche Abbildung der
_ Involutionen einer Geraden auf die
Punkte einer Ebene 303f Die
Stéphanosschen Bilder der I. bei der
Abbildung der Projektivititen einer Ger.
auf die Punkte des Raumes 296f., 297 ff.
— Folgeprodukte von I. 313f. — In-
volutionen, die zugleich harmonisch und
vertauschbar sind 316ff. — Resultante
zweier harmonischen I. 322ff. — Die
Systeme dreier umkehrbaren und zu-
einander harmonischen I. 826ff., ihre
Multiplikationstafel 328f. — Die Pro-
Jektivitit als Resultante (Folge) zweier
1. 334ff. — Projektive Abbildung einer
1. 342f. — Invarianz des kombinato-
rischen Produktes zweier I. bei pro-
Jjektiver Abbildung 846f. — Involuto-
rische Abbildung einer I. 848ff, ins-
besondere einer parabolischen I. 349ff.
Involutorische Grundgebilde 157. —
Involutorisch gepaart 157. — I. Ver-
wandtschaft (Involution) 157. — I. po-
gitiv zirkulire Abbildung 216f.

Inzidenz 41.
Kombinatorisches Produkt 39.

K. Pr. von der Form [yz-pq] 140f1f,
seine Projektivitiitsfaktoren sind ver-
tauschbar, seine Punktfaktoren nur mit
Zeichenwechsel 142. — K. Pr. zweier
Projektivititen 142ff,, Vertanschbarkeit
seiner Faktoren 144, sein Verschwinden
276 ff.

Kombinatorisches Quadrat (Potenz-
wert) eines Projektivitiitsbruches 144 ff.—
K. Q. der Identitdt 145. — K. Q). einer
Involution 164. — Vorzeichen des k. Q.

- Kreisinvolution
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(gleichldufige und gegenliufige Projek-
tivitdten) 145, sein Verschwinden 146ff.

Kommutatives Gesetz bei der Addi-
tion von Punkten 2.

Komplementéire Doppelverh#lt-
nisse 51f. .

KomponenteneinesFolgeproduktes
von Projektivititen derselben Geraden
123.

Kongruenz zweier Punktreihen,
gleichsinnige : Schiebung einer P. 204,
ungleichsinnige: Symmetrie; Umwen-
dung einer P. 204.

Konjugierte Durchmesser, Halb-
messer einer Ellipse 168ff,, einer Hy-
perbel 174.

Konjugierte Hyperbeln 175.

Konzentrische kongruente Strahl-
biischel von gleichem Sinn 2081

(Rechtwinkelinvolu-
tion) 210f., 217f., 235ff. — Die ellip-
tische Punktinvolution als Schnitt der K.
217f.

Kubische Determinante 144.

Kurve zweiter Klasse, Begriff 74f. —-
Gleichung einer K. 2. Kl. 74, 87. —
K. 2. Kl. als Hiillkurve der Triiger aller
Punktwiirfe von konstantem Doppelver-
hiltnis, die aus 4 festen Geraden aus-
geschnitten werden, 87. — Punktpaar
als K. 2. KL. 77, 88. — Doppeltzihlen-
der Punkt als K. 2. K1. 77, 87 Anm.

Kurve zweiter Ordnung, Begriff 71. —
Gleichung einer K. 2. 0. 70f., 84f. —
K. 2. 0. als geometrischer Ort der
Scheitel aller Strahlwiirfe von kon-
stantem Doppelverhilltnis, die 4 feste
Punkte projizieren, 84f. — Linienpaar
als K. 2. 0. 78, 85. — Doppeltzihlende
Gerade als K. 2. 0. 73, 84 Anm, 2. —
Zusammenhang zwischen K. 2. O. und
Kurven 2. Klasse 107ff.

Leitgebiet der Zuriickleitung 42.

Lineale Anderung eines Faktors in
einem #uBeren Produkt 11, 12, 18f,
21, — Spezielle 1. A. 21f.

Linear unabhéingig voneinander 256.

Linienpaar als Kurve zweiter Ordnung
73, 85.

Masse eines Punktes 1.

Multiplikation siehe Produkt.

Multiplikationssidtze fiir die zwei-
faktorigen planimetrischen Produkte
47f.



Sachregister.

Multiplikationstafel dreier umkehr-
baren und zueinander harmonischen
Involutionen 328f. — M. der 83 Grund-
involutionen 330. — M. der 4 Grund-
projektivititen 330. — M. der 4 Bruch-
einheiten 332. — M. der 4 Quater-
nioneneinheiten 333.

Negativ zirkuldre Abbildung einer
Punktreihe 239ff., 247ff., sie ist in-
volutorisch 248f., ihre Grundpunkte
247, der zu ihnen gehdrende Winkel
der n. z. A. 247. — Gesamtheit aller
derjenigen n. z. A., welche dieselben
Grundpunkte haben 249. — N. z A,
eines Strahlbiischels 255f., ihre Achsen
256, ihre Doppelstrahlen 256.

Negativ zirkulire Anderung eines
Punktpaares 211f, Anm.

Normalform einer Projektivitit mit
2 getrennten reellen Doppelpunkten
152. — N. einer Proj. mit 2 konju-
giert komplexen Doppelpunkten 154. —
N. einer hyperbolischen Punktinvolu-
tion 194f. — N. einer hyperbolischen
Strahlinvolution 195.

Nullpunkt einer einfach entartenden
Projektivitat 147#., 301ff., 811, 313.
— N. einer parabolischen Involution
185 ff.

ParabolischeInvolution 184ff, 201f,,
260f. — Hauptpunkt und Nullpunkt
einer p. I (Doppelpunkt derselben)
185ff. — P. Involutionen, die ihren
Doppelpunkt miteinander gemein haben,
186 ff. — Wann sind 2 p. I. zueinander
harmonisch? 319f. — Involutorische Ab-
bildung einer p. I. 349ff.

Parameter eines Punktes einer Punkt-
reihe in bezug auf 3 Punkte derselben
55. — P. eines Strahles eines Strahl-
biischels in bezug auf 8 Strahlen des-
gelben 59.

Parameterdarstellung einer Ellipse
166ff., zweier konjugierten Hyperbel-
zweige 175.

Pascalsches Sechseck 95ff.

Pascalsche Gerade 97.

Pascalscher Satz 96. — Spezialisie-
rungen des P. S. 98ff

Perspektive Grundgebilde 621

Perspektivititszentrum 65.

Perspektivitiitsachse 65.

Planimetrische Erweiterung eines
Abbildungsbruches 119f.
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Planimetrisches Produkt 38. — Ver-
einungsgesetz der pl. Pr. 41. _. Multi-
plikationssitze der zweifaktorigen pl. Pr.
47f. — Reduktionsregel fiir pl. Pr. 91 f —
Darstellung zweier projektiven Strahl-
biischel durch pl. Pr. 92f. — Darstellung
des Erzeugnisses zweier projektiven
Strahlbiischel durch ein = 0 gesetztes
pl. Pr. 93ff. — Darstellung zweier pro-
jektiven Punktreihen durch pl. Pr. 101, —
Darstellung des Erzeugnisses zweier pro-
Jjektiven Punktreihen durch ein = 0 ge-
setztes pl. Pr. 1011

Positiv zirkulire Abbildung einer
Punktreihe 211ff.,, ihre Darstellung als
Funktion ihres Parameters und einer
gewissen elliptischen Involution 212. —
Die p. z. A. als perspektives Abbild der
Drebung eines gewissen Strahlbiischels
212ff. — Ihre Drehpunkte 215, — Ihr
Drehwinkel 215. — Konstruktion der
Drehpunkte 212f., 215f. — Wann wird
sie involutorisch? 216f. — Die konti-
nuierliche eingliedrige Gruppe der p.
z. A. einer Punktreihe 224 ff. — P. z. A.
eines Strahlbiischels 227 ff. — Beziehung
einer beliebigen Projektivitit mit kon-
Jjugiert komplexen Doppelelementen zur
p. z. A. 2811, 235. — Beziehung einer
elliptischen Punktinvolution zu einer
gewissen involutorischen p. z. A. 233,

Positiv zirkulire Anderung eines
Punktpaares 211f. Anm.

Potenzwert (kombinatorisches Quadrat)
eines Projektivitiitsbruches 144ff. —
Sein  Vorzeichen (gleichliufige wund
gegenliufige Projektivititen) 145. —
Sein Verschwinden 146 ff. — Potenzwerte
der 4 zueinander harmonischen Grund-
abbildungen einer Geraden 293.

Produkt, duberes, siehe #uBeres Pr, —
Pr., progressives, siehe progressives

Pr. — Pr., regressives, sieche regres-
sives Pr. — Pr., planimetrisches, siehe
planimetrisches Pr. — Pr., kombinato-

risches, siehe kombinatorisches Pr.
Progressives Produkt 29.
Projektive Abbildung einer Involution
842f. — Invarianz des Potenzwertes
einer Involution bei pr. A. 343. — Pr.
A. einer Projektivitit 843ff -— In-
varianz des Potenzwertes einer Projek-
tivitit bei pr. A. 343f., des Produktes
ihrer Hauptzahlen 344, der Summe
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ihrer Hauptzahlen 344f., der Haupt-
zahlen selbst 845f. — Invarianz des
kombinatorischen Produktes zweier In-
volutionen bei pr. A. 346f., desgleichen
zweier Projektivititen 847.

ProjektiveBeziehungzweierGrund-
gebilde 60. — Festlegung der pr. B.
zw. Gr. durch Angabe zweier Tripel
entsprechender Elemente 61f. — Her-
stellung der pr. B. zw. Gr. durch mehr-
fache Anwendung der Perspektive 65ff.

Projektive Bilder zweier harmonischen
Projektivitiitten 347, zweier inversen Pro-
jektivititen 347f.

Projektivititen in der Geraden und
im Strahlbiischel 111ff, mit reellen
und voneinander verschiedenen Haupt-
zahlen 151£., 189 ff., mit konjugiert kom-
plexen oder auch entgegengesetzt rein
imaginéren Hauptzahlen 152ff., 2081,

! mit gleichen (und somit reellen) Haupt-
zahlen 196 ff.

Projektivititsbruch 116ff. — Seine
Erhebung zum Range einer Grofe
117f. — Einfiihrung neuer Nenner in
einen Pr. 118f — Erweiterung eines
Pr. mit Zahlgrofen 119.

Punkt, einfacher 1, vielfacher 1.

Punktinvolution 157, mit getrennten
reellen und konjugiert komplexen Dop-
pelpunkten 160.

Punktpaar als Kurve zweiter Klasse
77, 88.

Punktreihe 59. — Triiger einer P. 59. —
Elemente einer P. 59f. — Grundpunkte
einer P. 55, 113. — Einheitspunkt einer
P. 113.

Punkttripel 66.

Punktwurf 49. — Zugeordnete Punkte
eines P. 49. — Triager eines P. 49. —
Elemente eines P. 49. — Harmonischer
P. b4,

Quaternionen, komplexe Qu. 833 —
Quaternioneneinheiten, ihre Multiplika-
tionstafel 333. — Quaternionentypus
eines Systems hoherer komplexer Grof8en
333f, seine beiden reellen Gestalten 334.

Rechtwinkelinvolution (Kreisinvolu-
tion) 210, 217f., 235 1f. — Die elliptische
Punktinvolution als Schnitt der R. 217f.

Reduktionsregel fiir planimetrische
Produkte 91f.

Regressives Produkt zweier Stibe 281,
geine Definitionsgleichung 29. — R. Pr.
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dreier Stibe 34ff. — Wann ein r. Pr.
zweier Stibe verschwindet 33f., wann
ein solches dreier Stibe 36f. — Schnitt-
punktsformel des r. Pr. zweier Stibe 47.

Resultante (Folge) zweier Projektivi-
titen derselben Geraden, ihre Kompo-
nenten 123. — R. zweier harmonischen
Involutionen 322 ff. — Die Projektivitiat
als R. zweier Involutionen 334ff., die-
gelbe ist zu ihren involutorischen Kom-
ponenten harmonisch 337f.

Reziproke Doppelverhidltnisse 51.

Schar von Kurven zweiter Klasse
mit 4 reellen Grundgeraden 88ff. —
Doppelverhiltnis einer K. der Sch. in
bezug auf deren 4 Grundgeraden 88, —
Sch. v. lauter zerfallenden K. 2. K1. 89. —
Die 3 zerfallenden Kurven einer Sch. v.
K. 2. Kl. 89f.

Schein 62. — Sch. einer Punktreihe
63ff. — Sch. ciner Punktinvolution 222,

Schiebung (gleichsinnige Kongruenz)
200f.

Schnittpunktsformel der regressiven
Multiplikation 47.

Schrotersche Konstruktion der Dop-
pelpunktsinvolution einer Projektivitit
3091,

Sektorschwenkung vom Parameter i
in bezug auf zwei konjugierte Hyperbel-
zweige 267ff. — Dieselbe in bezug auf
zwel gleichseitige konjugierte Hyperbel-
zweige 2681f., verkniipft mit einer Spie-
gelung am Asymptotenpaar 273f.

Stab 7. — Zusammenhang zwischen St.
und Strecke 11ff.

Stabpaar 14f.

Stabwurf (Strahlwurf) 55ff. — Zugeord-
nete Stibe eines 8t. 55. — Triiger eines
St. 55. — Elemente eines St. 55.

Stéphanossche Abbildung der Pro-
jektivititen einer Geraden auf die Punkte
des Raumes 295ff. — St. A. der [n-
volutionen einer Geraden auf die Punkte
einer Ebene 303ff.

Stéphanossche Bilder der gleich-
liufigen und gegenlinfigen Projektivi-
titen 299, der entartenden Projektivi-
titen 296, 298, zweier harmonischen
Projektivititen 296, 298f., zweier in-
versen Projektivititen 307ff., der In-
volutionen 296f., 297ff., zweier harmo-
nischen Involutionen 296 ., eines Biischels
und eines Biindels von Projektivititen
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297, zweier Projektivititen, die ihre
Doppelpunkte miteinander gemein haben
299, der zentrischen Schiebungen 311,
vertauschbarer Projektivititen 322.

Stéphanossches Hyperboloid 298f.
— Die Bedeutung der Durchmesser des
St. H. 299. — Die Bedeutung der ge-
radlinigen Erzeugenden des St. H. 299 ff.
— Der Asymptotenkegel des St. H. 3101
— Die Durchmesser des St. H. auf,
innerhalb und auBerhalb des Asym-
ptotenkegels 310ff.

Stereometrisches Produkt 38f.

Strahl 57.

Strahlbiischel 60. — Triiger eines Str.
60. — Elemente eines Str. 60.

Strahlinvolution 157. — Achsen einer
Str. 288f.

Strahltripel 67.

Strahlwurf siehe Stabwurf und harmo-
nischer Strahlwurf.

Strecke als Differenz zweier einfachen
Punkte 4f. — Zusammenhang zwischen
Stab und Str. 11ff. — Str. eines Stabes
229 f,

Streckengleich 18.

Streckengleichung einer Ellipse 166 {f.
— Str. des positiven Zweiges einer Hy-
perbel 173f.

Streckeninvolution, elliptische 170.

Stufe, GriBe erster, zweiter, dritter St.
Vorrede V. — Gebiet dritter, vierter,
nter St. 38f., 288fF, 295.

Stufensumme der Faktoren eines Pro-
duktes 27.

Summe von Punkten 1f — 8. zweier
Stibe mit gemeinsamem Anfangspunkt
9. — 8. zweier Stibe, deren Linien sich
im Endlichen schneiden 18f. — 8. zweier
Strecken 6. — 8. paralleler Stibe 14.
— 8. zweier Felder 19.

System aller gegenliufigen Projektivi-
titen mit 2 gemeinsamen getrennten
reellen Doppelpunkten 274, die in ihm
enthaltenen entartenden Projektivititen
2751,

Systeme hherer komplexer GroBen
330ff. — Einheiten eines Systems h. k.
Gr. 331.

Tangentenstrecke einer Ellipse 172,
einer Hyperbel 176 ff., einer Kurve tiber-
haupt 172f.

Triger eines Punktwurfes 49, eines
Stabwurfes 55, einer Punktreihe 59,
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eines Strahlbiischels 60, des laufenden
Punktes einer Kurve 167.

Trennen sich, zwei Punktpaare einer
Punktreihe 219. — Zwei Strahlpaare
eines Strahlbiischels tr. s. 219,

Trennen sich nicht, zwei Punktpaare
einer Punktreihe 220. — Zwei Strahl-
paare eines Strahlbiischels tr. s. n. 219.

Uberfihrung von Projektivititen
1321, 314f.

Umkehrbare Projektivitat 129f —
Kriterium der Umkehrbarkeit 129, neue
Form des Kriteriums der Umkehrbar-
keit 146.

Umkehrung einer Projektivitit 129.

Umwendachsen eines Strahlbiischels
243.

Umwendung eines Strahlbiischels
(Gleichwinkelinvolution) 239 ff. — Folge
zweier U. e. Str. 246f.

Umwendung einer Punktreihe 204,
252. — Zentrum der U. e. P. 252.

Uneigentliche (zweifach entartende)
Projektivitit 146, 196f. — U. Involution
163.

Unendlich ferner Punkt einer Geraden
3f — U. ferne Punkte zweier projek-
tiven Punktreihen 202ff., sie sind ein-
ander zugeordnet: Ahnlichkeitstrans-
formation in der Geraden 202ff.

Ungleichsinnig #hnliche Punktreihen
204.

Ungleichsinnig kongruente Punkt-
reihen 204.

Vereint liegen 41.

Vereinungsgesetz der planimetrischen
Multiplikation 41,

Verschiebbarkeit eines Stabes in seiner
eigenen Linie 13.

Verstellbarkeit eines Zahlfaktors
in dem iiuBeren Produkt zweier Punkte
9, in dem #uBeren Produkt dreier Punkte
20, in dem HuBeren Produkt von Punkt
und Stab 24f., in dem regressiven Pro-
dukt zweier Stiibe 32, in dem kombi-
natorischen Produkt [yz-pq] 141.

Vertauschbare Abbildungen 182f —
Begriff zweier vertauschbaren Projektivi-
titen 815. — Kigenschaften v. Proj.
321f. — V. Involutionen 314ff — In-
volutionen, die zugleich harmonisch und
v. sind, 316ff.

Vertauschung der Faktoren eines
#uBerenProduktes von Punkten(Strecken)
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10, 12, 18, 20. — V. d. F. eines #uberen
Produktes von Punkt und Stab 24. — V.
d. F. eines regressiven Produktes zweier
Stabe 81f.

Vertauschung zugeordneter Punkte
eines harmonischen Punktwurfes 54.
Vertauschung zugeordneter Strah-

len eines harmonischen Strahlwurfes 58.
Vielfachensumme von Projektivi-
taten 121f
Vielfacher Punkt 1.

Vollstindiges Viereck 78, seine Ecken,

Seiten, Gegenseiten, Nebenecken, Neben-
geiten 78.

VollstindigesVierseit 81,seineSeiten,
Ecken, Gegenecken, Nebenseiten, Neben-
ecken 81.

Vormulfiplizieren 11.

Wechselseitiges Entsprechen der
Punkte einer Projektivitit: Involution
1567.

Zahlgleichung zwischen 5 beliebigen
Punkten oder Stiben einer Ebene 46f.
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ZahlgrsBe als Projektivititsbruch 122.

Zentrische Schiebung 197ff, 260, ihr
Zielpunkt (Zentrum) 201. — Die Sté-
phanosschen Bilder der zentrischen
Schiebungen 311.

Zentrum (Zielpunkt) einer zentrischen
Schiebung 201.

Zerfallende Kurven zweiter Klasse 77,
87 Anm., 88. — Z. K. zweiter Ordnung
73, 84 Anm. 2, 85, 86f.

Zerlegung eines Punktes in 2 Kompo-
nenten 43, eines Stabes 45, — Z. eines
Punktes in 3 Komponenten 45f., eines
Stabes 46. '

Zielpunkt (Zentrum) einer zentrischer
Schiebung 201.

Zuriickleitung eines Punktes 41ff., eines
Stabes 43ff. — Erginzende Z, 43.

Zweifach entartende (uneigentliche)
Projektivitét 146, 196f.

Zyklische Vertauschung der Fak-
toren eines Folgeproduktes von Pro-
jektivitidten 131f.
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Apollonins 213,

Aschieri 146, 149, 286 (Satz v. A.).

Brianchon 104, 106 (Satz v. B.), 1051

Budde 7.

Burali-Forti 157, 268, Vorrede III, IVf.

Ceva 45.

Collins 97.

Davis 8.

Eichler 8, 45.

Engel 254, Vorrede VI.

GraBmann, H., der Altere 7, 23, 98, 147,
2111, 288, Vorrede 1II.

GraBmann, H., der Jiingere 7, 23, 201, 209.

Griinwald, Anton 8, 23.

Hamilton 833.

Hankel, H., 7, 28.

Hausdorff 331.

Heffter 298.

Henrici 243.

Hesse 298.

Jahnke 8, 28.

Kohler 298.

Leitzmann 144,

Lie 333.

London 310.

Marcolongo Vorrede IVf.

Menelaus 45.

Mobius 282, Vorrede III

Pascal, B., 95, 96 (Satz von P.), 97, 98ff.

Pascal, E., 144.

Pasch 310.

Peano 47, 266, 314 (Satz von P.), 330,
Vorrede IIL

Reye 123, 341, Vorrede III.

Scheffers 91, 831, 333, Vorrede IIL

Schroter 310.

Segre 277, 282, 284, 810, 338 (Erster Satz
von S.), 841 (Zweiter Satz von 8.), Vor-
rede IIL

Shaw 333.

von Staudt 49.

Stéphanos 131 (Erster Satz von St.), 145,
183, 276f, 296ff,, 322 (Zweiter Satz
von 8t.), Vorrede III, IV.

Study 8, 831, 332, 388, 334 (Satz von St.),
Vorrede III, IV.

Sturm, R., 245f., 810.

Wiener, H., 182 (Erster Satz von H. W),
243, 277, 810, 326 (Zweiter Satz von
H. W.) 889, 340, 841, 848, Vorrede III.

von Vieth 8.

Zindler 8.






