


P. P. 
lfeinen umfangreichen Verlag auf dem Gebiete der M.athema.tik, der 

Naturwissenschaften und Technik nach allen Richtungen hin weiter 
auszubaucn, ist mein stetes, durch das Vertrauen und Wohlwollcn zahl­
reicher hervorragender Vertreter dieser Gebiete von Erfolg begleitetes 
Bemiihen, wie mein Verlagskatalog zeigt, und ich hoffe, daB bei gleicher 
Unterstiitzung seitens der Gelchrten und Schulmanner des In- und Aus­
I;tndes auch meine weiteren Unternehmungen Lehrenden und Lernenden 
in Wissenschaft und Schule jederzeit 16rderlich sein werden. Verlags­
anerbieten gediegener Arbeiten auf einschlagigem Gebiete werden mir 
deshalb, wenn auch schon gleiche oder ahnliche Werke iiber denselben 
Gegenstand in meinem Verlage erschienen sind, stets sehr willkommen sein. 

Unter meinen zahlreichen Unternehmungen mache ich ganz besonders 
auf die yon den Akademien der Wissenschaften zu Gottingen, Leipzig, 
MUnchen und Wien herausgegebeneEncyklopJl.d.ie der Mathematischen 
Wissenschaften aufinerksam, die in 7 Banden die Arithmetik und 
Algebra, die Analysis, die Geometrie, die Mechanik, die Physik, die 
Geodasie und Geophysik und die Astronomie behandelt und in einem 
SchluBband Geschichte, Philosophie und Didaktik besprechen wird. Eine 
franzosische Ausgabe, von franzosischen Mathematikern besorgt, hat 
zu erscheinen begonnen. 

Weitester Verbreitung erfreuen sich die mathematischen und natur­
wissenschaftlichen Zeitschriften meines Verlags, als da sind: Die Mathe­
matischen Annalen, die Bibliotheca Mathematica, Zeitschrift fiir 
Geschichte del' Mathematis-chen Wissenschaften, das Archiy der Mathe­
matik und Physik, die Jahresberichte der Deutschen Mathematiker­
Vereinigung, die Zeitschrift fiir Mathematik und Physik, Organ fUr 
angewandte Mathematik, die Zeitschrift fUr mathematischen und 
naturwissenschaftlichen Unterricht, die Mathematisch-natur­
wissenschaftlichen Blatter, die Monatshefte fUr den naturwissen­
schaftlichen Unterricht aller Schulgattungen, die Geographische 
Zeitschrift, das Archiy fUr Rassen- und Gesellschafts-Biologie, 
ferner Himmel und Erde, illustrierte naturwissenschaftliche Monats­
schrift u. a. 

Seit 1868 veroffentliche ich: "Mitteilungen der Verlagsbuch­
handlung B. G. Teubner". Diese jahrlich dreimal erscheinenden 
"Mitteilungen", die in 35000 Exemplaren im In- und Auslande von mir ver­
breitet werden, sollen das Publikum, das meinem Verlage Aufmerksamkeit 
schenkt, von den erschienenen, unter der Pre sse befindlichen und von den 
vorbereiteten Unternehmungen des Teubnerschen Verlags durch aus­
fiihrliche Selbstanzeigen der Verfasser in Kenntnis setzen. Die Mit­
teJIungen werden jedem Interessenten auf Wunsch regelmal3ig 
bei Erscheinen umsonst und postfrei von mir iibersandt. Das 
ausfiihrliche "Verzeichnis des Verlags von B. G. Teubner auf 
dem Gebiete der Mathematik, Naturwissenschaften, Technik nebst 
Grenzwissenschaften" 101. Ausgabe, mit eingehender systematischer 
und alphabetischer Bibliographie und einem Gedenktagebuch fiir Mathe­
matiker, 10 Bildnissen sowie einem Anhange, Unterhaltungsliteratur ent­
haltend [CXXXI, 392 u. 92 S.] gr. 8. 1908, IIteht Interessenten umsonBt 
und postfrei zur V crfiigung. 

J.YolPZIG, PoststraBe 8. 
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Vorrede. 

Das Werk, dessen ersten Band ich hiermit der OffEmtlichkeit iiber­
gebe, weicht seinem Inhalte wie seiner Form nach ziemlich stark von den 
sonstigen analytischen Bearbeitungen der projektiven Geometrie ab; seinem 
Inhalte nach, insoiern ich das Rechnen mit Abbildungen in den Vorder­
grund der Betrachtung geriickt habe, seiner Form nach, indem ich als 
analytisches Hiilfsmittel die von A .• F. Mobius und meinem Vater be­
griindete Methode der Punktrechnung verwende, die, wie ich glaube, fiir 
die Darstellung del' projektiven Geometrie manche Vorziige hat. Da man 
namlich bei ihr nicht nur die geometrischen Gebilde, den Punkt und die 
Gerade, die Strecke und das Feld, sondern auch die wichtigsten Abbil­
dungen, die Projektivitat und Involution, die Kollineation, die Reziprozitat 
und das Polarsystem, durch ein einziges Symbol ausdriickt und direkt der 
Rechnung unterwirft, gelangt man nicht nur zu Formeln von bemerkens­
werter Kiirze, sondern hat auch den Vorteil, daB jedem Schritte der Rech­
nung eine entsprechende begriffliche Entwickelung parallel geht, wodurch 
zugleich eine engere Fiihlung mit der synthetischen Behandlung der Geo­
metrie gewonnen wird. AuBerdem tritt das fiir die projektive Geometrie 
so wichtige Prinzip der Dualitat noch schaner hervor, als dies bei anderen 
rechnerischen Methoden der Fall ist, und man erhalt ferner eine anschauliche 
und natiirliche Deutung der Dreieckskoordinaten, die es dann auch ermog­
licht, in jedem Stadium der Rechnung aufs leichteste zu den gewohnlichen 
Koordinatengleichungen iiberzugehen. 

Der erste Band des Werkes umfaBt neben einem einleitenden Teile, 
in welchem die Methode der Punktrechnung dargelegt wird, die Grund­
begriffe der projektiven Geometl'ie, die Erzeugung der Kurven zweiter 
Ordnung und zweiter Klasse durch projektive Strahlbiischel und Punkt­
reihen, sodann aber eine besonders ausfiihrliche Behandlung der Pro­
jektivitaten in der Geraden und im Strahlbiischel, bei der ich versucht 
habe, an diesem einfachsten Beispiele das moderne Verfahren des Rechnens 
mit Abbildungen zu entwickeln und die wichtigsten auf diesem Gebiete in 
dem letzten Vierteljahrhundert von Stephanos, H. Wiener, Segre, 
Peano, Aschieri, Study, Scheffel's, Reye und Burali-Forti ge-
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wonnenen Ergebnisse im Zusammenhange darzustellen, wobei die Anwen­
dung der neuen Methode auch sachlich manches Neue ergab. So bei der 
Behandlung del' entarlenden Projektivitiiten und der zentrischen Schiebung, 
bei der Darstellung der Projektivitiiten mit konjugierl komplexen und ge­
trennten reellen Doppelpunkten durch ihre Doppelpunktsinvolution und 
bei den harmonischen Projektivitiiten. Weiter fuhrte die Wiedergabe der 
von Stephanos herriihrenden Abbildung der Projektivitiiten einer Ge­
raden auf die Punkte des Raumes zu einigen neuen Ergebnissen, und 
endlich bietet auch wohl die in Anlehnung an die Arbeiten von Study 
vollzogene Einreihung dieser Projektivitiiten unter die Systeme von bO­
heren komplexen GroBen einiges Interesse. Als analytisches Hiilfsmittel 
erwies sich bei diesen Untersuchungen neben den extensiven Bruchen und 
den Folgeprodukten von Abbildungen die Einfiihrung eines kombinato­
rischen Produktes zweier Projektivitiiten derselben Geraden als besonders 
niitzlich. 

Der zweite Band wird die projektiven Abbildungen in der Ebene, die 
Kollineation und die Reziprozitiit und im AnschluB daran eine eingehende 
Behandlung del' Kegelschnitte und linearen Systeme von Kegelschnitten 
enthalten. 

Ein paar Bruchstiicke meines Buches habe ich bereits gelegentlich 
in der Form dreier Abhandlungen veroffentlicht, die in den Jahren 1894, 
1896 und 1898 erschienen sind 1), und von denen die erste und eill Teil 
der zweiten in erweiterler Form im vorliegenden Bande zum Abdruck ge­
kommen ist, wiihrend der Rest del' zweiten und die dritte Arbeit im 
zweiten Bande verwertet werden sollen. 

Ganz besondere Sorgfalt ist· von mir auf die Wahl der Bezeichnullgen 
verwendet worden, und ich will die Gesichtspunkte, die ich dabei befolgt 
habe, hier kurz zusammenstellen, zumal gerade jetzt die Frage der Vek­
torenbezeichnung auf der Tagesordnung steht, und mir bei der bisherigen 
Diskussion iiber dies en Gegenstand ein fiir die Erledigung der Frage be­
sonders wichtiger Gedanke iibersehen oder doch nicht geniigend beachtet 
zu sein scheint2). Dieser Gedanke hat schon meinen Vater bei der 

1) Es sind die drei Arbeiten: Punktrechnung und projektive Geometrie. Erster 
Teil: Punktrechnung. Beitrag zur Festschrift der Lateinischen Hauptschule zur zwei­
hundertjahrigen Jubelfeier der Universitat Halle-Wittenberg. Halle 1894. Zweiter 
Teil: Grundlagen der projektiven Geometrie. Wissenschaftliche Beilage zum Programm 
der Lateinischen Hauptschule. Halle 1896. Dritter Teil: Die linearen Verwandt­
schaften in der Ebene. Beitrag zur Festschrift der Lateinischen' Hauptschule zur 
zweihundertjahrigen Jubelfeier der Franckeschen Stiftungen. Halle 1898. 

2) Dies gilt zum Beispiel auch von den V orschlagen fur die Vereinheitlichung 
der Vektorenbezeichnung, welche die Herren Burali-Forti und Marcolongo im 
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Wahl seiner Bezeichnungen geleitet und ist nur nicht gerade ausdriicklich 
von ihm ausgesprochen worden. Ich mochte ihn in der folgenden F<»"­
derung zusammenfassen: 

Bei einem jeden analytischen Ausdrucke, zum Beispiel bei jedem Pro­
dukte, mufJ man aus der Schriftgattung der Buchstaben, die fur die ver­
knupften GrofJen benutzt werden, aUf Grund einer blofJen Abzahlung sof<»"t 
entnehmen konnen, ob der Ausdruck eine ZahlgrofJe, ein Gebilde erster, 
zweiter oder dritter Stufe oder endlich eine Abbildung darstellt, und in letz­
terem- Falie, ob und gegebenenfalls in welcher Weise diese Abbildung die 
Stufe der abgebildeten GrofJen andert. 

Man kann indes diese Forderung nur erfiillen, wenn man filr addier­
bare GroBen, zum Beispiel fiir die GroBen erster Stufe, den Punkt und 
die Strecke, und eben so fiir die GroBen zweiter Stufe, den Stab und das 
Feld, gleichartige Typen wahlt, fiir nicht addierbare GroBen aber, wie filr 
Zahlen und Punkte, Punkte und Stabe, verschiedenartige Schriftzeichen. Be­
zeichnet man daher die Strecken durch kleine lateinische Buchstaben, so 
darf man fiir die Punkte, da sie mit einer Strecke additiv verkniipft werden 
konnen, nicht etwa groJ3e lateinische Buchstaben verwenden, sondern mu6 
sie ebenfalls durch kleine lateinische Buchstaben wiedergeben. Dies hat 
ja freilich den N achteil, daB man von der in der Elementargeometrie und 
synthetischen Geometrie iiblichen Bezeichnungsweise abweicht. Aber ein­
mal sind in diesen Disziplinen die Punkte nicht Objekte der Rechnung, 
und sodann erscheint es auch wichtiger, den Zusammenhang mit der ge­
wohnlichen analytischen Geometrie nicht zu verlieren; hier aber werden 
die Dreieckskoordillaten eines Punktes stets durch kleine lateinische Buch­
stab en ausgedriickt. Die Gleichungen der Punktrechnung werden daher den 
Gleichungen in Dreieckskoordinaten am ahnlichsten, wenn man denjenigen 
Punkt, del' in del' gewohnlichen analytischen Geometrie die Dreiecks­
koordinaten Xl' X2, Xs hat, einfach mit X bezeichnet . 

• Dadurch wird man zugleich einer zweiten, nicht so wichtigen, abel' 
doch immerhin niitzlichen Forderung gerecht, der Forderung namlich, 

dafJ die am ltaufigsten vorkommenden Grof3en die einfachsten Syrnbole 
erhalten. 

In der Tat treten ja -naturgemaB die Punkte und Strecken in den 
Rechnungen viel haufiger auf als die Stabe und Felder, und anderel'seits 
lassen sich die kleinen lateinischen Buchstaben, namentlich wenn mehrere 

Jahre 1908 dem internationalen MathematikerkongreB in Rom unterbreitet haben. 
VgI. C. Burali-Forti und R. Marcolongo, Per l'unificazione delle notazioni vetto­
riaJi, Rendiconti del Circolo Matematico di Palermo, Tomo XXIII (.April 1907), Tomo 
XXIV (Juli und September 1907), Tomo XXV (Februar 1908) und Tomo XXVI (Juni 
1908). 
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von ihnen als Faktoren eines Produktes aufeinander folgen, we it bequemer 
schreiben als die groBen. Mit Riicksicht auf diese zweite Forderung habe 
ich es auch vermieden, bereits fiir die extensiven Gebilde (Punkt, Strecke, 
Stab, Feld usw.) fette Buchstaben einzufiihl'en, und behalte mir letztel'e 
zur Bezeichnung der doch nicht so oft vorkommenden Abbildungen vor. 

Endlich mochte ich drittens noch die Forderung hinzufiigen, 
dafJ man bei der Wahl der Beseichnungen nach Moglichkeit die Kon­

tinuitiit der geschichtlichen Entwickelung wahren solle, 
also nicht ohne zwingenden Grund eine alte bewahrte Bezeichnung, 

die schon begonnen hat, sich einzubiirgern, aufgeben solle, und bei jeder 
Neuerung sorgfaltig priifen moge, ob sie auch wirklich eine Verbesserung 
darstellt. Nul' wenn man dies beriicksichtigt, wird auch die heranwach­
sende Generation ohne Schwierigkeit auf die grundlegenden Originalwerke 
und die anschlieBende, schon sehr umfangreiche Litteratur zuriickgreifen 
konnen. 

Diesen drei Forderungen entsprechend bezeichne ich die Punkte und 
Strecken durch kleine lateinische Buchstaben, die Stiibe und Felder durch 
groBe, die Zahlen je nach Belieben durch kleine oder gro6e deutsche Buch­
staben; dann bleiben fiir die Geometrie des Raumes zur Bezeichnung del' 
Blatter (der auBeren Produkte von drei Punkten) noch die kleinen grie­
chischen Buchstaben zur Verfiigung. Ferner benutze ich, einem Vorschlage 
meines Freundes Fr. Engel l ) folgend, fiir die Abbildungsbriiche (Projek­
tivitaten, Kollineationen, Reziprozitaten) fette Typen und wahle die Schrift­
gattung diesel' Typen wieder entsprechend der Dimension der Abbildung, 
in dem Sinne, daB ich eine Abbildung, die bei der Multiplikation der ab­
zubildenden GroBe deren Stufe unverandert laBt, die also in diesel' Hin­
sicht einer ZahlgroBe gleicht, durch einen fetten, kleinen oder groBen 
deutschen Buchstaben wiedergebe, eine Abbildung dagegen, welche Punkte 
in Stabe verwandelt, die somit dieselbe Stufenanderung hervorruft wie die 
planimetrische (auBel'e) Multiplikation mit einem Punkte, dul'ch einen 
fetten, kleinen lateinischen Buchstaben und endlich eine Abbildung, welche 
Stabe in Punkte iiberfiihrt, durch einen fetten, groBen lateinischen Buch­
staben, indem ja eine solche Abbildung einen Stab in entsprechender Weise 
umwandelt wie die planimetrische (regressive) Multiplikation mit einem 
zweiten Stabe. 

Vielen Dank schulde ich meinem Freunde H. Wiener fiir zahlreiche 
wertvolle Anregungen, die er mir wahrend meiner Arbeit hat zuteil werden 

1) Vgl. H. GraJ3manns gesammelte mathematische und physikalische Werke, 
Bd. 1, Teil 2 (1896), Nr. 498 und 499 und 504 bis 510; ferner die Bemerkungen 
auf Seite 395 zu Seite 340 und 349 if. 
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lassen, sowie meinem Bruder Max, dem ich vor der Drucklegung so ziem­
lich den gallzen Inhalt des Buches vortragen durfte, wodurch die .Form 
der Darstellung wesentlich gewonnen hat. In der Tat ist das Buch sehr 
leicht verstandlich geschrieben, so daB es ein Student in mittleren Seme­
stem ohne Schwierigkeit zu lesen vermag. 

Eine besondere Fl·eude war es mir, den vorliegenden Band ZUlll 

15. April 1909, dem hundertsten Geburtstage meines Vaters, fertig 
zu stellen und so durch Veroffentlichung einel· Anwendung seiner Methoden 
einen bescheidenen Beitrag zur Feier dieses Erinnerungstages liefern zu 
konnen. 

Gi eBen, den 2. April 1909. 

Hermann Gra8mann. 
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Erster Hauptteil. 

Hiilfsmittel aus der Punktrechnung. 

Abschnitt 1. 

Addition und Subtraktion von Punkten und Strecken. 

Die Summe von Punkten. Um die Punkte des Raumes direkt, ohne 
Zuhiilfenahme von Koordinaten, der Rechnung unterwerfen zu konnen, 
denke man sich einen jeden Punkt e dargestellt als das Produkt aus einem 
Zahlfaktor m, welcher die Masse des Punktes heiBen mag, und einem 
zweiten Faktor f, der die Lage des Punktes im Raum angibt. Dieser Lagen­
faktor f moge der zu dem Punkte e gehorende einfache Punkt, e selbst 
aber ein vielfacher Punkt genannt werden. Die Beifiigung eines Massen­
faktors m namlich verleiht dem Punkte den Charakter einer GroBe, in­
dem sie ihn der Vermehrung und Verminderung f'ahig macht. Zunachst 
freilich erstreckt sich diese Verkniipfungsfahigkeit nul' auf Punkte, welche 
demselben einfachen Punkte zugehoren. Zwei solche Punkte el = md 
und 11l = m'Jf erscheinen als gleichbenannte Zahlen und konnen daher wie 
diese addierl und subtrahierl werden. So wird man unter der Summe 

nichts anderes zu verstehen haben als den Punkt 

(ml + ms)f, 

das heiBt, man erMlt fur die Summe zweier vielfachen Punkte gleichen 
Ortes einen Punkt desselben Orles, dessen Masse gleich der Massen­
sum me der Summandenpunkte ist. 

Fiir die Addition zweier der Lage nach verschiedenen Punkte indes, 
welche als ungleich benannte GroBen aufzufassen sind, bedarf es einer be­
sonderen Erklarung, bei deren Wahl man nur dafiir Sorge zu tragen hat, daB 

erstens die Grundeigenschaften der Addition in moglichst weitem 
Umfange erhalten bleiben, und daB 

zweitens beim Ubergange zu Summanden von gleicher Lage die 
neue Art der Addition in die oben dargestellte Addition zusammenfallen­
der Punkte iibergeht. 

Wir kniipfen diese ErkIarung an den Begriff des Schwerpunktes. 
G r a a man n, Projektive Geometrie d. Eben.. I. 1 



2 Addition und Subtraktion von Punkten und Strecken. 

Wir fassen namlich die Massenfaktoren m1 und m2 der beiden zu addieren­
den Punkte e1 = mtf1 und ell = m2f2 als Massen im Sinna der Mechanik 
auf und verstehen un ter der Summe md~ + msfs beider Punkte 
ihren mit del' Gesamtmasse 

(1) 

belasteten Schwerpunkt. Bezeichnen wir daher noch den mit dem 
Schwerpunkt zusammenfallenden einfachen Punkt mit s, so lautet die 
Definitionsgleichung d~r Summe zweier vielfachen Punkte 

(2) mtfl + m2t; = ms, 

wo m durch die Gleichung (1) bestimmt ist, und der Punkt s die Ver­
bindungslinie del' Punkte fl und fa im umgekehrten VerhaItnisse ihrer 
Massen teilt, und zwar auBerlich oder innerlich, je nachdem die beiden 
Ma.'lsen dasselbe oder entgegengesetztes V orzeichen haben (vgl. Figur 1 
und 2). 

mt~~m~1, 
m2 ~ 

Fig. 1. ml und m2 habon dasseIbo Vorzeichen. Fig . .2. ml und m2 haben entgegengesetztes Vorzeichen. 

Durch diese Erkliirung wird man sicher der zweiten von den oben 
gestellten Forderungen gerecht, da wirklich bei der Anwendung auf zu­
sammenfallende Punkte die neue Addition in die oben dargestellte Addition 
gleichnamiger Punkte iibergeht. Man erfiillt aber auch die erste Forderung, 
nach welcher die neue Verkniipfung den Grundeigenschaften del' Addition 
entsprechen solI, denn 

erstens ist das Ergebnis del' Verkniipfung mit den verkniipften 
GroBen gleichartig, und 

zweitens geniigt die Verkniipfung den beiden Grundgesetzen del' 
Addition, dem kommutativen Gesetze 

~ ~+~=~+~ 
und dem assoziativen Gesetze 

(4) 

vorausgesetzt, daB zwei Punkte dann und nul' dann als einander gleich 
angesehen werden, wenn sie sowohl ihrer Lage wie ihrer Masse nach 
miteinander iibereinstimmen. In der Tat folgt die GiiItigkeit der ersten 
Formel direkt aus dem Begriffe des Schwerpunktes, die zweite aber driickt 
den bekannten, auch leicht rein geometrisch beweisbaren Satz aus, daB 



Abschnitt 1, Gleichung (1) bis (6). 3 

man bei der Aufsuchung des Schwerpunktes dreier Massenpunkte zu dem­
selben Ergebnis gelangt, wenn man zuerst zu den beiden ersten Punkten 
den Schwerpunkt konstruiert und zu diesem und dem dritten Punkte aber­
mals den Schwerpunkt bestimmt, oder aber, wenn man zuerst zu dem 
zweiten und dritten Punkte den Schwerpunkt ermittelt und zu dies em und 
dem ersten Punkte nochmals den Schwerpunkt aufsucht. 

Die Differen~ ~weier Punkte. Die Differenz zweier Punkte wird in 
gewohnlicher Weise auf die Summe zuriickgefiihrt. Aus den Gleichungen 

mdl + m2f~ = ms und 
m1+m2 =m 

ergeben sich durch Auflosung nach den beiden ersten Summanden mlh 
und m1 die Gleichungen 

(5) md~ = ms - m2f; und 

(6) m1 = m - m2, 
welche aussagen: 

Die Differenz zweler Punkte m s und msfll ist wiederum ein Punkt, 
dessen Masse m1 die Differenz der Massen 
des Minuendus und Subtrahendus ist, und 
dessen Ort fl durch U mkehrung der Summen­
konstruktion in Figur 1 und Figur 2 ge­
funden wird. (Die Figur 3 erliiutert diese 
Konstruktion fiir den Fall, daB die Massen 
m1 und ms dasselbe Vorzeichen haben.) Fig. 3 

Der unendlich ferne Punkt einer Geraden. Eine besondere Betrachtung 
erfordert noch der Fall, wo die Masse m des Minuendus der Masse ms des 
Subtrahendus gleich ist. Alsdann ergibt die Konstruktion einen in unend-
licher Entfernung auf der Verbindungslinie ms m .r 

"-0( ----__ r;}~Z.l'2 
der Punkte f2 und s liegenden Punkt (vgl. ;','1 
Figur 4), welcher der Gleichung (6) zufolge -m {/., m 
die Masse 0 hat. Durch dies Hinausriicken in ..... ~ _______ 2~ 
unendliche Ferne und das gleichzeitige Ver- Fig. 4. 

schwinden seiner Masse el'hiilt nun aber diesel' Punkt - wil' wollen 
ihn das unendlich ferne Punktbild del' Differenz nennen -:- eine Un­
bestimmtheit, welche der Differenz selbst nicht anhaftet, und welche ihn 
daher zu ihrer GroBendarsteliung untauglich macht. Urn dies einzusehen, 
nehme man auf einer Geraden drei einfache Punkte a, b und b1 an und bilde 
aus ihnen die Differenzen b - a und b1 - a. Einer jeden von ihnen ent­
spricht dann der mit der Masse 0 behaftete unendlich ferne Punkt der 

1* 
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Geradell ab, und es erscheinen also die Punktbilder del' beiden Differenzen 
als vollkommen gleich, wahrend doch die beiden Differenzen selbst un­
zweifelhaft ungleiche GroBen sind, da 

die eine, b - a, bei der Vermehrung um a den Punkt b, 

die andere, bi - a,,,,, " """" bi 

ergibt. Es erweist sich somit wirklich das (unendlich ferne) Punktbild der 
Differenz gleichmassiger Punkte zur GroBenda.rstellung diesel' Differenz als 
ungeeignet, wenigstens, wenn man nicht eine Bestimmung iiber die Art 
des Nullwerdens seiner Masse hinzufiigen will. 

Die Strecke als Differenz zweier einfachen Punkte. Um zu einer brauch­
baren Darstellung zu gelangen, setze man fiir den Augenblick die Differenz 

(7) b - a = k, 
dann wird nach dem Begriffe der Differenz 

(8) b = a + k, 

und diese Gleichung zeigt, daB die Addition del' Differenz k = b - a den 
einfachen Punkt a in den um die Strecke ab entfernt liegenden einfachen 
Punkt b iiberfiihrt. Dem Punkte a gegeniiber tragt also der Summand 
k = b - a den Charakter einer VerschiebungsgroBe, und es fragt sich nur, 
ob seine Addition auch bei jedem andern einfachen Punkte c eine gleich 
groBe Verschiebung hervorruft. Behufs Entscheidung dieser Frage hat 
man zunachst noch den allgemeinen Begriff del' Summe c + k = c + (b - a) 
festzustellen, da die oben gegebene Erkliirul1g del' Addition der Punkte 
auf eine solche Summe keine Anwendung finden kann. Es erscheint als 
das natiirlichste, diese Erklarung an die Forderung zu kniipfen, daB auch 
hier wieder das assoziative Gesetz erhalten bleiben solIe, die neue Art 
del' Addition also geradezu durch die Gleichung zu definieren 

(9) c + (b - a) = (c + b) - a. 
Bezeichnet man daher die gesuchte SummengroBe c + (b - a) mit d, 

setzt somit 
(10) d=c+(b-a), 
so wird vermoge (9) auch 
(11) d = (c + b) - a, 
wofiir man nach dem Begriffe del' Diffel'enz auch schreiben kann 

(12) a+d=c+b. 
Diese Gleichung aber besagt: 

Die gesuchte SummengroSe d ist derjenige Punkt, welchen man zu a 
addieren muS, um den Schwerpunkt von c und b, das heiBt den mit der 
Masse 2 belasteten Mittelpunkt m der Linie cb, zu erhalten. Darin aber liegt: 
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Der Punkt d besitzt, ebenso wie die Punkte a, b und c, die Masse 1 
und bildet die vierte Ecke des Parallelogramms mit den Seiten ab und 
ac (vgl. Figur 5). c 

Del' Punkt d, del' sich del' Gleichung ~:::----~----:=fId 
(10) zufolge analytisch als die Summe aus m 
dem einfachen Punkte c und del' Differenz a. --6 
b - a der einfachen Punkte b und a darstellt, Fig. 5. 

geht also geometrisch wirklich aus dem Punkte c durch eine Verschiebung 
hervor, die parallel, gleich lang und von gleichem Sinne mit der Strecke 
ab ist. Die oben aufgeworfene Frage, ob der Summand b - (f bei jedem 
einfachen Punkte c eine gleich groBe Verschiebung bewirkt, ist also zu 
bejahen, und man erhiilt den Satz: 

Satz 1: Durch Addition del' Differenz b - a zweier einfachen 
Punkte b und a erfii.hrt jeder beliebige einfache Punkt c eine 
Verschie bung parallel, gleich lang und von gleichem Sinne mit 
del' Strecke abo 

Man kann daher die Strecke ab, talls man an ihr nur die Lange, 
die Richtung ~tnd den Sinn, nicht aber auch die Linie {esthiilt, in der sie 
liegt, geradezu als das geometrische Bild del' Differenz b - a ansehen, und 
wir stellen daher die Erklii.rung auf: 

ErkliLrung: Unter del' Differenz b - a zweier einfachen Punkte 
b und a solI die Strecke ab verstanden werden, diese Strecke ge­
rechnet vom Subtrahendus a nach dem Minuendus b hin. 

Addi#on 'und Subtraktion von Strecken. Die Brauchbarkeit dieser EI'­
klii.rung erkennt man sogleich daran, daB sie als unmittelbaren AusfluB 
die bekannte Streckelladdition und -subtraktion ergibt. Fur zwei stetig 
aneinanderstoBende Strecken, welche durch Differenzen von del' Form b - a 
und c - b dargestellt werden, erhiilt man namlich sofort die Gleichung 

(13) (b - a) + (c - b) = c - a 
und damit den Satz: 

"Die Summe zweier stetig aneinanderstoBenden Strecken ist gleich 
del' Strecke vom Anfangspunkt del' ersten 
bis zum Endpunkt der zweiten" (vgl. 
Figur 6). 

Und aus ihm folgt wieder wegen 
del' Verschiebbarkeit der Strecken del' all-

Q~C 
gemeinere Satz: 

Fig. 6, 

Satz 2: Man erhii.lt die Summe zweier beliebigen Stl'ecken 
9 und h, indem man sie unter Beibehaltung von Liinge, Rich-
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tung und Sinn stetig aneinander legt; dann iet die Strecke yom 
Anfangspunkt der ersten bis zum Endpunkt der zweiten die 

g 
Fig. 7. 

Summenetrecke k (vgl. Figur 7). 
Aus der Summengleichung 

g+h=k 

ergibt sich endlich noch durch Auf­
losung nach dem zweiten Summanden h 
die Gleichung 

h = k- g, 

in welcher mit Riicksicht auf die 
Figur 7 der Satz liegt: 

Satz 3: Man erhalt die Differenz zweier Strecken, indem man 
sie unter Beibehaltung von Lange, Richtung und Sinn mit ihren 
Anfangspunkten aneinanderlegt, dann ist die Strecke yom End­
punkt des Subtrahendus bis zum Endpunkt des Minuendus die 
gesuchte Differenzstrecke. 

Die Differene eweier vielfachen Punkte von gleicher Masse. Man kann 
hieran noch die geometrische Deutung der Differenz zweier gleichmassigen 
vielfachen Punkte mb - ma anschliellen. Nach dem distributiven Gesetze, 
an dessen Giiltigkeit wir ganz allgemein festhalten wollen, wird 

(14) mb - ma = m(b - a); 

man erhiilt daher den Satz: 
Satz 4: Die Differenz zweier m-fachen Punkte ist das m-fache 

der Differenz der entsprechenden einfachen Punkte, das heillt 
also eine Strecke, welche ihrer Richtung nach mit der Ver­
bindungsstrecke b - a der beiden Punkte iibereinstimmt, welche 
ferner mit der Strecke b - a von gleichem oder entgegen­
gesetztem Sinne ist, je nachdem m positiv oder negativ ist, und 
deren Lange sich zur Lange dieser Strecke wie I m I: 1 verhalt, 
unter 1m i den absoluten Wert von m verstanden. 

Hiernaeh ist die Differenz zweier getrennten, im Endlichenliegenden 
Punkte von gle~cher (aber nieht verschwindender) Masse eine von 
Null verschiedene Grolle, namlich eine Strecke. Andererseits ergab 
der Versueh, diese Differenz als Punkt darzustellen, fur sie einen unend­
lich fernen Punkt von der Masse Null; und ein solcher kann seinerseits 
wieder als Produkt aus dem verschwindenden Massenfaktor und dem mit 
jenem unendlich fernen Punkt zusammenfallenden einfachen Punkt auf­
gefallt werden. Daraus geht hervor, dall ein eiufacher im Unendlichen 
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liegender Punkt auch insofern ganz den Charakter des Unendlichen tragt, 
als er mit der ZahlgroBe (Masse) 0 multipliziert eine von Null ver­
schiedene GroBe, namlich eine Strecke, liefert. Einfache unendlich ferne 
Punkte und iiberhaupt unendlich ferne Punkte von nicht verschwindender 
Masse mogen deshalb im folgenden ganz von der Untersuchung aus­
geschlossen bleiben. 

Man kann noch hinzufiigen, daB man im Gegensatz zum obigen eine 
Differenz zweier zusammenfallenden, im Endlichen liegenden Punkte 
von gleicher Masse, wie iiberhaupt jede Differenz gleicher GroBen, = 0 
zu setzen haben wird. Man erhalt daher, wenn man zugleich in doppelter 
Weise das Gesetz der Distributivitat anwendet, die Gleichungen 

0= ma - ma = (m - m)a = 0 . a 

= mea - a), 

woraus folgt, daB man, was gelegentlich von Nutzen sein wird, die Zahl­
groBe 0 als einen an beliebiger Stelle im Endlichen gelegenen Punkt von 
der Masse 0 auffassen kann, oder wenn man will, auch als eine Strecke 
von der Lange O. 

Abschnitt 2. 

Die Ru6ere Multiplikatiou. 

])as attfJere Produkt zweier Punkte: ])er Stab. Man kann sich nun 
aber weiter auch die Aufgabe stellen, den analytischen Ausdruck fiir ein 
Linienstiick zu ermitteln, an welchem nicht nur wie bei der Strecke die 
GroBe, die Richtung und der Sinn, sondern wie bei einer Kraft, die an 
einem starren Korper angreift, auch noch die gerade Linie festgehalten 
wird, welcher das Linienstiick angehort, so daB es also diese gerade Linie 
auch ihrer Lage im Raume nach charakterisiert. Fiir die rechnerische 
Darstellung eines solchen Linienstiicks - es mage im Gegensatz zur 
Strecke ein "S tab" 1) genannt werden - reich en die bisher entwickelten 

1) Der von meinem Vater gebrauchte Ausdruck "Linienteil" hat sich nicht recht 
einbiirgern wollen. E. Budde nennt in seiner Mechanik (Berlin, G. Reimer, 1890-91) 
den Stab einen "linienfiitchtigen Vektor". H. Hankel benutzt den Ausdruck "Geraden­
stiick" (vgl. H. Hankel, Theorie del' complexen Zahlensysteme, Leipzig, 1867). Ihm 
schlieBt sich in seinen iUteren Arbeiten E. Miiller an (vgl. E. Mitller, Die Linien­
geometrie nach den Prinzipien del' GraBmannschen Ausdehnungslehre, in den 
"Monatsheften fitr Math. und Phys." II. Jahrg. Wien, 1891, und derselbe, Neue 
Methode zur Ableitung del' statischen Gesetze, in den "Mitteilungen des K. K. techno­
logischen Gewerbemuseums in Wien", Neue Folge, III. Jahrg. Wien, 1893). 1m 
Jahre 1894 schlug ich in meiner Arbeit: Punktrechnung und projektive Geometrie, 
erster Teil (Halle, Festschrift del' Latina) statt dessen den Ausdruck "Stab" vor. 
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ana;lytischen Hiilfsmittel, niimlich die Addition und Subtraktion von Punkten 
und Strecken, noch nicht aus, und wir versuchen es daher mit einer Art 
der Multiplikation, die wir durch Einschliel3ung des Produktes in 
"scharfelC Klammern von der gewohnlichen Multiplikation der Algebra 
unterscheiden und als au Be r e l\<1 u It i pI i kat ion bezeichnen wollen. 1st 
also 0 ein Stab, a sein Anfangs-, b sein Endpunkt, und sind beide Punkte 
als einfache Punkte aufgefaBt, so setzen wir das Produkt 

(1) Cab] = O. 

Um den multiplikativen Charakter dieser neuen Verkniipfung fest­
zulegen, bestimmen wir, sie solie der Addition gegeniiber distributiv sein, 
das heiBt, es sollen die Gleichungen bestehen 

(2) { [a(b + c)] = Cab] + [ac] 
[(b + c)a] = [ba] + [ca]. 

und 

Aus diesen Formeln folgt dann ohne weiteres, daB die auBere Multi­
plikation auch der Subtraktion gegeniiber distributiv ist, daB also auch 
die Formeln gelten 

(3) { [a(b - c)] = Cab] - [ae] 
[(b - c)a] = [ba] - [ea]; 

denn ersetzt man etwa auf der rechten Seite der ersten Formel (3) die 
GroBe b durch die Summe (b - c) + c, so erhiilt man 

[ab] - [ac] = [a(b- e) + c)] - [ae], das heiBt nach (2) 

= [a(b - c)] + [ae] - [ac] 
= [a(b - c)]. 

Darselbe ist inzwischen von E. Study, Anton Grunwald, K. Zindler, J. von 
Vieth, E. Davis, E. Jahnke, K. Eichler und neuerdings auch von E. Muller an­
genommen worden. (V gl. E. Stu d y, Eine neue Darstellung der Krafte der Mechanik 
durch geometrische Figuren. Berichte der math.-phys. Klasse del' Sachs. Ges. der 
Wiss. Leipzig, 1899. S.29. Derselbe, Die Geometrie der Dynamen, Jahresberil'ht 
der Deutschen Mathematiker-Vereinigung. Bd. 8, Heft 1, 1900. S. 206 und das groBe 
Werk desselben Verfassers: Geometrie der Dynamen. Leipzig, 1903. S. 1. - Anton 
Grunwald, Sir Robert S. Balls lineare Schraubengebiete. Zeitschrift fUr Math. und 
Phys. Bd. 48, 1902. S. 60 und Darstellung aHer Elementarbewegungen eines starren 
Korpers von beliebigem Freiheitsgrad, daselbat Ed. 62. 1906. S. 231. - K. Zindler, 
Liniengeometrie mit Anwendungen, 1. Teil. Leipzig, 1902. - J. v. Vieth, tJber 
Zentralbewegung. Zeitschrift fiir Math. und Phys. Bd. 48, 1902. S.256. - E. Davis, 
Die geometrische Addition der Stabe in der hyperbolischen Geometrie. Inauguraldiss. 
Greifswald, 1904. - E. Jahnke, Vorlesungen ubel' Vektorenrechnung. Leipzig, 1906.­
K. Eichler, Beitrag zur GraBmannschen Punkkechnung. Festschrift desChristianeums 
zu Altona. Altona, 1905. S. 73ff. - E. Muller, Ein tJbertragungsprinzip des Herro 
E. Study. Archiv der Math. nnd Phys. 3. Reihe, Bd. 5, 1902.) 
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Die Formeln (2) und (3) lief em ferner bei der Anwendung auf zu-
sammenfallende und gleichmassige Punkte b und c die Spezialformeln 

{ [a. 2b] = 2[ab] 
[2b . a] = 2[ba] und 

{
[a. 0] = 0 

(4) [O.aJ=O. 

Bei wiederholter Anwendung der Formeln (2) und (3) endlich er­
geben sich zuniichst fur ganze Werte eines Zahlfaktors u, dann vermoge 
der gewohnlichen SchluBweise auch fur gebrochene Werte von U die all­
gemeineren F ormeln 

r [a· ub] = u[ab] 
1 [ub . a] = u[baF), 

(5) 

welche aussagen, daB in einem iiuBeren Produkte ein Zahlkoeffizient 
eines l!'aktors auch vor das ganze Produkt gestellt werden darf. 

Die geometrische Bedeutung der Gleichungen (2) ist nicht schwer zu 
erkennen. Sie definieren niimlich, falls b und c einfache Punkte sind, die 
Addition von Staben mit gemeinsamem Anfangspunkte, und zwar genau 
im Sinne del' Zusammensetzung zweier in einem und demselben Punkte 
angreifenden Krafte. Bezeichnet man niimlich wie oben den als einfachen 
Punkt aufgefaBten Mittelpunkt zwischen den PUl1kten b und c mit m, 
setzt also 

b + c = 2m, 

so liiBt sich die erste Gleichung (2) mit 
Rucksicht auf (5) in der Form schreiben 

2[am] = [ab] + [ac], 
in der sie den Satz ausspricht (vgl. Figur 8): 

Fig. 8. 

Satz 5: Die Summe zweier Stiibe mit gemeinsamem Anfangs­
punkt ist wieder ein Stab, niimlich die von diesem Anfangs­
punkt ausgehende Diagonale des d urch die beiden Summanden­
stiibe bestimmten Parallelogramms. 

Indes genugt die neue Art der Produktbildung keineswegs samtlichen 
Gesetzen der algebraischen Multiplikation. Dies erkennt man am deut­
lichsten, wenn man die beiden Grenzpunkte eines Stabes 0 in eil1en ein­
zigen Punkt zusammenriicken liiBt, so daB del' Stab die Lange Null er­
hiilt und daher selbst = 0 gesetzt werden muB; dann verwandelt sich die 
Gleichung (1) in die neue Gleichung 

(6) [aa] =0, 

1) Fiir den Fall, daB der Zahlfaktor n irrational ist, mogen die Gleichungen (5) 
ala Definitionsgleichungen gelten. 
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welche Wlr als die Grundformel der au.Beren Multiplikation be­
zeichnen wollen, da sie die besondere Eigentiimlichkeit des au.Beren Pro­
duktes im Gegensatz zum algebraischen besonders scharf hervorlreten la.Bt. 
Sie zeigt namlich, daB das au.Bere Produkt nicht nur verschwindet, wenn 
ein Faktor null ist, sondern auch, wenn seine beiden Faktoren einander 
gleich werden. Ja es verschwindet sogar schon, wenn die Punkte seiner 
beiden Faktoren nur miteinander in einen Punkt zusammenfallen; denn nach 
der ersten Formel (5) wird auch 

(7) [a·na]=O, 

falls n eine Zahl bedeutet; und umgekehrt verschwindet das Produkt [ab] 
zweier im Endlichen liegenden Punkte a und b mit Riicksicht auf seine 
Bedeutung auch nur dann, wenn diese beiden Punkte in einen Punktzu­
sammenfallen. Denn der Sonderfall, wo bereits einer von den Faktoren 
verschwindet, kann unter den Hauptfall subsumierl werden, da nach 
Seite 7 die Zahlgro.Be 0 mit jedem beliebigen im Endlichen liegenden Punkte 
von der Masse 0 identifiziert werden kann, so da.B also ein Faktor 0 ins­
besondere auch als ein mit dem anderen Faktor zusammenfallender Punkt 
angesehen werden darf. Man hat somit den Satz: 

Satz 6: 'Das au.Bere Produkt zweier im Endlichen liegenden 
Punkte verschwindet dann und nur dann, wenn beide Punkte 
in einen und denselben Punkt zusammenfallen. 

Die Gleichung (6) verdient den Namen einer Grundformel der 
auaeren Multiplikation um so mehr, als sich aus ihr noch eine weitere 
wichtige Eigenschaft des auBeren Produktes ableiten mat, durch welche 
dieses ebenfalls von dem algebraischen Produkte geschieden wird. Er­
setzt man namlich in der Grundformel (6) den Punkt a durch die Summe 
zweier Punkte b und c, so erhiilt man die Gleichung 

[(b +:c) (b + c)] = O. 

Diese aber verwandelt sich, wenn man unter Wahrung der Faktoren­
folge ausmultipliziert und zugleich beachtet, daB wegen (6) die Pro­
dukte [b b] und [ee] verschwinden, in 

[cbJ+[bc]=O oder in 

(8) [cb] = - [be], 
worin del' Satz liegt: 

Satz 7: Ein auaeres Produkt andert sein Zeichen, wenn man 
seine beiden Faktoren miteinander vertauscht, 
oder geometrisch ausgedriickt: 

Bei Umkehrung seines Sinnes' nimmt ein Stab den ent­
gegengesetzten Wert an. 
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DieFormeln (2) bis (8) zeigen bereits eine vollkommeneAnalogie zwischen 
den Gesetzen der anBeren Multiplikation und denen der Determinanten. 
Diese Analogie wird noch vervollstandigt, wenn man beachtet, daB wegen 
der Distributivitat der auBeren Multiplikation auch 

(9) [a (b + na)] = Cab] 
ist, wonn der Satz liegt: 

Satz 8: Ein auBeres Produkt andert seinen Wert nicht, wenn 
man einen Faktor um ein Vielfaches des anderen vermehrt. 

Da die soeben betrachtete Veranderung eines Faktors des au6eren 
Produktes fiir dessen U mwandlung und geometrische Deutung von hervor­
ragender Wichtigkeit ist, wollen wir sie mit einem besonderen Namen 
belegen und diese Benennung sogleich auch auf Produkte ·von mehr als 
zwei Faktoren ausdehnen. Sobald namlich ein Faktor eines Produktes 
um beliebige Vielfache del' anderen Faktoren vermehrt wird, wollen wir 
sagen, es sei jener Faktor einer "linealen Inderung" unterworfen. 
Del' Grund fiir diese Bezeichnung springt in dem vorliegenden Beispiel 
sofort in die Augen, denn aIle Punkte b + na, welche sich aus dem 
Faktor b durch lineale Inderung ableiten lassen, liegen auf del' namlichen 
Geraden abo Bei Einfiihrung diesel' neuen Benennung laBt sich dann del' 
Satz 8 auch in del' Form aussprechen: 

Satz 8 (zweite Fassung): Das auBere Produkt zweier Punkte 
verhii.lt sich invariant ge'geniiber linealen Inderungen seiner 
Faktoren. 

Der Zusammenhang zwischen Stab und Strecke. Aus del' Gleichung (9) 
entspringt noch eine besonders wichtige Spezialformel, wenn man dem 
Zahlfaktor n den besonderen Wert - 1 verleiht; dadurch namlich geht 
sie iiber in die Formel 

(10) [a(b - a)] = Cab], 

welche den analytischen Zusammenhang zwischen der Strecke b - a und 
dem Stabe Cab] zur Anschauung bringt, indem sie zeigt, daB del' Stab Cab] 
aus "seiner Strecke" b - a dadurch abgeleitet werden kann, daB man diese 
mit dem Anfangspunkt a des Stabes als erst em Faktor auBerlich multi­
pliziert (mit a "vormultipliziert"). Diese Beziehung kann dazu dienen, 
den Begriff des Stabes naher auszugestalten, doch muB man vorher noch 
ein wenig auf das auBere Produkt zweier Strecken eingehen. 

Zunachst bedingt es die Distributivitat del' auBeren Mnltiplikation, 
daB die Grundformel (6) und die von ihr abhangende Formel (7) auch 
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fur Strecken fortbestehen, daB also auch fUr eine Strecke h die GIeichungen 
gelten 

(11) 

(12) 
[hit] = ° und 

[h·nh]=O, 

welche aussagen, daB das iiuBere Produkt paraileler Strecken verschwindet. 
Stellt man niimlich die Strecke h als Differenz zweier einfachen Punkte 
dar, setzt somit etwa 

so wird 

h= b - a, 
[hho] = [(b - a) (b - a)] 

= - [ab]-[ba] 
= [ba] - [ba] 

=0, 
das heiJH, die Grundformel del' iiuBeren Multiplikation gilt auch 
fur Streck en. Aus del' Grundformel aber und dem distributiven Gesetze 
folgten aile ubrigen Formeln del' iiuBeren Multiplikationj also bleiben auch 
sie siimtlich bestehen, wenn man anstatt del' Punktfaktorell Strecken setzt. 
Insbesondere wird fUr zwei Strecken h und k wieder 

(13) [kh] = - [hk], 

und ebenso gilt die Formel del' linealen Anderung: 

(14) [h Ck + nh] = [hkJ. 

Das Gesetz der linealen Anderung bleibt ubrigens oft'enbar auch dann 
noch erhalten, wenn der eine Faktor des Produktes ein Punkt und del' 
andere eine Strecke istj so wird, fails a einen Punkt und heine Strecke 
bezeichnet, 

(15) [ali] = [(a + nh)h]. 

Diese Formel benutzen wir jetzt, um die linke Seite del' Gleichung (10) 
umzugestalten. Es wird 

[ab] = [a(b - a)] = [Ca + 11 (b - a» (b - a)], 

odeI' welln man die Bezeichnung einfiihrt 

*) at = a + It (b - a), 
(16) Cab] = Cal (b - a)]. 

Hier ist wegen der Willkiirlichkeit des Zahlkoeffizienten n del' Faktor at 
ein ganz beliebiger Punkt auf del' durch den Stab Cab] bestimmten Geraden, 
niimlich det:iellige einfache Punkt, welcher aus a durch eine Verschiebung 
urn das n-fache der Strecke b - a entsteht. Die Gleichung (16) enthiilt 
daher den Satz: 

Satz 9: Ein Stab [a,b] kann a us del' zugehorigen Strecke b - a 
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auch dadurch abgeleitet werden, daB man sie mit einem be­
liebigen einfachen Punkt al del' durch den Stab Cab] bestimmten 
Geraden "vormultipliziert". 

Bezeichnetman fernernochden-
jenigen einfachen Punkt, welcher aus 

(Z aJ 

Fig. 9. 

al durch Verschiebung um die Strecke b - a hervorgeht, mit b1 , setzt also 

so wird 

und zugleich 

Fiihrt man abel' 
riicksichtigt noch die 

(17) 

und damit den Satz: 

b1 = a1 + (b - a) , 
**) bi - a l = b - a 

b[ - b = at - a (vgl. Fig. 9). 

den Wert **) in die Gleichung (16) ein und 
Gleichung (10), so erhalt man die Gleichung 

Cab] = [a1 (bl - al)] = Lalbl ] 

be-

Satz 10: Das auBere Prodnkt zweier einfachen Punkte andert 
seinen Wert nicht, wenn man beide Faktoren in der durch sie 
bestimmten Linie um gleiche Strecken verschiebt; oder auch: 

Ein Stab kann unbeschadet seines Wertes in seiner eigenen 
Linie belie big verscho ben werden. 

Die Addition von Stiiben derselben Ebene. Es entspricht also auch in 
dieser Hinsicht der Stab vollkommen einer an einem starren Korper an­
greifenden Kraft, und es laBt sich daher auch die Addition von Staben, 
die sich schneiden, nach dem V orbilde del' Mechanik auf die Addition von 
Stab en mit gemeinsamem An-
fangspunkt (vgl. Satz 5) zuriick-
fiihren. In del' Tat, sind Al 
und A2 zwei Stabe, die sich 
in a schneiden, wo a ein ein­
facher Punkt ist, und sind 
kl und k2 ihre Strecken (vgl. 
Figur 10), so werden die Stabe 
Al und A2 

a 

{ AI = [akl ] 

(18) A [7] ]'ig. 10. 
2 = alc2 , 

ihre Summe A also 

(19) 
das heiBt: "Die Summe zweier sich schneidenden Stabe ist ein Stab, der 
durch ihren Schnittpunkt geht, und dessen Strecke die Summe del' Strecken 
beider Stabe ist"; oder anders ausgedriickt: 
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Satz 11: Die Summe zweier sich schneidenden Stabe iet 
wieder ein Stab, namlich die von ihrem Schnittpunkt aus­
gehende Diagonale des durch die beiden Stabe bestimmten 
Parallelo gramm s. 

Aber auch in dem FaIle, wo die beiden zu summierenden Stabe ein-
s a2 ander parallel laufen, fiihrt die Addition 

A k 
, 1 

A k.k 
J ! 

Fig. 11. 

(20) 

der sie darstellenden Punktprodukte sofort 
zu der aus der Mechanik bekannten Addi­
tion paralleler Krafte. Denn sind 

{ Al = [alkl ] 
.112 = [a2k2] 

zwei parallele Stabe (vgl. Figur 11), so werden sich ihre 
Strecken in der Form darstellen lassen 

(21) { kl = mik 
k2 = m2k, 

die Stabsumme A wird daher 

(22) .11=.111 +.112= [a l k1] + [asks] = [a1 .m1 k] + [as' m2k] = [(ml a1 +msa2)k]. 

Sind hierin nicht gerade die Zahlfaktoren m1 und ms entgegengesetzt 
gleich, die Strecken kl und ks beider Stabe also nicht gerade gleich lang 
und von entgegengesetztem Sinne, so ist der erste Faktor der rechten Seite 
del' mit der Summe ml + ms belastete Schwerpunkt s der vielfachen 
Punkte ml a1 und ms a2 , das heiBt, es ist 

(23) m1a1 + m2 aS = (ml + ms)s, 
folglich wird 

(24) 

.11=.111 + As = [(ml + m2)sk] 
= [s . (ml + m2)k] 
= [s(mlk + m2k)], oder also nach (21) 

A = .111 + As = [S(kl + k2)], 

das heiBt "Die Summe zweier parallelen Stabe, deren Streckensumme von 
Null verschieden ist, ist wieder ein Stab, dessen Strecke die Strecken­
summe beider Stabe ist, und dessen Anfangspunkt sich als Schwerpunkt 
aus den Anfangspunkten der Summandenstabe ergibt, falls man sich diese 
Punkte mit Massen behaftet denkt, deren GroBe den Stablangen proportional, 
und deren V orzeichen gleich oder entgegengesetzt ist, je nachdem der Sinn 
beider Stabe iibereinstimmt oder nicht." 

Das Stabpaar und das iiuf3ere Produkt zweier Strecken: Das Feld. Man 
hat endlich noch den oben ausgeschlossenen Ausnahmefall zu behandeln, 
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wo die beiden parallelen Stiibe gleiche Lange, aber entgegengesetzten Sinn 
haben. Zwei solche Stabe lassen sich in der Form darstellen 

(25) { Ai = - [a1 k] 

A2 = [~k] 

(vgl. Fig. 12). Fiir ihre Sum me, - wir wollen 
L----------------,a sie ein Stabpaar nennen, - erhiilt man die a, a 

Darstellung Fig. 12. 

(26) A = Al + ~ = - [a1k] + [a2 k] = [(a2 - a'l)k] 

das heiBt, man hat den Satz: 

Satz 12: Ein Stabpaar ist gleich dem au.6eren Produkte 
zweier Strecken, von denen die erste -yom Anfangspunkt des 
ersten Stabes zum Anfangspunkt des zweiten fiihrt, wiihrend 
die zweite Strecke die Strecke des zweiten Stabes ist. 

Ein solches Streckenprodukt wurde nun zwar oben bereits nach der 
formalen Seite hin untersucht, - wobei sich ergab, daB seine Rechen­
gesetze mit denen der Punktprodukte iibereinstimmen -, aber es bleibt 
noch seine reale Bedeutung zu ermitteln. Hierbei kann man wieder den­
selben Weg einschlagen wie oben bei der Entwickelung des Begri1fs einer 
StJ.·ecke. Man setze einstweilen das fragliche Produkt 

(27) [(a! - a1)k] = F, 

dann ist das Produkt F darstellbar als 
Di1ferenz der beiden gleich langen und 
nach derselben Seite laufenden Stabe [a2k] 
und [a1k] (vgl. Figur 13), niimlich 

[a2 k] - [a1k] = F, 

und also nach dem Begri1fe der Differenz 

(28) 

/------------ az 

Fig. IS. 

Diese Gleichung zeigt, daB die Addition des Streckenproduktes F den 
Stab [a1k] , welcher mit dem ersten Stabe Ai des Paares ent­
gegengesetz t gleich ist, in des sen zweiten Stab ~ = [a2 k] iiberfiihrt, 
das heiBt, daB sie ihn um ein Parallelogramm verschiebt, welches die 
Faktoren des Produktes F zu Seiten hat; dabei ist die Seite des Parallelo­
gramms, langs deren verschoben wird, - wir wollen sie die Leitstrecke 
der Verschiebung nennen -, der erste Faktor des Produktes Fund die 
Strecke des verschobenen Stabes selbst der zweite Faktor. 

Es lii.6t sich aber weiter zeigen, daB iiberhaupt jeder beliebige Stab 0, 
wenn e1' nur der durch die Faktoren des Produktes F bestimmten Ebene 
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parallel lauft 1), durch Addition des Produktes F aine Verschiebung' urn 
ein Parallelogramm erfahrt, dessen GroBe und Sinn durch die Faktoran 
des Produktes F festgelegt wird. 

Zunachst behandeln wir als zweiten Sonderfall den Fall, wo der 
Stab a wenigstens noch seiner Richtung nach mit dem zweiten Faktor k 
des Streckenproduktes 

(29) F = [hk] iibereinstimmt, wo also 

(30) C = [a . nk] ist; dann wird die gesuchte Summe 

0+ F = [a . nk] + [hk] 

= [a· nk] + [~h. nk], oder also 

(31) a+F=[(a+~h).nkl 
Die Strecke nk des Stabes a hat somit bei seiner Vermehrung urn 

das Produkt F keine Veranderung erfahren, aber der Stab ist um em 

Parallelogramm verschoben, welches die Strecke ~h zur Leitstrecke hat 

(vgl. Figur 14). Wahrend also die Strecke des verschobenen Stabes das 

k 
r_------------~A~------------~~ 

n-fache yom zweiten 
Faktor des Produk­
tes Fist, bildet die 
Leitstrecke der Ver­
schiebung den n-ten 

Teil des ersten 
Faktors. Das Ver­
schiebungsparallelo­
gramm stimmt daher 
wieder mit dem Pa­
rallelogramm h, k 
nach GroBe, Sinn: und 

Fig. 14. Stellung seinerE bene 
iiberein. 

1st endlich der Stab a, welcher urn das Streckenprodukt F = [hk] 
vermehrt werden soli, nur noch an die Bedingung gekniipft, daB er der 
Ebene des ParallelogrammA h, k parallel lauft, so zerlege man ihn 

1) Der Fall, wo auch diese Bedingung nicht erfiillt ist, kann hier ausgeschlossen 
bleiben, do. die Untersuchung BchlieBlich doch auf Figuren einer Ebene beschrankt 
werden wird, und die Betrachtung des Raumlichen nur so weit durchgefUhrt werden 
soll, wie es zur Klarlegung der auch fUr die Ebene wichtigen Grundbegritfe nlltig 
erscheint. 
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in zwei Komponenten 0. und O2 , welche mit den Faktoren h und k des 
Produktes F gleiche Richtung haben (vgl. Fig. 15). Dann wird 

(32) 0+ F = 01 + O2 + F = 01 + (02 + F). 
Hier entspricht die Summe in der Klammer genau dem oben betrach­

teten zweiten Sonder­
fall; denn der Stab O2 

hat die Richtung des 
zweiten Faktors k. Er 
erfahrt also durch Hin­
zuf'dgung des Produk­
tes F eine Verschie­
bung in der Richtung 
des ersten Faktors It, 
und zwar um ein Pa­
rallelogramm, welches 
nach GroBe, Sinn und 
Stellurig seiner Ebene 

It 
r~--------------_A~--------------~, 

Fig. 15. 

mit dem Parallelogramm It, k iibereinstimmt. Es kann aber andererseits au ch 
der Stab 01 unbeschadet seines Wertes nach demselben Anfangs­
punkt verschoben werden; er vel'schmilzt daher mit dem Summenstabe 
Os + F zu einem Gesamtstabe D = a + F, welcher selbst gegen a um 
ein Parallelogramm verschoben ist, das mit dem Parallelogramm h, k 
gleichen Flacheninhalt, gleichen Sinn und gleiche Stellung hat, wahrend 
es freilich in seiner Gestalt von ihm durchaus verschieden ist. 

N ennen wir daher einen Flachenraum, an welchem seine GroBe, sein 
Sinn und die Stellung seiner Ebene, nicht aber die Form und Lage fest­
gehalten wird, nach dem VOl'gange von Mehmke ein "Feld", so konnen 
wir sagen: In siimtlichen oben betrachteten Fallen wird das Produkt 
F = [hk] geometrisch charakterisiert durch das F'eld, welches mit dem 
Parallelogramm h, k gleiche GroBe, gleichen Sinn und gleiche Stellung 
hat; und wir verstehen daher unter dem Produkte zweier 
Strecken h und k geradezu das durch sie bestimmte Feld. 

Durch diese Festsetzung gewinnt das Zeichen F eine neue Bedeutung: 
Es ist nunmehr nicht nul' eine Abkiirzung fiir das Produkt [hk], sondern 
zugleich das Zeichen fiir die soeben neu definierte GroBe, die wir als Feld 
bezeichnet haben; und das Ergebnis unserer obigen Untersuchung liiBt 
sich daher, falls man noch die Gleichung D = 0 + F nach F auflost, sie 
also in der Form schreibt 

(33) D- O=F, 

in den Satz zusammenfassen: 
Gra..8mann, Proj~ktive Geometrie d. Ebene. I. 2 
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Satz 13: Die Differenz D - 0 zweier Stabe von gleicher 
Lange, gleicher Ri:chtung und gleichem Sinne ist ein Feld F, 
dessen erste Seite vom Anfangspunkt des SubtrahenduB nach 
dem AnfangBpunkt deB Minuendus fiihrt, und deBBen zweite 
Seite die Strecke beider Stabe iBt (vgl. Figur 16). 

1 ~' Schreibt man ferner die Gleichung (33) wieder 
in ihrer nach D aufgelosten· Form 

c F 

D=O+F, 

D BO liest man aus ihr mit Rucksicht auf die Figur 
16 die AdditionBvorschrift ab: 

V orschrift fur die Addition eines Stabes und eines 
FeldeB: "Um einen Stab 0 und ein Feld F zu ad-

t ~ dieren, stelle man das Feld Fin solcher Weise als Paralle-
Fig. 16. logramm dar, daB seine zweite Seite mit dem zu ver-

mehrenden Stabe "streckengleich" wird, das soil heiBen, gleiche Lange, 
gleiche Richtung und gleichen Sinn erhait. Verschiebt man sodann daB 
Parallelogramm F sich seIber parallel so weit, biB der Anfangspunkt seiner 
ersten Seite mit dem Anfangspunkt des Stabes 0 zusammenfallt, so wird 
der durch die zweite Seite von F dargestellte Stab der gesuchte Summen­
stab D." 

Auch lassen jetzt die bereits 0 ben fur das Streckenprodukt ent­
wickelten Formeln eine geometrische Erhii.rtung zu. Der durch die obigen 
Formeln 
(11) 
(12) 
dargestellte Satz: 

[kk] = 0 

[k· uk] = 0 

und 

Satz 14: "Das auSere Produkt paralleler Strecken ver­
sch windet" ist nur ein anderer Ausdruck des geometr~sch selbstverstiind­
licheu Satzes: 

"Ein Parallelogramm, von walchem zwei anstoBende Seiten in dieselbe 
gerade Linie fallen, hat den Flacheninhalt Null." 

Die Vertauschungsformel 
(13) [kk] = - [kk] enthalt den Satz: 

t k 
"Beim Wechsel 

/ lk ~ 

7 
seines Sinnes andert 

[hie] ~k] ein Feld sein Zeichen" 

". ::;jf 
(vgl. Figur 17), wiih-

Fig. 17. rend die Formel der 
linealen Anderung 

(14) lk(k + uk)] = [hk] den Satz darstellt: 
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"Parallelogramme, welche zwischen Parallelen liegen 
Grundlinie hahen, sind einander gleich" (vgl. Figur 18). 

Das allgemeine distributive Gesetz 
endlich 

(34) reg + h)k] = [gk] + lhk] 

und gleiche 

findet, falls die drei Strecken g, h und k 
derselben Ebene angehoren sollten, seine 
Bestatigung durch eine zweimalige An­
wendung des eben genannten Sat-

Fig. 18. 

zes (vgl. Figur 19); ist hingegen 
diese Bedingung nicht erfiillt, be­
sitzen also die Felder [gk] und [hk] 
verschiedene Stellung, so kann 
die Iformel (34) als Definitions­
gleichung ihrer Summe dienen 
(vgl. Figur 20). 

Das aufJere Produkt dreier 
Punkte: Das Blatt. Das auBere 
Produkt d reier Punktfak­
toren laBt sich durch die For­
derung definieren es solIe auBer 
dem distributiven Gesetze 

!/+k 
Fig. 19 

(35) [ab(c+d)]=[abc]+ [abd] 

auch noch das assoziative Gesetz !l't-Iz 
(36) [a(bc)] = [abc1 Fig. 20. 

geIten. Mit HuIfe dieses Gesetzes und del' Vertauschungsformel fur zwei­
faktorige Produkte lliBt sich dann leicht zeigen, daB die Gleichung (35) 
auch erhaIten bleibt, wenn man den Summenfaktor an die zweite oder 
erste Stelle treten lliSt, daB also auch die Formeln bestehen 

(37) { [aCe + d)b] = [acb] + [adb] 
[(e + d)abl = [cab] + [dab]. 

Ferner folgt durch dieselbe SchluBweise wie auf Seite 8 die Gultigkeit 
del' entsprechenden DiH:erenzformeln 

(38) (
lab (e - d)] = [abc] - [abd] 
[aCe - d)b] = [acb] - [adb] 
[(c - d)ab] = [cab] - [dab]; 

2* 
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such ergeben sich ebenso wie dort die Formeln 

(39) 

(40) 

l[abO]=o 
[aOb] = 0 
[Oab]=O und 

1 
[ab(nc)] = n[abc] 
[a(nc)b] = n[acb] 
[(nc)ab] = n[cab]. 

A.us der Grundformel (6) der auBeren Multiplikation ferner ent­
springen unter Beriicksichtigung der Formeln (4), (36) und (8) ganz ent­
sprechende Grundformeln fiir dreifaktorige Produkte, namlich die Formeln 

J[add] = 0 
(41) l[ebe] = 0 

[ftc] = 0, 

welche aussagen, daB auch ein dreifaktoriges PunHprodukt verschwindet, 
sobald zwei Faktoren einander gleich werden. Und diese Formeln bilden 
dann wieder den Ausgangspunkt fUr die dem iiuBeren Produkte von 
drei Faktoren im Gegensatz zum algebraischen Produkte eigentiimlichen 
Gesetze. 

Zunachst erhiilt man wieder, wenn man die gleichen Faktoren durch 
je eine Summe ersetzt, also etwa fiir d, e, ( die Werte einfiihrt 

d = b + c, e = C + CL, f = a + b 

und dann das distributive Gesetz anwendet, die Vertauschungsformeln des 
dreifaktorigen Produktes: 

1 
[acb] = - [abc] 

(42) rcba] = - [abc] 
[bac] = - [abc], welche aussagen: 

Satz 15: Ein iiuBeres Produkt von drei Faktoren iindert sein 
Zeichen, wenn man irgend zwei Faktoren miteinander ver­
tauscht. 

Hieraus aber folgt weiter: 
"Der Wert eines dreifaktorigen iiuBeren Produktes bleibt unverandert, 

wenn man den ersten oder den letzten Faktor iiber die beiden anderen 
Faktoren hinwegsetzt." 

Zwischen den sechs Produkten, welche durch verschiedene Anordnung 
der drei Faktoren emes auBeren Produktes hervorgehen, bestehen daher 
die Beziehungen 

(43) 
I [abc] = [bca] = [cab] 
t = - [acb] = - [bac] = - [cbaJ. 
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Ferner aber findet auch die Formel der linealen Anderung (Nr. 9) 
ihr Analogon, denn es wird wegen (41) 

(44) [abc] = [ab(c + rna + nb)], 
und entsprechende Veriinderungen gestatten auch die beiden ersten Fak­
toren des Produktes [abc], das heiBt, es gilt der Satz: 

Satz 16:Ein dreifaktoriges ii.uBeres Produkt ii.ndert seinen 
Wert nicht, wenn man einen Faktor um beliebige Vielfache del' 
beiden ander·en vermehrt, oder: 

Ein dreifaktoriges iiuBeres Produkt verhii.lt sich invariant 
gegeniiber jeder linealen Anderung seiner Faktoren. 

Von besoJ?derem Interess"l ist diejenige spezieUe lineale Ande­
rung, welche man erhii.lt, wenn man rn = - n annimmt, wodurch die 
Formel (44) iibergeht in 

(45) [abc] = [ab(c + neb - a))]. 
Eine solche spezielle lineare Anderung ist dadurch ausgezeichnet, da1\ sie, 
falls die Faktoren des Produktes einfache Punkte sind, deren Masse 
u.nverandert la1\t und nul' eine Verschiebung diesel' Punkte hervorruft. 

Die Formel del' speziellen linealen Anderung leitet schon hiniiber zu 
dem realen Begriff des dreifaktorigen ii.uBeren Produktes. Stellt 
man sich namlich die Aufgabe, das Produkt dreier einfachen Punkte geome­
trisch zu deuten, das heiBt, eine geometrische GroBe anzugeben, welche 
invariant bleibt bei allen Faktorenanderungen, die das Produkt ge­
stattet, so zeigt die Formel (45) bereits eine hochst charakteristische 
Eigenschaft diesel' geometrischen GroBe. Sind namlich a, b, c drei ein­
fache Punkte und 
(46) ~ = [abc] 

ihr iiuBeres Produkt, so kann man zufolge del' Gleichung (45), ohne den 
Wert des Produktes 6 zu ii.ndem, seinen dritten Faktor c durch den Punkt 

c1 = c + neb - a) 

ersetzen, das heiBt durch denjenigen 
einfachen Punkt c1 , welcher aus c 
durch eine Verschiebung um das 
n-fache del' Strecke b - a hervor­
geht. Man hat also den Satz: 

c-c+u(b-a) 
r--.---~-----?----~a 

"Das auBere Produkt dreier 
einfachen Punkte ii.ndert seinen 
Wert nicht, wenn man den dritten 
Punkt parallel zur Verbindungs­
linie del' beiden ersten verschiebt." Fig. 21. 
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Diese Eigenschaft kommt zum Beispiel der Flache des Parallelogramms 
zu, welches die Linien ab und bc zu Seiten hat (vgl. Figur 21).1) 

r-r.,.....,.-r-J-rr-.,-,--r-T .... C __ ~C1~ C + n ( b -a ) U nterwirft man 

Fig. 22. 

jetzt auch denzweiten 
Faktor des so umge­
wandelten Produktes 
einer solchen "spe­
ziellen linealen An­

derung", so erhalt man 

~ = [abc] = [abcl] 
= [a(b + ~(l1. - a))cl ] = [abl l1.], 

wo wieder die Abkiirzung eingefiihrt ist 

bI = b + p (~ - a). 
Dann stimmt auch hier wiederum das mit dem neuen Produkte [ab l l1.] 

verkniipfte Parallelogramm abl1 bl cl mit dem Parallelogramm ab, bc nach 
GroBe und Sinn iiberein (vgl. Figur 22). 

Durch wiederholte Anwendung spezieller linealer Anderungen auf die 
beiden letzten Faktoren kann man aber aus dem Parallelogramm ab, bc 
iiberhaupt jedes Parallelogramm herstellen, welches die Ecke a enthalt, 
in der Ebene abc liegt und mit dem Parallelogramm ab, bc die GroBe 
und den Sinn gemein hat. Aber auch del' bisher festgehaltene Eckpunkt a 
lii.6t sich noch ganz beliebig innerhalb del' Ebene abc variieren; denn man 
kann in dem Produkte [abl cl ] auch noch den ersten Faktor a in ganz 
entsprechender Weise verandern. Man erhalt dann 

~ = [abc] = [ablcl ] = [(a + q(bl - cl))b1cl ] = [alblcl], 
wo wieder 

a l = a + q (bl - ct ) 

gesetzt ist. Hier ist dann in del' Tat del' neue Eckpunkt at ein ganz 
beliebiger Punkt del' Ebene abc; denn wegen del' Willkiirlichkeit del' Zahl­
faktoren n und p ist die Richtung del' Strecke bl - Cv das heiSt die Ver-
8chiebungsrichtung des Punkts a innerhalb del' Ebene abc vollkommen 
willkiirlich und wegen del' Willkiirlichkeit von q auch die GroBe seiner 
Verschiebung; zugleich bleibt wiederum die GroBe und d~r Sinn des Parallelo­
gramms del' drei Punkte unverandert. Hat man so den Anfangspunkt a des 
Parallelogramms nach einem beliebigen Punkt del' Ebene abc verlegt, so 
kann man schlieBlich wieder durch lineale Anderung del' beiden Ietzten 
Faktoren dem Parallelogramm jede beliebige Form verleihen. 

1) Wal1lm hier das Parallelogramm bevorzugt wird, und nicM das Dreieck abc, 
welches dieselbe Eigenschaft besitzt, findet seine Erklll.rung weiter unten. 
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Die gesuchte geometrische GroBe, die durch das Produkt d = [abc] 
dargestellt wird, ist also ein Parallelogramm, welches mit dem Parallelo­
gramm ab, bc nach GroBe, Sinn und Lage seiner Ebene ubereinstimmt, 
welches aber innerhalb dieser Ebene seine Lage und Form beliebig ver-

. andern kann. Ein solches Parallelogramm mussen wir zum Unterschiede 
von dem Felde, an welchem nur die Stellung seiner Ebene, nicht aber 
diese Ebene selbst festgehalten wurde, mit einem besonderen N amen bel~gen, 
wir wollen es ein "Blatt"!) nennen und verstehen dann also unter dem 
Produkte d = [abc] geradezu das durch die drei Punkte a, b, c bestimmte 
Blatt, das heiBt ein Parallelogramm von beliebiger Form, welches mit dem 
Parallelogramm ab, be nach GroBe und Sinn ubereinstimmt und in der 
Ebene der drei Punkte a, b, c, aber auch 
nur in dieser, verschiebbar ist. 

Zu dem durch die drei Punkte Ct, b, c 
bestimmten Felde [(l; - a) (c - b)], oder dem 
gleich groBen Felde [(b - a) (c - a)] (vgl. 
Figur 23) steht das Blatt [abc] geometrisch 
in derselben Beziehung wie der Stab [ab] zur 

c 

1/2[/7 
a b 

Fig. 23. 

Strecke b - a. Denn wahrend die Strecke b - a parallel zu sich beliebig 
verschoben werden kann, gestattet der Stab [ab] nur noch eine Verlegung 
in seiner eigenen Linie, und, wahrend das Feld [(b -. a) (c - a)J aus seiner 
Ebene parallel zu sich beliebig verlegt werden darf, bleibt das Blatt [abc] 
an seine Ebene gefesselt. Aber auch analytisch findet sich zwischen Blatt 
und Feld derselbe Zusammenhang wie zwischen Stab und Strecke; denn 
es wird nach dem Satze von der lineal en Anderung 

[a(b - a)(c - a)] = [abc] und 

(47) [(a + m(b - a) + n(e - a»(b - a)(e - a)] = [abc], 
das heiBt, das Blatt [abc] liiBt sich aus dem zugehorigen Felde [(b - a)(c- a)1 
dadurch ableiten, daB man dieses mit einem beliebigen Punkt der Ebene 
des Blattes [a bc] iiuBerlich vormultipliziert (odeI' auch nachmultipliziert, 
vgl. Seite 20), was der obigen Beziehung zwischen Stab und Strecke genau 
entspricht. 

Dieser Zusammenhang zwischen Blatt und Feld enthiilt zugleich den 
Grund dafiir, daB oben bei der Einfuhrung des Produktes dreier einfachen 
Punkte a, b, e als sein geometrisches Abbild nicht das durch sie bestimmte 

1) Mein Vater benutzt den Ausdruck "FHichenteil", H. Hankel die Bezeichnung 
"Ebenenstiick". Del' im Jahre 1894 von mil' vorgeschlagene Ausdruck "Blatt" ist 
inzwischen von E. Muller, Anton Griinwald und E. Jahnke angenommen worden. 
CV gl. auBer den auf S. 7 und 8 zitierten Schriften: E. M ii 11 e r, Die Geometrie orien­
tierter Kugeln nach GraBmannschen Methoden, Monatshefte iiir Mathematik und 
Physik. IX. Jahl'gang. Wien, 1898. S. 271.) 
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Dreieck abc, sondern das Parallelogramm ab, be gewahlt wurde. Hatte 
man namlich damals das Dreieck abc bevorzugt, so wiirde die Multipli~ 
kation eines Feldes mit einem einfachen PUllkt eine andere Bedeutung 
gewonnen haben; sie wurde nicht nur eine Fesselung des Feldes an die 
durch seine Stellung und jenen Punkt bestimmte Ebene bewirkt, sondern· 
zugleich noch seine Grot\e auf die Halfte herabgedriickt haben, was un­
notig verwickelt erscheint. 

Durch die gewonnene geometrische Deutung des dreifaktorigen Pro­
duktes erhalten endlich auch die oben fur das dreifaktorige Produkt ent­
wickelten Formeln einen geometrischen Sinn. Die Formel der Distributivitat: 

(35) [ab(e + d)] = [abc] + [abd] 

nimmt, wenn man wieder wie 
oben e + d = 2m setzt, die Ge­
stalt an 

2[abm1 = [abc] + [abd] 

und lat\t sich in dieser Form, 
falls die vier Punkte a, b, e, d 
einer Ebene angehoren, so fort 
geometrisch erharten (vgl. Fi­
gur 24 und 0 ben Figur 19). 
1st diese Bedingung nicht erfullt, 
so gibt die Formel die Erklarung 
fur die Summe zweier Blatter, 
deren Ebenen sich schneiden. 

Die Formel der Assoziativitat 

(36) [a(be)] = [abc] 
lieferl zusammen mit den Formeln (43) fiir die Verstellbarkeit der Fak­
toren eines dreifaktorigen Produktes die Vertauschungsformel fiir das 
Produkt aus Punkt und Stab. Denn ist a ein Punkt und B = [be] em 
Stab, so wird 

[aB] = [a(be)J = [abc] = rbea] = [(be)a] = [Ba], 

das heit\t, es ergibt sich die Formel 

(48) [aB] = [Ba] 
und damit der Satz: 

Satz 17: Die Faktoren eines aut\eren Produktes aus Punkt 
und Stab sind ohne Zeichenwechsel vertauBchbar. 

Durch Verkniipfung der Formeln fiir die Verstellbarkeit eines Zahl­
faktors bei zwei- und dreifaktorigen Produkten beweist man ferner unter 
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gleichzeitiger Benutzung von (36) die entsprechenden Formeln fiir Pro­
dukte aus Punkt und Stab, namlich die Formeln 

{ [a. nB] = n[aB] {[na. B] = n[aB] 
(49) [nB. a] = n[Ba]. [B. na] = u[Ba]. 

In der Tat wird, wenn man wieder B = [be] setzt, 

[a· nB] = [a . n(be)] = [a(nb. c)] = [a(nb)e] = n[abc] = n[a(bc)] = n[aBJ. 

Die zweite Formel liiBt sich mit Hiilfe von (48) aus der eben bewiesenen 
ableiten. Die beiden letzten Formeln ergeben sich ohne weiteres aus (40), 
und zwar die dritte wieder unter Benutzung von (36). 

Die aus den Grundformeln (41) entsprin- I. 

a u ~a+~b gende Formel .... ____ _e.·---ee 

(50) [ab(va + qb)] = 0, Fig. 25. 

nach welcher das iiuBere Produkt dreier in gerader Linie lie­
genden Punkte verschwindet (vgl. Figur 25), driickt wieder, wie 
oben die Streckenformel (12), die geometrisch selbstverstandliche Tatsache 
aus, daB ein Parailelogramm, von welchem drei Ecken in dieselbe gerade 
Linie failen, den Flacheninhalt N uil besitzt. 

Mit Riicksicht auf die geometrische Bedeutung des Produktes [abc] 
kann man dieses Ergebnis iibrigens sofort verailgemeinern; denn man 
folgert aus ihr, daB die Gleichung 

(51) [abc] = 0 

eine notwendige und hinreichende Bedingung dafiil' darstellt, daB die drei 
Punkte a, b, e der niimlichen Geraden angehoren, und hat also den Satz: 

Satz 18: Das auBere Produkt [abc] dreier Punkte a, b, e ver­
schwindet dann und nur dann, wenn die drei Punkte einer und 
derselben geraden Linie angehoren. 

Setzt man in der Gleichung (51) noch 

(52) Cab] = C, c C 
e 

so verwandelt sie sich in die Gleichung Fig. 26. 

(53) [Cc] = 0, 

welche aussagt (vgl. Figur 26): 

Satz 19: Das iiuBere Prod ukt aus einem Stabe und emem 
Punkt verschwindet dann und nur dann, wenn die Gerade des 
Stabes durch den Punkt hindurchgeht. 

Ubrigens kann hier der Punkt e auch durch eine Strecke vertreten 
werden, welche die Richtung des Stabes hat. Denn wiihlt man in (50) 
V = - q, so erhiilt man die Spezialformel 

(54) [ab· q(b - a)] = 0, 
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fiir die man, wenn man noch 

(55) 
(56) 

q(b - a) = k 
[Ok] = 0, 

setzt, auch schreiben kann 
das heiBt: 

Satz 20: Das auSere Produkt aus einem Stabe und einer 
Strecke verschwindet dann und nur dann, wenn die Strecke die 
Richtung des Stabes hat. 

Endlich kann man in der Formel (50) auch die beiden Punkte a 
und b durch Strecken ersetzen und erhillt dann die Formel 

(57) [qh(pg + qh)] = O. 

Sind In ihr 9 und h zwei ganz beliebige Strecken, so stent die Summe 
.pg + qh eine dritte Strecke dar, welche der durch 9 und h bestimmten 
Ebene parallel lauft, im iibrigen aber ganz willkiirlich ist. Die Formel 
(57) enthillt daher den Satz: 

Satz 21: Das auSere Produkt dreier Strecken, welche der­
selben Ebene parallel laufen, ist null. 

Abschnitt 3. 

Progressive nnd regressive Mnltiplikation. Das planimetrische Prodnkt. 

Beschriinkung auf die Ebene. Die Blatteinheit und die Feldeinheit. 
Beschri.i.nkt man die Untersuchung, wie es im folgenden geschehen soli, 
aufFiguren einer Ebene, so verschwindet die geometrische Verschieden­
heit zwischen Feld und Blatt, und beide GroSen bleiben nur noch formal 
verschieden. Diese Beschrankung fiihrt dann zugleich eine wesentliche 
Vereinfachung in der analytischen Auffassung des Blattes herbei, welche 
dieses zum Stabe und zur Strecke in einen gewissen Gegensatz bringt. 
Wahrend namlich beispielsweise zum Begriff des Stabes neb en der GroSe 
und dem Sinn auch noch ein die Lage in der Ebene bezeichnendes Attribut 
gehOrte, fallt ein solches in der Geometrie der Ebene bei dem 
Blatte fort; denn es erscheinen alIe Blatter der Ebene als gleichartige 
GroSen und konnen daher wie gleichbenannte Zahlen behandelt werden. 
Legt man als Einheit der Blatter ein beliebiges MaS, etwa das qcm, zu-

D grunde und weist zugleich dieser Einheit einen bestimmten Umlaufs­
sinn zu (vgl. Figur 27), so laSt sich jedes beliebige Blatt h durch 

-!t eine unbenannte Zahl darstellen, welche angibt, wieviele solcher Ein­
Fig. 27. heiten das Blatt h enthiilt, und welche positiv oder negativ zu 
nehmen ist, je nachdem das Blatt h in demselben oder in entgegengesetztem 
Sinne umlaufen wird wie die Blatteinheit. 

Man bezeichne ferner drei Ecken des Einheitsquadrates, aufgefaSt als 
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einfache Punkte, mit CI , C2 , Cs und gebe ihnen dabei noch eine solche 
Anordnung, daB die Stiibe [cs cI ] und [cs c2] zwei austoBende Seiten des 
Quadrates werden, und auBerdem das Produkt 

( 1 ) [c1 c2 cs] = + 1 

wird (vgl. Figur 28); endlich setze man noch die Strecken 

(2) 

Dann wird 

{
CI - Cs =jI 

c2 - Cs = J2' Fig. 28. 

(3) 1 = [cl c2 CS] = [(ci - CS)(c2 - cs)cs] = [jlj2 CS] = [C3 jlj,] = [ca' jIj2]. 

Man hat also durch die obige Wahl del' Blatteinheit zugleich auch tiber 
das Produkt aus dem einfachen Punkte Cs und dem Felde [ji j2] verftigt. 
Es ist aber klar, daB man, nachdem das Blatt [Cs . jIj,] = 1 gesetzt ist, 
nicht etwa gleichzeitig auch daa mit der Blatteinheit gleichgroBe Feld [jIj,] 
der Zahleinheit gleich setzen darf. Zwar erscheinen bei der Beschrankung 
der Betrachtung auf die Ebene auch die Felder ala gleichbenannte GroBen; 
aber ibre Einheit darf man nicht als eine bloBe Zahl auffassen wollen, 
da die Multiplikation mit ihr den Punkt Cs und tiberhaupt jeden beliebigen 
Punkt in eine GroBe ganz anderer Art, namlich in eine Zahl, verwandelt. 
Man muB daher fiir die Einheit der Felder ein besonderes Zeichen ein­
ftihren. Es sei etwa das Feld 

(4) [jIj2J = J 

gesetzt und als die Fe 1 d e i n he i t bezeichnet. Dann wird fiir jeden elll­
fachen Punkt a (vgl. Satz 16): 

(5) raJ] = [csJ] = 1, 

das heiBt, die Multiplikation mit der Feldeinheit J verwandelt 
jeden einfachen Punkt in die Zahleinheit. 

Das regressive Produkt zweiC1' Stabe. Die obige Verfugung tiber die 
Blatteinheit fiihrt hintiber zu einer neuen Art der Multiplikation. Bei 
allen bisher betrachteten Produktbildungen war die Stufensumme der 
beiden Faktoren, das heiBt die Anzahl der in beiden Faktoren zusammen 
auftretenden Punkt- (oder Strecken-) Faktoren, hochstens = 3 angenommen. 
Es bleibt aber noch die Frage offen, ob sich vielleicht auch dem vier­
oder fiinfstufigen Produkte, zum Beispiel dem Produkte zweier Stiibe oder 
dem Produkte eines Blattes und eines Punktes oder endlich dem Produkte 
eines Blattes und eines Stabes ein Sinn unterlegen laBt. Versucht man 
zunachst das durch fortschreitende Aneinanderkettung von vier Punkt­
faktoren gebildete Produkt oder, was auf dasselbe hinauskommt, das Pro­
dnkt aus einem Blatte und einem Punkte, auf Grund der Forderung zu 
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definieren, daB fiir dieses Produkt die Gesetze der iiuBeren MuItiplikation 
moglichst erhalten bleiben sollen, so sto.Bt man sogleich auf eine Schwierig­
keit. N ach A.nalogie der Produkte von weniger als vier Faktoren wiirde 
man niimlich das Produkt [abe(pa + qb + te)] gleich Null zu setzen 
haben. Indes erscheint dies 

erstens fiir die weitere Entwickelung unserer Methoden wenig forder­
lich, da dann iiberhaupt jedes vierfaktorige Produkt verschwinden wurde, 
insofel'll sich ja jeder beliebige Punkt d der Ebene als Vielfachensumme 
von drei nicht in gerader Linie liegenden Punkten a, b, e, das hei.Bt in 
der Form 

darstellen lii.Bt. 
d = pa + qb + te, 

Zweitens aber haben wir Buch bei der Begriffsbestirnmung gerade 
dieser Art von vierstufigen Produkten gar nicht mehr freie Hand, sondern 
sind bereits durch eine fruhere Festsetzung gebunden. In dem Produkte 

[abe(pa + qb + te)] = [abed] = [[abe]d] 
ist namlich der Entwickelung auf Seite 26 zufolge der Blattfaktor [abc] als 
eine blo.Be Zahl aufzufassen. 1st daher n der Zahlwert des Produktes [abc], 
so erscheint es geboten, unter dem Produkte 
(6) [abed] = [[abe]d] = End] 
nichts anderes zu verstehen als das n-fache des Punktes d, und man er­
Mit daher, wenn man noch beachtet, daB die Stellung eines Zahlfaktors 
willkiirlich ist, die Definitionsgleichung 
(7) [abed] = [abe]d = d[abcJ. 

Das durch fortschreitendes Aneinanderketten von vier Punktfaktoren 
entstehende Produkt ist also selbst wieder ein Punkt, und es liegt 
nahe, diese Beziehung zu verallgemeinern und zum Beispiel auch unter 
dem Produkte zweier Stiibe einen Punkt, naturgemii.B den Schnitt~ 
punkt ihrer Geraden zu verstehen. Hierbei kann man dann iiber' 
die Masse des so als Produkt dargestellten Schnittpunktes noch nach 

I! 

Fig. 19. 

Willkiir verfiigen und wird sich dabei am besten das 
Ziel stecken, die Wahl so zu treffen, daB die Rechen­
gesetze fur die neue Art der MuItiplikation mog­
lichst einfach werden. Dies wird urn so notwendiger, 
als fiir die neue Produktbildung nicht einmal mehr­
das assoziative Gesetz volle Giiltigkeit hat. In der 
Tat wird keineswegs [ab·ed]=[abe·d] gesetzt werden 
durfen; denn das rechte Produkt bedeutet nach obigem 
ein Vielfaches des Punktes d, wiihrend das linke nsch 
der soeben gegebenen Erkliirung den Schnittpunkt e der 

d beiden Stiibe [ab] und [cd] darstellen solI (vgl. Figur 29). 
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Auch sieht man sofort, da.6 es gar nicht moglich ist, das assoziative Ge­
setz festzuhalten; denn jedenfalls mu.6 das Produkt [ab· cd] seinen Wert 
bewahren, wenn man mit den Punktfaktoren a und b, c und d Ande­
rungen vornimmt, welche die Stabfaktoren [ab] und [cd] invariant lassen, 
wenn man also zum Beispiel die Faktoren c und d des zweiten Stabes 
durch die Punkte t; und dt ersetzt, welche aus c und d durch Ver­
schiebung des Stabes [cd] in seiner eigenen Linie hervorgehen, das hei.6t, 
es muS sicher die Gleichung geIten 

[ab. cd] = [ab . t;d1]. 

W ollte man nun ganz allgemein das assoziative Gesetz bestehen lassen, 
so wurde auch 

[ab . cd] = [abc]d = [abc1]d,. 
gesetzt werden mussen, das heiSt, das Produkt [ab· cd] wurde, da der 
Punkt dl in der Geraden des Stabes [cd] beliebig angenommen werden 
kann, jedem beliebigen Punkte der Geraden cd gleich werden und also 
unendlich vieldeutig sein. Wir mussen daher bei Produkten von ·der 
Form [ab· cd] auf das Fortbestehen des assoziativen Gesetzes verzichten 
und haben demgemii6 die Aufgabe, wenigstens die ubrigen Gesetze der 
neuen Produktbildung durch passende Wahl der Masse des Produktpunktes 
tunlichst einfach zu gestalten. 

Da sich zwei Stabe einer Ebene wegen ihrer Verschiebbarkeit in der 
eigenen Linie stets als Produkte darstellen lassen, deren erster Faktor ihr 
Schnittpunkt a ist, so wird es vor allem damuf ankommen, ein Produkt 
von der Form 

[ab . ac] 

zu definiertln. Man wei.6 bereits, daB das Produkt em Vielfaches des 
Punktes a bedeunen solI, und es erscheint daher am natiirlichsten, die 
Definitionsgleichung aufzustellen: 

(8) [ab· ac] = [abela, 

also unter dem Produkte zweier Stabe ihren Schnittpunkt zu 
verstehen, belastet mit der Flachenzahl desjenigen Blattes, 
welches die beiden Stabe bestimmen, wenn man sie nach ihrem 
Schnittpunkte verschiebt. 

Da die durch diese Gleichung definierle Art der Multiplikation von 
Gro.6en hOherer Stufe (Staben) zu Gro.6en niederer Stufe (Punkten) zu­
ruckfuhrt, so moge sie den Namen "regressive MuItiplikation" er­
halten, im Gegensatz zur au.6eren Multiplikation, welche aus Gebilden 
niederer Stufe (Punkten und Strecken) Gebilde hOherer Stufe (Stabe, 
Felder, Blatter) erzeugte und in diesem Sinne auch als "progressiv'e 
Multiplikation" bezeichnet wird. 
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Es bleibt aber jetzt noch der Nachweis zu erbringen, daB die neue 
Verkniipfung iiberhaupt als Multiplikation aufgefaSt werden darf. Dazu 
hat man insbesondere zu zeigen, daB die Verkniipfung dem Gesetze der 
Distributivitat unterliegt, daB sie also den Gleichungen geniigt 

(9) [(A" + A,)B] = [AlB] + [A2B] und 

(10) [B(AI + All)] = [BAt] + [BAli]' 

B 
k 

Um dies. darzutun, setze man noch 

(11) AI+AIl=A 
(vgl. Figur 30) und bezeichne die drei einfachen Punkte, in denen die 
drei Stibe A, Au At von dem Stabe B geschnitten werden, mit c, c17 G! j 
ferner die Strecken der vier Stabe A, A" , A,l und B mit i, i17 it und k, 
wo dann wieder 

(12) i l + ill = i 

wird. Dann lii.6t sich die zunii.chst zu beweisende Gleichung (9) in der 
Form schreiben 

(13) 

oder, wenn man die vier Stabe A, Al1 A, und B als Produkte aus den 
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auf ihnen liegenden einfachen Punkten c, Co Cs und den Stabstrecken it" 
io is und k darstellt, in der Form 

(14) [ci. ck] = [clil . clk] + [clIis . esk]. 

Nach der Erklarungsformel (8) des regressiven Produktes liiBt sich aber­
diese Gleichung ersetzen durch die neue GIeichung 

(15) [cik]c = [£1.iIk]cI + [csillk]es, 

deren Richtigkeit somit jetzt zu prufen ist. 
Die Gleichung sagt aus, daB der mit der Masse [cik] belastete Punkt c 

der Schwerpunkt der beiden mit den Massen [Cl ilk] und [esisk] beschwerlen 
Punkte ci und es sei. Man hat also zu zeigen, daB 

erstens der Massenfaktor des Punktes c gleich der Massensumme der 
Summanden ist, das heiBt, daB die Gleichung besteht 

(16) [cil.] = [clilk] + [csizk], und 
zweitens, daB sich die Abstande des Punktes C von den Punkten c1 

und es umgekehrl wie die Massenfaktoren [cl i l k] und [clI ill k] dieser Punkte 
verhalten. 

Die Massengleichung (16) folgt nun aber soforl aus der GIeichung (12), 
wenn man diese zunachst mit der Strecke k multiplizierl, wodurch die 
Feldgleichung hervorgeht 
(17) [ik] = [ilk] + [illk], 

und dann die Felder [ik], [ilk], [iak] durch die gleich groBen Blatter [cik], 
[£1. ilk], [c2 i l!k] ersetzt. 

DaB aber auch zweitens der Punkt C die Linie CI es im umgekehrtell 
Verhaltnis der Blatter [clilk] und [clIillk], oder was bei der Gleichheit ihrer 
Grundseiten auf dasselbe hinauskommt, im umgekehrten Verhaltnis der 
zugehorigen Blatthohen teilt, ergibt sich sogleich, wenn man noch 
durch die vierte Ecke d des durch die Stabe Al und All bestimmten 
Parallelogramms die Parallele zur Lillie ci clI zieht bis zu den Schnitt­
punkten dl und dll mit den Linien der Stabe Al und All. Dann stimmen 
die Hohen der entstehenden Dreiecke mit den Hohen der jedesmal nicht 
anliegenden von den obengenannten Blattern uberein. Da aber die 
beiden Dreiecke ahnlich sind, verhalten sich ihre Grundseiten wie ihre 
Hohen, oder also nach obigem umgekehrt wie die Hohen der anlie­
genden Blatter, das heiBt, der Punkt d teilt die Linie dldl! im umge­
kehrten Verhaltnis derbeiden BlatthOhen. In demselben Verhaltnis teilt 
aber auch der Punkt· C die Linie ci es. 

Datnit ist aber die Gultigkeit der ersten Distributivitatsformel (9) 
bewiesen. Um auch die zweite Formel (10) zu entwickeln, leite man zu­
niiehst aus der Definitionsgleichung (8) die Vertauschungsformel fur Stabe 
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abo EB seien B -== Cab] und G = Cae] zwei beliebige Stabe; dann wird ihr 
Produkt 

[GB] = [ae . ab] = [aeb]a = - [abe]a = - Cab . ae] = - [BG], 
das heiSt, man erhii.lt die Gleichung 

(18) [GB] = - [BC], welche besagt: 

Satz 22: Zwei Stabfaktoren eineB regreniven Produktes Bind 
(geradeBo wie zwei Punktfaktoren eineB progreBsiven ProdukteB) nur mit 
ZeichenwechBel vertauschbar. 

Diese Gleichung ergibt dann in der Tat die zweite Distributivitats­
formel (10) als unmittelbare Folge der ersten. 

Durch dieselben Schliisse wie oben auf Seite 8 folgt ferner aus den 
Gleichungen (9) und (10) das Bestehen der entsprechenden Differenz­
gleichungen 

(19) {[(Al - As)B] = [AlB] - [AllB] 
[B(Al - .As)] = [BAl] - [BA,] , 

sowie der Gleichungen fur die Verstellbarkeit eines Zahlfaktors 

(20) {[nA' B] = n[AB] 
[B· nA] = n[BA]. 

Die letzten beiden Gleichungen aber ermoglichen es wieder, der Er­
klarungsformel (8) des regreBsiven Produktes noch zwei andere Formen 
zu verleihen. Stellt man namlich in den Produkten [ab] und [abc] der 
Gleichung (8) die Faktoren a und bum, so iindert sowohl die linke wie 
die rechte Seite ihr Zeichen, die Gleichung bleibt also bestehen, und 
man erhiilt 

[ba . ae] = [bae]a; 

nnd vertauscht man jetzt wieder in den Produkten Cae] und [bae] die 
Faktoren a unde, so ergibt sich die neue Gleichung 

[ba· ea] = [bea]a. 
Schlie~lich kann man dann noch in den beiden letzten Formeln die Be­
zeichnung BO andern, da~ rechter Hand jedesmal wieder, wie in (8), das 
Produkt [abc] auf tritt, nnd bekommt so die beiden Formeln 

(21) [ab· be] = [abe]b 
(22) [ae • be] = [abele, 

welche mit der Erklii.rungBformel (8) durchaus gleichwertig sind. 
Die Veltauschungsformel (18) fiihrt aber femer noch bei der An­

wendung auf zwei gleiche. Faktoren zu einer Stabformel, welche der 
Grundformel der auSeren Multiplikation (vgl. Abschnitt 2, Formel (6») 
genau entspricht und daher die Grundformel der regressiven Multi-
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plikation heiBen mag. Setzt man namlich in der Formel (18) den 
Stab 0 = B, so nimmt sie die Gestalt an 

[BB] = - [BB] oder 
2[BB] = 0 oder endlich 

(23) [BB] = O. 
Diese Grundformel der regressiven Multiplikation zeigt, daB auch 

das regressive Produkt zweier Stabe nicht nur verschwindet, 
wenn ein Faktor null ist, sondern auch, wenn seine beiden Fak­
toren einander gleich werden. 

Die Ubereinstimmung in den beiden Grundformeln bedingt es, daB 
zwischen dem (regressiven) Produkte zweier Stabe und dem (progressiven) 
Produkte zweier Punkte eine vollkommene Dualitat herrscht, und daB 
insbesondere samtliche oben fiir Produkte zweier Punkte abgeleitete Formeln 
erhalten bleiben, wenn man in ihnen die Punkte durch Stabe ersetzt. So 
folgt wieder aus (23) mit Riicksicht auf (20) die allgemeinere Formel: 

(24) [B. nB] = 0, 

welche zeigt, daB das regressive Produkt zweier Stabe bereita 
verschwindet, wenn sie derselben Geraden angehoren. 

Es ist aber besonders wichtig, daB umgekehrt das regressive Produkt 

[BO] 
zweier Stabe B und 0 auclt nur dann verschwindet, wenn diese beiden 
Stii.be in derselben geraden Linie liegen. 

Um dies zu zeigen, scheiden wir zunachst den Fall aus, wo der erste 
Faktor B des regressiven Produktes [BO] selbst null ist. Man iiberzeugt 
sich namlich sofort, daB dieser Fall unsere Behauptung nicht stort, do. 
man sich einen verschwindenden Stab in jeder beliebigen Geraden liegend 
denken kann, insbesondere also auch in del' Geraden des zweiten Stabes O. 

1st andererseits der erste Faktor B von Null verschieden, so lii.Bt sich 
der zweite Faktor 0 als Vielfachensumme des Stabes B und zweier mit 
ihm ein eigentliches Dreieckl) bestimmenden Stiibe Bl und Bs darstellen. 
Es sei etwa 

(*) 

Do. nun nach der V oraussetzung 

[BO] = 0 
sein soll, so folgt aus der Gleichung (*) durch regressive Multiplikation 
mit B die Gleichung: 

0= [B· nB] + [B· UtBl ] + [B· ns~], 

1) Das soIl heiBen ein Dreieck mit getrennt Ziegenden Ecken. 
Gra.llmann, Projektive Geometrie d. Ebene. I. 3 
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die sich wegen (24) und (20) reduzierl auf 

(**) 0 = ul[BBI ] + Us [BB2]. 

Hierin sind die Produkte [BBI ] und [BBs] die Ausdriicke fiir zwei 
Ecken des eigentlichen Dreiecks del· Stiibe B, Bu B2 , also die Ausdriicke 
fiir 14wei getrennt liegende Punkte. 

Die Gleichung (**) kann daher nicht anders bestehen, als wenn 

(***) UI = ~ = 0 
ist. Denn ware auch nur eine von den beiden ZahlgroBen Ut und u2, zum 
Beispiel ull von Nun verschieden, so wiirde die Gleichung (**) nach dem 
Produkte [BBI ] auflosbar sein, das heiBt,· sie wiirde sich in der Form 
8chreiben lassen: 

iIi der sie im Widersp'ruch zum Obigen gerade aussagen will·de, daB die 
Punkte [BBI] und [BBII] in einen Punkt eusammenfaUen. Auf Grund der 
Gleichungen (***) reduziert sich nun aber die Gleichung (*) auf die Form 

O=uB, 
und diese zeigt in der Tat, daB die beiden Stabe 0 und B in derselben 
geraden Linie liegen. Man hat somit den Satz: 

Satz 23: Das regressive Produkt zweier Stabe verschwindet 
dann und nur dann, wenn die beiden Stabe einer und ders'elben 

geraden Linie angehoren. 

Nach dem distributiven Gesetze er­
gibt sich ferner aus (24) wieder die 
Formel der linealen Anderung 

(25) [CA + uB)B] = [AB], 

welche, wie das distributive Gesetz (9) 
iiberhsupt, eine Lagen- und eine GroBen­
beziehung ausdriickti 

erstens nii.mlich sagt sie aus, daB 
die beiden Stabe A und A + uB von 
dem Stabe B in dem namlichfln Punkt 
geschnitten werden; 

zweitens aber enthalt sie den Satz: 

"Parallelogramme I welche zwischen 
Parallelen liegen und gleiche Grundlinien 
haben, sind einander gleich" (vgl. Figur 31). 

Das regressive Produkt dreier Stiibe. Es ist aber von besonderem 
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Interesse, daB die Dualitiit zwischen Punkt- und Stabprodukten auch er­
halten bleibt, wenn man zu dreifaktorigen Stabprodukten iibergeht. Fiir 
solche Produkte bedarf es nicht mahr einer nauen Begriffsbestimmung. 
Denn, da das zweifaktorige Stabprodukt einen Punkt darsteilt, so ist 
das dreifaktorige Stabprodukt das Produkt eines Punktes und eines Stabes, 
das heiBt also ein Blatt, und wird daher geradeso wie das Produkt dreier 
Punkte durch eine bloBe Zahl ausgedriickt, womit die Dualitiit bereits 
nach einer Richtung hin erwiesen ist. Um aber auch die Ubereinstimmung 
in den Rechengesetzen der dreifaktorigen Stab- und Punktprodukte dar­
zulegen, hat man zu zeigen, daB auch das Produkt dreier Stiibe distributiv 
und assoziativ ist, daB also die Gleichungen bestehen 

(26) [AB(O + D)] = [ABO] + [ABDJ und 
(27) [A(BO)] = [ABO]. 

Zum Beweise der Distributivitiitsformel fUme man alles auf Punkte 
zuriick; man setze daher etwa das Produkt 

(28) [AB] = p, 

wo dann also p den (mit einer gewissen Masse belasteten) Schnittpunkt 
der Stiibe A und B bedeutet, und stelle die Stiibe 0 und Dais Produkte 
dar, deren erster Faktor ihr Schnittpunkt q ist, setze somit 

(29) 0 = [qc] und D = [qd]. Dann wird 

[AB(O + D)] = [P([qc] + [qdJ)] oder nach Abschnitt 2, (2) 

= [p . q(c + d)], das heiBt nach Abschnitt 2, (36) 

= [pq(c + d)], also nach Abschnitt 2, (35) 
= [pqc] + [pqd], dies wieder nach Abschnitt 2, (36) 

= [p . qc] + [p . qd], oder nach (29) 

= [PO] + [PD], und dies endlich nach (28) 

= [ABO] + [ABD]. 

Beim Beweise der Formel (27) verfahre man entsprechend; man be­
zeichne die Schnittpunkte der Stiibe 

b 

mit 

B und 0, 0 und A, A und B 
a, b, c' , 

dann lassen sich die drei Stiibe in der 
Form darstellen (vgl. Figur 32): 

(30) A=V[bc], B=q[ca], O=t[ab], 

wo V, q, t drei ZahlgroBen sind, und es 
wird 

B=cr [ee] 

Fig. Sll. 

S* 
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[A(BO)] = [~[bc](q[ca] . r[ab])] 
= [~[bc](qr[ca . abJ)), 
= [~[bc](qr· [cab]a)] 
= [(~b)c(qr . [cab]a)] 

oder nach (20) 
also nach (21) 
oder nach Abschnitt 2, (5) 
oder nach Abschnitt 2, (40), 

da auch [cab] eine Zahl ist, 

= ~qr[cab][bca], also nach Abschnitt 2, (43) 
(31) [A(BO)] = ~qr[abc]2. 

Andererseits wird 

[ABO] = [(AB) 0] 
= [(~[bc] . q[ca]) . r[ab]) 
= [(~q[bc . cal) . rLab]], 
= [(~q . [bca]c) . r[ab]] 
= [(~q . [bca]c) . Era . b]] 
= [(~q . [bca]c) . fa . b], 

oder nach (20) 
also nach (21) 
oder nach Abschnitt 2, (5) 
oder nach Abschnitt 2, (36) 
das heiSt nach Abschnitt 2, 

(40), da auch [bca] eine Zahl ist, 

= ~qr[bca][cab], also nach Abschnitt 2, (43) 
(32) [ABO] = ~qr[abcJ2, 

das heillt, man erhalt denselben Ausdruck wie fiir die linke Seite von (27). 

Damit hat man also wirklich auch die Formeln (35) und (36) des zweiten 
Abschnitts dual iibertragen. Aus ihnen aber und den Formeln fiir zweifaktorige 
Punktprodukte, deren Dualformeln bereits oben entwickelt sind, wurden 
sii.mtliche weiteren Formeln fur dreifaktorige Punktprodukte abgeleitet. 

Ane diese Formeln bleiben daher bestehen, wenn man in ihnen die 
Punkte durch Stabe, das heiBt die kleinen lateinischen Buchstaben durch 
groBe, ersetzt. Dies gilt insbesondere von den Formeln (37) bis (44) des 
zweiten Abschnitts, so daB man zum Beispiel hat: 

(33) 

und 

(34) 

{ [ABC] = [BCA] = [CAB] 
= - [ACB] = - [BAC] = - [CBA] 

!
[ADD] = 0 

[EBE] = 0 

[FFC] = 0, 

Bowie endlich auch noch von der Formel (50) desselben Abschnitts, welche 
bei dieser Umwandlung in die Gleichung iibergeht: 

(35) [AB(~A + qB)] = O. 

Sie enthalt den Satz: 

"Das Produkt dreier Stabe, deren Linien sich in dem namlichen Punkt 
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Bchneiden, verschwindet," und von ihm gilt auch die Umkehrung. Um 
niimlich iiber den geometrischen Sinn der Gleichung 

(36) [ABO] = 0 

Aufschlu1\ zu erhaIten, in der A, B, 0 drei Stiibe bedeuten, braucht man 
nur das Produkt 
(37) [AB] = e 

zu setzen, wo dann c der Schnittpunkt der Geraden der beiden ersten 
Stiibe A und B ist. Dadurch verwandeIt sich die Gleichung (36) in 

(38) [cO] = 0, 

welche nach Satz 19 (vgl. auch die Formel (48) des zweiten Abschnitts) 
aussagt, da1\ die Gerade des· dritten Stabes 0 durch den Schnittpunkt e der 
Geraden der beiden ersten Stiibe hindurchgeht, daB sich also die Geraden 
der drei Stiibe A, B, 0 in dem niimlichen Punkt schneiden. Man hat so­
mit den Satz: 

Satz 24: Das regressive Produkt [ABO] dreier Stabe A, B, 0 
verschwindet dann und nur dann, wenn die Linien der drei 
Stiibe durch einen und denselben Punkt gehen. 

Duales. Begriff der planimetrischen Multiplikation. Zur Vervoll­
stiindigung der dualen Beziehung zwischen Punkt- und Stabgro1\en ist 
endlich noch der Nachweis notig, daB auch die Grundformeln (8), (21) 
und ~(22) eine Ersetzung der Punkte durch Stiibe gestatten; dati also auch 
die Formeln geIten 

(39) [AB· AO] = [ABO]A, 

(40) 

(41) 

[AB· BO] = [ABO]B, 

[AO. BO] = [ABO]O. 

Um die erste von diesen drei Formeln zu beweisen, benutze man 
wieder fiir die drei Stiibe A, B, 0 die Darstellung (30'!. Dann erhalt 
man fiir die linke Seite der Gleichung (3D) 

[AB· AO] = [(p[bc] . q[ea])(p[bc] . r[ab])], also nach (20) 

= r(pq[be· ea])(pr[be· ab])] oder, da 

lbc. ea] = [bea]e nach (21), und dies 

= [abe]c nach Abschnitt 2, (43), und ferner 

[be· ab] = - [be· ba] nach Abschnitt 2, (8) und nach (20), 

= - [bea] b nach (8), 

= -[abe]b nach Abschnitt 2, (43), so wird 
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[AB. AOJ = [Cl'q . [abc]c)(l'r . (- [abc])b)] , d. h. nachAbschnitt 2, (5) 
= -1'2qr[abc]2[cb] oder nach Abschnitt 2, (8) 

1'2qr[abc]2[bc], also mit Rucksicht auf (32) 
-:- [ABO] 'l'[bc], das heiBt nach (30) 

[AB. AO] = [ABO]A. 

Die beiden anderen Formeln, (40) und (41), endlich ergeben sich aus del' 
Hauptformel (39), genau wie oben auf Seite 32 die entsprechenden Punkt­
formeln, und zwar unter Anwendung del' Gleichungen (18) und (33) des 
vorliegenden und der zweiten Gleichung (5) des zweiten Absehnitts. 

Damit ist die Dualitat zwischen Stab- und Punktprodukten fur samt­
liche oben entwickelten Formeln bewiesen, die beiden betrachteten Multi­
plikationsarten, die progressive und die regressive Multiplikation, stimmen 
liIomit - bei ailer ihrer begriffliehen Verschiedenheit - in ihren 
formalen Gesetzen durchaus miteinander uberein. Um diesel' Tatsache 
noch einen besonders scharfen Ausdruck zu verleihen, hat man auch wohl 
beide Multiplikationsarten unter' einem gemeinsamen N amen, namlich als 
"planimetrische Multiplikation" zusammengefaBt. Der enge Zu­
sammenhang beider Multiplikationsarten wird sich spaterhin dadurch be­
sonders nutzlich erweisen, daB er es ermoglicht, aus den geometrischen 
Beziehungen zwischen Punkten solche zwischen Staben analytisch durch 
eine bloBe Buehstabenvertauschung abzuleiten. 

In der Punktrechnung erscheint die Ebene als ein "Gebiet dritter 
Stufe", insofem sich alie Punkte der Ebene als Vielfachensummen von 
drei Grundpunkten darstelien lassen, und die besonderen Gesetze del' plani­
metrischen Multiplikation ergaben sich uns dadurch, daB wir das 
auBere Produkt von dn\i Punkten der Ebene, welche nicht derselben 
Geraden angehoren, abel' sonst ganz beliebig gewahlt werden durfen, der 
Zahleinheit gleich setzten. Auf diese Weise wurde es ermoglicht, aile 
dreifaktorigen Produkte von Punkten der Ebene wie ZahlgroBen zu be­
handeln und der auBeren (progressiven) Multiplikation der Punkte eine 
regressive Multiplikation der Stabe gegenuberzusteilen. 

Ebenso erweist sich in der Punktrechnung der Raum als ein "Gebiet 
viertel' Stufe", insofern alie Punkte des Raumes als Vielfachensummen 
von vier Grundpunkten ausgedruckt werden konnen, und in ihm erseheinen 
alie vierfaktorigen auBeren Punktprodukte' als gleichartige GroBen und 
konnen, fails man wieder ein solches Produkt der Zahleinheit gleich setzt, 
wie unbenannte Zahlen behandelt werden. Auf diese Weise gelangt man 
zu einer neuen Multiplikation, welche ganz analogen Gesetzen unterliegt 
wie die planimetrische Multiplikation und im Gegensatz zu ihr als stereo­
metrische Multiplikation bezeichnet wird, und bei del' sieh, wie bei 
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der planimetrischen Multiplikation die Punkt- und Stabprodukte, so hier 
die Punkt- und Blattprodukte als progressive und regressive Produkte 
unterscheiden lassen. 

Uberhaupt karin man fUr jedes "Gebiet nter Stnfe" eine besondere 
Produkthildung einfiihren, die geradeauf dieses Gebiet zugeschnitten ist 
und sich dadurch ergibt, daB man das aul3ere Produkt von irgendwelchen 
n linear unabhangigen GroBen erster .stufe (Punkten, Strecken) gleich der 
Zahleinheit setzt, wodurch dann aIle n-faktorigen Punktprodukte den Cha­
rakter von bloBen ZahlgroBen erhalten. Jenes Gebiet nter Stufe heiBt dann 
das Hauptgebiet und jene Multiplikation "die auf das Gebiet nter Stufe 
alsHauptg.ebiet bezuglichekombinatorische Multiplikation". Die 
kombinatorischen Produkte in einem Hauptgebiet nter Stufe besitzen dabei 
ebenso . wie die planimetrischen Produkte die Eigenschaft, daB zwei Fak­
toren erster und '( n - 1 )ter Stufe nur mit Zeichenwechsel vertauschbar sind. 

Insbesondere kann man dann die planimetrische Multiplikation be­
zeichnen als die auf die Ebene (aufgefaBt als Punktgebiet dritter Stufe) 
bezugliche kombinatorische Multiplikation und die stereometrische Mul­
tiplikation als die auf den Raum (aufgefaBt als Punktgebiet vierter Stufe) 
bezugliche komhinatorische Multiplikation. 

Ahschnitt 4. 

Anwendungen der planimetrischen HuItiplikation. 

Vorbereitende$: Das Vereinungsgesetz. Die im letzten Abschnitt ent­
wickelten: Gr1pldf~rmeln der planimetrischen Multiplikation lassen sich noch 
auf eine andere Form hringen, in der sie fur die analytische Behandlung 
der Projektion eines Punktes und eines Stahes besonders geeignet sind. 
Fuhrt man niimlich in den heiden sich dualistisch entsprechenden Formeln 
(21) und (40) dieses Abschnitts 

[ab.bc] = [abc]b und 

[AB.BOJ = [ABC]B, 
in denen wie hisher die kleinen Buchstaben PUl1kte, die groBen aber 
Stabe hezeichnen, fUr die heiden Produkte lab] und [AB] kurze Bezeich­
nungen em, setzt also etwa 

(1) 

(2) 
[ab] =0= A und 

[AB] = a, 
so nehmen jene heiden Formeln die Gestalt an 

(3) 
(4) 

[A· be] = [Ae]b und 

[a . BO] = [aO]B. 
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Diese Formeln sind damit freilich nur unter gewissen Voraussetzungen 
iiber die in ihnen vorkommenden GroBen A und a bewiesen, die Formel (3) 
namlich unter der V oraussetzung, daB der Ausdruck fiir den Stab A sich 
auf die Form (1) bringen lasse, daB also die Gerade des Stabes A durch 
den Punkt b hindurchgehe, und die Formel (4) unter der Voraussetzung, 
daB der Punkt a sich in der Form [ABJ darstellen lasse, daB er somit 
auf der Geraden des Stabes B liege. 

Aber es fmgt sich noch, ob diese beiden Bedingungen fiir das Be­
stehen der Gleichungen (3) und (4) auch erforderlich sind. 

Zunachst stent die rechte Seite von (3), wie auch A beschaffen sein 
mag, den mit einem Zahlfaktor multiplizierten Punkt b dar. Die Zinke 
Seite diesel' Gleichung kann aber, da das Produkt zweier Stabe der Schnitt­
punkt ihrer Geraden ist, nur dann dieselbe Bedeutung besitzen, wenn 
die Gerade des Stabes A von der Geraden des Stabes [be] im Punkt b 
getroffen wird. 

Andererseits stent die rechte Seite von (4) ein Vielfaches des Stabes B 
dar. Die linke Seite dieser Gleichung aber kann als Produkt zweier Punkt­
faktoren, von denen der eine [BO] ein Punkt der Geraden B ist, nur 
dann ein Vielfaches des Stabes B ausdriicken, wenn auch der andere 
Faktor a in der Geraden des Stabes B liegt. 

In beiden Fallen sind also die fiir das Bestehen der Gleichungen (3) 
und (4) angegebenen Bedingungen nicht nur hinreichend, sondern auch 
erforderlich. 

Man kann nun aber den beiden Formeln (3) und (4) noch zwei andere 
Formeln an die Seite stellen, die zu ihnen in bezug auf die erste und 
dritte GroBe der linken Seite dnal sind, namlich die Formeln 

(5) 
(6) 

a[bO] = [aO]b und 

A[Be] = [AcJB. 

In dies en Formeln sind die Ausdriicke in den scharfen Klammern ais 
Produkte eines Punktes und eines Stabes bloBe ZahlgroBen. Fiir das Be­
stehen der beiden Formeln ist daher erforderlich, daB die Punkte a und b 
in der ersten Formel und die Stabe A und B in der zweiten sich von­
einander nur um einen Zahlfaktor unterscheiden, daB also etwa 

(7) b = ga und 

~ B=~A 

sei, unter g und ~ zwel Zahlfaktoren verstanden. 

Die Gleichungen (7) und (8) sind aber fiir das Bestehen der Glei­
chungen (5) und (6) zugleich auch hinreichend. Denn wenn die GroBen 
a und b, A und B den Gleichungen (7) und (8) geniigen, so ergeben sich 
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die Formeln (6) und (6) unmittelbar aus den Formeln (49) des zweiten 
Abschnitts, welche die Verstellbarkeit eines Zahlfaktors aussprechen. 

SchlieBlich kann man noch die vier Formeln (3) bis (6) und die Be­
dingungen, an die sie gekniipft sind, unter einem gemeinsamen Gesichts­
punkt zusammenfassen. Dazu fiihre man noch den Begriff der Inzidenz 
oder des Verein tliegens ein. 

Man nennt namlich zwei Punkte inzident, W6llll sie denselben Ort 
haben, sich also hochstens durch ihre Masse unterscheiden; zwei Stabe,. 
wenn sie derselben Geraden angehoren; endlich einen Punkt und einen 
Stab, wenn der Punkt auf der Geraden des Stabes liegt; auch sagt man 
in diesen Fanen: Die beiden GroBen liegen verein t. 

Bezeichnet man ferner fiir den Augenblick die in den vier Formeln 
vorkommenden Faktoren in derjenigen Reihenfolge, in der sie auf der 
linken Seite auftreten, mit I, II, III, so kann man die vier Formeln 
unter dem Typus zusammenfassen: 

(9) [I . II III] = [I III] II . 

Diese Formel ist giiltig, sobald 
erstens die Stufensumme der beiden Faktoren I und III gleich 

drei ist, so daB also ihr Produkt eine Zahl wird, und zugleich 
zweitens die GroBe II mit der GroBe I inzident ist, oder was 

dasselbe ist, die GroBe II mit der GroBe I vereint liegt. 
Die Formel (9) vertritt gleichsam das fiir die planimetrische Multi­

plikation nicht mehr allgemein giiltige assoziative Gesetz 1) und moge das' 
Vereinungsgesetz der planimetrischen Multiplikation genannt werden. 

Die Zuriickleitung eines Punktes. Unter 
der Zuriicklei'lung eines Punktes x auf den Stab 
A unter AusschlufJ des Punktes b (vgl. Fi­
gur 33) soIl derjenige Punkt y verstanden 
werden, der 

erstens der Geraden des Stabes A an­
gehort, und der 

zweitens der Gleichung 

(10) 

geniigt, in welcher der zweite 

A 
'!f Fig. 5S. 

Summand z einen mit dem Punkt b inzidenten Punkt bedeutet, wo als() 

(11) z = fb 

1) V gl. jedoch die Formeln (36) des zweiten und (27) des dritten Abschnitts. 
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ist, unter f ein Zahlfaktor verstanden. Man karin dann die Gleichung 
(10) auch in der Form schreiben 

y+fb=x. 

Aus dieser Erklarung geht schon hervor, daB die Zuriickleitung y unab­
hangig sein wird von der Lange des Stabes A, auf den zuriickgeleitet 
wird, und von der Masse des ausgeschlossenen Punktes b, daB sie also 
nur abhangt von der Lage der Geraden des Stabes A und der Lage des 
Punktes b. Man nennt daher jene Gerade "das Grundgebiet der Zu­
riickleitung" und diesen Punkt, sofern an ihm nur seine Lage in Be­
tracht gezogen wird, "das Leitgebiet der Zuriickleitung". Doch 
wird es keinen Verwechselungen Raum geben, wenn wir auch kurz von 
.dem Grundgebiet A und dem Leitgebiet b sprechen (statt von dem Stabe 
A, der das Grundgebiet bestimmt, usw.). 

Will man die Zuriickleitung y durch die zuriickgeleitete GroBe x, das 
'Grundgebiet A und das Leitgebiet b allein ausdriicken, so multipliziere 
man die letzte Gleichung zuerst planimetrisch mit dem Leitgebiet b und 
·erhalt wegen Gleichung (7) des zweiten Abschnitts 

[yb] = [xbJ. 

Diese Gleichung multipliziere man dann planlmetrisch mit dem Grund­
gebiet A und bekommt 

[A· yb] = [A· xb]. 

Auf die linke Seite dieser Gleichung laBt sich aber das Vereinungsgesetz 
;anwenden (vgl. die Gleichung (9) oder die besondere Gleichung (3»), dessen 
Bedingungen erfiillt sind, da nach der V oraussetzung y auf der Geraden 
.des Stabes A liegt. Nach ihm wird die linke Seite = [Ab]y. Die Glei­
.chung verwandelt sich daher in 

und man erhalt also 

(12) 

[Ab]y = [A. xbJ, 

fiir die Zuriickleitung y die Darstellung 

[.A. xb] 
Y = [AbJ-' 

Der in dieser Entwicklung verwendete Hiilfspunkt z laBt sich eben­
falls als Zuriickleitung des Punktes x auffassen, namlich als Zuriickleitung 
..des Punktes x aUf den Punkt bunter AusschlufJ des Stabes A. Denn es 
.erscheint nur naturgemaB, den auf Seite 41 aufgestellten Begriff der Zn­
rUckleitung eines Punktes dualistisch in bezug auf das Grundgebiet und 
Leitgebiet in der Weise zu erweitern, daB man unter der Zuriickleitung 
,des Punktes x auf den Punkt bunter AusschluB des Stabes A denjenigen 
Punkt z versteht, der 

erstens mit dem Grundgebiet b inzident ist, und der 



Abschnitt 4, Gleichung (12) bis (14). 43 

zweitens der Gleichung 
(10) y+z=x 

geniigt, wo del' andere Summand y dem Leitgebiet A angehort. Diese 
Bedingungen erfiillt aber gerade der schon oben benutzte Punkt z. 

Die Zuriickleitung z unterscheidet sich von der Zuriickleitung y nur 
dadurch, daB das Grundgebiet und das Leitgebiet miteinander vertauscht 
sind. Sie gibt ferner zu der Zuriickleitung y addiert gerade die zuriick­
geleitete GroBe x und moge daher die zu der Zuriickleitung y ergiinzende 
Zuriicklei tung genannt werden. 

Auch die Zuriickleitung z liiBt sich wieder durch die zuriickgeleitete 
GroBe x, das Grundgebiet b und das Leitgebiet A ausdriicken. In der 
Tat, multipliziert man die Gleichung (10) planimetrisch mit dem Leit­
gebiet A und beriicksichtigt dabei, daB del' Punkt y del' Geraden des 
Stabes A angehort, daB also [y A] = 0 wird, so erhiilt man 

[zA] = [xA]; 

und multipliziert man diese Gleichung mit dem Grundgebiet b, so er­
gibt sich 

b[zA] = b[xA]. 

Wegen der Inzidenz von z und b ist aber nach dem Vereinungsgesetze 
(Gleichung (9), (5» die linke Seite == [bA]z. Die Gleichung verwandelt 
sich daher in 

[bA]z = b[xA], 

und man findet somit fUr z den Wert 
b[xA] 

(13) z =lbA] . 

Setzt man schlieBlich noch die Werte (12) und (13) in die Gleichung 
(10) ein und stellt zugleich im Nenner von (13) die Faktoren um, was 
nach der Gleichung (48) des zweiten Abschnitts erlaubt ist, so erhiilt 
man fur x die Zerlegungsformel 

(14) [A.xb]+b[xA] 
x = [All]· . 

Durch sie wird der Punkt x als die Summe zweier Punkte (gleichsam 

) [A·xbJ b[xA] d d d . zweler Komponenten (A by und[bA) argestellt, von en en er eme 

in der Geraden des Stabes A liegt, wiihrend der andere mit dem Punkt b 
zusammenfallt. 

Die Zuriickleitung eines Stabes. U nter der Zuriickleitung eines Stabes 
U auf einen Punkt a unter Ausschluf3 eines Stabes B (vgl. Figur 34) soIl 
derjenige Stab V verstanden werden, dessen Gerade 
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erstens durch den Punkt a (das Grundgebiet) hindurchgeht, und der 
zwei tens der Gleichung 

Fig. 84. 
p 

(15) V+W=U 
geniigt, in welcher 
der andere Summand 
W einen Stab be­
deutet, der in der 
Geraden des Stabes 
B (dem Leitgebiet) 
liegt und also in der 
Form 
(l6) TV = tB 
darstellbar ist. 

Will man wie­
der dieZuriickleitung 
V durch .den zuriick­
geleiteten Stab U, das 
Grundgebiet a und 

das Leitgebiet B ausdriicken, so multipliziere man die Gleichung (15) 
wie oben zuerst planimetrisch mit dem Leitgebiet B und beriicksichtige 
dabei, daB das Produkt [WB] wegen (16) verschwindet. So erhalt man 

[VB] = CUB]. 
Sodann multipliziere man diese Gleichung mit dem Grundgebiet a und 
findet [a· VB]=[a· UB]. 
Da nun abel' nach der Voraussetzung V mit a inzident ist, so ist nach 
dem Vereinungsgesetze (Gleichung (9), (4) die linke Seite = CaB] V; die 
Gleichung geht daher iiber in 

[aB] V = [a· UB], 
und man erhalt fiir die Zuriickleitung V den Wert 
(17) V = [a· UB]. 

CaB] 

Der in dieser Entwicklung benutzte Hiilfsstab Wist wieder die zu 
V erganzende Zuriickleitung von U, namlich die Zuruckleitung von U auf 
das Grundgebiet Bunter Ausschluf3 des Leitgebiets a. Denn er ist 

erstens mit dem Grundgebiet B dieser Zuriickleitung inzident und 
geniigt 

zweitens der Gleichung 
(15) V + W = U, 
wo der andere Summand V mit dem Leitgebiet a inzident ist. 

Um den Stab W durch U, a und B auszudriicken, multipliziere man 
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die Gleichung (15) wie sonst zuerst planimetrisch mit dem Leitgebiet a 
und beriicksichtige dabei, daB die Gerade des Stabes V durch den Punkt a 

hindurchgeht, daB also [ Va] = 0 

ist (vgl. Satz 19); man erhiiJ.t daher 

[Wa] = [Ua]. 
Sodann multipliziere man mit dem Grundgebiet B und findet 

B[Wa] = B[Ua]. 
Da nun aber nach der V oraussetzung die Stabe B und W inzident 

sind, so wird nach dem Vereinungsgesetze (Gleichung (9), (6» die linke 
Seite = [Ba] W, nnd die Gleichung verwandelt sich in 

[Ba] W = B[Ua], 
so daB sich fur die Zuruckleitung W der Wert ergibt 

(18) W = B[Ua]. 
[BaJ 

Setzt man endlich die Werte (17) und (18) fur die beiden Zuruck­
leitungen in die Gleichung (15) ein und stellt zugleich im Nenner von 
(18) die Faktoren um, so bekommt man fur U die Zerlegungsformel 

[a· UB] + B[Ua] 
(19) U = ---[aBY--- , 

durch die der Stab U als die Sum me zweier Stabe (zweier Komponenten) 

[a[:~~] und 1~~j] dargestellt wird, von denen der eine durch den Punkt a 

hindurchgeht, wahrend der andere in der Geraden des Stabes B liegt. 

Die Zerlegung eines Punktes und eines Stabes in drei Komponenten. 
Neben den Zerlegungsformeln (14) und (19), durch die ein Punkt oder 
Stab als Resultante zweier Komponenten dargestellt wurde, sind aber fUr 
das Folgende auch Zerlegungen in drei Komponenten von Interesse. 
Sind zuerst a, b, e drei nicht in gerader Linie liegende Punkte, so lii.Bt 
sich jeder beliebige Punkt x ihrer Ebene ala Vielfachensumme von a, b, e, 
das heiBt in der Form 
(20) x = ~a + ~b + 3c, 
darstellen. Um die hier auftretenden Ableitzahlen~, ~,3 durch den Punkt x 
und die Grundpunkte a, b, e auszudriicken, multipliziere man die Gleichung(20) 
der Reihe nach auBerlich mit den Produkten [be], [ea] , [ab] und erhalt 

(21) [xbe] = ~ [abc], [xea] = ~ [abc], [xab] = 3 [abeV) 

1) Aus den Formeln (21) leitet man leicht den Satz des Ceva ab, aus den 
dualistisch entsprechenden Formeln den Satz des Menelaus. Vgl. K. Eichler, 
Beitrag zur Gra.6mannschen Punktrechnung. Festschrift des Christianeums zu Altona. 
Altona, 1905. Seite 75 und 77. 
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Und setzt man die hieraus folgenden Werle fiir ~, ~, 3 in die Glei-
chung (20) ein, so verwandelt sich diese in 

(22) [xbc]a + [xca]b + [xab]c x =. .-. 
[abc] 

Damit ist die gewiinschte Zerlegung des Punktes x in drei Kom­
ponenten geleistet. Diese drei Komponenten lassen sich iibrigens auch in 
der Form schreiben 

a[x·bc] ,b[x·ca] c[x·ab] 
[a· be] , [b·ca] , [c·ab] , 

welche genau der rechten Seite von (13) entspricht. Die drei GroBen 
sind daher nichts anderes als die ZUriickleitungen des Punktes x auf das 
Gebiet der Punkte 

a, b, e 
unter AusschluB der gegeniiberliegenden Seiten 

[be], [ea] , Cab] 
des Dreiecks abc. 

Genau in derselben Weise, wie sich jeder Punkt x einer Ebene aus 
drei nicht in gerader Linie liegenden Punkten a, b, c dieser Ebene numerisch 
ableiten Hi-Bt, kann man auch jeden Stab U der Ebene als Vielfachensumme 
von drei Staben A, B, 0 darstellen, deren Linien nicht durch denselben 
Punkt hindurchgehen. In der Tat erhiilt man in ganz entsprechender 
Weise die Formel 

(23) U= [UBC]A+[UOA]B+[UAB]O 
[ABO] , 

also eine Zerlegung des Stabes U in drei Komponenten, die den Geraden 
der Stabe A, B, 0 angehoren. Diese Komponenten kann man dann wieder 
in der Form schreiben 

A[U. BO] B[U·OA] C[U· AB] 
[A.BO] , [.B--:CA] , ---rc.AB] , 

aus der mit Riicksicht auf (18) folgt, daB sie die Zuriickleitungen des 
Stabes U auf die Geraden der Stabe 

A, B, 0 

unter AusschluB der gegeniiberliegenden Ecken 

[BO] , [CA], [AB] 
des Dreiseits ABO sind. 

Aus jeder der beiden Gleichungen (22) und (23) liiBt sich noch eine 
wichtige Zahlgleichung herleiten 1), der je fiinf beliebige Punkte oder Stiibe 

1) Wir nennen eine Gleichung, deren einzelne Glieder bloBe ZahlgroBen sind, 
eine Zahlgleichung. 
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einer Ebene unterliegen. Multipliziert man namlich die beiden Gleichungen 
planimetrisch mit den Produkten [xd] und CUD], in denen d einen ganz 
beliebigen Punkt der Ebene, D einen beliebigen Stab bezeichnet, so ver­
schwindet in beiden GleichuJlgen die linke Seite, und man erhalt die 
Iden titii ten 

(24) 0 = [xbe] [xda] + [xea] [xdb] + [xab] [xde] und 

(25) 0 = [UBO] [UDA] + [UOA] [UDB] + [UAB] [UDO], 

deren geometrische Bedeutung sich weiter unten (vgl. den neunten Abschnitt} 
ergeberi wird. 

Die Schnittpunktsformel der regressiven Multiplikation. Ersetzt man 
In der auf Seite 43 entwickelten Zerlegungsformel 

[A· xb] + b[xA] 
(14) x =-~--r.Ab]--~ 

den Buchstaben x durch den Buchstaben a und den Stab A durch das Punkt­
produkt [cd] und beriicksichtigt die Assoziativitat der auBeren Produkte 
(vgl. die Formel (36) des zweiten Abschnitts), so nimmt die Gleichung (14) 
die Form an 

[cd. abJ + b[acd] 
a = [cdb]-' 

und lost man diese Gleichung nach dem regressiven Produkte [cd· ab} 
auf, so erhalt man [cd· ab] = [cdb] a - [aedJ b, 

wofiir man bei Benutzung der Formeln (18) des dritten und (43) de~ 

zweiten Abschnitts auch schreiben kann: 

(26) Cab . cd] = [aed] b - [bed] a. 

Diese Formel driickt den Schnittpunkt der Geraden zweier Stabe Cab} 
und [cd] ala Vielfachensumme der Punkte a und b des ersten Stabes aus 
und moge die Schnittpunktsformel der regressiven Multiplikation ge­
nannt werden. 

Peano benutzt in seinem Calcolo geometrico 1) die Formel (26) geradezu 
als Erklarungsformel der regressiven Multiplikation und entwickelt aus ihr 
erst die in der vorliegenden Darstellung (vgl. Formel (8) des dritten Ab­
schnitts) als Definitionsgleichung des regressiven Produktes verwertete Formel 

Cab . ae] = [abc] a, 
wahrend hier der umgekehrte Weg eingeschlagen ist. 

Die Multiplikationssatze fur die zweifaktorigen planimetrisehen Produkte. 

1) Vgl. Peano, Oalcolo geometrico secondo l'Ausdehnungslehre di H. GraBmann. 
Torino, 1888. Seite 80 und 81. 



48 Anwendungen der planimetriBchen Multiplikation. 

Setzt man noch in der Schnittpunktsformel (26) das Produkt [cd] = U, so 
verwandelt sie sich in die Gleichung 

(27) [ab UJ = [a UJb - [b UJa, 

die man bei Anwendung des Determinantensymbols etwas iibersichtlicher 
in der Form schreiben kann: 

(28) 

Multipliziert man aber weiter die Gleichung (27) mit einem beliebigen 
Stabe V u,nd schreibt linker Hand fiir das Produkt [ab UV] das Produkt 
Lab· UV], was nach der Gleichung (27) des dritten Abschnitts erlaubt ist, 
so erhiHt man die Gleichung 

[ab· UV] = [a U] [b V] - [b U] [a V] oder 

(29) [ab. UV] = I [aU] [bU] I 
[a V] [b V] 

und damit den Satz: 

Satz 25: Das planimetrische Produkt aus dem Produkte 
?;weier Punkte und dem Produkte zweier Stabe ist gleieh der­
jenigen zweigliedrigen Determinante, deren Zeilen man erhilt, 
wenn man jeden von den beiden Punkten zuerst mit dem enten 
und dann mit dem zweiten Stabe planimetrisch multipliziert. 

Aus der Formel (29) folgt ferner dureh Umstellung der Faktoren, 
die nach den Gleichungen (43) und (48) des zweiten Abschnitts gestattet 
ist, die dualistiseh entsprechende Formel 

(30) [UV. ab] = I [Ua] [Va] II 

I [Ub] [Vb]' 
welche den Satz enthalt: 

Satz 26: Das planimetrische Produkt aus dem Produkte 
zweier Stabe und dem Produkte zweier Punkte ist gleich der­
jenigen zweigliedrigen Determinante, deren Zeilen man erhalt, 
wenn man jeden von den beiden Staben zuerst mit dem ersteD 
und dann mit dem zweiten Punkte planimetrisch multipliziert-

Man sieht, daB diese Siitze (25) und (26) in einer engen Beziehung 
zum Multiplikationssatz der Determinanten stehenj sie mogen daher aIs 
die Multiplikationssatse fur die sweifaktorigen planimetrischen Produkte be­
zeichnet werden. 



Zweiter Hauptteil. 

Gr1lndlagen der projektiven Geometrie. 

Abschnitt 5. 

Das Doppelverhlltnis. 

Das Doppelverhaltnis eines Punktwwrfes. Eine Schar von vier ein­
fachen oder vielfachen Punkten a, b, c, d derselben Geraden, bei der 
auch die Reihenfolge (Rangwdnung) der Punkte in beliebiger, aber bestimm­
ter Weise, und zwar unabhangig von ihrer Lage, festgesetzt ist, moge nach 
von Staudt ein "Punktwurf" genannt werden.1) Jene Gerade heiSt der 
Trager des Punktwurfes, die einzelnen Punkte auch wohl seine Ele­
men t e. Die beiden ersten Punkte a 
und b und die beiden letzten Punkte •• ------t:O ... --4·t---~O 
C und d eines Punktwurfes nennt man a c b il 

Fig. 36. 

zugeordnete Punkte (vgl. Figur 35). 
Die planimetrischen Produkte von je zwei Punkten eines Wurfes sind 

als Stabe derselben Geraden nur um einen Zahlfaktor voneinander ver­
schieden und tragen also den Charakter von gleichbenannten Zahlen. Der 
aus ihnen gebildete Doppelbruch 

rae] . [ad] 
reb] . [db] 

ist somit eine unbenannte Zahl. Er wird das Doppelverhaltnis des 
Punktwurfes a, b, c, d genannt und durch das Symbol (abed) bezeichnet, 
so da8 also 
() ( ~~ ~~ 
1 abcd) = [eb] : [db] 

wird. 
Aus der J!'orm des Doppelverhaltnisses folgt, da8 es semen Wert 

nicht andert, 
erstens, wenn man in dem zugehorigen Punktwurfe gleichzeitig die 

Punkte eines jeden Paares zugeordneter Punkte unter sich vertauscht; 
zweitens aber auch, wenn man die beiden Paare zugeordneter Punkte 

miteinander vertauscht. 

1) Vgl. v. Staudt, Beitrll.ge zur Geometrie der Lage. Erstes Heft. Niimberg, 
1856. Nr. 24. 

Grallmann, Projektive Geometrie d. Ebene. I. 
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In der Tat wird 

(bade) = [bd] • [be] = - [db] • - reb] (nach Gleichung (8) des zweiten 
. [da] • (ea] -[ad] • - rae] Abschnitts) 

[db] reb] (ae] [ad] 
tad]: Cae] = teb] : [d bj" = (abed), 

das heiSt, es wird wirklich 

(2) (bade) = (abed). 
Andererseits wird 

(edab) = [eal: reb] = -[ae]: J~b] (nachGleichung(8)deszweiten 
[ad] [bdJ [ad] - [db] Abschnitts) 

Cae] reb] rae] [ad] ( 
[ad]: [(fbl = reb] : [(lbl = abed), 

also wird in der Tat auch 

(3) (edab) = (abed). 

Wendet man endlich die Umgestaltung (3) auf die linke Seite von 
2) an, so bekommt man als vierte Form des Doppelverhliltnisses (abed) 

den Ausdruck (deba). Eine weitere Wiederholung der beiden Umfor· 
mungen (2) und (3) fiihrt dann auf die alten Formen des Doppelver­
hiiltnisses zuriick. Man erhiilt daher fiir das Doppelverhaltnis (abed) vier 
gleichwertige Formen 
(4) (abed) = (bade) = (edab) = Cdeba) 

und damit den folgenden Satz, der die beiden vorher gewonnenen Ergeb­
uisse zusammenfaBt: 

Satz 27: Das Doppelverhaltnis eines Punktwurfes andert 
seinen Wert nicht, wenn man in dem Punktwurfe die Punkte 
irgend zweier aus ihm entnommenen Punktpaare gleichzeitig 
miteinander vertauscht. 

Die vier gleichen Doppelverhiiltnisse aus (4) sind dadurch ausge­
zeichnet, daB in ihren vier Symbolen jeder von den vier Punkten a, b, e, d, 
zum Beispiel der Punkt a, die samtlichen moglichen vier Plii.tze einnimmt. 
Nun lassen sich aber aus vier Punkten a, h, e, d einer Geraden durch 
bloBe Anderung ihrer Reihenfolge (Rangordnung) 24 vers~hiedene Punkt­
wiirfe bilden. Die Doppelverhiiltnisse dieser 24 Punktwiirfe werden dann 
immer zu vieren einander gleich sein. Man wird namlich aus den vier gleichen 
Doppelverhaltnissen (4) im ganzen 6 Gruppen vonje 4 gleichen Doppelverhlilt­
nissen herleiten konnen, wenn man in den 4 Symbolen fiir die Doppel­
verhaltnisse (4) einen Punkt, etwa den Punkt a, an seinem Platze festhlilt, 
die drei anderen Elemente aber allen moglichen Permutationen unterwirft. 
Dadurch ergeben sich 6 Gruppen von je 4 untereinander gleichen Doppel. 
verhiiltnissen, wahrend, wie wir sogleich sehen werden, die Doppelverhalt-
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nisse aus zwei verschiedenen Gruppen bei allgemeiner Lage der vier Punkte 
a, b, e, d voneinander verschieden sind. 

Die ersten Doppelverhaltnisse dieser 6 Gruppen, das heiBt die Doppel­
verhaltnisse, die aus dem Symbol (abed) durch Vertauschung der 3 Punkte 
b, e, d hervorgehen, lauten 

(5) {(abed), (aedb), (adbe) 
(abde), (aebd), (adeb). 

Die Beziehungen zwischen diesen 6 Doppelverhaltnissen ergeben sich aus 
zwei nunmehr zu entwickelnden Satzen, von denen sich der erste in der 
Form aussprechen laSt: 

Sstz 28: Das Doppelverhaltnis eines Punktwurfes geht in 
seinen reziproken Wert uber, wenn man die beiden ersten oder 
die beiden letzten Elemente des Wurfes fur sich vertauscht. 

Beweis: Man beweise den Satz zuerst fur den Fall, daB die beiden 
letzten Elemente des Wurfes miteinander vertauscht werden. Es wird 

das heiBt: 

(6) 

) [ad] rae] 1 
(abde = [dli] : [eb] = rae] • [ad]' 

[eb] . [db] 

1 (abde) = ~-- . 
(a bed) 

Jetzt ,aber folgt die Richtigkeit des Satzes auch fiir den Fall, daB die 
beiden ersten Elemente des Wurfes miteinander vertauscht werden; denn 
nach Satz 27 wird 

(baed) = (abde), 

also wagen (6) wirklich auch 

(7) 
1 

(baed) = rabcd) . 

Es besteht aber auch zwischen den Doppelverhaltnissen zweier Punkt­
wiirfe, die auseinander durch Vertauschung des zweiten und dritten odpr 
des ersten und vierten Punktes hervorgehen, eine einfache Beziehung. 
Zu ihr kann man auf folgende Weise gelangen: Man denke sich den ersten 
Punkt a des Punktwurfes abed als Vielfachensumme des zweiten und 
dritten Punktes, das heiSt unter der Form: 

(8) a = ~b + 3e, 
dargestellt und multipliziere, urn die Ableitzahlen t) und 3 dieser Viel­
fachensumme zu ermitteln, die Gleichung (8) zuerst hinten mit e und dann 
vorn mit b. Dadurch erhiilt man die GIeichungen 

(9) fae] = ~[beJ und rba] = 3[be], 
4* 
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aus denen- fiir die gesuchten Ableitzahlen die Werle folgen: 
[ae] [ba] 

(10) ~ = [be] und 3 = [be)" 

Die Gleichung (8) verwandelt sich daher in: 

( ) rae] [ba] 
11 a = [be] b + [be] c. 

Um aus dieser Gleichung die gewiinschte Beziehung zwischen den be­
schriebenen Doppelverhaltnissen herzuleiten, multipliziere man die Gleichung 
(11) auSerlich mit d und erhalt so die Gleichung 

[ae] [ba] 
[ad] = [be] [bdJ + [be] [cd] 

und dividiere dann mit [ad], wodurch sich ergibt: 
1 = [ae] [bd] + [ba] [cd] 

oder [be] [ad] [be] [ad] 

(12) 1 = [ae] • [ad] + [~b] • [ad] 
reb] • [db] [be]' [de] 

oder endlich 
(13) 1 = (abed) + (acbd); 
und aus dieser Gleichung folgt femer nach Satz 27 die Gleichung: 

(14) 1 = (abed) + (dbea). 
Nennt man daher zwei Doppelverhaltnisse, deren Zahlwerle sich zur Ein­
heit erganzen, zueinander komplementar, so kann man die Gleichungen 
(13) und (14) in dem Satze zusammenfassen: 

Satz 29: Die Doppelverhaltnisse zweier Punktwiirfe, die aus­
einander durch Vertauschung des zweiten und dritten oder des 
ersten und vierten Elements hervorgehen, sind zueinander 
komplementar. 

Die beiden Satze 28 und 29 ermoglichen es, fiinf von den sechs 
Doppelverhaltnissen (5) durch das sechste auszudriicken. Setzt man etwa 
das Doppelverhii.ltnis 
(15) (abed) = h, 
so wird nach Satz 28 das Doppelverhaltnis, clessen Symbol aus der linken 
Seite von (15) durch Vertauschung der beiden letzten Elemente hervor­
geht, das heiSt das Doppelverhii.ltnis (abde), 

1 (16) (abdc) = -b' 

Andererseits werden nach Satz 29 die beiden Doppelverhaltnisse, deren Sym­
bole aus (15) und (16) durch Vertauschung der mittleren Elemente entstehen, 
(17) (aebd) = 1 - h und 

1 b-l 
(18) (adbe) = 1 - b = b--' 
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Und endlich folgen fur die beiden letzten Doppelverhaltnisse in (5), 
deren Symbole sich aus (17) und (18) wieder durch Vertauschung der 
beiden letzten Elemente ableiten lassen, die Werte 

1 
(19) (aedb) = 1- b und 

(20) (adeb) =~~- . 
b-1 

Damit sind nach Satz 27 zugleich die Doppelverhiiltnisse alier der 
24 Punktwiirfe gefunden, die sich aus vier der Lage nach gegebenen Punkten 
a, b, e, d durch Festsetzung verschiedener Rangordnungen bilden lassen. 

Aus der Form des Doppelverhaltnisses Hi.Bt sich ferner noch folgern, 
daB das Doppelverhiiltnis eilles Punktwurfes von den Massen 
seiner Punkte unabhangig ist. 

Denn sind a', b', .. die mit den Punkten a, b, .. kongruenten einfaehen 
Punkte, und ist a = na', b = bb', .. , wo also n, h, .. die Massen der Punkte 
a, b, .. bezeichnen, so wird das obige Doppelverhiiltnis nach den 
Gleichungen (5) des zweiten Abschnitts 

[a e] . [ad] _ ae [a' e'] . ab [a'd'] 
[eb] . [db] - eb [e'b']' bb [d'b'] 

oder, da sich alie Massenfaktoren fortheben, 

(2 ) [ae] • [ad] _ [a' e'] • [a'd'] 
1 [e b] • [db] - [e'b'] . [d'b']' 

Damit ist aber wirklich der Satz bewiesen: 

Satz 30: Das Doppelverhaltnis eines Punktwurfes verhiilt 
sich invariant gegeniiber einer Masseniinderung seiner Punkte. 

Die Gleichung (21) hat nun aber noch ein besonderes Interesse, weil 
ihre rechte Seite eine einfache geometrische Deutung zulaBt. Denn da 
die Punkte a', b', .. einfache Punkte sind, so sind die Verhiiltnisse 

der Stabe [a' e'] und [c'b'] und andererseits der Stiibe [a'd'] und [d'b'] 
zugleich die Verhii.ltnisse 

der Abstande von a' nach c' und e' nach b' und von a' nach d' und d' na.ch b', 
vorausgesetzt, daB man eine Ver­
schiedenheit im Sinne dieser Ab-

[tt:' til] 
l d' b'J 

4 
stande durch entgegengesetzte Vor-
Heichen zum Ausdruck bringt (vgl. .. 
Figur 36). Man hat also den Satz: • 0 • 0, , 

Satz 31: Das Doppelver-
a c' 'h' tl 

hiiltnis des Punktwurfes a, b, . -----. 
e, d ist gleich dem Quotienten [a'c'] [c'bj 
aus den beiden Abstandsver- Fig. 36. 
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haltnissen der Punkte e und d von den Punk ten a und b, vor­
ausgesetzt, daB eine Verschiedenheit im Sinne dieser Abstande 
durch entgegengesetzte Vorzeichen zum Ausdruck gebracht wird. 

Wenn daher von einem Punktwurf a, b, e, d die drei ersten Punkte 
a, b, e ihrer Lage nach gegeben sind, auBerdem aber das Doppelverhaltnis 
(abed) des Wurfes bekannt ist, so ist damit die Lage des vierten Punktes d 
eindeutig bestimmt. 

Fur die weitere analytische Behandlung des Doppelverhaltnisses eines 
Punktwurfes a, b, e, d kann man seine beiden letzten Punkte e und daIs 
Vielfachensummen der beiden ersten Punkte a und b ausdriicken; und da 
nach Satz 30 der Wert eines Doppelverhaltnisses von den Massen der 
vier Punkte seines Punktwurfes unabhiingig ist, so wird es dabei ins­
besondere auf die Massen der Punkte e und d nicht ankommen, und man 
wird daher die beiden Punkte sogar durch Gleichungen von der besonderen 
Form 
(22) e = a + gb und d = a + ~b 
darstellen konnen, in denen g und f) ZahlgroBen sind. Das Doppel­
verhaltnis des Punktwurfes a, b, e, d laBt sich dann durch diese beiden 
ZahlgroBen ausdriicken. Es wird 

( ) [ae]. [ad] _ g[ab]. Hab] _ g 
23 teb] . [db] - --[ab]' [ab] - -~ . 

1st insbesondere f) = - g, besitzen also die Ausdriicke fiir die vier Punkte 
des Wurfes die Form a,. b, a + gb, a - gb, so wird ihr Doppelverhiiltnis 
= - 1, und der Punktwurf heiBt harmonisch. 

Da der reziproke Wert von - 1 wieder gleich - 1 ist, so besitzt das 
Doppelverhaltnis eines harmonischen Punktwurfes die besondere Eigen­
schaft, daB es seinen Wert nicht andert, wenn man zwei zugeordnete 
Punkte miteinander vertauscht. Man kann daher den Satz aussprechen: 

Satz 32: Ein harmonischer Punktwurf blei bt harmonisch, 
wenn man zwel zugeordnete Punkte miteinander vertauscht; 
wenn also 

(abed) = - 1 
ist, so ist nicht nur wie bei jedem Punktwurfe a, b, c, d das 
Doppelverhaltnis 

(abed) = (bade) = (edab) = (dcba), 
Bondern dieses Doppelverhliltnis ist auBerdem noch 

= (baed) = (a.bde) = (deab) = (edba). 
Denkt man sich drei von den Punkten eines Punktwurfes, etwa die 

Punkte a, b, e, fest und den vierten d beweglich, so daB dieser die ganze 
Punktreihe der Geraden [ab] durchlaufen kann, so verfiigt man am besten 
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fiber die Massen der beiden ersten Punkte in der Weise, daS der dritte 
Punkt c der "Einheitspunkt" der Punktreihe, das heiSt gerade die Summe 
von a und b wird, daB also 
(W) e=a+b 

wird. Durch diese Forderung sind die Massen der beiden "Grundpunkte" 
a und b bis auf einen willkiirlich bleibenden Proportionalitatsfaktor voll­
kommen bestimmt. Der veranderliche Punkt d der Punktreihe laSt sich 
dann, da es nur auf seine Lage, nicht auf seine Masse ankommt, wieder 
in der Form 
(25) d = a + tb 

darstellen, unter f eine ZahlgroBe verstanden. Dieser Zahlfaktor f moge 
der Parameter des Punktes d in bezug auf die drei Punkte a, b, c ge­
nannt werden. Er ist niimlich 

erstens durch die Lage des Punktes d eindeutig bestimmt, sobald 
man iiber das Massenverhaltnis der Grundpunkte a und b mit Riicksicht 
.auf die Lage des Einheitspunktes e verfiigt hat, 

zweitens aber ist auch umgekehrt der Ort des Punktes d durch An­
gabe seines Parameters f vollkommen festgelegt, sobald die Punkte a, b, c 
ihrer Lage nach gegeben sind. 

Das Doppelverhiiltnis des Punktwurfes a, b, c, d driickt sich in sehr 
einfacher Weise durch den Parameter des Punktes d aus; denn aus der 
Gleichung (23) folgt, daB das Doppelverhaltnis 

1 
(26) (abed) =f ' 

das heiBt gleich dem reziproken W ert~ des Parameters von d ist. 

Das Doppelverhaltnis eines Stab­
wu,rfes. Eine Schar von vier Staben 
A, B, 0, D, deren Geraden durch einen 
und denselben Punkt gehen, und deren 
Reihenfolge (Rangordnung) in bestimmter 
Weise, und zwar unabhiingig von ihrer 
Lage, festgesetzt ist, moge ein "Stab­
wurf" genannt werden. Jener Punkt 
heiBt der Trager des Stabwurfes, die 
einzelnen Stabe seine Elemente (vgl. 
Figur 37). Die beiden ersten Stabe A 
und B und die beiden letzten Stabe 

Fig, 87. 

C und Deines Stabwurfes nennt man zugeordnete Stabe. 

A 

Die planimetrischen Produkte von je zwei Staben eines Wurfes unter-
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8cheiden sich voneinander nul' um einen Zahlfaktor; denn sie stellen (naeh 
Gleichung (8) des dritten Abschnitts) siimtlich den mit einer gewissen Masse 
belasteten Schnittpunkt del' vier Stiibe dar. Sie tragen also den Charakter 
von gleich benannten Zahlen. Del' aus ihnen nach dem Schema von (I) 
gebildete Doppelbruch " 

[AG] [AD] 
(ABOD) = [GB]: [DB] (27) 

ist daher wieder eine unbenannte Zahl und wird das Doppelverhiiltnis 
des Stabwurfes genannt. 

Die Eigenschaften dieses Doppelverhiiltnisses entsprechen genau denen 
des Doppelverhiiltnisses eines Punktwurfes. In del' Tat iindert sich del' 
Wert des Doppelverhiiltnisses nicht 

erstens, wenn man gleichzeitig die Stiibe eines jeden Paares zu­
geordneter Stii.be unter sich vertauscht, 

zweitens, wenn man die beiden Paare zugeordneter Stabe miteinander 
vertauscht, was mit Rucksicht auf Gleichung (18) des dritten Abschnitts 
ebenso wie bei einem Punktwurfe bewiesen werden kann. Man erhiilt also 
wieder die Gleichung 

(28) (ABOD) = (BADG) = (ODAB) = (DOBA). 

AuBerdem abel' lii.Bt sich auch zeigen, daB das Doppelverhiiltnis 
eines Stabwurfes von der Liinge und dem Sinne seiner Stiibe un­
abhiingig ist. Denn bezeichnet man wieder mit A', B', ... Stiibe von 
del' Liinge I, die den Geraden del' Stiibe A, B, .•. angehOren, and deren 
Sinn noch beliebig gewiihlt werden darf, und setzt 

A = nA', B= bB', ... , 

so stellen die Zahlen Il, b, . .. die Liingen del' Stabe A, B, . .. dar, ver­
sehen mit dem Plus- odeI' Minuszeichen, je nachdem del' Sinn del' "ein­
fachen" Stii.be A', B', ... mit dem Sinne del' Stiibe A, B, ... ubereinstimmt 
odeI' nicht. Dann wird nach den Gleichungen (20) des dritten Abschnitts 
wieder wie oben bei dem Doppelverhiiltnis eines Punktwurfes 

(ABOD) _ [AG]. [AD] _ ac [A'G']. ab [A'D'] 
- [GB]' [DB] - a,[G' B']' 1)b [lYB'] , 

das heiBt, da sich siimtliche Zahlfaktoren wegheben, 

(ABOD) [AG] [AD] [A'G'] [A'D'] (A'B'O'D') 
(29) = [GB]: [DB] = rC'~B']: [D'B'] = . 
Man hat daher den Satz: 

Satz 33: Das Doppelverhii.ltnis eines Stabwurfes verhiilt sich 
invariant gegenuber einer Anderung del' Lange oder des Sinnes 
seiner Stabe. 

Es ist mithin auch erlaubt, statt von dem Doppelverhaltnis del' vier 
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Stabe A, B, 0, D von dem Doppelverhliltnis der vier Strahlen A, B, 0, D 
oder von dem Doppelverhaltnis des Strahlwurfs A, B, 0, D zu sprechen. 
Dabei soil unter "Strahl" 
eine beiderseits unbe­
grentte gerade Linie ver­
standen werden. 

Die Gleichung (29) 
ermoglicht nun aber 
such eine geometrische 
Deutung des Doppel­
verhaItnisses von vier 
Strahlen. Stellt man 
namlich die einfachen 
Stabe A', B ',.... der 
Gleichung (29) als Pro­
dukte von je zwei ein­

b 

• 

q 

--~-----------4,,----------~----~e 
11 

Fig. 98. 

fachen Punkten dar, von denen der eine jedes Mal der Schnittpunkt $ 

der vier Strahlen ist, setzt also A' = [sa], B' = [sb], . . ' (vgl. Figur 38), 
so Hegen die Punkte a, b,. .. auf einem mit dem Radius 1 um s ge­
schlagenen Kreise, und die Gleichung (29) fur das Doppelverhaltnis des 
Strahlwurfes verwandelt sich in 

(ABOD) = [sa· sc]: [sa· s~ 
[sc . sb] [sd. sb]' 

wofur man nach Gleichung (8) des dritten Abschnitts auch setzen kann 

(ABOD) = [sac]s: [sad]s 
[scb]s [sdb]s' 

(ABOD) = [sac]. [sad] 
[scb)' [sdb]' 

oder endlich 

Hier sind dann die Produkte [sac], [sch], [sad], [sdb] die Flachenzahlen der 
durch die drei Faktoren eines jeden Produktes bestimmten Rhomben; und 
ds die Seiten dieser Rhomben die Lange 1 haben, so stimmen jene Flachen­
zahlen uberein mit den Liingenzahlen iter Rhombenhohen, vorausgesetzt daS 
man diesen Langenzahlen das Plus- oder Minuszeichen gibt, je nachdem 
der Sinn des zugehorigen Rhombus mit dem Sinne der Blatteinheit 
ubereinstimmt oder nicht (vgl. Gleichung (1) des dritten Abschnitts). 

Setzt man daher noch die in diesem Sinne bezeichneten Langen­
zahlen der Rhombenhohen, das heiSt der Abstande der Punkte c und a 
von den Staben A, B gleich V, V' und q, q/, so erhalt man fur das 
Doppelverhiiltnis des Strahlwurfes die Darstellung 

(30) (ABOD)=:,:? 
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Und beachtet man endlich noch, daB fur aIle Punkte eines Strahles 0, 
der durch den Schnittpunkt zweier anderen Strahlen A und B hindurch­
geht, das Verhiiltnis der Abstande von den Strahlen A und B denselben 

Wert besitzt, so kann man das Abstandsverhaltnis * des Punktes c von 

den Strahlen A und Bauch als das Abstandsverhiiltnis des Strahles 0 
von den Strahlen A und B bezeichnen und erhalt somit den Satz: 

Satz 34: Das Doppelverhaltnis des Strahlwurfes A, B, 0, D 
ist gleich dem Quotienten aus den beiden Abstandsverhalt­
nissen der Sbahlen 0 und D von den Strahlen A und B. 

Wenn daher von einem Strahlwurfe A, B, 0, D die drei ersten 
Strahlen A, B, 0 ihrer Lage nach gegeben sind, auBerdem aber das 
Doppelverhiiltnis (ABOD) des Wurfes bekannt ist, so ist damit die Lage 
des vierten Strahles D eindeutig bestimmt. 

Da die Stabe 0 und D durch den Schnittpunkt von A und B hin­
durchgehen. so lassen sie sich als Vielfachensummen von A und B dar­
stellen, und da es nicht sowohl auf die Llinge und den Sinn der Stabe 
C und D, als auf ihre Lage ankommt, sogar durch Gleichungen von der 
besonderen Form 

(31) 0= A + gB, D = A + ~B, 
in denen g und ~ ZahlgroBen sind. Das Doppelverhiiltnis des Strahl­
wurfes A, B, 0, D laBt sich dann genau wie oben das Doppelverhrutnis 
des Punktwurfes durch diese beiden ZahlgroBen ausdrucken; denn es wird 

{ ) [AO] [AD] g[AB] ~[AB] g 
32 [OBr [DB] = -fABf [AB] = ~. 

Der Strahlwurf heiBt wieder harmonisch, wenn sein Doppelverhiiltnis 
den Wert - 1 hat, wenn somit 9 = - gist. Die Ausdriicke fur die vier 
Stabe eines harmonischen Strahlwurfes besitzen also die Form 

A, B, A + gB, A - gB, 
und es gilt fur einen harmonischen Strahlwurf dann wieder der Satz 
{vgl. Satz 32): 

Satz 35: Ein harmonischer Strahlwurf bleibt harmonisch, 
wenn man zwel zugeordnete Strahlen miteinander vertauscht; 
wenn also 

(ABOD) =-1 

ist, so ist nicht nur wie bei jedem Strahlwurfe A, B, 0, D das 
Doppel verhiiltnis 

(ABOD) = (BADC~ = (ODAB) = (DOBA), 
sondern dieses Doppelverhiiltnis ist au.6p,rdem noch 

= (BAOD) = (ABDO) = (DOAB) = (ODBA). 
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Man denke sieh jetzt wieder drei von den Strahlen eines Strahl­
wurfes, etwa die Strahlen A, B, 0, fest, wahrend man den vierten Strahl D 
beweglieh laBt, so daB er daB ganze Strahlbiisehel mit dem Scheitel [AB] 
durehlaufen kann. Dann kann man tiber die Langen der beiden ersten 
Stabe in der Weise verfiigen, daB der dritte Stab 0 der "Einheitsstab" 
des StrahlbiiBchelB, das heiBt ge­
rade die Summe der "Grundstabe" 
A und B wird, daB also 

(i33) O=A +B 

wird (vgl. Figur 39). Der ver­
anderliche Stab D ferner laBt sieh, 
da es auf seine Lange und seinen 
Sinn nieht ankommt, wieder in der 
Form 

(34) D=A +fB 

darstellen. Bier ist die ZahlgroBe f 
dem Strahle D eindeutig zugeordnet, 
sobald die Strahlen A, B, 0 ihrer 
Lage naeh gegeben sind, und moge 
daher der Parameter des Strahles 
D in bezug auf die drei Strahlen A, 
B, 0 heiBen. 

Das Doppelverhaltnis des Strahl­
wudes A, B, 0, D wird wieder 
(naeh (32» 

(35) 1 
(ABOD)=f' 

B 

tB 

Fig. 39. 

das heiBt gleieh dem reziproken Werte des Parameters von D.l) 

Abschnitt 6. 

Projektive Punktreihen und Strahlbiischel. 

.A. 

Die Grundgebilde der projektiven Geometrie und ihre Zuordnung. Der 
E'undamentalsats. Man nennt die Gesamtheit aller Punkte einer Geraden 
eine Punktreihe, jene Gerade den Trager der Punktreihe, die einzelnen 

1) Es ist wohl zu beachten, daB in der obigen Darstellung der DoppelverhiLlt­
nisse eines Punkt- und Strahlwurfes die Dualitiit zwischen den Punkten und Geraden 
der Ebene durchaus gewahrt ist. In der Tat IlLBt sich der Ausdruck (27) 1Ur das 
DoppelverhiLltniB eines Strahlwurfes aus dem Ausdrucke (1) fUr daB Doppelverhll.ltnis 
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Punkte der Punktreihe ihre Elemente. Ebenso hei6t die Gesamtheit 
aZZer Strahlen, die durch einen Punkt gehen, ein Strahlbiischel, dieser 
Punkt der Trager des Strahlbiischels, die einzelnen Strahlen des Strahl­
biischels seine Elemente. Die Punktreihe und das Strahlbiischel werden 
auch wohl mit gemeinschaftlichem Namen als die Grundgebilde der 
projektiven Geometrie der Ebene bezeichnet. 

Denkt man sich in den beiden sich dualistisch entsprechenden Aus-
driicken 

a + fb und A + fB 
des vOl'igen Abschnitts den Parameter t veranderlich, so stellen diese Aus­
driicke beziehlich die durch die Punkte a und b bestimmte Punktreihe 
und das durch die Stabe A und B bestimmte Strahlbiischel analytisch 
dar, und man hat zugleich in dem Parameter f ein Mittel fiir die Zu­
ordnung zweier solcher Grundgebilde gewonnen. 

Man kann namlich die Elemente zweier Grundgebilde, das hei6t also 
die Elemente zweier Punktreihen odeI' zweier Strahlbiischel oder einer 
Punktreihe und eines Strahlbiischels, in solcher Weise einander zuordnen, 
da6 man den beiden Grundelementen und dem Einheitselemente des einen 
Gebildes die beiden Grundelemente und das Einheitselement des anderen 
Gebildes zuweist, au6erdem aber einem jeden beliebigen Elemente des einen 
Gebildes dasjenige Element des anderen, das denselben Parameter besitzt. 
Man sagt dann, die beiden Grundgebilde seien projektiv aufeinander 
bezogen. 

Mit Riicksicht auf d.ie oben gefundene geometrische Bedeutung des 
Parameters f la6t sich dann die zunachst rein fQ1'mell gegebene Erkllirung 
projektiver Grundgebilde auch folgenderma6en geometrisch formulieren: 

Zwei Grundgebilde hei6en projektiv aufeinander bezogen, 
wenn in jedem von ihnen die beiden Grundelemente mit dem 
Einheitselemente und einem beliebigen Elemente einen Wurf 
von demselben Doppelverhiiltnis bilden wie die entsprechenden 
Elemente in dem anderen Grundgebilde. 

Es ist aber von besonderer Wichtigkeit, da6 die Invarianz des Doppel­
verhaltnisses bei der "projektiven Abbildung" eines Grundgebildes auch 
ganz allgemein fiir zwei beliebige entsprechende Wiirfe der beiden Grund­
gebilde gilt. 

eines Punktwurfes einfach dadurch ableiten, daB man in dem letzteren Ausdruck die 
vier Punkte des Punktwurfes durch die vier Stabe eines Strahlwurfes ersetzt, oder 
was bei unserer Wahl del' Bezeichnung auf dasselbe hinauskommt, die kleinen latei­
nischen Buchstaben mit groBen vel'tauscht. Bei del' sonst iiblichen Behandlung des 
Gegenstandes dagegen ist die vollkommene Dualitat durch das Auftreten derSinusfunk­
tionen in dem Ausdruck fiir das DoppelverhiUtnis eines Strahlwurfcs doch etwas gestort. 
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Um dies zu zeigen, bestimme man zunachst das Doppelverhiiltnis von 
vier beliebigen Punkten di' i = 1, 2, 3, 4 einer Punktreihe und driicke 
dazu diese vier Punkte mittelst je eines Parameters fi durch die beiden 
Grundpunkte a und b der Punktreihe aus, setze also 

(1) do = a + fib, 'i = 1, 2, 3, 4. 

Dann wird das Doppelverhiiltnis des Punktwurfes dll au ds, d, 

(d d d d'\ = [dl dJ . [~~4J = [(a + l,. b) (a + lab)) • [(a + II b)~_+~4b)] 
1 a 34.1 [dsdt]'[d,dt ] [(a+lab)(a+Itb)]'[(a+f,b)(a+fllb)]' 

oder da wegen (6) und (8) des zweiten Abschnitts das Produkt 

. t [(a + fib)(a + fjb)] = (fj - fi)[ab] 
IS , 

(2) 

und entsprechend findet man fiir das Doppelverhaltnis von vier Strahlen 

(3) Do = .A. + fiB, i = 1, 2, 3, 4, 

eines Strahlbiischels, das heillt fiir das Doppelverhaltnis des Strahlwurfes 
D17 D2 , Ds, D" genau denselben Wert: 

(4) (Dl D2DSD4) = iL -- ~1 : ~' ~I • 
t 8 II 4 

Es ist also sowohl fiir einen Punktwurf wie fiir einen Strahlwurf und 
80mit ganz allgemein fiir einen jeden Wurf eines Grundgebildes das 
Doppelverhaltnis des W urfes eine blolle Funktion der vier Parameter 
seiner Elemente; dagegen ist es unabhangig von del' Lage und dem 
"MaBwerte" (der Masse oder der Lange) der Grundelemente des Grund­
gebildes. 

Sind daher zwei Grundgebilde durch Zuordnung der Elemente von 
gleichem Parameter projektiv aufeinander bezogen, so ist das Doppelver­
haltnis irgend zweier entsprechenden Wiirfe der beiden Grundgebilde gleich 
groB, und man hat den Satz: 

Satz 36: In zwei projektiven Grundgebilden ist das Doppel­
verhaltnis fiir je zwei entsprechende Wiirfe beider Grundgebilde 
gleich groB. 

Urn die projektive Zuordnung zweier Grundgebilde festzulegen, kann 
man d'l'ei dcr Lage nach beliebig gewiihlten, aber getrennt liegenden Ele­
menten des einen Gebildes drei ebenfalls dcr Lage nach beUebig gewiihlte, 
getrennt liegende Elemente des andcrn zuweisen. Dadurch ist dann aber zu 
jedem vierten Elemente des ersten Gebildes das entsprechende Element 
des anderen eindeutig bestimmt. Denn man braucht nur in den beiden 
Grundgebilden die Massen oder die Langen und den Sinn der beiden ersten 
Elemente so zu wahlen, daB das dritte Element das Einheitselement des 
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Gebildes wird; so ist die gewiinschte Zuordnung geleistet, und diese Zu­
ordnung ist auch eindeutig. 

Ins besondere folgt hieraus der Satz: 
Satz 37: Fundamentalsatz der projektiven Geometrie: Raben 

zwei projektive Grundgebilde "auf dem namlichen Trager", das 
heiJH zwei projektive Punktreihen derselben Geraden oder zwei 
projektive Strahlbuschel mit demselben Scheitel, drei Ele­
mente entsprechend gemein, so decken sie sich vollstandig, das 
heil3t, sie haben je zwei entsprechende Elemente miteinander 
gemein. 

Perspektive Grundgebilde. Der Ausdruck "projektive Zuordnung" er­
kIart sich durch die folgenden neun Satze (vgL Satz 38 bis 46): 

Fig. 40. 

Satz 38: Projiziert man eine Punkt­
reihe von einem aul3erhalb ihrer Geraden 
gelegenen Punkt s aus, so erhalt man ein 

a.+U zu der Punktreihe projektives Strahl­
buschel. 

In der Tat, bezeichnet man die Grund-
punkte der Punktreihe mit a und b und ihre 
"Scheine" [sa] und [sb] mit A und B, setzt also 
[sa]=A und [sb] = B (vgl. Fig. 40), so wird 
der Schein des Einheitspunktes a + b der Punkt­
reihe gleich 

[sea + b)] = [sa] + [sb] = A + B, 

das heiBt, auch der Schein des Einheitspunktes 
a + b der Punktreihe a, b stellt sich gerade als 
Summe der aus den Grundpunkten a und b durch 
die Projektion hervorgehenden Grundstabe A und 
B dar. Ebenso wird der Schein des veranderlichen 
Punktes a + t b gleich 

[sea + fb)] = [sa] + f[sbl = A + fB, 

sein Parameter wird also gleich dem Parameter des projizierten Punktes 
a + tb, und es ist daher wirklich das Strahlbiischel A, B der mit ihm 
"perspektiven" Punktreihe a, b in dem oben angegebenen Sinne projektiv 
zugeordnet. 

Ebenso gilt auch der dualistisch entsprechende Satz: 
Satz 39: Schneidet man ein Strahlbuschel mit einer nicht 

durch seinen Scheitel gehendell Geraden G, so erhalt man auf der 
Geraden ein e zu dem Strahl bus ch el projektive Pun ktreihe. 
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Denn bezeichnet man die Grundstabe des Biischels mit A und B 
und setzt die Schnittpunkte der Geraden G mit dies en Staben gleich a 
und b, oder bestimmter ausgedriickt, bezeichnet man die Produkte [G A] 
und [GB] mit a und b, setzt also [GA] = a und 
[G B] = b (vgl. Figur 41), so wird der Schnittpunkt 
der Geraden G mit dem Einheitsstabe A + B gleich 

[G(A + B)] = [GA] + [GB] = a + b 

und der Schnittpunkt mit dem veranderlichen Stabe 
A + tB gleich 

[G(A + tB)] = [GA] + f[GBJ = a + tb. B 

Diese beiden Gleichungen aber besagen, daB die 
Punktreihe a, b zu dem mit ihr "perspektiven" 
Strahlbiischel A, B projektiv ist. 

Unmittelbar aus dem Begriff projektiver Grund­
gebilde folgt ferner der Satz: 

Sstz 40: Sind zwei Grundgebilde emem 
dri tten projektiv, so sind sie auch unter­
einander projektiv. 

Und hieraus wieder mit Riicksicht auf die 
Satze 38 und 39: 

Sstz 41: Zwei "perspektive" Punktreihen, 
das heiBt zwei Punktreihen, welche Schnitte 
eines und desselben Strahlbiischels sind, 
sind projektiv. Und 

Sstz 42: Zwei"perspekti ve" Strahl biischel, 
l<'ig. 41. 

das heiBt zwei Strahlbiischel, welche Scheine einer und der­
selben Punktreihe sind, sind projektiv. 

Bei mehrmaliger Anwendung des Satzes 40 folgen ferner aus den 
Satzen 38 und 39 die weiteren Satze: 

Sstz 43: Zwei Punktreihen, welche die Schnitte zweier pro­
jektiven Strahlbiischel sind, sind selbst projektiv. Und 

Satz 44: Zwei Strahl biischel, welche die Scheine zweier pro­
jektiven Punktreihen sind, sind selbst projektiv. 

Ferner der allgemeine Satz: 
Satz 45: Zwei Grundgebilde, die auseinander durch wieder­

holte Anwendung der "Perspektive" entstehen, sind projektiv. 
Zu den beiden Satzen 38 und 39 bildet der folgende Satz eine Um­

kehrung: 

Sstz 46: 1st ein Strahlbiischel projektiv auf eine Punktreihe 
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bezogen, und gehen drei Shahlen des Strahlbiischels durch die 
enhprechenden Punkte der Punktreihe hindurch, so ist das 
Strahlbiischel ein Schein der Punktreihe, oder anders aus­
gedriickt, so liegen die beiden Grundgebilde zueinander per­
.spektiv. 

Zum Beweise projiziere man die Punktreihe von dem Scheitel des 
Strahlbiischels aus durch ein Hiilfsstrahlbiischel, so ist dieses neu ent­
-stehende Hiilfsstrahlbiischel nach Satz 38 zu der gegebenen Punktreihe 
projektiv, folglich nach Satz 40 auch zu dem gegebenen Strahlbiischel. 

Diese beiden Strahlbiischel haben nun aber drei Strahlen entsprechend 
gemein, niimlich die drei Strahlen, welche nach der V oraussetzung durch 
die drei entsprechenden Punkte der Punktreihe gehenj folglich faUt nach 
dem Fundamentalsatze der projektiven Geometrie (Satz 37) das gegebene 
Strahlbiischel mit dem Hiilfsstrahlbiischel zusammen und ist daher wirk­
lich der Schein der Punktreihe. 

Aus dem Fnndamentalsatze (Satz 37) folgert man weiter die beiden 
wichtigen Satze: 

:Satz 47: Haben zwei projektive Punktreihen auf ver­
schiedenen Tragern den Schnittpunkt ihrer Geraden ent­
sprechend gemein, so liegen sie perspektiv, das heiSt, sie sind 
Schnitte eines und desselben Strahlbiischels. 

Satz 48: Haben zwei projektive Strahlbiischel mit ver­
-schiedenen Tragern (Scheiteln) die Verbindungslinie ihrer 
Scheitel entsprech:end gemein, so liegen sie perspektiv, das 

Fig. 42. 

heiSt, sie sind Scheine einer und 
derselben Punktreihe. 

Zum Beweise von Satz 47 be­
zeichne man den sich selbstentsprechen­
den Schnittpunkt der Trager TI und 
T'l der beiden Punktreihen mit a 

(vgl. Figur 42), verbinde ferner irgend 
zwei weitere Paare zugeordneter 
Punkte bi und b2 , l1. und c2 miteinander 
und bezeichne den Schnittpunkt der 
Verbindungslinien mit s. Projiziert man 
dann von dem Punkt s aus die beiden 

projektiven Punktreihen durch zwei Strahlbiischel, so sind diese beiden Strahl­
biischel als Scheine zweier projektiven Punktreihen zueinander projektiv (vgl. 
Satz 44). Sie haben aber iiberdies die drei Paare entsprechender Strahlen [sa] 
und [sa], [sbl ] und [sbl/], [SCI] und [sclI ] miteinander gemein und fallen daher 
nach dem Fundamentalsatze (Satz 37) in ein einziges Strahlbiischel zu-
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sammen. Die beiden Punktreihen sind somit wirklich Schnitte emes und 
desselben Strahlbiischels. Man erhiHt also zu einem beliebigen vierten 
Puitkt Xl der ersten Punktreihe den entsprechenden Punkt x2 der zweiten 
Punktreihe, indem man den Punkt Xl mit dem "Perspektivitatszentrum" s 
verbindet und die Verbindungslinie mit der Geraden T2 zum Schnitt bringt. 
Dann ist der Schnittpunkt del' gesuchte Punkt x2• 

Zum Beweise des Satzes 48 andererseits bezeichne man die sich selbst 
entsprechende Verbindungslinie del' Trager (Scheitel) tl und t2 del' beiden 
Strahlbiischel mit A (vgl. Fi­
gur 43), konstruiere ferner die 
Schnittpunkte zweier weiteren 
Paare zugeordneter Strahlen Bl 
und Bs, 01 und O2 und ver­
binde sie miteinander durch eine 
Gerade G. Schneidet man dann 
die beiden projektiven Strahl­
biischel durch die Gerade G, 
so erhalt man auf ihr zwei Punkt-
reihen, die als Schnitte zweier 

G 
Fig. 43. 

projektiven Strahlbiischel zueinander projektiv sind (vgl. Satz 43). Diese Punkt­
reihen haben aber iiberdies die drei Paare entsprechender Punkte [GA] und 
[G A], [G B l ] und (G B 2], [GOl ]und[G02]miteinandergemeinundfallendaher 
nach dem Fundamentalsatze (Satz 37) in eine einzige Punktreihe zusammen. 
Die beiden Strahlbiischel, sind somit wirklich Scheine einer und derselben 
Punktreihe. Insbesondere erhalt man zu einem beliebigen vierten Strahle U1 

des ersten Strahlbiischels den entsprechenden Strahl U2 des zweiten Strahl­
biischels, indem man den Strahl Ul mit der "Perspektivitatsachse" G zum 
Schnitt bringt und den Schnittpunkt mit t2 verbindet. Dann ist die Ver­
bindungslinie der gesuchte Strahl U2• 

Herstellung der projektiven Beziehung zweier Grundgebilde durch mehr­
{ache Anwendung der Perspektive. Endlich aber gilt auch die Umkehrung 
des Satzes 45, namlich der Satz: 

Satz 49: Je zwei beliebig gelegene projektive Grundgebilde 
lassen sich durch wiederholte An~endung del" Perspektive auf­
einander beziehen. 

Beweis: Wie oben (vgl. Seite 61f.) gezeigt ist, laBt sich die projektive 
Beziehung zweier Grundgebilde stets eindeutig dadurch festlegen, daB man 
drei beliebig gewahlten, getrennten Elemenhm des einen Gebildes drei 
beliebig gewahlte, getrennte Elemente des anderen zuweist. Andererseits 

GraBmann, Projektive Geometrie d. Ebene. I. 5 
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wird nach Satz 45 durch jede Folge von perspektiven Abbildungen eine 
projektive Abbildung vermittelt. Gelingt daher die Lasung del' Aufgabe, 
durch mehrfache Anwendung del' Perspektive eine Beziehung zwischen 
den beiden Grundgebilden herzustellen, vermage deren die drei gegebenen 
Elemente des ersten Grundgebildes auf die drei gegebenen Elemente des 
zweiten abgebildet werden, so ist die gewiinschte projektive Zuordnung 
der beiden Grundgebilde durch eine Folge perspektiver Abbildungen ge­
leistet. 

Wir lasen diese Aufgabe gesondel't fiir zwei Punktreihen, zwei Strahl­
biischel und fiir eine Punktreihe und em Strahlbiischel. 

Zuniichst fiir zwei Punktreihen: 

x 

und konstruiere die beiden Punkte 

Sind aI' b1, c1 die drei ge­
trennt liegenden Punkte del' ersten 
Punktreihe (mit dem Trager T1), 

welche durch die projektive Ab­
bildung in die drei getrennt lie­
genden Punkte a2 , b2 , c2 einer 
zweiten Punktreihe (mit dem Trager 
T 2) iibergefiihrt werden sollen, 
so nehme man auf del' Verbin­
dungsgeraden A = [a1 a2 ] eines 
Paares aI' as zweier zugeordneten 
Punkte del' beiden einander ent­
sprechenden Punkttripel 1) zwei be­
ziehlich von a1 und a2 vel'schiedene 
und iiberdies nicht zusammenfal­
lende, im iibrigen abel' beliebige 
Punkte 81 und 82 an (vgl. Figur 44) 

b = [81 b1 • 82 b2] und c = [81 c1 • S2C2J, 

verbinde ferner die Punkte b und c durch die Hiilfsgerade H = [bc J. 
Wegen del' riiumlichen Verschiedenheit del' Punkte all b1 und Cv a2, b2 und t; 
kann dabei diese Gerade H wedel' durch den Punkt 81 noch durch den 
Punkt 82 hindurchgehen. Bringt man dann noch die Hiilfsgerade H zum 
Schnitt mit del' Geraden A = [al a2] im Punkt a, so sind sowohl die 
Punkte all bl , c1 wie die Punkte a2 , b2 , C2 perspektiv auf die Punkte a, b, 
c abgebildet. 

1) Von den Punkten dieses Paares moge nur vorallsgesetzt werden, daB nicht 
gerade einer von ihnen mit dem Schnittpunkt [Tl T2 ] der Trager beider Punktreihen 
zusammenfallt, wodurch wir den Fall aU8schlieBen, daB der Strahl A mit einer die .. ;er 
beiden Geraden Tl und T. identisch sei. 
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Bezieht man daher die ganze Punktreihe ai b1 CI • •• vermittelst der 
Punktreihe abc .. . perspektiv auf die Punktreihe G2 b2 c2 .• " so ist damit 
wirklich, wie oben geforderl wurde, die projektive Beziehung der beiden 
Punktreihen a1 bi c1 ••• und a2 b2 c2 .•• durch eine Folge perspektiver Ab­
pildungen dargestellt. Insbesondere kann man zu jedem beliebigen 
Punkt Xl der Punktreihe at b1 c1 • " den entsprechenden Punkt X 2 der 
Punktreihe a2b2 c2 ••• konstruieren, indem man zuerst zu dem Punkt Xl 

der ersten Punktreihe durch perspektive Abbildung von 81 aus den ent­
sprechenden Punkt X der Hulfspunktreihe abc . .. bestimmt und dann zu 
diesem durch perspektive Abbildung von 82 aus den zugeordneten Punkt x2 

der zweiten Punktreihe. 

Zweiten8 fur zwei Strahlbuschel: 

Sind A 1 , B 1 , C1 die drei raumlich verschiedenen Strahlen des ersten 
Strahlbiischels (mit dem Scheitel 81), welche durch die projektive Ab­
bildung in die drei raumlich ver­
schiedenen Strahlen A 2 , B2 , C2 

des zweiten Strahlbiischels (mit dem 
Scheitel 82) iibergefiihrt werden 
solI en, so lege man durch den Schnitt­
punkt a = [Al A 2] eines Paares 
Al und A2 zweier zugeordneten 
Strahlen der beide~l einander ent­
sprechenden Strahltripel 1) zwei be­
ziehlich von At und A2 verschie- a 
dene und iiberdies nicht zusammen­
fallende, im iibrigen aber beliebige 
gerade Linien Gl und G2 hindurch 
(vgl. Figur 45) und konstruiere 
die beiden Geraden 

B = [GI Bl . G2 B 2] und 
C = [GJ C1 • G2 C2]; 

beide mogen sich in dem Hiilfspunkt 
h = [BC] schneiden. Wegen der 

Fig. 45. 

raumlichen Verschiedenheit der Strahlen Ao Bl und 0u A 2 , B2 und C2 kann 
dabei dieser Punkt It weder der Geraden G1 noch der Geraden G2 angehoren. 

1) Von den Strahlen dieses Paareg moge nul' vorausgesetzt werden, da6 nicht gerade 
einer von ihnen mit derVerbindungslinie [81 8 i ] derScheitel beider Strahlbiischel zu­
ssmmenf11Ut, wodurch wir den Fall ausschlie6en, daB del' Punkt a mit einem diesel' 
beiden Scheitel 81 und 8. identisch sei. 

0* 
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Verbindet man dann noch den Punkt a niit dem Hiilfspunkt h durch die Ge­
rade A, so sind sowohl die Strahlen .A", B1 , 01 wie die Strahlen A2 , B2 , 

O2 perspektiv auf die Strahlen A, B, 0 abgebildet. 
Bezieht man daher das ganze Strahlbiischel Al BIOI . .. vermittelst 

des Strahlbiischels ABO . .. perspektiv auf das Strahlbiischel ~B,02 ... , 
so ist damit wirklich, wie oben gefordert wurde, die projektive Beziehung 
der Strahlbiischel Al BIOI . .. und ~ B,O, . .. durch eine Folge perspek­
tiver Abbildungen dargestellt. Insbesondere kann man zu jedem beliebigen 
Strahle U1 des Strahlbiischels A1 BIOI . .. den entsprechenden Strahl U, 
des Strahlbiischels ~B, 0, ... konstruieren, indem man zuerst zu dem 
Strahle U1 des ersten Strahlbiischels vermittelst der Perspekti vitatsachse 

T 

G1 den entsprechenden Strahl 
U in dem Hiilfsstrahlbiischel 
ABO. .. bestimmt und zu 
diesem vermittelst der Perspek­
tivitatsachse G'J den zugeord­
neten Strahl ~ des zweiten 
Strahl biischels. 

Der dritte Fall, namlich der 
Fall der projektiven Beziehung 
einer Punktreihe und eines 
Strahlbiischels, lii..6t sich leicht 
auf einen der beiden eben be­
handelten FaIle zuriickfiihren. 

Die in den Figuren 44 
und 45 gegebenen Konstruk­
tionen versagen nur dann, wenn 
die beiden projektiven Punkt­
reihen derselben Geraden an­
gehOren, oder die beiden pro­

b' jektiven Strahlbiischel konzen-
-.=:::..-_____ -\-_-1--::--""-._2 trisch sind. Doch kann man 

Fi,. (6. 

sich in diesen I!'allen leicht da­
durch helfen, da.6 man zu­
nachst die beiden Punktreihen 
perspektiv auf zwei nicht kon­
zentrische Strahlbiischel bezieht 
oder im anderen Falle die 
beiden konzentrischen Strahl-
biischel perspektiv auf zwei 

Punktreihen abbildet, die nicht derselben Geraden angehOren, und sodano 
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die projektive Beziehung zwischen jenen beiden nicht konzentrischen Strahl­
biischeln und diesen beiden Punktreihen nach dem in Figur 44 und 45 be­
nutzten Verfahren herstellt. 

Liegen zum Beispiel die beiden Punktreihen, deren Projektivitat durch 
die Tripel a1 hI c1 und a2 b2 c2 entsprechender Punkte festgelegt werden soli, 
auf der namlichen Geraden (dem gemeinschaftlichen Trager) T (vgl. Figur 46), 
so projiziere man die drei Punkte al , bl , C1 von einem nicht der Geraden T 
angehorenden, abel' sonst beliebigen Punkt Sl aus durch die Strahlen 
All BlI 011 und die Punkte a2 , b2 , c2 von einem ebenfalls nicht auf T 
liegenden und iiberdies von S1 verschiedenen Punkt S2 aus durch die 
Strahlen ~, B 2 , O2 , bringe die beiden Strahlen Al und ~ zum Schnitt 
im Punkt a und ziehe durch a die Geraden Gl und G2 , welche die 
Strahl en BlI 01 und B 2 , O2 in den Punkten b;, c{ und b~, c; treffen 
mogen; verbinde b; mit b; und c{ mit c;, del' Schnittpunkt ihrer Verbin­
dungslinien heiBe h. 

1st jetzt Xl ein beliebiger Punkt der ersten Punktreihe, und soli zu 
ihm der entsprechende Punkt x2 konstruiert werden, so verbinde man Xl 

mit S1 durch den Strahl Xli schneide ihn durch die Gerade Gl in x{, 
verbinde x; mit h und schneide die Vel'bindungslinie mit der Geraden Gs 
in X2, verbinde endlich S2 mit x~ durch den Strahl~, so schneidet dieser 
den Trager T der beiden Punktreihen in dem gesuchten Punkt x2 • 

Abschnitt 7. 

Die Knrven zweiter Ordnnng nnd zweiter Klasse als Erzengnisse projek­

tiver Strahlbiischel nnd Pnnktreihen. 

Die projektive Beziehung zweier Grundgebilde gewinnt ein besonderes 
Interesse, wenn man die "Erzeugnisse zweiel' gleicharligen projektiven 
Grundgebilde" ins Auge faBt, wenn man also erstens "das Erzeugnis zweier 
projektiven Strahlbiischel" betrachtet, das solI heiBen den geometrischen 
Ort der gemeinsamen Punkte je zweier entsprechenden Strahlen dieser pro­
jektiven Strahlbiischel, und zweitens "das El'zeugnis zweier projektiven 
Punktl'eihen", das heiBt das U mhiillungsgebilde der Verbindungslinien je 
zweier entsprechenden Punkte diesel' projektiven Punktl'eihen. 

Das Erzeugnis zweier projektiven Strahlbiischel. Legt man die projek­
tive Beziehung zweier projektiven Strahlbiischel dadurch fest, daB man 
drei beliebigen Strahlen des ersten Biischels, welche die Stabe A, B, 0 
enthalten, drei beliebige Strahlen des anderen Biischels mit den Staben 
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D, E, F zuweist, und bestimmt die Lange und den Sinn der Stabe A 
und B, D und E in der Weise, daB 

(1) 0= A + B und F' = D + E 

wird, so sind die beiden Strahlbiischel projektiv aufeinander bezogen, 
wenn man aligemein fiir jeden Wert del' reellen ZahlgroBe f dem Strahle 
A + fB des ersten Strahlbiischels den Strahl D + fE des zweiten Strahl­
biischels zu weist. 

Dabei setzen wir nur voraus, daB nicbt gerade aile drei Strahlen des 
Strahltripels A, B, 0 mit den entsprechenden Strahlen des Strahltripels 
D, E, F' zusammenfalIen, weil sonst nach dem Fundamentalsatze (Satz 137) 
iiberhaupt je zwei entsprechende Strahlen der beiden projektiven Strahl­
biischel in eine Gerade zusammenfallen wiirden, das Erzeugnis der beiden 
projektiven Strahlbiischel also durch samtliche Punkte der Ebene gebildet 
werden wiirde, was wir ausschlieBen wollen. 1) 

Die Gleichungen zweier entsprechenden Strahlen der beiden pro­
jektiven Strahlbiischel lauten: 

(2) 

kiDj Fig. 47. 

[x(A + fB)] = 0 und 

[xA] + f[xB] = 0 und 

[x(D + fEy] = 0 oder 

[xD] + f[xE] = 0; 

und diese beiden Gleichungen stellen bei ge­
gebenem f zusammen den gemeinsamen Punkt 
(oder auch die gemeinsamen Punkte) zweier 

[(A +fB) (D + tEl] 
einander zugeordneten, dem Para­
meterwerte f entsprechenden Strah­

len beider Biischel dar. Bei veranderlichem 
f sind sie also die simultanen Gleichungen 
fiir die Kurve del' gemeinsamen Punkte ent­
sprechender Stmhlen heider Strahlbiischel, 
das heiBt fiir das "Erzeugnis der beiden pro­
jektiven Strahlbiischel" (vgl. Figur 47). 

durch sich die Gleichung 

Man erhalt fiir diese Kune eine einzige 
Gleichung, wenn man aus den beiden Glei­
chungen (2) den Parameter f eliminiert, wo­

ergiht: 

(B) I [xA], [xB] 1=0 
I [xD], [xE] 

oder 

1) Dagegen lassen wir es dahingestellt, ob die Scheitel del' beiden projektiven 
Strahlbiischel getrennt liegen (Figur 47 und 48), oder ob sie in e-inen Pnnkt zu­
sammenfallen. 
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(4) [xA] [xE] - [xB] [xD] = 0, 

das heiBt eine Zahlgleichung, die in bezug auf x yom zweiten Grade ist. 
Um die geometrische Bedeutung einer Gleichung dieser Art zu finden, 

frage man nach der Anzahl der Schnittpunkte, die eine durch eine solche 
Gleichung dargestellte Kurve mit einer beliebigen Geraden [yz] der Ebene 
gemein hat. Dazu substituiere man in die Gleichung (4) anstatt x den 
Ausdruck y + ~z des laufenden Punktes der Geraden [yz] und erhiilt so 
fiir den Parameter ~ ihres Schnittpunktes eine Zahlgleichung zweiten 
Grades. Wird diese Gleichung nicht durch jeden Wert von ~ erfiillt, so 
daB also die ganze Gerade [y z] der Kurve (4) angehOrt (vgl. Figur 48), 
so liefert sie fiir den Parameter ~ zwei W erte ~l und ~2' und es sind dann 
die Punkte 

(5) Xl = Y + fh z und x2 = Y + fh z 

die Schnittpunkte der Geraden [yzJ mit der Kurve (4). Die durch die 
Gleichung (4) dargestellte Kurve hat also mit jeder Geraden, die nicht 
ganz der Kurve angehort, zwei Punkte gemein, die allerdings auch zu­
sammenfallen oder konjugiert komplex sein konnen. Und Entsprechendes 
gilt ofi'enbar iiberhaupt fur jedes ebene geometrische Gebilde, g,as durch 
eine Zahlgleichung zweiten Grades in bezug auf einen veranderlichen 
Punkt x dargestellt wird, vorausgesetzt wenigstens, daB diese Gleichung 
nicht identisch erfiillt ist, das heiBt nicht durch jeden Punkt x der Ebene 
befriedigt wird. 

Mit Riicksicht auf diese Beziehung zu den Geraden der Ebene nennt 
man allgemein ein ebenes geometrisches Gebilde, dessen Gleichung hin~ 
sichtlich des lallfenden Punktes x eine nicht identisch erfullte Zahl­
gleichung zweiten Grades ist, eine K urve zweiter Ordnung. 

Man kann dann das gewonnene Ergebnis folgendermaBen aussprechen: 
In der Ebene ist das Erzeugnis zweier projektiven Strahlbiischel, die 

nicht gerade strahlweise zusammenfallen, eine Kurve zweiter Ordnung. 
Auf dieser Kurve liegen auBer den Schnittpunkten entsprechender 

Strahl en, denen die Parameterwerte 0, <Xl, 1 und f zllgehoren, namlich 
den Punk ten 

[AD], [B.bl, [OF] und leA + fB)(D + fE)], 

(vgl. Figur 47) auch noch die beiden Punkte [AB] und [DE], das heiBt 
die Scheitel der beiden ;die Kurve erzeugenden projektiven Strahlbiischel. 
Denn setzt man in der Gleichung (3) x gleich einem dieser beiden letzten 
Produkte, so verschwinden in der Determinante von (3) die Glieder einer 
Zeile. Es gehOren also der von den beiden projektiven Strahlbiischeln er­
zeugten Kurve zweiter Ordnung auBer den vier erstgenannten Schnittpunkten 
entsprechender Strahlen auch die Scheitel [AB] und [DE] der beiden Strahl-
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biischel an. Dies versteht sich iibrigens geometrisch von selbst. Denn 
faBt man den Verbindungsstrahl V der Scheitel [AB] und [D EJ der 
beiden Strahlbiischel als Strahl des Biischels A + fB auf, so schneidet 
er den entsprechenden Strahl des Biischels D + fE sieher in dessen 
Scheitel [DE]; und faBt man ihn als Strahl des Biischels D + fE auf, so 
sehneidet er den zugeordneten Strahl des Biisehels A + fB in dessen 
Seheitel [AB]. 

Beliebig viele Punkte del' Kurve zweiter Ordnung kann man find en, 
wenn man naeh dem durch Figur 45 dargestellten Verfahren zu beliebig 
gewahlten Strahlen des einen Stra.hlbiischels die entsprechenden StrahJen 
des anderen konstruiert. Dann ist der Schnittpunkt je zweier solcher ent­
sprechenden Strahlen ein weiterer Punkt der Kurve zweiter Ordnung. 

Die gewonnenen Ergebnisse fassen wir schlieBlich in dem Satze zu­
sammen: 

Satz 50: Zwei projekti ve Strahlbiischel einer Ebene, die 
nicht gerade strahlweise zusammenfallen, bestimmen durch die 
gemeinsamen Punkte entspreehender Strahlen eine Kurve zweiter 
Ordnung, der auch die Scheitel der beiden Strahlbiischel an­
gehoren. 

Der Fall perspektiver Strahlbiischel. Eine besondere Betraehtung ver­
dient noch der Fall, wo die beiden eine Kurve zweiter Ordnung erzeu­
genden projektiven Strahlbiischel perspektiv liegen. 

Sind a, b, c drei Punkte der Perspektivitatsachse, so wahle man die 
Massen der beiden erst en Punkte, das heiBt der Punkte a und b, in der 
Weise, daB 

(6) a + b = c 

wird. Sind dann s und t die Seheitel der beiden projektiven Strahl­
biischel, so wird zugleieh 

(7) [sa] + [sb] = Esc] und eta] + [tb] = Etc]. 

Die sechs Produkte 

[sa], [sb], Esc] und eta], [tb], [tc] 

entspreehen also genau den Bedingungen, die oben in den Gleichungen (1) 
an die 6 Stabe 

A, B, C und D, E, F 

gestellt sind. Man erhalt daher die der obigen allgemeinen Entwicklung 
entsprechende Darstellung des Erzeugnisses zweier perspektiven Strahl­
biischel, wenn man in den Gleiehungen (3) und (4) 

(8) A = [sa], B = [sb] und D = Eta], E = [tb] 



setzt. 

(9) 

Abschnitt 7. Gleichung (6) bis (10). Satz 50 und 61. 

Dadureh verwandelt sieh insbesondere die Gleiehung (3) III 

I 
[xsa] , [xSbJI, _ O. 
[xta], [xtb]! - , 
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und diese Gleiehung wird nieht nur erfullt durch die samtlichen Punkte 
der Perspektivitiitsachse und die Seheitel s und t der beiden perspektiven 
Strahlbuschel, sondern zugleich t 
auch durch alie Punkte auf del' 
Verbindungslinie von s und t 
(vgl. Figur 48); denn fur x = a, 
x = b, x = s und x = t ver­
schwinden die Elemente eiuer 
Spalte oder Zeile del' Determi­
nante in (9), und fur x = a + fb 
und x = s + gt sind die Ele­
mente del' einen SpaIte odeI' Zeile 
denen del' anderen proportional. 

Man hat also den Satz: 

Satz 51: Liegen zwei pro- Fig. 48. 

jektive Strahlbuschel per-
spektiv, so zerfiillt die von ihnen erzeugte Kune zweiter Ord­
nung in ein Linienpaar, das aus del' Perspektivitatsachse del' 
beiden perspektiven Strahlbiischel und del' Verbindungslinie 
ihrer beiden Scheitel gebildet wird. 

Die Gleichung (9) stellt ubrigens aueh dann noch eine Kurve zweiter 
Ordnung, namlich die "doppeltzahlende Gerade [ab]" dar, wenn die 
beiden Punkte s und t del' Geraden [ab] angehoren. 

Das Erzeugnis zweieJ' projektiven Punktreihen. Legt man die projek­
tive Beziehung zweier projektiven Punktreihen dadurch fest, daB man drei 
beliebigen Punkten a, b, c del' ersten Punktreihe drei beliebige Punkte d, 
e, f del' zweiten Punktreihe zuweist, und bestimmt die Massen der Punkte 
a und b, d und e III del' Weise, daB 

(10) c = a + b und f = d + e 

wird, so sind die beiden Punktreihen projektiv aufeinander bezogen, wenn 
man aligemein dem Punkt a + fb del' ersten Punktreihe den Punkt 
d + te del' zweiten Punktreihe zuordnet. 

Dabei setzen wir wieder voraus, daB nicht gerade alle drei Punkte des 
Punkttripels a, b, c mit den entspreehenden Punktell des Punkttripels 
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d, e, f zusammenfallen, weil sonst nach dem Fundamentalsatze (Satz 37) 
iiberhaupt je zwei entsprechende Punkte der beiden projektiven Punktreihen 
in einen Punkt zusammenfallen wiirden, was wiederum zur Folge hatte, 
daB iiberhaupt jede Gerade der Ebene dem Erzeugnis der beiden projek­
tiven Punktreihen angehort. Diesen Fall aber wollen wir von der Betrachtung 
ausschlieBen. Dagegen lassen wir es dahingestellt, ob die Trager der heiden 
projektiven Punktreihen durch zwei verschiedene Geraden gebildetwerden (vgl. 
Figur 49 und 50) oder in eine und dieselbe Gerade zusammenfallen. 

Bezeichnet man dann noch mit U einen seiner Lage nach verander­
lichen Stab der Ebene, so lassen sich die Gleichungen zweier ent­
sprechenden Punkte beider Punktreihen in der Form schreiben: 

[U(a + fb)] = 0 und CUed + fe)] = 0 oder 

(11) [Ua] + reUb] = 0 und [Ud] + f[Ue] = O. 

Jeder e£nzelnen von diesen Gleichungen (11) geniigen dann bei gegebenem 
f die samtlichen Geraden U, welche durch den zugehorigell Punkt a + fb 
oder d + fe der betreffenden Punktreihe hindurchgehen. D£e beiden 
Gleichungen (11) zusammengenommen stellen daher bei fest gegebenem f 
die Verbindungsgerade U der beiden einander zugeordneten, dem Para­

Fig. 49. 

-7 
/"' 

/'-...... _ ">-c" 

meter f entsprechenden Punkte 
beider Punktreihen dar und nur 
dann ein ganzes Strahlbiischel, 
wenn die beiden Punkte a + fb 
und d + fe in einen Punkt zu­
sammenfallen,namlich das Strahl­
biischel, das diesen Punkt zum 
Scheitel hat. Bei veranderlichem 
f sind also die Gleichungen (11) 
die simultanen Gleichungen fiir 
die Umhiillungskurve der Ver­
bindungsliniell entsprechender 
Punkte beider Punktreihen, das 
heiBtfiirdas "Erzeugnis der beiden 

projektiven Punktreihen" (vgl. Figur 49). 
Man erhalt fiir diese U mhiillungskurve eine einzige Gleichung, wenn 

man aus den heiden Gleichungen (11) den Parameter f eliminiert, wo­
durch sich die Gleichung ergibt: 

(12) I [Ua], CUb] I 
[U d], [U e] = 0 oder 

(13) [Ua] CUe] - CUb] CUd] = 0, 
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das heillt eine Zahlgleichung, die in bezug auf den Stab U vom zweiten 
Grade ist. Urn iiber die Beschaft'enheit del' durch die Gleichungen (12) 
und (13) ausgedriickten Kurve Aufschlu.6 zu erhalten, frage man allgemein 
nach del' Anzahl del' Tangenten, die sich von einem beliebigen Punkt del' 
Ebene an diese Kurve legen lassen. Dazu denke man sich den Ausgangs­
punkt diesel' Tangenten als Produkt [VW] del' Stiibe V und W zweier 
durch ihn gehenden Geraden ausgedriickt und erhiilt so fiir eine beliebige 
vom Punkt [VW] ausgehende Gerade die Parameterdarstellung V + ~ W. 
Soll nun diese Gerade eine Tangente del' Kurve (13) sein, so muB del' 
Ausdruck V + ~ W del' Gleichung (13) Genuge leisten. Durch Substitution 
dieses Ausdrucks abel' in die Gleichung (13) findet man fur den Para­
meter ~ einer solchen Tangente eine Zahlgleichung zweiten Grades. Und 
wird diese Gleichung nicht fiir jeden Wert von ~ erfullt, so daB also das 
ganzeStrahlbiischel mit dem Scheitel [VW] del' Kurve (13) angehort 
(vgl. Figur 50), so liefert sie fur den Parameter ~ zwei Werte ~1 und ~2' 

Die Geraden 

(14) 

sind dann die gesuchten Tangenten, die sich yom Punkt [VW] aus an 
die Kurve (13) legen lassen. Von jedem Punkt del' Ebene aus, del' nicht 
gerade del' Scheitel eines Strahlbiischels ist, das ganz del' Kurve (13) an­
gehOrt, gehen also an die Kurve (13)zwei Tangenten, die allerdings auch 
zusammenfallen odeI' konjugiert komplex sein konnen. Und Entsprechendes 
gilt oft'enbar iiberhaupt fiir jedes ebene geometrische GebiIde, das durch 
eine Zahlgleichung zweiten Grades in bezug auf einen veranderlichen 
Stab U dargestellt wird, vorausgesetzt wenigstens, daB diese Gleichung 
nicht identisch erfullt ist, das heiBt nicht durch jeden Stab U del' Ebene 
befriedigt wird. 

Mit Riicksicht auf diese Beziehung zu den Punkten del' Ebene nennt 
man allgemein ein ebenes geometrisches Gebilde, des sen Gleichung hin­
sichtlich eines veriinderlichen Stabes U eine nicht identisch erfiillte Zahl­
gleichung zweiten Grades ist, eine Kurve zweiter Klasse. 

Man kann dann das gewonnene Ergebnis folgendermaBen aussprechen: 
In d(jj" l!-oene ist das Erzeugnis zweier projektiven Punktreihen, die 

nieht gerade punktweise zusammen(allen, eine KU/rve zweifer Klasse. 
Zu den Tangenten diesel' Kurve zweiter Klasse gehoren auBer den 

Verbindungslinien entsprechender Punkte, denen die Parameterwerte 0, 00, 

1 und f zugehOren, niimlich den Linien 

[ad], [be], let] und [(a + fh) (d + fe)] 
(vgl. Figur 49) auch lloch die Geraden [ab] und [de], das heiBt die Trager 
del' beiden die Kurve erzeugenden projektiven Punktreihen. Denn setzt man 
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in der Gieichung (12) U gieich einem dieser beiden letzten Produkte, so 
verschwinden in der Determinante von (12) die Elemente einer Zeile. Es 
sind daher auSer den vier erstgenannten Verbindungslinien entsprechender 
Punkte auck die Trager [ab] und [de] der beiden Punktreiken Tangenten 
der von ihnen erzeugten Kurve zweiter KIasse. Dies versteht sich ubrigens 
wieder geometrisch von selbst. Denn faSt man den Schnittpunkt s der 
Trager [ab] und [de] der beiden Punktreihen als Punkt der Punktreihe 
a + fb auf und denkt sich diesen Punkt mit dem entsprechenden Punkt 
der Punktreihe d + fe verbunden, so falit diese Verbindungslinie sicher 
mit der Geraden [de], das heiSt mit dem Trager der zweiten Punktreihe 
zusammenj und faSt man den Punkt s als Punkt der Punktreihe d + fe 
auf und denkt sich ihn mit dem entsprechenden Punkt der Punktreihe 
a + fb verbunden, so falIt die Verbindungslinie mit der Geraden [ab] , 
das heiSt mit dem Trager der ersten Punktreihe, zusammen. 

Beliebig viele Tangenten der Kurve zweiter Klasse kann man finden, 
wenn man nach dem durch Figur 44 dargesteliten Verfahren zu beliebig 
gewahlten Punkten der einen Punktreihe die entsprechenden Punkte der 
anderen konstruiert. Dann ist die Verbindungslinie je zweier solcher ent­
sprechenden Punkte eine weitere Tangente der Kurve zweiter Klasse. 

Die gewonnenen Ergebnisse fassen wir schlieSlich in dem Satze zu­
sammen: 

Satz 52: Zwei projektive Punktreihen einer Ebene, die nicht 
gerade punktweise zusammenfallen, bestimmen dureh die Ver­
bindungslinien entsprechender Punkte eine Kurve zweiter 
Klasse, der auch die Trager der beiden Punktreihen als Tan­
genten angehoren. 

Der Fall perspektiver Punktreiken. Auch hier moge wieder der Fall 
der Perspektivitat beider Punktreihen noch besonders fur sieh betrachtet 
werden. 

Sind die beiden Punktreihen in perspektiver Lage, so bezeichne man 
mit A, B, 0 drei Strahlen des Perspektivitatsbiischels und wahle uberdies 
die Lange und den Sinn der beiden Stabe A und B in der Weise, daS 

(16) A+B=O 

wird. GehOren dann die Stabe S und T den Tragern der beiden pro­
jektiven Punktreihen an, so wird zugleich 

(16) [SA] + [SB] = [SO] und [T A] + [l'B] = [TO]. 

Die sechs Produkte 

[SA], [SB], [SOl und [TA] , [TB], [TO] 
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entsprechen also genau den Bedingungen, die oben in den Gleichungen (10) 
an die sechs Punkte 

a, b, c und d, e, f 
gestelit sind, und man erhalt daher die der obigen allgemeinen Ent­
wicklung entsprechende Darstellung des Erzeugnisses zweier perspektiven 
Pnnktreihen, wenn man in den Gleichungen (12) und (13) 

(17) a = [SA], b = [SB] und d = [T A], e = [TB] 

setzt. Dadurch verwandelt sich insbesondere die Gleichnng (12) III 

(18) I [USA], [USB] 1= 0 
; [UTA], [UTB] I ' 

und diese Gleichung wird nicht nur erfiilIt durch die siimtlichen Strahlen des 
Perspektivitatsbiischels und die Trager S und T der beiden perspektiven 
Punktreihen, sondern zugleich 
auch dnrch aile Strahl en, die 
dnrch den Schnittpunkt der 
Trager S und Thindurchgehen 
(vgI. Fignr50); denn fiir U = A, 
U=B, U=S nnd U-T ver­
schwinden die Elemente einer 
Spalte oder Zeile der Deter­
minante in (18) und fiir 

U=A + fB und 

U= S + gT 
sind die Elemente der einen 
Spalte oder Zeile denen der 
anderen proportional. 

Man hat also den Satz: 
Fig. 50. 

"­
A+tB '\ 

Satz 53: Liegen zwei projektive Punktreihen perspektiv, so 
zerfallt die von den Verbindungslinien entsprechender Punkte 
umhiillte Kune zweiter Klasse in ein Punktpaar, das gebildet 
wird aus dem Perspektivitatszentrum der beiden perspektiven 
Punktreihen und dem Schnittpunkt ihrer Trager. 

Die Gleichung (18) stent iibrigens auch dann noch eine Kurve zweiter 
Klasse, namlich den "doppeltzahlenden Punkt [AB]", dar, wenn die 
beiden Geraden der Stabe S und T durch den Punkt [AB] hindurchgehen. 
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Abschnitt 8. 

Das vollstandige und das einfache Viereck und Vierseit. 

Das vollstandige Viereck. Es gibt eine ganze Reihe von Satzen libel' 
das ebene Viereck, bei denen die Diagonalen des Vierecks eine ganz ent­
sprechende Rolle spielen wie ein Paar Gegenseiten. Fur die Formulierung 

Fig. 51. 

solcher Satze ist del' Begriff des voll­
standigen Viel'ecks von Wichtigkeit, 
durch dessen Einfuhrung del' Unter­
schied zwischen Seiten und Diagonalen 
eines Vierecks ganz beseitigt wird. 

Sind namlich a, b, e, d vier PUl1kte 
einer Ebene (vgl. Figur 51), so bezeich­
net man als "vollstiindiges Viereck a bed" 
den Inbegl'iff' del' vier Punkte a, b, e, d 
nebst ihren seeks Verbindungslinien und 
nennt die vier Punkte a, b, e, d die vier 
Ecken des vollstandigen Vierecks 

e abed und die sechs Verbindungslinien 
dieservier Ecken, das hei.6tdie sechs Linien 

da, db, de, be, ca, ab, 

die sechs Seiten des vollstandigen Vierecks. Diese gruppieren sich 
zu drei Paaren Gegenseiten, indem man immer zwei solehe Seiten des 
vollstandigen Vierecks als Gegenseiten auffassen kann, welche keine Ecke 
des Vierecks miteinander gemein haben. Demgemii.6 ergeben sich die 
folgenden drei Paare von Gegenseiten: 

da und be, db und ea, de und abo 

Die Schnittpunkte 

e , /" g 

diesel' drei Paare Gegenseiten hei.6en die drei N ebenecken des voll­
standigen Vierecks und ihre drei Verbil1dungslinien, das hei.6t die 
drei Linien 

fg, ge, ef, 

die drei Nebenseiten des vollstandigen Vierecks. 

Das einfaehe Viereck. Man gelangt von dem Begriff des vollstandigen 
Vierecks abed zu dem gewohnlichen Begriff des Vierecks, odeI' wie wir 
sagen wollen, zum Begriff des "einfachen Vierecks" zuruck, wenn man 
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eine bestimmte Art der Aneinanderreihung der vier Ecken a, b, c, d des 
Vierecks vorschreibt, etwa in der Reihenfolge abcd oder in der Reihen­
folge abdc oder endlich in der Reihenfolge acbd, mit der Bestimmung, 
daB als "Sei ten" des zugehorigen einfachen Vierecks nur diejenigen vier 
Verbindungslinien der vier Ecken des Vierecks aufgefaJ3t werden sollen, 
die man erhaIt, wenn man diese Ecken in d&r angegebenen Reihenfolge 
miteinander verbindet und schlietHich von der letzten Ecke zur ersten 
zuriickkehrt, oder anders ausgedrlickt, wenn man die durch die genannte 
Anordnung o als "N achbarecken" charakterisierten Punkte miteinander 
verbindet, wobei auch der vierte Punkt als dem ersten benachbart zu 
geIten hat. 

Die beiden anderen noch moglichen Verbindungslinien, die man er­
haIt, wenn man jede Ecke des einfachen Vierecks mit der nicht benach­
barten Ecke, oder wie wir sagen wollen, mit ihrer "Gegenecke" verbindet, 
werden dann die "Diagonalen" des einfachen Vierecks genannt. 

Von den vier Seiten des einfachen Vierecks wird man ferner genau 
so wie beim vollstandigen Viereck zwei Seiten dann als "Gegenseiten" 
bezeichnen, wenn sie keine Ecke des Vierecks miteinander gemein haben. 
Es ergeben sich demgemiiJ3 beim einfachen Viereck entsprechend den 
beiden Paaren Gegenecken auch zwei Paare Gegenseiten, und es werden 
daher zwei von den drei Nebenecken des vollstandigen Vierecks zu 
"Schnittpunkten der beiden Paare Gegenseiten" des einfachen 
Vierecks und die dritte zum "Diagonalenschnittpunkt" desselben. 
Von den drei N ebenseiten des vollstandigen Vierecks wird infolgedessen 
durch den Ubergang zum einfachen Viereck eine Nebenseite ausgezeichnet 
als "Verbindungslinie der beiden Schnittpunkte der Gegenseiten" 
des einfachen Vierecks. 

So wurden bei dem einfachen Viereck, flir dessen Ecken die Reihen­
folge abed vorgeschrieben ist, wir nennen es kurz das einfache Viereck 
abed, die vier Linien ab, be, cd, da die Seiten darstellen, und zwar die 
Seitenpaare ab und cd, bc und da die beiden Paare Gegenseiten; ferner 
die Punktpaare a und c, b und d die beiden Paare Gegenecken und ihre 
Verbindungslinien ae und bd die Diagonalen des einfachen Vierecks (vgl. 
Figur 521). 

Bei dem einfachen Viereck abdc dagegen wiirden die vier Linien ab, 
bd, de{ ea die Seiten, und zwar die Seitenpaare ab und dc, bd und ca 

1) In dieser und den beiden folgelldell Figuren sind die Ecken durch kleine 
volle Kreise, die Seiten durch von ausgezogene Linien, die Diagonalen durch ge­
strichelte Linien, die beiden Schnittpunkte der Gegenseiten durch Kreisringe, die Ver­
bindungslinie dieser Punkte durch eine stricbpunktierte Linie, endlich der Diagonalen-
8chnittpunkt durch einen gro.6en voUen Kreis kenntlich gemacht. 
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/ 

Fig. 51. 

/ -­J_""- --..-- Fig. 54. 

!J oie beiden Paare Gegen.s~iten bildenj 
ferner die Punktpaare a und d, b und 
c die beiden Paare Gegenecken und ihre 
Verbindungslinien ad und be die Diago­
nalen des einfachen Vierecks (vgl. Figur 53). 

Endlich bei dem einfachen Viereck 
aebd sind die vier Linien ae, eb, bd, da 
die Beiten, und zwar die Beitenpaare ac 
und bd, eb und da die heiden Paare 
Gegenseiten, die Punktpaare a und b, c 
und d die beiden Paare Gegenecken und 
die Linien ab und cd die Diagonalen des 
einfachen Vierecks (vgl. Figur 54). 

Wir bemerken noch, daB die Begriffe 
"Diagonalen", "Nachbarecken" und "Gegen­
ecken" dem einfachen Viereck eigentiim­
lieh sind und fiir das vollstandige Vier­
eck keine Bedeutung haben, da ja bei 
diesem aile vier Ecken und seine drei 
Paare Gegenseiten als gleichwertig ange­
sehen werden sollten. 

Ferner ist klar, daB mit den drei 
betrachteten einfachen Vierecken abed, 
abdc, acbd auch die einfachen Vierecke 
erschopft sind, die man aus dem voll­
standigen Viereck abcd entnehmen kann. 
Zunachst ist es namlich o:ft'enbar gleich­
giiltig, welche Ecke man als Anfangsecke 
des einfachen Vierecks verwendet, und man 
darf daher an der Ecke a als eI'ster Ecke 
festhalten. Man konnte also hOchstens 
so viel einfache Vierecke mit den Ecken 
a, b, c, d erwarten, als verschiedene An­
ordnungen der drei letzten Ecken b, e, d 
moglich sind. Das sind aber Bacha An­
ordnungen. Doch liefern von diesen sechs 
Anordnungen immer zwei solche Anord­
nungen, von denen die eine die bloBe Um­
kehrung der anderen ist, einen und den­
selben geschlossenen Linienzug nur mit 
verschiedenem Umlaufssinne und somit, da 
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es hier auf den Umlaufssinn nieht ankommt, dasselbe einfache Viereck. 
Es lassen sich also tatsachlich aus einem vollstandigen Viereck abed nur 
die drei einfachen Vierecke abed, abde, aebd ableiten. 

Das voUstiindige Vierseit. Dem Begriff des vollstandigen Vierecks 
steht der Begriff des vollsta.ndigen Vierseits dualistisch gegeniiber: 

Sind A, B, C, D vier 
Stabe einer Ebene (vgl. 
Figur 55), so bezeichnet 
man den Inbegriff der 
vier Geraden A, B, C, D 
nebst ihren seeks Schnitt­
punkten als das "vollstan­
dige Vierseit ABCD" 
und nennt die vier Ge­
raden A, B, 0, D die vier 
Seiten des vollstandi­
gen Vierseits ABCD 
und die sechs Schnitt-

............... E 
-.....::::, 

............ 
-----~ 

F' 
Fig. 55. 

punkte dieser vier Seiten, das heiSt die sechs Punkte 

[DA], [DB], [DO], [BC], rCA], [AB], 

die sechs Ecken des vollsti:i.ndigen Vierseits. Diese gruppieren sich 
zu. drei Paaren Gegenecken, indem man immer zwei solche Ecken 
des vollstandigen Vierseits als Gegenecken suffassen kann, welche nicht 
derselben Seite des Vierseits angehOren. DemgemiiS ergeben sich die 
folgenden drei Paare von Gegenecken: 

[DA] und -[BO], [DB] und [CAl, [DO] und [AB]. 

Die Verbindungslinien 

E, F, G 

dieser drei Paare Gegenecken heiSen die drei N ebenseiten des voll­
standigen Vierseits und ihre drei Schnittpunkte, das heiSt die drei 
Punkte 

[FG] , [GE], [EF] , 

die drei N ebenecken des vollstandigen Vierseits. 

Das einfaehe Vierseit. Man gelangt von dem Begriff des vollstiindigen 
Vierseits ABCD zu dem Begriff des "einfachen Vierseits" wieder da­
durch, daB man eine bestimmte Art der Aneinanderreihung der vier 

Gra.8mann, Projektin Geometrie d. Eben •. I. 6 
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Seiten A, B, C, D des Vierseits vorschreibt, namlich entweder in der 
Reihenfolge ABCD oder in der Reihenfolge ABDC oder endlich in der 
Reihenfolge ACBD mit der Bestimmung, daE alsEcken des einfachen 
Vierseits nur diejenigen vier Schnittpunkte der vier Seiten des Vierseits 
aufgefaEt werden sollen, die man erhaIt, wenn man immer zwei durch die 
angegebene Anordnung als "Nachbarseiten" charakterisierte Seiten zum 
Schnitt bringt, wobei die letzte Seite zugleich als zur ersten Seite be­
nachbarl zu geIten hat. Man wird dann ferner zwei Seiten des einfachen 
Vierseits, die einander nicht benachbart sind, deren Buchstaben also in dem 
Symbol des einfachen Vierseits (ABCD oder ABDC oder ACBD) durch 
einen Buchstaben getrennt sind, als "Gegenseiten" des einfachen Vier­
seits bezeichnen konnen. Es ergeben sich auf diese Weise zwei Paare 
von Gegenseiten des einfachen Vierseits. Die beiden "Schnittpunkte 
der Gegenseiten" des einfachen Vierseits entsprechen dabei dualistisch 
den "Diagonalen" des einfachen Vierecks. 

Von den vier Ecken das einfachen Vierseits bezeichnet man wieder 
zwei Ecken dann als "Gegenecken", wenn sie nicht derselben Seite des 
Vierseits angehOren. Man erhaIt demgemaE beim einfachen Vierseit ent­
sprechend den beiden Paaren Gegenseiten auch zwei Paare Gegenecken. 
Die Verbindungslinien dieser beiden Paare Gegenecken nennt man 
die beiden "Diagonalen" des einfachen Vierseits; und es werden daher 
beim .einfachell Vierseit zwei von den drei Nebenseiten des vollstandigen 
Vierseits zu "Diagonalen", wahrend die dritte als "V er bind ungslini e 
der Schnittpunkte der Gegenseiten" bezeichnet werden kann. Von 
den drei Nebenecken des vollstandigen Vierseits wird infolgedessen durch 
den Ubergang zum einfachen Vierseit eine Nebenecke als "Diagonalen...: 
schni ttp unkt" ausgezeichnet. 

It' 
Fig. 56. 

So sind bei dem einfachen Vierseit 
ABCD die vier Punkte AB, BC, CD, 
D A die Ecken, und zwar die Punktpaare 
AB und CD, BC und DA die beiden 
Paare Gegenecken, ihre Verbindungs­
linien 

AB· CD= G und BC·DA=E 

die Diagonalen und deren Schnittpunkt 
G E der Diagonalenschnittpunkt. Ferner 
bilden die Seitenpaare A und C, B und 
D die beiden Paare Gegenseiten, und ihre 
Schnittpunkte AC und BD konnen daher 
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alB Schnittpunkte der Gegenseiten des einfachen Vierseits bezeichnet werden 
(vgl. Fignr 56).1) 

Bei dem einfachen Vierseit ABDC dagegen sind die Punkte AB, 
BD, DC, CA die Ecken, und zwar die Punktpaare AB und DC, BD 
und CA die heiden Paare Gegenecken, 
ihre Verbindungslinien 

AB·DC= G und 

BD·CA=F 
die Diagonalen und deren Schnittpunkt 
FG der Diagonalenschnittpunkt. Ferner 
stellen die Seitenpaare A und D, . B 
und C die beiden Paare Gegenseiten' 
dar, so daB ihre Schnittpunkte AD 
und BC als Schnittpunkte der Gegen­
seiten des einfachen Vierseits zu geIten 
haben (vgl. Figur 57). 

Bei dem einfachen Vierseit ACBD 
endlich sind die Punkte AC, CB, BD, 
DA die Ecken, und zwar die 
Punktpaare AC und BD, CB 
und D A die heiden Paare Gegen-
ecken, ihre Verhindungslinien 

AC·BD=F und 
CB·DA =E 

die Diagonalen und deren 
Schnittpunkt EF der Diago­
nalenschnittpnnkt. Ferner sind 
die Seitenpaare A und B, C 
und DaIs die beiden Paare 
Gegenseiten und ihre Schnitt-

C /D -----.--F 
Fig. 57. 

Fig. 58. 

punkte AB und CD daher als Schnittpunkte der Gegenseiten des eIn­
fachen Vierseits zu bezeichnen (vgl. Figur 58). 

Auch hier kann man bemerken, daB die Begriffe "Diagonalen", 
,~achbarseiten" und "Gegenseiten" dem einf'achen Vierseit eigentiimlich 
sind und fiir das vollstandige Vierseit gar keine Bedeutung haben. 

1) In dieser und den beiden folgenden Figuren sind die Seiten durch voU 
ausgezogene Linien, die Ecken durch kleine volle Kreise, die Diagonalen durch ge­
strichelte Linien, der Diagonalenschnittpunkt durch einen groBen vollen Kreis, die 
Schnittpunkte der Gegenseiten durch kleine lem·e Kreise, ihre Verbindungslinie durch 

6· 



84 Das Buschel von Kurvell zweiter Ordnung usw. 

Weiter sind wieder mit den drei betrachteten einfachen Vierseiten 
ABOD, ABDO, AOBD auch die einfachen Vierseite erschOpft, die man 
aus dem voIlstandigen Vierseit ABOD entnehmen kann. 

Abschnitt 9. 

Das Biischel von Kurven zweiter Ordnung 
und die Schar von Kurven zweiter Klasse fiir den Fall reeller 

Grundpunkte und Grundgeraden.1) 

Neue Art der Ereeugung einer Kurve eweiter Ordnung. Man kann zu 
den Kurven zwelter Ordnung und zweiter Klasse auch auf einem anderen 
Wege gelangen, als es im siebenten Abschnitt geschehen ist. 

Es seien in der Ebene vier feste Punkte a, b, c, d gegeben, die aber 
nicht aIle in derselben geraden Linie liegen. 

Dann frage man nach denjenigen Punkten x der Ebene, fur die der 
Strahlwurf [xa], [xh], [xc], [xd] ein gegebenes DoppelverhiUtnis 9 besitzt, 
welche also der Gleichung geniigen i): 

(1) [rea· rec] • [rea· red] _ 
trec. rebj • [red· reb] - g. 

Das DoppelverhiUtnis auf der linken Seite dieser Gleichung liiSt sich nach 
dem Vorbilde von Seite 57 umformen, wodurch die Gleichung die Gestalt 
annimmt: 

(2) [reac] • [read] 
[recb] • [redb) = g. 

Hierfiir aber kann man auch schreiben: 

(3) [xac] [xdh] - g[xad][xch] = O. 

Dieser Gleichung mussen aIle Punkte x genugen, von denen aus die vier 
PUllkte a, h, c, d durch einen Strahlwurf mit dem Doppelverhiiltnis 9 
projiziert werden. 

eine strichpunktierte Linie kenntlich gemacht. Ferner ist jedesmal derjenige ge­
schlossene Linienzug stark gezeichnet, der sich ergibt, wenn man einer jeden -Seite 
des einfachen Vierseits dasjenige Linienstuck entnimmt, das zwischen den beiden ihr 
angehllrenden Ecken des einfachen Vierseits gelegen ist. 

1) 1m zweiten Bande dieses Buches wird die Untersuchung des Bi:ischels von 
Kurven zweiter Ordnung und der Schar von Kurven zweiter Klasse unter Beseitigung 
der Beschrankung auf reelle Grundpunkte und Grundgeraden im Zusammenhang mit 
einer ausflihrlichen Behandlung der Kegelschnitte von neuem aufgenommen werden. 

2) In dem Boeben ausgeschlossenen }'alle, wo die vier Punkte a, b, c, d in einer 
Geraden liegen, wiirde die Gleichung (1) entweder durch jeden Punkt re der Ebene 
erflillt werden, (namlich dann, wenn das Doppelverhi!.ltnis des Punktwurfs a, b, c, d 
selbst den Wert 9 besitzt), oder aber nur durch die Punkte jener Geraden. 
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Sicher wird die Gleichung (3) nicht durch aile Punkte x der Ebene 
erf'dllt, und da sie uberdies eine Zahlgleichung ist, die in bezug auf x 
vom zweiten Grade ist, so stellt sie nach Seite 71 eine Kurve zweiter 
Ordnung dar. Ferner folgt aus ihrer Form sogleich, d&B diese Kurve 
durch die vier Punkte a, b, c, d hindurchgeht. Denn setzt man x gleich 
irgendeinem dieser vier Punkte, oder auch gleich dem Produkte eines 
Zahlfaktors mit einem dieser vier Punkte, so verschwinden die beiden 
Glieder der linken Seite von (3) einzeln, weil in jedem Gliede sicher 
eins von seinen beiden dreifaktorigen Punktprodukten zwei gleiche Faktoren 
enthiilt. 

Man kann noch hinzufiigen: Liegen von den vier Punkten a, b, c, d 
drei Punkte, etwa die drei Punkte a, b, c, in einer Geraden, so zerfiillt 
die Kurve zweiter Ordnung in ein Linienpaar. Die eine von den beiden 
Geraden dieses Linienpaares ist die Gerade der drei Punkte a, b, Cj denn 
fur die Punkte x dieser Geraden wird das Doppelverhiiltnis auf der 
linken Seite von (1) oder (2) unbestimmt. Die andere Gerade ist die Ver­
bindungslinie des vierten Punktes d mit dem­
jenigen Punkt s der Geraden abc, der mit den 
drei Punkten a, b, C einen Punktwurf a, b, c, s 
vom Doppelverhiiltnis 9 bildet (vgl. Figur 59). 

Diese Ergebnisse lassen sich in dem Satze 
darstellen: - ... a .... --... c .................. - .. x-

Satz 64: Der geometrische Ort aller 
derjenigen Punkte einer Ebene, von 

Fig. 59. 

denen aus vier nicht in gerader Linie liegende Punkte dieser 
Ebene durch einen Strahlwurf von gegebenem DoppelverhiHtnis 
projiziert werden, ist eine Kurve zweiter Ordnung, die durch 
jene vier Punkte hindurchgeht. Diese Kurve zerfii.llt in ein 
Linienpaar, sobald drei von den vier Punkten in einer Geraden 
liegen. 

Das Buschel von K'WYVen zweiter Ordnung mit vier reellen Grund­
punkten. Denkt man sich das bisher als fest gegeben angenommene Doppel­
verhiiltnis 9 veriinderlich, so stellt die Gleichung (3) das ganze "Buschel 
von Kurven zweiter Ordnung" dar, welche durch die vier Punkte a, 
b, c, d, die Grundpunkte des Biischels, hindurchgehen (vgl. Figur 60). Jeder 
von diesen Kurven kommt ein besonderer Wert des Doppelverhiiltnisses 9 
zu. Dieses Doppelverhiiltnis kann daher das Doppelverhiiltnis tier Kurve zweiter 
Ordnung in bezug aUf die vier Grundpunkte des BilsChels genannt werden. 
Um dies' Doppelverhiiltnis und damit die Kurve zweiter Ordnung festzl1-
legen, kann man die Forderung stellen, daB die Kurve noch durch einen 
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fiinften Punkt e hindurchgehen solle. Der 
Parameter 9 dieser Kurve zweiter Ordnung 
mu.B dann der Gleichung geniigen: 

(4) [eac] [edb] - g[ead] [ecb] = 0; 

aus ihr aber und der Gleichung (3) folgt 
durch Elimination von 9 die Gleichung 

(5) I· [xac] [xdb] [xadJ [xcb] 1= 0 
[eac][edb] [eadJ[ecb] 

als Gleichung einer Kurve zweiter OrdnunO, 
die durch die funf Punkte a, b, c, a, e hin­
durchgeht. 

Fig. 60. 

In dem oben erwiihnten Sonderfalle, wo 
drei von den vier Punkten a, b, c, d in einer 
Geraden Iiegen, besteht das Kurvenbiischel 

(3) aus lauter zerfallenden Kurven zweiter Ordnung. 
In jedem Faile aber gehOren dem Kurvenbiischel (3) drei zer­

fallende Kurven zweiter Ordnung an, die den Parameterwerten 0, 00, 1 
entsprechen. Denn fur 9 = 0 nimmt die quadratische Gleichung (3) die 
Form an: 

(6) [xac] [xdb] = 0, 

zerlegt sich also in die beiden linearen Gleichungen 

[xac] = 0 und [xdb] = 0 

und stellt somit das durch die beiden Stiibe [ac] und [db] bestimmte 
Linienpaar dar. 

Andererseits geht die Gleichung (3) fiir 9 = 00 iiber in die Gleichung 

(7) [xad] [xcb] = 0; 
die Kurve zweiter Ordnung zerfiillt also in das Linienpaar der Stiibe [ad] 
und [cb]. 

Fiir 9 = 1 endlich nimmt die quadratische Gleichung (3) die Form an: 

(*) [xac] [xdb] - [xad] [xcbl = O. 
DaB auch diese Gleichung ein Linienpaar darstellt, erkennt man am 

besten mit Hiilfe der Identitiit (24) des vierten Abschnitts; denn nach 
dieser ist die linke Seite der Gleichung (*) gleich [xab] [xdc] , die Glei­
chung (*) verwandelt sich daher in 

(8) [xab] [xdc] = 0 

und ist also die Gleichung des Linienpaares der Stiibe [ab] und [de]. 
Man erkennt, daB die so gewonnenen drei Linienpaare, die in dem 

Biischel von Kurven zweiter Ordnung als zerfallende Kurven enthalten 
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sind, gerade die drei Paare Gegenseiten des vollstandigen Vierecks sind, 
das die vier Grundpunkte a, b, e, d des Biischels zuEcken hat. Man 
kann daher dem gewonnenen Ergebnis die folgende Fassung geben: 

Satz 55: Liegen von den vier Grundpunkten a, b, e, d eines 
Biischels von Kurven zweiter Ordnung keine drei in einer 
Geraden, so enthalt das Buschel drei in ein Linienpaar zer­
fallende Kurven zweiter Ordnung. Dieselben sind nichtB anderes 
als die drei Paare Gegenseiten des vollstandigen Vierecks abed. 

Neue Art der Erzeugung einer Kurve zweiter Klasse. Es seien in der 
Ebene vier Stabe A, B, C, D gegeben, deren Geraden nicht aIle durch 
einen und denselben Punkt gehen. Dann frage man nach denjenigen 
Geraden U der Ebene, ffir welche der Punktwurf[UA], rUB], [UC], [UD] 
ein gegebenes Doppelverhaltnis g besitzt, welche also der Gleichung geniigen1): 

(9) [UA· UOJ. [UA· UD]_ 
[UO· UB]' rUD. UB] - g. 

Das Doppelverhaltnis auf der linken Seite dieser Gleichung liiJ.\t sich nsch 
Formel (39) des driUen Abschnitts umformen, wodurch die Gleichung die 
Gestalt annimmt: 

(10) 
[UAO] [UAD] 
[UOB]: [UDB] = g. 

Hierfiir aber kann man auch schreiben: 

(11) [UAC] [UDB] - g [UAD] [UCB] _ O. 
Dieser Gleichung miissen· aIle Geraden U geniigen, welche die vier 

Geraden A, B, C, D in einem Punktwurfe mit dem Doppelverhii.ltnis g 
schneiden. 

Und da dies sicher nicht fUr jede Gerade U der Ebene zutri:fft, und 
die Gleichung (11) in bezug auf U eine Zahlgleichung zweiten Grades ist, 
so stellt sie (nach Seite 75) eine Kurve zweiter Klasse dar. Und 
dieser Kurve miissen die Geraden der vier Stabe A, B, C, D als Tangenten 
angehOren. Denn setzt man U gleich irgendeinem dieser vier Stabe oder 
auch gleich dem Produkte eines Zahlfaktors mit einem dieser vier Stabe, 
so verschwinden die beiden Glieder der linken Seite von (11) einzeln, weil 
in jedem Gliede sicher eins von seinen beiden dreifaktorigen Stabprodukten 
zwei gleiche Faktoren enthalt. 

1) In dem soeben a.usgesehlossenen Faile, wo die vier Geraden der Stiibe A, B, 
C, D alle dureh einen und denselben Punkt gehen, wiirde die Gleiehung (9) ent­
weder dureli jeden Sta.b U der Ebene erfiillt werden, (namlich dann, wenn das Doppel­
verhilltnis des Strahlwurfs A, B, C, D selbst den Wert 9 besitzt), oder aber nur 
durch die Strahlen desjenigen Strahlbiisehels, dessen Seheitel der gemeinsame Punkt 
jener vi.er Geraden ist. 
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Man kann noch hinzufiigen: Gehen von den Geraden der vier Stii.be 
A, B, 0, D drei Geraden, etwa die Geraden der drei Stii.be A, B, 0, 
durch einen und denselben Punkt hindurch, so zerfii.llt die Kurve zweiter 
KIasse in ein Punktpaar. Der eine Punkt dieses Punktpaares ist der 
Punkt, durch den die Geraden der Stii.be A, B, 0 hindurchgehenj denn 
fUr die Strahlen U des Strahlbiischels, das diesen Punkt zum Scheitel 
hat, wird das Doppelverhii.ltnis auf der linken Seite von (10) unbestimmt. 

Fig. 61. 

Der andere Pnnkt ist der Schnittpunkt 
der Geraden des vierten Stabes D mit 
demjenigen Strahle S des Strahlbiischels 
A + fB, der mit den drei Strahlen 
A, B, 0 einen Strahl wurf A, B, 0, S vom 
Doppelverhaltnis 9 bildet (vgl. Figur 61). 

Die gewonnenen Ergebnisse lassen 
sich in dem Satze zusammenfasseu: 

Satz 56: Die Hiillkurve aller 
derjenigen Geraden einer Ebene, 
welche vier nicht durch einen 
Punkt gehende feste gerade Linien 
dieser Ebene in eiuem Punktwurfe 
von gegebenem DoppelverhUtnis 
schneiden, ist eine Kurve zweiter 

Klasse, welche jene vier festen Geraden zu Taugenten hat. 
Diese Kurve zerfii.llt in ein Punktpaar, sobald drei von den vier 
festen Geraden durch einen und denselben Punkt gehen. 

Die Schar von Kurven zweiter Klasse mit vier reellen Grundgeraden. 
Denkt man sich jetzt wieder das Doppelverhaltnis 9 veranderlich, so stellt 
die Gleichung (11) die gauze "Schar von Kunen zweiter Klasse" 
dar, welche die vier Geraden A, B, 0, D, die Grundgeraden der Schar, zu 
Tangenten haben (vgl. Figur 62). Jeder von diesen Kurven kommt ein 
besonderer Wert des Doppelverhii.ltnisses 9 zu. Dieses Doppelverhii.ltnis 
kann daher das Doppelverhiiltnis der Kurve zweiter Klasse in· besug 
auf die vier Grundgeraden der Schar genannt werden. Um dieses Doppel­
verhiiltnis uud damit die Kurve zweiter KIasse festzulegen, kann man die 
Forderung stellen, die Kurve solle noch eine fiinfte Gerade E beriihreu. 
Der Parameter 9 dieser Kurve zweiter Klasse muB dann der Gleichung 
geniigen: 
(12) [EAO] [EDB] - 9 [EAD] [EOB] = OJ 
aus ihr aber und der Gleichung (11) folgt durch Elimination von 9 die 
Gleichung 
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I [UAO] [UDB], [UAD] [UOB] 1= 
[EAO] [EDB], [EAD] [EOB] 0 

89 

als Gleichung einer Kur-ve zweiter Klasse, welche die funf Geraden A, B, 
0, D, E zu Tangenten hat. [.AD] 

In dem oben erwiihnten 
Sonderfalle, wo drei von den 
vier Geraden der Stiibe A, B, 
0, D durch einen und denselben 
Punkt gehen, besteht die Kurven­
schar (11) aus lauter zerfallen­
den Kurven zweiter Klasse. 

In jedem FaIle aber gehOren 
der Kurvenschar (11) drei zer­
fallende Kurven zweiter Klasse 
Iln, die den Parameterwerlen 0, 
00, 1 entsprechen. Denn fiir 
9 = 0 nimmt die quadratische 
Gleichung (11) die Form an: 
(14) [UAO] [UDB] = 0, 
zerlegt sich also in die beiden 
Iineaten Gleichungen 
[UAO] = 0 und [UDB] = 0 
und stent somit das aus den 
beiden Punkten [A 0] und [D BJ 
bestehende Punktpaar dar. 

Andererseits geht die Glei-
chung (11) fUr 9 = 00 iiber in (ABJ 
die Gleichung 
(15) [UAD][UOB] = 0; 
die Kurve zweiter Klasse zerfant also in das Punktpaar der Punkte [AD] 
und [OB]. 

Fiir 9 = 1 endlich nimmt die quadratische Gleichung (11) die Form an: 

(*) [UAO] [UDB] - [UAD] [UOB] = O. 

DaB such diese Gleichung ein Punktpaar darstellt, erkennt man mittelst 
der Identitiit (25) des vierten Abschnitts; denn nach- dieser ist die linke 
Seite der Gleichung (*) gleich [U A B] [U DO] , die Gleichung (*) ver­
wandelt sich dsher in 
(16) [UAB] [UDO] = 0 

und ist also die Gleichung des Punktpaares der Punkte [AB] und [DO]. 
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Nun bilden aber die so gewonnenen drei: Punktpaare, welche dar 
Schar von Kurven zweiter Klasse als zerfallende Kurven angehoren, gerade 
die drei Paare Gegenecken des vollstiindigen Vierseits, das die Grundgeraden 
A, B, 0, D der Schar zu Seiten hat. Man hat also den Satz: 

Satz 57: Gehen von den vier Grundgeraden A, B, C, D einer 
Schar von Kurven zweiter Klasse keine drei durch einen und 
denselben Punkt hind urch, so enthalt die Schar drei in ein 
Punktpaar zerfallende Kurven zweiter Klasse. Dieselben sind 
nichts anderes als die drei Paare Gegenecken des vollstandigen 
Vierseits ABCD. 

Abschnitt 10. 

Die Sitze von Pascal und Brianchon. 

Eine dritte Form fiir die Gleichung einer Kurve zweiter Ordnung und 
zweiter Klasse erhalt man, wenn man die in den }'iguren 46 und 44 ge­
gebene Konstruktion zweier projektiven Strahlbiischel und Punktreihen 
analytisch darstellt. 

Das assoziative Gesetz bei gewissen planimePrisehen Produkten. Wir 
schicken einige allgemeine Eigenschaften planimetrischer Produkte vorau8, 

Zuniichst mogen die beiden Formeln bewiesen werden: 

(1) 

(2) 

[ABed] = [A(B. cd)] und 

[abCD] = [a(b. CD)], 

in denen wie gewohnlich die klein en Buchstaben Punkte, die groBen Buch­
stab en Stabe bedeuten, und wo wie bisher dem Multiplikationspunkt zu­
gleich die Kraft einer Klammer beigelegt ist, so daB zum Beispiel in der 
Formel (1) rechter Hand innerhalb der runden Klammer der Stab B mit 
dem Punktprodukte [cd] zu multiplizieren ist, wahrend auf der linken 
Seite das Stabprodukt [AB] zuerst mit dem Punkt e zu multiplizieren 
ist und das erhaltene Produkt mit dem Punkt d. 

Der Beweis der Formel (1) lii..6t sich folgendermaBen fflhren: Man 
setze zur Abkiirzung 

[AB]=s, 

so wird nach der Formel (36) des zweiten Abschnitts die linke Seite 
von (1) 

[ABed] = [sed] = [s(ed)] , 

oder wenn man wieder fiir s seinen Wert substituiert, 

[ABed] = [AB(ed)] 
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oder nach der Formel (27) des dritten Abschnitts 

(1) [ABed] = [A(B· cd)]. 

Ebenso beweist man die Formel (2). 

Die Reduktionsregel fUr planimetrisehe Produkte. Eine weitere wich­
tige Eigenschaft planimetrischer Produkte bezieht sich auf Produkte von 
der Form [abC] und [A Be].1) Wir erortern zuerst die Frage, unter 
welchen Bedingungen ein Produkt von der Form [abC] verschwinden kann. 

FaBt man in dem Produkte [ab C] der Deutlichkeit halber das Pro­
dukt seiner beiden ersten Faktoren noch durch eine besondere Klammer 
zusammen, schreibt es also in der Form [(ab)C], so sieht man, daB dieses 
Produkt dann und nur dann gleich Null ist, wenn entweder [a b] = 0 oder 
C = 0 ist (oder auch beides zugleich zutrifft), oder endlich (vgl. Satz 23), 
wenn die Gerade des Stabes [ab] mit derjenigen des Stabes C zusamm~n­
ralit, das heiBt, wenn sich der Stab [ab] von dem Stabe C hochstens 
um einen Zahlfaktor unterscheidet, so daB also 

[ab] = gC 

ist, unter g ein Zahlfaktor verstanden, wofiir wir auch schreiben wollen: 

[ab] = 0, 
(gelesen a mal b kongruent C). 

Es ist aber [ab] dann und nur dann gleich Null, wenn a = 0 oder 
b = 0 (oder auch beides zugleich der Fall ist) , oder endlich wenn die 
Punkte a und b zusammenfallen, das heiSt, wenn die Punkte a und b bis 
auf einen Zahlfaktor einander gleich sind, wofiir wir auch schreiben: 

a=b. 

Hieraus folgt: Es ist das Produkt [abC] dann und nur dann null, 
wenn entweder a = 0 oder b = 0 oder C = 0 oder a = b oder [ab] == C, oder 
wenn lwei oder mehr von diesen Bedingungen gleieh$eitig erfiillt sind. 

Hieran kann man die Frage kniipfen, in welchl3m FaIle sich ein nicM 
verschwindendes Produkt [a b C] (vielleicht von einem Zahlfaktor ab­
gesehen) auf seinen ersten oder seinen zweiten Faktor reduzieren la1\t. 

Da nach der Voraussetzung [abC] =1= 0 ist, so sind nach dem Vor­
hergehenden die Faktoren a und b wirkliche Punkte und nicht etwa 
gleich Null; ebenso ist C ein nicht verschwindender Stab. AuBerdem 
ralIt a nicht mit b, und die Gerade des Stabes [ab] ralIt nicht mit der 
Geraden des Stabes C zusammen. 

1) Vgl. hierzu die Anmerkungen von G. Scheffers in H. Gra.8manns ge­
sa.mmelten mathematischen und physikalischen Werken, Bd. 2, Teil 1 (1904), 
S.eite 376 f. 
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Das Produkt [abO] stellt dann den Schnittpunkt der Geraden des 
Stabes Cab] mit der von ihr verschiedenen Geraden des Stabes 0 dar. 

Eine Reduktion des Produktes [abO] auf einen seiner beiden Punkt­
faktoren, oder doch auf einen Punkt, der mit einem von diesen beiden 
Faktoren zusammenfiillt, tritt dann und nur dann ein, wenn der Schnittpunkt 
jener beiden Geraden mit einem dieser beiden Punktfaktoren identisch ist, das 
heiBt, wenn 0 durch a oder b hindurchgeht, und das Produkt ist dann 
beziehlich = a oder = b. Dabei kanu in diesem Falle nicht auch der 
andere Faktor mit dem Stabe 0 vereint liegen; deun sonst wiirde ja die 
Voraussetzung nicht erfiillt sein, daB die Gerade des Stabes Cab] mit der 
Geraden des Stabes 0 nicht zusammenfallen soll. Umgekehrt sind die 
beiden oben fiir ein nicht verschwindendes Produkt [abO] gefundenen Be­
dingungen, daB a nicht mit b zusammenfallen, und daB die Gerade des 
Stabes [ab] nicht mit der Geraden des Stabes 0 identisch sein darf, von 
selbst erfiillt, wenn man fordert, der Stab 0 solle, wenn er durch a geht~ 
nicht auch zugleich durch b gehen, und wenn er d1;lrch b geht, nicht auch 
zugleich durch a gehen. 

Ganz entsprechende Ergebnisse findet man fiir ein Prodqkt von der 
Form [ABc]. Man hat also den Satz: 

Satz 58: Reduktionsregel fiir planimetrische Produkte. Ein 
planimetrisches Produkt [abO] aus zwei nicht verschwindenden 
Punktfaktoren a und b und einem nicht verschwindenden Stab­
faktor 0 und eben so ein planimetrisches Produkt [ABc] aus 
zwei nicht verschwindenden Stabfaktoren A und B und einem 
nicht verschwindenden Punktfaktor c ist dann und nur dann 
mit dem ersten oder zweiten Faktor kongruent, wenn dieser, 
nicht aber der andere Faktor, mit dem dritten Faktor ver­
eint liegt. 

Nach diesen Vorbereitungen wenden wir uns unserer eigentlichen 
Aufgabe zu, aus den in den Figuren 45 und 44 gegebenen Konstruktionen 
zweier projektiven Strahlbiischel und Punktreihen eine Gleichung fiir die 
von ihnen erzeugte Kurve zweiter Ordnung und Klasse abzuleiten. 

Dar8tellung ~weicr projektiven SfJrahlbii8chel dut'ch planimetrische Pro­
dukte. Man ersetze zunachst in der Figur 45 

die Buchstaben 81 , G1 , a, G2 , 82 

durch die Buchstaben a, B, c, D, e. 

Dabei ist c= [BD], und es geht (vgl. Seite 67) die Gerade B nicht durch 
a und D nicht durch e. AuBerdem bezeichne man noch einen einstweilen 
beliebig angenommenen Punkt der Ebene mit x (vgl. Figur 63). Dann liiBt 
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sich ein beliebiger Strahl Ut des Strahl­
biischels mit dem Scheitel a durch das 
Produkt 
(3) Ul = [xa] 

ausdriicken; der entsprechende Punkt der 
zu diesem Strahlbiischel perspektiven 
Punktreihe mit dem Trager B durch 
das Produkt 

[xaB] , 

und der zugeordnete Strahl U des zu 
dieser Punktreihe wieder perspekti ven C 
Hiilfsstrahlbiischels mit dem Scheitel h 
durch das Produkt 

U = [xaBhJ; 
ferner der entsprechende Punkt der zu 
diesem Strahlbiischel abermals perspek­
tiven Punktreihe mit dem Trager D durch 

[xaBhD] ; 

a 

Fig. 63. 

das Produkt 
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endlich der entsprechende Strahl U2 des zu diesel' Punktreihe perspektiven 
Strahlbiischels mit dem Scheitel e durch das Produkt 

(4) ~ = [xaBhDe]. 
Dieses Strahlbiischel mit dem Scheitel e ist dann vermoge der Punktreihe B, 
des Hiilfsstrahlbiischels h und der Punktreihe D projektiv aufdas Strahlbiischel 
mit dem Scheitel a bezogen, wobei iibrigens nach Seite 67 der Scheitel h des 
Hiilfsstrahlbiischels weder del' Geraden B noch del' Geraden D angehort. 

Ubergang zu dem Erzeugnis zweier projektiven Strahlbiischel. SolI 
jetzt der urspriinglich beliebig angenommene Punkt x des Strahles 
UI = [xa] des Strahlbiischels mit dem Scheitel a zugleich dem zugeordneten 
Strahle U2 des projektiven Strahlbiischels mit dem Scheitel e angehoren, so 
muB er der Gleichung [~x] = 0 

Geniige leisten, die man wegen (4) auch in der Form schreiben kann: 

(5) [xaBhDex] = O. 
Diese Gleichung aber ist in bezug auf x eine Zahlgleichung zweiten Grades, 
und da sie iiberdies, wie man sich leicht iiberzeugt, auch nicht durch 
jeden Punkt x der Ebene erfiillt wird 1), so zeigt sie von neuem, daB das 

1) Dies ist ausfiihrlich bewiesen in der Ausdehnungslehre meines Vaters vom 
Jahre 1862, Nr. 323 (H. Gra.6manns gesammelte mathematische und physikalische 
Werke, Bd. 1, Teil 2 (1896), S. 196). 
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Erzeugnis zweier projektiven Strahlbuschel eine Kurve zweiter Ordnung 
ist (vgl. Seite 71). 

Uhrigens kann man der Gleichung (5) mit Riicksicht auf ihre geo­
metrische Bedeutung naturlich auch die Gestalt verleihen: 

(6) [xeDhBax] = 0, 

welche aus (5) dadurch hervorgeht, daB man in ihr die Reihenfolge aller 
Faktoi'en der linken Seite umkehrt. 

Man: kann dann leicht auBer dem Punkt x noch fiinf weitere Punkte 
angeben, die auf der durch die Gleichungen (5) oder (6) dargestellten 
Kurve zweiter Ordnung liegen mussen. . 

Erstens namlich gehOrt ihr der Scheitel a des ersten Strahlbiischels 
an. Denn es wird ffir x = a bereits das Produkt 

[xa] = 0; 

folglich verschwindet fur x = a auch die linke Seite von (5). 
Zwei tens enthii.lt sie aber auch den Scheitel e des zweiten Strahl­

buschels. Denn fiir x = e wird das Produkt 

[xe] =0, 

es verschwiudet also fiir x = e die linke Seite von (6). 
Drittens liegt auf iill der Punkt 

x= c= [BD]. 

Zunachst iiberzeugt man sich leicht, daB der Punkt 

[caBhD] 

mit dem Punkt c zusammemlillt. Dies ist schon geometrisch klar, folgt 
aber auch analytisch ohne Schwierigkeit durch zweimalige Anwendung der 
Reduktionsregel (Satz 58). Da namlich der Punkt c, nicht aber der Punkt 
a, der Geraden B angehort, so wird nach der Reduktionsregel das Produkt 

also das Produkt [caB] = c, 

[caBhD] = [chD] . 

Da aber auch andererseits der Punkt c, nicht aber der Punkt h, der Ge­
raden D angehOrt, so wird wieder nach der Reduktionsregel . 

also auch (chD] = c, 

[caBhD] = c. 

Die linke Seite von (5) nimmt also fiir x = c (abgesehen von einem von 
Null verschiedenen Zahlfaktor) die Form [cec] an und verschwindet somit 
nach den Grundformeln (41) des zweiten Abschnitts. Foiglich gehOrt 
wirklich auch der Punkt c der Kurve zweiter Ordnung an. 
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Viertens gilt dasselbe von dem Punkt 

denn .der Punkt 
[ahD] = b; 

[baBhD] 
'flillt, wie geometrisch sofort einleuchtet, mit dem Punkt b zusammen, 1) 
so daB fiir x = b die linke Seite von (5) (von einem von Null verschie­
denen Zahlfaktor abgesehen) die Form [beb] erhalt und also ebenfalls 
verschwindet. Endlich liegt aber 

fiinftens auch der Punkt 

[ehB] = d 

auf der Kurve zweiter Ordnung, was man ebenso Wle bei dem Punkt b 
auf Grund der Gleichung (6) beweist. 

Man hat also den Satz: 
Satz 59: Bezieht man ein Shahlbiischel mit dem Scheitel a 

vermittelst der Punktreihe vom Trager B, des Hiilfsstrahl­
biischels vom Scheitel h und der Punktreihe vom Trager D 
projektiv auf ein Strahlbiischel mit dem Scheitel e, so laJH 
sich die von den projektiven Strahlbiischeln a und e erzeugte 
Kurve zweiter Ordnung durch die Gleichung darstellen 

[xaBhDex] = 0, 
in der x den laufenden Punkt der Kurve bedeutet. Diese Kurve 
zweiter Ordnung geht auBer durch die Punkte e, a und c = [BD] 
auch noch durch die Punkte 

b = [ahD] und d = [ehB] 
hindurch, in welche der Scheitel h des Hiilfsstrahlbiischels von 
den Scheiteln a und e der heiden die Kurve erzeugenden Strahl­
biischel beziehlich auf die Trager D und B der beiden Hiilfs­
punktreihen projiziert wird. 

Das Pascalsche Sechseck. Aus diesem Satze kann man einen wich­
tigen allgemeinen Satz iiber Kurven zweiter Ordnung herleiten, wenn man 
noch beriicksichtigt, daB, wie spater gelegentlirh gezeigt werden wird, auch 
umgekehrt jede Kurve zweiter Ordnung als geometrischer Ort der gemein­
samen Punkte entsprechender Strahlen zweier projektiven Strahlbiischel 
dargestellt werden kann. 

Denkt man sich namlich an Stelle der flinf Elemente a, B, h, D, e~ 

welche unsere Kurve zweiter Ordnung bestimmen, die fiinf Punkte 
a, b, c, d, e 

1) Ubrigens laBt sich dies auch wieder leicht analytisch durch zweimalige An­
wendung der Reduktionsregel beweisen· 



96 Die Satze von Pascal und Brianchon. 

gegeben, durch die sie nach Satz 59 hindurchgeht, so kann man ihre 
Gleichung eben so leicht finden. Man hat namlich nur die oben benutzten 
HulfsgroSen B, D, h durch die runf Punkte a, b, e, a, e auszudriicken, 
wodurch sich ergibt B = [cd1 

D = [be1 
h=[ab·de], 

und diese Werte in die Gleichung (5) einzusetzen. Dadurch erhii.lt man 
an Stelle derselben die Gleichung 

(7) [xa(ed)(ab· de)(be)ex] = 0, 
und dieser kann man, wenn man berucksichtigt, daB die Produkte 

[xa(cd)(ab· de)] und [be] 
zwei Stabe darstellen, wegen (1) auch die Gestalt geben: 

(8) [(xa . cd) (ab . de)(bc . ex)] = 0, 
in welcher sie eine wichtige Eigenschaft ausdriickt, die einem jeden einer 
Kurve zweiter Ordnung eingeschriebenen Sechseck zukommt. Betrachtet 
man namlich das "einfache" Sechseck abcdex, das man erhalt, wenn man 
die sechs Punkte a, b, c, d, e, x in dieser Reihenfolge miteinander verbindet 
und den erhaltenen Linienzug schlieBt, so kann man in ihm die Seiten-

paare xa und cd 

ab und de 
be und ex 

als die drei Paare Gegenseiten bezeichnen. Die drei Faktoren auf der 
linken Seite von (8) stellen also die drei Schnittpunkte der drei Paare 
Gegenseiten des einfachen Sechsecks dar, und die Gleichung (8) sagt aus, 
daB diese drei Schnittpunkte in einer Geraden lie gen. 

Aber auch umg8kehrt besteht fur ein einfaches Sechseck abedex, 
dessen drei Paare Gegenseiten sich in drei Punkten einer Geraden schneiden, 
die Gleichung (8), woraus wiederum folgt, daB die Ecken eines solchen 
Sechsecks auf einer Kurve zweiter Ordnung liegen. Man hat also den Satz: 

Satz 60: Der Satz von Pascal: In jedem einer Kurve zweiter 
Ordnung eingeschriebenen einfachen Sechseck liegen die drei 
Schnittpunkte del' drei Paare Gegenseiten in einer Geraden, und 
umgekehrt: Sobald bei einem einfachen Sechseck sich die drei 
Paare Gegenseiten in drei Punkten einer Geraden schneiden, 
laBt sich dem Sechseck eine Kurve zweiter Ordnung umschrei­
ben (vgl. die Figuren 64 und 65). 

Mit Riicksicht auf diesen Satz nennt man ein Sechseck, welches einer 
Kurve zweiter Ordnung ei.ngeschrieben ist, oder was nach dem Pascal-
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schen Satze auf dasselbe hinaus­
kommt, ein einfaches Sechseck, 
dassen drei Paare Gegenseiten sich 
in drei Punkten einer Geraden schnei­
den, ein "Pascalsches Sechseck" 
und jene Gerade die "Pascalsche 
Gerade" dieses Sechsecks. 

In der Figur 64 ist ebenso c 
Wle in der obigen Figur 63 das 
Pascalsche Sechseck in solcher 
Weise "uberschlagen" gezeichnet, 
daB sich seine drei Paare Gegen­
seiten auf diesen Seiten selbst und 
nicht erst in ihrer Verlangerung 
schneidell. Natiirlich kann abel' 
das Pascalsche Sechseck auch so 
liegen, daB zur Konstruktion der 
drei ausgezeichneten Punkte seiner Pas­
cal schen Geraden eine Verlangerung der 
Gegenseiten des Sechsecks notig wird. 
DieseAnordnung des Sechsecks wird durch 
die Figur 65 veranschaulicht 1). 

SchlieBlich bemerken wir noch fol­
gendes: Bei der dem Pascalsehen Satze 
gegebenen Fassung ist vorausgesetzt, daB 
die Scheitel a und e der die Kurve zweiter 
Ordnung erzeugenden projektiven Strahl­
buschel nicht etwa eine ausgezeichnete 
Lage auf der Kurve einnehmen, sondern 
zwei ganz beliebige Punkte derselben sind. 

Fig. 64. 

Fig. 65. 
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Um noch nachtraglich den Beweis hierfiir zu erbringen, zeige man, 
daB die Kurve zweiter Ordnung (8) auch von zwei beliebigen ihrer Punkte 
x und y aus durch zwei projektive Strahlbuschel projiziert wird, sichalso 
auch als Schnitt entsprechender Strahlen dieser beiden Strahlbuschel er­
zeugen laBt. 

In der Tat nimmt die Gleichung (8) durch bloBe Umstellung der 
Faktorell die Form an 

1) Vgl. hierzu J. Collins, An elementary exposition of Gra6manns Ausdeh­
nungslehre, or theory of extension. The American Mathematical Monthly. V 018. VI 
and VII (1901). Nr. 116. 

GraBmann, Projektive Geometrie d. Ebene. 1. 7 
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(9) [(ab. de)(bc. ex) (cd . xa)] = OJ 

und denkt man sich in dieser Gleichung die Punkte x, b, c, d, e fest, den 
Punkt a aber veranderlich und setzt etwa noch 

(10) l[deJ=E 
[be· ex] = hl und wie bisher 
[cd] = B, 

so liiBt sich die Gleichung (9) auch in der Form schreiben 

(11) [abEhIBxa] = 0, 
in welcher sie aussagt, daB das Strahlbiischel, das die laufenden Punkte a 
der Kurve von b aus projiziert, projektiv ist mit dem Strahlbiischel, das 

Fig. 66. 

projektiv sind. 

dieselben Punkte von x aus projiziert. Zwischen 
den beiden Strahlbiischeln mit den Scheiteln b und 
x wird namlich, wie die Gleichung (11) zeigt, durch 
die Punktreihe yom Trager E, das Strahlbiischel 
mit dem Scheitel hi und die Punktreihe yom Trager 
Beine projektive Beziehung vermittelt (vgl. Figur 66). 

Nun folgt aber aus der Willkiirlichkeit der 
x Lage des Punktes x auf der Kurve zweiter Ord­

nung (11), daB das soeben benutzte Strahlbiischel, 
das die laufenden Punkte a der Kurve yom Punkt 
b aus projiziert, auch projektiv ist mit dem Strahl­
biischel, das dieselben Punkte von einem weiteren 
beliebig gelegenen Punkt y der Kurve projiziert. 

U nd hieraus wiederum folgert man, daB auch 
die beiden Strahlbiischel, welche die laufenden Punkte 
a der Kurve von x und y aus projizieren, zueinander 

Damit ist aber wirklich gezeigt, daB die Ecken a und c des Pascal­
Behan Sechsecks nicht etwa eine A.usnahmestellung auf der ihm umschrie­
benen Kurve zweiter Ordnung einnehmen, und man hat zugleich den Satz: 

Satz 61: Die Punkte einer jeden Kurve zweiter Ordnung 
werden von je zwei beliebigen Punkten der Kurve aus durch 
zwei projektive Strahlbiischel projiziert. 

Spezialisierungen des Pascalschen Satzes. Man kann aus dem Pascal­
schen Satze, der durch die Gleichung (8) ausgedriickt }Vird, einige beson­
dere Satze dadurch ableiten, daB man das Pascalsche Sechseck in ein 
Viereck oder Dreieck iibergehen liiBt. 

So erhalt man einen Satz iiber ein einer Kurve zweiter Ordnung ein­
geschriebenes nereck, indem man zwei gegenuberliegende Seiten des 
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Pascalschen Sechsecks unendlich klein werden HiBt, so daB die Linien 
dieser Seiten des Sechsecks zu Tangenten der ihm umschriebenen Kurve 
zweiter Ordnung werden. 

LiiBt man zum Beispiel in dem Pascal schen Sechseck abcdex (vgL 
Figur 65) den Punkt b unendlich nahe an a, und d unendlich nahe an e 
riicken und bezeichnet die Tangenten in a und e mit A und E, setzt also 

[ab] = A, [de] = E 

(vgl. Figur 67), so verwandelt sich das der Kurve zwciter Grdnung ein­
geschriebene einfache Sechseck abcde.7: mit seinen drei in einer Geraden 
liegenden Schnittpunkten der Gegenseiten (vgl. " 
Figur 65) in das der Kurve zweiter Ordnung ein­
geschriebelie einfache Viereck a cexmit seinen 
zwei Schnittpunkten der Gegenseitenund dem 
Schnittpunkt der heiden Tangenten A und E, 
die Elich in den heiden Gegenecken a und e 
an die Kurve legen lassen (vgl. Figur 67), und 
die Gleichung (8) nimmt die Form an: 

(12) [(xa· ce) (A E) (ac . ex)] = 0, 
in der sie den Satz ausdriickt: 

Satz 62: Der Satz von Pascal fiirs ein- -. 
fache Viereck: In 
jedem einer Kurve 
zweiter Ordnnng 
einges chrie b enen 
einfachen Viereck 
Hegen die beiden 
Schnittpunkte der 
Gegenseiten mit 
dem Schnittpunkt 
der Tangenten von 
irgend zwei Gegen­
ecken in einer Ge­
raden. 

Will man aus die- Fig.18. 

sem Satze den ent-

[AE] 

Fig. 67. 

[ac· • .,J 

sprechenden Satz fill's vollsliindige Viereck herleiten, so braucht man nul' 
den Satz 62 sechsmal zu benutzen, niimlich auf alle drei in dem vollstandigen 
Viereck enthaltenen einfachen Vierecke anzuwenden, und ZWI1~ jedesmal 
auf die Tangenten in den beiden Paaren Gegenecken dieser 3 einfachen Vier­
ecke. Man erhalt auf diese Weise den Satz (vgl. Figur 68): 

7* 
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Satz 63: Der Satz von Pascal fiirs vollstandige Viereck: 
Wird einer Kurve zweiter Ordnung ein vollstandiges Viereck 
eingeschrieben und zugleich in dessen Ecken ein vollstandiges 
Viereck umschrieben, so liegen auf jeder der drei Nebenseiten 
des vollstandigen Vierecks zwei Gegenecken des vollstan­
digen Viel"Seits. Oder anders ausgedriickt: Die N ebenseiten eines 
einer Kurve zweiter Ordnung umschriebenen vollstandigen 
Vierseits gehen durch die Nebenecken des in den Beriihrungs­
punktell eillgeschriebenen vollstandigen Vierecks. Oder noch 
etwas kiirzer: Die Nebenseiten eines einer Kurve zweiter Ord­
nung umschriebenen vollstandigen Vierseits sind zugleich die 
N e benseitell des ihr in den Beriihrungspunkten eingeschrie­
benen vollstandigen Vierecks. 

In entsprechender Weise leitet man aUB dem Pascalschen Satze 
einen Satz iiber ein einer Kurve zweiter Ordnung eingeschriebenes Dreieck 
ab, wenn man von den sechs Seiten eines Pascalschen Sechsecks eine urn 
die andere unendlich klein werden laBt, so daB wieder die Linien dieser drei 
Seiten des Sechsecks zu Tangenten der ihm umschriebenen Kurve zweiter 
Ordnung werden. 

LaBt man zum Beispiel in dem Pascalschen Sechseck abcdex (vgl. 
Figur 65) den Punkt x unendlich nahe an a, 

" " 
b 

" " "c, 
" " 

d 
" " "e 

riicken und bezeichnet die Tangenten in den Punkten a, c, e an die K urve 
gezogen mit A, C, E, setzt also 

[xa] = A, [bc] = 0, [de] = E, 
so verwandelt sich das der Kurve zweiter Ordnung eingeschriebene Sechs­

eck ab cd ex in das ebenfalls der Kurve ein­
geschriebene Dreieck ace, in dessen Ecken 
der Kurve zugleich das Dreiseit AOE um­
Bchrieben ist (vgl. Fignr 69), und die Glei­
chung (8) nimmt, wenn man noch in· dem 

- -- mittleren Produkte die Faktoren umstellt, die 
Form an 
(13) [(A· ce)(E. ac)(C· ea)] = 0, 
in der sie den Satz ellthalt: 

Satz 64: D~r Satz von Pascal fiirs 
Fig. 69. 

Dreieck: Bei jedem einer Kurve zweiter 
Ordnung eingeschriebenen Dreieck schneiden sich die drei 
Seiten mit den drei Tangenten, die man in den gegeniiber-
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liegenden Ecken an die Kurve legen kann, in drei Punkten einer 
Geraden. 

Dar8tellung zweier projekUven Punktreihen durch planimetri8che Produkte. 
Um ferner die den Satzen 59 bis 64 dualistisch entsprechenden Satze 
zu entwickeln, gehe man aus von der in der Figur 44 gegebenen Kon­
struktion zweier projektiven Punktreihen und ersetze in dieser Figur 
die Buchstaben 

TlI 811 A, 82, T2 
durch die Buchstaben 

A, b, 0, d, E, 
(vgL Figur 70). Dabei ist 

O=[bd], 
und es liegt (vgl. Seite 66) der Punkt 
b nicht auf der Geraden A und d, 
nicht auf E. AuBerdem bezeichne man 
noch einen einstweilen beliebig an-
genommenen Stab der Ebene mit U. Fig. 10. 

A 

Dann laBt sich ein beliebiger Punkt Xl der Punktreihe mit dem Trager A 
durch das Produkt 
(14) Xl = [UA] 
ausdriicken; der entsprechende Strahl des zu dieser Punktreihe perspek­
tiven Strahlbiischels mit dem Scheitel b durch das Produkt 

[UAb], 
und der zugeordnete Punkt X der zu diesem Strahlbiischel wieder per­
.pektiven Hiilfspunktreihe mit dem Trager H durch das Produkt 

[UAbH]; 
ferner der entsprechende Strahl des zu dieser Hiilfspunktreihe abermals 
perspektiven Strahlbiischels mit dem Scheitel d durch das Produkt 

[UAbHd]; 
endlich der entsprechende Punkt Xj der zu diesem Strahlbiischel perspek­
tiven Punktreihe mit dem Trager E durch das Produkt 

(15) Xj = [UAbHdE]. 
Diese Punktreihe mit dem Trager E ist dann vermoge des Strahlbiischels b, 
der Hiilfspunktreihe H und des Strahlbiischels d projektiv auf die Punktreihe 
mit dem Trager A bezogen, wobei iibrigens nach Seite 66 der 'l'rager H der 
Hiilfspunktreihe weder durch den Punkt b noch durch den Punktdhindurchgeht. 

Ubergang zu dem Erzeugni8 zweier projektiven Pltnktreihen. Soll jetzt 
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der urspriinglich beliebig angenommene Stab U, welcher den Punkt Xl 

aus der Geraden A ausBchneidet, zugleich durch den zugeordneten Punkt Xli 

der Punktreihe mit dem Trager E hindurchgehen, so muS er der Gleichung 

[xllU] = 0 
Genuge Ieisten, die man wegen (15) auch in der Form schreiben kann: 

(16) [UA.bHdEU] = O. 
Diese Gleichung ist aber in bezug auf U eine Zahlgleichung zweiten 

Grades, und da sie uberdies, wie man sich Ieicht uberzeugt, auch nicht 
durch jeden Stab U der Ebene el'fiillt wird, so zeigt sie von neuem, daB 
das Erzeugnis zweier projektiven Pnnktreihen eine Kune zweiter Klasse 
jst (vgl. Seite 75). 

Ubrigens kann man die Gleichung (16) mit Rucksicht auf ihre geo­
metrische Bedeutung auch in der Form schreiben: 

(17) [UEdHbAU] = 0, 
welche aus (16) dadurch hervorgeht, daB man die Reihenfolge aUer Fak­

Xl 
L:-,...--U--x--\1 

Fig. 71. 

toren der linken Seite umkehrt. 
Man kann dann Ieicht auBer der Geraden U noch 

ffinf weitere Geraden angeben, welche der durch 
die Gleichung (16) oder (17) dargestellten Kurve 
zweiter Klasse als Tangenten angehoren (vgl. Fi­
gur 71). 

Erstens namlich gehOrt ihr der Trager A del' 
ersten Punktreihe an. Denn es wird fur D = A be­
reits das Produkt [UA] = OJ 

folglich verschwindet ffir U = A auch die linke 
Seite von (16). 

Zwei tens aber enthiilt sie auch den Trager E der 
zweiten Punktreihe. Denn fur U =E wird das Produkt 

[UE] = 0, 
es verschwindet also fur U = E die linke Seite von (17). 

Drittens gehOrt ihr aber auch die Gerade 

U = C= [bd] 

an. Zunachst uberzeugt man sich leicht, daB die Gerade 
[CA.bHd] 

mit der Geraden 0 zusammenfimt. Da namlich die Gerade C, nicht abel' 
die Gerade A durch den Punkt b hindurchgeht, so wird nach der Reduk­
tionsregel (Satz fi8) das Produkt 

[CAb]=C, 
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also das Produkt 
[CAbHd] = [CHd]. 

Da aber auch andererseits die Gerade C, nicht aber die Gerade H, durch 
den Punkt d hindurchgeht, so wird wieder nach der Reduktionsregel 

[CHd]' C, 
also auch 

[CAbHd] = C. 

Die linke Seite von (16) nimmt also fiir U = U (abgesehen von einem von 
Null verschiedenen Zahlfaktor) die Form [CEC] an und verschwindet so­
mit nach den Formeln (34) des dritten Abschnitts. Folglich gehOrt wirk­
Iich auch die Gerade C zu den Tangenten der Kurve zweiter Klasse (16). 

Viertens gilt dasselbe von der Geraden 

[AHd] = B; 
denn die Gerade 

[BAbHd] 

fallt, wie geometrisch sofort einleuchtet, mit der Geraden B zusammen, 
so daB fiir U = B die linke Seite von (16) (von einem von Null ver­
schiedenen Zahlfaktor abgesehen) die Form [BEB] erhalt und also eben­
falls verschwindet. Endlich beriihrt aber 

fiillftells auch die Gerade 

[EHb] = D 

die Kurve zweiter Klasse, was man ebenso Wle bei der Geraden B auf 
Grund der Gleichung (17) beweist. 

Man hat also den Satz: 
Satz 65: Bezieht man· eine Punktreihe mit dem Trager A 

vermittelst des Strahlbiischels vom Scheitel b, der Hiilfspunkt­
reihe vom Trager H und des Shahlbiischels vom Scheitel d 
projektiv auf eine Punktreihe mit dem Trager E, so laBt 
sich die von den projektiven Punktreihen A und E erzeugte 
Kurve zweiter Klasse durch die Gleichung darstellen 

[UAbHdEU] = 0, 
in der D die laufende Tallgente der Kurve bedeutet. Diese 
Kurve zweiter Klasse enthalt als Tangenten auBer den Ge­
raden E, A und C = [bd] auch noch die Geraden 

B = [A.Hd] und D = [EID], 

welche die Schnittpunkte [HA] und [HE] des Tragers H der 
Hiilfspunktreihe mit den Tragern A und E der die Kurve er­
zeugenden projektiven Punktreihen beziehlich von den Schei­
teln d und b der beiden Hiilfsstrahlbiischel aus projizieren. 
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Das Brianchonsche Sechsseit. Aus diesem Satze kann man den dem 
Pascalschen Satze entsprechenden Satz uber Kurven zweiter Klasse her­
leiten, wenn man noch beriicksichtigt, daB, wie spater gelegentlich gezeigt 
werden wird, auch umgekehrt jede Kurve zweiter KIasse als Hullkurve 
der Verbindungslinien entsprechender Punkte zweier projektiven Punkt­
reihen dargestellt werden kann. 

Denkt man sich namlich an Stelle del' flinf Elemente A, b, H, el, E, 
welche unsere Kurve zweiter KIasse bestimmen, die funf Geraden 

A,B,O,D,E 
gegeben, die sie nach Satz 65 zu Tangenten hat, so kann man ihre Glei­
chung ebenso leicht finden. Man hat namlich nul' die oben benutzten 
HulfsgroBen b, d, H durch die fiinf Geraden A, B, C, D, E auszudriicken, 
wodurch sich ergibt (vgl. Figur 71) 

b = [OD] 
d = [BO] 

H = [AB. DE], 
und diese Werte in die Gleichung (16) einzusetzen. Dadurch erhiilt lllan 
an Stelle derselben die Gleichung 

(18) [UA (CD) (AB. DE) (BO)EUJ = 0, 
und dieser kann man, wenn man beriicksichtigt, daB die Produkte 

[UA(OD)(AB.DE)] und [BC] 
zwei Punkte darstellen, wegen (2) auch die Gestalt geben: 

(19) L(VA. OD)(AB. DE)(BC· EU)] = 0, 

in welcher sie eine wichtige Eigenschaft ausdruckt, die einem jeden einer 
Kurve zweiter Klasse umschriebenen Sechsseit zukommt. Betrachtet man 
namlich das "einfache" Sechsseit ABODEU, das man erhalt, wenn man 
von den sachs Geraden A, B, 0, D, E, V jede mit del' folgenden und 

/ 

(J 

Fig. 72. 

die letzte mit der ersten zum Schnitt bringt (vgl. 
Figur 72), so kann man in ihm die Punktpaare 

UA und OD 
AB und DE 
BO und EU 

als die drei Paare Gegenecken bezeichneu. Die drei 
Faktoren auf der linken Seite von (19) stellen also 
die drei Verbindungslinien der drei Paare Gegenecken 
dieses einfachen Sechsecks dar, und die Gleichung 

(19) sagt aus, daB 
Punkt gehen. 

diese drei Verbindungslinien durch einen und denselben 
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Aber auch umgekehrl besteht fiir ein einfaches Sechsseit ABODEU, 
dessen drei Paare Gegenecken drei gerade Linien bestimmen, die durch 
einen und denselben Punkt gehen, die Gleichung (19), woraus wiederum 
folgt, daB die Seiten eines solchen Sechsecks Tangenten einer Kurve 
zweiter KIasse bilden. Man hat also den Satz: 

Satz 66: Der Satz von Brianchon: In jedem einer Kurve 
zweiter Klasse umschriebenen einfachen Sechsseit gehen die 
Verbindungslinien der drei Paare Gegenecken durch einen und 
denselben Punkt, und umgekehrt: So bald bei einem einfachen 
Sechsseit die Verbindungslillien der drei Paare Gegenecken 
durch denselben Punkt hindurchgehen, laBt sich dem Sechsseit 
eine Kurve zweiter Klasse einschreiben. 

Mit Riicksicht auf diesen Satz nennt man ein Sechsseit, welches einer 
Kurve zweiter KIasse umschrieben ist, oder was nach dem Brianchon­
schen Satze auf dasselbe hinanskommt, ein einfaches Sechsseit, dessen drei 
Paare Gegenecken drei Linien bestimmen, die sich in demselben Punkt 
schneiden, ein "Brianchonsches Sechsseit" und jenen Pnnkt den 
"Brianchonschen Pnnkt" dieses Sechsseits. 

DaB wirklich, wie in der Fassung des Brianchonschen Satzes voraus­
gesetzt ist, die Trager A und E der beiden projektiven Punktreihen keine 
ausgezeichneten Tangenten der Kurve zweiter Klasse sind, sondern zwei 
gam beliebige Tangenten derselben bilden, kann man in ganz entsprechen­
der Weise wie bei der dualistischen Entwicklung zeigen. Es gilt daher 
auch der Satz: 

Sa.tz 67: Die Tangenten einer Kurve zweiter Klasse schneiden 
auf je zwei beliebigen Tangenten der Kurve zwei projektive 
Punktreihen aus. 

SpezialisieJrUngen des Brianchonschen Satzes. Man kann aus dem 
Brianchonschen Satze, der durch die Gleichung (19) ausgedriickt wird, 
noch einige besondere Satze dadurch herleiten, daB man das Brianchon­
sche Sechsseit in ein Vierseit oder Dreiseit iibergehen laBt. 

So findet man einen besonderen Satz iiber ein einer Kurve zweiter 
Klasse umschriebenes Vierseit, indem man zwei gegeniiberliegende Winkel 
des Sechsseits sich unbegrenzt der GroBe eines gestreckten Winkels nahern 
Hi-Bt, ohne dem Sechsseit den Charakter eines Brianchonschen Sechsseits 
zu nehmen. Dabei werden die beiden Tangenten der Kurve zweiter Klasse, 
welche die Schenkel eines solchen Winkels bilden, in eine einzige Tangente 
znsammenfallen; der Scheitel des Winkels aber wird in den Beriihrungs­
punkt dieser Tangente iibergehen. 

LaBt man zum Beispiel in dem Brianchonschen Sechsseit ABODB U 
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(vgl. Figur 72) die Seite B mit der Seite A und die Seite D mit der 
Seite E zusammenfallen, so verwandeln sich die Schnittpunkte 

a A [AB] = a und [DE] = e 

e E 
Fig. 73. 

der zusammengeruckten Tangenten in die Beruhrungs­
punkte der Tangenten A und E (vgl. Figur 73), 

U und die Gleichung (19) nimmt die Form an: 

(20) [(UA. OE)(ae) (AO. EU)] = 0, 
lD der sie den Satz enthalt: 

Satz 68: Der Satz von Brianchon furs 
einfache Vierseit: In jedem einer Kurve zweiter Klasse um­
schrie benen einfachen Vierseit geht die Verbindungslinie der 
Beruhrungspunkte zweier Gegenseiten durch den Diagonalen­
schnittpunkt des Vierseits hindurch. Will man aus diesem Satze 

-- --.. .. --
c 

Fig. 74. 

den entsprechenden Satz fUrs 
vollstiindige Vierseit herleiten, 
so braucht man nur den Satz 
68 sechsmal zu benutzen, nam­
lich auf alle drei in dem voll­
standigen Vierseit enthaltenen 
einfachen Vierseite anzuwen­
den, und zwar jedesmal auf die 
Beriihrungspunkte in den bei­
den Paaren Gegenseiten dieser 
drei einfachen Vierseite. Man 

erhalt auf diese Weise den Satz 
(vgl. Figur 74): 

Satz 69: Del' Satz von 
Brianchon furs vollstan-

dige Vierseit: Wird einer Kurve zweiter Klasse ein vollstandiges 
Vierseit umschrieben und zugleich in den Beruhrungspunkten s'ei­
ner vier Seiten ein vollstandigesViereck eingeschrieben, so gehen 
durch jede N ebenecke des vollstandigen VierseitB zwei Gegen­
seiten des vollstandigen Vierecks. Oder anders ausgedruckt: Die 
N e benecken eines einer Kurve zweiter Klasse umschriebenen 
vollstandigen Vierseits sind zugleich die Nebenecken des ihr 
i,n den Beruhrungspunkten eingeschriebenen vollstandigen Vier­
ecks. 

In entsprechender Weise leitet man aus dem Brianchonschen Satze 
einen Satz uber ein einer Kurve zweiter Klasse umschriebenes Dreiseit 
ab, wenn man von den sechs Winkeln des Brianchonschen Sechsseib 
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einen um den anderen sich unbegrenzt der GroBe eines gestreckten Winkels 
nahern laBt. Dabei werden wieder die beiden Tangenten der Kurve zweiter 
Klasse, weiche die Schenkel eines sol chen Winkels bilden, in eine einzige 
Tangente zusammenfallen, der Scheitel des Winkels aber wird in den Be­
riihrungspunkt dieser l'angente iibergehen. 

LaBt man zurn Beispiel in dem Brianchonschen Sechsseit ABODEU 

(vgl. Figur 72) die Seite U mit der Seite A , 

" 
" 

" 
" 

B " 
D " 

" 
" 

" 
" 

0, 
E 

zusammenfallen, so verwandeln sich die Schnittpunkte 

[UA] = a, [BO] = c, [DE] = e 

der zusammengeriickten Tangenten in die Beriihrungspunkte der Tangenten 

A, 0, E 

und das der Kurve zweiter KIasse umschriebene einfache Sechsseit ABODE U 
in das ebenfalls der Kurve umschriebene Drei- A:Ja 
seit AOE mit den Beriihrungspunkten a, c, e 
seiner drei Seiten (vgl. Figur 75). Zugleich A 
aber nimmt die Gleichung (19) die Form an: 

(21) [(a. OE)(e· AO)(c. EA) = 0, E e 

in der sie den Satz enthalt: Fig. 75. 

Satz 70: Der Satz von Brianchon fiirs Dreiseit. Bei jedem 
einer Kurve zweiter Klasse um schriebenen Dreiseit gehen die 
drei Linien, welche 
seine drei Ecken mit 
den Beriihrungspunk­
ten ihrer Gegenseiten 
verbinden, durch einen 
und denselben Punkt 
hindurch. 

Zusammenhang swi­
schen den Kurven sweiter 
Ordnung und sweiter Klasse. 
Man kann noch bemerken, 
daB die in den Satzen 63 
und 69 fiir eine Kurve 
zweiter Ordnung und eine 
Kurve zweiter KIasBe aUB-

--p --
c 

J!'ig. 76. 

.. ~--- - --.. ... --... 
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gesprochenen Eigenschaften vollkommen identisch sind, und es drangt 
sich daher die Frage auf, ob zwischen den beiden Begriffen "Kurve 
zweiter Ordnung" und "Kurve zweiter Klasse" iiberhaupt ein Unterschied 
besteht. 

Um hieriiber Aufschlu13 zu erhaIten, denke man sich einer Kurve 
zweiter Ordnung ein vollstandiges Viereck abed eingeschrieben und zu­
gleich in seinen vier Ecken ein vollstandiges Vierseit ABCD umschrie~en 
(vgl. Figur 76). Bezeichnet man dann die Nebenecken des vollstandigen 
Vierecks mit p, q, r und die N ebenseiten des vollstandigen Vierseits mit 
P, Q, R, so wird 

(22) lp = [be· ad] 
q = [ca· bd] 
r = [abo cd] 

und (23) 
fP = [BO. AD] 

lQ = [CA· BD] 

R= [AB· CD]. 

Nun sind nach Satz 63 die Nebenseiten des der Kurve zweiter Ordnung 
umschriebenen Vierseits zugleich die Nebenseiten des in seinen Be­
riihrungspunkten eingeschriebenen Vierecks, das heiBt, es geIten die drei 
Gleichungen 

(24) jp = [qr] 

Q = [rp] 

R - [pq]. 

Und aus ihnen folgen noch, wenn man sie paarweise miteinander multi­
pliziert und die Formel (21) des dritten Abschnitts anwendet, die dua­
listisch entsprechenden Gleichungen: 

(25) 
fP = [QR] 
lq = [RP] 
r - [PQ], 

deren Richtigkeit iibrigens auch sofort geometrisch einleuchtet. 
Will man jetzt zeigen, daB die Tangenten der betrachteten KUl've 

zweiter Ordnung gleichzeitig del' Gleichung einer Kurve zweiter Klasse 
geniigen, so hat man nur die Tatsache analytisch auszudriicken, daB etwa 
die N ebenecke q des vollstiindigen Vierecks, die nach (22) als Schnitt­
punkt der Gegenseiten ca und bd des der Kurve zweiter Ordnung ein­
geschriebenen Vierecks definiel't ist, zugleich nach (25) del' Schnittpunkt 
der Nebenseiten R und P des in den Punkten a, b, c, d derselben 
Kurve zweiter Ordnung umschriebenen vollstandigen Vierseits ABCD ist. 

Ais Schnittpunkt del' Gegenseiten ea und b d geniigt del' Punkt q 
insbesondere del' Gleichung 

[q·eal=O. 
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Ersetzt man aber in ihr den Punkt q durch das nach (25) kongruente 
Produkt [RP], so nimmt dieselbe die Gestalt an 

[RP.ca]=O 
oder wegen (23) die Form 

[(AB. OD) (BO· AD) (ca)] = 0, 

fur die man unter Umstellung der Faktoren auch schreiben kann: 

(26) [(DC· AB)(ca)(BC. AD)] = o. 
Diese Gleichung (26) aber enthiilt bereits das gewunschte Ergebnis. Denkt 
man sich namlich von den in ihr vorkommenden sechs GroBen A, B, 0, D, c, a 
die drei Tangenten A, B, 0 der Kurve zweiter Ordnung und die Be­
ruhrungspunkte a und c der Tangenten A und 0 fest gegeben, (wodurch 
dann ubrigens nach Satz 64 auch noch der Beriihrungspunkt b der Tan­
gente B mit bestimmt ist), so bleibt in der Gleichung (26) als einzige 
Veriinderliche der Stab D ubrig. Und da diese Gleichung in bezug auf 
D yom zweiten Grade ist, so zeigt dieseIbe, daB die veranderliche. Tan­
gente D eine Kurve zweiter Klasse umhiillt. 

Dabei ist vorausgesetzt, daB die Gieichung (26) nicht uberhaupt 
dUl·ch jeden Stab D der Ebene erfiillt wird. Das letztere tritt ein, wenn 

[AB] = 0, also 

(27) A=B, 
[BO] = 0, 

(28) B=O, 
(29) A=O 

ist. In diesem FaIle namlich muB auch 
[AB] _ [BO] 

und ferner fur beliebiges D 

oder wenn 

also 

oder endlich auch, 

lDC] - [AD], also auch 

[DO. AB] = [BO· AD] 

wenn 

sein. Das heiBt, es sind dann fiir beliebige Werte von D zwei Faktoren 
der linken Seite von (26) bis auf einen Zahlfaktor einander gleich; die 
Gleichung (26) wird also in der Tat fur die drei FaIle (27), (28) und (29) 
identisch erfullt. 

Wenn aber die Tangenten zweier verschiedenen Punkte einer Kurve 
zweiter Ordnung in eine Gerade zusammenfallen, so gehoren dieser Ge­
raden vier Punkte der KUl"ve zweiter Ordnung an, insofern ja eine jede 
Tangente an ihl·er Beriihrungsstelle zwei unendlich benachbarte Punkte 
mit der Kurve gemein hat. N ach Seite 71 aber muB eine gerade LiDie, 
die mehr als zwei Punkte einer Kurve zweiter Ordnung enthalt, ganz auf 
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der Kurve liegen, und nach Seite 72 f. zen-aIlt alsdann die Kurve zweiter 
Ordnung in ein Linienpaar. 

SchlieBen wir aber ~ den Fall einer in ein Linienpaar zerfallenden 
Kurve zweiter Ordnung von der Betrachtung aus, so steIlt die Gleichung 
(26), welcher die Tangenten der Kurve zweiter Ordnung zu geniigen 
haben, sicher eine Kurve zweiter Klasse dar, und man hat den Satz: 

Satz 71: Die Tangenten einer jeden nicht zerfallenden Kurve 
zweiter Ordnung umhiillen eine Kurve zweiter Klasse. 

Ubrigens kann man auch leicht zwei projektive Punktreihen angeben, 
durch die sich die durch die Gleichung (26) dargesteIlte Kurve zweiter 
Klasse erzeugen laBt; denn schreibt man diese Gleichung in der Form 

(30) [DO(AB) (ca) (BO) AD] = 0, 
so zeigt dieselbe, daB jene Kurve zweiter Klasse das Erzeugnis derjenigen 
beiden projektiven Punktreihen mit den Tragern 0 und A ist, die ver­
mittelst ues Hiilfsstrahlbiischds mit dam Scheitel [AB], der Hii~fspunkt­
reihe mit dem Trager [cal und des Hiilfsstrahlbiischels mit dem Scheitel 
[B 0] projektiv aufeinander bezogen sind. 

Genau ebenso wie den Satz 71 beweist man den dualistisch ent­
sprechenden Ss.tz: 

Satz 72: Die Bcriihrungspul1kte der Tangenten einer nicht 
zerfallenden Kurve zweiter Klasse bilden eine Kurve zweiter 
Ordnung. 



Dritter Hauptteil. 

Die Projektivitiiten in der Geraden nnd im StrahlbiischeI. 

Abschnitt 11. 

Die Proj ektivitatsbriiche. 

Einleitung: Rein Geomelrisches iiber die Doppelpunkte einer Projekti­
vitat in einer Geraden. Es seien zwei projektive Punktreihen auf derselben 
Geraden G gegeben durch die beiden Tripel zugeordneter Punkte Ct, Cs, e 
und av as, a. Es soll untersucht werden, ob die durch die Zuordnung 
dieser beiden Punkttripel bestimmte "Projektivitat" Doppelpunkte besitzt, 
dss soll heiBen, ob die erste von den beiden Punktreihen Punkte enthiilt, 
die mit den zugeordneten Punkten der zweiten Punktreihe zusammenfallen. 

Um diese Frage zu entscheiden, projiziere man die beiden Punkt­
tripel Ct, Cs, e und all O2 , a von zwei nicht in der Geraden G liegenden, 
sonst aber beliebigen Punkten s und taus durch die beiden Strahltripel 

[SCt], [sCs], [se] und [tal]' [tall]' [ta]. 
Dann erzeugen die beiden durch die Zuordnung dieser Strahltripel be­
stimmten projektiven Strahlbiischel nach Satz 50 eine Kurve zweiter Orduung, 
der die fiinf Punkte 

s, t, C1 = [sel · tal]' Cll = [sell· tall], C = [se. ta] 
angehOren(vgl. Fig. 77). s 

Nun wird aber, wie 
oben gezeigt ist, (vgl. 
Seite 71), eine K urve 
zweiter Ordnung von 
einer jeden Geraden, die 
nicht alle ihre Punkte 
mit der Kurve gemein '\ 
hat, in zwei getrennten 
reellen, zwei zusammen­
fallenden reellen oder in 
zwei konjugiert komple­

Fig. 17. 

xen Punkten geschnitten. Sieht man daher zunachst von dem genannten 
AusnahmefalIe ab, wo samtliche Punkte der Geraden G der Kurve zweiter 
Ordnung angehOren, und bezeichnet die beiden Punkte, welche die Kurve 
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aus der Geraden G ausschneidet, mit dl und ds, so ist jeder von diesen 
beiden Punkten del' Schnittpunkt zweier entsprechenden Strahlen del' beiden 
die Kurve erzeugenden Strahlbuschel. Die beiden Punkte dl und dB sind 
daher in den beiden zu diesen Buschell1 perspektiven Punktreihen der Ge­
raden G sich selbst zugeordnet, das heiJ.~t, sie sind die gesuchten Doppel­
punkte der gegebenen Projektivitiit auf del' Geraden G, und au8er diesen 
beiden Doppelpunkten entspricht kein Punkt del' beiden Punktreihen sich 
selbst. 

In dem erwiihnten Ausnahmefalle abel', wo die Gerade G aile ihre 
Punkte mit der Kurve zweiter Ordnung gemein hat, wo also siimtliche 
Punkte der Geraden G Schnittpunkte entsprechender Strahlen del' beiden 
betrachteten projektiven Strahlbiischel sind, liegen diese beiden Strahl­
buschel perspektiv und die Gerade Gist ihre Perspektivitiitsachse. Die 
von ihnen erzeugte Kurve zweiter Ordnung zerfiillt daher nach Satz 51 in 
das Linienpaar, das durch die Geraden G und [stl gebildet wird. In den 
beiden projekti ven Punktreihen del' Geraden G entspricht alsdann jeder 
Punkt sich selbst, das heiSt, wir haben den Fall del' Deckung, wo die 
beiden projektiven Punktreihen diesel' Geraden punktweise zusammen­
fallen. Insbesondere mussen dann also auch die drei Punkte ep e2 , e 
beziehlich auf die drei Punkte al' as, a fallen. Man hat somit das Ergebnis: 

Satz 73: Haben zwei projektive Punktreihen derselben Ge­
l' aden nich t aIle ihre Punkte entsprechend gemein, so besi tzen 
sie zwei getrennt liegende ree11e, zwei zusammenfallende ree11e 
oder zwei konjugiert komplexe Doppelpunkte. 

Ebenso findet man den dualistisch entsprechenden Satz: 
Satz 74: Haben zwei projektive Strahlbuschel mit demselben 

Scheitel nicht aIle ihre Strahlen entsprechend gemein, so be­
eitzen sie zwei getrennt liegende ree11e, zwei zusammenfallende 
reelle oder zwei konjugiert komplexe Doppelstrahlen. 

Die Grundpunkte und der Einheitspunkt eincr Punktreihe. Das soeben 
entwickelte Verfahren gibt bereits ~uber die Moglichkeit und die Anzahl 
von Doppelelementen bei zwei projektiven Grundgebilden auf dem nam­
lichen Trager geniigenden Aufschlu6. Urn indes einen genaueren Einblick 
in die bei zwei solchen projektiven Grundgebilden vorkommenden Be­
ziehungen zu gewinnen und insbesondere auch eine deutliche Vorstellung 
von del' geometrischen Bedeutung des Auftretens konjugiert komplexer 
Doppelelemente zu erhalten, behandeln wir denselben Gegenstand auch 
noch analytisch. Dabei erscheint eine Bevorzugung projektiver Punkt­
reihen derselben Geraden um so mehr erlaubt, als sich die entsprechenden 
Eigenschaften zweier projektiven Strahlbiischel mit demselben Scheitel ohne 
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weiteres durch Projektion aus den Beziehungen projektiver Punktreihen 
derselben Geraden ableiten lassen. 

Zur analytischen Darstellung der Punkte in der Geraden benutze man 
als "Grundpunkte" zwei nicht zusammenfallende vielfache Punkte 

e1 = mdv t; = m2t~, 

deren Massen m1 und ms in der Weise bestimmt sein mogen, daB ein der 
Lage nach beliebig gewahlter dritter Punkt e der betrachteten Geraden, 
der nur nicht gerade mit einem der beiden Grundpunkte e1 und e2 zu­
sammenfallen dad, sich als Summe der beiden Grundpunkte darstellt, so 
da.6 also 
'1) ( . 

wird. Durch diese Forderung sind die Massen m1 und m2 der beiden 
Grundpunkte bis auf einen willkiirlich bleibenden Proportionalitatsfaktor 
bestimmt. Und hat man iiber diesen verfiigt, so ist damit auch die Masse 
des Hiilfspunktes e festgelegt. 

Fassen wir die Grundpunkte e1 und e2 und den Hiilfspunkt e speziell 
als Punkte der ersten von den beiden Punktreihen auf, die projektiv auf­
einander bezogen werden sollen, so laSt sich jeder weitere Punkt x dieser 
Punktreihe als Vielfachensumme der beiden Grundpunkte, das heiSt durch 
eme Summe von der Form 

(2) 

ausdriicken, in der ~1 und ~I zwei Zahlgro.6en sind. 

Diese Zahlgro6ell besitzen der Formel (1) zufolge fiir den oben be­
nutzten Hiilfspunkt e die W erte ~1 = ~2 = 1. Aus diesem Grunde moge 
der Punkt e del' "Einheitspunkt der ersten Punktreihe" genannt 
werden. 

Jetzt laBt man den Punkten e1 und e2 der ersten Punktreihe in der 
zweiten Punktreihe der betrachteten Geraden zwei beliebige reelle Punkte 
a1 und a2 entsprechen. Liegen dabei diese Punkte a1 und a2 vonein­
ander getrennt, so wird es wiederum moglich, iiber ihre Masse in der 
Weise zu verfiigen, daB ein beliebiger dritter Punkt a ihrer Geraden, der 
nur nicht mit einem von den Punkten a1 und a2 zusammenfallen darf, 
der "Einheitspunkt der zweiten Punktreihe" wird, das hei.6t in 
bezug auf die Punkte a l nnd a2 wieder die Ableitzahlen ~1 = ~2 = 1 besitzt, 
so daB also die Gleichung besteht 

(3) a = a1 + a2 • 

Die so definierten Pnnkte a1 nnd a2 der zweiten Punktreihe lassen 
sich mittelst vier reeller Zahlen a,A: (i, k = 1, 2) als Vielfachensummen der 

thaJlmann, Projektive Geometrie d, Ebene. I. 8 
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Grnndpunkte el und es der ersten Punktreihe darstellenj es moge etwa sein: 

W {~=~~+~~ 
as = a2l~ + asses' 

Ordnet man schlieSlich nicht nur den beiden Grundpunkten el und es 
der ersten Punktreihe die beiden Grundpunkte al und as der zweiten 
Punktreihe zu, sondern auBerdem noch dem Einheitspunkt e der ersten 
Punktreihe d~n Einheitspunkt a der zweiten, so ist dadurch, wie wir 
wissen, eine gewisse projektive Beziehung zwischen den beiden Punkt­
reihen festgelegt. 

Der Abbildungsfaktor einer Projektivitiit. Will man jetzt einen 
"Ab bildungsfaktor" .p bestimmen, der einen beliebigen Punkt der 
ersten Punktreihe bei der Multiplikation in den projektiv zugeordneten 
Punkt der zweiten Punktreihe uberfuhrt, wobei die projektive Beziehung 
der beiden Punktreihen in der soeben beschriebenen Weise gegeben ist, 
so mussen fur diesen Faktor .p 

erstens die 3 Gleichungen bestehen: 

(5) ed1 = al1 es.p = as und 
(6) e.p = a, 

von denen sich die letzte Gleichung mit Rucksicht auf (1) und (3) m 
der Form schreiben laSt: 

(7) 

oder wegen (5) auch in der Form: 

(8) (el + es).p = e1 .p + ~.p. 
Ein Faktor .p, der diesen Gleichungen gentigt, bewirkt bereits eine 

Abbildung der Punkte el1 t1J, e der ersten Punktreihe auf die Punkte 
~,as, a der zweiten Punktreihe. Da aber zugleich die ganze erste Punkt­
reihe projektiv auf die zweite Punktreihe abgebildet werden solI, so 
hat man 

zweitens dafiir Sorge zu tragen, daB jedem Punkt el + fell der ersten 
Punktreihe der mit demselben Parameter f behaftete Punkt al + fa, der 
zweiten Punktreihe zugewiesen wird (vgl. Seite 60). Dies erzielt man sehr 
einfach dadurch, daB man die Gleichung (7) verallgemeinert, indem man 
fordert, es solle allgemein 

(9) x.p = (~l el + ~l!t1J).p = ~l al + ~2a2 
sein, das heiSt, es solle jeder Punkt x, del' durch die Zahlgro.6en ~l und ~B 
aus den Grnndpunkten el und es der ersten Punktreihe abgeleitet ist, 
durch die Multiplikation mit dem Abbildungsfaktor .p in denjenigen Puukt 
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XlJ verwandelt werden, der aus den Grundpunkten a1 und as der zweiten 
Punktreihe durch dieselbcn Ableitzahlen entwickelt wird. 

Ubrigens enthiilt die Gleichung (9) nicht nur die Gleichung (7), 
durch deren Verallgemeinerung sie entstanden ist, sondern auch die 
Gleichungen (5) als Spezialfall in sich und faBt also die bisher dem Faktor 
lJ beigelegten analytischen Eigenschaften vollstandig zusammen. 

An dieser Begriffsbestimmung des Abbildungsfaktors lJ, die durch 
die Gleichung (9) ausgedriickt wird und zunachst an den Fall angelehnt 
war, wo die drei Punkte al1 as und a raumlich voneinander verschieden 
sind, wollen wir auch in dem Falle festhalten, wo die beiden Plmkte at 
und at in einen Punkt zusamlI!enfallen. Dann stellt der Abbildungsfaktor 
lJ eine "entartende Projektivitiit" dar. Denn es fallen in jenen Punkt 
nicht nur die heiden Punkte a1 und as, sondern ebenso auch oer Ein­
heitspunkt 

der zweiten Punktreihe und iiberhaupt jeder Punkt 

xlJ = ~1 at + ~2a2' 
welcher einem beliebigen Punkt 

x = ~1 81 + ~2 e, 
der ersten Punktreihe zugeordnet wird. 

Aus der Gleichung (9) foIgt insbesondere noch, daB zwei zusammen­
fallenden Punkten der ersten Punktreihe auch stets zwei zusammen­
fallende Punkte der zweiten Punktreihe entsprechen. 

Denn sind x und '!I zwei zusammenfallende Punkte der ersten Punkt­
reihe, und ist wie oben 

(2) 

so wird der Punkt '!I, da er mit x zusammenfallen solI, sich von x nur 
urn einen Zahlfaktor 9 unterscheiden konnen, das heiBt, es wird 

(*) '!I = gx = g~l e1 + g~1I 8t · 

Mit Riicksicht auf die Grundeigenschaft (9) des Abbildungsfaktors lJ 
wird femer XlJ = ~la1 + ~tall und wegen (*) 

'!Ill = (gx)lJ = g~1 ~ + g~s a2 = g(~1a1 + ~2as) = g(XlJ), 

das heiBt, man erhiilt allgemein die Gleichung 

(10) (gx)lJ = g(xlI), 
die man unter Vermeidung der Klammeru auch in der Form schreiben 
kann: 
(11) gx·~=g·x~. 

Diese Gleichung sagt in der Tat aus: 
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Die "Bilder" 
gx . .p und x.p 

der zusammenfallenden Punkte 
gx, und x 

In der Abbildung .p sind nichts anderes als die Punkte 

g·x.p und x.p, 

das heiBt, sie sind wieder zwel zusammenfallende Punkte und iiberdie!l 
um denselben Zahlfaktor 9 voneinander~ unterschieden wie die Original­
punkte 

gx und x. 

Darstellung des Abbildungsfaktors einer Projektivitiit durch einen exten­
Biven Bruch, den Projektivitiitsbruch. Der durch die beiden oben (Seite 114f.) 
gestellten Forderungen sachlich definierle Abbildungsfaktor .p laBt sich nun 
aber formell durch einen Bruch mit den beiden Nennern e1 und e2 

und den beiden entsprechenden Zahlern a1 und a2 darstellen, das 
heiSt, in der Form 

(12) 

ausdriicken. Durch eine Bolche Bruchdarstellung kann man namlich andeuten, 
daB aUB jeder von den beiden in den N enner gestellten GroBen et bei der Multi­
plikation mit .p der entsprechende Zahler a't hervorgeht, daB also die beiden 
Gleichungen bestehen: 

(13) et.p = an t = 1, 2. 

Diese beiden Gleichungen bildeten die erste von den beiden Forde­
rungen, die wir oben an den Abbildungsfaktor .p gestellt haben. Um aber 
auch der allgemeinen Forderung gerecht zu werden, welche durch die 
Gleichung (9) ausgedriickt wird, fiigen wir die definitorische Bestimmung 
hinzu, der "extensive Bruch" oder "Abbildungsbruch" .p solle sich 

erstens einer Vielfachensumme seiner N enner e1 und e2 gegeniiber 
distributiv verhalten, so daS also 

(14) x.p = (~1 e1 + ~2e2).p = ~l C1 • .p + ~2e2 . .p 
wird, und 

sweitens solle er assoziativ sein gegeniiber einem Produkte aus einer 
ZahlgroSe 9 und einem der beiden Nenner e" das heiSt, es Bolle 

(15) get' .p = 9 . et.p 

sein. Damit iet die oben entwickelte Formel (11) wenigstens fiir den Fall 
postuliert, wo der in ihr auftretende Faktor x einer der beiden Grllnd-
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punkte et ist, und man kann jetzt ihre Allgemeingiiltigkeit leicht beweisen. 
In der Tat wird 

gx·., = g(~lel + ~2e2)' ~ 
= (g!l e1 + g!2 e2)., 

und das wird nach (14) 

= g!l t; . ., + g!2 e2 • ., 

und dies nach (15) 
= g!l . e1 ., + g!2' e2 ., 

= g(!! . e1 ., +!2' e2 .,) 

und dies wieder nach (15) 

oder nach (14) 
= 9 (!l e1 • ., + ~2 e2 . .,) 

= g. (!!e1 + !2 e2)" 
= 9 . x.,. 

Es wird also wirklich wie oben ill (11) 

(11) gx·., = 9 . x.,. 
Bei Anwendung der Formel (15) del' Assoziativitlit kann man jetzt 

librigens die Formel (14) del' Distributivitat vereinfachen, denn dieselbe 
verwandelt sich in 

(16) 

oder wegen (13) in 
(17) x., = (!le1 + !2 e2)" =!la1 + !2a2; 
sie geht also gerade in die Formel (9) libel', welche nach Seite 114 er­
fiillt sein muB, wenn die durch den Bruch., vermittelte Abbildung eine 
Projektivitat sein soIl. 

Aus der Formel (16) folgert man noch leicht die Distributivitat des 
Abbildungsbruches ., gegenliber einer Summe von beliebig vielen Punkten 
x, y, .. , der durch seine Nenner e1 , e2 bestimmten Geraden, das heiBt 
die Formel 
(18) (x + y + ... )., = x., + 1'" + . ". 

Erhebung des Projektivitatsbruches zum Range einer GrofJe. Bisher 
sind die extensiven Briiche, welche die projektive Abbildung in einer 
Geraden vermitteln, nur als Multiplikatoren in Produkten aufgetreten, 
deren Multiplikand ein Punkt jener Geraden war. Um indes die Ab­
bildungsbriiche zum Range selbstandiger GrofJen zu erheben, haben wir noch 
eine Bestimmung dariiber zu trefi'en, unter welcher Bedingung zwei solche 
Briiche untereinander und mit anderen Gro.6en gleich gesetzt werden 
sollen. Wir bestimmen, es sollen zwei Abbildungsbriiche, welche Punkte 
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einer Geraden in Punkte derselben Geraden verwandeln, dann und nur 
dann einander gleich gesetzt werden, weim sie bei der Multiplikation 
beide eillen jeden Punkt dieser Geraden in denselben Punkt 
uberfuhren, und zwar nicht nur seiner Lage, sondern auch seiner 
Mll.sse nacho Dadurch iet dann der Abbildungsbruch .tJ auch als Gro/Je 
vollstiindig definiert. 

Es ergibt sichferner sofort, daB es fur die Gleichheit zweier Abbildungs­
bruche derselben Geraden hinreirJit, wenn die Bruche zwei nicht zusammen­
fallende Punkte dieser Geraden in dieselben Punkte uberfiihren. 

Sind namlich .tJ und .tJ' zwei derartige Abbildungsbriiche, welche zwei 
Punkte bi und b, ihrer Geraden in dieselben Punkte verwandeln, fur die 
also die Gleichungen bestehen: 

(19) bl.tJ = bl.tJ' und bll.tJ = bs.tJ', 

80 wird sicher auch fur jeden beliebigen Punkt x dieser Geraden 

(20) x.tJ = x.tJ', 

80 daB man nach der obigen Begriffsbestimmung der Gleichheit extensiver 
Bruche auch setzen kann 
(21) .tJ = f· 

In der Tat laSt sich ja jeder beliebige Punkt jener Geraden aus den 
beiden nicht zusammenfallenden Punkten b1 und bs numerisch ableiten; 
es sei etwa D x = albl + a,bs . ann wird 

x.tJ = ~ . bl.tJ + a, . b2 .tJ oder wegen (19) 

= al • bl.tJ' + a, . bll.tJ' 
= (~bl + a2 bll),tJ' 
= x.tJ', 

womit wirklich der Satz be wiesen ist: 
Satz 75: Zwei Projektivitiitsbriiche ("Projektivitiiten") der­

selben Geraden sind einander gleich, sobald sie beide bei der 
Multiplikation zw.ei nicht zusamme.nfallende Punkte dieser Ge­
raden in dieselben Punkte iiberfiihren, und zwar nicht nur ihrer 
Lage, sondern auch ihrer Masse nacho 

Einfuhrung neuer Nenner. Erweiterungsformel. Planimetrische Er­
weiterung. Aus dem Satze 75 o folgt ohne weiteres der andere: 

Satz 76: Jeder extensive Bruch 

der eine Projektivitii.t in der Geraden darstellt, liiBt sich in der 
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Weise umformen, daS seine N enner zwei beliebige nicht zu­
sammenfallende Punkte 

911 e1 + 912l1r und 9111 t1. + 9ul1r 
dieser Geraden werden, und zwar ist 

(22) al • as OUal +Olll al' 911~ +Ouas 
el • e, = 011 et +Oue" 9u~+9I1et' 

das heiSt, die neuen Zahler sind aus den alten Zahlern durch 
dieselben Zahlgro8en abgeleitet wie die neuen Nenner aus den 
alten N ennern. 

In der Tat wird 

( + ) ~,al gn el gilll1r ee 
t. I 

und ebenso 
= gil~ + 9ill at, i.= 1, 2, 

(9i e + 11. l1r) 0t1~ +Oual' gUal + gill a, = 11_ a + g. a i = 1 2 
1 1 Oill 911 ~ + 9u e,. Oil et + Ou e, Oil 1 .1 I, " 

woraus nach 8atz 75 die Gleichheit der beiden Briiche folgt. 
Die Formel (22) ermoglicht es, zwei Projektivitii.tsbriiche derselben 

Geraden, deren entsprechende Nenner voneinander verschieden sind, gleich­
namig zu machen. 

Als speziellen Fall enthalt die Formel (22) noch die "Erweiterungs­
formel": 

(23) at, a, 9Iat.9sa, ---- - = ----~--- , 
e1 • el gl et .9I e, 

in welcher der 8atz liegt: 
Satz 77: Man kann illjedem Projektivitatsbruche unbeschadet 

seines Wertes die entsprechenden Zahler und N enner gleich­
zeitig mit je einer beliebigen ZahlgroSe multiplizieren. 

Insbesondere laSt also die Erweiterung des ganzen Bruches ~ = at, as 
el' e. 

mit einer und derselben Zahlgro8e 9 den Bruch invariant, das heiSt, eB 

besteht die Formel 
~~~a. = 9~. ga. 
~. e, 9~. gel 

Dagegen fiihrt die planimetrische Erweiterung eines ProjektivitatB­
bruches ~ mit einem auSerhalb der transformierten Punktreihe liegenden 
Punkt s den Bruch ~ in einen Bruch 

von anderer Bedeutung iiber. 

• = [8~1- [~al] 
[sed. Ese,] 

Unterwirft man namlich einen Bruch ., dessen Zahler und Nenner 
je zwei 8tabe eines und desselben 8trahlbiischels sind, den entsprechenden 
Rechengesetzen wie 0 ben den Bruch ~ 1 so ruft derselbe offenbar in dem 
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Strahlbiischel mit dem Scheitel s die zu der Projektivitat.. perspektiv 
liegende Projektivitiit hervor. Denn, wie die Gleichungen 

~l[S~] + ~2[Se,] = [s(~lel + ~se,)] 
~l[sal]+ ~s[sas]= [s(~lal + ~saz)] 

zeigen, sind die beiden Strahlbiischel 

~l[sel] + ~ll[Se,] und ~l[sal] + ~2[sa!], 
welche durch den Bruch, aufeinander bezogen werden, die Scheine der 
heiden projektiven Punktreihen 

~1~+~Se, und ~lal+~2aS' 

die durch den Bruch .tJ einander zugeordnet sind. Die durch den Bruch , 
dargestellte projektive Abbildung des Strahlbiischels mit dem Scheitel 8 

kann also als der Schein der Projektivitiit .tJ der Geraden e1 e, yom Punkt 8 

aus aufgefa.6t werden, und man hat somit den Satz: 
Satz 78: Aus jeder Projektivitiit in der Geraden geht dUl'ch 

planimetrische Erweiterung ihres Abbildungsbruches 

.tJ = a l I Ilt 
ell e, 

mit einem au.6erhalb jener Geraden liegenden Punkt 8 die zu .tJ 
perspektive Projektivitat im Strahlbiischel mit dem Scheitel 8 

hervor. 
1st andererseits 

,_.AlI~ 
- E I • E, 

der extensive Bruch fiir die projektive Beziehung zweier konzentrischen 
Strahlbfischel, sind also EI und Es, Al und A, vier Stiibe, deren Geraden 
von einem und demselben Punkt 8 ausgehen, und ist G ein Stab einer 
beliebigen Geraden, welche nicht durch den gemeinsamen Scheitel 8 der 
beiden projektiven Strahlbiischel hindurchgeht, so fiihrt die planimetrisc1te 
Erweiterung mit dem Stabe G den Bruch , in den Bruch 

.tJ = [G~]. [GA,] 
[G E I ]. [G E,] 

fiber, welcher die zu der Projektivitiit , des Strahlbiischels 8 perspektiv 
liegende Projektivitat .tJ in der Geraden G darstellt, und man hat also 
den Satz: 

Satz 79: Aus einer jeden Projektivitiit im Strahlbiischel geht 
durch planimetrische Erweiterung ihres Abbildungsbruches ,= AI'_~ 

Ell E. 
Illit einem nicht dem Buschel angehorenden Stabe G die zu , 
perspektive Projektivitiit in der Geraden des Stabes G hervor. 
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&griff einer Vielfachensumme von Projektivitiiten. Nachdem wir oben 
einen extensiven Bruch, der die projektive Abbildung in einer Geraden 
vermittelt, als GrofJe charakterisiert haben, konnen wir die Summe sweier 
Projektivitaten • und q derselben Geraden wieder rein formell durch die 
Forderung definieren, daB fiir die Multiplikation eines jeden Punktes 
dieser Geraden mit einer solchen Summe das distributive Gesetz giiltig 
sein solle, daB also fiir jeden beliebigen Punkt x dieser Geraden die 
Gleichung bestehe: 

(24) xC. + q) = x. + xlf. 

Hieraus folgt dann ohne weiteres, daB ffir die Summe zweier Pro­
jektivitaten • und q derselben Geraden das Vertauschungsgesetz: 

(25) 

und ffir die Summe dreier solcher Projektivitaten ." If, f das assoziative 
Gesetz: 

(26) ., + (q + r) = ., + If + f 
geIten muB. 

Ferner ergibt sich aus der Gleichung (24), indem man If =., setzt, 

x·2.,=2·x., 

und bei wiederholter Anwendung der Formel (24) zuniichst fur jedes 
positive ganze g und dann vermoge der bekannten SchluBweise auch fiir 
negatives und gebrochenes g die Formel 

(27) x·g.,=g·x." 
wii.hrend fUr irrationale Werte von 9 die Formel (27) als Definitionsformel 
des Produktes g., dienen kann. 

SchlieBlich kann man die Formeln (24) und (27) in del' allgemeineren 
1<'ormel zusammenfassen: 

(28) x(a., + &q + ... ) = a . x., + & . xlf + .. " 
in der 0, b,·· . beliebige ZahlgroBen sind. 

Aus den Formeln (24) und (27) ergeben sich ferner fiir die Addition 
gleichnamiger Projektivitatsbriiche und fiir die Multiplikation eines solchen 
Bruches mit einer Zahl die Formeln 

(29) 

(30) 

Denn es wird nach (24) 

e, (~' at + btl bt) = et a l , at + et b1 , b. = at + h" t = 1, 2; 
el! e. eu e. ell e. ell el 
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andererseits wird nach (27) 

Die Formeln (29) und (30) kann man dann wieder in einer Formel 
zusammenfassen und zugleich auf mehr als zwei Summanden ausdehnen, 
wodurch man die Formel erhii.lt: 

(31) 

und da man nach Satz 76 Projektivitatsbriiche derselben Geraden stets 
gleichnamig machen kann, so zeigt diese Formel, daB jede VielfacheJl­
summe von Projektivitatsbriichen derselben Geraden wieder eine Pro­
jektivitat dieser Geraden darstellt. 

Die ZahlgrofJe als Projektivitiitsbruch: Die Deckung und die Identitiit. 
Es moge schlieBlich noch bemerkt werden, daB auch die ZahlgroBen als 
spezielle Faile der von uns betrachteten Abbildungsbriiche erscheinen. So 

hat zum Beispiel der Bruch e1 , e:l mit der ZahlgroBe 1 die Eigenschaft 
e1 " el 

gemein, jeden Punkt x der Geraden e1 e2 bei der Multiplikation unverandert 
zu lassen, und man kann jenen Bruch 

(32) 

setzen. Dadurch erofi'net sich zugleich die Moglichkeit, einen Abbildungs­
bruch von der Form (12) mit einer beliebigen ZahlgroBe durch Addition 
oder Subtraktion zu verkniipfen. 

Geometrisch entspricht der Bruch (32) und der etwas allgemeinere 
Bruch 

(33) 

unter f eine ZahlgroBe verstanden, dem Faile der "Deckung zweier 
Punktreihen", denn durch Multiplikation mit dem Bruche (33) wird 
jeder Punkt der Punktreihe hochstens seiner Masse nach, nicht aber seiner 
Lage nach geandert. 

Der Bruch (32) dagegen andert die Punkte der Punktreihe auch nicht 
einmal ihrer Masse nach und kann daher als "Identitatsbruch" be­
zeichnet werden. 
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Abschnitt 12. 

Das Foigeprodukt von Projektivitiiten derselben Geraden.1) 

Die Resultante zweier Projektivitiiten a7,s Folgeprodtukt derselben. Zu 
einer eigentiimlichen Multiplikation extensiver Briiche gelangt man, wenn 
man die "Folgen von Projektiviiiiten" in Betracht zieht. 

Wird eine Punktreihe x durch die Projektivitat 11 in eine zweite Punkt­
reihe '!I ihres eigenen Triigers iibergefiihrt und diese durch die Projek­
tivititt q in eine dritte Punktreihe z desselben Triigers, so sind die beiden 
Punktreihen x und £ zu der Punktreihe '!I projektiv und also nach Satz 40 
auch untereinander projektiv. Die Abbildung 1', welche direkt die Punkt­
reiha x in die Punktreihe z iiberfiihrt, ist also ebenfalls eine Projektivitat 
und moge die "Folge" oder "Resultante" der Projektivitaten 11 und q 
genannt werden. Die Abbildungen 11 und q dagegen, aus denen sie re­
sultierl, mogen die "Komponenten" der Abbildung l' heiBen. 

Ma.n iiberzeugt sich dann leicht, daB diese Resultante l' zweier pro­
jektiven Abbildungen 11 und q als eine Art Produkt dieser Abbildungen 
aufgefaBt werden kann. Nach dem Obigen sollte namlich 

(1) x., = '!I und 

~) '!Iq=z 
und andererseits 

(3) Xl' = £ 

sein. Setzt man aber den Wert von '!I aus der Gleichung (1) In die 
Gleichung (2) ein, so nimmt diese die Form an: 

(4) x.,q = £, 

durch deren Vergleichung mit der Gleichung (3) die fiir jeden beliebigen 
Punkt der Punktreihe x geltende Gleichung resultierl: 
(5) x.,q' = Xl'. 

Diese Gleichung aber fiihrt direkt zu der gewiinschten Produktdarstellung 
der Resultante 1'. 

Definierl man namlich ein "Folgeprodukt" .,q zweier Projektivi­
taten 11 und q derselben Geraden durch die beiden Forderungen, es solle 

erstens ein solches Produkt wieder eine Projektivitat dieser Geraden 
darstellen und sich 

1) Vgl. zu diesem .A.bschnitt sowie zu den drei letzten .A.bschnitten des vor­
liegenden Bandes: Th. Reye, Die Geometrie der Lage, zweite .A.bteilung, dritte .A.uflage, 
1892, wo der Verf"asser im zehnten und zwlHften Vorlrage eine zusammenhangende 
Darstellung der Verwandtschaftsrechnung gibt. 
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sweitens bei der Multiplikation eines Punktes dieser Geraden 38S0-

ziativ verhalten, also der Gleichung geniigen 

(6) x(l1q) = xl1q, 

so laBt sich die Gleichung (5) auch in der Form schreiben: 

(7) x(l1q) = Xf 

und zieht, da sie fiir jeden Punkt x der zugehOrigen Punktreihe gilt, 
nach Seite 117 f. die Gleichung nach sich 

(8) ~q = f. 

Die Bruchdarstellung des Folgeproduktes sweier Projektivitiiten. Gruppe 
von Abbildungen. Um zu der Bruchdarstellung des so definierten Folge­
produktes zu gelangen, stelle man das in der Gleichung (5) auftretende 
Produkt xli q als Produkt des Punktes x und eines extensiven Bruches 
dar. Dann ist dieser extensive Bruch der Wert des Folgeproduktes 11 q. 
Setzt man wie gewohnlich 

(9) 

(10) 

~ = a!_,- (.t~ uud 
el , e. 

X = ~1 e1 + ~2e2' so wird 

xl1q = (~lel + ~2e2)~q = (~lal + ~,a2)q 
oder bei Anwendung der Formeln (18) und (11) des vorigen Abschnitts 

xl1q = ~1 a1 q + ~1I a2 q 

= (~1 t; + ~211t) al ", at" 
el1 e. 

= x al '" at". 
en e. 

Bezeichnet man also noch das Folgeprodukt von 11 und q wie oben mit f, 

so erhii.lt man die Gleichung 

(11) f = 11 q = _al_, _a_I • q = --,al,-,"-,-' -!al,,-". 

el> e. el • e.' 

und man hat somit den Satz: 
Satz 80: Die Bruchdarstellung des Folgeproduktes zweier 

Projektivitaten 11 und q derselben Geraden wird gebildet, indem 
man in dem Bruche der ersten Projektivitat 11 die Zahler mit 
der zweiten Projektivitat q multipliziert. 

Aus diesem Satze laBt sich noch eine wichtige Folgerung ziehen, 
wenn man dem zweiten Bruche eine solche Form verleiht, daB seine 
Nenner mit den entsprechenden Ziihlern des ersten Bruches iibereinstimmen, 
so daB also 
(12) und 
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(13) 
ist; dann wird 

allJ = bl und a21J = b2 , 

und die Formel (11) nimmt daher die Gestalt an: 

(14) 

in der sie den Satz enthalt: 
Satz 81: Stimmen die Zahler eines Projektivitatsbruches mit 

den entsprechenden Nennern eines zweiten Projektivitatsbruches 
iiberein, so ist das Folgeprodukt beider Briiche derjenige Pro­
jektivitatsbruch, dessen N enner die N enner des ersten Faktors 
und dessen Zahler die Zahler des zweiten Faktors sind. 

Besitzt andererseits der zweite Bruch IJ dieselben Nenner wie der erste 
Bruch fl, ist also 

(15) und 

(16) 

und driicken sich die Zahler von fl und IJ durch die gemeinsamen N enner 
vermoge der Formeln aus: 

(17) 

(18) 

(al = all e1 + al2 e2 

1 a2 = a21 e1 + a22 e2 

{ bl = On el + 012 e2 

h2 = 021 e1 + b22 e2 , 

80 kann man auch die Zahler des "Folgebruches(i f leicht als Vielfachen­
summa der Nennerpunkte ei darstellen. In der Tat folgt aus den Formeln 
(17) und (16), da13 die Zahler allJ und a2 1J des Folgeproduktes f (vgl. 
die Formel (11» die Werte besitzen: 

a1 1J = all hI + a12 b2 

a2 1J = a21 hi + a22 h,; 

und fiihrt man in diese Ausdriicke anstatt bl und b, ihre Werle aus (18) 
ein, so erhalt man 

allJ = (anon + a12 b21)el + (aUol2 + a12 0n )e2 

a2 1J = (a'1 on + a22 021 ) el + (a21 012 + ~2 b,,) e2 • 

Die Gleichung (11) verwandelt sich also in: 

(19) f = fllJ = (all!~1±~1~~2,)e, + (allb12 + au b:n)e .. (a21 011_+ a .. ( 21) e, + (au bu+aubu)e~ • 
~, ~ 

Setzt man schlie13lich noch 

(20) 



126 

(21) 

so daB also 

(22)1 
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{ 
Cl = Cll eJ + Cl2 eg 

C2 = C21 e1 + cU e2 , 

wird, so zeigt die Vergleichung von (19) und (22), daB 

(23) Cik = ail &u + an lim i, k = 1, 2, 

und man hat also den Satz: 

Satz 82: Die Ableitzahlen Cik einer Projektivitat, 

welche die Folge zweier Projektivitaten, 

.p = au e1 + au ep an e1 ±. ~..2 e! und ,,= 1i11 e1 + 1i12 e!, Ii!! e1 + lin e.! 
e1 ,e2 e1 , e! 

ist, drucken sich durch die acht Ableitzahlen dieser beiden 
Projektivitiiten vermoge der Formeln aus: 

elk = ail &u + a i2 &u, i, k = 1, 2. 

Die Ableitzahlen der Zahler des Folgebruches stehen nach diesem 
Satze zu den Ableitzahlen der Zahler seiner Faktoren in derselben Be­
ziehung wie nach dem Multiplikationssatze der Determinanten die Elemente 
der Produktdeterminante zu den Elementen der Fa7ctoren. 

Die Tatsache, daB das Folgeprodukt zweier Projektivitiiten in einer 
Geraden wieder eine Projektivitiit in dieser Geraden darstellt, gibt noch 
AnlaB zur Einfuhrung eines wichtigen Begriffs, niimlich des Begrifl"s einer 
"Gru ppe von Ab bildungen": 

Man sagt von einer Mannigfaltigkeit von Abbildungen, welche die 
Eigenschaft hat, daB die Folge je zweier Abbildungen diesel' Mannigfaltig­
keit eine Abbildung darstellt, die ebenfalls del' betrachteten Mannigfaltig­
keit von Abbildungen angehOrt, sie bilde eine Gruppe von Abbildungen. 

Diese Bedingung aber, durch welche eine Mannigfaltigkeit von Ab­
bildungen zum Range einer Gruppe erhoben wird, ist, wie wir soeben 
gezeigt haben, gerade fur die Projektivitiiten in der Geraden erfiillt, und 
man hat somit den Satz: 

Satz 83: AHe Projektivitiiten in der Geraden bildell zu­
sam men eine Gruppe. 

Distributivitiit und Assoziativitiit der Folgeprodukte. Nach dieser Ein­
schaltung uber den Gruppenbegriff kehren wir zu den Eigenschaften des 
Folgeproduktes zuriick. Man beweist sehr leicht die Distributivitiit eines 



Abschnitt 12, Gleichung (21) 1IfEn26). Satz 82 und 83. 127 

Folgeproduktes von Projektivitiiten. Dazu multipliziere man die obige 
Gleichung (28) des vorigen Abschnitts, niimlich die Gleichung 

(24) x (a~ + 0 q + ... ) = a . x~ + 0 . xq + ... , 
hinten miteiner beliebigen Projektivitiit r und erhiilt so die Gleichung: 

x(a~ + oq + .. ·)r = (a· x~ + o· xq + .. ·)r 
oder indem man rechter Hand die Formeln (18) und (11) des vorigen 

Abschnitts anwendet, = a . x~r + 0 . xqr + . .. oder wegen (6) 

x((all + bq + ... )r) = a· x(~r) + o· x(qr) +"', 
oder wenn man die rechte Seite mit Hiilfe del' jetzt von rechts nach links 
zu lesenden Formel (24) umgestaltet, 

x((a~ + bq + ... )r} = x(a ~r + 0 qr + .. -). 
Da abel' diese Gleichung fiir jeden Punkt x der zu transformierenden 

Punktreihe gilt, so kann man auch setzen: 

(25) (a~ + oq + ... ) r = a ~r + 0 qr + .. '. 
Es bedan abel' auch noch das Gegenstiick dieser Formel, niimlich die 

Formel 

(26) r (all + oq + ... ) = a r~ + 0 rq + .. '. 
eines Beweises, da die Faktoren eines Folgeproduktes im allgemeinen nicht 
vertauschbar sind. 

Urn diesen Beweis zu erbringen, gehe man aus von dem Ausdruck 

xr(a~ + bq + .. }, 
in welchem das Pl'odukt xr das Bild des Punktes x in der Projek­
tivitat r, also ebenfalls ain Punkt ihres Triigel's ist. Es lii.Bt sich 
daher auf den angegebenen Ausdruck die Formel (24) anwenden. Nach 
ihr wird 

xr (a~ + bq + ... ) = a xr~ + 0 xrq + ... 
oder wegen (6) 

x{r(a~ + oq + ... )} = ax(r~) + 0 x(rq) +"', 
oder wenn man die rechte Seite mit Hiilfe del' riickwiirts gelesenen 
Formel (24) umformt: 

x{r(a~ + oq + ... )} = x(a rll + 0 rq + ... ). 
Es ist daher wirklich auch 

(26) r (all + oq + ... ) = a rl' + 0 rq + .. '. 
Damit ist die Distributivitiit del' Folgeprodukte von Projektivitiiten 

ffir die beiden in Betracht kommenden Fiille bewiesen, und man erhiilt 
den Satz: 
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Satz 84: Das Folgeprodukt von Projektivitaten einer Geraden 
ist distributiv. 

SchlieBlich bleibt noch der Ubergang zu den Folgeprodukten 'von 
drei und mehr Abbildungen zu machen. Zunachst laBt sich aus der ffir 
zwei Abbildungen .p und Il postulierten Formel 

(6) x(4IIl)=x.pll 
leicht die entsprechende Formel fur drei oder mehr projektive Abbil­
dungen 41, Il, 1', . . . herleiten, namlich die Formel 

(27) x (41 Ill' ... ) = x.plll'· . " 

welche aussagt, daB das Produkt 41 Il l' . .. sick assoziativ verhalt bei der 
Multiplikation eines Punktes x der zu transformierenden Punktreihe. In 
der Tat erhalt man durch zweimalige Anwendung der Formel (6) 

x (41 Il 1') = X ((41 Il) 1') = X (41 Il) l' = (x.p Il) l' = x.p Il 1'; 
und ebenso beweist man die entsprechende Formel fur vier und mehr 
Abbildungen. 

Jetzt aber iiberzeugt man sich leicht, daB das Folgeprodukt .pill' ... 
auch in sick assoziativ ist. Es genugt, die Assoziativitii.t fur drei Faktoren 
zu beweisen, also zu zeigen, daB 

(28) .p (Ill') = .pill' 

ist. Nach dem Begriff des Folgeproduktes Ill' zweier Projektivitaten Il 
und l' ist Ill' diejenige Abbildung, durch welche jeder beliebige Punkt der 
zu transformierenden Punktreihe in denselben Punkt ubergefiihrt wird, 
wie wenn man ihn nacheinander den Abbildungen Il und l' unterworfen 
batte. Wendet man diese Begriffsbestimmung speziell auf den Punkt x.p 
an, unter x ein beliebiger Punkt der zu transfonnierenden Punktreihe 
verstanden, so erhiilt man die Formel 

x.p (Ill') = X~Ill', 
oder wenn man beide Seiten mittelst der Formel (27) umwandelt, 

x(.p (Ill'» = x (.plll'). 
Diese Gleichung aber liefert, da x nach der Voraussetzung ein ganz 

beliebiger Punkt der zu transformierenden Punktreihe war, wirklich die 
obige Gleichung 

(28) .p (Ill') = .pill', 
und aus ihr folgt endlich durch wiederholte Anwendung, daB man in 
einem Folgeprodukte von beliebig vielen Faktoren diese Faktoren in ganz 
willkurlicher Weise zusammenfassen kann. Man hat also den Satz: 

Satz 85: In einem Folgeprodukte von Projektivitaten der­
selben Geraden kann man die Faktoren in ganz willkurlicher 
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Weise zusammenfassen, oder anders ausgedriickt: Das Folgeprodukt 
von Projektivitaten in einer Geraden ist assoziativ. 

Die inverse A.bbildung einer Projektivitiit und einer Folge von Pro­
jektivitiiten. Zyklische Vertauschung der Faktoren eines Folgeproduktes. Die 
oben getroffenen Festsetzungen iiber die Lage und die Massen der beiden 
N ennerpunkte et und der beiden Zahlerpunkte at des Bruches .p weichtln 
nur insofern voneinander ab, als fiir die Zahler al , a2 des Bruches .p auch 
zwei zusammenfallende Punkte zugelassen sind, wahrend die beiden N enner­
punkte ell e2 stets zwei raumlich verschiedene Punkte sein sollten; und 
diese letztere Festsetzung war notwendig, weil sonst der Bruch .p iiber­
haupt gar nicht fiir jeden Punkt der zu transformierenden Punktreihe 
eine Zuordnung festlegen wiirde. 

Durch diesen Unterschied zwischen den Nenner- und Zahlerpunkten 
abel' wird es bedingt, daB del' aus dem Bruche 

(12) 

durch Vertauschung seiner Zahler mit seinen N ennern entstehende Bruch 

nur daun ebenfalls eine Projektivitat darstellt, wenn seine Nenner au a21 

das heiBt die Zahler des Bruches .p, voneinander raumlich verschieden 
sind, oder was dasselbe ist, wenn das auBere Produkt dieser Zahler, das 
heiBt das Produkt [al a2], 

(29) [al a2 ] 9= 0 

ist. So bald diese Bedingung erfiillt ist, sagen wir, del' Bruch .p sei "u m -
kehr bar", und bezeichnen den durch jene Vertauschung entstehenden 

Bruch ~:-:~: durch das Symbol } odeI' .p -1, setzen also 

(30) 

und nennen die durch ihn dargestellte Projektivitat } die zur Projek­

tivitat .p "in verse Projekti vitat" oder auch wohl die "U mkehrung" 
del' Projektivitat .p. 

Die geometrischeBedeutung der inversen Projektivitat } besteht 

darin, daB sie bei der Multiplikation die Punkte x.p del' zweiten Punkt­
reihe der Projektivitat .p in die Punkte x der ersten Punktreihe zuriick­
verwandelt. Denn nach dem Begriff des extensiven Bruches wird 

1 
(31) at. = et , t = 1, 2. 

GraJlmann, Projektive Geometrie d. Ebene. r. 9 
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Ist also wieder 

und somit 

so wird 

das heiSt, es wird wirklich 

(32) 

Ebenso beweist man, daB 

x = ~l e1 + ~2l1r 
x~ = ~l a 1 + ~Ja2' 

1 
x~ • = ~lel + ~2l1r = x, 

1 
x~.= x. 

(33) 1 x. ~ = x, 
und da diese beiden Formeln filr jeden Punkt x der betrachteten Punkt­
reihe geIten, so lassen sie sich auch in der Form schreiben: 

(34) ~ ~ = 1 und 

1 
(35) • 11 = 1. 

Man hat also den Satz:· 

Satz 86: Die Folge einer umk.ehrbaren Projektivitat 11 und 

ihrer inversen Projektivitat ~, oder die umgekehrte Folge ist 
gleich 1. 

Dieses Ergebnis ermoglicht es, ein~ Gleichung von der Form 

(36) xli = x', 

in der 11 eine umkehrbare Projektivitiit darstellt, nach x aufzulOsen. Multi­
pliziert man namlich beiderseits hinten mit der zu 11 inversen Projek-

tivitat ~, so erhaIt man 

oder wegen (32) 
(37) 

womit der Satz bewiesen ist: 

1 , 1 xl1- = x -
lJ lJ 

, 1 
X=X -

lJ ' 

Satz 87: 1st .tJ eine umkehrbare Projektivitii.t, so ist die 
Gleichung 

xli = x' 

nach x auflosbar und ergibt ffir x den Wert 
, 1 

X=X --, 
lJ 

Wir gehen dazu iiber, die inverse Abbildung zu einer Folge von 
Projektivitiiten derselben Geraden zu bestimmen. Es seien also n um-
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kehrbare Projektivitaten derselben Geraden lIu lit, ... lI .. gegeben, deren 
Folgeprodukt = f sein moge, fUr die somit die Gleichung besteht: 

(38) 

es soll die Umkehrung ~ der resultierenden Projektivitiit f durch die kom­

ponierenden Projektivitaten lIlI lIlI' •.. lin ausgedriickt werden. 

Um die gesuchte Umkehrung ~ in die gegebene Gleichung (38) ein-

zufiihren, multipliziere man diese Gleichung vorn mit -i und erhalt, indem 

man rechter Hand die Gleichung (35) verwertet, 

(39) 

Sodann schaffe man die Abbildungen lin' lI .. -l" .. III in dieser Reihen­
folge nacheinander auf die rechte Seite. Dazu multipliziere man die 

Gleichung (39) zuerst hinten mit: und erhalt, wenn man linker Hand ,. 
den Satz 85 und die Gleichung (34) benutzt: 

1 1 r lIllls .. ·lIn-l = f· .. 
Die gewonnene Gleichung multipliziere man wiederum hinten mit 

.,.!---, wodurch sich ergibt: 
1',,-1 

1 1 1 
-i lIllls .. ·lIn-li = f -~-, 

n n-l 
und indem man so fortfahrt, bekommt man schlieBlich die Gleichung 

(40) 

die, wenn 
annimmt: 

1 1 1 1 
r = ~n ~n-l ... ~1' 

man noch fiir f seinen Wert aUB (38) substituiert, 

(41) 1 1 1 1 
~1~1' "~n = ~n ~"-l'" ~1· 

Diese Gleichung aber enthiilt den Satz: 

die Form 

Sa.tz 88: Erster Satz von Stephanos 1): Man erhitlt zu einer 
Foige beliebig vieler umkehrbarer Projektivitaten die Um­
kehrung, indem man die umgekehrte Folge aus den Umkehrun­
gen jener Projektivitaten bildet. 

Es sei weiter ein Folgeprodukt von beliebig vielen umkehrbaren Pro-

1) Vgl. C. Stephanos, Memoire sur la representation des homographies bi­
naires par des points de l'espace, Math. Ann. Bd. 22 (1883), S. 316. 

9* 
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jektivitaten lfl1 lfl' ... If,, gegeben, das einer ZahlgroBe r gleich ist, so daB 
eine Gleichung von der Form 

(42) l'll'2lJs •.. lJ" = r 
besteht. Es laBt sich dann leicht zeigen, daB sich der Wert dieses Folge­
produktes nicht andert, wenn man seine Faktoren zyklisch miteinander 
vertauscht. In der Tat, multipliziert. man die Gleichung (42) vorn mit 

:1 und hinten mit lJl1 so erhitlt man 
1 1 
III lJllfllJs . . . lJ" lfl = III f lJl ; 

und beriicksichtigt man, daB rechter Hand der Zahlfaktor f an die erste 
Stelle gesetzt werden kann, und wendet beiderseits Satz 86 an, so ergibt 
sich die Gleichung: 

(43) lf2lJs .. ·If,,lJl = f; 
und ebenso beweist man die Gleichungen: 

(44) l··.~··'· •. M .. =.1 
If,,lJllf2'' .If,,-l - f. 

Man hat also den Satz: 
Satz 89: Enter Satz von H. Wienerl): 1st das Folgeprodukt 

einer Anzahl umkehrbarer Projektivitaten gleich einer Zahl­
groBe, so kommt derselbe Zahlwert auch allen denjenigen 
Folgeprodukten zu, die sich aus jenem Folgeprodukte durch 
zyklische Vertauschung seiner Faktoren ergeben. 

tJberfuhrung von Pf'ojektivitiiten. 
Es seien zwei Projektivitaten l' 
und q gegeben, von denen die erste, 
lJ, einen beliebigen Punkt x der 

----0 O~-----4.""--~.I-'!'.-- zu transformierenden Punktreihe 
x .r 

q ,.. 

1 
q 

, 

Fig. 78. 

Y :/ in den Punkt y verwandelt, wahrend 
----J .. ~ die zweite Abbildung, q, von der 

q wir noch voraussetzen wollen, daB 
sie umkehrbar sei, die Punkte x 
und y in die Punkte x' und y' 
iiberfiihren moge, so daB also die 

Gleichungen bestehen (vgl. Figur 78): 

(45) y = xl' und 

1) V gl. H. Wiener, "Ober geometrische Analysen, Berichte del' math.-phys. Klasse 
der Sachs. Ges. der Wissenschaften. Juli 1890. Nr. 35. S. 263. 
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X' = xq 
y' = yq. 
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Es soll die Abbildung .. ' bestimmt werden, welche allgemein die 
Punkte x' in die Punkte y' verwandelt, die also der Gleichung geniigt: 

(48) y'=x' .. '. 

Man kann dann die Abbildung .. ' als diejenige Abbildung bezeichnen, 
in welche die Projektivitat .. durch die Projektivitat q iibergefiihrt wird. 

Um die gesuchte Abbildung .. ' durch die Projektivitaten .. und q 
auszudriicken, setze man zunachst den Wert von y aus (45) in die Glei­
chung (47) ein und erhalt so die Gleichung 

(49) y'=x .. q. 

Diese Gleichung gibt die Beziehung an, die zwischen y' und x herrscht. 
Es handelt sich aber um die Beziehung zwischen y' und x'. Man hat 
also noch x durch x' auszudriicken. Aus der Gleichung (46) folgt, da q 
nach der Voraussetzung umkehrbar ist, durch Auflosung nach x (vgl. 
Satz 87): 

(50) 
, 1 

X = X --' 
If ' 

und setzt man diesen Wert in die Gleichung (49) ein, so findet man 
Gleichung 

, ,1 d h y = x If .. q 0 er nac (27) 

(51) , , (1 ) Y = x If .. q . 

die 

Durch Vergleichung dieser Formel mit der Formel (48) aber ergibt sich 
fUr .. ' der Wert 

(52) 

das heiBt, die gesuchte Abbildung .. ' ist die Folge der drei Projektivi­

taten ~, .. und q und somit nach Seite 123 selbst eine Projektivitat. 

Ubrigens kann man der Gleichung (52) noch zwei andere Formen 
verleihen. Multipliziert man namlich die Gleichung (52) vorn mit q und 
vertauscht dann die beiden Seiten der entstehenden Gleichung miteinander, 
so erhiilt man die Gleichung 

(53) 

und multipliziert man diese Gleichung wiederum hinten mit ~, so ergibt 
If 

sich die dritte Gleichungsform 

(54) .. = q .. ' ~ .. 
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Diese drei Gleichungen (52) bis (54) miissen also bestehen, wenn die 
Projektivitat lJ durch die Projektivitat q in die Abbildung lJ' iibergefiihrt 
werden soIl. Durch Umkehrung der angewandten SchluBfolge iiberzeugt 
man sich ferner, daB andererseits eine Abbildung lJ', welche einer von 
diesen drei Gleichungen (und damit auch den anderen) Geniige leistet, 
aus der Projektivitat lJ durch die Projektivitat q erzeugt wird. 
Man erhaIt daher den Satz: 

Satz 90: Jede von den 3 Gleichungen 

(52) lJ' = tlJq, (53) lJq = qi, 

ist eine notwendige und hinreichende Bedingung dafiir, daB die 
Projektivitat lJ durch die umkehrbare Projektivitat q in die Ab­
bildung t iibergefiihrt wird; diese Abbildung lJ' ist selbst eine 
Projektivitat. 

Es moge dabei noch bemerkt werden, daB sich die Gleichung 

(53) lJ q = qlJ' 
bequem in die Worte kleiden laBt: "lJ wird durch q in lJ' iibergefiihrt". 

Aus dem Satze 90 folgert man leicht, daB jede lineare homogene 
Gleichung oder Ungleichung zwischen der Identitat 1 und einer willkiir­
lichen Anzahl von Folgeprodukten beliebiger Projektivitaten invariant bleibt, 
wenn man samtliche in der Gleichung vorkommende Projektivitaten einer 
Transformation durch eine und dieselbe umkehrbare Projektivitat f 

unterwirft. 
In der Tat, ist 

(55) alJllJ2' ·lJm + bqlq2" q" + ... + f 
eine Vergleichung der genannten Art, und unterwirft man die Abbildungen 

lJl' lJ2" ·lJm' ql' q2'" q", ... 
samtlich der umkehrbaren Projektivitat f, wodurch sie iibergehen mogen 
in die Projektivitaten: 

lJ~, p~,. ·lJ;", q~, q~, .. q~,. '" 
so bestehen nach Satz 90 die Gleichungen: 

I ,1. 1 2 lJ. = f lJi r' ~ = , , .. m, 

~~ .. ,~j ~,.j . . 1.'.2, ..... ~: 
(56) 

Setzt man aber diese Werte in die in der Vergleichung (55) enthaltene 
Gleichung 
(57) 
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em, so nimmt sie die Form an: 

a(fl'~~) (fl'J~)" (fl':"~) + b (flf~~) (fIf9~) ., (flf~~) + ... =- f. 

Und faBt man hierin auf Grund des Satzes 85 die Faktoren der ein­
zelnen Glieder immer in der Weise zusammen, daB iiberall die nebenein-

1 1 
ander stehenden Faktoren t und f zu dem Produkte t f = 1 vereinigt 

werden, und multipliziert die so entstehende Gleichung 
",1 'C.",1 II! afl'll'jJ .. lIm t + I) f lfllf2 .. If .. t + ... = , 

vom mit ~ und hinten mit f und beriicksichtigt, daB die ZahlgroBen 

a, b, .. r in den entstehenden Produkten wieder an die erste Stelle gesetzt 
werden diirfen, so erhii.lt man die Gleichung 

(58) al'~lJ; .. l'~ ..j... blf~lf; .. If~ + ... = r. 
Damit ist die Invarianz der in der Vergleichung (55) enthaltenen 

Gleichung bewiesen. DaB auch die entsprechende Ungleichung sich gegen­
iiber der Abbildung f invariant verhiilt, erkennt man am leichtesten durch 
ein indirektes Beweisverfahren: Ware trotz des Bestehens der Ungleichung 

(59) al'd1jJ .. lIm + b Ifllfll .. If .. + ... =1= f 
die Gleichung 
(60) al'll'i .. l';" + blfllf~ .. If~ + ... = f 
erfiillt, so wiirde sich aus dieser Gleichung ganz entsprechend wie oben, 
aber vermoge der umgekehrten Substitutionen 

l'i = -l'if, ,= , , .. m, I' 1 . 1 2 

(61) ~ .. iq;r: J ••. ~: 2: .. :~: 
die Gleichung ableiten lassen: 

(62) al'1l'2 . ·l'm + blfllf •.. If .. + ... = f, 
welche mit der Ungleichung (59) in Widerspruch steht. Man hat somit 
wirklich den Satz bewiesen: 

Satz 91: Jede lineare homogene Gleichung oder Ungleichung 
zwischen der Identitat und einer willkiirlichen Anzahl von 
Folgeprodukten beliebiger Projektivititten, das hei.6t jede Ver-
gleichung von der Form _ 
(55) al'll' ... l'". + blfllf ... If .. + .. =1= f, 
verhalt sich invariant, wenn man samtliche in ihr vorkommende 
Projektivitaten einer und derselben u mkehrbaren Projektivitat 
f unterwirft. 
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A bschnitt 13. 

Das kombinatorische Produkt zweier ProjektivitAten derselben Geraden. 

Gleichliiufige und gegenliiufige p,.ojekiivitiiten. Wir gehen von der 
Frage aus: Wann werden zwei projektive Punktreihen auf dem namlichen 
Trager, deren projektive Beziehung durch den Bruch 

(1) 

vermittelt wird, in demselben Sinne, wann in entgegengesetztem Sinne durch­
lauftln? Wir werden beweisen, daB das erstere oder das letztere der Fall ist, 
je nachdem der Bruch 

[~ al] 
Eel el] 

positiv oder negativ ist, je nachdem also der Stab, der durch das auBere 
Produkt [alaS] der Zahler des Bruches 11 dargestellt wird, denselben oder 
den entgegengesetzten Sinn hat wie derjenige Stab, der durch das auBere 
Produkt [el~] seiner Nenner ausgedriickt wird. 

Wir setzen dazu zuniichst voraus, daB die Massen der vier Punkte 
el1 ell, al1 all samtlich positiv seien. Dann werden bei gleichem Sinne 
der beiden Stabe [el~] und [al all], das heiBt in dem FaIle, wo der Wert 
des Bruches 

[~~~] > 0 
[el el] 

ist, auch die beiden Punktreihen ~l el + ~l!~ und ~l a l + ~lIall in demselben 
Sinne durchlaufen; bei entgegengesetztem Sinne jener beiden Stabe 
aber, das hei6t in dem FaIle, wo der Wert des Bruches 

[ala!] < 0 
[el el] 

ist, haben auch jene beiden Punktreihen entgegengesetzten Sinn. 
In der Tat, bezeichnet man wie oben die mit den Nennerpunkten 

el und ~ zusammenfallenden einfachen Punkte mit f~ und {II und die 
Massen der Punkte el und ell, die nach unserer soeben gemachten Vor­
aussetzung vorderhand als positiv angenommen werden sollten, mit m1 

und mil, ferner die mit den Zahlerpunkten a1 und all zusammenfallenden 
einfachen Punkte mit hl und hI! und die ebenfalls als positiv voraus­
gesetzten Massen von al und all mit u1 und u2, so IaBt sich der Ausdruck 
x = tl e1 + ~2 ~ fur einen beliebigen Punkt x der ersten Punktreihe auch 
in der Form schreiben: 

(2) 
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andererseits nimmt der Ausdruek x~ = ~1 a1 + ~2a2 ffir den entspreehenden 
Punkt x~ der zweiten Punktreihe die Gestalt an: 

(3) 

und es sind die beiden Verhii.ltnisse 

);2 m2 und );2 n2 

);1 m1 );1 U1 

der Ableitzahlen, mittelst deren die Punkte 

x und x~ 

als Vielfachensummen der einfaehen Punkte (11 f~ und bll b2 dargesteilt 
sind, fiir aile Punkte innerhaTb der Linienstiieke el e2 und a l a2 positiv und 
fiir aile Punkte aufJerhalb dieser Linienstiieke negativ. 

Und dasselbe gilt dann, da die vier Massen mll m2 , ull U2 , als positiv 

vorausgesetzt sind, aueh von dem Verhaltnis ~ . 
);1 

Fur den unendlich femen Punkt des Tragers der beiden Punktreihen 
femer besitzen jene beiden Verhaltnisse den Wert - 1, das heillt, es ist fur 
diesen Punkt 

also nimmt das 

Punktreihe den 

);2 m,_ = _ 1 und ebenso );. n, = - 1. 
~~ ~~' 

Verhiiltnis ~ fur den unendlieh fernen Punkt 
);1 

Wert an: 
~. =_~1 
);1 In. 

der ersten 

und fiir den unendlieh femen Punkt der zweiten Punktreihe den Wert: 

~~ = _ ~1. 
);1 U 2 

Endlich hat das V erhiiltnis ~ fiir die Punkte cl und at den Wert 0 und 
1:1 

fUr die Punkte l1! und a2 den Wert ± 00. Wah rend also das Verhiiltnis 

);! von - 00 iiber - ~ (und - U1 ) und 0 bis + 00 wachst, 
1:1 In, U 2 

liiuft der Punkt x von c2 unter Vermeidung von C1 ins Unendliche 
und kehrt dann aus dem Unendlichen uber Cl naeh ~ zuriiek, und gleiehzeitig 

geht der zugeordnete Punkt x~ von a2 unter Vermeidung von at 
ins Unendliehe, (das aber von ihm im ailgemeinen nieht fur denselben 

Wert des VerhiUtnisses~' erreieht wird wie vom Punkt x); aus dem Ul1end­
);1 

lichen kommt dann schlieBlieh der Punkt x~ iiber a1 naeh a2 zuriiek. 
Sind daher die beiden Stabe [fd2J und [b1 b2J uberdies noeh von 

gleiehem Sinne, woraus mit Rucksieht auf das Vorzeiehen der vier Massen 
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dasselbe fur die beiden Stiibe [el e2] und [al as] folgt, so daB also der 
Bruch 
(4) [alaZ] >0 

[el ez] 

ist, so werden die beiden Punktreihen x und xli in demselben Sinne durch-' 
lauren (vgl. die Figur 79, a und b, in welcher der Ubersichtlichkeit halber 
die beiden einander entsprechenden Punktreihen auf zwei verschiedenen 
einander parallelen Geraden gezeichnet sind). 

:Sind dagegen die beiden Stiibe [td~] und [bl bt ] von entgegengesetztem 
Sinne, woraus dasselbe fUr die beiden Stabe [el e,] und [al as] folgt, so daB 
also der Bruch 

(5) [a,. at] < 0 
[el ez] 

wird, so werden die beiden Punktreihen in entgegengesetetem Sinne dwrch-
lauren. 

Nachdem so unsere Behauptung fUr den Fall bewiesen ist, wo die 
Massen der vier Punkte lit, e" all as siimtlich positiv sind, ist es auch 
nicht mehr schwer, sie nunmehr allgemein zu beweisen. Andert man 
namlich das V orzeichen der Masse irgendeines jener vier Punkte, so 

iindert sich damit sowohl das V orzeichen des Bruches [[a,. a,]] wie auch 
~e, 

·der Durchlaufungssinn 
derjenigen Punktreihe, 
der jener Punkt an-
gehort, vorausgesetzt, ~t wachst 
daB man wie bisher das ~l m 

von - 00 biB - --.1 . 
Verhiiltnis h von - 00 mt 

~l 

bis + 00 wachsen liiBt. 
Denn da auch jetzt noch 
die beiden Verhiiltnisse 

fur aIle Punkte inner­
halb der Linienstucke 
e1 e, und a1 as positiv, 
fur aIle Punkte auBer­
halb derselben negativ 
sind, so wird fur die­
jenige Punktreihe, bei 
der die Masse eines 
Grundpunktes negativ 

~, wachst 
~l 

von 0 bis + 00. 

1! wachst 
~l 

von - ~ bis o. mz 

Fig. 79a. 

im Unendlichen: ~, = _ mi. 
~l mz 

~, = O. 
~l 

im Unendlichen: ~I = - ~. 
~1 m, 
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ist, gerade umgekehrt das V erhaltnis ~ fiir die Punkte zwischen den beiden 
~l 

Grundpunkten der betrefl'enden Punktreihe negativ und fiir die Pnnkte aufJer-
halb des zwischen diesen Grundpunkten gelegenen Linienstiicks positiv. 

Wahrend also das Verhaltnis 

~ von - 00 iiber 0 bis + 00 wachst, 
~1 

Hiuft in dieser Punktreihe der bewegliche Punkt vom zweiten Grundpunkt 
unter Vermeidung des Unendlichen sum ersten (ffundpunkt und von diesem durchs 
Unendliche zum zweiten Grundpunkt zuriick (vgl. die Figur 80, a und b, in der 
vorausgesetzt ist, daB eine von den beiden Massen m1 und 1lls negativ ist, 
wiihrend die Massen ul und u2 wie bisher als positiv angenommen sind; ferner 
ist in ihr den Staben [fd2] und [b1b2] , welche durch die zu den Gnmd­
punkten gehorenden einfachen' Punkte bestimmt werden, ebenso wie in 
der Figur 79 derselbe Sinn beigelegt.) 

Damit ist aber wirklich gezeigt, daB die V orzeichenanderung einer 
beliebigen von den vier Massen der Grundpunkte sowohl einen Zeichen-

[a a 1 " wechsel des Bruches -[-~-.!]. wie auch eine Anderung des Durchlaufungs­
el e, 

sinnes einer der beiden Punktreihen zur l!'olge hat; nnd damus wieder.um 
folgt, daB durch eine sol­

im Unendlichen: ~, = _ nl . 
~l n, che V orzeichenanderung 

J! wachst 
~l 

von -cobis _ nl . 
n, 

~, wachst 
~l 

von 0 bis + 00. 

~! wachst 
~l 

von - ~~ bi~ 0 . 
n, 

Fig. 79b. 

~i = o. 
~l 

im Unendlichen: ~! = _ ~l_. 
~l nl 

das oben fiir positive 
Massen bewiesene Krite­
rium nicht beriihrt wird. 

N ennt man schlieB­
lich noch eine Projek­
tivitat "gleichliiu{lg" oder 
"gegenliiu{lg':je nachdem 
die beiden durch die­
selbe aufeinander bezo­
genen Punktreihen m 
demselben oder in ent­
gegengesetztem Sinne 
durchlaufen werden, so 
kann man das gewon­
nene Ergebnis in dem 
Satze darstellen: 

Satz 92: Eine Pro­
jektivitat in der Ge­
raden 
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.tJ=Ilt,at 
elO e. 

ist gleichlaufig 
oder gegenlau­
fig, je nachdem 
das Verhaltnis 

[at a.] 
ret e,] 

der iiu.Beren 
Produkte aus 
den Zahlern 
und Nennern 
ihres Abbil­
dungs bruche s 
positiv oder 
negativ ist. 

Das kombina­
torische Produkt 
[ys . .tJq]. Man 
kannnunaberdem 

.~,!. wil.chst 
~l 

von + (- ::)biS+OO. 

~. wachst 
~l 

von - 00 bis O. 

~t wachst 
~l 

von 0 bis + (- ::) . 

im Unendlichen: ~t =+ (_ ~) . 
~l m, 

im Unendlichen: ~t = + (_ ml). 
~1 ml 

Fig.80a. 

fiir die Beschaffenheit der projektiven Beziehung .tJ charakteristischen Bruche 

r[1lt as_]] noch einige andere Formen verleihen. N ach dem Begriff des ex-
el e. 

tensiven Bruches (1) bestehen zwischen seinen Ziihlern und Nennern die 
Formeln 

(6) 

man erhiilt daher fiir den 

(7) 

{ llt=~.tJ 
a2 =l1r.tJ, 

obigen Bruch [al at] die neue Form: 
[el et ] 

[aJ at] [el~' e!~] 
[el e.] = -[el eJ' 

Um den Zahler derselben noch weiter umzugestalten, fiihre man durch 
das Symbol [ys·.tJ q], in welchem .tJ und q die extensiven Briiche zweier 
Projektivitiiten derselben Geraden, y und saber zwei Punkte dieser Ge­
raden bedeuten, eine neue Art kombinatorischer Mnltiplikation ein. Das 
Produkt [ys· .tJql moge niimlich durch die Formel definiert werden: 

(8) [ys· .tJq] = rY~,z,,] 2 [~t:JI"]. 

Es moge also unter dem Produkte [y s . .tJ q] das arithmetische 
Mittel del' Ausdriicke verstanden werden, die hervorgehen, wenn man die 



li wltchst 
II 

von - 00 bis - E.! . 
u:! 

l! wltchst 
II 

von 0 bis 00. 

l. wltchst 
II 

von - ul bisO. 
U. 
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Fig. SOb. 

im U nendlichen : 

l2==F00. 
II 

im Unendlichen: l, = _ Ul . 

lil U, 

Punkte y und z in den 
beiden moglichen Fol­
gen y, z und z, y mit 
den beiden Bruchfak­
toren ~ und " multi­
pliziert, die erhaltenen 
Produkte jedesmal zu 
einem planimetrischen 
Produkte vereinigt und 
dem so entstehenden 
Produkte das Zeichen 
+ oder - vorsetzt, je 
nachdem man die erste 
oder zweite Folge ge­
wiihlt hat. 

DaB in der Tat 
die durch das Symbol 
[yz· ~,,] nach (8) dar­
gestellte Funktion von 
y, z, ~," als ein aus 
dies en vier GraBen ge­
bildetes Produkt auf-

gefaBt werden kann, erkennt man daran, daB 
erstens jeder Zahlfaktor, der zu einer der vier GroBen y, z, ~," hin­

zutritt, auch vor den Ausdruck [yz· ~,,] gestellt werden kann, und daB sich 
zweitens dieser Ausdruck distributiv verhalt gegeniiber jeder Summe, die 

an Stelle einer der vier GroBen y, z, ~," in den Ausdruck eingesetzt wird. 

Denn nach (8) wird erstens, wenn 9 ein Zahlfaktor ist, 

[(glY)z . ~ ,,] = [(gy)tJ . zIT] ;- [ztJ . (g y) IT] = 9 [ytJ~] 2 [zp ~!lIT] , 

das heiBt 
(9) [(gy)z ·,,,1 = g[yz· ~,,]. 

Und es wird zweitens 

[(u + v)z. ~"J = (n + v)p. ZIT] -;;[zp. (n + v) IT] , 

oder wenn man rechter Hand ausmultipliziert und die Glieder mit u und 
die mit '/J zusammenzieht, 

[up· zIT] - [ztJ . ulT] [vp . zIT] - [zp . v IT] 
= -"-"-----2--- + ----2--- oder 

(10) [(u + v)z· ~"J = [uz· ~,,] + [vz· ~,,]. 
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Ebenso beweist man die entsprechenden Formeln fiir die anderen drei 
Faktoren. 

Das Produkt [yz· lJq] verdient aber auch den Namen eines 
kommnatorischen Produktes, da wenigstens fiir seine Punktfaktoren y und g 

die Grundeigenschaft eines solchen Produktes gilt, daB das Produkt ver­
schwindet, sobald diese Faktoren einander gleich werden. In der Tat wird 

[xx ·lJq]=[x~.xllJ-;[x~.xqJ, das heiEt 

(11) [xx·lJq]=O. 

Und aus dieser Grundformel folgt dann in gewohnlicher Weise, indem 
man x = y + z setzt (vgl. Seite 10), daB die beiden Punktfaktoren y 
und z des Produktes [yz· ., q] nur mit Zeichenwechsel verlauschbar sind, 
daE also 
(12) [zy ·lJq] = - [yz ·lJq] 

ist. Dagegen iiberzeugt man sich leicht, daB die beiden Projektivitats­
faktoren lJ und q des kombinatorischen Produktes [y z . lJ q] ohne Zeichen­
wechsel verlauscht werden diirfen. Denn es wird wegen (8) 

[yz . qlJ] = [Yll' z~J -; [zq. Y~] 

oder wegen del' Formel (8) des zweitr.n Abschnitts 
[Y~ . zq] - [z~ . YIl] 

2 

Das ist aber nach der Formel (8) des jetzigen Abschnitts gerade der 
Ausdruck flir das Produkt [y z . lJ q], so daB wirklich 

(13) [yz· qlJ] = [yz ·lJq] 
wird. Man hat somit den Satz: 

Satz 93: In dem kombinatorischen Produkte [yz ·lJq] sind 
die Punktfaktoren y und z mit, die Projektivitatsfaktoren lJ 
und q ohne Zeichenwechsel vertauschbar. 

Das kombinatorische Produkt [lJ q]. Man iiberzeugt sich nun abel' 
leicht, daB das Produkt [y z . lJ q] auch als ein Produkt aUfgefafjt werden 
kann, dessen einer Faktor der Stab [y z] ist. Dazu setze man noch 

(14) 

und 

(15) 

{ y = ~l e 1 + ~2 e2 

~ = ~lel + ~2e2 
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und endlich 

(16) 

Dann zeigt die Erklarungsformel (8) des Produktes [yz . .tJq], daB dasselbe 
der Ausdruck eines Stabes der Geraden e1 es ist. Denn nach den Glei­
chungen (14) bis (16) gehOren die in dem Zahler des Bruches von (8) 
auftretenden Punkte y.tJ, yq, z.tJ, sq samtlich den Geraden ~e2 an. Daraus 
aber folgt weiter, daB der Bruch 

[ys· .,q] 
[ys] 

ein Quotient zweier Stabe derselben Geraden ist und daher eine blope 
Zahl darstellt. 

Endlich aber laBt sich noch beweisen,~ daB diese ZahlgroBe t'on der 
Lage und Masse der beiden Punkte y und z ganz unabhiingig und somit 
nur noch eine Funktion von .tJ und q ist. 

Wir zeigen dazu, daB dieser Bruch seinen Wert nicht andert, wenn 
man die beiden beliebig gewahlten Punkte y und s der Geraden e1 ~ 

durch die beiden Grundpunkte e1 und ell ersetzt, beweisen also die Richtig­
keit der Formel 

(17) [YZ'.,q] = rete! . .,q]. 
[yz] [et el ] 

In der Tat wird mit Riicksicht auf (14) 
[ys· H] [(I:)t et + 1:)2 e,)(3t et + 3I e,)· .,q] 

[yz] [(I:)t et + 1:), e,)(3t e1 + 3, el )] 

oder wegen (9) bis (12) 
(1:)131 - 1:),31) [e1 el . ., q] 

(1:)131 -I:),31)[e1 el ] 

[e1 e! . .,q] 
=~e;]' 

Damit ist aber wirklich gezeigt, daB die ZahlgroBe (:Yf~~q] von y 

und s unabhii.ngig ist, und es erscheint daher zweckmiiBig, fiir sie eine 
neue Bezeichnung einzufiihren, durch die sie als Funktion von .tJ und q 
allein gekennzeichnet wird. Wir setzen 

(18) 

und bezeichnen den Ausdruck [.tJ q] als das kombinatorische Produl,;t der 
extensiven Briiche .tJ und q. 

Aus der Gleichung (18) folgt nun aber durch .Auflosung nach dem 
Zahler ihrer linken Seite die Formel: 

(19) [ys . .tJq] = [ys] [.tJq], 
mit der jetzt auch unsere obige Behallptung bewiesen ist, daB der ur-
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spriinglich durch den Bruch (8) definierle Ausdruck [y s·lJ q] als ein Produkt 
aufgefaBt werden kann, dessen ein.er Faktor der Stab [ys] ist. Dadurch 
hat dann zugleich dessen Schreibweise eine Rechtferligung gefunden. 
Wegen (18), (17), (8) und (15) wird ferner der andere Faktor 

(20) 

Es ist iibrigens wohl zu beachten, daB die Faktoren des kombinatorischen 
Produktes [lJ q] ohne Zeichenwechsel vertauschbar sind, daB also die Gleichung 
besteht: 
(21) [qlJ] = [lJq]; 
denn es wird wegen (18) und (13) 

[qlJJ = [yz,q~J = [yz,.q] = [lJq]. 
[yz] [ye] 

Man hat somit den Satz: 
Satz 94: In dem kombinatorischen Produkte [lJq] zweier 

Projektivitiiten lJ und q sind die Faktoren ohne Zeichenwechsel 
vel'tauschbar. 

SchlieBlich moge hier noch bemerkt werden, daB das kombinatorische 
Produkt [lJ q] die Hiilfte der aus den acht Elementen aikl bw i, k = 1, 2 
gebildeten kubischen Determinante darstellt, das heiBt die Halfte der 
Summe von denjenigen 22 Gliedern, die entstehen, wenn man in dem 
Produkte all bll2 dem Gebinde I, 2 der vorderen Indices seiner beiden Fak­
toren und ebenso dem Gebinde I, 2 der hinteren Indices die beiden misg-
lichen Anordnungen 1,2 und 2,1 erteilt und dem dadurch hervorgehenden 
Produkte das Zeichen + oder - vorsetzt, je nachdem in ihm die An­
ordnung 2, 1 der vorderen und hinteren Indices eine gerade oder eine 
ungerade Anzahl Male auftriW). 

Das kombinatorische Quadrat eines Projektivitiitsbruches, sein Vorseichen 
und sein Verschwinden. Entartende Projektivitaten. Fiir unsere nachste 
Untersuchung geniigt es bereits, einen speziellen Fall des kombinatorischen 
Projektivitiitenproduktes einzufiihren, namlich denjenigen Ausdruck, der 
aus dem Produkte [lJq] hervorgeht, wenn man q = lJ setzt. Wir nennen 
ein solches Produkt das kombinatorische Quadrat oder auch wohl den 
Potenzwert2) des Bruches lJ und bezeichnen es durch das Symbol [lJ2], 

1) Vgl. zum Begriif der kubischen Determinante: E. Pascal, Die Determinanten, 
deutsch von H. Leitzmann. Leipzig 1900. S. 184 if. 

2) Man versteht namlich allgemein unter dem Potenzwert eines e:riensiven Bruches 
mit n Nennern erster Stufe, die einem Gebiet nter Stufe angehl>ren, und mit n Zahlern, 
die aus diesen n Nennern numerisch ableitbar sind, die kombinatorische nte Potenz 
dieses Bruches, die entsprechend definiert wird wie das kombinatorische Quadrat eines 
Bruches mit zwei Nennem. 
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setzen also 

(22) 

Der Potenzwert des Bruches .IJ laSt sich iibrigens leicht durch dessen 
Zahler und N enner ausdriicken. Es wird namlich 

[.lJlI] = [e l ell . l' l'] = [el l' . ell l'] - [eil' . ell' J 
[elell ] 2[e.et ] 

oder nach Formel (8) des zweiten Abschnitts 

(23) [.lJlI] = [ell' . ell'] oder wegen (6) 
[el ei ] 

(24) 
Man hat also den Satz: 

Satz 95: Der Potenzwert [.lJ2] eines Projektivitatsbruches 

ist gleich dem auBeren Produkte seiner Zahler dividiert durch 
das seiner N enner, das heiBt, es gilt die Formel: 

[.lJlI] = [~aJ. 
[el ell] 

Nun entscheidet aber, wie wir oben gesehen haben, das Vorzeichen 

des Bruches [Cal a~]], der sich uns soeben als Ausdruck fiir den Potenzwert 
el ell 

des Projektivitatsbruches .IJ ergeben hat, dariiber, ob die beiden durch den 
Bruch .IJ aufeinander bezogenen projektiven Punktreihen in demselben 
oder in entgegengesetztem Siillle durchlaufen werden, und man kann daher 
dem oben gewonnenen Kriterium (vgl. Satz 92) auch die Form verleihen: 

Satz 96: Eine Projektivitat .IJ in einer Geraden ist gleich­
laufig oder gegenlaufig, je nachdem ihr Potenzwert [.lJ2] positiv 
oder negativ isV). 

Nebenbei mage noch erwahnt werden, daB das kombinatorische Quadrat 
der Identitiit 

den Wert 

hat, daB also der Satz besteht: 
Satz 97: Das kombinatorische Quadrat der Identitat 1 ist 

gleich der Zahleinheit 1, das heiBt, es gilt die Formel: 

(25) [P] = 1. 

1) Vgl. Stephanos, Math. Ann. Bd. 22. 1883. S. 309 f. 
Gra.llmann, Projektive Geometrie d. Ebene. I. 10 
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SchlieBlich bleibt noch die geometrische Bedeutung einer Projektivitiit 

(26) ~ = ~ ,Ilz e., 6. 

mit verschwindendem Potenzwert zu untersuchen 1), das heiSt einer Pro­
jektivitat, die der Gleichung 

(27) [~2] = 0 
Genuge leistet, oder was wegen (24) dasselbe ist, einer Projektivitat, deren 
Ziihler a l und as der Gleichung unterworfen sind: 

(28) [alaS] = o. 
Nach Seite 129 war nun aber die Ungleichung 

(29) [al all] + 0 
die Bedingung fur die U mkehrbarkeit der Projektivitat~. Dieselbe laBt 
sich wegen (24) auch in der Form schreiben: 

(30) [~ll] + 0, 
und man hat den Satz: 

Satz 98: Eine Projektivi tat in der Geraden ist dann und nur 
dann umkehrbar, wenn ihr Potenzwert von Null verschieden ist. 

Es sagt somit die Gleichung (28) oder die gleichwertige Gleichung (27) 
aus, daB die Projektivitii.t ~ m·cht umkehrbar ist. 

Man hat aber dabei noch zu:ei Fiille zu unterschei!ien: 
FJrstens den Fall, wo die beiden Faktoren des Produktes [al all]' das heiBt 
die beiden Zahler des Bruches ~, gleichzeitig verschwinden, und 
lweitens den Fall, wo dies nicht zutrifft. 

In dem ersten Falle besitzt der Bruch ~ die Form: 

(31) ~-~. 
-611 el ' 

er ordnet daher jedem Punkt der zu transformierenden Punktreihe die 
ZahlgroBe 0 zu und kann deshalb selbst gleich Null gesetzt werden, so 
daB man hat 
(32) 

Die Projektivitii.t ~ moge in diesem Falle eine "zweifach entartende" 
oder "uneigentliche" Projektivitat genannt werden. 

Wichtiger ist der zweite Fall, wo das Produkt [al all] verschwindet, 
ohne daB seine beiden Faktoren al und a, gleichzeitig null sind. Dies 
wird immer dann und nur daun eintreten, Wenn zwischen diesen Faktoren 
eine Zahlbeziehung herrscht, das heiBt, eine Gleichung von der Form besteht: 

1) Vgl. zum Folgenden die Arbeit von Aschieri, Delle omografie sopra una. 
conica e dei loro sistemi linearl, Rendiconti del R. Istituto Lombardo, Serle II, 
Vol. XXII, fasc. XV-XVI. 1889. 
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(33) ~al + allall = 0, 
in der nicht die beiden ZahlgroBen Il, gleichzeitig null sind 1). 

1st etwa der zweite Koeffizient 

(34) a2 +O, 
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so laBt sich die Gleichung (33) nach all auflosen und ergiht fiir llt den Wert 

oder wenn man 

(35) 

(36) 

- ~ = a setzt, 
as 

Bei Einfiihrung dieses Werles aber nimmt der Bruch .p die Form an: 

(37) 

aus der hervorgeht, daB fiir einen beliebigen Punkt x der Geraden e1 ell 
das Produkt 

x.p = (~l e1 + ~lIe,l).p = ~l a1 + ~2aal = (~l + ~lIa)al 
wird, daB somit der Bruch .p jedem Punkte x der ersten Punktreihe einen 
und denselben Punkt a1 zuweist. Dieser Punkt a1 , in den siimtliche 
Punkte der ersten Punktreihe iibergefiihrt werden, auf den sich also die 
ganze zweite Punktreihe konzentriert, moge der "Hauptpunkt" der 
Projektivitiit V heiBen, die Projektivitiit selbst moge zum Unterschiede 
von der uneigentlichen oder zweifach entartenden Projektivitiit als "ein­
fach entartende" Projektivitiit oder auch kiirzer schlechtweg als "ent­
artende" Projektivitiit bezeichnet werden, eine Bezeichnung, die schon 
oben auf Seite 115 gelegentlich gebraucht wurde. 

Der Hauptpunkt einer entartenden Projektivitiit bildet sugleiclt einen 
Doppelpunkt derselben; denn er wird insbesondere auch sich selbst zugeordnet. 
N eben ihm gibt es aber noch einen zweiten ausgezeichneten Punkt del' 
entartenden Projektivitat. Man kann namlich den Bruch .p fiir eine ent-· 
arlende Projektivitiit stets in der Weise umformen, daB einer seiner Zahler 
den Wert Null annimmt. Dazu braucht man nur an Stelle desjenigell 
Nenners, der dem nicht verschwindenden Koeffizienten der Gleichung (33) 
entspricht, das heiBt nach (34) anstatt des Nenners e,l, den neuen Nenner 
a1 f1. +!l,l1! einzufiihren, dessen Ableitzahlen mit den Koeffizienten del' 
Gleichung (33) iibereinstimmen, und der wegen (34) von e1 riiumlich ver-

1) Vgl. H. Grai3mann, Die Ausdehnungslehre. Berlin,1862. Nr.61 und 66. (Ge­
sammelte mathematieche und physikalische Werke, Bd. 1, Tei12. Leipzig, 1896.) 

10* 
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schieden ist. Bei dieser Umformung nimmt der Bruch na~h Satz 76 die 
Gestalt an: 

lJ = a1, ___ O ---. 
(38) ep a,. e1 + (11 et 

Setzt man hierin den zweiten N enner 

(39) III e1 + a,ea = a, 
so erhiilt man fiir den Bruch lJ die Darstellung 

(40) 

Dieselbe zeigt, daB das 
(41) 

Produkt 

~, 0 lJ=--· ep a 

alJ = 0 
ist, daB also die entarlende Projektivitiit lJ dem Punkt a die ZahlgroBe 
o zuweist. Und zwar ist oft'enbar der Punkt a der einzige Punkt, der 
diese Eigenschaft hat; er moge daher als der "NuUpunkt" der ent­
artenden Projektivitiit lJ bezeichnet werden. 

Schreibt man die Gleichung (41) in der Form 

(42) alJ=O.z, 
wo z einen ganz beliebigen Punkt der betrachteten Punktreihe bedeutet, 
so sieht man, daB der Bildpunkt des NuUpunktes a seiner Lage nach 
ganz unbestimmt ist, daB ihm aber die Masse 0 zukommt. Man ist daher 
nicht gerade genotigt, als zugeordneten Punkt des Nullpunktes a den 
Hauptpunkt a1 der Projektivitiit lJ anzusehen, wie bei den iibrigen Punkten 
der Geraden, sondern man kann auch jeden anderen Punkt der Geraden, 
insbesondere den Punkt a selbst, dem dann freilich die Masse 0 beizulegen 
ist, als zugeordneten Punkt des Nullpunktes a auffassen. In diesem Sinne 
erscheint also der Nullpunkt a zugleich als ein zweiter Doppelpunkt der 
Projektivitiit lJ. Der Hauptpunkt und der N ullpunkt zusammengenommen 
bilden daher "die beiden Doppelpunkte der entartenden Projek­
tivitiit lJ". 

Die Bruchdarstellung (40) bestiitigt iibrigens noch das obige Ergebnis, 
daB in einer entartenden Projektivitiit lJ jedem Punkt der Geraden el e2 

ein und derselbe Punkt dieser Geraden, namlich der Hauptpunkt a l der 
Projektivitiit lJ entspricht. 

Man kann schlieBlich die gewonnenen Ergebnisse in dem folgenden 
Satze zusammenstellen: 

Satz 99: Der Potenzwert einer projektiven Abbildung in der 
Geraden verschwindet dann und nur dann, wenn die Projektivitiit 
uneigentlich oder einfach entartend ist, das heiBt, wenn ent­
weder siim~lichen Punkten der zu transformierenden Punktreihe 
die ZahlgroBe 0 zugewiesen wird (uneigentliche Projektivitiit), 
oder wenn jedem Punkt dieser Punktreihe ein und derselbe 
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Punkt ihrer Geraden entspricht. In dem letzteren FaIle heiBt 
die Projektivitiit (einfach) entartend, jener Punkt ihr Haupt­
punkt. Derselbe ist zugleich ein Doppelpunkt der Projektivitiit, 
da er insbesondere auch sich selbst zugewiesen wird. Eine ent­
artende Projektivitat besitzt dann stets noch einen zweiten 
ausgezeichneten Punkt, niimlich einen Punkt, dem durch die 
Projektivitiit die ZahlgroBe 0 zugeordnet wird, und der daher 
der Nullpunkt der entartenden Projektivitiit heiBt. Man kann 
auch sagen, daB als Bild des Nullpunktes einer entartenden 
Projektivitat jeder beliebige Punkt der transformierten Geraden 
aufgefaBt werden kann, vorausgesetzt, daB man diesem Punkt 
die Masse 0 beilegt. Insbesondere ist also der Nullpunkt auch 
sein eigenes Bild und stellt somit einen zweiten Doppelpunkt 
der Projektivitiit dar. Aus diesen Griinden werden die beiden 
ausgezeichneten Punkte der entartenden Projektivitat auch mit 
gemeinsamem Namen aIs die Doppelpunkte der entartenden 
Projektivitiit bezeichnetl). 

Abschnitt 14. 

Die Doppelpunkte und die Hauptzahlen einer Projektivitat in der 

Geraden. 

Die Doppelpunktsgleichung und die Hauptgleichung. Die bisher ent­
wickelten Eigenschaften des Projektivitatsbruches ~ geniigen nun Buch, 
urn die oben auf geometrischem Wege behandelte Frage nach den 
Doppelpunkten zweier projektiven Punktreihen auf dem namlichen Trager 
durch Rechnung zu erledigen. 

Es moge also untersucht werden, ob es in der durch den Bruch 

(1) 

vermittelten projektiven Abbildung Punkte de gibt, die mit ihren Bildern 

1) Aschieri nennt in der auf Seite 146 zitierten Arbeit zwei entartende Pro­
jektivitaten 

lJ = ~!LO und lJ'= ~, 
elO a ~, a1 

die auseinander durch Vertauschung des Hauptpunktes mit dem Nullpunkt hervorgehen, 

zueinander invers und setzt lJ' = t· Dies erscheint indes nicht zweckmatlig, da zwei 

solche Projektivitaten lJ und lJ' der im Satze 86 ausgesprochenen Grundeigenschaft 
zweier umkehrbaren inversen Projektivitaten nicht entsprechen. 
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dtll zusammenfallen, die sich also bei der Multiplikation mit dem Projektivitats­
bruche 1I hochstens ihrer Masse nach andern, nicht abel' ihren Ort wechseln. 
Zuniichst ergibt sich fiir diese Punkte, die wir oben als Doppelpunkte der 
Projektivitat bezeichneten, die Gleichung: 

(2) dtll = ftd t , 

in der f t einen Zahlfaktor bedeutet, der die Massenanderung des Punktes 
dt bewirken solI, und in welcher selbstverstandlich dt nicht null sein darf. 
Diese Gleichung liiBt sich auch in der Form schreiben: 

W O=~~-~ 

und verwandelt sich, wenn 
und bt ,2 bezeichnet, also 
(4) 

man noch die Ableitzahlen von dt mit bt , 1 

setzt, in 

oder wegen (1) III 

(5) 

bt ,lel (ft -lI) + bt,2e2(ft-1I) = 0 

bl,l (elft - al) + bt,2 (eSft - a2) = O. 

Die Gleichung (5) kann zur Bestimmung des Verhaltnisses del' Ableit­
zahlen bt, lund bt,2 des Punktes dt und damit zur Bestimmung dieses 
Doppelpunktes dienen, sobald die diesem Punkt nach (2) zugehOrige 
ZahlgroBe f t bekannt ist. Die Gleichung (5) moge daher die "Doppel· 
punktsgleichung" der Projektivitat 1I genannt werden. Aus del' Doppel­
punktsgleichung (5) folgert man leicht, daB die beiden in ihren Klammern 
auftretenden Punkte 

in einen Punkt zusammenfallen. In del' Tat diirfen ja, wenn es iiberhaupt 
einen Doppelpunkt dt gibt, nicht die beiden Ableitzahlen von dll das heiBt 
die beiden ZahlgroBen bt, lund bt, 2' gleichzeitig verschwinden. Wenn aber 
von diesen beiden ZahlgroBen auch nur eine, etwa bt , l' von Null ver­
schieden ist, so folgt aus der Doppelpunktsgleichung (5) durch auBere 
Multiplikation mit (e2 f t - a2) und Division mit bt , 1 die Gleichung 

(6) [( el f t - a l ) (e2 tt - a2)] = O. 

Diese Gleichung aber besagt wirklich, daB die beiden Punkte 

el f t - a l und e2 r t - a2 

in einen Punkt zusammenfallen. 
Fiihrt man auf der linken Seite der Gleichung (6) die Multiplikation 

aus, so nimmt die Gleichung die Form an: 

(7) [el e2]f~ - { [al e2] + [el as] } tt + [al a21 = O. 

In dieser Gleichung zweiten Grades fiir f t sind die auftretenden iiuBeren 
Produkte siimtlich Stiibe derselben Geraden und konnen daher wie gleich-
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henannte Zahlen hehandelt weI'den; daraus folgt, daB sich die Gleichung (7) 
wie eine gewohnliche Zahlgleichung auflosen liWt. Ihre Wurzeln mogen 
mit tl und t2 hezeichnet und die "Hauptzahlen des Bruches lJ oder 
der Projektivitat lJ" genannt werden, wiihrend die Gleichung (7) selhst 
oder die gleichwertige Gleichung (6) die "Ha up tgleich ung" der Pro­
jektivitiit lJ heiBen mag. 

Bestimmung de,- Doppelpunkte fUr den Fall ungleicher reeller und kon­
jugiert komplexer oder auch entgegengesetst rein imaginiilrer HauptsalUen. 
Sind die heiden Hauptzahlen tt reell und voneinander verschieden, 
so ermittle man zu jeder von ihnen aus der ihr entsprechenden Doppel­
punktsgleichung 

(5) bt , 1 (~ t, - al ) + bt , J (ej) tt - as) = 0, t = 1, 2,' 

das Verhiiltnis bt,l: bt ,2 der Ahleitzahlen des zu dieser Hauptzahl ge'" 
horenden Doppelpunktes dt und erhalt so die beiden Proportionen 

(8) bt,l : b,,2 = - (e,tt - a2): (eltt - al ), t = 1, 2. 

Das Verhiiltnis jener heiden Ableitzahlen ist also durch den Quotienten 
zweier zusammenfallenden Punkte mit reellen Massen ausgedriickt (vgl. 
Seite 150); und es sind somit auch die heiden Doppelpunkte dt reell und 
bis auf einen willkiirlich bleibenden Proportionalitatsfaktor eindeutig he­
stimmtl). 

Man iiberzeugt sich ferner noch leicht, daB ulltel' der V oraussetzung 
zweier 1tngleichen reellen Hauptzahlen die beiden Doppelpunkte vonein-

1) Das Verhaltnis bt,l : bt,t konnte nur unbestimmt werden, wenn die beiden 
GIieder des rechten Verhaltnisses der Proportion (8) gleichzeitig verschwinden. DieBer 
Fall ist aber durch die Voraussetztmg ausgeschlossen, dafJ die beiden Hauptzahlen de?' 
Projektivitat voneinander verschieden sein sollen. Denn aUB dem gleichzeitigen Ver­
schwinden der beiden GroBen el rt - a1 und e, rt - at wiirden die Gleichungen folgen 

a l = el rt und at = e! rt , 

die man wegen (1) auch in der Form schreiben kann: 

elll = rtel und e! II = rtel • 

Es wiirde somit auch fiir jeden beliebigen Punkt 

x=~lel +~!e. 
der zu transformierenden Punktreihe 

xli = (rl el +~! e.)lI = tt(r1 e1 + ~t et ) = rtx 
sein. Die Projektivitat II wiirde daher iiberhaupt einem jeden Punkt x diesar Punkt­
reihe sein t,-faches zuordnen, also die schon oben aufSeite 122 behandelte "Deckullg 
zweier Punktreihen" darstellen. Diese hat samtliche Punkte der betrachteten 
Geraden zu Doppelpunkten; und diese Doppelpunkte besitzen, wie die letzte Gleichung 
zeigt, alle dieselbe Hauptzahl r,. Das widerspricht aber unserer Voraussetzung. 
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ander getrennt liegen. Denn angenommen, sie waren bis auf einen 
Zahlfaktor einander gleich, also etwa 

(*) d, = gd17 

wo 9 eine von Null verschiedene ZahlgroBe bedeutet, so miiBte auch 

also wegen (2) 
d,,p=gdl,p, 

oder wegen (*) 
t,gdi = gti d l 

selD. Da aber nach der Voraussetzung 9 und dl von Null verschieden 
sind, so kann diese Gleichung nicht anders bestehen, als wenn 

ts = tl 

ist, was oben ausgeschlossen wurde. Folglich liegen die beiden Doppel­
punkte d, voneinander getrennt. Man hat daher den Satz: 

Satz 100: Hat eine Projektivitat ,p in der Geraden zwei un­
gleiche reelle Hauptzahlen tl und t 2, so besitzt sie zwei getrennt 
liegende reelle Doppelpunkte dl und dt, das heiBt zwei Punkte, 
die bei der Multiplikation mit dem Projektivitatsbruche ,p nur 
um einen Zahlfaktor geandert werden, und zwar multiplizieren 
sie sich beziehlich mit den zugehorigen Hauptzahlen tl und t 2 , 

geniigen also den beiden Gleichungen 

(9) 

Diese Eigenschaft einer Projektivitiit mit zwei ungleichen reellen 
Hauptzahlen ermoglicht eine besonders einfache Darstellung ihres Bruches 
-ta. Da namlich nach Satz 75 zwei Projektivitatsbriiche einer Geraden 
einander gleich sind, sobald sie zwei nicht zusammenfallende Punkte dieser 
Geraden in dieselben Punkte iiberfiihren, und der Bruch ,p den Glei­
chungen (9) zufolge die beiden nicht zusammenfallenden Punkte dl und 

dl · tel tel d, in derselben Weise umwan e t Wle der Bruch lel l' ~ !', so kann man 
11 ! 

setzen: 

(10) 

Die so gewonnene Darstellung (10) des Projektivitiitsbruches lJ moge die 
"N ormalform einer Projektivitat mit zwei getrennten reellen 
Doppelpunkten" genannt werden. 

Sind die beiden Hauptzahlen tt konjugiert komplex oder auch 
entgegengesetzt rein imaginar, ist also etwa 

(11) {t =t+i~ . ,~ 
1 • R wo (12) t = r - 1 und (13) ~ + 0 

t 2 =t-t», ' 
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ist, so verwandelt sich die erste der beiden Doppelpunktsgleichungen (5) in 

(14) 011 { e1 C t + i ~) - al } + 012 { e2 (t + i ~) - a2 } = 0 . 
Setzt man also wie gewohnlich 

(15) {al = nllel + (l12 e2 
a2 = n21 el + (l2S e2, 

so erMlt man die Gleichung 

011 {el (t + i~) - (nllel + na e2)} + 012 (e2 Ct + i~) - (~lel + (l22e2)} = 0, 
fiir die man auch schreiben kann 

(16) 011 {(t - (lu)el + i~el - (l12e2} + 012 { - 021el + (t-022)e2 +i~es}=O. 
Um aus dieser extensiven Gleichung das Verhiiltnis der GroBen 011 und 
022 zu bestimmen, die in dies em Falle im allgemeinen ebenfalls komplex 
sein werden, setze man 
(17) 011 = fl - ill, 012 = ~ - i 121) ; 

dann nimmt die Gleichung (16) die Form an: 

{ (fl - ifl) {(t - nll)e1 + i~el - 012e2 } 
( 18) + (~ _ i ~) { - 0Sl el + (t - (22) e2 + i ~ e2 } = 0 

und zeriallt, wenn man ausmultipliziert und die Koeffizienten von el , iel' 
e2 , ie2 einzeln gleich Null setzt, in die vier Gleichungen 

(t - oll)fl + Sfl 021 f2 = 0 
~fl-(t-(lll)fl + 021f2=0 

(19) _ (l12 fl + (t - (22)f2 + ~12 = 0 
012 {I + sf2 - (t-022)~= O. 

Diese vier Gleichungen sind in den vier GroBen fv fv f2' I2 linear und 
homogen; aber nur je zwei von ihnen sind linear unabhangig voneinander, die 
beiden andern sind mit Riicksicht anf die aus (7) folgenden W orte von t und S 
eine Folge jener beiden ersteren Gleichungen. 1st fl' 11, f2' ~ ein Losungs­
system der Gleichungen (19), und beachtet man, daB nach (4) 

dl = Ollel + 012 e2' 

war, so wird mit Riicksicht auf (17) 

dl = (fl - ift)et + (£2 - if2)e2 oder 

(20) dJ = (ft eJ + fi e2) - i(lt et + ~e2) . 
Hieraus erhiilt man den Ausdruck fiir den zweiten Doppelpunkt d2 , welcher 
der anderen Hauptzahl t - i~ entspricht, wenn man i mit - i vertauscht, 
wodurch sich ergibt 
(21) d2 =. ,Cft el + f2 e2) + i (1t el + 12 e2) • 

1) Dadurch, da8 man hier ft - HI schreibt und nicht ft + ilt , wie man erwartet, 
wird die Vergleichung mit einer spateren Entwickelung erleichtert (vgl. die Glei­
chung (47) des 17. Abschnitts). 
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Setzt man also noch 
(22) flel + ~e, = a, llel + 1,e, = b, 
80 ergehen sich fur die heiden Doppelpunkte dl und ds die Ausdrucke 

(23) dl = a - ib, ds = a + ib, 
und man findet fur den Bruch lJ die "N ormalform" 

(24) h _ (t+i~)(a-ib), (r-i~)(a+ib) • 
.,. - a-ib, a+ib 

Die geometrische Bedeutung der Projektivitat 
Doppelpunkten wird weiter unten entwickelt 
interessierl uns das folgende Ergehnis: 

mit konjugiert komplexen 
werden. Vor :der Hand 

Fur den Fall konjugiert komplexer oder entgegengesetzt rein imagi­
ginarer Hauptzahlen einer Projektivitat sind ihre heiden Doppelpunkte 
konjugiert komplex; und zwar konnen sich diese konjugiert komplexen 
Doppelpunkte nicht etwa auf zwei entgegengesetzt rein imaginare oder 
zwei identische reelle Doppelpunkte reduzieren. Denn waren die Doppel­
punkte entgegengesetzt rein imaginal', also 

11 = 0 und f, = 0, 
so wurden sich die erste und dritte Gleichung (19) III die Gleichungen 
verwandeln: 

aus denen wegen (13) folgen wurde 

11 = 0 und '1, = 0 ; 

die Doppelpunkte dl und d, wurden also selhst verschwinden, was ohen 
ausgeschlossen wurde. Ebenso folgt aus der zweiten und vierten Glei­
chung (19), daB die heiden Doppelpunkte auch nicht ree11 sein konnen. 

Man kann schlieBlich noch bemerken, daB durch die beiden in (19) ent­
haltenen linear unabhangigen Gleichungen die "Komponenten" a und b 
del' beiden konjugierl komplexen Doppelpunkte nicht vollstandig fest ge­
legt werden, sondern daB man auf dem Trager der Projektivitat einen von 
den heiden Punkten a und b noch willkurlich annehmen kann, nul' daB er 
nicht gerade gleich Null gesetzt werden darf; alsdann ist vermoge del' 
Gleichungen (19) der andere Punkt eindeutig bestimmt. 

FaBt man aIlell zusammen, so erhalt man den Satz: 
Satz 101: Zwei konjugiert komplexen und ebenso zwei ent­

gegengesetzt rein imaginaren Hauptzahlen einer Projektivitat 
in der Geraden entsprechen stets zwei konjugiert komplexe, 
abel' niemals zwei rein imaginare oder reelle Doppelpunkte. 

Neue Form der Hauptgleichung. Sats Uber die DoppeZpunkte einer 
gegenliiufigen Projektivitiit. Man kann iibrigens leicht del' Hauptgleichung 
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einer Projektivitat noch eine etwas andere Form verleihen, in der sie 
sich bei manchen Untersuchungen bequemer handhaben HUlt. 

Man gehe dazu auf die GIeichung (6) zuriick und ersetze in ihr die 
Punkte a1 und as durch die gleiehwertigen Produkte e1 P und esP, schreibe 
die Gleichung also in der Form: 

(25) [t;.(ft -p)·e2(ft -p)]=0. 
In dieser Gleichung kann die Differenz f t - pals Symbol einer gewissen 
Projektivitiit aufgefaBt und such durch einen extensiven Brueh dargestellt 
werden. Nun besteht aber fiir jeden Projektivitiitsbrueh q die Gleichung 

(26) [e1q· esq] = [e1e2· q2] = [t;.es][qS]. 
Die GIeichung (25) liiBt sich daher auch iu der Form sehreiben: 

oder auch [e1es][(ft - PY'] = 0 

(27) [(ft -p)2] =0, 
oder endlich, wenn man ausquadriert und beriicksichtigt, daB nach Satz 97 
[12] = 1 ist, in der Form 

(28) f: - 2ft [1 p] + [lI!] = 0, 
woraus fiir die Hauptzahlen f, der Projektivitiit p die Werte folgen 
(29) f, = [lp] ± Y[1p]2 _ [p!]. 
Man sieht somit, daB die Hauptzahlen der Projektivitiit p reell und von­
einander verschieden sind, wenn aie Differenz 
(30) [lp]S - [p!] > 0 
ist. Diese Bedingung ist sieher erfiillt, wenn der Potenzwert [pllJ der 
Projektivitiit p negativ ist, das heiBt nach Satz 96, wenn die beiden 
durch die Projektivitiit II auf'einander bezogenen Punktreihen in entgegen­
gesetztem Sinne durchlaufen werden. Und da naeh Satz 100 zwei un­
gleiehen reellen Hauptzahlen stets zwei getrennt liegende reelle Doppel­
punkte zugehoren, so hat man den Satz: 

Satz 102: Eine j~de gegenlaufige Projektivitat in der Ge­
raden besitzt zwei getrennt liegende reelle Doppelpunkte. 

Abschnitt 15. 

Die Involution nnd die Deckung. 

Wann werden die Hauptsahlen einer Projektivitiit in der Geraden ein­
ander entgegengesetst gleich? Ein besonderes Interesse bieten diejenigen 
Projektivitaten einer Geraden, fiir welche die beiden Hauptzahlen einander 
entgegengesetzt gleich sind, fUr welehe also 

(1) fll=-f1 
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ist. Dies wird der Fall sein, sobald in der Hauptgleichung (7) des vorigen 
Abschnitts der Koeffizient von tt verschwindet, das heiBt, sobald die 
Gleichung besteht: 
(2) 0 = [al ell] + [lit all] oder 

- [alell] = [elaS] , 

wofiir man wegen der Formel (8) des zweiten Abschnitts auch schreiben 
kann: 
(3) lejal ] = [el a2] 

oder endlich mit Riicksicht auf die Formeln (6) des 13. Abschnitts 

(4) [11l . el~] = [el . es~]' 

Um Projektivitiiten von diesem besonderen Charakter auch iiuBerlich 
kenntlich zu machen, bezeichnen wir den Abbildungsbruch ~iner Projek­
tivitiit von entgegengesetzt gleichen Hauptzahlen, das heiBt einen Projek­
tivimtsbruch, der die Gleichung (4) erfiillt, mit dem besonderen Buch­
staben I (Spiegelung). Wir setzen also einen Projektivitiitsbruch 

(5) 

sobald derselbe die Gleichung befriedigt: 

(6) [e,. ell] = [lit· e,1]. 

Aus der Gleichung (5) folgen dann noch nach dem Begriff des exten­
siven Bruches die Gleichungen 

(7) 

Man kann nun zunii.chst zeigen, daB die durch die Gleichung (6) dar­
gestellte Beziehung des Bruches I zu den beiden Grundpunkten lit und e, 
die entsprechende Beziehung des Bruches zu zwei ganz beliebigen Punkten 
y und s der Geraden el ell nach sich zieht, daB also die Gleichung (6) die 
allgemeinere Gleichung 
(8) [s . yl] = [y . .61] 

zur Folge hat. 

(9) 

In der Tat, sind 

{y = ~lel + ~se, 
S = ~lel + 3. e2 

zwei ganz beliebige Punkte der Geraden e1 ez, so wird 

[s· yl] = [(3l el + 3211l)' (~lel + ~lle2)j] 
= ~l~llel 'ell] + ~2~l[e2' ell] + ~1~2[el 'l1lj] + 32~2[e2 'l1lj] 

oder wegen (6) 
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[8. yl] = 3l~l[el' ell] + {32~l + 3l~2}[el' eal] + 32~2[e2 . t;1] 

= ~l3l[el' ell] + (~231 + ~l32}[el' esl] + ~232[e2' eal] 
= [y. dl, 

womit die Gleichung (8) bewiesen ist l ). 
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Setzt man insbesondere voraus, y sei ein Punkt der ersten Punktreihe 
und H der zugeordnete Punkt der zweiten Punktreihe, das heiBt, es sel 

(10) 8 = yl, so wird das Produkt 

(11) [z· yl] = O. 
Zufolge der Gleichung (8) wird dann auch 

(12) [y . 81] = 0; 

und diese Gleichung sagt aus: Derjenige Punkt H, welcher nach der 
Gleichung (10) als Punkt der zweiten Punktreihe dem Punkte y der 
ersten Punktreihe zugewiesen wurde, wird, wenn man ihn als Punkt der 
ersten Punktreihe auffaBt, durch die Projektivitat I in einen Punkt 81 
iibergefiihrt, der wieder gerade mit dem Punkt y zusammenfallt. 

Damit ist die geometrische Bedeutung der Gleichung (8) gefunden, 
und man hat den Satz: 

Satz 103: Sind bei einer Projektivitat in der Geraden die 
beiden Hauptzahlen entgegengesetzt gleich, so entsprechen sich 
je zwei zugeordnete Punkte beider Punktreihen abgesehen von 
ihren Massen wechselseitig. 

Nun sagt man von zwei projektiven Grundgebilden auf dem nam­
lichen Trager, deren zugeordnete Elemente sich abgesehen von einem 
Zahlfaktor wechselseitig entsprechen, "sie seien involutorisch" oder 
"sie bilden zusammen eine Involution". Ferner nennt man zwei 
zugeordnete Elemente zweier involutorischen Grundgebilde "ein Paar der 
In vol u tion" und sagt von d~n Elementen eines Paares der Involution, 
"sie seien in der Involution einander konjugiert" oder sie seien "inVOlll­
torisch gepaart". Endlich bezeichnet man die Verwandtschaft zwischen 
zwei involutorischen Grundgebilden als "involutorische Verwandtschaft" oder 
geradezu als "Involution"; und mit Riicksicht hierauf sagt man von zwei 
involutorischen Grundgebilden auch: "sie stehen in Involution", das soll 
heiBen: Sie stehen in dem Verwandtschaftsverhii.ltnis del' Involution. 

Insbesondere heiBt noch die Involution zweier Punktreihen eine "Punkt­
involution" und die Involution zweier Strahlbiischel eine "Strahlinvolution". 

Dnter Benutzung dieser Kunstausdriicke kann man den Satz 103 such 
folgendermaBen formulieren: 

1) Vgl. C. Burali-Forti, Lezioni di geometria metrico-projettiva. Torino, 19040. 
S. 146. 
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Satz 103 (Zweite Fassung): Besitzt eine Projektivi"tat in 
der Geraden zwei entgegengesetzt gleiche Hauptzahlen, so 
bilden ihre beiden Punktreihen zusammen eine Involution. 
Oder auch: Eine Projektivitat in der Geraden mit entgegen­
gesetzt gleichen Hauptzahlen ist eine Involution. 

Urn zur Umkehrung des Satzes 103 zu gelangen, bemerke man, daB 
die fiir die Involution charakteristische Gleichung 

(4) [~·ell']=[el·e2l'], 

aus der aUes Ubrige gefolgert wurde, sich bereits ableiten laBt, sobald 
man weiB, daB in der Projektivitat l' sich irgend zwei nicht zusammen­
fallende Plmkte u und v wechselseitig entsprechen, so daB die beiden 
Gleichungen zusammen bestehen: 

{[u. vl'] = 0 undo 
(13) [v. ul'] = O. 

Urn dies zu zeigen, braucht man nur die beiden Grundpunkte e1 

und e2 als Vielfachensummen der beiden Punkte u und v darzustellen, wo­
durch sich ergeben mag 

(14) 

und diese Werte in das 
halt man 

f e1 = u1 u + \)1 v 
le2 = u2 u + \)2 V , 

Produkt [e2 • ell'] einzufiihren. 

[e2 • ell' J = [( U2 U + \)2 v) . (U1 U + \)1 v) l'], 
das heiBt mit Riicksicht auf (13) 

= U2 U1 [U' ul'] + \)2 bl[V' vl'] 
= U1 U2 [U· ul'] + b1 b2 [v . vl'] 
= [e1 • e2 l']. 

Dadurch e1'-

Damit ist die Gleichung (4) bewiesen. Aus ihr aber folgert man 
erstens: Wenn sich in zwei projektiven Punktreihen irgend zwei ge­

trennt liegende Punkte wechselseitig entsprechen, so entsprechen sich 
iiberhaupt je zwei zugeordnete Punkte wechselseitig, die beiden Punkt­
reihen stehen also in Involution. Man hat somit den Satz: 

Satz 104: Entsprechen sich in zwei projektiven Punktreihen 
auf dem namlichen Trager irgend zwei getrennt liegende Punkte 
wechselseitig, so gilt dasselbe iiberhaupt von jedem Paal' zu­
geordneter Punkte, die Punktreihen stehen also in Involution. 

Zweitens aber folgt, wenn man von der Gleichung (4) auf die Glei­
chung (1) zuriickschlieBt, der Satz: 

Satz 105: Die Hauptzahlen einer jeden Punktinvolution sind 
entgegengesetzt gleich. 
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Man kann schlieBlich der Bedingungsgleichung (6) fUr eine involuto­
rische Projektivititt noch eine andere Form verleihen. Schreibt man die 
Gleichung niimlich in der Form 

(16) [t; . ~I] - [~ . ell] = 0 
und beriicksichtigt, daB nach Formel (20) des 13. Abschnitts 

(16) 

ist, so nimmt dieselbe die Gestalt an: 

(17) [18] = 0; 
und da auch umgekehrl die Gleichung (17) die Gleichung (6) nach sich 
zieht, so hat man den Satz: 

Satz 106: Eine Projektivitat list dann und nur dann in­
volutorisch, wenn die Identititt 1 mit ihr kombinatorisch multi­
pliziert den Wert Null ergibt, wenn sie also der Gleichung 
geniigt: 

(17) [U] = O. 

Diese Form der Bedingung folgt iibrigens direkt aus der Gleichung (29) 
des vorigen Abschnitts, wenn man fragt, unter welcher Bedingung die 
durch diese Gleichung dargestellten beiden Hauptzahlen einer Projektivititt .p 
einander entgegengesetzt gleich werden. 

Die hyperbolische und die elliptische Involution. Auf eine wichtige 
Unterscheidung involutorischer Punktreihen wird man gefiihrt, wenn man 
die Hauptzahlen einer Involution wirklich bestimmt. Mit Riicksicht auf 
die Bedingungsgleichung (2) einer Involution nimmt die Hauptgleichung (7) 
des vorigen Abschnitts fiir den Fall einer Involution I die Form an: 

(18) [el~]I; + [alaS]. 0 
. und lieferl fiir I t die Werte 

(19) V-[0.1 a.] 
I t = + - -[ -]' e1 e, 

fiir die man nach Satz 95 auch schreiben kann: 

(20) It = + y- [8 2]. 

Ubrigens kann man diese Gleichung (20) auch etwas direkter aus 
del' Gleichung (29) des vorigen Abschnitts ableiten, wenn man in ihr 
den Buchstaben .p durch das Symbol 8 einer Involution ersetzt und die 
obige Gleichung (17) benutzt. 

Die Gleichung (20) enthiilt den Satz: 
Satz 107: Die Hauptzahlen einer Involution sind die beiden 

Quadratwurzeln aus ihrem negativ genommenen Potenzwert. 
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1st daher der Potenzwert [II] negativ, so sind die Hauptzahlen ent­
gegengesetzt reell und von Null verschieden, ist er positiv, so sind sie 
entgegengesetzt rein imaginar. 

Nach den Satzen 100 und 101 entsprechen nun aber zwei ungleichen 
reellen Hauptzahlen stets zwei getrennt liegende reelle Doppelpunkte, zwei 
entgegengesetzt rein imaginaren Hauptzahlen aber zwei konjugiert kom­
plexe Doppelpunkte. Man kann daher den Satz aussprechen: 

Satz 108: Eine Punktinvolution besitzt zwei getrennt liegende 
reelle oder zwei konjugiert komplexe Doppelpunkte, je nach­
dem ihr Potenzwert negativ oder positiv ist. 

N ennt man ferner noch eine Involution mit zwei getrennt liegenden 
reellen Doppelelementen "hyperbolisch", eine solche mit konjugiert kom­
plexen Doppelelementen "elliptisch"l), so kann man diesem Satze auch 
die Fassung geben: 

Satz 109: Eine Punktin volution list hyperbolisch oder ellip­
tisch, je nachdem ihr Potenzwert [82] negativ oder positiv ist. 

Nach dem Satze 96 ist nun aber iiberdies eine Projektivitat in der 
Geraden gleichlaufig oder gegenlaufig, je nachdem ihr Potenzwert positiv 
oder negativist. Fiir den Durchlaufungssinn der Punktreihen einer In­
volution ergibt sich daher der folgende wichtige Satz: 

Satz 110: Eine elliptische Involution ist stets gleichlaufig, 
eine hyperbolische Involution stets gegenlli.ufig. 

Die Giiltigkeit dieses Satzes ist ofl'enbar nicht auf die Punktinvolution 
beschrankt, was bei seiner Fassung sogleich beriicksichtigt ist. 

Einfuhrung der Punkte eines Paares der Involution als Nenner des 
Involutionsbruches. Das Folgequadrat einer Involution. Die speziellen 
Eigenschaften, durch welche eine Involution vor einer beliebigen Pro­
jektivitat ausgezeichnet wird, legen es nahe, auch nach einer besonderen 
analytischen Darstellung eines Illvolutionsbruches zu suchen. Man wird 
auf eine solche gefiihrt, wenn man zu Nennern des Involutionsbruches 
zwei Punkte wahlt, die in der Involution ein Paar bilden, ohne dabei in 
einen Doppelpunkt der Involution zusammenzufallen. 

1) Wie weiter unten gezeigt werden wird, bildet bei einer Hyperbel die Gesamt­
beit aHer Paare konjugierler Durchmesser eine Strahlinvolution, deren Doppelstrahlen 
reeH sind, namlich durch die beiden Asymptoten der Hyperbel dargesteHt werden; 
bei einer Ellipse dagegen bilden zwar auch die Paare konjugierler Durchmesser eine 
Strahlinvolution, aber dies.e besitzt keine reellen Doppelstrahlen. Andererseits ruft 
eine Hyperbel auf der unendlich fernen Geraden eine Punktinvolution hervor mit zwei 
reellen Doppelpunkten, den Schnittpunkten der unendlich fernen Geraden mit den 
beiden Asymptoten, eine Ellipse aber eine Punktinvolution mit zwei konjugierl kom­
plexen Doppelpunkten. 
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Es seien also a und b die Punkte eines Paares einer Involution, und es sei 
(21) al = b 
und dabei b raumlich verschieden von a; dann mnS 

(22) bl = fa 
sein, wo t eine reelle Zahlgro6e bedeutet. Denn, da die Punkte a und b, 
von ihren Massen abgesehen, sich wechselseitig entsprechen sollen, so 
kann der Punkt hi, der dem Punkt b durch die Involution I zugewiesen 
wird, sich von dem Punkt a hOchstens urn einen reellen Za.hlfaktor 
unterscheiden. Aus den beiden Gleichungen (21) und (22) folgt aber, da 
die Punkte a und h raumlich voneinander verschieden sind, fiir den In­
volutionsbruch I die Darstellung 
(23) I _ b,_ fa 

- a, b· 

Umgekehrt stellt jeder Projektivitatsbruch von der Form (23) eine 
Involution dar; denn in der von ihm vermittelten Projektivitat entsprechen 
sich die Punkte a und h abgesehen von ihren Massen wechselseitig. Die­
selbe ist also nach dem Satze 104 eine Involution . 

. Um vermoge der Gleichungen (21) bis (23) weitere analytische Kenn­
zeichen eines Involutionsbruches zu finden, setze man den Wert von b 
aus (21) in die Gleichung (22) ein und erhalt so die Gleichung 

(24) aU = fa, 
welche zuniichst fiir den Punkt a die Eigenschaft der Involution ausspricht, 
daB ihre zweimalige Anwendung auf diesen Punkt ibn wieder in seine 
alte Lage zuriickfiihrt. 

Geniigt umgekehrt eine Projektivitat I in einer Geraden fiir irgend­
einen Punkt a dieser Geraden der Gleichung (24), und ist iiberdies das 
Bild al des Punktes a von dem Punkt a raumlich verschieden, besteht 
also neben der Gleichung (24) noch die Ungleichung 

(25) [a. al] + 0, 
so ist dadurch die Projektivitiit I nach Satz 104 als Involution charakte­
risiert, weil ja zufolge der Gleichung (24) die (nach (25) raumlich ver­
schiedenen) Punkte a und al sich wechselseitig entsprechen. 

Selbstverstandlich folgt ferner, wenn man wieder 
(21) al = b 
setzt, aus der Gleichung (24) auch riickwarts die Gleichung 
(22) hi = fa 
und sodann aus den Gleichungen (21) und (22) mit Riicksicht auf die 
Ungleichung (25) fiir I die Darstellung 
(23) I =b, fa . 

a, b 
GraSmann, Projektive Geometrie d. Ebene. I. 11 



162 Die Involution und die Deckung. 

Da.nn abel' laBt sich zeigen, daB die Gleichung 

(24) aU = fa 
auch giiltig bleibt, wenn man den Punkt a durch einen beliebigen Punkt x 
del' Geraden ab ersetzt. In der Tat, ist 

(26) x = xa + ~b, so wird 

xl = Xal + ~bl, 
das heiSt wegen (21) und (22) 

xl = ~b + ~fa und somit 

xU = Xbl + ~fal, 
das heiSt wieder wegen (21) und (22) 

xii = ~fa + ~fb = f(~a + ~b) odeI' 
(27) xU = fx, 

womit die obige Behauptung bewiesen ist. Da aber in unserer Ent­
wickelung von dem Bruche I nichts weiter vorausgesetzt war, als daB er 
eine Projektivitiit darsteilt, in der sich die beiden Punkte a und b ab­
gesehen von ihren Massen wechselseitig entsprechen, so enthiilt sie einen 
neuen Ueweis des Satzes 104, und zugleich kann man den Satz aus­
sprechen: 

Satz 111: Eine Punktinvolution fiihrt jeden Punkt der zu 
transformierenden Punktreihe bei zweimaliger Anwendung in 
einen kongruenten Punkt iiber. 

Doch giht diesel' Satz noch nicht den ganzen Inhalt der Gleichung (27) 
wieder; denn diese Gleichung zeigt ja zugleich, daB aile Punkte der Ge­
raden ab hei zweimaliger Multiplikation mit dem Faktor I sich um den­
selben reelien Zahlfaktor iindern, und ergiht daher fiir das Folgequadrat 
U = 12 des Involutionsbruches I die Gleichung 

(28) 12 = f 
und damit den Satz: 

Satz 112: Das Folge quadrat einer Involution in del' Geraden 
ist eine reelle Zahl. 

Und von diesem Satze gilt auch die Umkebrung: 
Satz 113: 1st das Folgequadrat einer von der Deckung ver­

schiedenen Projektivitiit I eine reelle Zahl, geniigt sie also der 
Gleichung 

~~ .=~ 
unter t eine reelle ZahlgroBe verstanden, so ist diese Projek­
tivitiit eine Involution. 

Da niimlich nach der V oraussetzung die Projektivitiit I von der 
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Deckung verschieden ist, so gibt es in der zu transformierenden Punkt­
reihe sicher Punkte, die nicht mit ihren Bildern zusammenfallen. Es sei 
a ein solcher Punktj alsdann entsprechen sich in der Projektivitiit 8 die 
beiden getrennt liegenden Punkte a und al wechselseitig. Denn dem 
Punkte al wird ja durch die Projektivitiit I wegen (28) der Punkt 

aU=fa 

zugewiesen. Nach Satz 104 ist daher die Projektivitiit I eine Involution. 
Man kann dem Satze 113 noch eine etwas andere Fassung verleihen, 

wenn man die uneigentliche Involution ausschlieBt. N ach der Gleichung 
(31) des 13. Abschnitts wird die uneigentliche P'l'ojektivitiit durch einen 
Bruch von der Form 

dargestellt. In diesem Bruche kann man die N enner e1 und ell als Doppel­
punkte auffassen, und zwar als Doppelpunkte, deren zugehorige Haupt­
zahlen tl und tll gleich Null sind. Daraus aber folgt, daB die uneigent­
Iiche Projektivitiit der Bedingungsgleichung fiir die Hauptzahlen elDer 
Involution Geniige leistet, namlich der obigen Gleichung 

(1) tll = - tu 

und daB somit die uneigentliche Projektivitiit als eine Involution angesehen 
werden kann. Die Begriffe "uneigmtliche P'l'ojektivitiit" und "uneigentliche 
Involution" sind daher gleichbedeutend. 

Die uneigentliche Involution. hat nun mit der Deckung die Eigenschaft 
gemein, daB nicht nur wie bei der Involution iiberhaupt ihr Folgequadrat 
eine bloBe Zahl ist, sondern daB auch sie selbst einer Zahlg'l'ofje gleich ist. 
Und zwar sind die Deckung und die uneigentliche Involution die einzigen 
Projektivitiiten dieser Art. 

Es besteht aber fiir eine ZahlgroBe I, welche der Gleichung (28) Ge­
niige leistet, insbesondere also auch fiir eine Deckung und fiir die un­
eigentliche Involution I, zugleich die Gleichung 

(29) 1= + yr, 
wiihrend fiir eine eigentliche Involution, welche die Gleichung (28) be­
friedigt, stete 
(30) 1=1= ± yC 
ist. Man kann daher dem Satze 113 auch die Fassung geben: 

Satz 114: Geniigt eine Projektivitat I den beiden Verglei-

chungen III = fund 1=1= ± yC, 
unter f eine reelle ZahlgroBe verstanden, so ist diese Projek­
tivitiit eine eigentliche Involution. 

11'" 
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Der Zahlwert des Folgequadrates f' einer Involution f steht nun aber 
in einer engen Beziehung zu dem kombinatorischen Quadrate [f'], das 
hei.6t zu dem Potenzwerte des Bruches f. In der Tat ergibt sich nach Satz 95 
mit Rucksicht auf (23) fur den Potenzwert der Involution f der Ausdruck 

[a~] = @. fa] = f [ba] d h ·.6t 
., [ab] [ab]' as el 

(31) [f2] = - f. 

Zwischen dem kombinatorischen Quadrate [f2] und dem Folgequadrate f' 
einer Involution f besteht daher die Beziehung 

(32) [.2] = _ f', 
und man hat den Satz: 

Satz 115: Das kombinatorische Quadrat eines Involutions­
bruches hat mit dessen Folgequadrat entgegengesetzten Wert. 

Die durch die Gleichung (31) angegebene Beziehung zwischen dem 
Potenzwerte [.'] einer Involution fund der zu ihrer Darstellung benutzten 
Zahlgro.6e f liefert ferner mit Rucksicht auf Satz 109 den Satz: 

Satz 116: Die Involu tion 

(23) 1= b, fa 
a, b 

ist hyperbolisch oder eUiptisch, je nachdem die ZahlgroBe f, 
das heitH das Folgequadrat I' der Involution, positiv oder ne­
gativ ist. 

Ubrigens mBt sich der Ausdruck (23) fur die Involution 1 noch 
etwas weiter vereinfachen, ohne daB dadurch eine wesentliche Beeintrach­
tigung der geometrischen Allgemeinheit des Bruches herbeigefuhrt wiirde 1). 
Man multipliziere dazu den ersten Zahler und Nenner des Bruches mit 

V±f, wo unter der W ul'zel das V orzeicben + oder - zu nehmen ist, 
je nachdem die Zahlgro.6e f positiv oder negativ ist, (vgl. Satz 77). Da­
durch verwandelt sich der Bruch (23) in 

1 = r±r b,_!~. 
V:fT a, b 

Filr diesen Bruch kann man auch schreiben, wenn man 

(33) -V + f a = a' 
setzt und berucksichtigt, daB 

f = ± (-V+ rl ist, 

1_ V+f b, ±V±r a' 
- a', b 

1) Nur die entartenden Involutionen Bcheiden aUB. 
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oder nach Formel (30) des 11. Abschnitts 

(34) j = Y± f b~ ± a', 
a I b 

wo beide Male das Vorzeichen + oder - zu wahlen ist, je nachdem f 
positiv oder negativ ist. 

In dem Faile eines positiven f, das heiBt fur eine hyperbolische In­
volution (vgl. Satz 116), wird also 

(35) j = yf !",} , 
und m dem Faile emes negativen f, das heiBt fur eme elliptische Invo­
lution, wird 

(36) j = Ff b" - a' • 
a I b 

LaBt man schlieBlich die geometrisch bedeutungslosen reellen Zahl­

faktoren Yf und y f fort und iindert die Bezeichnung, indem man wieder 
a anstatt a' schreibt, so erhii.lt man fiir die alIgemeinste hyperbolische 
und elliptische Punktinvolution ~ und t die Bruchdarstellungen 

(37) ~=~~ 
a, b und (38) b, -a 

t=--~ 
a, b ' 

in denen a und b zwei beliebige Punkte bedeuten, die dann in der Invo­
lution ein Paar bilden. 

Analog ergeben sicho fur die allgemeinste hyperbolische und ellip­
tische Strahlinvolution ~ und (i die Bruchdarstellungen 

(39) ~ = B, A und (40) (i = B, -A 
4B 4 B' 

in denen A und B zwei beliebige Stiibe bedeuten, die dann wieder in der 
Involution ein Paar bilden. 

Die Gleichungen (37) bis (40) gestatten noch einige wichtige Folge­
rungen. Doch beschranken wir uns darauf, die betreft'enden Schlusse aus 
den Gleichungen (37) und (38) fiir die Punktinvolution zu ziehen, be­
merken aber sogleich, daB sich ganz entsprechende Folgerungen auch aus 
den Gleichungen (39) und (40) fUr die Strahlinvolution ergeben, was wir 
bei der Formulierung der Siitze beriicksichtigen werden. 

N ach der Voraussetzung sind die N ennerpunkte a und b der Invo­
lutionsbruche ~ und t in jeder der beiden zugehOrigen Involutionen die 
Punkte eines beliebig gewiihlten Paares. Nun folgen aber aus der Glei­
chung (37) die Gleichungen 

~41) 
I(a + bH = a+ b 
l(a-b)~=-(a-b), 

welche aussagen, daB die Punkte a + b und a - b die Doppelpunkte der 
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Involution ~ bilden, und da diese Punkte uberdies zu den Punkten a 
und b harmonisch liegen, so hat man den Satz: 

Satz 117: Ein j edes Paar einer hyperbolischen Involution 
wird durch deren Doppelelemente harmonisch getrennt. 

Andererseits folgt aus der Gleichung (38) die Gleichung 

(42) (a + b) e = - (a - b), 

welche zeigt, daB die Punkte a + b und a - b in der Involution e ein 
Paar bilden. In einer elliptischen Involution gibt es also zu jedem Paare 
a, b ein zweites Paar, das von ihm harmonisch getrennt ist. Es existiert 
aber auchnur ein solches Paar. Denn bildet man zu einem beliebigen 
Punkt ~a + ~b der einen Punktreihe den zugeordneten Punkt der anderen, 
so erhlilt man 

Die Punkte des Paares b d b 
~a + ~ un ~a - ~ 

sind aber nur dann harmonisch, wenn die Proportion besteht 

odeI' die Gleichung ~:~=~:~ 

~2 = ~2, das heiBt, wenn 

~=± ~ 

ist. Und diese Gleichung liefert, abgesehen von einem geometrisch be­
deutungslosen Zahlfaktor, eben nur die beiden Punkte a + b und a - b, 
man hat daher den Satz: 

Satz 118: In jeder elliptischen Involution gibt es zu jedem 
Paare ein und nur ein zweites Paar, das zu ihm harmonisch liegt. 

Eine Streckengleichung der Ellipse in ewei .v,erschiedenen Formen. U m 
eine genauere Anschauung von einer elliptischen und hyperbolischen In­
volution zu gewinnen und zugleich die Bezeichnung diesel' beiden Arten 
der Involution als "elliptisch" und "hyperbolisch" zu rechtfertigen, schalten 
wir einiges uber eine Streckendarstellung der Ellipse und Hyperbel ein. 

Bei der Ellipse gelangen wir zu einer solchen Streckendarstellung, 
indem wir von den bekannten simultanen Gleichungen der Ellipse ausgehen: 

(43) {~= a cosw 
~ = b sinW, 

in denen ~ und ~ die rechtwinkligen Koordinaten des laufenden Punktes 
del' Ellipse, bezogen auf ihre Hauptachsen, und a und b die Liingen der 
Halbachsen sind, wlihrend W eine Hulfsvariable (ein Parameter) ist, der, 
wenn a > b ist, die exzentrische Anomalie des laufenden Punktes del' 
Ellipse darstellt (vgl. Figur 81). 
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Sind dann ferner noch 
a und b die Sfrecken der­
jenigen beiden Halbachsen 
der Ellipse, welche den Sinn 
der positiven Seiten der Koor­
dinatenachsen haben, und 
endlich ea und eb zwei 
Sfrecken von der Liinge 1, 
die mit den Strecken a und 
b nach Richtung und Sinn 
iibereinstimmen, so bestehen 
zwischen den vier Strecken 
a, b, ea , eb und den beiden 
Llingen Il und 0 die Glei-

chungen {a = Ilea 

(44) b=oeb • 

Und bezeichnet man endlich 
noch die Strecke vom An-

1) 

Fig. 81. 

fangspunkt 0 des Koordinatensystems nach dem laufenden Punkt ~, ~ der 
Ellipse gezogen, oder, wie wir sagen wollen, den "Trager" des laufen:­
den Punktes der Ellipse mit x, so wird 

(45) x = ~ea + ~eb' 
Multipliziert man daher die GIeichungen (43) mit ea und eb und addiert, 
so erhiiJ.t man wegen (44) und (45) die GIeichung 

(46) x = acostt> + bsintt>, 
und diese ist bereits die gewiinschte Streckendarstellung der Ellipse. Man 
hat also den Satz: 

Satz 119: Sind a und b zwei zueinander senkrechte Streck en, 
von denen a Hi.nger ist als b, so ist die Gleichung 

x = acostt> + baintt> 

eine Streckendarstellung einer Ellipse, deren Halbachsen die 
Strecken a und b sind, wahrend x den Trager und der Para­
meter tt> die exzentrische Anomalie des laufenden Punktes der 
Ellipse bedeutet. 

fibrigens stellt die GIeichung (46) auch dann noch eine Ellipse dar, 
wenn a und b zwei Strecken von beliebiger, aber doch wenigstens ver­
schiedener Richtung sind. Sind namlich in diesem Falle wieder Il und b 
die Langen der Strecken a und b, und ~ und ~ die Koordinaten eines 
Punktes in bezug auf ain Koordinatensystem, dessen Anfangspunkt in 0 
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liegt, und dessen Achsen die Richtung und den Sinn der Strecken a 

und b haben (vgl. Figur 82), so sind zuniichst die obigen Gleichungen 

Fig. Silo 

(44) {a = ae 
" und 

b = beb 

(45) x = ~e" + t)eb , 

(43) { 
~ = acostD 

t) = bsin tD 
die simultanen Gleichungen 
einer Ellipse, welche die 
Koordinatenachsen zu kon­
jugierten Durchmessern hat 
und von ihnen die Stucke 
a und b abschneidet. 

U nd bezeichnet man 
ferner wieder mit e" und 
eb zwei Strecken von der 
Lange 1, die mit den 
Strecken a und b nach 
Richtung undSinn uber­
einstimmen, und mit x den 
Trager des Punktes ~, t), 
so wird wieder 

und es folgt daher wieder durch Multiplikation der Gleichungen (43) mit 
e" und eb und Addition fur die Ellipse mit den konjugierten Halbmessern a 
und b die Streckengleichung 

(46) x = acosttl + bsinttl; 

nur hat hier der Parameter ttl eine andere Bedeutung wie in dem Satze 119. 
Man gelangt zu dieser durch eine affine Verallgemeinerung des Begriffs 
der exsentrischen Anomalie. 

Man kann sich namlich die Ellipse mit den Halbmessern [oa] und [ob] 
durch perspektiv-affine Abbildung aus dem Kreise erzeugt den ken, der um 
den Mittelpunkt 0 der Ellipse mit dem Radius a geschlagen ist, indem 
man dabei die Gerade des Stabes [oa] als Aff1'nitiit8achse verwendet. Man be­
zeichne dazu noch denjenigen Trager dieses Kreises, der auf der Strecke a 
senkrecht steht und von ihr nach derselben Seite abweicht wie b von a, mit 
b'; dann gibt die Strecke b - b' die Affinitiitsrichtung derjenigen perspek­
tiven Affinitat all, in der [oa] die Affinitatsachse ist, und in der dem 
Punkte b' der Punkt b zugeordnet wird. Sodann konstruiere man einen 
Punkt x auf folgende Weise: 



Abschnitt 16, Gleichung (47) und (48). Satz 120. 169 

Man ziehe zuer-st durch einen beliebigen Punkt x' des Kreises die 
Parallele zu der Affinitatsrichtung b - b', so weiB man: Auf dieser 
Parallelen muB der dem Punkte x' zugeordnete Punkt x gelegen sein. 

Fii.llt man dann zweitens von x' das Lot x' q auf die Affinitatsachse 
loa], so ist x'q II b'Oi und da zwei parallellen Geraden durch die Affinitiit 
wieder zwei parallele Geraden zugeordnet werden, so muB die zu x' q zu­
geordnete Gerade xq mit der zu b' 0 zugeordneten Geraden bo parallel sein. 

Man ziehe also drittens durch den FuBpunkt q des Lotes x' q die 
Parallele zu ob bis zum Schnitt mit der zuerst gezogenen Parallelen und 
bezeichne den Schnittpunkt mit x. 

Man kann dann zunachst leicht zeigen, daB der Punkt x ein Punkt 
der Ellipse ist, welche die Stiibe [oa] und Cob] zu konjugierten Halb­
messern hat. In der Tat, bezeichnet man noch die rechtwinkligen Ko­
ordinaten des Punktes x' in bezug auf die Achsen [oaJ und lob'] mit ~' 
und ~', so lautet die Gleichung des konstruierten Hiilfskreises 

(47) (I + ~'2 = a l . 

Nun ist aber 
(1) ~' = ~, 

und es verhiilt sich ferner wegen der Ahnlichkeit der Dreiecke obb' 
und qxx' 

woraus fUr ~' der Wert folgt: 

(II) 

Die Einfiihrung dieser Werte (1) und (II) aber in die Gleichung (47) 
ergibt hlill 

~2 + \1 = a2 oder 

(48) 

und das ist gerade die Gleichung der Ellipse, welche die Stiibe [oa] und 
Cob] zu konjugierten Halbmessem hat. 

Jetzt zeigt aber weiter die erste Gleichung (43), daB der Parameter lU 
der Winkel zwischen den Strecken a und x' ist. Del' Parameter tv des 
Ellipsenpunktes x ist also der Polarwinkel des zugehorigell Punktes x' 
auf dem Kreise, der durch perspektiv-affine Abbildung in bezug auf die 
Gerade [oa] als Affinitiitsachse in die Ellipse iibergeht, wobei vorausgesetzt 
ist, daB die Gerade [oa] zugleich also Polarachse fiir den Polarwinkel dient. 

FaBt man diese Ergebnisse mit dem Inhalt von Satz 119 zusammen, 
so erhiilt man den 

Satz 120: LiiBt man die Strecken a, b und x von einem festen 
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Zentrum 0 ausgehen, so ist die Gleichung 

x = a cosW + b sinW, 
in der a un d b zwei beliebige Strecken von verschiedener Rich­
tung sind, eine Streckendarstellung einer Ellipse mit dem 
Mittelpunkt o. 

Stehen insbesondere die Strecken a und b aufeinander 
senkrecht, und ist a Hinger als b, so hat die Ellipse die Stabe 
[oa] und [ob] zu Halbachsen, und der Parameter wist die exzen­
trische Anomalie des Punktes x. 

Sind dagegen die Strecken a und b zwei Strecken von be­
liebiger, aber doch wenigstens verschiedener Richtung, so be­
sitzt die Ellipse die Stabe [oa] und [ob] zu konjugierten Halb­
messern, und der Parameter wist der Polarwinkel des dem 
Punkte x entsprechenden Punktes auf demjenigen zur Ellipse 
perspektiv-affinen Kreise, der durch perspektiv-affine Abbil­
dung in bezug auf die Achse [oa] aIs Affinitatsachse in die 
Ellipse iibergeht. Dabei ist vorausgesetzt, daB die Affinitats­
achse [oa] zugleich als Polarachse dient. 

Man kann der Streckengleichung (46) der Ellipse noch eine etwas 
andere Form verleihen, wenn man die "elliptische Streckeninvolution" 

(49) e = b, -a 
a, b 

einfiihrt, welche nach dem B~,~rift' des extensiven Bruches den Glei­
chungen geniigt: 

(50) rae = b 
be = - a, 

die also den Halbmesser a der Ellipse in den konjugierten Halbmesser b 
iiberfiihrt und andererseits den Halbmesser b in den vom Halbmesser a 
nur dem Sinne nach verschiedenen Halbmesser - a verwandelt. Diese 
Streckeninvolution besitzt iibrigens ganz die Eigenschaften der oben (vgl. 
Seite 160ft'., namentlich Seite 165f.) ausfiihrlich betrachteten elliptischen 
Punktinvolution. Insbesondere besitzt ihr Folgequadrat el den Wert - 1, 
das heiBt, es wird 
(51) ei = -1. 

Hieraus lii.at sich dann folgem, daB man mit der GroBe e in ganz ent­
sprechender Weise rechnen kann wie mit der imaginaren GroBe i = y=T. 
So nimmt die Gleichung (46) wegen (50) die Gestalt an: 

(52) x = a cosw + b sinw = a cosw + ae sinw = a(cosW + e sinW). 

Die hier in der Klammer auftretende Summe cos W + e sin W kann 
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man aber in genau derselben Weise umformen wie die komplexe Einheit 
cosw + i sinW. Wegen (51) wird namlich 

I tul tu4 fltu' f 4tu4 
cosW=l- i +,-+'" =1+-, +-, + ... 

53) 2. 4 . 2 . 4 . 

<. . (tu tuS tu" ) ftu f 8tu S fltul 
e sm W = e 1! - 3! + -5) - + ... = TI + aT + 51 + .... 

Setzt man daher noch die Reihe 

(54) 1 + ftu + fltu l + f 8tu S + ... = fflU 
1! 2! 31 ' 

b, -a e=-­a, b' 
80 wird 

(55) cos W + e sin W = fflU, 
b,-a e=--· a, b 

DaB die durch die Potenzreihe (54) definierle Exponentialgro.Be fflU 

auch den Grundgesetzen der Potenzierung, insbesondere der' Gleichung 

(56) b, -a e=--, a, b 

Geniige leistet, erkennt man leicht, inde~ man die beiden Potenzreihen 
fur fflU, und fflU, miteinander multipliziert. Man kann den Beweis aber 
auch auf Grund der Formel (55) in folgender Weise fiihren: Es ist 

.ef IU, ff IU, = (cos W1 + e sin W1) (cos w2 + e sin W2) 

= (cos W1 cos W2 - sin W1 sin W2) + e (sin W1 cos W2 + cos W1 sin W2) 

= cos (W1 + W2) + e sin (W1 + W,) 
= e f(lU, + IU,) • 

Aus der Formel (55) entnimmt man ferner, da.B die Exponential­

gro.Be eflU fur die besonderen Argumente W = i, w = x und W = 2 x die 
Werle besitzt 

(57) 
n 

f---
e II = e, (58) efn = - 1, (59) ellfn = 1. 

Ferner erhillt man, wenn man den Wert (55) in die Gleichung (52) 
substituiert, fiir die Streckengleichung der Ellipse die neue Form 

(60) x=aeflU , 
b, -0-e=--­a, b' 

wobei a und b zwei konjugierte Halbmesser der Ellipse sind. 
Auch kann man leicht die Bedeutung der beiden Abbildungsfunktionen 

n 
f-

eef und e = e 2 ffir die Ellipse (60) angeben. Wegen (56) f01gt namlich 
aus der Gleichung (60) durch Muttiplikation mit eft: 

(61) xfft = aee(lU+f), 

das heiSt, durch Multiplikation mit eff wird ein beliebiger Trager x der 
Ellipse (60) wieder in einen Trager dieser Ellipse iibergefiihrt, und zwar 
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in denjenigen Trager, dessen Parameter den Parameter", des ursprunglichen 
Tragers x urn den Betrag f ubertrifft. Hieraus ergibt sich wieder die Be­
deutung der Abbildungsfunktion t; denn es wird 

(62) 
7i (7i) t -- t IV +-xt = aetlVe l! = ae l! . 

Die Multiplikation mit t verwandelt also ebenfalls jeden Trager der 
Ellipse (60) wieder in einen Trager dieser Ellipse, und zwar in denjenigen 

Trager, dessen Parameter urn ~ groBer ist. Da aber, wie oben gezeigt 

ist, der Parameter", des Ellipsenpunktes x = aetlll nichts anderes ist ala 
der Polarwinkel des dem Punkte x entsprechenden Punktes in einem ge­
wissen zu der Ellipse perspektiv-affinen Kreise, so kann man auch sagenr 

daB die P~larwinkel der den Ellipsenpunkten x und xc entsprechenden 

Punkte dieses Kreises urn den Winkel ; differieren, woraus dann wieder 

folgt, daB die Trager x und xt der zugehorigen Ellipsenpunkte kon­
jugierte Halbmesser der Ellipse sind. 

Dies kann man indes auch leicht auf anderem Wege zeigen. 

Bildet man namlich den Differentialquotienten ~~ des Ellipsentragers x 
nach dem Parameter W, so erhalt man 

(63) 

dx 
--- = aetlV coder 
dill 

dx 
dill = xc. 

Diese Gleichung aber enthalt bereits das gewunschte Ergebnis. Denn 
da das Differential dx eine Strecke darstellt, die langs der Ellipse 
von dem Punkt x mit dem Parameter ttl zu dem Nachbarpunkt x + dx 

mit dem Parameter W + dw hinfuhrt, so ist der Difterentialquotient :: 

der Ausdruck einer Strecke, welche die Richtung der Ellipsentangente im 
Punkte x besitzt, und deren Sinn dem Fortschreiten auf der Ellipse nach 

Fig. 83 

der Seite des wachsenden 
x+ dx, tl) +dro Parameters W entspricht. 

/ D' St k dx .. d x,rt) Ie rec e d IV moge a-

4,tl)=O 
her als die" Tangenten­
strecke" der Ellipse (60) 
im Punkte x bezeichnet 
werden (vgl. Figur 83). 

Und diese Bezeichnung 
"Tangentenstreckeli fur den 
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Differentialquotienten :: wollen wir iiberhaupt bei einer jeden Parameter­

darstellung einer beliebigen Kurve anwenden, durch welche die Strecke, von 
einem beliebigen festen Anfangspunkt nach dem laufenden Punkt del' Kurve 
gezogen, als Funktion eines Parameters tv ausgedriickt wird. Denn in diesem 

Faile hat die Strecke :: stets die Richtung der Tangente der Kurve im 

Punkte x, wahrend der Sinn und die Lange dieser Strecke von del' jedes­
maligen Form der Parameterdarstellung der Kurve, das heiSt von der 
Wahl des Parameters tv abhiingt. 

Mit Riicksicht auf diese geometrische Bedeutung des Differential-

quotienten :: sagt nun abel' die Gleichung (63) aus, daB die Strecke x t, 

(die nach del' Gleichung (62) zugleich del' Trager eines gewissen Ellipsen­
punktes ist), del' Tangente des Punktes x parallel lauft, das heiBt, zu dem 
Ellipsentrager x konjugiert ist. Damit ist abel' in der Tat von neuem 
bewiesen, und zwar unabhangig von der Beziehung der Ellipse zu dem 
perspektiv-affinen Kreise, daB die Multiplikation mit t einen jeden Halb­
messer der Ellipse in den auf del' Seite des wachsenden Parameters 
liegenden konjugierten Ha.lbmesser iiberfiihrt, oder was auf dasselbe hin­
auskommt, in denjenigen konjugierten Halbmesser, der von x aus nach 
derselben Seite liegt wie b von a. Man hat also den Satz: 

Satz 121: Bei der durch die Streckengleichung 

x = a cos tv + b sin tv 

oder die gleichwertige Streckengleichung 

x = aeflU , 
b, -a t = ----­
a, b 

gegebenen Parameterdarstellung einer Ellipse fiihrt die Multi­
plikation des laufenden Tragers x mit dem elliptischen Invo­
lutionsbruche t den Halbmesser x in denjenigen zu ihm kon­
jugierten Halbmesser der Ellipse iiber, der von dem Trager x 
nltch derselben Seite hin abweicht wie b von a. 

Die in diesem Satze ausgesprochene Eigenschaft der Streckeninvolution 
t bildet den Grund dafiir, daB man diese Involution und ebenso die ent­
sprechende Punkt- und Strahlinvolution (vgl. Seite 165f.) als elliptische 
InvolutiO'fl, bezeichnet. 

Die entsprechende Streckengleichung der Hyper-bel. In ganz ahnlicher 
Weise wie bei der Ellipse kann man auch fiir die Hyperbel eine Strecken­
gleichung entwickeln. 

Sind wieder a und b zwei Strecken verschiedener Richtung, die von 
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einem gemeinsamen Anfangspunkte 0 ausgehen, sind femer a und 0 die 
Liingen dieser Strecken und ~ und ~ die Koordinaten eines veranderlichen 
Punktes in bezug auf ein Koordinatensystem, dessen Achsen die Rich­
tungen der Strecken a und b haben, und deren positive Seiten auch 
ihrem Sinne nach mit dem Sinne der Strecken a und b iibereinstimmen? 
so ist zunachst die Gleichung 

~! 1)2 
(64) --=1 a2 b2 

die Gleichung derjenigen Hyperbel, welche die Koordinatenachsen zu kon­
jugierten Durchmessem hat und von der ~-Achse das Stiick a abschneidet, 
wahrend der zur ~-Achse konjugierte Halbmesser die Lange 0 hat. 

(65) 

Der Gleichung (64) kann man nun aber geniigen, wenn man setzt 

{ ~ = a coshUl 
wo 

~=osinhUl, I cosh Ul = etu_j-2 e -~ 
(66) . elo _ e- tu 

smh Ul = ~---
2 

ist; denn aus den Gleichungen (65) resultiert mit Riicksicht auf die 
Gleichung 
(67) cosh2 Ul - sinh2Ul = 1 

bei Elimination von Ul die Gleichung (64). Dabei stellen allerdings die 
Gleichungen (65) nur denjenigen Zweig der Hyperbel (64) dar, fiir welchen 
~ positiv ist? wahrend die Gleichungen des anderen Zweiges lauten: 

{ ~ = - a cosh Ul 
(68) . ~ = _ 0 sinh Ul . 

Sind dann ferner ea und eb wieder zwei Strecken von der Liinge 1, 
die nach Richtung und Sinn mit den Strecken a und b iibereinstimmen, 
und ist x wie oben der Trager des Punktes ~, ~, so wird wieder 

(69) J a = aea und 

I b = 0 eb 

(70) x = ~ea + ~eb. 
Multipliziert man dahel' die beiden Gleichungen (65) beziehlich mit 
ea und eb und addiert und beriicksichtigt die Gleichungen (69) und (70), 
so erhalt man fiir den Hyperbeltrager x die Parametel'darstellung 

(71) x = a coshUl + b sinhUl 

unddamit eine Streckengleichung des "positiven Zweiges" der Hyperbel 
(64), namlich desjenigen Zweiges, welcher den Punkt x = + a enthiilt; 
diesel' Punkt entspricht dem Parameterwerte Ul = o. 
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Andererseits ist die Gleichung 
~~ ~i ----=-1 at b' 

oder 

~i _ ~i = 1 
b' at 
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die Gleichung der zu (64) konjugierten Hyperbel, und man kann dann 
wieder denjenigen Zweig der Hyperbel, fur den ~1 positiv ist, durch die 
simultanen Gleichungen darstellen: 

{ t)1 = b coshto 
(74) 

~1 = a sinhto. 
Bezeiehnet man daher noch den Trager des Punktes ~11 t)1 mit Yr 

setzt also 
(75) Y = ~lea + ~leb' 
und multipliziert die beiden Gleiehungen (74) beziehlieh mit eb und ea und 
addiert unter Berucksiehtigung von '(69) und (75), so erhalt man fUr 
den "positiven Zweig" der zu (64) konjugierten Hyperbel die Streeken­
gleiehung 
(76) Y = b eoshto + a sinh to , 
wobei als positiver Zweig derjenige Zweig der Hypel'bel bezeichnet ist, 
der den Punkt Y = + b enthalt; dieser Punkt entsprieht wieder dem 
Parameterwerte to = O. Man hat also den Satz: 

Satz 122: Sind a und b zwei Streeken von versehiedener 
Riehtung, so 

(71) 
(76) 

stellt jede von den beiden Streckengleichungen 

x = a eoshto + b sinhlt) und 

y = b coshto + a sinhto 

einen Zweig einer der beiden konjugierten Hyperbeln dar, welche 
die Streeken a und b zu konjugierten Halbmessern haben, und 
zwar die Streekengleich ung (71) denj enigen Zweig, der den 
Punkt x = a enthalt, und die Streekengleichung (76) den Zweig, 
dem der Punkt y = b angehort; diese beiden Punkte x = a und 
y = b entsprechen dem Parameterwerte to = O. 

Die unendlich femen Punkte der beiden Hyperbelzweige (71) und (76) 
ergeben sieh, wenn man to = + 00 setzt. In der Tat wird wegen (66) 
fur eine sehr groBe positive Zahl g um so genauer 

eQ 

cosh (± g) = +2 
eQ 

sinh(± g) = +2' 

je groBer g gewahlt wird. Bezeiehnet man daher die Werte, denen die 
Trager x und y der beiden Hyperbelzweige (71) und (76) fur die 
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Parameterwerle + 9 und - 9 bei unendlich wachsendem 9 zustreben, be­
ziehlich mit Xu XI und Y17 Yu so wird 

(
Xl = e; (a + b) 

(77) und 
e9 

xj =2"(a-b) 

(
Y1 = e; (b + a) 

(78) e9 

Y2 =2" (b - a), 

worin 9 = + 00 zu setzen ist. Diese Gleichungen zeigen (vgl. Figur 84): 
Die Punkte Xl und XI' die bei dem Hyperbelzweige (71) den Parameter-

<9 71 t werlen W=+oo 
~.,,/Ic ~\. und W=-oo ent-

;;\. j(($:) sprechen, liegen 

o 

Jt\~ ,.. auf den durch die 
Strecken a + b und 
a - b bestimmten 
von 0 ausgehen­
den Strahlenin un­
endlicher Entfer­
nung, und von den 

Fig. M. entsprechenden 
Punkten Yl und Y2 des Hyperbelzweiges (76) rallt Yl mit Xl zusammen, 
wahrend Y2 aus x2 dnrch Spiegelung am Anfangspunkt 0 entsteht. Jene 
heiden von 0 aus gehenden Strahlen heiBen die "Asymptoten" der heiden 
konjugierlen Hyperbeln. 

Einige weitere Folgerungen lassen sich noch an die Tatsache 
kniipfen, daB Y aus X und ebenso X aus Y durch Differentiation nach dem 
Parameter W hervorgeht, daB also die Gleichungen bestehen: 

(79) dx = Y und dy = X. 
dID dID 

Die geometrische Bedeutung dieser Gleichungen ergibt sich leicht. 

Do. namlich nach Seite 172f. die Differentialquotienten !: und !! die 

Tangentenstrecken der [beiden Hyperbelzweige in den Punkten X und Y 
sind, so sagen die Gleichungen (79) aus, daB die Tangentenstrecken der 
Punkte X und Y beziehlich mit den Tragern der Punkte Y und X iiber­
einstimmen. Darin liegt zuniichst: Der zum Parameter W gehorende 
Halhmesser Y des zweiten Hyperbelzweiges ist parallel mit der Tangenten-

strecke ~~ des zu demselben Parameterwerle W gehorenden Punktes X des 
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ersten Hyperbelzweiges, und umgekehrt ist der Halbmesser x parallel mit 

der entsprechenden Tangentenstrecke ::. Und da man bei zwei kon­

jugierten Hyperbelzweigen zwei Halbmesser, von denen der eine der Tan­
gente im Endpunkt des anderen parallel ist, einander konjugiert nennt, 
so hat man den Satz: 

Satz 123: Bei del' dUl'ch die Gleichungen (71) und (76) ge­
gebenen Parameterdarstellung zweier konjugierten Hyperbel­
zweige sind je zwei Halbmesser x und y, welche demselben 
Parameterwerte W zugehoren, konjugierte Halbmesser der 
beiden Hyperbelzweige. 

Da insbesondere nach (77) und (78) die den Parameterwerten W = + 00 

zugehorenden Halbmesser Xl und Yl1 x2 und Y2 in je eine gerade Linie, 
namlich in eine Asymptote fallen, so folgt, wenn man zugleich abermals 
die Gleichungen (79) beriicksichtigt, weiter der Satz: 

Satz 124: Die Asymptoten einer Hyperbel sind "sich selbst 
konjugierte Durchmesser lt der Kurve und konnen iiberdies aIs 
Tangenten der Hyperbel in ihren unendlich fern en Punkten auf­
gefaBt werden. 

Stellt man lerner aus den Gleichungen (79), (71) und (76) das 
Gleichungssystem zusammen 

jx = :: = a coshw + b sinhw 
(80) 

:: = Y = b coshw + a sinhw 

und addjert und 
daB wegen (66) 

subtrahiert diese Gleichungen, indem man beachtet, 

(81) 
{cosh W + sinh W = elV 
coshw - sinhW = e- IV , 

so erhiilt man die neuen Gleichungen 

(82) 
J dx x+ dID =(a+b)elV 

1 dx 
x - dID = (a - b)e-- 11l 

und 

jy + :: = (b + a)eW 

Y _ dy = (b-a)e- 'V dID ., 

(83) 

welche zelgen: Wenn man den Trager eines der beiden konjugierten 
Hyperbelzweige (71) und (76) urn seine Tangentenstrecke vermehrt, so 
erhalt man einen Punkt derjenigen Asymptote, deren Streckengleichung 
lautet: 
(84) Zl = mea + b), 

Gra.Bmann, Projekt;ve Geometrie d. Ebene. I. 12 
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unter m eine veriinderliche ZahlgroBe verstandenj wenn man ihn dagegen 
um seine Tangentenstrecke verminderl, so gelangt man zu einem Punkt 
der anderen Asymptote, welche die Parameterdarstellung gestattet: 

(85) ~2=n(a-b). 

Darin liegen die Siitze: 
Satz 125: Man kann den zu einem Hyperbelhalbmesser kon­

jugierten Halbmesser auch dadurch finden, daB man in dem 
Endpunkt des ersten Halbmessers an die Hyperbel die Tan­
gente legt und diese Tangente mit derjenigen Asymptote zum 
Schnitt bringt, deren Richtung durch die Strecke a + b an­
gegeben wird; dann wird der gesuchte konjugierte Halbmesser 
nach Liinge, Richtung und Sinn durch das Stiick der Tangente 
dargestell t vom Beruhrungspunkt bis zum Schnitt mit j ener 
Asym ptote. Und: 

Satz 126: Der Berlihrungspunkt einer Hyperbeltangente hal­
biert das Stuck dieser Tangente zwischen den beiden Asymptoten. 

Multipliziert man andererseits die beiden Ausdrucke (80) iiuBerlich 
miteinander, so ergibt sich die Gleichung: 

[xy] = [x~:J = - [Y~~J = [ab](cosh2 UJ - sinh2UJ), 

das heiBt wegen (67) 

(86) [xy] = [x;:J = - [Y~~J = [ab] = Const. 

Hier ist aber die GroBe der Felder [x~:J oder - [Y~J del' Fliichen­

inhalt der Dreiecke (vgl. Figur 85), die zwischen der Tangente des Punktes 

Fig. 85. 

x oder Y und den 
beiden Asymptoten 
gelegen sind. Man 
hat also den Satz: 

Satz 127: Der 
Fliicheninhalt der 
Dreiecke, die von 
einer beweglichen 
Tangente einer 
Hyperbel und 
ihren beiden 

Asymptoten gebildet werden, ist konstant und besitzt denselben 
Wert fur die konjugierte Hyperbel. 
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Dieses Ergebnis drfickt man nur etwas anders aus, wenn man sagt: 
Satz 128: Alle Parallelogramme, die zwei konjugierte Durch­

messer zweier konjugierten Hyperbeln zu Mittellinien haben, be­
sitzen denselben 
FIacheninhalt, 
und ihre Ecken 
liegen auf den bei­
den Asymptoten 
(vgl. Figur 86). 

Mit Hfilfe der Glei­
chung (86) kann man 
sich nun aber auch 
fiber die geometri­
sche Bedeutung des 
Parameters W Auf-

Fig. 86. 

schluS verschafl'en. Schreibt man namlich den Ausdruck ffir das als 
Strecke aufgefaSte Linienelement dx des Hyperbelzweiges (71) in der 
Form 

dx 
dx = dltJdW, 

so wird dasjenige Flachenelement, das durch den Trager x dieses Hyperbel­
zweiges wahrend des Anwachsens seines Parameters vom Werte W auf 
den Wert W + dw fiberstrichen wird: 

~[xdx] = ~[x dXJdW 
2 2 d ItJ ' 

das heiSt wegen (86) 

und integriert man fiber diese Gleichung von 0 bis w, so erhalt man 

folglich wird 

(87) 

It! 

! [X!lX] 
2 

W=~---­Jabl ' 
2 

wo der Zahler den Hyperbelsektor darstellt, der zwischen den Tragern 
x = a und x = a cosh W + bsinhW gelegen ist (vgl. Figur H7), withrend 
der Nenner das halbe Asymptoten-Tangenten-Dreieck der Hyperbel ist 
(vgl. Satz 127). Man hat also den Satz: 

12* 
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Satz 129: Der Parameter lt1 der Streckengleichung 

(71 ) x = a cosh lt1 + b sinh lt1 

eines Hyperbelzweiges ist das Verhii.ltnis des zwischen den 
Trii.gern a und x 
gelegenen Hyper­
belsektors zu dem 
halben Asympto­
ten-Tangenten-

Dreieck ~b] der 

Hyperbel, woraus 
noch folgt, daB 
der Parameter lt1 

Fig. 87. 
positiv oder ne­

gativ zu nehmen ist, je nachdem der Trager x von dem Trager 
a nach derselben Seite abweicht wie die Strecke b von der 
Strecke a oder nach der entgegengesetzten Seite. 

Eine entspreche~de Bedeutung kommt dem Parameter lt1 in der 
Gleichung 
(76) y = b cosh lt1 + a sinh lt1 

zu. Derselbe ist das Verhaltnis des zwischen den Tragern b und y ge­
legenen Hyperbelsektors zu dem halben Asymptoten-Tangenten-Dreieck 

[b2a]. Hier besteht also nur ein gewisser U nterschied hinsichtlich des 

Sinnes; denn jetzt ist der Parameter lt1 positiv zu nehmen, wenn der 
Trager y von dem Trager b nach derselben Seite hin abweicht wie die 
Strecke a von der Strecke b, im entgegengesetzten Falle aber negativ 
(vgl. Figur 87, in welcher die Punkte x und y einem und demselben 
positiven Parameter W zugehoren). 

Man kann nun aber auch hier wieder den Streckengleichungen der 
beiden konjugierten Hyperbelzweige noch eine sweite Form verleihen, wenn 
man die "hyperbolische Streckeninvolution" 

(88) ~ = ~'--~ 
a, b 

einfiihrt, welche nach dem Begriff des extensiven Bruches den Gleichungen 
geniigt: 

(89) { a~ = b 
b~ = a, 

welche also den Halbmesser a der kOlljugierten Hyperbelzweige in den 
konjugierten Halbmesser b iiberfiihrl und andererseits den Ralbmesser b 
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in den Halbmesser a zuriickverwandelt. Diese Streckeninvolution besitzt 
das Folgequadrat 
(90) ~2 = + l. 
Aber man kann trotzdem mit ihr in ganz ahnlicher Weise rechnen Wle 

mit der elliptischen Involution e oder wie mit der imaginaren GroBe i, 
nur daB an die Stelle der Kreisfunktionen cos ttl und sin ttl hier die hyper­
bolischen Funktionen cosh ttl und sinh ttl treten. In der Tat folgen aus 
(71) und (76) wegen (89) die Gleichungen 

(91) x = a cosh ttl + b sinh ttl = a cosh ttl + a ~ sinh ttl = a \ cosh ttl + ~ sinh ttl) 

(92) Y = b cosh ttl + a sinh ttl = b cosh ttl + b ~ sinh ttl = b (cosh ttl + ~ sinh ttl). 

Nun ist aber wegen (90) 
IV! IV· ~21V2 ~41V4 f cosh ttl = 1 + 2T + 4T + . . . = 1 +2]- + 41- + ... 

1 . (IV 1V8 1V 5 ) ~ IV ~SIVS ~51V5 
~slllhttl=~ 11+31 +51+'" =Tf+3!+5!+···· 

(93) 

Setzt man daher noch die Reihe 

(94) 

so wird 
(95) cosh ttl + ~ sinh ttl = e~ IV , 

und man beweist wieder genau so wie auf Seite 171, daB die Exponential­
groBe e~ ltl der Grundformel der Potenzierung 

~~ ~~~~=~~+~ 

Genuge leistet. 
Ferner erhalt man, wenn man den Wert (95) in die Gleichungen (91) 

und (92) substituiert, fur die Streckengleichungen der beiden konjngierten 
Hyperbelzweige die neuen Formen 

(97) x=ae~ltl und ~=~'_~, 
(98) y = be~ltl , ' 
wobei a und b ebenso wie x und y zwei konjugierte Ralbmesser der beiden 
konjugierten Ryperbelzweige sind. 

Man kann noch folgendes hinzufugen: Wie die Gleichungen (71) 
und (76) zeigen, gehen die beiden einander konjugierten Ralbmesser x 
und y der beiden konjugierten Ryperbelzweige durch Vertauschuug von 
a und b auseinander hervor. Und da die Ausdrucke (71) und (76) uber­
dies in a und b linear und homogen sind, und die Multiplikation mit dem 
Bruche ~ bei einer in bezug auf a und. b linearen homogenen Funktion 
diese Vertauschung bewirkt, so muB sich jeder von den beiden Ausdrucken 
(71) und (76) aus dem anderen durch Multiplikation mit dem extellsiven 
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erzeugen lassen, das heiSt, es mfissen die Formeln 

{ X~ == Y und 

y~ =X, 

bestehen: 

die man mit den Gleichungen (79) auch zu den Doppelgleichungen zu­
sammenziehen kann: 

(100) lx' = y = :: 

lY~ = x= :~. 
Man hat also den Satz: 
Satz 130: Bei der durch die Gleichungen 

{
X == a coshw + b sinhw und 

(101) y = b coshW + asinhW 

oder durch die gleichwertigen Gleichungen 

(102) 

gegebenen ParameterdarsteUung zweier konjugierten Hyperbel­
zweige ffihrt die Multiplikation der laufenden Trager x und y 
mit der Streckeninvolution ~ die Halbmesser x und y der beiden 
Hyperbelzweige beziehlich in die ihnen konjugierten Halb­
messer y und x fiber. Dieselben sind zugleich die Tangenten­
strecken jener Hyperbelzweige ffir die Punkte x und y. 

Die in diesem Satze ausgesprochene Eigenschaft der Streckeninvo­
lution , bildet den Grund daffir, daB man diese Involution und ebenso 
die entsprechende Punkt- und Strahlinvolution (vgl. Seite 165f.) alB hyper­
bolische Involution bezeichnet. 

SchlieJUich moge noch gezeigt werden, daS die hyperbolische Invo­
lution , mit der durch die ExponentialgroSe e'l\! vermittelten Abbildung 
"vertauschbar" ist. Aus den Gleichungen (99) folgt, wenn man filr x 
und y ihre Werle aus (102) substituierl und noch die Gleichungen (89) 
berficksichtigt, daB 

(103) { ae~l\!~ = be~1\! == a~e~1\! 
be-'v~ = ae~1\! = b~e~1\! 

ist, und da die Abbildung 

e'l\! == coshw + 'sinhw 

und 

als Vielfachensumme zweier Projektivitiiten auf der unendlich fernen Ge­
raden (nii.mlich der Identitii.t 1 und der Involution ~) nach Seite 122 selbst 
aine Projektivitii.t dieser Geraden darstellt, und dann dasselbe auch von 
den beiden Folgeprodukten eh~ und ~e'1\! gilt, so laSt sich wegen (103) 
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auf diese beidenFolgeprodukte der Satz 75 anwenden, das heiSt, man darf 
diese beiden Folgeprodukte selbst einander gleich setzen. Man erhiilt also 
die Gleichung 
(104) ~ID' = 'eh 
und damit den Satz: 

Satz 131: Die hyperbolische Involution , ist mit der Ab­
bildungsfunktion e'lD vertauschbar. 

Dieser Satz bildet einen Sonderfa.ll eines weiter unten zu entwickeln­
den zweiten Satzes von Stephanos (vgl. Satz 244). 

Neue FO'1'm des Merkmals einer Involution. Die plWaboZische Invohdion. 
Um den Ubergang zu einer dritten Art der Involution, "der parabo­
lischen Involution" zu machen, gehen wir auf das urspriingliche Kri­
terium der Involution zuriick, welches in der Gleichung 

(3) res a1] = [t; all] 

enthalten war, und geben demselben eine neue Form, indem wir aus dieser 
Gleichung eine Beziehung zwischen den Ableitzahlen der Zahler a1 und a!f 

des Bruches .p = au a, herleiten, welcher die Involution darstellt. Dazu 
6x, e, 

setzen wir wie gewohnlich 

(105) 

dann wird 

{al = aUel + aues 

a, = Cltl f1 + Iltll ell j 

[ell a1] = - all [t;es] und 
[elaS]= a.lI[t;es]· 

Die Gleichung (3) verwandelt sich also In 

(106) Clts = - Ittl' 

und man hat somit den Satz: 
Satz 132: Damit ein ProjektivitiHsbruch 

(107) .p = a11 el +~Iel' aUel +aue, 
eu e, 

eine Involution darste.lle, ist notwendig und hinreichend, daB 

(106) Cltll = - Ittl 

sei. Oder anders ausgedriickt: 
Eine jede Punktinvolution laSt sich durch einen Bruch von 

der Form 

(lOS) • = a11 6x + au el , au 6x - a11 e, 
ell el 

ausdrucken, in welchem el und ell zwei beliebige nicht zu­
sammenfallende Punkte ihres Trigers bedeutenj und umgekehrt 
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stellt jeder Bruch von der Form (108) eine Punktinvolution dar, 
sob aId seine Nenner et und e, zwei nicht zusammenfallende 
Punkte sind. 

Und entsprechend gilt fur eine Strahlinvolution der Satz: 
Satz 133: Eine jede Strahlinvolution la.6t sich durch elDen 

Bruch von der Form 
(109) 15 = ll11EI +ll"E1 , llllEl -llll E I 

Ell Et. 
ausdriicken, in welchem El und Es zwei beliebige Stabe sind, 
die durch den Scheitel der Strahlinvolution hindurchgehen und 
nicht denel ben Geraden angehorenj und umgekehrt stellt jeder 
Bruch von der Form (109) eine Strahlinvolution dar, sobald 
seine N enner El und E2 zwei nicht derselben Geraden ange­
horende Stii.be der Ebene sind. 

Fiir die spii.teren Untersuchungen sind auch Involutionen von ver­
schwindendem Potenzwerte, das hei.6t entarlende Involutionen, von Inter­
esse. Schon auf Seite 163 wurde gezeigt, da.6 die zweifach entartende 
oder uneigentliche Projektivitii.t 

(110) • =~ 
e" el 

den Charakter einer Involution hat. Wir werden sie daher besser mit dem 
Buchstaben j bezeichnen, also schreiben: 

(111) 

Sehen wir von dieser "uneigentlichen Involution" ab, so bleiben 
nur noch die einfach entartenden Involutionen zu betrachten. Dieselben 
werden als "parabolische Involutionen" bezeichnet, da sie den Uber­
gang von den elliptischen zu den hyperbolischen Involutionen vermitteln. 

Nach der Gleichung(36) des 13. Abschnitts besteht zwischen den Zii.hlern 
al und as einer jeden entarlenden Projektivitii.t eine Gleichung von der Form 

(112) all = aat , 

unter a eine Zahlgro.6e verstanden, und diese extensive Gleichung lii..6t 
sich, wenn man die Ableitzahlen von al und a,l in derselben Weise Wle 
bisher bezeichnet, auch durch die beiden Zahlgleichungen ersetzen 

(113) {021 = aOll 

0,2 = a~ll· 

Fiir den besonderen Fall einer Involution besteht nun aber iiberdies 
zwischen den Ableitzahlen von at und all die Gleichung (106). Infolge­
dessen lii..6t sich die zweite Gleichung (113) auch in der Form schreiben 

- all = a~ll· 
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1st daher 
(*) 

das heiBt, ist lZt von e1 raumlich verschieden, der erste Nenner ~ des 
Involutionsbruches I also nicht gerade ein Doppelpunkt der Involution, 
so ergibt sich fur a der Wert 

und die Formel (112) geht uber in 

(114) a2 = - all al . 
an 

Fur den extensiven Bruch einer parabolischen (das heiSt einer einfach 
entartenden) Involution I erhalt man daher die Darstellung 

all 
al'-a~al 

1=---_12_, 
eu et 

oder wenn man die Bezeichnung etwas vereinfacht, indem man anstatt 

a1 , all' a12 schreibt: 

a, au ~, so daB also 

(115) a = a1 e1 + a2~ 
wird, so erhii.lt man fur I den Wert 

(116) 

und damit den Satz: 
Satz 134: J ede parabolische Involution laSt sich in der Form 

darstellen 

(116) 

(115) 

wo 

ist, und wo a den Hauptpunkt der parabolischen Involution 
bildet (vgl. Seite 14;). 

Die besondere Form des Bruches (116) liefert nun aber noch eine 
wichtige Eigenschaft der parabolischen Involution. Bildet man namlich 
den Ausdruck fur den zu dem Hauptpunkt a der parabolischen Involution 
J zugeordneten Punkt ai, so erhii.lt man 

(117) al = (a1 el + a2~)1 = ala - a2~la = (al - a1)a = 0, aj! 

das heiSt, man findet, daS bei einer parabolischen Involution der Haupt­
punkt zugleich der Nullpunkt der Abbildung ist (vgl. Seite 148). Man 
hat also den Satz: 
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Satz 135: Bei einer parabolischen Involntion fallen die beiden 
Doppelpnnkte, der Hanptpnnkt nnd der Nullpnnkt, in einen Punkt 
znsammen. 

Fuhrt man schlieBlich in den extensiven Bruch (116) neben l1. den 
N ullpunkt a als N enner ein, was wegen (*) zuliissig ist, nnd schreibt zn­
gleich anstatt e1 einfach e, so bekommt man fur die parabolische Involution 
I die Darstellnng 

(118) I=~. 
Il, a 

In ihr ist der erste N enner e ein von dem Doppelpnnkt a raumlich ver­
schiedener Pnnkt der zu transformierenden Punktreihe. 

Von dem Satze 135 gilt ubrigens anch die Umkehrnng: 
Satz 136: Fallt bei einer einfach entartenden Projektivitat 

der Nnllpnnkt mit dem Hauptpunkt zusammen, so ist sie eine 
parabolische Involution. 

Znnachst namlich laBt sich eine jede einfach entartende Projektivitii.t 
I, deren Nnllpnnkt mit dem Hauptpunkt zusammeniailt, durch einen Bruch 
von der Form (118) darstellen. Man braucht daher nur noch zn zeigen, 
daB eine Projektivitii.t der Form (118) der Bedingnngsgleichnng der In-
volntion 

[e. al] = [a . el] 

Genuge leistet. Dies lenchtet soforl ein; denn die linke Seite dieser 
Gleichnng verschwindet, weil nach (118) 

al=O 
ist, nnd die rechte Seite verschwindet, weil nach derselben Gleichung 

el =a 
ist, also die beiden Faktoren des Prodnktes der rechten Seite einander 
gleich sind. 

Die Satze 135 und 136 rechtfertigen sugleich den von uns fur eine 
einfach entartende Involution eingefiihrlen Namen "paraoolische Involution", 
insofem nach diesen Satzen eine parabolische Involution dadurch charak­
terisiert ist, daB bei ihr die beiden Doppelpnnkte in einen Pnnkt zusammen­
fa.llen, so daB die Abbildung in der Tat eine Mittelstellnng zwischen der 
hyperbolischen und elliptischen Involution einnimmt. 

SchlieBlich moge noch die Beziehnng zwischen zwei parabolischen 
Involutionen untersucht werden, die ihren Doppelpnnkt miteinander gemein 
haben. Sind 

(119) I I=~ nnd e, a 

I' = a: 0 
e,a 
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die Abbildungsbriiche zweier parabolischen Involutionen mit dem gemein­
gameD Doppelpunkt a, so mussen nach dem obigen die beiden Punkte 
e und e' von dem Punkt a raumlich verschieden sein. Man kann daher 
den Punkt e als Vielfachensumme von e' und a darstellen. Es moge sein 
(120) . e = ge' + ~a. 
Ferner kann man dann nach Satz 76 in den Bruch I' anstatt e' den Punkt 
e als N enner einfiihren und erhalt so 

(121) 

I' - ga, 0 = ga, 0 oder 
- g6' + ~a, a e, a 

fi' a,O " =g_. e, a 

Die beiden Bruche I und I I sind also nur um einen Zahlfaktor voneinander 
verschieden, und man hat somit den Satz: 

Satz 137: Zwei parabolische Involutionen, die ihren Doppel­
punkt miteinander gemein haben, konnen sich nur um einen 
Zahlfaktor voneinander unterscheiden. 

Bestimmung einer Involution durch zwei Poore entsprechender Elemente. 
Es moge schlieBlich noch der Nachweis erbracht werden, daB zur Be­
stimmung einer Involution die Angabe der Lage zweier Paare entsprechender 
Elemente ausreichend und erforderlich ist, daB aber diese beiden Paare 
auch ganz beliebig gewahlt werden durfen. Wir beschrii.nken uns dabei 
zunachst auf eine Punktinvolution und konnen uberdies noch von dem 
Falle absehen, wo die Punkte eines jeden der beiden gegebenen Punkt­
paare in einen und denselben Punkt, namlich in einen Doppelpunkt der 
Involution, zusammenfallen, da dieser Fall weiter unten ohnehin seine 
Erledigung finden wird (vgl. Satz 143). Ebenso kann der Fall von der 
Betrachtung ausgeschlossen bleiben, wo in jedem von den beiden Punkt­
paaren ein Punkt mit der Masse 0 enthalten ist; denn dieser Fall liefert 
die uneigentliche Involution (vgl. Seite 146, 163 und 184). 

Bei AusschlieBung dieser beiden Fii.lle sind sicher die Punkte eines 
der beiden gegebenen Paare· getrennte und von Null verschiedene Punkte. 
Diese seien bezeichnet mit a und b~ die Punkte des anderen Paares mit 
c und d, wo wiederum einer von den beiden Punkten c und d von jedem 
der beiden Punkte a und b raumlich verschieden sein wird, weil sonst 
das Paar c, d mit dem Paare a, b uberhaupt identisch ware. Dieser von 
a und b raumlich verschiedene Punkt sei c. Dann bestimme man zwei 
ZahlgroBen a und b, die der Gleichung genugen: 

(122) aa + bb = Cj 

dieselben werden mit Rucksicht auf die soeben fiir die Lage des Punktes c 
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gemachte V oraussetzung 

(123) 

von Null verschieden sein. 

{
Ila = a' und 

{)b = b', 

so daB die Gleichung (122) die Form annimmt: 

(124) a' + b' = c, 

Setzt man daher noch 

so sind die Punkte a' und b' zwei mit a und b zusammenfallende, also 
ebenfalls getrennt liegende, und auBerdem von Null verschiedene Punkte. 
Sie sind also ebenso wie die Punkte a und b selbst als Grundpunkte del' 
Geraden ab verwendbar, und man kann zwei ZahlgroBen fund 9 finden, 
fur welche die Gleichung besteht: 

(125) fa' + gb' = d. 
Der Bruch 

(126) ~ = gb', fa' 
a', b' 

wird alsdann del' Ausdruck fur die gesuchte Involution. In del' Tat hat 
die Involution ~ nicht nul', wie aus del' Form des Bruches ~ hervorgeht, 
die Punkte a' und b' oder, was dasselbe ist, die Punkte a und b zu 
Punkten eines Paares, sondern auch die Punkte c und d. Denn wegen 
(126), (124) und (125) wird 

{ c~ = (a' + b')~ = gb' + fa' = d und 
(127) d~ = (fa' + gb')~ = fg(b' + a') = fgc; 
es bilden also auch die Punkte c und d ein Paar del' Involution ~. 

Nun mogen die Punkte c und d, ebenso wie die Punkte a und b, 
nul' ihrer Lage, nicht auch ihrer Masse nach, gegeben sein. Alsdann 
bestimmt die Gleichung (122) die ZahlgroBen a und {) und ebenso die 
Gleichung (125) die ZahlgroBen fund 9 bis auf einen Proportionalit1its­
faktor eindeutig; und es wird daher auch durch die beiden ihrer Lage 
nach gegebenen Punktpaare a, b und c, d del' Involutionsbruch (126) bis 
auf einen Zahlfaktor eindeutig festgelegt. 

Genau so beweist man, daB eine Strahlinvolution durch zwei ihrer 
Lage, nicht auch ihrer Lange nach, gegebene Strahlpaare A, B und 0, D 
bis auf einen Zahlfaktor bestimmt iet, und man hat den Satz: 

Satz 138: Durch zwei Paare ihrer Lage, nicht auch ihrem 
MaBwertl) nach, gegebene entsprechende Elemente iet eille In­
volution, abgeeehell von einem geometrisch bedeutungslosen 
Zahlfaktor, eindeutig bestimmt. 

Die Deckung. In einer nahen Beziehung zur Involution steht diejenige 
besondere Art del' Projektivitat, bei welcher die Punkte del' abzubildenden 

1) Masse der Punkte, Lange der Stabe. 



Abscbnitt 16, Gleicbung (123) biB (130); AbBcbnitt 16. Satz 138 und 139. 189 

Punktreihe, abgesehen von ihren Massen, sich selbst zugewiesen werden, 
das heiSt, die Abbildung, die wir schon oben auf Seite 122 als "Deckung" 
bezeichnet haben (vgl. auch die FuSnote auf Seite 151). Dort ergab sich 
uns bereits, daS eine jede ZahlgroSe f, als Projektivitatsbruch 

(128) f = fdl , f~ 
d1 , dt 

aufgefaSt, die Abbildung zweier punktweis6 sich deckenden Punktreihen 
vermittelt. 

Es bleibt aber noch der Nachweis zu erbringen, daS auch umgekehrt 
jeder Projektivitatsbruch, der die Deckung zweier Punktreihen darstellt, 
die Form (128) haben muS. Um dies zu zeigen, bezeichnen wir zwei 
beliebige raumlich getrennte Punkte der abzubildenden Punktreihe mit d1 

und dli dann muS der Deckungsbruch t die Form haben: 

(129) f=rldlJ rid!. 
dl , dt 

Nun darf aber der Deckungsbruch f auch den Einheitspunkt dt + ds der 
abzubildenden Punktreihe hOchstens um einen Zahlenfaktor iindern. Und 
da wegen (129) 

ist, und dieser Ausdruck von dem Einheitspunkt ~ + ds der ersten Punkt­
reihe nur um einen Zahlfaktor f verschieden sein solI, so muS 

tl = t, = f 
sein, das heiBt, der durch die Gleichung (129) dargestellte Deckungsbruch f 
nimmt die Form an: 

(130) 

Damit haben wir den Satz bewiesell: 
Satz 139: Der Abbildungsfaktor der Deckung ist eine bloSe Zahl. 
Aus diesem Satze folgt insbesondere: Ein Projektivitatsbruch, der eine 

Punktreihe punktweise in sich iiberfiihrt, andert samtliche Punkte der 
Punktreihe um denselben Zahlfaktor. 

Abschnitt 16. 

Die Projektivitiiten mit reellen Hauptzahlen. 

Die beiden Hauptzahlen sind reeH und voneinander versohieden. 

Konstruktion einer Projektivitiit in der Geraden aus den beiden Doppel­
punkten und einem Paare zugeordneter Punkte. Nach Satz 100 besitzt eine 
Projektivitat mit zwei ungleichen reellen Hauptzahlen tl und tj auch zwei 
getrenllt liegende reelle Doppelpunkte dt und dl' und man kann sich mit 
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Halfe der N ormalform 

(1) 

emer solchen 

lJ = It dll I, dt 

dll d, 

Projektivitiit (vgl. Seite 152) leicht einen Uberblick iiber die 
verschiedenen Charaktere ver-

Xl' 
Fig. 88. 

schaffen, die eine Projektivitiit 
mit zwei ungleichen reellen 
Hauptzahlen annehmen kann. 

1st x eiD beliebiger reeller 
Punkt der ersten Punktreihe, 
und ist 

(2) x = 1;1 d1 + 1;2 d2 , 

wo dann die Ableitzahlen 1;1 

und 1;2 reell sind, so wird der 
zugeordnete Punkt x~ der zwei­
ten Punktreihe 

(3) x~ = 1;1 t1 d1 + 1;2 t 2d2, 

wo wieder die Ableitzahlen 
1;1 t1 und 1;2 t2 reell sind. 

Haben nun die beiden Hauptzahlen t1 und ts dasselbe V orzeichen, 
so entspricht emem jeden Punkte x, der innerhalb oder auBerhalb des 

Linienstiicks d1 ds liegt, ein 
ebensolcher Punkt xlJ (vgL 
Figur 88). Haben dagegen 
die beiden Hauptzahlen ent­
gegengesetztes V orzeichen, 
so wird einem jeden Punkte 
x innerhalb des Linienstiicks 
d1 d2 ein Punkt x~ auBerhalb 

-ooQ----c:l---O-~ ... ;;;;..-O ..... - .......... desselben zugeordnet und 

xp 
Fig. 89. 

umgekehrt (vgl. Figur 89). 
In beiden Fallen findet 

man aus den beiden Doppel­
punkten d1 und ds und einem 
Paare zugeordneter Punkte 
y und y ~ zu einem be­
liebigen weiteren Punkt x 
der ersten Punktreihe den 

zugeordneten Punkt xlJ der zweiten, indem man die allgemeine Konstruk­
tion von Seite 66 anwendet mit geringen Anderungen, die dadurch bedingt 
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werden, daB im vorliegenden Falle erstertS die beiden projektiven Punktreihen 
auf dem namlichen Trager liegen, und da.6 sweitens die Punkte d1 und dt 

mit ihren zugeordneten Punkten dllJ und dlllJ zusammenfallen. Unter Be­
riicksichtigung dieser Besonderheiten erhiilt man die folgende Konstruktion 
(vgl. die Figuren 88 und 89): 

Man lege durch einen von den beiden Doppelpunkten, etwa durch 
den Punkt du eine beliebige, nur von d1 dll verschiedene Gerade A und 
nehme auf ihr zwei beliebige Punkte s und tan. Diese Punkte verbinde 
man beziehlich mit y und ylJj die Verbindungslinien sy und t ylJ mogen 
sich in y' schneiden. Sodann verbinde man y' mit dem anderen Doppel­
punkt ds durch die Gerade H, ziehe ferner die Gerade sx und bringe sie 
zum Schnitt mit der Geraden H in x'. Endlich verbinde man x' mit t, 
so schneidet die Verbindungslinie den Trager d1 d l! der beiden Punktreihen 
in dem gesuchten Punkt xlJ. 

La.6t man die Punkte x die Gerade dl d'J durchwandem, so durchlauft 
der zugeordnete Punkt xlJ bei gleichem Vorzeichen der beiden Haupt­
zahIen ttl tlll das hei.6t in dem Falle eines positiven Werles des Pro­
duktes tl t!, der durch die Figur 88 dargestellt wird, die Gerade in dem­
selben Sinnej bei ungleichem Vorzeichen der beiden Hauptzahlen dagegen, 
das hei.6t in dem Falle eines negativen Wertes des Produktes tl tl!' dem 
die Figur 89 entspricht, beschreibt er die Gerade in entgegengesetztem Sinne. 

Das Produkt der Haupteahlen: Der Potenswert der Projektivitiit. Dieses 
Ergebnis steht in Einklang mit dem in Satz 96 flir den Durchlaufungs­
sinn zweier projektiven Punktreihen derselben Geraden angegebenen Kri­
terium, nach dem iiber diesen das Vorzeichen des Potenzwertes [lJS] der 
Projektivitat entscheidet. Aus der in Nr. (28) des 14. Abschnitts an­
gegebenen Form der Hauptgleichung eines Projektivitatsbruches lJ folgert 
man namlich ohne weiteres, da.6 zwischen seinem Potenzwerte [lJS] und 
seinen Hauptzahlen tl und t2 die Beziehung herrscht: 

(4) 
da.6 also der Satz besteht: 

Satz 140: Der Potenzwert einer Projektivitiit auf einer Ge­
raden ist gleich dem Produkte ihrer beiden Hauptzahlen, 

der sich fur den Fall getrennter reeller Doppelpunkte auch sofort 
aus der Normalform (1) des Projektivitiitsbruches herleiten la.6t. 

Durch l\llsere obige Entwickelung wird also in der Tat der Satz 96 
fur den Fall reeller Doppelpunkte bestatigt. 

Bei einer Punktinvolution I, fiir die nach Satz 105 die Hauptzahlen 
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einander entgegengesetzt gleich sind, fiir welche also 

(5) 
ist, wird del' Potenzwert 

(6) 

Sind also die Hauptzahlen des Involutionsbruches 6 reell und von Null 
,erschieden, so wird sein Potenzwert notweudig negati v, und die beiden 
aufeinander bezogenen Punktreihen werden also in entgegengesetztem 
Sinne durchlaufen. Da abel' nach Satz 100 in dem FaIle zweier reellen 
voneinander verschiedenen Hauptzahlen auch die Doppelpunkte einer Pro­
jektivitiit, also insbesondere auch die einer Involution, reell und riiumlich 
verschieden sind, so ist eine Involution mit reellen Hauptzahlen stets 
hyperbolisch, und man hat somit eine Bestiitigung del' zweiten Hiilfte des 
oben bewiesenen Satzes 110 gewonnen, nach welcher eine jede hyper­
bolische Involution gegenlaufig ist. 

Das Verhiiltnis der beiden Hauptzahlen: Die Charakteristik der Pro­
jektivitiit. N eben dem Potenzwerte del' projektiven Beziehung ist fiir die 

Charakterisierung einer Projektivitiit auch das Verhiiltnis tl del' beiden 
t2 

Hauptzahlen von Wichtigkeit und wird geradezu die "Charakteristik del' 
Projektivitiit" genannt. So wird zum Beispiel eine involutorische Pro­
jektivitiit dadurch gekennzeichnet, daB ihre Charakteristik den besonderen 
Wert - 1 hat, das heiBt, man hat den Satz: 

Satz 141: Zwei projektive Punktreihen auf demselben Trager 
sind dann und nul' dann in volutorisch, wenn die Uharakteristik 
ihrer projektiven Beziehung den Wert - 1 hat. 

Auf eine weitere Eigenschaft del' Charakteristik wird man gefiihrt, 
wenn man nach dem Doppelverhaltnis fragt, das in einer Projektivitat 
mit zwei reellen Doppelpunkten dl und d2 zwei entsprechende Punkte x 
und xli mit diesen Doppelpunkten dl und d2 bilden. Zunachst lieferl die 
N ormalform (1) des Projektivitiitsbruches II fiir je zwei entsprechende 
Punkte x und Xli die Darstellung 

(7) x = ~l dl + ~2d2 und 

(8) xli = ~lrldl + ~2r2d2' 
Jenes Doppelverhiiltnis besitzt also den Wert (vgl. Seite 49): 

(!J) (ddxxll)_[~[x].ldlX111_~2rdld2].1;2t2[dld.l_tl 
1 2 -lxd.l·rxl1d']-!;l[dld']·~ltl[d[d.]-tll' 

worin del' Satz liegt: 
Satz 142: Haben zwei projcktive Punktreihen auf dem nam­

lichen Trager 7.wei getl'ennt liegende reelle Doppelpunkte, so 
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ist das Doppelverhaltnis aller Punktwitrfe, die durch die Doppel­
pun kte d l und d2 und irgendein P aar zugeordneter Punkte x 
und xli del' beiden Punktreihen ge bildet werden, konstant, nam­
lich gleich del' Charakteristik del' projektiven Beziehung, das 
heiBt gleich dem Verhaltnis del' beiden Hauptzahlen. 

Insbesondere besitzt also nach Satz 141 jenes Doppelverhaltnis fill' 
zwei involutorische Punktreihen mit reellen Doppelpunkten den Wert - 1, 
jene Punktwitrfe werden so mit harmonisch; und eine entsprechende Be­
ziehung gilt offenbar fitr eine Strahlinvolution mit reellen Doppelstrahlen. 
Man hat daher eine Bestatigung des obigen Satzes 117: Ein jedes Paar 
einer hyperbolischen Involution wird durch deren Doppelelemente har­
monisch getrennt. 

Aus dem allgemeinen Satze 142 von der Konstanz des Doppelver­
hiiltnisses del' in diesem Satze beschriebenen Punktwitrfe liiBt sich ferner 
fur den Fall reeller voneinander verschiedener Hauptzahlen tl und t 2 , denen, 
wie wir wissen, stets zwei l'eelle getrennt liegende Doppelpunkte ell und d2 

entspl'echen, ein neuer Beweis des bereits oben bewiesenen Satzes her­
leiten, daB zwei pl'ojektive Punktl'eiheu auf dem namlichen Trager not­
wendig zusammen eine Involution bilden, sobald auch nur zwei zugeordnete 
Punkte del' beiden Punktl'eihen sich wechselseitig entspl'echen. 

Sind namlich x und xli die beiden Punkte, die sich wechselseitig zu­
geol'dnet sind, so ist sowohl das Doppelverhiiltnis 

(10) (dl d2 x xli) = ~1 
2 

wie auch das Doppelverhaltnis 
r 

(11) (dl d2 xp x) = r:' 
Da sich abel' die beiden Punktwiirfe, urn dercn Doppelverhiiltuis es sich 
handelt, nur durch die Stellung zweier zugeol'dneten Elemente untel'­
scheiden, so sind nach dem Satze 28 ihl'e Doppelvel'haltnisse zueinandel' 
l'ezipl'ok, das heiBt, es ist 

(12) Cd d xli x) =_1 __ 
1 2 (d l d2 x ."I'lI) 

odeI' wegen (10) une! (11) rl~" 
oder endlich 

(13) GJ= 1. 

Aus diesel' Gleichung abel' folgt, da 

tl =F t'2 vorausgesetzt war, 

r 1 = _ 1. 
r 2 

( 14) 

Und das war die Bedillgung fUr zwel involutorische Punktreihen. 
Gra6manu, l)rojektive Geomctrie der Ebeno. 1. 13 
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Die Normalformeiner hyperbolischen Involution. Ubrigens ergibt sich 
aus der N ormalform einer Projektivitiit ~ mit getrennt liegenden reellen 
Doppelpunkten d1 und di , niimlich au~ der Gleichung 

(1) 

fiir den besonderen Fall einer Involution mit getrennten reellen Doppel­
punkten d1 und ds, das heiBt fiir eine hyperbolische Punktinvolution ~ " 
ein besonders einfacher Ausdruck. Da namlich bei einer Punktinvolution 
nach Satz 105 
(15) t2 =-t1 (=-t) 

ist, so erhiilt 
stellung 

(16) 

man fUr die hyperbolische Punktinvolution ~' die Dar-

oder nach Formel (30) des 11. Abschnitts 

r = t~12--d~ 
d1 • d2 • 

Da aber die Involution an geometrischer Allgemeinheit nichts einbiiBt, 
wenn man den Zahlfaktor t weglaBt, so erhiilt man fiir sie den ein-
facheren Ausdruck 

(17) 

der die "N ormalform einer hyperbolischen Punktinvolution" ge­
nannt werden kann, und man hat den Satz: 

Satz 143: Eine hyperbolische Punktinvolution ist durch ihre 
Doppelpunkte, abgesehen von einem geometrisch bedeutungs­
losen Zahlfaktor, eindeutig bestimmt. 

Zugleich ergibt der AusdnlCk (17), das heiBt die Normalform der 
hyperbolischen Punktinvolution mit den Doppelpunkten d1 und d2 , eine 
weitere Bestiitigung des Satzes 117. Denn ein jeder Punkt 

(18) x = ~l d1 + ~2d2 
der ersten Punktreihe wird durch den Involutionsbruch ~ in den Punkt 

(19) x~ = ~l dl - ~2d2 

iibergefiihrt, welcher in der Tat vom Punkte x durch die Doppelpunkte 
d1 und d2 harmonisch getrennt ist. 

Man kann natiirlich die N ormalform (17) eines hyperbolischen In­
volutionsbruches auch leicht aus der oben auf Seite 165 fiir eine hyper­
bolische Punktinvolution ~ gegebenen Darstellung 

(20) ~=~,~ 
a, b 
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herleiten, in welcher als Nenner die Punkte eines Paares der Involution 
benutzt wurden. Wie dort bereits gezeigt ist, sind die Punkte a + b und 
a - b die Doppelpunkte der Involution~. In der Tat kann man ja dem 
Bruche (20) auch die Form verleihen: 

(21) 

Setzt man daher noch 
(22) a + b = dl und a - b = d2 , 

so wird wirklich 
(23) 

Ebenso erMlt man fur eine hyperbolische Strahlinvolution () mit 
den Doppelstrahlen D1 und D2 die Darsteilung 

(24) 

welche als "N ormalform dieser hyperbolischen Strahlin volution" 
bezeichnet werden kann. 

Die Gruppe aller Projektivitiiten einer Geraden, welche dieselben ge­
trennten reellen Doppelpunkte habert. In ihrer N ormalform (1) erscheint 
die Bruchdarsteilung einer Projektivitat lJ mit ungleichen reeilen Haupt­
zahlen als eine Funktion der Doppelpunkte dl , d2 und der zugehorigen 
Hauptzahlen 1"1> 1"2. Dies kann man symbolisch dadurch andeuten, daB 
man setzt: 
(25) 

indem man den Buchstaben lJ zugleich als Funktionszeichen verwendet, so 
daB also 

(26) 

wird. Betrachtet man dann in der Funktion ll(d1> d2, 1"1> 1"2) die Doppel­
punkte a1 und d2 als konstant, laBt aber die Hauptzahlen 1"1 und t, vari· 
ieren, so erhalt man eine unendliche Mannigfaltigkeit von Abbildungen 
II (ell' d2, 1"1' 1"2) in der Geraden d1 d2 , die aile dieselben Doppelpunkte besi tzen. 
Diese Abbildungen bilden zusammen m·ne Gruppe. Denn die charakteristische 
Eigenschaft einer Gruppe von Abbildungen (vgl. Seite 126), nach welcher 
die "Folge" je zweier Abbildungen der betrachteten Mannigfaltigkeit sine 
Abbildung darsteilen mu.B, welche ebenfails der Mannigfaltigkeit angehOrt, 
ist fUr die projektiven Abbildungen lJ(du d2 , 1"v 1"2) bei festgehaltenen 
Doppelpunkten d1 und ds erfullt. 

Bezeichllet man llamlich die Hauptzahlen der ersten von zwei solchen 
Abbildungen mit 1"1 und 1"2' die der zweiten mit 1"; und 1";, ist also die 

13* 



196 Die Projektivitaten mit reellen Hauptzahlen. 

erste Abbildung wie oben 

(26) n(d d ) tl dl • t,d, 
,. 11 ., Iu r, = al" d, 

und entsprechend die zweite Abbildung 

(27) 
so wird nach Satz 80 

.,(d d r r).,Cd d r' r;)= tlddl(d1. d •• t;.t;). t,al,,(al.al.t;.t~) 
11 " 11' 11" l' II al' al 

oder nach (27) 

Man erhalt also die Gleichung: 

(28) .,(du d" rv r,).,(du d" r~, rll') = "(dv d" t1 t;, t\lt~), 

durch welche die Gruppeneigenschaft der Projektivitaten .,(dl1 ~, tl1 t,) 
mit den gemeinsamen Doppelpunkten d1 und d, bewiesen und nebenbei 

gezeigt ist, daB die Charakteristik tl t~ der resultierenden Abbildung daa 
tlt, 

Produkt der Charakteristiken ihrer Komponenten iat. Man erhillt also 
den Satz: 

Sa.tz 144: Die Foige (Resultante) zweier Projektivitaten, 
welche denselben Trager und dieselben getrennt liegenden 
reellen Doppelpunkte haben, ist wieder eine Projektivitat 
dieaes Trii.gers, die auch ihrerseits dieselben Doppelpunkte hat, 
und deren Charakteristik das Produkt der Charakteristiken der 
beiden Komponenten ist. Den ersten Teil dieses Satzes kann man 
auch so ausdriicken: In jeder Geraden bildell alle Projektivitaten 
mit denselben getrennten reellen Doppelpunkten zusammen 
eine Gruppe. 

Die Projektivitiiten mit gleichen reellen Hauptzahlen. 

Die Doppelpunktsgleichung liifjt die Doppetpunkte unbestimmt: Die 
Deckung und die uneigentliche Projektivitiit. Bisher haben wir stets an der 
Voraussetzung festgehalten, daB die beiden ais reell angenommenen Haupt­
zahlen der betrachteten Projektivitat voneinander verschieden seien. Wir 
wenden uns jetzt zu den Projektivitaten mit gleichen (reellen) Hauptzahlen. 
Von Projektivitaten diesel' Art haben wir bisher nur gelegentlich die spe­
ziellen FaIle der Deckung zweier Punktreihen und der uneigentlichen Pro­
jektivitat in den Kreis un serer Betrachtungen gezogen. Nunmehr gehen 
wir dazu iiber, den Fall gleicher Hauptzahlen systematisch zu behandeln, 
den Fall also, wo die Hauptgleichung der Projektivitat (vgl. die Gleichung 
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(7) des 14. Abschnitts) zwei gleiche Wurzeln 

(29) tl = t2 = t 

besitzt. 
Wir scheiden zuniichst die soeben genannten und der Hauptsache nach 

schon erledigten Untenalle der Deckung zweier Punktreihen und der un­
eigentlichen Projektivitiit von der Betrachtung aus. Auf diese Fiille werden 
wir gefiihrt, wenn die Doppelpunktsgleichung (vgl. die Gleichung (5) des 
14. Abschnitts): 
(30) b1(e1t - at) + b2(~t - a2) = ° 
das Verhiiltnis der Ableitzahlen b1 und b2 des zu der Hauptzahl r ge­
hOrenden Doppelpunktes 

{31) d = b1 e1 + b2 e2 

unbestimmt liiBt. Dies tritt aber dann und nur dann ein, wenn sowohl 

(32) elt-al=O wie auch 

(33) est-a2 =0, wenn also 

(34) {a l = tel 
a2 = te2, 

das heiBt, wenn der Bruch 11 (vgl. Gleichung (1)) die Form hat: 

(35) 

In diesem .Faile reduziert sich der Abbildungsbruch 11 auf die Zahl­
groBe t, dasheiBt auf die Hauptzahl der Projektivitiit. Die Abbildung 11 
fiihrt daher, falls t =1= ° ist, wirklich liberhaupt jeden Punkt der zu trans­
formierenden Punktreihe in einen kongruenten Punkt liber, ulld der be­
trachtete Unterfall ist somit alsdann in der Tat nichts anderes als der 
Fall der Deckung der beiden Punktreihen; ist dagegen in der Glei­
chung (35) die ZahlgroBe t = 0, so erhiilt man den Unterfall der un­
eigentlichen Projektivitiit. 

Die Doppelpunktsgleichung ergibt zwei zttsammen(allende Doppelpunkt(~: 
Die zentrische Schiebung, die gewohnliche Schiebung und die parabolische In­
volution. Allgemeiner und interessanter ist der zweite Unterfall, der da­
durch charakterisiert ist, daB unter der VorauBsetzung zweier gleichen (reel­
len) Hauptzahlen die Doppelpunktsgleichung (30) einen Doppelpunkt d, 
oder wenn man will, zwei zusammenfallende Doppelpunkte dl = d2 = d 
wirklich bestimmt. 1st dabei die A bleitzahl b1 in (31) von Null ver­
schieden, das heiBt 
(36) 



198 Die Projektivitll.ten mit reellen Hauptzahlen. 

so ist der Doppelpunkt d von dem Punkt ~ raumlich verschieden, und 
der Projektivitatsbruch lJ gestattet es daher, die Punkte d und ~ a.ls 
N ennerpunkte einzufuhren, und nimmt da.durch die Form an: 

(37) lJ = rd, Ilt 
d, B, • 

Stellt man aber auf Grund dieser neuen Form des Bruches lJ die Haupt­
gleichung von neuem auf und benutzt dabei die Form (6) des 14. Ab­
schnitts, so erhalt man die Gleichung: 

oder 
[(ttd ~ ta) (t,es - all)] = 0 

(38) (tt - t) [d(tt~ - a,)] = O. 

Soll nun diese Gleichung zweigleiche Wurzeln t1 = ts = t darbieten, so 
muB sie auch nach der Division mit tt - t immer noch erfullt werden, 
sobald man tt = t setzt, das heiBt, es muB auch die Gleichung bestehen: 

(39) [d(t~ - all)] = O. 

Aus dem Verschwinden dieses auBeren Produktes aber folgt, daB zwischen 
seinen beiden Faktoren eine Zahlbeziehung herrscht, das heiSt, eine 
Gleichung von der Form 

4d + t2 (te,l - as) = 0 

besteht. In dieser Zahlbeziehung ist ferner die GraSe til notwendig von 
Null verschieden; denn, da sicher nicht die beiden GraBen t1 und is gleich 
Null sind, so wurde aus dem Verschwinden von t, das gleichzeitige Ver­
schwinden von d folgen, was selbstverstiindlich ausgeschlossen ist. Man 
darf daher die gewonnene Gleichung mit tll dividieren und erhalt, wenn 
man zugleich das Verhiiltnis 

(40) 

setzt, die Gleichung 

!!. = t 
t, 

td + t~ - all = 0, 

aus der durch Auflosung nach a, folgt 

(41) all = tel + td. 

Der Ausdruck (37) fur den Bruch lJ verwandelt sicb daher in 

(42) lJ - rd, ret + td 
- d, B. ' 

wobei man t + 0 annehmen darf, da sich ffir t = 0 die Projektivitiit (42) 
doch nur auf einen der bereits erledigten Unterfiille der Deckung oder 
der uneigentlichen Projektivitat reduzieren wurde. Die Gleichung (42) 
zeigt sodann: 

Der Bruch lJ fuhrt den Punkt d in sein t-faches uber; jeden anderen 
Punkt der Geraden de, dagegen verwandelt er in sein t-faches, noch ver-
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mehrt urn ein gewisses Vielfaches von d. 
liebiger von d raumlich verschiedener Punkt 

In der Tat wird ein be­
der Geraden des, das heitlt 

ein jeder Punkt 
(43) x = ~d + ~2l1!, ~2 =F 0, 
dbergefiihrt in den Punkt 

(44) xl"' = (~d + ~2e2)l"' = r(~d + ~2e2) + t~lld = rx + t~2d. 
Urn von dieser Umwandlung der Punktreihe x eine genaue An­

schauung zu gewinnen, unterscheide man noch die beiden Unterfalle, wo 
in dem Bruche (42) die Hauptzahl r von Null verschieden, und wo sie 
gleich Null ist. 

xp 
Fig. 90. 

1st sunachst 
(45) r =F 0, 

so bilde man die beiden projektiven Punktreihen x und xl"' in solcher 
Weise perspekti v auf einer durch den Punkt ell gehenden Hiilfsgeraden H 
ab (vgl. Figur 90), daB dem Doppelpunkt d der unendlich ferne Punkt 
dieser Hiilfsgeraden entspricht. Bezeichnet man dazu noch den mit e,l 
zusammenfallenden einfachen Punkt mit e~ und eine beliebige Strecke der 
Hiilfsgeraden H mit d', so bewirkt der Bruch 

(46) d', e; 
tl=--

d, e,,' 
dessen Zahler und Nenner im Gegensatz zu den bisher betrachteten Pro­
jektivitiitsbriichen verschiedenen Geraden angehi5ren, die gewiinschte per­
spektive Abbildung. Denn aus dem Begriff des extensiven Bruches " 
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folgt zunachst, daB die Abbildung projektiv istj sie ist aber auch per­
Rpektiv, weil die beiden durch den Bruch aufeinander bezogenen projek­
tiven Punktreihen den Schnittpunkt ihrer Trager entsprechend gemein 
haben (vgl. Satz 47). Und diese perspektive Abbildung q fohrt zugleich 
die durch die Gleichung (42) dargestellte Projektitat .p der Geraden dell in 
die projektive Abbildung 

(47) .p' = rd', re; + td' 
d', e; 

der Hiilfsgeraden d' e~ iiber. Die Projektivitat .p I aber besitzt eine sehr 
einfache geometrischa Bedeutung, sie verwandelt niimlich denjenigen Punkt 

(48) x' = ~d' + ~2e~ 
dar Hiilfsgeraden, der wegen (46) dem Punkt x der urspriinglichen Ge­
raden entspricht (vgl. Gleichung (43», nach (47) in den Punkt 

X'.p' = (~d' + ~2e~).p' = t(~d' + ~2e~) + t~2d' = tx' + t~lld'j 
und fUr diesen kann man, da t und ~11 von Null verschieden sind (vgl. 
die beiden Ungleichungen in (43) und (45», auch schreiben: 

(49) I , (X' t dl ) x.p =t~2 - + - . 
~! r 

Hier ist x' nach (48) ein Punkt von der Masse ~2' also x' ein einfacher 
, ~ 

Punkt. Der Ausdruck ~ + .!d' stellt somit einen einfachen Punkt dar,. 
~, t 

der yom Punkte x' um die konstante, von der Lage des Punktes x' un-

abhiingige Strecke _t_d' absteht. Der Bruch .p' verschiebt daher aUe Punkte 
t 

der Geraden [d' e;] um ein gleich grofjes Stuck und stent also eine Ver­
schiebung der Punktreihe in ihrer eigenen Linie, oder wie wir etwas 
kiirzer sagen wollen, eine "Schiebung der Punktreihe" dar. 

Nun war aber die Projektivitat .p das perspektive Abbild der Schie­
bung .p I in dem Sinne, daB sich der unendlich ferne Punkt (die Strecke) 
d' der Hiilfsgeraden H, in der sich die Schiebung vollzieht, in den Doppel­
punkt d der Projektivitat .p projiziert, wahrend zugleich der Punkt 

e;.p' = te; + td' = t(e; + fd') 
in den Punkt 

e,.p = tell + td 
iiberging, woraus noch nebenbei folgt, daB das Zentrum c der Pel"spek­
tivitat gewonnen werden kann, wenn man die durch den Doppelpunkt a 
zu del" Hiilfsgeraden H gezogene ParaUele mit der Geraden schneidet,. 
welche die Punkte e;.p' und e2 .p miteinander verbindet. Aus der so charak­
terisierten Beziehung der beiden Projektivitaten .p und .p' geht aber hervor,. 
daa die durch den Bruch .p bewirkte Abbildung der Punktreihe x als eine 
projektive VeraUgemeinerung· der Schiebung einer Punktreihe aufgefaBt. 
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werden kann, bei del' an die Stelle des unendlich fernen Punktes der im 
Endlichen liegende Punkt a getreten ist, den wir als "das Zentrum" 
odeI' "den Zielpunkt" del' Abbildung bezeichnen wollen. Auf del' einen 
Seite des Zielpunktes a verschieben sich alle Punkte del' Geraden e2 d 
nach dem Zielpunkte hin, auf der anderen von ihm fort. Ferner ist die 
Verschiebung, die ein Punkt der zu transformierenden Punktreihe durch 
die Abbildung ... erfahrt, um so kleiner, je naher jener Punkt dem Ziel­
punkte a gelegen ist. Wir konnen daher die Abbildung lJ der Punkt­
reihe x "eine zentrische Schiebung mit dem Zielpunkt a" nennen1). 

Dieselbe ist vollstandig charakterisiert, wenn auBer dem Zielpunkt noch 
ein Paar zugeordneter Punkte gegeben ist. 

Zugleich erkennt man, daB eine gewohnliche Schiebung, wie sie durch 
den Bruch lJ' dargestellt wurde, als Grenzfall einer zentrischen Schiebung 
angesehen werden kann. Die zentl'ische Schiebung (42) geht namlich in 
eine gewohnliche Schiebung iiber, das heiBt in eine Projektivitat, welche 
die zu transformierende Punktreihe in eine gleichsinnig kongruente Punkt­
reihe iiberfiihrt, wenn del' Zielpunkt der Abbildung unendlich fern liegt, 
oder was auf dasselbe hinauskommt, wenn an die Stelle des im Endlichen 
liegenden Zielpunktes a eine Strecke 9 derjenigen Geraden tritt, welcher 
die zu transformierende Punktreihe angehort. Bezeichnen wir sodann noch 
einen einfachen Punkt dieser Punktreihe mit (, so erhalten wir fiir eine 
"Schiebung" l' ihres Tragel's, die wir auch als eine "gleichsinnige 
Kongruenz" auffassen konnen, den Ausdruck 

(50) r - rg, rf+tg 
- g, t . 

Diesel' Bruch aber biiBt an geometrischer Allgemeinheit nichts ein, wenn 
man ihn mit r dividiertj setzt man dahel' noch 

so erhiilt man fiir die 

(51) 

f' t - = fund - = r.. r r "', 

Schie bung f die Darstellung 

f = g, f+ ~g 
g, f ' 

in der ~g die Strecke der Verschiebung bedeutet. 
1st jetzt anaererseits in dem Bruche (42) die Hauptzahl t = 0, so 

reduziert er sich auf die Form 

11 =~~ =t~~, 
d, e, d, e2 

1) V gl. hierzu meine Darstellung desselben Gegenstandes in den Anmerkungen 
!/lur neuen Ausgabe der Ausdehnungslehre meines Vaters vom Jahre 1862 (R. Gra6-
m a. n n s gesammelte mathematische und physikalische Werke, Bd. 1, Teil 2 (1896), 
S. 444 if.). 
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das heiBt, man erhiilt abgesehen von einem nicht verschwindenden 
faktor t den Ausdruck fiir eine parabolische Involution 

(vgl. Seite 184ft'.). 
.=~~ d, e! 

Zahl-

Die unendlioh fernen Punkte der beiden projektiven Punktreihen. 
Sie sind einander z'Ugeordnet: Ahnlichkeit.. Zu einer anderen speziellen 

Projektivitiit, die mit del' soeben behandelten Schiebung i in einem engen 
Zusammenhang steht, wird man gefiihrl, wenn man die Frage nach dem­
jenigen Punkt aufwirft, del' durch eine Projektivitiit dem unendlich fernen 
Punkt del' zu transformierenden Punktreihe zugewiesen wird. 

Wie auf Seite 4ft'. gezeigt ist, laBt sich eine jede Strecke als Diffe­
renz zweier Punkte von gleicher Masse darstellen. Leitet man zum Bei­
spiel aus den Grundpunkten ei del' zu transformierenden Punktreihe durch 
Division mit deren Massen mi die Emtsprechenden einfachen Punkte ab 
und bildet aus diesen die Dift'erenz 

{52) 

so erhiilt man den Ausdruck fiir diejenige Strecke 9 del' Geraden el ez, die 
yom Punkt e1 zum Punkt e2 hinlauft, und die zugleich das greifbar ge­
wordene Abbild des unendlich fernen Punktes del' Geraden e1 e2 dal'stellt. 
Von diesel' Strecke 9 unterscheiden sich die iibrigen Strecken del' Ge­
raden e1 ez nul' um einen Zahlfaktor. Bezeichnet man ferner diejenige 
GroBe, welche die Projektivitat 

del' Strecke 9 zuweist, mit q, setzt also 

(53) 

(54) 

q = g~, so wird 

und es bieten sich dann del' Betrachtung zwei verschiedene Falle dar: 

Erstens namlich der Fall, wo die GroBe q selbst wieder eine Strecke 
das heiSt, wo 
(55) q = tlg 

ist, unter tl eine ZahlgroBe verstanden. pann ist del' unendlich ferne 
Punkt 9 del' Geraden ~ e2 ein Doppelpunkt del' Projektivitiit und tl seine 
Hauptzahl; denn nach (53) und (55) ist 

(56) g~ = tlg. 
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Dieser Fall, in dem auch die Differenz auf der 1'echten Seite von (54) 
eine Strecke darstellt, ist dadurch charakterisiert, daB auch die Glieder 
diesel' Diffel'enz gleiche Masse haben. Er wird offenbar vorliegen, wenn 
sich die Massen ni der Grundpunkte at del' zweiten Punktreihe ebenso ver-

halten wie die Nenner mt del' Briiche ai, wenn also die Proportion besteht: m . • 
(57) nt : 112 = mt : m21 

das heiBt, sobald die Massen der Grundpunkte del' zweiten Punktreihe mit 
denen del' Grundpunkte del' ersten Punktreihe proportional sind. 

Sind dann iiberdies die beiden als 1'eell vorausgesetzten Hauptzahlen 
del' Projektivitat voneinander verschieden, so besitzt nach Satz 100 die 
Projektivitat lJ auBer dem unendlich fernen Doppelpunkt 9 noch einen 
im Endlichen liegenden Doppelpunkt. Der mit ihm zusammenfallende 
einfache Pllnkt hei6e f, seine Hauptzahl til; dann wird 

(58) flJ = t,lf und 

(59) lJ = ~fl'_ rtf. 
g, f 

1st also noch til =+= 0, so kann man auch setzen 

r1 f isU, 
lJ = r,l 0' 

-oder wenn man den geometrisch bedeutungslosen Zahlfaktor til vor dem 

letzten Bruche wegla6t, das VerhaItnis 2 = ~ setzt und den so aus lJ 
rs 

hervorgehenden Projektivitatsbruch mit ii bezeichnet, 

{60) ii = f, ~g • 
f, 9 

Die geometrische Bedeutung dieses Bruches leuchtet sofort ein; denn em 
beliebiger einfacher Punkt 
(61) x=f+!g 
del' zu transformierenden Punktreihe, del' von dem Punkt f um die 
Strecke !g absteht, wird durch den Bruch ii in den einfachen Punkt 

{62) xii = f + ~!g 
iibergefiihrt, del' von f urn die Strecke ~~g entfernt ist. Daraus abel' 
folgt: Siimtliche Strecken, die man von dem im Endlichen liegenden 
Doppelpunkt f nach den Punkten del' ersten Punktreihe ziehen kann, 
werden bei del' Multiplikation mit ii in demselben Verhaltnis 1: ~ ge­
andert, woraus hervorgeht, daB ii eine Ahnlic/tkeitstransformation in der 
Geraden ist, und daB del' im Endlichen liegende Doppelpunkt f den Ahn­
Uchkeitspunkt del' heiden Punktreihen bildet, daB ferner der absolute Wert 
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des Bruches t das Ahnlichkeitsverhiiltnis darstellt, und daB endlich die 

heiden Punktreihen gleichsinnig oder ungleichsinnig iihnlich sind, je nach­
dem ~ positiv oder negativ ist. 

Bei der Ableitung des .A.ltnlichkeitsbruches· ii gingen wir von der 
Voraussetzung aus, daB die Hauptzahlen 1"1 und 1"2 der Projektivitiit lJ 
voneinander verschieden seien. Durch diese V oraussetzung wird dann der 
der in dem Ahnlichkeitsbruche ii auftretende Zahlfaktor ~ an die Be­
dingung 

(63) ~ =F 1 

gekniipft. LiiBt man aber diese Beschriinkung des Parameters ~ fallen,. 
so umfaBt der Bruch (60) auch noch den Fall der Identitiitj denn fiir 
~ = 1 nimmt der Bruch (60) die Form an: 

(64) 1 = f, g. 
f, g 

Der Identitiitsbruch 1 erscheint demnach als Grenzfall des Ahnlichkeits­
bruches ii. 

Von den iibrigen kongruenten Abbildungen ergibt sich der Fall der­
"ungleichsinnigen Kongruenz" oder "Symmetrie", oder wie man 
auch sagt, der Fall der "Umwendung einer Punktreihe" aus dem 
allgemeinen Ahnlichkeitsbruche ii, wenn man dessen Parameter ~ den 
Wert - 1 erteilt, wodurch man die involutorische Abbildung 

(65) 

erhlilt. Dagegen ist es nicht moglich, die von der Deckung verschiedene 
"gleichsinnige Kongruenz", oder was dasselbe ist, die "Schiebung" i einer 
Punktreihe 

f = g,J+1!1. 
g, l 

als Spezialfall des Ahnlichkeitsbruches ii darzustellen. Sonst aber umfaBt 
del' Bruch ii wirklich die siimtlichen Ahnlichkeitstransformationen der 
Geraden, und die Ausnahmestellung der "gleichsinnigen Kongruenz" oder 
"Schiebung" ist darin begriindet, daB sie allein keinen im Endlichen 
liegenden Doppelpunkt aufweist. 

Die unendlich ternen Punkte der beiden projektiven Punktreihen ent­
sprechen einander nicht. Die Fluchtpunlcte. Der Mittelpunkt einer In­
volution l ). Damit ist del' durch die Proportion (57) charakterisierte Fall 

1) Dieser Unterabschnitt ist hier als Anhang zu betrachten, denn es bleibt in 
ihm die Untersuchung nicht auf Projektivitaten mit reellen Hauptzahlen beschrl!.nkt. 
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~rschopft, in welchem dem unendlich femen Punkt 9 wieder ein unend­
lich ferner Punkt zugeordnet ist. In dem zweiten, aUgemeineren Faile, wo 
{}ie Bedingung (57) nicht erfullt jst, entspricht dem unendlich fernen 
Punkt {J der ersten Punktreihe in der zweiten Punktreihe ein im End­
lichen gelegener Punkt 

(66) if = gtJ, 

welcher "der Fluchtpunkt der zweiten Punktreihe" oder auch "der 
Fluchtpunkt der Projektivitat" hei.Bt. Diesem Punkt if steht noch 
ein anderer Punkt j als gleichberechtigt gegenuber, welcher "der Flucht­
punkt der ersten Punktreihe" oder "der Verschwindungspunkt 
der Projektivitat" genannt wird. Man wird auf ihn gefiihrt, wenn 

man die zur Projektivitat tJ inverse Projektivitat ~ betrachtet, welche die 

Punkte der zweiten Punktreihe m die der ersten zuruckverwandelt, und 
nach demjenigen Punkte 

(67) 
. 1 

J =g­
~ 

fragt, der dem unendlich fern en Punkt g, aufgefa.Bt als Punkt der zweiten 
Punktreihe, in der erstell Punktreihe entspricht. 

Von besonderem Interesse ist der Fall, wo die beiden Fluchtpunkte if 
und j in einen Punkt zusammenfallen, wo also die Gleichung besteht: 

(68) i' = ~j, 

fur die man wegen (66) und (67) auch schreiben kann: 

gtJ = ~g -}. 

Multipliziert man aber diese Gleichung hinten mit tJ, so erhiilt man die 
Gleichung 
(69) gtJtJ = ~g, 

welche nach Seite 161 in dem vorliegenden Faile, wo glJ von 9 raum­
lich verschieden ist, die Bedingungsgleichung einer Involution dar­
stellt. Bezeichnet man diese Involution mit ~, so verwandelt sich die 
Gleichung (69) in 
(70) gn = ~g, 

und setzt man noch 
(71) 

so wird wegen (70) 

(72) 

g~ =m, 

m~ = ~g. 

Aua den letzten heiden Gleichungen aber folgt eine wichtige Eigen­
schaft des Punktes m. Sind niimlich '!I und z zwei Punkte der zu trans-
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formierenden Punktreihe, 

(73) 

welche von m gleich weit entfernt sind, so ist 

{y=m+ng 
z=m-ng, 

unter n eine von Null verschiedene ZahlgroBe verstanden, und man findet 
wegen (71) und (72) fiir die beiden entsprechenden Punkte y~ und z~ die 

Werte ( ~) 

I y~ = ~g + nm = n m + ng 
(74) 

z~ = ~g - nm = -n(m - ~g), 

welche zeigen, daB die entsprechenden Punkte del' zweiten Punktreihe 
ebenfalls urn gleiche Stucke vom Punkte m abstehen. Aus diesem Grunde 
heiBt der Punkt m der Mittelpunkt der Involution~. Derselbe besitzt die 
Eigenschaft, daB sich jedes Paar y, y~ der Involution ~ an ihm gespiegelt 
wieder in ein Paar z, z ~ dieser Involution verwandelt, odeI' was auf dasselbe 
hinauskommt, daB die ganze Involution ~ an ihm gespiegelt in sich iibergeht. 

Beriicksichtigt man ferner, daB die Projektivitat ~, von del' wir oben 
ausgingen, nur an die Bedingung gekniipft war, daB dem unendlich femen 
Punkt del' ersten Punktreihe ein im Endlichen gelegener Punkt der 
zweiten entspricht, und daB sich diese Bedingung auf die Involution ~ 
iibertragt, so hat man den Satz: 

Satz 145: Jede Punktinvolutiun, die dem unendlich fernen 
Punkt ihres 'l'ragers einen im Endlichen gelegenen Punkt zu­

weist, geht an diesem Punkt gespiegelt in sich iiber; diesel' 
YS Punkt heiBt daher del' Mittelpunkt del' Involution. 

Besitzt insbesondere die Involution ~ zwei getrennte reelle Doppel­
d1 punkte, ist sie also hyperbolisch (vgl. Figur 91), so liegt del' Mittel­
y punkt m del' Involution zugleich in del' Mitte zwischen diesen beiden 

Doppelpunkten dl und dt ; denn das Paar zusammenfallender Punkte 
dl und dl ~ geht durch Spiegelung an m wieder in ein Paar zusammen­
fallender Punkte, das heiBt in das Paar d2 uI\d d2 8, iiber. 

Abel' auch in dem FaIle, wo die Doppelpunkte del' Involution j 

konjugiert komplex sind, die Involution also eUiptisch ist, laBt sich 
der Mittelpunkt m del' Involution leicht konstruieren, wenn man ein 

d2 im nachsten Abschnitt zu entwickelndes Ergebnis vorwegnimmt; denn 
zS nach Seite 216ft'. ist del' Mittelpunkt einer elliptischen Involution nichts 

anderes als der FuBpunkt des Lotes, das man von einem Drehpunkt s 
Fig. 91. del' Involution auf ihren Trager fallen kann (vgl. Figur 92). Dabei 

wird ein Drehpunkt s del' Involution dadurch gewonnen, daB man fiber 
den Abstanden del' Punkte a und a j, b und b j zweier Paare der ellip­
tischen Involution ~ nach derselben Seite die Halbkreise sehlagt. 
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Man kann das in den Formem (73) und (74) 
enthaltene Ergebnis noch etwas vollstandiger aus­
driicken, als es in dem Satze 145 geschehen ist, falls 
man auch die Massenbeziehung der Punkte 'II und z, 
'IIi und d beriicksichtigt. Denn den Gleichungen (73) 
zufolge haben die beiden Punkte 'II und z gleiche 
Masse, namlich die Masse des Punktes m, und nach 
den Gleichungen (74) besitzen die Punkte 'IIi und d 
entgegengesetzte Massen. Man hat also den Satz: 

Satz 146: Entspricht in einer Punktinvolu­
tion dem unendlich fernen Punkte ihres Tragers 
ein im Endlichen liegender Punkt, der dann der 
Mittelpunkt der Involution heiBt, so werden 
durch sie je zwei vom Mittelpunkt der Abbil­
dung gleichweit abstehende Punkte von glei­
cher Masse in zwei Punkte iibergefiihrt, die 
ebenfalls von dem Mittelpunkt der Abbildung 
gleichweit entfernt sind, aber entgegenge­
setzte Masse besitzen. 

Man beweist aber auch leicht die folgende Um­
kehrung des Satzes 145: 

Satz 147: Halbiert in einer Involution i 
ein Punkt m den Abstand zweier Punkte 'II und Fig. 92. 

207 

yS 

z, die nicht gerade ein Paar der Involution i bilden, und zugleich 
den Abstand ihrer Bilder 'IIi und zi, so ist er der Mittelpunkt 
der Involution. 

Zum Beweise setze man voraus, daB die Punkte 'II und z einfache 
Punkte sind, und bezeichne mit'll' und z' diejenigen einfachen Punkte, (y') yS 
die mit den Bildpunkten 'IIi und zJ zusammenfaUen, und mit n den 
zu dem gemeinsamen Mittelpunkt m der Linienstiicke 'liZ und 'II' z' 
gehOrenden einfachen Punkt (vgl. Figur 93). Dann bestehen die y 
Streckengleichungen 'II - n = - (z - n) 

y'-n=-(z'-n), (n) In 

aus denen durch Subtraktion folgt: 

'II' - 'II = - (z' - z); 
und addiert man zu dieser Gleichung die Identitiit 

, , (' ') I! -'II =- 'II -z , 
so erhiilt man die auch geometrisch sofort einleuchtende Strecken-

gleichung z' - 'II = - ('II' - z). Fig. 93. 
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Und da di~ beiden in ihr vorkommenden Strecken derselben Geraden an­
gehoren, so gilt auch die entsprechende Stabgleichung 

(75) [ys'] = - [ey'J. 
Nun ist aber andererseits nach der Grundgleichung der Involution 

(76) [y. zj] = [e· yf]. 

Bezeichnet man daher die Masse des Punktes yf mit g, setzt also 

(77) yf = gy', 
110 laSt sich die Gleichung (76) auch in der Form schreiben: 

(78) [y . zj] = g [ey'J. 

Und multipliziert man 
addiert, so. erhiilt man 

(79) 

die Gleichungen (75) und (78) 

g [ys'] + [y . zj] = 0 oder 

[y(gs' + zj)] = O. 

mit g und 1 und 

Diese Gleichung aber kann nicht anders bestehen, als wenn 

(80) gz' + zj = 0 

ist. Denn ware diese Summe von Null verschieden, so wiirde sie mit 
Riicksicht auf die Bedeutung von z' einen mit dem Punkt zj zusammen­
faUenden Punkt darstellenj die Gleichung (79) wiirde sich also auch in 
der Form 

schreiben lassen, die der Voraussetzung widersprechen wiirde, daS die 
Punkte y und z nicht gerade Punkte eines Paares der Involution f sein 
sollen. Schreibt man aber die Gleichung (80) in der Form 

(81) zj = - gz', 

so folgt durch die Subtraktion der Gleichungen (77) und (81) ohne 
weiteres, daB dem unendlich fernen Punkte y - s der zu transformieren­
den Punktreihe durch die Involution f der Punkt 

(82) (y - s) f = yf - sf = g (y' + z'), 

das heiBt der Mittelpunkt m des Punktpaares y', z' zugewiesen wird. Dieser 
Punkt mist also nach Seite 205 if. der Mittelpunkt der Involution f. 

A bschnitt 17. 

Die Projektivitiiten mit konjugiert komplexen oder entgegengesetzt 
rein imaginii.ren Hauptzahlen. 

Die projektive Beziehung sweier lconzentrisclwn kongruenten Strahlbiischel von 
gleichem Sinne. Um auch fiir den Fall konjugiert komplexer oder eutgegen­
gesetzt rein imaginarer Hauptzahlen, denen nach Satz 101 stets konjugiert 
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komplexe Doppelpunkte entsprechen werden, ein greifbares geometrisches 
Aquivalent dieser konjugiert komplexen Doppelpunkte zu Hnden, behandeln 
wir zunachst anstatt del' Projektivitat zweier Punktreihen mit konjugiert 
komplexen Doppelpunkten den geometrisch leicht ubersehbaren Fall zweier 
konzentrischen kongruenten Strahlbuschel von gleichem Sinne, das heiBt 
zweier Strahlbuschel, von denen das eine in das andere durch eine bloBe 
Drehung urn seinen Scheitel ubergefuhrt werden kann!). 

Zur analytischen Darstellung dieser kongruenten Abbildung eines 
Strahlbuschels benutze man als Grundstrahlen des ersten Strahlbuschels 
zwei zueinander senkrechte Stabe A und B von gleicher Lange. Dann 
stent del' Ausdruck 
(1) X = ~A + ~B 
einen beliebigen Stab des ersten Strahlbuschels dar. Ferner bezeichne 
man mit A' und B' zwei Stabe des zweiten, mit dem ersten konzen­
trischen Strahlbiischels, die aus den Stab en A und B des ersten Strahl­
buschels bei einer Drehung des Biischels urn seinen Scheitel hervorgehen, 
zwei Stabe also, die mit den Staben A und B gleiche Lange haben, die 
ferner wie diese aufeina~der senkrecht stehen, und von denen uberdies 
der Stab B' von A' nach' derselben Seite urn einen rechten Winkel ab­
weicht wie B von A. Leitet man dann wieder aus diesen Grundstaben A' 
und B' des zweiten Strahlbiischels durch die alten Ableitzahlen ! lmd ~ 
einen Stab 
(2) X' = ~A' + ~B' 
ab, so wird dessen Summierungsrechteck 
mit dem des Stabes 

(1) X=!A+~B 
gleichsinnig kongruent (vgl. Figur 94). 

Bei veranderlichem ! und ~ wird 
also das ganze Strahlbiischel der Stabe X' 
gleichsinnig kongruent mit dem Strahl­
biischel der entsprechenden Stabe x. Fig. 94. 

Mit Riicksicht auf die Form der Ausdriicke (1) und (2) fur je zwei 
entsprechende Strahlen der beiden gleichsinnig kongruenten Strahlbiischel 
laBt sich nun aber die Beziehung dieser beiden Strahlbiischel durch den 
extensiven Bruch darstellen: 

(3) 
A' B' 

~ =-~--­
A, B ' 

1) Zu dem Folgenden vergleiche man meine schon oben auf Seite 201 zitierte 
Anmerkung zur neuen Ausgabe der Ausdehnungslehre meines Vaters vom Jahre 1862 
(H. GraBmanns gesammelte mathematische und physikalische Werke, Ed. 1, Teil 2 
(1896), FuBnote Seite 443 f.). 

GraJlmann, Projeklive Geometrie d. Ebene. I. 
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welcher zeigt, daB die entsprechendpn Strahlen der beiden gleichsinnig 
kongruenten Strahlbiischel zugleich projektiv aufeinander bezogen sind. 
Man hat also den Satz: 

Sa.tz 148: Durch die Drehung eines Strahlbuschels um seinen 
Scheitel geht aus ihm ein projektives Strahlbuschel hervor. 

Dieser Satz jst ubrigens nur ein spezieller Fall des allgemeineren 
Satzes: 

Satz 149: Kongruente Strahl buschel sind projektiv, 
der sich auch in dem Falle, wo die Scheitel der beiden Strahlbuschel 
nicht zusammenfallen, in genau derselben Weise wie der spezielle Satz 
beweisen laBt. 

Man kann nun aber leicht dem Projektivitatsbruche (3) der Drehung 
eines Strahlbuschels noch eine andere Form verleihen, wenn man die 
Grundstiibe A' und B' des zweiten Strahlbuschels durch die Grundstabe 

Fig. 95. 

(4) 

des ersten ausdruckt. Dazn bezeichne man die 
GroBe des Winkels, um den man das erste 
Strahlbuschel drehen muB, um es in das zweite 
uberzufuhren, mit W Jlnd nehma dabei die Zahl­
gro.Be w positiv oder negativ, je nachdem der 
Sinn des Drehwillkels mit dem des rechten 
Winkels L (AB) ubereinstimmt odernicht. Dann 
wird (vgl. Figur 95) 

{ A' = coswA + sinwB 

B' = - sinWA + cosWB, 
und setzt man diese Werte in die Gleichung (3) ein, so erhalt man fur den 
Bruch ~, der die Drehung des Strahlbuschels vermittelt, den Ausdruck 

(5) ~ = cos tll A + sintllB, -BintllA+_cos~~. 
A, B 

Derselbe stent sich also als eine Funktion der drei GroBen A, B und "' 
dar, was man auch symbolisch dadurch andeuten kann, daB man anstatt 
~ ausfiihrlicher schreibt: ~(A, B, ID), indem man den Buchstaben ~ zugleich 
als Funktionszeichen verwendet. 

Endlich kann man den Bruch (5) fur die Drehung ~ auch leicht durch 
eine ExponentialgroBe ersetzen, wenn man die elliptische Strahlinvolution 

ft=B, -A 
~) A, B 
einfuhrt. Zunachst niimlich kann man bei Benutzung dieser 
lution die Gleichungen (4) auch in der Form schreiben: 

(7) { A' = A (cosW + ~hinW) 
B' = B(cosw + ftsinW). 

Strahlinvo-
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Setzt man aber die Reihe 

(8) 1 + alt! + Sf!~ + SfSIt!S + ... = efttu 
1! 2! 3! ' 

so wird Wle auf Seite 171 
(9) costtl + ~sinttl = efttu, 
und die Gleichungen (7) nehmen die Form an: 

(10) {
A' = Aefttu 

B' = Befttu. 

Man erhiilt daher llir den in (3) und (5) angegebenen extensiven Bruch 
die folgenden neuen Formen der Darstellung 

(11) ~ = ~(A, B, tu) = efttu = costtl + ~sinttl, ~ = l' -;;-. , 

Die entsprechende Projektivitiit in der Geraden: Die positiv zirkuliire 
Abbildung einer Punktreihe. Will man jetzt den Ubergang yom Strahl­
biischel zur Punktreihe machen, so ersetze man in der obigen Entwicke­
lung die beiden zueinander senkrechten und gleich langen Nennerstabe A 
und B durch zwei beliebige nicht zusammenfallende Punkte a und b und 
die Zahlerstabe A' und B' durch diejenigen Punkte a' und b', die aus a 
und b durch dieselben Ableitzahlen abgeleitet werden, durch welche die 
Stabe A' und B' aus den Staben A und B entwickelt wurden. Dadurch 
erhalt man den Bruch 

(12) 

des sen Zahler a' und b' mit den Nennern a und b durch die Gleichungen 
zusammenhangen 

(13) 

del' sich also auch in 

I a' = cos ttl a + sinttl b 
\ b' = - sin ttl a + costtl b, 

del' Form schreiben laBt: 

(14) cos It! a + sin It! b, - sin It! a + cos It! b 
'(a,b,tu) = a b , 

Dieser Bruch hat ganz die Form eines Projektivitatsbruches der Geraden 
ab, indem nur die Ableitzahlen der Zahlerpunkte besondere Werte haben. 
Er stellt also eine spezielle Projektivitat in der Geraden ab dar, die ich 
in Anlehnung an ein Kunstwort meines Vaters l ) als "positi v zirkulare 
Abbildung der Punktreihe ~a + ~b" bezeichnen will. 

1) In seiner Abhandlung "Sur les differents genres de multiplication", Journal 
fiir die reine und angewandte Mathematik Brl. 49, (1854), Seite 134 (Gesammelte 
Werke Bd. 2, Teil 1, Seite 210) und in seiner Ausdehnungslehre vom Jahre 1862 
(Gesammelte Werke Bd. 1, Teil 2) Nr. 154 nennt mein Vater die mit der oben be­
schriebenen Abbildung der Punktreihe 1;a + 't)b verbundene Transformation des Punkt­
paares a, b, welche durch die Gleichungen (13) dargestellt wird, "eine positive zirkulitre 

14* 
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Man kann dieselbe genau so wie die soeben betrachtete Drehung 
eines Strahlbuschels als Funktion eines Parameters tu und einer gewissen 
elliptischen PunktinvoZution darstellen. In der Tat, setzt man noch 

(15) 
so wird wieder 

(16) 

oder da (vgl. Seite 
(17) 

b, -a 
f=--b' a, 

{
a' = a(costu + raintu) 

b' = b ( cos tu + esin tu), 
171) 

ist, so kann man auch 

cos tu + t sin tu = et I1J 

schreiben 

(18) {a' = aet lD 

b' = bet lD• 

Fur die oben in (12) und (14) angegebene positiv zirkulare Abbildung 
t(a,b.,ID) erhlilt man daher die folgendeu beiden neuen Darstellungen 

b, -a 
(19) t(a,b,lD) = et lD = costu + fsintu, f = ----a, b' 

Von der geometrischen Bedeutung der positiv zirkuliiren Abbildung 
einer Punktreihe kann man sich vermoge ihres analytischen Zusammen­
hangs mit der soeben betrachteten Drehung eines Strahlbiischels leicht 
eine Vorstellung verschaffen. Man suche dazu einen Punkt s auf, von 
dem aus die beiden Grundpunkte a und b der ersten Punktreihe durch 
zwei Stli.be 
(20) A = [sa] und B = [sb] 

projiziert werden, die wie die Stabe A und B der obigen Entwickelung 
erstens aufeinander senkrecht stehen uud 
zweitens gleich lang sind. 

Ein Punkt saber, der diesen beiden Bedingungen entspricht, laBt 
sich leicht konstruieren. Der ersten Bedingung nli.mlich, daB die beiden 
von ihm ausgehenden Strahlen [sa] und [sb] aufeinander senkrecht stehen 
sollen, genugt jeder Punkt des Kreises, der das Linienstiick ab zurn Durch­
messer hat. Um auch die zweite Bedingung zu befriedigen, nach del' die 
Stabe [sa] und [sb] gleich lang sein sollen, berucksichtige man, daB, 
wenn man unter S einen einfachen Punkt versteht, die Langen del' beiden 
Stabe [sa] und [sb] die Produkte aus den absolut genomrnenen Abstanden 
des Punktes s von den Punkten (J, und b und den absoluten Werten del' 

Anderung des Punktpaares a, b". 1m Gegensatz dazu nennt er diejenige Abbildung 
des Punktpaares a, b, Lei der diese Punkte in die Punkte a' und - b' iibergefiihrt 
werden, "eine negative zirkulare Anderung des Punktpaars a, b". Ihr entspricht dann 
eine weiter unten zu behandelnde "negativ zirkulare Abbildung der Punktreihe ~ a + ~ b". 
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Massim dieser Punkte sind. Sollen daher die Langen der heiden Stabe [sa] 
und [sb] miteinander tibereinstimmen, so muB man jetzt noch weiter tiber 
die Lage des Punktes s in del' Weise verfiigen, daB sich seine absolut 
genommenen Abstande von den Punkten a und b umgekehrt verhalten 
wie die absoluten Werte der Massen dieser Punkte, oder, was auf dasselbe 
hinahskommt, daB sie sich direkt wie die absolut genommenen Abstande des 
Schwerpunktes a + b der Punkte a und b von diesen Punkten verhalten. 
Von den Punkten der Geraden a b selbst geniigt dieser Bedingung auBer 
dem Schwerpunkt a + b der beiden Punkte 
a und b auch der zu ihm hinsichtlich der 
Punkte a und b harmonisch zugeordnete 
Punkt a-b. Und nach dem Satze des 
Apollonius ist der geometrische Ort aller 
Punkte der Ebene, die jener Bedingung 
entsprechen, der Kreis, der die Punkte 
a + b und a - b zu Endpunkten eines 
Durchmessers hat (vgl. Figur 96). Dieser 
Kreis aber schneidet den Kreis iiber dem 
Durchmesser ab in zwei zur Geraden ab 
symmetrisch liegenden Punkten s und t, von 
denen jeder die Eigenschaft hat, daB fiir ihn 
die Stabe [sa], [sb] und [ta], [tb] aufein­
ander senkrecht stehen und gleich lang sind. 

Bezeichnet man jetzt noch die Stiibe, 
die aus den Punkten a' und b' durch Mul-
tiplikation mit dem einfachen Punkt s 
hervorgehen, mit A' 

(21) A' = [sa'], 

so wird wegen (13) 

und B', setzt also 

B' = [sb'], 

{A'= cosW[sa] + sinW[sbJ 
(22) B' = _ sin W[sa] + cos w[sb] 

oder wegen (20) 

(23) { A' = cos wA + sin wB 

B' = --'- sin W A + cos w B. 

a-b 

Fig. 96. 

Die durch die Gleichungen (21) definierten Stabe A I unO. B ', welche die 
Punkte a' und b' von s aus projizieren, entsprechen also genau den Glei­
chungen (4) und sind daher mit den Staben A und B gleich lang, stehen 
aufeinander senkrecht und gehen aus ihnen durch eine Drehung um den 
Winkel W henor, das soll heiBen um einen Winkel, des sen GroBe dem 
absoluten Werte IW I der ZahlgroBe W gleich ist, und dessen Sinn mit 
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dem des rechten Winkels L CAB) iibereinstimmt oder nicht, je nachdem 
\U positiv oder negativ ist. 

Nun bewirkte aber nach Seite 209 f. der Projektivitiitsbruch 
A', B' 

(24) !!(.A,B,ID) = A, B' 

der das Strahlbiischel ~A + ~B in das Strahlbuschel ~A' + ~B' ilberfuhrt, 
eine Drehung des ersteren Strahlbilschels um den Winkel \U. Und da ferner 
der Bruch !!(.A,B,ID) aus dem Bruche r(a,b,lD) in (12) wegen (20) und (21) durch 
kombinatorische Erweiterung mit dem Punkt s entsteht, so ist nach 
Satz 78 die durch den Bruch !!(A,B,W) dargestellte Drehung des Strahl­
bilschels X = ~A + t)B der vom Punkt s aus genommene Schein der 
durch den Bruch r(a,b,l1l) bewirkten positiv zirkuliiren Abbildung der Punkt­
reihe x = ~a + ~b. Die aus ihr durch diese Abbildung entstehende Punkt­
reihe x' == ~a' + ~b' kann also dadurch gewonnen werden, daB man die 
erstere Punktreihe, das heiBt die Punktreihe x = ~a + ~b, vom Punkt s 
aus durch das Strahlbilschel X = ~A + ~B projiziert, das so gewonnene 
neue Strahlbiischel um den Winkel I ttl I in dem angegebenen Siune dreht 
und endlich das dadurch entstehende Strahlbilschel X' = ~ A' + ~ B' wieder 
mit der Geraden ab zum Schnitt bringtj dann schneidet dasselbe aus der 
Geraden ab die Punktreihe x' == ~a' + ~b' aus. Man hat also den Satz: 

Satz 150: Jede positiv zirkuliire Abbildung einer Punktreihe 
lii1H sich alB perspektives Abbild der Drehung eines gewissen 
Strahlbuschels darstellen. 

Man kann noch hinzufilgen, daB der Sinn der Drehung, der einem 
positiven Werte des Drehwinkels \U zugehort, sowohl filr positive wie filr 
negative Massen der Punkte a und b dem Sinne des Stabes [ab] entspricht. 

t [ab] 

a 
Fig. 97. 

Denn sind erstens die Massen der Punkte a und b beide 
positiv, so laufen die Stiibe [sa] und [sb] vom Punkt s 
aus nach der Geraden ab hin. Der Sinn des rechten 
Winkels L([sa], [sb]), der den Drehungssinn filr den 
positiven Winkel ttl angibt, entspricht also dem Sinn 
der Geraden ab, genommen von a nach b hin, das 
heiBt, da die Massen von a und b beide positiv sind, 
dem Sinne des Stab(ls [ab] (vgl. Figur 97). 

Sind sweitens die Massen der Punkte a und b beide 
negativ, so lauf'en die Stiibe [sa] und [sb] beide nach 
der von der Geraden [ab] abgekehrten Seite. Aber der 
Sinn des rechten Winkels L ([sa], [sb]) entsprichtnoch 
immer dem Sinne, der Geraden ab genommen von a nach 

b hin, und da die Massen der beiden Punkte a und b negativ sind, so stimmt 
dieser wiederum mit dem Sinne des Stabes [ab] ilberein (vgl. Figur 98). 
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Fig. 98. 

1st endlich drittens eine von den beiden Massen der Punkte a und b 
positiv, die andere negativ, so geht der eine von den beiden Stiiben [sa] 
und [sb] nach der Geraden ab hin, der andere von ihr fort, und der Sinn 
des rechten Winkels L ([sa], [sb]) wird ent­
gegengesetzt mit dem Sinne der Geraden ab, 
genommen von a nach b hin. Er stimmt aber 
mit Riicksicht auf die ungleichen V orzeichen 
der Massen von a und b doch wieder mit dem 
Sinne des Stabes [ab] iiberein (vgI.Figur99). 

Da die Lage des Punktes s (oder t) und 
die GroBe des Winkels ro zusammen mit einer 
Angabe iiber den positiven Sinn der Geraden 
ab die von uns betrachtete positiv zirkuIare Ab­
bildung vollstiindig charakterisieren, so mogen 
diePunktes undtdie "Drehpunkte" und del' 
Winkel ro del' "Drehwinkel der positiv 
zirkuliiren Ab bildung ttl genannt werden. 

Man kann iibrigens die Drehpunkte s 
und t, nachdem einmal ihre Existenz nachge­
wiesen, noch einfacher konstruieren, als es 0 ben 
geschehen ist. Denn da Winkel L (a's h') 
durch eine bloBe Drehung aus dem Winkel 
L (asb) hervorgeht (vgl. Figul' 96), so ist 
161' ebenfalls ein rechter Winkel. Die Dreh­

Fig. 100. 

punkte s und t der Abbildung liegen also auch auf dem Kreise, der 
die Punkte a' und b' zu Endpunkten eines Durchmessers hat. Diese 
Drehpunkte lassen sich daher auch dadurch :tinden, daB man liber den 
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Abstanden der Zahler- und Nennerpunkte des Bruches (12) die Halbkreise 
schliigt (vgl. Figur 100). 

Wann wird die positiv zirkuliire Abbildung einer Punktreiheinvoluto­
risch? Die elliptische Punktinvolution als Be/mitt der Rechtwinkelinvolution. 
Diese vereinfachte Konstruktion der Drehpunkte, die zugleich auch den 

Drehwinkel ergibt, versagt nur dann, wenn del' Drehwinkel ttl = -~, oder, 

was geometrisch auf dasselbe hinauskommt, wenn 

ttl = ~ + nn 
2 

ist, unter n eine ganze Zahl verstanden. Denn dann fallen die Punkte a r 

und b' beziehlich mit den Punkten b und a zusammen, so daB die beiden 
bei der vereinfachten Konstruktion der Drehpunkte benutzten Halbkreise 
sich decken. Man muB also in diesem Faile auf die urspriingliche Kon­
struktion der Drehpunkte zuriickgreifen. 

Die geometrische Bedeutung dieses Ausnahmefalles ist evident. Da 
sich namlich alsdann die Punkte a und b wechselseitig entsprechen, so 
ist in dies em Faile die positiv zirkulare Abbildung involutorisch. Und 
in der Tat zeigt auch die Figur 96, daB die Wiederholung der Abbildung 

It 
f-

e 2 iiberhaupt jeden Punkt der Punktreihe ~a + t)b in sich iiberfiihrt. 
Der involutorische Charakter der fraglichen Abbildung ergibt sich aber 
auch sogleich analytisch; denn es ist nach (17) (vgl. auch Seite 171) 

(25) 

womit zugleich gezeigt ist, daB die fragliche Involution nichts anderes ist 
als die bereits zur analytischen Darstellung der positiv zirkuliiren Abbil­

b,-a dung eflU benutzte elliptische Involution t = --~-. a, b 
Zugleich entnimmt man aus der Figur 96, daB die Abbildung 

7t 
e f""2 = t die einzige Involution ist, die unter den positiv zirkuliiren Ab­
bildungen eflU enthalten ist; denn die oben erwiihnten Abbildungen 

e f (i + n 7t), in denen n eine ganze Zahl ist, sind ja samtlich entweder mit 
der Involution t identisch (namlich fiir jedes gerade n) oder nur dem 
Vorzeichen nach von ihr verschieden (fiir jedes ungerade n). Man hat 
also den Satz: 

Satz 151: Eine positiv zirkulare Abbildung 
b, -a 

t=---~ 
a, b 

einer Punktreihe wird dann und nur dann involutorisch, wenn 
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man dem Drehwinkel der positiv zirkularen Abbildung einen 

der Werte _n_ + nn n = {O, 1, 2, .. 
2 ' -1, - 2, .. 

{ gerade Oder} 
erteilt. Je nachdem namlich n d ist, wird 

ungera e 

f (i-+ nn:) e = + t. 
Von besonderem Interesse ist aber auch die schon oben (Seite 21Of.) 

-zur analytischen Darstellung der Drehung ~ des Strahlbiischels benutzte 
Strahlinvolution a, durch welche die ellip­
tische Involution t von ihren Drehpunkten 
aus projiziert wird (vgl. Figur 101). Die­
selbe ist dadurch ausgezeichnet, daB die 
Strahlen eines jeden Paares der Involution 
aufeinander senkrecht stehen, und kann da­
durch erzeugt werden, daB man ein Strahl­
buschel um seinen Scheitel herum um einen 
rechten Winkel dreht. Diese Strahlinvolution 
heiBt deshalb die "Rechtwinkelinvolu­
tion". 

Einen zweiten Namen verdankt diese In­
volution ihrer Beziehung zum Kreise. Da nam­
lich beim Kreise je zwei zueinander senkrechte 
Durchmesser zugleich einander in bezug auf 
den Kreis konjugiert sind, so weist die Recht­
winkelinvolution einem jeden Durchmesser 
eines um ihren Scheitel geschlagenen Kreises 
seinen konjugierten Durchmesser zu. Aus 
diesem Grunde nennt man die Rechtwinkel­
involution auch wohl die "Kreisinvolu­
tion", und wir verwendeten deshalb schon 
oben fdrdieselbe den Buchstaben a. 

Fiir die Rechtwinkelinvolution (Kreis­
involution) entspringt aus dem Satze 138 Fig. 101. 

y=X'C 

c 

a 

ein wichtiger Spezialsatz. Da namlich nach Satz 138 eine Strahlinvolution 
durch zwei Paare entsprechender Strahlen bis auf einen Zahlfaktor ein­
deutig bestimmt wird, so ergibt sich durch Anwendung auf den Fall der 
Rechtwinkelinvolution der Satz: 

Satz 152: Eine Strahlinvolution, die zwei Paare aufein­
ander senkrechter Strahl en enthalt, weist uberhaupt einem jeden 



218 Die Projektivitaten mit konjugiert komplexen Hauptzahlen. 

Strahle einen zu ihm senkrechten Strahl zu, das hei.6 t, sie ist 
die Rechtwinkelinvolution. 

Man kann ferner die zwischen einer beliebigen elliptischen Punkt­
involution e und der Rechtwinkelinvolution bestehende Beziehung in dem 
Satze darstellen: 

Satz 153: Fiir eine jede elliptische Punktinvolution e gibt es 
zwei zu ihrem Triiger symmetrisch liegende Punkte s und t, 
von den en aus die elliptische Punktinvolution durch eine Recht­
-winkelinvolution (Kreisinvolution) projiziert wirdj jene beiden 
Punkte hei.6e~ die Drehpunkte der elliptischen Punktinvolution, 
Man kann dieselben finden, indem man zwei Kreise konstuiert. 
welche die Punkte je eines Paares der elliptischen Punktin­
volution zu Endpunkten eines Durchmessers haben. 

Und von diesem Satze gilt auch die Umkehrung, niimlich der Satz: 
Satz 154: Die Rechtwinkelinvolutioll wird von jeder nicht 

durch ihren Scheitel gehenden Geraden in einer elliptischen 
Punktinvolution geschnitten, 

was man mit Riicksicht auf den Ausdruck (15) fiir eine elliptische 
Punktinvolution e sofort beweisen kann, indem man den Bruch (6) fiir die 
Rechtwinkelinvolution ~ mit einem Stabe der schneidenden Geraden plani­
metrisch erweitert. Aus diesem Beweise geht noch hervor, daB der Satz 
154 ebenso auch fiir eine beliebige elliptische Strahlinvolution (i gilt. Denn 
der in der Formel (40) des 15. Abschnitts flir eine beliebige elliptische 
Strahlinvolution (i gegebene Ausdruck stimmt seiner Form nach mit dem 
Ausdruck (6) fiir die Rechtwinkelinvolution ~ genau iiberein. Nur sind 
bei einer beliebigen elliptischen Strahlinvolution die Nennerstiibe nicht an 
die Bedingung gebunden, daB sie gleich lang sein und aufeinander senk­
recht stehen miissen. Diese Bedingung aber kommt bei dem fiir die Recht­
winkelinvolution gegebenen Beweis nicht in Betracht. 

Da ferner die Kreise, welche die Punkte eines Paares der elliptischen 
Involution f zu Endpunkten eines Durchmessers haben, siimtlich durch 
die Drehpunkte s und t der Involution hindurchgehen, und umgekehrt 
jeder Kreis, der durch die Punkte s und t geht, aus der Geraden ab ein 
Paar der elliptischen Involution e ausschneidet, so ergibt sich der freilich 
noch der Verallgemeinerung fiihige Satz: 

Satz 155: J edes Biischel von Kreisell, die durch zwei feste 
Punkte gehen, schneidet aus dem Mittellot der Verbindungs­
linie dieser Punkte eine elliptische Punktinvolution aus (vgl. 
Figur 102). 

Aus dem Satze 153 kann man· noch eine weitere Folgerung ziehell, 
wenn man den Begriff zweier sich trennenden Elementenpaare einer Punkt-
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reihe und eines Strahlbiischels einfiihrt. 
Am leichtesten HiBt sich derselbe an 
einem StraklbUschel entwickeln. 

Man sagt nii.mlich von zwei Strahl­
paaren A, B und 0, Deines Strahl­
biischels, deren vier Strahlen von ein­
ander verschieden sind: "sie trennen 
sich", wenn man den Strahl A durch 
Drehung urn den Scheitel s des Strahl­
biischels nicht in den Strahl B iiber­
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inhren kann, ohne entweder den Strahl ---,~ .. --t--~6----­
Coder den Strahl D zu iiberschreiten 
(vgl. Figur 103). Diese Beziehung zwi­
schen den beiden Strahlpaaren A, B 
und 0, D ist gegenseitig; denn man 
kann dann auch nicht den Strahl 0 durch 
Drehung um s in den Strahl D iiber­
fiihren, ohne entweder den Strahl A 
oder den Strahl B zu iiberschreiten. 

Entsprechend sagt man von zwei 
Punktpaaren a, b und c, d einer Ge­
raden, deren vier Punkte vonein­
ander verschieden sind: "sie tren­
nen sich", wenn man auf der Geraden 
der beiden Punktpaare vom Punkt 
a zum Punkt b nicht gelangen 
kann (auch nicht auf dem Umwege 
durchs Unendliche), ohne ent­
weder den Punkt a oder den 
Punkt b zu iiberschreiten (vgl. Fi­
gnr 104). Auch kann man dann 
umgekehrt nicht vom Punkt c zum 

Fig. 103. 

Punkt d gelangen, ohne entweder den Punkt a oder 
den Punkt b zu iiberschreiten. 

Aus diesen Erklii.rungen folgtnoch: Zwei Strahl­
paare A, B und 0, Deines Strahlbiischels, deren vier 
Strahlen voneinander verschieden sind, "trennen 
sich nicht", wennman den Strahl A dUTch Drehung 
um den Scheitel s des Strahlbiischels in den Strahl 
Biiberfiihren kann, ohne einen von den beiden Strah­
len 0 und D zu iiberschreiten (vgl. Figur 105). 

Fig. lOll. 

c 

a 
Fig. 104. 

Fig. 105. 
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Dann wird man notwendig bei der umgekehrten Drehung des Strahles 
A, bis man zum Strable B gelangt, sowohl den Strahl 0 wie den Strahl D 
iiberschreiten. Und auch bier gilt wieder Entsprechendes von dem Uber­
gang des Strahles 0 in den Strahl D: Man kann ihn auf doppelte Weise 
vollziehen; entwedel' iiberschreitet man keinen von den beiden Strahlen A 
und B oder aber beide Strahlen. 

Ebenso: Zwei Punktpaare a, b und c, d einer Geraden, deren vier 
Punkte voneinander verschieden sind, "trennen sich nicht", wenn man von 

d 

c 

, /) a 

a 

dem Punkt a zum Punkt b auf endlichem Wege oder 
6 auf dem Umwege durchs Unendliche gelangen kann, 

ohne coder d zu iiberschreiten (vgl. die Figuren 106, 
c 107 und 108). Dann wird man jedesmal auf dem an­

deren Wege, der von a nach b fiihrt, sowohl den Punkt c 
wie den Punkt d iiberschreiten miissen; und umgekehrt 

d wird man von c nach d gelangen konnen, ohne a oder 
b zu iiberschreiten, und andererseits auch, indem man 
sowohl a wie b iiberschreitet. 

a Man kann zu. diesen Erkliirungen noch den Satz 
hinzufiigen: 

Fig. 106. Fig. 107. Fig. 108. G 
Satz 156: Hat man in einem rundgebilde 

zwei sich trennende Elementenpaare a, b und c, d, und wiihlt 
man aus jedem der beiden Paare ein Element aus, so erhalt man 
zwei Elemente, die durch die beiden anderen Elemente nicht 
getrennt werden (vgl. Figur 104). 

In der Tat gibt es nur die beiden folgenden Elementgruppierungen, 
die den Angaben des Satzes entsprechen: 

a, C; b, d und a, d; b, c, 

und in beiden Gruppierungen wird das eine Paar durch das andere nicht 
getrennt. 

Ebenso iiberzeugt man sich von der Richtigkeit des Satzes: 
Satz 157: Hat man in einem Grundgebilde zwei sich nicht 

trennende Elementenpaare a, b und c, d, so kann man aus jedem 
der beiden Paare ein Element in solcher Weise auswahlen, daB 
die beiden gewiihlten Elemente durch die beiden anderen 
Elemente getrennt werden. Es ist aber zweitens auch eine 
solche Auswahl moglich, daB die beiden gewiihlten Elemente 
durch die beiden anderen Elemente nicht getrennt werden (vgl. 
die Figuren 106, 107 oder 108). 

Auf Grund dieser neuen Begriffe folgert man aus dem Satze 153 ohne 
wei teres den Satz: 
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Satz 158: In einer elliptischen Involution trennen sich je 
zwei Paare entsprechender Elemente (vgl. Figur 101). 

Es gilt aher auch die. Umkehrung dieses Satzes, namlich del' Satz: 
Satz 159: Trennen sich in einer Involution zwei Paare ent­

sprechender Elemente, 80 ist die Involution elliptisch. 
Es geniigt, den Satz fUr eine Punktinvolution zu beweisen. Sind 

a, b und c, d die heiden Paare sich trennender Punkte, so schlage man 
iiber ab und cd nach derselben Seite hin die Halbkreise. Dieselben 
miissen sich, da die Punktpaare a, b und c, d nach del' Voraussetzung sich 
trennen sollen, in einem Punkt s schneiden. Von diesem Punkt s aus 
abel' erscheinen die heiden Punktpaare a, b und c, d unter rechten Winkeln. 
Nach Satz 152 ist somit die durch die Strahlpaare [sa], [sb]; [sc], [sd] 
bestimmte Involution die Rechtwinkelinvolution. Andererseits folgt aus 
dem Satze 44, wenn man ibn auf zwei involutorische Punktreihen und 
ihre Scheine anwendet, mit Riicksicht auf den Begriff del' Involution del' 
Spezialsatz: 

Der Schein einer Punktinvolution von einem aufJerhalb ilwes Tragers 
Uegenden Punkte aus genommen ist eine Strahlinvolution. 

Insbesondere wird daher auch die ohen betrachtete Punktinvolution 
vom Punkte s aus durch eine Strahlinvolution projiziert. Diese Strahl­
involution abel' hat mit del' Rechtwinkelinvolution vom Scheitel s die 
beiden Strahlpaare [sa], [sb]; [sc], [sd] gemein und ist also mit ihr iden­
tisch. Foiglich ist umgekehrt die gegebene Punktinvolution del' Schnitt 
einer Rechtwinkelinvolution und daher nach Satz 154 eine elliptisclte Punkt­
involution. 

Die konjugiert komplexen Doppelpunkte der positiv zirkularen AMildung 
einer Punktreihe, die Doppelpunktsinvolution dieser Abbildung. Wir wenden 
uns nunmehr zu del' Frage nach den Doppelpunkten del' positiv zirku­
laren Abbildung. Sieht man von dem Ausnahmefalle ab, wo del' Dreh­
winkel W del' Abbildung ein ganzes Vielfaches von % ist, wo also die 
heiden zur Erzeugung del' positiv zirkularen Abbildung benutzten Hiilfs­
strahlbiischel strahlweise zusammenfaIlen, und somit auch die beiden durch 
die Abbildung einander zugeordneten Punktreihen sich punktweise decken, 
so bleiben unter den positiv zirkuliiren Abbildungen nul' solche Projekti­
vitiiten iibrig, die sicher keine reellen Doppelpunkte haben. Abel' es ist 
fUr die geometrische Deutung del' bei del' analytischen Behandlung des 
Problems der Doppelpunkte auftretenden konjugiert komplexen Haupt­
zahlen uud Doppelpunkte von Interesse, den Kalkul fiir die Aufsuchung 
der Doppelpunkte (vgl. Seite 149 ff.) gerade auch auf den vorliegenden 
geometrisch evidelltell Fall anzuwenden. 
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Die Hauptzahlen r t und die Doppelpunkte dt einer Projektivitiit C auf 
einer Geraden wurden definiert durch die Gleichungen 

(26) dtc = rA, t = 1, 2, 

die man auch in der Form schreiben kann: 

(27) O=dlrt-c), t=1,2. 

Setzt man hierin entsprechend der Entwickelung auf Seite 150 

(28) dt = ~ta + ~tb, t = 1,2, 

so verwandelt sich die Gleichung (27) in 

o = ~ta(rt - c) + ~tb(rt - c) 

oder wegen (12) in die Doppelpunktsgleichung 

(29) 0 = ~/rta - a') + ~t(rtb - b'), 

aus der fiir r t die quadratische Gleichung folgt: 

(30) [(rta - a') (rtb - b')] = 0 oder 

(31) [ab]r~ - {[a'b] + [ab']} rt + [a'b'] = O. 

Diese Gleichung aber vereinfacht sich, da wegen (13) 

(32) 

ist, zu 
(33) 

I[a'b] = cosUJ[ab] 
[ab'] = cosUJ[ab] 

[a'b'] = [ab] 

r; - 2 cos UJ rt + 1 = 0 

und liefert fur r t die Wene 

r t = cos UJ ± V cos2 UJ - 1 oder 

(34) rt = cos UJ ± i sin UJ = e ± itD. 

Die beiden Hauptzahlen sind also fur die betrachtete spezielle Pro­
jektivitat auf der Geraden, der wir den Namen der positiv zirkularen Ab­
bildung beigelegt haben, zwei konjugien komplexe Einheiten, deren 
Amplituden abgesehen yom V orzeichen mit dem Drehwinkel der positiv 
zirkularen Abbildung ubereinstimmen. 

Urn die zugehorigen Doppelpunkte zu ermitteln, hat man die ge­
fundenen Werte von tt in die Doppelpunktsgleichung (29) einzutragen und 
erhiilt o = ~t{(cosUJ + i sinUJ)a - a'} + ~t{(cosUJ ± i sinUJ)b - b'} 

oder wegen (13) 

o = ~t { (cos UJ + i sin Ill) a - ( cos III a + sin UJ b) } 
+ ~t{(cosUJ + i sinUJ)b - (- sinUJ a + cosUJ b)}. 

Hier heben sich die Glieder mit cos UJ fort, und die Gleichung verem-
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facht sich zu 
(36) 0= sin W {+ ia - b) + ~t(± ib + a)}. 

SchlieBt man daher den schon oben erwahnten Fall aus, wo W ein 
ganzes Vielfaches von % ist, setzt also voraus, daB 

(36) W =+= n% 
sei, unter n eine ganze Zahl verstanden, die Null mit eingeschlossen, so wird 

(37) sin W =+= 0, 

und die Gleichung (36) reduzierl sich auf 

(38) 0 = ~tC+ ia - b) + ~I(+ ib + a), 

wofur man auch schreiben kann, wenn man aus der ersten Klammer + i 
herauszieht, 
oder 
(39) 

0= + i~t(a + ib) + ~t(a ± ib) 

0= (+ i~t + ~t)(a + ib). 

Da aber die Punkte a und b reell und von Null verschieden sind, so 
ist auch 

Die Gleichung (39) kann daher nicht anders befriedigt werden, als wenn 

(40) + i~t + ~t = 0 

ist, und man erhalt also zwischen den Ableitzahlen ~t und ~t der Doppel­
punkte dt die Beziehung 
(41) ~t = + i~t, 
wahrend eine von dies en beiden Ableitzahlen, zum Beispiel ~t' ganz will­
kurlich angenommen werden kann. 

Wahlen wir zuerst diese GroBe reell, etwa = 1, und bezeichnen sie 

fur diesen Fall durch das Symbol ~;, die entsprechenden Werle von \}, 

und dt mit "ij"t und do so erhalten wir das System von Gleichungen: 

(42) ~ = 1, (43) ~~ = =F i, 
also nach (28) 
(44) dt=a+ib. 

Es ergeben sich also bei der getroffenen Wahl der GroBe ~t fiir die 

Doppelpunkte d1 und ds die konjugiert komplexen Werte 

(45) d1 = a - ib und d2 = a + ib, 

denen der obigen Entwickelung zufolge als Hauptzahlen beziehlich die 
GroBen 

(46) tl = cosW + i sinlu = e illJ und f2 = cosw - i sinW = e- illJ 

zugeordnet sind. 
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Man erhii.lt daher fiir die positiv zirkuliire Abbildung 
_ elU _ b, - a 

t(a,b,\1)-e ,f- b a, 
(vgl. Gleichung (19)) die Bruchdarsteliung 

e\1) (costu+ isintu)(a-ib), (costu-isintu)(a+ib) 
t (a b ~) = e = '-----'---------.-.~--~-'---------,-~--'-'----''---' 

, 'w a-tb, a+ib (47) 

ei \1)(a-ib), e- i \1)(a+ib) 
a-ib, a+ib 

Hieraus folgt: Die "Komponenten" a und b der beiden konjugiert 
komplexen Doppelpunkte sind von der GroBe ttl des Drehwinkels der po­
lIitiv zirkularen Abbildung e f \1) volistiindig unabhiingig, und man hat nicht 
nur die Doppelelemente dieser einen spezielien positiv zirkuliiren Abbil­
dung ef \1) gefunden, sondern zugleich die Doppelelemente aller positiv zir­
kuIaren Abbildungen, die aus der Abbildung e f \1) durch Veranderung des 
Drehwinkels ttl hervorgeben. Alie diese Abbildungen bilden nach der 
Formel (56) des 15. Abschnitts, die man mit Riicksicht auf (47) auch in 
der Form schreiben kann: 

(48) t(a,b,\1),)t(a,b,lU,,) = t(a,b,\1)l+\1),) 

zusammen ellle "kontinuierliche eingliedrige Gruppe von Ab­
bildungen"l). 

Ubrigens iiberzeugt man sich leicht, daB auf dem Trager der positiv 
zirkuliiren Abbildung neben den Punkten a und b, die in der Gleichung 
(47) als Komponenten der konjugiert komplexen Doppelpunkte erscheinen, 
noch unendlich viele gleichwertige Punktpaare vorhanden sind, die ein 
brauchbares Komponentenpaar fiir die konjugiert komplexen Doppelpunkte 
abgeben. Urn dies zu zeigen, lege man 

zweitens den willkiirlich gebliebenen ZahlgroBen ~t (t = 1, 2) komplexe 
Zahlwerte bei und beriicksichtige, daB diese Zahlwerte dabei jedenfalls 
konjugiert komplex sein miissen, weil sonst die Ausdriicke fiir die Doppel­
punkte selbst nicht konjugiert komplex ausfallen konnten, was doch nacb 
Satz 101 erforderlich ist. Man setze also etwa die GroBen ~1 und !t 
zwei konjugiert komplex en Einheiten gleich, das heiBt 

(49) ~l=cosf+isinf und !2=cosf-isinf, 

1) "Eingliedrig" hei6t eine Gruppe von Abbildungen, wenn dieselben ausein­
ander durch Veranderung einer einzigen Zahlgro.6e hervorgehen; diese Zahlgro6e hei6t 
der "Parameter der Gruppe". Eine eingliedrige Gruppe von Abbildungen hei6t 
"kontinuierlich", wenn man durch stetige lnderung des Parameters von einer 
jeden Abbildung der Gruppe zu einer jeden anderen gelangen kann, und iiberdies einer 
unendlich kleinen lnderung des Parameters stets auch nur eine unendlich kleine 
lnderung der Abbildung selbst entspricht. 
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wo f eine beliebige reelle Zahl bedeutet. Nun war nach (41) ~t von ~t 
nur um den Faktor + i verschieden. Bei der Ersetzung der GroBe 

i; = 1 durch die GroBen ~t = cos f + i sin f multipliziert sich daher auch 

der Wert von ~ mit dem Faktor cos f + i sin f, und dasselbe gilt dann 

auch von den dem W erte ~ = 1 zugehorigen Werten 

a; = ~a + ~b 
der Doppelelemente, das heiBt, es wird 

dl = (cos f + i sin f) dl und ds = (cos f - i sin f) d; 
()der mit Rucksicht auf (45) 

{50) d1 = (cost + i sint)(a - ib) und d2 = (cost - i sin f) (a + ib) 
()der endlich 

(51) { dl = (cos f a + sin t b) - i (- sinf a + cos f b) 

d2 = (cos t a + sin fb) + i (- sin f a + cos f b). 

Man erhiilt also 
jugiert komplexes 

{52) 

wirklich fur die Doppelemente dt wieder ein 
Plmktpaar, und setzt man etwa zur Abkurzung 

{ dl = P - ~ q und 
dj = P + lq, 

so ergeben sich fur seine Komponenten p und q die Werte 

(53) 
I p = cos t a + sin f b 
I q = - sinf a + cos f b, 

fiir die man mit Riicksicht auf (13) und (18) auch schreiben kann: 

(54) {
p = aeef 

q = ber,t, 
b, -(1 

t = ---. 
a, b 

kon-

Diesen Gleichungen zufolge gehen die neuen Komponenten p, q del' 
konjugiert komplexen Doppelpunkte aus dem zuerst gefundenen Kom­
ponentenpaare a, b durch eine zur Gruppe eflV gehorige positiv zirkuliire 
Abbildung et f hel'vor. Und da die Punkte a und b ein Paar der Invo-

11-

lution / 2 = C bilden, woraus folgt, daB die von einem Drehpunkte s del' 
positiv zirkularen Abbildungen r und t ausgehenden Strahlen [sa] und [sb] 
aufeinander senkrecht stehen, da ferner die Strahlen [sp] und [sq] aus [sa] 
und [sb] durch eine Drehung um den Winkel f hervorgehen, so stehen 
auch die Strahlen Esp] und [sqJ aufeinander senkrecht, und die Punkte p 
und q bilden daher nach Satz 153 ebenfalls ein Paar der Involution c. 
Wegen der Willkurlichkeit des Winkels f kann man aber endlich auch 
umgekehrt die Punkte eines jeden Paares diesel' Involution als Komponenten 
der konjugiert komplexen Doppelpunkte der Abbildung eelll verwenden. 

GraJlmann, Projektive Geometrie d. Eben •. I. 15 
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Da ferner dieses Ergebnis wieder von del' GroBe des Drehwinkels ttl 

vollkommen unabhangig ist, die Doppelpunkte (52) also allen Abbildungen 
del' kontinuierlichen eingliedrigen Gruppe efUJ zugehoren, so hat man 
den Satz: 

Satz 160: Eine jede Abbildung, die in der kontinuierlichen 
eingliedrigen Gruppe der positiv zirkularen Abbildungen 

enthalten ist, und deren Drehwinkel ttl nicht gerade ein ganzes 
Vielfaches von 7( ist, besitzt zwei konjugiert komplexe Doppel­
elemente, deren Komponenten abel' ihrer Lage nach nur in so 
weit bestimmt sind, als sie ein Punktpaar derjenigen Involution 

b -a t= ~,~-
a, b 

bilden miissen, die selbst del' Gruppe angehort. 
Da nach dem Satze 160 ein beliebiges Paar p, q der Involution t, 

welche in der Gruppe efUJ enthalten ist, mit den beiden zur Definition del' 
Gruppe benutzten Punkten a, b ganz gleichberechtigt erscheint, so drangt 
sich die Frage auf, ob jene Punkte auch zur analytischen Darstellung der 
Abbildungen efUJ benutzt werden konnen. 

Urn diese Frage zu erledigen, stelle man fiir den Augenblick die 
elliptische Involution t etwas ausfiihrlicher durch das Symbol t (a, b) dar, 
setze also 
(55') b, - a 

l'(a, b) = a~-b' , 

Dann entnimmt man aUB den Gleichungeu (53), daB 

(56) {Pt(a b) = q 
qt(a,b) = - P 

ist. Folglich erhiilt man fiir diejenige elliptische Involution l'(P. q), di~ 
aus den Argumenten p und q auf dieselbe Weise abgeleitet ist, wie die 
Involution t (a, b) aus den Argumenten a und b, das heiSt fiir die Involution 

(57) r - g, -p 
(p,~) - p, q' 

die Darstellung 

(58) 

Die beiden Involutionen t(p,q) und t(a, b) sind also iiberhaupt miteinander 
identisch, und es wird somit auch 
(59) ee(p,q)\1) = ef(a,b)UJ; 

und man sieht daher, daB das zur analytischen Dal'stellung del' positiv 
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zirkulii.ren Abbildung ef(a,b}1D benutzte Punktpaar a, b auch durch ein be­
liebiges anderes Paar p, q derjenigen Involution ersetzt werden kann, die 
in"der Gruppe der positiv zirkuliiren Abbildungen et(a,b)1D enthalten ist. 
Dabei mussen aber die Massen der Punkte p, q dieses Paares entsprechend 
deli Gleichungen (53) bestimmtwerden. 

Damit erledigt sich denn zugleich auch die Frage, ob die Punkte a, bin 
der Punktreihe, deren projektive Beziehung durch die Gruppe etlD von positiv 
zil'kuliiren Abbildungen vermittelt wird, eine besondere Lage einnehmen oder 
nicht. Bei der urspl'unglichen Einfuhrung der positiv zirkuliil'en Abbil­
dung etlD wurden die Punkte a und b als zwei ganz beliebige Punkte des 
Tragel's der Abbildung bezeichnet. Anderel'seits sind aber die durch das 
Symbol etlD dargestellten positiv zirkuliiren Abbildungen nicht auch zu­
gleich ganz beliebigepositiv zirkulare Abbildungen ihl'es Triigers, sondern 
eben solche Abbildungen, in denen die ursprunglich ganz beliebig ge­
wiihlten Punkte a, b eine ausgezeichnete Stellung einnehmen. Denn die 
Punkte a und b miissen nach dem obigen ein Paar der Involution 
bilden, die in der Gl'uppe etlD enthaltenist, und ihre Massen mussen uber­
dies, wie die Entwickelung auf Seite 212:1f. zeigt, so gewahlt werden, daB 
auch die Punkte b + a und b - a dieser Involution als Paar angehOren. 

Wegen der engen Beziehung, in der die Komponenten p, q der konju­
giert komplexen Doppelpunkte aller Projektivitiiten der Gruppe etlD zu der 
in ihr enthaltenen elliptischen Involution r stehen, betrachtet man diese 
Involution r geradezu als das greifbare Abbild der konjugiert komplexen 
Doppelpunkte jener Projektivitiiten und neunt sie die "Doppelpunkts­
involution" der positiv zirkuliiren Abbildungen etlD• 

Die positiv,sirkuliire Abbildung eines Strahlbiischels. Es ist klar, daB 
die oben betrachtete Drehung eines Strahlbuschels 

~(A,B,ID) = eRID , 
st=lJ,-A 

A, B' 

von der wir zu der positiv zirkulii.ren Abbildung einer Punktreihe gelangt 
sind, noch nicht das allgemeinste dualistische Gegenstiick dieser positiv 
zirkuliiren Abbildung ist. Denn wahrend in dem Ausdrucke 

(60) t~ coslV a + sinlV b, - sin IV it + cos IV b 
t(a, b,lD) = e .u = a b "~~', , 

h, -a 
t=--~ 

a, h' 

durch den die positiv zirkuliire Abbildung einer Punktreihe dargestellt 
wurde, die Nenner a und b zwei ganz beliebige nicht zusammenfallende 
Punkte sein durfen, muBten in dem Ausdrucke 

(61) ~(A,B,ID) =eRIU = coslVA +AsinIVB, - sinlV~_+_co~~!l 
, 

B,-A st=-- ... 
A, B' 

16* 
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fiir die Drehung eines Strahlbiischels die Nenner A und B zwei zu ein­
ander senkrechte und gleich lange Stabe sein. 

Aber man braucht nur diese beiden Beschrankungen in der Wahl 
der N enner aufzuheben und unter A und B zwei ganz beliebige Stabe zu 
verstehen, die nicht einer und derselben Geraden angehoren, die sich also 
nicht nur urn einen Zahlfaktor unterscheiden, um das genaue dualistische 
Gegenstiick zu der positiv zirkuliiren Abbildung einer Punktreihe zu er­
halten. Wir bezeichnen die so entstehende Abbildung durch das Symbol 
(t (..4, B, w), setzen also 
(62) (t _ (fw _ cos ltI A + sinltlB, - sin ltI A + cosltlB (i = B, - A 
\ (A,B,W) - e - A, B ' A, B' 

vorausgesetzt, daB unter A und B zwei beliebige, aber nicht nur um einen 
Zahlfaktor verschiedene Stabe verstanden werden, und nennen die Abbil­
dung (t(A,B,ID) eine "positiv zirkuliire Abbildung eines Strahl­
biischels". Eine solche Abbildung hat die Eigenschaft, daB die beiden 
durch sie aufeinander bezogenen konzentrischen Strahlbuschel von jeder 
Geraden in zwei positiv zirkular verwandten Punktreihen geschnitten 
werden. Fuhrt man namlich fur die beiden Zahler des Bruches in (62) 
wieder die Bezeichnungen A' und B' ein, setzt also 

{A' = coswA + sinwB 
(63) 

B' = - sinwA + cos'llJB, 

so lassen sich die beiden durch die Abbildung (62) aufeinander bezogenen 
Strahlbiischel durch die Vielfachensummen 

(64) {X = ~A + l)B und 
X' = ~A' + l)B' 

ausdriicken. Versteht man ferner unter G einen beliebigen Stab in der 
die beiden Strahlbiischel schneidenden Geraden, so el"hiilt man fur die von 
dieser Geraden aus den beiden Strahlbiischeln ausgeschnittenen Punktreihen 
die Darstellung 

(65) {
X = [GX] =~[GA] +iJ[GB] 
x' = [GX'l .... ~[GA'] +i)[GB1. 

Setzt man daher endlich noch 

(66) {[GA]=a, [GA']=a' 
[GB] = b, [GB'] = b', 

so nehmen die Ausdriicke (65) fiir die beiden ausgeschnittenen projektiven 
Punktreihen x und x' die Gestalt an: 

{
X =~a +iJb 

(67) x' = ~a' + t)b'. 
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Die beiden Punktreihen x und x' werden also durch den Bruch 

(6S) 

aufeinander bezogen, III welchem wegen (66) und (63) 

{ 
a' = cos W a + sin W b 

(69) b' = _ sinW a + cosW b 

iat. Diese Gleichungen (69) aber bilden nach Seite 211 gerade die 
Bedingung dafiir, daB die beiden Punktreihen x und x' miteinander 
positiv zirkular verwandt sind. 

Andererseits sieht man, daB man stets zwei positiv zirkuIar verwandte 
Strahlbiischel erhalt, wenn man zwei positiv zirkuHir verwandte Punkt­
reihen von einem beliebigen Scheitel aus projiziert; und die so erzeugte 
positlv zirkuliire Abbildung eines Strahlbiischels geht nur dann in eine 
bloBe Drehung eines Strahlbiischels libel', wenn das Projektiollszentrum 
mit einem der beiden Punkte s und t zus'1mmenfiillt, die oben als die 
Drehpunkte der positiv zirkuliiren Verwandtschaft beider Punktreihen be­
zeichnet wurden. Dabei ist wenigstens fiir die letzte Bebauptung nocb 
die Einschriinkung zu machen, daB der Triiger del' beiden Punktreihen 
nicht ganz im Unendlichen liegen darf. 

Das Nachmultiplizieren eines Stabe8 mit de,. E'eldeinheit. Die Dreltung 
der Slrecken. Eine ausgezeicbnete Stellung unter den positiv zirkuliiren Ab­
bildungen einer Geraden nimmt die Abbildung ein, die durch den Schnitt 
del' Drehung eines Strahlbii.schels mit del' unendlich fernen Ge1'aden e1'­
zeugt wird. 

Um zu del' analytischen Darstellung diesel' Abbildung zu gelangen, 
entwirkeln wir zuniichst ein allgemeines Verfahren, vermoge dessen man 
zu jedem Stabe "seine" Strecke, das hei.Bt diejenige Strecke, ableiten kann, 
die mit dem Stabe nach Liinge, Richtung und Sinn iibereinstimmt. 

Es sei also A ein Stab, dessen Gerade durch den einfachen Punkt 8 

geht, und 9 seine Strecke; dann erhiilt man nach Satz 9 aus del' Strecke 
9 den Stab A, indem man die Strecke g mit dem Punkt s vormulti­
pliziert, also mittelst der Formel 

(70) A = [8gJ. 

Es soll nun gezeigt werden, daB man umgekehrt aus dem Stabe .A seine 
Strecke r; ableiten kann, indem man ihn mit der Feldeinheit J nach­
multipliziert (vgl. Seite 27). In der Tat wird nach (70) 

[AJ] = [s9 . J] 

oder nach der Formel (IS) des dritten und der Formel (S) des zweiten 
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Abschnitts [AJ.l = [J.gs]. 

Da aber die Stufensumme von J und s gleich 3 und die Strecke 9 mit 
der Feldeinheit J inzident ist, so liiBt sich diese Gleichung nach Formel 
(9) des 4. Abschnitts auch schreiben: 

[AJ] = [Js]g 
oder nach (48) des 2. Abschnitts in der Form 

[AJ] = [sJJg 
oder endlich, da nach Formel (5) des 3. Abschnitts 

[sJ] = 1 
ist, in der Form 
(71) [AJ] =g. 

Damit ist aber wirklich der Satz bewiesen: 
Satz 161: Aus einem Stab erhiilt man seine Strecke, indem 

man ihn mit der Feldeinheit J nachmultipliziert. 
Bezeichnet man jetzt in dem Ausdrucke fiir die Drehung des Strahl­

biischels (vgl. Gleichung (61)): 

(72) ~ - costoA+sintoB, -sintoA+costoB _ RtlJ a_B,-A 
(A, B, tlJ) - A, B - e , - A.B' 

die Strecken der beiden Stiibe A und B mit 9 und h, so daB also 9 und 
h zwei zueinander senkrechte Strecken von gleicher Liinge sind, so wird 

(73) [AJ]=g und [BJ]=h. 

Durch planimetrische Erweiterung mit J entsteht also aus dem Bruchein 
(72) der Bruch 
(74) D ( ,tlJ) = cos In g + sin In h, sin In g +_~()s_to h 

g, I, g, h 
h, -g t=---· g, h 

Derselbe stellt aber nach Satz 79 den Schnitt der Drehung ~(A, B, ~) 
mit der unendlich fernen Geraden J oder, was auf dasselbe hinauskommt, 
diejenige Abbildung dar, die aus der Drehung (72) des Strahlbiischels 
hervorgeht, wenn man die bei ihr in Betracht kommenden Stiibe durch 
deren Strecken ersetzt. Der Ausdruck D(o, It, 111) bewirkt also eine Drehung 
aUer Strecken der Ebene urn den Winkel IU. Ferner folgt noch, daB die 
zur Drehung D(g, ii, tlJ) gehorende Involution, das heiBt die Drehung aUer 

Strecken der Ebene urn den Winkel ~, den Wert besitzt: 

(75) D( ") h,-g 0,It'2 =~=t, 

was auch geometrisch sofort einleuchtet. 
Die Drehung D (0, h, 111) der Strecken der Ebene besitzt nun aber vor 

allen iibrigen positiv zirkularen Abbildungen einer Punktreihe den Vorzug, 
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daS sie von jedem Punkte s der Ebene aus projiziert die Drehung ~ (A, B, IU) 

eines Strahlbuscbels urn einen gleich groSen WinkellU ergibt, wahrend 
dies bei einer beliebigen positiv zirkularen Abbildung einer Punktreihe 
nur fur die Projektion von den beiden Drehpunkten aus zutrifft. In der 
Tat, ist s ein ganz beliebiger Punkt, so stellt der diuch planimetrische 
Erweiterung mit s aus (74) hervorgehende Bruch 

(76) ~«( ] [h] ~) = cos III [sg] +sin III [sh] , - sinIllJ~gt+ c~s~~ [sh] 
'11, • ". [sg] , [sh] 

die Drehung des Strahlbiischels mit dem Scheitel s um den Winkel 1U 

dar; denn die Stabe [sg] und [sh] stehen aufeinander senkrecht und sind 
gleich lang. 

Eine beliebige Projektivitiit mit konjugiert komplexen Doppelelementen 
und ihre Beziehung sur positiv zirkuliiJren Abbildung. Unsere Betrachtungen 
iiber Projektivitaten mit konjugiert komplexen Doppelelementen weisen 
nun aber noch eine Lucke auf. Sie beschrankten sich namlich durchaus 
auf die positiv zirkularen Abbildungen einer Punktreihe und eines Strahl­
biischels. Es bleibt aber noch die F'rage offen, ob es neben den positiv 
zirkularen Abbildungen nicht vielleicht noch andere Projektivitaten mit 
konjugiert komplexen Doppelelementen gibt. Wir kehren daher nunmehr 
zu der auf Seite 208 begonnenen Hauptuntersuchung iiber Projektivi­
taten in der Geraden mit konjugiert komplexen Doppelpunkten zuriick. 

Es seien also wieder die Hauptzahlen tl und tll einer Projektivitat 
., in der Geraden konjugiert komplex oder entgegengesetzt rein imaginar. 
Es sei etwa 
(n) tl = (l + ill und til = (l - ill, 

wo (l und II reell sind, und 
(78) 

ist, und es seien die zugehOrigen Doppelpunkte, die in diesem FaIle nach 
Satz 101 stets konjugierl komplex sind, nach dem Vorbilde von Seite 152 ff. 
bestimmt. Es moge sich ergeben 

(79) dl = a - ib und dll = a + ib 1); 

dann wird 

(80) 1I = (a+ib)(a-ib), (a-ib)(a+ib). 
a-ib, a+tb 

Dieser Bruch abel" unterscheidet sich von dem Bruche (47) 
zirkulare Abbildung 

b, -a rea, b, IU) = efl», t =-­a, b 

fiir die positiv 

1) Hinsichtlich der Bezeichnung vergleiche man die FuJ3note auf Seite 153. 
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nur um einen reellen Zahlfaktor. In der Tat, setzt man 

fa = t) cos ttl 

tv = t) sin ttl, 
(81) 

wo t) positiv ist, so verwandelt sich der A usdruck (80) in 

(82) 11 = t) (cos tv + i sin tv) (a - ib), (cos tv=J8in tv)(a+ ib) 
a-ib, a+ib ' 

das heiBt, es wird wegen (47) und (19) 

(83) 11 = t) f(a, b, \t1) = t)eettJ = t) (cos ttl + esin ttl), r = !' ~6' , 
Behufs Formulierung dieses Ergebnisses bemerke man noch, daB, 

falls man den trivialen Fall der Deckung ausschlieBt, von dem oben be­
nutzten Satze 101 auch die Umkehrung gilt, namlich der Satz: 

Satz 162: Jede von der Deckung verschiedene Projektivitat 
in der Geraden mit konjugiert komplexen Doppelpunkten be­
sitzt auch zwei konjugiert komplexe oder entgegengesetzt rein 
imaginare Hauptzahlen. 

Die Richtigkeit dieses Satzes leuchtet sofort ein, wenn man den 
Satz 100 mit der Entwicklung von Seite 196 f. zusammenhalt. 

Nunmehr kann man den Inhalt der Gleichung (83) in dem Satze 
darstellen: 

Satz 163: Besitzt eine Projektivitat in der Geraden zwei kon­
jugiert komplexe Doppelpunkte, so kann sie sich von einer 
positiv zirkularen Abbildung .einer Punktreihe nur urn einen 
konstanten reellen Zahlfaktor unterscheiden und ist also rein 
geometrisch betrachtet mit einer solchen Abbildung identisch1). 

Aus dieser geometrischen Deutung der Projektivitat in der Geraden im 
FaIle konjugiert komplexer Doppelpunkte folgt insbesondere flir den Durch­
laufungssinn der durch .sie auf einander bezogenen Punktreihen der Satz: 

Satz 164: Die beiden PUl1ktreihen einer Projektivitat mit 
konjugiert komplexen Doppelpunkten werden stets in demselben 
Sinne durchlaufen. 

Damit ist auch fUr den Fall konjugiert komplexer Doppelpunkte eine 
Bestatigung des allgemeinen in Satz 96 gegebenen Kriteriums flir den 
Durchlaufungssinn zweier projektiven Punktreihen derselben Geraden ge­
funden. Denn da in diesem FaIle auch die Hauptzahlen fl und f2 kon­
jugiert komplex oder doch wenigstens entgegengesetzt rein imaginar sind, 

1) Der Ausnahmefall der Deckung, mit dem der Satz 162 belastet war, spielt 
hier keine Rolle, da unter den positiv zirkularen Abbildungen ja auch die Deckung 
mit enthalten ist. 
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namlich die Werte (77) besitzen, in denen a auch gleich Null sein kannt 

wahrend nach (78) 6 =+ 0 

ist, so wird das Produkt r1 rll , welches nach Satz 140 dem Potenzwert der 
Projektivitat gleich ist, sicher positiv. Es wird namlich 

(84) tirll = (a + i6)(a - i6) = a2 + 62 ; 

diese Summe abel' ist positiv, da nach der Voraussetzung a und 6 reell 
SiDd und 6 der Ungleichung (78) geniigt. UDd bei positivem Potenzwert 
werden nach Satz 96 die beiden Punktreihen in demselben Sinne durch­
laufen. 

Nebenbei hat sich bei dieser Begriindung del' Satz ergeben: 
Satz 165: Eine jede Projektivitat mit konjugiert komplexen 

Doppelpunkten besitzt einen positiven Potenzwert; derselbe 
wird = 1 fiir die positiv zirkulare Abbildung, und nul' fiir diese. 

_Fiir die letztere ist namlich 

a = cos ttJ und 6 = sin UJ , 

also wird all + 611 = 1; und ist umgekehrt diese Gleichung erfiillt, so wird 
wegen der Gleichungen (81) \J = 1, die Gleichung (83) reduzierl sich somit 
auf .IJ = f(a, b, tv)· 

Wendet man den Satz 163 speziell auf eine Involu-tion mit konju­
giert komplexen Doppelpunkten, das hei.St auf eine elliptische Involution, 
an, so erhalt man den Satz: 

Satz 166: Eine elliptische Punktinvolution kann sich stets 
nul' um einen konstanten reellen Zahlfaktor von eiDer gewissen 
involutorischen positiv zirkularen Abbildung 

un terscheiden. 

1< 
( 1<) f:;- b, - a 

f a, b'"2 = e " = e = a, ·----b 

Mit Riicksicht auf diesen Satz kann man die oben in (54) gefundene 
Parameterdarstellung des laufenden Paares p, q einer involutorischen positiv 
zirkularen Abbildung einer Punktreihe, das heiBt die Gleichungen 

(85) 
fP = aeef b,-a 

f= - _.--
lq=beff, a, b' 

als die simultanen Gleichungen Liner elliptischen Punktinvolution bezeichnen. 
Diese Darstellung einer elliptischen Punktinvolution lieferl einen neuen 

Beweis fiir den bereits oben bewiesenen Satz 118, nach welchem es in jeder 
elliptischen Involution zu jedem Paare der Involution ein und nur ein 
zweites Paar gibt, das zu dem ersten Paar harmonisch liegt. 

Wegen der Willkiirlichkeit des Anfangspaares a, b geniigt es dabei, 
zu zeigen, daB diesem Anlangspaar stets ein von ihm harmonisch ge-
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trenntes Paar der Involution zugehort. Bezeichnet man die Punkte emes 
BotcheD Paares mit x und y, seinen Parameter mit ttl, setzt also 

(86) {
X = aefllJ 

y = beflV , 

so hat man zu untersuchen, ob es einen Winkel ttl gibt, fur den das 
Doppelverhaltnis . 
(87) (abxy) =-1 

ist, fur den also wegen (86) die Gleichung besteht 

(88) (ab aefllJ befIV) = - 1 

oder nach dem Begriff des Doppelverhaltnisses eines Punktwurfes (vgl. 
die Formel (1) des 5. Abschnitts) die Gleichung 

(89) 

Nun ist nach (19) (vgl. auch (14)) 

(90) 

also wird 

{aefllJ = cos ttl a + sin ttl b 
bet 1v = - sin ttl a + cos ttl b; 

[a o aefIV]= sin ttl [ab], [a·befllJ]= cos ttl [ab] 

[a ef llJ • b] = cos ttl lab 1, [b ef IV • b] = - sin ttl [a b] . 

Setzt man diese Werte in die Gleichung (89) ein, so verwandelt sle 
sich in sin IV coslV 

- . - ------ = - 1 
cos IV • sin IV ' 

oder in 
tg2ttl = 1, 

woraus folgt 
tg ttl = + 1, also 

(91 ) '" = + '!.. 
IV -4 

Diese beiden Werte des Parameters ttl liefern aber dasselbe Paar der In­
volution nur mit vertauschten Punkten, und man erhalt also den folgenden 
Satz, dessen erster Teil sich mit Satz 118 deckt, soweit sich dieser auf 
eine Punktinvolution bezieht: 

Satz 167: In einer elliptischen Punktinvolution gibt es zu 
einem jeden Paar ein und nur ein zweites Paar, das zu ihm har­
monisch liegt; dasselbe geht aus dem ersteren Paar hervor, in­
dem man die Strahlen, die dieses Paar von einem Drehpunkte 

aus projizieren, um den Winkel ~- dreht. 

Eille Bestatigullg dieses Ergebnisses bietet die Figur 96 (auf Seite 213), 
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welche die Involution veranschaulicht, die durch die Gleichungen 

{a' = aeeltl 

b' = betltl 

dargestellt wird. In dieser 1!'igur wird das Paar a, b der in Frage stehen­
den Involution durch das Paar a + b und a - b harmonisch getrennt, und 
man sieht sogleich, daB dieses Paar auch das einzige Paar jener Involution 
ist, das zu dem Paar a, b harmonisch liegt, und daB der Winkel 

ist. 
L ([sa], [s(a + b)]) = L ([sb], [s(a - b)]) = ~ 

Es bietet nicht die geringste Schwierigkeit, un sere fiir Punktreihen 
derselben Geraden entwickelten Siitze auf konzentrische Strahlbiischel zu 
.iibertragen. So iiberzeugt man sich zum Beispiel leicht von der Richtig­
keit des dem Satze 163 entsprechenden Satzes: 

Satz 168: Besitzt eine Projektivitiit im Strahlbiischel zwei 
konjugiert ko mplexe Doppelstrahlen, so kann sie sich von einer 
positiv zirkuliiren Abbildung eines Strahlbiischels nur um einen 
konstanten reellen Zahlfaktor unterscheiden und ist also rein 
geometrisch betrachtet mit einer solchen Abbildung identisch. 

Die Rechtwinkelinvolution oder die Kreisinvolution. Die Achsen einer 
Involution. Aus dem Satze 168 folgt insbesondere, daB eine elliptische 
Strahlinvolution 

{92) <S3=!=l,-A 
A, B 

identisch ist mit einer involutorischen positiv zirkuliiren Abbildung eines 
Strahlbiischels. Dieselbe geht aus der allgemeinen positiv zirkuliiren Ab-

bildung (62) eines Strahlbiischels dadurch hervor, daB man ttl = ~ setzt, 

wodurch man III der Tat erhiilt 

(93) ~ (A B ~) = e(f ~ = 63 = l}~ A. 
, , 2 A, B 

Von friiher her ist uns schon als Rechtwinkelinvoltdion odeI' Kreis­
involution diejenige Strahlinvolution dieser Art bekannt, die fur das be-

sondere Argument ttl = ~~ aus der auf Seite 209ff. betrachteten Drehung 

~ (A, B, ltl) eines Strahlbuschels entsteht. Fiir dieses Argument aber nimmt 
die Gleichung (11) die Form an 

(94) ~ (A B ~) = e·~ ~ = ~ = l}, - A. 
, , 2 A, B 

Man erhiilt also fur die Rechtwinkelinvolution genau denselben Ausdruck 
wie oben in (93) bei del' allgemeinen involutorischen positiv zirkuHiren 
Abbildung eines Strahlbiischels; nUl" bedeuten jetzt die GraBen A und B 
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zwei zueinander senkrechte und gleich lange Stabe. Um diesem Unter­
schiede auch einen formalen Ausdruck zu verleihen, bezeichnen wir fiir­
den Augenblick zwei solche zueinander senkrechte und gleich lange Stabe 
anstatt mit A und B mit El ·und E2, ersetzen also die Gleichung (94) 
durch die Gleichung 

(95) ~ (E F ::) = eB~ = Sf = E2,_~!E!. 
'1' ,", 2 Ell' Ef}. 

Die Rechtwinkelinvolution 

(96) Sf = I!,,-,--___ !J.l 
E 1 , E2 

erweist sich bei vielen Untersuchungen uber senkrechte Gebilde als nutz­
lich. Will man zum Beispiel die Frage beantworten, ob unter den Paaren 
einer beliebigen Strahlinvolution S stets ein Paar senkrechter Strahlen 
enthalten ist, so benutze man als N enner des 1nvolutionsbruches S irgend 
zwei zueinander senkrechte und gleich lange Stabe El und E2 • Dann 
erhiilt man nach Satz 133 fur den Bruch S die Darstellung 

(97) 

1st jetzt 
(98) 

ein Strahl des betrachteten Strahlbuschels, del' auf seinem konjugierten 
Strahle XS senkrecht steht, und dessen Ableitzahlen ~l und ~2 selbst­
verstandlich nicht beide gleich Null sind, so kann sieh der Strahl XS 
von dem Strahle XSf hoehstens um einen Zahlfaktor unterseheiden, das 
heiBt, es muB 
(99) XS = nXSf 
sein, unter n ein Zahlfaktor verstanden, oder 

(100) X(S - nSf) = O. 

Setzt man aber in diese Gleiehung fiir X seinen Wert aus (98) em, S() 

erhalt man die Gleichung 

(101) hEl(S _. nSf) + '£2E2(S - nSf) = 0 
oder wegen (97) und (96) 

(102) ~l {aUEl + (a12 - n)E21 + ~2 {(a 21 + n)El - all E2 1 = O. 

Aus ihr aber foIgt, da ~l und ~2 nicht gleichzeitig versehwinden sollen,.. 
fur n die quadratische Gleichung 

(103) [{aUEl + (au - n)E21 {(a21 + n)El-au E2IJ = 0; 

und diese verwandelt sieh, wenn man ausmultipliziert und mit [ElE21 
dividiert, m 
(104) 
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llnd ergibt fiir n die heiden Werte 

(105) 

die, wie man sieht, stets reell sind. Fiir die heiden in (102) und (103) 
auftretenden GroBen 012 - n und ~1 + n ferner findet man auf Grund 
von (105) die Werte 

1 
au + au =Fy(an + au )2+4 all' und 

~2 - n = 2 .~ 

021 + n = au + a21 +~+ a21 )2+4a11! . 
(106) 

Nun nimmt aber die Gleichung (102), wenn man nach El und E2 ordnet, 
die Form an 

(107) 

Diese Gleichung aber zeri:illt, da 

[E1 E 2 ] =F 0 

ist, in die beiden lD );1 und );2 linearen und homogenen Zahlgleichungen: 

f aU );l + (021 + n»);2 = 0 
t (012 - n»);1 - AU t2 = 0, 

{108) 

deren Determinante nach (103) verschwindet, woraus folgt, daB die Glei­
chungen (108) nicht nur die von uns oben ausgeschlossene Losung 
!1 = ~ll = 0 zulassen, sondern daB sie auch befriedigt werden durch je 
zwei GroBen );1 und );11' deren Verhaltnis durch jede von den heiden 
gleichwertigen Gleichungen (108) bestimmt wird. Man erhiilt so die heiden 
gleichbedeutenden Proportionen: 

(109) 
f);1 : ~2 = 0.21 + n : - 011 

t = all : 0 12 - n 1), 

fiir die man wegen (106) auch schrei ben kann: 

I. a12+a21+y(a12+a21)·+ ... 4a.ll .. •. );1 . );2 =.. 2 . -- all 

a12 + a21 + Y (a12 + a21 )2 + 4 ~~2 = all : _... ..--~.-2- ..... ----.. , 

(110) 

oder wenn man die dem oberen Vorzeichen entsprechenden Werte von t1 
und );2 mit );u und );121 die dem unteren V orzeichen entsprechenden Werte 
mit );1l1 und ~22 bezeichnet und von den beiden Darstellungen des Ver-

1) Nur wenn gleichzeitig 

au = 0 und a21 + n = 0 also auch a12 - n = 0 

ist, lassen diese Proportionen das Verhaltnis );1: 1:2 unbestimmt. Dann aber ist die 
Strahlinvolution 6 von der Rechtwinkelinvolution jl nur um einen konstanten Zahl­
faktor n verschieden (vgl. Gleichung (97) und (96)), was wir ausschlieBen wollen. 
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hiiltnisses bei dem V erhiiltnis ~ll : ~l2 die erste, bei dem V erhiiltnis ~21 : ~22 
die zweite Darstellung wiihlt, 

(111) I. au + au + 1.F(a;~-+ (1"J~ 4a1l! . 
~ll' ~l2 = 2 ----- . -all 

au + a., + -V (a,. + a.,)! + 4a" 2 
~21 : ~22 = au : ---------2------- -. 

Fur die zugehorigen beiden Stiibe Xl und X2 erhalt man also die Aus­
drucke 

(112) 

Diese Werte zeigen mit Rucksicht auf die Gleichung (96), daB zwischen 
den beiden Stiiben Xl und X2 die Beziehung herrscht 

(113) X2 = Xl~' 

das heiBt, die beiden Strahlen X2 und Xl der Strahlinvolution $, denen 
durch diese Involution zwei zu ihnen senkrechte Strahlen zugewiesen 
werden, st-ehen selbst aufeinander senkrecht; und es gibt also in der Invo­
lution $ nur ein Paar zugeordneter zueinander senkrechter Strahlen. Die­
selben heiBen die "Achsen der Strahlinvolution $". Man hat daher 
den Satz: 

Satz 169: In jeder Strahlinvolution, die sich von der Recht­
winkelinvolution ihres Scheitels nicht nur um einen konstanten 
Zahlfaktor unterscheidet, gibt es ein, aber auch nur ein Paar 
zugeordneter zueinander senkrechter Strahlen; dieselben heiBen 
die Achsen der Strahlinvolution. 

Bei einer hyperbolischen Strahlinvolution steht das ihr angehOrende 
Paar senkrechter Strahlen zu den Doppelstrahlen der Involution in einer 
engen Beziehung. Sind niimlich Dl und D2 die Doppelstrahlen einer hy­
perbolischen Strahlinvolution p, so gestattet dieselbe nach der Gleichung 
(24) des 16. Abschnitts die Bruchdarstellung 

(114) ~= D" -_D., 
D" D. 

Bezeichnet man alsdann einen Stab, der mit Dl gleiche Liinge hat und 
der Geraden des Stabes D2 angehort, mit gD2' so stehen die Geraden 
der Stiibe 

Dl + gD2 und Dl - gD2' 
die mit Rucksicht auf die Form des Bruches p sicher ein Paar der Invo­
lution p bilden, aufeinandar senkrecht; denn sie halbieren als Diagonalen 
von Rhomben diejenigen Winkel, die deren Seiten miteinander einschlieBen 
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(vgl. Figur 109). Diese Rhombusseiten aber fallen in die Linien der Doppel­
strahlen Dl und Dj der Involution~. Man hat also den Satz: 

Satz 170: In jeder hyperbolischen Strahlinvolution bilden 
die beiden Strahlen, welche die Winkel zwischen 
den beiden Doppelstrahlen halbier en, das der 
Involution zugehorende Paar aufeinander senk­
rechten Strahlen, das heiBt die Ach sen der In­
volution. 

Ubrigens ist der Satz 169 noch einer Verallge- 4-g 11 
meinerung fahig. Wie schon oben auf Seite 235f. erwiihnt 
wurde, stimmt der Ausdruck (92) fiir eine elliptische 
Strahlinvolution seiner Form nach genau mit dem Aus-
drucke (96) fiir eine Rechtwinkelinvolution iiberein und ..q 
unterscheidet sich nur insofern von ihm, als die Nenner-
stiibe von (92) nicht der Bedingung unterworfen sind, 
daB sie aufeinander senkrecht stehen und gleiche Lange 
haben sollen. Da aber in dem Beweise des Satzes 169 
von dieser besonderen Eigenschaft der Rechtwinkel­
involution kein Gebrauch gemacht ist, so gilt derselbe 
ohne weiteres such fiir den Fall, wo an die Stelle 

Fig. 109. 

der Rechtwinkelinvolution eine beliebige elliptische Strshlinvolution tritt; 
und ebenso bleibt der Satz auch noch bestehen, wenn man die elliptische 
Strahlinvolution durch eine elliptische Punktinvolution ersetzt. Man hat 
dsher den Satz: 

Satz 171: Zwei Involutionen, von denen die eine elliptisch 
ist, und die sich voneinander nicht nur um einen konstanten 
Zahlfaktor unterscheiden, haben stets ein aber auch nur ein 
reelles Paar konjugierter Elemente gernein. 

Abschnitt 18. 

Die negatiV zirkuliire Abbildung. 

Die Gleichwinkelinvolution oder die Umwendung eines Strahlbiischels. 
Es bleibt nunmehr noch zu untersuchen, welche geometrische Bedeutung 
einer negativ zirkuliiren Abbildung einer Punktreihe und eines Strahl­
biischels zukommt. 

Um diese Frage zu beantworten, gehe man auch hier wieder von einer 
gewissen geometrisch leicht iibersehbaren projektiven Abbildung eines 
Strahlbiischels aus, und zwar von derjenigen Abbildung 

A" EN 
(1) It = .. '--

A, E 
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-eiDes Strahlbiischels, die aus der obeD (Seite 208 if.) behandelten Drehung 
A' B' 

(2) ~=-'-

B' 

A, B 

eines Strahlbiischels hervorgeht, wenn man in ihrem Abbildungsbruche (2) 
sowohl die beiden N ennerstabe A und B wie auch den ersten Zahlerstab 
A' unveraDdert laBt, also 
(3) A" = A' 

annimmt, den zweiten Zahlerstab B' des Bruches (2) aber durch den ent­
gegengesetzten Stab 
(4) B" = - B' 

ersetzt, also den Zahlerstaben A" und B" des Bruches 
teilt (vgl. die Formeln (4) des vorigen Abschnitts): 

(1) die Werte er-

(5) 
I A" = cos ttl A + sin ttl B 

l B" = sin ttl A - cos ttl B, 

so daB der Bruch U die Form annimmt 

(6) U = cos IV A ± sin ItJ B, sin ItJ A - cos ItJ B . 
A, B 

Hier sind nach Seite 209 die Stabe A und B gleich lang und stehen 
B aufeinander senkrecht; und da dieselben Eigen­

schaften dort auch den Staben A' und B' zu-
kamen, so mussen sie mit Riicksicht auf die 
Gleichungen (3) und (4) auch von den Stiiben 
A" und B" geIten. Da ferner nach der Glei­
chung (4) der Sinn des Stabes B" mit dem 
von B' entgegengesetzt ist, und del' Stab B' 

U"-...... ---~A von dem Stabe A' nach derselben Seite urn 

II 
}';g 110. B 

einen rechten Winkel abwich wie der Stab 
B von A, so weicht der Stab B" von dem 
Stabe A" nach del' entgegengesetzten Seite urn 
einen rechten Winkel ab wie der Stab B von A 
(vgl. Figur 110), was ubrigens auch direkt aus 
den Gleichungen (5) hervorgeht. 

Die beiden projektiven Strahlbiischel 

!A + ~B und !A" + ~B", 
die durch den Bruch U einander zugewiesen werden, sind dalln ebenso 
wie huher die beiden Strahlbiischel 

!A + ~B und !A' + l)B' 

einander kongruent. Abel' diesmal haben die beiden Strahlbiischel ent-
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gegengesetzten Sinn. Dadureh wird es 
bedingt, daB die beiden kongruenten 
Strahlbiisehel zwei Doppelstrahlen be­
sitzen, deren Lage man sogleich errat. 
Denn der eine von ihnen wird den 
Winkel L (AA"), der andere dessen 
Nebenwinkel halbieren, und sie werden 
,also aufeinander senkreeht stehen mussen 
{vgl. Figur 111). 

Doeh kann man dies Ergebnis 
selbstverstandlich aueh aus der Doppel­
strahlen- und Hauptgleiehung der Ab­
bildung U entnehmen, welehe lauten 
{vgl. die Gleiehungen (5) und (7) des 
14. Abschnitts): 

B 

Fig. 111. 

(7) 0 = ~/Art - A") + ~t(Brt - B") und 

(8) [AB]r; - J [A" BJ + [AB"]} r t + [A" B"] = O. 

Nun ist nach (5) [A"B] = cosw[AB], 

[AB"] = - cos w[AB], 
[A" B"] = - [ABJ. 

Die Hauptgleiehung (8) nimmt also die Gestalt an 

(9) r; = 1 

und liefert fUr die Hauptzahlen r t die Werte 

(10) {rl = + 1, 
r2 = - 1. 
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Die Gleiehung (7) fiir 
Gleichungen 

die Doppelstrahlen spaltet sieh daher in die beiden 

(11) 
(0 =!1 (A - A") + ~l (B - B") und 

to = !2(- A - A") + ~2(- B - B If
), 

aus denen fur die V erhaltnisse ~l: lh und !2: ~2 der Ableitzahlen der 
Doppelstrahlen 

(12) 

-die W erte folgen 

(13) 

{Dl = ~lA + ~lB 
D2 = ~2A + ~!B 

und 

{ 
~l : ~l = B" - B : A - A" 
!2 : ~2 = - (B + B") : A + A". 

Diese Proportionen aber verwandeln sieh wegen (5) in 
GTallmann, Projektive Geometrie d. Ebene. I. 16 
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~1 : ~1 = sin tuA - (1 + cos tu)B : (1 - cos tu)A - sin tuB 

= 2sin~- cos~A - 2cosll.ll1.-B: 2sin2~A - 2 sin tv cos~B 
2 2 2 2 2:l 

= 2cos-~-(sin~A - cos~B\ . 2sin~(sin-tvA - cos~-B\ 2 2 2 J' 2 2 2 JI 
das heiBt in 
(14) tv . tv d . 

~1 : ~1 = cos "2 : sm 2 ; un m 

~2: ~2 = - (sin tuA + (1 - cos tu)B) : (1 + cos ttJ)A + sin tuB 

= - (2 sin : cos: A + 2sin2: B): 2cos2 : A + 2sin : cos ~ B 

= - 2 sin ~ (cos ~ A + sin ~ B) : 2 cos ~ (cos ~ A + sin ~ B) , 
das heiSt, in 

(15) ~ll: ~2 =- sin ~ : cos ~ = cos(~- + ~): sin (-;- + ~-). 
Nach (12) kann man also setzen, indem man etwa den unbestimmt 
bleibenden Proportionalitiitsfaktor der beiden Proportionen gleich 1 an-
nimmt, 

(16) 

oder nach der 

(17) 

1 Dl = cos : A + sin i B 

1 D2 = - sin : A + cos ~ B 

Gleichung (5) des vorigen Abschnittes 

J Dl = A~ (.4, B, ~) 

1 DB = B ~ (.4, B, ~) • 

Diese Gleichungen besagen aber, daB die beiden Doppelstrahlen Dl und Dot 
aus den Strahl en A und B durch eine Drehung um den Winkel ~- in 

dem Sinne von A nach B hin hervorgehen, womit in der Tat bewiesen 
ist I daB die Doppelstrahlen Dl und D2 aufeinander senkrecht stehen und 
den Winkel L (AA") und seine Nebenwinkel halbieren (vgl. die Figur 111). 

Fuhrt man die so gewonnenen Doppelstrahlen Dl und DB der Ab­
bildung als Nenner in den Abbildungsbruch U ein, so erhiilt man mit 
Rucksicht auf (10) fur U die Darstellung: 
(18) U = Dt , -D2 

D t , D! 
oder wegen (16) 

cos -"'A + sinE'-B - (- sin tv A + cos ~-B) 
2 '2' 2 2 U = ----- -------------

COB tv2 A + sin tv2-B, -- sin tv A + COB .Il1.- B 
(19) 

2 2 

Aus jeder von diesen beiden Formen des Bruches U folgt (vgl. die Glei­
chung (24) des 16. Abschnitts), daB die durch ihn vermittelte Abbildung 
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ein besonderer Fall einer hyperbolischen Strahlinvolution ist, niimlich eine 
symmetrische Abbildung (Spiegelung) des zu transformierenden Strahl­
biischels, welche die Halbierungslinie Dl des Winkels L (AA") zur Symrne­
trieachse hrt; denn jeder Strahl 

(20) . X = ~lDl + ~2D2 
des betrachteten Strahlhiischels wird durch den 
Bruch U in den Strahl 

(21) X' = XU = ~lDl - ~2D2 e211 
iibergefjjhrt, der, da D2 auf Dl senkrecht steht, 
das Spiegelbild von X in bezug auf Dl ist 
(vgl. Figur 112); dann ist iibrigens die Gerade 
des Stabes X' zugleich auch das Spiegelbild 
der Geraden des Stabes X in bezug auf D 2 , was 
auch analytisch sofort einleuchtet, denn der Aus­
druck (21) fiir den Bildstab X' des Stabes X Hi.Bt 
sich auch in der Form schreiben: 

(22) 
Fig. 112. 

Je zwei entsprechende Strahlen der Abbildung U stehen also von 
jedern der beiden Doppelstrahlen Dl und ])2 urn gleiche Winkel abo Aus 
dies em Grunde hei.Bt die Abbildung U eine "Gleichwinkelinvolution". 

Die Abbildung der Gleichwinkelinvolution kann aber, wenn man den 
Durchgang durch den Raurn zulii..Bt, anstatt durch Spiegelullg auch durch 
eine Bewegung bewirkt werden, indern man narnlich das abzubildende Strahl­
biischel urn die Linie des Stabes Dl (oder auch urn die des Stabes D~) eine 
Drehung vom Winkeln: oder, wie wir auch sagen wollen, eine "Um­
wendung"l) urn die Umwendachse Dl (oder D 2) ausfjjhrell HiBt. Wir 
wollen deshalb die Ausdriicke "Gleichwinkelinvolution" und "Um­
wen dung eines Strahlbiischels" geradezu als gleichbedeutend neb en­
einander gebrauchen und haben <laher auch bereits bisher fiir die Gleich­
winkelinvolution den Buchstaben U verwendet. 

Sind X und Y zwei beliebige Strahlen eines Strahlbiischels, das einer 
Gleichwinkelinvolution (Urnwendung) unterworfen ist (vgl. Figur 113), 
und sind 

X' = XU und Y' = Ylt 

die jenen beiden Strahlen zugeordneten Strahlen, so sind wegen der Grulld­
eigenschaft der Gleichwinkelinvolution die beiden einander entsprechenden 

1) Vgl. H. Wiener, Die Zusammensetzung zweier endlichen Schraubungen zu 
einer einzigen, Berichte del' math.-phys. Klasse der Stichs. Gesellschaft der Wissen­
schaften. Januar 1890. S. 13. H. Wi e n e r entnimmt den Ausdruck "Umwendung" 
dem Lehrbuch der Elementargeometrie von Hen r i e i und T r e utI e i n. 

16* 
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Winkel L (X' Y') und L (XY) entgegengesetzt gleich, das heiBt, es ist 

L (X'Y') = - L (XY); 

Yll=y' 
Fig. 113. 

und umgekehrt: Wenn in einer Strahl­
involution ein Winkel zwischen zwei 
Strahlen X und Y entgegengesetzt 
gleich ist dern Winkel zwischen den 
entsprechenden Strahlen X' und Y', 
so ist die Strahlinvolution eine Gleich­
winkelinvolution. Denn sie hat mit der-

.q jenigen Gleichwinkelinvolution, welche 
die Halbierungslinie des ·Winkels 
L (XX') und die seiner Nebenwinkel 
zu Doppelstrahlen hat, die beiden 
Strahlpaare X, X' und Y, Y' ent­
sprechend gernein und ist daher nach 
Satz 138 mit dieser Gleichwinkel-
involution identisch. Man hat also 
den Satz: 

Satz 172: Ist in einer Strahlinvolution ein Winkel zwischen 
zwei Strahlen X und Y entgegengesetzt gleich dem Winkel 
zwischen den entsprechenden Strahlen X' und Y', so ist diese 
Strahlinvolution eine Gleichwinkelinvolution, und die Halbie­
rungslinien der beiden Scheitelwinkelpaare zwischen den Strahlen 
des Paares X und X' (oder Y und Y') sind die Doppelstrahlen 
dieser Gleich winkel in vol uti on 1). 

Natiirlich kann man dies ern Satze auch die Fassung geben: 

Satz 173: Sind in einer Strahlinvolution zwei Strahlen X 
und Y die Spiegelbilder ihrer zugeordneten Strahlen X' und Y' 
in bezug auf eine durch den Scheitel der Strahlinvoluti<Yn 
gehende Gerade Dl1 so ist diese Strahlinvolution eine Gleich­
winkelinvolution, und jene Spiegelachse D1 und die zu ihr im 
Scheitel senkrechte Gerade D2 sind die Doppelstrahlen dieser 
Gleich winkel involution. 

Die Eigenschaft einer Gleichwinkelinvolution (einer Umwendung), 
zwei aufeinander senkrechte Doppelstrahlen zu besitzen, ist iibrigens fiir 
eine Gleichwinkelinvolution charakteristisch. Da namlich nach Satz 117 
bei einer hyperbolischen Strahlinvolution die Strahlen eines jeden Paares 

1) Sind beide Winkel auch dem V orzeichen nach gleich, so ist die Strahl­
involution die "Rechtwinkelinvolution", was man auf ganz entsprechende Art be­
weisen kann. 
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durch die Doppelstrahlen harmonisch getrennt werden, so sind im ~'alle 

zweier zueinander senkrechten Doppelstrahlen je zwei Strahlen eines Paares 
die Spiegelbilder voneinander in bezug auf jeden del' beiden Doppelstrahlen, 
wovon man sich sofort iiberzeugt, wenn man durch die Strahlinvolution 
eine Parallele zu einem del' beiden Doppelstrahlen hindurchlegt (vgl. etwa 
Figur 112). Eine hyperbolische Strahlinvolution, deren -Doppelstrahlen 
aufeinander senkrecht stehen, ist also wirklich stets eine Gleichwinkel­
involution. Und faBt man dies Ergebnis mit seiner oben (vgl. Seite 241 :fr.) 
entwickelten Umkehrung zusammen, so erhiilt man den Satz: 

Satz 174: Eine hyperbolische Strahlinvolution ist dann und 
nul' dann eine Gleichwinkelinvolution (eine U mwendung), wenn 
ihre Doppelstrahlim aufeinander senkrecht stehen. 

Hieraus folgt zum Beispiel, daB die Durchmesserinvolution (vgl. 
Seite 182 und die FuBnote auf Seite 160) einer gleichseitigen Hyperbel 
eine Gleichwinkelinvolution ist t). 

Beachtet man endlich noch, daB (nach Seite 239 ff.) die Gleichwinkel-
involution An B n 

It=---' --­
A,B 

aus del' Drehung A' B' tl=----'­
A,B 

eines -Strahlbiischels dadurch erzeugt werden kann, daB man das aus dem 
urspriinglichen Strahlbiischel durch die Drehung tl gewonnene Strahl­
biischel del' Abbildung 

(23) 
_ A', -B' 
~=A'~- B' 

unterwirft, welche eine Umwendung um die Achse A' (Spiegelung an 
diesel' Achse) darstellt, so sieht man, daB die Umwendung U die Folge 
del' Drehung tl und del' Umwendung S ist, daB also 

(24) U = tlS 

gesetzt werden kann. Vereinfacht man schlielllich uoch die Bezeichnung, 
indem man die zu den Umwendungen ~ und U ) 
gehOrenden Umwendachsen anstatt mit A' (= A") 
und Dl mit S und U bezeichnet (vgl. Figur 114), 1)(11)) 

so hat man den Satz: 

Satz 175: Die Resultante (Polge) aus eiller Fig. 114. 

1) Aus diesem Grunde bezeichnet R. Sturm die Uleichwinkelinvolution (die 
Umwendung eines StrahlbmcheZs) ala die "gleichseitig-hyperbolische Strahlellinvolution" 
und giht femer der entsprechenden Punktinvplution, das hei5t de:r-:jenigen hyperbo­
lischen Involution in der Geraden, die wir bereits oben aut'Seite 204 aIR Umwendung 
einer Punktreihe bezeichnet haben (vgl. aueh Seite 2(2), den Namen "gleiehseitig-
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Drehung ~ eines Strahlbiischels um seinen Scheitel und einer 
Umwendung IS um eine durch diesen Scheitel gehende Achse S 
ist wieder eine Umwendung, und zwar um eine zweite durch den 
Scheitel gehende Achse U; bezeichnet man also die resultierende 
Umwendung mit U, so besteht die Gleichung 

~1S = U. 

Besitzt dabei die Drehung ~ den Winkel IV, so geht die zweite 
Umwendachse U aus der ersten Umwendachse S durch eine 

Drehung um den Winkel - ~ hervor. 

Aus der Gleichuug (24) folgt noch, indem man sie beiderseits hinten 
mit IS multipliziert und beriicksichtigt, daB 

(25) 1S2 = 1 
ist, die weitere Gleichung: 
(26) UIS =~. 

Dabei ist der zur Drehung ~ gehorige Drehwinkel IV doppelt so 
groB und von gleichem Sinn wie der Winkel zwischen den zu den U m­
wendungen U und IS gehorenden Umwendachsen U und S. Man hat also 
den Satz: 

XU5 

Fig. 115. 

Satz 176: Die Folge der Umwendungen U und 
IS eines Shahlbiischels um zwei durch seinen 
Scheitel gehende Achsen U und S ist gleich 
einer Drehung des Strahlbiischels um seinen 
Scheitel; und zwar ist der Drehwinkel doppelt 
so groB wie der Winkel L (US) von der ersten 
Umwendachse bis zur zweiten. 

Dieses Ergebnis liiBt sich leicht geometrisch erhiirten 
(vgl. Figur 115). Bei der Umwendung eines beliebigen 
Strahles X eines Strahlbiischels mit dem Scheitel m um 
eine durch m gehende Achse U verwandelt sich niim­
lich jeder Punkt a; des Strahles X in einen Punkt y 
desjenigen Kreises, den man mit ma; um m schlagen 
kann. Und bei einer weiteren Umwendung des so ge­
wonnenen Strahles XU um eine zweite durch m ge­
hende Achse S geht der Punkt y des Strahles XU in 
einen Punkt z iiber, der abermals jenem Kreise angehort 
und zusammen mit dem Mittelpunkte m des Kreises 

hyperbolische Punktinvolution". Vgl. R. Sturm, Die Lehre von den geometrischen 
Verwandtschaften. Erster Ba.nd: Die Verwandtschaften zwischen Gebilden erster Stufe. 
Leipzig und Berlin, 1908, Seite 26 und 16. 
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denjenigen Strahl XU~ bestimmt., der durch die letztere Umwendung aus 
dem Strahle XU entsteht. Nun ist aber 

also wird 
L xyz = L (U8), 

L (X· XU~) = L xmz = 2L xyz = 2L (US). 

Halt man an dem Bruche U, der nach (19) oder nach (6) als Funk­
tion der drei Argumente A, B und w erscheint, die beiden Stabe A 
und B fest, HiBt aber den Winkel W variieren, so verschiebt sich mit ihm 
auch die Umwendachse DII da ihre Lage gegen das Stabpaar A, B ja 
von der GroBe des Winkels W abhangt. Bei veriinderlichem W stellt also 
der Bruch U die siimtlichen Umwendungen (Gleichwinkelinvolutionen) des 
Strahlbiischels ~A + ~B dar, die hervorgehen, wenn man die Umwend­
achse Dl da!,! ganze Strahlbiischel durchlaufen liiBt. 

Die entsprechende Projektivitiit in der Geraden: Die negativ zirkuliire 
Abbildung einer Pun"ktreihe. Genau so wie der Drekung eines Strahl­
biischels steht nun auch der Umwendung eines solchen eine entsprechende 
Abbildung einer Punktreihe gegeniiber. Man wird auf diese Abbildung 
gefiihrt, wenn man in dem extensiven Bruche U die beiden zueinander 
senkrechten und gleich langen Stiibe A und B durch zwei nicht zusammen­
fallende Punkte a und b ersetzt. So gelangt man zu dem Bruche 

(27) 
cos III a + sin III b, sin III a - COB III b 

U(a, h, ro) = ---Ii ----- ----b--- ; , 
derselbe stellt wieder eine spezielle projektive Abbildung in der Ge­
raden ab dar, die wir dem obigen entsprechend als eine "negativ zir­
kuliire Abbildung der Punktreihe ~a + ~b" bezeichnen wollen, wiihrend 
die zu ihrer Darstellung benutzten Punkte a und b "ihre Grundpunkte" 
und der Winkel W "der zu dies en Grundpnnkten gehorende Winkel 
der negati v zirkuliiren A b bild ung" heiBen mag. 

Wir bezeichnen dann wieder dem obigen entsprechend diejenigen 
beiden Punkte, in welche die Grundpunkte der negativ zirkularen Ab­
bildung ll(a, h, ro) durch diese Abbildung iibergefiihrt werden, das heiBt die 
Zahler des Bruches (27), mit a" und b", setzen also 

(28) 
f a" = cos W a + sin W b 
l b" = sin W a-coswb, 

so sind diese Punkte, wie die Vergleichung der Gleichungen (28) mit den 
Gleichungen (13) des vorigen Absclmitts zeigt, bis auf das Vorzeichen von 
b" identisch mit den beiden Punkten, die aus den Grundpunkten a und 
b der negativ zirkularen Abbildung ll(It, h, IV) durch die entsprechende 
positiv zirkullire Abbildung r (a, h, IV) entstehen. 
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Behufs geometrischer Deutung der negativ zirkuliiren Abbildung einer 
Punktreihe kann man worllich die Untersuchung wiederholen, die wir bei 
der Deutung der positiv zirkuliiren Abbildung einer Punktreihe anf 
Seite 211 fr. gegeben haben, und findet dadurch, daB die negativ zirkuIare 
Abbildung einer Punktreihe als Schnitt der Umwendung eines Strahl­
biischels aufgefaBt werden kann. Insbesondere kann die negativ zirkulare 
Abbildung Uta, b,l\) in folgender Weise erzeugt werden (vgl. Figur 116): 
Man suche die beiden Punkte s und t auf, in denen sich die Kreise mit 
den Durchmessern ab und (a + b) (a - b) schneiden, verbinde einen von 
diesen beiden Punkten, sagen wir den Punkt s, mit a und drehe ferner 
den Strahl sa urn den Punkt s herum urn einen Winkel, der dem ab-

a-b 
soluten Werte des Winkels ~ gleich-

kommt, und dessen Sinn mit dem des rech­
ten Winkels L ([sa], [sb]) iibereinstimmt 
oder nicht, je nachdem der Winkel ttl 

positiv oder negativ ist; die Endlage des 
Strahls heiBe D1 , der dazu in s senk­
rechte Strahl sei mit D2 bezeichnet. 
Projiziert man dann die Punktreihe 
~a + ~b von s aus durch das Strahl­
buschel ~[sa] + ~[sb], unterwirft dieses 
Strahlbiischel der Umwendung urn die 
Achse Dl und schneidet endlich das 
neu entstehende Strahlbiischel wieder mit 
der Geraden ab, so erhiilt man diejenige 
Punktreihe ~ a" + ~ b" , in welche die 
Punktreihe ~ a + ~ b durch die negativ 
zirkulare Abbildung Uta, b, 1\) iibergefiihrt 
wird. Die Schnittpunkte d1 und d2 der 
Strahlen Dl und D2 mit der Geraden ab 
sind dabei die Doppelpunkte der Ab-

a bildung U(a, b, 1\). 

Aus dieser geometrischen Erzeugung 
Fig. 116. der negativ zirkularen Abbildung einer 

Punktreihe geht sogleich hervor, daB diese Abbildung stets involutorisch 
ist; denn die Zuordnung zwischen je zwei entsprechenden Punkten der Ab­
bildung ist wechselseitig. Und dies findet man aucli analytisch, wenn 
man den Bruch U in seiner Normalform schreibt, namlich in der Form 
(vgL die Formeln (16) bis (19)) 
(29) ~,-~ 

U(a, b, 1\) = a:---d ' wo 
1 , ~ 
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(30) Jd1 = cos~-a+sin~ b=ar(a,b'T) 
lda = -sin ~- a+cos~ b=br (a,b,-~) 

ist, so daB also zugleich 

cos~ a+8in~ b - (- 8in~ a+co8~ b) 
2 2' 2 2 

(31) U(a, h, IV) = -~---IV---- - IV IV 
cos2 a+sin2 b, - 8in 2 a+cos-2- b 
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wird. In del' Tat zeigt die Gleichung (29) im Vergleich mit del' Glei­
chung (17) des 16. Abschnitts, daB jede negativ zirkuliire Abbildung einer 
Punktreihe mit einer hyperbolischen Punktinvolution identisch ist; und 
man entnimmt iiberdies aus den Gleichungen (30), daB die Doppelpunkte 
d1 und ds diesel' Punktinvolution aus den Grundpunkten a und b del' 
negativ zirkulliren Abbildung durch die positiv zirkulare Abbildung 
r(a,b'T) hervorgehen. Diese Punkte abel' bilden fiir jeden Wert von lU 

ein Paar del' in del' eingliedrigeu Gruppe del' positiv zirkuliiren Abbil­
dungen r(a,b, j-) enthaltenen elliptischen Involution i(a,b,-i)i und umge­
kehrt ist jede hyperbolische Involution, die ein Paar del' elliptischen In­
volution t (a, b,-i-) zu Doppelstrahlen hat, unter den negativ zirkularen 

Abbildungen U(a, h, tu) enthalten. Man hat also den Satz: 
Satz 177: Die Gesamtheit aller derjenigen negativ zirkularen 

Abbildungen einer Punktreihe, die aus del' Abbildung U(a,b,tu) 
bei Festhaltung ihl'er Grundpunkte a und b und Veranderung 
ihres Winkels lU hervorgehen, ist identisch mit del' Gesamtheit 
aller derjenigen hyperbolischen Involutionen del' Geraden ab, 
die irgendein Paar del' elliptischen Involution t(a,b,~) zu 
Doppelpunkten haben. 

Andererseits umfassen die siimtlichen negativ zirkuliiren Abbildungen 
einer Geraden auch alle hyperbolischen Involutionen diesel' Geraden. Ja, 
man erhalt diese Involutionen sogar schon, wenn man nul' die Grundpunkte 
a und b del' Abbilduug variieren laBt, abel' dem Winkel lU den konstan­
ten Wert 0 beilegt; denn es wird wegen (31) 

a, -b 
U (a. h. 0) = a --b' , 

Diesel' Bruch abel' war nach del' Gleicbung (17) des 16. Abschnitts ge­
rade del' Ausdruck fiir die hyperbolische Involution mit den Doppel­
punkten a und b. 

Wiihrand also die positiv zirkularen Abbildungen einer Punktreihe 
aIle diejenigen projektiven Abbildungen diesel' Punktreihe in sich um­
fassen, die konjugiert komplexe Doppelpunkte haban, bestehen die negativ 
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zirkuliiren Abbildungen einer Punktreihe aus den siimtlichen hyperbolischen 
Involutionen ihrer Geraden. Dagegen sind unter ihnen keine projektiven 
Abbildungen enthalten, die nicht involutorisch sind. 

Konstmktion der Doppelpunkte einer hyperbolischen P.unktinvolution. 
Die Tatsache, daB eine jede hyperbolische Punktinvolution als negativ 
zirkuHire Abbildung einer Punktreihe aufgefaBt werden kann, ermoglicht 
es, die in der Figur 116 enthaltenen geometrischen Beziehungen zur Kon­
struktion der Doppelpunkte einer hyperbolischen Punktinvolution zu ver­
werten. 

Da niimlich in dieser Figur nicht nur der Winkel asb, sondern auch 

der Winkel a" sb" = -~ ist, so kann man den Punkt s (und den Punkt t) 
auch dadurch finden, daB DIan die Kreise schliigt, welche die Punkte a, b 
und a", b" zu Endpunkten eines Durchmessers haben. Man erhiilt also 
fiir die Doppelpunkte einer hyperbolischen Punktinvolution, die durch 
zwei Paare entsprechender Punkte gegeben ist, die folgende Konstruktion: 

Sind a, a" und b, b" die beiden gegebenen Paare einer hyperbolischen 
Punktinvolution ~, also 

a" = a~ und b" = b~ 

(vgl. Figur 117), so schlage man iiber dem Abstande der Punkte a, b der 

)j'ig. 117. 

ersten Punktreihe und iiber dem Ab-
stande der entsprechenden Punkte a" und 
b" der zweiten Punktreihe nach der­
selben Seite hin die Halbkreise, die sich 
im Punkte s schneiden mogen. Ver­
bindet man dann noch den Punkt s mit 

~ den Punkten eines der beiden Paare der 
Involution, etwa mit den Punkten a und 
a" und halbiert den Winkel asa", so 

a" = a ~ schneidet die Halbierungslinie aus der 
Geraden aa" den einen Doppelpunkt d1 

aus. Den anderen Doppelpunkt d2 findet 
t4 man, indem man in s auf sdl das Lot 

errichtet und mit der Geraden aa" zum 
Schnitt bringt. 

a 

Will man die angegebene Konstruk­
tion unabhii:hgig von der obigen Ent­
wickelung begriinden, so ziehe man noch 
die Strahlen sb und sb"; dann wird wegen 
del' drei rechten Winkel bei s auch der 
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Winkel bsb" durch den Strahl sd2 halbiert. Die Strahlen sb und sb" 
sind daher die Spiegelbilder voneinander in bezug auf sd2 und also auch 
in bezug auf Sdl' Nach Satz 173 ist somit die durch die Strahlpaare 
.sa, sa" und sb, sb" bestimmte Strahlinvolution die Gleichwinkelinvolution, 
und die Strablen sdl und sd! sind ihre Doppelstrablen. Daraus abel' 
folgt: Die Punkte dl und d2 sind die Doppelpunkte in del' zu diesel' 
Gleichwinkelinvolution perspektiven hyperboliscben Punktinvolution ~. 

Diese Konstruktion ist freilich direkt nul' dann brauchbar, wenn die 
heiden Punkte a und b del' ersten Punktreihe durch die zugeordneten 
Punkte a" und b" del' zweiten Punktreihe getrennt werden. Indes be­
darf sie auch in dem FaIle, wo dies nicht zutrifft, wie bei den Punkten 
a und x, an und x" del' Figur 116, nur einer geringen Modifikation: 
Wegen del' Wechselseitigkeit del' involutorischen Zuordnung kann man 
namlich ja auch den Punkt x" als Punkt del' erst en Punktreihe und den 
Punkt x als zugeordneten Punkt del' zweiten Punktreibe auffassen und 
kann also die beiden Halbkreise anstatt iiber ax und a" x" auch iiber 
ax" und a" x schlagen (vgl. Figur 118). Treffen sich die-
selben im Punkte u, so schneiden die Halbierungslinien des 
Winkels L xux" und seiner Nebenwinkel aus del' Geraden 
aa" die Doppelpunkte d1 und d2 del' hyperbolischen Punkt­
involution aus. 

Man kann aus den beiden so gewonnenen Konstruktionen 
die folgende allgemeine Konstruktionsvorschrift ableiten: 

Vorschrift fur die Konstruktion dero Doppelpunkte einer 
hyperbolischen Punktinvolution: 1st eine hyperbolische Punkt­
involution durch zwei Paare zugeordneter Punkte gegeben, 
deren vier Punkte voneinander verschieden sind, so ent­
nehme man aus jedem von diesen beiden Paaren del' Involu­
tion einen Punkt in del' Weise, daB die beiden gewahlten 
Punkte durch die beiden anderen Punkte beider Paare ge­
trennt werden. Eine solche Auswahl ist nach Satz 157 immer 
moglich, da nach Satz 159 bei einer hyperbolischen Involution 
die Punkte zweier Paare del' Involution, falls sie nul' von­
einander verschiedell sind, im Sinne von Seite 220 "sich Fig. 118. 

nicht trennen". Sodann schlage man die beiden Kreise, welche die beiden 
ausgewahlten Punkte und die beiden anderell Punkte zu Elldpunkten eines 
Durchmessers haben, verbinde einen von den beiden Schnittpunkten diesel' 
Kreise mit den Punkten eines Paares del' Involution und halbiere den 
so entstehenden Winkel und seine Nebenwinkel, so schneiden die Hal­
bierungslinien aus dem Trager del' Involution ihre heiden Doppelpunkte aus 
(vgl. die Figuren 117 und 118). 

II 

a 

a 
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Die Umwendung einer Punktreihe. Eine besondere Erwahnung ver­
dient noch die unter den negativ zirkularen Abbildungen einer Punkt­
reihe vorkommende Umwendung u einer Punktreihe, die wir auch als 
Spiegelung einer Punktreihe an einem ihrer Punkte bezeichnen konnen. 

Man kann zu dieser Abbildung in folgender Weise gelangen: Man 
nehme von einer negativ zirkularen Abbildung U(a,b,tv) die Grund­
punkte a, b einschlieElich ihrer Massen beliebig an, wodurch dann auch 
bereits die zur Konstruktion des Punktes s benutzten Hiilfspunkte a + b 
und a - b mit bestimmt sind (vgl. Figur 116), verfiige aber iiber den 
Winkel ttl der Abbildung in der Weise, daE ein Doppelpunkt dieser Ab­
bildung, etwa der Punkt d1 , senkrecht unter den Punkt s zu liegen 
kommt, das heiBt mit dem FuBpunkt des Lotes zusammenfallt, das man 
yom Punkte s auf die Gerade ab fallen kann. Dieser Doppelpunkt d1 

bildet dann die Mitte zwischen je zwei entsprechenden Punkten der beiden 
Punktreihen und heiBt das "Zentrum der Umwendung", wahrend der 
Doppelpunkt d2 ins Unendliche geriickt ist, so daB er in der analytischen 
Darstellung durch eine Strecke vertreten wird (vgl. auch Seite 204). 

Urn den zugehorigen Projektivitatsbruch zu erhalten, bezeichne man mit { 
denjenigen einfachen Punkt, der mit dem Zentrum der Urn wendung zusammen­
fallt, und mit g eine Strecke, die der zu transformierenden Geraden an­
gehort. Dann lautet der Ausdruck fur die Umwendung u um den Punkt { 

(32) u-f,-fl 
- f, g' 

Die Gruppe aller positiv und negativ zirkuliiren Abbildungen tea, b, Ill) und 
Uta, b, tv), die demselben Punktpaar a, b zugehOren. Nach Satz 176 ist die 
Folge zweier Umwendungen eines Strahlbiischels urn zwei Umwendachsen, 
die durch dessen Scheitel hindurchgehen, nicht wieder eine Umwendung, son­
dern eine Drehung des Strahlbiischels. Die Umwendungen eines Strahlbiischels 
urn die durch seinen Scheitel gehenden Umwendachsen besitzen also nicht 
die Gruppeneigenschaft; und dasselbe wird daher auch von den negativ 
zirkularen Abbildungen u(a, b, tv) einer Punktreihe geIten, welche dieselben 
Grundpunkte a, b haben. Trotzdem ist es von Interesse, das Folgeprodukt 
zweier negativ zirkuliiren Abbildullgen U(a, b, tvl) und U(a, b, Ill,,) zu unter­
suchen. Dazu unterwirft man am besten die Grundpunkte a, b selbst nach­
einander den Abbildungen U(a,b,\Vl) und U(a,b,tv2)' Dann wird nach (27) 

aU(a, b, Illl) u(a, b, tv,,) = (a costtlJ + b sin ttl1) u(a, b, tv,,) 

= aU(a, b, tvi) costtl1 + bU(a, b, tv,,) sinttll 
(a cos ttl2 + b sin ttl2) cos ttll 

+ (a sin ttl2 - b cos ttl2) sin ttll 
= a cos (w2 - ttl1) + b sin (W2 - ttl1) 
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()der nach (27) 
(33) an(a, b, lilt) n(a, h, lOt) = an(a, b, I\)! -lUI) 

()der auch wegen Gleichung (14) des vorigen Abschnitts 
(34) a1l(a, b, lilt) 1t(a, h, Ill.) = aC(a, b,IV2-llll)· 

Ferner wird wieder nach (27) 
b1t(a, b, IVl) 1t(a, b, lilt) = (a sin ttll - b COsttl1)1t(a, h, lilt) 

= a1t(a, b, IV.) sinttll - b1t(a, b, lilt) costtl1 

= (a cos ttl2 + b sin ttl2) sin ttl1 

()der nach (27) 

- (a sin ttl2 - b cos ttl2) cos ttll 
a sin(ttll - ttl2) + b COS(ttll - ttl2) 

= - a sin(ttl2 - ttll) + b COS(ttl2 - ttll) 
= - {asin(ttl2 - ttl1) - b COS(ttl2 - ttll)} 

(35) b1t(a, b, lilt) 1t(a, b, 1\)2) = - b1t(a, b, lU, -1ll1) 

()der wegen Gleichung (14) des vorigen Abschnitts 
(36) b1t(a, h, lUI) 1t(a, b, lilt) = bC(a, h, 1\)2.-1\)1)· 

Von den so gewonnenen vier Gleichungen (33) bis (36) kann man die 
Gleichungen (34) und (36) nach Satz 75 auch zu der Gleichung zu­
sammenfassen: 
(37) 

wahrend die Gleichungen (33) und (35) zeigen, daB den negativ zirkularen 
Abbildungen n(a, b, IV), a, b = const./ nicht die Gruppeneigenschaft zu­
kommt. Stellt man aber zu der Gleichung (37) noch ihr Gegenstiick, 
die Gleichung (48) des vorigen Abschnitts, das heiBt die Gleichung 
(~8) ~ C (a, h, IVt) C (a, b, 1\)2) = C (a, b, 1\)1 + 1\),), 

so drangt sich zugleich die Vermutung auf, daB die positiv und negativ 
zirkuliiren Aobildungen C (a, b, 1\) und 11 (a, b, 10) znsammengenommen bei fest­
gehaltenem a und b und veranderlichem ttl eine Gruppe bilden. 

Um die Richtigkeit dieser Vermutullg zu beweisen, hat man nur noch 
zu zeigen, daB auch die Folge einer positiv und einer negativ zirkuIaren 
Abbildung und ebenso die umgekehrte Folge eine positiv oder eine 
negativ zirkulare Abbildung ist. Dazu beriicksichtige man, daB sich aus 
der Vergleichung der beiden Briiche fiir die Abbildungen C (a, b, Ill) und 
1t(a, b, Ill) (vgl. die Gleichung (14) des vorigen Abschnitts und die Glei­
~hung (27) die Formeln ergebel1: 

(39) 
Es wird daher 

{
an(a,b,l\) = aC(a,b,lo) 

b1t(a, b,l\) = - bC(a, b,I\). 

an(a, h, tnt) c(a, b, 102) = aC(a, b, 101) C(a, h, 10.) 
f 

oder nach (38) =aC(a,h,lUt+I\)') oder wegen (39) 
(40) 
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Dud ebenso wird wegen (39) 

b n (a, b, tvl) C (a, b, tv!) = = b C (a, b, tv 1) C (a, b , tv.) 

oder nach (38) = = b C (a, b, tvl + tv.) oder wagen (39) 

(41) 

Die beiden Gleichungen (40) und (41) kann man aber nach Satz 75 
wieder in der Gleichung zusammenfassen: 

(42) 

In entsprechender Weise findet man die Gleichung 

(43) I\a, b, tvl) n (a, b, hJi) = n (a, b, tv. - IUl)' 

Man erhtilt also im ganzen das folgende System von Gleichungen: 

(44) 
I

t (a, b, tvl) C (a, b, hJ.) C (a, b, ttl1 + ttl.) 

n(a,b,ttll)n(a,b,tv2) = C(a,b,ttl.-IUl) 

I n(a, b, tvl) C(a, b, ttl2) = n(a, b, tvl + ttl,) 

C(a, b, IU1) n(a, b, tv,) = n(a, b, ttl.-tvl)· 

Damit ist nunmehr wirklich bewiesen, daB die positiv und negativ zirku­
laren Abbildungen, die demselben Punktpaar a, b zugehoren, zusammen­
genommen eine Gruppe bilden. Diese Gruppe aber ist als "diskon­
tinuierlich" zu bezeichnen 1), da man von einer positiv zirkuHiren 
Abbildung nicht durch stetige Anderung eines Parameters zu einer 
negativ zirkularen Abbildung der Gruppe gelangen kann. In ihr bildet 
die kontinuierliche eingliedrige Gruppe alier positiv zirkularen Ab­
bildungen C(a,b,hJ), a, b = const., eine "Teilgruppe" Man hat also 
den Satz: 

Satz 178: AIle positiv und negativ zirkularen Abbildungen 
C(a,b,lu) und ll(a,b,lo), die demselben Punktpaar a, b, aber be­
liebigen Winkeln ttl zugehoren, bilden zusammengenommen eine 
diskontinuierliche Gruppe, welche die kontinuierliche ein­
gliedrige Gruppe del' positiv zirkularen Abbildungen c(u, b, ttl} 

allein als Teilgruppe in sich enthalt. Dagegen bilden die ne­
gativ zirkularen Abbildungen n(a,b,lll) fur sich keine Gruppe. 

Es besteht also zwischen den betrachteten positiv und negativ zirku­
laren Abbildungen einer Punktreihe eine abnliche Beziehung wie zwischen 
den Kollineationen und Reziprozitaten der Ebene (oder des Raumes) 2). 

1) V gl. S. 224. 
2) Vgl. hierzu die Anmerkung von F. Engel 7.11 Nr. 154 der Ausdehnungslehre 

meines Vaters vom Jahre 1862 (H. GraBmanns gesammelte mathematische und 
physikalische Werke, Bd. 1, Teil 2 (1896), Seite 428 f.). 
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Die negativ zirkuliire Abbildung cines Strahlbiischels. Man kann end­
lich del' negativ zirkuliiren Abbildung einer Punktreihe auch wieder eine 
entsprechende Abbildung im Strahlbiischel gegeniiberstellen. Sie geht in 
derselben Weise aus del' Umwendung eines Strahlbiischels hervor wie die 
positiv zirkulare Abbildung eiDes Strahlbiischels aus del' Drehung des 
Strahlbiischels. In del' Tat waren waren ja in dem Bruche (6) fiir die 
Umwendung eines Strahlbiischels, namlich in dem Bruche 

(6) U (A B ) = COB IV A + si? IV B, sin IV A :- CO~_IV B 
, ,W A, B' 

die Nenner A und B gleich lange und zueinander senkrechte Stabe. Bebt 
man diese beiden Bedingungen auf, bildet also den Bruch 

(45) 9l COB IV A + sin IV B, sin IV A - COB IV B 
(A,B,W)= A, jj' 

del' mIt dem Umwendungsbruch (6) ganz gleich gebaut ist, in dem abel' die 
Nenner A und B zwei ganz beliebige, (abel' selbstverstiindlich nicht in einer 
Geraden liegende) Stiibe bedeuten, so erhiilt man das genaue Gegenstiick 
del' negativ zirkuliiren Abbildung einer Punktreihe; wir wollen es als die 
"negativ zirkuliil'e Abbildung eines Strahlbiischels" bezeichnen. 

Dieselbe hat die Eigenschaft, daB die / 
beiden aufeinander bezogenen konzentrischen / 
Strahlbiischel von jeder nicht durch deren / 
Scheitel gehenden Geraden G in zwei negativ / 
zirkuliir verwandten Punktl'eihen geschnitten / 
werden, odeI' was dasselbe ist, in einer hyper- / 
bolischen Punktinvolution. Die Begriindung 
diesel' Behauptung kann in ganz derselben 
Weise gegeben werden wie bei del' entspre­
chenden Eigenschaft del' positiv zirkulal'en Ab­
bildung eines Strahlbiischels (vgl. Seite 228f.). 

Andel'erseits erhiilt man zwei negativ zil'­
kuliir verwandte Strahlbiischel, indem man zwei 
negativ zirkuliir verwandte Punktreihen, das 
heiBt also eine beliebige hyperbolische Puukt­
involution, von einem auBerhalb ihrel' Ge­
raden gelegenen Punkte m aus projiziel't. Die 
so erzeugte negativ zil'kuliil'e Abbildung eines 
Strahlbiischels ist daher ebenfalls eine hyper­
bolische Involution, und diese hypel'bolische 
Strahlinvolution geht nach Satz 174 dann 
und nul' dann in eine bloBe U mwendung eines 
Strahlbiischels iiber, wenn das Projektions-

/ 

/ 
Wi 

/ 
/ 

/ 

Fig. 119. 

b" 
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zentrum In auf dem Kreise gelegen ist, der die Doppelpunkte d1 und d2 

der hyperbolischen Punktinvolution zu Endpunkten eines Durchmessers hat. 
1m allgemeinen dagegen stehen die Doppelstrahlen D, und D2 einer negativ 
zir"kularen Abbildung !Jl (A, B, \1) cines Strahlbiischels nicld aufeinander senk­
recht; in jedem FaIle aber sind nach Satz 170 die Ralbierungslinien V, tV 
der Winkel zwischen diesen beiden Doppelstrahlen "die Achsen der ne­
gativ zirkuUiren Abbildung" (vgl. Figur 119). 

Abschllitt 19. 

Uber Buschel von Projektivitaten. 

Begrift eines Buschels und eines Bundels von Projektivitiiten. Man sagt 
von n Projektivitaten 11, q, r, ... derselben Geraden, sie seien "linear un­
abhangig voneinander", wenn sich keine n reeilen ZahlgroBen!, t), 0, ... 
finden lassen, fiir die eine Gleichung von der Form 

U+t)q+p+"'=O 

besteht (natiirlich abgesehen von den diese Gleichung identisch erfiiilenden 
ZahlgroBen ! = 0, t) = 0, 3 = 0, ... ). 

Sind jetzt 11 und " zwei linear unabhangige Projektivitaten derselbell 
Geraden, so nennt man die Gesamtheit ailer Projektivitaten, die sich als 
Vielfachensummen von 11 und q darsteIlen, also auf die Form 

{11 + mq 

bringen lassen, unter { und m zwei reelle ZahlgroBen verstanden, em 
"Biischel von Proj ektivitaten". 

Sind ferner 11, IT, r drei linear unabhangige Projektivitaten derselben 
Geraden, so heiSt die Gesamtheit aller Projektivitaten von del' Form 

{11 + mq + nr, 
unter 1, nt, n, drei reeile ZahlgroBen verstanden, em "Biindel von Pro­
jektivitaten". 

Das Biischel von Projektivitiitcn mit gemeinsamen Doppelpunkten. Raben 
zwei Projektivitaten 11 und q dieselben getrennten reellen Doppelpunkte 
d1 und d2 , so konnen sich die Normalformen ihrer Abbildungsbriiche 

jl1 = ~'-~: : . r2 ~: 
i, d" \. d. q= .... -

d, d2 

und 
(1) 

nur durch die Werte ihrer vier reellen Hauptzahlen ri und fo i = 1, 2, 
unterscheiden. Soilen abel' auBerdem die beiden Projektivit1iten linear 
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ullabhangig voneinander sein, das beiBt nach dem obigen, nicht nur urn 
~inen reellen Zahlfaktor voneinander abweichen, so muB auBerdem zwischen 
ihren vier Hauptzahlen die Ungleichung herrschen 

r1 : r2 9= 11 : f2' 
·die man auch in der Form schreiben kann: 

(2) 
Man sieht dann sofort, daB dem ganzen Buschel von Projektivitaten, das 
durch die Abbildungen 1I und Il bestimmt wird, das heiBt dem Buschel 
III + mil, dieselben Doppelpunkte d1 und d2 zugehoren. In der Tat wird 

(3) ill + mil = Qrt + mlJdt , (~r. +~j.)d-"; 
dt , d. 

die Projektivitat ill + mil hat also ebenfalls die Punkte d1 und d2 zu 
Doppelpunkten. Umgekehrt gebOrt jede Projektivitat f, die mit den Ab­
bildungen 1I und Il die Doppelpunkte gemein hat, die sich also durch 
~inen Bruch von der Form 

(4) 

«arstellen l3.Bt, dem Buschel III + milan, denn die Gleichungen 

(5) 

bestimmen mit Rucksicht auf die Ungleichung (2) die GraBen { und m 
eindeutig und liefern fur sie reelle Werte. 

Genau dasselbe Beweisverfahren laBt sich nun aber auch anwenden, 
wenn an die Stelle del' beiden Projektivitaten mit zwei gemeinschaftlichen 
getrennten reellen Doppelpunkten zwei Projektivitaten mit zwei gemein­
schaftlichen konjugiert komplexen Doppelpunkten treten. Zwei solche 
Projektivitaten besitzen nach Seite 154 (vgl. auch Seite 231) die Normalform 

jll = (r+ii)(a-ib), (r-ij)(a+ib) 
a-ib a+ib 

(6) (u+iu)(a _ ib). (u -iu)(a + ib) Il =-~--- .. -~-~.-.- . 
a-ib a+ib 

Sollen diesel ben linear unabhangig voneinander sem, so muB 

r:f9=u:tl, 
(jder was dasselbe ist, 
(7) rtl - iu 9= 0 sein. 

Man sieht dann zunachst wieder, daB dem ganzen Buschel III + mil 
dieselben konjugiert komplexen Doppelpunkte a - ib und a + ib zu­
gehoren; denn es ist 

(R) fh + mR = {(lr+mu)+i(l\+ mEU(Il-~b2.Ji!1:j- mu)-i(1f+_~_~) 1 (a+~b). 
..,. '1 a-Ib, a+lb 

GraBnlann, ProjektiV'e Geometrie d. Ebene. I. li 
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Umgekehrt aber ist jede Projektivitat f, die mit lJ und " 
komplexen Doppelpunkte a - ib und a + i b gemein hat, 
Projektivitlit 

(9) (~+ it)(a - ib), (~- it)(a + ib) f= _._-
a-ib, a+ ib ' 

die konjugiert 
das hei.St jede 

in dem Buschel IlJ + mIl enthalten. In der Tat werden die beiden Briiche 
(8) und (9) identisch, wenn man setzt: 

das heiSt: 

(10) 

~ + i ~ = (£ t + m u) ± i (£ f + m U) , 

{ ~=Ir+mu 
l}=lf+mu. 

Diese beiden Gleichungen aber bestimmen wegen (7) eindeutig die Ableit­
zahlen { und m, vermoge deren sich die Projektivitlit f aIs Vielfachen­
summe von lJ und " darstellen lliSt, und liefem fur sie reelle Werte. 

Es bliebe schlieBlich noch zu untersuchen, ob dieselben Beziehungen 
auch fur ein Buschel von Projektivitliten geIten, das durch zwei Projek­
tivitliten lJ und " mit denselben susammenfallenden reellen Doppelpunkten 
bestimmt wird. Zwei solche Projektivitliten lassen sich nach Gleichung 
(43) des 16. Abschnitts in der Form darstellen: 

!lJ=rd, ret+ud 
d, e, 

id, illt+bd ,,=---_. 
d, e. 

(11) 

Dieselben werden linear unabhangig voneinander sein, wenn 

r:u+f:u, 
oder was dasselbe ist, wenn 
(12) tU-fu+O 

ist. Eine beliebige Vielfachensumme der beiden Projektivitiiten lJ und If 
besitzt dann wieder denselben Typus. In der Tat wird die Vielfachen-
summe 

(13) { h + (lr + nt\)d, (lr+ mj)e, + (lu + mb)d ,. mIl = . d, e, 

Jede Projektivitlit des Buschels llJ + mIl hat also dieselben zusammen­
fallenden reellen Doppelpunkte wie die Grundprojektivitliten lJ und If. Aber 
auch ump-ekehrt ist jede Projektivitat r, die mit lJ und " die beiden zu­
samrnenfallenden Doppelpunkte gernein hat, das heiBt jede Projektivitlit 

(14) td, te, + wd 
f - --:-'--"-' 

- d, e, ' 

in dem Buschel IlJ + mIl enthaIten; denn die beiden Bruche (13) und (14) 
werden identisch, wenn man setzt: 



(15) 

Abschnitt 19, Gleichung (9) bis (17). Satz 179. 

{t=lr +ml 
W= 1u + mtJ. 
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Diese beiden Gleichungen aber bestimmen wegen (12) die Ableitzahlen ( 
und m eindeutig und lief em wieder fur sie reelie Werte. 

Damit ist ganz allgemein der Satz bewiesen: 

Satz 179: Baben zwei projektive Abbildungen der namlichen 
Geraden dieselbengetrennten reellen, zusammenfallenden reellen 
oder konjugiert komplexen Doppelpunkte, so gilt dasselbe von 
den samtlichen Abbildungen des Buschels von Projektivitaten, 
das durch jene beiden projektiven Abbildungen bestimmt wird, 
und umgekehrt gehort jede Projektivitat, welche die gemein­
samen Doppelpunkte des Buschels zu Doppelpunkten hat, selbst 
dem Buschel an. 

Die entartenden Abbildungen eines Biischels von Projektivitiiten mit ge­
meinsamen Doppelpunkten. Die Frage nach etwaigen entartenden Abbil­
dungen, die in einem Buschel von Projektivitiiten mit gemeinsamen Doppel­
punkten enthalten sind, behandeln wir wieder gesondert fur die drei Falle, 
wo diese Doppelpunkte getrennt reeli, zusammenfallend reeli und konju­
giert komplex sind. 

Sind zuerst die gemeinsamen Doppelpunkte der Projektivitaten des 
Buschels reell und riiumlieh voneinander verschiede1t, so kann man zeigen, daB 
in ihm immer zwei eigentlicke eniartende Projektivitiiten vorkommen, von denen 
die eine den ersten von jenen gemeinsamen Doppelpunkten zum Bauptpunkt, 
den zweiten zum Nullpunkt hat, wahrend es bei der anderen umgekehrt ist. 

In der Tat gelten fur diesen Fall die Vergleichungen (1) und (2). 
Aus den Projektivitaten (1) bildet man aber ohne wei teres durch passende 
lineare Verknupfung fur die gesuchten entartendeu Projektivitiiten des zu­
gehorigen Buschels llJ + m Il d~e Ausdriicke 

1 
ill" - rllll = Crl f2 -_t2 fl)dl , 0_ 

(16) dl' ell 

- i1" + tlll = _~_J~d2 _-=-~2jIL~2 , 
dl , d2 

in denen nach der Ungleichung (2) der Koeffizient t112 - r2 1] von Null 
verschieden ist, so daB wir es auch mit zwei eigentlichen, das heiBt mit 
zwei einfach entarlenden Projektivitaten zu tun haben (vgl. Seite 146 if.). 
Und dies sind auBerdem die einzigen einfach entartenden Projektivitiiten 
des Buschels; deun die allgemeine Bedingungsgleichung des Entartens 
einer Projektivitat llJ + mil lautet nach Satz 99: 

(17) [(llJ + mll)2] -= o. 
17" 
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Sie ist so mit in bezug auf das Verhiiltnis .!. vom zweiten Grade und kann m ' 
also nicht mehr als zwei Werte fiir dieses Verhaltnis liefern. Damit ist 
aber wirklich der Satz bewiesen: 

Satz 180: In jedem Buschel von Projektivitaten, die zwei ge­
trennte reeIle Dop pelpunkte miteinander gemeill haben, sind 
zwei und nur zwei einfach entartende Projektivitaten enthaltenj 
und zwar besitzt die eine den einen von den gemeinsamen 
Doppelpunkten des Buschels zum Hauptpunkt, den andern zum 
NuUpunkt, bei der anderen ist es umgekehrt. 

Auf ganz entsprechende Art 'kann man beweisen, daB in einem Biischel 
von Projektivitaten, die swei susamme:n{allende reelle Doppelpunkte mit­
einander gemein haben, das heiBt nach Seite 197 fl., in einem Biischel von 
zentrischen Schiebungen mit demselben Zielpunkte, nur e:ine e:inlach ent­
artende Projektivitiit, und swar e:ine parabolische Involution, enthalten ist. 
Fiir die Grundabbildungen ~ und q eines solchen Biischels geIten die 
obigen Vergleichungen (11) und (12). Bildet man aber aus den Projek­
tivitaten (11) durch lineare Verkniipfung die in dem Buschel enthaltene 
Projektivitat 

(18) 'h 0, (iu - ru)d 
I,. - tq = , 

d, e! 

so erhalt man eine wegen (12) e:infachentartende Projektivitiit, und zwar 
fant deren Nullpunkt d mit dem Hauptpunkt zusammen. Dieselbe ist 
also nach Satz 136 eine parabolische Involution mit dem Doppelpunkt, d. 
Und diese Involution ist auch die einzige einfach entartende Projektivitat, 
die in dem Biischel l~ + mq enthalten ist. Denn die Bedingungsgleichun,g 
des Entartens 
(19) [(l~ + mq)2] = 0 

liefert in dem vorliegenden Falle fiir das Verhaltllis i zwei gleiche Werte. 
m 

In der Tat laSt sich diese Gleichung auoo in der Form schreiben: 

(20) 11l[lJ~J + 21m[lJ q] + m2[qlll = O. 

In ihr aber ist wegen (11) 

[~ll] = [Edjre,.+ ud)] = r![~~!] = t 2 
[des] [det ] 

und elltsprechend 

andererseits ist 
llJ q] = [des 'HJ = ld~. e!qJ~.Let~ . d.q] 

Ldes] 2 [de,] 
_ [rd(fes + bd)] - [(ret + ud)jd] 2rHdes] 
- .-- 2 [de!] = 2[det f 
= tf·, 
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Die Gleichung (20) verwandelt sich daher in 

(21) llr! + 2lmrf + m2f2 = 0 oder In 

«(r + mf)2 = 0 oder in 

(£+~r=O, 
und diese Gleichung ergibt fur das Verhiiltnis - die Doppelwurzel 

m 

(22) f 
iit= -r' 

die der bereits oben gefundenen parabolischen Involution (18) entspricht. 
Man hat also den Satz: 

Satz 181: In einem Buschel von Projektivitaten, die zwei zu­
sammenfallende reelle Doppelpunkte miteinander gemein haben, 
das heiBt in einem Buschel von zentrischen Schiebungen mit 
demselben Zielpunkte, ist eine und nur eine einfach entartende 
Projektivitii.t enthalten, und zwar diejenige parabolische Invo­
lution, deren (zusammenfallende) Doppelpunkte eben jene ge­
meinsamen Doppelpunkte des Buschels sind. 

Man kann noch hinzufugen, daB in einem Buschel von Projektivi­
tii.ten mit gemeinsamen konjugiert komplexen Doppelpunkten uberhaupt 
keine eigentlichen entartenden Projektivitaten enthalten sein konnen. Da 
nii.mlich eine eigentliche entartende Projektivitat stets zwei getrennte oder 
zusammenfallende reellc Doppelpunkte hat, und neben zwei konjugiert 
komplexen Doppelpunkten in einer Projektivitat nicht noch reelle Doppel­
punkte auftreten konnen, so sind fUr ein Buschel von Projektivitaten mit 
gemeinsamen konjugiert komplexen Doppelpunkten eigentliche entartende 
·Projektivitaten ausgeschlossen. Es gilt daher der Satz: 

Satz 182: In einem Buschel von Projektivitaten, die zwei 
konjugiert komplexe Doppelpunkte gemeinsam haben, sind keine 
eigel1 tli ch en en tartenden Proj ekti vi tii. ten en thalten. 

Jedes Biischel von Projektivitaten mit gerneinsU'men Doppelpunkten ent­
hiilt die Identitat. Man kann jetzt aber ferner auch den Satz beweisen: 

Satz 183: Einem jeden BUschel von Projektivitaten, welche 
dieselben getrennten reellen, zusammenfallenden reellen oder 
konjugiert komplexen Doppelpunkte haben, gehort auch die 
Identitii.t 1 an. 

Fur ein Buschel mit zwei gemeinsamen get1·ennten reellen Doppelpunktfm 
leuchtet die Richtigkeit dieses Satzes von vorne herein ein; abel' auch 
fur die beiden anderen Faile ergibt sich leicht der Beweis unseres Satzes. 

Aus der Normalform (9) fur eine Projektivitii.t eines Buschels mit 
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gemeinsamen konjugiert komplexen Doppelpunkten resultiert namlich die 
Identitfit 1, wenn man setzt: 
(23) ! = 1 und 1) = 0 j 
denn durch diese Substitution geht die Formel (9) iiber in: 

(24) f = a-ib, a+ib = ~ = 1 
a-tb, a+ib a, b . 

Die Gleichungen (10) aber, durch welche die Ableitzahlen ( und m der 
Projektivitat r ausgedriickt in fJ und q bestimmt werden, bleiben fur die in 
(23) angegebenen besonderen Werte von! und ~ nach ( und m auflosbar. 

Andererseits verwandelt sich der Ausdruck (14) fiir eine Projektivitat 
eines Buschels mit zwei gemeinsamen zusammenfallenden reellen Doppel­
punkten in die Identitat 1, wenn man setzt 

(25) t = 1, W = o. 
Dadurch aber wird die Auflosbarkeit der Gleichungen (15) nach 1 undm 
nicht beriihrt. 

Somit ist der Satz fur alle drei in Betracht kommenden Falle bewiesen. 
Aus ihm aber kann man eine wichtige Folgerung ziehen. Da namlich, 

wie man sofort sieht, sich die Projektivitaten eines Biischels I .. + mq 
ebenso gut wie aus den beiden Grundprojektivitaten .. und " auch aus 
irgend zwei linear unabhangigen Projektivitaten des Biischels numerisch 
ableiten lassen, so kann man insbesondere in einem Biischel mit gemein­
samen Doppelpunkten jede Projektivitat des Buschels als Vielfachensumme 
der ldentitiit und einer von der Deckung verschiedenen Projektivitat des 
BUschels darstellen, das heiJ~t, man hat den Satz: 

Satz 184: Jede Projektivitat laSt sich aus einer von der 
Deckung verschiedenen Projektivitat mit denselben Doppel­
punkten und der Identitat numerisch ableiten. 

Die in cinem Biischel von Projektivitiiten enthaltene Involution. Die 
Doppelpunktsinvolution einer Projektivitiit. Es seien .. und q die beiden 
Grundabbildungen eines Biischels von Projektivitaten, von dem wir noch 
voraussetzen wollen, daS es nicht aus lauter Involutionen besteht. Als­
dann lautet die Bedingung dafiir, daB eine bestimmte Projektivitat 

(26) ~ = 1 .. + m q 
des Buschels involutorisch sei, nach Satz 106 
(27) [1~] = 0 
oder mit Riicksicht auf (26) 
(28) l[l .. J + m[l,,] = 0, 
woraus fiir das Verhaltnis 1: m der Wert folgt: 
(29) 1 : m = [1 q] : - [1 .. ] . 
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Dieses Verhaltnis wird also durch die Forderung (27) eindeutig bestimmt, 
80 fern nicht die beiden Produkte [l-1J] und [1,,] gleichzeitig verschwinden. 
Das ist aber unmoglich, weil sonst die Gleiehung (28) fiir jedes Wert­
system 1, m befriedigt werden wiirde, also nieht nur die beiden Grund­
abbildungen -IJ und ", sondern iiberhaupt samtliehe Projektivitaten des 
dureh sie bestimmten Biisehels involutoriseh sein wiirden, was dureh die 
oben gemaehte Voraussetzung ausgesehlossen ist. 

Durch Substitution aus (29) in (26) erhalt man schlieJUieh fiir die 
involutorische Projektivitat j des Biisehels die Gleiehung 

(30) gIJ=[l"]-IJ-[l-1J]", 
in der 9 einen Zahlfaktor bedeutet, und man hat den Satz: 

Satz185: EinemjedenBusehel vonProjektivitaten, das nieht aus 
lauter Involutionen besteht, gehort eine und nur eine Involution 
an, vorausgesetzt, daB man zwei Involutionen, die sich nur um 
.ainen Zahlfaktor unterscheiden, nicht aIs versehieden reehnet. 

LaBt man insbesondere eine von den beiden Grundabbildungen -IJ und 
" des Busehels, etwa die Projektivitat ", in die Identitat 1 ubergehen, 
80 erhalt man fur die Involution 9 IJ des Biisehels mit den Grundabbil­
dungen lJ und 1 die Darstellung 

(31) gIJ = -IJ - [l-1J]' 
Diese Involution gIJ hat nun aber naeh Satz 179 mit der Projektivitat lJ 
die Doppelpunkte gemein, mogen dieselben getrennt reell, zusammenfallend 
reell oder konjugiert komplex sein. Und dieselbe Eigenschaft kommt einer 
jeden Involution zu, die sieh von der Involution 9 IJ nur um einen Zahl­
faktor unterscheidetj eine jede solehe Involution moge daher die "Doppel­
punktsinvolution der Projektivitat -IJ" genannt werden. 

Bei dieser Erklarung bleiben wir in Einklang mit der oben auf 
Seite 227 gegebenen Begriffsbestimmung ffir die Doppelpunktsinvolution 
-einer positiv zirkuHiren Abildung efl1l • Denn die konjugiert komplexen 
Doppelpunkte der dort als Doppelpunktsinvolution der Projektivitat efl1l 

n 
bezeiehneten Involution efi = e stimmen naeh Seite 224 mit den Doppel-
punkten der positiv zirkularen Abbildung efl1l uberein. 

Und wir konnen daher die Formel (31) durch den folgenden Satz 
ausdriieken: 

Satz 186: Man erhalt aus einer Projektivitat lJ ihre Doppel­
punktsinvolution gl, indem man die Projektivitat -IJ um das kom­
binatorisehe Produkt [Ill] vermindert 1), das heiBt mittelst der 

1) Vgl. hierzu: C. Burali-Forti, Lezioni di geometria metrico-projettiva 
Torino. 1904. Seite 147. 
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Formel 
(31) gl = ~ - [1 ~]. 

Lost man die Gleichung (31) nach dem Minuendus der rechten Seite 
auf, so nimmt sie die Form an 

(32) ~ = [1~] + gl. 

In ihr ist das Produkt [1 ~] eine reeile ZahlgroBe. Bezeichnet man 
dieselbe mit (1, setzt also 

(33) [1~] = (1, 

so verwandelt sich die Gleichung (32) m: 

(34) 
womit der Satz bewiesen ist: 

Satz 187: Jede Projektivitat laBt sich als Summe aus ihrer 
Doppelpunktsin volution und einer reellen ZahlgroBe darstellen. 

Da aber ferner wegen (27) die Formel (34) auch riickwarts die 
Formel (33) nach sich zieht, so gilt mit Riicksicht auf Satz 186 auch 
die Umkehrung von Satz 187, namlich der Satz: 

Satz 188: U mkehrung von Satz 187: LaBt sich eine Pr ojek­
tivitat ~ als Summe einer reellen ZahlgroBe und einer Invo­
lution gl ausdriicken, so ist diese Involution die Doppelpunkts­
involution von ~. 

Abschnitt 20. 

Darstellung einer Projektivitiit mit zwei getrennten reellen Doppel­
punkten durch ihre Doppelpunktsinvolution. 

Der Darstellung einer Projektivitat ~ durch eine Summe von der Form 

(1) ~ = (1 + gl 

sind wir bereits oben bei der Behandlung der positiv zirkularen Abbil­
dung begegnet. In der Tat ist der in der Gleichung (19) des 17. Ab­
schnitts fur diese Abbildung gegebene Ausdruck 

f • b,-a (2) '(a,b,ID) = e III = coslU + e smlU, e = ~ 

eine Darsteilung dieser Art; und nach Satz 163 und 165 umfaBt dieser 
Ausdruck bei veranderlichem e und lU aIle Projektivitaten der Geraden ab 
mit konjugiert komplexen Doppelpunkten und yom Potenzwert + 1, und 
von diesen Abbildungen sind die Projektivitaten der Geraden ab mit 
konjugiert komplexen Doppelpunkten aber beliebigem Potenzwert, der jedoch 
nach Satz 165 notwendig positiv sein muB, hOchstens um einen Zahlfaktor 
verschieden. 



Abschn. 19, Gleich. (32) bis (84); Abschn. 20, Gleich. (1) bis (10). Satz 186 bis 188. 265-

Wollen wir jetzt auch' fill' die Projektivitaten mit getrennten reellen 
Doppelpunkten eine entsprechende Darstellung geben, so beschranken wir 
die Untersuchung wieder sogleich auf Projektivitaten Yom Potenzwert 
+ 1. Dabei entspricht nach Satz 96 das + Zeichen einer gleich­
laufigen, das - Zeichen einer gegenlaufigen Projektivitat. 

Die Projektivitii.t ist gleichlii.ufl.g. 

Der analytische .A.usdruck einer gleichliiufigen Projektivitiit mit zwei 
gefJrennten reellen Doppelpunkten. 1st daher II eine gleichlaufige Projektivitat 
mit zwei getrennten reellen Doppelpunkten, so hat man der soeben getroffenen 
Verabredung zufolge ihren Potenzwert (ihr kombinatorisches Quadrat) 

(3) 

zu setzen. 1st ferner ~ die hyperbolische Involution mit denselben reellen 
Doppelpunkten (die Doppelpunktsinvolution von lI), und zwar genommen 
mit dem Potenzwert - 1, so kann man dieselbe durch den Bruch darstellen 

(4) ~ = !' ~, , 

filr den in: der Tat das kom binatorische Quadrat 

(5) 

und somit das Folgequadrat 

(6) ~2 = + 1 

wird. Es lautet wso die der Gleichung (1) entsprechende Summendar­
stellung der Projektivitat II 

(7) II = a + 9 ~, ~ = !' :' , 
wo a und 9 zwei reelle Zahlgroaen sind. Aus dieser Gleichung folgt 
durch kombinatorisches Quadrieren unter Beriicksichtigung der Gleichung 

(8) [1~] = 0 

(vgl. Satz 106) fiir das kombinatorische Quadrat von II der Wert 

lll2] = all + gll[~2] . 
Mit Riicksicht auf (3) und (5) aber verwandelt sich diese Gleichung in~ 

(9) 1=a2 -g2 • 

Man kann daher auch setzen: 

(10) { a = cosh \tl 
9 = sinh w, 

wo ttl eine reelle ZahlgroBe bedeutet. Damit ist dann freilich a als po­
sitiv vorausgesetzt, was aber keine storende Beschrankung der Allgemeill-
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heit bedingt. Setzt man diese Werle (10) in die Gleichung (7) ein, so 
verwandelt sich diese (vgl. auch Gleichung (95) des 15. Abschnitts) m: 

(11) t.J = cosh ttl + ~ sinh ttl = e~IIV, ~ = :' ~; 
und man hat den Satz: ' 

Satz 189: Besitzt eine gleichliiufige Projektivitiit t.J in der Ge­
raden zwei getrennte reelle Doppelpunkte oder, was auf das­
selbe hinauskommt, eine hyperbolische Doppelpunktsinvolution 

~ =~' :' , 

so liiBt sie sich als Funktion dieser Doppelpunktsinvolution ~ 

und ellles reellen Parameters ttl darstellen mittelst der Formal 

(11) t.J = cosh ttl + ~ sinh ttl = e~IV, ~ = ~,_al). 
a , b 

Geomeirische Deutung der entsprechenden Abbildung im Strahlbiischel 
und auf der unendlich f'ernen Geraden. Um die geometrische Bedeutung 
des Parameters ttl der Gleichung (11) zu finden, gehen wir auf die ent­
sprechende Abbildung im Strahlbiischel zuriick. Es seien also A und B 
zwel Stiibe, deren Geraden sich schneiden; dann stellt der Bruch 

(12) p = B,A 
A,B 

eine hyperbolische Strahlinvolution 
A - B und dem Potenzwert - 1 
Gleichung (11) der Ausdruck 

mit den Doppelstrahlen A + B und 
dar, und es wird entsprechend der 

(13) , = cosh ttl + P sinh ttl = eP l1J , 

die Darstellung einer gleichliiufigen Projektivitiit im Strahlbiischel mit 
dem Scheitel [AB] , und zwar besitzt dieselbe den Potenzwert 

(14) [,2] = + 1. 

Denn wegen (13) und (12) erhiilt man fUr die Projektivitiit , die Dar­
stellung ,= 4\l.l-,B~ = Acoshto+Bsinhto , Bcoshto+Asin~to. 
(15) A, B A, B' 

also wird der Potenzwert [,2] 
[,2] = rSA cosh to + B sinh to) (llcosh to + A sinh to)] 

[AB] 

= [ABJ(cosh"to - sinh"-to) = 1 
[AB] . 

1) Vgl. hierzu Peano, Calcolo geometrico secondo l' Ausdehnungslehre di 
H. GraBmann. Torino. 1888. Seit.e 158. Nr. 12. 
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1st jetzt s der mit dem Punkte [AB] zusammenfallende einfache 
Punkt, und sind a und b die Streck en, die mit den Stab en A und B 
nach Lange, Richtung und Sinn iibereinstimmen, so wird 

(16) A = [sa] und B = [sb], 
und es geht die Projektivitat , aus der Projektivitat 

(17) li = cosh \lJ + lsinh \lJ = e 1w; 

auf der unendlich fernen Geraden durch perspektive Abbildung vom 
Punkte s aus hervor. 

Nun sind nach Seite 181 f. die Gleichungen 

(18) 

(19) 

x = ae1t und 
y = beft, 

die Streckengleichungen zweier konjugierten Hyperbelzweige mit den 
konjugierten Halbmessern a und b1), und fist nach Satz 129 das Ver­
hii.ltnis des zwischen den Tragern a und x oder b und y gelegenen 
Hyperbelsektors beziehlich zu dem zugehorigen halben Asymptotendreieck 
[ab] [ba] -- oder---· 

2 2 

Aber eine ganz entsprechende Umwandlung, wie sie den Gleichungen 

(18) und (19) zufolge die Trager a und b bei der Multiplikation mit e"ijf 

-erleiden, erilihrt auch jeder andere Trager x einer der beiden konjugierten 

Hyperbelzweige bei der Multiplikation mit e1w . In der Tat bewirkt diese 
Multiplikation fiir einen jeden solchen Trager x eine Schwenkung um 
den Sektor 

(20) 

wo das + oder - Zeichen zu wahlen ist, je nachdem der Trager x dem 
Hyperbelzweige (18) oder (19) zugehOrt. Bei positivem \lJ erfolgt also 
die Schwenkung in dem Hyperbelzweige (18) von a nach b hin; in dem 
Hyperbelzweige (19) in umgekehrtem Sinne. 

Denkt man sich daher, die Strecke x durchlaufe das erste von den 

heiden durch die ExponentialgroBe eiw aufeinander bezogenen "Strecken­
biischeln", wir wollen es bezeichnen als das Streckenbiischel x, Xl' xs, ... , so 
bleibt die GroBe des Hyperbelsektors zwischen der Strecke x und der zu-

geordneten Strecke x' = xe_ tu oder, wie wir sagen wollen, der Sektor-

1) Wir bezeichnen hier die Trager a und b, 3j und ebenso die Abbildungs­

funktionen ij und ~ mit iiberstrichenen Buchstaben, da wir die entsprechenden nicht 
iiberstrichenen Buchstaben bereits oben fiir die zugehOrigen Grollen bei einer eigent­
lichen, das heillt nicht ganz im Unendlichen liegenden, Punktreihe vergeben haben 
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abstand beider Strecken stets derselbe und iindert nur beim Durchgange 
der Strecke x durch die beiden Asymptoten sein Zeichen. 

Erfolgt die Durchlaufung des Streckenbuschels x, Xv xa; .. in dem 
Sinne von a nach b hin, oder was auf dasselbe hinauskommt (vgl. die 
obige Figur 84), von a--bnach a+ b hin, so eilt bei positivem It! die Strecke 

x' = X eiw in dem Winkelraum (a - b, a + b) doc zugehorigen Strecke x 
um jenen Sektorabstand voraus, wird auf der Asymptote a + b, wo beide 

. Streck en unendlich lang sind, von der Strecke 
x eingeholt, bleibt in dem Winkelraum 
(b + a, b - a) um jenen Sektorabstand 
hinter der Strecke"x zuriick und hoIt sie aUI 
der zweiten Asymptote b - a, auf der aber­
mals beide Strecken unendlich lang werden, 
wieder ein (vgl. Figur 120). 

Die Projektivitat -~ ist also eine gleich­
liiufige Projektivitat mit zwei getrennten 
reellen Doppelstrecken. Sie moge als die 
"Sektorschwenkung" yom Parameter w 
in bezug auf die beiden konjugierten Hyper­
belzweige (18) und (19) bezeichnet werden. 

Von dieser Projektivit1it im Streck en­
buschel ist die durch die Gleichung (13} 
dargestellte Projektivit1it , im Stabbuschel 
mit dem Scheitel s nur unwesentlich ver­
schieden. Denkt man sich n1imlich die Pro­
jektivitiit .p in der aIten Weise durch einen 
extensiven. Bruch ausgedruckt, so geht aus 

Fig. 120. dies em die Projektivitiit , durch planime­
trische Erweiterung mit dem Punkte s hervor. 

Man erhiiIt einen besonderen Fall der Projektivitat li,. wenn man die 
beiden Strecken a und b gleich lang und zueinander senkrecht anmmmt. 
Alsdann stehen auch die beiden Asymptotenstrecken a + b und a - b der 
beiden konjugierten Hyperbelzweige, das heiBt die Doppelstrecken der 
Projektivitiit l), aufeinander senkrecht, und die beiden Hyperbelzweige 
gehOren daher gleichseitigen Hyperbeln an. 

Veranschaulichung der urspriinglich behandelten Abbildung in der Ge­
raden. Solche gleichseitigen Hyperbelzweige benutzt man am besten, wenn 
man den Ubergang zu den Projektivitiiten in der Geraden machen will. 
In der Tat, handeIt es sich darum, die Bedeutung der GroBe It! fur die 
durch die obige Gleichllng 
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(11) II = cosh to + ~ sinh to = e~tv, ~ = ~_a a,b 
vermittelte Projektivitat in der Geraden zu bestimmen, und will man diese 
Projektivitat als Schnitt einer Sektorschwenkung in bezug auf ZWel an-
stoBende Zweige zweier konjugiertengleich- 1/ 
seitigen Hyperbeln darstellen, wie sie durch i-a. 
die Gleichung (13) ausgedriickt wird, wenn 
A und B gleich lang und aufeinander senk- i '" 
recht angenommen werden, so muB man 
als Mittelpunkt s dieser Hyperbeln einen 
der beiden Punkte wahlen, in denen sich 
die beiden Kreise schneiden, die den Ab­
stand del' beiden Punkte a und b und 
den Abstand der beiden Punkte a + b und 
b - a zu Durchmessern habenj denn die 
Punkte a und b miissen ja den Achsen 
A und B der beiden Hyperbeln und die 
Doppelpunkte a + b und b - a der Pro­
jektivitat ihren Asymptoten A + B und 
B - A angehoren. 

SchlieBlich kann. man noeh iiber die 
Lange der beiden gleichen Halbachsen A 
und B der konjugierten Hyperbeln will-

a' 

a 

kiirlich verfiigen. Man trage also auf den Fig. 121. 

Geraden sa und sb von s aus zwei gleich lange Stabe A und B ab und 
zeichne die beiden konjugierten Hyperbelzweige, die diese Stabe A und B 
zu Halbachsen haben (vgl. Figur 121). Dann ist die Projektivitat 

(21) ~ = cosh to + i'-sinhto = ePw , ~ = ~'4 , 
eine gleichlaufige Projektivitat im Strahlbiischel mit dem Scheitel s, 
welche die zueinander senkrechten Stiibe A + B und A - B zu Doppel­
strahlen hat, und die iiberdies nach dem Obigen als eine Sektorschwen­
kung vom Parameter to in bezug auf die beiden konjugierten gleich­
seitigen Hyperbelzweige aufgefaBt werden kann, deren Gleichungen lauten: 

(22) I X = ~e __ f ~ = ~_~ 
1 y = b e~ f , ii, b 

unter li und b die Streck en der gleich langen und zueinander senkrechten 
Stabe A und B verstanden. 

Aus dieser Sektorschwenkung des Strahlbiischels mit dem Scheitel s 
wird aber die Projektivitat II der Geraden ab durch diese Gerade aus­
geschnitten (vgl. auch Seite 212£,). Man hat also den Satz: 
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Satz 190: In der Geometrie der Punktreihe laBt sich jede 
gleichlaufige Projektvitat mit zwei getrennten reellen Doppel­
punkten als perspektives Bild einer Sektorschwenkung in bezug 
auf zwei konjugierte gleichseitige Hyperbelzweige darstellen. 

Die Figur 121 zeigt noch: Wahrend der bewegliche Punkt der ersten 
Punktreihe von a aus fiber den ersten Doppelpunkt a + b nach x geht, 
von dort fiber den zweiten Doppelpunkt b - a ins Unendliche lauft und 
aus dem Unendlichen von der andern Seite her nach a zuriickkehrt, geht 
der zugeordnete Punkt der zweiten Punktreihe, der im Beginn seiner Be­
wegung, namlich im Punkte 

a' = ael)lD, 

dem ersten Punkte voraus war, ebenfalls bis zum ersten Doppelpunkt 
a + b, wird in ihm von dem ersten Punkte fiberholt und gelangt, wiih­
rend jener nach x'lauft." bloB bis zu dem Punkte 

x' = xel)lD, 

holt aber den ersten Punkt im zweiten Doppelpunkte b - a wieder ein 
und bleibt ihm dann sowohl auf dem Wege ins Unendliche wie bei der 
Ritckkehr aus dem Unendlichen zu seiner Ausgangslage a' dauernd voraus. 

Die Gruppe aller gleichliiufigen Projektivitiiten mit zwei gemeinsamen 
getrennten reellen Doppelpunkten. Der Satz 190 weist schon darauf hin, 
daB die Projektivitaten 

(23) lJ (ID) = el)lD, ~ = !: 6' 
die aus der Projektivitat lJ in (11) bei Festhaltung der Punkte a und 
b und damit auch der Doppelpunkte a + b und a - b durch alleinige 
Veranderung des Parameters ttl hervorgehen, eine kontinuierliche ein­
gliedrige Gruppe bilden, deren Parameter eben jene GroBe ttl ist; und dies 
wird direkt bestatigt durch die Formel (96) des 15. Abschnitts, welche 
lautete 

(24) ~ = h, a 
a, h' 

und die man wegen (23) auch in der Form schreiben kann: 

(25) lJ (IDt) lJ (IDS) = lJ (IDI + IDS)' 

Man hat also den Satz: 
Satz 191: AIle diejenigen gleichlaufigen Projektivitaten 

(23) lJ(lD) = el)lD, ~=!,:, , 
welche dieselben getrennten reellen Doppelpunkte a + b und a- b 
haben, die also einer und derselben hyperbolischen Doppel-
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punkhinvolution ~ = ~ab' aber beliebigen Werten der ZahlgroBe a, 
"' zugehoren, bilden eine kontinuierliche eingliedrige Gruppe. 
deren Parameter eben jene ZahlgroBe "' ist. 

Erteilt man in der Gleichung (11) dem Parameter "' der Projektivi­
tat ~ = ~ (til) die besonderen Werte "' = ± g, wo 9 eine sehr groBe po­
sitive ZahlgroBe ist, die man schlieBlich unendlich groB werden liiBt, s() 
wird urn so .qenauer 

ell ell (a b b a) 
~(± Il) = ~ (1 ±~) = -2- a: b + a: b 

je gt'of3er man 9 wiihlt; also, immer in diesem Sinne, fiir UJ = + 9 

~ _ella+b'_~+lJ_e~2(a+b), 0 oder 
(+ Il) - 2 a, b - 2 a + b, a - b 

) ga+b,O 
(26 ~(+g) = e a+b. a- b' 
andererseits fiir UJ = - 9 

ell a - b, - (a - b) ell 0 , 2(a - b) oder 
~ (- 0) = -2- ---a,-- .. i)- = -2 Ct+ b,a .....:.. b 

(27) Il 0, a- b 
~ (- Il) = e a + b, a - b . 

Hieraus geht hervor 7 daB die beiden Projektivitiiten .p (+ co) und 
~ (_ co) zwei einfach entadende Projektivitiiten darsteIlen, die wie aile Projek­
tivitaten der Gruppe (11) die Punkte a + b und a - b zu Doppelpunkten 
baben, und zwar ist hei der Projektivitiit .p (+ co) der Punkt a + b der 
Hauptpunkt und del' Punkt a - b der Nulipunkt, bei der Projektivitat 
~ (_ 00) ist es umgekehrt. Man hat also den Satz: 

Satz 192: Die beiden in der kontinuierlichen eingliedrigen 
Gruppe gleichlaufiger Projektivitaten mit den gemeinsamen 
reellen Doppelpunkten a + b und a - b, namlich in der Gruppe 

~(tIl)=e~tIl7 ~=:':, , 
enthaltenen einfach enhrtenden Projektivitaten gehoren den 
Parameterwerten + 00 und - 00 zu und haben beziehlich den 
Punkt a + b zum Hauptpunkt, den Punkt a - b zum Nullpunkt 
und umgekehrt. 

Die Projektivitat ist gegenlauftg. 

Der analytische .Ausdruck einer gegenliiufigen Projektivitiit in der Ge­
raden. Es werde jetzt andererseits eine Projektivitiit q in der Geraden 
von dem Potenzwert (dem komhinatorischen Quadrat) - 1 betrachtet, das 
heiSt eine Projektivitiit, die der Gleichung Geniige leistet 

(28) lq!] = - 1. 
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Eine solche Projektivitat ist nach Satz 96 gegenlaufig und besitzt 
nach Satz 102 zwei getrennte reelle Doppelpunkte. 1st wieder ~ die zu 
ihr gehOrende hyperbolische Doppelpunktsinvolution, und zwar genommen 
mit dem Potenzwert - 1, und ist ferner wie in (4) 

·(29) ~ = ~ a,b' 
:80 wird auch wie in (5) und (6) 

(30) [~2J = - 1 und 
(31) ~2 = 1; 

und auch die 
Projektivitat q 

(32) 

der Gleichung (1) entsprechende Summendarstellung del' 
lautet dann wieder 

q = a + g~, ~ =:': , 
wo a und g zwei reelle ZahlgroBen sind. Aus dieser Gleichung aber folgt 
auch wieder Wle auf Seite 265 fur das kombinatorische Quadrat von q 
der Wert 

mit Riicksicht auf (28) und (30) wird OOher 
_ 1 = as _ g2, 

1 = g2 - a!. 

das heiSt 

(33) 

(34) 

Man kann also setzen 
{g = cosh UJ 

a = sinh ttl, 

wo UJ eine reelle 
Gleichung (32) in 

ZahlgroBe bedeutet, und es verwandelt sich somit die 

(35) q = sinh ttl + ~ cosh ttl , 
oder wegen (31) in 

q = ~2 sinh ttl + ~ cosh IU, das heiBt in 

(36) " = ~ (cosh ttl + ~ sinh ttl), ~ = ~.!_a. a,b 
oder endlich wegen (11) in 

(37) q =~eb\u, 

Man hat daher den Satz: 

~ = b, a. 
a, b 

Satz 193: 1st ~ = b,a 
a,b 

.d ie Doppel punktsin vol u tion einer gegenla ufigen Proj ekti vi tat 
q in der Geraden, so laSt sich diese Projektivitat aIs Funktion 
dieser Doppelpunktsinvolution ~ und eines reellen Parameters 
UJ darstellen mittelst der Formel 

(38) q = sinh ttl + ~ cosh ttl = .~ (cosh ttl + ~ sinh UJ) = ~eh, ,=:: 6' 
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Veranschaulichung einer gegenlaufigen Projektivitiit in der Geraden. 
Zur Veranschaulichung del' betrachteten Projektivitat kann man sich 
wieder wie auf Seite 268 ff. del' Projektion von einem del' beiden Punkte 
s und t bedienen, in denen sich die Kreise 
mit den Durchmessern a b und (a + b) (b - a) 
schneiden (vgl. Figur 122). 

Man nehme dann diejenigen beiden 
konjugierten gleichseitigen Hyperbelzweige 
zu Hiilfe, welche einen von diesen beiden 
Punkten, etwa den Punkt s, zum Mittel­
punkte und die gleich langen und zueinander 
senkrechten Stabe (vgl. Seite 212f.) 

(39) A = [saj, B = [sb] 

zu Halbachsen haben, so gehoren die Stabe 
A + B und B - A den Asymptoten diesel' 
heiden gleichseitigen Hyperbelzweige an. 

Diese beiden Hyperbelzweige liefern 
dann unmittelbar ein anschauliches Bild del' 
zu IT perspektiven Ptojektivitat 0 im Strahl­
btisehel mit dem Seheitel s, niimlich von 
del' Projektivitiit 

B A 
O ='" e!:lm ,'" ' ~ ~ = A B' , (40) 

indem durch die ProjektivitatOjedem Strahle Fig. 122. 

X derjenige Strahl X~ePUJ zugewiesen wi I'd, der aus X hervorgeht, wenn 
man zu dem Strahle X den konjugierten Strahl X~ in del' Strahlinvolution 
~ aufsucht, (das heiSt, den Strahl X an dem Asymptotellpaar der beiden 
konjugierten Hyperbelzweige spiegelt), und den so gewonnenen Strahl X~ 
einer Sektorschwenkung yom Parameter ttl in bezug auf die beiden konju-
gierten Hyperbelzweige unterwirft. ' 

Aus dieser Projektivitat im Strahlbiischel mit dem Scheitel s wird 
nun abel' die Projektivitat IT durch die Gerade ab ausgeschnitten, und 
man hat somit den Satz: 

Satz 194: Jede gegenlaufige Projektivitiit in del' Geraden 
liiBt sich als perspektives Abbild einer mit einer Spiegelung an 
dem Asymptotenpaar verkniipften Sektorschwenkung in bezug 
auf zwei konjugierte gleichseitige Hyperbelzweige darstellen. 

Die Figur 122 zeigt ferner noeh: Wahrend del' bewegliehe Punkt del' 
ersten Punktreihe von a aus tiber den ersten Doppelpunkt a + b naeh x 
geht, kommt ihm del' zugeordnete Punkt del' zweiten Punktreihe von 

Gra.Bmann. Projektive Geometrie d. Ebene. I. 18 
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seiner Anfangslage 

aus entgegen, begegnet ihm in dem ersten Doppelpunkt a + b und er­
reicht, wahrend jener in X anlangt, die Lage 

x' = x~e~ttl. 

Und wahrend der erste Punkt von x aus iiber den zweiten Doppelpunkt 
b - a und das Unendliche wieder zu seiner Ausgangslage a zuriickkehrt, 
geht der zugeordnete Punkt durchs Unendliche und den zweiten Doppel­
punkt b - a, in dem er sich mit dem ersten Punkte zum zweiten Male 
begegnet, nach a' zuriick. 

Das System aller gegenliiufigen Projektivitiiten mit zwei gemeinsamen 
getrennten reellen Doppelpunkten. 1m Gegensatz zu den gleichHiufigen 
Projektivitaten mit denselben reellen Doppelpunkten bildet die Gesamtheit 
der gegenlaufigen Projektivitaten mit gemeinsamen reellen Doppelpunkten 
keine Gruppe. 

Dies folgt schon begrifflich daraus, daB ja die Folge zweier gegen­
laufigen Projektivitaten notwendig eine gleichlaufige Projektivitat sem 
muB, ergibt sich abel' auch leicht durch Rechnung. 

Bildet man namlich aus zweien von den Projektivitaten 

(41) q( ) = lie~ttl ~ = b_0' 
ID 'J, a,b' 

in denen man die Punkte a und b und damit die Involution ~ als fest 
gegeben, die ZahlgroBe ttl abel' als veriinderlich ansieht, das heiBt aus den 
Projektivitaten 

(42) { 
q(ttll) = ~e~ID, 

q(lD2) = ~e~lD. 

das Folgeprodukt, so erhalt man 

(43) q(IU l)q(ttl2) = ~e~ttll~e~ttl2 

oder, wenn man beriicksichtigt, daB nach Satz 131 
~e~ttll = e~ttl, ~ 

und nach Formel (31) 
~2 = 1 ist 

q (ttll) q (ttl2) = e ~ttl, e~ttl2 

oder endlich nach Formel (24) 

(44) q (lDl)q (ttl2) = e OOD, +ID.). 

Diese Formel zeigt in del' Tat, daB die gegenliiufigen Abbildungen 
q (ID) fiir sich die Gruppeneigenschaft nicht besitzen. Dagegen bilden sie 
zusammen mit den gleichlaufigen Projektivitaten 

1'(1D) = eOID, 
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welche mit den Abbildungen q(w) ihre Doppelpunktsillvolution ~ = b, ab a, 
gemein haben, eine allerdings diskontinuierliche Gruppe (vgl. Satz 178). 
Man hat also den Satz: 

Satz 195: AIle gleichliiufigen und gegenliiufigen Projektivi-
tiiten 

{
-p(W) = eIJ W und 

q(w) = ~e"w, 
welche dieselben getrennten reeIlen Doppelpunkte a + b und 
a - b haben, die also einer und derselben hyperbolischen Doppel-

punktsinvolution ~ = b, ab, aber belie bigen Werten des Parameters 
a, 

\tJ zugehoren, bilden zusammen eine diskontinuierliche Gruppe, 
w elche die kontinuierliche eingliedrige Gruppe del' gleichliiu­
figen Projektivitiiten 

foW f, b, a 
-P(Ill) = e~ , OJ = a,-b 

aHein als Teilgruppe in sich enthiilt. Dagegen bilden die gegen­
laufigen Projektivitaten 

q(w) = ~e"lV, ~ =-=!' 6 , 
fiir sich keine Gruppe. 

Erleilt man in der obigen Gleichung 

(35) q (Ill) = sinh \tJ + ~ cosh \tJ, ~ = b, a 
a, b 

dem Parameter \tJ die Werle ± g, wo 9 eine sahr groBe 
gro8e ist, so wird urn so genauer 

eO eO( a b b a) q(± 0) = -(± 1 + ~) = -- ± -'- + -'-
2 2 a, b a, b 

positive Zahl-

je gro[jer man 9 wiihlt; also, irnmer in diesern Sinne, fiir \tJ = + 9 

eO a+ b, a+ b 
q(+g) ="2 a b--

(45) 
ferner fiil' \tJ = - 9 

(46) 

, 
eO 2(a+b), 0 

=2 a+b, a-b oder 

oa+ b, 0 
q(+o) = e a+b, a-b' 

eQb-a, a-b 
q(- 0) ="2 a b , 

eO 0, -2(a-b) 
="2a+b, a-b 

0, -(a-b) 
q(-O)=eoa + b , a-b' 

oder 

18* 
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Fiir die Argumente ttl = ± 00 ergeben sich also auch aus der Projektivitat 
q (IU) zwei entartende Projektivitaten, von denen iibrigens die Projektivitat 
q(+ao) mit der oben betrachteten Projektivitiit *,(+ao) (vgl. Gleichung (26» 
genau iibereinstimmt, wahrend die Pl'ojektivitat q (_ ao) sich von der Pro­
jektivitiit *' (_ 00) (vgl. Gleichung (27)) nur dem Vorzeichen nach unter­
scheidet. Man hat also den Satz: 

Satz 196: In dem System gegenlaufiger Projektivitaten mit 
den reellen D oppelpunkten a + b und a - b, deren A b bildungs­
briiche nach Satz 193 die Darstellung gestatten 

q(W)=~e-w, ~=!, ~, , 
entsprechen den Parameterwerten ttl = + 00 und ttl = - 00 zwei 
einfach entartende Projektivitatenj dieselben sind von den ein­
fach entartenden Projektivitaten der Gruppe 

*'(w) = e- tIJ, ~ = !' : , 
nicht wesentlich verschieden (vgl. Satz 192). 

Das letztere erkliirt sich dadurch, daB das System der Abbildungen 
q(w) und die Gruppe der Abbildungen .p(w)' wie die Gleichungen (7) 
und (32) zeigen, eusammen ein Biischel von Projektivitiiten mit gemein­
samen getrennten reellen Doppelpunkten bilden. Ein solches aber enthiilt 
nach Satz 180 zwei einfach entartende Projektivitiiten von der im Satz 192 
beschriebenen Art. 

Abschnitt 21. 

Harmonische Projektivitllten. 

Das Verschwinden des kombinatorischen Produktes eweier Projektivi­
tiiten derselben Geraden: Begriff harmonischer Projektivitiiten. Wir gehen 
nunmehr zur Betrachtung zweier Projektivitaten 

(1) *' = ~~! und q = bu b;i 
el , e!i eu e!i 

derselben Geraden tiber, deren kom binatorisches Produkt verschwindet, 
zwischen denen also die Gleichung besteht 

00 ~~=Q 
Wir nennen zwei Abbildungen dieser Art in Anlehnung an eine Bezeich­
nung von Segre "harmonisch"l) und stellen uns die Aufgabe, die geo­
metrischen Beziehungen zwischen zwei solchen Abbildungen zu ermitteln. 

1) Harmonische Projektivitaten einer Geraden wurden unter der Bezeichnung 
"konjugierte Projektivitaten« zuerst von Stephanos in seiner Bchon auf Seite 131 
und 145 zitierten Arbeit, Math. Ann., Bd. 22 (1881l), Seite 304. fI". genauer untersucht (vgl. 
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Nach Gleichung (20) des 13. Abschnitts ist das kombinatorische Pro­
dukt [lJq] durch die Gleichung definiert: 

(3) [lJq] = [:l..!!..J,q] = (~~.~. e,qL-:J~~ .. t:_~!!IJ = [albtt- [a~bl] 
relet] 2 [ele!] 2 [elet ] . 

Die Gleichung (2) la6t sich daher auch in der Form schreiben: 

(4) [alibI] = [at b2J. 
In dieser erinnerl sie a.n die in der Gleichung (3) des 15. Abschnitts ge­
fundene Bedingung 
(5) [ellat] = [et~] 

fiir den involutorischen Charakter der Projektivitiit au at 
e" e2 

In der Tat 

unterscheidet sich die Gleichung (4) von del' Gleichung (5) nur dadurch, 
daB die Buchstaben el , ell; at, all durch die Buchstaben at, all j bt , bll er­
setzt sind. Die Gleichung (4) knnn daher als die Bedingung da.filr auf:' 
gefaBt werden, da6 der Bruch 

(6) 

eine Involution darstellt. Die Nenner und Zahler dieses Bruches 
aber beziehlich mit den Zahlem der Briiche , und q iiberein. 
riicksichtigt man noch, da6 nach Satz 81 

(7) 

stimmen 
Und be-

ist, so erhalt man zwischen den Projektivitiiten , und q, deren kombina­
torisches Produkt verschwindet, die Beziehung 

(8) q = ,S. 

Dabei ist freilich noch eine Bemerkung hinzuzufiigen. Damit namlich 

der Bruch "1' b. iiberhaupt einen Sinn habe, ist erforderlich, daB das 
au II. 

iluBere Produkt seiner Nenner von Null verschiedell seij oder do. diese 
Nenner zugleich die Zahler der Projektivitiit , hilden, daB der Potenzwert 
von , 
(9) 

insbesondere S. 320)_ Etwas spater fiihrte Segre fUr ~ie den heute gebrii.ucblicbercn 
Namen "harmonische Projektivitltten" ein. Vgl. Segre, Note sur les homographies 
bin aires et leurs faisceaux, Journal fiir die reine und angewandte Mathematik, Bd. 100 
(1887), S. 318. Inzwischen hatte H. Wiener in seiner Habilitationsschrift (Rein 
geometriBche Theorie der Darstellung binarer Formen durch Punktgruppen auf der 
Geraden, Darmstadt, 1881'>, S. 27ff.) die Beziehungen zweier harmonischen InvIJ/tt­
tionen auf geometrischem Wege entwickelt, und zwar, WfiS diese Arbeit besonders 
wertvoll macht, unter grundsatzlicher Vermeidung eines Zuriickgreifens auf die 
Doppelpunkte. 
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die Projektivitat II also umkehrbar sei. 1st diese Bedingung endllt, so 
zieht die Gleichung (4) oder (2) die Gleichung (8) nach sich. 

Man kann noch hinzufiigen, daB die Involution I umkehrbar ist oder 
nicht, je nachdem das Entsprechende bei del' Projektivitat q der Fall ist 
oder nicht. Denn die Umkehrbarkeit einer jeden Projektivitat, also auch 
die einer Involution in der Geraden, hangt da.von ab, ob das kombinatorische 
(auBere) Produkt ihrer Zahler = 0 oder + 0 ist. Dieses Produkt aber 
besitzt naeh (1) und (6) bei der Projektivitat q und der Involution I den­
selben Wert [bi b2]. Man hat daher den Satz: 

Satz 197: 1st von zwei harmonischen Projekti vitaten wenig­
stens eine umkehrbar, so laBt sieh die andere als Folge der 
ersteren und einer Involution darstellen; dabei ist diese In­
volution umkehrbar oder nieht, je naehdem das entsprechende 
fur die zweite Projektivitat zutrifft oder nieht. 

Es ist aber wichtig, daB die Umkehrung dieses Satzes auch dann gilt, 
wenn beide Projektivitaten entarten, da.B also allgemein der Satz besteht: 

Satz 198: Wenn von zwei Projektivitaten die eine eine Folge 
aus der anderen und einer Involution ist, so sind die beiden 
Projektivitaten harmonisch. 

In der Tat, ist die Projektivitat q die Folge der Projektivitat II und 
einer Involution I, also wieder wie oben 

(8) q = lIl, 

so wird das kombinatorisehe Produkt [lIq], dessen Verschwinden diehar­
monisehe Beziehung der beiden Projektivitaten II und q charakterisierte, 

[.- q] = [.-(.-1)] = relet . ~(~I)J = [el~·el~l] -[e, ~ ·e1 ~I] 
[e16,] 2 [el6,] 

oder, wenn wie gewohnlich 

gesetzt wird, 
[.-q] == ~~I] - [at· ~I]. 

2 [e1 el] 

Die rechte Seite dieser Gleichung aber verschwindet wegen der Grund­
eigenschaft der Involution (vgl. Gleiehung (8) des 15. Abschnitts), das 
heiBt, es ist wirklich 
(2) [.-q] = 0, 

und es ist somit gezeigt, daB die Gleichung (8) die Gleichung (2) nach 
sieh zieht, mogen nun die Projektivitaten .- und q umkehrbar sein 
oder nicht. 

Motivierung des Ausdrucks "harmonische Projektivitliten". Um. nun­
mehr die Bezeichnung "harmonische Projektivitaten" zu reehtfertigen, be-
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trachten wir den besonderen Fall, wo die erste von den beiden harmo­
nischen Abbildungen eine von der Deckung verschiedene Projektivitiit, mit 
swei getrennten reellen Doppelpunkten, die gweite aber eine Involution t ist. 

Bezeichnet man die Doppelpunkte der Projektivitat , mit dt und d'l' 
ihre Hauptzahlen mit II und Ill, so wird 

(10) 

WO II und Ij! zwei reelle ZahlgroBen sind, die der Ungleichung 
ell) II =1= III 

geniigen miissen, wenn, wie wir vorausgesetzt haben, die Projektivitat , 
von der Deckung verschieden sein solI. 

Nun lautete die Bedingungsgleichung dafiir, daB die Abbildungen 
... und t harmonisch seien, nach (2) 

(12) 0 = [,t]. 
Wendet man aber auf das Produkt [,tl die Formeln (18) und (8) des 
13. Abschnitts an und wiihlt statt der in der letzteren Formel auftretenden 
willkiirlichen Punkte y und g die Doppelpunkte dl und dt von " so 
nimmt die Bedingungsgleichung (12) die Form an 

oder wegen (10) 
(13) 

0= [dl d2 • ,t] = [dl , • d'2t] - [d2 , • dlt] 

Da ferner t nach der Voraussetzung eine Involution ist, so ist nach 
Formel (8) des 15. Abschnitts 

(14) [dl · dllt] = [dj!' dlt]. 

Die Gleichung (13) laBt sich daher auch in der Form schreiben: 

(II - I 2)[d2 • dl t] = 0, 
·oder wegen (11) in der Form 

(15) [dll • dl t] = O. 

Diese Gleichung aber sagt aus, daB die beiden Doppelpunkte dl und d2 

.der Projektivitat , ein Paar der Involution t bilden. Man hat also 

.den Satz: 
Satz 199: Die Doppelpunkte einer von der bloBen Deckung 

verschiedenen Projektivitiit in der Geraden bilden in jeder zu • ihr harmonischen Involution ein Paar. 
Und da auch riickwarts aus der Gleichung (15) die Gleichung (12) 

gefolgert werden kann, und zwar, was zu beachten ist, ganz unabhangig 
.davon, ob die Ungleichung (11) befriedigt wird oder nicht, so gilt auch 
.die Umkehrung: 
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Satz 200: J ede Involution, in der die Doppelpunkte emer 
Projektivitat ein Paar bilden, ist zu ihr harmonisch. 

DaB es bei diesem Satze nicht wie bei dem Satze 199 notig ist, den 
Fall del' Deckung auszunehmen, versteht sich nach Satz 106 von selbstj 
denn mit Riicksicht auf. den Begriff harmonischer Projektivitaten kann 
man diesen Satz auch in del' Form aussprechen: 

Satz 201: Eine jede Involution ist zu del' Identitiit (also auch 
zu del' Deckung) harmonisch, und umgekehrt ist jede Projek­
tivitiit, die zu del' Identitiit (odeI' del' Deckung) harmonisch ist, 
eine Involution. OdeI' auch: Eine projektive Abbildung ist dann 
und nul' dann involutorisch, wenn sie zu del' Deckung harmo­
nisch ist. 

Ubrigens kann man jetzt den Inhalt del' beiden Satze 199 und 20(} 
nnter Ansscheidung des Falles del' Deckung in dem folgenden einen Satze 
zusammenfassen: 

Satz 202: Eine von del' Deckung verschiedene Projektivitiit.p 
mit zwei getrennten reellen Doppelpunkten ist dann und nul' 
dann zu einer Involution t harmonisch, wenn die Doppelpunkte 
von lJ ein Paar von t bilden. 

Ein spezielles Interesse bietet noch del' Fall, wo nicht nul' die Pro­
jektivitat lJ, sondern auch die zu ihr harmonische Involution zwei getrennte 
reelle Doppelpunkte hat, wo also diese Involution hyperbolisch ist. Eine 
solche Involution hat nach Satz 117 die Eigenschaft, daB ein jedes Paal' 
derselben durch ihre Doppelpunkte harmonisch getrennt wirdj und umge­
kehrt bildet ein jedes Punktpaar, das zu den Doppelpunkten del' Invo­
lution harmonisch liegt, ein Paar del' Involution. Fur den besonderen 
Fall einer hyperbolischen Involution gestattet daher del' Satz 202 die Fassung: 

Satz 203: Eine Projektivitiit, die von del' Deckung ver­
schieden ist und zwei getrennte reelle Doppelpunkte hat, ist zu 
einer hyperbolischen Involution dann und nul' dann harmonisch, 
wenn die Doppelpunkte del' einen Abbildung durch die del' 
anderen harmonisch getrennt werden. 

Und hieraus ergibt sich noch del' spezielle Satz: 
Satz 204: In zwei zueinander harmonischen hyperbolischen 

Involutionen trennen sich die beiden Paare von Doppelele­
men ten harmonisch. 

Durch diese Satze ist die Bezeichnung "harmonische Projektivitaten" 
hinliinglich motiviert. 

Beziehung zwischen den Ableitzahlen der Zahler eweier gleichnamigen 
hamzonischen Projektivitiiten. Stent man zwei harmonische Projektivitaten 
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.tJ und ~ wie in den Gleichungen (1) durch zwei Briiche mit gleichen 
N ennern dar, setzt also wieder 

(1) 

so kann man die Definitionsgleichung del' harmonischen Beziehung beider 
Abbildungen, das heiBt die Gleichung 

(2) [,~] = 0, 

fiir die wir schon oben in (4) die folgende zweite Form entwickelt habell: 

(4) [alibI] = [aIb2], 

auch leicht durch eine Gleichung zwischen den Ableitzahlen ersetzen, 
mittelst deren sich die Zahler del' einen Projektivitat durch die der anderen 
ausdriicken lassen. Es sei etwa 

(16) 

eine solche Darstellung 
setzen wollen, 
(17) 

I b1 = ell a1 + ~2 all 

t bll = ClIl 01 + cll2a!; 

wird stets moglich sein, wenn, wle wlr voraus-

die Projektivitiit .tJ also umkehrbar ist. Alsdann wird 

[~bl] = - cU [a1 all] und 

[a1 bll ] = Cs,[aI all]; 

die Gleichung (4) verwandelt sich also mit Rucksicht auf (17) lD 

(18) ~1 = - cu' 

Und da auch riickwiirls aus der Gleichung (18) die Gleichung (4) und 
die gleichwertige Gleichung (2) folgt, so hat man den Satz: 

Satz 205: Zwei projektive Abbildungen derselben Geraden, 
von denen die eine umkehrbar ist, sind dann und nul' dann har­
monisch, wenn nach Gleichnamigmachung ihrer Abbildungs­
bruche zwischen den Ableitzahlen Cw mittelst deren sich die­
Ziihler der anderen aus denen del' ersteren ableiten lassen, die 
Beziehung herrscht 

OdeI' andel'S ausgedriickt: 
Macht man die Briiche fur zwei harmonische Projektivi­

tiiten , und ~, von denen die erstel'e umkehrbar ist, gleich­
namig und driickt iiberdies die Zahler del' zweiten durch die del' 
ersteren aus, so nehmen die Projektivitiiten die Form an: 

(19) 
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Dabei wird iibrigens, wie ausdrucklich bemerkt werden mag, 1m all-
gemeinen 

Umgekehrl: Besitzen die 
titen derselben Geraden 
titen harmonisch. 

Ctl =+= el2 sein. 
Ab bild ungs briiche zweier Projekti vi­
die Form (19), so sind die Projektivi-

Durch besondere Wahl der gemeinsamen Nennerpunkte ~ und ~ kann 
man es noch stets erreichen, daB del' Koeffizient cll verschwindet, daS 
also die Briiche .tJ und q die Form annehmen: 

(20) .tJ = a1 • all und q = cllla., cn a1 • 
e1 , ell elJ et ' 

ja man kann dabei 80gar noch einen von den beiden N ennern ~ und el , 

etwa den ersten N enner el , ganz beliebig wahlen. In del' Tat braucht 
man, um dem Bruch q die Form (20) zu verleihen, nur iiber den Nenner e, 
del' beiden Bruche in del' Weise zu verfiigen, daB 

(21) e2 q = all), 
das heiSt wegen (20), 
(22) 

wird, woraus, falls auch del' Bruch q umkehrbar ist, durch Auflosung 
nach e2 folgt, daS 

(23) 

gemacht werden muS. Hat man in dieser Weise den Punkt e2 bestimmt, 
so wird, wie del' Vergleich del' Gleichungen (19) und (21) zeigt, 

(24) ~l = 0, 
und del' Ausdruck fiir q aus (19) reduzierl sich also wirklich auf die 
Form (20). Dabei ist nach (23) del' zweite Nenner ~ derjenige Punkt, 
den man erhalt, wenn man den ersten Nenner el zuerst der Abbildung .tJ 
unterwirft und dann den transformierlen Punkt el.tJ del' zu q inversen Ab-

bildung ~. Man hat also den Satz: 
q 

Satz 206: Zwei umkehrbare harmonische Projektivititen .tJ 
und q lassen sich stets durch zwei Briiche von der Form 

darsteUen2). 

Andererseits laBt sich die Forderung, der Koeffizient cll solie in der 

1) Dabei gebrauchen wir das Zeichen = nach dem Vorbilde vou Mobius (Der 
baryzentrische Calcul, Leipzig 1827, § 15, 6. Ges&mmelte Werke, Bd. I, Leipzig 1885, 
Seite 38f.) fiir zwei extensive GroJ3en, die "bis auf einen Zahlfaktor einander gleich 
sind" und lesen os "zusammenfallend mit". 

2) Vgl. Segre, Journal fiir die r. u. a. Mathematik, Bd. 100 (1887), S. 317f. 
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Darstellung (19) des Bruches If verschwinden, im allgemeinen nicht mehr 
erfiiIlen, wenn nicht wenigstens einer von den beiden Nennern der beiden 
harmonischen Abbildungen frei verfiigbar ist. Solltan dagegen beide 
N enner schon anderweitig festgelegt sein, so schliefit die Forderung des 
Verschwindens von ~l bereits eine weitere Spezialisierung der zu .tJ har­
monischen Abbildung If ein. 

1st zum Beispiel .tJ eine von der Deckung verschiedene umkehrbare 
Projektivitat mit zwei getrennt liegenden reellen Doppelpunkten dl und dJ , 

und ist dieselbe III ihrer N ormalform, das heifit in der Form 

(25) lJ = tA. tlal 
al • at 

gegeben, wo die beiden Hauptzahlen tl und t2 von Null verschieden und 
atl8erdem 
(26) tl 9= t2 

ist, und will man die Nenner dl und ds auch fiir die zu lJ harmonische 
Projektivitat If festhalten, so wird nach (19) 

(27) 

Verlangt man jetzt noch 
Bruch If auf die Form 

(28) 

der 

eu tt at. Ctl tl a l If- -------- all at· 
Dieser Bruch aber ist der Ausdruck fiir eine Involution; denn durch den­
selben werden die Punkte dl und ds einander wechselseitig zugewiesen. 
Die Forderung (24) bedingt also in dem FaIle, wo die Doppelpunkte der 
einen von den beiden harmonischen Projektivitaten zu gemeinsamen 
Nennern der beiden Abbildungen gewahlt sind, involutorischen Charakter 
der anderen. 

Entartende harmonische Projektivitiiten. Man konnte geneigt sein, die 
bei dem Satze 197 eingefiihrte Beschrankung auf Projektivitaten, von 
denen wenigstens eine umkehrbar ist, fiir' entbehrlich zu halten. Um 
jeden Zweifel an der Notwendigkeit dieser Beschrankung auszuschlie8en, 
behandeln wir gesondert die Beziehungen, die sich ergeben, wenn von den 
beiden harmonischen Projektivitaten die eine oder auch beide entartende 
Projektivitiiten sind. 

1st zuerst die Abbildung .tJ eine (einfach) entartende Projektivitat, 
1l dagegen umkehrbar, das heiSt eine nicht entartende Projektivitat, so 
stelle man die Abbildung lJ nach Gleichung (40) des 13. Abschnitts in 
der Form 

(29) 
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dar, in der al den Hauptpunkt und a den Nullpunkt der Projektivitiit 11 
bedeutet; dann wird das kombinatorische Produkt: 

oder da wegen 

[ h ] = [eta·tJq] = [ettJ·aq]-[ct q·atJl 
"Il. [eta] 2 [e1a] , 

(29) 
all = 0 und el ll = a l ist, 

(30) [ h ] = [at· aq] 
"Il 2 [eta] . 

Die Bedingungsgleichung flir die harmonische Lage beider Projektivitiiten, 
das heiBt die Gleichung 
(31) [1l1l] = 0, 
nimmt daher die Form an: 
(32) [al . all] = O. 

Da aber nach der Voraussetzung die Projektivitiit Il umkehrbar sein soIl, 
so gibt es in derzu transformierenden Punktreihe keinen Punkt, des sen 
Bild hinsichtlich der Projektivitiit Il verschwindet; insbesondere ist daher auch 

(33) all =l= O. 
Die Gleichung (32) kann also nicht anders bestehen, als wenn 

(34) all = gal ist, wo g =l= 0 ist, 
und andererseits wird sie in diesem FaIle auch stets erfiillt. 

Die Gleichung (34) aber zeigt, daB die Projektivitiit Il den Null· 
punkt a der Projektivitiit II in deren Hauptpunkt al uberflihrt. Man· hat 
daher den Satz: 

Satz 207: Eine entartende Projektivitiit II ist zu einer um­
kehrbaren Projektivitiit Il dann und nur dann harmonisch, wenn 
diese deren N ullpunkt in deren Hauptpunkt uberfiihrtl). 

Sind andererseits die beiden harmonischen Projektivitiiten 11 und Il 
(einfach) entartende Projektivitiiten, und bezeichnet man ihre Hauptpunkte 
mit al und bll ihre N ullpunkte mit a und b, so lassen sich die beiden 
Projektivitiiten durch die Brliche darstellen 

(35) h _ ~l,!l 
"-e1,a' 

wo el ein ganz beliebiger Punkt der zu transformierenden Punktreihe iet, 
der nur von den beiden N ullpunkten a und b der Projektivitiiten II und 
Il riiumlich verschieden sein muB. 

Das kombinatorische Produkt der beiden Projektivitiiten wird dann 
genau wie oben dargestellt durch die Gleichung (30), und die Bedingung 

1) In der auf S. 277 und 282 zitierten Arbeit von Segre, Journal fiix die reine 
und angewandte Mathematik, Bd. 100 (1887), S. 318, ist der obige Satz ohne Be­
weis und nicht ganz exakt ausgesprochen. 
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fiir die harmonische Lage der Projektivitiiten .IJ und q lautet daher wieder 

(32) [a1 ·aq1=0. 
Diese Gleichung aber liiBt sich dieses Mal auf doppelte Weise be­

friedigen: 
Erstens kann sle dadurch erfiillt werden, daB das Produkt 

(36) aq = 0 

ist; dann ist der Nullpunkt a von .IJ zugleich der Nullpunkt von q, das 
heiBt, die Nullpnnkte beider Projektivitiiten fallen zusammen. 

Zweitens abel' kann del' Gleichung (32) auch dadurch geniigt werden, 
daB wie oben auf Seite 284 die Gleichung besteht 

(37) aq = gOl, g =F O. 

Dann wird durch die entartende Projektivitiit q dem Punkte a der Haupt­
punkt a1 von .IJ zugewiesen. Da nun aber wegen (37) und (35) 

aq =F 0, 
und b der N ullpunkt von q ist, so ist a von b raumlich verschieden. Die 
entartende Projektivitat " fiihrt aber jeden von dem N ullpunkte h raumlich 
verschiedenen Punkt in ihren Hauptpunkt b1 iiber. Insbesondere wird 
daher auch 
(38) 

folglich fallt del' Hauptpunkt a1 von .IJ mit dem Hauptpunkt bl von q 
zusammen. Del' zweit.e Fall der harmonischen Lage zweier entartenden 
Projektivitiiten ist also dadurch charakterisiert, daB die Hauptpunkte beider 
Projektivitaten zusammenfaUen. 

Natiirlich wird die Gleichung (32) auch dann befriedigt, wenn sowohl 
die Nullpunkte wie die Hattptpunkte der beiden entartenden Projektiviliiten 
.IJ und " vereint liegen. In diesem Faile gestatten die beiden Projekti­
vita ten .IJ und q die Darstellung 

(39) 

unter 9 eine ZahlgroBe verstanden. Zwischen den beiden Projektivitaten 
.IJ und q besteht daher die Beziehung 

(40) q = g.IJ, 
das heiBt, sie unterscheiden sich voneinander nur um emen Zahlfaktor. 
Ferner wird jetzt wie im Fall 1 

a" = 0, 
die Gleichung (32) somit wirklich erfiint. Ubrigens kann man m diesem 
Faile auch direkt die urspriingliche Bedingullgsgleichung 

(31) [.!Jq] = 0 
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fiir die harmonische Lage zweier Projektivitiiten lJ und q aus der Be­
dingung 
(41) [lJi] = 0 

filr das Entarten der Projektivitiit lJ herleiten. Denn es wird wegen (40) 

(42) [lJq] = [lJ . glJ] = g[112] = O. 

FaSt man die gewonnenen Ergebnisse zusammen, so erhiilt man den Satz: 
Satz 208: Satz von Aschieri. Zwei einfach entartende Pro­

jektivitiiten einer Geraden sind dann und nur dann zueinander 
harmonisch, wenn entweder ihre Nullpunkte oder ihre Haupt­
punkte zusammenfallen, oder wenn beides gleichzeitig statt­
findetl). 

Nun gingen wir auf Seite 283 von der Frage aus, ob die in dem 
Satze 197 eingefiihrte Einschrankung auf Projektivitiiten, von denen 
wenigstens eine umkehrbar ist, nicht vielleicht entbehrlich sei. Dies wiirde 
zutreifen, wenn in dem Falle harmonischer Lage zweier entartenden Pro­
jektivitaten 11 und q stets eine Gleichung von der Form 

(43) q = l1j 

geIten solite, wo j eine Involution ist. Dies ist aber nicht der Fall. 
In dem FaIle freilich, wo die Nullpunkte der beiden Projektivitaten 

zusammenfallen, besteht eine Gleichung von der Form (43). Sind zu­
niichst in diesem Falle die beiden Hauptpwnkte riiumlich voneinander ver­
schieden, so lassen die beiden entartenden Projektivitaten die Darstellung zu 

(44) 

wo al von bl riiumlich verschieden ist. Man nehme alsdann eine Invo­
lution j zu Hiilfe, in der die beiden Hauptpunkte a1 und b1 der beiden 
entartenden Projektivitaten 11 und q ein Paar bilden, setze also etwa 

(45) 
dann wird 

(46) 

womit das Bestehen einer Gleichung von der Form (43) bewiesen ist. 
Aber auch in dem Falle, wo gleichzeitig die Nullpunkte und Haupt­

punkte beider Projektivitiiten zusammenfallen, liiSt sich eine Involution J 
angeben, durch welche die Gleichung (43) befriedigt wird. In der Tat, 
ist wieder wie in (39) 

1) Vgl. die oben auf Seite 146 zitierte Arbeit von Aschieri, Rendiconti del 
R. Istituto Lombardo, Serie II, Vol. XXII (1889). § o. Nr. 7. 



(47) 

so wird 

(48) 

Abschnitt 21, Gleichung (41) bis (54). Satz 208. 

ga1• 0 h .. = --- = g,., e1 • a 

h a1 .O a1 , 0 a]> -b a1 , 0 ga]> -gb q=g,.=g-=g---=-- . eu a e1 , a a1 , b e1 , a a]> b 
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wo b ein von al raumlich verschiedener, sonst aber ganz beliebiger Punkt 
ist. Bier stellt der Bruch 

g"t, - gb 
a]> b 

nach Satz 103 eine Involution dar. Setzt man also 

(49) 

so wird wirklich, wie gefordert, 

(43) 

Dagegen besteht, wie man sogleich sieht, eine Gleichung von der Form (43) 
nicht mehr fur zwei einfach entartende Projektivitaten, deren Hauptpunkte 
zusammenfallen, wahrend ihre Nullpunkte raumlich voneinander ver­
schieden sind. In der Tat, sind 

(50) h a]> 0 d ga1'O ,.=-- un q=--
e]> a e1 , b' 

die beiden zueinander harmonischen einfach entarlenden Projektivitiiten 
mit raumlich verschiedenen Nullpunkten a und b und den voneinander 
nur um einen Zahlfaktor 9 abweichenden Hauptpunkten al und gau so 
kann man zwar leicht eine Involution ~ angeben, fur welche die Gleichung 

(51) 

besteht, aber es gibt keine Involution I, die der Gleichung (43) ent­
spricht. 

Um eine Involution ~ zu finden, welche die Gleichung (51) befriedigt, 
verfiige man uber die Massen der beiden Nullpunkte a und b in dar 
Weise, daB 
(52) el = a + b 

wird. Alsdann ist die Involution 

(53) ~ = gb, g~ = .!IJa±~~_ga = ge1 '-.lta 
a, b a+b, b e1 , b 

die gewiinschte Involution; denn es wird das Produkt 

(54) 

Die Gleichung (51) wird also in der Tat durch die Involution (53) be­
friedigt. 

Jndes ist es ofl'enbar unmoglich; eine Involution ~ zu finden, fur die 
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zwischen den Projektivitiiten (50) eine Gleichung von der Form (43) be­
steht, fiir die also 

(55) 

wiire, weil durch Multiplikation der Projektivitiit at> 0 mit einer ganz be-
el , a 

liebigen Involution doch immer nur wieder eine Projektivitiit entstehen 
kann, die dem Punkte a die ZahlgroBe 0 zuweist. Nun soll aber der 
Gleichung (55) zufolge die durch die Multiplikation mit ~ hervorgehende 
Projektivitiit zugleich dem von a riiumlich verschiedenen Punkte b die 
ZahlgroBe 0 zuordnen. Dann wiirde dieselbe aber iiberhaupt jedem Punkte 
die ZahlgroBe 0 zuweisen und konnte daher nicht den Punkt el in den 
von Null verschiedenen Punkt gal iiberfiihren. 

Damit ist bewiesen, daB die in dem Satze 197 enthaltene Einschriin­
kung auf Projektivitiiten, von denen wenigstens eine umkehrbar ist, wirk­
lich erforderlich war. Zugleich aber geht aus unseren Betrachtungen 
hervor, daB man dem Satze 197 den folgenden, speziell fiir entarlende 
Projektivitiiten geltenden Satz an die Seite stellen kann: 

Satz 209: Zwei einfach entartende Projektivitiiten ~ und q 
sind dann und nur dann harmonisch, wenn sich eine Involution 
j finden liiBt fiir die 

entweder 
oder 

11~ = q 

~11 = q ist. 

Abschnitt 22. 

Das Gebiet aller Projektivitiiten in einer Geraden. 

Die vier Brucheinheiten, aus denen alle Projektivitiiten einer Geraden 
ableitbar sind. U ill einen Uberblick liber alie in einer Geraden vor­
kommenden Projektivitiiten zu gewinnen, gehen wir aus von den folgenden 
VIer einfach entartenden Projektivitiiten: 

(1) 

die wir als die vier "Brucheinheiten fiir die Projektivitiiten del' 
Geraden el e2 " bezeichnen wollen 1), und von denen spezieli die Projekti­
vitiiten ta und t21 nach Satz 136 zwei parabolische Involutionen dar­
stelien. 

Nach dem Begriff des extensiven Bruches geniigen die vier Bruch-

1) Vgl. H. Gra6mann, Die Ausdehnungslehre. Berlin, 1862. Nr.381. (Ge­
sammelte mathematische und physikalische Werke, Bd. 1, Teil 2. Leipzig, 1896.) 



Abschn. 21, Gleich. (55); Abschn. 22, Gleich. (1) bis (8). Satz 209 und 210. 2~9 

.einheiten den Gleichungen 

(2) 
reI tll = eJ , el tIll = ~, el elll = 0, el eiS = 0, 
l ~ ell = 0, e2 en = 0, ell e21 = el1 ell en = ell , 

die man auch in den Gleichungen zusammenfassen kann 

(3) 
I erers = e. 
t et ers = 0, t =l= r. 

Ferner lauten die Gleichungen, welche die Brucheinheiteu als entartende 
Projektivitaten charakterisieren, 

(4) 0 = [e~l] = [e~2J = [e~l] = [e:2]· 
Die analytische Bedeutung der Brucheinheiten und damit zugleich den 
Grund fitr die Wahl ihres N amens findet man, wenn man den Satz beweist: 

Satz 210: Jede Projektivitat in einer Geraden liiBt sich als 
V ielfachensumme von vier Brucheinheiten dieser Geraden dar­
-stellen, und zwar nur auf eine Weise und mittelst reeller Ableit­
zahlen. 

Es sei 

(5) 

-eine beliebige Projektivitat ill del' Geraden el ell und wie gewohnlich 

(6) ral = allel + ailiell 

tal! = a2l e1 + ~2el!' 
so laBt sich die Projektivitat 1I durch di~ folgende Vielfachensumme 
Brucheinheiten ers ausdriicken: 

(7) .tJ = all tll + all! el2 + a~l till + tlzll tu . 

der 

Multipliziert man namlich mit dieser Vielfachensumme die Nennerpunkte 
el und l1! des Bruches lJ, so erhalt man gerade seine Zahler a l und as. 
In der Tat wird wegen (3) 

(8) reI (all ell + au ta + a21 till + a22 t 22 ) = all el + allieS = a l 

t l1! (~l tll + al2 tl2 + aliI t21 + a1l2 till!) = ~l e1 + a22 e2 = all . 

Damit aber ist die Richtigkeit der Gleichung (7) bewiesen. 
DaB die Ableitzahlell der Vielfachensumme (7) auch reell sind, folgt 

daraus, daB sie mit den Ableitzahlell der Zahler des Bruches *" iiberein­
stimmen, die wir auf Seite 113f. als reeil vorausgesetzt haben. 

Um endlich auch die in dem Satze 210 behauptete Eindeutigkeit der 
Darsteilung einer Projektivitat als lineare homogene Funktion der vier 
Brucheinheiten zu beweisen, zeige man zunachst, daB das Verschwindell 
einer linearen hOll1ogellell Funktion der vier Brucheinheiten das Verschwindell 
ihrer samtlichen Zahlkoeftiziellten nach sich zieht. 

GraBmallU, Projektivp Geometrie d. Ebene. I. 19 
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Angenommen niimlich, es bestande zwischen den vier BrucheinheiU>I1 
eine lineare homogene Gleichung von der Form 

(*) 
in del' die cik reelle Zahlgri:iBen sind, so multipliziere man mit diesel' 
Gleichung die beiden Punkte el und e, und erhalt so mit Riicksicht auf 
(3) die Gleichungen 

{o = cUel + clll e2 

0= cSlel + e2l1 e" 

aus denen wegen del' raumlichen Verschiedenheit del' Punkte el und elt 

foIgt, daB 
Cll = ~2 = CSI = ClIlI = 0 

ist, daB also eine Gleichung von del' Form (*) das Verschwinden ihrer 
samtlichen Zahlkoeffizienten nach sich zieht; die vier Brucheinheiten 
sind somit nach Seite 256 linear unabhangig voneinander, und man hat 
den Satz: 

Satz 211: Das Verschwinden einer linearen homogenen Funk­
tion del' vier Brucheinheiten zieht das Verschwinden ihrer samt­
lichen Zahlkoeffizienten nach sich. OdeI' andel'S ausgedriickt: 
Die vier Brucheinheiten fiir die Projektivi taten einer Geraden 
sind linear unabhangig voneinander. 

Gabe es jetzt fiir eine Projektivitat lJ zwei Darstellungen als Viel­
fachensummen der Brucheinheiten: 

(**) { lJ = ~l fll + au fIll + a 21 flll + a ll2 ftB und 

lJ = btl fll + b12 f12 + b2t f21 + b2l1 fll2 , 

so wiil'de durch Subtraktion diesel' beiden Gleichungen die lineare homo­
gene Gleichung zwischen den vier Brucheinheiten folgen 

0= (all - bll)fu + (al~ - bIll) t12 + (a21 - b21)t21 + (a22 - b,2)f2,. 

Diese abel' zieht nach Satz 211 das Verschwinden ihrer samtlichen Zahl­
koeffizienten nach sieh, das heiBt, wil' el'halten die Gleiehungen 

all = blv a12 = bIll' a21 = bllv a, = b'lI' 
II 

welche zeigen, daB die beiden Darstellungen (**) del' Projektivitat lJ mit-
einander identiseh sind. Damit ist del' Satz 210 vollstiindig bewiesen. 

Die Moglichkeit, alIe Projektivitiiten einer Geraden aus vier linear 
unabhiingigen Projektivitaten dieser Geraden, namlieh aus vier Bruchein­
heiten derselben llumerisch abzuleiten, berechtigt uns dazu, die Gesamtheit 
aller Projektivitiiten einer Geraden als ein "Gebiet viertel' Stufe" zu 
betraehten, in demselben Sinn, wie man die Gesamtheit del' Punkte des 
Raumes als ein Gebiet viertel' Stufe ansehen kann, insofern sich ein 
jeder Punkt als Vielfaehensumme von vier nicht in einer Ebene liegenden 
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Punkten darstellen liiBt (vgl. Seite 38). Wie es aber nur OOS wesentlich, (das 
heiSt nicht nur ihrer Masse nach,) verschiedene Punkte des Raumes gibt, 
so gibt es auch in einer Geraden nur OOS wesentlich verschiedene, (das 
heiBt, nicht nur um einen Zahlfaktor voneinander abweichende,) Projek­
tivitiiten. 

Da ferner die Bedingungen dafiir, daB eine Projektivitiit .tJ zu einer 
nndern Projektivitiit Il ihrer Geraden harmonisch ist, niimlich die Gleiehung 

[.tJIl] = 0 
in bezug auf.tJ homogen und yom ersten Grade ist, so kann man eine 
Projektivitiit .tJ der Bedingung unterwerfen, sie solle zu drei linear unab­
hiingigen Projektivitiiten Ill' 1l11' Ils harmonisch sein. Denn diese Forde­
rung lieferl wegen (7) fiir die vier A bleitzahlen an, atl!' allU ~l! von .tJ 
die drei linearen homogenen Zahlgleiehungen 

(9) 
1 au [en Ill] + au [ealll] + ~l [e21 1l1] + ~lll en III J = 0 

I au [en Ill] + all! L elll ll2] + aliI L e21 1l2] + a21 [ellllll ] = 0 

au [eulls] + ~ll [e12 lls] + a21 [elills] + ~2 [t211 lls] = 0, 
in denen die zwOlf Koeffizienten [e11 1l11,'" als bekannte ZahlgroBen an­
zusehen sind. Und da, wie man sich leicht iiberzeugt, wegen der linearen 
Unabhangigkeit der Projektivitiiten Ilv Ill, Ils nieht aIle vier Determinanten 
des Matrix jener zwolf Koeffizienten gleiehzeitig versehwinden konnen, so 
bestimmen die drei Gleiehungen (9) die vier Ableitzahlen von .tJ bis auf 
einen Proporlionalitiitsfaktor eindeutig. Man hat also den Satz: 

Satz 212: Betraehtet man zwei Projektivitiiten einer Geraden, 
die sieh voneinander nur urn einen Zahlfaktor ullterseheidell, als 
nieht wesentlieh voneillander versehieden, so gibt es in einer 
Geraden nur eine aber aueh stets eine Projektivitiit, die zu drei 
voneinander linear unabhangigen Projektivitaten dieser Ge­
uden harmonisch ist. 

Da ferner naeh Satz 201 jede Projektivitiit, die zur Identitiit har­
moniseh ist, eine Involution darstellt, so erhiilt man fiir die Involutionen 
den Sondersatz: 

Satz 213:' Betraehtet man zwei Involutiollen einer Geradeu, 
die sieh voneinander nur um einen Zahlfaktor unterscheiden, 
als nieht wesentlieh voneinander vel'sehieden, so gibt es in 
einer Geraden nur eiI).e aber aueh stets eine Involution, die zu 
zwei voneinander linear unabhangigen Involutionen l1il'ser Ge­
raden harmoniseh ist. 

Erseteun,q der vie:r Bruche:inheiten dttrch vier zueinander Itannonisclie 
Chundabbildungen. Anstatt der vier Brueheinheiten eu , elll , t lll , t22 knnll 

19* 
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man ubrigens als Grundabbildungen noch vorteilhafter vier solche Projek­
tivitaten einfuhren, die samtlich zueinander harmonisch sind. Dies trifft 
fur die vier Brucheinheiten nicht zu; denn es ist zum Beispiel 

[e e ] = [el el • tll~IJ = [el ell' e2 en] - [el_~ll . el en] 
11 22 [el et ] 2 [el el] 

oder wegen (3) 

also von Null verschieden. 
Urn aber ein System von vier zueinander harmonischen Projektivitii.t~n 

aufzufinden, empfiehlt es sich zunachst, als erste Grundabbildung die 
Identitat 

(10) 

zu verwenden, weil man aus Satz 201 weiB, daB zu ihr die samtlichen 
Involutionen der Geraden e1 e, harmonisch sind. 

Man hat daun nur noch drei zueinander harmonische Involutionen 
auszuwiihlen, unter denen man dann ubrigens eine noch ganz willkurlich 
annehmen kann. Wir benutzen etwa diejenige hyperbolische Involution 
~1' welche die Punkte e1 und e, zu Doppelpunkten hat, und die nach 
Gleichung (23) des 16. Abschnitts die Darstellung gestattet: 

(11) 

Als zweite Involution muB jetzt eine zu dieser Involution harmoni­
Babe Involution gewahlt werden. Diese Eigenschaft besitzt nach Satz 202 
eine jede Involution, welche die Doppelpunkte e1 und e, von ~l zu Punkten 
eines Paares hat, also insbesondere auch die hyperbolische Involution (vgl. 
Gleichung (37) des 15. Abschnitts): 

(12) 

Diese besitzt die Doppelpunkte e1 + e2 und e1 - e,. 
Die dritte Involution endlich, die nunmehr sowohl zu ~1 wie zu ~2 

harmonisch sein muB, ist jetzt durch diese Forderung nach Satz 213 bis 
auf einen Zahlfaktor eindeutig bestimmt und ist, wie man sofort sieht 
(vgl. Gleichung (38) des 15. Abschnitts), die elliptische Involution 

(13) 

Denn sie ist ebenso wie die Involution ~2 zu ~1 harmonisch, da auch bei 
ihr wieder die Doppelpunkte von ~1 ein Paar bilden; sieist aber auch 
zu ~2 harmonisch, da das kombinatorische Produkt 

[~2tJ = [(tlS + t21Hr12 - e21)] 
oder nach Gleichung (21) des 13. Abschnitts 
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= [el~l - [e2D odeI' wegen (4) 
= 0 ist. 
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Es sind somit die vier Projektivitaten 1, ~11 ~2' e samtlich unter­
einander harmonisch, das hei!\t, sie geniigen den sechs Gleichungen: 

(14) {[1~1]=[1~2]=[le] =0 
[~2e] = [e~l] = [~1~2] = O. 

Andererseits erhalt man fiir die Potenzwerte del' vier Abbildungen, das 
hei!\t fiir die vier Briiche, die sich ergeben, wenn man immer das kom­
binatorische Produkt del' Zahler durch das kombinatorische Produkt del' 
Nenner del' zugehorigen vier Abbildungsbriiche. dividiert, die Werte 

(15) [12] = 1, [~~] = - 1, l~~] = - 1, [e2] = 1. 

Endlich iiberzeugt man sich leicht, daB die vier neuen Abbildungen ebenso 
~je die vier Brucheinheiten linear unabhangig voneinander sind. Denn 
angenommen, es bestiinde zwischen ihnen eine lineare homogene Gleichung 

o = C + C1 ~1 + e2 ~2 + Cs e, 
so multipliziere man dieselbe del' Reihe nach kombinatorisch mit den 
Abbildungen 1, ~11 ~2' e und erhiilt so wegen (14) und (15) die Gleichungen 

C = 0, c1 = 0, e2 = 0, Cs = 0, 
womit die lineare Unabhangigkeit del' vier zueinander harmonischen Ab­
bildungen 1, ~1' ~2' e bewiesen ist. 

Dadurch wird es bedingt, daB auch diese vier Abbildungen, ebenso 
wie die vier Brucheinheiten als Grundabbildungen dienen konnen. In 
del' Tat sieht man sofort, daB sich jede Projektivitat ~ del' Geraden e1 e2 

ala Vielfachensumme del' vier Abbildungen 1, ~1' ~2' e ausdriicken lii!\t. 
Man erhalt diese Darstellung aus del' Gleichung (7), indem man fur die 
vier Brucheinheiten tn, r12 , e2l , t22 die durch Auflosung del' Gleichungen 
(10) bis (13) fUr diese Abbildungen resultierenden Ausdriicke 

[ 1 +~1 ~! + t eu = -2-··' eu = -2-· 
(16) 

l _1-~1 ~ - t ell2 - -2-·' e - -!----21 - 2 

substituiert und nach den GroBen 1, ~1' ~2' e ordnet, wodurch sich fur ~ 
eine Darstellung von del' Form 

(17) ~ = a + al~l + a2~2 + ase 
ergeben wird, in del' die Ableitzahlen a, au 1l:J, as ebenso wie oben die 
aik reelle ZahlgroBen sind. 

Man kann die gewonnenen Ergebnisse in dem Satze zusammenfassen: 
Satz 214: J ede Projektivitiit in einer Geraden el ell ist aus der 
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Identitiit dieser Geraden 

:und den drei Involutionen 

mittelst reeller ZahlgroBen linear ableitbar, liiBt sich also unter 
der Form darstellen: 

(17) 

wo die Ableitzahlen a, au a2, as reell sind. Die Vler bei dieser 
Summendarstellung der Projektivitiit 11 benutzten "Grund­
abbildungen" 1, ~v ~2' t' sind samtlich untereinander harmonisch 
und linear unabhiingig voneinander. 

Andererseits beweist man leicht den Satz: 
Satz 215: Eine jede Vielfachensumme der drei "Grund­

involutionen" 

elUer Geraden e1e2, das heiBt jede Summe von der Form 

~~l + a2~2 + ast, 

ist selbst eine Involution, und umgekehrt laBt sich jede Invo­
lution jener Geraden als lineare homogene Funktion dieser 
drei Grundinvolutionen darstellen. 

In del' Tat folgt aus den drei ersten Gleichungen (14) ohne weiteres, 
da1\ jede Vielfachensumme der drei Grundinvolutionen ~1l ~2' t, das heiBt 
jede Abbildung 

(18) 11 = al~l + ~~2 + aa t , 

del' Gleichung 
(19) [111]=0 

Geniige lei stet. Diese Gleichung aber ist nach Satz 201 eme notwendige 
und hinreichende Bedingung dafiir, daB die Abbildung 11 eine Invo­
lution ist. 

Andererseits aber ist jede Projektivitat 11, die der Gleichung (19) ge­
niigt, das heiBt also nach Satz 201 jede Involution der Geraden e1 e2 , unter 
der Form (18) darstellbar. Denn zunachst laSt sich nach Satz 214 die 
Involution 11 sichel', wie iiberhaupt jede Projektivitat der Geraden e1 t;, 
durch eine Summe von der Form 

11 = a + al ~l + ~ ~2 + as t 

ausdriicken. Aus diesel' Gleichung aber folgt durch kombinatorische 
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Multiplikation mit der identischen Abbildung 1 dieser Geraden unter Be­
l"iicksichtigung der drei ersten Gleichungen (14) die Gleichung 

[lb] = 0[12] 
Qder wegen (19) und (15) 

0= o. 
Foiglich besitzt der Ableitausdruck fiir die Involution b wirklich die 
Form (18). 

Nachtriiglich wird man in der Gleicbung (18) den Buchstaben b 
besser durch den fiir eine Involution bisher meist gebrauchten Buchstaben 
j ersetzen, die Gleichung (18) also in der Form schreiben: 

(20) j = aJ ~1 + ~~2 + ast, 
wo j eine beliebige Involution auf dem Trager der drei Grundinvolutionen 
bedeutet. 

Aus dem Satze 215 ergibt sich iibrigens noch der Zusatz: 
Satz 216: Zusatz zu Satz 215: J ede Vielfachensumme von In­

volu tionen einer Geraden ist wieder eine Involution dieser 
Geraden. 

Da sich niimlich nach Satz 215, Teil 2, jede Involution der be­
trachteten Geraden als lineare homo gene ~'unktion der drei Grund­
illvolutionen dieser Geraden darsteUen liiSt, so gilt dasselbe auch fur jede 
Vielfachensumme von Involutionen dieser Geraden. 

Nach Satz 215, Teil1, ist also jene Vielfachensumme von Involutionen 
"selbst eine Involution. 

Man kann noch hinzufiigen (vgl. Seite 290f.): Nach den Slitzen 215 
und 216 bildet die Gesamtheit aUer Involutionen einer Geraden ein "Ge­
biet dritter Stufe"; aber es gibt in einer Geraden nur 00 2 wesentlich 
verschiedene, (das heiSt nicht nur urn einen Zahlfaktor voneinander ab­
weichende,) Involutionen. 

Die SUphanossche Abbildung der Projektivitiiten einer Geraden auf 
die Punkte des Raumes. Auf Grund der DarsteUung (17) fUr eine be­
liebige Projektivitiit der Geraden e1 ~ lii13t sich die Bedingnng fiir die 
harmonische Beziehung zweier Projektivitiiten 1I und q, das hei6t die 
Gleichung 
(21) [lIq] = 0, 

durch eine Gleichung zwischen den A.bleitzahlen der beiden Abbildungen 
-ersetzen. In der Tat, lauten die Ableitausdriicke der beiden harmonischen 
Projektivitiiten 1I und q 

(22) { 1I = a + a1 ~1 + a2 ~2 + as t 
q = 6 + 61 ~1 + 62 ~2 + 6~ e, 
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so wird wegen (14) und (15) ihr kombinatorisches Produkt 

(23) [*,q] = ali - a1li1 - a2li2 + aslis; 

die Bedingung (21) fUr ihre harmonische Beziehung nimmt also die 
Form an 
(24) ali - ~ 01 - ~li2 + aslis = O. 

Andererseits wird der Potenzwert [ll2] der Projektivitat *' 
(25) [*,2J = a2 - ai - a; + a;; 
und die Bedingungsgleichung 
(26) 

fiir das Entarlen der Projektivitat II ergibt daher zwischen den Ableit­
zahlen von *' die Relation 

(27) 

Die Gleichung (17) und die aus ihr gezogenen Folgerungen fiihren 
sodann zu einer iibersichtlichen von Stephanos herriihrenden Veranschau­
lichung samtlicher Projektivitaten einer Geraden 1). 

Bildet man namlich die Projektivitaten II einer gegebenen Geraden 
als Punkte im Raum ab, indem man als Bilder der vier Grundverwandt­
schaften 1, ~1' ~2' e die vier Ecken eines beliebigen Tetraeders verwendet 
und die durch die Gleichung (17) ausgedriickte Projektivitat *' durch den­
jenigen Punkt des Raumes darstellt, der die vier Ableitzahlen a, au a2 , as 
der Projektivitat II in bezug auf jenes Tetraeder als Fundamentaltetraeder 
und einen beliebigen Punkt als Einheitspunkt zu Tetraederkoordinaten 
hat, so wird die Gesamtheit alier Projektivitaten der betrachteten Geraden 
durch die s1imtlichen Punkte des Raumes veranschaulicht. Nun ist aber 
in dem angegebenen Koordinatensystem die Gleichung (27) die Gleichung 
einer geradlinigen Fliiche zweiter Ordnung, von der das Fundamental­
tetraeder ein Polartetraeder bildet. 

Den entarlenden Projektivitaten entsprechen also die Punkte dieser 
geradlinigen Flache zweiter Ordnung. Anderel'seits werden je zwei har­
monische Projektivitaten *' und q zufolge der Gleichung (24) durch zwei 
Punkte des Raumes abgebildet, die einander hinsichtlich der Fl1iche zweiter 
Ordnung (27) konjugiert sind. 

Die 00 2 Involutionen unter den OOs Projektivit1iten einer Geraden 
(vgl. Seite 295 und 291) werden nach der Gleichung (20) durch die 
Punkte derjenigen Ebene dargestellt, die durch die Bilder der drei Grund­
involutionen ~u ~2' e bestimmt wird, spezieli die harrnonischen Involutionen 
durch diejenigen Punktpaare dieser Ebene, die hinsichtlich der gerad-

1) Vgl. Stephanos, Math. Ann. Ed. 22. (1883). S.299ff. 
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linigen Fliiche zweiter Ordnung, oder was auf dasselbe hinauskommt, hin­
sichtlich des Kegelschnitts konjugiert sind, den jene Ebene aus dieser 
FUiche zweiter Ordnung ausschneidet. 

Bei dieser Veranschaulichung der Projektivitaten einer Geraden 
werden ferner allgemein die Bilder eines Biischels {lJ + m q und eines 
Biindels {lJ + m q + n r von Projektivitaten beziehlich durch die Punkte 
einer Geraden und einer Ebene dargestellt. Denn setzt man wie oben 

so wird 

lJ = a + a1 ~1 + CI:J ~2 + as r 

q = v + VI ~1 + V2 ~2 + Vs r und 

r = c + c1 ~1 + c2 ~~ + Cs r, 

1lJ + mq = ({a + mv) + (1a1 + mVl)~l + .. 
IlJ + mq + nr = (1a + mv + nc) + ({al + mVl + nCl)~l + .. 

Die Punkte, welche die Projektivitaten des Biischels {lJ + mq reprasen­
tieren, besitzen also die Koordinaten 10 + mv, {al + mVl1 " und liegen 
somit auf der Verbindungsgeraden der Punkte a, 011 a2, as und v, v11 v2, vS' 
Diese Punkte sind raumlich voneinander verschieden, weil sonst die Pro­
jektivitaten lJ und q nicht linear unabhangig voneinander sein konnten 
(vgl. Seite 256). 

Ebenso besitzen die Punkte, welche die Projektivitaten des Bi.indels 
{lJ + mq + nr darstellen, die Koordinaten {a + mv + ne, {al + mVl + ncu " 
und gehoren also der Ebene an, die durch die drei Punkte a, au O2 , l1s• 
V, Vu V2 , vs, e, eu e2 , C3 hindurchgeht. Diese drei Punkte aber bestimmen 
wirklich eindeutig eine Ebene, fallen also nicht in eine gerade Linie oder 
gar in einen und denselben Punkt, weil sonst zwischen den drei Projekti­
vitatell lJ, q, r eine oder sogar zwei Zahlbeziehungen herrschen wiirden. 
Man hat daher den Satz: 

Satz 217: Bei der Stephanosschen Abbildung del' Projektivi­
taten einer Geraden auf die Punkte des Raumes werden die Ver­
wandtschaften eines Biischels von Proj ektivitaten durch die 
Punkte einer Geraden, diejenigen eines Biindels durch die 
Punkte einer Ebene dal·gestellt. 

Besondere Wahl der Stepitanosschen Bilder dC',. dt"ei Grllndinvo­
lutionen. Wiinscht man, daB bei dieser raumlichen Abbildung der Pro­
jektivitaten einer Geraden die Ebene der Involutionen eine ausgezeichnete 
Stellung einnehme, so kann man die drei Grundinvolutionen ~11 ~2' e durch 
drei unendlich ferne Punkte oder, was dasselbe ist, durch drei Strecken 
wiedergeben, wodurch dann die Ebene der Involutionen zur unendlich 
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fernen Ebene und der Punkt 1, als Pol dieser Ebene, zum Mittelpunkt 
der geradlilligen Flache zweiter Ordnung wiro. 

Bildet man insbesondere die Identitiit 1 durch einen einfachen Punkt 
und die drei Grundinvolutionen ~u ~2' e durch drei zueinander senkrechte 
Strecken von der Lange 1 ab, so werden die vier Ableitzahlen a, au aj!, as 
der Projektivitat lJ die Hesseschen homogenen Koordinaten des Bild­
punktes von lJ in bezug auf das durch jenen einfachen Punkt als All­
fangspunkt und diese drei strecken bestimmte rechtwinklige J\chsenkreuz 1), 

und die drei Verhaltnisse a1 , ~~, ~. werden die jenen vier homogenen 
a a a 

Koordinaten zugeborigen rechtwinkligen Koordinaten ~,~, h, das heiSt, 
es wird 

(28) 

ferner nimmt die Gleichung (27) die Form an 

(29) 1 = ~2 + ~2 - 32 • 

Diese Gleichung aber stellt ein einschaliges gleichseitiges U mdrehungshyper­
boloid dar, das den Koordinatenanfangspunkt zum Mittelpunkt, die Koordi­
natenachse mit der Richtung e zur Drehachse und die Langeneinheit zum 
Radius des Kehlkreises bat. Man hat also den Satz: 

Satz 218: Bildet man von den Projektivitaten einer Geraden 
die Identitiit 1 durch einen im Endlichen gelegellen einfachen 
Punkt und die drei Grundinvolutiouen ~l' ~2' e durch drei zu­
einander senkrechte Strecken von del' Lange 1 ab, eine be­
liebige Projektivitat 

.p = a + 01 ~1 + a2 ~2 + as e 

aber durch denjenigen Punkt, dessen rechtwinklige K oordi­

naten die Verhaltnisse a1 , ~, ~ der vier Ableitzahlen von .p 
a a a 

sind, wobei das Achsenkreuz durch jenen einfachen Punkt als 
Anfangspunkt und diese drei Strecken bestimmt wird, so er­
fallen die Bildpunkte aller entartenden Projektivitaten der be­
trachteten Geraden ein einschaliges gleichseitiges Umdrehungs­
hyperboloid, welches das Bild der Identitat 1 zum Mittelpunkte 
hat, wahrend die Bildstrecke der elliptischen Involution e die 
Richtung der Dr e hachse angibt und die Langeneinheit den Radius 
des Kehlkreises bildet. Ferner werden je zwei zueinander 

1) V gl. He s Be, Vorlesungen iiber analytische Geometrie des Raumes, insbesondere 
uber OberfUichen zweiter Ordnung. Erste Aufiage, Leipzig, 1861; dritte Auflage her­
ausgegeben von Gundelfinger, 1876, S. 67. Ferner: Heffter und Kohler, Lehr­
buch der analytischen Geometrie, Bd. 1, Leipzig und Berlin, 1905, S. 201. 
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harmonische Projektivitaten durch zwei Punkte wiedergegeben, 
die einander hinsichtlich jenes Hyperboloids konjugiert sind. 

Da andererseits eine stetige Lagenanderung des Bildpunktes der 
Projektivitat lJ eine stetige Anderung des kombinatorischen Quadrates [lJ2] 
nach sich zieht, und dieses kombinatorische Quadrat fiir den Mittelpunkt 
des Hyperboloids positiv ist, namlich den Wert 1 hat, und fiir die Punkte 
des Hyperboloids und nur fiir diese verschwindet, so mull das kombi­
natorische Quadrat [~2] fiir aIle Punkte des Raumes, die durch das 
Hyperboloid von seinem Mittelpunkte getrennt sind, oder wie wir sagen 
wollen, fUr aIle Punkte aullerhalb des Hyperboloids negativ, fiir alIe Punkte 
innerhalb desselben positiv sein. 

Und do. ferner einem positiven kombinatorischen Quadrat eine gleich­
laufige, einem negativen eine gegenlaufige Projektivitat entspricht, so hat 
man den Satz: 

Satz 219: Allen Punkten innerhalb des Stephanosschen 
Hyperboloids entsprechen gleichlaufige, allen Punkten auller­
halb gegenlaufige Projektivitaten. 

Aus den Satzen 183 und 217 folgt danll weiter mit Riicksicht auf 
Satz 218 der neue Satz: 

Satz 220: Die Bilder zweier Projektivitaten, die ihre Doppel­
punkte miteinander gemein haben, liegen mit dem Mittelpunkte 
des Stephanosschen Hyperboloids in einer Geraden, mogen nun 
jene Doppelpunkte getrennt reelI, zusammenfallend reell oder 
konjugiert komplex sein. 

Und umgekehrt gilt der Satz: 

Satz 221: Zwei Projektivitaten, deren Bilder auf einem Durch­
messer des Stephanosschen Hyperboloids liegen, haben ihre 
Doppelpunkte miteinauder gemein. 

N unmehr findet man auch leicht die Bedeutung der geradlinigen Er­
zeugenden des Stephanosschen Hyperboloids. Gibt man namlich der 
Gleichung (27), die man als die homogen geschriebene Gleichung dieses 
Hyperboloids auffassen kann, die Form 

(30) 

in der dann wieder die homogenen Koordinaten a, all ~,as zu den recht­
winkligen Koordinaten ~, I), 3 in den Beziehungen (28) stehen, und ersetzt 
die Gleichungen (30) durch die beiden simultanen linearen Gleichungen 

(31) ( 
a2 + as = ~ (a + a1) 

~ - Us = -g(a - a1), 
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so stellen diese beiden Gleichungen zusammengenommen bei verander­
lichem 9 die eine Schar geradliniger Erzeugender des Hyperboloids (30) 
dar, bei festgehaltenem 9 abel' eine bestimmte Erzeugende diesel' Schar, 
wir wollen sie als die Erzeugende mit dem Parameter 9 bezeichnen. 

Lost man die beiden Gleichungen (31) nach a2 und as auf und setzt 
die Werte diesel' GroBen in den allgemeinen Ausdruck (17) fur eine be­
liebige Projektivitat.p ein, so erhalt man eine Darstellung derjenigen ent­
artenden Projektivitaten .p', die den Punkten del' Erzeugenden mit dem 
Parameter 9 entsprechen. Man findet so fur diese entartenden Projektivi­
taten lJ' den Ausdruck 

(32) 

oder 

(33) 

.p' = a { 1 + ~ (g + -~) ~2 + -~- ( 9 - ~) r } 

+ at {~t + {- (g - ~) ~2 + ~ .. (g + ~) r } 

wo zur Abkurzung 

(34) lq'= 1+-}(g+~)~2+~(g-~)r 

t' = ~1 + -~- ( 9 - ~) ~2 + .~ ( 9 + ~) r 

gesetzt ist. N ach Satz 215 ist dann von den beiden Hulfsprojektivitii.ten 
q' und t' die Abbildung r' eine Involution. Nun stellte seiner Ent­
stehung zufolge del' Ausdruck (32) oder (33) fur jeden Wert del' Ab­
leitzahlen a und a1 eine entartende Projektivitiit .p' dar, deren Bild in del' 
Stephanosschen Veranschaulichung auf del' Erzeugenden mit dem Para­
meter 9 gelegen ist. Insbesondere gehoren diesel' Erzeugenden also auch 
die Bilder del' beiden Hiilfsprojektivitaten q' und r' an, da sie ja aus .pr 
durch Spezialisierung del' Ableitzahlen a und at hervorgehen. 

Urn die Bruchdarstellungen diesel' Projektivitaten q' und t' und damit 
auch die von .p' zu ermitteln, setzen wir in den Gleichungen (34) fur die 
Grundprojektivitaten 1, ~1' ~2' r ihre Werte aus den Gleichungen (10) bis (13) 
ein und erhalten 

q'= e, + ~(g+ ~)e2+~(g-~)e2' 
e, , 

e2 + ~. (g +~) e, - ~(g - ~)e~ 
e2 , 

, e, + ~. (g - ~)e2 + -! (g +~)e2' - e2 + ~ (g -- ~)e, - ~(g + ~)e, 
t = - .--.-.. ---------.~ .... ----.----~~------.----.......... ~ 

~, ~ 

woraus durch Reduktion folgt: 
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(35) 
1 

el + ge., - - - (e l + get) 
1" = -~ ---- g"------

el , e. 

Diese Form der beiden Projektivitatsbriiche gibt zuniichst eine Bestatigung 
dafiir, daB die beiden Projektivitaten q' und r' zwei entartende Projektivi­
taten sind, aber sie zeigt zugleich, daB diese Projektivitaten denselben 
Hauptpunkt el + ge2 besitzen. 

Man kann ferner auch leicht die Nullpunkte der beiden entartenden 
Projektivitaten angeben; denn die Briiche (35) gestatten auch die Dar­
stellung 

I q' = ~l + g e.~, -~- --
el , el - ge. 

I r' = el_±ge"--, __ ~_ 
el , el + ge. 

(36) 

Bei der entartenden Projektivitat r' ('allt also der Nullpunkt mit dem 
Hauptpunkt zusammen, woraus sich nach Satz 136 von neuem folgel'll laBt, 
daB r' eine (parabolische) Involution ist. 

Aus den Gleichungen (36) ergibt sich dann endlich auch der Null­
punkt der entartenden Projektivitat ~', die einem beliebigen Punkte der 
Geraden mit dem Parameter 9 zugehort. Man erhalt 

(37) p' = oq' + ~r' = (aj-...!!2S~I_+ge2)' _ 0 __ , 
el , (a-aJel-g(a+al)e. 

woraUB man entnimmt, daB die samtlichen entartenden Projektivitaten p', 
die den Punkten einer und derselben Erzeugenden der ersten Geraden­
schar (31) des Stephallosschen Hyperboloids entsprechen, ihren Haupt­
punkt miteinander gemein haben, sich also nur durch ihre Nullpunkte von­
eillander unterscheiden. 

Umgekehrt zeigt man leicht, daB den Punkten einer jeden Erzeugen­
den der zweiten Geradenschar des Hyperboloids Projektivitaten p" zuge­
horen, die ihren Nullpun7ct miteinander gemein haben, sich also nul' durch 
ihre Hauptpunkte vOlleinander unterscheiden. 

Um die Gleichungen diesel' zweitell Schar von Erzeugendell des 
Stephanosschen Hyperboloids zu erhalten, ersetze man die Gleichung 
(30) des Hyperboloids durch die beiden simultanen Gleichungen 

(38) 
f O2 + as = f (a - 011 

I O2 - a3 = : (a + at); 

dann sind diese Gleichungen zusammengenommen bei veranderlichem f die 
Gleichungen der zweiten Geradenschar des Hyperboloids, bei festgehaltenem 
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faber die Gleichungen einer bestimmten Erzeugenden dieser Schar, die 
wir als die Erzeugende mit dem Parameter f bezeichnen wollen. 

Lost man jetzt wieder die Gleichungen (38) nach a,l und as auf und setzt 
die Wene dieser GroBen in den allgemeinen Ausdruck (17) fur eine be­
liebige Projektivitat ein, so erhiilt man fur eine entartende Projektivitat 
.tJ ", die einem Punkte der Erzeugenden mit dem Parameter f entsprichtt 
die Darstellung 

(39) lJ" =a { 1 + ~-(f + -})~2 + }(r - })e} 

+ al {~l - ~(f - -})~2 - -~ (r + ~)e } 
oder 
(40) 
wo zur Abkiirzung . 

(41) 
Ill" = 1 + ~(f + ~)~ll + ~(f -~)e 

1 r" = ~l -~(f - f)~2 - ~(f + ~)t 
gesetzt ist. Nach Satz 215 ist dann auch hier wieder von den beiden 
Hiilfsprojektivitaten q" und r" die zweite Abbildung r" eine Involution. 

Fur die drei entartenden Projektivitaten q", r" und lJ" findet man 
dann durch eine dem Obigen ganz entsprechende Rechnung die Bruch­
darstellungen 

J" el + fell' 0 
q = e1 - r;;;' 

(42) 
el , 

1" e1 - fell, 0 r = 
e1 - fell 

und eu 

(43) lJ" = (0 + 01)e1 + f(o - o,)ell , 0 
~ el-fell 

Dieselben zeigen in der Tat, daB die samtlichen entartenden Projektivi­
taten lJ If, die den Punkten einer Erzeugenden dAr zweiten Schar (38) des 
Step h an 0 s schen Hyperboloids entsprechen, ihren N ullpunkt miteinander 
gemein haben und sich also nur durch ihre Hauptpunkte voneinander 
unterscheiden. Man hat daher den Satz: 

Satz 222: Die entartenden Projektivitaten, die den Punkten 
einer geradlinigen Erzeugenden .des Stephanosschen Hyper­
boloids entsprechen, haben bei der einen Schar von Erzeugen­
den aIle denselben :aauptpunkt, aber verschiedene Nullpunkte, 
bei der anderen Schar aIle denselben Nullpunkt, aber ver­
schiedene Hauptpunkte. 

Will man die beiden durch die Gleichungen (31) und (38) ausge­
driickten Geradenscharen gemeinschaftlicher Hauptpunkte und gemein-
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schaftlicher Nullpunkte kurz geometrisch charakterisieren, so genugt es, 
die Gleichungen (34) und (41), die je einen Punkt und eine Strecke einer 
beliebigen Geraden der ersten und der zweiten Schar darstellen, fUr einen 
speziellen Wert der Parameter g und f zu deuten, etwa fiir g = t = 1. 
Fur diesen besonderen Wert des Parameters verwandeln sich aber die 
Gleichungen (34) in 

(44) 

und die GIeichungen (41) III 

(45) 

r q' = 1 + ~2 
l r' = ~1 + t 

I q" = 1 + ~2 
\r"=~1-t. 

Diese beiden Gleichungspaare (44) und (45) gehOren dann denjenigen beiden Er­
zeugenden des Hyperboloids zu, die durch den Punkt q~ = q" = 1 + ~2 hin­
durchgehen. Dieselben besitzen die Richtungen der Strecken r' = ~1 + t 
und r" = ~1 - t; und zwar ist 
die Gerade mit der Richtung 
t' = ~1 + t den Gleichungen 
(44) zufolge eine Gerade 
der Schar gemeinschaftlicher 
Hauptpunkte und die Gerade 
mit der Richtung t" = ~1 - t 

nach den Gleichungen (45) 
eine Gerade der Schar gemein­
schaftlicher NUllpunkte (vgl. 
die Figur 123; bei ihr ist be­
hufs Entlastung der Haupt­
figur die Konstruktion der 
beiden Strecken t' und t", 
welche die Richtungen der 
beiden oben genannten Erzeu­ Fig 123. 

genden angeben, in einer Nebenfigur ausgefiihrt). 

Die Stephanossche Abbildung del" Involutionen einer Geraden aUf" die 
Punkte einer E'bene. Will man sich auf die geometrische Veranschau­
lichung der Involutionen allein beschranken, so setze man in den Gleichungen 
(22) bis (25) a = b = 0 und bezeichne die dadurch aus den Projektivitiiten 
.p und It hervorgehendell Involutiollen mit ~ und t. Dann verwandeln sich 
diese Gleichungen in 
(46) 

(47) 

~ = a1 ~l + all ~2 + as t 

t = lil ~l + bli ~2 + bs t 



304 

(48) 

(49) 

Das Gebiet aller ProjektivitiLten in einer Geraden. 

Die Bedingung fUr die harmonische Lage del' beiden Involutionen fund t 
lautet also 

(50) 

Andererseits geniigen die Ableitzahlen au a2 , as einer jeden parabolischen 
Involution 8 der Gleichung 

(51) 

Bildet man daher die lnvolutionen 8 einer Geraden als Punkte einer Ebene 
ab, indem man als Bilder del' drei Grundinvolutionen ~1I ~2' t die drei 
Ecken eines beliebigen Dreiecks verwendet und die durch die Gleichung (46) 
ausgedriickte Involution 8 durch denjenigen Punkt der Ebene dieses Drei­
ecks darstellt, del' die Ableitzahlen al , a2 , as del' Involution f in bezug 
auf jenes Dreieck als Fundamentaldreieck uud einen beliebigell Punkt als 
Einheitspunkt zu Dreieckskoordinaten hat, so wird die Gesamtheit aller 

Fig. 124. 

Involutionen del' betrachteten Geraden 
durch die samtlichen Pnnkte dieser Ebene 
veranschanlicht. Nun ist abel' in dem 
angegebellen Koordinatensystem die Glei­
chung (51) die Gleichung einer reellel1 
nicht zerfallenden Kurve zweiter Ord­
nung, von del' jenes Dreieck ein Polar­
dreieck bildet, (vgl. Figur 124); und zwar 
liegen die beiden ersten Ecken dieses 
Dreiecks, das heiSt die Bilder del' hyper­
bolischen Involutionen ~1 und ~2' auBer­
halb del' K urve, der Bildpunkt der ellip­
tischen Involution t innerhalb derselben 1). 

Den parabolischen Involutionen ent­
sprechen dann die Punkte diesel' Kurve 
zweiter Ordnung. Andererseits werden 
je zwei harmonische In volutionen 8 und 

t zufolge del' Gleichung (50) durch zwei Punkte abgebildet, die einander 
hinsichtlich del' Kurve zweiter Ordnung (51) konjugiert sind. Man hat 
daher den Satz: 

Satz 223: Bildet man die drei Grundinvolutionen ~11 ~2' r 
einer Geraden durch drei em Dreieck bildende Punkte von be-

1) Der hier benutzte Satz wird im zweiten Band bewiesen werden. 
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liebiger Masse ab, eine beliebige Involution 

~ = a1 ~l + a2 ~2 + as e 
jener Geraden abel' dureh denjenigen Punkt del' Ebene dieses 
Dreiecks, dessen Dreieckskoordinaten in bezug auf jenes Dreieck 
als Fundamentaldreieek und einen beliebigen Punkt als Einheits­
punkt die drei A.bleitzahlen all ~, as von ~ sind, so erfiillen die 
Bildpunkte aller parabolischen Involutionen del' betrachteten 
Geraden eine nieht zel'fallende l'eelle Kurve zweiter Ordnung, 
welche die Bildpunkte del' drei Gl'undinvolutionen zu Ecken 
eines Polardl'eiecks hat, und zwar liegen die Bildpunkte del' 
hypel'bolisehen Involutionen ~l und ~2 auBerhalb del' Kurve, del' 
Bildpunkt del' elliptisehen Involution e innel'halb del'selben. 
Ferner sind die Punkte, welehe die Bilder zweiel' harmonisehen 
Involutionen darstellen, einandel' hinsichtlieh del' Kurve zweiter 
Ordnung konjugiel't; die Bilder aller zu einer gegebenen Invo­
lution ~ harmonischen Involutionen t el'fiillen also die Polare 
des Bildpunktes von ~ in bezug auf die Kune zweiter Ordnung. 

Man kann ferner noeh hinzufiigen: Die quadratische Form [~2] hat 
innerhalb del' Kurve zweiter Ordnung 

[~2] = 0 

iiberall dasselbe Vorzeichen wie das kombinatorische Quadrat [e2] und 
auBerhalb das entgegengesetzte Vorzeichen, ist also innerhalb del' Kul've 
positiv und auBerhalb derselben negativ, odeI' , was auf dasselbe hinaus­
kommt: Das Folgequadl'at ~2 von ~ ist innerhalb del' Kurve zweiter Ord­
nung negativ, auBerhalb derselben positiv. Die Punkte innerhalb del' 
Kurve zweiter Ordnung sind also die Bilder elliptisehel', die Punkte auBer­
halb die Bilder hyperboliseher Involutionen. 

Da ferner die Polare eines Punktes innerhalb einer nieht zerfallenden 
Kurve zweiter Ordnung ganz auBerhalb del' Kurve liegt, so hat man 
den Satz: 

Satz 224: Eine jede Involution, die zu einer elliptisehen In­
volution harmoniseh liegt, ist hyperboliseh. 

Will man fiir diesen Satz noeh einen Beweis geben, del' von den 
Eigensehaften del' Kurven zweiter Ordnung unabhangig ist, so kann man 
das folgende Verfahren einschlagen: 

Naeh del' Gleichung (38) des 15. A.bschnitts laBt sich eine beliebige 
elliptische Involution ~ durch einen Bruch von del' Form 

(52) ~ = b, -a 
a, b 

ausdriieken. Eine jede zu ~ harmonische Involution t geniigt abel' del' 
GraBmann, Projektivc Geometrie d. Rbone. I. 20 
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(53) 
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[U] = 0, 
die man auch m der Form schreiben kann: 

0= Cab . U] = [a~ . bt] - [b~ . at] 

oder wegen (52) in der Form: 

(54) O=[b·bt]+[a·at]. 

Und diese Gleichung wird sicher befriedigt durch die Iuvolution: 

(55) t = b, a. 
1 a, b' 

denn fiir diese nimmt die Gleichung (54) die Form an: 

0= [ba] + Cab]. 

Die Gleichung (54) wird aber auch erfiilIt durch die Involution: 

(56) t =~_-b. ' 
2 a, b' 

denn fiir diese Involution erhiilt jene Gleichung die Form: 

0= [b . (- b)] + faa]. 

Die Gesamtheit aller Involutionen endlich, die zu einer elliptischen 
Involution ~ harmonisch sind, lii.Bt sich als Vielfachensumme von t1 und t27 
das heiSt unter der Form darstellen: 

(57) t = 91 t1 + 92t2' 
in der 91 und 92 zwei reelle ZahlgroBen sind, oder wegen (55) und (56) 
unter del' Form: 

(58) t=gtb+gs a , gta-gs b . 
a, b 

Der Potenzwert dieser Involution aber wird 

[t2] [(gtb+g,a) (gt~-gll~)] = ~[ba]-gj[ab] das heiSt: 
~~ ~~' 

(59) [t2] = - (9~ + 9;). 

Und da nach del' Voraussetzung die ZahlgroBen 91 und 92 reell sind, 
so ist er negativ und die Involution t daher wirklich hyperbolisch. Da­
mit aber ist der Satz 224 von neuem bewiesen. 

N atiirlich kann man wieder durch passende Wabl der Bilder fiir die 
drei Grundinvolutionen die Kurve zweiter Ordnung del' parabolischen In­
volutionen spezialisieren. Insbesondere kann man an ihre Stelle einen 
Kreis treten lassen. Man braucht dazu nur die elliptische Grund­
involution e durch einen einfachen Punkt, die hyperbolischen Grund­
involutionen ~1 und ~2 durch zwei zueinander senkrechte Strecken von 
der Liinge 1 abzubilden, so werden die drei Ableitzahlen au a2 , as del' 
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Involution I in (46) die Heaaeschen homogenen Koordinaten dea Bild­
punktes von I in bezug auf das durch jenen einfachen Punkt ala An­
fangspunkt und dieae beiden Strecken bestimmte rechtwinklige Achsenkreuz, 

und die beiden Verhiiltnisse Itl und (l% werden die jenen drei homogenen Koor-
Ita Its 

dinaten Clt, a2 , a3 zugehorigen rechtwinkligen Koordinaten ~, ~; ferner nimmt 
die Gleichung (51) der Kurve del' parabolischen Involutionen die Form an: 

(60) ~2 + ~2 = 1, 

das heiSt, sie verwandelt sich in die Gleichung eines Kreises mit dem 
Radius 1 und dem Koordinatenanfangspunkt als Mittelpunkt. 

Inverse Projektivitiiten und ihre Stephanosschen Bilder. Einige weitere 
wichtige Folgerungen kniipfen wir an den Satz 187, nach welchem sich 
jede Projektivitat.tJ als Summe aus einer reellen ZahlgroBe a und ihrer 
Doppelpunktsinvolution I, das heiSt als eine Summe von der Form: 

(61) .tJ=a+l, 
darstellen laBt, wobei wir der Einfachheit halber die bei Ableitung des 
Satzes 187 mit g I bezeichnete Doppelpunktainvolution kurz durch den 
Buchstaben I ausdriicken. 

Erhebt man zunachst die Gleichung (61) ins kombinatorische Quadrat, 
so erhalt man fiir den Potenzwert der Projektivitat .tJ die Darstellung: 

[.tJ2] = [(a + 1)2J = a2 [12] + [j2] + 2 a [11], 

und aua dieser ergibt sich nach Satz 97 und 106 die Gleichung 

[(a + 1)2] = a2 + [j2] 
oder wenn man fiir das kombinatorische Quadrat [j2] der Involution I 
das ihm nach Satz 115 entgegengesetzt gleiche Folgequadrat j2 einfiihrt: 

[(a + 1)21 = a2 _ j2; 

und genau denselben Ausdruck bekommt man fur den Potenzwert der 
Projektivitat 
(62) q = a - I, 
das heiBt, man erhalt die Formel: 

(63) [(a + j)2] = [(a - 1)2J = a2 - 62 

und damit den Satz: 
Satz 225: Bedeutet a eine reelle ZahlgroBe und j ellle In­

volution, so lautet del' Ausdruck fur den Potenzwert der Pro­
jektivitaten 

.tJ = a + j und q = a - j: 

[(a + j)2] = [(a _ 1)2] = a2 _ j2, 

unter 12 das Folgequadrat der Involution I verstanden. 
20* 
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Diese Form des Potenzwertes wird zum Beispiel von Wichtigkeit, 
wenn es sich darum handelt, zu einer Projektivitli.t 

0D ~=a+~ 

die inverse Projektivitiit {- zu bestimmen. Dazu bemerken wir zunachst: 

Wie im 12. und 13. Abschnitt gezeigt ist, kann bei einer entartend~n 

Projektivitat von einer inversen Abbildung nicht die Rede sein. Bei der 

Bildung der inversen Projektivitiit ~ miissen wir also ausdriicklich voraus­

setzen, daB der Potenzwert der Projektivitiit ~, das heiBt nach Satz 225 
die Differenz a2 _ ~2, 

(64) a2 - ~2 -+ 0 sei. 

Setzen Wlr also noch 
(65) 

wo 9 eine von Null verschiedene roolle ZahlgroBe bedeutet, und ferner 
wie oben 
(62) 

so wird das Folgeprodukt ~ IT: 

~IT = (a + ~)(a - ~) = a2 + ~a - a~ - ~2, 

das heiBt wegen ~a = a~ und (65) 

(66) 

(67) 

~1T=a2-~2=g, also 

IT = t oder wegen (62) 

1 = a - ~ oder 
1I 
1 1 
.=g(a-~), 

wofiir man endlich bei Anwendung des Mobiusschen Zeichens := (vgl. 
Seite 282) unter Beriicksichtigung von (61) auch schreiben kann: 

(68) 1 , 
a+tI==a-ii. 

Man hat also den Satz: 
Satz 226: SteIlt ~an eine umkehrbare Projektivitat ~ als 

Summe einer reellen ZahlgroBe a und ihrer Doppelpunkts­
involution ~, das heiBt in der Form: 

~ = a +~, 

dar, so wird die zu ~ inverse Abbildung ~ von einem reeIlen 

Zahlfaktor abgesehen durch die entsprechende Differenz: 

IT=a-~ 
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ausgedriickt. Es wird namlich 
1 1 1I = g-(a - J), 

unter 9 der Potenzwert der Projektivitat ~ verstanden. 
Aus diesem Satze folgt ohne wei teres , daB man in der Stephanos­

schen Veranschaulichung der Projektivitaten einer Geraden aus dem Bild­
punkte einer beliebigen umkehrbaren Projektivitat das Bild der inversen 
Projektivitat erhalt, indem man jenen Bildpunkt an dem Mittelpunkte des 
Hyperboloids spiegelt. 

Denn die Projektivitaten 

~ = a + ~ = a (1 +~) und 

~ = ~(a -.:..~) = ~(1 -!) 
~ 9 9 a 

werden durch die Punkte dargestellt, die sich ergebeu, wenn man yom 
Mittelpunkte 1 des Hyperboloids aus die nur dem Sinne nach voneinander 

verschiedenen Strecken _B_ und - _1- abtragt. 
a a 

Die Schrotersche Konstruktion del' Doppelpunktsinvolution einer Pro­
jektivitiit. Die beiden Darstellungen 

~ = a + ~ und 

fiir zwei zueinander inverse Projektivitaten ~ und t zeigen ferner, daB je 

zwei solche Projektivitaten dieselbe Doppelpunktsinvolution ~ besitzen, und 
liefern zugleich eine wichtige Beziehung zweier zueinander inversen Pro­
jektivitiiten zu ihrer gemeinsamen Doppelpunktsinvolution. 

Bestimmt man namlich zu einem beliebigen Punkt x der zu trans-
1 

formierenden Punktreihe in den heiden inver sen Projektivitiiten ~ und ~ 

1 die entsprechenden Punkte x~ und x~, so erhiilt man fur dieselben die 

Darstellungen 
x~ = ax + x~ 

1 1 
X ~- = -9 (ax - x~), 

welche zeigen, daB die Punkte x~ und x ~, die em em beliebigen Punkt x 

durch die beiden inversen Projektivitaten .p und ~- zugewiesen werden, 

harmonisch liegen zu dem Ausgangspunkte x und seinem Bilde x~ in del 

gemeinsamen Doppelpunktsinvolution ~ von .p und ~-. Darin liegt der Satz: 
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1 Satz 227: Je zwei zueinander inverse Projektivitaten .p und -

. " besitzen dieselbe Doppelpunktsinvolution fund weisen emem 
jeden Punkte x der zu transformierenden Punktreihe zwei Punkte 

xfl und xt zu, die durch den Punkt x selbst und den ihm in 

jener gemeinsamen Doppelpunktsinvolution § zugeordneten 
Punkt x8 harmonisch getrennt werden. 

Man kann diesen Satz benutzen, urn von einer gegebenen Projek­
tivitat fI ihre Doppelpunktsinvolution § zu konstruieren. Dazu braucht 
man nur zu einem beliebigen Punkt x der zu transforrnierenden Punkt-

reihe die in den Projektivitaten fI und ~. entsprechenden Punkte xfl 

und xt zu bestimmen und den zu x harmonisch zugeordneten Punkt x' 

in bezug auf die beiden Punkte xfl und xt zu ermitteln; und sodann ent­

sprechend zu einem beliebigen zweiten Punkt y der betrachteten Punkt­

reihe die Punkte YfI, yt und den in bezug auf sie zu y harmonisch zu­

geordneten Punkt y' zu konstruieren. AlsdaDn bilden die beiden Punkt­
paare x, x' und y, y' zwei Paare der gesuchten Doppelpunktsinvolution f 
von fI, wodurch diese nach Satz 138 eindeutig bestimmt ist. 

Diese Konstruktion der Doppelpunktsinvolution einer Projektivitiit 
riihrt von Schroter her1). 

Der Asymptotenkegel des Stiphanosschen Hyperboloids. Von Interesse 
sind dann weiter die Buschel derjenigen Projektivitaten, die durch irgend 
zwei zueinander inverse Projektivitaten bestimmt werden. Die Bilder 
dieser Biischel von Projektivitaten sind nach Satz 217 und Seite 309 ge­
radlinige Punktreihen, deren Trager die Durchmesser des Hyperboloids 

1) Vgl. H. Schroter, Untersuchung zusammenfallender reciproker Gebilde in 
der Ebene und im Raume, Journal fUr die reine und angewandte ~athematik, Bd. 77 
(1874), S.120f. Siehe auch Steiner-Schroter, Die Theorie del' Kegelschnitte ge­
stiitzt auf projective Eigenschaften Dritte Auflage, herausgegeben von R. Sturm, 
Leipzig, 1898, S. 63 f. Ferner M. Pasch, Beweis eines Satzes iiber projective Punkt­
reihen, Journal fiir die r. u. a. Mathematik, Bd.91 (1881), S. 349ff. und H. Wiener, 
Rein geometrische Theorie der Darstellung binarer Formen durch Punktgruppen auf 
del' Geraden. Habilitationsschrift, Darmstadt, 1885, Nr. 30 und 37, sowie die Arbeit 
desselben Verfassers: Uber die aus zwei Spiegelungen zusammengesetzten Verwandt­
schaften, Berichte der math.-phys. Klasse del' Sachs. Gesellschaft der Wissenschaften 
December 1891, Nr.89 (S.647). Weiter die bereits oben zitierte Abhandlung von 
Segre, Journal fiir die r. u. a. Mathematik, Bd.l00 (1887), S. 321. Endlich F. London, 
tJber einen Satz aus der Theorie del' ebenen Kollineationen, Math. Ann., Rd. 57 (1903), 
S.222. 
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sind. Do. aber je zwei inverse Projektivitaten dieselbe Doppelpunkts­
involution haben, so gehBren einem jeden Biischel, das durch zwei in­
verse Projektivitaten bestimmt wird, samtliche Projektivitaten an, deren 
Doppelpunktsinvolution mit derjenigen jener beiden inversen Projektivi­
taten identisch ist (vgl. auch So.tz 220). 

Da femer nach Satz 180 insbesondere einem Biischel mit gemein­
samer hyperbolischer Doppelpunktsinvolution, das hei.Bt einem Biischel 
mit gemeinsamen getrennten reellen Doppelpunkten, stets zwei und nur 
zwei entartende Projektivitaten angehBren, namlich die beiden Projektivi­
taten, welche je einen von den beiden gemeinsamen Doppelpunkten des 
Biischels zum Hauptpunkt, den anderen zum Nullpunkt haben, und diese 
entartenden Projektivitaten bei der Stephanosschen Veranschaulichung 
durch die Punkte dargestellt werden, in denen die Bildgerade des Biischels 
das gleichseitige Hyperboloid schneidet, so kann man nach Herstellung 
del' Stephanosschen Abbildung aller Projektivitaten in der Geraden fur 
jede Projektivitat lJ die Doppelpunkte finden, indem man den Bildpunkt 
von lJ in jener Abbildung mit dem Mittelpunkt des Hyperboloids verbindet. 
Alsdann schneidet die Verbindungslinie das Hyperboloid in den Bildpunkten 
derjenigen beiden entartenden Projektivitaten, welche den einen Doppel­
punkt der Projektivitat lJ zum Hauptpunkt, den anderen zurn NUllpunkt 
haben und umgekehrt. 

Ebenso wird einem Biischel von Projektivitaten mit einer gemein­
samen parabolischen Doppelpunktsinvolution, das heiBt nach Seite 197:/f. 
und Seite 260 f. einem Biischel von zentrischen Schiebungen, die den 
Doppelpunkt jener parabolischen Doppelpunktsinvolution zum gemeinsamen 
Zielpunkt haben, in der Stephanosschen Abbildung eine Erzeugende des 
Asymptotenkegels des Hyperboloids zugeordnet, und endlich entspricht 
einem Biischel von Projektivitaten mit einer gemeinsamen elliptischen 
Doppelpunktsinvolution ein Durchmesser des Hyperboloids, der innerhalb 
des Asymptotenkegels liegt. 

Nimmt man zu diesen Ergebnissen noch den Inhalt des Satzes 219 
hinzu, so erhalt man den folgenden Satz: 

Satz 228: Bei der Stephanosschen Veranschaulichung del' 
Projektivitaten einer Geraden gehBren den Abbildungell eines 
jeden Biischels von Projektivitii.ten mit einer gerneinsamen 
Doppelpunktsinvolution die Punkte eines Durchmessers des 
Stephanosschen Hyperboloids zu, und zwar liegt dieser Durch­
messer auBerhalb des Asymptotenkegels dieses Hyperboloids, 
auf ihm oder innerhalb desselben, je nachdem jene Doppel­
punktsinvolution hyperbolisch, parabolisch oder elliptisch ist. 
Bei einem Buschel von Projektivitaten mit gemeinsamer hyper-
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bolischer Involution entsprechen dabei den Punkten des zu­
gehorigen Durchmessers, die innerhalb des Hyperboloids liegen, 
die gleichliiufigen Projektivitiiten des Buschels, den Punkten 
auBerhalb des Hyperboloids dessen gegenlaufige Projektivitaten. 

Die Projektivitiiten a + ~ und a - ~, ~2 = a2• Unsere Entwickelung 
enthalt nun aber insofern noch eine Lucke, als die Beziehung zweier Pro­
jektivitiiten von der Form a + ~ und a - ~ nul' fur den Fall angegeben 
ist, wo die Projektivitat a + ~ und damit dann auch die Projektivitat 
a - ~ umkehrbar ist. 1st diese Bedingung nicbt erfiillt, ist vielmehr die 
Projektivitat a + ~ eine einfach entartende Projektivitat, genugt sie also 
den Vergleichungen 
(69) [(a + ~)2] = 0 und 

(70) a + ~ + 0, 

so bestehen die entsprechenden Vergleichungen auch fur die Projektivitiit 
a -~. Der Gleichung (63) zufolge zieht namlich die Gleichung (69) die 
entsprechende Gleichung: 
(71) [(a - ~)2] = 0 

fUr diese Projektivitiit nach sich. Es gilt abel' fur S16 auch die der Un­
gleichung (70) entsprechende Ungleichung 

(72) a - ~ + 0; 

denn das Verschwinden der Abbildung a - ~ wurde nach Seite 293 das 
Verschwinden von a und ~ und damit auch das von a + j) zur Folge 
haben, was der Ungleichung (70) widerspricht. Die Vergleichungen (71) 
und (72) zeigen nun aber, daB auch die Projektivitiit a - § eine einfach 
entartende Projektivitat ist. Zugleicb wird wegen (69) und (63) das 
Folgequadrat von §: 

(73) ~2 = a2• 

Und da nach Satz 214 III dieser Gleichung a eine reelle Zahl ist, von 
der wir noch voraussetzen wollen, daB sie nicht verschwindet, so zeigt 
die Gleichung mit Rucksicht auf Satz 116, daB die Involution ~ hyper~ 

bolisch ist; sie moge deshalb bestimmter mit ~ bezeichnet werden. Die 
Gleichungen (69), (71) und (73) nehmen danll die Form an: 

(74) [(a + ~)2] = 0 

(75) 

(76) 

[(a - ~)2] = 0 

~2 = (12, 

und in ihnen ist nach unserer letzten V oraussetzung 

(77) a+O. 



Abschn.22, Gleich. (69) bis (77); Abschn. 23, Gleich. (1) und (2). Satz 228 bis 230. 313 

Nuu gibt es nach Satz 180 in einem Buschel von Projektivitaten mit 
zwei gemeinsamen getrennten reellen Doppelpunkten zwei und nur zwei 
einfach entartende Projektivitaten, und von diesen weist jede den samt­
lichen Punkten der zu transformierenden Punktreihe einen von den ge­
meinsamen Doppelpunkten des Buschels zu. Da aber in der Identitat 1 
uberhaupt jeder Punkt als Doppelpunkt aufgefaBt werden kann, so sind 
die Identitat 1 und die hyperholische Involution ~ zwei Projektivitaten 
mit zwei gemeinsamen getrennten reellen Doppelpunkten, und da die 
beiden einfach entartenden Projektivitaten a + ~ und a - ~ dem durch diese 
heiden Projektivitaten bestimmten Buschel angehoren, so weisen sie jedem 
Punkte der zu transformierenden Punktreihe den einen oder den anderen 
Doppelpunkt der Involution ~ zu. Man hat also den Satz: 

Satz 229: 1st a2 das Folgequadrat einer hyperboIischen In­
volution ~ in einer Geraden, so werden die beiden einfach ent­
artenden Projektivitaten, die j e einen Doppelpunkt der Involu­
tion ~ zum Hauptpunkt, den anderen zum Nullpunkt haben, 
dargestellt durch die Ausdrucke a + ~ und a - ~. 

Abschnitt 23. 

Die Folgeprodukte vou Involutionen und Projektivitaten. 
Vertauschbarkeit. 

Beziehttng zwischen den beiden Folgeprodnkten zu;eier harmonischen 
Involutionen. Um zu weiteren Beziehungen zu gelangen, bemerken wir, 
daB nach Satz 216 durch die Summe ~ + t zweier Involutionen ~ und t 
derselben Geraden wieder eine Involution dieser Geraden dargestellt wird. 
Nach Satz 115 besteht daher die Gleichung 
(1) (~ + t)2 = - [( ~ + t)2J . 
Rechnet man in ihr die Quadrate aus und berucksichtigt dabei, daB nach 
Satz 94 die Faktoren des kombinatorischen Punktes [8tJ ohne Zeichen­
wechsel vertauschbar sind, so nimmt die Gleichung die ~-'orm an 

~2 + ~t + U + t2 = - [~2] - 2[U] - [f2J, 

oder da wieder nach Satz 115 
~2 = _ [~2] und t2 = - [f2J 

ist, die Form 
(2) u + U= -2[UJ. 

Diese Formel enthiilt den Satz: 
Satz 230: Bei zwei beliebigen Involutionen ~ und t derselben 

Geraden ist die Summe ihre1' beiden Folgeprodukte U und is 



314 Die Folgeprodukte von Involutionen und Projektivitaten. Vertauschbarkeit. 

eine reelle Zahl, namlich gleich dem negativ genommenen 
doppelten kombinatorischen Produkte der beiden Involutionen. 

Sind insbesondere die beiden Involutionen I und t harmonisch, ist also 

(3) [U] = 0, 

so verwandelt sich die Gleichung (2) in 

(4) U=-U. 

Und umgekehrt: Besteht zwischen zwei Involutionen j und t die Glei­
chung (4), so geniigen dieselben wegen (2) auch del' Gleichung (3) und 
sind somit zueinander harmonisch. Man hat also den Satz: 

Satz 231: Satz von Peano 1). Zwei Involutionen derselben 
Geraden sind dann und nur dann zueinander harmonisch, wenn 
ihre Folgeprodukte entgegengesetzt gleich sind. 

Schreibt man die Gleichung (4) in der Form 

(5) U = t(- I) 

und vergleicht sie mit der Gleichung (53) in Satz 90, so Hest man aus 
ihr den Satz ab: 

Satz 232: Von zwei harmonischen Involutionen wird jede 
durch die andere mit verandertem Vorzeichen in sich iiber­
gefiihrt. 

Ubergang eu ewei vertauschbaren Involutionen. Der Satz 232 legt es 
nahe, allgemein nach Involutionen derselben Geraden zu fragen, von denen 
die eine durch die andere abgesehen von einem Zahlfaktor in sich iiberge­
fiihrl wird, welche also nach Satz 90 der Gleichung geniigen 

It = t· ml, 

unter m eine ZahlgroBe verstanden, oder was dasselbe ist, del' Gleichung 

(6) U=mU. 

Fiihrt man den Wert (6) von It in die Gleichung (2) em, so nimmt Sle 
die Form an 

(7) 

mU + U = - 2[U] oder 

(m+l)U=-2[U]. 

Diese Gleichung aber lii.Bt sich in dem soeben behandelten FaIle, wo die 
beiden Involutionen lund t zueinander harmonisch sind, wo also 

(3) [U]= 0 

1) Peano benutzt die im Satz 231 angegebene Eigenschaft harmonischer Invo­
lutionen zur Definition solcher Abbildungen. V gl. Pea no, Oalcol0 geometrico se­
condo l'Ausdehnungslehre di H. GraBmann. Torino, 1888. Seite 159. 
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ist, nicht nwr dadurch befriedigen, daB man 

(8) m =-1 

setzt, wodurch man wegen (6) auf die Gleichung 

(4) 81=-U 

zuriickkommt, sondern die Gleichung (7) wird 

zweitens auch erfiillt, und zwar fiir beliebiges m, sobald 

(9) U=O 

istj dann wird aber wegen (6) zugleich auch 

(10) It = OJ 

das heiSt, es verschwinden die beiden Folgeprodukte 81 und U gleich­
zeitig. Daraus aber folgert man leicht, daB die beiden Involutionen I und 
t parabolisch sind, wenigstens falls man den trivialen Fall der uneigent­
lichen Involution von der Betrachtung ausschlieBt. 

In der Tat, multipliziert man die Gleichung (10) zuerst vorn mit I 
und dann hinten mit t, so entstehen aus ihr die Gleichungen 

19 t = 0 und 

812 =0. 

Und ds. die GraBen 12 und t2 als Folgequadrate yon Inyolutionen nach 
Satz 112 bloBe Zahlen und die Involutionen lund t als eigentliche Invo­
lutionen von Null verschieden sind, so lassen sich die beiden Gleichungen 
auch in der Form Rchreiben 

(11) 
112 = 0 und 
lt2 = 0 , 

aus denen wiederum nach Satz 115 die Gleichungen folgen 

(12) {[12] = 0 und 

[t2] = 0, 

die nach Seite 184 die beiden eigentlichen Illvolutionell lund t als 
parabolische Involutionen chs.rakterisieren. 

U m dieses Ergebnis in W orte zu fassen, bemerke man noch, daB die 
Gleichungen (9) und (10) die Gleichung 

(13) 81 = U 

nach sich ziehen, welche zeigt, daB die beiden Involutionell lund t "vel'­
tauschbar" sind. 

Wir nennen namlich zwei Projektivitaten derselben Geraden "vertausch­
bar", wenn ihr Folgeprodukt bei der Vertauschuny seiner Faktm'en allch dent 
Vorzeichen nach seinen Wert niCht andert. 
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Harmonische und vertauschbare Involutionen. Beachtet man ferner 
noch, daB auch umgekehrt aus der Gleichung (13) und der nach dem 
Satz von Peano (Satz 231) fur je zwei harmonische Involutionen j und 
t geltenden Gleichung 
(14) lit = - U 
die Gleichungen 
(10) lit = 0 und 

(9) U = 0 

folgen, aus den en die Gleichungen (12) abgeleitet wurden, so hat man 
den Satz: 

Satz 233: Zwei eigentliche Involutionen, die zugleich har­
monisch und vertauschbar sind, sind parabolisch 1). 

Setzen wir jetzt zwei tens voraus, es sei in der Gleichung (7) 

(15) [lit] =1= 0 
das heiBt, die beiden Involutionen seien nicht harmonisch, so ist in der 
Formel (7) sichel' auch 
(16) m + 1 =1= 0 
(vgl. auch den Satz von Peano (Satz 231)), und da uberdies das kombina­
torische Produkt [lit] zweier Involutionen j und t eine bloBe Zahl ist, 
die nach del' Ungleichung (15) nicht verschwindet, so nimmt die Glei­
chung (7) bei der Division mit m + 1 die Form an: 

U = g, 
wo 9 eine von Null verschiedene ZahlgroBe ist. Multipliziert man diese 
Gleichung vorn mit t, so vorwandelt sie sich in 

t2j = tg. 

Und dividiert man noch mit 9 und beachtet, daB nach Satz 112 auch das 
Folgequadrat t2 del' Involution t eine ZahlgroBe ist, so ergibt sich die 
neue Gleichung 
(17) t = U, 
in del' f wieder eine ZahlgroBe bedeutet. Aus del' Gleichung (17) abel' 
folgen durch Vormultiplizieren und Nachmultiplizieren mit j die Glei­
chungen 

lit = U2 und 

U=U2 

und demnach die weitere Gleichung 

(18) U= jt. 

1) Die Beziehung zwischen beiden Involutionen wird noeh vollstandiger an­
gegeben in Satz 238. 
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Damit aber ist bewiesen: Wenn zwischen zwei nicht harmonischen Invo­
lutionen ~ und t eine Gleichung von der Form 

U = t· m~ 
besteht, in der m einen Zahlfaktor bedeutet, so ist dieser Zahlfaktor not­
wendig = + 1, und mau hat also den Satz: 

Satz 234: Wenn von zwei nicht h·armonischen Involutionen 
die eine durch die andere abgesehen von einem Zahlfaktor in 
sich iibergefiihrt wird, so ist dieser Zahlfaktor notwendig = + 1, 
das heiBt, die beiden Involutionen sind miteinander vertanschbar. 

Mit Riicksicht auf die Satze 232 und 233 kann man daher auch den 
Satz aussprechen: 

Satz 235: Wenn von zwei eigentlichen Involutionen die eine 
durch die andere abgesehen von einem Zahlfaktor in sich iiber­
gefiihrt wird, und nicht beide Involutionen parabolisch sind, 
so kann jener Zahlfaktor nur entweder = + 1 oder = - 1 sein. 

Will man den Fall zweier parabolischer Involutionen nicht aus­
schlieBen, so kann man dem Satze 235 auch die Fassung geben: 

Satz 236: Wenn von zwei eigentlichen Involutionen die eine 
durch die andere abgesehen von einem Zahlfaktor in sich iiber­
gefiihrt wird, so sind dieselben entweder vertauschbar oder 
harmonisch oder beides zugleich; in letzterem FaIle sind· die 
beiden Involutionen parabolisch. 

In dem Beweise des Satzes 234 ergab sich uns nebenbei fur zwel 
nicht "harmonische vertauschbare Involutionen ~ und t die Beziehung 

(17) t = t~, 

welche zeigt, daB zwei solche Involutionen sich nul' um emen Zahlfaktor 
unterscheiden konnen. 

Dieses Ergebnis ist aber noch einer Verallgemeinerung fahig. Das­
selbe gilt namlich, wie man sich leicht iiberzeugt, auch fur zwei hanno­
nische vertauschbare Involutionen. 

Nach Satz 233 sind zwei eigentliche Involutionell, die 
monisch und vertauschbar sind, paraboliscbe Involutionen. 
liscbe Illvolutionen ~ und t lassen sich aber nach Satz 134 
von der Form darstellen: 

(19) 
b - III b , Ii 

t = ---'--, 
el . e, 

zugleich bar­
Zwei parabo­
durch Briiche 
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wo 

(20) 
fa = olel + 02 e2 

l b = bl el + b2eS 

ist. Andererseits liiBt sich nach der Gleichung (20) des 13. Abschnitts 
die Gleichung (3), welche aussagt, daB die beiden Involutionen lund t 
zueinander harmonisch sind, in der Form schreiben: 

(21) [a1 b2] - [aSb l ] = 0, 

unter a1 und all' bl und bll die Zahler der gleichnamig gedachten Briiche 
lund t verstanden. In dem vorliegenden Faile, wo 

b1 = b, b2 = - ~1_ b 
bt 

ist, nimmt also die Bedingung der harmonischen Beziehung dar beiden 
Involutionen die Form an 

(22) - (!! -~) [abJ = OJ 
bt at 

und diese Gleichung wird sowohl befriedigt, wenn 

(23) 

wie wenn 
(24) [ab] = 0 

ist. Diese beiden Gleichungen aber sind durchaus gleichbedeutendj denn 
jede von ihnen sagt aus, daB die beiden Punkte a und b sich v(}nein­
ander nur urn einen Zahlfaktor unterscheiden, daB also 

b = fa 

ist, unter f ein Zahlfaktor verstanden. Und hieraus folgt dann wegen 
(19) mit Riicksicht auf (23) die entsprechende Zahlbeziehung: 

(17) t=U 

zwischen den beiden harmonischen und zugleich vertauschbaren Involu­
tionen lund t. 

Damit ist abel' ganz allgemein bewiesen, daB zwischen zwei ver­
tauschbaren Involutionen eine Gleichung von der Form (17) besteht, 
mogen nun die beiden Involutionen zugleich harmonisch sein oder nichtj 
und da anderel'seits, wie auf Seite 316 bewiesen ist, die Gleichung (17) 
die Verlauschbarkeit der beiden Involutionen lund t zul' Folge hat, so 
gilt der Satz: 

Satz 237: Zwei Involutionen lund t sind dann und nur 
dann Cohne Zeichenwechsel) vertauschbar, wenn sie sich von-



Abschnitt 23, Gleichung (20) bis (27). Satz 237 bis 239. 319 

einander nur um einen Zahlfaktor unterscheiden 1). Oder andel's 
ausgedriickt: 

Eine Involution t fiihrt eine Involution J dann und nur 
dann auch dem Vorzeichen nach in sich iiber, wenn sie sich von 
ihr nur um einen Zahlfaktor unterscheidet. 

Dem Satze 233 kann man alsdann die vollstandigere Fassung geben: 

Satz 238: Zwei eigentliche Involutionen, die zugleich har­
monisch und vertauschbar sind, sind parabolisch und konnen 
sich iiberdies nur um einen Zahlfaktor voneinander unter­
scheiden. 

Um ferner zu einer Umkehrung dieses Satzes zu gelangen, frage man 
nach del' Beziehung zwischen zwei paraholischen Involutionen J und t, 
die zueinander harmonisch sind. Man bezeichne wieder wie auf Seite 303 
die Ableitzahlen, mittelst deren die beiden Involutionen J und taus den 
drei Grundinvolutionen ~l' ~2 und e abgeleitet sind, mit ai, ~, as und 61, 

62 , 68 ; dann lauten die Bedingungsgleichungen dafiir, daB die Involu­
tionen J und t parabolisch sind, nach del' Gleichung (51) des vorigen 
Abschnitts 
(25) ai + a; = a: und 

(26) bi + 6; = b~, 

und die Bedingung der harmonischen Lage nach Gleichung (50) desselben 
Abschnitts 
(27) at 61 + ~6t = as6s . 

Von diesen drei Gleichungen sagen die beiden ersten Gleichungen aus, 
daB die Bildpunkte del' beiden Involutionen J und t auf dem Kegelschnitt 
der parabolischen Involutionen liegen, und die dritte Gleichung zeigt zu­
sammen mit der ersten, daB del' Bildpunkt der Involution t auf der Tan­
gente gelegen ist, die man im Bildpunkte der Involution J an diesen 
Kegelschnitt legen kann. Dies ist aber nicht anders moglich, als wenn 
die beiden Bildpunkte der Involutionen J und t in einen Punkt zu­
sammenfallen, das heiBt, ~enn sich die beiden Involutionen J und t von­
einander nur um einen Zahlfaktor unterscheiden. Daraus abel' folgt nach 
Satz 237, daB sie auch miteinander vertauschbar sind. Man hat also 
den Satz: 

Satz 239: Umkehrung I von Satz 238. Zwei parabolische 
Involutionen, die zugleich zueinander harmonisch sind, konnen 

1) Der Satz gilt offenbar auch fiir den Fall, daB eine von den beiden Involu­
tionen oder auch beide uneigentliche Involutionen sind, was bei der Fassung des 
Satzes bereits beriicksichtigt ist. 
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nur um einen Zahlfaktor voneinander verschieden sein und sind 
also auch miteinander vertauschbar. 

DaB andererseits zwei parabolische Involutionen, die sich von ein­
ander nur um einen Zahlfaktor unterscheiden, auch stets zueinander 
harmonisch sind, leuchtet sofort ein. Denn sind lund t zwei solche 
parabolische Involutionen, so bestehen die drei Gleichungen 

(28) [12] = 0, 
(29) [t2] = 0 und 

(30) t = tI, 

wo wieder f einen Zahlfaktor bedeutet. Es wird also das kombinatorische 
Produkt [It], dessen Verschwinden fur zwei harmonische Involutionen 
charakteristisch ist, 

(31) 
und man hat den Satz: 

Satz 240: Umkehrung II von Satz 238: Zwei parabolische 
Involutionen, die sich voneinander nur um einen Zahlfaktor 
unterscheiden, sind zueinander harmonisch. 

Da ferner nach Satz 239 fur zwei parabolische und zugleich harmo­
nische Involutionen lund t neben der Gleichung (4) (vgl. den Satz von 
Peano (Satz 231)) zugleich die Gleichung (13) der Vertauschbarkeit be­
steht, so folgen fur sie wie auf Seite 316 die Gleichungen: 

(32) 

.das heiBt, man erhalt den Satz: 

{ It = 0 und 

U=O, 

Satz 241: Die Folgeprodukte zweier harmonischen para­
bolischeu Involutionen verschwinden. 

Und von diesem Satz gilt auch die Umkehrung: 
Satz 242: Umkehrung von Satz 241: Verschwindet ein Folge­

produkt zweier eigentlichen Involutionen, so sind dieselben 
erstens parabolisch und zweitens zu~inander harmonisch, 
konnen sich also (nach Satz 239) uberdies voneinander nur um 
einen Zahlfaktor unterscheiden. 

Der erste Teil dieses Satzes ist schon oben im Beweise des Satzes 
233 (vgl. Seite 315) gelegentlich bewiesen, indem dort bereits aus der 
Gleichung 

(10) 

(11) { 12 = 0 

t2 = 0 

It = 0 die 

und (12) 

Gleichungen 

{ [12] = 0 
[t2] = 0 
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gefolgert wurden. Da abel' nach del' Voraussetzung die Involutionen 8 
und t etgentliche Abbildungen sind, so sind sie notwendig parabolische 
Involutionen. 

Den zweiten Teil des Satzes kann man leicht aus del' Gleichung 

(2) -2[U] = U + U 

ableiten, die sich wegen (10) reduziert auf 

(33) - 2[U] = U. 

Multipliziert man abel' diese Gleichung folgemaBig mit §, so verwandelt 
sie sich in 

- 2[U]§ = U2 
oder wegen (11) in 

- 2[U]§ = O. 

Aus diesel' abel' folgt, da § eine eigentliche Involution sein soli, daB 

(34) [U] = 0 

sein muB, daB also die Involutionen § und t auch zueinander harmo­
nisch sind. 

Man kann schlieBlich noch die beiden Siitze 241 und 242 mit Riick­
sicht auf Satz 240 zu dem einen Satze zusammenfassen: 

Satz 243: Ein Folgeprodukt zweier eigentlichen Involutionen 
verschwindet dann und nul' dann, wenn diesel ben parabolisch 
sind und sich iiberdies voneinander nur urn einen Zahlfaktor 
unterscheiden. 

Vertauschbare Projektivitiiten. Es moge jetzt wei tel' die Bedingung 
fur die Vertauschbarkeit zweier beliebigen Projektivitiiten .p und " auf­
gesucht werden, also die Bedingung dafiir, daB die beiden Projektivitiiten 
.p und " del' Gleichung 

(35) .p" = ".p 
Geniige leisten. 

Wir stellen dazu die beiden Projektivitiitell als Summe einer reellen 
ZahlgroBe und einer Involution dar, setzen somit 

(36) {.p=o+§ 

" = 6 + t, 
wo 0 und 6 zwei reelle ZahlgroBen, § und t zwei Involutionen sind. 
Dann verwandelt sich die Bedingungsgleichung (35) der Vertauschbar­
keit in 

(0 + §) (6 + t) = (6 + t) (0 + §) 
Gra.Bmann, Projektive Geometrie d. Ebene. I. 21 



322 Die Folgeprodukte von Involutionen und Projektivitaten. Vertau8chbarkeit. 

oder, wenn man Qusmultipliziert, in 

ao + lIj + at + U = all + at + oj + U 
oder in 
(37) u=u. 
Aus dieser Gleichung aber folgt nach Satz 237, daB zwischen den beiden 
Involutionen lund t die Beziehung herrscht: 

(38) t= mj, 
und es wird daher 

(39) 
I~=a+j 

lq==o+mj, 

das heiBt nach Satz 188, die Doppelpunktsinvolutionen der beiden Pro­
jektivitiiten ~ und If stimmen miteinander bis auf einen Zahlfaktor iiber­
ein. Da aber die Doppelpunktsinvolution einer Projektivitiit ihrer Er­
kliirung zufolge (vgl. Seite 263) iiberhaupt nur bis auf einen Zahlfaktor 
bestimmt ist, so kann man auch sagen: die Doppelpunktsinvolutionen der 
beiden Projektivitiiten ~ und If sind miteinander identisch. Man hat also 
den Satz: 

Satz 244: Zweiter Satz von Stephanos: Zwei Projektivitiiten 
in einer Geraden sind dann und nur dann vertauschbar, wenn 
ihre Doppelpunktsinvolutionen miteinander iibereinstimmen 1). 

Mit Riicksicht auf die Siitze 220 nnd 221 kann man noch hinzu­
fiigen: 

Bei der Stephanosschen Veranschaulichung der Projektivitiiten einer 
Geraden liegen die Bilder zweier vertauschbaren Projektivitaten auf einem 
Durchmesser des Stephanosschen Hyperboloids, und umgekehrt sind je 
zwei Projektivitaten in der Geraden vertauschbar, sobald ihre Stephanos­
schen Bilder auf einem Durchmesser des Hyperboloids liegen. 

Die Resultante zweier harmonischen Involutionen. Wendet man den 
Satz 197 iiber zwei harmonische Projektivitiiten speziell auf zwei har­
monische Involutionen lund t an, von denen wenigstens eine, etwa die 
Involution I, umkehrbar ist, so daB also die Ungleichung besteht 

(40) [j2] =1= 0, 

aus der mit Riicksicht auf Satz 115 noch folgt, daB auch 

(41) j2 =1= 0 

ist, so erhiilt· man zwischen den beiden Abbildungen j und t die Be-

1) Vgl. Stephano8, Math. Ann. Bd. 22. (1883) Nr. 33 (S. 330). 
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ziehung 
(42) t = ~b, 

in del' auch b eine Involution bedeutet. Aus dieser Gleichung abel' folgt, 
wenn man sie vom mit ~ multipliziert, 

Sf = ~2b, 

oder wenn man 
(43) ~2 = f 

setzt, wo wegen (41) t von Null verschieden ist, 

(44) Sf = lb. 

Bezeichnet man endlich noch das f fache der Involution b, welches ebenso 
wie b selbst eine Involution darstellt, mit u, setzt also 

(45) fb = U, 

wo dann eben U wieder eme Involution ist, so verwandelt sich die Glei­
chung (44) in 
(46) Sf = u. 

Da abel' nach der V oraussetzung die Involutionen ~ und t harmonisch 
sind, so kann man nach dem Satz von Peano (Satz 231) die Gleichung 
(46) auch durch die Gleichung ersetzen 

(47) U = - u, 
in der die rechte Seite - u wieder als Involution aufgefaBt werden kanll. 

Damit haben wir vorlaufig das Ergebnis gefunden: Die Folge zweier 
hannonischen Involutionen, von denen wenigstens eine umkehrbar ist, ist 
selbst eine Involution. 

Es liiBt sich aber noch die Beschrankung dieses Satzes beseitigen. 
Nach Satz 241 ist namlich die Folge zweier harmonischen parabolischen 
Involutionen die ZahlgroBe 0 oder, was dasselbe ist, die uneigentliche 
Involution; und dasselbe gilt von der Folge zweier uneigentlichen Invo­
lutionen, oder einer parabolischen und der uneigentlichen Involution, die 
ja sicher auch zueinander harmonisch sind. SchlieBt man daher die un­
eigentliche Involution mit ein, so hat man ganz allgemein den Satz: 

Satz 245: Die Resultante (Folge) zweier harmonischen In­
volutionen ist selbst eine Involution. 

Setzt man schlieBlich noch 

(48) ~2 = fund f2 = f, 

so ergeben sich aus den beiden Gleichungen (46) und (47) durch Vor­
multiplizieren und Nachmultiplizieren mit ~ und t die Gleichungen 

ft = ~ U , U = u t und 

ft = - 1I~, U = - tu, 
21* 
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aus denen folgt, daB drittens 

(49) ~ U = - It ~ und It t = - tit 

ist. Nach dem Satze von Peano (Satz 231) sind also die beiden har­
monischen Involutionen ~ und t auch zu ihrer Resultante It harmonisch. 

Damit ist zunachst wieder fiir den Fall, daB von den beiden harmo­
nischen Involutionen wenigstens eine umkehrbar ist, bewiesen, daB ihre 
Folge eine zu den beiden Involutionen harmonische Involution ist. Das­
selbe gilt aber offenbar auch fiir den Fall, wo jene Bedingung nicht erfiillt 
ist; denn sind die beiden harmonischen Involutionen parabolisch, so ver­
schwindet ihr Folgeprodukt nach Satz 241, und ebenso verschwindet auch 
die Folge zweier uneigentlichen Involutionen odeI' die Folge einer para­
bolischen und del' uneigentlichen Involution. Es ist also iiberhaupt die 
Folge je zweier entartenden harmonischen Involutionen die ZahlgroBe 0 
odeI', was auf dasselbe hinauskommt, die uneigentliche Involution; und 
diese ist iiberhaupt zu jeder Projektivitat, also auch zu den beiden kom­
ponierenden Involutionen harmonisch. Man hat daher den Satz: 

Satz 246: Die Resultante (Folge) zweier harmonischen In­
volutionen ist selbst zu ihren Komponenten harmonisch. 

Nunmehr kann man auch die Umkehrung dee Satzes 245 beweisen, 
welche lautet: 

Satz 247: Umkehrung zu Satz 245: let die Folge zweier In­
volutionen wieder eine Involution, so sind die beiden In volu­
tionen zueinander harmonisch. 

Beweis: Es seien also ~,t, It drei Involutionen, zwischen denen eine 
Gleichung von der Form 

(46) tlt = It 

beeteht. Alsdann folgt durch Vormultiplizieren mit ~ die Gleichung 

~2t = ~It. 

1st also ~2 von N uIl verschieden, etwa wieder 

(50) ~2 = f 9= 0, 

wo f eine Z';ahlgroBe iet, so verwandelt sich die soeben gefundene Beziehung 
zwischen ~, t und It in 

(51) 
Setzt man daher noch 

(52) 

ft = ~ It oder in 

t = ~u. 
f 

u 
1 = II, 

wo II wieder eme Involution ist, so erhiilt man zwischen ~ und t die 
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Gleichung: 
(53) t = ~lJ, 

welche nach Satz 198 zeigt, daB die Involutionen ~ und t zueinander 
harmonisch sind. 

Damit ist unser Satz fiir den Fail bewiesen, daB die erste von den 
beiden Involutionen, um deren Folgeprodukt es sich handelt, umkehrbar 
ist. Abel' del' Satz gilt offen bar auch in dem Faile, wo dies nicht zutrifft. 
Sind namlich die beiden Involutionen ~ und t parabolisch, und soil zu­
gleich ihr Folgeprodukt involutorisch sein, so miissen die beiden Invo­
lutionen, wie wir sogleich zeigen werden, ihren Doppelpunkt miteinander 
gemein haben, sie konnen sich also nach Satz 137 nul' um einen Zahl­
faktor voneinander unterscheiden. 

In del' Tat ist das Folgeprodukt zweier parabolischen Involutionen, 
deren Doppelpunkte riiumlich voneinander verschieden sind, notwendig 
eine nicht involutorische Projektivitiit. Denn sind 

(54) ~=a,~ 
c, a 

(55) t = ~'-~ 
e, b 

zwei parabolische Involutionen mit raumlich verschiedenen Doppelpunkten 
a und b, so forme man den Bruch fiir die Involution t in del' Weise urn, 
daB seine Nenner diese Doppelpunkte a und b werden. Es sei 

(56) a=ge+~b, 
wo 
(57) 

sein muB, weil sonst gegen die V oraussetzung a nicht raumlich ver­
schieden von b ware. Durch diese Umformung erhalt man fiir t die 
Darstellung 

(58) 

t = ____ !J!:, ____ o odeI' 
ge + f) b, b 

t = g~,_O. 
a, b 

Fur das Folgeprodukt ~ t findet man daher den Wert 

(59) u = a,_O~~~ = gb,_~. 
e, a a, b e, a 

Diesel' Bruch abel' ist, da g + 0 ist, del' Ausdruck einer einfach entartenden 
nicht in volutorischen Projektivitiit. 

Sobald also das Folgeprodukt zweier parabolischen lnvolutionen wieder 
eine Involution ist, konnen sich diese heiden parabolischen Involutionen 
nul' um einen Zahlfaktor unterscheiden und sind somit nach Satz 240 zu-
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einander harmonisch. (Uberdies ist dann nach Satz 241 jedes von ihren 
beiden Folgeprodukten gleich Null, das heiBt die uneigentliche Involution.) 

Endlich gilt der Satz 247 offenbar auch fiir den Fall, wo eine von 
den beiden komponierenden Involutionen oder auch beide uneigentliche 
Involutionen sind. Er gilt also iiberhaupt allgemein. 

Man kann schlieBlich die beiden Siitze 245 und 247 in dem einen 
Satze zusammenfassen: 

Satz 248: Zweiter Satz von H. Wiener 1): Die Folge zweier 
Involutionen ist dann und nur dann selbst eine Involution, 
wenn jene heiden Involutionen zueinander harmonisch sind. 

Die Systeme dreier umkehrbaren zueinander harmonischen Involutionen. 
Sind zwei Involutionen j und t zueinander harmonisch und zugleich beide 
umkehrbar, so ist nach Satz 245 ihre Folge 

(60) jt = u, 

wo U ebenfalls eine Involution bedeutet, und auBerdem ist nach Satz 197 
auch diese Involution umkehrbar 2). Bezeichnet mau daher die drei Folge­
quadrate der drei Involutionen j, t, u mit f, f, m, setzt also 

(61) j2 = I, t2 = f, u2 = m, 
so sind f, !, m drei von Null verschiedene ZahlgroBen. Ferner ist nach 
Satz 246 die Involution U sowohl zu j wie zu t harmonisch, das heiBt, 
es sind alle drei Involutionen zueinander harmonisch. 

Multiplizierl man jetzt die Gleichung (60) hinten mit U unter Be­
riicksichtigung der dritten Gleichung (61), so erhiilt man die Gleichung 

Uu = m, 
aus der nach dem ersten Satze von H. Wiener (Satz 89) durch zyklische 
Vertauschung noch zwei weitere Gleichungen folgen, so daB sich das 
Gleichungssystem ergibt: 

(62) IUU = m, 
tUj = m, 
uU=m. 

Bildet man femer von den beiden Seiten der Gleichungen (62) die rezi­
proken Werle und wendet linker Hand den ersten Satz von Stephanos 

1) H. Wiener verwendetin seiner bereits oben auf S. 277 zitierten Habilitations­
schrift vom Jahre 1885, Seite 29, Nr. 55, die in dem Satze 248 angegebene Bedingung 
fiir die harmonische Beziehung zweier Involutionen zur Definition harmonischer 
In volutionen. 

2) V gl. zum folgenden H. Wi en e r, Ober geometrische Analysen, Berichte der 
math.-phys. Klasse der Sachs. Gescllschaft der Wissenschaften. Juli 1890. Nr. 48. 
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(Satz 88) an, so verwandeln sich die Gleichungen (62) in 

(63) 

1 1 1 1 
uT"F=m' 
1 1 1 1 
"Ful=m' 
1 1 1 1 
18u=m; 

oder wenn man beachtet, daB wegen (61) 

(64) 1 8 1 t 
-i- f ' 1=1' 

ist, in 

rU~!1 
(65) lut = f( 

tul=f(. 

1 u --- =-
U nt 
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Multipliziert man andererseits die Gleichungen (62) del' Reihe llach VOl'll 

mit I, t, u, so erhiilt man wegen (61): 

1 
ftu=ml 
fUI= mt 

mIt = mu, 
oaer wenn man mit den Zahlfakioren der linken Seite dividiert, 

I:: ~: 
U=u. 

(66) 

Ebenso erhiilt man aus den Gleichungen (65), wenn man sie der Reihe 
nach hinten mit 15, t, u multipliziert, 

(67) 

1 
uit = IU 
IU! = fft 
Um = Uu odeI' 

I ut = U 
lu = ft 

11 = f1 U. 
nt 

Durch Vergleichung irgend zweier entsprechendell von den Gleichullgen (66) 
und (67) aber findet man bei Beriicksichtigung des Satzes von Peano 
(Satz 231), nach welchem zum Beispiel 

U=-U 
ist, zwischen den drei ZahlgroBell t, f, m die Beziehullg 

(68) ff=-m. 
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Nun fiihrt man keine wesentliche Beschriinkung der Allgemeinheit 
ein, wenn man den absoluten Wert der beiden von Null verschiedenen 
Zahlgro.6en fund { gleich 1 annimmt, woraus dann wegen (68) folgt, 
da.6 auch der absolute Wert von m gleich 1 wird, so da.6 also 

(69) If I = 1(1 = Iml = 1 

ist. Setzt man daher etwa voraus, es sei 

(70) 
so wird wegen (68) 
(71) 

f=+1, (=+1, 

m=-l. 

Und nicht wesentlich verschieden von diesem FaIle sind die beiden 
FaIle, wo 

f = + 1, (= - 1, also m = + 1, 
und wo 

f=-1, 1=+1, also m=+1 

ist. Denn in allen drei Fallen sind von den drei zueinander harmoni­
schen Involutionen J, t, u zwei Involutionen hyperbolisch (entsprechend 
dem Folgequadrat + 1) und die dritte elliptisch (entsprechend dem Folge­
quadrat - 1). 

Der an sich mit der Gleichung (68) noch verlragliche vierte F~ll 
dagegen, wo 

f = - 1, 1 = - 1 und somit auch m = - 1 

ist, wo also aIle drei Involutionen elliptisch sind, ist durch den Satz 224 
ausgeschlossen, nach welchem von zwei zueinander harmonischen lnvo­
lutionen hochstens eine elliptisch sein kann. 

Man hat also den Satz: 

Satz 249: Von drei umkehrbaren und zueinander harmoni­
schen Involutionen sind stets zwei Involutionen hyperbolisch, 
wahrend die dritte elliptisch ist. 

Legt man speziell den drei Zahlgro.6en f, I, m die Werte (70) und 
(71) bei, setzt also die Involutionen {S und t als hyperbolisch und U als 
elliptisch voraus, so verwandeln sich die Gleichungen (61), (66) und 
(67) in 

(72) I {S2 = 1 
12 = 1 
u2 =-1 

(73) 
J tu = - J 

lUJ = - t 
U=u 

und (74) J:~ :. 
l til = -u. 

Um die Ubersicht iiber diese neun Formeln zu erleichtern, kann man die 
Werte der neun Folgeprodukte in einer Multiplikationstafel zusammen­
stellen, namlich in del' Tafel: 
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(76) I 1 I t I u 
1 1 u t 

-t~-l ~ 
- ----
u -t 1 -1 

In ihr ist das Symbol derjenigen Involution, die den ersten Faktor des in 
Frage stehenden Folgeproduktes bildet, in der durch den starken Vertikal­
strich abgetrennten Spalte angegeben, und es solI einem jeden hier ver­
zeichneten Buchstaben die ganze durch ihn bestimmte Zeile entsprechen. 
Dagegen findet sich das Symbol der Involution, die den zweiten Faktor 
jenes Folgeproduktes darstellt, in der durch den starken Horizontalstrich 
abgetrennten Zeile, wobei wieder jedem hier verzeichneten Buchstaben die 
ganze durch ihn bestimmte Spalte zugehOren solI. Der Wert eines jeden 
der neun Folgeprodukte endlich, die sich aus je zweien der drei harmo­
nisehen Involutionen I, t, u bilden lassen, ist immer an der Stelle ein­
getragen, an der sich die Zeile, die dem ersten Faktor des Produktes zu­
gehOrt, mit der Spalte kreuzt, die dem zweiten Faktor entspricht. 

Bei dem Wortausdruek dieses Ergebnisses kann man noeh beriick­
siehtigen, daB die Voraussetzung, der absolute Wert der drei Folgequadrate 
von I, t, u solIe gleich 1 sein, bereits die Umkehrbarkeit der drei Invo­
lutionen zur Folge hat; denn das Folgequadrat einer l1ieht umkehrbaren, 
das heiSt parabolischen oder uneigentlichen, Involution versehwindet naeh 
Satz 116 ebenso wie ihr kombinatorisches Quaclra,t. 

Man kann daher die gewonnenen Ergebnisse in dem Satze dar­
stellen: 

Satz 250: Besitzen die Folgequadrate der drei zueinander 
harmonischen Involutionen I, t, U den absoluten Wert 1, und 
sind iiberdies die beiden ersten von diesen drei Involutionen 
hyperboliseh, woraus folgt, daB dann die dritte elliptiseh ist, 
so geIten fUr die neun zweifaktorigen Folgepl"odukte diesel" 
drei Involutionen die neun Formeln (72), (73) und (74), die man 
aueh in der Multiplikationstafel (75) zusammenfassen kann. 

Dieser Satz liiBt sich insbesondere aueh auf die drei oben auf 
Seite 292 if. benutzten Grundinvolutionen ~11 ~2' t amvenden; denn diese 
erfiillen die beiden in dem Satze an die Involutiol1en ~,t, u gestellten 
Bedingungen. Erstens niimlieh sind sie nach Satz 214 aile drei zuein­
ander hl1rmonisch, und zweitens besitzen ihre Folgequadrate, die ja nach 
Satz 115 ihren kombinatorischen Quadratell entgegellgesetzt gleich sind, 
den absoluten Wert 1. In der Tat wird wegen der Gleichungell (15) des 
vorigen Abschnitts 
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(76) 

Folglich geIten na.ch Satz 250 auch die Formeln (73) und (74) fUr diese 
drei Grundinvolutionen 'H '21 t, das heiSt, es wird 

(77) I 'I t = - '1 I t'll =- '1 
t'l = - 'I und (78)· 'It =" 

'1 'I = t ,. '1 = - t, 
was man iibrlgens durch direkte Multiplikation der Bruchdarstellungen 
in den Gleichungen (11) bis (13) des vorigen Abschnitts leicht besti:i.tigen 
kann. Man erhalt also fur die neun Folgeprodukte der drei Grund­
involutionen '1' 'I' t genau entsprechend der Tafel (75) dieMultiplikations-
Well): • 

I~ 
'11 '.1 t 

(79) ~_l ___ t_~ 
,. -t 1 -'1 -------
t - ,. '1 -1 

EiMeihung iJer Projektivitliten einer Geraden unter die Sgsteme hOherer 
komplea;er Gropen. Das Multiplikationsschema der drei Grundinvolutionen 
liSt sich nun aber ohne Schwierigkeit zu einer Tafel fiir die 16 zwei­
faktorigen Folgeprodukte der vier Grundabbildungen 1, '11 t., taller 
Projektivimten in der Geraden (vgl Satz 214) erweitern. Da namlich 

11'1 = t11 = '1 
(80) 1,. = '1 1 =" 

1t = t1 = t, 

so gilt fiir die vier Grundabbildungen 1, 'H 'I' t die Multiplikationstafel 

(81) 
1 

t1 
t, 
t 

1 
1 

--'1 --,. 
t 

I t1 I 
'1 
1 

--
-t 

- ,. 

'I I t 

,. t 
----

t til --1 -'1 
'1 -1 

Diese Multiplikationstafel gestattet es, die Projektivitaten einer Ge­
raden unter die Systeme von hoheren komplexen GroBen einzuordnen. 
Man sagt namlich von einem System von Abbildungen, es bilde ein 

1) V gl. hierzu Pea no, Caleolo geometrieo secondo l' Ausdehnungalehre di H. G r a /3 • 
mann. Torino 1888. Seite 168. Nr. U. 
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System von hoheren komplexen Grof\en, wenn es den folgenden vier Be­
dingungen Genuge leistet1): 

Erstens mussen aile Abbildungen des Systems aus einer endlichen 
Anzahl Abbildungen des Systems, die man als "Einheiten" bezeichnet, 
mittelst reeller oder komplexer Zahlen linear ableitbar sein, wahrend 
zwischen diesen Einheiten keine lineare Beziehung herrscht. 

Zweitens miissen sie eine Gruppe bilden. 

Drittens mussen ihre Folgeprodukte distributiv und assoziativ sem. 

Viertens muf\ unter ihnen die Zahleinheit enthalten sein. 

Diese vier Bedingungen sind aber fiir die Projektivitaten einer Ge­
raden erfiillt, vorausgesetzt, daB man die vier Grundprojektivitaten als 
Einheiten in obigem Sinne auffaBt. 

In der Tat lassen sich ja nach Satz 214 aile Projektivitaten in der 
Geraden· aus den vier Grundprojektivitaten linear ableiten, und zwar sogar 
mittelst reeiler ZahlgroBen; auBerdem sind nach demselben Satze diese 
vier Grundprojektivitaten linear unabhangig voneinander. 

Zweitens bilden sie nsch Satz 83 eine Gruppe. 

Drittens sind nach Satz 84 die Folgeprodukte der betrachteten Pro­
jektivitaten distributiv und nach Satz 85 auch assoziativ, und 

viertens ist unter ihnen, (ja sogar schon unter den "Einheiten",) die 
Zahleinheit enthalten. 

Die Projektivitaten in einer Geraden konnen dsher wirklich als em 
System von hoheren komplexen GroBen bezeichnet werden. 

Zur voilstandigen Bestimmung eines Systems von hoheren komplex en 
Grof\en mit einer gegebenen Anzahl (n) von Einheiten ist es dann 
noch erforderlich, im Einklang mit den obigen vier Jilorderungen die 
Werte vorzuschreiben, welche die ni zweifaktorigen Folgeprodukte der n 
Einheiten besitzen soilen. 

E. Study hat fur den Fail von zwei, drei, vier Einheiten samtliche 

1) Vgl. die Arbeiten von E. Study: 1. Uber Systeme von complexen Zahlen. 
GOttinger Nachrichten. M!i.rz 1889. Seite 238ft'. 2. Complexe Zahlen nnd Trans­
formationsgrnppen. Berichte del' math.-phys. Klasse del' Sachs. Gesellschaft del' 
Wissenscbaften. Mai 1889. Seite 186ft'. 3. Theorie del' gemeinen und Mheren com­
plexen Gr08en. Ency kloplidie del' matbematischen Wissenschaften I, 1 (1899). Seite 160 ft'. 
Ferner die Arbeiten von G. Scheffel's: 1. Uber die Berecbnung von Zahlensystemen. 
Berichte del' math.-phys. Klasse del' Slicha. Gesellschaft del' Wissenschaften. December 
1889. Seite 400 ft'. 2) Zuriickfiihrnng complexer Zahlensysteme auf typische Formen. 
Math. Ann. Bd. 39. (1891). Seite 295ft'. Endlich die Arbeit von F. Hausdorff: Zur 
Theorie del' Systeme complexer Zahlen. Berichte del' math.-phys. Klasse del' Sachs. 
Gesellschaft del' Wissenschaften. Mai 1900. Seite 43 ff. 
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jenen vier Forderungen ent&prechende Systeme komplexer GroBen er­
mittelt und fur sie die Multiplikationstafeln zusammengestellt. Unter 
seinen Systemen mit vier Einheiten moB daher auch das System aller 
Projektivitaten einer Geraden enthalten sein; und in der Tat stimmt die 
Multiplikationstafel (81) genau mit der Tafel uberein, die er in der Ency­
klopadie der. mathematischen Wissenschaften I, 1, Seite 167 unter _der 
Nummer VIb auffiihrtl). 

Natiirlich wird die Multiplikationstafel eines Systems hOherer kom­
plexer GroBen ein sehr verschiedenes Aussehen erhalten je nach der Wahl 
der Einheiten. Fiihrt man zum Beispiel fdr die Projektivitaten in der 
Geraden als Einheiten statt der vier zueinander harmonischen Grundprojek­
tivitii.ten 1, '11 ,,' e die vier auf Seite 288f. definierten Brucheinheiten 
ell' eu , eSl' tSI ein, so lautet die zugehOrige Multiplikationstafel:-

'11 I ftll I ft. I ftll 

(82) 

von deren Richtigkeit man sich leicht durch Ausrechnung der betreffenden 
Produkte unter Benutzung der Formeln (16) des vorigen Abse.hnitts und 
der Multiplikationstafel (81) iiberzeugen kann. 

Die beiden Multiplikationstafeln (81) und (82) hahen nun die be­
sondere Eigenschaft, daB die Folgeprodukte von je zweien der Einheiten 
stets abgesehen von einem reellen Zahlfaktor wieder mit einer Einheit 
des Systems ubereinstimmen, wahrend aus den obigen Bedingungen 1 
und 2 fur die Systeme von hOheren komplexen GroBen nur folgen wiirde, 
daB diese Produkte wieder lineare Funktionen der Einheiten sein mussen, 
wobei als Ableitzahlen auch gewohnliche komplexe Gropen zuzulassen wiren. 
Sind dagegen diese Ableitzahlen wie in den Tafeln (81) und (82) reell, 
so sagt man 2), das zugehOrige System hOherer komplexer GroBen ha be 
eine reelle Gestalt, und es wird ~n diesem FaIle ein besonderes Inter­
esse haben, aus jenem System dasjenige System hoherer komplexer GroBen 
auszuscheiden, bei dem auch samtliche Gropen des Systems aus den Ein­
heiten mittelst reeller Ableitsahlen gewonnen werden. Ein solches System 
ist zum Beispiel die oben betrachtete Gruppe aller Projektivitii.ten in der 
Geraden, da nach Satz 214 aHe Abbildungen, dieser Gruppe aus den 

1)· Vgl. auch Studys oben genannte Abhandlung aUB den IJ6ttinger Nach­
ricbten (1889) Seite 261. Multiplikationstafel XlIb. 

2) Vgl. die auf der vorigen Seite zitierten Arbeiten von Study. 
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vier Grundprojektivitaten durch Anwendung reeller Ableitzahlen hervor­
gehen. 

Von den sonstigen Systemen hoherer komplexer GroBen mit 4 Ein­
heiten ist das bekannteste das System der Hamiltonschen Quatemionen. 
Bezeichnet man die Einheiten dieses Systems wie flblich mit 1, i, j, I, 
so lautet seine Multiplikationstafel 1): 

1 1 i I j i f 
1 1 II jl , ---1---1-- . 

(83) ~_i_ -1 ! __ !_I_=L 
j j ,-'1-11 I '-'---j I-I 1.-1-, 

Dieselbe zeigt zunii.ehst, daB das System der Quatemionen ebenfalls 
eine reelle Gestalt hat. AuBerdem aber haben die Tafeln (83) und (81) 
rniteinander noch die Eigenschaft gernein, daB die Faktoren del' Folge­
produkte aus je zweien von ihren drei letsten Einheiten nur mit Zeichen­
wecheel vertauschbar sind. Und in der Tat steht die Gruppe der Projek­
tivitaten in der Geraden mit dem System der Quaternionen in einem 
engen Zusammenhang. Ja, jene Projektivitaten lassen sich sogar, aller­
dings mit Hulte imaginiirer Ableitsahlen, direkt als Vielfaehensummen der 
Quaternioneneinheiten darstellen. Man flberzeugt sich namlich leicht, daB 
zwischen den vier Grundprojektivitiiten 1, '11 'I' e und den vier Quater­
nioneneinheiten 1, i, i, I die Beziehungen herrsehen: 

(84) 1=1, '1=V-1i, 'lI=V=-Ij, e=-I; 
denn vermoge del' Substitutionen (84) verwandelt sich die Multiplikations­
WeI (81) direkt in die Tafel (83). Man kann daher die Projektivitaten .p 
in der Geraden, die sich nach Satz 214 als Vielfachensummen von der Form 

~~ .p=a+~t+~~+~e 
ausdrflcken lassen, wenn auch unter Benutzung imaginarer Ableitzahlen, wirk­
lich auch als Vielfachensummen der Quaternioneneinheiten, also gewisser­
maBen ala komplexe Quaternionen, darstellen, namlieh unter der Form: 

(86) .p = a + a1 Y-I i + ~ V --lj - as f. 
Aus diesem Grunde sagt Study, die Gruppe der Projektivitiiten in der 

1) Vgl. zum. Beispiel J. B. Shaw, Synopsis of linear associative algebra. Wa­
shington 1907. Seite 80. Ferner S. Lie, Vorlesungen liber continuierliche Gruppen, 
bearbeitet und herausgegeben von G. Scheffers. Leipzig 1893. Seite 666, und E. 
Study, Die Hauptsiitze der Quaternionentheorie. Mittheilungen des naturwissenschail;­
lichen Vereins fUr Neuvorpommern und Rugen. 31. Jahrg. 1899. Seite 19. In dem 
erstgenannten Werke findet man auch weitere Litteratur liber die Systeme Mherer 
komplexer GroBen. 
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Geraden aufgefaBt als System von hoheren komplexen GroBen besitze 
den Quaternionentypus. 

Insofern nun aber die Einheiten der Multiplikationstafel (81) mit denen 
der Tafel (83) durch die Gleichungen (84) mit zurn Teil imaginiiren Koeffi­
zienten zusammenhangen, fiigt Stu dy noch hinzu, die Gruppe aIler Projek­
tivitaten in der Geraden besitze eine andere reelle Gestalt wie das System 
der gewohnlichen "reeIlen" Quaternionen. Ferner bezeichnet er die reelle Ge­
stalt der Projektivitaten in der Geraden, welche durch die Multiplikations­
tafel (81) charakterisiert wird, als die zweite reelle Gestalt des Quaternionen­
typus, diejenige der gewohnlichen Quaternionen dagegen, die der Tafel (83) 
entspricht, ais die erste 1'eelle Gestalt jenes Typns, und endlich zeigt er 
noch, daB dem Quaternionentypus auch nur diese beiden reellen Gestalten 
zukommen. . 

Man kann dann den Hauptinhalt unserer Ergebnisse in dem folgenden 
Satze zusammensteIlen: 

Satz 251: Satz von Study. Die Gruppe alIel' Projektivitaten 
in der Geraden bildet ein System hoherer kom plexer GroBen 
yom Quaternionentypus, doch besitzt sie eine andere reelIe He­
stalt wie das System der gewohnlichen Quaternionen; und diese 
beiden reellen Gestalten sind die einzigen, die bei den Systemen 
hoherer komplexer GraBen yom Quaternionentypns auftreten 
konnen 1). . 

Die Resultante zweier beliebigen lnvolutionen. Sind J und J I zwel 
ganz beliebige Involutionen derselben Geraden, so stellt das Produkt U', 
wie iiberhaupt jedes ·Folgeprodukt zweier Projektivitaten derselben Ge­
raden (vgl. Seite 123 f.), eine Projektivitat dieser Geraden dar; wir wollen 
sie mit lJ bezeichnen. Dann wird also: 

(87) u ' = lJ; 
und diese Projektivitii.t .IJ wird nach dem zweiten Satze von H. Wiener 
(Satz 248) dann und nur dann selbst eine Involution, wenn die beiden 
komponierenden Involutionen II und J' zueinander hal'monisch sind. 

Es ist abel' besondel's wichtig, daB auch umgekehrt eine jede Projek­
tivitiit in der Geraden sich ais Foige zweier Involutionen jener Geraden 
darstellen lii.Bt. 

Bei einer uneigentlichen Projektivitiit (lnvol·ution) ist dies von vorne 
herein klar; denn sie IaBt sich zum Beispiel (nach Satz 243) ais Folge 
zweier parabolischen Involutionen ausdriicken, die sich voneinander nur 
um einen Zahlfaktor unterschejden, aber sonst ganz beliebig sind. 

1) VgI. Study, Encyklopiidie I, 1 (1899), Seite170. 
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1st dagegen 1I eine eige:ntliche Projektivitat, uncI zwar zunachst eine 
umkehrbare Pt'ojektivitiit, das heiBt eine Projektivitiit, die der Ungleichung 
geniigt: 
(88) [1I 2J=+=0, 

so nehme man in der zu transformierenden Punktreihe einen Punkt a an~ 
der nicht ein Doppelpunkt von 1I ist 1), und bezeichne den ihm durch die 
Projektivitat 1I zugeordneten Punkt mit au so ist 

a1 = all· 

Das Bild dieses Punktes a1 wiederum bezeichne man mit a2 , so daB also 

as = a11l 

wird. Alsdann gestattet die Projektivitat 1I die Darstellung 

(89) 

1st dabei noch 
(90) a2 =+= a, 

also 1I von der hyperbolischen Involution 

(91) 

verschieden, so kann man leicht zwei Involutionen angeben, als deren 
Folge sich die Projektivitat 1I ausdriickt. In del' Tat, sind die Ab­
bildungen 

(92) a, 

(93) 8' = -~'---~-
[a l a2 ] ( ) al +a2 , -[-] a+al a 0.1 

zwei Involutionen del' verlangten Art. 
Denn erstens ist auch del' zweite Bruch der Ausdruck einer Projek-

• tivitat, da wegen (90) die Sum men a1 + a2 und a + a1 zwei raumlich 
verschiedene Punkte darstellen, und wegen (88) und (89) del' Bruch 

[al ct2 i =+= 0 
[a al ] 

ist. Die beiden Nenner von 8' sind also linear unabhiingig voneinander. 
Zweite:ns sind die Briiche 8 und 8' wirklich die Ausdriicke fiir zwei 

Involutionen, da fiir jeden von ihnen das auBere Produkt aus dem ersten 
Nenner und zweiten Zahler gleich dem auBeren Produkt aus dem 

1) Die Deckung, bei der eine solche Auswahl eines Punktes a nicht moglich ist, 
kann hier auBer Acht bleiben, da sie sich stets als Folgequadrat einer umkehrbaren 
Involution darstellen liiBt. 
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zweiten Nenner und ersten Zahler ist (vgl. die Gleichung (3) des 15. Ab­
schnitts). 

Drittens aber zeigt der Bau der beiden Briiche sofort, daB ihr Folge-

produkt = ~~, das heiBt =.p ist, daB also wirklich 
a, at _ 

(94) 1111' =.p ist. 

N unmehr bleiben noch die beiden im Beweise ausgeschlossenen Faile 
zu behandeln. 

Zunachst ist klar, daB sich die hyperbolische Involution 

als Folge der elliptischen Involution 

~=-a_ 
a, at 

und der hyperbolischen Involution 

darstellen IaBt, daB also 

(95) at, a = ({t'---:-:~ ~ 
a, at a, at at,-a 

ist,' (vgl. auch die zweite Formel (77) und die Formeln (11) bis (13) des 
vorigen Abschnitts). 

Man hat also nur noch den Fall einer einfach entartenden Projekti­
vitat zu untersuchen. Wir denken uns dazu wie gewohnlich den Nullpunkt 
·der einfach entartenden Projektivitat als zweiten Nenner ihrer Bruchdar­
stellung verwendet, dieselbe somit durch einen Bruch von der Form aus­
gedruckt: 

und setzen voraus, daB a1 raumlich verschieden von a, also .p nicht invo­
lutorisch sel. Dann wird 

(96) ai, 0 a, 0 all 0 
-- = -----; 
et , a et , a a, at 

damit ist aber die einfach entartende Projektivitat .p mit dem Haupt­
punkte a1 und dem N ullpunkte a als }i~olge zweier parabolischen Involu­
tionen ausgedruckt, von denen die erste den Nullpunkt von.p und die zweite 
den Hauptpunkt von .p zum Doppelpunkt hat. 

Fur eine involutorische einfach entartende Projektivitat endlich, das 
heiBt flir eine parabolische Involution 

.p _ a, 0 
- ell a' 
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findet man die Folgedarstellung: 

(97) a, 0 = -e1 • a ~~. 
eu a e1• a -eu a 

Dieselbe ist somit als Folge einer hyperbolischen nnd einer parabolischen 
Involution ausdriickbar. Und man hat daher ganz allgemein den Satz: 

Satz 252: Das Folgeprodukt zweier Involutionen derselben 
Geraden 1st eine Projektivitat diesel' Geraden, und umgekehrt 
la6t sich eine jede Projektivitat in del' Geraden als Folge zweier 
Involutionen diesel' Geraden ausdriicken. 

Man kann nun abel' weiter einen Satz beweisen, del' eine Verall­
gemeinerung des obigen Satzes 246 bildet, namlich den Satz: 

Satz 253: Eine Projekti vitat, die als Resultante (Folge) 
zweier Involutionen dargestellt ist, ist zu ihren beiden Kom­
ponenten harmonisch. 

In del' Tat, besteht zwischen del' Projektivitat .. und den beiden 
Involutionen ~ und ~', wie in dem Satze vorausgesetzt ist, die Beziehung 

(98) .. = U', 
so ist nach Satz 198 sichel' die erste von den beiden Involutionen ~ und 
~/, das hei13t die Involution ~, zu .. harmonlsch, und es besteht also die 
Gleichung 
(99) [~ .. ] = O. 
Abel' man iiberzeugt sich leicht, da6 auch die zweite Involution ~' zu .. 
harmonisch ist. Dazu bilde man das kombinatorische Produkt [~' .. ], 
dessen Verschwinden fiir die harmonische Beziehung del' beiden Abbil­
dungen ~' und .. charakteristisch ist. Es wird 

(100) 

[~/"]=[~/(U/)]=[e1e2·e'(U')] odeI' 
[el e2J 

[~/ .. ] = [~1D'·e2U']-[e2D'.elU'] 
2[el e2 ] , 

wo e1 und e2 zwei ganz beliebige Punkte del' zu transformierenden Punkt­
reihe sind. Wahlt man nun diese Punkte insbesondere in del' Weise, daB 
sie ein Paar del' Involution ~ bilden, so da6 also 

(101) 

wird, unter t eine Zahlgr56e verstanden (vgl. Seite 160ft'.), so verwandelt 
sich die Gleichung (100) in 

(102) 

In diesem Bruche abel' verschwinden die Glieder des Zahlers einzeln, 
und es ist also wirklich auch die zweite Komponente ~' von .. zu .. har-

GraSmann. Projektive Geometrie d. Ebene. I. 22 
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monisch, denn sie geniigt der Gleichung: 
(103) [~/¥]=O. 

Nun gilt ferner del' allgemeine Satz: 
Satz 254: Erster Satz von Segre 1): Wenn eine Involution J 

zu einer anderen Involution u harmonisch ist, so ist sie auch 
harmonisch zu einer jeden Projektivitat ¥, welche die Invo­
lution u. zur Doppelpunktsinvolution hat. Und umgekehrk 
Wenn eine Projektivitat ¥ zu einer Involution ~ harmonisch 
ist, so gilt dasselbe auch von del' Doppelpunktsinvolution del' 
Projektivitat ¥. 

Beweis: 1m ersten Teile des Satzes ist vorausgesetzt, daa das kom­
binatorische Produkt del' Involutionen u und ~ verschwindet, daa also die 
Gleichung besteht 
(104) [u~]=O. 

Andererseits geniigt die Involution § wie jede Involution del' Gleichung 

(105) [1~] = O. 
Aus dies en beiden Gleichungen abel' folgt, wenn n eine ZahlgroBe bedeutet, 
durch lineare Verkniipfung die Gleichung 

(106) [(n + u)~] = O. 

Nun liiat sich abel' unter del' Form 

(107) 
eine jede Projektivitat darstellen, welche die Involution u zur Doppel­
punktsinvolution hat. Es besteht also fiir eine jede solche Projektivitat 
die Gleichung 
(108) [¥~] = O. 

Umgekehrt folgt aus diesel' Gleichung odeI' aus del' mit Riicksicht auf 
(107) gleichwertigen Gleichung (106) riickwarts wieder die Gleichung (104), 
womit auch die Umkehrung bewiesen ist. 

Aus den beiden Satzen 253 und 254 laBt sich leicht eine wichtige 
Folgerung ziehen. 1st namlich ¥ eine von del' Deckung verschiedene 
eigentliche Projektivitat, und ist sie dargestellt als Folge zweier In­
volutionen IS und !S', so sind dieselben auch linear unabhiingig vonein­
ander. Denn waren sie nul' urn einen Zahlfaktor voneinander verschieden, 
so wiirde ihr Folgeprodukt eine bloBe Zahl sein, die Projektivitat also die 
Deckung darstellen, falls diese Zahl von Null verschieden ware, oder sie 
wiirde die uneigentliche Projektivitat sein, falls jene ZahlgroBe gleich Null 
ware. Beides abel' ist' durch unsere Voraussetzung ausgeschlossen. 

1) Vgl. Segre, Journal fiir die reine und angewandte Mathematik, Bd. 100. 
(1887), Seite 322, Nr. 6. 
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Nun ist nach Satz 253 die Projektivitat *' zn ihren beiden Kompo­
nenten harmonisch, und nach Satz 254 ist dann auch die Doppelpunkts­
involution u von *' zu den beiden Komponenten ~ und ~' der Projekti­
vitat *' harmonisch. N ach Satz 213 abeT gibt es in einer Geraden nur 
eine Involution, die zu zwei voneinander linear unabhangigen Involu­
tionen dieser Geraden harmonisch ware. Man kann daher den Satz aus­
sprechen: 

Satz 255: Wenn eine von der Deckung verschiedene eigent­
liche Projektivitii.t in der Geraden die Folge zweier Involu­
tionen I und I' dieser Geraden ist, so ist die Doppelpunkts­
involution u von *' die harmonische Involution zu ~ und ~'1). 

1st andererseits *' wieder eine von der Deckung verschiedene eigent­
liche Projektivitii.t und u ihre Doppelpunktsinvolution, so kann man zeigen, 
daB sich zu jeder mit U harmonischen umkehrbaren Involution ~, das 
hei1.\t zu jeder Involution ~, die den beiden Vergleichungen 

(109) [u~] = 0 und 

(110) (~2] =l= 0 

Geniige leistet, eme zweite Involution I' finden lii.1.\t, fiir die 

(111) *' = H' 
wird, die somit als die zur Involution ~ gehorende zweite involutorische 
Komponente von *' bezeichnet werden kann. 

Wegen (110) lii.1.\t sich namlich die Gleichung (111) nach j' auf-
1 

losen. In der Tat erhii.lt man durch V ormultiplizieren mit 'I 

(112) ~' =: *' . 
Dnd die so bestimmte Abbildung ~' ist auch sicher eme Involution; 
denn setzt man wie bisher 
(113) 
und substituiert diesen Wert von *' in die Gleichung (112), 
fiir ~' die Darstellung 

(114) 

Nun sei wie oben 
(115) 

gesetzt, wo wegen 

(116) 

~2 = t 

(110) f =l= 0 ist, so wird 
1 I 
-, = -f; 

so ergibt sich 

1) Vgl. H. Wiener. Habilitationsschrift (1885) Nr. 64. Ferner die Arbeit des­
s e 1 ben Verfassers: tiber die aus zwei Spiegelungen zusammengesetzten Verwandt­
Bchaften, Berichte der math.-phys. Klasse der Sachs. Gesellschaft der Wissenschaften 
December 1891. Nr. 89f. 

22* 
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die Gleichung (114) verwandelt sich also in 

(117) ij' =~ & +} ~u. 
Hiel' stellt wegen (109) das Pl'odukt ~U nach Satz 245 eine Involution 
dar, und zwar nach Satz 246 die zu ~ und u harmonische Involution, die 
wir mit t bezeichnen wollen. Es wird daher 

(118) iju = t, 

und die Gleichung (117) nimmt die Gestalt an 

(119) 

Damit ist die gesuchte zweite Komponente ij' von 11 als Vielfachen­
summe zweier Involutionen dargestellt, sie ist also selbst eine Involution, 
und da sie insbesondere dem Biischel von Involutionen angehort, das 
durch die beiden zur Doppelpunktsinvolution U harmonischen Involutionen 
jj und t bestimmt wird, so ist sie liberdies selbst, wie es ja auch nach 
Satz 253 und 254 sein muB, zur Doppelpunktsinvolution U von 11 harmonisch. 

Ferner ist sie, wie die Formeln (119), (118) und (113) zeigen, durch 
die Resultante 11 und ihre erste Komponente jj eindeutig bestimmt. Man 
hat somit den Satz: 

Satz 256: 1st 11 eine von der Deckung verschiedene eigent­
liche Projektivitat mit der Doppelpunktsinvolution u, so gibt 
es zu jeder zu U harmonischen umkehrbaren Involution ~ stets 
eine und nur eine In volution ~', fiir welche die Gleichung be­
steht 

11 = U'; 

dieselbe ist e benfalls zu U harmonisch 1). 
Setzt man noch voraus, daB in der obigen Entwickelung auBer der 

Involution ~ auch die Projektivitat 11 umkehrbar sei, und beachtet ferner, 
daB nach dem Satze 253 die Abbildungen 11 und ij zueinander harmonisch 
sind, so kann man aus der Gleicbung (111) mit Hiilfe des Satzes 197 fol­
gem, daB auch die Involution ij' umkehrbar ist, und es sind daun also 
aHe drei durch die Gleichung 
(111) 11 = U' 

vel'bundenen Abbildungen 11, ij und ij' umkehrbar. 
Multipliziert man unter dieser Voraussetzung die Gleichung (111) 

hinten mit ij und faSt rechter Hand die beiden letzten Faktoren zu einem 

1) Vgl. H. Wiener, tiber die aus zwei Spiegelungen zusammengesetzten Ver­
wandtscbaften, Berichte der math.-phys. Klasse der Sachs. Gesellschaft der Wissen-
8cbaften. December 1891. Nr. 89 g. 



Abschnitt 23, Gleichung (117) bis (125); Abschnitt 24. Satz 256 und 257. 341 

Sonderprodukt zusammen, so erhalt man die Gleiehung: 

(120) lJj = j(I'I). 
Das hier auftretende Produkt 1'1 steht nun ab~r zu del' zu lJ inversen 

Projektivitat t in einer engen Beziehung. Naeh dem ersten Satze von 

Stephan os (Satz 87) ist namlieh mit Riieksieht auf die Gleiehung (111) 

(121) 

Setzt man daher noeh 

(122) 

1 1 1 
tJ=i'T 

{IS = t, 
1'2 = t', 

wo fund f' von Null versehiedene ZahlgroBen 

(123) 

die Gleiehung (121) 

f{- =-~ 
111' 1 
F=i' ; 

sind, so wird 

verwandelt sieh also in 
1 11'11 
'i=rr odeI' in 

(124) 1'1 = H'. 
. ~ 

Man kann daher die Gleiehung (120) aueh III del' Form schreiben: 

(125) lJ I = I f!' , 
in del' sie naeh Satz 90 aussagt, daB die Projektivitat lJ dureh die Invo­

lution I, abgesehen von einem Zahlfaktor, in ihre Umkehrung t iiber­

gefiihrt wird. Und da nun I eine beliebige umkehrbare, zu lJ harmonische 
Involution war, so hat man den Satz: 

Satz 257: Zweitel' Satz von Segre 1): Jede zu einer umkehr­
baren Projektivitat lJ harmonisehe, umkehrbare Involution 
fiihrt diese Projektivitat, abgesehen von einem Zahlfaktor, in 
ihre U mkehrung iiber. 

Absehnitt 24. 

Die projektive Abbildung vou Projektivitaten. 

SchlieBlich moge noch die Frage untersucht werden, ob del' involu­
torische Charakter und die Umkehl'barkeit und endlich die Beziehung 

1) Vgl. Segre, Journal fiir die reine und angewandte Mathematik, Bd. 100 
(1887), Seite 319. Nr. 3. Ferner die bereits auf Seite 339 und 340 zitierte Arbeit 
von H. Wiener vom December 1891. Nr. 89h. Endlich Th. Reye, Geometrie der 
Lage. Zweite Abteilung. Dritte Auflage. Leipzig (1892). Seite 107. 
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zweier harmonischen oder auch zweier inversen Projektivitaten bei pro­
jektiver Umwandlung dieser Abbildungen erhalten bleibt oder nicht. 

Die projektive Abbildung eine?' Involution. Wir stiitzen uns dabei auf 
den allgemeinen Satz 91, dem wir noch fiir unsere Zwecke den folgenden 
Sondersatz entnehmen: 

Satz 258: Eine jede Vergleichung, welche aussagt, daB ein 
Folgeprodukt von Projektivitaten einer ZahlgroBe gleich oder 
ungleich ist, bleibt invariant, wenn man die in ihr vorkommen­
den Projektivitaten einer und derselben umkehrbaren projek­
tiven Abbildung unterwirft. 

Will man auf Grund dieses Satzes den Beweis erbringen, daB eine 
Involution durch eine umkehrbare projektive Abbildung wieder in eine 
Involution iibergefiihrt wird, so beriicksichtige man, daB nach Satz 114 
eine eigentliche Involution als eine Projektivitat charakterisiert werden 
kann, deren Folgequadrat eine reelle Zahl ist, wiihrend sie selbst von den 
beiden Werten der Quadratwurzel aus jener Zahl verschieden ist, welche 
also den Vergleichungen Geniige leistet: 

(1) j2 = f, j + +Vf, 
unter f eine reelle ZahlgroBe verstanden. Diese beiden Vergleichungen 
bleiben nun aber nach unserem Satze invariant, wenn man die In­
volution j durch diejenige Abbildung j' ersetzt, in die sie durch irgend­
eine umkehrbare Projektivitat r iibergefiihrt wird, das heiBt, es geIten auch 
die Vergleichungen: 
(2) j'2=f, j'++Vf, 
durch welche die Abbildung j' in der Tat als eine eigentliche Involution 
gekennzeichnet wird. Und diese Involution besitzt iiberdies, wie die 
Gleichung in (2) zeigt, dasselbe Folgequadrat wie die urspriingliche In­
volution j. 

Nun ist aber eine eigentliche Involution elliptisch, parabolisch oder 
hyperbolisch, je nacbdem ihr Folgequadrat negativ, null oder positiv ist. 
Man kann daher noch weiter folgern, daB eine elliptische, parabolische 
oder hyperbolische Involution durch eine umkehrbare Projektivitat stets 
wieder in eine Involution derselben Art iibergefiihrt wird. 

Beriicksichtigt man endlich noch, daB selbstverstandlich auch eine un­
eigentliche Involution wieder in eine uneigentliche Involution verwandelt 
wird, so hat man den Satz: 

Satz 259: Eine jede Involution wird durch eine umkehrbare 
Projektivitat wieder in eine Involution iibergefiihrt, und zwar 
in eine Involution von gleichem Folgequadrat; ferner eine 
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eigentliche Involution in eine eigentliche, eine uneigentliche 
in eine uneigentliche Involution. Insbesondere wird also auch 
eine elliptische, parabolische oder hyperbolische Involution in 
eine Invol ution derselben Art verwandeIV). 

Ubrigens kann man diesem Satze mit Riicksicht auf die in Satz 115 
enthaltene Beziehung zwischen dem Folgequadrat und dem kombinato­
rischen Quadrat (Potenzwert) einer Involution auch die Fassung geben: 

Satz 260: Eine jede Involution wird durch eine umkehrbare 
Projektivitat in eine Involution von gleichem Potenzwert iiber­
gefuhrt. 

Die Invarianz des Pvtfm,zwertes einer Projektivitiit bei projektiver Ab­
bildung. Um einen entsprechenden Satz fur eine beliebige Projektivitat 11 
zu entwickeln, stelle man dieeeibe wie auf Seite 307 (vgl. auch Satz 187) 
als Summe aus einer reeHen ZahlgroBe a und ihrer Doppelpunktsinvolution 6, 
also in der Form: 
(3) 11 = a + 6, 

dar; dann wird diese Projektivitat nach Satz 90 durch eine umkehrbare 
Projektivitat Il iibergefiihrt in die Projektivitat: 

l1' =~(a + 6)1l = a + ~-61l = a + 6', 
das heiSt, es wird 
(4) l1'=a+6', 

wo 6' nach Satz 90 und 259 diejenige Involution ist, in welche die In­
volution 6 durch die umkehrbare Projektivitat Il verwandelt wil'd. 

Nun gestatten nach Satz 225 die Potenzwel'te der Pl'ojektivitaten 11 
und l1' die Darstellungen: 

(5) 

Die rechten Seiten 
da nach Satz 259 
(6) 

I [11 2] = a2 _ 62, 

{[11'2J = a2 - 6'2. 

diesel' beiden Gleichungen sind aber einander gleich, 

6'2 = 62 

iet, folglich wird auch 
(7) 

und man sieht: Del' Potenzwert einer beliebigell Pl'ojektivitat vel'halt sich 
einer umkehrbaren projektiven Abbildung gegeniiber invariant. Ins­
besondere wird also eine Projektivitat mit vel'schwindendem Potenzwel't, 

1) Vgl. H. Wiener, Uber geometrische Analysen, Berichte der math.-phys. 
Klasse der Sachs. Gesellschaft der Wissenschaften. Juli 1890, Nr. 46. 
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das heiEt eine entartende Projektivitiit, wieder in eine entartende Projek­
tivitiit iibergefiihrt, eine umkehrbare dagegen wieder in eine umkehrbare. 
Man hat somit den Satz: 

Satz 261: Eine jede Projektivitiit wird durch eine umkehr­
bare Projektivitiit in eine Projektivitiit von gleichem Potenz­
wert iibergefiihrt; insbesondere also eine umkehrbare Projek­
tivitiit wieder in eine umkehrbare, eine entartende wieder in 
eine entartende Projektivitiit. 

Man kann diesem Satze noch eine etwas andere Form verleihen. Da 
niimlich nach Satz 140 der Potenzwert einer Projektivitiit gleich dem 
Produkte ihrer beiden Hauptzahlen ist, so gestattet del' Satz 261 auch die 
Fassung: 

Satz 262: Daa Produkt del' beiden Hauptzahlen einer Pro­
jektivitiit verhiilt sich invariant gegeniiber einer umkehrbaren 
projektiven Abbildung diesel' Projektivitiit. 

Ein Gegenstiick zu den Siitzen 261 und 262 ergibt sich, wenn man 
die beiden Gleichungen (3) und (4) kom binatorisch mit del' Identitat 1 
multipliziert und den Satz 201 (oder 106) beriicksichtigt. Auf diese Weise 
erhiilt man die neuen Gleichungen: 

aus denen noch folgt, daB 
(8) 
ist. Man hat also den Satz: 

[1.p] = a und 

[1.p'] = a, 

[1.p] = [l.p'J 

Satz 263: Das kombinatorische Produkt [l.pJ aus del' Identitiit 1 
und einer beliebigen Projektivtiit .p bleibt invariant, wenn man 
die Projektivitiit.p einer umkehrbaren projektiven Abbildung 
unterwirft. 

Man kann dies auch so ausdriicken: 

Satz 264: Stellt man eine Projektivitat .p als Summe aus 
einer ZahlgroBe a und ihrer Doppelpunktsinvolution ~, das 
heiEt unter der Form 

.p = a + 6, 

dar und unterwirft die Projektivitat.p einer umkehrbaren pro­
jektiven Abbildung, so bleibt die in jener Summendarstellung 
auftretende ZahlgroBe a invariant. 

Da ferner daa Produkt [1.p 1 in del' Hauptgleichung del' Projektivitat .p, 
das heiBt in del' Gleichung (vgl. Gleichung (28) des 14. Abschnitts): 

(9) r7 - 2rt fl.p1 + [.p2J = 0, 
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den negativ genommenen halben Koeffizienten del' ersten Potenz der Un­
bekannten !t bildet, so stellt dieses Produkt die halbe Summe del' Haupt­
zahlen des Bruehes tI dar, und man hat noch den weiteren Satz: 

Satz 265: Die Summe del' beiden Hauptzahien einer Pro­
jektivitat verhalt sieh invariant gegeniiber einer umkehrbaren 
projektiven Ab bildung dieser Projektivitat. 

Halt man diesen Satz mit dem Satze 262 zusammen, naeh weichem 
bei projektiver Abbildung einer Projektivitat auch das Produkt der beiden 
Hauptzahlen invariant bleibt, so kann man noeh folgern, daB auch die 
Hauptzahlen selbst invariant sein werden. Dies laBt sieh aber aueh Ieieht 
durch direkte Ausreehnung der transformierten Projektivitat bestatigen. 

Sind zunaehst die beiden Hauptzahlen r1 und r2 und also auch die 
beiden Doppelpunkte d1 und d2 der zu transformierenden Projektivitat .p 
voneinander verschieden, so gestattet dieselbe die Darstellung: 

(10) 

1st andererseits q eine beliebige umkehrbare Projektivitat, so erhalt man 
(naeh Satz 90) als Ausdruck derjenigen Projektivitat tI', in welche tI dureh 
q iibergefiihrt wird, das Produkt: 

(11) tI' =; {-tlq. 
Nun ist naeh Satz 80 
(12) tI q = tl d1 "~2 d2_q 

du d2 ' 

Bezeiehnet man daher diejenigen Punkte, in welehe die Doppelpunkte dl 

und d2 von tI dureh die Projektivitat IT iibergefiihrt werden, mit a1 und a2, 

so wird 

(13) 
und somit 

(14) 

1 
Ferner wird die zu q lllverse Projektivitat " 

(15) 

Fiir die dureh die Gleiehung (11) dargestellte Projektivitat tI I ergibt sieh 
deshalb del' Ausdruek: 

(16) 

Die transformierte Projektivitat ti' besitzt also in del' Tat dieselben Haupt­
zahlen wie die urspriingliche Projektivitat tI. 



346 Die projektive Abbildung von Projektivitaten. 

Und dasselbe Beweisverfahren laBt sich auch auf aine Projektivitiit 

(17) 11 = rd, reo + td 
d, e. 

mit gleichen Hauptzahlen (vgl. die Gleichung (42) des 1G. Abschnitts) 
iibertragen. 

Man hat also den Satz: 
Satz 266: Eine umkehrbare projektive Abbildung eIller Pro­

jekti vi tiit lii.6t deren Hau ptzahlen in varian t. 

Die Inwrianz des kombinatorischen Produktes zweier Projektivitiiten 
bei projektiv('}' Abb£ldung. Man kann nun aber die drei Siitze 260, 261 
und 263 sogleich noch verallgemeinern, indem man zeigt, daB sich auch 
das kombinatorische Produkt zweier 1nvolutionen oder zweier beliebigen 
Projektivitiiten gegeniiber einer umkehrbaren projektiven Abbildung in­
variant verhiilt. 

Fiir zwei Involutionen folgert man die 1nval'ianz ihres kombinato­
rischen Produktes mit Hiilfe des allgemeinan Satzes 91 leicht aus der 
Formel (2) des vorigen Abschnitts, das heiBt aus der Formel 

(IS) U + U = - 2[U]. 

Denn, da das kombinatorische Produkt zweier Projektivitaten, also 
auch das kombinatorische Produkt [U] zweier 1nvolutionen eine Zahl­
groBe ist, so kann man die Glaichung (19) aueh in der Form schreiben: 

(19) U + U = - 2f, 
wo f diejenige ZahlgroBe bedeutet, die durch die Gleichung: 

(20) [U] = f 
definiert wird. 

Bezeichnet man jetzt noch diejenigen 1nvolutionen, in welche die 1n­
volutionen ~ und t durch eine umkehrbare Projaktivitat 11 iibergefiihrt 
werden, mit ~' und t', so folgt aus der Gleichung (19) n~ch Satz 91 
die Gleichung: 
(21) ~'t' + t'~' = - 2f. 

Da aber andererseits auch die 1nvolutionen ~' und i' del' Formel (18) Ge­
niige leisten, also die Gleichung: 

(22) ~'i' + t'9' = - 2[9't'J 
befriedigen, so wird auch 
(23) 
und daher wegen (20) 
(24) 

[9' t'j = f 

wt'J = [UJ, 

womit in der Tat bewiesen ist, daB sich das kombinatorische Produkt [U] 
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zweier Involutionen gegeniiber einer umkehrbaren Projektivitat ~ invariant 
verhiilt. 

Und jetzt folgt das Entsprechende auch sofort fiir zwei beliebige Pro­
jektivitiiten ~ und q. Man braucht dazu nur wie im Beweise des Satzes 261 
diese Projektivitaten ~ und q als Summe aus einer ZahlgroBe und ihrer 
Doppelpunktsinvolution darzustellen. Es sei etwa 

{ ~=a+8 
(25) q = b + t, 
wo a und {) zwei ZahlgroBen und 8 und t die Doppelpunktsinv01utionen 
von ~ und q sind. Bezeichnet man dann mit ~', q', 8', t' diejenigen Ab­
bildungen, in welche die Abbildungen ~, q, I, t durch eine umkehrbare 
Projektivitat t' iibergefiihrl werden, so wird wie in Gleichung (4) 

(26) {~' = a + I' 
q' = b + t'. 

Nun ist aber 
[~q] = [Ca + I)(b + t)] 

= ab + [bl] + [at] + [U], 

oder da nach Satz 201 (oder 106) die kombinatorischen Produkte [b 6] 
und [at] verschwinden, so wird 

(27) 

(28) 

[~q] = ab + [U] und ebenso 

[~'q'] = ab + [8't'J. 

Hier sind aber wegen (24) die zweiten Glieder der rechten Seiten gleich, 
folglich sind auch die linken Seiten gleich, das heiBt, man hat wirklich 
die Gleichung bewiesen: 
(29) [fq'] = [~q] 
uud damit den Satz: 

Satz 267: Das kombinatorische Produkt zweier beliebigen 
Projektivitaten verhalt sich invariant gegeniiber einer umkehr­
baren Projektivitat. 

Da ferner das Verschwinden des kornbiootorischen Produktes zweier 
Projektivitiiten fiir zwei harmonische Projektivitiiien charakteristisch ist, so 
folgt aus Satz 267 noch der Sondersatz: 

Satz 268: Zwei harmonische Projektivitiiten werden durch 
eine umkehrbare Projektivitat wieder in zwei harmonische Pro­
j ekti vi tii ten ii b ergefiihrt. 

Die projektiven Bilder inverser Projektivitiiten. Endlich iiberzeugt man 

sich noch leicht, daB auch zwei inverse Projektivitiiten ~ und .~ durch 



348 Die projekt~ve Abbildung von Projektivitaten. 

eine umkehrbare Projektivitiit wieder in zwei inverse Projektivitiiten iiber­
gefiihrt werden. In der Tat, bezeichnet man diejenige Projektivitiit, in 
welche eine beliebige Projektivitiit lJ durch eine umkehrbare Projektivitat q 
iibergefiihrt wird, mit lJ', so wird nach Satz 90 

(30) lJ' = -~lJq. 
Aus dieser Formel aber folgt 

(Satz 88) fiir die zu lJ' inverse 

nach dem ersten Satze von 

Projektivitiit f-' der Wert: 
111 

Stephanos 

(31) f=q"i q, 

das heif.\t gerade der Ausdruck fiir diejenige Projektivitat, in welche die 

zu lJ inverse Projektivitiit } durch die Projektivitiit q verwandelt wird. 

Es ist also wirklich gezeigt, daf.\ die beiden zueinander inversenProjektivitaten 

lJ und {- durch eine jede umkehrbare Projektivitat wieder in zwei zueinander 

inverse Projektivitaten lJ' und f- iibergefiihrt werden, und man den Satz: 

Satz 269: Durch eine beliebige umkehrbare Projektivitat 
werden zwei zueinander inverse Projektivitiiten wieder in zwei 
zueinander inverse Projektivitaten verwandelt. 

Die involutorische Abbildung einer Involution. Fragt man endlich 
noch, m welcher Weise sich eine beliebige Involution lJ einer Geraden 

l' 

t andert, wenn man sie einer umkehrbaren, sonst aber 

Fig. 12:'. 

volution lJ als 

ganz beliebigen involutorischen Abbildung I dieser 
Geraden unterwirft, so denke man sich die Involu­
tionen jener Geraden nach der Stephanosschen Vor­
schrift (vgl. Seite 303:ff.) durch die Punkte einer 
Ebene abgebildet und insbesondere die Kurve zweiter 

5 Ordnung gezeichnet, welche die Bilder der parabolischen 
Involutionen enthiilt (vgl. Figur 125). 

Bestimmt man dann noch zwei umkehrbare Invo­
lutionen t und u, die sowohl zur Involution I wie 
auch untereinander harmonisch sind, so werden die 
drei umkehrbaren Involutionen I, t, u durch die Ecken 
eines Polardreiecks jener Kurve dargestellt, und iiber­
dies ist eine jede Involution der betrachteten Geraden, 
insbesondere also auch die zu transformierende In­

Vielfachensumme dieser drei harmonischen Involutionen 
ausdriickbar; es sei etwa 

(32) lJ = al + ht + cu. 
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Wird alsdann nach derjenigen Involution b' gefragt, in welche die 
Involution b durch die umkehrbare Involution !} iibergefiihrt wird, so er­
mittIe man zunachst die V eranderungen, welche die jetzt als Grund­
involutionen verwendeten lnvolutionen !}, t, U erfahren, wenn man sie der 
Abbildung !} unterwirft. Diese Veranderungen lassen sich leicht aus den 
folgenden drei Gleichungen ablesen: 

(33) jU=U 

U=-st 
U!}=-~U, 

von denen die beiden letzten Gleichungen nach dem Satze von Peano 
(Satz 231) aus unserer V oraussetzung folgen, daB die Involutionen t und U 

zur Involution !} harmonisch sind. 
Die Gleichungen (33) zeigen nun abel' nach Satz 90, daB durch die 

Involution ~ diese Involution !} selbst ohne Zeichenwechsel in sich iiber­
gefiihrt wird, daB aber die lnvolutionen t und U beziehlich in - fund - U 

verwandelt werden, also bei del' Abbildung durch die Involution !} nul' 
ihr Zeichen wechseln. Auch gestatten diese Gleichungen die Beantwortung 
der 0 ben aufgeworfenen Frage, in welcher Weise die Involution b durch 
die Involution !} umgewandelt wird; denn aus ihnen folgt durch lineare 
Verkniipfung die Gleichung: 

(34) (a~ + of + eu)!} = ~(a!} - (ot + ell), 
welche zeigt, daB die Involution 

(35) b = a!} + (ot + eu) 
durch die Involution § III die Involution 

(36) b' = a!} - (0 t + e u) 

transformiert wird, das heiBt in diejenige Involution b', deren Bild in der 
Stephanosschen Darstellung der Involutionen von dem Bilde del' Original­
involution b durch das Bild del' transformierenden Involution § und seine 
Polare hinsichtlich del' Kurve der parabolischen Il1volutiol1en harmonisch 
getrennt ist. Man hat also den Satz: 

Satz 270: J ede Involution b in einer Geraden wird durch eine 
umkehrbare Involution!} derselben Geraden wiedel' in eine In­
volution dieser Geraden iibergefiihrt, und zwar findet man in 
del' Stephanosschen Veranschaulichung der Involutionen diesel' 
Geraden das Bild der transformierten Involution b', indem man 
das Bild del' Originalin volution b an dem Bilde der trans for­
mierenden Involution!} llnd seiner Polare hinsichtlich der Kurve 
der parabolischen Involutionen "harmonisch spiegelt". 

Dieser Satz gibt nns zugleich eine Bestatigung fUr die ben'its aus 
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dem Satze 259 folgende Tatsache, da6 eine jede parabolische Involution 
durch eine umkehrbare Involution ihrer Geraden wieder in eine para­
bolische Involution dieser Geraden iibergefiihrt wird. Denn nimmt man 

s 

Fig. 126. 

das Stephanossche Bild der parabolischen Ori­
ginalinvolution b auf der Kurve der parabolischen 
Involutionen ganz beliebig an, so erhiilt man 
durch harmonische Spiegelung an dem Bilde 
der transformierenden Involution lund ihrer 
Polare hinsichtlich jener Kurve wieder einen 
Punkt dieser Kurve, namlich denjenigen Punktr 
in welchem die Verbindungslinie der Bilder von 
lund b die Kurve zum zweiten Male schneidet 
(vgl. Figur 126). Man hat also den Satz: 

Satz 271: J ede umkehrbare Involution I in der Geraden fiihrt 
die Bildkurve der parabolischen Jnvolutionen dieser Geraden in 
der Weise in sich iiber, da6 jedem Punkte der Kurve derjenige 
Punkt zugewiesen wird, in welchem seine Verbindungslinie mit 
dem Bilde der transformierenden Involution j die Kurve zum 
zweiten Male schneidet. 

Ubrigens kann man aus diesem Ergebnisse noch eine weitere Folge­
rung ziehen. Bezeichnet man namlich den Doppelpunkt der parabolischen 
Involution b mit v und denjenigen der parabolischen Involution b' mit v' 
und mit e einen beliebigen von v und v' verschiedenen Punkt der zu 
transformierenden Punktreihe, so gestatten die parabolischen Involutionen 
b und b' nach Seite 186 die Darstellung: 

(37) 
v, 0 und b=--e, v 

(38) b'= 
v',o 
e, v ' . 

Nun ist aber nach (34) (vgl. auch (35) und (36»: 

(39) bl = jb'j 

es wird daher insbesondere das Produkt 

(40) 
Hierin ist wegen (37): 
(I) 

ebl = elb'. 

eb = v. 

Andererseits wird, falls man noch denjenigen Punkt der zu transformierenden 
Punktreihe, in den der Punkt e durch die Involution I iibergefiihrl wird, 
mit e' bezeichnet: 
(II) ej = e'j 
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die Gleichung (40) verwandelt sich also in: 

(41) v~ = e'b'. 
Da ferner nach der Voraussetzung die Punkte e und v' voneinander raum­
lich verschieden sind, so ist wiederum e' als Vielfachensumme von e und 
v' darstellbar; es sei etwa: 

e' = ge + f)v'. 
Dann wird wegen (38): 
(III) e'b' = gv', 
so daB die Gleichung (41) die Form annimmt: 

(42) v~ = gv'. 
Diese abel' zeigt, daB die Doppelpunkte v und v' der parabolischen In­
volutionen b und b' ein Paar der Involution ~ bilden, und man hat 
den Satz: 

Satz 272: Eine jede parabolische Involution b in der Geraden 
wird durch eine umkehrbare Involution ~ derselben Geraden in 
diejenige parabolische Involution b' jener Geraden ubergefiihrt r 

deren Doppelpunkt das Bild des Doppelpunktes von b in del' 
Involution ~ ist. 

Betrachtet man weiter einen jeden Punkt der Kurve der parabolischen 
Involutionen zugleich als Bild des Doppelpunktes der zugehorigen para­
bolischen Involution, so schneidet jede Sekante der Kurve, die durch den 
Bildpunkt einer beliebigen umkehrbaren Involution ~ gelegt ist, aus del' 
Kurve der parabolischen Involutionen die Bilder der Punkte eines Paares 
dieser Involution ~ aus. Man kann daher den Satz aussprechen: 

Satz 273: FaBt man bei der Stephanosschen A b bildung del' 
Involutionen einer Geraden auf die Punkte einer Ebene jeden 
Punkt del' Kurve del' parabolischen Involutionen zugleich als 
BUd desjenigen Punktes der transformierten Punktreihe auf, 
der den Doppelpunkt der zugehorigen parabolischen Involution 
bildet, und legt durch den Bildpunkt irgendeiner umkehrbaren 
Involution j eine beliebige Sekante der Kurve, so schneidet 
diese a us del' K urve ein Paar der Involution tl a us. Insbesondere 
werden bei einer hyperbol is chen Involution ~ die Beruhrungs­
punkte del' beiden von ihrem Bildpunkte an jene Kune ge­
legten Tangenten die Doppelpunkte d1 und d2 del' Involution tl 
(vgl. Figur 126). 
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taus chung zugeordneter Elemente eines 
h. Str. 58. 

Hauptgleichung einer Projektivitat 
150f., andere Form derselben 154f. 

Hauptpunkt einer einfach entartenden 
ProjektivitiU 147, 301 ff., 311, 313. -
H. einer parabolischen Involution 185f1'. 

Hauptzahlen einer Proj ekti vi tat 
151. - Sie sind reeIl und voneinander 
verschieden 151, 189 if. , Bestimmung 
der zugeMrigen Doppelpunkte 151. -
Sie sind konjugiert komplex oder auch 
entgegengesetzt rein imaginar 152 if., 
208ff., 222, Bestimmung der zugeMrigen 
Doppelpunkte 152 ff., 222 if. - Die H . 
e. Pr. sind entgegengesetzt gleich: In­
volution 155 if. - Das Produkt der 
beiden H.: Potenzwert der Projektivitat 
19tf. - Das Verhaltnis der beiden H.: 
Charakteristik der Pr. 192f. 

Hessesche homogene Koordinaten 
298. 

Hyperbel, Streckengleichung einer H. 
173 if. -- Tangenten einer H. in ihren un­
endlich fernen Punkten: .Asymptoten 177. 
- Konjugierte . Durchmesser einer H. 
174. - Sich selbst konjugierte Durch­
messer einer H. 177. - .Asymptoten­
Tangenten - Dreieck einer H. 178f. -
Durchmesserinvolution einer H. 160, 
182, einer gleichseitigen H. 245. 

Hyperbelsektor 179f. 
Hyperbolische Involution 159f., ihr 

Potenzwert (kombinatorisches Quadrat) 
ist negativ 160, ihr Folgequadrat po­
sitiv 164, sie ist gegenlaufig 160. -
Darstellung einer h. 1. durch die Punkte 
eines Paares 165. - H. Streckeninvo­
lution 180f. - .Acbsen einer h. Strahl­
involution 2S8 f. - Konstruktion der 
Doppelpunkte einer h. Punktinvolution 
250f. - Eine zu einer elliptischen 1. 
harmonische I. ist byperbolisch 305£. 

Identitahbruch 122, 1. als Grenzfall 
des Ahnlichkeitsbruches 204. 

Invarianz des Doppelverhiiltnisses 
eines Punktwurfes bei einer Mass en­
iinderung seiner Elemente 53, eines 
Stabwurfes bei einer Anderung der 
Lange und des Sinnes seiner Stabe 56, 
1. des D. bei projektiver Abbildung 60f. 

Inverse Projektivitaten 129. - 1. 
Abbildung einer FoIge von Pr. 130f. -
Beziehung zweier i. Pro zu ihl'er Doppel­
punktsinvoIution 307f1'. - Die Stepha­
nosschen Bilder zweier i. Pro 309. 

Involution 155if., 157, ihl'e Hauptzahlen 
sind entgegengesetzt gIeich: Bedillgungs-

23* 
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gleichung einer 1. 166. - Neue Formen 
der BedingungBgleichung einer 1. 168, 
169, 183f. - Die Punkte einer 1. ent­
eprechen sich wecheeleeitig 167. - Paar 
der I. 167. - Konjugiert in einer 1. 
167. - Einfii.hrung der Punkte eines 
Paares der I. alB N enner dee Involu­
tionsbruches 160f. - DaB Folgequadrat 
einer 1. 162. - Das kombinatorische 
Quadrat (der Potenzwert) einer 1., seine 
Beziehung zum I<'olgequadrat 164. -
Bestimmung einer 1. durch 2 Paare 
entsprechender Elemente 187 f. - Die 
Fluchtpunkte ihrer beiden Punktreihen 
fallen zusammen 206 f. - Mittelpunkt 
einer 1. 206 ff. - Die in einem Bii.schel 
von Projektivitaten enthaltene 1. 262 f. 
- Die Stephanossche Abbildung der 
Involutionen einer Geraden auf die 
Punkte einer Ebene 303ff. - Die 
Stephanosschen Bilder der 1. bei der 
Abbildung der Projektivitaten einer Ger. 
auf die Punkte des Raumes 296f., 297ff. 
- Folgeprodukte von 1. 313f. - In­
vomtionen, die zugleich harmoniBch und 
vertauschbar sind 316ff. - Resultante 
zweier harmonischen I. 322 ff. - Die 
Systeme dreier umkehrbaren und zu­
einander harmonischen 1. 326 ff., ihre 
Multiplikationstafel 328f. - Die Pro­
jektivitiit als Resultante (Folge) zweier 
I. 334ff. - Projektive Abbildung einer 
I. 342f. - Invarianz des kombinato­
rischen Produktes zweier 1. bei pro­
jektiver Abbildung 346f. - Involuto­
rische Abbildung einer I. 348ff., ins­
besondere einer parabolischen 1. 349ff. 

Involutorische Grundgebilde 167. -
Involutorisch gepaart 167. - 1. Ver­
wandtschaft (Involution) 167. - 1. po­
sitiv zirkulare Abbildung 216f. 

Inzidenz 41. 
Kombinatorisches Produkt 39. 

K. Pro von der Form [yz'l1Q] HOff., 
seine Projektivitatsfaktoren sind ver­
tauschbar, seine Punktfaktoren nur mit 
Zeichenwechsel 142. - K. Pro zweier 
Projektivitaten 142ff., Vertauschbarkeit 
seiner Faktoren 144, sein Verschwinden 
276 ff. 

Kom binatorisches Quadrat (Potenz­
wert) einesProjektivitatsbruches144fi·.­
K. Q. der Identitat 145. - K. Q. einer 
Involution 164. - Vorzeichen des k. Q. 

(gleichlaufige und gegenlaufige Projek­
tivitil.ten) 146, sein Verschwinden 146ff. 

Kommutatives Gesetz bei der Addi­
tion von Punkten 2. 

Komplementare Doppelverh1i.lt­
niese 51f. 

Komponenten eines Folgeproduktes 
von Projektivitaten derselben Geraden 
123. 

Kongruenz zweier Punktreihen, 
gleichsinnige: Schiebung einer P. 204, 
ungleichsinnige: Symmetrie; Umwen­
dung einer P. 204. 

Konjugierte Durchmesser, Halb­
messer einer Ellipse 168ff., einer Hy­
perbel 174. 

Konj ugierte Hyp er b eln 175. 
Konzentrieche kongruente Strahl­

biischel von gleichem Sinn 208ff. 
Kreisin vol u tion (Rechtwinkelinvolu­

tion) 210 f., 217 f., 235 ff. - Die ellip­
tieche Punktinvolution als Schnitt der K. 
217f. 

Kubische Determinante 144. 
Kurve zweiter Klasse, Begriff 74f. -­

Gleichung einer K. 2. Kl. 74, 87. -
K. 2. Kl. ale Hiillkurve der Trager aHer 
Punktwiirfe von konstantem Doppelver­
haltnis, die aus 4 festen Geraden aus­
geschnitten werden, 87. - Punktpaar 
als K. 2. Kl. 77, 88. - Doppeltzahlen­
der Punkt als K. 2. Kl. 77, 87 Anm. 

Kurve zweiter Ordnung, Begriff71.­
Gleichung einer K. 2. O. 70£., 84£. -
K. 2. O. ale geometrischer Ort der 
Scheitel aHer Strahlwiirfe von kon­
stantem Doppelverhiiltnis, die 4 feste 
Punkte projizieren, 84 f. - Linienpaar 
als K. 2. O. 73, 85. - Doppeltzahlende 
Gerade als K. 2. O. 73, 84 Anm. 2. -
Zusammenhang zwischen K. 2. O. und 
Knrven 2. Kla8Be 107 ff. 

Leitgebiet der Zuriickleitung 42. 
Lineale Anderung eines Faktors in 

einem aui3eren Produkt 11, 12, 18 f., 
21. - Spezielle 1. A. 21f. 

Linear unabhangig voneinander 256. 
Linienpaar als Kurve zweiter Ordnung 

73, 85. 
Masse eines Punktes 1. 
Multiplikation siehe Produkt. 
Mul tiplikationssatze fUr die zwei­

faktorigen planimetrischen Produkte 
47f. 
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Multiplikationstafel dreier umkehr­
baren und zueinander harmonischen 
Involutionen 328 f. - M. der 3 Grund­
involutionen 330. - M. der 4 Grund­
projektivitaten 330. - M. der 4 Bruch­
einheiten 332. - M. der 4 Quater­
nioneneinheiten 333. 

Negativ zirkuUire Abbildung einer 
Punktreihe 239 if., 247 if., sie ist in­
volutorisch 248f., ihre Grundpunkte 
247, der zu ihnen gehOrende Winkel 
der n. z. A. 247. - Gesamtheit alIer 
derjenigen n. z. A., welche dieselben 
Grundpunkte haben 249. - N. z. A, 
eines Strablbiischels 255£., ibre Acbsen 
256, ihre Doppelstrahlen 256. 

Negativ zirkuUi.re Anderung eines 
Punktpaares 211 f. Anm. 

N ormalform einer Projektivitat mit 
2 getrennten reellen Doppelpunkten 
152. - N. einer Proj. mit 2 konju­
giert komplexen Doppelpunkten 154. -
N. einer hyperboliscben Punktinvolu­
tion 194f. - N. einer hyperbolischen 
Strahlinvolution 195. 

Nullpunkt einer einfach entartenden 
Projektivitat 147 if., 301 if., 311, 313. 
- N. einer pa1'abolischen Involution 
185 if. 

ParabolischeInvolution 184if., 201£., 
260f. Hauptpunkt und Nullpunkt 
einer p. I. (Doppelpunkt derselben) 
185 if. - P. Involutionen, die ihren 
Doppelpunkt miteinander gemein haben, 
186 if. - Wartn sind 2 p. I. zueinander 
harmonisch? 319f. - Involutorische Ab­
bildung einer p. I. 349 if. 

Parameter eines Punktes einer Punkt­
reihe in bezug auf 3 Punkte derselben 
55. - P. eines Strables eines Strahl­
biischels in bezug auf 3 Strahlen des­
selben 59. 

Parameterdarstellung einer Ellipse 
166 if., zweier konjugierten Hyperbel­
zweige 175. 

Pascalsches Sechseck 95 if. 
Pascalsche Gerade 97. 
Pascalscher Satz 96. - Spezialisie-

rungen des P. S. 98 if. 
Perspektive Grundgebilde 62 if. 
Perspektivitatsz:entrum 65. 
Perspektivitatsachse 65. 
Planimetrische Erweiterung eines 

Abbildungsbruches 119 f. 

Planimetrisches Produkt 38. - Ver­
einungsgesetz der pI. Pr. 41. _ Multi­
plikationssatze der zweifaktorigen pI. Pr. 
47 f. - Reduktionsregel fUr pI. Pr. 91 f. -
Darstellung zweier projektiven Strahl­
biischel durch pl. Pr. 92f. - Darstellung 
des Erzeugnisses zweier projektiven 
Strahlbiischel durch ein = 0 gesetztes 
pI. Pr. 93 ff. - Darstellung zweier pro­
jektivenPunktreihen durch pl. Pr. 101.­
Darstellung des Erzeugnisses zweier pro­
jektiven Punktreihen durch ein = 0 ge­
setztes pI. Pr. 101 ff. 

Positiv zirkuUire Abbildung einer 
Punktreihe 211 if., ihre Darstellung als 
Funktion ihres Parameters und einer 
gewissen elliptischen Involution 212. -
Die p. z. A. als perspektives Abbild der 
Drehung eines gewissen Strahlbiischels 
212ff. - Ih1'e Drehpnnkte 215. - Ihr 
Drehwinkel 215. - Konstruktion der 
Drehpunkte 212 f., 215f. - Wann wird 
sie involutorisch? 216f. - Die konti­
nuierliche eingliedrige Gruppe der p. 
z. A. einer Punktreihe 224 if. - P. z. A. 
eines Strahlbiischels 227ft·. - Beziehung 
einer beliebigen Projektivitat mit kon­
jugiert komplexen Doppelelementen zur 
p. z. A. 231 f., 235. - Beziehung einer 
elliptischen Punktinvolution zu einer 
gewissen involutorischen p. Z. A. 233. 

Positiv zirkulare Anderung eines 
Punktpaares 211 f. Anm. 

P otenz wert (kombinatorisches Quadrat) 
eines Projektivitatsbruches 144 ff. -
Sein V orzeichen (gleichlaufige und 
gegenlaufige Projektivitaten) 145. -
Sein Verschwinden 146 ff. - Potenzwerte 
der 4 zueinander harmonischen Grund­
abbildungen einer Geraden 293. 

Produkt, auLleres, siehe liuLleres Pr. -
Pr., progressives, siehe progressives 
Pr. - Pr., regressives, siehe regres­
sives Pr. - Pr., planimetrisches, siehe 
planimetrisches Pr. - Pr., kombinato­
risches, siehe kombinatorisches Pr. 

Progressives Produkt 29. 
Proj e kti v e A b bild ung einer Involution 

1142f. - Invarianz des Potenzwertes 
einer Involution bei pro A. 343. - Pr. 
A. einer Projektivitat 343 ff. - In­
varianz des Potenzwertes einer Projek­
tivitat bei pr. A. 343 f., des Produktes 
ihrer Hauptzahlen 344, der Summe 
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ihrer Hauptzah1en 344f., der Haupt­
zahlen se1bst 345f. - Invarianz des 
kombinatorischen Produktes zweier In­
volutionen bei pro A. 346f., desgleichen 
zweier Projektivitaten 347. 

Proj ekti veBezieh ung zweierGrund­
gebilde 60. - Festlegung der pro B. 
zw. Gr. durch Angabe zweier 1'ripel 
entsprechender Elemente 61 f. - Her­
stellung der pro B. zw. Gr. durch mehr­
fache Anwendung der Perspektive 65 if. 

Projektive Bilder zweier harmonischen 
Projektivitaten 347, zweier inversen Pro­
jektivitaten 347f. 

Projektivitaten in der Geraden und 
im Strahl busc he I 111 if., mit reellen 
und voneinander verschiedenen Haupt­
zahlen 151 f., 189 if., mit konjugiert kom­
p1exen oder auch entgegengesetzt rein 
imaginaren Hauptzahlen 152 if., 208 if., 
mit gleichen (und somit reellen) Haupt­
zahlen 196 if. 

Proj e kti vita tsbruc h 116 if. - Seine 
Erhebung zum Range einer GroBe 
117 f. - Einflihrung neuer N enner in 
einen Pr. 118f. - Erweiterung eines 
Pr. mit ZahlgrOBen 119. 

Punkt, einfacher 1, vielfacher 1. 
Punktinvolution 157, mit getrennten 

reellen und konjugiert komplexen Dop­
pelpunkten 160. 

Punktpaar als Kurve zweiter Klasse 
77, 88. 

Punktreihe 59. - Trager einer P. 59. -
Elemente einer P. 59f. - Grundpunkte 
einer P. 55, 113. - Einheitspunkt einer 
P. 113. 

Punkttripel 66. 
Punktwurf 49. - Zugeordnete Punkte 

eines P. 49. - Trager eines P. 49. -
Elemente eines P. 49. - Harmonischer 
P.54. 

Quaternionen, komplexe Qu. 333. -
Quaternioneneinheiten, ihre Multiplika­
tionstafel 333. - Quaternionentypus 
eines Systems hoherer komplexer GroJ3en 
333f, seine beiden reellen Gestalten 334. 

Re ch twinkelin vol u tion (Kreisinvolu­
tion) 210, 217f., 235 if. - Die elliptische 
Punktinvolution als Schnitt der It. 217 f. 

U,e d uktion sregel flir planimetrische 
Produkte 91£. 

Regre ssi ves Pro d ukt zweier Stabe 28f., 
seine Definitionsgleichung 29. - R. Pr. 

dreier Stabe 34 if. - Wann ein r. Pr. 
zweier Stabe verschwindet 33 f., wann 
ein solches dreier Stabe 36f. - Schnitt­
punktsformel des r. Pr. :1.weier Stabe 47. 

Resultante (Folge) zweier Projektivi­
taten derselben Geraden, ihre Kompo­
nenten 123. - R. zweier harmonischen 
Involutionen 322if. - Die Projektivitat 
als R. zweier Involutionen 334 if., die­
selbe ist zu ihren involutorischen Kom­
ponenten harmonisch 337f. 

Reziproke Doppelverhaltnisse 51. 
Schar von Kurven zweiter Klasse 

mit 4 reellen Grundgeraden 88 if. -
Doppelverhaltnis einer K. der Sch. in 
bezug auf deren 4 Grundgeraden 88. -
Sch. V. lauter zerfallenden K. 2. Kl. 89. -
Die -3 zerfallenden Kurven einer Sch. v. 
K. 2. Kl. 89f. 

Schein 62. - Sch. einer Punktreihe 
63ff. - Sch. ciner Punktinvolution 222. 

Schie bung (gleichsinnige Kongruenz) 
200f. 

Schnittpunktsformel der regressiven 
Multiplikation 47. 

Schri:ltersche Konstruktion der Dop­
pelpunktsinvolution einer Projektivitat 
309f. 

SektorschweDkung yom Parameter It) 

in bezug auf zwei konjugierte Hyperbel­
zweige 267if. - Dieselbe in bezug auf 
zwei gleichseitige konjugierte Hyperbel­
zweige 268if., verkniipft mit einer Spie­
gelung am Asymptotenpaar 273f. 

Sta b 7. -- Zusammenhang zwischen St. 
und Strecke 11 ff. 

Stabpaar 14£. 
S to. b w u r f (Strahl wurf) 55 If. - Z ugeord­

nete Stabe eines St. 56. - Trager eines 
St. 55. - Elemente eines St. 55. 

Stephanossche Abbildung der Pro­
jektivitaten einer Geraden auf die Punkte 
des Raumes 206 ff. - St. A. der In­
volutionen einer Geraden aut' die Punkte 
einer Ebene 303 If. 

Stephanossche Bilder der gleich­
laufigen uDd gegenlaufigen Projektivi­
tateD 209, der entartenden Projektivi­
taten 296, 298, zweier harmonischen 
Projektivitaten 296, 298 f., zweier in­
versen Projektivitaten 307 if., der In­
volutionen 296 f., 297 if., zweier harmo­
nischenlnvolutionen 296f., eines Biischels 
und eines Biindels von Projektivitaten 
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297, zweier Projektivitaten, die ihre 
Doppelpunkte miteinander gemein haben 
299, der zentrischen Schiebungen 311, 
verlauschbarer Projektivitaten 322. 

St6phanossches Hyperboloid 298ft'. 
- Die Bedeutung der Durchmesser des 
St. H. 299. - Die Bedeutung der ge­
radlinigen Erzeugenden des St. H. 299 ft'. 
- Der Asymptotenkegel des St. H. 310ft'. 
- Die Durchmesser des St. H. auf, 
innerhalb und auBerhalb des Asym­
ptotenkegels 310ft'. 

Stereometrisch es Pro d ukt 38f. 
Strahl 57. 
Strahlbuschel 60. - Trager eines Str. 

60. - Elemente eines Str. 60. 
Strahlinvolution 167. - Achsen einer 

Str. 238f. 
Strahltripel 67. 
Strahlwurf siebe Stabwurf und hanno­

nischer Strahlwurf. 
Strecke als Differenz zweier einfachen 

Punkte H. - Zusammenhang zwischen 
Stab und Str. 11 ft'. - Str. eines Stabes 
229f. 

Streckengleich 18. 
Streckengleichung einer Ellipse 166ft'. 

- Str. des positiven Zweiges einer Hy­
perbel 173f. 

Streckeninvolution, elliptische 170. 
Stufe, GroBe erster, zweiter, dritter St. 

Vorrede V. - Gebiet dritter, vierter, 
nter St. 38f., 288ft'., 290. 

Stufensumme der Faktoren eines Pro­
duktes 27. 

Summe von Punkten If. - S. zweier 
Stiibe mit gemeinsamem Anfangspunkt 
9. - S. zweier Stabe, deren Linien sich 
im Endlichen schneiden 13f. - S. zweier 
Strecken 6. - S. paralleler Stabe 14. 
- S. zweier Felder 19. 

System aller gegenillufigen Projektivi­
taten mit 2 gemeinsamen getrennten 
reenen Doppelpunkten 274, die in ihm 
enthaltenen entartenden Projektivitaten 
270f. 

Systeme hoherer komplexer GroBen 
330ft'. - Einheiten eines Systems h. k. 
Gr. 33l. 

Tangentenstrecke einer Ellipse 172, 
einer Hyperbel 176if., einer Kurve uber­
haupt 172f. 

Trager eines Punktwurfes 49, eines 
Stabwurfes 65, einer Punktreihe 59, 

eines Strahlbiischels 60, des laufenden 
Punktes einer Kurve 167. 

Trennen sich, zwei Punktpaare einer 
Punktreihe 219. - Zwei Strahlpaare 
eines Strahlbiischels tr. s. 219. 

Trennen sich nicht, zwei Punktpaare 
einer Punktreihe 220. - Zwei Strahl­
paare eines Strahlbiischels tr. s. n. 219. 

tj"berfiihrung von Projektivitaten 
132ft'., 314ff. 

Umkehrbare Projektivitat 129f. -
Kriterinm der Umkehrbarkeit 129, neue 
Form des Kriteriums der Umkehrbar­
keit 146. 

Umkehrung einer Projektivitat 129. 
Umwendachsen eines Strahlbiischels 

243. 
Umwendung eines Strahlbiischels 

(Gleichwinkelinvolution) 239ft'. - Folge 
zweier U. e. Btr. 246f. 

Umwendung einer Punktreihe 204, 
252. - Zentrum der U. e. P. 202. 

U neigen tliehe (zweifach entartende) 
Projektivitli.t 146, 196f. - U. Involution 
163. 

Unendlich femer Punkt einer Geraden 
3f. - U. feme Punkte zweier projek­
tiven Punktreihen 202 ff., sie sind ein­
ander zugeordnet: Ahnlichkeitstrans­
formation in der Geraden 202ft'. 

Ungleichsinnig ahnliche Punktreihen 
204. 

Ungleichsinnig kongruente Punkt­
reihen 204. 

Vereint Hegen 4l. 
Vereinungsgesetz der planimetrischen 

Multiplikation 4l. 
Verschiebbarkeit eines Stabes in seiner 

eigenen Linie 13. 
Verstellbarkeit eines Zahlfaktors 

in dem ituBeren Produkt zweier Punkte 
9, in dem au/3eren Produkt dreier Punkte 
20, in dem auBeren Produkt von Punkt 
und Stab 24f., in dem regressiven Pro­
dukt zweier Stabe 32, in dem kombi­
natorisehen Produkt [yz .1Iq] HI. 

Vertauschbare Abbildungen 182f. -
Begrift' zweier vertauschbaren Projektivi­
tiiten 310. - Eigenschaften v. Proj. 
321 f. - V. Involutionen 314 ff. - In­
volutionen, die zugleich harmoni8ch und 
v. sind, 316tr. 

Verhuschung der Faktoren eines 
au6erenProduktes von Punkten(Streckf'n) 
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10,12,18,20. - V. d.F. eines auBeren 
Produktes von Punkt und Stab 24. - V. 
d. F. eines regressiven Produktes zweier 
Stli.be 31f. 

Vertauscbung zugeordneter Punkte 
eines barmoniscben Punktwurfes 54. 

Vertauschung zugeordneter Strah­
len eines harmonischen Strablwurfes 58. 

Vielfachensumme von Projektivi­
tii ten 121f. 

Vielfacher Punkt 1. 
Vollstandiges Viereck 78, seine Ecken, 

Seiten, Gegenseiten, Nebenecken, Neben­
seiten 78. 

Vollstandiges Vierseit81, seineSeiten, 
Ecken, Gegenecken, Nebenseiten, Neben­
ecken 81. 

Vormultiplizieren 11. 
Wechselseitiges Entsprechen der 

Punkte einer Projektivitilt: Involution 
157. 

Zablgleich ung zwischen 6 beliebigen 
Punkten oder Stiiben einer Ebene 46 f. 

ZahlgroBe als Projektivitiitsbmch 122. 
Zentrische Schiebung 197fl'., 260, ihr 

Zielpunkt (Zentrum) 201. - Die Ste­
phanosschen Bilder der zentrischen 
Schiebungen 311. 

Zentrum (Zielpunkt) einer zentrischen 
Schiebung 20l. 

Zerfallende Kurven zweiter Kla.sse 77, 
87 Anm., 88. - Z. K. zweiter Ordnung 
78, 84 Anm. 2, 85, 86£. 

Zerlegung eines Punktes in 2 Kompo­
nenten 43, eines Stabes 45. - Z. eines 
Punktes in 3 Komponenten 45f., eines 
Stabes 46. 

Zielpunkt (Zentrum) einer zentrischen 
Schiebung 20l. 

Zuriickleit·ung eines Punktes 41fl'., eines 
Stabes 48 ff. - Ergil.nzende Z. 43. 

Zweifach entartende (uneigentlicbe) 
Projektivitat 146, 196f. 

Zyklische Vertauschung der Fak­
toren eines Itolgeproduktes von Pro­
jektivitaten 131£. 
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Pascal, B., 96, 96 (Satz von P.), 97, 98fl'. 
Pascal, E., 144. 
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