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Vorwort zur ersten Auflage. 
Das Buch ist im wesentlichen entstanden aus den Vorlesungen über Statik, 

die ich als ersten Teil der Technischen Mechanik an der Hochschule Darmstadt 
seit Jahren gehalten habe. Das Gebiet der Statik ist dabei sehr eng gefaßt: es 
werden lediglieb starre Körper behandelt, während Spannungs- und Form
änderungsbetrachtungen, die sonst in "Statik der Baukonstruktionen" oder 
"Baustatik" erörtert werden, fehlen. Aber ausführlieb werden die inneren 
Einflüsse, Beanspruchungsgrößen, in den Konstruktionen gebracht. Erfahrungs
gemäß machen diese Begriffe und ihre Berechnungen bei Konstruktionen, die 
von de.r allgemein üblichen Form etwas abweichen, den Studierenden und man
chen Ingenieuren rechte Schwierigkeiten. Es gilt das besonders von räumlichen 
Konstruktionen, bei denen 6 innere Einflüsse (2 Querkräfte, 1 Längskraft, 
2 Biegemomente, 1 Torsionsmoment) auftreten. 

Überhaupt ist in dem Buch auf räumliche Probleme besonderer Wert gelegt. 
Der Ingenieur ist im allgemeinen viel zuviel daran gewöhnt, auch räumliche 
Konstruktionen als ebene oder als solche, die aus ebenen zusammengesetzt 
sind, zu betrachten, ohne sich über den wirklichen räumlichen Grundcharakter 
und die tatsächlich auftretenden Einflüsse klar zu werden; das gilt sowohl von 
den eigentlichen Tragkonstruktionen selbst .als auch von den Lagern und An
schlüssen. Wie wenig denkt z. B. der Ingenieur daran, daß das gewöhnliche 
feste Auflager, das für den ebenen Träger zwei Unbekannte darstellt, für den 
Raum 5 Lagergrößen enthält. 

Weite Teile des Buches sind dadurch entstanden, daß meine Vorlesungen 
nachgeschrieben und dann für den Druck bearbeitet wurden. Natürlich wird 
eine geschriebene Darstellung immer etwas anders gestaltet sein als die ge
sprochene. Der Hochschullehrer hat zu dozieren, wird also manches mit anderen 
Worten wiederholen, je nach dem Eindruck, den er von seinen Zuhörern bat. 
Für ein Buch ist solche Darstellungsweise aus äußeren Gründen nicht geeignet; 
aber trotzdem wurde versucht, wenigstens im ersten Abschnitt den Charakter der 
Vorlesung weitgehend zu wahren, weshalb auch meistens in der "wir"-Form 
gesprochen wird. Im weiteren Verlauf des Buches wird dann die Ausdrucks
form gedrängter, in der Annahme, daß der Leser nun genügend eingearbeitet ist, 
um auch so die Ausführungen zu verstehen. Ausdrücklich sei darauf hingewiesen: 
Es wird nicht ausbleiben, daß der Leser an der einen oder anderen Stelle Schwie
rigkeiten für das Verständnis findet; dann soll er sich nicht zulange dabei auf
halten, sondern weiter lesen; gar manchmal kommt so die Einsicht in das Un
verständliche. Der große Nachteil für den Leser eines Buches gegenüber dem 
Hörer einer Vorlesung ist der, daß er die Zeichnungen nicht entstehen sieht; 
um wenigstens am Anfang diese Schwierigkeiten zu verringern, wurden bei den 
gegebenen und gefundenen Kräften die Pfeile verschiedenartig ausgeführt. 

Allerdings werden nicht alle im Buch behandelten Gebiete in der Vorlesung 
betrachtet, aber diese erstreckt sich durchaus nicht etwa nur auf ebene Pro
bleme, sondern es werden auch verschiedene Abschnitte aus dem Gebiete der 
räumlichen Kräfte den Studierenden vorgetragen. Auch schwierigEre Übungs
beispiele, wie die TransmisEionswelle, Kurbelwelle, werden von den Studierenden 
im ersten oder zweiten Semester in den Übungen behandelt. 
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Bei den Übungsbeispielen sind absichtlich nicht lauter aus der Praxis ent
nommene Aufgaben gewählt, sondern auch allgemeiner gehaltene, um das Wesen 
der Anwendung grundsätzlich kennenzulernen und wirklich technisches Emp
finden für die Kraftwirkungen zu wecken, besonders auch bei den räumlichen 
Konstruktionen. 

Bei der ganzen Darstellungsweise wurde im übrigen berücksichtigt, daß das 
Buch nicht nur für Studierende, sondern auch für Ingenieure der Praxis und 
zum Selbststudium geeignet erscheint. 

Zur Bezeichnung der vorkommenden Größen wurde die im allgemeinen 
übliche gewählt. Das Biegungsmoment wurde, der Bedeutung des Flugwesens 
entsprechend, wie bei der Deutschen Versuchsanstalt für Luftfahrt mit B 
und einem entsprechenden Anzeiger bezeichnet; der Buchstabe M bedeutet ein 
wirkendes äußeres Moment. -

Der Aufbau des Buches geht zur Genüge aus dem ausführlichen Inhalts
verzeichnis hervor. Es gliedert sich in zwei Hauptabschnitte, von denen der 
letztere die im Raum zerstreuten Kräfte enthält. Daß bereits im ersten Teil die 
Kräfte im Raum an dem gleichen Punkt betrachtet werden, geschieht aus rein 
didaktischen Gründen. Die drei ersten Teile bringen im wesentlichen den Stoff, 
den man auch sonst in einem Statikbuch findet, aber die Darstellung weicht 
vielfach von der in anderen Büchern ab, und manches wird hier gebracht, was 
in anderen nicht enthalten ist. Auf die Punkte, die dem Anfänger erfahrungs
gemäß Schwierigkeiten machen, ist besonders ausführlich eingegangen, und 
immer wieder wird auf die Anleitung zum selbständigen Denken Wert gelegt. 
Bei den gestützten Balken werden die Beanspruchungsgrößen ausführlich be
handelt; dabei wird auch die Belastung durch außermittige waagerechte Kräfte 
und Momente berücksichtigt. Auch die Betrachtung der Balken mit Neben
konstruktionen wird dem Leser erwünscht sein. 

Wichtig erschien, die Rahmen ausführlich zu erörtern und an verschiedenen 
Formen die Gestalt der Momenten- und Querkraftflächen zu zeigen. Es ist 
nötig, daß der Studierende bzw. der Ingenieur einmal solche Flächen vor sich 
sieht, um zu erkennen, wie sich die Beanspruchungsgrößen ändern; besonders 
gilt dies für gekrümmte Rahmen. Da bei symmetrischen Gebilden jede Belastung 
in einen symmetrischen und gegensymmetrischen Anteil zerlegt werden und so 
die Untersuchung wesentlich vereinfacht werden kann, ist auf diese Fragen 
besonders eingegangen. Mancher Leser wird etstaunt sein, wie sich die Be
anspruchungsflächen z. B. für den Dreigelenkbogen darstellen. Bei den Gelenk
trägern sind abgewinkelte Gerberträger besonders behandelt, da sie interessante 
Beanspruchungsbilder ergeben. Bei den ebenen Fachwerken wurde.. ausführlich 
auf schlaffe Gegendiagonalen eingegangen. Außer den eigentlichen Fachwerken 
werden auch die "Gemif!chtbauweisen" behandelt, d. h. Gebilde aus einzelnen 
miteinander verbundenen Konstruktionsteilen, die aber nicht nur durch Längs
kräfte, sondern auch auf Biegung beansprucht sind. Eine geschlossene Dar
stellung dieser Gebilde, die man sonst kaum findet, ist für das Verständni!! all
gemeiner Konstruktionen von sehr großer Bedeutung. 

Mit dem fünften Teil (Kräfte im Raum zerstreut) beginnt der zweite Ab
schnitt des Buches, der auch für den praktisch tätigen Ingenieur manches Neue 
enthält. Ausführlich erörtert werden die verschiedenen MöglichkEiten zur Fest
legung der Körper, dabei die praktischen Anschlüsse und Lagerungen betrachtet 
und die sechs Beanspruchungsgrößen eines beliebigen Querschnitts. Bewnderer 
Wert wird auf die Behandlung der räumlich belasteten Rahmen gelegt, dabei 
hervorgehoben, daß man heim ebenen Rahmen die räumliche Bela~tung trennen 
kann in eine solche in der Rahmenebene und eine senkrechte dazu, die beide 
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getrennt untersucht werden können. Als Beispiele für einen allgemeinen räum
lichen Rahmen werden eine Schraubenfeder und ein Sesselrahmen betrachtet; 
letztere Anwendung vermittelt ein klares Bild vom inneren Kräftespiel, das 
nicht so leicht zu übersehen ist. Die Ausführungen über Symmetrie und Gegen
symmetrie zeigen die bei symmetrischer Bauweise bestehenden Erleichterungs
möglichkeiten. Von Interesse werden sicher auch die sonst nicht zu findenden 
Betrachtungen über die verschiedenen Gelenke und Gelenkträger sein, weil hier 
klar zusammengestellt ist, welche gelenkartigen Verbindungen möglich sind. 

Der letzte Teil behandelt Raumfachwerke und räumliche Gebilde, die 
aus Stäben und Balken zusammengesetzt sind, "allgemeine Raumwerke". 
Bei der Berechnung des Raumfachwerks wurde das "Verfahren der zugeordneten 
ebenen Abbildung" erläutert, das erlaubt, räumliche Kräfteaufgaben auf ebene 
zurückzuführen und dadurch mancherlei Vorzüge bietet. Ausführlich wird 
darauf eingegangen, wie häufig für ein Raumfachwerk eine Vereinfachung 
der Rechnung durch Sonderverfahren statt der allgemeinen Verfahren erzielt 
wird. Die Beispiele weisen besonders auch auf den Wert der Momentenmethode 
hin. Bei den allgemeinen Raumwerken (Gemischtbauweise); über die in der 
Literatur wenig angegeben ist, wird ausführlich auf den Aufbau eingegangen 
und insbesondere die Verschiedenheit gezeigt, die für Raumwerke, bei denen 
alle Balken torsionsfrei belastet sind, und für solche mit Torsionsbelastung 
auftritt. Am Schluß wird nochmals ausführlich auf die Zurückführung von 
statisch unbestimmten räumlichen Gebilden auf statisch bestimmte eingegangen 
und an verschiedenen Beispielen gezeigt, welche Größe als "unbestimmte" oder 
"überzählige" eingeführt werden können. Dies zu erkennen, ist nicht immer ein
fach, und darum sind die Ausführungen von Wichtigkeit. 

Unter den Abschnitten, die über den Rahmen der VorlEsungen hinausgehen, 
hat einzelne mein erster Assistent, Dipl.-Ing. HEINRICH DIETZ, selbständig 
behandelt, z. B. Nr. 93, 98, 99, 109; er hat auch die meisten Beispiele entworfen 
und einen großen Teil der schwierigeren selbst gerechnet und gezeichnet. Für 
seine umfassende und wertvolle MithHfe sei ihm an dieser Stelle besonders herz
lich gedankt. Der Dank gilt auch meinen jüngeren Assistenten, Dipl.-Ing. 
STAHL, RoEDIGER, ScHULTHEISS für ihre Mithilfe bei der Durchführung der 
Aufgaben. Nicht zuletzt sei der Verlagsbuchhandlung Julius Springer für die 
Ausstattung des Buches aufrichtig gedankt und für die stete Bereitwilligkeit, 
mit der sie auf Wünsche während des Druckes eingegangen ist. 

Darmstadt, Juni 1939. 
WILHELM ScHLINii:. 



Vorwort zur zweiten und dritten Auflage 
Der schnelle Absatz der ersten Auflage, die bereits im Sommer 1942 ver

griffm war, zeigt, daß der Inhalt des Buches und die Art der Darstellungt<wei~e 
den Beifall vieler Studierender und Ingenieure der Praxis gefunden hat. Es 
wurden deshalb in der zweiten Auflage fast nur solche Änderungen vorgenom
men, die den bei Besprechungen geäußerten Wünschen entsprachen. Die zweite 
Aufage lag im November 1943 bereits fertig gedruckt vor, wurde aber durch 
:Feinu.einwirkung vernichtet, so daß eine vöLige Neuherstellung nötig war, die 
sich naturgerräß durch die Kriegsrmstärde verzögerte. Dankenswerterweise 
hat der Springer-Verlag mit Rücks!cht auf diese Verhältnkse gleichzeitig die 
dritte Auflage herausgebracht. Die bei den Besprechungen hervorgetretenen 
WünEche bezogen sich vor allem darauf, auch die beweglichen Lasten zu be
handeln; dementsprechend wurde ein neuer Abschnitt über Einflußlinien ein
gefügt. Daß hierbei neben den Einflußlinien für den gewöhnlichen Balken auf 
zwei Stützen, den Gerberbalken und den üblichen Dreigelenkbogen auch noch 
der Dreigelenkbogen mit verschieden hohen Lagern und ein Kranbahnträger 
behandelt ist, wird für manche Leser von Interesse sein. Neu aufgenommen 
wurden auch Ausführungen über die duale Abbildung, da sie Bedeutung für 
zerstreute Kräfte im Raum hat. Mit ihrer Anwendung können manche Auf
gaben über räumliche Stabsysteme wesentlich übersichtlicher durchgeführt 
werden als mit den seither bekannten Verfahren, wie Herr Dr.-Ing. Dietz 
in einer Arbeit gezeigt hat. Er hat auch in diesem Buch die duale Abbildung 
(Nr. 90) behandelt, ebenso die beiden neu eingefügten Übungsaufgaben. Von 
diesen wird wohl das letzte Beispiel vielfach begrüßt werden, weil an einem 
praktischen Fall (schiefer Rahmenspant) die Anwendung der verschiedensten 
Ausführungen des Buches über räumliche Kräfte gezeigt wird. Für seine wert
volle Mithilfe sei Herrn Dr. Dietz auch an dieser Stelle herzlicher Dank aus
gesprochen. Aufrichtiger Dank gilt auch dem Springer-Verlag, der trotz der 
großen, durch den Krieg bedingten Schwierigkeiten die Veröffentlichung des 
Buches in kurzer Zeit mit mustergültiger Ausstattung ermöglicht und meine 
Wünsche bEzüglich Erweiterung des Buches gern erfüllt hat. 

Darmstadt, März 1945. 
WILHELM ScHLINI{, 
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Vorbemerkungen. 

Die Mechanik ist eine Naturwissenschaft. Sie hat die Aufgabe, die beobacht
baren Naturerscheinungen von wägbaren Körpern zu beschreiben. Die Gesetze 
der Mechanik sind der Naturbeobachtung entnommen, d. h. auf Grund von sehr 
vielen Beobachtungen werden gewisse Sätze und Gesetze aufgestellt; sie gelten 
so lange, als auf Grund von neuen Beobachtungen ihre Unrichtigkeit nicht er
wiesen ist. Auf solchen Grundgesetzen baut die Mechanik auf. Aus ihnen werden 
auf rein mathematischem Wege neue Sätze abgeleitet, die dann jederzeit wieder 
an Hand der Wirklichkeit bzw. von Versuchen nachgeprüft werden können. 

Die Mechanik beschäftigt sich mit Körpern, die unter dem Einfluß von 
Kräften stehen. Ohne auf eine genaue Definition der Kraft! an dieser Stelle ein
zugehen, sei lediglich bemerkt, daß zwischen Kraft und Bewegungsänderung ein 
innerer Zusammenhang besteht, der uns hier nicht näher interessieren soll. Wenn 
ein Körper in Ruhe auf einer glatten ebenen Unterlage ist und es greift an ihm nur 
eine zur Ebene lotrecht stehende Kraft an, so sucht diese den Körper nach unten 
zu verschieben, aber die feste Unterlage verhindert ihn daran. Sie erzeugt eine 
Gegenwirkung. Wirkt dagegen eine Kraft parallel zur Ebene, so wird der Körper 
eine Bewegung vornehmen. Wenn ein Körper unter dem Einfluß von Kräften 
eine bestimmte Bewegung ausführt und es treten neue Kräfte hinzu, so nimmt der 
Körper eine andere Bewegung an. 

In der Statik fragen wir nicht nach der Art der bewirkten Bewegung, sondern 
wir beschäftigen uns im allgemeinen mit der Frage, unter welchen Umständen 
sich ein starrer Körper oder ein Punkt in Ruhe befindet. Die besondere Aufgabe 
der Statik ist also die Betrachtung von Gleichgewichtszuständen und im Zusam
menhang damit die Zusammensetzung und Zerlegung von Kräften. Unter der 
Einwirkung von Kräften nehmen die Körper eine Gestaltsänderung an. Auf diese 
wird aber in der Statik nicht eingegangen. Es werden die Körper also als starr 
angesehen. 

Für die Untersuchung von Kräftesystemen sind zwei Begriffe von Bedeutung: 
einerseits die Resultierende, Resultante oder Mittelkraft, andererseits die Kompo
nente oder Teilkraft. Man versteht unter der Resultierenden diejenige Kraft, die 
die Wirkung einer Reihe von Kräften auf den Körper ersetzt, die also die gleiche 
Wirkung ausübt wie die Gemeinschaft der vorhandenen Kräfte. Umgekehrt 
nennt man die Kräfte, die zusammengenommen die gleiche Wirkung haben wie 
eine einzelne Kraft, die Komponenten oder Teilkräfte dieser Kraft. Die Resul
tierende ist also die Ersatzkraft für eine Reihe von Kräften und die Gemeinschaft 
der Komponenten der Ersatz fÜr eine einzelne Kraft. 

Wie kann man nun eine Kraft darstellen~ Was gehört zu ihrer Festlegung? 
Die Kraft ist durch ihre Lage (Wirkungslinie), Richtung und Größe bestimmt. 
Man kann sie sowohl zeichnerisch als auch rechnerisch darstellen. Wir betrachten 
dies zunächst für eine Kraft in der Ebene. Zeichnerisch ist sie eindeutig gegeben 
durch eine in ihrer Wirkungslinie liegende Strecke mit Richtungspfeil (Abb. 1). 
Wir müssen dabei nur noch wissen, was 1 cm dieser Strecke bedeutet, d. h. den 

1 Den Begriff der Kraft, den wir uns durch (aktives) Erleben und (schöpferisches) 
Denken gebildet haben, übertragen wir als mechanischen Kraftbegriff auf das Geschehen 
der Körperwelt (in die Naturwissenschaft und Technik) und sehen in ihm den gedanklichen 
Ausdruck einer Bewegungsänderung. 
1 Schlink, Statik. 2. u. 3. Auf!. 
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2 Vorbemerkungen. 

Kräftemaßstab kennen, z. B. 1 cm ~ k kg. Die Größe der Kraft wollen wir im 
allgemeinen durch den Buchstaben P angeben. Die Kraft ist also durch eine ge
richtete Strecke, eine Strecke mit Richtungspfeil, eindeutig festgelegt. Eine 
solche gerichtete Strecke nennt man einen Vektor. Soll aus irgendwelchen Grün
den besonders betont werden, daß es sich um einen Vektor oder um eine vektorielle 

Größe handelt, so wird ein Strich über das P 
gefügt, also P. 

1 cm. 4 k'kg In analytischer Darstellung ist die Kraft in der 
.; _ Ebene festgelegt: 

~j_ __ 

X 
Abb. 1. Darstellung einer Kraft 

in der Ebene. 
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nach Größe durch die Anzahl der kg, also P kg; 
nach Lage durch einen ganz beliebigen Punkt 

auf der Kraft, dessen Koordinaten gegenüber einem 
willkürlich eingeführten Achsenkreuz mit x, y be
zeichnet werden mögen; 

nach Richtung durch den Winkel, den die Kraft 
mit einer festliegenden Geraden, z. B. gegen die 
positive x-Achse bildet (Abb. 1). Dabei muß dieser 
Richtungswinkel IX klar definiert werden; wir be
zeichnen mit IX den Winkel, der gewonnen wird, 
wenn wir die Kraft im Uhrzeigersinn bis zur posi
tiven x-Richtung drehen. 

Im Raume kann man selbstverständlich eine 
Kraft ebenfalls zeichnerisch und analytisch dar
stellen: zeichnerisch durch die streckenmäßige Dar
stellung der Kraft im Aufriß und Grundriß (Abb. 2), 
(wobei in manchen Fällen noch die Zeichnung im 
Seitenriß erwünscht ist); dann analytisch: 

nach Größe durch P, die Anzahl der kg; 
nach Lagedurch die :Koordinaten eines beliebigen 

Punktes auf der Kraft, x, y, z; 
nach Richtung durch Angabe der Winkel, die 

Abb. 2. Daf~e:M~~-eincr KI·aft die Kraft P mit drei festen Achsen einschließt, 

I 

k: I -.._-1- __ I 7 
lz -...v 

IX, ß, 'Y (Abb. 3). Zur Festlegung im Raume genügt 
nicht mehr die Angabe eines Winkels. Die drei 
Winkel !X, ß, 'Y sind allerdings nicht unabhängig 
voneinander, sondern sind, wie die analytische 
Geo:r.p.etrie des Raumes lehrt, verbunden durch die 
Gleichung: 

cos2 !X + cos2 ß + cos2 'Y = 1. (1) 

Man braucht also tatsächlich zur Festlegung der 
Richtung von P nur zwei Winkel zu kennen; der 
dritte ist eine Folge der beiden ersten. 

v-· Es sind demnach im ganzen sechs Grundwerte 
Abb. 3. Zur analytischen Darstel- zur Festlegung einer Kraft im Raume nötig: 

lung einer Kraft im Raum. 
p, !X', ß, X, y, Z. 

Entsprechend den beiden Darstellungsweisen der Kraft wird man die ganze 
Statik graphisch und analytisch aufbauen können. Man unterscheidet danach 
graphische und analytische Statik. Wir behandeln im folgenden beide Darstel
lungsweisen nebeneinander; es wird sich dabei zeigen, daß vielfach bei bestimmten 
Anwendungen die graphische und bei anderen wieder die analytische Behand
lungsweise vorzuziehen ist. 



Erster Teil. 

Kräfte an dem gleichen Punkt angreifend. 

Kräfte, die an einem Punkt wirken, können entweder in einer Ebene oder im 
Raume liegen. 

I. Kräfte in der gleichen Ebene. 
1. Erfahrungssätze. Wie schon oben erwähnt, ist die Mechanik aufgebaut 

auf Erfahrungssätzen oder Erfahrungsgesetzen, die wir dementsprechend an die 
Spitze der Statik stellen müssen. 

1. Wirken zwei gleich große Kräfte in gleicher 
p p 

Geraden in entgegengesetzter Richtung auf einen in Abb. 4. Erster Erfahrungssatz. 
Ruhe befindlichen Punkt (Abb. 4), dann kann man 
schon rein gefühlsmäßig sagen, daß der Punkt keine Bewegung erfährt, d. h. die 
beiden Kräfte heben sich auf. Der Versuch bestätigt dies. Es lautet demgemäß 
der erste Erfahrungssatz: 

"Greifen an einem Punkt oder an einem starren Körper zwei gleich große, ent
gegengesetzt gerichtete Kräfte an, deren Wirkungslinien in eine Gerade fallen, so 
üben sie keine Wirkung aus, sie heben sich auf, 
d. h. sie stehen im Gleichgewicht." 

2. Wirken nun zwei beliebig große Kräfte 
P1 , P2 in der gleichen Geraden und Richtung Abb. 5. Zwei Kräfte in gleicher Ge-

raden mit gleicher Richtung. 
an einem Punkt (Abb. 5), so wird sich der Punkt 
im Sinne dieser Kräfte verschieben. Die Wirkung ist erfahrungsgemäß die gleiche, 
wie wenn eine Kraft von der Größe (P1 + P 2) an dem Punkt angreift. Die 
Resultierende ist also gegeben durch: 

R = pl + P2. 
Sind die beiden Kräfte entgegengerichtet (Abb. 6), 
so erkennen wir, daß der Punkt in Richtung der 
größeren Kraft fortbewegt wird. Die gleiche Wirkung 

P, 
Abb. 6. ZweiKräfte in gleicherGe
radenmit entgegengesetzter Rich
tung. (Zweiter Erfahrungssatz.) 

wird, wie der Versuch zeigt, erreicht durch eine Kraft von der Größe (P1 ~ P 2). 

Beide Kräfte können also durch eine Kraft (P1 - P 2) ersetzt werden, d. h. ihre 
Resultierende ist dargestellt durch: 

R = P 1 - P2 • 

Die beiden Fälle lassen sich zusammenfassen, wenn man die Richtung der Kräfte 
durch ein Vorzeichen ausdrückt. Bezeichnen wir etwa die Richtung nach rechts 
positiv, nach links negativ, so sind im ersten Fall die beiden Kräfte positive 
Größen, im zweiten Fall ist P 1 positiv, P 2 negativ. Für beide Fälle wird also die 
Resultierende gefunden als algebraische Summe der einzelnen Kräfte: R.-P 1 +P2• 

Die beiden Glieder P 1 und P 2 sind hierbei in einer bestimmten Aufgabe mit dem 
Vorzeichen behaftet, das ihrer Richtung entspricht. Es ergibt sich demgemäß 
der zweite Erfahrungssatz: 

"Greifen an einem Punkt oder an einem starren Körper zwei in derselben Ge
raden wirkende Kräfte an, und bezeichnet man die eine Richtung als positiv, die 
1* 



4 Kräfte an dem gleichen Punkt angreifend. 

entgegengesetzte als negativ, so ist die Resultierende gegeben durvh die algebraische 
Summe der beiden Kräfte." Das sich ergebende Vorzeichen stellt die Richtung dar. 

R I 
/ 

3. Fallen zwei gegebene Kräfte, die an einem Punkt 
angreifen, nicht in eine Gerade, so können wir rein ge
fühlsmäßig nicht mehr genau angeben, wie sich der Punkt 
bewegt. Wir sind jetzt auf den Versuch angewiesen, der 
uns zeigt, daß sich der Punkt in Richtung der Dia
gonalen des aus beiden Kräften gebildeten Parallelo
gramms bewegt (Abb. 7), und zwar so, als ob auf ihn 

Abb. 7. Parallelogramm 
der Kräfte. (Dritter Er- nur eine Kraft wirkt, die nach Größe und Richtung durch 

fahrungssatz.) die Diagonale R dieses Kräfteparallelogramms gegeben 
ist1. Es lautet demgemäß der dritte Erfahrungssatz: 

"Die Resultierende zweier Kräfte. mit gemeinsamem Angriffspunkt ist der Größe 
und Richtung nach gegeben durch die von diesem Angriffspunkt ausgehende Diagonale 
des aus beiden Kräften gebildeten Kräfteparallelogramms." Die Kräfte sind da.bei·so 

Abb. 8. Parallelo
gramm der Kräfte. 

ar,zuordnen, daß sie entweder beide nach dem Angriffs
punkt hin (Abb. 8) oder beide von ihm weggerichtet sind; 
die Resultierende ist dann ebenfalls nach dem Angriffspunkt 
hin bzw. von ihm weggerichtet. 

Dieser Satz vom Parallelogramm der Kräfte ist der 
maßgebende Satz der Statik; er ist nicht mathematisch 
beweisbar, man kann ihn aber jederzeit durch den Versuch 
nachprüfen. Die beiden ersten Sätze sind im Satz vom Par

allelogramm der Kräfte als Sonderfall enthalten,. wenn man statt des beliebigen 
Winkels, den die Kräfte einschließen, den Winkel von 0° bzw. 180° einsetzt. 

Abb. 9. Verschiebung.einer 
Kraft in der eigenen Wir
kungslinie. (Vierter Erfah· 

rungssatz.) 

4. Der vierte Erfahrungssatz stellt etwas ganz 
Neues dar: 

"Eine an einem starren Körper angreifende Kraft kann 
in ihrer Wirkungslinie beliebig versohoben werden, ohne 
daß sich die Wirkung der Kraft auf den Körper ändert." 

Bei dem Satz ist eine gewisse Vorsicht zu beachten. 
Er gilt nur, solange sich die physikalischen Grundlagen 
nicht ändern. Zum Beispiel beim Balken der Abb. 9 
ist der Angriffspunkt der Last verschoben. Die Stellungen 
a und b sind in ihrer Wirkung auf den Balken gleich
wertig, bei Stellung c ist die Sachlage geändert, die 
Wirkung ist nicht mehr dieselbe, 

Mit der Zusammenfassung der drei ersten Sätze zu 
einem Satz stellen wir. also an die Spitze der Statik zwei 
Erfahrungssätze, aus denen weitere Sätze abzuleiten sind. 
Mit diesen beiden Grundlagen steht und fällt die Rich
tigkeit der Statik. 

2. Beliebig viele Kräfte in der gleichen Geraden. Betrachten wir nun mehr als 
zwei Kräfte, die in einer Geraden liegen (Abb.lO). Wie kann ich die gemeinsame 

p2 ~ Wirkung dieser Kräfte möglichst einfach 
..-.-:::.!::====-=====---~ beschreiben 1 oder: wie ist die Resultierende 

Jl, }j beschaffen 1 
Abb. 10. Zusammensetzung mehrerer 

Kräfte in derselben Geraden. Mit Hilfe des zweiten Erfahrungssatzes 
bestimmen wir eine Resultierende Rt, 3 

nach reohts von der Größe (P1 + P 3), nach links eine Resultante R2, 4 von der 
--------

1 In allen Abbildungen am Anfang des Buches sind die gegebenen Kräfte mit einem vollen 
Pfeil, die gesuchten mit einer offenen Pfeilspitze gekennzeichnet. 
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Größe (P2 + P4 ) und als Schlußkraft demnach: 

R = R1, 3- R2, 4, 

R = (P1 + P 3)- (P2 + P 4), 
wobei das Vorzeichen der zweiten Teilresultierenden, entsprechend der Richtung 
nach links, negativ eingesetzt ist. Das Ergebnis läßt sich allgemein schreiben, 

R = PI + P2 + P3 + P4 
mit dem Zusatz, daß die nach der rechten Seite gehenden Kräfte positiv, die 
nach der linken Seite laufenden Kräfte negativ einzusetzen sind. 

Was für vier Kräfte gilt, läßt sich ohne Schwierigkeit auf mehr Kräfte über
tragen: wirkt noch eine fünfte Kraft, so wird man die Resultierende der vier 
ersten Kräfte mit P5 zusammensetzen, um die Resultante der fünf Kräfte zu 
erhalten. Bei n Kräften wird demgemäß die Resultierende durch die Formel 
erhalten: R = p 1 + p 2 + p 3 + ... + Pn. 
Man hebt sehr häufig bei der Angabe solcher Summen ein mittleres allgemeines 
Glied besonders hervor und bezeichnet dieses mit dem Anzeiger i. Man hat das 
Ergebnis: R = p 1 + p 2 + ... P; + ... Pn. 
Die Resultierende einer Reihe von Kräften in derselben Geraden ist gegeben durch 
die algebraische Summe der einzelnen Kräfte. Ist die algebraische Summe 
positiv, dann geht die Resultante nach unserer Einführung nach rechts, ist 
die Summe negativ, dann läuft die Resultierende nach links. Diese algebra
ische Summe schreibt man in abgekürzter Form unter Verwendung des griechi
schen Buchstabens I 

" R = 2: P; =,I P; (2) 
I 

und liest sie: Die Resultante ist gleich der Summe aller P;. Die Anzeiger 1, n 
können weggelassen werden, sofern über die in der Summe enthaltenen Glieder 
kein Zweifel entstehen kann. 

Stehen die Kräfte im Gleichgewicht, dann darf die Resultierende keine Wir
kung auf den Punkt haben, d. h. aber, die Resultierende muß die Größe Null 
besitzen. 

Kräfte in derselben Geraden stehen im Gleichgewicht, wenn ihre Resultierende 
verschwindet oder, anders ausgedrückt, wenn ihre algebraische Summe Null wird: 

,I P; = 0. (3) 
Bei Kräften, die nicht mehr in derselben Geraden wirken, wollen wir zunächst 

das analytische und graphische Verfahren trennen und zuerst das ana1ytische 
Verfahren betrachten. 

3. Analytische Zusammensetzung von Kräften in der 
Ebene. Als Grundlage brauchen wir Formeln, die aus den 
vorhergehenden Erörterungen abzuleiten sind. 

a) Zusammensetzung zweier zueinander lotrechten Kräfte. 
Wir bezeichnen die Kräfte, die aufeinander senkrecht stehen, I~ ,( 
mit X und Y und setzen beide nach dem Kräftepara.llelo- Abb. 11. Resultierende 

zweieraufeinander Iot-
gramm zusammen (Abb. 11). Die entstehende Figur dient rechten Kräfte. 
uns zur Ableitung eines analytischen Ausdrucks für R. 

Die Lage ist ohne weiteres gegeben, da die Resultierende durch den gegebenen 
Angriffspunkt hindurch gehen muß. Die Größe ist aus dem schraffierten Dreieck 
zu ermitteln: R2 = X2 + y2, 

R=VX2+ y2_ (4) 
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Die Richtung ist bestimmt durch den Winkel, den die Kraft R mit der positiven 
x-Achse einschließt: y 

tg1X.n =X. (5) 

Diese beiden Formeln lösen die Aufgabe ganz allgemein, einerlei wie die Richtung 
von X oder Y auch sein mag. Bei der Anordnung der Abb. 12 muß X negativ 
und Y positiv eingesetzt werden, also + y 

.+y tgo.:R=_x· 
I 

~ 

x _\__+x 

Die Tangente des Winkels ist negativ, entspre
chend dem Winkel im zweiten Quadranten. Wenn 
man nur das Vorzeichen von dem ganzen Quo-

tienten berücksichtigt, also - .,i , ist die Lösung 
Abb.l2. Resultierendezweierauf-

einander lotrechten Kräfte. nicht eindeutig, denn in vorliegendem Falle wäre 
lediglich abzulesen, daß tgiXR negativ ist, d. h. daß 

der Winkel entweder im zweiten oder im vierten Quadranten liegt; es könnte 
also allein danach die Resultierende sowohl nach links oben als auch nach rechts 
unten zu ziehen sein. Die Eindeutigkeit der Rechnung ist dadurch bestimmt, 
daß man das Vorzeichen von X und Y einzeln für sich berücksichtigt, hier also 

+yt X negativ, Ypositiv; d.h. R muß so laufen, daß seine 
y[2f]' X-Komponente nach links, die Y-Komponente nach 

p_ I oben geht. 
~, __ _. b) Zerlegung einer Kraft in zwei lotrechte Komponenten. 

X +X Im Falle a) war X und Y gegeben, Rund der Winkel IXR 

Abb. 13. Zerlegung einer ht J t t · t · Kr ft P d 'hr R' h Kraft in zwei zueinander waren gesuc . e z lS eine a un 1 w -
senkrecht stehende Korn- tungswinkelo.: gegeben, selbstverständlich auch der 

ponenten. Punkt, durch den sowohl die Kraft P als auch die 
Ersatzkräfte gehen sollen; gesucht sind X und Y. Diese Kräfte X und Y sind 
durch die Forderung bestimmt, daß ihre Resultierende die gegebene Kraft P ist, 
sie müssen also (Abb. 13) die Seiten eines Parallßlogramms bilden, dessen 
Diagonale gleich der gegebenen Kraft P ist. Damit ist die Aufgabe zeichnerisch 

Abb. U. Zerlegung einer 
Kraft in zwei zueinander 
senkrecht stehende Kom-

ponenten. 

eindeutig bestimmt: man zieht durch den Endpunkt 
von P Parallelen zu der x- und y-Richtung. Aus diesem 
Parallelogramm lesen wir ab: 

X= P · coso.:,} 
Y = P · sino.:. 

(6) 

DasVorzeichen von coso.: bzw. sino.: ändert sich, je nach
dem, welchem Quadranten der Winkelo.: angehört; z. B. 
wird bei der Darstellung der Abb. 14 coso.: negativ, sino.: 
positiv, d. h. für die X-Komponente erhalten wir ein 

negatives Vorzeichen, für die Y-Komponente ein positives, wie es ja auch mit 
der Zerlegung im Bild übereinstimmt. Die Komponenten sind nichts anderes 
als die Projektionen der Kraft auf die x- bzw. y-Achse einschließlich Vorzeichen, 
d. h. fällt die Projektion auf die positive Seite der x-Achse, so liegt eine positive 
Komponente vor, fällt sie auf die negative Seite der x-Achse, dann hat sie eine 
negative Komponente. 

Zusammenfassend haben wir also 

bei der Zusammensetzung: R = V X 2 -+ Y2; tg o.:R = ~ ; 
bei der Zerlegung: X= P · cos o.:; Y = P · sin o.:. 

Diese wichtigen Formeln werden uns in der ganzen Statik begleiten. 
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Ausdrücklich sei hierbei auf folgendes hingewiesen: Steht die Kraft senk
recht zu einer Komponentenrichtung, so ist der Winkel IX= 90°, d. h. die Kom
ponente in dieser lotrechten Richtung verschwindet (cos 90° = 0) (Abb. 15). Das
selbe Ergebnis liefert die Projektion der Kraft auf eine zu p\ 
ihr lotrechte Achse: die Projektion (Komponente) erscheint 
als Punkt, d. h. die Größe der Komponente ist Null. - .s>"o ....--x 

Mit Hilfe der beiden gefundenen Formeln wenden wir \...-.-.-.X-a 
uns nun zur Zusammensetzung beliebiger Kräfte der Ebene .....- .-
an demselben Punkt. Bekannt sind: Abb. 15. Komponente in 

Die Lage des Punktes; durch den alle Kräfte gehen, Richtung senkrecht zu 
einer Kraft. 

die Größe der Kräfte P 1 · · · P; · · · P11 , 

die Winkel, die die Kräfte mit der positiven x-Richtung einschließen, 
(Xl ••• IXi ••• IX,. (Abb. 16). 

Gesucht ist die Resultierende R und ihr Winkel IXR. 

Zur Lösung der Aufgabe zerlegen wir jede einzelne der gegebenen Kräfte Pi in 
ihre Komponenten in der x- bzw. y-Richtung, die mit X;, Y1 bezeichnet werden 
mögen. Diese Komponenten sind durch die Formeln (6) 

+yt X;= P; · cos 1)1,;, 

I Y; = P; · sin 1)1,; 

eindeutig bestimmbar, da die Werte P, und die Win
kel 1)1,; bekannt sind; natürlich + y t 
werden die Komponenten je nach ! ___ _ 
der Winkelgröße IX; verschiedene EY·ffii 
Vorzeichen besitzen. • '?. 1 

Damittreten statt dernK.räfte __ 
2n Kräfte auf. Die X-Kompo- EXt +x 

ll h d F I (2) Abb. 17. Zur analyti· 
Abb. 16. Zur analytischen nenten ste en nac er orme sehen Zusammensetzung 
Zusammensetzung mehrerer d 
Kräfte an demselben Punkt. durch ihre algebraische Summe mehrerer Kräfte an em · 

. . , selben Punkt. 
eme emz1ge X-Kraft dar, ebenso 

lassen sich die Y-Komponenten zu einer einzigen Y-K.raft zusammensetzen. 
'Wir erhalten also als vorläufiges Ergebnis eine Kraft in der x-Richtung von der 
Größe .I X; und eine Kraft .I Y; in der y-Richtung (Abb. 17). Wir haben: 

,I X; = Pl COS IX1 + · · · Pi COS /)(,; + · ' • Pn COS l)(,n 

Y; = P; · sin /)(,; 

,I Y 1 = P 1 sin .x1 + · · · P; sin IX; + · · · Pn sin l)(,n . 

.I X,= algebraische Summe aller X-Komponenten, stellt die Resultierende 
aller X-Kräfte dar, ist also eine Kraft . 

.2: Y 1 =algebraische Summe aller Y-Komponenten, stellt die Resultierende 
aller Y -Kräfte dar. 
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Damit sind die ursprünglichen n Kräfte zurückgeführt auf zwei aufeinander 
senkrecht stehende Kräfte, die wir nur noch zusammenzusetzen brauchen, um die 
endgültige Resultierende zu erhalten. Setzen wir in der Formel (4) für die Zu-

y4 sammensetzung zweier Kräfte statt X die 
i Kraft I X; und entsprechend statt Y die 
\ Kraft I Y;, so wird die Resultierende: 
I 
I 
I 
I 
I 

Den Winkel finden wir mittels der zweiten 
Formel für die Zusammensetzung zweier 
Kräfte (5), indem wir wieder 

X ersetzen durch die Kraft I X;, 
Y ersetzen durch die Kraft I Y;, 

t IY; 
g<XR = }"'X .. - ' 

.1: X; und .I Y; sind also die Komponenten 
Abb. 18· z~e~e:&t~:_~=e;~:~.Vorzeichen der gesuchten Resultierenden R (Abb. 17). 

Diese Komponenten können selbstverständ
lich wieder verschiedene Vorzeichen haben und bestimmen dadurch die Rich
tung der Resultierenden (Lage in einem der vier Quadranten}, (Abb. 18). 

Für die Bestimmung der Komponenten sei an dieser Stelle allgemein darauf 
hingewiesen, daß sich die Komponenten auch ohne Verwendung der Winkel der 
höheren Quadranten lediglich unter Benutzung der entsprechenden Winkel im 
ersten Quadranten berechnen lassen, sofern man das Vorzeichen aus der An
schauung der Skizze feststellt. Es sind (Abb. 18) die X-Komponenten all der 
Kräfte positiv, die von der y-Achse weg nach rechts streben (P1 , P4 , P5), 

negative X-Komponenten haben die Kräfte, die nach iinks gehen (P2 , P3). 

Die Y-Komponenten sind positiv, wenn die Kräfte von der x-Achse weg 
nach oben streben (P1 und P2). Deckt man also in einem Kräftebild, in dem 
alle Kiäfte vom Punkt weggehend eingezeichnet sind, die Fläche links von der 
y-Achse zu, so sieht man alle diejenigen Kräfte, die in der ersten Summe I X, 

Pz~JOO"kg 

mit positivem Vorzeichen einzuführen sind. Um
gekehrt erscheinen beim Abdecken der rechten 

..q~.?sol<g Hälfte alle negativ einzuführenden Kräfte X;. 

Abb. 19. Zahlenbeispiel für die Zu
sammensetzung von Kräften. 

Entsprechend lassen sich die Vorzeichen in 
dem zweiten Ausdruck .I Y; durch Abdecken 
der unteren bzw. oberen Hälfte von der X

Achse bestimmen. Zum besseren Verständnis 
sei hier ein Zahlenbeispiel eingefügt. 

Es seien vier Kräfte an dem gleichen An
griffspunkt gegeben von folgender Größe und 
Richtung gegen die positive x-Achse: 

pl = 550 kg (Xl = 30°, 
P 2 = 300 kg <Xz = 135°, 
Pa= 650 kg <X3 = 240°, 
p4 = 400 kg (X4 = 330°. 

Nach Einführung der Winkelgrößen im ersten Quadranten entsteht Abb. 19. 
Alle Kräfte, die von der y-Achse aus nach rechts abweichen (P1 , P 4}, haben eine 
positive X-Komponente, die nach links abweichenden (P2 , Pa) eine negative. 
Andererseits weisen die nach oben gerichteten Kräfte (P1 , P2 ) eine positive 
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Y-Komponente auf) die nach unten laufenden (P3 , P4) eine negative. Wir haben 
demgemäß: 

,.l; X; = P 1 • COS 30°- P 2 • COS 45°- P 3 • COS 60° + P4 • COS 30° 
= 550 ° 0,886 - 300 ° 0, 707 - 650 ° 0,500 + 400 ° 0,866 
= +285kg 

~ Y; = P1 • sin 30° + P2 • sin 45°- P 3 • sin 60°- P4 • sin 30° 
= 550 ° 0,500 + 300 ° 0, 707 - 650 ° 0,866 - 400 ° 0,500 
= -276kg. 

~X; stellt die X-Komponente und 2: Y; die Y-Komponente von R dar; erstere 
verläuft nach rechts, letztere nach unten, demgemäß R nach rechts unten. 
Es ist 

,2; Y; -276 
tg lXR =I X;= 285 =- 0,968 0 

Es liegt mit Rücksicht auf die Vorzeichen von 2:X; und 2: Y; ein Winkel im 
vierten Quadranten vor oder anders ausgedrückt: 

lXR = -45° 5', 

R = Vf..l' X;)z--t--(2: Y;)2 = V 2852 + 2762 = 396,8 kg 0 

4. Analytische Bedingungen für Gleichgewicht an demselben Punkt. Wenden 
wir uns nun auch hier zu der Frage: "Unter welchen Umständen stehen die 
Kräfte, die auf einen Punkt wirken, im Gleichgewicht 1 ", so lautet die Antwort: 

Gleichgewicht besteht, wenn die Resultierende verschwindet (R = 0). Diese 
Antwort ist unter allen Umständen richtig; sie stellt die vektorielle Bedingung dar. 
Man kann die Gleichgewichtsbedingung aber auch anders formulieren: Wit 
haben in dem Wurzelausdruck für die Resultierende eine Summe von zwei Qua
draten, also positiven Größen; damit diese Summe Null wird, muß jedes Glied für 
sich verschwinden, d. h. 

2: X; = 0 und 2: Y; = 0 (9) 

sein. Also es bestehen als Gleichgewichtsbedingungen entweder: 

R = 0, vektorielle Bedingung (zwei Unbekannte: Größe und Richtung), 

oder 2: X;= 0} 
2: Y; = 0 

algebraische Bedingungen. 

(In der Bedingung 11 = 0 sind diese beiden Bedingungen 2: X; = 0 und 2: Y; = 0 
enthalten.) Zahlenmäßig kann man unmittelbar mit Vektoren nicht rechnen; wir 
müssen für Rechenzwecke die algebraische Form einführen. 

Bei der hier gewählten Ableitung wurden dje Kräfte P in zwei zueinander 
senkrechte Richtungen x, y zerlegt. Man kann aber eine entsprechende Be
trachtung auch für zwei beliebige Richtungen durchführen und erhält dann die 
Bedingung, daß die Summen der Komponenten in zwei beliebigen Richtungen 
verschwinden müssen. Es entsteht der Satz: 

Kräfte in derselben Ebene mit gemeinsamem Angriffspunkt stehen im Gleich
gewicht, wenn für zwei beliebige Richtungen je die Summe der Komponenten der 
Kräfte verschwindet. 

Wesentlich ist der Umstand, daß wir hier zwei Gleichungen bekommen. Bei 
Gleichgewichtsaufgaben, die sich auf Kräfte in der gleichen Ebene an gemein
samem Angriffspunkt beziehen, dürfen und müssen also zwei Unbekannte vor-
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liegen, wenn eindeutige Lösung möglich sein soll, da die Zahl der Gleichungen 
gleich der Zahl der Unbekannten sein muß. 

Der einfachste Fall wäre nun der, daß wir eine gegebene Kraft mit zwei an
deren Kräften in vorliegenden Geraden ins Gleichgewicht setzen sollen: auf einen 
Punkt wirkt eine gegebene Kraft P, gegeben sind ferner zwei Wirkungslinien g1 

Yt 
/ und g2 (A.bb. 20); gesucht sind die Kräfte P1 und P2 , 

· die der Kraft P das Gleichgewicht halten. 
/ Die analytische Lösung bedingt eine Zedegung 

von P in Komponenten 
in der x-Richtung: + P · cos cX, 
in der y-Richtung: + P · sin <X. 

Um die beiden Bedingungen für das Gleichgewicht 

.I X;= 0; .I Y; = 0 

aufstellen zu können, müssen wir auch die X-Kom
ponente und die Y-Komponente der beiden gesuchten 

Abb. 20. Gleichgewicht einer Kräfte P1 , P2 einführen. Da ergibt sich nun die 
Kraft mit zwei anderen. Schwierigkeit, daß wir keine Angaben haben, wiP 

diese Kräfte gerichtet sind; denn je nach der Richtung, in der die einzelne Kraft 
verläuft, ist das Vorzeichen der Komponenten verschieden. Im Ansatz dürfen 
wir aber keine mathematische Unklarheit lassen. Wir führen deshalb ~ wie wir 
dies auch bei den späteren analytischen Rechengängen ganz allgemein tun 
werden ~ den Richtungspfeil zunächst einmal ganz willkürlich ein und rechnen 
die Aufgabe mit dieser angenommenen Richtung durch. Wenn die Rechnung im 
Endergebnis ein positives Vorzeichen liefert, so bedeutet das, daß das angenom
mene Vorzeichen, also auch die Richtungsannahme, richtig war; ergibt sich ein 
negatives Vorzeichen, so muß der angenommene Richtungspfeil geändert werden. 
Nehmen wir bei dem gegebenen Beispiel (A.bb. 20) an, die Kraft in g1 gehe nach 
links oben und die Kraft in g2 nach links unten, dann sind für die Gleichungen 
die Komponenten mittels dieser eingeführten Richtungen zu bilden. Es ist be
sonders zu beachten, daß der durch Annahme der Richtung festgelegte Winkel 
entsprechend der früheren Regel genommen wird, das ist der Winkel, der die 
Kraft - im Uhrzeigersinn gedreht - in die positive x-A.chse bringt (die im 
Bild eingezeichneten Winkel <X1 und <X2). Hätten wir die Richtungspfeile anders 
gewählt, dann wären die Winkel von den jetzigen um 180° verschieden. 

Nun kann man die Komponentenbedingungen aufstellen: 
.I X; = 0: P1 • cos 01:1 + P 2 • cos <X2 + P · cos <X= 0, 
.I Y; = 0: P1 • sin<X1 + P2 • sincX2 + P · sincX = 0. 

Das Vorzeichen erscheint nicht in dieser allgemeinen Gleichung, es steckt in den 
Winkelfunktionen. Im vorliegenden Falle ist sin 01:1 positiv, dagegen sind cos <X1 , 

sin<X2 , coscX2 negativ. Natürlich kann man auch statt dieser Winkel solche im 
ersten Quadranten einführen, wie dies bei obigem Beispiel gezeigt war. Dann 
muß man an Hand der für P1 und P2 eingeführten Richtungspfei\e die Kompo
nentenvorzeichen bestimmen (Y1 positiv, aber X1 , X 2 , Y2 negativ). Im prak
tischen Beispiel werden wir also Summanden mit positiven und negativen Vor
zeichen haben. Die beiden Gleichungen haben nun zwei Unbekannte, die zahlen
mäßig ermittelt werden können. Ist das Vorzeichen des erhaltenen Zahlenwertes 
für eine Unbekannte positiv, so sagt das aus, daß die eingeführte Richtung bzw. 
das eingeführte Vorzeichen richtig gewählt war. Ein negatives Vorzeichen vor 
dem errechneten Zahlenwert bedeutet, daß die willkürlich gewählte Richtung 
umzudrehen ist. 
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Es war eben der Fall betrachtet, daß die bei dem Gleichgewichtszustand er
scheinenden Unbekannten als Kraftgrößen auftraten; die Wirkungslinien der 
Kräfte, die mit den gegebenen Kräften im Gleichgewicht stehen sollen, waren 
gegeben, die Kraftgrößen gesucht. Natürlich können auch andere Kennwerte als 
Unbekannte auftreten, jedoch müssen stets zwei Unbekannte vorliegen. Wir 
haben demnach bei Gleichgewichtsaufgaben in der Ebene für Kräfte durch einen 
Punkt vier Möglichkeiten: 

1. Die Wirkungslinien der zwei gesuchten Kräfte sind bekannt, es fehlen ihre 
Größen. 

2. Die Größen der zwei noch zu bestimmenden Kräfte sind gegeben, gesucht 
sind ihre Wirkungslinien. 

3. Von einer der beiden noch zu bestimmenden Kräfte ist die Größe bekannt, 
von der anderen die Richtung, gesucht ist die Richtung der ersten und die Größe 
der zweiten Kraft. 

4. Gesucht ist eine Kraft nach Größe und Richtung, die mit den anderen 
gegebenen Kräften Gleichgewicht halten soll. 

Die vier verschiedenen Fälle werden in den Übungsbeispielen näher be
trachtet. 

5. Das Kraltdreieek. Durch den Satz vom Parallelogramm der Kräfte ist die 
Resultierende als Diagonale des Parallelogramms bestimmt. Dabei ist eine ge
wisse Vorsicht nötig. Wenn beispielsweise die in Abb. 21 dargestellten Kräfte 
P 1 , P 2 vorliegen, dann kann man 
aus diesen beiden nicht ohne weiteres - _ folsm;:Jrl#erenrle 
ein Kräfteparallelogramm bildeiL .,..... __.... I 
Würde man dies ganz ohne Über- .,...... .,......p1 / o ~1 1 
legung machen, so würde man als Dia- ~ 
gonale die Strecke AB erhalten. Aber fi2J/ ~ 
man erkennt sofort, daß dies nicht L R (fmfo_hrun.qs-

die richtige Resultierende sein kann, - - - 0 z smn 
weil der Angriffspunkt durch Pl nach Abb. 21.a Ersatz des Kräfteparallelogra=s durch 
rechts verschoben wird, durch P 2 das Kraftdreieck. 

nach unten, also untflr dem Einfluß 
der beiden Kräfte zusammen eine Bewegung nach rechts unten annehmen wird 
und sicher nicht nach rechts oben, wie die Richtung AB angibt. Der Fehler liegt 
darin, daß die grundlegende Wirkungsweise der beiden Kräfte auf den Angriffs
punkt A nicht die gleiche ist. P 1 wirkt kurz gesagt ziehend, P 2 dagegen drückend. 
Man muß, wie schon beim dritten Erfahrungssatz bemerkt wurde, um zur rich
tigen Resultierenden zu kommen, entweder beide Kräfte vom Punkt weggehend 
[in .Abb. 21 die gestrichelte Kraft (P2)] oder zum Punkt hinstrebend zeichnen. 
Das geschieht bei den gegebenen Kräften in der Weise, daß eine davon in ihrer 
eigenen Wirkungslinie verschoben wird, was ja nach dem vierten Erfahrungssatz 
geschehen darf. 

Man kann sich von dieser Zwischenüberlegung frei machen, wenn man die 
Zusammensetzung der Kräfte in etwas anderer Weise vornimmt. Bei der Be
trachtung des Parallelogramms sehen wir nämlich, daß es aus zwei Dreiecken 
besteht, diebeidedie Größen der Kräfte enthalten. Zur Ermittlung der Größe 
der Resultierenden genügt also eines der beiden Dreiecke, z. B. das in Abb. 21 
schraffierte. Dies möge, losgelöst von dem gemeinschaftlieben .Angriffspunkt, 
in einem besonderen Dreieck gezeichnet werden (Abb. 21b). An die Kraft P 1 

fügen wir in Punkt 1 die Kraft P 2 mit Berücksichtigung ihres Richtungspfeiles, 
d. h. hier nach unten, an, so daß der Endpunkt von P 1 mit dem Anfangspunkt P 2 
zusammenfällt (Zweiseit 0 1 2). Die Resultierende ist dann gegeben durch die 
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Verbindungslinie 0-2, die als Schlußlinie bezeichnet wird. Man nennt die so ent
stehende Figur "das Kraftdreieck" oder einfach "das Krafteck". Die Richtung 
der Resultierenden verläuft vom Anfangspupkte 0 des Kraftecks nach dem End
punkt 2; sie liegt natürlich in Wirklichkeit nicht im Krafteck, sondern muß durch 
den Angriffspunkt A von P 1 und P 2 hindurchgehen (Abb. 2la). 

Für die späteren Ausführungen ist noch eine andere Aussage über die Rich
tung der Resultierenden von Bedeutung, die an diesem Krafteck g-ezeigt werden 
möge. In dem Kraftdreieck, das durch das Aneinanderfügen der beiden ge
gebenen Kräfte P 1 und P2 unter Berücksichtigung der Richtungspfeile entstand 
(Abb. 21b), haben wir durch deren Richtungen einen gewissen "Umfahrungs
sinn" 0, 1, 2 erhalten. Beachten wir nun die Richtung der eingezeichneten Resul
tanten in bezug auf diesen Umfahrungssinn, so können wir sagen: Die Resultie
rende ist dem durch P 1 und P2 festgelegten Umfahrungssinn entgegengerichtet. 
Diese Aussage ist allgemeiner als diejenige, daß die Resultierende von dem An
fangspunkt des Kraftecks nach dem Endpunkt verläuft. Für die späteren Aus
führungen ist es wichtig zu beachten, daß man, wie es ja hier schon geschehen ist, 
das Krafteck von dem Angriffspunkt weg verschieben kann. Das Krafteck ist 
also von der gegebenen Wirklichkeit, von der technischen Zeichnung, losgetrennt; 
es enthält dementsprechend auch nicht mehr den wirklichen Angriffspunkt. Der 
Zeichnung entsprechend wollen wir unterscheiden zwischen der physikalischen 
oder technischen Figur (Kraftbild) und der mathematischen oder statischen Lö
sungsfigur (Krafteck). Die Lage des Kraftecks wird beliebig gewählt, d. h. wir 
können an einem ganz beliebigen Punkt 0 die erste Kraft P 1 antragen (Abb. 21 b). 
Die Resultierende ist die dem Umfahrungssinn entgegengerichtete Schlußstrecke des 
Kraftecks, die, parallel verschoben ins technische Kraftbild, eine eindeutige Resul
tierende ergibt. 

Die Verwendung des Kraftdreiecks bietet den wesentlichen Vorteil, daß man 
sich gar keine Gedanken darüber zu machen braucht, ob die einzelne Kraft nach 
dem Angriffspunkt hingerichtet oder von ihm weggewendet ist, während dies bei 
Verwendung des Kräfteparallelogramms ja von Bedeutung war. Dazu hat die 
Trennung der beiden Figuren den Vorzug einer·besseren Übersicht. In der tech
nischen Figur wird man im allgemeinen nur die Richtungslinien der gegebenen 
Kräfte angeben, aber nicht ihre Größen auftragen, die zahlenmäßig bekannt sind. 

fi=20UU'k 

Kr oftbild 
Kroft. ck Die Größen erscheinen erst im 

o -e Krafteck, wo die Längen der 
bekannten Kräfte unter Be
rücksichtigung eines beliebig 
gewählten Kräftemaßstabes 
eingezeichnet werden; für das 
technische Kraft bild haben wir 
keinen Kräftemaßstab nötig. 

1000 20UU 3000kg Bei einer bestimmten Aufgabe 
Kröflemaßsfgb (Abb. 22) ziehen wir also, aus-

Abb. 22. Das allgemeine Kraftdreieck. 
gehend vom willkürlich ge
wähltenPunkt 0, eine Parallele 
zur Wirkungslinie von P 1 im 

technischen Kraftbild und geben dieser nach Wahl eines Kräftemaßstabes die ihr 
zukommende Größe (2000 kg). In dem nun erhaltenen Punkt 1 tragen wir die 
Kraft P2 in dem gleichen Kräftemaßstab mit der Größe 3000 kg mit Berücksich
tigung ihrer Richtung an. Die Resultierende erhalten wir dann nach Größe und 
Richtung als Schlußlinie des Kraftecks, dem Umfahrungssinn entgegengerichtet; 
für sie gilt der gleiche Kräftemaßstab wie für P 1 und P2 • Für viele Fälle wird 
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es wohl nicht mehr nötig sein, die Resultierende in das technische Kraftbild 
einzuzeichnen, da die Lage ja durch den gegebenen Punkt, an dem die Kräfte 
angreifen, die Größe und Richtung aber eindeutig durch das Krafteck fest
gelegt ist. 

6. Graphische Zusammensetzung mehrerer Kräfte. Allgemeines Krafteck. 
Die .Zusammensetzung zweier Kräfte dient als Grundlage für die Zusammen
setzung mehrerer Kräfte. Es seien vier Kräfte an demselben Punkte in all
gemeiner Lage gegeben (Abb. 23). Gesucht ist die Resultierende dieser Kräfte. 
Die Lösung beruht auf der dreimaligen 2 
Zusammensetzung zweier Kräfte mit- Pz 
tels des Kraftdreiecks. Wir bilden zu
nächst das Kraftdreieck aus den beiden 
Kräften P1 und P2 und erhalten als 
Schlußlinie des Zweiseits 0 1 2 die 
Teilresultierende R1 2 , die wir als 
Einzelkraft wieder mit Pa zusammen
setzen können. Wir finden so eine 

A.bb. ~3. Graphische Zusammensetzung von neue Teilresultierende, die die Wir- Kräften in der Ebene. 
kung der Kraft R12 und der Kraft Pa 
ersetzt; da aber R12 bereits die gleiche Wirkung wie die Kräfte P1 und P 2 hat, 
stellt die neue Teilresultierende R12a die Resultierende der drei Kräfte P1 bis Pa 
dar; sie verläuft dem Umfahrungssinn 0, 2, 3 entgegengerichtet. Diese Größe 
R12a als Kraft wieder mit P4 zusammengesetzt, Kraftdreieck 0 3 4, liefert die Re
sultierende R der vier Kräfte nach Größe und Richtung; ihre Richtung verläuft 
dem Umfahrungssinn 0, 3, 4 entgegen. Betrachten wir nun die entstandene Lö
sungsfigur, so sehen wir, daß wir uns das Einzeichnen der Teilresultierenden (R12 
und R1 2 3) sparen können, und erhalten folgendes Ergebnis: 

Um die Resultierende mehrerer Kräfte mit gemeinsamem Angriffspunkt, die in 
derselben Ebene wirken, auf zeichnerischem Wege zu erhalten, fügt man die Kräfte 
unter Berücksichtigung ihrer Richtungspfeile in einem einheitlichen Umfahrungs
sinn aneinander, bildet also ihr, Krafteck. Die vom Anfangspunkt der ersten nach 
dem Endpunkt der letzten Kraft gerichtete Strecke (Schlußlinie) stellt die Resultante 
der Größe und Richtung nach dar; ihr Richtungssinn ist dem durch die gegebenen 
Kräfte festgelegten Umfahrungssinn des Kraftecks entgegengesetzt, und ihre Lage 
ist dadurch bestimmt, daß sie durch den gemeinsamen Angriffspunkt der gegebenen 
Kräfte hindurchgeht. 

In diesem Krafteck lassen sich sehr leicht auch Teilresultierende bestimmen, so 
ist z. B. die Resultierende der Kräfte P 2 , Pa und P4 ah Verbindungslinie der 
Punkte 1 und 4 des Kraftecks zu erhalten: R2 a4 • Zum Beweis denken wir uns 
nur die Kläfte P 2 , Pa und P 4 gegeben, ihr Krafteck ist dann zu zeichnen; es 
läßt sich an einem beliebigen Punkt, also auch an Punkt 1 beginnen; die Schluß
linie ist die Strecke 1-4. Die Lage dieser Teilresultierenden ist selbstverständ
lich, wie die aller anderen Teilresultierenden (R12 , R123), gegeben durch den 
gemeinsamen Angriffspunkt der Kräfte im technischen Kraftbild. 

Auch hier wieder braucht man in der technischen Figur nur die Wirkungs
linien und die Richtungen zu geben, es ist also für das technische Bild keine 
Angabe des Kraftmaßstabs notwendig. Die Kräfte sind zahlenmäßig angegeben 
und werden nur im Krafteck maßgerecht aufgetragen. Für den Aufbau des 
Kraftecks ist die Reihenfolge der Kräfte völlig willkürlich, es muß aber darauf 
geachtet werden, daß der Umfahrungssinn der in beliebiger Reihenfolge angeord
neten Kräfte einheitlich ist, d. h. daß die Kräfte unter Berücksichtigung ihrer 
Richtungspfeile aneinandergetragen werden. 

J 
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7. Gleichgewicht von Kräften der Ebene an demselben Punkt in graphischer 
Behandlung. Wie schon mehrfach bemerkt, besteht bei Kräften, die um einen 
Punkt herumliegen, Gleichgewicht, wenn die Resultierende verschwindet. Das 
bedeutet beim graphischen Verfahren, daß im Gleichgewichtsfall im Krafteck 

y+ (Abb. 24) keine Schlußlinie übrig-
! bleiben darf, daß der letzte Punkt, 

P, I der Endpunkt4,mitdemAnfangs-
l punkt 0 zusammenfallen, also das 

--'-"~~~ 1 Krafteck geschlossen sein muß. 
Das Gleichgewichtskriterium 

stellt sich also jetzt folgender-
% x, maßen dar: 

I 1 I 8 I l . h Eb . k d x. - - n g ew er ene wtr en e 
Abb. 24. Das geschlossene Krafteck (Gleichgewicht)~ Kräfte mit gemeinsamem Angriffs

punkt stehen im Gleichgewicht, 
a) (analytisch): wenn für zwei beliebige Richtungen die Summen der Kom

ponenten aller Kräfte verschwinden; 

~ xi = o ; ~ Y; = o ; 
b) (graphisch): wenn das zugehörige Krafteck geschlossen ist. 
Die beiden Aussagen kommen auf dasselbe heraus, wie Abb. 24 zeigt. Die 

Komponenten der Kräfte P 1 bis P 4 in einer beliebigen Richtung (z. B. der X

Richtung) lassen sich durch die Projektionen der Kräfte auf diese Richtung 
(vgl. S. 6) angeben, und wir sehen, daß ihre Summe, z. B. die aller X-Kompo
nenten, Null wird. Das gilt aber für jede Richtung, die Lage der Projektions
geraden ist beliebig. Demnach erhalten wir das zunächst merkwürdige Resultat, 
daß im Gleichgewichtsfall die Summe der Komponenten für jede beliebige Richtung 
verschwinden muß, daß wir also auch beliebig viele Komponentenbedingungen 
aufstellen können. Diese Gleichungen sind aber nicht alle unabhängig vonein
ander; es gibt deren nur zwei. Denn wenn für zwei Richtungen die Projektionen 
aller Kräfte verschwinden, dann muß das Krafteck geschlossen sein. Alle anderen 
Gleichungen folgen aus diesen beiden Bedingungen. 

8. Der einfachste Gleichgewichts- und Zerlegungsfall. Gegeben seien eine 
Kraft P und zwei Richtungsgeraden g1 und g2 , in denen Kräfte P1 und P 2 wirken 
sollen, die mit P im Gleichgewicht stehen. Zur Lösung verhilft uns der Satz, daß 

das zugehörige Krafteck ge-
\gz a ~b schlossen sein muß. Das \/ ~ D/ Krafteck läßt sich eindeutig 

- - \ \ _ ~ _ ffi P ", 1 P 1(.
1 

Ka ~~rc; z~:!~~:o;1~a;:l~!:~ 
- ,_, struieren. Eine wichtige 

Frage ist nun die nach dem 
\ fllelcltgewit:hf zerleg(lng Vorzeichen, d. h. nach der 
\ Richtung der gefundenen 

Abb. 25. Gleichgewicht und Zer· Kräfte. Es muß nach dem 
\ legung an demselben Punkt. 

obigen Satz das Krafteck 
als ein im einheitlichen Umfahrungssinn gezeichnetes Vieleck geschlossen sein. 
Die gefundenen Kräfte müssen demnach mit der gege?ene~ Kraft P _zusa:mm~n 
einen einheitlichen Umfahrungssinn ergeben, d. h. dte Rtchtungspfetle stnd tm 
Umfahrungssinn einzuzeichnen (Abb. 25a). 

Nun möge die gleiche Aufgabe betrachtet werden mit der Abänderung, daß 
jetzt die gegebene Kraft P in zwei Komponenten K 1 und K 2 zerlegt werden soll, 
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die in den Wirkungslinien g1 und g2 liegen. Die Komponenten von P suchen, 
heißt doch: die Kräfte K1 und K 2 sind derart zu bestimmen, daß ihre Resul
tierende die gegebene Kraft P ergibt. Der Lösungsweg geht zunächst genau in 
gleicher .Art wie bei der Gleichgewichtsaufgabe. Bei der Bestimmung der Rich
tungspfeile müssen wir aber darauf achten, daß jetzt die Richtungen der gefun
denen Komponenten dem Umfahrungssinn entgegengerichtet einzuzeichnen sind 
(Abb. 25b). Die Richtigkeit dieser Aussage geht sofort klar daraus hervor, daß P 
die Resultierende von K1 und K2 sein muß ; bei der Konstruktion der Resultie
renden war aber festgestellt worden, daß im Krafteck ihre Richtung dem gegebenen 
Umfahrungssinn entgegengerichtet verlief. Das Zusammenwirken von K1 und K2 ist 
als "Ersatz" der Kraft Panzusehen; sie ersetzen die Wirkung von P genau so, wie 
die Resultierende zweier Kräfte deren Wirkung ersetzt. Wir fassen also zusammen: 

Bei der Gleichgewichtsaufgabe sind die gefundenen Kräfte dem durch die ge
gebenen Kräfte festgelegten Umfahru.ngssinn gleichgerichtet, bei der Zerlegungs- oder 
"Ersatz"-Aufgabe (Ersetzen von Kräften durch eine Resultierende oder durch Kom-
ponenten) sind die gefundenen Kräfte dem gegebenen Umfah- 1 I 

rungssinn entgegengerichtet. 1 : 
An dieser Stelle wollen wir uns noch den Sonderfall 1 1 

überlegen, daß die beiden Richtungen g1 und g2 parallel I 1 
laufen (Abb. 26). P ist der Größe, Lage und Richtung nach I P : 
bekannt, ebenso sind die Wirkungslinien der beiden Kompo- !g, {8 

nenten bzw. Gleichgewichtskräfte gegeben. Wir sehen, daß 1 
uns hier das angewandte graphische Verfahren im Stich läßt, G-Ieich~e~·c::· einer 

obwohl die drei Kräfte noch durch einen (unendlich fernen) Kra~~~~~a%~~:al
Punkt gehen; wir bekommen keinen eindeutigen Schnittpunkt 
im Krafteck. Mathematisch betrachtet, laufen parallele Geraden durch einen 
Punkt, es liegt also hier der Sonderfall von Kräften durch einen Punkt vor; aber 
die Gleichgewichtsbedingungen für Kräfte durch einen Punkt reichen weder 
analytisch noch graphisch aus, die Aufgabe zu lösen; wir müssen, wie später gezeigt 
wird, parallele Kräfte behandeln wie solche, die nicht durch einen Punkt gehen. 

Übungsaufgaben. 
Auf Seite 11 wurde bemerkt, daß zur eindeutigen Lösung von Gleichgewichts

aufgaben von Kräften in der Ebene an demselben Punkte zwei Unbekannte vor
liegen müssen und daß dadurch vier verschiedene Fragestellungen möglich sind. 
Es sei zunächst auf diese /9~ 
Fälle allgemein eingegangen. z 

1 • .Aufgabe. Gegeben sind ~ 
vier Kräfte nach Größe und t1a 
Richtung und ZWeiWirkungs
linien g1 und g2 (Abb. 27); 
gesucht sind die Kräfte G1 
undG2,die mit den vier Kräf
ten P 1 • • • P4 im Gleichge
wicht stehen (die Unbekann-

330 

ten sihd also jetzt G1 und G2). .A.bb. 27. Übungsbeispiel. 

Graphische Lösung. Man bestimmt aus den vier Kräften vermittels des Kraft
ecks die Resultierende (R) und zeichnet dann aus der Resultierenden und den 
Parallelen zu g1 und g2 das Kraftdreieck, hierdurch sind G1 und G2 bestimmt. 
Man erkennt, daß die Resultierende nur ein Hilfsmittel ist; man braucht lediglich 
das Kraftsechseck, und der Umfahrungssinn dieses Kraftecks gibt die Rich
tung der gesuchten Kräfte G1 und G2 an. 
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Analytische Lösung. Man muß den Richtungspfeil der gesuchten Kräfte G1 

und G2 zunächst annehmen und bildet damit 

_I X; + Xa, + Xa, = 0 und .I Y; + Y G1 + Y a, = 0, 

dabei sind X; undY; die Komponenten der gegebenen, Xa; und Ya; die Kom
ponenten der gesuchten Kräfte; man erhält so zwei Gleichungen mit zwei Un
bekannten. 

2. Aufgabe. Gegeben sind vier Kräfte P1 •.• P4 nach Größe und Richtung; ge
sucht ist nach Größe und Richtung eine Kraft G, die mit den vier Kräften Gleich-

'P, 3 

+X 

0 

Abb. 28. Übungsbeispiel. 

2 gewicht bildet (die Unbekannten 
!'z sind also jetzt G und ihre Wir

kungslinie, d. i. Winkel tX; Abb. 28). 
Graphische Lösung. Man bildet 

das Krafteck der vier Kräfte; das 
ist natürlich offen. Die Strecke 4,0 
gibt dann die gesuchte Kraft G 
nach Größe und Richtung an. 

Analytische Lösung. Man nimmt 
die Wirkungslinie und die Rich
tung der gesuchten KJ:aft G an, 
bildet damit 

~X; + X. = 0 und ~ Y; + Y. = 0, 

wobei X. = G · cos tX und Y. = G · sin tX, und hat so zwei Gleichungen zur Be
rechnung von G und. tX. Das Vorzeichen von G · cos tX und G · sin tX gibt den 
Richtungspfeil von G an. 

3. Aufgabe. Gegeben sind vier Kräfte durch einen Punkt nach Größe und 
Richtung, außerdem zwei Kraftgrößen G1 und G2 ; gesucht sind deren Richtungen, 
so daß die sechs Kräfte P 1 ... P4 und G1 , G2 im Gleichgewicht stehen (Abb. 29). 

2 

Graphische Lösung. 
Man ermittelt die Re
sultierende aus den ge
gebenen Kräften P1 ... P4 
und bildet dann aus 
dieser und G1 und G2 

; das Kraftdreieck, indem 
man um die Endpunkte 
von (R) Kreisbögen mit 
G1 und G2 schlägt. Man 
erkennt, daß die Resul
tierende nur eine Hilfs
linie bedeutet. Da im 

1 .A.bb. 29. Übungsbeispie!. allgemeinen zwei Kreise 
sich in zwei Punkten A 

und B (Abb. 29) schneiden, ist hier die Lösung zweideutig. Die möglichen Kraft
richtungen von G1 und G2 sind mit den Anzeigern I und II bezeichnet. Nur in 
dem Fall, daß gerade die Summe von G1 und G2 gleich R ist, wird die Lösung 
eindeutig, da sich dann die beiden Kreise auf der Linie 04 berühren. 

Analytische Lösung. Wie in Aufgabe 2, wird man die Wirkungslinien und die 
Richtungspfeile der Kräfte willkürlich annehmen und die beiden Gleichgewichts
bedingungen aufstellen. Aus den beiden Gleichungen sind die Winkel a 1 und a 2 , 

für die dann ebenso zweideutige Lösungen zu erwarten sind, zu berechnen. 
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4. Aufgabe. Gegeben sind vier Kräfte P 1 ... P4 nach Größe und Richtung, 
ferner eine Wirkungslinie g1 und die Größe einer Kraft G2 . Gesucht ist die in g1 

wirkende Kraft G1 und die Lage der Wirkungslinie von G2 , damit Gleichgewicht 
herrscht ( alsounbekannt 
sind jetzt G1 und g2 ; 

Abb. 30). 
Graphische Lösung. 

Über der Strecke 04 im 
J{rafteck wird ein Drei
eck konstruiert durch 
eine Paralle!e zu g1 und 
einen Kreisbogen, der 
mit G2 um den anderen 
Endpunkt 0 beschrieben 
wird. Auch hier erkennt 
man, daß der um den 
Punkt 0 mit der GrößeG2 

geschlagene Kreisbogen 
die durch 4 gelegte Par
allele zu G1 in zwei Punk

3 

fla 

A t 
I 

\ 

\ I 
\ ~ff 

sf', / '2 

' I 
\ I 

--~-
\ 

Abb. 30. Übungsbeispiel. 

ten schneidet; die Lösung ist also zweideutig. Nur wenn G2 gerade gleich dem 
Abstand des Punktes 0 von G1 ist, ergibt sich eine eindeutige Lösung. 

Zur weiteren Klarstellung möge die Auf
gabe analytisch behandelt werden aber in 
etwas einfacherer Form, daß anstatt der 
vier Kräfte P 1 bis P4 nur eine Kraft P ge
geben ist, während G1 nach Größe und G2 

nach Richtung unbekannt ist. 
ö. Aufgabe. Es ist gegeben: die Kraft 

P = 5 kg, die mit der x-Achse einen Win
kel von cx = 359 einschließt, die Kraft 
G2 = 6 kg und der Winkel der Wirkungs-

+y 

linie der, Kraft G1 mit cx1 = 160° (Abb. 31). Abb. 31. Übungsbeispiel. 

Gesuchf sind für den Gleichgewichtsfall die 
Größe der Kraft G1 und der Winkel o.-:2 , den die Kraft G2 mit der x"Achse bildet. 

Lösung Es lassen sich folgende zwei Gleichungen aufstellen, aus denen G1 

und o.-:2 zu berechnen sind: 

I xi = 0: p. COS(X + Gl. COSiXl + Gz. COS<X'2 = 0, 
.2: Yi = 0: P · sino.-: + G1 • sin o.-:1 + G2 • sino.-:2 = 0. 

Führen wir die gegebenen Größen ein, dann lauten unsere Gleichungen: 

5 · cos 35° + G1 · cos 160° + 6 · coso.-:2 = 0, 
5 · sin 35° + G1 • sin 160° + 6 · sincx2 = 0; 

da cos 160° = -cos 20° und sin 160° = sin 20°, ergeben sich diese Gleichungen zu: 

5 · cos 35° .....-G1 • cos 20° + 6 · coso.-:2 = 0, 
5 · sin S5° + G1 · sin 20° + 6 · sincx2 = 0. 

Eliminieren wir G1 , so erbalten wir, indem cos cx2 durch V 1 - sin2 cx2 ersetzt 

wird, für cx2 die Gleichung: 

sin2 cx2 + 1,2829 · sin o.-: 2 + 0,3490 = 0 

2 Schlink, Statik, 2. u. 3. Aufl. 
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und durch Lösen dieser quadratischen Gleichung für sin tX2 die Wurzeln: 

sin LX{ = ~0,8914 und damit lX{ = 296° 57', 
sin lXf = -0,3916 und damit lX~I = 203° 3'. 

Daß lX{ im vierten und lX{l im dritten Quadrant liegen muß, läßt sich leicht einsehen, 
wenn wir cos lX2 bilden; es ist nämlich cos lXipositiv und cos tXf negativ. Ist aber 
sin lX{ negativ und cos lX{ positiv, dann liegt lX{ im vierten Quadranten; ist sin lX~1 

negativ und cos 1Xf negativ, so liegt 1Xf im dritten Quadranten. 
Die zugehörigen Lösungen für 0 1 sind Gf = + 7,25 kg und Gfl = ~1,52 kg. 
Wie aus der Lösung dieser Aufgabe zu sehen ist, ist auf die richtige Ausdeu

tung der Vorzeichen der Wurzeln besonders acht zu geben. Es wird daher zur 
Kontrolle der Lösung stets empfohlen, eine Skizze anzufertigen, aus der die 
Richtungen der Kräfte zu ersehen sind. 

6. Aufgabe. An einem Halteseil ist eine Rolle befestigt, über die ein Seil 
gelegt ist, das auf der einen Seite die Last Q trägt und auf der anderen Seite 

Abb. 32. Übungsbeiepie!. 

mit der Kraft P so gezogen wird, daß Q in 
Ruhe bleibt Abb. 32). Wie stellt sich . das 
Halteseil ein und wie groß ist die Seilkraft S, 
wenn die Richtung von P unverändert bleibt 1 
(Die Aufgabe entspricht dem oben behan
delten Fall 2.) 

Lösung. An der Rolle, die durch das Halte
seil von oben festgehalten ist, greifen die Last 
Q = 500 kg und die Zugkraft P an, die die 
Abwärts- und Aufwärtsbewegung von Q ver
hüten soll; bei Vernachlässigung der Reibung 
an der Rolle muß P = Q sein. Außerdem 
wirkt auf die Rolle nur noch die in dem 
Halteseil entstehende Kraft S, so daß an ihr 
drei Kräfte Q, P und S angreifen. Der Körper, 
an dem der Ausgleich der Kräfte eintritt, ist 

die Rolle. Die Resultante R aus P und Q, die beide gleich groß sind, fällt in 
die Winkelhalbierende von P und Q, läuft also durch den Mittelpunkt der Rolle. 
Durch diesen Punkt geht auch die Haltekraft S. Die Resultierende von P und Q 
ersetzt die Wirkung diesEr beiden Kräfte, also muß sie mit S im GlEichgewicht 
stehen. Zwei Kräfte können aber nur Gleichgewicht halten, wenn sie in dieselbe 
Linie fallen, demgemäß muß sich das Seil in die Richtung dieser Resultierenden R 
einstellen und die Seilkraft gleich dieser Resultierenden sein. Die Lösung führt 
man am besten so durch, daß man eine kleine Handskizze von dem Kraftdreieck 
bzw dem Parallelogramm P, Q, R zeichnet und dieses ins Analytische überträgt. 

R 2 = Q. cos 30° = 500. cos 30° =1= 433 kg. 

Es ist R = S = 866 kg. 
Der Winkel von R mit der lotrechten Richtung ist 30°, also stt;)llt sich das 

Halteseil unter 30° ein. 
7. Aufgabe. An den Enden eines Seiles, das über zwei Rollen geführt ist, 

hängen zwei Gewichte P 1 und P 2 , außerdem zwischen den Befestigungspunkten 

eine weitere Last Q (Abb. 33). Wie stellt sich das Seil ein 1 (Die Aufgabe ent
spricht dem oben erwähnten Fall 3.) 

Li)sung. An dem Punkte ~f wirken Q und die beiden Seilkräfte, die bei Ver
nachlässigung von Reibung gleich P 1 bzw. P 2 sind. Man konstruiert (Abb. 33b) 
das Kraftdreieck aus der Last Q, die nach Größe und Richtung bekannt ist, 
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und P 1 , P2 , die ihrer Größe nach gegeben sind. Die parallel zu den gefundenen 
Richtungen von P 1 und P2 an die Rollen gezogenen Geraden (Abb. 33c) 
schneiden sich im gesuchten Punkte M. 

a 

Abb. 33. ttbungsbeispiel. 

P, 
Einsfellun.q bei Gleir:hqewichf 

II. Anwendung auf einfache Stabsysteme. 
9. Beanspruchung eines Stabes auf Zug und Druck. Wir haben seither im 

wesentlichen nur Kräfte unabhängig von einer Konstruktion betrachtet; solche 
Kräfte sind z. B. Windkraft, Schwerkraft u. a. Meistens ist aber das Auftreten 
von Kräften an eine Konstruktion gebunden, auch Windkräfte und Schwerkraft 
werden vielfach durch Konstruktionen aufgenommen und weitergeleitet. Wir be
handeln jetzt Kräfte, die an eine Konstruk- i 
tion geknüpft sind. 81?#"- ! ~ '? 

Der einfachste Fall einer Kraftleitung P • 
ist der Stab durch den eine Kraft weiter- Abb. 34· Beanspruchung eines Stabe8 

geführt wird: Der Stab ist also Kraftträger. auf Zng. 

Wenn ich an einem Stab mit der Kraft P ziehe (Abb. 34), dann muß an der 
Haltekonstruktion (Punkt B) eine Gegenkraft aufgebracht werden, diegenauso 
groß wie P ist, damit der Stab im Gleichgewicht, also in Ruhe bleibt. Diese 
"Gegenkraft" oder "Reaktion" ist also gleich P, aber entgegengesetzt gerichtet. 
Denken wir nun uns selbst an Stelle des Stabes mit beiden .Armen als Kraftleiter 
zwischen A und B eingeschaltet, und 
an dem einen Ende, also einer Hand (A), P 
gezogen, dann empfinden wir diese 
Zugkraft im Körper und setzen diesem 
Ziehen eine Gegenkraft nach innen ent
gegen, und zwar ziehen wir sowohl anA 
nach innen, d. h. nach der Körper
mitte, als auch an B, wo wir uns ge
radezu abzuziehen suchen von der Be
festigungsstelle. Wir üben also mit 
unserem Körper sowohl auf den Kraft-

a Abb. 35. Beanspruchung 
eines Stabes auf Druck. 

angriffspunkt A wie auch auf den Haltepunkt Beine Zugwirkung aus. Es sind 
Gegenwirkungen, die unser Körper gegen die äußere Einwirkung leistet, und 
dadurch wird das Gleichgewicht gesichert. Dasselbe muß nun der Stab auch 
tun : er zieht mit der ihm innewohnenden Festigkeit an beiden Enden (A und B) 
nach innen, also vom Endpunkt fort, so daß das in Abb. 34 eingezeichnete 
Bild der Stabkraft entsteht. Aus der Tatsache, daß die Öse Bin Ruhe bleibt, 
folgt ohne weiteres, daß Gleichgewicht besteht, daß also der Stab mit einer ent
gegengesetzt gerichteten gleich großen Kraft der Reaktion P das Gleichgewicht 

2* 



20 Kräfte an dem gleichen Punkt angreifend. 

halten muß, es ist dieses die innere Stabkraft an B. Am Punkte A wirkt die 
äußere Zugkraft P, mit ihr steht ebenfalls die Gegenkraft des Stabes, die innere 
Kraft P im Gleichgewicht. 

Die gleichen Überlegungen lassen sich an einem auf Druck beanspruchten 
Stab anstellen (Abb. 35). Der Stab wehrt sich jetzt mit einer Kraft von innen 
nach außen, also nach den Endpunkten hin, gegen eine Zusammendrückung, 

d. h. gegen die Störung des Gleichgewichts. Dit:se 
o---------<>Zvgslob Gegenwirkung des Stabes muß sowohl gegen B als 

auch gegen A auftreten. 
o-4-------~~orv~gob Diese Kräfte des Stabes (innere Kräfte, Reak-
.A.bb. 36. Darstellung der inneren tionen des Stabes) zeichnen wir bei den Aufgaben 

Stabkraft. 
der Statik ein; also nicht die Kräfte, die auf den 

Stab "\\-irken, sondern die Gegenkräfte, die deT Stab auf seine beiden End'fYUnkte 
ausübt, werden eingetragen. Der Zug- und Druckstab in der in Abb. 36 ge

zeichneten Form_ ist dann die grund
~P:__-o---------o--+P Belosfungsfi'gvr legende statische Figur der tech-

ries %vgsfiJIJes nischen Stabkonstruktion. 
_'""P-o--------004P __ Beloslvfi!JSfigvr Es sei an dieser Stelle ausdrück-

riesDrvclrslrJ!Jes lieh auf folgendes hingewiesen. Ein 
.A.bb. 37. Die äußeren Einwir~ungen eines Zug· und gezogener oder gedrückter Stab wird 

Druckstabes. 
von außen her stets durch zwei 

Kräfte P beeinflußt (Abb. 37), die sich gegeneinander aufheben müssen, denn 
sonst besteht kein Gleichgewicht. (In Abb. 34 und 35 war die zweite Kraft P die 

!K 
I 

~~~: 
Reaktion in B.) Der Stab ist aber dann nicht etwa 
durch die Kraft 2 P, sondern nur durch P, die durch 
ihn weitergeleitet wird, beansprucht. 

Wirkt auf einen Stab eine Kraft, deren Wirkungs
linie nicht mit der Stabmittellinie zusammenfällt, z. 13. 
die in Abb. 38 gestrichelt eingezeichnete Kraft K, dann 
kann diese nicht vom Stab aufgenommen werden; der 
Stab bleibt nicht in Ruhe; er würde um den Anschluß

~~~~ ;:hFä~lii,u~~~~l~~ geLnkpunkt gedreht werden, sobald die aufgegebene 
gerichteten Kraft. Kraft auch nur um einen kleinen Winkel abweichend 

von der Stabachse angreift. 
Zum Unterschied von anderen, später weiter erklärten Kräften, die in stab

artigen Gebilden auftreten können, nennt man die in der Stabachse weiter
geleitete Kraft auch die "Längskraft" (Achsialkraft) im Stab. 

10. Das zweibeinige Bockgerüst. Graphisches Verfahren. Es seien nun zwei 
am Boden drehbar angeschlossene Stäbe so aneinandergefügt, daß sie in ihrem 
Treffpunkt 0 eine Last P tragen können (Abb. 39). Ein solches System von 

o Stäben nennt man Bockgerüst, und da es sich hier um die 
Verbindung zweier Stäbe handelt, heißt das Gebilde zwei
beiniges Bockgerüst. Lassen wir nun auf dieses Stabsystem 
am Punkte 0 die Last P wirken, so hat sie offenbar das Be
streben, den Punkt 0 (Befestigungsöse) nach unten zu ver
schieben. Die beiden Stäbe zwingen aber, vorausgesetzt, daß 

.,. sie genügend stark sind, den Punkt, in Ruhe zu bleiben. 
A,bb. 39. Zweibeiniges Wie ist das nun statisch zu erklären ~ Die beiden Stäbe (fJ 

Bockgerüst. und® wehren sich gegen die Verschiebung mit Kräften, die 
sie auf den Punkt 0 ausüben. Es wirken also auf diesen Punkt, den man Knoten
punkt oder Knoten nennt, außer der äußeren Kraft P.noch zwei Kräfte, die von 
den Stäben herrühren, also "Stabkräfte" oder "innere Kräfte" sind. Wir können 
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jetzt rein statisch sagen: Die Kraft P und die beiden Stabkräfte müssen im 
Gleichgewicht stehen, sofern Punkt 0 in Ruhe bleiben soll. Die Kraft P ist nach 
Größe und Richtung gegeben; die beiden Stabkräfte, die wir mit SI und s2 be
zeichnen wollen, sind ihrer Wirkungslinie nach bekannt, da bei gelt:nkigtm An
schluß der Stäbe die Kraft der Stabmittellinie entlang geht. Es liegen also 
beim zweibeinigen Bockgerüst zwei Unbekannte vor, nämlich die zwei Stab
kräfte (Längskräfte) SI und s2 einschließlich ihres Vorzeichens (Zug oder Druck). 
Sie sind nach früheren Ausführungen eindeutig zu lösen, da es sich um Kräfte 
an dem gleichen Punkt handelt, wofür zwei Gleich- o 
gewichtsbedingungen zur Vedügung stehen. Die 
Lösung kann natürlich analytisch und graphisch er
folgen; wir betrachten zunächst das graphische 
Verfahren. 

Es muß das zu den drei Kräften, der bekannten 
Kraft P und den unbekannten Stabkräften SI und S 2 , 

gehörige Krafteck geschlossen sein. Das Krafteck ist 
d h P d d · P ll l d St·· b · d t" Abb. 40. Graphische Behandlung urc un Ie ara e en zu en a cn ein eu 1g eines zw<'ibeinig!·n llockg!'rüstes. 
bestimmbar (Abb. 40). Der durch P festgelegte Um-
fahrungssinn gibt unmittelbar die Richtung von SI und s2 an, d.h. sie stimmen 
mit dem Umfahrungssinn überein. Was bedeutet der gewonnem· Richtungspfeil 
für unsere Stäbe? Wir bedenken, daß wir am Punkt 0 Gleichgewicht her
gestellt haben, daß wir als Ergebnis also Kräfte erhalten, die, auf den Punkt 0 
wirkend, diesen in Ruhe halten. Zeichnen wir die erhaltenen Kräfte mit ihren 
Richtungen an dem Knotenpunkt 0 ein, .so gibt das die Wirkung der Stabkraft 
auf den Knotenpunkt an, d. h. die Gegenkraft des Stabes gegen die äußere Ein
wirkung (aJso die früher festgelegte Darstellung der Stabkraft}. Da in beiden 
Stäben der Richtungspfeil nach dem Knotenpunkt gerichtet ist, liegt hier Druck 
vor. Ebenso wie der Stab auf den Knotenpunkt 0 wirkt, wirkt er auch auf seine 
Unterlage, er stützt sich ab. Tragen wir diese Wirkung an den Bodenanschlüssen 
ein, so erhalten wir das frühere Bild von Druckstäben. Es ist darauf zu achten, 
daß stets die gefundenen Pfeile an dem Endpunkt eingetragen werden, an 
dem die Gleichgewichtsbetrachtung angestellt wurde, also hier an dem 
Punkt 0. Das Krafteck liefert dann die Größe der Stabkräfte, während der 
Charakter des Stabes (ob Zug- ode~ Druckstab) nach Einführung der Rich
tungspfeile an dem betreffenden Kno- ...._ 
tenpunkt aus dem technischen Kraft
bild bzw. der Konstruktionsskizze zu er
,;ehen ist. 

Betrachten wir als weiteres Beispiel 
das in Abb. 41 dargestellte Stabsystem, _ ~"-----
auf das wieder eine gegebene Kraft P 
wirkt. Zu ermitteln sind abermals die Ahb. 41. Graphische Behandlung eines zwei-
beiden Stabkräfte SI und s2. Durch p heinigcn Bockgerüstes. 

und die Parallelen zu den beiden Stäben 
ist das Krafteck eindeutig festgelegt. Der Umfahrungssinn wird durch P be
stimmt. Die erhaltenen Richtungspfeile sind am Knotenpunkt 0 in den ent
sprechenden Stäben einzutragen. Im Stabe (1) geht der Pfeil vom Knoten
punkt weg, also tritt Zug auf, itn Stabe ® ist der Pfeil nach dem Endpunkt 0 
hingerichtet, demgemäß Druck. Zur Vervollständigung des Bildes tragen wir 
die umg~kehrten Pfeile am anderen Ende der Stäbe ein. Die Größe der Stab
kraft geht aus dem Krafteck hervor, zu dessen Aufzeichnung ein Kräftemaß 
stab gewähit werden mußtt>. 
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Wir bekommen durch diese Gleichgewichtslösung also immer die Kräftt>, die 
der Stab auf die Knotenpunkte bzw die Anschlußpunkte ausübt. Fragen wir 
nun nach den Kräften, die auf die einzelnen Stäbe wirken, dann müssen wir P 
zerlegen in die Komponenten K1 und K2 , deren Richtungen durch die beiden 
Stabachsen gegeben sind (Abb. 42). Das Zerlegungskrafteck ist geometrisch 

Abb. 42. Oie äußeren Einflüsse auf ein Bockgerüst. 

gleich dem Gl<'ichg«:>wichtskrafteck, 
nur müssen wir beachten, daß pnt
sprechend der Zerlegung die Rich
tungen der Teilkräfte dem Um
fahrungssinn entgegengerichtet sind. 
Wir ersetzen also die Wirkung von 
P durch die Wirkung der beiden 
Kräfte K 1 und K 2 • K 1 wirkt auf 
den Stab CD und weckt in diesem 
die Stabkraft 8 1 , die ihrerseits die 

Anschlußreak:-ion am anderen Ende zur Folge hat. Entsprechend erfährt die 
zweite Komponente K 2 in ihrer Wirkung auf doo Stab ® eine Gegenkraft 
von seiten des Stabes. Es ist wichtig, hier ganz scharf zu unterscheiden zwisch!'n 
den Kräften, die auf die Konstruktion wirken (äußere Kräfte), und solchen, mit 
denen sich die Konstruktion gegen den äußeren Einfluß, eine beabsichtigte Ver
schiebung, wehrt (innere Kräfte). 

11. Zweibeinigt~s Bockgerüst; analytisches Verfahren. Auf das zweibeinige 
Bockgerüst sollen beliebige Kräfte wirken, die sich zu der Kraft P zusammen
fassen lassen (Abb. 43). Gesucht sind wieder die Stabkräfte 8 1 und 8 2 . Zur analy-

0 X tischen Behandlung stehen uns zwei Gl!'ichungf·n 
- --+X zur Verfügung: 

~X;= 0 und ~Y; = 0. 

P läßt sich zerlegen in die b!'iden Komponenten X 
und Y; es ist 

X = P · cos"' und Y = P · sin "'· 
Abb. 43· Analytische Betrach- D1"e bet"den Stabkra""fte mu··ssen wir nun ebenfalls in tung eines Bockgerüstes. 

ihre X- und Y-Komponenten zerlegen. Da wir die 
Richtungen d<'r Kräfte nicht kennen, n!'hmen wir zunächst wieder eine Richtung 
für jede Stabkraft an, d. h. wir wählen •zunächst ganz willkürlich eine Zugkraft 
oder Druekkraft. Im allgemeinen führt man als vorläufige Annahm<' ein, daß alle 
Stäbe Zugstäbe seien. 1\Iit diesen gewählten Richtungen wird dann gen:chnet. 

Nach dieser Annahme für die Richtung der Stabkräfte sind alle Kräfte mit 
einem Vorzeichen behaftet, und man kann auch die Komponenten von 8 1 und 8 2 
bilden. 1\Iit y1 und y2 als Winkel im ersten Quadranten treten unter der Annahmt> 
von Zugstäben (Pfeile vom Punkte 0 fortgerichtet !) als Komponenten d<'r Stab
kräfte auf: 

für 81 : X 1 = -81 · cos y1 und 
für 8 2 : X2 = +82 • cos y2 und 

Y1 = +81 · sin Y1> 
Y2 =+82 ·siny2 • 

Dabei ist die x-Richtung nach recht<; positiv und die y-Richtung nach unten 
positiv festgelegt. Diese Vorzeichenfrage der Komponenten muß von vornherein 
nach Annahme der Zugwirkung in den Stäben klargestellt werden, erst dann 
lassen sich die Gleichungen anschreiben. 

~X;= 0: X- 81 • cos y1 + 8 2 • cos y2 = 0, 
...!' Y; = 0: Y + 81 • sin y1 + 8 2 • sin y2 = 0. 
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Wir haben beim Ansetzen dieser Gleichungen vorausgesetzt, daß beide Stäbe 
Zugstäbe sind. Wird nun das Ergebnis für SI bzw. s2 positiv, dann war di<> 
eingeführte Richtung der Stabkraft richtig, kommt ein negatives Etgebnis her
aus, so war die Annahme falsch; wir müssen danlli den umgekehrten Richtungs
pfeil annehmen, d. h. der Stab wird gedrückt. Solange in unserem Beispiel 
~ < Y2> wird SI positiv, also ist der Stab CD ein Zugstab, s2 wird negativ, d. h. s2 
i~t eine Druckkraft. 

Natürlich kann man auch allgemein von den Winkeln ausgehen, die die, ein
zelnen Stäbe mit der positiven x-Acbse einschließen und bat dann nach der Fest
legung von Sdte 2 (Abb. 44): 

x + si . cos ß1 + S2 • cos ß2 = o, 
y + SI . sin ßl + s2 . sin ß2 = 0, 

wobei aber je nach dem Quadranten die Vor
zeichen der Winkelfunktionen verschieden sind. 

Dieses Lösungsverfahren läßt sich in ein
fachster Weise anders gestalten. Wir wollen die 
I<'unktionen der Winkel, die die Stäbe mit der 
x-Achse einschließen, durch Strecken aus- Abb. 44. Betrachtung des Zweibockes 
drücken; die in Abb. 44 eingezeichneten Winkrl mit Hilfe der Koordinaten 

sollen in ihren Beziehungen dargestellt werden 
durch die Koordinaten der Anschlußpunkte der Stäbe am Boden, bzw. durch 
die Längen der Stäbe. Der Koordinatenanfang fällt mit dem Punkt 0 zusammen. 
Es wird: 

und cntsprerhenrl: 
cos ß2 = x2 • . ß Y2 l2 , Sill 2 = -l 

~ 

l1 und l2 sind die Stablängen. Die Vorzeichen der trigonometri1;chen Funktionen 
sind in den neuen Ausdrücken enthalten, da ja die Koordinaten mit Vorzeichen 
versehen sind. So ist z. B. cos ß2 negativ, weil der WinkPl ß2 im dritten Qua
dranten liegt. Pntsprechend hat x2fl2 ein negatives Vorzeichen, da x2 nach links 
negativ ist. Wir sehen daraus, daß die Vorzeichenfrage keine Sch"\\-ierigkcitcn 
bietet, da bei einem Stabsystem die Stäbe und damit auch die Koordinaten der 
Stäbe einschließlich der Vorzeichen festliegen. Sind also bei einem vorliegenden 
Stabsystem die geometrischen Dimensionen des Bockgerüstes und die Belastung 
gegeben, dann lassen sich die Stabkräfte errechnen aus den Gleichgewichts
bedingungen: 

x + S1 · ? + s2 · ~2 = o, l 
1 2 

Y + si . Jll__!_ + s2. Yt2 = o. 
1 2 

(10) 

Die Koordinaten sind bierbei gegeben durch die Projektionen der Stablängt'n 
auf die x- bzw. y-Achse. Fällt diese Projektion auf den positiven Teil einer Achse, 
so ist diese, also auch die betreffende Koordinate, positiv; fällt die Projektion 
auf die negative Seite der Achse, so kommt das negative Vorzeichen in Frage. Wir 
können also ganz schematisch die Projektionen der Stablängen in diese beiden 
Gleichungen einsetzen und die beiden Unbekannten SI und s2 berechnen. Wenn 
sich für die Stabkraft S1 oder S2 ein positiver Wert ergibt, so bedeutet das einen 
Zugstab, ein negativer Wert stellt einpn Druckstab dar. Die Werte l1 und l2 
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können aus einer maßstäblichen Konstruktionszeichnung entnommen (abgeme:>
scn) oder errechnet werden mit den Formeln 

zl = ~1xi +vL z2 = v;~ + !lt 
Zahlrnbeispiel. Gegeben: die Kraft P = 1000 kg, die mit der x-Achse den 

angeg{\benen Winkel iX = 30° einschließt, und die geometrischen Dimensionen 
des Bockgerüstes (konstruktiven Maßp) (Abb. 45). Das rechtwinklige Koordi
natensystem können wir durch den Punkt 0 beliebig legen; wir werden uns 
natürlich zweckmäßig an die technischen Maßangaben halten, so daß das 

P-ttWlcg 

Koordinatensystem prakti:sch wohl immer mit einer 
Achse horizontal zu liegen kommt. Die Koordinaten 
der Fußpunkte schreiben wir in einer Tabelle zusammen. 
bic Projektion der Stablänge l1 auf die x-Achse fällt 

,} auf deren negativen Teil, es i~t also x1 negativ; ebenso 
y2 . DiL· Stablängen ergeben sich zu 

------

" [! = v· 1,02 + 4,02 = 4,123 m, ".. 

I 

! 

I 
.l 

X 

!I 

.Abb. 45. Zahlen
beispiel für da" 

Bockgerüst. 

:l 

+3 
_,) 

l2 = V 3~02 + -2,02 = 3,606 m. 

Das negative Vorzeichen der Koordinaten hat in den 
letztenrAusdrücken keine Bedeutung, da die Zahlen im 
Quadrat vorkommen. Wir erhalten für die Stablängen 
also immer positive Werte. Unsere Gleichungen laut1m 
_jetzt: 

(-1) (+3) 0 s! · .(i23 + s2 · 3•606 + 1ooo. cos 3o = o, 

s (+q) I s (-:2) 1000 • 30° 0 
l . (123 T 2 . :1,60() + . S!Il = . 

Die beiden Unbekannten S1 und S2 lassen sich aus den zwei Gleichungen be
stimmen. Zweckmäßig führt man statt der Unbekannten S, die Größp S,fl, als 
Unbekannte ein und löst die Gleichungen auf: 

s s . 
/ · (--1) + / · (+3) + 1000 · cos30° = 0, 
1 2 

~. (+4) + 82 · (-- 2) + 1000 · sin30° = 0. 
l1 l2 

Auf diese Weise ist die Zahlenrechnung etwas bequemer, da wir am Schluß nur 
einmal mit l1 und einmal' mit l2 zu multiplizieren haben. Man findet: 

und daraus: 

und 

: 1 = -323,2 kgfm, : 2 = -396,4 kgfm 
1 2 

S1 = -4,123. 323,2 = -1332,6 kg 

S2 = -3,606 . 396,4 = -1429,4 kg. 

Das Endergebnis zeigt einen negativen Wert für beide Stäbe, d. h. j) und@ sind 
Druckstäbe, da wir von vornherein Zugstäbe eingeführt hatten. 

12. Verbindung von graphischem und analytischem Lösungsgang. (Grapho
analytisches Lösungsverfahren.) Vielfach empfiehlt es sich, eine Verbindung dPr 
beiden Rechenverfahren anzuwenden. Das Wesen dieses Lösungsganges beruht 
darauf, daß man die geometrische Lösungsfigur benutzt, um mathematische 
Ausdrücke daraus abzuleiten. Eine maßstäbliche Zeichnung ist dabei nicht er
forderlich, es genügt !'ine ungefähre Skizze (Handskizze) des Kraftecks. 
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Gegeben sind: das Stabsystem durch die Winkel y1 und y2 , Kraft P nach 
Größe und Richtung (Winkel oc) (Abb. 46). Die Stablängen brauchen nicht 
gegeben zu sein. Gesucht sind die Stab- o 
kräfte. 

Wir skizzieren uns das Krafteck auf, 
ohne Wert auf den Maßstab zu legen, 
und finden aus dem Umfahrungssinn: 

S1 = Zugkraft, Si = Druckkraft. 

Die Größe der Kräfte wird aus trigono
metrischen Beziehungen des Kraf~ecks 
errechnet. Nach dem Sinussatz ergibt sich : 

.Abb. 46. Zur grapho·analytischen Behandlung 
eines llockgerüstes. 

S = p . sin (y2 -IX) = p . sin (y2 -IX). S _ P . sin (y1 +IX) 
1 sin(180-<y1 +y2>) sin(y1 +y2)' 2 - sin(y1 +y2). 

Bei einer bestimmten Konstruktion wird man natürlich die Dreieckswinkel auf 
Grund der angegebenen Winkelgrößen unmittelbar feststellen und nicht von all
gemeinen Formeln ausgehen. Mit den für oc, y1 und y2 angegebenen Winkelgrößen 
hat man die im Kraftdreieck (Abb. 46) eingetragenen Winkel, und es ergibt sich 
damit: 

S = P. sin 65° 
2 sin 75° 

Wir haben hier den Vorteil, daß wir jede Unbekannte unabhängig von der anderen 
berechnen, also zweimal eine Gleichung mit je einer Unbekannten lösen können. 

Als weiteres Beispiel zu diesem Verfa;hren sei ein anderes Zweibockgerüst mit 
seinen geometrischen Maßen gegeben ({\bb. 47). Wir skizzieren wiederdas Kraft
eck auf und suchen aus der Figur analytische Beziehungen zur Berechnung der 
Stabkräft~S1 undS2• Wir finden eine ganz einfache Beziehung aus der Ähnlichkeits
betrachtung der geometrischen Figuren 
der Konstruktion und des Kraftecks. 

und 

P : S 1 =AB :AC = 1 : 2, 
S1 = 2 P 

p :S2 = 1: V5, 
S2 = 2,236 P. 

Abb. 47. Zur grapbo·analytischen Behandlung 
eines Bockgerüstes. 

Das Verfahren ist also tatsächlich ein rein rechnerisches, bei dem keinerlei 
zeichnerisches Handwerkszeug gebraucht wird; die Skizze des Kraftecks dient 
nur zur Ableitung von Beziehungen, mit denen der gesuchte Wert errechnet 
wird. Es gehört bei diesem Verfahren eine gewisse Gewandtheit dazu, jeweils 
die einfachste Rechnungsdurchführung zu erkennen. 

An Hand der Abb. 4 7 sei noch auf eine Beziehung hingewiesen, die besondere 
Bedeutung für Krnfte im Raum~ hat. Die Projektion der Stablänge ® im tech
nischen Bild auf die iotrechte Richtung ist durch die Länge AB gegeben, die 
Projektion der Stabkraft S 2 im Krafteck auf die vertikale Richtung durch 0 1; 
die Ähnlichkeit der Dreiecke ergibt, daß swk die Stablänge zu ihrer Projektion 
verhält wie die Stabkraft zu ihr~r Projektion auf die gleiche Richtung (Komponente). 
Dieser Satz gilt allgemein, wie sich aus der Betrachtung des technischen Bildes 

und des Kraftecks erkennen läßt. Der früher gewonnene Ausdruck X; = S; · z~ 
ist in dieser Aussage enthalten. ' 

13. Projektionsverfahren. Bei dem unter Nr. 11 betrachteten analytischen 
Verfahren hattt>n wir als Lösungsweg zwei Gleichungen mit zwei Unbekannten 
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gefunden, bei dem Verfahren unter Nr. 12 dagegen zweimal eine Gleichung mit 
je einer Unbekannten. Solche Gleichungen lassen sich auch erreichen durch Ein
führung zweckmäßig gewählter Richtungen für die Komponenten statt der seit-

Ji'..-. _+y her verwandten x-und y-Richtung. Wollen wir z. B. 
0 1'-. .-("' (Abb. 48) nur 81 berechnen, so müssen wir eine Glei-
~ __ ~ q _ _ chung aufstellen, in der 82 verschwindet. Das gelingt 

\~ · _uns, wenn wir eine Richtung wählen, in der 82 keine 
• W Komponente aufweist, das ist die Richtung 1-1 

senkrecht zu 82 ; wir haben dann die Projektionen aller 
Kräfte, die im Gleichgewicht stehen sollen, für diese 
Achse zu bilden und die Summe aller dieser Kom
ponenten in Richtung der Achse 1-1 gleich null zu 

Abb. 48. Das Projektionsver· setzen. Die Gleichung wird wie früher angesetzt, in-
fahren beim Zweibock. 

dem wir l:'inerseits für die Stabkraft 81 zunächst die 
Richtung als Zugstab einführen, andererseits nach einer Seite der Achse das 
positive Vorzeichen festlegen (hier nach rechts oben). 

P · cos50° -81 • cos15° + 82 • 0 = 0. 

Wir erhalten also eine Gleichung mit einer Unbekannten. 
Wollen wir 8 2 berechnen, dann werden wir 81 aus der Gleichung heraus· 

bringen, indem wir die Komponenten für eine Achse senkrecht zu 8 1 ansetzen, 
d. i. Achse 11-11. Die Gleichung lautet, wenn man zunächst auch hier einen Zug
pfeil für 82 einführt und die positive Richtung von II nach rechts unten wählt: 

P. cos 25° + S1 . o + 8 2 • cos 15° = o. 
Was wir nun hingeschrieben haben, ist lediglich eine Darstellung der Gleich

gewichtsbedingungen: die Summen der Komponenten aller Kräfte für zwei be
liebige Achsen müssen verschwinden. Es ist natürlich nicht die einzelne Kraft 
zerlegt in die Richtungen 1-1 und 11-11, sondern erst wurde jede Kraft zerlegt 
gedacht in Richtung 1-1 und senkrecht dazu, aber nur die erste Komponente 
benutzt; dann wurde jede Kraft zerlegt gedacht in Richtung II-II und senkrecht 
dazu und wiederum nur die erste Komponente verwandt. Die Gleichungen sind 
nun !"O aufgebaut, rJaß in jeder nur eine Unbekannte vorkommt. Wir erhalten: 

cos 50° 81 = P · - 1 .. o (Zugkraft), 
cos u 

ccs 95° 82 = ~P · · -1 .. o (Druckkraft). 
COS V 

Wir sparen al5o bei diesem vierten V erfahren gegenüber dem zweiten Rechenarbeit., 
müssen aber bei Aufstellun~ der Gleichungen mehr Denkarbeit leisten. Das 
zweite Verfahren andererseits ist schematischer in der Anwendung, erfordert aber 
dafür mehr Rechenarbeit. 

Das nach dem Projektionsverfahren gewonnene Ergebnis für die Stabkräfte 8 1 
und 82 muß natürlich mit demjenigen des dritten Verfahrens übereinstimmen, 
da es sich in beiden Fällen um das gleiche Beispiel handelt. Das ist aber auch der 
Fall, denn es ist cos 50° = sin 40° usw. 

Es läßt sich noch ein fünftes Verfahren zur Ermittlung der Stabkräfte im 
zweibeinigen Bockgerüst aufstellen, das wir aber noch zurückstellen müssen für 
ein späteres Kapitel; es sei als Momentenverjahren bezeichnet. 

14. Sonderfälle bei Kräften der Ebene an ·dem gleichen Punkt. Da Sonderfälle 
von großer Bedeutung sind, möge im folgenden auf solche eingegangen werden. 

Wenn eine auf ein zweibeiniges Bockgerüst wirkende Kraft P in die Richtung 
eines Stabes fällt (Abb. 49), wird sie von diesem Stab ganz aufgenommen und 
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der andere Stab erhält die Stabkraft Null. Der B~weis ergibt sich sofort, wenn 
man die Summe aller Kraftkomponenten in Richtung senkrecht zum Stab CD 
aufstellt: 

S 2 • cos (X = o . 
Da aber cos IX nicht gleich Null ist, muß s2 gleich Null sein. Nachdem dies fest
steht, liefert die Komponentenbedingung für die Richtung des Stabes CD un
mittelbar S1 = P, wobei S1 bei der hier 
wirkenden Kraft Druck ist. Das gleiche 
Ergebnis findet man, wenn man für 
den Punkt 0 das Kraftdreieck zeichnet: 
man hat (Abb. 49b) durch den einen 
Endpunkt von P die ParallelP- zu (i) I 

a b 

!ZU ziehen, durch den anderen die Par- Abb. 49. Die Last fällt in Richtung eines Stabes. 

allele zu®; man erkennt, daßdas Dreieck auf ein Zweiseit (Gerade) zusammen
schrumpft mit dem Ergebnis S1 = P und S 2 = 0. Ein derartiger Belastungs
fall, daß an einem Knotenpunkt mit zwei Stäben die äußere Kraft in die Rich
tung des einen Stabes fällt, kommt bei Stabsystemen vielfach vor. 

Wirkt auf das Bockgerüst überhaupt keine Kraft, ist also P gleich Null, 
dann entsteht in den beiden Stäben keine Spannung oder, anders ausgedrückt, 
in den Stäben tritt eindeutig die innere Kraft Null auf. Da P gleich Null, schrumpft 
nämlich das zugehörige Krafteck in einen Punkt zusammen, also haben die 
Parallelen zu den Stäben CD und ® die Größe Null. Man findet natürlich dieses 
Ergebnis auch sofort aus den Komponentenbedingungen, da hier ein Sonderfall 
von dem der Abb. 49 vorliegt. 

Eine Sonderanordnung des Zweistabsystems ist die, daß die beiden Stäbe in 
die gleiche Gerade fallen. Falls nun eine Kraft P in der Linie der Stäbe wirkt 
(Abb. 50), so ergibt die Gleichgewichtsbedingung, 1 p. <t 
wendn zunächst Zugpfeile am Punkt 0 eingetragen ;'P IJ) 3 ~ 
Wer en: Abb. 50. Sonderfall eines zwei-

S1 + p = s2 oder s2 - sl = p. beinigen Bockgerüstes. 

Eine weitere Aussage kann man über die Größen S1 und S2 nicht machen, d. h. 
die Aufgabe ist unbestimmt. Wir haben hier zwei Unbekannte, aber, weil alle 
Kräfte in derselben Geraden liegen, nur eine Gleichung. Eine Aufgabe, bei der 
mehr Unbekannte vorliegen, als statische Gleichungen zur Verfügung stehen, 
nennt man statisch unbestimmt; sie kann auf dem Wege der Statik allein nicht 

a~--~0~--~~P--~®=---~ ~~ ~ '#c 

pj : ~= =· b pl~---S..=-1=-oo __ 
_ Srcxo 

Abb. 51. Sonderfall eines zweibeinigen Bockgerüstes. 

gelöst werden. Wirkt auf das gezeichnete Bild keine Kraft, ist also P = 0, so 
ergibt sich lediglich S1 = S2 , aber keine Aussage darüber, wie groß die einzelnen 
Kräfte sind. Sie brauchen nicht gleich Null zu sein. 

Wenn auf dieses Stabsystefu eine lotrechte Kraft wirkt (Abb. 51a), ergeben 
sich ganz andere Verhältnisse. Die Aufstellung der Komponentengleichung für 
die waagerechte Richtung liefert S1 = S2 , aber in lotrechter Richtung kann die 
Summe der Komponenten gar nicht verschwinden, denn es wirkt ja P allein in 
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dieser Richtung. Da aber im Gleichgewichtsfalle die Summe der Kraftkompo
nenten in jeder beliebigen Richtung verschwinden muß, so kann eben hier kein 
Gleichgewicht herrschen, solange die Stäbe in die gleiche Richtung fallen. In 
Wirklichkeit sind allerdings die Stäbe mehr oder weniger elastisch, unter dem 
Einfluß von P wird der Punkt 0 bei der Nachgiebigkeit der Stäbe etwas ver
schoben und die Stäbe (j) und ® laufen nicht mehr parallel (Abb. 51c). Sie 
schließen aber einen sehr großen Winkel ein und so entstehen sehr große Stab
kräfte; man hat die Komponentenbedingung: 

s 1 . sin y + s2 . sin y = p, 
also S S p 

1 + 2 = siny. 

da y ein sehr kleiner Winkel ist, werden die Stabkräfte sehr groß. Das erkennt 
man auch sofort aus dem Kraftdreieck. Wird nun der Winkel y = 0, so entsteht 

S1 + S2 = oo, 

und da andererseits beide Kräfte gleich groß sein sollen, wird jede dieser Stab
kräfte unendlich groß. Das zeigt auch das Kraftdreieck: da die Parallelen zu 

,_---"'----<ß1 n"._:
1

, den Stabkräften :J) und ® sich t'rst im Unend-
r, liehen schneiden (Abb. 51 b), werden sie beide 

1-, r (l) rl' entweder + oo oder beide - oo. Das würde be-
J' 5--...lJ......,.--~--ot sagen: Gleichgewicht kann nur bestehen, wenn 

s, die Stabkräfte selbst unendlich groß werden oder, 
anders ausgedrückt, wenn die Stäbt:> unendlich 

Sr-Ji·oo große Kräfte übertragen könnten. Das ist ab!'r 
praktisch nicht möglich, infolgedessen ist kei11 
Gleichgewichtszustand vorbanden. Immer dann, 
wenn unendlich große innere Kräfte auftreten, liegt 

Altb. 52. Sonderfall eines zwei-
beinigen BockgcrüstcH. der Fall einer (mindestens unendlich kleim n) Bt'· 

weglichkeit vor. 
Wirkt auf zwei Stäbe in dt:>rselben Geraden am Knott:>npunkt eine schräg

gPrichtete Kraft (Abb. 52), so ergibt sich wieder für die inneren Kräfte 8 1 und S 2 

ein Unendlich großer ·wert, aber jetzt ist Sl nicht mehr gleich 8 2 , f<Ondern ('S i><t: 

S2 -S1 = P · eoscx, d. h. oo- oo = P · coscx. 

(oo- oo) gehört zu den unbestimmten Zahlen wie auch die Größen 0 · oo, OjO, usw. 
Solche unbestimmten Ausdrücke können einen beliebigen Zahlenwert annehmen; 

p sie sind also, als allgemeine Größen ge

'J 

a b c 

sehen, vieldeutig, erhalten aber i~ einer 
bestimmtenAufgabeeinen eindeutigen 
Wert. Dieser eindeutige Wert ist hier 
gerade P · cos cx. In der Mathematik 
sagt man: wenn ein bestimmter Grenz
übergang bei di<.'sen unbestimmten 
Größen vorgenommen wird, entsteht 
ein eindeutiger Wert. 

Falls drei unbekannte Stabkräfte 
Abb. 53. Dreibeiniges Bockgerüst in der Ebene. 

in der Ebene an demselben Punkt 
vorliegen (Abb. 53), dann ist die Lösung vieldeutig, da den drei Unbekannten nur 
zwei Gleichgewichtsbedingungen gegenüberstehen. Wir haben also wieder t>in 
statisch unbestimmtes System. 

Wenn auf ein solch ebenes dreibeiniges Bockgerüst eine Last P in Richtung 
eines Stabes wirkt, so braucht durchaus nicht diese Stabkraft gleich P zu sein, 
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I'Ondern weil es sich um eine statisch unbestimmte Konstruktion handelt, kann 
8 2 ganz verschiedene Werte aufweisen. Man kann 8 2 willkürlich wählen und hat 
t>rst damit die anderen Stabkräfte S1 und S3 bestimmt. In Abb. 53b ist für 
S2 eine Zugkraft gewählt und in Abb. 53c eine Druckkraft für S 2 eingeführt. 

Wirkt nun auf ein solches Stabgebilde keine Kraft, also P gleich Null, so 
muß die Aufgabe auch unbestimmt SPin. Unter Einführung von Zugpfeilen lautpn 
die Komponentenbedingungen: 

- sl COS<Xl- s2 COSG\2 + Ss COS<Xs = 0, 
S1 sin <X1 + S2 sin <X2 + S3 sin <X3 = 0. 

Erst nach Al)nahme einer der drei Kräfte sind die beiden anderen bestimmt. Das 
zeigt auch die graphische Behandlung. Nimmt man etwa S 2 = 0 an, so werden 
auch die beiden anderen Stabkräfte Null. Es brauchen also hier die Stabkräftp 
durchaus nicht Null zu werden, können es abPr sein. Wenn die drei Stäbe ganz 
genau die vorgE.>schriebene geometrische Länge haben und bei gleichE.>r Temperatur 
aufgebaut werdPn, so werden zunächst keinP Stabkräfte auftreten. Wenn aber 
dann etwa der Stab~ sich erwärmt, dagegen (11 und @ nicht, dann sucht sich 
der Stab (.2) auszudehnen. Er übt auf den Punkt 0 eine Kraft aus, und dieser Ein
wirkung setzen die Stäbe (11 und (~ WidE.>rstand entgegen ; so 
(•ntstehen ah;o Stabkräfte. Das gilt für alle statisch un
bestimmten Konstruktionen: allein durch Temperatureinflusse 
entstehen in ihnen innere KräftP. BPi statisch bestimmten 
Konstruktionen ist dies nicht dt>r Fall: wenn etwa in Abb. ö4 
dpr Stab (11 eine Temperaturerhöhung erfahren würde, dann 1~~~~~, 
könnte sich dieser Stab ungehind(•rt verlängern. Dt>r Punkt 0 Abb. 54 . 

würde dabei einen Kreisbogen um den Endpunkt 2 (Gelenk!) zw .. ibeinigcs ßoek-
lf<'rüst ohne Lnst. 

beschrt>iben und so eine neue Lage einnehmen, die durch die 
größere Stablänge t; und die Stablänge 12 bestimmt ist. Aber diese BewPgung 
geht hemmungi:ilos vor sich, sofern in dem Drehpunkt keine Reibung auftritt. Im 
Stab ® wird kein Widerstand entstehen, also beide Stabkräfte bleiben Null. 
. Auf folgende Sonderfälle, die für größere Stabsysteme Bedeutung haben, sei 
noch besonders hingewiesen; sie sind auch alle vieldeutig, erlauben abt>r, eine 
Stabkraft eindeutig zu bestimmen. Für die Anord-
mmg d<'r Abb. 55 ergeben sich unter Einführung 
von Zugpfeilen die Komponentenbedingungen: 1\·~-.....;;;;;....__9--~-~ 

P + s2 cos cx =~ o 
und S1 + S2 sin <X- S3 ,~ o. 
Aus der ersten Gleichung ergibt sich S2 eindeutig 
als Druck, die letztere liefert die Differpnz von 
S1 und 8 3 : S 

1 - Sa = +. p . tg IX, 

(j) p 

~' 

Abb. 55. Sonderfall eines drl'i
bcinigcn t·bt·nt•u Hockg<'riist<·s-

aber nicht den Einzel
wert der beiden Stab
kräfte. Wirkt über
haupt keine Last, also 
ist P gleich Null, dann 

Abb 56. Sondertall eines drei- tritt auch im Stab 12) Abb. 57. Sonderfall eine• drd-
beinigcn ebenen llockgerüst<>8 • \6' bei n n ebenen Bockgerüst es. 

keine innere Kraft auf, 
wohl aber werden die Stäbe Cll und @ gleich große Kräfte erhalten, die allerdings 
atleh Null sein können. Wirkt eine Kraft in Richtung der beiden Stäbe (Abb. 56), 
dann tritt in Stab @'• eindeutig die Stabkraft Null auf. Fällt aber P in Richtung 
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des Stabes ® (Abb. 57), dann erhält dieser Stab eine Druckkraft P, während S 1 
und S3 wieder gleich groß sind, wie sich aus der Komponentenbedingung für die 

p 
P, 

Richtung senkrecht zu P ergibt. Natürlich kön
nen diese beiden Stäbe auch frei von Kraft sein. 

Alle diese Fälle sind von Brdwtung bei Ge
bilden, die aus Stäben zusammengesdzt sind. 
Ir, Abb. 58 bleiben die Stäbe 1, 2, 9, 14, 17 

p ohne weiteres spannungsfrei, die Stäbe 5 und 13 
erhalten dagegen eint> innere Kraft von der 

Abb. 58. Stabsystem, bei dem ver· G 
schiedene Stäbe keine Kraft erhalten. röße P 1 bzw. P 2 . 

Übuhgsaufgaben. 
1. Aufgabr. Eine Lampe von gegebenem Gewicht hänge an zwei Kabeln 

mit gegebener Länge 11 und 12 fest; gesucht sind die Kräfte in den Kabeln (Abb. 59). 
Lösung. Wir haben ein geometrisch fest-

.vt liegendes Gebilde. Die Kabelkräfte S1 und 
I s2 müssen mit Q im Gleichgewicht stehen. 

Die Lösung ist verschiedenartig möglich. 

al 
I 
I O~m. 
1 e -wk9 

L-------x 

r 
<::> b ">' 1 

L ___ J __ _ 

.Abb. 59. Übungsbcispielc. 

a) Analytische Lösung nach den angegebenen Formeln (10). Die Koordin2.ten 
und Stablängen sind gegeben durch 

xl = -4,0 Yt = +3,0 zl = VxY+ Yi = 5,0 m, 
x2 = +2,0 y2 = +3,0 12 = Vx{+ y~ = 3,6 m. 

Die wirkende Last Q hat die Komponenten X= 0, Y = -Q = -40 kg. Die 
Gleichungen 

gehen über in 
-- §_I_ • 4 0 + 82 · 2 0 + 0 = 0, 

5,0 ' 3,6 ' 

~ . 3 0 + 82 . 3 0- 40 = 0. 
5,0 ' 3,6 ' ' 

daraus findet sich 
:~ = 4,44kgjm, :~ = 8,89kgfm, 

S1 = 22,20 kg, S2 = 32,oo kg. 
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Beide sind positiv, stellen also beide Zugkräfte dar, was ja zu erwarten war. 
Die Kräfte 8 1 und 8 2 wirken auf den Knoten 0, ebenso wirken sie auch ver
mittels der Kabel auf die anderen Endpunkte 1 und 2 a.ls Zugkräfte ein. Die 
Kraft in @ ist gleich 82 und wirkt sowohl auf die Rolle 2 wie auch auf den unteren 
Befestigungspunkt 3. Man kann natürlich 81 und 8 2 analytisch auch dadurch 
finden, daß man die Kräfte selbst am Punkte 0 unmittelbar betrachtet und die 
Gleichgewichtsbedingungen aufstellt (Abb. 59c) 

_IXi = 0: 81 · COSfX = 82 · cosß, 
.IY1 = 0: 8 1 • sinfX + S2 • sinß -Q = 0. 

b) Reine graphische Lösung. Man wählt einen beliebigen Kräftemaßstab und 
zeichnet das Krafteck aus Q und den Parallelen zu CD und ® (Abb. 59d). Die 
gefundenen Seiten des Kraftdreiecks ergeben die Größen 81 und 82 unter Berück
sichtigung des gewählten Kräftemaßstabes. Die Richtung&pfeile sind durcb den 
Umfahrungssinn bestimmt und an dem Punkte 0 einzutragen (Abb. 59b). Unter 
Benutzung des hier gewählten Kräftemaßstabes findet sich 

8 1 = 22,2kg 

und 82 = 32,0kg. 

c) Grapho-analytische Lösung. Man zeichnet das Krafteck flüchtig hin, um 
daraus eine analytische Bestimmung abzulesen. Es findet sich nach Abb. 59d 

8 1 sin(90-ß) cosß 
Q = sin (cx + ß) = sin (cx + ß) ' 

8 2 sin(90-cx) coscx 
Q = sin (cx + ß) = sin (cx + ß) ; 

so sind zwei Gleichungen mit je einer Unbekannten gewonnen, während unter a) 
zwei Gleichungen mit je zwei Unbekannten auftraten. Nach der Abb. 59a ist 

4,0 
CO!!fX = 

Jf3,02 + 4,02 ' 

ß 2,0 
cos = -:r::~=-:=::c:: 

Jf2,02 + 3,02 ' 

. ( ß) . ß + . ß 3,0 . 2,0 + 4,0. 3,0 sin fX + = sin fX cos cos fX sm = ,1 ,1 
V 4,02 + 3,02 • V 2,02 + 3,02 

Man findet damit 

und 
~1 = 0,55 

~2 = 0,80. 

2. Aufgabe. Die vorhergehende Aufgabe möge nun etwas verändert werden. 
Es soll nämlich die Lampe hochgezogen werden mit einer Kraft P, die praktisch 
vermittels einer Handwinde ausgeübt werden kann. Wie groß ist die Kraft in 
verschiedenen Höhenlagen der Lampe, d. h. wie stellt sich P in Abhängigkeit 
von fX dar 1 Die Länge l des linken Kabels soll konstant bleiben (Abb. 60). 

a) Analytische Lösung. Was vorhin 8 1 war, ist jetzt S"', und was 8 2 war, 
ist nun P. Unter dieser Berücksichtigung hat man nach der unter c) entwickelten 
Formel: 

P= . coscx 
Q sin(cx+ß) · 
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Damit ist P abhängig von IX und (3 dargestellt. Es muß noch eine Bestimmung 
zwischen IX und lJ angegeben werden. Es ist 

t {l _ !!_ _ 4,0 · sin~X 
g - b - 4,5-4,Ü·C0d<X• 

Wir haben damit zwei transzendente Gleichungen gefunden. Grundsätzlich 
könnte man für verschiedene Werte IX den zugehörigen Winkel (3 aus der letztt'n 

I 
I 
I 
I s-u1 

I 
I 

18 

o 45 go 1,5 llOm. 
Abb. 60a und b. tl"bungsbeispiel. 

Gleichung ausrechnen und würde dann mit der ersten Gleichung tatsächlich P 
für die verschiedenen Werte IX erhalten. Man erkennt, daß eine umfangreiche 
Rechnung damit verbunden ist. 

p[kg)! b) Die graphische Lösung ist bequemer durchzuführen. Wir tragen 
· (Abb. 60b) von einem Punkte A aus auf der Waagerechten die ge

gebene Strecke 4,5 m auf und schlagen um A einen Kreisbogen mit 
der gegebenen Kabellänge 4,0. Für einen beliebigen Winkel IX 

too I 
90 

80 

10 

60 

30 

,fO 

c 

können wir dann die Lage der Lampe einzeichnen, indem wir unter 
IX einen Radius ziehen und den Kreisschnittpunkt C mit dem End
punkt B verbinden. Tragen wir nun andererseits auf einer Lot
rechten durch A die Kraft Q in einem beliebigen Kräftemaßstab 
(gleich A D) auf, so erhalten wir das der gegebenen Lage entspre-

chende Kraftdreieck ADE, indem wir die 
unter IX gezogene Gerade benutzen und 
andererseits durch den unteren Endpunkt D 
von Q eine Parallele zur Geraden C B ziehen. 
Der SchnittpunktE liefert die Größe von S"', 
indem Set= AE ist. Man führt dieses nun 
für die Strahlen S"' bei den verschiedenen 

a• Winkeln IX aus, bekommt immer in ein
fachster Weise die Endpunkte E und damit 
die jeweiligen Kabelkräfte s"'. Andererseits 

sind die Strecken ED stets ein Maß für die zu dem betreffenden Winkel IX zu. 
gehörige Kraft P. Für IX = 0 werden beide Strahlen sowohl E A wie E D un
endlich groß. Die Endpunkte E sind in der Abb. 60b durch eine Kurve ver
bunden, und in Abb. 60c sind die erhaltenen Werte P abhängig von IX in einem 
rechtwinkligen Koordinatensystem aufgetragen. Man erkennt auch hier, daß für 
IX = 0 die Kraft P unendlich groß wird. 

0 10 

Abb. 60 c. Übungsbeispiel. 
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3. Aufgabe. Wie groß ist bei dem Ladebaum der Abb. 61 der Windenzug W, 
drr Seilzug Z und die Kraft D in drr Strebe? 

Auf die Rolle a wirken Q und zwei Seilkräfte in CD und,®; beide müssen Qj2 
sein. An Rolle b greifen diese beiden Seilkräfte Q/2 an, ferner die Seilkraft W, die 
ebenfalls Q/2 sein muß, und 
die Kraft in dem kleinen 
Verbindungsseil bc. Da SI 
durch den Rollenmittelpunkt 
geht, und die Resultierende 
aus s2 und webenfalls durch z 
diesen Mittelpunkt läuft, 
geht auch die Resultante R 
aus sl, s2, w stets durch 
den Mittelpunkt der Rolle b. 
Das Halteseil bc stellt sich 'D 

in Richtung dieser Resul
tierenden ein und hat eine 
Zugkraft gleich dieser Resul
tanten R. Wir können dem
gemäß auch ~agen, die Resul
tierende aus sl, s2, w wirkt 
im Punkte c. Sie muß im 
Gleichgewicht stehen mit Abb. 61. ÜbungsbeispieL 

drn Kräften D und Z. Die Resultierende Rist durch das Krafteck SI, s2, w ge
funden, wobei R dem Umfahrungssinn entgegengesetzt läuft; andererseits sind 
die Kräfte Z und D aus dem Kraftdreieck R DZ bestimmt, und zwar unmittelbar 
durch den Umfahrungssinn. Es ergibt sich fürZeine Zug- und für Deine Druck
kraft. Diese Kräfte Z und D wirken auch auf den Mast des Ladebaums ein 

An dem Mast greifen also an: die eben ermittelten Kräfte Z, D, außerdem W. 
Durch diese Kräfte werden im Mast nicht nur Längskräfte bewirkt, sondern es 
treten noch andere Beanspruchungsgrößen auf, auf die später eingegangen wird. 

111. Kräfte im Raum. 
Unsere seitherigen Betrachtungen bezogen sich alle auf Kräfte in der Ebene 

an einem Punkt. Die geringste Zahl von Kräften, die im Raum betrachtet werden 
kann, ist drei, denn zwei Kräfte, die durch einen Punkt gehen, liegen immer in 
einer Ebene. Von dieser einfachsten Aufgabe 
gehen wir aus und werden auch hier wieder 
ein graphisches und ein analytisches Verfah
ren der Behandlung der Kräfte kennenlernen. 

15. Geometrische Zusammensetzung von 
Kräften im Raume und Gleichgewicht. Ge- ore.-+---\ 

geben seien drei durch einen Punkt gehende 
Kräfte P 1 , P2 und P 3 nach Größe und Rich
tung (Abb. 62a). Sie sollen zu einer Resul
tierenden zusammengesetzt, also durch eine 
einzige Kraft R ersetzt werden. Der Gedan-

a 

kengang der Lösung ist folgender: es läßt sich Abb. 62. Kriiftcparallelepipcd unli räum· 
liebes Krafteck. 

durch P 1 und P2 eine Ebene legen, in der die 
beiden Kräfte mittels des Satzes vom Parallelogramm der Kräfte zu einer Teil
resultierenden R1 2 zusammengeiaßt werden können ( Kraftdreieck 0, 1, 2). Diese 
Teilresultierende R12 und die Kraft P3 liegen wieder in einer Ebene, sie lassen sich 

3 Sclllink, Statik. 2. u. 3. Autl. 
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also in ihrer eigenen Ebene (Kraftdreieck 0, 2, 3) zusammensetzen zu R, die die 
Resultante oder "Ersatzkraft" für R12 und Pa darstellt. Da aber R12 die Kräfte 
P1 und P 2 ersetzt, ist R die Resultierende von P1 , P 2 und Pa. 

Wenn wir das nun entstandene Bild durch Pärallelenziehen vervollständigen, 
entsteht ein Parallelepiped, in dem R die Raumdiagonale und die Kräfte P1 , P 2 

und Pa die Kanten darstellen. Wir können also sagen: 
Bei drei räumlich angeordneten Kräften durch einen Punkt ist die Resultierende 

durch die Raumdiagonale des mit den drei gegebenen Kräften als Kantenlängen 
konstruierten Parallelepipeds bestimmt. Sind die drei Kräfte P1 , P 2 und P 3 vom 
Angriffspunkt weggerichtet, so geht auch die Resultante vom Punkt weg, und 
umgekehrt. 

Fragen wir uns nun an Hand der entstandenen Figur: wie kann der Endpunkt 
der Resultierendeli am einfachsten festgelegt werden? Wir können offenbar den 
Punkt 3 dadurch gewinnen, daß wir die drei gegebenen Kräfte unter Berücksich
tigung ihrer Pfeile aneinandertragen; es entsteht der räumliche Kräftezug 0, 1, 
2, 3 (Abb. 62b). Wir bekommen also wieder ein Krafteck, das genau so definiert 
ist wie in der Ebene, aber es handelt sich jetzt um ein räumliches Krafteck 0, 1, 
2, 3. Auch die Aussage der Ebene: die Resultierende läuft dem gegebenen Um
fahrungssinn entgegengerichtet, stimmt bei der Zusammensetzung der drei 
Kräfte im Raum. Selbstverständlich kann dieses'räumliche Krafteck auch wieder 
als besondere Figur gezeichnet werden. 

Haben wir nun vier oder noch mehr Kräfte an einem Punkt im Raume wir
kend, dann stellt deren Zusammensetzung nur eine Erweiterung des Verfahrens 
dar, denn eine weitere Kraft P 4 kann mit der Resultierenden der drei ersten Kräfte 
wieder zu einer neuen Resultanten zusammengefügt werden usw. Wir erhalten 
also den Satz : 

Um Kräfte im Raum mit gemeinsamem Angriffspunkt zu einer Resultierenden 
zu vereinen, fügt man die Kräfte unter Berücksichtigung ihrer Richtungspfeile zu 
einem räumlichen Krafteck zusammen und zieht die Schlußlinie ein. Diese, mit 
dem Richtungspfeil dem gegebenen Umfahrungssinn entgegengerichtet, stellt die 
Resultierende aller Kräfte nach Größe und Richtung dar. Ihre Lage ist dadurch 
bestimmt, daß sie durch den gemeinsamen Angriffspunkt der gegebenen Kräfte 
hindurchgeht. Der Unterschied zur Ebene liegt nur im räumlichen Charakter des 
Kraftecks. 

Soll eine solche Aufgabe praktisch durchgeführt werden, wird man mit Grund
riß und Aufriß arbeiten. In Abb. 63a, b sind fünf Kräfte im Raume durch ihre 
Projektionen gegeben; Abb. 63c stellt den Aufriß des räumlichen Kraftecks dar; 
Abb. 63d den Grundriß. Damit ist die Resultierende R in Grund- und Autriß ge
funden. Die Ermittlung der wahren Größe ist in der gesonderten Abb. 63e an
gegeben. 

Die Frage nach dem Gleichgewicht von Kräften im Raume um den gleichen 
Punkt ist auch sofort zu beantworten, wenn man bedenkt, daß wieder die Ge
samtresultierende verschwinden muß. Es ergibt sich der Satz: 

Gleichgewicht besteht bei Kräften im Raume durch einen Punkt, wenn der letzte 
Punkt des aus den gegebenen Kräften entstandenen Kraftecks mit dem Anfangs
punkt zusammenfällt oder, anders ausgedrückt, wenn das zugehörige räumliche 
Krafteck geschlossen ist. 

Ebenso wie wir drei Kräfte im Raum zu einer Resultierenden zusammen
gesetzt haben, können wir auch umgekehrt eine Kraft in drei Komponenten 
eindeutig zerlegen. Daß diese Aufgabe eindeutig lösbar ist, geht aus dEm Kräfte
parallelepiped hervor: bei einer gegebenen Kraft P und drei gegebenen Richtungs
linien gibt es nur ein Parallelepiped, das die gegebene Kraft als Raumdiagonale 
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hat und dessen Kanten mit den gegebenen Richtungslinien zusammenfallen. Die 
gegebene Kraft P ist dann die Resultierende der gesuchten Komponenten. 
Was in der Ebene die Zahl 2 bedeutete, bedeutet jetzt im Raum die Zahl 3. 
Auf diese Zerlegungsaufgabe wird später noch eingegangen. 

P/ J 

!f 

Pj 

e 

Abb. 63. Graphische Zusammensetzung von Kräften im Raum. 

16. Analytische Zusammensetzung der Kräfte im Raum und Gleichgewicht. 
Den Ausführungen der Ebene entsprechend haben wir jetzt als Grundaufgaben: 
einerseits die Zusammensetzung dreier aufeinander senkrechten Kräfte X, Y, Z 
zu einer Resultierenden R, andererseits die Zerlegung einer Kraft P in drei Kom
ponenten X, Y, Z. 

1. Gegeben sind drei 
aufeinander senkrecht 
stehende Kräfte X, Y,, Z; 
gesucht ist ihre Resultie
rende nach Größe und 
Richtung (Winkel <Xn, ßn 
und Yn)· 

R ist dargestellt durch 
die Hauptdiagonale des 
rechtwiinkligen Parallel
epipeds (Abb. 64). R' ist 

b 
y 

Abb. 64. Zusammensetzungdreier lotrechter Kräfte. 

die Resultierende aus X und Y. Da X und Y senkrecht aufeinanderstehen, ist 
R' Diagonale in einem Rechteck, läßt sich also ausdrücken durch: 

R'2 = X2 + p 

Weiter steht Z senkrecht auf der Ebene X Y und bildet mit R' und den Parallelen 
zu Z und R' ein Rechteck, dessen Diagonale die Größe R ist, also 

R2 = R'2 +Z2. 
3* 
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Für R' den oben erhaltenen Wert eingesetzt, erhalten wir als Ausdruck für die 
Größe der Resultierenden: 

(11) 

Um die Richtungswinkel der Resultierenden bestimmen zu können, betra<>hten 
wir die Ebenen, in denen diese Winkel liegen, z. B. das rechtwinklige Dreieck 
Y, K, R (Abb. 64b), in dem der Winkel ßR liegt. Daraus geht hervor, daß 

y 
cosßR = R 

ist. Entsprechend finden wir die anderen Winkel aus ihren zugehörigen Drei· 
ecken; es ist also 

X 
COSiXR= R; 

y 
cosßR = R; 

z 
cosyR = R. (12) 

Dabei sind iXR der Winkel, den die Resultierende mit der positiven x-Richtung 
einschließt, ßR und YR die Winkel, die R mit der positiven y- bzw. z-Richtung 
bildet. Die drei Winkel hängen, wie schon früher erwähnt wurde, zusammen: 

cos2 iXR + cos2 ßR + cos2 yR = 1. 

Daß dieses richtig· ist, erkennen wir sofort, wenn wir die obigen Werte für cos iX11 , 

cos ßR und cos YR einsetzen: 
X2 Y2 Z2 
R2 + R2 + R2 = 1. 

Die Formeln der Ebene müssen natürlich als Sonderfall des Raumes geschrieben 
werden können, wenn wir die Z-Komponente verschwinden lassen; es ist (Abb. 65): 

'E>f] 
X 

COSiXe = R ; 
y 

cosßR = R. 

Da aber cosß8 = siniXR, entsteht: 

. y 
Sln()(ll = R ; 

das sind aber die früheren Formeln. 

. X 
Abb. 65. Zusam
menbang von Kräf
ten der Ebene und 
des RaumesbeiBil
dung der Resujtie-

renden. 
2. Nun zur umgekehrten Aufgabe: Die Kraft P sei gegeben 

nach Größe (P) und Richtung {iX, ß, y, wobei cos2 iX + cos2 ß 
+ cos2y = 1); gesucht sind die· Komponenten X, Y, Z der Kraft P. 

Wenn X, Y, Z die Komponenten der Kraft P sein sollen, dann muß um
gekehrt P die Resultierende von X, Y,Z sein, d. h. die gleichen Formeln wie bei 
der Zusammensetzung haben auch hier Gültigkeit: 

oder anders geschrieben: 

ebenso 

X 
COSiX = p 

X=P·cosiX,l 
Y=P·cosß, 
Z = P · cosy. J 

(13) 

Man kann also eine gegebene Kraft eindeutig in drei senkrechte Komponenten 
zerlegen. 

Nach dieser Vorarbeit können wir jetzt die allgemeine Aufgabe behandeln: 
Mehrere Kräfte, die im Raume an einem Punkt angreifen, sollen zu einer Resul
tierenden zusammengesetzt werden. 
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Gegeben: Die Größe der Kräfte P 1 ... P, ... P", 
die Winkel, die die Richtung festlegen: 1X1ß1 y1 ... IX;ß,y, ... 1Xnß,.y,. 

(Abb. 66); dabei sollen bedeuten: 

IX; = der spitze Winkel, den die Kraft P, mit der x-Achse einschließt, 
ß, = der spitze Winkel, den die Kraft P, mit der y-Achse einschließt, 
y, = der spitze Winkel, den die Kraft P, mit der z-Achse einschließt. 

Selbstverständlich muß dabei beachtet werden, 
welche Vorzeichen den einzelnen Kraftkomponenten 
auf Grund der Kraftrichtung zukommen Die drei 
Winkel IX,, ß,, y, sind hierbei nicht willkürlich; es 
ist bei jeder Kraft P, 

cos2 IX; + cos2 ß, + cos2 y, = 1. 
Gesucht: die Resultierende nach Größe und Rich

tung, also Rund IXa, ßa und Ya· 
Der Gedankengang, der uns zum Ziele führt, ist 

der gleiche wie in der Ebene Wir zerlegen jede 
Kraft in ihre drei Komponenten, e1·halten dadurch 
dreimal n Kräfte in der gleichen Wirkungslinie, die Abb.66.AnalytischeZusammeu· "etzung von Kräften im Raum .. 
wir addieren können. Die Zerlegung liefert: 

X 1 = P1 · COSIX1 , Y 1 = pl · cosß1 ; Zl = pl. Cosyl; 

X, = P,. cos IX;; Y, = P,. cos ß;; Z, = P, · cosy,; 

Xn = Pn. c·OSIX,.; Y,. = p~. cosßn; z .. = Pn. cosyn 

In jeder Richtung werden dien Kräfte algebraisch summiert. Jt:de dieser Sum
men von Kraftkomponenten liefert eine Kraft', da es sich um Kräfte in der 
gleichen Geraden handelt: 

~'X;= P1 • COSIX1 + ··· P; · COSIX; + ··· Pn · COSIXn, 

~ Y, = P1 · cos ß1 + · · · P, · cos ß, + · · · Pn · cos ß,., 
..1; Z, = P 1 • cos Yt + · · · P, · cos y, + · · · P,. · cos y,.. 

Diese drei Kräfte in der x-, y- bzw. z-Richtung sind die Komponenten der Resul
tierenden. Wir bilden die Resultierende nach Gleichung (11) mit .2: X, statt X, 
.2: Y, statt Y und L Z, statt Z: 

R =V(.~;' x-,-)2_+_(~ :Y;)i + (IZ,)2 , (14) 

vz 
COS Yn = ....,.R ' . 

Mit diesen Formeln ist die gestellte· Aufgabe eindeutig analytisch gelöst. 

(15) 

17. Gleichgewichtszustand von Kräften im Raume. Unter welchen Umständen 
stehen nun Kräfte im Raum durch einen Punkt im Gleichgewicht? Diese Frage 
wird wieder gelöst durch die Antwort: w.:mn die Resultierende verschwindet, 
d. h. wenn R = 0. Das ist aber nur der Fall, wenn jedes Glied der Summe unter 
der Wurzel verschwindet, wenn also: 

.IX,= 0; ~Y, = 0; IZ, = 0. (16) 

Das sind im ganzen drei Gleichgewichtsbedingungen. Wir sehm also hier be
Htätigt, was schon beim Parallelepiped gesagt war, daß zur Eindeutigkeit der 
Aufgabe drei unbekannte Kräfte nötig sind, denn wenn wir eine Kraft eindeutig 
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in drei Komponenten zerlegen können, müssen auch (bei Umkehrung der Kom
ponenten) drei unabhängige Gleichgewichtsbedingungen vorhanden sein. 

Der Gleichgewichtsfall der Ebene ist natürlich als Sonderfall in den drei 
Gleichgewichtsbedingungen des Raumes enthalten: wenn nämlich die z-Richtung 
verschwindet, werden alle Z-Komponenten von selbst Null. Wie in der Ebene 

+zt kann auch hier die Durchführung für ein 
I schiefwinkliges Koordinatensystem geschehen, 

und man erhält damit den Satz: 
I P Kräfte im Raum an demselben Punkt stehen 

\ im Gleichgewicht, wenn die Summen ihrer Kom-
~ ~ ponenten in drei beliebigen Richtungen ver

schwinden. 
_!1------ 1 ~ - - --ry Die hier in Frage kommende Grundaufgabe 

1 \ ~ ist: eine bekannte Kraft P mit drei durch den 
I \ "--'-..._-l:z gleichen Punkt gehenden Kräften, deren Wir-

/ \ kungslinien g1 , g2 , g3 gegeben sind, ins Gleich-
l!.x g2 gewicht zu setzen. Sie ist eindeutig bestimm-

\ bar, solange die drei Geraden g1 , g2 , g3 nicht 
Abb. 67. Die Grundaufgabe der räum- in eine Ebene fallen (Abb. 67). Die Richtungslichen Statik. 

pfeile der drei Gleichgewichtskräfte sind vor~ 
läufig noch nicht bekannt. Wir führen deshalb, in Anlehnung an die entspre
chende Aufgabe der Ebene, zunächst einmal die Richtungspfeile willkürlich ein, 
bilden die X-, Y. und Z-Komponenten der vier Kräfte (P und der drei gesuchten 
Kräfte P 1 , P 2 , P 3 ) und erhalten so drei Gleichungen mit den drei unbekannten 

la,fJ,;-J Größen der Kräfte. Wir untersuchen die Auf-
gabe sofort an einem bestimmten Konstruktions

- __ beispiel, dem räumlichen Dreibockgerüst. 
+-X 

I.!YzZ2 
Abb. 68 Analytische Behandlung 

eines Dreibockes. 

18. Behandlung des dreibeinigen Bockgerüstcs. 
Gegeben sei die Konstruktionsfigur der Abb. 68 
und die Kraft P in allgemeiner Lage; dabei kann 
das Bockgerüst durch die Winkel der Stäbe oder 
durch die Koordinaten der Fußpunkte, d. h. 
anders ausgedrückt durch die Projektionen der 
Stablängen auf die drei Achsenrichtungen, ge
geben sein; gesucht sind die Kräfte in den drei 
Stäben (Stabkräfte) 8 1 , S2 und 8 3 . 

Wir haben also eine Gleichgewichtsaufgabe mit drei Unbekannten. Zur Ver
fügung stehen drei Gleichungen : 

.IX;= 0; .I Y; = 0; .IZ; = 0; 

wir können somit eine eindeutige Lösung erwarten. Die Komponenten von P 
sind ohne weiteres nach den Formeln (13) Zlf. ermitteln, sie seien allgemein X, 
Y, Z genannt. Wir führen wieder, wie bei allen Stabkonstruktionen, einen 
Richtungspfeil beliebig ein; dabei wollen wir zunächst die Richtung einführen, 
die einer Zugkraft entspricht. Wir erhalten dann als Gleichungen: 

.I X;= 0: 

.I Y; = 0: 

.I Z; = 0: 

X + S1 • cos o.:1 + S2 • cos o.:2 + S3 • cos o.:3 = 0, 
Y + S1 • cos ß1 + 8 2 • cos ß2 + 8 3 • cos ß3 = 0, 
Z + S1 • cos y1 + S2 • cos y2 + S 8 • cos y3 = 0 . 

In diesen Gleichungen sind natürlich die einzelnen Komponentenglieder mit den 
ihnen nach Einführung der Zugpfeile zukommenden Vorzeichen einzusetzen. 
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Mit den gleichen Überlegungen wie in de:~; Ebene lassen sich die Winkel
beziehungen wieder durch Koordinaten und Stablängen ausdrücken: 

:112 
COSiX2 = T; 

2 

ß Ya cos 2 =y; 
2 

Xa 
cos tx3 = l; ; 

cosßa = t; 
zl. _sa. _za. cos y1 = T; , cos y2 -z; , cos y3 - l; , 

worin Z1 , l2 , l3 die Stablängen darstellen, die sich errechnen lassen aus: 
l V 2 2 2 
1 = xl + Y1 + zl • 

z2 = V x: +Yf+~, 
ls=Vx:+Y:+z:. 

Wenn man diese Ausdrücke für die Winkel• 
beziehungen einsetzt, erhält man: 

SI . x1 + 82 . Xa +Ba . Xa = - X ' 
ll la la 

8 . Y1 + 8 . Ya + 8 . Ya = _ y (17) 
lzl 2z2 az3 ' 

S z1 sza sza z l·y+ 2·r+ a·y=- . 
1 ~ 3 

Es sei ausdrücklich nochmals betont, daß 
die Koordinaten nichts anderes sind als die 
Projektionen der Stablängen auf die Achse; 
fällt die Projektion auf den positiven Tejl 
der Achse, so ist die entsprechende Koordi
nate positiv, andernfalls negativ. 

Abb. 69. Zahlenbeispiel der analytischen 
Die so entstandenen Gleichungen sind Behandhmg. 

einfach Erweiterungen der Gleichgewichts-
bedingungen der Ebene: drei Gleichungen mit drei Unbekannten. Für die prak
tische Durchführung einer derartigen Aufgabe wird man wiederum zweckmäßig 
nicht 8 1 , 8 2 , 8 3 als Unbekannte einführen, sondern 8 1/4, S2Jl2 , S3fl3 • Ein Zahlen
beispiel diene zum besseren Verständnis. 

In Abb. 69 ist ein Dreibo~k im Aufriß und Grundriß gegeben. Durch die 
eingetragenen Maße sind die Projektionen der Stablängen auf die Achsen be
stimmt: die Projektionen auf die x-Achse sind für CD und @ positiv, für ® 
negativ; die y-Projektionen von® und@ sind positiv, von CD dagegen negativ, 
die z..Projektionen sind alle drei positiv; dabei sind eingeführt: die x-Richtung 
positiv nach rechts, die ·y-Richtung nach vorn; die z-Richtung nach unten. Es 
ergeben sich die Gleichungen: 

81 ·15 + 82 (-55)+ 83 ·55- 600 = 0 
l1 ' l2 ' la' ' 

~1 (-4,5) + ~2 • 2,0 + ~8 • 4,0 + 300 = 0, 
1 2 3 

8l 1 • 5,25 + 8z2 • 5,25 + sl.s • 5,25 + 400 = 0. 
1 2 I 3 

Dabei ist: 
z1 = Vr-1-,5-,--2 _+_4-,5---,2_+_5,-2--,52 = 7,os m; z2 = V5,52 + 2,o2 + 5,252 = 7,86 m; 

13 = V5,52'+ 4,02 + 5,252 = 8,59 m. 
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Zur Lösung der drei Gleichungen wurde zunächst aus der ersten Gleichung 
B1 durch 8 2 und Ba ausgedrückt: 

~: = 1~5(~;. 5,5- ~. 5,5 + 600). 

Mit diesem Werte ergibt die zweite GleichlUlg nach entsprechenden Umrech-
nungen: 8 8 z: = ~ . 1,414-103,5. 

Wird diese Größe in die obige Gleichung eingesetzt, so erhält sie nach Umrech
nung die Gestalt: 

~: = ~ ·1,518 + 20,5. 

Mit diesen beiden Ausdrücken für SJl2 und 8 1/11 nimmt die letzte der drei 
Gleichungen die Gestalt an: 

5,25 · 8~ (1,414 + 1,518 + 1,0) + 5,25 · (20,5 -103,5) + 400 = o. 
Daraus 

~: = +1,732. 
Mit diesem Wert findet sich: 

~2 = + 1,732 ·1,414 -103,5 = -101,15, 
2 

~. = + 1, 732 . 1,518 + 20,5 = + 23,13. 

Es ergeben siqh hiernach die Stabkräfte: 

B1 = + 23,13 . 7,08 = +163,76kg, 
82 = -101,15 . 7,86 = -797,06 kg' 
Ba=+ 1,732 · 8,59 = + 14,88kg, 

es wird also Stab ® gedrückt, da~gen Stab CD und@ gezogen. 
Wir haben in der Ebene gesehen, daß wir durch eine entsprechende Projek

tionsrichtung die Lösungsgleichungen mathematisch vereinfachen konnten (Pro
jektionsverfahren), indem wir zwei Gleichungen aufstellten, in denen nur je eine 

M Unbekannte vorkam. Das Entsprechende können wir 
/ '2,.9 auch bei den Kräften im Raum durch eine Projektion 

/. erreichen. Wir wollen also drei Gleichungen auf-
stellen, in denen nur je eine Unbekannte vorkommt. 
Soll z. B. eine Gleichung nur die Stabkraft 8 1 als 
Unbekannte enthalten, so mÜjlsen wir als Bezugsachse 
eine Gerade wählen, für die die beiden Stabkräfte 8 2 

und Ba keine Komponenten ergeben, d. h. die Achse 
muß nach früheren Ausführungen zu beiden Stabrich
tungen senkrecht stehen (Abb. 70). Es ist dies die 
Normale zur Ebene aus® und@: N 2 a· Stellen wir Abb. 70. Das Projektionsver-

fahren beim Dreibook. jetzt die Summe aller Kraftkomponenten in der Rich-
tung von N23 auf, sö sehen wir, daß nur P und 8 1 

Werte für diese Gleichung liefern; die Komponenten von 8 2 und Ba werden 
Null, da diese Kräfte senkrecht zu N 2 a verlaufen. Unter Einführung des Zug
pfeiles für 8 1 lautet die Gleichung: 

p . cos n - sl . cos Cfll = 0. 
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Es wird also hier der Stab gezogen, da sich die Größe S1 als positiv ergibt. 
Auf eine Schwierigkeit muß allerdings hingewiesen werden : die Winkel f{J1 

und :n; sind im allgemeinen Fall nur durch umständliche Projektionen zu 
gewinnen; das Verfahren wird deshalb nur für besondere Fälle Bedeutung 
haben. -

Es war oben bei der Aufstellung der Gleichgewichtsbedingungen schon gesagt, 
daß die Wirkungslinien der drei Gleichgewichtskräfte nicht in einer Ebene liegen 
dürfen. Ist dies der Fall und wirkt die Kraft P in der
selben Ebene, dann ist die Aufgabe vieldeutig, da bei 
Kräften der Ebene an dem gleichen Punkt nur zwei 
Gleichungen vorhanden sind, denen hier drei Unbekannte 
gegenüberstehen. Wir haben also, wie früher erwähnt, 
ein statisch unbestimmtes System. Solche Gebilde können 
mit Hilfe der statischen Gesetze allein nicht gelöst 
werden. Wirkt P dagegen unter einem gewissen Winkel Abb. 71. Eine Kraftschräg 

zur Ebene dreier Stäbe. 
gegen die Ebene der drei Stäbe (Abb. 71), dann wird das 
Stabsystem sich um die drei Fußpunkte drehen. Die drei Fußpunktgelenke 
wirken wie ein Scharnier. Es ist also kein Gleichgewicht möglich. Analytisch 
können wir die Unmöglichkeit des Gleichgewichtsfalles dadurch sehen, daß die 
Komponentenbedingung senkrecht zu der Stabebene nicht erfüllt werden kann, 
da ja S1 , S2 , S3 keine Komponenten in der Richtung senkrecht zur Ebene haben; 
eine Komponente von P senkrecht zur Ebene der drei Stäbe kann also keine 
Gegenkraft erfahren, d. h. sie kann 
nicht aufgenommen werden. 

19. Die graphische Behandlung 
des dreibeinigen Bockgerüstes. Die 
graphische Ermittlung der Stab
kräfte im räumlichen Dreibockgerüst 
kann nach verschiedenen Verfahren 
vorgenommen werden. Sehr nahe
liegend ist der Gedanke, die Aufgabe 
anschließend an das Kräfteparallel
epiped zu lösen. Denn aus diesem 
geht hervor, daß die Zerlegung der 
Kraft in ihre drei Komponenten, Abb. 72. Zerlegung einer 
deren Richtungen durch die Stab- räumlichen Kraft in drei 

Komponenten. 
achsen gegeben sind, möglich ist, 
indem wir, wie oben bemerkt, mit 

0 

c 

Hilfe der gegebenen Geraden um die Kraft P ein Parallelepiped aufbauen 
(Abb. 72), d. h. ein solches herstellen, in dem P die Raumdiagonale dar
stellt und die Kanten mit den gegebenen Komponentenlinien zusammenfallen. 
Die so erhaltenen Komponenten K 1 , K 2 , K 3 stellen dann die Wirkungen de 
Kraft P auf die Stäbe dar. Die Stabkräfte selbst sind diesen Kraftkomponenten 
entgegengesetzt gerichtet, aber gleich groß. Wenn wir also die gegebene Kraft P 
in ihre drei Komponenten in den Stabrichtungen zerlegte;n und diesen erhaltenen 
Kräften das umgekehrte Vorzeichen am Knotenpunkt 0 geben, erhalten wir die 
Stabkräfte, d. h. nun die inneren Kräfte, die P das Gleichgewicht halten. Um 
das Parallelepiped zeichnen zu können, legen wir durch den Endpunkt E der 
Kraft P eine Ebene parallel zur Ebenezweier Stäbe, z. B. CD und (g). Der Durch
stoßpunkt der dritten Geraden, parallel zu @ durch diese Ebene, ergibt die Größe 
dieser dritten Kraft (00). Verbindet man den so gewonnenen Punkt 0 mit E 
und zieht durch 0 eine gleich große Parallele OF, so entsteht das Parallelogramm 
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0, 0, E, F, in dem die Strecke OF die Resultierende der beiden noch fehlenden 
Kräfte K1 und K 2 ist. Man hat also diese Resultierende zu zerlegen in die Rich
tung CD und ®. 

Das Bockgerüst wird in weitaus den meisten Fällen im Grundriß und Aufriß 
in beliebiger Lage gegeben sein. Um die durch denPunktE zu legende parallele 
Ebene bequemer finden zu können, wird man eine neue Projektion (Seitenriß) 
so zeichnen (Abb. 73), daß sich in ihr zwei Stäbe (CD und @) überdecken und faßt 
nun diesen neuen Riß (Abb. 73c) als Aufriß auf, der zu dem gegebenen Grundriß 
gehört. Um den alten Aufriß braucht man sich nicht mehr zu kümmern. Nun 
kann man in diesem neuen Aufriß das angegebene Parallelogramm 0, C, E, F 
zeichnen. Den Grundriß dieses Parallelogramms erhält man, indem man den 

b 

Endpunkt C auf den Stab ® 
~ n 1>-<w. "ino Vodängorung hc,. 

Orvck rlug_ .Ii z" unterprojiziert, diesen Punkt 
.~:... a mit E verbindet und die Par-
ZJZr 
K/ Kj Kj allele durch 0' zeichnet. 

d 
Strecke OC stellt im Grundriß 
und Aufriß die Kraft K 2 dar, 
die Strecke OF die Resultie
rende von K~ und K~. Die 
Zerlegung von 0 F im Grundriß 
liefert die Komponenten K 1 , 

P"' ', Ka (die auch in den alten Auf-
~~;1// ', cnr riß übertragen Werden kön
~ nen).DiesogefundenenGrößen 
"<!' K1 , K 2 , Ka sind die Kompo

c 

Abb. 7 3. Gleichgewichteiner Kraft mit drei Kräften im Raum. 

nenten von P; sie wirken B.uf 
die einzelnen Stäbe ein und 
erzeugen in diesen Kräfte, die 
umgekehrt auf den Punkt 0 
wirken, d. h. sl und s2 sind 

Druckkräfte, dagegen ist S 2 Zugbeanspruchung. Für die endgültige Lösung der 
Aufgabe benötigt man natürlich die wahre Größe von K 1 , K 2 , Ka bzw. S 1 , S 2 , Sa 
Sie kann in bekannter Weise nach den Regeln der Darstellenden Geometrie aus 
Grundriß und Aufriß ermittelt werden (Abb. 73d). Man kann aber auch den 
übersichtlicheren Grundriß allein verwenden, indem man Gebrauch davon macht, 
daß sich die wahre Kraft S1 ( = K 1) zur Grundrißprojektion verhält wie die wahre 
Stablänge zu ihrer Grundrißprojektion. 

Dieses V erfahren bietet bei einem Bockgerüst in allgemeiner Lage meistens 
wenig übersichtliche Figuren. Der darin liegende Grundgedanke erweist sich 
aber vielfach zweckmäßig bei Sonderlagen der durch einen Punkt gehenden 
Stäbe, wie das Übungsbeispiel auf Seite 47 zeigt. 

Bei allgemeiner Anordnung eines dreibeinigen Bockgerüstes geschieht die Er
mittlung der Stabkräfte am besten nach dem Verfahren von CULMANN1• Gegeben 
sei wieder das Bockgerüst (Abb. 74) mit der Kraft P, im. Grundriß und Aufriß. 
(Die wahre Größe der Kraft P läßt sich leicht durch die beiden Projektionen er
mitteln). Statt nun zu sagen, P muß im Gleichgewicht stehen mit S1 , S 2 und Ba, 
kann man auch sagen: die Resultierende von zweien der vier Kräfte, etwa von S 1 

und S3 , muß im Gleichgewicht stehen mit der Resultierenden der beiden anderen 

1 CuLMANN ist als Begründer der Graphischen Statik anzusehen. Er war bei Grün
dung der Eidgenössischen Technischen Hochschule 1855 in Zürich dorthin als Professor aus 
Deutschland berufen worden. 
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Kräfte, also P und B2 • Zwei Kräfte können aber nur im Gleichgewicht stehen, 
wenn sie in dieselbe Linie fallen, d. h. die Resultierende aus B1 und Ba muß in die 
gleiche Gerade fallen wie diejenige von P und B2 • Andererseits fällt aber die Re
sultante von zwei Kräften in derselben Ebene (B1 , Ba bzw. P, B2) in diese Ebene; 
demgemäß verläuft die Resultierende von B1 und B3 in der Ebene 1-0-3 und 
diejenige von P und B2 in der Ebene p-0-2, wobei p der Durchdringungspunkt 

[P] 
p 

c 

Sa 

Abb. 74. Das CUL.'IUNNsche Verfahren. 

der Kraft P mit der Grundrißtafel ist. Da aber diese Resultierenden auch in die 
gleiche Linie fallen müssen, liegen beide in der Schnittlinie h der erwähnten 
Ebenen 1-0~3 und p-0-2. Diese Schnittlinie ist sofort zu konstruieren durch 
zwei Punkte; ein Punkt der Schnittlinie ist der Punkt 0, der ja beiden Ebenen 
angehört; andererseits sind die Geraden 2-p bzw. 1-3 (vgl. den Grundriß 
Abb. 74b) die Grundrißspuren der fraglichen Ebenen; der Schnittpunkt 8 beider 
Spuren ist ein wirklicher Schnittpunkt, der also auch beiden Ebenen 1-0-3 und 
p-0-2 angehört. Die Verbindungslinie der Punkte 0 und sliefert zunächst im 
Grundriß die Schnittlinie h. Sie ist in den Aufriß zu übertragen. In dieser Schnitt
linie liegt sowohl die Resultierende von P und B2 !tls auch dieienige von B1 und 
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B3 (R13). Zur Lösung der Aufgabe werden wir nun zuerst P mit B2 und R1 a ins 
Gleichgewicht setzen und dann die Resultierende R1 a wieder in ihre Bestandteile 
S1 und B3 zerlegen. Die praktische Durchführung dieses zweiten statischen Teiles 
der Aufgabe kann auf zwei verschiedene Arten erfolgen. 

1. Man zeichnet den Grundriß und Aufriß für das Kraftdreieck aus der ge
gebenen Kraft P und den Parallelen zu den Unbekannten R13 und S2 ; dann zum 
Zwecke der Zerlegung der Kraft R1 a das Kraftdreieck aus dieser Kraft und den 
Parallelen zu B1 und Ba. Die Resultierende R1 3 stellt für die praktische Lösung 
der Aufgabe nur eine Hilfslinie dar, um das räumliche Krafteck P-S1~Ba-B2 
zu konstruieren, dessen Grundriß und Aufriß in Abb. 74a und b dargestellt ist. 
Der Umfahrungssinn dieses Kraftecks gibt den Richtungssinn der Stabkräfte an. 
Natürlich müssen Grund- und Aufriß den gleichen Richtungssinn ergeben, und 
die gewonnenen Eckpunkte beider Projektionen müssen lotrecht übereinander
liegen. Aus den so gewonnenen Projektionen der gesuchten Stabkräfte sind dann 
noch ihre wahren Größen zu bestimmen. 

2. Man kann aber auch zur Ermittlung der Stabkräfte B1 , B2 , Ba die gewon
nenen Dreiecke 1-0-3 bzw. p-0-2 um ihre Grundrißspuren umklappen, bis 
sie in der Grundrißtafel liegen (Abb. 74c) und nimmt dann die Gleichgewichts
aufgabe und Zerlegung an den in wirklicher Länge erscheinenden Größen vor, 
zunächst das Krafteck aus den Parallelen zu [ P], [ 2], [ R1 a], dann das aus [ R1 aJ 
und den Parallelen zu [1] und [3]. Das letzte Verfahren hat den Vorteil, daß die 
Stabkräfte dann sofort in wahrer Größe erscheinen, während beim ersten Ver
fahren als Ergebnis zunächst die Projektionen der Stabkräfte vorkommen und 
deren wahre Größen dann noch durch Drehen oder Umklappen zu gewinnen 
sind. Eine Anwendung des CuLMANNschen Verfahrens ist in dem Beispiel auf 
Seite 48 gezeigt. 

Der Grundgedanke der CULMANN'schen Lösung ist der gleiche wie beiJll Ver
fahren mittels des Kräfteparallelepipeds: Die Kraft P ist ins Gleichgewicht zu 
setzen mit einer der drei gesuchten Kräfte u:p.d der Resultierenden der beiden 
anderen Stabkräfte, und dann ist diese Resultierende wieder zu zerlegen; es ist 
lediglich ein anderer Gedankengang für die Ausführung verwandt. 

20. Sonderfälle bei räumlichen Kräften. Zum Abschluß der Erörterungen über 
räumliche Kräfte an dem gleichen Punkt mögen noch Sonderfälle betrachtet 

Abb. 75. Sonderbelastung 
eines dreibeinigen Bock

gerüstes (S, =P). 

werden, wie wir dies auch bei 
den Kräften in der Ebene getan 
haben. Wenn auf das dreibeinige 
Bockgerüst keinB Kraft wirkt, 
dann werden die Stabkräfte ein
deutig Null, denn das Kräfte
parallelepiped schrumpft in ei
nen Punkt zusammen. Fällt die 

Abb. 76. Sonderbelastung Last in die Richtung eines Sta
eines dreibeinigen Bock- bes (Abb. 7"), RO nimmt dieser 

gerüstes (S, = 0). lJ -

Stab G) die ganze Last auf (hier 
als Druck) und die beiden anderen Stäbe werden keine Kraft erhalten; es folgt 
dieses unmittelbar aus der Bedingung, daß die Summe der Komponenten aller 
Kräfte in einer Richtung ser1krecht zur Stabebene ®, ® Null sein muß. Fällt 
umgekehrt die Kraft in die Ebene zweier Stäbe (Abb. 76), z. B. ® und @, so 
liefert die angegebene Komponentenbedingung, daß B1 Null wird. Die Stab
kräfte B2 und Ba werden dadurch gefunden, daß in der Ebene ® , ® das 
Parallelogramm aus P, B2 und Sa gebildet wird. 'Es ergibt sich eine eindeutige 
Lösung. 
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Gehen durch einen Punkt mehr als drei Stäbe im Raum, dann ist die Aufgabe 
statisch unbestimmt, da ja nur drei Gleichgewichtsbedingungen zur Verfügung 
stehen. Wenn also keine Kraft wirkt (Abb. 77), dann brauchen diese Stabkräfte 
nicht Null zu werden, sondern können irgendeinen beliebigen Wert annehmen. 

() 

.e 
Abb. 77. 

Vierbeiniges Bockgerüst; 
statisch unbestimmt. 

Abb. 78. 
Vierbeiniges Bockgerüst, 

teilweise unbestimmt. 

Abb. 79. 
Teilweise bestimmtes Stabsystem. 

Ähnlich wie in der Ebene gibt es natürlich auch hier Fälle, wo trotzdem ein ein
zelner Stab von denviereneine bestimmte Stabkraft aufweist. Wenn z. B. (Abb. 78) 
drei von den vier Stäben in einer Ebene liegen (82 , 83 , 84), dann ist die Kraft 81 

eindeutig bestimmt; man braucht nur die Summe der Komponenten aller Kräfte 
für die Richtung N senkrecht zu dieser Ebene 
gleich Null ·zu setzen: 

p · COS1t -81 • COSiX1 = 0. 

Entsprechendes würde auch gelten, wenn mehr 
als drei Stäbe sich in einer Ebene befinden 
(Abb. 79). Es ergibt sich hier sofort: 

85 = ~P. 

Dagegen sind die Stabkräfte 81 , 82 , 83 , 84 un
bestimmt. Wirkt in solchen Fällen überhaupt 
keine Last, so erhält immer der Stab, der aus 

][ p 
.p 

der Ebene herausfällt, eindeutig die Kraft Null, Abb. so. Räumliches Stabsystem, bei 
während die anderen Stäbe vieldeutige Kräfte dem verschiedene Stäbe N11.ll werden. 

aufweisen. 
Derartige Sonderfälle können bei räumlichen Stabgebilden vielfach vorkom

men. Für die Anordnung der Abb. 80 würde sich z. B. aus Knoten I ergeben, daß 
die Stabkraft 8 6 gleich P ist, ebenso wird an Knoten III die Stabkraft 810 = P; 
Knoten VI liefert 88 = P und andererseits 8 14 = 815 = 0; entsprechend ergibt 
Knoten\ VIII die Werte 812 = P und 816 = 817 = 0. 

Übungsaufgaben. 
I. Aufgabe. Der in Abb. 81 dargestellte Mast sei zunächst durch die sechs 

Kabell ... 6 gegen die Erde verspannt; es werden dann diese sechs Spannkabel 
ersetzt durch vier andere e1 ••• e4 . In welchem Verhältnis stehen die Seilkräfte in 
beiden Fällen, wenn für die Standfestigkeit des Mastes die gleichen Voraus
setzungen (gleiche Bodendruckkraft) gegeben sein sollen? 

Lösung. Da die Fußpunkte der ersten Kabel in einem Kreis mit einem Durch
messer von 80 m liegen und die anderen Enden in einer Höhe von 60 m an
geschlossen sind, wird der Neigungswinkel gegen die Lotrechte bestimmt durch 

40-10 30 
tgiX = _6_0_ = 60. 
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Die Kabel e1 .•. e4 dagegen schließen mit der Lotrechten einen Winkel ß ein: 

A 
' ' 

tg ß = 55 -:-J:Q = 45 
60 60. 

Die sin- und cos-Werte sind bestimmt durch: 

' 
/ 

60 . 30 
cos~ = --~ s1n~ = ---~ V 602 + 302 ' V 602 + 302 ' 

ß 60 "ß 45 
cos = V602 + 452' Sill = V602 + 452. 

Die vom Boden auf den Mast wirkende 
Kraft N muß mit den in den Kabeln 
1 ... 6 bzw. e1 . •. e4 wirkenden Kräften 
im Gleichgewicht stehen. Da es sich 
hier um Kräfte an dem gleichen An
griffspunkt handelt, müssen die drei 
Bedingungen erfüllt sein: 

2:Xi = 0 ; 2: Y, = 0 ; 2: Z1 = 0 . 

Die Komponentenrichtungen dürfen 
beliebig gewählt werden; wir werden 
dabei zweckmäßig die in dem Bild vor
handene Symmetrie verwenden und 
wählen die z-Richtung nach abwärts, 
die x-Richtung im Grundriß von links 
nach rechts, die y-Richtung von vorne 
nach hinten. Zwecks Zerlegung der 
Kabelkraft 8 in diese Richtungen denkt 
man sich durch ein Kabel und die Mittel
achse des Mastes eine lotrechte Ebene 
gelegt und,. zerlegt die Kraft S in die
ser Ebene in eine waagerechte und eine 
lotrechte Komponente. Erstere ist be
stimmt durch 8' = 8 · sin ~' letztere 
durch Z = 8 · cos ~ . Die lotrechten 
Komponenten müssen sich mit N auf
heben, es muß also sein: 

(81 +82 +83 +84 +85 +86)cos~ = N. 
Abb. 81. Übungsbeispiel. DieRichtungen derwaagerechten Kom-

ponenten 8' stimmen mit den Grundriß
projektionen der Drahtkabeln überein und haben die Größe 81 · sin ~ . . . Unter 
Annahme voller Belastungssymmetrie (d. h. wenn gleiche Vorspannungen in den 
Kabeln vorliegen) müssen die Stabkräfte 81 • •• 86 gleich groß sein; dann sind 
auch 8~ ... 8~ einander gleich, und es wirken demgemäß in der Ringebene sechs 
gleich große Kräfte in den im Grundriß angegebenen Richtungen 1' ... 6'. Ihr 
zugehöriges Krafteck ist geschlossen. Es stehen also die Horizontalkomponenten 
der Kräfte 81 ••• 86 für sich im Gleichgewicht, und andererseits ist: 

68·cos~=N. 

Aus letzterer Gleichung berechnet sich 

8-~ - 6 COSC\. 



Sonderfälle bei räumlichen Kräften. 47 

Soll der Mast nun durch die vier Kabel e1 ••. e4 gehalten werden, so läßt sich eine 
entsprechende Betrachtung durchführen. Die waagerechten Komponenten der 
vier gleich großen Spannkräfte S1 ... S4 heben sich wieder auf und andererseits ist 

4S·cosß=N, 
- N s =----- . 4 cosß 

Die Spannkräfte in den Drahtkabeln der verschiedenen Kabelanordnungen ver-
halten sich also S 2 cos ß 

s- = 3. cosa: = 0,596. 

Wollte man mit den X-, Y-Komponenten analytisch weiterrechnen, so müßten 
die waagerechten Komponenten S' bzw. S' in eine X- und eine Y-Komponente 

s, 2,J 

(tJ 
Y-700l<g 3' II 

0 tOll 2/KJ JOO 'IIJIJ 500l<S 

Abb. 82. ÜbungsbeispieJ. 

zerlegt und dann die Summen der Komponenten in diesen Richtungen aufgestellt 
werden. Man erhält für die sechs Kabel: 

s~ + s~ . sin 30° + s~ . sin 30°-s~ ~ s~ . sin 30°-s~ . sin 30° = 0. 
s~ . cos 3o o + s~ . cos 3o o - s~ . cos 3o o - s~ . cos 3o o = o . 

Man erkennt sofort, daß die Gleichungen erfüllt sind, da die Kräfte S~ ... S~ 
einander gleich sind. Entsprechendes gilt für die vier Kabel. 

2. Aufgabe. Der in Abb. 82 in Grundriß und Aufriß dargestellte Dreibock 
stehe unter dem Einfluß einer waagerechten und einer lotrechten Kraft. Gesucht 
sind die Stabkräfte. 

Lösung. Die Resultierende der Stabkräfte 8 2 und 83 liegt einerseits in der 
Ebene der Stäbe® und@, andererseits in der Ebene der Kräfte H, V, S1 , da 
sie mit deren Resultierenden im Gleichgewicht stehen muß, d. h. sie muß in 
der Schnittlinie der beiden Ebenen liegen; da sich in der Aufrißprojektion die 
Stäbe ® und @ überdecken, fällt auch R2 3 in diese Spur. Man hat dem-
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gemäß im Aufriß das Krafteck zu bilden aus H, V und den Parallelen zu den 
Stäben ® (bzw. @)und Q). Die so im Aufriß gefundene Kraft S1 ist bereits die 
wahre Stabkraft, weil Stab Q) der Aufrißtafel parallel läuft. Um s2 und s3 ZU 

ermitteln, ist dann R2 3 in ihre Komponenten in den beiden Richtungen ®und @ 
zu zerlegen. Zu diesem Zweck klappt man am besten ihre Ebene um die beiden 
Fußpunkte in die Grundrißtafel und zerlegt in dieser die Resultierende R2 3 in 
ihrer wahren Größe (aus dem Aufriß) in die beiden Richtungen. Die umgeklappte 
Ebene ist gestrichelt eingezeichnet. Das Kraftdreieck für die umgeklappte 
Ebene gibt die wahre Größe von S2 und S3 an. 

3. Aufgabe. Auf das Bockgerüst der Abb. 83 wirkt eine waagerechte Kraft P. 
Gesucht sind die Stabkräfte. Die Lösung erfolgt mit Hilfe des ÜULMANNschen 
Verfahrens. 

p 

I 
I 

I 

Abb. 83. Übungsbeispiel. 

fl/ 
I 

I 

I 
I 

Lösung. Wir fassen P, S1 und S 2 , S3 zusammen, bestimmen also nach Seite 43 
die Schnittlinie h der Ebene von P und Stab Q) und der Ebene der Stäbe @, @. 
Um diese zu gewinnen, gehen wir vom Grundriß aus. Ein gemeinschaftlicher 
Punkt der beiden Ebenen ist der Punkt 0, ein anderer Punkt der gesuchten 
Schnittlinie h ist der Schnittpunkt der Grundrißspuren der beidenen Ebenen. Da 
P horizontal verläuft, also parallel der Grundrißtafel, verläuft die Grundrißspur 
der Ebene P, Q) parallel zu P' durch den Punkt 1'. Die Grundrißspur der Ebene 
@, @ist durch die Verbindungslinie der Punkte 2' und 3' gegeben. Der Schnitt
punkt s' der beiden Spuren gibt den zweiten Punkt der Schnittlinie h an, so daß 
diese also gegeben ist durch die Verbindungslinie der Punkte s' und 0'. s in den 
Aufriß übertragen, ergibt die Linie h". Man hat nun Gleichgewicht herzustellen 
zwischen P, S1 und R23 , und dann R23 in die Richtung der Stäbe® und@ zu 
zerlegen. Um sofort die wahre Größe der Stabkräfte zu erhalten, sind hier die 
entsprechenden Dreieckes', 1', 0' bzw. 2', 3', 0' in die Grundrißebene umgeklappt 
und dann die Kraftdreiecke aus [P] und den Parallelen zu [1] und [k] bzw. aus 
dem so gefundenen H und den Parallelen zu [2], [3] gezeichnet. 



Zweiter Teil. 

Kräfte in der Ebene zerstreut anf einen Körper wirkend. 

Die jetzt zu betrachtenden Kräfte gehen nicht mehr durch einen Punkt. 
Durch die Wirkung der zerstreut liegenden Kräfte treten neue Begriffe auf, die 
wir erst kennenlernen wollen. 

IV. Statisches Moment. Kräftepaare. 
21. Vom statischen Moment. Denken wir uns eine Platte, etwa eine dünne 

Holzplatte, in einem Punkt C durch einen Stift festgehalten (Abb. 84), dann wird 
sich die Platte unter dem Einfluß einer beliebigen Kraft 
in ihrer Ebene drehen, sofern diese Kraft P nicht durch 
den Festpunkt C geht. Eine derartige Drehwirkung tritt 
in der Praxis sehr häufig auf, wir brauchen deshalb ein 
Maß für diese Drehung. 

lJrehsi1111 
Die Drehwirkung wird offenbar um so größer, je größer 

die Kraft P ist bei gleichem Abstand r, und andererseits 
Abb. 8.4. Das Drehmoment wächst sie mit größerem r bei -gleicher Kraft P . Ein be- oder statische Moment. 

stirnrotes Maß der Drehung kann man erreichen durch eine 
kleinere Kraft in größerer Entfernung oder eine entsprechend größere Kraft in 
kleinerer Entfernung. Zusammengefaßt können wir sagen. Die Drehwirkung ist 
proportional P · r, d. h. (P · r) gibt ein Maß für die Drehwirkung an. Diese 
Größe nennt man nun das statische Moment oder Dreh
moment der Kraft P bezüglich des Punktes C: 

M=P·r. (18) 
Die Entfernung r wird Hebelarm und der Punkt C Dreh
punkt oder Momentenpunkt genannt. Durch den Aus
druck (P · r) ist aber das Moment noch nicht ganz gekenn
zeichnet, denn die Drehwirkung ist nicht allein durch die 
Größe festgelegt, sondern sie besitzt auch einen Drehsinn, 
etwa Uhrzeigersinn oder umgekehrt. Allgemein wird es 
positiv genannt, wenn es im Uhrzeigersinn dreht, andern
falls negativ. Demgemäß ist als statisches Moment das 
mit dem Vorzeichen versehene Produkt von P · r zu be
zeichnen. Man erkennt sofort, daß in Abb. 84 die Platte 

Abb. 85. Das statische 
Moment verschiedener 

Kräfte. 

im Uhrzeigersinn gedreht wird; das ausgelöste Drehmoment ist also positiv. 
Vielfach sind die Kräfte unabhängig von dem Körper gezeichnet, auf den sie 

wirken (Abb. 85). Um hier den Drehsinn des Moments festzustellen, ist es für den 
Anfänger zweckmäßig, den Hebelarm als Kurbelarm aufzufassen, der im Punkt C 
drehbar befestigt ist, und dann nachzuprüfen, ob dieser Kurbelarm durch die 
betreffende Kraft im Uhrzeigersinn gedreht wird oder umgekehrt. Man erkennt 
sofort, daß in Abb. 85 die Momente von P 1 und P 3 positiv sind, dagegen dasjenige 
von P 2 negativ ist. 
4 Schlink, Statik. 2. u. 3. Auil. 
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Da das Moment durch das Produkt von P · r gegeben ist, verschwindet es, 
wenn entweder P = 0 ist oder r = 0, d. h. wenn die Kraft durch den Momenten
punkt hindurchgeht, liefert sie kein Moment. 

Ein anschauliches Maß für die Größe des Drehmoments erhält man dadurch 
daß man die Endpunkte der Kraft P mit dem Momentenpunkt verbindet; de; 

Inhalt des so entstandenen Dreiecks (Abb. 86) ist gegeben durch p ~ r . Dem-

8 gemäß ist das Moment selbst dargestellt durch den doppelten AUrensinn Inhalt dieses Dreiecks. Man erkennt auch leicht, daß der 
Drehsinn des Moments dem durch P festgelegten Umlaufsinn 
des Dreiecks entsprioht, d. h. wenn der durch P gegebene 
Umlaufsinn der Uhrzeigerdrehung entspricht, dreht auch die 

A C Kraft P im Uhrzeigersinn und umgekehrt. Natürlich ist hier 
Abb. 86. der Begriff "Flächeninhalt" weiter zu fassen, da es sich ja 

Geometrische Dar· nicht um eine eigentliche Fläche in cm2 handelt, indem die 
stellung des stati · 
sehen Momentes. Grundlinie eine Kraft und die Höhe eine Länge darstellt, 

also die Dimension kg · cm vorliegt. 
An Stelle des Ausdrucks P · r kann man auch einen anderen einführen, der 

sich aus Abb. 87 ergibt. Durch den ganz beliebig gewählten Momentenpunkt 0 
sei ein rechtwinkliges Koordinatenkreuz gelegt; der Anfangspunkt A der Kraft P 
besitze die Koordinaten x, y. Dann ist der Hebelarm gegeben durch: 

(0-y·COSc& 
f'O-x·since 
ff=r 

r = y · COSIX- X· sintX, 
demgemäß 

M = P · r = P · (y · costX- x · sintX) 
oder 

M = (P · costX) · y- (P · sintX) · x. 
Nun ist aber P · costX die X-Komponente von 
P und P · sintX die Y-Komponente, so daß ent
steht: 

M=X·y-Y·x. (19) 

Die Kraft P, d. h. ein Vektor, ist also jetzt er
Abb. 8~e:'~t~~~~~a~~~:nf~druck setzt durch die Komponenten X und Y. Die 

erste Darstellungsweise von M ist eine vek
torielle Darstellung, die zweite dagegen eine algebraische. Der Ausdruck 

X·y~Y·x 

erlaubt noch eine besondere statische Deutung. Da y der Abstand der Kraft X 
vom Momentenpunkt 0 ist, stellt (X · y) das Moment der Kraft X für den Punkt 0 
dar, und zwar einschließlich des Vorzeichens. Ebenso ist- (Y · x) das Moment 
der Kraft Y um den Punkt 0, die umgekehrt dem Uhrzeigersinn dreht. Es stellt 
also der Ausdruck (X· y- Y · x) die algebraische Summe der Momente der 
Komponenten X und Y für den Punkt 0 dar. Demnach ist das Moment der Kraft 
P für einen beliebigen Punkt gleich der algebraischen Summe der Momente 
ihrer Komponenten X und Y für denselben Punkt; oder umgekehrt: die Summe 
der Momente der beiden Kräfte X, Y ist gleich dem Moment ihrer Resultieren
den P für denselben Punkt. 

Dieser Satz gilt auch, wenn P in zwei Komponenten zerlegt ist, die nicht 
aufeinander senkrecht stehen, er gilt sogar auch für beliebig viele Kräfte (Abb. 88) 
Man nennt ihn den Satz vom statischen Moment der Kräfte: 

Die algebraische Summe der MO'fl'l,ente der Kräfte P1 .•. Pn für irgendeinen 
Punkt 0 ist gleich dem MO'fl'l,ent ihrer Resultierenden R für denselben Punkt. 
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Der Beweis ist einfach zu führen. Wenn das Moment der Kräfte P 1 ... P" 
für den Punkt C mit M 1 ... M" bezeichnet wird und das Moment von R für den
selben Punkt C mit M R, so kann der Satz durch die Formel dargestellt werden: 

(20) 

wobei .I M 1 die algebraische Summe der Momente aller Kräfte bedeutet. Die 
Komponenten der Kräfte P1 seien mit X 1 , Y1 bezeichnet, dann stellen sich die 
einzelnen Momente der Kräfte P1 nach der f p, 
Gleichung (19) in der Form dar: +y 1--- R 

M 1 = X1y- Y1x, I : 
I 
I 
I 
I M" = Xny- Ynx, 

wobei X, y für alle Momente die gleichen Größen rL - - - - - -
sind, weil ja alle Kräfte nach Voraussetzung +X 

durch denselben Punkt hindurchgehen. Es ist Abb. 88. Satzvomstatischen Moment 
d der Kräfte. 

emgemäß: 

.IM;= (Xl + ... X;+ ... Xn) · y- (Yl + ... Y; + · .. Y") · x, 

.IM; = (.I X;) . y - (.I Y;) . X. 

Was stellt nun die rechte Seite dieser Gleichung dar? Nach früherem sind .I X 1 

und .I Y 1 die Komponenten der Resultierenden; also ist die rechte Seite genau 
so gebildet wie diejenige von M1 , nur sind die Komponenten der Kraft P1 ersetzt 
durch die Komponenten der Resultierenden. Da andererseits x, y unverändert 
geblieben sind, ist die rechte Seite der Gleichung nichts anderes als das Moment 
der Resultierenden R für den Punkt C: 

(.I X;). y- (.IY;). X= MR. 

Damit ist in der Tat gezeigt, daß .I M1 = MR-
22. Gleichgewichtsaussagen. Mit Hilfe dieses Satzes kann eine neue Gleich

gewichtsaussage gemacht werden, die für viele Aufgaben von Bedeutung ist. 
Wenn die auf einen Punkt wirkenden Kräfte im Gleichgewicht stehen sollen, dann 
muß ihre Resultierende verschwinden. Infolgedessen muß auch das Moment der 
Resultanten für jeden beliebigen Drehpunkt Null werden, also z. B. auch für C. 
Da aber das Moment der Resultierenden gleich der Summe der Momente der 
einzelnen Kräfte ist, muß für den Fall des Gleichgewichts .I M1 verschwinden. 
Es ist damit das Ergebnis gewonnen: 

Stehen Kräfte in der Ebene an demselben Punkt im Gleichgewicht, so. ist die 
algebraische Summe der Momente aller Kräfte für jeden beliebigen Punkt der Ebene 
gleich Null. 

Der Satz ist hier bewiesen für Kräfte an demselben Punkt; er gilt aber, wie 
sich später zeigen wird, ganz allgemein für jeden Gleichgewichtszustand belie
biger Kräfte. 

Da für jeden Punkt die Summe der Momente verschwinden muß, kann man 
beliebig viele Gleichgewichtsbedingungen dieser Art aufstellen; sie müssen tat
säeblieb alle erfüllt sein. Andererseits haben wir aber schon früher festgestellt, 
daß für Kräfte in der gleichen Ebene an demselben Punkt nur zwei selbständige 
Gleichgewichtsbedingungen vorbanden sind, infolgedessen können auch hier von 
den beliebig vielen Momentengleichungen nur zwei voneinander unabhängig sein, 
alle übrigen müssen eine Folge dieser beiden sein. Eine Momentengleichung 

4* 
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sichert noch kein Gleichgewicht; denn wenn die durch einen Punkt laufenden 
Kräfte P; (Abb. 88) eine Resultierende haben, so verschwindet ja trotzdem deren 
Moment und damit auch die Summe der Momente der Kräfte für jeden Punkt 
auf R. Wenn wir also bei der Nachprüfung der Frage, ob .IM,= 0, zufällig 
einen Momentenpunkt I auf der etwa vorhandenen Resultierenden R annehmen, 
dann ist (.I M;)z = 0, obwohl R tatsächlich vorhanden ist. Wenn wir andererseits 
noch einen zweiten Punkt einführen, um die Nachprüfung der Gleichung .IM; = 0 
vorzunehmen, so dtl.rfen wir diesen nicht auf der Verbindungslinie von dem ersten 
Punkt I nach dem Schnittpunkt der Kräfte A einführen, denn es könnte die 
Tücke des Zufalls wollen, daß dann beide Momentenpunkte tatsächlich auf der 
Resultierenden, deren Vorhandensein wir ja von vornherein nicht kennen, liegen, 
und dann wäre für beide Momentenpunkte .IM; = 0 und trotzdem eine Resul
tante vorhanden. Also wenn .IM; für zwei Punkte verschwindet, die auf einer 
Geraden durch den gemeinsamen Angriffspunkt liegen, so ist damit noch kein 
Beweis für den Gleichgewichtszustand gegeben, da ja auch .IM; = 0 ist, wenn 
zufällig die wirklich vorhandene Resultante in diese Verbindungslinie fällt. Gleich
gewicht liegt aber dann mit Sicherheit vor, wenn die Summe der Momente aller 
Kräfte für zwei Punkte verschwindet, deren Verbindungsgerade nicht durch A geht. 
- Daß die Summe der Momente aller Kräfte mit dem gleichen Angriffspunkt 
für diesen Punkt als Momentenpunkt immer verschwindet, ist selbstverständ
lich, da alle Kräfte durch diesen Punkt hindurchlaufen. Diese Momentenbe
dingung sagt also gar nichts aus. 

Früher haben wir kennengelernt, daß beim Gleichgewichtszustand die Summe 
der Komponenten aller Kräfte in jeder beliebigen Richtung verschwinden muß 
(man denke daran, daß die Projektion des geschlossenen Kraftecks auf jede 
beliebige Gerade gleich Null ist); jetzt wurde festgestellt, daß beim Gleich
gewichtszustand auch die Summe der Momente aller Kräfte für jeden beliebigen 
Momentenpunkt verschwinden muß. Wir können also im Falle des Gleichge
wichts sowohl beliebig viele Komponentenbedingungen als auch Momenten
bedingungen aufstellen, aber unter all diesen Bedingungen sind nur zwei unab
hängige. Es kann demgemäß eine Gleichgewichtsaufgabe für Kräfte mit dem 
gleichen Angriffspunkt gelöst werden: entweder mit zwei Komponentenbedin

gungen oder mit einer Komponenten- und einer Mo
:rnentenbedingung oder mit zwei Momentenbedingungen. 

Letzteres möge an einem zweibeinigen Bockgerüst 
gezeigt werden, und damit wird das auf Seite 26 er
wähnte Momentenverjahren zur Ermittlung der Stab
kräfte eines ebenen Zweibockgerüstes durchgeführt. 

Das Stabsystem sei in seinen konstruktiven Abmes
sungen gegeben (Abb. 89). Als Belastung wirke die 

Abb. 89. Das Momenten· Kraft P. Am Punkt 0 muß Gleichgewicht bestehen. 
v~:~~~':. B~C:.e~~~i- Dieses Gleichgewicht ist nach der neuen Erkenntnis ge-

sichert, wenn für zwei beliebige Punkte (außer 0) die 
Summen der Momente der Kräfte verschwinden. Wie schon früher, müssen wir 
auch hier vor Beginn der Rechnung Richtungspfeile für die unbekannten Kräfte 
einführen. Wir nehmen wieder an, daß beide Stäbe als Zugstäbe auf den Knoten
punkt 0 wirken, ihre Pfeile sind also von 0 fortgerichtet. Da die Momenten
punkte beliebige Lage haben können, werden wir sie natürlich möglichst zweck
mäßig wählen, d. h. so, daß die Gleichungen einfach werden, daß wir also mög
lichst wenig Rechenarbeit zu leisten haben. Zur Berechnung der Stabkraft S1 

werden wir den Momentenpunkt am günstigsten auf die Wirkungslinie von S2 
legen, z. B. in den Punkt B, da ja für ihn die Kraft S2 kein Moment liefert. 
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Dann ist 
gegeben durch die Gleichung: 

P · P2 ~ 81 • a1 = 0. 

Es sei hier nochmals darauf hingewiesen, daß der Drehsinn des Momentes durch 

das Vorzeichen ausgedrückt wird. In der vorstehenden Gleichung ist, wie oben 

eingeführt, der rechtsdrehende (Uhrzeiger-) Drehsinn positiv angenommen. Die 

einzuführende Kraft 81 greift an 0 an (nicht an A !), ihr Moment dreht bei dem 

angenommenen Zugpfeil entgegengesetzt dem Uhrzeigersinn. Wir finden den Wert 

Sl = p. Pa. 
~ 

Zur Errechnung von 82 erhalten wir als Momentengleichung für de:ri. Fußpunkt A 

(.I M;)4 = 0: P · p1 + 82 • a2 = 0, 
also 

82 = -P. 'Pl' 
aa 

d. h. 81 wird Zug, dargestellt durch das positive Vorzeichen des Ergebnisses, 8 2 

wird Druck, da der erhaltene Wert negativ!ls Vorzeichen besitzt. 
Das Verfahren bietet gleichungsmäßig dieselben Vorteile wie das Projektions

verfahren (Nr. 13), ist aber in seiner' Anwendung, d. h. in der Aufstellung der 

beiden Gleichgewichtsbedingungen, übersichtlicher und demgemäß einfacher zu 

handhaben. 
Solche Momentenverfahren werden später eine große Rolle spielen .und haben 

vor allem besondere Bedeutung, wenn die Kräfte nicht mehr durch einen Punkt 

gehen. 
23. Kräftepaare in der Ebene. Wir kommen nun zu dem Begriff des Kräfte

paares. Ein Kräftepaar ist die Gemeinschaft zweier paralleler, gleich großer, aber 

P.~Or.'Sinn 
~ 

'm..;o 

entgege'ltgesetzt gerichteter Kräfte (Abb. 90). Durch das 
Kräftepaar ist eine Ebene bestimmt. Diese Ebene möge 
mit derjenigen einer Platte oder Scheibe zusammenfallen, 
also das Kräftepaar in der Ebene der Scheibe wirken. 
Dann erkennt man sofort, daß die Wirkung des- Kräfte
paares eine Drehung ist. Die Drehwirkung wird wieder 
durch ein Moment gemessen. Wir wollen nun als Moment 
des Kräftepaares definieren: die algebraische 8'1J4nme der Abb. 90:ß:Ji~~:!=-g eines 

Momente der beiden Kräfte filr einen ganz beliebigen Punkt 
als Momentenpunkt. Es erscheint diese Aussage, daß das Moment der Kräfte für 

einen beliebigen Punkt aufge8tellt werden kann, zunächst eigentümlich; dies sieht 

nach Vieldeutigkeit, nach Unbestimmtheit aus. Aber die Klärung tritt sofort auf, 

wenn man tatsächlich das Moment für einen beliebigen 
:Punkt aufstellt. Der Hebelarm (a + e) wird unter dem 
Einfluß der oberen Kraft P nach rechts gedreht und es 
entsteht das Moment + P (a + e); die untere Kraft P 
dagegen dreht den Hebelarm a nach links und liefert das 
Motnent ~ P · a. Die algebraische Summe ist. also: 

M = P · (a + e) - P · a = + P · e. (21) 
Abb. 91. Das Moment eines 

Krä:ftepaares. 

Man erkennt, daß die Lage des Momentenpunktes in der Gleichung überhaupt 

nicht in Erscheinung tritt, also von gar keiner Bedeutung ist. Das Moment des 

Kräftepaares ist einfach dargestellt durch das Produkt aus Kraft mal Entfernung 

der beiden Kräfte. Da man den Momentenpunkt beliebig wählen kann, kann 

man ihn auch auf eine der beiden Kräfte selbst legen (Abb. 91 Punkt C), dann 
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hat die untere Kraft das Moment Null, die obere das Moment + P · e, d. h. das 
gesamte Moment hat die Größe P · e und dreht im Uhrzeigersinn. Wenn also dies 
Kräftepaar auf eine Platte wirkt, so führt diese eine Drehung im Uhrzeigersinn 
aus. Vom statischen Gesichtspunkt aus ist die Annahme eines derartigen Mo
mentenpunktes am zweckmäßigsten, zumal sie auch sofort den Drehsinn des 

Momentes, also auch des Kräftepaares, ergibt. Man erkennt 
daraus, daß das Moment des Kräftepaares ersetzt werden kann 
dureh das statisehe Moment einer einzelnen Kraft für einen Punkt 

/!~> auf der anderen Kraft (Abb. 92). Dies ist für spätere Betrach-
tungen von Wichtigkeit. 

", An die Aussage, daß das Moment des Kräftepaares gegeben 
~ ist durch das Moment der beiden Kräfte für einen beliebigen 

Abb. 92. zusam- Punkt 0, kann man folgende Überlegung anschließen: Die Lage 
~~~m1toS:~~~ deR Momentenpunktes gegenüber dem Kräftepaar ist von keiner 
und Kräftepaar. Bedeutung; es kann also auch ein Kräftepaar gegenüber einem 

angenommenen festliegenden Momentenpunkt beliebig ver
schoben werden. Immer bleibt das gleiche Moment, d. h. die Wirkung des Kräfte
paares auf den betreffenden Körper, etwa eine Scheibe, ist immer die gleiche. Es 
ergibt sich der Satz: 

Ein auf einen Körper wirkendes Kräftepaar kann in seiner eigenen Ebene 
willkürlieh versehoben werden, ohne daß sieh die Wirkung auf den betreffenden 
Körper ändert. 

Der Ausdruck P · e für das Moment des Kräftepaares erlaubt uns noch eine 
andere Deutung: wenn man die Endpunkte der beiden Kräfte des Kräftepaares 

miteinander verbindet (Abb. 93), so entsteht ein Parallelo
gramm, dessen Flächeninhalt durch P · EI gegeben ist. Es 
ist also demgemäß das Moment, d. h. der Wert des Kräfte~ 
paares, darstellbar durch den Inhalt dieses Parallelo
gramms. Man erkennt sofort, daß der durch die gege
benen Kräfte festgelegte Umlaufsinn zugleich den Dreh
sinn des Kräftepaares angibt. In Abb. 91 geht der durch 

~~~a:s~in~sar:teJk~:~ die Kraft P bedingte Unilaufsinn im Uhrzeigersinn, wäh
durcheinParallelogra=. rend das Kräftepaar in Abb. 93 eine Scheibe gegen den 

Uhrzeigersinn dreht. Nunkann man ja ein Parallelogramm 
in der mannigfaltigsten Weise in andere flächengleiche Parallelogramme ver
wandeln. Da wir aber jedes Parallelogramm zur Grundlage eines Kräftepaares 
machen können, so sind die so entstehenden~ d. h. durch flächengleiche Parallelo
gramme dargestellten ~ Kräftepaare alle gleichwertig, d. h. sie üben dieselbe 

Abb. 94. Gleichwertige Kräftepaare. 

Wirkung aus. Die in Abb. 94 dargestellten 
Kräftepaare haben alle das gleiche Moment 
nach Größe und Richtung, da ihre Parallelo
gramme gleichen Flächeninhalt haben. 

Für den Wert eines Kräftepaares kommt 
es nicht auf die einzelne Größe von P oder e 
an, sondern nur auf die Größe von (P · e). 
Gerade deswegen kann man ja ein Kräftepaar 
in so vielfacher Weise durch ein Parallelo
gramm darstellen. Dieser Umstand gibt uns 

nun die Möglichkeit zu einer ganz neuen Definition des Kräftepaares. Um dies 
zu erkennen, nehmen wir ein zahlenmäßig gegebenes Kräftepaar von 2400 kg · m 
an. Man kann dieses Kräftepaar etwa darstellen, indem man P = 2400 kg 
und e =1m wählt. Nun kann man P immer kleiner werden lassen und ent-
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sprechend e immer größer, beispielsweise : 

P = 2400 kg, e = 1,0 m, 
P = 2000 kg, e = 1,2 m, 
P = 100 kg, e = 24 m, 
P = 1 kg; e = 2400 m. 
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Bei weiterer Verkleinerung von P und Vergrößerung von e kommt man schließ
lich auf die Grenzwerte P = 0 und e = oo. Es ist also dann 

P·e=O·oo, 
d. h. wir haben zwei unendlich kleine Kräfte in unendlich großer Entfernung. 
Nun bat eine Kraft von der Größe Null, die in sichtbarer Nähe wirkt, natur
gemäß keine Wirkung, aber mit der Kraft Null in unendlich großer Entfernung 
müssen wir vorsichtig sein, da die Unendlichkeit begrifflich nicht zu erfassen ist. 
Wir können also sagen: 

Ein Kräftepaar ist darstellbar durch eine Kraft von der Größe Null in un
eruilich großer Entfernung. 

Mit dieser Aussage können wir allerdings keine Vorstellung verknüpfen, und 
man fragt sich unwillkürlich, warum stellt man eine solche Definition für das 
Kräftepaar auf, die uns scheinbar doch nur Schwierigkeiten macht. Der Grund 
ist der, daß man bei praktischen Aufgaben nicht selten auf eine Kraft von der 
Größe Null in unendlich großer Entfernung kommt, und dann weiß man eben, 
daß hier tatsächlich ein Kräftepaar vorliegt. Das Moment dieses Kräftepaares 
muß dann allerdings noch bestimmt werden. Wie dies geschieht, werden wir 
bei verschiedenen Aufgaben kennenlernen. 

Der umgekehrte Weg der Vergrößerung der Kraft P und dementsprechender 
Verkleinerung des Abstandes e führt auf einen Ausdruck P · e = oo · 0 für das 
gegebene Kräftepaar. Wir können also das Kräftepaar auch darstellen durch zwei 
unendlich große Kräfte im Abstand Null. Auch dieser Ausdruck kann bei prak
tischen Aufgaben in der Lösung auftauchen und stellt dann, ebenso wie die 
Kraft Null in unendlich großem Abstand, ein Kräftepaar dar, das noch ander
weitig bestimmt werden muß. 

Mathematisch ist zu diesen Darstellungen des Kräftepaares noch folgendes zu 
bemerken: Der Ausdruck 0 · oo oder oo · 0 ist eine sog. unbestimmte Größe; er 
kann tatsächlich irgendeinen Zahlenwert bedeuten, wird aber bei einer be
stimmten Aufgabe einen ganz bestimmten Wert besitzen. Im obigen Beispiel 
bedeutet 0 · oo gerade 2400 und nichts anderes; denn von dieser Größe sind 
wir ausgegangen und haben gesehen, daß sie auch durch 0 · oo ausgedrückt 
werden kann. 

Wir wollen uns nun weiter mit der Frage beschäftigen: Wie kann man ver
schiedene Kräftepaare zusammensetzen 1 Man denke daran, daß Kräftepaare 
durch Parallelogramme dargestellt werden können. Nun kann man ja die In
halte von Parallelogrammen zusammensetzen und den so erhaltenen Flächen
wert durch ein Parallelogramm darstellen. So gut man aber durch algebraische 
Addition der einzelnen Parallelogramme ein neues Parallelogramm bekommt, 
kann man auch eine Reihe von Kräftepaaren in der gleichen Ebene durch ein 
einzelnes, resultierendes Kräftepaar ersetzen, indem man die einzelnen Kräfte
paar-Parallelogramme, natürlich unter Berücksichtigung ihres Vorzeichens, ad
diert und das Additionsparallelogramm wiederum durch ein Kräftepaar ersetzt. 
Dieses resultierende Kräftepaar ist offenbar durch die algebraische Summe der 
einzelnen Kräftepaare gegeben. Es hat die gleiche Wirkung auf einen Körper 
wie die gegebenen Kräftepaare zusammengenommen. Wir erhalten damit den 
Satz: 
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Eine Reihe von Kräftepaaren in der gleichen Ebene läßt sich durch ein einziges 
resultierendes Kräftepaar M. ersetzen, dessen Moment gegeben ist durch 

M. = .IM1 • 22) 
Dieses resultierende Kräftepaar kann beliebig in der Ebene verschoben werden, 
ohne daß sich seine Wirkung ändert; in jeder Lage ruft es dieselbe Drehwirkung 
hervor wie die Gesamtheit der einzelnen Kräftepaare. 

Man erkennt, daß Kräftepaare, die in derselben Ebene zerstreut sind, ein
facher zusammengesetzt werden können als Kräfte an dem gleichen Punkt. 
Während wir bei ersteren nur die algebraische Summe zu bilden haben, muß 
bei den Kräften entweder der Ausdruck 

R = V,--(.I=--=x=-;)-=-2 -+-(--=_I=--y-;---=-)2 

berechnet oder das Krafteck gebildet werden. Eine solche Operation nennt 
man geometrische Addition. Demgemi\:ß werden also Kräfte zusammengesetzt 
mittels einer geometrischen Summierung, dagegen Kräftepaare in der gleichen 
Ebene mit Hilfe einer algebraischen Addition, die natürlich bequemer ist als 
die erste. 

Naturgemäß kann es auch vorkommen, daß die auf eine Platte wirkenden 
Kräftepaare im ganzen keine Drehwirkung hervorrufen, daß die Platte in Ruhe 

bleibt. Es heben sich dann die Kräftepaare 
gegeneinander auf (Abb. 95). Das wiirde be
deuten; daß M. = 0, denn M. gibt ja die 
Gesamtwirkung der Kräftepaare an. Da aber 

ist, muß, wenn M. = 0 ist, auch 

Abb. 95. Kräftepaare im Gleichgewicht. · d h sein, .. 
Kräftepaare in derselben Ebene stehen im Gleichgewicht, wenn ihre algebraif;che 

Summe verschwindet. 
Für Kräfte mit demselben Angriffspunkt war der Satz vom statischen 

Moment bewiesen, der sich in der Form darstellte: 
MB= .IM;. 

Das ist dieselbe Gleichung, die auch jetzt bei der Zusammensetzung der Kräfte
paare auftritt. Dort war allerdings M; das statische Moment der Kraft für einen 
beliebigen Punkt und MB das Moment der Resultierenden für denselben Punkt; 
hier dagegen ist M 1 das Moment eines Kräftepaares und M. dasjenige des resul
tierenden Kräftepaares. Immerhin ist aber ein enger Zusammenhang vorhanden, 
und das muß ja auch sein, weil das Moment eines Kräftepaares unmittelbar ge
geben ist durch das statische Moment der einen Kraft für irgendeinen Punkt auf 
der anderen Kraft als Momentenpunkt. Wenn wir also das statische Moment der 
Kraft P für den Punkt 0 bilden (Abb. 92), so ist dies genau dasselbe wie das 
Moment des in Abb. 91 angegebenen Kräftepaares. Man kann in einem solchen 
Falle gerade so gut vom statischen Moment der Kraft P sprechen wie vom Mo
ment des Kräftepaares. 

Bei den Aufgaben der Praxis werden Drehmomente fast immer durch Kräfte
paare erzeugt. Betrachten wir beispielsweise eine Welle, auf der ein Rad an
gebracht ist, das durch eine Last P gedreht wird (Abb. 96a). Wir haben hier ein 
statisches Moment, ein Drehmoment von der Größe P · r, bezogen auf den Wellen
mittelpunkt. Von einem Kräftepaar ist zunächst nichts zu bemerken. Ganz 
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anders wird aber die Sachlage, wenn wir das vollständige Kraftbild für die ganze 
Konstruktion einzeichnen. Unter dem Einfluß von P wird das Rad nach unten 
gedrückt, das Rad (als gewichtslos vorausgesetzt) drückt dadurch mit der Kraft P 
auf die Welle (Abb. 96b) und will diese nach unten verschieben, Das würde tat
sächlich geschehen, wenn nicht von der Welle eine Gegenkraft von der gleichen 
Größe ausgeübt würde; die Welle wehrt sich gegen die drückendfl Kraft P und 
bewirkt eine gleich große Kraft P nach oben. An dem Rad selbst greifen also 
tatsächlich die gegebene äußere Kraft P nach unten und die eben erwähnte 
Gegenkraft P nach oben an (Abb. 96c). Beide zusammengenommen bilden ein 
Kräftepaar. Das Moment dieses Kräftepaares ist genau so groß und hat. denselben 
Drehsinn wie das auf das Rad wirkende Drehmoment P · r. Das 6esamtkräfte
bild der beiden Abb. 96b und c ist das gleiche 
wie in Abb. 96a, da zwischen Welle und Rad 
zwei gleich große Kräfte P in der gleichen 
Geraden wirken, die sich aufheben. 

a b 
Abb. 9fl. Wirkung einer Kraft P aUf ein Wellrad. Abb. 97. Scheibe aUf einer Welle. 

Die hier vorliegende Konstruktion besteht aus zwei Teilen: aus der Welle und 
dem Rad. Von dem einen Teil werden Kräfte auf den anderen Teil übertragen, 
also vom Rad auf die Welle und umgekehrt, von der Welle auf das Rad; sie sind 
als Kraft und Gegenkraft gleich groß. Diese Verbindungskräfte, Zwischenkräfte 
oder innere Kräfte, treten immer auf, wenn eine Konstruktion, wie das meistens 
der Fall ist, aus verschiedenen Teilen besteht. Sie sind für die meisten Aufgaben 
von besonderer Bedeutung und werden uns später noch vielfach beschäftigen. 
Im Zusammenhang damit möge noch der Fall Abb. 97 betrachtet werden: eine. 
Scheibe sei mit einer Welle verbunden; auf sie wirken vermittels besonderer Arme 
Kräfte Pv P 2 , Pa ein. Es handelt sich also hier um Kräfte, die nicht durch einen 
Punkt gehen. Jede Kraft wird ihren Einfluß auf die Welle ausüben; P 1 möchte 
die Welle in der Richtung von P~ verschieben. Die Welle ihrerseits erzeugt de~ 
gegenüber eine Gegenkraft von gleicher Größe wie P 1 ; diese Gegenkraft .wirkt 
von der Welle auf die Scheibe und ist in der Abbildung mit P~ bezeichnet. Ebenso 
entstehen durch die Einwirkung der Kräfte P 2 und Pa auch wieder Gegenkräfte 
als Zwischenkräfte zwischen Welle und Scheibe. Auf die Scheibe wirken also tat
sächlich die gegebenen äußeren Kräfte P 1 , P 2 , Pa, die nicht durch einen Punkt 
gehen, und die Gegenkräfte P~',P~', P;', die durch einen Punkt, nämlich den 
Wellenmittelpunkt, laufen. Wir haben demgemäß drei Kräftepaare mit den Mo
menten(+ P 1 r1), (+ P 2 ra) und(- Para)· Diese Momente der Kräftepaare sind 
genauso groß wie die statischen Momente der gegebenen äußeren Kräfte für den 
Wellenmittelpunkt. In Wirklichkeit wirken also auf die Scheibe nicht die äußeren 
Kräfte allein, sondern Kräftepaare, während die parallel verschobenen Kräfte 
P;, P;, P~ die Welle beanspruchen. Diese Kräftepaare lassen sich zu einem resul
tierenden Kräftepaar mit dem Moment M, zusammensetzen; Größe und Dreh
sinn dieses Moments ist bestimmt durch die algebraische Summe der Momente 
der einzelnen Kräftepaare oder, anders ausgedrückt, durch die algebraische Summe 
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der statischen Momente der gegebenen äußeren Kräfte für den Wellenmittelpunkt : 

M. = P1 rl + P2 r2 ~Para· 

Selbstverständlich könnte auch die Scheibe unter dem Einfluß der Kräfte Pt im 
Gleichgewicht stehen. Dann müßte M. verschwinden, d. h. es müßte die Summe 
der statischen Momente der Kräfte Pi für den Drehpunkt Null werden. Man 
sieht daraus, daß das frti.her gewonnene Ergebnis: "Im Gleichgewichtsfall muß 
die Summe der statischen Momente gleich Null werden", hier auch gilt für Kräfte, 
die nicht durch einen Punkt hindurchgehen. 

24. Parallelverschiebung von Kräften. Die Begriffe des statischen Momentes 
und des Kräftepaares spielen eine wichtige Rolle bei der Zu
sammensetzung beliebiger Kräfte in der Ebene. Bevor wir 
darauf eingehen. ist es nötig, zwei Hilfssätze kennenzulernen. 

Auf eine ebene Scheibe wirke in ihrer Ebene eine Kraft P 
(Abb. 98). Sie soll aus irgendeinem Grunde in der Ebene 
parallel zu sich selbst nach dem beliebigen Punkt 0 ver
schoben werden. Unter welchen Umständen kann dies ge-

Abb. 98. Verschiebung schehen, ohne daß sich die Wirkung auf' die Scheibe ändert ? 
einer Kraft P parallel Um die Frage zu beantworten, denkt man sich im Punkt 0 zu sich selbst. 

zwei gleich große, entgegengesetzt gerichtete Kräfte, die 
mit der gegebenen Kraft P gleich groß und ihr parallel laufen, angebracht. Da 
sich die beiden hinzugefügten Kräfte P' und P" gegenseitig aufheben, ist die 
Wirkung der drei Kräfte P, P', P" auf die Platte genau so groß wie die der ur
sprünglichen Kraft P allein. Nun stellt aber diese letztere und die eine der neuen 
Kräfte, P", ein Kräftepaar dar, so daß im ganzen vorliegen: die nach 0 parallel 
zu sich selbst verschobene Kraft P (P') und das Kräftepaar mit dem Moment 
P · e. Also übt die Gemeinschaft der verschobenen Kraft P' und des angegebenen 
Kräftepaares zusammen die gleiche Wirkung aus wie die ursprüngliche Kraft P 
allein. Daraus ergibt sich, daß wir eine Kraft P nicht ohne weiteres parallel zu 
sich selbst nach einem beliebigen Punkt 0 verschieben dürfen, daß vielmehr nur 
dann die Wirkung die gleiche bleibt, wenn noch das erwähnte Kräftepaar hinzu
gefügt wird, dessen Moment nach Größe und Drehsinn gleich ist dem statischen 

Abb. 99. Versohle· 
bung einer Kraft P 
nach einem gegebe· 

nen Punkt 0. 

Moment der ursprünglichen Kraft P für den Punkt 0. Wir 
gewinnen demgemäß den Satz: 

Eine Kraft P kann nur dann ohne Änderung ihrer Wirkung 
nach einem beliebigen Punkt 0 verschoben werden, wenn zu der 
verschobenen Kraft noch in der durch die ursprüngliche Kraft P 
und den Punkt 0 bestimmten Eb~:,ne ein Kräftepaar hinzugefügt 
wird, dessen Moment gegeben ist durch das statische Moment 
der Kraft P für den Punkt 0. 

Selbstverständlich kann das Kräftepaar vom Moment 
P · e auch durch ein anderes Kräftepaar, d. h. durch ein 
solches mit anderer Grundkraft ersetzt werden, denn wir 
haben ja gesehen, daß alle Kräftepaare mit gleichem Parallelo
gramminhalt und gleichem Drehsinn auch gleichwertig sind. 

In Abb. 99 ist das Moment des gezeichneten Kräftepaares K · k nach 
Größe und Drehsinn gleich dem Moment der Kraft P für den Punkt 0 
(K · k = P · e). Also üben dieses Kräftepaar und die verschobene Kraft P' 
zusammen die gleiche Wirkung auf den betreffenden Körper aus wie die ur
spriingliche Kraft P. Dabei ist selbstverständlich stets darauf zu achten, daß 
der Drehsinn des Kräftepaares mit dem des Momentes der Kraft P für den 
Punkt 0 übereinstimmt. 
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Nun der zweite Satz, der dem Sinn nach die Umkehrung des ersten ist: es sei 
gegeben (Abb. 100) ein Kräftepaar vom Moment M = K ·kund in der gleichen 
Ebene eine Kraft von der Größe P durch einen beliebigen Punkt 0 laufend. 
Können diese beiden Einflüsse (Kräftepaar und Kraft) zusammengesetzt werden 1 
Man kann das Kräftepaar umwandeln in ein anderes mit der Grundkraft P, 
wobei dann der Abstand x der neuen Kräfte P so groß gemacht werden muß, daß 

ist. Dieses neue Kräftepaar, das dem alten gleichwertig ist, verschieben wir 
nun so, daß die eine Kraft P (gestrichelt eingezeichnet) im gegebenen-Funkt 0 
angreift und der gegebenen Kraft P entgegengesetzt verläuft. Man erkennt, daß 
dann diese Kraft und die ursprüngliche Kraft P sich 
aufheben, und es bleibt nur noch übrig die parallel 
zur ursprünglichen Kraft P verlaufende Kraft P im 
Abstand x von 0. Dieser Abstand x ist dadurch be
stimmt, daß das Moment des Kräftepaares P · x gleich 
dem gegebenen Moment Mist. Nun ist aber doch P · x 
das statische Moment der verschobenen Kraft P für 
den Punkt 0, und man gewinnt damit den Satz: P/ 

I 
I 

Ein Kräftepaar vom MomentMund eine in dessen 
Ebene liegende, durch einen beliebigen Punkt 0 gehende Abb. IOO. Zusammensetzung von Kräftepaar und Kraft. 
Kraft P können ersetzt werden durch eine einzige Kraft P, 
die durch eine Parallelverschiebung der ursprünglichen Kraft P entsteht und deren 
Lage dadurch bestimmt ist, daß ihr statisches Moment für den Punkt 0 gleich ist 
dem Moment M des gegebenen Kräftepaares. 

Es ist jetzt auch wieder darauf zu achten, daß das Moment der gefundenen 
Kraft P für den Punkt 0 den gleichen Drehsinn besitzen muß wie das Moment 

8\~;jp·p~t~ 
~) f Orel!sinnvonP 

des gegebenen Kräftepaares. Bei den 
in Abb. 101 angenommenen Verhält
nissen wäre die Kraft P unterhalb des 
Punktes 0 anzuordnen, damit sie den 
gleichen Drehsinn liefert wie das Kräfte
paar. Es ist nicht zweckmäßig, zu sa
gen, die neue Kraft P hat die Ent- Zusammensetzung ~~~· k?;äftepaar und Kraft. 
fernung x = M f P vom Punkte 0, weil 
dadurch der Drehsinn zu leicht übersehen wird, sondern man halte fest, daß 
einschließlich des Drehsinns P · x = M sein muß. 

V. Analytische Zusammensetzung beliebiger Kräfte in der Ebene. 
~5. Die möglichen Fälle. Es seien n in der Ebene zerstreute Kräfte gegeben 

nach Größe, Richtung und Lage. Die Größe der einzelnen Kraft wird wieder 
bezeichnet mit P;. Die Richtung sei festgelegt durch die früher eingeführten 
Winkel cx1 der einzelnen Kräfte P; mit der positiven x-Richtung. Die Lage 
können wir etwa dadurch angeben, daß für jede Kraft die Koordinaten eines be
liebig auf ihr liegenden Punktes eingeführt werden, beispielsweise x;, y;. Man 
kann aber auch die Lage dadurch bestimmen, daß man die Entfernung der ein
z~Jnen Kraft P; von einem Punkt 0 einführt, den man ganz willkürlich wählen 
kann. In dieser Weise möge es hier geschehen: die Abstände r; bestimmen die 
Lage der einzelnen Kräfte P1 ; dabei muß natürlich hinzugefügt werden, ob das 
betreffende r, nach links oder rechts bzw. nach oben oder unten abweicht. 
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Gegeben sind also n Kräfte : 

nach Größe durch P 1 ... P1 ••• Pn, 
nach Richtung durch a1 ... <X; ••• <Xn, 

nach Lage durch r 1 ... r1 •• • r". 
Gesucht ist ihre Zusammensetzung. 
Zum Zwecke der Lösung verschieben wir jede Kraft nach dem ganz will

kürlich gewählten Punkt 0, der in der Ebene der Kräfte P1 liegt (Abb. 102). Bei 

Yf 
i Ii 

P,.\ i 
L.t-'f-=-~ 
. ' X,• 

! ~ ' 
-·-·-4-~_::_1 ___ _ 

_.., 0 X 
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dieser Verschiebung bleibt die Gesamtwirkung der 
Kräfte auf den Körper, an dem sie angreifen, 
dann die gleiche, wenn wir zu jeder verschobenen 
Kraft noch ein Kräftepaar hinzufügen. Von die
sen Kräftepaaren ist in der Abb. 102 nur das von 
P 1 angedeutet. Es entstehen also durch die Ver
schiebung der n Kräfte nach dem gleichen Punkt 0 
noch n Kräftepaare, die in der gleichen Ebene 
mit den Kräften P1 und dem Punkt 0 liegen. Nun 
können aber diese n verschobenen Kräfte zu einer 
Resultierenden zusammengesetzt werden, da sie 
durch den gleichen Punkt 0 gehen, und ebenso 
die n Kräftepaare zu einem resultierenden Kräfte
paar, weil sie in der gleichen Ebene liegen. Be

Abb. 102. Zur analytischen Zu· trachten wir zunächst die Kräftepaare: J'edes der sammensetzung von zerstreuten 
Kräften in der Ebene. entstandenen Kräftepaare hat ein Moment von 

der Größe P 1 • r;, da ja r; der Abstand der beiden 
Grundkräfte ist; dieses Moment ist aber nichts anderes als das statische Moment 
der ursprünglichen Kraft P; für den Punkt 0, einschließlich des Drehsinns. Das 
Moment des resultierenden Kräftepaares ist nach früherem gegeben durch 

M, =.IM;, 
wobei M 1 das Moment des einzelnen Kräftepaares bedeutet. Dieses ist aber, wie 
eben bemerkt, gleich dem statischen Moment der Kraft P; für den Punkt 0, so 
daß das resultierende Kräftepaar den Momentenwert besitzt: 

M, = P 1 r 1 + · · · P1r; + · · • Pnrn, 
d. h. das Moment des resultierenden Kräftepaares ist dargestellt durch die Summe 
der statischen Momente der einzelnen Kräfte P1 für den von vornherein will
kürlich gewählten Punkt 0. Die n nach dem Punkt 0 verschobenen Kräfte P; 
ergeben eine Resultierende, die bezüglich Größe und Richtung durch die Glei
chungen (7) und (8) bestimmt ist: 

V ,I Y; 
R = (_I X 1)2 + (,I Y;)2 , tg <XR = ,I X;· 

Dabei sind X; und Y; die Komponenten der nach 0 verschobenen Kraft P;. Da 
aber diese parallel verschobene Kraft dieselben Komponenten besitzt wie die 
ursprüngliche Kraft P;, so sind X;, Y; die Komponenten der gegebenen Kraft P;: 

X 1 = P; cos<X;; Y1 = P 1 sin<X;. 

Als Ergebnis der seitherigen Ausführungen haben wir also folgendes: Die 
ursprünglichen n Kräfte können ersetzt werden durch eine durch den willkürlich 
angenommenen Punkt 0 hindurchgehende Resultierende, deren Größe und Rich
tung durch die angegebenen Formeln bestimmt ist, und durch ein resultierendes 
Kräftepaar, dessen Moment durch die Summe der statischen Momente der gegebenen 
Kräfte für den willkürlich gewählten Punkt 0 festgelegt ist. 
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Es erscheint ja zunächst merkwürdig, daß der Punkt 0, durch den die Resul
tierende verläuft, willkürlich gewählt werden darf, es sieht fast nach Vieldeutig
keit aus. Aber man bedenke: Wenn man einen anderen Punkt 0 wählt, dann 
geht wohl die nach Größe und Richtung ermittelte Resultierende R durch einen 
anderen Punkt, hat also eine andere Lage, aber andererseits ändern sich auch die 
Werte r,, und dadurch wird das Moment des resultiere:nden Kräftepaares ge
ändert; das Zusammenwirken der neuen Kraft R mit dem neuen M, ist dann 
völlig gleichwertig dem Zusammenwirken der früheren Resultierenden durch 
ihren Punkt 0 und dem früheren M,. 

Man kann das gewonnene Ergebnis auch anders darstellen. Die gefundene 
ResultierendeR und das resultierende Kräftepaar M. liegenbeidein der gleichen 
Ebene. Nun kann man aber doch nach dem auf Seite 59 angegebenen Satz eine 
Kraft P und ein Kräftepaar zu einer Kraft zusammensetzen, die durch Parallel
verschiebung der gegebenen Kraft entsteht und eine solche Lage hat, daß ihr 
Moment für einen Punkt der gegebenen Kraft gleich ist dem Moment des ge
gebenen Kräftepaares: P · x = M. In unserem Fall ist die fragliche Kraft: die 
Resultierende R, und das fragliche Kräftepaar: das resultierende Kräftepaar 
vom Moment M.. Sie können also ersetzt werden durch eine Kraft R, die durch 
Parallelverschiebung der ermittelten Resultierenden entsteht, und die in bezug 
auf den gewählten Punkt 0 eine solche Lage haben muß, daß ihr statisches Mo
ment für diesen gleich dem Moment des Kräftepaares M. ist. Das resultierende 
Moment war aber dargestellt durch 

M. = P1 r 1 + ... P.r, + ... P,.r .. ~ 

d. h. das Moment des resultierenden Kräftepaares ist bestimmt durch die Summe 
der statischen Momente der gegebenen Kräfte P, für den willkürlich gewählten 
Punkt 0. Dabei sind die einzelnen Glieder natürlich mit dem Vorzeichen ein
zusetzen, das dem Drehsinn des einzelnen Moments P;r; entspricht. Also die 
Lage von R ist dadurch bestimmt, daß ihr Moment R · x für den Punkt 0 nach 
Größe und Drehsinn gleich ist der Summe der statischen Momente aller Kräfte P, 
für denselben Punkt 0. Da aber der Punkt 0 ganz willkürlich gewählt werden 
durfte, so ist die Summe der statischen Momente von beliebigen Kräften der 
Ebene gleich dem Moment ihrer Resultierenden für jeden beliebigen Momenten
punkt. Das ist aber nichts. anderes als der Satz vom statischen Moment der 
Kräfte, der früher nur für Kräfte mit demselben Angriffspunkt bewiesen war, der 
nach den jetzigen Ausführungen also auch für beliebige Kräfte der Ebene gilt. 

Man hat demgemäß folgendes Ergebnis: 
Beliebigt Kräfte in einer Ebene können im allgemeinen ersetzt werden durch eine 

Resultierende, die der Größe und Richtung nach bestimmt ist durch 

R = V(.I X;)2 +(I Y;)2 ; tg<XR=] ~:, 

und deren Lage dadurch gegeben ist, daß das Moment dieser Resultierenden für l!-inen 
ganz beliebigen Punkt 0 der Ebene gleich ist der Summe der statischen Momente der 
gegebenen Kräfte P; für denselben Punkt 0: 

MR =IM;= P1 • r 1 + · · · P, · r; + . · · P". · r,.. 
Für die praktische Durchführung einer solchen Zusammensetzung von Kräften 

in der Ebene ist nur das Ergebnis von Bedeutung; das, was vorher über die 
Parallelverschiebung der Kräfte nach einem Punkt gesagt war, war nur zum Be
weis nötig. Die Lösung würde sich also bei einer vorliegenden Aufgabe folgender-
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maßen gestalten: man bildet von jeder der gegebenen Kräfte (Abb. 103) ihre 
Komponenten X; und Y; nach Größe und Richtung, etwa unter Verwendung der 
Formeln 

X;= Pi. cos IX;, 

Y; = P; ·sinrx;, 

und rechnet Rund tg IXR nach den angegebenen Formeln aus. Dadurch ist die 
Resultierende nach Größe und Richtung gegeben. Dann ermittelt man für einen 
ganz beliebigen Punkt 0 die Summe der statischen Momente der gegebenen 
Kräfte und muß nun die Resultierende in solcher Lage eintragen, daß ihr Moment 
für den Punkt 0 gleich ist dieser Summe der statiEchen Momente, also 

R ·X= P 1 r 1 + · · · P;r; · · · Pnrn. 
In Abb. 103 ergibt sich die Resultierende nach 
rechts unten verlaufend, sie ist im beliebigen 
Punkt 0 gestrichelt eingetragen; da 2: M; hier 
positiv ist, ist nun R so zu verschieben, daß ihr 
Moment rechts herum dreht, d. h. sie muß ober
halb des Punktes 0 liegen. 

Für die Lösung der Aufgabe, d. h. für die ein
deutige Zusammensetzung der Kräfte, ist die Er

Zur analytisct~:·J~;;mmensetzung mittlung der Größen 2: X;, 2: Y; und 2: M; nötig. 
vonzerstreutenKräfteninderEbene. Die beiden ersten brauchen wir zur Bestimmung 

von Größe und Richtung der Resultanten, die 
letzte für ihre Lage. Wenn 2: X; = 0 ist, dann fällt die Resultierende in die 
y-Richtung, und wenn 2: Y; = 0 ist, verläuft sie in der x-Richtung. Verschwin
den beide Ausdrücke, so gibt es überhaupt keine Resultierende. Hieraus geht 
hervor, daß nicht immer eine Resultierende vorhanden sein muß. 

Im ganzen können wie vier Fälle unterscheiden, je nachdem die Größen R 
bzw. 2: M; gleich Null oder von Null verschieden sind. 

1. R =I= 0, .,!'Mi =I= 0. Dann ist das gegebene Kräftesystem ersetzbar durch 
eine eindeutige Resultierende, deren Größe und Richtung durch die oben ange
gebenen Ausdrücke für R und !XR festgelegt sind, und deren Lage durch den Satz 
vom statischen Moment der Kräfte für einen beliebigen Punkt 0 eindeutig ge
geben ist. Es ist dies der Fall, den wir seither betrachtet haben. 

la. R=FO, .IMi=O. Es läßt sich das gegebene Kräftesystem ebenfalls 
durch eine Resultierende ersetzen. Da aber jetzt ..!' M; = 0 ist, ist die Lage der 
Resultierenden bestimmt durch R · x = 0, d. h. x muß gleich Null sein, weil ja 
R =l= 0 ist. Es geht also jetzt die Resultierende R durch den willkürlich ge
wählten Punkt 0 hindurch; d. h. zufällig wurde dieser Punkt 0 so eingeführt, daß 
er auf der zu errechnenden Resultierenden R liegt. Dieser Fall ist lediglich ein 
Sonderfall von 1. 

2. R = 0, 2: M 1 =!= 0. Dann läßt sich das gegebene Kräftesystem zurück
führen auf ein einziges Kräftepaar, dessen Moment M. bestimmt ist durch das 
statische Moment der gegebenen Kräfte P; für einen ganz willkürlich gewählten 
Punkt 0; denn der Ausdruck 2: M; stellt ja sowohl die Summe der statischen 
Momente der Kräfte dar, als auch andererseits die Summe der oben erwähnten 
Kräftepaarmomente, also wieder ein Kräftepaar, nämlich M •. Die Wirkung der 
gegebenen Kräfte auf den betreffenden Körper, an dem sie angreifen, wird 
demnach eine Drehwirkung sein. Wenn man die Bedingung R · x = ..!' M; auf 
diesen Fall anwendet, so lautet die Gleichung: 

0· X= .IM; 
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oder 

Wir haben also eine Resultierende von der Größe Null in einer unendlich großen 
Entfernung, und das ist nach früherem (Seite 55) ein Kräftepaar. 

Daß hier, wo keine Resultierende auftritt, doch noch eine Drehwirkung vor
handen sein muß, macht dem Anfänger manchmal Schwierigkeiten. Die Sach
lage wird klar, wenn man bedenkt, daß R dann Null 
wird, wenn .I X, = 0 und ~ Y, = 0 sind, d.h. die 
gegebenen Kräfte müssen dann so beschaffen sein, daß 
die Summen ihrer X-, Y-Komponenten verschwinden. 
Dieser Fall liegt aber bei einem Kräftepaar vor 
(Abb. 104}, weil die X- und Y-Komponenten beider 
Kräfte P gleich groß und entgegengesetzt gerichtet 
sind. Es ist also bei dem Kräftepaar auch R = 0. 
Der Ausdruck .IM, ist hier das Moment der beiden 
Kräfte P für einen beliebigen Punkt 0, das ist aber 
nichts anderes als das Moment des Kräftepaares Abb. 104. Die Komponenten 
selbst. eines Kräftepaares. 

Ein ähnlicher Fallliegt vor, wenn z. B. eine Platte 
auf einer Welle befestigt ist und nur eine Kraft P auf sie wirkt (Abb. 105). Unter 
dem Einfluß von P entsteht eine Druckwirkung auf die Welle bzw. den Zapfen 
von der gleichen Kraft P, die ihrerseits, wie auf Seite 57 ausgeführt, wieder eine 
Reaktion nach oben von derselben Größe erzeugt. Auf 
die Scheibe wirken demgemäß die beiden ausgezogenen 
Kräfte, nämlich die ursprüngliche Kraft P und die gleich 
große, aber entgegengesetzte Reaktion P''. Wir haben 
also wieder ein Kräftepaar. Die Resultierende dieser beiden 
Kräfte ist Null, aber ihre Wirkung stellt sich als Drehung 
dar, wobei das Drehmoment durch das statische Moment 
der Kraft P für den Wellenmittelpunkt gegeben ist. 

3. R= O, .I Mt=O. Dann stehen die gegebenen 
Kräfte P, im Gleichgewicht. Wir haben keine Resul
tierende mehr, wir haben auch kein resultierendes Kräfte
paar, dessen Moment ja durch .IM, gegeben ist, d. h. die 
auf einen Körper wirkenden Kräfte üben überhaupt 
keinen Bewegungseinfluß (weder Verschiebung noch 
Drehung) mehr aus. Es ist Gleichgewichtszustand. 

ouf tlen Zoplim 
wirkenil 

Abb. 105. Das Kraftbild 
einer allf einer Welle an
gebrachten Scheibe. (Die 
ausgezogene Kraft P wirkt 
aUf die Scheibe, die gestri
chelte P' auf den Zapfen.) 

Nun verschwindet aber doch R nur dann, wenn .I X, = 0 und .I Y, = 0, 
so daß Gleichgewicht besteht, wenn 

.IX,= 0, .I Y, = 0 und .IM1 = 0. (23) 

Die letztere Bedingung sagt aus, daß die Summe der statischen Momente aller 
Kräfte für einen beliebigen Punkt Null werden muß, denn es war ja 

.IM, = .I P, · r,. 
Die zwei ersten Bedingungen geben an, daß die Summen der Komponenten in 
der x- und y-Richtung verschwinden müssen. Nun kann man aber die ganze 
Überlegung auch durchführen mit einem schiefwinkligen Achsenkreuz und 
kommt dadurch zu Komponenten in zwei beliebigen Richtungen, geradeso wie 
dies auch schon bei Kräften an demselben Punkt der Fall war. Wir erhalten da
mit den Satz: 

Zerstreute Kräfte in einer Ebene stehen im Gleichgewicht, wenn die Summen 
ihrer Komponenten in zwei beliebigen Richtungen verschwinden und außerdem 
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die Summe ihrer statischen Momente für einen ganz beliebigen Punkt ebenfall~ 
Null wird. 

Natürlich wird man den Momentenpunkt, den man willkürlich wählen darf, 
in einem praktischen Beispiel möglichst günstig annehmen (vgl. die Berechnung 
auf S. 73). 

26. Gleichgewichtsbetrachtungen von Kräften in der Ebene. Bei zerstreuten 
Kräften der Ebene treten also drei Gleichgewichtsbedi11gungen auf, während bei 
Kräften in der Ebene an dem gleichen Punkt· nur zwei Gleichgewichtsbedin-

+y gungen vorhanden waren. Demgemäß dürfen und 

~ r+- streute Kräfte in der Ebene beziehen, drei Unbekannte 
/' ~" müssen bei Gleichgewichtsaufgaben, die sich auf zer-

vorhanden sein, damit wir eindeutige und endliche 
_ ·E==*~====3J:::; Lösungen erwarten können. Die einfachste Aufgabe 

+X für solche Kräfte ist die, eine Kraft mit drei anderen 
ins Gleichgewicht zu setzen, die sich nicht auf ihr 
schneiden. 

Abb. 106. Platte mit zwei Bevor auf diese Aufgabe näher eingegangen wird, 
Schlitk~g ~~rK~:fte!~nwir· möge zunächst auf folgendes hingewiesen werden. Wir 

betrachten eine Platte, die zwei Schlitze in waage
rechter und lotrechter Richtung besitzt, die sich über einen genau passenden 
Bolzen verschieben können (Abb. 106). Auf die Platte wirken Kräfte P 1 bis P 4 • 

Wenn die Summe der X-Komponenten nicht verschwindet, dann wird sich die 
Platte entsprechend dem Werte von .I X 1 unter Benutzung des waagerechten 
Schlitzes verschieben; eine Verschiebung in der x-Richtung wird nicht eintreten, 
wenn .I X 1 = 0. Ebenso wird vermittels des senkrechten Schlitzes eine Ver
schiebung auftreten, solange .I Y 1 von Null verschieden ist. Wenn nun .I X 1 = 0 
und .I Y 1 = 0, dann ist die Bewegung in den Schlitzen ausgeschlossen, aber es 

besteht durchaus noch kein Gleichgewicht, solange nicht 
auch die Summe der Drehmomente für den Bolzen gleich 
Null ist, es tritt eine Drehung auf. Man erkennt daran 
klar die physikalische Bedeutung der drei Gleichgewichts
bedingungen als notwendige Forderungen für den Ruhe
zustand. 

Wie liegen nun die Verhältnisse, wenn die Platte 
Abb.lo7. Scheibeaufeinem keine Schlitze besitzt, aber in einem Bolzen befestigt ist 
Bolzen drehbar befestigt. (Abb. 107)? Durch die Kräfte P 1 und P2 werden, wie 

schon auf Seite 57 bemerkt, Kräfte auf den Bolzen aus
geübt; dadurch entstehen vom Bolzen gegen die Scheibe Gegenkräfte ~ Reak
tionen~ von der Größe P 1 , P 2 , vorausgesetzt, daß der Bolzen fest genug ist, sich 
also gegen den Einfluß von P 1 und P 2 wehren kann. Es wirken demgemäß auf 
die Scheibe jetzt vier Kräfte, und zwar in Gestalt von zwei Kräftepaaren mit 
den Momenten ....-P1 • r1 und +P2 • r2 • Die Summen der Komponenten in zwei 
Richtungen sind wieder Null, also tritt eine Verschiebung der Platte nicht ein, 
wohl aber ist eine Drehung um den Bolzen möglich, und zwar tritt dies immer 
dann ein, wenn 

Ist aber 
Plrl = P2r2, 

dann haben wir völligen Ruhezustand. Man sieht hier wieder sehr klar, daß die 
Drehwirkung durch Kräftepaare erzeugt wird, die allerdings erst in Erscheinung 
treten, wenn man die Gegenwirkungen gegen die Scheibe berücksichtigt. In prak
tischen Fällen liegt jeder reinen Drehung ein Kräftepaar zugrunde. 
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Es wurde oben gesagt, daß eine Kraft mit drei anderen, die sich nicht auf ihr 
schneiden, ins Gleichgewicht gesetzt werden kann. Es sind, bei dieser Aufgabe 
in der einfachsten Gestalt, gegeben eine Kraft P und außerdem drei Wirkungs
linien, in denen die unbekannten Kräfte P1 , P 2 , P 3 wirken sollen. Um statische 
Gleichungen aufstellen zu können, muß man zunächst die Richtungspfeile dieser 
Kräfte, wie schon früher bemerkt, willkürlich annehmen. Man kann dann die 
drei obenerwähnten Gleichgewichtsbedingungen anschreiben. Es möge dies gleich 
an einer technischen Anwendung gezeigt werden, um daran Bemerkungen über 
verschiedene Fälle der Gleichgewichtslage bei einem unterstützten Körper an
zuknüpfen. 

Bei Kräften, die durch einen Punkt gehen, hatten wir ein System von zwei 
Stäben betrachtet, da damals zwei Gleichgewichtsbedingungen gültig waren, 
denen als Unbekannte die zwei Stabkräfte gegenüberstanden. Jetzt werden wir 
eine Anordnung von drei Stäben zu
grunde legen, die nicht durch einen 
Punkt gehen. Durch drei derartige 
Stäbe möge eine Scheibe oder ein Bal-
ken (Abb. 108) gegenüber der Erde ab
gestützt sein. Der Balken trage in der 
gleichen Ebene, in der die Stäbe liegen, 
eine Last Q. Die Stäbe seien sowohl am 2 
Boden als auch am Balken drehbar be- ttKHikg 
festigt, damit Kräfte nur in der Stab
achse auftreten (Längskräfte !). Die 
Last Q wirkt auf den Balken, der in
folge der Abstützung durch die drei 
Stäbe in Ruhe bleibt. Diese Stäbe die- Abb. 108. Balken, durch drei Stützungsstäbe mit 

der Erde verbunden. 
nen als Kraftleiter nach der Erde. In 
ihnen werden innere Kräfte - Stabkräfte - geweckt werden. Das statische 
Bild ist also folgendes: infolge der Last Q übt der Balken auf die Stäbe Kräfte 
aus; die Stäbe wehren sich dagegen, wirken also ihrerseits auf den Balken, so daß 
im ganzen am Balken angreifen: die Last Q und die Stabkräfte S1 , S2 und S3 • 

Diese Kräfte müssen im Gleichgewicht stehen, da der Balken in Ruhe bleibt. Von 
ihnen sind bekannt Lage, Größe und Richtung von Q und die Wirkungslinien der 
Stabkräfte. Wie bei jeder statischen Behandlung von Konstruktionsaufgaben ist 
es auch hier sehr wesentlich, darüber klarzuwerden, welcher Konstruktionsteil 
der eigentliche Träger des Gleichgewichtszustandes ist: das ist hier der Balken. 
Die Lösung der Aufgabe erfordert gemäß den seitherigen Ausführungen die Auf. 
stellung von zwei Komponentenbedingungen und einer Momentengleichung. 
Diese können erst aufgestellt werden, wenn über die Richtung der Kräfte etwas 
gesagt ist. Nun ist aber nur die Richtung von Q gegeben; es muß deshalb, 
genau so wie bei den Bockgerüsten, in den Stäben zunächst ein bestimmter 
Richtungssinn angenommen werden, und zwar möge wieder eine Zugkraft 
zugrunde gelegt sein. Die Zugkraft eines Stabes wirkt von den Endpunkten 
weg, d. h. auf den Balken wirken die Zugkräfte mit dem Pfeil vom Balken 
nach der Stabmitte hin, wie sie in Abb. 108 eingetragen sind. Wir können uns 
geradezu den Balken losgelöst denken und ihn als eine freie Konstruktion be
trachten, auf den die vier Kräfte Q, S1 , S2 , .Sa wirken. Für die beiden ersten 
Gleichgewichtsbedingungen kann die x-, y-Richtung willkürlich gewählt, für 
die dritte der Momentenpunkt beliebig eingeführt werden. Wir wählen die 
positive x-Richtung waagrecht nach rechts, die positive y-Richtung lotrecht 
nach unten. 
5 Schlink, Statik. 2. u. 3. Auf!. 
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1. .IX; = 0. Da Q und sl senkrecht zur X-Richtung verlaufen, haben sie 
keine X-Komponenten. Die X-Komponente von S2 verläuft bei dem eingeführten 
Zugpfeil nach links, diejenige von Sa nach rechts: 

-S2 • cos 45° +Ba· cos 30° = o. 
2. 2: Yt = 0. Da Q und S1 in die y-Richtung fallen, treten sie in voller Größe 

als Y-Komponenten auf; alle Kräfte haben eine positive Y-Komponente: 

Q + S 1 + S2 • sin 45 o + Sa · sin 30 o = 0. 

3 . .IM; = 0. Der Momentenpunkt ist ganz. beliebig; man wird ihn selbst
verständlich möglichst bequem einführen. Legt man ihn nun auf einen Stab, 
so fällt die betreffende Stabkraft aus der Momentengleichung heraus; legt man 
ihn in den Schnittpunktzweier Stäbe, z. B. von S2 und Ba, d. i. der Momenten
punkt I, so fehlen diese beiden Kräfte in der Momentengleichung, da ja beide 
den Hebelarm Null haben. Ein solcher Schnittpunkt zweier Stäbe ist der gün
stigste Momentenpunkt. Stellen wir die Momente dementsprechend für den 
Punkt I auf, so haben wir nur Momente von Q und S1 . Q dreht um den Punkt I 
links herum, S1 bei dem angegebenen Zugpfeil ebenfalls links herum. Unter 
Benutzung der eingetragenen Hebelarme entsteht die Gleichung: 

- Q · 0, 75 ~ S1 , 0,50 + S2 • 0 + Sa · 0 = 0. 
Aus diesen drei Gleichungen kann man die Unbekannten berechnen. Aus der 
dritten Gleichung ergibt sich 

sl = ~1000 ° oo~: = -1500kg, 

aus der Verbindung der ersten und zweiten Gleichung: 

S2 = +447kg; Ba= +363kg. 
Da S2 und Ba positiv sind, werden diese Stäbe tatsächlich gezogen; dagegen wird, 
Stab G) gedrückt, weil der eingeführte Richtungspfeil mit Rücksicht auf das 
negative Vorzeichen von 8 1 umzukehren, also in einen Druckpfeil umzuwan
deln ist. 

Die drei Gleichungen sind ganz verschiedenartig gebaut; jede der beiden 
ersten enthält mehrer13 Unbekannte, die letzte dagegen nur eine Unbekannte. 
Das ist kein Zufall, de:im es wurde ja der Momentenpunkt absichtlich so gewählt, 
daß zwei Unbekannte (S2 und Ba) aus der Momentengleichung herausfielen. Nun 
muß aber doch im Gleichgewichtsfall die Summe der Momente für jeden belie
bigen Momentenpunkt verschwinden. Gerade so gut wie wir ihn in ·den Schnitt
punkt von S2 und Ba gelegt haben, könnten wir auch Punkt II (Schnittpunkt von 
8 1 u;nd 8 3) oder Punkt III (Schnittpunkt von 8 1 und S2 ) als Momentenpunkt 
wählen. Für jeden dieser Momentenpunkte muß die Summe der statischen Mo
mente aller Kräfte verschwinden und jede dieser Gleichungen hat die Eigentüm
lichkeit, daß nur eine Unbekannte in ihr auftritt. Wir bekämen also dann statt 
der ursprünglichen drei Gleichungen deren fünf, da die zwei neuen Momenten
gleichungen noch hinzukommen. Aber diese fünf Gleichungen sind tatsächlich 
nicht voneinander unabhängig. Für zerstreute Kräfte in der Ebene gibt es in 
Wirklichkeit nur drei voneinander unabhängige Gleichgewichtsbedingungen, wie 
aus den früheren Ausführungen hervorgeht. Wohl können ·wir beliebig viele 
Momentengleichungen anschreiben, wie auch beliebig viele Komponentenbedin
gungen angesetzt werden können, aber alle sind Folgerungen von drei Glei
chungen. 

Wir wollen nun für das vorliegende Beispiel als grundlegende Gleichungen die 
drei Momentenbedingungen anschreiben: 
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1. (IM;)r = o: 
es ergibt sich 

2. (,IM;)n = 0: 

3. (.IM;)m = 0: 

-Q · 0,75 -S1 · 0,50 = 0; 
sl = ~15oo kg. 

-Q · o,25 + S2 • o,56 = o; 
s2 = +447 kg. 

-Q · 0,25 + S3 • 0,69 = 0; 
S3 = +363kg. 
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Das Ergebnis stimmt mit den aus den ursprünglichen Gleichungen ermittelten 
Werten überein. Wenn man nun für irgendwelche andere Punkte die Summe 
der Momente aller Kräfte aufstellt und elie hier gewonnenen Werte einsetzt, so 
müssen alle diese Summen den Wert Null ergeben, da ja im Gleichgewichts
falle die Summe der Momente für jeden beliebigen Punkt vocschwinden muß. 
Ebenso muß mit den hier gefundenen Werten jede beliebige Komponenten
bedingung erfüllt sein. Wir können also nach Gf'winnung der drei Unbekannten 
mit Hilfe von Momentengleichungen jede weitere Momentengleichung oder auch 
jede Komponentenbedingung als Probe verwenden. 

Probe: IX;= 0: -447 · cos 45° + 363 · cos 30° = 0, 
,IY; = 0: 1000-1500 + 447·sin45° + 363 ·sin30° = 0. 

Der hier beschriebene Rechnungsgang empfiehlt sich häufig als vorteil
haftester: man rechnet die Unbekannten durch Momentenbedingungen mit mög
lichst günstig eingeführten Momentenpunkten aus und prüft die Richtigkeit der 
errechneten Werte mit Hilfe von Komponentenbedingungen nach. Jedenfalls 
soll m<tn nie versäumen, die errechneten Unbekannten nachzuprüfen. 

Welche Gleichungen wir als die drei Ausgangsbedingungen einführen, ist 
grundsätzlich gleichgültig: entweder drei Momentenbedingungen oder zwei Mo
mentenbedingungen und eine Komponentenbedingung oder eine Momenten
bedingung und zwei Komponentenbedingungen. Jedoch könnm nicht drei un
abhängige Komponentenbedingungen aufgestellt werden, da in der Ebene eine 
Kraft nur in zwei Komponenten eindeutig zerlegt 
werden kann. Durch Benutzung weiterer Momenten
bzw. Komponentenbedingungen erhalten wir dann 
immer die erwünschte Probe; der Momentenpunkt 
ist ganz willkürlich, ebenso die Richtung der Kom
ponenten. 

Es war gesagt, daß wir als Gleichgewichtsbedin
gung drei Momentengleichungen aufstellen können. 
Dazu ist noch eine Bemerkung nötig. Es .dürfen 
nämlich die drei gewählten Momentenpunkte nicht 
auf einer Geraden liegen, wenn das Gleichgewicht 
mit Sicherheit vorhanden sein soll. Das ergibt sich 

.Abb. 109. Zur Momenten· 
bedingungvon Kräften. 

aus folgender Überlegung. Nehmen wir an, es lägen Kräfte vor, die tatsächlich 
eine Resultierende R haben (Abb. 109). Dann verschwindet doch für jeden auf 
R liegenden Punkt die Summe der Momente der Kräft.e P;, da die Resultierende 
selbst für jeden dieser Punkte das Moment Null hat und andererseits die Summe 
der Momente der Kräfte gleich ist dem Moment der Resultierenden. Wenn man 
nun nachprüfen will, ob die gegebenen Kräfte im Gleichgewicht stehen, weiß man 
zunächst nicht, ob etwa eine Resultante vorhanden ist. Wählt man die drei Mo
mentenpunkte dann zufällig so, daß sie auf der vorhandenen Resultierenden 
liegen, so verschwindet die Summe der Momente aller Kräfte für diese drei Punkte, 
obwohl eine Resultierende besteht. Werden aber die drei Momentenpunkte nicht 
auf einer Geraden gewählt, so können bei Vorhandensein einer Resultierenden 
5* 
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wohl die Momente für zwei Punkte verschwinden (wenn die Resultierende zu
fällig durch die beiden Punkte geht), aber nicht für drei Punkte. Es ergibt sich 
also der Satz: 

Zerstreute Kräfte in der Ebene stehen im Gleichgewicht, wenn die Summen ihrer 
Momente für drei P1mkte verschwinden, die nicht auf einer geraden Linie liegen. 

I lrf! 
lj\ IJ\'-,, ' ; ',,, I:I:J 

'111/ffY/ Lß AOO m. PH~n. dn~:d~< 
a b parallele Stützungsstäbe mit der 

Abb.llO. Balken, gegenüber der Erde verschieblieh angeschlossen-
Erde verbunden. 

Im Zusammenhang mit dem letzten Beispiel sei noch auf folgendes hin
gewiesen: wenn die drei Stäbe durch einen Punkt hindurchgehen, dann ist das 
System je nach Art der Belastung entweder nicht mehr fest oder die Stabkräfte 
werden vieldeutig. Geht nämlich (Abb. llOa) die Last nicht durch den gemein
samen Punkt 0, dann ist für diesen Punkt die Summe der Momente nicht mehr 
Null, da ja P einen Momentenbeitrag aufweist. Im Gleichgewichtsfalle muß 
aber die Summe der Momente für jeden beliebigen Punkt versch"\Vinden; also 
ist kein Gleichgewicht bei dieser Belastung möglich, d. h. die Konstruktion ist 
beweglich. Geht die Last dagegen durch den Schnittpunkt der drei Stäbe hin
durch (Kraft P in der Abb. llOb), so verschwindet allerdings das Moment 'aller 
Kräfte für den Punkt 0, und es besteht Gleichgewicht, wenn die Summen der 
Komponenten in zwei beliebigen Richtungen verschwinden. Da aber nur zwei 
unabhängige Gleichgewichtsbedingungen vorliegen (Kräfte durch einen Punkt!), 
denen drei Unbekannte gegenüberstehen, ist die Aufgabe vieldeutig. Es darf 
also nicht eine Scheibe durch drei Stäbe mit der Erde verbunden werden, die sich 
in einem Punkt schneiden. Das wäre auch der Fall, wenn die drei Stäbe einander 
parallel laufen (Abb. 111). 

27. Gleichgewicht von drei Kräften. Es wurde oben der Fall betrachtet, daß 
eine Kraft mit drei anderen ins Gleichgewicht gesetzt werden soll, die nicht durch 
einen Punkt hindurchgehen. Daran anschließend möge gefragt werden: Wann 

kann überhaupt eine Kraft mit zwei anderen Kräften derselben 
Ebene ins Gleichgewicht gesetzt werden 1 Man beachte wieder, 

'·o/- daß Gleichgewicht nur bestehen kann, wenn die Summe ihrer Mo-

l. ~ mente für jeden beliebigen Punkt verschwindet. Nun verschwindet 
·", ~ aber doch sicher nicht das Moment der Kraft Pa (Abb.112) für 
"' den Schnittpunkt von P 1 und P2 , da Pa nicht durch diesen Punkt 

Abb. 112_ zum hindurchgeht. Es ist also Gleichgewicht bei dieser Anordnung 
Gleichgewichts- unmöglich. Das Moment kann nur dann allgemein verschwinden, 

fall drei er Kräfte. wenn Pa durch den Schnittpunkt von P 1 und P 2 läuft, d. h.: 
Drei Kräfte können nur im Gleichgewicht stehen, wenn sie durch einen Punkt 

hindwrchgehen und in der gleichen Ebene liegen. 
Das ist notwendige Voraussetzung. Damit tatsächlich dann der Gleich

gewichtsfall vorliegt, muß im übrigen die Summe der Komponenten in zwei 
Richtungen verschwinden, oder es muß die Summe der Momente für zwei andere 
Punkte verschwinden bzw. die Summe der Komponenten in einer Richtung und 
die Summe der Momente für einen Punkt, oder es muß das zugehörige Krafteck 
geschlossen sein. 
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28. Zusammensetzung und Zerlegung bei parallelen Kräften. Liegt ein System 
von parallelen Kräften vor, so ist ihre Resultierende durch die algebraische 
Summe der einzelnen Kräfte gegeben und läuft parallel zu diesen Kräften. Der 
Beweis beruht auf den Formeln 

_IY,. 
tg !XR =~-X, ' 

denn wenn man die gegebene Kraftrichtung als y-Richtung wählt (Abb. 113), 
wird .IX; = 0 und .I Y 1 gleich der Summe der gegebenen Kräfte. Die Lage 
der Resultanten ist, ·wie bei Kräften in allge
meiner Lage, bestimmt durch den Satz vom 
statischen Moment der Kräfte, bezogen auf 
irgendeinen Punkt 0: 

R·x=..:EM,. 
Gesucht sei nun die Resultierende zweier 

paralleler Kräfte Pt und P2 nach ihrer Größe, 
Richtung und Lage (Abb. 113). Ihre Größe ist 
bestimmt durch R 

Abb. 113. Die ResUltierende zweier 
paralleler und gleichgerichteter Kräfte. 

ihre Richtung, wie oben erwähnt, durch die 
Richtung der Kräfte. Zur Bestimmung der Lage kann man einen beliebigen 
Punkt 0 annehmen und stellt die Gleichung auf: 

-P1 · at- P2 • a2 = -R · x, 
wodurch x bestimmt ist. Nun kann man aber den Punkt 0 ganz beliebig wählen, 
und wir werden ihn selbstverständlich so einführen, daß die Gleichung möglichst 
einfach wird. Dies ist der Fall, wenn der Momentenpunkt auf der Wirkungslinie 
der Resultierenden selbst liegt. Wir nehmen also die Lage der Resultierenden an, 
und nach Einführung der Entfernungen p1 , p2 von den Kräften lautet die Mo
mentengleichung für einen Punkt N auf ihr: 

R · 0 =-Pt· Pt+ P2 · P2 
oder 

Durch diese Gleichung ist tatsächlich die Lage der 
Resultierenden bestimmt, da 

Pt+P2=e 
ist und die Entfernung e gegeben war, .so daß die Glei
chung (das Hebelgesetz) nur eine Unbekannte aufweist. 

Abb. 114. Die ResUltierende 
zweier paralleler und ent· 
gegengesetzt gerichteter 

Kräfte. 

Sind die beiden parallelen Kräfte entgegengesetzt gerichtet (Abb. 114), so 
ist die Resultierende R bestimmt durch 

R = P2-Pt; 
ihre Richtung fällt mit der der größeren der beiden Kräfte zusammen. Die Lage 
der Resultierenden wird wieder ganz schematisch dadurch bestimmt, daß für 
einen beliebigen Punkt auf ihr das Hebelgesetz erfüllt sein muß: 

Pt. Pt= P2 · P2· 
Da diese Gleichung nur befriedigt werden kann, we:r;m zur größeren Kraft P2 der 
kleinere Hebelarm p2 gehört und umgekehrt, so muß die Resultierende außerhalb 
der größeren der beiden Kräfte liegen. 
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Soll umgekehrt (Abb. 115) eine Kraft P in zwei Komponenten in gegebenen 
Parallelen !h und fl2 zerlegt werden, so führt man zunächst Richtungspfeile für 
diese Komponenten ein unter Berücksichtigung der Beziehung 

-.~·t~-+ 
I p l 

~! I~ 

p = Kl + K2 
und schreibtfüreinen beliebigen 
Punkt vonP das Hebelgesetz an: 

K 1 • k1 = K 2 • k2 • 

p 
Mit Hilfe der so erhaltenen 
zwei Gleichungen ist die Auf
gabe zu lösen. 

Abb. 115. Zerlegung einer Abb. 116. Gleichgewicht einer 
Kraft in zwei parallele Liegen die gegebenen Wir- Kraft mit zwei parallelen 

Kräfte. kungslinien auf der gleichen Kräften. 

Seite von P, so haben die gesuchten Komponenten entgegengesetzte Richtung, 
und zwar liegt die größere näher bei P mit gleichem Vorzeichen. 

Da die Aufgabe, eine Kraft P in zwei Komponenten K 1 und K 2 zu zerlegen, 
gerade so zu behandeln ist wie diejenige, eine Kraft P mit zwei gesuchten Kräften 
P 1 und P2 ins Gleichgew-icht zu setzen, und lediglich die Kräfte P 1 und P 2 ent
gegengesetzten Richtungspfeil wie K1 und K 2 aufweisen, kann diese Gleich
gewichtsaufgabe ganz entsprechend gelöst werden (Abb. 116); jetzt muß sein: 

und 

pl + P2 = -P_ 
p1.P1=P2·P2· 

Vbungsaufgaben für zerstreut in der Ebene liegende Kräfte. 

1. Aufgabe. Ein gewicht;;loses Seil von der Länge l = 60 cm liege auf einer 
Zylinderwalze mit dem Halbmesser r = 50 cm (Abb. 117) nnd trage an seinen 

Abb. 117. ÜbungsbeispieL 

Enden Gewichte von G1 = 30 kg, G2 = 10 kg. Wie groß sind im Gleichgewichts-

fall die Winkel rp1 und rp2 ~ • 

Lösung. Das Konstruktionsglied, das hier im Ruhezustand stehen soll, rst 

das erwähnte Seil mit seinen Endgewichten. Es ist offenbar Ruhe vorhanden, 
wenn die durch G hervorgerufene nach links ziehende Kraft K1 gleich ist der 
durch G2 bewirkte~ nach rechts ziehenden Kraft K 2 • Diese beiden Kräfte wirken 

tangential und sind gegeben durch: 
K1 = G1 • sinrpv 
K 2 = G2 • sinrp2 • 
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Wir bekommen also die Gleichung: 

0 1 • sincp1 = G2 • sincp2 ; 

andererseits ist 
l = r · ( Cf1 + Cf2)' 

l 60 
cpl + cp2 =-;:-=50= 1,2. 

Die wirkliche Größe ist leicht zu finden, wenn man bedenkt, daß zum Bogen '1& 

der Winkel 180° gehört: 
180° (rpl + cp2) 0 

:n; 1,2 

Cfl + Cf2 = 680 .40', 
cpl = 68° 40'- cp2; 

mit diesem Wert lautet die obige Gleichung: 

0 1 • sin (68° 40'- cp2} = 0 2 • sincp2 , 

0 1 · (sin 68 o 40' · cos cp2 - cos 68 o 40' · sin cp2) = 0 2 • sin cp2, 
0 1 • (sin 68° 40' · ctg cp2- cos 68° 40') = G2, 

Demgemäß: 

G2 + G1 • cos 68° 40' 
ctg cp2 = G1 • sin 68° 40' ' 

ctg cp2 = 0, 748. 

Cf2 = 53° 20'' 
Cfl = 15° 30'. 

Nun muß aber im Gleichgewichtszustand auch die Summe der Momente 
aller wirkenden Kräfte für einen beliebigen Punkt gleich Null sein. Auf das Seil 
wirken als gegebene Kräfte 0 1 und 0 2 • Stellen wir das Moment für den Angriffs
punkt von 0 2 auf, so entsteht 

G1 • (r • sincp1 + r · sincp2). 

Das ist aber nicht Null, also muß irgend etwas unberücksichtigt geblieben sein. 
Tatsächlich wirken aber auch auf die Endpunkte des Seiles nicht die Kräfte 0 1 

und 0 2 allein; denn durch die Lagerung der Kugeln auf der Walze werden gegen 
diese Kräfte ausgeübt von der Größe 

0 1 · cos cp1 und 0 2 • cos cp2 • 

Die Walze ihrerseits wehrt sich gegen diese Einflüsse und erzeugt gleich große 
Gegenkräfte N1 und N 2 , so daß auf die Endpunkte tatsächlich wirken G1 und N1 

bzw. 0 1 und N 2 (Abb. 117b). Die erste Zeichnung war unvollständig. Die Resul
tante aus 0 1 und N 1 ist die oben benutzte Kraft K 1 , entsprechend K 2 die Resul
tante aus N 2 und 0 2 ; die Summe der Momente dieser vier tatsächlich auf die Seil
enden wirkenden Kräfte 0 1 , N1 , 0 2 , N 2 muß nun für jeden beliebigen Punkt der 
Ebene verschwinden, z. B. auch für den Mittelpunkt der Walze. Durch diesen 
Punkt laufen N1 und N 2 hindurch, haben kein Moment und es bleibt nur übrig: 

-01 • r · sincp1 + 0 2 • r · sincp2 = 0. 

Damit ist dieselbe Gleichung gewonnen, die oben angesetzt worden war. 
2. Aufgabe. Um drei gleich große Walzen ist ein Band ohne Vorspannung 

gelegt, das die Walzen in der gezeichneten Lage hält (Abb. 118). Wie groß ist 
die Seilkraft ? 

Lösung. Das Gebilde aus den drei Walzen mit dem umgelegten Band ist im 
Lager durch zwei Bolzen befestigt; unter Vernachlässigung des Gewichtes des 
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Bandes wirkt lediglich die Schwere der drei Walzen auf die Bolzen, und es ent
steht demgemäß für jeden Bolzen eine drückende Kraft von der Größe 

Gl + G2 +Ga 
2 

Gegen dieseDrücke wehrt sich das Lager bzw. das Bolzenpaa,r, und es werden also 
gegen das Walzensystem die beiden Kräfte 

Gl +G2 +Ga 
2 

wirken. 
Die beiden Walzen 1 und 2 haben das Bestreben, von der unteren Walze ab

zurutschen, daran.werden sie durch das umschlungene Band verhindert, dadurch 
entstehen in diesem Band Kräfte, die auf die einzelnen Walzen wirken; so wirkt 

beispielsweise auf Walze 2 
die Bandkraft 8 2 und die 
Bandkraft 83 • Andererseits 
drückt diese Walze 2 mit 
einer Kraft K32 auf die 
Walze 3, diese wehrt sich d~t
gegen und erzeugt die gleich 
große Gegenkraft K 23 • Beide 
Kräfte müssen, solange keine 

62 Reibung vorhanden ist, in 
die Richtung der Radien 
fallen. Entsprechendes gilt 

Abb. ns. Übungsbeispiel. von den Kräften zwischen 
den Rollen 1 und 3. Es ent
steht so das in der Abb. 118 

dargestellte Kraftbild, wobei der erste Anzeiger von K die Walze angibt, auf die 
die Kraft wirkt (K12 =K21 = 0). Auf dieRolle 2 wirken demgemäßG2 , 8 2 ,83 , K 23 . 

Diese müssen im Gleichgewicht stehen, also drei Bedingungsgleichungen erfüllen: 

1. (.2'M)2 = 0: -82 • r + 8 3 • r = 0, 8 2 = 8 3 • 

2 . .IX;= 0: -82 -83 • cos 60° + K23 • cos 60° = 0, 

Daraus ergibt sich: 

S _ K 23 • cos 60° 
3 - 1 + cos 60° . 

-K23 • sin 60° + G2 + 8 3 • sin 60° = 0, 

K2a = Ba + . G62oo • s1n 

8 3 + 83 • cos 60° = 8 3 • cos 60° + ()2 • ctg 60°, 
o G 100 

83 = G2 • ctg 60 = V1f = V3 = 57,7 kg. 

Da 83 = 84 sein muß, ferner an Rolle 3 die Bandkraft 84 = 8 5 , weiter 8 5 = 86 
und an Rolle 1 auch 8 6 = 81 , so erkennt man, daß die Seilkraft für das ganze 
Band gleich groß ist. Damit ist die Aufgabe gelöst. 

3. Aufgabe. Welchen Druck p kann man mit der Anordnung nach Abb. 119 
erzeugen, wenn die Handkraft P = 50 kg beträgt und der Kolbendurchmesser 
30 mm ist? 

Lösung. Wir betrachten die Gleichgewichtszustände an den einzelnen Teilen 
der Konstruktion; zunächst am Hebel A a, dann am Punkt b und c. Auf den 
Hebel wirkt außer P noch die Stabkraft D und ferner an der Befestigungsstelle A 
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eine Kraft N gegen den Hebel. Da uns diese letztere nicht interessiert, stellen 
wir für den Anschlußpunkt A die. Momentengleichung auf: 

P · 90 - D · 50 = 0, P-50l<g 

D = ~ · P = 90 kg. 

Am Punkt b muß Gleichgewicht bestehen zwi
schen den drei zusammentreffenden Stabkräf
ten D, K, S. Das Kraftdreieck ergibt für K 
eine Druckkraft, für S eine Zugkraft: 

'---'----' 
D 10 20~m 

K = D · ~ = ~ · P · ~ = 3 P = 150 kg. 

B=D. V5Q2+3o2 -1749k 30 - ' g. 

"'=:A: :------iai'=-----JtP 

?~:sl c I( !; Schließlich muß sich am Punkte c die Kraft K 
aufheben mit der Kraft P', die durch den 
Druck p entsteht. Unter dem Druck ver
steht man die Kraft auf 1 cm2 ; beim Kolben
durchmesser von d cm entsteht also dann 
eine Kolbenkraft K: 

d2 
K=P'=n·-;r·p. 

In unserem Falle ergibt sich: 

K = n. 3,02 cm2 . p ~ 
4 cm2 ' 

daraus p = 21,2 kgfcm2• 

Ar--------ar-----~·p 
+N to 

~0 
I( Q 
~ 

0 zo fl'kg 

Abb. 119. Übungsbeispiel. 

4. Aufgabe. Nach welchem Gesetz ist eine Skala für den Druckanzeiger der 
Abb. 120 aufzutragen ? Gesucht ist also: rx = f (p). 

Lösung. Die Kraft, die auf die Zahnstange durch den Druckpausgeübt wird, 
ist gegeben durch: 

d2 . 4,02 
P = n 4 ·,p = n· 4 ·p = 12,57 ·p. 

Diese Kraft greüt an dem Zahnrad in der Ent-
fernung (e- d/2) vom Zahnradmittelpunkt an 
und sucht dieses nach rechts zu drehen, während 
das Gewicht G an dem mit dem Zahnrad fest 
verbundenen Hebel dieses nach links zu drehen 
sucht. Das Gewicht wird so lange gehoben, bis 
sein Moment gleich dem Moment von P ist: 

G. 100,0 . cos IX = p . (10,0- 2,0)' 
80 ·100,0 · COS IX = 12,57 • p • 8,0, 

12,57. p. 8,0 
COS IX = SO. 100 = 0,01257 • p. 

5. Aufgabe. Die in Abb. 121 angegebenen 
Kräfte, die auf eine Platte in ihrer Ebene wirken, 
sollen. zusammengesetzt werden. Es sei 

P= 100kg, Q = 80kg, S = 200kg, 
a = 20cm, b = 10cm, o = 30cm. 

Abb.l20. 
Übungsbeispiel. 

e~ 
' I 
·I I . I 

I 
I 
I 

Lösung. Die Aufgabe wird analytisch gelöst. Die Resultierende ist nach Größe 
und Richtung durch ihre Komponenten .IX, und .I Y1 bestimmt, nach Lage 
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durch den Satz vom statischen Moment der Kräfte (S. 61). Unter Einführung der 
positiven Richtung nach rechts bzw. nach unten ist: 

~X; = S · cos 60° = 200 · 0,5 = + 100 kg (also nach rechts), 
.I Y; = 2 P + 2 Q ~ S · sin 60° = + 186,8 kg (also nach unten), 

(.IM;)0 = Q · a + P · (a + b) + Q · (2 a + b) = 8600 kgcm. 
~~-----·-+x . s 
I 

i r i 
~ t 

+y 

Abb. 121. ÜbungsbeispieL 

EY.· ., !J __ _ 

I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 

Der Punkt 0 wurde als Momentenpunkt 
gewählt, weil sich auf ihm die beiden Kräfte 
S und P schneiden. Es findet sich weiter: 

R = V(.IX;)2 + (.I Y;)2 = 211,8 kg, 
};Y; 186,8 l 9 tgan= .EX; =:roo= , , 

iXR = 62° 15'. 

Die Resultierende R verläuft nach rechts 
-<>o unten. Da die Summe der Momente für den 

Punkt 0 ein positives Vorzeichen ergab, dreht dieses Moment im Uhrzeigersinn. 
R muß nun so liegen, daß ihr Moment den gleichen Drehsinn ergibt, d. h. da sie 
nach rechts unten verläuft, oberhalb von 0. Die Größe des Momentes von R 
muß gleich ..J.'M; sein. Wir denken nun die ResultierendeR, deren Lage noch nicht 
bekannt ist und die in der eigenen Geraden verschoben werden kann, in ihrem 
Schnittpunkt mit der Linie A 0 (Abb. 121 b) zerlegt in eine waagerechte und lot
rechte Komponente, deren Größen durch .IX; und .I Y; gegeben sind. Letztere 
hat für den funkt 0 kein Moment, erstere dagegen das Moment (.IX;) · e, wobei 

'"~''C?: to• 
Ag K ;s 

Kx Abb. 122. Übungsbeispiel. 

e noch unbekannt ist: 

e ·.IX; = (.IM;)0 , 

8600 e = 100 = 86 cm. 

6. Aufgabe. Wie groß ist bei 
dem inAbb.122 gezeichneten Spann
rollentrieb in der angegebenen Lage 
und bei einem Gewicht G = 30 kg 
der Riemenzug S ~ 

Lösung. Betrachten wir zu
nächst den Hebel mit der Rolle R. 
Durch den herabdrückenden Hebel 
wirkt von der Rolle auf den Riemen 
eine Kraft K und umgekehrt eine 

gleich große Kraft K' vom Riemen auf den Hebel. Am Hebel greifen also an 
die eben erwähnte Kraft K', ferner das Gewicht G und die Kraft an der Befesti
gungsstelle A. Diese drei müssen im Gleichgewicht stehen. Es muß also ihr Mo
ment für einen beliebigen Punkt verschwinden, z. B. für A. Für diesen Punkt 
liefert die BefEstigungskraft selbst keinen Momentenbeitrag, und wir haben: 

G · (30 + 60) -K' · cos10° · 60 = 0, 
K'- 30-90 -~ 

- 60 . cos 10° - cos 10° . 
An der Berührungsstelle von Rolle und Riemen wirken vom Hebel her die Kraft 
K, ferner vom Riemen nach links und rechts die unbekannte Kraft S. Diese 
drei Kräfte müssen im Gleichgewicht stehen, also muß 

.IY; = 0 
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erfüllt sein. Das ergibt 
K · cos 10° ~ S . sin 20° = 0, 

45 s = 0,342 = 131,6 kg. 

Als Probe kann verwendet werden: 

.IX;= 0, 
K · sin10° + S · cus20° ~s = 0. 

Die graphische Lösung ist durch das Kraftdreieck aus Kund den beiden Kräften S 
gegeben. Es findet sich aus dem Kraftdreieck: 

~ =S·sin10°, 

also das gleiche Ergebnis wie oben, da ja 

ist. 
sin 20° = 2 · sin 10° · cos 10° 

7. Aufgabe. Wie groß muß bei dem in Abb. 123 dargestellten Ventil die Ent
fernung x sein, wenn das Ventil bei 15 atü abblasen soll~ 

Lösung. Es liegen hier drei Konstruktionsteile vor: der Hebel I drehbar um 
A, der Hebel II drehbar um 0 und der VentildeckeL Der Hebel I drückt an der 
StelleB auf den Hebel Il,dieser wehrt sich 
dagegen mit der gleich großen KraftB'. Es 
greifen'demgemäß am Hebel! (Abb.123b) 
an: G,B'unddieKraftinA. DieMomen
tengleichung für A ergibt: 

q ··(70 + x) ~ B' · 70 = 0. 
B'-G 

X=-G-·70. 

Auf den Hebel II (Abb.123c) wirkt die 
eben berücksichtigte Kraft B, ferner die 
VentilkraftKund die BefestigungskraftO. 
Die Momentengleichung für 0 ergibt: 

B·140~K·70=0. 

Andererseits haben wir für das Ventil 
(Abb. 123d): 

K' = K = 7,52 ~ ·p = 663kg. 

Wir erhalten damit B = 332 kg, dann 
aus der ersten Gleichung, mit G = 30 kg, 
x= 70cm. 

8. Aufgabe. Wie groß muß bei dem in 
Abb. 124 dargestellten Panzerwagen das 
Antriebsmoment M des Zahntriebes sein, 

Abb.l23. 
Übungsbeispiel. 

wenn der Radius des Zahnrades r = 25 cm beträgt und die Neigung <X = 10° ist ~ 
Lösung. Das gesamte Gewicht wirkt im Schwerpunkt des Körpers. Seine 

beiden Komponenten, 
G · cos <X und G · sin <X, 

greifen ebenfalls dort an. Die Kraft G · cos <X wird durch die Gegenkraft N auf
gehoben. Die Komponente G · sin<X muß durch eine Aufwärtswirkung über
wunden werden, diese wird aber am Radkranz übertragen. Auf das Antriebsrad 
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wirkt also nach abwärts die Gewichtskomponente G · sin tx, die vom Wagen auf 
den Zapfen drückt, und am Radkranz die für das Gleichgewicht nötige Gegen
kraft des Bodens von gleicher Größe; das ergibt ein reines Kräftepaar vom Dreh

Abb. 124. Übungsbeispie!. 

a 

Abb. 125. Übungsbeispiel. 

moment G · (sintx) · r. Dieses Moment muß 
durch das Antriebsmoment überwunden 
werden. 
M = G · sinx · r, 
M = 22000 · 0,1736 · 25,0 = 95500 kgcm, 
M = 955kgm. 

9. Aufgabe. Wie groß muß in der in 
Abb. 125 dargestellten. Wagenbremse die 
Entfernung x sein, damit die Normalkräfte 
N 1 und N 2 gleich groß werden 1 

Lösung. Wir haben drei Hebel als Haupt
konstruktionsteile, die in den Abb.125 b, c, d 
herausgezeichnet sind. Am Hebel I lautet 
die Momentengleichung für den Punkt A : 

P · 40 ~S · 20 = 0, also S = 2 P. 
Am Hebel II werden zwei Momentenglei
chungen aufgestellt: 

für B: ~S · 50 + K:Et · 30 = 0, 

KH = ; · S = 1~ · P; 

für 0: -S·SO+N2 ·30= 0, 
80 16 

N2 = 30 • S = 3 . p. 

Der Hebel III liefert schließlich für den 
Punkt D die Momentengleichung: 

N1 · x- KH· (40 + x) = 0, 
10 10 Nl. X= 3 . p. 40 + 3 . p . X. 

Da nun N 1 = N 2 sein soll, haben wir: 
16 10 10 
3 • p · X = 3 • p · 40 + 3 · p ·X. 

Hieraus findet sich: 
x = 66,67 cm. 

10. Aufgabe. Welche Stellung muß bei 
der in Abb. 126 dargedellten SeHENCR
sehen Zerreißmaschine das LaufgewichtQ 
haben,. damit der zu prüfende Stab mit 
einer Bruchfestigkeit, von 60 kgfmm2 

reißt 1 Der Durchmesser des Stabes sei 
15,95 mm. 

Lösung. Wenn die Zerreißfestigkeit 60 kgjmm2 betragen soil, dann muß 
die Zugkraft P einen Wert annehmen, der gegeben ist durch das Produkt von F 
(Querschnitt des Stabes) mal der Bruchfestigkeit aB: 

P =F •aB, 
n·d2 

P = - 4- mm2 • 60 kgfmm2 = 200 · 60 = 12 000 kg. 
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Diese Kraft verteilt sich zu gleichen Teilen in die beiden Zugstangen am Hebel I. 
Um die Größe a ausrechnen zu können, werden der Reihe nach die Momenten
gleichungen für die Hebel I, III, V bezüglich ihrer Festpunkte aufgestellt: 

Hebel 1: 
(.IM)A = 0, 
~154,6. 6000 + 145,4. 6000 
+Sn • 460,0 = 0, 
Sn= 120kg. 

Hebel 111: 
(,IM)B = 0, 
~120 ·130,0 + Sw 260,0 = 0, 
Srv = 60kg. 

Hebel V: 
(.IM)c = 0, 
Srv · 50,0 = Q · a. 

Aus der letzten Gleichung ergibt sich, mit Q = 2,5 kg: 
a = 1200 mm. 

Abb. 126. ÜbungsbeispieL 

VI. Graphische Behandlung von Kräften, die in der Ebene zerstreut wirken. 
29. Krafteck und Seileck. Gegeben sei eine Reihe von Kräften, die wir gra

phisch zusammensetzen wollen. Die Kräfte P 1 , P 2 , Pa, P 4 seien nach Größe, 
Lage und Richtung bekannt (Abb. 127). Nach früheren üi:ierlegungen können 
wir zum Ziele kommen, wenn wir erst die Kräfte 
P 1 und P 2 zu einer Teilresultierenden R12 zu
sammenfassen. Wir verschiebendazu beide Kräfte 
nach ihrem Schnittpunkt A ; in diesem kann dann 
die Zusammensetzung der beiden Kräfte mittels 
Kräfteparallelogramm oder Krafteck erfolgen. 
Diese Teilresultierende R1 2 läßt sich in gleicher 
Weise mit Pa zusammensetzen zur Resultieren
den R12 a' und diese weiter mit P 4 zusammen
gesetzt ergibt die endgültige Resultierende der 
vier Kräfte. Wir sehen schon an diesem Bei-
spiel, daß das Verfahren zu einer unübersicht- P3 
liehen Zeichnung führt, ja es läßt uns sogar ganz 
im Stich, wenn zufällig eine Teilresultierende zu 
der nächsten Kraft parallel liegt. Daran erken
nen wir, daß das Verfahren keine allgemeine 
Bedeutung hat. 

Ein sehr übersichtliches Verfahren benutzt 
neben dem seither verwendeten Krafteck noch Abb. 127. Zusammensetzung zerstreuter Kräfte 
ein neues Vieleck, das sogenannte Seileck. Dies in der Ebene mittels Verschiebung. 

soll nun gezeigt werden. Es seien beliebig viele 
in der Ebene zerstreute Kräfte durch ihre Wirkungslinien und Richtungen ge
geben; ihre Größen seien wieder zahlenmäßig festgelegt. Wir sollen die Resul
tierende dieser Kräfte zeichnerisch ermitteln (Abb. 128). 

Wir zeichnen zunächst das Krafteck, d. h. wir tragen in einem von der tech
nischen Figur gesonderten Bild die Kräfte so aneinander, daß sie einem einheit
lichen Umfahrungssinn entsprechen. Das Bild des Kraftecks sieht also zunächst 
genauso aus, als gingen die Kräfte durch einen Punkt (Abb. 128b). Die erhaltene 
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Schlußlinie liefert auch jetzt wieder, wie bewiesen wird, Größe und Richtung der 
wirklichen Resultierenden R aller zerstreut wirkenden Kräfte. Es fehlt dann nur 
noch die Lage der Resultierenden; zu ihrer Ermittlung nehmen wir einen ganz 
beliebigen Punkt C an, den wir Pol nennen wollen. Diesen Pol, der also in seiner 
Lage an keinerlei Bedingungen geknüpft ist, verbinden wir mit den Anfangs- und 
Endpunkten der Kräfte im Krafteck (Eckpunkte des Kraftecks). Die Verbin
dungslinien, die d€n Namen Polstrahlen führen, gehen also von C nach 0, I, II 
usw. Die Strahlen wollen wir numerierenmit 0 (von C nach 0), 1 (von C nach I) 
usw. Zu diesen Polstrahlen zeichnen wir nun im techniwhen Kraftbild Parallelen 
und beginnen da~it in einem wieder völlig beliebigen Punkt A, durch den wir 
eine Parallele zu Polstrahl 0 ziehen. Die gezeichnete G.erade 0', die Seillinie, Seil
seite oder Seilstrahl genannt wird, schneidet die Wirkungslinie von P1 in einem 

0 

b 

Abb. 128. Zusammensetzu.ng 
zerstreuter Kräfte in der 
Ebene mit Hilfe des Seilecka. 

Punkt. Durch diesen Schnittpunkt ziehen wir dann eine Parallele zum nächsten 
Polstrahl 1. Den Schnittpunkt dieses neuen Seilstrahls 1' mit der Wirkungslinie 
der Kraft P 2 benutzen wir wieder als Ausgangspunkt für den Seilstrahl 2', der, 
entsprechend den früheren, parallel zum Polstrahl 2 liegen muß. In gleicher 
Weise erhalten wir die Seilseiten 3' und 4', immer amgehend von dem Schnitt
punkt des vorhergehenden Seilstrahles mit der zugehörigen Kraft. Es sei hier 
schon darauf hingewiesen, daß die Reihenfolge der Seilstrahlen mit der Reihen
folge der Polstrahlen übereinstimmen muß; z. B. werden die beiden Seilstrahlen 2' 
und 3', die an der Kraft P 3 anschließen, d. h. sich auf ihr schneiden, durch die
selbe Kraft P3 im Krafteck in ihrer Richtung festgelegt. Der von den Seilstrahlen 
gebildete Linienzug ·0', 1', 2', 3', 4' heißt Seileck oder Seilpolygon. Die Lage der 
Resultierenden ist dann dadurch bestimmt, daß sie durch den Schnittpunkt der 
äußersten Seilseiten geht. Wir verlängern also die beiden Seilstrahlen 0' und 4' 
bis zu ihrem Schnittpunkt und legen die Resultierende; die aus dem Krafteck nach 
Größe und Richtung bekannt ist, durch diesen Punkt. 

Zum Beweis der Richtigkeit unserer Behauptung denken wir uns jede Kraft 
im technischen Kräftebild zerlegt in zwei Komponenten (Abb. 128c), deren Rich
tungen durch die anschließenden Seilstrahlen gegeben sind, also P1 in die Rich
tung 0' und 1', P 2 in 1' und 2' usw. Das zur Zerlegung jeder dieser Kräfte P; 
nötige Kraftdreieck finden wir bereits im Krafteck vor, z. B. das Dreieck 0 CI 
für die Kräfte in 0' und 1'. Die Längen der beiden Polstrahlen 0 C und I C stellen 
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die Komponenten K 0 , K1 der Kraft P 1 der Größe nach dar; dabei ist der Kräfte
maßstab der gleiche, wie er für die Aufzeichnung der Kräfte P; gewählt war; 
die Richtungspfeile der Ersatzkräfte K 0 und K1 sind dem durch die Kraft P 1 ge
gebenen Umfahrungssinn entgegengerichtet (in der Figur sind die Pfeile neben die 
Polstrahlen gAzeichnet). Mit.tels dieser Zerlegungen erhalten wir also statt der vier 
Kräfte P 1 bis P4 acht Komponenten, d. h. acht Kräfte, die den gegebenen vier 
gleichwertig und nun zusammenzusetzen sind. Von diesen acht Kräften K 0 , K 1 , 

K 1 , K 2 , K 2 , ... K 4 heben sich verschiedene gegeneinander auf, denn die Kompo
nenten K1 von P 1 , in Richtung des Seilstrahls 1', und K1 , als Komponente von 
P 2 in der gleichen Linie 1', sind gleich groß, aber entgegengesetzt gerichtet. 
Entgegengesetzt gerichtete gleich große Kräfte in der gleichen Geraden heben 
sich jedoch auf. Wir erkennen, daß von den acht Ersatzkräften nur K0 und K4 
übrigbleiben, deren Größen im Krafteck durch die beiden Polstrahlen 0 und 4 
und deren Lagen durch die Seilstrahlen 0' und 4' gegeben sind. Diese beiden 
Kräfte ersetzen nach der durchgeführten Überlegung die ursprünglichen Kräfte 
P 1 ... P4 • Ihre Resultierende ist demgemäß auch die Resultante der gegebenen 
Kräfte. Wir setzen nun diese beiden Kräfte K 0 und K 4 , die in den Geraden 0' 
und 4' liegen, mit Hilfe des Kraftecks 0 C IV zur Resultierenden R zusammen, 
die ihrerseits selbstverständlich durch den Schnittpunkt der beiden Wirkungs
linien 0' und 4' gehen muß. 

Wir erhalten also bei der graphischen Zusammensetzung beliebiger Kräfte in 
der Ebene: 

die Größe und Richtung der Resultierenden durch das Krafteck, 
die Lage der Resultierenden durch das Seileck. 
Das aus den Seilstrahlen gebildete Vieleck wird Seileck genannt, weil -oin ge

wichtsloses, in zwei Punkten gehaltenes Seil, das unter dem Einfluß von Kräften 
P; steht, die Gestalt eines solchen Seilecks annimmt; dann stellen die Polstrahlen 
die Kräfte im Seil dar. 

30. Die drei möglichen Fälle bei Zusammensetzung ebener Kräfte. Die drei 
Fälle, die wir bei der analytischen Lösung der gleichen Aufgabe unterschieden 
haben, müssen uns auch hier wieder begegnen. 

1. Fall. Ergebnis: eine eindeutige Resultierende. Die Aufgabe wurde eben 
behandelt. Wir sahen, daß die Schlußlinie des Kraftecks die Größe und Rich
tung der Resultanten darstellt,daß diese Schlußlinie imFalll also nicht verschwin
den darf. Außerdem war die Lage der Resultanten bestimmt durch den Schnitt
punkt des ersten und letzten Seilstrahls, d. h. im Fall 1 müssen diese beiden 
Strahlen einen eindeutigen 
Schnittpunkt haben. Wir 4IP' 
sagen kurz : das Krafteck 
und das Seileck ist offen. 

2. Fall. Ergebnis: ein be
stimmtes Kräftepaar. Jetzt 
muß, entsprechend der ana
lytischen Lösung (Seite 62), 
die Resultierende verschwin
den. Wir zeichnen das Kraft-
eck ZU den gegebenen Kräf- Abb. 129. Zerstreute Kräfte, die ein Kräftepaar ergeben. 
ten und sehen, daß bei den 
hier vorliegenden Kräften der Anfangspunkt 0 der ersten Kraft P 1 mit dem End
punkt IV der letzten P 4 zusammenfällt (Abb.129), das Krafteck ist also geschlossen, 
d. h. R = 0. Mit dem willkürlich gewählten Pol C ziehen wir wie oben diePolstrahlen 
und zeichnen parallel dazu in das technischeKräftebild diezugehörigen Seilstrahlen 
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0', 1', ... 4'. Da sich im Krafteck die Polstrahlen 0 und 4 decken, müssen die dazu 
parallelen Seilstrahlen 0' und 4' einander parallel laufen. Das Charakteristische 
des Falles 2 ist also, daß das Krafteck geschlossen ist und daß erster und letzter 
Seilstrahl einander parallel laufen. Das Seileck ist demnach nicht geschlossen. 
Der Schnittpunkt der Seilstrahlen 0' und 4', durch den ja die Resultierende gehen 
muß, liegt unendlich fern. Wir erhalten den vorhergehenden Betrachtungen zu
folge eine Kraft von der Größe Null in unendlich großer Entfernung. Dieses Er
gebnis stellt aber nach früherem (S. 55) ein Kräftepaar dar. Es fehlt noch die 
Größe des Momentes dieses Kräftepaares. Wir finden es, wenn wir uns die vier 
gegebenen Kräfte wieder durch ihre Polstrahleu-Komponenten ersetzt denken. 
Die einzelnen Komponenten heben sich wieder auf bis auf die beiden Kräfte K0 , 

K4 , die in den Seillinien 0' und 4' liegen und die durch die Längen der Polstrahlen 
0 0 und IVO dargestellt sind; K0 geht nach dem Pol 0 hin, K 4 geht vom Pol weg. 
Diese Kräfte des Kraftecks ins Seileck übertragen, liefern eine Kraft K4 nach links 
oben und eine parallele, gleich große Kraft K0 nach rechts unten (K0 = K4 = K). 
Das ist aber die Darstellung eines Kräftepaares von der Größe (-K · e). Wir 
haben also die Größe des Polstrahls 0 bzw. 4 aus dem Krafteck, das ja in einem 
bestimmten Kräftemaßstab aufgezeichnet ist, als Kraft K ( = K0 = K4) zu ent
nehmen und mit dem Abstand e, der aus dem technischen Kräftebild abzumessen 
ist, zu multiplizieren, und erhalten dann als Ergebnis der Zusammensetzung das 
resultierende Moment 

M.=-K·e. 
3. Fall. Ergebnis: Gleichgewichtszustand (Abb. 130). Das Krafteck ist dem 

des zweiten Falles gleich; es ist wieder geschlossen. Der Unterschied gegenüber 
diesem Fall liegt im Seileck und besteht darin, daß jetzt die beiden äußersten 
~o' Seilstrahlen 0' und 4' in die 
~Ko / ~ gleiche Linie fallen. Was bedeu-

X--1' i ~--· · Pa tet das? Gehen wir von der "'P, ·"-. -. ..--- I .r, gleichen Grundlage aus wie im 
"-, ;:t Fall 2, so sehen wir hier wieder 

'·"-. / 1 die Resultierende im Krafteck 

.1/[ 

verschwinden. Übrig bleiben aber
mals nur die beiden Kräfte K0 

und K4 , die aber jetzt nicht nur 
parallel zueinander liegen, son
dern sogar in gleicher Wirkungs

Abb. 130. Zerstreute Kräfte, die im Gleichgewicht stehen. linie 0' und 4', d. h. das Kräfte-

paar K · e verschwindet. Die beiden gleich großen entgegengerichteten Kräfte 
hel:\en sich auf. Es wird also die Resultierende und das Moment gleich Null; das 
war aber die· Voraussetzung für den GleichgewichtsfalL 

Fassen wir die Einzelfälle nochmals zusammen: 
1. Fall: Krafteck offen, Seileck offen: eindeutige Resultierende. 
2. Fall: Krafteck geschlossen, Seileck offen: Kräftepaar (Moment). 
3. Fall: Krafteck geschlossen, Seileck geschlossen: Gleichgewicht. 
Es ließe sich aus der Zusammenstellung noch ein vierter Fall konstruieren: 

Krafteck offen, Seileck geschlossen, der aber nur als Sonderfall des Falles 1 er
scheint. Das Ergebnis dieses Falles ist, wie beim ersten Fall, eine eindeutige Re
sultierende, die als Wirkungslinie die' Seilseiten 0' und 4' hat (die ja dann zusam
menfallen) (Abb. 131). Er kann überhaupt nur auftreten, wenn der Pol C in der 
Verbindungslinie des Anfangspunktes 0 des Kraftecks und des Endpunktes IV 
liegt. Es gehört aber dann ein besonderer Zufall dazu, daß in diesem Fall auch 
das Seileck geschlossen ist, daß also 0' und 4' in dieselbe Gerade fallen (Abb. 131a); 



Die drei möglichen Fälle bei Zusammensetzung ebener Kräfte. 

alsdann ist die gesuchte Resultierende gegeben durch die Differenz der beiden 
Ersatzkräfte K0 und K4 • Meistens werden aber bei dieser Sonderlage des Pols die 
Seilseiten 0' und 4' nicht in dieselbe Gerade fallen, also das Seileck wird nicht ge
schlossen sein (Abb. 131 b ). Dann haben wir als Ersatzkräfte zwei parallele Kräfte 

Größe, die nach bekanntem Ko 
K 0 und K 4 von verschiedener ~y tJ -~ 

Verfahren _zu eine~ Resultie- 'Ii -;;:-1-,--... ___ ,~ ..------- Je 1/ o'\."- + 
renden, d. 1. eben die gesuchte '\. "- &'__..... :::::=--< -......... I/1' \--o,~ "-Pu '2----- ':)-.._ \\;. Resultante, zusammengesetzt '\-'~· 1 ~, • i<'\"'~ 
werden können. Man erkennt, J ~ a II - 2 - ':-~c 
daß eine allgemeine Lage des "V0 ' r IJ .//[ --:1 
Pols 0 zur einfacheren Lösung Ko " N 
führt und wird also die Sonder- 'P, '--,,.., __\ ~- ..--;-' • A'j. 
Iage des Pols auf der Geraden \~ 2' - J "-.'I' 
0-IV, der Richtungslinie der b 
Resultierenden im Krafteck, Abo. 131. Sonderfall: Krafteck offen, Seileck geschlossen 

vermeiden. -
Der Gleichgewichtszustand war in der analytischen Darstellung durch die 

Aussage gegeben: die Komponenten in zwei verschiedenen Richtungen müssen 
verschwinden, und außerdem muß die Summe der Momente aller Kräfte für einen 
beliebigen Punkt Null sein. Demgegenüber stehen die gleichwertigen Bedin
gungen bei der zeichne'rischen Lösung: Krafteck und Seileck müssen geschlossen 
sein. Wenn das Krafteck geschlossen ist, verschwinden nach früherem auch die 
Summen der Kraftkomponenten in zwei beliebigen Richtungen; andererseits ist 
aber bei geschlossenem Seileck auch kein Moment vorhanden. Allgemein wird 
also das Krafteck zu den Größen .I Xj und .I Y; in Beziehung stehen, das Seil
eck zu .IM;. Wir erkennen insbesondere für den Gleichgewichtsfall, daß das 
geschlossene Krafteck den früheren Komponentenbedingungen, da.s geschlossene 
Seileck der früheren Momentenbedingung entspricht. Es lassen sich diese gra
phischen und analytischen Bedingungen des Gleichgewichts auch austauschen, 
so daß wir eine Gleichgewichtsaufgabe auch halb graphisch, halb analytisch lösen 
könnten; es wäre z. B. Gleichgewicht vorhanden, wenn das Krafteck der gege
benen Kräfte geschlossen ist und außerdem ihr Moment für einen beliebigen 
Punkt verschwindet. 

Zu den beiden Figuren Seileck und Krafteck mit den Polstrahlen sei noch 
einiges bemerkt. Die Polstrahlen bilden mit den entsprechenden Kräften nach 
der Ableitung Kraftdreiecke. Es entspricht also einem Punkt im Seileck ein 
Dreieck im Krafteck. Das gilt aber auch umgekehrt: einem Punkt im Krafteck 
ist ein Dreieck im Seileck zugeordnet, wie man sich leicht durch Betrachten der 
beiden Figuren Abb. 128a und b überzeugen kann; z. B. entspricht dem Punkt II 
des Kraftecks das Polygon aus Seilseite 2' und den Wirkungslinien von P 2 und P 3 
im Seileck. Dieses gegenseitige Verhältnis macht das Krafteck und das Seileck zu 
reziproken Figuren der graphischen Statik. Die Wechselbeziehungen stellen für 
den Bearbeiter der Aufgaben Kontrollmöglichkeiten dar. Es läßt sich an jedem 
beliebigen Punkt die Probe anstellen, ob das Seileck dem gezeichneten Krafteck 
richtig zugeordnet ist, indem man z. B. nachprüft, ob eine Kraft P 2 , die im Schnitt
punkt von zwei Seilseiten (1', 2') liegt, im Krafteck von den zugehörigen Pol
strahlen (1, 2) eingeschlossen wird. Diese Kontrolle ist besonders wertvoll, wenn 
die Kräfte kein übersichtliches Krafteck ergeben und dadurch leicht ein Fehler 
in der Reihenfolge der entsprechend unübersichtlich liegenden Polstrahlen auftritt. 

Die Wahl des Poles 0 ist beliebig, Wir bekommen also bei einer bestimmten 
Aufgabe stets die gleiche Resultierende, wenn wir den Pol an verschiedenen 
6 Schlink, Statik. 2. u. 3. Auf!. 
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Stellen wählen. Haben wir also den Pol unglücklich gewählt, so, daß der Schnitt 
der beiden äußersten Seilstrahlen (0' und 4') sehr weit weg liegt (außerhalb des 
Zeichenblattes), so können wir einen zweiten Pol C' annehmen, der uns mit 
den Seilstrahlen 0" bis 4" einen näher liegenden Schnittpunkt der äußersten 
Seilstrahlen liefert. (Schlechte bzw. weit entfernte Schnittpunkte treten dann 
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auf, wenn der Pol C zu nahe an der 
Schlußlinie des Kraftecks liegt. Im 
Grenzfall, wenn der Pol auf diese 
Schlußlinie fällt, laufen die äußer
sten Seilstrahlen parallel, schneidet 
sich also erst im Unendlichen.) 

Erwähnt sei, daß sich bei zwei 
Seilecken, die zu demselben Kraft
eck gehören, die zum ersten Pol C 
zugehörigen Seilstrahlen und die 
entsprechenden des zweiten Pols 0' 
(also 0', 0" bzw. 1', 1") jeweils auf 
einer Geraden schneiden, die der 
Verbindungslinie der beiden Pole 
0, C' im Krafteck parallel läuft 
(Abb. 132). Dies gilt allgemein und 
läßt sich geometrisch beweisen. Der 

Abb. 132. zwei Seilecke, zu dem Beweis ist auch dadurch gegeben, 
gleichen Krafteck gehörig. daß das zweite Polstrahlenbild 

eine zeichnerische Erweiterung des 
Kraftecks darstellt. Es kann z. B. (3) als zusätzliche Kraft an P 3 aufgefaßt 
werden, CO' ist der zugehörige Polstrahl und die Parallele zu CO' im Kräftebild 
die entsprechende Seilseite. 

31. Graphische Zusammensetzung paralleler Kräfte. Wir behandeln die ge
gebenen parallelen Kräfte, die nicht gleiche Richtung zu haben brauchen, wie 
zerstreut liegende Kräfte in der Ebene, bilden also die Resultierende mit Hilfe 
des Kraft- und Seilecks. Das Krafteck fällt hierbei in eine Gerade zusammen. 

I 
Die Größe und Richtung 
der Resultierendenistge
geben durch die Schluß
linie des Kraftecks mit 

c dem Richtungspfeil, der 
~--' dem gegebenen Umfah-

Abb. 133. Graphische Zusammensetzung paralleler Kräfte. 

rungssinn entgegenge
setzt verläuft bzw. vom 
Anfangspunkt 0 nach 
Endpunkt IV geht. Die 
Resultierende paralle
ler Kräfte verläuft also 

stets, wie wir schon früher gesehen haben, auch parallel zu den gegebenen Kräf
ten und ist gegegeben durch die algebraische Summe der Kräfte. Zur Ermittlung 
der Lage wählen wir wieder einen beliebigen Pol C, ziehen die Polstrahlen und 
übertragen diese parallel in das Kräftebild in entsprechender Reihenfolge, d. h. 
unter Beobachtung der unter Nr. 29 angegebenen Regeln (Abb. 133). Um die 
richtige Reihenfolge zu gewährleisten, ist es dringend zu empfehlen, die Pol
strahlen und die entsprechenden Seilseiten zu beziffern, da sonst sehr leicht 
eine Vertauschung der Seilstrahlen vorkommen kann. Das so entstandene Seileck 
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liefert die Lage der Resultierenden durch den Schnittpunkt des ersten und 
letzten Seilstrahles. Auch hier bei der Zusammensetzung paralleler Kräfte lassen 
sich wieder die drei Fälle unterscheiden, die bei den in allgemeiner Lage liegen
den Kräften besprochen wurden (Resultierende, Kräftepaar, Gleichgewicht). 

Zeichnet man zu parallelen Kräften zwei Seilecke mit verschiedenen Polen, 
so stellen diese beiden affine Figuren dar. Die Verbindungslinie der Pole CC 
gibt die Affinitätsachse an. Hat man Kräfte durch denselben Punkt und zeichnet 
zu ihnen zwei verschiedene Seilecke, so entstehen kollineare Figuren. 

Wenn man die beiden Kräfte eines Kräftepaares mittels des Seilecks zusam
mensetzen will, so erkennt man, daß sich eine unendlich kleine Kraft in unendlich 
großer Entfernung ergibt; 

32. Anwendung des Seilecks zur Ermittlung von Momenten. Gegeben sei eine 
Anzahl paralleler Kräfte nach Größe, Lage und Richtung. Es soll das Moment 
einer Reihe von Kräften für einen beliebigen Punkt i aufgestellt werden, z. B. 
aller Kräfte links von diesem Punkt (Abb. 134). Diese Aufgabe könnten wir 
direkt lösen, indem wir 
die Summe der Mo
mente der einzelnen 
Kräfte analytisch bil
den; die Lösung kann 
aber auch indirekt er
folgen, indem wir erst 
die Resultierende der 
in Frage kommenden 
Kräfte (links vom 
Punkt i) ermitteln und 
das Moment dieser 
Resultierenden auf
stellen. Zu diesem 
Zwecke bedienen wir 
uns des Kraft- und 
Seilecks, die inAbb.134 

·~-.A~~~~~/ 

Abb. 13<l. Graphische Ermittlung von statischen Momenten. 

I 
I 
I 
I 
I 

in der bekannten Weise dargestellt sind. Links vom Punkt i liegen die Kräfte P 1 , 

P 2 , Pa, ihre Resultierende ist durch die Strecke 0 III im Krafteck dargestellt, 
ihre Lage durch den Schnittpunkt der zu den fraglichen Kräften Pv P 2 , Page
hörigen äußersten Seilseiten 0', 3'; durch deren Schnittpunkt muß R1 2 a gehen. 
(Zu den Kräften P 1 , P 2 , Pa gehören die Seilstrahlen 0', 1', 2', 3'; 1' und 2' ver
laufen zwischen zwei Kräften, also sind 0' und 3' äußere Seilseiten.) Das Mo
ment dieser Resultanten für den Punkt i ist gegeben durch 

M; = R1 a 3 • e; 
dieses Produkt ist also gleich dem gesuchten Moment der drei Kräfte Pv P 2 , Pa. 
Ein weiterer Lösungsweg, der für besondere, später näher erörterte Fälle große 
Vorteile bietet, ist folgender: wir ziehen durch den Punkt i eine Parallele zu der 
Kraftrichtung; mit dieser Geraden bringen wir diejenigen Seilstrahlen zum Schnitt 
die für die in Frage kommenden Kräfte (P10 P 2 , P 3) die äußersten Seilseiten 
sind, also die eben erwähnten Seilstrahlen 0' und 3'. Durch diese beiden Seil
strahlen wird auf die Parallelen zu den Kräften eine Strecke von der Größe y; 
ausgeschnitten. Es läßt sich nun nachweisen, daß das gesuchte Moment der 
Kräfte links vom Punkt i gegeben ist durch das Produkt aus dieser Strecke y; 
und dem Abstand h des Poles C von den Kräften im Krafteck: 

M; = y;·h. (24) 
6* 
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Zum Beweis, daß diese Formel tatsächlich das Moment der drei Kräfte P 1 , 

P2 und P 3 in bezugauf den Punkt i darstellt, gehen wir von der oben festgestellten 
Beziehung 

aus und vergleichen nun die bei der Konstruktion der Strecke Yt und der Kon
struktion der Resultierenden R123 entstandenen Dreiecke, gebildet einerseits 
aus der Resultierenden R12 3 (Kraftstrecke 0 III) und den Polstrahlen 0 und 3 
(im Krafteck), andererseits aus der Strecke Yt und den beiden Seilstrahlen 0' 
und 3 . Diese Dreiecke sind ähnlich, da ihre Seiten parallel laufen. In ähnlichen 
Dreiecken sind aber entsprechende Stücke einander porportional. Wir dürfen 
demnach schreiben: die Verhältnisse der Grundlinien zur Höhe sind in beiden 
Dreiecken die gleichen : 

:; = R~2a_. 

Das Verhältnis y;Je ist der Quotient zweier Strecken, der Ausdruck ist also di
mensionslos. Dementsprechend muß auch die rechte Seite der Gleichung R123Jh 
eine reine Zahl darstellen; dies kann aber nur der Fall sein, wenn wir h, den Ab
stand des Pols von den Kräften im Krafteck, ebenfalls als Kraft auffassen. Also 
ist h, genau so wie früher die Polstrahlen, im Kräftemaßstab des Kraftecks zu 
messen. Durch Umstellen der Größen erhalten wir: 

y;·h=R123 ·e. 

Das Produkt der rechten Seite kennen wir aber bereits als Ausdruck für das ge
suchte Moment der drei Kräfte in bezug auf den Punkt i: 

M1 = R123 e. 

Damit ist die Richtigkeit unserer obigen Behauptung bewiesen, daß 

M; = y; ·h. 

Dabei ist jedoch festzuhalten, daß der eine Faktor eine Länge, der andere eine 
Kraft darstellen muß, weil ja das Moment das Produkt von Kraft mal Länge ist. 
h ist, wie oben bemerkt, in kg (Kräftemaß) auszudrücken, wobei derjenige Kräfte
maßstab maßgebend ist, in dem die Kräfte P; im Krafteck dargestellt sind, etwa 
1 cm ...... k kg. y; ist eine Länge, die, je nach der Auftragung des technischen 
Kräftebildes, in einem bestimmten Verzerrungsverhältnis erscheint, und zwar 
gilt für die Strecke, y; der Längenmaßstab, der bei Auftragung des Kräftebildes 
verwendet wurde. Ist die Lage der Kräfte im Maßstab 1 : n aufgetragen, so ist 
für Y• der Längenmaßstab: 1 cm ...... n cm, für h der Kräftemaßstab: 1 cm ...... k kg 
zu beachten, so daß 

M1 = [y1] • [h] · k · n (cmkg) (25) 

wird. Die Größen [y;] und [h] sind dann die aus Kräftebild und Krafteck ab
gegriffenen Strecken in cm. 

Es läßt sich übrigens ohne weiteres erkennen, daß dieses grundsätzliche Er
gebnis nicht nur gilt für das Moment einer Reihe von Kräften links von einem 
beliebigen Punkt i, sondern allgemein für das Moment einer Reihe aufeinander
folgender, z. B. auch aller Kräfte für einen Punkt i. Jedoch werden wir später 
gerade das Moment der Kräfte auf der einen Seite von einem beliebigen Punkt i 
viel benötigen und das hier erhaltene Ergebnis, daß das Moment der Kräfte links 
von einem bestimmten Punkt dargestellt werden kann durch das Produkt, gebildet 
aus einer Strecke y1 und dem Polabstand h des Kraftecks, in einer späteren 
Betrachtung noch weiter verwerten. Vorläufig können wir die Zweckmäßigkeit 
dieser neuen Formel noch nicht erkennen, denn die Ermittlung des fraglichen 
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Moments auf Grund des Ausdrucks y; • h ist nicht schneller durchzuführen als 
die mit Hilfe von R12 3 e . 

Für beliebig zerstreut liegende Kräfte läßt sich eine gleiche Darstellungsart 
des Momentes der Kräfte für irgendeinen Bezugspunkt aufstellen. Es ist dann 
durch den Punkt i eine Parallele zur Resultierenden der fraglichen Kräfte zu 
ziehen. Der Beweis folgt wieder aus der Betrachtung ähnlicher Dreiecke. Doch 
hat die Übertragung auf beliebige zerstreute Kräfte keine weitere Bedeutung für 
Anwendungen. 

VII. Die möglichen Gleichgewichtsfälle (Zerlegungen) in der Ebene 
in graphischer Behandlung. 

Im folgenden seien die verschiedenen Gleichgewichtszustände nochmals zu
sammenhängend betrachtet. 

33. Gleichgewicht einer Kraft mit zwei anderen. Es soll eine gegebene Kraft P 
mit zwei Kräften, deren Richtungen g1 und g2 gegeben sind, ins Gleichgewicht 
gesetzt werden. Diese Aufgabe ist nach Seite 68 nur eindeutig, wenn sich die bei-
den Richtungen g1 und g2 auf der a b c 
Wirkungslinie der Kraft P schneiden. '"'- 1 ~ ~"-
Wie schon früher angegeben, zeichnen ~ ").- p p 

,tati,chcn Figuc maJhtäblich auf und I " V ~ wir die Kraft P in einer gesonderten ..t---_; '" 'P, 1ft 

ziehen durch die Endpunkte der ~ "~ 
P I · k / 1 Gleichnewicht 7M'"n'''fl>n Kraft aralle en zu den W1r ungs- 1 "' "•"•~?U•" 

linien g1 und Y2. Als Ergebnis erhal- Abb.l35. GleichgewichtundZe;rlegungbeidreiKräften. 
ten wir ein eindeutiges Kraftdreieck 
Im Gleichgewichtsfall (Abb. 135b) gibt der durch P festgelegte Umfahrungssinn 
die Richtung der Gleichgewichtskräfte P1 und P 2 an. 

Fragen wir bei der gleichen Aufgabestellung nach der Zerlegung der Kraft P 
in zwei Komponenten K1 , K 2 in den Richtungen g1 und g2 , so ist die Lösung zu
nächst die gleiche. Der Umfahrungssinn ist in gleicher Weise wieder durch P 
festgelegt; aber die Richtungen der Komponenten sind jetzt dem Umfahrungs
sinn entgegengerichtet (Abb. 135c). 

Ein Sonderfall dieser Aufgabe ist der, daß sich die drei fraglichen Kräfte in 
einem unendlich fernen Punkt schneiden, d.h. parallel zueinander laufen; es sei die 
Kraft P nach Lage, Größe 
und Richtung bekannt, fer
ner die beiden Wirkungs
linien g1 und g2 parallel zur 
Kraft P gegeben (Abb.136); 
gesucht sind die Kompo
nenten der Kraft P in den 
Wirkungslinien g1 und g2 • 

Mit dem Krafteck allein 
kommen wir nicht zum 
Ziele, wohl aber bei Ver

Abb. 136. Die graphische Behandlung von Gleichgewicht und 
Zerlegung bei drei parallelen Kräften. 

wendung des Seilecks. Wir tragen die Kraft P in einem Krafteck maßstäblich auf, 
wählen einen beliebigen Pol 0 und zeichnen die beiden Polstrahlen 0 und 1 nach 
Anfangs- und Endpunkt der Kraft P. Zu diesen Polstrahlen ziehen wir die par
allelen Seilstrahlen 0' und 1' durch einen beliebigen Punkt A von P. Diese beiden 
Seilseiten schneiden die Wirkungslinien g1 und g2 • Verbinden wir nun diese 
Schnittpunkte miteinander durch die Linie s' und ziehen durch den Pol 0 einen 
Polstrahl s parallel zu s', so teilt dieser Polstrahl in seinem Schnittpunkt mit der 
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Kraft P diese in die beiden Komponenten K1 und K 2 . Die Komponenten K1 
und K2 sind nach unten gerichtet, da sie als Ersatzkräfte dem durch die Kraft P 
gegebenen Umfahrungssinn entgegengerichtet sein müssen. Warum soll nun 
gerade der Teil zwischen 0 und 8 im Krafteck die Komponente K1 und der Teil 
zwischen 1 und 8 die Komponente K2 darstellen ? Wir denken an das früher über 
die Beziehungen zwischen Krafteck und Seileck Gesagte: wenn sich zwei Seil
strahlen auf einer Kraft schneiden, so müssen die parallelen Polstrahlen diese 
Kraft einschließen; nun schneiden sich aber 0' und 8 1 auf g1 , also ist die Strecke 
zwischen 0 und 8 im Krafteck die Kraft K1 • Entsprechendes gilt für K2 . 

Der Beweis für die Richtigkeit dieser Konstruktion geht aus der umgekehrten 
Betrachtung der Aufgabe hervor: wenn K1 und K2 die Komponenten der Kraft P 
sein sollen, muß umgekehrt die Kraft P die Resultierende der beiden Kräfte K1 
und K2 sein. Wären aber die Kräfte K1 und K 2 gegeben, so hätten wir die Pol
strahlen 0, 8 und 1 zu zeichnen, dazu die parallelen Seilstrahlen 0', 8 1 und 1', 
und fänden die Lage der Resultierenden P durch den Schnittpunkt der äußersten 
Seilstrahlen 0' und 1'. Die Größe der Resultierenden P ist im Krafteck durch die 
Schlußlinie 0 I, d. i. hier durch die Summe der beiden Kräfte K 1 und K2 , dar
gestellt. 

Damit ist also ein allgemeines Verfahr~n zur Zerlegung einer Kraft in parallel 
zu ihr liegende Komponenten gegeben. Es sei hierzu bemerkt, daß die Schnitt
punkte der Seilstrahlen 0' und 1' mit den beiden Wirkungslinien g1 und g2 auch 
auf den anderen Geraden genommen werden können, also der Schnittpunkt 0' mit g2 
und der Schnittpunkt 1' mit g1 . Die Konstruktion bleibt grundsätzlich die gleiche. 
Wir finden das gleiche Ergebnis, nur ist die Reihenfolge der Komponenten ver
tauscht (Abb. 136b). Der Grund für diese Vertauschung liegt in den oben wieder
gegebenen Beziehungen zwischen Seileck und Krafteck. 

Sind zur Kraft P zwei Kräfte P 1 und P 2 gesucht, die in den Wirkungslinien fh 
und g2 der Kraft P das Gleichgewicht halten sollen, dann bleibt die Konstruktion 
die gleiche, nur sind die Richtungen der Kräfte umzudrehen (Abb. 136c), da 
Gleichgewichtskräfte dem gegebenen Umfahrungssinn gleichgerichtet sind. Es 
ergibt sich, daß alsdann das zu P, P 1 , P 2 gehörige Krafteck 0, 1, 8, 0 und das 
Seileck geschlossen ist, wie es nach den früheren Betrachtungen ja auch sein muß. 

Nun braucht natürlich die Kraft P nicht zwischen den beiden Wirkungslinien 
zu liegen; sie kann auch außerhalb von g1 oder g2 angeordnet sein (Abb. 137). 

0 

p 

Bei der Lösung dieser Aufgabe gehen wir ganz 

0 
schematisch nach oben angegebener Regel vor: 
durch den beliebig gewählten Pol C werden die 
Polstrahlen 0 und 1 gezogen, dazu parallel 

1 / C durch einen beliebigen Punkt A auf der Wir-
/ kungslinie der Kraft P die beiden Seilstrahlen 

/s 0' und 1'. Diese Seilstrahlen, zum Schnitt mit 
~ / den Wirkungslinien der gesuchten Kräfte ge-
/ bracht, liefern die Schlußlinie 8', die, ins Kraft-

Abb.l37. Gleichgewicht, wenn die ge· eck übertragen, dort den Polstrahl 8 ergibt; 8 
gebene Kraft außerhalb der gegebenen 

Wirkungslinien fällt. schneidet auf der Kraft P (bzw. ihrer Ver-
längerung) die beiden Gleichgewichtskräfte P 1 

und P2 aus. Die Kraft P 1 muß dabei, entsprechend dem Schnitt der beiden 
Seilstrahlen 0' und s' auf der Wirkungslinie g1 , eingeschlossen sein von den Pol
strahlen 0 und 8. Soll nun Gleichgewicht zwischen den drei Kräften bestehen, 
so muß das Krafteck geschlossen sein, d. h .. die Richtungen von P 1 und P 2 müssen 
mit dem durch P gegebenen Umfahrungssinn übereinstimmen. Es verläuft dem
gemäß die Kraft P 2 nach unten und die Kraft P 1 nach oben. 
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34. Gleichgewicht einer Kraft mit drei anderen in der Ebene (CuLMANNsches 
Verfahren). Gegeben sind eine Kraft P nach Größe und Richtung und drei Wir
kungslinien fh, g2 und Ya von zunächst unbekannten Kräften P 1 , P 2 , Pa, die 
mit P ins Gleichgewicht gesetzt werden sollen. Die drei Wirkungslinien dürfen 
sich nicht in einem Punkt schneiden (Abb. 138). 

Zur Lösung bedenken wir folgendes: statt zu sagen, die Kraft P soll mit den 
drei Kräften P 1 , P 2 , Pa im Gleichgewicht stehen, können wir die Aufgabe auch 
formulieren: Zwei der vier Kräfte, z. B. P und P 1 , sollen mit den beiden andereri 
Kräften P 2 und Pa im Gleichgewicht stehen, oder auch: Die Resultierende aus P 
und P1 soll mit der Resultierenden aus P 2 und Pa Gleichgewicht halten. Nach 

\ 
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Abb. 138. DaR Cu!mannsche Verfahren in der Ebene. 

der letzten Fassung sollen zwei Kräfte im Gleichgewicht stehen; das kann aber 
nur aer Fall sein, wenn beide Kräfte, d. i. die Resultierende von P und P 1 bzw. 
die Resultierende aus P 2 und Pa, in die gleiche Gerade fallen. Die Resultierende 
von P und P 1 muß aber durch den Schnittpunkt A ihrer Wirkungslinien gehen, 
in gleicher Weise muß die Resultierende der Kräfte P 2 und Pa durch den Schnitt
plUlkt B der Geraden g2 und Ya laufen. Andererseits müssen jedoch nach obiger 
Aussage beide Resultierenden in gleicher Wirkunpslinie liegen, d. h. also, sie 
müssen in die Verbindungslinie der angegebenen Schnittpunkte fallen, oder die 
eingezeichnete Richtung h muß Wirkungslinie für beide Resultierenden, sowohl 
von P und P 1 wie auch von P 2 und Pa, sein. Die Lösung der Aufgabe gestaltet 
sich hiernach folgendermaßen: wir stellen Gleichgewicht her zwischen der Kraft 
P, der unbekannten Kraft P 1 und der unbekannten Resultierenden R2 a aus P 2 
und Pa, die in der Wirkungslinie h liegt (drei Kräfte an dem gleichenFunkt A); 
die Resultierende R2 3 zerlegt man dann in die Komponenten in den Richtungen g2 
und Ya und findet damit auch die Kräfte P2 und Pa (Abb. 138b). 

Die praktische Durchführung ist damit auf bekannte Verfahren zurück
geführt, denn sowohl die Gleichgewichtsaufgabe (P, P 1 , R23) als auch die Zer
legungsaufgabe (R23 , P 2 , Pa) wird an. Kräften durchgeführt, die durch einen 
Punkt gehen. Betrachten wir die entstandene Gesamtfigur der Kraftecke, so 
sehen wir, daß die Kraft P mit den gesuchten Kräften P 1 , P 2 und Pa einen ein
heitlichen Linienzug (Krafteck) bildet, der entsprechend der bekannten Gleich
gewichtsbedingung geschlossen ist. Zur Lösung bringt man also je zwei der 
vier Kräfte zum Schnitt und zieht die Verbindungslinie h, geht ~ann aus von 
dem Schnittpunkt, der auf der bekannten Kraft P liegt, zeichnet das Kraftdreieck, 
macht dasselbe für den anderen Schnittpunkt und stellt schließlich den Richtungs
pfeil der so ermittelten Kräfte P 1 , P 2 und Pa mittels des Umfahrungssinnes des 
gewonnenen Kraftvierecks fest. Die Linie h hat dann lediglich die Bedeutung 
einer Hilfsgeraden. 

Das Verfahren wurde zuerst von CULMANN angegeben und trägt auch dessen 
Namen. Das CuLMANNsche Verfahren löst also die Aufgabe: eine Kraft mit drei 
anderen Kräften in der gleichen Ebene, die sich nicht auf einer Geraden schneiden, 
ins Gleichgewicht zu setzen. Der verwendete Grundgedanke ist der gleiche wie 
der beim CuLMANNschen Verfahren für Kräfte im Raum (S. 42). 
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.Als praktisches Beispiel zur Anwendung d€s Verfahrens betrachten wir wieder 
einen Balken, der in der Ebene durch drei Stäbe festgelegt ist (Abb. 139); die drei 
Stützungsstäbe sind in ihrer konstruktiven Lage zum Balken gegeben. Der 
Balken sei belastet mit der einzelnen Kraft P (die natürlich auch Resultierende 
mehrerer Kräfte sein kann). Gesucht sind die Stabkräfte 8 1 ,82 und 8 3 , die in den 
Stäben gevteckt werden. Die drei Stäbe dürfm, wie früher (S. 68) schon gezeigt, 

"' S• nicht durch einen Punkt gehen, da sie 
/I' IJ" 

/ : ',, / als Wirkungslinien von Kräften aufgefaßt 
1', / : ', I werden müssen, die ihrerseits der gegebe-

' I ", 
F==/=~=='T::::;;~ l s, nen Belastung das Gleichgewicht halten; 
I n/ P 1.'R,,z es müssen hier den drei Unbekannten drei 
I I (}) 

1 ,' // (t) Gleichgewichtsbedingungen entsprechen. 
!/ ///~/~~~~~~ Wir fragen uns zunächst wie bei je-
v " 82 der Gleichgewichtsaufgabe: An welchem 

Konstruktionsteil besteht Gleichgewicht. 
Abb. 139. Anwendung des CuLM:ANNschen Ver· Der fragliche Konstruktionsteil ist hier 

fahrens. 
der Balken. Wir müssen also alle ge-

gebenen Kräfte so einführen, wie sie auf den Balken wirken, und werden anderer
seits auch alle gesuchten Kräfte (81 , 8 2, 8 3) so erhalten, wie sie am Balken angreifen. 

Zur Lösung bringen wir je zwei Kräfte zum Schnitt, z. B. in unserer Aufgabe 
P und 8 3 und entsprechend die Kräfte 8 2 undS1 ; (die Stabkräfte sind ja in ihren 
Wirkungslinien durch die Stabachsen gege,ben). Die Verbindungslinie der beiden 
Schnittpunkte liefert die Hilfsgerade h, in der die Resultierende von 8 1 und 82 
liegen muß. Wir gehen von dem Schnittpunkt auf der Kraft P aus und zeichnen 
das Krafteck aus P, 8 3 und der Kraft in der Verbindungsgeraden h, die die Resul
tierende R 12 aus 8 1 und 8 2 darstellt. Dann gehen wir zum anderen Schnittpunkt 
(81 und 8 2) über und zeichnen wiederum ein Kraftdreieck über der gefundenen 
Strecke R12 . Die Richtungen der erhaltenen Stabkräfte sind aus dem entstan
denen Krafteck abzulesen: es müssen die Kräfte in dem durch die Kraft P be
stimmten Umfahrungssinn gerichtet sein. Wie schon oben bemerkt, erhalten wir 
auf Grund dieser Gleichgewichtsbetrachtung die Stabkräfte so, wie sie auf den 
Balken wirken. Wir führen dementsprechend die erhaltenen Richtungspfeile an 
den am Balken angeschlossenen Enden der Stäbe ein und erkennen, daß Stab CD 
und @ drückend auf den Balken wirkt, Stab ® dagegen ziehend. Entsprechend 
wirken die Stäbe auf ihre anderen Anschlußstellen; die da auftretenden Pfeile 
laufen den vorher gefundenen entgegengesetzt gerichtet. Wir sehen daß CD und 
@ Druckstäbe sind, ®dagegen ein Zugstab ist. 

Wir hätten bei vorliegender Aufgabe naturgemäß auch P mit Stab CD und 
andererseits Stab ® mit @ zum Schnitt bringen können. Dann würde aber die 

..p.lll Lösung umständlicher, da der Schnitt-
//,'\ (} punktvon P und CD in die Unendlich-

, ' ' }} 

8

'3 s,, f}j.Sj keit fällt und die Linie h eine durch den 
Schnittpunkt von ® und @ gehende 
Parallele zu P wäre. Um nun Gleich
gewicht zwischen P, 8 1 und der Kraft 

~~, ~~~~~~~~ in h herzustellen, käme man aber mit 
Abb. uo. Sonderbelastung beim abgestützten dem einfa.chen Kraftdreieck nicht aus 

Balken. 
(parallele Kräfte). 

Auf zwei Sonderfälle sei bei dem angegebenen Gleichgewichtsfall noch hin
gewiesen (Abb. 140). Wirkt nur eine Last PI> die durch den Schnittpunktzweier 
Stäbe geht, dann tritt im dritten Stab keine Kraft auf (83 = 0). Die Richtigkeit 
ergibt sich aus der Momentenbedingung für den Schnittpunkt III. Wirkt anderer-
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seits nur eine Last P11 in Richtung eines Stabes @, dann erhalten die beiden an
deren Stäbe keine Beanspruchung. 

Haben wir zwei parallele Stäbe, etwa lotrecht, G) und@, und wirkt eine Last 
in der gleichen Richtung (Abb.,l41), so ist S2 gleich Null. Es folgt dies sofort aus 
der Komponentenbedingung: 

,2; X,= 0: S2 • costX = 0 

(IX ist der Winkel des Stabes ® gegen die Horizontalrichtung). 
Wenn etwa auf den Balken lediglich ein Drehmoment von der Größe M wirkt 

und man will die Stabkräfte auf graphischem Wege ermitteln, so stellt man das 

'·ft 1 ,. M=P·e 
~ '!-: I '" ---j ~~~ 

Abb. 141. Sonderlagen 
der Stützungsstäbe. 

' v 
Abb. 142. Belastung des abgestützten Balkens 

durch ein Kräftepaar. 

Moment durch ein Kräftepaar dar, d. h. man führt zwei beliebig große Kräfte P 
ein mit solchem Abstand e, daß p . e = M 

ist, wobei natürlich der Drehsinn des Kräftepaares mit dem Drehsinn von M 
übereinstimmen muß. Die Lage des Kräftepaares ist dabei gleichgültig. Dann 
führt man für jede Kraft P das CULMANNsche Verfahren durch. Da man das Kräfte
paar beliebig legen kann, wird man es möglichst günstig annehmen, z. B. eine 
Kraft mit einem Stabe (etwa G)) ' 
zusammenfallend(Abb.142); durch f 
diese Kraft entsteht S~ = + P, C!N I ', 
s; = 0, s~ = 0; die andere Kraft p =~='::::::;:r==:::::;;=:!!:::::::::! 
hat man nach ÜULMANN zu behan
deln und die so ermittelte Kraft S~' M-K-k ® 
mit s~ algebraisch zu addieren, 
während s;' und s;' schon die 
wirklichen Stabkräfte darstellen. 
Bildet man das Kräftepaar so Abb. 143. Zweckmäßigste Behandlung bei Wirkung 
(Abb. 143), daß die eine Kraft K eines Kräftepaares. 

in die Linie von S1 fällt, die andere in den Schnittpunkt von S2 und S3 (wobei 
natürlich K · k = M sein muß), so ist S1 nur von dem einen K abhängig, da
gegen S2 und S3 nur von dem anderen K. 

Ubungsaufgaben für ebene Stützungen. 
1 • .Aufgabe. Der in der Abb. 144 dargestellte schrägliegende Balken ist durch 

drei Stützungsstäbe mit der Erde verbunden und wird durch eine gleichmäßig 
verteilte Last . beansprucht. Die drei Stabkräfte sind zu ermitteln. 

Lösung. Die drei Stabkräfte S1 , S2 , S3 müssen mit G im Gleichgewicht stehen, 
sie seien zunächst als Zugkräfte eingeführt. Es ergibt sich aus den Momenten
gleichungen für den Punkt I und II: 

G 1. -S1 · 6,0 -G · 3,0 = 0, S1 = - 2 ; 
G 2. +G·3,0+S3 ·6,0=0, 83 =-2. 
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Die beiden Stäbe werden also gedrückt. In den beiden Momentengleichungen 
fällt 82 heraus, weil es durch den betreffenden Momentenpunkt hindurchgeht. 
Die dritte Momentengleichung wäre entsprechend aufzustellen für den Schnitt
punkt von 81 und 83 ; sie läßt uns aber im Stich, da der Schnittpunkt dieser 

' 
I 
I / 
I I 
I I 

I 
I 

I I 
I / Abb.l44. 
I I Übungsbelspiel. 
I 
ilß 

beiden Stäbe in die Unendlichkeit fällt. Man nimmt des
halb als dritte Gleichung eine Komponentenbedingung: 

3. .I x~ = o: 82 • cos ß = o, 8 2 = o. 
Probe: G- 81 + 8 2 • sin ß - 83 = 0. 

Die Belastung wird also nur 
durch die Stäbe CD und@ als 
Druckstäbe weitergeleitet, ~, >-r-'s,"'"'-<1-
während Stab ® spannungs
los bleibt. 

2 • .Aufgabe. Auf die durch 
drei Stäbe abgestützte Plattein 
Abb. 145 wirkt ihr eigenes Ge
wicht von120 kg und einKräfte- i-------fS--'---2,0-----' " 

paarvomMoment80mkg. Wie Abb. 145. Übungsbeispiet 
groß werden die Stabkräfte 1 

Lö8ung. Die beiden äußeren Einflüsse, d. i. das Gewicht G und das Kräfte
paar mit dem Moment M, müssen durch die Stäbe CD,®, @nach der Wand bzw. 
der Erde übertragen werden, oder anders ausgedrückt: die Stabkräfte müssen 
mit diesen beiden Einflüssen im Gleichgewicht stehen. Wo das Kräftepaar auf 
der Scheibe wirkt; ist hierbei gleichgültig, da es beliebig verschoben werden kann, 
ohne daß sich die Gesamtwirkung ändert. Als Gleichgewichtsbedingungen kann 
man Komponentenbedingungen (abernicht mehrals zwei) oder Momentenbedin
gungen verwenden. Bezüglich der Komponenten ist zu bemerken, daß für ein 
Kräftepaar die Summe der Komponenten in jeder beliebigen Richtung ver
schwindet, weil die Projektionen der beiden Kräfte sich aufheben. Es mögen hier 
drei Momentenbedingungen verwendet werden. Unter Einführung von Zug
kräften in den drei Stäben ergibt sich: 

1. (.I M1h = 0: -G ·1,0- 81 ·1,0 + M = 0~ 
81 = -40 kg (Druck). 

2. (.I M1)n = 0: M-G ·1,0 + 82 • cos.x ·1,0 = 0, 
82 = +50 kg (Zug). 

3. (.I Mihn = 0: M - G · ( 1,0 + 1,0 · ~:~) - 83 • 1,0 · ~:~ = 0, 

8 3 = - 150 kg (Druck). 

Probe: .I Y1 = 0: G + 82 • sin.x + 83 = 0. 

3 • .Aufgabe. Die Befestigungskräfte des in Abb. 146 gezeichneten Baukranes 
sind zu ermitteln. 

Lösung. Als eigentliche Tragkonstruktion erscheint der Galgen, der unten 
in I drehbar befestigt und außerdem durch den Stab K an die Erde angeschlossen 
ist. In dem Punkt I stützt sich der Kran gegen das Fundament, übt also auf 
dieses eine Kraft aus. Das Fundament seinerseits wehrt sich dagegen mit einer 
gleich großen Gegenkraft. Diese Gegenkraft ist zunächst nach Größe und Rich
tung unbekannt; ihre Komponenten seien Rv und RH genannt. Es liegen dem
gemäß im ganzen drei Fesseln vor: zwei Gegenkräfte RH, Rv am Anschlußpunkt I 
und die Strebenkraft K. Durch die Last von 1500 kg wird in dem Seil eine gleich 
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große Kraft erzeugt, die an den verschiedenen Rollen zur Wirkung kommt. Die 
untere Kraft geht direkt in die Erde, die vier anderen Seilkräfte von der Größe 
1500 kg wirken auf die Tragkonstruktion ein. Als Gleichgewichtsbedingungen 
seien verwendet eine Momentenbedingung für den Punkt I und zwei Kompo
nentenbedingungen. 

1. (I 11-'I)r = 0: - 1500 · 5,5 + 1500 · 10,0 - 1500 · 10,0 - 1000 · 3,5 
- 500 · 2,0- 1500 · sinß · 10,0 + K · sin.x · 5,0 = 0 

(dabei "ist K in eine horizontale und vertikale Komponente zerlegt), 
K = 5888kg. 

Die beiden Seilkräfte im waagrechten Teil heben sich gegeneinander auf. 
2. I Xt = 0: 500 +Ra+ 1500- 1500 + 1500 · sinß- K · sin.x = 0, 

Ra= 2610kg. 
3. I Y 1 = 0: 1500 + 1000 + 1500 · cosß + K · cos.x = Rv, 

Rv = 8490kg. 

1QOOkg 1000kg 

Abb. 146. ÜbungsbeispieL 

Als Probe kann man etwa verwenden: (I M)11 = 0, wobei II z. B. am Anschluß
punkt der Strebe K gewählt wird. 

Ganz anders stellt sich das Kraftbild dar, wenn die untere Rolle (Winde) am 
Kranpfosten selbst angebracht ist (Abb.146b): jetzt wirken alle fünf Seilkräfte 
auf die Konstruktion selbst ein und sowohl die beiden waagrechten wie die beiden 
senkrechten Seilkräfte heben sich gegenseitig auf. Die Momentengleichung für 
den Punkt I lautet nun: 

-1500 · 5,5-1000 · 3,5-500 · 2,0 + K ·sin.x 5,0 = 0. 
4. Aufgabe. Auf die in Abb. 147 dargestellte Feuerwehrleiter wirken die an

gegebenen Kräfte. Wie groß sind die Fesselkräfte in A und S für die Leiter 1 
Lösung. Die Aufgabe möge graphisch gelöst werden. Man kann mit Hilfe 

von Krafteck und Seileck Größe und Lage der Resultierenden der wirkenden 
Lasten ermitteln und dann S mit R zum Schnitt bringen und durch diesen Schnitt
punkt eine Gerade nach dem Gelenkpunkt A ziehen, die die Richtung der Lager
reaktion A angibt. Man kann es aber auch etwas bequemer machen, indem man 
unmittelbar davon ausgeht, daß die gegebenen Lasten mit der Lagerkraft A und 
der Stabkraft S im Gleichgewicht stehen müssen, daß also ihr Krafteck und Seil
eck geschlossen sein muß. Man legt die erste Seilseite 0' durch den Punkt A, die 
letzte Seilseite 6' schneidet die Kraft S im Punkte T (Abb. 147c). Die Verbin
dungslinie von T mit Punkt A gibt die Schlußlinie s' an, und zwar ganz gleich
gültig, wie auch die Lagerkraft A gerichtet ist, da ja 0' durch den Punkt A ge
legt wurde und durch ihn unter allen Umständen die Lagerkraft A unabhängig 
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von ihrer Richtung geht. Zieht man dann durch den Pol C eine Parallele zu s', 
so schneidet diese auf der Parallelen zu S die Größe dieser Kraft ab. Die Ver bin-

O' 

(8) 

c 

a 

100l<g 

0 100 200 JOO"kg 
Kröffemoßslub 

Abb. 147. Übungsbeispie!. 

dungsliniedieses Endpunktes mit dem Anfangspunkt des Kraftecks stellt A dar, 
da ja das Krafteck aus den Lasten und A und S geschlossen sein muß. 

Die umgekehrten KräfteSund A wirken auf den Wagen ein. Verläuft ihre 

Abb. 148. ÜbungsbeispieL 

Resultierende zwischen den RadpunktenMund N, dann werden beide Räder auf 
den Boden gedrückt; ein Abhebebestreben liegt dann nicht vor, d. h. der Wagen 
steht fest. 
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5. Aufgabe. Das in Abb. 148 dargestellte Flugzeug ist an den Rädern fest 
gebremst. Wie groß sind die entstehenden Reaktionen ~ 

LÖ8Ung. Es liegt eine Konstruktion vor mit einem festen Drehanschluß A 
und einer verschiebliehen Stützung B (weil der Sporn auf dem Boden verschieb
lieh ist). Wenn man hier die Resultante der gegebenen Lasten bildet, um sie dann 
mit B (senkrecht zum Boden gerichtet, weil sich der Sporn in der waagrechten 
Ebene verschieben kann) und .A ins Gleichgewicht zu setzen, so bereitet dies 
Schwierigkeiten, da der Schnittpunkt vonRund B hier sehr weit nach außen 
fällt. Dagegen führt die oben angegebene Konstruktion leicht zum Ziel. Man 
zeichnet das Krafteck aus S, G und P 0 , legt den ersten Polstrahl durch den 
Punkt A, bringt die letzte Seilseite 3' mit Kraft B zum Schnitt und verbindet 
diesen Punkt R mit den Stützpunkt A. Diese Verbindungslinie ergibt die 
Schlußlinie 8'; der parallele Polstrahl 8 schneidet Baus. Die Verbindungslinie 
dieses Endpunktes der Kraft B mit dem ersten Punkt des Kraftecks gibt 
Größe und Richtung von A an. 



Dritter Teil. 

Anwendung auf ebene gestützte Körper (Scheiben). 

VIII. Der einfach gestützte Körper. Dieverschiedenen Gleichg(lwichtsznstände. 

35. Der gestützte Körper als ebenes Problem. Grundsätzlich wird uns in 
der technischen Anwendung immer ein räumliches Gebilde begegnen. Da aber 
nun die meisten Körper, auch die abgestützten, in ihrer Tiefenausdehnung meist 
zu einer Mittelebene symmetrisch angeordnet sind und von Kräften beansprucht 
werden, die ebenfalls in dieser Symmetrieebene liegen, können solche Körper für 
statische Betrachtungen als ebene Gebilde behandelt werdm. Wir können sie 
geradezu als unendlich dünne Scheiben ansehen, auf die sämtliche Kräfte in der 
Ebene dieser dünnen Scheibe wirken, d. i. praktisch in der Mittelebene des Kör
pers. Dann liegt tatsächlich ein ebenes Problem vor. 

36. Der einfach gestützte Körper. Wir betrachten zunächst den einfach ge
stützten Körper, wobei es gleichgültig ist, ob die "Stützung" eine Aufhängung 
oder eine Auflagerung auf einer Fläche darstellt. Kann ein Körper, der nur an 
einer Stelle drehbar gestützt ist, im Gleichgewicht stehen 1 

Wir untersuchen: 
1. einen Körper, der in seinem unteren Teil als Halbzylinder au8geführt ist 

und dessen oberer Teil zur Untersuchung der Gleichgewichtszustände entspre
chend den Abb.149, 152, 155 geändert wird; 

2. einen stabartig ausgebildeten Körper, der an verschiedenen Stellen ge
stützt wird, Abb. 150, 153, 156. 

3. einen zylinderförmigen Körper, der stets an gleicher Stelle gestützt wird, bei 
dem aber die Art der Ausbildung der Unterlage geändert wird, Abb. 151, 154, 157. 

Bei allen betrachteten Körpern soll es sich um ein ebenes Problem handeln, 
d. h. der Körper ist zu einer Mittelebene symmetrisch, kann also als dünne 
Scheibe aufgefaßt werden. 

1. Fall, Abb. 149, 150, 151. Der Körper I stelle einen Halbzylinder auf einer 
Ebene dar. Der Stab II ist prismatisch oder zylindrisch und wird an seinem 
oberen Ende aufgehängt. Der Zylinder III liege im Innenraum eines Hohl
zylinders mit endlichem Radius. 

Der Körper drückt mit seinem Gewicht G auf seine Unterlage·bzw. zieht mit 
seinem Gewichtanse ner Aufhängung. Durch diese Kraft wird eine Gegenkraft 
in der Unterlage (im Aufhängebolzen) erzeugt, die dem Gewicht G das Gleich
gewicht hält (Aktion = Reaktion, Wirkung = Gegenwirkung). Gewicht und 
Gegenkraft, die wir hier Normalkraft N nennen wollen, sind also gleich grol3 und 
fallen in die gleiche Wirkungslinie. Die Richtungen beider Kräfte sind entgegen
gesetzt zueinander. Es besteht also, wie uns auch der Versuch bestätigen wird, 
Gleichgewicht. Drehen wir nun den Körper etwas aus seiner Gleichgewichts
lage (Abb. 149b), dann fallen die Wirkungslinien der beiden auftretenden Kräfte 
G und N nicht mehr in die gleiche Gerade. Da aber die Normalkraft Nimmer 
gleich der Schwere G sein muß (es hat sich ja an der Größe der Kräfte nichts ge
ändert), entsteht ein Kräftepaar. Dieses Kräftepaar übt aber eine Drehwirkung 
auf den Körper aus. und wir erkennen, daß diese bei den drei betrachteten Körpern 
so gerichtet ist, daß ein Zurückdrehen des Körpers in seine alte Lage bewirkt 
wird, d. h. das Kräftepaar bringt den ausgelenkten Körper in seine Gleich-
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gewichtslage zurück. Wir sprechen in diesem Fall vom stabilen oder sicheren 
Gleichgewicht. 

2. Fall, Abb. 152, 153, 154. Der Körper I ist als Zylinder ausgebildet (be
trachtet als kreisförmige Scheibe). Der Stab II ist in seinem Schwerpunkt auf-

a 
Abb. 149. b Abb. 151. 

Abb.150. 

Abb. 149 bis 151. Sicheres, stabiles Gleichgewicht. 

a tJ 
Abb. 152. b Abb. 154. 

Abb. 153. 

Abb. 152 bis 15!. Gleichgültiges, indifferentes Gleichgewicht. 

a b 
Abb. 155. Abb. 157. 

Abb. 155 bis 157. Unsicheres, labiles Gleichgewicht. 

gehängt und der Zylinder III liegt auf einer Ebene (Zylinderfläche mit r = oo). 
Es stehen wieder alle drei Körper im Gleichgewicht. Das Gewicht G erzeugt die 
gleich große Normalkraft (Reaktion) N in gleicher Wirkungslinie. Bei einer Aus
lenkung (Abb. 152b usw.) wird für alle drei Körper dieser Gleichgewichtszustand 
nicht gestört. Es stehen sich bei einer beliebigen Lage der Körper stets die beiden 
gleichen Kräfte, Aktion G und Reaktion N, in gleicher Wirkungslinie gegenüber, 
so daß der Körper in jeder neuen Lage stehenbleibt. Wir sprechen jetzt von dem 
indifferenten Gleichgewicht (astati<5ch, gleichgültig). 
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3. Fall, Abb. 155, 156, 157. Der Körper I sei in seinem unteren Ende ein 
Halbzylinder, der am oberen Ende durch ein rechteckiges Prisma vervollständigt 

~M 
'I j. 
•\ 
I· . \ rJ. 

I'!"'\._ 

wird. Stab li ist an seinem unteren Ende drehbar festgehalten. 
Der Zylinder III liegt auf der Außenseite eines Zylinders mit 
endlichem Radius. Zunächst besteht auch hier Gleichgewicht: 
Normalkraft N und Gewicht G liegen in gleicher Wirkungslinie 
und sind entgegengesetzt gleich groß. Bei einer Auslenkung der 
Körper aus ihrer Gleichgewichtslage entsteht jetzt wieder ein 
Kräftepaar aus den beiden gleich großen Kräften N und G, 
das aber den Körper mit seiner Drehwirkung weiter von der 
alten Lage entfernt. Der angestoßene Körper fällt also um bzw. 

Abb. 158. Gleich-
gewichtszentrum. weicht von der Gleichgewichtslage immer weiter ab. Wir spre-

chen hier von dem labilen oder unsioheren Gleiohgewioht. 
Fassen wir die drei Fälle zusammen, so können wir als kennzeichnenden 

Punkt für alle Auslenkungsbewegungen der Körper einen maßgeblichen Punkt M 
konstruieren (Abb. 158), der gegeben ist durch den Krümmungsmittelpunkt der 
Schwerpunktsbahn. Liegt derSchwerpunktSunter diesem Zentrum M, so be

l..oufiYJtl 

steht stabiles Gleichgewicht (sicheres Gleichgewicht}, liegt 
der Drehpunkt M im Unendlichen oder im Schwerpunkt des 
Körpers, so ist das Gleichgewicht indüferent (astatisch, 
gleichgültig). Liegt der Schwerpunkt S aber über dem 
Drehpunkt M, so ist das Gleichgewicht labil (unsicher). 

Für die technischen Konstruktionen, die bei einfacher 
Lagerung stabil gestützt sein müssen, können wir unter der 
Anwendung obiger Erkenntnisse das stabile Gleichgewicht 
durch die Feststellung der Drehwirkung des entstehenden 
Kräftepaares eindeutig festlegen. 

:~1/!rti.~:t~~~~~: Betrachten wir z. B. das Laufrad einer Seilschwebebahn. 
Das Rad allein ist labil gestützt, denn bei einer kleinen 

Auslenkung wird das entstehende Kräftepaar die Rolle zum Kippen bringen 
(Abb. 159). Durch Anordnung eines tieferliegenden Gegengewichtes (Förder
korb) legen wir den Schwerpunkt unter die Unterstützung. Lenken wir jetzt 
die Konstruktion aus ihrer Ruhelage aus, so sehen wir, daß das entstehende 

1 Kräftepaar ein drehendes Moment ausübt, 
'! · derart, daß die Konstruktion wieder in ihre 
· ·- alte Gleichgewichtslage zurückgedreht wird 

(Abb. 160). 
In ähnlicher Weise sind unsere Waagen 

konstruiert. Der Waagebalken liegt mit sei
nem Eigengewicht über dem Unterstützungs
punkt, der hier zugleich Drehpunkt und 
Zentrum ist. Durch die Waagschalen und 
die daraufliegenden Gewichte liegt aber der 
Gesamtschwerpunkt unter dem Drehpunkt. 

Abb. 160. Eine Störung der Gleichgewichtslage hat ein 
Stabile Anordnung eines Förderkorbes. 

rückdrehendes Kräftepaar zur Folge. Aus 
der Betrachtung der Kräftepaare sehen wir, daß das Maß der rückstellenden Mo
mentengröße abhängig ist von der Entfernung des Schwerpunkts vom Drehpunkt. 
Bei einer "empfindlichen" Waage, die schon auf ganz kleine Gewichtsunter
schiede reagieren soll, werden wir demgemäß den Schwerpunkt möglichst nahe 
unter den Drehpunkt legen. Es ist also diese Entfernung ein reziprokes Maß für die 
Empfindlichkeit einer Waage. 
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IX. Der Balken auf zwei Stützen. 
37. Die verschiedenen Befestigungsarten (Anschlüsse). Unter ,,Balken" 

wollen wir einen Körper verstehen, der im wesentlichen der Länge nach aus
gebildet ist. Auch hier wieder schaffen wir uns aus dem grundsätzlich räumlichen 
Bild des Balkens ein ebenes Problem. Wir nehmen an, der Balken sei symmetrisch 
zu einer Mittelebene ausgebildet, und alle Kräfte, auch die Gegenkräfte von der 
Unterlage gegen den Balken, wirken in dieser Mittelebene; dann tritt tatsächlich 
wieder ein ebenes Problem auf. Wir können uns zur Betrachtung das Bild des 
Balkens als ebene ganz dünne Platte idealisieren; für die meisten Fälle der sta
tischen Betrachtungen ge-
nügt sogar die Darstellung .. ~ .. 
derBalkenachseallein. Wie A,.~. ·-- r-- -- -
können wir nun den Balken ~ 
mit seiner Unterlage (bzw. '8 a ~~ b C 
einem anderen Konstruk- ~ 
tionsteil oder der Erde) ver- Abb. 161. Die Einspannung beim Balken. 

binden~ 
1. Die physikalisch einfachste Festlegung eines Balkens in der Ebene ge

schieht durch Einmauern oder Einklemmen des Balkens (Abb. 161a, b). Man 
nennt diese Art von Festlegung in der Statik "Einspannung". Es is-t bei der 
Einspannung eines Balkens nicht möglich, diesen von seiner Unterlage zu trennen 
(lotrechte Bewegung), ihn in seiner Ebene zu verschieben (waagerechte Be
wegung) oder zu drehen. Die Lagerung einer Welle, deren Belastung durch die 
Wellenachse geht, wird sich entspre-~I ~ 1 
chend der Lagerung eines Balkens defi- h -- _ _ -- r.-·- -
nieren lassen; ihre Lagermöglichkeiten ~ A a ~ ' b c 
sindgeradesogegebenwiefürdenruhen- v ~ :.;: 
den Balken; so ist z. B. in Abb. 161c ein Abb. 162. Festes Auflager. 
festes "Einspannungs"lager dargestellt. 

2. Die Statik kennt aber auch noch andere Befestigungsarten in der Ebene, 
bei denen nicht gleichzeitig alle drei möglichen Sperrungen: untrennbar, unver
schieblich und undrehbar, vorhanden sind. So ist z. B. die Anordnung des Bal
kens mit einem Drehbolzen nur untrennbar und unverschieblich (Abb. 162). Der 
so befestigte Balken ist aber noch nicht eindeutig in der Ebene festgelegt. Es bleibt 
eine Drehmöglichkeit bestehen, die durch irgendeine andere Anordnung (Fesse
lung) noch beseitigt werden muß, wenn der .. 
Balken für eine allgemeine ebene Belastung 
festliegen soll. Der Fall, daß die Resul-
tierende der äußeren gegebenen Kräfte · - - - -
durch diesen Drehpunkt geht, stellt den a b 
einfach gestützten Körper dar, der oben Abb.1163. Festes Anflag~r bei ;iner Welle. 
behandelt wurde. Bei Wellen, die in einer 
Ebene belastet sind, finden wir wieder eine entsprechende Lagerung, die in den 
beiden Abb. 163a undbangegeben ist. Wir nennen die Lagerung mit den zwei 
Sperrungen (unverschieblich und untrennbar), die aber eine Drehung erlaubt, 
"festes Lager". 

3. Eine dritte grundlegende Befestigungsmöglichkeit in der Ebene ist das 
"bewegliche Lager". Die Bedingung ist hierfür nur untrennbar, das Lager ist 
verschieblieh und drehbar in bezugauf den Balken angeordnet. Die Bedingung 
"untrennbar" ist hier noch etwas genauer zu erklären: bei den eingezeichneten 
Beispielen (Abb. 164) ist gefühlsmäßig noch ein Abheben möglich, aber nicht 
ein Versohieben nach unten. Die Lagerung wird in dieser Weise ausgeführt, 
7 Schllnk, Statik. 2, u. 3. AUf!. 
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wenn tatsächlich nur eine Verschiebung nach unten verhindert werden soll 
(Brücken, Fahrzeuge unter Eigengewicht usw.). Ist durch die äußere Belastung 
eine Verschiebung nach oben (Abheben) zu erwarten, so muß die Lagerung 

-Fa· te~+~·~ ,' • . c 
Abb. 164. Bewegliches Auflager. 

naturgemäß diese Verschiebung verhindern, also praktisch so ausgeführt werden, 
wie es den Anordnungen der Abb. 165 entspricht. Die dem beweglichen Lager 
gleichwertigen Lagerungen einer Welle sind in Abb. 166 zusammengestellt. Es 

t·~t~-J 
Abb. 165. Abb.166. 

Bewegliches Lager mit Sicherung gegen Abheben. Bewegliches Lager bei einer Welle. 

lassen sich also eben belastete Wellen als eben belastete Balken behandeln, was 
ja eigentlich in der Definition des Balkens schon ausgedrückt ist (der Länge nach 
ausgedehnte Körper).- Man achte darauf, daß sowohl beim festen wie beim be-

weglichen Auflager durch ein "Gelenk" die Drehmöglichkeit ge
~~t---- geben ist. 
a ~ Um eine einheitliche Angabe der Lagermöglichkeiten zu 

1 haben, führen wir symbolisch ein: 
~k---- Abb. 167a als Darstellung für den eingespannten Balken 

"b"' oder die "eingespannte" Welle, g Abb. 167b für das feste Lager, 
c~ Abb. 167c für das bewegliche Lager, wobei dieses Symbol 

Abb. 167. Sym
bollache Darstel
lung derverschie-

denen Lager. 

auch die Fälle einschließen soll, bei denen durch Verankerung 
u. dgl. eine Abhebung verhindert wird. 

38. Der Balken auf zwei Stützen. Wollen wir einen Balken 
in der Ebene festlegen, so genügt das einfache feste Lager nicht, 

wenn eine allgemeine Belastung vorliegt. Wir gehen nun einmal davon aus, daß 
zur Festlegung des Balkens zwei solche feste Lager verwandt wurden, und unter
suchen, ob der Balken damit festgelegt ist und eindeutige Kräfte aufweist. Daß 

durch diese beiden Bolzenlagerungen (Ge-

y~.r JP. ~ \p- \R8 lenke) der ganze Balken in der Ebene un-
- 1 L.:!_ _1 \ verschieblich, undrehbar ist, erkennt man 

~- ~ ohne weiteres (Abb. 168). An den Lager-
AA ,~ • \Aß stellen A und B hat der Balken mit der 
"' Unterlage nur die Bolzen gemeinsam, die 

Abb. 168. Kraftwirkung beim Balken mit als Punkte angesehen werden mögen. Es 
zwei festen Auflagern. kann also eine Kraft vom Balken in die 

Unterlage nur durch diese Punkte weitergeleitet werden. Wirken nun auf einen 
Balken Kräfte, so drückt der Balken seinerseits mit einer gewissen Kraft in den 
beiden Punkten A und B auf seine Unterlage. Die so bewirkten Kräfte seien K<~ 
und KB genannt. Die beiden Kräfte K4 und K 8 ersetzen die gegebenen äußeren 
Kräfte, sind also Komponenten der Resultierenden aller äußeren gegebenen Kräfte 
(Lasten). Die Wirkung des Balkens auf seine Unterlage hat wieder eine Gegen
wirkung zur Folge. Die so entstehenden Reaktionskräfte R4 und RB, die wir 
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künftig mit A. und B bezeichnen wollen, sind von gleicher Größe wie die .Aktions
kräfte K..~. und KB, aber entgegengesetzt gerichtet. Wir können also sagen, die 
beiden Reaktionskräfte stehen mit den Kräften K..~. und KB, d. h. aber auch mit 
den gegebenen äußeren Kräften im Gleichgewicht. Für die Lagerreaktionen 
eines Balkens ist demnach die Bedingung gegeben, daß sie mit den wirkenden 
Lasten im Gleichgewicht stehen müssen; darauf beruht ihre Berechnung. Statt 
der äußeren Kräfte können auch Mo
mente auf den Balken wirken; wir 
werden deshalb vielfach von äußeren 
"Einflüssen" sprechen, die sowohl 
Kräfte als auch Momente sein können. 

Gehen wir nun zur Ermittlung der 
Reaktionen von dem ganz einfachen 
Fall aus, daß der Balken mit den beiden p:A B 
festen Lagern durch eine Kraft P (auch ,-, 
aufzufassen als Resultierende vieler 
Kräfte) belastet sei (A b. 169). Gegeben 

Abb. 169. Balken auf ZWI'i festen Auflagern mit 
ist also P und jeweils ein Punkt der Einzellast, graphische Behandlung. 
Reaktionswirkungslinien von A und B, 
die mit P im Gleichgewicht stehen müssen. Zur graphischen Lösung der Auf
gabe benutzt man den Satz, daß drei Kräfte nur dann im Gleichgewicht stehen 
können, wenn ihre Wirkungslinien durch einen Punkt gehen. Wählen wir einen 
beliebigen Punkt N auf der Wirkungslinie der Kraft P und verbinden diesen mit 
den Lagerpunkten, so stellen die Verbindungslinien mögliche Wirkungslinien für 
A und B dar; ihre Größen sind durch das zugehörige Kraftdreieck bestimmt. 
Da wir aber über die Lage des Punktes N weiterhin keine Aussage machen kön
nen, läßt sich auch die Aufgabe mit jedem beliebigen Punkt auf der Wirkungs
linie der Kraft P durchführen, und wir erhalten 
dabei jedesmal andere Reaktionskräfte. Daraus Ah ,;{ a,. 
ersehen wir also, daß die Aufgabe vieldeutig oder,--~ z--
wie wir früher schon gesagt haben, statisch un- " 1 • 
bestimmt ist. A~ IBv 

Wie äußert sich das nun bei der analytischen Abb. 170. Balken auf zwei festen 
Betrachtung der Aufgabe 1 Die Zahl der Un- Au1lagernmitEinzellast,analytische 
bekannten ist vier: die Reaktionskraft A ist un BehandllUlg. 

bekannt nach Größe und Richtung, ebenso die Reaktionskraft B. Wir denken 
uns zweckmäßig bei diesen Aufgaben die Reaktionskräfte in ihre Komponenten 
in horizontaler und vertikaler Richtung A~, A,. bzw. Bv, B,. zerlegt (vgl. auch 
Abb. 170) dann sind wohl die Wirkungslinien dieser Komponenten bekannt, aber 
deren Größen nicht. Wir haben also insgesamt vier Unbekannte in der Auf
gabenstellung. Demgegenüber stehen nur drei Gleichgewichtsbedingungen zur 
Verfügung. Rein mathematisch gesehen, erhalten wir also zur Lösung ein 
System von drei Gleichungen mit vier Unbekannten, d. h. die Aufgabe ist mit 
den Sätzen der Statik nicht zu lösen oder, anders ausgedrückt, die Aufgabe ist 
statisch unbestimmt. 

Wollen wir die Aufgabe statisch lösbar bzw. statisch bestimmt machen, so 
müssen wir die Konstruktion so umändern, daß entweder eine neue Gleichung 
hinzukommt (Nr. 61) oder eine Unbekannte wegfällt. Der statisch bestimmte 
Aufbau einer Konstruktion ist in vielen Fällen auch technisch aus verschiedenen 
Gründen gefordert. Der betrachtete :Balken wird nun statisch bestimmt, wenn 
wir statt des einen festen Lagers ein bewegliches Lager einführen. Dann kann 
das Lager B keine Horizontalkraft mehr aufnehmen, denn die geringste waage 

7* 
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rechte Kraft auf ein derartiges System mit Rollenlagerung (Abb. 171) würde 
ein Wegfahren (Verschieben) dieses Lagers zur Folge haben (sofern keine Reibung 
vorhanden ist): es wird also vom Balken auf die Unterlage keine Horizontalkraft 
übertragen, und es kann dementsprechend auch keine waagerechte Gegenkraft 
entstehen, d. h. es tritt keine horizontale Lagerreaktion auf. Im beweglichen Auf
lager muß also die Reaktion senkrecht zur Bewegungsrichtung stehen, es ist da-

durch ihre Richtung bekannt, es fehlt nur die Größe; 
das bewegliche Lager stellt somit nur eine Unbe

" ~ kannte dar. Die Zahl der Unbekannten ist dadurch 
auf drei herabgesetzt und die Zahl der Gleichungen 
deckt sich mit der Zahl der Unbekannten. Auf den 

fs ruhenden Balken wirken also außer den Lasten noch 
""-. 

8 
die Lagerreaktionen als Kräfte; nach Einführung 

"lß dieser Lagerreaktionen hat man sich den Balken 
als eine freitragende Konstruktion zu denken, an 

Abb.l71. Balkenaufeinemfesten di L 
und einem beweglichen Lager. der · e asten und die Reaktionen angreifen. 

Solange der Balken frei, d. h. nicht gelagert ist, 
kann er eine dreifache Bewegung ausführen: er kann sich in waagerechter und 
senkrechter Richtung verschieben und außerdem um einen Punkt drehen. Man 
sagt, der Balken hat in seiner Bewegung drei Freiheitsgrade. Diese drei Be
wegungsfreiheiten müssen zur Festlegung des Balkens aufgehoben werden durch 
drei "Fesseln". Jede Fessel stellt eine Unbekannte dar, also benötigen wir eine 
Lagerung mit drei Unbekannten. Diese liegt hier vor durch das feste Lager mit 
zwei Unbekannten und das bewegliche Lager mit einer Unbekannten. 

Es wirke nun auf den Balken, der konstruktiv mit einem festen und einem 
beweglichen Lager festgelegt ist, eine nach Lage, Größe und Richtung bekannte 

Kraft P; die Lagerreaktionen sollen ermittelt 
werden (Abb. 172). Die Lösung erfolge zunächst 
auf graphischem Wege. Von der Reaktionskraft B 
kennen wir die Rich
tung (in B kann ja 
nur eine senkrechte ~A~~~----~~~~~~~ 
Kraft übertragen 
werden) und einen 
Punkt, durch den 

· h ß V Abb.173. AnalytischeBehandlung 
Abb.172. GraphischeBehandlung Sle ge en mu ' Oll einesBalkensmiteinemtestenund 
eines Balkens miteinem festen und der Reaktionskraft A einem beweglichen AUflager. 

einem beweglichen Auflager. kennen wir nur einen 
Punkt, aber nicht ihre Richtung. Der Satz, daß die drei im Gleichgewicht 
st6henden Kräfte P, A und B sich in einem Punkt schneiden müssen, erlaubt hier 
nur eine eindeutige Lösung, da der Schnittpunkt der drei Kräfte durch denjenigen 
der Wirkungslinien der Kraft P und der Auflagerreaktion B gegeben ist. Die 
Auflagerreaktion A muß also durch diesen gemeinsamen Schnittpunkt gehen, 
und damit erhalten wir die Wirkungslinie dieser Reaktion als Verbindungslinie 
des gemeinsamen Schnittpunktes mit der Lagerstelle. Das Krafteck gibt die 
Größen der Reaktionskräfte an, deren Richtungen dem durch P gegebenen Um
fahrungssinn gleichlaufend sein müssen. Zur Aufzeichnung des technischen Bildes 
benötigen wir hierbei einen Längenmaßstab (1 : n, d. h. 1 cm ""' n cm) und für das 
Krafteck einen Kräftemaßstab 1 cm ..... k kg. 

Für die analytische Berechnung sei der Balken nach Abb. 173 zugrunde ge
legt. Der Balken von der Länge l ist an seinen Enden mit einem festen und einem 
beweglichen Lager gestützt. Auf ihn wirke im Abstand a vom linken Ende eine 
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Kraft P, die unter dem Winkel IX gegen die Balkenachse geneigt ist. Gesucht 
sind wieder die Lagerreaktionen, die den Balken im Gleichgewicht halten. 

Wir wissen, daß die Reaktion in B senkrecht steht zur Bewegungsmöglich
keit des Lagers, d. i. hier senkrecht zur Balkenachse. Das linke Lager hat da
gegen eine schief gerichtete Reaktionskraft A, die je nach der Belastung in jeder 
beliebigen Richtung möglich ist; wir können sagen, es wird im linken Lager eine 
waagerechte Reaktionskraft All und eine lotrechte Reaktionskraft Av auftreten. 
Es liegen also die drei Unbekannten Av, All, B vor. Bei der analytischen Betrach
tung von Gleichgewichtsaufgaben jeglicter Art müssen wir, wie schon mehrfach 
bemerkt, zunächst Richtungen für die unbekannten Kräfte annehmen und diese 
bei negativem Ergebnis umkehren. Wir wollen einführen: die waagerechte Re
aktion A 11 nach rechts, die beiden lotrechten Reaktionen Av und B nach oben 
gerichtet. 

Die Horizohtalkomponente All wird am bequemsten aus der Komponenten
bedingung für die waagerechte Richtung berechnet: 

1. ~H= 0: 

daraus 

All- p . cos IX = 0' 

All= p. COSIX. 

(Die hier eingeführte Gleichung ~ H = 0 ist nur eine andere Schreibweise für 
~ X 1 = 0. Ähnlich ersetzen wir bei der Ermittlung der Reaktionen eines Bal
kens auch ~ Y1 = 0 durch die Schreibweise~ V = 0, d. i. Summe aller Vertikal
kräfte gleich Null.) 

AJ& wird positiv, d. h. die vorher angenommene Richtung war richtig: AJ& geht 
nach rechts. 

Für die Berechnung der beiden lotrechten Lagerkräfte wählen wir zweck
mäßig Momentenbedingungen, und zwar nehmen wir einmal den einen Lager
punkt A als Momentenpunkt, dann den anderen B. In der ersten Gleichung 
tritt nur B als Unbekannte auf, in der zweiten nur A. 

2. (~M)A = 0: -B·l + (P·sin1X) ·a + (P·cos1X) · 0 +Al& 0 +A.,·O = 0, 

daraus 
B= ~ ·P·siniX. 

Das Moment der Kraft P ist hier so aufgestellt, daß P in zwei Komponenten 
zerlegt und dann, nach dem Satz vom statischen Moment der Kräfte, die Summe 
der Momente dieser Komponenten gebildet wurde. Aus dieser Gleichung errechnet 
sich die Reaktion B unabhängig von A~~. und A.,. 

Als dritte Gleichung zur Ermittlung der noch unbekannten Kraft A., ver
wenden wir die Momentenbedingung um den Lagerpunkt B: 

3. (~M)B = 0: 

A., · l + Ah · 0 - (P · cosiX) · 0 - (P · siniX) · (l - a) + B • 0 = 0 

und daraus (l-a) . 
A., = -z-· P smiX. 

Diese Gleichung gestaltet sich wieder unabhängig von der Ermittlung der beiden 
anderen Unbekannten, da diese um den Momentenbezugspunkt keine Dreh
wirkung haben (Hebelarm= 0), in der Momentengleichung also verschwinden. 

Damit sind die drei Unbekannten errechnet. A" und B sind positiv, d. h. die 
angenommenen Richtungen waren richtig eingeführt, sie gehen nach oben. Wir 
können nun aber noch mehr Gleichgewichtsbedingungen, irgendeine Komponenten
bedingung oder eine Momentenbedingung, aufstellen, die selbstverständlich alle 
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erfüllt sein müssen, so z. B . 

.IV= 0: 
daraus 

P·sinx- Av- B = 0, 

A. + B = P · sin x. 

Es kann diese Gleichung als Probe für die richtige Ermittlung der Reaktionen 
verwendet werden. 

Bei vorliegenden Aufgaben sollte nie versäumt werden, nach Ermittlung der 
Unbekannten die Richtigkeit der Lösung durch eine Komponentenbedingung zu 
prüfen. Die Komponenten A. und An lassen sich zur Reaktionskraft A zusammen
setzen. Ist A richtig ermittelt, so muß diese Kraft durch den Schnittpunkt der 
Kraft P mit der Wirkungslinie der Reaktion B gehen. 

39. Zusammenhang zwischen Lagern und Stützungsstäben. Nun haben wir 
früher schon einmal einen Balken (Körper) in der Ebene festgelegt durch drei 
Stäbe und die in den Stäben auftretenden Stabkräfte errechnet, indem wir sagten, 
die drei Stabkräfte müssen mit der gegebenen Kraft im Gleichgewicht stehen. 
Die Aufgabe war eindeutig, demnach kann der Balken auch durch drei Stäbe, 
sog. Stützungsstäbe, die wieder Fesseln darstellen, festgelegt werden; es wird also 

Yp_ ein Zusammenhang bestehen zwischen der 
~---""-:....--~B Stützung in den beiden Lagern und den 

71;f Stützungsstäben. Dies soll nun festgestellt 
• werden. 

R---....... '-------~-nB- Wollen wir einen Punkt (A in Abb. 174) 
in der Ebene festlegen, so gelingt uns das 

!JJ mit zwei nach ihm laufenden Stäben, die ge
C lenkig miteinander verbunden sind (vgl. ehe-

"" nes Zweibockgerüst). Um diesen Punkt kann 
Abb.174. ZusanunonhangzwischenLager sich allerdings der Balken noch drehen. Wir 

und Stützungsstäben. 
haben also die gleiche Sachlage wie beim festen 

Lager, d. h. es kann das feste Auflager ersetzt werden durch zwei Stützungsstäbe, die 
durch den Auflagerpunkt hindurohgehen und nicht in dieselbeGerade fallen. Wenn 
andererseits ein Punkt (B) nur durch einen Stab an die Erde angeschlossen ist, 
so kann er sich auf einem Kreisbogen um den Anschlußpunkt 0 drehen. Prak
tisch kommt für die Bewegung des Punktes B von diesem Kreisbogen nur ein 
kleines Stückehen in Frage, da ja B mit A durch den Balken verbunden ist und 
dieser nur eine geringe Längenänderung durch die Nachgiebigkeit des Materials 

erlaubt. Dieses kleine Kreisstück ist das 
waagerechte Bogenelement des Kreises. Die 

~~~::::---'A<i----..c..---.J$8 dadurch bewirkte Verschiebungsmöglichkeit 
~ w deckt sich aber mit der, die durch das hori-

® zontal geführte Lager gegeben ist. Dem

~ ~ 

Abb. 17 5. Sonderanordnung von Stützungs
stäben. 

gemäß kann das bewegliche Lager ersetzt wer
den durch einen Stützungsstab, der senkrecht 
steht zur Bewegungsbahn. Die Zahl der 
Stützungsstäbe stimmt mit der Zahl der 

Unbekannten bei den Lagern überein, da ja das feste Auflager zwei, dagegen 
das bewegliche Auflager nur eine Unbekannte darstellt. Die Resultierende der 
Stabkräfte S1 und 8 2 gibt die Lagerreaktion im festen Lager an, die Stabkraft 8 3 
die Lagerreaktion im beweglichen Lager; letztere fällt ja auch mit der Richtung 
der Lagerkraft B zusammen. Selbstverständlich kann man die Stützungsstäbe 
für das feste Auflager auch in horizontaler und vertikaler Richtung anordnen 
(Abb. 175), so daß ihre Kräfte unmittelbar mit den üblichen Lagerkraftkompo
nenten zusammenfallen. 
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Nach diesen Ausführungen können also jederzeit statt der Lager Stützungs
stäbe eingeführt werden und umgekehrt. Tatsächlich kommen außer den Lagern 
öfters Stützungsstäbe vor. Auch gemischte Lagerungen mit Stützungsstäben 
und Auflagern finden sich bei praktischen Ausführungen, z. B. nach Abb. 176, 
wo der Stützungsstab 0 als Pendelstütze 
ausgebildet ist, die oben und unten drehbar ~ 

angeschlossen ist. (Das hier gezeichnete Sy-
stem hat allerdings vier Fesseln und ist des
halb statisch unbestimmt.) r: 

Die drei Stützungsstäbe, die zur Fest
legung eines Balkens nötig sind, brauchen 
natürlich nicht so angeordnet zu sein, daß 
zwei durch einen Punkt hindurchgehen Abb.176. Gleichzeitige Anordnung von 

Stützungsstäben und Lagern. 
(Abb. 177). Wie schon früher (S. 68) gezeigt, 
dürfen lediglich die Stäbe nicht alle drei durch einen Punkt hindurchlaufen. Da 
nun jeder einzelne Stützungsstab durch ein bewegliches Lager ersetzt werden 
kann, kann ein Balken auch durch drei bewegliche Lager festgelegt werden, 
deren Reaktionen aber nicht durch einen Punkt gehen (Abb. 178), also auch 
nicht parallel laufen dürfen. Es darf also der P. 
Balken auch nicht auf drei bewegliche Lager, die 
alle horizontal verschieblieh sind, gestützt werden 
(Abb. 179), wenn er für jede beliebige Belastung 
in Ruhe bleiben soll. Man erkennt übrigens die 
Beweglichkeit sofort, wenn man eine schiefe Kraft 
auf ihn einwirken läßt. 

40. Belastung durch lotrechte Kräfte. Sehr 
häufig sind in der Praxis die Fälle, daß der Bal

~~ ~ 

Abb. 177. Unverschieblicher Balken 
mit drei Stützungsstäben. 

ken nur lotrechte Kräfte (Gewichte) aufzunehmen hat. Betrachten wir einmal 
einen derartigen Balken, der auf zwei Stützen statisch bestimmt gelagert ist, 
und auf den nur die lotrechten Kräfte P1 , P2 und P 3 wirken. Gegeben sind außer 

Abb. 178. Unverschieblicher Balken mit drei 
beweglichen AUflagern. 

/ 

Abb. 179. Verschieblieh gestützter Balken 
mit drei beweglichen Lagern. 

den Größen dieser Lasten die konstruktiven W~:;rte, Größe des Balkens und An
griffspunkte der Kräfte (Abb. 180). 

1. Die erste Gleichung 

zeigt, daß A keine Horizontalkomponente besitzt: 

An=O. 

Rein physikalisch bedeutet das: wenn keine äußere Horizontalkraft (oder -kom
ponente) vorhanden ist, wird keine Verschiebungswirkung auftreten, wir brau
chen also auch keine Verschiebung zu verhindern. Es werden an beiden Lager
stellen demgemäß nur Vertikalreaktionen entstehen. Man könnte, rein statisch 
gesehen, diesen Balken also auf zwei beweglichen Lagern stützen. Praktisch darf 
man das natürlich nicht durchführen, da der geringste seitliche Einfluß (Wind
kräfte, kleine Neigungsdifferenz der Lagerstellen usw.) schon eine Verschie
bung des Balkens hervorbringt, der dann ja in keiner Weise gegen Fortrollen 
gesichert ist. 
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Die beiden auftretenden Lagerkräfte A und B werden wieder am besten 
durch zwei Momentengleichungen ermittelt. Die weitere Bedingung: 

..!'V=O 

werden wir dann als Probe für die richtige Ermittlung der Reaktionen anwenden. 
Es wird, wenn die Lagerreaktionen mit dem Pfeil nach oben eingeführt werden 
(Abb. 180): 

2. (..!'M).!. = 0: P1 • a 1 + P2 • a2 +Pa· a3 - B · l = 0, 

B - Pt. al + p2 . a2 + Ps. as . 
- l ' 

die Reaktion B wird positiv, d. h. die nach oben eingeführte Richtung der Lager
reaktion B war richtig. 

Die Momentengleichung um den rechten Lagerpunkt lautet: 

3. (..!' M)B = 0: A · l - P 1 (l - a1) - P 2 (l - a 2) -- P 3 (l - a3} = 0, 

A _ P1 • (l- a1) + P 2 • (l- a2)_±~· (l- a.!L 
- l ' 

Als Probe stellen wir fest, daß: 

P1 + P2 + Pa = A + B 
Diese Art der Ausrechnung der Lagerreaktionen ist im allgemeinen die zweck

mäßigste: wir ermitteln sie also mit Hilfe von Momentenbedingungen und prüfen 
unsere Rechnung mit der Komponentenbedingung für die lotrechte Richtung 
nach. 

Bei der graphischen Ermittlung der Lagerreaktionen gehen wir wieder von der 
Erkenntnis aus, daß die gegebenen äußeren Lasten mit den gesuchten Lager
reaktionen im Gleichgewicht stehen müssen. Wir wissen, daß im Gleichgewichts
fall das durch die Kräfte bestimmte Krafteck und das zugehörige Seileck ge-

" 8 

schlossen sein muß, also muß hier das zu den 
Kräften P; und A und B gehörige Krafteck und 
Seileck geschlossen sein. Wir zeiehnen zunächst 
das Krafteck (Abb. 180), gebildet aus den gege-

benen Kräften Pv P2 und 
Pa. Nach Wahl eines be
liebigen Poles C am Kraft-

1----..--:===::"?.C' eck liegen die Polstrahlen 
l 0, 1, 2, 3 fest, zu denen 
: parallel im technischen 

1 1 Kräftebild, d. i. jetzt der 
~h-5DDka---1 Balken mit seinen Kräf-

ten, die Seilstrahlen 0', 
1', 2' und 3' gezeichnet 

werden. Die Zuordnung der Strahlen muß wieder der Reziprozität der beiden 
Figuren Krafteck und Seileck entsprechen. Auf diese Weise ist ein offenes Kraft
eck und ein offenes Seileck 0', 1', 2', 3' entstanden; sie können aber auch nicht 
geschlossen sein, da sie nur zu den gegebenen Lasten Pi gehören und diese für 
sich (ohne A und B) nicht im Gleichgewicht stehen. A und B müssen nun so 
eingeführt werden, daß das alsdann entstehende Kraft- und Seileck gesehlossen 
ist. Wir betrachten zunächst das Seileck; durch Berücksichtigung einer Kraft 
in der Wirkungslinie von A muß das Seileck auf dieser Geraden einen Knick 
bekommen, ebenso auf der Wirkungslinie von B; also das Seileck schließt nicht 
mit 0' und 3' ab, sondern erhält an den Stellen m und n noch je eine neue Seite. 

.Abb. 180. 
Balken auf zwei Stützen, durch lotrechte Lasten beansprucht. 
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Diese neuen Seiten stellen dann die äußersten Seiten vor. Da aber das Seileck 
geschlossen sein muß, müssen diese beiden Seilstrahlen in dieselbe Gerade fallen, 
d. h. in die Verbindungslinie m n. Diese Verbindungslinie heißt die Schlußlinie ( s'). 
Dadurch ist das Seilpolygon aller fraglichen Kräfte (Pi und A, B) geschlossen. 
Zieht man zur Schlußlinie s' einen parallelen Polstrahl durch C, so schneidet 
dieser aus dem Krafteck die gesuchten Lagerreaktionen A und B heraus. Damit 
entsteht auch ein geschlossenes Krafteck: P 1 , P 2 , P3 , B, A. Die Strecke zwischen 
den Polstrahlen 0 und s stellt A dar, weil sich die zu 0 und s parallelen Seil
strahlen auf A schneiden; entsprechend liegt B zwischen den Polstrahlen s und 
3 im Krafteck. Der Richtungssinn der beiden Lagerkräfte ist durch den Um
fahrungssinn des Kraftecks festgelegt. 

Durch die angegebene Konstruktion hat man tatsächlich für die Lasten und 
Lagerreaktionen ein geschlossenes Krafteck und Seileck erhalten, also stehen diese 
im Gleichgewicht, d. h. auf diese Weise sind die Lagerreaktionen eindeutig er
mittelt worden. Für die Bestimmung der Lagerreaktionen bei einem nur durch 
lotrechte Kräfte belasteten Balken gilt also folgende Regel: 

Man zeichnet zun&Jhst Krafteck und Seileck für die gegebenen Lasten ohne Be
rücksichtigung der Lager, bringt dann die äußersten Seilseiten des so gewonnenen 
Seilecks mit den Wirkungslinien der Auflagerkräfte zum Schnitt, verbindet diese 
Schnittpunkte durch eine Gerade (Schlußlinie s') und zieht durch den Pol C einen 
zu s' parallelen Strahl. Dieser schneidet aus dem Krafteck die gesuchten Reak
tionen aus. 

41. Biegemoment, Querkraft und Längskraft. Im Zusammenhang mit der 
eben betrachteten Aufgabe wollen wir nun zwei neue Begriffe kennenlernen, die 
für die Gestaltung (Dimensionierung) des Balkens von Bedeutung sind: 

1. das Biegungsmoment oder Biegemoment, 
2. die Querkraft, auch Schub- oder Scherkraft genannt. 

Dazu tritt noch 
3. die Längskrajt, die schon früher (S. 20) kurz erwähnt war. 
Diese drei Begriffe spielen in der Statik eine sehr große Rolle. Das Biegungs

moment ist, wie schon der Name sagt, die Ursache für die Durchbiegung (Krüm
mung) des Balkens. Es gibt -wie in der Festigkeitslehre gezeigt wird- zugleich 
an, wie stark der Balken bei dieser Biegung beansprucht wird, ist also von großer 
Wichtigkeit für die bauliche Gestaltung eines Balkens. 

Die Querkraft gibt in ähnlicher Art ein Maß für die Abscherungsgefahr eines 
Balkens, also für die Beanspruchung auf Schub, ist demgemäß ebenso von Wich
tigkeit für die Dimensionierung, sobald eine Abschergefahr für den Balken 
besteht. 

Die Längskraft ( Achsialkraft) ist in gleicher Art eine Kenngröße für die 
Gefahr des Auseinanderreißens oder Zusammendrückens eines Balkens. Wir 
haben bereits Längskräfte in den Stabkräften kennengelernt. 

Die drei Begriffe lassen sich folgendermaßen definieren. 
1. Das Biegemoment für einen bestimmten Querschnitt eines Balkens ist gegeben 

durch die Summe der statischen Momente aller Kräfte links oder rechts von dieser 
Schnittstelle, meistens bezogen auf den Schwerpunkt (Mittelpunkt) des Querschnitts 
an der untersuchten Stelle. 

Man bezeichnet das Biegemoment positiv, wenn es für den linken Ted im Uhr
zeigersinn, für den rechten Teil gegen den Uhrzeigersinn dreht. (Als Merkbild: 

t ~in 
Dieser scheinbare Widerspruch in der Vorzeichenregel klärt sich sofort auf, 

wenn wir einen Balken betrachten, der unter dem Einfluß von Lasten durch-
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gebogen ist (Abb. 181). Der Punkt i (beliebiger Punkt) hat dabei seine Lage ge
ändert, er hat sich nach unten verschoben. Wollen wir die Verschiebung dieses 
Punktes mit Hilfe der Biegungsdrehung durch ein Moment auf der einen Balken-

~ 1 ~ seite erreichen, so ist dazu links eine Drehung 
~i t ~ im Uhrzeigersinn, rechts eine solche gegen den 
: . Uhrzeigersinn nötig. Beide Momente haben 
i' ~ also trotz ihres entgegengesetzten Drehsinns 

Abb. 181. VorzeichendesBiegemomentes. die gleiche Wirkung. Wir sehen daraus, daß 
in der Festlegung des Vorzeichens diese ver

schiedenen Drehsinne auf beiden Seiten mit dem gleichen Vorzeichen versehen 
werden müssen, wenn dasjenige Biegungsmoment, links und rechts, das die 
gleiche Wirkung hervorruft, auch dasselbe Vorzeichen besitzen soll. Das Biegungs

moment für einen Punkt i ersetzt also das Ge
sa.mtmoment aller Kräfte auf der einen Seite 
von i. 

2. Die Querkraft für einen bestimmten Quer
schnitt ist gegeben durch die q,lgebraische Summe 
der senkrecht zur Balkenachse gerichteten Kräfte 
links oder rechts von dieser Schnittstelle. 

Man bezeichnet die Querkraft als positiv, wenn 
sie für den linken Teil nach oben, für den rechten 
Teil nach unten gerichtet ist. (Merkbild: tQ~,j..) 

+ 
Auch hier besteht scheinbar ein Widerspruch 

in der VorzeichenregeL Es läßt sich die gleich
Abb. 182. Vorzeichen der Querkraft. artige Wirkung der Querkräfte auf beiden Seiten 

mit gleichem Vorzeichen leicht einsehen, wenn 
wir an die Bedeutung der Querkraft als Abscherungskraft denken; die zwei 
Schnittflächen (Schnittufer) eines Querschnitts (Abb. 182) werden dann gegen
einander verschoben, wenn auf der einen Seite nach oben, auf der anderen 

I h aber nach unten gedrückt wird. Also gleiche 
'11 ( Wirkung bedingt auch hier gleiches Vorzeichen. 

~B:A:-v_...__ ____ -'---;aoo sch;itt ~: ~!r:t:!r~r~~r ~:n:7g~:r=:::C~!es~:r;; 
f BBi "'T"'' der in Richtung der Balkenachse liegenden Kräfte 
~ nf links oder rechts von dieser Schnittstelle. 

--...__A" -'--ll'i L.,.i ~- - - - Man bezeichnet die Längskraft als positiv, wenn 
l4v sie für den linken Teil nach links, für den rechten 

a. Teil nach rechts geht. Durch eine positive Längs-
. kraftwerden die zwei Schnittufer eines Querschnitts 

· . --'---.,:). auseinander gezogen. (Die linke Längskraft wirkt 
auf den reckten Teil.) 

Die Vorzeichenregel wird uns hier sofort ge
Abb.183. Vorzeichen derLänsskraft. läufig, wenn wir an die Stabkraft denken. In 

dem in Abb. 183 gezeichneten Balken entsteht 
Druck. Die Kraft L1 des linken Teils wirkt drückend auf den rechten Balkenteil, 
umgekehrt auch die Kraft L1 des rechten Teils drückend auf den linken Balken
teil; Druck wurde aber früher als negativ bezeichnet. Die Wirkung der Längs
kraft erkennt man am leichtesten, wenn man die aneinandergelegten Hand
flächen in den Querschnitt hineingelegt denkt: eine positive Längskraft sucht 
die Handflächen auseinanderzuziehen, dagegen die negative Längskraft sie gegen
einander zu drücken. Die späteren Betrachtungen werden die Verhältnisse noch 
wesentlich klären. 
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Die Längskräfte verschwinden ganz bei Balken mit senkrechten Lasten. Wir 
haben also bei dem vorigen Beispiel (Abb. 182) an einer beliebigen Schnittstelle 
nur Querkräfte und Biegemomente zu erwarten. 

Zum Verständnis dieser Größen ist noch folgende Betrachtung von Wichtig
keit. Der Balken hat die Lasten nach den Lagern zu übertragen; es wird dabei 
durch jeden Querschnitt eine Kraftwirkung von dem einen Balkenteil nach dem 
anderen weitergeleitet. Die Kraft, die durch einen Querschnitt i von der einen 
Seite nach der anderen übertragen wird, ist offenbar nichts anderes als die Resul
tierende aller Kräfte links vom Querschnitt, in Abb 184 die Resultierende R' 
von Av, A11 , Pv P2 , denn diese Resultante ersetzt ja die Wirkung aller Kräfte, 
die an dem linken Teil angreifen, deren Einfluß also durch den Querschnitt nach 
rechts weitergeführt werden muß. Diese Resultierende können wir nach irgend
einem Punkt des Querschnitts, 
somit auch nach dem Schwer
punkt M, verschoben denken und 
erhalten die gleiche Wirkung, wenn 
wir außer der parallel verschobe
nen Kraft noch ein Kräftepaar 
einführen, dessen Moment gegeben 
ist durch das statische Moment der 
Kraft R' für den Punkt M, also 
R' · e. Dieses Moment ist aber nach 
dem Satz vom statischen Moment 
der Kräfte gleich der Summe der 
Momente von Av, A11 , P 1 , P 2 für 
denselben Punkt M, d. h. gleich 
dem Biegemoment (BM)· Dem

Av 

Abb. 184. 
Die Beanspruchungsgrößen 11ines Querschnittes. 

gemäß haben wir als gleichwertige Wirkung, statt der Kraft R': die durch 
den Punkt M gehende Kraft R" (= R') und das Biegungsmoment BM. Nun 
können wir R" in zwei Komponenten zerlegen, eine in Richtung der Balken
achse L, und eine senkrecht dazu Qi. Diese beiden Komponenten sind nichts 
anderes als die oben definierte Längskraft und Querkraft. Wir erhalten damit das 
Ergebnis, daß die Resultierende R' aller Kräfte links vom Querschnitt ersetzt 
ist durch die Querkraft und Längskraft, die durch den gewählten Punkt M gehen, 
und durch das Biegungsmoment B.M. =Bi. Diese Einflüsse Li, Qi, Bi, die man 
als Beanspruchungsgrößen bezeichnen kann, ersetzen also den Gesamteinfluß aller 
Kräfte links vom Schnitt und wirken nun auf den reckten Teil ein. Es ist also 
nicht so, daß die Zusammenwirkung der hier betrachteten drei Einflüsse Li, 
Qi, Bi mit den auf den linken Teil wirkenden Kräften (A., Ah, P 1 , P 2) Gleich
gewicht hält, sondern sie ersetzen diese Kräfte. Dreht man die drei Einflüsse in 
ihrer Richtung bzw. ihrem Drehsinn um, so bekommt man diejenigen Einflüsse, 
die von dem rechten Teil gegen den linken wirken, und dann mit den am linken 
Teil angreifenden äußeren Kräften im Gleichgewicht stehen. 

Betrachten wir an einer Schnittstelle die drei Größen Querkraft, Längskraft, 
Biegemoment zusammen, so erkennen wir in ihnen die Einflüsse, die ein Ver
schieben der beiden Schnittufer des Balkenschnittes ( Querverschiebung), ein 
Auseinandergehen (Trennen) der Schnittufer und eine Verdrehung der Quer
schnitte im Sinne der Biegung zu bewirken versuchen. 

42. Die Ermittlung der Beanspruchungsgrö.Ben. Die rechnerische Ermittlung 
dieser Beanspruchungsgrößen erfolgt dadurch, daß wir entsprechend der Defini
tionen die algebraischen Summen der angegebenen Werte bilden. Die Durch
führung wird später erläutert. 
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Die graphische Ermittlung des Biegungsmomentes kann in einfacher Weise 
mittels des Seilecks erfolgen, das zur Bestimmung der Lagerreaktion auf Seite 104 
gezeichnet wurde. Zum Beweis dieser Behauptung sei ein weiteres Beispiel 
(Abb. 185) mit rein lotrechter Belastung durch drei Lasten, die der Größe und 
Lage nach bekannt sind, betrachtet. 

Wir zeichnen den Balken in einem bestimmten Maßstab auf. Dieser Längen
maßstab sei 1 : n (d. h. 1 cm in der Zeichnung bedeutet n cm in der Wirklichkeit.) 
Die Kräfte sind an diesem Balken durch ihre Wirkungslinien festgelegt. Die 
Größen der Kräfte werden nun in einem bestimmten Kräftemaßstab 1 cm ~ k kg 

tl.•.JOOO"kg 
f#-2000kg'Z 

. I} •1000"kg 
t m k n 

b I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
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Abb.l85. Momenten- und Querkraftfläche eines in seinen Enden gestützten Balkens. 

im Krafteck dargestellt, das jetzt auf eine Gerade zusammenschrumpft. Dann 
wird ein willkürlicher Pol 0 gewählt, dessen Abstand von den aneinandergetra
genen Kräften wir mit h bezeichnen wollen ; durch ihn sind die Polstrahlen als 
Verbindungslinien dieses Poles mit den Anfangs- und Endpunkten der Kräfte 
festgelegt. Wir beachten dabei, daß - wie aus den grundlegenden Ausführungen 
über das Seileck, Nr. 29, ersichtlich -für jede Strecke im Krafteck, also auch 
für die Polstrahlen und den Abstand des Pols vom Krafteck, der Kräftemaßstab 
maßgebend ist. Die Strecke h ist also in Wirklichkeit als eine Kraftgröße mit der 
Dimension kg aufzufassen. Nun verfahren wir so weiter, wie auf Seite 104 für die 
Ermittlung der Lagerreaktionen angegeben ist: zu den Polstrahlen zeichnen wir das 
zugehörige Seileck unter Beachtung der Reihenfolge der Seilstrahlen, wobei immer 
ein Schnittpunkt zweier Seilseiten mit einer Kraft im Seileck einem Dreieck im 
Krafteck entspricht. Den ersten und letzten Seilstrahl bringen wir mit den Auf
lagerwirkungslinien zum Schnitt und erhalten damit die Schlußlinie s' des Seil
ecks. Der zur Schlußlinie s' gehörige Polstrahl s schneidet die beiden Lagerreak
tionen aus, wobei A, weil im Seileck geschnitten von den Seilstrahlen 0' und s', 
im Krafteck von den Polstrahlen 0 und 8 eingeschlossen sein muß; entsprechend 
liegt B zwischen s und 3. Die Richtungen der beiden Reaktionskräfte A und B 
sind dadurch festgelegt, daß das Krafteck geschlossen sein muß, A und B 
sind nach oben gerichtet. Diese Lagerreaktionen wirken auf den Balken als 



Die Ermittlung der Beanspruchungsgrößen. 109 

Kräfte. Wir können uns also auch frei von dem Begriff der Lagerung machen 
und einfach in A und B Kräfte sehen, die in gleicher Weise wie Pv P 2 und Pa 
auf den Balken aufgebracht sind, also auch genau so behandelt werden können. 

Gemäß unserer obigen Behauptung sollen wir nun in dieser Figur eine Mög
lichkeit besitzen, das Biegemoment zu bestimmen. Denken wir an die frühere Be
nutzung des Seilecks: es war (S. 83) die Summe der statischen Momente links oder 
rechts von einem beliebigen Punkt (d. i. jetzt die Definition für das Biegemoment), 
gegeben durch eine Strecke, die aüf einer durch diesen Punkt parallel zu den ge
gebenen Kräften gezogenen Geraden ausgeschnitten wurde von den äußersten 
Seilstrahlen der in Frage kommenden Kräfte. Übertragen wir dieses Ergebnis 
auf unser Beispiel, so sehen wir, daß die eingezeichnete Strecke y, ein Maß sein 
muß für das Biegemoment an der Stelle i, denn die Strecke y1 ist ausgeschnitten 
von den Seilstrahlen s' und 1', das sind aber die äußersten Seilstrahlen der in 
Frage kommenden Kräfte A und P 1 . Oder, wenn wir die rechte Seite betrachten, 
sind die Seilseiten s' und 1' auch die äußersten Seilstrahlen der dann in Frage 
kommenden Kräfte P2 , Pa und B; denn zu diesen Kräften gehören als Seil
seiten 1', 2', 3', s'; von diesen laufen aber 2' und 3' zwischen zwei Kräften und sind 
deshalb keine äußersten Seiten. Das Biegemoment für die Strecke i ist also ge
geben durch den Ausdruck 

B; = Y;. h, 

wobei [yd in cm abgegriffen: der Länge n · [y1] der Wirklichkeit, und [h] als 
Länge in cm: einer Kraft k · [h] in kg entspricht. Die tatsächliche Größe des 
Biegemomentes wird also mit Einführung der betreffenden Strecken der Zeich
nung in cm (bezeichnet durch die eckige Klammer) angegeben durch 

B1 = [y1] • [h] · k · n cmkg, 
oder auch: 

B1 = hkg · [y1] • n cmkg . 

Da nun der Balkenpunkt i willkürlich gewählt war, gilt diese Beziehung für jeden 
beliebigen Balkenpunkt. So wird z. B. für die Stelle k: 

Bk= Yk ·h, 

wobei also Yk eine Länge und h eine Kraft bedeutet. 
Die durch das geschlossene Seileck aus 0', 1', 2', 3', s' dargestellte Fläche heißt 

Biegemomentenfläche oder kurz Momentenfläche oder Momentenlinie, weil sie 
uns unmittelbar ein Abgreifen der Biegemomente für einen beliebigen Punkt er
laubt. Wir finden das Biegemoment für eine beliebige Balkenstelle, indem wir 
die lotrecht darunter liegende Ordinate der Momentenfläche mit dem Polab
stand h unter Berücksichtigung der Maßstäbe multiplizieren. Wir werden bei 
der Wahl des beliebigen Pols 0 zweckmäßig den Abstandhals glatte Zahl wählen 
(z. B. hier h = 5000 kg), um einen einfachen Faktor für die Biegemomenten
ermittlung zu erhalten. Man beachte, daß die einzelnen Ordinaten immer mit 
dem gleichen Polabstand h zu multiplizieren sind, daß demgemäß die Momenten
fläche den geometrischen Ort der Biegungsmomente darstellt. Bemerkenswert 
ist, daß die Momentenfläche unter einer Last jedesmal einen Knick aufweist, da
gegen zwischen den Lasten geradlinig verläuft. Das gilt immer, wenn nur lot
rechte Einzellasten wirken. 

Wollen wir für das gleiche Beispiel die Querkraft ermitteln, so müssen wir 
von der Definition der Querkraft ausgehen, wonach die Querkraft gegeben ist als 
die Summe aller lotrechten Kräfte links oder rechts von einem Schnittpunkt. 
Betrachten wir eine Balkenstelle zwischen dem linken Lager und der Kraft P10 

so ist die Querkraft gegeben durch die Größe +A, da A nach oben gerichtet ist 
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und wir die Querkraft positiv nennen, wenn sie für den linken Teil nach oben 
verläuft. Das gilt für alle Punkte zwischen der linken Lagerstelle und der Kraft 
P 1 , die Querkraft ist also für diese Strecke konstant. Für jeden Punkt zwi
schen der Kraft P 1 und der Kraft P2 ist die Querkraft 

Q; = A- pl 

und jeder Punkt des Balkenteils zwischen den Kräften P 2 und Pa hat die Quer
kraftgröße 

d. h. von der vorher gefundenen Größe ist noch P2 abzuziehen. Für die nächste 
Strecke des Balkens zwischen Kraft Pa und rechtem Lager hat dann jeder Punkt 
die Querkraft 

Diese Größe muß aber, entsprechend der Definition der Querkraft, gleich sein 
der Summe aller Kräfte rechts vom Schnitt, also hier gleich der Kraft B, und 
zwar mit negativem Vorzeichen, da B nach oben gerichtet ist, die Querkraft aber 
für den rechten Teil dann als positiv einzuführen ist, wenn sie nach unten ver
läuft. Die beiden Werte stimmen ja auch tatsächlich überein, da 

A - P1 - P2 - Pa = - B 

ist. Tragen wir nun die verschiedenen, angegebenen Größen für die entsprechen
den Abschnitte unter dem Balken auf, so erhalten wir die Querkraftfläche als 
eine Treppenlinie, bei der, ähnlich wie bei der Biegemomentenfläche, die Ordi
nate jeweils ein Maß ist für die Querkraft an der darüberliegenden Balkenstelle. 
Wie erkennen leicht, daß die Querkraftfläche weiter nichts darstellt als ein aus
einandergezogenes Krafteck Zweckmäßig benutzt man für das Auftragen der 
Querkraftfläche den gleichen Maßstab wie im Krafteck. Man sieht, daß bei 
einem in seinen Enden gelagerten Balken, auf den nur lotrechte Kräfte in einer 
Richtung wirken, die Querkraft an den Lagern am größten ist, und zwar gleich 
A bzw. B. In Abb. 185 b ist für den Schnitt k die Resultierende aller Kräfte 
rechts vom Schnitt dadurch eingezeichnet, daß man die Seilseiten s' und 2' zum 
Schnitt bringt. Ihre Größe ist gegeben durch die Querkraft (B - Pa); ihr Mo
ment für den Punkt k ist das Biegungsmoment. 

Die Darstellung der Querkraftfläche, ebenso wie die der Momentenfläche, gibt 
eine weitere Begründung für die Aussage, daß man den linken oder rechten Teil 
des Balkens betrachten kann, und für den Wechsel des Richtungs- bzw. Dreh
sinns bei Betrachtung der Größen gleichen Vorzeichens für beide Seiten. -

Für die analytische Aufstellung der Querkraft bzw. des Biegemomentes ist 
es sehr wichtig, daß wir, unter Beachtung der Vorzeichenregel, entweder den Teil 
rechts oder den Teil links von der zu untersuchenden Balkenstelle betrachten 
dürfen. Zweckmäßig benutzt man natürlich den Teil mit den wenigsten Kräften. 

43. Zusammenhang zwischen Querkraft und Biegungsmoment. Momenten
fläche und Querkraftfläche stehen im Zusammenhang. Beim Vergleich der beiden 
Abb. 185 b und c sehen wir, daß an der Stelle m, an der das größte Biegungs
moment auftritt (die Stelle der größten y-Ordinate in der Momentenfläche), die 
Querkraft durch Null hindurchgeht, also auch den Wert Null aufweist. Wir 
können ganz allgemein sagen: An der Stelle, an der die Querkraft durch Null hin
durchgeht, also ihr Vorzeichen wechselt, liegt ein Maximum oder Minimum des 
Biegemoments, vorausgesetzt, daß das Biegemoment nur durch lotrechte Kräfte entsteht. 

Die Richtigkeit dieses Satzes beweisen wir dadurch, daß gezeigt wird, daß die 
Querkraft an jeder Stelle gegeben ist durch den nach der Balkenlängsrichtung 
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genommenen Differentialquotienten des Biegemoments: 

Q,= d!;. (26) 

Zum Beweis dieser Behauptung stellen wir für den in Abb. 186 dargestellten Bal
ken an einer beliebigen Stelle i (Entfernung x vom linken Auflager) das Biege
moment nach unserer gegebenen Definition auf: 

Bt = A · x - P1 (x- P1) - P2 · (x - P2) - Pa· (x - Pa), 

differenzieren dieses Moment nach x: 

a:; = A - P1- P2- Pa. 
, p,-1 : : 

A Pz----l 1 
I ' :-----p9--.. 
~------~x·------~ 

~----------p.r------~ 
~------------,l.----------~ 

Die rechte Seite ist aber nichts anderes 
als die Querkraft für die Stelle i. Wir 
sehen also, daß die Querkraft Q, an der 
beliebig gewählten Stelle i tatsächlich 
ausgedrückt ist durch den Differential-

d B B h .A.bb. 186. Zusa=enhang zwischen Querkraft 
quotienten es iegemoments 1 nac x an und Biegungsmoment. 

dieser. Stelle. Soll nun B1 einen Größt-
oder Kleiostwert erreichen, dann muß nach der Differentialrechnung ihr erster 
Differentialquotient verschwinden, dieser erste Differentialquotient ist aber hier 
gleich Q1 • Wenn also Q1 verschwindet, nimmt das Biegungsmoment einen Größt
oder Kleiostwert an. 

Wir wollen beachten, daß diese Beziehung nur gilt, wenn das Biegemoment 
eine Funktion von nur lotrechten (senkrecht zur Balkenachse stehenden) Kräften 
ist. Sie gilt nicht, wenn andere äußere 1P 1P 
Kräfte oder Momente in der Bestimmungs- _ f 
gleichung für das Biegemoment enthalten ~ : 1 A ;r· ~ 

;z~~~~~~= :~lllllllllli~lllllll'llUD~/ 
des Querschnitts) braucht man häufig das 
größte Biegemoment, dessen Lage sich 
durch Einführung der Nullstellen der 
Querkraftf äche leichter bestimmen läßt. 
Wenn die Querkraft für eine gewisse Länge 
des Balkens den Wert Null hat, so besitzt 
auch das Biegungsmoment auf die gleiche .A.b~in~~7beRf~~~~~ck!6J!~~:~. auf 
Länge einen Größtwert (Abb. 187). 

44. Vom Momentenmaßstab. Die analytische Ermittlung des Biegemomentes 
ist entsprechend seiner Definition auszuführen, indem man für einen beliebigen 
Punkt die Summe aller statischen Momente links oder rechts vom Schnitt auf
stellt. Die erhaltenen Ergebnisse haben die Dimension mkg (oder cmkg). Um 
die Größen der Biegemomente darstellen zu l:önnen, müssen wir uns einen Mo
mentenmaßstab wählen: 1 cm "' m mkg . 

Es kommt zeitweise vor, daß man eine graphisch ermittelte Momentenfläche 
mit einer solchen, die auf Grund der Rechnung gewonnen ist, zusammenzufügen 
hat, z. B. dann, wenn verschiedenartige Belastungszustände, zum Teil durch lot
rechte, zum Teildurch WaagerechteKräfte bedingt, zu überlagernsind (vgl. S.135). 
Dabei ist es natürlich von Bedeutung, daß beide in dem gleichen Maßstab dar
gestellt sind. Für die analytisch gewonnene Darstellung möge 1 cm _,.... m mkg 
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zugrunde gelegt sein, für die graphische Darstellung der Längenmaßstab 1 : n 
und der Kräftemaßstab 1 cm"' k kg; der Polabstand seih. Wann stimmt nun 
der Maßstab für beide Darstellungen (Ordinate Ya für das analytische, Yu für das 
graphische Ergebnis) überein 1 Bei der Darstellung auf Grund der analytischen 
Berechnung ist das Biegungsmoment gegeben durch: 

Bi= [ya] • m cmkg; 
bei der graphischen Darstellung durch 

Bi = [Yu] · [h] · k · n cmkg 
oder Bi = [Yu] · n · hkg cmkg. 
Dabei bedeuten wieder die umklammerten Wette Längen, die in cm abzugreifen 
sind. Wenn nun das Moment Bi bei beiden Darstellungsweisen im gleichen Maß
stab erscheinen soll, so muß Yu=Ya sein, also: 

[y] · m = [y] · [h] · k · n 
oder [y] • m = [y] • n • hkg, 
d. h. der Momentenmaßstab muß sein 

m = [h] • k· n 
oder m = hkg · n. 
Wenn die auf Grund der analytischen und der graphischen Berechnung ge
wonnenen Ordinaten mit gleichem ~ßstab dargestellt werden sollen, so wird 
man den Momentenmaßstab m nach der gezeichneten Momentenfläche richten, 
d. h. man wird für die analytisch berechneten BiegungEmomente wählen: 

m = hkg·n 
oder m = [h] • k • n; (27) 
(hkg hat die Dimension kg, [h] die Dimension cm; n ist dimmsionslos, k hat die 
Dimension kg pro cm, d. i. kgfcm und m diejenige cmkgfcm).-

Die Berechnung zur Darstellung der Momentenfläche vereinfacht sich bei 
Einzellasten wesentlich, indem hier nur für die Angriffspunkte der Lasten die 
Biegemomente zu errechnen sind, da zwischen den Angriffspunkten die Momenten
fläche geradlinig verläuft. Darauf wird später nochmals eingegangen. 

45. Momenten- und Querkrartfiächen beim Auftreten von horizontalen Lasten 
in der Stabachse. Die praktisch vorkommenden Belastungen der technisch aus
geführten Balken und Wellen sind nun nicht immer senkrecht zur Balkenachse 
stehende Einzellasten. Wir wollen im folgenden (Abb. 188) einen Balken be
trachten mit Lasten, die nicht mehr senkrecht zu seiner Achse stehen, aber die 
Achse schneiden und natürlich in einer Ebene liegen, so daß die Betrachtung der 
Mittelebene als ebenes Problem berechtigt ist. 

Gegeben sei ein Balken mit seinen technischen Maßen; er sei belastet durch 
vier nichtparallele Kräfte P 1 = 2000 kg, P 2 = 3000 kg, Pa= 1500 kg, P 4 = 1000 kg 
die ihrer Lage und Richtung nach gegeben sind. Zur Behandlung der Aufgabe 
zerlegen wir zweckmäßig die schiefwirkenden Kräfte in ihre Komponenten und 
stellen statt des Momentes der Kraft P die Summe der Momente ihrer Kom
ponenten für den entsprechenden Punkt auf. Die Lagerreaktionen finden wir 
aus den Gleichgewichtsbedingungen: 

1. .I H = 0: A~~. + P 2 • cos 45°- Pa· cos 60° + P 4 = 0, 

wobei A~~. willkürlich zunächst mit der Richtung nach rechts eingeführt ist. Es 
ergibt sich: A~r. = - 2121,3 + 750 - 1000 kg 

= - 2371,3 kg. 
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Das negative Vorzeichen bedeutet, daß die nach rechts eingeführte Richtung der 
Horizontalreaktion Ah falsch war, d. h. die Reaktion Ah geht nach links. 

Die Vertikalreaktionen werden, wie schon mehrfach bemerkt, am besten aus 
den beiden Momentenbedingungen für die Punkte B und A ermittelt. 

2. (.I M)A = 0: P 1 • 2,0 + P 2 ·sin45° · 6,0 +Pa· sin60° · 7,0-B · 10,0= 0, 
daraus B = 2582,1 kg. 

3. (.IM)B = 0: A" ·10,0-P1 • 8,0-P2 ·sin 45° · 4,0-Pa ·sin 60° · 3,0 = 0, 
daraus A." = 2838,2 kg. 

Die Horizontalkompo
nenten P 2 • cos 45° und 
P 3 • cos 60° verschwinden 
in der Momentenbedingung 
vollständig, sie haben also 
keinen Einfluß auf die Ver
tikalreaktionen und, wie wir 
später sehen werden, auch 
nicht auf das Biegemoment. 
Beide lotrechte Reaktionen 
gehen nach oben. Als Probe 
der richtigen Ermittlung der 
senkrechten Lagerkräfte muß 
die weitere Gleichgewichts
bedingung erfilllt sein: 

4 . .l: V= 0: 

P 1 + P 2 ·sin 45 +Pa ·sin 60 

=A" + B, 
d.h. 

2000 + 2121,3 + 1299 
= 2582,1 + 2838,2 

5420,3 = 5420,3 kg. 

Die gefundenen Lager- A, 
reaktionen behandeln wir 
nun weiter in gleicher Weise 

a 
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K.N.~"kg 

Nomenlenflöche 

Be 

ld 
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wie die gegebenen äußeren 
Kräfte, stellen uns also ge
wissermaßen den Balken als 

Abb. 188. Belastung eines Balkens durch lotrechte und 
schräge Lasten. 

freischwebenden Körper vor, an dem sich die Kräfte A", Ah, P1 , P 2 , Pa und B 
das Gleichgewicht halten. 

Die Aufstellung der Biegemomente soll analytisch erfolgen. Für einen belie
bigen Punkt i zwischen der Lagerkraft A und der Kraft P 1 ergibt sich das Biege-
moment: B - A . x 

i- " 0 

Die lineare Abhängigkeit des Biegemomentes Bi von der Länge x zeigt uns, daß 
die Momentenfläche auf dieser Länge durch eine gerade Linie begrenzt ist, die 
wir damit festlegen können, daß wir den Anfangs- und Endpunkt (oder zwei be
liebige Punkte) ermitteln. Am Lagerpunkt A. ist das Biegemoment gleich Null 
(links vom Lager ist keine Kraft mehr vorhanden, die Lagerkraft geht durch den 
Punkt selbst, hat also keinen Hebelarm und damit kein Moment). An der An
griffsstelle der Kraft P 1 tritt ein Biegemoment auf von der Größe 

B1 = + A" · 2,0 = 5676,4 mkg. 
8 Schlink, Statik. 2. u. 3. Auf!. 



114 Anwendung auf ebene gestützte Körper (Scheiben). 

Im zweiten Bereich erhalten wir bei der Aufstellung der Biegemomentenglei
chung für einen beliebigen Punkt wiederum die lineare Abhängigkeit von der 
Länge x. Es genügt also hier auch die Bestimmung der Biegemomentenwerte für 
zwei Punkte. Der Anfangswert ist gegeben durch den Endwert des vorher
gehenden Bereichs. Am Wirkungspunkt der Kraft P2 hat das Biegemoment die 

Größe: B2 = +A". 6,0- P1 • 4,0 = 9029,2 mkg. 

Mit den gleichen "Oberlegungen wie bei den beiden ersten Bereichen finden wir, 
daß in den letzten zwei Bereichen ebenfalls ein linearer Verlauf der Momenten
fläche vorhanden sein muß. Es gilt überhaupt, wie schon auf Seite 109 erwähnt, 
ganz allgemein, daß zwischen Einzellasten, die die Balkenachse schneiden, die 
Momentenlinie geradlinig begrenzt ist. Es ist demgemäß das Biegemoment für 
jeden Punkt bekannt, wenn wir es für die Stellen des Kraftangriffs der Einzel
lasten kennen. Hier brauchen wir noch das Moment an der Stelle der Last Pa 
und an der Lagerstelle B. Für die Angriffsstelle der Kraft Pa ist das Biege
moment zu ermitteln durch: 

Ba = A" · 7,0- P 1 • 5,0- (P2 • sin 45°) · 1,0 = 7736,1 mkg 

oder einfacher als Summe der statischen Momente der Kräfte auf der rechten 
Seite: Ba = + B · 3,0 = 7736,1 mkg. 

Eine besondere Ermittlung von B4 (an der Stelle der Last P 4) ist hier nicht 
nötig, da P4 in die Balkenachse fällt und das Biegungsmoment an keiner Stelle 
beeinflußt; es verläuft die Momentenfläche zwischen der Stelle 3 und B gerad
linig. Im Lagerpunkt B hat das Biegemoment wieder den Wert Null. 

Die ermittelten Werte werden in einem bestimmten Maßstab (1 cm "' m mkg) 
aufgetragen und liefern so die Momentenfläche. Wir finden also bei diesem Bei
spiel die Momentenfläche durch Berechnung der Biegemomente für drei Punkte 
des Balkens und aus der Erkenntnis, daß an den Enden des Balkens das Biege
moment Null wird. Die Kraft P4 und die Horizontalkomponenten der Kräfte P2 
und Pa kommen nicht in den Gleichungen für das Biegemoment der verschiedenen 
Stellen vor. Das Biegemoment ist also an jeder Stelle eine Funktion von lot
rechten Lasten, d. h. es muß jetzt auch die Beziehung gelten: 

Q.=ij,_B;. 
' dx 

Die Querkraftfläche ist von den waagerechten Kräften, also auch von P 4 , 

unabhängig. Zeichnen wir sie auf, durch Aneinanderfügen der lotrechten Kräfte 
8 unter ihren Angriffsstellen, so sehen wir die 

durch den angegebenen Differentialquotienten 

Abb. 189. Schräg liegender Balken 
mit horizontaler Last. 

' dargestellte Beziehung auch bestätigt: das Ma
ximum der Momentenfläche liegt über der Stelle, 
bei der die Querkraftlinie durch Null geht. Für 
beliebige Punkte zwischen Einzellasten verläuft 
die Momentenfläche geradlinig unter irgendeinem 
Winkel, da das Biegemoment linear abhängig 
von x ist, die Querkraft dagegen ist als erster 
Differentialquotient des Biegemoments zwischen 

zwei Einzellasten konstant. Wechselt die Begrenzungslinie des Biegemoments 
ihre Richtung, d. h. mathematisch gesprochen: ändert sich der Faktor bei der 
Abszisse x, dann ändert sich entsprechend auch der Festwert in der Querkraftfläche. 

Wenn gesagt wurde, daß durch waagerechte an der Balkenachse angreifende 
Kräfte kein Moment entsteht, so gilt dies nur für horizontalliegende Balken. Bei 
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dem Balken nach Abb. 189 würden dagegen auch durch horizontale Kräfte allein 
Biegungsmomente entstehen. 

46. Die Längskraftfläche. Wie wir oben schon gesehen haben, haben die in 
die Stabachse fallenden Kräfte keinen Anteil an der Momentenfläche; wir können 
infolgedessen auch keine Abhängigkeit zwischen Biegemoment und Längskraft 
erwarten; letztere ist ebenso unabhängig von der Querkraft. Für sie kann in 
gleicher Art wie die Querkraftfläche eine Längskraftfläche aufgezeichnet werden, 
indem die in der Stabachse wirkenden Kräfte unter ihren Angriffspunkten an
einander getragen werden (Abb. 188d). Links von P 1 wirkt nur .Ah als Längs
kraft ziehend, P 1 hat keinen Einfluß. Für einen Punkt zwischen P 2 und P 3 
haben wir links 

L, = + .Ah- P 2 • cos 45° 
Für den Balkenteil zwischen Pa und P4 ist die Längskraft links gegeben durch 

Li = .Ah- P2 · cos 45° + Pa· cos 60°, 
rechts dagegen durch L; = + p4 • 

Beide Werte sind aber gleich groß. Das Vorzeichen ist positiv, wie wir schon 
früher bemerkten, wenn die Summe der waagerechten Kräfte links oder rechts 
ziehend auf das andere Schnittufer wirkt. 

4 7. Die zusammenhängende Belastung. Außer den bisher betrachteten Einzel
lasten kommen in der praktischen Technik noch zusammenhängende Belastungen 
vor, die auch als kontinuierliche Lasten bezeichnet werden. Diese Belastung 
(Mauerwerk, Schüttgüter usw.) verteilt sich über den ganzen Balken oder einen 
Teil; sie wirkt von Punkt zu Punkt und ist durch eine Belastungsfläche (Abb. 190) 
darstellbar. Zur graphischen Behandlung dieser Lasten gehen wir grundsätzlich 
so vor, daß wir die Belastungsfläche in Streifen aufteilen. Die einem Streifen 
entsprechende Belastung fassen wir als 
Einzellast auf und denken sie uns im 
Schwerpunkt des Streifens angreifend. Wir 
erhalten damit eine Näherungslösung, die 
um so genauer wird, je kleiner wir die 
Streifenbreite wählen. Für die meisten 
praktischen Fälle ist die Näherung schon 
durchaus brauchbar, wenn bei gleicher, 
nicht zu großer Streifenbreite einfach die 
Mittellinie der Streifen als Kraftmaß ge
nommen und die Kraft in dieser Linie wir
kend angenommen wird. 

Abb. 190. Darstellung einer zusammen· 
hängenden Belastung. 

Der praktisch häufigste Fall der kontinuierlichen Belastung ist die gleich
mäßig verteilte Last. Die Belastung ist über einen Teil des Balkens oder über 
den ganzen Balken gleichmäßig verteilt (Deckenbalken, Balken mit großem 
Eigengewicht usw.). Die Last werde mit q kgfm bezeichnet, d. h. auf 1m Balken
länge wirken q kg Belastung gleichmäßig verteilt. (Im allgemeinen Falle, Abb. 190, 
ist q nicht konstant, sondern eine Funktion von x, wenn x wieder die horizontale 
Entfernung eines Balkenpunktes von .A ist.) Zur graphischen Behandlung der 
Aufgabe (Abb. 191}, bei der wir Momentenfläche und Querkraftfläche ermitteln 
wollen, teilen wir die Belastung in gleich breite Streifen auf. Bei gleicher Streifen
breite e wirkt also auf jede Balkenlänge e die Einzellast (q · e) kg in der Mitte der 
Strecke e. Wir zeichnennun zu diesen Einzellasten das Krafteck (191 b) und das 
zugehörige Seileck (191c) zunächst ohne Rücksicht auf die Lagerreaktionen. Die 
Schlußlinie s' des Seilecks, übertragen ins Krafteck, liefert den Polstrahl s, der 
uns die beiden Lagerreaktionen .A und B in der Größe q · Z/2 ausschneidet. Daß 
8* 
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die beiden Lagerreaktionen gleich groß werden, hätten wir schon voraussagen 
können, denn eine gleichmäßig verteilte Last hat ihre Resultante in der Mitte 
des Balkens, wirkt also gleichmäßig auf beide Lagerstellen drückend : 

q·l A=B=----. 
2 

Mit .dem Seileck erhalten wir zugleich die Momentenfläche für die Einzel
lasten (q · e). In Wirklichkeit wirken nun aber gar nicht die Einzellasten (q. e). 
Wir werden eine bessere Näherung erhalten, wenn wir die Streifenbreitee kleiner 
nehmen, und die Näherung wird zur genauen Lö>mng, wenn wir im Grenzüber
gang die Streifen unendlich klein werden lassen. Damit wird aber aus unserem 

a 

' ' I 
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B 

Abb. 191. Gleichmäßig verteilte Belastung in graphischer Behandlung. 

Seilpolygon eine Kurve. Die Kurve berührt das Seilpolygon in den Unterteilungs
punktell m, n, ... der Streifen, denn für einen solchen Punkt ist die tatsächliche 
Last links gleich der eingesetzten, z. B. am Punkt p ist die Summe der Einzel
lasten links gleich 4 (q · e) und die tatsächliche Last auch (4 · e) · q. Wir haben 
also in dem Linienzug des Seilpolygons einen Tangentenzug für die wahre Kurve 
der Momentenlinie, diese selbst ist die einbeschriebene Kurve. 

Zum Aufzeichnen der Querkraftfläche beginnen wir, genau wie früher, mit 
der Auftragung der Lagerkraft A und setzen dann jeweils in ihren Wirkungs
linien die Einzellasten (q · e) mit Berücksichtigung ihres Richtungspfeiles an. 
Die letzte Strecke muß dann von selbst gleich der Lagerkraft B werden. Hier 
gehen wir dann in gleicher Weise von den gedachten Einzellasten zur wirklichen, 
gleichmäßig verteilten Last über, d. h. wir wählen die Streifenbreite immer 
kleiner und im Grenzübergang unendlich klein. Wie beobachten bei diesem 
Grenzübergang, daß die Stufenhöhen ebenfalls kleiner werden und daß im Grenz
fall, der der wirklichen Belastung entspricht, die Querkraftfläche durch eine 
schief liegende gerade Linie begrenzt ist (in Abb. 191d strichpunktiert ein
getragen). Demnach ist die Querkraft linear mit x veränderlich. 
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Mit Hilfe des Zusammenhangs der Querkraft mit dem Biegemoment 
(Q; = dB;/dx) können wir nun auch eine Aussage über den Charakter der Kurve, 
die die Momentenfläche begrenzt, machen: stellt die Querkraftlinie eine Ge
rade dar (lineare Abhängigkeit von x), so ist die Momentenfläche von einer Kurve 
zweiter Ordnung (quadratische Abhängigkeit von x) begrenzt. 

Dieses graphisch erworbene Ergebnis wollen wir auf analytischem Wege be
stätigen (Abb. 192). Die Lagerreaktionen lassen sich mit Hilfe der beiden Mo
mentengleichungen um die Lagerpunkte leicht bestimmen. Wir können dabei 
die gesamte Belastung (q · l) in der Mitte zusammenfassen, da ja das Moment 
der Resultierenden einer Reihe von Kräften gleich der Summe der Momente 
der Kräfte ist. Wir haben demgemäß für 
B als Momentenpunkt 

Es wird: 

l 
A·l-q·l· 2 =0. 

q·l A=B=-. 
2 

Für einen beliebigen Punkt in der Entfer
nung x vom Lagerpunkt A wollen wir nun 
Biegemoment und Querkraft anschreiben. 
Wir haben links vom Punkt i die Lager
kraft A und den Teil der Belastung q · x, 
der auf diese Länge entfällt, einzusetzen. 
Die Querkraft wird hiernach 

ql 
Qx=A -q· X =:z-q· x, 

und das Biegemoment läßt sich schreiben: 

B = A . x - q x · _::_ = !1!_ . x- q x2 

X 2 2 2 

In diesen beiden Gleichungen für die 
Querkraft und das Biegemoment steckt 
keine Näherung mehr, sondern sie sind 
mathematisch exakt. Der Zusammenhang 
der beiden Größen: 

Qx = dd~x 

q"kg/m 

c 

Abb. 192. Gleichmäßig verteilte Belastung 
in analytischer Behandlung. 

wird auch aus diesen beiden Gleichungen bestätigt. 
Die Querkraft Q ist nach der gewonnenen Gleichung lintar abhängig von der 

Lage x, d .h. rechnet man für verschiedene Stellen x das zugehörige Q aus und 
trägt diese Werte auf, so ergibt die Verbindungskurve dieser Punkte eine Gtrade, 
wie wir es schon beim Grenzübergang der graphischen Ermittlung feststellen 
konnten. Zum Aufzeichnen einer Geraden genügt aber die Angabezweier Punkte. 

Für x = 0 (Stelle A) ist 

für x = l ist 

Mit den beiden Punkten ist die Gerade festgelegt (Abb. 192b). Es besteht 
Gegensymmetrie (Antisymmetrie), d. h. die Figur ist zu einer geometrischen 
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Symmetrielinie spiegelbildlich umgekehrt. Die Querkraftlinie muß also in der 
Mitte durch Null hindurchgehen; nach der Gleichung ist ja auch 

Q Ofur .. l 
= X=T· 

Für das Biegemoment erhalten wir die Gleichung: 
ql x2 

B~=T·x-q·T· 

Faßt man B~ als Ordinate auf, die zu x als Abszisse gehört, so hat man hier die 
Gleichung einer Kurve zweiter Ordnung (Kegelschnitt), und zwar einer Parabel. 
Zur Darstellung der Parabel wollen wir einige Punkte festlegen : 

für X= 0, 

wird B~=O, 

l l 3 l 
4' 
3 l2 

32 q· ' 

2' 
1 -q-12 
8 ' 

l' 

0. 

Die Darstellung der Momentenfläche (geometrischer Ort aller Biegemomente) 
liefert also eine Parabel (Abb. 192c), die zur Symmetrielinie des belasteten Sy. 
stems symmetrisch ist; die Stelle des größten Biegemoments liegt in der Mitte. 
Nach unseren früheren Ausführungen muß an dieser Stelle der Differential
quotient des Biegemoments verschwinden: 

(dB) - z =0. dx x=-
2 

Nun ist: 

Für die Mitte ist 

also 

l 
X=-

2 ' 

Bei einem in seinen Enden gelagerten, gleichmäßig belasteten Balken liegt 
das größte Biegungsmoment in der Mitte und hat die Größe 

-------------------------... +++"""+-++++~+++++~++++-+ 

q·l2 
Bmax=-s· (29) 

Da q in kgfm dargestellt wurde und l in 
m, ist Bmax in m2 • kgfm, also mkg, aus

-~-: l gedrückt . 
• ......_-._;:: . .::..-:------------.:::..~~· 1 b 48. Zusammenhang zwischen den Vor-

..,. +:;--------:t-+"" :-::: 
~ • ~ • • • • • .. · zeichen des Biegungsmomentes und der 

Abb. 193. Zusammenhang zwischen Bean- Beanspruchungsart des Balkens bzw. der 
spruchungsart und Verformung. Gestalt der Biegelinie. Bei den bisherigen 

Betrachtungen hatten alle Biegemomente 
positives Vorzeichen. Betrachten wir nun einmal den Einfluß eines solchen 
positiven Momentes auf den wirklich ausgeführten Balken. Zu diesem Zweck 
ist der Balken in Abb. 193 mit seiner Höhenausdehnung dargestellt. Der be
lastete Balken wird unter dem Einfluß eines Biegemomentes durchgebogen. 
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Stellen wir uns den belasteten Balken etwa aus Gummi vor, so erkennen wir, 
daß die in der Zone unter der Mittellinie liegenden Fasern verlängert, die 
Fasern über der Mittellinie dagegen verkürzt werden (Abb. 193b). Eine Ver
längerung kann aber nur unter Einwirkung von Zug entstehen, und entspre
chend ist eine Verkürzung der Fasern nur durch einen darin wirkenden Druck 
zu erklären. Wir sehen damit aus der Gestaltsänderung des belasteten Balkens, 
daß in den oberen Schichten (Hohl- oder Konkavseite) ein Zusammendrücken 
entsteht, also Druckkräfte 
auftreten, in der unteren 
Zone (Konvexseite) Zugkräfte. 
Diese Zug- und Druckwirkung 
ist in der Figur durch An
bringung kleiner Vorzeichen 
(Zug durch +) angedeutet. 
Ursache für diese Kräfteaus
lösung ist das positive Biege
moment. Mit dieser Betrach
tung können wir die Vorzei
chenregel des Biegemoments 
anders formulieren: Das Bie
gemoment bzw. die Momen
tenfläche ist positiv, wenn auf 
der oberen Seite des Balkens 
Druck entsteht, auf der unte
ren Zug oder, anders ausge
drückt, wenn die Hohlseite des 
verformten Balkens nach oben 
zeigt, der Balken also nach 
unten durchgebogen wird; 
oder umgekehrt: bei Balken
teilen, zu denen ein positives 
Biegemoment gehört, wird die 
obere Faser gedrückt und die 
untere gezogen. Die Kurve, 

A 

Abb. 194. 

Balken mit über· 
stehendem Ende und 

wechselndem 
Momentenvorzeichen. 

in die bei der Verformung die Balkenachse übergeht, wird Biegelinie genannt. 
Betrachten wir unter diesem neuen Gesichtspunkt nun ein anderes Beispiel 

(Abb. 194). Gegeben sei ein Balken in seinen geometrischen Dimensionen, der an 
einem Ende gelagert ist, dessen anderes Ende dagegen über das Lager hinausragt. 
Den überragenden Teil des Balkens nennt man Ausleger oder Kragarm. Auf 
diesen Balken wirken drei bekannte Kräfte P 1 , P 2 , P 3 , von denen zwei (P1 , P 2) 

zwischen den Lagern angreifen, die dritte aber am überragenden Ende des Bal
kens wirkt. Zur graphischen Lösung der Aufgabe wählen wir uns einen Längen
und einen Kräftemaßstab. Die Lösung geht ganz schematisch wie früher: wir 
zeichnen das Krafteck, wählen einen Pol C im Abstand h von dem Krafteck, 
zeichnen zu den entstandenen Polstrahlen das Seileck, ohne zunächst Rücksicht 
auf die Lager zu nehmen; dann bringen wir die äußersten Seilstrahlen 0' und 3' 
zum Schnitt mit den Auflagerwirkungslinien. (Es sei hier besonders darauf hin
gewiesen, daß wir genau auf die Reihenfolge der Seilstrahlen achten und den 
ersten und letzten Seilstrahl zum Schnitt mit den Wirkungslinien der Lager
kräfte bringen müssen!) Die Verbindungslinie beider Schnittpunkte liefert die 
Schlußlinie s' des Seilecks; die Parallele zur Schlußlinie durch den Pol C im Kraft
eck schneidet die beiden Lagerreaktionen A und Baus. Auf der Linie der Kraft A 
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schneiden sich die Seilstrahlen 0' und s', folglich muß im Krafteck die Lager
kraft A zwischen den Polstrahlen 0 und s zu finden sein. Die Richtung der 
Reaktionen wird durch den einheitlichen Umfahrungssinn des Kraftecks gegeben, 
beide Lagerreaktionen verlaufen nach oben. Die Figur des Seilecks schließt 
wieder die Momentenfläche ein, die jetzt, wie wir aus der Figur sehen, durch 
Null hindurchgeht. Es muß also ein Vorzeichenwechselim Verlauf der Momenten
fläche stattfinden. Zur Feststellung des richtigen Vorzeichens greifen wir am 
besten eine beliebige Balkenstelle heraus und bestimmen für diese das Vorzeichen 
nach unserer Grundregel; z. B. tritt für jeden Punkt des Balkens rechts vom 
Lager B auf der rechten Seite nur die Kraft Pa als Momentenfaktor auf, diese 
dreht für jeden dieser Punkte "rechts im Uhrzeigersinn", das Biegemoment ist 
also negativ. Dementsprechend ist auch dieser ganze Teil der Momentenfläche ne
gativ und der linke positiv. Wir haben als größte Ordinate des positiven Teils 
der Momentenfläche die Strecke y1 , als größte Ordinate des negativen Teils die 
unter B liegende Strecke y2 . Es sind also die Maximalwerte der Momentenfläche 
gegeben durch B ... + m.ax = Y1""• 

-Bmax = Y2 ·h 
(h im Kräftemaßtab, die Strecken y1 und y2 im Längenmaßstab gemessen). 

Die Querkraftfläche wird wieder gefunden, indem wir, gemäß unserer Defini
tion, die Summe aller quer wirkenden Kräfte links oder rechts bilden, d. h. in
dem wir von einer Seite kommend die Kräfte jeweils unter ihren Wirkungs
punkten mit Berücksichtigung ih!es Pfeils aneinandersetzen. Für eimn Punkt 
zwischen Lager A und Last P1 geht die einzige Kraft des linken Teils, die Reak
tion A, nach oben, die Querkraft ist hier also positiv. Es folgt dann im weiteren 
Verlauf des Balkens die Kraft P1 nach unten, dann die Kraft P 2 wieder nach 
unten und schließlich die nächste Kraft, die Auflagerreaktion B, nach oben. Die 
Kraft Pa muß den Verlauf der Querkraftlinie schließen, denn die Betrachtung 
eines Punktes rechts von B ergibt für die Querkraft den Wert +Pa, da rechts 
nur P 3 nach unten wirkt. Damit ergibt sich eine Kontrolle für die Fläche. Schie
ben wir die Querkraftfläche in Richtung der Balkenlänge zmammen, dann ent
steht wieder das Krafteck. Wir sehen, daß die Querkraftlinie zweimal durch 
Null hindurchgeht, das entspricht den beiden Größtwerten des Biegemoments 
+ Bmax und -Bmax. 

Wie ist es nun mit der Beanspruchung des Balkens auf Druck und Zug ? Die 
Momentenfläche ändert in ihrem Verlauf das Vorzeichen. Wir haben also auch 
einen Wechsel in der Art der Beanspruchung zu erwarten. An den Stellen, an 
denen ein positives Biegemoment auftritt, haben wir nach Seite 119 in der oberen 
Faser Druck, in der unteren Zug, umgekehrt wird dann natürlich an Stellen mit 
negativem Biegemoment die untere Faser gedrückt bzw. die obere gezogen. Der 
Wechsel tritt an der Stelle ein, an der das Biegemoment Null wird (Abb. 194c). 
Einen entsprechenden Wechsel haben wir auch in der Art der Durchbiegung 
festzustellen. An allen Punkten, an denen ein positives Biegemoment herrscht, 
ist die Hohlseite des gebogenen Balkens nach oben gerichtet, an den Stellen mit 
negativem Biegemoment zeigt die Hohlseite nach unten. Diese AusEage ist phy
sikalisch die gleiche wie die über die Beanspruchungen, denn der Balken wird 
auf der Hohlseite gedrückt. Das ist, wie wir später sehen werden, für Gebilde, 
die aus Balken zusammengesetzt sind (Rahmen), von besonderer Bedeutung. 
Das Wesen der Krümmung ändert sich an der Stelle, an der das Biegemoment 
Null wird. Wir haben also durch den Nullpunkt der Momentenfläche einen 
Wendepunkt der Kurve (Biegelinie) gegeben, zu der sich die Stabachse unter 
dem Einfluß des Biegemomentes verbiegt. 
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Ändern wir die Größenverhältnisse der Lasten (Abb. 195) unter Beibehaltung 
aller übrigen Maße so, daß Pa gegenüber P 1 und P2 einen größeren Wert als in 
der vorigen Aufgabe erhält, so können wir ganz andere Verhältnisse bekommen; 
es kann der Polstrahl s, der als Parallele zu der Sc,hlußlinie s' gezeichnet wird, 
außerhalb des ursprünglichen Polstrahlenbildes, d. h. außerhalb des Kraftecks 
der gegebenen Lasten, fallen. Das bedeutet, wie wir aus der Abb. 195 sehen, 
daß die Lagerreaktion A nach unten gerichtet ist, denn der durch P 1 , P2 , Pa 
festgelegte Umfahrungssinn 
des Kraftecks ergibt ja B 
nach oben und A nach unten. 
Wir sprechen in solchem 
Falle von einer negativen 
Lagerreaktion. Was bedeu
tet das ? Die Lagerreaktion 
ist doch die Kraft, mit der 
sich das Lager gegen eine b 
Bewegung wehrt, oder aber 
die Kraft, die die Unterlage 
auf den Balken ausübt. Wir 
müssen in unserem Falle die 

8 

I 
I 

d--1 
I 

I .. agerung .A, demnach so kon
struieren, daß es diese nach c 1 Ut 
unten gerichtete Kraft auch A'.l-' rTTT-n-Crrn-;-rr-rn-rrn-~.llll_lllllllJ 
wirklich ausüben kann, d. h. 
der Balken darf sich nicht 
abheben können, wir müssen 
eine "Verankerung" ein
führen. Würde diese fehlen, 
so würde sich der Balken um d ~o=c.=..::c-=-=..=.:=.:;~.=...o,;r....oo.=..=-=-::J 
B drehen. Man kann auch 
sagen: Die umgekehrte Re-
aktion ist die Kraft, die der e ~-----· ·-·:::--..: . ......__ ....__ 
Balken auf die Unterlage ......__ ......_ 
ausübt, das ist bei A eine ~ ~ 

I 
I 
I 
I 
I 

' I :---n.-----J 

.Abb. 195. 

Balken mit über· 
stehendem Ende und 
gleichem Momenten

vorzeichen. 

Kraft nach oben, also eine Kraft, die bei fehlenden VorsichtEmaßregeln tat
sächlich den Balken von der Unterlage abheben würde. Kommen derartige 
negative Reaktionen bei einem beweglichen Lager vor, so müssen wir hier eine 
Verankerung oder auch eine andere geeignete Vorkehrung anbringen, die z. B. 
entsprechend der Abb. 165 ausgeführt werden kann. Man wird selbstverständ
lich nach Möglichkeit die Abhebegefahr an ein festes Lager legen, da man hier
bei die negativen Lagerreaktionen konstruktiv leichter beherrschen kann; man 
kann z. B. ein festes Bocklager mit durchgestecktem Bolzen anordnen. 

Das Biegemoment hat bei der vorliegenden Belastung ein einheitliches Vor
zeichen, und zwar ist die ganze Momentenfläche negativ, wie wir leicht durch 
unsere Vorzeichenregel für einen beliebigen Punkt feststellen können; z. B. für 
die Angriffsstelle von P 1 liegt links nur die Kraft .A,, sie dreht, weil nach unten 
gerichtet, links herum, ergibt also ein negatives Biegemoment. Der Balken 
wird demnach über seine ganze Länge auf der Unterseite gedrückt, und die Ver
formungsfigur zeigt an allen Stellen mit ihrer Hohlseite nach unten. Der Einfluß 
der Kraft Pa auf das Biegemoment überragt den der anderen Kräfte. 

Die Querkraftfläche wird wieder gewonnen durch Aneinanderreihen der Kräfte 
unter ihren jeweiligen Angriffsstellen, wobei wir jetzt mit der Lagerkraft A nach 
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unten beginnen müssen. Die Querkraft ist also links von der Lagerstelle B 
negativ, denn es sind für die linke Seite nur nach unten gerichtete Kräfte vor
handen. Rechts vom Lager B wird die Querkraft - entsprechend der nach 
unten gerichteten Kraft P 3 am rechten Teil- positiv, und zwar muß sie gleich 
P 3 sein, da dies die einzige Kraft rechts von B ist. 

49. Behandlung verschiedener Auslegerbalken. Betrachten wir nun die ana
lytische Bestimmung der Lagerreaktionen an einem ähnlichen Beispiel (Abb.l96), 

um den Einfluß des Verhältnisses der 
Pa Kräfte auf die Vorzeichen der Lagerreak

tionen zu untersuchen. Zu deren Berech
nung führen wir wieder einen Richtungs
pfeil ein, und zwar nach oben, und bedienen 
uns zur Ermittlung ihrer Größe und tat-

.A.bb. 196. Analytische Behandlung eines 
.A.uslegerbalkens. sächlichen Richtung der Momentenbedin

gungen um die Lagerpunkte: 

1. (_IM)B= 0: 

2. (_I M)A = 0: 

A · (a + b)- P1 · b + P 2 • c = 0, 
1 

A = a + b (Pl. b- p2. c). 

P1 ·a-B· (a + b) + P 2 • 1 = 0, 
1 

B = a + b. (Pl. a + p2 ·l). 

Sehen wir uns die beiden Ausdrücke für die Lagerreaktionen an, so erkennen wir, 
daß im Ausdruck für die Reaktiqnskraft B zwei positive Glieder enthalten sind. 
Die Lagerkraft B wird also stets positiv, d. h. nach oben gerichtet sein. Die 
Reaktionskraft A kann dagegen je nach der Größe der beiden Glieder in ihrem 
Ausdruck positiv oder negativ sein. 

a) Ist die Kraft P 1 > P 2 • cjb, dann ist die Gegenkraft A positiv, d. h. sie 
geht nach oben. 

b) Ist die Kraft P 1 < P 2 · cjb, dann wird die Kraft A negativ, d. h. sie geht 
nach unten. Konstruktiv müßten wir das Lager verankern. 

c) Ist die Kraft P 1 = P 2 • cjb, dann wird die Gegenkraft A gleich Null. Wir 
könnten uns in diesem Fall den Balken ohne Lager A vorstellen. Die Momente 
der Kräfte P 1 und P 2 um das Lager B heben sich dann auf, d. h. die Kräfte 
müssen sich "die Waage halten" (P1 · b = P 2 · c). -

Es sei an dieser Stelle besonders darauf hingewiesen, daß ein grundsätzlicher 
Unterschied besteht zwischen der Aufstellung einer Momentengleichung als 
Gleichgewichtsbedingung und der eines Momentenausdrucks zur Ermittlung des 
Biegemomentes. Die Gleichgewichtsbedingung verlangt, daß die Summe der 
Momente aller Einflüsse am ganzen Balken zusammen Null wird; es müssen also 
die Kräfte links und rechts vom Momentenpunkt (für B die Kräfte A, P 1 , und P 2) 

berücksichtigt werden, wie wir es eben bei der Momentengleichung für Punkt B 
gemacht haben. Das Biegemoment umfaßt dagegen nur die Momente der Kräfte 
auf einer Seite der untersuchten Schnittstelle, also es ist für den Punkt B ent
weder durch das Moment von A und P 1 oder durch das Moment. von P 2 dargestellt. 
Die Biegemomente sind für die linke und rechte Seite der aufgeschnittenen 
Stellen entgegengesetzt gleich groß, bildet man also ihre algebra.ische Summe, so 
ist diese natürlich Null, weil das Gesamtmoment für jeden Punkt verschwinden 
muß.-

Der Balken mit überragendem Ende unter der Einwirkung einer gleichmäßig 
verteilten Last hat im Flugzeugbau große Bedeutung. Die Lagerung des Balkens 
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(Flugzeugholm) in Abb. 197 geschieht mittels dreier Unbekannten (Fesseln): ein 
festes Gelenk, d. s. zwei Unbekannte, und ein Stützungsstab, d. i. eine Unbe
kannte. Die Lagerung ist also statisch bestimmt. Wollen wir nach den Aus

R 

a 

führungen unter Nr. 39 den Stüt
zungsstab durch ein bewegliches 
Lager ersetzen, so müssen wir seine 
Bewegungsmöglichkeit senkrecht zur 
Stabachse des Stützungsstabes ein
führen (Abb. 197b). Die Schräglage 
des Stützungsstabes und die da
mit gegebene schräge Richtung der 
auf den Holm wirkenden Kraft S 
hat eine Beanspruchung des Bal-
kens durch eine Längskraft zur Flugzeugholm ei!~b~~::;trebten Eindeckers. 
Folge, die durch S · coscX bestimmt 
1st. Wir werden zur Behandlung derAufgabe wieder alle Kräfte (auch die Lager
reaktionen) in Komponenten zerlegen, längs und quer zur Balkenachse. DieKraftS 
hat hierbei die Komponenten 
S . coscX und S · sin lX • Beim a .L!:.t-'-f-""t-'-r+"-bld-l'+l..f-.1-H 
Aufstellen der Momenten
gleichungen für die Punkte 
I und II fallen die Horizon
talkräfte heraus, d. h. A" und b 
S · sin lX sind genau so groß 
wie die Reaktionen eines 
Balkens gleicher Abmessun
gen und Belastung, der aber 
in II auf einem horizontal 
beweglichen Lager gestützt 
ist (vgl. Abb. 198). Natür- c 
lieh kann man die Streben
kraft S auch unmittelbar be
rechnen, indem man die 
Summe der Momente aller 
auf den Balken wirkenden 

1 ' + '3 ß• I 

' I I 
I 
I 
I I 

du_.~ 
I I+ 

B• I t I 
I 
I 

Kräfte für den Punkt I auf- d A '-"'-'-'mTTnTTnTTTl..n-uif-Ll-LLLLLl...l..::> 

stellt: 
R·r-S·s=O. 

Die Teilkräfte in Richtung 
der Balkenachse müssen der 

Gleichgewichtsbedingung 
.I H = 0 genügen: 

.A11 = ß · COSlX. 

I 
I 
I 
I 

,_~ 

e~jiliillll!!l!~l!ll!lll! 
A I[·.Zo " B 

Wir können also unsere Auf
gabe, betr. Ermittlung der 
Biegemomente und Quer
kräfte, durch die einfachere Abb. 198. Auslegerbalken mit gleich· 

mäßig verteilter Belastung. 
nach Abb.198 ersetzen, wenn 

' I 
I 
I 
I 
I 
I 

,__h_____; 

wir von der Ermittlung der Längskräfte absehen; dabei tritt das neue .A und B 
an die Stelle von .A" und S · sin cX. Wenn aber B = S · sin cX bekannt ist, dann 
ist dadurch auch S selbst gegeben. Die Belastung möge beim vereinfachten 
Beispiel nach unten wirken. 
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Wir gehen bei der graphischen Behandlung genau so vor wie bei dem früheren 
Beispiel mit gleichmäßig verteilter Belastung: wir teilen die Belastung q kg!m in 
gleich breite Streifen und fassen die Lasten in diesen Streifen als Einzelkräfte von 
der Größe q · e auf. Dann zeichnen wir das Krafteck und mit einem beliebigen 
Pol im Abstand h vom Krafteck das Seileck dieser Einzellasten, bringen die 
äußersten Seilstrahlen zum Schnitt mit den Auflagergeraden, ziehen die Schluß
linie s' des Seilecks und finden mit der Parallelen s zur Schlußlinie die Lager
reaktionen A und B. Das Seileck stellt nun erst einen Tangentenzug für die 
wirkliche Momentenfläche der zusammenhängenden Belastung dar; die wahre 
Momentenfläche ist die diesem Linienzug einbeschriebene Kurve. Aus der 
Momentenfläche können wir wieder für jeden beliebigEn Punkt des Balkens das 
Biegemoment finden durch Abgreifen der Ordinate y. Es ist 

B; = y ·h. 
Durch Auftragung der ~ewonnenen Ordinaten von einer Waagerechten finden 

wir das Bild der gerade gelegten Momentenfläche, die kennzeichnende Gestalt 
der Momentenfläche (Abb. 198c) für einen gleichmäßig belasteten Balken mit 
überragendem Teil. 

Zur Auftragung der Querkraftfläche benutzen wir wieder die Zusammen
fassung der zusammenhängenden Belastung zu Einzelkräften q · e. Wir erhalten, 
in ähnlicher Weise wie früher, Treppenlinien, die in ihrem Grenzübergang für e 
nach Null in schräg liegende Geraden entsprechend Abb. 198d übergehen. Man 
findet die wahre Querkraftlinie auch auf Grund der Erwägung, daß sie am linken 
Ende gleich A sein muß, bei B links gleich (A- q l), bei B rechts gleich (A - q l 
+ B) und schließlich am rechten Ende gleich Null. Durch diese vier Punkte ist 
sie bestimmt, da sie zwischen diesen Punkten geradlinig verlaufen muß. Die 
beiden schiefliegenden Geraden der Querkraftfläche laufen einander parallel. 
Die Querkraftlinie dieses Beispiels hat zwei Nullstellen, zu denen zwei Größt
werte der Momentenfläche gehören. 

Zur Dimensionierung des Balkens braucht man oft nur den größeren der 
beiden Biegemomenten-Höchstwerte, aber wir müssen zum Vergleich beide 
kennen, da es nicht von vornherein klar ersichtlich ist, ob das positive oder das 
negative Maximalmoment überwiegt; es hängt dies von den Längen l und a ab. 
Das größte negative Biegemoment tritt an der Lagerstelle B auf; aber die Lage 
des positiven Größtwertes ist zunächst nicht bekannt. Zur Ermittlung der Stelle, 
an der dieses Biegemoment auftritt, suchen wir zweckmäßig die entsprechende 
Nullstelle x0 der Querkraftfläche. Da außer den Querkräften keine anderen 
Einflüsse auf das Biegemoment vorhanden sind, muß diese Nullstelle der gesuch
ten Größtwertstelle des Biegemomentes entsprechen. Wir haben also zu lösen: 

A 
Qx, = A - q · x0 = 0, x0 = q, (30) 

wobei x0 die Lage des positiven Maximalwertes der Biegemomente angibt. Die 
Lagerreaktion A, die wir in die Gleichung einsetzen müssen, finden wir aus der 
Gleichgewichtsbedingung (.'EM)B = 0: 

A ·l- q · (l + a) · (z- l ~ a) = 0, 

1 
A ·l- q · c[" (l + a) · (l- a) = 0. 

Daraus wird die Lagerkraft A ermittelt zu 
q. (l2- a2) 

A=--;rz-· 
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Wir haben hierbei zur Ermittlung der Reaktionskraft A die gleichmäßig verteilte 
Last q zusammengefaßt in eine Resultierende in der Mitte von der Größe q · (l + a ). 
Es darf dies geschehen, da es sich hier ja um die Aufstellung des Momentes der 
gesamten Belastung handelt. Das Ergebnis kann selbstverständlich auch da
durch ermittelt werden, daß wir nach dem Satz vom statischen Moment der 
Kräfte die gesamte Belastung in zwei Teilresultierende zusammenfassen, von 
denen die eine die Belastung q · l zwischen den beiden Lagern, die andere die 
des überragenden Teiles q · a erfaßt. Die Momentengleichung lautet dann: 

l a 
A ·l- q ·l·- + q · a ·- = 0 2 2 . 

Das Ergebnis ist das gleiche wie vorher: 
12- a2 

A = q· -n-
setzen wir nun den erhaltenen Wert in die obige Gleichung zur Ermittlung 
der Nullstelle der Querkraft ein, so wird die Nullstelle gefunden durch: 

A l 2 - a 2 

Xo = q = ~2l-' 

d. h. sie hängt von der Stützweite l und der Länge des Auslegers a ab. Wir 
sehen, daß die Lagerreaktion A nichts mit der Maximalstelle der Momenten• 
fläche zu tun hat, A und B sind ja die Lagerreaktionen, die unter dem Einfluß 
der Gesamtbelastung entstehen. 

Das größte positive Biegemoment wird jetzt (vgl. Abb. 198e): 

x5 + Bmax = A . Xo- q. 2. 

Demgegenüber hat das größte negative Biegemoment, das am einfachsten aus 
dem rechten Teil gewonnen wird, den Wert: 

a a2 
- Bmax = - q · a · 2 = -q · 2. 

Im praktischen Fall prüfen wir nun die beiden Grenzwerte in bezug auf ihre 
zahlenmäßige Größe nach und nehmen zur Dimensionierung den absolt~ten 
Größtwert Bmax als maßgebendes Biegemoment in die Rechnung. -

Betrachten wir nun noch kurz einen zweifach gestützten Balken mit zwei 
überragenden Enden (Abb. 199). Die konstruktiven Maße und die Lasten des 
Balkens seien wieder gegeben. 

Wir bestimmEn die unter dem Einfluß der äußeren Lasten P 1 , P 2 , P 3 , P4 
entstehenden Lagerreaktionen nach dem uns bekannten Schema: wir zeichnen 
das Krafteck, nehmen einen willkürlich gewählten Pol im beliebigen Abstand h 
vom Krafteck an, ziehen die Polstrahlen und tragen das Seileck zunächst ohne 
Berücksichtigung der Lagerstellen in entsprechender Reihenfolge parallel zu den 
Polstrahlen auf. Die Schnittpunkte des ersten und letzten Seilstrahls mit den 
Auflagerlotrechten verbinden wir durch die Schlußlinie s', deren paralleler Pol
strahl s im Krafteck die beiden Reaktionen A und B ausschneidet. Die Figur 
des Seilecks umschließt die Momentenfläche. Die so entstandene Momenten
fläche geht zweimal durch Null, wir haben also einen zweimaligen Vorzeichen
wechsel im Verlauf des Biegemoments über der Balkenlänge. Das Vorzeichen 
wird durch Betrachten eines Punktes bestimmt; z. B. ist das Biegemoment an A 
durch -P1 . a gegeben, demgemäß ist der linke Teil der Momentenfläche negativ 
usw. Diese Nullstellen stellen nach früheren Ausführungen (Nr. 48) einen ent
sprechenden Wechsel in der Zug-Druckverteilung des Querschnittes oder für die 
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Verformung des Balkens Änderungen in der Krümmung der Biegelinie, also 
Wendepunkte, dar (Abb. 199d und e). Die Stellen der Größtwerte des Biege
moments, positive und negatiye, müssen in der Querkraftfläche durch Null
stellen der Querkraft gekennzeichnet sein, da die Bedingung, daß das Biegemoment 
nur von Vertikalkräften (senkrecht zur Balkenachse wirkend) abhängig ist, er-

a 

b 

IJ 

e 

Abb. 199. Balken mit zwei überstehenden Enden. 

B IJ ?, r 
: 
I 
I 
I 
I 
I 

--------h.------~1 

füllt ist. Die Auftragung der Querkraftfläche geschieht in bekannter Weise durch 
Aneinanderreihen aller wirkenden Kräfte unter ihren jeweiligen Angriffspunkten. 
Die Querkraftfläche in der Balkenlängsrichtung zusammengeschoben liefert 
wieder das Krafteck. 

Für alle Punkte des rechten Endes des Balkens (rechts von der Kraftangriffs
stelle von P4) ist das Biegemoment Null. Diese in der Seilecksfigur erscheinende 
Tatsache ist auch analytisch sofort erkennbar: rechts von der Angriffsstelle der 
Kraft P4 sind keine Kräfte vorhanden, es können also auch keine Biegemomente 
errechnet werden. Für die Querschnittsbeanspruchung bedeutet das, daß keine 
Zug- oder Druckwirkungen zu bemerken sind, und für die Gestaltsänderung 



Der eingespannte Balken. 127 

heißt dies, es ist die Kriämmung Null, d.h. aber, der Balken wird auf dieser Länge 
nicht gebogen, er verläuft geradlinig. 

50. Der eingespannte Balken. Wie wir schon früher gesehen haben, läßt sich 
ein Balken auch in der Ebene anders festhalten als mit zwei Lagern. Anstatt 
durch drehbare Anschlüsse (Lager, Gelenk) wollen wir jetzt die Festlegung eines 
Balkens durch die "Einspannung" bewerkstelligen und die hierbei auftretenden 
Kräfte bzw. Momente untersuchen. Die Einspannung erlaubt dem Balken 
weder irgendeine Verschiebung noch eine Drehung. 

Was ist nun, vom statischen Gesichtspunkt aus betrachtet, das Wesen der 
Einspannung ~ Zur Untersuchung der Frage betrachten wir einen eingespannten 
Balken (Abb. 200), auf den eine allgemein gerichtete Kraft P wirkt. Der auf 
diese Art gelagerte als starr angesehene Bal
ken bleibt, wie wir schon rein gefühlsmäßig 
einsehen, in Ruhe, d. h. die in der Lagerung 
entstehenden reaktiven Wirkungen müssen der 
Kraft P am Balken das Gleichgewicht halten. 
Als Angriffsstelle der reaktiven Wirkungen .A.bb. 200. 

Grundlage für den eingespannten Balken. 
(Reaktionen) betrachten wir den Punkt der 
Balkenachse, in dem der Balken in das Mauerwerk (oder andere feste Konstruk
tion) hineingeht, also das innere (linke) Ende des frei hinausragenden Balkens. 
Die Berechtigung dieser Annahme wird später bewiesen. Wie können uns die 
Kraft P wieder zerlegt denken in eine Horizontal- und eine Vertikalkomponente. 
Dann müssen diesen beiden Komponenten von P in der Einspannstelle Gegen
kräfte A,. und A" gegenüberstehen, die die gewollte Verschiebung durch P ver
hindern, die also den Komponenten der Kraft P entgegengesetzt gleich groß s~in 
müssen. Denken wir uns diese beiden Kräfte A,. und A" in der Einspannstelle 
zusammengesetzt, so entsteht damit eine Gegenkraft A, die parallel zur Kraft P 
verläuft, dieser entgegengesetzt gerichtet und gleich groß ist. Die beiden am 
Balken angreifenden Kräfte A und P bilden also ein Kräftepaar miteinander. 
Da nun am Balken Gleichgewicht besteht (der Balken in Ruhe bleiben soll), 
muß an der Einspannstelle noch ein Gegenmoment auftreten, das dem Kräfte
paar aus den Kräften A und P das Gleichgewicht hält; Wir nennen dieses Reak
tionsmoment: das Einspannmoment ME. Schreiben wir die drei entstandenen 
Reaktionen (Kräfte und Einspannmoment) nach ihrer Größe auf, so ergibt sich: 

A" = P·sin"', 
A,. = p. COSO(:, 

ME= (P·sin"')·a. 
Das Einspannmoment läßt sich immer errechnen als Gegenwirkung für die 
Summe der Momente aller Kräfte um die Einspannstelle. 

Wir sehen, daß auch hier zur eindeutigen Festlegung des Balkens (eines Kör
pers) in der Ebene drei Größen gehören. Das entspricht unseren drei Gleichge
wichtsbedingungen, die auch zur Ermittlung der Lagerreaktionen herangezogen 
werden. Das notwendige, aber noch nicht ausreichende Kennzeichen für eine 
statisch bestimmte (unbewegliche und eindeutige) Lagerung ist immer die Über
einstimmung der Anzahl der Unbekannten mit der Anzahl der Gleichungen, 
welch letztere aus den Gleichgewichtsbedingungen hervorgehen1. 

1 Man kann auch den Balken so einspannen, daß er an der Einspannetelle in der Längs
richtung verschieblieh ist; dann treten an der Einspannung nur zwei Unbekannte (lotrechte 
Lagerkraft und Einspannmoment) auf. Um den Balken festzulegen, benötigt man noch eine 
weitere Fessel, einen Stützungsstab oder ein bewegliches Lager, dessen Bewegungsrichtung 
dann aber nicht waagerecht sein darf. 
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Wir können auch auf Grund einer anderen Erwägung zu den drei Gegenwir
kungen Av, Ah und ME gelangen. Die Kraft P wirkt auf den Balken (Abb. 201), 
wird durch diesen weitergeleitet nach der Einspannstelle. Wenn nun der Balken 
in Ruhe bleibt, so muß von der Einspannstelle gegen den Balken eine Gegen
kraft P' auftreten, die mit P in dieselbe Gerade fällt. Ihre Komponenten stimmen 

A mit den früheren Werten A" und A" 

">SJf------a~----,/;+-· 

~-------z/~~------~ 

überein. Nun kann man aber nach 
Seite 58 eine Kraft parallel zu sich 
selbst verschieben, wenn man zur 
verschobenen Kraft noch ein ent
sprechendes Kräftepaar hinzufügt. 
Verschieben wir P' nach dem Mittel
punkt der Einspannstelle, d. i. An-

Abb. 201. Erklärung der "ff k A ß 
Reaktionsgrößenbeimein· gn spun t der Kraft , so mu 

gespannten Balken. noch ein Kräftepaar vom Momente 
(P · e) hinzukommen, dessen Größe 

auch durch (Ah · h) bestimmt oder durch (P · sin tx) · a angegeben werden kann. 
Wir haben dann als Gegenwirkung zwei Kräfte A" und Av durch den Mittelpunkt 
der Einspannstelle und das erwähnte Moment ]}f E. 

Die gleiche Erwägung führte zu der bereits früher gezeigten statischen Er
klärung des Biegemoments, der Querkraft und der Längskraft. Bei einem all
gemein belasteten steifen Balken können wir sagen, daß die in einem Querschnitt 
zusammenhängenden Balkenteile miteinander unverschieblich, untrennbar und 
undrehbar verbunden sind. Dieser Querschnitt verhält sich demnach für den 
einen Balkenteil genau so, wie derjenige einer Einspannstelle. Wie nun hier im 
allgemeinen Falle eine lotrechte und waagerechte Gegenkraft und das Einspann
moment entstehen, so werden auch dort allgemein durch den Querschnitt eine lot
rechte Kraft, eine waagerechte Kraft und ein Moment weitergeleitet. Diese drei 
Einflüsse sind aber, wie schon auf Seite 107 ausgeführt, nichts anderes als die 
Querkraft, die Längskraft und das Biegemoment (vgl. Abb. 184). 

Cv 
Abb. 202. Übergang vom Balken auf 
zwei Lagern zum eingespannten Balken. 

Um die Einspannung graphisch behandeln 
zu können, fassen wir den eingespannten Bal
ken als Grenzübergang des zweifach gelager
ten Balkens auf. Denken wir uns bei dem 
in Abb. 202 dargestellten Balken die beiden 
Lager mit den Reaktionskräften Cv, C" und D 
immer näher zusammengerückt, z. B. das La

ger C zum Lager D hingeschoben, dann werden im Grenzfall die Lager zu
sammenfallen. Die beiden Kräfte C" und D werden, wie sich aus den Momenten
gleichungen für D bzw. C ergibt, beim Zusammenrücken immer größer, beim 
Zusammenfallen unendlich groß, aber ihre Differenz (C"- D) bleibt stets gleich 
(P. sin tx), da die Summe der lotrechten Kräfte Null sein muß. Wir können auch 
sagen: Die Gegenkraft D läßt sich in zwei Bestandteile aufteilen, von denen der 
eine die Größe P · sintx, der andere die Größe der Kraft C" hat. In der Grenzlage, 
wo die beiden Lager sich decken, liegen beide Gegenkräfte C" und D in gleicher 
Wirkungslinie und sind unendlich groß, so daß dann auf den Balken an lotrechten 
Kräften wirken: die Lastkomponente von der Größe P · sin <X und zwei unend
lich große Kräfte im Abstand Null; diese letztere stellen aber nach früherem ein 
Kräftepaar dar. Die Differenz der beiden unendlich großen Kräfte D und C" ist 
gleich dem früheren Av = P · sin <X. Damit sind also wieder die Gegenwirkungen 
der Einspannung (Ah, A", ME) vorhanden, und wir können sagen: Der eingespannte 
Balken kann als Sonderfall eines Balkens auf zwei Stützen betrachtet werden, bei 
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dem die beiden Lagerstellen unendlich dicht benachbart, praktisch gesprochen, über
einander liegen. Wir können deshalb auch den Balken graphisch mit den gleichen 
Verfahren behandeln, die wir bei der Lagerung auf zwei Stützen benutzten. 

Bevor darauf eingegangen wird, möge noch in anderer Weise gezeigt werden, 
daß wir als Angriffspunkt der Lagerkräfte und als Bezugspunkt für das Ein
spannmoment den Punkt der Stabachse an der Einspannstelle nehmen dürfen. 
Zu diesem Zweck machen wir uns das physikalische Bild eines solchen einge
spannten (eingemauerten oder zwischen zwei Platten eingespannten) Trägerendes 
klar: unter dem Einfluß der äußeren Kraft P werden auf der Einspannlänge des 
Balkens Kräfte zwischen Balken und Mauerwerk geweckt, die infolge der Ver
tikalkomponenten von P auf das untere Mauerwerk nach unten drücken, infolge 
des Drehbestrebens auf das obere Mauerwerk nach oben wirken; dadurch ent
stehen Gegenkräfte, die etwa in der in Abb. 203 dargestellten Weise über das ein
gemauerte Ende -verteilt sein mögen. Das Verteilungsgesetz ist im allgemeinen 
nicht bekannt und hängt von ver- C. 
schiedeneu Umständen der Einspan- Y 

nung ab, z. :B. von der Art des den 
Träger umgebenden Stoffes, von der t.h=~:un:t1111rr----==------==--==---...J 
Oberfläche des Trägers und von man-
chen Zufälligkeiten, so daß wir prak
tisch nie ein genaues Gesetz für diese 
Verteilung angeben können. Wir wis
sen nur, daß die vielen Gegenkräfte 

0 

Abb. 203. Das physikalische Bild 
der Einspannung. 

in ihrer Gesamtheit den äußeren Kräften des belasteten Balkens (hier der 
Kraft P) das Gleichgewicht halten müssen. Die Gesamtheit der vom oberen 
Mauerwerk auf das eingespannte Balkenstück wirkenden Kräfte entspricht 
dem früheren Cv, diejenige am unteren Mauerwerk dem früheren D. Um 
mit den Kräften rechnen zu können, werden wir sie zweckmäßig alle in 
einen Punkt verschieben und wählen dazu den Punkt M der Balkenachse, an 
dem die Einspannung zu Ende ist, an dem also der freie ausragende Teil des 
Balkens beginnt. Das Zusammenfassen der Kräfte in diesem Bezugspunkt wird 
erreicht durch Parallelverschieben der einzelnen Kräfte Cv und D, deren Resul
tierende Av = P · sincx ist. Wir dürfen Kräfte aber nur parallel verschieben, 
wenn wir zu jeder Verschiebung ein zusätzliches Moment (Kräftepaar) hinzu
nehmen. Die so entstehenden Kräftepaare lassen sich vereinigen zu einem resul
tierenden Kräftepaar. Das gewonnene statische Bild der Reaktionen für die 
Einspannung ist jetzt: eine Kraft Av von der Größe (D- Cv) durch den Bezugs
punkt M, eine horizontale Kraft Ah ( = Ch), die sich ja in ihrer eigenen Wirkungs
linie ohne weiteres in denBczugspunkt verschieben läßt, und ein Kräftepaar ME; 
es stimmt also überein mit dem aus statischen Gesichtspunkten aufgestellten 
Bild. 

Bei der graphischen Behandlung eines eingespannten Balkens betrachten wir 
nach der oben beschriebenen Auffassung die beiden Lagerstellen aufeinander
liegend, und gehen ganz schematisch wie bei dem zweifach gestützten Balken 
vor. Die konstruktiven Werte des Balkens und die Lasten seien bekannt. Wir 
zeichnen das Krafteck und mit Hilfe eines willkürlichen Poles im Abstand h vom 
Krafteck das dazugehörige Seileck, ohne uns zunächst um die Lagerkraftwir
kungslinien zu kümmern. Dann bringen wir die äußersten Seilstrahlen mit den 
Auflagerwirkungslinien zum Schnitt. Diese fallen jetzt aber zusammen, d. h. 
die beiden Seilseiten 0' und 2' der Abb. 204 schneiden die Auflagerlinie, d. i. die 
Lotrechte der Einspannstelle, auf einer Geraden. Die Schlußlinie liegt also in 
unserem idealisierten Bild der Einspannung senkrecht, würde demnach ins Kraft-

9 Schlink, Statik. 2. u. 3. Aufl. 
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eck übertragen auch zwei unendlich große Reaktionskräfte liefern, deren Differenz 
gleich der Reaktionskraft A ist. Dies Ergebnis stimmt mit den Betrachtungen 
über die Einspannung als Grenzwert zweiu Lager im unendlich kleinen Abstand 
überein. Die vom Seileck umschlossene Fläche muß wiEder wie früher ein Maß 
für die Biegemomente an jeder Stelle liefern. Es ist z. B. das Biegemoment an 

0' 

der Stelle i gegeben durch: 

Bi=yi·h, 
(yi im wahren Längenmaß, 

hin kg); 

das größte Biegemoment ist an 
der Einspannstelle 

Bmax = BE = YE · h = ME. 
1> !ft Es ist zahlenmäßig gleich 

dem Einspannmoment ME, wie 
sich leicht durch die rechneri
sche Ermittlung zeigen läßt: 

c 

d 

A + 

links von der Auflagerstelle A 
ist nur das Einspannmoment vorhanden, die 
Summe aller Momente links von dieser Stelle, 
d. i. das Biegungsmoment, ist also der Größe 
nach gleich dem Einspannmoment ME, beide 
halten sich im Gleichgewicht. Die Ermittlung 
des Biegemomentes von der rechten Seite, dem 
freien Ende des Balkens her, führt zur Formel: 

BE= -ME= -(Pl. PI+ p2. P2). 

Das Biegungsmoment ist negativ, der Balken 
hat also seine Druckseite unten, die Biegelinie 

-----!-~-~-~-~-E-%-~-~ zeigt mit der Hohlseite nach unten (Abb. 204d). 
Wir werden diese Aussage später umgekehrt 

I 
benutzenJ aus der gefühlsmäßig ermittelten Ver
formung auf das Vorzeichen des Biegemomentes 
schließen. An der Einspannstelle geht die Biege
linie horizontal an die Achse des unbelasteten 
Balkens; rechts von P 2 verläuft die Biegelinie 

A.bb. 204. Die graphische Behandhmg geradlinig. 
des eingespannten Balkens. 

Für die Aufstellung eines Biegemomentes Bi 
an einer beliebigen Stelle i wollen wir uns als Merkregel festhalten: Man be
rechne bei eingespannten Balken die Biegemomente immer vom freien Ende her. 
Nehmen wir nämlich die Einspannstelle mit in die Rechnung, so können sich 
leicht Fehler einstellen, da man stets die bereits berechneten, also nicht un
bedingt sicher richtigen Werte des Einspannmomentes und der Lagerreaktion mit 
in die Gleichung aufnehmen muß. Die Berechnung vom freien Ende her ist 
dagegen vollständig unabhängig von der vorher durchgeführten Berechnung 
der Gegenwirkung. Wie erhalten vom Teil links: 

Bi= -ME+ A · x- P1 (x-p1) 

und vom Teil rechts: Bi =, -P2 • x'. 

Die Auftragung der Querkraftfläche wird genau wie früher bewerkstelligt 
(Abb. 204c ). Wir fangen auch hier zweckmäßig am freien Ende des Balkens an, 
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dann ergibt sich am Schluß, an der Einspannstelle, die GrößeAals letzte Strecke 
und bietet damit eine Kontrolle für die Berechnung der Lagerkraft. Das Vor
zeichen der Querkraftfläche ist entsprechend unserer Vorzeichenregel positiv 
einzusetzen (rechts nach unten!). 

51. Belastung eines Balkens durch eine außermittige waagerechte Kraft. Im 
Zusammenhang mit den seither betrachteten Balken wollen wir nun noch eine 
weitere Belastungsart kennenlernen: die Belastung durch eine exzentrische 
(außermittige) Horizontalkraft. 

Mit dem in seinen Konstruktionsmaßen bekannten, zweifach gestützten 
Balken (.Abb. 205) sei eine Scheibe oder ein Hebelarm starr verbunden . .Auf 
diese Scheibe wirke außerhalb der 
Balkenache, um das Maße= 1,5 m 
versetzt, die waagerechte Last 
H = 2000 kg. Mit den bisher be
kannten graphischen Methoden 
können wir keine Momentenfläche 
zeichnen, denn es gelten nicht mehr 
die früher aufgestellten einfachen 
Beziehungen zwischen Seileck und 
Biegemoment, da wir es nicht mehr b 
mit parallelen Kräften allein zu tun 
haben, und die horizontalen Kräfte 
(hier die Kraft H) Einfluß auf das 
Biegemoment haben, wenn sie nicht" r in die Stabachse fallen. Wohl kann 
man auch für allgemeine Belastun
gen das Biegemoment mit Hilfe des 
Seilecks bestimmen, aber die .Aus
führung liefert keine Vorteile. Wir 
wollen deshalb den analytischen 
Weg gehen. Die Lagerreaktionen 
bestimmen wir mit Hilfe der Gleich
gewichtsbedingungen: 

c Avl!llll II II IIHIIIIIIII!IIfo 

d An. II 

1. .IH = 0: 

t_L_j 

0 1 2m. 

t_L_j 
0 500 11/(//}mkg 

t_L_j 
0 500 1/HKfkg 

A~o = H = 2000kg 

(A~o ist nach links gerichtet). 
.Abb. 205. Belastung durch eine außermittige Kra.#l;. 

Für die Gegenkräfte A" und B führen wir wieder zunächst willkürlich die 
Richtungen nach oben ein. Dann wird 

2. (,IM)B = 0: A" · 7,0 + H ·1,5 = 0. 

Die Horizontalkraft hat eine im Uhrzeigersinn um den Lagerpunkt B drehende 
Wirkung: H + ·1,5 

(nicht H · 2,5, da ja der Hebelarm der Kraft H für den Punkt B durch dessen 
.Abstand von H gegeben ist). Es wird also: 

A = - 2000 . 1,5 = - 428 6 k 
" 7,0 ' g. 

Das negative Vorzeichen bedeutet, daß die eingeführte Richtung (nach oben) 
falsch war, die Reaktion A., geht also nach unten, wie in der Zeichnung ein-
9* 



132 Anwendung auf ebene gestützte Körper (Scheiben). 

getragen. Die zweite Lagerkraft B ermitteln wir wieder mit einer Momenten
bedingung und verwenden die Komponentenbedingung 

IV=O 
als Probe. 

3. (IM)A = 0: H ·1,5- B · 7,0 = 0, 

B - + 2000 . 1,5 - + 428 6 k - 7,0 - ' g. 

Die Kraft B geht nach oben. Die Probe ergibt: 

4. IV=O: A"+B=O. 
Die beiden Reaktionen A" und B sind gleich groß, aber entgegengesetzt gerichtet, 
d. h. sie bilden ein Kräftepaar. Die beiden übrigen Kräfte Hund Av müssen, 
wenn Gleichgewicht herrschen soll, ebenfalls ein Kräftepaar von gleicher Größe 
bilden. Das ist auch tatsächlich der Fall. Es stehen sich am Balken also zwei 
Kräftepaare (A", B) und (Ah, H) gegenüber, die sich in ihren Drehwirkungen auf
heben: 

2000. 1,5 = 428,6. 7,0. 

Bei der Berechnung des Biegemomentes sehen wir wieder, daß das Biege
moment an den Enden des Balkens, den Lagerstellen A und B, Null ist. Im 
weiteren Verlauf gilt die frühere Erkenntnis, daß in den unbelasteten Abschnitten 
des Balkens die Momentenfläche durch eine gerade Linie begrenzt wird. Es 
genügt demnach, wenn wir an der Anschlußstelle des Armes oder, richtiger ge
sagt, an der Stelle i und an der Stelle k das Moment für eine Seite aufstellen. 
Tun wir das an der Stelle i, unmittelbar links vom Anschlußpunkt des Hebels 
unter Betrachtung der linken Seite des Balkens, so wird 

B; = -A., · 4,5 = -428,6 · 4,5 = -1928,6 mkg; 

entsprechend an der Stelle k unter Verwendung der rechten Seite 

Bk= + B · 2,5 = + 428,6 · 2,5 = + 1071,4 mkg. 

Wir finden also an derselben Stelle (der Anschluß des Hebels an den Balken 
ist mathematisch punktförmig gedacht) zwei Werte für das Biegemoment, es 
muß demnach ein S']Y1'ung in der Momentenfläche auftreten. Die Ursache dieses 
Sprunges ist in der außermittig angreifenden waagerechten Kraft H zu suchen. 
Legt man nämlich den Schnitt durch k, unmittelbar rechts von der Anschluß
stelle des Armes, so wirkt H links von dieser Stelle, da ja die Kraft an der Arman
schlußstelle auf den Balken übertragen wird und diese links von k liegt; so findet 
man denn tatsächlich unter Betrachtung des linken Balkenteils: 

Bk = -A" · 4,5 + H · 1,5 = -428,6 · 4,5 + 2000 · 1,5 = + 1071,4 mkg, 

also denselben Wert wie in der vorigen Rechnung mit dem rechten Abschnitt. 
Genau so können wir für die Stelle idenrichtigen Wert für das Biegemoment 
ermitteln, wenn wir den von i rechts liegenden Balkenteil mit dem Einfluß der 
Kraft H betrachten. Der hier auftretende Sprung ist das Charakteristische für 
die Momentenfläche bei außermittig wirkenden Horizontalkräften. Die beiden 
Begrenzungslinien links und rechts von der Sprungstelle für die Momentenfläche 
sind einander parallel, da das bei "Überschreitung der Sprungstelle hinzukom
mende Momentenglied keine Abhängigkeit von der Balkenlängsrichtung zeigt: 

links von i: B., = -Av · x, 

rechtsvonk: B.,=-A"·x+H·e; 
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die so dargestellten Geraden haben also tatsächlich die gleiche Neigung. Die 
Größe des Sprunges ist gegeben durch das Moment der Horizontalkraft um den 
Punkt der Balkenachse an der Hebelanschlußstelle (hier durch H · e = 2000 · 1,5 ). 

Tragen wir die Querkraftfläche auf, indem wir für einen beliebigen Punkt 
die Querkraft ermitteln, so finden wir, daß für die ganze Länge des Balkens die 
Querkraft konstant bleibt, da ja waagerechte Kräfte keinen Einfluß haben. 
Die Sprungstelle zeigt sich in keiner Art in der Querkraftfläche. Das Biege
moment ist also nicht mehr eine Funktion der Querkraft allein, es zeigt sich in 
der Momentenfläche noch ein Einfluß, der nicht durch quer zur Balkenachse ge
richtete Kräfte verursacht ist. Es besteht zwar noch der früher angegebene Zu
sammenhang der Querkraft mit dem Biegemoment 

Q _dB; 
i- dx 

aber nur links und rechts von der Anschlußstelle (die Anschlußstelle selbst ist 
ausgenommen), d. h. Qi gibt die Steigung der Begrenzungslinie der Momenten
fläche an, aber es gilt nicht mehr, daß die Nullstellen der Querkraftfläche Größt
wertstellen der Biegemomentenfläche sind. 

Die Längskraftfläche zeigt eine konstante Größe der Längskraft von der 
Lagerstelle A an bis zum Ansatzpunkt des Hebels, denn für jeden Punkt zwischen 
A und i wirkt links nur die Horizontalkraft A 11 als Zugkraft. An der Anschluß
stelle kommt durch H eine neue Längskraft hinzu, entgegengesetzt A 11 , so daß 
zwischen der Ansatzstelle und der Stelle B die Längskraft die Größe Null hat. 
Die Einleitung der Kraft H in die Balkenachse am Fußpunkt des Hebels können 
wir statisch so auslegen, als sei die Kraft H parallel mit sich selbst in die Balken
achse verschoben worden. Das dabei anzusetzende zusätzliche Moment erscheint 
als reines Drehmoment H · e (Kräftepaar !) in der Momentenfläche, die verscho
bene Kraft H wirkt als Längskraft im Balken weiter zwischen Ansatzstelle und 
A und findet ihre Gegenwirkung in der Reaktion A 11 • Das erwähnte Kräftepaar 
H · e wird aufgehoben durch das Kräftepaar von H 

A" und B. ~ 
H. e = A". l = B. l. ~A i a. lT ~ YAB" a 

Die Biegelinie weist an der Anschlußstelle des A F ;---==t"--o;B 
Armes einen Wendepunkt auf, da das Biege- flrrr,.,...._+ 
moment hier sein Vorzeichen wechselt. I I~ b 

52. Belastung eines Balkens durch ein Dreh-~ ~i 
moment. Aus dieser letzten Betrachtung, daß 
der Angriff der Horizontalkraft statisch betrach-

~;, tet der Einwirkung eines reinen Momentes gleich-
kommt, können wir leicht für die Belastung eines Allllllllllllllln I II lllllllllllfB c 
Balkens durch ein reines Drehmoment (Kräfte-
paar) die Beanspruchungsgrößen (Biegemoment, l.i-0 d 
Querkraft und Längskraft) eines Balken quer- Abb. 206. Belastung eines Balkens 
schnitts ermitteln (Abb. 206). Der Angriff des durch ein Drehmoment. 

Moments sei symbolisch dargestellt durch einen 
Vierkant, auf dem ein Rad oder ein Hebel, unter der Einwirkung eines Kräfte
paares stehend, aufgesetzt ist. Bei der Ermittlung der Lagerkräfte mit Hilfe 
der üblichen Momentenbedingungen um die Auflagerpunkte wollen wir be
achten, daß wir als äußere Belastung einzig und allein ein Moment (Kräfte
paar) haben, das nur eine Drehwirkung (keine Verschiebungswirkung) besitzt. 
Diese Drehwirkung ist an keinen Bezugspunkt gebunden, denn Kräftepaare sind 
beliebig in der Ebene verschiebbar, ohne daß sich ihre Wirkung auf den ganzen 



134 Anwendung auf ebene gestützte Körper (Scheiben). 

Körper ändert. Wir erhalten also für die beiden Momentengleichungen: 

1. (_I M)4 = 0: M-B ·l = 0 
daraus 

und 2. (.I M)B = 0: 

M + A · l = 0 (A nach oben angenommen), 

woraus A=-~ 
ermittelt wird. 

Das negative Vorzeichen heißt, daß die nach oben eingeführte Kraft A in 
ihrer Richtung umzudrehen ist. Die beiden Gegenkräfte A. und B stellen ein 
Kräftepaar dar, da13 dem gegebenen Gleichgewicht hält. Die Probe 

.IV= 0: 

zeigt die Richtigkeit der errechneten Werte. Horizontalkräfte sind keine vor
handen, also ist auch keine waagerechte Lagerreaktion zu erwarten. 

Mit den ermittelten Auflagerkräften A und B läßt sich die Momentenfläche 
rechnerisch bestimmen, indem wir für verschiedene Punkte das Biegemoment 
ausrechnen. Wir werden uns hier selbstverständlich wieder die bereits gewonnene 
Erkenntnis zunutze machen, daß die Momentenfläche längs unbelasteter Balken
teile geradlinig begrenzt ist. Ermitteln wir für einen Punkt i kurz vor der An
griffsstelle des Momentes das Biegemoment, so wird bei Betrachtung der linken 
Seite 

Bi=-A·a. 

Von rechts her gerechnet, muß das Ergebnis 

Bi= +B·b-M 

den gleichen Zahlenwert liefern. Mit der Berechnung des Biegemoments für eine 
Stelle k kurz hinter dem Angriff des Momentes ist die Momentenfläche vollständig 
ermittelt, denn an den Lagerstellen ist das Biegemoment jeweils Null. Die Stelle k 
hat ein Biegemoment von der Größe 

oder 
B~o= +B·b 
B~o=-A ·a +M 

für den rechten Teil, 
für den Teil links von der Schnittstelle. 

Wir finden also hier wieder einen Sprung in dem Verlauf der Momentenfläche, 
der durch das angreifende Moment M verursacht wird. Je nach der Angriffsstelle 
des Drehmoments M wird der Sprung verschiedene Lagen haben, also die Mo
mentenfläche sich ändern; aber die Lagerreaktionen bleiben dabei ungeändert, 
ebenso die Richtungen der schrägen Begrenzungslinien der Momentenfläche. 

Die Querkraftfläche zeigt wieder, genau wie beim vorigen Beispiel, einen 
konstanten Wert für die Querkraft über der ganzen Balkenlänge. Die Längs
kraftfläche ist überall Null, wenn das Drehmoment nur in einem Punkt auf den 
Balken wirkt, da überhalfpt keine Kräfte parallel der Stabachse auftreten und 
auch keine horizontalen Lagerkräfte geweckt werden können. 

Der Unterschied zwischen der Einwirkung eines reinen in einem Punkt über
tragenen Momentes (Kräftepaares) und der Einwirkung einer außermittigen 
waagerechten Kraft besteht demnach nur in der Längskraftfläche. Betrachten 
wir im letzteren Belastungsfall in der schon angegebenen Weise die Horizontal
kraftHunddie gleich große entgegengerichtete Längskraft Ah am festen Lager 
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als Kräftepaar, dann sehen wir die Übereinstimmung der beiden Aufgaben. Die 
Längskraftfläche entstehthierdadurch, daßdasKräftepaarnichtineinem Punkt auf 
den Balken wirkt, sondern seine beiden Kräfte an verschiedenen Stellen angreifen. 

53. Gleichzeitige Beanspruchung eines Balkens durch verschiedenartige Be
lastungen. Wirken auf einen Balken diese verschiedenen Belastungsarten zu
sammen, so läßt sich auf analytischem Wege ohne Schwierigkeit die Ermittlung 
der Lagerreaktionen und die Bestimmung der Momenten-, Quer- und Längs
kraftfläche durchführen, wobei wir die charakteristischen Eigenschaften der 
Momentenfläche und der Querkraftfläche an den einzelnen Stellen des Balkens 
benutzen können. 

Belastungsart 
Eigenschaften der Zusammen-

Momentenfläche Querkraftfläche hang 

Unbelastetes Balkenstück . geradliniger Verlauf Verlauf parallel zur Qt = dBtfdx 
(linear veränderlich) Achse (konstant) 

Lotrechte Einzelkraft . . . . . . Knick /1\ Sprung "'"L Qi= dBtfdx 
Gleichmäßig verteilte Belastung parabolischer Ver- geradliniger Verlauf Qi= dBifdx 

lauf (quadratisch (linear veränderlich) 
veränderlich) 

Außermittige waagerechte Kraft Sprung unbeeinflußt Qi =F dBifdx 
Reines Drehmoment ....... Sprung unbeeinflußt Qi =F dBifdx 

Die Längskraftfläche steht nicht im Zusammenhang mit den beiden anderen 
Beanspruchungen und verläuft bei Einzellasten parallel zur Nullinie mit Sprung 
an den Angriffsstellen der parallel zur Stabachse wirkenden Kräfte. 

Manchmal ist es von Vorteil, die Einflüsse der einzelnen Belastungsarten in 
ihrer Wirkung auf die Momentenfläche getrennt zu kennen. Man ermittelt als
dann die Momentenflächen dieser verschiedenen Belastungsarten gesondert 
und addiert die so entstehenden Teilmomentenflächen. Daß wir diese Addition 
vornehmen können, ist eine Aussage des Superpositionsgesetzes (Überlagerungs
gesetz). Der Beweis dafür liegt in der Definition des Biegemoments als Summe 
aller biegenden Einflüsse auf einer Seite der zu untersuchenden Schnittstelle 
des Balkens. Wir können darnach aooo"kg 
die Einflüsse einzeln ermitteln und 
übereinander auftragen (graphische 
Addition). 

Zur näheren Erläuterung be
trachten wir einen Balken, auf den 
lotrechte Lasten und eine außer
mittige waagerechte Kraft wirken 
(Abb. 207). Wie teilen die Gesamt
belastung auf in 

Abb. 207. 
Belastllllg durch lotrechte und waagerechte Kräfte. 

a) eine Belastung durch nur lotrechte Lasten (Abb. 208) und 
b) eine Belastung durch die außermittige waagerechte Kraft allein (Abb. 209). 

Statt der einen Aufgabe haben wir jetzt also zwei Aufgaben zu lösen. 
a) Die erste Teilaufgabe (Abb. 208) bezieht sich auf einen Balken auf zwei 

Stützen mit zwei lotrechten Einzelkräften. Die Lagerreaktionen (bezeichnet mit 
einem Strich ') ergeben sich hierfür zu: 

1. (.I M)A = 0: 3000 ·1,5 + 1000 · 5,0- B' · 6,0 = 0, 

2. (.I M)B = 0: 

B' = 1583,3 kg. 

A' · 6,0- 3000 · 4,5- 1000 · 1,0 = 0, 
A' = 2416,7 kg. 
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Beide Gegenkräfte gehen nach oben. Die Probe ergibt die Richtigkeit der 
Rechnung: 

.2' V = 0: 3000 + 1000- 1583,3 - 2416,7 = o. 

* A' 
a 

b 

A' 
c 

T 
L__L__j 

0 1000 8000m"kg 

~ 

, o tooo zoool<g 
B 

Abb. 208. Teilbelastung durch lotrechte Kräfte. 

Die Momentenfläche (Abb. 208b) ist durch Berechnung zweier Biegemomente 
(an den Angriffspunkten der Lasten) aufzuzeichnen: 

an der Stelle CD mit Benutzung der linken Seite : 

b 

B~ = +A' ·1,5 = +3625mkg; 

2000"kg 

@@ 
·r-----~5i-----l---2,5 

L-J__J 

0 1IKJIJ t'IKKlml<g 

~~ L__L__j 

c A"t I I I I I I I I I I I I I I I I I I I I I ; I I I I I I I I I I I I I I I II I 146' o 1000 BOOO"kg 

d H~lllllllllll1111111111111~~ 
Abb. 209. Teilbelastung durch eine außermittige waagerechte Kraft, 

an der Stelle ® mit Benutzung der rechten Seite: 

B~ = + B' · 1,0 = + 1583,3 mkg. 
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An den Lagerstellen ist das Biegemoment Null. Die dazwischenliegenden un
belasteten Balkenstücke weisen eine geradlinige Begrenzung der Momentenfläche 
auf, so daß diese durch Verbindung der vier Punkte gezeichnet werden kann. 

Die Querkraftfläche wird in der üblichen Weise, durch Aneinanderreihen der 
vertikalen Kräfte in ihren jeweiligen Wirkungsstellen, gewonnen (Abb. 208c). 

b) Die zweite Teilaufgabe (Abb. 209) umfaßt den Balken auf zwei Stützen 
mit einer außermittigen, waagerechten Kraft. Die Lagerreaktionen (bezeichnet 
mit zwei Strichen ") ergeben sich zu: 

1. (2:M)A = 0: 2000 · 1,2- B" · 6,0 = 0, 
B" = 400 kg, nach oben gerichtet. 

2. (2:M)B = 0: 2000 · 1,2 + A" · 6,0 = 0, 
A" = -400 kg, negatives Vorzeichen, d. h. A" ist nach unten 

gerichtet. 

3. 2:H = 0: H = 2000kg. 

Die Momentenfläche (Abb. 209b) ist durch Ermittlung der Biegemomente 
zweier Punkte links und rechts von der Hebelanschlußstelle (Sprungstelle der 
Momentenfläche) festgelegt. Es wird für die Stelle @ (linke Seite) : 

B~' = -A". 3,5 = -1400 mkg, 
für die Stelle @ (rechte Seite): 

B~' = + B" · 2,5 = + 1000 mkg. 

An den Lagerstellen ist das Biegemoment Null. Die Begrenzung der Momenten
fläche ist gegeben durch die geradlinige Verbindung der vier Punkte. Die Quer
kraft der zweiten Teilbelastung ist über die ganze Länge des Balkens konstant. 

Die bei der wirklichen Belastung entstehenden Lagerkräfte sind durch die 
algebraischen Summen der eben errechneten gegeben: 

A" = A' + A" = 2416,7- 400 = 2016,7 kg (nach oben gerichtet), 
und B = B' + B" = 1583,3 + 400 = 1983,3 kg (nach oben gerichtet). 

Wollen wir nun die beiden Mo-
mentenflächen übereinanderlagern @ 

(graphisch addieren), so ist es selbst- a """"'=-----'FC--------:O:®ctttt+ti+H-tttttfti'++H'ffl't 

verständlich, daß wir für die Auf
tragung der beiden Teilmomenten
flächen den gleichen Maßstab wählen 
müssen, ebenso für die beiden Quer
kraft- und Längskraftflächen. Die 
resultierende Momentenfläche ergibt 
sich als die von beiden Momenten
linien umgrenzte Additionsfläche 
(Abb. 210a). Man kann die so ge
wonnenen Ordinaten von einer hori
zontalen Achse aus auftragen und 
erhält dann die in Abb. 210b dar
gestellte Fläche. 

Die Ermittlung der ersten Teil
momentenfläche (Teilaufgabe a) kann 

Bi + Bf. 

I i 

b~ 
; Bi 

Abb. 210. A!gJbraischeAddition der Momentenflächen. 

nun auch graphisch erfolgen, während für die zweite keine graphische Lösung 
anzusetzen ist. Beide Momentenflächen müssen bei der Überlagerung den gleichen 
Maßstab besitzen. Wir werden dann den Maßstab der zweiten Teilmomenten-
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fläche nach dem der ersten richten, und müssen deshalb feststellen, welcher Maß
stab der graphischen Lösung der ersten Teilaufgabe zugrunde liegt. Es wird bei 
der graphischen Ermittlung das Biegemoment gefunden durch 

B; = [Y;] · h · n cmkg, 

wobei [Y;] die aus der Zeichnung abgegriffene Ordinate in cm darstellt und h 
in kg ausgedrückt ist. Soll nun ein Moment der zweiten Teilmomentenfläche 
mit dem Maßstab 1 cm = m mkg in dem gleichen Maßverhältnis erscheinen, 
dann muß nach Formel (27) die Maßstabsgröße 

gewählt werden. 
m = hkg·n 

L_...1.__l . 

0 70110 t«<QrnJcg 

ßi ,11111~ III ~-~ 
111111111111111+1111111.8 

L__L_j 

1 1000 3000"ky 

1000'kg 

LiAa[ill] ttttttttttttttttiiiiMOOkg 

.A.bb. 211. Zur analytischen Behandlung von lotrechten und außermittigen Kräften. 

In gleicher Weise wie die Momentenflächen lassen sich auch die Querkraft
flächen (und evtl. die Längskraftflächen) der beiden Teilaufgaben überlagern. 

Natürlich können alle die endgültigen Ergebnisse (zusammengesetzte Mo
mentenfläche, Querkraftfläche und endgültige Lagerreaktionen) auch durch 
direkte Betrachtung der gesamten Belastung des gegebenen Beispiels gewonnen 
werden (Abb. 211). Es ergeben sich die Lagerreaktionen aus den Momenten
bedingungen für die beiden Lagerpunkte : 

(_IM)A = 0: 3000 · 1,5 + 2000 · 1,2 + 1000 · 5,0- B · 6,0 = 0, 
B = 1983,3 kg. 

Av · 6,0-3000 · 4,5 + 2000 · 1,2-1000 • 1,0 = 0, 
Av = 2016,7 kg. 

Für die Aufzeichnung der Momentenfläche beachten wir, daß an den Angriffs
stellen der lotrechten Einzelkräfte Knickstellen in der Begrenzungslinie der 
Momentenfläche entstehen; wir werden an diesen Punkten CD und ® also die 
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Biegemomente errechnen müssen. An der Anschlußstelle des Hebels mit der 
Horizontalkraft entsteht ein Sprung in der Momentenlinie; wir müssen demnach 
für diesen Sprung die beiden Werte des Biegemoments bestimmen (Stelle @ 
und @). Es wird das Biegemoment an den verschiedenen Stellen: 

B1 = +A · 1,5 = + 3025 mkg, 

B2 = A · 5,0- 3000 · 3,5 + 2000 · 1,2 
oder einfacher: B 2 = B · 1,0 = 1983,3 mkg, 

B3 = A · 3,5 - 3000 · 2,0 = 1058,3 mkg, 

B4 = B · 2,5 - 1000 · 1,5 = 3458,3 mkg. 

Der Sprung in der Momentenfläche ist gleich dem Moment der Horizontalkraft: 

2000-1,2 = 2400 mkg. 

54. Innere Kräfte bei Balkenkonstruktionen. Wir haben schon früher den 
Begriff einer inneren Kraft kennengelemt, zunächst bei Stäben, die durch eine 
Längskraft beansprucht werden: wenn der Stab von außen her gezogen wird, 
so wehrt er sich gegen diese Einflüsse und übt selbst Gegenkräfte gegen die 
Endpunkte aus. Auf diese Weise wurde die von außen wirkende Kraft durch 
den Stab nach dem anderen Endpunkt weitergeleitet, sie wurde also durch den 
Stab übertragen. An dem Endpunkt entstand so eine Gegenkraft gleich P. 
Diese im Stab geweckte Kraft P ist eine innere Kraft und geht durch jeden 
Querschnitt. Etwas Ähnliches liegt auch bei einem Balken in allgemeiner Be
lastung vor. Wir haben gesehen, daß im allgemeinen für jede Stelle eines Balkens 
eine Längskraft, eine Querkraft und ein Biegungsmoment entstehen, die be
rechnet werden können. Diese Einflüsse werden nach den Ausführungen. auf 
Seite 107 in den einzelnen Querschnitten auftreten. Wenn nun in dem betreffen
den Querschnitt die beiden Balkenteile so miteinander verbunden sind, daß sie 
sich nicht gegeneinander verdrehen oder verschieben können (weder lotrecht 
noch waagerecht), dann sagen wir, der Querschnitt kann diese Beanspruchung 
übertragen. Für den bezeichneten Querschnitt i in Abb. 212 tritt auf: 

eine Querkraft Qi = A"- P 1 · cos.x, 

eine Längskraft Li = -Ah- P 1 • sin.x 

ein Biegemoment Bi= A" · a- P 1 · cos .x 

(das Moment von Ah und P 1 • sin.x 
für den Mittelpunkt des Querschnitts 
wurde in früheren Aufgaben vernach
lässigt, da die Höhenausdehnung h des 
Balkens zu Null angenommen wurde). 

Diese Einflüsse müssen durch den 
Querschnitt vom linken auf den rechten 
Teil übertragen werden, oder anders 
ausgedrückt: Der rechte Teil muß un
ter der Einwirkung dieser Einflüsse 
und der auf ihn wirkenden Kräfte P 2 

und B im Gleichgewicht stehen. Da

und 

(a -p1) -Ah · : + P 1 • sin.x · : 

nach müssen also die Kräfte rechts Abb. 212. Innere Einflüsse eines Querschnittes. 

eine lotrechte Komponente ergeben, 
gleich aber entgegengesetzt Qi, eine waagerechte, gleich aber entgegengesetzt 
Li, und ein Moment, gleich aber entgegengesetzt dem Biegungsmoment Bi. Es 
sind also die vom rechten nach dem linken Teil wirkenden Einflüsse entgegen-
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gesetzt denjenigen, die vom linken gegen den rechten Teil wirken. Das ist 
einfach das Gesetz von Wirkung und Gegenwirkung. Daraus ergibt sich wieder 
die Berechtigung, die positive Querkraft für den rechten Teil mit umgekehrter 
Richtung einzuführen, wie für den linken Teil, das positive Moment links mit 
entgegengesetztem Drehsinn wie rechts. Die durch die Balkenquerschnitte ge
leiteten Einflüsse nennt man, wie schon auf Seite 107 bemerkt, innere Ein
flüsse, also innere Kräfte oder inneres Moment. Wir können den rechten 
Balkenteil losgelöst denken und ihn für sich als ruhend betrachten, wenn 
wir außer den auf ihn von außen wirkenden Kräften (P2 ,B) noch die inneren 
Einflüsse wirken lassen; unter der Einwirkung der äußeren Kräfte und dieser 
inneren Einflüsse muß dann ein Gleichgewichtszustand vorliegen. Für die Di
mensionierung der Querschnitte eines Balkens muß man diese inneren Kräfte und 
Momente kennen; der einzelne Querschnitt muß so ausgebildet werden, daß diese 
Einflüsse sicher übertragen werden können. Wie dies zu geschehen hat, ist eine 
Frage der Festigkeitslehre. 

Wie schon auf Seite 107 ausgeführt wurde, üben die Querkraft, Längskraft 
und das Biegungsmoment zusammengenommen die gleiche Wirkung auf den 
Querschnitt aus wie die Resultante aller Kräfte links oder rechts vom Quer
schnitt. Man kann also die Resultierende aller Kräfte links bilden, und diese 
muß, da die Balkenteile in dem betreffenden Querschnitt zusammenhängen, 
durch diesen Querschnitt auf den rechten Teil übertragen werden; also ist der 
Querschnitt so auszubilden, daß er diese Kraft übertragen kann. Das ergibt 
dieselbe Aussage wie die obige1 d. h.: ob wir uns ausdrücken, der Querschnitt 
muß die Querkraft, die Längskraft und das Biegungsmoment übertragen können, 
oder ob wir sagen, er muß die eben erwähnte Resultierende nach dem rechten 
Teil überführen können, kommt auf das gleiche hinaus. 

Diese inneren Einflüsse treten zunächst gar nicht in Erscheinung; sie kommen 
dem Betrachter erst zum Bewußtsein, wenn er sich überlegt, welche Einflüsse 
durch einen Querschnitt von der einen Seite des Balkens nach der anderen über
tragen werden. Es ist etwas ganz Ähnliches wie bei den Lagern: wenn wir die 

ganze Konstruktion, den Balken 
mit seinen Pfeilern, betrachten 
(Abb. 213), dann erscheinen die 

-t====~~ Ak b Lagerreaktionen nicht; in jedem 
Lager wirkt die Kraft vom Bal-
ken auf die Unterlage, Kompo-

a nenten K" und Kh, und gleich
zeitig die Gegenkraft von der Un
terlage gegen den Balken, Korn-

e ponentenA" = K" undAh = Kh; 
diese heben sich gegenseitig auf. 
Wenn wir aber den Balken für 

Abb. 213. Kraft zwischen Balken und Unterlage. sich ansehen, d. h. nur die Kräfte 
berücksichtigen, die auf den Bal

ken wirken, wenn wir also den Balken losgelöst von der Unterlage denken, dann 
müssen wir die Lagerreaktionen als Kräfte, die von der Unterlage gegen ihn 
wirken, einführen (Abb. 213b). In dieser Weise wurden und werden weiterhin 
die Balken gezeichnet, d. h. wir denken stets den Balken von der Unterlage ge
trennt. So ist es auch mit den inneren Kräften bei einem Balken. Wir können 
uns einen Balkenteil durch den Querschnitt von dem anderen Balkenteillosgelöst 
denken, müssen aber dann die Kräfte, die von dem abgelösten auf den anderen 
Teil wirken, berücksichtigen. Diese letzteren sind innere Kräfte. 
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Wenn der Balken festhalten soll, so muß Sorge getragen werden, daß die 
von dem einen auf den anderen Teil wirkende Kraft (Resultierende) bzw. 
- was auf dasselbe herauskommt - die erzeugte Querkraft, Längskraft und 
das Biegungsmoment sicher nach dem anderen Teil geleitet werden. Das 
kann durch die feste undrehbare und unverschiebliche Verbindung der beiden 
Balkenteile, also durch das feste Verbundensein in einem Querschnitt geschehen. 
Es ist dies aber auch dadurch möglich, 
daß zwischen den beiden Teilen drei Stäbe 
eingezogen werden. Die Resultierende R 
aller Kräfte des einen Balkenteiles kann ja 
durch die Stäbe eindeutig weitergeleitet 
werden. Wir brauchen nur diese Resul- ~ 
tante für den linken Teil in drei Kompo- Ii 

S Abb. 214. Ersatz derfesten Querschnitts-nenten in Richtung dieser täbe zu zer- verbindung durch drei Stäbe. 
legen und haben damit die Kräfte, die in 
den Stäben auf den rechten Teil wirken; die umgekehrten Kräfte der Stäbe würden 
dann mit den auf den linken Teil wirkenden Kräften im Gleichgewicht stehen; 
das sind also die Stabkräfte gegen den linken Teil. Im vorliegenden Falle 
(Abb. 214) würde der obere Stab und die.Strebe drückend wirken, der untere 
Stab ziehend. Statt der drei Einflüsse: Querkraft, Längskraft und Biegungs
moment treten jetzt die drei Stabkräfte auf. Man findet offenbar die Stabkräfte 
selbst unmittelbar dadurch, daß man die Resultierende der Kräfte auf der einen 
Seite mit ihnen inR Gleichgewicht setzt und die Pfeile an den Stabenden einträgt, 
die zu dem betreffenden Balkenteil gehören; so ist hier B im Gleichgewicht 
mit S1 , S2 , S3 (mit den rechts vom Schnitt liegenden Richtungspfeilen). 

Um diese inneren Einflüsse zu erkennen, müssen wir also Schnitte legen; 
beim vollwandigen Balken Querschnitte, im letzten Falle einen Schnitt durch 
drei Stäbe. Wenn man sa_gt, das Biegungsmoment ist die algebraische Summe 
der Momente aller Kräfte links von einer Stelle, so ist dies tatRächlieh nicht 
präzis ausgedrückt, sondern wir müssen uns einen Schnitt gelegt denken und das 
Moment aller Kräfte links von dem Schnitt für einen bestimmten Punkt auf
stellen, etwa den Mittelpunkt des Querschnittes. 

Wir haben also bei dem Biegungsmoment, der Querkraft und der Längs
kraft mit inneren Einflüssen gerechnet, ohne daß deren Wirkung seither be
sonders hervorgetreten ist. Solange wir die Gesamtkonstruktion betrachten, 
werden wir von diesen inneren Kräften nichts merken, brauchen sie also nicht 
in Rechnung zu setzen. Denn Einflüsse, die innerhalb einer Konstruktion so 
auftreten, daß sie nach außen keine Wirkung irgendwelcher Art ausüben, stehen 
innerhalb dieser Konstruktion im Gleichgewicht, z. B. das Biegungsmoment von 
links und das von rechts. Es wird demnach zu jeder inneren Kraft eine r,leich 
große entgegengerichtete Kraft in gleicher Wirkungslinie gehören, so daß diese 
Kräfte bei Betrachtung der Gesamtkonstruktion in ihrer Wirkung sich aufheben. 
Das gilt auch, wie oben bemerkt, für die Kraft zwischen Balken und Unterlage, 
wenn wir Balken und Unterlage als Gesamtkonstruktion betrachten. Will man 
die inneren Einflüsse berechnen, so muß man einen Schnitt gelegt und einen Teil 
der Konstruktion abgelöst denken. 

Die seitherige scheinbar ungleiche Behandlung der inneren Kräfte bei Er
mittlung einerseits der Lagerreaktionen durch die Gleichgewichtsbedingungen, 
andererseits z. B. der Biegemomente als Summe aller Momente auf einer Seite 
der Schnittstelle, bietet also keinen Widerspruch, denn wenn wir nur einen Teil 
einer Konstruktion (durch Abtrennung) betrachten, so ist eine der beiden inneren 
Kräfte, die sich in der Gesamtkonstruktion aufheben, weggeschnitten und die 
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übrigbleibende tritt in Erscheinung; das war bei Abtrennung des Balkens vom 
Lager der Fall. 

55. Balken mit Nebenkonstruktionen. Bei solchen Schnitten können, je nach 
der Ausbildung der Konstruktion, unter Umständen andere Konstruktionsteile 
getroffen werden, die ihrerseits innere Kräfte weiterleiten und für die Aufstellung 

a 

A=O 

b~ 
A=O 

c 
k 

der im Balken gesuchten inneren 
Einflüsse (z. B. Biegungsmoment) 
von wesentlicher Bedeutung sind. 
Das sei nun an Beispielen klarge
macht. 

In dem ersten Beispiel seien 
die "inneren Kräfte" als Seilkräfte 
wirksam. An dem in Abb. 215a 
dargestellten Balken ist an dem 
einen Ende ein Seil befestigt, das 
über eine Rolle, die oberhalb des 
zweiten Balkenendes angebracht 
ist, geleitet wird und mit einem 
Gewicht Q belastet ist. Wir haben 
hier eine Scheibe, die aus dem 
Balken und dem steif mit ihm ver
bundenen Arm besteht, an dessen 
Ende die Rplle befestigt ist. Wol
len wir die Lagerreaktionen errech-
nen, so betrachten wir den Gleich
gewichtszustand der gesamten 
Konstruktion losgetrennt von der 
Unterlage. Wie haben von außen 

~ betrachtet an dem ganzen System 
8-U nur die Last Q. Mit dieser müssen 

~rrrrn-n--rrnrrrrrrrrTTTI_-rrr;r-rrrrrnTTn'TTTrrn die beiden Lagerreaktionen A und 
+ B im Gleichgewicht stehen. "Wir 

1Ji N·sin~X erkennen, daß die Kraft B = Q ist 
und die Lagerkraft A Null wird 

, (der Rollendurchmesser wird ver-

~·sin~ JJJJJJJJJJ ii111 fiiJIIJIJJIIIIIIIJu·sin~X ~:~::s~tj~cfe!: B~~:~tml=ö~::~ 

f·~·aJjJJIJJJJJJJrlllfiJIIIIIIIIIIIIIIJe·m•" ~;:~~~~~~ff~~~~~~ 
sen w1r aber auch unter Beruck-

Abb. 215. Balken, durch eine Seilkraft -beansprucht. sichtigung aller inneren Kräfte zum 
gleichen Ergebnis kommen. Die 

Seilkraft wird erkenntlich, wenn wir das Seil durchschneiden und uns in den 
Schnitt eingefügt denken. Wir müßten in diesem Fall, um das Gleichgewicht 
(Ruhezustand) aufrechtzuerhalten, einen beiderseitigen Zug ausüben, d. i. also 
eine Kraft, die sowohl auf den Punkt A. als auch auf die Rolle ziehend wirkt. 
Diese Seilkraft ist gleich der Belastung Q. Es wirken also, rein statisch gesehen, 
drei Kräfte·(Abb. 215c) auf den Balken: die äußere Belastung Q (an der Rollen
stützung) und die beiden inneren Kräfte von der Größe Q, die eine am linken 
Balkenende unter dem Winkel cx nach rechts oben, die andere an der Rollenstütze 
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nach links unten. Bei den Gleichgewichtsbetrachtungen am ganzen Körper 
(Konstruktion) sind die beiden Seilkräfte in ihrer Gesamtwirkung Null, sie 
heben sich auf, d. h. wir brauchen sie in diesem Fall nicht zu berücksichtigen. 
Würden wir sie beide etwa in die Momentengleichung für B einführen, so fielen 
die Momente dieser beiden Seilkräfte fort und wir hätten: 

A·l+Q·r-Q·r=O, A=O. 
Wollen wir aber das Biegemoment für einen beliebigen Punkt i im Abstand x 
von der linken Lagerstelle ermitteln, so müssen wir das statische Bild mit den 
beiden Seilkräften betrachten. Wir zerlegen zweckmäßig die Seilkräfte, die 
unter dem Winkel (X gegen die Stabachse geneigt sind, in ihre beiden Kompo
nenten Q · sin (X und Q · cos (X. Das nun entstandene Bild ist ein Balken mit 
lotrechter und außermittiger waagerechter Belastun_g, den wir in bekannter 
Weise behandeln können. Das Biegemoment für den Punkt i wird 

Bi= (Q · sin()(.) · x. 
Wir können diesen Gedanken auch etwas anders ausdrücken: Um das Biege

moment zu erhalten, müssen wir einen Schnitt legen, und zwar einen Schnitt 
durch die ganze betrachtete Konstruktion (Abb. 216). Dieser Schnitt trifft hier 
auch das Seil. Wir können den rechten Teil fortnehmen, wenn wir noch die im 
Seil von dem rechten auf den linken Teil wirkende Kraft S = Q als äußere Kraft 
einführen; so entsteht für den linken Teil das Bild 216b. Das Biegungsmoment 
Ist gegeoen d.urcn 

B, = (S · cos()(.) · y, 

wobei die Kraft S lotrecht über i in 
zwei Komponenten zerlegt ist. Statt 
dessen können wir auch die Kraft S 
am Punkt A in zwei Komponenten zer
legen und erhalten: 

Bi= (S · sin()(.) · x. 

Beide Ausdrücke stimmen überein, da 

S = Q und y = x · tg (X. 

Die Querkraft ist durch S · sin (X ge
geben, die Längskraft durch S · cos (X. 

Die Momentenfläche ist, da der 
Ausdruck für B, die Größe x nur linear 

b 

enthält, eine schräge Gerade, die am Abb. 216. Schnitt durch die Konstruktion. 
rechten Lager mit einem Sprung {ent-
sprechend der exzentrischen Horizontalkraft) auf Null abfällt (Abb. 215c). Stellt 
man das Biegemoment für einen Punkt unmittelbar links von B unter Berück
sichtigung des rechten Teiles auf, so hat man: 

Bk = Q • cos (X • h + Q • 0 + Q · sin (X • 0 - B · 0; 
bei Verwendung des linken Teiles: 

Bk= Q • sin (X ·l, 
also das gleiche Ergebnis, da h = l · tg (X. 

Das Biegemoment ist positiv, der Balken wird also nach unten durchgebogen 
(Hohlseite nach oben) 

Ganz anders wäre die Sachlage, wenn das am Balkenende A befestigte Seil 
nicht über eine solche Rolle liefe, die am System selbst, sondern die außerhalb, 



144 Anwendung auf ebene gestützte Körper (Scheiben). 

d. h. an einem anderen Körper befestigt wäre (Abb. 217). Dann wirkt auf den 
Balken selbst nur die Kraft S = Q am linken Lager, und es wäre : 

Av = S · sin IX, Ah=S·COSIX, B=O. 

Biegungsmoment, Querkraft und Längs
kraft sind für alle Balkenachsenpunkte 

j gleich Null. 
1 Ein weiteres Beispiel, bei dem die 
R äußere Belastung überhaupt ganz fehlt, 
I a ist der in Abb. 218 dargestellte Balken, 

der durch die VorspannungS (Spann-
~ schloß K) eines Spannseiles beansprucht 
I und durchgebogen wird. Bei Betrach

;~~~----------~ tung der Gesamtkonstruktion ist keine 
~ Kraft zu erkennen; der Balken ist also 

-------------b äußerlich unbelastet, die Lagerreaktio
nen werden Null, sofern die Konstruk

------------- c tion als gewichtslos angesehen wird. In 
d Wirklichkeit haben die angebrachten 

Lager das Eigengewicht der Konstruk
Abb. 217. Balken mit Belastung durch e n Seil, 

das außerhalb befestigt ist. tion zu tragen, aber nur dieses. Für die 
Aufstellung der Biegemomente zeichnen 

wir uns wieder (Abb. 218b) das statische Bild der äußeren (hier Null!) und 
inneren Kräfte auf, d. h. wir denken das gespannte Seil durchschnitten und 
führen die Seilkraft S als äußere Kraft ein. Wir finden das Biegemoment für 

I< 

a Hg----------+[• c:::JI----• ] 

:. 4: 
1---a~..__---b •t a,--..1 

bH A~ 4 f N l 
Bt 111111111111111 ~11111111 ~1111111111 ~ 11111111111111 

jeden Punkt des Balkens 

Bi = konst. = S · h. 

Die Momentenfläche ist also durch ein 
Rechteck mit der Höhe S · h, aufgetragen 
im Momentenmaßstab, dargestellt. Die 
Querkraftfläche verschwindet völlig und 
die Längskraftfläche zeigt an jeder Stelle 
des Balkens die Längskraft von der 
Größe S.- Auch hier können wir selbst
verständlich wieder einen Schnitt durch 
die ganze Konstruktion legen und er
halten durch Betrachten der einen Seite 
das gleiche Ergebnis. 

Außer als Seil- oder Stabkräfte können 
die inneren Kräfte auch in Form von 
Kraft und Gegenkraft an der Anschluß-

R;. stelle eines Konstruktionsteils an einem 
l anderen auftreten, wie es z. B. die Abb. 219 

lz' sl/ I 11111111/ll/11 H llllllllllllllll ls ::!f~·. bei der ein Kran auf einem Balken 

Abb. 218. Balken, belastetdurch ein Spannseil Für die Ermittlung der Lagerreaktionen 
mit Vorspannung. des unteren Balkens (Kranträger) genügt 

es, wenn wir nur die äußere Kraft Q be
trachten. Sobald wir aber Biegemomente oder Querkräfte für den Balken auf
stellen wollen, müssen wir die Zwischenreaktionen 0 und D ermitteln und so 
einführen, wie sie auf den zu untersuchenden Balken wirken. Diese Verbindungs-
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kräfte 0 und D stellen hier wieder innere Kräfte dar, die beim Gesamtbild nicht 
in Erscheinung treten, weil sie als Kraft und Gegenkraft vorkommen, also sich 
innerhalb der Konstruktion das Gleichgewicht halten. Die ausgezogen gezeich
neten Kräfte 0 und D sind diejenigen, die vom Kran auf den Träger wirken, die 
gestrichelten die Gegenkräfte 0' und D' vom Träger gegen den Kran. Der 
Träger ist also hier die Unterlage für den Kran als Balken auf zwei Stützen. Wir 
trennen den eigentlichen Kran von seinem Träger ab und ermitteln die Gegen
kräfte (Lagerreaktionen) 0' und D' für diesen Kran aus Gleichgewichtsbetrach
tungen, indem wir zunächst 0' und D' nach oben einführen: 

a 
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Abb. 219. Balken, belastet durch einen Kran. 

1. (.2'M)0 =0: Q·(b+d)--D'·b=O, 

D' = Q · b t ~, auf den Kran nach oben wirkend. 

2 .. (.2'M)n = 0: Q · d + 0' · b = 0, 

0' = -Q · : ; 0' wirkt also auf den Kran nach unten. 

(Diese negative Lagerreaktion verlangt eine entsprechend abhebsichere Kon
struktion.) 

Diese Gegenkräfte 0' und D', die in der angegebenen Weise auf den Kran 
wirken, entstehen dadurch, daß der Kran seinerseits auf den Träger gestützt ist, 
also auf ihn Kräfte ausübt. Diese (0 und D) sind den eben ermittelten Kräften 
(0' und D') entgegengesetzt (.Aktion= Reaktion). Hier haben wir wieder die 
Bestätigung, daß innere Kräfte immer innerhalb der Gesamtkonstruktion ihre 
Gegenwirkung finden, daß sie also bei der Betrachtung der Gesamtkonstruktion 
als wirkende Kraft nicht mehr in Erscheinung treten. 

10 Schlink, Statik. 2. u. 3. Aufl. 
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Die Lagerreaktionen des Kranträgers (Balken AB) lassen sich demgemäß, 
wie schon vorhin erwähnt, mit der äußeren Kraft Q allein ermitteln: 

1. (.IM)A = 0: Q · (a + b + d)- B ·l = 0, 
a+b+d . 

B = Q · l , nach oben geriChtet. 

2. (.IM}B=O: Q·(d-c)+A·l=O, 
d-c 

A =-Q·-z-· 

Die Lagerkraft A ist als negative Lagerreaktion nach unten gerichtet. Dasselbe 
Ergebnis erhält man, wenn der Balken AB durch die Kräfte 0 und D belastet 
wird. 

Für die Aufstellung der Biegemomente werden wir uns am besten das statische 
Bild des Balkens mit den durch die Trennung frei gewordenen inneren Kräften 
aufzeichnen (Abb. 219b) und hierfür die Momentenfläche ermitteln. Die ganze 
Aufgabe läßt sich sehr bequem auch rein graphisch durchführen. Wir ersetzen 
wieder zuerst für den Kranträger die Kraft Q durch die Kräfte (Aktionen) 0 
und D, d. h. wir zerlegen die Last Q in ihre Komponenten 0 und D. Die prak
tische Durchführung ist nach Seite 85 die, daß wir nach Annahme eines be
liebigen Poles E durch einen willkürlichen Punkt M auf der Wirkungslinie von Q 
die Seilseiten 0' und 1' zeichnen, sie mit den Wirkungslinien von 0 und D zum 
Schnitt bringen und diese Schnittpunkte durch die Schlußlinie 81 verbinden. Die 
Parallele 8 im Krafteck zu dieser Schlußlinie schneidet die beiden Komponenten 
0 zwischen 1 und 8 und D zwischen s und 0 aus. Die Richtung der Komponenten 
ist dadurch gegeben, daß sie dem durch die Last Q festgelegten Umfahrungssinn 
entgegengerichtet sind, also D nach unten, 0 nach oben. Für die weitere Be
handlung der Aufgabe sind nun die beiden. Komponenten (Aktionen) 0 und D 
als Belastung des Balkens aufzufassen. Es stehen am Kranträger die Kräfte 0 
und D mit den Lagerreaktionen A und B im Gleichgewicht. Die Lösung dieser 
Gleichgewichtsaufgabe erfolgt in der bekannten Weise: zunächst werden die zu 
den Kräften 0 und D gehörigen Pol- und Seilstrahlen so angetragen, daß in einem 
Punkt einer Kraft im Kräftebild (Balken) die beiden Strahlen sich treffen, die im 
Krafteck die entsprechende Kraft einschließen. Diese Anordnung ist nun bei 
unserer Aufgabe schon gegeben durch die vorherige Zerlegungsaufgabe: auf der 
Wirkungslinie der Kraft 0 schneiden sich die Seilstrahlen 1' und 8 1 , auf der Wir
kungsirnie von D die Seilstrahlen 81 und 0', und andererseits liegt im Krafteck 
zwischen 1 und 8 die Kraft 0 und zwischen 8 und 0 die Kraft D. Der Linienzug 1', 
s', 0' ist demnach das zu den Kräften 0 und D gehörige Seileck. Wir brauchen 
also nach den früheren Ausführungen nur die Seilstrahlen 1' und 0' als äußere 
Seilseiten zum Schnitt zu bringen mit den Wirkungslinien der Auflageneak
tionen und erhalten das richtige Seileck t', 1', 8', 0', t'. Schlußlinie dieses Seilecks 
ist die Seilseite zwischen A und B, also t'. Die Parallele zur Schlußlinie t' durch 
den PolE schneidet uns im Krafteck die Auflagergegenkräfte A und Baus. Die 
Richtungen dieser Reaktionen sind als Gleichgewichtskräfte in dem durch D 
und 0 gegebenen Umfahrungssinn einzutragen. 

Nach unserer früheren Aussage über das Wesen der inneren Kräfte müßten 
sich die beiden Lagerkräfte auch direkt mit der Last Q ermitteln lassen. Wir 
finden tatsächlich diese Aussage hier bestätigt, denn um Q mit A und B ins 
Gleichgewicht zu setzen, mußten ja nach Annahme eines beliebigen Pols E durch 
einen willkürlichen Punkt M auf der Wirkungslinie von Q Parallelen zu 0 und 1 
gezogen und diese mit den Geraden von A und B zum Schnitt gebracht werden; 
es entsteht die Schlußlinie t'. Das Krafteck und Seileck mit den Strahlen 0, 1, t 
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bzw. 0', 1', t' stellt also die Lösung der Gleichgewichtsaufgabe dar, die Last Q 
mit den Lagerreaktionen A und B ins Gleichgewicht zu setzen. Diese Seilfläche 
0', 1', t', 0' stimmt aber nicht mit der Momentenfläche überein; um diese zu er
halten, müssen die Komponenten C und D von Q, die ja tatsächlich auf den Balken 
wirken, verwendet, d. h. das Seileck 0', t', 1', R q'kg!m. 

- S·sina; Re>: 
Belostung I Be/oslungff 

s', 0', muß benutzt werden. Die Momenten
fläche ist gegeben durch die schraffierte 
Fläche, d. i. durch das zu den beiden Kräf
ten C und D und den Lagerkräften A und B 
gehörige Seileck. Wir finden also auch hier 
wieder, daß wir bei Ermittlung der eigent
lichen Lagerkräfte A, B (Betrachtung des 
Gesamtbildes der Konstruktion) die inneren A 
Kräfte nicht zu berücksichtigen brauchen; ..!.!lll.o.A:-----:..-s-.-co-st.II'-;"T""-...-._~ 
bei der Bestimmung der Biegemomente da- c Av Be/aslungi-
gegen (Betrachtung eines Teiles der Kon
struktion) müssen wir uns das statische Bild 

S·sina; 

der inneren Kräfte (hier Zwischenkräfte), d ~-fliYdle 
die unmittelbar auf den Balken wirken, ~ ~ 
klarstellen und diese für die Biegemomente 
als Beanspruchungskräfte verwenden. -

Das nächste Beispiel (Abb. 220) zeigt 
die Beanspruchung eines Flugzeugflügel- e 
holms durch die Luftkräfte im Flug. Der 
Balken (Holm) ist an den Rumpf angeschlos- f 
sen durch ein festes Gelenk und durch eine 
außermittig zur Holmachse angebrachte 
Strebe. Die Lagerung der Konstruktion ist 
also gegeben durch ein festes Lager mit zwei 
Unbekannten und durch einen Stützungs
stab (Strebe) mit einer Unbekannten. Die 
drei Unbekannten der Lagerung und die 
gleiche Anzahl der bestehenden statischen 
Gleichungen (Gleichgewichtsbedingungen) 
kennzeichnen den Aufbau als statisch be-
stimmte Konstruktion. 

Die Luftkräfte seien gleichmäßig ver
teilt. Die entstehende Reaktion in derStrebe 
wirkt als Stabkraft auf den Holm. Wir er
kennen damit, daß diese durch die Belastung 
entstehende Kraft den Balken auch in 
Längsrichtung beansprucht und zerlegen am 
zweckmäßigsten den Einfluß der Strebe in 
eine vertikale Kraft S · sincx und eine hori
zontaleS· coscx. Zur Ermittlung der Stre
benkraft stellen wir die Momentenbedingung 
um das feste Lager A auf: 

'4111111111111~ IIIIIIIIIIIS·~· 
Abb. 220. Flugzeugholm mit einer außer

mittig angebrachten Strebe. 

(.I M)A = 0: -q · (l + a) · C ~ a) + (S • sincx) ·l + (S · coscx) · e = 0 

und ermitteln daraus: 
S - !L. -· (l + a)2 

- 2 l · sin .x + e · cos .x · 
10* 
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Die andere Lagerreaktion A brauchen wir nicht zur Aufstellung der Momenten
flächen, wie sich sogleich zeigen wird. Die Stabkraft S (Reaktion) läßt sich auch 
in einfacher Weise graphisch finden, indem man die gesamte Belastung zu einer 
Resultierenden R zusammenfaßt und diese, in ihrem Schnittpunkt mit der Wir
kungslinie der Stabkraft, mit den beiden Lagerkräften A und S ins Gleichgewicht 
setzt. Die Kraft A muß durch diesen Schnittpunkt gehen, da die drei Kräfte nur 
im Gleichgewicht stehen können; wenn sie sich in einem Punkt schneiden. Die 
Größen der Kräfte sind dann durch ein Krafteck gegeben (Abb. 220b). Wir 
finden die Strebe als Zugstab wirkend. 

Weiterhin wollen wir bei diesem Beispiel so vorgehen, daß wir die Belastung 
in einzelne Belastungen aufteilen und uns damit eine Reihe von Momentenflächen 
schaffen, die wir in ihren Charakteristiken bereits kennen und die wir dann über
einander lagern, d. h. algebraisch addieren müssen. Zu diesem Zweck sehen wir 
den Holm mit dem kleinen Pfosten als Balken in einem festen und einem beweg
lichen Lager an, auf den drei verschiedene Belastungen wirken (Abb. 220c). Als 
Belastung I wollen wir die Luftkräfte q · l betrachten, die zwischen den beiden 
Lagerstellen angreifen, die Belastung II ist durch die restlichen Luftkräfte q · a 
bestimmt, und als Belastung III sehen wir die waagerechte Kraft S · cos iX an, 
die an der Stelle des Strebenanschlusses wirkt. Die lotrechte Lagerkraft am be
weglichen Lager ist für die Gesamtbelastung gleich S · sin iX • 

Die Belastung I liefert die BI-Fläche, die wir aus der früheren Betrachtung 
des gleichmäßig belasteten Balkens auf zwei Stützen bereits kennen. Das größte 

Moment ist in der Mitte mit der Größe q_~l2 gegeben. Die Momentenfläche der 

Belastung II allein (Bn-Fläche) muß bis zur beweglichen Gelenkstütze (beweg
liches Auflager) parabelförmig verlaufen, weil dieser Teil gleichförmig belastet 

ist, und weist von der rechten Seite her an der Anschlußstelle die Größe q~·2a2 auf; 

von hier·an ist der Balken bis zur Lagerstelle A unbelastet; der Verlauf der Eu
Fläche ist also über der Strecke l geradlinig begrenzt. Der Momentenwert im 
Lager A ist Null. Die dritte Teilmomentenfläche, Bni-Fiäche, wird erzeugt 
durch die exzentrische HorizontalkraftS · cosi.X am Hebelarm e. Außermittige 
Horizontalkräfte bedeuten für die Momentenfläche einen Sprung an ihrer Wir
kungsstelle. Da Bin rechts vom Strebenanschluß Null ist, hat also die BurFläche 
eine sprungförmig mit der Größe S · cos iX • e an dem Strebenansa,tz beginnende 
und, entsprechend dem weiteren unbelasteten Verlauf des Balkens, geradlinig 
nach Null im Punkt A abfallende Begrenzungslinie. Die wirkliche Biegungs
beanspruchung des Balkens (resultierende Momentenfläche) wird dann gefunden 
durch die entsprechend dem Vorzeichen richtige Überlagerung der drei Teil
momentenflächen, die auf einfachste Weise aus bekannten Momentenflächen
bildern gewonnen wurden. Die so entstandene Momentenfläche der Abb. 220g 
hätte auch durch analytische Berechnung der Biegungsmomente an einzelnen 
Punkten aufgestellt werden können. 

Die Querkraftlinie wird nach unserem seitherigen Schema durch Aneinander
tragen der senkrecht zur Balkenachse wirkenden Kräfte aufgestellt. In den 
Balkenstücken, in denen die gleichmäßig verteilten Kräfte angreifen, verläuft die 

Querkraftlinie als schiefe Gerade mit der Neigung ~~; = q. Auf die Länge l 

steigt die Querkraftlinie um q · l; während an A die Höhe gleich -A" ist, besitzt 
sie unmittelbar links vom Pfosten die Höhe (-A" + q -l). Die Längskraft ist 
konstant vom Lager A bis zur Pfostenanschlußstelle. Die Längskraftfläche zeigt 
auf dieser Länge die gleiche Höhe L; = -S · cosi.X. 
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Übungsaufgaben über Balken. 

I. Aufgabe. Auf die Auslegerteile des in Ahh. 221 dargestellten Balkens 
wirken die beiden angegebenen gleichmäßig verteilten Belastungen und außer
dem zwischen den Lagern eine lotrechte Last. Querkraft- und Momentenfläche 
sind gesucht unter Verwendung der Aufteilungsmöglichkeit dpr Belastung in 
Symmetrie und Gegensymmetrie. 

Lösung. Die Gesamtbelastung läßt sich leicht in eine symmetrische und eine 
gegensymmetrische Teilbelastung aufteilen; heide Belastungen zusammengefügt 

I 
I 
I 

' lfTTTl 
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talleg 

j I mm! Sl ~ ~ Jt ff~p~, 'I 
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Abb. 221. Übungsbeispiel. 

gehen die Gesamtbelastung an. Für die beiden Anteile können die Momenten
und Querkraftflächen nun getrennt ermittelt werden. Die aufgetragenen Flächen 
der Belastungsanteile zeigen, daß im Symmetriefall die Momentenfläche symme
trisch, die Querkraftfläche dagegen gegensymmetrisch wird; im Gegensymmetrie
fan ist die Momentenfläche antisymmetrisch, die Querkraftfläche aber symme
trisch. Die wirkliche Momenten- und Querkraftfläche der Gesamtbelastung er
gibt sich als algebraische Summe der beiden Anteilflächen. 

Die Aufteilung der Gesamtbelastung in die beiden Anteile bietet hier zwar 
keine wesentlichen Vorteile für die Errechnung der Beanspruchungsgrößen, kann 
aber unter entsprechenden Umständen von großer Bedeutung bei der Ermittlung 
der Einflüsse sein; (vgl. Nr. 60). 

2. Aufgabe. Auf den in Abb. 222 dargestellten eingespannten Balken von 
5 m Länge wirke eine lotrechte Einzellast, eine zusammenhängende lotrechte 
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Belastung und eine horizontale Last. Gesucht sind Momentenfläche, Querkraft.
und Längskraftfläche. 

Lösung. Die Biegungsmomente werden rechnerisch ermittelt für die Punkte 
1, 2, 3, 4, jeweils für den abgeschnittenen rechten Teil. Zwischen 1 und 3 ändert 
sich das Moment nach der Gleichung einer Parabel; der errechnete Wert B 2 er
gibt einen dritten Punkt dieser Parabel in 1,5 m Entfernung vom rechten Ende. 
Unmittelbar an Stelle 1 haben wir rechts vom Schnitt lediglich die horizontale 
Last am Hebelarm 1,0, also: 

B1 = -100-1,0 = 100 kgm. 

Weiter ist, mit B 2 in der Mitte der gleichmäßig verteilten Last: 

B = -100-10-200-15-15 · 60 -1' 5 = -467 5 kgm 
2 ' ' ' 2 ' ' 

B = -100-10-200 · 3 0-3 0 · 60 · 3'0 = -970 kgm 
3 ' ' ' 2 ' 

B4 = -100 · 1,0-200 · 5,0-3,0 · 60 · 3,5 = -1730 kgm. 

Bei dieser Berechnungsart benötigt man zur Ermittlung der Biegemomente 
also nicht die Lagerreaktionen. Die Lagerkräfte sind gegeben durch 

An = 100 kg, A" = 380 kg. 

Dazu tritt als weitere Gegenwirkung an der Stützungsstelle das Einspannmoment, 
das zahlenmäßig gleich B4 , aber entgegengesetzt gerichtet ist. Diese drei Gegen-

~,l/~~~~~J~~~~~-;ffl;~~~~~,r 
Av-380Kg ZDOkg 

tookg wirkungen, die mit der äußerf:'n 
Belastung im Gleichgewicht ste-

'-----L-J hen, sind an der EinspannstPile 
0 45 tm in Abb. 222 eingetragen. 

Für die Ermittlung der Quer
kräfte betrachtet man auch 
zweckmäßig stets den Teil rechts 
von dem jeweiligPn Schnitt. 

W..U.WW.JJ.Wlilll.Wl.Llilll.LlW.LlhLWlllliilUJ.:l' 100 ~OIJOmJ<g Ql = + 200, 

: HOkg 

L...LL.LJ 
o so ;oo zrokg 

li 11111111 i 11111 1 II fllillillillillUU roo 

Abb. 222. ÜbungsbeispieL 

Q3 = + 200 + 3,0 . 6{) = 380 kg, 

Q4 = Q3. 

Zwischen 1 und 3 verläuft die 
Querkraft geradlinig, aberschräg; 
zwischen 3 und 4 waagprpcht. 
Die Längskraft ist für den ganzpn 
Balken gleich, und zwar Pme 
Zugkraft von der Größe 

Li= +100kg. 

3. Aufgabe. Für den Balken der in Abb. 223 angegebenen Tragkonstruktion 
sollen Momentenfläche, Querkraft- und Längskraftfläche gezeichnet werden. 

Lösung .. Als Reaktionskräfte treten auf: die Kraft B im lotrechten Stützungs
stab und die Lagerkräfte A" und Ah im festen Lager. Zur Ermittlung der lot
rechten Lagerkräfte werden die entsprechenden Momentengleichungen auf
gestellt; es findet sich A., = 285,7 kg, B = 4714,3 kg. Die horizontale Lager
reaktion ist Ah = 3000 kg. Bei Ermittlung der Momenten-, Querkraft- und 
Längskraftfläche ist zu beachten, welche Kräfte an den Stellen 1 und 2 auf 
den Balken wirken, d. s. die Kräfte, die in den beiden Stäben I und Il in
folge der waagerechten und lotrechten Kraft von 3000 bzw. 1000 kg entstehen. 
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In den Stab I kommt eine Druckkraft S1 = -4000 kg, die auf den Balken von 
oben nach unten wirkt, in den Stab II eine Zugkraft von der Größe 

Sn = V 30002 + 30002, 

die am Balken nach rechts oben angreift. 
Ihre Komponenten sind Sn v = 3000 kg, 
Sn h = 3000 kg. Unter Zugrundelegung 
dieser Kräfte erhalten wir die Biegungs
momente 

BI= 0, 

B2 = -4000 · 4,0 = -16000 mkg. 

Man könnte hier aber auch B 2 unmittel
bar aus den äußeren Kräften berechnen: 

B2 = -3000 · 4,0- 1000 · 4,0 

= -16000 mkg. 

1000"kg 

3000kg 

Für alle Punkte links von 2 können 
für das Biegungsmoment entweder die 
äußeren Lasten 1000 kg und 3000 kg 
oder die Stabkräfte verwendet werden. it Alp:r:II3':=::!!n-rrnTITTTT,-J-l-lill__u_;_uu.lJ 

Man findet die in Abb. 223 aufgetragene 
Momentenfläche. 

Für Aufstellung der Querkraft und 
Längskraft an den Stellen 1 und 2 ist 
ebenfalls mit den Stabkräften zu rech
nen. Sie finden sich im übrigen in be- Li 11 
kannter Weise. 

4. Aufgabe. Auf den Balken der 
Abb. 224 wirke außer der lotrechten Abb. 223. Übungsbe(spiel. 

Last von 400 kg noch ein Drehmoment von 100 kgm. Es sollen wieder die Mo
mentenlinie, Querkraft- und Längskraftfläche ermittelt werden. 

Lösung. Die Lagerreaktionensind 110okg 
bestimmt durch die Gleichungen: 

1. (_IM)A = 0: 
400 · 3,0 + 100- B · 5,0 = 0, 

B = 260kg. 

2. (_IM)B = 0: 
+A · 5,0-400 · 2,0 + 100 = 0, 

A = 140kg. 

Die Nachprüfung ergibt, daß die 
Summe von A und B gleich deF lot
rechten Last 400 kg ist. Das Biege
moment ist an der Stelle 1 gleich 
Null; zwischen 3 und 4 konstant, l· 
da für jeden Punkt dieser Strecke l. 

rechts vom Schnitt nur das Dreh

A B 

8=260"kg 

Abb. 224. ÜbungsbeispieL 

~ 

o 1(}(]ZOI/ QOOml<g 

moment 100 kgm wirkt. B2 wird am besten für den Teil links ausgerechnet: 

B2 = + 140 ·3,0 = + 420 kgm. 
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Die Querkraftfläche ist in bekannter Weise aufzuzeichnen; zwischen 3 und 1 
hat sie den Wert Null, da ein Kräftepaar keine Kraftkomponente in lotrechter 

W"k Richtung aufweist. 
9 Längskraft ist keine vor-

I - 200 Tl'lllgl-..L__/ 
D fOO 20Dm"kg 

soo"kg banden. 
5. Aufgabe. Der Balken 

der Abb. 225 trägt sowohl eine 
lotrechte wie eine außermit
tige waagerechte Kmft und 
ein Drehmoment. Es sind wie
der Biegungsmoment, Quer
kraft und Längskraft zu er
mitteln. 

Lösung. Die Lagerreaktio-
nen finden sich aus den Mo

f'i fi741 III I I I I II I I I I I II I I I I t i II I I II II I I I I I I I I I Ht7•(5LtH'58,3) mentengleichungen: 

Abb. 225. Übungsbeispiet 

A" · 6,0-300 · 1,5 + 200 = 0, 
-B · 6,0 + 500 · 6,0 
+ 200- 300 . 1,5 = 0; 

daraus ergibt sich: A" = 41,7 kg, B = 458,3 kg. 

Unmittelbar links von der Angriffsstelle des drehenden Moments haben wir: 

B; = 41,7 · 3,0-300 · 1,5 = -325 kgm; 

unmittelbar rechts von dem Angriffspunkt: 

Bk= 458,3 · 3,0-500 · 3,0 = -125 kgm. 

b 

Qi At llllllllll]llf.llll I I I I I ll I tB e 

f 
Abb, 226. ÜbungsbeispieL 

Durch das Drehmoment von 
200 kgm entsteht ein Sprung 
von dieser Größe. An der Lager
stelle A herrscht das Biegungs
moment 

BA = -300 · 1,5 = -450 kgm. 

Die Querkraft ist überall kon
stant; die Längskraft ist stets 
Null, da die waagerechte Kraft 
von 300 kg unmittelbar durch das 
feste Auflager aufgenommen wird. 

o~oml<g 6. Aufgabe. Auf den in einem 
festen und einem beweglichen La
ger gestützten Balken (Abb. 226) 
wirken die beiden Drehmomente 
.il11 und M 2 • Gesucht sind wie
derum Biegemoment, Querkraft 
und Längskraft. 

Lösung. Wenn nur das Mo
ment M 1 auf den Balken wirken 
würde, wäre die Momentenfläche 
ein Dreieck (Abb. 226 b); wäre 

nur M 2 vorhanden, dann entspräche das Dreieck der Abb. 226c der Momenten
fläche. Wirken beide Momente zusammen, so ergibt sich als Momentenfläche die 
algebraische Summe der eben gezeichneten Flächen (Abb. 226d). Diese resul-
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tierende Momentenfläche könnte man auch sofort zeichnen; denn bei A hat das 
Biegungsmoment den Wert M1 , bei B die Größe M 2 , und da zwischen A und B 
weder Last noch Moment vorhanden ist, verläuft die Momentenfläche geradlinig. 

Die Lagerreaktionen findet man in bekannter Weise durch Aufstellung der 
Momente für die Lagerpunkte: 

A · 8,0 + 150- 200 = 0, daraus A = ·6,25 kg. 

A und B bilden ein Kräftepaar, dessen Moment gleich (M2 - M 1) ist: 

6,25. 8,0 = 200- 150. 

Durch die Lagerkräfte ist die Querkraftlinie tp 
bestimmt. W ~ ~ 

Längskräfte treten nicht auf. ~ t% a 
Der hier gegebene Belastungsfall ist von r:__ ______ l~.,.P ___ ::\ 

Bedeutung für einen beiderseits eingespannten ~ J b 
Balken (Abb. 227). Der Unterschied gegenüber M, Nz 

außer den Komponenten der Lagerreaktionen N, I ' · dem Balken auf zwei Drehlagern ist der, daß .. fTnTTlTTTlTTTrrrrrrllrrrrrrl rrrrrrrrrr~rr~~TT1T1 

noch Einspannmomente auftreten. Man kann · - ~ c 
den eingespannten Balken also auch als einen 
in zwei Punkten gelagerten Balken auffassen, 
auf den die Einspannmomente, die man dann 
natürlich zunächst nicht kennt, wirken. Die 
Momentenlinien für die Einspannmomente sind 
oben angegeben. Darüber lagert sich die Mo
mentenfläche, die durch die Belastung P ent
steht; das ist ein Dreieck (Abb. 227d). Bei 
dem hier eingeführten Drehsinn ist die Mo
mentenfläche durch die Einspannmomente ne
gativ, die aus P ermittelte positiv. Die re
sultierende Momentenfläche hat demgemäß die 
in der Abb. 227 angegebenen "Vorzeichen. Beim 
Auftragen von einer Waagerechten aus ergibt 
sich die Momentenfläche der Abb. 227f, die 
charakteristische Gestalt der Momentenfläche 
eines beidseitig eingespannten statiEch un
bestimmten Balkens, der durch eine Einzel
last beansprucht wird. 

Abb. 227. Übungsbeispiel. 

d 

e 

f 

7. Aufgabe. Ein schräg liegender Balken (Abb. 22.8) sei in einem festen nnd 
einem beweglichen Lager gestützt, wobei letzteres einmal waagerecht geführt 
ist und einmal parallel zur Stabachse. Gesucht ist die Momentenfläche. 

Lösung. Im ersten Fall (Abb. 228a) laufen beide Lagerreaktionen lotrecht 
und haben infolge der symmetrischen Belastung gleiche Größe: 

A' = B' = 1000 kg. 

Das Biegungsmoment an den Stellen 1 und 2, den Lastangriffsstellen, ist ge-

geben durch: B1 = B2 = 1000 . 2,0 = 2000 kgm. 

Im zweiten Falllaufen beide Lagerreaktionen schräg. Ihre graphische Lösung 
ist hier angedeutet (Abb. 228b), und man erkennt, daß die lotrechte Kompo
nente der neuen Reaktion A" größer ist als die Reaktion A' im ersten Fall, also 

dagegen 
A" >A', 
B"< B'. 
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Da B" = B'. COSIX, 

ist jetzt 

B2 = B". b = B". 2'0 = B'. COSIX. ~ = B'. 2 0 = 2000 kg. 
COS IX COS IX ' 

Also ist das Biegungsmoment an der Stelle 2 im zweiten Fall genau so groß wie 
im ersten Fall. Das gleiche gilt natürlich für die Stelle 1. Demgemäß sind die 

a 

101/Qkg Momentenflächen in beiden 

c 

Abb. 228. Übungsbeispiel. 

Fällen die gleichen. 
Die Querkraftflächen sind 

ebenfalls in beiden Fällen gleich, 
aber die Längskraftflächen sind 
verschieden. 

8. Aufgabe. Für den Balken 
der Abb. 229, der in einem 
Drehlager gestützt und an ei
nem Seil aufgehängt ist, sind 
Momenten-, Querkraft- und 
Längskraftfläche zu zeichnen. 

LöBung. Es möge hier die 
Momentenfläche in der Weise 
gezeichnet werden, daß man die 
Einzellast und die zusammen
hängende Belastung in ihrer 
Wirkung auf den Balken für 
sich betrachtet und die so ent
stehenden Momentenflächen al
gebraisch addiert. Würde auf 
den Balken AB nur die zusam
menhängende Belastung wir
ken, so wäre die Momenten
fläche (nach S. 123) durch die 
B~-Fläche gegeben. Sie verläuft 
sowohl zwischenA und B wie am 
Kragarm parabolisch. Die größte 
Höhe an der Befestigungsstelle 
des Seiles ist bestimmt durch : 

B; = 50. 1,0 · !~ = 25 kgm. 

Wollte man B; aus dem linken Balkenteil bestimmen, so benötigte man noch A~. 
Wäre nur die Last P = 100 kg vorhanden, so entstände die B~'-Fläche, wobei 

B;' = 100 · 1,0 = 100 kgm 

ist. Die wirkliche Momentenfläche ist die algebraische Summe der beiden. 
M.an benötigt also beim Aufzeichnen der Momentenfläche nicht die Seilkraft S, 

wohl aber ist diese nötig für die Querkraft- und Längskraftfläche. Will man S 
analytisch berechnen, so stellt man die Summe der Momente aller Kräfte für den 
linken Auflagerpunkt des Balkens auf, wobei man zweckmäßig S in ihre zwei 
Komponenten S" und Sh zerlegt. Es ist: 

sh 2,0 
s., = 1,0; 
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die Momentengleichung ergibt: 

50· 3,0 · 3;0 + 100 · 3,0 -Sv· 2,0 = 0, 

Sv = 262,5 kg, 

Sh =Sv· 2 = 525 kg. 

Die Komponenten der Lagerreaktion 
am Gelenk A besitzen die Größen: 

Ah = sh = 525kg, 

Av = Sv- 3 · 50- 100 = + 12,5 kg. 

Av geht nach unten. 

9. Aufgabe. An einem Flugzeug Bi "Jrrrrrrrrrrm;rrrnrrrrrmrrrrrrrrr=TTTT:"TTT7 

stehen die Auftriebskräfte, die nach 
Angabe der Abb. 230 verteilt sind, mit 
dem in der Mitte wirkenden Gesamt
gewicht im Gleichgewicht. Die Quer
kraft- und Momentenfläche ist aufzu-
zeichnen. 

Lösung. Das Flugzeug kann als ein 
auf der Luft gestützter Balken i!-Uf
gefaßt werdem, wobei jetzt die Stützung 
wie eine zusammenhängende Last an
zusehen ist. Die Stützungskräfte sind li 
die auf die Flügel wirkenden Luft
kräfte, die Auftriebskräfte. Die Quer
kraftfläche verläuft zwischen den Punk
ten m und r geradlinig, dagegen zwi
schen r und p bzw. m und q ist sie 
durch eine Kurve zweiter Ordnung be
grenzt. An einer beliebigen Stelle x 
zwischen q und m ist QIC gegeben 
durch 

wobei 
k h- k1 X 

2 = k1 + 2,5 • X = 70 + 70 · 2,5 . 

An einer Stelle n ist: 

Qx· = _kl: h. b + h (x'- 2,5) kg. 

-~1111111111 

' I 
I 
I 

Abb. 229. ÜbungsbeispieL 

Das Biegungsmoment an der Stelle m 
oder r ist gegeben durch 

B = kl + h ·b ·s 
Qi' 

r 2 ' 
wobei 
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Für eine beliebige Stelle n zwischen m Abb. 230. ÜbungsbeispieL 
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und r entsteht 
Bx• = ~~ t h b. (x' - 2,5 + s) + h. (x' -2 2,5)2. 

Zwischen m und r ist die Momentenfläche durch eine Kurve zweiter Ordnung 
begrenzt, außerhalb durch eine solche dritter Ordnung. Es ergibt sich für 

x = 1 2 2,5 5 8 10 12,5 m 
Bi= 39,65 117,3 291,5 1397 3860 6196 9920 mkg 
Qi = 84 196 262,5 612,5 1032,5 1312,5 1662,5 kg. 

10 • .Aufgabe. Für die in Abb. 231 angedeutete Signalspannvorrichtung soll 
die Spannkraft S ausgerechnet und Biegungsmoment und Querkraft für beide 
Teile angegeben werden. 

Lösung. Auf den aus dem waagerechten Balken und dem lotrechten Pfos.ten 
bestehenden Hebel wirken das Spanngewicht von 80kg, ferner die beiden Kräfte 

~ 

o 100 zoomkg 

A-aokgfJTIJITIIt 1111111 Jaokg 

Abb. 231. Übungsbeispiel. 

Sund die Lagerreaktion A. Letztere beträgt, da die Summe der lotrechten Kräfte 
Null sein muß, 80 kg. Die beiden ersteren findet man aus einer Momenten
gleichung für den Lagerpunkt: 

80 . 2,5 = s . 1,5, 
s = 133,3kg. 

Auf die Konstruktion wirken also zwei Kräftepaare mit dem Moment: 

80 · 2,5 bzw. S · 1,5 kgm. 

Das Biegungsmoment für die Balkenpunkte links vom Auflager ist konstant, 
gegeben durch das Kräftepaar S · 1,5, und fällt dann rechts vom Lager nach 
dem rechten Ende auf Null ab. Für den Pfostenteil bestimmen wir das Bie
gungsmoment für die beiden Punkte 1 und 2 unmittelbar neben der Anschluß
stelle; es sind B1 und B2 gleich groß, haben aber entgegengesetztes Vorzeichen. 
Der entstehende Sprung ist durch das Biegemoment des waagerechten Balkens 
an der Anschlußstelle, also durch 200 kgm, gegeben. 

11. Aufgabe. An dem waagerechten Balken (.Abb. 232) ist ein Pfosten be
festigt, an dessen Ende sich eine Rolle befindet, über die ein Seil mit einer Last 
von 500 kg an seinem freien Ende geführt ist. Gesucht sind wieder Momenten-, 
Querkraft- und Längskraftfläcbe. 

Lösung. Auf den Balken wirken tatsäeblich außer der Last von 500 kg noch 
die in .Abb. 232b durch ihre Komponenten angegebenen Seilkräfte, die selbst 
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alle die Größe 500 kg besitzen. Die Lagerreaktionen sind von ihnen ganz unab
hängig, da sich je zwei Seilkräfte gegeneinander aufheben. Die Seilkräfte sind 
innere Kräfte und treten in den für die Ermittlung der Lagerkräfte aufzustellen
den Momentengleichungen gar nicht auf. Die Lagerreaktionen ergeben sich zu 

A = + 600 kg (nach oben), 

B = -100 kg (nach unten). 

------T Die Seilkräfte beeinflussen aber das 
Biegungsmoment, denn wenn man für 
eine beliebige Stelle einen Schnitt s-s 
legt (Abb. 232a), so trifft dieser auch 
das Seil, und auf den Teillinks wirkt die 
Last von 500 kg, die Lagerreaktion und 
die Seilkraft. Das Moment dieser drei 
Kräfte ergibt das Biegungsmoment. 
Zweckmäßig zerlegt man jede Kraft S 
in ihrem Angriffspunkt in zwei Kompo
nenten. Es ist auf Grund der gegebenen 
Maße: 

~~J 

H = 500 · --~ - = 380 kg, 
l V3,52 + 32 

V = 500 · 3•0--- = 325 ka, 
l V3,52 + 32 o 

H =,500·~-- = 320 kg 
T 03,52 + 32 ' 

vr = 500 ·V 3'0.. . = 385 kg. 
2,52 + 32 

P/ Die Momentenfläche ist bestimmt durch 
das Biegungsmoment an den Stellen 1, 
2, 3. Es ergibt sich: 
B1 = 325 ·1,0- 500 ·1,0 = -175kgm, 
B2 = 325 · 3,5 - 500 · 3,5 + 600 · 2,5 

= 887kgm 
(linker Teil betrachtet). 

325"kg 385 "kg 

l.__L __ 

0 1 2m 

L______j__J 

0 200 'IOOm*g 

B3 = -100· 2,5+385· 2,5 = +712,5kgm 
Abb. 232. ÜbungsbeispieL 

(rechter Teil betrachtet). 

Der entstehende. Sprung ist gegeben durch das Moment der waagerechten Kräfte 
für die Anschlußstelle des Armes : 

-380 · 3,0 + 320 · 3,0 = -180 kgm. 

Querkraft- und Längskraftfläche können in. bekannter Weise auf Grund der 
Abb. 232b gezeichnet werden. 

X. Balken in nichthorizontaler Lage. 

56. Lotrecht stehender Balken. Die bisher betrachteten Balken hatten hori
zontale Lage und dazu senkrechte Hebelansätze zur Aufnahme der Horizontal
kräfte. Es ist selbstverständlich, daß Balken in schiefer Lage oder senkrechter 
Lage nach den gleichen Gesichtspunkten zu behandeln sind wie die waagerecht 
liegenden Balken. Wir werden nur in der Bezeichnung auf die allgemeinere 
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Lage des Balkens Rücksicht nehmen müssen, also nicht mehr schlechthin von 
lotrechten und waagerechten Kräften sprechen, sondern diese wirkenden Kräfte 
in bezug auf die Balkenachse besser bezeichnen mit: senkrecht zur Balken
achse und in Richtung der Balkenachse. Das Biegungsmoment ist grund
sätzlich wie beim waagerechten Balken zu finden. Man erkennt dieses sofort, 
wenn man den Mast (Abb. 233) durch Drehung um 90° in die waagerechte Lage 

-t 
I 

-?-
I + lf 

11 bringt. Man hat auch hier die 
K>..---- Summe der Momente aller Kräfte 

+ 
II 

auf der einen Seite des betreffen
den Schnittes aufzustellen und 
findet beispielsweise für den 
Punkt i 

Bi=H·x, 
wenn man den Teil oberhalb von 
i betrachtet. Allerdings ist be
züglich des Vorzeichens für das 
Biegungsmoment eine neue Aus
sage zu machen, denn nach un-

serervorherigen efinition \+ i 
.Abb. 233. Der lotrechte Balken (Mast, Pfosten). D (1 B j) 

ergeben sich verschiedene Vorzeichen für das Biegemoment, wenn wir uns ein
mal gedanklich auf die rechte Seite des Balkens stellen und diesen senkrecht 
zur Blickrichtung liegend betrachten (II), das andere Mal denselben Balken aber 
auf der linken Seite stehend (I) ansehen. Wir müssen uns also über den Stand
punkt für unsere Definition entscheiden. 

In Verbindung mit dem Blickpunkt, der besonders zu kennzeichnen ist im 
Konstruktionsbild, ergibt dann das Vorzeichen der Momentenfläche eine eindeu
tige Biegungswirkung an. Bei der Betrachtung von I aus, also bei positivem 
Biegungsmoment, wird die dem Blickpunkt I zugekehrte Faser des Balkens ge
zogen und die Biegungslinie hat ihre erhabene (konvexe) Seite dem Punkt zu
gewandt. Von Punkt II aus betrachtet, erscheint das Biegungsmoment negativ, 
dann liegt die Druckfaser auf der Seite des Blickpunktes und die Hohlseite der 

Biegelinie ist dem Blickpunkt zugekehrt. Wir 
können also sagen, das Biegungsmoment ist po
sitiv, wenn die dem gewählten Blickpunkt nächst
liegende Faser gezogen und der Balken nach diesem 
Blickpunkt hin ausgebogen wird. Damit ist eine 
allgemeine Festlegung des Vorzeichens gegeben. 

-1T Diese Definition stimmt mit der beim geraden Bal-
Abb. 234. Der ~orzeichenpunkt ken eingeführten überein: Bei den in seinen Enden 

beim waagrechten Balken. gestützten Balken (Abb. 234) war das Biegungs-
moment positiv und er wurde nach unten durch

gebogen mit Zug in der untersten Faser; dabei war stillschweigend vorausgesetzt, 
daß der Balken von unten nach oben betrachtet, daß also der Blickpunkt 
unten angenommen wurde (I in Abb. 234). Würde man den gleichen Balken von 
oben aus betrachten, so wäre nach der eingeführten Regel das Biegungsmoment 
negativ, die Hohlseite aber wäre dann nach dem Blickpunkt II zu und die 
diesem Punkte benachbarte Faser wäre gedrückt. 

Betrachten wir als Beispiel (Abb. 235) einen senkrecht stehenden Balken, der 
an seinem unteren Ende gelenkig gelagert und durch eine Strebe (Draht) in der 
Ebene gegen Verdrehung um den Fußpunkt gesichert ist (Abspannmast einer 
Hochspannungsleitung). Als Belastung sei eine Zugkraft Z am oberen Ende an-
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gebracht (Seilzug): Die Lagerreaktionen, d. h. die nach Größe und Richtung 
unbekannte Kraft A am Fußpunkt und die der Größe nach einschließlich Vor
zeichens unbekannte Stabkraft S in der Strebe, werden am einfachsten gra
phisch ermittelt. Die Lagerkraft A muß durch den Schnittpunkt der Kräfte S 
und Z gehen, wenn sie mit diesen im Gleichgewicht stehen soll. Die Größe der 
Lagerkräfte wird dann durch ein Krafteck bestimmt. Dieses Krafteck benutzen 
wir zugleich dazu, die Komponenten der Kräfte senkrecht zur Balkenachse und 
in Richtung der Balkenachse zu ermitteln. Wir zeichnen zu diesem Zweck ein 
Rechteck um das Kraft
eck, dessen Seiten paral
lel und senkrecht zur 
Balkenachse verlaufen, 
und das durch alle vor
kommenden Eckpunkte 
des Kraftecks geht. Auf 
diese Weise können wir 
im umgebenden Recht
eck alle erforderlichen 

Komponentengrößen 
ablesen. Das jetzige Aq 
entspricht dem früheren 
A" und ebenso Aa der 
Kraft A 11 • 

Das Biegemoment 
am Fußpunkt A ist Null, 
ebenso am oberen Ende 
des Balkens. Über den 
unbelasteten Balken
strecken a und b wird 
entsprechend unseren 
früheren Erkenntnissen 
die Momentenflache ge
radlinig begrenzt sein. Es 
genügt also für die Auf
zeichnung der Momen
tenfläche (Abb. 235d)die 
Ermittlung des Biege
momentes für den An
schlußpunkt der Ver

a 

d 

l 

+ Blickpunkt 

b c 

e f 
Abb. 235. Lot1·echter Abspannmast. 

spannung. Mit dem Blickpunkt (Standpunkt der Beobachtung) auf der rechten 
Seite des Mastes hat das Biegemoment für die Anschlußstelle der Strebe dem-
nach die Größe: B = _zq. a 

oder = -Aq · b. 
Die Querkraftfläche wird, genau wie früher, gefunden durch Aneinander

reihen der senkrecht zur Balkenachse stehenden Kräfte an ihren Wirkungs
stellen. Das Vorzeichen ist mit der Wahl des Standpunktes an der Stelle des 
eingezeichneten Punktes, gemäß unserer früheren Definition, auch eindeutig be
stimmt. Was früher "nach unten" hieß, ist jetzt "nach dem Blickpunkt zu", 
also links vom Strebenanschluß ist die Querkraft negativ. Die quer zur Balken
achse wirkenden Komponenten der einzelnen Kräfte sind aus dem das Krafteck 
umgebenden Rechteck zu entnehmen. 
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Für die Längskraftfläche ist die Angabe des Standpunktes unserer Betrach
tung nicht erforderlich: die Längskraft ist stets positiv, wenn an einer Schnitt
stelle die beiden Schnittufer auseinandergezogen werden (Zugwirkung). Man 
denke sich etwa den Balkenteil auf der einen Seite der Schnittfläche festgehalten 
und prüfe, ob dieser Balkenteil durch die Kraft des anderen Teiis gezogen (positiv) 
oder gedrückt (negativ) wird (in Abb. 235 gedrückt!). 

Übungsbeispiel. 
An dem Auslegerkran der Abb. 236 seien die Stabkräfte der Stäbe G) und ® 

und die Biegemomente, Querkräfte und Längskräfte für die Kransäule zu er
mitteln. 

750 

J." 

I 

r 
r_ 

e 

Abb. 236. ÜbungsbeispieL 

Lösung. In der Konstruktion, als Ganzes gesehen, liegt ein Balken auf zwei 
Stützen vor, mit dem festen Auflager in A und dem bewegHeben in B, er ist jetzt 
nur lotrecht statt, wie bisher, waagrecht angeordnet. Als Kräfte wirken die 
Last Q und die beiden SeilkräfteSam oberen und unteren Ende des Seils, die 
gleich Q sind. Da sich in den zur Ermittlung der Lagerkräfte aufzustellenden 
Momentengleichungen diese beiden Seilkräfte (innere Kräfte) aufheben, sind 
die Lagerkräfte nur vo.n Q abhängig. Es ergibt sich für den Punkt A als Mo-
mentenpunkt: 1000 . 8 o _ B . 5 0 = 0 

' ' ' 
B = 1600kg. 

Die Komponentenbedingungen liefern: 

A~t = B = 1600kg, 

A" = 1000kg. 
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Graphisch findet man die Lagerunbekannten leicht auf Grund der Erwägung, 
daß auf das System nur drei Kräfte Q, B, A wirken, die nur dann im Gleich
gewicht stehen können, wenn sie durch einen Punkt hindurchgehen (Schnitt
punkt von Q und B, Abb. 236b). Das Kraftdreieck gibt die Größe von A und B 
an. Die Stabkräfte 8 1 und 8 2 müssen an der oberen Rolle mit Q und der Seil
kraft S im Gleichgewicht stehen. Das zugehörige Krafteck ist ebenf;:tlls in Abb. 236c 
dargestellt. Diese Kräfte wirken in den Punkten 1 und 3 auf die Kransäule, außer 
ihnen greift noch am Punkt 2 d~e Seilkraft mit 1000 kg an; mit diesen drei 
Kräften müssen die Lagerkräfte A und B wieder im Gleichgewicht stehen. Für 
das Biegungsmoment benötigen wir nur die Komponenten senkrecht zur Kran-

p 

+ 8/Jckpun/d 

I 
I 

! 

/ 

I 

/ 
/ 

/ 

® 

a b ® 

säule. Sie ergeben sich im Kraft-
eck zu 2300 kg, 3200 kg und 900 kg. f'+!f·C 

Die zugehörige Momentenfläche ist 
in Abb. 236e dargestellt (Blick
punkt rechts von der Kransäule), 
die Querkraft- und Längskraft
fläche in Abb. 236f und g. 

57. Offener Rahmen aus zwei 
zueinander senkrechten Balken. 
Sind nun zwei oder mehrere Bal
ken in beliebiger Lage und von be

H 

d 

r-----------· 
I 
I 
I 
I 
I 
I 

I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 

e 

0 

c 

liebiger Gestalt starr miteinander .A.bb. 237. Offener Rahmen aus zweisenkrechten Teilen. 

verbunden, so, daß die Belastungen 
des einen Balkens zunächst in einen anderen Balkenteil und von diesem erst 
in die Erde (als Aktionen, denen die Lagerreaktionen entgegenwirken) weiter
geleitet werden, so sprechen wir von einem Rahmen (einer Rahmenkonstruk
tion). Dazu wollen wir zuerst als einfaches Beispiel eine starre Verbindung 
zweier senkrecht zueinander stehender Balken betrachten, die beide belastet 
sind, aber von denen nur einer gelagert ist (Abb. 237). Zur Ermittlung der 
Lagerreaktionen fassen wir die ganze Konstruktion als einen einheitlichen Körper 
(Scheibe) auf und bestimmen die drei Kenngrößen der Einspannung: das Ern
spannmoment ME und die beiden Kräfte in lotrechter und waagerechter Rich
tung bzw. in Längs- und Querrichtung des eingespannten Endes. Es ist aus 
den Gleichgewichtsbedingungen zu errechnen: 

1. .I H = 0: A« = H, die Reaktionskraft Aq ist nach links gerichtet. 

2 . .I V= 0: Aa = q · c; + P, die Reaktionskraft Aa geht nach oben. 

11 Schllnk, Statik. 2. u. 3 • .A.ufl. 
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3. (..!: .M)E = 0: 
r2 

P · c + q · -z- + H · a - .ME = 0, 
c2 

Jl1E=P·c+q· 2 +H·a, 

das Einspannmoment ME, als Gegenmoment, dreht entgegen dem Uhrzeigersinn. 
Für die Ermittlung der Biegemomente und Querkräfte tragen wir uns zur 

Festlegung der Vorzeichen die Punkte ein, von denen aus wir die Balken be
trachten wollen. Für den Übergang von einem Rahmenteil auf einen anderen 
ist es für das Vorzeichen wichtig, daß beide Teile von derselben Seite betrachtet 
werden. Wir dürfen also nicht bei Eintragung der Vorzeichenpunkte über den 
Balken weggehen, sondern müssen mit der Punktbezeichnung auf der einen 
Seite am Balken entlang gehen. Wir merken uns am besten, daß bei Rahmen 
für alle Teile ein Vorzeichenpunkt in dem Rahmengebilde gezeichnet wird. Die 
Ermittlung der Momentenfläche unseres Beispiels beginnen wir, wie bei jeder 
Einspannung, am freien Ende. Es ist für den oberen horizontal liegenden 
Rahmenteil (Balken) das Biegemoment an jeder Stelle gegeben durch: 

x2 
B =-P·x-q·-x 2 

(Teil rechts im Uhrzeigersinn, also negativ), wenn x die Entfernung vom rechten 
freien Ende her bezeichnet. Die Momentenfläche dieses Teils ist also eine Über
lagerung von einer schräg liegenden Geraden (P · x, Einfluß der Kraft P) und 
einer Parabel (q x2j2, Einfluß der gleichmäßig verteilten Belastung q). Am linken 
Ende des Querteils beträgt das Biegemoment 

c2 
Bi = - p . G - q . 2 . 

Was geschieht nun mit diesem Moment~ Offenbar ist doch der starre Anschluß 
des Querteils des Rahmens an den senkrechten Pfosten aufzufassen als Ein
spannung des einen Teils in den anderen. Dann ist aber das Biegemoment Bi 
der Einfluß (Aktion) des waagerechten Balkens auf den lotrechten Balken des 
Rahmens, d. h. das Biegemoment Bi wirkt sowohl biegend auf den waagerechten 
Balken als auch auf den senkrechten Pfosten, es wird in gleicher Größe in den 
nächsten Teil weitergeleitet. Das Biegemoment für den horizontalen Balken 
unmittelbar rechts von dem Eckpunkt ([) ist also gerade so groß wie dasjenige 
auf den Pfosten unmittelbar unterhalb des Eckpunktes ® ; das Biegemoment Bk 
des Pfostens ist damit bekannt. Da nun für den Pfosten, wie bei jedem Balken, 
das Biegemoment längs seiner unbelasteten Strecken einen geradlinigw Verlauf 
aufweist, muß die Momentenlinie zwischen Punkt CD (oder®) und® und zwi
schen den Punkten ®und@ geradlinig verlaufen. Es genügt demnach zu ihrer 
Aufzeichnung die Kenntnis der Biegemomente für die Stellen ® und @. Zur 
Aufstellung des Biegemomentes für den Punkt ® denke man sich den Rahmenteil 
oberhalb der Stelle ® abgetrennt und stelle für diesen Punkt das Moment aller 
auf den oberen Rahmenteil wirkenden Kräfte auf: 

q. c2 
B =-P·c---

2 2 ' 

das Biegemoment bleibt also längs der Strecke b konstant. An der Stelle @ ist 
es gleich dem negativen Einspannmoment, also 

c2 
B3 = -ME = - P · c - q · 2 - H · a. 

Das Vorzeichen der Momentenfläche ist für alle Teile negativ. Der Rahmen zeigt 
in seiner Verformungsfigur (Abb. 237c) mit der Hohlseite nach dem Vorzeichen
punkt zu. 
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Die Querkraftfläche bietet für den oberen Balken keinerlei neue Erschei
nungen, sie wird in der üblichen Weise aufgetragen durch die Aneinanderreihung 
der quer zur Balkenachse wirkenden Kräfte (Abb. 237d). Sie ist für den oberen 
Balken an der Verbindungsstelle CD beider Balken von der Größe (P + q · o). 
Diese Kraft wirkt nun keineswegs als Querkraft weiter auf den senkrechten 
Pfosten, denn was für den oberen Balken Querrichtung war, wird für den Pfosten 
Längsrichtung. Wir leiten diese Querkraft des waagerecht liegenden Rahmenteils 
also als Längskraft in den lotrechten. Teil des Rahmens ein (Abb. 237e). Diese 
Längskraft wird über der ganzen Länge nicht mehr verändert, da nirgends eine 
in Richtung der Balkenachse wirkende Last hinzukommt: 

Li = P + q · c = Aa. 

Die Querkraftfläche des Pfostens müßte dann umgekehrt nach denselben Über
legungen oben mit der Längskraft des waagerechten Balkens beginnen. Diese 
ist aber Null, so daß oberhalb von H die Querkraft gleich Null ist, und die Quer
kraftfläche des senkrechten Pfostens wird nur aus den Kräften H und Aa ge
bildet. Die Richtigkeit erkennt man sofort, wenn man einen Punkt des Pfostens 
zwischen H und Lager A betrachtet und die Querkraft für den Teil unterhalb 
(links) dieser Stelle ermittelt; da Au nach links, d. h. vom Blickpunkt aus nach 
oben, geht, ist die Querkraft positiv. Damit sind die Querkraftflächen und 
Längskraftflächen der beiden aneinandergesetzten Balken bestimmt. 

Wir wollen uns allgemein für die Aufstellung der Quer- und Längskraft
flächen merken: Es sind erst beide Flächen für einen Teil zu bestimmen. Der 
wirkende Einfluß, Quer- bzw. Längskraft, wird an der Anschlußstelle in den 
nächsten Balken übergeleitet, wobei aber die Beanspruchungsart als Quer- bzw. 
Längskraft nicht mehr erhalten bleibt, sondern sich entsprechend der Richtung 
der neuen Balkenachse ändert. Im vorliegenden Fall, wo die Rahmenteile auf
einander senkrecht stehen, wird aus der Querkraft eine Längskraft und um
gekehrt. 

58. Offener Rahmen aus zwei schief zueinander stehenden Balken. Zum 
besseren Verständnis dieses Wechsels an den Anschlußstellen betrachten wir noch 
ein Beispiel, bei dem der Rahmen aus Balken besteht, die nun nicht mehr senk
recht aneinander befestigt sind. Die Rahmenkonstruktion der Abb. 238 (Dach
rahmen) sei in ihren Maßen gegeben. Die Lagerung des Rahmens ist durch ein 
festes Lager und ein bewegliches Lager statisch bestimmt. Die Belastung des 
Dachträgers sei hier, einer Belastung durch Wind entsprechend, senkrecht zur 
Achse des Dachbalkens gerichtet und gleichmäßig verteilt; außerdem wirke auf 
den Stützbalken (Pfosten) eine waagerechte Last W = 250 kg und, an einem 
Ausleger angreifend, eine lotrechte Last P = 500 kg. 

Zur Ermittlung der Lagerreaktionen betrachten wir wieder zunächst den 
ganzen Rahmen (als Scheibe). Es sind dann aus den Gleichgewichtsbetrach
tungen die Größen der Reaktionen bestimmbar. 

1. (.2' M)A = 0: B · 3,5- (5 · q) · a- W · 2,5 + P · 1,5 = 0. 

Der Wert der Strecke a ist aus einer maßstäblichen Zeichnung zu entnehmen: es 
ist a = 3,08 m. Damit wird 

B 5. 80. 3,08 + 250. 2,5- 500. 1,5 316 3 k ( h b . ht t) = 3,5 = , g nac o en genc e . 

2 . .2' H = 0: A - W - (q · 5) · 1•5 _ = 0. 
q vs,52 + 1,52 

Der Ausdruck (q · 5) · V 1'5 . ~ stellt die Horizontalkomponente der Resul-
3,52 + 1,52 

11* 
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tierenden aus der gleichmäßig verteilten Last q dar, und ist gegeben durch die 
Größe (q · 5) mal dem Sinus des Neigungswinkels tx der Resultierenden gegen die 
lotrechte Richtung; letzterer ist ausgedrückt durch: 

. 1,5 1,5 0 394 
Sllltx = y3,5a + 1,62 = 3,808 = ' · 

Es wird also die quer zum Pfosten gerichtete Kraft A 11 im festen Lager ermittelt zu 

Aa = 250 + 400 · 0,394 = 407,6 kg (nach rechts gerichtet). 

Die achsial gerichtete Lagerkraft Aa ist bestimmt durch die dritte Bedingung: 

3. (~ M)B = 0: (q · 5) · 2,5 + W · 3,5 + P · 5,0- Aa · 6,0- Aa · 3,5 = 0, 
daraus ergibt sich 

A = 400 · 2,6 + 260 · 3,5 + 600. 6,0- 407,6. 6,0 
a 3,6 ' 

Aa = 551,3 kg (nach oben gerichtet). 

Als Kontrolle der Rechnung dient uns die Gleichung: 

4. ~V = 0: B + Aa = P + (q · 5) · 3 
38~8 , 
' 

316,3 + 551,3 = 500 + 367,6, 

867,6 = 867,6. 

Die so ermittelten Lagerreaktionen bedeuten für uns in der folgenden Rechnung 
nur Kräfte, die genau so behandelt werden wie die äußeren Kräfte, d. h. wir 
können uns, wie schon mehrfach betont, frei machen von dem Begriff der Lagerung 
und uns den Rahmen außer seiner äußeren Belastung noch weiterhin durch die 
drei Kräfte Aa, A 11 und B belastet vorstellen. 

Für die Ermittlung des Biegemoments einer Balkenstelle legen wir einen 
Schnitt durch den Rahmen an dem betreffenden Punkt und betrachten die Dreh
wirkung aller auf einen abgeschnittenen Teil (links oder rechts) wirkenden 
Kräfte. Zur Festlegung des Vorzeichens tragen wir uns in das Rahmeninnere 
den Vorzeichenpunkt V ein. Für den überhängenden Teil des Dachbalkens gilt 
natürlich der im Innern der Rahmenfläche eingetragene Punkt des Balkens 
mit, für den Ausleger an der Lagerstelle A- beachten wir bei der Festlegung des 
Vorzeichenpunktes unsere Regel, daß wir auf einer Seite dem Rahmen entlang 
gehen müssen, die Rahmenachse also nicht überschreiten dürfen; dadurch kommt 
der Vorzeichenpunkt unter den Ausleger zu liegen (z. B. V'). 

Bei der Zeichnung der Momentenfläche (Abb. 238b) benutzen wir wieder 
die bisherigen Erkenntnisse über den charakteristischen Verlauf der Begrenzungs
linie für bestimmt belastete Balkenstücke: sie wird flir den Dachträger durch 
eine Parabel gebildet und ist für die anderen Rahmenteile aus Geraden zu
sammengesetzt. Wir können auf diese Art sofort die Punkte der Rahmenachse 
festlegen, an denen zur Aufzeichnung der Momentenfläche die Ermittlung des 
Biegemomentes notwendig ist. In unserem Falle benötigen wir die Biegemomente 
an den Punkten der Rahmenachse ® bis @ . Außerdem wird noch der Punkt CD 
gewählt, um einen Punkt der Parabel zum besseren Zeichnen dieser Kurve zu 
erhalten; er liege im Abstand 2 m, vom linken Auflager B in Richtung der 
Balkenachse gemessen. Wir erhalten für die Biegemomente folgende Werte: 

Am Lager B: BB = 0 
am Punkt G): B1 = B · cos tx • 2,0- q · 2,0 · 1,0 

= 316,3 . 0,919. 2,0- 160. 1,0 = + 421,43 mkg; 
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am Punkt ®: B2 = B · cos cx • 3,808 - q · 3,808 · 1, 904 
= 290,71 · 3,808- 304,64 · 1,904 = + 527 mkg; 

an der Stelle @: B3 = B · coscx · 3,808- q · 3,808 · 1,904 + W · 2,0 

+ P · 1,5 - Aq · 4,5 
= 290,71 . 3,808- 304,64. 1,904 + 250. 2,0 
+ 500. 1,5-407,6. 4,5 
= -57,21 mkg. 

Für die Aufstellung die
ses Momentes B3 müssen 
wir (bei Betrachtung des
selben Teiles) alle Kräfte 
links vom angedeuteten 
Schnitt 3 betrachten; 
dazu gehört also auch P. 

Einfacher wird B 3 

von der rechten Seite 
her, mit dem abge
schnittenen überragen
den Ende des Dach
balkens, berechnet: 
B3 = -q ·1,192 · 0,596 

= -57,18 mkg. 
(Die kleinen Unter
schiede der Ergebnisse 
erklären sich aus der 
Abrundung der errech
neten Werte.) 

Der Sprung der Mo
mentenfläche von Punkt 
® nach dem Wert des 
Punktes @ ist das vom 
Stützbalken hinzukom
mende, auf den Dach
balken wirkende Biege
moment an der Stelle 
@; dies muß sich in der 
weiteren Rechnung er
weisen. Es ist 
an der Stelle @: 

B4 = Aq · 4,5- W · 2,0 
-P-1,5 

u_j_LJ 

0 100 200l<g 

ßuLRRv 11", A" 

Aa. P 

d w 

B·sina; 

Aa.-P 
e 

Aa.-P 

= 407,6. 4,5 
- 250· 2,0-500-1,5 
= + 584,2 mkg. 

Abb. 238. Offener Rahmen aus zwei Teilen, die nicht aUfeinander 
senkrecht stehen. 

Wir erkennen, daß dies tatsächlich den Sprung ergibt, denn es ist 
B4 = B2 - B3 = 527- (-57,2) = + 584,2 mkg. 

An der Stelle @: B5 = Aq · 2,5- P ·1,5 
= 407,6 · 2,5- 500 · 1,5 = + 269 mkg. 

An der Stelle @: B6 = -500 · 1,5 = -750 mkg. 
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Dieses Moment gilt auch in gleicher Größe für das Biegemoment des Aus
legerarmes an dessen Anschlußstelle. Am Ende des Armes ist das Biegemoment 
Null. Mit den errechneten Werten ist die Momentenfläche aufzuzeichnen. Sie 
verläuft längs des Dachbalkens mit einer parabolischen Begrenzung, hat an der 
Anschlußstelle des Stützbalkens (Pfostens) einen Knick und einen Sprung und 
endigt im überragenden Teil an die Achse tangierend in Null. Der Pfosten zeigt 
eine geradlinig begrenzte Momentenfläche als Verbindung der einzelnen End
punkte der errechneten und aufgetragenen Werte. Die Vorzeichen sind, ent
sprechend unserer Regel vom Vorzeichenpunkt aus betrachtet, für die Momen
tenfläche des Dachbalkens positiv für den linken Teil, negativ für den überragen
den rechten Teil. Der Stützbalken zeigt in seinem oberen Teil positives, im un
teren negatives Vorzeichen für das Biegemoment. 

Die Aufstellung der Querkraftfläche (Abb. 238c) erfolgt wieder dadurch, daß 
für die maßgebenden Punkte die Summe aller Kräfte auf einer Seite senkrecht 
zu dem betreffenden Rahmenteil aufgestellt wird. Wir beginnen links oben; für 
eine Stelle unmittelbar rechts vom Lager ist die Querkraft bestimmt durch die 
Komponente von B senkrecht zum Balken, also 

B · COSIX = + 290,7 kg, 

dann wird die Querkraftfläche infolge der gleichmäßig verteilten Last geradlinig 
abfallen. Unmittelbar links vom Pfostenanschluß beträgt sie: 

Q2 = B. COSIX -q. 3,808. 

Die Neigung ist gegeben durch dQofdx = q. An der Stelle ®/@ wird nun eine 
einzelne Kraftkomponente, die, aus dem Stützbalken kommend, quer zur Achse 
des Dachbalkens wirkt, einen Sprung in der Querkraftfläche erzeugen. Zur Be
stimmung dieses Sprungwertes betrachten wir alle vom Stützbalken herkom
menden Kräfte und setzen diese unbeachtet ihrer Lage mittels eines Kraftecks 
zusammen, denken uns sie geradezu in dem Anschlußpunkt der beiden Balken 
zusammengeschoben. Die so entstehende Resultierende R zerlegen wir in eine 
Komponente in Richtung der Dachbalkenachse (LR) und eine Komponente senk
recht dazu (QR). Dann ist der Sprung in der Querkraftfläche durch die Kom
ponente QR und der Sprung in der später zu besprechenden Längskraftfläche 
durch die Komponente LR gegeben. Als Beweis dient uns die Definition der Quer
kraft, wonach die Querkraft an einer beliebigen Stelle gegeben ist durch die alge
braische Summe aller Kraftkomponenten für die Richtung senkrecht zur Balken
achse an dieser Stelle. Der Sprung in der Querkraftfläche ist offenbar die zur 
vorhandenen Querkraft hinzukommende Summe aller derjenigen Kräfte quer zur 
Balkenachse, die auf den Pfosten wirken. Nun ist es doch gleichgültig, ob wir 
jede einzelne Kraft in ihre Komponenten quer und längs der Balkenachse zerlegen 
und die quer wirkenden Komponenten algebraisch addieren, oder ob wir aus 
allen vorhandenen Kräften zuerst eine Resultierende bilden und dann die Kom
ponente der Resultierenden quer zur Balkenachse bestimmen. Die dargestellte 
Komponente Q R ist also tatsächlich die Summe aller auf den Pfosten mit Aus
legerarm wirkenden Kraftkomponenten senkrecht zur Dachbalkenachse an der 
Stelle ®/@, d. h. also der Querkraftanteil des Dachbalkens, der durch die 
Kräfte des Pfostens bedingt ist. Würden wir von den auf den unteren Teil wirken
den Kräften Aa, Aq, P, W die Komponenten senkrecht zum Dachbalken bilden 
und algebraisch summieren, so müßten wir das gleiche Ergebnis bekommen: 

QR = Aa · COSIX- P · COSIX + Aq · sin~X- W · siniX. 
Es liegt bei der erwähnten Zusammensetzung der zerstreut liegenden Kräfte 

(nicht durch einen Punkt gehend) mit Hilfe eines Kraftecks scheinbar ein Wider-
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spruch mit unseren seitherigen Erkenntnissen über die Behandlung zerstreut 
wirkender Kräfte vor. Wir haben früher gesehen, daß zur Zusammensetzung 
dieser Kräfte noch ein Seileck gehört. Der Widerspruch klärt sich aber sofort 
auf, weil wir hier gar nicht die Lage der Resultierenden benötigen (wofür das 
Seileck verwendet wurde), sondern nur ihre Größe und Richtung. Wollen wir 
aber die tatsächliche Wirkung der in Frage kommenden Kräfte Aq, Aa, P, W 
feststellen, so haben wir zu dieser soeben angegebenen Resultierenden noch ein zu
sätzliches Moment (Kräftepaar) hinzuzunehmen. Die resultierende Kraft R am 
Anschlußpunkt ® des untersuchten Balkens und dieses zusätzliche Moment 
geben uns die Wirkung aller Kräfte des Stützbalkens auf die Stelle ®/@ an, sie 
ersetzen also die Wirkung des belasteten angeschlossenen Pfostens auf diese 
Stelle; d. h. sie zusammen stellen die Beanspruchung des Balkens an dieser 
Stelle dar, die durch Biegemoment, Querkraft und Längskraft hervorgerufen 
wird. Die Aufstellung des Biegemoments für die Schnittstelle (d. i. die Summe 
der Momente der auf den angeschlossenen Rahmenteil wirkenden Kräfte für den 
untersuchten Punkt) ersetzt hier das Seileck (vgl. S. 81), es erlaubt, gerade so wie 
dies, die Ermittlung der wahren Lage der Resultierenden, und das einfache Kraft
eck gibt diese Kraftwirkung nur nach Größe und Richtung; sie zerlegen wir dann 
entsprechend der Balkenachse in einen Querkraft- und einen LängskraftanteiL 

Damit ist also die Querkraftfläche weiterzuzeichnen. Als Kontrolle für die 
richtige Ermittlung des Sprunges in der Querkraftfläche an der Stelle ®/@ 
muß der weitere Verlauf der Querkraftlinie, unter der gleichen Neigung q, am 
Ende des überragenden Teiles in den Wert Null übergehen. 

Die Querkraftfläche für den Pfosten wird am zweckmäßigsten an der Stelle 
des Lagers A begonnen. Es wirkt hier zunächst Aq nach rechts (vom Blick
punkt aus gesehen nach oben!), die Querkraftlinie verläuft nun parallel zur 
Balkenachse bis zur Angriffsstelle der Kraft W, dann, um diesen Betrag W ver
mindert, bis zur Anschlußstelle des Dachbalkens ebenfalls parallel der Stabachse. 
Der hier vorhandene Betrag der Querkraft (Aq - W) muß gleich dem Anteil der 
in den Dachbalken übertragenen Kraft R sein, der senkrecht zum Pfosten ge
richtet ist, also R,.. Es sei nochmals ausdrücklich darauf hingewiesen, daß dieser 
Betrag weder Querkraft noch Längskraft für den Dachbalken bedeutet, sondern 
nur den waagerechten Anteil der Kraft R, die in den Dachbalken weiterge
leitet wird. 

Der Auslegerarm mit der Kraft P hat eine Querkraftlinie parallel zur Aus
legerachse im Abstand P von der Achse. Die Schlußordinate ist gegeben durch 
die Lagerkraft Aa, vermindert durch den in dieser Richtung hinzukommenden 
Betrag der Längskraft des Pfostens; denn wenn man für einen Punkt unmittel
bar rechts von A den linken Teil betrachtet, so gehört ja zu diesem auch der 
Pfosten, auf ihn wirkt also vom Dachbalken in lotrechter Richtung die Kraft R,., 
aber nun in entgegengesetzter Richtung, da wir vorhin die Kraft R vom Pfosten 
gegen den Dachträger betrachteten, jetzt aber die Gegenwirkung. Diese KraftR,. 
wird für den Stützbalken die Längskraft sein. 

Beginnen wir bei der Auftragung der Längskraftfläche (Abb. 238e) am linken 
Ende des Dachbalkens, so haben wir zunächst als längs der Balkenachse wirkende 
Kraft die Größe 

B · sin,x = 316,3 · 0,394. 

Die gleichmäßig verteilte Last hat keinen Einfluß auf die Längskraft (keine 
Komponenten in der Balkenachse), die Längskraftfläche verläuft also konstant 
bis zum Anschlußpunkt des Pfostens. Hier kommt der Einfluß des Pfostens 
hinzu, d. i. aber, wie wir bei Ermittlung der Querkraft bereits gesehen haben, die 
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Kraftkomponente LR von R (vgl. Krafteck). Damit fällt die Längskraft auf Null 
ab. Der überragende Teil des Dachbalkens hat keine Längskraftbeanspruchung. 

Für den Pfosten beginnen wir am unteren Ende (Punkt @). Schneiden wir 
den Balken kurz über der Anschlußstelle des Auslegers auf, dann wirken auf den 
unteren abgeschnittenen Teil ziehend die Kraft P und drückend die Reaktion Aa. 
Die Längskraft für diese Schnittstelle ist also 

Ls = P- Aa = - 51,3 kg. 

Es ist dieser Betrag praktisch so entstanden zu denken, daß erst die Kraft Aa 
eingeleitet, aber sofort davon die Kraft P wieder abgezogen wird. Läge also der 
Anschlußpunkt des Auslegers etwas höher als der Gelenkpunkt des Lagers, dann 
herrschte unterhalb des Anschlusses des Auslegers die Längskraft 

L = -Aa = -551,3kg. 

Im weiteren Verlauf des Pfostens sind bis zum Anschluß des Dachbalkens keine 
die Längskraft beeinflussenden Kräfte mehr vorhanden, die Längskraftfläche be
sitzt also einen konstanten Wert bis zur Stelle @ . Hier wird die noch bestehende 
Längskraft in den Dachbalken eingeleitet, sie stimmt mit Rv des Kraftecks 
überein, die nun aber vom Dachträger auf den Pfosten wirkt. 

Zusammenfassend läßt sich also für die Übergänge eines Rahmenteiles in 
einen anderen, unter einem bestimmten Winkel zum ersten stehenden, Rahmenteil 
sagen, daß alle Kräfte auf der einen Seite dieser Stelle zusammengesetzt werden 
müssen zu einer resultierenden Balkenkraft R. Die<"e Balkenkraft wird vom 
nächstfolgenden Balken aufgenommen und gibt, nach der Zerlegung in zwei 
Komponenten quer und in Richtung zur neuen Balkenachse, für diesen neuen 
Balken die Quer- und Längskraftgrößen. Stehen die beiden starr zusammen
gefügten Rahmenteile aufeinander senkrecht, dann wird die Längskraft des 
einen Balkens zur Querkraft des anderen und umgekehrt. 

59. Der gekrümmte Rahmen. Bei den bisherigen Betrachtungen wurden 
Momentenflächen, Querkraft- und Längskraftflächen stets für Konstruktionen 
ermittelt, die im Verlauf ihrer Achse eine Gerade oder eine Reihe von Geraden 
darstellten. Die Definition der drei Beanspruchungsgrößen: Biegemoment, 
Querkraft und Längskraft ist natürlich auch bei Balken oder Rahmen mit ge
krümmter Achse gültig. Es läßt sich ein solcher krummer Balken oder gewölbter 
Rahmen auffassen als die Zusammenfügung unendlich vieler, unendlich kleiner 
Balkenelemente mit gerader Achse; wir werden demgemäß zur Gewinnung von 
Längskraft und Querkraft in einem beliebigen Punkte die übertragene Balkenkraft, 
d. h. die Resultierende aller Kräfte auf der einen Seite des Schnittes, neu zerlegen 
müssen in Längsrichtung und Querrichtung des kleinen Balkeneh:mentes, oder, 
besser gesagt, in Tangential- und NOrmalrichtung der Balkenachse. - Die Quer
kraft in einem Schnittpunkt i kann jetzt auch definiert werden als Summe aller 
einseitigen Kraftkomponenten in der Richtung senkrecht zur Tangente der Bal
kenachse an der zu untersuchenden Stelle i, d. h. von jeder Kraft links ist die Kom
ponente in Richtung der Balkenachsennormalen an der betrachteten Stelle i zu 
berücksichtigen. Entsprechendes gilt für die Längskraft bezüglich der tangen
tialen Richtung. Die Momente aller Kräfte, auf der einen Seite des Trägers, um 
den zu untersuchenden Schnittpunkt stellen dann genau wie früher das Biege
moment dar. Nach Einführung bestimmter Bildpunkte (Vorzeichenpunkte) 
werden die Vorzeichen wieder eine eindeutige Biegungswirkung festlegen. 

Wir betrachten zur Veranschaulichung dieser Aussagen einen krummen 
Träger, der unter allgemeiner Belastung P 1 , P 2 und P 3 stehen soll und in zwei 
Stützpunkten statisch bestimmt gelagert ist (Abb. 239). Die Lagerreaktionen 
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werden am besten graphisch bestimmt: wir zeichnen das Ktafteck aus den drei 
gegebenen Kräften URd nach Wahl eines beliebigen Poles C die dazugehörigen 
Polstrahlen. Um die Durchführung der Aufgabe möglichst einfach zu gestalten, 
beginnen wir (wie auch bei dem Übungsbeispiel auf S. 91) das Seileck im tech
nischen Konstruktionsbild nun so, daß der erste Seilstrahl 0' durch den Auf
lagerpunkt des festen Lagers A 
hindurchgeht. Der damit ge
wonnene Vorteil ist leicht zu 
erkennen: wir müssen ja zum 
Schlußdesgraphischen Lösungs
ganges die Schnittpunkte der 
Auflagerwirkungslinien mit den 
äußersten Seilstrahlen bestim
men; von der Wirkungslinie der 
Lagerkraft A ist aber zunächst 
nur der Punkt des Lagers be
kannt, durch den die Kraft A 
bestimmt hindurchgehen muß, 
es fehlt die Richtung. Dadurch, 
daß wir 0' durch A ziehen, er
reichen wir nun, daß der Auf
lagerpunkt A ein Punkt der 
Schlußlinie s' wird. Die Kon
struktion des Seilecks geht dann 
wir üblich weiter. Der letzte 
Seilstrahl 3' wird mit der Wir
kungslinie des beweglichen La
gers B zum Schnitt gebracht. 
Das liefert einen zweiten Punkt 
qer Schlußlinie s', die also als 
Verbindungsliniedieses Schnitt
punktes (3' mit der Wirkungs
linie der Kraft B) mit A zu 
zeichnen ist. Die Parallele s zur 
Schlußlinie im Krafteck schnei
det die Kraft B auf der durch 
den Eckpunkt IV parallel zu B 
gezogenen Geraden aus. Die Ver
bindungsstrecke zwischen End
punkt der Kraft Bund dem An
fangspunkt I des Kraftecks (der 
Kraft P 1) ergibt die Kraft A, 
die als Schlußlinie des Kraft
ecks dieses schließt und damit 
das Gleichgewicht aller Kräfte 
P 1 , P 2 , P 3 , B, A herstellt. Da

B 
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Abb. 239. Der gekrümmte Rabmen. 

durch ist also Größe und Richtung von A. bestimmt. Es sei hier nochmals 
darauf hingewiesen, daß das so entstandene geschlossene Seileck für die Er
mittlung der Biegemomente des Balkens keine vorteilhafte Verwendung darbietet, 
weil es sich nicht um lauter lotrechte Kräfte handelt. 

Wollen wir nun in unserem Beispiel die drei Beanspruchungsgrößen: Biege
moment, Querkraft und Längskraft für einen Schnittpunkt i bestimmen, so 
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Abb. 243a bis c. 

lf wieder im allgemeinen 
durch eine Resultierende 
Ri ersetzen (denn Qi und 
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Abb. 240 bis 243. Verschiedene Balken auf zwei Lagern mit sym
metrischer und gegensymmetrischer Belastung. 

chungsgrößen Bi, Q, und 
Li, indem wir von der 
Resultierenden R1 aller 

Kräfte (A, P 1 , P 2) links von i ausgehen, die ja aus dem Krafteck (.Abb. 239b) 
abzulesen ist. Qi ist deren Komponente normal zur Balkenachse an der Stelle i, L 1 
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ihre Komponente in der tangentialen Richtung. Da die Resultierende Ri durch 
den Schnittpunkt der Seilseiten s' und 2' hindurchgeht, ist ihr Moment für i mit 
Hilfe der abzugreifenden Größe ri anzuschreiben: 

Bi= -Riri. 
Wie für den Punkt i ist nun für jeden weiteren Punkt des Rahmens zu verfahren, 
und es ergibt sich aus diesen ermittelten Größen durch ihre Auftragung in den 
verschiedensten Punkten die Momentenfläche, die Querkraftfläche und die 
Längskraftfläche für den Rahmen. In den Abb. 239c und d sind die ermittelten 
Werte Bi und Qi stets normal zum betreffenden Bogenelement aufgetragen; 
in Abb. 239e in gleicher Weise die Längskraft L/. 

60. Belastungsumordnung. Symmetrie und Gegensymmetrie. Wir finden in 
der technischen Gestaltung sehr häufig Rahmenkonstruktionen und Balken
anordnungen symmetrisch zu einer Mittellinie ausgeführt. Kommt nun zu dieser 
geometrischen Symmetrie noch eine Symmetrie in der Belastung hinzu, so können 

G' 

Abb. 2H. Dreigelenkbogen mit symmetrischer und gegensymmetrischer Belastung. 

1 W~nn . ~an den Schnittpunkt von A und B im Krafteck als Pol für ein neues St:il
eck einführt dessen erste Seite dann durch den Lagerpunkt A und dessen letzte Sette 
durch den Stützpunkt B geht, so stellt dieses neue Seileck die Stützlinie dar, auf die später 
näher eingegangen wird (vgl. Nr. 62). 
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wir für die Beanspruchungsgrößen Aussagen machen, die uns das Aufzeichnen der 
drei kennzeichnenden Flächen wesentlich erleichtern. Belastungssymmetrie ist 
gegeben, wenn die Belastung zur Mittellinie der geometrischen Symmetrie spiegel
bildlich angeordnet ist (z. B. Abb. 240a). Als Gegenstück dazu sprechen wir 
von Antisymmetrie oder Gegensymmetrie der Belastung, wenn bei geometrischer 
Symmetrie (die stets vorausgesetzt sein muß) die Belastung so angeordnet ist, 
daß sie zur Mittellinie spiegelbildlich mit umgekehrtem Vorzeichen aufgebracht wird 
(z.B. Abb. 240b). Für beide Belastungsarten der symmetrischen Konstruktionen 
gibt es vereinfachende Aussagen über die erzeugten Beanspruchungsgrößen. Zur 
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.A.bb. 245. Eingespannter Balken mit symmetrischer und gegen

symmetrischer Belastung. 

sehen: 
In den Abb. 240 bis 243 

haben die Balken als Lage
rung zwei feste Gelenke, 
sind also eigentlich statisch 
unbestimmt gelagert. Bei 
Einführung eines beweg
lichen Lagers würde jedoch 
die geometrische (konstruk
tive) Symmetrie nicht mehr 
voll gewahrt sein, und wir 
könnten zunächst nicht 
mehr von symmetrischen 
oder gegensymmetrischen 

Belastungsfällen sprechen. Um uns über die statische Unbestimmtheit wegzu
helfen, setzen wir voraus, daß evti. auftretende Horizontalreaktionen auf beide 
Lager gleichmäßig verteilt werden (ihre Größen sind aus einer Formänderungs
betrachtung zu gewinnen). Die beiden Bilder der Abb. 244 zeigen eine gelenkige 
Verbindung zweier Halbrahmen; diese Konstruktion ist statisch bestimmt und 
heißt Dreigelenkbogen. Die Behandlung des Dreigelenkbogens wird im folgenden 
Abschnitt durchgeführt; die Abbildungen werden schon an dieser Stelle gebracht, 
um Symmetrie und Gegensymmetrie auch an einem krummen Balken zu zeigen. 
Das letzte Bild der aufgeführten Fälle (Abb. 245) stellt einen Balken dar, der in 
der Mitte in Form einer Einspannung festgehalten wird. Die mit a bezeichneten 
Balken weisen symmetrische Belastung auf, die mit b bezeichneten dagegen gegen
symmetrische Lasten; der Fall c gibt jedesmal eine Grenzlage der Belastung an. Es 
ist für jede Anordnung die Momenten-, Querkraft- und Längskraftfläche gezeichnet. 

Die vereinfachenden Aussagen der Symmetrie und Gegensymmetrie sind 
folgende: 
Bei geometrischer Symmetrie gilt im Falle der Symmetrie der Belastung: 

die Reaktionskräfte sind symmetrisch; 
die Momentenfläche ist symmetrisch zur geometrischen Mittellinie; 
die Querkraft ist im Symmetrieschnitt Null, die Querkraftfläche ist gegen

symmetrisch; 
die Längskraft ist symmetrisch zur geometrischen Mittellinie. 

Im Falle der Gegensymmetrie der Belastung gilt: 
Die Reaktionskräfte sind gegensymmetrisch; 
das Biegemoment ist im Symmetrieschnitt Null, die Momentenfläche gegen· 

symmetrisch; 
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die Querkraftfläche ist symmetrisch; 
die Längskraft ist im Symmetrieschnitt Null, die Längskraftfläche gegen· 

symmetrisch. 
Unsere Annahme über die waagerechten Lagerreaktionen ist in diesen Aus

sagen mit enthalten und gilt also genau so wie die anderen Aussagen. 
Die Richtigkeit der ausgesprochenen Vereinfachungen der Symmetrie ergibt 

sich sofort bei Betrachtung eines der angegebenen Fälle (z. B. Abb. 240a). Es 
gehört zu jeder Kraft P eine entsprechende spiegelbildlich zur Mittellinie ge
legene; zu jedem Punkt i der einen Seite ist spiegelbildlich ein entsprechender i' 
auf der anderen Seite zugeordnet. Stellen wir nun für einen beliebigen Punkt i 
auf der linken Hälfte das Biegemoment für den linken abgeschnittenen Teil auf 
und für seinen symmetrischen Punkt i' auf der rechten Hälfte das Biegemoment 
für den rechten abgeschnittenen Teil, so sehen wir aus der Gleichung für beide 
Punkte das gleiche Moment erstehen, da ja die Lagerreaktionen gleich sind und 
die spiegelbildliche Anordnung des Momentendrehsinnes das gleiche Vorzeichen 
besitzt (\ ~ij). Bei der Querkraft war die Definition des Vorzeichens so gegeben, 

daß eine spiegelbildlich umgekehrte Richtung der Querkraft ( t~it) dem gleichen 

Vorzeichen entspricht. Wir haben also bei symmetrischer Anordnung der Kräfte 
verschiedenes Vorzeichen, d. h. die Querkraftfläche ist gegensymmetrisch zur 

+ 

" 0" " 
Abb. 246. Belastungsumordnungsverfahren für verschiedene Belastungen. 

Mittellinie. Die Längskraft besitzt bei symmetrischer Anordnung der Kräfte 
gleiches Vorzeichen (+-Lc~), verhält sich also wie das Biegemoment, d. h. die 

' + 
Längskraftfläche ist symmetris<Jh. In gleicher Weise sind aus der Vorzeichen-
betrachtung die Aussagen der gegensymmetrischen Belastungsfälle zu beweisen. 

Nun ist von allergrößter Bedeutung, daß bei symmetrischen Konstruktionen 
(gestaltliche Symmetrie) auch die allgemeinste Belastung durch Übereinander-
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Iagerung der erwähnten beiden Belastungszustände (Symmetrie und Gegen
symmetrie) hergestellt werden kann. Wir ordnen die gegebene Belastung um, 
machen aus der einen Aufgabe zwei Probleme: einen symmetrischen Belastungs
fall und einen gegensymmetrischen BelastungsfalL Die Ergebnisse der Teilauf-

zsolcg!m. a gaben lassen sich 

1 ____ _(1
1
, n / 1:2 t0«1l<g ~$. B,-Ba. dann später wie-

.,. AJ 8, b der nach dem Su-
"' i / 1 perpositionsgesetz 
... 
1
. : /R überlagern. Daß 

:, HSo-T250"kg uns diese Auftei-
/1 lung, die schon 

" " i.o 1 <o tO«<"kg .,..,.,_ A /' ~ beim uuungsbei-
' ,/ .... --- -- spiel Seite 149 
// ____ (Abb. 221) angewandt wurde, stets 

/>' _----- möglich sein wird, ist an einigen Be-
/--,-- Bi lastungsbeispielen (Abb. 246) gezeigt. 
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.A.bb. 247. ÜbungsbeispieL 

In den Abbildungen ist stets links 
der tatsächliche Belastungsfall dar
gestellt, in den mittleren Bildern die 
symmetrische, in den rechts befind
lichen die gegensymmetrische Be
lastung gezeichnet, die zusammen. die 
wirkliche Belastung ergeben. 

Durch diese Belastungs-Umord
nung (BU-Verfahren) erreichen wir, 
daß bei geometrisch symmetrischen 
Konstruktionen nur noch symme
trische und gegensymmetrische Auf
gaben zu lösen sind, bei denen die 
vorerwähnten Aussagen eine Erleich
terung bedeuten. Mit dieser Über
einanderlagerung kommt man häufig 
schneller zum Ziele, als wenn man 
die allgemeine Belastung unmittelbar 
verwendet. Der große Vorteil dieser 
Aufteilung tritt erst bei räumlichen 
Belastungen und räumlichen Lage
rungen besonders deutlich hervor. Es 

gelingt uns dabei häufig, durch eine derartige Aufteilung, die schwierig zu be
handelnden räumlichen Probleme auf ebene Probleme zurückzuführen. Wir 
wollen die Anwendungsbeispiele der Belastungsumordnung deshalb auch auf das 
entsprechende Kapitel zurückstellen. 

Übungsaufgaben über ebene Rahmen. 
1 • .Aufgabe. Auf den in Abb. 247 dargestellten offenen Rahmen wirke eine 

zusammenhängende lotrechte Belastung und eine waagerechte Last. Die Bean
spruchungsgrößen für die drei Rahmenteile sind gesucht. 

Lösung. Der steife Rahmen GDB ist abgestützt durch das festeLagerB und 
den Stützungsstab GA. Es sind zunächst die Fesselkräfte A (im Stab AG) und B 
zu ermitteln; es kann dies auf graphischem oder rechnerischem Wege geschehen. 
In ersterem Falle bringt man die Resultierende R aus der lotrechten und waage
rechten Belastung, die auf den rechten Teil G B wirkt, zum Schnitt mit dem Stabe 
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AG und verbindet den Schnittpunkt mit dem Punkt B. Das zugehörige Kraft
dreieck ist in Abb. 245 b gezeichnet; daselbst sind auch die Komponenten der ge
fundenen Lagerkräfte A und B eingetragen. Zur Probe seien diese Komponenten 
auch analytisch berechnet: 

(.IM)B = 0: -250. 5,0. 4,5-1000. 4,0 + A1>. 9,0 = 0, 

(.IM)..t = 0: 

A" = 1069,4 kg. 

250 · 5,0 · 4,5 - 1000 · 4,0- B" · 9,0 = 0, 

B10 = 180,6 kg. 

Die Aufstellung aller lotrechten Kräfte ergibt die Richtigkeit der gefundenen 
Werte. Es ist ferner: 

A,.:A" = 2,0:4,0, 

A,. = ! A 10 = 534,7 kg (nach rechts), 

B,. = 1000- 534,7 = 465,3 kg (nach rechts). 

Das Biegungsmoment für den Stab AG ist überall gleich Null, da nur eine Längs
kraft in der Achse auftritt. Am Lager B verschwindet das Biegungsmoment; 
zwischen Bund D verläuft es geradlinig, für den Teil DG parabolisch. Es ist 
berechnet für die Stelle D (B1), dann für die Mitte des Teiles GD (B2) und zwei 
weitere Stellen, die die Entfernung 1,0 m (B3) und 4,0 m (B4) vom Punkt D 
haben. Es ergibt sich: 

B1 = 180,6 · 2,0 + 465,3 · 4,0 = 2222,4 kgm. 

B 2 = 180,6 · 3,0 + 465,3 · 4,0- 250 · 1,0 · 0,5 = 2278,0 kgm. 

B3 = 180,6 · 4,5 + 465,3 · 4,0- 250 · 2,5 · 1,25 = 1892,5 kgm. 

B4 = 180,6 · 6,0 + 465,3 · 4,0 - 250 · 4,0 · 2,0 = 944,8 kgm. 

Im Gelenk G muß das Biegungsmoment verschwinden; man kann diese Bedingung 
als Kontrolle verwenden: 

180,6 ° 7,0 + 465,3. 4,0- 250. 5,0 . 2,5 = 0. 

Es ergibt sich die in Abb. 24;7 c dargestellte Momentenfläche. 
Für die Querkraft- und Längskraftfläche des Teiles BD benötigt man die 

Komponente von B senkrecht zur Achsenrichtung BD (Bq} und in der Achsen
richtung (Ba), die in Abb. 247b angegeben sind. 

2. Aufgabe. Für den Portalrahmen in Abb. 248 sind die Beanspruchungs
größen für die verschiedenen Rahmenteile zu berechnen. 

Lösung. Der in sich steife Rahmen ist in A fest, in B beweglich gelagert. Die 
Lagerreaktionen werden aus den Momentengleichungen für die Punkte A und B 
ermittelt: 

(.IM)..t = 0: 

1500 · 2,0 + 200 · 4,0 4,0 + 500 · 6,0-1000 · 0,8- B · 8,0 = 0, 

B = 1050kg. 
(_IM)B = 0: 

- 500 · 2,0 - 1500 · 6,0- 200 · 4,0 · 4,0 - 1000 · 8,8 + A · 8,0 = 0, 

A = 2750kg. 

Die Biegungsmomente sind für die angegebenen Punkte 1 bis 7 berechnet. Das 
Moment an 2 muß gegenüber demjenigen voh 1 verschieden sein um den Mo-
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mentenbetrag der Kraft Q, also um Q · 2,0 mkg. Die Biegemomente an Punkt 3 und 
an 7 sind für den schräg liegenden Teil und den waagerechten Balken gleich groß. 

! I ! I I 

0 1000 21Nllikg 

B1 = 2750 · 1,2 = 3300 kgm. 

B2 = 2750 · 1,2 - 1000 · 2,0 = 1300 kgm. 

B3 = 2750 · 2,0 - 1000 · 2,8 = 2700 kgm. 

B4 = 1050 · 5,0 - 500 · 3,0 - 200 · 3,0 · 1,5 

= 2850kgm. 

B5 = 1050 · 4,0 - 500 · 2,0 - 200 · 2,0 · 1,0 

= 2800kgm. 

B6 = 1050 · 3,0- 500 · 1,0 - 200 · 1,0 · 0,5 

= 2550kgm. 

B7 = 1050 · 2,0 = 2100 kgm. 

Zur Berechnung der Momente für die 
Punkte 1, 2, 3 wurden die Teile links von der 
Schnittstelle verwendet, für die Punkte 4, 5, 
6, 7 diejenigen rechts von der Stelle. Außer
dem wurde zur Kontrolle für den Punkt 3 
auch das Biegungsmoment von rechts auf-
gestellt. Die Querkraft ist an der Stelle 1 durch 
Aq gegeben, an Stelle 2 durch (Aq- Qq), ent
sprechend die Längskraft an diesen beiden 
Stellen durch Aa und (Aa- Qa)· Für den 
oberen Balken ist die Längskraft Null. 

3 • .Aufgabe. Die Beanspruchungsgrößen sind 
für die verschiedenen Teile der in Abb. 249 
dargestellten Konstruktion zu ermitteln. 

Abb. 248· thmngsbeispiel. 

LöBung. Es handelt sich um ein statisch 
bestimmtes Gebilde: der starre Teil A D B ist 
durch das feste Auflager A und den Stab 2 
abgestützt und so unverschieblich festgelegt; 
daran ist durch den Stab (Balken) I der 
Punkt 0 angeschlossen, der andererseits durch 
den Stab 1 festgehalten wird und so ebenfalls 
unverschieblich angefügt ist: der Teil I ist 
also nach diesem Aufbaugesetz ein Balken, 
der im Punkt B fest gelagert und in 0 durch 
den Stab 1 abgestützt ist. Die auf ihn wir
kenden Fesselkräfte S1 und B können durch 
die Momentengleichungen für die Punkte B 
und 0 sofort angegeben werden. 

(_IM)B = 0: 

(,IM) 0 = 0: 

Weiter ist: 

3oo . 2,0 . 1,0 + 12oo . 2,o = S1 • 4,o 

S1 = 750 kg (Zug). 

1200 · 2,0 + 300 · 2,0 · 3,0 = B" · 4,0, 

B., = 1050 kg (nach oben). 

Bh = 800 kg (nach rechts). 
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Auf den Rahmen A D B, der in A fest und in B durch den Stab 2 abgestützt ist, 
wirken die umgekehrten Kräfte B." nach unten und Bh nach links, die zu der Last 
500 kg und der zusammenhängenden Belastung hinzutreten. Es ergeben sich die 
Momentengleichungen: 

(I M)A = 0: 200. 5,0. 2,5 + 800. 4,0 + 1050. 5,0 + 82. 5,0 = 0, 
S2 = -2190 kg (Druck). 

(.I M)B = 0: 500 · 4,0 + 300 · 4,0 - 200 · 5,0 · 2,5 + Av · 5,0 = 0, 
A." = -140 kg (nach unten). 

Darin ist Ah =300 kg eingesetzt, was sich 
aus der Betrachtung der waagerechten 
J(räfte sofort ergibt: 

Ah = Bh-500kg. 

Die Nachprüfung zeigt, daß die Sum
me aller lotrechten Kräfte tatsächlich 
verschwindet. Der Aufzeichnung der 
Flächen für die Beanspruchungsg1ößen 
stehen dann keine Schwierigkeiten mehr 
im Wege; am PunktBist natürlich das 
Biegungsmoment gleich Null. 

4. Aufgabe. Die Beanspruchungs
größen sind für die verschiedenen Teile 
der in Abb. 250 dargestellten J(onstruk
tion (Lagerhallenrahmen) anzugeben. 

Lösung. Auf dem Rahmen mit über
stehendem Ende ist eine schräg liegende 
Brücke durch das Gelenk K und den 
Stützungsstab S angebracht. Die zu
sammenhängende Belastung werde in 
der Mitte zusammengeiaßt (R = 700 kg) 
und in zwei J(omponenten zerlegt: 

V = 700 · 11'0 = 666 5 k 

A 

B 

0 2CW IWDm.l<g 

A 

Qi 
V11,o2 + 3,52 ' g' 

I. C -~ 
H=700·v 3•5 =212,1kg. 

11,02 + 3,52 

Die Kraft S findet sich unter Verwen
dung der Momentengleichung: 

(2: M)x = 0: 

-700. 7,0 -S · 11,0 = 0, 

S = -445,5 kg (Druck). 

Ferner ergibt sich : 

A 

B 8 "' . I"T 

Li 0 1000 . 2000"kg 

llllllllll!lffilllllil[!il 
8 8 c 

Abb. 2<19. Übungsbeispie!. 

K., = 666,5- 445,5 = 221 kg (nach oben für den Balken), 

Kh = 212,1 kg (nach rechts für den Balken), 

K = V2212 + 212,12 = 306,2 kg. 

Für die Ermittlung der Lagerreaktionen B, Av.• Ah des Rahmens benötigen wir 
allerdings diese Kräfte K und S nicht, da wir für die gesamte J(onstruktion die 
12 Schllnk, Statik. 2. u. 3. Auf!. 
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Summen der Momente für die Punkte A und B gleich Null setzen können: 

(...!' M)A = 0: 1000. 9,5 + 150. 6,5. 3,25 + 666,5. 2,83- 800. 1,5 

-2000 · 5,5- 212,1· 9,62- B · 6,5 = 0, 

B = 52,3 kg (nach oben). 
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Abb. 250. ÜbungsbeispieL 
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(...!' M)B = 0: - 2000. 12,0- 666,5. 3,67- 212,1. 7,12- 1012,1. 2,5 

- 150 · 6,5 · 3,25 · + 1000 · 3,0 + 800 · 1,0 + A" · 6,5 = 0, 

A" = 4590,2 kg (nach oben). 
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Die Nachprüfung ergibt, daß mit diesen Werten die Summe aller lotrechten 
Kräfte verschwindet. Weiter findet sich: 

A 11 = 800 + 212,1 = 1012,1 kg (nach rechts). 

(Würde auf den Rahmen AB nur eine waagerechte Kraft in K wirken, so 
würden auch dadurch in A und B lotrechte Lagerreaktionen entstehen, die ein 
Kräftepaar bilden, das dem Kräftepaar K 11 und A 11 = K.,. Gleichgewicht hält.) 

Mit den gewonnenen Werten können alle Biegungsmomente am eigentlichen 
Rahmen sowie am oberen schrägen Balken ermittelt werden. Dabei muß natür
lich letzterer vom Rahmen abgetrennt und die Anschlußkräfte S und K müssen 
als Kräfte, die einerseits auf den Rahmen, andererseits auf den Balken wirken, 
eingeführt werden. Als Vorzeichenpunkt wählen wir einen Punkt V im Innern 
des Rahmens. Es ergeben sich für den Rahmen die Biegungsmomente: 

B1 = - 2000 · 4,0 = -8000 mkg. 
B2 = -2000 · 5,5-445,5 ·1,5 = -11668 mkg. 
B3 = -1012 · 1,5 = -1518 mkg. 
B4 = -1012 · 7,5 + 800 · 6,0 = -2790 mkg. 
B5 = -2000 · 5,5- 445,5 · 1,5 ____, 1012 · 7,5 + 800 · 6,0 = -14458 mkg. 
B 6a = -221 · 7,0-1000 · 7,0 + 52,3 · 4,0- 150 · 4,0 · 2,0 = -9539 mkg. 
B 6b = -221 · 5,0-1000 · 5,0 + 52,3 · 2,0 -150 · 2,0 · 1,0 = -6301 mkg. 
B 7 = -221 · 3,0 = -663 mkg. 
B 8 = -3000 mkg. 
B 9 = -3000 mkg. 

Das Biegungsmoment B5 ist gleich der Summe der Biegungsmomente von B2 
und B4 • Die Biegungsmomente B1 bis B5 wurden von der linken Seite herbe
rechnet, die anderen von der rechten Seite. 

Zur Ermittlung der Biegemomente für den schräg liegenden Balken benutzt 
man zweckmäßig die Komponente Kq senkrecht zum Balken (Kq = 275 kg); es 
finden sich die Werte für 6 Punkte, deren Lagen leicht aus den Hebelarmen der 
Momentengleichungen zu ersehen sind: 

B1 = 275 · 2,0- 50· 2,0 · 1,0 = + 450 mkg. 
B2 = 275 · 4,0 - 50 · 4,0 · 2,0 = + 700 mkg. 
B 3 = 275 · 7,0- 50· 7,0 · 3,5 = + 700 mkg. 
B4 = 275 · 10,0- 50· 10,0 · 5,0 = + 250 mkg. 
Bs =-50· 2,46 · 1,23 = -151,3 mkg. 
B5 =-50· 1,0 · 0,5 = -25 mkg. 

Der Größtwert des Biegungsmomentes liegt über der Nullstelle der Querkraft
fläche. Um Querkraft und Längskraft für diesen Balken zu finden, benötigt 
man die Komponenten von S bzw. K in der Richtung der Achse und senkrecht 
dazu. Es ist : 

11 sq = 445,5 · 11 54 = 425 kg, 
' 

sa = 445,5. 1~·:4 = 135 kg, 
' 

Ka = 135kg, 

Kq = 275 kg. 
12* 
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5. Aufgabe. Für den in Abb. 251 dargestellten gekrümmten Rahmen (Ma
schinenrahmen) sind die Beanspruchungsgrößen zu ermitteln. 

Lösung. Es handelt sich um einen eingespannten statisch bestimmten Rah
men. Die oberen Lasten von 1 t und 5 t werden zur Resultierenden Ri zusammen
gt>setzt. Für die Punkte rechts vom oberen Anschlußarm liegt auf dt>r einen 

(} 

Abb. 251. ÜbungsbeispieL 

Seite nur die Last 5 t; für alle weiteren Punkte zwischen dem oberen Ende und 
der Anschlußstelle B wirkt dann oberhalb eines beliebigen Punktes i die Kraft Ri, 
da.s BiegungBmoment ist gegeben durch + Ri · e. Die Längskraft und Querkraft 
für einen Punkt i wird durch Zerlegung der Kraft J,li in eine tangentiale und nor
male Komponente gefunden (in der Zeichnung ist dies für den Punkt i angegeben). 
Für den Teil zwischen Anschlußpunkt B und rechtem Ende benutzt man natur
gemäß den rechts von B gelegenen Teil. 
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Für die Punkte des unteren Haltestücks hat man zu beachten, daß oberhalb 
eines Punktes k sowohl Ri als auch die Last P wirkt. Da aber die obere Last 5 t 
und die unteren in dieselbe Gerade fallen und entgegengesetzt gerichtet sind, 
heben diese beiden sich auf, so daß für alle Punkte k lediglich die Last 1 t zu be
rücksichtigen ist. Für den geraden Teil des Haltestücks ist die Querkraft und 
Längskraft konstant. 

XI. Gelenkträger (Dreigelenkbogen, Gerberbalken). 
Die praktische Durchführung technischer Konstruktionen verlangt häufig 

die Lagerung eines Balkens oder Rahmens durch mehr als drei Fesselungen (Un
bekannten). Diese Konstruktionen sind dann alle statisch unbestimmt gelagert. 
Andererseits wird aber vielfach aus besonderen Gründen Wert darauf gelegt, 
die Konstruktionen statisch bestimmt zu bauen, vor allem mit Rücksicht darauf, 
daß bei solchen Konstruktionen durch Temperaturänderungen keine inneren 
Einflüsse hervorgerufen werden. Wirkt nämlich auf einen Balken eine Tempera
turerhöhung, so sucht er sich unter ihrem Einfluß zu verlängern. Liegt nun ein 
statisch bestimmter Balken mit einem festen und einem beweglichen Lager vor, 
so gibt der Balken diesem Verlängerungsbestreben nach, indem sich das beweg
liche Lager verschiebt. Wirkt aber die 'l'emperaturerhöhung auf einen unbestimm
ten Balken mit zwei festen Lagern, so kann er dem Einfluß nicht nachgeben, er 
widerstrebt also der Verlängerung, und dadurch entstehen innere Kräfte. Wollen 
wir nun den Balken mit mehr a]s drei Fesseln statisch bestimmt machen, so 
müssen wir ihn durch technische Maßnahmen so verändern, daß wir so viele neue 
Gleichungen gewinnen, daß die Zahl der Gleichungen gleich der Zahl der Un
bekannten wird. Diese neuen Gleichungen werden fast immer gewonnen durch 
Einführung von Gelenken (Drehbolzen) in den Verlauf der Konstruktion. Die so 
entstehenden Formen sind im wesentlichen 

1. der Dreigelenkbogen, 
2. der Gerberträger. 
61. Die analytische Behandlung des Dreigelenkbogens. Wir gehen aus von 

einem Rahmen mit gekrümmter Achse, der in seinen beiden Endpunkten durch 
zwei feste Lager (Gelenke) gestützt ist (Abb. 252) und durch die drei Kräfte P 1, 

Abb. 252. Der Zweigelenk;bogen. Abb. 253. Der Dreigelenkbogen. 

P2 , P 3 belastet ist. Die beiden festen Lager vermögen je eine nach Größe und 
Richtung (oder nach Größe in zwei gegebenen Richtungen) unbekannte Kraft 
aufzunehmen bzw. auf den Rahmen auszuüben. Wir haben also insgesamt vier 
unbekannte Lagerreaktionen: A", Ar,._, B.,, Ba. Der Rahmen (Zweigelenkbogen) ist 
statisch unbestimmt, da gegenüber den vier Unbekannten nur drei unabhängige 
Gleichgewichtsbedingungen aufgestellt werden können. Nun können wir das System 
dadurch statisch bestimmt machen, daß wir den Rahmen aufteilen in zwei Rahmen
teile und diese wieder mit einem Gelenk aneinanderfügen (Abb. 253). Das ganze 
System besteht also jetzt aus zwei Einzelrahmen, die miteina:tJ.der verbunden 
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sind durch ein Gelenk und deren andere Enden jeweils in einem festen Gelenk 
an der Erde gelagert sind. Die drei vorkommenden Gelenke (zwei an den 
Lagern) geben der Konstruktion ihren Namen: Dreigelenkbogen. Die vier Lager
unbekannten sind noch da, aber das Gelenk erlaubt uns, eine neue Gleichung auf
zustellen zur Ermittlung der vierten Unbekannten. Im Gelenk stützt sich näm
lich der linke Körperteil I gegen den rechten II, es drückt also der Teil I gegen II 
und umgekehrt II gegen I. Beide Kräfte (Gelenkkräfte) müssen gleich groß, 

aber entgegengesetzt gerichtet sein, wenn Ruhe herrschen 
soll. Auf den linken Teil wirken demgemäß im ganzen P 1 , 

A", A 11 und die Gelenkkraft K von Teil II gegen I (Abb 254). 
Die Kräfte müssen im Gleichgewicht stehen, oder anders 
ausgedrückt die Resultierende R, aus P 1 , A" und A.~~ muß 
im Gleichgewicht mit der Gelenkkraft K stehen, das ist aber 
nur möglich, wenn die erwähnte Resultierende mit Kin die
selbe Gerade fällt, d. h. die ResUltante der Kräfte links vom 

Av Gelenk muß durch den Gelenkpunkt gehen. Wir können dies 
Abb. 254. Kräftespiel auch anders ausdrücken: Wenn diese Resultierende der 
für einen Teil des Dre"i- Kräfte links durch den Gelenkpunkt geht, dann ist ihr Mo

gelenkbogens. 
ment für diesen Punkt Null; da aber das Moment der Re-

sultierenden gleich der Summe der Momente ihrer Kräfte ist, verschwindet für 
diesen Punkt auch die Summe der Momente aller Kräfte links von G. Also für das 
Gelenk muß die Summe der Momente aller Kräfte links oder rechts verschwinden; 
(der Zusatz "oder rechts" ist deswegen berechtigt, weil wir dieselbe Überlegung 
auch für den rechten Teil anstellen können). Für den Dreigelenkbogen der 
Abb. 253 gilt also: 

+A"-a-A11 -h-P1 ·p1 = 0. 

Nun nannten wir aber die Summe der Momente links oder rechts von einer Balken
stelle das Biegemoment; infolgedessen können wir auch sagen: Im Gelenkpunkt 
ist das Biegemoment Null. Diese neue Erkenntnis ist auch physikalisch leicht ein
zusehen. Stellen wir uns ein praktisch ausgeführtes Gelenk vor (Scharnier, 
Bolzen), so kann damit eine Längskraft weitergeleitet werden, denn es ist nicht 
möglich, das Gelenk auseinanderzuziehen. Außerdem ist es möglich, mit dem 

Gelenk eine. Querkraft weiterzugeben an den 
nächsten Balkenteil, denn der Zusammenhang 
der beiden Balken kann auch nicht durch eine 
Kraft quer zur Balkenachse gestört werden. 
Nicht möglich ist es dagegen, einen drehenden 
Einfluß des einen Teiles auf den nächsten mit 
dem Gelenk zu übertragen, denn der eine Kör
perteil würde sich einfach gegen den anderen 
um das Scharnier drehen. Wir sehen also damit 
rein anschaulich, daß im Gelenk eine Querkraft 

Abb. 255. Dreigelenkbogen mit lot· und eine Längskraft übertragen wird, aber kein 
rechten Lasten. Biegemoment. Die durch das Gelenk weiter-

geleitete Querkraft bzw. Längskraft sind die Komponenten der Gelenkkraft K. 
Die erwähnte zusätzliche Gleichung für das Gelenk stellt uns nun mathe

matisch betrachtet die vierte Gleichung zur Lösung der vier Lagerunbekannten 
dar. Als Beispiel für die Ermittlung der Lagerreaktionen und der Beanspruchungs
größen (Biegungsmoment, Querkraft, Längskraft) eines Dreigelenkbogens be
trachten wir zunächst eine Konstruktion, auf die nur lotrechte Lasten wirken 
sollen (Abb. 255). Es können entsprechend den festen Lagern an beiden Enden in 
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den Lagerstellen lotrechte und waagerechte Lagerkräfte auftreten. Es liegt nun 
sehr nahe im Gedanken an den Balken auf zwei Stützen, der nur unter lot
rechten Lasten stand, zu sagen, die beiden Horizontalreaktionen der Lager seien 
Null. Diese Annahme ist aber falsch. Wir können nur aussagen, daß die Summe 
der waagerechten Reaktionen gleich Null sein muß. Damit haben wir schon eine 
Gleichgewichtsbedingung angesetzt : 

1. .IH = 0: Ah = Bh; 
diese beiden Horizontalreaktionen wollen wir künftig, wenn sie beide gleich groß 
sind, mit H benennen. 

Die weiteren Gleichungen stellen wir in der bisher gewohnten Weise als Mo
mentenbedingungen für die Lager auf: 

2. (.I M)B = 0: A., ·l-P1 • (l-p1)-P2 · (l-p2)- P3 • (l- p3) = 0 und 

3. (.I M)A = 0: P1 · P1 + P2 · P2 + Pa· Pa- B., · l = 0 · 
Diese drei Gleichungen stellen also die Gleichgewichtsbedingungen dar, die wir 
für jede beliebig gestaltete Scheibe, die unter dem Einfluß von Kräften und 
Momenten steht, aufstellen können. Die 
Gleichungen zur Ermittlung von A 11 und 
B11 stimmen vollständig mit denjenigen ~ 
eines geraden Balkens von der gleichen 
Länge und derselben Belastung überein l------+ 
(Abb. 256). Demnach sind die lotrechten .Abb. 256. Balken aUf zwei Stützen mit Iot· 
Komponenten A11 , B11 des Dreigelenkbogens rechten Lagerkräften. 

genau so groß wie die Lagerkräfte A, B 
ernes gewöhnlichen Balkens von der gleichen Stützweite, der durch die gleichen 
lotrechten Lasten beansprucht wird. Neu hinzu kommt die vierte Gleichung, 
die die Aussage unserer neuen Erkenntnis enthält: Das Biegemoment an der 
Stelle des Gelenks ist Null, 

4. Ba= 0: 

A., ·! - P1 ·(! -p1) -Ah ·h = 0 

oder unter Benutzung der rechten Seite vom Gelenkpunkt: 

B"·f-P2·(P2- ~)-Pa·(Pa- !)-Bh·h=O. 

Wir sehen aus den Gleichungen, daß die waagerechte Reaktion A~o. und damit 
auch Bh nicht Null wird, und erhalten damit einen charakteristischen Unterschied 
zwischen dem Dreigelenkbogen und einem Träger auf einem festen und einem 
beweglichen Lager. Denken wir uns etwa einen Dreigelenkbogen (Ann 257a) 
als Stützrahmen eines Daches ausgeführt, auf den nur lotrechte Lasten wirken, 
dann muß das Stützungslager auf der Umfassungsmauer gegen den Rahmen 
eine schiefe Reaktion, also außer der lotrechten Reaktion eine waagerechte 
Kraftkomponente Ah ausüben, um diesen im Gleichgewicht zu halten. Das be
deutet aber umgekehrt für die stützende Mauer, daß sie in entgegengesetzter 
Richtung beansprucht, also nach außen gedrückt wird, und zwar auch bei nur 
lotrechten Lasten. Der Balken in einem festen und einem beweglichen Lager 
(einerlei ob gerade oder krumm) übt dagegen bei lotrechter Belastung nur lot
rechte Kräfte auf die Unterlage aus (Abb. 257b). Damit eine Mauer einer seit
lichen Einwirkung standhält, muß sie aber wesentlich stärker gemacht werden, 
als wenn sie nur lotrecht belastet ist. Es liegt demgemäß bei der Ausführung 
eines Dachrahmens als Dreigelenkbogen eine ungünstigere Beanspruchung der 
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Mauern vor als beim gewöhnlichen Balken, der bei lotrechten Lasten nur senk
recht auf seine Unterlage (Mauer) wirkt. Wir stellen somit in der Art der Wir
kung auf die Unterlage (Pfeiler) einen Nachteil des Dreigelenkbogens gegenüber 
dem gewöhnlichen Tritger in einem festen und einem beweglichen Lager fest. 
Demgegenüber finden wir aber eine wesentliche Verkleinerung der Biegemomente 

.Abb. 257. Unterschied der Lager· 
kräftebeim Dreigelenkbogen und beim 
Balken mit einem festen und einem 

beweglichen Lager. 

des Dreigelenkbogens durch die waagerechte 
Lagerkraft. Wenn wir nämlich für einen be
liebigen Punkt i (vgl. Abb. 255) das Biege
moment aufstellen, wird: 

Bi= A" · x- P 1 · (x-p1) -Ah · y, 

während das Biegemoment für einen entspre
chenden Träger mit gewöhnlicher Lagerung in 

B gleicher Entfernung x vom linken Lager die 
Größe besitzt: 

da ja keine waagerechte Lagerkraft auftritt. 
Diese Verringerung des Biegemomentes bedeu
tet für die Dimensionierung (Gestaltung des 
Querschnitts) eine geringere Stoffaufwendung, 
d. h. eine Gewichtsersparnis. Also der Drei
gelenkbogen ergibt eine Stoffersparnis für den 
Träger, dagegen eine Vermehrung des Stoff

aufwandes für die Unterlage. Praktisch führt man die Bogenkonstruktion gern 
bei größeren Spannweiten aus, besonders wenn die beiden Lager gegen den 
Boden gut abgestützt werden können. 

Die Aussage, daß die lotrechten Reaktionen eines Dreigelenkbogens gerade 
so groß sind wie die eines Balkens auf zwei Stützen von der gleichen Länge und 

Pz 

i-----,pz 
~oo-----a 

loo----------l-----------~ 

.Abb. 258. 
Der Dreigelenkbogen mit verschieden hohen Lagern. 

derselben Belastung gilt nur, so
lange beide Auflagergelenke in der 
gleichen Höhe liegen. Im anderen 
Fall (Abb. 258) tritt die Horizontal
kraftHin den zur Berechnung von A" 
undB.,aufgestellten Gleichungen auf. 

A" ·l- P 1 (l- p1)- Pa (l- Pa) 

+H·e=O, 

A = P1 (l-p1)+P2 (Z-p2) _ H-~ 
" l l . 

-B"·l+P1 ·p1 +Pa· p2 +B· e =0, 

B =Pt· Pt+ P2 · P2 + H. ~ 
" l l 

Die ersten Glieder sind die Reak
tionen des Balkens auf zwei Stützen (A, B) und wir haben: 

A =A-n.!... 
" l ' 
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Damit findet sich das Biegungsmoment: 

B,. = A" · x- P 1 (x- p1)- H · y, 

= A · x- P 1 (x- p1) - H · T · x- H · y, 

= Bi - H ( ; . X + y) ' 
wenn Bi das Biegungsmoment des zugeordneten Balkens auf zwei Stützen be
deutet; 

B.,. = B" ·.x'- P2 (x'- p;)- H · y', 

= jj" + H "T · x'- H · y' = ii.,. + n(f · x'- {e + y}), 
wobei das zweite Glied immer negativ wird. 

Wirkt außer der lotrechten Belastung auch eine gegebene Horizontalkraft Q 
als äußere Belastung auf den Dreigelenkbogen (Abb. 259), so sind die beiden 

Abb. 259.jDrelgelenkbogen mit verschieden hohen 
Lagern und Horizontalkraft. 

waagerechten Komponenten der 
Lagerkräfte nicht mehr gleich 
groß. Die Reaktionen lassen sich 
dann auch nicht mehr in ein
facher Weise mit denen eines 

Abb. 260. Dreigelenkbogen mit Zugband. 

Balkens auf zwei Stützen vergleichen. Wir erhalten die Lagerkräfte aus den 
4 Gleichungen: 

1. (.IM)B =0: A"·l+A,.·e-P1 (l-PJ.)-P2(l-p2)-Pa(l-pa)-Q·f=O; 
2. (.I M)A .== 0: B" · l- B,. · e - P 1PJ.- P2 • p2 - Pa· Pa + Q (/- e) = 0. 

Da für ein Gelenk die Summe der Momente links oder rechts verschwindet, 

3. Ba = 0 für den linken Teil: 
A" · a- A,. · k - P1 (a- p1) - P2 (a ~ p2) = 0,; 

4. Ba = 0 für den rechten Teil: 
B" · b- B,. (k + e)- Pa (Pa- a)- Q ({k + e}- /) = 0 . 

.Als Kontrolle dienen dazu: 

.IV= 0: A" + B"- P1 - P2 - P3 = 0, 

.IH=O: A,.-B,.-Q=O .. 

Es gibt nun bei rein lotrechter Belastung ein einfaches Mittel, um die auf das 
Hauerwerk wirkende Horizontalkomponenten wegzuschaffen: setzen wir den 
Bogen auf ein bewegliches und ein festes Lager und verbinden die beiden Lager 
punkte mit einem Stab (Zugband), (Abb. 260), dann gleichen sich die gleich 
großen waagerechten Reaktionen A,. und B,. in diesem Stab aus; der Stab wird 



186 Anwendung auf ebene gestützte Körper (Scheiben). 

damit zu einem Zugstab mit der Stabkraft 

H=A 11 = B11 • 

Das Mauerwerk hat jetzt also, genau wie beim geraden Balken, nur noch lot
rechte Kräfte zu tragen, die gleich und entgegengesetzt den lotrechten Reaktionen 
A und B sind. Wir haben mit der Einordnung des Zugstabes die "äußeren Kräfte" 
A 11 und B 11 in "innere Kräfte" umgewandelt, also einen Ausgleich der Horizontal
wirkungen, die in diesem Falle an beiden Enden gleich groß waren, innerhalb der 
Konstruktion erreicht. Wir verwenden die Anordnung von solchen Zugbändern 
oder Zugankern sehr häufig bei Gewölben und Hallendächern, die auf senk
rechten Mauern mit geringerer Quersteifigkeit ruhen. Die Ausführung einer 
Tragkonstruktion mit Dreigelenkbogen und Zugankern wird bei größerer Stütz
weite immer noch leichter als eine Ausführung mit geraden Balken auf zwei 
Stützen. 

Für die Ausbildung des Gelenks ist von Bedeutung, zu wissen, wie groß die 
vom einen Rahmenteil auf den anderen wirkende Gelenkkraft ist. Zur Ermitt
lung dieser Kraft machen wir uns die Erkenntnis zunutze, daß die übertragene 
Kraft nichts anderes darstellt als die Weiterleitung der Quer- und Längskraft 
durch das Gelenk. Wir können also für den Gelenkpunkt Querkraft und Längs
kraft aufstellen und erhalten als Resultierende beider Beanspruchungsgrößen 
die Gelenkkraft. Wie schon oben bemerkt wurde, muß die Gelenkkraft, für 
beide Teile getrennt bestimmt, dieselbe Kraft in entgegengesetzter Richtung 
sein (Aktion und Reaktion), denn die aus Quer- und Längskraft an jeder belie
bigen Stelle zusammensetzbare Balkenkraft ist für eine Schnittstelle immer an 
beiden Schnittufern gleich groß und entgegen gerichtet. 

62. Die graphische Behandlung des Dreigelenkbogens.. Wir betrachten zu
nächst einen Bogenträger, der nur auf einer Seite belastet ist (Abb. 261). Auf 
die rechte Seite des in seinen konstruktiven Maßen gegebenen Dreigelenkbogens 
wirke eine Kraft P (auch als Resultierende einer Reihe von Kräften aufzufassen). 

Wenn der Gelenkbogen in Ruhe bleiben soll, so 
müssen die an ihm angreifenden Kräfte im 
Gleichgewicht stehen. Der rechte (belastete) 
Rahmenteil steht unter dem Einfluß dreier 
Kräfte: der äußeren Kraft P, der Lagerreak
tion B und der Gelenkkraft G, die der unbe
lastete Teil I auf den belasteten II ausüben B(J'" muß. Die Kraft P ist bekannt, von der Kraft B 

, kennen wir nur einen Punkt ihrer Wirkungs-
linie, die Lagerstelle B. Die Gelenkkraft G geht 
durch den Gelenkpunkt G, und wir können 

Abb. 261. Graphische Behandlung des außerdem eine Aussage über ihre Richtung ma
einseitig belasteten Dreigelenkbogens. chen: denn auf den linken Teil wirken als Kräfte 
nur die Lagerreaktion in- A und die Gelenkkraft G' = G; wenn der ganze Bogen im 
Ruhezustand sein soll, muß dies natürlich auch der linke Teil für sich sein, d. h. 
die auf ihn wirkenden Kräfte A und G' müssen im Gleichgewicht stehen. Zwei 
Kräfte können aber nur im Gleichgewicht stehen, wenn sie in dieselbe Linie fallen, 
das ist hier die Verbindungslinie AG. Die im Gelenk wirkende Kraft muß also 
durch A gehen, Gelenkkraft G' und Lagerreaktion A heben sich auf. Damit liegt 
also die von I auf II zu übertragende KraftGin ihrer Richtungslinie als Verbin
dungslinie der beiden Gelenke A und G fest. Der unbelastete Teil eines Dreigelenk
bogens wirkt demnach wie ein Stab auf den belasteten Teil, und dieser verhält sich 
so, als ob er im festen DrehlagerB und durch einen StützungsstabA Ggehalten wäre. 
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Zur weiteren Durchführung der Lösung verhilft uns nun die Aussage, daß drei 
Kräfte an einer Scheibe nur dann irn Gleichgewicht stehen können, wenn ihre 
Wirkungslinien durch einen Punkt gepen. Damit ist für den rechten Teil auch die 
Richtung der Lagerreaktion B als Verbindungslinie der Lagerstelle mit dem 
Schnittpunkt der beiden anderen KJ;aftwirkungslinien P und G festgelegt, Die 
Unbekannten B und G werden durch das Kraft- p p 
eck der drei Kräfte P, B und G geft~nden. Die ~1-1 _______ ..,_.:.._ 
Reaktion G des Gelenks auf den belasteten 
Rahmenteil wirkt als Aktion G' in umgekehrter 
Richtung auf den unbelasteten Teil. Diese 
Aktionskraft G' weckt im unteren Lager die 
Reaktion A, die gleich der Kraft G sein muß. 
Die Lagerkraft A ist also von der Größe G', aber 
entgegengesetzt gerichtet, sie entspricht in Größe 
und Richtung der auf den belasteten Teil wir
kenden Reaktionskraft G. In Wirklichkeit ist 
es natürlich auoh die gleiche Kraft, aenn das 
Gelenkam oberen Ende übt auf den belasteten 

P' 

Teil eine Kraft aus, die am Lager A entsteht und .A.bb. 262. Wirkung einer Kraft auf 
durch den unbelasteten Teil an das obere Gelenk eine gelenkig angeschlossene Scheibe. 

geleitet wird. Der linke Teil dient nur als Kraftleiter; es liegen hier die gleichen 
Verhältnisse vor wie in den Kraftleitern der Abb. 262, wo die Kraft P nach dem 
linken Gelenkanschluß weitergeleitet wird und dort die gleiche Kraft P bewirkt. 

Bei einseitiger Belastung kommen wir also zur Ermittlung der Lagerkräfte, 
indem wir auf der unbelasteten Seite das Auflagergelenk mit dem Scheitelgelenk 

+ 

A.bb. 263. Gta.phische B3h'tndlung des allgem9in belasteten Dretgelenkbogens. 

verbinden, diese Gerade zum Schnitt bringen mit der Last P (bzw. der Resul
tierenden der gegebenen Lasten) und dann durch diesen Schnittpunkt und den 
anderen Lagerpunkt eine Gerade ziehen. Diese Verbindungsgerade ist Wirkungs
linie der Lagerkraft am belasteten Teil. 

Sind nun beide Teile eines Dreigelenkbogens belastet, so teilen wir die Be
lastung derart auf, daß wir zweimal je einen Dreigelenkbogen mit einer unbe
lasteten Seite betrachten können. Wir haben damit zwei Aufgaben statt der einen 
zu behandeln, von denen jede nach dem Schemades letzten Beispiels gelöst werden 
kann (Abb. 263b, c). Die aus den beiden Teilaufgaben (einmal nur Belastung links, 
einmal nur Belastung rechts) erhaltenen Reaktionskräfte A' und B' bzw. A" und 
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B" werden dann zusammengesetzt (Superpositionsgesetz) und ergeben die Lager
reaktionen des wirklichen Systems (Abb. 263a). Größe und Richtung der Ge
lenkkraft können dadurch gefunden werden, daß wir die Resultierende der wirk
lichen Reaktion und der äußeren Belastung auf der einen Seite ermitteln, oder 
aber wir können die Gelenkkräfte der beiden Teilaufgaben (gleich den Reak
tionen B' bzw. A" der unbelasteten Seiten) im Gelenk zusammensetzen (Abb. 263 a), 
wobei wir aber beachten müssen, daß wir stets die Reaktionskräfte so einzuführen 
haben, wie sie auf denselben Teil, den linken (G' und G") oder rechten wirken. 

Die graphische Lösung eines Dreigelenkbogens führt zum Begriff der Stütz
linie, die hier an einem Beispiel (Abb. 264) mit nur lotrechten Kräften gezeigt 
werden soll. Wir tragen die gegebenen äußeren Kräfte P 1 , P2 , P 3 in einem 
Krafteck auf, betrachten zuerst den rechten Teil des Dreigelenkbogens als un
belastet und ermitteln die Lagerreaktionen A' und B' der Teilaufgabe durch 

' ' ' ' ' ' ' ' ' ' ' 

.Abb. 264. Die Stützlinie beim Drelgelenkbogen. 

Auftragung eines Kraftecks P 1 , P2 , B', A'. (Durch Bestimmung des Schnitt
punktes der Resultierenden R12 mit der Wirkungslinie der Kraft B', die als Ver
bindungslinie der beiden Gelenke B und G festgelegt ist, bekommen wir die 
Richtung der Lagerkraft A'. Die Größe der beiden Kräfte A', B' wird aus dem 
Krafteck entnommen.) Dann lösen wir die zweite Teilaufgabe, die Kraft Pa mit 
den Lagerkräften A" und B" ins Gleichgewicht zu setzen; dabei fällt A" in die 
Verbindungslinie von A mit G. Setzen wir nun die Teilreaktionen zusammen, 
indem wir die Reaktion A" an A', und die :B,eaktion B' an B" anfügen (Kraft
dreieck), so erhalten wir die endgültigen Reaktionen A, B als Schlußlinien der 
dargestellten Zusammensetzungs-Kraftdreiecke. Das fertige Bild des Kraftecks 
zeigt das aus den Kräften P 1 , P2 , Pa, Bund A gebildete geschlossene Krafteck. 
Fassen wir den Schnittpunkt der beiden Reaktionen A und B als Pol auf und 
zeichnen die Polstrahlen nach den Anfangs- und Endpunkten der Kräfte, so 
können wir damit ein Seileck zeichnen, in dem die erste Seilseite die Wirkungs
linie der Kraft A darstellt, während ihre Größe durch den ersten Polstrahl ge
geben ist. Der Linienzug des so entstehenden Seilecks muß durch den Gelenk
punkt G gehen, weil die Kraft G die Resultierende aller Kräfte links von G ist 
(A, P 1 , P 2) und diese ja durch den Punkt G nach dem rechten Teil weitergeleitet 
wird. Der letzte Seilstrahl läuft wieder durch das Lager B; der zu ihm 
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gehörige Polstrahl stellt im Krafteck die Größe der Lagerreaktion B dar. Wir 
nennen den so gewonnenen Linienzug (Seileck) die Stützlinie. Verfolgen wir nun 
den Verlauf der Stützlinie in Konstruktion und Krafteck, so sehen wir weiterhin 
allgemein, daß jede Seilseite der Resultierenden aller Kräfte auf der einen Seite 
eines Punktes der betreffenden Seilseite entspricht, z. B. Seite K' gibt die Lage 
der Resultierenden von A und P 1 an, ihre Größe ist durch die Länge des Pol
strahles K bestimmt. Die Stützlinie stellt also an jeder Stelle die Wirkungslinie 
der längs des Bogens geleiteten Kraft dar. Dieser Umstand erlaubt uns, an einer 
beliebigen Stelle i des Dreigelenkbogens die Beanspruchungsgrößen Biegemoment, 
Querkraft und Längskraft aus der zu der betreffenden Stelle gehörenden Stütz
liniengeraden folgendermaßen zu bestimmen: Das Biegemoment ist gleich der 
Kraft K (Polstrahl der zum Punkt i gehörigen Stützlinienseite) mal dem Ab
stand ai des Punktes von der Stützlinie 

B, =- K ·a,. 
Querkraft und Längskraft werden gewonnen aus der Zerlegung der Bogenkraft K 
in Richtung normal und tangential zur Bogenachse an der Stelle i. Das Vor
zeichen ist nach den früheren Betrachtungen entsprechend der Lage des Vor
zeichenpunktes im Innern des Rahmens einzusetzen. 

Na.ch dem soeben Gesagten ist also an jeder Stelle des Dreigelenkbogens der 
Abstand der Bogenachse von der Stützlinie ein Faktor (nicht ein Maßstab!) 
für die Größe des Biegemomentes. Wir schließen daraus, daß an Stellen, an denen 
die Stützlinie durch die Bogenachse hindurchgeht, das Biegemoment Null wird. 
Das ist auch, wie wir gesehen haben, am Gelenk erfüllt; die hier entstehende 
Bogenkraft in Richtung der Seilseite der Stützlinie stellt ja, wie oben bemerkt, 
die Gelenkkraft G dar. Verfolgen wir im Krafteck nochmals die Größe der Ge
lenkkraft G, so sehen wir auch hier, daß die KraftGauch als Zusammensetzung der 
beiden Lagerreaktionen B' und A" erscheint, für den linken Rahmenteil nach 
links und für den rechten Teil nach rechts gehend. 

Würden wir unsere Konstruktion nun so abändern, daß der Abstand der 
Balkenachse von der Stützlinie überall Null ist, d. h. den Dreigelenkbogen in 
Form der Stützlinie ausbilden, so entstände eine Konstruktion, die keine Biege
momente und keine Querkräfte aufzunehmen hat. Ein Konstruktion, die nur 
aus Längskraftträgern besteht, ist aber ein Aufbau aus Stäben. Würden wir 
also eine Stabanordnung von der Form der Stützlinie treffen, so muß diese den 
aufgegebenen Kräften das Gleichgewicht halten, d. h. die Konstruktion bleibt 
als tragende Konstruktion in Ruhe; die Stabanordnung stimmt mit einem Seil
eck überein. 

Die beschriebenen Eigenschaften machen die Stützlinie zu einem wichtigen 
Hilfsmittel bei der Konstruktion von Bogenträgern aus einem Stoff, der keine 
oder nur eine geringe Zugkraft aufnehmen kann (Stein, Beton), Wir werden bei 
diesen Konstruktionen die Form möglichst so wählen, daß die in der Stützlinie 
weitergeleitete Kraft keinen Zug in den Querschnitten erzeugt. -

In Abb. 244 sind für einen Dreigelenkbogen die Momenten-, Querkraft- und 
Längskraftflächen gezeichnet, und zwar einmal bei symmetrischer und einmal 
bei gegensymmetrischer Belastung. Die betreffende Beanspruchungsgröße wurde 
für eine Reihe von Punkten ausgerechnet und dann in dem jeweiligen Punkte 
von der Bogenachse aus radial angetragen. Bei symmetrischer Belastung ist 
die Querkraftfläche gegensymmetrisch, bei gegensymmetrischer Belastung ist 
dagegen Momentenfläche und Längskraftfläche gegensymmetrisch. 

63. Der Gerberträger mit lotrechten Lasten. Auf gleicher Grundlage wie der 
Dreigelenkbogen beruht auch die Konstruktion des Gerberträgers. Ein Balken 
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auf mehr als zwei Stützen, von denen eine als festes Lager ausgebildet sein muß, 
um eine Verschiebung zu verhindern, ist statisch unbestimmt, da den vorhandenen 
drei Gleichgewichtsbedingungen mehr als drei Unbekannte gegenüberstehen. 
Der in Ahb. 265 dargestellte Träger auf drei Stützen (ein festes Gelenk, zwei be
wegliche Lager) besitzt vier Lagerunbekannte (Fesselungen). Die drei Gleich
gewichtsbedingungen genügen also nicht, die Lagerreaktionen zu bestimmen. 

.Abb. 265. Balken auf drei Stützen. 

Wollen wir das System statisch be
stimmt machen, so ist das, wie wir 
vorher gesehen haben, zu erreichen 
durch Einführung eines Gelenks. 
Das Gelenk ist statisch genau wieder 
so definiert wie beim Dreigelenk
hogen: es kann eine Querkraft 

und eine Längskraft übertragen, aber kein Biegemoment. Ein in mehr als zwei 
Stützen gelagerter Balken, der durch Einführung von Gelenken statisch bestimmt 
gemacht wurde, führt den Namen Gerberträger1. Für jedes Gelenk erhalten wir 
eine neue Gleichung (das Biegemoment am Gelenk ist Null), so daß wir so viel 
Gelenke zur Erreichung der statischen Bestimmtheit einführen müssen, als Un
bekannte zu viel sind (mehr als drei). 

Wir betraehten zunächst einen Balken mit drei Stützen und einem Gelenk, 
der unter der Einwirkung von lotrechten Kräften steht (Abb. 266). Durch diese 
Belastung treten nur lotrechte Reaktionskräfte auf, denn die einzige Stelle, an 
der eine waagerechte Kraft auftreten kann, ist das feste Lager A; diese mög
liche Horizontalkraft muß aber gleich Null sein, da die Gleichgewichtsbedingung 

~H=O 

erfüllt sein muß. Damit ist also über eine der drei Gleichgewichtsbedingungen 
bereits verfügt. Die beiden anderen können in üblicher Weise als Momenten
bedingung um die Lager angesetzt werden: 

(.I M)B = 0: P 1 · a + P 2 • (a + b)- A ·l1 + P 3 · (l1 + d) 
+ p4. (l- g) - c ·l = 0 

und (.I M)0 = 0: B ·l- P1 · (l- a)- P 2 • (l2 + l3 + c) + A · (l2 + l3) 

- P3 ·, (l3 + e)- P4 · g = 0. 

Stellen wir nun noch eine weitere Gleichung (z. B. (~ .M).A = 0) auf, so sagt diese 
nichts Neues mehr aus, ihre Aussage ist in den beiden anderen Momenten
gleichungen enthalten. Die vierte Gleichung liefert uns vielmehr die Aussage 
über das Biegemoment am Gelenkpunkt: 

B0 = 0: C · l3 - P4 • I = o. 
Mit diesen Gleichungen sind dann die unbekannten Lagerkräfte A, B, C zu be
stimmen. 

Eine einfache Überlegung gestattet uns, die Bestimmungsgleichungen der 
Lagerkräfte noch einfacher zu gestalten. Schneiden wir den Balken im Gelenk 
auf, zerlegen ihn also in zwei Teile, dann müssen wir nach dem, was wir über 
innere Kräfte an früherer Stelle ausgesagt haben, an der Schnittstelle auf jeden 
Balkenteil die inneren Kräfte als äußere Kräfte wirken lassen, um den wirk
lichen Gleichgewichtszustand nicht zu fälschen. Die durch das Gelenk geleitete 
freigewordene innere Kraft ist die aus Quer- und Längskraft resultierende Bal
kenkraft oder "Gelenkkraft" G (in unserem Beispiel mit nur lotrechten Lasten 

1 Genannt nach GERBER; 1873-1885 Generaldirektor der l\I.AN. 
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ist die Längskraft im Gelenk Null, die Gelenkkraft ist also hier gleich der Quer
kraft); diese Gelenkkraft G wirkt einerseits vom Balkenstück I drückend (nach 
unten) auf das Balkenstück II, andererseits von Teil II gegen I nach oben und 
steht jeweils mit den anderen auf den betreffenden Balkenteil wirkenden Kräften 
(Abb. 266b) im Gleichgewicht, genau so wie bei einem in G und C gelagerten 
Balken die Reaktion G mit den wirkenden Lasten und der anderen Reaktion C 
im Gleichgewicht stehen muß. Wir können also den abgeschnittenen Teil 
als Einzelbalken auffassen, für den das Gelenk genau so wirkt, wie ein festes 
Lager (eine im allgemeinen nach Größe und Richtung unbekannte Reaktion). 
Die am Gelenk entstehende "Reaktion" 
für den Balkenteil I wirkt in umgekehrter 
Richtung als Aktion auf den anderen Teil II 
und belastet diesen mit der Gelenkkraft 
(in Wirklichkeit ist das natürlich die über
geleitete Balkenkraft am anderen Schnitt- tP, t1 t1 lc 
ufer). Wir werden demgemäß in Zukunft 4---'-~ _ __._! --,~t~fti 
zweckmäßig den Gerberträger in einzelne er ll t J 

Balken auf zwei Stützen aufteilen, wobei 1 

an den Gelenken die Trennungsstellen : 
liegen, und gehen aus von dem einge- I 
hängten Teile I. Die Gelenkkraft ist dann : 
als Lagerreaktion für diesen Teil, als Be
lastung für den anderen aufzufassen. 

Stellen wir nun an unserem aufgeteil
ten Balken die Gleichgewichtsbedingungen 
für die selbständigen Balkenstücke I und 
II auf, so wird für den Balken I: 

(~M)0 = 0: 

- C ·13 + P4 • f = 0. 

I 

c 

(~ .. M)c = 0: 
G · 13 - P4 • g = 0. 

Abb. 266. Gerberbalken auf drei Stützen, 
analytische Behandlung. 

Daraus sind die beiden "Reaktionen" C und G zu errechnen. Die Kraft G wirkt 
in umgekehrter Richtung auf den Balken II, und es wird für diesen mit der nun
mehr bekannten Kraft G: 

(.2' M)A = 0: B ·l1 - P 1 · (l1 1- a)- P 2 • c + P 3 • d + G ·12 = 0. 
(.2' M)B = 0: P 1 · a + P 2 · (a + b)- A · 11 + P3 · (11 + d) + G · (l1 + 12) = 0. 

Das sind vier Gleichungen, in denen je nur eine Unbekannte vorkommt. Die 
Gleichungen sind zu lösen und die Ergebnisse mit der Komponentenbedingung 
nachzuprüfen : 

.2' V= 0: A + B + C = P 1 + P2 + P 3 + P4 • 

Die mit Hilfe der errechneten Reaktionen und der Gelenkkraft aufzustellen
den Biegemomente können nun ebenfalls an den beiden Teilbalken getrennt be
stimmt werden. Tragen wir die ermittelten Werte über einer Geraden längs der 
gesamten Balkenlänge auf, so sehen wir, daß am Gelenkpunkt die Momentenfläche 
durch Null geht und dort in ihrer Begrenzungslinie auch keinen Knick zeigt. 
Da aber nur bei lotrechten Einzellasten immer ein Knick in der Momentenlinie 
auftritt, ist das geradlinige Durchlaufen der Momentenlinie durch den Gelenk
punkt eine Notwendigkeit; denn die Gelenkkraft stellt ja keine äußere Last 
dar, sondt>rn nur die im Balkenquerschnitt übertragene Querkraft, die aber 
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genau so gut an jeder anderen Stelle festgestellt werden kann. Dementsprechend 
darf auch die Gelenkkraft nicht als Sprung in der Querkraftfläche in Erscheinung 
treten, denn am Gelenk treten ja gleichzeitig zwei gleich große entgegengesetzt 
gerichtete Kräfte auf. Betrachten wir die beiden Balkenteile getrennt und führen 
die für einen Teilbalken ermittelte GelenkkraftGin der Querkraftfläche ein, so 
dürfen wir nicht vergessen, an dieser Stelle die gleich große entgegengerichtete 
Kraft G für den anderen Teilbalken anzusetzen, so daß wir tatsächlich wieder 
an den gleichen Punkt der Querkraftlinie zurückkehren (Abb. 266d). 

Wenn auf den Gerberbalken noch eine achsiale Kraft in irgendeinem Punkt k 
des Teiles I (Abb. 266) wirkt, so wird sich im Biegungsmoment und in der Quer
kraft nichts ändern; die Längskraft wird durch das Gelenk G weiter geleitet nach 
dem festen Auflager A und dort von der Unterlage aufgenommen. Die Längs
kraft verläuft also nur zwischen k und A (vgl. auch Nr. 45). 

64. Graphische Behandlung. Die graphische Lösung, die genau wie beim ge
wöhnlichen Balken auf zwei Stützen auch nur bei waagerechtem Balken, mit Iot-

lf :1F I 
I 

1' 

affim]P, A 

Ri ~,~''''''"'''''''tfu::mc 

li-0 ------------
Abb. 267. Gerberbalken auf drei Stützen, graphische Behandlung. 

rechten Kräften belastet, im Seileck ein :Maß für die Momentenfläche durch die 
Ordinaten liefert, ist nach dem gleichen Schema wie früher zu finden (Abb. 267). 
Wir zeichnen zunächst ohne Rücksicht auf die Lager ein Krafteck und mit Hilfe 
eines beliebigen Poles im Abstand h vom Krafteck das zugehörige Seileck 0', 1', 
2', 3'. Dann ziehen wir die Schlußlinie s' als Verbindungslinie des letzten Seil
strahls mit dem unter dem Gelenk G befindlichen Punkt des Seilzuges (auf dem 
Seilstrahl 2'). Diese Schlußlinie s' verlängern wir und bringen sie zum Schnitt 
mit der Wirkungslinie der Lagerkraft A. Die Verbindungslinie dieses Schnitt
punktes N (Kraftwirkungslinie A mit Seilstrahl s') mit der Schnittstelle M des 
ersten Seilstrahls mit der Wirkungslinie der Lagerkraft B liefert eine zweite 
Schlußlinie t'. Beide Schlußlinien s' und t', parallel in das Krafteck verschoben, 
schneiden die Lagerkräfte aus, und zwar so, daß entsprechend der Seileckkon
struktion die Lagerkraft 0 von den Polstrahlen 3 und s, die Lagerkraft A von den 
Polstrahlen s und t und die Lagerreaktion B von den Polstrahlen 0 und t einge
schlossen wird. Um die Richtigkeit dieser graphischen Lösung zu beweisen, 
fassen wir die beiden durch das Gelenk verbundenen Balkenteile wieder als selb
ständige Einzelbalken auf. Auf den rechten Teilbalken wirkt als Belastung nur 
die Kraft P 3 • Die Seileckfigur dieser Belastung ist also dargestellt durch die bei
den Seilstrahlen 2' und 3', die zugleich als äußerste Seilstrahlen zu betrachten 
sind. Bringen wir diese zum Schnitt mit den Wirkungslinien der beiden Auflager, 
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das sind für den Teilbalken I Lager G und "Lager" G, so liefert die Schlußlinie s', 
parallel ins Krafteck als Polstrahl 8 übertragen, die beiden Reaktionen G und G 
(nach oben gerichtet). Gehen wir nun 
zum linken Teilbalken über, dann haben -.• (~ 
wir als Belastung die Kräfte P 1 , P2 ~-
und G (jetzt als Aktion nach unten 
verlaufend); das hierzu gehörige Seil-

I I 6j 0 

eck wird gebildet aus dem Linienzug 
0', 1', 2' und s'. Die beiden äußersten Abb.268. GerbertrAgeriiber dreiÖUnungen, 

Gelenke in der MittelöHnung. 
Seilstrahlen 0' und s' zum Schnitt ge-
bracht mit den Wirkungslinien der Auflagerkräfte B und A liefern die Schluß
linie t', deren Parallele t im Krafteck die Lagerkräfte A und B ausschneidet. 

• D 

Somit ist die Richtigkeit der durch
geführten Lösung bewiesen und wir 
sehen auch, daß die auf den Gesamt
balken wirkenden Kräfte Pv P2 , Pa, 
G, A und Bein geschlossenes Kraft
eck bilden, also, da auch ihr Seileck 
geschlossen, im Gleichgewicht stehen. Abb. 269. Gerberträger über drei Öffnungen, 

Gelenke in den äußeren Öffnungen. 
Das entstandene Seileck um-

schließt die Momentenfläche, aus der sich die Größen der Biegemomente 
wieder errechnen lassen durch 

Bi= Yi · h; 

wobei y, im wirklichen Längenmaß, h im Kraftmaß zu messen ist. 
Hat ein Balken mehr als drei Lager, so sind, wie oben bemerkt, entsprechend 

mehr Gelenke einzuführen. Besonders wird der Gerberbalken oft als Träger über 
drei Öffnungen ausgeführt. Dabei werden die nötigen zwei Gelenke meistens in 
der Mittelöffnung angeordnet (Abb. 268), können aber auch beide in den äußeren 
Öffnungen liegen (Abb. 269). Die angegebene Aufteilung in drei Balken gibt 
sofort das Rechnungsverfahren an: man beginnt z. B. bei der Anordnung nach 
Abb.l268 mit dem mittleren Teil I, die hier ermittelten Gelenkkräfte G1 und 
G2 sind in umgekehrter Richtung als Kräfte auf die Teile 11 und III einzuführen. 

Das graphische Verfahren für einen solchen Gerberträger ergibt sich ohne 
Schwierigkeit durch eine Verallgemeinerung des vorher erwähnten. Dazu ist auf 
Seite 199 ein Übungsbeispiel durchgeführt. 

65. Der Gerberträger mit waagerechter Belastung. Bei einer außermittigen 
waagerechten Belastung gibt es wiederum keine so einfache graphische Lösungs
möglichkeit. Haben wir eine in allgemeiner Art aus lotrechten und waagerechten 
Kräften zusammengesetzte Belastung (Abb. 270), so können wir diese zur Lösung 
wieder aufteilen in eine reine vertikale Belastung (P1 • sin IXt• P 2 , Pa· sin ~a), 
für diese eine graphische Behandlung zur Ermittlung der Momentenfläche und 
der Reaktionen ansetzen, und eine horizontale Belastung (P1 · cos~1 , Pa· cos~a, H), 
die analytisch weiterzu'behandeln ist. Die Ergebnisse lassen sich nach dem 
Superpositionsgesetz überlagern. Dabei ist darauf zu achten, daß die Maßstäbe 
der beiden Teillösungen übereinstimmen. Anstatt die Trennung der Lasten vor
zunehmen, läßt sich natürlich der Balken auch mit seiner gesamten Belastung 
analytisch behandeln. Meistens ist eine solche direkte rechnerische Durchfüh
rung beim Vorkommen außermittiger Kräfte oder reiner Momente als einfacheres 
Lösungsverfahren zu empfehlen. Es möge bei dem in Abb. 270 dargestellten 
Beispiel angewandt werden. Zum Ansetzen der ersten Gleichgewichtsbedingung 

.IH = 0, 

13 Schllnk, Statik. 2. a. 3. Autl. 
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betrachten wir am günstigsten den ganzen Balken (nicht in einzelne Balken ~ 
den Gelenken aufgeteilt). Da A das einzige feste Lager ist, müssen alle waage
rechten Kräfte dorthin geleitet werden; die Gelenke stören nicht, da sie ja eine 
Längskraft übertragen können. Die Horizontalkomponente P 1 · coslX1 der Kraft 
P 1 wird durch das Gelenk I auf den mittleren Balkenteil weitergeleitet. In der 
Mitte des eingehängten Balkenteiles tritt zu dieser Längskraft eine entgegen
gesetzte Pa· cos lXa, und die alsdann noch bestehende Größe (~ P1 · cos lX1 

H + Pa · cos lXa) wird durch das Ge
lenk II in den rechten Balken 
übergeführt und im festen Lager 
A aufgenommen. Die in den rech
ten Balkenteil von der rechten 
Seite durch die außermittige Hori
zontalkraft H eingeleitete Längs
kraft wird ebenfalls vom Lager A 

0 übertragen. Es ist also die hori

c 

d 

:....JIIIIIIIIIIIIHIIIIIIilllllll~~~~" ~1111 ~ 1111 r 

zontale Lagerkraftkomponente des 
Lagers A zu ermitteln aüs: 

IH=O: 
P 1 · coslX1 - Pa· coslXa- H = Ah. 
Ah geht nach links, wenn der er
rechnete Betrag ein positives Vor
zeichen besitzt. Die Aufzeichnung 
der Längskraftfläche (Abb. 270e) 
bereitet keine Schwierigkeit. Da, 
wie oben erwähnt, die Gelenke die 
Längskraft unbeeinflußt weiter
leiten, tritt an diesen Stellen keine 
Änderung auf. 

Nach dieser Vorbereitung, 
durch die wir alle in den Gelenken I 
und II übertragenen Längskräfte 
kennen, teilen wir den Gerber

Abb. :!70. Gerherträger über drei Öffnungen mit all· balken in Einzelbalken auf, indem 
gemeiner Belastung. wir die Konstruktion in den Gelen-

ken durchschneiden. Diedurch den 
Schnitt frei werdenden inneren Kräfte sind die waagerechten und lotrechten 
Komponenten der Gelenkkräfte, oder anders ausgedrückt, die in den Gelenken 
übertragenen Längs- und Querkräfte, die wir unserem Schnittprinzip entspre
chend als äußere Kräfte für die Einzelbalken einführen müssen. Die Längs
kräfte sind bereits bekannt, die Querkräfte können sofort angegeben werden, 
nachdem die Lagerreaktionen mit den Momentenbedingungen für die aufgeteilten 
Teilbalken ermittelt sind. Es wird für den mittleren eingehängtm Balkenteil: 

(.IM)I = 0: 

und (~ M)u = 0: 

Pa· sinlXa · i - 0 2 • l2 = 0 

- P 3 · siß-0(3 · ~ + G1 • Z2 = 0. 

Damit sind die beiden lotrechten Gelenkkräfte 0 1 und 0 2 ermittelt. (Sie sind in 
dem vorliegenden Beispiel einander gleich groß.) Während diese Gelenkkräfte 
( Querkräfte im Gelenk) für den eingehängten Teil als Reaktionen aufgeiaßt 
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werden konnten, sind sie für die beiden anderen Trägerteile als Belastung einzu
führen. Es wird damit für den rechten Balkenteil: 

-G2 • d- H · f- B · e = 0. 
B wird als Ergebnis negativ, d. h. die Reaktion B geht nach unten. 

(I M)n = 0: -G2 · (d + e) - H · f + A" · e = 0. 
Die Lagerreaktionen A" und B lassen sich also für den rechten Teil getrennt be
stimmen, da die Gelenkkraft G2 aus obiger Rechnung bereits bekannt ist. 

Für den linken Balkenteil werden die Mon\entenbedingungen: 

(2:M)c = 0: D ·11 - P 1 ·sina1 ·Z1 - P 2 · b +G1 ·c = 0 
und (2:M)n=0: P 2 ·a-C·Z1 +G1 ·(Z1 +c)=0. 

Damit sind auch die letzten Lagerkräfte C und D bekannt. Als Kontrolle läßt 
sich nun sowohl für den gesamten Balken als auch für jeden einzelnen Teil die 
Summe der lotrechten Kräfte aufstellen, die Null ergeben muß: 

I V= 0: P 1 · sina1 + P2 +Pa· sinaa- A" + B- C-D= 0 
oder: Pa· sina3 = G1 + G2 und G2 + B = A" 
und P 1 · sina1 + P 2 +G1 = D + C. 
Die Aufzeichnung der Querkräfte bietet nach unserem gewohnten Schema keine 
weiteren Schwierigkeitm. Die lotrechten Gelenkkräfte sind in Wirklichkeit sich 
aufhebende Querkräfte, erscheinen also nicht als Sprung in der Querkraftfläche. 

Die Biegungsmomente werden am besten wie-
der für die einzelnen Teile getrennt bestimmt und +·----{2-:f±f·---?
dann für den ganzen Balken aufgetragen. An un- _ ~ '~ _j 
belasteten Gelenken muß die Begrenzungslinie 
ohne Knick durch Null gehen. -

Die konstruktive Ausführung der Gelenke für 
Gerberbalken und Dreigelenkbogen ist für einige 
technische Anwendungsgebiete in Abb. 271 ge
zeigt. Das Wesentliche aller Gelenke ist die Dreh
beweglichkeit, d. h. die Nachgiebigkeit gegen ein 
aufgebrachtes Biegemoment, die uns die Möglich
keit zum Ansatz der vierten Gleichgewichts-
bedi-ngung gi"bt. Abb. Z71. Verschiedene Auafiih· rungen von Gelenken. 

66. Das Gelenk in abgewinkelten Balken. Seit-
her wurden Fälle betrachtet, bei denen die Balkenachsen der einzelnen Teile des 
Gerberbalkens in eine Gerade fielen. Es können natürlich auch Tragkonstruk
tionen gebaut werden, bei denen die Achsen einen Winkel gegeneinander bilden. 
Dabei entstehen bezüglich der Beanspruchungen besondere Verhältnisse, die näher 
betrachtet werden sollen. In Abb. 272 ist der Teil I in einem festen und einem 
beweglichen Lager gestützt, der Teil II nur in einem beweglichen. Wirkt auf den 
Teil I eine Längskraft L1 , so wird diese vom Lager A aufgenommen, der Teil II 
bleibt dabei ohne Beanspruchungen. Wirkt dagegen eine Längskraft L2 auf den 
Teil II, so muß diese nach dem festen Lager A weitergeleitet werden, da das 
Lager C keine Längskraft aufnehmen kann. Diese Längskraft muß aber nun in 
die Stabachse I übergeführt werden; das ist nur möglich, wenn im Gelenk G eine 
Querkraft Q1 auftritt; oder anders ausgedrückt: die Komponenten von L 2 , das 
sind die Kräfte Q1 und L1 , wirken auf den Teil I. Die Kraft Q1 erzeugt aber ein 
Biegemoment, das durch den Balken AB aufgenommen werden muß. Wir sehen 
13* 
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also, daß durch eine reine Längskraft L 2 im anderen Teil I eine Biegungs
beanspruchung entsteht. 

Ganz entsprechend liegen die Verhältnisse beim G€rberbalken nach Abb. 273, 
dessen linker Teil in einem beweglichen Lager und dessen rechter Teil in einem 
festen und einem beweglichen Lager gestützt ist. Durch eine Längskraft L1 ent
steht im Balken II eine Längskraft L2 und außerdem ein Biegungsmoment in
folge der Kraft Q2 , die auf den Balken II wirkt. 

Anders ist das statische Bild, wenn der eine Teil I nur in einem festen Lager, 
der andere Balkenteil in zwei beweglichen Lagern gestützt ist (Abb. 274) und 

L, 

eine Längskraft auf den letzteren 
Teil wirkt. Da der Balkenteil I nur 
ein festes Auflager aufweist, kann er 
kein Biegemoment aufnehmen, er 
würde sich einfach um A drehen, 
eine Belastung nach Abb. 272 ist 
also für den Teil I nicht möglich. 
Da aber auch jetzt wieder L 2 in Ll 
umgelenkt werden muß, zerlegen 
wir L2 in zwei Komponenten L1 

und Q2 , die zusammen die Kraft 
L 2 ersetzen. Von diesen beiden 
Komponenten wird nur L1 in den 
Balken I weitergeleitet und von 
ihm nach dem festen Auflager über
tragen; dagegen wirkt die Quer
kraft Q2 lediglich auf den Balken II, 
sie erzeugt in diesem ein Biegungs
moment. Wir haben damit die zu
nächst befremdende Erscheinung, 
daß durch eine Längskaft in dem 
Balkenteil, an dem sie angreift, 

Abb. 272 bis 274,. Abgewinkelte Gerberbalken mit ver-
schiedenen J,ageranordnungen. mittelbar ein Biegungsmoment her-

vorgerufen wird. 
67. Aufstellung neuer Gleichungen durch Längs- oder Querverschieblichkeit 

von Balkenteilen gegeneinander. Die neue Gleichung bei Einführung des Ge
lenks war dadurch gegeben, daß da& Biegemoment für das G€lenk Null ist. Es 
liegt nun der Gedanke nahe, an Stelle des Biegemoments eine andere Beanspru
chungsgröße, nämlich die Querkraft oder Längskraft, durch eine geeignete kon
struktive Maßnahme zu beseitigen, dadurch in anderer Weise eine ergänzende 
Gleichung zu den drei Gleichgewichtsbedingungen aufzustellen und so einen un
bestimmten Balken bestimmt zu machen. Wenn wir an einer Stelle einer Balken
oder Rahmenkonstruktion die Überleitungsmöglichkeit einer Längskraft besei
tigen, also Längsverschiebung ermöglichen, wird für den ganzen konstruktiven 
Aufbau zu den drei Gleichgewichtsbedingungen als vierte Gleichung hinzu
kommen: die Längskraft, d. h. die Summe aller Kräfte links oder rechts in 
.Achsenrichtung, ist an der betreffenden Balkenstelle Null. Ein Balken in zwei 
festen Lagern könnte auf diese Weise statisch bestimmt gemacht werden. Eine 
ähnliche Gleichung ließe sich mittels einer querverschieblichen, aber längsfesten 
und biegesteifen Konstruktion für die Querkraft aufstellen. Während die letzte 
.Art zur Erreichung statischer. Bestimmtheit in der konstruktiven Praxis nicht 
angewandt wird, findet man vereinzelt, z. B. in der konstruktiven .Ausführung von 
Abraumförderbrücken, die .Anordnung der Längskraftbeseitigung im Balken-
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bzw. Rahmenverlauf. Die Abb. 275zeigt eine längsverschiebliehe Abraumförder
brücke, bei der zur Aufnahme des Biegemomentes und der Querkraft der linke 
Balkenteil in den rechten mit Rollwagen eingebaut ist. Die Gesamtkonstruktion 
ist in zwei festen Lagern gestützt, besitzt alsö vier Unbekannte. Zur Lösung 
haben wir die drei Gleich- P 

gewichtsbedingungen und die c---------;==:m~L-.._.t __ -+-, 

durch die Längsverschieblich
keit erreichte vierte Bedin
gung: an jedem inneren Ende 
der beiden Teile ist die Längs
kraft gleich Null. Zur Be
handlung der Aufgabe läßt 
sich, genau wie beim Gelenk, 
der Balken wieder in zwei 
Teile zerlegen durch Auftren

Abb. 275. Balken, durch innere Längaverschieblicbkeit 
statisch bestimmt gemacht. 

nen der Gesamtkonstruktion an ihren Berührungsstellen. Jeder der Teile ist für 
sich zu behandeln, wobei an der Auftrennung die beiden tatsächlich vorhandenen 
Beanspruchungsgrößen, Biegemoment und Querkraft, als äußere Belastungen ein
geführt werden müssen; Längskräfte treten nur für denjenigen Balkenteil auf, 
auf den unmittelbar horizontale Kräfte wirken. 

68. Gegliederte Scheiben. Der Balken, den wir seither als im wesentlichen 
der Länge nach ausgedehnte Scheibe unter ebener Belastung betrachtet haben, 
kann in seiner technischen Ausführung auch aufgegliedert sein in einzelne Stäbe, 
wobei die einzelnen Stäbe so angeordnet sind, daß ein unverschiebliches Gebilde 
entsteht. Wir werden also auch eine, der Abb. 276 entsprechende, als "Fach
werkträger" ausgebildete Kran
anlage als Balken ansehen kön
nen. Es lassen sich bei einem 
derartigen Träger für jeden 
Querschnitt wieder die gleichen 
Beanspruchungsgrößen Quer
kraft, Längskraft und Biege
moment bestimmen, wie für 
einen vollwandig ausgebildeten 
Träger. Diese drei Einflüsse 

~ 
Abb. 276. Gegliederter Gerberba.lken. 

sind ja gegeben durch die Resultierende aller Kräfte auf der einen Seite des 
Schnitts. Durch die Resultierende werden nun in den einzelnen Stäben Be
anspruchungen auf reine Längskraft auftreten, deren Ermittlung nach den Be
merkungen auf Seite 141 vorgenommen werden kann und in einem späteren 
Kapitel noch ausführlich behandelt werden wird. Wir wollen den Begriff des 
"Balkens" und des "Rahmens" ganz allgemein auf ebene unverschiebliche 
Scheiben anwenden, die in einem Querschnitt die drei Beanspruchungsgrößen 
Biegemoment, Querkraft und Längskraft übertragen können, den Begriff "Stab" 
dagegen für Konstruktionsglieder verwenden, die nur eine Längskraft übertragen. 

Übungsaufgaben über Gelenkträger. 

1. Aufgabe. Für die in Abb. 277 dargestellte Tragkonstruktion (Längsträger 
von Bahnsteigdächern) mit fünf Stützungsstäben und zwei Gelenken sind Bie
gungsmomente und Querkräfte zu ermitteln. 

Lösung. Infolge der zwei Gelenke ist die Konstruktion statisch bestimmt. 
Man :~~erlegt sie in die drei Balken AG1 , G.)J und G1G2 und errechnet für diese 
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die auftretenden Reaktionen. Für den Balken AG1 ergibt sich: 
l S1 = q · 2 = 400 kg (Druck), 

l G1 = q · 2 = 400 kg (nach oben); 

für den Balken G2D: G2 = 2000 kg (nach unten), 
S4 = 5600 kg (Druck): 

$"'~"-~ 
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Abb. 277. Übungsbeispiel. 

Auf den Balken G1G2 wirken dann außer den gegebenen Lasten noch: 

G1 = 400 kg (nach unten), 
G2 = 2000 kg (nach oben). 

Die Momentenbedingungen lauten: 

(.I M)B = 0: 4000. 4,0- 2000. 12,0 + 200. 12,0. 6,0- 200. 4,0. 2,0 
- 400 · 4,0 = S3 • 8,0, 

S3 = 400 kg (nach oben, Druck). 
(.I M)c = 0: - 4000 · 4,0 - 2000 · 4,0 - 400 · 12,0 - 200 · 12,0 · 6,0 

+ 200 . 4,o . 2,0 = S2 • 8,o, 
S2 = - 5200 kg (nach oben, Druck). 

Die Biegungsmomente sind außer an den Kraftangriffsstellen noch ausgerechnet 
für die angegebenen Punkte 1, 2 usw.; es ergeben sich die Werte: 

B1 = 400 · 2,0- 200 · 2,0 ·1,0 = 800-400 = +400kg. 
B 2 = -400 · 2,0- 200 · 2,0 · 1,0 = -1200 mkg. 
B3 = - 400 · 4,0 - 200 · 4,0 · 2,0 = - 3200 mkg. 
B4 = - 400 · 6,0 - 200 · 6,0 · 3,0 + 5200 · 2,0 = + 4400 mkg. 
B5 = - 400 · 8,0 - 200 · 8,0 · 4,0 + 5200 · 4,0 = + 11200 mkg 
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oder B5 = 2000 · 8,0 + 400 · 4,0 - 200 · 8,0 · 4,0 = + 11200 mkg. 
B6 = 2000 · 6,0 + 400 · 2,0 - 200 · 6,0 · 3,0 = + 9200 mkg. 
B7 = 2000 · 4,0 - 200 · 4,0 · 2,0 = + 6400 mkg. 
B8 = 2000 · 2,0 - 200 · 2,0 · 1,0 = + 3600 mkg. 
B9 = - 2000 · 2,0- 200 · 2,0 · 1,0 = - 4400 mkg. 
B10 = -2000 · 4,0 - 200 · 4,0 · · 2,0 = -9600 mkg. 
B11 = - 2000 · 2,0- 200 · 2,0 · 1,0 = -4400 mkg. 
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2. Aufgabe. Für den in Abb. 278 dargestellten Gerberbalken mit zwei Gelenken 
sollen Biegemomente und Querkräfte auf graphischem Wege ermittelt werden. 

Likung. Wir zeichnen zunächst das Krafteck und Seileck aller äußeren 
Kräfte 0', 1', 2', 3', 4' ohne Rücksicht auf die Lager und Gelenke. Dann be
trachten wir den mittleren eingehängten Teil als selbständigen Balken, ziehen die 

Abb. 278. ÜbungsbeispieL 

Schlußlinie 8; durch die Schnittpunkte der Gelenkkraftwirkungslinien mit den 
"äußersten" Seilstrahlen 2' und 3' des eingehängten Teiles und verlängern 8~ bis 
zu den LagerstellenBund 0. Für den linken Teilbalken legen nun der Schnitt
punkt der Wirkungslinie der Lagerreaktion A mit dem Seilstrahl 0' und der vor
her erwähnte Schnittpunkt des "Seilstrahls" 8; mit B die Schlußlinie 8~ fest. In 
gleicher Weise finden wir zum rechten Balkenteil die Schlußlinie 8~ als Verbin
dungsgerade der Schnittpunkte 0 mit 8~ und D mit 4'. Die Übertragung der 
Schlußlinien in das Krafteck liefert die Größen der Lagerkräfte und der Gelenk
kräfte. 

Die geschlossene Seileckfigur stellt die Momentenfläche dar. Der Maßstab 
dazu ergibt sich aus dem gewählten Polabstand k = 500 kg, mitdem die Ordinate, 
im Längenmaßstab gemessen, zu multiplizieren ist. 

3. Aufgabe. Für den in Abb. 279 dargestellten Doppel-Hallenbinder sind die 
Biegungsmomente und Querkräfte anzugeben. 
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Lösung. Der Rahmen AB stellt einen Dreigelenkbogen dar, mit den Ge
lenken an A, G und B; an ihn angeschlossen ist der Rahmen GDO, und zwar in G 
in einem festen Drehlager, in 0 in einem beweglichen Lager. Es handelt sich also 
um ein statisch bestimmtes System. Wir betrachten zuerst den Teil GDO. In G 
entstehen Kräfte Gh und G", in 0 nur eine lotrechte Kraft. Es ist: 

Gh = 300 + 300 = 600 kg (nach rechts). 

0 1fKJD Za!Dl<g 

Abb. 279. ÜbungsbeispieL 

Die Momentengleichungen für die Punkte 0 und G ergeben: 

(...!'M)0 = 0: - 300 · 2,0- 300 · 4,0- 800 · 4,0 + G~o · 6,0 + G" · 8,0 = 0, 
G" = 175 kg (nach oben). 

(...!' M)a = 0: + 800 • 4,0 + 300 · 2,0 + 300 · 4,0 - C · 8,0 = 0, 
0 = 625 kg (nach oben). 
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Die Biegungamomente sind für die Punkte 1 bis 4 zu berechnen. Es ergibt sich: 
B1 = +175 · 4,0 = +700mkg. 
B2 = + 175 · 8,0- 800 · 4,0 = -1800 mkg. 
B3 = -300 · 2,0 = -600 mkg. 
B, = o .. 

In Punkt G wirken auf den Rahmen AG B die umgekehrten Kräfte G v und Gk, 
also erstere nach unten, letztere nach links; G11 wird von dem festen Lager A auf-
genommen: 

A 11 = G11 = 600 kg (nach rechts). 

Der DreigelenkbogenA.GBkann aufgeiaßt werden als eine Scheibe, die inA 
fest gelagert und in G durch den Stab G B abgestützt ist; auf ihn wirken also 
außer den gegebenen Lasten noch G" und G11 ein. Die Kraft S im Stützungsstab 
GB und die lotrechte Reaktion in A finden wir durch Momentengleichungen: 

(I M)A = 0: 2000 · 1,5 + 500 · 3,0 + 1000 · 6,0 + 500 · 9,0 + 500 · 12,0 
+ 2000 . 10,5 - 600 . 6,0 + 175 . 12,0 + s . 12,0 = 0' 

S = -3375 kg (d. h. Druckkraft). 
(I M)0 = 0: - 2000 · 1,5 - 500 · 3,0 - 1000 · 6,0 - 500 · 9,0 - 500 · 12,0 

- 2000 · 10,5 - A 11 • 6,0 + A." 12,0 = 0, 
Av = 3800 kg (nach oben). 

Die Biegungsmomente des Rahmens AG sind für die angegebenen Punkte 
1 bis 9 zu berechnen. Es ergeben sich die Werte (Blickpunkt im lnnern des 
Rahmens): 

B1 = - 600 · 8,0 = -4800 mkg. 
B2 = - 600 · 8,0 + 2000 · 1,5 = -1800 mkg. 
B3 = - 600 · 10,0 + 2000 · 1,5 = - 3000 mkg. 
B, = 3800 · 3,0 - 600 · 10,0 - 500 · 3,0 - 2000 · 1,5 = + 900 mkg. 
B5 = 3800 · 6,0- 600 · 10,0- 2000 · 4,5- 500 · 6,0- 500 · 3,0 = + 3300 mkg. 
B 6 = 3200 · 3,0 - 600 · 4,0 - 500 · 3,0- 2000 · 1,5 = + 2700 mkg. 
B7 = 2000 · 1,5- 600 · 4,0 = + 600 mkg. 
B8 = 2000 · 1,5 - 600 · 2,0 = + 1800 mkg. 
B 9 = -600 · 2,0 = - 1200 mkg. 

Die Längskraftfläche ist nicht aufgezeichnet, weil ihr Verlauf leicht zu über
sehen ist. Von 0 bis D hat die Längskraft die Größe 625 kg, einer Druckkraft 
entsprechend; von D bis G ist sie 600 kg (Druck), zwischen G und den Punkten 8 
bzw. 9 beträgt sie 3200 kg (Druck), von da bis zum oberen Eckpunkt 1200 kg. 
Für den oberen waagerechten Balken ist die Längskraft konstant 600 kg (Druck), 
für den linken Pfosten zwischen A. und dem angeschlossenen Arm 3800 kg (Druck), 
von da bis zum Eckpunkt E 1800 kg (Druck). 

4. Aufgabe. Auf den in Abb. 280a dargestellten, schräg liegenden, durch 
einen Stab abgestrebten Mast wirke eine trapezförmig verteilte Belastung. Bie
gungsmoment und Querkraft sind zu ermitteln. 

Lösung. Die Konstruktion kann sowohl als Dreigelenkbogen aufgefaßt werden 
wie auch (weil auf den Stab GB keine quer liegenden Kräfte wirken) als ein 
Balken, der bei A fest gelagert und durch den Stab abgestützt ist. Zur Ermitt
lung der Lagerkraft in A und der Stabkraft S faßt man die gesamte Belastung 



202 Anwendung auf ebene gestützte Körper (Scheiben). 

zu einer Resultierenden R zusammen, die im Schwerpunkt des Belastungstrapezes 
angreüt. Für ein rechtwinkliges Trapez mit der größeren Höhe a, der kleineren 
Höhe b und der Grundlinie l ist die Schwerpunktsentferung von der größeren 
Höhe gegeben durch 

l a + 2b 
x = a · a·+·-b- ; 

bei vorliegender Belastung ergibt sich: 

= 22 . 150 + (2 . 50) = 55 = 9 16 
x 3 200 6 ' m. 

Abb. 280. Übungsbeisplel. 
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Die Größe der Resultierenden ist durch den Inhalt des Trapezes dargestellt: 

a + b 200 
R = 2- ·l = 2 kgfm · 22,0 m = 2200 kg. 

Die Fesselkräfte A und S sind graphisch vermittels des Seilecks1 bestimmt. 
Die erste Seilseite wurde durch den Punkt A gelegt (vgl. S. 91). Zur Kontrolle 
wurde die Komponente von S in der Richtung lotrecht zum Mast analytisch 
berechnet: 

s = 2200. 9,16 = 1260 k 
q 1~0 g. 

Zum Auftragen der Querkraft und der Biegemomente braucht man A nicht zu 
kennen, wenn man diese Beanspruchungsgrößen von rechts aus berechnet, son
dern lediglich S q • Das Biegungsmoment wurde ermittelt für eine Reihe von 
Stellen, die vom rechten Ende die Entfernung z = 2, 4, 6 ... 20 m haben. In der 
Tabelle sind die Schwerpunktsabstände s. von der betreffenden Momentenstelle 
aus gerechnet, ferner die Inhalte der betreffenden einzelnen Trapeze. Diese ln
halte Ji stellen zwischen dem oberen Mastende und dem Stabanschluß unmittel-

1 Die Bedingung, daß .A durch den Schnittpunkt von R und S geht, ist hier schlecht 
zu benutzen, da dieser Punkt zu weit draußen liegt. 
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bar die Querkraft dar. Dagegen links von der Anschlußstelle ist die Querkraft 
bestimmt durch: 

Qi = Ji- s" = Ji - 1260 kg. 

Das Biegungsmoment für die Punkte oberhalb des Anschlusses ist gegeben durch 

B; = Q; ·.si, 

jedoch für die Punkte unterhalb des Anschlusses durch: 

B; = Ji · 8;- SQ · (z - e), 

wobei e die Länge des überragenden Mastes (e =• 6,0 m) angibt. 
Für zwei Punkte in der Entfernung 2,0 bzw. 12,0 m vom oberen Ende hat 

man folgende Werte: 
z = 2,0 m 

59,1 kgfm 

~ . 59;1 + 100,0 = 0 972 
B; = 3 109,1 ' m 

Q; = (59,1 + 50,0). 2;0 = 109,1 kg 

B; = I - 109,1 · 0,972 = - 106 kg · m 

z = 12,0 m 

104,5kg/m 

12 104,5 + 100,0 = 5 29 
3 154,5 ' m 

(104,5 + 50,0) · liO - 1260 = - 333 kg 

- 927,0 · 5,29 + 1260 · (12,0- 6,0) = + 2656 kgm 

Die Querkraftlinie ist hier keine Gerade, weil es sich bei der Belastung nicht 
um eine gleichförmig verteilte Last handelt. 

5. Aulgabe. Auf dem in Abb. 281 dargestellten Sägebock liegt ein Zylinder 
von gegebenem Gewicht Q. Der Bock ist unten lose aufgestellt, aber die beiden 
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Fußpunkte A und B sind durch ein Seil miteinander verbunden. Die Biegungs
momente sind zu ermitteln. 

Lösung. Die Aufgabe hat mit der vorhergehenden das Gemeinsame, daß es 
sich wiederum um einen Dreigelenkbogen handelt mit Teilen, die über das Gelenk 
hinausragen. Die Punkte A und B sind allerdings nicht fest gelagert, aber die 
lotrechten Reaktionen (Reibung vernachlässigt) und die infolge des Seils auf die 
Punkte A und B wirkenden Kräfte ergeben zusammen die gleiche Wirkung wie 

1 Im konstruktiven Bild der Abb. 281 sind die Kräfte A 1 und B" versehentlich nach 
oben, statt nach unten eingetragen. 
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ein festes Gelenk. Die SchwerkraftQwird in zwei Komponenten N1 und N 2 lot
recht zu den Konstruktionsteilen 1-1 und II-II zerlegt. Denkt marl sich nur 
den Teil 1-1 belastet (durch N1), so muß die Kraft an B (das ist die Resultie
rende aus V~ und H') in die Verbindungslinie BG fallen; diese ist mit N1 zum 
Schnitt zu bringen und dieser Schnittpunkt mit A zu verbinden. Es entstehen 
so die Kräfte A' und B' im Krafteck. Entsprechend wird N 2 mit der Geraden 
AG geschnitten und dieser Punkt mit B verbunden. N 2 ruft die Gegenkräfte A" 
und B" hervor. Die Resultierende von A' und A" bzw. B' und B" ergeben die 
Kräfte A und B, die in V1 und H bzw. V2 und H zu zerlegen sind. Das Krafteck 
aus Q, H, V2 , V1 , H muß geschlossen sein. 

Man hätte hier allerdings die gesamten Fesselkräfte V1 , V2 und H einfacher 
finden können. lnfolge der Symmetrie muß sein: 

Q 
Vl = Va =-. 2 

Denkt man andererseits den einen Balken vom anderen losgetrennt und setzt 
für das Gelenk die Summe aller auf den Balken TI wirkenden Momente gleich 
Null, so hat man: 

-N2 • a- V2 • 6~5 + H · 57,5 = 0. 

Die Momentenfläche ist ein Dreieck, das Biegungsmoment an der Gelenkstelle 
ist gegeben durch N 2 • a. Die Gelenkkraft G läuft waagerecht (vgl. 6 . .Aufgabe). 

Daß hier an der Gelenkstelle ein Biegungsmoment auftritt, scheint ein Wider
spruch gegen die frühere Aussage zu sein, daß das Biegungsmoment am Gelenk 

B 

A 

.A.bb. 282. 'Ubungsbeispiel. 

verschwinden muß; aber der Wider
~ spruch klärt sich leicht auf, denn hier 

wird das fragliche Biegungsmoment 
' nicht durch das Gelenk übertragen, 

also nicht vom Balken 1-1 auf den 
Balken II-II weitergeleitet, sondern 

' das Biegungsmoment bleibt in dem 
einen Balken. 

6. Aufgabe. Für das in Abb. 282 
dargestellte Schleusentor soll das Bie
gungsmoment ermittelt werden. 

LÖS'IJ,ng. Die Konstruktion ist für 
eine allgemeine Belastung nicht steif, 
da die Verbindung (Anlehnung) am 
Punkt M so ausgebildet ist, daß nur 
eine Kraft von oben nach unten über-

B tragen werden kann, aber nicht um
gekehrt. Für die angegebene Belastung 
kann man die Berührungsstelle der 
beiden Schleusentore als ein Gelenk 

auffassen, das die Übertragung des Biegungsmomentes verhindert, dagegen die 
Gelenkkraft selbst überträgt. Es liegt also f"Ü_r diesen Fall ein Dreigelenkbogen 
vor. Da. die Belastung symmetrisch ist, muß die Gelenkkraft M waagerecht 
verlaufen. Man findet sie, indem man die waagerechte Linie mit W1 zum Schnitt 
bringt und durch diesen Schnittpunkt eine Verbindungslinie nach A zieht; das
selbe führt man für die rechte Seite aus. Das Krafteck gibt dann Größe und 
Richtung von M, A und B an. Die Momentenflächen sind infolge der gleich
mäßig verteilten Belastung Parabeln. 
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7. Aufgabe. Für den Siebengelenkträger der Abb. 283 sind die inneren 
Kräfte zu ermitteln. 

Lösung. Das System, das einem steifen Stollengerüst nachgebildet ist, hat 
mit der Konstruktion der vorhergehenden Aufgabe das Gemeinsame, daß es 
bei den angegebenen Gelenken für eine beliebige Belastung nicht mehr unver
schieblich ist. Es bleibt aber dann in Ruhe, wenn die zu den gegebenen Lasten 

Abb. 283. Übungsbeispiel. 

P 1 ..•. P5 zugehörigen Seilseiten durch die Gelenke I bis V gehen, wie es hier 
angegeben ist. Die Stützlinie verläuft also durch die Gelenke. Die Größe der 
durch die Gelenke geleiteten Kräfte G1 bis Gv ist, wie aus der Begründung des 
Seilecks (S. 78) hervorgeht, durch die Länge der Polstrahlen 1, 2 ... angegeben. 
Die Lagerreaktionen A und B fallen mit der ersten und letzten Seilseite zusammen 
und sind der Größe nach durch den ersten und letzten Polstrahl dargestellt. Die 
Resultierende aus A und P 1 erzeugt die Gelenkkraft 0!, die Resultierende aus GI 
und P2 die Gelenkkraft 0 11 • Die Kräfte P 1 bis P6 stehen mit A und B im Gleich
gewicht, weil das zugehörige Kraft- und Seileck geschlossen ist. 



Vierter Teil. 

Das ebene Fachwerk und Gemischtsystem. 

XII. Begriff und Bildung des freien ebenen Fachwerks. 
69. Begriff des bestimmten Fachwerks. Das Fachwerk im Sinne der Mechanik 

ist ein System von einzelnen Stäben, z. B. Dachbinder, Fachwerkhaus, Brücken, 
Gerüstbauten, Tragwand eines Flugzeugflügels usw. Für unsere Betrachtungen 
in der Statik nehmen wir an, daß alle Stäbe gelenkartig miteinander verbunden 
sind. Sofern äußere Kräfte nur in diesen verbindenden Knotenpunkten wirken, 
erreichen wir mit der gemachten Annahme, daß die das Fachwerk bildenden 
Stäbe nur Längskraftträger sind, daß in den Stäben also keine Biegemomente 
und Querkräfte auftreten (wie beim Balken). Betrachten wir die technisch aus
geführten Fachwerke, so sehen wir, daß diese Bedingung der gelenkartigen Ver
bindung aller Stäbe praktisch in den allerseltensten Fällen erfüllt ist, daß z. B. 
bei Brücken im Gegenteil die Stabverbindungen möglichst steif durchgeführt 
sind. Wenn wir trotzdem gelenkige Knoten für die Rechnung voraussetzen, so 
geschieht dies deshalb, weil der Unterschied zwischen den Stabkräften bei ge
lenkigem und steifem Stabanschluß im allgemeinen nur einen geringen Betrag 
ausmacht, und weil man überhaupt von vornherein den Fachwerkträger nicht 
anders berechnen kann (statische Unbestimmtheit). Will man die Stabkräfte bei 
steifen Knotenpunkten ermitteln (was aber nur selten nötig ist), so muß man zu
nächst diejenigen bei gelenkartigen Anschlüssen bestimmen und kann dann nach
träglich den Einfluß der starren Verbindungen feststellen. Also ist die Berech
nung nach der gemachten theoretischen Annahme immer nötig. Weiterhin 
nehmen wir an, daß die Stäbe starr sind, eine Annahme, die unter bestimmten 
Voraussetzungen eine unverschiebliche Gesamtkonstruktion gewährleistet. In 
der praktischen Durchführung haben wir allerdings elastische Stäbe, deren Form
änderung jedoch so gering ist, daß die Abweichung des belasteten Fachwerks 
vom unbelasteten vernachlässigbar klein in bezug auf die entstehenden Stab
kräfte wird. 

Wir verstehen unter Fachwerk ein Gebilde aus starren Stäben, die an ihren Enden 
gelenkartig miteinander verbunden sind. 

Die Stäbe werden zweckmäßig wieder dargestellt durch ihre Stabachsen. 
Liegen diese Stabachsen alle in einer Ebene, so sprechen wir vom "ebenen Fach
werk", sind die Stäbe dagegen räumlich angeordnet, so erhalten wir das "Raum
fachwerk". 

Die Aufgabe des ebenen Fachwerks, das zunächst zugrunde gelegt sein soll, 
ist es, Kräfte in seiner Ebene durch das Stabsystem (die Verbindung der Längs
kraftträg(,r) nach der Erde oder einer anderen festen Konstruktion weiterzu
leiten. Das Fachwerk ist also stets gelagert. Die Lasten, die auf ein solches 
Fachwerk wirken, wecken in den Lagerstellen Reaktionskräfte, die den äußeren 
Kräften (Lasten) das Gleichgewicht halten. Die Konstruktion des Fachwerks 
an sich, ohne Lagerung, heißt freies ebenes Fachwerk. Wandelt man das ge
stützte Fachwerk in ein freies um, so müssen die Lagerreaktionen als äußere 
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Kräfte eingeführt werden, die zu den vorhandenen Lasten hinzutreten und ein 
Gleichgewichtssystem bewirken. Unsere Aufgabe ist zunächst, das freie Fach
werk unter dem Einfluß von Kräften, die unter sich im Gleichgewicht stehen, zu 
betrachten und die entstehenden Stabkräfte (Längskräfte) zu ermitteln. Wir 
müssen uns die Fragen stellen : 

Unter welchen Umständen sind diese Stabkräfte bei jeder beliebigen Be
lastung eindeutig bestimmbar und von endlicher Größe ? und 

Wie groß sind die Stabkräfte, bzw. wie kann man die Größe der Stabkräfte 
ermitteln? 

Die Forderung, daß die Stabkräfte eindeutig und endlich werden müssen, 
ist eine technische Notwendigkeit, denn bei vieldeutigen Stabkräften wissen wir 
nicht, welchen Wert wir der Dimensionierung der Stäbe (Gestaltung des Quer
schnitts) zugrunde legen sollen; bei unendlich großen Stabkräften können wir 
überhaupt keine haltbare Ausbildung eines Stabquerschnittes ausführen, denn 
dazu wäre ein unendlich großer Querschnitt erforderlich. 

Neben dieser statischen Forderung werden wir aber auch noch eine andere 
Forderung an das Fachwerk stellen müssen, nämlich daß es eine steife unver
schiebliche Konstruktion darstellt. 

Ein Fachwerk, bei dem die Stabkräfte für jede beliebige Belastung auf Grund 
der statischen Gleichungen (Gleichgewichtsbedingungen) eindeutig und endlich 
werden, nennen wir ein statisch bestimmtes Fachwerk. Es wird offensichtlich zum 
Aufbau eines statisch bestimmten Fachwerks eine bestimmte Anzahl von Stäben 
nötig sein, und zwar können wir aus der Bedingung der eindeutigen und endlichen 
Stabkräfte ganz allgemein sagen: Es muß die Zahl der Stabkräfte, die ja die Un
bekannten beim freien Fachwerk darstellen, genau so groß sein, wie die Zahl der 
uns zur Verfügung stehenden Gleichungen. Liegt nun ein ebenes freies Fach
werk vor, das unter der Wirkung äußerer 
Kräfte im Gleichgewicht steht (Abb. 284), so 
sind für die Gesamtkonstruktion aus Gleich
gewichtsgründen drei Bedingungen zu erfüllen, 
weil es sich um den Gleichgewichtszustand 
von Kräften in der Ebene handelt, die nicht 
durch einen Punkt gehen. Befindet sich dieses 
ganze System im Ruhezustand, dann muß an Abb. 284· Zum Begriff des statisch be· stimmten Fachwerkes. 
jedem Knotenpunkt des Fachwerks ebenfalls 
Gleichgewicht bestehen, d. h. an jedem Punkt müssen sich alle angreifenden 
Kräfte (äußere und innere, also Lasten und Stabkräfte) aufheben. An jedem 
Knotenpunkt liegen demnach zwei Gleichgewichtsbedingungen vor (Kräfte in 
einem Punkt angreifend). Nennen wir die Anzahl der Knotenpunkte n, so er
halten wir, entsprechend den jeweiligen zwei Gleichungen am einzelnen Knoten
punkt, insgesamt 2 n Gleichungen. Wenn aber an allen Knotenpunkten Gleich
gewicht vorliegt, so ist damit das Gleichgewicht des ganzen Systems gesichert. 
Für diese Bedingung bestehen aber, wie vorhin bemerkt, schon drei Gleichungen: 
infolgedessen haben wir jetzt nicht mehr 2n unabhängige Gleichungen, sondern 
deren nur noch (2n- 3). Diese Gleichungszahl muß mit der Anzahl der vor
handenen Unbekannten, d. h. der Stäbe übereinstimmen, so daß wir als Ergebnis 
erhalten: 

Ein statisch bestimmtes ebenes freies Fachwerk muß (2n- 3) Stäbe besitzen: 

s = 2n - 3. (31) 

Die so gewonnene Aus,sage über die Anzahl der Fachwerkstäbe ist notwendig, 
aber nicht hinreichend, d. h. ein Fachwerk, bei dem die Stabkräfte eindeutig und 
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endlich sind, muß diese Stabzahl besitzen, aber umgekehrt braucht ein Fachwerk, 
das die Stabzahls = 2n - 3 aufweist, nicht statisch bestimmt zu sein, das Glei.
chungen mit s Unbekannten nicht eindeutige, endliche Lösungen ergeben müssen. 
Hat das Fachwerk mehr als (2n- 3) Stäbe, dann ist die Zahl der Unbekannten 
größer als die Zahl der Gleichungen; man nennt es statisch unbestimmt. 

Um in die Frage der Unverschieblichkeit eines Fachwerks Einblick zu ge
winnen, gehen wir von dem einfachsten Fachwerk, dem Dreieck, aus (Abb. 285). 
Das Stabdreieck, gebildet aus drei Stäben und drei Knoten, ist unverschieblich; 
denn wäre der Punkt III nur durch den Stab 1 (I, III) gegenüber Stab 2 an
geschlossen, so könnte er sich auf einem Kreisbogen um I bewegen, entsprechend 

Abb. 285. Das einfachste unverschiebliche Fachwerk. .A.bb. 286. Gelenkviereck. 

bei alleinigem Anschluß an II auf einem Kreisbogen um II; weil er aber durch 
die beiden Stäbe angefügt ist, kann er sich nur gleichzeitig auf beiden Kreisbogen 
bewegen. Da diese beiden sich aber in einem Punkt schneiden, liegt der Punkt III 
fest. Die Stäbe bleiben also in dieser einzig möglichen Lage. Das Stabviereck 
(Abb. 286), gebildet aus vier Stäben und vier entsprechenden Knoten ist ver
schieblich, wir haben hier das sog. Gelenkviereck. Wir können es unbeweglich 
machen durch Einführung eines Diagonalstabs. Wir erkennen, daß ein unver
schiebliches Gebilde von vier Punkten mindestens fünf Stäbe benötigt. Ent
sprechende Oberlegungen für Stabsysteme mit mehr Knotenpunkten ergeben, 
daß für die Unverschieblichkeit eines Fachwerks nötig sind: 

Allgemein finden wir, 
mindestens 

bei 3 Knoten 3 Stäbe, 
bei 4 Knoten 5 Stäbe, 
bej 5 Knoten 7 Stäbe, 

bei 6 Knoten 9 Stäbe usw. 

daß zum Aufbau eines unverschieblichen Fachwerks 

's = 2n- 3 

Stäbe gehören. Man kann natürlich noch mehr Stäbe einziehen, die dann aber 
für die Bedingung der Unverschieblichkeit überflüssig sind. Ein Faihwerk, dßs 
die Mind.eststabzakZ s = 2n- 3 besitzt und unversokieblick ist, heißt kinematiBdt 
bestimmtes FaChwerk. Hat das unverschiebliche Fachwerk mehr als zur Un
verschieblichkeit unbedingt notwendige Stäbe (s > 2n- 3), so nennen wir das 
Fachwerk kinematisch überbestimmt, hat es weniger Stäbe, so wird es kine
matisch unbestimmt genannt. 

Wir sehen, daß die geforderte Stabzahl (2n- 3) für die Bedingung der sta
tischen Bestimmtheit und für die Bedingung der kinematischen Bestimmtheit die 
gleiche ist. Es läßt sich, wie A. FöPPL1 bewiesen hat, ganz allgemein sagen: 

Jedes kinematisch bestimmte FaGkwerk ist a'UGk statisch bestimmt, und um
gekehrt : ieaes statisch bestimmte FaGkwerk ist a'UGk kinematisok bestimmt. 

1 AUGUST FöPPL wirkte von 1894 bis 1921 als Professor der Mechanik an der Tech
nischen Hochschule in München. 
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Man spricht deshalb einfach von bestimmten Fachwerken1 . Ein Fachwerk 
mit überzähligen Stäben (s > 2n- 3) ist also kinematisch überbestimmt und 
statisch unbestimmt; ist die Stabzahl dagegen kleiner als die Mindestzahl 
(s < 2n- 3), dann ist das Fachwerk beweglich, kinematisch unbestimmt und 
statisch· überbestimmt (ßewegungsmechanismus). 

70. Die Bildungsgesetze der freien ebenen bestimmten Fachwerke. Die Bil
dungsgesetze des ebenen, freien, statisch bestimmten Fachwerks geben an, in 
welcher Weise solche Fachwerke aufgebaut werden können. 

Erstes Bildungsgesetz: Ein statisch bestimmtes Fachwerk wird gewonnen, 
indem man, ausgehend von einem Stab, nacheinander Knotenpunkte anschließt durch 
je zwei Stäbe, die nicht in einer Geraden liegen. 

Als Beweis für dieseH Bildungsgesetz weisen wir nach, daß so aufgebaute 
Fachwerke unverschieblich sind, und daß bei jeder beliebigen Belastung die 
Stabkräfte endlich und eindeutig werden. Die Un;verschieblichkeit der Fach
werke, die nach dem ersten Bildungsges~.>tz aufgebaut sind, geht aus der gleichen 
Betrachtung hervor, die wir bereits oben benutzt haben, 
um die Mindeststabzahl des kinematisch bestimmten Fach
werks zu ermitteln. Wir gehen (Abb. 287) aus von einem 
Stab 1 mit den Endpunkten I und II und schließen an 
diese Punkte einen weiteren Punkt III durch zwei Stäbe 
2 und 3 gelenkig an; dieser Punkt liegt gegenüber I und II I, ___ _ 
unverschieblich fest; das Dreieck ist unverschieblich. An 
dieses starre Stabdreieck läßt sich nun in gleicher Weise 
mit zwei weiteren Stäben 4 und 5 ein vierter Knoten
punkt IV unverschieblich anschließen. Dieser neue fest
liegende Knoten kann wieder zum Anschluß eines neuen 
Stabes 6 dienen, der mit dem an Knoten II befestigten 
Stab 7 den neuen Knoten V festlegt. In gleicher Weise 
werden weitere Punkte mit je zwei weiteren Stäben an

Abb. 287. Das Fachwerk 
nach dem ersten Bil
<hmgsgesetz, kinemati-

scher lkwcis. 

zuschließen sein, wobei nicht immer Stabdreiecke aufzutreten brauchen. Wir 
haben also damit ein unverschiebliches Fachwerk mit der kleinstmöglichen An
zahl von Stäben aufgebaut. Die Bedingung, daß (2n- 3) Stäbe vorliegen, ist 
erfüllt, denn wir haben in Abb. 287 sechs Knoten und neun Stäbe, also 

9=2·6-3. 

Daß diese Bedingung der Stabzahl immer beim ersten Bildungsgesetz erfüllt ist, 
geht aus folgender Erwägung hervor: Wir haben als Grundlage einen Stab mit 
zwei Knoten an beiden Enden 

oder 
s1 = 2 · 2 - 3 = 2 · n1 - 3. 

Alle weiteren Knoten n sind durch je zwei Stäbe (im ganzen s2) angeschlossen): 

Also ist: 
s2 = 2n2 • 

(s1 + s2 ) = 2 (n1 + n 2)- 3. 

(s1 + s2) stellt die Gesamtzahl s der vorhandenen Stäbe dar und entsprechend 
ist (n1 + n2 ) die Gesamtzahl n der vorhandenen Knoten, so daß damit ganz all
gemein für Fachwerke nach dem ersten Bildungsgesetz die Bedingung für die 
Stabzahl erfüllt ist: s = 2 n _ 3. 

1 Ein allgemeiner Beweis dieser Aussage läßt sich mit Hilfe der Determinanten aus den 
Koeffizienten der Unbekannten aufstellen. Vgl. z. B. FörrL: Techn. Mechanik II. Bd. 

14 Schlink, Statik. 2. u. 3. Auf!. 
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Zum Nachweis der statischen Bestimmtheit nehmen wir beliebige Lasten an, 
die am Fachwerk im Gleichgewicht stehen sollen (Abb. 288). Wir benutzen zm 
Bestimmung der Stabkraftgrößen die Aussage, daß an jedem einzelnen Knoten 
die äußeren Kräfte mit den inneren Kräften (Stabkräften) im Gleichgewicht 

I 

stehen müssen. Betrachten wir z. B. den Knoten
punkt VI, trennen ihn ab, indem wir die beiden Stäbe 
8 und 9 durchschnitten denken, so müssen die durch 

F-..;._.....:o--l!~diesen Schnitt frei gewordenen Stabkräfte 88 und 8 9 

mit der wirkenden Last P6 im Gleichgewicht stehen 
und können mit Hilfe der Gleichgewichtsbedingungen 
eindeutig bestimmt werden (zwei Unbekannte mit zwei 
Gleichungen) oder graphisch durch ein geschlossenes 
Krafteck Die Stabkraft 8 9 wirkt nun als bekannte 
Kraft auf den Knoten V, und an diesem Knoten fin
den wir durch die gleiche Gleichgewichtsbetrachtung 
die Stabkräfte 8 7 und 86 • In gleicher Weise finden wir 
durch die bekannte Kraft 86 am Knoten IV mit Hilfe 

Abb. 288. Das Fachwerk eines Kraftecks die Stabkräfte in den Stäben 5 und 4. 
nach dem ersten Bildungs-
gesetz, statischer Beweis. Am Knoten III stehen dann die bekannten Kräfte P 3 

und 84 den beiden Unbekannten 8 2 und 8 3 gegenüber, 
die also auch zu ermitteln sind. Der Knoten II und der Knoten I liefern nun 
Gleichgewichtsprobleme, bei denen weniger als zwei Unbekannte vorliegen, die 
demgemäß als Kontrolle aufzufassen sind. (Nähere Ausführungen unter Nr. 73.) 
Wir sehen jedenfalls, daß für alle Knotenpunkte eine Lösung der Gleich
gewichtsaufgabe (Krafteck) besteht, daß demnach alle Stäbe eindeutige und 

endliche Stabkräfte besitzen, was aber als 
Forderung der statischen Bestimmtheit des 
Fachwerks aufgestellt war. Ein Fachwerk nach 
dem ersten Bildungsgesetz ist also statisch und 
kinematisch bestimmt. 

I 
.58. 

Für den im Bildungsgesetz ausgenommenen 
Sonderfall, daß die beiden Anschlußstäbe eines 
Knotens in einer Geraden liegen, betrachten 
wir Abb. 289. Der Knoten VI ist an die beiden 

} 
festliegenden Knotenpunkte I und V ange-

00 schlossen durch zwei Stäbe 8 und 9, die in 
einer Geraden liegen. Es ist ohne weiteres 
klar, daß der Punkt VI hier nicht festliegt, 

Abb. 289. Verschiebllches Fachwerk denn die beiden Kreisbogen der Stäbe 8 und 9 
nach dem ersten Blldungsgcsetz. liefern keinen Schnittpunkt, sondern haben 

eine Berührung gemeinsam. Der Punkt VI 
kann sich infolgedessen um ein sehr kleines Stückehen bewegen. Das Fach
werk ist also nicht mehr kinematisch bestimmt. Dabd beschränkt sich die 
Verschiebungsmöglichkeit nur auf den einen Punkt VI bzw. die Stäbe 8 
und 9. - Zur Prüfung der statischen Bestimmtheit betrachten wir eine 
Kraft P auf den Knoten VI wirkend, die mit den andet'en am Fachwerk 
angreifenden Kräften natürlich wieder im Gleichgewicht stehen muß. Wie er
halten am Knoten VI das Bild einer Kraft unter einem Winkel auf zwei Stäbe 
wirkend, die in gleicher Richtung liegen. Das Krafteck liefert für die Stabkräfte 
88 und S9 unendlich große Werte. Die Stabkräfte werden demnach nicht endlich: 
das Fachwerk ist statisch unbestimmt. Da die Stäbe aber praktisch stets elastisch 
sind, wird ein durch zwei Stäbe in derselben Geraden angeschlossenEr Punkt 
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etwas aus der Verbindungsgeraden heraus verschoben, die zugehörigen Stab
kräfte S8 , S9 werden dann zwar nicht mehr unendlich groß, aber immer noch 
sehr groß. 

Würden wir an das Stabgebilde weitere Stäbe anschließen unter Benutzung 
des Knotens VI als Anschlußstelle für einen Stab, so würden die weiter an
geschlossenen Punkte ebenfalls nicht fest liegen, da Punkt VI verschieblieh ist. 
Wir würden auf diese Weise ein Fachwerk bauen, das nur zu einem Teil statisch 
bestimmt und unverschieblich ist. 

Zweites Bildungsgesetz: Aus zwei bestimmten FMhwerken wird ein neues 
bestimmtes dadurch erhalten, daß man zwischen den beiden Fachwerken drei Ver
bindungsstäbe einzieht, die nicht durch einen Punkt gehen; ein beiden Fachwerken 
gemeinsamer Knoten ersetzt zwei V erbindungsstäbe. 

Wir legen also beim zweiten Bildungsgesetz dem Aufbau eines Fachwerks 
einen ganz anderen Gedanken zugrunde: vorhanden sind zwei statisch bestimmte 
Fachwerke (etwa nach dem ersten Bildungsgesetz aufgebaut); aus diesen beiden 
Fachwerken wollen wir nun ein unverschiebliches Fachwerk machen, d. h. wir 
wollen das Teilfachwerk A gegen das Teilfachwerk B 
unverschieblich festlegen (lagern). Wir ziehen zu
nächst (Abb. 290) die beiden Stäbe G) und ® zwi
schen beliebigen Knotenpunkten der beiden Fach
werke ein. Damit liegt das Fachwerk B noch nicht 
unverschieblich gegen A fest, denn diese Verbindung 
erlaubt noch eine Drehung beider Fachwerksteile 
gegeneinander um den Knotenpunkt I (wir setzen ja 
Gelenke in den Knoten voraus). Diese Drehmöglich
keit wird durch Anordnung eines dritten Stabes @ 
aufgehoben; denn wären nur die Stäbe G), ® ein

/y 
Abb. 290. 

Das zweite Bildungsgesetz. 

gezogen, so könnte sich Knoten V auf einem Kreisbogen um I drehen; ist aber 
noch Stab @ vorhanden, so kann sich V nur gleichzeitig auf einem Kreis 
um I und einem um II drehen, d. h. V liegt unverschieblich fest gegenüber A 
und damit auch das ganze Gebilde B, das nach Voraussetzung in sich selbst un
verschieblich ist. Die beiden Fachwerke sind zu einem unverschieblichen Ge
bilde vereinigt worden. Wir erkennen auch sofort, daß die drei verbindenden 
Stäbe nicht durch einen Punkt gehen dürfen, denn wenn der Stab@ zwischen den 
Knoten I und V eingezogen würde, hätten wir damit das Drehvermögen du 
Fachwerke gegeneinander nicht ausgeschaltet. 

Die Frage nach der Stabzahl des neu entstandenen Fachwerks liefert wieder 
unsere bekannte Beziehung 

s=2n-3. 

Denn das nach Voraussetzung bestimmte Fachwerk A besitzt n ~ Knoten und 
s ~ Stäbe, die zusammenhängen nach der Gleichung: 

s~ = 2n~- 3. 

Entsprechend ist für Fachwerk B: 

SB= 2nB- 3. 

Hinzugekommen sind drei Verbindungsstäbe (sy), aber keine neuen Knoten: 

Sy = 3. 

Die Addition der drei Gleichungen ergibt: 

S~ +SB+ Sy = 2 (n~ + nB)- 6 +3. 
14* 
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Da aber (s A + s B + sv) die Gesamtzahls der Stäbe ist und (n A + n B) die Zahl der 
Knoten, so haben wir: 

s = 2n- 3. 

Damit ist also erwiesen, daß die für das kinematisch und statisch bestimmte 
Fachwerk nötige Stabzahl vorhanden ist. 

Zum Nachweis der statischen Bestimmtheit betrachten wir das Gesamtfach
werk unter dem Einfluß von Kräften, die unter sich im Gleichgewicht stehen 

(Abb. 291). Schneiden wir nun die drei Ver
bindungsstäbe CD, @, @ durch, so trennen wir 
damit die beiden Teilfachwerke A und B wieder 
auseinander. Durch den Schnitt werden aber 
die inneren Kräfte ( Stabkräfte) der drei ge
schnittenen Stäbe S1 , S 2 und S3 frei und für 
jedes abgeschnittene Fachwerk (links oder rechts) 
müssen nun die äußeren Lasten oder, anders 
ausgedrückt, muß ihre Resultierende mit den 

Abb. 291. Statische Bestimmtheit drei unbekannten Stabkräften im Gleichgewicht 
eines Fachwerkes nach dem zweiten stehen. Wenn die drei Stäbe nicht durch einen Bildungsgesetz. 

Punkt gehen, was aber schon als Forderung der 
kinematischen Bestimmtheit ausgesproc.hen wurde, erhalten wir für die Stab
kräfte eine eindeutige und endliche Lösung; denn zur Berechnung der drei Un
bekannten stehen die drei Gleichgewichtsbedingungen der in der Ebene zerstreut 
wirkenden Kräfte zur Verfügung, bzw. sie können mit Hilfe des CuLMANNschen 

(j) Verfahrens ermittelt werden. Die übrigen Stab
kräfte sind dann mit Rücksicht auf die nach Vor
aussetzung vorhandene statische Bestimmtheit der 
Teilfachwerke ebenfalls endlich und eindeutig. 

Somit ist bewiesen, daß das nach dem zweiten 
Bildungsgesetz aufgebaute Fachwerk statisch und 
kinematisch bestimmt ist, wenn die drei VerbinAbb. 292. VerschieblichesFachwerk 

nach dem zweiten Bildungsgesetz. dungsstäbe nicht durch einen Punkt gehen. Die 
letzte Forderung, daß die Stäbe nicht durch einen 

Punkt gehen dürfen, schließt auch den Fall ein, daß die verbindenden Stäbt• 
parallel laufen (Abb. 292). Die drei Stäbe schneiden sich in einem Punkt, der 
hier im Unendlichen liegt. 

Im zweiten Bildungsgesetz ist weiterhin ausgedrückt, daß zwei Fachwerkt> 
auch statisch und kinematisch bestimmt verbunden sind, wenn sie einen Punkt 

6 gemeinsam haben, und an einer anderen Stelle ein Stab, 
der nicht durch den gemeinsamen Punkt geht, eingezogen 
wird (Abb. 293). Die Richtigkeit ist leicht zu erkennen: 
durch den gemeinsamen Punkt ist lediglich eine Verbin
dung der Teilfachwerke, aber nicht Aufhebung der Dreh
möglichkeit erreicht; dieses Drehvermögen wird aber 
durch Einziehen des weiteren Stabes beseitigt. Die kine

Abb. 293. Sonderfall des 
zweiten Bildungsgesetzes matische Bestimmtheit ist damit erwiesen. Der Beweis 

der statischen Bestimmtheit geht klar aus der Betrach
tung des gemeinsamen (Gelenk-)Punktes G hervor: es können in einem Gelenk 
nur Kräfte übertragen werden (zwei Unbekannte!), die Übertragung von Mo
menten ist nicht möglich; wir werden also unsere dritte Gleichgewichtsbedingung 
(.I M)0 = 0 zur Lösung der Kraft im Verbindungsstab benutzen können, indem 
wir durch das Gelenk einen Schnitt legen, der den Verbindungsstab trifft (vgl. 
S. 228). Fassen wir in der Abb. 290 das ursprüngliche Teilfachwerk B er-
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weitert durch die beiden Stäbe (1 und @ als neues Teilfachwerk auf, so deckt 
sich dieser Fall der Fachwerkverbindung mit dem letzten, denn die Verbindung 
des erweiterten Teilfachwerks B mit dem Teilfachwerk A geschieht dann auch 
durch einen gemeinsamen Punkt (Knoten I) und einen Stab @. 

Daß die hier erörterte Festlegung des Fachwerks A gegenüber B auf dasselbe 
herauskommt, wie die frühere Festlegung eines Balkens gegenüber einer Unter-
lage, ist leicht zu erkennen. I 

Drittes Bildungsgesetz (Gesetz der Stabver- a 
tauschung): Jedes nach dem ersten oder zweiten Bildungs
gesetz aufgebaute, also bestimmte Fachwerk, kann durch 
Fortnahme eines Stabes und Wiedereinfügung eines ande
ren Stabes, d. i. durch Stabvertauschung, in ein anderes 
bestimmtes Fachwerk verwandelt werden. Dies neue Fach
werk ist tatsächlich bestimmt, wenn der Ersatzstab zwischen 
zwei solchen Punkt'en eingezogen wird, die sich nach Fari
nahme des Tauschstabes gegeneinander bewegen können, 
und deren Abstand nicht gerade einen maximalen oder .ll 

minimalen Wert hat für diese Bewegung. 
Zur Erläuterung dieses Bildungsgesetzes betrachten 

wir ein nach dem ersten Bildungsgesetz aufgebautes 
Fachwerk (Abb. 294a), aus dem ein Stab (Tauschstab) 
herausgenommen wird. Das nunmehr entstandene Stab
gebilde ist nicht mehr unverschieblich, denn es hat c 
nicht mehr die unbedingt nötige Stabzahl (2n- 3), 
sondern .einen Stab weniger. Es ist eine Verschiebung 
möglich, da die vier Knoten I, II, IV, III ein Gelenk
viereck, d. i. aber ein bewegliches System, bilden. Ziehen 
wir nun etwa den neuen Stab (Ersatzstab) zwisch~n den 
Knotenpunkten III und VII ein (Abb. 294b), so ist 
damit die Verschieblichkeit des Stabsystems noch nicht 

I 
PJl 

aufgehoben; das durch die Strebe IV, V bereits in sich unverschiebliche Vier
eck aus den Knoten III, V, VII, IV ist durch den Ersatzstab als zweite Strebe 
doppelt gesichert gegen Verschiebung, während das Gelenkviereck I, II, IV, 
III noch nicht unbeweglich gemacht wurde. Es ist offenbar nötig, daß wir 
den Ersatzstab so einziehen, daß er eine mögliche Bewegung verhindert. Das 
ist z. :B. in Abb. 294c erreicht: das durch Stabvertauschung entstandene Fach
werk ist, wie wir uns leicht überzeugen können (an Stab VI, VII sind der Reihe 
nach angeschlossen die Knoten IV, II, V, III, I), nach dem ersten Bildungs
gesetz aufgebaut, daher statisch und kinematisch bestimmt. - Selbstverständ
lich hätte der Ersatzstab auch sonstwie eingefügt werden können (z. B. zwi
schen Knoten I und IV oder I und VII oder I und VI usw.), wobei die eine Be
dingung besteht, daß das Einziehen des Ersatzstabes eine Bewegungsmöglichkeit 
des Systems beseitigt, d. h. der Ersatzstab muß zwischen zwei solchen Punkten 
eingezogen werden, die nach Fortnahme des Tauschstabes ihre Entfernung gegen
einander ändern können. 

Unter Beseitigung der Bewegungsmöglichkeit verstehen wir auch die Ver
hinderung jener sehr kleinen Bewegung, die z. B. auch entsteht, wenn im ersten 
Bildungsgesetz ein neuer Knotenpunkt mit zwei Stäben angeschlossen wird, die 
in eine Gerade fallen. Diese kleinen Verschiebungsmöglichkeiten kommen prak
tisch immer dann vor, wenn der Stab zwischen zwei solchen Punkten ein
gezogen wird, die bei Beseitigung des Tauschstabes in ihrer möglichen Bewegung 
(Bahnkurve) gerade ein Maximum oder ein Minimum ihrer Entfernung haben. 
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Als Beispiel betrachten wir das in Abb. 295a dargestellte, nach dem zweiten 
Bildungsgesetz aufgebaute Fachwerk: der für den herausgenommenen Tausch
stab eingeführte Ersatzstab (Abb. 295b) verbindet zwei Punkte, die gerade im 

Maximum ihrer Entfernung 
sind bei der augenblicklichen 
Bewegungsmöglichkeit des 
Fachwerks ohne Tauschstab. 
Es ist dann noch eine kleine 
Bewegung möglich. In an
derer Lage der Bewegungs
figur würde durch einen 
solchen Ersatzstab die Un
verschieblichkeit des Fach
werks erreicht. Im Falle der 
Abb. 296 würde durch den 

b 

Abb. 295. Fachwerk nach Abb. 296. Fachwerk nach dem eingezogenen Ersatzstab die 
dem dritten Bildungsgesetz dritten Bildungsgesetz mit 
mit unendlich kleiner Ver- endlicher Verschieblichkeit. Bewegungsmöglichkeit über-

schieblichkeit. hauptnicht aufgehoben, d. h. 

es ist endliche Bewegung möglich. Hier gehen aber auch in jeder Lage die drei 
verbindenden Stäbe durch einen (den unendlich fernen) Punkt. Es deckt sich diP
ser Sonderfall mit dem zu vermeidenden Ausnahmefall des zweiten Bildungsgcset
zes, nämlich daß die drei Verbindungsstäbe nicht durch einen Punkt gehen dürfen. 

J[ 

f 
Abb. 297. Fachwerknach 
dem dritten Bildungs
gesetz mit unendlich 
kleinerVerschieblichkeit. 

b 

d 

Weniger offensichtlich 
erscheint dagegen die be
stehende Bewegung~möglich
keit bei einem Sechseck
rahmen, dessen gelenkig!.' 
Eckpunkte in den drei 
Hauptdiagonalenrichtungen 
mit Stäben ausgesteift sind; 
das Stabgebilde ist nämlich 
dann verschie blich, wenn das 
Sechseck ein regelmäßiges 
Sechseck ist (Abb. 297c). 
Wir denken uns das System 
durch Stabvertauschungent
standen aus dem in Abb. 297a 
dargestellten, nach dem er
sten Bildungsgesetz aufge-

t bauten Fachwerk. Durch 
Fortnahme des Tauschstabes 
wird das System beweglich. 
Zur Ermittlung der Bahn
kurve des Knotenpunktes, 
nach dem der Stab vom 
Knoten I aus eingezogen 

werden soll, halten wir den linken unteren Randstab fest und bestimmen 
die Bahn des oberen Punktes II (Abb. 297b). Die entstehende Bahnkurve des 
Knotens II und deren Abstand vom Knoten I zeigt, daß in der Stellung der sechs 
Randstäbe als regelmäßiges Sechseck, die Entfernung der beiden zu verbindenden 
Knoten gerade ein Maximum ergibt. Der eingezogene Ersatzstab ist demnach 
als Verbindungsstab zweier Knoten in größtmöglichem Abstand (d.·i. gleich-
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bedeutend mit: senkrecht zur möglichen Bewegungsrichtung) falsch eingeführt; 
er würde noch eine unendlich kleine Bewegung gestatten, und das entstehende 
Fachwerk (Abb. 297c) ist wegen dieser unendlich kleinen Bewegungsmöglichkeit 
der beiden Knoten I und II gegeneinander nicht kinematisch bestimmt. 

Die statische Unbestimmtheit kann durch den Nachweis erbracht werden, 
daß die Stabkräfte nicht eindeutig werden. Wir legen zu diesem Zweck denFall 
zugrunde, daß keine äußere Belastung wirkt, und nehmen an, in irgendeinem 
Stab, z. B. 4, herrsche eine beliebige StabkraftS. Mit dieser Kraft ermitteln wir, 
indem wir nacheinander die Knotenpunkte III, IV, Ir usw. betrachten, die 
Stabkräfte; jedes Dreieck der Abb. 297d stellt das Kraftdreieck für einen 
Knotenpunkt I, III, IV, Ir, VI, V dar. Wir erkennen, daß nach Einführung 
von S an jedem Knoten. Gleichgewicht besteht, daß sogar alle Stabkräfte gleich 
groß werden. Nun war aberSganz willkürlich gewählt, d. h. wir können mit 
jeder beliebigen Kraft im Stab I, III Gleichgewicht für das Fachwerk herstellen 
oder. anders ausgedrückt, die Stabkräfte sind nicht eindeutig, also ist das Stab
gebilde trotz richtiger Stabzahl (2n- 3) statisch unbestimmt. Es wäre tat
sächlich bestimmt, wenn beim Fehlen von äußeren Lasten in allen Stäben eindeutig 
die Kraft Null aufträte1, wie wir es schon früher bei ebenen und räumlichen 
Bockgerüsten gesehen haben. Die Berechnung der nach dem dritten Bildungs
gesetz aufgebauten Fachwerke wird unter Nr. 76 eingehend betrachtet (Ver
fahren von L. HENN'EBERG). 

Zusammenfassend können wir also jetzt sagen: Das bestimmte freie Fachwerk 
ist ein mit gelenkigen Knoten und starren Stäben herger,;telltes Stabgebilde mit 
einer Stabzahl s = 2n - 3, das nach einem der drei Bildungsgesetze aufgebaut 
ist. Solange die Belastung des Fachwerks nur in den Knotenpunkten angreift, 
treten in den Stäben nur Längskräfte (Stabkräfte) auf. 

XIII. Der statisch bestimmte Fachwerksträger. Bildung und Berechnung. 

71. Bildung bestimmter Fachwerksträger. Das freie ebene Fachwerk ist eine 
in sich selbst starre ebene Figur, eine "Scheibe", die zur Aufnahme und Weiter
leitung von Kräften dient. Es ist praktisch durchweg an eine andere Konstruk
tion oder an die Erde angeschlossen (ge
lagert) und führt in dieser Verwendung 
den Namen Fachwerksträger (gestütztes 
Fachwerk). Die Lagerung eines freien 
Fachwerks geschieht geradeso wie beim 
Balken und überhaupt bei jedem kraft
tragenden Körper. Die Ermittlung der in 
den Abstützungen geweckten Gegenkräfte 
(&eaktionen) können wir in gleicher Weise 
vornehmen wie beim gewöhnlichen Balken. 
Die Anzahl der Lagerunbekannten (Fesse
lungen) muß entsprechend den Gleich
gewichtsbedingungen bei einer statisch be

Abb. 298. Statisch bestimmter Fachwerks
träger in Lagern. 

stimmten Lagerung wiederum drei sein. Wir können also statisch bestimmte 
ebene Fachwerksträger entsprechend den früheren Ausführungen lagern: 

1. durch Einspannung; 
2a. auf zwei Lagern (ein bewegliches und ein festes Gelenklager) (Abb. 298a 

und b); 

1 Diese Stabilitätsforderung wurde zuerst vonL.HENNEBERO ausgesprochen, HENNEBERG 
war 1878--1920 Professor der Mechanik an der Technischen Hochschule in Darmstadt. 
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2 b. mit drei Stäben (1), ®, @, die nicht durch einen Punkt gehen (Abb. 299a 
und b). 

Der Zusammenhang zwischen Lagern und Stützungsstäben ist wieder der, daß 
jedes feste Auflager durch zwei, jedes bewegliche Lager durch einen Stützungs
stab ersetzt werden kann (vgl. Nr. 39). Selbstverständlich können auch beide 
Befestigungsmöglichkeiten nebeneinander mit insgesamt drei Lagerunbekannten 
verwendet werden, z. B. ein festes Auflager und ein Stützungsstab (Abb. 300). 

Diese Lagerungen lassen sich nun auch von anderen Ge:oichtspunkten her 
betrachten. Nehmen wir z. B. den Fall der Lagerung durch drei Stäbe (Abb. 299a) 
und denken uns an Stelle der Erde (die ja auch irgendeine andere Konstruktion 

darstellen kann) ein :Fachwerk (Erdfach
werk) als festliegende::; Gebilde ge:oetzt, ::;o 
erhalten wie bei dieser Lagerungsart direkt 
die Verwendung de::; zweiten Bildungs
gesetzes für die Lagerung eines Fachwerks 
gegen das andere. Andererseits kann der 

~~$~==='71/====~::;: Fachwerksträger in Abb. 299b aufgefaßt 
werden als aufgebaut nach dem ersten Bil
dungsgesetz: ausgehend von den beiden 
festen Punkten A und B wird jeweils ein 

I~ (j) weiterer Knoten durch zwei Stäbe ange-

~
~ s<;hlossen. Das gleiche Beispiel kann aber 

-,~ ~~ ~ ~ auch als dem zweiten Bildungsgesetz ent
:, 8 3 - sprechend angesehen werden, wenn wir den 

Ahb. ~99. Statisch bestimmter Fachwerks- Festteil (Erde, Mauer od. a.) wieder als 
träger mit Stützungsstäben. Fachwe'rk und die drei ersten Stäbe als 

Verbindungsstäbe des übrigbleibenden Fach
werks mit dem Festteil ansehe11. Nan kann demgemäß einen Fachwerksträger 
dadurch gewinnen, daß man unter Benutzung des Erdfachwerkes entweder das erste 
Bildungsgesetz (Anschluß der einzelnen Knotenpunkte durch je zwei Stäbe) oder 
das zweite Bildungsgesetz (Festlegung durch drei Stäbe bzw. Fesseln) verwendet. 
Der Fall der Abb. 299b können wir auch gewissermaßen als Einspannung de::; 
Fachwerks betrachten: bei der Einspannung tritt ja eine Reaktion und ein Mo

ment auf oder, anders ausgedrückt, eine Kraft, die entspre
chende, allgemeine Lage hat. Diese eine Kraft wird hier durch 
die drei Stäbe G), ®, @ aufgenommen und weitergeleitet. 

Alle die so entstandenen Fachwerksträger weisen drei Lager
unbekannten bzw. Stützungsstäbe auf. Die Zahl dieser "Fes
seln" möge allgemein r genannt werden. Dann ist, da das 
freie, bestimmte Fachwerk (2n - 3) Stäbt> besitzt, für diese 
Fachwerksträger die Gleichung erfüllt: 

s + r = 2n. (32) Abll. 300. Statisch 
bestimmter Facb
werksträger mit 
Lager und Stüt-

zungsstab. 
72. Gelenkträger. In der Weiterverfolgung der Analogie 

zwischen einem gestützten Balken und dem Fachwerksträger 
können wir einen Fachwerksträger auch als Gerberträger 

(Abb. 301) und als Dreigelenkbogen (Abb. 302) aufbauen, bei denen jedesmal an 
einem einzelnen Knoten zwei für sich starre Gebilde gelenkig zusammenhängen. 
An diesem Gelenk ist nur die Übertragung einer einzelnen Kraft (der aus Quer
kraJt und Längskraft zusammengesetzten Gelenkkraft) möglich, aber keines 
Biegimgsmomentes. Als neue Gleichung für die zusätzliche Lagerunbekannte 
tritt also die Bedingung auf: die Summe der Momente aller Kräfte in bezug auf 
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den Gelenkpunkt muß für jeden der beiden starren Teile (links oder rechts von der 
Gelenkstelle) Null sein. Die Lagerreaktionen bzw. die Gelenkkräfte sind dem
gemäß bei diesen Trägern genau so zu 
bestimmen wie bei den entsprechenden 
Balken. 

Diese beiden Arten von Gelenkkon
struktionen ( Gerberbalken und Dreigelenk

f'JS'rst"V1Zk1 
Abb. 301. 

Der Gerberträge;r als Fachwerkstrllger. 

bogen) können wir uns nach dem dritten Bildungsgesetz entstanden vorstellen: 
wir beseitigen in einem statisch bestimmten Fachwerksträger (Abb. 303) einen 
Stab T (Tauschstab, gestrichelt eingezeichnet), so daß ein Gelenk entsteht (Dreh
möglichkeit beider Teile um einen Knoten). Diesen herausgenommenen Stab 
führen wir als Ersatzstab bzw. als gleichwertige Lagerkraft an einem Punkte 
ein, der sich nach der Fortnahme des Tauschstabes gegen die Erde bewegen 

Abb. 302. Der Dreigelenk
hogen als Fachwerkstrllger. 

Abb. 303. Gewinnung des Gelenk-Fach
werksträgers durch Stabvcutauschung. 

würde, und erhalten den Gerberträger mit einem festen und zwei beweglichen 
Lagern. Die Anbringung der neuen Fesselung (Stützungsstab) muß auch hier 
selbstverständlich jede Bewegungsmöglichkeit (auch unendlich kleine) beseitigen. 
Wir sehen an dieser Betrachtung der Gelenkträger, daß sich also Stäbe d(s Fach
werks gegen Fesselungen (Lagerkräfte) austauschen lassen1. Ursprünglich hatten 
wir r = 3 Fesseln und s = (2n - 3) Stäbe; die Summe bleibt beim Austausch 
stets konstant, so daß wir allgemein für jeden statisch bestimmten Fachwerks
träger die Gleichung haben: 

s+r=2n, 2 

wobei s die Anzahl der Stäbe, r die Anzahl der Lagerfesselungen (Lagerunbekann
ten) und n die Anzahl der Knoten bedeutet. 

Der Aufbau eines jeden statisch bestimmten Fachwerksträgers muß nach einem 
der drei erwähnten Bildungsgesetze möglich sein, wenn wir den Festteil (Erde 

Abb. 304. Innerlich statisch un
bestimmter Fachwerksträger. 

Abb. 305. Äußerlich statisch un
bestimmter Fachwerksträger. 

oder andere Konstruktion) als ein für sich statisch bestimmtes Fachwerk an
sehen. Ist (s + r) > 2n, dann ist der Fachwerksträger statisch unbestimmt, es 
kann dabei die Zahl der Stäbe s zu groß sein, oder auch die Zahl der Fesseln r. 
Im ersteren Fall spricht man von innerer statischer Unbestimmtheit (Abb. 304), 
in letzterem Falle von äußerer Unbestimmtheit (Abb. 305). -

1 Vgl. HENNEBERG-SCHLINK, z. Arch. u. Ingw. 1903. 
2 MoHRSehe Gleichung. MoHR war bis 1918 Professor der Mechanik an der Technischen 

Hochschule in Dresden. 
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Für die Ermittlung der in den Stäben auftretenden Längskräfte eines be
lasteten statisch bestimmten Fachwerksträgers müssen wir zunächst die Lager
reaktionen bestimmen. Diese Reaktionskräfte werden dann wie beim Balken, 
zusammen mit den Lasten, als äußere Kräfte behandelt. Wir schaffen uns also 
durch die Ermittlung der Lagerkräfte das Bild eines freien Fachwerks, an dem 
die sämtlichen Kräfte (Lasten und Lagerreaktionen) im Gleichgewicht stehen. 
Als wichtigste Verfahren zur Ermittlung der Stabkräfte kommen in Frage: 

1. Das Knotenpunktverfahren (Cremonaplan). 
2. Das Schnittverfahren. 
73. Stabkraftbestimmung mittels des Knotenpunktverfahrens; der CREMONASChe 

Kräfteplan. Dies Verfahren baut sich auf dem Gedanken auf, daß sowohl am 
ganzen Fachwerk als auch an jedem einzelnen Knoten Gleichgewicht herrscht 
(Ruhezustand). Bei der Betrachtung der einzelnen Knotenpunkte denken wir 
uns den zu betrachtenden Knoten losgetrennt, indem wir alle an ihm an
geschlossenen Stäbe durchschneiden. Die inneren Kräfte der vom Schnitt 
getroffenen Stäbe, die Stabkräfte. wirken auf den Knoten wie äußere Kräfte, 
d. h. an jedem Knoten muß die Last mit den Stabkräften im Gleichgewicht 
stehen. Das so erhaltene Bild eines Knotens stellt eine Reihe von KräftPn 
dar, die durch einen Punkt gehen. Wenn nur zwei Unbekannte vorliegen, 
können diese eindeutig berechnet werden. Die Lösung erfolgt hier graphisch 
durch das geschlossene KraftPck. Wir behandeln nun die einzelnen Knoten
punkte in einer bestimmten Reihenfolge, gehen zunächst aus (Abb. 306) von 
einem Knotenpunkt mit zwei unbekannten Stabkräften, z. B. I, ermitteln 
daselbst SL und s2' gehen dann zu einem anderen Knoten mit nur zwei un
bekannten Stabkräften, z. B. II, bestimmen hier die Kräfte S3 und S4. usw. Es 
werden also der Reihe nach Knoten mit je zwei Unbekannten betrachtet. Sofern 
das Fachwerk nach dem ersten Bildungsgesetz aufgebaut ist, wird es immer 
möglich sein, nacheinander Knotenpunkte mit zwei Unbekannten zu erhalten, 
indem man umgekehrt dem Aufbau die einzelnen Knoten betrachtet. Als Lösung 
der Stabkräfte des gesamten Fachwerks bekommen wir also eine Reihe von 
Kraftecken. Jede Stabkraft kommt dabei in zwei Kraftecken vor, z. B. S1 so
wohl beim Krafteck I als auch bei Krafteck II. Man kann aber auch alle diese 
Kraftecke zu einem einzigen Kräfteplan vereinen, wobei dann jede Stabkraft nur 
einmal erscheint; dieser führt den Namen ÜREMONAscher Kräfteplan1 . Wir 
wollen die Regeln zur Aufstellung des CREl\ION.A.schen Kräfteplans, deren Be
folgung für die Durchführung nötig ist, an einem Beispiel kennenlerllfm. 

Das in Abb. 306 dargestellte Fachwerk ist ein nach dem ersten Bildungs
gesetz aufgebautes, statisch bestimmt gelagertes Fachwerk. Auf diesen Fach
werksträger wirken in verschiedenen Knotenp~nkten bekannte Lasten in lot
rechter Richtung. Die auftretenden Lagerreaktionen werden demnach ebenfitlls 
lotrecht gerichtet sein. Wir ermitteln sie, wie beim Balken, am einfachsten durch 
die Momentenbedingungen nm die Lagerstellen : 

1. (_I M)A = 0: 1000 · 2,0 + 1000 · 4,0 + 5000 · 6,0 + 3000 · 10,0- B · 12,0 = 0, 

B = 5500 kg (nach oben gerichtet). 

2. (.I M)B = 0: - 3000· 2,0-5000 · 6,0-1000· 8,0-1000-10,0 +A ·12,0 = 0, 

A = 4500 kg (nach oben gerichtet). 

Die Kontrollgleichung .I V = 0 

1 CREMONA wirkte von 1873 ab als Professor der Mathematik an dem Polytechnikum 
in Rom. 
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liefert die Bestätigung der richtigen Rechnung: 

4500 + 5500 = 1000 + 5000 + 3000 + 1000 0 

Damit sind alle äußeren Kräfte bestimmt, deren zugehöriges Krafteck aus Gleich
gewichtsgründen geschlossen sein muß. 

Dieses Krafteck tragen wir zunächst auf; dabei haben wir uns nun bezüglich 
der Reibenfolge an ein bestimmtes Gesetz zu halten, und das ist die erste Regel 
zur Aufstellung des Cremonaplans: Wir fügen die Kräfte in einer solchen Reihen
folge aneinander, wie sie uns beim Umschreiten des Fachwerks im Uhrzeigersinn 
oder entgegengesetzt begegnen; den 
Umlaufsinn, mit oder gegen den 
Uhrzeigersinn, können wir belie
big wählen. Bei unserer Aufgabe 
ist als Umlaufsinn der Ubrzeiger
drehsinn eingeführt, also sind die 
Kräfte in folgender Reihenfolge 
aneinander zu tragen: beginnend I 

mit der Kraft 1000 kg begegnen 
wir bei Umschreiten des Fach
werks im vorgegebenen Umlauf
sinn der nächsten Kraft 5000 kg, 
dann der Kraft 3000 kg und da
nach der Lagerkraft B = 5500 kg; 
an die Reaktionskraft B schließt 

toookg 

Abb. 306. DerCREMONAsche 
Kräfte plan. 

die untere Kraft 1000 kg an, und das Krafteck wird mit 
der letzten Kraft A geschlossen. Dieses geschlossen!;! Kraft
eck der äußeren Kräfte gibt die Grundlage des Kräfte
plans; an diese Grundfigur werden alle entstehenden 
Knotenkraftecke angeschlossen. 

Zur Bestimmung der Stabkräfte selbst betrachten wir 
nun die einzelnen Knoten, und zwar ausgehend von einem, 
an dem nur zwei Unbekannte vorkommen, dann weiter 
immer einen neuen Knoten mit zwei unbekannten Stab
kräften. In unserem Fall können wir also mit dem 1 inken 

a 
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oder rechten Lagerpunkt beginnen, denn hier sind jeweils nur zwei unbekannte 
Stabkräfte vorhanden, die mit der bekannten Lagerkraft im Gleichgewicht 
stehen. Die zweite Regel zum Aufbau des Cremonaplans sagt nun aus, daß wir 
an jedem Knotenpunlct bei der Aufstellung des zugehörigen Kraftecks in dem gleichen 
Sinn herumgehen müssen, wie er vorher als Umiaufsinn für das ganze Fachwerk ge
wählt war, d.h., daß wir die Kräfte in der Reihenfolge aneinanderzutragen haben, 
in der sie uns bei Droschreiten des einzeluen Knntenpunktes in dem vorher für 
das ganze Fachwerk festgelegten Umlaufsinn begegnen. Wir werden also beim 
Ausschneiden der Knoten auf die Reihenfolge der geschnittenen Stäbe bzw. 
Kräfte in diesem gegebenen Umlaufsinn achten müssen. 

Diese beiden Regeln sind die unbedingt zu beachtenden Maßnahmen bei der 
Aufstellung des Kräfteplans; wird gegen sie verstoßen, so ist die Aufzeichnung 
des gewünschten einfachen Kräfteplans nicht möglich. Die Reihenfolge der be
trachteten Knoten ist nur daran gebunden, daß jeder Knoten immer nur zwei 
Unbekannte aufweisen darf. Wir können also links anfangen, nach der Be
trachtung einiger Knoten abbrechen, dann rechts weiterfahren, usw. Alle ent
stehenden Knotenkraftecke schließen sich an das Krafteck der äußeren Kräfte an 
und bilden in ihrer Gesamtheit den CREMONAschen Kräfteplan. 
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In unserem Beispiel wollen wir an der linken Lagerstelle I beginnen: es steht 
die Reaktionskraft A im Gleichgewicht mit den beiden Stabkräften S1 und 8 2 • 

Das Krafteck wird gebildet, indem wir von der bekannten Kraft A ausgehen, und 
die Reihenfolge A, 1, 2 beachten, dementsprechend an die im Krafteck vor
handene Lagerkraft A erst eine Parallele zum Stab 1 ziehen und dann mit einer 
Parallelen zu Stab 2 das Krafteck schließen. Die Reihenfolge der Kräfte A, 1, 2 
ist durch den für das ganze Fachwerk einmal angenommenen Umlaufsinn (hier 
Uhrzeigersinn) vorgeschrieben. Die sich ergebenden Richtungen der Stabkräfte 
(aus dem durch die Reaktion A festgelegten Umfahrungsssinn des KrafteckR) 
tragen wir im Konstruktionsbild an dem Punkt ein, an dem wir die Gleichgewichts
betrachtung angestellt haben, also hier an Punkt I; es ergibt sich für 8 1 eine 
Druck-, für S2 eine Zugkraft. Die Stabkräfte Sl und S2 sind am anderen Ende in 
entgegengesetzter Richtung wirksa.m, also 8 1 wirkt drückend auf Knoten IL S2 

ziehend an Knoten III; die entsprechertden Pfeile werden an diesen Punkten 11, 
III eingetragen. vVir gehen nun über zu einem anderen Knoten mit nur zwei un
bekannten Stabkräften, also entweder II oder VII. Am Knoten JI ist die Kraft S 1 

nach Größe und Richtung bekannt (Größe im Krafteck, Richtung im Kon;;truk
tionsbild durch Pfeil gegeben); ferner ist die Last gegeben, dagegen 8 3 und S4 unbe
kannt. Schneiden wir nun den Knoten II aus, so begegnen uns beim Droschreiten 
des Knotens im Uhrzeigersinn als erste bekannte Kraft die Stabkraft S1 , dann die 
äußere Last 1000 kg und danach die beid(•n unbekannten Stabkräfte der Stäbe 
4 und. 3. Die Feststellung, welches die erste bekannte Kraft ist, die uns beim 
Umlaufen entgegentritt, ist wichtig; dies ist hier S 1 , denn S3 ist ja noch unbekannt. 
Diese bekannte Kraft suchen wir nun im Kräfteplan auf und zeichnen das Kraft
eck des Punktes II. Auf S1 hat 1000 kg zu folgen, dann S4 und 8 3 . \Vir sehen, 
daß im KTäfteplan sich bereits 1000 kg unmittelbar an sl (nach rechts oben ge
richtet) rr)it dem richtigen Pfeil anschließt, die Parallelen zu 4 und 3 ergänzen 
das Krafteck. Das zugehörige Krafteck im Kräfteplan beginnt also mit der schon 
eingezeichneten Größe S1 schräg nach rechts oben, dann folgt die Kraft 1000 kg 
nach unten, darantragen wir eine Parallele zu Stab 4 und schließen das Krafteck 
mit einer Parallelen zu Stab 3. Die in dem geschlossenen Krafteck sich aus dem 
Umfahrungssinn der gegebenen KTäfte S1 und 1000 kg ergebenden Richtungen 
werden am Knoten II eingezeichnet; es ergibt sich S3 Zug, S4 Druck. Wir :;ehen 
schon bei Betrachtung der beiden Knoten I und II, daß im Krafteck die Strecke 
der Stabkraft S 1 zweimal benutzt wurde, und zwar einmal in der Richtung nach 
unten (Knoten I), das zweite Mal in der Richtung nach oben (Knoten Il); ein 
bei der Ermittlung von S1 am Knoten I ins Krafteck eingezeichneter Richtungs
pfeil würde also nur stören, da die KTaft beim nächsten Knoten in umgekehrter 
Richtung verwendet wird. Diese doppelte Benutzung einer Kraftstrecke im 
einzelnen Krafteck erfolgt nun für alle Strecken der Stabkräfte; wir wollen des
halb im Krafteck für die Stabkräfte keine Pfeile einführen, sondern die erhaltenen 
Pfeilrichtungen jeweils nur am untersuchten Knoten.im Konstruktionsbild ein
tragen; dann müssen wir stets am anderen Ende des Stabes die umgekehrten 
Pfeile hinzufügen. Dadurch ergibt sich dann im Konstruktionsbild ein AufLau 
von Zug- und Druckstäben, die in ihrer charakteristischen &t dargestellt sind 
und eindeutig im Vorzeichen ihrer Stabkräfte festliegen. Die Größen sind aus 
dem in einem bestimmten Kräftemaßstab aufgetragenen Kräfteplan zu ent
nehmen. 

Die am Punkt II für S3 und S4 gefunden( n Pfeile sind also als Zug- und Druck
pfeile an den Punkten III und IV eingetragen. Versuchen wir, in der Weiter
betrachtung unseres Beispiels (Abb. 306) am Knoten IV ein Krafteck aufzustellen, 
so sehen wir, daß hier noch drei Unbekannte (S,, S,, Ss) vorhanden sind; wir 
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können demnach diesen Knotenpunkt noch nicht betrachten, es dürfen ja nur 
zwei Unbekannte an einem Knoten vorkommen. Der Knoten III erfüllt diese 
Bedingung, wir können also hier aus der Aneinanderreihung von 1000 kg, 82 ,83 
und den daran anschließenden unbekannten Stabkräften S5 und 86 ein geschlos
senes Krafteck aufbauen. Dabei beginnen wir wieder mit der uns beim Um
laufen im Uhrzeigersinn zuerst entgegentretenden bekannten Kraft, d. i. hier 
1000 kg (86 ist ja noch unbekannt). Diese suchen wir im Kräfteplan auf und er
kennen, daß die bekannten Kräfte (1000 kg, 8 2 , S3) bereits in der geforderten 
Reihenfolge im Krafteck erscheinen. Die Parallelen zu S5 und 86 schließen das 
K.rafteck. Die durch dessen Umfahrungssinn bestimmten Richtungen von 8 5 
und S6 werden am Knoten III eingezeichnet, das andere Ende der Stäbe wird 
mit umgekehrtem Richtungspfeil versehen. · 

So gehen wir nun von Knot;en zu Knoten weiter, jeweils immer einen Knoten 
heraussuchend, an dem nur noch zwei Unbekannte vorhanden sind: Knoten IV, 
dann V und VI. Immer stellt sich dann heraus, daß die bereits bekannten Kräfte 
schon von selbst in der richtigen Reihenfolge im Krafteck erscheinen. Der 
Knotenpunkt VI zeigt allerdings nur noch eine Unbekannte. Das im Kräfteplan 
erscheinende Krafteck von 8 9 , S8 und 3000 kg muß also so beschaffen sein, daß 
die Verl1indungslinie des Anfangspunktes von 89 und des Endpunktes von 3000 kg 
parallel zu Stab ·11 läuft, denn sonst hätten wir kein richtiges Krafteck. Wir 
sehen, wir erhaltfln so eine Kontrolle, die uns auch nochmals am letzten Kno
ten VII entgegentritt. An diesem Punkt haben wir nämlich keine Unbekannte 
mehr. Das zu dem Knotenpunkt VII genprige Krafteck, das in dem Kräfteplan 
bereits durch die vorher verwendeten Kraftecke fertig gezeichnet vorliegt, muß 
also die Parallelen zu B, 8 10 und 8 11 aufweisen. Wenn diese Forderung am letzten 
Knoten erfüllt ist, dann sagen wir, der Kräfteplan schließt sich. Die so entstan
dene Kontrolle ist natürlich von besonderer Bedeutung. Wir haben also bei allen 
Knotenpunkten zwei Unbekannte bis auf den vorletzten mit nur einer und den 
letzten mit keiner mehr. Das muß so sein, denn die Zahl der Stäbe ist ja nicht 2 n, 
sondern nur (2 n - 3) und es fehlten deshalb am letzten Punkt zwei Unbekannte, 
am vorhergehenden eine. 

Das entstandene Lösungsbild zeigt im Krafteck (im Kräftemaßstab auf
getragen!) die Größen der Stabkräfte an. Den Charakter der Beanspruchung, 
ob Zug- oder Druckstab, können wir dem Konstruktionsbild entnehmen. Gehen 
die Pfeile an den Enden nach der Mitte zu (ziehend an den Endknoten), so ist 
der Stab Zugstab (StäbP 2, 3, 6, 9, 10), gehen die Pfeile von der Mitte weg (drük
kend auf die Endknoten), so ist der Stab Druckstab (Stäbe 1, 4, 5, 7, 8, 11). 

Die Figuren des Kräfteplans und des KonstruktionsbildPs (Fachwerk) stehen 
in einem bestimmten Zueammenhang. Jedem Eckpunkt (Knotenpunkt) des 
Fachwerks entspricht ein Polygon (Krafteck) im Kräfteplan, das nach der durch
geführten Konstruktion aus den an dem betreffenden Punkt angreifenden 
Kräften gebildet wird, z. B. dem Knoten II das Viereck S1 , 1000, S4 , S3 • Es 
entspricht aber auch umgekehrt, wie sich leicht feststellen läßt, jedem Eckpunkt 
im Kräfteplan ein Vieleck aus den gleichen Stabkräften im Konstruktionsplan, 
z. B. dem Punkt a im Kräfteplan das Dreieck a im Fachwerk. Es bestehen also 
die gleichen Wechselbeziehungen zwischen Fachwerk und Kräfteplan, wie sie 
zwischen Seileck und Krafteck gezeigt wurden. Wir sagen: Fachwerk und Kräfte
plan sind reziproke Figuren. Die iWechselbeziehmlgen der Reziprozität erlauben 
vielfach eine einfache Kontrolle bei dem Aufbau des Kräfteplans.1 

1 Über den allgemeinen Zusammenhang zwischen Fachwerken und Kräfteplänen vgl. 
z. B. HENNEBERG, Graphische Statik der starren Systeme. Leipzig 1911. 
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Das Lösungsverfahren mit dem Cremonaplan beim Fachwerk, das nach dem 
ersten Bildungsgesetz aufgebaut ist, stellt gewissermaßen einen Abbau des Fach
werks dar. Es werden die Stabkräfte eines Knotenpunktes bestimmt und diese 
am anderen Ende des Stabes in ihrer Größe als belastende Kräfte für den nächsten 
Knoten eingesetzt, d. h. also, wir betrachten die ermittelten Stabkräfte am an
deren Ende wie äußere Kräfte (Stäbe durchgeschnitten gedacht). An diesem 
ne'uEn Knoten werden dann wieder die beiden unbekannten Stabkräfte bestimmt, 
die mit den gegebenen äußeren Lasten und den bekannten Stabkräften im Gleich
gewicht stehen müssen. Die neuen Stabkräfte dienen für die folgenden Knoten 
wieder als bekannte wirkende Kräfte. Verfolgen wir diesen Gang weiter, dann 
sehen wir, daß damit die Knoten umgekehrt wie beim Aufbauen nach dam 

' 1 

A 

~ "'-- ersten Bildungsgesetz 
•1 2 11 abgebaut werden. 
1 I 6 Ein Fachwerksträ.-\ l ger, der, auBgehend von 

P 1g1·5 zwei jeBten Pttnkten 
\ (Erde oder andereKon-
1 skuktion), nach dem 
Y ersten Bildungsgesetz 

/~ . aufgebaut ist, muß 
~ ·r demnach, bei dem zu-

\ Ietzt aufgebauten Kno-
! ! / ten beginnend, bis 

P I ,s1 auf die beiden festen 
1
1! Punkte abgebaut wer-
1: den können, d. h. die 

Stabkräfte müssen sich 
ohne vorherige Kennt
nisder Lagerreaktionen 

Abb. 307. CREMONAscher K:räfteplan für einen Auslegerkran. 

bestimmen lassen. Dies werde an dem in Abb. 307 dargestellten Kranfachwerk 
gezeigt, das von den beiden festen Punkten A und B (feste Gelenke) aus nach 
dem ersten Bildungsgesetz im Sinne der Bezifferung aufgebaut ist. Wir beginnen 
mit der Ermittlung der Stabkräfte am zuletzt aufgebauten Knotenpunkt V. Dazu 
legen wir zunächst einen bestimmten Umlaufsinn fest, der in unserem Falle dem 
Uhrzeigersinn entsprechen soll. Wir trennen also den Knoten V ab (durch Schnei
den der beiden Stäbe 9 und 10) und bilden aus den freigewordenen Stabkräften 
S0 und 8 10 und der Last Pein Krafteck, mit der Reihenfolge P, 8 10 , S0 (P be
kannte Kraft, Uhrzeigerumlauf!). Die durch das geschlossene Krafteck sich er
gebenden Stabkräfte werden in ihrer Richtung an dem betrachteten Knoten im 
Fachwerk eingezeichnet, es ergibt sich für S 0 Zug, für 8 10 Druck. Am anderen 
Ende der Stäbe wird dann die Richtung umgekehrt eingeführt. Der nächste zu 
behandelnde Knoten ist, umgekehrt dem angegebenen Aufbau entsprechend, 
Punkt IV. Als Belastung dient die bekannte Stabkraft 810 , die Reihenfolge der 
Stäbe beim Umschreiten des Knotens ist: 8 10 , S7 , S8 ; in der gleichen Reihenfolge 
wird das Krafteck aufgetragen unter Benutzung der schon vorhandenen Größe 8 10 
im Kräfteplan. Die erhaltenen Richtungen der Stabkräfte werden wieder im 
Konstruktionsbild am betrachteten Knoten IV eingetragen, die entgegengesetzten 
Richtungen an den anderen Enden der Stäbe; es ergibt sich damit für die Stäbe 7 
und 8 das Bild eines Druckstabes. Der nächste Knoten für unsere Gleichgewichts
betrachtungen ist der Punkt III. Bekannte Kräfte sind die Stabkräfte S 9 und S8 , 
die bereits im Krafteck in der richtigen Reihenfolge liegen; unbekannt sind die 
Stabkräfte S 6 und 8 5 , die mit den bekannten Kräften ein geschlossenes Krafteck 
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bilden; wir zeichnen es, beginnend mit der ersten bekannten Kraft 89 , die wir 
beim Umlaufen des Knotens antreffen. In gleicher Weise betrachten wir di~ 
Knotenpunkte II und I und erhalten damit die restlichen Stabkräfte 84 , 8 3 , 8 2 
und 8 1 • Die Resultierende aus 8 2 und 8 3 steht mit der Reaktion B im Gleich
gewicht, die Stabkraft 8 1 mit A. Wir erhalten also sämtliche Stabkräfte 
des Fachwerks ohne vorherige Kenntnis der Lagerreaktionen, nehmen aber 
dafür die Kontrolle für die richtige Ermittlung der Stabkräfte fort, die uns 
sonst im letzten und vorletzten Knoten durch das schon vorhandene Krafteck 
gegeben ist. Praktisch werden wir deshalb bei derartigen Fachwerksträgern zu
nächst die Lagerkräfte als Gleichgewichtskräfte des ge!'amten Belastungssystems 
der unverschieblichen Scheibe ermitteln, hiermit das Krafteck sämtlicher äußeren 
Kräfte zeichnen und dann am Schluß des Kräfteplans die durch die einzelnen 
Stabkräfte bestimmten Reaktionen vergleichen mit den ursprünglich be
rechneten. 

Die Lagerung unseres Fachwerks (Abb. 307) läßt sich wieder verschieden deu
ten (vgl. S. 216): Wir können uns einerseits die Festlegung des Stabsystems in den 
beiden "Lagern" A und B, dargestellt durch zwei feste Gelenke, denken. Die 
Richtung der Reaktion A ist festgelegt durch die Stabrichtung des Stabes 1, denn 
durch diese in ihrer Richtung eindeutige Stabkraft kann im Gelenk nur eine in 
gleicher Wirkungslinie liegende Reaktionskraft geweckt werden. Das Lager A 
bzw. Stab 1 ist also gleichbedeutend mit einem beweglichen Auflager (1 Fesse
lung). Das Lager B dagegen stellt die Verbindung eines (durch die zwei Stäbe 2 
und 3 festgelegten) unverschieblichen Punktes des Fachwerks mit der Erde dar, 
ist also eine feste Gelenklagerung mit zwei Fesselungen. Das Gesamtbild sieht da
mit jetzt so aus: in Punkt A wird eine der Richtung nach bekannte Reaktion auf
treten, in Punkt B dagegen eine nach Größe und Richtung unbekannte Reak
tion Wir können auch sagen: das FachwerkIB II ... V ist in einem Gelenk B 
und einem Stützungsstab 1 gegen die Erde gelagert. Eine andere Auffassung 
über die Lagerung des Kranfachwerks ist die, daß wir das Fachwerk erst mit den 
beiden Knoten I und II beginnen lassen und die drei Stäbe 1, 2, 3 als Stützungs
stäbe bezeichnen. Dann stellt Knoten I das unverschiebliche Lager dar (fest
gelegt durch die beiden Stäbe 1 und 2) und Knoten II ist das bewegliche Lager 
(Stab 3 als Pendelstütze). 

Die Lagerung ist in allen drei Auffassungen stets eine Lagerung mit 
einer nach Richtung und Größe und einer der Größe nach unbekannten Kraft. 
Die analytische Lösung der Lagerkräfte erfolgt am besten wieder durch die 
Momentengleichung um die Lagerpunkte bzw. die Komponentenbedingungen; 
die wir bereits an anderen Beispielen 
kennengelernt haben. Zur graphi- V-_: 
sehen Lösung der Reaktionskräfte lf _ n 

benutzen wir die Aussage, daß drei 
Kräfte (die Resultierende aller 
Lasten und die beiden Reaktions
kräfte) nur dann im Gleichgewicht 
stehen können, wenn sie durch einen 
Punkt gehen. 

Das in Abb. 308 dargestellte Pultdach diene als Beispiel für die Ermittlung 
der Reaktionen bei einer Lagerung durch einen festen PunktA (Gelenk) und einen 
Stützungsstab 8. Die drei Kräfte: Reaktion A, Reaktion (bzw. Stabkraft) 8 und 
die Resultierende aller Lasten, müssen im Gleichgewichtsfall durch einm Punkt 
gehen, der gefunden wird als Schnittpunkt der Richtung des Stützungsstabes mit 
der Resultierenden R. Damit ist die Richtung der ReaktionAals Verbindungs-
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Iinie des Lagers mit diesem Schnittpunkt festgelegt und das zugehörige Krafteck 
liefert die Größen der beiden Kräfte. 

74. Berechnung mittels des Schnittverfahrens. Die Stabkraftermittlung mit 
dem CREMONAt;chen Kräfteplan (Knotenpunktverfahren) liefert im Kräfte
plan sämtliche Stabkräfte. Es ist nicht möglich, für einen bestimmten, mitten 
im Fachwerk befindlichen Knoten eine einzelne Stabkraft für sich allein zu er
mitteln. Wollen wir nun einige bestimmte Stabkräfte in ihrer Größe finden, so 
sind wir auf das Schnittverfahren angewiesen. Es kann graphisch nach GuL
MANN', analytisch nach RITTER1 durchgeführt werden. Der Grundgedanke 
ist für beide Verfahren der gleiche. An dem in Abb. 309 dargestellten statisch be
stimmten Fachwerksträger lassen sich ohne Schwierigkeiten die REaktionen A 
und Bin der üblichen Weise bestimmen. ·wir setzen die ermittelten Lagerkräfte 
wieder als äußere Belastungen ein, machen uns also frei vom Begriff des Lagers. 

ak--'----~~~-J<:...... _ __L __ ~-:ZS, '~ :-~~~"A 

Schneiden wir nun das Fachwerk in 
zwei Teile, so muß jeder der bE>iden 
Teile ·unter dem Einfluß sämtlicher 
auf ihn wirkenden Kräfte für sich im 
Gleichgewicht stehen; zu diesenKräf
ten gehören auch die durch den 
Schnitt getroffenen inneren Kräfte, 

A 

b 0 

8 

Abb. 3o9. Anwendung des die jetzt als äußere Kräfte einzu-
7 CuLMANNschen Verfahrens führen sind. Es müssen demnach am 

,/0 beim Fachwerk. A , / linken Teil P1 , P 2 , P 3 , mit 0, D, U u im Gleichgewicht stehen, am rechten 
TE>il P 4 , B mit 0, D, U. Wenn wir den Gleichgewichtsfall mit Hilfe der zur Ver
fügung stehenden drei Gleichgewichtsbedingungen lösen wollen, dürfen nur drei 
Unbekannte (Stabkräfte) auftreten, der Schnitt muß also drei Stäbe treffen. DiE> 
drei Stäbe 0, D, U, die durch den Schnitt getrennt werden, haben die Aufgabe, 
die Kräfte des einen Fachwerkteils auf den anderen zu übertragen, sie sind gewis
sermaßen als Stützungsstäbe des einen Fachwerks anzusehen, das daniit gegen
über der zweiten Hälfte (andere Konstruktion) abgestützt wird. Wir haben also 
ein bekanntes Problem zu lösen: eine belastete Scheibe (ein Fachwerkteil) ist 
durch drei Stützungsstäbe gelagert, die Stabkräfte sind zu ermitteln. Aus den 
Belastungen des einen Teils (z. B. des linken Teils: A, P1 , P 2 , P 3 ) läßt sich eine 
Resultierende R bestimmen, die nun mit den drei Stabkräften 0, D und U ins 
Gleichgewicht zu setzen ist. (Die hier eingezeichnete Resultierende R123A ist die 
der Kräfte links!) 

Die praktische Durchführung der Gleichgewichtsaufgabe ist graphisch mit 
dem CuLMANN'schen Verfahren möglich. \Vir bringen je zwei der vier gegebenen 
Kraftrichtungen zum Schnitt (Schnittpunkt I als Schnitt von 0 mit D, Schnitt
punkt II als Schnitt von R12 3A mit U)und ziehen die Hilfsgerade h als Verbindungs
linie dieser beiden Schnittpunkte. Nun setzen wir R123.A mit der Kraft in Richtung 
der Hilfsgeraden hundder Stabkraft U durch das zugehörige Krafteck ins Gleich
gewicht. Die entstandene Hilfskraft H wird ersetzt durch ihre beiden Kompo
nenten D und 0. Die sich aus dem Umfahrungssinn des gewonnenen Kraft
vierecks ergebenden Richtungen der Stabkräfte sind an den Knotenpunkten des 
Teils anzutragen, an dem die Gleichgewichtsbetrachtung angestellt wur~e, also 
am linken Teil. So erhalten wir für den Stab U und Stab D eine Zugkraft, für 
den Stab 0 eine Druckkraft. Die umgekehrten Pfeile sind für die Knotenpunkte 
des rechten Teils maßgebend. Wir haben also hier wieder die bei jeder 

1 RITTER war in den letzten Jahrzehnten des vorigen Jahrhunderts Professor der Me
chanik an der Technischen Hochschule in Aachen. 
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Lagerung (Stützungsstäbe) wesentliche Wechselbeziehung zwischen Aktion und 
Reaktion. 

Das analytische Schnittverfahren (RITTERsches Schnittverfahren) beruht 
auf der gleichen Grundlage: wir trennen das Fachwerk wieder mittels eims 
Schnitts durch drei Stäbe in zwei Teile (Abb. 310), so daß zwei einzelne Fach
werke entstehen, von denen jedes für sich im Gleichgewicht steht, wenn zu den 
äußeren Lasten die durch den Schnitt getroffenen Stabkräfte als äußere Kräfte 
eingeführt Werden. Die Reaktionskräfte A und B sind auch hier wieder am Ge
samtfachwerk zu ermitteln und als Belastung aufzufassen. Die Lösung des Gleich
gewichtsproblems, die äußeren Kräfte des linken abgeschnittenen Teils A, P 1 , P 2 

mit den drei freigemachten Stabkräftpn 0, U und D ins Gleichgewicht zu setzen, 
erfolgt am besten dUI'Pb 
die Bedingungen, daß die 
Summe aller Momente 
um drei Punkte VPr
schwinden muß. Wir 
führen die Stabkräfte zu
nächst alle als Zugstäbe 
em (Abb.310b) und wäh
len zur Ermittlung einer 
Stabkraft den Schnitt
punkt der beiden anderen 
Stäbe als Momenten
punkt, also Punkt I für 
die Berechnung von U, 
entsprechend die Punkte 
II und lll für die Be-
rechnung von 0 bzw. D Abb. 310. Das RITrERsche Schnittverfahren. 
Die entstehenden Mo-
mentengleichungen enthalten dadurch je eine Unbekannte und sind außprdem 
unabhängig voneinander; weil die drei BEzugspunkte nicht auf einPr GPradPn 
liegen können. Wir erhalten, entsprechend der Abb. 310b: 

1. (IM)I=O: A-(a1 +a2)-P1 ·a2 -U·u=0; 

es ergibt sich U = + -'!_j~1 + a2)_- Pt· a2 • 
u 

2. (I 211)n = 0: A · (a1 + a2 + a 3)- P1 • (a2 + a3)- P2 • a 3 + 0 · o = 0; 

demnach 0 = - A . (at + a2 + aa)- Pt. (a2 + aa)- p2. Cla • 
0 

3. (I M)m = 0: -A · b + P 1 • (b + a 1 ) + P2 • (b + a 1 + a2) + D · d = 0. 

Statt des linken Fachwerkteils hätten wir geradesogut den rechten bpnutzen 
können. 

Aus diesen Bestimmungsgleichungen lassen sich die drei Stabkräfte errechnen. 
Sind die Werte für die Stabkraftgrößen positiv, so stellt der Stab einen Zugstab 
dar, negative Werte bedeuten entsprechend einen Druckstab. Wenn das Fach
werk in seinen Endpunkten gelagert ist und die Lasten nach untfm gehen darm 
wird stets der ganze Obergurt gedrückt und dPr ganzp Untergurt gezogen, ga.nz 
entsprechend den Ergebnissen beim Balken, wo die obere Faser gedrückt und die 
untere gezogen wurde. 

Selbstverständlich kann man an Stelle von Momentenbedingungen au.ch 
Komponentenbedingungen (IV= 0; I H = 0) einführen. Das müssen wir im 

15 Schlink. Statik. 2. u. 3. Auf!. 
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besonderen dann tun, wenn zwei der geschnittenen Stäbe parallel laufen, also 
z. B. bei einem Parallelträger (Obergurt parallel zum Untergurt) (Abb. 311). 
Der Schnittpunkt des aufgetrennten Obergurtstabes mit dem Untergurtstab 
liegt im Unendlichen, so da.ß wir für die Strebe (Diagonale) keine Momenten-

~! 
o 1 _ gleichung aufstellen können. Man ver-

~ .c:ej Summe der Komponenten aller Kräfte 
: E7J kd ! wendet dafür die Bedingung, daß die 

• ll ' u senkrecht zur Richtung 0 und U ver-
: a- a~ -+~ schwinden muß, damit die Stabkräfte 0 

P P P f und U aus der Komponentenbedingung 
Abb. 311. Das Schnittverfahren beieinem herausfallen; bei Benutzung des rechten 

Parallelträger. m •1 'bt . h · .Lei es erg1 sw : 
p h 

.Z V= 0: P+ P+--D· -~===0. 
2 Vaz + h2 

Für die beiden anderen Stabkräfte werden naturgemäß wieder Momentenglei
chungen verwendet: 

(,ZM)r = 0: 
p 

- :3 • 2a- P · a + U · h = 0. 

(.I M)n = 0: 
p 

- 2 ·3a- p. 2.a- P · a-- O·h = 0. 

Als Kontrollgleichung kann man dann etwa benutzen: 

.Z H = 0: 0 + U + D · -- ~-~ =" 0. Vat + 11,2 

Betrachten wir die bei den Beispielen erhaltenen Momentengleichungen um 
die beiden Bezugspunkte I und II näher, so sehen wir, daß die Momente der 
äußeren Kräfte links oder rechts von dem Bezugspunkt mit dem Moment der 
inneren Kräfte ins Gleichgewicht gesetzt werden. Die Definition der Summe 
aller Momente links oder rechts von einer Schnittstelle für einen Punkt in der 
Schnittebene lernten wir aber früher kennen als Biegemoment für den Schnitt. 
Hier liegen die gleichen Verhältnisse vor, das nach Abb. 310b aufgestellte Moment 

A · (a1 + a 2) - P 1 a2 

ist das Biegemoment für den Punkt I; entsprechend stellt 

A · (a1 + a2 + a3) - P 1 (a2 + a3 ) - P 2 • a3 

das Biegemoment für Punkt II dar. Wir haben also: 

U = + BI und 0 = - Bn. 
u 0 

Legten wir durch einen vollwandigen Träger (Balken) an einer beliebigen 
Stelle der Balkenachse einen Schnitt, so wurden damit die drei Einflüsse frei, 
die der eine abgeschnittene Balkenteil auf den anderen überträgt: Biegemoment, 
Querkraft und Längskraft. Diese drei Einflüsse können, wie schon mehrfach 
erwähnt, durch eine Kraft R (im allgemeinen außerhalb des Querschnitts) ersetzt 
werden. Beim gegliederten Träger (Fachwerk) treten die gleichen Einflüsse auf, 
wenn wir hier den entsprechenden Schnitt durch drei Stäbe legen, d. h. es müs
sen die Beanspruchungsgrößen B;, Q; und L, bzw. es muß ihre Ersatzkraft R 
(P1234 in Abb. 309) jetzt aufgenommen werden durch die im Schnitt entstehen
den Stabkräfte. Die vollwandige Verbindung, wie sie beim Balken auftritt, 
kann also, wie schon unter Nr. 54 bemerkt, durch drei Stäbe ersetzt werden. 

Wir dürfen demnach ein Fachwerk als Balken auffassen, können für einen 
Schnitt die Einflüsse (Biegemoment, Querkraft und Längskraft) bestimmen, aus 
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diesen Beanspruchungsgrößen die durch den Schnitt getroffenen Stabkräfte er
mitteln. In Abb. 312 ist für eine Verladeanlage (zweifach gestützter Parallel
träger) die Momentenfläche und die Querkraftfläche aufgetragen (die Längskraft 
verschwindet beim Fehlen horizontaler Lasten}, die derart gewonnen sind, daß, 
wie beim Balken auf zwei Stützen, die Lagerreaktionen errechnet und die Momente 
und Querkräfte für die einzelnen Punkte der Achse aufgetragen wurden. Wollen 
wir nun für drei beliebige Stäbe die Größe der Beanspruchungen bestimmen, so 
können wir das so machen, daß wir den Fachwerksträger an der betrefft>nden Stelle 
aufschneiden, für diese Stelle i tooolg 1oool<g 15ookg 
das Biegemoment und die 
Querkraft bestimmen (in unse
rem BeispielEi =- 4400 mkg, 
Q; = -1200 kg, L; = 0). Diese 
Einflüsse müssen ersetzt wer
den durch die drei Stabkräfte 
0, D und U. Wir setzen also 

,---~----;----?~-~-~----~--~~--~. 

~' 

~---L--~~--~- ~~--~~--~---+1 

die Wirkungen der Stabkräfte A~2ookg 
auf den linken Teil (Reaktio-
nen) gleich dem des Biege
moments und der Querkraft, 

L___j__j__J 
im allgemeinen Fall auch noch 
der Längskraft (Aktionen), 
und können so die Stabkräfte 
ermitteln. In unserem Fall 

Bl. -f!.o.''..J.• o zooo qooo6ooomkg Bz--woo 
"'" -800 : 

wird für den Punkt i (Achsen-
punkt im Abstand 7 m vom 
linken Lager) die Aussage über 
das Biegemoment in der Form 
zu schreiben sein : 

I I 

-2,0 -----z,o~ 

S~J70Dkg 

darin ist B, positiv, wenn es 
links vom Schnitt im Uhr

.Abb. 312. Ermittlung der Stabkräfte aus Biegungsmornent, 
Querkraft und Längskraft. 

zeigersinn dreht, 0 und U sind auf den gleichen Teil als Zugstäbe wirkend posi
tiv eingesetzt. Die Gleichung lautet mit den Werten des gegebenen Beispiels: 

-4400 = u. 1,0- 0. 1,0; 

dito Aussage für die Querkraft ergibt, wie schon oben gezeigt: 

Qi = D. COS1X. 

Q; ist positiv, wenn es für den linken Teil nach oben wirkt, Distals Zugstab auf 
den linken Teil wirkend mit positivem Vorzeichen eingesetzt. Mit den Werten 

des Beispiels wird: -1200 = D . 0, 707. 

Die dritte Aussage über die Längskraft lautet allgemein : 

L = 0 + U + D · sin1X. 

Darin ist L wieder positiv, wenn es auf den betrachteten linkm Teil nach links 
(ziehend) wirkt; die Stabkräfte sind, wie immer, zunächst al~ Zugstäbe positiv 
einzusetzen. In unserem Beispiel verschwindet die Läng~kraft, die Gleichung 
läßt sich also schreiben : 

0 = 0 + U + D . 0, 707 = 0 + U - 1 200. 

15* 
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Damit haben wir drei Gleichungen erhalten, aus denen sich die Stabkräfte er
rechnen lassen : 

1200 
D = - 0 707 = - 1700 kg 

' 
(Druckstab). 

0- u = 4400, daraus 0 = + 2800 kg (Zugstab), 
0 + u = 1200; U = -1600 kg (Druckstab). 

Praktisch wird man naturgemäß nicht die oben aufgestellten drei Gleichungen 
verwenden, sondern, wir vorhin angegeben: 

U ~ Bu k I Q 
= -h (Momentenpunkt I), 0 =- -h (Momentenpun t I ), D = - 1-cosa 

Bei lang ausgestreckten Tragwerken werden vielfach mehrere Stäbe aus den 
gleichen Stabprofilen ausgeführt, dann empfiehlt es sich immer, die Stabkräfte 
auf diese Art zu ermitteln. Die Stellen größ-ter Beanspruchung (maximale Stab
kräfte) sind in den Beanspruchungsflächen (Biegemoment für die Gurtpunkte, 
Querkraft und Längskraft) sofort zu erkennen, so daß sich eine Ermittlung der 
:,;ämtlichen Stabkräfte erübrigt und die Dimensionierung (Auswahl des Profil
querschnitts) nach den größten Stabkräften vorgenommen werden kann. 

75. Verbindung von Schnittverfahren und CREMONAschem Kräfteplan. Eine 
weitere Bedeutung kommt dem Schnittverfahren zu bei Fachwerken, für die der 
Cremonaplan nicht sofort begonnen werden kann. Diese Fachwerke sind nicht 
vollständig nach dem ersten Bildungsgesetz aufgebaut und zeigen beim Abbau 
mit dem Cremonaplan an einigen Stellen Knotenpunkte, die mehr als zwei Un
bekannte aufweisen, so daß dort eine Stabkraftbestimmung mit dem Kräfteplan 
nicht möglich ist. Ein derartiges Fachwerk ist der in Abb. 313 dargestellte Dach
binder (Wiegmannträger1), der nach dem zweiten Bildungsgesetz aufgebaut ist. 

-~-------~-----0: 
l_ _________ j_J __ J 

L 1 I 

: 1l I I 1 
~ J ) : ~ 
. !1,---'--Pr-'--P;----P•~ 

Ps / : 
/ I 

P" ! ~j 
~I 

I 

----n~ 
1__1 

·~----1---~'~----~---~ 
Abb. 313. Die Ermittlung der Zugbandkraft H beim Wiegmannträgcr, graphisch und analytisch. 

Die Lagerreaktionen lassen sich mit Hilfe der Gleichgewichtsbetrachtungen der 
Gesamtkonstruktion ermitteln. Dann können wir mit dem Kräfteplan am Lager
punkt A beginnen und die Kraftecke auch für Knoten I und II aufzeichnen. 
Weiter kommen wir aber mit der Auftragung der Stabkräfte im Kräfteplan nicht 
mehr, denn jeder der beiden folgenden Knotenpunkte zeigt mehr als zwei Un
bekannte. Der Anfang des Kräfteplans im Lager B liefert auch nicht mehr als 
die drei entsprechenden Knotenpunkte auf der rechten Seite. Wir sind demnach 
bei diesem Fachwerk gezwungen, eine Unbekannte der folgenden Knotenpunkte 
mit einem Sonderverfahren zu lösen. Wir legen einen Schnitt durch drei Stäbe 

1 Der Träger wurde von WrEGMANN angegeben, von PoLONOEAU zuerst ausgeführt. 
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so, daß das Zugband H mitgeschnitten wird, und errechnen die Stabkraft in 
diesem Zugband mit Hilfe der Momentenbedingung um den Firstpunkt F für 
den linken (oder rechten) abgeschnittenen Teil: 

l 
(,IM)F=O: A"· 2 -A 11 .(h+hl)-Pl·(P2+Pa+P4) 

- P2 ·(Pa+ P4)- Pa· P4- H · h = 0. 

Die Ermittlung der Zugkraft H im Zugband des Wiegmannträgers kann 
natürlich auch mit Hilfe des CuLMAN'Nschen Verfahrens gefunden werden. Wir 
müssen dann aus allen Kräften der einen Seite (jetzt rechts) eine Resultierende R 
bilden, diese mit H zum Schnitt bringen und den Schnittpunkt 1lf mit dem First
punkt (Linie G, früher mit h bezeichnet) verbinden. Der Firstpunkt ist der 
Schnittpunkt der beiden anderen geschnittenen Stabkräfte, deren Größe uns zu
nächst nicht zu interessieren braucht. Das Krafteck aus der Resultierenden R, 

A 

B 

Abb. 314. CREMONAscherKräfteplan für den Wiegmannträger. 

der Zugkraft Hund der Ersatzkraft G der beiden anderen Schnittstäbe liefert 
die Größe der Stabkraft H im Zugband. Die zeichnerische Ermittlung nach 
CULMANN' bietet unter Umständen insofern Schwierigkeiten, als eine ungün
stige Lage der Resultierenden der Kräfte auf einer Seite das Kraftdreieck sehr 
flach und damit ungenau werden läßt (Abb. 313b). Man hilft sich dann mit dem 
Seileck, das ebenso wie für parallele Kräfte auch für fast parallele Kräfte anzu
setzen ist und dann stets klare Schnittpunkte im Krafteck liefert. 

Wir werden also die Bestimmung der Stabkräfte des Wiegmannträgers am 
besten so vornehmen, daß wir die Lagerkräfte A11 , A 11 und B berechnen, dann 
die Zugkraft H auf eine qer beschriebenen Arten bestimmen. Die erhaltene 
Stabkraft H betrachten wir nun, in gleicher Weise wie die Lagerreaktionen, als 
äußere Kraft, die sowohl auf den Knotenpunkt links wie auf den rechts wirkt, 
so daß für die Aufzeichnung des Kräfteplans der äußeren Kräfte jetzt das in 
Abb. 314b dargestellte Bild P 1 ••• P 7 , B, H, H, A", A 11 entsteht. Die Durch
führung der Zeichnung bietet keine Schwierigkeiten mehr: unter Beachtung 
des festgelegten Umlaufsinns beim Aufzeichnen des Kraftecks der äußeren Kräfte 
und beim Umschreiten der einzelnen Knoten entsteht der CREMONAsche Kräfte
plan, aus dem alle Stabkräfte zu entnehmen sind (Abb. 314b). 

76. Das Verfahren der Stabvertauschung (HENNEBERGsche Methode). Fach
werke, die nach dem ersten oder zweiten Bildungsgesetz aufgebaut sind, können 
immer mittels der behandelten Verfahren berechnet werden. Diese lassen uns aber 
im Stich bei Stabsystemen, die anders aufgebaut sind. Für solche Fachwerke 
führt das Verfahren der Stabvertauschung oder des Ersatzstabs immer zum Ziel. 



230 Das ebene Fachwerk und Gemischtsystem. 

Das in Abb. 315a dargestellte bestimmte Fachwerk ist nicht nach dem ersten Bil
dungsgesetz aufgebaut und dementsprechend -auch nicht mit Hilfe des CREMONA

schen Kräfteplans in seinen Stabkräften zu bestimmen. Es läßt sich ebensowenig 
durch drei Stäbe, die nicht durch einen Punkt gehen, ein Schnitt legen, der einen 
Teil des Fachwerks abtrennt. Um nun zu einer Lösung zu gelangen, tauschen wir 
Stäbe gegenc>inander aus und verwandeln das gezeichnete Fachwerk in ein solches 

)~ 
'0 

Yßl 

A,. A,. 

tt/ 
Av 

7 

SloOirröffe S/ 
.A.bb. 315. Einfache Stabvertauschung nach HENNEBERG. 

nach dem ersten Bildungsgesetz, indem wir an Knoten, an denen mehr als zwei 
Unbekannte auftreten, einen Stab (bzw. mehrere Stäbe) wegnehmen (Tauschstab) 
und an einer anderen Stelle einen Ersatzstab einziehen. 

Dabei geht man zweckmäßig folgendermaßen vor. Nach Berechnung der 
Lagerreaktionen A und B denken wir uns die Lager fortgenommen und erhalten 
ein freies Fachwerk, auf das die gegebenen Lasten und die Lagerreaktionen wirken. 
Nun nimmt man an einem Knotenpunkt mit drei Stäben einm Stab fort, z. B. 
den Tauschstab 1 (t), geht dann der Reihe nach zu Knotenpunkten über mit zwei 
Stäben und streicht diese fort, also: Knoten I mit Stab 2 und 3; dann II mit 7, 
11; III mit 6, 8; IV mit 12, 15; V mit 9, 13; dann IX mit 4, 5. Es bleibt übrig 
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das Zweiseit 10, 14 mit den Punkten VI, VII, VIII (Ab,b. 315b). Wäre die8e8 
Gebilde fest, dann wäre das ursprüngliche Fachwerk ohne den Stab t sicher be
stimmt, da in diesem System (umgekehrt dem beschriebenen Abbau) je ein 
Knoten durch zwei Stäbe angeschlossen ist. Da aber dieses übriggebliebene 
Gebilde beweglich ist, ist auch das Fachwerk ohne den Stab t verschieblich. 
Machen wir ersteres aber dadurch fest, daß wir den Stab VI, VIII einzeichnen 
(Ersatzstab e), so sind auch alle anderen Punkte unverschieblich angeschlossen, 
d. h. das Fachwerk nach Abb. 315c ist statisch bestimmt. Also durch Fortnehmen 
des Stabes t (Tauschstab) und Einfügung des Ersatzstabes e ist das gegebene 
Fachwerk in ein solches nach dem ersten Bildungsgesetz verwandelt. 

Zur Berechnung des ursprünglichen Fachwerks benutzen wir das gewonnene 
Ersatzfachwerk. Wir lassen zunächst (Abb. 315c) die wirkliche Belastung auf 
dieses wirken. Alle Stabkräfte können als eindeutige Werte bestimmt werden. 
da ja dieses Fachwerk auf Grund der Umbildung nach dem ersten Bildungs
gesetz aufgebaut ist. Ein beliebiger Stab erhalte bei dieser Belastung die Stab
kraft "81 • Natürlich werden diese Stabkräfte nicht die wirklichen Stabkräfte des 
ursprünglichen Fachwerks sein, denn wir haben ja nicht mehr den Stab t, sondern 
den Stabe, und der Stab t bzw. die in ihm tatsächlich wirkende, zunächst noch 
unbekannte Stabkraft T wird doch die anderen Stäbe beeinflussen. Wirken nun 
auf das Ersatzfachwerk die äußeren Kräfte und die Stabkraft T, so entstehen in 
den einzelnen Stäben Kräfte, die sich zusammensetzen aus "8; und den Stab
kräften infolge T, die für einen beliebigen Stab i mit TS; bezeichnet werden mögen: 

ßi = oßi + Tßi. 

Dabei kennen wir allerdings T noch nicht, also auch noch nicht TSi. Lassen wir 
aber in den Endpunkten des Stabes t statt der KraftTeine Kraft "1" (etwa 1 t) 
wirken (Abb. 315e) und ermitteln für diese Belastung sämtliche Stabkräfte s;, so 
ist die Stabkraft infolge T selbst gegeben durch 

Tsi = T-S~, 
und es stellt sich demgemäß jede Stabkraft des neuen Ersatzfachwerks infolge 
der äußeren Belastung und der Stabkraft T in df."r Form dar: 

S; =oB;+ T -S~. (33) 

Dabei sind 0S; und S~ eindeutig bestimmte Stabkräfte, weil sie sich auf Stäbe 
eines Fachwerks nach dem ersten Bildungsgesetz beziehen. Nun soll aber T 
die wirkliche Stabkraft im ursprünglichen Fachwerk sein und nichts anderes. 
Wie finden wir da eine klärende Aussage ~ In Wirklichkeit ist der Stab e gar 
nicht vorhanden, also kann in ihm auch keine Stabkraft auftreten; es muß sein: 

s. = 0. 

Nun gilt aber für den Ersatzstab genau wie für alle Stäbe des Ersatzfachwerks 
die Beziehung: 

also ist: 
S; = "8; + T·S~, 
S.=oS.+T·S;, 

wobei ß. die Spannung im Ersatzstab ist infolge der äußeren Belastung (in 
Abb. 315d mit E bezeichnet), s; diejenige in df."m gleichen Stabe infolge T = 1 
(Abb. 315e). Wir haben also für die wirkliche Stabkraft T im ursprünglichen 
Fachwerk die BPdingung 

ß, + T .s; = 0 

T-- .s. 
- s;' (34) 



232 Das ebene Fachwerk und Gemischtsystem. 

wobei ß. von der äußeren Belastung abhängt, dagegen s; nur eine Wirkung Yon 
T = 1, also unabhängig von der äußeren Belastung ist. 

Man erkennt, daß 1' eindeutig und endlich wird, sofern 

s;;;;::o, 
daß aber T unendlich groß oder vieldeutig wird, wenn 

s;= o. 
Wenn aber T vieldeutig und unendlich groß ist, dann gilt dies nach Formel (33) 
auch für Si und andererseits wird bei eindeutigem T auch Si eindeutig, da ja, 
wie erwähnt, ß. und Si als Stabkräfte eines bestimmten Fachwerks (Ersatz
fachwerk) eindeutig sind. Das ursprüngliche Fachwerk ist demgemäß dann statisrh 
bestimmt, wenn s;;;;::o. 

In dem Beispiel Abb. 315 ist s; = 0, wie man aus dem Kräfteplan (Abb. 315f) 
ersehen kann. Das gegebene Fachwerk (Abb. 315a) ist also nicht bestimmt, 
demgemäß auch nicht starr. Man hat also den KI;äfteplan (Abb. 315d) umsonst 
gezeichnet, da das Fachwerk unbrauchbar ist. 

Um unnötige Rechnungen zu ersparen, wird man immer zuerst die Stabilität 
nachprüfen; d. h. soll man ein Fachwerk berechnen, das nicht nach dem ersten 
Bildungsgesetz aufgebaut ist und bei dem kein Schnitt durch drei Stäbe gelegt 
werden kann, so wird man in der oben angegebenen Weise das vorliegende Fach
werk durch Stabvertauschung verwandeln in ein solches nach dem ersten Bil
dungsgesetz; dann läßt man auf dieses Fachwerk in den Endpunkten des Tausch
stabes die Kraft T = 1 wirken und bestimmt auf möglichst einfachem Wege die 
dadurch hervorgerufene Stabkraft im Ersatzstab e, also s;. Ist diese gleich Null, 
so ist das Fachwerk nicht bestimmt, und es erübrigt sich eine weitere Durch
rechnung. Ist aber s; von Null verschieden, dann schreitet man zur weiteren 
Berechnung: man ermittelt sämtliche Stabkräfte Si des Ersatzfachwerks infolge 
der Belastung T = 1, ferner die Stabkräfte ß~ infolge der äußeren Belastung, 
beide etwa mit Hilfe des CREMONAschen Kräfteplans. In ersterem Kräfteplan 
erscheint auch s;, im zweiten Plan fi .. Nach Ermittlung des Wertes 

T-- .s. - s~ 

kann man die Stabkräfte im gegebenen Fachwerk mit der Formel bestimmtn: 

S, = .st + T·Si·. 
T erscheint in dieser Formel als eine unbenannte Zahl, da ja .s, und Si Kräfte 
sind. In Wirklichkeit ist natürlich T eine Kraft, es erscheint hier al~;~ das Viel
fache der Krafteinheit, die wir eingtführt haben. 

Selbstverständlich kann man auch nach Berechnung von T auf das Ersatz
fachwerk gleichzeitig die wirkliche Belastung und T wirken lassen und bekommt 
damit unmittelbar die wirklichen Stabkräfte, wobei sich für den Ersatzstab von 
selbst die Kraft Null ergeben muß. -

Daß man bei einem ganz beliebigen Fachwerk nicht immer durch eine ein
fache Stabvertauschung auf ein System nach dem ersten Bildungsgesetz gelangt, 
ist zu erwarten. Ein solches Stabgebilde ist in Abb. 316a dargesteJlt. Es besitzt 
(2n- 3) Stäbe, kann also statisch bestimmt sein. Wir wollen es mittels des 
oben angegebenen Gedankenganges umwandeln in ein Fachwerk nach dem ersten 
Bildungsgesetz und streichen zu diesem Zweck zunächst die Punkte fort, an 
denen zwei Stäbe auftreten; das ist Knotenpunkt VII mit 17, 18 und Knoten
punkt VIII mit 19, 20. Weitere Knotenpunkte mit zwei Stäben sind dann nicht 
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mehr vorhanden. Wir nehmen nun am Knotenpunkt I den Stab 21 als Tausch
stab t1 fort, streichen dann I mit 1 und 2, II mit 3 und 4, III mit 6 und 7, IV mit 
8 und 9 und haben dann keinen Knotenpunkt mehr mit zwei Stäben. Wohl ist 
am Knoten XII nur noch ein Stab, aber diesen Punkt berücksichtigen wir nicht, 

a 

da wir grundsätzlich, solange noch 
Knoten mit mehr als einem Stab vor
handen sind, immer zwei Stäbe weg
schneiden müssen, um auf das erste 
Bildungsgesetz beim Ersatzfachwerk 

~ kommen zu können. An V, wo drei 
Stäbe vorliegen, nehmen wir Stab 10 
als neuen Tauschstab t2 fort, entfernen 
V mit 12 und 13, weiter VI mit 14, 16 
und IX mit 11, 15. Nicht berücksich
tigt sind dann die Knoten X, XI und 

e 9 13 
Kräfteplan für T = 0 (.51) 

(J 

12 

c 

Kräfteplan für T1 = 1 (S;) 

·~· 
g 

d Kräfteplan für T2 = 1 (S;') 
I zo-o 

Abb. 316. Doppelte Stabvertauschung. 

XII und es bleiben lediglich übrig der Stab 5 mit den Knoten XI und XII und 
der freie Knoten X. An dieses Gebilde sind alle übrigen Knotenpunkte durch 
je zwei Stäbe angeschlossen: IX, VI, V, IV, III, II, I, VIII, VII, wobei aber die 
Tauschstäbe fehlen. Wäre das Gebilde X, XI, XII fest, so wäre auch das Stab-
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system ohne die Tauschstäbe t2 und t1 unverschieblich. Nun ist aber der Punkt X 
gegenüber dem Stab 5 tatsächlich nicht festgelegt, also ist das :Fachwerk ohne die 
Tauschstäbe verschieblieh; das muß natürlich so sein, weil es zwei Stäbe zu wenig 
hat. Zieht man aber die Stäbe X, XI und X, XII ein (in der Abbildung nicht 
durchgeführt), so haben wir ein unverschiebliches Dreieck, und dann liegen alle 
übrigen Knotenpunkte fest. Wenn man also an Stelle der Tauschstäbe t1 , t2 die 
beiden Ersatzstäbe XI, X und XII, X einfügte, erhielte man ein Fachwerk nach 
dem ersten Bildungsgesetz. 

Man kann auch nach Streichung der Knoten I, II, III, IV, V und VI den 
Knoten IX noch stehen lassen, dann bleibt übrig das System der drei Stäbe 5, 
11, 15 mit den Punkten XII, XI, IX, X, also wieder ein verschiebliebes System, 
das erst nach Einfügungzweier Stäbe, z. B. X, XI und IX, XII starr wird. Dann 
sind also diese Stäbe die Ersatzstäbe, und man gewinnt als Ersatzfachwerk das 
in Abb. 316b dargestellte. Letzteres Ersatzfachwerk möge hier zugrunde gelegt 
werden. Auf dieses lassen wir in entsprechender Erweiterung des Gedankenganges 
von Seite 231- wirken: einmal die äußere Belastung ( Stabkräfte ßi), dann die 
Kräfte T1 = 1 (Abb. 316c) auf die Endpunkte des Stabes t1 , ferner die Kraft 
T2 = 1 auf die Endpunkte des Stabes t2 (Abb. 316d). Die letzteren Stabkräfte 
mögen mit Si bzw. Si' bezeichnet werden. Die Stabkraft irgendeines Stabes i 
im ursprünglichen Fachwerk läßt sich dann darstellen durch : 

(35) 

wobei Si die wirklichen Stabkräfte im ursprünglichen Fachwerk sind, die durch 
die gegebene Belastung entstehen und T1 , T 2 die wirklichen Stabkräfte in den 
Tauschstäben 21 und 10. Die Stabkräfte oSi, Si, Si' sind sicher eindeutige Werte, 
da sie sich auf ein Fachwerk nach dem ersten Bildungsgesetz beziehen. 

Zur Ermittlung der wirklichen Werte 1\ und T2 werden wir wieder berück
sichtigen, daß die Stäbe e1 und e2 gar nicht vorhanden sind, also auch die Stab
kräfte S,, und S., im ursprünglichen Fachwerk nicht auftreten können, daß also 
die Bedingungen bestehen : 

S" = 0 und S •• = 0. 

Für die Stabkräfte S., und S., gelten aber die obigen Formeln fürS;, so daß die 
beiden Ausdrücke entstehen: 

S., = ß., + T1·S;, + T2·S~:. 
s •• = ß .. + T1-s;, + T2-s~:. 

Wir haben demgemäß für die Berechnung der wirklichen Stabkräfte T1 und '1'2 

die Gleichungen: 
ß .. + Tl · s;, + T2. s;; = o, 
ße. + T1 .s;, + T2 -s~; = o. 

(36) 

Die Lösung nach T1 und T2 erscheint in Gestalt eines Bruches, in dem beidesma 
im Nenner die Größe auftritt: 

die man auch in Determinantenform scl-.reiben kann: 

S" I e, 
S" == D. 

e, 

Ist dieser Ausdruck D von Null verschieden, so werden T1 und T2 eindeutig und 
endlich. Ist aber D gleich Null, dann haben wir für T1 und T2 unendlich große 
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oder vieldeutige Werte zu erwarten. Sind jedoch diese Werte eindeutig, dann 
sind auch alle Si eindeutig, da, wie erwähnt, in der Formel: 

St = ,ßi + T1 ·Si+ T2 ·S'/ 
die Größen oSi, S( und Si' eindeutige und endliche Stabkräfte sind. Vor der Be
rechnung des Fachwerks wird man zunächst die Stabilitätsprüfung vornehmen, 
d. h. die Stabkräfte S~,. s;,, s~:. s~: auf einfachstem Wege ermitteJn und obigen 
Ausdruck D aufstellen. (In den Kräfteplänen sind die Kräfte in den Ersatz
stäben wieder mit E bezeichnet.) Erst nachdem man s'ich überzeugt hat, daß 

D~O, 

geht man zur Einzelberechnung über, ermittelt für die Belastung des :Ersatz
fachwerks durch die äußeren Kräfte (Abb. 316b) die Stabkräfte ,ßi, dann die
jenigen durch T1 = 1 (Abb. 316c) und durch T2 = 1 (Abb. 316d), berechnet T1 
und T2 auf Grund der angegebenen Gleichungen (36) und bestimmt dann für 
jeden Stab die Stabkraft nach der Formel: 

Si= ,ßi + T1·Si + T2 ·Si'. 
Selbstverständlich kann man auch jetzt wieder, nachdem man T1 und T2 er

mittelt hat, auf das Stabsystem der Abb. 316b gleichzeitig die äußere Belastung 
und die Belastung durch T1 und T2 wirken lassen und dafür einen Kräfteplan 
zeichnen; die Kräfte in den Ersatzstäben müssen dabei die Größe Null ergeben. 

Mit Hilfe dieses HEN~CEBERGschen Verfahrens der Stabvertauschung kann 
man jedes beliebige Fachwerk berechnen. Würden zwei Stabvertauschungen 
nicht ausreichen, und wäre etwa noch eine dritte notwendig, so würde man ent
sprechend den drei Ersatzstäben drei Gleichungen zur Ermittlung der drei Un
bekannten T1 , T2 , T3 erhalten, und das System wäre stabil, wenn 

s;, S" •• S"' •• 
s;, S" e, S"' e, ~0. 

s;, S" e, S"' e, 

Es ist selbstverständlich nicht nötig, die Stabvertauschung so vorzunehmen, 
daß ein Fachwerk nach dem ersten Bildungsgesetz entsteht, sondern wesentlich 
ist, daß ein statisch bestimmtes Gebilde geschaffen wird, das man gut berechnen 
kann; es kann also auch ein solches nach dem zweiten Bildungsgesetz sein. Die 
oben angeführten Regeln geben aber ein ganz allgemeines Verfahren an, mit 
dem die gewünschte Umwandlung sicher zu erreichen ist. 

Dieses HENNEBERGsehe Verfahren der Stabvertauschung ist das erste ge
wesen, das die Berechnung eines beliebigen Fachwerks erlaubte. Erst später 
wurden andere Verfahren bekannt, die auf kinematischer Grundlage beruhen und 
die für ebene Fachwerke vielfach einfachere Lösun
gen ermöglichen. 

77. Schlaffe Gegendiagonalen. Eine besondere 
Bauart von Fachwerken, die vor allem im Flugzeug
bau häufig angewandt wurde, wird gebildet durch ~~ ~-~"'--~"'-"-
das Auskreuzen von Vierecken mit "schlaffen Dia- ~ Abb. 317. Fachwerksträger mit 
gonalen". Schlaffe Diagonalen entstehen durch die schlaffen Gegendiagonalcn. 

vorspannungsfreie Auskreuzung eines Fachwerks mit 
Baugliedern, die nur Zugkräfte aufnehmen können: Seile, dünne Drähte, Ketten 
usw. Druckkräfte können durch diese Diagonalglieder nicht übertragen werden, sie 
geben einer Druckwirkung nach und hängen durch (werden schlaff). Wird bei
spielsweise das in Abb. 317 dargestellte ausgekreuzte Fachwerk mit einer Be-
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lastung von obennach unten beansprucht (Gewichtslasten), so werden die Drähte 1, 
3 und 5 als Zugglieder beansprucht; die Diagonalen 2, 4 und 6 fallen .. aus, da sie 
unter der Druckwirkung, der sie ausgesetzt sind, durchhängen. Andert sich 
nun die Belastung derart, daß die Kräfte von unten nach oben wirken (Luft
kräfte am Flugzeugflügel), sö fallen die Diagonalglieder 1, 3 und 5 aus, während 
die Drähte 2, 4 und 6 Zugspannungen aufzunehmen haben. Auf diese Weise ist 
die Konstruktion mit ausgekreuzten schlaffen Diagonalen immer als statisch 
bestimmtes Fachwerk anzusehen. Wesentlich anders liegt die Sache aber, wenn 

I 

I 
/15 z 

I 

Be/uslungsli:r/1 2 

JIXikg 

I I I 1 
1rxJ 8/XJ 2tiikg 

10 

c 
ßelasfungsfu/1 1 

Abb. 318. Berechnung eines .Fachwerkträgers mit schlaffen 
Gegendiagonalen. 

® 
.9 

g 

ein Diagonalglied mit Vorspannung (innere Kraft) eingezogen wird. Alsdann 
können bei entsprechender äußerer Belastung beide Diagonalglieder Zugkräfte 
bekommen und der Aufbau des ausgekreuzten Fachwerks wird statisch un
bestimmt. Wir müssen also für den statisch bestimmten Fachwerkträger mit 
Auskreuzung stets die Voraussetzung machen, daß die Diagonalglieder ohne 
Vorspannung eingezogen sind (genau passend). 

Für die Ermittlung der Stabkräfte in diesem Fall betrachten wir ein Fach
werk nach Abb. 318a, das allgemein belastet ist, bei dem wir nicht von vorn
herein sagen können, welche der Stäbe für den Kraftverlauf der Zugglieder einzu
setzen sind und welche ausfallen. Die Stäbe 1 bis 9 seien starre (diuckfeste) Glieder, 
die Auskreuzungen 10 bis 15 seien schlaffe Drähte. Zur Ermittlung der Stab
kräfte müssen wir zunächst ein statisch bestimmtes Fachwerk zugrunde legen, 
d. h. je eine der gekreuzten Streben entfernt denken. Es seien hier die Drähte 11, 
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13 und 15 beseitigt und dafür die bleibenden Streben 10, 12 
und 14 als starr angenommen. Das Fachwerk ist nach dem 
ersten Bildungsgesetz aufgebaut, wir können also die ent
stehenden Stabkräfte an diesem umgebildeten Fachwerk mit 
Hilfe des Kräfteplans ermitteln. ·wir finden für alle noch vor
handenen schlaffen Diagonalglieder (810 , ~2 und 814) Druck
kräfte, die von diesen aber nicht übernommen werden können. 
Hätten wir für die sämtlichen Diagonalglieder Zugkräfte er
halten, so wäre die Rechnung damit schon beendet. Wir könn
ten nun so weiter gehen, daß wir statt der Streben 10, 12, 14 
die Gegenstreben 11, 13, 15 einführen und für dieses neue 
Fachwerk (nach Abb. 318d) einen neuen Kräfteplan zeichnen; 
damit wäre die Aufgabe erledigt. Statt dieser ganz neuen Be
trachtung können wir aber auch einen anderen Gedankengang 
anwenden, der in seiner Grundlage auch bei dem Ersatzstab
vcrfahren (Stabvertauschung) des vorigen Abschnittes be
nutzt wurde. Wir überlagern dem bereits ermittelten Fach
werk eine zweite Belastung, die nun so beschaffen ist, daß 
die als Druckglieder erschienenen Auskreuzungen die Stab
kraft Null erhalten, d. h. wir führen in dem abgeänderten 
Fachwerk mit den Gegendiagonalen 11, 13 und 15 (Abb. 318e) 
die erhaltenen Druckkräfte 8 10 , 8 12 und 814 an den ent
sprechenden Knotenpunkten als Zugkräfte ein, so daß bei der 
Überlagerung der beiden Belastungsfälle 1 und 3 (nach den 
Abb. 318b und c) die Diagonalglieder 10, 12 und 14 tat
sächlich verschwinden und dafür die Zugdiagonalen 11, 13 
und 15 in Erscheinung treten. Die algebraische Addition der 
durch die beiden Belastungsfälle 1 und 3 gefundenen Stab-

"" kräfte muß dann nach dem Superpositionsgesetz für jeden ; 
Stab die wirkliche Stabkraft angeben, sie muß also das gleiche 
Ergebnis liefern wie der Belastungsfall2. Die durch Belastungs
fall 3 bewirkten Änderungen gegenüber der Belastung 1 spielen 
sich jeweils nur innerhalb des Rahmens ab, in dem die Diago
nalen zur Versteifung eingezogen sind. So werden z. B. bei Ein-

t führung der Zugdiagonale 13 (statt 12) außer dieser nur noch "=' 

.... .... 

die Stäbe 3, 4, 5, 6, nach der in Abb. 318g angegebenen Weise .9: "' 
beansprucht ; oder im unteren Felde bei Ersatz der Druck- ~ 
diagonale 14 durch die Zugdiagonale 15 nur noch die Stäbe 1, E-! ,.... 

3, 2, 15 (Abb. 318h). Da der Stab 3 sowohl dem oberen wie 
unteren Felde angehört, ist die für ihn gegenüber dem Be
lastungsfall 1 eintretende Stabkraftänderung durch die alge
braische Summe der Werte 8 3 aus Abb. 318g und h gegeben. 
In der Tabelle ist zusammengestellt, inwieweit die Stabkräfte 
des Falles 1 durch den Eintritt der Gegendiagonale an Stelle 
von 10, 12, 14 beeinflußt werden. 

Es sei hier noch darauf hingewiesen, daß es in einem 
Fachwerk mit schlaffen Gegendiagonalen bei gewissen Be
lastungszuständen auch vorkommen kann, daß beide Dia
gonalen gezogen werden. In diesem Fall ist das Fachwerk 
aber als statisch unbestimmte Konstruktion zu betrachten 
und nicht mehr mit einfachen Gleichgewichtsbetrachtungen 
zu lösen. 
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"\Veiterhin ist zu beachten, daß Fachwerke mit ausgekreuzten vorspannungs
freien Diagonalen ähnlich wie alle statisch unbestimmten Konstruktionen sehr 
leicht Wärmespannungen unterworfen sind. Sind z. B. die umrahmenden Pfosten 
aus Holz und die Diagonalglieder als Stahldrähte ausgeführt, so wird bei einer 
stärkeren Temperaturänderung eine nicht mehr vernachlässigbare Spannung in 
den einzelnen Gliedern auftreten. Die Berechnung dieser Beanspruchungen ist 
ebenfalls nicht mehr mit einfachen Gleichgewichtsbetrachtungen zu erledigen. 

Übungsaufgaben über ebene Fachwerke. 
1. Aufgabe. Für den in Abb. 319 dargestellten Fachwerksträger ist der 

CREMONAsche Kräfteplan zu zeichnen. 
Lösung. Das Fachwerk ist nach dem ersten Bildungsgesetz aufgebaut und 

in drei Fesseln (einem festen Auflager und einem Stützungsstab) gelagert; der 

P,~zooo"kg Pg-zooo"kg J}~J(,l tikg 

fH·ooo"kg 

gg 
25 

JJ 

38 
'f2 

0 t'O/JO i'l/00 "kg 
Abb. 319. ÜbungsbeispieL 

Fachwerksträger ist also statisch bestimmt. Wir rechnen zunächst die Fessel
kräfte aus: 

(..!' M)A = 0: 2000. 6,0 + 2000. 9,0 + 6000. 24,0 + 3000. cos 30". 27,0 
+ 3000 · sin 30° · 7,0- B ·18,0 = 0, 

B = 14146 kg (nach oben). 

I 
I 
~ 
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(...!' M)B = 0: - 2000 · (12,0 + 9,0) + 6000 · 6,0 + 3000 · cos 30o · 9,0 

+ 3000 · sin 30° · 7,0- Av · 18,0 = 0, 

A" = 1549 kg (nach unten) . 

.."!:H = 0: 3000 · sin 30° = A 11 , 

A,. = 1500 kg. 
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Nun trägt man sämtliche äußere Kräfte auf in der Reihenfolge, die sich ergibt, 
wenn man entweder im Uhrzeigersinn oder umgekehrt das Fachwerk umfährt. 
Hier ist der Umfahrungssinn übereinstimmend mit dem Uhrzeigerdrehsinn gewählt. 
Anfangend bei dem Knotenpunkt I sind dann die Kraftecke für die einzelnen 
Knotenpunkte eingetragen, immer übergehend zu weiteren Knoten mit je zwei 
Unbekannten: II, III usw. Am Knoten IV liegen allerdings drei Unbekannte vor; 
aber aus Knoten V geht hervor, daß die Stäbe 7 und 9 keine Kräfte erhalten, so 
daß an IV die Kraft S4 mit S10 und S8 ins Gleichgewicht zu setzen ist. 

2. Aufgabe. Für die in Abb. 320a dargestelltt> Hängebrücke sind die Stab
kräfte zu ermitteln. 

Lösung. Der Fachwerksträger ist statisch bestimmt. Man erkennt leicht die 
richtige Stabzahl auf Grund folgender Erwägungen. Die Punkte 0 und D sind 
festgelegt durch ein bewegliches Lager und einen Stützungsstab 22 bzw. 23. Der 
untere Träger ruht in einem festen und in einem bewEglichen Lager und besitzt ein 
Gelenk G; sollte er für sich statisch bestimmt sein, so müßte das Gelenk G fehlen 
oder, anders ausgedrückt, es müßte ein Verbindungsstab zwischen 43 und 48 ein
gezogen sein. Nehmen wir zunächst an, der untere Träger wäre durch Einfügen 
dieses Verbindungsstabes bestimmt gemacht worden, dann wären die Punkte Il, 
III ... VI durch je zwei Stäbe (21 und 2 bzw. 20 und 3 ... ) unverschieblich an
geschlossen, ebenso von der anderen Seite die Punkte X, IX, VIII, VII. Wir 
hätten also ein festes System beim Vorhandensein des Zwischenstabes am Gelenk, 
aber beim Fehlen des Stabes VI, VII. Durch Fortnahme des ersten Stabes (zwischen 
43 und 48) und Einfügen des Stabes 16 erhält man dengegebenen Fachwerksträger. 
Er hat also die richtige Stabzahl und ist auch bestimmt,wie die Rechnung bestätigt. 

Da nur lotrechte Lasten wirken, treten auch nur lotrechte I ... agerreaktionen 
auf. Die Lagerkräfte werden bezeichnet mit A 0 am Lager C, Au am Lager A, 
B 0 an D und Bu an B; andererseits sei genannt: 

A 0 +Au=A, B 0 +Bu=B. 
Zur Ermittlung der Reaktionen läßt man die Stabkräfte 22 bzw. 23 als freie 
Kräfte in 0 bzw. D wirken und zerlegt sie in zwei KomponentenHund V, wobei 

H-22,5 
V = -15,ö-- = 1,5. H. 

Die Momentengleichungen für die Punkte 0 und D ergeben : 

(._IM)D=O: 

- P1 • 56,0- P2 • 49,0- Pa· 21,0- P4 • 14,0- V22 • 70,0 + A · 70,0 = 0, 
wobei V22 = H ·1,5; 

(..!;M)o= 0: 
P1 ·14,0 + P 2 • 21,0 +Pa· 49,0 + P4 • 56,0 + 1,5 · H · 70,0- B · 70,0 = 0. 

In beiden Gleichungen ist noch die unbekannte Kraft H enthalten. Sie stellt den 
konstanten Horizontalzug der Kette dar, d.h. die Kettenglieder haben eine gleich 
große Horizontalkraft H. (Es folgt dies aus der Betrachtung der Knoten II, 
III ... X, wo die Summe der Horizontalkomponenten null sein muß.) Zur Be-
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rechnung dieser Kraft legt man einen Schnitt durch das Gelenk und stellt die 
Summe der Momente aller Kräfte links oder rechts von G für G als Momenten
punkt auf. Der Schnitt trifft den Stab 16. 8 16 wird in zwei Komponenten zerlegt, 
von denen nur die waagerechte mit der Größe Hein Moment für G aufweist. Für 
den Falllinks wird außer durch die Kräfte P; und A noch durch 8 22 bzw. ihre 
Komponenten H und V 22 = 1,5 H ein Momentenbeitrag geliefert: 

(.IM)0 = 0: 
- 1,5 H · 35,0- H · 22,5 + H 1,5-- P 1 • 21,0- P 2 ·14,0 + A · 35,0 = 0. 

I I I I I I 

02'1681()m, 

o ?n 'I() GO so toot 

Abb. 320a bis d. Übungsbeispiel. 

Es findet sich aus den drei Gleichungen: 

H = 130 t (demnach V 22 = 195 t), 
A = 369 t, 
B = 321 t. 
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Aus H finden sich am Punkte C leicht die Stabkräfte 8 21 und 8 22 (Abb. 320b). 
Da andererseits sämtliche Kettenkräfte die gleiche Horizontalkomponente haben, 
stellt sich die zeichnerische Ermittlung der Kräfte in den Kettenstäben und 
Hängestäben sehr einfach dar (Abb. 320c); 821 muß mit 820 und S2 im Gleich
gewicht stehen usw. Es ergibt sich für die lotrechten Korn- r----11 
ponenten der Kettenkräfte : 

V21 = V12 = 13o,o t, 

V2o = V1a = 102,143 t, 

V19 = V14 = 83,571 t, 

e 

38 

f 

GJ 

lfO 

V18 = V15 = 55,714 t, 

vl7 = V1s = 18,571 t. 

30 

JJ 

J7 

D fO 60 JO fO 50t 

Abb. :120e und f. 
Zum ÜbungsbeispieL l_ _______ __ll 

Andererseits ist fi.ir die Hängestäbe: 

GI 

59 

S2 = V21- V20 = 27,857t, S5 = V 18 - V17 =37,143t. 

Ba= V20 - V19 = 18,572 t, S6 = 2 · V17 = 37,143 t. 

s4 = v19- V18 = 27,857 t. 

Die Lagerreaktionen auf den Pylonen ergeben sich zu: 

Ao = Bo = V22 + V21 = 195 + 130 = 325t. 

o rooo JOOO'til Es ist demgemäß: 

A,. = A - A 0 = 369 - 325 = 44 t, 

B,. = B- B 0 = 321 - 325 = -4 t (nach unten gerichtet). 

Zur Probe diene, daß die Summe aller lotrechten Kräfte, die auf die Kette wir
ken, verschwinden muß. 

10 

V !l2- Ao +.I S; + V2a- Bo = 0, 
2 

195- 325 + 260 + 195 - 325 = 0. 

16 ScWink, Statik. 2. u. 3. Auf!. 
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Ebenso muß die Summe aller lotrechten Kräfte, die am Gelenkträger angreifen, 
Null sein: 10 

a 

b 

c 

P1 + P2 + Pa+ P4- Au- Bu- .I 8; = 0, 
2 

300 - 44 - (- 4) - 260 = 0. 

K,hiiiiiiiiiiii+IIIIIIIIII~Kz,. 
2h 

Selbstverständlich muß auch die Sum
me aller lotrechten Kräfte, die auf das 
ganze System wirken, verschwinden; es 
ist dies die Folge der beiden letzten 
Gleichungen: 

P1 + P2 + Pa+ P4 + V22 

+V2a-A-B=0. 
Zur Aufzeichnung des CREMONA

schen Kräfteplanes schneidet man am 
besten den unteren Träger ab; es wir
ken auf ihn die Kräfte 8 2 , 8a, P 1 , 8 4 , 

P2, 85, 8s, 87, 8s, Pa, 89, P4, 81o• Bu, 
Au. Ihr Krafteck muß geschlossen sein. 
In Abb 320e sind diese Kräfte anein
andergetragen in der Reihenfolge, die 
sich durch Umfahrung des Fachwerks 
im Uhrzeigersinn ergibt. Die Zeichnung 
des Kräfteplanes macht dann keine 
Schwierigkeiten. 

Da bei dem eingeführten Kraftmaß
stab das zu Punkt B zugehörige Kraft
eck zu klein ausfällt, ist es in Abb. 320f 
nochmals in größerem Maßstab ge
zeichnet. 

XIV. Konstruktionsgebilde aus Stäben 
und Balken. Gemischtbauweise. 

78. Aufbau und Berechnung. Das 
Fachwerk besteht aus Längskra.ft
trägern. Die Belastung durch äußere 
Kräfte mußte im Fachwerk nur auf 
die Knotenpunkte beschränkt sein, 
damit tatsächlich auch nur Längs
kräfte (Stabkräfte) in den einzelnen 
Baugliedern auftreten. Nun sind sehr 
viele technische Konstruktionen aber 
nicht mit diesen Knotenlasten oder 

Abb. 321. Gemischtbauweise: Fachwerk aus wenigstens nicht mit ihnen allein be-
Balkeu und Stäben. ansprucht, sondern die Belastung wirkt 

oft zwischen zwei Knoten als Einzellast 
oder auch als zusammenhängende Last. Der von dieser Art Belastung betroffene 
Stab (1, II- Abb. 321) wird dadurch nicht mehr reiner Längskraftträger bleiben, 
sondern er ist auch noch durch Querbelastung auf Biegung beansprucht; er muß, 
um diese Lasten wirksam aufnehmen und weiterleiten zu können, auch Quer
kräfte und Biegemomente übertragen. Er ist damit zum "Balken" geworden, 
der entsprechend unseren früheren Betrachtungen in seinen Befestigungspunkten 
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I, II (Festlegung am Stabsystem) Lagerreaktionen auslösen wird. Wir sehen also 
als erste wichtige Erkenntnis, daß der Balken in einem Stabgebilde auf jeden 
Anschlußpunkt mit zwei Unbekannten "'irkt (Größe und Richtung der Lager
kraft K' - nioht der Reaktion K - od,er Größe der Lagerkräfte in Richtung der 
Balkenachse und senkrecht zu ihr), zuni Unterschied vom Stab, der nur die Größe 
der in ihrer Richtung durch die Stabachse festliegenden Stabkraft als Unbekannte 
aufweist. Wir müssen demgemäß bei einer Konstruktion in gemischter Bauweise 
(Stäbe und Balken zusammengefügt) scharf unterscheiden zwischen den eigent
lichen Stäben (Längskraftträger) und dem Balken (Träger mit Längskraft, Biege
moment und Querkraft). Bei dem in Abb. 321a dargestellten Stabsystem ist 
das obere Konstruktionsglied b ein Balken, alle anderen Glieder 1 bis 6 sind 
Stäbei. 

Für den Aufbau dieser Konstruktionen kommen die gleichen Gesetze wie 
beim gewöhnlichen Fachwerk in Frage, so daß für die Prüfung des Aufbaus 
nach einem der drei Bildungsgesetze der Balken in diesen Konstruktionen zu
nächst als Stab betrachtet werden kann, wobei zu beachten ist, daß der Balken 
auch über den Knotenpunkt hinausragen kann. Die Lagerkräfte A und B des 
gesamten Stabsystems sind als Gleichgewichtskräfte an einer starren Scheibe 
mit Hilfe des Kraft- und Seilecks (oder auch rechnerisch. mit den Gleichgewichts
bedingungen) in der bekannten Weise zu bestimmen. Zur Ermittlung der Stab
kräfte betrachten wir nun die einzelnen Knoten. Am Lagerpunkt A steht die 
Reaktionskraft A den beiden Stäben 1 und 2 gegenüber, beide Stäbe haben 
eindeutige Stabkräfte in Richtung ihrer jeweiligen Stabachse, die Größen lassen 
sich mit dem Kräfteplan bestimmen. Wollen wir nun am Knoten I Gleichgewicht 
herstellen, so haben wir eine unbekannte Stabkraft Sa und die erwähnte Kraft K~ 
mit unbekannter Größe und Richtung (zwei Unbekannten), die der Balken b 
auf diesen Knoten ausübt, mit der bekannten Stabkraft 8 2 ins Gleichgewicht 
zu setzen. Wir begegnen hier also drei Unbekannten, d. h. das Krafteck ist 
nicht zu zeichnen. Die Kräfte K~ und x; bzw. ihre Gegenkräfte KI und K 2 
könnte man auch nicht durch Betrachtung des Balkens b gewinnen (Abb. 321e), 
da wir hier einen Balken mit zwei festen Gelenklagern haben. Am Lager B 
ist dagegen das Gleichgewichtskrafteck aus der Kraft B und den Stabkräften 85 
und 86 aufzutragen. Für Knoten II gilt das gleiche, das für Knoten I gesagt 
wurde. Der Knoten III dagegen weist nach Ermittlung der Stabkräfte 85 und 8 1 
nur noch zwei Unbekannte Ba und 8 4 auf, die mit Hilfe eines Kraftecks bestimmt 
werden können. Sind aber die Stabkräfte SI bis 86 bekannt, dann ist auch das 
Gleichgewichtsproblem des Knotens I und das des Knotens II zu lösen; denn 
hier stehen am Knoten I den bekannten Stabkräften 8 2 und Ba die beiden Un
bekannten der Kraft K~ (Größe und Richtung) gegenüber, also x; ist durch das 
Krafteck 8 2 , 8 3 und x; bestimmt; desgleichen ist am Knoten II das Krafteck aus 
den Stabkräften 8 4 und 8 6 und der Kraft K~ aufzutragen. Die beiden Kräfte K~ 
und x; sind, genau wie die in den Stäben auftretenden reinen Längskräfte, 
die Wirkungen des Balkens b auf die Knoten I und II, also das, was wir seither 
immer mit Aktion bezeichnet haben; sie stehen mit 82 , Sa bzw. 84 und 86 im 
Gleichgewicht. Als Reaktionen des Balkens KI bzw. K 2 würden wir die Resul
tierende aus 8 2 und Sa bzw. aus 8 4 und 8 6 bezeichnen müssen, die natürlich gleich 
groß, aber entgegengesetzt gerichtet den Kräften x; und x; sind. Wir sehen auch 
im Krafteck (Abb. 321 b), daß die äußere Belastung des Balkens (PI und P 2) 

ersetzt wird durch die beiden Kräfte K~ und K~, während die umgekehrten Kräfte 
K1 und K2 mit PI und P2 im Gleichgewicht stehen. 

1 Natürlich iat a.n a.llen Knotenpunkten wieder gelenkartiger Stabanschluß vorausgesetzt. 

16* 
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Während nun alle Stäbe auf Druck bzw. Zug dimensioniert werden können, 
genügt dies für den Balken b noch nicht, da auf ihn ja die drei Einflüsse wirken: 
Biegemoment, Querkraft und Längskraft. Diese drei Größen sind für die Dimen
sionierung maßgebend, müssen a,lso bekannt sein. Wir stellen demgemäß für 
alle Balken in derartigen Stabkonstruktionen noch diese drei Beanspruchungs
größen fest, indem wir die Balkenglieder aus der Konstruktion heraustrennen 
und alle Kräfte, die durch die Trennung beseitigt wurden (K1 und K 2 als Reak
tionen, als Resultierende aus S2 , S3 bzw. S4 , S5 !) als äußere Kräfte einführen 
(Abb. 321c). Wir erhalten damit das Bild eines freien Balkens, dessen Kräfte 
unter sich im Gleichgewicht stehen. Die Ermittlung der Momentenfläche, Quer
kraftfläche und der Längskraftfläche erfolgt dann in der bekannten Weise. 

Die Stabsysteme in der Gemischtbauweise erlauben naturgemäß auch den 
Einbau von Gelenken und lassen so die Bildung von Gelenkträgern, z. B. Gerber
trägern, zu. Die Lagerung dieser Konstruktionen kann jetzt übrigens auch durch 
Einspannung eines Balkengliedes erfolgen (Abb. 322), was bei den Längskraft

I 

gliedern, den reinen Stäben, des Fachwerks 
nicht möglich war. Zur Ermittlung der Stab
kräfte Si und der Balkenkräfte K; benutzen 
wir je nach Zweckmäßigkeit nebeneinander 
Krafteck oder Komponentengleichungen (für 
Kräfte an einem Punkt) und Momenten
gleichungen. Wir werden nicht auf eine be
stimmte "reine Methode" Wert legen, sondern 

Abb. 322. Gemischtbauweise mit Gelenk je nach Bedarf mit unseren Gleichgewichts-
bedingungen rechnen, wie sie gerade am ein

fachsten und bequemsten anzusetzen sind. Das Schnittverfahren ist in diesen 
gemischten Konstruktionen mit Vorsicht anzuwenden: ein durchschnittener Stab 
besitzt eine Unbekannte, die in der Schnittstelle als äußere Kraft auftritt, 
schneiden wir dagegen einen Balken durch, so entstehen an dem Schnitt drei 
Unbekannte: Biegemoment, Querkraft, Längskraft. Das Aufschneiden von 
Konstruktionen zur Berechnung der Einflüsse im Schnitt hat aber selbstver
ständlich nur dann Sinn, wenn, entsprechend den zur Verfügung stehenden 
Gleichgewichtsbedingungen, nicht mehr und nicht weniger als drei voneinander 
unabhängige Unbekannte auftreten. Bei der Anordnung nach Abb. 322 kann 
man einen Schnitt 8-8 durch das Gelenk G legen und dann die Summe der 
Momente aller Kräfte des rechten Teiles für Punkt G aufstellen. In dieser Glei
chung ist die Stabkraft S die einzige Unbekannte. Am Punkt IV und V kön
nen die anderen Stabkräfte ermittelt werden, so daß dann der Balken berechnet 
werden kann. 

In Abb. 323 ist ein Sprengwerk gegeben, das in gemischter Bauweise nach 
dem zweiten Bildungsgesetz aufgebaut ist. An den Balken b1 ist der Punkt I 
durch die beiden Stäbe CD und @ angeschlossen, es bilden also b1 , CD, @ ein un
verschiebliches System nach dem ersten Bildungsgesetz. Das entsprechende 
System finden wir rechts aus Balken b2 und den Stäben @ und @ . Diese beiden 
bestimmten Systeme sind nun zusammengefügt durch einen gemeinsamen Punkt 
(Gelenk in der Mitte) und einen Stab (@), d. h. die Gesamtkonstruktion ist 
statisch bestimmt nach dem zweiten Bildungsgesetz. Die Lagerkräfte A und B 
müssen bei lotrechten Lasten senkrecht verlaufen, da das eine Lager horizontal 

verschieblieh ist; sie lassen sich errechnen zu: 

(_I M..4.) = 0: 1000 · 1,5 + 1500 · 4,5 - B · 6,0 = 0, 

B = 1375 kg. 



(LM)n=O: 

Gemischtbauweise. Aufbau und Berechnung. 

1500 · 1,5 + 1000 · 4,5 - A · 6,0 = 0; 

A = 1125 kg. 
Die Kontrolle 

.2'V=0: 
P,-toookg 

1000 + 1500 = 1375 + 1125 

ergibt die Richtigkeit der Rechnung. Ver
suchen wir nun weiter die Stabkräfte zu 
bestimmen, so begegnen wir an jedem 
Knotenpunkt drei Unbekannten. Es sei 
hier ausdrücklich nochmals darauf hinge-
wiesen, daß die Aufzeichnung eines Kraft
ecks z. B. am Knotenpunkt des Lagers A 
mit den gegebenen Richtungen des Stabes 
CD und des Balkens b1 falsch ist, denn der 

0 500 

Balken überträgt ja nicht nur eine Längs
kraft, sondern auch eine Querkraft, es 
wird also durch ihn außer einer Kraft
komponenten in der Achsenrichtung auch 
eine Kraft senkrecht dazu ausgeübt. Es 
begegnen uns also auch hier drei Un-

s. -18751< 

bekannte, nämlich diese beiden Kompo-
nenten und S1 . Der erste Lösungsschritt 
ist bei diesem Beispiel wieder ein solcher 
Schnitt durch das System, daß eine voll
ständige Trennung erreicht wird und dabei 
nicht mehr als drei Einflüsse frei werden. 
Der Schnitt muß offenbar durch das Ge
lenk G und den unteren Stab @ geführt 
werden, denn im Gelenk kann nur eine 
Kraft (kein Moment!) übertragen werden, 
deren Größe und Richtung als Unbekannte 
in Erscheinung treten, im Stab @ ist 
als dritte Unbekannte nur die Stabkraft 
(Längskraft) vorhanden. Schneiden wir 
dagegen an einer anderen Stelle des Bal-
kens das System auf, so treffen wir mit 
dem Schnitt stets drei Unbekannte im 
Balken allein (Biegemoment, Querkraft 
und Längskraft), wozu noch als vierte 
Größe dann die Stabkraft S3 hinzukommt. 
Der angegebene Schnitt 8-8 erlaubt uns 
nun durch die Gleichgewichtsbedingungen 

b 
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P:-1500"kg 

1000Kg 
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für einen der beiden abgetrennten Teile l· 

f~f ~:~~~!~:~e:bg~;~:~~t=~e:~:~~~i~: Srh~187~rTj "l/lrnlilll!JTTTn-i'rfillnnlT1TTTtn-lJ rn///TT//TTII rn///TT//TT/1 rn/J/TTl//1 1875 

ken A, S3 und die Komponenten der Ge- Abb. 323. Sprengwerk mit Gelenk. 

lenkkraft G" und Gh. Wir ermitteln die 
Stabkraft S3 durch die Momentenbedingung um das Gelenk G für die Kräfte 
des linken Teils, wobei die Gelenkkraft selbst kein Moment hat: 

(.2:' M)G = 0: A · 3,0 - P 1 · 1,5 - S3 · 1,0 = 0, 
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mit den Zahlenwerten 
1125 . 3,0 - 1000 . 1,5 = 83 . 1,0' 

83 = 1875 kg (Zugstab). 
Die Kraftecke für die beiden Knoten I und II, links und rechts von Stab @, 
liefern die übrigen Stabkräfte 81 , 82 bzw. 84 und 85 • Wollen wir die Beanspru
chungsgrößen der beiden Balkenteile b1 , b2 ermitteln, so machen wir wieder am 

a 

.Abb. 324. Freies System aUs Abb. 325. Statisch bestimmtes Abb. 326. Bestimmtes gestütztes 
zwei Balken. System aus zwei Balken. System aus zwei Balkert. 

Abb. 327. Einfach unbestimmtes 
gestütztes System aus zwei Balken. 

Abb. 328. Mehrfach unbestimmtes 
gestütztes System aus zwei Balken. 

besten diese beiden Konstruktionsglieder frei (Abb. 323c), indem wir alle an
greifenden Kräfte als äußere Belastungen auffassen. Die Errechnung der Biege
momente erfolgt dann in der üblichen Art. Für die Stelle (1) ist das Biegemoment 

B1 = A ·1,5- 8111 ·1,5 == 1125 ·1,5 -1250 · 1,5 = -187,5 mkg, 
für die Stelle (2) wird 

B2 = B · 1,5 - 85" · 1,5, 
B2 = 1375 · 1,5 - 1250 · 1,5 = + 187,5 mkg. 

Die Verbindungslinie der Endpunkte der aufgetragenen Größe B1 und B2 muß 
durch das Gelenk hindurchgehen. 
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Die Auftragung der Querkraftlinie erfolgt wieder durch Aneinanderreihung 
der quer zur Balkenachse wirkenden Kräfte an ihren jeweiligen Angriffsstellen. 
Die Längskraft wird durch die beiden Horizontalkomponenten Slh und Su ge
liefert; sie bleibt, da keine weiteren Kräfte in Achsenrichtung auf den Balken 
wirken, konstant. 

79. Statische Bestimmtheit und Grad der Unbestimmtheit. Die bisher 
betrachteten Beispiele von Stabsystemen (Fachwerke und Gemischtsysteme) 
waren alle statisch bestimmt, und zwar sowohl in der ~ 
Lagerung (äußere statische Bestimmtheit) als auch im 
Aufbau (innere statische Bestimmtheit). Bei innerlich 
statisch unbestimmten Systemen ist es häufig nicht ganz '· a 
einfach, den Grad der statischen Unbestimmtheit (Anzahl -ii~,'l----=---
der auftretenden überzähligen Unbekannten) zu erkennen. 
Wir wollen deshalb an einigen einfachen ebenen Konstruk- ' b 
tionen das Wesen der statischen Unbestimmtheit kennen- p 
lernen. Die zwei in Abb. 324a dargestellten gelenkig an
einandergefügten Stäbe stellen ein bewegliches System dar. " c 
Unter dem Einfluß einer allgemeinen Belastung würde das 
System nicht in seiner Lage und seiner Form erhalten ~ 
bleiben. Machen wir dagegen d_ie An_schlußstelle der beide~ V"" 
Stäbe starr (Abb. 324 b ), so Wird d1e Form erhalten blet- d 
b Z F tl d . S t · d Eh b · · Abb. 329. Eintach abge-en. ur es egung 1eses ys ems 1n er ene e1 emer stützterFiugzeugholmin 
allgemeinen Belastung genügen drei Fesselungen, die das statischbestimmteru.un
Gebilde als starre Scheibe in der Ebene statisch bestimmt bestimmter Ausbildung 

festlegen, wie es z. B. in Abb. 325a und b dargestellt ist. Dagegen sind die 
beiden gegeneinander beweglichen Stäbe der Abb. 324a nicht mit den gleichen 
Lagerungen festzulegen, das System bliebe beweglich. Um es unverschieblich 
zu lagern, benötigen wir statt dreier Fesseln deren vier 
(Abb. 326). Jede weitere Fesselung der in den Abb. 325 
und 326 dargestellten Fälle bedeutet eine überzählige Un
bekannte und macht das System statisch unbestimmt. Da 
diese Unbestimmtheit durch eine äußere Wirkung (Fessel) 
herbeigeführt wird, sprechen wir von "äußerer" Unbe
stimmtheit. Das System wird auch statisch unbestimmt, 
wenn der gelenkige Anschluß der beiden Fälle der Abb. 326 
durch eine starre Eckverbindung (Schweißstelle, Knoten
blech) ersetzt wird, da alsdann ein Moment übertragen 
werden kann und so eine neue Unbekannte entsteht (inner
lich unbestimmt). Es ist also die Konstruktion nach 
Abb. 327a (entstanden aus den Abb. 325a oder 326a) mit 
einer Fessel zuviel gelagert, das System ist einfach statisch 
unbestimmt. 

Abb. 327b stellt dementsprechend ebenfalls ein einfach 
statisch unbestimmtes System dar. Dieses System, mit ~ 
einer weiteren Fessel versehen, wird also zweifach statisch Abb. 330. Das Biegungs-

moment bei gelenkiger 
unbestimmt (Abb. 328a). Fügen wir dazu noch eine starre u. steifer Eckverbindung. 
Eckverbindung am Gelenk (Abb. 328b), so erhalten wir 
ein dreifach statisch unbestimmtes System. Weiter kann mit diesen einfachen 
Baugliedern der Grad der statischen Unbestimmtheit nicht mehr gesteigert 
werden. An Stelle der einfachen Balken können die Bauglieder natürlich 
auch als überragende oder abgewinkelte Konstruktionsglieder ausgeführt sein, 
so ist z. B. die Lagerung des Flugzeugholms in Abb. 329a statisch bestimmt, 



248 Das ebene Fachwerk und Gemischtsystem. 

nach Abb. 329b und c einfach, die nach Abb. 329d zweifach statisch unbe
stimmt. 

Es sei nochmals ausdrücklich darauf hingewiesen, daß bei gelenkartigem An
schluß der beiden Stäbe das Biegemoment an der Anschlußstelle immer Null 
sein muß (Abb. 330a), dagegen bei steifem Anschluß nicht (Abb. 330b). Es ist in 

bekannter Weise zu ermitteln, indem man die 
Summe der Momente aller Kräfte auf der einen 
Seite des Anschlußpunktes aufstellt. Die Biege
momente sind, wie aus den früheren Betrachtungen 
der Rahmen hervorgeht, an der Anschlußstelle für 
die beiden Stäbe gleich. Es muß das sein, weil der 
Anschlußpunkt sich in Ruhe befindet und für den 
Gleichgewichtsfall die Summe der Momente B21 und 
B23 verschwinden muß. 

:Bei den Konstruktionen, die aus mehr als zwei 
Baugliedern hergestellt sind, können wir, wie schon 
kurz bemerkt, den Aufbau nach den Bildungs
gesetzen der Fachwerke nachprüfen, wobei wir an 

Abb. 331. Doppelt abgestützter S ll d 
Flugzeugholm. te e es "Stabes" allgemein ein "Bauglied", d. i. 

eine in sich starre statisch bestimmte Scheibe, ein
führen. Diese Bauglieder können dargestellt werden durch Stäbe, Balken, sta
tisch bestimmte Rahmen oder auch statisch bestimmte Teilfachwerke. Das in 
Abb. 331a dargestellte Tragwerk ist also statisch bestimmt, weil es aus zwei 
Stäben G), ® und zwei Balken b1 , b2 nach dem ersten Bildungsgesetz aufgebaut 
ist: Knoten I ist an die beiden festen AuEgangspunkte A und B durch die Bau-

glieder b1 und G) angeschlossen, dann II durch b2 an Bund /Zl Stab® an den festliegenden Knoten I; an der Stelle I ist ein 
im Balken liegendes Gelenk angeordnet. Anders liegen die 

a Verhältnisse bei dem in Abb. 331 b dargestellten System. Als 
M freie Konstruktion (ohne Lagerung) ist es wohl gleichfalls 0 nach dem ersten Bildungsgesetz aufgebaut, da an den steifen 

I Balken b der Punkt III durch zwei Stäbe angeschlossen ist, 
0 aber infolge der Lagerung in zwei festen Gelenken, d, i. mit 

vier Fesseln, ist es einfach statisch unbestimmt. Wir können 

c 0 zu diesem letzten Bild sagen, die Konstruktion ist innerlich 
statisch bestimmt, aber äußerlich (in der Lagerung) einfach 
statisch unbestimmt. Wir können das System auch auffassen 
als Balken, der in einem festen Gelenklager (A) und zwei 0 Stützungsstäben an den Punkten I und II gefesselt ist, alrw 

d als Balken mit vier Lagerunbekannten; man könnte es sta-
tisch bestimmt machen, indem man eine Lagerfessel beseitigt 

Abb. 332. Verschie- oder in den Balken ein Gelenk einfügt, im letzten Falle ent

ei~::e t~~~!~~s. steht aber das Gebilde der Abb. 331a. 
Sehen wir nun einmal von der Lagerung ab und betrach

ten die freie Konstruktion von ebenen Tragwerken, die unter dem Einfluß einer 
Reihe von in allgemeiner Lage befindliehen Kräften im Gleichgewicht stehen. 
Das in Abb. 332a dargestellte System mit gelenkigen Stabanschlüssen ist nach 
dem ersten Bildungsgesetz aufgebaut, also statisch bestimmt. Nehmen wir der 
Konstruktion einen Stab weg (z. B. die Diagonale) und führen dafür eine starre 
Eckverbindung ein (Abb. 332b), so ist auoh dieses neu entstandene System nach 
dem ersten Bildungsgesetz aufgebaut, also ebenfalls statisch bestimmt, denn an 
dem Rahmen I,I ist ein Punkt M durch zwei Stäbe gelenkartig angefügt. Bringen 
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wir noch eine weitere steife Eckverbindung statt eines Gelenkes in einem dieser 
statisch bestimmten Systeme an, so erhalten wir damit eine neue Unbekannte, 
nämlich das zu übertragende Eckmoment. Die Konstruktion nach Abb. 332c ist 
also einfach statisch unbestimmt. Versteifen wir nun auch noch die beiden rest
lichen Ecken, dann haben wir offenbar zwei weitere Unbekannte in die Kon
struktion hineingebracht, der geschlossene steife Rahmen (Abb. 332d) ist dem
gemäß dreifach statisch unbestimmt. 

Diesen Grad der Unbestimmtheit können wir auch anders bestimmen: 
schneiden wir den geschlossenen Rahmen an einer Stelle auf, so erhalten wir 
einen offenen Rahmen, der nach unseren früheren Betrachtungen als starre 
Scheibe statisch bestimmt ist. Durch den Schnitt eines Balkens odrr eines 

.6 
00 

Rahmens (der ja weiter nichts als eine steife An
einanderfügung von Balken ist) (Abb. 333) haben wir 
aber in der Schnittstelle drei Unbekannte ausge
löst, d. h. frei gemacht: das Biegemoment, die 
Querkraft und die Längskraft. Ist das nach dem 
Schneiden übrigbleibende System statisch be
stimmt, so waren die im Schnitt beseitigten Ein
flüsse überzählig, d. h. die Anzahl der beseitigten 
Einflüsse gibt den Grad der statischen Unbe
stimmtheit an. Im vorliegenden Fall findet sich 
also die dreifache Unbestimmtheit bestätigt. Ist 
d Abb. 333. as übrigbleibende Gebilde aber noch statisch un- Der s~arre geschlossene Rahmen-
bestimmt, so schneidet man weiter auf, nimmt 
also entsprechende Einflüsse fort, bis es statisch bestimmt wird. Mit diesem 
Gedanken der Auftrennung bis zu einem statisch bestimmten System und der 
Zählung der beseitigten Einflüsse können wir sehr häufig auf einfache Art und 
Weise den Grad der statischen Unbestimmtheit ermitteln, wie nun an einigen 
Beispielen gezeigt werden soll. 

Zunächst sehen wir, daß jede Rahmenform der Abb. 333 durch einen Schnitt, 
der die drei Einflüsse des Rahmenquerschnitts beseitigt, in ein statisch bestimmtes 
System verwandelt wird. Da hier drei Einflüsse (Moment und zwei Kraft
komponenten) fortgenommen werden müssen, so Av 
sind also alle Formen von einfachen geschlosse-~ 
nen Rahmen innerlich dreifach statisch unbe- ~ 
stimmt; wenn die drei Beanspruchungsgrößen für ' 1 

irgendeinen Schnitt bekannt sind, so können sie B, fl 

für jede andere Stelle berechnet werden Diese Abb. 334. Gelagerter gesch!ossenet· 
innerlich statisch unbestimmten Rahmen können Rahmenmit überstehenden Teilen-

nun noch außerdem statisch unbestimmt gelagert sein (äußerlich statisch un
bestimmt). So ist z. B. das in Abb. 334 dargestellte Stabgebilde vierfach sta
tisch unbestimmt, als Rahmen innerlich dreifach und durch die Lagerung mit 
vier Fesseln (zwei festen Gelenken) äußerlich einfach. Bei einem solchen Rah
men mit steifen Anschlüssen treten, wie mehrfach erwähnt, an den Enden 
der Stäbe, also an den Stellen 1, 2 ... 6 Biegemomente auf; das sind gegen
über dem Gelenkdreieck sechs Unbekannte mehr. Aber diese Biegemomente 
müssen an derselben Anschlußstelle einander gleich sein (weil ja für jeden An
schlußpunkt die Summe der Momente gleich Null sein muß!), so daß noch drei 
Bedingungen vorliegen, also nur drei Unbekannte übrigbleiben. 

Um die Anzahl der überzähligen Unbekannten an den beiden Rahmengebilden 
der Abb. 335a und 336a zu bestimmen, wenden wir wieder unser Schnittprinzip 
an, d. h. wir schneiden den Rahmen so lange durch, bis ein statisch bestimmtes 
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Balkensystem, d. i. ein offener Rahmen (ohne innere Öflnung) entsteht. Wir sehen, 
daß wir das bei der Konstruktion Abb. 335 mit zwei Schnitten, bei der Konstruktion 
in Abb. 336 mit drei Schnitten erreichen können. Jeder Schnitt durch einen 

a 

Abb. 335. Geschlossener Rahmen mit 
zwei inneren Öffnungen. 

.A.bb. 336. Geschlossener Rahmen mit 
mebreren inneren Öffnungen. 

Balken bedeutet die Beseitigung von drei Unbekannten, der Rahmen Abb. 335 
ist also sechsfach, der Rahmen Abb. 336 neunfach unbestimmt. 

Ähnlich wie wir nun früher den Begrüf des Balkens und Rahmens auf Fach
werke ausgedehnt hatten, die im wesentlichen als der Länge nach ausgedehnte 

Abb. 337. Gegliederte Scheiben mit 
einer inneren Öffnung. 

.A.bb. 338. Gegliederte Scheiben mit zwei 
inneren Öffnungen. 

Scheiben ausgebildet waren, können wir eine entsprechende Erweiterung auch 
hier gelten lassen. Die in Abb. 337 und 338 dargestellten Rahmenfachwerke sind 
also entsprechend den obigen Betrachtungen dreifach und sechsfachstatisch un
bestimmt. Ein Schnitt durch die Wand des "Rahmens" der Abb. 337 zeigt hier 
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auch tatsächlich, daß sich nach Wegnahme der drei Stäbe ein offenes, freies, 
statisch bestimmtes Fachwerk ergibt (Abb. 337b). Wären diese drei Stabkräfte 
bekannt, so könnten alle anderen Stabkräfte ermittelt werden. Eine offene Ring
scheibe, die aus lauter Stabdreiecken besteht, muß übrigens nicht immer statisch 
bestimmt sein. Da!!! hängt ganz von dem Aufbau ab; sie ist sicher statisch be
stimmt, wenn die Knoten nur auf dem Rande liegen, wie es hier angegeben ist. 

Die beiden Schnitte am "Doppelrahmen" (Abb. 338b), die zur Erreichung 
eines statisch bestimmten Rahmens nötig sind, beseitigen je drei, das sind im 
ganzen sechs überzählige Stabkräfte. Führen wir diese ·beseitigten Stabkräfte 
wieder an den Schnittstellen als unbekannte äußere Kräfte ein, so sehen wir, 
daß an dem freien statisch bestimmten Fachwerk sechs Unbekannte auftreten. 
Das Fachwerk ist also sechsfach statisch unbestimmt. 

Es ist sehr wichtig, zu erkennen, wie man ein unbestimmtes System durch 
Fortnahme von entsprechenden Einflüssen in ein statisch bestimmtes überführen 
kann, weil bei der Berechnung eines unbestimmten Systems dieses fast immer 
erst in ein bestimmtes verwandelt wird. Das M, 

kann natürlich auch durch das Einführen von Q U' 
Gelenken geschehen. und so können auch diese 
benutzt werden, den Grad der Unbestimmtheit zu 
erkennen. Durch die Einführung eines Gelenkes a ""bl /13 
wird ja das Biegemoment, das an der betreffen-
den Stelle im Balken weitergeleitet wird, heraus- Abb. 339. Rückführung eines un· 
genommen, d. h. es kann nicht übertragen werden, besti=ten Systems auf ein be· 
während die beiden übrigen Einflüsse, Querkraft stimmtes. 

und Längskraft, durch das Gelenk übergeleitet werden. Wollen wir also nach 
Einfügung eines Gelenkes den alten wirklichen Zustand wieder herstellen, so 
müssen wir ein äußeres Moment, das in seiner Größe zunächst unbekannt ist, 
einführen. Im geschlossenen dreifach unbestimmten Rahmen der Abb. 339 er
reichen wir z. B. durch Einführung von drei Gelenken eine statisch bestimmte 
Konstruktion (Dreigelenkbogen). Die durch die Einführung der Gelenke be
seitigten Biegemomente sind als äußere Momente M 1 , M 2 und M 3 an den 
Gelenkstellen einzuführen. Diese drei unbekannten Größen stellen jetzt die 
überzähligen Unbekannten dar. Wir sehen also auch hieraus, daß der einfach 
geschlossene Rahmen dreifach statisch unbestimmt ist. 

Der Zweck, der allen diesen gedankenmäßigen Konstruktionsänderungen 
(Gelenk oder Schnitt) bei unbestimmten Gebilden zur Erreichung eines statisch 
bestimmten Aufbaus zugrunde liegt, ist die Sichtbarmachung der inneren Ein
flüsse, die die Konstruktion zu einer statisch unbestimmten machen. Durch 
den Schnitt oder die Einführung eines Gelenkes werden diese inneren Einflüsse 
frei, d. h. sichtbar gemacht, und müssen zur Wiederherstellung des wirklichen 
(statisch unbestimmten) Zustandes für das statisch bestimmte Restgebilde als un
bekannte äußere Belastungen wieder eingesetzt werden. Bei Berechnung statisch 
unbestimmter Systeme geht man meist in dieser Weise vor: Man schafft sich 
zuerst durch geeignete Anordnung dieser Reduziermittel (Schnitte, Gelenk u. a.), 
also Wegschaffung einzelner Einwirkungen, ein statisch bestimmtes Grundsystem, 
an dem man die durch die Änderungsmaßnahmen freigewordenen inneren Ein
flüsse als unbekannte, aber sichtbar gemachte äußere Beanspruchungen einführt. 
Die Berechnung dieser Größen gelingt aber dann nicht mehr mit einfachen Gleich
gewichtsbedingungen, wir brauchen dazu Aussagen über die Formänderung, die 
aus der Festigkeitslehre entnommen werden. Sind diese Einflüsse berechnet, so 
hat man ein statisch bestimmtes Gebilde mit lauter bekannten Einwirkungen 
(Kräfte, Momente) und der Berechnung steht nichts im Wege. 
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Der in Abb. 340c gezeichnete Rahmen ist einfach statisch unbestimmt. Man 
kann ihn dadurch statisch bestimmt machen, daß man den rechten Stützungs-
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stab fortnimmt. Um dann die "\tirklichen Verhältnisse zu erhalten, muß man, 
an Stelle des fortgenommenen Stabes, die in ihm tatsächlich wirkende Kraft X 
als äußere Kraft einführen. Die Berechnung dieser statisch unbestimmten 
Größe ist nur möglich unter Benutzung von Formänderungsbetrachtungen 
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des Systems, auf die in diesem Buch nicht eingegangen wird. Es findet sich aus 
einer solchen Rechnung: X= 1957,5 kg. Auf das statisch bestimmte Grund
system wirken also: die gegebenen äußeren Belastungen und die Kraft X= 1957 ,5kg. 
Beide Lastgruppen lassen sich getrennt behandeln. Die wirklichen Einfluß
größen, Biegemoment, Querkraft und Längskraft, setzen sich demgemäß an jeder 
Stelle zusammen aus den Beanspruchungen infolge der äußeren Belastung und 
derjenigen durch X. Die ersteren, aus den äußeren Lasten hervorgehenden, 
sind in Abb. 340a, diejenigen infolge der Kraft X in Abb. 340b dargestellt. Die 
algebraische Addition liefert die tatsächliche 
Biegemomenten-, Querkraft- und Längskraftfläche ~ I I I 
(Abb. 340c). - . 

Bei der Zurückführung eines symmetrischen ,__--~--,__--~-
statisch unbestimmten Systems auf ein statisch , a 
bestimmtes werden wir zweckmäßig beachten, daß 
es so durchgeführt wird, daß das entstehende 
Grundsystem wieder symmetrisch ist; man wird 
also Schnitte und Gelenke in der Symmetrieebene 
oder symmetrisch zu ihr anbringen. Die Verein- '· 0 
fachungen der Symmetrie und Gegensymmetrie 

11/nbelr. 

Abb. 341. 
(vgl. S. 172) gestatten uns dann durchweg eine GestütztergeschlossenerRahmen. 
leichtere Weiterbehandlung der Aufgaben. 

Untersuchen wir unter diesen Gesichtspunkten die in Abb. 341a gegebene 
statisch unbestimmte Konstruktion, so finden wir, daß dieser "Rahmenträger" 
siebenfach statisch unbestimmt ist. Als Grundsystem kann man hier den in 
Abb. 341 b dargestellten statisch bestimmten Dreigelenkbogen auffassen, auf den 
an den beiden Schnittstellen je drei Unbekannte 
wirken und am Gelenk das unbekannte Biege
moment auftritt. 

Der in Abb. 342a dargestellte Fachwerkträger mit 
gelenkartigen Anschlüssen ist statisch bestimmt, da 
er1 nach dem ersten Bildungsgesetz aufgebaut ist. 
Sind dagegen steife Kontenanschlüsse vorhanden 
(die bei Stahlstäben praktisch erreicht werden durch 
entsprechende Knotenbleche, auf die die einzelnen 
Stäbe fest aufgenietet oder geschweißt sind), so wird 
es vielfach statisch unbestimmt (Abb. 342b). Als 
Grundsystem kann man das bestimmte Fachwerk in 
Abb. 342a betrachten. Während bei diesem Fach
werk an den Anschlußstellen für die Stäbe keine 

.VV0 
_Knolenblecl!e 
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c 

M t ft t k" · d · t t · f J d Abb. 342. Gestütztes Fachwerk omen e au re en onnen, Wir Je z In o ge er mit gelenkigen undsteifen Stab-
starren Verbindung am Ende eines jeden Stabes ein anschlüssen. 
Biegungsmoment übertragen. Es treten also z. B. 
bei dem Knoten III (Abb. 342c) gegenüber dem Fachwerk mit gelenkigen An
schlüssen an neuen Unbekannten vier Endmomente auf; allerdings gibt dieses 
nicht vier neue Unbekannte, da die Summe dieser Momente gleich Null sein muß 
(weil ja der Knotenpunkt IIIin Ruhe bleibt). Wir erhalten allgemein bei k Stäben, 
die an einem Punkte starr zusammentreffen, (k -1) neue Unbekannte, nämlich 
die Endmomente. Der in Abb. 342b dargestellte Träger ist demgemäß 16fach un
bestimmt. Wäre etwa der erste obere Gurtstab eingespannt, so wäre er 17fach 
unbestimmt. Sind die Streben biegungsweich (Drähte) bzw. an ihren Endpunkten 
drehbar angeschlossen, so läßt sich die Konstruktion gemäß Abb. 343a darstellen. 
Das Fachwerk ist dann nur 10fach statisch unbestimmt. Es wirken in diesem 
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Träger nur die Rahmen- und Pfostenstäbe als Balken (mit Biegemoment, Quer
kraft und Längskraft}, während die Diagonalstreben nur als Stäbe (Längskraft 
allein) anzusprechen sind. Sind auch die Pfosten gelenkartig angeschlossen 

~Abb. 343b}, aber die beiden Gurte durchlaufend, dann 
liegt ein vierfach statisch unbestimmtes System vor. 

" Es wurde auf diese Verhältnisse eingegangen, weil 
, es von besonderer Bedeutung ist, daß man sich über 
~ a die Wirkung der verschiedenen Anschlüsse ganz klar 

ist. Greifen die Lasten bei diesen Fachwerken der 
Abb. 342, 343 nicht in den Knoten an, so entstehen 
schon beim Grundsystem (Abb. 342a) nicht nur Längs

~--.~S.~:.------'> kräfte in den Stäben, sondern auch Querkräfte und 
" b Biegungamomente; die betreffenden Stäbe sind also 

Abb. 343. ~erschiedenartige nun wieder als Balken gesondert zu behandeln wie dies 
Stabanschlüsse eines Fach· ' 

werkträgers. unter Nr. 78 (S. 242) ausgeführt wurde. Das Grund-
system bleibt aber auch bei dieser Belastung statisch 

bestimmt, und bei den unbestimmten Gebilden ist die Anzahl der statisch un
bestimmten Größen wieder die gleiche, da mit den gleichen Maßnahmen ein 
statisch bestimmtes Grundsystem geschaffen wird. 

"Übungsaufgaben über ebene Gemischtsysteme. 

1. Aufgabe. Auf den in Abb. 344 gezeichneten Auslegerkran wirke die Last P, 
die über die angegebenen Rollen geführt ist, und ein Gegengewicht G. Gesucht 
sind die Lagerreaktionen in den Punkten A und B und die Beanspruchungs
größen in allen Teilen. 

Lösung. In seiner wirklichen Ausführung ist ein derartiger Kran allerdings 
statisch unbestimmt, da die Stäbe an ihren Enden steif miteinander verbunden 
sind. Die statisch unbestimmten Größen werden aber verhältnismäßig klein, so 
daß die aus dem betrachteten bestimmten Grundsystem errechneten Kräfte eine 
genügend sichere konstruktive Durchführung erlauben. Als statisch bestimmtes 
ebenes Grundsystem führen wir das in Abb. 344a dargestellte ein. Der Balken I 
ist durch Stab ® im Gelenkpunkt D gestützt und in Punkt 0 gelenkig an die 
Kransäule V gelagert; ebenso ist zwischen dem Stab ® und der Kransäule (man 
denke sich diese Anschlußpunkte außerhalb des eigentlichen Balkens gelegen) 
und zwischen Stab @, Kransäule und Balken eine gelenkige Verbindung einge
führt. Ferner sind die Stäbe ®, @, ® gelenkartig aneinander angeschlossen. 
Die Konstruktionsteile ®, @, ® sind reine Stäbe, die nur Längskräfte erhal
ten, dagegen die Teile I und V Balken. An dem durch ein festes Lager A und 
ein bewegliches Lager B festgelegten Balken V ( Kransäule) ist Punkt M durch 
die Stäbe @ und @ eindeutig angeschlossen. Der Balken I ist im Punkt 0 
mit zwei Fesseln drehbar angefügt (festes Auflager) und im Punkt D durch einen 
Stützungsstab abgestrebt. Mit diesem Balken beginnen wir die Untersuchung; 
alle Rollendurchmesser mögen zunächst als vernachlässigbar klein angenommen 
werden. 

Auf den Balken I wirken als Lasten G, P und die drei Seilkräfte K = P; sie 
müssen im Gleichgewicht stehen mit den Kräften 0.,., 0., (Komponenten der 
Reaktion 0 auf den Balken) und 82 (Abb. 344b). Als Gleichgewichtsbedingungen 
werden verwendet die Momentenbedingungen für die Punkte 0 und D und die 
Komponentenbedingung für waagerechte Kräfte. Die Komponenten der schräg 
laufenden Seilkraft K sind dabei bestimmt durch 
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K - K · _ _J'i_._5~-
"- V5,58 + 2,32 ' 

K" = 4000 · 5~9~ = 3690 kg (von oben nach unten gerichtet), 

Kh = 4000 · 5~936 = lö45 kg (nach links verlaufend). 
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Abb. 344. "ÜbungsbelspieJ. 

1. (...!' M)0 = 0: 4000 · 6, 75 - S2v • 4, 7 + K" · 2,3 - 6000 · 2,0 = 0, 

S2v = 5000 kg. 

2. (...!' M)D = 0:-6000. 6,7- 3690. 2,4 + 4000. 2,05 + 0". 4,7 = 0, 

0" = 8695kg. 
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Da 

so ist: 

3 . .IX,= 0: 

Da:s ebene Fachwerk und Gilmischtsystem. 

Su 2,4 
s2,· = 1,55' 

')4 
82h = 5ooo - 1~~5 = 7740 kg. 

-8211 +K11 +C11 = 0 
+ 7740 -1545 = c,. = 6195 kg. 

Die Stabkräfte 83 und 84 findet man, nach Berechnung von 82 , am Knoten
punkt M durch das zugehörige Krafteck. 

Die Fesselkräfte A 11 , A" und B der Kransäule ermittelt man am bequemsten, 
indem man die Gesamtkonstruktion betrachtet; es müssen die Lasten P und G 
mit den Fesselkräften im Gleichgewicht stehen. Es ergibt sich: 

(.I M)A = 0: 4000 · 6,75-6000 · 2,0 = B · 5,0, 

.:EH=O: 

.I V= 0: 

B = 3000 kg (nach links) . 

A 11 = B = 3000 kg (nach rechts) . 

A" = P + G = 4000 + 6000 = 10000 kg. 

Damit sind alle Kräfte ermittelt, die auf die Kransäule wirken: C, 83 , B, 84 , Seil
kraft Kund A, und es steht der Untersuchung der Kransäule nichts im Wegl'. 

Bevor darauf eingegangen \\ird, möge noch bemerkt werden, wie die ent.
sprechenden Kräfte graphisch zu ermitteln sind. Wir trennen den Balken I von 
der übrigen Konstruktion ab. Auf ihn wirken dann, außer den Lasten P und G, 
noch die geschnittenen Kräfte (frei gewordene innere Kräfte) K, 82 und C, von 
denen die letzte nach Größe und Richtung und die vorletzte nach Größe un
bekannt ist. Man ermittelt aus P, G und K die Resultierende R1 (mit Krafteck 
und Seileck); der Schnittpunkt von 82 mit R1 gibt dann den Punkt an, durch den 
auch C gehen muß, und das zu R1 , 82 und C gehörige Krafteck liefert die Größen 
der unbekannten Kräfte C und 82 • Nach Ermittlung von 82 ergibt das Kraft
dreieck aus 82 und den Parallelen zu den Stäben @ und ® die Stabkräfte 83 
und 84 • Damit sind alle Kräfte, die auf die Kransäule wirken, bekannt: C, 83 , 

84 und K (an der Rolle auf der Sii.ule); es fehlen nur noch A und B. Die letzteren 
können wieder dadurch ermittelt werden, daß man die Gesamtkonstl'uktion b<'
trachtet: es müssen P, G mit B und A im Gleichgewicht stehen; man bringt die 
Resultierende R2 aus P und G zum Schnitt mit B und zieht nach ihrem Schnitt
punkt eine Gerade durch A; das zugehörige Krafteck liefert A und B (Abb. 344c). 

Nachdem alle Kräfte bekannt sind, die auf den Balken I und die Kransäule V 
wirken, können die Biegemomente, Querkräfte und Längskräfte in der üblichen 
Weise bestimmt werden. Es ergibt sich für die Biegungamomente am Balken I: 

B1 = -4000 · 2,05 = -8200 mkg, 

B2 = -4000 · 4,45 + 5000 · 2,4 = -5800 mkg, 

Ba= -6000 · 2,0 = -12000 mkg, 

bzw. beim Betrachten des linken Teiles: 

Ba= -4000 · 6,75 + 5000 · 4,7-3690 · 2,3 

= -12000 mkg. 

Für die Kransäule finden sich die Biegungamomente (Blickpunkt rechts von der 
Kransäule) am 

Punkt (1): (83h- C11 ) ·1,9 = [ -6195 + 1790) ·1,9 

= -4405 · 1,9 = -8360 mkg, 
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Punkt (2): -4405 · 3,9 + 3000 · 2,0 = -11160 mkg, 
Punkt (3): -3000 · 1,4 = -4200 mkg. 

Mit den erhaltenen Werten wurden die Momentenflächen für Balken und Kran
säule aufgezeichnet. Die Auftragung von Querkraft- und Längskraftfläche ge
schieht in bekannter Weise. 

2. Aufgabe. Für das in Abb. 345a dargestellte Tragsystem sollen die Bean
spruchungsgrößen untersucht werden. 

Lösung. Das System ist so gestaltet, daß an das nach dem ersten Bildungs
gesetz aufgebaute, in einem festen und einem beweglichen Lager gestützte Fach
werk der rechtwinklige Rahmen GD E mit dem Gelenk G und dem Stab 24 an 

0 /!00'100 G«J lf(J) 1/J(Jiflcg 

Abb. 345. ÜbungsbeispieL 

0 fiKKJ ttW"kg 

das Fachwerk angeschlossen ist. Man kann auch sagen: Das Fachwerk reicht 
nur bis zu den PunktenMund N, und der Rahmen ist durch die drei Stäbe 22, 
23, 24 mit dem Fachwerk verbunden. Diese drei Stabkräfte findet man sofort, 
indem man einen Schnitt durch sie legt und den Teil rechts vom Schnitt betrachtet. 
Es wirken dann auf den rechtwinkligen Rahmen ein: die Last Q und die zusammen
hängende Belastung q · 7,0 sowie die Stabkräfte 822 , 823 , 824 . Die Resultierende 
aus q · 7,0 und Q findet sich nach ihrer Größe und Richtung durch: 

R = 40 · 7,0 + 400 = 680 kg; 
nach Lage durch Aufstellung einer Momentengleichung für den Punkt D: 

q · 7,0 · 3,5 + 400 · 7,0 = R · x, 
X= 5,55. 

Die drei gesuchten Stabkräfte sind in Abb. 345 b auf graphischem Wege mit 
Hilfe des CULMANNschen Verfahrens ermittelt: 824 wurde mit R zum Schnitt 
gebracht, dadurch die Hilfslinie h festgelegt und in bekannter Weise weiter ver-
17 Schlink, Statik. 2. u. 3. Auf!. 
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fahren. Es sei ausdrücklich darauf hingewiesen, daß an dem Punkt 0 kein Gleich
gewicht zwischen 822 , 823 und der Kraft in Richtung des Pfostens besteht, da ja 
letzterer auf Biegung beansprucht wird und das erwähnte Gleichgewicht nur 
dann vorhanden wäre, wenn in GD nur eine Längskraft aufträte. 

Der waagerechte Balken DE erhält ebenfalls Biegungsbeanspruchung Die 
Momentenfläche für den ganzen rechteckigen Rahmen ist in Abb. 345d dargestellt. 

Die Lagerreaktionen .A und B des Gesamtsystems werden am einfachsten aus 
der Betrachtung der ganzen Konstruktion ermittelt. Es findet sich : 

1. .IV=O: .A" - 600 - 40 . 7,0 - 400 = 0' 

.A" = 1280 kg (nach oben). 

2. (.IM).tt = 0: 600 ·17,0 + 400 · 29,0 + 280 · 25,5 = B · 9,0, 

B = 3215 kg (nach links). 

3. (.I M)B= 0: 400 ·17,0 + 280 ·13,5 + 600 · 5,0 + 1280 ·12,0 -A,. · 9,0= 0, 

.A,. = 3215 kg (nach recht!'). 

Als Kontrolle dient: 

.IH= 0: .A,.-B=O, 

3215-3215 = 0, 

Das Polygon aller äußeren Kräfte mit dem Umlaufsinn des Uhrzeigers um die 
ganze Konstruktion ist gegeben durch P, q · 7,0, Q, .A", .A,., B. Wenn man nur 
den, oben erwähnten, abgetrennten linken Teil betrachtet, besteht das Krafteck 
aus den Kräften: P, S22 , S23 , S24 .A", .A,. und B (Abb. 345e). Die Einzeichnung 
des Cremonaplans in dieses Krafteck bereitet keine Schwierigkeiten Man fängt 
etwa an .A an, ermittelt der Reihe nach die Stabkräfte 1, 2, 3, 4, 5, 6. Der nächste 
Knotenpunkt bietet allerdings drei Unbekannte, und man wird, um weiter zu 
kommen, deshalb nach Ermittlung von 85 und 86 den Punkt B betrachteil und 
kann dann für alle Knotenpunkte die Kraftecke einzeichnen. 

3. Aufgabe. In dem in Abb. 346 dargestellten Drehkran sind die Stäbe und 
Balken zu untersuchen. 

Lösung. Das Gebilde der Stäbe G) bis@ mit dem waagerechten Balken I ist 
auf dem eingespannten Pfosten .AB gelagert, und zwar in .A als festem und in B 
als beweglichem Lager. Dieses System übt auf den Pfosten Kräfte aus, in .A eine 
waagerechte und lotrechte Kraft, H bzw. V, und in B nur eine waagerechte 
Kraft H (Abb. 346f). Die umgekehrten Kräfte .A,., .A", B,. (.A,. = B,. = H) sind 
die Reaktionen, die von dem Pfosten auf das obere System wirken. Diese Lager
reaktionen müssen mit den wirkenden Lasten Q und P im Gleichgewicht stehen. 
Es ergeben sich bei einem Rollenhalbmesser von 30 cm die drei Gleichungen : 

2 . .IV= 0: 

3 . .IH= 0: 

P · 5,15 - Q • 3,5 - B,. · 4,0 = 0, 

B,. = 825 kg (nach rechts). 

A" = G + P = 4000 kg (nach oben). 

A,. = B1, = 825 kg (nach links). 

Das Aufzeichnen der Flächen der Beanspruchungsgrößen bietet für den Pfosten 
nun keine Schwierigkeiten (Abb. 346f). 

Wir nehmen an, die Stäbe G) bis@ seien gelenkartig miteinander verbunden 
und ebenso die Stäbe G), ®, @an den Balken I drehbar angeschlossen. Alsdann 
liegt ein statisch bestimmtes System vor und die Teile G), @, ... , @sind Stäbe 
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mit einer konstanten Längskraft. Die Teile I und II sind, ebenso wie der Pfosten, 
Balken, die durch Biegung, Querkräfte und Längskräfte beansprucht werden. 
Bei der wirklichen Ausführung ist natürlich das ganze System statisch unbe
stimmt, weil die gelenkartigen Anschlüsse durch steife Verbindungen ersetzt 
sind. 

Wir gehen von dem waagerechten Balken I aus, der im Punkt 0 auf den beiden 
Stützungsstäben ® und @ und in D auf dem Stützungsstab G) ruht, haben also 
einen Balken mit drei Fesseln, d. h. eine statisch bestimmte Konstruktion 
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(Abb. 346d). Die Resultierende aus den Stabkräften 81 und 83 gibt die Lager
reaktion in 0 an, die Stabkraft 81 wirkt unmittelbar in ihrer Richtung auf den 
Balken. Wir denken uns sowohl 0 wie 8 1 in je eine waagerechte und eine lot
rechte Komponente zerlegt und können dann mit der Momentengleichung fiir den 
Punkt 0 die Kraft sl ermitteln: 

(.IM)0 = 0: 2000 • 6,9-2000 ·1,75- 8 1" • 4,25 = 0, 

slfl = 2425 kg (nach oben gerichtet); 
ferner ist: 

Slfl : Su = 2 : 1,25, 

slh = 1612 kg (nach rechts gerichtet). 
17* 
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Weiter ergibt sich: 

.2'V = 0: 

.2'H=0: 

4000-2425- ev = 0, 

ev = 1575 kg (nach oben) . 

eh= slh = 1512 kg (nach links). 

Mit Hilfe von e findet man leicht die Stabkräfte s2 und Sa mittels Zweier Korn
ponentenbedingungen, z. B. unter Verwendung der Formeln (17), indem rna.n 
die umgekehrten Kräfte ev, eh einführt. 
Es ist: 

l2 = y3,()2-t-2,0 2 = 3,61 rn. 

l3 = V0,52 + 2,02 = 2,06 rn. 

3~~1. 3,0 + 2~~6 . 0,5 = -1512' 

3~tff. 2,0 + 2~&. 2,0 = -1575, 

S2 = -1612 kg, 

S:{ = - 701 kg. 

Beide Stäbe erhalten also Druck. 
Zur graphischen Ermittlung bildet man die Resultierende R aus Q und P. 

Ihre Größe ist bestimmt durch 

R = P + Q = 4000 kg. 

Ihre Lage errechnet sich aus der Momentengleichung für den Angriffspunkt 
von Q: 

R. X= 2000. 8,65, 

x = 4,325 rn. 

Diese Kraft R kann nach dem CULl\IANNschen Verfahren mit sl' s2' Sa ins 
Gleichgewicht gesetzt werden (Abb. 346a, b). 

Beim Aufzeichnen der Momentenfläche für den Balken I muß man die Seil
kraft im einzelnen verfolgen. Auf der linken Seite am Gegengewicht G wirkt die 
Seilkraft P/2 waagerecht nach rechts; an der rechten Rolle wirken als Seil
kräfte P/2 waagerecht nach links und die beiden Kräfte Pj2 (Abb. 346c) lotrecht 
nach unten, eine in der Entfernung von 0,3 m vorn Rollenmittelpunkt. Die 
waagerechte Seilkraft P /2 und die letztere lotrechte P (2 lassen sich zu einer Re
sultierenden K vereinen, die durch den Rollenmittelpunkt geht und unter 45o 
verläuft; ihre Komponenten sind je P /2. Es wirken demgemäß an der Rolle diese 
Resultierende K durch den Mittelpunkt und die Seilkraft P/2 nach unten, eben
falls durch den Mittelpunkt. Diese beiden Kräfte zusammen ergeben eine Kom
ponente P/2 in der Balkenachse nach links und eine von der Größe 2 · P/2 durch 
den Rollenmittelpunkt nach unten. Diese Kräfte sind in Abb. 339d eingetragen. 
Die Ermittlung der Momenten-, Querkraft- und Längskraftfläche geschieht dann 
auf üblichem Wege. 

Auf dem mittleren waagerechten Balken II wirken von oben die Stabkräft«:> 
S3 bzw. S1 und S2 ; sie sind in waagerechte und lotrechte Komponenten zerlegt, 
die in Abb. 346e eingetragen sind. Außerdem wirken auf den Balken II noch A.,, 
A 11 , die oben berechnet sind, ferner als zunächst unbekannte Kräfte S5 , S6 und S4 • 

Die letzte Stabkraft muß allerdings Null sein, wie aus dem unteren Knotenpunkt 
des Stabes @ hervorgeht. Die Momentengleichung für den Punkt E ergibt: 
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3320 · 2,5-4000 · 1,25 = S6v • 2,5. 

S6v = 1320 kg (nach oben gerichtet). 

Es finden sich weiter : 
S6h : S6v = 0,50: 4,0, 

s6h = 165 kg (nach rechts)' 

s6 = V132o2-f--1652 = 1334 kg (Druck). 

Die Bedingung .I V = 0 für den unteren Knotenpunkt liefert: 

S5" = S6v = 1320 kg. 
Dann ist: 

s5h: s"v = 2,0: 4,0, 

S 1 s 1320 k 6 . k ( h h ) 5h = 2 5v = 2 g = 60 g nac rec ts . 

Das Biegungsmoment in der Mitte des Balkens II ergibt sich zu 

BM = -3320 · 1,25 + 1320 · 1,25 

= -2500mkg. 

Die Längskraftfläche erstreckt sich für den Balken II zwischen E und A in der 
Größe -830 kg, die Summe der waagerechten Komponenten von S1 , S2 , S6 
liefert die Größe der Längskraft für die rechte Balkenhälfte zu -5 kg. 

4. Aufgabe. In der Verladeanlage der Abb. 347 sollen die Beanspruchungs
größen der Stäbe und Balken ermittelt werden. 

Lösung. Das Fachwerk der Stäbe @, ® ... @, bei dem die Stäbe gelenk
artig miteinander verbunden sein sollen, ist durch das feste Lager A (Gelenk) 
und den Stützungsstab in Ban die Erde angeschlossen und ist dadurch ein sta
tisch bestimmter Fachwerksträger. Die Stäbe erhalten nur Längskrä.fte. An 
dem Fachwerk ist der Punkt E durch zwei Stäbe @ und (]) festgelegt. Von 0 
und E aus ist dann der Balken DO mit den angeschlossenen Punkten G und F 
durch den Stab @ und das Gelenk 0 unverschieblich gehalten. Statisch be
stimmt ist das ganze System nur unter Annahme der eingezeichneten Gelenke. 

Die Lagerkraft A mit ihren Komponenten A., und A 11 und die Kraft des 
Stützungsstabes B müssen mit den auf das gesamte System wirkenden Lasten 
im Gleichgewicht stehen. Die Bedingung 

.IH=O 
liefert 

A 1,=0. 

A" und B werden in üblicher Weise aus den Momentengleichungen für den oberen 
Punkt des Stabes B bzw. für den Punkt A berechnet. 

(,IM)B= 0: -5000 ·15,5 + 1000 ·1,5 + 1500· 3,0 + 1200 · 6 = A" ·10,5, 

A 11 = -6120 kg (nach unten). 

(,I M)A = 0: 5000 · 26,0 + 1000 · 9,0 + 1500 · 7,5 + 1200 · 4,5 = B · 10,5, 

B = 14820 kg (nach oben). 

Als Probe: .IV= 0: 500 + 1000 + 1500 + 1200 = 14820-6120. 

Um die Kräfte der Fachwerkstäbe finden zu können, benötigt man noch die 
Kraft im Stab (]). Man findet sie vermittels des durch das Gelenk 0 und den 
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Stab (j) gelegten Schnittes, indem man für den Punkt 0 das Moment aller Kräfte 
links vom Schnitt aufstellt : 

-5000 ·14,0 + 8711.5,0 = 0, 

Sn = 14000 kg, 
5 s7.., = 6 ·14ooo = 11670 kg. 

81= V140002 + 116702= 18240kg (Zug). 

e rrrrrmlfHliiJJ fJ;. 
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Abb. 347. ÜbungsbeispieL 

Beginnend mit Knotenpunkt A kann nun der Kräfteplan aufgezeichnet wer
den (Abb. 347b). Er liefert auch die Stabkräfte 88 und 89 , bietet aber an sich 
keine Kontrolle, da die im Punkt 0 auf das Fachwerk übertragene Kraft noch 
nicht bekannt ist. Zweckmäßig wird man darum erst diese Gelenkkraft 0 aus
rechnen; sie muß für den abgeschnittenen linken Teil im Gleichgewicht stehen 
mit 5000 kg und 8 7• Es ergibt sich: 

011 = 5000 + s1tJ = 5000 + 11670 = 16670kg (nach oben). 

0 11 - Sa = 14000 kg (nach links). 
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Die umgekehrten Kräfte C., und Ch wirken im Punkt C auf das Fachwerk ein 
und müssen mit allen anderen an ihm angreifenden Kräften im Gleichgewicht 
stehen. Ihr Krafteck (Abb. 347b) muß geschlossen sein (A 11 , 1200, 1500, B, C.,, 
Ch, 1000, 87). In dieses Krafteck der äußeren Kräfte sind die zu den einzelnen 
Knotenpunkten gehörigen Polygone eingezeichnet. 

Auf den Balken CD wirken außer P = 5000 kg noch die Stabkräfte 81 , 82 , 

84 , 86 und die Gelenkkraft 0. Man findet die fehlenden Kräfte, indem man am 
Punkt E Gleichgewicht herstellt zwischen 87 und 85 , 86 , dann weiter an Punkt F 
zwischen 85 , 84 , 83 und schließlich an G Gleichgewicht zwischen 83 , 82 und 81 

(Abb. 347c). Man kann auch auf grapho-analytischem Wege vorgehen, indem 
man für die Knotenpunkte E, F und G die Kraftecke flüchtig aufskizziert und ins 
Analytische überträgt. Es findet sich: 

5+4 86 = 14000 · - 6- = 21000 kg (Druck). 

84 = 2333 kg (Zug). 

82 = 1657 kg (Zug). 

Weiter ist: 81h = 14ooo kg} 
8 111 = 5250 kg (Zug). 

Nachdem so alle Kräfte bekannt sind, die auf den Balken CD wirken, kann die 
Berechnung von Biegemoment, Querkraft und Längskraft in bekannter Weise 
erfolgen. Für die Biegemomente ergibt sich an der Anschlußstelle der Stäbe (1), 

®,@: 
B1 = -5000 · 4,0 = -20000 mkg, 

B2 = -5000 · 8,0 + 5250 · 4,0 = -19000 mkg, 

B3 = -5000 · 11,0 + 5250 · 7,0 + 1657 · 3,0 = -13280 mkg. 

5. Aufgabe. Das in Abb. 348 gezeichnete Gemischtsystem (Verladeanlage) ist 
in seinen verschiedenen Teilen auf die Beanspruchungsgrößen zu untersuchen. 

Lösung. An das Fachwerk der Stäbe @, @ •.. ~ sind durch je zwei Bau· 
gliedernoch angeschlossen die PunkteD und G. Das Fachwerk mit diesen an
geschlossenen Punkten ist also ein unverschiebliches Gebilde, eine Scheibe. Sie 
ist im Punkt B mit der Erde fest verbunden, außerdem im Punkt G durch den 
starren Balken AG abgestützt und bildet so ein statisch bestimmtes Gemischt
system. Wäre dieser Balken nicht belastet, so würde die von ihm auf das Ge
bilde GBC ausgeübte Kraft in seine Achse AG fallen. Da aber auf den Balken 
eine lotrechte Last wirkt, erhält er Biegung; er wird also nicht nur auf Längs
kraft (Stabkraft) beansprucht, und die Lagerreaktion bei A bzw. die Gelenk
kraft bei G fällt nicht in die Richtung der Achse AG. Betrachtet man AG als 
Balken für sich, so liegt scheinbar eine unbestimmte Konstruktion vor: wohl 
sind die lotrechten Komponenten der Lagerkräfte A", Gf) bestimmt, aber nicht 
die waagerechten, von denen man nur weiß, daß sie einander gleich groß sein 
müssen. Aber die ganze Konstruktion ist tatsächlich doch bestimmt. Man er
kennt dieses auch, wenn man sie als Dreigelenkbogen mit den Gelenken A, B, G 
auffaßt. Man findet die Reaktion in A und B, indem man einmal nur den linken 
Teil, das ist Balken AG, mit 1500 kg helastet und dann den rechten Teil nur mit 
der ResultierendenRaus den Lasten P 2 = 2000 kg und P3 = q · e = (150 · 7,5) kg. 
Durch die erstere Belastung entstehen die Reaktionen A', B', durch die letzteren 
A", B" (Abb. 348b). Die Resultierenden aus A' und A" bzw. B' und B" ergeben 
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die wirklichen Lagerkräfte. Die Gelenkkraft ist durch den Strahl Gr (= G1) be
stimmt. Die erwähnte Resultierende R ist der Größe nach gegeben durch 

a 

R =o 2000 + (150 • 7,5) kg, 
der Lage nach dadurch, daß man eine Momentengleichung 
für einen Punkt von P 2 aufstellt: 

I 
I 

: 
I I 

I L.LlJ:.llJ : 
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X= 3,15. 

flr 
I I I l I II I I I I 

'fl' 

i '0 .mJ WllJ 91» lfllg 
I ' I 
I I 

0 500 1tW"kg 
I 1 
I I 
I I 
I I 

I 
I 
I 

I I 

jlllllllllll Üllll 
: [ I I I I 
: 0 ffl)J tal?l<g I 
I ' 
I ' 

11111111111111~1111111111111111 

Abb. 348. Übungsbeispiel. 

2f)()(J 

Um eine Kontrolle zur Zeichnung Abb. 348 b zu haben, werden zweckmäßig 
A" und G" nochmals rechnerisch aus der Betrachtung des Balkens AG ermittelt: 

(.1: M)a = 0: 1500 · 3,5 = A" · 6,5, 
Av == 808 kg (nach oben). 
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(~M)A = 0: 1500 · 3,0 = G." • 6,5, 
G." = 692 kg (nach oben). 

Mit diesen Werten kann dann das Biegungsmoment ermittelt werden. 
Auf den Teil GC BD wirken als Kräfte P2 , q · e, G und B. Der obere waage

rechte Balken GC wird naturgemäß auf Biegung beansprucht. Er ist abgestützt 
durch den Stützungsstab G) und das feste Drehlager im Punkt 0. Die Lager
kraft im Lager C und die Stabkraft 81 im Stab G) müssen mit der Resultierenden 
aus den wirkenden Kräften P 2 , q · e und Gr im Gleichgewicht stehen. Man er
mittelt sie in bekannter Weise: 

( '~M) - O· ....., a- . 

(.IM) 0 = 0: 

Weiter ist: 

2ooo . 17,0 + 15o . 7,5 . 8,25 = c." . 12, 

C." = 3607 kg (auf den Balken nach oben). 

692 . 12,o + 150 . 7,5 . 3, 75 - 2000 . 5,o = sh . 12,o, 

slv = 210 kg (Druck). 

sa = S1 ." · !:~ = 147,2 kg, 

Ca= G,. + Sa = 2520 + 147,2 = 2667,2 kg. 

S1 = V21o2 + 147,22 = 256 kg. 

Damit sind alle Größ~n für die Berechnung der Biegungsmomente, Quer
kräfte und Längskräfte bekannt und es findet sich: 

B1 = - (692 - 210) · 4,5 = -2170 mkg, 

B2 = -(482 · 7,5) -150 · 3,0 · 1,5 = - 4285 mkg, 

B3 = -(482 · 9,5) -150 · 5,0 · 2,5 = -6455 mkg, 

B 0 = -(482 · 12,0) -150 · 7,5 · 3, 75 = -10000 mkg. 

Mit den bekannten Kräften B, 83 , C kann der Kräfteplan des Fachwerks ®, 
@ ..• ~ aufgezeichnet werden. Daß das System in der wirklichen Ausführung, 
wo die Gelenke fehlen, vielfach statisch unbestimmt ist, braucht nicht besonders 
bemerkt zu werden. 

6. Aufgabe. Für das in Abb. 349 dargestellte Gemischtsystem (Tragkonstruk
tion) sollen die Beanspruchungsgrößen aller Teile angegeben werden. 

Lösung: Der Aufbau der Konstruktion kann folgendermaßen verfolgt werden: 
Balken III ist in Punkt C mit einem festen Lager und in B mit Stab (J) an den 
festen Punkt D angeschlossen. trber Stab (J) baut sich das Zweibockgerüst @, 
@ und über @ der Zweibock @, ® auf. An das nun festliegende unverschieb
liche Gebilde ist Balken li mit Stab ® und einem Festpunkt .A, entsprechend 
Balken I mit Stab G) und einem Festpunkt A statisch bestimmt angeschlossen. 

Zur Lösung trennen wir zunächst Balken I einschließlich des Aufsatzes @/® 
mit Hilfe eines Schnittes durch Stab G) und Punkt A ab und ermitteln hierfür 
die Reaktionskräfte sl und AI. Es wird rechnerisch 

(.IM)A.= o: -8oo. 2- (4. 300). 2 -15oo. 9 + sl'IJ. 5,5 = o 
sh = 3181kgt 

(..!' M)E = 0: -1500 · 3,5-800 · 2 + (4 · 300) · 3,5- Ah · 5,5 = 0 

A111 = -481 kg .J. 

sa: S1 " = 2,5: 2,5; slh = 3181 kg +

Au= Sa + 800 = 3981 kg ~. 
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In gleicher Weise finden wir für Balken TI nach einem Trennschnitt durch A 
und 82 : 

(.I M)A = o: 2ooo · 6,5 + < 4 · 250) · 4,5 - 82'1! • 4 = o 

82'11 = 4375 kg t 
(.I M)F= 0: 2000 · 2,5 + (4 · 250) · 0,5 + Ant> · 4 = 0 

Ant>= -1375kg,!, 

S211 : 82 '/J = 2: 3,5; S 211 = 25oo kg ....,.. 

Anh = 2500 kg ~. 

Die gleichen Größen für die Schnittkräfte findet man auch aus der graphischen 
Lösung, die in Abb. 349b und c angegeben ist. 

In dieser zeichnerischen Lösung ergeben sich natürlich sofort die zusammen
gesetzten Kräfte A1 = 4010 kg, An = 2850 kg, die sich weiter zur Gelenkkraft A 
zusammenfassen lassen. Diese Gelenkkraft, als Aktion umgekehrt gerichtet, ist 
die Belastung für die Stäbe@ und@, die mit Hilfe eines Kraftecks (Abb. 349c) 
behandelt werden. In gleicher Weise liefert ein Krafteck für den Knoten H mit den 
bekannten Kräften 83 und 81 und den unbekannten Stabkräften 85 und S6 

diese letzteren. 
Als Restsystem bleibt der Balken III mit den Belastungen S2 , 84 , S5 , dem 

Lager 0 und dem Stützstab rJ) noch zu lösen. Die Reaktionskräfte, d. h. 8 7 und 
die Lagerkraft 0 finden wir zeichnerisch mit Hilfe eines Kraft- und Seilecks, bei 
dem wir 3', den einen der äußersten Seilstrahlen, durch Punkt 0 laufen lassen, 
damit er dort die Wirkungslinie der Lagerkraft schneidet. Der Schnittpunkt des 
anderen freien Seilstrahls 0' mit der Wirkungslinie der Stabkraft S7 liefert den 
zweiten Punkt für die Schlußlinie s', die in das Krafteck übertragen wird und 
dort die Reaktionen 8 7 und 0 ausschneidet. S6 und S7 bilden zusammen die 
Gegenkraft für die Lagerkraft D. 

Nachdem die Kräfte an allen Punkten der drei Balken bekannt sind, lassen 
sich nun auch die Biegemomente, Querkräfte und Längskräfte für die Balken 
errechnen und auftragen (Abb. 349d und e). 

7. Aufgabe. Bei der in Abb. 350 dargestellten Bühnenkonstruktion sollen für 
sämtliche Teile die Beanspruchungsgrößen angegeben werden. 

Lösung. Falls die in der Abbildung angedeuteten Gelenke tatsächlich aus
geführt würden, wäre die Konstruktion durch das Vorhandensein des Stabes® 
noch einfach statisch unbestimmt; denn ohne Stab ® ist das System bestimmt: 
das Dreieck AB D (Balken I, ITI, IV) ist in D durch ein festes Lager angeschlossen 
und in A durch einen Stützungsstab G); an dieses Dreieck ist der Balken V durch 
das Gelenk A angefügt und im übrigen durch das bewegliche Lager F abgestützt; 
weiter ist der Balken II an das Ausgangssystem angeschlossen durch ein Gelenk 
im Punkt B und den Stützungsstab @. Die Gelenke in .A und B sind dabei so 
anzunehmen, daß alle zusammenlaufenden Stäbe sich gegeneinander verdrehen 
können. Der zusätzlich eingezogene Stab ® macht das System statisch unbe
stimmt; um zu seiner Löung zu kommen, beseitigen wir durch eine einfache 
Annahme einer Kraftrichtung (vgl S. 268) die statische Unbestimmtheit, geben 
also eine mögliche Lösung an. 

Die Behandlung der Balken V und II bereitet keine Schwierigkeiten. Bei 
ersterem entstehen in Fund A nur lotrechte Reaktionen (Abb. 350e), da nur 
eine lotrechte Last wirkt. Sie sind beide gleich groß und das Biegungsmoment in 
der Mitte ist gegeben durch: 

BM =50· 2,0 = 100 mkg. 
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Der Balken II verläuft von B bis zur Last 300 kg am rechten Ende. Das 
Gelenk an der Stelle Bunterbricht den ganzen Balken ABC, so daß tatsächlich 
zwei getrennte Balken mit gleichem Gelenkauflager an B vorliegen. In B ent
steht für den Balken II eine schief gerichtete Reaktion mit den Komponenten 
Bn," und Bn ,h· Es ergibt sieh: 
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300 · 7,0 +50· 3,0 ·1,5 = S3,v' 4,5, 

83," = 516,7 kg (nach oben), 
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s3,h = 516,7 . :·: = 664,3 kg (nach rechts). 
' 

(.2'M) 0 = 0: -50· 3,0 · 3,0 + 300 · 2,5 + Bn,v · 4,5 = 0, 
Bu," = - 66,7 kg (nach unten) . 

.2'H = 0: Bu,h = S3 ,h = 664,3 kg (nach links). 
Der Balken I ist in A durch Stab G) und Balken IV, in B mit einem Gelenk

lager drehbar angeschlossen; es könnten also grundsätzlich waagerechte Reak
tionen A 1 ,h und B 1 ,h auftreten, deren Größen unbestimmt wären. Wir nehmen 
nun an, daß von Balken IV her nur eine lotrechte Kraft(= A1v,v) in A entsteht, 
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und da auch vom Balken V nur eine lotrechte Kraft (=50 kg) übertragen wird, 
muß die von I auf A wirkende Kraft (= Ar,v) ebenfalls lotrecht verlaufen. 
Es ergibt sich: 

(IM).&= 0: 

(...!' M)B= 0: 

Ar,h= Br,n= 0. 

50· 4,5 · 5,25 = Br," · 7,5, 

Bx,v= 157,5kg (nach oben). 

50· 4,5 · 2,25 =Ar,"· 7,5, 

Ar ,v = 67,5 kg (nach oben). 

Es wirken demgemäß auf die Balken I und IT die in Abb. 350 b angegebenen 
Kräfte. Der Ermittlung der Beanspruchungsgrößen steht nichts mehr im Wege. 
Es findet sich: 

für den Balken I: B1 = 67,5 · 3,0 = 202,5 mkg, 
Ba= 157,5 ·1,5- 50 ·1,5 · 0,75 = 180 mkg, 
B2 = 157,5 · 3,0 -50· 3,0 ·1,5 = 247,5 mkg; 

für den Balken II: B1 = -300 · 2,5 = -750 mkg, 
B2 = -300 · 4,0 + 516,7 ·1,5 = -425 mkg, 
B 3 = -66,7 ·1,5- 50 ·1,5 · 0,75 = -156,24 mkg. 

Auf den Balken IIT wirken die umgekehrt gerichteten Kräfte Bn," Bn,h• 
B1 ,", ferner die Stabkraft Ba mit ihren Komponenten Sa,h und Ss,", die Stab
kraft 82 , die Anschlußkraft in D zwischen Balken IV und m und die Reaktions
kraft vom Boden gegen D. Die letzten drei Kräfte sind noch unbekannt. Um 
sie zu ermitteln, betrachten wir zunächst den Stab ® und den Balken IV. Mit 
unserer Annahme, daß in A nur eine lotrechte Kraft von Balken IV entsteht, 
kann die Kraft Bn,h nur durch den Stab ® weitergeleitet werden, da Arv,h 
verschwindet und demgemäß auch A 1 ,h nullsein muß Es berechnet sich nach 
Abb. 350c: 

(...!' M>lJ = o: 664,3 . 6,o - 664,3 . 2,5 = s2,k . 6,o, 

B2,h = 387,5 kg, 

S2,v= :.7°5 · 387,5 = 310kg. 

Stab ® wird gezogen. 
Nach der Berechnung von 82 kann der Balken IV behandelt werden (Abb. 350d). 

Er ist in A und D gelagert. Bei der hier eingeführten Annahme entsteht, wie 
bereits erwähnt, in A nur eine lotrechte Reaktion und in D nur eine waagerechte. 
Erstere ist gleich der lotrechten Komponenten von 82 , letztere gleich der waage
rechten 82 ,11. Es ergibt sich dies aus der Momentengleichung für den Punkt D: 

(.I M)D = 0: 387,5 · 3,0 + 310 · 3,75 = Arv,v · 7,5, 

AIV ·" = 310 kg (Zug). 

Da am oberen Ende des Balkens IV, wie sich eben aus der Momentengleichung 
ergeben hat, die lotrechte Lagerkraft Arv ·"gleich 82," ist, bilden die beiden ein 
Kräftepaar, das entgegengesetzt dem Uhrzeigersinn dreht und dem ein anderes 
Kräftepaar Gleichgewicht halten muß mit Drehung im Uhrzeigersinn. Die eine 
Kraft dieses Kräftepaares muß 82,11, die andere gleich dieser Kraft aber von 
solcher Richtung und solcher Lage sein, daß sich für das zweite Kräftepaar die 
Drehung im Uhrzeigersinn ergibt. Das ist nur möglich mit einer Kraft unterhalb 
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von S2,h (Abb. 350d), also die Kraft D11 , die nach links gerichtet ist. Vom 
Balken IV entsteht somit in D nur eine waagerechte Anschlußkraft von der 
Größe 387,5 kg. Damit sind alle Kräfte bestimmt, die infolge der angeschlos
senen Teile auf den Balken m wirken: BI' Bn' 82' Ss' DIV. Es kann die lotrechte 
Reaktion in D ermittelt werden (D11 = 0, D'D = 917,5) und die Aufzeichnung der 
Momenten-, Querkraft- und Längskraftflächen erfolgt wie gewöhnlich. Es ist 
an der Anschlußstelle von Stab @ 

B3 = -387,5 · 2,5 = -969 mkg. 

Für den Balken IV ist das Moment in der Mitte: 

BM= -310·3,75= -1162,5mkg. 

Die Ergebnisse für die Beanspruchungen in Balken IV und die Längskräfte 
in I und ITI stellen nur eine der möglichen Lösungen dar. Durch Annahme 
einer anderen Kraft in Stab ® könnten sie beliebig verändert werden. Die 
Kräfte in der Konstruktion können zu den angegebenen Größen gezwungen 
werden, wenn wir z. B. den Balken IV in D so anschließen, daß hier nur eine 
waagerechte Kraft übertragen werden kann (durch ein vertikal bewegliches 
Lager), oder wir erfüllen konstruktiv unsere Annahme A1v, 11 = 0 durch ein 
entsprechendes Lager an der Stelle A oder eine in Balken I eingebaute Längs
verschieblichkeit. Damit wäre natürlich die statische Unbestimmtheit beseitigt, 
d. h. die Aufgabestellung geändert. 

XV. Konstruktionen unter dem Einfluß bewegter Lasten. 
80. Die Einflußlinie bei Balken auf zwei Stützen. Seither wurden Konstruk

tionen betrachtet, die unter de.r Einwirkung festliegender Lasten standen. In 
der Praxis hat man es aber sehr viel mit beweglichen Lasten zu tun, die ihre 
Stellung ändern; man denke z. B. an eine Eisenbahnbrücke, die durch einen 
darüberfahrenden Zug belastet ist. Um den Einfluß solcher Belastungen verfolgen 
zu können, gehen wir aus von einer Einzellast, die über die betreffende Kon
struktion wandert. Als Ausgangskonstruktion betrachten wir einen Balken auf 
zwei Stützen und stellen fest, wie sich die zu untersuchende Größe ändert, wenn 
eine solche Einzellast über den Balken von einem Ende zum anderen rollt, Die 
zu ermittelnden Größen sind die Lagerreaktionen und die inneren Beanspruchungs
größen (Quer- und Längskraft, Biegungsmoment) für irgendeine Stelle. Am 
einfachsten ist die Frage nach der Änderung der Lagerreaktionen unter dem 
Einfluß der wandernden Last zu untersuchen. 

Wenn die LastPan einer beliebigen Stelle in der Entfernung x vom rechten 
Auflager liegt, so nimmt die Lagerreaktion A die Größe an 

A=P 7. 
Es ändert sich also A nach dem Gesetz einer geraden Linie, d. h. tragen wir für 
verschiedene Stellen x den Wert A als Ordinate auf und verbinden die Endpunkte, 
so erhalten wir eine Gerade. Sie ist festgelegt durch zwei Punkte: 

für die Last an der Stelle x = 0, also an der Lagerstelle B, ist A = 0, 
für die Last an der Stelle x = l, d. h. bei A, ist A = P. 
Aus Zweckmäßigkeitsgründen wollen wir nun nicht eine beliebige Last P, 

sondern die Last "1" (zur besseren Vorstellung setzen wir zunächst P= 1 [t] ein) 
zugrunde legen, dann wird 

A = 1 7 [t). 
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Die so entstandene Linie (Abb. 351c) wird Einflußlinie oder auch Einfluß
fläche von A genannt. Sie ist also der geometrische Ort der Größe A, wenn eine 
Last "1" über den Balken rollt. Um A 
infolge einer Last P an irgendeiner 
Stelle des Balkens aus der Einflußlinie 
zu ermitteln, hat man einfach die Or- a 
dinate y unter der betreffenden Last
stellung abzugreifen und diese Ordinate 
mit P zu multiplizieren. 

Der Einfluß von B ist bei einer b 
Einzellast entsprechend durch eine Ge
rade gegeben (Abb. 352), die unter A 
die Ordinate Null besitzt, unter B da
gegen 1 [ t] beträgt ; denn es ist : 

x' l-x 
B = P · T = P z , d. h. 

c 

für die Last in x = 0 ist B = 1 [ t], 
für die Last in x = l B = 0, 

p 

At----x'=l-x--:-~--

Abb. 351. Einflußlinie der Lagerkraft ..;!. 

Wenn die Ordinate unter dem linken Auflager als Last-Einheit aufgetragen 
ist, also z. B. 1 [t], dann ist P als unbenannte Zahl als Multiplikator, aufzufassen. 
Da wir aber für P eine beliebige Kraft ein
setzen wollen, ist es günstiger, dem Kraft
wert P die Benennung Kraft zu lassen und 
die Last "1" zur unbenannten Zahl werden 
zu lassen. Demgemäß erhalten auch die Or
dinaten unserer Einflußlinie keine Dimen
sion, sind also Einflußgrößen, Einflußzahlen, 
die erst in Verbindung mit einer Kraft P 
in kg oder [t] die Bedeutung von Kraft
werten bekommen. 

Der größte Wert von A wird für die

~1-x f X "t. 
·~·'" 

Abb. 352. Einflußlinie der Lagerkraft B. 

jenige Stelle erreicht, unter der die größte Ordinate liegt, das ist also am Lager .A. 
selbst; dann ist A = P bzw. A = "1". Die Einflußlinie läßt demnach sofort 
erkennen, bei welcher Laststellung 
der größte Wert von A auftritt und 
wie groß er ist. Sie erlaubt auch 
den Einfluß einer Reihe von Lasten 
abzulesen; es ist bei zwei Lasten P 
und P 2 (Abb. 353): 

A = Pl Y1 + P2 Y2 
und allgemein: 

A =.I Pi· Yi· 
Wird gefragt für welche Lage eines 
Lastenzuges .A. ein Maximum wird, 
so ist der Lastenzug so zu schieben, 
daß der Ausdruck .I Pi Yi einen 
Größtwert annimmt. Ist die vordere 
Last eines Lastenzuges die größte, 
so muß diese zur Erzeugung der 

a 

b 

·~ •.• ~ ,, 
c ,1• 

Abb. 353. 
Die Lagerkraft bei mehreren beweglichen Lasten. 

größten Lagerkraft in .A. selbst stehen; ist sie kleiner als eine andere, so kann 
je nach den Größenverhältnissen eine derartige Stellung des Lastenzuges not-



a 

b 

c 

d 

e 
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wendig werden, daß die erste Last bereits links von A liegt, A = P 2 (Abb. 353c). 
Dabei müssen wir uns vorstellen, daß der Balken im Punkt A aufhört, daß beim 
Überschreiten des Punktes A die Last auf eine andere Unterlage (Erde) rollt. 

Auch bei zusammenhängender Belastung können natürlich die Einflußlinien 
verwendet werden. Man denke eine solche Belastung in der bekannten Weise 

if[t/m.] durc~ Einzellasten ersetzt (Zerlegung in 
!'l,ll!jjill!ll~ll! Streifen) und hat dann: 

Jik :--e_.,:._e__;_~ + A = (q · e) Y1 + (q · e) Y2 + (q · e) Ya 
11 1 1 1 oder 

t• . 
I 
I 

j:& 

I I I 

I 
I 
I 
I 

'lt 
I 

t I Qk=A, 

~ und zwar positiv, da die Kraft A 
links von k liegt und nach oben 

Abb. 355. Die Eintllll.llinie der Querkraft. gerichtet ist. Es stimmt dem-
gemäß die Einflußlinie der Querkraft mit derjenigen von A überein, aber nur 
solange die Last rechts von k liegt, d. h. zwischenkund B. Sofern sich also die 
Last in diesem Teil befindet, ist die Querkraft gegeben durch die unter der Last 
liegenden Ordinate der Einflußlinie von A. Liegt eine Last links von k, dann ist 
die Querkraft gegeben durch 

Qk=A -P, 
oder wenn wir den rechten Balkenteil betrachten 

Qk=B. 
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Die Querkraft ist jetzt negativ, denn die rechts gelegene Kraft B ist nach oben 
gerichtet. Solange die Last links von der Stelle k liegt, stimmt demgemäß die 
Querkraft-Einflußlinie mit der negativen von B überein. Im ganzen ist also das 
Bild so: Wenn eine Last "1" vom rechtenAuflagerB nach links wandert, so ist 
der Wert Q" zunächst bestimmt durch die Ordinaten der Abb. 355 b, und zwar 
bis die Last an k liegt; rollt sie weiter, dann tritt 
die Abb. 355c ein. Im ganzen ist demgemäß die 
Einflußlinie für Qk dargestellt durch den Linien- ~ 
zugder Abb. 355d. Man erkennt: Wenn eine Last : 
vom rechten Auflager nach links wandert, wächst 1 
zunächst die Querkraft bis zu der Stelle, für die i 
die Querkraft aufgestellt werden soll, wechselt ;...' cc:u.w.u.u.w.u..u 

dann ihr Vorzeichen und nimmt bei weiterem 
Wandern nach links bis auf Null ab. Die beiden 
Geraden, die die Einflußlinie begrenzen, laufen Abb. 356• Querkraft beigleichmäßig 
parallel. Der größte Wert der Querkraft wird er- verteilter Last. 

reicht, wenn die Last unmittelbar rechts bzw. 
links von der Stelle k steht, und ist in ersterem Fall positiv, im zweiten Fall 
negativ. Wird die Querkraft für irgendeine andere Stelle in Frage gezogen, so 
wird der Sprung unter dieser Balkenstelle eintreten. Bei einem Lastenzug tritt 
die größte Querkraft ein, wenn wieder ..l: Pi Yi einen Größtwert besitzt. Es wird 
offenbar die größte positive Querkraft für den Punkt k erreicht, wenn die erste 
Last (als größere Kraft) unmittelbar rechts von k steht und die größte negative 
Querkraft, wenn der Lastenzug von links anfährt und die erste Last unmittelbar 
links von k liegt. 

Man beachte ausdrücklich, daß die Einflußlinie für die Querkraft sich nur auf 
eine Schnittstelle des Balkens bezieht. Die Größe der Querkraft für diese Stelle 
ist aus der Einflußlinie abzulesen. Diese Linie erlaubt also die Ermittlung der 
Querkraft für die verschiedensten Laststellungen, aber bezogen auf einen Punkt. 
Es ist gewissermaßen eine Umkehrung der Querkraftlinien, die früher besprochen 
waren: bei der Querkraftlinie ist die Last fest, aber die Querkraft ist für alle Punkte 
darin angegeben; bei der Einflußlinie für die Querkraft ist diese nur für einen 
Punkt dargestellt, aber bei jeder Laststellung. Dem Anfänger macht es manchmal 
Schwierigkeiten, dieses auseinander zu halten, und es ist nötig, daß er sich von 
vornherein die Eigenheit der Einflußlinien besonders einprägt. 

Bezüglich der zusammenhängenden Belastung gilt auch hier dasselbe wie bei 
der Einflußlinie für die Lagerreaktionen. Die gesuchte Größe ist gegeben durch 
den Inhalt der unter dem Belastungsband liegenden Fläche multipliziert mit q. 
Haben wir etwa eine gleichmäßig verteilte Belastung von der Länge b (z. B. 
Menschengedränge auf einer Brücke), dann wird die größte Querkraft erreicht, 
wenn die Spitze des Lastbandes an der Stelle k steht (Abb. 356); dann ist 

Q+max= q ·F[t] · 
Bei einem beliebig langen Verkehrsband entsteht die größte Querkraft, wenn der 
ganze Teil auf der einen Seite von k belastet ist. 

Die Einflußlinie für das Biegungsmoment bezieht sich geradeso wie diejenige 
für die Querkraft auch nur auf einen bestimmten Punkt, einen bestimmten Quer
schnitt. Zu ihrer Gewinnung betrachten wir wieder einmal die Last rechts an der 
fraglichen Querschnittsstelle k und dann links davon. Solange die Last rechts 
von k liegt, ist das Biegungsmoment (linker Teil!) 

B~c=A·k, 

B 1c = P · ~ k [ tm], 

18 Schlink, Statik. 2. u. 3. Auf!. 
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für die Einheitslast P = "1" (Einflußzahl) 

Bk= 1 ~ k [m]. 

Das ist eine gerade Linie, festgelegt durch die Punkte: 
p für x = 0 Bk = 0, 

k 
I 

a für x= l 
~ 

k ' K',;",l-1< 
, I I 

~·· f k c 

Von dieser Geraden kommt als Einflußlinie nur 
der Teil rechts von k in Frage, da der Ausdruok 
für Bk nur gilt, solange die Last rechts von k 
liegt. Die Höhe der Ordinate an der Stelle k 
ist gegeben durch 

k' 
Yk=T·k. 

~: ~ X 1: 
A ~k:______..J 

d 

Liegt die Last links von k, dann ergibt sich bei 
Betrachtung des linken Balkenteils: 

Bk = A · k - P · (k - l + x), 

Bk= P · ~ k- P · k + P · (l- x); 

bei Berücksichtigung des rechten Balkenteils: 
Bk= B · (l- k), 

l-x = p . --l . (l - k). 

Beide Werte stimmen natürlich überein. Der 
Ausdruck ergibt wieder eine gerade Linie, 

Abb. 357. Die Einflußlinie für das f"" 0 · t B 1 (l k) 1 k' [ ] 
Biegemoment bei einer Einzellast. ur X = lS k = · - = · m ' 

für x = l ist Bk = 0 . 
Von dieser Geraden ist als Einflußlinie für Bk nur der Teil zwischen dem linken 
Lager und dem Punkte k maßgebend; die Ordinate unter der Stelle k ist jetzt 

k k' 
Y~c=T· , 

das ist der gleiche Wert wie vorhin, d. h.: wenn man beide Linien zusammenfaßt., 
schneiden sie sich unter dem Punkte k, und die ganze Einflußlinie hat die in 
Abb. 357e angegebene Gestalt. 

Wir erkennen, daß zur Erzeugung des größten Biegungsmomentes für die 
Stelle k die Last an diesem Punkt selbst liegen muß. 

Soll für eine Reihe von Einzellasten das größte 
Biegungsmoment ermittelt werden, so muß der 
Lastenzug so angeordnet werden, daß .I PiYi ein 
Maximum wird (Abb. 358). Je nach dem Größen
verhältnis der Einzellasten wird die Stellung gegen
über dem Punkt k dann verschieden sein können. 
Bei gleichmäßig verteilter Belastung ist entspre
chend F · q für das Biegemoment maßgebend, das Abb. 358. 

Biegemoment bei mehreren Lasten. dann zum Maximum wird, wenn unter dem Last-
band die größte Fläche ausgeschnitten wird. Das 

ist der Fall, wenn die beiden begrenzenden Ordinaten der festliegenden Ent
fernung b gerade gleich groß sind. Bei einer Verschiebung der Last z. B. nach 
rechts würde links ein Teil der Fläche weggenommen, der größere Ordinaten 
aufzuweisen hat als der rechte hinzukommende Teil. Das gleiche läßt sich bei 
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einer Verschiebung des Lastbandes nach links beobachten, so daß die gezeigte 
Lage (Abb. 359) den größten Flächenwert F darstellt. 

Bezüglich der Maßverhältnisse ist zu beachten, daß die aufzutragenden Ordi
naten k bzw. k' Biegungsmomente darstellen sollen. Sie sind Kenngrößen, Ein
flußzahlen von Biegungsmomenten, die mit P zusammengenommen, Biegungs-
momente ergeben. Wir haben also eigentlich [t~j 
einen Momentenmaßstab zu verwenden. Dadurch Ii 1111 tillllllll IT!l 
aber, daß wie die Kraft P herausgenommen, sie ,,. ' · ' ~ 
durch eine unbenannte Einheit ersetzt haben, er- ' ' ' ' 1 

scheinen die Ordinaten k und k' als Längen. Der ·~ 
für diese Ordinaten der Einflußlinie gewählte ~ 
Maßstab hat mit dem Längenmaßstab der Breite Abb. 359. 

h h b hl b "d 1 L Das größte Biegemoment durch eine gar nie ts me r zu tun, o wo Cl e a s ängen gleichmäßig verteilte Belastung. 
erscheinen; aber die Breite gibt eben eine wahre 
Länge an, dagegen die Höhe die Einflußzahl eines Momentes. Bei der zusammen
hängenden Belastung liegen dann die Verhältnisse so, daß die Fläche F (Abb. 359) 
die Dimension [m2] hat, während q in [tjm] ausgedrückt ist; es weist demnach 
q · F die Dimension [tjm] · [m2] = [t · m] auf. 

Die Einflußlinie für das Biegungsmoment der Stelle k sieht geradeso aus, wie 
die Momentenfläche infolge einer an der Stelle k feststehenden Last. Diese Mo
mentenlinie gibt das Biegungsmoment für alle Querschnittsstellen an infolge einer 
festliegenden Last an der Stelle k, während umgekehrt die Einflußlinie des Bie
gungsmoments das Biegungsmoment darstellt nur für eine Stelle k infolge einer 
Last an einem ganz beliebigen Punkt des Balkens. 

Bei einer über den in seinen Endpunkten gelagerten Balken wandernden Ein
zellast liegt das jeweilige größte Biegungsmoment stets unter der Last selbst wie 
sich aus der Einflußlinie ergibt. Wenn man für verschiedene Punkte k die Ordi
naten Yk der Einflußlinien ermittelt und die Endpunkte der yk-Ordinaten durch 
eine Linie verbindet oder, anders ausgedrückt, die Umhüllende dieser Spitzen 
zeichnet, so ergibt sich als geometrischer Ort der absoluten Maximalmomente 
bei einer Einzellast für die verschiedenen Stellenkeine Parabel (Abb. 360). Das 
Moment einer Stelle k infolge der Last an diesem 
Punkt ist nämlich gegeben durch 

Bk = A · (l - x) = P · ~ (l - x) 

und in der Mitte ist das Moment 

l Bz;2 =P· 4 [tm] bzw. l 
Yk,l/2 = 1·--;r [m]. 

Das ist das absolut größte Biegungsmoment bei 
einer wandernden Einzellast. 

I 
I 
I 
I 

~~ ' .----2-

I 

J 

Abb. 360. Dasgrößte Biegemoment 
bei wandernder Einzellast. 

Ein Biegungsmoment wird auch erzeugt durch eine außermittig liegende 
waagerechte Kraft. Auch hierfür läßt sich natürlich eine Einflußlinie zeichnen. 
Man denke sich (Abb. 361) einen an dem Balken befindlichen Arm, an dem die 
Last H = "1" angreift, horizontal verstellbar angeordhet, aber so, daß nicht 
etwa die Last eine Horizontalverschiebung hervorzubringen vermag, sondern im 
Lastangriff die verschiebbare Muffe fest an dem Balken angeschlossen ist. Die 
durch diese Last erzeugten Reaktionen haben beide gleiche Größe, aber entgegen
gesetzte Richtung: 

18* 
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Solange der Arm links von k liegt, ist das Biegungsmoment gegeben durch: 

Bk = B · k' = H · ; (l - k), 

also Bk ist konstant. 
a Liegt der Arm rechts von k, dann stellt sich 

das Biegungsmoment dar in der Form 
·-......... --.lr'-Z-k 

t•lllllllllffillllllll '" ! b 
iiiiiiiiiiiiHIIIIIIIIIIIIIIf'lr 

Bk=A·k=-H·; k, 

d. h. für jede Laststellung recnts von k ist das 
Biegungsmoment wiederum gleich groß, aber 
negativ. Die Einflußlinie ist also aus einem 
positiven und einem negativen Rechteck zu
sammengesetzt (Abb. 361 b). Der Sprung hat 
die Höhe H · e bzw. 1 · e. 

' I 
I 
I 
I 
I 
I 

I ' I 

! 4111111111111~11111111111111.1' c 
Abb. 361. 

Außermittige Horizontalkraft. 
Außer Querkraft undBiegungsmomenthaben 

wir als dritte Beanspruchungsgröße die Längskraft kennengelernt. Die Einfluß
linie für sie ist in Abb. 361c dargestellt. Solange die Kraft H links von k liegt, 
ist die Längskraft für diese Schnittstelle Null. Bewegt sich die Kraft H zwischen 

k und dem rechten Lagerpunkt so hat die 
Längskraft die Größe H, bzw. ihre Einfluß-

a. Iinie die Ordinate "1" - . 
Wir ersehen aus den vorhergehenden 

Ausführungen, daß man zur Ermittlung 
der Einflußlinie immer dadurch zum Ziel 
gelangt, daß man einmal die Last links 
von der fraglichen Stelle betrachtet und 

b einmal rechts davon. Auf Grund dieser 
Erwägungen kann man stets für die ver
schiedensten Konstruktionen die Einfluß
linien zeichnen. Zunächst sollen sie für 
einen Balken mit zwei überstehenden En
den angegeben werden. Die Lagerreak-

I 1t 1' 

' 
' t 

fa j 

c tionen A und B sind für die Laststel
lungen links von A, dann zwischen A und 
B und rechts von B gegeben durch: 

A = P .z ~ x1 (Lage I), i i f·4 
.t.E~k! 

I 
I 
I 
I 
I 

I 
I 
I 
I 

d A = P · l ~ x2 (Lage II) , 

x3 -l A = -P · -l- (Lage III). 

, 1 e Alle drei Ausdrücke stellen dieselbe Ge-
: : rade dar, die unter B durch Null geht 
: 1 und als Einflußlinie unter A die Ordinate 
' ~ "1'' besitzt (Abb. 362b). Die Einfluß-Ett ·'~ f Iinie für B ist entsprechend durch die 

Abb.362. Balken mit überragenden Enden. Abb. 362c dargestellt. 
Für die Einflußlinie der Querkraft 

haben wir eine Schnittstellek bzw. t zu betrachten in den überstehenden Teilen 
und eine Stelle r im mittleren Balkenstück. Bezüglich der Stelle k gilt : Solange 
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die Kraft links von k liegt, ist die Querkraft durch diese Kraft P gegeben, 
und zwar negativ: 

liegt sie rechts von k, dann haben wir links keine Kraft, also besitzt die Quer
kraft die Größe Null. Die Einflußlinie besteht demgemäß aus einer horizontalen 
Linie mit der Ordinatenhöhe "1" zwischen dem linken Ende und k, rechts von k 
dagegen verschwindet sie (Abb. 362d) -Für Punkt r erkennt man: Solange die 
Last links von r liegt, betrachten wir die Querkraft für den rechten Teil; sie 
ist gegeben durch 

liegt die Last rechts von r, so ergibt die Berücksichtigung des linken Balkenteils 

Qr = +A. 
Dementsprechend besteht die Einflußlinie aus zwei Teilen, die denjenigen von A 
und B entsprechen (Abb. 362e).- Für den Punkt t haben wir: Solange sich die 
Last links von t befindet, ist die Querkraft Null, da ja P mit A und B im Gleich
gewicht steht bzw. rechts von t keine Last liegt (Abb. 362f). Für die Lage P 
rechts von t ist die Querkraft 

Qt= +P, 
d. h. die Einflußlinie besitzt eine konstante 
Ordinate von der Höhe "1". 

In entsprechender Weise sind die Ein
flußlinien der Biegungsmomente zu bestim
men. Es gilt für Punkt k: Ein Biegungs
moment tritt nur auf, solange sich die Last 
links von k befindet: 

Bk=-P·z, 

t 

' I 
' '--t---i 
: I 

I 
I 

-----. 
I 

I ' 

Q. 

b 

e 

das ist eine gerade Linie mit den Ordinaten 
k und 0; für die Lage P rechts von Tc ver
schwindet die Einflußlinie des Biegemomen
tes für k. - Betreffs der Stelle r gilt für 
eine Last links von r, indem man den rech
ten Teil betrachtet: 

caei :Atd 
Abb. 363. Einflußlinie des Biegemomentes 

für den Balken der Abb. 362. 

x' l- x 
Br = B · (l - r) = P · T (l - r) = P · -l- (l - r) ; 

dabei ist x die Entfernung der Last vom Punkte B. Die hierdurch festgelegte 
Gerade gilt nur links vonrund hat unter B die Ordinate 1 · (l- t-) [m]. Ent
sprechend gilt für eine Last rechts die Gerade, die unter A die Höhe 1 · r [m] 
besitzt. Aus der Einflußlinie ergibt sich, daß das Biegungsmoment des Punktes r 
für die Laststellung an den Endstellen des Balkens und an der Schnittstelle r 
einen Größtwert erreicht. - Die Einflußlinie für die Schnittstelle t ist durch 
das in Abb. 363d dargestellte Dreieck bestimmt. 

81. Einflußlinien bei Gelenkträgern und anderen Konstruktionen. Die Ein
flußlinien für die maßgebenden Größen eines Gerberbalkens lassen sich auf 
Grund der letzten Darstellungen sofort aufzeichnen. Für die Einflußlinie von A 
bedenke man, daß sie bei einer Laststellung zwischen A und B übereinstimmt 
mit derjenigen für den Balken AB allein; für den Teil BG1 ist sie entsprechend 
Abb. 362b durch Verlängerung dieser Geraden dargestellt (Abb. 364d). Man er
kennt dies auch aus folgendem: der Teil G1 G2 ist für sich allein ein Balken auf 
zwei Stützen (Abb. 364c); durch eine Last zwischen den beiden Gelenkpunkten 
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entsteht eme Gelenkkraft 
m-z 

GI= P·- ; m 

diese Gelenkkraft wirkt umgekehrt auf den Balken AB und erzeugt eine Lager-
P reaktion 

r r;, .s Uz A = p . mii: z_ • 7 . 
A I I I I 
~ ~k___: ~~ 1 ~ r ~s_: l 
i---Z~a-----.1-m-----..J Für z = 0, d. h. an der Stelle GI, 
1 1 

1 I : ; 1 ! ist also bei P = "1": 
: 1 , I I b 

lL l;'lr-:~ 
: I - t61 I <fJ t&& : T A= 1·~ 

l ' r I ~ .,._z---r-j i . C 
At of .J ,_fc, : fUz Tc ol das ist aber die Länge, die durch 

I w I a I den Zweig der Einflußlinie links 
1 , :~: d von GI an dieser Stelle ausgeschnit-
,.~; 1 E : ten wird. Die größte negative La-

• ~ : 1 : A 1 gerreaktion entsteht, wenn die Last 
I I : I : 

:~· ~ e über dem Gelenk G1 steht. 
1 1 + 1 Die Einflußlinie für B verläuft 
i ! :~·- ~ 

1 Eu i J zwischen A und B wie diejenige 

i"': 1ll.I..LLLL'+-,.,."."..,..a:uJ"-'-\', .u.w.u.w.LLLI"'-+-: -----~ ~ ~!~e~a!al!~~sdi:u!0~w~i ü~::t~:~ 
•1 Punkt B hinaus zu verlängern bis 

k 

i------:--+rnil-rm-rm·TTTTTIP+----t----., g unter G1 und nimmt von da nach 
Egr 1 G2 wieder geradlinig ab, da G1 G2 

als Balken auf zwei Stützen zu 
h betrachten ist. 

Bei den Einflußlinien für die 
Querkraft sind Schnittstellen k 
zwischen A und B, r zwischen B 
und G1 und s zwischen GI und G2 
zu betrachten. Für eine Stelle k 

k zwischen A und B verläuft die 
-----! Einflußlinie über die Länge AB 

wie bei dem in den Endlagern A 
und B gestützten Balken. Da bei 
einer Last rechts von k die Quer-

Abb. 364. Einflußlinien beim Gerberbalken. kraft unter Zugrundelegung des 
Balkenteils links von k durch A ge

geben ist, so stimmt für den Teilrechts von k die Einflußlinie fürQkmit derjenigen 
für A überein. Die ganze Einflußlinie hat also die in Abb. 364f dargestellte Ge
stalt. - Bezüglich der Einflußlinie für eine Schnittstelle r im überhängenden Teil 
BG1 bedenke man, daß, solange die Last links von r liegt, die drei auf der linken 
Seite wirkenden Kräfte P, A und B miteinander im Gleichgewicht stehen, daß 
infolgedessen die Querkraft für den Teillinks von r den Wert 0 besitzt. Liegt 
die Last zwischenrund GI, so wirkt rechts von r nur die Last P, also die Quer
kraft zwischen r und G1 ist 

Qr= p 

bzw. ihre Einflußlinie hat die Größe "1"; (zum Verständnis denke man daran, 
daß man den eingehängten Teil G1 G2 als einen Balken betrachten kann, der in 
den Lagern GI und G2 aufruht (Abb. 364 b); die Last P, zwischen der Stelle r 
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und G1 , wird allein durch A und B aufgehoben, also links von r liegen die beiden 
Kräfte A und B, die mit P im Gleichgewicht stehen, rechts von r dagegen nur 
die Last P). Liegt die Last zwischen G1 und G2 , so werden in den Gelenkpunkten 
Kräfte verursacht, die auf die überhängenden Teile wirken und dadurch Reak
tionen in A, B, 0 und D hervorrufen. Wenn wir nun die auf den Balken AG1 

wirkende Kraft G1 berücksichtigen, so kann der eingehängte Teil fortgedacht 
werden; wir haben also lediglich einen Balken mit überstehendem Ende, auf 
den am Ende die Kraft 

m-z 
G1 =P·--m 

wirkt; demgemäß wird bei Laststellung rechts von r der Balken nur durch die 
Kraft G1 beansprucht. Die Einflußlinie von G1 ist aber eine Gerade mit der Or
dinate "1" an der Stelle z = 0 und der Ordinate 0 an der Stelle z = m. So erhält 
dann die ganze Einflußlinie für die Querkraft Qr die in Abb. 364g angegebene 
Gestalt. - Für eine Schnittstelle 8 ist schließlich zu bedenken, daß eine Last 
zwischen G2 und D, sowie eine solche zwischen G1 und A keine Querkraft für die 
Schnittstelle 8 bewirkt; denn eine Kraft rechts von G2 wird durch 0 und D auf
gehoben, eine Kraft links von G1 durch A und B, also ist die Resultierende 
aller Kräfte links von G1 bzw. rechts von G2 null. Wir haben demnach eine 
Einflußlinie nur zwischen G1 und G2 , die übereinstimmt mit derjenigen eines 
an den Punkten G1 und G2 gelagerten Balkens (Abb. 364h). 

Zur Aufzeichnung der Einflußlinie für die Biegungsmomente an den Schnitt
stellen k, r, 8 führen die gleichen Gedankengänge wie bei der Querkraft zum Ziel. 
Man erkennt leicht, daß die Einflußlinie für das Biegungsmoment bezüglich der 
Stelle k zwischen den Punkten A und B übereinstimmen muß mit derjenigen bei 
einem Balken, der in seinen Endpunkten A und B gelagert ist, und daß für die 
Teile BG1 und G1G2 eine Erweiterung ähnlich wie bei der Querkraft vorzunehmen 
ist. -Solange eine Last links von r liegt, wird sie durch A und B aufgenommen; 
diese drei Kräfte stehen im Gleichgewicht, ihr Biegungsmoment links von r ist 
also gleich null (Abb. 364k); dagegen erzeugt eine Last zwischen r und G1 ein 
Biegungsmoment, da ja jetzt links nur die Kräfte A und B liegen, die für sich 
nicht im Gleichgewicht stehen. Es wird am einfachsten durch Betrachtung des 
Teils rechts von r gewonnen: 

Br= -P·w; 

für P = "1" ist also an der Stelle w = 0, das Biegungsmoment durch die Größe 0 
und bei w = r, das ist G1 , durch 1 · r [m] gegeben. -Liegt die Last in dem ein
gehängten Teil, so wird durch das Gelenk nur die Kraft 

Gl = p. m-z 
m 

übertragen, ihr Moment.für die Stelle s ist 

m-z B8 = P· -- ·8. 
m 

Durch diese Gleichung ist also die Einflußlinie für die Belastung des Teils G1G2 

zwischen 8 und G1 bestimmt. Im übrigen erstreckt sich die Momenteneinflußlinie 
für eine Schnittstelle 8 genau wie die der Querkraft nur über den eingehängten 
Teil selbst und ist wieder durch ein Dreieck dargestellt (Abb. 3641) -. 

Neue Gedanken treten uns entgegen bei Aufzeichnen der Einflußlinien für 
einen Dreigelenkbogen; es mögen betrachtet werden diejenigen für die Lager
reaktionen A, B, H, und für das Biegungsmoment an einer beliebigen Stelle k. 
Zunächst sei ein Dreigelenkbogen mit zwei gleich hoch liegenden Lagern voraus-
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gesetzt. Es ist schon früher (S. 183) festgestellt worden, daß in diesem Falle die 
Lagerreaktionen A und B genau so groß sind wie die eines Balkens mit einem 
festen und einem beweglichen Lager von der gleichen Stützweite l. Es sind also 
auch die Einflußlinien für A und B durch die früheren gegeben. Die Einflußlinie 
für die Querkraft hängt, durch die Definition der Querkraft als Komponente der 
Balkenkraft normal zur Rahmenachse, stark von der jeweiligen Form des Rah
mens ab; sie ist also nicht allgemein durch eine einfache Einflußlinie zu be-

·' 
I 

: ---·---.~-- ...... _ ---1 --
l 

2]' 

1 t I I 

schreiben. Die Balkenkraft läßt sich jedoch 
stets als Resultierende der Horizontalkraft H 
und einer Vertikalkraft V ermitteln, welch 
letztere der Querkraft des zugehörigen Bal-

a kens AB entspricht. Die Einflußlinie dieser 
Vertikalkraft stimmt also mit der Quer
kraft-Einflußlinie des Balkens AB überein 
(Abb. 365c). Für das Biegungsmoment übt 
ebenfalls die Kraft H einen Einfluß aus. 
Solange die Last rechts von k liegt, haben 
wir unter Berücksichtigung des linken Bogen-

b teiles 
Bk=A·u-H·v, 

c wobei u und v die Koordinaten der betrach
teten Bogenstelle bedeuten. Die Einflußlinie 
für Bk ist also darzustellen als Differenzfläche 
der Einflußflächen von A · u und derjenigen 

d von H · v. Wir brauchen demgemäß die Ein-

u~~~:-re 
L--~EB~r Z-u 

: : ',, : -J.r -r ' f 

flußlinie von H. Solange eine Last rechts 
von G liegt (P3), wird H zweckmäßig aus der 
Betrachtung des IinkenBogenteiles berechnet, 
indem man die Summe der Momente der auf 
diesen Teil wirkenden Kräfte für den Gelenk
punkt aufstellt : 

l A 2 -H·f=0, 
~ 

Jeu" A ·l 
H=~l; -. r 

Abb. 365. Einflußlinien beim Dreigelenk· die Gleichung stellt die 2ll -fache Einflußlinie 
bogen mit gleich hohen Gelenklagern. 

für A, also eine Gerade dar mit der Ordi-

nate ~ ~! unter A oder 4
1 · 1

7 in der Mitte. Von dieser Fläche gilt nur der Teil 
2 ·I · 

rechts von G. Liegt die Last dagegen links von G, so ergibt die Betrachtung des 
rechten Bogenteiles 

und liefert eine für den linken Teil gültige Einflußlinie, die symmetrisch zu der 
oben erwähnten Linie liegt. Die Einflußfläche für H ist demgemäß bestimmt 

durch das in Abb. 365d gezeichnete Dreieck mit der Höhe 1 · 4 ~I . - Um die 

Einflußlinie für Bk aufzuzeichnen, ist die H · v-Linie von der A · u-Linie abzu
ziehen; für erstere ist unter A die Größte 1 · u [ m] und für letztere unter dem 

l Gelenk der Wert 1 · 4l · v [m] aufzutragen. Diese Differenzfläche gilt nur, so-
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lange die Last rechts von G liegt. Liegt sie links vom Gelenk, so tritt an die 
Stelle der A · u-Linie die B · (l - u)-Linie und wir gewinnen als ganze Einfluß
linie für Bk die in Abb. 365e dargestellte. -Da man bei der Konstruktion des 
Biegungsmomentes für verschiedene Stellen k immer andere Werte u und v be
nötigt, ist es vielfach zweckmäßig, den der Einflußlinie zugrunde liegenden Aus
druck in der Form zu schreiben: 

Bk=v·(A· ~ -H) 
und lediglich die Einflußlinie des Klammeraus
drucks aufzuzeichnen (Abb 365f). Dann ist für 

die verschiedenen Punkte von der A · :-Linie H 

immer die gleiche Einflußlinie für H abzuziehen, 
allerdings muß man aber nachträglich jene Ein
flußlinie mit der entsprechenden Ordinate v 
multiplizieren. -

a 

Weniger einfach gestaltet sich die Ermitt
lung der Einflußlinien für einen Dreigelenkbogen 
mit verschieden hohen Lagern, weil jetzt die 
lotrechten Lagerreaktionen A und B von H ab
hängig sind (Abb. 366). Wir stellen zunächst 
die Einflußlinien für die Lagerreaktionen A, B 
und H auf und gehen dabei aus von einer 
Laststellung rechts vom Gelenk G. Die Mo
mentengleichung um B liefert 

I 
I b 

A·l+H·e-P·x=O; 

weiter die Summe der Momente aller Kräfte 
links von G 

Aus beiden 

und 

l 
A·2-H·j=O. 

Gleichungen ergibt sich 

H=~_l 
2·/ 

A·l+L!_·_l·e-P·x=O 
2-f ' 

A-Px 2/ 
- T"2f+e· 

Mit Einführung der Abkürzung 

_l__=K 
2 f + e 

erhalten wir K A=-·2/x·P 
l ' 

H=K·x·P. 

I 
I 
I 

~--

i E4 
I I 

d 

e 

g 

I I 

·~-'~ 
K-(.f~ 

Abb. 366. Dreigelenkbogen mit ver· 
schieden hohen Lagern. 

Diese Einflußlinien (mit P = "1") gelten nur für die Laststellung rechts von G; 
sie sind in Abb. 366 b und c aufgetragen; sie haben unter dem Scheitelgelenk 

( x =-}) die Ordinaten K · f bzw. K · ; . 
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Für eine Laststellung links von G können wir durch eine entsprechende "Über
legung die Einflußlinien für B und H der linken Seite angeben: 

P P·x' +H·e -B·l= 0, 
Ir 

a. 

d 

l 
H · (e + /) - B 2" = 0, 

H = __!!_:__!_ 
2(1 + e) ' 

p I B·l 
• x + 2(/ + e) · e- B ·l = 0, 

B= P·x'.2(f+e) 
l 2 f + e 

x' 
B = K · T · 2 (/ + e) · P. 

Andererseits ist : 
x' l 

H = K · T · 2 (/ + e) · 2 (/ + e) P = K · x' P. 

Die durch diese Gleichungen dargestellten Ge
raden sind mit P = "1" die Einflußlinien für 
B und H bei Lasten auf der linken Trägerhälfte 
(Abb. 366d und e). Es fehlt noch die Einfluß
linie von .A für die linke Seite und von B für die 
rechte Seite. Man findet den fehlenden Teil a.m 
einfachsten, indem man davon ausgeht, daß 

Abb. 367. Einflußlinie des Biegemoments also 
beim Dreigelenkbogen der Abb. 366. 

A+B=P, 

A=P-B. 
Der linke Teil der Einflußlinie für A wird 
demgemäß gefunden, indem man von einer 
Geraden P = "1" die B-Einflußlinie abzieht 
(Abb. 366f); die entstehende Differenzfläche 
hat unter .A die Ordinate "1" unter G die 
Ordinate: 

b 1 I 
1 - K. (f + e) = 1 - 2 I +-e . (f + e) = 2 I + e 

k 

I d 
I 
I 
I 

..... ~- ; Z I 
- ' I v·r·tg« I 
r~'e 

= 1·K·j; 
das ist dieselbe Ordinate wie diejenige des 
rechten Teils der Einflußlinie von .A unter G; 
entsprechend ist der rechte Teil der Einfluß
linie von B bestimmt durch: 

B= P-.A. 

Die beiden Einflußlinien von .A und B sind in 
den Abb. 366g und h dargestellt. -Wenn die 
beiden Lagerpunkte gleich hoch liegen, wird 

L-~p e = 0, demnach K = 2
11 und die Ausdrücke für 

.Abb. 368. Einflußlinien für ein Sprengwerk • 
.A, B, H gehen in die früher angegebenen über. 

Für das Biegungsmoment an einer beliebigen Stelle k hat man nun (Abb. 367), 
wenn die Last rechts von k liegt, 
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Bk=A·u-H·v 
und wenn die Last links liegt 

Bk= B · (l- u) - H · (v + e). 

Da das Biegungsmoment für eine Stelle unmittelbar links von k und eine solche 
unmittelbar rechts von k gleich groß sein muß, müssen auch die in den beiden 
Abbildungen 367b und c angegebene Ordinaten Yk gleiche Längen besitzen. Man 
wird demgemäß die Einflußlinie am einfachsten finden, indem man diejenige 
nach Abb. 367b zeichnet und den Endpunkt von Yk mit dem Nullpunkt unter A 
verbindet (Abb. 367d). 

Ahnlieh wie der Dreigelenkbogen ist das in Abb. 368 dargestellte Sprengwerk 
zu behandeln (vgl. Abb. 323). Die Lagerreaktionen sind die gleichen wie beim 
Balken auf zwei Stützen, also sind auch ihre Einflußlinien dieselben. Die Mo
mentengleichung zur Ermittlung von H ergibt sich aus dem durch das Gelenk 
gelegten Schnitt: 

A ._!___ -H ·I= 0. 
2 

Es wird für die Einheitskraft: 
.A·l X l 

H=n=1·-r2.f· 

Das ist der gleiche Ausdruck wie beim Dreigelenkbogen. Für eine Schnitt
stelle k zwischen den beiden Pfosten ist das Biegungsmoment 

Bk=A·k-H·f. 

Die Einflußlinie ist also durch einen Linienzug nach Abb. 368d dargestellt. 
Zur Ermittlung des Biegungsmomentes für eine Schnittstelle r denken wir 

uns die unter der Schnittstelle getroffene Stabkraft S in eine lotrechte und eine 
waagrechte Komponente zerlegt. Letztere ist gleich H und wir haben: 

Br = A · r - H · s = A · r - H · r · tg iX, 

die Einflußlinie ist in Abb. 368e angegeben -. 
Aus dem seitherigen Rahmen fallen etwas heraus die Einflußlinien für einen 

Balken, auf dem ein Kran bewegt wird (Abb. 369, vgl. Abb. 219). Die Lager
reaktionen sind zunächst wie seither zu bestimmen: 

A -p.!__ 
- l' B -P·l-z - l . 

Die Einflußlinien der Lagerreaktionen 
sind diejenigen eines Balkens mit über
stehendem Ende (Abb. 369b und c). -
Für die Ermittlung der Querkräfte und 
der Biegungsmomente haben wir die 
von dem Kran unmittelbar auf den 
Balken übertragenen Kräfte C und D zu 
berücksichtigen: die Zwischenkraft C 
wirkt vom Kran auf den Balken nach 
oben und die von D nach unten: 

b C=P·-
a ' 

1 I 
I I , 

1~:=-:b 
·~,,~ 

! I I C 

'Eo 
Abb. 369a bis c. Lagerkräfte eines Kra.nträgers. 

D= p.a+b. 
a 

Wir legen drei Stellungen des Krans zugrunde. Einmalliege die Schnittstelle k 
rechts von D (Abb. 369f), dann zwischen C und D (Abb. 369i) und schließlich 
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links von C (Abb. 369m). Der Einfachheit halber und mit Rücksicht auf die 
zeichnerische Darstellung seien die Längen l, a, b und k mit Zahlenwerten ein-
gesetzt: l = 12,0 m, a = 3,0 m, b ·= 2,0 m, k = 5,0 m. 

p 

1. Stellung r· 
7>Z>5 

.:.......---z·----1 
·--~ ..... ---,--k'-' ---1 

1 I I 
I I I 

1 .>+mmrri 7 
: --======:g-DUiTWj 1Z 

k 

d 

e 

8 

g 

h 

B 

k 

Abb. 369 d bis o. Ermittlung der Querkraft- und 
Biegemoment-Einflußlinien für einen Kranträger. 

Dann sind die Einzelstellungen ge
kennzeichnet durch : 

erste Stellung: 0 < x < 2 

5<z<7m 
zweite Stellung: 2 < x < 5 

2<z<5m 
dritte Stellung: 5 < x < 9 m 

-2<z<2m. 
In der ersten Stellung (Abb. 369f) 

folgt aus Betrachtung des Balkenteils 
rechts von k für die Querkraft: 

l-z 12 -z 
Qk = -B = -P · -z- = -P · ----.J:2 . 

Die Einflußlinie mit P = "1" ist eine 
Gerade, die auf der Länge z = 7 m bis 
z = 5,0 m gilt, oder also x = 0 bis 
x= 2,0m. Für 

z = 7 0 m wird Q = -1 · 5 
' k 12 

und für 
7 z = 5,0 m, Qk = -1 · 12 (Abb. 369g). 

Für die zweite Lage (Abb. 369i) ist die 
Querkraft Qk gegeben durch 

Qk = -P. c--; z) + p. a : b' 

= _p.121-;z + p.;. 
Diese Gerade gilt von z = 5,0 m bis 
z = 2,0 m; mit P= "1" wirdfür z = 5,0 

7 5 13 
Qk = - 12 + 3 = + 1 . 12 

und für r = 2,0 m ist 
10 5 10 

Qk= - 12 + 3 = + 1· 12 (Abb.369k). 

In der dritten Stellung haben wir: 

l-z a+b b 
Qk= -P·-T- + P·--a,-- P·a:; 
mit P = "1" also 

( 12- z 5 2) 
Qk = 1 - ----.J:2 + 3 - 3 . 

Diese Gerade gilt auf die Länge z = 0 bis z = -2,0 m. Die beiden maßgebenden 
Ordinaten der Einflußlinie sind gegeben: 
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( 10.5 2) 2 für z = 2,0 m mit Qk = 1 · - 12 + 3 - 3 = 1 · 12 , 

für z = 0 Q,. = 0 (Abb. 369n). 

Wenn wir für die dritte Lage die linke Seite betrachten, haben wir 
z 

Qk= +A= P·y; 

das ist als Einflußlinie dieselbe Gerade1 die oben festgestellt war für 
2 z = 0: Qk = 0 und z = 2,0 m: Qk = 1 · 12 . 

Die Einflußlinie für die Querkraft der Stelle k hat also im ganzen die in 
Abb. 369p angegebene Gestalt. Sie fängt erst an mit x = 0, also z = Y',O m. Der 
erste Zweig hat unter A den Wert 0. 

Für das Biegungsmoment ergibt sich folgendes Bild. In der ersten Stellung: 

Bk=B·(l-k) 
l- z 12- z 

= P·-z-(l-k) = P·~ (12- 5); 

mit P = "1" wird für die Grenzlagen 

z= 7,0m: 
5 35 

Bk = 1 · 12 · 7 m = 1 · 12 m, 

z= 5,0m: 
7 49 

Bk= 1 · 12 · 7 m = 1 · 12 m (Abb. 369h). 

In der zweiten Stellung: 

Bk= B · k'- D · (k'- z- b), 

= p .l- z. k'- p. a + b. (k' -z -b) .J;;. 
l a ' Al 

12- z 5 = p. --. 7- p.-. (7- z- 2). 
I 
I 
I 
I 

84' ·-~ 0.." I 
~z-7,0 n-----JB 1 

~Z-5, I 
1 : ,...z-~ I 

I 
Unmrnl I I 

------ - J I I . I ..,-rrrn p 
i 11111~111/lllt;;: : : 

~ 3 ' 

I ~cg" 
I 

mit P = "1" entsteht für die Grenzlagen: 

( 49 ) 49 z = 5,0 m: Bk= 1 · 12 - 0 = 1 · 12 m, 

( 70 ) 10 z = 2,0 m: Bk= 1· 12 -5 = 1· 12 m, 

z=O: Bk= 1 . (84 _ 100) = _ 1 . 16m 
12 12 12 

(Abb. 3691). Abb. 369p und q. Endgültige Querkräfte und 
Biegemomente des Krantrllgers. 

Für die dritte Stellung ist schließlich : 

Bk=A·k=P·__:_·k=1· z ·5 
l 12 ' 

das ist für die Einflußlinie an der Stelle 

10 z=2,0m: Bk=1· 12 m, 

Z= 0: Bk= 0 (Abb. 369o). 

Die ganze Einflußlinie für das Biegungsmoment ist in Abb.369q dargestellt. 
Der erste Zweig geht unter A durch Null. 

q 



286 Das ebene Fachwerk und Gemischtsystem. 

Als weiteres Beispiel möge ein Auslegerkran betrachtet werden mit beweg
licher Belastung auf dem Auslegerbalken (Abb. 370). Es soll ermittelt werden 
die Einflußlinie für das Biegungsmoment der Kransäule an der Anschlußstelle C. 
Die Konstruktion sei dadurch bestimmt gemacht, daß alle Stäbe gelenkig an
geschlossen sind, d. h. daß die Stäbe (1), ®, @in Fein gemeinsames Gelenk 
haben, ferner der Stab CD sich in E gegen den Balken drehen kann, der Stab@ 
in D gegen die Kransäule und schließlich der Balken und der Stab ® in Punkt C 

b 

8 

"""' d Ii 
I : 

ll 
e 

sowohl gegeneinander wie auch 
gegen die Kransäule. 

Das Biegungsmoment für die 
Schnittstelle C an der Kransäule 
ist gegeben durch 

B 0 =B·p. 
Aus der Momentengleichung für 
die Kransäule um den Punkt A 
(Abb. 370d) ist: 

-B·lc +H ·(q +r) -S2,h ·(q + r) 
-Sa,h· r = 0, 

B _ -8~.!]1_" r ~_(8!!"---_H)·_(~j- r) 
- k 

Aus der Betrachtung des Balkens 
(Abb. 370b) finden wir: 

l-x sl,v= p._l_ 

l-x sl, h = sl, v" cotgiX = p ·-l- cotg!X' 

s = §_!..V = p . L=-X 

1 sin e~; l · sin 1X ' 

l-x 
H = sl h = p . -l- cotg IX' 

.A.bb. 370. Einflußlinie bei einem Auslegerkran. V = P · ~ 
Die Betrachtung des Kraftdreiecks (Abb. 370c) liefert: 

sin'ljJ S = S ·- --- - = rS 
3 1 sin (tp + "'') 1 ' 

wobei f-l und Y unbenannte, durch die Konstruktion bestimmte Zahlen sind. 
COS {J l - X COS y l - X 

S2,h=S2 ·cosß=f-l'sin~·P·-z-, Sa,h=S3 ·cosy=r· 8ine~;·P·-T 

Mit Einsetzung dieser Werte in den Ausdruck für B erhalten wir: 
cosy ( cos{J ) - v-.-r- f! -.-- cotge~; ·(q+r) 

B = p . (l- x) • Sill IX Sill IX 

l k 
p (l- x) -"Pr· cosy -(p, · cosß-cose~;) ·(q+ r) 

= · l- · . . . -·kSin <X.--------' 

oder: (l- x) 
B = P · --~,- · ..1 , 

wobei Ii eine unbenannte Zahl ist, bestimmt durch die Gestalt des Kranträgers. 
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Es ergibt sich damit für das Biegungsmoment an der Stelle 0 der Kransäule 
P(l- x) 

Ba= B · p = Ä l · p. 

Der Ausdruck stellt eine gerade Linie dar: Die Ordinate der Einflußlinie für 
x = 0, also an der Stelle E, wird Ba= "1" · Ä • p [m] und für x = l, das ist an 
der Stelle 0, Ba= 0. 

Die Einflußlinie für das Biegungsmoment an der Stelle 0 der Kransäule ist 
demgemäß gegeben durch eine Gerade, die sich über den Auslegerbalken erstreckt 

1!! 
h 

I 
I 
I I 
: I ,/" 
I ~,......,..... ...... 

I I ,.. 1 r--- __ : ""." 

_..J-~ ....... 
.I i ', 

I '..__ 
I ..__ 

I '........-

1 I : '........_...., 
I I I .............. 

l-m -r 

c!~l-__ J. __ : '-....,.._ 
d~llll!!lli!!ii~;~"'" I 

'',,, l'f 
' Abb. 371. Einflußlinien für Stabkräfte bei einem Fachwerkträger. 

mit der Höhe 0 am linken Ende und 1 · Ä • p [m] bei E (Abb. 370e), also in der 
Gestalt mit derjenigen von 8 1," (Lagerreaktion des Balkens 0 E) übereinstimmt.-

Zum Schluß der Betrachtungen über die Einflußlinien seien noch einige Be
merkungen über solche bei Fachwerksträgern angefügt. Nach den seitherigen 
Ausführungen genügt es, wenn ein Beispiel betrachtet wird (Abb. 371). Zur Er
mittlung der Einflußlinien für die Stabkräfte 0, D, U legen wir das RITTER-Ver
fahren zugrunde. 

Für den Obergurtstab 0 ergibt die Momentengleichung um Punkt k bei rechts 
von der Stelle k liegender Last: 

-0 · r + A. · k = 0 • 
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also 
k 

0 = A ·- (Druck) 
r 

bzw. für 

P = "1" wird 0 = 1 · ; · ! . 
Für die Lage von P links der Stelle k betrachten wir den rechts k liegenden Fach
werksteil 

+ 0 · r - B · (l - k) = 0, 

l-k l-x l-k 
0 = B · --= 1 · -- -- · - . 

r l r 

Die beiden Ausdrücke für die Einflußlinien stellen zwei Geraden dar, die sich 

unter dem Punkt k schneiden. Die Einflußlinie hat unter A die Größe k, und 
r 

unter B die Ordinate l-~. 
r 

Die Stabkraft U finden wir entsprechend. Die Momentengleichung für den 
Punkt m lautet, solange die Last rechts vom Schnitt liegt, 

-U·h+A·m=O, 

für die Einheitskraft P = "1" wird also 

U = A · m = 1 · __:_ m {Zug). 
h l h 

F"lir die links liegende Last betrachten wir den Teil rechts vom Schnitt: 

-U · k + B · (l.fm) = 0, 
l-m l-x l-m 

U=B· ·-;" =+1·-z-·--",--. 
Die beiden Ausdrücke stellen wiederum zwei Geraden vor, die sich unter dem 
Momentenpunkt m schneiden. 

Da nun die Brücke derart angeordnet ist, daß die Lasten nur in den Knoten
punkten (hier unten liegende Fahrbahn) übertragen werden können, gilt jeder 
Zweig nur bis zu dem links oder rechts vom Schnitt liegenden Anschlußpunkt 
und dazwischen ist eine Gerade zu ziehen (eine Last zwischen den beiden benach
barten Anschlußpunkten verteilt sich auf diese nach dem Hebelgesetz; die in den 
Anschlußpunkten übertragenen Teilkräfte stimmen also mit den Lagerreak
tionen k, k' überein, infolgedessen ist die Einflußlinie dazwischen eine Gerade). 

Für die Einflußlinie von D wird die Momentengleichung für den Schnitt
punkt n der beiden Gurtstäbe aufgestellt; bei Last rechts vom Schnitt werden die 
Kräfte links betrachtet : 

+D·d +A ·c= 0, 

D = -P · ; · ~ (Druck); 

bei Last links wird entsprechend der rechte Teil zugrunde gelegt: 

l-x l+c 
D=P·-l- · iF (Zug). 

Jede Gerade der Einflußlinie (mit P = "1") gilt wieder bis zu dem benach
barten Knotenpunkt (Querträgeranschlüssen) und dazwischen ist eine Ge:r:ade 
zu ziehen. 



Einflußlinien bei Gelenkträgern und anderen Konstruktionen. 289 

Bei einem Parallelträger (Abb. 372) läßt uns die Momentengleichung im Stich. 
Man benützt dann zur Ermittlung der Strebenkra.ft, wie bei früheren Anwen
dungen schon gezeigt, die Querkraft. Solange eine Last rechts vom Schnitt liegt, 
ist die Querkraft durch 

Q=A=P·; 

gegeben. Der Balkenteil links liefert die Gleichung 

A -D·cos1X=0 

D=~=p,3}_,_1_. 
cosa: l cosa: 

M'~ l ' I I I I -----
·1 I I ----- f I 1 __ -+- --- Coi« 

I 

---
Abb. 372. Fachwerkträger mit Parallelgurten. 

Entsprechendes gilt für den rechten Teil bei Belastung links vom Schnitt: 

D= -B· _1_ = _ p.l-x_1_. 
cosa: l cosa: 

Die beiden Teile der Einflußlinie stimmen also bis auf den Faktor - 1- mit 
oosa: 

denjenigen für A und B überein. Zwischen den Punkten k und k' ist wieder eine 
neue Gerade zu legen. -

Was hier bei den Fachwerken gesagt ist über den Verlauf der Einflußlinien 
im betreffenden Felde selbst, würde natürlich auch für Balken gelten, wenn die 
Last nicht unmittelbar am Balken angreift, sondern durch Vermittlung von 
Zwischenkonstruktionen (Querträgern) nur in einzelnen Punkten übertragen 
wird; dann würde jeder Zweig nur gelten bis zum benachbarten Anschlußpunkt 
links oder rechts vom Schnitt und dazwischen wäre eine Gerade zu ziehen. 

19 Sohlink, Statik. 2. u. 3. Aufl. 



Fünfter Teil. 

Zerstreute Kräfte im Raum. 

XVI. Sätze über Kräftepaare und statische Momente. 

Im zweiten Teil wurden räumliche Kräfte betrachtet, die durch einen Punkt 
hindurchgehen. Es stellte sich heraus, daß sie im allgemeinen zu einer Resul
tierenden zusammengeiaßt werden können, die der. Größe und Richtung nach 
durch die Formeln bestimmt ist: 

R = v(..2'Xi)2 + (.I Yi)2 + (.I Zi)z' 

,IX, ß ,IY, ,IZ; 
COS<XR=-r• COS R=-r• COS'J'R=-r. 

Im Gleichgewichtsfalle mußten die Summen der Komponenten in drei Rich
tungen verschwinden. Es sollen nun beliebige Kräfte im Raum behandelt werden. 
Wir gehen dabei in ähnlicher Weise vor wie bei der Zusammensetzung zerstreuter 
Kräfte in der Ebene und betrachten zunächst wieder Sätze über Kräftepaare 
und statische Momente. 

82. Kräftepaare in parallelen Ebenen. Vom Kräftepaar haben wir kennen
gelernt, daß es in seiner eigenen Ebene willkürlich verschoben werden kann, 
ohne daß sich seine Wirkung auf den Körper ändert. Wir gehen nun einen Schritt 
weiter und betrachten Kräftepaare in parallelen Ebenen. Es gilt der Satz: 

Ein Kräftepaar kann nickt nur in seiner eigenen, sondern auch in fede und in 
federparallelen Ebene willkürlich ohne Änderung der Wirkung verschoben werden. 

Zum Beweis wird zunächst gezeigt, daß ein Kräftepaar senkrecht zu seiner 
Ebene ohne Wirkungsänderung verschoben werden kann. In Abb. 373 ist in 
axonometrischer Darstellung das gegebene Kräftepaar ausgezogen gezeichnet, 

p in einer parallelen Ebene ist nochmals 
,.r---ee,_....,..,o:~/.; ein gleiches Kräftepaar gestrichelt an-

:?/\ 11 .....,:.' /\ 2P gegeben. Um das räumliche Bild klar 
~' ,. \ " - h t t 1 . d h t 2p ~~-l----t*., ' ervor re en zu assen, sm noc en -

.-:.:.~--ee---;\1'/ 1 ')--*~7' sprechende Verbindun~slinien e~nge-
'L _}_. tragen. Nun werden m den Mittel-

F-e- punkten der entstandenen seitlichen 
Abb.373. VerschiebungeinesKräftepaaresineine Parallelogramme zwei weitere Kräfte 

parallele Ebene. 
hinzugefügt von gleicher Größe, und 

zwar gleich 2 P, in entgegengesetzter Richtung. Diese beiden Kräfte heben 
sich auf, also das ausgezogene Kräftepaar und diese beiden Kräfte zusammen
genommen üben die gleiche Wirkung aus wie das ausgezogene Kräftepaar 
allein. Die beiden angekreuzten Kräfte P und 2 P fassen wir nun zu einer 
Resultierenden zusammen. Die Resultierende zweier Kräfte einer Ebene muß in 
der gleichen Ebene liegen, also auch diejenige zweier paralleler Kräfte; nach dem 
Hebelgesetz muß diese Resultierende die Größe P haben, von 2 P nach der an
deren Seite genau so weit entfernt sein wie P, und muß die Richtung der Kraft 
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2 P, als der größeren der beiden Kräfte, aufweisen; d. h. die angekreuzte, ge
strichelte Kraft P ist die Resultierende der beiden angekreuzten Kräfte P und 
2 P. Andererseits ist die angekreiste gestrichelte Kraft P die Resultierende aus 
der angekreisten ausgezogenen Kraft P und der angekreisten Kraft 2 P. Es 
können demnach das gegebene Kräftepaar und die zwei Kräfte 2 Persetzt werden 
durch das gestrichelte Kräftepaar. Da aber die beiden Kräfte 2 P sich aufheben, 
ist die Wirkung des gestrichelten Kräftepaares die gleiche wie die des ausgezo
genen. Dieses neue Kräftepaar kann nun nach früherem in seiner eigenen Ebene 
willkürlich verschoben werden, ebenso wie auch das ursprüngliche, so daß in der 
Tat ein Kräftepaar nicht nur in seiner eigenen, sondern auch in jede parallele 
Eb~ne willkürlich verschoben werden darf. (Diese Aussage widerspricht schein
bar unserem Empfinden, aber es hängt damit zusammen, daß wir fast immer 
an einen Körpe:c mit Masse denken, der sich bewegt.) 

Damit ist schon sehr viel gewonnen, denn die früher für Kräftepaare in der 
gleichen Ebene angegebenen Sätze gelten nun auch noch für solche in parallelen 
Ebenen; also: 

Beliebige Kräftepaare M 1 ... Mi . .. Mn in parallelen Ebenen können ersetzt 
werden durch ein einziges resultierendes Kräftepaar, das in irgendeiner parallelen 
Ebene liegt und dessen Moment M, gegeben ist durch die algebraische Summe der 
Momente der einzelnen Kräftepaare: 

M,=.IM1 . 

Kräftepaare in parallelen Ebenen stehen im Gleichgewicht, üben also auf einen 
Körper keine Wirkung aus, wenn die algebraische Summe ihrer Momente ver
schwindet: 

83. Kräftepaare in beliebiger Ebene. Geometrische Behandlung. Schwieriger 
gestaltet sich die Zusammensetzung von Kräftepaaren, die im Raum zerstreut 
sind, also nicht mehr in parallelen Ebenen liegen. Wir kommen bei dieser Aufgabe 
am. besten vorwärts, wenn wir eine andere Darstellungsweise des Kräftepaares 
verwenden. Ein Kräftepaar im Raum ist gegeben, wenn seine Ebene, seine 
Momentengröße und sein Drehsinn bekannt ist. Wie können wir diese drei An
gaben am einfachsten festlegen~ Die Lage einer Ebene kann man ja dadurch an
geben, daß man die Richtungswinkel ihrer Normalen gegenüber den drei Ko
ordinatenachsen festlegt. Auf dieser Normalen können 
wir unter Verwendung eines Momentenmaßstabs die 
Größe des Kräftepaares angeben, indem wir einführen 
1 cm ...... m kgm. Es fehlt dann noch die Angabe des 
Drehsinns. Diesen wollen wir dadurch kennzeichnen, 
daß wir die Normale mit einem Richtungspfeil versehen, 
und zwar so, daß er der Bewegungsrichtung einer rechts
gängigen Schraube entspricht, die diese unter dem Ein
fluß der ausgeübten Drehwirkung annimmt. Die Be- .A.bb. 374. Der Momenten· 

vektor. 
wegungsrichtung einer rechtsgängigen Schrauben hängt 
ja eindeutig vom Drehsinn ab. Wenn beispielsweise auf eine in Holz eingelassene 
rechtsgängige Schraube von oben eine Drehung im Uhrzeigersinn ausgeübt wird, 
so geht sie tiefer ins Holz; wird eine umgekehrte Drehung ausgeübt, so löst sie 
sich aus dem Holz. Dieser Gedanke wird auf das Kräftepaar übertragen. Der 
Drehsinn des in Abb. 374 axonometrisch gezeichneten Kräftepaares erscheint im 
Uhrzeigersinn, wenn wir die Ebene von oben betrachten; aber im umgekehrten 
Sinn, wenn wir sie von unten ansehen. Also eine Aussage: "Drehung im Uhr
zeigersinn" wäre für ein Kräftepaar im Raum nicht eindeutig, wenn nicht hinzu-
19* 
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gefügt würde, von welcher Seite aus man die Ebene ansieht. Aber mit Einführung 
des Gedankens der Schraube wird eine eindeutige Aussage möglich, denn die 
rechtsgängige Schraube dreht sich eben unter dem Einfluß des angegebenen 
Kräftepaares nach unten. Dabei ist von keiner Bedeutung, ob man die Drehung 
von unten oder von oben betrachtet. Der Richtungspfeil muß nun im Sinne der 
Bewegungsrichtung der rechtsgängigen Schraube eingezeichnet werden, das 
wäre also hier nach unten. Man kann demgemäß das betrachtete Kräftepaar 
darstellen durch eine auf der Normalen abgetragene Strecke, die der Größe des 
Kräftepaares entspricht, mit einem Richtungspfeil nach unten, also durch eine 
nach unten gerichtete Strecke. Von welchem Punkt der Normalen aus die Strecke 
abgetragen wird, ist gleichgültig, da ja das Kräftepaar in jede parallele Ebene 
gelegt werden kann. Man nennt diese gerichtete Strecke den "Vektor des Kräfte
paares" oder auch "Momentenvektor"; er kann in seiner eigenen Wirkungslinie 
beliebig verschoben werden. 

Früher haben wir ja schon kennengelernt, daß die Kraft auch ein Vektor ist; 
sie war durch eine gerichtete Strecke dargestellt. Wir sind demnach durch diese 
neue Darstellung des Kräftepaares auf einen uns bekannten Begriff zurück
gekommen. Wir wollen zunächst feststellen, ob die beiden Vektoren in jeder 
Hinsicht gleichartig sind. Wir haben gesehen, daß eine Kraft in ihrer eigenen 
Wirkungslinie verschoben werden darf; dasselbe stellten wir eben für den Mo
mentenvektor fest, also in dieser Hinsicht verhalten sich die beiden Vektoren 
gleichartig. Aber in anderer Beziehung verhalten sie sich wesentlich verschieden. 
Eine Kraft darf nicht parallel zu sich selbst verschoben werden, bzw. wenn wir 
sie aus irgendeinem Grunde verschieben wollten, mußten wir zu der verschobenen 

Kraft noch ein Kräftepaar hinzufügen, um dieselbe 
Wirkung zu erhalten. Ein Kräftepaar dagegen 
dürfen wir in seiner eigenen und jeder -parallelen 
Ebene willkürlich verschieben, also auch seinen 
Vektor. Der Kraftvektor ist demgemäß an seine 
Wirkungslinie gebunden (linienflüchtiger Vektor), 
während der Momentenvektor parallel zu sich 
selbst verschoben werden darf (freier Vektor). Es 
ist hiernach einfacher, mit Momentenvektoren zu 
arbeiten als mit Kraftvektoren. Alles das, was wir 
früher mit Kräften durchgeführt haben, die durch 
den gleichen Punkt gehen, können wir nun auch mit 
zerstreuten Momentenvektoren machen, da sie ja 
alle nach einem Punkt verschoben werden können. 

Durch diese Ausführungen ist die Zusammen
setzung von Kräftepaaren grundsätzlich erledigt. 
Nehmen wir zunächst zwei Kräftepaare1 in ver

Abb. 375. zusa=ensetzung schiedeneu Ebenen an, Abb. 375; die beiden Ehe-

z~ Al.! 0 Momenfentdt 

7 

zweier Krättepaare. nen mögen senkrecht zur Zeichnungsebene liegen. 
Ihre Spuren sind durch die Geraden E 1 und E2 dar

gestellt. Von oben gesehen, möge sich das in der Ebene E1 liegende Kräfte
paar im Uhrzeigersinn drehen, dagegen M 2 entgegengesetzt. Im ersten Falle 
wird eine rechtsgängige Schraube nach unten bewegt, im zweiten nach oben. 
Die Momentenvektoren weisen dementsprechend die angegebenen Richtungs
pfeile auf. Ihre Größen sind durch die Momentengrößen bestimmt, nachdem ein 
Momentenmaßstab gewählt ist. Diese beiden Vektoren können wir nun beliebig 
verschieben. Wir verschieben sie nach irgendeinem Punkt und behandeln sie 

1 Die Momentenvektoren sind mit doppelten Pfeilen bezeichnet. 
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wie zwei Kräfte, die durch diesen Punkt hindurchgehen. Der resultierende Vek
tor wird demgemäß mit dem Vektorparallelogramm gefunden. Das resultierende 
Kräftepaar selbst liegt in irgendeiner Ebene senkrecht zu M,., hat die Größe, 
die durch die LängedesVektors unter Berücksichtigung des Momentenmaßstabs 
dargestellt ist, und der Drehsinn ist der Uhrzeigersinn, wenn man im Sinne des 
Pfeils gegen die Ebene sieht. 

Natürlich hätte man auch genau so wie früher bei zwei Kräften statt des 
Vektorparallelogramms ein Vektordreieck zeichnen können. Es wird gewonnen 
durch Aneinanderfügung der Vektoren M 1 und M 2 unter Berücksichtigung ihrer 
Pfeile (Abb. 375); der resultierende Vektor ist gegeben durch die Schlußlinie 02, 
seine Richtung verläuft vom Anfangspunkt 0 nach dem Endpunkt 2, oder anders 
ausgedrückt: der Richtungspfeil des resultierenden Vektors verläuft dem durch 
diegegebenen Vektoren M1 und M2 festgelegten Umfahrungssinn des "Momenten
ecks" entgegengesetzt. 

Nun sind wir früher von zwei Kräften unter entsprechender Verwendung 
dieses Kraftecks zu Kräften im Raume übergegangen, die durch einen Punkt 
gehen. Wir fanden dort, daß die Resultierende gegeben ist durch die Schluß
linie des aus den Kräften gezeichneten räumlichen Kraftecks. Entsprechendes 
gilt hier: wenn wir beliebige Kräftepaare im Raume haben, so können wir diese 
durch ihre Vektoren ersetzen und sie alle nach einem Punkt verschoben denken; 
dann setzen wir sie genau so zusammen wie die Kräfte; also: 

Beliebige Kräftepaare im Raume kann man zu einem resultierenden Kräftepaar 
vereinen, indem man durch Aneinanderfügung ihrer Momentenvektoren das Mo
menteneck konstruiert und die Schlußlinie einträgt; ihre Länge gibt die Größe des 
resultierenden Momentenvektors an, seine Richtung ist dem durch die gegebenen 
Vektoren festgelegten U mfahrungssinn entgegengesetzt. 

Dieses resultierende Kräftepaar selbst liegt dann in einer beliebigen Ebene 
senkrecht zum Vektor M,., und sein Drehsinn ist durch den Richtungspfeil des 
resultierenden Vektors im Sinne der rschtsgängigen Schraube bestimmt. 

Natürlich kann auch der Fall vorkommen, daß Kräftepaare im Raum im 
Gleichgewicht stehen, d. h., daß die auf einen Körper wirkenden Kräftepaare 
keine Bewegung des Körpers hervorrufen. Es ist dieses offenbar dann der 
Fall, wenn das zugehörige Momenteneck geschlossen ist. Wir haben also das 
Ergebnis: 

Kräfll!-paare im Raum stehen im Gleichgewicht, wenn das aus ihren Momenten
vektoren gebildete Vektoreck (Momenteneck) geschlpssen ist. 

84. Analytische Behandlung von Kräftepaaren im Raum. Durch die vorher
gehenden Ausführungen ist die Zusammensetzung von Kräftepaaren im Raum 
in ihrer geometrischen Behandlung erledigt. Nun wollen wir zur analytischen 
Behandlung übergehen. Wie sind wir bei den Kräften im Raum an gleichem 
Punkt vorgegangen 1 Wir haben an die Spitze der Ausführungen die Aufgaben 
gestellt: 

1. Drei Komponenten X, Y, Z zu einer Resultierenden zusammenzusetzen und 
2. eine Kraft P in drei Komponenten zu zerlegen. 
Entsprechendes machen wir jetzt bei den Kräftepaaren. 
1. Gegeben: drei Kräftepaare Mf/J, M 11 , Ms; gesucht: das resultierende Kräfte

paar, d.h. die Größe und Richtung des Vektors M ... Seine Richtung sei bezeichnet 
durch die Winkel a,, b,., c ... 

Die Kräftepaare sollen in den Koordinatenebenen liegen, ihre Vektoren fallen 
entsprechend in die Koordinatenachsen (Abb. 376). MfiJ ist ein Vektor in der 
x-Richtung und stellt ein Kräftepaar in der y, z-Ebene dar usw. Wir setzen die 
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Vektorengenauso zusammen wie früher die Kräfte X, Y, Z und haben nach den 
Formeln (11) und (12): 

M cosa = -~ · 
r M,' 

M cosb = _v · 
r M,' 

M. 
coscr = y· 

r 
(37) 

Das resultierende Kräftepaar liegt natürlich in 
zum Vektor M r 

irgendeiner Ebene senkrecht 

2. Gegeben: ein Kräftepaar mit dem Moment M, dessen Vektor durch die 
Winkel a, b, c festgelegt ist; gesucht: die Teilkräftepaare in den Koordinaten-

z+ ebenen oder, anders ausgedrückt, ihre Vek-
j toren in der x-, y-, z-Richtung. 
I ~~ Die Lösung ist sofort gegeben, da es sich I /r---- · lediglich um die Umkehrung der vorigen 

/ M. --/ z /1 Aufgabe handelt: r--- ,__ /// I 
1 ~- 1 M=M·cosa) 
I M· I re ' 
1 r ~ 1 M 11 =M·cosb,f (38) 
I '-....J 
1 11111 /--- M.=M·cosc. 

-- --l/ Y Haben wir nun n Kräftepaare im Raume 

Abb. 376 Zusammensetzungdreier 
Kräfte paare. 

verteilt und sollen sie zusammensetzen, so 
kann dieses dadurch geschehen, daß man die 
Vektoren bildet und sie dann weiter genau so 
behandelt wie Kräfte, die durch einen Punkt 

gehen. Bei letzteren hatten wir nach den Formeln (14) und (15): 

,,X 
cos (X = _,.,;.., __ ; . 

R R ' 
~y. 

cos.ß = _,.,;..,_, · R R , 

wobei .IX;, .I Y;, .IZ; die Summen der Komponenten der Kräfte in den Ko
ordinatenrichtungen bedeuten. Ganz Entsprechendes gilt auch hier bei Kräfte
paaren. An die Stelle der Kraftvektoren P; treten nun die Momentenvektoren M; 
und an die Stelle der Komponenten von P; die Komponenten der Vektoren 
von M;. Wir haben also nun 

gegeben: n Kräftepaare M;, deren Lagen im Raum bestimmt sind durch die 
Winkel a;, b;, ci; 

gesucht: das resultierende Kräftepaar Mr und die Winkel ar, br> c,., die dessen 
Vektor mit den Koordinatenrichtungen einschließt. 

Die Lösung ist dargestellt durch die Formeln: 

wobei 

Mr = V(.J: .,Mi)2 + (.J: 11 Mi) 2 +(_I zMi} 2 , 

}"' M. 
CORa = ....,., '• 

' r Mr ' 

~Mcosb = _,.,;.,_v_' · 
r M, ' 

.,Mi= Mi· cosai, 

11Mi =Mi· cos bi, 
zMi =Mi· COS Ci. 

(39) 

Die gefundenen Ausdrücke fürRund M .. bzw. die zugehörigen Winkel geben die 

nötigen Größen der Vektoren R und M., in algebraischer Darstellung an. Sie 
sind nach früheren Ausführungen bestimmt nach Größe und Richtung durch 
die Schlußlinien des entsprechenden Vektorecks oder, anders ausgedrückt: durch 
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die geometrische Summe der einzelnen Vektoren; nach Einführung der gebräuch
lichen Vektorenbezeichnungen kann man diese auch schreiben: 

R =.:!:Pi bzw. Mr = .:1: Mi. 
Diese Ausdrücke geben also in geometrischer Darstellung dasselbe an wie die 
obigen Formeln für R und MT in algebraischer Darstellung. Für Zahlenrech
nungen ist man auf die algebraische Darstellung angewiesen. 

Mit der für MT gewonnenen Formel erledigt sich sofort die Frage nach dem 
Gleichgewicht von Kräftepaaren im Raume. Offenbar ist dieser Zustand vor
handen, wenn MT verschwindet; das ist aber der Fall, wenn die drei Summen 
unter dem Wurzelzeichen Null werden. So ergibt sich der Satz: 

Kräftepaare im Raum stehen im Gleichgewicht, wenn die Summen ihrer Vektoren
komponenten in drei Richtungen verschwinden, oder wenn die Summen der Teil
kräftepaare in den drei Koordinatenebenen verschwinden: 

(40) 

Dieser Satz läßt sich auch etwas anders gestalten. Die Zerlegung eines Kräfte
paares im Raum in die drei Kräftepaare der Koordinatenebenen kann man auch 
dadurch gewinnen, daß man das Kräftepaar auf die drei Koordinatenebenen 
projiziert. Den gleichen Gedankengang kann man natürlich auch für ein System 
von Kräftepaaren verwenden, und dann stellt .:1: .Mi die Summe der Momente 
aller Kräftepaare dar, die durch die Projektion der räumlichen Kräftepaare auf 
die x, y-Ebene entstehen. Entsprechendes gilt für die .:1: "'Mi und .:1: 'YMi. Diese 
drei Summen müssen aber, wenn der Körper unter dem Einfluß von Kräftepaaren 
im Raum im Ruhezustand bleiben soll, verschwinden; das würde bedeuten, daß 
jedesmal die Summe der Momente der auf die Koordinatenebenen projizierten 
Kräftepaare Null werden muß. Wenn dies der Fall ist, dann stehen aber die 
jeweiligen Projektionen in der betreffenden Koordinatenebene im Gleichgewicht, 
da Kräftepaare in der gleichen Ebene 
dann im Gleichgewicht stehen, wenn die 
Summe ihrer Momente verschwindet. 
Wir haben also damit das Ergebnis: 

Kräftepaare im Raum stehen im Gleich
gewicht, wenn ihre Projektionen auf drei 
Ebenen für sich im Gleichgewicht stehen. 

85. Statisches Moment im Raum für 
Punkt und Achse. Das statische Moment 
einer Kraft für einen Punkt im Raum 
ist genau so wie in der Ebene definiert 
durch das Produkt Kraft mal Hebelarm. 
DasMoment liegt in der durch die Kraft P 
und den Momentenpunkt 0 bestimmten / 
Ebene. Durch die Verbindungslinien von ~-
0 nach den Endpunkten von P (Abb. 377) 
ist ein Dreieck bestimmt, dessen Inhalt 
(p . r/2) den halben urert des Moments A.bb.377. ZerlegungeinesräumlichenMomentes 

tv' für einen Punkt in drei Teilmomente. 
darstellt. Dasselbe Moment erhalten wir 
durch ein Kräftepaar, dessen eine Kraft mit der oben eingeführten Kraft P zu
sammenfällt, während die dazu gehörige parallele Gegenkraft durch 0 hindurch
geht. Dieses Kräftepaar kann ab~r na,{Jh obigen Ausführungen in drei Teilkräfte
paare in den Koordinatenebenen, Ursprung 0, zerlegt werden, die durch die Pro
jektionen des räumlichen Kräftepaares gegeben sind. Da nun bei der Projektion 
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jenes Kräftepaares auf die x, y-Ebene die Projektion der einen Kraft wieder 
durch 0 hindurchgeht (Abb. 377), ist das Moment dieses projizierten Kräftepaares 
gleich dem Moment der projizierten Kraft P' für den Punkt 0. Entsprechendes 
gilt für die beiden anderen Koordinatenebenen. Daraus geht hervor, daß ein 
Moment für einen beliebigen Punkt 0 im Raume sich in drei Teilmomente in den 
durch 0 laufendenKoordinatenebenen zerlegen läßt, die ihrerseits jeweils bestimmt 
sind durch das Moment der auf die einzelne Ebene projizierten Kraft für den 
Punkt 0 als Momentenpunkt. 

Natürlich gilt dies auch für ein System von beliebigen Kräften im Raum: 
Ihr Gesamtmoment für einen beliebigen Punkt 0 kann man in drei Teilmomente 
zerlegen, die jeweils dadurch gegeben sind, daß man das ganze Kräft~ystem auf die 

betreffende durch 0 gelegte Ebene projiziert und 
in dieser Ebene das Moment der projizierten 1 Kräfte für den Punkt 0 aufstellt. 

Im Raume gibt es auch Momente. für eine 
j Achse. Um darüber ins klare zu kommen, be-
1 denke man folgendes: Auf einen Körper, der 
· drehbar um eine Achse AA gelagert ist, wirke 

eine Kraft P (Abb. 378). Wir ziehen durch den 
Punkt 0 eine Parallele zur Achse A A. Da
durch ist eine Ebene parallel zu AA festgelegt. 
In dieser Ebene zerlegen wir die Kraft P in 

j eine Komponente P" in Richtung der eben 
A erwähnten Parallelen zur Achse A A und eine 

Abb. 378. DasMomenteiner Kraftfür andere senkrecht zu ihr, P'. Erstere Kom-
eine Achse. ponente sucht den Körper in Richtung der 

Achse zu verschieben und übt keine Dreh
wirkung aus, letztere dagegen will den Körper um die Achse drehen. Als Mo
ment der Kraft P für die Achse A A bezeichnen wir das Produkt aus dieser 
Komponenten P' und dem kürzesten Abstand der beiden aufeinander senk
recht stehenden Geraden AA und P'. Nun stimmt aber diese Komponente P' 
überein mit der Projektion der Kraft P auf eine Ebene E senkrecht zur Achse A A , 
und die Entfernung dieser projizierten Kraft P' vom Punkt 0, in dem sich die 
Achse A A selbst projiziert, ist genau so groß wie die erwähnte kürzeste Entfer
nung; also stellt das Moment der projizierten Kraft P' für den Punkt 0 das Mo
ment der Kraft P für die Achse AA dar, P' · r. Fassen wir etwa die Achse AA 
als z-Achse auf, so ist die senkrechte Ebene die x, y-Ebene, dann ist das Moment 
für die z-Achse gleich dem Moment der auf die x, y-Ebene projizierten Kraft P' 
für den Ursprung. Das Moment für die z-Achse möge mit Mz bezeichnet werden; 
sein Vektor fällt natfu:lich in die z-Achse hinein. Allgemein kann man also sagen: 
Das Moment einer Kraft im Raum für eine beliebige Achse kann dadurch be
stimmt werden, daß man die Kraft auf eine Ebene senkrecht zur Achse projiziert 
und in dieser Ebene das Moment der projizierten Kraft aufstellt für den Punkt, 
in dem sich die Achse selbst projiziert. Das gilt natürlich nicht nur für eine 
einzelne Kraft, sondern auch für ein Kräftesystem: 

Um das Moment von Kräften, die auf einen Körper wirken, für irgendeine 
Achse (etwa die Drehachse des Körpers) zu erhalten, projiziert man die ganzen 
Kräfte auf eine zur betreffenden Achse senkrecht stehende Ebene und bildet das 
Moment ihrer Projektionen für den Punkt, in dem die Achse die Ebene durch
schneidet. 

Man kommt auf diese Weise von der räumlichen Aufgabe zu einer Aufgabe 
der Ebene. Wenn man also beispielsweise das Moment von räumlichen Kräften 
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für die z-Achse haben will, wird man die Kräfte auf die x, y-Ebene projizieren 
und das Moment dieser Projektionen für den Ursprung des Koordinatensystems 
aufstellen. 

Nun haben wir aber oben kennengelernt, daß man (Abb. 377) das Moment 
einer Kraft P im Raum für einen Punkt 0 in drei Teilmomente zerlegen kann. 
Das Teilmoment in einer Projektionsebene ist aber nach den eben gemachten 
Ausführungen nichts anderes als das Moment der räumlichen Kraft für die zur 
Projektionsebene senkrechte Achse, d. h. das Moment der auf die x, y-Ebene 
projizierten Kraft P', wie sie in Abb. 377 dargestellt ist, ist das Moment der 
räumlichen Kraft für die z-Achse, vorhin Mz genannt. Man kann demgemäß das 
Moment einer Kraft P für einen beliebigen Punkt 0 im Raume in drei Teilmomente 
in den durch 0 laufenden Koordinatenebenen zerlegen, die ihrerseits gegeben sind 
durch das Moment der räumlichen Kraft für die 
zur betreffenden Ebene senkrecht stehende Achse, 
d. h. durch M",, M 11 , Mz. 

Es läßt sich dieses Ergebnis auch etwas an
ders auffassen. Das Moment einer Kraft P im 
Raum für einen beliebigen Punkt 0 liegt natur
gemäß in der durch P und 0 bestimmten Ebene. 
Es hat die Größe: P mal Abstand r der Kraft P 
von 0. Genau so groß ist aber auch das Moment 
für eine Achse AA, die durch 0 senkrecht zur 
Ebene P-0 gelegt ist, da der für das Moment 
in Frage kommende Abstand der Kraft P von 
dieser Achse durch die kürzeste Entfernung 
dieser beiden aufeinander senkrecht stehenden 

K 

././ 

~ 
Abb. 379. Ersatz eines Momentes für 
eine Achse durch drei Teilmomente. 

Geraden gegeben ist. Man kann also jederzeit das Moment einer Kraft P für 
einen Punkt 0 ersetzen durch das Moment derselben Kraft P für eine durch 0 
senkrecht zur Momentenebene gehende Achse. Gerade so groß ist aber auch das 
Moment einer anderen Kraft K (Abb. 379) im Raum, deren Projektion auf die 
Ebene P-0 durch P dargestellt ist. Da nun das Moment der Kraft P für 0 
durch drei Teilmomente ersetzt werden kann, gilt dies auch für das Moment 
von K bezüglich einer Achse und man hat das neue Ergebnis: 

Das Moment einer beliebigen räumlichen Kraft für eine Achse AA kann ersetzt 
werden durch drei Teilmomente in den Koordinatenebenen, die ihrerseits gegeben 
sind durch die Momente der räumlichen Kraft für die x-, y-, z-Achsen, deren Ur
sprung 0 auf der Achse A A liegt. 

Die verschiedenen Sätze hätten natürlich auch unmittelbar mit Hilfe der 
Momentenvektoren aufgestellt werden können. -

Ähnlich wie bei der Zusammensetzung von Kräften in der Ebene benötigen 
wir auch jetzt bei der Zusammensetzung von Kräften im Raum die Sätze über 
das statische Moment und das Kräftepaar. Dabei ist noch zu bemerken, daß 
naturgemäß der Satz vom statischen Moment der Kräfte für den Raum mit 
derselben Berechtigung gilt wie für die Ebene. Nach den oben gemachten Aus
führungen über den Zusammenhang zwischen Moment für einen Punkt und 
Moment für eine Achse, kann er sowohl auf einen Momentenpunkt als auch auf 
eine Momentenachse bezogen werden : 

Die Summe der statischen Momente von beliebigen Kräften im Raum für einen 
Punkt bzw. eine Achse ist gleich dem Moment ihrer Resultierenden für denselben 
Punkt bzw. dieselbe Achse. 

Bezüglich der Aufstellung von Momenten für Achsen sei ausdrücklich darauf 
hingewiesen, daß das Moment wohl mittels der angegebenen Projektion auf-
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gestellt werden kann, daß dies aber nicht immer der einfachste Weg ist. Man 
kann es auch anders bilden, nur muß man stets berücksichtigen, daß maßgebend 
für das Moment einer Kraft bezüglich einer Achse nur die Komponente der 
Kraft ist, die senkrecht zur Achse verläuft. Hat man beispielsweise (Abb. 380) 
eine Kraft P senkrecht zu einer Ebene gegeben, in der die Achse liegt, und ist 
die Entfernung des Durchstoßpunktes der Kraft von der Achse mit a bezeichnet, 
so ist das Moment unmittelbar durch P mal a gegeben, was sich natürlich mit 
dem Gedanken des angegebenen Projektionsverfahrens deckt. Bei allgemeiner 
Lage von Kraft und Achse (Abb. 381) kann man das Moment dadurch finden, 

A 
E 

p 
fsenkrech! zur 

tbeflef) 

~// 
A 

Abb. 380. Sonderfall für das räumliche 
Moment einer Kraft. 

Abb. 381. Ermittlung des Momentes einer 
Kraft für eine Achse. 

daß man durch die Achse A A eine beliebige Ebene E legt und die Kraft P in 
dem Durchdringungspunkt C von P mit E in zwei Komponenten zerlegt, eine 
senkrecht zur Ebene (P') und eine in der Ebene (P"). Die in der Ebene E lie
gende Komponente P" schneidet die Achse AA, hat also kein Moment, dagegen 
hat P' das Moment P' · e, so daß das Moment der Kraft P selbst für die Achse A A 

A-.._ 

gegeben ist durch P' · e. Dabei ist e der Abstaud 
des Durchdringungspunktes C von der Achse A A. 

Der hier verwendete Gedanke zur Aufstellung 
eines Momentes, die Kraft in zweckmäßige Kom
ponenten zu zerlegen, führt vielfach zu einer ein
facheren Aufstellung des Moments als die schema

'E tische Verwendung der Projektion der Kraft auf 
eine Ebene senkrecht zur Achse. 

In Abb. 382 ist durch P eine beliebige Ebene 
gelegt, die die Achse A-A im Punkt M schneidet. 

A.bb 382 E "ttl d ~ 1 t In der so gewonnenen Ebene 0 ME ist P in zwei . ·. rm1 ung es"' omen es 
einer Kraft durch entsprechende Komponenten K' und K" zerlegt, erstere in einer 

Kraftkomponenten. Eb 11 1 A h 1 kr h ene para e zur c se, etztere sen ec t zur 
Achse. K" hat dann kein Moment für A-A. Die Kraft K' wird weiterhin in 
zwei Komponenten zerlegt, eine parallel zu A-A und eine senkrecht dazu, von 
denen nur die letztere einen Momentenbetrag ergibt. Also ist das Moment von P 
für die Achse A-A gegeben durch P' · e. 

XVII. Zusammensetzung beliebiger Kräfte im Raum. 
86. Die möglichen Fälle bei der Zusammensetzung. Es seien n im Raume 

zerstreute Kräfte P, gegeben: 
nach Größe durch P 1 ... P; ... P n, 

nach Richtung durch {X1ß1'Y1 · · · {Xißi'Yi · · · {Xnßn'Yn• 
nach Lage etwa durch die Koordinaten X;, Y;, Z; eines beliebigen Punktes 

auf jeder Kraft P, oder in anderer Weise. 
Gesucht: Ihre Zusammensetzung. 
Lösung. Der zum Ziele führende Gedankengang ist der gleiche wie in der 

Ebene. Man verschiebt jede Kraft P; nach einem ganz beliebigen Punkt 0, durch 
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den wir auch das Koordinatenkreuz legen wollen (Abb. 383). Diese Verschie
bung dürfen wir nur vornehmen, wenn zu jeder verschobenen Kraft noch ein 
Kräftepaar hinzugefügt wird, das in der durch P, und 0 gegebenen Ebene liegt 
und dessen Moment gegeben ist durch das Moment der ursprünglichen Kraft Pi 
für den Punkt 0, also: 

Mi= Pi. ri. 
Da die Kräfte Pi im Raume verteilt sind, werden auch die verschiedenen, durch 
Pi und 0 bestimmten, Momentenebenen nicht in derselben Ebene liegen, viel
mehr büschelförmig um 0 herum angeordnet sein. Wir bekommen also n Kräfte
paare in verschiedenen Ebenen. Nach der Verschiebung der Kräfte Pi nach 0 
liegen demgemäß n Kräfte durch den willkürlichen Punkt 0 vor und außerdem 
n Kräftepaare Mi im Raume. Die n an dem Punkt 0 angreifenden Kräfte können 
nach früherem zu einer Resultierenden vereinigt werden, deren Größe und Rich
tung durch die Formeln (14) und (15) bestimmt sind. Ebenso lassen sich die n 
Kräftepaare im Raume zu einem resultie
renden Kräftepaar vereinigen, dessen Lage 
und Moment durch die Formeln (39) gegeben 
.sind. Was bedeuten aber nun die einzelnen 
Größen 1 .,Mi, 11M;, .Mi sind die Komponen-
ten des Kräftepaares mit dem Moment Mi, 
wobei dieses M; gegeben ist durch das sta-
tische Moment P; · ri der Kraft Pi für den // 
Punkt 0. Dieses Moment kann aber nach den ,. 
Ausführungen auf S. 295 zerlegt werden in .x 

!I 

drei Teilkräftepaare in den Koordinaten- .A.bb. 383. Zur analytischen Zusammen-
setzung von beliebigen Kräften im Raum. 

ebenen, die bestimmt sind durch die Momente 
der räumlichen Kraft P; für die x-, y-, z-Achse; demnach sind .,Mi, 11Mi, .Mi die 
Momente der Kraft Pi für die Koordinatenachsen, und es bedeuten dann weiter 
.I .,Mi: die Summe der Momente aller räumlichen Kräfte für die x-Achse, .I yM,: 
das Moment aller Kräfte für die y-Achse, und entsprechend stellt .I .Mi das 
Moment für die z-Achse dar. Damit gewinnen diese Summen eine klare Bedeu
tung. Die durch diese Momentensummen dargestellten Kräftepaare können zu 
einem resultierenden Kräftepaar mit dem Moment Mr zusammengesetzt werden. 

Man kann demnach beliebige Kräfte im Raum ersetzen durch eine durch einen 
beliebigen Punkt 0 gehende Resultierende R, deren Größe und Richtung bestimmt 
sind durch 

_IX. 
COSiX = --' R R ' (Ha) 

und ein resultierendes Kräftepaar Mr> dessen Moment, Lage und Drehsinn durch 
die Formeln gegeben sind: 

Mr = V(..J: .,Mi)2 + (_I 11Mi)2 + (..l: zMi)2, 

cos a = ,I.,M; cos b = ..J:yM; coscr = ~M~M; . (41b) r Mr ' r M, ' r 
Dabei bedeuten .IX;, .I Y;, .IZi die Summen aller Kräfte in der x-, y-, z
Richtung und .I .,M;, .I yM;, .I .Mi stellen die Summen der Momente aller 
Kräfte für die x-, y-, z-Achse dar. Die WinkeliXR,ßR,yRsind diejenigen, die die 
Resultierende mit den Koordinatenachsen einschließt, während ar, br, er die ent
sprechenden Winkel des resultierenden Momentenvektors darstellen. 
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DaR und Mr Vektoren sind, kann man natürlich das gewonnene Ergebnis 
auch vektoriell anschreiben in der Form: 

R= 2:P;, Mr= 2:Mi. 

Ausdrücklich sei nochmals darauf hingewiesen, daß der Punkt 0 ganz will
kürlich gewählt ist; die Achsen x, y, z, für die die Momente aufgestellt werden, 
gehen durch den Punkt 0, da ja die statischen Momente der Kräfte Pi für diesen 
Punkt aufgestellt und diese dann in a:Mi, 11M;, 2M; zerlegt wurden. Diese mög
liche willkürliche Annahme des Punktes 0 bedeutet keine Vieldeutigkeit bei der 
Zusammensetzung der Kräfte: bei anderer Lage von 0 ändern sich auch die 
Momente M;, also nimmt auch Mr einen anderen Wert an, und dies neue MT und 

die Resultierende R durch den neucn Punkt 
üben zusammen die gleiche Wirkung aus, 
wie R durch den alten Punkt 0 und das 
alte MT. 

Im allgemeinen läßt sich also ein Kräfte
system im Raum ersetzen durch eine Resul
tierende und ein Kräftepaar. Diese Kraft 

M' braucht natürlich nicht in der Ebene des 
Kräftepaares zu liegen; wenn aber dies aus
nahmsweise der Fall ist, dann können diese 
beiden Einflüsse (Kraft und Kräftepaar) 
noch weiter zusammengesetzt werden zu 
einer Kraft, die durch eine Parallelver
schiebung der ursprünglichen Kraft dar
gestellt ist . 

.A.bb. 384. Ergebnis der Kräftezusammen- In Abb. 384 ist das allgemeine Ergeb-
setzung im Rautn und Umwandlung desselben 

nis der Zusammensetzung von Kräften im 
Raum dargestellt durch eine Resultierende R durch den Punkt 0 und einen 
resultierenden Momentenvektor Mr, der parallel zu sich selbst verschoben werden 
kann. Eine Verschiebung der Kraft Rist nur möglich, wenn ein neues Moment 
hinzugefügt wird, z. B. bei der Verschiebung nach N das Moment R · a = M'. 

Der zugehörige Momentenvektor verläuft senkrecht 
zur Ebene R, N. Er ist in N aufgetragen und dort 
mit MT zu einem neuen Vektor M* zusammenge
faßt. Das Kräftesystem ist also jetzt ersetzt durch 
die Resultierende R* und den resultierenden Mo
mentenvektor M*. Je nach Wahl des Punktes N 
wird Größe und Richtung von M' verschieden sein 
und damit auch diejenige von M*. Durch ge-

.A.bb. 385. Ersatz eines Kräfte· eignete Wahl von N läßt es sich erreichen, daß der 
systems durch ein Kraftkrenz. Momentenvektor M* parallel zu R verläuft oder 

kurz gesagt, daß (weil M* zu sich selbst verschoben 
werden darf) M* mit R* zusammenfällt. Das Kräftepaar liegt dann in einer 
Ebene senkrecht zur Resultierenden und das räumliche Kräftesystem ist dem
gemäß ersetzt durch eine Resultierende und ein in einer senkrecht dazu liegen
den Ebene wirkendes Moment. Diese Darstellung nennt man eine Kraftschraube. 

Den Einfluß von Kraft und Kräftepaar im Raum kann man auch etwas 
anders darstellen. In Abb. 385 ist die Resultierende R durch den Punkt 0 ge
zeichnet und das Kräftepaar M .. durch die beiden Kräfte K dargestellt. Das 
Kräftepaar ist in eine parallele Ebene so verschoben worden, daß die eine Kraft K 
die Resultierende R schneidet; dann kann sie mit R zu einerneuen Resultierenden 
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R' vereinigt werden. Es bleiben so übrig die andere Kraft K und die Resul
tierende R'; diese beiden Kräfte liegen windschief zueinander. Man nennt nun 
die Gemeinschaft von zwei solchen windschiefen Kräften ein Kraftkreuz. Dieses 
Kraftkreuz hat also die gleiche Wirkung wieRund das Kräftepaar M, zusammen. 
Dabei beachte man folgendes: Das Kräftepaar M r = K · k kann in jeder parallelen 
Ebene in der verschiedensten Weise durch ein anderes ersetzt werden, es muß nur 
stets das Produkt von Kraft und Entfernung der beiden Kräfte des Kräftepaares 
gleich K · k bleiben. Je nach der Darstellung des Kräftepaares Mr wird dann aber 
auch R' anders werden, weil ja R' die Resultierende von R und der einen Kraft 
des Kräftepaares ist. Dementsprechend ändert sich auch das Kraftkreuz, da sich 
die GrößenKund R' und ihre Richtungen ändern werden. Es ist also ein bestimm
tes räumliches Kräftesystem auf unendlich viele Weise durch ein Kraftkreuz ersetzbar. 
Alle diese Kraftkreuze sind naturgemäß gleichwertig, d. h. sie üben auf den Körper 
die gleiche Wirkung aus. 

Gerade so wie bei Kräften in der Ebene sind auch hier zwei Grundwerte auf
getreten, die für die Lösung der Zusammensetzung maßgebend sind: Rund Mr. 
Je nachdem nun diese beiden Größen: 

R = V<I X;) 2 +(I Y;)2 +(I Z;) 2 ' 

Mr = V<I .,M;)2 + (I 11M;)2 + (I:M;)2 

von Null verschieden oder gleich Null sind, gibt es verschiedene Fälle bei der 
Zusammensetzung der Kräfte. 

1. R =!= 0 und M". =!= 0. Dann liegt der allgemeine Fall vor, der eben behandelt 
wurde. Es ist also das Kräftesystem ersetzbar durch eine eindeutig bestimmte 
Resultierende R, die durch einen beliebigen Punkt 0 geht, und ein eindeutig be
stimmtes resultierendes Kräftepaar Mr. Beide Einflüsse können zu einem Kraft
krtiluz vereinigt werden. 

2. R =!= 0, M, = 0. Hierbei verschwindet das Kräftepaar, und es kann dem
gemäß das Kräftesystem zurückgeführt werden auf eine einzige Kraft, die zu
fällig gerade durch den willkürlich gewählten Punkt 0 geht und durch die Formeln: 

R= V<I X;) 2 +(I Y;) 2 + (IZ;)2' 
2,.'Y; 

cosßR=~. 

bestimmt ist. - Durch eine einzige Kraft R kann auch dann das Kräftesystem 
ersetzt werden, wenn R im Falle 1 in die Ebene des resultierenden Kräftepaares 
fällt; dann geht aber diese Kraft nicht durch den Punkt 0 hindurch. 

3. R = 0, M". =!= 0. Dann ist das Kräftesystem ersetzbar durch ein resultie
rendes Kräftepaar, bestimmt durch die Gleichungen: 

Mr =V (I .,M;)2 + (.2' 11M;) 2 + (I-:M;) 2 , 

., Y',J.If. "u. "M· 
COS a = ~ COS b - _..:;._!J"'_L, COS Cr = ..:;.,Mz ' • 

r M, ' r- M, ' r 

4. R = O, Mr = 0. Dann tritt für den Körper, auf den das Kräftesystem 
wirkt, weder Verschiebung noch Verdrehung auf, d. h. es besteht Gleichgewicht. 

Nach früheren Ausführungen ist R = 0, wenn das zugehörige räumliche 
Krafteck geschlossen ist, andererseits Mr = 0, wenn das zugehörige räumliche 
Momenteneck geschlossen ist. Wir haben also Gleichgewicht, wenn diese beiden 
Vektorenecke geschlossen sind. 

Unter Verwendung der Vektordarstellung kann man auch die vier Fälle 
in der Weise unterscheiden: 
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1. Krafteck und Momenteneck offen: Das Kräftesystem ist ersetzbar durch 
ein Kraftkreuz. 

2. Krafteck offen, Momenteneck geschlossen: Die Kräfte können durch eine 
Resultierende ersetzt werden. 

3 Krafteck geschlossen, Momenteneck off'en: Das Kräftesystem ist auf ein 
resultierendes Kräftepaar zurückführbar. 

4. Krafteck geschlossen, Momenteneck geschlossen: Es besteht Gleichgewicht. 
87. Gleichgewichtszustand von Kräften im Raum. Mit den Gleichgewichts

fällen wollen wir uns etwas näher beschäftigen. Die Größen R und Mr enthalten 
unter dem Wurzelzeichen jeweils die Summe von drei Quadraten. Eine solche 
Summe verschwindet, wenn die einzelnen quadratischen Glieder für sich selbst 
Null werden, demgemäß tritt Gleichgewicht auf, wenn: 

.IX;=O, _IY;=O, .IZ;=O;} (42) 

.I.,M;=O, .I 11M;=0, .IzM;=O. 
Die Bedeutung der einzelnen Summen ist oben angegeben: .I X;, .I Y;, .I Z;, 
stellen die Komponenten aller Kräfte in der x-, y-, z-Richtung dar, .I .,M;, 
.I11Mi, .I.Mi die Summen der Momente aller Kräfte für die x-, y-, z-Achse. 
Man kann nun die ganze Betrachtung auch auf ein schiefwinkliges Achsenkreuz 
statt auf das rechtwinklige - wie es hier gemacht wurde - beziehen und be
kommt damit den Satz: 

Kräfte im Raum stehen im Gleichgewicht, wenn die Summen ihrer Komponenten 
in drei beliebigen Richtungen verschwinden, und außerdem die Summen der Mo
mente aller Kräfte für drei Achsen Null sind. Es würde also demgemäß ein Körper, 
auf den Kräfte wirken, die diese sechs Bedingungen erfüllen, in Ruhe bleiben. 

An Stelle der Aussage, im Gleichgewichtsfalle verschwinden die Summen der 
Komponenten und die Summen der Momente für drei Achsen, kann man auch 
auf Grund früherer Ausführungen sagen: "Im Gleichgewichtsfalle müssen die 
Summen der Komponenten der Kräfte in drei Richtungen Null werden, und 
außerdem muß die Summe der Momente aller Kräfte für einen beliebigen Punkt 
verschwinden.'' 

Für den Gleichgewichtszustand von zerstreuten Kräften im Raum liegen 
also sechs Bedingungen, d. h. sechs Gleichungen vor. Eine Kraft im Raum kann 
demgemäß mit sechs anderen, deren Wirkungslinien gegeben sind, im allgemeinen 

p 

G 

ins Gleichgewicht gesetzt bzw. in 
sechs Komponenten zerlegt werden. 
Natürlich kann es auch vorkommen, 
daß die sechs Unbekannten keine 
eindeutigen und endlichen Werte 

_.. erhalten, da ja sechs Gleichungen 
/ "' mit sechs Unbekannten nicht immer 

Abb. 386. Sonderfall des Gleichgewichts einer Kraft 
mit sechs anderen. 

eindeutige Lösungen liefern. Wenn 
z. B. die sechs Wirkungslinien so 
verteilt sind, daß sich vier in einem 
Punkt schneiden und die beiden 

anderen ebenfalls in einem Punkt, und wenn außerdem die Kraft P in der Ebene 
der beiden letzten liegt und durch deren Schnittpunkt geht (Abb. 386), dann 
werden wohl diese beiden letzten Kräfte 5 und 6 eindeutig, dagegen sind die vier 
Kräfte 1 bis 4 vieldeutig, da vier Kräfte im Raum, die an einem Punkt angreifen, 
beliebige Größen im Gleichgewichtsfall annehmen können. Auf solche Ausnahme
fälle - Sonderlagen der Kräfte -soll erst später eingegangen werden. 
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Gehen wir zunächst auf die sechs.Gleichgewichtsbedingungen zurück. Wir 
wollen sie in etwas anderer Form schreiben: 

.I Xi = 0, 2: Yi = 0, 2: zMi = 0 ; 

..IYi=O, .IZi=O, .IxMi=O; 
2:Z;=0, ..IXi=O, 2:yM;=0. 

Daß dabei jede Komponentensumme doppelt angeschrieben, ist von keiner Be
deutung. Was sagen dann die Gleichungen der ersten Reihe? Man denke sich das 
gegebene Kräftesystem auf die x, y-Ebene projiziert. Die Komponenten dieser 
projizierten Kräfte Pi sind dann doch Xi und Yi, und es wären also .I Xi bzw . 
.I Yi die Summen der Komponenten aller projizierten Kräfte Pi in der x- bzw. y
Richtung. Andererseits ist .I zMi die Summe der Momente aller Kräfte für die 
z-Achse. Diese kann aber dargestellt werden 
durch die Momente der auf die x, y-Ebene 
projizierten Kräfte P~ für den Koordinaten
ursprung, d. i. einen Punkt in der x, y-Ebene. 
Also die drei Gleichungen der ersten Reihe 
sagen aus, daß die Summen der Komponenten 
der Kräfte Pi in zwei Richtungen und die 
Summe ihrer Momente für einen Punkt der 
Ebene verschwinden. Das sind aber die Gleich
gewichtsbedingungenfür Kräfte in der Ebene. 
Demgemäß drücken die drei Gleichungen der r 
ersten Reihe aus, daß die auf die x, y-Ebene 
projizierten Kräfte Pi im Gleichgewicht stehen. 
Entsprechendes sagen die Gleichungen der 
zweiten Reihe für die Projektionen in der 
y, z-Ebene aus und die Gleichungen der dritten 

zt 
I -1·-----. 
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Reihe für die z, x-Ebene. Wir kommen damit Abb. 387. Zur Darstellung des Gleich
zu dem Ergebnis: gewichtes durch die Kraftprojektionen. 

Kräfte im Raum stehen im Gleichgewicht, wenn ihre Projektionen auf drei 
Ebenen für sich im Gleichgewicht stehen. 

Es sei ausdrücklich daräuf hingewiesen, daß es nicht genügt, wenn die 
Projektionen auf zwei Ebenen ein Gleichgewichtsbild ergeben, sondern es muß 
dies für drei Ebenen der Fall sein. Zur Erläuterung dieser Aussage denke man 
sich ein Kräftepaar aus zwei lotrechten Kräften P 1 , P2 (Abb. 387), das in einer 
zur x, z-Ebene parallelen Ebene liegt. Dieses Kräftepaar projiziert sich auf die 
x, y-Ebene in zwei Punkten, d. h. in der x, y-Ebene zeigt sich keine Wirkung; 
in der y, z-Ebene entstehen zwei Kräfte P'!_, P2' in der gleichen Geraden von 
gleicher Größe, aber entgegengesetzter Richtung, die sich aufheben. Also die 
Projektionen in der x, y-Ebene und y, z-Ebene stellen Gleichgewichtszustände 
dar; trotzdem ist aber kein Gleichgewicht vorhanden, denn ein Körper, auf den 
ein Kräftepaar wirkt, bleibt nicht in Ruhe. Daß tatsächlich kein Gleichgewicht 
besteht, zeigt die dritte Projektion auf die x, z-Ebene; diese Projektion ergibt 
nämlich das Kräftepaar selbst. 

Wir können noch eine andere Aussage über den Gleichgewichtszustand an
geben. Für zerstreute Kräfte in der Ebene hatten wir zunächst als Gleichgewichts
bedingungen gefunden, daß die Summen der Komponenten in zwei Richtungen 
verschwinden müssen und außerdem die Summe der Momente für einen belie
bigen Punkt. Andererseits war aber damals bewiesen worden, daß bei Gleich
gewicht die Summe der Momente für jeden beliebigen Punkt Null sein muß. Da 
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aber nur drei unabhängige Gleichungen bestanden, kamen wir zu dem Ergebnis, 
daß Gleichgewicht in der Ebene dann vorliegt, wenn die Summen der Momente 
aller Kräfte für drei Punkte verschwinden, die aber nicht in einer Geraden liegen 
durften. Im Raume haben wir nun drei Komponentenbedingungen und drei Mo
mentenbedingungen. Auch hier gilt der Satz, daß im Gleichgewichtsfalle die 
Summe der Momente aller Kräfte für jeden beliebigen Momentenpunkt verschwin
den muß. Nun haben wir aber gesehen, daß das Moment einer Kraft für einen 
Punkt auch in drei Teilmomente zerlegt werden kann, die jeweils durch das 
Moment der projizierten Kräfte für eine zur Projektionsebene senkrechte Achse 
gegeben sind. Durch Weiterverfolgung dieses Gedankens erkennt man, daß bei 
Gleichgewicht von Kräften im Raum die Summe ihrer Momente für jede belie
bige Achse verschwinden muß. Nun bestehen aber für den Gleichgewichtszu
stand, wie wir gesehen haben, nur sechs unabhängige Gleichgewichtsbedingungen. 
Infolgedessen werden auch diese beliebig vielen Momentengleichungen nicht un
abhängig voneinander sein, sondern tatsächlich unabhängig sind nur deren sechs. 
Wir kommen zu dem Ergebnis: 

Zerstreute Kräfte im Raume stehen im Gleichgewicht, wenn die Summen ihrer 
Momente für sechs Achsen verschwinden, die sich in allgemeiner Lage befinden. 

Die Worte "in allgemeiner Lage" sollen ein Hinweis darauf sein, daß gewisse 
Ausnahmelagen vermieden werden müssen. Gerrau so wie in der Ebene die drei 
Momentenpunkte nicht ganz beliebige Lagen haben durften (nicht auf einer 
Geraden!), so sihd auch hier Sonderlagen auszuscheiden. Sie sind allerdings 
nicht so einfach zu kennzeichnen wie in der Ebene; es möge lediglich erwähnt 
werden, daß die sechs Achsen nicht von einer und derselben Geraden getroffen 
werden dürfen. Die allgemeine Betrachtung dieser Sonderlagen ist von keiner 
praktischen Bedeutung, so daß wir von einer weiteren Erörterung hier absehen 
können. Wie sich die Berechnung selbst gestaltet, ist weiter unten an verschie
denen Beispielen gezeigt. 

Die Frage liegt nahe, ob man nicht unter alleiniger Verwendung von Mo
menten der Kräfte für einen Punkt ausreichende Gleichgewichtsaussagen machen 
kann. Wenn die Summe der räumlichen Momente für zwei Punkte verschwindet, 
so sichert dies noch kein Gleichgewicht. Denn das sind in Wirklichkeit nur fünf 
unabhängige Gleichungen: ein Moment im Raume für einen Punkt kann in drei 
Momente für Achsen zerlegt werden; da aber die Verbindungslinie der beiden 
Punkte eine beiden Punkten gemeinsame Achse ist, stellen die beiden Punkte 
tatsächlich keine sechs unabhängigen Momentenbedingungen dar, sondern nur 
fünf. Es muß also noch eine sechste Bedingung hinzukommen, und wir können 
sagen: 

Kräfte im Raum stehen im Gleichgewicht, wenn ihre Momente für zwei beliebige 
Punkte und eine Achse verschwinden, die die Verbindungslinie nicht schneidet (in 
letzterem Fall würden ja sechs Momentenachsen von der Verbindungsgeraden 
geschnitten). 

Der Fall, daß die Summen der Momente für zwei Punkte verschwinden, 
kommt auf den hinaus, daß die Summen der Momente für sechs Achsen Null 
werden, die von einer Geraden (d. i. hier die Verbindungslinie der beiden Punkte) 
geschnitten werden, und es ist damit bestätigt, daß allgemein sechs Momenten
gleichungen zur Sicherung des Gleichgewichts nicht ausreichen, wenn die sechs 
Momentenachsen von einer Geraden geschnitten werden. 

88. Mögliche Gleichgewichtsfälle bei Kräften. Wir haben festgestellt, daß bei 
zerstreuten Kräften im Raum sechs Gleichgewichtsbedingungen bestehen, daß 
demgemäß die Möglichkeit vorhanden ist, eine Kraft P mit sechs Kräften in ge
gebenen Wirkungslinien im Raum ins Gleichgewicht zu setzen, oder anders aus-
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gedrückt, daß sieben Kräfte im Raum im allgemeinen ins Gleichgewicht gesetzt 
werden können. Bei mehr als sieben Kräften kann selbstverständlich auch 
Gleichgewicht bestehen, aber die Aufgabe ist vieldeutig, da nach Annahme einer 
dieser Kräfte mehr als sechs Unbekannte vorliegen, denen nur sechs Gleichungen 
gegenüber stehen. Wie ist es nun mit weniger als sieben Kräften ~ Wir haben 
gesehen, daß zwei Kräfte nur im Gleichgewicht stehen können, wenn sie in die 
gleiche Gerade fallen, drei Kräfte nur dann, wenn sie in derselben Ebene liegen 
und sich in einem Punkte schneiden. Zwei windschiefe Kräfte können nie einen 
Gleichgewichtszustand bilden, ebensowenig drei Kräfte der Ebene, die sich nicht 
schneiden, auch nicht drei Kräfte im Raume, einerlei, ob sie durch einen Punkt 
gehen oder nicht. Bei vier Kräften ist nach Annahme einer Kraft ein allgemeiner 
Gleichgewichtszustand nur dann eindeutig möglich, wenn sie, sofern sie im 
Raume liegen, durch einen Punkt gehen und, sofern _sie in einer Ebene liegen, 
nicht durch einen Punkt laufen. Vier Kräfte im Raum, die nicht durch einen 
Punkt gehen, können ausnahmsweise aber auch im Gleichgewicht stehen. Denn 
wir wissen ja, daß es ganz verschiedenartige, gleichwertige Kraftkreuze gibt; drehen 
wir nun in einem von zwei gleichwertigen Kraftkreuzen die Richtungspfeile um 
und lassen diese beiden Kraftkreuze auf einen Körper wirken, so bleibt er im 
Ruhezustand. Natüilich kann auch eine Kraft in der Ebene mit drei und mehr 
Kräften, die sich auf ihr schneiden, ins Gleichgewicht gesetzt werden; jedoch 
ist die Lösung nicht eindeutig. Dasselbe gilt von fünf und mehr Kräften in der 
Ebene, die sich nicht schneiden. Unter gewissen Voraussetzungen können fünf 
und sechs Kräfte im Raume im Gleichgewicht stehen, aber ein allgemeiner Gleich
gewichtszustand ist nicht möglich, da uns ja sechs Gleichgewichtsbedingungen 
zur Verfügung stehen und wir bei fünf oder sechs Kräften (nach Annahme einer 
Kraft P) weniger als sechs Unbekannte haben. Ein allgemeiner Gleichgewichts
zustand im Raum liegt erst bei sieben Kräften vor, d. h. nach Annahme einer 
Kraft können wir die sechs anderen in gegebenen Wirkungslinien im allgemeinen 
eindeutig berechnen. 

89. Das Verfahren der zugeordneten ebenen Abbildung für räumliche Kräfte 
an demselben Punkt. Die bisher erwähnten graphischen Verfahren zur Lösung 
der Aufgaben über Zusammensetzung und Zerlegung bzw. Gleichgewichtszu
stand von Kräften im Raum erfordern eine räumliche Behandlungsweise, also 
eine Darstellung mit den üblichen Projektionstafeln. Es besteht aber auch die 
Möglichkeit, solche Aufgaben dadurch zu lösen, daß man die räumlichen Kräfte 
auf eine Ebene abbildet und dann ebene Kräfteprobleme behandelt, wodurch 
wesentliche Vorteile gewonnen werden können. Für Kräfte an demselben Punkt 
kommt das von MAYOR une MrsEs1 angegebene Verfahren in Frage, für zer
streute Kräfte im Raum das von SAUER2 mitgeteilte der dualen Abbildung. 

Das Abbildungsverfahren für Kräfte an demselben Punkt beruht darauf, daß 
sowohl die Kräfte im Raum durch einen Punkt als auch zerstreute Kräfte in der 
Ebene die gleiche Anzahl von Gleichgewichtsbedingungen besitzen. Diese Tatsache 
ermöglicht es, das räumliche Problem auf ein ebenes mit der gleichen Anzahl von 
Gleichgewichtsbedingungen zurückzuführen; wir müssen dann nur die dritte Kom
ponente des Raumes durch eine Größe ersetzen, die der dritten Gleichgewichts
bedingung der zerstreuten Kräfte in der Ebene eigentümlich ist, also durch ein 
Moment. Man kann nun, wie sich leicht zeigen läßt, eine eindeutige Zuordnung der 
drei Komponenten der Raumkraft mit den zwei Komponenten und einer Momenten
größe in einer Ebene aufstellen. Wir bezeichnen die Komponenten eines Raumvek
tors (einer im Raumliegenden Kraft) mitX*,Y*undZ* (Abb. 388),die entsprechen-

1 Z. Math. u. Phys. 1917; Z. angew. 1\iath. Mech 1924. 
2 Z. angew. Math. Mech. 1940. 

20 Schlink. Statik. 2. u. 3. Auf!. 



306 Zerstreute Kräfte im Raum. 

den Größen in der beliebig zu wählenden Ebene mit X, Y undMundkönnen nun 
die umkehrbar eindeutige Zuordnung dieser Größen in der Form auf;,;tellen: 

X*=X, 
Y*= Y, 

c ·Z* = ~11, 

worin c eine beliebig große konstante Strecke 
darstellt 1 . Die Komponenten X*, Y* der wir
kenden Raumkraft P stimmen überein mit den 
Komponenten X, Y in der x, y-Ebene bzw. 
Abbildungsebene, oder anders ausgedrückt, die 
Projektion P der Raumkraft auf die x, y-Ebenc 
stimmt nach Größe und Richtung überein mit 

!I der abgebildeten Kraft in der x, y-Ebene. Die 
noch fehlende dritte Komponente Z* ist dar
gestellt durch die Beziehung 

c ·Z* = M, 
Abb. 388. Verfahren der zugeordneten 

ebenen Abbildung. dabei ist M das Moment der abgebildeten 
Kräfte X, Y, oder also der Kraft P', in der 

x, y-Ebene für den willkürlich gewählten Punkt 0. Wenn M bekannt ist, dann 
ist durch die angegebene Beziehung auch Z* dargestellt, und umgekehrt ist M 
ausdrückbar, wenn Z* gegeben ist. In der Abbildungsebene muß also die Kraft 
P' eine solche Lage haben, daß ihr Moment P' · a für den gewählten Bezugs-

' z punkt 0 gleich c · Z* ist. Zur Ermittlung der nöti
gen Entfernung a, die die abgebildete Kraft P' (das 
ist also die Projektion der Kraft P auf die Abbil
dungsebene) von dem Bezugspunkt 0 haben muß, 
bedenke man, daß ihr Moment für diesen Punkt ge
geben ist durch 

M = P' · a = a · VX 2 + Y2 

Y und daß andererseits 

so daß alw 

oder 

sein muß. 

M =Z*·c, 

P' ·a=Z' ·c 
P' 
Z* 

c 
a 

Wenn man also das willkürlich gewählte c auf P' 
aufträgt, die Endpunkte auf P" herauflotet und mit 

Abh. 389. zum. Verfahren der zu- dieser Strecke hBrüber auf die z-Achse geht, so wird 
geordneten ebenen Abbildung. dadurch auf der Achse die Größe a ausgeschnitten 

(Abb. 389). 
Wenn die Größe und Richtung von P gegeben ist, so kann man nach Annahme 

von c mit Hilfe dieser Konstruktion a finden, und das Moment ihrer Projektion 

für den Bezugspunkt ist bestimmt durch 

M=P'·a, 

1 Man kann auch, wie W.PRAGER gezeigt hat, für die Zuordnung eine Komponenten- und 
zwei Momentendarstellungen verwenden und kommt zu einer anderen Abbildung, die für 
rein statische Aufgaben umständlicher wird, aber für kinematisch!' Betrachtungen von 
Raumfachwerken größere Bedeutung hat. Z. angew. Math. Mech. 1926. 
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also ist die räumliche Kraft P dargestellt durch eine Kraft in der Abbildungs
ebene, deren Größe durch die Projektion von P und deren Lage durch die Ent
fernung a vom Bezugspunkt 0 gegeben ist. Ist umgekehrt a bekannt und X, 
Y, also auch P', so kann man aus obiger Gleichung M berechnen und daraus Z*, 
oder auch mit Hilfe obiger Konstruktion P finden, nachdem c willkürlich ein
geführt ist. 

Das zur räumlichen Kraft zugeordnete ebene Bild besitzt rein physikalisch 
keinen Zusammenhang mit dieser, es dient lediglich dazu, das räumliche Gleich
gewichtsproblern mathematisch auf ein ebenes zurückzuführen. In dieser Zuord
nung entspricht also jeder Kraft im Raum bzw. jeder Resultierenden von Raum
kräften eine Kraft in der Ebene bzw. eine Resultierende von ebenen Kräften, 
und demgemäß einen Gleichgewichtszustand von Raumkräften an dem gleichen 
Punkt der Gleichgewichtszustand der zugeordneten ebenen Kräfte. Handelt es 
sich um eine Reihe von Raumkräften, die zusammen zu behandeln sind, etwa 
um Gleichgewichtsaufgaben, so muß man für alle das gleiche c annehmen. Es 
soll das Verfahren auf einen Dreibock angewandt werden. 

Die Aufgabe: "Eine bekannte Kraft ist im Raum mit drei Kräften ins Gleich
gewicht zu setzen, deren Wirkungslinien bekannt sind und sich auf der Wir
kungslinieder bekannten Kraft in einem Punkt schmiden", ist also auf das ebene 
Problem zurückzuführen: "Eine Kraft ist mit drei Kräften ins Gleichgewicht zu 
setzen, deren Wirkungslinien in der gleichen Ebene mit der Kraft liegen und nicht 
durch einen Punkt gehen." Jeder bestimmten Kraftgeraden im Raum entspricht 
mit obiger Zuordnung eine bestimmte Wirkungslinie in der Ebene. Parallele 
Raumkräfte (bzw. Raum.kraftträger, das sind aber Stäbe) haben in der ebenen 
Abbildung die gleiche Wirkungslinie; Kräfte der gleichen Ebene gehen in der 
Abbildungsebene durch den gleichen Punkt. Wollen wir den in Abb. 390 durch 
Grund- und Aufriß dargestellten Dreibock in einem zugeordneten ebenen Bild 
darstellen, so wählen wir uns zunächst eine Abbildungsebene, z. B. parallel zu 
der Grundrißebene, und in dieser Ebene den Konstruktionsanfangspunkt, Be
zugspunkt 0, ferner eine Abbildungskonstante c (beliebige Strecke, die aber für 
die ganze Aufgabe konstant bleiben muß). Die Richtungelinien der zugeordneten 
Kräfte in der Abbildungsebene sind gegeben durch die Grundrißprojektionen 
der Raumgeraden. Zur Ermittlung der Abstände aP, a1 , a2 , a3 der ebenen Wir
kungslinien Wp, w1 , w2 und w3 vom Festpunkt 0 (Abb. 390b), tragen wir am 
besten die Abbildungsstrecke c im Grundriß des Bockgerüstes auf allen Grundriß
projektionender Stäbe und der Kraft ab und ermitteln die zu diesen Grundriß
längen gehörige Höhe a in der Aufrißtafel nach dem oben angegebenen Ve1 fahren. 
Die Lage der Wirkungslinie in der Abbildung wird so gewählt, daß der Drehsinn 
der ebenen Zuordnung dem Vorzeichen der Komponente Z* entspricht; in un
serem Beispiel ist dieser Zusammenhang so eingeführt, daß einer nach unten ge
richteten Kraft Z* der Uhrzeigerdrehsinn des ebenen Momentes zugehört; es ent
spricht also den als Zugkräfte angenommenen Raumkräften der Uhrzeigerdreh
sinn. Das so erhaltene Gleichgewichtsproblem der zugeordneten Abbildung 
(Abb. 390b) ist als Gleichgewichtsaufgabe zerstreuter Kräfte in der Ebene leicht 
zu lösen. Wir bedienen uns dafür am besten graphisch der CULMANNschen 
Methode. 

Die Ergebnisse der Lösung stellen dann die tatsächlichen Grundrißprojektionen 
Si der gesuchten Stabkräfte St dar, und durch ihr in der Abbildung bestimmtes 
Moment 

ist auch die Z-Komponente Z* mit Vorzeichen gegeben (St, s: Druck; St Zug). 
20* 
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Die wirklichen Größen S;* können nach der Formel 

berechnet werden. 
Natürlich sind bei dem durch Grundriß und Aufriß dargestellten Bockgerüst 

aus den Kräften S~ im Grundriß auch die Aufrisse bestimmt durch Lotung der 
Grundrisse auf die Stäbe im Aufriß. Die wirklichen Größen der Stabkräfte finden 
wir dann graphisch wieder am einfachsten durch geeignete Drehung oder Um
klappung in der Grund- undAufrißfigur, wie es z. B. in Abb. 390a für 83 angegeben 
ist. Ist jedoch diese Auftragung nicht genügend genau durchzuführen, so erhalten 

P" 
a 

.r-t 
I I 

b ---. 

I 

~~~~~~~~~~~~~L 

--c---1 

sz[~ 
~ 

A.hh. 390. Anwemtung des Verfahrens der zugeordneten e b<·nen Ahbildnng anf einen Dreiboek. 

wir die Größen S;* der wirklichen Stabkräfte am besten durch die argegebene 
Formel, wobei S~ die in der ebenen Zuordnung erscheinende Stabkraft bedeutet 
und a; schon vorher ermittelt war. 

90. Die duale Abbildung allgemeine1' Kräfte. In Anlehnung an das "Verfahren 
der zugeordneten ebenen Abbildung", das für Kräfte in einem Punkt gestattet, 
das Raumproblem in ein ebenes Zuordnungsproblem abzubilden, hat SAUER auch 
für zerstreute Kräfte ein Abbildungsverfahren, "duale Kräfteabbildung", auf
gebaut. Es wird auch hier ein räumliches Vektorsystem projektiv so abgebildet, 
daß die Abbildung ein anderes Vektorsystem darstellt, das in einer Zeichenebene 
b(quem zu lösen ist. Das Ausgangsproblem und die Abbildung müssen natürlich 
eindeutig und umkehrbar einander zugeordnet sein, dann überträgt sich damit 
ein Gleichgewichts- oder Zerlegungsproblem im Raum auch als solches in die Ab
bildung in der Ebene. 

Das Verfahren der dualen Abbildung beruht für die Kräfte auf der MISESschen 
Abbildungsart und für die Momente, die bei der Überführung der zerstreuten 
Kräfte in Kräfte durch einen Punkt auftreten, auf der FRAGERsehen Abbildung 
(vgl. S. 306). 
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Verschiebt man eine beliebig im Raum liegende Kraft P in einen Bezugs
punkt 0, so erhalten wir neben der jetzt in Punkt 0 liegenden Kraft ein Moment 
bzw. ein Kräftepaar M von der Größe der Kraft mal dem Abstand der Kraft von 
dem Punkte 0 (Abb. 391). Dieses Moment wirkt in der Ebene, die sich durch die 
Kraft und den Bezugspunkt legen läßt, bzw. sein Vektor steht senkrecht zu dieser 
Ebene. Kraft- und Momentenvektor stehen also stets senkrecht zueinander. 
Drücken wir sowohl die Kraft als auch den MomentenveKtor durch ihre Kom-
ponenten in drei festliegenden Koordinaten- zf 
richtungen aus, so bekommen wir 6 Be-
stimmungsgrößen für Größe, Richtung und j 
Lage der Kraft in Form von 3 Kraftkom- j 
ponenten und 3 Momentenvektorkomponen- i 
ten (PLüCKERsche Koordinaten). , 

Die Abbildung der Kraft P* erfolgt nun ! t/ 

nach dem unter Nr. 89 angegebenen Verfah- --.... k)/,.."-
ren von Ml:sEs. Die x, y-Ebene sei die Ab- p ,..., """":::.....~-:-'?'· 
bildungsebene. Es erscheinen in der Abbil- ~ 0 

dungsfigur die X- und Y-Komponenten in ~-/ 
wahrer Größe, während die Z-Komponente ~ 
dargestellt wird durch das Moment der ver
lagerten Kraft, derart, daß 

/ 

I 
/ 

/ 

I 
/ 

/ 

X*=X, 
Y*= Y, 

Abb. 391. Die Plückerschen Koordinaten 
einer Kraft im "Raum. 

c · Z* = P' · a = V X2 + y2 · a 

Mit Z* = P* · sinq; 

und P' = P* · cos q; 

wird c·P*·sinq;=a·P*·cosrp 
bzw. a=c·tgq; 

und wir sehen, daß es sich um eine 
projektive Abbildung handelt, d. h. 

ist (Abb. 392). 

daß die Abbildung durch eine Projek- J:"-
tion gewonnen werden kann. c ist da-
bei eine beliebig festzusetzende Strecke, Abb. 392. Die Darstellung des Kraftvektors. 
die natürlich für den gesamten Aufgabenbereich konstant bleiben muß. 

Ist P* nach Maß und Richtung bekannt, so sind, wie unter Nr. 89 bemerkt, 
auch X*, Y* und Z* gegeben und es kannaberechnet und damit die abgebildete 
Kraft P' dargestellt, also die räumliche Kraft auf die Ebene abgebildet werden. 
Umgekehrt läßt sich bei gegebenen Komponenten X, Y (also auch P') und be
kanntem a das Moment P' · a bestimmen, daraus die Komponente Z* und damit 
die räumliche Kraft P*. 

Die Abbildung des Kräftepaares, bzw. seines Momentenvektors M* erfolgt 
nach der PRAGERschenAngabe. Die z-Komponente Mf des Momentenvektors ist 
gleich dem des Abbildungsvektors M (Bildvektor) während die x-und y-Kom
ponenten durch Verschiebung des Fußpunktes dieses Bildvektors abgebildet 
werden, derart, daß 

Mt = IMI = der Größe des Bildvektors, 
c · M: = dem Moment von M um die x-Achse, 
c · M: =dem negativen Moment von M um die y-Achse (Abb. 393). 
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Es ist also 
M't = IMI, 

c·M:l; = M·by, 

c · Mt = -M · bx. 

Aus der Konstruktion entwickeln wir weiter: 

M*' = VM;; 2+ Mt 2 = M*. COS1p, 

c . M* I = M . Vb~ + -b~ = c . M* . COS1p' 

M* = ~~ = ~ , also b = c · cotg'l'. 
Sllllp Ulllp 

Die duale Abbildung des Momentenvektors läßt sich demnach konstruieren, in
dem wir in der x, y-Ebene vom Bezugspunkt 0 aus senkrecht zur x, y-Projektion des 

Momentenvektors die Strecke 
b = c · cotg1p antragen und in 

zt dem erhaltenen Punkt den Bild-
1 vektor von der Größe M; er

richten. Es handelt sich hier 
also wieder um eine projektive 
Abbildung. 

Abb. 393. Die Darstellung des Momentenvektors. 

Der Fußpunkt des Bildvek
tors für das Moment hat die 
Koordinaten 

M* 
bx= -c-M' 
b -y-

Wir prüfen nochmals die 
Umkehrbarkeit der Abbildung 

nach: Der Bildvektor erscheint als senkrecht zur Abbi durgsebene stehender 
Vektor von der Größe M = M't. Die Koordinaten des Fußpunktes bm und b-v 
stellen die beiden übrigen Bestimmungsgrößen dar. Der wirkliche Momenten
vektor hat dann die Komponenten 

Mt= M, 

er ist also eindeutig aus der dualen Abbildung wieder zurückzugewinnen. Die 
Lage des wirklichen Momentenvektors ist beliebig; der Vektor braucht nicht in 
dem Bezugspunkt angesetzt zu werden. 

Für die Konstruktion des Bildvektors beim Vorliegen des Momentenvektors 
in Grund- und Aufriß betrachten wir die Verhältnisse: 

b" M~ 
c= M~' 
b~ M~ -c= M~' 

M;=.Llf 
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und sehen, daß wir nach Abb. 394 die Größen b., Zr 
und b'Y für die Abbildung dadurch gewinnen kön
nen, daß wir auf der z-Richtung die gewählte Ab
bildungskonstante c auftragen und diese über M*" [ 
und M*' auf die y-Achse und x-Achse loten, dann 
wird auf der x-Achse die Größe b'Y und auf der 
y-Achse die Größe bre ausgeschnitten. 

Um die Eigenschaften der dualen Abbildung 
kennenzulernen, bilden wir zwei in Abb. 395a 
dargestellte Kräfte dual ab und beobachten an I 
dieser Abbildung einige bemerkenswerte Eigen
heiten, die sich aus der Zuordnung ergeben 
(Abb. 395b). j 

311 

·-y 

Wir wählen zunächst in der Abbildungsebene, .xt 
die mit der Grundrißtafel (x, y-Ebene) zusammen
fallen soll, einen Bezugspunkt 0 und eine Abbil-

Abb. 394. Konstruktionshilfsmittelzur 
Bestimmung der Abbildungsgrößen b., 

und by. 

y:~~ "I , A/1 
1---- I ___ _/ : 
: 1 i I 1 

+----+4--l------. ! --y . . I . \ .. T~~i 
' '{1' 

.~ 

a 

b 

I 
I 
I 
I -· 

I 

I 
Mt I 
..:...-...t-

i ,-1 

I 3 

i 
·-;~--

Abb. 395. Zwei allgemeine Kräfte in Projektion und dualer Abbildung. 

dungskonstante c und führen die Kraftgeraden in Übereinstimmung mit Nr. 89 so 
ein, daß einer nach unten gehenden z-Komponente der Uhrzeigersinn entspricht. 
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Für die MomentendarHtellung wählen wir laut Definition bx positiv, wenn der 
Momentenvektor M; in der negativen y-Richtung zeigt und by positiv, wenn der 
Momentenvektor M~ in der positiven x-Richtung zeigt. Die beiden Kräfte der 
Abbildung liegen im (nach Nr. 89 ermittelten) Abstand a1 und a2 von dem Bezugs
punkt in Wirkungslinien, die parallel der Grundrißfigur sind. Die Momente um 
die x-und y-Achse werden durch die nach den obigen Bemerkungen errechneten 
Größen b1x, b111 bzw. b2 x, b211 dargestellt, wodurch der Fußpunkt des dualen 
Momentenvektors festgelegt wird. Der Vektor selbst steht senkrecht auf der Ab
bildungsebene, seine Größe wird durch M; -aus der Abb. 395a zu entnehmen 
als Moment der Kraft um den Koordinatenanfangspunkt im Grundriß ( x, y-Ebene) 
-bestimmt und ist in einer "Seitenriß-" oder "Aufrißebene" zur Abbildungs
ebene darzustellen, in dem nur diese Größen erscheinen; alle anderen Größen 
sind aus der Abbildungsebene zu ersehen. 

Wir sehen, daß der Fußpunkt M' des Bildmomentenvektors auf der Kraft
wirkungslinie liegt. (Der allgemeine Beweis, daß der Bildmomentenvektor durch 
die Wirkungslinie der Bildkraft hindurchgeht, läßt sich in einfacher Weise mit 
einem Ansatz der analytischen Geometrie, z. B. der Bestimmung des Abstandes 
des Momentenfußpunktes M' von der Wirkungslinie der Kraft, führen.) 

Die Zusammensetzung der beiden Kräfte erfolgt in der dualen Abbildung so, 
daß einzeln die Kraftbilder zu einer Resultierenden R und die Momentenvektoren 
.1l11 und M 2 zu einem Bildmoment Mr zusammengeiaßt werden (Abb. 395b). Aus 
den Komponenten X, Y von Runda findet man die wirkliche Kraft R* im Raum 

mit ihren Komponenten X*= X, Y* = Y, Z* = R ·!!__und aus Mr den wirk--e 
liehen Momentenvektor Mf mit seinen Komponenten M'f = Mr; M~ = Mr ~ c 
M: = -Mr bx • Als Endergebnis der Zusammensetzung der beiden windschiefen 

c 

Kräfte, des Kraftkreuzes, finden wir somit einen Momentenvektor Mr und ein 
Kraftbild R, die windschief zueinander liegen. 

Wie würde sich das Endergebnis gestalten, wenn die Kräfte parallel zueinander 
laufen oder sich schneiden, also zu einer Resultierenden zusammensetzbar sind? 

Parallele Kräfte haben die gleiche Wirkungslinie in der Abbildung, da 
a = ·c • tg cp; und da auch die Bildmomentenvektoren auf dieser Geraden senkrecht 

~ ...... 

Nt •• 

I .. 
I 
I 
I 
I 
I 

I 
I 
I 
I 
I .. 

1 stehen, also ihre Fußpunkte 
---;(Ha auf ihr liegen, spielen sich alle 

\ Verhältnisse paralleler Raum-
--\___ kräfte auf einer Geraden in 

\ - der Abbildung ab. 
\/1/ Schneiden sich die wirk-
' w liehen Kräfte, so lassen sie sich 

zu einerResultierenden zusam-

Abb. 396. Duale Abbildung zwoicr sich schueideudcr Kräfte. 

mensetzen. Das muß auch in 
der dualen Abbildung sichtbar 
werden. Jede Einzelkraft ist 
in der Abbildung dargestellt 
durch einen Kraftvektor, auf 
dessen Wirkungslinie der Mo

mentenvektor steht, dessen Fußpunkt also auf ihr gelegen ist: M~ auf P1 , M; 
auf P2 (Abb. 396). Liegt also der Fußpunkt M; auf der Wirkungslinie von R', so 
schneiden sich auch die wirklichen Kräfte und lasEen sich somit zu einer ge
meinsamen Resultierenden R* zusammensetzen. Das duale Bild dieser Resul
tierenden R* ist d1uch R und JJ1r gegeben (Abb. 396). Liegt dagegen M; nicht 
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auf der Wirkungslinie von R, dann sind die Wirkungslinien der wirklichen 
Kräfte windschief und lassen sich nach früherem nicht weiter zusammensetzen, 
da sie ein Kraftkreuz bilden. 

Wollen wir das Kraftkreuz in eine Kraftschraube (S. 300) umwandeln, so 
müssen wir uns erst einmal klarmachen, wie sich eine Kraftschraube, d. h. ein 
Kraftvektor und ein Momentenvektor, die 
beide gleiche Richtung haben (parallel bzw. 
in gleicher Wirkungslinie liegen), darstellt. 
Infolge der Parallelität der beiden Vektoren 
verhalten sich 

M! _M~ _M: 
X*- Y*- Z* 

oder in den Abbildungsgesetzen geschrieben 
M 

b ·-• c -b .M 
z c M 

~ -y~=-p•· 
a·-

Es müßte also sein: 
c2 

b.,=-Y*-p, , ·a 
c2 

b!J = +X* P'-- , ·a 

c 

rm lM. 
-- . ------- I ~-

./ 

' ' c 

/ ~------------~ b., Y* (R' h ) b = -X* 1c tung , 
• Abb. 397. Darstellung der Kraftschraube, 

b = Vb2+ b2 = ~-11 X*2 + Y*2 = __ ()_~_. P' 
z Y P' a r P' · a ' 

b = ~ (Größe). a 
I 

Die Richtung von b muß also senk- ~-
recht stehen auf der Bildkraftwir- 1 

kungslinie und die Größe von b wird_ 1 

zu errechnen sein nach der Gleichung 1 

b = ~ oder mit c als geometrischem Nr i 
a -------t-

Mittel mit Hilfe eines rechtwinkligen 
Dreiecks zu konstruieren sein(Abb.397). 

Wollen wir jetzt unser Kraftkreuz, 
das sich in der Abbildungsebene als 
Bildkraft und Bildmoment, das nicht 

Mp 

c 

/ 
/ 

auf der Wirkungslinie der Bildkraft 
steht, darstellt, in eine Kraftschraube 
verwandeln, so zeichnen wir zunächst 

Abb. 398. Umwandlung von zwei windschiefen 
Kräften in eine Kraftscbraube. 

nach der eben angeführten Art (Abb. 397) den Fußpunkt M;" des zugehörigen 
Schraubenmomentenvektors und zerlegen den vorliegenden Bildmomentenvektor 
in 2 Momentenkomponenten, von denen eine im Fußpunkt M;.. steht, die andere 
auf der Wirkungslinie der Kraftdarstellung liegt (Abb. 398). 

Das Verfahren der dualen Abbildung eignet sich gut zur Zusammensetzung zer
streuter Kräfte und führt auch bei Gleichgewichtsaufgaben, wie siez. B. beim Sechs
stabanschluß oder beimSchnittverfahrendesRaumfachwerks vorliegen,zur Lösung1. 

1 H. DrETZ, Ing.-.Arch. XV (1945) S. 65. 
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Übungsaufgabe für Zusammensetzung von Kräften im Raume. 

Der in Abb. 399 dargestellte Körper (Windmühlengerüst) steht unter dem 
Einfluß von vier Kräften (P1 , P2 , P 3 , P 4) und zwei äußeren Momemen (M1 , 

Mn), die durch einen Zapfen in das Fundament weitergeleitet werden sollen. Die 
Beanspruchungsgrößen des Zap
fens sind zu ermitteln. 

Lösung. Wir verschieben 
alle Kräfte in die Zapfenstelle 
(Abb. 399d). Diese Kraftver
schiebung, die in der durch Zap
fenstelle und Kraft bestimmten 
Ebene vor sich geht, ist beglei
tet von zusätzlich auftretenden 
Verschiebungsmomenten aus 
Kraft mal Entfernung des Zap
fens von der Kraft. Also treten 
zur äußeren verschobenen Be
lastung noch vier zusätzliche 
Momente hinzu: 

M1 = P 1 • a, als Vektor in 
der negativen y-Richtung dar
zustellen, 

M 2 = P 2 • b2 , ebenfalls als 
Vektor in der negativen y-Rich
tung, 

M 3 = P 3 • b3 , als Vektor in 
der positiven x-Richtung, 

M4 = P4 • c, als Vektor in 
der positiven y-Richtung. 

Die Verschiebung der Mo
mente in die Zapfenstelle kann 
ohne weiteres vorgenommen 
werden (Abb. 399g, e, f). 

N. Es sind also an der Zapfen-
-++-~+---1~~-./>6;,...' x stelle jetzt die vier Kräfte zu

g 

Abb. 399. Beispiel: Zusammensetzung von Kräften 
im Raum. 

sammenzusetzen, was am ein
fachsten über die Bildung der 
drei resultierenden Kompo
nerten Rx, Ru, Rz geschieht 
(Abb. 399i, k). An Momenten
vektoren kommen zu den äu
ßeren Momenten Mr und Mn 
die vier Verschiebungsmomente 
M1 , M 2 , M 3 , M4 , deren sechs 

Vektoren in gleicher Weise wie die Kräfte zu dem resultierenden Momenten
vektor M" zusammengesetzt werden (Abb. 399h, k). Steht der Zapfen senkrecht, 
dann stellen 

.,Mn yMr die Biegungsmomente und 
zMr das Verdrehungsmoment dar, mit dem dieser Zapfen beansprucht wird. 
R", Ru sind die Querkräfte und 
R. ist die Längskraft an der Zapfenstelle. 



Sechster Teil. 

Der durch Stäbe oder Lager abgestützte Körper. 

XVIII. Die Festlegung eines Körpers durch Stützungsstäbe. 

91. Die Berechnung eines in sechs Etäben gestützten Körpers. Statt der sechs 
Momentengleichungen kann man als Gleichgewichtsbedingungen auch fünf 
Momentenbedingungen verwenden und eine Komponentenbedingung oder vier 
Momenten- und zwei Komponentengleichungen oder auch drei Momenten- und 
drei Komponentenbedingungen. Mehr als drei unabhängige Komponentenbedin
gungen können nicht aufgestellt werden, da eine Kraft durch drei Komponenten 
im Raum bestimmt ist. Welche Gleichungen man zweckmäßig verwendet, hängt 
ganz von der Art der einzelnen Aufgabe ab. Im allgemeinen ist auch im Raum, 
ähnlich wie bei Aufgaben der Ebene, die Anwendung von Momentengleichungen 
besonders fruchtbar. 

In der Ebene handelte es sich um die Berechnung von drei Unbekannten, 
und wir konnten dort dreimal je eine Gldchung mit einer Unbekannten auf
stellen und so die Aufgabe in einfacher Weise lösen. Mit Rücksicht auf das Be
stehen von drei Gleichgewichtsbedingungen konnte eine Scheibe durch drei 
Stützungsstäbe in ihrer Ebene gegenüber der Erde festgelegt werden. Zur Er
mittlung der drei Unbekannten 81 , 8 2 , 8 3 (vgl. Abb. 108 auf S. 65) wurde zu
nächst eine Momentengleichung für den Schnittpunkt von 8 2 und 83 aufgestellt 
und damit eine Gleichung mit der einen Unbekannten 81 gefunden. Dann wurden 
entsprechend die Momentengleichungen für die Schnittpunkte von 81 und 83 
und von 81 und 8 2 gebildet, woraus 8 2 und 83 bestimmt werden konnten. Es 
waren so drei Gleichungen mit je einer Unbekannten entstanden. Wie würde 
sich das entsprechende Verfahren im Raum gestalten~ Um uns nicht unnötig 
auf abstraktem Wege zu bewegen, gehen wir wieder von einer praktischen Kon
struktion aus. 

Im Raum haben wir sechs Gleichgewichtsbedingungen, benötigen also zur 
Festlegung eines Körpers gegenüber der Erde sechs Stützungsstäbe, wenn wir 
Gleichgewicht und eindeutige Kräfte in den Stützungsstäben erwarten wollen. 
In Abb. 400 ist eine Platte durch sechs Stützungsstäbe mit der Erde verbunden 
und durch P belastet; hierdurch werden Kräfte in den Stützungsstäben, die an 
ihren beiden Enden gelenkartig angeschlossen sind, erzeugt, die wir mit S1 ... 86 

bezeichnen. Wenn nun die Platte im Ruhezustand sein soll, dann müssen alle 
auf sie wirkenden Kräfte im Gleichgewicht stehen; dies sind die Kräfte P, 81 , 

8 2 .•• 86 • Zur Berechnung dieser sechs Unbekannten stehen sechs Gleichungen 
zur Verfügung, z. B. sechs Momentenbedingungen. Wenn man nun so vorgehen 
wollte wie in der Ebene, müßte man sechsmal je eine Gleichung aufstellen mit 
einer Unbekannten. Wie wäre das möglich~ Falls wir etwa eine Momentenglei
chung anschreiben wollten, die nur 81 enthält, müßten wir eine Momentenachse 
einführen, die die fünf Stäbe® ... @schneidet. Für diese Gerade als Momenten
achse haben ja die Kräfte 82 bis 86 kein Moment, weil der Hebelarm Null ist. Efl 
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bleibt dann in der Tat in der Momentengleichung außer der bekannten Kraft P nur 
die eine Unbekannte S1 übrig. Entsprechend wäre zur Ermittlung der Stabkräfte 
S2 ••• S6 zu verfahren. Nun ist abe" die Schwierigkeit die, daß es im allgemeinen 
Fall nicht eine Gerade gibt, die fünf andere Geraden schneidet, also hier fünf 
Stäbe trifft. In Abb. 400 gibt es wohl eine Gerade AA, die die Stäbe ®bis® 
schneidet, aber es läßt sich keine Gerade angeben, die die Stäbe G), @, @, @, 

@ schneidet. Es gibt also demgemäß im allge
meinen kein Verfahren, das dem der Ebene ent
spricht, daß man nämlich durch das sechsmalige 
Aufstellen von einer Gleichung mit je einer Un
bekannten zum Ziele kommt. Bei besonderen 
Lagen der Stäbe kann es natürlich sein - wie 
eben erwähnt -, daß fünf Stäbe von einer Achse 
geschnitten werden; man soll deshalb bei solchen 
Aufgaben immer nachprüfen, ob sich eine Gerade 

'"" finden läßt, die fünf Stäbe schneidet. Dann lie-
fert eben diese Gerade eine Momentengleichung 
mit nur einer Unbekannten. 

Abb. 400. Ein durch sechs Stützungs· Bevor darauf und auf die allgemeine Berech
stäbe gehaltener Körper (eine Achse nung eingegangen wird, möge zunächst die Frage 

schneidet fünf Stäbe). 
betrachtet werden: Kann man bei einem ge-

stützten Körper von vornherein feststellen, ob die Stabkräfte eindeutig und end
lich werden oder nicht 1 Es war schon oben gesagt, daß im allgemeinen eine 
Kraft P mit sechs anderen eindentig ins Gleichgewicht gesetzt werden kann, daß 
es aber Ausnahmefälle geben wird, da ja das Vorhandensein von sechs Glei
chungen bei sechs Unbekannten wohl eine notwendige Bedingung für das Auf
treten eindeutiger und endlicher Lösungen ist, aber keine hinreichende. 

Abb. 401. Sonderfall: Eine Gerade schneidet 
die sechs unbekannten Kräfte. 

Abb. 402. Je drei der sechs unbekannten 
Kräfte gehen durch einen Punkt. 

Wann ist sicher keine eindeutige Gleichgewichtslage vorhanden 1 Eine Ant
wort darauf gibt uns der Umstand, daß Gleichgewicht nur bestehen kann, wenn 
die Summe der Momente aller wirkenden Kräfte für jede beliebige Achse ver
schwindet. Das ist sicher nicht der Fall, wenn sich eine Gerade angeben läßt, 
die die sechs unbekannten Stäbe schneidet (Abb. 401). In solchem Fall haben 
nämlich die sechs gesuchten Kräfte für diese Achse kein Moment, während aber P 
ein Moment hat, solange P die Achse nicht schneidet. Es schrumpft also die 
Summe der Momente zusammen auf (P' · p), und qas ist von Null verschieden. 
Die Momentenbedingung ist also für diese Achse nicht erfüllt, und es entspricht 
dieser Fall demjenigen der Ebene, daß die drei unbekannten Stabkräfte durch 
den gleichen Punkt hindurchgehen. Wir erkennen die Sachlage klar an einem 
Sonderfall, wenn nämlich je drei Stäbe durch einen Punkt laufen (Abb. 402); 
dann schneidet die Verbindungslinie AA dieser beiden Punkte alle sechs Stab
kräfte, und deren Moment ist Null. Die Summe der Momente für AA ist dem-
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gemäß gegeben durch da~ Moment von P für diese Achse, dieses ist aber nicht 
Null, d. h. also, es kann kein Gleichgewicht bestehen, solange P die Achse nicht 
schneidet. Das ist ja auch einleuchtend: wenn der Körper an den beiden Schnitt
punkten der drei Stäbe gelenkartig angeschlossen ist, wie wir es ja immer voraus
setzen, dann dreht er sich unter dem Einfluß der Kraft P um seine Achse. Wenn 
P die Achse A A schneidet, dann hat diese Kraft allerdings auch kein Moment, 
und dann ist Gleichgewicht möglich. 
Aber es ist kein eindeutiger Gleich
gewichtszustand vorhanden, denn man 
kann nicht sagen, welcher Anteil von 
P auf den einen und welcher auf den 
anderen Abschlußpunkt kommt. Wir 
haben also eine unbestimmte Lösung. ' 

Das gilt ganz allgemein: wenn die 
sechs Stäbe so verteilt sind, daß sich 
eine Gerade angeben läßt, die alle sechs Abb.~03. SonderfalldervorhergebendenAnortlnung. 

~chneidet, dann ist im allgemeinen kein 
eindeutiges Gleichgewicht möglich. Natürlich kann auch einmal eine solche Son
derbelastung vorliegen, daß eindeutige Stabkräfte auftreten. Das wäre z. B. bei 
Abb. 403 der Fall, wo nur eine Kraft im Schnittpunkt der drei Stäbe@, @, @ 
wirkt. Im Flugzeugbau kommt für das Fahrgestell eine Anordnung vor, daß 
zwischen Radachse und Rumpf bzw. Flügel sechs Stäbe liegen, die eine Gerade 
treffen (Abb. 404). Bei allgemeiner Belastung kann sich natürlich ein solches 
Flugzeug um die Achse AB drehen; es kann nach vorn bzw. nach hinten kippen. 
Wenn jedoch die äußere Kraft (d. i. die Resultierende der Lasten) die Verbin
dungslinie der beiden Knotenpunkte schneidet, dann ist Gleichgewicht möglich, 
aber die Verteilung auf die /-- ----
Punkte A und B ist allgemein / 
nicht bestimmt. Die Stabkräfte 
werden eindeutig, wenn die vom 
Boden auf die Räder wirkenden 
Reaktionen R1, R2 bekannt sind, 
dann· wird bei entsprechender 
Ausführung R1 durch drei Stäbe 
aufgenommen. und ebenso R 2 • 

Wir wollen uns jedenfalls Abb. ~04. Fahrgestell eines Flugzeuges. 
merken: Wenn eine Gerade die 
sechs Verbindungsstäbe schneidet, dann haben wir für allgemeine Belastung keine 
eindeutige Gleichgewichtslage; soll das System für beliebige Belastungen Ruhe 
halten, so darf eine solche Anordnung nicht verwendet werden. Hat man also eine 
derartige Verteilung der sechs Stäbe bzw. allgemein der sechs unbekannten 
Kräfte, dann braucht man nicht weiter zu untersuchen. Man wird deshalb 
immer erst die Prüfung vornehmen, ob ein solcher Ausnahmefall vorliegt, d. h. ob 
sich eine Gerade angeben läßt, die die sechs Stäbe schneidet, und nur wenn 
dies nicht der Fall ist, wird man weiter rechnen. 

Dieser Sonderfall liegt immer vor, wenn: 
1. vier (oder mehr) von den sechs Stäben durch einen Punkt gehen; 
2. vier (oder mehr) von den sechs Stäben in einer Ebene liegen; 
3. je drei Stäbe durch einen Punkt gehen und 
4. je drei Stäbe in eine Ebene fallen. 
Läßt sich keir:e Gerade angeben, die die sechs Stäbe schneidet, so hat 

man damit allerdings noch immer nicht die Sicherheit, daß ein bestimmtes 
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Gebilde vorliegt, aber diese Feststellung überläßt man der weiteren Rech
nung. 

Wie geht man nun dabei vor~ Man versucht zunächst, ob man eine Gerade 
legen kann, die fünf von den sechs Stäben trifft. Das wird, wie oben erwähnt, 
nicht immer möglich sein, aber in manchen praktischen Fällen gelingt es tatsäch
lich, und man kommt zu einer Momentengleichung mit einer Unbekannten. Es 
ist dies immer möglich, wenn drei von den sechs Stäben durch einen Punkt 
gehen oder in eine Ebene fallen. 

In Abb. 405liegen die Stäbe®, @, ®in einer Ebene, ebenso@ und@; in
folgedessen wird die Schnittlinie beider Ebenen von allen fünf Stäben ® bis @ 
getroffen. Die Momentengleichung für die Achee I-I enthält nur 81 und P: 

(Moment von 81)r + (Moment von Ph = 0. 

Das Moment der Stabkraft 81 für die Achse I -I ist dabei sehr leicht aufzustellen 
Man zerlegt 81 , als Zugkraft angenommen, in eine waagerechte und eine lot

rechte Richtung. Die lotrechte Kom
ponente verläuft parallel zu I-I, hat 
also für diese Achse kein Moment. 
Dagegen 81 • sinlX liefert den Mo
mentenbeitrag (81 • sinlX) · a. Das 
Moment von P kann man dadurch 
finden, daß man P auf eine Ebene 
senkrecht zu I-I projiziert und in 
dieser Ebene das Moment der pro
jizierten Kraft P' für den Durch
dringungspunkt von I aufstellt. Man 
findet (Abb. 405): 

( -81 • sinlX) · a + P' · r = 0. 
Abb. 405. Beispiel, bei dem fünf Stäbe durch eine 

Gerade getroffen werden. Nachdem wir so eine Kraft ge-
funden haben, werden wir versuchen, 

ob wir eine andere Gerade ziehen können, die wieder fünf Stäbe trifft. Das ist im 
vorliegenden Beispiel der Fall für die Achee II-II; auf ihr schneiden sich die 
Stäbe ®, <D, @, ®, @ (der letzte Stab läuft ja parallel). Die Summe aller 
Momente der Achse II-II liefert dann die Gleichung: 

(85 • sin{J) · a +(Moment von P)n = 0, 

worin {3 den Winkel zwischen den Stäben @ und @ darstellt. Wenn man zwei 
von den sechs Unbekannten berechnet hat, dann ist schon viel gewonnen und 
man kommt dann meistens verhältnismäßig leicht vorwärts. Bei unserer An
ordnung können wir noch eine weitere Gerade angeben, die fünf Stäbe schneidet, 
Achse III -III. Es entsteht die Gleichung: 

+ 86 • b + (Moment von P)m = 0. 

Die Momentengleichung für die Achse IV -IV erlaubt die Berechnung von 82 • 

Wenn wir die Dicke der Platte vernachlässigen, wird damit: 

-8 ·!!... -8 cos IX·!!... + 8 ·!!... + 8 · cosf3 ·!!... + P" · s = 0 22 1 2 62 5 2 . 

Schließlich können dann noch die Stablnäfte 83 und 84 mittels der Momenten
gleichungen für die Achsen V-V und VI-VI berechnet werden; es ergibt sich 
z. B. für 83 : 

-83 • cosy · a- 82 • a- 81 • coslX · a +(Moment von P)v = 0. 
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So ist man also mit sechs Momentengleichungen zum Ziele gekommen, und zwar 
mit sechs Gleichungen, die immer nur eine Unbekannte enthalten. Allerdings 
beruht die Berechnung verschiedener Unbekannten auf vorheriger Kenntnis an
derer Unbekannten. Wenn also eine falsch berechnet war, werden die nachfolgen
den auch falsch. Man soll deshalb immer eine Probe machen; ah solche kann 
man etwa nachprüfen, ob die Summe aller Komponenten in einer Richtung, bei
spielsweise einer waagrechten, verschwindet. 

Wie ist es nun, wenn die Anordnung so beschaffen ist, daß sich keine Gerade 
angeben läßt, die fünf Stäbe schneidet 1 Dann leistet uns folgender Satz eine 
wertvolle Hilfe : 

Für vier beliebige Geraden im Raum lassen sich stets zwei Geraden angeben, die 
alle vier Geraden schneiden. (Der Satz läßt sich beweisen unter Benutzung des 
einschaligen HypErboloides: durch drei "'indschiefe Geraden ist ein Hyperboloid 
festgelegt; die vierte Gerade schneidet I'\, 
es in zwei Punkten p und q; durch jeden Jr"· \ 
dieser beiden Punkte kann aber eine Ge- ~ ----~\-....__ ~ 

~~:e d~:~ z::~!~ ~:~:~!~le~!;,e~:i~' ~!; li __ 
1 
__ --~-----~~~~,--_/I 

Schnittpunkt p bzw. q auf der vierten \V ~ 
liegt, auch diese Gerade schneidet.) ~ 1 . 

Z B h d h U b k Abb. 406. Von <len sechs bcutzungostäben 
ur erec nung er sec s n e ann- werden vier durch je zwei Geraden geschnitten. 

ten kann man mit Hilfe dieses Satzes so 
vorgehen, daß man vier von sechs Unbekannten zusammenfaßt, beispielsweise 8 1 

bis 84 (Abb. 406), die beiden Geraden I-I und II-II einführt und für jede 
dieser beiden eine Momentengleichung aufstellt. Für jede der Gleichungen 
fallen die Kräfte sl bis s4 heraus, da dieEe Kräfte die beiden Achsen schneiden, 
und es entstehen zwei Momentengleichungen, die nur 8 5 und S6 und P enthalten, 
also zwei Gleichungen mit den beiden Unbekannten 8 5 und 86 • Wenn man dann 
die Kräfte 8 3 bis S6 zusammenfaßt und sie durch zwei Achsen schneidet, so erhält 
man zwei Momentengleichungen, in denen 81 und 8 2 unbekannt, und wenn man 
schließlich durch 81 , 8 2 , 8 5 , S6 zwei Geraden legt, so liefern die Momentenglei
chungen für diese beiden Achsen zwei Gleichungen mit den Unbekannten 8 3 und 
S4 • Man bekommt also dreimal zwei Gleichungen mit je zwei Unbekannten; 
dabei hat man den Vortdl, daß die Berechnung eines solchen Paares von Unbe
kannten unabhängig von den anderen Unbekannten ist, also z. B. für die Berech
nung von 8 3 und S4 brauchen wir nicht die anderen Unbekannten zu kennen. 

Nun taucht natürlich sofort die Frage auf, wie findet man denn bei gegebener 
Anordnung zweckmäßig die verschiedenen Geraden, die je vier schneiden sollen. 
In den meisten Fällen lassen sich solche Geraden ohne Schwierigkeit angeben. 
Es möge dies an Abb. 407 gezeigt werden. Ein Körper, etwa eine Tischplatte, 
soll durch die angegebenen sechs Stäbe gegen die Erde abgestützt werden. Ge
sucht sind die auftretenden Stabkräfte 81 bis S6 • Wir wollen im Sinne der obigen 
Ausführungen der Reihe nach berechnen 8 1 und 82 , dann 8 3 und S4 und schließ
lich 85 und s6. Zur Berechnung von SI und 82 benötigen wir zwei Geraden, die 
gleichzeitig die Stäbe @, ®, @, @ schneiden. Da sich @ und ® in einem 
Punkt treffen, ebenso @und@, so ist die Verbindungslinie I-I dieser beiden 
Schnittpunkte schon eine der beiden gesuchten Geraden. Da andererseits@, ® 
und@, @je in einer Ebene liegen, wird die Schnittlinie II -II der beiden Ebenen 
von allen vier Stäben @, ®, @, @ geschnitten; also ist diese Schnittlinie die 
gesuchte zweite Gerade für die Stäbe CD und ®. Die Aufstellung der Momenten
gleichungen für diese beiden Geraden I-I und II-II macht keine Schwierig
keiten. Wir zerlegen jede Stabkraft 81 und 8 2 in der lotrechten Ebene in zwei 
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Komponenten, eine horizontale und eine vertikale. Diese Komponenten besitzen 
die Größe 81. sin<X' 82. sin <X bzw. 81. COS<X und 82. COS<X. Statt das Moment 
der Kräfte 81 und 8 2 aufzustellen, bilden wir es für ihre Komponenten. Für die 
Achse I-I haben aber S1 • sin<X und 8 2 • sin,x kein Moment, weil diese Kompo
nenten die Achse I -I schneiden (bzw. ihr parallel laufen); die Komponenten 
81 • cos<X und 82 · cos<X dagegen stehen senkrecht zur Achse. Die Momenten

gleichung für Achse I-I lautet also, 
wenn die Dicke der Platte wiederum 
vernachlässig bar klein angenommen 
wird, w daß das Moment von .P' um 
die Achse I-I null gesetzt werden 
kann: 

I 
J7.[ 

(81 cos,x) ·e + (S2 cos,x) · e + P" ·p=O, 
wobei e den lotrechten Abstand der 
Stabkraftkomponenten von der 
Achse I-I bedeutet. Andererseits 
laufen die Komponenten 8 1• cos<X und 
S2 • cos,x parallel zur Achse II-II, 
liefern also keinen Momenten beitrag, 
während die beiden anderen Kom
ponenten senkrecht zu dieser Achse 
gerichtet sind und den Abstand h 
besitzen. So entsteht für die Achse 
II -II die Gleichung: 

Es sind also zwei Gleichungen mit 
zwei Unbekannten in der denkbar 
einfachsten Form gewonnen, da sich 
die Unbekannten sofort durch Sum
mierung bzw. Subtraktion der beiden 
Gleichungen ergeben. 

Abb. 407. Beispiel mit Bildung von dreimal zwei 
Gleichungen mit je zwei Unbekannten. 

In entsprechender Weise findet 
man S3 und 84 , indem man die Mo
mentengleichungen für die Achsen 

III-III und IV -IV aufstellt, und schließlich 85 und S6 aus den Momenten
gleichungen für die Achsen V-V und VI-VI. 

Man wird auch hier nicht versäumen, eine Probe zu machen, und zwar wieder
um unter Verwendung von Komponentenbedingungen. Zu diesem Zwecke denkt 
man sich jede Kraft in eine lotrechte und eine waagerechte Komponente zerlegt, 
wie dies schon oben für 81 und S2 durchgeführt wurde. Die Summe der lotrechten 
Teilkräfte lautet dann: 

SI . cos <X + 82 . cos <X + 83 . cos ß + 84 . cos ß + s5 cos y + 86 . cos y + P" = 0. 1 

Die horizontalen Komponenten sind in Abb. 407 angegeben. Wir zerlegen sie 
jedesmal in eine X- und Y-Komponente und erhalten die Gleichungen: 

-S1 • sin<X + 82 • sin<X + (S3 • sinß- 8 4 • sinß) · sinrp 

+ (85 • siny- S6 • siny) · sintp + P"' = 0, 

(S4 • sinß- 8 3 • sinß) · cosrp + (85 • siny- 86 • siny) · costp + P 11 = 0. 
1 Im vorliegenden Beispiel ist o. = ß = y und rp = tp. 
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Es ist natürlich durchaus nicht gesagt, daß der hier eingeschlagene Weg, je 
zwei Gleichungen mit zwei Unbekannten mittels der Momentenbedingungen auf. 
zustellen, der einfachste ist. Unter Umständen liegen die hierfür nötigen Achsen 
so ungünstig, daß man mit anderen Gleichungen schneller vorwärts kommt, 
auch wenn die einzelnen Gleichungen mehr als zwei Unbekannte aufweisen. In 
den unten gebrachten Beispielen wird dies noch näher erläutert. 

Es kann auch sein, daß eine Momentenachse, die vier oder fünf Stäbe schneidet 
und demgemäß für die Berechnung vorteilhaft ist, ins Unendliche fällt. In 
Abb. 408 liegen die Stäbe CD und® in einer Ebene, ebenso @, ®, @. Die Schnitt. 
gerade der beiden Ebenen wird also von diesen 
fünf Stäben getroffen, so daß in der Momenten
gleichung für diese Achse außer P nur noch 8 3 
auftritt. Aber die Aufstellung der Gleichung 
scheitert daran, daß diese Achse ins Unendliche 
fällt; wir können sie nicht verwenden, da so
wohl für P als auch 8 3 unendlich große Hebel
arme auftreten. In diesem Falle kommt man aber 
mit einer Komponentengleichung bequem vor
wärts, indem wir die Normale zu den Ebenen 
G), ® und @, @, @ als maßgebende Rich
tung einführen. Die Komponentenbedingung 
lautet ganz einfach: 

P · cos c.: + 83 • sin ß = 0, 

Abb. 408. 
Ersatz einer Momentengleichung 
durch eine Komponentengleichung. 

wobei c.: den Winkel zwischen P und derNormalen zur Ebene®, ®, ®bedeutet. 
Fruchtbringend ist bei Aufgaben für räumliche Kräfte auch ein Satz, auf den 

schon bei Kräften in der gleichen Ebene hingewiesen wurde: 
EB verhält sich allgemein eine Kraft S zu ihrer Projektion S' auf eine beliebige 

Richtung (d. i. ihre Komponente) wie die Stablänge l zu ihrer auf die gleiche Richtung 
vorgenommenen Projektion l': s l 

(43) 

Die Richtigkeit des Satzes beruht auf dem Zusammenhang zwischen technischem 
Kraftbild und Krafteck bzw. der Ähnlichkeit der Zerlegungs- und Projektions
figuren. 

92. Beispiele für den durch sechs Stützungsstäbe festgelegten Körper. Schon 
das erste Beispiel soll uns klarmachen, daß es im allgemeinen Fall durchaus nicht 
immer ratsam ist, die sechs Achsen nach den angegebenen Regeln auszusuchen. 
Wir wählen da2u den Anschluß eines Schwimmers an einem Flugzeug, dessen 
idealisierte Darstellung in Abb. 409 gegeben ist. Die Belastung des Schwimm
körpers sei durch die Kraft P dargestellt. 

Nach den obigen Ausführungen sollen wir zunächst nachprüfen, ob sich eine 
Achse angeben läßt, die alle sechs Verbindungsstäbe schneidet; es ist dies nicht 
der Fall. Dann versucht man eine Gerade zu legen, die fünf Verbindungsstäbe 
schneidet. Als solche Achsen kommen hier in Frage die Achsen IV -IV, V -V, 
·vr-VI (Abb. 410). Erstere ist die Verbindungslinie des Schnittpunktes der 
Stäbe 2, 3, 4 mit demjenigen von 4, 5, 6. Diese Gerade IV -IV fällt mit dem 
Stab 4 zusammen und liefert eine Momentengleichung mit 8 1 als Unbekannte. 
Die Achse V -V ist die Schnittlinie der Ebene (1, 2, 3) mit der Ebene (5, 6); 
84 ist der einzige Stab, der diese Gerade nicht schneidet, kann also mit der ent
sprechenden Momentengleichung berechnet werden. Schließlich schneidet die 
Verbindungslinie VI- VI des Schnittpunktes der Stäbe 1, 2 mit dem von 4, 5, 6 
diese fünf Stäbe und erlaubt die Aufstellung einer Momentengleichung mit 8 3 als 
21 Schlink, Statik. 2. u. 3. A ufl. 
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einziger Unbekannten. Da sich eine weitere Gerade, die fünf Stäbe trifft, nicht 
mehr angeben läßt, sucht man nun solche Geraden, die vier Stabkräfte schneiden. 
Eine solche ist beispielsweise die Schnittlinie der Ebene (3, 4) und (5, 6), das ist 

II nsir:hf von vorn 

d 

Abb. 409. Beispiel für einen in sechs 
Stäben gestützten Körper. 

die Achse III-III, oder auch die Verbindungegorade des oberen Endpunktes 
von 3 und des Schnittpunktes von 4, 5, 6 (Achse III' -III'); beide schneiden die 
vier Stäbe 3, 4, 5, 6, erlauben also Gleichungen aufzustellen mit S1 und S2 als 

1"-·-·-·-·-·-JT 

Abb. 410. 
Behandlung dieses Beispieles 

mit Momentenachsen. 

Unbekannten. Da nun 8 1 bereits bekannt ist, steht der Berechnung von 8 2 mit 
Hilfe jeder dieser Gleichungen nichts im Wege. Es fehlen noch S5 und S6 ; zu 
ihrer Ermittlung werden wir zwei Geraden durch die vier anderen Stäbe 1, 2, 3, 4 
legen. Als erste Achse I-I kann die Schnittgerade der Ebene (1, 2) mit der Ebene 
(3,4) gewählt werden, die mit dem Stab 3 zusammenfällt. Die entsprechende 
Achse II -II ist die Schnittgerade der Ebenen (1, 3) und (2, 4), die auf den Stab 2 
zu liegen kommt. Die Momentenbedingungen für beide Achsenlidern zwei Glei-
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chungen mit den beiden einzigen Unbekannten 85 und S6 • Man hätte übrigens 
auch die Verbindungslinie der Anschlußpunkte A und B als Achse einführen 
können, die die Aufstellung einer einfachen Momentengleichung erlaubt. 

Grundsätzlich stellt sich also das Lösungsverfahren recht einfach dar. Ver
suchen wir aber, die Momentengleichungen für die so in allgemeiner Lage gefun
denen Achsen aufzustellen, so sehen wir, daß für einzelne eine beträchtliche geo
metrische Vorarbeit zu leisten: ist, um die Abstände der einzelnen Stabkräfte von 
ihren zugehörigen Achsen zu ermitteln, denn sowohl die Stäbe als auch die Achsen 
liegen windschief zueinander und sind auch, bis auf wenige Ausnahmen, nicht 
zu den Projektionsrichtungen irgendwie günstig orientiert. Wir bezahlen somit 
den Vorteil der rechnerischen Einfachheit mit geometrischen Schwierigkeiten. 
Es liegt nahe, auf Grund dieser Erkenntnis andere Achsen aufzusuchen, die uns 
die umfangreiche Zeichenarbeit der Umprojektionen zur Ermittlung der einzelnen 
Abstände ersparen. Selbstverständlich werden wir dafür ein nicht mehr so ein
faches Gleichungssystem mit voneinander unabhängigen Gleichungen zu er
warten haben. Es läßt sich aber in fast allen Fä1len durch günstige Anordnung 
der Achsen, die zu einer Projektionsebene orientiert (parallel oder senkrecht) 
sein sollen, ein Gleichungssystem aufstellen, bei dem in jeder Gleichung nur 
wenige Unbekannte entha,lten sind. Liegen die Achsen so, daß sie einer Projek
tionsebene parallel oder senkrecht zu ihr sind, so sind die für die Momenten
gleichungen erforderlichen Abstände aus dieser Projektion direkt abzugreifen, wie 
schon das Beispiel der Abb. 407 zeigte. Die Gleichungen lassen sich dann sofort 
anschreiben, ohne daß viel geometrische Arbeit vorausgehen müßte. 

Betrachten wir als Beispiel zu diesen Ausführungen das gleiche Stabsystem 
mit den geometrisch besseren Achsen I' -I' bis VI' -VI' (Abb. 411), die selbtst
verständlich so ausgewählt werden, daß die einzelne Achse neben ihrer Orien
tierung zu einer der Projektionsebenen möglichst viele Stäbe schneidet. 

Bei der Aufstellung der Momente werden wir vielfach dadurch gut vorwärts 
kommen, daß man die betreffende Kraft in zwei Komponenten zerlegt, von denen 
die eine mit der Momentenachse in gleicher Ebene liegt, die andere senkrecht zu 
dieser Ebene verläuft. Nur die letztere hat ein Moment. Zur Ermittlung dieser 
Komponenten verwendet man zweckmäßig die oben erwähnte Beziehung, daß 
sich die Stabkraft S; zur Komponente Si in einer beliebigen Richtung verhält, 
wie die Stablänge li zu ihrer Projektion auf diese Komponentenrichtung. 

oder 

Bi 1; 
81 =z; 
S, s z: 
;= i'l;• 

In der Momentengleichung für die Achse I'-I' kommen die Stabkräfte 81 , 82 , 

83 , S4 nicht vor. Es treten nur auf die Momente von P, 85 , 80 • Ersteresist sofort 
anzugeben durch P · p1 . Um das Moment von S5 zu ermitteln, legt man durch 
den Punkt 0 eine Lotrechte und zerlegt in der durch diese Lotrechte und die 
Stabachse von 5 bestimmten Ebene die Kraft S5 in eine lotrechte Komponente 
und eine solche in der durch 0 gehenden waagerechten Ebene. Die letzte Kom
ponente schneidet die Achse I' -I'; erstere ist nach obiger Beziehung gegeben 
durch: 

s. ·h z. . 
Für die Achse I' -I' hat sie den Hebelarm d. Ebenso wird 80 in zwei Kompo
nenten zerlegt, von denen die eine in die durch D gelegte horizontale Ebene fällt, 
während die andere in der durch D gezogenen Lotrechten liegt. Ihre Komponente 
21"' 
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ist gegeben durch: 
ss h 
ls • 

Ihr Hebelarm für die Achse I' -I' ist wieder gleich d. Es lautet demgemäß die 
Momentengleichung für die AchEe I' -I' unter Annahme von Zugkräften in den 

Stäben: _ S5 • S 
- ls . d- 1:. h. d- p. PI= 0. 

Die Momentengleichungen für die Achsen II'-II' und III' -III' bereiten keine 
Schwierigkeiten; es ergeben sich mit den Bezeichnungen nach Abb. 411: 

r:;.:_·-·-·-·-·-Vl' 

s, . h . b + 86 . h . b ...L p . !!__ = 0 
z, ls ' :.l ' 

·~: · h · e - ~: · h · e - P · p3 = 0. 

1-----:rm 
Abb. 411. Behandlung des Beispieles der 

Abb. 409 mit besser gewählten Achsen. 

___ !_ 

Die Momentenachse V'-V' verläuft lotrecht. 81 liegt in der hinteren lotrechten 
Ebene über AD. Eine Zerlegung in die lotrechte Richtung undADergibt zwei 
Komponenten, von denen nur die letztere ein Moment für V'-V' aufweist. Wird 
die Projektion von l1 mit a1 bezeichnet, so drückt sich diese Komponente in der 
Form aus: s, 

T·al. 
1 

Entsprechendes gilt für die Kräfte 82 und 83 , während P kein Moment hat. 
ergibt sich demgemäß für die Achse V'-V' die Momentengleichung: 

s, b 82 l' l.· 83 l' -·a · +-· · --· ·m=O 
II 1 1 12 2 " la 3 ' 

Es 

wobei Z~ und Z3 die aus dem Grundriß zu entnehmenden Projektionen der Stab
längen darstellen. 

Für die Aufstellung der Momente um die Achse IV'-IV' überlegen wir uns 
folgendes: Die Achse IV'-IV' liegt in einer horizontalen Ebene, bildet sich alm 
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im Grundriß in wahrer Lage ab. Eine Zerlegung der Stabkraft 8 3 im Anschluß
punkt B bringt uns keinerlei Vorteile, da sämtliche dort zu erwartenden Kompo
nenten Momente um die Achse IV' -IV' besitzen, also alle in der Gleichung er
scheinen müßten. Zu weit günstigeren Verhältnissen gelangen wir jedoch, wenn 
wir die am Knotenpunkt B wirkende Stabkraft 8 3 in denPunktE verschieben, 
was ja als Verschiebung in der eigenen Wirkungslinie erlaubt ist, und dort eine 
entsprechende Komponentenzerlegung vornehmen. Punkt E liegt mit der Achse 
IV' -IV' gemeinsam in der oberen horizontalen Anschlußebene. Die Zerlegung 
der Kraft 8 3 in eine Komponente 8~ in dieser Ebene und eine Komponente 8~' 
senkrecht dazu zeigt, daß 8~ durch die Achse hindurchgeht, aleo nur die zweite 
mit der Gi öße 

8" = Sa. h 
3 la 

ein Moment um die Achse IY'- IV' besitzt. Die Momentengleichung für die 
Achse IV' -IV' lautet also: S 

1:. h. f- P · P4 = 0, 

worin f den Abstand des Punktes E von der Achse IV' -IV' bedeutet. 
Die Achse VI' -VI' ist die Schnittgerade der Ebenen (1, 2, 3) und (5, 6). Diese 

fünf Stäbe schneiden die Gerade, dagegen Stab 4 nicht. Die Stabkraft 84 wird in 
zwei Komponenten zerlegt, 8~ in der lotrechten Geraden und 8~ in der waage
rechten Ebene: 

S, - s, . h S" = s~ . l' 
.j,- l4 ' .j, l! 4' 

wobei l~ die Projektion von l4 auf die waagerechte Ebene (Grundriß) darstellt. 
Das Moment der ersteren ist sofort aufzustellen: 

~4 ·h ·n. 

Die letztere Komponente zerlegen wir in der horizontalen Ebene nochmals in 
zwei Komponenten S~ parallel zu VI'-VI', die also kein Moment hat. und 

=8" s~· < ( s, z') 1 4 = 1f · al + a2) = T; · 4 · l~ · (al + a2) · 

Diese Kraft hat den Hebelarm (g + h), und es entsteht demgemäß als Momenten
gleichung für die Achse VI'-VI': 

~: · [(h · n) - (a1 + a 2) • (g + h)] - P · p6 = 0. 

Die Stablängen sind aus ihren Projektionen zu errechnen: 

li = VZ? + /:2 . 
Die anderen Maße sind aus den Abbildungen zu entnehmen. Wir sehen also aus 
diesem Beispiel, daß die Aufstellung der Gleichungen mit den neuen Achsen ver
hältnismäßig einfach wird und sich die Rechenarbeit zur Auflösung der Glei
chungen nicht wesentlich erschwert. Die Gleichungen für die Achsen IV'- IV' und 
VI'-VI' enthalten nur eine Unbekannte und liefern die Stabkräfte 8 3 und 84 : 

aus den Gleichungen für die Achsen I'-I', II'-II' und III'-III' finden wir 8 1 , 

85 und 86 , und schließlich läßt sich die letzte Stabkraft 8 2 noch aus der Gleichung 
für die Achse V'-V' ermitteln. -

Ein weiteres Beispiel (Abb. 412) soll uns zeigen, wie man sich bei besonderen 
Lagen von Momentenachsen durch Momentenzerlegung und mit Komponenten
bedingungen helfen kann. Wir versuchen bei der Ermittlung der Stabkräfte zu
nächst wieder dadurch vorwärts zu konnnen, daß wir dreimal je zwei Gleichungen 
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mit zwei Unbekannten aufstellen, nachdem wir uns überzeugt haben, daß keine 
Gerade zu finden ist, die fünf von den sechs Stäben schneidet. Zur Ermittlung 
der Stabkräfte S5 und S6 dienen die Achsen I-I und II-II, diebeidedie Stäbe 1, 
2, 3, 4 schneiden. Die Momentengleichungen lauten: 

für I-I: tß s) 
12 +----.!. · h • b + P • (b + c) = 0; 
\ ls la 

für II -II: 85 • b · d - 86 • b · e = 0. 
ls la 

Zur Berechnung der Stabkräfte S3 und S4 können die Achsen III und IV dienen. 
Erstere ist die Schnittgerade der Ebenen {1, 2) und (5, 6}, letztere ist die Ver
bindungsgerade der Schnittpunkte der Stäbe 1, 2 bzw. 5 und 6. Da letzterer im 

p 
.I!, IV 
! p 

u- ~JI[r t I 2 ·-I,IT 

i ,. 
J; ! 6"w 

ll,IV 

Abb. 412. Allgemein~s Beispielfür den durch sechs Stäbe festgehaltenen Körper. 

Unendlichen liegt, ist IV -IV die durch den Schnittpunkt 1, 2 parallel zu 5 und 6 
gezogene Gerade. Das Moment für IV -IV können wir dadurch aufstellen, daß 
wir seinen Vektor, der in die Achse IV -IV fällt, in zwei Komponenten in Rich
tung IV" (lotrecht) und IV' (waagerecht) zerlEgen; dann ist: 

Mrv = Mf.v· + Mrv-- . 

Für die Achse IV" haben aber die fraglichen Kräfte S3 , S4 und P kein Moment (da 
sie ihr parallel laufen), so daß das Moment für IV' zugleich auch das gesuchte 
Moment M 1v ergibt. Da aber S3 , S4 und P senkrecht zu IV' verlaufen, ist das 
Moment leicht anzuschreiben; es ergibt sich: 

Mrv = Mrv·, 

M1v· = S3 · d- S4 • e- P · g = 0. 

Das Moment für III -III liefert: 

{S3 + S4) • b - P · c = 0. 

Es fehlen dann noch S1 und Sa· Die Achse V -V als Schnittgerade der Ebene 
(3, 4) und (5, 6) ist eine geeignete Momentenachse. Es ergibt sich: 

( 81 + 82 ) · a · h- P · (b + c) = 0. 
ll l~ 
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Die andere Momentenachse wäre entsprechend die Schnittgerade der Ebenen 3, 5 
und 4, 6. Diese Schnittgerade liegt in unendlicher Ferne. Es würden dem
gemäß die Kräfte P, 81 , 82 unendlich große Hebelarme erhalten; damit ist aber 
nichts anzufangen. Wir werden in diesem Falle, wie schon auf Seite 321 angegeben, 
die Momentenbedingung durch eine Komponentenbedingung ersetzen, und zwar 
in Richtung senkrecht zu den beiden fraglichen Ebenen (3, 5) bzw. (4, 6) und 
erhalten als Gleichung: 

- sll . d + ~2 • e = 0. 
1 2 

Wir werden also bei der Bestimmung der Achsen stets darauf achten, daß 
diese wenigstens zu einer der drei Projektionsebenen orientiert sind und die Hebel
arme der Momentengleichungen einfach abzumessen sind. Andererseits wollen 
wir uns nicht auf Momentengleichungen versteifen, sondern bedenken, daß ge
gebenenfalls Komponentenbedingungen nützlicher sind, die dann an Stelle einer 

a 

5' 

------r 
R54 

II' 

I 
I I 

I I I I 
I I I 

~'o· ,, 
.-.!._I J I 

;.r'" ,z 

Abb. 413. Behandlung der Konstruktion der Abb. 412 mittels Projektionen. 

oder mehrerer (bis drei) Momentenbeziehungen eingesetzt werden können. Im 
übrigen kann man auch unter Umständen durch unmittelbare Verwendung der 
Projektionen günstigere Lösungsverfahren bekommen. Man könnte im vor
liegenden Bei8piel folgendermaßen vorgehen: Man projiziert das Kraftbild auf 
die Aufrißtafel, also eine Ebene parallel zur Ebene (3, 5) bzw. (4, 6) (Abb. 413a) 
und stellt nun Gleichgewicht zwischen P und den Kräften in den Geraden 1", 3", 
5" her; so bekommt man die Resultierenden von 8 1 ,82 (R12) bzw. Ba, 84 (Ra4) und 
85 ,86 (R56 ) in der Aufrißprojektion. Mit Hilfe des ÜULMANNschen Verfahrens findet 
man das in Abb. 413e angegebene Krafteck. Im Grundriß muß die Grundriß
projektionvon R56 , also R~ 6 , im Gleichgewicht stehen mit 81 und 82 ; aber da drei 
Kräfte nur im Gleichgewicht stehen können, wenn sie durch einen Punkt geben, 
ist die Lage R56 bestimmt und so auch R12 = R~6 und dadurch 81 und 82 • Aus 
dem Seitenriß erbalten wir dann Ba und 84 • Es fehlt noch die Größe von 85 und 
S6 selbst; da aber Lage und Größe ihrer Resultierenden bekannt sind (erstere aus 
dem Grundriß, letztere aus dem Aufriß), bestehen die beiden Gleichungen: 

85 + 86 = Rs6• 
85 • d = 86 • e, 

womit sie eindeutig bestimmt sind. 
93. Behanc:Iung bei Symmetrie und Gegensymmetrie. Eine wesentliche Er

leichterung für die Ermittlung der Stabkräfte beim Sechsstabanschluß tritt dann 
ein, wenn die Festlegung des Körpers durch die sechs Stäbe symmetrisch zu 
einer Ebene angeordnet ist. Es läßt sich dann genau wie in früheren Fällen 
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(Nr. 60) wieder die allgemeine Belastung aufteilen in einen symmetrischen und 
einen gegem;ymmetrischen LastanteiL Bei der Konstruktion in Abb. 414, die als 
Grundlage einen Motoreinbau bei Flugzeugen hat, besteht die Belastung aus drei 
Komponenten P 11" P'll, Pz durch einen beliebigen, günstig gewählten Punkt 0 und 
drei Drehmomenten M.,, M'll, M •. Nach früherem kann nun jedes beliebige räum
liche Lastsystem ersetzt werden durch drei Komponenten durch einen ganz be
liebigen Punkt und drei Kräftepa,are; es stellt also die hier dargestellte Beanspru
chmlg den allgemeinsten Fall dar, da sie jede beliebige Belastung zu ersetzen 
vermag. 

Die Belastungssymmetrie für ebene Probleme ·wurde auf Seite 172ff. be
handelt. Wir können in Erweiterung der dort gegebenen Sätze für den Raum 
folgendes aussagen: Bei geometrischer Symmetrie sind im Falle der Symmetrie 
der Belastung die Reaktionskräfte, d. h. in unserem Falle die Stabkräfte, sym
metrisch zur Mittelebene. Es werden §ymmetrisch angeordnete Stäbe also die 
gleiche Last aufnehmen. Im Falle der Gegensym'fl'.etrie der Belastung sind die 
Reaktionskräfte gegensymmetrisch. Die zugeordneten Stabkräfte SI und 8 2 

bzw. 83 und S4 bzw. 85 und S6 werden also gleich groß, aber entgegengesetzt 
gerichtet sein. 

Für unser Beispiel ist die symmetrische Belastung (zur Symmetrieebene spie
gelnd!) dargestellt durch die beiden Kräfte Pz, P. und das Moment M'll. Für diese 
Belastung ist die Stabkraft St = s:, s; = St, St = s:. (Der Anzeiger * be
zeichnet Größen, die aus der symmetrischen Blla :tungsgruppe hervorgehen, der 
Anzeiger ** bezeichnet die aus der gegensymmetrischen Belastung ermitteHen 
Größen.) Da die Stäbe geometrisch symmetrisch angeordnet sind und je zwei 
sich in einem Punkt auf der Mittelebene schneiden, haben diese beiden Stäbe je eine 
Stabkraftresultierende, die in der Mittelebene liegt. Bilden wir nun diese Mittel
ebene ab, mit den Resultierenden Rt2 aus St und s:, Rt4 aus s: und St, Rt6 aus 
St und St, so ergibt diese das gleiche Bild wie der Aufriß (Abb. 414d). Es ent
steht somit ein ebenes Problem, das in bekannter Weise gelöst werden kann. 

(.I M)r = 0: 

(.I M)n = 0: 

.I .11f)m = 0: 

P. · a- P., · b- M'll + Rt2 • ei = 0, 

P • . d - p a; • I - M 'II + Rt4 . e2 = 0' 

P. ·g +P.,·c-M'II-Rt6 ·e3 = 0 . 

Die errechneten Werte für die Stabkraftresultierenden Rf2 , Rt4 und Rt6 müssen 
noch in die einzelnen Stabkräfte zerlegt werden. Diese Zerlegung erledigen wir 
zweckmäßig jedoch erst zusammen mit den gegensymmetrischen Stabkräften. 

Die gegensymmetrische Belastung (zur Symmetrieebene spiegelnd mit um. 
gekehrtem Richtungssinn) ist dargestellt durch die Kraft P11 und die beiden Mo
mente M., und Mz. Die geometrisch symmetrischen St.äbe 1 und 2 erhalten durch 
die gegensymmetrische Belastung gleich große, aber entgegengesetzt gerichtete 
(gegensymmetrische) Stabkräfte, die wir im Schnittpunkt der Stäbe zu einer Re
sultierenden Rf2* zusammenfassen können. Diese Resultierende Rt2* muß in der 
Ebene der beiden Stäbe liegen und wegen der Gleichheit der Kraftgrößen senk
recht zur Mittelebene stehen. Sie wird also in all den Projektionen in wahrer 
Größe vorhanden sein, in denen die Mittelebene als Linie erscheint, d. i. im 
Grundriß und Seitenriß. Das gleiche gilt von R:4* und Rt6*. 

Diese beiden Projektionen benutzen wir zur Ermittlung der Stabkräfte bzw. 
ihrer Resultierenden R{~,; *. Im Grundriß (Abb. 414e) erhalten wir die Gleichungen: 

(.'E .llf)l' = 0: R:4* · x1 + P'll (x1 + x2) + M. + R:6* (x1 + x2 + x3) = 0, 

(.I M)n·= 0: -R{/ · xi + P'll · x2 + M. + R:6* (x2 + x3) = 0; 
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im Seitenriß (Abb. 414f): 

(~ M)m·= 0: Ri2* · z3 + Pv (z2 + z3) +Mx+ Rit (z1 + z2 + z3) = 0. 

Als Kontrollgleichung können wir uns noch der für beide Projektionen gültigen 
Komponentengleichung bedienen: 

e 

~Yi= 0: Ri_2* + Ri/ + R:t· + P11 = 0. 

b 

f 

A.bb. 414a. t>is f. Behandlung eines Körperanschlusses mittels Belastungsumordnung. 

Gleichgewicht von Kräften im Raum ist nur dann gesichert, wenn in allen drei 
Projektionen Gleichgewicht besteht. Also müßte bei der gegensymmetrischen 
Belastung auch noch in der Aufrißprojektion Gleichgewicht vorhandtln sein. Das 
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ist aber auch erfüllt, da ja im Aufriß (Mittelebene) die gegensymmetrischen Be
lastungsgrößen P 11 , M", M. verschwinden, also keine Stabkräfte bzw. keine Re
sultierenden Ri 2*, R'it, Rt6* auftreten. Wir können demgemäß auch sagen: Für 
die gesamte Belastung (Symmetrie und Gegensymmetrie) haben wir in den drei 
Projektionen Gleichgewicht hergestellt. 

Damit sind aus den beiden Belastungszuständen für den allgemeinsten Fall 
die Resultierenden Rtk und Rt/ gefunden. Diese Resultierenden der Stabkräfte 
müssen nun noch in ihre ursprünglichen Stabkräfte zerlegt werden. Das kann 
aber nur in der Ebene der entsprechenden Stäbe geschehen. Zu diesem Zweck 
bilden wir die Ebenen (1,2) bzw. (3, 4) und (5, 6) vermittels Grund- und Aufriß 
naturgetreu ab (A bb. 414g, h), indem wir jedesmal die Stabebene in eine Lage 

Abb. 414g bis I. Bestimmung der Stabkräfte aus den ermittelten Resultierenden. 

parallel zur Grundrißebene drehen; als Drehachsen -wurden die Geraden A A bzw. 
BB und CO benutzt. Damit erhalten wir die Richtungen der Stäbe in ihrer 
eigenen Ebene und können die ermittelten Teilresultierenden in ihre Stabbestand
teile zerlegen. 

Auf diese Weise ist also das räumliche Problem des sechsstäbigen symmetri
schen Anschlusses auf ebene Probleme zurückzuführen. Die allgemeingültige 
Aussage, daß die drei Projektionen im Gleichgewicht stehen müssen, ist hier 
schrittweise erfüllt worden: die symmetrische Belastung liefert ein Gleich
gewichtsbild des Aufrisses, die gegensymmetrische die Gleichgewichtsbilder des 
Grund- und Seitenrisses. 

XIX. Die Festlegung eines Körpers durch Lager und entsprechende 
Anschlüsse. 

94. Der in Drehlagern gestützte Körper. Wir haben in den letzten Ausfüh
rungen Körper betrachtet, die durch besonders Stützungsstäbe mit der Erde ver
bunden sind. Geradeso wie bei der ebenen Stützung können nun auch hier üatt 
der Stützungsstäbe andere Verbindungen zwischen Körper und Erde (bzw. 
einem starren Gebilde) gewählt werden, Anschlüsse, Lager, und es ist die Frage, 
welcher Zusammenhang zwischen ihnen und den Stützungsstäben betteht. Wir 
gehen von den einfachsten Lagern aus. Die bei den ebenen Balken betrachteten 
Abstützungen waren: das feste Auflager (drehbar, aber unverschieblich ), das be
wegliche Auflager (drehbar und verschieblich) und die Einspannung (undrehbar 
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und unverschieblich). Bei den beiden ersteren war der Balken mit der Unterlage 
durch ein Gelenk verbunden, so daß kein Moment vom Balken auf die Unterlage 
weitergeleitet werden konnte. Wollen wir nun Vorkehrungen treffen, daß vom 
räumlichen Balken oder Körper auf die Unterlage kein Moment übertragen wird, 
so müssen wir ein Kugelgelenk anordnen, damit jede Drehmöglichkeit vorhanden 
ist. Den unteren Teil des Lagers können wir dann unverschieblich gestalten 
(Abb. 415a), also fest mit dem Mauerwerk verbunden, oder verschieblieh in einer 
Richtung (Abb. 415 b, c) oder verschieblieh in jeder Richtung (Abb. 415d). Die 
Verschieblichkeit in einer Richtung kann mittels Rollen herbeigeführt werden, die 
für jede Richtung mit Hilfe von Kugeln, die zwischen Lagerklotz und Unterlager 
eingeordnet werden. Durch diese Lager können keine Momente übertragen 
werden, almfür jedes ist M = 0 oder, anders ausgedrückt, M", MY, Mz können 
nicht auf die Unterlage weiterge- zf / 
l::litet werden. Andererseits kann ap 
durch das feste Auflager jede Kraft 
weitergeführt werden, d. h. es kön
nen die drei Komponenten X, Y, Z 
übertragen werden oder, mit an
deren Worten: beim festen Auf
lager im Raum mit Kugelgelenk 
kann eine Lagerreaktion in der x-, 
y- und z-Richtung auftreten (bei 
dem ebenen festen Lager nur eine 
solche in der lotrechten und in der 
waagerechten Richtung). Bei dem 
Rollendrehlager entsteht in der 
VerschiebungsrichtungkeineLager- Abb. 415. Die verschiedenen KUge!dreh!ager. 

kraft, also können nur Kräfte über-
tragen werden in der lotrechten Richtung und in der waagerechten Ebene senk
recht zur Bewegungsrichtung; bei Abb. 415 b solche in der y-Richtung, bei 
Abb. 415c in der x-Richtung. Bei dem Kugellager der Abb. 415d kann über
haupt keine waagerechte Kraft übertragen werden, sondern nur die z-Komponente. 
Es stellt dengemäß das feste Raumlager mit Kugelgelenk drei Unbekannte dar, 
das Rollendrehlager zwei, das Kugeldrehlager eine. Im letzten Falle liegt die 
Lagerkraft senkrecht zur Stützungsebene, im zweiten Falle liegen beide Kom
ponenten in einer Ebene senkrecht zur Bewegungsrichtung, also fällt auch die 
Lagerkraft selbst in diese Ebene hinein. Im ersten Falle kann die Lagerkraft 
jede beliebige Richtung annehmen. 

Der Zusammenhang zwischen diesen Lagern und den Stützungsstäben ist 
leicht zu erkennen. Wenn ein Punkt A gegenüber der Erde unverschieblich fest
gelegt werden soll, benötigt man drei Stäbe. Es bewirken also drei Stützungs
stäbe (Abb. 416a) das gleiche wie das feste Auflager. Selbstverständlich dürfen 
diese drei Stützungsstäbe nicht in diemlbe Ebene fallen, denn alEdann wäre ja 
Punkt A nicht räumlich fest angeschlossen. Ist andererseits ein Punkt B durch 
zwei Stäbe an die Erde angefügt (Abb. 416b, c), so kann er nur Bewegungen auf 
('inem Kreisbogen ausführen, der an der Stelle B senkrecht zur Ebene der Stäbe 1,2 
verläuft. Praktisch wird bei einem gestützten Körper von diesem Kreisbogen 
nur ein kleines Stück in Frage kommen, ein Element, das senkrecht zur Ebene 
(1,2), also in x- bzw. y-Richtung verläuft. Die gleiche Bewegung wird aber er
reicht durch ein Rollenlager, dessen Bewegungsrichtung senkrecht zur Ebene (1, 2) 
verläuft. Hat man schließlich einenAmchluß nur durch einen Stab (Abb. 416d), 
so kann der Punkt sich auf einer Kugelfläche bewegen, von der im praktischen 
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Falle nur ein kleines Flächenstück (Flächenelement) in Frage kommt, das senk
recht zu dem Stab liegt. Also könnte der Punkt die gleiche Bewegung ausführen 
wie bei seiner Stützung in einem Kugeldrehlager. Wir erkennen aus dieser Be
trachtung: ein festes räumliches Lager mit Kugelgelenk kann durch drei Stützungs
stäbe ersetzt werden, ein Rollendrehlager durch zwei, die in der Ebene senkrecht zur 
Bewegungsgeraden liegen müssen, und ein Kugeldrehlager durch einen Stützungs-

z+ stab, der senkrecht zt~r 
1 zt Bewegungsebene gerich-

a A c 1 tet ist. DieZahl der La-
B gerunbekannten stimmt y---; ® mit der Zahl der Stüt

zungsstäbe überein. 
-.......: ~- DaeinKörperdurch 

~ - / ----- _..- sechs Stützungsstäbe 
~ gegenüber der Erde 

festgelegt werden kann, 
b zt zt so kann dieses auch ge-

gl d~ schehendurchdreiRol-
:;...-___. x ----- - ~Y Ieudrehlager (je zwei (!) ,.,.- -v----- d Stützungostäbe) oder 

zwei Rollendrehlager 
-:=- .:::._ (je zwei Stützungsstä

be) und zwei Kugel
drehlager (je einen 
Stützungsstab) oderein Abb. 416. Ersatz der Kugeldrehlager durch Stützungsstäbe. 

Rollendrehlager, ein 
festes Drehlager (drei Stützungsstäbe) und ein Kugeldrehlager oder ein festes Dreh
lag er und drei Kugeldrehlager. Es ist allerdings nicht gesagt, daß eine solche Lage
rung immer den Körper unverschieblich festlegt; das bedarf einer Nachprüfung 

I 
I 

<Di 
I 
I • 

Abb. 417. 
Verschie blich gestützter Körper. 

Man kann eine solche etwa dadurch vornehmen, 
daß man die Lager durch Stützungsstäbe ersetzt 
und feststellt, ob diese Stäbe eindeutige und 
endliche Kräfte erhalten. Wir bekommen dieRP 
sicher nicht, wenn die sechs Stützungsstäbe von 
einer Geraden getroffen werden können. Es ist 
beispielsweise der in Abb. 417 dargestellte Kör
per, der in einem festen und drei Kugeldreh
lagern auf horizontaler Ebene aufliegt, nicht 
mehr unverschieblich. Das erkennt man schon 
ohne Stützungsstäbe, da sich der Körper um 
das feste Lager drehen kann. Ersetzen wir die 
Lager durch Stützungsstäbe, so schneidet diP 
mit Stab 1 zusammenfallende Gerade alle sechs 
Stäbe, also haben wir kein eindeutiges System. 

Ändert man die Bewegungsebenen der Kugeln, daß die drei Stützungsstäbe nicht 
mehr durch einen Punkt gehen, so kann eine unverschiebliche Lagerung entstehen. 
In Abb. 418a ist ein Körper durch ein festes Drehlager, ein Rollen- und ein Kugel
drehlager abgestützt. Die Stützungsstäbe für diese Lager können in der in 
Abb. 418b angegebenen Weise eingezogen werden; man erkennt, daß sich jetzt 
keine Gerade angeben läßt, die alle sechs Stäbe schneidet. Zur Berechnung der 
Lagerkräfte könnte man so vorgehen, daß man in der unter Nr. 91 angegebenen 
Weise die Kräfte der Stützungsstäbe berechnet. Die Resultierende der Stab-



Difl räumliche Einspannung.- Beanspruchungsgrößen eines beliebigm Querschnittes. 333 

kräfte 81 , 82 , 83 ist dann die Reaktion A, diejenige von 84 und 85 die Reaktion 
bei Bund die Stabkraft 86 gibt die Reaktion in 0 an. Man kann natürlich auch 

Abb. 418. Unverschieb!lch gestützter Körper. 
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die Reaktionen unmittelbar ausrechnen, indem man von den üblichen Kompo
nenten ausgeht (Abb. 418a); das kommt auf dasselbe hinaus, wie wenn man Stüt
zungsstäbe in diesen Richtungen einführt. 

95. Die räumliche Einspannung. - Beanspruchungsgrößen eines beliebigen 
Querschnittes. Die ebene Einspannung legt das Balkenende undrehbar und un
verschieblich fest. Dasselbe gilt von der räumlichen Einspannung; auch hier 
haben wir unverschieblichen und undrehbaren Anschluß. Wie viele Unbekannte 
treten nun an der Einspannstelle auf ? An 
dieser kann jede beliebige Kraft und jedes 
beliebige Moment übertragen werden, weil 
aber sowohl die Kraft als auch das Moment 
(Kräftepaar) durch drei Angaben bestimmt 
ist (z. B. die drei Kraftkomponenten bzw. 
die drei Komponenten des Momentenvek
tors}, so liegen sechs Unbekannte vor. Da 
bei der Einspannung jede Verschiebung 
ausgeschlossen ist, kann sich der Balken 
(Abb. 419) weder in der x-, noch in der y-, 
noch in der z-Richtung verschieben, d. h. er 
kann die Komponenten der Lagerkraft in 
diesen drei Richtungen übertragen; und da 
Drehungen ebenfalls unmöglich sind, kann 
es sich weder um die x-, noch um die y-, 
noch um die z-Achse drehen; er kann also 
an der Einspannstelle das Moment um die 
x-Achse (M.,), sowie diejenigen um die y

Abb. 419. Die Reaktionsgrößen bei der 
Einspannung. 

und die z-Achse (M1" Mz) ebenfalls weiterleiten. Das Moment um die x-Achse 
ist ein solches, dessen Vektor in die x-Achse fällt\ das Moment selbst. liegt in 
der y, z-Ebene; es entspricht dem Biegungsmoment des ebenen Balkens, das ja 
in der Symmetrieebene des Balkens wirkt. Das Moment M 11 liegt in der x, z-Ebene; 
es ist auch ein Biegungsmoment, aber nicht in einer lotrechten Längsebene, 
t:ondern in einer waagerechten; es will den Balken in der horizontalen Rich
tung verbiegen. Das Moment M. dagegen liegt in einer Querschnittsebene 
und wirkt verdrehend auf den Balken; man bezeichnet es als Verdrehungs-

1 Die Momentenvektoren sind-durch Doppelpfeile gekennzeichnet, die Kraftvektoren 
durch einfache Pfeile. 
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moment. Ein Verdrehungsmoment (Torsionsmoment) wirkt also in einer Ebene 
s nkrecht zur Längsachse, sein Vektor fällt in die Längsachse des Balkens; da
gegen liegt ein Biegungsmoment in einer Längsebene, sein Vektor steht senkrecht 
zur Stabachse. Von den drei Lagerkräften stellt die x- und y-Kraft eine Quer
kraft dar (senkrecht zur Balkenachse), die z-Kraft dagegen eine Längskraft. Wir 
können also sagen: In der räumlichen Einspannstelle sind außer den drei Mo
menten drei Lagerkräfte, zwei Querkräfte Aw, A 11 und eine Längskraft A., un
bekannt. Bei der ebenen Einspannung lagen dagegen nur drei Unbekannte vor, 
nämlich zwei Lagerkräfte und ein Biegemoment. Natürlich kann man die drei 
Kraftkomponenten zu einer Kraft, der Lagerkraft, vereinigen und die drei M'o
mentenanteile ebenfalls zu einem resultierenden Moment zusammenfassen, das 
man wieder als Einspannmoment bezeichnet. 

Die Einspannung ist die einfachste feste Verbindungsmöglichkeit eines Kör
pers mit einem anderen starren Körper, also eine undrehbare und unverschieb
Iiche Befestigung. Wirken auf den eingespannten Balken beliebige Kräfte, so 

9• können diese nach früherem ersetzt werden 
1 durch eine Resultierende R', die durch 

einen beliebigen Punkt geht, und ein re
sultierendes Kräftepaar M~. Diese beiden 
Einflüsse wirken also auf den Balken und 
werden durch den Einspannquerschnitt 
weiter nach der Einspannstelle selbst über
tragen. Gegen diese Einflüsse wehrt sich 
die Unterlage; es entsteht dadurch eine 
Gegenkraft R = R' und ein Gegenmoment 

Abb. 420. Beispiel zur Berechnung der Mr = M;. Die Korrpomntt:n von R sind 
Reaktionsgrößen bei der Einspannung. 

dann die eben erwähnten Gegenkräfte 
Aw, A 11 , A., und die Teilmomente von Mr sind die Momente ".Mw, rMu, r"~fz. 
Diese sechs Unbekannten sind bestimmt durch: 

A., =.I X;, rMx = (.I M;)w, 

A. = .IZ;, ".M. ={.IM;)., 

wobei wie früher bedeuten: .I X; die Summe der Komponenten aller auf den 
Balken wirkenden Lasten in der x-Richtung und (.IM;)., die Summe der Mo
mente aller Lasten und der etwa vorhandenen äußeren Momente für die x-Achse. 

Bei der Konstruktion nach Abb. 420 ergibt sich: 

Aw=O, A.=O, A 11 =P1 +P2 • 

".Mw= P, ·c + P2 • (b +c), rM11 = 0, rMz = P2 ·a. 

(Das Vorzeichen der Lagerkräfte und Einspannmomente ist mit dem Richtungs
pfeil ausgedrückt.) 

Da man ein räumliches Kräftesystem statt durch eine Kraft und ein Kräfte
paar auch ersetzen kann durch ein Kraftkreuz, können wir sagen: Durch den Ein
spannquerschnitt werden die ·zwei Kräfte eines Kraftkreuzes übertragen, die 
je nach der Gestalt des auf den Balken wirkenden Kraftsystems gegenüber der 
Einspannstelle ganz verschiEdene Lagen und Größen haben, ähnlich wie bei der 
ebenen Ein:opannung eine Kraft in allgemeiner Lage auftrat (die durch zwei 
Kraftkomponenten und ein Moment ersetzt werden konnte). 

Nach den obigen Ausführungen werden durch den Einspannquerschnitt sechs 
Beanspruchungsgrößen wEitergeleitet, die herrühren von einer Resultierenden R, 
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die durch einen beliebigen Punkt (vgl. Nr. 86) geht, und einem Kräftepaar. Als 
beliebigen Punkt wird man zweckmäßig den Schnittpunkt 0 der z-Achse mit der 
Einspannebene wählen, so daß dann die Gesamtheit der auf den Balken wirken
den Einflüsse (Kräfte und Momente) ersetzbar ist durch eine ResultierendeR' 
durch diesen Punkt 0 und ein Moment M;. Diese Betrachtungen haben große 
Bedeutung für jeden Querschnitt eines räumlich belasteten Balkens. Die Wir
kung aller Einflüsse auf den vom Querschnitt links liegenden Balkenteil I muß 
durch den Querschnitt auf den anderen Teil II weitergeleitet werden. Alle auf 
den einen Balkenteil wirkenden Einflüsse lassen sich aber nach den obigen Aus
führungen ersetzen (Abb. 421) durch zwei Querkräfte Q:x:, Q11 und eine Längs
kraft L2 in einem beliebigen Punkt (z. B. dem Mittelpunkt des Querschnitt.s), 
zwei Biegungamomente B.,, B 11 und ein Verdrehungsmoment T2 • Also werden im 
allgemeinen diese sechs Beanspruchungegrößen im Querschnitt auftreten. Beim 
ebenen Balken war es eine Längskraft, eine Querkraft und ein Biegungsmoment. 
Dort lagen demgemäß drei Beanspruchungsgrößen vor, entsprechend dem Um
stand, daß für ebene Kräfte drei Gleich
gewichtsbedingungen aufstellbar waren. 
Jetzt im Raum haben wir sechs Bean
spruchungsgrößen, aber auch sechs Gleich
gewichtsbedingungen. Wenn die Verbin
dung zwischen den beiden Körperteilen so 
ausgeführt wird, daß diese "sechs Bean
spruchungsgrößen sicher weitergeleitet 
werden können, dann sind beide Teile un
drehbar und unverschieblich miteinander 
verbunden. Selbstverständlich müssen die Abb. 421. Die sechs Beanspruchungsgrößen 

eines beliebigen Querschnittes. 
sechs Beanspruchungsgrößen, die die Kraft-
wirkung des linken Teiles I ersetzen, mit den gesamten Kräften des rechten 
Teiles II im Gleichgewicht stehen und umgekehrt. Es ist also: 

Q:x: gleich der Summe aller X-Komponenten der auf den einen Teil wirkenden 
Kräfte; 

Q11 gleich der Summe aller Y-Komponenten der auf den einen Teil wirkenden 
Kräfte; 

L2 gleich der Summe aller Z-Komponenten der auf den einen Teil wirkenden 
Kräfte; 

B., gleich der Summe der Momente aller an dem einen Teil angreifenden Kräfte 
für die X-Achse; 

B 11 gleich dEr Summe der Momente aller an dem einen Teil angreifenden Kräfte 
für die y-Achse; 

T. gleich der Summe der Momente aller an dem einen Teil angreifenden Kräfte 
für die z-Achse. 

Soll der ganze Balken die auf ihn wirkenden Lasten sicher übertragen können, 
so müssen an jeder Stelle die auftretenden sechs Beanspruchungsgrößen durch die 
Verbindungsstelle zwischen dem Teillinks und dem Teil rechts weitergeleitet 
werden können. Man erkennt leicht, daß es zu diesem Zweck nicht nötig ist, daß 
die Balkenteile durch einen vollwandigen Querschnitt verbunden sind. Man 
kann ja jedes Kraftsystem im Raum durch sechs Kräfte in allgemeiner Lage er
setzen oder sie mit sechs Kräften ins Gleichgewicht setzen, sofern ihre Wirkungs
linien allgemeine Lage haben. Da man dieses mit jeder auf einen Balkenteil wir
kenden Belastung machen kann, werden wir eine sichere Verbindung zwischen 
dem linken und dem rechten Teil auch dann erreichen, wenn, statt der unmittel
baren festen Verbindung der beiden Balkenteile mittels eines gemeim:amen Quer-
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schnitts, zwischen den beiden Teilen sechs Verbindungsstäbe in allgemeiner Lagt 
eingezogen werden; denn diese Stabkräfte können mit der gesamten äußeren Be
lastung links oder rechts ins Gleichgewicht gesetzt werden. Die sechs Stabkräfte 
zusammengenommen ergeben gerrau die gleiche Wirkung wie die eben eingeführten 
Größen Qx, QY, Lz, H"' By, Tz. Es liegen hier entsprechende Verhältnisse wie in 
der Ebene vor, wo statt der unmittelbaren festen Verbindungzweier Balkenteile 
auch drei Verbindungsstäbe zwischen den Balkenteilen verwendet werden konn
ten (Nr. 54). 

96. Verschiedene Anschlußarten. Zur eindeutigen Festlegung eine8 Körpers 
brauchen wir sechs Fesseln, die sowohl durch Lagerkräfte als auch durch Mo
mente dargestellt werden können. Bei der Einspannung hatten wir z. B. drei 
Momente und dr<>i Kräfte, bei den vorher betrachteten räumlichen Lagerungen 

- -----+z * .. iCÄi 

sechs Kräfte. Selbstverständlich muß in jedem 
einzelnen Fall nachgeprüft werden, ob der Balken 
bei der Verwendung von sechs Fesseln auch un
verschieblich und undrehbar festliegt oder, anders 
ausgedrückt, ob die sechs Unbekannten eindeutige 

Ahh. 4:!:!. Zy!indcrlngcr, drehbar Werte erhaltenl. 
um eine waagerechte Achse. 

Bis jetzt hatten wir als Anschlüsse für einen 
Balken an die Unterlage betrachtet das Kugelgelenk, das üb<>rhaupt kein Mo
ment übertragen kann, mit festem Lager, Rollenlager und Kugellager (mit 
drei bzw. zwei bzw. einer Unbekannten) und die Einspannung mit sechs Un
bcbmnten. Neben diesfn Anschlüssen kommen in der Technik noch mancherlei 

andere Ausführungen vor, darunter auch solche, die 
vier und fünf Unbekannte aufweisen. Sie mögen nun 
im Zusammenhang betrachtet werden. 

Abb. 423. Zylinderlagcr, drehbar Abb. 42!. Zylinderlager, dreh· 
um eine lotrechte Achse. bar um eine waagerechte Achse 

senkrecht zur Hauptebcne. 

Abb. 425. Verschiobliches 
Zylinder!ager. 

Wenn man den Balken mit einem Zapfen versieht und diesen auf einem Lager 
unverschieblich stützt (Abb. 422), so kann er nur eine Drehung um eine Achse, 
hier die z-Achse, audühren. Es werden also hier üb<>rtragen: M.,, MY und A.,, AY, 
A., dagegen kann das Verdrehungsmom<>nt Mz nicht weitergeleitet werden. Wird 
der Zapfen verschieblieh in der z-Richtung angeordnet, dann fällt auch die 
Kraft Az fort. 

Man kann natürlich auch ein Zylindergelenk mit der Achse in der y-Rich
tung (Abb. 423) oder x-Richtung (Abb. 424) anbringen und kommt durch letztere 
Anordnung zu einem Lager, wie es meistens als festes Lager für ebene Konstruk
tionen angeordnet wird. Es kann hierbei das Moment M., nicht übertragen es 
können also nur weitergeleitet werden: 211" als verbiegendes Moment, ]}[z als ver-

1 Xhnlich wie man eine Lagerkraft durch einen Stützungsstab ersetzen kann, könnte 
man auch ein Lagermoment durch einen "Momentenstab'' ersetzen, der mit dem Momenten
vektor zusammenfällt und eine Fessel darstellt. 
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drehendes Moment und A", Ay, Az. Wird der Lagerklotz auf Rollen gesetzt 
(Abb. 425), so fällt noch Az fort. Wird der Lagerklotz auf Kugeln gelagert, so 
kann er außer MY und Mz nur Ay übertragen1. Je nach der Ausführung (Reibung 
usw.) könnte es sein, daß nur ein gewisser Betrag der Momente übertragen werden 
kann. 

Im ganzen erhält man die in der Tabelle (Abb. 426) angegebenen Grundformen 
von Lagern. Für die Darstellung ist zwischen Balken und Unterlage ein Lager
klotz eingeführt. Je nachdem dieser Klotz mit dem Balken und andererseits mit 

Anordung b zOg/. Vers~hlebung 
(Lagerung des Unterteils) 

a. b. l' d. 

~---urwerschidiith Rollen, Rollen, Kugeln, 
Achsenbezeichnung verschieblieh verschieblieh verschieblieh 

inz-Richlung in y-Ric/Jiung iny-uz-l?ri:lilg. 

2. .1{~, -,~lz MaH-,J.Itlz ll'lx,-,ilfzi.._IJ.fx,-,..:.lfz 

~ Ax, Au. Azl Ax. Au. _I Ax. -, Az Ax, -, -

Zylindergelenk · 

1:-----1·--------------

Abb. 426. Übertra~ungsmögllchkeiten der verschiedenen Lager. 

der Unterlage verbunden ist, 
~>rhält man die verschiedenen 
Übertragungsmöglichkeiten. 
In der Tabelle ist angegeben, 
welche Größe (Kraft oder 
Moment) durch das betref
fende Lager weitergeleitet 
werden kann. In Reihe 1 sind 
die Lageranordnungen ange
führt, bei denen Balken und 
Klotz unmittelbar fest mit
einander verbunden sind, in 
der 2. und 3. Reihe diejeni
gen, bei denen ein Zylinder
gelenk mit waagerechter 
Achse zwischen Balken und 
Klotz vorhanden ist, in der 
4. Reihe Konstruktionen mit 
stehendem Bolzen, und in 
der 5. Reihe haben wir La
ger, bei denen zwischen Bal
ken und Klotz ein Kugel
gelenk liegt. Je nachdem, ob 
in den verschiedenen Stellen 
der Klotz mit der Unterlage 
steif verbunden oder auf Rol
len bzw. Kugeln angeordnet 
ist, entstehen verschieden
artige Verhältnisse. Dabei 
ist in den Fällen b, c, d an
genommen, daß durch ent
sprechende Anordnungen der Rollen bzw. Kugeln die Übertragung der ange
gebenen Momente wirklich möglich ist. 

Selbstverständlich kann man sich auch andere Lageranordnungen vorstellen. 
Es könnten z. B. zwei Drehmöglichkeiten -etwa nach Nr. 2 und 3 - mitein
ander verbunden sein, dann würde gleichzeitig eine Drehung um die y- und 
z-Achse erfolgen, also könnte nur noch Mx übertragen werden. Diese Anord
nung würde einem Kreuzgelenk (Doppelscharnier) entsprechen. 

97. Verschiedene praktische Lagerungen und Anschlüsse. Wenn auch nicht 
allr in der Tabelle aufgeführten Lager bzw. Anschlüsse in praktischer Amführung 
vorkommen, so ist diese Zusammenstellung doch wichtig, um über die ganze 
Kraftwirkung an den Lagern Klarheit zu gewinnen. Auf einzelne praktische 

1 Dabei ist die Anordnung der Kugeln so vorausgesetzt, daß tatsächlich M. und Mz auch 
aufgenommen werden kann. 

22 Schlink, Statik. 2. u. 3. Auf!. 
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Ausführungen sei nun eingegangen. Häufig findet man bei g1 ößeren Konstruk
tionen, beispielsweise Brückenträgern, die Lager 2, a und 2, b, das sind die Auf
lager, wie wir sie bei ebenen Balken kennengelernt haben. Der ganze Brücken
träger (Abb. 427) ist ein räumliches Gebilde; aber seine Haupttragteile sind eben, 
meistens lotrecht stehende Wände (ABC D und EFG H), die man dann als Schei
ben durch die angegebenen Lager abstützt. Die Auflager A und E haben nach der 
Tabelle je fünf Auflagerunbekannte, die Lager Bund F je vier, so daß im ganzen 
18 Unbekannte vorhanden sind. Nun bedarf aber der räumliche Körper zur sta
tisch bestimmten Lagerung nur sechs Fesseln, also ist der hier dargestellte räum
liche Körperzwölffach statisch unbestimmt. Die beiden Tragwände ABCD und 
EFGH seien, als ebene Träger betrachtet, innerlich statisch bestimmt, dann sind 
sie für sich bei der angegebenen Lagerung statisch bestimmt. Tatsächlich ist aber 
der ganze Brückenträger ein räumliches Gebilde und als solches vielfach statisch 
unbestimmt. Unter gewissen Umständen (z. B. Windbelastung quer zur Fahr
bahn) ist es nötig, darauf zu achten, daß die ebenen Scheiben Teile eines räum-

6' 

Abb. 427.Lagcrung eines Brückenträgers. 

liehen Gebildes sind, so daß auch Einflüsse, die außerhalb der Ebene der Scheiben 
liegen, von dem Gebilde aufgenommen werden können. 

Die Flügel eines Flugzeuges sind vermittels der Holme an dem Rumpf ent
weder mit Kugel- oder Zylindergelenk oder auch durch Einspannung befestigt 
und vielfach noch abgestützt. 

Von anderen Anschlüssen, wie sie bei verschiedenen Konstruktionsgebilden 
auftreten, betrachten wir zunächst die Lagerung einer Abraumförderbrücke. Die 
oft ungenauen Gleisanlagen und die Unebenheiten des Bodens einer Braun
kohlengruhe fordern eine "Raumbeweglichkeit" dieser Brücken, aber doch so, 
daß die gesamte Konstruktion "festliegt". Es ist also bei der Lagerung darauf zu 
achten, daß die Förderbrücke ohne inneren Zwang den verschiedenartigsten Be
wegungen des Geländes und damit der beiden Radwerke folgen kann. "Ohne 
inneren Zwang" ist aber die gleichlautende Forderung mit "statisch bestimmt" 
Die Ausführung dieser statisch bestimmten Lagerung bietet bei derartig schweren 
Gebilden insofern Schwierigkeiten, als die Verbindung mit dem Boden auf zahl
reiche Räder verteilt werden muß, um die einzelnen Raddrücke nicht zu groß 
werden zu lassen. Konstruktive Möglichkeiten sind in den Abb. 428 und 429 
angegeben. 

In Abb. 428 ist z. B. die Auflagerung einer Förderbrücke in zwei Geleis
strängen mit je 32 Rädern, das sind insgeEamt 64 Räder, bewerkstelligt. Trotz 
dieser 64 Auflagerpunkte ist die Förderbrücke aber statisch bestimmt, d. h. mit 
sechs Unbekannten in allgemeiner Lage gelagert. 
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Die an einer Lagerstelle (linkes oder rechtes Stützungsf'ystem der Brücke) an
gebrachten 32 Räder sind mit Traverst>n zu je 16 Stück in zwei Drehgestellen zu
sammengefaßt, und zwar so, daß sich eine auf die Stützstelle 0, D, E oder F 
wirkende lotrechte Kraft gleichmäßig auf die 16 Räder verteilt. Damit wirkt jeder 
der vier Stützpunkte der einzelnen Drehgestelle als Auflagerstelle, die sowohl in 
der lotrechten Richtung als auch - bei Feststellung (Bremsung) der Räder -
innerhalb der waagerechten Ebene in und senkrecht zur Fahrtrichtung keine 
Bewegung zulassen. 

Vom statischen Gesichtspunkt können somit die Stützpunkte an den Dreh
gestellen als Ausgangspunkte (feste Kugelgelenke) für die Stützung des Brücken-

.A.bb. 428. Lagerung einer Förderbrücke auf 64 Rädern. 

systems betrachtet werden. Damit in der Fahrtrichtung der einzelnen Wagen 
kein Zwang auftritt, wird nur einer der Drehgestellwagen gebremst; außerdem 
ist die durch die Drehbeweglichkeit der Brüokenstütze A gewonnene Verschie
bungsmöglichkeit der beiden Drehgestellstützpunkte 0 und D eine Gewähr für die 
eindeutige Aufnahme von Kräften in Richtung der Brückenachse, eine derartige 
Kraft wird sich zu gleiohen Teilen auf die beiden Punkte 0 und D verteilen. 

Über diesen Drehgestellpunkten 0 und D ist die linke Stütze A aus zwei 
Rahmengliedern aufgebaut, von denen das eine starr, das andere drehbar um 
eine lotrechte Achse mit dem Brückenträger verbunden ist. Damit ist erreicht, 
daß die Brücke in bezug auf das linke "Lager" A t>ine Drehung um die lotrechte 
Achse und eine Drehung um die Verbindungslinie der Drehgestellstützpunkte GD 
ausführen kann. Es werden also nur aufgenommen: die drei Kraftkomponenten 
A",, A 11 , Az und ein Moment um die Brückenhauptachse (Verdrehungsmoment des 
Brückenträgers), das sind insgesamt vier Lagerfesselungen am linken Auflager A. 

Am rechtenLagerB sehen wir als Verbindung des eigentlichen Brückenträgers 
mit dem Stützrahmenwerk ein Hülsengelenk; das bedeutet, daß hier sowohl die 
Längskraft als auch das um die Brückenachse drehende Moment keine Gegen
wirkung findet. Ebenso sind die beiden übrigen Drehwirkungen (um die lotrechte 
Achse und um die Verbindungslinie der Drehgestellstützpunkte E und F) durch 
entsprechende Anordnung des Rahmenwerks ermöglicht. Es verbleiben als auf
nehmbare Unbekannte nur die beiden Komponenten in lotrechter Richtung und 
22* 



340 Der durch Stäbe oder Lager abgestützte Körper. 

in Fahrtrichtung. Die letztere wird wieder eindeutig be~timmbar durch ALLJ·em
sen nur eines Drehgestellwagens. Diese beiden Fesseln des rechten Lagers B er
geben mit den beschriebenen vier Fesselungen des linken Stützwerkes A ins
gesamt Eechs Fesselungen, also eine statisch bestimmte Lagerung der Förder
brücke. 

Die in der Abb. 429 dargestellte Lagerung der Förderbrücke auf Raupen 
fahrwerken fordert eine erhöhte Bewegungsmöglichkeit der Abstände der beiden 

Fahrwerke gegenüber der Schienenlagerung. Auch hier wieder wird auf jeder 
Seite nur ein Raupenfahrwerk abgebremst, um die Kraftaufnahme in der Fahrt
richtung eindeutig werden zu lassen. Die Traversenanordnung der Raupenbänder 
erlaubt uns wieder, die Punkte C, D, E und F als Festpunkte für unseren Aufbau 
(Gelenke mit eindeutigen Kräften) anzusehen. 

Abb. 429. Anucre Lagerung einer Förderbrücke. 

Das linke Lager A ist, außer seiner Drehbarkeit um eine lotrechte Achse, dreh
beweglich um die waagerechte Achse senkrecht zur Brückenhauptachse, und zwar 
doppelt, denn die Verbindung der Stützpunkte CD stellt ebenso wie die am oberen 
Ende des Rahmens A angegebene Scharnieranordnung eine Drehmöglichkeit 
dar; durch diese beiden parallel angeordneten Gelenke ist ein Ausschwenken des 
Rahmenwerkes aus der lotrechten Ebene möglich, d. h. es kann in A keine in 

Richtung der Brückenachse wirkende Kraft aufgenommen werden. Es verbleiben 

somit am Lager A nur die drei Fesselungen: eine Lagerkraft in Fahrtrichtung, 
eine solche lotrecht und ein Torsionsmoment der Brücke. 

Am LagerB stellt die Achse durch die Auslegeranordnung G und das Kopf
lager der Stütze B eine Drehbeweglichkeit der Brücke um die Hauptbrücken

achse dar. Weiterhin ist eine Drehung um die lotrechte Achw ermöglicht, und 

ebenso die Drehung um die Achse EF. Hier können also nur die drei Kraft
komponenten B.,, By und B. gehalten werden. (In Längsrichtung ·wird die Kraft, 

durch die Sperrung der Längsverschieblichkeit am HülsenlagerG aufgenommen.) 

Diese drei Fesseln stellen zusammen mit dEn drei Fesselungen des linken Lagers 
also wiederum eine mit sechs Fesseln gehaltene statisch bestimmte Fcstlegung 

der Förderbrücke dar. 
Weitere Raumlagerungen des Hebezeugbaues sind die der Drehkrane, die 

ebenfalls meistens statisch bestimmt ausgeführt werden (Abb. 430). Das Druck-
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lager (Königsstuhl genannt) besitzt drei Fesseln (zwei quer und eine längs der 
Drehachse wirkende Kräfte), das Halslager zwei Lagerkräfte. Die übrigblei
bende Drehmöglichkeit wird durch eine Bremse, als sechste Fesselung, beseitigt, 
wenn der Kran feststehen soll; wird die Bremse gelöst, so ist damit nicht mehr 
die Drehbewegung gefesselt und der Kran 
kann gedreht werden. Die Bremse stellt 
wmit hier eine ausschaltbare Dreh
momentenlagerung dar. 

Eine ähnliche Lagerung finden wir 
bei der Kurbelwelle (Abb.431), der Trans
missionswelle, der Schiffsschraubenwelle 
usw. Sie sind alle in fünf Fesseln, ein 
festes und ein verschiebbares Drehlager, 
gehalten, und es ist bei all diesen an
treibenden Wellen das Drehmoment die 
einzige Größe, die sich auswirken kann 
und die sich mit. dem Kupplungsdreh
moment bzw. dem widerstehenden Mo
mentdesArbeitsvorganges aufhebt.Wenn 
wir von den Anlauf- und Auslaufvorgän

Abb.430. 
Stützung eines Drehkranes. 

gen absehen, steht bei konstantem Lauf dieser Wellen das Drehmoment am Ende 
der Welle mit dem Arbeitsdrehmoment im Gleichgewicht, d. h. es ist diese Gegen
wirkung geradezu einer Lagerfesselung gleichwertig. Bei Transmissionswellen 
werden wegen der sonst zu großen Durchbiegung oft weitere Lager angebracht, 
das führt aber dann zu einer statisch unbestimmten Lagerung. Die statisch be
stimmte Lagerung hat den Vorteil, daß sich keine inneren Spannungen (wg. 
"Zwang") ausbilden können, d. h. daß die 
entstehenden Beanspruchunwgrößen des 
Werkstücks eindeutig aus der äußeren Be
lastung bestimmt werden können. 

Zur Vermeidung dieser inneren Spannun
gen müssen auch alle temperaturwechseh1den 
Maschinenteile, selbst ohne äußere LaRten, 
stets so gelagert sein, daß sich die Wärme
ausdehnungen bei diesen Maschinen auswirken 

Abb. 431. Lagerung einer Kurbelwelle. Abb. 432. Lagerug einer Dampfturbine. 

können. Anderenfalls entstehen "Wärmespannungen", die ihrem Wesen nach 
die gleichen inneren Spannungen sind wie die durch unbestimmte Lagerung er
zeugten "elastischen Spannungen". So ist z. B. die inAbb.432 dargestellteLagerung 
einer Dampfturbine derart amgebildet, daßvom Abdampfstutzen her, an dem der 
starre Kondensator unverschieblich angebracht ist, die Maschine eine~ Wärme
ausdehnung in jeder Richtung nachgeben kann. Die seitliche AuEdehnung der 
beiden Pratzen am Niederdruckende ist durch Feder und Nut erreicht, die Aus-
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dehnungsmöglichkeit in der Ebene (zwei Richtungen) ist für die Hochdruckseite 
durch größer gebohrte Löcher in den dortigen Pratzen gegeben. Die Dampfzu
fuhr in dem verschiebliehen Hochdruckteil der Maschine muß entt'prechend mit 
einem elastischen Rohr, einem Metalhchlauch, erfolgen. Die beiden in verti
kalen Nuten geführten Nasen des Gehäuses verhüten eine Querverschiebung der 
Maschine. Die EO ausgeführte Lagerung der Turbine gestattet eine unbehinderte 
Wärmedehnung des Gehäuses und der darinsitzenden Maschinenteile, ist aber vom 
stati~chen Gesichtspunkt aus immer noch zweifach statisch unbestimmt, denn es 
liegen an den größer gebohrten Löchern je eine, das sind im ganzen zwei, an den 
mit Nut und Feder versehenen Auflagerpratun je zwei, das sind vier, und schließ-
ich an jeder Führungsnase noch eine, das sind zwei, al:w imgesamt acht Un

bekannte vor, während zur statisch bestimmten Lagerung 
sechs Unbekannte gefordert sind. 

Neben dem Großmaschinenbau finden wir die Forderung 
nach statisch bestimmter Lagerung auch in der feinmecha
nischen Meßtechnik. Die Lagerung vieler Meßinstrumente 
(Abb. 433) beruht, ähnlich wie bei der Kranlagerung, in der 
Festlegung der Achse des beweglichen Anzeigeteils in zwei 
Lagern, von denen eines drei, das andere zwei Komponenten 
aufnimmt. Damit sind alle Kräfte und alle Biegemomente 

Abb. 433. Stützung der Achse aufzunehmen. Das verdrehende Moment kann 
eines Meßinstrument• s. nicht aufgenommen werden; es dient zur Messung der zu 
untersuchenden Größen. Die Drehung wird erschwert durch irgendeine bekannte 
Feder oder dergleichen, die aber einen Ausschlag zuläßt, der als Maß des Dreh
moments bzw. der zu messenden Größe abgelesen werden kann. Da mit jeder 
Lagerung unvermeidlich ein gewisser Reibungswiderstand verbunden ist, ver
zichtet man bei hochempfindlichen Instrumenten, die schon auf ganz geringe 
Erregungen ausschlagtln sollen, oft auf das Halslager, nimmt dem Instrument, 
z. B. Elektrometer, aber damit die Möglichkeit, seitliche Kräfte oder Biege
momente aufzunehmen; es ist also gegenüber diesen Einflüssen nicht gesichert. 
All diese Instrumente müssen außer Gebrauch arretiert, d. h. diesen seitlichen 
Kräften und Momenten gegenüber festgestellt sein. Vor Gebrauch wird das 
Instrument mit Hilfe einer Libelle so ausgerichtet, daß die Schwerkraft des 
Fadens und des beweglichen Instrumententeils genau in der Drehachse wirkt. 
Das als Meßgröße aufzubringende Moment muß als reines Drehmoment in die 
Instrumentenachoe eingeleitet werden, da jede übrigbleibende Komponente dil' 
aufgehängte Meßapparatur seitlich verschieben kann. Es stellen diese Arten von 
Meßinstrumenten in gewissem Sinne ein raumbewegliches Pendel dar, dem durch 
eine Torsionsfederung (z. B. eine bifilare Aufhängung) die freie Drehbewegung 
genommen ist. Das Instrument würde versagen, wenn irgendwelche seitlichen 
Rüttelbewegungen (Schwingungen) des InstrumententiFches Kräfte auf den 
Drehteil ausüben (1\Iassenkräfte). 

Diese Anpassung der Lagerung an die tatsächlich auftretenden Kräfte, die 
hier nurmit Vorsichtsmaßregeln aufgebracht werden können, da für andere Kräfte 
das System nicht mehr stabil ist, kann bei größeren Bauwerken und Kräften 
unter Umständen zu einer großen Gefahr werden. Jede auftretende Kraft, 
die nicht in den zu erwartenden berechneten Kräften enthalten ist, könnte den 
Zusammenbruch der Gesamtkonstruktion hCI bei führen. Es ist überhaupt bei Raum
werken die Frage der Steifigkeit (Stabilität) immer bemnders nachzuprüfen und 
vor allem darauf zu achten, daß solche Gebilde gegen alle Verschiebungsmöglich
keiten gesichert sind, nicht bloß etwa in der Ebene, in der die wesentlichen Kräfte 
auftreten. Würden wir z. B. eine große Brücke w ausführen, daß die tragenden 
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Wände als selbständige ebene Scheiben amgebildet sind, zwischen die die Fahr· 
bahn genau symmetrisch angeordnet ist, so wäre unter der normalen Brücken
belastung kein Grund zum Zusammenbruch vorhanden, aber die geringste seitlich 
gerichtete Windkraft würde die beiden Seitenwände zu einem räumlich belasteten 
ebenen Gebilde machen, das bei fehlender Steifigkeit um die Achsen in der Wand
ebene zusammenbrechen würde. Eine Baugrube darf daher nicht nur in der 
Querrichtung durch ebene Versteifungswände ausgesteift werden, sondern es 
muß mit der Möglichkeit gerechnet werden, daß auch Lärgskräfte auftreten1 ; 

ein Bergwerksstollen darf nicht allein durch eingesetzte Bogen gegen den Druck 
von oben und seitlich abgestützt sein, sondern die Bogen müssen gegeneinandt•r 
versteift werden, damit auch ein seitlich wirkender Druck aufgenommen werden 
kann. 

XX. Der räumlich belastete Balken. 

98. Berechnung der sechs Beanspruchungsgrößen eines Querschnitts beim 
geraden Balken. Die sechs Lagerfesselungen der Einspannung eines räumlich be
lasteten Balkens entsprechen, wie wir bereits in Nr. 95 gesehen haben, den sechs 
Beanspruchungsgrößen, die für einen beliebigen Querschnitt auftreten. Die De
finition der Beanspruchungsgrößen ist gleichartig der der Ebene: Es ist das 
Biegemoment einer Schnittstelle gleich der 
Summe aller biegenden Einflüsse (äußere 
Momente und· Momente aller Kräfte) für 
den abgeschnittenen Teillinks oder rechts. 
Im allgemeinen Fall werden diese Momente 
in verschiedenen Ebenen, die alle die 
z-Achse enthalten, liegen. Ihre Vektoren 
fallen also in verschieden gerichtete Ge
raden; als Summe ist dann natürlich der 
resultierende Vektor Bi dieser verschiedenen 
Momentenvektoren aufzufassen. Es han
ddt sich dabei um eine geometrische Sum
me. Entsprechend ist das Torsionsmoment b 
für eine Schnittstelle die Summe (jetzt 
algebraisch!) aller verdrehenden Einflüsse 
für den abgeschnittenen Teil links oder 

' y~ 
Abb. 434. 

Zur Vorzeichenregel 
der Beanspruchungs

größen. 

rechts. Das erwähnte resultierende Biegungsmoment können wir in zwei Teil
momente ,,Bi, 11Bi zerlegen (Abb. 434); es ist dabei ,,Bi das Biegemoment für die 
Schnittstelle i, dessen Vektor in der x-Richtung steht. Es stellt dieser Vektor 
ein (Biege-) Moment dar, das um die x-Achse dreht, also in der y, z-Ebene 
wirkt (wobei die x, y-Ebene mit einer Querschnittebene zusammenfällt, während 
die z-Richtung in der Längsachse verläuft). Das Verdrehungsmoment müßte 
dementsprechend den Anzeiger z erhalten, was aber überflüssig ist, da es nach 
seiner Definition eindeutig festgelegt ist mit einem Vektor in der Richtung der 
Balkenachse. Selbstverständlich können die beiden Biegungsmomente und das 
Torsionsmoment auch dadurch gewonnen werden, daß man sämtliche äußeren 

1 Im Jahre 1935 ereignete sich beim Bau der Untergrundbahn in Berlin der Einsturz 
einer Baugrube, dem viele Menschenleben zum Opfer fielen. Es wurde dann festgestellt, 
daß der Absteifung der :Baugrube die genügende Stabilität fehlte. Man hatte zu wenig darauf 
geachtet, daß auch Kräfte in der Längsrichtung des Gerüstes auftreten können und hatte in 
dieser Richtung keine genügenden Zwischenversteifungen angebracht. "Es zeigte ßich, daß 
es bei den großen Aussteifungssystemen von :Baugruben grundlegend wichtig ist, daß man 
das Kräftespiel nicht nur eben betrachtet, sondern auch die Folge von kleinen räumliehen 
Verschiebungen untersucht und gegebenenfalls unterbindet." 
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Momente und die Momente aller Kräfte links oder rechts von dem betreffenden 
Schnitt vektoriell zusammensetzt und dann diesen resultierenden Vektor zerlegt 
in drei Komponenten, in der x-, y-, z-Richtung; die beiden ersteren Kompo
nenten stellen dann die Biegungsmomente IIJBi und 1JBi dar, letztere das Ver
drehungsmoment Ti. 

Die drei Beanspruchungsmomente können schließlich noch dadurch gewon
nen werden, daß man z. B. für die x-Achse an der Stelle i alle Momente eines 
abgeschnittenen Teiles aufstellt, das liefert direkt das Biegemoment aß;; ebenso 
läßt sich 1JBi als Summe der Momente einer Seite um die y-Achse und Ti als 
Summe aller Momente um die z-Achse für die Stelle i bestimmen. 

Die Quer- und Längskräfte sind ebenso wie in der Ebene definiert als die 
Summe aller Kräfte links oder rechts quer bzw. längs der Balkenachse. Es ist 
z. B. die Querkraft IIJQi dargestellt durch die Summe der X-Komponenten aller 
Kräfte für den abgeschnittenen Teillinks oder rechts. Bei der Längskraft können 
wir uns wieder, genau wie beim Torsionsmoment, den Anzeiger z schenken, da 
die Richtung längs der Balkenachse eindeutig festgelegt ist. 

Bezüglich der Vorzeichenfrage wollen wir eine Regel festsetzen, in der die 
Vorzeichenregelung des ebenen Balkens mit enthalten ist. Wir nennen das Biege
moment, z. B. reB;, positiv, wenn es für den linken abgeschnittenen Teil einen 
Vektor in Richtung der festgelegten po~itiven Koordinatenrichtung x (von vorn 
nach hinten) ergibt und für den rechten abgeschnittenen Teil einen der Koordi
natenrichtung entgegengesetzten Richtungsdnn liefert. Für die Festlegung von 
"links" und "rechts" wählen wir einen Standpunkt, den wir uns in der Zeichnung 
am besten durch einen Punkt andeuten. In gleicher WeiEe treffen wir auch eine 
Festlegung des Vorzeichens für das Torsionsmoment: es ist positiv, wenn für 
den linken abgeschnittenen Teil der Torsionsmomentenvektor in Richtung der 
festgesetzten positiven z-Koordinate verläuft. Für die Vorzeichen von Quer- und 
Längskraft gelte: die Querkraft ist positiv, wenn sie für den linken abgeschnit
tenen Teil in Richtung der Koordinate, für den rechten entgegen der Koordinaten
richtung verläuft; die Längskraft ist als Zugwirkung positiv, als Druckwirkung 
negativ. 

~.ian erkennt leicht, daß die Vorzeichenregel für Querkraft und Biegemoment 
beim ebenen Balken sich mit der hier angeführten deckt. Die Vorzeichenregel der 
drei Beanspruchungsmomente läßt sich ohne weiteres auch in folgender Form 
bringen: Bezeichnen wir bei der Draufsicht auf eine Querschnittsfläche die Rich
tung nach oben mit + y, die Richtung nach rechts mit + x, so sind die Biege
momente mit dem Vorzeichen zu versehen, das ihr Vektor in bezugauf das Ml 

gewählte Koordinatensystem besitzt; das Torsionsmoment ist positiv, wenn es 
aus dem Querschnitt im Sinn einer rechtsgängigen Schraube herausdreht, al>"o 
nach dem Standorte zu. 

Die Vektoren der beiden Biegemomente liegen in der Querschnittsfläche. 
Setzen wir die beiden Vektoren ,,B; und 11Bi zusammen, so erhalten wir das resul
tierende Biegemoment Bi, zunächst als Vektor in der Querschnittsebene. Gemäß 
der Darstellungsart der Momente durch Vektoren, die senkrecht stehen auf der 
Wirkungsebene des Momentes, wirkt demgemäß das resultierende Biegemoment 
in der Ebene, die gebildet wird aus der Balkenachse (z-Achse) und einer Senk
rechten zum Momentenvektor B;. Die Senkrechte zum Vektor B; stellt den Schnitt 
der jeweiligen Momentenwirkungsebene mit dem Querschnitt dar und heißt die 
"Momentenspur" (Abb. 434b). Sehr oft wird es für die weitere Behandlung des 
Balkens nicht von großer Bedeutung sein, die Momentenspur zu bestimmen, es 
genügt vielmehr die Angabe der beiden Momentenvektoren .,Bi und 11B; bzw. der 
Biegemomente in der y, z-Ebene und der x, z-Ebene. Es wird sich die Zusammen-
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setzung der beiden Teilmomente .,Bi und yBi zum resultierenden Biegemoment 
nur dann empfehlen, wenn es sich um einen runden Querschnitt (Kreis oder Kreis
ring) handelt, in allen anderen Fällen werden wir es zweckmäßig bei der Auf
teilung des resultierenden Biegemomentes in die beiden Teilmomente .,,Bi und 'YBi 

belassen. 
Die Darstellung des resultierenden Biegemomentes (bei Wellen und kreis

runden Achsen) kann nun auf zwei verschiedene Arten folgen: wir tragen ent
weder die Momentenvektoren in ihrer Größe und Richtung senkrecht zur Balken
achse auf, oder wir geben die Biegemomente in ihrer Größe als Längen (Ordinaten) 
auf der Momentempur des betreffenden Querschnitts an. Die letztere Art der 
Darstellung entsprü ht dem Bild der Momentenfläche des ebenen bela~teten Bal
kens (Nr. 42). Die beiden Auftragsarten ergeben jedoch die gleichen Bilder, die 
nur um die Balkenachse um den Winkel 90° verdreht sind. Wir wählen für unsere 
Darstellungen am besten die mit der Ebene übereinstimmende Abtragung der 
Momentengrößen auf der Momentenspur. Wenn man für jeden Querschnitt des 
Balkens die resultierende Ordinate (aus B., und By) bestimmt und sie nach Größe 
und Richtung auf der Momentempur (d. i. senkrecht zum resultierenden Vektor) 
von der Achse aus aufträgt, erhält man die "resultierende Momentenfläche", die 
an jeder Stelle der Balkenachse die Größe und Lage (Wirkungsebene gegeben 
durch die Ordinate und Balkenachse) des Biegemomentes Bi zeigt. Die resultie
rende Momentenfläche ist im allgemeinen eine verwundene Fläche, die sich mehr 
oder weniger um die Balkenachse herumschraubt. Der Verlauf der Biegemomen
tengrößen zwischen Einzelkräften ist jedoch nicht mehr durch ein lineares Gesetz 
gegeben, da die Größen senkrecht auf der Stabachse nach einer windschiefen 
Geraden hin gemessen werden, al:w einem hyperbolischen Gesetz folgen. 

Ein Beispiel soll die Ausführungen klarer machen. 

Übungsaufgabe. 

Auf der in Abb. 435 dargestellten Transmissionswelle sind vier Riemenscheiben 
aufgebracht, die die angegebenen Kräfte übertragen. Es Eollen die Biegungs
momente in der waagerechten und lotrechten Ebene und die Verdrehungsmo
mente ermittelt werden. 

Lösung: Die Lasten laufen in ganz verschiedener Richtung. Ihre waagerechten 
Komponenten ergeben Biegemomente in der waagerechten Ebene, ihre lotrechten 
dagegen solche in der lotrechten Ebene. Da die auf die einzelnen Scheiben wirken
den Lasten verschieden groß sind, entstehen außerdem auch Verdrehungsmo
mente. Die in der Abbildung eingetragenen Längen sind in Millimeter angegeben. 

Wir denken uns jede Kraft in eine lotrechte und eine waagerechte Komponente 
zerlegt und betrachten zunächst die lotrechten Kräfte. 

An der Scheibe E treten keine lotrechten Kräfte auf, an Scheibe F zwei Kom
ponenten nach oben, an Scheibe G laufen beide Kräfte lotrecht, und an H sind 
zwei lotrechte Komponenten nach unten vorhanden. Mit Einführung ihrer Größen 
ergeben die Momentengleichungen für die Punkte A und B: 

(.I ML1 = 0: 
(150 + 300) · sin 45° · 0,2 + (100 + 50) · 1,6 + (200 + 100) • sin 30° · 2,5 

-Bv·2,7=0, 
Bv = 204,2 kg (nach oben); 

(.I M)n= 0: 
- (200 + 100) · sin 30° · 0,2 - (100 + 50) · 1,1 + (300 + 150) · sin 45° · 2,5 

+Au· 2,7 = 0, 
A.= -222,4kg (nach unten). 
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Die Nachprüfung ergibt, daß die Gesamtsumme der lotrechten Lasten sich 
gegen die errechneten Werte aufhebt. 

Die Biegungsmomente für die lotrechte Belastung errechnen sich zu: 
BA= 0. 
BF = -222,4 · 0,2 = -44,72 mkg. 
Ba= -222,4 · 1,6 + (300 + 150) · sin 4ii" · 1,4 = 89.63 mkg. 
Bu = 204,2 · 0,2 = +40,84 mkg. 

(Zur Probe wurde Ba auch für den rechten Teil errechnet: 
Ba= 204,2 · 1,1 - (200 + 100) · sin 30° · 0,9 = 89,63 mkg.) 
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Die Momentenfläche für die lotrechten Lasten ist in Abb. 435d dargestellt. 
Zur Ermittlung der waagerechten Biegemomente wird die Welle von oben be

trachtet. Dann -..virken die waagerechten Kräfte an den Scheiben E und H nach 
hinten, dagegen an Scheibe F nach vorn. Es findet sich aus den Momentenglei
chungen für die Punkte A und B: 

(.I ML1= o: 
(400 + 200). 0,1 + (300 + 150). cos 45°. 0,2 - (200 + 100). cos 30°. 2,5 

+ B,. · 2,7 = 0, 

(~· M)B = 0: 
B,. = 194,8 kg (nach vorn); 

-(200 + 100). cos 30°. 0.2 + (300 + 150). cos 45°. 2,5- (400 + 200). 2,8 
+A" · 2,7 = 0, 

A 71 = 346,9 kg (nach vorn). 
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Die Nachprüfung bestätigt, daß die Summe aller waagerechten Komponenk·n 
verschwindet. Bei der Ansicht von oben auf die waagerechte Schnittebene er
llalten wir: 

BA= +600 · 0,1 = +60 mkg, 
BF = + 600 · 0,3 - 346,9 · 0,2 = + 110,62 mkg, 
Bll = -194,8 • 0,2 = -38,95 mkg. 

Zur Probe sei Bn auch von links her berechnet: 
Bll = + 600 · 2,6 - 318,15 · 2,3 - 346,9 · 2,5 = -38,95 mkg. 

Zur Ermittlung der resultierenden Biegemomentenfläche muß man beachten, 
daß ein positives lotrechtes Biegemoment auf der Momentenspur nach oben, ein 
po&itives waagerechtes nach vorn aufgetragen werden soll (x· und y-Richtung 
in Abb. 435e). Die Vektoren der Biegemomente stehen senkrecht zur Momenten
Epur, d. h. das positive waagerechte Biegemoment ergibt einen Vektor nach 
unten, das positive lotrechte einen Vektor nach hinten (für den linken abgeschnit
tenen Teil). Im Gebiet III des Balkens fällt demgemäß das resultierende Biege
moment in den zweiten Quadranten, im Gebiet I dagegen in den vierten Qua
dranten, und im Gebiet II, wo sowohl Bw wie B 1 positiv war, in den ersten Qua
dranten. Dieses resultierende Biegemoment wurde konstruiert und dann jeweilE' 
auf der zugehörigen Momentenspur in seiner Größe aufgetragen. Die eingezo
genen Geraden in Abb. 435c geben die wirkliche Lage der Momentenspur an, das 
heißt der Schnittlinie der jeweiligen Momentenebene mit der Querschnittebene. 

In Abb. 435f ist schließlich die Verdrehungsmomentenfläche dargestellt. 
Links von A wirkt das Verdrehungsmoment 

TE= (400- 200) · 0,5 = 100 mkg. 

Es bleibt konstant zwischen den Scheiben E und F. Rechts von Scheibe F bis 
zur Scheibe G hat das Torsionsmoment die Größe 

TF= (400- 200) · 0,5- (300 -150) · 0,4 = 40 mkg, 

zwischen Scheibe G und Scheibe H: 

Ta= (400- 200) · 0,5- (300 -150) · 0,4- (100- 50)· 0,2 = 30 mkg, 

zwischen H und B: 

99. Der räumlich belastete Rahmen mit ebener lUittellinie. Den Betrach
tungen der Ebene zufolge ist auch der räumliche Rahmen nichts weiter als die 
Erweiterung eines Balkens ; es stellt also der Rahmen im wesentlichen einen in 
verschiedenen Richtungen abgebogenen und evtl. mit angesetzten Balkenteilen 
versehenen Balken dar. Wir werden demzufolge in jedem beliebigen Schnitt 
wieder die sechs Beampruchung<größen antreffen, die auch den Balkenschnitt 
kennzeichnen, das sind die beiden Biegemomente in senkrecht zueinander stehen
den Ebenen, das Verdrehungsmoment, die beiden Querkräfte und die Längs
kraft. Wir betrachten zunächst einen Rahmen, dessen Mittellinie in einer Ebene 
liegt. Der Rahmen ist gelagert (Abb. 436) in einem Zylindergelenk B mit festem 
Klotz und einem verschiebliehen Kugelgelenk .A. Letzteres stellt eine Unbekannte, 
die lotrechte Reaktion, dar; ersteres enthält, da das Zylindergele.nk nur einem 
Drehmoment um die x-Achse nachgehen kann, fünf Unbekannte: X, Y, Z. My, 
]}[z. Es sind also im ganzen sechs Unbekannte, sechs Fesseln, die den Rahmen 
unver~chieblich festlegen. Als ebener Rahmen betrachtet, lägen nur drei Un
br kannte vor, zwei Kräfte am rechten und eine Kraft am linken Auflager. Das 
Koordinatensystem, mit Hilfe desEen wir die einzelnen Momente und Kräfte, 



348 Der durch Stäbe oder Lager abgestützte Körper. 

abo die Beanspruchungsgr·ößen, bezeichnen, werden wir zweckmäßig so ein
ordnen, daß es nach dieser Mittelebene orientiert ist, daß alw eine Achse z. B. 
die y-Achse des Querschnitts, in die Mittelebene zu liegen kommt und mit der 
z-AchBe (Längsachse) zusammen diese Mittelebene darstellt. Das ist die gleiche 

Einführung wie bdm geraden Balken, 
Abb. 421. Allerdings muß nun die Längs
achse {z-Achse) für jeden einzelnen ge
raden Teil neu festgelegt werden, und da
mit erhält auch die Ebene der beiden 
anderen Achsen ( Querschnittsachsen x 
und y) neue Lagen. Die Achsen werden 
also jeweils nach dem Querschnitt des 
Schnittes (i oder k) eingeordnet, wobei 
wir stets beachten wollen, daß die 
z-Achsenlinie einen einheitlichen Zug be
sitzt für die ganze Konstruktion, also 
z. B. am linken Auflager (Abb. 436) be
ginnt und entlang der Mittellinie nach 
dem rechten Lager zu läuft. 

Damit sind die Beampruchungsmo
Abb. 436. Portalrahmen mit ebener Mittellinie. mente auch folgendermaßen zu definie-

ren: ,.B; ist dasBiegemoment desRahmen
schnittes in der Rahmenmittelebene, 11B; das Biegemoment senkrecht zur 1\fittel
ebene, Ti das Verdrehungsmoment des Rahmenschnittes. Entsprechend sind 
die inneren Kräfte zu bezeichnen: "Q; als Querkraft senkrecht zur Mittelebene, 
YQi als Querkraft in der Rahmenmittelebene und L; als Läng~kraft des Rahmen
querschnittes. Diese Darstellung::art wurde gewählt, da sie auch bei Rahmen, 
deren Mittellinie eine beliebig gekrümmte ebene Linie darstellt, angewendet 

werden kann (vgl. Abb. 437). Jetzt gibt 
es keine geraden Achsenstücke mehr bzw. 
nur unendlich kleine, und für die Quer
schnitte dieser Rahmen wird jeweils ein 
Koordinatensystem gewählt, dessen x-und 
y-Achse in der Querschnittsebene liegen, 
während die z-Achse in die Tangente an 
die Mittellinie fällt. 

Der in Abb. 437 dargestellte Rahmen 
ist sowohl an A wie bei B verschieblieh 
gelagert; die sechs Unbekannten sind Ax, 
A 11 ; Bx, B 11 , ~~fx, M 11 • 

Zur Ermittlung der Beanspruchungs
größen können wir zweckmäßig bei den 

Abb. 437. Gekrümmter Rahmen mit ebener 
Mittellinie. äußeren Momenten die Vektorendarstel-

lung benutzen (die in den Lagern etwa 
auftretenden Reaktionsmomente zählen hierbei zu den äußeren Momenten) und 
verschieben alle Kräfte (einschließlich der Lagerkräfte) und Momentenvektoren 
des abgeschnittenen Rahmenteils in den zu untersuchenden Querschnittspunkt i. 
Die auf den abgeschnittenen Teil wirkenden Momente können wir, da sie freie 
Vektoren haben, ohne weiteres nach dem Punkte i verschieben. Bei der Parallel
verschiebung der Kräfte treten noch neue Kräftepaare, alw neue Momente auf; 
deren Vektoren werden mit den Vektoren der auf den abgeschnittenen Teil wir
kenden Momente zu einem resultierenden Momentenvektor zmammengesetzt. 
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Zm·legen wir nun den entstehenden resultierenden Momentenvektor Mr =.IM, 
in seine drei Komponenten .,Bi, 11Bi und T., so erhalten wir damit die drei Mo
mentenbeanspruchungen als Biegemoment <»Bi in der Rahmenebene, Biege
moment 11Bi senkrecht zur Rahmenebene und Torsionsmoment Ti. Die nach dem 
Querschnittspunkt i verschobenen Kräfte lassen sich zu einer Resultierenden zu
Eammensetzen, die ihrerseits wieder nach den drei Koordinatenrichtungen zu zer
legen ist: in die Querkraft 11Qi in der Rahmenmittelebene, die Querkraft .,Qi senk
recht zu dieser Ebene und die LängEkraft Li. - Selbstverständlich ist .,Bi, 11Bi, T 1 
die Summe der an einem Rahmenteil wirkenden Momente und der Momente der 
wirkenden Kräfte für die eingeführte x-, y- und z-Achse; und .,Qi, 11Qi, Li ist die 
Summe der Komponenten aller Kräfte für einen Rahmenteil in der x-, y- und z. 
Richtung. 

Die Betrachtung des Rahmens mit ebener Mittellinie unter allgemeiner Be
lastung erlaubt auch noch eine andere ZusammenfaEsung. Statt zunächst alle 
vorhandenen äußeren Belastungen (Kräfte und Momente) im Punkt i zusammen
zufassen, können wir auch nacheinander zuerst die Kräfte und Momente zu
sammennehmen, die sich auf das Biegemoment und die Querkraft in der Mittel
ebene (.,B., 'YQi) und die Längskraft (Li) auswirken, d. h. alle diejenigen Einflüsse, 
die in der Mittelebene auftreten (M11)> Pv und P,), betrachten und dann die übrig
bleibenden Momente und Kräfte senkrecht zur Rahmenebene (M11 , M,, P.,), die 
für das Biegemoment senkrecht zur Mittelebene (yB.), das Torsionsmoment (Ti) 
und die Querkraft (."Qi) senkrecht zur Rahmenebene von Einfluß sind. Beide 
Teilbelastungen wirken nicht aufeinander ein, so daß wir ganz allgemein sagen 
können: 

Für jeden ebenen Rahmen läßt sich die räumliche Belastung zerlegen in eine 
solche, die in der Rahmenmittelebene, und eine solche, die senkrecht zur Rahmen
ebene wirkt. Beide Teilbelastungszustände lassen sich getrennt voneinander be
handeln. 

Da nun auch die Lagerreaktionen mit unter die äußere Belastung zu zählen 
sind, heißt das, daß für die ebene Belastung in der Mittelebene auch nur die Re
aktionen in Frage kommen, die selbst in dieser Ebene liegen. Wir erhalten somit 
für die erste Teilbelastung ein rein ebenes Problem: einen in seiner eigenen Mittel
ebene belasteten ebenen Rahmen mit der statisch bestimmten Lagerung durch 
drei Fesseln, A., B'Y, B, (Abb. 436). Die restlichen, der räumlichen Gesamt
belastung entsprechenden drei Fesseln dienen zur Festlegung des senkrecht zu 
seiner eigenen Mittelebene belasteten zweiten Rahmenbildes, das sind hier eine 
Lagerkraft B., und zwei Momente M 11 , M •. 

Wir sehen aus dieser Aufteilung, daß ein ebener Rahmen mit einer Belastung 
senkrecht zur Rahmenebene zur statisch bestimmten Festlegung drei FesEe
lungen aufweiEen muß. Der in Abb. 420 dargestellte, als ebener Rahmen aufzu
fassende Konstruktionsteil wird demnach bei der gezeichneten Belastung in seiner 
Einspannung drei Reaktionsgrößen wecken, die zur Erhaltung des Gleichgewichts 
dienen. Wir erhalten, wie schon auf S. 334 gezeigt, als Reaktionen 

und 

M. =+P2 ·a, 
M., = +P1 • c + P2 • (b + c) 
Av = + (P1 + P2). 

Alle anderen möglichen Reaktionen (M 'Y, A., und A.) werden bei dieser Belastung 
gleich Null, wie wir es nach unserer Aussage erwarteten. 

Bei dem Rahmen nach Abb. 437 fallen von den Reaktionswirkungen A 11 , Bv 
Mg) in die Mittelebene, dagegen A.,, B.,, Mv senkrecht dazu. 
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100. Der allgemeine, räumlieh angeordnete Rahmen. Während wir beim 
räumlich belasteten Rahmen mit ebener Mittellinie noch auf ein ebenes Problem 
zurückgreifen konnten, wird uns das beim allgemein ausgebildeten räumlichen 
Rahmen nicht mehr gelingen. Der räumlich angeordnete Rahmen ist sinngemäß 
als beliebig im Raum abgebogener bzw. mit anderen Balkenteilen zusammen
gesetzter Balken aufzufassen. Wie beim räumlichen Balken und dem soeben 
untersuchten Rahmen treffen wir in einem beliebigen Querschnitt des Rahmens 
auch hier wieder die sechs Beampruchungsgrößen an. Die Ermittlung dieser 
Größen bietet uns gegenübpr der allgemeingültigen Ermittlung der Querschnitts-

!' beanspruchungen für den mit ebener Rahmen
mittellinie, wie wir sie im vorigen Abschnitt ken
nenlernten, grundsätzlich keine neuen Schwierig
keiten. Es wird jetzt natürlich nötig sein, eine 
eindeutigeKoordinatenrichtung für jedenRahmen
r:;chnitt aufzustellen, eine Maßnahme, die bei jeder 
gegebenen Aufgabe neu vorgenommen werden muß. 
Wir werden dabei zweckmäßig die Orientierung 
der Achsen nach den konstruktiven Eigenschaften 
des räumlich ausgebildeten Rahmens richten. Die 
z-Richtung liege stets in Richtung der Rahmen
achse bzw. als Tangente an die RahmenachFe, 
sobald diese gekrümmt ist. Die beiden Quer
schnittskoordinaten müssen dann nach irgend
welchen Gesichtspunkten für das vorliegende 
Problem festgelegt werden, die sich aus der QuPr
schnittsform oder aus dem Gesamtaufbau der 
Komstruktion ergeben. 

Der allgemeine Weg, der zur Ermittlung der 
Abb. 438. Schraubenfed'er als räum-

licher Rahmen. Beanspruchungsgrößen führt, ist zweckmäßig wie-
der folgender: Man bildet für den zu untersuchen

den Querschnitt den resultierenden Vektor sämtlicher auf den einen Rahmenteil 
wirkenden Momente und der Momente aller auf diesen Teil wirkenden Kräfte. 
Die Komponenten dieses resultierenden Mmr:entenvektors stellen dann, nach den 
Querschnittskoordinaten benannt, die zwei Biegemomente und das Torsions
moment dar. Andererseits denkt man sich alle auf den einen Rahmenteil wirken
den Kräfte nach Punkt i verschoben, bildet deren Resultierende und zerlegt diese 
dann nach den drei Achsenrichtungen der Querschnittskoordinaten; die Teil
kräfte liefern die beiden Querkräfte und die Längskraft. Die praktische Durch
führung dieses gedanklich Einfach erscheinenden Verfahrens stellt eine Verschie
bung von Kräften und die Zusammensetzung von Momenten im Raum dar. Es 
wird daher nicht immer ganz einfach sein, diese Yorgänge zeichnerisch abzu
bilden. 

Bei der Schraubenfeder der Abb. 438 sind die Verhältnisse leicht zu über
blicken. Die einzige Kraft auf der einen Seite des Schnittes i ist die Last P; 
beim Verschieben dieser Last nach dem Mittelpunkt i tritt noch ein Moment auf 
in der Ebene (P, i), dessen Vektor horizontal verläuft in der lotrechten Tangential
ebene des Punktes i. Dieser Vektor Mi= P · r (Abb. 438c) wird in der erwähnten 
Ebene zerlegt in eine Komponente tangential an der Schraubenmittellinie und eine 
senkrecht dazu; erstere Komponente gibt das Verdrehungsmoment an, letztere 
das Biegungsmoment in einer Ebene senkrecht zur verwendeten Tangentialebene, 
das ist eine Ebene, die die Mittellinie am Punkt i im Aufriß berührt, also unter 
dem Winkel !X gegen die Waagerechte geneigt ist. Ebenso wird die nach i ver-
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schobene Kraft P in die beiden Komponenten Li (Längskraft) und Qi ( Querkraft, 
senkrecht zur Tangentialebene) zerlegt. Das zweite Biegungsmoment und die 
zweite Querkraft verschwinden hier. -

Die Gesamtheit der Momente und der Kräfte stellt immer zwei Gruppen von 
Vektoren, Momentenvektoren und Kraftvektoren, dar, die durch einen Punkt 
gehen. Die allgemeine Zusammensetzung dieser Vektoren zu einem resultierenden 
Momentenvektor und einem resultierenden Kraftvektor geschieht nach bekanntem 
Verfahren unter Benutzung des Grund- und Aufrisses dieser einzelnen Kraft- und 
Momentenvektoren. Die Zerlegung des resultierenden Momentenvektors, und 
ebenso des Kraftvektors, nach den Querschnittsachsen, sofern zunächst als Pro
jektionsebenen andere Ebenen gewählt waren, stellt im wesentlichen eine Koor
dinatentransformation dar, deren zeichnerische Lösung am besten durch zwei 
Umprojektionen gewonnen wird. Diese Umprojektionen werden dann zweck
mäßig so vorgenommen, daß in der einen der Querschnitt sich in wahrer Größe, 
in der anderen als Gerade abbildet, damit erhalten wir dann unmittelbar die ge
suchten Beanspruchungsgrößen xQ;, 'YQi, Li, xBi, YBi, Ti. 

Vielfach ist der Satz von Nutzen, daß da8 Moment einer Kraft um einen 
Punkt 0 gleich ist der geometrischen Summe der Momente der einzelnen Pro
jektionen der Kräfte in drei senkrecht zueinander stehenden Tafeln, .bezogen auf 
den gleichen Punkt 0 als Momentenpunkt. Mit Hilfe des Grund-, Auf- und Seiten· 
risses können wir dabei die Momente der Kräfte in ihren drei Projektionen in den 
Abbildungstafeln bestimmen, indem wir einfach die Momente der Projektionen 
der Kräfte für den Punkt 0 bilden. In dieser Weise lassen sich für jeden Punkt 
der Rahmenachse die durch Verschiebung der Kräfte nach dem betreffenden 
Punkte 0 bzw. i entstehenden Momente, und ebenso die auf den Rahmen unmittel
bar wirkenden Lastmomente, in ihren Projektionen ermitteln. Die~e in jeder Pro
jektionsebene entstehenden Gemmtmomente sind durch ihre Vektoren dar
stellbar. 

Fallen die eingeführten Projektionstafeln mit der y, z-, x, z-, x, y-Ebene des 
betreffenden Rahmenquerschnittes zusammen, so finden wir aus den Projek
tionen sofort die Größen :xBi, uBi und Ti. Hat man aber zunächst andere Projek
tionstafeln gewählt, so wird man zuerst die gewonnenen Momentenvektoren zu 
einem resultierenden Momentenvektor zusammenfassen. 

Die resultierende Kraft R wird durch die Projektionen der Kräfte in zwei 
Tafeln bestimmt; diese Projektionen wurden aber gerade auch zur Aufstellung 
der Momente verwendet, so daßRund damit auch deren Komponente xQi, YQi, L; 
leicht zu ermitteln sind. -

Sind die räumlichen Rahmen so ausgebildet, daß Teile von ihnen eine Mittel
ebene besitzen, so werden wir dann natürlich für diese Teile die Vorteile des ebenen 
Rahmens auszunutzen suchen, d. h. die Aufteilbarkeit in ebene und dazu senk
rechte Belastung verwenden. 

101. Verwendung von Symmetrie und Gegensymmetrie. Belastungsumordnung. 
Bei konstruktiver Symmetrie des Rahmens haben wir wieder durch die Auf
teilung der allgemeinen Belastung in eine symmetrische und eine gegensymme
trische Belastung Vereinfachungen zu erwarten, die entsprechend ausgenutzt 
werden können. Der Symmetriefallliegt dann vor, wenn die Belastung (Kräfte 
oder Momente) spiegelbildlich angeordnet ist zur Symmetrieebene der vorliegen
den Konstruktion. Von der gegensymmetrischen Belastung sprechen wir, wenn 
die Lasten und äußeren Momente zur geometrischen Mittelebene spiegelbildlich 
mit umgekehrtem Richtungssinn aufgebracht werden. r a wir nun früher ge
sehen haben (vgl. Nr. 60 und Nr. 93), daß sich jede beliebige Belastung eines zu 
einer Mittelebene symmetrisch aufgebauten Rahmens in diese zwei Einzelfälle auf-
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teilen läßt, sind für jeden geometrisch-symmetrischPn Rahnwn die Vereinfachun
gen der Symmetrie und Gegensymmetrie anwendbar. Dief'e wreinfachendPn Aus
Hagen sind folgende: 

Bei konstruktiver Symmetrie (Abb. 439) zu einer Mittelrbene sind 
a) irn Falle der Belastungssymmetrie (Achse a a): 
die Reaktionen symmetrisch (Kräfte und Momente), 
die Biegemomentenflächen symmetrisch zur Mittelebenr, 
die Querkräfte im Symmet,rieschnitt Null; die Querkraftflächen gC'gem;ym

metrisch, 
die Längskraftflächen symmetrisch zur 1\fittelebC'nc. 

a 

die LängHkraft im 
gegensymmetrisch; 

Abb. 439. 
Räumliche Symmetrie und 

Gegensymmetrie. 

Das Torsionsmoment im 
Symmetrieschnitt ist Null, 
die Torsionsmomentenfläche 
ist dem Vorzeichen nach gegE'n
symmetrisch1 

b) Im Falle der Belastungs
gegensymmetrie (Achse b b) 
WPrden: 

die RC'aktionen gegC'nsym
metrisch, 

die Biegemomente imSym
metriC'schnitt Null, die Biege
momentenflächen gegensym
metrisch, 

die Querkraftflächen sym
metrisch zur Mittclebene, 

Symmetrieschnitt wird Null, die Längskraft.fläche wird 

die Torsionsmomentenfläche ist dem Vorzeichen nach symmetrisch. 
Als Beweis für die Richtigkeit dieser Aussagen können uns dieselben Gedanken

gänge dienen, die wir bereits für ebene Probleme angewandt haben: Bei Symmetrie 
gehört zu jeder Kraft eine entsprechende spiegelbildlich dazu angeordnete jenseits 
der Mittelebene, ebenso zu jedem Moment ein entsprechendes, auf der anderen 
Seite der Mittelebene liegendes, spiegelbildlich angeordnetes Moment. Jedem 
Punkt auf der einen Seite der Mittelebene entspricht spiegelbildlich ein zu geord
neter Punkt auf der anderen Seite der Symmetrieebene. Stellen wir nun z. B. das 
Biegemoment für einen beliebigen Punkt auf der einen Seite der MittC'lebene an 
dem in diesem Punkt abgetrennten Teil des Rahmens auf, so erhalten wir hier das 
gleiche Moment, wie wir es für den zugeordneten Punkt auf der anderen Seite mit 
dem entsprechendrn abgeschnittenrn Teil ermitteln könnten. Da nun die spiegel
bildliche Anordnung desBiegemomentendrehsinns für beide Seiten (links und rechts 
von einer Schnittstelle) das gleiche Vorzeichen besitzt, sind die entsprechenden 
Biegemomente symmetrisch. Bei der Querkraft und beim Torsionsmoment waren 
die Definitionen so gegeben, daß für den linken und rechten Teil das gleiche Vor
zeichen der umgekehrten Richtung des Spiegelbildrs entspricht, diete beidPn Größen 
sind also im Symmetriefall gegemymmetrisch. Im Symmetrieschnitt muß nun aus 
Symmetriegründen das Torsionsmoment und die QuPrkraft des rinen Schnittufers 
zu dem des anderen Schnittufers :;:piegdbildlich zugeordnet SPin, d. h. ;;ie müs:;:en 

1 Die Momente, sowohl Biege- als auch Torsionsmomcntc, sind in ihrer Drehwirkung, 
nicht in Vektorenform, zu betrachten. In Vektorenbetrachtung sind die Begriffe "sym
metrisch" und "gegensymmetrisch" gerade vertauscht. In den Sätzen ist für diese Begriffe 
das Vorzeichen zugrunde gelegt, das die einzelnE'n Momente trag<'n werden. 
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unmittelbar am Symmetrieschnitt gleiche Größe haben, andererseits jedoch, der 
eingeführten Vorzeichenregel entsprechend, verschiedene Vorzeichen aufweisen. 
Das erfordert aber, daß Torsionsmoment und Querkraft im Symmetrieschnitt durch 
Null hindurchgehen. Für die Längskraft gilt das für das Biegemoment Gesagte. 

Für den Gegensymmetriefall ergeben sich aus den gleichen Überlegungen 
gleichgerichtete, gleich große Biegemomente und Längskräfte für die einander zu
geordneten Punkte links und rechts von der Mittelebene, also Größen mit ent
gegengesetztem Vorzeichen, d. h. die beiden zugehörigen Größen sind gegen
symmetrisch (gleich groß mit entgegengesetztem Vorzeichen). In entsprechender 
Analogie zu den obigen Betrachtungen finden wir im Symmetrieschnitt die 
Größen der Biegemomente und der Längskraft gleich Null. Torsionsmoment und 
Querkräfte werden für symmetrisch liegende Punkte entgegengerichtet gleich 
groß und damit unter Beachtung ihrer Vorzeichendefinition symmetrisch. 

Die Belastungsumordnung in einen symmetrischen und einen gegensymme
trischen Anteil besitzt den großen Vorteil, daß bei der Rechnung infolge der Zu
ordnung von links und rechts einige G1ößcn herausfallen, und ergibt so einen 
besseren Überblick über das behandelte Problem. Der scheinbare Nachteil, daß 
wir nun zwei Aufgaben statt einer zu behandeln haben, besteht in Wirklichkeit 
nicht, da wir die Beanspruchungsgrößen nur für eine Hälfte des Rahmens zu er
mitteln haben und die gefundenen Werte, entsprechend den angegebenen Aus
sagen, für die zweite Hälfte sofort aufzeichnen können. 

Übungsaufgab('n über räumlich belastete Rahmen. 
I. Aufgabe. Auf den in Abb. 440 dargestellten Mast wirken die angegebenen, 

im Raum verteilten Kräfte. Gesucht sind die Beanspruchung~größen. 
Lösung: Es handelt sich um einen statisch bestimmten ebenen Rahmen, der 

räumlich belastet ist. An der Einspannstelle entstehen bei allgemeiner Belastung 
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Abb. 440. Übungsbeispiet 

sechs Reaktionsgrößen (drei Kräfte und drei Momente). Zu ihrer Berechnung 
werden wir die Belastung trennen in eine solche in der Rahmenebene und eine 
senkrecht zu ihr. Bei der ersten Teilbelastung entsteht eine lotrechte Lagerkraft 

Av = 800 kg, 
während 

23 Schlink, Statik. 2. u. 3. Aufl. 



354 Der durch Stäbe oder Lager abgestützte Körper. 

außerdem ein Einspannmoment von der Größe 

.M = 800 · 6,5 = 5200 mkg. 

Durch die Belastung senkrecht zur Ebene tritt eine horizontale Lagerkraft von 
500 kg nach hinten gerichtet auf und ein Einspannmoment in der lotrechten 
Ebene (senkrecht zur Zeichenebene) von der Größe 

.Mh = 500 ·15,0 -1000 ·13,0 = -5500 mkg, 

ferner ein Einspannmoment in der horizontalen Ebene (Verdrehungsmoment) 

,M., = 1000 · 4,5 = 4500 mkg. 

Durch die Belastung der 800 kg entstehen in der Zeichenebene ein Biegungs
moment, eine Querkraft und eine Längskraft. Man ermittelt zunächst die Stab
kräfte SI und 8 2 : 

S2 = : · 800 = 533,3 kg (Druck), 

V4+ 9 SI= - 3- · · 800 = 960 kg (Zug). 

SI wirkt auf den Punkt I. Man zerlegt diese Zugkraft in eine waagerechte und 
eine lotrechte Komponente von 533,3 kg und 800 kg und findet damit: 

.B1 = -800 · 4,5 = -3600 mkg, 

.B2 = ~ 800 · 6,5 = -800 · 4,5 - 533,3 · 3,0 = - 5200 mkg, 

.BA= -800 · 6,5 = -5200 mkg. 

Eine Querkraft ist nur auf der Strecke 1 bis 2 vorhanden, und zwar in der Größe 
533,3 kg. Die Längskraft ist zwischen der Einspannstelle und der Stelle 2 gleich 
800 kg, sonst verschwindet sie. 

Durch die Belastung senkrecht zur Zeichenebene entstehen die Biegungs-
momente: 

8B 1 = -500 · 2,0 = -1000 mkg (nach hinten), 

8 B2 = -500 · 5,0 + 1000 · 3,0 = +500 mkg (nach vorn), 

sBA = -500 ·15,0 + 1000 ·13,0 = +5500 mkg. 

Die Querkraft ist zwischen dem oberen Ende und der Stelle 1 gleich 500 kg, ver
läuft nach hinten für den oberen Teil; für die Punkte zwischen 2 und der Ein
spannsteile ist sie auch gleich 500 kg, aber nach vorn verlaufend (für den oberen 
Teil betrachtet). 

Ein Verdrehungsmoment tritt zwischen 1 und der Einspannstelle auf und 
ist über die ganze Strecke konstant: 

Ti = 1000 · 4,5 = 4500 mkg. 

2. Aufgabe. Der in Abb. 441 dargestellte Portalrahmen ist belastet mit drei 
Kräften in der Mittelebene und zwei Kräften senkrecht zur Mittelebene. Die 
sechs Beanspruchungsgrößen sind zu ermitteln. 

Lösung: Der räumliche Rahmen, der bereits in Abb. 436 dargestellt war, ist 
durch sechs Fesseln abgestützt: In A ein Kugeldrehlager, das in der waagrechten 
Ebene beliebig verschieblich, in Bein Zylinderlager mit der Drehachse senkrecht 
zur Mittelebene (x-Achse), das fest mit der Unterlage verbunden ist. Im Lager A 
kann nur eine lotrechte Kraft übertragen werden, in B dagegen treten drei Kraft
komponenten auf, und außerdem zwei Momente, eines in der horizontalen Ebene, 
(nM.,) und eines in einer senkrechten Ebene (nMh, dessen Vektor in Richtung 
AB steht). Nach den Ausführungen in Nr. 99 kann man die Belastungen in der 
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Mittelebene und senkrecht dazu unabhängig voneinander behandeln. Für die 
erstere Belastung handelt es sich um einen Rahmen, der als Lagerunbekannte 
die Kräfte A", Ji,. und B" aufweist; bei der zweiten Belastung treten als Lager
unbekannte BI., dann # 11 und BM" auf1. Durch die erstere Belastung werden 

t?,-oookg 

LLLL.LJ 
0 10/.l?"kg 

.A.bb. 441. ÜbungsbeispieL 

erzeugt die Beanspruchungsgrößen 'YQi, Li, mBi, durch die letztere Belastung da
gegen "Qi, 'YBi, Ti. 

Die Belastung in der Mittelebene bietet gegenüber früheren Ausführungen 
nichts Neues, und die Flächen rJJBi , 'YQi und Li, die zur Abb. 441 b gehören, sind 
leicht verständlich. Es ergeben sich aus den Momentengleichungen für A und B 

1 Um hier eine Verwechslung mit dem Biegungsmoment zu vermeiden, sind die Lager
kräfte in B mit B bezeichnet. 

23* 
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Bv = 600kg, 

A = 725kg; 

li,.= 250 kg. 

Die Biegungsmomente für die Eckpunkte 0 und D betragen: 

B 0 = 725 · 1,65-430 · 0,45- 250 · 2,1 = +451 mkg, 

Bn = 606 ·1,65- 250 · 7,75 = -950 mkg. 

Bei der Belastung lotrecht zur Mittelebene tritt in A keine Reaktion auf. Es 
könnte also für diese Belastung das Lager A fortgelassen werden. Die Befesti
gung B wirkt mit ihren drei Reaktionen wie eine Art Einspannung; es entstehen 

die Gegenkraft B~ und die Gegenmomente BM", BMv. Die Reaktionskraft B~ ist 
gegeben durch die Summe der senkrecht zur Rahmenebene wirkenden Lasten: 

B~ = 400 - 200 = 200 kg (nach vorn; in der Figur nicht eingetragen). 

Weiter ist: 
BMh = 200 · 7,0-400 · 2,75 = 300 mkg (als Reaktionsmoment in der lot

rechten Ebene nach hinten drehend, der Vektor geht nach dem Rah
meninnern}, 

BMv = 400 · 9,6 - 200 · 1,5 = 3&40 mkg (als Reaktionsmoment in der waage
rechten Ebene nach vorn drehend, der Vektor geht nach oben). 

Die Resultierende beider Vektoren, zerlegt in die Richtung der Geraden BD, 
und senkrecht dazu, gibt das Verdrehungsmoment BTi und das Biegungsmoment 
BBY. Für einen beliebigen Punkt, z. B. 5, wird das Biegungsmoment: 

1ßy = BBv + B~ · (B, 5) = BB11 + 200 · Jf7,02 -t--1,52 = 1920 mkg. 

Bequemer wird es von der anderen Seite her berechnet, da hier nur die waage
rechte Belastung von 400 kg in Frage kommt. Es ist weiter: 

4B 11 = BBY + B~ · (B, 4) + 200 · 0,78 = 2076 mkg. 

B = -400 · lf5-02-+ 1-o52 = -2044 mkg 
1 v V; ' ' ' 

Ferner ist: 

2B'IJ = -400 ·1,05 = -420 mkg, 

3B 11 = -400 · (1,05 + 6,90) = -3180 mkg. 

Ein Verdrehungsmoment tritt für den Rahmenteil A 0 nicht auf. ]'ür alle 
Punkte des Teiles 0 D ist es konstant : 

Tm= 400 · 5,0 = 2000 mkg; 

ebenso für alle Punkte des Rahmenteiles D B: 

T5 = 400 · 8,8 = 3520 mkg. 

3. Aufgabe. Die in Abb. 442 dargestellte Tragkonstruktion mit dem exzen
trisch angeschlossenen und schief gestellten Stützstab soll auf ihre Beanspru
chungsgrößen hin untersucht werden. Als Belastung wirken die angegebenen 
drei Kräfte senkrecht zur "Rahmen"-Ebene. 

Lösung: Die Lagerung des Trägers ist mit einem Scharnierlager in A mit 
fünf Unbekannten (nur das Moment in der zur Scharnierachse lotrechten Ebene 
kann nicht aufgenommen werden) und einem StützstabS mit einer Unbekannten 
statisch bestimmt ausgeführt. Die Schrägsiellung der Strebe S bringt außer der 
lotrechten Belastung des Trägers auch noch in der Ebene liegend(' Beanspru
chungen in die Konstruktion. 
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Wir errechnen zunächst die lotrechte Komponente der Stützkraft S durch 
eine Momentengleichung um die Scharnierachse: 

1500 . 1,2 + 1000 • 2,0 + 500 . 3,0 = s .. . 2,0 
S,. = 2650 kg, nach oben gericht«:>t. 

Abb. 442. ÜbungsbeispieL 

Die beiden anderen, in der Ebene liegenden Komponenten der Stabkraft ergeben 
sich aus der festliegenden Richtung der Gesamtkraft: 

8h1 = 8., · ~:~ = 4818 kg, 

sh2 = 8., · ~·~ = 12o4 kg, 
' 8 = V8~ +-~~+8~2 = V,---2-65-o-,--2_+_4_8_1_82-:-+-1-2042, 

S = 5630 kg (Druckkraft). 
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Alle übrigen Lagergrößen treten im Scharnierlager A auf, das sich, abgesehen vom 
Biegemoment senkrecht zu seiner Achse, verhält wie eine Einspannung. Das 
Moment in der Rahmenebene (einzig mögliches Biegungsmoment am Scharnier) 
hat die Größe: Mh = sh1 . 0,5 + sh 2 . 2,0 = 4818 mkg. 

Das Moment um die Konstruktiomachse (Verdrehungsmoment im Scharnier) er-
mittelt sich zu: M = S . 0 5 -1000.0 3 = 1025 mkg 

V V ' ' • 

Der Drehsinn beider Momente entspricht dem in Abb. 442a eingetragenen. 
Die Lagerkräfte im Punkt A ergeben sich in der Konstruktionsebene zu: 

Ahl = Sh1 = 4818 kg (nach der Wand zeigend) 

Ah 2 = Sh 2 = 1204 kg (nach vorn); 

und senkrecht zur Konstruktionsebene zu: 

Av = 1500 + 1000 + 500-2650 = 350'kg (nach oben). 

Für die weitere Behandlung der Aufgabe, die Ermittlung der Beanspru
chungsgrößen, teilen wir zweckmäßig die nun vorliegende Belastung an der frei
gemachten Konstruktion auf in eine ebene Belastung (Abb. 442b) und eine lot
rechte Belastung (Abb. 442c) und bestimmen die sich daraus ergebenden Mo
menten-, Querkraft- und Längskraftflächen. 

Die Belastung in der Konstruktionsebene liefert für Punkt (1) (links neben der 
Anschlußstelle): B1 = + 4818 . 0,5 = + 2409 mkg; 

für die Stelle A ( Lagerstelle) 

B.A = Mh = +4818 mkg. 

(Der Vorzeichen-Blickpunkt liegt in der Rahmenebene vor dem Hauptbalken.) 
Für die Belastung senkrecht zur Rahmenebene erhalten wir entsprechend : 

B1 = -500 · 1,0 = -500 mkg, 

B 2 = 2650 · 0,5 - 1000 · 0,3 = + 1025 mkg, 

B3 = + 2650 · 0,2 = + 530 mkg, 

B4 = (2650 - 1000) · 0,8 - 500 · 1,8 = + 420 mkg. 
(Das Biegemoment ist positiv, wenn auf der Oberseite der Konstruktion Druck
beanspruchung vorliegt.) 

Das Torsionsmoment ist von der Ausleger-Amwhlußstelle bir< zum Lager A 
konstant und hat die Größe: 

Ti = Mv = + 1025 mkg. 

4. Aufgabe. Räumlich gekrümmter Rahmen. 
Lösung: Der in Abb. 443 dargestellte, räumlich gekrümmte Rahmen (Sessel

lehne) sei belastet mit zwei Lasten, P 1 und P 2 , parallel zur Mittelebene (Symmetrie
ebene), und durch zwei Lasten, Q1 und Q2 , senkrecht dazu. Diese Kräfte sind 
paarweise gleich (P1 = P 2 = 30 kg; Q1 = Q2 = 10 kg) und symmetrisch an
geordnet, so daß zur geometrischen Symmetrie noch die Belastungssymmetrie 
hinzukommt. Die Lagerung des Rahmens ist in den beiden festen Gelenkpunkten 
A und B mit je drei Fesseln, und im Punkt 0 durch einen Stab, also mit einer 
Fessel, bewerkstelligt. Diese sieben Unbekannte bilden eine statisch unbestimmte 
Lagerung des Rahmens, über die wir aber wegen der Symmetrie etwas aussagen 
können. Da die Symmetrie der Lagerreaktionen gewahrt bleiben muß, ist dir 
Lagerkraftkomponente senkrecht zur Mittelebene in A gleich der in B (A 2 = B2). 
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Die Größe dieser Lagerkomponenten kann nun, je nach Art einer evtl. Vorspan
nung im Rahmen, oder einer leichten Nachgiebigkeit (Biegesteifigkeit) in der 
Mitte, alle möglichen Größen annehmen (auch Null). Hier sei die dort auftretende 
Lagerkraft A2 und B2 mit je 10 kg nach innen angenommen, eine Kraft, die jeder
zeit durch eine entsprechende Vorspannung erreicht werden kann. (Der }fall 
A2 = B2 = 0 ist ohne Vorspannung nur dann möglich, wenn der Rahmen völlig 
biegesteif gemacht wird.) Die übrigbleibenden Lagerkraftkomponenten sind ein-

-JJlfg 

I _• ___ :~~f 
- t;fi ,/ 

11-'/ r 
.{_1 ~~ . /). --- :-
,~ ~55--f-.11'1-l 
8,' tJ.f b 

l 
l ............ 

f 

/1>. 
t/ I\ 

/ 2i. \.o 
. 

W/1 

h 

Abb. U3a bis i. Übungsbeisplel. 

deutig zu bestimmen. P 1 1md P 2 haben als Resultierende eine im Aufriß mit der 
Wirkungslinie der Kräfte zusammenfallende, in der Symmetrieebene liegende 
Kraft (P1 + P2) = 60 kg. Ebenso lassen sich A1 und B1 zu einer Resultierenden 
(A1 + B1) in der Mittelebene zusammenfassen. Diese beiden Kräfte stehen mit 
der Stabkraft S des Stützstabes GD im Gleichgewicht, und es können die Kräfte 
(A1 + B1) undSaus dem zugehörigen Krafteck (Abb. 443e) gewonnen WPrden. 
Aus Symmetriegründen ist -... 

At = Bt = L4t {-~) . 

Der Stützstab hat nach dieser Lösung die Druckkraft S = 117 kg auszuhalten. 
Damit sind alle Krafteinflüsse auf das Hauptsystem bekannt. 
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Zur Ermittlung der sechs Beanspruchungsgrößen nehmen wir uns möglichst 
einfache Orientierungsebenen an, nach denen wir uns bei der Bestimmung der 
Biegemomente und Querkräfte richten wollen. Wir trennen den Rahmen in den 
beiden Punkten E und F auf und erhalten damit drei ebene Rahmenge bilde, von 
denen A E und BF symmetrisch zugeordnet und belastet sind. Es genügt also 
die Betrachtung des einen Teiles. Der obere Rahmenteil EOF, der in einer 
schrägen Ebene liegt, ist ebenfalls symmetrisch ausgebildet. Wir brauchen dem
gemäß auch für ihn nur die eine Hälfte E 0 zu betrachten. 

Rahmenteil AE. Die ebene Ausdehnung des Rahmens gestattet uns eine ein
fache Aufteilung der Belastung in eine in der Rahmenebene liegende und eine 
dazu senkrecht stehende Belastung. In der Rahmenebene wirken am Fußpunkt A 
die Lagerkraftkomponente A1 und im Schnitt E die entsprechenden inneren 
Einflüsse IiE,(jE, LE. Das Biegemoment (B;) in der Rahmenebene für einen be
liebigen Punkt i des Rahmenteiles finden wir (Abb. 443f) zu 

B; = a; · A1 • 

Die Querkraft in der Ebene Q; und die Längskraft L; ergeben sich aus der Zer
Jegong der Kraft A1 in die KomponentPn quer und längs zur Balkenachse (im 
Thaleskreis der Abb. 443f). 

Als Belastung senkrecht zur Ebene des Rahmenteiles ist außer den entspre
chenden Beanspruchungsgrößen in E nur die im Fußpunkt A angenommene 
Lagerkomponente A2 wirksam. Das Biegemoment (B; 1.) senkrecht zur Rahmen
ebene ergibt sich nach Abb. 443f zu 

das Torsionsmoment T; zu 

die Querkraft ist konstant 

B;l. = A 2 • b,, 

T; = A2. C;; 

Zur Festlegung der Vorzeichen laufen wir vom Lagerpunkt A her der Rahmen
achse (z-Richtung) entlang und sehen auf den Querschni~t des abgeschnittenen 
Teiles (mit dem Ende in A). Geht der Momentenvektor des Biegemomentes Renk
recht zur Rahmenebene (B, 1.) nach dem Innern der Teilrahmenebene, also nach 
dem Krümmungsmittelpunkt, dann ist das Moment positiv zu bezeichnen. Für 
die Biegemomente in der Rahmenebene Ji, haben wir dann ein positives Vor
zeichen einzuführen, wenn die entsprechenden Vektoren nach dem Innern des 
Rahmenraumes, d. h. für die Rahmenteile AE und BF nach der Symmetrie
ebene, für Teilrahmen ECF nach unten, gerichtet sind. Längskraft und Torsions
moment werden in ihren Vorzeichen in bekannter Weise so festgelegt, daß Zug
spannungen einer positiven Längskraft und ein dem Beschauer des untersuchten 
Querschnitts entgegenkommender Torsionsmomentenvektor einem positiven Tor
sionsmoment entsprechen. (Auftragungen der Beanspruchungsgrößen für den 
Rahmenteil AE bzw. BF in Abb. 443k-p.) 

Rahmenteil EOF (bzw. EO und OF). Auch hier gestattet uns die ebene Aus
führung dieses Rahmenteiles wieder eine Aufteilung der Belastung in einen Anteil 
in der Rahmenebene und einen zweiten senkrecht dazu stehenden. Als Belastung 
wirken auf AEO außer den in der Mitte auftretenden Einflüssen die Kräfte A1 , 

A2 , P1 und Q1 . Q1 liegt bereits in der Rahmenebene EOF, P1 läßt sich im Kraft
eck (Abb. 443e) leicht in seine beiden nach der Ebene orientierten Komponenten 
P1 (in der Ebene) und P 1 1. (senkrecht dazu) zerlegen. Ebenso läßt sieh im glei
chen Krafteck A1 in die entsprechenden Komponenten ~ und A1 1. zerlegen, 
jedoch ist dabei zu bedenken, d:aß A1 und A2 außerhalb der Rahmenebene E CF im 
Fußpunkt A angreifen. Wir gehen nun so vor, daß wir A1 und A2 in den Punkt G 



Übungsaufgaben über räumlich belastete Rahmen. 361 

verschieben, der ein Punkt der zu bestimmenden Rahmenebene ist (siehe Aufriß 
Abb. 443b), A1 .~,. geht von selbst durch diesen Punkt, für diese Kraft ist demnach 
kein zusätzliches Verschiebungsmoment hinzuzunehmen, wohl aber für die beiden 
anderen Komponenten A1 und A2 • Der Einfluß dieser Verschiebungsmomente 
wirkt sich nur bei der senkrecht zur Ebene stehenden Belastung aus und wird 
anschließend an diese 
Belastungsgruppe ge
sondert behandelt. In 
der Rahmenebene wer-
denA1 undA~zusammen
gefaßt zu A .. , ebenso P1 
undQ1zuP,.(Abb. 443g). 

Nach dieser Vor
arbeit entsteht das ebe
ne Belastungsbild der 
Abb. 443g. Das Biege-
moment B; für eine Stel
le i ergibt sich zu 

B; = A .. · a;. 
Querkraft und Längs
kraft werden wieder ge
wonnen durch die Zer
legung von Ar in die 
Komponenten quer und 
längs zur Balkenachse 
im Thaleskreis. Für eine 
Stelle k sind beide Be
lastungen Ar und Pr zu 
beachten. Man setzt am 
besten die beiden Kräfte 
zu einer Resultierenden 
R zusammen und bildet 
dann: 

Qk und Lk gewinnt man 
durch Zerlegung der Re-
sultierenden R in die 
Richtungen quer und 
längszur Balkenachse an 
der Stelle k (Abb. 443h). 
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Abb. 4!3k bis x. Übung8bcispiel. 

Die Kräfte (nicht Momente), die die Belastung senkrecht zur Rahmenebene 
ausmachen, sind A1 ..L und P1 ..L, die daraus abzuleitenden Momente sind: 

Bi ..L = A1 ..L • bi und BA: ..L = A1 ..L • b1c + P 1 ..L • d~c, 

Ti= A1 ..L • ci und TA:= A1 ..L • ck + P 1 ..L • e/c. 

Die Querkraft ist von E bis zur Angriffsstellß von P konstant, von der Größe 
A1 ..L, von da an von der Größe (A1 ..L + P1 J.) bis zur Mitte. _ 

Nun bleibt noch der Einfluß der Verschiebungsmomente der Kräfte A2 und A1 
zu untersuchen. Bei der vorgenommenen Verschiebung von A 2 nach G müssen 
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wir noch ein Moment M 2 hinzufügen, dessen Größe gleich A2 mal der Strecke AG 
ist. Bezeichnen wir diese Strecke mit l, so wird M 2 = A2 • l (dargestellt in 
Abb. 443i). Die Verschiebung von A1 liefert ein anfallendes Moment M 1 = A1 ·l. 
M 2 greift in PunktE als Torsionsmoment TE, M 1 als Biegemoment B'E .l an. 
Beide Momente lassen sich zusammensetzen zum resultierenden Moment M r, 

das für jede beliebige Stelle i wiederum in Richtung senkrecht und tangential 
zur Balkenachse zerlegt werden kann in B~' und T~' . Diese Beanspruchungen 

a 

sind mit denen aus der senk
rechten Belastung des ebe
nen Rahmens hervorgehen
denalgebraisch zu addieren : 

Bi J_ = Bi .l + B~' ..L 
und 

Ti= T~ +Ti'. 

Weitere Einflüsse haben 
diese Verschiebungsmo
mente nicht. 

Die VorzeichenfragP 
wurde mit der Betrachtung 
des ersten Teilrahmens ge
klärt. Die Ergebnisse für 
den Teilrahmen E CF sind 
in den Abb. 443q-x dar
gestellt. 

5. Aufgabe. Die in 
Abb. 444 dargestellte Kur
belwelle ist bezüglich ihrer 
Biegungs- und Verdre
hungsmomente zu unter
suchen. 

Lösung: Die Kurbelwelle 
ist in Abb. 444a axonome
trisch dargestellt, außerdem 

in Abb. 444b der Verlauf der geometrischen Achse mit Angabe der Kraftkompo
nenten in der jeweiligen Kröpfungsebene und senkrecht dazu. Ferner ist in 
Abb. 445a, b die Kurbelwelle in Aufriß und Seitenriß gezeichnet und in Abb. 445d 
die notwendige Kraftzerlegung angegeben; in Abb. 445c sind die Punkte be
zeichnet, für die die verschiedenen Momente ausgerechnet sind. 

Zunächst wurden die Lagerreaktionen ermittelt. Da alle Lasten senkrecht 
verlaufen, sind auch A und B senkrecht gerichtet. Es ergibt sich nach Abb. 445c: 

(.IM) A = 0: 1000 . 0,145 + 200 . 0,425 + 600 . 0, 705 - B . 0,850 = 0, 

B = 768,2 kg (nach oben), 

(.2' M)B = 0: -600 · 0,145 - 200 · 0,425 -1000 · 0, 705 + A · 0,805 = 0, 

A = 1031,8 kg (nach oben). 

Das abzunehmende Drehmoment ist gegeben durch 

Ma = -1000 · 0,1 · sin 60° + 600 · 0,1 · sin 60° = 34,6 mkg. 

An den verschiedenen Stellen treten Biegungsmomente auf, die am besten 
zerlegt werden in solche in der jeweiligen Kröpfungscheue und in den durch die 
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einzelnen Wellenachsen senkrecht zur jeweiligen Kröpfungsebene gelegten Ebenen. 
Um die beiden Biegungsmomente aufstellen zu können, sind die Kräfte jedesmal 
zu zerlegen in eine Komponente in der Kröpfungsebene (bzw. ihrer Spur) und 
senkrecht dazu (Abb. 445d). Zut Festlegung der Vorzeichen für die Biegungs
momente muß ein bestimmter Standort eingeführt werden. Wir stellen uns bei der 

Abb. 445. Untersuchung einer Kurbelwelle. 

ersten und dritten Kurbelkröpfung von oben her auf die betreffende Kröpfungs
eheue zwischen die beiden Wangen, mit Blickrichtung nach den Kurbeln, bei der 
mittleren Kröpfung von vorn auf die betreffende Ebene. Die Vorzeichenpunkte V 
sind in Abb. 444b eingetragen. Auf den Teil, der zur Ebene I gehört, wirken die 
Lagerreaktion A, die Last von 1000 kg und das Drehmoment Md; die Kompo
nenten A · cos 60° und 1000 · cos 60° sind von Einfluß auf das Biegungsmoment 
in der Kröpfungsebene I. Mit ihnen sind die Biegungsmomente in den Punkten 1 
bü; 9 in bekannter Weise zu berechnen (vgl. die Zusammenstellung der Tabelle). 
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Umwandlung statisch unbestimmter Körper. - Gelenke. 365 

Das Biegungsmoment senkrecht zur Ebene ist an der Stelle 1 einfach gegeben 
durch die Kraft A · sin 60° mal dem Hebelarm, aber für die Wangenstellen 2 und 3 
ist das Drehmoment Md ein verbiegendes Moment, und für den Punkt 3 selbst 
tritt durch A · sin 60° ein Moment auf von der Größe A · sin 60° · 2,3. Entspre
chendes gilt für die Punkte 7 und 8. 

Das Torsionsmoment wird als positiv bezeichnet, wenn es, gegen das Schnitt
ufer gesehen, links herum dreht, also der Momentenvektor auf den Beschauer zu 
gerichtet ist. Beim Torsionsmoment muß man darauf achten, daß sowohl die 
Lastkomponenten in der Kröpfungsebene als auch diejenigen senkrecht zur 
Kröpfungsebene ein Verdrehungsmoment hervorrufen können; so entsteht z. B. 
für den Punkt 3 ein verdrehendes Moment von der Größe A · sin 60° · 8 cmkg. Für 
Punkt 7 wird das Torsionsmoment beeinflußt durch A · sin 60° und 1000 · sin 60°, 
und für Punkt 13 z. B. ist außer dem Drehmoment auch die volle Kraft 1000 kg 
(d. h. beide Komponenten) von Einfluß. 

Für die einzelnen Schnitte sind in der angedeuteten Weise die Biegungamo
mente und das Torsionsmoment ausgerechnet und in der Tabelle zusammen
gestellt. Die errechneten Werte sind dann in Abb. 445c-g aufgetragen. 

XXI. Gelenkträger und verwandte .Anordnungen. 
102. Umwandlung .statisch unbestimmter Körper in statisch bestimmte durch 

besondere konstruktive Maßnahmen. - Verschiedenartige Gelenke. In Ab
schnitt XI haben wir gesehen, daß es für den ebenen Balken und Rahmen kon
struktive Maßnahmen gibt, die einen statisch unbestimmt gelagerten Balken oder 
Rahmen zurückführen auf ein statisch bestimmtes System. Das geschah durch 
die Anordnung von Gelenken, und es entstanden so der Gerberbalken und der Drei
gelenkbogen. Ein solches Gelenk ergab als neue Bedingung, daß das Biegungs
moment für das Gelenk Null sein muß. Man erreicht durch eine solche Anordnung, 
daß durch den betreffenden Querschnitt nur noch eine Querkraft und Längskraft 
weitergeleitet werden kann, aber nicht mehr ein Biegemoment. Ebenso konnte 
man (Nr. 67) eine Anordnung treffen, daß durch einen Querschnitt keine Längs
kraft mehr übertragen wird, ::,ondcm nur eine Querkraft und ein Biegungs
moment, und als neue Bedingung trat dann auf: die Summe aller Längskräfte 
links oder rechts der betreffenden Stelle muß gleich Null sein. Durch diese Än
derungen wurde eine neue Bedingung geschaffen, die <'S gestattet, eine zunäehHt 
überzählige Lagerunbekannte zu ermitteln. 

In gleicher Weise werden wir nun auch für den räumlich belasteten Balken 
und den räumlichen Rahmen konstruktive Maßnahmen vornehmen können, die 
statisch unbestimmt gelagerte oder auch innerlich statisch unbestimmte Systeme 
wieder auf ein statisch bestimmtes Gebilde zurückführen. Entsprechend der jetzt 
vorhandenen größeren Anzahl (sechs) der unbekannten Beanspruchungsgrößen, 
die für einen Querschnitt auftreten, oder anders ausgedrückt: die beim Schnitt 
des Balkens frei werden, werden wir nun ganz verschiedene Arten dieser Maß
nahmen (meist Gelenke) ausführen können. Sie erlauben, eine oder mehrere der 
sechs Beanspruchungsgrößen zu Null werden zu lassen, um damit eine entspre
chende Zahl neuer Gleichungen zu liefern. Mit deren Hilfe können die über
zähligen Lagerreaktionen und die noch auftretenden Beanspruchungsgrößen der 
Querschnitte ermittelt werden; d. h. mit anderen Worten: das statisch un
beRtimmte System kann dadurch bestimmt gemacht werden. 

So ist z. B. der in Abb. 446 dargestellte Körper in neun Fesseln gelagert (A 
und C feste Drehlager, B Kugelldrehlager, D längRverschiebliches Drehlager); er 
weist die neun Unbekannten A.,, A 11 , A., B., C.,, 0 11 , c., D.,, D. auf, ist also drei-



366 Der durch Stäbe oder Lager abgestützte Körper. 

fach statisch unbestimmt. Zerlegt man ihn nun in zwei Teile und verbindet 
diese beiden durch ein Kugelgelenk, so tritt als neue Bedingung auf, daß durch 
diesen Punkt kein Moment übertragen werden kann, oder anders gesagt, es 
können weder die beiden Biegemomente noch das Verdrehungsmoment weiter-

' geleitet werden. Wir haben also /!f!iJI!!f drei neue Bedingungen: 

Abb. 446. 
Bestimmter Gelenkträger mit mittlerem Kugelgelenk. 

Dadurch ist die Zahl der Glei
chungen von sechs auf neun erhöht 
worden, und wir haben geradeso
viel Gleichungen wie Unbekannte. 
Durch das Kugelgelenk können 
sowohl die beiden Querkräfte .,Q; 
und 11Q; als auch die Längskraft L; 
weitergeleitet werden; die Resul
tierende dieser drei gibt die Ge
lenkkraft an. Auf den linken Teil 
wirken außer den gegebenen Lasten 

vier Lagerunbekannte und drei Gelenkunbekannte; auf den rechten Teil außer 
den gegebenen Lasten fünf Lagerunbekannte und drei Gelenkunbekannte, also 
im ganzen fünfzehn Unbekannte. Andererseits stehen für den linken Teil sechs 
Gleichungen zur Verfügung, für den rechten Teil ebenfalls sechs, das sind im 
ganzen zwölf. Da aber die drei Gelenkkräfte von links nach rechts genau so groß 
sind wie die von rechts nach links, haben wir tatsächlich nicht fünfzehn, sondern 
nur zwölf Unbekannte, so daß ihre Zahl gleich der Zahl der Gleichungen ist. 

Je nachdem man die beiden Körperteile 
miteinander verbindet, erhält man ganz ver
schiedenartige neue Bedingungen. Würde man 
statt des Kugelgelenks ein Zylindergelenk ein
führen, so würde dadurch nur eine neue Be
dingung entstehen, indem das Moment um die 
Zylindera<;hse, gleichgültig ob der Bolzen waage
recht oder lotrecht liegt, verschwinden muß. 

Es ist nun durchaus nicht immer gesagt, 
Abb. 447. Das Scharnier oder Zylinder- d ß d' M ß h d Z k d' gelenk (eine Freiheit, also eine Glei- a lese a na men nur em wec wnen, 

chung: ,n., = O). die statische Bestimmtheit einer Konstruktion 
wiederher.zustellen, sondern sehr häufig begeg

nen wir direkt der konstruktiven Forderung nach einer bestimmten Gelenkaus
führung, die aus praktischen Gründen notwendig wird. Dann müssen wir zur 
Erzielung einer statisch bestimmten Konstruktion sozusagen den umgekehrten 
Weg gehen, d. h. die gegebene Gelenkkonstruktion so lagern, daß sie so viel 
Lagerreaktionen aufweist, wie es den sechs Gleichgewichtsbedingungen und den 
zusätzlichen Aussagen über das Gelenk entspricht. 

Auch zur Berechnung statisch unbestimmter Konstruktionen sind solche Gelenke 
von Bedeutung, da diese meistens zunächst auf ein statisch bestimmtes Grund
system zurückgeführt werden müssen; dabei wird man vielfach gedanklich von 
diesen Gelenkarten Gebrauch machen. 

Die Betrachtungen über die erwähnten Konstruktionsmaßnahmen erfordern 
die Kenntnis der verschiedenen Gelenktypen. Einige in der Praxis vorkommenden 
Ausführungen, die zur Schaffung statisch bestimmter Systeme oder auch aus 
anderen Gründen angewandt werden, seien nun hier angegeben. 



Umwandlung statisch und bestimmter Körper. - Gelenke. 367 

1. Das Scharnier (Zylindergelenk) Diese Anordnung (Abb. 447) gibt dem 
Balken oder Rahmen eine Drehbeweglichkeit um die Bolzenachse, d. h. für diese 
Achse ist das Biegemoment gleich Null; oder anders amgedrückt: durch das 
Scharnier kann kein Biegemoment in der Ebene senkrecht zur Scharnierachse 
weitergeleitet werden. Die fünf anderen Be-

anspruchungsgrößen dagegen können über- tr"J:~~~-;~~-~fWfj~~~~L-, 
tragen werden. Wir haben also durch diese , ·f_i-C-S~ -+ 
Gelenkart eine neue Bedingung gewonnen: = ~- -= ==--
daß das Biegemoment für eine Ebene senk- a 
recht zur Scharnierachse am Scharnier ver
schwindet. b 

2. Die Hülse (das Hülsengelenk). Unter- Abb. 448. Da.s Hülsengelenk (eine Glei-
brechen wir den Balken an einer Stelle chung: T- = O). 

und legen um die Schnittstelle eine über beide Schnittufer hinausragende Hülse 
(Abb. 448), so kann diese sowohl jedes Biegemoment wie auch jede Querkraft 
übertragen, und falls die Verbindung so ausgeführt wird, daß sich die Balkenteile 
in ihrer Längsrichtung nicht verschieben können, auch eine Längskraft (als Druck 
und Zug). Es ist nämlich durch 
die Hülse keine Drehmöglichkeit 
um eine beliebige Querschnitts
achse gegeben, ebensowenig 
eine Verschieblichkeit der Quer
schnitte gegeneinander. Da
gegen wird nicht übertragen das 
Torsionsmoment, da durch ein 
solches Moment eine Drehung 
der Querschnitte um die Balken
achse eintritt, d.h. das Torsions

b 
Abb. 44.9. Die genutete Hülse (eine Freiheit.: Li = 0). 

moment für den Hülsenanschluß ist Null. Es liegt also auch hier eine neue 
Bedingung vor. 

3. Die genutete Hülse. Wird gegenüber der normalen Hülse noch die Ver
drehung der beiden Querschnitte um die Balkenachse verhindert, daß sie also 
auch das Torsionsmoment über-
tragen kann, andererseits aber 
die Längsverschieblichkeit ermög
licht, d. h. die Übertragung der 
Längskraft verhindert, so entsteht 
die genutete Hülse (Abb. 449). 
Die statische Bedingung für diese 
konstruktive Maßnahme lautet 
also: für die genutete Hülse ist 
die Längskraft Null. Die genutete 
Hülse besitzt praktische Bedeu
tung als Kupplungsmuffe, oder in 
Getrieben als Verstellritzelwelle 
(Stemwelle). Wird die genutete 
Hülse auch gegen Längsverschie
bung gesichert (festklemmen), so 

------r-

a 

Abb. 450. Das Kreuzgelenk (zwei Gleichungen: 
_B,. = 0, tB~ = 0). 

stellt sie eine starre Verbindungzweier Wellen dar, die vom statischen Gesichts
punkt aus als durchgehende Welle betrachtet werden kann. 

4. Das Doppelscharnier oder Kreuzgelenk. Das einfache Scharnier mit Dreh
achse in der x-Richtung erlaubte außer der Übertragung eines Torsionsmomentes 
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auch noch die Übertragung eines Biegemomentes in der x, z-Ebene. Verbinden 
wir nun mit diesem einfachen Scharnier ein zweites, das die biegende Verdrehung 
der Balkenachse in einer senkrecht zur ersten liegenden Ebene, also der x, z-Ebene, 
gestattet, so erhalten wir ein Kreuzgelenk (Abb. 450) und damit eine sog. Ge
lenkwelle, d. h. einen Balken, der in jeder beliebigen Richtung aus seine:r Achse 
um das Kreuzgelenk abgebogen werden kann (soweit die technische Ausführung 
des Gelenks das erlaubt). Statisch betrachtet heißt das, daß das Kreuzgelenk wohl 
ein Torsionsmoment, aber kein Biegemoment übertragen kann, wodurch wir die 
zwei Bedingungen als neue Bestimmungsgleichungen erhalten: die Biegemomente 
( definitionsgemäß also die Summe aller biegenden Momente und die der Momente 
aller Kräfte links oder rechts vom Gelenk für zwei Querachsen) in zwei zueinander 
senkrechten Längsebenen sind für das Kreuzgelenk Null. Die Querkräfte und 
die Längskraft verschwinden bei entsprechender Ausführung natürlich nicht für 
das Kreuzgelenk. 

Stehen die beiden, durch das Kreuzgelenk miteinander verbundenen Wellen 
(Balken) unter einem bestimmten Winkel zueinander, so kann damit von einer 
Welle auf die andere ein Torsionsmoment übertragen werden, deren Vektoren 

-----fJ--
b 

Abb. 4.51. Die querverschiebliehe Kupplung (zwei 
Gleichungen: ,Q., ·~ 0,1Q11 = 0). 

--•..___ -~ 
Abb. 4.52. Das Raumgelenk, Kugelgelenk (die 

drei Momente verschwinden). 

unter dem gleichen Winkel zueinander stehen. Diese Überleitung und Ablenkung 
der Torsionsmomentenvektoren erfordert eine eingehende Untersuchung der Vor
gänge am Kreuzgelenk, die wir am Schluß dieser Zusammenstellung anstellen 
wollen (Nr. 103). 

5. Die Kupplung mit Querverachieblichlceit. Das Wesen dieser Art Kupplungen 
(Abb. 451) ist die Verbindungzweier Gabeln durch ein Kreuz aus Vierkantbolzen, 
die keine biegende und tordierende Verdrehung, auch keine Längsverschiebung, 
wohl aber eine Verschiebung der beiden Wellenenden in Richtung beider Quer
kräfte erlauben. Die beiden Bedingungen dieser Kupplungsart lauten ahm: die 
beiden Querkräfte an der querverschiebliehen Kupplung sind Null. 

6. Da8 Kugelgelenk. Das Kugelgelenk (Abb. 452), das als Vereinigungzweier 
senkrecht zueinander stehender Scharniere und einer Hülse aufgefaßt werden 
kann, läßt jede beliebige Verdrehung der beiden Wellenenden zu; es können also 
weder die beiden Biegemomente noch das Verdrehungsmoment übertragen wer
den. Wir erhalten durch die Einführung dieses Gelenkes in eine Konstruktion so
mit die drei zusätzlichen statischen Aussagen; die Biegemomente in zwei zuein
ander senkrechten Richtungen und das Torsionsmoment für das Kugelgelenk sind 
gleich Null. 

7. Daa Kreuzgelenk mit Querverachieblichlceit (Drehachiebekreuzgelenk). Ver
einigen wir die Drehungsmöglichkeit des Kreuzgelenks mit der Verschieblichkeit 
der querverschiebliehen Kupplung, so erhalten wir damit eine Gelenkart (Abb. 453), 
die sowohl einer biegenden Verdrehung als auch einer Querverschiebung der beiden 
Wellenenden keinen Widerstand entgegensetzt, die beiden Biegemomente und 
Querkräfte können also nicht übertragen werden. Dagegen ist die Längsverschieb
lichkeit und die tordierende Drehbeweglichkeit der Wellenteile gegeneinander 
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unterbunden. Das so gebaute Gelenk, das sich von der querverschiebliehen 
Koppel nur dadurch unterscheidet, daß statt der drehsteifen Vierkantbolzen ein 
Kreuz aus runden Drehbolzen eingesetzt ist, ist statisch charakterisiert durch die 
vier Bedingungen: für das Drehschiebekreuzgelenk sind die Biegemomente und die 
Querkräfte in zwei zueinander senkrechten Ebenen gleich Null. 

8. Die reine Drehkoppel. Nehmen wir dem Drehschiebekreuzgelenk auch noch 
die Übertragungsmöglichkeit der Längskraft ab, so entsteht damit die reine 
Torsionsmomentenübertragung zweier Wellen. Diese Gelenkart (Abb. 454) findet 
sich in der praktischen Anwendung in verschiedenster Ausführung als Knor-

1 pelgelenk, Drehmomentenkupplung, + 
Kegelradgetriebe usw. Die normale 1 

-----~-....___ 11:1.____ Drehmomentenkupplung, als Wellen- --+ ---- ;:_.r- kupplung zweier Maschinen, besitzt ' 
- , zwar keine ganz freie Quer- und Dreh- • 

' verschieblichkeit, aber die diesen Abb.45!l. DieDrehkoppel 
Abb. 453. Das Kreuzgelenk n h" b . h "d d (Kreuzgelenk mit Quer
mit Querverschieblichkcit v ersc Ie ungen SlC WI ersetzen en nnd Längsvcrschieblich-

.d Q kräft db "d G ß Kr f · d • h" keit. Es verschwinden (b.et e ner enn °1 0 rö en (meist ä te) Sill "Welc die beiden Qu~kräfte, 
Btegnngsmomente werden ht d h d h Ia t• h Be" Biegnngsmomente nnd 

NnllJ. gemac , . . urc e s ISC e 1- die Längskraft). 
lagen werden die durch die Verschie-

bungen entstehenden Kräfte in sehr kleinen Grenzen gehalten, so daß sie fast 
ausschließlich durch die elastischen Verformungen dieser Beilagen aufgenommen 
werden und das Gesamtgetriebe nur sehr wenig belasten. Die bei dem Eingriff 
der Verzahnung entstehenden Längs- und Querkräfte müssen von den dicht an 
den Kegelrädern sitzenden Lagern aufgenommen werden, die damit auch den 
richtigen Eingriff der Zähne gewährleisten. Für das Gesamtbild ist also keine 
Weiterleitung von Quer- oder Längskraft anzunehmen. Hier gilt die statische 
Charakterisierung weniger als neue Aussage, sondern mehr als Forderung 
für die Konstruktion. Die fünf neuen Bedingungen lauten: für die reine Dreh
koppel sind die Biegemomente in zwei zueinander senkrechten Ebenen und die 
Querkräfte in zwei zueinander senkrecht stehenden Richtungen und die Längs
kraft Null. 

Es können nun durch entsprechend gewählte Konstruktionen auch noch an
dere Anordnungen dieser Art getroffen werden, z. B. Hülse mit Längsverschieb
lichkeit, die dann entsprechende Bedingungsgleichungen erfüllen. Hier sind nur 
die technisch wichtigen Maßnahmen behandelt, deren sta-
tische Merkmale auch auf jedes andere Gelenk sinngemäß 
übertragen werden können. 

9. Der Schnitt [vollständige Trennung] (Abb. 455). Als 
größte Steigerung der Beseitigung von Beanspruchungs

Abb. 455. Der Schnitt" 
(sechs Freiheiten). 

größen, und damit Schaffung neuer Bedingungsglcichungen, ist schließlich noch 
der "Schnitt" zu nennen, den wir zur Ermittlung der innere'n Einflüsse gelegt zu 
denken haben. Mit der vollständigen Auftrennung eines Balkens durch den 
Schnitt wird selbstverständlich die Weiterleitung jeder Kraft und jedes Momen
tes unmöglich gemacht. Der Schnitt hat also als Aussage: für den Schnitt sind 
alle sechs Beanspruchungsgrößen, das sind die beiden Biegemomente, das Tor
sionsmoment, die beiden Querkräfte und die Längskraft gleich Null. 

103. Betrachtungen über das Kreuzgelenk und verwandte Anordnungen. 
Während beim Scharnier, der Hülse und der genuteten Hülse die angegebenen 
Aussagen ohne weiteres als zusätzliche Gleichungen zu den Gleichgewichts
bedingungen angesetzt werden können, ist, wie bereits oben erwähnt, für das 
Kreuzgelenk eine besondere Betrachtung der Übertragungsvorgänge notwendig, 
wenn es als Verbindung zweier unter einem bestimmten Winkel zueinander 
24 Schlink, Statik. 2. u. 3. Aufl. 
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stehenden Wellen verwandt wird1• Bei dieser Anwendung in den Gelenkwellen 
wird durch das Kreuzgelenk ein Verdrehungsmoment von einer Welle in die 
andere, also sozusagen "um die Ecke" geleitet. Das Kreuzgelenk gibt einer ver
biegenden Wirkung der beiden Wellen in jeder Richtung nach, setzt einer solchen 
keinen Widerstand entgegen. J)as erhellt auch schon daraus, daß für eine um
laufende Wellenverbindung die Neigung der beiden Wellenachsen möglich ist, 
was ja relativ zur Welle betrachtet einem Biegen der Wellenverbindung um den 
Kreuzgelenkmittelpunkt in einer umlaufenden (also jede Lage einnehmenden) 
Ebene gleichkommt. Diese Eigentümlichkeit des Kreuzgelenkes zeigt uns, daß 
über das Gelenk hinaus kein Biegemoment von einer Welle auf die andere über
tragen werden kann. Unsere oben aufgestellten Aussagen, daß die Biegemomente 
in dem Gelenk Null sind, sind also voll berechtigt, andererseits ist aber, wiege
zeigt werden soll, gerade dieses Kreuzgelenk die Ursache für ein Biegemoment, 

Abb. 456. Bestimmte Lagei.'IIDg'"einerWellenführung 
mit Kreuzgelenkkupplung. 

I......_ I 
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Abb. 457. Die Weiterleitung eines Ver· 
drehungsmomentes in die zweite Welle. 

das nicht von außen aufgebracht wird, sondern durch die Umlenkung des Dreh
moments entsteht. 

Für die weitere Betrachtung sei die in Abb. 456 dargestellte Wellenkonstruk
tion zugrunde gelegt. Unter der Voraussetzung, daß die drei Lager A, B, 0 
Drehlager sind, daß also keine Momente, sondern nur Kräfte übertragen werden 
können, ist diese Konstruktion statisch bestimmt. Es liegen nämlich durch das 
eine festeunddiezwei bewegliehenLager(Halslager) 1X3 und2X2 Unbekannte 
vor, dazu kommt die eine Fessel einer Drehmomentenkupplung, also im ganzen 
acht Fesseln. Demgegenüber stehen die sechs Gleichgewichtsbedingungen der 
gesamten Konstruktion und die zwei Bedingungen des Kreuzgelenks, daß die 
beiden Biegungamomente verschwinden müssen. In der Konstruktion wird das 
eingefeitetc Torsionsmoment mit seinem Vektor T 10 das an der Gelenkstelle in 
der Welle 1 vorhanden ist, durch das Gelenk als ein Torsionsmoment um eine 
andere Achse, also als ein andersgerichteter Momentenvektor T 2 , in die nächst
folgende Welle weitergeleitet. Diese vektorielle Änderung des Momentenvektors 
T1 in T2 kann aber nur mit Hilfe eines zweiten Vektors B geschehen sein, welch 
letzterer, aus der Ablenkungsart zu schließen, in der Ebene der Wellen und nur 
als Biegemoment in den Gabelebenen des Gelenks vorhanden sein kann, und zwar 
sowohl in dem rechten als auch im linken KonstruktionsteiL Dieser Vektor B 
muß so beschaffen sein, daß der resultierende Vektor von Bund T 1 den Vektor T2 
der Welle II ergibt. Das Kreuzgelenk, das also gerade seine Eigenart darin be
sitzt, keine Biegemoment weiterzuleiten, muß hiernach offenbar zwangsläufig ein 
Biegemoment erzeugen, das nicht durch äußere Kräfte oder Momentenbelastungen 
bedingt ist. Um diese seltsame Erscheinung aufzuklären, müssen wir uns das 
Gelenk in seiner baulichen Gestaltung und dem dadurch bedingten Kräftespiel 
näher ansehen. 

Das hier zu untersuchende Kreuzgelenk besteht im wesentlichen aus zwei 
Gabeln an den Enden der Wellen I und II (vgl. Abb. 458), die an einem starren 

1 V gl. zu den folgenden Ausführungen: H. DIETZ, "Die Übertragung von Momenten in 
Kreuzgelenken". Z. VDI 1938 und 1939. 
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Achsenkreuz K so angeordnet sind, daß die beiden Scharnierachsen der Gabeln 
stets unter einem Winkel von 90o stehen (grundsätzlich führt auch eine Neigung 
der Achsen des Kreuzes K unter einem anderen Winkel wie 90° zu brauchbaren 
Kreuzgelenken). Zur einfacheren Betrachtung der wirkenden Kräfte bzw. Mo
mente lassen wir auf die Welle I nur ein reines Drehmoment einwirken, das auf 
die unter dem Winkel rp gegen die Welle I geneigte Welle U übertragen werden 
soll. Es sollen zwei Stellungen betrachtet werden: In der Stellung a (Abb. 458) 

' Abb. 458. Aufgelöstes Krell2lgelenk in Ausgangsstellung (Stellung a). 

liege die Gabel der Welle I in der gemeinsamen Ebene der beiden Wellenachsen; 
dagegen in Stellung b (Abb. 459) liege die Gabel der Welle II in der gemein
!-'amen Ebene der beiden Wellenachsen. Die Gabel Gr_ (Gabel der Welle I) drückt 
auf das Achsenkreuz mit den beiden Kräften P 1 , die zusammen das auf das 
Achsenkreuz ausgeübte Torsionsmoment T1 = P 1 · h der Welle I darstellen1. 
Da von der Welle II jedoch auch nur ein Drehmoment abgenommen werden soll, 
wirken auf die beiden anderen Lagerzapfen des Achsenkreuzes K die beiden 
Kräfte P2 , die zusammen wiederum das auf das Achsenkreuz wirkende Tor
sionsmoment T 2 = P2 • h der Welle II darstellen. Die umgekehrten Kräfte P 1 
bzw. P 2 wirken auf die Gabeln G1 und Gu und halten in ihrer Wirkung mit T1 

Abb. 459. Aufgelöstes Kreuzgelenk nach Drehung um 90° (Stellung b). 

bzw. T 2 Gleichgewicht. Die am Achsenkreuz angreifenden beiden Belastungen 
der P 1 und P 2 , die also aus den äußeren Einflüssen zu entnehmen sind, vermögen 
allein Hich nicht am Achsenkreuz K auszugleichen, da die beiden Kräftepaare 
nicht in derselben Ebene liegen. Die Zusammenwirkung der beiden Momente 
P 1 • h und P 2 • h würde vielmehr eine Drehung des Achsenkreuzes ergeben, die 
aber in Wirklichkeit nicht vorliegt. Es müssen somit noch Zusatzkräfte Z geweckt 
werden, die ein solches Kräftepaar bilden, daß das Übertragungsglied (Achsen
kreuz K) in Ruhe bleibt. Diese Zusatzkräfte Z müssen in der zweiten Gabelebene 
liegen, da die Gabel nur in ihrer eigenen Ebene ein Kräftepaar auf das Achsen
kreuz ausüben kann. Jede dieser beiden Kräfte Z läßt sich mit einer der Kräfte 
P 2 zu einer Resultierenden R zusammenfassen. Diese beiden Kräfte R müssen 
ein Kräftepaar R ·hergeben, das seinerseitR dem von der Gabel I herrührenden 

1 h ist die Maulweite der Gabeln, s . .Abb. 461. 
24* 
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Kräftepaar P 1 · h das Gleichgewicht hält, also in derselben Ebene liegen muß. 
Da nun R . h = 111 • h 

sein muß, folgt, daß die erwähnten Kräfte R gleich sind den Kräften P1 , die von 
der Gabel I auf das Achsenkreuz K ausgeübt werden. Dadurch sind die Größen 
der beiden Zusatzkräfte Z bestimmt. 

Z = R · sin tp = P1 • sin tp. 

Das zusätzliche Kräftepaar Z · h stellt also ein Biegemoment für die Welle IT dar, 
das in der Gabelebene der Welle II liegt, am Kreuzgelenk entsteht und die Größe 
besitzt: Z · h = P1 • h · sin tp = T1 • sin tp, 

da ja P1 · h das in die Welle I eingeleitete Torsionsmoment darstellt. 
Wir können auch einen etwas anderen Gedankengang anwenden. Auf das 

Achsenkreuz wirken infolge des eingeleiteten Verdrehungsmomentes T1 und des 
weitergeleiteten T 2 zwei Kräfte-
paarP.: 

und 
P1 ·h= T1 

P2 ·h= T2 • 

Abb. 460. Der Zusatzvektor (Biegungsmoment) bei der 
Ausgangsstellung. 

Der Vektor des ersteren liegt in 
der Drehachse I, der des zweiten 
in der Drchachtse li. Diese zwei 
Vektoren können nicht im Gleich
gewicht stehen, weil sie nicht 
parallel gerichtet sind (Abb. 460). 
Damit nun doch Gleichgewicht 

entsteht, muß ein Vektor hinzugefügt werden, der das Vektoreneck schließt. 
Dieser Zusatzvektor muß natürlich so angeordnet werden, daß sein Moment 
durt-h die Konstruktion aufgenommen werden kann; es kann aber nur ein 
Kräftepaar übertragen werden, das in der Ebene der Gabel Gn liegt, also ein 
Biegungsmoment. Sein Vektor steht senkrecht zu dieser Ebene, also auch senk
recht zur Welle li (B2). Das Vektoreck aus T1 , T 2 und B2 muß geschlos>'en 
sein, es findet sich : 

Der Vektor B 2 gibt aber ein Biegemoment an, das durch die Welle li aufgenommen 
wird. Das weitergeieitete Drehmoment ist bestimmt durch 

T2 =Tl. COSIJ'. 

Wir können auch einfach sagen, der Dl-ehmomentenvektor T1 wird durch das 
Achsenkreuz· K zerlegt in einen Biegemomentenvektor B2 (entsprechend dem 
Moment Z · h) und einen Drehmomentenvektor T2 , welchen beiden von der 
Welle I1 gegenwirkende Momente entgegengesetzt werden müssen, um Gleich
gewicht herzustellen. Die Zerlegung des Drehmomentenvektors bzw. die Lösung 
der am Ach&enkreuz auftretenden Gleichgewichtsaufgabe führt direkt auf das 
Ergebnis T T 2 = 1. cos tp, 

B2 = T 1 • sin tp. 

Das Biegemoment B muß durch die beiden Lagerstellen B und C aufgenommen 
werden. Es werden also die Lagerreaktionen : 

B- 0- T sinq' 
- - 1 c . 
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Daß diese Betrachtung der Zerlegung des Momentenvektors nicht allgemein
gültig ist und nur in dem hier behandelten Fall a, wo die Gabel der Welle I hori
zontal, d. h. in der gemeinsamen Ebene der Wellenachsen liegt, Gültigkeit hat, 
zeigt die folgende "Oberlegung für die Stellung b des Kreuzgelenks (Abb. 459). In 
dieser Stellung stehe nun die Gabel Gu der Welle li in der den beiden Wellen
achsen gemeinsamen Ebene. Das eingeleitete Drehmoment T1 erzeugt am 
Achsenkreuz Kein Kräftepaar P1 • h, dem das durch T2 als Reaktionsmoment 
erzeugte Kräftepaar P 2 • h gegenübersteht. Es ist aber nun durch diese beiden 
Kräftepaare wieder nicht möglich, das Achsenkreuz K im Gleichgewicht zu 
halten, da sie in verschiedenen Ebenen liegen. Um Gleichgewicht herbeizuführen, 
muß wieder ein weiteres Kräftepaar hinzugefügt werden, derart, daß das zu
gehörige Vektoreck geschlossen ist. Der Vektor des Kräftepaares P1 • h fällt in die 
Achse I, der des Vektors von P2 ·hin die Wellenachse II. Der Ergänzungsvektor 
muß in der gleichen Ebene der beiden Achsen liegen, das Moment selbst also in 
einer Ebene senkrecht zur Wellen
ebene (I, II). Wie es auch ein
geführt wird, immer entsteht ein 
Biegungsmoment, da der ergän
zende Vektor aus den Achsen I 
undiiherausfällt. Nunmußaber 
dieses Zusatzkräftepaar selbst
verständlich so liegen, daß es 
durch die Konstruktion über
tragen werden kann. An der Ga
bel Gn bzw. an der zugehörigen 
Welle kann aber ein solches zu

I ~ . 
~ ; ..q •, 

, ____ ; ____ -t ___ • 

' ' ' ;. -- h sin~-~ ' 

rx B,v 
Abb. 461. Det Zusatzvektor (BiegUngsmom.ent) bei der 

zweiten Stellung. 

sätzliches Kräftepaar, das ein Biegungsmoment ergibt, nicht aufgenommen wer
den, da die Endpunkte der Gabel nicht in der Ebene des nötigen zusätzlichen 
Kräftepaares, das ist eine Ebene senkrecht zur Ebene (I, II), liegen. Es kann 
allein von den Gabelenden der Gabel G1 als das in Abb. 459 eingezeichnete 
Kräftepaar Z · h als Biegemoment übernommen werden. ER ist also nun Gabel 
01 bzw. Welle I Träger des entstehenden Bicgemoments. Die Bestimmung der 
Größen mit Hilfe des Vektorendreiecks der Momente (Abb. 461) liefert: 

T Tl 2= ------·· 
costp' 

Wir sehen also, daß im Falle b das aus Welle II abgenommene Torsionsmoment bT2, 

das als abgeleitetes Moment betrachtet werden soll, größer ist als das in der Stel
lung a hergeleitete Moment a.T2 • Es ist, da 

aT2 = T 1 • cos q; 
(T1 wird für beide Stellungen, als eingeleitetes Drehmoment, gleich groß an
genommen aT1 = bT1 = T1) 

und T = Tl 
b 2 cosrp' 

das Verhältnis: a_'l!__s = cos2q; = ~sml~ 
bTs T2max 

ein Maß für das Schwanken des abgeleiteten Torsionsmomentes. 
Das in die Welle I durch die Umlenkung de& Drehmoments eingehende Biege

moment muß durch entsprechende Lagerkräfte wieder aufgehoben werden. Da 
die Welle I nur ein Drehlager (.A) aufzuweisen hat, andererseits aber zur Auf
nahme eines Biegemoments zwei Kraftübertragungsstellen an verschiedener Stelle 
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erforderlich sind, wird hier die Eigenschaft des Kreuzgelenks ausgenutzt, daß 
es eine Querkraft übertragen kann. Das Gelenk ist das zweite Lager für die 
Welle I, in ihm stützt sie sich gegen die andere Welle II ab. Im Gelenk wird 
also in dieser Stellung b sowohl eine Querkraft Q gegen Teil I ausgelöst, wie 
eine gleich große, entgegengesetzt gerichtete Querkraft Q ' für den Teil II. Durch 
diese Querkraft, die für den abgetrennten Wellenteil II wie eine äußere Be
lastung in du Gelenkr:,telle wirkt, wird also auch die Welle II mit einem zu
sätzlichen Biegemoment beansprucht, dessen Größe von den Abständen der 
einzelnen Lagerstf'llen abhängt. Es wird mit den Bezeichnungen der Abb. 456: 

und 

Da aber 

ist, wird 

Weiterhin ist 

und damit 

A · a = B1 , woraus 

Q · (b + c) = B · c, woraus 

b 0= T ·tgcp· --
1 a· c 

Die Betrachtung dieser beiden Stellungen zeigt uns, daß die Umlenkung des 
zu übertragenden Drehmomentes immer mit Hilfe von Biegemomenten erfolgen 
muß, das von einem bzw. in den Zwischentstellungen auch von beiden Wellenteilen 
aufgebracht werden muß, und daß weiterhin das entnommene Verdrehungs
moment (T2) in seiner Größe beim Umlauf der Wellen schwankt. Es treten also 
wechselnde Biegebeanspruchungen auf in beiden Wellenteilen, und die Schwan
kungen der Biegemomente und des Verdrehungsmomentes können die Ursache 
von Schwingungen werden. 

Wir haben hier die eigentümliche Erscheinung, daß in dem Gelenk unmittelbar 
kein Biegemoment bestehen kann, daß aber mittelbar durch die Gelenkanordnung 
doch ein Biegemoment hervorgerufen wird, auch durch die Querkraft, die auftritt 
und weitergeleitet wird. Die Verhältnisse sind in gewisr;cm Sinne ähnlich denen 
der gewinkelten Gerberbalken (Nr. 66). 

Die Ermittlung der in beliebiger Lage auftretenden zusätzlichen Biegemo
mente läßt sieh durch die Betrachtung der Momentenvektoren in zwei Ebenen vor
nehmen. Bei jeder beliebigen Stellung des Achbenkreuzes (Koppelglied K) ist 
das umlenkende Zusatzmoment, das als resultierendes Moment der beiden ein
zelnen Biegemomente entsteht, so gerichtet, daß sein Vektor erstens in der Ebene 
der beiden Wellenachsen, und zweitens in der Ebene des um 90° voreilenden 
Achsenkreuzes K liegt. Die Schnittlinie dieser beiden Ebenen gibt uns also die 
Lage des zusätzlichen Momentenvektors und das Vektorendreieck der Momente 
in der Ebene der beiden Wellen die Größe des zusätzlichen Momentes an. 

Die Zerlegung des Zusatzmomentes in seine beiden Bestandteile, die Biege
momente der Wellen, kann nun in der oben beschriebenen Ebene des um 90° vor
eilenden Achsenkreuzes erfolgen. Zerlegen wir den Zusatzmomentenvektor in 
Richtung der beiden Achsen des voreilenden Koppelgliedes K, also senkrecht zu 
den wirklichen Scharnierachsen der Wellen, so stellen diese Teilvektoren un
mittelbar die Momentengrößen der beiden Biegemomente dar, die von den beiden 
Gabeln bzw. den beiden Wellen aufgebracht werden müssen. Der Biegemomenten
vektor der Gabel G1 steht z. B. senkrecht zu seiner Gabelebene, d. h. in Richtung 
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der um 90° voreilenden zugehörigen Achse des Koppelgliedes. Wie die Biege
momente von den Wellen selbst aufgebracht werden, hat die Betrachtung der 
Stellungen a und b gezeigt. Bei doppelt gelagerten Wellenteilen werden die beiden 
Lager belastet, bei einer Lagerstelle im weiteren Verlauf des Wellenteiles wird die 
im Gelenk übertragbare Querkraft zur Aufnahme des Biegemomentes heran
gezogen. -

Das Drehschiebekreuzgelenk besitzt nun diese Übertragungsmöglichkeit der 
Querkraft nicht. Das bedeutet, daß für den Wellenteil I unter gleicher Belastung 
wie Abb. 456 bei Verwendung eines querverschiebliehen Kreuzgelenkes ein zweites 
Lager anzubringen ist, damit das entstehende Biegemoment durch entsprechende 
Lagerkräfte aufgenommen werden kann. Im übrigen 
gelten die gleichen Ergebnisse für das querverschiebliehe 
Kreuzgelenk wie die oben beschriebenen für das normale 
Kreuzgelenk. Die zusätzliche A.nbringung des Lagers 
entspricht auch durchaus den Bedingungen, die wir an 
früherer Stelle für dieses Gelenk ausgesprochen haben; 
durch die Einführung des Kreuzgelenkes mit Querver
schieblichkeit kommen zu den sechs allgemeinen Gleich
gewichtsbedingungen noch die vier weiteren Aussagen, 
daß die beiden Biegemomente und die beiden Querkräfte 
der wirkenden Belastung an der Gelenkstelle Null sind. 
Diesen insgesamt zehn Gleichungen entsprechen auch / 
die auftretenden zehn Unbekannten der Fesselungen. ~'\ 
Als Unbekannte treten auf: die sechs unbekannten ~ 
Fesseln der drei Halslager, die drei Fesseln des unver- p 
schiebliehen Lagers und die Drehmomentenfesselung der 
Gesamtkonstruktion. - ~h--P.r 

Auch die Drehmomentenübertragung durch Knorpel- r . 
gelenke und Keg~lräder ist in der oben beschriebenen 
Weise zu betrachten. A.ls neue Fessel tritt hier, ent-
sprechend unserer Aussagen über die reine Drehkoppel, 71~8· 
eine Aufnahmemöglichkeit für die Längskraft auf. Wäh- & 

IJ"·nllu·P·a. rend bei Knorpelgelenken (mit zwei Eingriffsstellen) die 
beiden Kräfte, die zusammen das Drehmoment bilden, Abb. 462. Kegelradgetriebe 

als Beispieleiner DrehkoppeL von den beiden Eingriffsstellen des Gelenkes selbst auf-
gebracht werden, die Welle also mit einem reinen Torsionsmoment beanspruphen, 
ist beim Kegelzahnradtrieb (Abb. 462) nur eine übertragene Einzelkraft, der 
Zahnflankendruck, vorhanden. Die andere Kraft, die mit dem Zahndruck zu
sammen für das entstehende Drehmoment verantwortlich ist, muß von einem 
Lager aufgebracht werden, wodurch die Forderung entsteht, daß das Lager 
möglichst nahe an das Übertragungsglied, also hier das Kegelrad, herangebaut 
werden muß, wenn eine große Biegebeanspruchung vermieden werden soll. Wegen 
der Stetigkeit der Kraftangriffsstelle in bezugauf die beiden Wellenachsen bzw. 
die den beiden Achsen gemeinsamen Ebene, ist hier auch ein stets gleichbleiben
der Beanspruchungszustand zu erwarten, der je nach der Zähnezahl nur ganz 
schwache Schwankungen aufweist. Die übertragende Kraft P ist mit großer 
Annäherung eine festliegende konstante exzentrische Querkraft, die sowohl ein 
Biegemoment als auch ein Torsionsmoment in der Welle erzeugt. 



Siebenter Teil. 

Das Raumfachwerk und allgemeine Raumwerk. 

XXTI. Begriff und Bildung des räumlichen Fachwerks. 
104. Die Bildungsgesetze für das freie l'achwerk. Das räumliche Fachwerk 

stellt genau wie das ebene eine Verbindung von Stäben dar, die zu einem unver
schieblichen tragenden Gerüst so vereinigt sind, daß alle Bauglieder nur Längs
kräfte aufnehmen, sofern die Lasten nur in den Knotenpunkten wirken. Als 
Voraussetzungen für diese Bedingung gelten wieder, daß 1. alle Stäbe starr sind, 
und 2. die Stäbe gelenkig miteinander verbunden sind. 

Statisch bestimmt nennen wir das Fachwerk, wenn bei jeder beliebigen Be
lastung in allen Stäben eindeutige und endliche Stabkräfte auftreten. Es muß 
dann notwendigerweise die Zahl der zur Verfügung stehenden Gleichungen gleich 
der Zahl der Unbekannten sein; letztere sind durch die Stabkräfte dargestellt, 
also muß die Zahl der Stäbe gleich der Zahl der Gleichungen sein. Die Gleichungen 
sind dadurch bedingt, daß das Fachwerkgleichgewicht gesichert ist. Zu diesem 
Zweck müssen sowohl die gesamten äußeren Kräfte im Gleichgewicht stehen, 
wie auch die auf jeden Knotenpunkt wirkenden Kräfte (Last und Stabkräfte). 
Für die erste Forderung müssen sechs Gleichungen erfüllt sein, weil es sich um 
zerstreute Kräfte im Raume handelt; für die zweite Forderung jedesmal drei 
Bedingungen, da Kräfte im Raume durch einen Punkt vorliegen. Bei n Knoten
punkten würden demgemäß 3 n Knotenpunktsbedingungen bestehen. Wenn aber 
an allen Knotenpunkten Gleichgewicht vorhanden ist, dann gilt dieses auch ohne 
weiteres für die sämtlichen äußeren Kräfte des ganzen Fachwerks. Dafür waren 
aber schon sechs Gleichungen nötig, sö daß wir tatsächlich nicht mehr 3 n unab
hängige Gleichungen haben, sondern nur noch (3 n- 6); es muß demgemäß jedes 
statisch bestimmte freie Raumfachwerk 

s = 3 n- 6 (44) 

Stäbe besitzen. Das ist eine notwendige Bedingung, aber keine ausreichende, da 
ja s Gleichungen mit s Unbekannten nicht immer eindeutige Lösungen zu haben 
brauchen. 

Zur geforderten unverschieblichen Festlegung des Fachwerks brauchen wir 
eine bestimmte Mindestzahl von Stäben. Es läßt sich zeigen, daß diese Mindest
zahl auch wieder (3 n - 6) ist. Ein Fachwerk, das diese Mindestzahl von Stäben 
besitzt und unverschiebbar ist, nennt man kinematisch bestimmt. A. FöPPL 
hat nachgewiesen, daß jedes statisch bestimmte Fachwerk auch kinematisch 
bestimmt ist, und umgekehrt1. 

Für den Aufbau der bestimmten Raumfachwerke lassen sich wie bei den 
ebenen Fachwerken drei Bildungsgesetze aufstellen. 

Erstes Bildungsgesetz. Zur Festlegung eines neuen Knotens in der Ebene 
gehören zwei Stäbe, im Raum dagegen drei (Dreibockgerüst). Wir werden also 

1 Vgl. A. FÖPPL: Das Fachwerk im Raum, Leipzig 1892. 
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ein bestimmtes Raumfachwerk erhalten, wenn wir den Aufbau so vornehmen, 
daß von bereits vorhandenen festliegenden Knotenpunkten ausgehend je drei 
Stäbe einen neuen Knoten bilden. 

Wir erhalten damit das erste Bildungsgesetz: 
Ein bestimmtes Raumfachwerk wird gewonnen, wenn ausgehend von einem 

Dreieck weitere Knotenpunkte durch je drei Stäbe angeschlossen werden, die nicht 
in einer Ebene liegen. 

Die kinematische Bestimmtheit (Unverschieblichkeit) dieser Knotenanschlüsse 
und damit des ganzen Raumfachwerks ist leicht einzusehen: Schließen wir an 
ein Stabdreieck (bzw. an ein starres Gebilde) einen Punkt S (Abb. 463) mit zwei 
Stäben CD und ® an, so kann sich der Punkt S auf einem Kreisbogen um die 
Achse AB drehen. Andererseits erlaubt ein einzelner Stab @seinem EndpunktS 

Kugelf!oi:he tfer 
/Jewe;ungvonSumPkf.C S 

eine Bewegung auf einer Kugelober
fläche. Da aber Punkt S sowohl durch 
die Stäbe CD und ® als auch durch @ 

Abb. 463. Unverschieblillhkeit eines durch drei 
Stäbe angeschlossenen Punktes. 

Abb. 464. Fachwerk nach dem ersten Bildungs
gesetz. 

angeschlossen ist, muß er sich gleichzeitig auf der Kugel und dem angegebenen 
Kreis bewegen, d. h. er liegt fe::.,t, da Kugel und Kreis einen eindeutigen Schnitt
punkt haben, sofern die drei Stäbe nicht in einer Ebene liegen. 

Daß das nach dem ersten Bildungsgesetz aufgebaute Raumfachwerk (Abb. 464) 
zugleich statisch besti"!'!'mt ist, geht aus den Gleichgewichtsbedingungen der einzel
nen Knoten hervor. Ahnlieh wie bei dem ebenen Fachwerk können wir auch hier 
der Reihe nach immer einen Knotenpunkt (IV, IIT usw.) abtrennen, und zwar 
jetzt mit je drei Stäben, und dabei jedesmal die Stabkräfte mit Hilfe der drei 
Gleichgewichtsbedingungen eindeutig berechnen, sofern die drei betreffenden 
Stäbe am Knoten nicht in einer Ebene liegen. Wenn ein Punkt durch drei Stäbe 
in der gleichen Ebene angeschlossen ist, so weist er Verschieblichkeit auf, und die 
durch ihn laufenden Stäbe erhalten vieldeutige bzw. unendlich große Stabkräfte, 
ganz entsprechend dem Fall des ebenen Fachwerks, wo zwei Stäbe in die gleiche 
Gerade fallen. 

Für die Stabzahl eines Raumfachwerks nach dem ersten Bildungsgesetz ergibt 
sich (3 n- 6); denn 

für den an das Dreieck angeschlossenen 
für das Dreieck selbst (n1 = 3, s1 = 3) 
also für das Gesamtgebilde 

Teil ist s2 = 3n2 , 

s1 = 3~- 6; 
s1 + s2 = 3(n1 + n2) - 6 

s = 3n -6. 

Diese Stabzahl ist zur Erreichung der Unverschieblichkeit notwendig. 
Als zweites Bildungsgesetz können wir aufstellen: Zwei statisch bestimmte 

Raumfachwerke lassen sich zu einem Fachwerk vereinigen durch Einführung von 
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sechs V erbindungsstäben, die sich in allgemeiner Lage befinden müssen, im beson
deren nicht von einer Gerade geschnitten werden dürfen. Drei Stäbe können durch 
e~nen geme~nsamen Punkt ersetzt werden. 

Wir sehen hier wieder die Analogie zum zweiten Bildungsgesetz des ebenen 
Fachwerks. Zum Nachweis der richtigen Stabzahl der statischen und kinemati
schen Bestimmtheit benutzen wir die gleichen Gedankengänge wie dort. Die 
Stabzahl der beiden Teilfachwerke nach dem ersten Bildungsgesetz beträgt: 

s1 = 3n1 - 6 

und s2 = 3 n2 - 6; 

hinzu kommen die Verbindungsstäbe 

Sa = 6, 

so daß als Gesamtstabzahl besteht 

s1 + s2 + s3 = 3 (n1 + n2) - 12 + ß 

s = 3n- 6. 

IV' Die statische Bestimmtheit des 
nach dem zweiten Bildungs
gesetz aufgebauten Raumfach
wcrks ist klar ersichtlich, 
wenn wir die beiden Teilfach
werke (Abb. 465) als für sich 
bestehende unverschiebliche 
räumliche Gebilde, die wir in 
Zukunft mit "Raumwerk" be
zeichnen wollen (entsprechend 

Abb. 465. Fachwerk nach dem zweiten Bildungsgesetz. der unverschieblichen "Schei-
be" in der Ebene), betrachten 

und diese gegeneinander lagern. Zur unverschieblichen Lagerung eines Kör
pers oder eines irgendwie gestalteten unverschieblichen Raumwerks gegen eine 
feste Unterlage sind sechs voneinander unabhängige Fesselungen nötig, die hier 
durch die sechs Stabkräfte dargestellt sind. Wie früher unter Nr. 91 gesagt, 
müssen diese Stäbe gewisse Sonderlagen vermeiden, dürfen insbesondere nicht 
von einer Geraden getroffen werden können. Ein Schnitt durch die sechs Stäbe 
liefert dann eindeutig die sechs unbekannten Stabkräfte, die mit der gesamten 
Last linkt:. oder rechts im Gleichgewicht stehen müssen. Diese sechs Stabkräfte 
wirken auf den Teil links, wie auch auf den Teil rechts ein; da aber diese Teile 
nach Voraussetzung statisch bestimmt sind, erhalten &ie eindeutige und end
liche Stabkräftc. 

Die Unverschieblichkcit eines nach diesem Bildungsgesetz aufgebauten Raum
fachwerkträgers, und damit die kinematische Bestimmthf it, ist aus geometrischen 
Betrachtungen festzustellen. 

Entsprechend der Bildungsgesetze des ebenen Fachwerks können wir auch 
im Raume ein drittes Bildungsgesetz, das Gesetz der Stabvertauschung, 
angeben: 

Ein nach dem ersten oder zweiten Bildungsgesetz aufgebautes Raumfachwerk, 
allgemein ein bestimmtes Raumfachwerk, kann durch Stabvertauschung in ein anderes 
statisch bestimmtes Raumfachwerk umgewandelt werden, wenn der Ersatzstab zwischen 
zwei solchen Punkten, die sich nach Fortnahme des Tauschstabes gegeneinander be
wegen können, eingezogen wird, und zwar so, daß die Beweglichkeit (auch eine un
endlich kleine) aufgehoben wird. 
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In Abb. 466 ist als Ausgangsgebilde (ohne Stab e, aber mit Stab t) ein Raum
fachwerk nach dem ersten Bildungsgesetz hergestellt: an das Dreieck I, II, III 
sind der Reihe nach die anderen Knoten durch je drei Stäbe angeschlossen. Durch 
Entfernung des Tauschstabes t entsteht ein bewegliches System. Denkt man sich 
nun in diesem Gebilde den einen von den beiden Knotenpunkten, zwischen denen 
der Ersatzstab eingezogen werden soll 8 
(etwa A), festgehalten, so beschreibt der 
andere Endpunkt B im allgemeinen eine 
Raumkurve. Andererseits erlaubt der Er
satzstab e, der im Punkt II angeschlossen 
wird, seinem anderen Endpunkt B eine 
Bewegungsmöglichkeit auf einer Kugel
oberfläche, deren Mittelpunkt in II liegt. 
Besitzt nun die entstehende Raumkurve 
des Punktes B nur einen einzigen Punkt 
mit der Kugeloberfläche gemeinsam, d. h. 
schneidet die Raumkurve die Kugelfläche, 
so ist der Ersatzstab richtig eingezogen, llA 

das Fachwerk ist unverschieblich. Liegt Abb.466. Fachwerknachdem dritten Bildungs· 
die Raumkurve dagegen auf der Kugel der gesetz: Stabvertauschung. 

Ersatzstabbewegung, oder berührt sie diese 
Kugelfläche, so wird das Fachwerk durch Einführung des Ersatzstabes nicht 
unverschieblich, d. h. der Ersatzstab ist an einer anderen Stelle einzufügen. 

Die Stabzahl der durch einfache oder mehrfache Stabvertauschung hervor
gegangenen Fachwerke ist wieder wie bei den beiden Bildungsgesetzen 

s = 3n -6, 
da ja kein Stab hinzugekommen ist; für die herausgenommenen Tauschstäbe wird 
die gleiche Anzahl Ersatzstäbe eingeführt. Die kinematische Bestimmtheit, 
d. h. die Unverschieblichkeit des Fachwerks, wird durch Vermeidung der falschen 
Ersatzstäbe gesichert, die statische Bestimmtheit liegt alsdann auch vor, da ein 
kinematisches bestimmtes Fachwerk zugleich statisch bestimmt ist. Sie läßt 
sich auch jederzeit auf Grund des auf S. 390 angegebenen Berechnungsganges 
erweisen. 

Es sei hier no'ch auf eine besonders einfache Gestalt von Raumfachwerken 
hingewiesen: das FoPPLsche Flechtwerk, eine Form, die die meisten praktisch aus
geführten Raumfachwerke ab 
Grundlage haben. Man versteht 
unter Flechtwerk ein System von 
Stäben, das aus lauter aneinander
grenzenden Dreiecken besteht, die 
einen einfach zusammenhängenden 
Raum umschließen. Es stellt also 
einen einfachen Hohlraum dar, 
der von einem Fachwerksmantel Abb. 467. Einfaches Flechtwerk. 

in Form eines Dreiecknetzes um-
schlossen wird (Abb. 467). Solche Stabsysteme besitzen immer eine Stabzahl von 

s=3n-6, 
also so viel, wie für die statische und kinematische Bestimmtheit erforderlich ist. 
Der Beweis ist einfach: nach dem bekannten EmERsehen Satz besteht für einen 
Vielflächner der Zusammenhang: 

k=e+f-2, 
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wobei k die Zahl der Kanten, e diejenige der Ecken und f die der Seitenflächen 
bedeutet. Denken wir nun den Vielflächner aus lauter Dreiecken begrenzt, etwa 
einen Achtflächner, so ist die Zahl der Kanten 

k = ?j (~, weil jede Kante zweimal vorkommt). 

Diesen Wert in die obere Gleichung eingesetzt, ergibt: 

k = 3e- 6. 

Ersetzen wir die Kanten durch Stäbe und die Ecken durch die Knotenpunkte, so 
ist damit die Gültigkeit der aufgestellten Behauptung allgemein erwiesen, da es ja 

für die Stabzahl ganz gleichgültig ist, ob die einzelnen 
Dreieckseiten in Körperkanten liegen oder in dieselbe 
Ebene fallen. 

Es ist damit aber noch nicht gesagt, daß die Flecht
werke auch tatsächlich bestimmt sind, denn die For
mel für die Mindestzahl der Stäbe stellt bezüglich der 
Bestimmtheit eine notwendige, aber noch keine hin
reichende Bedingung dar. So ist z. B. das in Abb. 468 
dargestellte Flechtwerk, bei dem die Fachwerkswände 
ein sechsseitiges Prisma umschließen, dessen obere 
und untere Begrenzungswand durch sechs in gleicher 
Ebene liegende Dreiecke gebildet wird, nicht statisch 
bestimmt, obwohl es (3 n- 6) Stäbe besitzt. Die Abb. 468. Zum Teil vers~hieb· 

liches Flechtwerk. mittleren Knotenpunkte A, B, um die die sechs Drei-
ecke in einer Ebene herumliegen, sind gegeneinander 

beweglich. Das ist ganz allgemEin stets der Fall, wenn sich die um einen Knoten
punkt herumliegenden Dreiecke in einer Ebene befinden. 

Flechtwerke lassen sich also bilden, indem man ein beliebiges Dreieckssystem 
über irgendeine räumliche Fläche ausbreitet, die einen einfachen Hohlraum um
schließt. Statisch bestimmte Flechtwerke im Raum stellen ein "Raumwerk" dar. 
Sie entsprechen in der Ebene einer bestimmten "Scheibe", die aus lauter Drei
ecken zusammengesetzt ist. Wenn eine solche ebene Dreiecksscheibe innere Öff
nungen aufweist, wird sie, wie in Nr. 79 gezeigt, unbestimmt, und zwar tritt mit 
jeder Öffnung eine dreifache Unbestimmtheit auf. Ebenso wird auch ein von 
lauter Dreiecken umschlossenes räumliches Mantelgebilde unbestimmt, wenn es 
eine oder mehrere Hohlräume aufweist, und zwar entsteht durch jede Öffnung eine 
sechsfache Unbestimmtheit. Eine mit Dreiecken überzogene Wulstfläche ist 
z. B. sechsfach unbestimmt. Es entstehen so die mehrfachen Flechtwerke1. 

105. Gestützte Raumfachwerke. (Räumliche Fachwerksträger.) Die Raum
fachwerke dienen dazu, als Raumträger Kräfte aufzunehmen und in den Boden 
oder eine andere Konstruktion weiterzuleiten. Freie Raumfachwerke, d. h. solche, 
an denen sich die äußeren Kräfte ohne Lagerung das Gleichgewicht halten, 
kommen fast nur im Flugzeugbau vor, und auch hier kann man von einer La
gerung der Rumpffachwerke an den Flügel oder der Flügelfachwerke an den 
Rumpf sprechen bzw. von Stützung des ganzen Flugzeugs auf der Luft. Im all
gemeinen ist also das Raumfachwerk stets mit einer anderen Konstruktion (Erde 
oder anderes Raumwerk) zur Weiterleitung der Kräfte verbunden bzw. an diese 
gelagert. Zur unverschiebliehen und statisch bestimmten Verbindung (Stützung) 
eines Raumwerks mit einem anderen sind nach früherem sechs Fesselungen nötig, 
die als Stützungsstäbe oder Lager und andere Anschlüsse aw3geführt werden 

1 Vgl. W. SCHLINK, Statik der Raumfachwerke 1907. 
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können. Da die Erde als Fachwerk angesehen werden kann, stellt die Verbindung 
eines freien Raumfachwerks mit ihr durch sechs Stäbe nichts anderes als das 
zweite Bildungsgesetz dar. Dieses System kann nun wieder weiter verwandelt 
werden, indem wir nach dem dritten Bildungsgesetz dem Fachwerk einen Stab 
fortnehmen und die entstehende Beweglichkeit des ganzen Raumsystems (Fach
werk+ Stützungsstäbe +Erde) durch Einfügung eines anderen Fachwerkstabes 
oder eines neuen Stützungsstabes (Ersatzstab) bzw. einer entsprechenden Fesse
lung beseitigen. Die Gesamtzahl von Fachwerksstäben + Fesselungcn ändert 
sich bei dieser Stabvertauschung nicht und wir erhalten damit wieder eine 
ähnliche Beziehung zwischen Knotenzahl, Stabzahl und Anzahl der Fesselungen, 
wie wir sie beim ebenen Fachwerk aufgestellt hatten. Im Ausgangsfachwerk 
hatten wir 

6+s=3n, 

und allgemein "'ird jetzt der Zusammenhang dieser drei Größen gegeben durch 

wobei 

und 

r+s=3n, 

s =Anzahl der Stäbe, 

r = Anzahl der Lagerbedingungen (Fesseln, Stützungsstäbe) 

n = Anzahl der Knoten. 

(45) 

Diese Bedingung gilt also für jeden statisch bestinunten Raumfachwerkträger. 
Die Ermittlung der sechs Lagerreaktionen geschieht mit den sechs Gleich

gewichtsbedingungen für zerstreut im Raum wirkende Kräfte, also etwa mit drei 
Komponenten- und drei Momentenbedingungen 

oder sechs Momentenbedingungen: die Momente um sechs Achsen in allgemeiner 
Lage müssen verschwinden. Sonderlagerungen (Lagerung beweglicher .freier 
Systeme durch mehr als sechs Fesselungen, entsprechend gern dritten Bildungs
gesetz) können durch Legen je
weils geeigneter Schnitte oder 
durch Stabvertauschung be
rechnet werden, wenn wir in 
bekannter Weise die durch den 
Schnitt getroffenen, also frei
gemachten Lagerkräfte und 
inneren Kräfte als unbekannte 
äußere Kräfte einführen, die 
auf den losgelösten Fachwerks-
teil wirken. .A.bb.469. Fachwerksträger nach dem ersten Bildungsgesetz. 

Jedes unverschiebliche freie Raumfachwerk stellt also, wie jeder starre Körper, 
ein Raumwerk dar, das durch sechs Fesselungen statisch bestimmt an die Erde 
oder eine andere Konstruktion angeschlossen und so als Raumfachwerksträger 
ausgebildet werden kann. Es kann aber ein Raumfachwerksträger auch unmittel
bar nach dem ersten Bildungsgesetz aufgebaut werden: ausgehend von einem 
starren Körper (Erde) wird je ein Punkt durch drei Stäbe angeschlossen (Abb. 469). 
Auch in solchem Gebilde kann natürlich eine Vertauschung von Fachwerksstäben 
mit anderen Fachwerksstäben oder Stützungsstäben (Fesseln) vorgenommen 
werden. 
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XXITI. Berechnung der räumlichen Fachwerksträger. 
106. Knotenpnnktverfahren. Bei jedem gestützten Raumfachwerk können 

naturgemäß alle Stabkräfte grundsätzlich dadurch gefunden werden, daß man 
die (3n -6) Gleichgewichtsbedingungen aufstellt, indem man für die einzelnen 
Knotenpunkte die Komponentenbedingungen verwendet. Das gibt aber eine sehr 
umfangreiche Rechenarbeit. 

Die beim Aufbau gefundene Analogie des räumlichen Fachwerks mit dem 
ebenen Fachwerk legt uns den Gedanken nahe, auch in der Berechnung der Stab
kräfte die entsprechenden Verfahren zu verwenden, die sich aus der sinngemäßen 
Übertragung des Lösungsverfahrens für das ebene Fachwerk auf das räumliche 
Problem ergeben. Wir werden hiernach im Raum Knotenpunktsverfahren und 

P. Schnittverfahren aufstellen können, die aller
dings in der allgemeinen Form, besonders bei 
der graphischen Behandlung, in ihrer prak
tischen Durchführung vielfach auf große 
Hindernisse stoßen, weil sich eine klare und 
übersichtliche Anordnung der räumlichen 
Lasten und damit auch der Stabkräfte nicht 
ohne weiteres darstellen läßt. Diese Tatsache 
der schlechten Darstellbarkeit der Lösungs
verfahren führt dann zu Sonderlösungswegen, 
die lediglich aus dem praktischen Gesichts
punkt entstanden sind, die Arbeit (Rechen
oder Zeichenarbeit) bei der Ermittlung der 
Stabkräfte zu vereinfachen. 

Der Grundgedanke zur Ermittlung der 
Kräfte in den Stäben eines Fachwerksträgers, 
der nach dem ersten Bildungsgesetz aufgebaut 

~ ist, ist der des ebenen Fachwerks: wir führen 
Abb.470. DasKnotenpunktsverfahren beim 

Fachwerksträger. einen Abbau der Knoten durch, wobei wir 
die umgekehrte Reihenfolge des Aufbaues 

innehalten. Wir untersuchen also zunächst den zuletzt aufgebauten Knoten
punkt, das ist der Knotenpunkt, der nur drei Unbekannte aufweist. In Abb. 470 
ist der zuletzt angeschlossene, also zuerst abzubauende Knoten der Punkt VIII. 
Wir finden hier eine bekannte äußere Kraft Pa vor, die mit den drei Stabkräften 
S2 2 , 82 a und 824 im Gleichgewicht stehen muß. Dann gehen wir zu anderen Kno
ten über, wo je drei Unbekannte vorliegen. 

Ist ein freies, nach dem ersten Bildungsgesetz aufgebautes Fachwerk durch 
sechs Fesseln festgelegt, so wird man zweckmäßig zunächst die Fesselkräfte be
rechnen und dann das gleiche Abbauverfahren anwenden können. 

Es begegnet uns also an den einzelnen Knoten das Problem des räumlichen 
Dreibocks: eine Kraft ist mit drei anderen in gegebenen Richtungen ins Gleich
gewicht zu setzen. Für diese Aufgabe sind in Nr. 18, 19 und 20 verschiedene Ver
fahren analytischer und graphischer Art angegeben. 

Es sollen Xa, Ya und Za, die Komponenten der Kraft Pa in den drei Achsen
richtungen sein. Dann lassen sich die Gleichungen für diesen Knotenpunkt VIII 
in allgemeiner Form aufstellen nach den Formeln (17): 

Sn . S2a Su X T · X22 + ~- · X2a +.,--· · X24 + a = 0, 
82 23 .24 

Sn + S23 +Su y 0 r . Y22 ·z· · Y2a -l- · Y24 + a = , 
2 2 23 24 

Su Su Su z o' z- · Z22 + T · z2a + 1 • Z24 + a =· · n 2a ·u 
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Darin bedeuten: li die Stablänge des Stabes i; xi, '!J;. zi die Projektionen der 
Stablänge li auf die Koordinatenrichtungen. x, y, z sind positiv, wenn ihre Pro
jektionen auf die positiven Achsenteile fallen, und umgekehrt. Wie von vornherein 
das Koordinatenkreuz in VIII eingeführt wird, ist gleichgültig. Mit Hilfe dieser 
drei Gleichungen können die dreiStabkräfte 822 , 8 23 und S2 ,. errechnet werden. 
Der nächste zu betrachtende Knoten wäre dann der dem Aufbau entsprechende 
Punkt VII. Wir finden hier die beiden bekannten Kräfte P4 und 822 vor, denen 
durch die drei unbekannten Stabkräfte 819 , 820 und 821 das Gleichgewicht ge
halten wird. Es lassen sich nun ganz allgemein auch für diesen Knoten die Gleich
gewichtsbedingungen aufstellen, die drei Gleichungen liefern, aus denen die un
bekannten Stabkräfte errechnet werden. Die damjt bekannte Kraft 819 be
lastet zusammen mit der äußeren Kraft P1 den Knoten VI, an dem nun wiederum 
drei Gleichungen für die unbekannten Stabkräfte 816 , 817 , 818 aufzustellen sind. 
So gehen wir von Knoten zu Knoten weiter, wobei, entsprechend dem Aufbau 
nach dem ersten Bildungsgesetz, an jedem Knotenpunkt nur drei Unbekannte 
auftreten. Es läßt sich damit für alle Stäbe die Größe ihrer Längskraft bestim
men. Dieses allgemeingültige analytische Verfahren besitzt den Vorteil, daß es 
ganz schematisch angewandt werden kann. andererseits hat es aber den Nachteil, 
daß die Lösung im allgemeinen Fall aus einer Menge verschiedener unüber
sichtlicher Gleichungssysteme besteht, deren Lösung nicht ohne viel Rechen
arbeit zu bewältigen ist. 

Ist der Raumträger nach dem zweiten Bildungsgesetz gelagert (Verbindung 
eines bestimmten Raumfachwerks mit der Erde durch sechs Fesseln) und hat 
man zunächst die sechs Lagerunbekannten berechnet, so oind beim Abbau am 
drittletzten Knotenpunkt nur noch zwei Unbekannte vorhanden, am vorletzten 
nur eine und am letzten keine mehr, weil das freie Fachwerk (3n- 6) Stäbe hat. 
Da in den drei letzten Knotenpunkten aber auch je drei Gleichungen bestehen, 
liegen hier Kontrollen vor. 

Auf Vereinfachungen bei diesem Lösungsweg mit Hilfe der einzelnen Knoten
punkte wird weiter unten noch besonders hingewiesen. Selbstverständlich werden 
auch noch die anderen angegebenen Verfahren, die zur Lösung der Dreibockauf
gabe führten, vielfach eine zweckmäßige Stabkraftermittlung des Raumfach
werks darbieten: das ProjektionBverfahren und das Momentenverfahren. Das Pro
jektionsverfahren beruht, wie wir unter Nr. 18 gesehen haben, auf der Projektion 
der Lasten und einer Stabkraft auf eine zur Ebene der beiden anderen Stäbe senk
rechtstehende Achse. Wir erreichen damit, daß eine Gleichung entsteht, in der 
nur eine unbekannte Stabkraft auftritt. Das Momentenverfahren liefert ebenfalls 
eine solche Gleichung mit nur einer Unbekannten, indem wir die Summe aller 
Momente um eine Achse aufstellen, die durch zwei Stäbe, etwa ihre Fußpunkte, 
geht (vgl. die ihmngsaufgabe auf S. 394). 

Aus der Analogie zum ebenen Kräfteplan, dem Cremonaplan, können wir auf 
die Möglichkeit eines räumlichen Kräfteplanes schließen. Die praktische Aus
führung dieser Art der Stabkraftbestimmung_ scheitert jedoch an der Unmög
lichkeit, das Bild des Kräfteplanes in ebenen Tafeln einfach aufzuzeichnen. Die 
Grundaufgabe eines Dreibocks wird auf graphischem Wege mit den unter Nr. 19 
beschriebenen Verfahren gelöst werden können, das sind die Komponentenzer
legung der Last (bzw. der Resultierenden aller bekannten Kräfte) in die Rich
tungen der Stäbe und das Cur.MANNBChe Verfahren. Offenbar wird bei diesen gra
phischen Knotenpunktsverfahren vielfach eine Menge Zeichenarbeit nötig sein. 
die auf den Grundlagen der Darstellenden Geometrie aufbauend, durch Um
projektion der einzelnen Knotenpunkte die Größen der Stabkräfte ermitteln 
läßt. 
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Wenn auch diese Verfahren in der allgemeinen Form für die Lösung eines 
Raumfachwerks weniger Bedeutung haben wegen der damit verbundenen Zei
chenarbeit, so wird doch in vielen Fällen bei besonders günstigem Aufbau der 
Fachwerke der Grundgedanke dieser Verfahren zu einer vereinfachten Lösung 
führen. Diese vereinfachenden Anwendungsmöglichkeiten der angeführten Ver
fahren werden weiter unten an Beispielen gezeigt. 

Man kann auch das Verfahren der zugeordneten ebenen Abbildung (Nr. 89) 
zur Berechnung eines Raumfachwerks benutzen. Zu diesem Zweck werden wir 
das Zuordnungsbild des Raumfachwerks entwerfen und dann die verschiedenen 
Gleichgewichtsprobleme der einzelnen räumlichen Knotenpunkte als Gleich
gewichtsaufgaben zerstreut wirkender ebener Kräfte lösen. Da Stäbe in der 
gleichen Ebene sieh als Bilder durch einen Punkt darstellen, ergeben sich bei der 
praktischen Durchführung mancherlei Vereinfachungen. Der Vorteil dieses Ver
fahrens liegt in _der ebenen Behandlung des Raumproblems und in der Möglichkeit, 
die Aufgabe bei gegebenen Auf- und Grundrißfiguren auf rein zeichnerischem Wege 
durchzuführen. Da die zugeordnete Abbildung eine dem Raumfachwerk ent
sprechendegeschlossene Figur ergibt, zeigt das Verfahren auch eine verhältnismäßig 
leicht zu überblickende Übersichtlichkeit. Einen gewissen Nachteil bedeutet 
vielleicht die Ermittlung der Abbildungsfigur, aber dafür ist man auch vom räum
lichen Problem auf ein ebenes übergegangen. 

107. Vereinfachungen bei Knotenpunktsverfahren. Die Betrachtung dieser 
allgemeingültigen Lösungsverfahren erweckt den Anschein, als seien Raumfach
werke grundsätzlich nur mit einer großen Rechen- oder Zeichenarbeit zu lösen. 
In Wirklicqkeit bieten aber vielfach die praktisch ausgeführten Raumfachwerke 
für die Ermittlung der Stabkräfte wesentliche Erleichterungen durch eine gewisse 
Regelmäßigkeit des Aufbaues: es begegnen uns immer wieder Fachwerke, die in 
Form von rechtwinklig (oder auch schiefwinklig) aneinandergesetzten Fachwerks
wänden (al!} Flechtwerksteile) aufgebaut sind, oder wir finden bei manchen tech
nisch augewandten Fachwerksträgern eine Symmetrieebene, wobei allerdings 
weniger die Symmetrie der einzelnen Stäbe als die Symmetrie in sich bestimmter 
ebener Fachwerkswände betrachtet werden muß. Diese statisch bestimmten 
Wände können als unverscbiebliche Scheiben aufgefaßt werden, und die Be
rechnung der Stabbeanspruchungen kann in diesen Wänden als ebenes Problem 
gesondert betrachtet werden. Die durch solche Regelmäßigkeiten ausgezeichneten 
Raumfachwerke werden dann nicht mehr gelöst durch "\\>iederholte Anwendung der 
Grundaufgabe des räumlichen Dreibocks, sondern die Durchführung der Berech
nung erscheint nach einigen Vorbereitungen als Summe von Aufgaben bei ein
fachen ebenen Problemen. Die Vorbetrachtungen selbst gründen sich auf die be
reits beschriebenen Lösungsmethoden der Raumknoten, vor allem auf die Kom
ponentenmethode und das Projektionsverfahren, je nachdem, welches von diesen 
Verfahren für den vorliegenden Fall gerade besonders geeignet erscheint. Zum 
besseren Verständnis dieser vereinfachenden Vorbetrachtungen seien hier einige 
augenfällige Beispiele gezeigt. 

Das in Abb. 471 dargestellte Tragwerk ist offenbar nach dem ersten Bildungs
gesetz aufgebartt. Man könnte also die Knotenpunkte IV, III, II und I nach
einander als Dreibock behandeln. Das ist aber hier nicht nötig. Die äußere Be
lastung soll am Knoten II aus einer in der waagerechten Ebene gelegenen Kraft 
Pu (dargestellt durch ihre beiden Komponenten K1 und K 2}, am Knoten IV aus 
einer in allgemeiner Richtung liegenden Kraft P 1v (dargestellt durch die Kom
ponenten (K3 , K 4 , K 5) und am Knoten III aus einer waagerechten Kraft H senk
recht zur Ebene der Stäbe @, ® und ® bestehen. Der Hauptteil des Trag
werks, der aus den Stäben @, !J), @, ® bestehende Rahmen, liegt in einer Ebene, 
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der auch die Stäbe G) und ® angehören; nach dieser Ebene wollen wir unsere 
Orientierung vornehmen. Die Zerlegung der Kraft Pu in ihre Komponenten K1 
und K 2 , die in und senkrecht zu der Hauptebene liegen, macht keine Schwierig
keiten, ebensowenig die Zerlegung der Kraft P1v in ihre Komponenten K3 und K( 
in der Hauptebene (durch den Aufriß) und die Komponente K 5 senkrecht zu 
dieser (im Grundriß). Damit zerfällt aber die Betrachtung dieses Raumfach
werks in eine Reihe ebener Probleme, d. h. die Stabkräfte sind an den einzelnen 
Knoten durch einfache Kraftecke zu finden. Aus der Betrachtung der einzelnen 

Teilfachwerk I 

Abb. 471. Vereinfachte Berechnung 
eines räumlichen Fallhwerksträgers. 

H 

16 

leilfochwt'rk J/l 

Knotenpunkte erkennen wir nämlich folgendes: die Komponente K3 wird ganz 
von Stab ® aufgenommen (da sich 87' 810 mittels der Projektionsmethode ZU 

Null ergehen) und dann am Knoten III weitergeleitet in Stab @; K4 geht in 
Stab (J) über, während K 5 in diesem Stab keine Stabkräfte erzeugt (weil (J) senk
recht steht zur Ebene K 5 - ® -®l), sondern von Stab® und(@ übertragen wird. 
Da am Knoten III der Stab@ senkrecht zur Ebene H -®-®steht, wird H 
lediglieh durch Stab ® und @ übertragen. Am Knoten II wirken die Kräfte K1 , 

K 2 und 8 7 , die vom Knoten IV her bekannt ist. 8 7 kann nur in ® und @ eine 
Kraft erzeugen, ebenso K 1 nur in ® und @, andererseits K2 in @ und @. Die 
Kraft 85 wird am Knoten I durch 8 2 aufgenommen, während sich 88 aus Betrach
tung des Knotens IIT zu Null ergibt; ebenso verschwinden auch S1 und 8 3 , wie 
Knotenpunkt I zeigt. Wenn man diese Stabkraftermittlung verfolgt, erkennt 

25 Sch!ink, Statik. 2. u. 3. Auf!. 
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man leicht, daß sich alle Stabkräfte aus den Gleichgewichtslösungendreier ebener 
Fachwerke bestimmen lassen. Die erste Ebene ist die Hauptebene mit den 
Kräften K1 und Kl und den Stäben G), ®, @, @ (/), @, ®, ®. Die zweite 
Ebene stellt die Ebene der Stäbe®, (@, ®, @ mit den Kräften K 3 , K 5 und H 
dar, und schließlich umfaßt die dritte Ebene die Stäbe ®, @, @, ® und die 
Kraft K 2 • Diese ebenen Teilfachwerke I, II und III sind mit ihren zugehörigen 
Kräfteplänen in Abb. 471b-d dargestellt. Einzelne Stäbe kommen in verschie
denen Plänen vor; die wirklichen Stabkräfte werden als algebraische Summe der 
einzelnen Teilgrößen (Superpositionsgesetz) bestimmt. 

:or 

Abb. 4 72. Vereinfachte Berechnung eines räumlichen Fachwerksträgers. 

Betrachten wir nun weiter das in Abb. 472 dargestellte Raumfachwerk, das 
symmetrisch zu einer Ebene durch die drei Knoten I, II und III aufgebaut ist 
und unter der Belastungzweier beliebig gerichteter Kräfte P1 am Knoten I und 
Pm am Knotenpunkt III steht. Die äußeren Kräfte PI, Pm werden in zwei. 
Komponenten zerlegt, von denen die eine PI', Plh mit der Aufrißprojektion 
übereinstimmt, während die andere AI, Am senkrecht zur Aufrißtafel verläuft. 
Dabei ist die Aufrißtafel parallel zur geometrischen Symmetrieebene gelegt. Die 
Kraftkomponenten PI', PI!I stellen symmetrische Anteile dar, die Komponenten 
AI, Am dagegen gegensymmetrische. Nach früherem sind die zur Mittelebene 
symmetrisch angeordneten Stabkräfte bei einer symmetrischen (das ist spiegel
bildlichen) Belastung gleich. Wir erhalten also durch die Belastung Pi' und Piii 
gleich große Stabkräfte in den Stäben® und@, ebenso in den Stäben® und ® 
und entsprechend in @ und ®. Die Resultierende zweier symmetrischer Stab-

1 Die Kraft K3 kann man entweder mit K1 und K 4 zusammennehmen oder mit. K 5 und H. 
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kräfte fällt demgemäß in die Mittelebene, und das Problem der symmetrischen 
Teilbelastung ist damit auf ein ebenes Fachwerksproblem (Abb. 472b) gemäß 
der Aufrißprojektion zurückgeführt. Die Lösung erfolgt mit dem Kräfteplan 
(Abb. 472c), der z. B. die Resultierende der symmetrischen Teilkräfte ,82 und 883 

als 8R23 liefert. Der gegensymmetrische Anteil Ar und Am der Belastung erzeugt 
in den symmetrisch angeordneten Stäben®, @ bzw. @, ®gleich große, aber 
entgegengesetzte Stabkräfte (das ist spiegelbildlich mit umgekehrtem Vor
zeichen). Die Resultierende der Symmetriestäbe steht also senkrecht zur Mittel
ebene. Die Resultierende aR89 der gegensymmetrischen Stabkräfte aSs und aS9 
liegt hiernach in der Wirkungslinie der Kraft Am und ist aus Gleichgewichts
gründen dieser Kraft gleich groß entgegengerichtet, da ja in den Stab ([), der 
senkrecht zu Am steht, durch Am keine Kraftwirkung kommt. Ebenso finden 
wir die Resultierende aR23 der gegensymmetrischen Stabkräfte aS2 und aSa in 
der Wirkungslinie der Teilkraft A1 , dieser Kraft entgegenwirkend, gleich groß. 
Die Zerlegung der Resultierenden der symmetrischen Stabkräfte 8R23 , 8R56 , 

8R89 sowohl wie die der gegensymmetrischen Stabkräfte aR23 und aR89 wird in 
der Ebene der entsprechenden Stäbe vorgenommen, die am besten durch Dm
klappung der Ebenen in die Grundrißtafel in wahrer Lage ermittelt werden; 
datbei werden zweckmäßig jedesmal die Resultierende R8 und R ~ zusammen be
trachtet (Abb. 472d-f). 

Wir sehen also, daß regelmäßig aufgebaute Fachwerke einen wesentlich 
günstigeren Lösungsweg gegenüber der allgemeingültigen Verfahren der Raum
probleme erlauben. 

108. Das Schnittverfahren. Häufig liegen solche Raumfachwerke vor, bei denen 
man mit der Betrachtung der einzelnen Knotenpunkte nicht vorwärts kommt, 
dann gelingt aber vielfach eine Lösung durch ein Schnittverfahren. Das gilt vor 
allem von Fachwerken, die nach dem zweiten Bildungsgesetz aufgebaut sind, 
also solchen, die aus der Verbindungzweier statisch bestimmter Raumfachwerke 
durch sechs Stäbe in allgemeiner Lage oder vermittels eines Punktes und dreier 
Stäbe entstanden sind. Das Schnittverfahren gründet sich hierbei im wesent
lichen auf die unter Nr. 91 ausgeführten Betrachtungen des räumlichen An
schlusses eines Raumwerkes gegen die Erde oder ein anderes Raumwerk. Legen 
wir bei einem solchen Raumfach
werk einen Schnitt, der sechs 
Stäbe in allgemeiner Lage trifft 
und das Fachwerk in zwei Teile 
zerlegt, so lassen sich die ge
schnittenen Stäbe als Stützungs
stäbe des einen Fachwerksteils 
gegen den anderen betrachten. 
Wir haben somit den Fall des 
durch sechs Stäbe in allgemeiner 
Lage gestützten Raumwerks. 
Die ermittelten Stabkräfte der 
Schnitt- oder "Stützungs" -Stäbe '"'' 
führen wir dann als äußere Be
lastung für die Teilfachwerke ein Abb. 473. Bestimmter Fachwerksträgermit Kugelgelenk. 

und bestimmen deren Stabkräfte 
nach den oben beschriebenen Lösungsverfahren, z. B. aus der Betrachtung der 
einzelnen Knoten. 

Ein Sonderfall von derartigen Fachwerken ist der, daß zwei bestimmte Fach
werke durch einen gemeinsamen Punkt und drei Stäbe miteinander verbunden 
25* 
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sind (Abb. 473). Man kommt hier grundsätzlich dadurch vorwärts, daß man 
einen räumlichen Flächenschnitt legt, der durch das Gelenk geht und die drei Ver
bindungsstäbe trifft. Auf das abgetrennte Fachwerk an dem Teil rechts wirken 
dann außer den gegebenen äußeren lträften noch eine unbekannte Gelenkkraft K 
(drei Unbekannte!) und die Kräfte der durchschnittenen Stäbe. Die drei letzten 
Unbekannten kann man dadurch finden, daß man die Summen der Momente von 
den auf den rechten Teil wirkenden Kräften für drei durch den Gelenkpunkt G 
laufende Achsen aufstellt. Die Gelenkkraft K muß dann mit den auf den rechten 
Teil wirkenden äußeren Kräften und den drei Stabkräften S1 , S2 , S3 im Gleich
gewicht stehen. Die Gelenkkraft kann durch Komponentenbedingungen gefun
den werden. Nachdem die Gelenkkraft und die Kräfte der Verbindungsstäbe 
ermittelt sind, können die beidPn Fachwerksteile für sich betrachtet und ihre 
Stabkräfte berechnet werden. 

Aber auch bei anders aufgebauten l!'achwerksträgern kommt man vielfach 
durch Legen von geeigneten Schnitten vorwärts. Hierbei wird meistens die 
Anwendung von Momentengleichungen zweckmäßig sein. Manchmal wird es 
z. B. gelingen, zwei Schnitte zu legen, die dieselben zwei Stäbe so treffen, daß 
sich zwei Momentengleichungen mit zwei Unbekannten aufstellen laflflen. Auf ein 
Beispiel wird am Schluß des Abschnitts eingegangen. 

109. Das HENNEBERGsehe Verfahren der Stabvertauschung. Ein Fachwerk, 
das die Bedingung 8 = 3n- 6 bzw. r + 8 = 3n erfüllt und weder das erste 
noch das zweite Bildungsgesetz aufweist, wird hierbei durch Stabvertauschung 
in ein solches übergeführt, das nach dem ersten oder zweiten Bildungsgesetz 
aufgebaut ist. Wir sprechen bei Fachwerken, die vollständig mit Knotenpunkts
betrachtungen gelöst werden können, von "einfachen" Fachwerken. Zur 
Gewinnung eines derartigen Fachwerks gehen wir in entsprechender Weise vor, 
wie es beim Verfahren der Stabvertauschung in der Ebene beschrieben wurde, 
Nr. 76. Nach Wegnahme der störenden Stäbe, das sind diejenigen, die als 
überzählige Stäbe an Knotenpunkten auftreten, erhalten wir ein bewegliches 
System, in dem die Ersatzstäbe so einzuführen sind, daß das neue l!'achwerk dem 
ersten Bildungsgesetz entspricht. Der allgemeine Weg, der hier immer zum Ziele 
führt, ist folgender: Wenn kein Knotenpunkt mehr mit nur drei Stäben vorhan
den ist, geht man von einem Knotenpunkt mit vier Stäben aus und entfernt einen 
Stab als störenden Stab (Tauschstab), oder auch von einem Knotenpunkt mit 
fünf Stäben und nimmt zwei störende Stäbe (Tauschstäbe) fort, baut dann 
weiter nacheinander Knotenpunkte mit je drei Stäben ab, bis man nur noch solche 
Knoten hat, die weniger als drei Stäbe aufweisen. Dieses Restsystem ist beweg
lich, da es zu wenig Stäbe besitzen muß, indem ja außer den Knoten mit je dn'i 
Stäben auch noch die störenden Stäbe fortgenommen sind; wir müssen es nun 
unverschieblich in sich selbst gestalten, indem wir Ersatzstäbe einziehen. Es 
ergibt sich von selbst, daß deren Zahl genau so groß ist wie die Zahl der fort
genommenen Tauschstäbe, sofern das ursprüngliche System die richtige Stab
zahl besaß. Ist nun das Restsystem unverschieblich gemacht, so ist auch das 
ganze System ohne Tauschstäbe steif, da ja immer ein Knoten durch drei Stäbe 
angefügt ist. 

Es sei dieses Verfahren an dem Turmfachwerk der Abb. 474a gezeigt, das an 
die Erde angeschlossen ist. Es liegt kein Knotenpunkt mit drei Stäben vor. 
Wir könnten nun an einem Knotenpunkt mit vier Stäben, etwa V, einen Tausch
stab fortnehmen, dann weiter zu solchen mit je drei Stäben übergehen, würden 
dann bald wieder an einen Knoten mit vier Stäben kommen, wo aufs neue ein 
Tauschstab entfernt werden müßte. Wir können aber auch vom oberen Knoten
punkt I ausgehen und dort gleich zwei störende Stäbe t1 , t2 bP"PitigPn und dann 
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den weiteren Abbau in der oben beschriebenen Weise durchführen: wir streichen 
zunächst Knoten I mit den Stäben G), ® und @, dann Knoten II mit den 
Stäben@, @, @, ebenso Knoten III mit den Stäben(]), @, ® und Knoten IV 
mit den Stäben(@,® und® . Es steht dann als Restfachwerk noch eine Wand 
da, die aus den Stäben ®, ®, @ und ® gebildet wird und die Knotenpunkte V 
und VI enthält; dies System ist verschieblieh gegenüber der Erde. Um es räum
lich festzustellen, brauchen wir zwei Stäbe, als welche wir die beiden Ersatzstäbe 
e1 und e2 einziehen. Das 1 I 
so entstandene Ersatz
fachwerk (Abb. 474b) ist 
nach dem ersten Bildungs 
gesetz aufgebaut, indem 
Knoten VI durch drei 
Stäbe an die Erde ange
schlossen ist, und dann 
weiter angefügt sind die 
Punkte V, IV, III, II, I 
durch je drei Stäbe. 

Die Bestimmung der 
Stabhäfte in dem Ersatz
fachwerk kann nun nach 
einem der beschriebenen 
Knotenpunktsverfahren 

erfolgen. Die in diesem 

a b 

:-:', 0::-: 

.A.bb. 474. HENNEBERGs Verfahren der Stabvertauschung 
(zweifache Stabvcrtauschung). 

Fachwerk durch die gegebene Belastung der Kräfte Pi erhaltenen Stabkräfte 0Si 
sind keineswegs diejenigen im ursprünglichen, denn wir haben ja das Fachwerk 
durch die Einführung der Ersatzstäbe e1 und e2 an Stelle der Tauschstäbe t1 und t2 
verändert. Wir müssen demnach eine Berichtigung anbringen, die als überlage
rung zu den Stabkräften 0Si beim Ersatzfachwerk die wirklichen Stabkräfte Si 
liefert. Diese Berichtigung muß geradeso ·wie bei den ebenen Systemen beschaffen 
sein, nämlich so, daß die erhaltenen Stabkräfte Se, und Se, in den Ersatzstäben 
wieder verschwinden. In Anlehnung an das entsprechende Verfahren bei den 
ebenen Fachwerken werden wir auf das Ersatzfachwerk nebeneinander die drei 
verschiedenen Belastungen: a) wirklicher Lastzustand ( Stabkräfte 0Si), b) Zu
stand T1 = 1 (Stabkräfte Si) und c) T 2 = 1 (Stabkräfte Si') wirken lassen und 
für jeden von ihnen die Stabkräfte ermitteln. Die wirklichen Stabkräfte im ur
sprünglichen Fachwerk sind dann gegeben durch : 

Si= 0Si + T1 · Si + 1'2 • Si'. 
Dabei ist allerdings T 1 und T 2 noch nicht bekannt. Nun bekommen wir aber bei 
den drei angegebenen Belastungen auch in den Ersatzstäben e1 und e2 Kräfte 0S8,, 

s;, und s~: bzw. 0Se,, s~. und s~:, aus denen sich die tatsächlichen Stabkräfte 
nach der Formel für Si zusammensetzen, z. B.: 

Se, = oBe, + T1 · s;, + T2 • s;:. 
Die wirklichen Kräfte in diesen beiden Ersatzstäben müssen jedoch, wenn T 1 
und T2 die tatsächlichen Stabkräfte sind, Null sein, f.O daß wir schreiben können: 

0Se, + S~. · T1 + s~: · T2 = 0, 

0Se, + S~, · T 1 + s~: · T 2 = 0. 

Aus diesen beiden Gleichungen lassen sich die unbekannten Stabkräfte T1 und T 2 
berechnen, da alle übrigen Größen bekannt sind. Sind aber die Kräfte in den 
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Tauschstäben ermittelt, so lassen sich auch alle anderen Stabkräfte nach obigem 
Ausdruck für Si berechnen: 

s, = osi + Si · Tl + Si' · T2 • 

In dieser Gleichung sind sicher 0Si, Si, Si' eindeutig bestimmte endliehe Werte, 
da sie sich auf das Ersatzfachwerk, das ist ein statisch bestimmtes Fachwerk, 
beziehen. Die Stabkräfte Si können nur dann unendlich oder vieldeutig werden, 
wenn T1 bzw. T 2 unendlich groß oder vieldeutig ist. Genau wie bei den ebenen 
Systemen (Nr. 76) ergeben sich für T1 und T 2 Lösungen, die einen Bruch dar
stellen, und zwar sind die Zählerausdrücke abhängig von der äußeren Belastung, 
die Nenner dagegen unabhängig davon. Der NennerD hat in beiden Ausdrücken 
die gleiche Größe : 

; S' S" I D = S' · S" - S' • S" = , e, e, . 
1 e, e, e, S' S" 

e, e, 

Wenn dieser Ausdruck D von Null verschieden ist, wird jeder der beiden Brüche 
eindeutig, wenn er aber gleich Null ist, wird der Wert des Bruches unendlich groß 
oder vieldeutig, d. h. also: die Größen T1 und T2 werden dann eindeutig und 
endlich, wenn D von Null verschieden ist; alsdann werden aber auch alle Stab
kräfte S1 eindeutig und endlich. Als Kriterium für die statische Bestimmtheit des 
ursprünglichen Fachwerkes haben wir also die Bedingung 

s~ .. s~: -s;; .s;.~o. 
Da man bei einem beliebigen vorliegenden Fachwerk, das nicht nach dem ersten 

oder zweiten Bildungsgesetz aufgebaut ist, nicht weiß, ob es bestimmt ist, ist es 
zweckmäßig, vor allem die Steifigkeitsprüfung vorzunehmen, d. h. festzustellen, 
ob diese Ungleichung erfüllt ist. Man wird deshalb, bevor man auf die allgemeine 
Rechnung eingeht, zunächst versuchen, die Stabkräfte S~,, S~, und s~;, s~: zu er
mitteln, das sind die Kräfte in den beiden Ersatzstäben des umgebildeten Fach
werkes, die entstehen durch die Belastung T1 = 1 und 1'2 = 1. Ergibt sich dann 
die Kriteriumsgröße D gleich Null, <>O erübrigt sich die Berechnung des Fach
werks, da es verschieblieh ist. Im andern Fall rechnet man T1 und T 2 aus den 
bieden Gleichungen aus und kann dann für jeden Stab Si ermitteln. 

110. Fachwerk mit Netzwerkwänden. Ein etwas anderer Lösungsweg bei 
dem Tauschstabverfahren, das in entsprechender Erweiterung bei Flechtwerken 
größere Bedeutung hat, sei an dem in Abb. 475 dargestellten Rechtflach gezeigt, 
das durch die angezeigten Kräfte, die sich am Stabsystem das Gleichgewicht 
halten, belastet ist. Wir trennen die Belastung in eine waagerechte (Q und R) 
und eine lotrechte (P). Das im Bild a dargestellte Flechtwerk ist weder nach 
dem ersten noch nach dem zweiten Bildungsgesetz aufgebaut; es möge hier mit 
Rücksicht auf die zu schließenden Folgerungen mittels der Stabvertauschung 
behandelt werden1. Wir können es in ein einfaches Fachwerk überführen, wenn 
wir die beiden Diagonalen t1 und t2 der Seitenflächen austauschen, gegen die in 
der gleichen Seitenfläche liegenden Gegendiagonalen e1 und e2 ; damit entsteht ein 
Fachwerk nach dem ersten Bildungsgesetz: an das Dreieck I, III, IV sind der 
Reihe nach angeschlossen die Knoten V, VII, VIII, VI, II. Diese Art des Aus
tausches von Stäben innerhalb der gleichen Ebene wird bei vielen praktisch 
vorkommenden Flechtwerken möglich sein. Das damit erhaltene Flechtwerk 
(Abb. 475 b) ist als einfaches Fachwerk mit Knotenpunktsbetrachtungen in seinen 
Stabkräften zu bestimmen. Die Kräfte Q und R (waagerechte Lasten) bilden eine 
Belastung in der oberen Ebene, sie beeinflussen nicht die aus dieser Ebene herauR-

1 Das vorliegende Beispielließe sich auch durch andere Bestimmungsverfahren (geeignete 
Schnitte usw.) berechnen. 
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tretenden Einzelstäbe CD und @, Wir erhalten also durch die11e Belastung 
(Abb. 475c) Stabkraftanteile 18i für 

1000 
1500 Jfl ® 

"2::} 
1500 .55 

~~---=---/11::1-= Knolet7 V 
1000 

(([)) 
'------~--- ~- --------

Re~~// '',J!_e!ta· 
,."_..."",/ --- ....... ,~, 

t,,,, jVIllire iön;e ron e2 p/ --, 

Abb. 475. Sonderfall der Stabvertauschung 
(Netzwerkwände). 

186 = -1500 kg 
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188 = -1500 kg 

1915 = -1ooo kg 

187 = + 1803 kg 

e 
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1000 b 
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Alle übrigen Stabkräfte 18i werden Null. Man kann dies finden, indem man das 
Fachwerk etwa in der Reihenfolge VIII, VI, III, V, VII, IV, I, II abbaut. 
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Durch die Belastung mit den lotrechten Lasten P allein entstehen Stabkräfte 
2Si. Mit Betrachtung der räumlichen Knotenpunkte II, III, VI und VIII finden 
wir zunächst: 

282= 0 
283 = -1000 kg 

289= 0 
~1 = -1000kg 

285= 0 
~6=0 

2814 = 0 
2815 = 0 
288 = 0 
~11 = 0 
2812 = 0 
2813 = 0 

Das nun zu behandelnde Stabtetraeder aus den Stäben@, e2 , IJ), <@,~und S 
steht unter der Belastung von 81 am Knotenpunkt I, von 83 am Knoten IV, von 
P = 1000 kg am Knoten V und P = 1000 kg am Knoten VII. Zur Lösung dieser 
restlichen Stabkräfte (bzw. Stabkraftanteile) setzen wir zunächst am Knoten I 
die bekannte Kraft 8 1 ins Gleichgewicht mit der Stabkraft 8 10 und einer Resul
tierenden R8,, 4 aus 84 und Se,, die mit 810 und 81 in einer Ebene liegen muß, 
d. h. in die Verbindungslinie von I mit der Mitte der oberen Begrenzungswand 
(Mitte des Stabes IJJ) fällt. Diese Gleichgewichtsaufgabe ist also in der Ebene der 
Stäbe G), (@und® zu behandeln, in der auch die Kräfte 8 10 und R8,, 8 16 , die der 
Kraft P = 1000 kg am Knoten VII Gleichgewicht halten, gefunden werden kön
nen. Wir finden in dieser Ebene (Abb. 475d) die Stabkraft ~10 = -1803 kg. 
Die beiden Resultierenden Re,, 4 , und Re,, 16 lassen sich in ihren entsprechenden 
Ebenen, das ist die Ebene@, ll:! und die Ebene@ , e1 , in ihre Bestandteile 84 und 
8 8, bzw. 816 und Se, zerlegen, indem wir diese Ebenen um die Achse des Stabes IJ) 
in die Fläche der oberen Begrenzungswand, d. h. parallel zum Grundriß, drehen 
(Abb. 475e). Wir finden damit: 

284 = + 1115 kg; 
2Se, = + 1575 kg; 

~16 = + 1115 kg, 
2Se, = + 1575 kg. 

Nun sind noch die Belastungen an den Knotenpunkten IV und V (die bekannten 
Kräfte 83 bzw. P = 1000 kg) in gleicher Weise mit den an diesen Knoten zusam
mentreffenden Stabkräften ins Gleichgewicht zu setzen. Die Lösung liefert wegen 
der geometrischen Gleichheit der Gleichgewichts- und Zerlegungsfiguren 

287 = 2810 = -1803 kg. 

Die anderen Stabkräfte 8 8,, 84 , 8 8, und 816 ergeben, da sie mit den der vorigen 
Zerlegung übereinstimmen müssen, eine Kontrolle für die Richtigkeit der 
Lösung. 

Die Stabkraftanteile der einzelnen Teillösungen sind nun zusammenzusetzen. 
Wir finden bei unserem Beispiel, daß nur der Stab IJ) zwei Anteile aufweist, es ist 

87 = 1s7 + ~7 = +1803 -1803 = 0. 

Alle anderen Stäbe kommen in den Teillösungen nur einmal vor, sind alw durch 
die dort bestimmten Stabkräfte 1Si oder 2Si ermittelt. Es ist z. B. 

0Se, = 2S., = 1575 kg, 

0Se, = 2Se, = 1575 kg. 

Alle so ermittelten Stabkräfte stellen die Kräfte 0S, dar, die im Ersatzfachwerk 
infolge der äußeren Belastung auftreten. Die Kräfte oßi stellen aber noch nicht 
die wirklichen Kräfte im ursprünglichen Fachwerk dar; diese sind vielmehr nach 
früherem bestimmt durch die Formel 

Si= oßi +Si· T1 + S~' · T2 • 
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wobei Si bzw. Si' die Stabkräfte des Er
satzfachwerksinfolge T1 = 1 bzw. T 2= 1 
darstellen. Nun werden aber durch T 1 = 1 
nur die Stäbe der Fachwerkswand II, IV, 
VII, VI, d. h. die Stäbe @, @, ®, ® 
und 11, beansprucht, alle übrigen Stäbe 
des Ersatzfachwerks erhalten die Stab
kraft Si= 0. Ebenso entstehen infolge 
T 2 = 1 nur Kräfte in den Stäben CD,@, 
®, ® und e2 , während alle übrigen 
Stäbe die Kraft Si'= 0 bekommen. Dem
gemäß sind durch 0Si die Kräfte all der
jenigen Stäbe des Ersatzfachwerks bereits 
gegeben, die außerhalb der Ebenen II, 
IV, VII, VI bzw. I, III, V, VIII liegen. 
Für die Stäbe in diesen Ebenen finden wir 
die nötigen Überlagerungen der Stab-
kräfte (das sind die Werte~ und Si, die 
im obigen Ausdruck mit T1 · Si und 
T 2 • Si' bezeichnet sind) am besten durch 
die Betrachtung, die wir bei den schlaffen 
Gegendiagonalen kennengelernt haben: 
es wird S 8, in der erhaltenen Größe mit 
umgekehrtem Richtungssinn im ebenen 
Bild der Wand@,®,®,@ und t1 ein
gesetzt (Abb. 4 75f) und liefert eine Stab
•kraft T 1 , die der wirklichen Größe der 
Kraft in t1 entspricht, außerdem in den 
anderen Stäben des Vierecks die Kräfte 
T 1 ·Si== Si. Bei Überlagerung der Kräfte 
0Si und Si erkennen wir, daß die Kraft 
im Ersatzstab verschwindet und die 
Größen der Randstäbe durch die Über
lagerungsgleichung 

si = 0Si + si 
ermittelt werden, wobei Si= T1 ·Si nach. 
der früheren Bezeichnung ist. Die ent
sprechendeebene Lösungsaufgabe für die 
Stabkraft T~ im Tauschstab t2 und die 
Stabkräfte Si in den Randstäben CD, 
®, ®, ® finden wir (Abb. 475g), in
dem wir die bekannte Kraft s~. mit um
gekehrtem Vorzeichen (entgegengesetzte 
Richtung) einführen. Es ist dann ent
sprechend für die Randstäbe 

si = 0Si +Si. 
Die Überlagerung geschieht wieder am 
besten in Form einer Tabelle. 

Diese letzte Art der Bestimmung der 
Stabkräfte in den Tauschf:täben hat eine 
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allgemeine Bedeutung für den Fall, daß die Flechtwerke kompliziert ausgebildete 
durchgehende Seitenwände mit mehreren Streben (Netzwerk) besitzen. Es läßt 

sich dann nämlich für die ganze Ausfachung 
der Seitenwand gemäß Abb. 476 eine einzige 

e Ersatzstrebe e einführen. Man berechnet zu" 
nächst das so gewonnene wesentlich einfachere 

Abb. 476. Netzwerkwand. Fachwerk. Die Berichtigung ist wieder durch 
die Lösung des ebenen Problems der Seiten

wand mit der bekannten Kraft ( -S.) gegeben. Alle Stäbe, die nicht in dieser 
Wand enthalten sind, in der e die Diagonale darstellt, werden von der Berich
tigung nicht beeinflußt. 

Übungsaufgaben über Raumfachwerke. 
1. Aufgabe. Die Stabkräfte des in Abb. 4 77 dargestellten Stabsystems sind zu 

berechnen. 
Lösung: Es handelt sich um ein Gebilde nach dem ersten Bildungsgesetz. 

KnotenpunktMist durch drei Stäbe an die Erde angeschlossen, dann Punkt N 
angefügt durch den Stab@ und die beiden Stützungsstäbe@ und@. Man wird 

A.bb. 477. Übungsbeispiel. 
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das Gebilde im allgemeinen so berechnen, daß man am Knotenpunkt N die Last P 
mit S4 , S5 und S6 ins Gleichgewicht setzt und dann S4 mit S3 , S2 und S1 • Es soll 
hier das Momentenverfahren angewandt werden. Da die Kräfte P, S4 , S5 und S6 
Gleichgewicht miteinander bilden, muß die Summe ihrer Momente für jede be
liebige Achse verschwinden. Will man S4 berechnen, wird man die Momentenachse 
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so wählen, daß 85 und 86 keinen Momentenbeitrag liefern, d. h. in der Ebene der 
Stäbe@ und@ Wir wählen als Momentenachse die Verbindungslinie der Fuß
punkteD und E; für diese Achse 1-1 ergeben nur P und 84 ein Moment. Wir 
führen zunächst eine Zugkraft im Stabe @ mit Punkt N als Angriffspunkt der 
Kraft ein. Zur Aufstellung des Momentes selbst verschieben wir diese Zugkraft 
84 (Pfeil von N nach M) nach dem Durchdringungspunkt F vom Stab @ mit der 
horizontalen Ebene und zerlegen sie daselbst in eine lotrechte Komponente und 
eine waagerechte in dieser Ebene. Letztere liefert keinen Momentenbeitrag, 
erstere .,84 verläuft unter Zugrundelegung des Zugpfeiles nach unten (vgl. Aufriß); 
ihre Größe ist nach der Formel ( 43) bestimmt durch 

.s4 h, 
84 = FN' 

Dabei ist 
FN2 = xl +h~. 

Der Hebelarm dieser Kraft .,84 bezüglich der Achse 1-I ist gegeben durch die 
Entfernung des Punktes F' von der Achse I -1, also durch a4 • 

Entsprechend verfahren wir mit der Kraft P. Sie wird zum Schnitt gebracht 
mit der horizontalen Ebene und in diesem Schnittpunkt G zerlegt in eine lot
rechte und eine waagerechte Komponente, von denen nur die erste einen Mo
mentenbeitrag liefert. Die Komponente von P, die in G angreift, also Pf}, geht 
nach unten; sie ist gegeben durch 

P., h, h2 h2 

p = GN = YG' N'2 + M = Jlx~ + Y~ + M' 

Ihr Hebelarm ist durch die Entfernung des Punktes G' von 1-1 bestimmt, also 
durch ap. Damit ergibt sich die Momentengleichung (mit Blickrichtung von D' 
nach E'): 

Zur Ermittlung von 85 ist als Achse die Verbindungslinie FE zu benutzen, für 
86 die Gerade DF. Dabei ist das Moment von P gegeben durch P" mal Entfernung 
des Punktes G' von der Geraden E' F' bzw. F' D' (im Grundriß). 

Zur Berechnung von Sa wird als Momentenachse die Verbindungslinie AB 
verwendet (Achse 11-11 in der Abb. 477). Der Durchdringungspunkt von Ba 
mit der horizontalen Ebene ist 0; derjenige von 84 ist F. Da 84 bereits als Druck
kraft erkannt ist, geht ihr Richtungspfeil gegen M, ist also bei del" Verschiebung 
in den Punkt F auch nach diee.em Punkt F hin gerichtet. Die Kraft Ba wird 
als Zug angenommen; sie geht bei der Verschiebung nach dem Punkt 0 eben
falls von oben nach unten ; die Momentengleichung Tautet dann: 

-1,84. · b4 + ,ßa • ba = 0. 
h h .ßa = Ss . 1 = Ba . I 

YM'0'2 + h~ V:~:~+ y: + h~ 

Dabei ist 

Die Berechnung von 81 und 82 kann dann mittels der Achse BG bzw. AG ge
schehen. 

2, .Aufgabe. Für die in Abb. 478 in Grundriß, Aufriß und Seitenriß dargestellte 
Scheibenkuppel1 sind die Kräfte in den Streben @ und @ zu berechnen. 

Lösung: Die Kuppel, auf die beliebige Lasten wirken sollen, ist in den Eck
punkten A, B, 0, D, E auf freien drehbeweglichen Kugellagern gestützt, in den 
Fußpunkten F, G, H, J, K dagegen auf Kugeldrehlagern, die auf Rollen gesetzt 

1 Vgl. W. SciiLill<-x:, Statik der Raumfachwerke, 1907. 
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sind, deren Verschiebungsmöglichkeit stets senkrecht zum betreffenden Ringstab 
gerichtet ist. In den ersten Lagern entsteht nur eine unbekannte Gegenlmtft, in 
den RolleJ)lagern dagegen treten deren zwei auf, eine in Richtung des Ringstabes 
und eine in lotrechter Richtung. 

Zur Ermittlung der beiden Stabkräfte 84 und 86 sollen zwei Momentenglei
chungen verwendet werden, die durch Legen von zwei Schnitten entstehen. Ein 
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Abb. 478. Übungsbeispiel (Scheibenkuppel). 

räumlicher Flächenschnitt ist um den Lagerpunkt F herumgeführt; er trifft die 
Stäbe @, @, @, (j). Ein anderer räumlicher Flächenschnitt ist um die Knoten: 
punkte I und II gelegt, der die Stäbe ®, @, ®, @, @, @, @, ® trifft. Für 
den ersten Schnitt müssen die geschnittenen Stabkräfte mit der Last P und den 
Lagerkräften F.,. und F" im Gleichgewicht stehen, für den letzteren Schnitt die ent
sprechenden Stabkräfte mit P 1 und Pu. Die Momentenachse wird für jeden 
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Schnitt so gewählt, daß in der betreffenden Gleichung außer 84 und 86 nur die 
bekannten Lasten auftreten. Für den ersten Schnitt erfüllt diese Bedingung jede 
Gerade in der lotrechten Ebene, die die Ringstäbe @, (j) enthält, für den letzteren 
Schnitt liefert die Schnittlinie der Ebenen (®, ®>, ®) und (®, @), @) die ge
wünschte Momentenachse. Die Momentenachse I-I wnrde hier waagerecht ein
geführt; sie projiziert sich im Seitenriß als Punkt. Dasselbe gilt von den Kräften 
83 , 8 7 und F~a. Die Kraft Ft: geht in der Seitenrißprojektion durch den Punkt I 
hindurch, die Kraft F h läuft parallel der Achse I-I; beide haben also kein Moment 
um diese Achse. Die Kräfte 84 und 86 denkt man sich in ihrer Trapezebene zer
legt in eine Komponente in Richtung des Ringes und eine in Richtung der Winkel
halbierenden; letztere sind gegeben durch 84 • cos tx und 86 • cos tx. Die Momenten
gleichung lautet also: 

P'" · p- (84 + 86) • costx · a = 0. 

Für die zweite Momentengleichung kann man sich die Stabkräfte 84 und 86 zer
legt denken in zwei Komponenten, von denen die eine in Richtung des Stabes @ 
fällt, die andere in Richtung ® bzw. @. Letztere Komponenten fallen in die 
Ebene (®, ®>, ® bzw. ®, @), @), schneiden also die Achse II-II. Erstere 
Komponenten projizieren sich im Seitenriß in einem Punkt. Beide haben den 
gleichen Hebelarm b für die Achse II_:.II, Aus einem Kraftdreieck (Abb. 478b) 
entnimmt man das Verhältnis der fraglichen Komponente 8~ bzw. 8~ zu 84 und 86 • 

Es sei 

Die Kraft P1 (bzw. P 11) kann man in drei Komponenten zerlegen in Richtung der 
Stäbe ®, @, ® (bzw. ®, @, @). Nur die ersteren Komponenten 5Pr und 5Pn 
liefern einen Momentenbeitrag, und zwar am gleichen Hebelarm b. Es entsteht 
die Gleichung: ( -).84 + 5p 1) • b + (). 8 6 - 5P 11) • b = 0. 

Die beiden Gleichungen erlauben, die Unbekannten 84 und 86 zu berechnen. 
Das Moment der Kräfte 84 und 8 6 für die Achse II-II kann man auch in an

derer Weise aufstellen: man verschiebt die an den Punkten I und II angreifenden 
Stabkräfte 84 und 86 nach dem unteren Endpunkt F und zerlegt dort jede (wie 
vorhin bezüglich der Achse I -I angegeben) in zwei Komponenten, von denen eine 
in die Mittellinie des Trapezfeldes fällt, die andere in den Ringstab @, (]); die 
ersteren Komponenten schneiden die Achse II-II, die letzteren Komponenten 
84 • sintx und 86 • sintx ergeben für die Achse II-II den Momentenbeitrag: 

( -84 • sincx + 86 • sincx) · c. 

3. Aufgabe. Für den in Abb. 479a dargestellten .Abspannmast sind die Stab
kräfte zu ermitteln. 

Lösung: Der Mast ist als räumliches Fachwerk aufgebaut, und zwar sind im 
wesentlichen vier Kantenstäbe (Gratstä.be) hochgeführt, die sich in einem Punkt 8 
schneiden. Die entstehenden Seitenwände sind entsprechend den auftretenden 
Längen und der Belastung ausgefacht. A:ls Belastung wirken auf den Mast an der 
Spitze 8 eine lotrechte Kraft V= 1000 kg und vier waagerechte Kräfte P 1 = 500 kg 
P 2 = 400 kg, P 3 = 300 kg und P4 = 450 kg in der in Abb. 479d gegebenen 
Anordnung. Diese horizontalen Kräfte lassen sich in einfacher Weise (Abb. 479e) 
zu einer Resultierenden R bzw. zu zwei Einzelkräften X und Y zusammenfügen. 
An den Ausfachungsrahmen des Mastfachwerkes greifen weiterhin in derx-Rich
tung die in Abb. 479a und b gezeichneten Kräfte P5 = 300 kg, P6 = 300 kg, 
P7 = 200 kg, P8 = 200 kg, P 9 = 200 kg, P 10 = 200 kg an. 

Die Lösung des Fachwerks nach dem Knotenpunktsverfahren bietet gleich 
bei Beginn am oberen Knoten 8 insofern Schwierigkeiten, als hier vier unbekannte 
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Stabkräfte mit der gegebenen Belastung zusammentreffen, d. h. das Fachwerk 
ist eigentlich statisch unbestimmt. Durch eine einfache Überlegung kommt man 

IV 

s 

.A.bb. 4 79. Übungsbeispiel. 

hier jedoch sehr schnell zu einer vereinfachten Lösung. Da das Fachwerk doppel
symmetrisch ist, wird die Last V zu gleich großen Teilen in die vier Gratstäbe 
geleitet. Wir können auch sagen: Wir zerlegen V in zwei Komponenten K 1 und K2 , 
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eine in der vorderen Wand ASB und eine in der hinteren Wand CSD (Abb. 479f). 
Erstere ruft in den Stäben CD und@, letztere in den Stäben ®und® gleich große 
Kräfte hervor. 

Wir schneiden das Mastfach werk längs der Kantenlinien ( Gratstäbe) bis zu 
den Anschlußpunkten ABC D auf und klappen die vier Seitenwände um ihr<> 
Fußpunkte um, also die Ebene AB S um die Linie AB, die Seitenfläche A D S um 
die Linie AD usw. Bei der Umklappung nehmen wir die an den ebenen Seiten
fachwerken angreifenden Kräfte mit. Die Kräfte X und Y werden zu gleichen 
Teilen verteilt (Abb. 479g und h), so daß also X/2 in die vordere Wand A BS und 
X/2 in die hintere Wand CDS zu liegen kommt, und entsprechend Y/2 in die 
linke Seitenwand ADSund Y/2 in die rechte Wand BCS. Dazu tritt für die vor
dere Wand die erwähnte Kraft K1 , für die hintere Wand die Kraft K2 • 

Durch diese Aufteilung ist für den oberen Teil das Problem des räumlichen 
Fachwerks zurückgeführt worden auf vier ebene Probleme der Seitenfachwerke. 
Zur Lösung dieser ebenen Aufgaben bedienen wir uns des CRl!:MONAschen Kräfte
plans, der uns (nach Abb. 4 79i und k) die Stabkräfte in bekannter Weise liefert. 
Wir müssen uns dabei vor Augen halten, daß die Kantenstäbe sowohl in einem als 
auch im anderen Fachwerk auftreten, daß also die sich im CREMONA-Plan ergeben
den Stabkräfte nur Teilkräfte darstellen, die erst nach der Addition der beiden An
teile die wirklichen Stabkräfte liefern. 

Die Seitenwände ABS und CDS, ebenso die Wände ADS und BCS sind 
konstruktiv wie belastungsmäßig gleich, so daß wir bei dieser Aufgabestellung mit 
der Stabkraftermittlung einer Wand die zugehörige gegenüberliegende Seiten
wand sofort mit ermittelt haben. (Wären die Wände ungleich belastet, dann 
müßten die Stabkräfte für die gegenüberliegende Wand in einem neuen Krafteck 
bzw. CREMCNA-Plan ermittelt werden.) 

In der Ringebene ABO D tritt ein Knick in den Gratstäben und damit auch 
ein Knick in den begrenzenden Seitenflächen auf. Die Überleitung der Kräfte in 
diesen vier Eckpunkten wird damit auch nicht mehr in einem ebenen Bild weiter
geführt werden können. Um nun ein mit geringstem Zeichenaufwand allgemein
gültiges Lösungsverfahren des Restproblems zu erhalten, lenken wir die an den 
Knotenpunkten A, B, 0 und D auftretenden Kräfte (vgl. Abb. 4791) in die 
vier neuen Ebenen des unteren Mastteiles um. Verfolgen wir einmal die Um
lenkung bzw. die Komponentenbildung an den Ecken A und B. Die Trennung 
der Stabkraftanteile in den Stäben@,® aus den beiden ebenen Problemen soll 
zunächst aufrechterhalten bleiben. Die in der Ebene AB S wirkenden Kräfte 
Sh, S2a, Su und 8271 (Abb. 4 791) lassen sich in Komponenten in Richtung AB 
(z. B. Ah) und senkrecht dazu (z. B. A") zerlegen (gestrichelt gezeichnete Kraft
zerlegung im Kräfteplan, Abb. 479i). Während die in Richtung der Kante AB 
verlaufenden KompoJ;lenten (z. B. Ah) bereits in der neuen Ebene A BEF liegen, 
müssen die in der Ebene ABS enthaltenen Vertikalkomponenten noch in zwei 
Unterkomponenten zerlegt werden, von denen die eine in Richtung der Kante 
AD (A/.) bzw. BO liegt, die andere aber (A~) in die neue Ebene .A BF E zu liegen 
kommt. Diese Komponentenbildung ist im Seitenriß der Abb. 479m angegeben, 
wobei absichtlich die Pfeile weggelassen sind (vgl. weiter unten). Die so erhaltene 
Vertikalkomponente (A~), die vorher erhaltene Horizontalkomponente (A11 ) und 
die aus der Komponentenzerlegung in der anliegenden Seitenfläche ABS an
fallende Komponente (Ah') bilden zusammen die ebene Belastung (im Punkte A) 
der ebenen Begrenzungsfläche (A BF E), die damit wieder als ebenes Problem 

1 Mit 8~1 ist die aus der Betrachtung der vorderen Wand A B S hervorgehende Stabkraft, 
mit S~~ die aus der Seitenwand A D S hervorgehende, bezeichnet. 
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(Abb. 479n) weiterbehandelt werden kann. Nach den gleichen Grundgedanken 
wird dann auch die Komponentenzerlegung in den anderen Seitenflächen vor
genommen, indem erst die wirksamen Kräfte in der oberen Ebene in zwei Kom
ponenten in Richtung der unteren Kante und senkrecht dazu zerlegt werden, die 
letztere dann umgelenkt wird (unter Zuhilfenahme der angrenzenden oberen 
Mastfläche). Wir erhalten damit auch für den unteren Teil vier ebene Probleme, 
die nach dem bekannten Knotenpunktsverfahren in ihren Stabkräften bestimmt 
werden können (Abb. 479n-q). 

Zur ausgeführten Zeichnung sei bemerkt, daß die Stäbe mit der Kraft Null 
keine Stabziffer erhalten haben. Die einfach gestrichenen Stabzahlen (21', 22') 
beziehen sich auf Ergebnisse aus der vorderen bzw. hinteren Fachwerkswand; die 
doppelt gestrichenen deuten die Ergebnisse aus der Betrachtung der Seitenwand 
an. Die Umlenkung der Kräfte am Knick ist absichtlich ohne Vorzeichen bzw. 
Richtungspfeil angegeben, da sie für den vorderen Stab z. B. nach hinten, für den 
hinteren nach vorne eingeführt werden müßte, was nur zu Unübersichtlichkeit 
führen kann. Bei Behandlung des Restfachwerks (Abb. 4791) mit den eingezeich
neten Stabkräften wird die Richtung ohnedies klar genug angegeben. 

Bei der Nachprüfung beachte man, daß mit Rücksicht auf die Deutlichkeit 
der Darstellung. zwei verschiedene Kräftemaßstäbe verwendet sind. 

XXIV. Die Gemischtbauweise. Allgemeine Raumwerke. 

111. Der Aufbau der Gemischtsysteme. Das Raumfachwerk, das wir im Ab
schnitt XXIII behandelt haben, ist, weil nur in Knotenpunkten belastet, ein Ge
bilde aus reinen Längskraftträger:n; jeder Stab besitzt in seiner Schnittstelle nur 
eine Unbekannte, die Längs- oder Stabkraft. Fügen wir nun an Stelle einzelner 
Stäbe Balken, das sind zwischen den 
Knoten belastete Teile, in Art der 
Fachwerke zusammen, so entsteht das 
Raumwerk in Gemischtbauweise. Wie 
wir für den Aufbau und die Ermitt
lung der Stabkräfte des Raumfach
werks uns die Ebene als Vorbild 
nehmen konnten, können wir nun auch 
die Erweiterungen des ebenen Fach
werks durch Rahmen und Balken
teile als Grundlage für das gemischte 
Raumwerk dienen lassen. 

Den Bedingungen des räumlichen 
Balkens entsprechend, müssen die all
gemein belasteten Teile des gemisch
ten Raumwerks -durch sechs Lager
fesseln in allgemeiner Lage im Ge
samtbild festgehalten sein. Ein in 

\.".:"\' 

Abb. 480. Raumwerk mit einem Balken, der unte 
allgemeiner Belastung steht. 

einem Raumwerk vorhandener Balken I, II kann also nicht mehr durch zwei 
Kugelgelenke (Abb. 480) festgelegt werden, sobald er Lasten trägt, die auch ein 
Torsionsmoment hervorrufen; denn ein solches würde ja den Balken um die Ver
bindungslinie der Kugelgelenke verdrehen können. Sind aber bei einem geraden 
Balken nur solche Kräfte vorhanden, die seine Achse-· schneiden, d. h. fehlt das 
Torsionsmoment, so genügen die beiden Endgelenke zu seiner Festlegung. Aller
dings tritt dann zunächst eine Unbestimmtheit auf für die Komponenten der 
Gelenkkräfte in der Stabrichtung, weil man nicht weiß, welchen Anteil der eine 
26 Schlink, Statik. 2. u. 3. Auf!. 
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und welchen der andere Anschlußpunkt aufnimmt. Bestimmt wäre es, wenn in 
dem einen Anschlußpunkt drei unbekannte Lagerkräfte, aber in dem anderen 
nur deren zwei vorhanden wären (Abb. 481). Ein räumlich gestützter Balken, der 
nur durch Kräfte belastet wird, die die Balkenachse schneiden (also keine Tor
sionsmomente hervorrufen), bedarf demgemäß zu seiner Lagerung fünf Fesseln; 
dieser Fall würde dem ebenen Balken mit drei Fesseln entsprechen (Abb.482). 

Abb. 481. Fester Anschluß eines Ba!kenR ohne 
Torsionsbeanspruchung. 

Abb. 482. Ebener Balken mit drei Fesseln. 

Wir werden also zu unterscheiden haben zwischen gemischten RaumwerKen 
mit allgemein belasteten Konstruktionsgliedern und solchen mit Stäben und 
Biegebalken, die keine Torsionsmomente aufnehmen. Ein Raumwerk, das aus 
Stäben und torsionsfreien Bi~ebalken zusammengesetzt ist, ist dann statisch 
bestimmt, wenn sein Aufbau einem Bildungsgesetz des Raumfachwerks entspricht. 

Dieses System der Gemischtbauweise kann grundsätzlich in zweifacher Weise 
untersucht werden. Entweder schneidet man den zu untersuchenden Balken 

heraus, ermittelt die Reaktionen, 
Rw die in seinen Endpunkten an ihm 

/" angreifen und läßt die umgekehrten 
~:-:---'-"""'ili;:---'.:-::-~...___",..:;,. Reaktionen auf das übrige System 

Abb. 483. Raumwerk mit einem auf Biegung 
beanspruchten Balken. 

ohne den Balken (Restsystem) ein
wirken. Oder man betrachtet das 
ganze System, geht von Knoten aus, 
an denen nur drei Unbekannte vor
liegen, baut dann entsprechend ab 
und ermittelt so zunächst alle Stab
kräfte. An dem Balken kennt man 
dann alle Kräfte, die in seinen End
punkten zusammenlaufen, untl hat 
demgemäß einen Balken, auf ..den 
nur bekannte Einflüsse wirken. 

Das erstere Verfahren ist nicht allgemein anwendbar, wird aber immer dann 
zum Ziele führen, wenn einer der Balkenendpunkte der Schlußknoten des nach 
dem ersten Bildungsgesetz aufgebauten Gemischtsystems ist. In Abb. 483 ist 
ein Raumwerk gezeichnet, in dem nur das Konstruktionsglied @ auf Biegung 
beansprucht wird. DieseT Balken ist gegenüber dem System I-VI angeschlossen 
durch das Gelenk I (in welchem Knoten vier Stäbe zusammenkommen) und 
durch das Gelenk VI im Endpunkt der beiden Stäbe ®l und @. Die von dem 
eigentlichen Stabsystem auf den Balken wirkenden Kräfte, also die Reaktionen 
des Balkens, sind leicht zu ermitteln: Die Reaktion in I muß durch den Punkt I 
gehen, kann aber ganz beliebige Richtung haben; die Reaktion durch VI muß 
natürlich durch VI gehen und außerdem in der Ebene der Stäbe ®J, ® liegen. 
Die auf den Balken wirkende~ Lasten können hier durch eine Resultierende (im 
allgemeinen Fall durch ein K:raftkreuz, also zwei Resultierende) ersetzt werden. 
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Es müssen im Gleichgewicht stehen diese Resultierende R mit einer Kraft durch 
I (R1 ) und einer durch VI (RVI) in der Ebene@),®. Drei Kräfte können aber 
nur im Gleichgewicht sein, wenn sie in einer Ebene liegen und durch einen 
Punkt gehen. Man hat demgemäß die Resultierende R zum Schnitt zu bringen 
mit der Ebene@), ® und verbindet diesen Schnittpunkt M mit VI und I. Da
durch sind die Reaktionen Rv1 und Rz in ihrer Richtung bestimmt und damit 
alle Kräfte bekannt, die auf den Balken I, VI wirken. (Sollte ein Kraftkreuz 
vorliegen, so muß man natürlich diese Durchführung mit jeder der beiden Kräfte 
machen und dann die erhaltenen Kräfte zusammensetzen.) Die umgekehrten 
Kräfte (K1 , K vz) wirken auf das Restsystem, und in diesem treten für alle Stäbe 
nur Längskräfte auf, während der Balken unter dem Einfluß der auf ihn wirken
den Lasten und der errechneten Reaktionen im allgemeinen Querkräfte, Biegungs
momente und eine Längskraft aufweisen wird. Die Berechnung der übrigen 
Stäbe macht nach Ermittlung von 810 und 
8 11 (den Komponenten von Rvr) keine 
Schwierigkeiten mehr, da in den Punkten 
V, IV, III jedesmal nur drei Unbekannte 
auftreten. Die Knoten TII und II ergeben 
eine Kontrolle, ebenso auch der Punkt I, 
'WO die Resultierende von 81, 82, 841 87 
gleich R1 sein muß. 

Führt dieses erste Verfahren nicht zum 
Ziele, dann muß man das oben angeführte 
andere Verfahren benutzen. Wenn man 
in Abb. 484 den Balken I-V abtrennt, 
so sind die Reaktionen in I und V nicht Abb 484 •n~ · Ra k . . ......,.ememes runwer mit einem 
eindeutig bestimm bar, denn die Resul- aUf Biegung beanspruchten Balken. 
tierende R ist ins Gleichgewicht zu setzen 
mit einer Kraft durch I und einer durch V (beide mit unbekannter Richtung!), 
und das ist vieldeutig. Hier wird man ausgehen vom letzten Knotenpunkt VI, 
ermittelt daselbst die Stabkräfte 810 , 811 , 812 , dann weiter am Knoten II die 
Kräfte 81 , 85 , 83 , am Knoten Ill die Kräfte 82 , 86 , 88 und schließlich am 
Knoten IV noch die Stabkräfte 84 und 87 • An diesem Knoten liegt bereits eine 
Kontrolle vor, da die Resultierende aus 810 , 85 , 86 und P1v in die Ebene der noch 
unbekannten Kräfte 84 und 87 fallen muß. Die Resultierende von 8 1 , 84 , 82 gibt 
nun die Reaktion R1 an, die auf den Balken I-V wirkt, und die Resultierende 
aus 87 , 88 , 811 die Reaktion Rv. Diese beiden Reaktionen stehen mit den auf 
den Balken wirkenden Lasten im Gleichgewicht; seine Berechnung bereitet dann 
keine Schwierigkeiten mehr. 

Man kann übrigens, nachdem man den Knotenpunkt VI und die Stabkräfte 
810 , 811 , 812 berechnet hat, auch anders vorgehen. Am Knoten V muß Gleich
gewicht bestehen zwischen 811 , 88 , 87 und der Kraft K v, die vom Balken I-V 
im Punkt V auf die Stäbe(]),@,® ausgeübt wird. (Es besteht also kein Gleich
gewicht zwischen den Kräften 811 , 88 , 87 und "89", denn im "Stab" ® tritt 
nicht nur eine Längskraft auf.) Nun kennt man ja die Richtung dieser Kraft Kv 
bzw. der Gegenkraft Rv noch nicht, wohl aber können wir uns den Lösungsgang 
der vorigen Aufgabe (Abb. 483) zunutze machen, indem wir die bekannte Stab
kraft 811 genau wie R als Belastung des Balkens ansehen und damit die Kompo
nenten R'v (infolge R) und R~ (infolge 811) der auf den Balken wirkenden Kraft Rv 
getrennt bestimmen. 

Die Wirkungen der beiden BelastungenRund 811 , die im allgemeinen wind
schief zueinander stehen, müssen gesondert behandelt werden, wenn sich durch 

26* 
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Stab ®, ® und R keine gemeinsame Ebene legen läßt. R liefert die beiden 
Kräfte R~ und R~ auf den Balken ®, wobei wieder die Richtung von R~ gegeben 
ist durch die Verbindungslinie des Durchstoßpunktes A, von R, durch die Ebene 
der Stäbe W, ® mit dem Knoten V, und entsprechend verläuft R{ in der Linie AI. 
Um den Einfluß der "Belastung" S11 auf den Balken® zu ermitteln, betrachten 
wir die Schnittlinie der Ebenen(]), @ mit der Ebene ®, ®. In diese Schnitt
linie (B V) und die Richtung des Stabes ® wird S11 zerlegt; erstere Komponente 
wird von den Stäben(]) und@ aufgenommen, letztere wirkt auf®. Der Balken® 
verhält sich somit bei dieser Knotenpunktsbelastung wie ein Stab, und zwar wirkt 
er als Druckstab. Die maßgebende Komponente von S11 , das ist die auf den Bal
ken ® (bzw. jetzt Stab ®) wirkende, wird somit als eine auf den Stab ® drük
kende Teilkraft R~ gefunden, die eine entsprechend drückende Teilkraft R!' am 
anderen Ende I des Balkens zur Folge hat. R; und Rl' und andererseits R~ und 

r R~ stellen somit die auf den Balken ® ein
wirkenden Belastungen dar, die an diesem 
mit R (bzw. P 1 und P 2) Gleichgewicht halten. 

Liegen Raumwerke in Gemischtbauweise 
vor, die nach dem zweiten oder dritten Bil
dungsgesetz aufgebaut sind und bei denen 
für die einzelnen Balken keine Torsions
momente auftreten, so wird man unter Ver
wendung der früheren .Ausführungen über 
Berechnung der Raumfachwerke und Be
nutzung der oben angewendeten Gedanken
gänge vorwärtskommen. -

" Treten in einem Raumwerk Balken auf, 
Abb. 4~~~sfo~~:,~~~sfa=~~rk mit die durch Verdrehungsmomente beansprucht 

werden, so werden diese drehenden Momente, 
wie schon früher bemerkt, den in zwei Kugelgelenken angeschlossenen Balken 
nicht im Ruhestand lassen, da die Kugelgelenke an beiden Enden sechs Lager
reaktionen darstellen, die alle durch eine Gerade, die Balkenachse, gehen und 
damit eine Drehung um diese .Achse zulassen. Wir müssen also bei Torsions
momententrägern eine Lagerung anbringen, die diese Drehung verhindert. .All
gemein belastete Balken- oder Rahmenteile müssen demnach im Fachwerk an 
festen Knotenpunkten des Raumwerks so angeschlossen werden, wie es dem räum
lichen .Anschluß eines allgemein ausgebildeten und allgemein belasteten Körpers 
entspricht. Beim .Aufbau des in .Abb. 485 dargestellten gemischten Raumwerks, 
das aus neun Stäben G:l-® und einem räumlich ausgebildeten Rahmen b (A, p, 
q, r, s) besteht und bei dem die Lasten nur für den Rahmenteil außerhalb der 
Gelenkpunkte wirken sollen, kann man ausgehen von den Stäben G), ® und @ , 
die den Punkt I festlegen. Dieser Knotenpunkt kann neben den festen Punkten 
A, B, 0, D als Ausgangsstelle für neue .Anschlüsse, z. B. auch für den Rahmen 
benutzt werden. Der Rahmen ist unverschieblich angeschlossen durch das feste 
Gelenk A mit drei Unbekannten und durch die von festen Punkten ausgehenden 
Stäbe ®, ® und @ mit je einer Unbekannten. Die Anschlußkräfte gehen nicht 
durch eine gemeinsame Gerade; der Rahmen ist gegen jede allgemeine Belastung 
unverschieblich festgelegt. Das damit entstandene unverschiebliche Raumwerk 
kann nun durch weitere Stabanschlüsse erweitert werden, wie es hier z. B. durch 
die Stäbe (]), @, ® mit dem neuen Knoten II gezeigt ist. -

Ein, dem ersten bzw. dem zweiten Bildungsgesetz der Raumfachwerke ent
sprechendes gemischtes Raumwerk, das aus Balken oder Rahmen und Stäben 
zusammengefügt ist, muß also so aufgebaut sein, daß von jeweils festen Punkten 
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aus der neue Teil seinen Belastungen entsprechend angeschlossen wird. Bei Stäben 
bilden drei Stäbe einen neuen Knoten, bei torsionsfreien Biegebalken wird der 
Aufbau genau so vorgenommen wie bei Stäben; Balken und Rahmen mit Tor
sionsbeanspruchungen dagegen müssen durch sechs Fesseln gehalten werden, 
deren.Kraftrichtungen in allgemeiner Lage gegeben sind, vor allem also nicht 
eine gemeinsame Gerade schneiden dürfen. 

Für den Anschluß des allgemein belasteten Rahmenteils können als Aus
gangspunkte natürlich auch die Knoten eines nach einem anderen als dem ersten 
Bildungsgesetz aufgebauten unverschieblichen Raumfachwerks dienen. Ebenso 
können über diesen Rahmenteil hinaus wieder Fachwerke nach einem anderen 
Bildungsgesetz weitergebaut werden. 

Die Ermittlung der Längskräfte und der anderen Beanspruchungsgrößen läßt 
sich bei solchen Systemen durch den entsprechenden Abbau erreichen, wie dies 
bei Fachwerken bzw. bei Abb. 483 und 484 gezeigt wurde. In umgekehrter 
Reihenfolge des Aufbaus werden die einzelnen Bauteile abgeschnitten, die An
schlußkräfte (als Reaktionen allgemein ausgebildeter und belasteter Bauele
mente) nach bekanntem Verfahren bestimmt und für den mit nunmehr bekannten 
Kräften belasteten Teil die Beanspruchungsgrößen ermittelt. Das ganze Raum
werk zerfällt damit in eine Reihe von Einzelaufgaben, die nach bereits bekannten 
Methoden gelöst werden können. Ein allgemein gehaltenes Beispiel ist auf 
Seite 417 behandelt. 

Natürlich können bei solchen Raumwerken in Gemischtbauweise auch 
Zwischengelenke auftreten, es können auch Balken über einen Knoten hinaus
ragen usw. Die früher bei Balken bzw. Rahmen gemachten Ausführungen können 
hier entsprechend verwendet werden. 

112. Statisch unbestimmte Raumwerke und der Grad der statischen Unbestimmt
heit. Das Wesen der statischen Unbestimmtheit ist uns bereits aus früheren Aus
führungen bekannt. Im Aufbau und der Lagerung einer Konstruktion sind mehr 
Unbekannte vorhanden, als der Anzahl der zur Verfügung stehenden Gleichungen
Gleichgewichtsbedingungen und zusätzliche Aussagen durch konstruktive Maß
nahmen (Gelenke), die auch auf Gleichgewichtsbedingungen beruhen - ent
spricht. Die statisch unbestimmte Konstruktion läßt sich also nicht mehr durch 
Gleichgewichtsbetrachtungen allein lösen. Wir können, wie be~ den ebenen Ge
bilden, auch hier wieder unterscheiden zwischen innerlicher und äußerlicher sta. 
tischer Unbestimmtheit. Innerlich statisch unbestimmt sind solche Gebilde, die 
nicht nach einem Bildungsgesetz der Raumfachwerke oder, bei allgemeiner Be
lastung, nicht nach dem Aufbaugesetz der gemischten Raumwerke gebaut sind 
und mehr Unbekannte aufweisen. Äußere statische Unbestimmtheit ist gekenn
zeichnet durch überzählige Lagerunbekannte. Sehr häufig wird jedoch ein inner
lich bewegliches System (statisc;h unterbestimmt) durch überzählige Lagerfesseln 
unverschieblich gemacht, so daß hier die scheinbare äußere statische Unbestimmt
heit die innerliche Verschieblichkeit aufhebt; das Gesamtbild wird dadurch 
statisch bestimmt. Es ist daher zweckmäßig, ,die innerliche und äußere statische 
Unbestimmtheit stets zusammen als tatsächliche Unbestimmtheit zu prüfen. Den 
Grad der statischen Unbestimmtheit gibt die Anzahl der Unbekannten an, die 
über die Zahl der Gleichgewichtsbedingungen und der aus den konstruktiven 
Maßnahmen hervorgehenden anderen Bedingungen hinausgeht. Es stellt der 
Grad der statischen Unbestimmtheit also die Anzahl der unbekannten Größen 
dar, die beseitigt werden müssen, damit das übrige (statisch bestimmte) Gebilde 
mit statischen Aussagen berechnet werden kann. 

Zur Ermittlung des Grades der statischen Unbestimmtheit mögen die folgen
den Ausführungen dienen. Die drei Stäbe der Abb. 486 sind infolge der Gelenke 
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gegeneinander beweglich. Zur Festlegung der Stäbe gegeneinander ist die starre 
Anordnung sowohl von Stab ® als auch von Stab @ an den Stab (1) nötig 
(Abb. 487), und zwar so, daß sich die beiden Stäbe auch nicht scharnierartig um 

die Achse des Stabes CD drehen können (durchgehend steifer 
Knoten). Mit dieser Festlegung ist ein allgemein ausgebildeter 
räumlicher I}alken entstanden, der bei beliebiger Belastung mit 

0 sechs Fesseln in allgemeiner Lage gegen die Erde festgelegt 
werden kann (Abb. 488). Der in Abb. 489 gezeichnete Dreibock 

Abb. 486.RäumJiches mit steifem Knotenanschluß und Lagerung in drei Kugelgelen
Dreis.tabsystem ken stellt demnach ein innerlich statisch bestimmtes System 

mit Kugelgelenk. dar, die drei Lagergelenke besitzen jedoch zusammen neun 

Abb. 487. Räumliches 
Dreistabsystem 

mit steifer 
Verbindung. 

,,, 
Abb. 488. Besthnmtc 

Lagerung des 
versteiften 
Dreiboc.I<s. 

Fesseln (je drei Kräfte in der x, y und z-Richtung), d. h. der 
in Abb. 489 gegebene Dreibock ist bei allgemeiner Belastung 
äußerlich dreifach statisch unbestimmt. Wir können aber auch 
ausgehen von dem früher betrachteten Dreibock, bei dem die 
Stäbe gelenkig miteinander verbunden und diese nun in Kugel
lagern abgestützt sind (Abb. 490). Dieses Gebilde ist statisch 
bestimmt. Verbindet man nun die Stäbe oben völlig steif mit
einander, so kann jeder Stab ein ganz beliebiges Moment aus
halten, oder anders ausgedrückt, er kann zwei Biegungsmo
mente und ein Verdrehungsmoment übertragen; das wären im 
ganzen neun unbekannte Momentengrößen. Diese neun Größen 
sind allerdings nicht unabhängig voneinander, da sie an die 
Bedingung geknüpft sind, daß sie miteinander im Gleichgewicht 
stehen müssen, daß also an dem Knotenpunkt die Summen der 
Momente für drei verschiedene Achsen verschwinden müssen; 
es liegen tatsächlich keine neun, sondern nur sechs Unbekannte 
vor. Hiernach wäre das Systemsechsfach unbestimmt, während 
es nach der früheren Überlegung nur dreifach unbestimmt 
wäre. Der Widerspruch klärt sich aber leicht auf. Das System 
der Abb. 490 ist tatsächlich für eine allgemeine BelastuDg nicht 
bestimmt, sondern nur für eine solche, die keine Verdrehungs-

~ 

Abb. 489. 

c momente auf die Stäbe ausübt; denn der einzelne Stab kann 
infolge des gelenkigen Anschlusses an seinen Enden keinem ver
drehAnden Moment standhalten, er dreht sich unter dem Ein
fluß eines solchen Momentes. Der Dreibock nach Abb. 490 ist 

Unbestimmte 
Lagerung eines 

steifen Dreibocks. 

also für eine allgemeine Belastung (einschließlich Torsions
moment) dreifach unsicher, dreifach verschieblich; nun kom
men durch die Ausbildung eines steifen oberen Knotenpunktes 
sechs Unbekannte hinzu, so daß der Dreibock nach Abb. 489 
im ganzen dreifach unbestimmt ist. Bei dieser Betrachtungs

8 
\: 

C weise kommen ·wir auf eine innere Unbestimmtheit, nämlich 
drei unbekannte Momente, während wir nach der ersten Be
trachtung eine äußere Unbestimmtheit, nämlich drei unbe
kannte Auflagerkräfte, erhalten haben. Abb. 490. Dreibock 

mit lauter Kugel
gelenken. Wollen wir ein solches dreifach unbestimmtes System sta

tisch bestimmt gestalten, so müssen drei neue Bedingungen, 
etwa durch Einführung technischer Anordnungen, wie z. B. durch Einfügen von 
Gelenken, zu den bestehenden Gleichgewichtsbedingungen hinzugefügt werden. 

Um ein unbestimmtes System zu berechnen, führt man es meist auf ein sta
tisch bestimmtes Grundsystem zurück, hier entweder dadurch, daß man von den 
neun Lagerunbekannten drei fortnimmt, oder aber dadurch, daß man durch Ein-
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führunggeeigneter Maßnahmen im Inneren der Konstruktion drei Unbekannte 
fortschafft. Auf das so entstandene bestimmte System wirken dann außer den 
äußeren Einflüssen auch noch die fortgenommenen Unbekannten (äu-ßere oder 
innere Einflüsse) ein, die man naturgemäß noch nicht kennt. Es könnten hier 
z. B. statt dreier fester Kugellager eingeführt werden: ein festes Kugellager, ein 
einfach bewegliches (zwei Unbekannte) und ein doppelbewegliches (eine Unbe
kannte) Kugellager im Sinne der Abb. 488; oder aber es könnte in einem Stabteil 
ein Kreuzgelenk mit zwei neuen Gleichungen. und in einem anderen ein Scharnier 
mit einerneuen Gleichung eingeführt werden. Das statisch bestimmte Grundsystem 
kann demnach in verschiedener Gestalt auftreten, aber es ist zu berücksichtigen, 
daß zur Wahl des Grundsystems bestimmte Zweckmäßigkeitsbedingungen be
stehen, die man nach Möglichkeit stets befolgen soll. Auf Einzelheiten möge je
doch hier nicht weiter eingegangen werden. -

Dem Aufbaugesetz der Gemischtbauweise entsprechend, können wir nach 
früheren Ausführungen auch hier wieder unterscheiden zwischen Raumwerken 
aus allgemein belasteten Balken- und Rahmenteilen und solchen, die nur aus 
torsionsfreien Balken und Stäben zusammengesetzt sind. Die Raumwerke aus 
geraden torsionsfreien Biegebalken entsprechen in ihrem statisch bestimmten 
Aufbau ganz den Fach werken. Ist .ein Raumwerk mit nur torsionsfreien Balken 
infolge steifer Anschlüsse statisch unbestimmt, so ist es dadurch auf ein statisch 
bestimmtes Grundsystem zurückzuführen, daß man an den steifen Knoten
punkten allgemeine Gelenke (Kugelgelenke) bzw. in den Stäben so viel Gelenke 
einführt, bis das neue Gebilde einem statisch bestimmten Raumwerk entspricht. 
Das in einen Biegeöalken eingeführte Gelenk beseitigt zwei Unbekannte, da ja das 
Torsionsmoment voraussetzungsgemäß schon Null war. Ein steifer Knotenpunkt 
IQ.it k angeschlossenen Balkenteilen wird also bei diesen Raumwerken aus tor
sionsfreien Biegebalken mit einem allgemeinen, alle Anschlußteile umfassenden 
Gelenk zum statisch bestimmten Knoten eines fachwerksmäßigen Raumwerks 
gemacht. Wir beseitigen dabei (2 k-3) Unbekannte, denn jeder einzelne Biege
balken besitzt im starren Anschluß Biegemomente in zwei Ebenen, für den Ge
samtknoten besteht jedoch die Bedingung, daß die Momente in drei verschiedenen 
Ebenen verschwinden müssen. Das allgemein belastete Raumwerk (mit Tor
sionsgliedern) verliert entsprechend, bei der Einführung eines durchgehenden 
Gelenks an Stelle eines steifen Knotens, in der Anschlußstelle von k Bauteilen 
(3 k - 3) Unbekannte, da hierbei für jeden einzelnen Anschlußteil noch das Tor
sionsmoment hinzukommt. 

Der in Abb. 490 dargestellte räumliche Dreibock ist bei der Belastung aller 
Teile (Stäbe oder Biegebalken) mit Kräften, die die Achsen schneiden, statisch 
bestimmt, das Ausgangsgebilde Abb. 489 demnach durch Einführung des durch
gehenden Gelenks an, der Knotenstelle der drei Stäbe statisch bestimmt gemacht 
worden; es war also (2 k - 3) fa:ch =dreifach statisch unbestimmt. Bei allge
meiner Belastung wäre, wie oben schon bemerkt, das Gebilde Abb. 490 dreifach 
verschieblich, da jeder einzelne Teil einer Verdrehung gegenüber nachgeben 
kann. Das muß so sein, denn das System der Abb. 489 war dreifach unbe
stimmt; bei allgemeiner Belastung verschwinden durch das allgemeine Knoten
gelenk (3k - 3) =sechs Unbekannte, also hat das System der Abb. 490 für all
gemeine Belastung drei Unbekannte, d. h. drei. Fesseln zu wenig. 

Die Verschiedenartigkeit der Raumwerke bei diesen beiden Arten der Be
lastung (allgemeine und solche, die die Achsen schneidet) erklärt sich dadurch, daß 
durch die Voraussetzung, daß die Teile nicht auf Verdrehung beansprucht werden, 
schon einige Unbekannte von vornherein fortfallen. 

Die statisch begründete Erklärung, daß der in Abb. 489 dargestellte Dreibock 
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dreifach statisch unbestimmt ist, kann auch auf kinematischem Wege sehr leicht 
bewiesen werden. Die allgemeine Beweglichkeit des Dreistabsystems (Abb. 486) in 
sich selbst (die ja bei der Lagerung in drei festen Gelenklagern zur statischen Be
stimmtheit notwendig ist) kann dadurch in eine Unverschieblichkeit (entsprechend 
dem steifen Knoten) verwandelt werden, daß z. B. Stab@ nach Abb. 491 durch 
einen Zwischenstab I gegenüber Stab CD in der Ebene beider Stäbe unbeweglich 

gemacht wird, ebenso Stab® durch den Zwischenstab II. Beidf.' 
Stäbe ® und @ können sich jetzt nur noch um die Stabachse 
des Stabes CD gegeneinander drehen. Wird aber auch noch der 

, Zwischenstab III eingezogen, dann ist die Unverschieblichkeit 
dieser beiden angeschlossenen Stäbe ® und @ gegeneinander 
gesichert. Da jeder Zwische~astab nur eine Unbekannte besitzt 

.Abb. 4~1. Unver· ·(Längskraft), ist damit durch drei Unbekannte die Unverschieb-
schiebliches, tretes li hk . d Kn te f I w· d d" s · dr · ~ Dreistabsystem. c e1t es o ns estge egt. 1r 1es ystem rn e1 .Lesten 

Kugellagern gestützt, so wird es dreifach statisch unbestimmt; 
also ist das in drei Kugelgelenken gelagerte Dreibockgerüst mit steifem Knoten 
dreifach unbestimmt, wie es auch oben durch die statische Aussage schon hP
wiesen war. -

Ähnlich wie bei den ebenen Gebilden, Nr. 79, können wir auch im Raum in Ge
mischtbauweise erscheinende Systeme betrachten. Solange nur Kräfte wirken, 
die die Stabachse schneiden,. die also kein Verdrehungsmoment auslösen, entstehen 
keine besonderen Schwierigkeiten, aber stets ist Vorsicht geboten, wenn auch 
Torsionsmomente übertragen werden sollen. So ist beispielsweise (Abb. 492) der 

in Kugelgelenken befestigte Dreibock, bei dem zwei Stäbe 
steif miteillandet verbunden sind und der dritte durch ein 
Raumgelenk angeschlossen ist, für Übertragung von Längs
kräften und Biegungsmomenten fest, und zwar ist er nicht. 
etwa zweifach, sondern nur einfach statisch unbestimmt 
(für das Gelenk müssen zwei Biegungsmomente verschwin
den); dagegen für ein wirkendes Torsionsmoment auf 

Abb. 492n::-::~~=ter Stab CD wäre dieser Dreibock nicht mehr fest. 
Das in Abb. 493 dargestellte Fachwerk mit zwölf Kno

tenpunkten wäre statisch bestimmt, wenn alle Stäbe gelenkartig miteinander 
verbunden wären (Flechtwerk). Liegen dagegen steife Knotenpunkte vor und 
werden die Balkenstäbe auch auf Verdrehung beansprucht, so gibt jeder Knoten, 
an dem k-Stäbe zusammenlaufen, (3 k - 3) Unbekannte. Wir haben also bei n Kno
ten n mal eine (3 k - 3)-fache Unbestimmtheit. Jeder Stab kommt nun mit je 

.Abb. 493. Räumliches FachwE>rk mit steifen Abb. 494. Räumliches Fachwerk mit steifen 
Knotenpunkten. und gelenkigen Stabanschlüssen. 

einem Ende an zwei verschiedenen Knoten vor, die Anzahl der Stabenden ist also 
2 8 = n · k. Damit beträgt, bei allgemeiner Belastung und überall steifen Knoten
anschlüssen, der GradderUnbestimmtheit 3 · (28 -n). Wenn aberkeine Torsions-
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momentefür die einzelnen Stäbe auftreten, dann liegt n mal eine (2k - 3)-fache 
Unbestimmtheit vor oder eine (2 · 2s- 3n)-fache. Werden jedoch im letzten 
Fall die Streben und die Zwischenpfosten mittels Raumgelenken angeschlossen 
(Abb. 494), dann würden für die vierzehn Stäbe an jedem Ende je zwei Momente, 
also im ganzen 56 Unbekannte fortfallen. -

Wir sprachen oben von dem statisch unbestimmten Grundsystem, in das ein 
n-fach unbestimmtes Fachwerk durch Fortnahme von n Unbekannten über
geführt werden kann. Durch geschickte Wahl des Grundsystems kann man es 
erreichen, daß bei gewissen Belastungen des Raumwerks eine oder mehrere der 
unbekannten unbestimmten Größen Null werden, wodurch die Berechnung der 
statisch unbestimmten Größen stark vereinfacht werden kann. Es ist z. B. das 
in Abb. 495 dargestellte Raumwerk gegenüber allgemeiner Belastung 30fach 

Abb. 495. Statisch unbestimmtes Raumwerk 
(Verbindung von Spanten durchLängsträgcr). 

Abb. 496. Das stati.sch bestimmte Grundsystem 
zuAbb. 495. 

statisch unbestimmt, denn es ist durch die angegebenen Schnitte an fünf Stellen 
ein allgemein ausgebildeter statisch bestimmter offener Rahmen nach Abb. 496 
herzustellen. Mit jedem Schnitt werden sechs Unbekannte beseitigt (zwei Biege
momente, ein Torsionsmoment, zwei Querkräfte und eine Längskraft), im ganzen 
also 30 Unbekannte. Bei der in Abb. 495 gegebenen Belastung (Lasten in Rich
tung der Längsträger) ist das System aber nur 21fach statisch unbestimmt. Wenn 
wir uns die bewirkte Gestaltsänderung des Grundsystems vorstellen, so erkennen 
wir ohne weiteres, daß bei der vorliegenden Belastung 
eine Verformung der beiden Endringe (Spanten) in ihrer 
eigenen Ebene nicht zu erwarten ist, daß also in diese.r 
Ebene keine Längskraft, kein Biegemoment und keine 
Querkraft auftreten, demnach auch nicht durch den 
Schnitt beseitigt zu werden brauchen. Es bleiben in 
diesen beiden Schnitten also als Unbekannte nur übrig: 
die Querkraft, das Biegemoment senkrecht zur Ebene 
und das Verdrehungsmoment. Des weiteren sehen wir 
aus den entstehenden Verformungen des ·Grundsystems, 
daß in den durchschnittenen Längsgliedern (Streben) 
keine Verdrehung zu erwarten ist, da durch die be
schriebene Verformung der Endringe (keine Verformung 
in der Ringebene !) keine 'Torsion eingeleitet werden kann. 

Abb. 497. Ebener, aber 
räumlich gelagerter Rahmen 

belastet durch Einflüsse 
in seiner Ebene. 

Damit kommen also in den Spantenschnitten je drei Unbekannte, in den Stre
benschnitten je eine Unbekar,mte, das sind insgesamt (2 · 3 + 3 · 1) = 9 Unbe
kannte in Wegfall, die die 30faehe statische Unbestimmtheit des allgemein be
lasteten Raumsystems auf eine 21fache Unbestimmtheit des speziell belasteten 
Systems zurückführen. 

Sehr deutli.Qh zeigen sich diese Vereinfachungen bei eben ausgebildeten Rahmen 
(auch als Teilgebilde von Raumwerken, wie in Abb. 495), bei denen sich nach 
Seite 349 die räumliche Belastung zerlegen läßt in eine solche, die in der Rahmen-
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ebene und eine solche, die senkrecht zur Rahmenebene wirkt und wo ,;ich beide 
Teilbelastungen getrennt voneinander betrachten lassen. Der in Abb. 497 dar
gestellte geschlossene ebene Rahmen ist mit seiner ebenen Belastung (Momente in 
d€r Rahmenebene) innerlich dreifach statisch unbestimmt. Bei Lagerung in den 
vier Endpunkten mit räumlichen Gelenklagern sind die senkrecht zur Rahmen
ebene stehenden Lagerkomponenten als Null zu erkennen, da in dieser Richtung 
keine Kräfte aufgegeben, also auch keine aufzunehmen sind. Die in der Rahmen

ebene übrigbleibenden acht Lagerkomponenten bil
den eine fünffach statisch unbestimmte Lagerung, 
so daß das eben ausgebildete und eben belastete 
System insgesamt achtfach statisch unbestimmt ist. 
Bei der Belastung des gleichen Rahmens durch 
Kräfte und Momente senkrecht zu seiner Ebene 
(Abb. 498) ist nicht zu erwarten, daß der Rahmen 

.Abb. 498. Derselbe Rahmen be- . h . . . Eh rf t I 'n m lastet durch Einflüsse senkrecht SIC In semer eigenen ene ve orm . n e1 e 
zu seiner Ebene. Schnitt der Rahmenachse wird daher die Längs-

kraft, das Biegemoment und die Querkraft in der 
Rahmenebene Null werden; der Rahmen ist innerlieb nur dreifach unbestimmt. 
Ebenso verschwinden damit die in der Rahmenebene liegenden Lagerkräfte; es 
bleiben noch vier übrig, aber drei sind nur nötig. Es besteht also für das ebene 
Gebilde, das senkrecht zu seiner Ebene belastet ist, eine dreifache innere und 
eine einfache äußere, d. h. insgesamt eine vierfache statische Unbestimmtheit. 
Da sich nun jede allgemeine Belastung zerlegen läßt in eine in der Ebene lie
gende und eine senkrecht dazu stehende, p1üßte die Btatische Unbestimmt
heit des allgemeinen Belastungsfalles als Summe dieser beiden Sonderfälle ge
geben, d. h. der Rahmenzwölffach unbestimmt sein. Dies ergibt sich auch für das 
allgemein belastete System: es ist innerlieh sechsfach unbestimmt, wie das Auf
schneiden des Rahmens an einer beliebigen Stelle zeigt; ferner ist es, da mit 
4 · 3 = 12 Lagerfesseln gehalten, äußerlich auch sechsfach unbestimmt. Der all
gemein belastete ebene Rahmen ist demnach innerlich sechsfach und äußerlich 
sechsfach, insgesamt also zwölffach statisch unbestimmt. 

Weitere Vereinfachungen dieser Art bieten die symmetrisch aufgebauten 
Raumwerke. Nach Nr. Hll lassen sich bei allen symmetrischen Gebilden die 

. -----q
.Abb. 499. Vierundzwanzigfach unbestimmter ebener 

Rahmen mit räumlicher Lagerung. 

Lasten stets aufteilen in eine 
symmetrische und eine gegen
symmetrische Belastung. Mit 
den dort bereits gemachten 
Feststellungen, daß für den 
gegensymmetrischen Anteil im 
Symmetrieschnitt die Längs
kraft und die Biegemomente und 
für den symmetrischen Last

anteil die Querkraft und das Torsionsmoment verschwinden, kann durch den Weg
fall dieser Größen die Anzahl der auftretenden Unbekannten vermindert werden. 
So ist z. B. das in Abb. 499 dargestellte ebene Gebilde (Tragrost eines Flugzeug
flügelF) bei einer allgemeinen Belastung innerlich 18fach statisch unbestimmt, da 
es durch die in Abb. 500 angegebenen Schnitte a, b und c in einen allgemein (hier 
eben) ausgebildeten Balken übergeführt werden kann. Die Lagerung in den vier 
Gelenklagern A, B, C undDergibt 4 · 3 = 12 Fesseln, so daß zu der lSfachen 
inneren statischen Unbestimmtheit noch eine sechsfache äußere hinzukommt und 
das Gesamtgebilde somit 24fach statisch unbestimmt gebaut ist. Da dieses eben 
ausgebildete Raumwerk neben seiner ebenen Bauart auch noch sowohl zur Quer-



Statisch unbestimmte Raumwerke und der Grad der statischen Unbestimmtheit. 411 

achse q-q als auch zur Längsachse l-l symmetrisch aufgebaut ist, läßt sich die 
Belastung (allgemein eine in der Rahmenebene und eine senkrecht zur Ebene 
stehende) umordnen in eine symmetrische und eine gegensymmetrische zu den 
beiden Mittellinien. Die vorliegende Doppelsymmetrie läßt eine besonders weit
gehende Zurückführung des Grades der statischen Unbestimmtheit erwarten. 
Für die Gewinnung des statisch bestimmten Grundsystems ist es natürlich wichs 
iig, daß die geometrische Symmetrie des .Aufbaus nicht gestört wird, d. h. daß da
Grundsystemdie gleichenSym
metrien aufweist. Wir werden 
also die Maßnahmen zur Er
reichung der statischen Be
stimmtheit nur in den Sym-· 
metrielinien (bzw. -ebenen) an c--rr 
bringen dürfen. Die in.Abb.500 Abb. 500. Ein einfach synnnetrisches Grundsystem zu der 
gezeigte Zurückführung auf Konstruktion Abb. 499. 

ein innerlich statisch bestimmtes Grundsystem durch die drei Schnitte, in denen 
dann je sechs unbekannte äußere Beanspruchungen einzuführen wären, wäre 
demnach in bezug auf den Schnitt a nicht zweckmäßig, da damit die bauliche 
Symmetrie des Rahmens für die .Achse q-q gestört wird. Wenden wir den Schnitt 
aber trotzdem an (zur Erreichung des Grundsystems), so dürfen wir dann nur 
noch von einer Symmetrie zur .Achse l-l sprechen, die Symmetrie zur .Achse q--q 
dagegen ist nicht mehr vorhanden. .Außer der inneren Unbestimmtheit ist natür
lich auch noch die äußere statische Unbestimmtheit, die durch die Lagerung be
dingt ist, fortzuschaffen; es kann etwa geschehen durch geeignete Beweglich
machung der einzelnen Lager. Es wird auch dabei nioht immer ganz einfach sein, 
unter Wahrung der Symmetrie für beide .Achsen, die günstigste Zurückführung 
zu finden. 

Grundsätzlich soll man aber bei gegebener geometrischer Symmetrie einer 
statisch unbestimmten Konstruktion auch die Symmetrie des Grundsystems im
mer anstreben und die daraus erwachsenden Vorteile ausnutzen. So wäre für 
den gegebenen Rahmen das statisch bestimmte Grundsystem etwa in der .Art der 
.Abh_. 501 auszubilden, wobei 
bei b und c Trennungsschnitte 
gelegt und in den Symmetrie
stellen des mittleren Rahmen
ieilsSondergelenke angebracht 
sind, die so beschaffen sein 
müssen, daß das verbleibende 
Restsystem keine überzähligen 
Unbekannte mehr enthält, zu

Abb. 501. Ein doppelt symmetrisches Grundsystem zur 
Konstruktion Abb. 499. 

gleich aber unverschieblich ist. Es ist oft nicht leicht, diesen "Gelenken", die 
ja nur gedanklich einzuführen sind, technische Form zu geben. Hier erhält 
man z. B. ein brauchbares Grundsystem, wenn zu den Schnitten bei b und c 
die Sondergelenke I und III (auf der Symmetrielinie q--q) so ausgeführt ge
dacht sind, daß sie kein Torsionsmoment und keine Beanspruchungen in der 
Ebene übertragen (Ti= 0, Bi= 0, Qi= 0, Li= 0): die Sondergelenke II 
und IV (auf der Symmetrielinie l-l) müßten dann als längsverschiebliehe 
Hülsen ausgeführt werden, die keine Längskraft und kein Torsionsmoment 
übernehmen (Li= 0, Ti= 0). Die für die Gelenke I und III erwünsc~tehn 
Eigenschaften könnten etwa durch eine Konstruktion nach .Abb. 502a errew t 
werden, oder auch dadurch, daß an dieser Stelle ein Klotz, in dem eine Hülse an
gebracht ist, zwischen zwei Platten geführt wird (.Abb. 502b). Durch diese vier 
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Sondergelenke I bis IV und die beiden Schnitte b und c ist der ebene Rahmen 
statisch bestimmt gemacht worden (es sind 2 · 4, 2 · 2 und 2 · 6, das sind 24 Un
bekannte, beseitigt worden). Der statisch unbestimmte gestützte Rahmen kann 
also als ein von vornherein statisch bestimmter betrachtet werden, auf den außer 
den vorhandenen Lasten noch an zunächst unbekannten, äußeren Einflüssen 
wirken: in jedem Schnitt sechs Unbekannte (zwei Querkräfte, eine Längskraft, 
zwei Biegungsmomente, ein Verdrehungsmoment) und in jedem Sondergelenk 
eine Längskraft, ein Torsionsmoment, in den Sondergelenken I und Ill außt-.r
dem je eine Querkraft und ein Biegemoment in der Ebene. 

Bei der Aufteilbarkeit der Gesamtbelastung in eine in der Rahmenebene lie
gende und eine senkrecht dazu wirkende Teilbelastung, die sich gegenseitig nicht 
beeinflussen, lassen sich die Probleme auch schon vor der Einführung des Grund
systems trennen. Das soll heißen: wir trennen die Aufgabe auf in ein ebenes 

a b 
I 

fil'undl'iß 

I 
Abb. 502. Darstellung eines der in Abb. 501 augewandten Gelenke. 

Problem und ein lotrechtes Problem, für die einzeln (also für jede Teilaufgabe 
getrennt) ein passendes Grundsystem gewählt wird. Das einzelne Grundsystem 
braucht dann nicht die Forderungen des anderen Grundsystems zu erfüllen, und 
zwar sowohl in bezug auf dessen statische Bestimmtheit als auch bezüglich dessen 
Unverschie blichkeit. 

Ist nun der Rahmen nur senkrecht zu seiner Rahmenebene belastet, so fallen 
nach den oben angestellten Betrachtungen ih den Schnitten b und c infolge dieser 
Sonderbelastung je drei Unbekannte heraus (Biegungsmoment in der Rahmen
ebene, Querkraft in der Rahmenebene und Längskraft), und außerdem -ver
schwindet für jedes Sondergelenk die als unbekannte äußere Kraft eingeführte 
Längskraft und für die Gelenke I und III das Biegungsmoment und die Quer
kraft in der Rahmenebene. Somit wird durch die Besonderheit der Belastung 
selbst die Anzahl der Unbekannten um vierzehn vermindert, und wir haben nur 
noch zehnfache Unbestimmtheit. Bei Belastungssymmetrie (doppelseitiger) ver
schwindet weiterhin im Schnitt b und c die Querkraft und das Torsionsmoment, 
in jedem Sondergelenk das Torsionsmoment, was eine Reduzierung der statisch 
Unbestimmten um weitere acht Größen bedeutet. Das senkrecht zu seiner Ebene 
doppelsymmetri eh belastete Rahmengebilde ist also nur noch (24-22) = 2fach 
statisch unbestimmt. Die Unbekannten sind die Biegungsmomente senkrecht 
zur Rahmenebene an den Stellenbund c. Dabei ist noch zu bemerken, daß die 
beiden Unbekannten einander gleich sind und damit tatsächlich nur eine ein
fache statische Unbestimmtheit entsteht. Die gegensymmetrische Belastung senk
recht zur Rahmenebene läßt hier, außer der Verminderung der Unbekannten 
durch diese Belastungsart an sich (14), in den beiden Schnitten je ein Biegemoment 
zu Null werden, das ist Fortfallzweier Unbekannten. Die Querkräfte in b und c 
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sind sich paarweise zahlenmäßig gleich, ebenso die Verdrehungsmomente in 
diesen Querschnittstellen und an den vier Sondergelenken, so daß weitere sechs 
Unbekannte fortfallen und "'ir in diesem Sonderfall nur auf eine vierfache sta
tische Unbestimmtheit (24-14-6) gelangen. 

Eine entsprechende Untersuchung läßt sich für die Belastung in der Rahmen
ebene anstellen. Da sich nun jede allgemeine Belastung aufteilen läßt in eine Teil
belastung senkrecht zur Rahmenebene und eine Teilbelastung in der Rahmen
ebene, so können die Vorteile der Belastung in der Rahmenebene und diejenigen 
der Belastung senkrecht zur Rahmenebene ausgenutzt werden. 

Es ergeben sich bei weitgehendster Aufteilung des allgemein belasteten Sy
stems nach· Abb. 489 folgende vereinfachende Teilzustände: 

I. Belastung senkrecht zur Rahmenebene, allgemein zehnfach unbestimmt. 
a) Beiderseitig symmetrisch: zweifach statisch unbestimmt bzw. wegen der 

Gleichheit der Unbekannt,en (s. v.) nur einfach. 
b) Symmetrisch zur Achse q--q, gegensymmetrisch zur Achse l-l: vierfach 

bzw. zweifach statisch unbestimmt. 
c) Beiderseitig gegensymmetrisch: achtfach bzw. vierfach statisch unbe

stimmt. 
d) Gegensymmetrisch zur Achse q-q, symmetrisch zur Achse l-l: sechsfach 

bzw. dreifach statisch unbestimmt. 
II. Belastung in der Rahmenebene, allgemein vierzehnfach unbestimmt. 
a) Beiderseitig symmetrisch: zehnfach bzw. fünffach statisch unbestimmt. 
b) Symmetrisch zur Achse q--q, gegensymmetrisch zur Achse l-l: achtfach 

bzw. vierfach statisch unbestimmt. 
c) Beiderseitig gegensymmetrisch: vierlach bzw. zweifach statisch unbestimmt. 
d) Gegensymmetrisch zur Achse q--q, symmetrisch zur Achse l-l: sechsfach 

bzw. dreifach statisch unbestimmt. 
Eine derartig weitgehende Aufteilung der Belastung wird in der Praxis meist 

nicht nötig sein, da fast immer irgendwelche Belastungsbeschränkungen gegeben 
sind. Aber es ist grundsätzlich bei den räumlichen Problemen immer von Vorteil, 
eine gegebene konstruktive Symmetrie auszunutzen. Das Gesamtbild verliert 
durch die Lastaufteilung durchaus nichts an Übersichtlichkeit, und wir haben 
für die Ermittlung der Beanspruchungsgrößen den großen Vorteil einer guten 
Überwachbarkeit der Rechnung. Weiterhin brauchen wir, wie schon früher er
wähnt wurde, nur die Hälte der gegebenen Konstruktion durchzurechnen (für 
jeden Teilbelastungszustand), da sich wegen der Symmetrie und Gegensymmetrie 
die sich ergebenden Beanspruchungsgrößen auf der gegenüberliegenden Seite 
wiederholen (symmetrisch oder gegensymmetrisch sind). 

Um noch einmal zu zeigen, wie sich eine allgemeine Belastung an einem 
doppelsymmetrischen System in Symmetrie- und Gegensymmetrie-Belastung für 
beide Achsen umordnen läßt (B.-U.Verfahren) ist am Beispiel des ebenen Rah
mens der Abb. 503, mit einer Einzelkraft P und einem Moment M belastet, diese 
Belastungsumordnung vorgenommen. Der allgemein achtfach statisch unbe
stimmte Rahmen wird durch diese Umgruppierung der Lasten im Falle der 

Symmetrie zur Achse a-a und Symmetrie zu b-b: 3fach, 
Symmetrie zur Achse a-a und Gegensymmetrie zu b-b: 2facb, 
Gegensymmetrie zu a-a und Symmetrie zu b-b: 2fach, 
Gegensymmetrie zu a-a und Gegensymmetrie zu b-b: lfach. 

statisch unbestimmt. (Zur Erreichung eines Grundsystems ließe sich hierbei 
z. B. je :1, Schnitt und je 1 Hülse (Li= 0) in zwei gegenüberliegenden Symmetrie
schnitten anbringen.) Neben dieser Zurückführung der Zahl der Unbekannten 



414 Das Raumfachwerk und allgemeine Raumwerk-. 

für das Einzelproblem ist noch zu beachten, daß jeweils nur ein Viertel des Rruh· 
mens zu betrachten ist, so daß t~ich die Rechnung wesentlich vereinfachen wird. 

Die Wahl des statisch bestimmten Grundsystems ist, wie wir bereits früher 
gesehen haben, in weiten Grenzen willkürlich. Wir können also für eine gegebene 
statisch unbestimmte Konstruktion verschiedene Grundsysteme wählen, die alle 
als Ausgangssystem für die statisch unbestimmte Rechnung dienen können, in-

.e. 
'I 'I 

Abb. 503. Belastungsumordnung bei doppelsymmetrischen Systemen. 

dem auf sie außer den Wirklichen Lasten oder äußeren Einflüssen die zunächst 
unbekannten, statisch unbeetimmten Größen, das sind die bei der Umformung 
fortgenommenen Einflüsse, wirken. Dieser ;freien Wählbarkeit des Grundsystems 
wird nun vom rein rechentechnischen Standpunkt aus eine Beschränkung auf
erlegt. Wir sollen nämlich von allen möglichen Grundsystemen dasjenige wählen, 
das noch die größte Steifigkeit besitzt. Da die Gleichungssysteme zur Errecb
nung der statisch unbestimmten Größen, die sog. "Elastizitätsgleicbungen", auf 
Formänderungsbetrachtungen aufgebaut sind, werden die Verformungen eines 
steifen Grundsystems durch die äußeren Lasten und damit auch die unbestimmten 
Zwangskräfte klein, die Gleichungen dadurch fehlerunempfindlicber, und für die 
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Lösungsverfahren ergibt sich eine schnellere Ermittlung der gesuchten Größen. 
Grundsätzlich führt jedoch auch jede andere Wahl des Grundsystems zur Lösung 
der Unbekannten. Die Suche nach dem möglichst steifen Grundsystem ist also 
eine vom Zweckmäßigkeitsstandpunkt aus erhobene Forderung, aber keine not
wendige Bedingung. 

Die Berechnung der statisch unbestimmten Größen selbst gehört nicht in die 
Statik, da sie, wie schon erwähnt, Kenntnisse über Formänderungen von Kör
pern voraussetzt, die in der Elastizitätstheorie (Festigkeitslehrc) gebracht werden. 

Aufgaben über räumliche Gemischtsysteme. 
1. Aufgabe. Das in Abb. 504 dargestellte Raumwerk soll bezüglich seiner Be

anspruchungsgrößen untersucht werden. 
Lösung: Das vorliegende Gemischtsystem besteht aus einem ebenen Rahmen 

A 0 B, der mit sechs Stabgebilden an einen festen anderen Konstruktionsteil 
(Wand) angeschlossen ist. Der Rahmen selbst ist allgemein, d. h. mit Kräften 
in und se:pkrecht zu der Rahmenebene, belastet. Außerdem sitzen auf den beiden 
Stabgebilden CD und ® in der Mitte Lasten, wodurch diese beiden Konstruk-

n n 

Abb. 504. Übungsbeispiel. 

tionsteile zu Balken, d. h. Biegemomententrägern, werden. Der Rahmen wird 
entsprechend seiner allgemeinen Belastung alle sechs Einflüsse der räumlich be-
lasteten Rahmen (Bi, B 0 _, Q1 , Qil., Li, T,) aufzunehmen haben, während die 
beiden Balken G) und® nur in der Vettikalebene biegend beansprucht werden, 
also nur die Beanspruchungsgrößen der ebenen Belastung (B1, Q., Li) aufweisen. 
Zur Lösung betrachten wir zunächst die beiden Balken CD und®, und zwar in 
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ihrer Eigenschaft als Balken gegenüber den lotrechten Lasten. Die in der Mitte 
angreifenden Lasten verteilen !lieh zu gleichen Teilen auf die Endlager; die Mo
mentenflächen dieser Balken sind in Abb. 504f und g dargestellt. In Richtung 
des Balkens sind keine Kräfte vorhanden, also entstehen auch durch die eigent
liche Balkenbelastung keine Längskräfte in den Balken. Wohl aber sind diese 
beiden Balken Längskraftträger durch ihre Eigenschaft als stützende Stabgebilde 
gegenüber dem allgemein belasteten Balken AG B, wie es sich aus den folgenden 
Betrachtungen ergibt. Es sei noch erwähnt, daß alle evtl. eingeleiteten Achsial
kräfte nach den Wandlagern hin abgeleitet werden würden, daß also für einen all
gemein belasteten Balken CD oder ®das Wandlager als festes Lager, das am 
Rahmen angeschlossene "Lager" nur als bewegliches Lager aufzufassen ist. Zur 
Berechnung der sechs Stabkräfte (wobei auch die in den "Balken" CD und ® 
übertragenen Längskräfte eingeschlossen sind) nehmen wir die aus den Lasten in 
der Mitte der Balken CD und ® in Punkt G entstehenden "Aktionen" mit zur 
Belastung des Rahmens, d. h. auf den durch die sechs "Stäbe" CD, ®, @ @, 
@, ® gehaltenen Rahmen wirkt außer den gegebenen Lasten in G eine weitere 
Kraft von 500 kg (= 200 + 300). Die Stabkräfte errechnen sich durch folgende 
sechs Gleichgewichtsgleichungen: 

Für die AckBe AB: 
1. (~ M)I = 0: (300 + 500) · 0,5- (300 + 200) ·1,5 + R{2 ·1,5 = 0. 

R12 ist die Komponente der Resultierenden aus ~ und 8 2 in der Richtung 
senkrecht zum Rahmen (Momentenanteil von R12). 

R12 = ~~~ = 233,3 kg. 

2. ~ Y, = 0: (y = Richtung parallel zur Achse I -I) 

RJ.9 = 150 kg (nach links gerichtet). 

Ri.2 ist die Komponente der Resultierenden R12 in der gewählten y-Richtung. 
R{2 und R}~ bilden zusammen die Resultierende R12 der beiden Stabkräfte Bi 

und 81 , die ja in deren Ebene liegen muß; R12 läßt sich im Grundriß durch ein 
Krafteck (Abb. 504e) in die beiden Stabkräfte zerlegen. Wir messen ab: 

sl = - 52 kg (Druck), 

S2 = + 310 kg (Zug). 
Für AckBe FG: 

3. (~ M)u = 0: (400 + 500 + 250) · 2,0 + (500 + 300) ·1,0 +(S5 + 86) ·1,5 = 0, 

(Für 85 und S6 sind dabei zunächst Zugpfeile eingeführt.) 

(s + s > - - 23oo + soo - - 2066 7 k 
5 6 - 1,5 - ' g. 

Für die lotrechte Achse durch G: 
4. (~ M)m = 0: 

(200 + 500) · 0,9 - (300 + 300) · 0,9 - (83 ,. - Su) · 0,9 - (85 - 86) • 0,9 = 0. 

Zur endgültigen Lösung brauchen wir noch eine Aussage über S3 und S4 bzw. ihre 
Komponenten; es findet sich: 

Für die waagerechte AchBe in der Mitte zwischen Stab {j urul 6: 

5. (~lMhv = 0: R:f2 ·1,5 + 400 · 0,9-250 · 0,9 + (Sa..- Shl) · 0,9 = 0, 
360 

(Sh- S4v) = - 0,9 = -- 400 kg; 
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außerdem: 

6 . .I V= 0: 

bzw. ~ Zi = 0: 500 + 400 + 250 = 83 ., + S4v 

(83 " + S4v) = 1150 kg. 

Aus Gleichung 6 und 5 ergibt sich: 

Ferner ist: 

83 ., + 84 ., = 1150 

8 3 .,- S4v = ·-400 

83 ., = +375 kg, 

84v = + 775 kg. 

s3h = ! . 375 = 500kg, 

4 
s4h = 3 · 775 = 1033,3 kg. 

417 

Der Wert: 83 h - 84 h = - : · 400 = -533,3 in Gleichung 4 eingesetzt, liefert: 

85-86 = + 633,3; 

dazu 

ergibt 

85 + 86 = -2066,7 

85 =- 716,7 kg, 

86 = -1350 kg. 

Damit findet sich das in Abb. 504d dargestellte Belastungsbild für den ebenen 
Rahmen, an dem dann in bekannter Weise die Einflüsse zu ermitteln sind. 

Es errechnen sich die Größen zu: 

Punkt B. H I J 0 K L A 

B; 0 -75 -225 +112,5 0 0 0 
Bd. 0 +158,3 -25/0 +105 OJ+25 +108,3 0 
T; 0 0 0/+25 + 25 +25/0 0 0 

' ' 

(Qi und Li sind die aneinandergereihten Kräfte in der Quer- und Längsrichtung.) 

2. Aufgabe. Das in Abb. 505 dargestellte allgemeine Raumwerk {schiefer 
Rahmenspant) soll nach den Beanspruchungsgrößen aller Teile gelöst werden. 

Lösung: Der Hauptteil 'des gegebenen Gemischtsystems ist ein ebener ellip
tischer Rahmen EDGHF, der durch drei Gelenke in sich beweglich gemacht ist. 
Dadurch zerfällt der Rahmen in drei Teile, von denen der untere halbelliptische 
Rahmen DGHF durch sechs Stäbe®>-® an einen festen Konstruktionsteil an
geschlossen ist. die beiden oberen Teile DE und EF stützen sich gegeneinander 
und jeweils noch gegen zwei Stäbe ab (J), @, ®, wobei der mittlere Stützstab 
27 Schlink, Statik. 2. u. 3. Auf!. 
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als Lagerstab für beide Teile anzusehen ist. Über das so festliegende System ist 
ein zweiknotiges Raumfachwerk mit den Ecken Mund N aufgebaut, dessen 
Stäbe @ und @ allerdings durch Lasten zwischen den Knoten auf Biegung be
ansprucht werden. Auf einem dieser Fachwerkstäbe ®und auf zwei Stützungs
stäben@) und® des unteren Rahmenteils sitzt weiterhin ein Stabdreieck ABC, 
das der Belastung entsprechend nur in vertikaler Richtung bewegungslos ge
macht wurde; in den Stäben ®, @) und ® werden durch dieses Dreieck Bie
gungsbeanspruchungen hervorgerufen. Damit ist ein statisch bestimmter Aufbau 
gegeben und die Lösung erfolgt dem Aufbau entgegengesetzt. Wie aus dem ein
zelp.en Bildern der Abb. 505 hervorgeht, ist das ganze Raumgebilde symmetrisch 
aufgebaut. 

r-· 
l~~~ 

150kg 

Abb. 505. Übungsbeispiel: A.Ufgabestellung. 

Zur Berechnung machen wir zunächst das zuletzt angeschlossene StolJdreieck 
frei (Abb. 506), das wir zur Bestinimung der Lagerkräfte als Scheibe betrachten 
und lösen die Reaktionen mit Hilfe dreier Momentengleichungen um die Achsen I, 
IT und ITI, die jeweils zwei dieser Stützstäbe enthalten : 

(.I M)I = 0: 250 . 35 = A . 55' 

(.I M)u = 0: 300 · 37,5 = B ·55, 

(..!' M)In = 0: 300 ·17,5 + 250 · 20 = C ·55, 

Die Kontrolle ergibt 

A = 159kg, 

B= 205kg, 

C= 186kg. 

159 + 205 + 186 = 250 + 300. 
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Die Reaktion A = 159 kg wirkt in umgekehrter Richtung auf den Stab ® 
des Fachwerksystems, während die Stützkräfte B und C sich in umgekehrter 
Richtung auf die Lagerstäbe@) und ®des unteren Rahmenhalbteils absetzen. 

Abb. 506. ZUII1 Übung~beispiel: Fachwerkaufsatz. 

Nehmen wir nun die Stäbe des Stabdreiecks einzeln vor, so finden wir, daß der 
Teil AB nicht belastet ist, also für ihn alle Beanspruchungen Null werden. Die 
Teile AC und BC erhalten Biegemomente und Qucrkräfte, deren Größen ohne 

0 

2000 

3000 
cmkg 

Ahh. 507. Zum Übungsbeispiel: Stabdreieck. 

weiteres bestimmt werden können. Es wird 
für Teil AC: Bmax = 159 · 23 = 3657 cmkg, 
für Teil BC: Bmax = 205 · 20 = 4100 cmkg, 

beide unter der jeweiligen Lastangriffsstelle. 
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Beide Biegemomentenflächen sind positiv, wenn wir in üblicher Weise fest
legen, daß einer Druckbeanspruchung auf der Oberseite das positive Vorzeichen 
entsprechen soll. Zum Verständnis der Querkraftflächen ist noch nötig zu sagen, 
daß die Lagerkraft C in Größe von 186 kg sich in Wirklichkeit zusammensetzt 

aus der Reaktion des Teiles AC mit 2506~ 23 = 91 kg und der Reaktion des Teilt'R 

Be "t 300 . 20 - 95 k 
mi 63 - g. 

Der Fachwerkaufsatz (Abb. 507), als nächstes Glied beim Abbau des Systems, 
besteht zum Teil aus Stäben, die, durch die Belastung zwischen den Knoten, den 
Charakter von Balken annehmen. Betrachten wir zunächst diese Balkeneigen
schaften der Stäbe@,@ und@, die jeweils in der Mitte belastet sind, so finden 
wir die Biegemomente 

des Stabes @ mit: Bmax -- 159 • 70 
2 2 = 2780 cmkg, 

d St b "" d @ . . B 200 40,9 204" k es a es~ un mit Je: max= 2 · - 2- = ucm g. 

Die Reaktionen dieser die Biegung hervorbringenden Lasten sind an den 
Enden der Stäbe anzubringen, und zwar je zur Hälfte der Mittellasten. Damit ent
steht ein reines Fachwerk mit Knotenlasten, zu denen auch die Kraft 150 kg 
in seitlicher Richtung zählt. Die Stäbe @, @ und @ werden außer der ange
gebenen Biegung nicht weiter belastet und wir finden mit einem Krafteck die 
restlichen Stabkräfte S1 = .. -179,5 kg, 8 2 = -158,7 kg (mit den Komponenten 
8211 = 150 kg, S2v = 51,5 kg) und 83 = -128 kg. 

Der obere Rahmenteil DEF (Abb. 508) ist symmetrisch aufgebaut und auch 
symmetrisch belastet. Auf ihn wirken die umgekehrten Reaktionen der aufge
setzten Stäbe @und @ mit je 100 kg und die horizontale äußere Kraft 400 kg in 
der Symmetrieebene des Systems. Der Ansatz einer Momentengleichung um die 
Achsen IV .und V zeigt sofort, daß die beiden Aktionskräfte von je 100 kg auf die 
Stäbe (j) und @ einwirken, daß deren Komponenten senkrecht zur Rahmen
ebene gleich den lotrecht zum Rahmen stehenden Komponenten der Belastung 
sein müssen. Wir erhalten als Stabkräfte durch die Zusammensetzung der Pro
jektionen 8 7 = 88 = -95,7 kg. Grundsätzlich ist das gleiche über die Kraft 
400 kg und den Stab ® zu sagen (Momentengleichung um eine Achse durch die 
beiden Teilrahmenfußpunkte D und F). Man findet hier aber die Kraft 89 un
mittelbar aus dem Aufrißbild des Teilrahmens: es erscheint dort der Rahmen alR 
Gerade, ist also in dieser Projektion als Stab aufzufassen, da er keinerlei Biege
momente und Querkräfte von anderen Belastungen erhält. Die Stabkraft S9 

ergibt sich also aus einem einfachen Zerlegungsbild im Aufriß zu 8 9 = -202 kg. 
Die zweite Komponente mit der Größe 326 kg wird vom Rahmen getragen, der 
sie im Aufriß sozusagen als LängEkraft übernimmt. Außer dieEer Kraft von 
326 kg, hat der Rahmen in seiner Eigenschaft als ebener Dreigelenkbogen die in 
der Rahmenebene liegenden Komponenten der beiden Lasten von je 50 kg und 
der Stäbe (j) und @ von je 41,6 kg zu übernehmen. Da der Rahmen nicht senk
recht zu seiner Ebene beansprucht wird {die einzelnen Kräfte heben sich ja stets 
am gleichen Angriffspunkt auf) bleiben für ihn nur die Beanspruchungen in seiner 
eigenen Ebene übrig, in der er als Dreigelenkbogen erscheint und graphisch mit 
Hilfe der Stützlinie gelöst werden kann. 

Auf den Dreigelenkbogen, der in der Abb. 508 rechts oben auf die Grundriß
ebene umgeklappt, also in wahrer Größe dargestellt ist, wirken in der oberen 

Hälfte di~ Resultierenden Raus K(lOO) und K 7 , in der unteren Hälfte die Resul

tieroode R aus Kuool und K 8 , außerdem noch die Last 326 kg, von welch letz-
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terer die Hälfte auf den oberen Teil die andere Hälfte auf den unteren Teil ab
gesetzt wird. Der obere Teil wird demgemäß beansprucht durch R und die 
Kraft 163 kg, die die Resultierende R0 bilden; der untere Teil durch Rund die 
Kraft 163 kg, die die Resultierende R,. liefern. Beide Resultierenden laufen sym
metrisch zueinander. Zwischen den beiden Teilen liegt die Gelenkkraft E; da 
der Dreigelenkbogen symmetrisch gebaut ist und ebenso die Belastung symme
trisch ist, muß die Gelenkkraft E senkrecht zur Symmetrielinie verlaufen. Die 
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Abb. 508. Zum Übungsbeispiel: Oberer Rahmenteil. 

auf die obere Hälfte wirkende Kraft R0 muß mit E und der Auflagerkraft D im 
Gleichgewicht stehen; es muß demgemäß D durch den Schnittpunkt von E und 
R0 laufen und das zugehörige Kraftdreieck liefert die Größe von E und D. Ent
sprechendes gilt für die Ermittlung der KraftFinder unteren Hälfte. Das Kraft
eck von D, R0 , Ru und F ist geschlossen. Zur Konstruktion der Kraftleitung 
( Stützlinie) durch die Träger bedenke man: Im Punkte D greift die Kraft D 
an; sie bleibt ungestört bis die Kraft R hinzutritt (Punkt S), von da läuft die 
Resultierende aus R und D, das ist die Linie b; sie bleibt erhalten bis zur Kraft 
326 kg. Das Entsprechende gilt von der unteren Seite. Die kraftleitende Linie 
(Stützlinie) ist demgemäß gegeben durch a (Kraft D), b, c und d (Kraft F). Mit 
Hilfe dieser Stützlinie können dann nach Seite 189 die Querkräfte, Längskräfte 
und Biegungsmomente ermittelt werden. Wegen der Symmetrie des Systems 
wird die Momenten- und Längskraftfläche symmetrisch, die Querkraftfläche 
gegensymmetrisch; es genügt daher die Darstellung des halben Bogens. 

------
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Die Reaktionen in den beiden Punkten D und F wirken in umgekehrter Rich
tung als Belastungsglieder auf den unteren Rahmen. Im gleichen Punkt sitzen 
auch die Stabkräfte der Stäbe CD, ® und @, die bereits bekannt sind. Noch 
nicht bekannt ist die Wirkung der Aktionen Bund C, die vom StabdreieckABC 
herstammen und über die Stäbe@) und®, die dadurch wieder Balkencharakter 
annehmen, zum Teil an den Punkten D und -F abgesetzt werden. Wir betrachten 
zunächst wieder nur die Balkeneigenschaften der "Stäbe"@) und ® (Abb. 509), 
die uns eine BiegungsbeanSJlruchung, eine Querkraft- und Längskraftfläche dieser 
beiden Teile liefern. Zur Ermittlung von Querkraft und Längskraft ist für .alle 
Kräfte, Lasten und Reaktionen, eine Zerlegung in Quer- und Längsrichtung vor-
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Abb. 509. Zum Übungsbeispiel: Stäbe (j_o) UTI<I @. 

zunehmen. Statt der vielen ähnlichen Dreiecke ist hier eine "Einheitszerlegung" 
vorgenommen, indem eine .Einheitsstrecke in ihre Komponenten in Längs- und 
Querrichtung der Stäbe zerlegt ist. Die Kraftkomponenten ergeben sich dann 
durch einfache Verhältnisgleichungen. Die hier gezeichneten Längskraftflächen 

geben aber nur einen Anteil der wirklichen in diesen Teilen auftretenden Zug
und Druckbeanspruchungen an, denn beide "Stäbe", @) und ®, haben später 
noch die Aufgabe zu erfüllen, den unteren Rahmenteil tragen zu helfen. Wir zer
legen somit die Belastung der beiden Stäbe in eine Balkenbeanspruchung und 

eine Stabkraft, die nachher, in bezugauf die Längskraft, wieder zusammengeiaßt 
werden müssen. Außer der hier durch Biegungamomente und Querkräfte an
gegebenen Balkenbeanspruchung treten also in den beiden Streben Stabkräfte, 
Längskräfte, auf, die zu!'ammengesetzt sind aus den hier ermittelten Längskräften 
und den durch die Stützung des unteren Rahmenteils hervorgerufenen Kräften. 

Der untere Rahmen, als letztes Bauglied beim Abbau, stellt einen in sich starren 
"Körper" dar, der durch eechs Stäbe angeoehlossen ist (.Abb. 510). Da er sym
metrisch aufgebaut ist, zerlegen wir die in den Punkten D und F angreifende Be
lastung in einen symmetrioch~n und einen gegmsyrnmetriEchen Lastanteil 
(B.U.-Verfahren). Die Lasten setzen sich zmammen: 



Aufgaben über räumlich!.' Gemischtsysteme. 423 

in Punkt D: von den Stäben CD, ®: 179,5 + 51,5 lotrecht, 150 kg waagrecht, 
vom oberen Rahmen: 81 kg in Richtung dN Rahmcnsymmetrie

achse, 65 kg waagrecht, 
von Stab (@: 65,6 kg lotrecht; 

in Punkt F: von Stab @: 128 kg lotrecht, 
vom oberen Rahmen: 81 kg in Richtung der Rahmensymmetrie

achse, 65 kg waagrecht, 
von Stab (fi): 72,2 kg lotrecht. 

179.5 +51,5 •Gb;Gl<g 

128+ 72,2l<g 

fH;~--- _,. 
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Abb. 510. Zum Übungsbeispicl: Anschluß des unteren Ralunens. 

Nach Zerlegung der Kräfte in einen Symmetrie- und Gegensymmetrieanteil er
geben sich für den Symmetrieanteil in den Punkten D und F: 

296•6 ~ 200'2 = 248,4 kg lotrecht 

und 81 kg in Richtung der Rahmensymmetrieachse, 
sowie 65 kg waagrecht. 

Die in der Symmetrieebene liegenden Stabkraftresultierenden (Anzeiger s) 
lösen wir mit: 

(.I M)vr = 0: 
(,I M)vu = 0: 
(.I M}vm = 0: 

496,8 . 85 - 162 . 58 + .Rf4>15 • 46,7 = 0' 
496,8 · 50 - Ri0,11 • 39 = 0, 
.R-~1,15 . 29,2 + .Ri2,13 • 57,5 = 0. 
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Es wird daraus: 

.R!o,ll = + 637 kg, Rf2,13 = + 358 kg, Rf4,16 = -704 kg. 

Für den Gegensymmetrieanteil erhalten wir in den Punkten 
296,6- 200,2 

D: · 2 == 48,2 kg lotrecht nach unten 

F: 

und 75 kg waagrecht. 

48,2 kg lotrecht nach oben 
und 75 kg waagrecht. 

Die gegensymmetrischen Stabkraftresultierenden (Anzeiger a) lösen wir mit 
Hilfe des Grund- und Seitenrißbildes: 

(.I Mhx = 0: 

{.I M)x = 0: 

{.I M)xi = 0: 

Es ergibt sich : 

R;0,11 • 510 - 150 · 85 - Ri2,13 • 98,7 = 0, 

R~0 •11 • 608,7 + R';4,15 • 98,7 + 150 · 13,7 = 0, 
R':us · 85 - R';0 ,u · 151,7 - 150 · 29,2 - 48,3 · 70 = 0. 

R~0,11 = + 65,0 kg, Ri2,13 = + 208 kg, R~4•15 = -423 kg. 

Zur Bestimmung der wirklichen Stabkräfte klappen wir die Stabebenen in die 
Grundrißtafel und zerlegen die Gesamtresultierenden der Stäbe in die einzelnen 
Stabkräfte. Wir finden auf diese Weise die Stabkräfte und ihre Komponenten 
parallel und senkrecht zur Symmetrieebene des Systems (d. h. parallel und senk
recht zur Aufrißtafel): 

I I 

Stab @> ® I @ @ ® @ 

Stabkraft ... .. -246,4 +884,4 +761,3 -397,4 +34,8 -839,3 
Komponente n zur 

tl 

Symmetrieebene . 246 883 749 391 30,5 734,5 
Komponente .l zur -+ +- +- -+ +- -+ 
Symmetrieebene .. 14,2 50,9 t 136,7 t 71,3 t 16,9.). 406,1 .). 

Um die Beanapruckungsgrößen des Rakmena zu bestimmen, zerlegen wir seine 
Belastung in Kräfte in der Rahmenebene und Kräfte senkrecht dazu. Damit er
halten wir ein "ebenes Problem" {Rahmen in eigener Ebene belastet) und ein· 
"lotrechtes" Problem" (Rahmen nur durch Kräfte senkrecht zu seiner Ebene be
lastet). Die in der Rahmenebene liegende Belastung setzt sich zusammen aus 
den Kräften senkrecht zur Symmetrieebene des Systems {d. s. die in den Punkten 
D und F gegebenen äußeren Kräfte in Richtung DF und die in der Tabelle ent
haltenen senkrechten Komponenten der Stabkräfte) und den in der Ebene lie
genden Komponenten der Stabkraftanteile, die parallel zum Aufriß liegen. Die 
letzteren Kraftkomponenten finden wir, wenn wir die in der Tabelle enthaltenen 
Komponenten parallel zur Symmetrieebene des Systems, d. h. die im Aufriß 
erscheinenden Projektionen der Stabkräfte, im Aufriß in eine Komponente in 
Richtung der Rahmenebene (Gerade im AUfriß) und eine Komponente senkrecht 
dazu zerlegen (vgl. Abb. 511). Das gleiche unternehmen wir mit den Vertikal
kräften in den Punkten D und F. Die Komponenten senkrecht zur Rahmenebene 
stellen die Belastung für das lotrechte Problem dar, während die in der Ebene 
liegenden Komponenten, die alle parallel zur Symmetrieachse des Rahmens lie
gen, mit den aus den vorhergehenden Betrachtungen gewonnenen ebenen Lasten 
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.Abb.511. Zum tl'bungsbeispiel: Beanspruchungen 
des unteren Rahmens. 
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(senkrecht zur Symmetrieebene des Systems) zusammen die Kräfte des ebenen 
Problems darstellen. Biege- und Torsionsmomentenflächen, Querkraft- und 
Längskraftflächen sind dann, wie früher schon gezeigt (S. 169 und 189), mit Hilfe 
der Stützlinie zu ermitteln. Bezüglich dieser Stützlinie ist folgendes zu bedenken: 
die in der (parallel zum Grundriß gelegten) Ebene angegebenen Kräfte in den 
Punkten D, G, H, F stehen im .Gleichgewicht; ihr Krafteck ist geschlossen. In 
jedem Punkt sind die zwei wirkenden Kräfte zu einer Resultierenden RD, Ra, 
RH, RF zusammengefaßt. Ausgehend von D entwickelt sich die Stützlinie, Kraft
leitungslinie. Zunächst fällt sie mit RD im PunkteD zusammen, bis diese Kraft 
von Ra geschnitten wird. Im Punkte Stritt zur Kraft in I noch die Resultierende 
Ra hinzu, so daß nun die Stützlinie mit der Resultierenden von RD und Ra, 
Linie II, zusammenfällt. Diese geht unbeeinflußt bis zum Punkte T, wo die 
Resultierende RH erscheint und die Stützlinie demgemäß in der Resultierenden 
aus II und RH weiterläuft (I11). Diese Gerade I11 muß von selbst durch den 
Punkt F gehen, oder anders ausgedrückt: RF muß mit III zusammenfallen. Nach 
früheren Ausführungen ist die Stützlinie ein Seileck zu den wirkenden Kräften 
RD, R0 , RH und RF, die parallelen Polstrahlen laufen durch einen Punkt; ihre 
Längen geben die Kräfte in den Seiten I, II, III der Stützlinie an. 

Querkräfte, Biegungsmomente und Längskräfte des ebenen Problems sind 
beim vorliegenden Übungsbeispiel mit Hilfe der Stützlinie für verschiedene 
Punkte zahlenmäßig ermittelt und auf entsprechenden Normalen zur Rahmen
kurve aufgetragen (Abb. 511). 

Für das lotrechte Problem ergibt sich eine entsprechende "Kraftleitungs
linie", wenn wir die lotrechten Kräfte, die uns beim Rahmen der Reihe nach be
gegnen, zu Resultierenden zusammensetzen. So ist für die lotrechten Beanspru
chungen (Qi..L, Bi..L, Ti) zwischen D und G die lotrechte Kraft bei D ( 420 kg), zwi
schen G und H die Resultierende (R) der beiden Kräfte bei D und G (342 kg) maß
gebend. Diese Resultierende muß, weiterhin mit der Kraft bei H (762 kg) zu
sammengesetzt, die Kraft bei F liefern, da das Gesamtsystem der lotrechten Be
lastung im Gleichgewicht steht. Diese letzte Kraft bei F ( 420 kg), bzw. di'e Resul
tierende der drei oberen Kräfte, liefert die Beanspruchungen zwischen Hund F. 
Torsi<>nsmomente und lotrechte Biegemomente sind wieder zahlenmäßig ermittelt 
und senkrecht zur Rahmenachse aufgetragen. Die Querkraft des lotrechten 
Problems läßt sich aus der Belastung ohne weiteres ablesen: sie beträgt zwischen 
D und G: + 420 kg, zwischen G und H: -342 kg und zwischen H und F: 
+ 420 kg. 
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- mit Querverschieblich

keit 369. 
Krummer ebener Rahmen 

169, 180. 
- räumlicher Rahmen, 

Übungsbeispiel 358. 
Kugelgelenk 368. 
Kupplung mitQuerverschieb

lichkeit 368. 
Kurbelwelle, Lagerung 341. 
-, Berechnung der Bean

spruchungsgrößen 362. 

Labiles Gleichgewicht 95. 
Ladebaum, Aufgabe 33. 
Lager und Stützungsstäbe 

102, 332. 
-, verschiedene, des ebenen 

Balkens 97. 
Lagerhallenrahmen 177. 
Lagerkraft 98. 
Lagerung einer Dampftur

bine 341. 

Sachregister 

La gerung einer Kurbelwelle 
341. 
eines Drehkrans 341. 
eines Meßinstrumentes 
342. 
von Brückenträgern 338. 
von Förderbrücken 339. 

Lagerungen im Raum 336. 
Lampe, Aufgabe 30, 31. 
Längskraft 20, 106. 
- bei Raumgebilden 335. 
- und Querkraft bei ebenen 

Rahmen 163, 167. 
Längskraftfläche 113. 
Längsverschieblichkeit, in· 

nere 197. 

Maschinenrahmen, Ü'bungs-
beispiel 180. 

Mast, abgespannter 45, 159. 
-, lotrechter 159. 
- mit räumlicher Belastung 

353. 
-, schrägliegender 201. 
Mastfachwerk 398. 
Mayor 305. 
Maximalmomente, geometri-

scher Ort 275. 
Mechanik, ihre Aufgabe 1. 
Mises, v. 305. 
Mohrsehe Gleichung 217. 
Moment, geometrische Dar-

stellung 50, 295. 
- eines Kräftepaares 53. 
Momentenachse und Mo

mentenpunkt im Raum 
295. 

Momentenbedingungen,ebene 
51, 68. 

-, im Raum 304. 
Momentenberechnung bei ge

stützten Körpern 318. 
- für eine Achse, Sonder-

fall 321. 
Momentendreieck 50. 
Momenteneck 293. 
Momentenermittlung für eine 

Achse 296. 
Momentenfläche 108. 
-, Addition 137, 147. 
- eines Flugzeugflügels 14 7. 
-, resultierende 148, 345, 

347. 
Momentengleichung beim 

Dreistabanschluß 394. 
- beim Zweistabanschluß 

52. 
Momentenmaßstab 111. 
Momentenpunkt 49, 295. 
Momentenvektor 292. 
Momentenverfahren bei 

räumlichen Fachwerken 
388, 396. 

Motoreinbau bei Flugzeugen 
328. 
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Netzwerkswand 394. 

Panzerwagen, Übungsauf-
gabe 75. 

Parallele Kräfte 69, 82. 
Parallelepiped der Kräfte 33. 
Parallelogramm der Kräfte 4. 
Parallelträger 227. 
Parallelverschiebung einer 

Kraft 58. 
Pendelstütze 103. 
Pol, Seileck 78. 
Polon<;eau 228. 
Portalrahmen mit räumlicher 

Belastung 354. 
Prager 306. 
Projektionsverfahren der 

Ebene 26. 
- im Raum 40. 

Querkraft beim geraden Bal
ken 106. 
bei verschiedenartiger 
Belastung 135. 
und Biegungsmoment, 
Zusammenhang 111. 
und Längskraft bei Rah
men 163, 167~ 

Querkräfte im Raum 335. 
Querkraftfläche 108. 
- bei schiefer Belastung 

113. 
- eines Flugzeugflügels 1M. 
Querschnitt, allgemeine Be-

lastung im Raum 335. 
-, -- in der Ebene 139. 
Querträger 289. 

Rad und Welle 57. 
Rahmen, Aufgabe in der 

Ebene 174. 
-, ebener aus zwei geraden 

Teilen 161, 165. 
-, - gekrümmt 169, 180. 
-, - mit räumlicher Be-

lastung 353. 
-, gegliedert 250. 

mit Gelenk 200. 
- mit steifen Eckverbin· 

dungen 250. 
-, räumlicher 343, 34 7. 
Rahmenspant, Ü'bungsauf

gabe 417. 
-, statisch unbestimmter, 

Berechnung 252. 
-, - - räumlich belastet 

343, 348. 
Räumlicher Balken mit Stüt

zungsstäben 402. 
Räumliche Einspannung 333 .. 

Fachwerksträger 380. 
Stabgebilde, Sonderfall 
45. 
Fachwerksträger, mit 
Hennebergs Verfahren 
388. 
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Räumliche Fachwerksträger, 
Schnittverfahren 387. 

- -, vereinfachte Berech
nungsverfahren 384. 

- -, Verfahren der zuge
ordneten Abbildung 384. 

Räumlicher Gelenkträger 38 7. 
Räumliches Fachwerk, Bil

dungsgesetze 377. 
- mit steifen Knoten 
408. 
Gemischtsystem, Übungs
aufgaben 415. 
Krafteck 33. 
Moment 295. 
- bei gestützten Kör
pern 318. 

Raumfachwerksträger als 
Abspannmast 398. 

-, Übungsaufgaben 394. 
Raumwerk, doppelsymme-

trisch 410, 413. 
-, Gemischtbauweise 401. 
- mit Spanten 409. 
-, Rahmengebilde 409. 
-, statisch unbestimmt 408. 
- mit Torsionsbelastung 

404. 
Reaktionen beim ebenen Bal

ken 98. 
Resultierende aller Kräfte auf 

der einen Seite eines 
Schnittes 107. 
bei zerstreuten Kräften 
im Raum 301. 
paralleler Kräfte 69, 82. 

-, Resultante 1. 
von Kräften an demsel
ben Punkt 13, 35. 

...L... zerstreuter Kräfte der 
Ebene 60, 78. 

Resultierendes Kräftepaar im 
Raum 293. 

- - in der Ebene 56, 79. 
Reziproke Figuren, Fachwerk 

und Kräfteplan 221. 
- -, Krafteck und Seileck 

81. 
Riementrieb, Aufgabe 74. 
Rittarsches Schnittverfahren 

224. 

Sägebock, 
203. 

Übungsaufgabe 

Satz vom statischen Moment, 
Ebene 50. 

- ---,Raum 297. 
Sauer 305. 
Scharnier 366. 
Scheibe 94, 161. 
- auf Welle 57. 
-, gegliederte 197. 
Scheibenkuppel 395. 
Schencksche Zerreißmaschi-

ne, Übungsaufgabe 76. 

Sachregister 

Schiefer Rahmenspant 417. 
SchlaffeGegendiagonalen 235. 
Schleusentor, Übungsaufgabe 

204. 
Schlink 380, 395. 
Schlußlinie beim Seileck 105. 
- des Kraftecks 13. 
Schnitt 107, 335. 
-, Kräfte auf einer Seite 

107, 334. 
Schnittverfahren, ebenes 

Fachwerk 224. 
-, Raumfachwerk 387. 
Schrägliegender Balken 114, 

154. 
Schraubenfeder 350. 
Schwimmeranschluß, Beispiel 

322. 
Seileck 78. 
- und statisches Moment 

83. 
Sechsstäbeanschluß, Berech

nung mit Projektionen 
327. 

-, - mit Symmetrie und 
Gegensymmetrie 328. 

- eines Körpers 317. 
Sessellehne, "Übungsaufgabe 

358. 
Siebengelenkträger 205. 
Sign!J-lspannvorrichtung, 

Übungsaufgabe 156. 
Sonderfälle beim Dreistaban

schluß der Ebene 29. 
- -im Raum 44. 
beim Mehrstabanschluß 
im Raum 45. 
beim Zweistabanschluß 
27. 

Spannrollentrieb, Übungs
aufgabe 74. 

Sprengwerk, Einflußlinien 
282. 

-, Gemischtbauweise 244. 
Stabbeanspruchungen auf 

Zug und Druck 19. 
Stäbe und Balken 243. 
Stabiles Gleichgewicht 94. 
Stabilitätsforderung bei 

Fachwerken 215, 390. 
Stabkraft 19. 
- und Stablänge, Beziehun

gen 25, 321. 
Stabverbindungen, verschie

dene im Raum 406. 
-, - in der Ebene 246. 
-, zweier ebener Scheiben 

141. 
- - Körperteile 336. 
Stabvertauschung, ebene 

Fachwerke 213, 229. 
-, räumliche Fachwerke 

378, 388. 
Stabzahl, ebenes Fachwerk 

207, 217. 

Stabzahl, Raumfachwerk376, 
381. 

Statik, ihre Aufgabe 1. 
Statisch bestimmtes Fach

werk 207. 
- Grundsystem 251,406, 
411. 
unbestimmt 27. 
unbestimmter Balken 99. 
- ebener Rahmen, Bei
spiel 252. 
- räumlicher Rahmen 
409. 
unbestimmtes Raumfach
werk 408. 
unbestimmte Tragwerke 
247. 

Statisches Moment (vgl. Mo
ment) 49 u. a. 

Steife Knotenanschlüsse im 
Raum 408. 

- - in der Ebene 253. 
Steifigkeit von Raumwerken 
Sternwelle 367. [407. 
Stützung eines Drehkrans 341. 

eines Körpers durch La
ger 336. 

- eines Meßinstrumentes 
342. 

Stützungsstäbe der Ebene 
102. 

- im Raum 316. 
- und Lager 332. 
Stützlinie 188. 
-, schiefer Rahmenspant 

421, 425. 
Symmetrie und Gegensym

metrie beim Dreigelenk
hogen 171. 
- - beim Sechsstäbe
anschluß 327. 
- - im Raum 351. 
- - in der Ebene 171. 

Symmetrische unbestimmte 
Rahmen 253, 411, 414. 

- und gegensymmetrische 
Belastung bei ebenen 
Balken, Beispiel 149. 

System aus Balken und Stä
ben 242. 

Temperatureinfluß 29, 341. 
Tischplatte, gestützte 319. 
Tragkonstruktion mit schie-

fem Stützüngsstab, 
"Übungsbeispiel 356. 

Tragwerke, unbestim~te 246. 
Transmissionswelle, Übungs

beispiel 345. 
Torsionsmoment 334, 343. 

Unbestimmter ebener Rah
men, Berechnung 252. 
- - , räumlich belastet 
409, 413. 



Unbestimmtes System, Zu
rückführung auf be
stimmtes 249, 365, 409. 

Übungsaufgaben über ebene 
Fachwerke 238. 
- - Gemischtsysteme 
254. 

-Rahmen 174. 
- Gelenkträger 197. 
- gestützte ebene Sy-
steme 89, 149. 
- Kräfte an demselben 
Punkt in der Ebene 15, 
30. 
- - - -im Raum 45. 
- räumlieh belastete 
Balken 345. 
- - -Rahmen 353. 
über räumliehe Fach
werke 394. 
- Gemischtsysteme 415. 
- zerstreute Kräfte im 
Raum 314. 

zerstreut liegende 
Kräfte in der Ebene 70. 

Vektor 1. 
- des Kräftepaares 291. 
Vektoreck 293. 
Ventil, Übungsaufgabe .75. 
Verdrehungsmoment 334. 
Verfahren der zugeordneten 

ebenen Abbildung 305. 
V erladeanlage, Fachwerk 227. 
-, - Übungsbeispiel 257. 
-, Gemischtbauweise 261. 
Verladebrücke, Übungsbei

spiel 263. 
Verschiebung einer Kraft in 

eigener !Jrüe 4. 
- - parallel zu sich 
selbst 58. 

Sachregister 

Verschiebung eines Kräfte
paares in der Ebene 54. 

Verschwinden des Drehmo
mentes 50. 

Verstellritzelwelle 367. 
Verwandlung von Kräfte

paaren 54. 
Vorzeichen der Beanspru

chungsgrößen 105, 344. 
- der Komponenten 8. 

Waagebalken 96. 
Waagrechte Belastung 131. 
Wagenbremse, Übungsauf-

gabe 76. 
Walze, mit Gewichten be· 

lastet, Übungsaufgabe 'iO. 
Walzensystem, Übungsauf

gabe 72. 
Wärmespannung 341. 
Welle, Lagerungsmöglich-

keiten 97. 
- mit Rad 57. 
- mit Scheibe 57. 
Wendepunkt der Biegelinie 

120. 
Wiegmannträger 228. 
Windmühlengerüst, Übungs· 

aufgabe 314. 

Zerlegung einer Kraft in 
Kräfte durch denselben 
Punkt 6, 41. 
- - in lotrechte Kom· 
ponenten 6, 36. 
- - in parallele Kräfte 
69, 85. 
eines Kräftepaares 294. 
eines räumlichen Momen· 
tes 295, 297. 
und Gleichgewicht in der 
Ebene 14, 85. 
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Zerreißmaschine, Übungsauf
gabe 76. 

Zerstreute Kräfte im Raum 
299. 

- - in der Ebene 61, 78. 
ZugeordneteebeneAbbildung 

305. 
Zusammenfügung von Bal

kenteilen durch Stäbe 141, 
335. 

Zusammenhängende Bela-
stung 115. 

Zusammenhang zwischen 
Biegemoment und Biege
linie 118. 
- Biegungsmoment und 
Querkraft 111. 
- Stützungsstäben und 
Lagern 102, 332. 

Zusammensetzung paralleler 
Kräfte 69, 82. 
von Kraft und Kräfte
paar 59. 
- Kräften im Raum an 
demselben Punkt 35, 37. 
- - in der Ebene an 
demselben Punkt 8, 13. 
von Kräftepaaren im 
Raum 293, 294. 
- - in der Ebene 55. 
zerstreuter Kräfte im 
Raum 299. 

- --in der Ebene 61, 78. 
Zweistabanschluß, verschie

dene Berechnungsverfah
ren 20 u. f.• 

-, Sonderfälle 27 u. f. 
Zylindergelenk 366. 
Zylinderlager 336. 
Zurückführung des statisch 

unbestimmten Systems 
auf ein statisch be
stimmtes 249, 365, 409. 
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