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Vorwort.

Es wird hiufig die Ansicht vertreten, dall Baustatik ein Wissensgebiet sei, das
derzeit schon als véllig durchforscht und abgeschlossen angesehen werden kdnne,
weshalb auch fiir die praktische Anwendung keine wesentlichen Verbesserungen und
Fortschritte mehr zu erwarten wéiren. Diese Anschauung ist jedoch grundsétzlich
abzulehnen und wird auch durch das laufende Schrifttum stdndig widerlegt. Bei dem
gegenwirtig in allen Zweigen der Technik herrschenden Bestreben, die Leistungs-
fihigkeit der einzelnen Betriebe durch eine straffe und zielbewufite Organisation
standig zu steigern, erscheint es dringend notwendig, auch die Berechnungsmethoden
der Baustatik und die zugehorigen Hilfsmittel immer zweckméBiger zu gestalten,
um so die Biiroarbeiten auch bei der Behandlung schwieriger Konstruktionen auf ein
MindestmaB einschrinken zu kénnen.

Diesem Zwecke soll das vorliegende Buch in erster Linie dienen. Bei seinem
Gesamtaufbau und seiner Gliederung war der Verfasser daher von dem Bestreben
geleitet, vor allem den Wiinschen der praktisch tétigen Ingenieure und Statiker
gerecht zu werden, deren Ziel in der Regel eine méglichst rasche Losung der gestellten
Aufgaben sein wird. Gleichzeitig sind aber auch die Bediirfnisse der Studierenden
weitgehendst beriicksichtigt, denen eine anschauliche, wirklichkeitsnahe Darstellung
der erforderlichen theoretischen Grundlagen in sinnvoller Verbindung mit der prak-
tischen Anwendung und den zugehérigen Hilfsmitteln stets willkommen sein wird.

Der gesamte Inhalt des Buches ist in drei Teile gegliedert, um die Benutzung
vor allem als Hand- und Hilfsbuch zu erleichtern und iiberall eine gute Ubersicht
zu erzielen. Im ersten Teil, der dem Text gewidmet ist, werden in sechs Abschnitten
die mit der Ausgestaltung und Weiterentwicklung des bekannten ,,Drehwinkel-
verfahrens® zusammenhingenden Fragen von Grund auf eingehend behandelt und
fiir die verschiedensten Tragwerksgattungen mit und ohne Vouten gebrauchsfertige
Gleichungen in einfacher und zweckméfBiger Schreibweise aufgestellt, wobei stets
auf eine strenge Unterscheidung zwischen Tragwerksformen mit ,,verschieblichen‘
und ,,unverschieblichen‘* Knotenpunkten besonderer Wert gelegt wird.

Der EinfluB der Querschnittsverinderlichkeit, namentlich der Stabendver-
stirkungen (Vouten), wird in augenfilliger Weise unter den iiblichen Voraussetzungen
auch zahlenmiBig vollstindig klargestellt. Gleichzeitig wurden, einem in Fachkreisen
oft geduBerten Wunsch entsprechend, ausfiihrliche und bequeme Hilfsmittel in einer
solchen Ausstattung geschaffen, daB sie dem Statiker die rechnerische Erfassung
der Voutenwirkung ohne nennenswerten Mehraufwand an Arbeit gestatten und dazu
beitragen, die betrichtlichen konstruktiven und wirtschaftlichen Vorteile zu er-
schlieen, die sich aus einer giinstigen Anordnung solcher Schrigen bei vielen
Rahmentragwerken erzielen lassen. Es kann auf diese Weise in der Regel auch eine
bedeutende Stahlersparnis erreicht werden.

Weiter wird in einem eigenen Abschnitt die Ermittlung der EinfluBlinien an
statisch unbestimmten Tragsystemen ausfiihrlich dargelegt, wobei wiederum be-
sonderes Augenmerk auf die Beriicksichtigung der Voutenwirkung gerichtet ist.
Die vorgeschlagenen Berechnungsverfahren gestatten unter gleichzeitiger Ver-
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wendung der im dritten Teil des Buches enthaltenen Zahlen- und Kurventafeln
eine wesentliche Vereinfachung in der zahlenmifBigen Bestimmung der EinfluB3-
linien fir Rahmentragwerke mit geraden oder parabolischen Vouten.

Die Wirkung von gleichméfBigen und ungleichméBigen Temperaturdnderungen
an statisch unbestimmten Tragwerken, sowie ihre rechnerische Erfassung wird in
einem solchen Umfange erldutert, wie es fiir das Verstindnis dieses Problems not-
wendig und fiir die praktische Anwendung wiinschenswert erscheint.

Im Hinblick auf die groBe Bedeutung, die den Durchlauftrigern mit Auflager-
verstirkungen im Bauwesen zukommt, wird diese Tragerform mit allen Sonder-
fillen im Anschlufl an die Abschnitte iiber Rahmentragwerke einer eingehenden
Behandlung unterzogen. Die praktische Berechnung dieser Tragerart fiir die ver-
schiedensten Belastungsfille, sowie die Ermittlung der EinfluBlinien wird mit Hilfe
der im dritten Teil zusammengestellten Zahlen- und Kurventafeln bedeutend er-
leichtert.

Da die Auflosung linearer Gleichungssysteme bei der zahlenméaBigen Berechnung
von Rahmentragwerken eine grofe Rolle spielt, war es notwendig, auch dieser
Frage einen angemessenen Raum zur Verfiigung zu stellen und einige Rechenvor-
schriften fiir die abgekiirzten Auflésungsverfahren in einer solchen Form auszu-
arbeiten, daB der Rechnungsgang auch von weniger Geiibten leicht iiberblickt
werden kann. Es schien zu diesem Zwecke eine bildméBige Darstellung des Auf-
l6sungsvorganges am besten geeignet.

Der zweite Teil des Buches enthilt 20 Zahlenbeispiele von Tragwerken aus dem
Hoch- und Briickenbau, die die praktische Anwendung der im ersten Teil beschriebe-
nen Verfahren unter Benutzung der im dritten Teil des Buches enthaltenen Hilfs-
tafeln zeigen und auch in der ganzen Art der zahlenméifigen Durchfithrung als
Musterbeispiele aufzufassen sind. Da ein grofler Teil von diesen Beispielen sowohl
mit, als auch ohne Vouten berechnet worden ist, so kann der EinfluB der Stabend-
verstirkungen auf die Momentenverteilung bei verschiedenen Tragwerksformen
zahlenméaBig verglichen und damit auch in seinen wirtschaftlichen Auswirkungen
viel besser beurteilt werden.

Im dritten Teil des Buches sind sédmtliche Hilfstafeln vereinigt. Es stehen
54 Zahlen- und Kurventafeln auf insgesamt 88 Buchseiten zur Verfiigung. Sie ermog-
lichen eine einfache Umgehung zeitraubender und langwieriger Zahlenrechnungen
und konnen so zu einer fithlbaren Entlastung der im Biiro titigen Ingenieure bei-
tragen. Die meisten Tafeln erscheinen gleichzeitig als Zahlen- und Kurventafeln,
um die Vorteile beider Darstellungsarten zu erreichen und dem Benutzer beim
Gebrauch stets freie Wahl zu lassen.

So moge denn das Buch, dessen Erscheinen in eine wahrhaft groBe Zeit fallt,
nicht nur den bereits berufstitigen Statikern und Ingenieuren bei der Erfiillung
ihrer oft schwierigen und verantwortungsreichen Aufgaben ein willkommener Helfer
und Berater sein, sondern auch zu einer gediegenen fachlichen Ausbildung und
Erziehung unseres Ingenieurnachwuchses beitragen.

Allen, die an der Vollendung des Werkes Anteil haben, insbesondere meinen
beiden ehemaligen Konstrukteuren Dipl.-Ing. B. PiiscueL, Dipl.-Ing. K. Hora und
meinem derzeitigen Konstrukteur Dr.-Ing. G. SIMACEK fiir seine wertvolle Mithilfe
beim Lesen der Korrekturen, spreche ich an dieser Stelle meinen herzlichen Dank aus.

Weiters danke ich der ,,Deutschen Gesellschaft der Wissenschaften und Kiinste
in Prag, die durch ihre Unterstiitzung die Fertigstellung der umfangreichen Arbeit
gefordert hat, und schlieBlich dem Verlag fiir die Beriicksichtigung aller Sonder-
wiinsche bei der Drucklegung und fiir die tiberaus sorgféltige Ausstattung des Buches.

Prag, im Juni 1940. R. Gurpan.
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Erster Teil.

Erster Abschnitt.
Rahmentragwerke ohne Vouten.

I. Rechnungsgrundlagen fiir das ,,Drehwinkelverfahren“.

1. Die Beziehungen zwischen den Forménderungsgréfien
des Rahmenstabes.

Die Bezeichnung ,,Drehwinkelverfahren‘ ist in den Kreisen der Statiker iiberall
geldufig und soll deshalb auch hier beibehalten werden, obwohl dieser Ausdruck
nicht ganz zutreffend ist, da als Rechnungsunbe- z
kannte neben Drehwinkeln hédufig auch Verschie- @ ®
bungsgroffen Verwendung finden. i ey

In Abb. 1 ist ein Rahmenstab mit den beiden ]
anschlieBenden Knotenpunkten 1 und 2 vor 3 *
und nach der Verformung zur Darstellung ge-
bracht. Dabei wurde der allgemeine Fall voraus-
gesetzt, daB die Stabenden infolge der &ufleren G
Belastung des Tragwerkes sowohl Verdrehungen
als auch Verschiebungen erleiden. Alle Form-
dnderungsgroBen sind in Abb. 1 unter Beriicksichtigung der im folgenden Kapi-
tel angegebenen Vorzeichenregeln stark verzerrt eingetragen. Es bedeuten:

+02

+yY
4ty 9,

Abb. 1.
Drehwinkel und VerschiebungsgroBen.

@, bzw. @, ... die Winkel, um welche die Knotenpunkte 1 bzw. 2 verdreht werden
(,,Knotendrehwinkel ),

Y ooeiien den Winkel, um den sich die Stabsehne verdreht (,,Stabdrehwinkel ),

7, bzw. 7, ... die Winkel, welche die Endtangenten an die Biegelinie mit der Stab-
sehne einschliefen (,,Endtangentenwinkel),

0, bzw. d, ... die wahren Werte der senkrecht zur urspriinglichen Lage der Stab-

achse gemessenen Verschiebungen der Stabenden 1 bzw. 2 (,,wirk-
liche Verschiebungen),

A = §; — d,.. die gegenseitige Verschiebung der beiden Stabenden senkrecht zur
Stabachse (,,gegenseitige Verschiebung).

Der Stabdrehwinkel y ist nach Abb. 1 gegeben durch die Beziehung

Y|
tgy =T M
oder wegen der Kleinheit des Winkels auch durch
Yi|
Y= (2)

wobei [ die Stablinge bedeutet. Setzt man an Stelle der ,,gegenseitigen‘ Stabend-
verschiebung A die ,,wirklichen’* Verschiebungen d;, und d,, so erhilt man
6;—0
= AT 3)

Guldan, Rahmentragwerke. 1



2 Rechnungsgrundlagen firr das ,,Drehwinkelverfahren‘.

Weiter ergeben sich aus Abb. 1 noch folgende Beziehungen:

=@ T Y T =@ Y. (4)
Fiir alle Fille, wo ¢ = 0 wird, d. h. wo die Stabsehne nur parallel zu sich selbst
verschoben wird, sind die Endtangentenwinkel 7, und 7, mit den entsprechenden
Knotendrehwinkeln ¢, und ¢, identisch. Tiir den Sonderfall y = 0 wird also aus (4)

Ty = @15 Teg= Pa. (4a)

2. Vorzeichenregeln fiir Stabendmomente und Forménderungsgrifien.

Fir die Aufstellung von Beziehungen zwischen den ForménderungsgréBen und
Momenten ist es notwendig, diese Werte nicht nur der Grifle, sondern auch der

@ Richtung nach eindeutig festlegen zu konnen. Die
P zu diesem Zwecke festzusetzenden Vorzeichenregeln
- r sollen so beschaffen sein, daf sich die zahlenméBige

Rechnung moglichst einfach und iibersichtlich ge-
staltet und der haufige Wechsel der Vorzeichen in
) = ® den verschiedenen Gleichungsansitzen vermieden
wird. Es werden daher ein fiir allemal folgende
Annahmen getroffen (Abb. 1 und 2a, b, ¢):

1. Die Knotendrehwinkel sind positiv, wenn die
Verdrehung #m Uhrzeigersinn erfolgt.

2. Die Stabdrehwinkel sind positiv, wenn die
Verdrehung entgegen dem Uhrzeigersinn erfolgt.

3. Die Momente am herausgeschnittenen Stabe
sind positiv, wenn sie im Uhrzeigersinn drehen.

4. Die Momente am herausgeschnittenen Knoten
sind positiv, wenn sie entgegen dem Uhrzeigersinn
drehen.

5. Die ,,gegenseitigen’‘ Stabendverschiebungen A
sind positiv, wenn sie positive Stabdrehwinkel er-
zeugen, d. h. wenn der Stab entgegen dem Uhr-
zeigersinn verdreht wird.

6. Die ,,wirklichen'* Stabendverschiebungen sind
positiv, wenn sie von oben nach unten oder von links nach rechts erfolgen.

7. Die Momente werden in den Abbildungen stets an der Zugseife angetragen.

Abb. 2a, b, c.

3. Gleichungsansiitze fiir die Stabendmomente.

Die Stabendmomente oder StabanschluBmomente sind von den Forménderungs-
groBen und der dulleren Belastung abhiingig. Die Ableitung dieser Beziehungen
kann in anschaulicher Weise mit Hilfe der MoHRschen Sitze erfolgen. Dies wird
im zweiten Abschnitt, III, 1 und 2 fiir den ganz allgemeinen Fall eines Stabes mit
verinderlichen Trigheitsmomenten ausfithrlich dargelegt. Dort ergeben sich schlieB-
lich als Sonderfall die bekannten vereinfachten Ausdriicke [siehe Gl. (98)] fiir einen
Stab 1—2 mit gleichbleibendem Trigheitsmoment:

4EJ J E
M,y,= 2 2? P2 + 6ZJ'P+§m1,2

4EJ 2EJ 6EJ 5)
My .= 7 Q2 + I o1+ l""'l"f”im%l-

Hierin bedeuten M, , und M, , die Stabendmomente bei 1 bzw. 2, E die Dehnungs-
zahl, J das Trigheitsmoment des Stabquerschnittes und I die Stablinge.




Gleichungsansitze fir die Stabendmomente. 3

Fiihrt man zur weiteren Vereinfachung der Gleichung die Bezeichnung

b= 287 (6)

ein, wobei der Wert k kiinftig als Steifigkeitszahl oder Stabfestwert bezeichnet werden
soll, so erscheinen die Gl. (5) in der gebrduchlicheren Form

M, =k2@, + s+ 3y) +M,.
My =k 2@y + @ +39) + My,

Die statische Bedeutung der Glieder IR, , bzw. IR, ;, die lediglich von der unmittelbar
auf den betrachteten Stab einwirkenden duBeren Belastung abhingen, ergibt sich,
wenn man in den vorstehen- 7

den Ausdriicken ¢, = 0, T T T s

@, =0 und yp =0 setzt.

@

Man hat es dann mit einem a) /t\ —~
beiderseits vollkommen ein- _( ).,. n, M, ?
gespannten Tréger zu tun . 0
und es wird fiir diesen L
Sonderfall nach Gl. (7) o, w7 a) b) Hs
My =My, (8) +< )—
M 2,1 Emz. 1 b é
d.h. die Werte I, , und By, M
M,.,, die man am besten ; \_-_/‘ \:,_/
als ,,Stabbelastungsglieder* Abb. 32 und b, Abb. 4a und b.
bezeichnet, sind identisch Vorzeichen der Stabbelastungsglieder .

mit den Einspannmomen-

ten fiir den vollkommen eingespannt gedachten Stab. Daraus ergibt sich, daB
diese ,,Stabbelastungsglieder auch derselben Vorzeichenregel unterliegen wie die
StabanschluBmomente.

Es ist also z. B. fiir einen von oben belasteten, liegenden Stab (Abb. 3a) das
Stabbelastungsglied Myngs negativ (weil dieses Einspannmoment am heraus-
geschnittenen Stab entgegen dem Uhrzeigersinn dreht), wihrend M eents positiv ist
(weil es dort im Uhrzeigersinn dreht). Fir einen liegenden Stab, der von wunten
belastet wird (Abb. 3b), ergibt sich wmgekehrt My positiv und Myeents negativ.

Wird ein stehender Stab von links belastet (Abb. 4a), so wird Mynien negativ
(weil dieses Einspannmoment am herausgeschnittenen Stab entgegen dem Uhr-
zeigersinn dreht) und Mype, positiv. Ist der Stab von rechis belastet (Abb. 4b), so
tritt wieder das Umgekehrte ein.

In den Hilfstafeln 2 bis 4 sind gebrauchsfertige Formeln zur zahlenmifigen Er-
mittlung der IN-Werte fiir die wichtigsten Belastungsfille enthalten.

Der spiter ofter gebrauchte Ansatz fiir die Summe der beiden AnschluBmomente
eines Stabes ergibt sich unmittelbar aus (7), und zwar ist

Mo+ Moy =3k (py + @2 +29) +Iy,5 + My, 4. 9)
Benutzt man als Unbekannte an Stelle des Stabdrehwinkels  nach (2) die
».gegenseitige' Stabendverschiebung 4, so lauten die Gl. (7) bzw. (9)

34
M1,2:k<2‘i’1 + @, +—l )+9}E1,2
(10}
34
M2,1:k<2% + ¢ ‘f‘”l )“Hmz.r

1*



Rahmentragwerke mit unverschieblichen Knotenpunkten.

24
AM1.2+M2,1:37"<‘P1 + @, +T> + My, + My, 1. (11)

In vielen Fillen ist es zweckméiBiger, an Stelle von y nach (3) die ,,wirklichen*
Stabendverschiebungen ¢, und J, einzufithren. Dann nehmen die vorstehenden
Gleichungen folgende Form an:

3
M1,2:k[2‘p1+% —(‘”’ %). + M.
3.(5,—8,) (10a)
le"-k[Q%‘f‘ +— ]+§D221
M12+M21—3kl¢1+%+‘(* )}—}—9)?12—{—93?21 (11a)

II. Rahmentragwerke mit unverschieblichen Knotenpunkten.

1. Aligemeines.

Der Momentenverlauf eines Tragwerkes fiir einen gegebenen Belastungsfall ist
bestimmt, wenn simtliche Stabendmomente bekannt sind. Die Stabendmomente
koénnen aber aus den GI. (7) erst dann berechnet werden, wenn die Knoten- und

® ® @ N6
%) . ﬁ ﬂ
Abb. 5. Abb. 6. Abb. 7 Abb. 8.
@
® ® @ ®© 4
* @, 7,8,9 @
P4, 5,6 Py, 5,6,7
@ @ o ® ®
Abb. 9. Abb. 10. Abb. 11.
@ 4 @ A 72
@ © @ ® ® Ps.e, zmrz®
® © — ® ® ®
5 N
l l l I o—2 4@
® ® @ ® @, @), J©
Abb. 12. Abb. 13.
|
® ® ® Abb. 14. ® Abb. 15.
Bei unsymmetrischer Bel.: Bei unsymmetr. Bel.:
P1v P25 Psy Pas P5s P> P15 P2y P35
bei symmetrischer Bel.: bei symmetrischer Bel. :
P15 Pas P15
@»7 @ bei antimetrischer Bel.: @ [ @ bei antimetrischer Bel.:
. @ 77 P15 Poy Par Pse o 7 P15 P3.

Abb. 5 bis 15. ,,Unverschiebliche* Tragwerke.



Allgemeines. 5

Stabdrehwinkel ermittelt sind. Die @
eigentlichen Unbekannten der Rech- @ e ® -
nung sind zunichst daher diejenigen = P B3 7 H o
GroBen, durch welche die Verformung P = » H G
eines Tragwerkes vollkommen bestimmt ' [ E 2 2 E
ist. Es sind dies allgemein entweder FrrE FMAII M
die Knotendrehwinkel ¢ und die Stab- ® ' @ ® ) @
drehwinkel y oder die Knotendreh- Abb. 16 und 17. Silorahmen.
winkel ¢ und die Verschiebungen §
bzw. A. @ l@
!
@ @l @ @ | "
4 @ @
(2]
@ { @ sa w7
@ ® @
Abb. 18. Abb. 19. Abb. 20.
Bei unsymmetr. Bel.: @,, @), ¥;;  Bei unsymmetr. Bel.: g5, @4, ¢3', 4;;  Beiunsymm. Bel.: ¢y, @5, @3, @3', ¥1, ¥
,, Ssymmetr. b 1 P ,, Symmetr. » o P ,, symmetr. ,, @, @35
,» antimetr. 5 - Py Yy ,, antimetr. » L @3, 0 41, .y antimetr. ,, :@,, @3, ¥y, Yo

! ® (‘;3
i ¥ ® @ ® @/ \@
4,

® ® @ ° L
T 2
@ I18SSIRSRNERNSESI HI[IH@
@ INERIREENINEARRARAI @ @

®

)

124
2 4
7‘;, kA
s © © 5 5 B 5 T B
2
| ® ® ©
Abb. 21. Abb. 22. Abb. 23.
Bei unsymmetrischer Belastung: Bei unsymmetrischer Belastung: Bei unsymmetrischer Belastung:
@3, P> Ps'> Pss P5's Vs Vo @3, Py P35’ Pss Pos 55 A1, das @35 Pae P’y Psy o P55 A1, da;
bei symmetrischer Belastung: bei symmetrischer Belastung: bei symmetrischer Belastung:
D3> P55 P35 P55 Pz, P55
bei antimetrischer Belastung: bei antimetrischer Belastung: bei antimetrischer Belastung:
P3, Pus Pss V1> Yoo @3, Pas Pss Pes A1y o @3> Pay Psy Foy A1y Ay
1 12

® e o

Y

7

@ A 7 kd 7 7

@ @ @ @ @)

Abb. 24. Bei unsymmetr. Belastung: ¢z, @4, ¢4, @5 4,5  Abb. 25. Bei unsymm. Bel.: @3, 94,94, @5’ @5, @5, ¥y, Y23
,» symmetrischer ,, @3 @4 »» Symmetr. ,, : @, @4 53
antimetrischer ,, D @5 @y A1 ,, antimetr. ,, : @ @4, 5, ¥y, Yo

®

S}

@\

”»

Abb. 18 bis 25. Symmetrische Tragwerke, die nur bei symmetrischer Belastung ,,unverschieblich sind.



6 Rahmentragwerke mit unverschieblichen Knotenpunkten.

Bei Tragwerken, deren Knotenpunkte durch die duBere Belastung nur Ver-
drehungen, aber keine Verschiebungen erleiden, kénnen auch keine Stabdrehwinkel
in Erscheinung treten, weshalb sich die Behandlung derartiger Systeme besonders
einfach gestaltet.

Es ist also immer zuerst festzustellen, ob bei einem Tragwerk verschiebliche
Knotenpunkte vorhanden sind, bzw. wieviel unbekannte Stabdrehwinkel insgesamt
zu bestimmen sind. Ein besonderes Kennzeichen fiir solche Tragwerke, deren Knoten-

punkte bei jeder beliebigen Belastung un- |

verschieblich bleiben, besteht darin, daf ® ® ® ® ®
. |
! /2
® ® ® | @ ® ® y:
' @
| » T 7 3 %
5 ’
T 9 9o © s | A
® i & o ® @ @
Abb. 26. Abb. 27.
Bei unsymmetrischer Belastung: ¢y, ¢, @3, @5, @, @',  Bei unsymmetrischer Belastung: ¢,, o3, 94, 95’ 92’ @5,
P4y P55 Ve ‘Pa/, ‘Ps/’ q’d’x Y1 611 621 03, 64; P P15 ‘Pe” '7’5,: Y1 Yo oy, 62: 63;
bei symmetrischer Belastung: ¢;, @,, @3, ¢4, @5, 6, 015 02} bei symmetrischer Belastung: ¢,, @3, @5, @, 0, 0,3
,» antimetrischer  ,, @y, s, @5, Py, @5, Py Y15 01, O ,» antimetrischer ;@ @y, @3, @y, @5, Pes Pr, Y1, Y 01
! 5 ! 4
1
— l" ! {
¥2 I !
®f | [
® @ =11 |
3 .
® ©® ® T
4 % I
! .
|
7 w7 i 7 L 77 :
® @ @ ® @
Abb. 28. Abb. 29.
Bei unsymmetrischer Belastung: o3, ¢4, ©s5 ® 7, s Bei unsymmetrischer Belastung: ¢;, ¢4, 5, @5, 04, @5,
3’y @'y P> P75 01y Y1y Y3 by, O, 033
bei symmetrischer Belastung : 3,94, ¢, 7, 01; bei symmetrischer Belastung: @3, @4, @5, d;;
,, antimetrischer ' : @, P4, Ps; Poy P1y Pay V10 Voo ,» antimetrischer » L @3, P4 @5 Oy, O

Abb. 26 bis 29. Symmetrische Tragwerke, die auch bei symmetrischer Belastung ,,verschieblich* sind.

sie auch dann noch stabil bleiben, wenn simtliche steifen Stabanschliisse durch
Gelenke ersetzt werden. Als Beispiele dafiir sind in den Abb. 5 bis 15 eine Anzahl
solcher Tragwerkstypen zusammengestellt und die jeweils auftretenden unbekannten
Knotendrehwinkel besonders vermerkt.

Es gibt ferner noch eine ganze Reihe von symmetrischen Tragwerksarten, die
zwar an sich zu den Systemen mit verschieblichen Knotenpunkten zu rechnen sind,
die aber bei symmetrischer Belastung keine Knotenverschiebungen erfahren. In den
Abb. 18 bis 25 sind einige Vertreter solcher Systeme dargestellt, wobei die bei
unsymmelrischer, symmetrischer und antimetrischer Belastung jeweils auftretenden
Unbekannten getrennt angefiihrt sind.

Eine Ausnahme stellen die in den Abb. 26 bis 29 ersichtlichen Tragwerkstypen
dar, bei welchen trotz symmetrischer Ausbildung und symmetrischer Belastung
Knotenpunktverschiebungen auftreten.



Knotengleichungen fiir unverschiebliche Tragwerke. 7

2. Knotengleichungen fiir unverschiebliche Tragwerke.

Da bei derartigen Tragwerken keine Stabdrehwinkel ¢ vorkommen, so brauchen
nur so viele Gleichungen aufgestellt werden, als unbekannte Knotendrehwinkel vor-
handen sind. Diese Gleichungen fithren die Bezeichnung ,,Knotengleichungen' und
sollen hier in allgemeiner Form aufgestellt werden.

Man denke sich aus irgendeinem unverschieblichen Rahmentragwerk einen
Knotenpunkt % mit vier anschlieBenden, beliebig belasteten Stiben wund den
benachbarten Knotenpunkten 1 bis 4 herausgezeichnet (Abb. 30). In dieser Skizze
sind auch die Steifigkeitszahlen k der einzelnen Rahmen-

stdbe, und zwar jeweils in der Stabmitte, eingetragen. &/

Mit 9 = 0 lauten die Ansatze fiir die Stabanschluf3- Fns
momente im Knotenpunkt % nach (7) mit den hier ge- @' X ®
wihlten Bezeichnungen: . r—""’——'—

%0
Myy=Fkp1 (2@ + 1) +May s
Mn,zzkn,z(‘?(pn + @2) + M, s (12)
Mn,3:kn,3(2(pn +‘p3)‘|"9}2n,3 @
My s=kna@2@u+ @) + My g Abb- 30.

Die sog. Knotengleichung stellt nun die Bedingung dar, daBl die Summe der in einem
Knotenpunkt angreifenden Momente gleich Null ist. Durch Summieren der Aus-
driicke (12) erhédlt man somit:

i=4 i=4 i=4 i=4
DM, =0=0,.2 ky; +2 by i i + 2 Mo s (13)
=1 i=1 =1 i=1

Fiir den ganz allgemeinen Fall, dafl beliebig viele Stdbe in den Knoten n einmiinden
und dort auch Kragarmmomente M, iibertragen werden, kann diese Bedingung
folgendermaBlen geschrieben werden:

P22 T i+ 2 o i+ 2 M+ S M= 0. (14)

Diese Gleichung kann fiir jeden Knotenpunkt des Tragwerkes verwendet werden.
Man erhilt auf diese Weise ein lineares Gleichungssystem mit so vielen Gleichungen,
als unbekannte Knotendrehwinkel vorhanden sind. Ordnet man die Gleichungen
nach den Unbekannten tabellarisch, so kommen die Beiwerte von ¢, in die von
links nach rechts fallende Diagonale zu stehen. Sie sollen daher als ,,Diagonalglieder
mit dem Buchstaben ,,d*“ bezeichnet werden.

Weiter soll fiir die nur von der &uBeren Belastung abhingigen Glieder der
Gl. (14), also fiir die Summe der ,,Stabbelastungsglieder IR, ;, einschlieBlich der
etwa vorhandenen Kragarmmomente M;, die Bezeichnung ,, Knotenbelastungsglied‘
eingefithrt und dafiir der Buchstabe ,,s° gesetzt werden. Damit lautet die Knoten-
gleichung (14) in einfacher Schreibweise

dy@n +2kn,i(pi +8,=0. (15)
Darin bedeuten also dy=2k,., (16)
Sn= XMy + X My a7

?
oder, wenn keine Kragarmmomente vorhanden sind, einfach

8u =2 My ;. (17a)

i
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Das Diagonalglied d,, fiir einen Knotenpunkt » ist somit gleich der doppelten Summe
der Steifigkeitszahlen £ aller in diesem Knotenpunkt steif angeschlossenen Stébe.

Die Gl. (15) enthilt auBer dem Diagonalglied d,, ¢, und dem Absolutglied s,, all-
gemein noch so viele Glieder %, ; ¢;, als steife Stabanschliisse im Knotenpunkt »
vorhanden sind. Diese Glieder stellen jeweils das Produkt dar aus dem Drehwinkel
eines benachbarten Knotenpunktes und dem Steifigkeitswert des Verbindungsstabes.

Die zahlenmiBige Aufstellung der Knotengleichungen kann nun unmittelbar
durch wiederholte Anwendung der Gl. (15) vorgenommen werden. Es ist hierbei
vorteilhaft, vorher alle k-Werte, die am besten tabellarisch ermittelt werden, in eine
besondere Tragwerksskizze einzuschreiben, die kiinftig kurz ,, Bevwertskizze* genannt
werden soll.

Werden die Gleichungen in Form einer Tabelle angeschrieben, so erzielt man
damit nicht nur eine sehr gute Ubersicht, sondern es ergibt sich auch sofort eine
leichte Kontrolle der meisten Glieder des gesamten Gleichungssystems. Dieses er-
scheint ndmlich symmetrisch in bezug auf die von links nach rechts fallende Diagonale
der Gleichungstabelle. Dadurch treten etwaige Schreibfehler sofort in Erscheinung.
Allerdings kénnen auf diese Weise weder die Diagonalglieder ,,d*, noch die Knoten-
belastungsglieder ,,s* iiberpriift werden, weshalb sie von vornherein mit groferer
Sorgfalt einzutragen sind.

Nach Auflésung des so erhaltenen Gleichungssystems kann dann wiederum an
Hand der Beiwertskizze die Ermittlung der Stabendmomente nach den allgemeinen
Gl. (7) vorgenommen werden. Hierzu werden auch die IR-Glieder bendétigt, die
bereits am Beginn der Rechnung bei der Ermittlung der s-Werte verwendet worden
sind.

3. Beriicksichtigung gelenkiger Stabanschliisse.

Ist in irgendeinem Knotenpunkt ein Stab gelenkig angeschlossen (Abb. 31), so
sind fiir diese Stelle zwei Knotendrehwinkel zu ermitteln und damit auch zwes
Knotengleichungen aufzustellen. Es handelt sich dann gewissermafen um zwei von-
einander unabhingige Knotenpunkte, fiir welche die zugehorigen Diagonalglieder ge-

trennt zu bestimmen sind. Es wird also z. B. mit den
Ol Bezeichnungen der Abb. 31, wo sich unmittelbar links
s vom Knotenpunkt = ein Gelenk »' befindet,

% Stab (2) ein, wihrend im Knotenpunkt n die Stiabe (1),
(3) und (4) zusammentretfen. In dhnlicher Weise sind
auch die zugehérigen Knotenbelastungsglieder zu bilden.
Es wire also hier nach (17a)
sn, = Smn’,z; Sn = EIRn,l + My, s "}"E)Rnul-

Die Knotengleichungen fiir die beiden Punkte »’ und » wiirden somit nach (15)
in ausfithrlicher Schreibweise lauten:

fir n': d,) @, + k@ +5, =0,

fir n: d,@, + k@, + ks @s + kypy + 5, = 0.

Die Symmetrie der tabellarisch aufgestellten Gleichungen wird auch bei Beriick-

sichtigung der gelenkigen Stabanschliisse nicht gestort.

@l® % ® dy = 2ky; d, =2k, + ks + k).
_‘}/ ' Es miindet ndmlich in den Knotenpunkt »' nur der
)

ol

Abb. 31.

4, Beschreibung des Rechnungsganges.

Der praktische Vorgang bei der Berechnung von Rahmentragwerken mit un-
verschieblichen Knotenpunkten ist, kurz zusammengefal3t, folgender:
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1. Feststellung der Tragwerksabmessungen, also der Stablingen und Quer-
schnittsgroBen.

2. Berechnung der Querschnitt-Trégheitsmomente J (fiir Rechtecksquerschnitte
nach Tafel 1) und der Festwerte & fiir simtliche Stébe.

3. Herstellung der ,,Beiwertskizze*.

4. Berechnung der ,,Diagonalglieder* d nach (16).

5. Ermittlung der ,,Stabbelastungsglieder It fiir die einzelnen Belastungsfille
(nach Tafel 2 bis 4) und der , Knotenbelastungsglieder* s nach (17) bzw. (17a).

6. Aufstellung der Gleichungstabelle nach (15) unter Benutzung der Beiwert-
skizze, wobei mit dem Anschreiben aller Glieder d und s begonnen werden
kann.

7. Auflésung der Gleichungen nach Muster I oder II (siehe sechsten Abschnitt).

8. Berechnung der Stabendmomente nach den Gl. (7) unter Zuhilfenahme der
Beiwertskizze.

Sehr haufig sind nun die Tragwerke fiir verschiedene Belastungsfille, z. B.
Eigengewicht, Nutzlast, Erddruck, Wind, Temperatur usw., gefrennt zu behandeln,
um das ungiinstigste Zusammenwirken der einzelnen Belastungen besser erfassen
zu kénnen. Da aber in den Gleichungen eine Belastungsénderung nur in den Absolut-
gliedern zum Ausdruck kommt, wihrend der iibrige Teil des Gleichungssystems un-
verindert bleibt, so wird bei Beriicksichtigung mehrerer Belastungsfille immer nur
die letzte Spalte der Gleichungstabelle, welche die s-Werte enthélt, betroffen. Es
kann somit der groBte Teil der Arbeit bei der Auflssung der Gleichungen fiir alle
Belastungsfille gemeinsam durchgefiihrt werden.

5. Tabellarische Aufstellung der Gleichungen.

Die Gestalt des zu behandelnden Tragwerkes ist aus der Beiwertskizze Abb. 32
ersichtlich, in der alle k-Werte eingetragen sind. Wegen voller Einspannung in den

Punkten 1 bis 5 und 10 bis 13

sind dort die entsprechenden gz ‘@“ @4
Knotendrehwinkel ¢ =0 und 4
es bleiben als Unbekannte nur % I Ky Fr
@e> Pr> Py, P librig. Um die zu % X P ®

ihrer Bestimmung erforderli- . © & @ % © & ®
chen wvier Knotengleichungen .
aufstellen zu kénnen, sind vor- H k2 ks *
her die entsprechenden d-Glie-

der dg,d,, dg,dgnach (16)und die 8 25 3 ’@3

zugehorigen s-Glieder sg, s;, Sg,
sgnach (17a) zu ermitteln, also

Abb. 32. Beiwertskizze.

de=2.(ky + ks + k¢ + ko) Se =Z_'i’ﬁe=9ﬁe,1 +Me.5 +Mg.» +Me.10
dy =2 . (ky + kg + Jb7 + ky) 87 =2 M,
dg= 2. (ks + kq + kg + kyy) sg =2 My

d9:2-(4+k8+k12)

89 :2%9-

Wenn verschiedene Belastungsfille B, B® usw. getrennt behandelt werden sollen,
so sind auch die s-Glieder fiir diese Fille getrennt zu ermitteln.

Sodann kann durch wiederholte Anwendung der Knotengleichung (15)
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die Aufstellung der Gleichungen erfolgen. Man erhilt:

de s + ke @ +8=0
dy @7 + ks @ + kr s + 8, =0
ds@s + by s + k@ + 855 =0
dy @y + ks @s +8 =0
Das Anschreiben dieser Gleichungen kann aber auch sofort tabellarisch, nach

den Unbekannten geordnet, vorgenommen werden, wobei die Belastungsfille B,
B® usw. nur in den letzten Spalten in Erscheinung treten (siehe Gleichungstabelle1).

Gleichungstabelle 1.

Ps Pq s 9o | BY | B® | usw.
% de ke Sg — —
‘P; _)I“’e d; k, Sz - —
Ps ks dg 1 ke Sg - —
Py ks ! dy Sy - -

6. Bemerkungen iiber die Verwendung der Stabfestwerte k.

Werden die Stabfestwerte k* = E?i in wahrer Grofe in die Rechnung ein-
gefiihrt, so ergeben sich nicht nur die Momente, sondern auch die Forménderungs-
werte in wahrer Gr6Be. Werden nun sidmtliche k-Zahlen mit dem z-fachen Wert

in Rechnung gesetzt, so erhilt man simtliche Formanderungsgréfen %-fach ver-

zerrt, wihrend die Stabendmomente wiederum in wahrer GroBe erscheinen.
Davon wird man bei der Rechnung immer Gebrauch machen, um allzu grofle
Zahlenwerte in den Gleichungen zu vermeiden. Wenn aber auch die wahren Werte
der ForménderungsgroBen fir ein Rahmentragwerk zu ermitteln sind, so braucht
man nur die unter Einfiihrung der z-fach verzerrten k-Zahlen erhaltenen Werte der
Unbekannten wieder zu entzerren. Beispielsweise geiten dann folgende Beziehungen,
wenn die mit * bezeichneten GréBen die wahren Werte und die gleichnamigen, aber

ohne *, die %-fach verzerrten Werte bedeuten:

pF=g@.2 A¥ =4 .z ,
pE=wyp.z 0t =194.z (18)
Wihlt man als Verzerrungsfaktor

1
=S mT, (19)

und fiir J, beispielsweise 0,001 m*, so wird

1000

=35 (20)

und es ergeben sich die fiir die Rechnung zu verwendenden, verzerrten Steifigkeits-

zahlen %k mit
2K 1000
—— ek j— e
k=k*.2= ! 2E

oder einfach
k= 1000, (21)
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wobei J in m? und 7 in m einzufiihren sind. Die k-Zahlen konnen fiir die praktische
Berechnung auf drei giiltige Ziffern abgerundet werden, ohne damit der Genauigkeit
merklich zu schaden. Zur Erleichterung der rechnerischen Ermittlung der k-Werte

kann fiir Rechtecksquerschnitte die Zahlentafel 1 benutzt werden.

III. Rahmentragwerke mit verschieblichen Knotenpunkten.

1. Allgemeines.

Bei vielen Tragwerken treten infolge der Belastung nicht nur Kwnofenver-
drehungen, sondern auch Knotenverschiebungen auf. In solchen Fallen sind aufler

I

4
Y Iy
o171 a
f oy ‘ ]
i ] \ {
L |
\
.' @L &
77 D P, Py Ai 4 4 4
@ o ® ® O g4
Abb. 33. Abb. 34. Abb. 35.
9 ® ® ® ®
Zﬁ Z“u 1,./;_
fl l1 []
4 ’b_ AI.[I Af! # Prss Yr
Tl » 1
| 1 , ,
\ \ \ @ ©)
\ \ \ Abb. 37,
Lid jz JW ® ® ®
® @ @
Py, 5.6, 41 v
Abb. 36.
® ® ©__ s
= ® 2, "
@ 4 ®
P3,4,5,64r- ”@” 7%’ Vé/?
@ > P4.5,6,7,8,9, ¥5, 2.
® Abb. 39.
Abb. 38. ® ®
@
%]
4,
® ® ORS O
® ©® ®
4 %
4y
L 7 . i
7 7;77 77 @ @ @
® @ Prssr88% (D Puss189m ¥ ¥, 0
Abb. 40, Abb. 41.

Abb. 33 bis 41. ,,Verschiebliche* unsymmetrische Tragwerke.
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den Knotendrehwinkeln ¢ auch Knotenverschiebungen ¢ bzw. die ,gegenseitigen‘
Stabendverschiebungen 4 oder die sog. Stabdrehwinkel ¢ als FormanderungsgroBen
zu bestimmen.

Abb. 42,

5 ®
@ @
i
ag

©)

® ®
6) @) o
l Jy %',5.7.8,5,/0,11,41-
7 / / @
® Z 5
Abb. 46,
| ] F
® @ 5 * Z
Ps, 58,501, 12.19,m,41.
Abb. 47.

Abb. 42 bis 47. Tragwerke mit Dreieckstabziigen.

Es wird sich also zuerst immer
darum handeln, bei einem vor-
liegenden Tragwerk festzustellen,
welche Knotenpunkte verschieb-
lich sind und wie viele verschie-
dene Stabdrehwinkel ¢ dadurch
insgesamt erzeugt werden. All-
gemein kann man sagen, daf} stets
so viele voneinander unabhéngige
Stabdrehwinkel v bzw. ,,gegen-
seitige’ Stabendverschiebungen
auftreten, als gedachte Lager in
den Knotenpunkten notwendig
wiéren, um das gesamte Tragwerk
,,unverschieblich’ zu machen.

Um eine bessere Ubersicht
tiber diese Tragwerksarten zu er-
halten und auch eine raschere
Beurteilung des zu erwartenden
Umfanges der zahlenméaBigen
Berechnung zu ermdglichen, er-
scheint es zweckméifig, eine Ein-
teilung in verschiedene Gruppen
nach besonderen Merkmalen vor-
zunehmen. Man kann demnach
unterscheiden :

1. Symmetrische Tragwerke,
und zwar:

a) solche, deren Knotenpunkte
bei symmetrischer Belastung un-
verschieblich, bei unsymmetri-
scher Belastung aber verschieb-
Lich sind (Abb. 18 bis 25, 42, 43,
45), und

b) solche, die auch bei sym-
metrischer Belastung Knoten-
punktsverschiebungen erfahren
(Abb. 26 bis 29).

2. Unsymmetrische Tragwerke
(Abb. 33 bis 41).

Diese beiden Hauptgruppen
koénnen eine weitere Unterteilung
erfahren in:

A. Tragwerke mit Dreieck-
stabziigen (Abb. 42 bis 47),

B. Tragwerke mit lotrecht und waagrecht verschieblichen Knotenpunkten

(Abb. 26, 27, 28, 41),

C. Tragwerke mit gebrochenen Stabziigen oder beliebig geneigten Stében

(Abb. 48 bis 51).
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Bei der zahlenmiBigen Berechnung von unsymmetrisch belasteten, aber sym-
metrisch ausgebildeten Tragwerken kann die Anwendung des Verfahrens der ,,Be-
lastungs-Umordnung’ (BU.-Verfahren) zu bedeutenden Vereinfachungen fiihren
(siehe Kapitel III, 5 dieses
Abschnittes). Danach wird die ® ®
gegebene unsymmetrische Be-
lastung durch eine symmetri-
sche und eine antimetrische
ersetzt und die Berechnung fiir
beide Belastungsarten getrennt
durchgefiihrt. Auf diese Weise
kann die Anzahl der gemein-
sam zu bestimmenden Unbe-
kannten betrichtlich herab-
gesetzt werden. Um dariiber @
einen Uberblick zu gewinnen,
ist bei den einzelnen Abbildun-
gen stets die Anzahl der Un-
bekannten vermerkt, die bei ®
den in Betracht kommenden
Belastungsfillen auftreten.

Bei Tragwerken mit Dres- ©)
eckstabziigen (Abb. 42 bis 47)
ist zu beachten, daB bei einer
Parallelverschiebung eines Sta-
bes stets 4 =0 und damit >4
auch y =0 ist. So werden @ @ o ®
z. B. bei dem in Abb. 52 Abb. 50. Abb. 51.
%i;%?::}lll\:zﬁkeirr;gZZEk Dlilie- Abb. 48 bis 51. Tragwerke mit, gig(;lllenen Stabziligen oder geneigten
eckseifen gleich Null, ob-
wohl die Knotenpunkte 3, 4, 5 bei der Verformung Verschiebungen erleiden.
Fir die Behandlung der in der Gruppe C zusammengefaten Rahmentragwerke

bringt die Verwendung des Drehwinkelverfahrens in der 5

Regel keine Vorteile mit sich. Es sind némlich héiufig G

mehr Forminderungsgréfien zu bestimmen, als statisch Za N
iiberzdhlige GroBen vorhanden sind. AuBerdem sind o AN
auch Verschiebungspliine zu zeichnen, so daBes insolchen @2~ \\@
Fillen oft zweckméBiger sein wird, auf die Verwendung grlll__ N o1
des Drehwinkelverfahrens iiberhaupt zu verzichten und 7 ! |
auf die Elastizitdtsgleichungen zuriickzugreifen, wenn ! /
nicht fiir die einfacheren Rahmenformen die in den 7L P3.0.5,9 /
verschiedenen Handbiichern enthaltenen fertigen For- (@ 77,@
meln Verwendung finden konnen. Abb. 52. )

2. Aufstellung der Bedingungsgleichungen.

Es sind hier zwei Arten von Bedingungsgleichungen zu unterscheiden, die im
folgenden getrennt voneinander behandelt werden. Die erste Art ist bereits bekannt.
Es sind dies die sog. Knotengleichungen, deren Anzahl immer genau so groB ist, als
unbekannte Knotendrehwinkel ¢ vorhanden sind. Wenn nun aber noch r unbe-
kannte Stabdrehwinkel ¢ oder VerschiebungsgréBen ¢ bzw. A dazukommen, so sind
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auch noch r unabhéngige Gleichungen aufzustellen, die als Verschiebungsgleichungen
bezeichnet werden sollen.

Zur Aufstellung dieser beiden Gleichungsgruppen wird man am besten wieder
gebrauchsfertige Mustergleichungen verwenden, deren Herleitung am einfachsten
aus den allgemeinen statischen Gleichgewichtsbedingungen erfolgt.

Knotengleichungen. Hier kann derselbe Weg eingeschlagen werden wie bei den
Systemen mit unverschieblichen Knotenpunkten. Abb. 53 stellt einen Knoten n
dar, der mit vier Stiben und den benachbarten Knoten 1, 2, 3, 4 aus einem Rahmen-

tragwerk herausgeschnitten zu denken ist. Unter der Vor-
10 aussetzung, dafl bei allen vier Stidben Stabdrehwinkel
auftreten, lauten die Ausdriicke fiir die Stabendmomente

(77;'3 ®, am Knotenpunkt n nach den Gl. (7) unter Beachtung der
- T in der Abb. 53 gewihlten Bezeichnung:
K, My =ln1 2@ + @1+ 39n1) +Wp s
@ __. Mo =1l 2¢n + @+ 3Yp,2) +My,» (22)
@ Mn.ii:kn,3(2(pn +<Pa+31/’n.a)+§mn.3
e M= kns @@n + @4+ 39n0) + Do

Die bereits bekannte Bedingung 3'M = 0 fiir den Knotenpunkt n ergibt durch
Summieren der Ausdriicke (22):

=4 t=4 =4 i7=4 1=4
. Y .
t=1 =1 =1 i=1 =1

Treffen im Knotenpunkt » beliebig viele Stibe zusammen und werden auBerdem
dort auch angreifende Kragarmmomente M, in Betracht gezogen, so nimmt die
Gl (23) folgende Form an:

Pn- 22 kn s+ Dk, i+ 23 b, i s S My M =0, (24)

Zur Vereinfachung der Schreibweise kann wieder dhnlich wie bei Gl. (15) gesetzt
werden :
fiir den Beiwert des Diagonalgliedes

dn = 24.’_\7]‘7% i (25)
fiir das Knotenbelastungsglied
Sn= M, + 2", (26)
B
bzw., wenn keine Kragarmmomente vorhanden sind, einfach
8= M, ;. (262)
B
Damit lautet die Gl. (24)
K2 T

Vergleicht man nun diese fiir Tragwerke mit verschieblichen Knotenpunkten
geltende Gl. (27) mit der fiir unverschiebliche Tragwerke aufgestellten Gl. (15), so

ergibt sich, daB hier nur die Glieder ;‘3 ky,; ¥y, ; hinzukommen, wihrend alle

1
iibrigen Bestandteile in der gleichen Form wie bei (15) in Erscheinung treten. Die
dort gegebenen Erlauterungen haben daher auch hier volle Giiltigkeit.
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Fithrt man in der Rechnung an Stelle der Stabdrehwinkel ¢ die ,,gegenseitigen‘
Stabendverschiebungen A ein, so lautet die Knotengleichung (27), wenn nach (2)

Ay, .
Yo =7 und weiter Sk, -
: Skni _f (28)
bn, i
gesetzt wird:
(2 (2

In der Knotengleichung ergeben sich somit stets so viele Glieder von der Form

3k, W, bzw. k, ;A,.; als in den betrachteten Knotenpunkt Stibe mit Stab-
drehwinkeln y bzw. mit ,,gegenseitigen‘ Stabendverschiebungen A einmiinden.

Verschiebungsgleichungen. Zur gemeinsamen Bestimmung der unbekannten
Forméanderungsgréfien ¢ und  bzw. ¢ und 4 sind noch so viele sog. Verschiebungs-
gleichungen aufzustellen, als im Tragwerk insgesamt ,gegenseitige Stabend-
verschiebungen A oder Stabdrehwinkel y als Unbekannte vorkommen.

Denkt man sich durch das Tragwerk einen beliebigen Schnitt gefiihrt, an den
Trennungsstellen die Schnittkrifte M, N, ) angebracht, so kénnen die bekannten

statischen Gleichgewichtsbedingungen 'H = 0 bzw. 'V = 0 fiir den abgetrennten
Tragwerksteil aufgestellt werden. Wenn hierbei die Schnittkrifte M, N, @ als
Funktion der Forménderungsgréfien ¢ und ¢ bzw. ¢ und 4 ausgedriickt werden,
so erhidlt man eine brauchbare Bedingungsgleichung. Sie bringt also stets zum
Ausdruck, daB die Projektion aller auf den abgetrennten oder iibrigen Trag-
werksteil einwirkenden Kréifte auf eine beliebige Richtung gleich Null sein
muB.

Durch passende Wahl dieser Schnittfiihrung an verschiedenen Stellen des Trag-
werkes gewinnt man eine Reihe von unabhingigen linearen Gleichungen, die in
der Regel zusammen mit den Knotengleichungen ausreichen, um sémtliche unbe-
kannte Forminderungsgroflen gemeinsam zu ermitteln.

Es ist allerdings fiir die ,,Verschiebungsgleichungen im Gegensatze zu den
Knotengleichungen nicht moglich, eine einfache, gebrauchsfertige Form zu
finden, die fiir alle Arten von Tragwerken Giiltigkeit besitzt. Dennoch gelingt es
aber, solche ,,Verschiebungsgleichungen‘‘ wenigstens fiir einzelne Tragwerksarten
(z. B. Stockwerksrahmen, Vierendeeltriger usw.) ein fiir allemal aufzustellen und
so die Berechnung immerhin noch betréchtlich zu erleichtern. Dies soll nun im
folgenden fiir verschiedene Tragwerksformen, die im Hochbau besonders hiufig
vorkommen, durchgefiihrt werden.

3. Der beliebig belastete Stockwerksrahmen mit lotrechten,
geschoBweise gleich langen Stiindern.

Es konnen hier auch ungleiche Feldweiten und Stockwerkshohen sowie eine
beliebige Zahl der Felder und Stockwerke vorausgesetzt werden. Abb. 54 zeigt
einen Vertreter dieser Rahmengruppe. Ein Teil des Rahmentragwerkes ist mit
seiner Verformung in gréBerem MaBstabe in Abb. 55 herausgezeichnet. Es ist leicht
einzusehen, dafl unter Vernachlassigung der Forménderung durch die Langskrifte
die oberen Enden simtlicher Stiele ein und desselben Stockwerkes gegeniiber den
unteren Enden durchwegs die gleiche ,,gegenseitige” Verschiebung A4 in waag-
rechter Richtung erleiden, wihrend die Stabsehnen der einzelnen Riegel parallel
zur urspriinglichen Stabachse bleiben. Es erscheinen also im gesamten Tragwerk
nur so viele verschiedene Stabdrehwinkel y, als Stockwerke vorhanden sind.
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a) Bedingungsgleichungen.

Knotengleichungen: Fiir den vorliegenden Fall lautet die allgemeine Knoten-
gleichung (27) in ausfiihrlicher Schreibweise

dy @n +2kn,i(pi+3kﬂw,u+3kﬂ+11/)ll+1+sn:0' (30)

Es treten also hier jeweils hochstens zwei y-Glieder auf, und zwar beziehen sich
3 ky yuund 3 ky 41 9, 11 auf die in den betrachteten Knoten n einmiindenden Siulen
des darunter- bzw. dariiberliegenden Stockwerkes.
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= Abb. 55.
E 1 Tragwerksteil mit Verformung.
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ke ks bz Abb. 57.
Abb. 56. Abgetrennter Tragwerksteil mit Schnittkriften.

In den Gleichungen fiir jene Knoten des Tragwerkes, wo nur je eine Siule ein-
miindet, z. B. in den obersten Knoten des Tragwerkes, erscheint auch nur ein
p-Glied.

Wendet man die Knotengleichung (30) beispielsweise fiir den Knoten (8) des
in Abb. 54 bzw. 55 dargestellten Stockwerksrahmens an, so erhilt man mit den
dort ersichtlichen Bezeichnungen:

dy g + kq @7 + kg g + ko 13 + 3 k39 + 3 kpp, +85=0.

Verschiebungsgleichungen. Es sind also noch so viele unabhingige Bedingungs-
gleichungen aufzustellen, als unbekannte Stabdrehwinkel auftreten, d. h. als Stock-
werke vorhanden sind. Man denke sich zu diesem Zwecke durch jedes Stockwerk
an den obersten Sdulenenden einen waagrechten Schnitt gefiihrt und die Schnitt-
krifte M, N, @ angebracht. Fiir den abgetrennten Tragwerksteil kann sodann

jeweils die statische Gleichgewichtsbedingung >'H = 0 aufgestellt werden. Dies
soll fiir den in Abb. 56 dargestellten beliebig belasteten Stockwerksrahmen fiir ein
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Stockwerk durchgefiihrt werden. In Abb. 57 ist der oberhalb des Schnittes s—s
befindliche Tragwerksteil mit allen auf ihn einwirkenden &uBeren Kriften ein-
schlieBlich der Schnittkréifte, die dort nur symbolisch angedeutet sind, gesondert
herausgezeichnet. Die Bedingung 3 H = 0 kann nun fiir diesen Rahmenteil allge-
mein in folgender Form geschrieben werden:

2P+ +20=0, (31)
darin bedeuten:
2P die Summe der waagrechten Projektionen aller auf den abgetrennten

Tragwerksteil, also oberhalb der gedachten Schnittstelle einwirkenden
duBeren Einzellasten,

2q ... die Summe aller in waagrechter Richtung oberhalb der Schnittstelle
wirkenden Streckenlasten,
2Q......... die Summe der an den Schnittstellen iibertragenen Querkréfte.

Uber den Richtungssinn dieser Krifte P, ¢ und @ sei ein fiir allemal festgesetzt,
daB die von links nach rechts gerichteten Krifte positiv | 2+ | in die Rechnung ein-
zufiithren sind.

Die Glieder '@ stimmen zahlenméBig mit den Auflagerdriicken 3’4 iiberein,
wenn man die Schnittstellen am obersten Ende der Séulen annimmt. Sie setzen
sich aus zwet Beitrdgen zusammen, und zwar:

1. aus den Auflagerdriicken ¥ der freiaufliegend w-rf

My M,
t |
gedachten Stiabe infolge der auf sie direkt einwirken- P e
den &dufleren Lasten (Abb. 58a), X 9
2. aus den durch die Stabendmomente M, (Moment ~ ~
am oberen Siulenende) und M, (Moment am wunte- *

8
ren Sdulenende) hervorgerufenen Anteilen M, + M, '

(Abb. 58b). a) b)
Abb. 58a und b.

My

Es ist also:
S M,+M
2o=Ya=yy et T (32)
Damit lautet die Gl. (31)
. 7 M M,
2P+ Y+ Yup Yt g (33)

oder, da voraussetzungsgemif} sdmtliche Sdulen eines Stockwerkes dieselbe Lange [
aufweisen,

(YP+Ng+ M) .0+ N M, +M,)=0. (34)

Man kann nun den Ausdruck ¥ (M, + M,) nach (9) mit den hier gewahlten
Bezeichnungen als Funktion der Forménderungsgréflen und der Stabbelastungs-
glieder ausdriicken und erhilt

DM+ My=3kp,+ 3k, + X6kyp + VM, +M,).  (35)

Hierin bedeuten ¢, bzw. ¢, die Knotendrehwinkel des am ,,0beren’ bzw. ,,unteren‘
Sdulenende gelegenen Knotenpunktes. Fiihrt man diesen Ausdruck in (34) ein,
so ergibt sich:

D3k, + Y 3ke, + Y 6kyp+ (NP + Mg+ MU I+ XM, +M,)=0. (36)

Setzt man fiir den Beiwert von g, der in der Gleichungstabelle in die Diagonale
zu stehen kommt, die sinngeméifie Bezeichnung D, (= Diagonalglied des Stock-
werkes u), ferner fiir die Summe aller von der dufleren Belastung abhéngigen Glieder

Guldan, Rahmentragwerke. 2
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den Buchstaben S, (= Belastungsglied des Stockwerkes u), so erhdlt man die Ver-
schiebungsgleichung fiir ein beliebiges Stockwerk in zweckmaéBiger Schreibweise

E3k¢u+23k¢a+Du¢u+Su=0- (37)
u u
Dabei ist
D, =6k, (38)
M

d. h. gleich der sechsfachen Summe der Steifigkeitszahlen simtlicher Siulen des
betrachteten Stockwerkes, und

8,= (2P +Ng+ %) .1, + XM, +M,). (39)
u "

Das S-Glied enthilt somit die Summe aller oberhalb des betrachteten Stock-
werkes waagrecht wirkenden Krifte P und g sowie die oberen Auflagerdriicke
p aller freigelagert gedachten Saulen dieses Stockwerkes
> [ == T], multipliziert mit der Stockwerkshohe J,, und
auBerdem die Summe der oberen und unteren Stab-
belastungsglieder (M, 4 M,,) dieser Saulen. Die Vor-
zeichen der Auflagerdriicke % stimmen immer mit
dem Vorzeichen der Krifte iiberein, aus welchen sie
gebildet werden.

Bei der zahlenméBigen Bestimmung der S,-Glieder
ergeben sich oft Vereinfachungen. Wirken z. B. nur
lotrechte Krifte auf das Tragwerk ein, so ist S, = 0;
wirken waagrechte Knotenlasten, so wird einfach

[

—

¥
k=6
K3
®
1=350m

®
d ®
®

*
Yo 0
127

© ®
5
®

77, ke e ks 5
Abb. 59. Belastungs- und Beiwertskizze. Sy =1 _> P usw.

Die ¢@-Glieder treten paarweise fiir jede Séaule
in der Form 3 k¢, und 3 k¢, auf. Thre Zahl ist somit gleich der Anzahl der in
dem Dbetrachteten Stockwerk auftretenden unbekannten Drehwinkel ¢, und ¢,.

Durch die Benutzung der gebrauchsfertigen Gl. (37) unter Zuhilfenahme einer
Beiwertskizze werden viele Zwischenrechnungen entbehrlich und das Anschreiben
der Gleichungstabelle gestaltet sich sehr einfach.

AnschlieBend sei die zahlenmiBige Anwendung der Gl. (37) fiir das vorletzte
GeschoB eines Stockwerksrahmens gezeigt. In Abb. 59 ist die Belastung mit den
erforderlichen Beiwerten dargestellt. Es ist also nach (38)

D,=63k=6(4+5+6-+3)=108.
n
Weiter ist nach (39)
8, =1, 3 P=350(4+2) =2l
Damit wird nach (37)

129 + 15¢10 + 18¢y; + 9¢1s + 12¢15 + 15¢14 + 18915 + 916 + 108y, 421 =0.
In derselben Weise wire bei allen iibrigen Stockwerken zu verfahren.

b) Gleichungstabelle fiir einen unsymmetrischen, dreistieligen, zwei-
stockigen Rahmen.

In Abb. 60 ist die Beiwertskizze des Rahmentragwerkes dargestellt. Der Gang
der Rechnung ist im wesentlichen derselbe wie bei unverschieblichen Tragwerken.

Fiir den vorliegenden Rahmen sind als Unbekannte die sechs Knotendreh-
winkel ¢, bis g und zwei Stabdrehwinkel ¢; und y, gemeinsam zu ermitteln. Dem-
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gemiB werden fiir die Aufstellung der entsprechenden Rahmengleichungen folgende
Werte zu ermitteln sein:
fiir die Knotengleichungen: d, bis dy nach (25) und s, bis sy nach (26);

fir die Verschiebungsgleichungen: D;, D, nach (38) und §;, S, nach (39).

Damit kang unter Zuhilfenahme der 'Beiwertskizze @ % ® 1 @
die tabellarische Aufstellung der Gleichungen vor-
genommen werden. Man benutzt dazu die all-
gemeine Form der Knotengleichung (30): ve|#% Hr Y
% G x
dn‘l)n'}“zkn,ifpi+3ky'/’u+3ky+1w;4+1+sn:0 ® * ~ ©®
(]
und die Verschiebungsgleichung (37): “lm & &
23]‘7‘Pu+23k%+Du"/’u +8,=0. b 72, 7
“ u ® ) @
(Siehe Gleichungstabelle 2.) Abb. 60. Beiwertskizze.
Gleichungstabelle 2.
s Ps | P @7 Ps Po ¥ ¥a B
P d, ky ’ ke 3k, | 3k 54
Ps k, ds 5 k, 3k, _3 k, S5
P ky 6 L kg 3 ks 3 kg Se
] kg - d, kq 3 kg 87
P8 k, kq dg kwA 3k, Sg
Py | ks 10 dy 3 kg So
" 3k, | 3k, | 3k D, S,
Vs 3k, | 3k, | 3ky | 3ke | 3k, | 3k, D, S,
¢) Tabellarische Aufstellung: der Gleichungen fiir symmetrische

Tragwerke.

Bei symmetrisch ausgebildeten und symmetrisch belasteten Tragwerken er-
geben sich betrichtliche Vereinfachungen in der rechnerischen Behandlung. Es sind
dabei zwei Fille zu unterscheiden:

OO

@H[HHI lHH[H@

1. Die Symmetrale des Tragwerkes
enthdlt Knotenpunkie.

Beidem in Abb. 61 dargestellten, 1 6 l
symmetrisch belasteten Rahmen @I —
treten als Unbekannte nur die Kno-
tendrehwinkel ¢;, @; und ¢, auf,
da infolge der festen Einspannung

Jiananss

@ k‘.lllllll!_z

A5
@mnkz:'uan%@

s

NN

\
I

11

I
®
Gleichungstabelle 3. BV

)’
P 7

O O &

Abb. 61. Tragwerk mit ,, Knoten- Abb. 62. Beiwertskizze.

symmetrale‘.

2%
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der SéulenfiiBe ¢, = @, = ¢," = 0, ferner wegen der symmetrischen Verformung
auch @; = @s=@3=0 und ebenso y; =y, = ;=10 sind. Aus Symmetrie-
grinden muB weiter ¢;' = — @5, ¢;' = —@; und ¢, = —¢@, sein. Der Rahmen
ist somit fiir symmetrische Belastung genau so zu berechnen wie der in Abb. 62
samt den Stabfestwerten k dargestellte Rahmen, der in den Punkten 4, 6 und 8
fest eingespannt ist. Es sind also hier nur drei Knotengleichungen nach (15) anzu-
schreiben (siehe Gleichungstabelle 3).

2. Die Symmetrale des Tragwerkes geht durch die Feldmitte.

Einen solchen Fall zeigt Abb. 63, in welcher auch die Stabfestwerte k eingetragen
sind. Auch hier treten bei symmetrischer Belastung keine Stabdrehwinkel auf.
Als Unbekannte sind nur die Knotendrehwinkel g, ¢4, @5, ¢ zu bestimmen. Wegen
der angenommenen festen Einspannung der Séulenfiile ist ¢, = @, = @," = ¢," = 0.

Ferner ergibt sich wegen der symmetrischen

® ® l l @ ® V?rformung o4 = —g, und %' = — s Es
T T wiirde also z. B. die Knotengleichung fiir den
s s Punkt 4 nach (15) lauten:
5 (3 ’
dy @y + ks @s + kg @y + ks @5 + 5, =0.
6) HIIIHII]I{HHITHHT ® - @ b @ Da nun @) = — @y, 80 kann die vorstehen'de
4 % Gleichung auch in folgender Form geschrie-
% % ben werden:
2
(dy— kg) @y + ks @5 + kg g + 8, = 0.
7. . Ju »» Es wird also das Diagonalglied d fiir jeden
© @ @ ©  der Symmetrale zunichst gelegenen Knoten-
Abb. 63. Tragwerk mit ,,Feldsymmetrale*. punkt um den Stabfestwert k jenes Stabes

vermindert, der zum symmetrisch gelegenen

Knotenpunkt fithrt. Es ist daher zweckméB8ig, fiir diesen verkleinerten Wert des Dia-
gonalgliedes die Bezeichnung d' einzufithren. Also z. B. d,' = d, — k, oder allgemein
fir einen Stab zwischen zwei

Gleichungstabelle 4. symmetrischen Knotenpunkten

T s o0 | 9 Pe B n—n' mit der Steifigkeitszahl k,,, .-

3 dy ky ks 83 do' = dn—kp.n- (40)
k d.’ k s Damit kann wieder nach (15)

o1 >t : ! die Aufstellung der Gleichungs-
Ps ks d; k- 55 tabelle 4 vorgenommen werden.
95 | kg k, dg 6 Dabei bedeutet also nach (40)

df =dy—ky und dg' =dg—ks.

Bei symmetrischen Tragwerken ist somit immer darauf zu achten, ob die

Symmetrieachse durch Knotenpunkte oder durch die Feldmitte verlauft (vgl.
Zahlenbeispiel Nr. 4).

4. Der beliebig belastete, nur waagrecht verschiebliche Stockwerks-
rahmen mit lotrechten, ungleich langen Stéindern.

Solche Tragwerke kommen bei Tribiinenbauten, bei Stiegenhdusern, Dach-
bauten usw. vor. Einen Vertreter dieser Art zeigt ganz allgemein Abb. 64. Ein
Teil dieses Rahmengebildes ist in Abb. 65 mit der zu erwartenden Verformung
vergrofert dargestellt. Daraus ist ersichtlich, dafl die oberen Sidulenenden ein
und desselben Stockwerkes stets um das gleiche Stiick 4 gegeniiber den unteren
Sdulenenden verschoben werden. Die Stabsehnen der Riegel verschieben sich bei
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der Verformung nur parallel zur urspriinglichen Lage. Es sind also auch hier die
Stabdrehwinkel der Riegel gleich Null.

Durch die VerschiebungsgroBle A der Sdulen eines Stockwerkes sind die Stab-
drehwinkel sdmtlicher Saulen dieses Stockwerkes bestimmt. Mit den Bezeichnungen
der Abb. 65 ist daher z. B. im untersten GeschoB:

4 A4 A a4
%=——l;‘; w2=,—:; w3=l—3‘; ’/’":7,71' (41)
4
o . © )
&) X8 1
@/\\@ 4 // \\‘ \‘\‘%\ @
- |
e —& © o W e "1
\
le— \
TSN 2
@/ @~ RN ‘ =
‘\\\ N _L/f |‘\\
9] S \Hw © \
@\V\ \ S il
3 \
\
717 7. 2 7. , ] 4
O © 6 ® ® @ ®
Abb. 64. Abb. 65. Tragwerksteil mit Verformung.

Es erscheint somit hier zweckméBiger, an Stelle der ungleichen Stabdrehwinkel y
die Verschiebung A als Unbekannte zu wihlen. Damit wird erreicht, daBl auller
den Knotendrehwinkeln ¢ nur noch so viele 4-Werte zu bestimmen sind, als Stock-
werke vorhanden sind. Die Aufstellung der Rahmengleichungen
erfolgt dhnlich wie friiher.

4

-

a) Bedingungsgleichungen. \ ]
Knotengleichungen. Durch Einfiihren der Beziehungen (41) in die g P S
Knotengleichung (30) erhilt man wieder in vereinfachter Schreibweise \ ®

1

\
\

;%\.-

dn¢n+2k7z.i¢i+E/‘A/4+Ey+1A,u+l+sn:0, (42)
B

=

\‘ Q
C 3]0,4 7 _ 3](7[4—{-1 \
wobei k, = i und k, 1= i1’ (43)
ferner 4, und 4, die den iibereinanderliegenden Stockwerken W Abb. 66

bzw. (u + 1) zugeordneten VerschiebungsgréBien bedeuten (Abb. 66).

Verschiebungsgleichungen. Die Auswertung der Bedingung J'H =0 fiir
irgendein Stockwerk u ergibt unter Beachtung, daB hier die Siulenlingen I ver-
schieden sind, folgende Mustergleichung [vgl. auch (37)]:

215%+2:75%+Du4u+5'u=0? ‘4
u n
hierin bedeuten: -
P é‘.{z, Di=2 3%, (45)
"
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Su=2'P+Yq+u+ 3 =TTy (46)

u u
die 3 beziehen sich auf alle Sdulen des betrachteten Stockwerkes u. Die Bedeutung
w
der Glieder P, g, A und M,, M, ist dieselbe wie in (39).

Die Anwendung dieser Gleichung lifit sich am besten an einem Zahlenbeispiel
zeigen. In Abb. 67 ist ein ZweigeschoBrahmen mit der vorhandenen waagrechten

®

gt @/ @
(42) § #r-60|(hr-36) d
%~40\(%-40) ky=50}(%g=379 I

ot O
% ®

s @) S ke80|(#2-40) &
5 kl"i'; {kl-d") ! ](,_40 [f,-gﬂ) *

© B

Abb. 67. Belastungs- und Beiwertskizze.

Belastung und den erforderlichen k-Werten dargestellt. Die Saulen sind bei 1,
2, 3 fest eingespannt. Es wiren die Verschiebungsgleichungen fiir beide Stockwerke
anzuschreiben. Nach (43) ist

b= =383 b= =60 k=" =40;
- 3.40 - 3.60 - 3.50
ko= 5o =40 B=—p o =36; k=" 0% =375
\’\ \ r/ \‘I
’ ka4 e d 772
Abb. 68. Abb. 69. Abb. 70.

Diese k-Werte sind ebenfalls in Abb. 67, und zwar

als Klammerwerte eingetragen Nach (45) wird weiter
4,0
r]/!\l\l D_22 (50 45)~6,10,

4,0 3, 75
l l D2:2<‘3‘,(f+50+ 40)_5’98
4 > und schlielich nach (46)

ke d 4 Sl _ 3,0 + 6,0 == 9,0 t,
Abb. 71. 8y = 3,0t




Das BU. Verfahren bei symmetrischen Tragwerken. 23

Somit lauten nach (44) die Verschiebungsgleichungen:
fiir das erste Stockwerk:
33¢, +60¢p; + 409, +6104, +90=0
und fiir das zweite Stockwerk:
409, + 3695+ 3,759 +40¢, +36¢s + 3,759, + 5,984, + 3,0=0.
Mit Hilfe der allgemeinen Gl. (42) und (44) kénnen u. a. auch Tragwerksformen

berechnet werden, wie sie die Abb. 19, 22, 23, 24, 34, 35, 38, 40, 45, 46, 47, 68, 69,
70 und 71 zeigen.

5. Das BU.-Verfahren bei symmetrischen Tragwerken.

Sind symmetrisch ausgebildete Tragwerke unsymmetrisch belastet, so ist die
Anzahl der zu bestimmenden Unbekannten genau so groB, als ob auch das Tragwerk

/’ | ! P f !
o ¥ & @
i

4 T_P
’ 2

=

4] Pi45a ? ’3)

x % 5 o F
1 i
Abb. 72. Abb. 72a. Abb. 72b.

©)

unsymmetrisch gestaltet wire. Durch das bekannte Verfahren der ,,Belastungs-
umordnung®‘, kurz BU.-Verfahren genannt, konnen auch in einem solchen Fall
die Vorteile der Symmetrie ausgenutzt werden.

Diese Art der Behandlung soll an einem einfachen Beispiel kurz erlautert werden.
Abb. 72 zeigt ein symmetrisches Tragwerk mit der unsymmetrisch einwirkenden
Belastung P. Dieser gegebene Belastungsfall kann nun durch zwei andere ersetzt
werden, die in den Abb. 72a und 72b dargesteﬂt sind. Der Belastungsfall a besteht

aus den symmetrisch einwirkenden Lasten , der Belastungsfall b zeigt die Krafte o

in antimetrischer Anordnung. Da die Uberlagerung dieser beiden Belastungsfalle
wieder die urspriingliche Belastung ergibt, so muB auch die Uberlagerung der aus
den Fillen a und b erhaltenen Rechnungsergebnisse die gesuchten Werte ergeben.

Der mit diesem Verfahren verbundene Vorteil ist klar. Es sind an Stelle einer
umfangreichen Gleichungsgruppe zwet voneinander unabhéngige, kleinere Gleichungs-
gruppen aufzulsen und die Ergebnisse zu summieren. So wéren z. B. bei der Be-
handlung der gegebenen unsymmetrischen Belastung nach Abb. 72 vier Unbe-
kannte zu ermitteln, namlich die Knotendrehwinkel ¢,, ¢,, ¢, und die Verschiebungs-
grofie A der Saulen. Nach dem BU.-Verfahren ist fiir den Belastungsfall a nur eine
Unbekannte zu bestimmen, ndmlich der Knotendrehwinkel ¢;, denn ¢, =0 und
@3 = — @;. Fiir den Belastungsfall b sind dres Unbekannte zu ermitteln, und zwar
die Knotendrehwinkel @, = @' und ¢, sowie die VerschiebungsgroBe A der Saulen.
Durch die Summierung der entsprechenden Forméinderungswerte aus den beiden
Ersatzbelastungsfillen erhélt man dann bereits die gesuchten Forminderungswerte
fiir den gegebenen Belastungsfall. Es wird hier also z. B.

Ps = @3+ @53 ‘P4:$4§ A=A.
Aus den so erhaltenen Werten konnen dann die StabanschluBmomente in der
gewohnten Weise ermittelt werden.
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Ebensogut kann man zunichst die Momente fiir beide Belastungsfille getrennt
ermitteln und sie dann summieren.

Ahnlich ist natiirlich auch bei vorhandenen Streckenlasten vorzugehen (siehe
Abb. 73 und 73a, b).

Bei der Durchfiihrung der Rechnung nach diesem Verfahren ist darauf zu achten,
daB sich die beiden Gleichungssysteme fiir den symmetrischen und antimetrischen
Belastungsfall auch in einzelnen s-Gliedern und d-Gliedern unterscheiden. Uber
symmelrische Belastungsfille wurde im vorhergehenden Kapitel ausfiihrlich ge-

|
@ ]ﬂﬁjllll ¥ % @ @ @ u_u’;zlr;nn U @l”‘!’lfﬂ'u @ @ g @ @
) | ] !
(5 e | ® ) 7 < K ) »l/ )
d | °c.B 16 518 ©
Pie434 Ps. P ?: P4
Abb. 73. Abb. 73a. Abb. 73b.

sprochen. Uber die Behandlung antimetrischer Belastungsfille ist hier noch einiges
zZu erginzen.

Antimetrische Belastungsfille. Es sind wieder zwei Moglichkeiten in Betracht
zu ziehen, die anschlieBend gesondert erértert werden sollen.

1. Die Symmetrale des Traguwerkes enthilt Knotenpunkte.

Es empfiehlt sich, in solchen Fillen bei der Aufstellung der Gleichungen nur
eine Hilfte des Tragwerkes mit der entsprechenden Belastung in Betracht zu ziehen.
; Dabei ist aber zu beachten, daB dann bei den in der

%
® 11 QG @  Symmetrale liegenden Sdulen nur der halbe Wert der

# % zugeordneten Steifigkeitszahl £ in Rechnung zu setzen
k%) A A /7' k%) ist. Auf diese Weise ergibt sich wiederum sofort eine
z " vollstandig symmetrische Gleichungstabelle. So kann z. B.

2
Z L ‘fl‘} /7;2‘/ > der in Abb. 72b ersichtliche Fall bei antimetrischer
@ 4 @) Belastung auch so aufgefaflt werden, wie in Abb. 74 an-
G gedeutet ist. Es kann dann die eine Halfte mit der zu-

Abb. 74, Beiwertskizze. gehorigen Belastung wie ein unsymmetrisches Tragwerk
behandelt werden und es ergeben sich in der vorliegenden

Aufgabe zwei unbekannte Knotendrehwinkel ¢;, ¢, und die Verschiebungs-
groBe A. Somit kann unter Benutzung der Knotengleichung (42) und der Ver-
schiebungsgleichung (44) die Aufstellung der Gleichungstabelle 5 vorgenommen wer-
den. Die darin enthaltenen d-Glieder sind:

dy=2(ky + k;) bzw. dy =2 (k3 +0,5k,);
| ¥s Ps 4 B das D-Glied fiir die Verschiebungsgleichung

Gleichungstabelle 5.

_ ist nach (45
@3 ds ks ky S3 45) % 0.5F
= — 1 2 ),
P4 kg dy 0,5k | s D=2 ( 4 + 1y )
A Ey, |05k, D N (Siehe auch Zahlenbeispiel Nr. 5.)

2. Die Symmetrale des Tragwerkes geht durch die Feldmitte.

Hier ist bei antimetrischer Belastung nur auf die Bildung der d-Glieder jener
Knoten zu achten, die der Symmetrale am néchsten liegen. Im iibrigen braucht
wieder nur eine Hilfte des Tragwerkes in Betracht gezogen zu werden. Es ist z. B.
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nach (29) unter Voraussetzung einer antimetrischen Belastung die Knotengleichung
fiir den Knoten 5 des Rahmentragwerkes der Abb. 75:

ds @5 + ks @4 + ke o5’ + ks Ay + 85 = 0.
Da @; = ¢;’ ist, so kann die Gleichung auch in folgender Form geschrieben werden:
(dy + k) . @5 + ks ¢y + k5 Ay 455, = 0.

Es zeigt sich, daB hier bei antimetrischer Belastung das d-Glied um den Betrag
der Steifigkeitszahl & des Verbindungsstabes zum symmetrisch gelegenen Knoten
vergrifert wird, wihrend bei den symmetrisch be-

lasteten Tragwerken das Umgekehrte der Fall war. Es Pl 16-}
empfiehlt sich auch hier, fiir das vergroBerte d-Glied Or—©@
eine besondere Bezeichnung einzufiihren, so z. B. wli) ! pt
B Az 5 }(/1s,
d5 + ks — d5
k. ,
oder allgemein fiir einen Stab zwischen zwei symme- PLAC . © @
trisch gelegenen Knotenpunkten n—n' mit der Steifig- p _ _
keitszahl k,, R (21 0
dy=d,+ ky, n. (47) : | .
Unter Beachtung dieser Bezeichnung kann die Glei- Q) » | ©
chungstabelle 6 aufgestellt werden. Hierzu kénnen I @
wieder die Knotengleichung (42) und die Verschie- Abb. 75. Beiwertskizze.

bungsgleichung (44) Verwendung finden.

Es gibt natiirlich auch Tragwerke, bei welchen die Symmetrale abwechselnd durch
Knoten und durch Feldmitten hindurchgeht (Abb. 76). Auch dann kénnen bei der
Aufstellung der Gleichungen die vorstehenden
Erlduterungen sinngeméfBe Anwendung finden.

@ ® ® @
Gleichungstabelle 6.
H s \‘ @ | 9 | 4, | 4, | B > o ® o ,
P3 ‘ ds | Ky 1 S3
Ps kg 7_4 ks o ks 84 L
s k‘5 J5 k5 S5 7; L 7Lz ’5 ke
p = 2
T T T 5 5 O & @I) &
4 Jes ks \ D, S Abb. 76

6. Rahmentragwerke mit nur lotrecht verschieblichen Knotenpunkten.

Derartige Tragwerke kommen im Hochbau ziemlich hiufig vor. Es sind da vor
allem die im Fachschrifttum unter der Bezeichnung ,, Vierendeelrahmen‘‘ bekannten
Pfostenrahmentragwerke (Abb. 77, 78) und die Dachrahmen mit zuriickgesetzten
Aufllensdulen zu nennen (Abb. 79). Weiter gehéren zu dieser Gruppe auch solche
Rahmentragwerke, wo einzelne Saulen nicht ununterbrochen bis zum Fundament
reichen (Abb. 80, 81). Bei allen diesen Rahmengebilden soll vorlaufig vorausgesetzt
werden, dafl die waagrechte Verschieblichkeit ihrer Knoten verhindert sei, was
in den Abbildungen durch seitliche Lager angedeutet ist.

Sind solche Tragwerke symmetrisch gebaut, so ergeben sich in der Berech-
nung verschiedene Vereinfachungen. Dieser Sonderfall soll zuerst behandelt
werden.
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4

S———d. — 4 \Z; -
4 4 4%
_______________ o—
4 (2] 43 J A d J % "
Abb. 77 Abb. 78. Abb. 79.
P
4 W = T
4 4
9 "0
5 1 @ [ —t—
(2] 9
”L’ 7 L 7 e eed >
Abb. 80. Abb. 81.

Abb. 77 bis 81. Rahmentragwerke mit nur lotrecht verschieblichen Knotenpunkten.

A. Symmetrisch ausgebildete und symmetrisch belastete
Vierendeel-Rahmentragwerke.

In Abb. 82 ist ein Vertreter dieser Tragwerksgattung mit dem zugehorigen
Stabsehnenbild nach der Verformung infolge einer symmetrisch angeordneten Be-
lastung dargestellt. Es ist

I 7\4 |z P A leicht festzustellen, dafl die
7 1 @ @J @ @  Knotenreihen (3—7—11),
@1z - ) (4—8—12), (5—9—13) und
Pa 2y == die symmetrisch gelegenen
® Iﬂl@ﬂl.lﬁl I zm ® @ Uﬁ)rvlzuun [%?Hﬁl’[ﬂwl G Knot}:gn (4'—8'—12"), (3'—
== TR P ca —7'—11’) nur lotrecht ver-
T zEl | schieblich sind und daB
) ©) ® l ® 1 ® @ wegen der Symmetrie der
L) w;l{z 16,1 g Gl @ Verformung nur drei ver-

Y = 31 [
4&"—1——’;”"/ schiedene Knotenverschie-
FeldT | FAldZ | FAlUX | bungen &,, d,, 63 auftreten.
e o - = [ A, Diese drei Verschiebungen
© @  bringen insgesamt drei ver-
Abb. 82. schiedene Stabdrehwinkel

Y1, Yo, 3 hervor, die den
Feldern 1, 2, 3 zugeordnet sind. Auflerdem sind neun Knotendrehwinkel zu be-
stimmen, namlich @, 3,4, @75 Und @yg,11,15. Die jeweils symmetrisch gelegenen
Knoten erleiden gleich groBe, aber entgegengesetzt gerichtete Verdrehungen, z. B.
@2 = —@y; @ = —@3; @ =— @, usw. Ferner ist wegen der Symmetrie
@5 = @9 = @13 =0 und bei Annahme einer vollkommenen Einspannung auch
pr=g¢, = 0.

a) Bedingungsgleichungen.

Knotengleichungen. Es kann hier die fiir Stockwerksrahmen aufgestellte Form
(30) Verwendung finden, wenn der Buchstabe yu, der sich auf die Stockwerke be-
zieht, durch den Buchstaben v ersetzt wird, der nunmehr als Ordnungsziffer fiir
die Rahmenfelder gelten soll. Sie lautet dann:
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dnan"‘{h,’.—yrwkmi(pi‘i—gkﬂpv+3kv+11pu+1+8n:0- (48)

Darin bedeuten somit:

v, und y, , ;.. die Stabdrehwinkel der Riegel in dem Feld » bzw. » 4 1, also die Stab-
drehwinkel im Feld links bzw. rechts von dem betrachteten Knoten n,
k, und k,  , .. die Steifigkeitszahlen der Riegel links bzw. rechts vom Knoten n.

s A
A 7
Iy ofe, o oldy
ofyr @ /
A A . ” @ f py
1 2
@J M” @ ITII’[/[ﬁfHHg)I 1 @ SITERINRRERING osannsnnst 4;—#
) ) )//
A A A Y
¢ ¢ o all
ofds  f—ald o Ao
D,
H @ H @ —
b
o ¥
v v 4
Abb. 82a. Abb. 82b. Abb. 82c.
Abb, 82a bis 82c. Abgetrennte Teile des Tragwerkes mit Schnittkriiften,
Die zahlenmdfige Verwendung dieser Gleichung soll nun ®
fir den Knoten (7) des Tragwerkes der Abb. 82 gezeigt T
werden, der zur besseren Ubersicht mit den zugehdrigen N st/m
Stiben und den benachbarten Knoten in Abb. 83 als
Beiwertskizze samt der vorhandenen Belastung gesondert (¢) = —
dargestellt ist. Man kann nun sofort das Diagonalglied d, © 4

berechnen, und zwar ist nach (25) " &5 »
dy =2 kzs =2 (85 4 3,5 + 4,0 + 8,0) = 48,0.
@

©

Die zur Ermittlung des Knotenbelastungsgliedes s, er- 0——1+——50
forderlichen Stabbelastungsglieder 9%, ¢ und I,  erhilt
man nach Tafel 2:

l2
My 6= + %2 =
daher nach (26a)

v
Abb. 83. Beiwertskizze.

4,0 . 6,02
12

2
— +120tm; My y=— 200 95 ¢m;

8y=2"M, ;= +12,0—6,25 = 4 5,75 tm.
1

Damit kann bereits die Gleichung fiir den Knoten (7) an Hand der Beiwertskizze
nach (48) angeschrieben werden. Sie lautet:

489, +85¢; + 359, + 4,003 +8,0¢,; + 10,5y, + 12,09, + 5,75 = 0.

Verschiebungsgleichungen. Man denke sich der Reihe nach in Abb. 82 die
Schnitte I—I, II-II, III-IIT in den einzelnen Feldern links in unmittelbarer
Nahe der Knoten durchgefiihrt und dort die Schnittkrifte M, N, Q angebracht.
Fiir die auf diese Weise abgetrennten Tragwerksteile, die in den Abb. 82a, b, ¢
mit den symbolisch angedeuteten Schnittkriften gesondert herausgezeichnet sind,
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muB nun die Gleichgewichtsgleichung 'V = 0 erfiillt sein, d. h. es muB die
Summe der lotrechten Komponenten aller auf den abgeschnittenen Tragwerksteil
einwirkenden Krifte Null ergeben. Die lotrechte Teilkraft ¥ im Punkte (1)
kann nun fiir den vorliegenden Sonderfall eines symmetrischen Tragwerkes mit
symmetrischer Belastung immer schon von vornherein zahlenmifBig angegeben
werden, und zwar ist sie gleich dem halben Betrag der lotrecht wirkenden Ge-
samtbelastung des Tragwerkes.

Die Bedingungsgleichung 'V = 0 kann unter Bezugnahme auf die verschieden-
artigen Kréaftegruppen etwas ausfithrlicher folgendermafen geschrieben werden:

V+YP+Yg+YQ=0. (49)
Hierin bedeuten:
| /N den lotrechten Anteil der Stiitzkraft im Punkte (1) infolge der Gesamt-

belastung,
2P die Summe aller links vom Schnitt einwirkenden Einzellasten,
2q. ... die Summe aller links vom Schnitt einwirkenden Streckenlasten,
2Q......... die Summe der im Schnitt iibertragenen Querkrifte.
Es ist 1/ v -
V=5 (XP+Yy). (50)

Die Werte fiir P’ und ¢’ sind jeweils unmittelbar aus der Belastungsskizze zu ent-
nehmen. Im iibrigen kann &dhnlich wie bei der Weiterentwicklung der Gl. (31)
verfahren werden. Es kénnen auch an Stelle der Querkrifte Q an den Stabenden
die Auflagerdriicke 4 gesetzt werden, so dafl unter Beachtung des Richtungssinnes

der Krafte (}rz)
_zA____‘w +‘YM1+M

1«'

(51)

geschrieben werden kann, wobei M; und M, die Momente am linken bzw. rechten
Stabende des betrachteten Feldes » bedeuten (Abb. 84). Die Summenzeichen '
beziehen sich auf alle Stibe jenes Feldes, durch welches
der Schnitt gefiihrt ist.

Die Beitrige ', d. s. also die Auflagerdriicke auf der
linken Seite der freiaufliegend gedachten Stibe, haben den-
selben Richtungssinn wie die Lasten, aus welchen sie ge-
bildet werden.

Ubertrigt man (51) und (50) in (49), so ergibt sich fiir
eine von oben nach unten gerichtete Belastung mit der
angegebenen Vorzeichenregel und unter Beachtung, daB die
Stibe des Feldes v stets die gleiche Lange I, aufweisen,

+ 3 (SPe X —NP Yy —Yut | Nt u)—0. (5

Ersetzt man nun nach (35) unter sinngemifler Abénderung der Bezeichnung
die Summe der Stabendmomente durch die Forménderungsgrofen und Stab-
belastungsglieder, so ergibt sich schlieBlich die Verschiebungsgleichung fiir symme-
trische parallelgurtige Vierendeeltragwerke in folgender Form:

3k¢z+23k¢,+D P+ 8, =0, (53)

]r

wobei D,= 6 DL, (54)
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=[5 (2P+3q) —XP -3¢ — ]z+ @+ W) (55)

Die in diesem Ausdruck vorhandenen Vorzelehen von P, q, P', ¢, U gelten unter
der Voraussetzung, daf3 diese Kréifte von oben nach unten wirken.

Die Verschiebungsgleichung (53) enthélt also vier Arten von Gliedern:

23kp..... die Summe der Produkte aus dem dreifachen Stabfestwerte ¥ und

v dem zugehorigen linken Knotendrehwinkel ¢, fiir alle Stibe des
Feldes ».

2'3kg, .... die Summe der Produkte aus dem dreifachen Stabfestwerte & und

v dem zugehérigen rechien Knotendrehwinkel ¢, fiir alle Stéibe des
Feldes ».

Doy ........ das Diagonalglied, wobei D, nach (54) gleich der sechsfachen Summe
der k-Werte des Feldes » ist.

Spoiviannann. das Belastungsglied, das nach (55) zu berechnen ist, wobei > P’

und Y'¢' jeweils nur die Summe der links vom gedachten Schnitt
auf das Tragwerk einwirkenden Einzellasten bzw. Streckenlasten
bedeuten, wihrend jedoch unter J'P und ) q sdmtliche Lasten
zu verstehen sind. ' bedeutet die Summe der an der Schnitt-
stelle iibertragenen Auflagerdriicke der freiaufliegend gedachten
Stiabe des Feldes ».

SehluBbemerkung: Die Verschiebungsgleichung (53) kann u. a. auch fiir Trag-
werke von der Form, wie sie Abb. 85 zeigt, unmittelbar benutzt werden. Bei der

3t 5¢ 127 l‘/t l‘/-t 5t J”
g-2t/m v |t
T L T A T T T T T T ﬁ-zt/m
£
TIIITTITITIITT SRERIANENIENIRINRRNALAFHIANNARRESED
g =3t/m
LI RERRARRAARERN (RRDRRDUNN RRONARANE LAANNRRRANRANNE HHALRRNANDI ﬁ-jt/p;
i L T T T T AT T
o——6 Y4 §—= ~———[—-—c-—4—>|4—¢—-bt—i—-—-
| Gt o= 3+2=5t/m
7 g I k4 7 ml
e—5 20- 5- ke d k4 i ke 7
Abb. 85. Abb. 85a.

Bestimmung der Belastungsglieder § nach (55) kann dabei eine Vereinfachung in
Anwendung kommen, indem fiir die in der Formel auftretenden Belastungswerte
P, q usw. nur jene in Rechnung gesetzt werden, die sich innerhalb der Offnung des
eigentlichen Vierendeeltriigers befinden, wie Abb. 85a zeigt, denn die auferhalb
dieser Offnung wirkenden Lasten Wurden sich aus der Formel ohnehin herauskiirzen.

Es ergeben sich z. B. die Belastungsglieder .S; und 8, fiir das mit seiner Belastung
in Abb. 85 ersichtliche Tragwerk nach Formel (55)

8, = [ (12 + 5. 20) — J 6,0 = - 246 tm
und fiir das zweite Feld
S2=[%(12+5.20)—4,0—5.6~—§;J 4,0 — - 48 tm.

Das letzte Glied der Formel (55) liefert hier keinen Beitrag, da wegen der vor-
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handenen symmetrischen Stabbelastung stets I, = — MM, wird, so daf die Summe
beider Werte Null ergibt.

Die Anwendung beider Mustergleichungen (48) und (53) wird im folgenden an
einem Beispiel gezeigt.

b) Gleichungstabelle fiir ein symmetrisches Vierendeel-
Rahmentragwerk.

Das Tragwerk ist in Abb. 86 zugleich als Beiwertskizze dargestellt. Wird symmetri-
sche Belastung vorausgesetzt, so verbleiben als Unbekannte die vier Knotendrehwinkel
@3, Y3 P5, P und die zwes Stabdrehwinkel g, und yp,. Die in der Symmetrieachse

gelegenen Knoten 4 und 7 erleiden zwar eine Verschie-

' bung in lotrechter Richtung, aber keine Verdrehung, so

LR/ RBGRS) daB ¢, = @, = 0ist. Weiter wird auch ¢, =¢," =0,
7'1;( ks , r wo|? wenn die Stiitzenfiile vollkommen eingespannt sind.
@F= 2 @ Unter wiederholter Benutzung der Knoten-
13 ® ® ® gleichung (48) und der Verschiebungsgleichung (53)
A i i kénnen die Bestimmungsgleichungen an Hand der
@ @ Beiwertskizze in tabellarischer Form angeschrieben

Abb. 86. Beiwertskizze. werden (siehe Gleichungstabelle 7).

Gleichungstabelle 7.

1‘ P2 } P3 ‘ Ps l Pe (21 ‘ Ya B
P2 ‘ d, ‘ ky | ky 3k, Sa
s ky | dy ks | 3Ky | Bk | s
s 74—1 ds | k, | 3k, 8
Pe | ks ke, de | 3k, | 3kg | s
vy | 3ky | 3Ky | 3k, | 3k, | Dy S,
va | | 3k | 3 kg D, | 8,

Die Gl. (48) und (53) konnen aber auch fiir anders gestaltete symmetrische
Rahmengebilde, wie sie z. B. in den Abb. 87 bis 89 angedeutet sind, unmittelbar
verwendet werden, wenn symmetrische Belastung vor-
liegt. (Siehe Zahlenbeispiel Nr. 9.)

+
!

e

|
> », JZ. L d

¥ B

2 > JZ 2 Jz | Jb Jz

Abb. 87. Abb. 88. Abb. 89.

|
|
i
|
T
1

B. Unsymmetrisch ausgebildete, seitlich festgehaltene
Vierendeel-Rahmentragwerke.

In Abb. 90 ist ein Tragwerk dieser Art ersichtlich. Es ist durch Lager in den
Knoten 7 und 12 in waagrechter Richtung unverschieblich festgehalten, so dafl die
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Knoten 4—9, 510, 6—11 nur in lotrechter Richtung verschieblich sind. Unter der
Annahme fester Einspannung in den Punkten 1 und 2 bleiben noch zehn Knoten-
drehwinkel ¢ und wvier Stabdrehwinkel ¢ als Un-

bekannte iibrig. ® ® ® ) @‘
Im Gegensatz zu den frither behandelten sym-

metrischen Tragwerken sind hier die in den Punk-

ten 1 bzw. 2 auftretenden lotrechten Auflagerteil- @ =g ? Jz@ Q? —H?

krifte V zundchst zahlenméBig nicht bekannt. by Th

Daher mufl bei der Aufstellung der Verschiebungs- A byt Loty

gleichung ein anderer Weg eingeschlagen werden.

.
@

Es ist vor allem zweckmiBig, an Stelle der Stab-
drehwinkel iy der waagrechten Stibe die ,,wirk- @

lichen‘‘ Verschiebungen d der Knoten in lotrechter Abb. 90.

Richtung in die Rechnung einzufiihren. Man er-

reicht damit zundchst, dall die wvier Stabdrehwinkel y durch drei Verschie-
bungsgrofien ¢ ausgedriickt werden kénnen, wodurch von vornherein die Gesamt-
zahl der Unbekannten um eins geringer ist. Aullerdem ergibt sich auf diese Weise
auch hier wieder sofort ein vollstindig symmetrisches Gleichungssystem.

a) Bedingungsgleichungen.

Knotengleichungen. Man kann hier von dem allgemeinen Ansatz in der Form (48)
ausgehen, welcher lautet:

dn Pn +2kn.i¢i+3kv1l)v+3kv+1§0v+1 +s,=0. (56)
i

Die Bedeutung der einzelnen GréBen ist bei (48) ausfiihrlich beschrieben und geht
auch aus der Abb. 91 hervor. Darin ist ein Teil eines lotrecht verschieblichen Trag-
werkes dargestellt, wobei die ,,wirklichen*’ Verschiebungen
der Knotenreihen (m—1), m und (m + 1) mit §,,_,, d,, und
O +1 bezeichnet sind.

Der Knoten =, fiir welchen allgemein die Knotengleichung
angeschrieben werden soll, gehért der Knotenreihe m an. n
Die benachbarten Felder haben die Léngen I, und I, . ;.
Die zugehorigen Stabdrehwinkel sind somit ¥, und o, ;1.

In der obigen Gl (56) kann man nun nach (3) an

(m~1) (m) fm+1)

le——0,, —»le ZW
Stelle der Stabdrehwinkel die ,,wirklichen* Verschiebungen g " by
einfithren. Mit der gewéhlten Bezeichnung wird also - n o
Opq1—0 6, — 0 Yy
Y= ““'”"ITL”’; Yop1= —m—lﬂ_lmi (87) Abb. 91.

Damit nimmt die Knotengleichung (56) nach kurzer Umformung folgende Gestalt an:

dn ‘pn'i_zkn.i 2 + 707 6m—1 + %n 6m_’kv+1 6m+1+ Sp= 0. (58)
1
Hierin bedeuten also nach Abb. 91:
Opp vovevencnannns die lotrechte Verschiebung jener Knotenreihe, die den Knoten n
enthilt,
0pn_1 und &, ,, .. die lotrechten Verschiebungen der links bzw. rechts von n befind-
lichen Knotenreihen,
3k, 3k
L = —_ k = vt 1, 59
V= bzw. k, , 4 . (59)

s =K, —k (60)

(%24
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und zwar beziehen sich:

o ... auf den links in den Knoten n einmiindenden Stab (+),
auf den rechts in den Knoten n einmiindenden Stab (—),

k, 10pyqeeeen--
Hy Oy veevvnnnnns auf den betrachteten Knoten n ().

Als Beispiel soll die Anwendung der Knotengleichung (58) fiir die Knoten-
punkte (5) und (10) der Abb. 90 gezeigt werden. Zu diesem Zwecke benétigt man
die Beiwertskizze Abb. 92, in welcher die erforderlichen k-Werte und die vorhandene

Belastung eingetragen sind.
Nach (59) wird

ky= 50 = 6,0 kyg= 50 = 3,0
- 3.80 - 3.40
by = 60 4,0 by = 60— 2,0
3t est/m und nach (60)
@® O ® #s =ks —hky =40—60=—20
é “”‘Z 0 ] g-54/m %10 = kyy— ki3 = 2,0 — 3,0 = —1,0.
| i Weiter wird nach (25) d, =2 J'k,.,
L€ = n n,%
@b |© :
5 14 5 d; = 2(10,0 + 8,0 + 6,0) = 48,0
J brso| 160 EZS dip=2 (6,0 4+ 5,0 4+ 4,0) = 30,0.
7 Die zur Ermittlung der Knotenbelastungsglieder s
@ erforderlichen Stabbelastungsglieder I ergeben
Abb. 92. Beiwertskizze. sich nach Tafel 2.
My, = + 2020 1042 0m; My o= — 2000 150tm
85 = + 10,42 — 15,0 = — 4,58 tm
2
fmm, 9— + }Ll.;‘,'ga — + 8,33 tm; 9}310,11: _— é’%zﬁi = — 12,0 tm
810= + 8,33 — 12,0 = — 3,67 tm.

Damit koénnen nach (58) unter Zuhilfenahme der Beiwertskizze die Kwnoten-
gleichungen angeschrieben werden. Sie lauten fiir den Knoten (5):

48,0 p; + 10,0 ¢, + 8,0 g + 6,034 + 6,00, — 2,05, —4,00, —4,58=0
und fiir den Knoten (10): (58a)
30,0 9o + 6,0 95 + 5,0 0y + 4,0y, + 3,06, — 1,0 6, — 2,0 ; — 3,67 = 0.

Verschiebungsgleichungen. Man denke sich aus dem Tragwerk eine Knoten-
reihe (m), der die Knotenverschiebung d,, zugeordnet ist, herausgeschnitten und
sowohl die duBeren Krifte als auch simtliche Schnittkrifte angebracht (Abb. 93).

Die Gleichgewichtsgleichung 'V = 0 lautet fiir den herausgeschnittenen Stab-
zug ganz allgemein, wenn der Schnitt in unmittelbarer Nihe der Knoten gefiihrt
wird,

EP—f—‘}:Ayr —I—EA’,+1=0. (61)
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Darin bedeuten:

2P die Summe der lotrecht wirkenden Anteile aller am herausge-
schnittenen Stabzug angreifenden duBeren Krifte,

2A, und ZAZV 41 -+ die Summe der rechten Auflagerdriicke aller Stiabe im Felde v
v v+1 bzw. der linken Auflagerdriicke aller Stibe im Felde (v 4 1).

Die in der Gl. (61) auftretenden Auflagerdriicke ergeben sich unter der Voraus-
setzung von positiven Stabendmomenten nach Abb. 94 wie folgt (}FI)

l 2
;: I Nay =Ny _Aiu_i_ﬂ_{_t
__J_éq (mff) v v lv (62)
.
M N \Y ‘VMv+1+Mv+1
A ;Alv+1:_’4—/9ﬂv+l “l‘;wlﬁ*’* .
{ J v+l v+1 v+1 v+1
mmmn.é ;ﬁ_{._‘__ o
Ml } "1,
LJ M | |
.__7,4 p;_,mmmm_
% Lyt s
Im-1 O/ m o ; Tyes
Abb. 93. Knotenreihe (m) mit Schnittkriften. Abb. 94.

Es bedeuten sinngemifB wie vorher:

2, %A, und XU, . die Summe der rechten Auflagerdriicke aller freiaufliegend
v+1 gedachten Stébe im Felde » bzw. aller linken Auﬂagerdrucke

der freiaufliegend gedachten Stdbe im Felde (v 4 1),
M v’ und M) ... ...... die linken bzw. rechten AnschluBmomente der Stidbe im Felde »,
M, , uwnd M, ,.... die linken bzw. rechten AnschluBmomente der Stéibe im Felde

(» + 1).
Setzt man (62) in (61) ein, so ergibt sich unter Beachtung des Richtungssinnes (*I) :

wl
~Np_Nur-Nw, - [ L+ M) +§ My + M, 1)=0. (63)
v v+ v v v

Ersetzt man in (63) die Summen der Stabendmomente nach (11a) unter Benutzung
der hier gewihlten Bezeichnungsweise, so erhidlt man nach kurzer Umformung die
Verschiebungsgleichung fir irgendeine Knotenreihe (m) in einfacher Schreibart:

~ Nl 1+ XA Pmt %112,+1<p,,,+1_K,am_1+Dm5m—K,+1am+1+sm=o. (64)

Hierin bedeuten:

K,= '2'2]_01: bzw. K, 1= . \‘Ylﬁcv+ 1 (65)
lv v l” +1 ”‘:3-
D,=K,+ K, (66)
- 1 v . 1 v .
:_ZP SjQL/ -: 9111,_*_1-—-2—21(%#"}‘%111)'{"? 1 _;‘-/1(9321v+1+9je)”+1)‘ (67)

Es beziehen sich also: K, (= Beiwert von 4,_,) auf das Feld links und K, .,

(= Beiwert von §,,,,) auf das Feld rechts von der betrachteten Knotenreihe.
Das Diagonalglied D, fir die Knotenreihe (m) ergibt sich stets als Summe der

K-Werte der beiden anschlieBenden Felder. Das Belastungsglied S,, wird nach (67)

Guldan, Rahmentragwerke. 3
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bestimmt. Die nihere Bedeutung der einzelnen Glieder ist bei (61) und (62) er-
lautert. Die in (67) angegebenen Vorzeichen von P und 2 gelten unter der Voraus-
setzung, daB diese Krifte von oben nach unten wirken.

Die Beiwerte k,, k,+1 und %, (identisch mit x, von frither) werden nach (59)
bzw. (60) ermittelt. Die »-Werte brauchen aber nur fiir die lotrecht verschieblichen

Knoten aufgestellt werden.
Uber die Gliederzahl der vorstehenden Gleichung kann zusammenfassend gesagt

werden:

1. Die Zahl der ¢,, _,-Glieder ist gleich der Anzahl der links in die betrachtete
Knotenreihe einmiindenden Stébe.

2. Die Anzahl der @, . ,-Glieder ist gleich der Anzahl der im Felde rechis von der
betrachteten Knotenreihe vorhandenen Stébe.

3. Die Zahl der ¢,,-Glieder ist im allgemeinen gleich der Anzahl der Knoten in
der betrachteten Knotenreihe m. Wenn jedoch fiir einen Knoten k, = k, . ; ist, so
wird nach (60) % =k, . ; — k, = 0, wodurch dann das diesem Knoten zugeordnete
@m-Glied entfallt.

4. Die O-Qlieder treten in jeder Gleichung nur je einmal auf.

Die praktische Verwendung der Gl. (64) soll hier sofort an einem Beispiel zahlen-
miBig vorgefithrt werden, und zwar fiir die Knotenreihe 5—10 des in Abb. 92 mit
Belastung und Beiwerten ersichtlichen Tragwerkes. Daraus sind noch folgende
Werte zu ermitteln:

nach (60): #y — 40— 6,0 = — 2,0,
#y — 2,0 — 3,0 = — 1,0;
nach (65): K, = (60 + 3,0) = 36,

K, — 6—?0 (4,0 + 2,0) = 2,0;

nach (66): D, — K, + K, — 3,6 + 2,0 — 5,6;
nach (67): S,=—30—(+4 0 —G+49% =55t

Damit kann nach (64) die Gleichung fiir die Knotenreihe 5—10 mit der Ver-
schiebung ¢, angeschrieben werden:

—6,00,—3,090,—2,005;—1,0¢59+ 4,096+ 2,09, —3,6 6, + 5,6 6,—2,00,—52,5=0.
(Siehe auch die vollstindigen Zahlenbeispiele Nr. 10, 11.)

b) Gleichungstabelle fiir ein unsymmetrisches, nur lotrecht
verschiebliches Rahmentragwerk.

Dieses Beispiel soll nur eine Ubersicht iiber den Gang der gesamten Rechnung
bieten, weshalb hier auf zahlenmaBige Angaben verzichtet werden kann. Abb. 95
zeigt die Beiwertskizze mit allen erforderlichen Eintragungen. Unter der Voraus-
setzung, dafl das Rahmentragwerk in den Knoten 7 und 12, bzw. 3 und 8 gegen
waagrechte Verschiebungen gesichert ist, treten bei beliebiger Belastung nur lot-
rechie Verschiebungen ¢,, d, und J; auf. Weiter ergeben sich bei Annahme einer
festen Einspannung in den Séulenfiien ¢; = @, = 0 und es verbleiben zehn un-
bekannte Knotendrehwinkel @3 bis ¢,,.

Vor dem Anschreiben der Kmnotengleichungen nach (58) sind zunichst zu er-
mitteln: die Diagonalglieder d; bis d,,, weiter nach (60) die Beiwerte x,, ;, %4, %,
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10, %y; Tiir die verschieblichen Kno-
ten, und schlieflich die Knoten-
belastungsglieder s; bis s,,.

Fir die Aufstellung der Ver-
schiebungsgleichungen werden nach
(64) benostigt: die Diagonalglieder
Dy, Dy, D, nach (66), ferner die Bei-
werte K, und K; nach (65) sowie
die Belastungsglieder 8,, S,, S; nach
(67). Damit kann bei wiederholter
Benutzung der Knotengleichung (58)
und der Verschiebungsgleichung (64)
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Abb. 95. Beiwertskizze.

unter gleichzeitiger Zuhilfenahme der Beiwertskizze das gesamte Gleichungssystem
unmittelbar in Form einer Tabelle angeschrieben werden (siehe Gleichungstabelle 8).

Gleichungstabelle 8.

j P3 ‘ Pa ’ s | Pe | P2 | P8 ‘ P9 | P10 ‘ P11 l Prz| Oy ‘ d, d | B
@3 ‘ is kg | k, m—_"i —k, 83
P | ky | d, k, L kg | —k, 8y
@5 k, ds | ks ky L k, *s —ks 85
Qe ks |dg | kg kyo ks ®g | S¢
P B EL d, o kyy kg | s,
¥s k, o dg kyp . —kye Sg
Po | ke L ki | dy ks %y | —ky3 Sy
@10 ky - ks | diyg |Fu Eys | %10 | —Fia] 810
Pu | ko ki |dyg | ks Ey | #u | sn
P12 by ‘} kys | dip kis | 812
é}_, —k, M k, k| % kys o D, | —-K, S,
8 S !JEL —Eu| a0 Fu| | —Ka| Dy | —KlS,
8 f—F; | % kg —Fkyy | %1y | Eys | —K3| Dy |S;
«
6 6 4 )
4 & 4 4
i S A » A
Abb. 96. Abb. 97,

Abb. 96 und 97. Nur lotrecht verschiebliche Tragwerke.

3
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Die allgemeinen Mustergleichungen (58) und (64) konnen u. a. auch fiir die in
Abb. 96 und 97 ersichtlichen Tragwerksarten unmittelbar verwendet werden.

7. Rahmentragwerke mit lotrecht und waagrecht verschieblichen
Knotenpunkten.

Als Ausgangspunkt fiir die hier anzustellenden Betrachtungen soll wieder das
in Abb. 90 dargestellte Tragwerk dienen, das dort in waagrechter Richtung un-
verschieblich festgehalten war.

Denkt man sich diese Lager entfernt, so werden die Knoten 3—4—5—6—7 bzw.
8—9—10—11—12 infolge der &uBeren Belastung in waagrechter Richtung um die
Betriage 0, bzw. d5 verschoben, wihrend gleich-

d d L .
Azp 1 zeitig die Knoten 4—9, 5—10, 6—11 Verschie-
Wi /{) ® ® ,@/l. @ bungen d;, d,, 05 in lotrechter Richtung erleiden

i Tt | (Abb.9s).
o "%5%%'.6 2

- p peawn © Bedingungsgleichungen

\ \F?L_ N ____L#\‘ Vi a) gungsg gen.

\ L, < Y Knotengleichungen. Man kann hier die zu-

"{ ,jL letzt abgeleitete Form (58) benutzen, die fiir

jL @  nur lotrecht verschiebliche Tragwerke gilt, wenn

man noch eine Kkleine Erginzung anbringt.

. Diese Ergéinzung besteht fiir den allgemeinen

AP 98- Lou?icc};ltesm';ga:ztfl?cm versehieb Fall, dafl in dem betrachteten Knotenpunkt

sowohl aus dem darunterliegenden Stockwerk (u)

als auch aus dem dariiberliegenden Stockwerk (u + 1) je ein lotrechter Stab ein-
miindet, aus zwei Gliedern von der Form [vgl. (30)]

,f’ﬁ]z Skyypu+3kur19ut1 (68)

I ! L bzw. [vgl. (42)]

\ - -
% \\ /7;#”) (1+1) k,“ Alt + k,u +1 A/t +1- (683/)
< %"J‘j.fgg Damit wird dem Umstand Rechnung getragen,
J' V@ daB in diesem Fall auch die lotrechten Stibe
T \ Verdrehungen mitmachen und daher je ein ¢-Glied

ko \ (i) (bzw. A-Glied) in die Gleichung bringen (Abb. 99).
3 \ |4 y”
I w‘\;‘ Dabei bedeutet wie frither:

_ 3k - 3k
Abb. 99. bu=—7"3 kus1= T“_Ll
iz u+1

Somit ergibt sich die Knotengleichung fiir lotrecht und waagrecht verschiebliche
Tragwerke, indem zur Gl. (58) der Ausdruck (68) bzw. (68a) hinzugefiigt wird.

Sie lautet dann:

dn‘pn +2kn.i(pi+lzvém—1+”n (Sm_ici'-!-l 6m +1+3ku% + 3kﬂ+1 l‘/).u+1+sn: 0 (69)
i

bzw.

dn(pn +‘}:knztpz+ kv 6m -1 + #n (Sm_"év+1 6m +1+IE;4AM + ]2'”+1A;4+1+8n: 0. (693.)
T

Die Bedeutung der einzelnen Glieder ist bei Gl. (58) in allen Einzelheiten an-
gegeben.
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Die zahlenmiflige Anwendung dieser Gleichung kann am besten an dem bereits
behandelten Fall der Abb. 92 gezeigt werden, wenn im Gegensatz zu frither das
Tragwerk auch in waagrechter Richtung verschieblich angenommen wird. Um die
Knotengleichung fiir die Knoten 5 und 10 aufstellen zu koénnen, ist nach (68a) noch
der Wert — 3.6,0

ko =40
zu ermitteln. Es miindet also hier nur ein lotrechter Stab (9) im Stockwerk (2) in
den betrachteten Knoten ein, so daB nur ein A-Glied, ndmlich 4,5 A, in der Gleichung

vorkommt. Werden die {ibrigen Beiwerte aus Abb. 92 iibernommen, so ergeben sich
nach (69a) fir Knoten 5:

48,0 95 + 10,0 ¢, + 8,0 g+ 6,0 o + 6,0 6, — 2,00, — 4,00, + 4,54, — 4,58 = 0
und fiir Knoten 10:

30,0 19 + 6,0 95 + 5,099+ 4,0 ¢y +3,00,— 1,0 0, — 2,0 6; + 4,54, — 3,67 = 0.
Die hier aufgestellten Gleichungen unterscheiden sich also von (58a) lediglich durch
das A-Glied.

Verschiebungsgleichungen. Es sind immer so viele unabhéngige Verschiebungs-
gleichungen aufzustellen, als insgesamt voneinander unabhéngige Verschiebungs-
grofien A bzw. § vorhanden sind. Zu diesem Zwecke stehen die bekannten zwei
Arten von Gleichgewichtsgleichungen zur Verfiigung, namlich 3’V =0 und
MH=0.

Die Bedingung 'V = 0 ist fiir jede lotrecht verschiebliche Knotenreihe des
Tragwerkes aufzustellen. Hierfiir kann die allgemeine Gl. (64) in unverinderter
Form iibernommen werden.

Die Bedingung > H = 0 ist auch hier wie bei allen waagrecht verschieblichen
Tragwerken fiir jedes Stockwerk gesondert anzuschreiben. Es kann dazu die all-
gemeine Gl. (44) Verwendung finden, die mit den hier gewéahlten Bezeichnungen fiir
das Stockwerk p folgende Form annimmt:

—45

27;/4% ZE#¢O+DMAy+Sy:0. (70)
u u

Die Bedeutung der einzelnen Glieder ist ausfiihrlich bei Gl. (44) erldutert.
Auf die Durchfithrung eines Beispieles kann hier verzichtet werden, da die An-
wendung der vorstehenden Gleichungen nichts Neues bringt.

Zweiter Abschnitt.

Rahmentragwerke mit beliebig verinderlichen
Stabquerschnitten.

I. Vorbemerkung.

Es ist zwar bekannt, dafl die Verénderlichkeit der Stabquerschnitte, insbesondere
die als ,,Vouten oder ,,Schrigen” bezeichneten Auflagerverstirkungen, auf die
Momentenverteilung bei statisch unbestimmten Tragwerken einen groBien EinfluB

Methode der Festpunkte, 2. Aufl. Berlin: Julius Springer, 1932. — MANN: Theorie der
Rahmenwerke. Berlin: Julius Springer, 1927. — BEYER: Die Statik im Eisenbetonbau,
2. Aufl. Berlin: Julius Springer, 1934, u. a.
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unter Umstinden sehr giinstig wirkenden Vouten entweder iiberhaupt vermieden
oder der durch ihre Ausfithrung bedingte wirtschaftliche Vorteil nicht geniigend aus-
genutzt wird. Das hat wohl in erster Linie seinen Grund darin, dafl man haufig bei
Beriicksichtigung der Querschnittsverinderungen eine weniger iibersichtliche und
schwerer kontrollierbare Rechnung erwartet, als dies bei AuBerachtlassung der
Voutenwirkung der Fall ist.

Bei Anwendung zweckméifBiger Rechenverfahren und geeigneter Hilfsmittel, die
in diesem Abschnitt zur Behandlung gelangen, treten aber solche Nachteile kaum
in Erscheinung. Durch Schaffung der im Dritten Teil enthaltenen Zahlen- und
Kurventafeln wird auch der Mehraufwand an Arbeit und Zeit, der mit der Beriick-
sichtigung der Voutenwirkung verbunden ist, auf ein MindestmaB herabgedriickt,
so dafl damit die notwendige Voraussetzung fiir eine weitgehende Anwendung in
der Praxis gegeben ist.

II. Allgemeines iiber die Wirkung verinderlicher
Stabquerschnitte.

In welcher Weise sich der EinfluB der Querschnittsverdnderlichkeit bei Rahmen-
tragwerken geltend macht und wie durch eine zweckméBige Querschnittsgestaltung
der Momentenverlauf giinstig beeinflult werden kann, dariiber herrschen vielfach
noch recht unklare Vorstellungen. Man kann aber verhiltnismaBig rasch Einblick
in die Wirkungsweise verdnderlicher Stabquerschnitte gewinnen, wenn man zu-
néchst bei einfacheren Tragwerken einige Grenzfille
ins Auge faBt. Zu diesem Zweck soll vor allem der
beiderseits fest eingespannte Tréager in Betracht ge-
zogen werden. Besitzt der Stab auf seiner ganzen
Lange denselben Querschnitt, so hat der Momenten-
verlauf fir eine gleichmaflige Vollbelastung die in
Abb. 100 in voller Linie gezeichnete Form. Es ist
dann an den Einspannstellen

2

ME:% und im Feld Mpz%f.
Denkt man sich nun an den beiden Trigerenden gleich-
Abb. 100. artige Auflagerverstarkungen, sog. Vouten, angeordnet,
so werden sich unter der gleichen Belastung wie vorher
die Stiitzenmomente grdfer, die Feldmomente hingegen kleiner ergeben, wie dies in
Abb. 100 in schwicheren vollen Linien angedeutet ist. Der Unterschied wird um

so grofler sein, je kraftiger die Vouten ausgebildet sind.

Setzt man eine symmetrische Trigerausbildung, also symmetrische Vouten,
voraus, so wird sich die M-Linie bei gleichméBiger Vollbelastung ebenfalls sym-
metrisch ergeben. Das Anwachsen der Stiitzenmomente und die Abnahme des
Feldmomentes kann im Grenzfall so weit gehen, daf}

qr

wird, wie aus dem stark strichliert gezeichneten Momentenverlauf der Abb. 100 zu
entnehmen ist. Dieser Fall wiirde dann eintreten, wenn die Auflagerverstarkungen

bis zur Stabmitte reichen wiirden und der Verhiltniswert
J— Jl; —_—

wire, wobei J, das Trigheitsmoment in der Stabmitte und J 4 das Triagheitsmoment
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am Auflager bedeuten. Es wiirde dann der beiderseits vollkommen eingespannte
Triager genau so wirken wie zwei aneinanderstofende, durch ein Gelenk verbundene

Kragtriger, deren Spannweite je —21‘ betrigt (Abb. 101).

Aus dieser Uberlegung ergibt sich, daB die Einspannmomente des beiderseits
fest eingespannten Trégers bei Anordnung symmetrischer Auflagerverstirkungen im
Grenzfall um 509, gréBer sein konnen als bei demselben Triger ohne Vouten.

Nun soll aber dieser Gedankengang auch noch in der anderen Richtung ergénzt
werden. Wiirde man ndmlich umgekehrt an den Enden des fest eingespannten
Tragers statt Verstarkungen Verschwichungen vornehmen, so wiirden die Stiitzen-
momente an GroBe abnehmen, wihrend aber gleichzeitig das Feldmoment in dem-
selben Mal zunehmen wiirde, wie in Abb. 100 die schwach strichlierten Linien zeigen,
die allmdhlich in die stark strichpunktierte Grenzlage %

iibergehen. Dieser Grenzfall tritt ein, wenn
~Je
n = I, 00
ist. Es werden dann die Stiitzenmomente Mz = 0 und das
zugehorige Feldmoment erreicht den Wert

. L
My = g
d. h. es wirkt ein solcher ,.fest eingespannter Triger dann Abb. 101

genau so wie ein beiderseits gelenkig angeschlossener Balken.
Der EinfluB der Querschnittsverinderlichkeit kann also ziemlich bedeutend
sein. Noch krasser liegen die Verhédltnisse bei dem fest eingespannten Triger, der
nur an einer Seite eine Voute besitzt. Diese bewirkt ein 7
betrichtliches Ansteigen des an der Voutenseite gelegenen f
Einspannmomentes, wihrend das der Gegenseite zugehérige T ]
Einspannmoment gleichzeitig ver- EI“‘
kleinert wird (Abb.102). Im Grenz-

T T T .
falle, wenn also die Auflagerver-
N\, . . . .
. E}‘é stirkung iiber die ganze Triger- 7
S ;{,k& linge reicht und wiederum so be- =
= ok . /]
i messen ist, daB 2
Abb. 102. M-Verlauf beim fest n = ﬁ =90 Abb. 102a. Grenzfall,
eingespannten Triger mi oute
i ten T it Vout Iy
links (strichliert) und ohne Vou- . . . . .
ten (voll). wird (Abb. 102a), wirkt der beiderseits eingespannte

Stab wie ein einseitig eingespannter Kragtrdger von
derselben Linge I. Es wird das der Voutenseite zugehérige Stiitzenmoment

M 1:%12’ wihrend das andere Stiitzenmoment den Wert M, = 0 annimmt, wie
aus Abb. 102a ersichtlich ist. Es ergibt sich also hier im Grenzfall ein Anwachsen
des Stiitzenmomentes auf den sechsfachen Betrag jenes Wertes, der sich bei ein-
gespannten Trigern ohne Vouten einstellt.

Obzwar nun bei den praktisch vorkommenden Fillen diese theoretischen Grenz-
werte kaum erreicht werden, so ist doch eine Vernachlissigung der Voutenwirkung
bei der Berechnung von statisch unbestimmten Tragwerken nicht zu empfehlen.
Einen besonderen Ansporn zur Beriicksichtigung der Querschnittsverinderlichkeit
bildet aber vor allem die Tatsache, daB eine richtige und zweckmiBige Anordnung
von Vouten einen auBerordentlich giinstigen Einfluf auf die Momentenverteilung
zur Folge hat. Man vergleiche z. B. die in Abb. 103 eingetragene Momentenverteilung
fiir Vollbelastung bei einem durchlaufenden Triger mit und ohne Vouten. Der voll
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gezeichnete Linienzug stellt die Momente fiir den Tréger ohne Vouten dar, die
strichlierte Linie gibt den Momentenverlauf fiir den Trdger mit Vouten wieder.
Denkt man nun an die Bemessung eines solchen Trigers, so ist es wohl einleuchtend,
daB die vergroBerten Stitzenmo-
mente von den durch die Vouten
betrichtlich erhchten Querschnitten
im Bereich der Stiitzen verhiltnis-
méBig leicht aufzunehmen sind und
. daB weiter die Verringerung der
= ~ x  x  x %+ Feldmomente stets besonders will-
kommen sein wird, da im Feld in
der Regel ein moglichst niedriger
Querschnitt gefordert wird und auBlerdem, besonders bei weitgespannten Platten
oder Balken, eine nicht unbetrichtliche Gewichtsverringerung erzielt wird. Schlief3-
lich kommt noch hinzu, daB die Auflagerverstirkungen auch fiir die Aufnahme
der Querkrifte, die dort einen GroBtwert erreichen, vorteilhaft erscheinen.

Abb.103. M-Verlauf beim Durchlauftriger mit und ohne Vouten.

III. Rechnungsgrundlagen.

1. Die Endtangentenwinkel der Biegelinie des Rahmenstabes mit
verinderlichen Querschnitten.

Es sei der Momentenverlauf fiir eine bestimmte Belastung eines Rahmenstabes
mit beliebigen Auflagerverstarkungen gegeben (Abb. 104a) und die zugehdrigen
Endtangentenwinkel 7,, 7, der Biegelinie in bezug auf die Stabsehne gesucht. Zur
Losung dieser Aufgabe kénnen verschiedene Wege eingeschlagen werden. Hier
erscheint es der Anschaulichkeit wegen zweckméifBig, den bekannten MoHRschen Satz
anzuwenden, welcher fiir den Stab mit gleichbleibender Dehnungszahl E und ver-
anderlichem Trigheitsmoment J bei Annahme eines Vergleichswertes J, lautet:

,Die E J,fach verzerrten Endtangentenwinkel der Biegelinie sind gleich den

Auflagerdriicken A4, und A4, der als Belastung aufgefafiten th -fach verzerrten
M-Flache.

Es wird also, wenn 7, und 7, die wahren Werte der Endtangentenwinkel bedeuten,
EJ,v,= A4,
EJ v,= A,
Um nun diesen Satz von Monr auf den vorliegenden Fall in iibersichtlicher
Weise anwenden zu konnen, ist es zweckméBig, den gegebenen Momentenverlauf

in folgende drei Bestandteile zu zerlegen, die am freiaufliegend gedachten Stab
angreifen :
1. Momentenverlauf infolge + M, am Stabende 1 (Abb. 104d).

2' I3 ” + M2 ) I 2 (Abb 1046).
3. ’ ,»  der dufleren Belastung (Abb. 104f).

(71)

Fiir diese drei Fiélle kénnen die Endtangentenwinkel als Auflagerdriicke der

jeweils ch— -fach verzerrten M-Flichen getrennt bestimmt werden und man erhilt

der Reihe nach folgende drei Anteile:
Fiir den ersten Fall t,, 1,
: 1
» s Zweiten ,, T, 1,”,
» s dritten ;%% ap0
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Durch Uberlagerung dieser drei Fille erhilt man

nach (71) unter Beachtung der aus den Abbildun- @L/—-W@
4 4

gen sich ergebenden Vorzeichen aller Winkelwerte
(Uhrzeigersinn +): =7

! rr
EJ,vy=+v —7" +«°

- 7
(72) *”1(' T e )"”2
EJ,ty=—1) + 1" — &, W/
(Siehe auch Abb. 104g).

Die Belastungsfille 1 und 2, die sich auf die Stab- 7
endmomente + M, und -+ M, beziehen, kénnen %
&g

unter Anwendung des Proportionalititsgesetzes am
besten so behandelt werden, daB man zunichst die 7

Einheitsmomente angreifen 1af3t, also im ersten Fall © o] AR ®
das Moment M, = 4+ 1 (Abb. 104b) und im zweiten W

Fall das Moment M, = + 1 (Abb. 104c). Die diesen Abb. 104D.
Einheitsmomenten zugeordneten EJ -fach verzerrten

Endtangentenwinkel «, und f,, bzw. «, und f, /qqm:l%_) 8

konnen wieder nach Mour als Auflagerdriicke der — sk
He1

entsprechenden #fach verzerrten M-Flichen be-

stimmt werden. Dieser Gedankengang ist in den ® liwd % N@

Abb. 104b und 104c veranschaulicht, in welchen

auch die zugehérigen Biegelinien jeweils angedeutet o

sind. 4
Nach dem MaxwEgLLschen Satz von der Gegen- @;E

seitigkeit der Forminderungen muf} aber £, =p,

sein. KEs braucht daher fiir die Rechnung der - ;
Wert  nur einmal ermittelt werden, weshalb kiinftig W
einfach

AN

fr=1P= B (73) Abb. 1044,

geschrieben wird. Es ist darunter immer jener EJ - ®
fach verzerrte Endtangentenwinkel zu verstehen, der Shy
bei der Belastung des einen Stabendes mit dem Ein-
heitsmoment M = -+ 1 am enigegengesetzten Stab-
ende auftritt.

Es ergeben sich also, wie auch in Abb. 104d ¥, ) ®
ersichtlich gemacht ist, bei dem Belastungsfall 1
fiir ein beliebiges Moment M, die EJ -fach verzerr-

ten Endtangentenwinkel nach dem Proportionalitits- 3
gesetz Sk
=M . x; ' =M .8 (74) ¢
W
Ede T T -af Z ~

» _ 0 @
@ _af/ s @ @
E4T=T/-T +a;

Abb. 104f. Abb. 104g.

Abb. 104a bis g. Beziehungen zwischen Endtangentenwinkeln und Momentenverlauf bei Rahmenstiben mit
veridnderlichen Querschnitten.

Abb. 104c.

Abb. 104e.
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und ebenso beim Belastungsfall 2, Abb. 104e, fiir ein beliebiges Moment M,
n=M,.8;, 1 =M,.ux, (75)
Fithrt man diese Ausdriicke in (72) ein, so erhdlt man schlieBlich:
EJovy=+ M0, — M, + ,°
EJorg=—M,B + M,y xy— x,°.

Hiermit sind die gesuchten Endtangentenwinkel 7; und 7, als Funktion der Stab-
endmomente M,, M,, der duBleren Belastung (x,° und «,°) und der nur von der
Stabform abhingigen Winkelwerte oy, x,, § dargestellt (Abb. 104a bis g).

(76)

2. Gleichungsansitze fiir die Stabendmomente.

In den Ausdriicken (76) sind bereits die wichtigsten Beziehungen zwischen Form-
anderungsgroBen, Stabendmomenten und duflerer Belastung enthalten. Sie kénnen
deshalb auch als Ausgangspunkt fiir weitere Ableitungen benutzt werden. Lést
man z. B. diese beiden Gleichungen nach M, und M, auf, so erscheinen die Stab-
endmomente als Funktion der Endtangentenwinkel 7,, 7,, der Stabbelastung (x,°
und «,%) und der Winkelwerte x,, «, und §.

Es ergibt sich

EJ, o EJ, B o B
M, = C 2.7 S Ta— 2 0y g+ g0
R T ao,—pE P o, —pE 1 + ayoa,—pr 2 (77)
__EJB . EJeoxy B o, % e A0
e M e R g T,

Fiir die in den vorstehenden Ausdriicken immer wiederkehrenden Festwerte, die
nur von den Stababmessungen abhingen, kann eine vereinfachende Bezeichnung
eingefiihrt werden, und zwar

EJyoy _  EJyx, _  EJ,p
a o, —fE s apoy—f T Y way—f b. (78)
Damit lauten die GI. (77) etwas tibersichtlicher
My=a,71,+b7, _E}I (@ 0% — b y?)
c
(79)

M,=bt, +ay7, _—}Z(b 010 — ay &,0).

E

Um nun diese Ansédtze in eine fiir die Berechnung von Rahmentragwerken ge-
eignetere Form zu bringen, ist es zweckméiBig, an Stelle der Endtangentenwinkel
7; und 7, die Knotendrehwinkel ¢ und Stabdrehwinkel vy einzufithren. Nach den
schon im ersten Abschnitt aufgestellten Beziehungen (4) ist nun allgemein

=@ty und =@, +y,
so daBl damit (79) ibergefiihrt werden kann in

1
My =a,91 + by + (0 +b)1P“Ejjc‘(a10‘1°_b0‘2°)

(80)
1
My=a,p, +be, + (a; +b)yp — &, (b %, — a5 x,0).
Setzt man
a, +b=1c;; a,+b=c,, (81)
ferner
ol e —ba®) =My — L (bay® — ay a0 =My, (82)

EJ, EJ,
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so erhdlt man die Ausdriicke fiir die AnschluBmomente M,, M, eines Rahmen-
stabes 1—2 mit beliebig verinderlichen Querschnitten in iibersichtlicher Form:

My=a,¢, +boy +crp +M,y

(83
My=ap, + b + cyp +M,. )

Bei Verwendung von 4 als Rechnungsunbekannte an Stelle von y wiirden diese
Ausdriicke lauten:

My=a,¢ +beo, +*cll' A+
. (83a)
My=ayp, +be +72"'A + My

Die Anwendung dieser Gleichungen in der Rahmenberechnung macht es er-
forderlich, sowohl fir die Momente als auch fir die Beiwerte eine genauere Be-

zeichnung einzufithren, um eine Verwechslung zu > p n
. o . A 2l
vermeiden und Irrtiimer tunlichst auszuschalten. @‘!—"" 5 )

Zu diesem Zweck schreibt man die Gl. (83) in allge-
meiner Form fiir einen Stab » mit den Endpunkten m Ly
und n (Abb. 105) am besten folgendermafen: Abb. 105. Beiwerte des Rahmenstabes.

M=y P + 0 @ + Cp Py + W

(84)
Mn.m =COp,m Pn + b, Om + Coum Yo +9an

Darin bedeuten:

Apyn = EJ;ﬁ"”‘ AR (Beiwert a fiir das Stabende m) ]
m,n*%n,m~ Py
EJ,.cpnn, . . !
T = m?; (Beiwert a fiir das Stabende n) (85)
m,n*'n,m v
EJ,.B, .
by= - g (Beiwert b des Stabes »)
m,n-“n,m~ Py

Com.n = Q. + by ;  (Beiwert ¢ fiir das Stabende m)] (86)
Cnom = Oy, m + by ; (Beiwert c fiir das Stabende n).[

SchlieBlich sei noch der Ausdruck fiir die Summe der beiden Stabendmomente an-
geschrieben, der bei spiteren Ableitungen Gfter gebraucht wird. Durch Summieren
der beiden Gl. (84) ergibt sich:

Mm.n + Mn,m = cm,n (pm + cn,m @n + (cm,n + cnm) w” + mm.n + SJeﬂ."ﬂ' (87)

IV. Die Stabfestwerte q, b, c.

1. Statische Deutung.

Uber die Frage der Dimension und statischen Bedeutung der Stabfestwerte, die
zugleich ein Mall der Stabsteifigkeit darstellen, geben unmittelbar die Ausdriicke
(84) fiir die Stabendmomente Auskunft. Es ist daraus zunichst sofort ersichtlich,
daBl die drei Beiwerte a, b, ¢ die Dimension eines Momentes haben miissen, da die
Drehwinkel @,,, @,, p unbenannte Zahlen vorstellen. Die néhere statische Bedeutung
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der einzelnen Glieder und Beiwerte ergibt sich schlieBlich, wenn jeweils alle {ibrigen
Glieder zum Verschwinden gebracht werden.

Setzt man beispielsweise

@W@ n=0; p,=0; MW, ,=0; M, ,=0,
so lauten die Gl. (84)
e My n= Gy s M= by @ (88)
1::;',’: Fir ¢,, = 1 wird weiter

Mm,n:am,n; Mn,m:bw (883’)
d. h. der Stabfestwert a,, , kann statisch als jenes

Moment M, , gedeutet werden, das bei einer Ver-
®: = =~ # (@  drehung @, = 1 auftritt, wenn gleichzeitig alle

iibrigen Forménderungsgrofien gleich Null sind und

m- der Stab unbelastet ist. Ebenso kann der Stab-
Zmm  festwert b, als jenes Moment aufgefaBt werden,
Wil das unter denselben Voraussetzungen am entgegen-

Abb. 107. gesetzten Stabende, also am fest eingespannten
Ende auftritt (Abb. 106).

___?",-OE@ Fiir den Stabfestwert a, ,, gilt sinngemif die-
Y et |2 selbe Uberlegung (Abb. 107).
B0 Um iiber die Bedeutung der ¢c-Werte Aufschlufl

l . zu erhalten, setzt man
#, -WAMM@; Pn=0; @,=0; M, n=0; M, = 0.
il Fiir diesen Fall lauten die Gl. (84)
Abb. 108. My = Cpn - Mpm=Cnm-¥; (89)

Abb. 106 bis 108. Statische Deutung der  fiir Y = 1 ergibt sich schlieB3lich
Werte a, b, c.
Mm.n: Cm.ns Mn,m: Cn.m> (89a)
d. h. die Beiwerte c,,, , bzw. ¢, ,, konnen statisch als die Stabendmomente M, ,
bzw. M, ,, gedeutet werden, die bei einer Stabverdrehung y, = 1 an dem Stabende m

bzw. n auftreten, wenn gleichzeitig die iibrigen Forménderungsgrofien verschwinden
und der Stab unbelastet ist (Abb. 108).

2. Die zahlenmiilige Ermittlung der Stabfestwerte q, b, c.
Es sind hier allgemein zwei Félle zu unterscheiden.

A. Bei Stiben mit beliebig verinderlichen Querschnitten.

In solchen Fillen miissen zunéchst die Winkelwerte «,, «,, § fiir die Belastung
M, = +1 bzw. M,= +1 am freiaufliegend gedachten Stab ermittelt werden.
Dies kann in der bereits beschriebenen Weise nach dem MonRrschen Satz erfolgen.
Sodann erhilt man aus den Formeln (78) bzw. (85) und (86) die endgiiltigen Werte.
Sind die Stabe symmetrisch ausgebildet, so wird natiirlich

Oy = Op oy DZW. Cpp y = Cp e (90)

B.Bei Stiben mit einseitig oder beidseitig geraden oder parabolischen
Vouten.

Diese Stabformen treten im Bauwesen am héufigsten auf, weshalb sie eine
besonders eingehende Behandlung erfordern. Unter der Annahme, daB sich die
Tragheitsmomente der verschiedenen Querschnitte im gleichen Verhéltnis dndern
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wie die dritten Potenzen der Querschnittshchen, lassen sich fiir die Stabsteifig-
keitswerte a,, a, und b gebrauchsfertige Zahlentafeln aufstellen, in denen die ver-
schiedensten Voutenlingen und Voutenhohen beriicksichtigt sind. Dies ist hier
in der Weise geschehen, dal zunichst unter teilweiser Benutzung der in STRASSNERS
,,Neuere Methoden‘ entwickelten analytischen Ausdriicke 7

die Endtangentenwinkel o, o, und g fiir alle in Betracht O - @
kommenden Voutenformen berechnet und sodann mit 4
Hilfe der Ausdriicke (78) die Stabfestwerte a,, a, und b T
ermittelt worden sind. Es wurden auf diese Weise fiir vier

7
4

verschiedene Stabformen Zahlen- und Kurventafeln ge- ADD. 109.
schaffen, und zwar fir:?! O % ®
1. Stibe mit einseitig geraden Vouten (Zahlentafel 5, y)
Kurventafel 5a). =% , Z
2. Stabe mit einseitig parabolischen Vouten (Zahlen- Abb. 110.

tafel 6, Kurventafel 6&). Abb. 109 und 110. Grundwerte

3. Stidbe mit beidseitig geraden, zur Stabmitte symme- der Voutenstibe.
trisch ausgebildeten Vouten (Zahlentafel 7, Kurventafel 7a).

4. Stibe mit beidseitig parabolischen, zur Stabmitte
symmetrisch ausgebildeten Vouten (Zahlentafel 8, Kurven-
tafel 8a). b A
In simtlichen Tafeln sind die a- und b-Werte in S t
. . . EJ, —
facher Verzerrung fiir einen Einheitsstab von der Lénge
1 =1 enthalten. Um die Zuordnung dieser verzerrten Tafel-
werte zu den wahren a*- und b*-Werten eindeutig zum
Ausdruck zu bringen und doch eine Verwechslung zu ver- §? A
meiden, sind die Tafelwerte mit den entsprechenden T
deutschen Buchstaben a;, a; und b bezeichnet. Es bestehen =~ —>7
sonach folgende Beziehungen:
1. Bei Stiben mit einseitigen Vouten (Abb. 109): b
A
a* = ElJc a3 ay® = ElJc ay; b* = ElJc b. (91) T
2. Bei Stiben mit beidseitig symmetrisch angeordne- . '11" . X
. . 111. Schema d -
ten Vouten (Abb. 110): fafeln 5 und 6a zur E?thlé
at = Ble g pu Bley 02 " b

l

Darin bedeutet J, das Tréigheitsmoment im unverdnderlichen Stabbereich
und ! die wirkliche Linge des Stabes. Die verschiedenen Voutenformen und
Voutengrofen kommen in den Tafeln durch die Verhiltniszahlen 2 und n zum
Ausdruck. Es ist

2= 1, __ Voutenlinge

I~ Stablinge ’ (93)
_ J __ Trigheitsmoment im unverénderlichen Stabbereich (94)
Jg Trégheitsmoment des Auflagerquerschnittes )

Zwischenwerte von n bzw. 4 sind in den Tafeln einzuschalten, was naturgemiB
in den Kurventafeln bequemer durchzufithren ist. Die Anordnung der Kurven-

! Vgl. GuLpaN: Beitrag zur Berechnung von Rahmentragwerken mit verdnderlichen
Stabquerschnitten. Prag: J. CALVE, 1933 und H. D. I.-Mitteilungen, Jg. 1934.
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tafeln 5a bzw. 6a fir Stibe mit einseitigen Vouten ist aus der schematischen
Abb. 111 ersichtlich, in der nur eine A-Kurve eingezeichnet ist. Die Werte q;, a,, b
sind der Reihe nach fiir gegebene #n- und A-Werte aus den drei aufeinanderfolgen-
den Tafeln zu entnehmen. Jede einzelne dieser drei Tafeln, die eine Schar von
A-Kurven enthalten, ist so eingerichtet, daf die n-Werte als Abszissen und die
Stabfestwerte a bzw. b als Ordinaten erscheinen. (Siehe Einfiihrungsbeispiele 1
bis 4, Seite 141 bis 148.)

Fiir den Sonderfall, da 4 = 0 oder n = 1 wird, hat man es mit einem Stab
mit unverdnderlichem Tragheitsmoment zu tun. Die Zahlen- und Kurventafeln
liefern fiir diesen Fall stets

gp=a=a=4; b=2, (95)
Damit wird nach (91) oder (92)
wrm AETe e 2ET. (96)
ferner nach (81) oder (86)
or = o 4 br = 2BTe. (97)

Fiir diesen Sonderfall gehen die allgemeinen Gl. (84) fiir die Stabendmomente in
die bereits im ersten Abschnitt benutzte Form (5) fiir Stibe mit unverdnderlichem
Querschnitt {iber und lauten:

4EJ, 2EJ 6EJ,
1”1,2:—"" 1+ 2+“V’P+§m12

4EJ GEJ
My =—5"9, +

(98)

Die Zahlen- und Kurventafeln ermoglichen ferner auch die Berticksichtigung
der sprunghaft ansteigenden Trigheitsmomente an den Stabkreuzungspunkten.
Es kann dort eine sehr steil abfallende Voute angenommen und im Grenzfall

n = % = 0 gesetzt werden (sieche Zahlenbeispiel Nr. 13).
A

C. Bei Stdaben mit ungleichen Vouten.

Besitzen die auf beiden Seiten des Stabes vorhandenen Vouten verschiedene
Formen, so kénnen die Stabfestwerte zwar nicht direkt aus den Tafeln entnommen
werden, doch ist ihre Bestimmung unter Zuhilfenahme der Tafeln 17, 18, bzw. 17a, 18a
fiir die Winkelwerte «,, «, und § noch verhiltnismaBig einfach. Diesem Ermittlungs-
verfahren liegt folgender Gedankengang zugrunde.!

Soll z. B. fiir den in Abb.112 dargestellten Einheitsstab der £ J -fach verzerrte
Winkelwert «, bestimmt werden, so kann dies nach MorRr bekanntlich in der Weise

erfolgen, dafl man den Auflagerdruck 4, der i{]."— -fach verzerrten M-Linie ermittelt.

Nun kann man aber die vorliegende Stabform durch andere Stibe ersetzen, fiir
welche die gesuchten Winkelwerte aus den vorhandenen Tafeln unmittelbar
zu entnehmen sind. Man denkt sich also an Stelle des gegebenen Stabes mit
zwei verschiedenen Vouten (Abb. 112) drei Ersatzstibe, und zwar zwei Stéibe
mit nur je einer Voute von der jeweils gleichen Form wie beim gegebenen Stab

1 %Iz;ch DASEK, Beton und Eisen 1936, wo unabhingig von den bereits weiter
zuriickliegenden Arbeiten des Verfassers ebenfalls auf diesen Zusammenhang hinge-
wiesen worden ist.
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(Abb. 112a, b) und einen Stab okne Vouten (Abb. 112¢). Fir jeden dieser Stibe
kénnen nun die zugehérigen Auflagerdrehwinkel «,, «, und § in der bekannten
Weise als Auflagerdriicke bestimmt werden. Es ist weiter unschwer festzustellen,
daB der in Abb. 112 dargestellte Fall mit ungleichen Vouten durch eine ent-
sprechende Uberlagerung der drei in Abb. 112a, b, ¢ dargestellten Fille erhalten
werden kann. Wenn zugleich beachtet wird, daB in Ubereinstimmung mit
dem Aufbau der Zahlen- und Kurventafeln das Stabende auf der Voutenseite
stets mit ,1“ und das entgegengesetzte, also

voutenfreie Ende mit ,,2°° bezeichnet ist, so e
kann unter Bezug auf die Abbildungen geschrieben @h@
werden:
— A4, A® 4 (0); - T
1Y + 4, 1 (99) .é\ 1 ] y
Ay= 4,0 | 4,0 — 4,0, i :
Z-i ——

Hierin bedeuten sidmtliche 4-Werte jeweils die Auf- Abb. 112.
lagerdriicke der in den Abbildungen schraffierten
M-Flichen, wobei sich die Zeichen ), ® und © auf Ersatzstabi)
die Ersatzstibe beziehen. [} P ——
Setzt man in (99) an Stelle der Auflagerdriicke 4 - %
die entsprechenden Auflagerdrehwinkel und beachtet
man, daB X fa)
¥ A A
4,0= ? und 4, = f (100) Abb. 112a.
ist, so wird: Ersatestab (3)
@ 4 4L Ol s—— -
Ky = & + Ko —‘_3_3 ‘z- “\\‘l@
. (101)
/32 132(“) + ﬂl(b) 6 N i
3 I,
Die letzte Gleichung kann, da nach dem MAXWELL- Abb. 112b.
schen Satz f;, = i, = f sein muf, auch so geschrie-
ben werden: o Ersatzstab (¢)
r e
B = f@ + o _%. (102) 7 2

Dieselbe Uberlegung fiihrt natiirlich zum Ziel, A,’"l ﬂmﬂm IA{"

wenn es sich um die Ermittlung von «, handelt.

Zwecks besserer Ubersicht werden die drei ent- Abb. 112e.

sprechenden Formeln zur Ermittlung von a,, «, ADPP-112abisc. Ersatastibe (a) () ()
. e . . zur Bestimmung der Werte «, «, 8 bei

und B bei Stiben mit ungleichen Vouten noch Stiben mit ungleichen Vouten.

einmal gemeinsam angeschrieben, wobei die in den

Hilfstafeln verwendeten Bezeichnungen &, «,, f fiir den ,,Einheitsstab* verwendet

werden :

./

_ _ _ 1
0y = (xl(a) + 0(2(b) J— _3_
— — . 1
Ko — 062(“) + (Xl(b) —_ "'?T (103)

1

B =P +pO —
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Gegebener Stab Die Bedeutung der Zeiger ist in der schematischen Abb. 113 er-
@ sichtlich gemacht.
Die praktische Verwendung ist damit hinreichend klar. Die
Winkelwerte fiir die Ersatzstibe @ und ® sind bei geraden Vouten
@ aus Tafel 17 baw. 17a, bei parabolischen Vouten aus Tafel 18
bzw. 18a zu entnehmen. Damit kénnen dann aus den Formeln (103)
die gesuchten Winkelwerte leicht ermittelt werden. Die Stabfest-
werte a, 4, @y, und b ergeben sich dann aus den Formeln (78)
Abb. 113. (siehe auch Einfithrungsbeispiel 4, Seite 146).

Ersarzstav(d) |

3. Verwendung der Werte q, b, c in der Rahmenberechnung.

Fiir die Verwendung der Stabfestwerte a, b, ¢ bei der zahlenméiBigen Berechnung
von Rahmentragwerken gilt im wesentlichen dasselbe, was bereits im ersten Ab-
schnitt, I1, 6 iiber die Steifigkeitszahl £ gesagt worden ist. Fiihrt man die Beiwerte a,
b, ¢ in wahrer Grofe in die Rechnung ein, so erhédlt man auch die Momente und
die Forminderungswerte in wahrer Grofe. Fihrt man hingegen simtliche Stab-
festwerte z-fach verzerrt in die Rechnung ein, so ergeben sich die Momente wieder

in wahrer Grofle, obwohl die Forminderungswerte durchwegs ——-fach verzerrt
erscheinen. Als Verzerrungsfaktor kann auch hier

1
gewihlt werden, wobei J, ein in der Rechnung o6fter wiederkehrendes Trigheits-
moment oder einen willkiirlich gewédhlten runden Wert bedeutet. So kann z. B.

tiir J,= 0,001 m* gesetzt werden, womit der Verzerrungsfaktor

1000
2= —p— (105)
wird. Es wiirde also z. B. fiir die zahlenméfige Rechnung zu setzen sein:
_EJ, ___ EJ, 1000 _ 10007,
A A /A A
und &hnlich
IOOOJ 1000 J
Ay = 1 -Qg; b= —£ b, (106)

!

wobei auch J, in m* gedacht ist. Sollen ausnahmsweise auch die Forménderungs-
werte in ihrer wahren GrofSe bestimmt werden, so sind die aus der Rechnung er-
haltenen verzerrten GroBen nachtriglich durch Multiplikation mit z wieder zu
entzerren [siehe auch Gl. (18) des ersten Abschnittes].

V. Die zahlenmifige Ermittlung der Stabbelastungsglieder .

1. Bei Stdben mit beliebig verénderlichen Querschnitten und beliebiger
Belastung.

Da die Stabbelastungsglieder mit den Einspannmomenten des fest eingespannten
Trigers identisch sind, so unterliegen sie derselben Vorzeichenregel, die bereits
im ersten Abschnitt, I, 2 fiir die Stabendmomente festgelegt worden ist. Im iibrigen
kann die Berechnung allgemein nach den Ausdriicken (82) erfolgen, welche mit
der neuen Bezeichnungsweise lauten:

1 . . 1 . ;
M =— EJ, (@y% )0 —bF xy0); My = — EJ, (6% 0% — ay* &%), (107)
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Ersetzt man nach (91) die wahren Stabfestwerte a,*, a,*, b* durch die auf den
Einheitsstab bezogenen Werte a,, 0y, b, so erhélt man:

By = — 1 (13 20 — b 20); Dy = + 1 (33 069 — b ). (108)

Die in dieser Formel enthaltenen Werte «,° und «,® kénnen 7
am einfachsten nach MonRr als Auflagerdriicke 4,° und 4,° [T

der %-fach verzerrten M ,-Fliche am freiaufliegend gedach- @L/—Q@

ten Trager bestimmt werden (Abb. 114). Z
Bei symmetrisch ausgebildeten Vouten und symmetri- ;
scher Stabbelastung wird # [
0" = 0, = &% und q; = a, = q, A=a 4-a;
so daB die Formeln (108) dann einfach lauten: Abb. 114.
*9 o0

2. Bei Stiben ohne Vouten.

In diesem Falle wird nach (95) a, = a, =4 und b = 2, womit die Gl. (108)
iibergehen in

0o___ 0 0 ___ 0
My = —2 2T gy, g g BN (1082)
Bei symmetrischer Belastung wird iiberdies «,% = %, = &% und damit
0 0
M= — 200 M, = 4 2 (1092)

Die MM-Werte fiir Stibe ohne Vouten sind fiir verschiedene Belastungsfille
auf den Tafeln 2 bis 4 zusammengestellt.

3. Bei Stiben mit geraden oder parabolischen Vouten.

Fiir alle Belastungsfille, mit denen der praktisch tdtige Ingenieur am hiufigsten
zu tun hat, wurde eine ganze Reihe von Zahlen- und Kurventafeln aufgestellt,
um die sonst allzu zeitraubende Ermittlung der Stabbelastungsglieder einfacher
zu gestalten. Die Einrichtung und der Gebrauch dieser Hilfstafeln, die nach den
verschiedenen Stabformen und Belastungsfillen geordnet sind, seien hier kurz
beschrieben.

A. Hilfstafeln fiir gleichmiflige Vollbelastung.

Hierbei sind folgende Stabformen beriicksichtigt:
1. Stidbe mit einseitig geraden Vouten (Zahlentafel 9, Kurventafel 9a).
2. Stdbe mit einseitig parabolischen Vouten (Zahlentafel 10, Kurventafel 10a).
3. Stdbe mit beidseitig geraden, zur Stabmitte symmetrisch ausgebildeten
Vouten (Zahlentafel 11, Kurventafel 11a).
4. Stibe mit beidseitig parabolischen, zur Stabmitte symmetrisch ausgebildeten
Vouten (Zahlentafel 12, Kurventafel 12a).
Die Ausgangswerte fiir die Benutzung der Hilfstafeln sind stets die von der
Voutenform abhéingigen Werte
—_ JC * —_ l’U
n= 7, und l——l—,
deren Bedeutung aus (93) und (94) hervorgeht.

Guldan, Rahmentragwerke. 4
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Samtliche Tafeln sind so aufgebaut, daf sich die gesuchten Belastungsglieder M,
also die Einspannmomente des voll eingespannten Trigers, aus folgenden Formeln

ergeben:
Bei Stdben mit beidseitig symmetrisch ausgebildeten Vouten:
12 12
91’31=-%'—q12;93?z=+%'%2’ (110)

bei Stdben mit einseitigen Vouten:
» ql®

gl
Wy =— 375 My = + 23 35

Zur Entnahme der »-Werte konnen die Zahlen- und Kurventafeln Verwendung
finden. Die Kurventafeln fiir Stibe mit einseitigen Vouten sind als Doppeltafeln
eingerichtet, und zwar ergibt der obere Teil den Wert %, und der untere Teil x,.
Samtliche Kurventafeln zur Ermittlung der
Belastungsglieder fiir Vollbelastung enthal-
7 ten die n-Werte als Kurvenschar, wihrend
die A-Werte als Abszissen und die gesuch-
ten x-Werte als Ordinaten erscheinen. In
v —— Abb. 115 ist die Anlage dieser Kurven-
/ tafeln fiir Stibe mit beidseitig symmetrisch
/ % N ausgebildeten Vouten schematisch darge-

stellt, wahrend die Abb. 116 die Anordnung
1 der Doppeltafeln fiir Stabe mit einsestigen
—_— —_—2 Vouten zeigt. (Siehe auch Einfithrungs-

Abb. 115. Abb. 116. beispiele 1, 2, 3, Seite 141 bis 146.)

Abb. 115 und 116. Schema der Kurventafeln 9a und Die GroBe des Einflusses der verschieden
11a, baw. 1°a““%§?a\,iﬁfjss§;$’;‘f‘ng der - Werte geformten Vouten tritt bei den Kurven-

tafeln ganz besonders klar hervor, weshalb
sie auch fiir die Gestaltung der verschiedenen Rahmenstibe und namentlich bei
fest eingespannten Tridgern wertvolle Anhaltspunkte liefern konnen.

(110a)

— X

B. Hilfstafeln fiir Einzellasten bzw. Streckenlasten.

Um allen Laststellungen Rechnung zu tragen, wurden fiir die wichtigsten
Voutenformen die Einfluflinien fir die Einspannmomente des voll eingespannten
Tragers ermittelt und in den Hilfstafeln 13 bis 16 und 13a bis 16a zusammengestellt.
Die Zahlentafeln 13 bis 16 enthalten jeweils die Werte

{P fir die zwolfteiligen EinfluBllinien und eignen sich wegen

M ~Line wsLime  der groferen Genauigkeit besonders zum Auftragen, wihrend

% 7 die graphischen Tafeln 13a bis 16a

® % @ anasaasainn als zehnteilige Einflufllinien dar-

- 7 Wy-Linfe By Linie gestellt sind und dadurch vorteil-

K e & haft zur direkten Auswertung,
8 ® 1 @ also zur unmittelbaren Bestim-
mung der Stabbelastungsglieder

I, und M, benutzt werden kén-

Abb. 1174, Abb. 117b. nen. Die Einrichtung dieser Tafel

Abb. 1174 und b. Auswertung der M-Einflulinien fir Finzellasten 150 S0 getroffen, dafl immer eine

bzw. Streckenlasten bei Voutenstiben. Gruppe von EinfluBlinien fiir

einen bestimmten Wert A und die

zugeordneten Werte n = (0); (0,03); (0,05); (0,10); (0,20); (0,50); (1,0) in etnem

Felde gezeichnet ist. Dadurch ist die Einschaltung zwischen verschiedenen
n-Werten, die hdufiger vorkommt, leicht durchfiihrbar.
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Da in jedem Falle sowohl die EinfluBlinien fiir I, als auch fiir M, gezeichnet
sind, so wird die Auswertung besonders einfach, wie auch aus der Abb. 117a hervor-
geht. Es wird fiir irgendeine von oben nach unten wirkende Last P an der Stelle
unter Beachtung der Vorzeichenregel (erster Abschnitt, I, 2)

mlz_nl.Pl; %2:+772.Pl. (111)
Fiir mehrere gleich grofie Einzellasten wird
My =—PlYn; M=+ P1 Yy, (111a)

Handelt es sich um gleichméaBig verteilte Streckenlasten, so konnen ebenfalls
die EinfluBlinien vorteilhaft zur Auswertung verwendet werden. Es ergibt sich
dann nach Abb. 117b

M=—F,.q; My= + F,.ql2 112)
(

wobei ¥, und F, die der belasteten Strecke entsprechenden Flichen der EinfluB-
linien fiirdR, bzw.IN, eines Tréigers mit /= 1 bedeuten (siehe Zahlenbeispiel Seite 142).
Ist ferner der Stab vollig unregelmiBig belastet, ” .
so geschieht die Ermittlung der Belastungsglieder I, mz;z-z/h/b?‘z.r"”’"’
und M, am zweckmiBigsten in der Art, daB die ge- ~
gebene Belastung durch eine Reihe von Einzellasten ANt \
ersetzt wird, womit dann die Auswertung der Ein- AP N\
fluBlinien durch Summieren der einzelnen Einfliisse @‘ e
erfolgen kann. |
SchlieBlich konnen diese Tafeln auch zur Ermittlung
der Stabbelastungsglieder Verwendung finden, wenn die
dullere Belastung aus einem Biegungsmoment besteht.
Denkt man sich dieses Angriffsmoment M durch ein Kriftepaar mit dem Hebel-
arm a ersetzt, dann ist

—

e \,
o \

LV;:”/II P C ™~
I

®

’

T v Z

Abb. 118. Auswertung der IR-Einflug-
linien fiir 4uBere Momente.

M
M=P.a, also P= o (113)

Werden fiir dieses Kriftepaar die IR-EinfluBlinien ausgewertet, so erhilt man
nach Abb. 118 fiir ein rechisdrehendes Angriffsmoment (()):

9)?1,2:—1‘{“—171 ;771 ; My, = ‘I‘M—"“_nz ;’72 : (114)
Hingegen erhélt man fiir ein linksdrehendes Angriffsmoment (()):
Myp= + M9y = — T2 e (114a)

C. Stiibe mit ungleichen Vouten.

Hier gelten #hnliche Uberlegungen wie bei der Ermittlung der Stabfestwerte ag,
a; und b fiir solche Stéibe und es gestaltet sich damit die Berechnung wieder ver-

héltnisméBig einfach. Zur Verwendung gelangen die allgemeinen Formeln (108)
welche lauten:

2

M = —% (a7 2, — b ay?)

. (115)
My = + T (a5 &g — b &,%).

Die in diesen Ausdriicken enthaltenen Werte q,, a, und b sind nach IV, 2, C dieses

Abschnittes zu ermitteln, wihrend fiir die Bestimmung der Auflagerdrehwinkel o0
4t
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und «,° die von der duBeren Belastung abhingen, sinngemifl zu verfahren ist
wie bei der in IV, 2, C ausfithrlich behandelten Ermittlung der Winkelwerte «;,
o, und f. Hier sind die gesuchten EJ -fachen Auflagerdrehwinkel «;° und «,°

identisch mit den entsprechenden Auflagerdriicken, der —{,—”-fach verzerrten M-

Fliche am freiaufliegenden Tréager. Wie nun aus Abb. 119 hervorgeht, 148t sich
diese verzerrte M,-Fliche F, durch die drei darunter gezeichneten M-Flichen F@),
F®, F© in der Art ersetzen, daB

Fy=F@ 4 F® — F© (116)
wird. Dieselbe Beziehung mufB8 auch firr die Auflagerdriicke der verzerrten M -

Fliche gelten, so daB mit den Bezeichnungen der Abb. 119 a, b, ¢ geschrieben
werden kann:

e T A= A,°@ 4 4,00 — 4,00) (117)

oL—02
oder auch 0,0 = 0,°@ 0,00 — ,00) (118)
A?WAZ baw. % = 07 - 00O — 020,
Abb. 119. Diese Formeln entsprechen in jhrem Aufbau und auch
in ihrer Bedeutung sinngemi den Formeln (103). Die
Ersatzstab(a) ‘Werte 0610(“), (Xlo(b), (Xzo(a), Oézo(b) und (xlo(e)’ (xzo(c) be-
(G} P —————— 3@ ziehen sich wieder auf die Ersatzstibe (a), (b), (c),
- wie aus der schematischen Skizze in Abb. 120 klar her-
p vorgeht.
P £ ) Verwendet man auch hier die in den Hilfstafeln
gewihlten Bezeichnungen x,°@, %,°@ usw. fiir die auf
Abb. 119a. den Stab mit der Linge I = 1 bezogenen
Auflagerdrehwinkel, so lauten die vor- gegevenarSish
@ Ersargstab®)___ stehenden Formeln (118) © ®
[ - 1 . _ _ . =7
\ﬂ'@ %0 = %@ 4 %00 — 5, 0e) (118a) Ersatzstab (a)
w T = FPO - ) O — 70, Qpp—
A 1
’ Fiir die zahlenméBige Auswertung der @ £755125780 (&)
Abb. 119b. Ausdriicke (118) sind nach der Art —@
der Belastung folgende Fille zu unter-
. J g Ersarzstab )
@r___f_’fﬁ’i‘f_’_"."_@./___,@ schelden:. - . © e— 7)
L J 1. Gleichmdfiige Vollbelastung. In die- Abb. 120

sem Falle sind die x°-Werte fiir die Ersatz-
stdbe mit geraden Vouten aus der Hilfs-

a0 Fe 7de  tafel 21 bzw. 21a und fiir Ersatzstibe mit paraboli-
schen Vouten aus der Hilfstafel 22 bzw. 22a direkt zu

Abb. 119¢. entnehmen (sieche Einfithrungsbeispiel Seite 147).
Abb. 119a bis c. Ersatzstibe 2. Einzellasten. Fiir diesen Fall stehen wieder Eun-

& (tbe) (@) zurdBesgirsxpugé der fluplinien zur Verfigung, und zwar fir Stabe mit ge-

‘mig";ng‘i;‘ich‘;; vouten  raden Vouten auf der Tafel 25 und fiir Stibe mit para-
bolischen Vouten auf der Tafel 26.

3. Streckenlasten oder beliebige Belastung. Bei gleichmifBig verteilten Strecken-

lasten kann die Auswertung der unter 2 erwiahnten EinfluBlinien in dhnlicher Weise
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erfolgen, wie dies an Hand der Abb. 117D fiir die Ermittlung der Ii-Werte beschrieben
worden ist. Etwaige unregelméiBige Belastungen sind durch Einzellasten zu ersetzen,
so daB wieder die EinfluBlinien zur Auswertung herangezogen werden kénnen.

VI. Rahmentragwerke mit unverschieblichen Knotenpunkten.

In allen folgenden Ableitungen wird stets auf die entsprechenden Ausfithrungen
des ersten Abschnittes Bezug genommen. Dadurch werden einerseits tiberfliissige
Wiederholungen vermieden, anderseits ergeben sich direkte Vergleichsmaéglichkeiten,
die auch gewisse Unterschiede in den Einzelheiten
der Berechnungen in Erscheinung treten lassen. e

1. Bedingungsgleichungen.

Fiir die Ableitung einer gebrauchsfertigen
Mustergleichung kann naturgemiB genau der-
selbe Weg eingeschlagen werden wie im ersten
Abschnitt fiir den gleichen Fall. Man betrachte
also auch hier wieder einen Rahmenknoten-
punkt n, in welchen vier Stibe mit beliebig
verdnderlichen Trigheitsmomenten einmiinden
(Abb. 121). Die zugehérigen Stabfestwerte a
und b der einzelnen Stdbe seien bekannt. Sie
sind in dieser Skizze eingetragen, und zwar die @
a-Werte jeweils an den Stabenden und die Abb. 121. Beiwertskizze.
b-Werte in der Stabmitte.

Zur Aufstellung der Knotengleichgewichtsbedingung, welche besagt, daB die
Summe aller im Knoten » angreifenden Momente gleich Null sein mu3, werden
zundchst die Ausdriicke firr die StabanschluBmomente im Knoten » angeschrieben.
Nach (84) wird mit der Bezeichnung in Abb. 121 und unter Beachtung, da} hier ¢
fiir alle Stabe Null ist:

Moy =1 @Pn + b1y +Myy
M, o= 0no@n 4 bn,2@s + My, o
My 3= ap3¢0n + bps0s +My 3
My, 4= 0n, g @n + bn g @y + My 4
Entsprechend der Gl. (13) erhilt man auch hier durch Summieren der Ausdriicke (119)

On, 3

(119)

i=4 i i 4 D) =1 4 i=4
EMn,i:():(pn N An,i +2 bn,i‘pi _}"Zimnz (120)
i=1 i=1 i=1 i=1
In allgemeiner Schreibweise fiir beliebig viele in einem Knoten n zusammentreffende
Stabe und unter Annahme, daB dort auBerdem Kragarmmomente M, angreifen,
lautet die GI. (120) [vgl. Gl. (14)}:

(pnzan,i + Y b i + XMy + 3 M= 0. (121)
T % %

Durch Einfithrung der von frither bereits bekannten vereinfachenden Bezeichnungen
ergibt sich die endgiiltige Form der Knotengleichung fiir Rahmentragwerke mit
unverschieblichen Knotenpunkten [vgl. Gl. (15)]

i
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Hierin bedeuten (vgl. Gl. (16) und (17))

Ay =20, (123)
80 =2 M, + 2 M, (124)

oder, wenn kein Kragarmmoment auftritt, einfach

§n =2 My ;. (124a)
1

Das Diagonalglied d,, stellt somit die Summe der am betrachteten Knoten n

liegenden a-Werte aller dort steif angeschlossenen Stibe vor.
Das Knotenbelastungsglied s, ist die Summe
@ der nach V dieses Abschnittes zahlenméfBig zu
ermittelnden Stabbelastungsglieder IR, ;, ein-
schlieBlich der Summe der etwa vorhande-
& nen, direkt im Knoten angreifenden Kragarm-

momente.

8 Die Glieder b, ; g, treten in einer Knoten-
@ Dany  Bpe |® gleichung in solcher Zahl auf, als in dem be-
7 | trachteten Knoten Stébe steif angeschlossen sind.

N Sind jedoch einzelne dieser Stibe im gegeniiber-
@ liegenden Knoten ¢; fest eingespannt, so daf}
dort ¢; = 0 wird, so entfallen auch die diesen
Stiben zugeordneten Glieder b, ; ;.

Fiir gelenkige Stabanschliisse gilt auch hier

im wesentlichen dasselbe, was bereits im ersten

- . Abschnitt, IT, 3 iiber diesen Fall gesagt worden

Abb- 122. a‘,ﬁiﬁ‘ﬁ‘ﬁ,‘,‘?‘ée‘iﬁirﬁiﬁffem Stab-ist. Es sind dann fir jeden Knote%l, 11% welchem

z.B.ein Stab gelenkig angeschlossen ist (Abb.122),

zwet Gleichungen aufzustellen und somit auch zwe: Diagonalglieder zu bestimmen,
welche mit den Bezeichnungen der Abb. 122 lauten

dn’:an’,2§ dn:an,l + an,s + A,y (1233’)

2. Beschreibung des Rechnungsganges.
Der Arbeitsvorgang bei Aufstellung der Rahmengleichungen 148t sich in folgende
Abschnitte gliedern:

1. Feststellung der Tragwerksabmessungen: Stablingen, Querschnittsgrofen,
Voutenldngen usw.,

2. Ermittlung der Beiwerte a,, a, und b nach IV dieses Abschnittes,
3. Anfertigung der ,,Beiwertskizze®,
4. Ermittlung der Diagonalglieder d, nach (123),

5. Berechnung der ,,Stabbelastungsglieder” It nach V dieses Abschnittes und
der ,,Knotenbelastungsglieder s, nach (124) bzw. (124a),

6. Tabellarische Aufstellung der Gleichungen nach (122) unter Benutzung der
,,Beiwertskizze*,

7. Auflosung des Gleichungssystems nach Muster I oder IT,

8. Ermittlung der Stabendmomente nach (84) unter Zuhilfenahme der Bei-
wertskizze.

(Siehe auch Zahlenbeispiel Nr. 12, 13.)
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3. Gleichungstabelle fiir ein unverschiebliches Tragwerk.

In Abb. 123 ist die Gestalt des Tragwerkes mit der zugehodrigen Belastung
ersichtlich, wihrend Abb. 124 die Beiwertskizze darstellt.

Es sind hier insgesamt vier Knotendrehwinkel, ndmlich g4, @4, @5, ¢ gemeinsam
zu bestimmen, also vier Gleichungen aufzustellen. Nach Ermittlung von dg, d,,

® @ @ ®

el % - g777773 4

mm:mqr;mnr T x...m.lq?a[mrm b |||||||[1w¢é‘wuumn |

O): A_.__@_+._.__@__ __.*,Jlr_ _____ 1‘ ®
g.;___\l/—-\ — ~ | — ~|
i |
| ' i ‘
oy @y L, ®
Abb. 123.

Abb. 124. Beiwertskizze.

dg, dg nach (123) und s, 8, Sg, g nach (124a) kann an Hand der Beiwertskizze die
Aufstellung der Gleichungsgruppe 9 bzw. der Gleichungstabelle 9 durch wiederholte
Anwendung der Mustergleichung (122) vorgenommen werden.

Gleichungstabelle 9.

Gleichungsgrupre o | o | o0 | @5 | o B
dg s + b @y + 8=0
Pe dg be P
d7¢7+b6%+b7%+8720 — y ,
dg @y + by @7 4 bypy 483 =0 Ll ‘ 6 1 0% Sq
d9 ‘2 + b8 Ps + 89 = 0 A%(ps }44777 d_ﬁi’f N dﬁﬁiMbS Ai_“
Pe |, by | dg S,

(Siehe auch Zahlenbeispiel Nr. 12, 13, 14.)

VII. Rahmentragwerke mit verschieblichen Knotenpunkten.

1. Allgemeines.

Wie schon im ersten Abschnitt ausfiihrlich dargelegt wurde, versteht man darunter
solche Tragwerke, bei welchen nicht allein Knotenverdrehungen, sondern auch Stab-
verdrehungen vorkommen. Als Unbekannte der Rechnung treten in solchen Fillen
die Knotendrehwinkel ¢ und die Stabdrehwinkel p bzw. die ,,gegenseitigen* Ver-
schiebungen A4 oder die Knotenverschiebungen § auf. DemgemiB sind zwei
Arten von Bedingungsgleichungen zur Bestimmung dieser Unbekannten zu unter-
scheiden.
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Knotengleichungen. In Abb. 125 ist
der Knotenpunkt irgendeines verschieb-
lichen Tragwerkes mit vier Stiben und
den benachbarten Knotenpunkten 1, 2, 3,4
herausgezeichnet. Ferner sind darin die
Festwerte a,, @, und b sowie ¢, und ¢, der
einzelnen Stibe in ordnungsgeméifer Be-
zeichnung so eingetragen, wie es fiir eine
Beiwertskizze zweckmiBig ist. Es sei zu-
nichst vorausgesetzt, daBl alle vier im
Knotenpunkt z zusammentreffenden Stibe
verdrehbar sind.

Durch Auswertung der Bedingung

M, =0 ergibt sich sodann unter
i

Benutzung von (84) in derselben Weise
wie frither [vgl. (27)] die allgemeine Form

Abb. 125. Beiwertskizze. der Knotengleichung
p @Pn+ 2 bn, i @i+ 3 i Vi + 80 = 0. (125)
% 1

Die Werte d, und s, sind nach (123) bzw. (124) zu ermitteln.

Die Glieder ¢, ; y,,; wobei unter ¢, ; stets der am Knoten n gelegene c-Wert
zu verstehen ist, treten nur bei Stiben in Erscheinung, die eine Verdrehung erleiden.
Es ergeben sich also in einer Knotengleichung immer nur so viele y-Glieder, als
in den betrachteten Knoten Stibe mit Verdrehungen vorhanden sind.

YVerschiebungsgleichungen. Wie im ersten Abschnitt, so kénnen auch hier fiir
die verschiedenen Tragwerkstypen gebrauchsfertige Mustergleichungen aufgestellt
werden. Das soll in den folgenden Kapiteln gezeigt werden.

2. Der beliebig belastete Stockwerksrahmen mit lotrechten,
geschoBBweise gleich langen Stiindern.
a) Bedingungsgleichungen.
Knotengleichungen. Zieht man in Betracht, daB fiir die hier behandelten
Tragwerksformen in einer Knotengleichung hochstens zwei -Glieder auftreten

[ @ ® @
o
X ~ o
T i Yurr ¥ N g
@hs Pl—2e22|Qs ®
BRE NS
& ¥ Y NN
3 z 3
27 b >
l o @ @
Abb. 126. Abb. 127. Beiwertskizze.

konnen, und zwar fiir die oberhalb und unterhalb in den betrachteten Knoten ein-
miindenden Stiele, so kann in Gl. (125) an Stelle von
:cn,iwn,i:cn,yWu +Cn,,u+1wu+1 (126)

1

gesetzt werden. Hierin bedeuten v, bzw. g, 4 1 die Stabdrehwinkel in den unterhalb
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bzw. oberhalb des Knotens n liegenden Stockwerken und ¢, , bzw. ¢, , 1 die am
Knoten n gelegenen c-Werte der Stiele im Stockwerk u bzw. u 4 1 (Abb. 126).
Damit lautet die Knotengleichung (125) [vgl. (30)] ausfiihrlicher:

dy @+ b, @i+ Cn w Vi ot 1Yur1 + 8= 0. (127)

()

Die zahlenmiBige Anwendung dieser Gleichung sei an folgendem Beispiel fiir
einen Knoten gezeigt. In Abb. 127 ist die Beiwertskizze fiir einen Tragwerksteil
dargestellt. Darin sind nur die Beiwerte enthalten, die fiir die Aufstellung dieser
einen Gleichung benétigt werden. Es sind dies die am Knoten (5) gelegenen a-Werte,
sowie die zugehérigen Klammerwerte ¢ und schlieBllich die in der Stabmitte einge-
tragenen b-Werte fiir jene Stébe, die am Knoten (5) zusammentreffen. Dabei
ist zu beachten, daB nach (86) die c-Werte immer einfach als Summe der entspre-
chenden Werte ¢ und b des betrachteten Stabes erhalten werden. Das Diagonal-
glied fiir den Knoten (5) ergibt sich nach (123) mit

dy=a5, =82 +22+50+18=172.
?

Damit lautet die Gleichung fiir den Knoten (5) nach (127):
17295 +0,9¢, + L1 g + 3,395 + 12,29, + 8,3y, + 85 = 0.

Verschiebungsgleichungen. Fiir die Aufstellung und weitere Auswertung der

statischen Gleichgewichtsgleichung 3 H — 0 fiir irgendein Stockwerk kann auch
hier von der allgemeinen Gl. (34) ausgegangen werden, da dort dieselben Voraus-
setzungen vorliegen wie hier. Diese Gleichung lautet:

(YP+Xg+ a1+ M, + M,)=0. (128)

Driickt man den Summenausdruck (3, 4+ M,) nach (87) als Funktion der
ForménderungsgroBen und der Stabbelastung aus, so erhilt man die Verschiebungs-
gleichung fiir ein Stockwerk y mit der hier gewahlten Bezeichnung:

chu Py +Zco @, + Du Yu + Sy =0, (129)
p u
wobei
D, =2 (co + ¢4 (130)
un
Su= (NP +Yqg+2%) .15, + XM, +M,). (131)
I 1

Vorzeichen: _2>+

Die Verschiebungsgleichung enthilt somit:

1. Die Glieder X, @y, d. h. die Summe der Produkte aus den unteren Dreh-
winkeln und den urll‘teren c-Werten aller Stabe des Stockwerkes u.

2. Die Glieder 27@, @, d. h. die Summe der Produkte aus den oberen Dreh-
winkeln und den obl:aren c-Werten aller Stibe des Stockwerkes u.

3. Das Diagonalglied D, vy,, wobei nach (130) D, die Summe der oberen und
unteren c-Werte simtlicher Stibe des Stockwerkes bedeutet.
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4. Das Belastungsglied S,, das nach (131) aus der dulleren Belastung zu er-
mitteln ist. (Genauere Angaben siehe im ersten Abschnitt, III, 3.)

Die praktische Anwendung der Verschiebungsgleichung (129) wird anschlieBend
an einem Beispiel gezeigt. In Abb. 128 sind nur die erforderlichen Beiwerte ¢ der
Saulen eingetragen. Nach (130) werden die Diagonalglieder

Dy =N (c, +¢,) = 15,0 + 12,5 + 26,4 + 20,0 + 13,0 + 10,2 = 97,1
1)
D,=2(c, +¢,) = 12,5 +- 10,0 + 20,5 + 15,5 + 11,3 + 84 = 78,2
(2)
und nach (131) die Belastungsglieder

_? ® ©) S; = (4,0 +2,0).3,0= 18,0 tm
i 2 CZE;

2ot (25) (245) 1 S,= 20 . 35 — 70tm.

% o

Somit lauten die Verschiebungsgleichungen nach

4@: 90) Olfss) ®lay (129) fur das erste Stockwerk:
4ot |(%50) (264) 7

” S 1509, + 2649, + 1300 + 9719, +180=0
%@5} Jeg0) ,,C%JL/L und fiir das zweite Stockwerk:
® 3
10,0 p, + 15,5 @5 + 8,4 5 + 12,5 ¢, 4 20,5 pg +
Abb. 128. Beiwertskizze. + 11,3y + 78,29, +7,0=0.

b) Gleichungstabelle fiir ein dreistdckiges, unsymmetrisches Rahmen-
tragwerk.

Die Gestalt des Tragwerkes ist aus Abb. 129 ersichtlich, die zugleich als Beiwert-
skizze dargestellt ist. Es seien beliebige Belastung und verschiedene Feldweiten
und GeschoBhéhen vorausgesetzt.

Gleichungstabelle 10.

H Ps } Pe t P ‘ Ps } P9 { P10 ‘ P11 i P12 i P13 | Pua Y1 ’ Y2 ’ Y3 B
- y
Ps d; | b; bg c5_1% Cs,9 85
@s || b5 | de be by 06,2} Ce,10 Sg
Pq b |d, b, b0 c7'3j C7.11 87
- - 1
Ps b; | ds bi Cs,4 I Cg.12 S
_— f
‘Pz_a_ bs dy bys bis | Co.5 | Co.13| o
P10 by - bis |dy | b1s C10,6 S10
P11 b1o by | dn bys bie ; C11,7| C1u1,14) 11
P12 - by { b1y dis ? C12,8 S12
P13 bys ‘ dis | by \ C13,9 | S13
P1a ‘ bie by | dy \ C14,11{ S14
1 “ C5,1| Ce,2 | C7,3 | Cs,4 | l D, S,
P2 || C5,9| Ce,10] C7,11| C8,12| C9,5 | C10,6 | C11,7 | C12,8 | D, S,
Ys C9,13| C11,14 C13,9 1 C11,11 } D, |8,
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Insgesamt sind 13 Unbekannte zu be-
stimmen, und zwar: die Knotendrehwin-
kel @5 bis ¢, und die Stabdrehwinkel y,,
Py, W3 Mit Hilfe der Beiwertskizze sind b
nach (123) die Diagonalglieder dy bis d,, b 2@agy B
der Knotengleichungen und nach (130) die )
Diagonalglieder D,, D,, D; der Verschie-
bungsgleichungen zu bestimmen. Weiter
sind noch die Belastungsglieder s, bis s,
nach (124a) sowie 8;, S,, S; nach (131) zu
ermitteln. Damit kann die tabellarische ¥/
Aufstellung der Knotengleichungen nach
(127) und der Verschiebungsgleichungen
nach (129) vorgenommen werden. Abb. 129.

©

3. Der beliebig belastete Stockwerksrahmen mit lotrechten, ungleich
langen Stdndern.

Es ist hier zweckmaifBig, als Unbekannte an Stelle der y-Werte die Verschiebungs-
groBen A einzufithren (vgl. auch die im ersten Abschnitt, ITI, 4 an Hand der Abb. 65
gegebenen néheren Erklirungen).

a) Bedingungsgleichungen.
Knotengleichungen. Fiihrt man fiir die in Gl. (127) enthaltenen y-Werte, die

nach den Stockwerken benannt sind, nach (2) die entsprechenden A-Werte ein, so
ergibt sich die Knotengleichung in iibersichtlicher Form:

dn(pn +2bn,z’(pi+En,uAu+En,u+1Au+1+sn:0- (132)
1
Hierin bedeuten: c c
Cop =75 Gpur = (133)
u w41

Bei der Ermittlung der Stabendmomente aus den Forméinderungsgréfen empfiehlt
es sich, die bereits in der Stabfestwerttabelle nach (133) enthaltenen é-Werte zu
verwenden. Die entsprechenden Formeln lauten dann fiir eine Siule m—n des

4
Stockwerkes u unter Beachtung, da8 v, = T” ist:

7
My, =, P + b @n + C_m,nAu + W, n
Mn,m =, P +b Pm + En,mAu +§):Rn,m
Verschiebungsgleichungen. Die allgemeine Form der Verschiebungsgleichung fiir

das Stockwerk u ergibt sich wieder durch Auswertung der Bedingung >'H = 0
und lautet in iibersichtlicher Schreibweise (vgl. 44):

(134)
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